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V orwort zur zweiten A.uflage. 
Obschon der Begriff "Maschinenelemente" durch Konstruktionsteile, die in gleicher oder 

ahnlicher Form bei einer Reihe von Maschinen vorkommen, nicht genau umschrieben ist, macht 
die Abgrenzung des Lehrgebietes im allgemeinen keine Schwierigkeiten. Es ist nach oben be­
grenzt durch die Maschinengetrie be und durch die vielen Zweige des Maschinen- und Apparaten­
baues. Auch die zweifellos gleich wichtigen Elemente der Feinmechanik mussen getrennt 
behandelt werden 1. 

Das sO umgrenzte Gebiet ist aber immer noch sehr umfangreich und umfaBt Probleme, die 
durch ihre Vielseitigkeit uberraschen. :Man muB sich daran gewohnen, unter "Maschinenelemente" 
nicht etwas einfaches, elementares oder leicht verstandliches zu verstehen. Schrauben, Wellen, 
Lager, Drahtseile, KuppJungen, SchweiBverbindungen, Zahnrader usw. sind Bauteile, die d(;lr 
Berechnung oft schwer zuganglich sind. 

Die elementare Festigkeitslehre (die als bekannt vorausgesetzt wird) befaBt sich nur mit der 
Berechnung von prismatischen Staben in groBer Entfernung von den Kraftangriffstellen. Sie 
muB bei den oft verwickelten Formen der Maschinenteile bei jeder Querschnittsanderung und 
in der Nahe des Kraftangriffes (der Befestigung) versagen, also gerade dort wo erfahrungsgemaB 
die Bruche meistens auftreten. Bei der Berechnung der Maschinenteile treten vielfach Probleme 
auf, die weit auBerhalb der Kenntnisse liegen, die im dritten Studiensemester der Technischen 
Hochschulen vorausgesetzt werden diirfen. Die Hertzschen Gleichungen z. B. bilden die Grund­
lagen fur die Berechnung der Walzlager und der Zahnrader; bei Schrumpfverbindungen liegen die 
Beanspruchungen im plastischen Gebiet; bei Zahnradern bilden die Gerausche (als Folge der 
auftretenden Schwingungen) besondere Schwierigkeiten. Bei SchweiBverbindungen spielen die 
Warmespannungen eine ausschlaggebende Rolle. Die Konstruktion eines guten AbschluBventiles 
setzt Kenntnisse der Potentialstromung voraus, die Berechnung der Lagererwarmung Kenntnisse 
der Warmeleitung und des Warmeuberganges usw. 

Selbstverstandlich kann man diese Vielheit der Probleme in der fiir den Unterricht der 
Maschinenelemente ublichen Zeit niemals vollstandig behandeln. Die Probleme mussen deshalb 
weitgehend vereinfacht werden. DaB diese Vereinfachung bisher viel zu weit getrieben wurde, 
hat man im letzten. Jahrzehnt bei der Losung neuer Aufgaben (z. B. des Leichtbaues) deutlich 
erfahren; die bisher gebrauchIichen Berechnungsmethoden haben vollstandig versagt. Das war 
vorauszusehen. 1m Vorwort der ersten Auflage schrieb ich deshalb: 

Bei der raschen Entwicklung des Maschinenbaues' und infolge der zunehmenden Speziali­
sierung werden die Technischen Hochschulen den Unterricht in mancher Beziehung anders 
gestalten und namentlich den "Elemen ten" mehr A ufmer ksamkeit s chenken muss en. 
Diesen Gedanken muB ich auch jetzt wieder unterstreichen. In Deutschland hat sich seither 

ein FachausschuB fur Maschinenelemente beim Verein Deutscher Ingenieure gebildet, in 
welchem (neben Professoren) namhafte Vertreter der Industrie mitwirken. Dieser AusschuB hat 
von Oktober 1933 bis August 1934 einige "ArbeitsbJatter" als neue Grundlage fiir die Berechnung 
der Maschin(;lnteile herausgegeben, das weitere Erscheinen aber (nach der Maschinenelementen­
Tagung in Aachen, 1935) wieder eingestellt, weil es sich herausgestellt hat, daB die eigentlichen 
Grundlagen zur Zeit noch keineswegs geklart sind. GewiB ein besonders fur die Wissenschaft 
aber auch fiir die Praxis recht betrubliches Ergebnis. 

Nach dieser Feststellung mag es gewagt erscheinen heute ein Lehrbuch herauszugeben, das 
sich fast ausschlieBlich mit den Grundlagen fiir die Berechnung der Maschinenteile befaBt. 
Anderseits ist eine kritische Auseinandersetzung mit den grundlegenden Problemen fiir den 
technischen Nachwuchs erst recht notwendig. 

1 Richter 1l1ld Voss: Elemente der Feinmechanik, 2. Auf!. Berlin: VDI-Verlag 1938. 



IV Vorwort zur zweiten Auflage. 

"Vorlesungen" maehen keinen Ansprueh auf Vollstandigkeit; sie besehranken sich auf das 
grundsatzlieh Wiehtige und richten sieh nach der vorhandenen Zeit. Das ist zu bedenken, wenn 
dieses oder jenes vermiBt oder zu kurz behandelt wird. Ein Sehrifttum-Verzeichnis bei jedem 
Abschnitt, das besonders die Veroffentlichungen der letzten 10 Jahre beriicksichtigt, muB uber 
solche und andere Lucken hinweghelfen. Es macht das Bueh auch als Nachsehlagewerk fiir den 
praktiseh tatigen Ingenieur geeignet und ermoglieht eine Vertiefung in die einzelnen Teilauf­
gaben. Fertige Rezepte und Faustformeln, die sowohl bei den Studenten als aueh in der Praxis 
gleich beliebt sind, wird man in diesem Buch nieht finden. leh war vielmehr bestrebt die neuesten 
Forsehungen zu berueksiehtigen und zu selbstandigem Denken anzuregen. Der stark belasteto 
Student findet allerdings nur selten die erforderliehe Zeit zur selbstandigen Verarbeitung des 
Stoffes. leh hoffe deshalb, daB er auch in der Praxis aus diesen "Vorlesungen" noeh Nutzen 
ziehen wird. 

Bei aller Wertschatzung der Berechnung darf nie verges sen werden, daB diese nur ein not­
wendiges (oft reeht einseitiges) Hilfsmittel ist, wahrend das Endziel in der Formgebung und 
Herstellung liegt, also ein konstruktives und werkstatteehnisehes Problem ist. Die 
konstruktive Aufgabe besteht darin, fiir gegebene Verhaltnisse die einfachste und in jeder 
Beziehung beste Losung zu finden. Das Abwagen der Vor- und Naehteile der versehiedenen 
Losungsmogliehkeiten ist eine vieIseitige und verantwortungsvolle Aufgabe, die hohe Anforde­
rungen an den Konstrukteur stellt. 

leh danke meinen Assistenten fiir das Zeiehnen der Abbildungen und fiir das Lesen der 
Korrekturen. Besonderen Dank sehulde ich allen Firmen, die mich durch Uberlassung von 
Druckstocken in so freundlicher Weise unterstutzt haben. 

Zurich, Ende Marz 1940. 
ten Bosch. 
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Einleitung. 
Formulierung der konstruktiven Aufgabe. 

Es ist Aufgabe des Konstrukteurs die Bestandteile irgendeiner Maschine (oder eines Appa­
rates) moglichst vollkommen dem Ge brauchszweck anzupassen. Fiir eine zweckentsprechende 
Konstruktion miissen demnach die Betrie bs bedingungen zuverlassig bekannt sein. Der 
Konstrukteur darf z. B. nicht einfach irgendein Lager oder Zahnrad konstruieren, sondern 
muB ein Lager, resp. Rad entwerfen, das fUr die vorgeschriebenen Betriebsbedingungen am 
best en geeignet ist. Die Schwierigkeit liegt darin, daB unter "Betriebsbedingungen" die ver­
schiedenartigsten Einfliisse zusammengefaBt sind. So muB man von einer in Steinbriichen ver­
wendeten Gesteinbohrmaschine selbstverstandlich voraussetzen, daB sie bei dem rohen Betrieb 
immer gebrauchsfahig bleibt und z. B. beim Herunterfallen keinen erheblichen Schaden erleidet. 

Die Formen des gleichen Maschinenteiles wechseln demnach mit dem Ge brauchszweck. Eine 
Maschine, die in Bergwerken oder in staubhaltigen Betrieben durch ungelernte Arbeiter bedient 
werden solI, ist unter anderen Gesichtspunkten zu entwerfen, als wenn sie in sauberen Maschinen­
salen bei sorgfaltigster Wartung durch angelerntes Personal verwendet wird. Ein Motor sieht 
ganz anders aus, wenn er als stationare Maschine, als Schiffs-, Automobil- oder als Flugzeugmotor 
verwendet wird, auch wenn in allen Fallen die Motorstarke gleich bliebe. Eine Exportmaschine 
wird manchmal in Einzelheiten anders durchkonstruiert werden miissen, um die Transport- und 
Reparaturmoglichkeiten in abgelegenen Gegenden zu beriicksichtigen. In anderen Fallen ver­
langt der Gebrauchszweck wieder eine moglichst gerauschlose Maschine usw. 

Beim Unterricht in den Maschinenelementen kann es sich naturgemaB nur darum handeln, 
die allgemeinen Gesichtspunkte bei der Berechnung und beim Entwurf zu behandeln. Die 
endgiiltige Formgebung ist nur von Fall zu Fall und in Anlehnung an die Erfahrung moglich. 
Darum ist und bleibt der Maschinenbau eine Erfahrungswissenschaft. Es ist noch nicht 
sehr lange her, daB der Nachdruck dabei auf Erfahrung lag und die Wissenschaft eine ganz 
bescheidene Rolle spielte. Doch auch der begabteste Mensch vermochte nur wenig auszurichten, 
wenn er nicht auf dem Erfahrungsschatz anderer, und namentlich dem von vergangenen Ge­
schlechtern ererbten, aufbauen konnte. Diese in vie len Jahrhunderten gesammelten Erfahrungen 
sind in den theoretischen Wissenschaften (Physik, Mechanik, Technologie) zweckmaBig 
geordnet, und bilden auch das Fundament des Maschinenbaues. Es wird vielleicht auffallen, 
daB die Mathematik hierbei nicht genannt wurde. Fiir uns Ingenieure ist die Mathematik weniger 
eine Wissenschaft als ein Werkzeug und zwar ein unentbehrliches Werkzeug. Wir miissen nur 
lernen dieses Werkzeug richtig zu beniitzen, dann werden wir die groBte Freude und auch den 
groBten Nutzen daran haben. Die Mathematik tragt weniger zu neuen Erkenntnissen bei, als 
daB sie unsere Kenntnisse in einer anderen, fUr den praktischen Gebrauch geeigneteren Form 
bringt, indem sie z. B. aus der Differentialgleichung die anschaulichere Losung ableitet. 

Die Betriebssicherheit der Maschine erfordert zunachst, daB die Einzelteile wahrend des 
Betriebes weder brechen oder eine schadlich groBe Formanderung erleiden, noch sich zu stark 
erwarmen oder abnutzen. Der Unterricht in den Maschinenelementen befaBt sich hauptsachlich 
mit solchen Berechnungen, womit aber nur ein Teil der konstruktiven Aufgabe gelost wird. 

Bei diesen Berechnungen muB man voraussetzen, daB die wirkenden Krafte nach GroBe, 
Angriffspunkt, Richtung und zeitlichem Verlauf genau bekannt seien. Das trifft nur in den 
seltensten Fallen zu. Man denke z. B. an die GroBe der durch Boen verursachten Windkrafte 
auf die Eisenkonstruktionen von freistehenden Kranen oder auf die Tragflachen von Flugzeugen, 
an die StoBe, die bei allen Fahrzeugen auftreten und abhangig sind von der (veranderlichen) 
Beschaffenheit der Fahrbahn und von der Fahrgeschwindigkeit, an die zusatzlichen Krafte, die 
bei Zahnradiibertragungen auftreten usw. Die unbedingte Betriebssicherheit setzt voraus, daB 
der Konstrukteur immer die ungiinstigsten Betriebsbedingungen bei der Berechnung beriick­
sichtigt. 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Anf!. 1 



2 Formulierung der konstruktiven Aufgabe. 

Nilr auf Grund langer Erfahrung gelingt es die wirklich auftretenden Kraftwirkungen 
richtig abzuschatzen. E. Lehr1 hat deshalb mit Recht vorgeschlagen, die bei den verschiedenen 
Maschinen tatsachlich auftretenden Krafte durch dynamische Dehnungsmessungen im Betrie b 
systematisch zu gewinnen. Aber auch wenn die Krafte und damit die Spannungen genau bekannt 
waren, so versagen heute noch unsere Kenntnisse bei der Beantwortung der Frage, ob der We r k­
stoff diese Beanspruchungen unter den vorliegenden Betriebsbedingungen gerade noch ertragen 
kann, ohne daB Bruchgefahr eintritt. 

Der Maschinenbau kann deshalb nicht zu den "exakten" Wissenschaften gerechnet werden; 
es ist auch durchaus verstandlich, daB er anfanglich eine reine "Erfahrungs"-Wissenschaft war, 
welche die Abmessungen der Teile ausschlieBlich auf Grund bewahrter Ausfiihrungen festlegte. 
Sie sammelte Erfahrungswerte und Rezepte, beantwortete also nur die Frage "Wie wird es 
gemacht" und kiimmerte sich wenig urn das "Warum" 1 Diese Methode war bei der anfanglich 
langsamen Entwicklung des Maschinenbaues recht brauchbar; sie muB aber bei der Losung 
neuer Aufgaben naturgemaB versagen, weil die "Erfahrung" fehlt. Der Ingenieur sucht dann 
durch Versuche die notwendigen Erfahrungen zu sammeln. Die "systematische Emperie" ist 
oft unerlaBlich, kennzeichnet aber eine Vorstufe der Wissenschaft und kommt (wenn iiberhaupt) 
nur sehr miihsam zurn Ziel. Man erkennt dies deutlich z. B. an der Metereologie (IOOjahrigen 
Kalender), an der experimentellen Bestimmung des Druckverlustes in Rohrleitungen (praktische 
Hydraulik), der ReibungSZahlen (seit Coulomb), der zulassigen Spannungen usw. 

, , , 
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Abb.1. Erstarrung eines Gu13stiickes in einer nach 
qben verjiingten Form (aus Lischka'). 

b 

Abb.2. a bis c (aus Lischka). 
a Lunkerbildung in starken Querschnitten, 

b Ungiinstige Formgebung, weildie Entfernung des 
verlorenen Kopfes vie! Arbeit verursacht, 

c Zweckm1i13ige Formgebung. 

Das Bestreben des modernen Maschinenbaus ist, 
die auftretenden Spannungen und Formanderungen 
auf wissenschaftlicher Grundlage (wenn auch 
nur naherungsweise) zu berechnen. 

Der Konstrukteur muB weiter fiir die Maschinen­
teile solche Formen wahlen, die mit vorhandenen 
Werkstatteinrichtungen und Werkzeugmaschinen 
billig hergestellt und bearbeitet werden konnen. 

Die werkstattgerechte Formgebung kann im wesent- , 
lichen nur bei den Konstruktionsiibungen beriicksich­
tigt werden, die nur dann erfolgreich durchzufiihren 
sind, wenn Vorlesungen iiber Formgebung durch 
GieBen, SchweiBen, iiber Metallbearbeitung durch 
spannabhebende Werkzeuge undWerkzeugmaschinen, 
verbunden mit besonderen Ubungen liber die zweck­
maBige Formgebung und Bearbeitung von Maschinen­
teilen vorangegangen sind. 

Die Konstruktion von GuBteilen 2 verlangt insbe­
sondere die Beriicksichtigung des Schwindens, d. i. 
das Kleinerwerden gegeniiber dem Modell. Das 
SchwindmaB, d. i. die line are Verkleinerung, betragt 
fUr GrauguB 0,7-1 %, fiir Stahl- und HartguB bis 
2 % . Die hohe GieBtemperatur des Stahles und seine 
starke Schwindung begiiustigen die Lunkerbildung 
weit mehr als bei GuBeisen. Das Metall erstarrt nicht 
gleichmaBig iiber den ganzen Querschnitt, sondern 
lagenweise von der AuBenseite her. Durch die Ab­
kiihlung wird das Volurnen verkleinert; kann kein 
fliissiges Metall mehr nachflieBen, so entstehen Hohl­
raurne (Lunker, Abb. 1). Der Lunker laBt sich 
nicht vermeiden; er muB aber immer dorthin verlegt 
werden, wo er nicht schadet, also in den Trichter oder 
in den verlorenen Kopf, die nachtraglich entfernt 
werden. Je groBer die kiihlende Oberflache im Ver-

1 Lehr, E.: Wege zu einer wirklichkeitsgetreuen Festig. 
keitsberechnung. Z. VDI 75 (1931) S. 1473. 

2 Pfannens.chmidt, C. W.: Beitrage zur Gestaltung 
gegossener Maschinenteile. Mitt. Forsch.anst. Gutehoffnungsh. 
7 (1939) S. 115/43. 

3 Lischka, A.:WasmuB der Maschineningenieur von der 
EisengieBerei wissen? Berlin: Julius Springer 1929. 
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a b 

,falseh riehtig a b 

Abb. 3 a, b. tJbergang.e von sehwaehen zu starken Querschnitten 
(aus Yolk). 

Abb. 4. a, b. Lunkerbildung infolge Materialzugabe 
fill die Bearbeitung (aus Lisehka). 

haltnis zum Querschnitt ist, um SO rascher wird der betreffende Teil eines GuBstiickes erstarren. 
Lunker entstehen deshalb immer in groBen Querschnitten (Abb. 2a). 

Soli das Rad nach Abb. 2 b aus Stahllunkerfrei gegossen werden, so muB der verlorene Kopf 
Bowohl auf die ganze Breite des Kranzes als auch der Nabe aufgesetzt werden. Der Kopf wird 
nach der Linie x x abgeschnitten; das iibrigbleibende Material muB in der Dreherei beseitigt 
werden. Durch Umbildung des Rades nach Abb. 2c kann die Dreharbeit wegfallen; das Stiick 
wird wesentlich billiger. Der verlorene Kopf muB also immer so angebracht werden, daB seine 
Entfernung leicht moglich ist. 

Der Konstrukteur muB die Formen so entwerfen, daB das Metall im Trichter und im ver­
lorenen Kopf am langsten fliissig bleibt und daB es am NachflieBen nicht durch Querschnitts­
verminderung verhindert wird. Er soli scharfe Ubergange, an denen sich Werkstoff anhauft, 
vermeiden (Abb.3). Besondere Beachtung verdienen Verstarkungen infolge der Bearbeitungs­
zugabe (Abb. 4). 

Die Abkiihlung der einzelnen Teile eines GuBstiickes ist abhangig yom Verhaltnis Volumenj 
Oberflache und deshalb im allgemeinen fiir die verschiedenen Teile des Stiickes verschieden. 
Da aIle Korper sich mit abnehmender Temperatur zusammenziehen, sollten die verschiedenen 
Teile, die bei Beginn der Abkiihlung gleiche Lange hatten, nun verschiedene Langen erhalten. 
Da sie aber miteinander verbunden sind, miissen sie sich auf eine gemeinsame Lange einigen. 
Geschieht dies bei Temperaturen, bei denen das MetaIl noch bildsam ist, so sind die Form-

Abb. 5. Geradlinige Begrenzungen 
der Formen ist billiger, sowohl fiir 
den Kern als fiir die AuJ3t'nform '. 
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Abb. 7 a, b (auS Lischka). 
Aushe bersehragen zeichnen! 

Abb. 6 a, b (aus Lisehka). 
a HohlguJ3 mit Kern, b RippenguJ3 ohne Kern. 

anderungen plastisch und der Ausgleich geht ohne Span­
nungen vor sich. Findet der V organg aber bei tieferen 
Temperaturen statt, so stellen sich "GuBspannungen" 
ein, unter deren EinfluB das GuBstiick sich verzieht oder 
reiBt. GuBspannungen sind kaum vollstandig zu vermei­
den. Durch geeignete Querschnittsabmessungen und 
Formgebung kann der Konstrukteur dafiir sorgen, daB 
aIle Teile sich moglichst gleichmaBig abkiihlen. Alles 
was zur Vermeidung von Lunkern niitzt, hilft auch die 
Spannungen vermindern. Namentlich das Auftreffen von 
Rippen auf Wandflachen fiihrt zu Stoffanhaufung und 
begiinstigt die RiBbildung. Man kann deshalb nicht ein­
dringlich genug auf die Forderung hinweisen, daB Rippen 
er he blich sch wac her sein m iissen als die benach­
barten Wande. Namentlich das GieBen von Stahl 
in Formen (StahlguB) ist wegen des doppelt so groBen 
SchwindmaBes mit bedeutenden- Schwierigkeiten ver­
ounden. 

Neben diesen gieBtechnischen Regeln sind noch einige 

1 N ach A. E r ken s: Werkstattgerechtes Konstruieren. Beuth­
Verlag. 

1* 
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Abb. 8 a, b. Maschinenteile (aus Lischka). 

a mit Unterschneidnngen, b ohne Unterschneidungen. 

richtig falsch 

[ Abb. 10. Schwache Nebenteile trennen und besonders [)eiestigen 
. (aus Riedler). 

Abb. 11. GeschweWte Stahlplatte. 

Abb. 12. GeschweiBte Gehause einer elektrischen Maschine 
(Siemens-Schuckertwerke) . 

Abb. 9. Lagerunterteil fiir 3 und 2 Formkasten 
(aus Lischka). 

formtechnische Bedingungen zu beachten 1. 

Es ist wohl selbstverstandlich, daB fUr die 
Modelle nur einfache, moglichst geradlinige 
Formen oder Drehkorperformen zu wahlen 
sind (Abb. 5). Auch die Kerne miissen einfach 
sein und soUten ohne Kernstiitzen sicher ge­
lagert werden konnen; Kernstiitzen verteuern 
die Herstellung und machen den GuB paros. 

RippenguB ist meist billiger als Hohl­
guB, weil sich bei ibm Kerne leichter ver­
meiden lassen (Abb. 6). FUr staubreiche 
Betriebe (z. B. bei Vermahlungsmaschinen)< 
ist wegen der Staubanhaufung in den Ecken 

und wegen der eventuell damit verbun­
denen Explosionsgefahr immer HohlguB 
mit glatter Oberflache dem RippenguB 
vorzl.l.Ziehen. 

Die Kernmasse und die Kerneisen 
miissen leicht entfernt werden konnen. 
Liegt der Kern nicht frei, so miissen 
besondere Kernlocher vorgesehen wer­
den, die nachtraglich durch Kernstopfen 
verschlossen werden. 

Bei allen GuBstiicken muB auf die 
lVIoglichkeit zum Ausheben des Modells 
geachtet werden. Deshalb sind immer 
A ushebe schragen vorzusehen (Abb.7), 
die um so groBer sein miissen, je tiefer 
das Modell in den Kasten eingreift. 

Unterschneidungen in der Form 
sind zu vermeiden, weil sie entweder 
einen besonderen Kern (Abb. 8) oder eine 
Teilung des Modells erfordern (Abb.9). 

Augen undo Rippen sind so anzuset­
zen, daB sie mit dem Modell herausge­
zogen werden konnen. 

Kleine Teile von verwickelter Form 
sind nicht aus einem Stiick mit groBen 
Teilen zu gieBen, sondern aufzuschrau­
ben, da dadurch das Einformen erleich­
tert und AusschuB vermieden wird 
(Abb.IO). 

Fast jede Maschinenfabrik hat ihre 
eigene GieBerei; HartguB-, WeichguB-, 
SpritzguB- und StahlguBteile werden in 
Spezialgi'eBereien hergestellt. Die lVIa­
schinenfabrik muB solche Teile, sowie 
meist auch Schmiedestiicke von aus­
warts beziehen und wird dadurch ab­

hangig von der Lieferzeit der Spezialfirmen. Wenn es sich um Herstellung in Serien handelt, 

.1 Lehn;tann, R.: yVirtschaftlicher konstruieren - billiger gieBen! VDI-Verlag 1932. - Gensel, C.: 
Wll'tsphaftlich konstrUleren. Verlag Fr. Vieweg u. Sohn. Braunschweig 1929. 
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so kann sie sich durch Anlegung eines Vorrates ZUlU Teil wieder unabhangig machen. Bei Einzel­
anfertigung dagegen kann die Lieferung solcher Teile oft so verzogert werden (namentlich in 
Zeiten guter Beschaftigung), daB die Fabrik ihrerseits die versprochene Lieferzeit nicht einhalten 
kann. Die Bedeutung kurzer Lieferzeiten fiir den kaufmannischen Erfolg einer Fabrik ist so 
groB, daB der Konstrukteur in solchen Fallen auf die Lieferung von auswarts verzichten und 
eine andere Losung suchen muB. 

In den letzten J ahren wird GuBeisen immer mehrdurch Stahlkonstruktionen in ge sc h we iB t e r 
Ausfiihrung ersetzt. Erhebliche Gewichts-, Fracht- und Zollersparnisse, Erhohung der Festigkeit, 
Una~hangigkeit von oft kostspieligen Modellen und Kiirzung der Lieferzeit sind die Haupt­
vorteile dieser Umstellung (Abb.11 u. 12). Sie stellt den Konstrukteur vor neue und oft 
recht schwierige Formgebungsprobleme, denn es kann sich dabei keinesfalls darum handeln, die 
bewahrten GuBformen auf Stahl zu iibertragen. Der GuBeisenbau ist durch die Technologie des 
Formens und GieBens begriindet; der Stahlbau dagegen ist durch die Anforderungen der SchweiB­
technik bedingt und erfordert ganz andere Bauformen und Gestaltungen1. Das SchweiBen ist 
eine Kunst, nicht nur yom handwerklichen, sondern auch yom konstruktiven Standpunkt aus. 
In der Beherrschung der Schrumpfspannungen stehen wir noch am Anfang der Entwicklung. 

Fur die Bearbeitung und fur den Zusammenbau gilt als erste Regel, daB jede 
Handarbeit als viel zu teuer zu vermeiden ist, und daB die Bearbeitung auf vorhandenen 
Werkzeugmaschinen erfolgen muB. Dadurch ist Z. B. der groBte Drehdurchmesser oder die 
gr6Bte Hobelbreite eingeschrankt. Der Konstrukteur solI aber auch die vorhandenen Werkzeuge 
berucksichtigen, Z. B. Normalfraser fiir die Zahnebearbeitung. 

Schmiedearbeiten sind als Handarbeit recht teuer. Schon das Warmmachen eines groBeren 
Werkstuckes erfordert viel Zeit und ist kostspielig. Es ist oft billiger, die Form aus einem vollen 
Stuck auf Werkzeugmaschinen herauszuarbeiten, als vorzuschmieden. Das Schmieden kann 
auch oft durch Auf- und AnschweiBen von Teilen ersetzt werden. Wenn die Schmiedearbeit 
nicht vermieden werden kann, so mussen immer einfache, geradlinig begrenzte Formen gewahlt 
werden. Fiir Serienarbeiten kommen "Gesenke" in Frage und bei Massenherstelltmg sind PreB­
teile meist billiger als GuBstucke. 

Als weitere Regel gilt, daB die Bearbeitung auf die imbedingt notwendigen Flachen zu be­
schranken ist. Die Bearbeitung einzelner Teile, damit die Maschine "glanzt", gehort zur Ver­
gangenheit. Abb. 13 zeigt eine Flanschverbindung, bei der der Rand c vorsteht, um die Be­
arbeitung zu ersparen. Die Sitzflii.chen fiir die Muttern werden bei a ausgefraBt; dies setzt voraus, 
daB die Stellen fiir den Fraskopf oder Senker zuganglich sind (Abb. 13 a). 

Sehr oft ist nicht das eigentliche Spanabheben der teuerste Teil der Bearbeitung, sondern 
das Aufspannen, namentlich bei ungtinstiger Formgebung (Abb. 14). Besondere Aufspannvor­
richtungen sind nur bei Serienherstellung wirtschaftlich, sobald die Kosten der Vorrichtung 
durch Ersparnis an Aufspannzeit gedeckt werden. Der Konstrukteur kann aber immer dafiir 
sorgen, daB rasch und genau aufgespannt werden kann. Hierher gehort Z. B. das Anbringen 
von Vorsprtingen (Nasen), um unhandliche Stucke bequem anfassen und transportieren zu 
k6nnen, oder das Vorsehen von Lochern zum Durchstecken von Spannschrauben, oder auch das 
Anbringen besonderer Aufspannteile (FuBe), die nach der Bearbeitung wieder entfernt werden. 

a b 
Abb. 14-a, b (aus Volk). 

a liiBt slch schwer aufspannen, b rlchtlge Ansfiihrung. 

Abb. 13. Gute Ausfiih· 
Tungsfonn, da Flansche 
bel c unbearbeltet blelbt Abb. 13 a. SltzfIiiche bel a b 

(aus RledIer). a Friisen (ans RIltscher). Abb. 15 a, b (aus Volk). 

1 Schrifttum: Hanchen, R.: SchweiBkonstruktionen, Heft 9 der Einzelkonstruktionen aus dem Ma­
schinenbau. Berlin: Julius Springer 1939 und Bobek, Metzger, Schmidt: Stablleichtbau von Maschinen. 
Berlin: Julius Springer 1939. 



6 Formulierung der konstruktiven Aufgabe. 

Die Bearbeitung soIl moglichst ohne Umspannen und immer 
senkrecht oder parallel zur Aufspannflache erfolgen. Jede schrage 
Bearbeitung erforderl ein schrages Aufspannen des Werkstiickes, 

Abb.16. Ungiinstige Formen fiir die Bearbeitung (a.us Yolk). 

was stets zeitraubend und 
kostspielig ist. Gebohrte 
Locher nach Abb. 151'1, 
lassen sich nicht herstellen; 
damit das Loch vorgekornt 
und der Bohrer gut ange­
setzt werden kann, ist eine 

Abflachung vorzusehen 
(Abb.15b). 

Arbeitsflachen, die in 
einer Richtung verlaufen, 
sollen moglichst in einer 
Ebene liegen, um ein ge-

meinsames Bearbeiten 
Abb.17. Eindrehung der Venti!· falsch richtig (Drehen, Hobeln) zu ge-

fiihrung bei a mit Riicksicht Abb.18 (aus Riedler). statten (Abb. 16). auf spateres Nachschleifen 
(aus Riedler). Stets ist darauf zu ach-

ten, daB fiir den Auslauf des Werkzeuges geniigend Platz vorhanden ist. 
Damit die Teile beim Zusammenbau ohne Nacharbeit richtig zU8ammenpassen, miissen 

"Zentrierungen" (Abb. 13) oder PaBstifte vorgesehen werden (Abb. 12.12). Gewinde ist nie 
so genau hergestellt, daB es als Zentrierung dienen kann. 

Jedes mehrfache Passen ist zu vermeiden. SoIl das Rad in Abb. 18 auf der Kegelflache fest­
sitzen, dann darf es nicht gleichzeitig seitlich aufliegen. 

Die Formen des gleichen Maschinenteiles wechseln mit der vorhandenen Bearbeitungs­
moglichkeit, die in einer kleinen Maschinenfabrik bescheidener sind als bei den gut fundierlen 
Weltfirmen. Der Konstrukteur muB auch andere Formen wahlen, wenn die Maschine in groBen 
Serien oder auf Spezialroaschinen hergestellt werden kann, als wenn es sich um eine Einzel­
ausfiihrung handelt. 

Der Ingenieur sollte so konstruieren, daB hohe Betriebssicherheit mit moglichst geringen 
Kosten an Werkstoff und Lohnen erreicht wird. Fiir eine erfolgreiche Tatigkeit des Konstruk­
teurs ist es deshalb auch niitzlich, daB er Einsicht in die Selbstkostenberechnung seiner 
Konstruktionen erhalt. Er sieht daraus, welche Faktoren die Herstellung besonders verleuern 
und ist dann in der Lage, an der richtigen Stelle Verbesserungen anzubringen. In Zweifelsfallen 
muB er immer bedenken, daB die Betrie bssicherheit wichtiger ist als eine Verbilligung 
der Herstellung, denn schon eine einmalige Reparatur (mit der damit verbundenen Betriebs­
storung) kann wesentlich groBere Kosten verursachen als eine etFas kraftigere Konstruktion. 

Wirtschaftlichkeit. Die Aufgabe des Konstrukteurs ist mit · der zweckmaBigen Losung der 
aufgezahlten Bedingungen noch nicht erfiillt. Die richtig berechnete und billig hergestellte 
Maschine muB verkauft werden. Die Lebensfahigkeit der Fabrik hangt nun davon ab, daB 
beim Verkauf Gewinn erzielt wird. Maschinen werden im allgemeinen Dur gekauft, wenn der 
Kaufer daraus einen Nutzen zieht, ohne Riicksicht auf die Selbstkosten des Her­
stellers. Der Kaufer ist nur dann gewillt, den geforderlen Preis zu bezahlen, wenn er damit 
wirtschaftliche Vorleile erreichen kann. Er kauft eine Werkzeugmaschine nur, um seine 
Maschinen billiger bearbeiten zu konnen, oder eine Transporlanlage um seine Transporlkosten 
zu verkleinern, usw. Der Fabrikant (und damit der Konstrukteur) muB also dariiber unter­
richtet sein, was seine Maschinen anderen Werl ist; die hergestellte Maschine muB also 
wirtschaftlich sein. 

Die grundlegenden Bedingungen zur Beurteilung der Wirtschaftlichkeit sind recht einfach; 
ihre richtige Beurteilung setzt aber genaue Kenntnisse der tatsachlichen Betriebsbedingungen 
voraus. Wenn man eine Maschine kauft, so kennt man ihren Preis ab Werk; zu ihm sind noch 
Verpackungs-, Transport-, Fundament- und Montagekosten, sowie den Preis fUr Reserveteile 
hinzuzurechnen um die Gesamtanschaffungskosten am Aufstellungsort zu erhalten. 
Werden zur Anschaffung von Maschinen fremde Gelder (Obligationen) aufgenommen, so miissen 
diese verzinst werden. Die Verzinsung darf nicht davon abhangig sein, ob in dem Unternehmen 
etwas verdient wird, so daB die Kapitalkosten als Unkosten zu betrachten sind. Die Aufnahme 
fremder Gelder verleuerl also die Herstellung und sollte, wenn immer moglich, vermieden werden. 
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Jede Maschine verliert durch Abnutzung und durch andere Ursachen an Wert. In einem gut 
geleiteten Unternehmen muB eineMaschine, die aus irgendeinem Grunde nicht mehr gebraucht 
wird, abgeschrie ben sein. Das angelegte Kapital muB dann zuruckgezahlt werden odeI' sollzur 
Anschaffung neuer MaschinEm wieder zur Verfiigung stehen. 

Die Bedeutung del' Entwertung wird dadurch erhoht, daB sie schwerer im voraus zu bestim­
men ist. Die Entwertung tritt auch ohne Abnutzung durch den Gebrauch schon durch das Altern 
allein ein. Sie ist also im Gegensatz zu den Lohnen auch bei Nichtgebrauch nicht zu vermeiden. 
Die Gebrauchsdauer (Lebensdauer) del' Maschinen ist sehr verschieden. Gegen eine p16tzliche 
Entwertung durch Maschinenbruch kann man sich durch Versicherung schutzen, abel' auch 
bedeutende Umwalzungen in del' Bauart konnen eine sehr rasche Entwertung zur Folge haben. 
Wahrend man von einer Dampfmaschine mit vollem Recht erwarten kann, daB sie nach 20 J ahren 
noch betriebsfahig ist, ware es sichel' unkIug gewesen, wenn jemand, del' VOl' 20 Jahren ein 
Automobil gekauft hat, darauf gerechnet hatte, heute noch damit zu fahren. Ebenso liegen die 
Verhaltnisse bei Werkzeugmaschinen und bei vielen anderen Maschinen, die noch in lebhafter 
Entwicklung begriffen sind (Flugzeuge), und die durch eingetretene Verbesserungen in kurzer Zeit 
fast wertlos werden konnen. Ein vorsichtiger Industrieller tut gut, die Lebensdauer seiner 
Maschinen nicht zu hoch zu schatzen. 

Wird die Lebensdauer einer Maschine oder Anlage z. B. auf 10 Jahre geschatzt, so mussen 
jahrlich 10% des Anschaffungswertes (oder des Anschaffungswertes weniger Alteisenwert) 
abgeschrieben werden. Es ist oft gebrauchlich (aber unrichtig), jeweils 10% des Buchwertes 
abzuschreiben, da dann am Ende des zehnten J ahres die Anlage immer noch mit 35 % des 
Anschaffungswertes statt mit 0% zu Buch steht. 

Zu derVerzinsung und Abschreibung des Anlagekapitals A muB jahrlich noch ein bestimmter 
Betrag fiir den Unterhalt del' Anlage gerechnet werden. 1st p del' Prozentsatz, mit dem jahrlich 
fiir Zins, Amortisation und Unterhalt zu rechnen ist, so mussen bei 300 Arbeitstagen im Jahre 

taglich Ito·. ~oo RM (bzw. Franken) dafiir aufgebracht werden, und zwar unabhangig davon, ob 

die Maschine benutzt wird o«;1er nicht. Diese Kosten nennt man die Besitzkosten. Wird die 
Maschine nur eine Stunde taglich odeI' 300 Stunden im Jahr verwendet, so muB die eine durch-

schnittliche tagliche Betriebsstunde mit dem vollen Betrag von io~:O RM belastet werden. 

Die Betriebsbedingungen del' Maschinen sind recht verschieden. Bei den Kraftmaschinen 
liegen die VerhaItnisse meist einfach; sie haben die Aufgabe, die potentielle Energie des Wassel's 
bzw. die chemische Energie des Brennstoffes mit moglichst hohem Wirkungsgrad in mechanische 
Energie umzuformen.Der Wirkungsgrad ist abel' von del' Belastung del' Maschine abhangig. 
Sobald diese in weiten Grenzen schwankt, wie es z. B. in einer elektrischen Zentrale zur Deckung 
der Spitzenleistung vorkommt, ist weniger del' hochste Wirkungsgrad bei del' normalen Be­
lastung, sondern del' mittlere Wirkungsgrad innerhalb del' BelastungsgrenzE,ln fiir die Beurteilung 
del' Wirtschaftlichkeit del' Maschine maBgebend. Die Wirkungsgradkurvesollte dann einen von 
del' Belastung moglichst unabhangigen Verlauf haben. Diese selbstverstandliche Forderung wird 
oft (z. B. bei del' Wahl des Kesselsystems) ubersehen. Verwickelter werden die Dberlegungen, 
wenn neben dem Kraftverbrauch auch Bedarf an Warme vorhanden ist, odeI' wenn die Kraft­
anlage fahrbar sein muB (Lokomotive). 

Ganz anders liegen die Verhaltnisse bei vielen Arbeitsmaschinen (Vermahlungs-, Sortier-, 
Werkzeugmaschinen usw.). Dort tritt del' Kraftverbrauch gegenuber anderen Faktoren stark 
zuruck. Es wird z. B. verlangt, daB das Mahlprodukt genugend fein und gleichmaBig ausfallt, 
odeI' daB die gleiche Maschine die verschiedensten Rohstoffe gleich gut vermahlen soIl usw. 

Da hier nur wenig Kenntnis des Maschinenbaues vorausgesetzt werden kann, seien die wirt­
schaftlichen Betrachtungen auf die einfachen Verhaltnisse beschrankt, wie sie bei Hebezeugen 
und Transportanlagen vorliegen. Bei solchen Anlagen mussen die Transportkosten ein 
Minimum werden. In Abschnitt (94)1 wird del' wirtschaftlichste Durchmesser einer Rohr­
leitung berechnet. 

Anwendungsbeispiel. Unter welchen Verhaltnissen ist die Anschaffung neuer Hebezeuge 
mit elektrischem Antrieb wirtschaftlicher als die Weiterverwendung abgeschriebener Hand­
hebezeuge 1 

Die vielen Handhebezeuge an BahnhOfen lassen vermuten, daB die Frage nicht ohne weiteres 
zugunsten des elektrischen Antriebes beantwortet werden kann. 

Bei den Hin.weisen wird "Abschnitt" durch "Abschn." gekiirzt, also (Abschn. 94) geschrieben. 
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Ein Elektroflaschenzug fUr eine Tragkraft L = 1000 kg (bzw. 5000 kg) kostet ab Werk 
1800 RM (bzw. 3200 RM) und fertig installiert z. B. A = 2500 RM (4000 RM). Wenn 25% fUr 
Verzinsung, Abschreibung und Unterhalt, unabhangig von der Beniitzungsdauer angenommen 

wird, so sind die taglichen Besitzkosten 3~5:O0 = 2,10 RM (3,33 RM). Fiir den abgeschriebenen 

Handflaschenzug sind natiirlich keine Besitzkosten mehr in Rechnung zu setzen. 
Die Dauerleistung eines Arbeiters betragt hochstens 8 kgm/s. Mit einem guten Handflaschen­

zug (Wirkungsgrad rJ = 80%) kann er die Last L mit einer Geschwindigkeit von v m/min heben, 

die aus der Energiegleichung~. Vo = 8 kgm/s folgt, und die flir L = 1000 (5000) kg sonach 
0,385 (0,077) m/min betragt. 'T/ 6 

Der Elektrozug mit einem Motor von 1,4 (5) PS hebt die Last mit einer Geschwindigkeit 
von 5 (3,4) m/min, also 13 (44) mal so schnell. Nun besteht die Tatigkeit des Verladens nicht 
nur aus Lastheben, sondern die Last muB zuerst angebunden, dann hochgehoben, gedreht oder 
gefahren und nachher wieder gesenkt und gelOst werden. Wenn die Last 13 (44)mal so schnell 
gehoben wird, so werden wir nicht gleichviel schneller verladen, sondern weniger, und zwar 
abhangig von der Zeit des ~bindens und Losens der Last, von der HubhOhe, vom Transport­
weg, usw. 

Nehmen wir fiir einen bestimmten Fall an, daB die Kiirzung del' Verladezeit nur 1/4 der Kiir­
zung der Hubzeit betragt, so miiBte, wenn der Elektrozug 1 Stunde in Betrieb ist, der Hand­
flaschenzug 13/4 (44/4) Stunden in Betrie b . sein. Wir ersparen demnach mit dem Elektrozug 
13/4 -1 = 2,25 (44/4 -1 = 10) Betriebsstunden zu 1 RM Stundenlohn, abziiglich die Kosten 
des elektrischen Stromes. Wenn 1 PSh (d. i. 1 PS wahrend einer Stunde) 0,12 RM kostet, so 
betragen die Stromkosten fiir L = 1000 kg 1,4' 0,12 = 0,17 RM und fUr L = 5000 kg Trag­
kraft 5' 0,12 = 0,60 RM, so daB die Ersparnisse 2,25 - 0,17 = 2,08 RM bzw. 10 - 0,60 = 9,40 RM 
fUr jede Betriebsstunde des Elektrozuges betragen. 

Sobald die Ersparnisse die Besitzkosten iiber-
7,'Or--'---'--~.---~~~---.--~~ 

I
i schreiten, wird die Anschaffung wirtschaftlich. Aus RMt Abb.19 folgt, daB del' ylektrische Antrieb schon bei 

8,'0 I J.,/ -+----1---+---1 sehr kurzer Betriebsdauer wirtschaftlich ist. 
Il Bei diesem Vergleich ist folgendes zu beachten: 

0'01---1--+--+1 [;'-,+--1--+--1---1 Der Wirkungsgrad der Handflaschenziige ist meist 
417 --- -- -- <Q~. viel kleiner als 80% und die Durchschnittsleistung 

I eines Arbeiters ist oft nur ein kleiner Bruchteil der 
41'Or--+---+I/-r-l---+---I--+--I-~ k angenommenen 8 gm/s. Dadurch sind die Verhalt-
J,9I---t---jf:'-~~::::q~i,~:.::::::z°ftS~/~~;ffi:::'O~;.:.tkqO-+--+---1 nisse fiir den Handflaschenzug zu giinstig darge­
.J,'OI---t---/ /r---+I ~='"rI"-"--'''''f''-''1I-+---t-- stellt. Anderseits hebt der Elektrozug alle Lasten mit 

/8esilzKosfen/Tog /V der gleichen Geschwindigkeit; er wird fiir die groBte 
~br=4vt'1m~rJ!I~~' &,z~,~ .•• pr1=1 Tragkraft gekauft und meist durch viel kieinere Lasten 

I I beansprucht. Beim Handflaschenzug dagegen konnen 
/ . L'" 1000'\.% kleine Lasten mit groBerer Geschwindigkeit gehoben 

1,'0: / frlsporn'[s I' I werden als groBere. Dadurch verschiebt sich die Wirt-
/ schaftlichkeit wieder etwas zugunsten der Handhebe-

t'O 9'0 1/£1 - 5'0 0'0 7'0 min 8'0 zeuge. Fiir ein Flaschenzug ist der angenommene '0 1'0 

8enulzvngsduoer/Tog Ansatz von 25% fiir Verzinsung, Amortisation und 
Abb. 19. Unterhalt viel zu wenig; solche kleine Neuanschaffun­

gen werden in einem Jahr vollstandig abgeschrieben. 
Es bestehen aber keine grundsatzlichen Schwierigkeiten, diese Faktoren genauer zu beriick­
sichtigen. 

Bei diesem Vergleich sind auch die weiteren Ersparnisse nicht beriicksichtigt, die durch die 
schnellere Verladung erzielt werden konnen. Dient z. B. der Flaschenzug dazu, Kisten auf ein 
Automobil zu verladen, so steht dieses so lange, bis derWagen beladen ist. Wahrend dieser Zeit 
laufen auch die Besitzkosten des Automobils; seine eigentliche Tatigkeit, d. i. das Verfahren 
der Last wird dadurch stark verkiirzt, so daB beim langsamen Verladen durch den Handflaschen­
zug evtl. die Anschaffung eines zweiten Automobils erforderlich wird. Ahnlich liegen die Ver­
haltnisse beim Be- und Entladen von Eisenbahnwagen. Nach den Statistiken betragt die durch­
schnittliche Laufzeit eines Giiterwagens nur drei Stunden taglich; sie kann in erster Linie durch 
Abkiirzung des Aufenthaltes beim Be- und Entladen gesteigert werden. Noch viel wichtiger ist 
die Kiirzung der Liegezeiten beim Schiffsverkehr, weil die Besitzkosten del' groBen Schiffe eine 
unvergleichlich groBere Rolle spielen als die eigentlichen Verladekosten. 
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Nicht immer Iiegen die Verhaltnisse so klar. Wenn z. B. die Frage gepriift werden soll, 
ob fiir einen Kran im Maschinenhaus eines Elektrizitatswerkes elektrischer oder Handantrieb 
wlrlschaftIicher ist, so wird man unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB dieser Kran nur 
ganz ausnahmsweise (z. B. bei Reparaturen) verwendet wird, sich fur Handantrieb entscheiden 
Sollte es aber vorkommen, daB eine Reparatur wahrend der eigentIichen Betriebszeit der Ma­
schine durchgefiihrt werden muB, so konnen durch Abkiirzung der Reparaturzeit so groBe 
Ersparnisse erzielt werden, daB die Mehrkosten des elektrischen Antriebes gar keine Rolle 
spielen. In ahnIicher Weise wird durch eine Betriebsstorung (z. B. infolge Bruch oder Abniitzung 
eines Maschinenteiles) die Rentabilitatsrechnung vollstandig geandert, weil durch den erzwun­
genen Stillstand weit groBerer Schaden entsteht, als eine etwas sorgfaltigere Konstruktion der 
Maschine gekostet hatte. 

Aus den Vergleichsrechnungen folgt weiter, daB die menschIiche Arbeitskraft im Verhaltnis 
zur elektrischen Energie auBerordentIich teuer ist. Fiir die Dauerleistung eines guten Arbeiters 
(8 kgmjs = Ij 9 PS) muB I RM Stundenlohn bezahlt werden, so daB I PSh 9 RM kostet! Wenn 
man fiir elektrische Energie diesen hohen Preis bezahlen miiBte, so wiirde jeder (als selbst­
verstandlich) von den Maschinen den allerhochsten Wirkungsgrad verlangen. Um so unbegreif­
Iicher ist es, daB auch Ingenieure den Wirkungsgrad von Handhebezeugen oft als nebensach­
Iich betrachten (z. B. bei SchraubenhebebOcken, Abb.23.40). Es gilt daher die Regel: Fiir 
Maschinen mit Handbetrie b ist hochster Wirkungsgrad anzustre ben (z. B. durch 
Verwendung von Kugellagern). 

Wie das Zahlenbeispiel zeigt, spielen die Stromkosten bei der Beurteilung der WirtschaftIich­
keit des elektrischen Antriebes von Hebezeugen eine untergeordnete Rolle. Deshalb ist es 
praktisch wichtig, zu untersuchen, ob ein bilIiger Elektrozug mit schlechtem Wirkungsgrad oder 
ein teurer mit gutem Wirkungsgrad wirtschaftIicher ist. Die Beantwortung dieser und ahnIicher 
Fragen hat fiir den Konstrukteur groBe praktische Bedeutung; er lernt daraus, wie und was er 
konstruieren soll. Solche wirtschaftIichen Fragen gehoren unbedingt zu den wichtigsten Grund­
lagen (Elementen) der Konstruktion und spielen z. B. auch bei der Festlegung der zulassigen 
Spannungen eine Rolle (vgl. Abschn. 62.4, Riemenberechnung). 

Die Berechnung besteht nur in seltenen Fallen in der Losung einer Amahl Gleichungen. 
Meist ist die Anzahl der Gleichungen kleiner als die Zahl der Unbekannten, so daB immer un­
endIich viele Losungen mogIich sind und einzelne Faktoren "beIiebig" gewahlt werden diirfen. 
Jede Wahl gibt eine mathematisch richtige Losung der gestellten Aufgabe, aber nur wenige sind 
praktisch brauchbar, und nur diese kommen fiir den Ingenieur in Frage. Um diese rasch 

. herauszufinden, geht der erfahrene Konstrukteur immer so vor, daB er zuerst eine ihm brauch­
bar erscheinende Losung nach freiem Ermessen, aber maBstablich, skizziert und dann erst 
nachrechnet, ob seineAnnahme auch denAnforderungen in bezug auf Festigkeit,Formanderung, 
Abniitzung usw. geniigt. Da samtIiche Abmessungen dabei festIiegen, sind solche Nachrech­
nungen immer wesentIich einfacher und rascher durchzufiihren als die VQrausberechnung mit 
den vielen Unbekannten. 

Auch der Anfanger soll sich diese Methode zu eigen machen. Nur auf diese Weise bildet er 
systematisch das sog. "technische Gefiihl", mit dem der erfahrene Ingenieur in oft erstaun­
licher Weise, ohne Rechnung, die richtigen Abmessungen schatzt. Es ist dabei niitzlich, daB er 
die Krafte nicht nur als Zahlenwerte betrachtet,sondern sich deren GroBe zu veranschaulichen 
sucht, Z. B. durch Vergleich mit dem Gewicht eines Menschen (70 bis 80 kg) oder eines Eisen­
bahnwagens (10 bis 15 t). Es mag anfanglich recht schwierig erscheinen, eine "brauchbare" 
Losung zu entwerfen, aber es ist auch ziemlich gleichgilltig, ob diese erste Annahme sich nach­
traglich als vollstandig unbrauchbar herausstellt, denn die Nachrechnung zeigt sofort, wo der 
Fehler Iiegt und wie es besser zu machen ist. Der Entwurf geht der Rechnung voraus. 
Bei aller Wertschatzung der Rechnung darf nie vergessen werden, daB diese nur ein notwendiges 
(oft recht einseitiges) Hilfsmittel ist, wahrend das Endziel in der Formgebung und Herstellung 
liegt, also ein konstruktives und werkstattechnisches Problem ist. Die konstruktive 
Aufgabe besteht darin, fiir gegebene Verhaltnisse die einfachste und in jeder Beziehung beste 
Losung zu finden. Das Abwagen der Vor- und Nachteile der verschiedenen Losungsmoglich­
keiten ist eine vielseitige und verantwortungsvolle Aufgabe, die hohe Anforderungen an den 
Konstrukteur stellt. 

Die Grundnormen. 
Die Organisation jedes modernen technischen Betriebes beruht auf einer weitgehenden 

Arbeitsteilung. pie "SpeziaIisierung" der Arbeit ist wirtschaftlich notwendig, weil bei ofterer 
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Wiederholung die gleiche Arbeit viel rascher, also billiger, ausgefiihrt wird. Sie fiihrt zur Mas­
senherstellung auf vollstandig automatischen Maschinen. So werden Bleche, Rohre, Walz­
profile, Schrauben, Niete, Kugellager, Schmierringe, ja ganze Maschinen, wie Elektromotoren, 
Zentrifugalpumpen, Automobile· usw. heute als Marktware hergestellt und sind ab Lager 
lieferbar. Wie groB der damit erreichbare Erfolg ist, erkennt man z. B. daraus, daB bei Einzelaus­
fiihrung ein Automobil das Zehnfache und mehr kosten wiirde als bei Massenherstellung. 

Die notwendige Vorbedingung fur die Herstellung einer groBen Anzahl genau gleicher Teile 
ist eine strenge N ormung. Die Normung schafft in erster Linie Ordnung, indem Gegenstande 
mit unter sich unwesentlichen Abweichungen zusammengefaBt, und die GroBenabstufungen 
systematisch festgelegt werden 1. 1m Konstruktionsbiiro wird das jedesmalige Aufzeichnen ge­
normter Teile erspart. Die Herstellung auf Spezialmaschinen erhoht den Genauigkeitsgrad, so 
daB der Verbraucher als weiteren Vorteil neben dem niedrigen Preis noch die Moglichkeit erhalt, 
Ersatzteile zu kaufen, die ohne Nacharbeit austauschbar sind. 

Die Bedeutung der Normung anerkennend, haben sich in allen Industrielandern Normen­
kommissionen gebildet, in denen namhafte Vertreter der Industrie mitwirken. Wenn das Ziel 
die Herstellung zu verbilligen, klar vor Augen gehalten wird, so hat die zeitraubende und miih­
selige Kleinarbeit dieser Kommissionen groBe wirtschaftliche Bedeutung. Ihr Endziel ist die 
Festlegung internationaler Normen. (ISA = International Federation of the National Stan­
dardizing Associations, New York). Periodisch erscheinende Veroffentlichungen unterrichten 
iiber den jeweiligen Stand der Normung 2• Jedermann sollte die einmal festgelegten Normen 
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beachten und verwenden und so zum wirtschaftlichen 
Erfolg der Normungsarbeit beitragen. 

Normzahlen 3. Fast gleichzeitig mit der Inangriff­
nahme der Normen ist die Notwendigkeit erkannt wor­
den, den Aufbau der Reihen gleichartiger N ormteile in 
eine gesetzmaBige Form zu bringen. Aus der unendlich 
groBen Anzahl von rationalen und irrationalen Zahlen 
sollten eine beschrankte Anzahl herausgegriffen werden, 
die sich als besonders zweckmaBig in der Verwendung 
erweisen. Unser Zahlensystem (eine arithmetiSche Reihe) 
ist fiir die Aufstellung technischer Modellreihen ungeeig­
net. An diese "bevorzugten" Zahlen sind eine Reihe von 
AIiforderungen zu stellen. So sollen nicht nur lineare 
GroBen (1. Potenz), sondern auch Flachen (2. Potenz), 
Volumen, Widerstandsmomente (3. Potenz), Tragheits­
momente (4. Potenz) dadurch gleichmaBig abgestuft 
werden. 

Am zweckmaBigsten ist die geometrische Reihe mit 
konstantem Stufensprung; die Zahlen dieser Reihen 
haben auch die wiinschenswerte Eigenschaft, daB sie 
bei allen mit ihnen ausgefiihrten Rechenoperationen 
stets wiederkehren. Die groBte Schwierigkeit war die 
Festlegung des Stufensprunges; aus wirtschaftlichen 
Griinden kommt man auch mit einer einzigen Stufung 
nicht aus. N ach langen Beratungen hat man international 
folgende N ormzahlen festgelegt; 

N ormzahlen sind die gerundeten Werte geo-

metrischer Reihen mit den Faktoren 1110 = 1,6 

(5er Reihe), 'po = 1,25 (lOer Reihe), "flO = 1,12 

(20er Reihe) und 'flO = 1,06 (40er Reihe). 

1 So war es durch N ormung z. B. moglich, die Anzahl der 
Riemenscheibenmodelle von 3600 auf 600 zu verkleinern. 

2 NormblattverzeichnisDIN, Beuth-Verlag G.m.b.H., Berlin 
SW, Beuthstr. 8 und Normblattverzeichnis VSM.-Normalien­
bureau, ZUrich, Lavaterstr.11. 

3 Kienzle, 0.: Die Normzahlen und ihre Anwendung. Z. 
VDI 83 (1939) S. 717/24. - Hellmund, R. E.: Wirtschaftliche 
Auswahl von Typenreihen auf Grund der Normzahlen. Prod. 
Engng.3 (1932) S.353 u. 401 und Z. VDI 77 (1933) S.789/91. 
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Bei der geometrischen Stufung geniigt es, die Zahlen in einem Intervall von 1 bis 10 fest­
zulegen, die dann mit irgendwelchen ganzzahligen positiven oder negativen Potenzen von 
10 multipliziert werden konnen. Die Normzahlen sollen verwendet werden: 

1. FUr die Aufstellung von Typenreihen, z. B. Papierformate, Drehzahlen, Geschwindigkeiten, 
Driicke, Leistungen usw., 

2. wenn moglich fiir KonstruktionsmaBe (Riemenscheiben, Handrader, AnschluBmaBe, Achs­
hohen von Maschinen, usw. Da viele Normblatter (z. B. Wellendurchmesser) schon fest­
gelegt sind, ist zur Zeit eine weitergehende Verwendung der Normzahlen sehr erschwert. Bei 
jeder Revision der NormbHitter ist die Verwendung der Normzahlen ins Auge zu fassen, damit 
dies~ im Laufe der Zeit ihre grundlegende Bedeutung erreichen. Sie konnen zu einem einheit­
lichen MaBsystem (an Stelle des metrischen und des englischen) irn Maschinenbau fiihren. 

Passungen 1. Beirn Zusammenbau einer Maschine miissen verschiedene Teile in einer be­
stimmten Weise zusammenpassen; so sollen z. B. Wellen mehr oder weniger leicht in einem 
Lager laufen oder e~ sollen Zapfen in eine Bohrung verschiebbar oder gelenkig passen oder 
auch fest sitzen. FUr aile diese Passungen gab die Zeichnung friiher nur ein MaB, das sog. 
NennmaB, und dazu die Bearbeitungsangabe. Mit diesenAngaben kann aber der Dreherweder 
die Bohrung noch die Welle so herstellen, wie es die Wirkungsweise der Maschine erfordert. Er 
sollte auBerdem noch wissen, wie Zapfen und Bohrung zusammenpassen miissen. Man hat dazu 
verschiedene Benennungen (Sitze genannt) eingefiihrt, und unterscheidet: 

1. Laufsitz fUr Zapfen, die in einer Bohrung laufen sollen, und zwar weiter, leichter 
und enger Laufsitz je nach der fUr den Verwendungszweck erforderlichen GroBe des Spieles. 

2. Gleitsitz fUr Teile, die von Hand und betriebsmaBig verschiebbar sein sollen, Z. B. 
Reitstockpinole irn Reitstock. 

3. Schie besitz fUr Teile, die unter leichtemDruck zusammengefiigt oder auseinander genom­
men werden, Z. B. Zentriersitze, PaBschrauben. 

4. Haftsitz fUr Teile, die gegenseitig feststizen sollen, doch ohne erheblichen Kraftaufwand, 
Z. B. mit Blei- oder Holzhammer zusammengefiigt werden, wieKugellagerinnenringe, Schwungrad­
naben; sie sind gegen Verdrehen zu sichern. 

5. Treib- oder Festsitz fUr Teile, die mit einer gewissen Spannung festsitzen, aber auch 
gegen Verdrehen zu sichern sind. 

6. PreBsitz fUr fest aufgepreBte Teile. 
Die gewiinschte Passung zwischen Zapfen und Bohrung kann durch einen geiibten Arbeiter 

nach mehrfachem Probieren und Nachschleifen des Zapfens hergestellt werden. In dieser Weise 
erreicht man aber niemals oder nur zufallig, daB Z. B. ein nachtraglich erforderliches Lager ohne 
Nacharbeit zu einer friiher gelieferten Welle paBt. Diese Einzelherstellung ist auBerdem sehr 
teuer. Das war der Zustand, wie er vor etwa 30 Jahren allgemein im Maschinenbau herrschte. 

Die Giitererzeugung ist heute meist raumlich und zeitlich getrennt. Als selbstverstand­
lich gilt dabei die Forderung von Erzeuger und Verbraucher, daB die Teile einer Maschine (ohne 
Nacharbeit) zusammenpassen und daB jedes Stiick austauschbar ist. 

Um die Entwicklung zu verstehen, muB von der Tatsache ausgegangen werden, da.B es 
werkstattechnisch unmoglich ist, irgendein MaB mathematisch genau einzuhalten. Wenn 
der Dreher Z. B. einen Zapfen von 50 mm Durchmesser gedreht hat, so wird man durch Nach­
messen finden, daB der Durchmesser (je nach der Genauigkeit der verwendeten MeBinstrumente) 
50,1 oder 50,05 oder 50,042 mm, aber nicht 50,0000 mm ist. Damit der Zapfen brauchbar ist, 
sollten die Abweichungen vom NennmaB nur innerhalb praktisch zulassiger Grenzen bleiben, 
die je nach dem Verwendungszweck mehr oder weniger eng gezogen werden konnen. Man wird 
Z. B. den Bolzen fUr irgendeinen Verwendungszweck noch brauchen konnen, wenn sein Durch­
messer zwischen 49,95 und 50,05 mm liegt. Die Abweichung zwischen GroBt- und KleinstmaB 
wird "Toleranz" genannt, und auf diese Abweichung kommt es bei der Beurteilung der Brauch­
barkeit des Bolzens an. Um sie zu messen, verwendet man sog. Grenzlehren (Abb.20 
u. 21); das Werkstiick ist brauchbar, wenn es kleiner als die groBere und groBer als die kleinere 
der beiden zusammengehorenden Grenzlehren ist. Diese Uberlegungen gelten nicht nur fUr 
Bolzendurchmesser und Bohrungen, sondern in gleicher Weise auch fiir Langen und fiir irgend­
welche andere MaBe an einem Maschinenteil. 

Will man zwei Teile, Z. B. Welle und Bohrung, in vorgeschriebener Weise zusammenpassen, 
so kann entweder die Bohrung oder die Welle angepaBt werden. FUr die genaue Herstellung 
einer Bohrung sind verschiedene Werkzeuge (Bohrer, Vorreibahle, Prazisionsreibahle) erforder­
lich, deren Anschaffung teuer ist, wahrend aIle Durchmesser des Bolzens mit dem gleichen Werk­
--I-Leinweber, P.: Toleranzen und Lehren, 2. Aufl. Berlin: Julius Springer. 1940. 
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a b 
Abb. 20 a, b. Lehren von Bohrungen (L. Loewe, Berlin). 

a Die Gutseite des KaJiberdomes muJ3 sich leicht in die Bohrung einfiihren lassen. 
b Die AusschuJ3seite dart nicht in die Bohrung hineingehen sie dart hochstens anfassen (anschnlibeln) . 

a b 
Abb.21 a, b. Lehren von Wellen (L. Loewe, Berlin). 

a Die (groBere) Gutseite der Rachenlehre muB iiber die Welle bequem hiniibergehen. 
b . Die AusschuBseite dart nur anschnabeln. 

zeug (Schleifscheibe) hergestellt werden k6nnen. Aus wirtschaftlichen GrUnden liegt es dem­
nach nahe, ffir aile PaBarten die Bohrungen gleich groB herzustellen und die Unterschiede in 
die Bolzenabmessungen zu verlegen. Das ist das System der Einheitsbohrung. 

In vereinzelten Fallen ist die Anwendung des Systems der Einheitsbohrung mit einigen 
Schwierigkeiten verbunden. Bei einer Transmissionswelle z. B. sollen die Lager Laufsitz, die 
Riemenscheiben Schiebesitz und die Kupplungen Haftsitz aufweisen. Die dadurch bedingten 
Abweichungen im Durchmesser miiBten nach dem System der Einheitsbohrung an der Welle 
angebracht werden. Ahnlich liegen die Verhiiltnisse bei Gelenkbolzen (Abb. 22). Es ist nahe-

liegend und in solchen Fallen iiblich, die Welle un­
verandert zu halten und die Bohrungen mit den ver­
schiedenen AbmaBen auszufiihren (System der Ein­
heitsweUe). 

Um das Werkzeugkonto -weiter einzuschranken, 
sind "Normaldurchmesser" festgelegt, fiir welche die 
Grenzlehren im Handel erhaltlich sind; sie stimmen 
heute noch nicht genau mit den Normzahlen iiberein. 

Bei einer Passung liegt also sowohl der Durchmesser 
des Zapfens als auch der Bohrung zwischen je zwei 
bestimmten Grenzen (Abb.23). AuBerdem sollte so­
wohl die kleinste Bohrung mit der gr6Bten Welle, als 
auch die grofite Bohrung mit der kleinsten Welle den 

Abb.22. Gelenkbolzen. System der Einheitswelle. gewfulschten Sitz ergeben. Tragt man fiir irgendeinen 

Wt/I. 

Abb.23. Toleranzen von Welle 
und Bohrung (aus KienZle, 

Austauschbau). 

Nenndurchmesser die GroBe der Toleranzen von Boh­
rung und Welle ffir die verschiedenen Sitze von einer Nullinie aus 
auf, so erhalt man Abb. 24. Die absolute GroBe der beiden Gruppen­
zahlen andert sich je nach dem NennmaB des Durchmessers. 

Benennungen. Das IstmaB ist der an einem Werkstiick vor­
handene, durch Messen gefundene Zahlenwert einer geometrischen 
GroBe. 

Das S oUm aB , NennmaB ist del' in einer Zeichnung oder B~schrei­
bung vorgeschriebene Zahlenwert. Da dieser mathematisch genau 
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Der U nterschied zwischen den beiden 
GrenzmaBen ist die Toleranz. 
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NB. Das MeBverfahren muB natiirlich ge­
nauer sein als die Werkstiicktoleranz. 

Das GroBtmaB ist das groBte zulassige 
MaB; das KleinstmaB das kleinste zuHis­
sige. 

Abb.24. Einheitsbohrung (Toleranzen in mm). 
Das Toleranzfeld ist der Bereich zwi­

schen GroBt- und KleinstmaB. Man sagt 
z. B. das IstmaB liegt in der Mitte des Toleranzfeldes. 

Das AbmaB ist der Unterschied zwischen dem wirklichen MaB (IstmaB) und dem NennmaB 
(SollmaB). 

Oberes AbmaB = OA = GroBtmaB - NennmaB (z. B. 49, 97 - 50 = - 0,03). 
Unteres AbmaB = UA = KleinstmaB - NennmaB (z. B. 49, 94 - 50 = - 0,06). 
Das Gu tmaB ist das MaB der Gutlehre, d. h. derjenigen Lehre, die sich iiber- bzw. einfiihren 

lassen muB. 

Das AusschuBmaB ist das MaB der AusschluBIehre, die sich nicht iiber- bzw. einfiihren 
lassen darf. 

UA der Bohrung = Gutseite, da bei dessen Vorliegen das Werkstiick verwendbar ist. 
OA der Bohrung = AusschuBseite. UA der Welle = AusschuB. OA der Welle = Gut­

seite. 
Der Begriff der Nullinie bezieht sich auf die graphische Darstellung der Lage der Tole­

ranzen in Abhangigkeit des NennmaBes. ZweckmaBig ist: Nullinie = NennmaB. 
Die Herstellungskosten steigen progressiv mit der gewiinschten Genauigkeit der Passung, 

so daB die Toleranzen nie kleiner gewahlt werden sollten, als fiir den richtigen Zusammenbau 
und fUr den Betrieb der Maschine erforderlich ist. Man kann in erster Annaherung etwa sagen, 
daB das Produkt aus Herstellungskosten und Toleranz konstant ist. Man muB deshalb ver­
schiedene Giitegrade der Ausfiihrung festlegen. Das internationale (ISA)-Toleranzsystem hat 
16 Giitegrade (Qualitaten) festgelegt, von denen die vier ersten hauptsachlich fiir Lehren be­
stimmt sind. Die Qualitaten 5 bis II sind fiir Rundpassungen vorgesehen, wahrend die Quali­
taten 12 bis 16 grobere Toleranzen darstellen, wie sie z. B. fUr Frasen, Ziehen, Walzen usw. in 
B etracht kommen. 

Die erste Grundlage dieses Systems ist die einheitliche Bezugstemperatur. Aile Korper 
dehnen sich bei Erwarmung aus; die Ausdehnung von Stahl betragt. z. B. 0,011-0,012 mm/m 00, 
was bei einer Lange von 100 mm und einem Temperaturunterschied von 15 0 0 eine Langen­
anderung von 0,0165--0,018 mm ausmacht, so daB dadurch z. B. Gleitsitz in Laufsitz iibergehen 
kann. Man muB deshalb sorgfaltig darauf achten, daB die Temperatur der Lehre moglichst 
mit der Temperatur des Werkstiickes iibereinstimmt. MeBIehre oder Werkstiick diirfen demnach 
nicht der direkten Wirkung der Sonne ausgesetzt werden. 

Man hat lange dariiber beraten, auf welche Temperatur man die MaBe· der Lehren beziehen 
sollte. Unser ganzes MeBwesen bezieht sich auf das Pariser Urmeter 1 , das seine genaue Lange 
bei 0° 0 hat; die Einheit ist das Millimeter (mm); der 1000. Teil eines Millimeters ist das Mikron 
(fl). Dieser UrmaBstab besitzt manche Nachteile: 

1. Es wurden vor allem allmahliche Langenanderungen beobachtet von der GroBenordnung 
0,5 fl' deren Ursachen noch nicht zuverlassig erforscht sind; das UrmaB geniigt deshalb der in 
manchen Fallen erforderlichen Genauigkeit nicht mehr. 

2. In der Bestimmung der Temperatur und der Warmeausdehnungszahl konnen bei Ver­
gleichsmessungen Fehler von der gleichen GroBenordnung entstehen. 

3. Er ist nur einmal vorhanden; auch seine Nachbildungen in jedem Lande bestehen in einer 
einzigen AusfUhrung. Die UrmaBe einer Werkstatt konnen deshalb erst auf einem groBen 

1 Ko s te r s, W.: Der gegenwii.rtige Stand der Meterdefinition, des Meteranschlusses und seine internationale 
Bedeutung fiir Wissenschaft und Technik. Werkst.-Techn. 32 (1938) S.527/33. 
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S!lstem 0° 
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Abb.25. Werkstiicke und Lehren bei Bezugstemperatur 0° u. 20° C (nach Kienzle). 

Umwege von dem Urmeter 
abgeleitet und auch nachge­
pruft werden. Jeder Umweg 
bedeutet eine Fehlerquelle. 

0,030 

II I I 
Die Herstellung austausch­

barer Teile erfordert ein Ur­
maB, das unveranderlich ist 
und in jedem entsprechend 
eingerichteten Laboratorium 
verfUgbar ist. Ein solches Ur­

116711 18 JQ so 80 

Abb.26. Zunahme der ~Toleranz mit dem Durchmesser (aus Kienzle). 

maB gibt die Wellenlange des Lichtes. International ist festgelegt: die Spektrallinie 
"Cadmium rot" hat (unter bestimmten, im einzelnen genau festgelegten physikalischen 
Bedingungen) eine Wellenlange von 643,84696 . 10-9 m, das sind rd. 0,64 fl. Man hat sich 
nun urn zwei Systeme gestritten, und zwar ob das UrmaB bei 0° Coder bei 20° C (Werkstatt­
temperatur) die richtige Nennlange haben soIl. 

Haben zwei StichmaBe bei 0° C dieselbe Lange, so werden sie infolge der verschiedenen Aus­
dehnung des Werkstoffes bei der Werkstattemperatur schon nicht mehr gleich lang sein. Zwei 
Korper mit diesen beiden StichmaBen gemessen sind daher weder bei 0° C noch bei 20° C genau 
gleich groB (Abb.25). Heute gilt deshalb allgemein (in Abweichung vom Pariser Urmeter) 
20° C (68° F) als normale Bezugstemperatur, weil dann bei der mittleren Werkstattemperatur 
UrmaB, Lehren und Werkstucke ubereinstimmen. Wie groB die Teile bei 0° C sind, hat meist 
kein praktisches Interesse. 

Die Toleranz muB selbstverstandlich mit wachsendem NennmaB groBer werden; erfahrungs­
gemaB proportional VD (Abb.26). Fur jeden Nenndurchmesser und fUr jede Qualitat sind dem­
nach verschiedene Diagramme, ahnlich Abb. 24 erforderlich. Urn die Anzahl der Diagramme 
zu vermindern und in einem Bild zusammenzufassen, hat man eine neue MaBeinheit (von 
veranderlicher GroBe), eingefUhrt und die Toleranz stufenweise geandert (Abb.26). 

1m ISA-Toleranz-System gilt fUr die GroBe der Toleranz die in:ternationale Toleranzeinheit: 

i= 1 IT (flo) = 0,45 VDroro + 0,001 Droro. 

Das zweite Glied, das nur bei groBen Durchmessern zur Geltung kommt, tragt der Tatsache 
Rechnung, daB MeBfehler die auf Temperaturunterschiede und Elastizitat der Lehre zuruckzu­
fUhren sind, proportional mit dem Durchmesser wachsen. 
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Durch Multiplikation del' i-Werle mit den Norrnzahlen del' 5er Reihe werden die sog. Grund­
toleranzen in den 16 Qualitaten festgelegt. Z. B.: 

Qualitat . . . 5 6 7 8 9 10 11 12 usw. 
Tolerauz .. 7 10 16 25 40 64 100 160 i 

Bohrungen und Wellen werden je mit einem Buchstaben und einer Zahl bezeichnet und 
zwar die Bohrungen mit groBen und die Wellen mit kleinen Buchstaben. Sie legen die Lage 
des Toleranzfeldes zur Nullinie fest. Die Zahl gibt die GroBe der Toleranz, also die 
Qualitat der Tolerierung; je hoher die Zahl, urn so groBer die Toleranz. 

Wellen Bohrungen 
a-g A-G Laufsitze 
h (OA = Nullinie) H (VA = Nullinie) Gleitsitz 
j J Schiebesitz 1 
k K Haftsitz f Ruhesitze 
'!n, n JV!, N Festsitz 
p--z (ohne g, v, y) P-Z PreBsitze. 

Der Zusammenhang zwischen der Lage und der GroBe der Toleranzfelder von Welle und Boh­
rung ist dadurch gegeben, daB z. B. die H-B9hrungen und die h-Wellen an der Nullinie liegen und 
in ihrer GroBe spiegelbildlich sind. 

Bei Sitzkombinationen ist stets die Bohrung zuerst zu schreiben. 

Gebrauchliche Sitze. 

Durchmesserbereich 30-50mm 50-80mm 80-120 mm 120-180 mm 
50-65 I 65-80 80-1001 100-120 120-1401140-1601160-180 30---40 I 40-50 

Einheitsbohrung H 7 +25 fl +30 fl +35 fl +40 fl 
0 0 0 0 

OA +76561 1 +86 66 
I 

+ 1461181 + 166138 +1951621+215182 plastisch u6 +106821+12196 +235202 
VA +60 +70 + 87 ,+102 +124 1+144 +170 +190 +210 

"l 
etwa 1%0 . t6 OA +64 44 +70 50 + 85 60 i+ 94 70 +1l3 84 +126 98 +147114 +159126 +171138 ..., 

'fil VA +48 +54 + 66 1+ 75 + 91 +104 +122 +134 +146 
C!:l 

a:> 
OA + 93 64 + 101 72 +117 84 +125 92 +133100 

;.; +59 38 +59 38 + 72 48 ,+ 78 54 Po; s6 VA +43 +43 + 53 1+ 59 + 71 + 79 + 92 +100 +108 

I 
r6 OA +50 30 +50 30 + 60 36 1 + 62 38 + 73 44 + 76 48 + 88 56 + 90 58 + 93 60 

VA +34 +34 + 41 + 43 + 51 + 54 + 63 + 65 . + 68 . 
Treibsitz p6 OA + 42 22 + 51 26 + 59 30 + 68 36 VA + 26 + 32 + 37 + 43 

Festsitz 2 . m6 OA + 25 4 + 30 6 + 35 7 + 40 8 VA + 9 

I 
+ll + 13 + 15 

Haftsitz k6 OA + 18 2 + 21 4 + 25 4 + 28 5 VA + 2 -L 2 + 3 + 3 , 

Schiebesitz j6 OA +ll 10 + 12 12 + 13 16 + 14 18 VA - 5 - 7 - 9 -11 

Gleitsitz h6 OA 0 20 0 24 0 28 - 0 32 VA - 16 - 19 - 22 - 25 

engerLaufsitzl g6 
OA - 9 30 -10 34 - 12 40 

- 14 46 VA - 25 - 29 - 34 - 39 

OA - 25 - 30 - 36 - 43 f7 VA - 50 50~/ - 60 60 -·71 71 - 83 83 
,."_>"",,r--

Laufsitz ... e8 OA - 50 82 - 60 98 - 72 - 85 
<1l VA - 89 -106 -126 116 -148 136 
"l 
~ OA - 80 -100 138 -120 164 -145 196 ~ d8 -119 112 ::; VA -146 -174 -208 
«l 
~ OA 1-120152 -130 -140178 -150188 -170')14 -180224 -2002521-2~02621-230282 weit. Laufsitz c8 -169~ VA 1-159 -186 -196 -224~ -234 1-263 1-2'3 -293-

b8 O~t\. -170202 -180212 -190')28 -200238 1-220265 -240285 -260312,-280332.-310362 
" " VA -209 -219 -236~ -246 _274 -294 -323 ;-343-373 

a9 OA -310354 -320364 -340392 -360412 1-380441 ---410471 ---460530[-520590[-580650 
" " VA -372 ·o~" -382 ---414 ,-434 1-467 ---497 -560 -620 -680 

1 Die dritte Zahl in jedem Feld ist das mittlere Gesamtspiel (resp. UbermaB) in fl, gerundet auf gauze fl. 
2 Gegen Verdrehung sichern. 
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Wie aus Abb. 27 hervorgeht, ist die Bedingung fiir eine vollstandige Austauschbarkeit 
der Teile, so daB irgendeine Welle mit irgendeiner Bohrung in der gewiinschten Weise zusammen­
paBt, nicht erfiillt, denn die einzeInen Toleranzfelder iiberdecken sich teilweise. 

VollstandigeAustauschbarkeit ware nur durch eine wesentliche Verfeinerung der Toleranzen 
erreichbar, was eine bedeutende Verteuerung der Herstellung zur Folge hatte. Man hilft sich 
deshalb durch "Aussuchen". PaBt z. B. ein Bolzen nicht in der gewiinschten Weise mit einer 
vorhandenen Bohrung zusammen, so wahlt man aus dem Vorrat einen anderen Bolzen, der 
hochstwahrscheinlich wohl den richtigen Sitz ergibt. Man kann aber auch systematisch Boh­
rungen und Bolzen nach der GroBe sortieren (z. B. durch Verwendung feinerer Grenzlehren) 
und dann kleinere Bolzen und kleinere Bohrungen jeweils zusammenpassen. 

Ein typisches Beispiel der systematischen Sortierung findet man bei der Herstellung von 
Kugellagern. Die KugeIn werden aus zylindrischen Scheiben (kalt oder warm) gepre13t, dann 
vorgeschliffen, gehartet und zuletzt fertiggeschliffen und poliert. Wenn die Oberflache geniigend 
poliert ist, wird man aus wirtschaftlichen Griinden die KugeIn nicht noch weiter bearbeiten, 
auch wenn sie noch etwas zu groB sind. Ebenso wird man KugeIn, die zwar das richtige MaB 
erreicht haben, aber noch keine geniigende Hochglanzpolitur aufweisen, nicht als "AusschuB" 
behandeIn, sondern weiter polieren. Deshalb sind die fertigpolierten KugeIn verschieden groB. 
Da in einem Kugellager nur genau gleich groBe KugeIn verwendet werden konnen, werden diese 
sortiert. Die Kugelsortiermaschine besteht im wesentlichen aus zwei schrag und geneigt ge­
stellten Leisten, auf welchen die KugeIn laufen. 1st der Leistenabstand gleich ihrem Durch­
messer, so fallen sie durch und werden in verschiedenen Kasten aufgefangen. Das Spiel wird 
fiinf- bis neunmal wiederholt, und so erhalt man KugeIn, die sich im Durchmesser nur urn 
0,001 bis 0,002 mm unterscheiden. Die KugeIn in einem Kasten sind unter sich im Kugellager 
austauschbar, aber die KugeIn verschiedener Kasten konnen unter sich Abweichungen bis 
0,02 mm aufweisen. EinzeIne KugeIn konnen demnach niemals nachgeliefert werden. 

Normalerweise werden Wellen mit einer Bohrung der nachst groberen Qualitat kombi­
niert, also z. B. H 7 mit Wellen der sechsten Qualitat, mit Ausnahme der weiten Laufsitze. 

Infolge der Toleranzen fiir Welle und Bohrung ist die Passung verschieden, ob z. B. die groBt­
zulassige Bohrung mit der kleinstzulassigen Welle oder die kleinste Bohrung mit der gro13ten 

3~~----------------------------~~ . 

3M~---------------------------+~~ 

~O~-------------------------V~-T~ 

Welle kombiniert wird. Der Schiebesitz H 7/j 6 
(Abb.27) kann z. B. fiir die Befestigung von 
Riemenscheiben, Kupplungen, Zahnrader auf 
die Wellenenden von Elektromotoren dienen. 
Bei groBter Bohrung und kleinster Welle 
(Spiel 30 fl im Durchmesserbereich 30-50 mm) 
kann die Scheibe von Hand leicht aufgeschoben 
werden. Bei den Mittelwerten des Toleranz­
bereiches (Spiel 9,5 fl) kann die Scheibe in 
leicht eingefettetem Zustande von Hand mit 
leichtem Druck, aber ohne Schlag aufgesetzt 
werden. Bei einem UbermaB von 9 (max 15 fl) 
betragt der AufpreBdruck 1000 (max 1600) kg. 
N ach mehrmaligem Ein- und Auspressen fallt 
der Auf- = AbpreBdruck auf ca. 840 kg infolge 
Glattung der Oberflachen. 

Dennoch kann man in der Praxis mit hoher 
0R~~~0f~a0'9J~~~~~~~~t::tI; Wahrscheinlichkeit doch mit einer einheit­

lichen Passung rechnen, wei] der Arbeiter e r­
fahrungsgemaB nach der Mitte des 
Toleranzfeldes arbeitet. 

Abb.27. Gebrauchliche Sitze fiir d = 40-50 nun. 

Uber die Wahl der Laufsitze siehe (Ab­
schn.43), Kugellagersitze (Abschn. 54.2), 
PreBsitze (Abschn.24), Keile (Abschn. 22). 

S c hrift tum: S tr e iff, F. : Das ISA -Toleranzsystem und seine Einfuhrung in die Praxis. Schweiz. techno Z. 
14(1939) S.485/91.- Gottschalk, E.u. W.Lutze:Einfiihrung derISA-Passungen in der deutschen Industrie. 
Techn. Mitt. Krupp (Techn. Ber.) 1938 S. 151/66. - Streiff, F.: Die PreBsitze i. ISA-Passungssystem. Schweiz. 
techno Z. 9 (1934) S. 497. - Kienzle, 0.: Die PreBsitze im ISA-Passungssystem. Werkst.-Techn. 32 (1938) 
S.421/28. - Streiff, F.: Die Lauf-Sitze im ISA-Toleranz-System. Schweiz. techno Z. 9 (1934) S. 545/52.-_ 
Streiff, F.: ZweckmaBige Sitze fUr Riemenscheiben, Kupplungen und Zahnrader aufWellenenden. Werkst.­
Techn.32 (1938) S. 25/32. - Zollinger: Das ISA-Toleranzsystem. Schweiz.Techn. Z. 8 (1933) Heft 50/51. 



1. Angewandte Festigkeitslehre. 
11. Die Voraussetzungen der Festigkeitslehre und ihre 

praktische Bedeutung. 
Streng genommen sind aIle Rechnungen "Naherungslosungen", denn die technischen 

Probleme sind (auch bei den Elementen) sehr verwickelt. Auch die sog. "exakte" Losung geht 
von verschiedenen Voraussetzungen aus, die zum Teil von der Wirklichkeit erheblich abweichen. 
Eine mathematisch richtige Losung braucht deshalb nooh nicht unbedingt und zuverlassig mit 
der Wirkliehkeit iiberein zu stimmen. Die Annaherung an die Wirklichkeit wird urn so groBer, 
je mehr Einfliisse rechneriseh erfaBt werden konnen. Die Rechenarbeit steigt aber vielfach 
progressiv mit der erstrebten Genauigkeit. 

Die geforderte Wirtschaftlichkeit seiner Konstruktionen zwingt den Ingenieur dazn, die Pro­
bleme zu vereinfachen urn NaherungslOsungen zu erhalten, die in kurzer Zeit durchgefiihrt werden 
konnen. Nur in Ausnahmefallen kann die Maschine eine Preiserhohung infolge erhohter Rechen­
arbeit ertragen. Der Ingenieur muB deshalb unter AuBerachtlassung alles Unwesentliehen die 
Auswahl der in Rechnung zu stellenden Annahmen so treffen, daB die Rechenarbeit und die er­
reichte Annaherung an die Wirkliehkeit in einem verniinftigen Verhaltnis zu dem Verwendungs­
zweck des Konstruktionsteiles steht. Er maeht deshalb in ausgedehntem MaBe Gebraueh von 
dem Rechensehie ber bei den Zahlenrechnungen. 

In den letzten Jahren haben versehiedene Forseher wertvolle Beitrage geliefert zur ver­
tieftenErkenntnis der Faktoren, welche die Festigkeit der Maschinenteile wesentlich beeinflussen. 
Immer deutlicher zeigt es sieh, daB die gebrauchliehe "elementare" Festigkeitslehre als Grund­
lage fUr die Berechnung versagt und naturgemaB versagen muB. Je tiefer man in die einzelnen 
Aufgaben eindringt, urn so deutlicher erkennt man, daB die GroBtzahl der praktisch wichtigsten 
Grundlagen des Maschinenbaus zur Zeit noch gar nicht geklart sind. Man spricht und schreibt 
von einer "Krisis in der Festigkeitslehre" und riittelt an dem mathematisC'h festgefUgten und in 
sieh gesehlossenen Aufbau der Elastizitatstheorie. Das ganze wissenschaftliehe Fundament 
fUr die Berechnung der Masehinenteile scheint zu wanken und wenig tragfahig (sumpfig) zu sein. 

Der Konstrukteur steht deshalb den Ergebnissen der Elastizitatstheorie oft mit MiBtrauen 
gegeniiber und stiitzt sich wieder mehr auf die Erfahrung (den Versuch). Allgemein hort man 
aueh aus der Praxis den Ruf naeh einer "wirklichkeitsgetreuen" Berechnung der Masehinenteile. 
Dieser Rufist nicht neu; schon Prof. C. von Bach war immer bestrebt die Berechnung mit der 
Erfahrung in Ubereinstimmung zu bringen. Die Theorie kann nur so lange giiltig sein, als ihre 
Voraussetzungen praktisch erfiillt sind. 

Die Festigkeitsrechnung geht von der Voraussetzung aus, daB die Krafte, die auf den 
Korper wirken, allmahlich von Null bis zum Hochstwert P steigen, den Korper dadurch (ohne 
Schwingungen zu erzeugen) verformen, jedoeh nicht groB genug sind, diesen zu zerbreehen. 
Nach vollendeter Formanderung halten sich die Krafte an dem Korper das Gleichgewieht. 

Gleichgewicht ist immer vorhanden, wenn der Korper in Ruhe oder in gleichformiger Be­
wegung ist. Bei einem beliebig bewegten Karper (z. B. beim Anlauf und Bremsen von Maschinen) 
kann durch das Anbringen der d'Alem bertsehen Massenkrafte das statische Gleiehgewieht 
hergestellt werden. 

Bei den Formanderungen entstehen zwischen den MolekUlen inn ere Krafte, die man als 
Flachenkrafte auffaBt; der innere Aufbau (Molekularstruktur) des Stoffes wird also nicht 
beriicksichtigt, was durchaus zulassig ist, da die Kristalle sehr klein sind und Millionen in 1 cm3 

gehen. Die Kraft je Flacheneinheit wird Spann ung genannt (kgjmm2). Die Spalillungen, die 
an irgendeiner 'Stelle des Karpers wirken, andern sich von Punkt zu Punkt; sie sind im all-

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Anf!. 
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gemeinen schrag zur Flache gerichtet und konnen in zwei Komponenten zerlegt werden, normal 
zur Flache (Normalspannu~gen a) und in der Flache liegend (Schubspannungen r). 

Das ganze Spannungsbild (Spannungsfeld), das durch die Oberflache des Korpers begrenzt 
ist, kann durch Spannungslinien (Trajektorien) wiedergegeben werden, deren Richtung in jedem 
Punkt mit der Richtung der dort herrschenden (Normal- oder Schub-) Spannung ubereinstimmt. 

Es ist gebrauchlich, die Krafte durch Pfeile darzustellen, die in einem Punkt angreifen. 
Fur die Festigkeitsrechnung ist diese vereinfachte Darstellung der Kraftwirkung nur mit einer 
(praktisch sehr wichtigen) Einschrankung zulassig, denn endliche Krafte wiirden im Angriffs­
punkt, also in einer unendlich kleinen Flache immer unendlich groBe Spannungen erzeugen, die 
der Werkstoff nicht ertragen kann. In del' Festigkeitslehre muB also vorausgesetzt werden, 
daB die Kraft auf einer endlichen Flache wirkt; del' Pfeil stellt dann die Resultierende diesel' 
Teilkrafte dar. Die Spannungsberechnung muB also vollstandig versagen in der unmittel­
baren Nahe del' Angriffstelle einer als Pfeil dargestellten Kraft. Mit diesel' Einschrankung 
ist (nach dem Prinzip von de Saint Venant)l die vereinfachte Darstellung del' Kraft­
wirkung auch in del' Festigkeitslehre zulassig. Dieses Prinzip lautet: 

Wirkt an einem ausgedehnten Korper, umerhalb eines eng begrenzten Bezirks, eine auBere 
Kraft, so kann diese durch eine andere gleichwertige Kraftverteilung ersetzt werden, die natur­
lich den Gleichwertigkeitsbedingungen auch genugen muB, und wodurch nur in der unmittel­
baren Nahe des Bezirkes allein, geanderte Spannungen und Dehnungen hervorgerufen werden. 

Yom Werkstoff des Korpers wird vorausgesetzt, daB er homogen und isotrop ist, d. h. 
daB er das Volumen stetig erfiillt und in allen Punkten und Richtungen gleiches Verhalten zeigt. 
Nach diesel' Voraussetzung dUrfen keine Unstetigkeiten, Locher, Einkerbungen odeI' p16tzliche 
Querschnittsanderungen vorkommen. Hierin liegt eine weitere, erhebliche Einschrankung fiir 
die Gultigkeit del' Festigkeitslehre, die um so verhangnisvoller ist, weil erfahrungsgemaB die 
Bruche gerade bei solchen Unstetigkeiten auftreten. Abel' die Einschrankung del' Stetigkeit 
hat noch viel tiefergehende Bedeutung. Die Metallographie zeigt deutlich, daB wir es keineswegs 
mit homogenen, aus einzelnen Molekiilen aufgebauten Korpern zu tun haben, sondern daB die 
Metalle in festem Zustand ein Haufwerk von kristallinen Molekulargruppen sind, die wirr durch­
einander liegen und durch Warmebehandlung eine Umwandlung erfahren konnen (Ferrit, Perlit, 
Zementit, Martensit). AIle Kristalle sind aber anisotrop; sie haben an einzelnen Stellen eine 
groBe Kohasion, an anderen dagegen uberhaupt keinen Zusammenhalt ; die Bedingung del' Homo­
genitat ist deshalb nicht erfiillt. 

Wenn die Werkstoffe auch nicht vollstandig isotrop sind, so sind sie doch qua s i - i sot l' 0 P , 
denn die einzelnen Kristalle treten nicht besonders hervor, weil sie im Verhaltnis zum Stab­
querschnitt meist auBerst klein sind. In del' technischen Festigkeitslehre mussen wir uns mit 
dem Begriff des homogenen und isotropen Korpers abfinden, denn es wird wohl kaum je eine 
andere, ebenso einfache Grundlage gefunden werden, die dem tatsachlichen Verhalten del' 
Baustoffe bessel' entspricht. Manche Erscheinungen weisen abel'. deutlich auf die Inhomogenitat 
des Werkstoffes hin. 

Die "elementare" Festigkeitslehre vereinfacht den Aufbau del' Korper noch weiter, indem 
angenommen wird, daB del' Werkstoff aus einzelnen, diinnen Fasern besteht, die sich gegenseitig 
nicht beeinflussen. Dieses vereinfachte Bild stimmt natiirlich nicht mit del' Wirklichkeit uberein, 
ist abel' (wie die Erfahrung zeigt) in vielen Fallen durchaus zulassig und hat den groBen Vorteil, 
die Spannungsberechnung erheblich zu vereinfachen. 

Die Theorie setzt voraus, daB del' Korper ursprunglich spannungsfrei ist. Durch die Behand­
lung des Materials (Harten) odeI' durch Formgebung (GieBen, SchweiBen) konnen abel' bedeu­
tende Anfangsspannungen auftreten, deren GroBe nicht leicht zu bestimmen ist. (Vgl. S. 3). 

Zur Spannungsberechnung geht man von del' allgemeulen Uberlegung aus, daB nicht nul' 
del' ganze Korper, sondern auch jedes beliebig daraus abgetrennte Stuck im Gleichgewicht ist, 
wenn die an del' Trennflache wirkenden Spannungen daran als auBere Kratte angebracht werden. 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir den abgetrennten Teil konnen Beziehungen zwischen 
den Spannungen und den auBeren Kratten abgeleitet werden, die abel' zur Berechnung der 
Spannungen nicht ausreichen, weilnicht bekannt ist, wie diese auf del' Trennflache verteilt sind. 
Jede angenommene Spannungsverteilung, die den Gleichgewichtsbedingungen genugt, ist eine 
mogliche Losung des Problems. Die Statik aHein reicht zur Spannungsberechnung nicht aus; die 
Aufgabe ist statisch unbestimmt. Um die Spannungsverteilung zu bel'echnen, mussen die 
Form and e run g e n des Korpers berucksichtigt werden. 

1 :(\iem. Savants etrangers. Vol. 14 (1885). 
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Die Normalspannung a ruft eine Langenanderung hervor; wenn ds die urspriingliche Lange 
in der Richtung der Spannung a ist und Ll ds die Langenanderung, so wird Ll dslds = e die 
Dehnung (in der Richtung von a) genannt. Die Erfahrung (Beobachtung) zeigt, daB die Zug­
spannung nicht nur eine Dehnung, sondern infolge des allseitigen Zusammenhanges des Werk­
stoffes gleichzeitig senkrecht zur Dehntmg auch Querkontraktionen eq hervorruft (Abb. 11.1) 
die der Normalspannung a proportional sind, und zwarist: 

e eq -- = m oder - - = 11m = l' • 
-eq e 

(11.1) 

Die Poissonsche Zahl m (resp. die Querzahl 1') hangt 
yom \Vc/"kstoff abo Sio nimmt mit zunehmender Tempe­
ratur langsam ab und nahert sich gegen die Schmelztempe­

Ahh. 11.1 . Querkontraktion (aus Graf). 

ratur dem unteren Grenzwert 2 fiir plastische Verformung. Fiir Stahl bei Zimmertemperatur ist 
es gebrauchlich m = 10/3 zu setzen. Die Schubspannung i verursacht eine Winkelanderung y. 

Zwischen den Spannungen und den Formanderungen, die beide durch die auBeren Krafie 
verursacht werden, muB ein Zusammenhang vorhanden sein. Das Hookesche Gesetz 1 (das 
allen Festigkeitsrechnungen zugrunde liegt) sagt nun aus, daB die Spannungen den Form­
anderungen proportional sind: 

a = e E 
und 

i=yG 

(11.2)2 

(11.3)2 

In diesen Gleichungen sind E und G Proportionalitatsfaktoren, also yom Material abhangige 
Erfahrungszahlen; da e und y dimensionslose GraBen sind, haben E (Spannungsmodul) und G 
(Schubmodul) die Dimension einer Spannung. 

Die drei Stoffwerte E, G und m sind nicht unabhangig voneinander; fUr isotrope Karper ist 

G = 2 (mm+ 1) E und mit m = 10/3 (Stahl) ist G = 0,385 E . (11.4) 

Das Hookesche Gesetz, richtiger die Hypothese des englischen Physikers H 0 0 k e wurde bis etwa 
gegen 1890 als ein allgemein giiltiges Naturgesetz 
angesehen. Professor C. von Bach (Stuttgart) 
hat zuerst experimentell festgestellt, daB diese 
Annahme nur fiir wenige Baustoffe und inner­
halb enger Grenzen giiltig ist. Seither hat man 
in den Materia~priifanstalten ausgedehnte Ver­
suche durchgefiihrt, um den wirklichen Zusam­
menhang zwischen Spannungen und Formande­
rungen zu erforschen. 

Wird ein FluBeisenstab in einer Material­
priifmaschine eingespannt, welche die Linie der 
Langenanderungen selbsttatig aufzeichnet, so 
erhalten wir etwa das in Abb. 11.2 dargestellte 
Bild. Die Gestalt der Kurve andert sich nicht, 
wenn an Stelle der Krafte die Spannungen 
a = P If und an Stelle der Langenanderungen 
die Dehnungen e = Ll III aufgetragen werden. 
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Ahb.11.2. Spannungs·Dehnungslinie fiir weicben Stahl (aus 
Nadai, Werkstoffe). 

Wie daraus ersichtlich, nehmen die Dehnungen tatsachlich anfanglich geradlinig mit den Span-

1 Hooke hat das Gesetz im Jahre 1660 gefunden, aber erst 1676 unter dem Anagram ceiiinosssttuv (ut 
tensio sic vis) und 1678 in seinem Buch ver6ffentlicht. 

2 Prof. C. V. Bach hat l /E = lX, die Dehnungszahl, und fJ = l /G (Schubzahl), als Proportionalitiits­
faktoren vorgeschlagen. Sein Sohn (Prof. Julius Bach, Chemnitz) tritt ebenfalls lebhaft ffu die "anschau­
lichere" Dehnungszah1 ein (Masch.-Konstr.-Betr.-Techn. Bd.63 [1930] Heft 8), die darauf beruht, daB die 
Dehnungen um so gr6Ber werden, je gr6Ber '" ist; lX ist demnach ein MaB fiir die Elastizitiit des Werkstoffes 
(e = '" . a). Der umgekehrte Begriff E = l /lX ist ein MaB ffu die Starrheit und sagt aus, daB die Spannungen 
um so gr6Ber werden, je gr6Ber . /j,' ist. Deshalb der Namen "Spannungsmodul"; die Bezeichnung Elastizitiits­
modul, die fast immer gebraucht wird, ist natfulich irrefiihrend, weil darunter ebenfalls ein MaB ffu die Elasti­
zitiit verstanden werden k6nnte, was natfulich nicht der Fall ist. Auch Starrheits- oder Steifigkeitsmodul 
ist vorgeschlagen worden; man kann auch einfach '"E·Wert" sagen. Beide Begriffe '" und E sind aber 
gleich Ilouschaulich und auch gleichberechtigt; die Dehnungszahl '" bei Betrachtung der Formiinderungen, der 
Spannungsmodul E bei der Berechnung der Spannungen. 

2* 
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nungen zu, bis zur sog. Proportionalitatsgrenze (ap )1. Dann biegt die Linie etwas ab, bis 
zur Streck-, FlieB- odeI' Plastizitatsgrenze, wo die Dehnungen sehr rasch zunehmen, 
ohne Zunahme (oft sogar bei Abnahme) del' Belastung. Wird die Belastung weiter fortgesetzt, 
so findet schlieBlich ein ZerreiBen des Stabes nach vorheriger Einschniirung statt. Die maximale 
Spannung (Kz odeI' aB) wird Bruchfestigkeit genannt. 

FUr homogene Werkstoffe ist zu erwarten, daB diese Stoffwerte unabhangig von del' GroBe 
und von del' Form des Querschnittes sind. Versuche mit reinem Aluminiumblech (hart) von 
2 und 5 mm Dicke ergaben Z. B. folgende Werte: 

8=2mm, Kz = 16,5kg/mm2, 610 = 2,5%, O's =15,9kg/mm2 • 

5 13,8 3,5 13,4 

Der Unterschied laBt sich durch die Anderung del' Festigkeitseigenschaften der auBeren Schichten 
beim Kaltwalzen, also durch Inhomogenitat erklaren. 

P. Oberhofer und W. Poensgen2 haben guBeiserne Probestabe von verschiedenem Durch­
messer untersucht, wobei auBerste Sorgfalt darauf verwendet wurde, daB die Zusammensetzung 

- ">C" 

des Eisens in allen Fallen 
die gleiche war. Das El'­
gebnis ist in Abb. 11.3 dar­
gestellt und zeigt eine sehr 
starke Abnahme del' Zug­
festigkeit mit dem Stab­
durchmesser. Auch diese 
Erscheinung laBt sich 
durch die Inhomogenitat 
des Stabmaterials erklaren. 
Die eingeschlossenen Gra­
phitplattchen machen sich 
bei den kleinen Qu,er­
schnitten namlich sehr 
stark bemerkbar. 
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Abb . 11.3. Einflul3 der Q.uerschnittsform 
auf die Bruchfestigkeit von 

Gul3eisen. 

JQ @) rmm I Versuche von V. Bach 

Abb. 11.4. EinfIul3 del' Q.uerschnittsfolnl (Abb. 11.4) zeigten, daB 
auf die Bruchfestigkeit von selbst beim homogenen 

Schmiedeeisen (aus Bach-Baumann) . FluBeisen die Festigkeiis-

eigenschaften (Streckgrenze, Bruchfestigkeit) von del' Querschnittsform abhangen. Die oberen 

Streckgrenzen fiir Rundeisen und I -Eisen weichen um 23351~91919 X lOO = 20 % vonein­

ander abo Diese Abweichungen lassen sich durch die gegenseitige Beeinflussung del' einzelnen 
Fasern erkliiren. An del' Gleichung a = PI! andert sich nichts, wenn P von einem Stab von 
10 cm2 odeI' von lOOO Staben it 1 mm2 getragen wird, da! in beiden Fallen gleich 10 cm2 ist. 
In Wirklichkeit ist dennoch ein Unterschied vorhanden, denn die lOOO Stabe von je 1 mm2 

konnen sich unabhangig voneinander zusammenziehen; sie werden, wenn sie sich vol' her gerade 
beriihrten, die Beriihrung infolge del' Querkontraktion aufge ben. Die einzelnen Fasern des 
Stabes von lO cm2 besitzen diese Unabhangigkeit nicht, d. h. sie wirken senkrecht zur Stabachse 
aufeinander ein. Diese Einwirkung ist verschieden, je nach del' Form des Querschnittes, und 
zwar um so kraftiger, je kleiner der Umfang im Vergleich zur Querschnittsflache ist, Z. B. beim 
Kreis intensiver als beim I -Profil. Del' Spannungszustand ist also, genau gesehen, auch beim 
einfachen Zugversuch nicht einachsig (in del' Richtung del' Faser), sondern riiumlich. 

Aus Abb. 11.2 folgt, daB die auf Grund del' Hookeschen Annahme berechneten Spannungen 
niemals bis zur Bruchfestigkeit gelten. Del' Flacheninhalt del' Schaulinie stellt die zur Form­
anderung (resp. Bruch) aufgewandte Arbeit, das Arbeitsvermogen 1)1 des Baustoffes dar, be­
zogen auf die Volumeneinheit. 

Fiir Beanspruchungen innerhalb der Proportionalitiitsgrenze sind die Formanderungen klein. 
Die Festigkeitsrechnung muB immer kleine Formanderungen voraussetzen, damit die Krafte­
zerlegung am verformten Teil durch die am unverformten ersetzt werden darf und damit del' 

1 Un old, G. : Die Bezeichnungsweise in der Festigkeitslehre. Masch.-Bau 7 (1928) S. 308/310. - Kom­
merell: Der Werdegang des Normblattes 1350. Zeichen der Statik, Festigkeitslehre, Werkstoffpriifung. 
Masch.-Bau 8 (1929) S. 192/97. - Bach , J.: Stand der Neubearbeitung der Zeichen fiir die Festigkeitslehre. 
Masch.-Bau 11 (1932) S.362/66. 

2 Stahl u. Eisen 1922, S.1190. 
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Querschnitt sich bei del' Verformung wedel' nach GroBe noch nach Form andert 1 • Man 
vernachlassigt also bei del' Festigkeitsrechnung, daB z. B. die Querschnittsflache des Zugstabes 
infolge del' Querkontn1,ktion, kleiner wird und bezieht die Spannung auf den ursprunglichen 
Querschnitt f. Ffir die technologische Untersuchung der Werkstoffeigenschaften dagegen muB 
die Querschnittsanderung unbedingt berucksichtigt werden (Abb. 11,2). 

Die Proporlionalitatsfaktoren E (Zahlentafel 1l.1) und G sind durch die verwickelte Kraft­
wirkung der Molekiile bedingt und mussen experimentell bestimmt werden. Die Genauigkeit 
der gemessenen Werle ist nicht groB (kleiner als 172%). Nicht nur die chemische Zusammen­
stellung des Werkstoffes, sondern auch der Umstand ob er gegossen, gezogen, geharlet odeI' 
kalt bearbeitet ist, hat einen erheblichen EinfluB auf E. Mit zunehmender Temperatur nimmt E 
stetig ab (Zahlentafelll.2). 

Zahlentafel ILL E-Werte in kgjmm2 bei 15° C. Zahlentafel 11.2. 
Iridium. 
Korund 
Topas . 
Stahl . 
Platin . 
Kupfer. 
Gold .. 
GuBeisen . 
Duralumin 

52700 
52000 
29000 
21500 
16500 
12000 

Marmor .. 
Granit .. 
BIei .. . 

3000 
2400 
1500 

E- Werte in kg/mm2 fiir Stahl, 
legiert, bei verschiedenen 

Temperaturen. 

Glas .. . 
Zinn .. . 

9000 
7-10000 
6500-8000 
4700-8200 
4500 

Holz .. . 
Elfenbein . 
Sandstein. 
Eis 
Paraffin . 
Wachs .. 
Kautschuk 
Gelatine . 

500-1250 
900 
800 
300 
170 
50 

0,02-0,8 
0,02 

15° C ist E = 21 500 kgjmm2 
lOO 21200 
200 20500 
300 19000 
400 19000 
500 17600 
600 15600 
700 13 lOO 

Die Bruchdehnung 15 = 100 Ll/ (in Abb. 11.2 etwa 26%) gilt als MaB fur die Zahigkeit 

des Werkstoffes. Wie die Beobachtung zeigt, tritt kurz vor del' Bruchgrenze eine starke 
ortliche Einschnfirung des Stabes ein, die mit einer verhaltnismaBig groBen Dehnung an 
dieser Stelle verbunden ist. Die Bruchdehnung setzt sich also aus der Dehnung des ganzen 
Stabes und aus der Dehnung an del' Einschnurung zusammen, und ist demnach von del' ur­
spriinglichen Lange abhangig. Urn allgemein giiltige Vergleichswerle zu erhalten, verwendet 
man N ormalsta be. Friiher waren dafiir Rundstabe mit einer Lange l = 10 d gebrauchlich, 
die fiir viele Zwecke zu teuer (hochwertige Stahle) odeI' unmoglich sind (Unfalle). Darum 
gehort zu dem Wert 15 immer die Angabe del' Lange 2• 

Nicht aIle Baustoffe zeigen ein ahnliches Verhalten zwischen Spannungen und Dehnungen 
wie FluBeisen. Man unterscheideu abel' zwei Gruppen von Materialien: Z a he, die sich ahnlich 
wie FluBeisen, und sprode, die sich etwa wie GuBeisen verhalten (Abb. 11.5). Diese haben 
keine so ausgesprochene Streckgrenze und auch viel klein ere 
Dehnungen bis zum Bruch. Zwischen den beiden extremen Fallen 
konnen natiirlich aIle moglichen Zwischenwerle vorkommen. 

Die Streckgrenze ist aber ein praktisch sehr wichtiger Begriff, 
denn es ist ja klar, daB die Materialien in Maschinen jedenfalls 
nicht bis zur -Streckgrenze beansprucht werden diirfen, da sonst 
groBe bleibende Fonnanderungen auftreten. Es ist daher in del' 
Praxis iiblich, allgemein von einer Streckgrenze zu sprechen, die 
dadurch festgelegt ist, daB die Dehnung einen bestimmten Be­

q05% 

trag erreicht. Das MaB diesel' Dehnung ist dann willkiirlich, Abb.11.5. Spannungs-Dehnungslinie 
fur Gul3cisen (aus Bach-Baumann, 

und SO nimmt z. B. Kru pp eine Dehnung von 0,3 % (e3 = 0,003) Festigkeitseigenschaftel1). 

an del' Streckgrenze an. 
Fur GuBeisen gilt das Hookesche Gesetz nicht, das darf nicht vergessen werden, 

wenn Festigkeitsrechnungen an guBeisernen Korpern durchgefiihrt werden. Die Poissonsche 
Zahl ist nicht konstant und groBer als fiir FluBeisen; 'm = 5 bis 9. Man hat versucht, das 
Hookesche Gesetz durch eine andere Beziehung zwischen Spannung und Dehnung zu er­
setzen, die bis zur Bruchgrenze giiltig bleibt. Aus diesem Wunsche ist das Potenzgesetz 
entstanden: an = eE, das namentlich ffir sprode Werkstoffe, gute Ubereinstimmung mit del' 

1 Kurzlich hat L. F6ppl: Eine neue elastische Materialkonstante, Ing.-Arch. Bd.7 (1936) S.229f236, 
darauf hingewiesen, daB es fur die Erklarung mancher Erscheinung, insbesondere bei einer ungleichmaBigen 
Formanderung des K6rpers (Biegung, Kerbwirkung, usw.) zweckmaBiger ist, die Spannung auf das "verformte" 
Flachenelement zu beziehen. 

2 Umrechnung von l = lO d auf l = 5 d im VDI-Forschungsheft Nr. 215, Dr. Rudeloff, 05d = 1,250lOd. 
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Erfahrung zeigt. Nun hat aber eine solche Beziehung nur dann praktischen Wert, wenn 
die Werte E und n fUr ein und dasselbe Material auch wirklich unveranderliche Stoffwerte 
sind. Wie genaue Untersuchungen zeigen, ist das jedoch nicht der Fall, so daB die Praxis kein 
Interesse hat, dieses verwickeltere Gesetz als Grundlage fur die Rechnungen zu wahlen. Man 
kann aber immer (mit mehr oder weniger Genauigkeit) Teilstrecken einer Kurve durch eine 
Gerade ersetzen und so den E-Wert innerhalb bestimmter S.pannungsgrenzen festlegen. Er 
ist dann eine veranderliche vom Spannungszustand abhangige GroBe, die auBerdem noch von 
der GuBqualitat abhiingt (Abb. 11.6), z. B. fur GuBeisen: E = 8000 bis 14000 kg/mm2. 

tjr;m.2 Die Elastizitatstheorie setzt stillschweigend 
1500 auch vollkommen elastische Formanderungen 
1'100 voraus, d. h. der Stab soll nach der Entla-
1300 stung wieder seine urspriingliche Lange an-
1300 nehmen. Belasten wir einen FluBeisenstab 

t 1100 und einen GuBeisenstab so, daB die Belastung 
f 1000 stufenweise gesteigert, vor jeder Steigerung 

900 aber wieder entlastet wird, so wird man finden, 
800 daB bei FluBeisen bis zu einer bestimmten Be-
100 

lastung (Elastizitatsgrenze), von vollkom-
800 

mener Elastizitat gesprochen werden kann, soo 
~o g,o g,5 ~o .;;S 'tOt!cmf~5 wahrend GuBeisen (Abb. 11.5) auch fUr kleine 

ZIJp8sfigkeif Kz-
Abb.11.6. E-Wert fiir GuLleisen in Abhallgigkeit von E, 

(Diskussionsbericht Nr.37 der EMPA, Ziirich, 1928). 

Belastungen nicht vollkommen elastisch ist. 
Man kann nun wieder einen, zunachst belie­
bigen, Punkt annehmen, wo die bleibenden 

Formanderungen so klein sind, daB sie als praktisch zulassig anzusehen sind. Die Spannung, 
die zu dieser Dehnung gehort, wird dann auch als ElastizitatsgTenze bezeichnet. Wie aus dieser 
Definition hervorgeht, ist die Elastizitatsgrenze dann nicht nur durch die Natur der Ma­
terialien bestimmt, sondern durch die Empfindlichkeit der MeBinstrumente oder durch die 
eigentlich beliebige Annahme einer kleinen, zulassigen, bleibenden Formanderung. Nach 
Festsetzung des Internationalen Materialprufkongresses (Brussel 1906) darf die bleibende 
Formanderung an der Elastizitatsgrenze 0,001 % betragen. Dieser Wert ist aber fUr die 
Praxis viel zu klein; Krupp bezeichnet als Elastizitatsgrenze diejenige Spannung, bei der 
die bleibende Dehnung 0,03 % erreicht, also zehnmal so klein ist als die ahnlich definierte 
Streckgrenze. 

Nach der gegebenen Definition hat jeder Werkstoff seine Elastizitatsgrenze, wahrend z. B. 
GuBeisen keine Proportionalitatsgrenze hat. Wenn man (wie es oft geschieht) von der Elasti­
zitats- oder Proportionalitatsgrenze spricht, so ist das in diBser allgemeinen Form jedenfalls 
nicht richtig; nul' fUr Stahl fallen beide Grenzwerte nahezu zusammen. 

Formanderungsarbeit. Del' Ingenieur interessiert sich in vie len Fallen weniger fUr das 
ganze Spannungsfeld oder fUr die Formanderung del' ganzen Stabachse, sondern es genugt ihm 
die groBten (gefahrlichsten) Spannungen und Formanderungen zu kennen, die bei seiner 
Konstruktion auftreten. Dadurch kann die Berechnung oft erheblich vereinfacht werden. 
Bei der Berechnung der Formanderungen bietet dann der Sa.~~ v.~nql3;spJ.gJiano bedeutende 
Vorteile. Auf einen Korper, der anfariglich spannungslos ist, wirkPu h(>li<'hig<' von Null an 
wachsende Krafte 

Ql' Q2 ... Qi ... Q I! , 

die den Korper verformen ui1d dadurch eil1e Formal1derul1gsarbeit 2{ leistel1. Nennen wir die 
Verschiebungel1 del' Angriffspunkte in den Richtungen der Krafte 

dann sagt der Satz von Castigliano: 

a2\: 
qi = alI;' (lL5) 

Die Verschiebung des' Angriffspunktes einer Kraft in Richtung der Kraft ist 
gleich del' partiellen Ableitung der Formal1derungsarbeit nach dieser Kraft. 

Beweis:. Nachdem die Formanderung stattgefunden hat, laBt man die Kraft Qi noch urn 
den B~trag dQi zunehmen, wodurch sich die Angriffspunkte der Krafte verschieben. Die hierbei 
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verrichtete Arbeit hat die GroBe d ~r = ~~ dQi *, so daB die gesamte Formanderungsarbeit nun 

~{+~~ dQi 

ist. Derselbe Formanderungszustand kann noch in einer anderen Weise erreicht werden. Man 
laBt zuerst die Kraft dQi allein wirken. Dabei wird eine Arbeit verrichtet, die unendlich klein 
zweiter Ordnung ist, und gegenuber den anderen Formanderungsarbeiten vernachlassigt werden 
kann. Nun bringen wir wieder die Krafte Ql> Q2 ••• Qi . .. Q! an, von Null an wachsend, wobei 
die verrichtete Arbeit wieder gleich mist. Wahrend diese Krafte wachsen, bleibt die Kraft dQi 
bestandig wirksam, und der Angriffspunkt dieser Kraft wird also um die Strecke qi verschoben. 
Die totale Formanderungsarbeit ist nun 

o~ 
Da in beiden Fallen der Endzustand derselbe ist, muB 9{ + oQ; dQi = m + qidQi 

oder qi = :~ (q. e. d.) sein. 

In ahnlicher Weise laBt sich beweisen, daB die Verdrehung durch ein Moment gleich der par­
tiellen Ableitung der Formanderungsarbeit nach dem Momente ist, also: 

o~ 
Yi = 0111. (11.6) , 

Das Prinzip der virtuellen Arbeit gehort zu den bekanntesten Satzen der Statik und 
sagt aus, daB Krafte, die alle an einem Punkte oder an einem starren Korper angreifen, sich das 
Gleichgewicht halten, wenn fur jede virtuelle Verschiebung, die den vorgeschriebenen Bedin­
gungen genugt, die algebraische Summe der Arbeiten aller Krafte gleich Null ist: 

L(P· 8) = O. 
Dieser Satz gilt, auch fiir den elastischen Korper, da jeder davon abgetrennte Teil in Gleich­

gewicht ist, wenn an der Trennflache die inneren Spannungen als auBere Krafte angebracht 
werden. Diese inneren Spannungen leisten aber bei der elastischen Formanderung eine Arbeit, 
die Formanderungsarbeit <5 ~(, d. i. die A.nderung (Variation) der Formanderungsarbeit infolge 
irgendeiner moglichen (virtuellen, aber nun sehr kleinen) Verschiebung. Das Prinzip lautet dann: 

J (J • <58' df = <5 m 
und gilt wieder fur jede (nun sehr kleine) Verschiebung, welche den Bedingungen genugt; Man 
kann aus den vielen moglichen Verschiebungen auch solche wahlen, bei denen die Angriffspunkte 
aller auBeren Krafte uberhaupt keine Verschiebungen erfahren, also reine Formanderungen 
des Korpers. Dann vereinfacht sich das Prinzip zu 

<5m=o. (11.7) 
Diese Gleichung kann dazu benutzt werden, um daraus die Gestalt der elastischen Linie des 

Korpers abzuleiten, und sagt aus: Die wahre Gestalt der elastischen Linie folgt aus der Bedingung, 
daB beim Ubergang von irgendeiner Nachbarlinie die Formanderungsarbeit zu einem Extremum 
wird. SoH aber die Gleichgewichtslage stabil sein, so muB m ein Minimum (also <5 2 m positiv) 
werden, damit stets Arbeit auBerer Krafte geleistet werden muB, um die Gleichgewichtslage 
zu storen, also: Fur die wirkliche Gestaltsanderung ist die Formanderungsarbeit 
ein Minimum. (Prinzip des kleinsten Zwanges.) 

Es ist gebrauchlich uber die Formanderung des Korpers eine andere, einfachere Aussage zu 
machen, indem auf Grund der Beobachtungen festgestellt wird, daB ursprunglich ebene Quer­
schnitte bei der Formanderung eben bleiben. Es laBt sich auch nachweisen, daB die Quer­
schnitte nur dann eben bleiben konnen, wenn die Formanderungen durch die Schubspannungen 

* Die FoI'mandeI'ungsaI'beit ~{ ist von allen KriiJten Q abhangig, odeI' ~ = Funktion (QI' Q2' .. Q'i ... Qn) . 

N ach den Regeln del' Mathematik ist dann die Ableitung 

dW oW dQI o~ dQ{ 09{ dQn 
d Q,. = (rQ~' dQi + . .. oQ;' dQ~ + ... 0 Q n' dQi' 

N . d II K -f . d bh'" d B dQI 0 dQn . A h dQi 1 D 't . d un sm a e I'a te voneman er una anglg, so a d Q{ = = dQi' mit usna me von dQi =. ami WIT 

oW 
d ~ =a([,dQi . , 



24 Angewandte Festigkeitslehre. 

gegeniiber denen durch die Normalspannungen vernachliissigt 'werden diirfen. Die Voraussetzung, 
daB die Querschnitte eben bleiben ist bei Zug- und Biegebeanspruchung des prismatischen 
Stabes fast immer zuliissig; sie versagt aber (mit Ausnahme des Kreisquerschnittes) bei Ver­
drehungsbeanspruchung (vgl. Abschn. 12.3). 

Das eben bleiben der Querschnitte ist als allgemeine Grundlage fUr die Formiinderung auch 
unabhiingig von der Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes. Es gilt, ""vie C. von Bach durch sorg­
fiiltige Versuche nachgewiesen hat, auch fUr GuBeisen. Ja sogar im plastischen Gebiet "wird 
das eben bleiben der Querschnitte durch Biegeversuche von Eugen Meyer l bestiitigt. 

Die "elementare" Festigkeitslehre befaBt sich weiter ausschlieBlich mit del' Berechnung von 
sehr einfachen Karpern, insbesondere von prismatischen Stii ben. Wenn sie auch in fast allen 
Hand- und Lehrbiichern stillschweigend auf veriinderliche Querschnitte angewandt wird, 
so zeigt Theorie und Erfahrung, daB hier die aliergraBte Vorsicht am Platz ist. 

Sie gestattet die Berechnung der Spal1l1ungen und del' Formiinderungen fUr folgende drei 
einfache Belastungsfiille des Stabes: 

1. Eine Einzelkraft 'wirkt in der Richtung der geraden Stab-(Schwer-)achse. (Zug- resp. 
Druckbeanspruchung. Abschn. 12.1). 

2. Die Kriifte wirken in einer Ebene, die durch die Stabachse geht und stehen senkrecht zur 
Stabachse (Biegung. Abschn. 12.2). 

3. Die Kriifte wirken in einer Ebene, senkrecht zur Stabachse nnd bilden ein Kriiftepaar 
(Verdrehung. Abschn. 12.3). 

Der allgemeine Fall, daB auf einen Stab beliebig gerichtete Kriifte wirken, liiBt sich immer 
durch Ubereinanderlagerung (Superposition) dieser drei Grundfiille 16sen (Abschn. 12.4). 

Snperpositionsgesetz. Erfiihrt ein Karper nnter dem EinfluB irgendeiner Belastung eine 
elastische Formiinderung und verursacht eine zweite Belastung (die von del' ersten vallig ver­
schieden sein kal1l1) , ebenfalls nur elastische Formiinderungen, so iiberlagern sich beim Zu­
sammenwirken beider Belastungen die Formiindernngen nnd Spal1l1ungen nngestiirt. 

Die Superposition, die meist als Erfahrungstatsache bezeichnet wird, ist eine Eigenschaft 
der linearen Differentialgleichungen mit homogenen Randbedingungen; sie gilt bei vollkomm'en 
elastischen Formiinderungen nur innerhalb des Hookeschen Gesetzes. 

12. Spannungen und Formanderungen in prismatischen Staben. 
12.1. Einzelkraft wirkt genau in der Richtung der geraden Stabachse 

(Zug- resp. Druckbeanspruchung). 
Wenn wir geniigend weit von den Kraftangriffsstellen (Kopf oder Auge, Abb. 12.1) entfernt 

bleiben, folgt ans der Bedingung, daB die urspriinglich ebenen Querschnitte senkrecht znr Stab­
achse eben bleiben, in Verbindung mit dem Hookeschen Gesetz, daB die Spannnngen in dem 
prismatischen Stab gleichmiiBig iiber den Querschnitt verteilt sind. 

Abb.12.1. 
Zugversuch. 

a = PI! . (12.1) 
Die Verliingerung Lll der urspriinglichen Stabliinge 1 folgt aus der Definition 

del' Dehnung in Verbindung mit dem Hookeschen Gesetz zn 
(J p. l 

Lll = el = E 1 = J--:]ij . (12.2) 

Druckbeanspruchung kann, solange keine Knickgefahr vorhanden ist, als 
eine Umkehrung des Zugversuches betrachtet werden. Die Druckspannungen 

werden negativ, a = fP nnd anch die Dehnungen sind entgegengesetzt gerichtet. 

Die Spannungsdehnungslinie wird also einfach ins negative Gebiet verliingert; man 
spricht von del' Quetschgrenze an Stelle der FlieBgrenze. 

Da P von Nun an stetig zunimmt, ist die Formiinderungsarbeit (Abb. 12.2) 

Abh.12.2. 
Formandernngsarbeit 

fiir Zug. 

P . ,1 l p2 (J2 (J2 

2! = -2- = 2(JE . 1 = 2 E!' 1 = Z-E V . (12.3) 

worin V =! . 1 das Stabvolumen ist. 
Nach dem Satz von Castigliano ist die Liingeniinderung: 

a ~{ a (P2 ) Pl 
Lll=f]p=ap 2/.E· l =f.E 

in Ubereinstimmung mit Gl. (2). 

1 Z. VDI 1908, S. 197. 
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Wird der Stab plOtzlich (ohne StoB) der Einwirkung der ganzen Kraft P ausgesetzt, so 
treten groBere Spannungen auf. Nennen wir die maximale VerHingerung in diesem Fall Llld' 
dann ist die Arbeit der Krait P gleich P X Llld. Zunachst sieht man leicht ein, daB Llld > Lll 
fUr die allmahlich gesteigerte Kraft P sein muB, denn wenn die elastische Formanderung Lll 
erreicht ist, hat P die Arbeit P . Lll geleistet, die nach den friiheren Untersuchungen doppelt so 
groB ist wie die bei dieser Formanderung aufgespeicherte potentielle Energie. Die andere Halfte 
muB sich daher in kinetischer Energie der Massen umgesetzt haben, wodurch Schwingungen um 
die Gleichgewichtslage entstehen, die erfahrungsgemaB rasch ausklingen. Wie groB miiBte eine 
allmahlich aufgebra~hte Last P' sein, um die gleiche Verlangerung Lila hervorzubringen? Das 
folgt aus dem Vergleich der Arbeiten: 

P' Llld = P . Llld oder P' = 2 P . 
2 

Beim plotz lichen Aufbringen der Last wird der Stab doppelt so stark be­
ansprucht, als wenn er dieselbe Last im Gleichgewichtszustande tragt. 

Da die Formanderungsarbeit dem Quadrat der Spannung proportional ist, wird sie bei 
plotzlicher Belastung viermal so groB als bei statischer Belastung: 

a2 

md = 4· 2E" V. 

Bei sehr langen Stab en (Drahtseilen) ist auch das Eigengewicht zu beriicksichtigen. Bei 
Forderseilen, die mit 20 t am Ende belastet sind, kann das Seilgewicht 15 t betragen und darf 
dann sicher nicht mehr vernachlassigt werden. Die groBte Zugspannung ist dann: 

arnac = (P + G)lf (12.4) 

und die totale Verlangerung, aus der Superposition von P und G: 

P L Gl l ( G) 
Lll= fE +2fE =fE P+ 2 . (12.5) 

Wirkung der Fliehkrafte. Der Stab drehe sich nun mit der Winkelgeschwindigkeit w 
(Abb. 12.3). Die Fliehkraft, die den Querschnitt im Abstande x vom Stabende auf Zug be­
ansprucht ist 'mxrw2 , worin 'm.v = xfylg die Masse und rx = h + 1- x/2) der 
Schwerpunktsradius des abgetrennten Teiles ist. Die Spannung in dem Schnitt x 

Y 2/ +l X) a.7J = gW \1', -2 x 

wird im prismatischen Teil des Stabes am groBten fiir x = l: 

arnax = Yyl (ri + !) w 2 • 

Die Verlangerung Lldx del' Strecke dx folgt aus: 

Lldx ~ ~ 
-a:;;- = 8 = -E zu LI d x = Ed x 

und die totale Verlangerung 
I I 

J a x 1 Y w2 J (' X ) y w2 l2 ( Ti l ') 
LIZ = Ed x = lif g ,ri + Z - 2 xd x = fiJJJ 2 +"3 . 

. 0 0 

(12.6) 

(12.7) 

Diese Gleichungen werden z. B. verwendet fiir die Berechnung der Arme 

j' 

e~es Schwungrades oder vo.n Propellerfliige.ln. Der Al'm- l'esp. Fliigelquers?hnitt Abb. 12.3. Wirkung 

lllmmt abel' nach auBen hm ab, so daB dIe Aufgabe dann am zweckmMhgsten der Fliehkriiftc. 

graphisch gelOst wird 1. Man vergiBt abel' dabei, daB diese Gleichungen nur 
fiir den prismatischen Stab giiltig sind und die Bruchgefahr bei verjiingten Staben stark 
unterschatzen. Schon bei del' einfachen Zugbeanspl'uchung zeigt die Uberlegung, daB, Welm 
die einzelnen Querschnitte bei einem verjiingten Stab eben bleiben, also die Dehnungen del' 
einzehlen Fasel'n' gleich sind, die Spannungen dalm nicht me hI' gleichmaBig iiber den Quer­
schnitt verteilt sein konnen (vgl. Abschn. 15.2). AuBerdem treten gleichzeitig Schubspan­
nungen auf, so daB die elemental'e Festigkeitslehre nicht in del' Lage ist, in sole hen Fallen 
die wirklich auftretenden Beanspruchungen mit der erforderlichen Genauigkeit zu berechnen. 

1 Vgl. z. B. ToUe: Regelung der Kraftmaschinen, 3. Aufl. S.303. Berlin: Julius Springer 1921. 
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12.2. Die Kriifte wirken in einer Ebene, die durch die 8tabachse geht. 
12.21. BiegtUlg gerader Stabe. Der beidseitig unterstutzte Stab (Abb. 12.4) wird sich unter 

der Wirkung dieser Krii,fte, die beliebig zur Stabachse gerichtet sein konnen, verformen und 
zwar so, daB die oberenFasern verkfuzt (Spannungen negativ) und die unteren gedehnt werden 
(Spannungen positiv). Irgendwo muE also in jedem Querschnitt eine Stelle vorhanden sein, 
wo die Spannung gleich Null wird. Die Verbindungslinie dieser Stellen heiBt neutrale 
Faserschicht; die gebogene Stabachse wird elastische Linie genannt. 

Abb.12.4. 

Wir schneiden den Stab nun in zwei 
Teile durch einen e benen Schnitt, senk­
recht zur Stabachse. Da der Stab vor 
dem Zerschneiden ill Gleichgewicht war, 
so ist jeder Teil nach dem Zerschneiden 
wieder ill Gleichgewicht, sofern die inneren 
Spalillungen als auBere Krafte an der 
Trennflache angebracht werden. Wenden 
wir darauf die Gleichgewichtsbedingun­

gen an, so muB l. die Summe der KraJte und 2. die Summe der Momente gleich Null sein. 
Die auBeren Krafte auf einer Seite des Schnittes, einschlieBlich der Reaktion B, 

konnen wir (nach der Lehre der Statik) immer zusammenfassen durch eine durch den Schwer­
punkt des Schnittes gehende Resultierende R und durch ein Kraftepaar mit dem Momente M 
= R r • Die Kraft R kann weiter in zwei Komponenten zerIegt werden, wovon die eine in der 
Schnittebene wirkt und Querkraft, Scherkraft oder Schubkraft genannt wird. Die Wir­
kung der anderen senkrecht zur Schnittebene wirkende Komponente P, die den Stab auf 
Zug-, resp. Druck beansprucht, ist in (Abschn. 12.1)· schon behandelt und kann jetzt vernach­
lassigt werden. Wir nehmen also an, daB die auBeren Krafte senkrecht zur Stabachse 
wirken. Das Moment M wird Biegemoment genannt. 

Die Querkraft ist also gleich der Resultierenden samtlicher Krafte auf einer Seite dflS 
Schnittes, und das Biegemoment = Summe der Momente samtlicher Krafte, ebenfalls auf 
einer Seite des Schnittes. Bei diesen Def;nitionen liegt der Nachdruck auf dem Wort "samtliche", 
wobei zu den auBeren Kraften immer auch die Reaktionen zu rechnen sind. Es ist natfulich 
gleichgUltig, auf welcher Seite des Schnittes die Summe genommen wird, da der Stab sich im 
Gleichgewicht befindet. Der Ingenieur muB (aus wirtschaftlichen Grunden) immer zuerst 
uberIegen, von welcher Seite die Berechnung von Q und M am raschesten zum Ziel fiihrt, und 
diese Werte immer von der "bequemsten" Seite des Schnittes aus berechnen. 

Zwischen Biegemoment M und Querkraft Q besteht eine einfache Beziehung: Legen wir 
namlich einen unendlich benachbarten Schnitt, so muB Q urn den kleinen Betrag dx parallel 
zu sich verschoben werden. Dabei tritt ein Kraftepaar Qdx auf, das die Anderung des Momentes 
darstellt, also dM = Qdx, oder 

Q =dJYf 
dx . (12.8) 

Bei der zweiten Gleichgewichtsbedingung genugt es nicht, daB das statische Monient des 
aus den Spannungen gebildeten Kraftepaares der GroBe nach gleich dem Biegungsmomente M 
sei, sondern beide Kraftepaare mussen auch in derselben Ebene liegen, welche Ebene - nach 
der Voraussetzung - durch die Stabachse geht. Wenn der Querschnitt des Stabes symmetrisch 
in bezug auf die Kraftebene oder zentrisch symmetrisch in bezug auf den Schwerpunkt (Z­
Querschnitt) ist, so ist diese Bedingung immer erfiillt. Die weiteren Betrachtungen beschranken 
sich also darauf, daB die Krafte in einer Symmetriee bene wirken. 

Die nachste Vereinfachung, die wir machen, ist, daB die Schubkraft Q zunachst vernachlassigt 
wird, d. h., wir vernachlassigen die in der Trennungsebene liegenden Komponenten del' Span­
nungen, die Schubspannungen. Dadurch sind aIle Spannungen parallel, namlich senkrecht 
zur Schnittebene gerichtet, und die Gleichgewichtsbedingungen vereinfachen sich zu: 

l. f adf = 0 und 2. f arJdf = M, 
! ! 

wenn mit a die Spannung im Flachenelement dfin der Entfernung 17 von der Stabachse bezeichnet 
wird. Zur Integration dieser Gleichungen soIIte die Spannungsverteilung uber die Querschnitts­
flache bekannt sein. 

Da der urspriinglich ebene Querschnitt nach der Formanderung eben geblieben ist, sind 
die Dehnungen proportional mit den Entfernungen von der neutralen Faserschicht. Setzen 
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wir weiter die Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes voraus, und daB E fiir den ganzen Querschnitt, 
d. h. sowohl fiir die Druck- als die Zugseite den gleichen Wert hat, dann folgt daraus, daB auch 
die Spannungen der Entfernung von der neutralen Faserschicht proportional sind, also a = ae 1Jle, 
worin e die groBte Entfernung von der neutralen Faserschicht und ae die darin auftretende 
Spannung ist (Abb. 12.5). 

Diese letzte V oraussetzung schlieBt GuBeisen aus den Festigkeits­
rechnungen aus, und wenn Versuche zeigen, daB fiir kleine Biegungen 
die Querschnitte auch hier eben bleiben, dann folgt daraus, daB fur 
GuBeisen der Spannungsverlauf nicht geradlinig sein kann. ) 

Fuhrt man die Beziehung a = ae 1Jle in die Gleichgewichtsbedin- 11 
gungen ein, so wrrd: 

1) Iae:df=G:I1Jdf=O, oder I1Jdf=O, 

d. i. die Schwerpunktsbedingung, aus welcher folgt, daB die neu- Abb.12.5. Biegespannungen in 
einem geraden Stab. 

trale Faserschicht mit der Schwerachse zusammenfallt. 

Ge J' 2) e 1J2 df = M. 

f 1J2 df = J wird das Flachentragheitsmoment [cm4] des Querschnittes in bezug auf die 
Biegeachse 00, und Jle = W das Widerstandsmoment [cm3] genannt. Die Gleichung: 

M lJ!I 
ae = ye = W 

nennt man die Biegegleichung. 
Fur den Kreisquerschnitt (Abb. 12.6) ist 

J = _~-d4 und 
64 

Fiir den Hohlkreis: 

W = ;2 d3 = 0,1 d3 • 

(12.9) 

J = ;4 (D4 -d4) und W = ~ (D4-d4)jD 

und bei kleinen Wandsiarken: s = l (D - d) und 
dm = ~- (D + d): 

W = 0,78 sdi" . 
Fur den Rechteckquerschnitt (Abb. 12.7) ist: 

J = -/t b h 3 und W = i b h2 • 

A 

Abb.12.6. 

Fiir andere Querschnittsformen s. Hutte, Bd. I (26. Auf I. 1931) S. 603/5 und 
fUr Normalprofile S. 763/786. 

Abb.12.7. 

uur/Il" 

uurlwinkel./ l 
~ 

Jlehblech 1 
- 0-

1 
.-0 

(t ~~) 
"---_.-./. 

Aus Gl. (9) folgt, daB die groBte Biegespannung (von welcher die Sicher­
heit der Konstruktion abhangt) an der Stelle des groBten Biegemomentes 
auf tritt, da fur den prismatischen Stab W = konstant ist. Der Konstruk­
teur zeichnet deshalb in erster Linie den Verlauf der Momente langs der 
Stabachse auf, d. i. die sog. Momentenflache (vgI. ZahlentafelI2.1). Zur 
Konstruktion der Momentenflache (und der Querkraftflache) reichen die auf 
Seite26 gegebenenDefinitionen vollstandig aus. VerwickelteBelastungen wer­
den im mer aufbekannte, einfache Falle zuruckgefuhrt und dann superponiert. A~~e~;~~~i~:s~~~~~~e 

Kreisquerschnitte nutzen den Werkstoff sehr schlecht aus, da die groBte Biegung. 

(hOchstzulassige) Spannungen nur in :lwei Punkten A und B auft.reten; bei Rechteckq uerschnitten 
werden nur die auBersten Faserschichten AA und BB voll ausgenutzt. Der Konsirukteur sollte 
bei Biegebeanspruchungen unbedingt zweckmaBigere Querschnittsformen wahlen, das sind 
solche, die moglichst viel Werkstoff in groBer Entfernung von der neutralen Faserschicht auf­
weisen, also Z. B. Blechtrager (Abb. 12.8). Die Aufgabe ist meist sogestellt, daB zu einem 
berechneten Widerstandsmoment (W cm 3) ein passender Querschnitt zu wahlen ist. Die Schwierig­
keitiler Aufgabe liegt darin, daB unendlich viele Losungen der Aufgabe moglich sind. Wennf 
die Flache der angenieteten Teile ist, die durch ein dunnes Stehblech miteinander verbunden 
sind, so setzt sich das Tragheitsmoment aus zwei Teilen zusammen: 

J = 2 J t + J steg , 

worin Jt = J" + Fe2, wenn e die Entfernung des Schwerpunktes der Flache von der Biege­
achse und J" das Tragheitsmoment der Flache f in bezug auf ihre eigene Schwerachse, ist. Nun 
ist J s klein im Verhaltnis zu f· e2• Um eine einfache und ubersichtliche Rechnung zu erhalten, 
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vernachlassigen wir zunachst sowohl J steg als J s, und nehmen dafiir e = h/2, also etwas zu groB. 

Dann ist J~2f - =- und W=- =f·h. ( h)2 f h2 J 
2 2 {h 

Wir konneri nun f oder h belie big wahlen, wodureh die Aufgabe sehr vereinfacht ist, urn so 
mehr als h meist schon durch die zulassige Durchbiegung eingeschrankt ist. Nach Annahme 
del' Abmessungen muB natiirlieh eine genauere Kontrollreehnung folgen 1. 

Fiir unregelmaBige, gegossene Quersehnitte fiihrt am schnellsten ein reehneriseh-zeiehne­
risches Verfahren zum Zie12. 

Die Theorie setzt symmetrisehe Quersehnitte voraus, und daB die Krafte in einer Sym­
metrieebene wirken. Wie wiehtig diese Voraussetzung fiir die Brauchbarkeit del' Biegungs­
gleiehung ist, zeigt folgender Vel'such von Prof. v. Bach: Ein NP [30 wiTd durch in del' 
Sehwerpunktsebene wirkende Krafte so beansprueht, daB das Biegemoment fiir den mittleren 
Tell OD des Tragers konstant = p. a = 145000 kg· cm ist (Abb.12.9). Fiir diesen Tell sind 
dann die Sehubkrafte gleich Null. Mit W = J/e = 7975/15 = 532 cm3 ware eine gleichmaBige 
Spannung von ± 273 kg/cm2 = 2,73 kg/mm2 zu erwarten, wahl'end die aus den gemessenen 

A 'C :: N'JO. 

Abb.12.9. Biegespannungen im [-Eisen. 

Dehnungen bel'eehneten Spannungen 
m Punkt 1: a = - 5,18 kg/mm2 

2: a = + 1,04 
3: a = + 4,56 
4: a = -0,16 

Abb. 12.10. Lagerbiigel. 

betrugen, so daB z. B. in Punkt 2 sogar Zugspannungen auftraten, wo nach del' Theorie groBe 
Druekspannungen vermutet werden. Fur unsymmetrische Belastungen versagt also 
die Theorie vollstandig, weil die Querschnitte nicht eben bleiben konnen. Del' Kon­
strukteul' wird deshalb unsymmetTische Belastungen vermeiden, namentlich bei 
spl'oden Kol'pern (GuBeisen). Del" Lagerbugel (Abb. 12.10 l'echts) ist demnach unzweckmaBig 
konstruiert, wahrend die linke Querschnittsform fur Biegung giinstiger ist. Fur Torsion sind 
beide Querschnittsformen ungunstig (vgl. Abschn. 12.3). 

Fur GuBeisen gilt die Biegungsgleiehung (9) nieht, da das Hookesehe Ge­
setz nieM gultig ist. Bei kleinen Formanderungen bleiben 
die ursprunglieh e benen Quersehnitte auch bei GuBeisen 
eben, d. h. die Dehnungen wachsen proportional mit del' 
Entfernung von del' Nullaehse. Da die Spannungen mit 
den Dehnungen nieht proportional sind, erha.lten wir einen 
gekriimmten Spannungsverlauf. Die Nullachse geht auch 
nicht mehr dureh den Schwerpunkt, da fad f = ° nicht 

Zu _tZtI mehr in die Schwerpunkts­
bedingung f17df= ° uber-

S - geht; sie wird nach del' 
Druckseite verschoben. 

Ortlck Well die Spannungen we­

Oruck 
niger rasch zunehmen als 
die Dehnungen, erhalt del' 

Abb.12.11. Biegungsspannungen in einem Abb.12.12. Giinstige Querschnittsformen Spannungsverlauf die in 
gUJ3eisernen Stab (aus Bach-Baumann). fiir Gul3eisen. 

1 Das Taschenbuch "Hutte" enthalt in Bd. III, Abschnitt Briickenbau Zahlentafeln fUr die Berechnung 
von Blechtragern und im Abschnitt Eisenbahnwesen die Tragheits- und Widerstandsmomente von Schienen. 

2 Hi:.tte I S.245/50 oder nach einer neuen, einfachen Methode von M. Baumann, Sch"eiz. Bauztg. 
15. September 1934 und R6tscher, Z. VDI 80 1936 S.135/54. 
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Abb.12.11 eingetragene Form. Die Spannungen in der Nahe der Schwerpunktsachse tragen nun 
um so mehr zur Ubertragung des Biegemomentes bei, je mehr Material dort ist, z. B. fiir den 
Kreisquerschnitt mehr als fli.r 1. Wenn wir nun die Spannungen nach der Biegegleichung (9) 
rechnen (Linie ZOD), so folgt aus der Abbildung, daB die Zugspannung in der auBersten Faser­
schicht groBer berechnet wird als die tatsachlich dort auftretende Spannung ist. Das ist eine 
auBerst wichtige SchluBfolgerung, denn da die groBte Zugspannung die Tragfahigkeit des 
Balkens einschrankt, so folgt daraus, daB die iibliche (hier falsche) Biegungsgleichung die 
Tragfahigkeit unterschatzt. Dalin liegt eine Sicherheit, von der man gerne Gebrauch 
macht und die bei der Wahl der zulassigen Biegespannung wieder etwas ausgeglichen werden 
kann. Die Unterschatzung ist um so groBer, je mehr Werkstoff in der Nahe der Schwerachse 
liegt. 

Da die zulassige Druckspannung fiir GuBeisen 3- bis 4mal so groB ist als die zulassige Zug­
spannung, so gibt man GuBteile, die auf Biegung beansprucht werden, mit Vorteil die in 
Abb.12.12 dargestellte Querschnittsform. Wechselt aber das Biegemoment im Betrieb die 
Richtung, so kommen auch fiir GuBeisen nur Querschnitte in Frage, die symmetrisch zur 
Biegeachse sind. 

Zur Berechnung der Formanderung betrachten wir ein Korper­
element von der Lange dx (Abb. 12.13). Die Dehnung der auBersten 
Faserschicht ist: 

Lldx edcp e eE S 
s=--=-d =- und die Spannung ae=sE=-. (12.10) 

dx e cp e e 
Den Wert von a aus der Biegegleichung (9) eingesetzt, wird fiir kleine 

Durchbiegungen: 

~ = ± y" [1 I (y')2] -'I, = ± d2y = ~ (12.11)1 e T dx2 J E' 

/Jdx 

d. i. die Gleichung der elastischen Linie. Wird der Stab kreis- ~ 

formig gebogen (e = konst. = D/2), so folgt daraus mit der Biegegleichung 
und mit e = 15/2 gleich der halben Dicke des Stabes: 

M (j a 
a= J ·2= DE. (12.12) 

Die Differentialgleichung der elastischen Linie ist nur dann leicht zu 
integrieren, wenn M IJ eine einfache Funktion von x ist. In anderen Fallen 
fiihrt die graphische Methode von Mohr rasch zum Ziel. Mohr ver­
gleicht die Gleichung der elastischen Linie mit der Gleichung der Seil­
linie. Die Seillinie ist die Gleichgewichtslage eines vollkommen biegsamen 

Abb.12.13. 
Formanderung. 

Seiles, welches in zwei Punkten befestigt und nach einem bestimmten Gesetze belastet ist; 
p ist die Ordinate der Belastungskurve, und H der Horizontalzug. 

Schneiden wir das Seil an irgendeiner Stelle Al und an der tiefsten Stelle durch, und bringen 
dort die Seilkraft S und H (Abb. 12.14;) an, so ist das geschnittene Seil wieder im Gleichge­
wicht. Die Gleichgewichtsbedingungen lauten: 

.AI 
H = S cos <X und J p d x = S sin <X 

u 

oder S sin 01: _ J p d x _ t <X _ d y 
S cos 01: - H - g - dx . 

Durch nochmalige Differentiation erhalt man: 
d2 y p 
dx2 =J[' 

(12.13) 

(12.14)2 

d. i. die Gleichung der Seillinie, die in bekannter 

sinoc !I 

H 

Abb.12.14. Zur Gleichung der Seilkurve. 

Weise aus dem Krafte- und Seilpolygon konstruiert werden kann. Diese Gleichung wird 
identisch mit der Gleichung der elastischen Linie, wenn p = M und H = JE ist. Satz von 
Mohr: Man kann die elastische Linie eines auf Biegung beanspruchten Korpers 
als eine Seillinie betrachten, deren Belastungsflache mit der Momentenflache 
iibereinstimmt und deren Poldistanz = J E ist. 

1st nun J veranderlich, so miiBte man bei der Konstruktion der S"illinie jedesmal die Pol-

1 Vgl. z. B. Hiitte, Bd.1, 26. Auf!., S.113. 
2 Beide Differentialgleichungen gelten unter der Annahme, daB die Durchbiegungen klein sind. 
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distanz andern. Das ist umstandlich; deshalb formen wir die Gleichung der elastischen Linie 
etwas urn, indem Zahler und Nenner mit dem beliebigen Faktor J o multipliziert wird: 

d2 y M MJo/Jx 
dx2- = JxE =~ (12.15) 

Die Gleichungen (11) u. (15) werden nun wieder identisch, wenn p = M· Jo/Jx ist, d.h. wenn 
die lVIomente im Verhaltnis Jo/Jx verzerrt aufgezeichnet werden (verzerrte lVIomenten­
flache) 1. 

Eine kleine Schwierigkeit besteht darin, die "wirkliche" GroBe der Durchbiegung und des 
Neigungswinkels in den Auflagerstellen aus der konstruierten elastischen Linie zu entnehmen. 
Diese erhalt man durch folgende Uberlegung, wobei zu beachten ist, daB der Polabstand H = J E 
die gleiche Dimension wie der Inhalt der verzerrtenlVIomentenflache hat, namlich kg· cm 2. Wiirde 
man beide GroBen im Polygon im gleichen lVIaBstab zeichnen, so erhielte man die elastische Linie 
in der natiirlichen Lage, was unzweckmaBig ware, da diese nur sehr wenig von einer Geraden ab­
weicht. Nimmt man dagegen fiir den Polabstand nur einen Bruchteil von J E, z. B. H = J E /1000, 
so erscheinen die Durchbiegungen 1000fach vergroBert. 1st der LangenmaBstab z. B. 1 :50, so 
findet man den Biegepfeil der konstruierten elastischen Linie im lVIaBstab 1000/50, also 20fach 
vergroBert (Anwendungsbeispiele in Abschn. 31.5). 

Abb.12.15. 

Aus del' Gleichgewichtsbedingung del' Seillinie (13) folgt mit 
H=JE: 

J E tga = AI' (12.16) 

wenn Al die Auflagerreaktion eines mit der lVIomentenflache be-
8" lasteten Tragers Al BI ist. Die Stelle der groBten Durchbiegung 

liegt dort, wo die Querkraft der lVIomentenflache gleich Null 
wird. 

ZahlenbeispieI12.1. Wo tritt die groBte Durchbiegung auf bei einem auf zwei Stiitzen 
frei gelagerten Trager mit Einzellast (Belastungsfall 4, Zahlentafel 12.1) ? Wie groB ist die groBte 
Durchbiegung und die Neigung bei der Auflagestelle A ? ' 

lVIan berechnet zuerst die Auflagerreaktion Al eines mit del' dreieckigen lVIomentenflache 
belasteten Tragers. Aus del' lVIomentengleichung in bezug auf Bl folgt: 

A . l - P a 2 b (~ + b) -.L P a b2 
• ~ b 

1 - 2l 3 I 2l 3 
und A _ P a b . (a + b) (a + 2 b) 

1 - 212 3 . 

Die Querkraft dieses Tragers wird zu Null, wenn 

A _Pab. x .~_Pab.a+2b 
1 - l a 2 - 2l 3 

. .. l la + 2b 
1st, also fur :l1. = a /3a' 

Diese Gleichung ist nur giiltig so lange Xl < a, also b< a ist. Fiir b >a ist: x2 = b V~:b2a . 

Denkt man den Trager nun an del' Stelle der groBten Durchbiegung eingespannt und durch 
die Reaktion A belastet, so folgt sofort aus Belastungsfall1, ZahlentafeI12.1: 

und 
P b 3 

T Xl P b a3 1 I(a + 2 b 3 

fmax=3:TE=3JEl V .~) . 

Formanderungsarbeit. Da die Querkraft Q zunachst vernachlassigt wird, treten bei del' 
Biegebeanspruchung nur Normalspannungen auf. Fiir ein unendlich kleines Volumenelement 

d V = df· d X ist die Formanderungsarbeit gleich 2(J'~ d ~ [Gl. (3)]. lVIit a = ~ . 1] [Gl. (9)] wird 

lYP 
d212( = 2J2 E 172 df' dx . 

Durch Integration iiber die gauze Querschnittsflache j, bei welcher M, E und J als unverander­

lich vor das Integralzeichen gesetzt werden, erhalt man: d 12( = 2 ~2E d X L~2 .~f = 2 ~~ d x 
i . :~J;~ 

1 Die graphische Konstruktion der Momentenflache, wenn mehrere Krafte auf dem Balken wirken, wird 
hier ala bekannt vorausgesetzt (vgl. z. B. Taschenbuch "Hutte" Bd. I, 26. Aufl. S. 215). 
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und durch Integration uber die Lange l: 
I I 

. M2 1 J ~{=j2JEdX=2JE M 2 dx. (12.17) 

o 0 

Die Formanderungsal'beit eines auf Biegung beanspruchten prismatischen Stabes (J = konstant) 
hangt bei gegebener Querschnittsform nur vom Verlauf der Momentenflache abo 

Aus dem Satz von Castigliano (S. 22) kanndie Verschiebung qi oderdie Winkelanderung Yi 
an jeder Stelle berechnet werden, wo eine Kraft, resp. ein Moment wirkt. Dabei ist zu beachten, 
daB die Zahlenrechnung erheblich vereinfacht wird, wenn die Differentiation a mla Qi resp. 
a mla Mi unter dem Integralzeichen durchgefuhrt wird; also zuerst Differenzieren und 
dann Integrieren. I 

a2( 1 j' aM", 
f=aQi=JE M"'aQ.dx. 

o ~ 

(12.18) 

Fur den einseitig eingespannten Stab mit einer Einzellast P am Ende (Bela stung sf all 1, 
Zahlentafe112.1) ist M", = Px. aM",lap = x und 

I 

1 J' Pl3 f = J E Px2 dx = 3 JE . 
o 

Sehr oft ist es aber notwendig die Formanderungen an Stellen zu berechnen, wo keine 
Kraft (resp. kein Moment) wirkt. In solchen Fallen fiihrt man eine fiktive Kraft (X = 0) resp. 
ein fiktives Moment (Mo = 0) ein. Will man Z. B. die Winkelanderung des Stabendes in Be­

l 

lastungsfall 1 (Zahlentafe112.1) berechnen, so ist IX = /E I [M'" :~:] dx . 
o Mo~ 0 

I I 

aM 1 f' 1 J Pl2 Aus M",= Mo + Px folgt aM = 1 und IX=JE (Mo + Px) dx= JE Pxdx= 2JE' 
o • Mo ~ 0 

o 0 

Die HilfsgroBe 1JI1o = 0 wird also schon VOl' del' Integration gestrichen und dient aus­
schlieBlich zur Berechnung von aM",laMo' 

In diesel' Weise sind die in Zahlentafe112.1 zusammengestellten Formanderungen berechnet. 

Es gibt noch eine zweite Methode die Formanderung an einer Stelle zu berechnen, wo keine 
Kraft resp. kein Moment wirkt. In irgendeinem Punkt des Stabes konnen bei belie big gerichteter 
Kraftwirkung immer die Normalkraft P (als Summe del' normalen Komponenten del' verschie­
denen Krafte Q) und das Biegemoment (als Summe del' einzelnen Momente) berechnet werden, 
namlich 

P = l:Qi cos Y, und M=IQiai' ~ 
Die Summenbildung erstreckt sich selbstverstandlich nul' auf einer Seite 
des Querschnittes. Fur eine bestimmte Kraft Qi im Punkte i wirkend S i 
ist dann rr--;';I . 

ap a M 1!J.1. fit 
aQi = cosYi und aQi = ai . i 

I 

Denken wir nun aile Belastungen weg und lassen am Stab im Punkte i I@i 
und in del' Richtung der dort wirkenden Kraft Qi nul' eine Einzelkraft 

Abb.12.16. 
wirken. Fiir einen beliebigen Schnitt nennen wir die Normalkraft und _ _ 
das Biegemoment, die durch diese Einzelkraft = Krafteinheit entstehen, P und M, so ist 

- ap - aM 
P = cos y, = aQi und M = ai = aQi' 

Die :Formanderung an del' Stelle i und in del' Richtung von Qiist nach dem Satz von Castigliano: 

I p. ap IM. aM I I 

a2( j' aQi . I aQi J' PPdx J MMdx 
qi=aQi = jEdx+ JEdx=. jE+ ~. (12.19) 

o 0 0 0 

Diese Gleichung ist auch giiltig, wenn Qi = 0 ist; sie gilt also fiir jede Stelle des Stabes. Von 
diesel' Gleichung wird Z. B. Init Vorteil Gebrauch gemacht bei der Berechnung del' Formanderung 
von Fachwerktragern (Zahlenbeispiel 21.5). 
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Da die Formanderungen (f resp. IX) uingekehrt proportional mit J. E sind, und Estahl rd. 
2,5mal so groB als E GuB ist, wird der Stahlbau bei gleicher Steifigkeit immer vielleichter 
als die GuBform. AuBerdem sind bei Stahl diinnere Wandstarken m6glich, die bei GuB oft aus 
gieBereitechnis-chen Griinden festgelegt sind; man kann also bei Stahl giinstigere (leichtere) 
Querschnittsformen wahlen. 

Bei der Berechnung der Formanderung an irgendeiner Stelle des Stabes ist immer zu be­
achten, daB nach dem Satz von Castigliano iiber das ganze Stabvolumen zu integrieren 
ist. Man kann aber auch jeden belie big abgetrennten Teil eines Stabes wieder als Stab auffassen, 
wenn an der Trennstelle die dort wirkenden Spannungen nun als auBere KriiJte angebracht 

€a werden, damit der abgetrennte Teil im Gleich-
"""mTrTITrrm~1Vnll11""""........rrJ------, gewicht bleibt. Damit ist oft eine Vereinfachung 

I; '---.8 in der Berechnung moglich, indem die Integra-
II I tion n ur bis zu der Stelle durchgefiihrt wird, an 
! I I welcher die Formanderung berechnet werden soil. 

'--__ ~ ___ a __ ~ ____ '+<i _J~--t Will man ,.13. die Winkeland,,,,ng an i'gcnd. 
r ~ T einer Stelle a des Stabes (Abb. 12.17) berech-

nen, so muB der abgetrennte Teil zuerst durch 
14---------l Anbringen des Momentes Ma und der Querkraft 

Abb.12.17. Qa an der Trennstelle in Gleichgewicht gebracht 

A 

werden. Zur Berechnung des Momentes ist es gleichgiiltig, von welcher Seite des Schnittes wir 
ausgehen; rechts von der Schnittflache x ausgehend folgt sofort aMaJaMa = lund damit 

a a 

a~ 1 J aMx 1 f' Y = aM = J E Mx aM dx = J E M",dx. 
o a. 

(12.20) 

o 0 

Der Winkel y wird immer gemessen von der Tangente an der Anfangstelle der 
Integration. Bei symmetrischer Beanspruchung legt man deshalb immer eine Integrations­
grenze in der Mitte, weil die Tangente dort unverandert bleibt. Die Verschiebung y an der 

aM", 
Stelle a, ebenfalls von der Anfangstangente gemessen, ist mit oQ

a 
= x: 

a a 
a~ 1 raM", 1 J 

y = aQa = J E. M",' aQa dx = J E Mx xdx. (12.21) 

u 0 

Fiir manche Betrachtungen, insbesondere bei stoBweiser Beanspruchung und bei Federn 
(Abschn. 26) ist die gesamte Formanderungsarbeit, die der Stab aufnehmen kann, von Be­
deutung. Fiihrt man in der Gleichung fiir die Formanderungsarbeit fiir ein Volumenelement 

2 

d2 9{ = 2aE df· dx, die geradlinige Spannungsverteilung bei Biegung a =ae ' n/e ein, so ist 

I I 

9{ = J 2;~e2 dx J n2d f = J;!~~. (12.22) 
o t 0 

Setzt man J = i . f . e2 , so ist ·i eine n u r von der Querschnittsform abhangige Zahl. 
Fiir das Rechteck ist: J = bh 3j12 = i . bh . (h/2)2, also i = 1/3, 
fiir den Kreis: J = n d!j64 =i . n(d/2)2 . (dj2)2 und i = Ij4, und 

J ;4 (D4-d 4 ) 1 D2 
fiir den Kreisring ist: -I = - (D2 + d2) = i . e2 = i . -, also i = (1 + d2jD2)j4. 

!!_ (D2 _ d2) 16 4 
4 

Fiir djD =0,1 (dickwandiges Rohr) ist i = Ij4und fiir diD =0,9 (diinnwandiges Rohr) i =0,45. 
Fiir list J = 2 . f· e2 = i . f· e2, also i = 2 . 

Mit J =ife2 wird I 

~r = ~~ J a~ . dx . (12.23) 

o 
Daraus folgt, daB fiir einen bestimmten Werkstoff (ae) und bei gleichem Werkstoffverbrauch 

(f. l) der I-Querschnitt die gr6Bte und der Kreis die kleinste Formanderungsarbeit bei Biegung 
aufnehmen kann. 



1 

Freitrager mit 
Einzellast 

~uerkrafte 

Biegemomente 

Freitrager mit 
Einzel­
moment 

12.21. Biegung gerader Stabe. 

Zahlentafel12.1. Einige Belastungsfal1e l • 

1"-> 
1----- ------,t 

M= p·x; Q = P 

Mmax = M A = P ·l 

1 l P l2 
tg IX = J EJ P x' dx = 2J E 

o 

1 l P za 
f = J EJ p.' x2 dx = 3 J E 

(r 

'"c···· l _ tFf 2 x2 _ i 2 
III - 2E amax12 dx- 6E am.X V. 

o 

M = konst.; Q = 0 

(! = konst.: Elastische Linie, = Kreis 

1 l Ml 

33 

2 Querkrafte 
tglX = JEJMdx= JE 

o 

3 

4 

Momenten­
flache 

Freitrager mit 
gleichmaBig 

verteilter 
Belastung 

Querkrafte 

Momenten­
flache 

Zwei Stiitzen 
Einzellast 

beliebig 

Querkrafte 

Momenten­
flache 

1 Jl M l2 
f= JE Mxdx=2JE 

o 
(If_ i 2 .TT 
U - 2Eamax y 

P x2 
M=-;Q'=px 

2 

NB. Parabelkonstruktion nach derTangenten­
methode. Hiitte, Bd. I, S. 123. 

P l2 
Mmax=T 

l 
1 JPX2 pl3 

tglX=JE T dx =6JE 
o 

F ·' 0 b' M· 'P b ur x = IS a: x = T x 

= 0 bis b: Mx = P ~ x 

ab 
Mmax = A a = P T ' kommt immer im 

Querschnitt der Kraft vor. 

1 [a b2 
9 b a2 1 

fP=JE [P, 12 X"dX+!P 12 X2 dX 

P a2 b2 

=3JE-l-

NB. Bei der Integration iiber das ganze Stabvolumen wird immer der bequemste Weg gewahlt, also 
hier rechts von P von 0 bis b und links von P von 0 bis a. 

1 Ausfiihrliche Zusammenstellung im Taschenbuch "Hiitte" 26. Auf I. Bd. I, 1931 S. 612/19. Die Momenten­
und Querkraftflache fiir zusammengesetzte Belastungen bestimmt man am einfachsten durch Superposition. 

ten Bosch, lIIaschinenelemente, 2. AUf!. 3 
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5 

6 

Zwei Stiitzen I 
Einzellast ' 

iiberhangend 

Querkrafte 

Momenten­
flache 

Zwei Stiitzen 
Einzelmoment 

Querkraft 

Momenten­
flache 

Spannungen und Formanderungen in prismatischen Staben, 

Zahlentafel 12,1 (Fortsetzung), 

/"T -_L.-------
~\At l------~ 

I 

A = Pall 
,a 1 -f Px2 dx f P, a21l2 , x2 dx 
fp- ~+ JE 

o 0 

= pa2 (a+l) 
3JE 

NB. Beachte wieder die Integra­
tionswege! 

A=_B=M 
l 

1 x x 

j' M y'ydx Ml 
tg C<1 = J E = + 3 J E 

o 

1 _ f' M, xll (1 - xll) dx 
tgC<2 - J E 

o 
Ml 

6JE 

Die symmetrische Belastung eines auf zwei Stiitzen gelagerten Balkens kann auf Fall I, 
resp, 3 zUrUckgefiihrt werden, indem der halbe Balken in der Mitte als eingespannt betrachtet 
wird, 

Zwei Stiitzen 
7 Einzellast 

8 

in del' Mitte 

Zwei Stiitzen; 
gleichmaI3ige 

Belastung 

tiberhangende 
{I Belastung 

P 
1--___ -+ ____ ~T 

P Pl 
Mmax= 2 '2=4 

f = P , (lI2)3 = ~~ 
2 3JE 48JE 

P (lI2)2 Pl2 
tg c< = 2 ' 2J E = 16J E 

Durch Superposition erhalt man: 

pl l pl pl2 
M =-'---'.-=--max 22248 

P l3 P l4 
f= 48JE-16'8JE 

a l/2 

JE 'f= pfx2dx+Pa2 fdx =p(;3 + a~l) 
o 0 

Nul' iiber die halbe Stablange integriert, 
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Bei einem rollenden Lastenpaar (Fahrzeug, Kranlaufkitze usw.) andert sich sowohl die 
Querkraft- als auch die Momentenflache mit der Stellung der Last. Fiir den Konstrukteur ist 
es nun wichtig die Hochstwerte der Querkraft und des Momentes zu kennen, die in irgend 
einem Querschnitt auftreten konnen. Es ist dabei zweckmaBig, die (unbekannten) Raddriicke PI 
undP2 (Abb.12.1Sa) zuderresultierendenLastL zu vereinigen, die inder Entfernung 2e=P2' aiL 
von PI angreift. Die Auflagerkraft A folgt aus der Momentengleichung in bezug auf B zu: 

L 
A = T (l- 2e - x). 

Fiir jeden Wert von x ist die Querkraft 
L 

Qx = A = T (l- 2e - x) . 

a 

Das ist die Gleichung einer Geraden, die fiir b 

x= 0 den Wert Qo = ~ (l- 2e) hat und fiir 

x = l- 2e zu Null wird (Abb.12.1Sb). 
Bei jeder Stellung x des rollenden Lasten­

paares treten die groBten Biegemomente dort 
auf, wo die Rader stehen, denn die Momenten­
flache ist durcb gerade Linien begrenzt. An der 
Stelle x ist das Biegemoment c 

L 
M", =A· x = T (l-2e-x) x. 

Das ist die Gleichung einer Parabel; fiir x = 0 
und fiir x = l - 2 e Wird M x = O. Der GroBtwert 
des Momentes fUr x = % (l - 2 e) ist: 

L (Z-2e)2 
Mmax = T -2- (12.24) 

Die Parabel (maximale Momentenflache 
genannt) wird nach der Tangentenmethode 
konstruiert (Abb. 12.1Sc). 

/I 8 

~ 
~--~--±,----l -------;~ 

Abb. 12.18. Rollendes Lastenpaar. 

12.22. Biegung stark gekriimmter Trager. Die 
auBeren Krafte, die in der Symmetrieebene 
wirken, aber belie big zur gekriimmten Stab­
achse gerichtet sind, lassen sich - auf einer Seite 
eines beliebigen Schnittes - durch ein Krafte-

b Max. Querirraftflache. c Max. MomentenfHiche. 

paar mit dem Momente M und eine Normalkraft P (im Schwerpunkte des 
Querschnittes angreifend) ersetzen, wenn die Querkraft Q wieder ver- Tj- + 

nachlassigt wird (Abb. 12.19). Die neutrale Faserschicht fallt nicht mit 
der Schwerpunktsachse zusammen. 

Die Normalkraft P ist positiv, wenn Zug, negativ, wenn Druckbean­
spruchung auftritt. Das Biegungsmoment Mist positiv, wenn es die Kriim­
mung vermehrt, negativ, wenn es die Kriimmung vermindert. Der Ab­
stand 'Yj von der Faserschicht bis zur Schwerpunktsachse ist positiv auf 
der konvexen Seite der Stabachse, negativ auf der konkaven Seite. 

Weiter setzen wir wieder kleine Formanderungen voraus, so daB die 
Entfernung von der urspriinglichen Schwerachse gleich der Entfernung 
von derverformtenist, und daB die urspriinglich e benenQuerschnitte 
nach der Formanderung eben ge blie ben sind. 

Betrachten wir ein Balkenelement, begrenzt durch zwei Querschnitte 
in der Entfernung ds = rdrp, in der Stabachse gemessen, dann andert 
sich die Lange ds bei der Formanderung urn den Betrag LI ds, so daB die 

Dehnung 80 = ~~ und die Spannung in der Stabachse 0'0 = 8 0E ist. Eine 

Faserschicht in der Entfernung 'Yj von der Stabachse hat die urspriingliche 
Lange ds' = (r + 'Yj) drp = rdrp + 'Yjdrp = ds + 'Yjdrp und andert sich bei 

Abb.12.19. 

der Verformung urn den Betrag Lids'. Da die Querschnitte eben bleiben, folgt aus der Abb.12.19 

Lids' = Lids + 'YjLldrp. 
3* 
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Die Dehnung ist : 
L1 ds' L1 ds + 1] L1 dip s = - - = _ _ -C.-:.,--"--

ds' l' + 1] 
ds· --

L1ds 1]L1dlp _ s _1"_ L1 dip. _ 1]_ + s (_17 ___ 1]_) 

ds . I" + 1] + ..r + 17 - 0 l' + 1] + dip r + 1] 0 I" + 1] l' + TJ 
MIp --

. I" r 'i: 

und die Spannung (nach dem Hookeschen Gesetz): 

( TJ (L1dlp ')1 
a = sE = Elso + I" + TJ ---a;;p -so (. 

Sie ist bestimmt, sobald die Werte So und L1ddlp bekannt sind, die aus den Gleichgewichtsbedin-
gungen: Ip 

1. J adf = P = E f{so + 1": TJ (L1dd; - so)} df, 

2. J arJdf = M = E f{SorJ + l' r TJ (L1dd; -So)) df· 

folgen. Bei der Integration uber die Querschnittsflache sind So und L1dd; konstant. Nun ist: 

Jsodf=sof und JI":TJdf=-),'f , 

worin l ein noch unbekannter Zahlenfaktor ist, abhangig von der Querschnittsform. 

JSorJdf = soJ rJdf = 0 (Schwerpunktsbedingung) und 

J~ df -J(I"TJ + TJ2 -~) df -J df - r r-TJ- df - ),f' r I"+TJ - . 1· + TJ 1'+TJ - rJ . I"+TJ - . 

Setzen wir diese Werte der Integrale ein, so wird: 

1. P = E{sof-(L1dd; -so)f'),} und 2. 

Aus diesen Gleichungen folgt : 
1 ( M ' P L1 dip M 

So = f E P + r ) = f; und ---a;;p - So = fdE ; (12.25) 

M 
die Spannung, mit Po = P + -

I" 

Po M TJ 
a= Y +fd 1' +TJ (12.26) 

zeigt einen hyperbolischen Verlauf. Fiir die Stabachse (rJ = 0) ist 

ao = Polf. (12.27) 

1 ________ _ Der Faktor ), = - ,~ J 1'~ 17 df kann fiir einfache Querschnittsformen 

berechnet werden: z, B. ist fUr ein R e chteck (Abb. 12.20): 
Abb.12.20 . 

Fiir ~ = 0,1 I 
l' 

A = 0,003354 I 

Abb.12.21. 

)'= _ I+ ~ lnr+e. 
2 e I"-e 

(12.28) 

ZahlentafelI2.2. A-Werte fur R echteck. 

0,2 I 0,3 0,4 0,7 0,8 0,9 0,95 

0,01366 I 0,0317 0,0591 0,2390 0,3733 I 0,6358 I 0,92819 

Fiir zusammengesetzte Querschnitte folgt aus der Eigenschaft des be­
stimmten Integrals: 

z. B. fur Abb. 12.21 : 

(12.29) 

wobei die Grenzen genau zu beachten sind. 

Fur den Kreisquerschnitt1 ist ), = tg2w, mit sin 2 w = elr. 

1 Lindner, G. : Biegung krumme~ Stabe. Z. M. M. 14 (1934) S. 43(50. 
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ZahlentafeI12.3. A-Werte fiir Kreis. 

Fiir ~ = 0,1 0,2 0,3 0,4 
I 

0,5 
I 

0,6 
I 

0,7 0,8 
\ 

0,9 
I 

0,95 
1', 

A = 0,0025126 0,010205 0,0236 0,0436 I 0,0718 I 0,1111 I 0,1668 0,2500 I 0,3929 I 0,5241 

Diese Werte gelten auch fUr die Ellipse, wenn e die Halbachse in der Kraftebene istl. 
Der kleine Faktor ). kommt im Nenner der Spannungsgleichung vor und sollte deshalb recht 

genan berechnet werden. FUr praktische Anwendung ist folgende Umrechnung der Spannungs-

gleichung zweckmaBig. Aus der Definition f l' :211 df = Af· l' folgt 
t 

r 112df 
).f1'2 =. 1 + 11/1' = Z , 

t 
(12.30) 

worin Z die Dimension eines Tragheitsmomentes hat. Durch Reihenentwicklung erhalt man: 

Z = f rl (1 - ; + ;: -' .. ) df = J - ~ f rldf + :2 f rJ4df - 1'13 f 1'15 df· ... 

Die Rechnung vereinfacht sich, wenn die Biegeachse auch eine Symmetrieachse ist. Dann 
liefern zwei Flachenelemente df, die auf verschiedener Seite der Biegeachse, in der Ent­
fernung 1'1, liegen (Abb.12.22), Beitrage + rJ3df und -rJ3df, die sich gegenseitig aufheben. Fur 
zur Biegeachse symmetrischer Querschnitte ist: 

Z = J + !2f rJ4df + !J rJ6df + ... also immer groBer als J . 

Fiir das Rechteck ist: 

Z =J(1 + ! (~:t+ ~(iJ+!t~6 + ~'J. 
Fur den Kreisq uerschnitt mit dem Durchmesser d = 2 e: 

Z = J f 1 + ~ (~) 2 + ~ (!.)4 + ~-2 (!.)6 + ... 1 . I 6 ,r 6·8 l' 6·8· 10 l' I 
Abh.12.22. 

ZahlentafeI12.4. Z-Werte fur Rechteck und Kreis. 

F" e-I 0,1 0,2 0,25 
I 

0,3 
i 

0,4 0,5 0,6 
I 

0,7 
I 

0,8 ur--
l' 

Z Rechteck /1,0062 1,0245 1,04 
I 

1,06 
I 

1,108 1,183 1,293 
I 

1,46 
I 

1,76 J 
Z Kreis 1,0050 1,0205 1,0314 1,0489 1,090 1,149 1,234 1,306 1,56 J 

Aus der Zahlentafel folgt, daB fUr e/1'< 0,3, Z ~ Jist. 1st die Biegeachse keine Symmetrie­
achse des Querschnittes, fallen also die negativen Glieder bei der Reihen­
entwicklung nicht weg, so kann auch fUr e/1' > 0,3, Z = J gesetzt werden. 

FUr belie big begrenzte Querschnitte, die aber immer symmetrisch zur 
Kraftebene sein miissen, kann Z graphisch bestimmt werden. Man kann 
aus dem gegebenen Querschnitt eine Flache ableiten, deren Tragheits­
moment, bezogen auf die Schwerachse, gleich Z ist. Mit df = bd'YJ wird 

Z = f _ r- . 1'12 df = f~ 1'12 drJ =fb' rJ2d'YJ = J. 
l' + 11 1'+ 11 

Wir konstruieren nun b' = b _+1' (Abb.12.23). Das Tragheitsmoment 
l' 11 

kann graphisch bestimmt werden. Dabei ist zu beachten, daB die 
Schwerpunkte der neuen und der urspriinglichen Flache nicht zusam­
menfallen. 

Die ~pannungsgleichung (26) kann durch Einfiihrung von Z auch 
so geschrieben werden: 

'/ ~Po + M. 1) 
1+ 1) ~7 J - - 11-. 

r 1 + r 
(12.31) 

1 Fiir Trapez- und Dreieckquerschnitte, siehe Hiitte I, S. 663. Abb.12.23. Zur Konstruk· 
,ojtion der Grolle Z . 
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Die weitere Vereinfachung mit r = 00 fiihrt zu del' Gleichung ffu gerade Stabe: 
P M 

a=Y+J'Yj 
und verursacht Fehler, die um so groBer sind, je starker del' Stab gekrummt ist. 

Das erste Glied del' Gl. (31) kann oft gegenuber dem zweiten vernachlassigt werden. 
Nennen wir ra = r + e und ri = r - e, so sind die Spannungen in den auBersten Fasern: 

ffl r M r 
au = W . r resp. ai = W· r: . (12.32) 

a , 

Mit diesen Gleichungen ist die Berechnung eines gekrummten Tragers ebenso einfach geworden, 
wie die Berechnung eines geraden Stabes; nul' ist das Vorzeichen von M zu berucksichtigen. Fur 
ri = 0, wird ai unendlich groB. 

Da die Schubspannungen vernachlassigt werden, wirkt auf ein unendlich kleines Volumen­
element df· ds' nul' die Normalspannung (1. Die Formanderungsar beit fur dieses Element 

ist deshalb mit ds' = 1· + 1) ds, 
r 

d2 1J{ = 2(1~ dV = 2; ds' ·df und d2r = iiJ a2r ~ 1). df· 

Den Wert von a aus Gl. (30) einsetzen, 

d~( = ~J (PO + M ~)2r + 11. df = ~ JJP~ + ~ ~ + 2 Po . 111 ~l ~_+ 11 df 
2 E f Z r + 1) r 2 E I J2 Z2 (r + 1))2 f Z r + 1)Jr 

= ~ I p& J (1 +~) df + .M2rJ~ df + 2 Po . .At J df\ = ~ f p~. f + M~\ 
2 E \ f" . r Z2 r + 1) f Z 'Yj f 2 E \f" Z J 

und integriert, wird 

o o 

(12.33) , 

Wenn mit (! del' Krummungsradius nach del' Formanderung bezeichnet wird, daml ist die 
Lange del' verformten Stabachse gleich ds + Ll ds = (! (drp + Ll drp) odeI' 

l+ Llds =~('l+Lld'P)=l+e 
1 + Ll d'P Ll a'P -co 

d 'P = 1 + _d-;-'P,--:-_ 
12 ---;l°-+-;---c-'o- I + Co ds r. d'P 0 und 
1· 

Lld'P I I J.l 
Die Werte von eo und -d'P m aus den Gl. (25) einsetzen: - - - + 

• 12 - r r2 A (f E + Po) 
Po kann gegenuber f E vernachlassigt werden: dann ist: 

I I M I M 
e=r+ZE=r+JE· (12.34) 

Diese Gleichung, die aussagt, daB die Stabachse sich um den gleichen Betrag mehr krummt, 
als ein ursprunglich gerader Stab, laBt sich leicht im Gedachtnis einpragen; sie reicht abel' nicht 
aus, um die verformte Stabachse genau aufzuzeichnen. Es genugt abel' dazu noch die groBte 
Verschiebung resp. Winkelanderung nach Castig liano 

I I I I Jpo.apo JM.aM JPo. ap~ JM. aM (12.35) 
am: aQi aQi am: 0-11'10 aMo 
aQi = -jg- ds + ~ ds = qi resp. aj}10 = '-----rE- ds + -z-g-ds = y 

o 0 0 0 

zu berechnen. Die ersten Glieder diesel' Gleichungen (Formanderungen infolge Beanspruchung 
durch Zug resp. Druck) dfufen in vielen Fallen gegenuber den zweiten Gliedern (Formanderungen 
infolge Biegung) vernachlassigt werden. Man erkennt das von Fall zu Fallleicht durch die Um­
formung: Z ~ J = i . f· e2• 

In Zahlentafel 12.7 sind diese ffu verschiedene Belastungen eines kreisformigen Tragers 
zusammengestellt. Fur andere Belastungen konnen die Formanderungen daraus durch einfache 
Superposition berechnet werden. 

A. Bantlin 1 hat durch sorgfaltige Messungen die wirklichen Formanderungen mit den be­
rechneten verglichen und gefunden, daB fUr einen Stab mit rechteckigem Querschnitt, sowie 

1 Bantlin, A.: Formanderung und Beanspruchung federnder Ausgleiehsrohre. Z. VDr (1910) S.43 oder 
Mitt. Forseh.-Arb. Heft 96. 
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fiir ein GuBrohr von 200 mm lichte Weit.e und 8 = 18 rom Wandstarke, Rechnung und Versuch 
sehr gut iibereinstimmen. Beim diinnwandigen Stahlrohr von 202 rom 1nnendurchmesser und 
8 = 6,75 mm Wandstarke'dagegen war die gemessene graBte Durchbiegung 4,9mal so groB 
als die berechnete. Bantlin vermutete die Ursache der groBen Formanderungen in der groBen 
Anzahl Wellen und Falten, die das ge bogene Stahlrohr auf der Druckseite aufwies. T h. K arm a n 1 

hat aber nachgewiesen, daB die groBen Abweichungen zwischen Theorie und Versuch eine ganz 
andere Ursache haben. 

Die Biegetheorie setzt voraus, daB der Querschnitt des Stabes bei der Biegung unverandert 
bleibt. Wenn aber ein ursprunglich krummer Stab gebogen wird, so liefern die Zug- und Druck­
spannungen radiale Resultierende (Abb. 12.24), die die auBeren Fasern gegen die neutrale Achse 
zusammenzudriicken versuchen. Bei diinnwandigen Rohren tritt dadurch eine Abplattung 
des Querschnittes ein, wodurch die Dehnung vermindert wird. Betragt die Abplattung aa1 = b, 
so ist die Dehnung 

_ alb1-ab _ alel + e1bl-ab 
e - ab - ab . 

Nun ist a1 £1. = (R + r - b) dcp, 
£1.b1 = (r +~) iJdcp 

und ab = (R + r) dcp . 
Mit diesen Wert en wird 

(r+~)L1dq:> 0 
e = (R + r) dq:> - R + r . 

Das erste Glied dieser Gleichung gibt 
die Dehnung der auBeren Faserschicht 
nach der gebrauchlichen Biegungstheo­
rie. Das zweite Glied gibt die A b­
nahme del; Dehnung infolge der Ab-
plattung des Querschnittes. 1st z. B. Abb.12.24. 

b = 0,5 mm und R + r = 700 mm, so 
entspricht das einer Abnahme der 
Spannung von 

R ~ r E = ~~o· 2100000 = 1500at! 

Die kleine Abplattung des Querschnittes verursacht demnach eine wesentliche Entlastung 
der auBersten Fasern, die nach der Biegungstheorie die graBten Zug- und Druckspannungen zu 
iibertragen hatten. Da aber die Gleichgewichtsbedingung M = f (J1Jdf bestehen bleibt, so 
mussen die anderen Fasern mehr gespannt werden. ' 

Das Ergebnis der theoretischen Untersuchung von v. Karman ist, daB die Formanderung 
diinnwandiger Rohre aus den Gl. (35) berechnet werden kann, wenn an Stelle "on Z resp. J der 
Wert k· J eingefiihrt wird. Der Faktor k, der nur vom Verhaltnis 8' Rjr2 abhangt, kann aus 
Zahlentafell2.5 entnommen werden. 

Zahlentafel 12.5. 
k-Werte zur Berechnung der Formanderung dunnwandiger, gekrummter Rohre. 

Fur 8' R/r2 = 0,1 I 0,2 I 0,3 0,4 0,5 1,0 1,5 2 3 
ist , k = 0,06 0,09 0,18 0,24 0,31 0,59 0,757 0,845 0,926 

Die gemessenen Formanderungen 2 zeigen 10-20 % Abweichung von den berechneten 
Werten, was durch einige Vernachlassigungen bei der Rechnung zu erklaren ist. 

Geht man zur Berechnung del' graBten Beanspruchung von der maximalen Schubspannung 
aus, dann ist mit Z = J: 

(12.36) 

mit den p-Werten aus Zahlentafel12.6. 

ZahlentafeI12.6. jJ-Werte zur Berechnung der groBten Beanspruchung in dunnwandigen, 
gekrummten Rohren. 

Fur 8· R/T2 = 0,5 1,0 1,5 2 2,5 3 
__ ___ ist jJ = 2,5 2,2 1,85 1,7 1,55 1,5 

1 Karman, Th. v.: Uber die Formanderung dunnwandiger Rohre. Z. VDI 1911 S.1889/95. 
2 Wahl, M. A.: Trans. Am. Soc. Mech. Eng. Vol. 49/50, Part I, Fuels und Steam Power 1927(28, S.241. 
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Zahlentafel 12.7. 
Formanderungen eines kreisformigen Tragers fiir verschiedene Belastungen. 

1. Einzelkraft p'arallel zur X·Achse bei Winkel p. 
Fiir rp > {J: M = :.': Pr (sin rp - sin (J) und Po = +" P sin {J. 

Fiir rp = 0 bis IX: 15", = ;~ [{ (sin 2 (J - sin 2a) + {(a - (J) + sin {J (cos a - cos (J)] 

Pr(a-{J) pra [ 1 1] 
Oy = - IE sin{J + ZE -cosa-2"sin2 a-sin{J (a-sina-{J + 2" sin (J)+ cos{J 

P(a-{J) . Pr2 . 
Y = - IE sm {J + Z E [- cos a - sm {J (a - (J) + cos (J)] • 

_ PrJ (~ sin 2 a) 
Fiir fJ = 0: 0", - ZE 2 - 4 

Pra (I ) lJy = ZE I-2"sin2 a-cosa 

Pr2 

Y = .ZE (I-cosa). 

2. Einzelkraft parallel zur y.Achse bei Winkel p. 

Fiir rp > {J: M = :.': Pr (cos (J - cos rp) Po = ± P cos (J • 

Fiir rp = 0 bis a: 

Pr(a-{J) Pra [ I 1 1 
l5y = IE cos {J + ZE cos {J (a - sin a - (J + sin'fJ) + "4 (sin2a-sin2fJ) + 2" (a -fJ) - sina + sinp 

Pra ( 1 I) 0", = ZE - cos fJ cos 1\ - 2" sin2a + C082 fJ + 2" 8in2 fJ 
g 

P(a -fJ) Pr2 [ ] 
Y= IE cosfJ+ ZE cosfJ(a-fJ)-sina+sinfJ 

PrS ( Sin2 a) 
fJ=O:I5"'=-ZE cosa+-2-

Pr Pr3 (3 1) 
r'i'=IE a + ZE 2"a-2sina+"4 sin2a 

P Pr2 
Y = lEa + ZE (a - sin a) . 

3. Moment bei Winkel p. 

F .. 0 b' Mo (a - fJ) Mor(a - fJ) 
ur rp = 1S<X: Y = r IE + -Zr-

M 1.2 

r'i",= Z~ (-cosa+cosfJ) 

Mo (a - fJ) Mor2. . 
Oy = ~E- + ZE (a -8ma-{J + smp). 

.. Mor2/ Mo ( 1 r ) 
Fur p = 0: r'i", = - ZE(cosa -1) Y = It rl + Z. a. 

Mo Mor2 . 
r'iy = I E a + ZE (a - sma) 
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4. GleichmaJlige AnBen- nnd Innenbelastnng. M = ±. pr2(I-costp) Po = O. 

pr4 ( 1) rp=ObislX: Ox = ZE l--.cosa-2" sin2 !); , 

pr4 (3 . 1.) 
Oy = ZE "2 a - 2 sma + 4" sm2a, ' 

pr 
Y = ZE (a - sin a) . 

• :n: pr4 pr4 (3:n: 
rp = 0 bls 2: a x = + 2 Z E ' Oy = + Z E 4 

pr (:n: ' 
Y=+ZE 2- 1). 

2 pr4 
rp = 0 bis :n:: a x = + Z E ' 

5. Belastung dnrch Eigengewicht. M = ± gr2 rp (s~ cp - cos tp) 

gr4[a 1 1 1 rp=ObislX: Ox = ZE "2-4"sin2a-s(sin2a-2acos2a) 

Po=±grsintp. 

gr2 g r 4 ,15 '1 a 
Oy = f E (1- cosa) + Z E (8 - 2 cos a - "2 sin2 a - a sin a + 4" sin 2a 

a 2 1 ' + 4" + s cos 2a) 
gr gr3 

y = f E (1- cosa) + ZE (2 - 2 cos", - a sin a ) 

rp = 0 bis:n:: 
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NB. Bei den Anwendungen sind die Vorzeichen der Verschiebungen und Verdr,ehungen sorgfiiltig zu be­
achten; sie sind immer positiv in der Richtung der Krafte, resp. Momente. 

Zahlen beispiel 12.2. Kolbenringe (Abb.12.25) dienen zur Abdichtung des Kolbens und 
miissen zu diesem Zweck mit einer gleichmaBigen Pressung p an die Zylinderwand anliegen. 
Bei der Berechnung der groBten Spannung aus Gl. (12.31) 
kann, da h/2r= 1/30 bis 1/50 ist, Z = J gesetzt werden. FUr 
den gefahrlichsten Querschnitt A B ist das Biegemoment 
Mb = p' b· D· D/2 positiv, da die Kriimmung bei der 
Beanspruchung vermehrt wird. 

Po = P + ]Jib/r = - p' b" D + p' b· D = 0, 
so daB die groBte Spannung nach Gl. (12.32) 

(Jb = 6· M b/bh 2 = 12 p (if (a) 
Abb,12,25. 

Zur Berechnung der Kolbenriuge, 

ist. Die in der Literatur angegebenen Werte von p, die ZUlli einwandfreien Abdichten erforderlich 
sind, weichen sehr stark voneinander ab; sie liegen zwischen 0,1 und 0,5 at. Wenn als zulassige 
Spannung fUr GuBeisen 400 at angenommen wird 1, so folgt aus dieser Gleichung daB 

fUr p = 0,1 at r/h = 18 und fUr p = 0,4 at r/h = 9 

sein soUte, damit die zulassige Spannung nicht iiberschritten wird. Da die Ringe meist mit 

1 In der Literatur (z. B. Dubbel: Olmaschinen) wirdO'max = 800 bis 1200 at fiir GuBeisen angegeben, 
was natiirlich viel zu hoch ist. 
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r/h = 15 bis 25 ausgefiihrt werden, ertragen sie dauernd keine wesentlich hohere Pressung als 
etwa 0,1 at, die, wenn der Ring iiberall gleichmaBig anliegt, zur Dichtung ausreichend ist. 

Die StoBstelle (das SchloB des Ringes) wird meist abgeschragt oder auch als Uberlappung 
ausgebildet (Abb. 12.26). Die Lange a, die aus dem lmgespannten Ring herausgeschnitten werden 
muB, damit er sich unter dem gleichmaBigen Druck gerade schlieBt, folgt aus Zahlentafel 12.7 

Pos . 4 zu ' 

/2 = 3n . pbr4 
a 2 JE' (b) 

a b 
Abb. 12.26. Schlo l3 des Ringes. a Abgeschriigt, b iiberlappt. 

Die Ringe-rniissen nun so her­
gestellt werden, daB sie tatsachlich 
mit der gleichmaBigen Pressung p 
am Umfange aufliegen. In der Praxis 
gibt es dafiirverschiedene Verfahren. 

Stark verbreitet ist das Verfah-
ren, bei dem die notige Spannung nach dem Aufschneiden des Ringes durch Hammern der 
Innenflache erreicht wird, wobei die Schlage nach den Ringenden zu an Starke abnehmen. Es 
hangt hier also wesentlich von der Ubung und Geschicklichkeit des Arbeiters ab, ob die gleich­
maBige Pressung erreicht wird. 

Die Form des ungespannten Ringes laBt sich aber aus dem Kriimmungsradius nach Gl. (12.34) 
eindeutig bestimmen, denn es ist : 

~ = ~ + ~ = ~ + pbr2 (l-cosrp) = " 
(! r JE r 1/12.bh3 .JjJ Y 

Durch 'graphische Integration kann daraus die Form des ungespannten Ringes bestimmt 
werden, nach welcher eine Schablone zur Herstellung der Ringe angefertigt werden kann. Die 
Uberlegenheit so hergestellter Ringe (Bennet-Ringel) gegeniiber den gehammerten ist durch 
zahIreiche Versuche nachgewiesen. Bei einem Versuch an einer HeiBdampf-Verbund-Schnell­
zuglokomotive der Schwedischen Staatsbahnen war nach einer Versuchsdauer von 80000 kin 
die Abniitzung des Zylinders: 

------------------~-----------------mit Bennet Ringen mit gehammertenRingen 

horizontal I vertikal horizontal I vertikal 
0,01 mm 0,01 mm 0,01 mm 0,15 mm 

Die groBte Beanspruchung des Ringes entsteht aber beim Uberstreifen iiber den Kolben. 

Nach Gl. (34) ist i- - ~ = ~ = ~~ , worin ro = r + 2an der Kriimmungsradius des unge­

spannten Ringes, r der Zylinderradius und a der herausgeschnittene Teil ist. Zum Uberstreifen 
muB der Kriimmungsradius e mindestens gleich r + h sein, so daB 

1 1 _ 20" a/2 n - h . : . GI () (b) ' . + h - + /2 ' - - E-----Z ,......., --2-" I, st, woraus mIt . a u. . 
1 ran . ,. r f r 

a = : (~r (1 - 2 :h ) =: . (~f - \p . ( 1-r = ~ ( ~ r -4 i max 

folgt. Mit r/h = 18,amax = 400 und E = 800000 kgjcm2 wirda = 1000 kg/cm2. Diese Spannung 
liegt nahe an der Bruchgrenze von GuB­
eisen, so daB das Einbringen der Ringe 
mit der groBten Sorgfalt geschehen muB, 

~ weil sie sonst zerbrechen. Die Vorrichtung 
nach Abb. 12.27 verhindert ein zu starkes 

Aufspreizen der Ringe 
und damit eine iiber­

1 Z. VDI (1924) S. 253. 

Abh.12.27. Vorrl ch~lIng 
zlI m Ubcl'lltrrICen der RInge . 

Abb.12.28. 
Geteilter Kolben (aus 

Dubbel , Taschenbuch). 

groBe Beanspruchung. 
Urn die Uberbean­

spruchung der Ringe zu 
vermeiden, wird der 
Kolben mehrteilig aus­
gefiihrt (Abb. 12.28), so 
daB die Ringe seitlich 
eingefiihrt werden kon-
nen. 
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Federformen (Abb.12.29a, b), wie .sie bei Reibkupplungen vorkommen, werden ill ahn­
licher Weise berechnet, so lange es sich urn prismatische Stabe handelt. 

12.23. Einflu6 der Querkraft Q. Urn die Bedeutung der Quer­
krafte beurteilen zu konnen, miissen noch die dadurch verur­
sachten Spannungen und Formanderungen berechnet werden. 
Die Gleichgewichtsbedingung in der Richtung von Q liefert die eine 
Gleichung: 

worin noch unbekannt ist, wie die Schubspannungen iiber die 
Querschnittsflache verteilt sind. Urn diese Spannungsverteilung 
zu beurteilen, miiBten wieder die dadurch verursachten Form­
anderungen bekannt sein. Diese sind bei Schubsbeanspruchungen 
viel schwieriger zu iiberblicken und zweifellos auch viel verwickel­
ter als bei derBeanspruchung durch Normalspannungen. 

p 

Abb.12.29a, Abb. 12.29 b. 

Von den Schubspannungen kennen wir den allgemeinen Satz der Gleichheit der zuge­
ordneten Schubspannungen, der aussagt, daB die Schubspannungen in zwei zueinander 
senkrechten Schnitten gleich groB und entgegengesetzt gerichtet sind; sie treten immer paar­
weise auf. Der Beweis dieses Satzes foIgt ausden Gleichgewichtsbedingungen an einemParallele­
piped (Momentengleichung in bezug auf 0, Abb. 12.30). Aus diesem Satz laBt sich ein weite­
rer, ganz allgemeiner Satz iiber die Schubspannungen ableiten. Betrachten wir an einem beliebig 
begrenzten Querschnitt eine am Rande liegende Flache df (Abb.12.31). Nehmen wir an, daB die 
Schubspannung dort beliebig gerichtet sei, so laBt sie sich immer in zwei Richtungen 
zerlegen, von denen die eine in die Richtungder UmriBlinie fallt, 7:t, und die andere 
senkrecht dazu steht, 7:n . Jeder dieser beiden Komponenten IaBt sich eine gIeich 
groBe zugeordnete Schubspannung gegeniiberstellen. An einem unendlich kleinen 
Parallelepiped, von dem df eine Seitenflache bildet, wiirde jedoch die der Kompo­
nente 7:" zugeordnete Schubspannung an einer zur freien Stab­
oberflache gehorigen Seitenflache angreifen. Da aber dort nichts 
mehr angrenzt, was eine Kraft iibertragen konnte, muB 7:" zu Null :-t 
werden, urn das Gleichgewicht gegen Drehen herbeizufiihren. 
Daraus folgt: 

Am Querschnittsumfang sind die Schubspannungen 
tangential gerichtet. 

Da iiber die Schubspannungsverteilung in der Querschnitts­
Abb.12.30. Abb.12.31. 

ebene weiter nichts positives ausgesagt werden kann, versucht man es mit den zugeordneten 
Schubspannungen. Legt man an einer beliebigen Stelle in der Entfernung r; von der neutralen 
Faserschicht einen Schnitt (Abb. 12.32), so sind die dort auftretenden ~' horizontalen Schub­
spannungen gleich den an dieser 
Stelle in dem Querschnitt auftreten­
den Schubspannungen. Von diesen 
horizontalen Schubspannungen wird 
nun angenommen, daB sie gleich­
maBig iiber die Breite verteilt sind. 
Das ist eine Annahme (Hypothese), 
deren Richtigkeit aber gar nicht 
nachgewiesen ist. Die genaue Losung 
des Problems fiir einen rechteckigen 
QuerschnittI zeigt dann auch, daB 
sie nicht zutrifft. 

Damit ware die vertikale Kom­
ponente der in dem Querschnitt wir­
kenden Schubspannung bestimmt. 
Die am Umfange tangential gerich­
teten Schubspannungen schneiden 
die Symmetrieachse im Punkte C. 

r 

Abb.12.32. Schubspannungen im gebogenen Stab. 

* Bei dieser Bezeichnung stimmt der erste Zeiger mit der Richtung der Normalen des Flachenelementes 
iiberein, die zweite zeigt die Richtung an, in der die Schubspannung zu nehmen ist. 

1 Timoschenko: Proc. Math. Soc. London, Serie 2, Bd.20 S.404. 
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Ein beliebiger Punkt B der Faserschicht A.A. erfahrt eine Schubspannung, die ebenfalls nach 
dem Punkt C der Z-Achse gerichtet ist. Auch diese Annahme ist zwar nicht sicher begriindet, 
aber sie ist die einfachste, die man machen kann. Die gri:iBte Schubspannung tritt dann am 
Umfang auf und ist : 

Lxy 
i = - . (12.37) 

cos q; 

Wenn an den Schnittflachen die Spannungen angebracht werden, muB der abgeschnittene 
Teil I im Gleichgewicht sein. An der Stirnflache x greifen die Normalspannungen a an, deren 

e 

Summe = f adfist. In der urn dx entfernten Stirnflache wirken die Normalspannungen,deren 
'I 
e 

Summe = fa' df ist, und in der horizontalen Grenzflache die Schubspannungen iyx mit der Summe 
'I 

iyxd x . z, wenn Z die Stabbreite in der Entfernung 17 ist. Die Gleichgewichtsbedingung in hori-
zontaler Richtung liefert die Gleichung: 

e e 

ixydx'z = f a'df- f adj. 
'I 'I ~ z 

Diese Krafte haben nicht den gleichen Angriffspunkt, weil der Ki:irper noch auf Biegung be­
ansprucht wird. Da die Normalspannungen proportional mit der Entfernung von der neutralen 
Faserschicht zunehmen, wird: 

'1J=e '1J=e 

a:nax J a max J ixydx· Z = -e- 1]df - -e- 1]df· 

'1-' TJ-y TJ-y 

f 1]dj= By ist das statische Moment des abgeschnittenen Teiles in bezug auf die Schwer-
1j-y 

punktsachse des Querschnittes. Da wir einen prismatischen Ki:irper vorausgesetzt haben, ist 

By fiir den ganzen Trager konstant und ziyxdx = By (a:nax -amax) . 
e 

D h d B· I . h M d' M + dM. . d . Q dM a nac er 1egeg elC ung (J = J e un a = --J--- e 1st, WIr llllt = /IX 

d By e d BYdM iyx X· Z = e- . J (M + M - M) = J 

und Sy Q 
Tyx=J 'z' (12.38) 

By ist Null fUr y = e und am gri:iBten fiir y = Null; die Schubspannung wird in del' neu­
tralen Faserschicht am gri:iBten und ist in den auBersten Fasern gleich Null. 

G1. (38) gilt natiirlich nicht in del' Nahe del' Kraftangriffstelle. 

a) Fiir den rechteckigen Querschnitt ist (Abb. 12.33): J = 112bh3. 

b (h2 ) 
b (h2' Q "2 X- y2 

By = "2 4 - y2) und ixy = T = b' -';1---
~bh3 

Abb,12.33. Abb.12.34. 

6 Q (' h2 _ 2 )" • 
bh3 4 Y 

Das ist die Gleichung 
einer Parabel, deren 
Scheitel auf del' neu­
tralen Achse des Quer­
schnittes liegt. 

3 Q 
i max = 2 b h . (12.39) 

Die Li:isung von 
Timoshenko 1 zeigt, 
daB die Schubspannun­
gen nicht gleichmaBig 

iiber den Querschnitt verteilt sind (Abb. 12.34;); ihre Gri:iBtwerte T~ax treten in den Endpunkten 
der neutra1en Faserschicht auf, und zwar ist i~ax = IX i max ; 

1 FuBnote 1 S. 43. 
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fiir bjh .,. 0,5 1 2 
ist IX. • • •• 1,03 1,13 1,4 

b) Fiir den Kreisquerschnitt (Abb. 12.35) ist: J = ir! 
Mit z = 2r coscp, 'YJ = r sin cp und d'YJ = r cos cp d cp , wird 

2 
e 

Bu = J 'YJdf 
tj 

n: 

= 2r3 Jcos2 cp sin cpdcp = ~ r3 cos3 cp 
3 

'P 

2 
Q. -3 rcos3 <p 

und damit _ 4 Q 2 
i xy = -a;----- - 3 n j.2 cos cp. 

-r42r cos <p 
4 

'xu 4 Q 
i = -- = - --- cos cp 

cos<p 3 n r2 
Nach Gl. (37) ist: (12.40) 

4 
2 

Abb.12.35. 

45 

4 Q 
und i max =3' j' (12.40 a) 

c) Fiir einen I -Querschnitt (Abb.12.36). Kann man die Querschnittsflache als die Differenz 
zweier Rechtecke bh und bIhl auffassen. Wenn auch infolge der plotzlichen .Anderung der Breite 
die Voraussetzungen der Theorie nicht genau erfiillt sind, erhalt man als angenaherten Wert 
der Schubspannung in einem Schnitt durch den Flansch: 

i = ~ . ! (:2 _ y2) . 
Fur einen Schnitt durch den Steg ist: 

i = ~ _1_ {(h2 _ y2) ~_ (hi _ y2) ~fl . 
J b-b1 4 2 4 2 

Die beiden Gleichungen von i werden durch Parabeln dargestellt, von welcher 
die letztere sehr flach ist, da das konstante Glied uberwiegt. Aus der Ab­ Abb.12.36. 

bildung ist zu entnehmen, daB die Schubspannung in einem I - Querschnitt fast 
gleichmaBig uber die Steghohe verteilt ist. 

Da in der neutralen Faserschicht die Biegespannung zu Null wird, konnte man glauben, 
dort ohne Schaden Material auf eine gewisse Strecke herausnehmen zu durfen. Das Anbringen 
von Schlitzen oder Lochern verhindert dort aber die stetige Ubertragung der Schubspannungen, 
die in der neutralen Achse gerade am groBten sind. Man kann sich von der GroBe der Schwachung 
durch folgende Uberlegung ein Bild machen: Ware die Trennung in der neutralen Achse auf die 
ganze Stablange durchgeftihrt, so konnte jede Stabhalfte fur sich frei durchbiegen. Dabei andert 
sich aber das Widerstandsmoment des Tragers wesentlich. Bei den von C. Pfleiderer l unter-

ct ft-(4+-----+----~--1 
:--122--. : - · 1000 :t I 

;... 1100 ' 

Abb. 12.37 (aus Bach-Baumann). 

suchten guBeisernen Tragern (Abb. 12.37) war J = 1100 cm4 und W = 184 cm3• Fur die durch 
den Schlitz getrennten zwei QuerschnittshiUften: WI = 2 . 16 = 32 em3• Die groBte Biegungs­
spannung muBte also auf das FUnffache steigen; C. Pfleiderer hat bei seinen Versuchen auch 
Spannungserhohungen von dieser GroBenordnung gefunden. 

Die Schubspannungen haben auch zur Folge, daB die elastische Linie sich etwas andert. 
Zwei benachbarte Schnitte erfahren eine Senkung dC, wodurch Q eine Arbeit {QdC geleistet hat, 
die gleich der Deformationsarbeit durch die Schubspannungen sein muB 

1 VDI-Forsc4ungsbericht Nr. 97. 

J,2 1 
dx 2G df = zQdC , 

p 

(12.41) 
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6 Q (' h2 ) Fiir einen rechteckigen Querschnitt ist • = b h3 "'4 - y2 und df = bdy, also: 

+~ 
J .2df = 3b~!~2J (~2 - y2f dy = ~ ~~ . 

It 
2 

(12.42) 

Fiir den Belastungsfall I (Z ahlentafel 12.1) z. B. ist Q unabhangig von x gleich P, und 
I 

1 J 6 P 6 Pl 
'=05bh dx =5bh'G' 

o 
(12.43) 

Die Durchbiegung f, aus der Gleichung der elastischen Linie bestimmt, war f = 3~~ = ::s~ , so 
daB die totale Durchbiegung mit G = 0,385 E (Gl. 11.4): . 

_ Pl f4l 2 \ 

ft - bhE\h2 + 3, Ij (12.44) 

ist. Fiir l = 5h verursachte die Vernachlassigung der Scherkraft einen Fehler von 3,1 %. 
Fiir l = h dagegen betragt der Fehler fast 80%. Fiir I -Trager, bei welchen die Schubspannungen 
gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilt sind, ist der EinfluB von. etwa 25% groBer. Bei der 
genauen Bestimmlmg der Formanderung von Zapfen muB die Schubkraft jedenfalls beriicksich­
tigt werden. 

An wend ungs beispiel 12.3. Wie groB ist die groBte Formanderung eines einseitig einge­
spannten runden Tragers bei gleichmaBiger Belastung (Abb. 12.38) 1 

Abb. 12.38. Formanderung eines Zapfens. 

Die Durchbiegung durch die Normalspan­
nungen allein ist nach Zahlentafel 12.1 Pos. 3 

mit J = :4 d4 

p l4 2,5 pl4 
fl = 8JE = Ed4 (a) 

Die Verbindung der beiden Endpunkte der ela­
stischen Linie (Abb.12.38) gibt die mittlere 
Schragstellung gegeniiber dem Ende, wahrend 
die groBte Wolbung durch!k dargestellt ist. 
Aus der Konstruktion der elastischen Linie folgt: 

pl4 
fk=0,16fl=0,4Ed4' (b) 

Durch die Querkraft entsteht nach GI. (41) 
noch eine zusatzliche Senkung 

I 

, = ~Jd; J .~y df, 
o Fl 

worin .Xy die Komponente der Schubspannung 
in der Q-Richtung ist. Fiir den kreisformigen 
Querschnitt ist 

d - 4 Q 2 17 = r sin<p, d1] = r cos<p d <p, df = 2r cos<pd1] = 2r2 cos2 <p <p und .Xy -"3 n 1'2 cos <p. (G1.40) 

Damit wird: 

I 
1·3·5 n 1 5 J 

Das bestimmte Integral hat den Wert 2. 4~ . 21, so daB ,= G . 9 ]1;1,2 Qd x ist. 
o 

Fiir einen gleichmaBig belasteten Balken ist die Querkraft Q = P' x, und mit G = 0,385E: 

_~.~. pl2 ___ 5_.~ 
, - G 9 n 1'2 2 - 3,465E 2 n1'2 • 

(c) 

1 Madelung, E.: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Berlin: Julius Springer 1922. 
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Die totale Durchbiegung mit Beriicksichtigung del' Scherkraft wird: 
p . l2 (l2 ) it = il + ,= 2 n r2 E 1=2 + 1,45 . (d) 

Fiir 1 = d ist it 36% groBer als bei Vernachlassigung der Querkrafte. Fiir 1 = 2d betragt der 
Fehler immer noch 9%. Der Balken stellt sich demnach bedeutend schrager, und auch die 
Krtimmung ist groBer als die Gl. (b) ergibt. Man kann ungefahr setzen: 

i1:=0,6 pl44' ~_\: ?:'Nl)~/--(r:t 
• E . d " '" 1.: P ~ '" "~I _ ..... 

'12.24. Trager mit veranderlichem Querschnitt. Bei einem pris~tischen Stab tritt die groBte 
Biegespannung nur im Querschnitt des groBten Momentes auf und dort nur in den auBer­
sten Fasen. AIle andere Querschnitte werden weniger beansprucht und diirfen deshalb schwacher 
gemacht werden. Eine bessere Werkstoffausniitzung erhalt man, wenn in allen Querschnitten 
die maximalen Biegespammngen gleich groB werden (Trager gleicher Biegespannung)l. 

Es ist abel' zu beachten, daB wir bisher prismatische Stabe mit unveranderlichen Quer­
schnitten vorausgesetzt haben. Die Berechnung der Spannungen bei veranderlichen Quer­
schnitten ist nur bei einfachen Formen moglich und zeigt z. B. bei keilformigen Tragern (vgl. 
Abschn. 15.2), daB die Biegespannungen mit ausreichender Genauigkeit auch fUr veranderliche 
Querschnitte nach der elementaren Theorie berechnet werden dUrfen. Die Schubspan­
nungen dagegen erhalten einen ganz anderen Verlauf und ihre Vernachlassi­
gung bedeutet bei veranderlichen Querschnitten eine grobe Unterschatzung 
del' Bruchgefahr. 

Fiir Belastungsfall 1, Zahlentafel 12.1, ist zum Beispiel: 
, Ma; Pea; 

Ma;= Px und Gmax = Jea;= y-' x; 
a; x 

(12.45) 

Pe 
solI Gmax konstant sein, so muB J a; x konstant werden. Diese eine Gleichung mit den beiden 

a; 

Unbekannten J x und ex reicht zur eindeutigen Bestimmung des Korpers nicht aus. Wir konnen 
irgendeine weitere beliebige Bedingung tiber den Querschnitt annehmen, Z. B. Rechteck mit un­
veranderlicher Rohe h. Dann ist 

1 6Px 
J = 12 ba; h3, und b h2 = konstant, 

a; 

odeI' b muB mit x proportional sein (Abb. 12.39). 

(12.46) 

Da die Spannungen in den einzelnen Querschnitten 
groBer werden als fUr' den prismatischen Trager, sind die 
Durchbiegungen nattirlich auch groBeI'. K6rper gleicher 

~hBr-__________ -,A ~U~ ," -:fa 
~L------------4.-f 

l 4 J..--b--l 
r-x~ 

----;:s.,------

Biegespannung dtirfen nul' dann gewahlt werden, ~ 
wenn die Durchbiegung groB werden darf (z. B. Abb.12.39. Kiirr:~sg~i~::l)~iegespannung 

bei Federn). M 
l\fit der Bedingung Gmax = J a; ex = konstant, wird die Formanderungsarbeit fUr Korper glei-

a; 

J M! ainaxJJa; .. 0 

cher Biegespannung Gl. (17): m= 2Ja;E dx = 2E e! dx und ll11t Ja; = ~ia;ex: 

m = ;in;x J i ix dx = a;~x i J d V = a:~x i· V , (12.47) 

d. h. die Formanderungsarbeit eines K6rpers gleicher Biegespannung von be­
stimmter Querschnittsform ist unabhangig von del' Art del' Untersttitzung 
und del' Belastung. 

Die Bedingung, daB alle Querschnitte gleich groBe Biegespannungen erfahren, ist praktisch 
nie genau zu erfiillen, da in den Momentennullpunkten die Spannung immer gleich Null wird. 

12.3. Kraftepaar wirkt in einer Ebene senkrecht zur Stabachse. 
Del' Korper ist dann auf Verdrehung beansprucht, wobei nul' Schubspannungen auftreten. 

Del' kreisfOrmige Querschnitt ist besonders einfach, weil daIm zu erwarten ist, daB alle Punkte, 

. 11m Schrifttum meist K6rper gleicher Biegefestigkeit genannt; diese Bezeichnung ist nur irrefiihrend. 
Nur die gr6Bten Biegespannungen in den verschiedenen Schnitten sind gleich groB. Die Schubspannungen 
dagegen hangen von der Gestalt des K6rpers ab und k6nnen Z. B. fiir keilfiirmige K6rper berechnet werden 
(Abschn.15.2). 
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die vorher in einer Querschnittsebene lagen auch nach der Verdrehung noch in einer zur 
Stabachse senkrechten Ebene liegen. Der Symmetrie wegen konnte der Kreisquerschnitt 
kaum nach irgendeiner Richtung eine besondere Abweichung zeigen (vgl. Abb. 12.40a). Je zwei 
in gleichen Abstiinden aufeinanderfolgende Querschnitte verdrehen sich immer gleichviel gegen­
einander. Wenn dcp die Verdrehung fUr eine Lange dx ist, so ist dcp/dx = {} der verhaltnis­
maBige Verdrehungswinkel, d. i. der Verdrehungswinkel je Langeneinheit. Schneiden wir ein 
Stabelement von der Lange dx heraus (Abb. 12.4;Ob) und wahlen im Innern eine Faser A Binder 
Entfernung e vom Mittelpunkt, dann ist die Verschiebung A C = edcp. Aber A C ist auch gleich 

a b 

Abb.12.40. Verdrehuug eines runden Stabes. 

ydx, SO daB durch Gleichsetzen beider Werte y = e :: = e{) wird. Da, nach dem Hookeschen 

Gesetze, die Spannungen mit den Verschiebungen proportional sind, ist 

T =Gy =Ge{} , (12.48) 

worin G der Schubmodul ist. Die Schubspannung i steht senkrecht zum Radius, wei! die 
elastische Verschiebung in diesem Sinne erfolgt, und ist proportional mit e; 

12 
i = imax r· (12.49) 

Nach der Gleichgewichtsbedingung muB die Summe der Momente der Spannungen gleich 
und entgegengesetzt dem Drehmomente sein. Auf ein Flachenelement df = 2 ned e wirkt 
die Schubspannung i, so daB 

r r 

J TmaxJ J p W Ma = i· df· e = -r- e2df = imax • r = Tmax· P (12.50) 
o 0 

d /2 

ist, wenn mit Jp = J e2df= ;2 d4 das polare Flachentragheitsmoment und mit Wp das 
o . 

polare Widerstandsmoment des Querschnittes bezeichnet wird. Die groBte Schubspan­
nung ist 

Md 5Md 
imax = -- r-...J -d3 

~ d 3 
16 

(12.51) 

und der Verdrehungswinkel: 

{} _ Tmax _ Md (12.52) 
-Gr-Jp·G· 

Die Gleichungen fUr die Berechnung der groBten Spannung (50) und der Formanderung (52) 
haben also fUr Verdrehung den gleichen Aufbau wie die entsprechenden Gleichungen (9) u. (11) 
fUr Biegung. 

Fur eine Hohlwelle mit den Radien ri und ra wird 

(12.53) 

worin dm der mittlere Durchmesser und 8 die Wandstarke der Hohlwelle ist. 
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Fiir die Berechnung der Abmessungen ist das graBte Drehmoment maBgebend. Um einen 
Uberblick iiber die Beanspruchung zu erhalten, kann man die Drehmomente in ahnlicher Weise 
langs der Stabachse auftragen, wie wir es bei' der 
Biegemomentenflache getan haben. Abb.12.41a 
zeigt eine Welle, die nur zwischen den Riemen­
scheiben 1 und 2 ein Drehmoment iibertragt ; 
Abb. 12.41b eine Welle, bei der die Antriebsscheibe 
in der Mitte liegt, und das Drehmoment nach 
beiden Seiten abgegeben wird. . 

Hat der Stab einen allmahlich verander­
lichen kreisfarmigen Querschnitt, so muB der 
Verdrehungswinkel fiir ein Langenelement dx: 

Ma 
dcp =(}dx = --dx, 

Jp·G 

a 

b 

Abb. 12.41. Drehmomentenfl1iche 
.caus Winkel). 

iiber die totale Lange summiert werden, um den Verdrehungswinkel cp = Hl zu erhalten: 
l 

1 JMa 
Cp=cr T dx , 

u p 

welche Gleiehung immer graphisch integriert werden kann. 
:Fiir aIle anderen Querschnittsformen gelten keine so einfachen Beziehungen, weiI die Vor­

aussetzung, daB die Quersehnitte eben bleiben nieht erfiillbar ist. Das erkennt man sofort, 
wenn man z. B. einen Stab von quadratischem Querschnitt betra:;htet (Abb. 12.42). Wiirde 
sieh dieser wie der Kreiszylinder verformen, so miiBte jeder Punkt des Quersehnittes gegeniiber 
dem unendlieh benaehbarten einen kleinen Kreisbogen beschreiben, der senkrecht zu dem vom 
Mittelpunkt des Quadrates naeh ihm gezogenen Halbmesser steht. Die dadureh erzeugte Sehub­
spannungsverteilung verstaBt gegen die wiehtige Randbedingung, daB die Sehubspannungen 
am Umfang des Quersehnittes tan­
gential geriehtet sind, also keine 
Komponente senkreeht dazu haben 
diirfen. Daher kommt es, daB sich 
keine allgemeine fiir aile Quer­
schnittsformen verwendbare Lasung 
der Verdrehungsaufgabe angeben 
lii.Bt. Fiir jede Quersehnittsform 
muB wieder eine neue Lasung ge­
sueht werden 1. 

Wenn aile Quersehnitte bei der 
Verdrehung eben bleiben wiirden 
(nachderalten Theorie von N avier), 

--
------

Abb.12.42. 

----
Abb.12.42. J p fiir Kreis und 

Rechteck gIeich groB. 

so ware fiir aile Quersehnittsformen J t = J p • Zwei gleiehlange Stabe, der eine rund mit 
20 mm 0, der andere reehteekig 37 X 3,7 mm (Abb. 12.43), welehe das gleiehe polare Tragheits­
moment haben, miiBten dann durch das gleiche Drehmoment Ma um den gleiehen Winkel ver­
dreht werden. Jedermann kann den Versuch z. B. mit Holzstaben maehen und finden, daB 
das Reehteek um einen vielfaeh graBeren Winkel verdreht wird. Das eben bleiben der Quer­
schnitte gibt delllllach keinesfalls eine brauehbare Naherungslasung! Seit der franzasische 
Mathematiker de Saint Venant die erste genaue Lasung gefunden hat, wurde das Problem 
fiir aIle Quersehnitte gelast. 

Es ist gebrauchlich fiir die Berechnung der Spannung und der Formanderung bei allen Quer­
sehnittsformen, ahnliehe Gleiehungen wie fUr den Kreisquersehnitt zu verwenden: 

Ma 1VIa 
Tmax = -w resp. 19, = ~J G' 

t • t' 
(12.54) 

Man nennt Wt das Widerstandsmoment gegen Verdrehung. J t Gist ein MaB fiir die 
Drehsteifigkeit des Stabes, so wie J E ein MaB fiir die Biegesteifigkeit war. Fiir den Kreis­
querschnitt ist J t = Jp und Wt = Wp; fiir a:ndere Querschnittsformen konnen J t und Wt aus 
Zahlentafel12.8 entnommen werden. 

1 Poschl, Th.: Bisherige Losungen des Torsionsproblems. Z. M. M. 1 (1921) S.312/28 und 2 (1922) 
S.137/147. 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Aufl. 
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Querschnitt 

~tt· 
~g:~ 
~s '" .1'" ..., ..., 

l, 
l, "'l.1i tz > 'Is; 

Abrundungsradfen = s 

Cr} tlq.. r·... ~~ 
~ .I' ....,'" $s 

i, . l, 

0' Beliebiger Ring 
von 

unverii.nderlicher 
Breite 8 . 

ZahlentafeI12.8. Verdrehung. 

Spa.nnung 

M - 1 dB 
d-(f 'max 

n d~-d~ 
Md = 16 da 'max 

:::::: 1,6 d~ 8 Tmax 

(wenn 8 klein iet) 

M - 1 2b 
d- Sa 'max 

Nii.herungswert : 

2 
1Ji = 9 

1 
Md = a ·It 8 3 'max 

L It = II + l2 - 1,6., 

.1 It = II + lz - 0,9 8 

+ It = 11 + /2 - 0,108 

[ L It = 21) + l2 - 2,6 8 

I It = 2l) + 12 - 1,28 

1 
a 

MdR! 2F". · 8' 'ma:r 

Fa + Fi 
F lI, = --2- = mittl. Flache 

Ua + Ui . 
U m = 2 = mlttl. Umfang 

Verdrehungewinkel {J 

n = l 1,5 2 3 

1Ji1 = .0,670 0,85 0,927 0,985 
1Jiz = 7,09 0,08 4,37 3,80 

0mllX in den Punkten der Be­
grenznngelinie, mit Ausnahme 
der Enden . 

In den Abrundungen wird 0 

etwa 60% groJ3erl. 
Md 

f} = ----;-1--
alt 88 G 

F,,, 
'max = 2 -U G· f} 

'" 

Anm.: Abb. unter Pos. 5 bis 7 aus C. Weber: Drehungsfestigkeit (VDI-Forschungsheft Nr. 249). 
1 Uebel, Fr.: Zur Berechnung von drillbeanspruchten Staben mit rechteckigem und aUf? Rechtecken 

zusammengesetzten Profilen (Walztrager). Forschung 10 (1939) S. 123(41 (mit Literaturangaben). - Engel­
mann, Fr.: Verdrehung von Staben mit einseitig-ringformigem Querschnitt. VDI-Forsch.-Heft 6 (1935) 
S.146(154. 
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Die groBte Schwierigkeit ffir den Konstrukteur bei der Beurteilung der Tragfahigkeit eines 
Querschnittes gegeniiber Torsionsbeanspruchung liegt darin, daB er sich im allgemeinen kein 
klares Bild iiber die Spannungsverteilung machen kann. Sobald dies moglich ware, wiirde er 
auch die Tragfahigkeit besser beurteilen konnen. 

Wie stark man sich irren kann, wenn man allgemein annehmen wollte, daB auch ffir 
Torsion das Material moglichst weit von der Achse angeordnet werden sollte, zeigt folgender 
Vergleich: Die Querschnitte 1 und 2 (Abb. 12.4;4) sind ffir Biegung fast gleichwertig. Ffir Torsion 
ist ffir Querschnitt 1: 

. 1 
Md =3lt 82 Tmax, It = 2·6 + 10 -1,2 . O,S = 21 cm, und 

Md Md 
Tmax = 1 = 4,48 at. 

3".21. 0,64 

F ·· Q hni 9 M 2F ') 6· 10 + 4,4· 8,4 ° S d Md ur uersc tt ~: d = In • 8 • Tmax = ~ 2 • , Tmax un Tmax = 77,6 . 

Die Torsionsspannung ist also fur den ersten Querschnitt ~~~~ = 17mal so groB als ffir Quer­

schnitt 2. 
1 2 

Abb. 12.44. Fill Bie­
gung beide Quer­
schnitte gleichwer­
tig. Fur Ver d re­
hun g I-Querschnitt 

ungeeignet. 

Es gibt nun ein einfaches Hilfsmittel, 
von Prof. L. Prandtl (Gottingen) vor­
geschlagen, urn die Spannungsverteilung 
anschaulicher zu machen: 

Man denke sich aus einem Blech ein 

i--· 
'---+_...J 

~ 

- --I- f-

I 
I 
I 

Loch ausgeschnitten, von der Gestalt des Abb.12.45. Niveaulinien bei verschiedenen Querschnit.tsformen. 
Querschnittes, fUr den die Torsionsbean-
spruchung beurteilt werden solI, und iiber dem Loch eine Membran gespannt. Eine Membran 
ist eine Haut, die gar keine Biegungssteifigkeit hat, z. B. eine Seifenhaut. Wenn auf beiden 
Seiten der Haut der Druck gleich groB ist, so bleibt die Haut eben. Wenn wir aber den 
Druck auf der einen Seite erhohen, so wolbt sich die Haut, und das Gefalle des Hiigels ent­
spricht an jeder Stelle der GroBe der dort auftretenden Schubspannung. 

Der Beweis fur diese Analogie liegt darin, daB beide Probleme auf die gleichen Differential­
gleichungen zuriickzufiihren sind 1. Man kann in die Querschnitte die Niveaulinien leicht ein­
zeichnen und danach die Spannungsverteilung beurteilen (Abb. 12.45). 

Die Formanderungsarbeit ist ffir aIle Querschnittsformen gleich Moment mal halben Ver­
drehungswinkel, also 

(12.55) 

Die Werte von Md und f} konnen ffir den Kreisquerschnitt aus den Gl. (51 u. 52) und fur 
andere Querschnittsformen aus Zahlentafel 12.S entnommen werden. Ffir den Kreisquerschnitt 
ist mit V = f . l = 'TC/4 • d2 • l 

.. 2 
\)f = max. V 
n 4G . (12.56) 

12.4. Z llsammengesetzte Beanspruchungen. 
Jede allgemeine Kraftwirkung kann auf eine Uberlagerung der drei grundlegenden Be­

lastungsfalle 12.1 (Zug, Druck), 12.2 (Biegung) und 12.3 (Verdrehung) zUrUckgefiihrt werden. 
Wirkt auf den prismatischen Korper (Abb. 12.46) eine beliebige Kraft P, so kann diese immer 
in zwei Komponenten Pz und PXY zerlegt werden, indem durch die Kraft eine Ebene senkrecht 

1 Fiir den Beweis siehe Abschnitt 17. 
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zur XY-Ebene (die durch die Stabachse geht) gelegt wird. Durch Uberbringung dieser beiden 
Komponenten nach der Schwerachse 88' des Stabes, erhalten wir folgende Beanspruchungen: 

1. Ein Drehmoment Pz ' a, in einer Ebene senkrecht zur Stabachse wirkend; 
2. eine Kraft Pz in 8; 
3. ein Moment P xy • b in einer Ebene wirkend, die durch die Stabachse geht, den Stab also 

verbiegt; 
4. eine Einzelkraft P xy in 8, 

zf welche in den Komponenten P x und 

I P y zerlegt werden karol, die beide 
in der XY-Ebene wirken. 

Wollen wir z. B. die Beanspru­
chungen in der Einspannstelle E be­
rechnen, so erhalten wir: 

1. eine Torsionsbeanspruchung 
durch das Moment P z ' a, das in den 
Punkten 5,6 die groBten Torsions­
spannung Tmax = Md/"Phb2 und in 
7, 8 T:nax = M d/"P b h2 erzeugt; 

2. die in 8 wirkende Kraft Pz be­
ansprucht den Einspannquerschnitt 
auf Biegung; 7-8 ist die neutrale 
Faserschicht, die groBten Biege­
spannungen treten in 1-2 und 3-4 
auf. Die in der Einspannebene noch 

Abb.12.46. wirkende Querkraft Pz wird me i­
stens vernachHissigt; 

3. das Moment P Xy ' b, das in der XY-Ebene wirkt, beansprucht den Stab auch auf Biegung, 
mit 5-6 als neutrale Faserschicht und den groBten Biegespannungen in den Fasern 1-4 und 2~3 ; 

4. die Komponente P y in der Stabachse wirkend beansprucht den Stab auf Zug, gleichmiWig 
tiber den Querschnitt verteilt. Die Kraft P x (in der XY-Ebene) erzeugt nochmals Biegung 
mit 5--6 als neutrale Faserschicht. Die in 8' wirkende Querkraft P x wird wieder vernachlassigt. 

Abb.12.47. 

An wendungsbeispiel 12.4. Berechnung des 
Fundamentes eines freistehenden Drehkrans. Die 
Krafte (Abb. 12.4;7) 

L Last an der Spitze des Auslegers wirkend 
(Hebelarm a), 

G Gewicht des drehbaren Auslegers, am He­
belarm b ~rkend, 

G1 Gewicht der feststehenden Kranteile in del' 
Mittellinie der Saule, 

Go = Fundamentgewicht, 
kormen immer zu einer Resultierenden 

8 = L + G + G1 + Go 

vereinigt werden, deren Entfernung as von der Dreh­
achse aus del' Gleichung: 

L . a + G . b = 8 . as 

berechnet werden kann. Der Boden ist erstens durch 
die Kraft 8 in der Schwerachse wirkend gleichmaBig auf Druck beansprucht: 

ad = -8/! 
und zweitens infolge des Biegemomentes 8 . as durch eine geradlinig verteilte Pressung mit den 
Extremalwerten 

ab = =t= 8 . ad W 
wenn angenommen wil'd, daB fUr den Boden das Hoohesche Gesetz gtiltig ist. Beide gleich­
gerichtete Normalspannungen konnen addiert werden; die groBte Kantenpressung - ad + ab 
darf einen von den Bodenverhaltnissen abhangigen Grenzwert (etwa 2-2,5 kg/cm2) nicht tiber­
schr~iten. Da das Erdreich keine Zugspannungen aufnehmen kann, muB auch die kleinste 
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Flachenpressung aa - ab positiv bleiben. Die Standsicherheit erfordert, daB das Kippmoment 
L (a - Yo) + G (b - Yo) kleiner als das Stabilitatsmoment (Go - G1 ) Yo ist. Es ist gebrauchlich 
das Fundamentgewicht zwei- bis dreimal so groB zu machen als aus der Gleichung: Kipp­
moment = Stabilitatsmoment foIgen wiirde. 

Der allgemeine Spannungszustand. Wir leiten zunachst die Gleichgewichtsbedingun­
gen der Krafte ab, die an einem (an der Stelle x, y, z herausgeschnittenen) Wiirfel mit 
den Seitenlangen dx, dy und dz wirken (Abb. 12.48). Von den Spannungskomponenten sind zur 
X-Achse parallel: die Normalspannung ax und die Schubspannullgen 
Tyx llnd Tzx. Aus dem Satz der zugeordneten Schubspannungen (vgl. tiiz 

S. 43) folgt: 
Txy = Tyx = Tz , Txz = Tzx = Ty und Tzy = Tvz = Tx . 

Es gibt somit nur drei voneinander verschiedene Schubspannungen. 
Bei del' Bildung der Komponentensumme in der X-Richtung ist jede 

dieser Spannungen mit der Flache zu multiplizieren, auf die sie wirkt. 
Dabei ist zu beachten, daB die gleichbezeichneten Beitrage, die von zwei 
parallelen Seitenflachen stammen, sich um ein Differential voneinandel' 
unterscheiden. Unter der Annahme, daB im Element keine Massen- Abb.12.48. 

krafte wirken, lautet die Gleichgewichtsbedingung in der X-Richtung: 

( aax ) (' aTz) (-- aTy ') ax+a-xdx dydz-axdydz+ rz+aydY dzdx-Tzdzdx+ TY+azdz, dxdY-Tydxdy=O. 

Sie liefert die el'ste der dl'ei Gleichungen: 
a~ a~ a~ a~ a~ a~ 
ax+ay-+az-=O Ty+az+ax=O und (12.57) 

deren folgende durch zyklische Vertauschung der Zeiger x, y und z aus der ersten hervorgehen. 
Bei del' Gestaltanderung erfahren die Koordinaten x, y, z Anderungen~, 'fI'" die als unendlich 

klein angesehen werden diirfen. Eine kleine Strecke dx erfahrt die Anderung d~, so daB 
a~ an at 

ex = ax ebenso ey = ay und cz = a~ 

ist. Die Strecke dx und d y, die VOl' der Formanderung rechtwinklig zueinander standen, erfahren 
eine Winkelanderung YXy (Abb.12.49). 

_ a1) -L a~ ebenso 
YXy - ax I ay' 

- a ~ I an und 
Yyz = ay T az a~ a~ 

Yzx =az+ ax· (12.58) 

Aus dem Hookeschen Gesetz 
sechs Gleichungen: 

fiir den isotropen K6rper folgen die 

TZ = G yxy 

Tx = Gy yZ j (12.59) 

Ty = Gyzx. 

und durch Addition die raUlnliche Dehnung: 

A 

dx 11 

O(x,y,z) 

07Jdx 
ax A' 

I 
I 
I 
J 
I 
I 8' I _-_ciJ~d. 

0' ---- Ui y 

dy 8 
Abb.12.49. 

m-2 
e = ex + ey + ez = -E (ax +ay +az). (12.60) m 

Durch Aufl6sen del' Gleichungen (59) nach den Spannungen erhiilt man: 

a"'=2G(~~+m e 2)' ay=2G(~J+m e 2 ) und az=2G(~:+m e 2). (12.61) 

Der ebene Spannungszustand, der dadurch gekennzeichnet ist, daB alle Spannungen in einer 
Ebene wirken, hat (wie wir spateI' sehen werden) eine groBe praktische Bedeutung. Die Gleich­
gewichtsbedingungen (57) vereinfachen sich dann mit az = 0, Ty = Tx = 0 und T z = TZU: 

aax aT aay aT 
- -L - = 0 und + 0 (12 62) ax I ay ay ax = . . 

Betrachtet man ein rechtwinkliges Volumenelement (Abb.12.50) auf dessen Kathetenflachen 
nul' die Normalspannungen a1 und a2 wirken, so k6nnen die Spannungen a<p und T<p in del' Hypo-
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thenusenflache df aus der Bedingung herechnet werden, daB das aus dem Korper herausge­
schnittene Volumenelement in Gleichgewicht sein muB. In der X-Richtung wirken die Krafte 

(h df sin qy , 7:rp cos qydf und a rp sin qydf 

und in der Y-Richtung: 

a2df cos qy , 7:rp sin qydf und arp cos qydf . 

Die Gleichgewichtshedingungen 
+-a:----.L---:n<:"':":"~----40 liefern die Gleichtmgen: 

in heiden Richtungen 

a1 sin qy - 7:rp cos qy -arp sin qy = 0, und 

+// a2 cos qy + 7:tp sin qy -arp cos qy = ° 
und daraus die Spannungen: 

Abb. 12.50. Der ebene Spannungszustand. 

-0-

und 

I +rr 
I 
I 
I 

l??--i 

,+(7' 
I 
I 
I -+---7'-"010-09 ....., 

(12.63) 

(12.64) 

Abb.12.51. Spannungskreis. Abb.12.52. Spannungen in zwei zueinander senkrechten Schnitten. , 

Abb.12.53. Zug·, Druck· resp. Biegebeanspruchung. 

Abb. 12.55. Umschlingllng (WiirfcJ auf 4 Seiten gedriickt, 
wahrend zwei unbeJastet bleiben). 

+(7" 

Abb.12.57. Biegullg und Verdrehuug. NB. Die Scher· 
oder Stanzbeanspruchung wird durch den gleichen 

Kreis (Druckseite) klargestellt. 

-q 

-'( 

Abb.12.54. Reine Schubbeansprucbung. 

~ t If-$ B-1l'~+------IPg 

~ B A 

.J-q~OZ +"(7' 

Abb.12.56. Zug· und Biegung. 

Die SchnhspalIDung wird am groBten fiir 
sin 2qy = 1, also fiir qy = 45°. 

(12.64a) 

Die tihersichtlichste Darstellung des e henen 
Spannungszustandes riihrt von Prof. C. Cul­
man 1 her. Man trage auf einer Ahszissen­
achse vom Ursprung ° die heiden Span-

1 In der Literatur wird diese Darstellung meist 
als Mohrscher Kreis bezeichnet. Prof. C. CuI· 
mann (Eidg. Techn. Hochschule in Ziirich) hat 
sie aber schon viel friiher (1875) verwendet. 
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nungena2 =OA unda1 =OB unter Beriicksichtigung derVorzeichenab (Abb.12.51). Schlagtman 
iiber A B als Durchmesser einen Kreis, so stellt dieser Kreis den ebenen Spannungszustand dar. 
Urn die Spannung in einem Schnitt unter dem Winkel zu bestimmen, zieht man vom Mittel­
punkt M (Abb. 12.52) die Linie MO, die den Winkel 2rp mit der Abszissenachse einschlieBt; 
die Koordinaten von 0 geben die Spannungen aep und Tep. Der Beweis liegt in der Figur selbst; 

der Mittelpunkt M hat die Abszisse a1 ; a2 mid der Radius ist gleich a12 a2 . Noch etwas an­

schaulicher erhalt man die Spannung in einem Schnitt unter dem Winkel rp zur a2-Richtung 
und 'senkrecht dazu, wenn diese beiden Winkel von A aus aufgetragen werden. Aus der 
Abbildung ist auch der Satz der zugeordneten Schubspannungen (in den Punkten 0 und 0') 
deutlich ersichtlich. 

Urn den Spannungszustand zu zeichnen, miissen die Spannungen in zwei beliebigen, aber 
zueinander senkrechten Schnitten bekannt sein; diese beiden Punkte (0 und 0', Abb.12.52) 
liegen auf einem Durchmesser des Spannungskreises. Sind diese Spannungen bekannt, so findet 
man die Richtungen der Hauptspannungen aus der Gleichung: 

2T 
tg 2 rpl = ±-- (12.65) 

aX-ay 

und der Hauptschubspannungen aus: 
ax-ay 

tg2rp2 = ± 2T . (12.66) 

Fiir rp = konstant sind das die Gleichungen der Isoklinen. 
In den Abb. 12.53-57 sind einige oft vorkommende Spannungszustande dargestellt. 
Ebene Formanderungen sind dadurch gekennzeichnet, daB aile Punkte, die im unver­

zerrten Zustande z.B. auf einer zur XY-Ebene parallelen Ebene sich befunden haben, auch nach 
der Verzerrung auf einer solchen liegen. Es ist also, = 0 und die Verschiebungen ~ und 1] nur noch 
Funktionenvon x und y. Von den Spannungen verschwinden Ty und Tx, so daB mit Tz = T 

aus den Gleichgewichtsbedingungen (57) folgt: 
aax aT 
ax + ay = 0 und 

Das sind die gleichen Gleichungen wie fUr ebene Spannungszustande. 

Weiter folgt aus Gl. (59): 

ax+ay 
az = --- = 0,3 (ax +ay). 

m 

oder 

12.5. Statiscb unbestimmte Konstruktionen 

(12.67) 

(12.68) 

sind solche, bei denen die Gleichgewichtsbedingungen zur Berechnung der Reaktionen nicht 
ausreichen und die Formanderungen beriicksichtigt werden miissen. Bei der Losung solcher 
Probleme geht man am zweckmaBigsten von der Formanderungsarbeit aus. 

12.51. Dem allgemeinen Satz von Castigliano: 
a2{ 

qi = aQi resp. 
a2{ 

Yi = aM . 
• 

(11.5 resp. 6) 

schlieBt sich ein zweiter an, der durch eine einfache SchluBfolgerung daraus abgeleitet wird. 
Ist namlich unter den Kraften eine (Qo resp. Mo), von der wir wissen, daB ihr Angriffspunkt keine 
Verschiebung (resp. keine Verdrehung) erfahrt, so muB 

a2{ = 0 resp. a2{ = 0 
aQo aMo 

(12.69) 

sein. Damit erhalten wir eine Gleichung, die zur Bestimmung dieser Krafte (resp. Momente) 
benutzt werden kann; solche Krafte sind die Auflagereaktionen und die Einspannmomente. 
Gleichung (69) sagt also aus: Die statisch unbestimmten GraBen machen die Form­
anderungsarbeit zu einem Minimum (Satz vom Minimum der Formanderungsarbeit). 

Es laBt sich namlich nachweisen, daB ein Mimimum und kein Maximum vorliegt. Allgemein ist die Form. 
anderungsarbeit bei einem auf Biegung beanspruchten Korper: 

J P 2 JM2 
2{= 2jE ds + 2ZEds 
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und 05!( J'pooPo IMOM 
oQi = fE oQi ds+ ZEaijds=O, 

025!( J" Po 02 Po I 1 (OPO)2 f M 02M J 1 (OM)2 oQ~ = flE" oQ~ ds + IE oQi ds + ZE oQi ds + ZE oQi ds. 

Da Po und M lineare Funktionen von Qi sind, werden die zweiten Differentialquotienten zu Null, so daB 

025!( J 1 (0 Po) 2 f 1 (0 M)2 oQi = . IE oQi ds + ZE oQi ds>O. 

Dieser Ausdruck ist sieher immer positiv, so daB 5!( ein Minimum wird. 

Anwendungsbeispiel12.5. Die Gleichgewichtsbedingungen des in Abb. 12.58 skizzierten 

Tragers; A + B = p . l und B . l- P ~2 + M 0 = 0 

geben zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, A, B und Mo. Nach dem Satz von Oastigliano 

A 

Abb.12.5S. 

und 

8 
erhalt man die drei gleichwertigen Gleichungen: 

I 

1. Balken in B unterstiitzt: -~-~ = I M . ~;- d x = 0 : 
o 

I 

05!( f oM 2. Balken in A eingespannt: oM = M· oM- dx = 0, 
o u 0 

I 

05!( f oM 3. Balken in A unterstiitzt: oA = M' ll dx = O. 
o 

Es ist grundsatzlich gleichgiiltig, welche der drei Gleichungen wir wahlen; sie unterscheiden 
sich nur durch die partielle Ableitung des Momentes nach der statisch unbestimmten GroBe. 

I 

1. M = B x - p ~; ~~ = x . I (B x - p ~2) X d x = B { _p~4 = 0, woraus B = : p 1 
u 

und mit der zweiten Gleichgewichtsbedingung: Mo =_p~2 . 

2. Um ;~ zu berechnen, muB in der Gleichung M = Bx - P ;2, die zweite Gleichge­

wichtsbedingung Bl = p;2 _ Mo eingesetzt werden. Daraus folgt dann: 00::0 = ~ . 

px2 oM 
3. M = (pl - A) x - 2; a A = - x. Die drei Gleichungen fiihren also zum gleichen 

Ergebnis. 

D· N' . B' ( 05!( ) Ie e1gUl1g 111 1st ex = tg ex = ., M . 
u Bil1B=O 

I 

ex = J~I(Bx- pt)'dx = )E (136 pl3 -! pl3) = 418' j;. 
o 

Die Momel1tenflache konstruiert man am einfachsten aus der Superposition eines beidseitig 
frei gelagerten und gleichmaBig belasteten Balken mit einer einseitigen Belastung durch Mo. 

In ahnlicher Weise konnen die statisch unbestimmten Trager in Zahlentafel12.9 berechnet 
werden. 

1 

El-Linie 

Mo­
menten­
flaehe 

Zahlentafel 12.9. Statisch unbestimmte Trager . 

. _ 5 p. _11 P 
A - 16 ' B - 16 

3 
Mo = 16 P l = Mmax 

5 
M=---Pl 

p 32 

7 Pia 1 P l3 
111 = 768 J E; Imax = lO7;3 J E 

P 12 
tg IX = 32 J E (In A.) 



2 

3 

4 

Mo-
. menten-
I flache 

El-Linie 

Mo­
menten­

flache 

Mo-
menten­
flache 
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Zahlentafel 12.9 (Fortsetzung). 

.~IIIIIIIIIIIIIIIIIIII~m~IrIIIIIIIIIIII~B 

Lw~F~1 
~ ~p4 i 
~ ______________ ~l_t 

1 
Mo = Mmax = Spl2 

P l3 
tga = 48 J E 

P l4 
fmax = 185JE 

Der Neigungswinkel in P ist gleich Null; 
die Superposition von P!2 und Mp gibt: 

Pj2 . (lj2)2 j~lp lj2 
ap =0= 2 JE -JF und 

1 
Mp = Mmax = S P l = 111 A 

P l3 
f = 192JE 

Wenn viele Krafte auftreten, und das Tragheitsmoment veranderlich ist, miissen bei der 
Anwendung des Satzes von Cas t ig lian 0 sehr viele Teilintegrale berechnet werden, was jedenfalls 
zeitraubend ist. Wenn das Tragheitsmoment sich nicht nach einer einfachen mathematischen 
Gleichung andert, kann die Integration auBerdem groBe Schwierigkeiten bereiten. Unter solchen 
Umstanden, die meist bei mehrfach gestiitzten und beliebig belasteten Wellen mit verander­
lichen Durchmessern vorliegen (Abschn. 31.5), macht man mit Vorteil voneiner graphischen Me­
thode Gebrauch, die aus dem Satze von Maxwell abgeleitet wird. 

12.52. Satz von Maxwell liber die Gegenseitigkeit der Verschiebungen. Ein Karper sei fest 
unterstutzt, so daB bei 'der Formanderung die Reaktionen keine Arbeit leisten. Auf den 
Karper wirken in den Punkten 1 und 2 zwei beliebige, von Null an stetig zunehmende Krafte. 

Dann ist die Formanderungsarbeit: \.If = Q1 ~ + Q2 ~ , worin ql und q2 sowohl von Ql als Q2 ab-
hangen. ~ 

A o2i ql Ql oql Q2 0q2 .r I Q OQl Q' OQ2 
us OQl = ql = 2 +2 oQ1 + 2 OQl J.o gt ql = 1 oQ~ + 2 oQ~' 

Fiir den Fall, daB nur Q2 allein wirkt, d. h. Q1 = 0 ist, wird fUr Punkt 1; da q2 = ~g2 ist: 

OQ2 tJ2 2i 
Ql,2 = Q2 OQl = Q2 OQ1' oQ; . 

In ahnlicher Weisefinden wir: Q~ = Ql ~~12 + Q2 ~~2' ' fi. 

und wenn Q1 allein wirkt, d. h. Q2 = 0 ist, wird fiir Punkt 2: 
o Ql 021.J( 

Q2,1 = Ql oQ2 = Ql OQl aQ2 . 

Daraus folgt: 

oder 
A Abb.12.59. 
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Satz: Das virtuelle Moment der Kraft Ql fiir die Verschiebung des Angriffs­
punktes 1, hervorge bracht durch Q2' ist gleich dem virtuellen Moment der Kraft 
Q2 fiir die Verschie bung des Angriffspunktes 2, hervorge bracht d urch Ql. 

Wenn 8 irgendeine Verschiebung des Angriffspunktes ist, die aber gar nicht zu bestehen braucht (virtuelle 
Verschiebung), wird das Produkt Q. q das virtuelle Moment der Kraft Q genannt (Abb. 12.59). 

Bei einer in drei Punkten gestiitzten Welle kann die Reaktion auch durch einfache Super­
position bestimmt werden. Wenn 0 bekannt Ware, dann hatten wir einen statisch bestimmten 

Trager A B, so belastet durch die Krafte PI> P2 und - 0, 
A C B daB die Durchbiegung in 0 zu Null wiirde. Wir denken 
x--~f--~~-~:""-~ uns nun die Stiitze 0 weg und bestimmen zuerst die Durch­

C)~---r----+-----r---~ 

Abb.12.60. 

biegung in 0, wennPlallein wirkt. Da innerhalb des Hooke­
schen Gesetzes die Durchbiegungen mit den Kraftenpropor­
tional sind, konnen wir auch die Krafteinheit (I t oder I kg) 
als Belastung nehmen, und die elastische Lillie dafiir kon­
struieren (nach Mohr) (Abb. 12.60 a). Dann ist in 0 die 
Durchbiegung PlYl. In ahnlicher Weise finden wir die 
Durchbiegung in 0, wenn P2 allein wirkt, zu P2Y2' und wenn 
- 0 allein wirkt, zu - OYe. Da nach der Voraussetzung die 
gesamte Durchbiegung in 0 zu Null wird, muB 

PlYl + P2Y2 - 0Ye = 0 
sein. Das ist eine Gleichung zur Bestimmung von O. Dazu 
war es allerdings notwendig, drei elastische Linien zu kon­
struieren, was umstandlich ist. Nun folgt aber aus dem 
Satze von Maxwell, daB die Durchbiegungen Yl und Y2 
auch aus der Abb.12.60c zu entnehmen sind. Wir brauchen 
demnach die beiden ersten elastischen Linien nicht zu zeich­

nen, sondern nur die Linie fiir 0 = 1. Diese Linie nennt man die EinfluBlinie. 
Diese Methode fiihrt immer rasch zum Ziel, wieviel Krafte auch auf die Welle wirken. Wir 

brauchen nur die Summe Py, unter Beriicksichtigung der Vorzeichen, zu bestimmen, und 
;g Py - OYe = 0 (12.70) 

zu setzen. Der MaBstab, in welchem die EinfluBlinie konstruiert wird, spielt bei der Ermittlung 
von 0 aus dieser Gleichung keine Rolle. 

Liegen die drei Lager nicht in einer Linie, sondern ist das Mittellager 0 um - f mm nach 
oben, oder urn +fmm nach unten verschoben, so liefert die Gleichung 

p ;gPy-Oy = ±f (12.71) 

Ar--+--r:="P:'-....L.~~-...I..-""'IB sofort die gesuchte Reaktion O. iller muO aber der MaB­
stab der EinfluBlinie beriicksichtigt werden. 

Abb.12.61. 

Hat die Welle zwei odei' mehr Mittellager, so ist die 
EinfluBlinie fiir jede Mittelstiitze zu konstruieren. Wir er­
halten dann immer so viele Gleichungen ersten Grades als 
Mittelstiitzen vorhanden sind (Abb. 12.61): 
;g py' - Oy~-DYd = 0, ;g py" -Oy~' -Dy// =0. (12.72) 

Die Reaktionen sind damit eindeutig bestimmt. 
Wenn das Tragheitsmoment konstant und der Trager 

vielfach unterstiitzt ist, macht man oft mit Vorteil Gebrauch 
von der 

12.53. Clapeyronsche Momentengleichung. Die Methode beruht darauf, daB die Bie­
gungslinien fiir zwei aufeinander folgende,Offnungen im gemeinsamen Stiitzpunkt die gleiche 
Tangente haben miissen (Abb. 12.62). Dabei ist zu beachten, daB die Tangente der r-ten Offnung 
entgegengesetzt gerichtet ist zur Tangente der (r + I)-ten Offnung. 

'P = -'P' . 
Es hat sich dabei als zweckmaBig herausgestellt, als Unbekannte des Problems nicht die Auflager­
reaktionen, sondern die Momente in den Schnitten durch die Stiitzpunkte (die Stiitzenmo­
me n te) zu wahlen. Wir denken uns den Trager in den Stiitzpunkten zerschnitten, und die dort 
wirkenden Spannungen durch auBere Krafte ersetzt. Dadurch ist jede Offnung auf einen 
einfachen Balken zuriickgefiihrt, fiir den sofort (durch Superposition) die Momentenflachen 
gezeichnet werden konnen (Abb. 12.62). Daraus folgt folgende allgemeine 
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Regel: Wir heben die Kontinuitat auf, und zeichnen die Momentenflachen 
des nicht kontinuierlichen Tragers fiir die einzelnen Offnungen, die Mo-Flache. 
Die wirkliche Momente.nflache wird dann durch die Verbindungslinie Cl-er Stiit-
zenmomente abgetrennt. 

Ohne weiteren Beweis fiir die 
allgemeine Giiltigkeit leitet man 
daraus ein Naherungsverfahren 
fiir die Berechnung mehrfach ge­
stiitzter Trager ab, indem man an­
nimmt, daB die Stiitzenmomente 
niemals gr6Ber werden k6nnen als 
das gr6Bte Moment der Mo-Flache. 
Wenn man also die einzelnen Teile 
als freiaufliegend betrachtet, so 
rechnen wir zu sicher. 

Abb.12.62. Konstruktion der Momentenflache mehrfach gelagerter 
Trager (aus Winkel). 

Jeder statisch unbestimmte Trager mit konstantem Tragheitsmoment darf 
fUr die Festigkeitsreehnung als in den einzelnen Stiitzen frei aufliegend betrach­
tet werden. Selbstverstandlich gibt diese Methode niemals die richtige Lage des gr6Bten 
Biegemomentes an, und sie darf deshalb auch nicht verwendet werden, um die Formanderungen 
der Welle zu bestimmen. 

Aus der Momentenflache laBt sich der Neigungswinkel in dem Stiitzpunkte bestimmen: 

JEtgrp = B I , 

worin BI der Auflagerdruck des mit der Momentenflache belasteten Tragers Al BI ist. 
riicksichtigung des Vorzeichens der verschiedenen Momente folgt aus Abb. 12.63: 

Lr M r _ 1 lr M,. 2 
BI =T+-2-' a+2' a l,., 

r 

worin L,. das statische Moment der 
Mo-Momentenflache der r-ten Off­
nung in bezug auf den linken Stiitz­
punkt ist, so daB 

L1' Mr_ 1lr M1' lr 
tgrp = l JE + 6JE +3JE' 

r a b 

(12.16) 

Ohne Be-

Ebensofinden wirfiirdie(r+l)-te 
Offnung: 

Abb.12.63. Zur Bestimmung der Neigungswinkel an den Auflagerstellen 
(aus Winkel). 

R M l M l t I _ r+1 + 1'+1 r+1 + ~ 
grp-l JE 6JE 3JE' r+1 

Hierin ist Rr+l das statische Moment der Mo-Momentenflache der (r + I)-ten Offnung in 
bezug auf den rechten Stiitzpunkt. 

Durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung rp = - rp' erhalten wir: 

M r- 1 lr + 2Mr (l,. + lr+l) + M1'+1 lr+1 = - 6 (~1' + ~1'+l) (12.73) 
. l' 1'+1 

d. i. die Dreimomentengleichung von Clapeyron. Bei n Offnungen erhalten wir n - 2 
solcher Gleichungen, und wenn der Balken an den Enden frei aufliegt, ist Ml = Mn = O. Die 
Olapeyronschen Gleichungen reichen also vollstandig aus, um die Stiitzenmomente zu be­
stimmen. Diese Berechnungsmethoden gelten unter der ausdriicklichen Voraussetzung, daB 
keine Verschiebung in den Auflagerstellen eintritt, also fiir starre Lagerung. 

12.54. Anwend1lllgsbeispiele. Bei allen statisch un-
bestimmten Problemen ist zu beachten, daB ihre Be- ~ ~ 
rechnung vonder Voraussetzung ausgeht, daB die Form- .--.--.. ;;----~ 
anderungen ausschlieBlich durch die bekannten 
auBeren Krafte erfolgt. Raben wir z. B. einen auf drei Abb. 12.64. Formanderung iufolge ungleichmaBiger 
Stiitzen gelagerten Dampfkessel (Abb. 12.64;), so k6n- Erwarmung. 

nen die Auflagerreaktionen A, B und 0 nach den angegebenen Methoden berechnet werden. 
Wird nun der Kessel in Betrieb gesetzt (geheizt), so erwarmt sich das Wasser und damit die 
verschiedenen Toile des Mantels ungleichmaBig; die obereKesselhalfte kann bis zu 100°0 warmer 
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werden als die untere. Del' Kessel muB sich infolge del' verschiedenen Ausdehnung verziehen, 
was zur Folge hat, daB er, trotz del' dreifachen Lagerung, dann nul' auf zwei Stiitzen ruhen kann. 
In solchen Fallen gilt als Konstruktionsregel den Korper nul' zweifach, also statisch be­
stimmt zu lagern, um UberIastungen del' Stiitzen nach del' Inbetriebsetzung zu vermeiden. 

Man kann auch sehr lange Korper auf zwei Stiitzen, ohne groBe Biegemomente giinstig lagern, 
wenn die Stiitzweite 10 zweckmaBig gewahlt wird (Abb.12.65). Die Momentenflache c findet 
man durch Superposition del' Teilbelastungen a und b. Die Biegebeanspruehungen werden am 
giinstigsten, wenn das Stiitzmoment MA gleich dem Moment lvlm in del' Tragermitte ist, also fiir 

b 

liP' a2 j2 = P " 1~j8 - P . a2j2 odeI' fiir a2 = l~j8 , 
~ P g l P"2 ;1 d. h. fiir a = 0,353510 = 0,2071. Das groBte Biege-
7IfI14$'IiIICl!!!iW~liiililliliiilii$jli~~ moment P" a2 j2 = 0,0215 P "12 ist nul' rd. ein Sechstel 

des Momentes, das auftreten wiirde, wenn del' Kessel an 
den beiden Enden unterstiitzt wiirde. 

F···· + 

SuperjJosilion 
~ 

c~~~ I II I 

An wend ungs beis piel 12.6. Berechnung eines 
fahrbaren Krangeriistes (Boekkran, Abb. 12.66). Del' 
Trager III sei beliebig belastet und in A und B starr 
(d. h. ohne Winkelanderung) mit den Stiitzen I und II 
verbunden. 0 und D sind feste Drehpunkte, da die Lauf­
rader auf dem Sehienenkopf frei drehbar und dureh den 
Spurkranz gegen seitlicher Verschiebung gesichert sind; 
es treten dort also vertikale und hol'izontale Reaktionen 
auf. Die vertikalen Reaktionen VI und V2 konnen aus 
den Gleichgewichtsbedingungen bereehnet werden, wah­
rend die horizontale Reaktion H von del' Formanderung 
des Tragers abhangt und aus dem Satz vonCastigliano: 

am _ _ rp~~; ax JJJrI ~: dx 
Abb.12.65. Giinstigste Stiitzweite. 

a H - ° -=J -f· E + JE 
berechnet werden kann, wobei iiber das ganze Stabvolumen, also iiber die drei Stabe I, II und 
III integriert werden muB. Dabei darf das erste Glied diesel' Gleichung (das sind die Formande­
rungendurch die Langskrafte) gegeniiber dem zweiten Glied (das sind die Verformungen durch 

Biegung) vernachlassigt werden. 
Fiir die Stabe I und II ist M = H· x , 

aM 
aH = x und 

h h 

~---+--t-----~ 
1 J "aM _ . H J 2d _ H h3 

J E M aH dx - J E x x -3JE' 

If 

Abb.12.66. Krangeriist. 

1 0 1 0 1 

Fiir Stab III ist das Biegemoment an 
einer beliebigen Stelle x: 

M=-H·h+Mx 

und aM =-h 
aH 

worin M x das Biegemoment fiir den bei 
A nndBfrei aufliegenden Tragerist. 

I I I 

J aM 1 J' . H h2 h J Maf[=JE -(H'h+Mx)hdX=JE"l-JE Mx dx. 
000 

I 
2H h3 Hh2 h r 

Nach dem Satz von Castigliano mnB also: 3 J E + JE "l- J E. Mx dx = ° sem, wo-
I 1 0 

bei J M x d x del' Inhalt del' bekannten Momentenflache fUr den frei aufliegenden Stab III ist. 
o 

Daraus folgt: 

klein sein. 

I 

JMxdx 
H = 0 • Damit die Spurkranzreibung nicht zn groB wird, sollte H 

hl+~h2.~ 
3 J 1 
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Anwendungsbeispiel 12.7. Beim Reibradgetriebe del' Firma F. Krupp A.-G. in Essen 
(Abb. 12.67) wird del' AnpreBdruck durch die Spannung in einem geschlossenen Ring erzeugt, 
so daB die LaO'er entlastet sind. Wird die treibende Rolle in Pfeilrichtung gedreht, so bleibt die o .. 
getriebene Rolle zunachst in Ruhe, weil die Vorspannung des Ringes zur Ubertragung des Dreh-
momentes nicht ausreicht. Del' Ring wird dadurch bei F etwas gehoben, und die Beriihrungs­
punkte fallen nun in eine Sehne des Ringes. Die Folge ist, daB die Anpressung del' Rollen sich 

:E 
I 

!J A 
~ ~0.. I /./,;) i 

0.. ...... __ ~ ___ / /0 

" _/ 

--l._--/Iful7gul7sfu!J/ 

-J 

Abb.12.67. Berechnung des Spannringes zum Kruppschen Reibradgetriebe. 

selbsttatig vergroBert, und zwar so lange, bis sie zur Ubertragung del' in Frage kommenden Lei­
stung geniigt. Die Kraft, mit del' del' Ring die drei Rollen zusammenpreBt, ist beschrankt durch 
die Starke des Ringes. 

Weml von del' kleinen Abweichung del' Verbindungslinie EF von del' Mlttellinie des Ringes 
abgesehen 'wird, soliegt eine symmetrische Belastung VOl', so daB die Untersuchung auf %-Kreis 
beschrankt werden kalID. Das statisch unbestimmte Moment Mo erhalt man aus del' Bedingung, 
daB im Querschnitt I - aus Symmetriegriinden - die Verdrehung gleich Null ist, also nach 

dem Satz von Castigliano a~- = 0 wird. Durch Zerlegung in zwei Teilaufgaben a und b fin-
o 

det man aus del' Zahlentafell2.7 die Verdrehung des Querschnittes I infolge del' Kraft Q: 

Yl = ~ [;p + ~ (~ - 1) ] 
und infolge des unbekannten Momen­
tes Mo: 

Y2 = ~o. ~ (~F+~' ) 
Da die totale Verdrehung gleich Null, 
also Yl = Y2 ist, erhalt man nach ein­
facher Umformung: 

Mo= Q.r(1 n().2+ 1))· 

Die Rechnung gibt nur die GroBe des 
Momentes M 0' dessen Richtung durch 
den Pfeil in Abb. 12.67b festgelegt ist. 
In unserem Fall ist Mo negativ, weil 
die Kriimmung des Stabes dadurch ver­
mindert wird. 

e 
A 

2 
M. - --

r (1 +A)rr 

0,1 0,00335 0,634 -O,366Qr 
0,2 0,01366 0,628 -0,372 Qr 
0,4 0,0591 0,601 -O,399Qr 
0,8 0,3733 0,464 -0,536Qr 

1 

0 

~ 8f-- @ _. 

i ~ a b-J I \ ~I--
2f2 I 

Ii \ 
8, ' 

Y " I~~ 
'I -

~ ~ 
iJ != 

~ 
~-

'I -t---
~ b --. 

8 
,/ " I ,/ 

/ 
/ 

2 

~ -- genuue !Techl7ul7§, 

8 
-- Po vernuchllissi§,f _ I---- Z-Jgeselzt una' 

-1 

Po vernuchli!ssig! 
-2 0 ---

'I -2 
0,'1 q8 o 02 

f-... 
Abb.12.68. Spannungsverlauf in einem geschlossenen Ring. 

Fiir den rechteckigen Ringquerschnitt 
sind die Werte Moder 0 benstehenden 
Zahlentafel zusammengestellt. Ver­
nachlassigen wir die Formanderungen del' Normalkrafte gegeniiber den Biegungen, dann 
ist Mo = Q . r (1-2/n) = 0,363 Q . r, welche Vernachlassigung fiir e/r < 1/5 zulassig ist 
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(groBter Fehler 3 %). Die nach Gleichung 12.3l berechneten Spannungen in den Quer­

schnitten I (M = Mo, Po = Q - .a:.0) und II (M = - Mo + Q. r und Po = Q - ~o) k6nnen 

aus Abb. 12.68 entnommen werden. 
Anwendungsbeispiel 12.8. Fiir ein Kettenglied nach Abb. 12.69 findet man durch 

Zerlegung in drei Teilaufgaben (von denen die beiden ersten schon im Beispiel 12.7 berechnet 
sind), mit 

d 

Abb.12.69. SchlingkettengIied. 

Mo d 
Y3 = JE' . 

-1+~(I+,1.) 
2 Mo = Q. r -----~~ 

~(I +,1.)+ dfd. 
2 J 

Fiir die Rundeisenkette ist f =:n; a 2, J = : a4 und ~ = !2' 
Nach den Normen ist air =0,4, so daB nach Zahlentafel12.3 
A = 0,0436 ist. Mit diesen Zahlenwerten wird: 

Mo = 0,255 Q . r . 

1m Schnitt I ist M = - Mo (Kriimmung wird vermindert) und Po = P - M = 0,745 Q. 
r 

Die groBten Spannungen sind dort nach GI. (12.30) fiir 
Q ( 0,255 + a -) Q 

rJ = + a, G = 7 (0,745- 0,0436 • 3,5a = -0,926 7 , 
Q (- 0,255 -a) Q 

rJ = - a, G = 7 0,745 - 0,0436- . 1,5 a = 4,629 7 . 
1m Schnitt II ist M = - Mo + Q. r = 0,745 Q. r und Po = 0,745 Q. 

Die Spannungen sind: fiir rJ = + a: Ga = ~ (0,745 + o~o:~~ . 3~:) = 5,627 ~. 
d f"' Q( 7 0,745 -a) Q un ur rJ = - a: Gi = 1 0, 45 + 0,0436 . 1,5 a = - 10,65 1 . 

AnwendungsbeispieI12.9. 1st die l\fittellinie des Kettengliedes beliebig gekriimmt 
(Abb. 12.70), dann miissen die Integrale graphisch ge16st werden. Vernachlassigen wir die Form- ­
anderungen durch Po, so folgt aus dem Satz von Castigliano: 

d 

l fo 
-t-----!---'-"'f-J 

a 
Abb. 12.70. Lastkettenglied. 

Abb.12.7I. Ankerkettenglied. 

A 

J M'~-!!ds=o 
B oMo 

Mit M = -Mo - Q. y und oMloMo = -1 muB 
A 

A _ JY~ 
J(Q. y-Mo) ds = 0 oder Mo = QB~ 

B J~ 
B 

sein. Ist SS die den Kraften Q parallele Schwerachse des 
Bogens BA, im Abstande e vonB, so wird einfachMo =Q·e. 
Die Langenanderung () des Kettengliedes in der Richtung 

der Krafte Q ist 
A 

() =o2{ =~JM.a..:lids 
a Q ZE oQ' 

B 

Nun ist M = - Q (e - y) = - Q . 1] und 

aMI a Q = - rJ, so daB 
A 

() - 2 Q J 2d -ZE rJ S 

B 

ist. Setzt man J rJ2 ds = T, das Tragheitsmoment des 
Bogens BA in bezug auf die Schwerachse, so ist 
o = 2 Q . TIZE. Die Lage der Schwerachse SS und 
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das Tragheitsmoment T findet man am einfachsten zeichnerisch mit Hilfe von Seilpoygonen 
(vgl. z. B. Taschenbuch Hiitte, Bd. I). 

AnwendungsbeispieU2.1O. Fiir die Schiffskette mit Steg (Abb.12.71) kommt die 
Stegkraft R als neue statisch unbestimmte GroBe hinzu. Die beiden Gleichungen zur Berech­
nung von M und R lauten dann: 

Winkelanderung y in B = 0 und 

Verschiebung in Richtung von R ist (j _ R· r 
- FsE' 

D 

n 

Q i! II- 5uuolrgkl11 Z 
I I ' I I 
_0" 

mi/tfers 

u i! II-GUOO 
I I I , I , I 

-+0- kg/r.'I11/ 

c 

Abb.12.72. Spannungsverteilung in einem Auge (a); b) berechnet; c) aus Dehnungsmessungen bestimmt. 

1~7. 

a b 

o i! II- 5000 
I , , , I , I 
_0" k,g/cm2 

Abb.12.73. Spannungsverteilung in einem geschlossenen Stangenkopf mit Zapfenspiel (p.ach 1;lessnngen von J. Mathar). 

Auch der geschlossene Schubstangenkopf kann als statisch unbestimmter, stark gekriimmter 
Trager berechnet werden. Die groBte Schwierigkeit besteht dabei in der Festlegung der Rand­
bedingungen, die natiirlich in Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit gewahlt werden miissen. 
Das einfache Auge (Abb. 12.72a) kann z. B. in BB und DD als eingespannt betrachtet werden. 
Der Bolzen driickt gegen die Innenflache A B des Auges mit einer Kraft, die von B nach A ab­
nimmt. Da die Kraftverteilung von der Formanderung des Auges abhangt und deshalb zunachst 
nur geschatzt werden kann, wird zur Vereinfachung der Rechnung - entweder eine iiber den 
Durchmesser gleichmaBig verteilte Belastung oder eine in B konzentrierte Einzelkraft angenom­
men. Die unter der Voraussetzung einer gleichmaBig verteilten Belastung (von Dr. Mathar 1) 

berechneten Spannungen sind in Abb. 12.72b eingetragen und mit den tatsachlich auftretenden 

1 Mathar, J.: Spannungsverteilung in Schubstangenkopfen. VDI-Forsch.-Heft 306, 1928. 
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(aus den beobaahteten Formanderungen berechneten) verglichen (Abb. 12.72 c). Die Berechnung 
setzt voraus, daB die Formanderung des Auges durch den Zapfen nicht behindert wird; del' 
Zapfen muB also mit geniigendem Spiel ausgefiihrt werden. Diese Voraussetzung ist in Wirk­
lichkeit nur dann- erfiillt, wenn die berechneten Formanderungen innerhalb des Zapfenspieles 
liegen. Unter diesel' Voraussetzung ist die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Versuch 
befriedigend. Wird dagegen die Formanderung durch den Bolzen gehindert, wie z. B. bei einer 
Vernietung, so sind die Beanspruchungen viel kleineI'. Ahnlich liegen die Verhaltnisse bei del' 
Kopfform nach Abb. 12.73. 

Vgl. auch die Rechnungsweise von J. M. Bernhard: Z. VDI 1930, S. 945, der das Auge als geschlossenen 
Kreis berechnet und zwei Einzelkrafte annimmt, die etwas seitlich von Stangenmitte angreifen. Watzinger, 
Prof. A. (Die Spannungsverteilung in geschlossenen Schubstangenk6pfen. Z. VDI 1909, S. 1033/36) berechnet 
die Spannungen unter der (nicht zutreffenden) Voraussetzung, daB der Schwerpunkt des Schnittes EE 
(Abb. 12.73 a) sich frei verschieben kann, wahrend Ma tsumura, T. (Festigkeit geschlossener Schubstangen­
k6pfe. Z. VDI 1911, S. 460/65) voraussetzt, daB die Entfernung b konstant bleibt, so daB im Schwerpunkt 
noch eine horizontale Kraft wirken muB. 

Reissner, H. und F. Strauch: Ringplatte und Augenstab. Ing.-Arch. 4 (1933) S.481(505. (Exakte 
math. L6sung.) - Leur, E. und K. H. Bussmann: Dauerfestigkeit von Stabk6pfen. Z. VDI 83 (1939) 
S. 513(4. - Thum , A. und E. Bruder: Gestaltung und Dauerhaltbarkeit von geschlossenen Stabk6pfen. 
VDI-Verlag 1939. 

12.6. Warmespannungen. 
Gerade Stiibe. Unter dem EinfluB del' Warme erfahrt der Stab eine Langenanderung: 

LIZ = {J Z (t - to) , 
worin {J die line are Ausdehnungszahl (fUr Eisen (J = 0,0000115 = 11,5' 10- 6), 

Zahlentafel 12.10. Langenanderungen in mm 
verschiedener Rohrbauwerkstoffe von je 1 m 
Lange bei to = 0° bei der Erwarmung auf to C 

(aus Arch. Warmewirtsch. 1937 S.251). 

Sicroma) 

I 

I 
TemperatllI Mo.cu-c-I c-St. c r-Mo-st. ! Cu-Mo-St. t· C St. Jzett-St. 

100 I,ll 1,12 1,19 1,30 
200 2,30 2,45 2,60 2,80 
300 3,60 3,85 4,10 4,40 
400 5,00 5,30 . 5,70 6,10 

Z die urspriingliche Lange, 
t die erhOhte, und to die urspriingliche 

Stabtemperatur ist. Werden die Endpunkte 
des Stabes so festgehalten, daB er sich bei del' 
Erwarmung nicht ausdehnen kann, so treteri 
Warmespannungen auf: 

LIZ 
(f = - T E = - {JE (t - to) . (12.74) 

Fiir E = 21 500 kg/mm2 und {J = 0,0000115 
wird (f = - 0,25 kg/mm2, °0. 

Praktische Bedeutung erhalten diese 
Spannungen z. B. bei Drahtseilen odeI' elek­

trischen Leitungen, die zwischen zwei Festpunkten gespannt sind und (im Sommer montiert) bei 
scharfer Kalte und Schneelast vielfach haher beansprucht werden. 

500 6,55 6,95 7,40 7,85 
600 8,15 8,60 9,20 9,90 

Zahlenbeispie l12.11. Soll beim Schrumpfband (Abb. 12.74), das zur Verbindung 
zweier Radhalften dient, die Elastizitatsgrenze (feZ nicht iiberschritten werden, so folgt die 

Abb.12.74. 

durch die Abkiihlung odeI' durch das Aufpressen erzwungene Langen­
anderung A aus dem Hookeschen Gesetz : 

A (feZ 
S = T= E' 

Mit (feZ = 15 kg/mm2 und E = 21 000 kg/mm2 wird AjZ = 1/1400 odeI' 
fiir Z = 140 mm ist A = 0,1 mm. 

Man erkennt daraus, daB Schrumpfverbindungen eine sehr groBe Ge­
nauigkeit bei del' Herstellung erfordern, denn ware bei del' Ausfiihrung 
A = 0,2 mm, so wiirde(f = 30 kg/mm2 betragen, d. h. es miiBten bleibende 
Formanderungen auftreten. 

Die Schrumpfbander miissen bei del' Drehung des Rades auBerdem noah 
die Fliehkraft einer Radhalfte iibertragen. Die Gesamtspannung durch Auf­
schrumpfen und durch die Fliehkraft muB unterhalb del' Elastizitiitsgl'enze 
bleiben; das SchrumpfmiLB Ajl also wesentlich kleiner als 1/1400 sein. 

Ebene Wand. Del' Temperaturverlauf wird als bekannt vorausgesetzt 
(Abb. 12.75); er kann nach del' Lehre del' Warmeleitung von Fall zu Fall 
berechnet werden 1. 

1 Vgl. z. B. ten Bosch: Die Warmeiibertragung, 3. Aufl. Abschnitt Warmeleitung. Berlin: Julius Sprin­
ger. 1936. 
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Eine Faserschicht in der Entfernung x habe die Temperatur t; die dadurch mogliche Ver­
langerung gegenuber der Grenzfaserschicht mit der Temperatur tl ware lf3 (t - tl)' Wenn die 
wirkliche Langenanderung alIer Fasern infolge des Zusammenhanges der einzelnen Fasern und 
der Grenzbedingungen LIZ ist, so wird die mogliche Verlangerung um den Betrag 

Lll' = lf3 (t - tl ) - LIZ 
zuruckgedruckt, wodurch eine Spannung entsteht: 

ill' 
a=-E-l ,=E{s-f3(t-t1)}· (12.75) 

Aus der Gleichgewichtsbedingung in der Richtung der Spannungen folgt, wenn an den End­
flachen keine auBeren Krafte wirken: 

Iadf = 0 = E I {s-f3 (t-tl)} df, worin df = bdx, 

oder I adf = SCJ - f3 I tdx + f3 tlI dx = 0 

und: 

6 

6 

S = ~ Itdx-f3tl' 
o 

(12.76) 

Da ! I tdx = tm die mittlere Wandtemperatur ist, wird 
o 

s = f3 (tm-tl ) und mit Gl. (12.75) 

a = Ef3 (tm-tl)' (12.77) 
Der Spannungsverlauf kann also aus dem Temperaturverlauf sofort 
abgelesen werden. 

Bei der Ableitung dieser Gleichung war vorausgesetzt, daB aIle 
Fasern die gleiche Lange behalten, also gerade bleiben. Kann die 
Wand sich aber frei ausdehnen, so wird sie sich krummen, da die war­
meren Schichten sich mehr ausdehnen als die kalteren. FUr kleine Krum­
mungen erhalt man dann immer eine geradlinige Spannungsverteilung uber 
den Querschnitt. Die Biegespannungen folgen sofort aus den Dehnungen zu: 

amax = sE = f3E (t2 - t;,,) , (12.78) 
worin t;" die Temperatur in der neutralen Faserschicht ist. 

Die ffir die ebene Platte abgeleiteten Gleichungen gelten auch ffir ein 
dunnwandiges Rohr. Besonders gefahrlich sind plotzliche Tempera­
turanderungen in schlechten Warmeleitern, da die mittlere Temperatur dann 
wenig von der urspriinglichen Temperatur abweicht, und dadurch t - tm 
groB wird (Abb.12.76). 

Abb.12.75. 

Abb.12.76. 
Warmespannungcn bei 

plOtzlicher Temperatur­
anderung (nach Winkel). 

Rohrleitungen. Die Berechnung der Warmespannungen ist immer ein statisch unbestimmtes 
Problem, bei welchem die Randbedingungen (Einspannung, Fiihrung oder freie Drehbarkeit) einen 
bedeutenden EinfluB auf die Formanderungen und damit auf die Spannungen haben. Auch ohne 
Berechnung kann man sofort die wichtige SchluBfolgerung ziehen, daB uberalI dort, wo groBe 
Warmedehnungen auftreten (Kesselbau, Dampfleitungen), eine 
moglichst nachgiebige Befestigung (Aufhiingung) anzustreben ist. 

AnwendungsbeispieJ 12.12. Berechnung eines Expansions­
bogens (Abb. 12.77), der an den Enden a und b so befestigt ist, 
daB dort nur ein Moment Mo und eine Langskraft Q aber keine 
Querkraft auftreten kann. Infolge der symmetrischen Form­
anderung kann die Untersuchung auf den halben Bogen be-

Q2~J~~, 
l . \ 

I------====~~- ~ I o.::.~-:::' ::.=-==-..... ----i 
(L I lJ 

Abb. 12.77. Expansionsbogen. Abb.12.78. 

schrankt werden (Abb. 12.78). Bei der Berechnung durfen wieder Zug- resp. Druckbean­
spruchungen gegenuber der Biegung vernachlassigt werden_ Nach dem Satz von Castigliano 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. A~fl. 5 
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muB also 

88:L = 0 und ~ ~ = ~ . 

sein. Fur die Strecke 0 bis 1 ist Mip = M o-QR1 (l-cosrp), 

8M . 8Mip 
8 Mo = 1 und ----aQ = - R1 (1 - costp) . 

Das Moment Moist positiv einzusetzen, weil bei der gezeichneten Drehrichtung die Krlimmung 
vermehrt wird 

sinLX)J . 

Fur die Strecke 1 bis 2 ist Mip = - Mo + Q [H - R2 (1 - costp)]' 

8Mip 8M 
-- = -1 und 8Q'P = H - R2 (1 - costp) . 8Mo 

o 

:!o = -/E I(-Mo+QH-QR2+QR2costp)R2dtp = JR; [MoLX -QHLX + QR2LX-QR2 sinLX]. 

" 

oder M Q [H R2 R R IX - sin IX] 
o = Rl + 14 - ( 2 - 1) -~IX--. . 

Nun ist H = (R1 + R 2) (1 - cos LX). Setzt man RRI = n, dann wird R2 = (1 ) (~ ) und 
H. 2 +n -COSIX 

R1 = 1 ) (1 n ) . Damit wird ( + n - cos IX 

M _QH[_I __ I-t~. IX-SinIX ] -fQH 
o - 1 + n 1 + n IX (1- cos IX) - • 

FUr R1 = R2 ist n = 1 und 
M _QH 

0- 2 

(a) 

(b) 

unabhangig von LX. Fur andere Werte von n und LX ist der Klammerausdruck praktisch ebenfalls 
unabhangig von LX und hangt nur wenig von nab, so daB Gl. (b) mit einer Genauigkeit von min­
destens 10 % flir aIle eingespannten Ausgleichrohre verwendet werden kann. 

Fur die Strecke 0 bis 1 ist 

= - ;1 [Mo (LX - sinLX) - QR1 (!LX- 2 SinLX + t sin 2LX)] *. 
Fur die Strecke 1 bis 2 ist 

= - :E [Mo (HLX - R2LX + R2 sin LX) 

- Q(H2 LX + ~R§LX - 2H R2LX + 2 H R2 sin LX -2R~ sinLX+ }R§ sin 2LX)] . 

IX 

* [(1- COSg.»2 dg.> = IX - 2 sin IX + ~ sill 2 IX + ~. 
.42 o 
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Da fur die gesamte Strecke (von 0 bis 2), i:li:l~ = ~ ist, so wird 

_J:t5 =Mo{Ri (a-sina) +R2(Ha-R2a +R2 sina} 

-QfR2H2a + ~R~a -2H R~ a + 2H R§ sin a -2R~ sin a + +R~ sin2a 

+ ('~Rr a - 2Rr sina + 1 Rf sin 2a)} 

= Mo {(Ri - RP (a - sin a) + RzHa} 

67 

- Q f(: a - 2 sina + ~ sin 2a) (R~ + Rn + aH R2 (H _2R/-:inlX )} . (c) 

Setzt man, was praktisch gebrauchlich ist, Rl = R z = R und a = 90 0 , so wird mit M 0 = Q . H /2 

J E ·15 = QH3/2,54. oder Q = 2,54.15 J E/H3 (d) 

Fiir stark gekriimmte, diinnwandige Rohre muB das Ovalwerden des Querschnittes durch 
Einfiihren des Faktors k (vgl. S. 39) beriicksichtigt werden. 

Man kann aus dieser Untersuchung die allgemeine SchluBfolgerung ziehen, daB Q, Mound damit 
die Beanspruchungen im Rohr klein werden, wenn H groB gewahlt wird und zwar muB H um so 
groBer sein, je hoher die Betriebstemperatur ist. Wenn die Enden nicht eingespannt, sondern 
frei drehbar gelagert werden, so vermindert sich Q auf den dritten Teil. 

Die Berechnung del' Krafte und Spannungen wird durch die Linientafeln 102 und 103 im Handbuch del' 
Rohrleitungen von F. Schwedler und H. v. Jiirgensonn, 2. Aufl. 1939 (Berlin: Julius Springer) erleichtert. 

Fiir andere Verfahren siehe E. Schwenk: Festigkeitsberechnung von Hochdruckdampfleitungen. Arch. 
Warmewirtsch. 17 (1936) S.273/78 (mit Literaturangaben). 

13. Zulassige Spannungen. 
Mit den abgeleiteten Beziehungen ist es moglich die Spannungen in prismatischen Korpern 

zu berechnen. FUr den Konstrukteur tritt nun die wichtige Frage auf, welche Spannungen fiir 
seine Konstruktionen zulassig sind? Die Beurteilung der zulassigen Spannungen geschah an­
fanglich rein empirisch. Man wuBte (auf Grund der Erfahrung) wie die Maschinenteile be­
messen sein muBten, damit unter den ge ge be ne n Verhaltnissen ein Bruch sic her vermieden 
wird. 

Bei der spateren Entwicklung der Berechnungsmethoden stellte man fest, welcher Wert der 
Beanspruchung in der angewandten Rechnungsformel diesen Abmessungen entspricht und be­
zeichnete diesen Betrag als "zulassige" Beanspruchung fiir den betreffenden Fall. SchlieBlich 
setzte man diesen Wert in Beziehung zur Bruchfestigkeit Kz des Werkstoffes und nannte das 
Verhaltnis S=Kz/o zIl1 "Sicherheitsgrad". Auch heute geht man inmanchen Fallen noch 
in gleicher Weise vor, wie z. B. bei den Dampfkesselnormen, bei der Berechnung der Drahtseile 
usw. Diese Methodeist einfach, gibt aber niemals einen Einblick in die "wirkliche" 
Sicherheit. 

Diese durch Prof. C. von Bach gesammelten Erfahrungswerte waren wertvoll und praktisch 
brauchbar. Man kann sie leider auf die heutigen Verhaltnisse im Maschinenbau nicht ohne 
weiteres ubertragen, wei! diese z. T. ganz andere sind, als die bei welchen die Erfahrungswerte 
gesammelt wurden. Durch den Leichtbau, durch die wesentlich hoheren Drehzahlen und auch 
durch den viel scharferen Konkurrenzkampfist der Konstrukteur gezwungen, die zulassige Grenze 
immer hoher zu wahlen. Dadurch sind die Mangel dieser Berechnungsmethode offensichtlich 
geworden. Infolge Qualitatsverbesserung und vertiefter Kenntnis der Eigenschaften der Bau­
stoffe ist eine Hoherlegung der Grenzen oft zulassig. Bei einzelnen Maschinenteilen dagegen ist 
eine 20- bis 30fache "Sicherheit" noch ungeniigend den Bruch zu verhindern. Mankann sagen, 
daB je hoher die Sicherheitszahl gewahlt werden kann, um so kleiner ist unser Wissen iiber die 
tatsachlich auftretenden Beanspruchungen, so daB sie zweckmaBiger als "Unwissenheitsgrad" 
bezeichnet wird. Aus wirtschaftlichen Griinden konnen die zulassigen Spannungen heute nicht 
mehr von Fall zu Fall durch den Versuch bestimmt werden, sondern es sind (wenn moglich) all­
gemeingiiltige Richtlinien dafiir aufzustellen. 

Hier sind zunachst die Falle auszuscheiden, bei denen nicht die Spannung selbst, sondern die 
damit verbundene Formanderung fiir die Brauchbarkeit der Konstruktion ausschlaggebend 
ist. Ein typi~ches Beispiel ist die Werkzeugmaschine, die nur dann fiir genaue Bearbeitung 
brauchbar ist, wenn ihre wichtigsten Teile iiberhaupt keine Formanderungen erleiden. Die Nei-

5* 
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gung der Wellen in den Lagerstellen darf nicht zu groB werden, wei! die Lager sonst heiB laufen 
(vgl. Abschn. 31 und 41). Auch bei den Eisenkonstruktionen (Krantrager Abschn. 22) wird die 
zulassige Spannung durch die vorgeschriebene zulassige Formanderung eingeschrankt. AIle 
diese FaIle, sowie auch die Beschrankung der Spannung mit Riicksicht auf die Abniitzung 
(Zahnrader Abschn. 71.42) scheiden natiirlich bei der Festlegung der Spannungsgrenze aus 
Festigkeitsgriinden aus. Zulassige Spannung und zulassige Formanderung .sind aber nicht 
unabhaugig voneinander. Durch geeignete Wahl der Querschnittsform ist es moglich fiir beide 
gleichzeitig die Hochstgrenze zu erreichen. Fiir den einseitig eingespannten Trager (Zahlen­
tafe112.1, Pos. 1) z. B. ist jzu] = P13/3 JE und M = P . l, so daB mit O"zul = M· h/2 J 
(h = Tragerhohe) 

Izul _ M _ 2 azul. 
- Z- -T·3E-3E Ii: 

wird. Mit den vorgeschriebenen Werten von O"zul und {zul ist die Tragerhohe h eindeutig festgelegt. 
Wenn wir dem Konstrukteur bessere Grundlagen geben wollen, so daB er in der Lage ist fiir 

jeden Fall die richtige Wahl der "hochstzulassigen" Grenze zu treffen, dann kann es sich niemals 
darum handeln, die Zahlenwerte von C. von Bach einfach durch andere zu ersetzen, sondern 
der Begriff der Zulassigkeit muB wesentlich vertieft und erweitert werden. Wir miissen uns des­
halb zuerst mit der Bruchursache befassen. 

13.1. Bruchhypothesen. 
Der Bruch eines Korpers beginnt dort, wo die giinstigsten Bedingungen dafiir vorliegen. Die 

Frage, welche GroBe fiir die Bruchgefahr unmittelbar entscheidend ist, kann nur auf Grund der 
Erfahrung beantwortet werden. Trotz der zahlreichen Versuche in den Werkstoff-Priifanstalten 
fehlen dazu auch heute noch gesicherte Erfahrungsgrundlagen. Man hat so ziemlich aIle Moglich­
keiten herangezogen, die dabei eine Rolle spielen .. 

Aus dem bekannten einfachen statischen Zugversuch folgt, daB der Bruch oder eine groB€( 
bleibende Formanderung nach Uberschreiten eines Hochstwertes der Normalspannung eintritt. 
Das ist die maximale Hauptspannungshypothese (Lame, Clapeyron), die aussagt, 
daB die groBte Normalspannung kleiner als ein Grenzwert sein muB. Als Grenzwert kann die 
Bruchfestigkeit K z, die Streckgrenze O"s oder auch die Elastizitatsgrenze O"e eingesetzt werden, je 
nachdem man den Bruch, eine unzulassig groBe Formanderung oder auch kleine, bleibende 

. Formanderungen vermeiden will. Diese alteste 
!1!1II11. Bruchhypothese kann aber manche Erschei-

nungen, die vor dem Bruch oder vor merkbaren 
Formanderungen eintreten, nicht erklaren, 
z.B. FlieBfiguren, die etwa unter 45° zur 
Stabachse geneigt, sind (Abb.13.1). Diese Er­
scheinung fiihi't zur Untersuchung der in der 

schragen Richtung auf­
r~. tretenden. Spannungen, 

l;' was am ellfachsten mit 
O ti-o) Hilfe des Spannungskrei-

OJ ses erfolgt. Aus Abb. 13.2 
Abb.13.2 . ht h d B di Spannungskreis fUr Zug. ge ervor, a e 

GriiBte Schubspannung Schubspannung 1:' bei cp = 
Abb.13.1. FIieBfiguren (aus Winkel). unter 45°. 45°, d. i. in der Richtung 

der FlieBlinien einen Hochstwert = O"z/2 erreicht. Aus dieser Uberlegung hat Coulomb schon im 
Jahre 1780 die Auffassung abgeleitet, daB es bei allen Stoffen, die ahnliche FlieBfiguren zeigen, 
nicht die groBte Normalspannung ist, die selbst unmittelbar eine Beschadigung oder den Bruch 
herbeifiihrt, sondern die (nurhalb so groBe)Schubspannung (maximale Schubspannungs­
hypothese). Fur den einfachen Zugversuch, d. i. fiir den einachsigen Spannungszustand, sind 

a b beide Hypothesen gleichwertig. 
Eine andere Erfahrungstatsache, welche die groBte Hauptspan­

nungshypothese nicht erklarenkann,ist folgende: BeimDruckversuch 
(Abb.13.3a) wird die Bleiplatte bei einer Spannung von-125at her­
ausgequescht, wahrend bei der Anordnung nach Abb. 13.3b bedeu­
tend hohere Druckspannungen ohne Bruchgefahr zulassig sind. Diese 

Abb.13:3 aus Bach-Baumann. Beobachtungen fuhrten zu einer neuen Hypothese (Mariotte, 
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Poncelet), nach welcher die groBte (positive) Dehnung als Bruchursache anzusehen seL 
Durch de St. Venant, Grashof, C. von Bach hat die Dehnungshypothese als Grund­
lage fiir die Festigkeitsrechnungen im Maschinenbau eine weite Verbreitung gefunden. 
Sie geht von del' einfachim, physikalischen Vorstellung aus, daB die Bruchursache in del' 
Uberschreitung eines gewissen MaBes del' Entfernung del' Einzelteilchen zu suchen ist 
(Trennungsbruch). FUr die einaehsige Beanspruchung sind Dehnungs- und Hauptspannungs­
hypothese identisch, weil (nach dem Hookeschen Gesetz) Spannungen und Dehnungen propor­
tional sind. Fiir den raumlichen Spannungszustand abel' nicht. 

Beim Druckversuch b in Abb. 13.3 ist die Gesamtdehnung kleiner als im Fall a und dadurch 
wird die Bruchfestigkeit erhOht. 

Wenn die Dehnung e nun als MaB fUr die Beanspruchung gilt, so ist das Rechnen mit diesel' 
kleinen GroBe doeh unbequem. Darum vergleicht man den Spannungszustand, dessen Zu­
lassigkeit untersucht werden soli, mit del' einaehsigen Zug- odeI' Druckbelastung, deren Dehnung 
gleich del' gesamten Dehnung des untersuchten ist. Man rechnet dann nicht mit del' Dehnung 
selbst, sondern mit dem Wert exE =ax- (ay + az)/m =ared, del' als reduzierte Span­
nung bezeichnet wil'd. Die Dehnungshypothese wul'de bis VOl' wenigen Jahren in allen 
Hand- und Lehrbiichern iiber Maschinenbau als Grundlage fUr die Festigkeitsrechnungen ver­
wendet, obschon schon im Jahre 1888 Wehage l damuf hingewiesen hat, daB diese Hypothese 
mit verschiedenen Beobachtungen nicht iibereinstimmt. Mohr hat im Jahre 1899 auf den 
Widerspruch hingewiesen, daB nach del' Dehnungshypothese die Zugfestigkeit eines jeden Wel'k­
stoffes sich zur Druckfestigkeit verhalten miiBte, wie die Querkontraktion zur Langsdehnung, 
also wie m = 10/3, was nicht zutrifft. Fiir reine Schub beanspruchung (Abb. 12.54) ist 
a l = + i und a2 = - i; wird nun i so gewahlt, daB die Anstrengung des Werkstoffes gerade 

an del' zulassigenGrenze liegt, so miiBte naeh del' Dehnungshypothese ared = m + 1 T gleich 
m m 

azul> odeI' mit m = 10/3, Tzul = m + 1 azul = 0,77 azul sein. Die zah1reichen Versuche ergeben 
abel' Tzul = 0,57 azul. 

Wenn die groBte Dehnung als Bruchursache anzusehen ware, miiBte auch die Umschlingungs­
festigkeit (Al:: b. 12.55) groBer ausfallen, als die einfache Druckfestigkeit, weil beim Um-

schlingungsversuch die reduzierte Spannung: ex E = ax - ~ a y , kleiner ist als beim Druck-

versuch: exE =ax . Naeh den Versuehen von A. Foppl (Miinchen) ist die Umschlingungs-
festigkeit abel' ebenso groB wie die Druckfestigkeit. l' 

Diese Widerspriiche werden durch die Bruchhypothese von 
Mohr vermieden. 1m allgemeinen ist del' Spannungszustand riium­
lich (mit den drei Hauptspannungen aI' a2 undaa) und kann durch 
die drei Hauptkreise dargestellt werden (Abb. 13.4). Setzt man 
voraus, daB die Bruchgefahr von del' Normalspannung a (Trennung) 
und del' Schubspannung i (Schiebung) abhangt, die in einemFHichen­
element iibertragen werden, so treten die giinstigsten Bedingungen 

Abb. 13.4. Der raumliche 
Spannungszustand. 

fiir den Bruch in sole hen Schnitten auf, in denen a odeI' i odeI' beide zusammen in irgendeiner 
Vel'bindung den groBten vorkommenden Wert erreichen. Aus del' Abbildung ist nun ersichtlich, 
daB dies del' Fall ist fUr die Punkte die auf dem groBten del' drei Kreise liegen. Mohr schlieBt 
daraus, daB es auf die mittlere Hauptspannung as iiberhaupt nicht ankommt und 
daB die Bruchgefahr in jener Hauptebene liegt, die durch die algebraisch groBte und kleinste 
Hauptspannung gelegt ist. Die Hypothese hat also den Vorteil, daB bei del' Untersuchung 
del' Bl'uchgefahl' nul' "ebene" Spannungszustande zu bel'iicksichtigen sind, die durch Kreise 
eindeutig und anschaulieh dal'stellbar sind. 

Diese AImahme el'klart z. B. schon die Ubel'einstimmung del' UmsehlieBungs- und Druek-
festigkeit; fUr Druckbeanspruchung ist: a1 = - P , as = ° , a2 = 0 " 
und fur die Umschlingung: a l = - P , as = - p , a2 = ° ; 
die mittlere Hauptspannung a3 spielt eben keine Rolle. 

Versuche zur Priifung diesel' Hypothese wurden u. a. von Guest", v. Karman, R. Bocker 
durchgefUhrt, welche alle zugunsten del' Mohrschen Hypothese ausfielen; Versuche von Lode 
sowie von Ros und Eichinger zeigten jedoeh einen EinfluB del' mittleren Hauptspannung auf 
die Bruchgefahr. Die Frage ist abel' auch durch die neuesten Versuche noch nicht endgiiltig 

1 Wehage;, Mitt. mech .. tec4n. Versuchsanst. Berlin. Heft 3 (1888) S.89. 
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geklart, da die Bruchgefahr nicht nur von den ortlichen Spannungen, sondern in hohem MaBe 
auch yom Spannungsfeld in der unmittelbaren Nahe abhangt (vg1. S.71). 

1m iibrigen ist die Mohrsche Hypothese sehr allgemein und vorsichtig abgefaBt. Man denke 
sich die Iueise aller Spannungszustande, die an der Elastizitats- (oder Bruch-)Grenze liegen in 
dem gleichen a, "i-Koordinatensystem aufgetragen. Dann laBt sich eine Grenzkurve G ziehen 
(Abb. 13.5), die alle diese IUeise einhiillt. Wollen wir die Bruchgefahr vermeiden, so mu~. der 

Spannungszustand innerhalb dieser Grenzkurve liegen. 'Uber 
G T L die Gestalt der Grenzkurve sagt die Mobrsche Hypothese nichts 

aus; es ist Aufgabe der experimentellen Forschung diese naher 
zu bestimmen, wobei die Grenzkurve fiir verschiedene Werk­

+(5 stoffe auch verschieden ausfallen kann, und zwar nicht nur in 
...-:::::...---j----t-;;;t-t---++--D-'+ den absoluten Werten, sondern aucb dem Oharakter nacho 

G -l: 

Abb.13.5. Grenzkurve nach der 
Bruchhypothese von ~Iohr. 

Diese allgemeine Fassung der Hypothese hat den Vorteil, 
daB sie sich den jeweiligen Versuchsergebnissen gut anpassen 
kann. Aber solange die Gestalt der Grenzkurve nicht bekannt 
ist, kann der Ingenieur wenig damit anfangen, und das ist 
wohl der Hauptgrund, weshalb die Mohrsche Hypothese in 
Ingenieurkreisen zunachst keine Verbreitung gefunden hat. 

Fiir jene Spannungszustande, die zwischen der einfachen Zug- und Druckbeanspruchung 
liegen und mit denen der Ingenieur bei den praktischen Anwendungen gewohnlich zu tun hat, 
kann die Grenzkurve in erster Annaherung durch die Gerade ersetzt werden, welche Zug­
und Druckkreis beruhrt (vgl. Abb. 13.6). Fiir solche Werkstoffe, die gleich groBe Zug- und 
Druckspannungen ertragen (z. B. Stahl), liegen dann die Verhaltnisse besonders einfach, indem 
die Grenzlinie parallel zur a-Achse liegt. Wird in der Abbildung noch der Spannungskreis fUr 
reine Schubbeanspruchung eingetragen (l\fittelpunkt in 0), so folgt daraus, daB "izuJ = -~ azul, 

was bessel' mit den Ver­
suchen ubereinstimmt als 
bei derDebnungshypothese.' 
Aber auch fur alle Span-

-=::::+--+-_~-+-____l-+~G:.... nungszustande, die zwi­
schen Zug- undDruckbean­
spruchung liegen,kann dann 
die einfache Bedingung fUr 
die Bruchgefahr aufgestellt 
werden, daB die groBte 
Schubspannung eine 
festgelegte Grenze nicht 

a b 

Abb.13.6. Angenaherte Grenzkurve. a fiir sprode, b fiir zahe Werkstoife. 

uberschreiten darf. In die­
sem Fall ist die Mohrsche Hypothese identisch mit der viel alteren Hypothese von Ooulomb. 
Da "imax gleich der halben Differenz del' beiden Hauptspannungen ist (( 1.12 .64 a), kommt es auf 
das gleichehinaus, wenn man sagt,daB die Differenz der beidenHauptspannungen eine bestimmte 
Grenze nicht uberschreiten darf. In diesel' Form, als "MaximumStress-DifferenceTheory" 
oder auch als "Guest law", ist diese Hypothese in der englischen Literatur verbreitet. 

Die Hypothese von Mohr hat den Nachteil, daB sie nicht aus allgemeinen physikalischen 
Gesichtspunkten abgeleitet ist; sie ist also kein Naturg~.setz. Eine andere, allgemeinere 
Hypothese von Griffith lautet: "Da unmittelbar vor dem Uberschreiten der Elastizitatsgrenze 
ein labiles Gleichgewicht herrscht, so muB hier das allgemeine mechanischeIUiteriumgelten, 
daB die potentielle Energie (Formanderungsarbeit) ein Maximum sein muB." 

Fur den raumlichen Spannungszustand ist die spezifische Formanderungsarbeit: 
~v = t (aIel +<T2e2 +a3 es) . 

Ersetzt man hierin die Dehnungen durch die Spannungen, mit Hilfe der Gleichungen: 

Eel =al - tlj+ <:Ta , Ee2 =a2 - <:Ta + <:Tl , und Ee3 =a3 _()'l +<:T2 , 
m m m 

so erhalt man: 
,If _ 1 f 2 2 9 2 ( )\ 
uv - 2E',a 1 +a2 +ail - ma1a2 + <T2aS +a3a1J . (13.1) 

Dieser Wert diirfte nach del' obigen Labilitatsbedingung einen Grenzwert nicht uberschreiten. 
(Hypothese von Beltrani und von Haigh.) Die gesamte, in Form von elastischer Energie bis 
zur Erreichung einer Plastizitatsgrenze aufgespeicherte Arbeit kann abel' keine Bedeutung 
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haben, weil aus den Versuchen unter hohem statischem Druckhervorgeht, daB in den Korpern 
sehr gl'oBe Mengen elastischer Energie sich aufspeichern lassen, ohne daB Bl'uche oder bleibende 
Fol'manderungen aufzutreten brauchen1. Berechnet man nun die Arbeit, die zur Verandel'ung 

a1 + a2 + as C1 + C2 + ca 
des Rauminhaltes vel'bl'aucht wird, namlich: 3 . --~2-- * ,und setzt die Werte 

l-~ 
von 101,102 und S3ein, so wird diese Arbeit gleich 6E m (0'1 +0'2 +0'3)2, Zieht man diese von del' 

Arbeit ~ ab, so bleibt del' Teil ubrig, del' fUr die Gestaltandel'ung aufzuwenden ist, namlich: 

\ (' _ m + 1 { 2 ..L • + 2 ( + + )l Iv - 3mE 0'1 10'2 0'3 - 0'10'2 0'20'3 0'30'1 J 

(13.2) 

In del' Form, daB der Klammerausdruck einen bestimmten Grenzwert nicht uberschreiten 
darf, ist die Hypothese zuel'st von M. T. Huber vorgeschlagen worden; spater und unab­
hangig davon durch Hencky und R. von Mises. Sie steht fUr zahe Werkstoffe mit den 
neueren Vel'suchen in besserel' Ubel'einstimmung als die Schubspannungshypothese. 

Man rechnet mit dieser Bruchhypothese wieder durch Vergleich mit dem bekalmten ein­
fachen Zugversuch (0'1 = 0'0' 0'2 = 0'3 = 0), fUr welchen 

(WI _ m + 1 2 
Zlt, - 3 m E- 0'0 (13.3) 

ist. Durch Gleichsetzen erhalt man die Vergleichspannung 0'0' die an der zulassigen Grenze 
liegt: 

(0'1 -0'2)2 + (0'2 -0'3)2 + (0'3 -0'1)2 = 20'g (13.4) 
FUr reine Schubbeanspruchung (Abb. 12.54) ist 0'1 = + -':, 0'2 = - -,: und 

2t~ = mm~ 1 -,:2. (13.5) 

Wenn in beiden Fallen (Zugversuch und reine Schubbeanspl'uchung) bis zur zulassigen Grenze 
gegangen wird, so muB 

m+ 1" m+ 1 2 d 
3mE O'zUI=m¥tzul 0 er 

azul 
-':zul = --;= = 0,578 azul 

V3 
sein, was mit zahlreichen Versuchen ubereinstimmt. 

Aber auch die Theorie del' Gestaltanderungsenergie, die heute oft bevorzugt wird, kann 
nicht als eine allgemein gilltige Hypothese angesehen werden. Aile bisherigen Hypothesen gehen 
davon aus, daB irgendeine GroBe (Normalspannung, Schubspannung, Spannungskreis, Gestalt­
anderungsenergie usw.) an einer bestimmten Stelle einen festen Grenzwert nicht uber­
schreiten darf. Es ist eigentlich schwer vorstellbar, daB der Bruch nur ill einem Punkte ent­
stehen kann; die bekannten FlieBfiguren (Abb. 13.1) z. B. entstehen plOtzlich in einem wei­
ten Gebiet. Die Vel'suche von A. Thum und F. Wunderlich zeigen deutlich, daB die FlieB­
grenze keinen eindeutig festgelegten Wert hat, sondern abhangig ist von der Art del' Bean­
spruchung, resp. yom Spannungsfeld. Del' Werkstoff kann in einem Punkte nur dann 
gleiten, wenn auch die Umgebung nachgibt. Je groBer die Krafte sind, die den ubrigen Teil 
am FlieBen hindern, um so hoher liegt die FlieBgrenze. Die FlieBgrenze in den Randfasern 
eines gebogenen Stabes wird durch die Querschnittsform beeinfluBt. Stabe mit quadratischem 
Querschnitt z. B. zeigen, auf eine ]'lache gelegt, eine um 36-45 %, auf eine Kante gelegt eine 
um 74-83% hohere Streckgrenze als ein glatter, auf Zug beanspl'uchter Stab aus dem gleichen 
Werkstoff. Auch Versuche mit anderen Querschnittsfol'men zeigten, daB sich die Biege-Streck­
gl'enze in den Randfasern urn so mehl' erhoht, je mehr sich del' Werkstoff um die neutrale Faser 
anhauft. Ahnlich liegen die Verhaltnisse bei Verdl'ehbeanspruchung. Aile diese Versuchsergeb­
nisse beweisen, daB die bisherigen Theorien del' Bruchgefahr bei ungleichmaBiger Spannungsver­
teilung nicht gultig sind, weil die Werkstoffe schichtenweise gleiten. Zur Beurteilung del' 

1 Prof. Ljungberg (Stockholm) hat diese Hypothese etwas allgemeiner gestaltet, indem er sie bis zur 
Bruchgrenze el'weitert. Er hat durch Versuche nachgewiesen, daB die Arbeit je Volumeneinheit zur Herbei­
fiihrung des Bruches konstant sei, unabhangig davon, ob die Belastung ruhend oder wechselnd sei. (Vgl. 
Prof. Dr.-lng. Du rrer, Z. VDl Bd.73 (1929) S.830,32.) 

* Das Volumen dx . dy . dz wird nach der Formanderung dx (1 + c1) dy (1 + 82) dz (1 + ca) = dx . dy . dz 
. a +0"2+0" 

(1 + 81 + 8 2 + ~a)' und die mittlere Spannung 1st ~1--3-_a. 
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Bruchgefahr muB demnach unbedingt das Spannungsfeld in del' unmittelbaren Nahe del' gefahr­
deten Stelle herangezogen werden. 

Bei den Versuchen, die zur Stiitzung del' Gestaltanderungshypothese herangezogen werden, 
hat man die Bruchgefahr del' gleichmaBigen Zug- resp. Druckbeanspruchung mit ungleich­
maBigen Spannungsverteilungen (Verdrehung, Rohr unter Innendruck usw.) verglichen, was 
nicht zulassig ist. Diese Hypothese ist jedenfalls noch nicht mit ausreichender Sicherheit 
durch die Erfahrung bestatigt. Die Bedingungsgleichung besteht auBerdem ausschlieBlich 

r 

o 

aus quadratischen Gliedern, d. h. durch Umkehrung del' Vor­
zeichen del' Spannungen andert sich del' Grenzwert nicht. 
Die Bruchgefahr miiBte deshalb fiir Zug- und Druckbean­
spruchung gleich groB sein, was z. B. fiir Stahl zutrifft, fiir GuB­
eisen abel' nicht. Sie gibt auch fiir allseitigen Zug den gl(lichen 
Grenzwert wie fiir allseitigen Druck, in Widerspruch mit del' 
Erfahrung, die zeigt, daB fiir Karpel' unter allseitigem Druck 
keine Bruchgefahr besteht, wahrend aile Karpel' bei allseitigem 

Abb.13.7. Zug zerstart werden. 
Man kann aus del' Hypothese, daB die Gestaltsanderungsenergie als Bruchursache anzusehen 

ist, die Form del' Grenzkurve G bei del' Mohrschen Hypothese berechnen. Die Gleichung des 
Mohrschen Kreises lautet (Abb. 13.7): 

a'{J = p ± -V R=2=---7:72 odeI' (a - p)2 = R2 -7:2 • (13.6) 

Die Gestaltsiinderungs-Energie fUr ebene Spannungszustande (a3 = 0), folgt aus Gl. (3): 
ai +a~ -a1 a2 =a6 = (a1 -(2)2 +a1 a2 , (13.7) 

Aus del' Abbildung folgt: a1 = P + R, a2 = P - R und 0'02 = p2 - R2. 
U 2 _p2 

in Gl. (7) eingesetzt a6 = 4 R2 + (p + R) (p - R) odeI' R2 = _0_3- . 

In Gl. (6) eingesetzt, findet man die Kreise, die an del' Grenze liegen 
U 2 _p2 

(a - p)2 = 0 3 - 7:2 resp. F (a, 7:, p) = 0 . 

Die Gleichung del' Hiillkurve erhalt man durch Elimenierung von p aus den Gleichungen 

und 

of(u,T,p) =0 und F( ) 0 op a,7:,p = . 

~~ = - 2 (a - p) + ~E. = 0 = - 2 a + : p, ergo p = ! a 

'l!nn OJ-O-milflere HO/lp/sponfll/ng 

....:~~~~~~~~~~~u:!n~Oj-Of bzw. OJ- Oj 
~ Ilrenzkvrve 

1000 800 600 '100 200 0 200 'lU0 500 800 
4 --(r \ +0"-' 

Abb.13.8. HiiJIkurve G der llIohrschen Hypothese. 

in F (a, 7:, p) eingesetzt: 

a2 cr2 

't2 + -4-; = 0 (13.8) 

(Geichung del' Hiillkurve). 
Sie ist eine Ellipse mit den 

u 
Halbaxen: ~ = 0,577 ao 

]'3 

~ = 1,154 0'0' giiltig, solange a3 = 0, die mittlere- Hauptspannung ist, also wenn 
JI3 

Fiir a3 = a2 ist die 

in (6) eingesetzt: 

a1 = + und a2 = -, resp. 0 ist. 
gestaltsandernde Energie (a1 -(2) = ao = 2 R 

u2 

(a - p)2 - ; + 't2 resp. F (a, 't, p) = 0 

of 
ap = - 2 (a - p) = 0" odeI' a = p . 

In F (a, 't, p) einsetzen: 't = ~o = konstant (die Hiillkurve ist eine Gerade). 

Vergleich der Bruchhypothesen fiir ebene Spannungszustande. Die mittlere Haupt­
spannung wird Null odeI' gleich einer del' beiden anderen. 
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1. Max.-Hauptspannung: (h resp. 0'2 kleiner als einen Grenzwert k. Grenzflache = Qua­
drat (Abb. 13.9). 

2. Max.-Dehnung: ared =0'1 -~ <: k resp. a2 -5!i <: k, das sind Get'aden mit den Nei-
m 'Tn 

gungen m und 11m (Abb. 13.10). 

+0; 

, I 

~ 
--~ -, 

-cr, o~:-K • 

i"'-
-0; 

Abb.13.9. 
-- fUr Stahl k z = kd 

, 

+0; 

----------- fiir GuBeisen k z < kd- (1, 

----- reine Schubbeanspruchung ((1, =--a,). 

Abb.13.10. 
--- fiir kz = kd 
----------- fiir k z < kd. 

- 0; 

- OJ 

Abb.13.11. 

3. Max.-Schubspannung, resp. Mohr, wenndie GrenzkurvezwischenZug-undDruckbean­
a-a 

spruchung parallelzura-Achse liegt(Abb.13.1l). Tmax = ~ <: kj2 resp. 0'1 -0'2 = k. 

a) Haben 0'1 und 0'2 verschiedene V orzeichen, so wird 0'1 + 0'2 = k , d. h. die Grenzflache ist 
durch Geraden unter 45 0 begrenzt. 

b) Haben 0'1 und 0'2 gleiche Vorzeichen, so ist 0'3 = 0 
die kleinste Hauptspannung, also 0'1 resp. 0'2 = k , wie bei 
der maximalen Hauptspannungshypothese. 

4. Gestaltanderungsenergie. Fur ebene Spannungszu­
stande ist: 

(0'1 -0'2)2 +a~ +ai ::;:;: 2 k2 oder a~ + a§ -0'10'2::;:;: k2, 

d. i. die Gleichung einer Ellipse (Abb. 13.12) mit den Halb­

achsen a = k 12 und b = k i2/3 unter 45 0 geneigt zu 
den 0'1 und a2-Achsen. Aus dem in dieser Abbildung durch­
gefiihrten Vergleich geht deutlich hervor, daB die in de r 

+0; 

-OJ 

Literatur noch vielfach verwendete Dehnungs- Abb.13.12. Vergleich der Bruchhypothesen. 
hypothese die Bruchgefahr stark unterschatzt. 

Zusammenfassend ist festzustellen, daB zur Zeit leider noch keine allgemein giiltige Erklarung 
der Bruchursache bekannt ist und in absehbarer Zeit auch nicht zu erwarten ist. Dennoch 
sollte der Ingenieur die Frage der Bruchgefahr klar ubersehen konnen, urn auch bei hohen 
Beanspruchungen volle Sicherheit der Konstruktion gewahrleisten zu konnen. Er muB des­
halb zunachst aus den vorliegenden Bruchhypothesen die ffir seine Zwecke geeignetste wahlen. 
Gestutzt darauf, daB 

1. es noch nicht mit ausreichender Sicherheit durch Versuche nachgewiesen ist, daB die 
Hypothese der Gestaltanderungsenergie der Mohrschen Hypothese uberlegen ist; 

2. die Hypothese der Gestaltsanderungsenergie ffir Werkstoffe mit stark verschiedenen 
Festigkeitswerten ffir Zug und Druck versagt; 

3. die Bruchhypothese von Mohr, infolge ihrer allgemeinen Fassung sich den jeweiligen neuen 
Forschungen am besten anpassen kann; 

4. diese Bruchhypothese die Bruchgefahr gegenuber allen anderen Hypothesen am engsten 
einschrankt (vgl. Abb. 13.12), also die sicherste Hypothese ist und sich nur wenig von der 
Hypothese der Gestaltsanderung unterscheidet ; 

5. das Rechnen mit dieser Hypothese auch die fur praktische Zwecke erforderliche Einfachheit 
und Ubersichtlichkeit aufweist, 

entscheide ich mich fur die Bruchhypothese von Mohr als Grundlage fur 
aIle Festigkeitsrechnungen. 
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13.2. Lage der Grenzkurve bei Wechsellast. 
Zur Festlegung der Grenzkurve mi:issen die Festigkeitseigenschaften der Werkstoffe bekannt 

sein. Aus dem einfachen Zugversuch kann die Bruchfestigkeit Kz eines Werkstoffes zuverlassig 

-8--1----1 ·---+----·-1- --1--8 
8 -1---1- ----t----· E---1-8 
8+----1-!---+ --- :3- -- -1--8 
ITI -----I. -+jg-- 1-----1-8 
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~I " I~. 
Abb.13.I3. Das Wandern der Einschniirstelle 
(aus Lasche-Kieser, Konstruktion u. Material). 

bestimmt werden. Auf Grund der Erfahrung weiB 
man aber schon lange, daB del' Bruch durch viel 
kleinere Belastungen (Krafte, Spannungen) her­
beigefiihrt werden kann, wenn man diese nur Ofter 
anbringt und wieder entfernt. Die Maschinenteile 
unterliegen fast ausnahmslos einer solchen wech­
selnden Beanspruchung; ruhende Belastung 
kommt streng genommen nur durch das Eigenge­
wicht vor. 

Die Vorausbestinimung del' Bruchgefahr wird 
weiter dadurch erschwert, daB die Eigenschaften 
des Werkstoffes sich bei der Beanspruchung andern 
konnen. Besonders interessant ist folgender Ver­
such von O. Lasche (AEG) (Abb. 13.13 u. 13.14;)­
Bei der erstmaligen Belastung eines normalen 
Probestabes entstand an der Stelle x die ortliche 
Einschniirung. Del' Versuch wurde nun abge­
brochen und del' Stab iiber seine volle MeBlange 

auf den an del' Einschniirstelle entstandenen Durchmessel' -abgedreht und wiederum belastet, 
bis er sich von neuem kriiftig einschniirte. Diese Priifung wurde fiinfmal wiederholt und 
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Abb. 1'3.14. ZerreHlfestigkeit cines Probestabes "B", del' nach mehrfach crfolgtcr Einschniirnng 
jeweils wieder nachgedreht wurde (Lasche-Kieser). 

zeigte durch das Wan­
dern del' Stelle del' Ein­
schniirung iiber die 
ganze Stablange, daB 
das Material durch das 
Recken nicht zerstort, 
sondern im Gegenteil 
fester wurde. Abb.13.14 
zeigt in dem obersten 
Linienzug das Ansteigen 
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del' Festigkeit des Materials; die mittlere Linie gibt die Spannung, auf den urspriinglichen 
Querschnitt bezogen. 

Die Tatsache, daB del' Werkstoff durch Beanspruchung, oberhalb derStreckgrenze fester, 
a,ber auch sproder wird, ist altbekannt; bei del' Kaltbearbeitung (Drahtziehen) macht man 
wiederholt davon Gebrauch. Die Festigkeitseigenschaften beim Eintreten eines Bruches sind dem­
nach abhangig von del' ganzen Vorgeschichte del' Beanspruchungen. Daraus erkennt man die 
groBen, fast uniiberwindlichen Schwierigkeiten, die bei del' Beurteilung del' Bruchgefahr auftreten. 

Deshalb sind auch Da.uerversuche mit a.llmahlich gesteigerten Belastungen nicht geeignet, 
die Dauerfestigkeit del' Werkstoffe zu bestimmen, da bei einer solchen Versuchsdurchfiihrung 
eine sehr erhebliche "Trainierwirkung" auftreten kann. Die so gefundenen Dauerfestigkeits­
zahlen liegen besonders bei Kohlenstoffstahlen niedriger Festigkeit etwa um 20-30 % zu hoch. 

F. Wohler hat zuerst (1866) die Bruchfestigkeit von Eisenbahnaehsen bei Dauerbean-
sprue hung dureh Versuche bestimmt und dabei drei typische Belastungsfalle unterschieden: 

V 

1. ruhende Belastung (Dauerstandfestigkeit); 
2. schwellende Belastung, von 0 bis P (Ursprungsfestigkeit) und 
3. We chselbelastung , von - P bis + P (Wechselfestigkeit). 
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Abb.13.15. a Zugversueh; b Wiihlerlinie bis 10' und e Wiihlerlinie bis 2·10' Lastweehsel 
der gleiehen Stahlsorte (aus Lasehe-Kieser). 

Die Dauerfestigkeit im Belastungsfall 3 stimmte ungefahr mit del' Lage del' Elastizitatsgrenze 
iiberein, die in diesel' Weise viel zuverlassiger zu bestimmen ist als durch die friiher gegebenen 
Definitionen. Auf Grund seiner Versuehe stellte er fest, daB die zulassigen Spannungen sich in 
diesen drei Fallen verhalten wie 3: 2: 1. Durch das klassische Buch von C. von Bach iiber 
"Maschinenelemente" sind diese Verhaltniszahlen in fast allen Hand- und Lehrbiichern iiber­
nommen. 

Versuche iiber wiederholte Beanspruchung sind seither in groBer Zahl durchgefiihrt worden, 
ohne daB man bis heute zu einem abgeschlossenen Ergebnis gekommen ist. Beim statischen Zug­
versuch, wie bei allen Gewaltbriichen (SchlagzerreiB- und Kerbschlagversuch) bricht del' Probe­
korper an del' schwachsten Stelle auf einmal unter Dehnung und Einschniirung. Bei Wechsel­
beanspruchungen (Dauerbruch) wird del' Werkstoff an del' schwachsten Stelle zuerst zermiirbt, 
worauf ein kleiner AnriB entsteht, del' allmahlich fortschreitet und schlieBlich (nach einigen 

i 

10 
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lVIillionen Lastwechsel) zur Trennung fiihrt, ohne vorherige Verformung der umliegenden Werk­
stoffteilchen. Der Dauerbruch erinnert an einen Trennungsbruch bei sproden Werkstoffen; man 
erkennt dabei deutlich zwei Zonen, die glatte Dauerbruchzone von der AnriBsteIle ausgehend 
und die meist kornige Restbruchzone (Gewaltbruch), wenn der noch nicht getrennte Querschnitt 
die Last nicht mehr ubertragen kalID. Die GroBe der Restbruchflache ist maHgebend fiir die 
GroBe der Uberbeanspruchung. Abb. 13.15a zeigt die Spannungs-Dehnungslinie einer Stahl­
sorte beim einfachen Zugversuch; Abb. 13.15b den Verlauf der Bruchspannungen bei Wechsel­
belastung in Abhiingigkeit der Lastwechselzahl (Wohlerlinie) und zwar bis 107 Lastwechsel. 
Wird der Versuch noch weiter fortgesetzt (Abb. 13.15c bis 2 . 108 Wechsel) so zeigt sich, daB die 
Bruchspannung immer kleiner wird, so daB die Frage auftritt, ob uberhaupt eine Spannung 
existiert, welche der Werkstoff dauernd aushalt. Infolge der unvermeidlichen Streuung der 
Versuchsergebnisse ist es schwer festzusteIlen, ob die Kurve wirklich asymptotisch verlauft. 
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Abb.13.16. Wiihieriinie fUr St 50 im logarithmischen. lIiaBstab. 
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Abb.13.17. Wiihlerlinie fiir Duralumin 
(WerkstoffausschuB VDE). 

Wenn aber das Diagramm im logarithmischen MaBstab aufgetragen wird (Abb.13.16), 
erkennt man vielleichter, daB tatsachlich eine untere Grenze vorhanden ist. Rine Turbinen­
welle, die 3000 Umdrehungen in der Minute macht, erfiihrt 180000 Belastungswechsel inder 
Stunde oder rd. 540.106 im Jahr. Die Drehzahl von 3000/min wird heute schon in vielen 
Fallen bedeutend uberschrittm (10000 bis 30000/min), so daB der Maschinenbau tatsachlich 
ein praktisches Interesse hat an Versuchen mit sehr hoher LastwechEelzahl. 

Nicht aIle Metalle zeigen einen so einfachen Verlauf der Wohlerlinie, wie z. B. Abb. 13.17 fUr 
Duralumin zeigt, wo scheinbar gar keine Grenze fur die Dauerwechselfestigkeit vorliegt. Es ist 
vielfach die irrtumliche Ansicht verbreitet, daB Maschinenteile, die einige Millionen Lastwechsel 
ertragen ohne zu Bruch zu gehen, uberhaupt nicht mehr brechen konnen. Das ist, wie die 
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Abb.13.18. 

Wohlerkurve zeigt, bei den Leichtmetallen (Flugzeuge), keines­
wegs der Fall, wo besondere Vorsicht bei der Wahl der zu­
lassigen Belastung notwendig ist, insbesondere bei langer Lebens­
dauer. 

Wiederholt hat man versucht, die Dauerfestigkeit aus dem ein­
fachen Zugversuch abzuleiten. Die Dauerfestigkeit eines 
Werkstoffes steht aber in keinem festen Verhaltnis zur 
statischen Zugfestigkeit K z. So ist z. B. die Biegewechsel­
festigkeit (fwb fur Stahl gleich 0,4 bis 0,6 Kz und fiir Nichteisen­
metalle (fwb = 0,20 bis 0,5 Kzl. 

Der Bruchversuch ist deshalb wohl geeignet ein Material zu kennzeichnen 
(Werkstoffprufung), aber nicht um die zulassigen Belastungen fur den Ma­
schinenbau festzulegen. 

Zur eindeutigen Verstandigung hat der FachausschuB fiir Maschinenelemente bei VDI fol­
gende Fachausdrucke festgelegt: 

1. Unter einer "wechselnden Beanspruchung" versteht man jede Beanspruchung, die zwischen 
zwei Grenzwerten (obere, resp. untere Grenzspannung, (fo, To resp. (fu, Tu) in einem bestimmten 
Rhythmus pendelt (Abb. 13.8), der bei Maschinenteilell meist in einem einfachell Verhaltnis 
zur Drehzahl der Maschille steht. Die Art des zeitlichen Verlaufs - im Idealfall sinusformig -
ist dabei von ulltergeordneter Bedeutung. 

1 Graf, 0.: Dauerfestigkeit der Werkstoffe. Berlin: Julius Springer, 1929. 
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2. Der arithmetische Mittelwert von oberer und unterer Grenzspannung heiBt Mittel­
spannung (am, 'Tm); die halbe Differenz der Grenzwerte heiBt Spannungsausschlag (aa, 'Ta). 

3. Eille volle Periode des Spannungsverlaufes heiBt ein Lastwechsel; die Anzahl der Last­
wechsel in einer Seklmde, Frequellz. 

4.. Die Wohlerkurve (Abb.13.15) wird also aus wirtschaftlichen Griinden an irgendeiner 
Stelle abgebrochen, die als Grenzwechs elzahl bezeichnet wird. Sie betragt bei Stah15 
bis 10 . 106, bei Leichtmetallen 30 bis 50 ·106Lastwechsel, was nicht immer ausreicht(Abb.13.17). 

5: Die Dauerfestigkeit eines Werk­
stoffes(aD' 'TD)ist diejenige wechselndeBe­
anspruchung, die beliebig lange ertragen 
wird. Sie wird in einem Schaubild (Ab­
bildung 13.19) dargestellt, in welchem die 
experimentell bestinImten Grenzspannun­
gen (0'0' au) in Abhangigkeit der Mittel­
spannung 0'", aufgetragen sind. Das Schau­
bild wird bei der Streckgrenze abge brochen, 
weil die Beanspruchung stets so gewahlt 
werden muB, daB plastische Formande­
rungen vermieden werden. 

I 

: {/f'Spf'uflgsmsfigkeif 

Die Grenzlinie verlauft nahezu gerad­
linig; ihr Schnittpunkt mit der Streck­
grenze teilt das Schaubild in zwei Zonen. 
Zone I ist fUr den Maschinenbau aus­
schlaggebend und gibt einen Dauerbruch 
ohne plastische Verformung; Zone II mit 
plastischer Verformung kommt bei Eisen­
bau (und auch bei Schrumpfverbindun-
gen) l'n Betracht. "'9,-2 Abb.13.l9. , I""" Daucrfestigkeits-Schaubild. 

Die Dauerfestigkeit ist keine -1fO 

eindeutige, den Werkstoff kennzeichnende Zahl, sondern von einer Anzahl Faktoren 
abhangig, deren EinfluB zur Zeit leider oft noch wenig erforscht ist. 

1. Von de r T em per at u r. Die Dauerfestigkeitsversuche werden meist bei Zimmertemperatur 
durchgefiihrt, wahrend die Werkstoffe in zahlreichen Maschinen und Apparaten ganz anderen 
Temperaturen ausgesetzt sind: Brucken, kg/cm2 

Eisenbahnschienen, Kaltemaschinen bis 0000,-----r---,----r----,---,---...,-----, 

-30° C, Gasverflussigungsanlagen bis 
-200° C und tiefer, im DampfUberhitzer 
kommen Temperaturen bis +4.00° C vor, 
bei Automobilmotoren befinden sich die iii 
Ventilteller oft in rotglUhendem Zustand. '10001----+--+--___1\' ~ 
Der Konstrukteur muB deshalb auch das ~ 
Verhalten der Materialien bei anderen :~ 
Temperaturen kennen. In Abb.13.20 sind JOOOt---+----+---+-----'<---1r--~ ,---+----1 ~ 
di .~ . e Festigkeitswerte von weichem Stahl ~ 

in Abhangigkeit von der Temperatur dar­
gestellt 1. 

2. Von del' thermischen Behand­
lung des Werkstoffes (AusglUhen, Harten, 1000 t---+---+--+----"~r--~--*_--"....--J 
Abschrecken, Verguten usw.). Abb.13.21 
zeigt als Beispiel, welchen EinfluB nur 
die Veranderung del' AnlaBtemperatur auf 100 200 300 '100 500 000 700 DC't 
die statischen Festigkeitswerte einer Stahl- Abb. 13.20. Festigkeitswerte von St. C. 24 in Abhangigkcit von der 
sorte haben kann. Auch durch kalte Vor- Tcmperatnr (nach VerRuchen von H. J. Tapsell und W. J. CIenshain, 

Engg. Res. spec. Report I, 1927). 
behandlung des Werkstoffes k6nnen die 
Festigkeitswerte beeinfluBt werden (vgl. Abb. 13.l4.). Die Dauerfestigkeit eines Werkstoffes 
kann sich demnach imLaufe derZeit andern und zwal' istdieseAnderung von derBeanspruchung 

1 Schrimming, W.: M. Knoch u. K. Uhlemann: Wechselfestigkeit und Kerbempfindlichkeit der Stahle 
bei hohen Temperaturen. Z. VDr 78 (1934). S.1469/76. 
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desWerkstoffes abhangig; sie ist fUr verschiedene Werkstoffe verschieden. 1m allgemeinen .~ann 
von der Verfestigung zaher Werkstoffe abgesehen werden, da diese nur bei erhe blichem Uber­
schreiten del' Streckgrenze auftritt und im normalen Betrieb der Maschine nicht vorkommen 
sollte. Diese Vernachlassigung bildet eine stille Reserve fUr ausnahmsweise auftretende hahere 
Belastungen als der Rechnung zugrunde gelegt wurde (SchienenstaBe, Baen). Bei Edelstahl 
und GuBeisen tritt keine Verfestigung auf. 
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3. Spannungszustand. 
Die Dauerfestigkeit eines Werk­
stoffes ist unter sonst gleichen 
Verhaltnissen nicht eindeutig 
durch den Spannungskreis an der 
gefahrdetenStelle bestimmt, son­
dern sie ist auch abhangig vom 
Spannungzustand der umgeben­
den Teilchen (vgl. S.71). Das 

vollstandige Dauerfestigkeit­
schaubild eines Werkstoffes 
miiBte deshalb die Kurven der 
Grenzspannungen fUr die ein­
fachen Belastungsfalle, Zug-, 
Druck-, Biege- und Drehbean­
spruchung enthalten. 

Aus den vom FachausschuB 
fUr Maschinenelemente beim VDI 
zusammengestellten Werten kann 
mit praktisch ausreichender Ge­
nauigkeit die Erfahrungstatsache 
abgeleitet werden, daB fUr die 
genormten Stahlsorten: 

awz = 0,72awb 1 (13.9) 
und 7:10 = 0,58 a,ob f 
ist. Dadurch wird es maglich die 

Abb.13.21. Mangan·Silicium·Stahl (0,8 C; 1,18 Mn; 1,24 Si) gehartet bei 820 0 C Dauer£estl'gkel't _ Schaubilder zu 
nnd in OJ bei verschicdenen Temperatmen angelassen. 

1100 1150 501l 550 
IIn/a8temperafll? 

301-+--+---+----I~, 

vereinfachen und auf die am zu­
verlassigsten bekannten Biegefestigkeitswerte zu be­
schranken. 

4. Die Dauerfestigkeit ist praktisch unabhangig von 
der Frequenz zwischen 1 und 500/sec. 

5. Die Dauerfestigkeitist in hohem MaBe abhangig von 
der Oberflachenbeschaffenheit des Werkstiickes 
und von der Korrosion (Abb. 13.22). Dieser EinfluB 
ist namentlich bei den hochwertigen Stahlsorten am 
graBten; Edelstahle sollten deshalb nie an Stellen mit 
groBer Korrosionsgefahr verwendet werden (landwirt­
schaftliche Maschinen, Meerschiffe usw.). Die billigsten 
Baustoffe St 37 bis 40 und GuBeisen sind fast unemp­
findlich gegen Korrosion. 

8pifzir,;riJ Der Ingenieur ist meist geneigt, sich die Oberflache 
gO~'O ~ 

'" i= eines Karpers als ein zweidimensionales geometrisches 
10 r I t:}--t----t----ii-+-+---+-+---l Gebilde vorzustellen. Die Oberflachen wirklicher Kar-

per sind diinne, raumliche Gebilde von bestimmter 
80 70 80 00 100 110 120 130 1110 15iJ Form und besonderen Eigenschaften, die fUr den In­
slcrlische 61lgfestiglreil Kz Kgjrnnt genieur vongroBer praktischer Bedeutung sind. Nicht nur 

Abb. 13.22·a~inll:'b~~~r~P::!i!~~~~~ftchaffenheit die Dauerfestigkeit, sondern auch die Reibung, Korrosion, 
die Stramung an Wanden, Passungen, Warmeiibergang 

durchStrahlung,LeitungundKonvektion usw. hangen aile von derFeingestalt derOberflache abo 
Der Ingenieur sollte deshalb den Vorgangen an den Grenzflachen die graBte Beachtung schenken 1. 

1 Vgl. hierzu das ausgezeichnete Buch von G. Schmaltz: Technische Oberflachenkunde. Berlin: Julius 
Sprin&er 1936. 
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Man kann die technischen Oberflachen, je nach ihrer UnregelmaBigkeit, nach Rauheitsklassen 
unterteilen. "UnregeJmaBigkeit" ist hier der senkrechte Abstand H der hochsten und niedrigsten 
Punkte der Profilkurven der Oberflache. 

1. Rohe Oberflachen von gegossenen oder geschmiedeten Teilen; H = 1 bis 2 mm. 
2. Geschruppte Flachen, bei denen die Bearbeitungsriefen deutlich sichtbar und fiihlbar sind; 

H = 0,2 bis 2 mm. 
3. Geschlichtete Flachen, bei denen die Riefen noch mit bloB em Auge erkennbar sind; 

H = 0,05 bis 0,2 mm. 
4. Feingeschlichtet oder geschliffen; H = 10 bis 5 p. 
5. Feinstgeschliffene Flachen zeigen schon einen ausgesprochenen Glanz; H = 5 P bis 0,5 p. 
6. Normalgelappt 1 und poliert; H < 1 p. 
7. Hochglanzpoliert; H < 0,5 flo 

Bei Korpern, die eine mechanische Bearbeitung, sei es eine spanabhebende oder eine spanlose 
durchgemacht haben, ist das Gefiige bis zu einer gewissen Tiefe gestort und von den tieferen 
Schichten deutlich verschieden 
(Abb. 13.23). Diesen Bereich nennt 
Schmaltz die "innere Grenz­
schicht" des Korpers. DaB dies 
grundsatzlich so sein muB, ergibt 
sich aus der Tatsache, daB sowohl 
die spanlose Formgebung als auch 
die Spanabhebung plastische 
Verformungen sind, die natur­
gemaB nicht umnittelbar an der 
neu entstandenen Oberflache halt­
machen. Die Beurteilung der Ober­
flachenbeschaffenheit setzt also die 
Kenntnis voraus, durch welchen 
Bearbeitungsvorgang eine be­
stimmte Oberflache zustande ge­
kommen ist. Zum Beispiel geben Abb. 13.23. Ausbildung der inneren Grenzschieht im reinen Eisen, welches der 
eine mit feinem Drehstahl herge- Brinelldruch-probe unterworfen war (aus Schmaltz). 

stellte flache runde Rille, eine ein-
geschliffene und polierte und schlieBlich eine durch Walzen oder Driicken hergestellte Rille 
keineswegs dieselben Festigkeitswerte, auch wenn sie anscheinend das gleiche Profil haben. 

Bei der zerspanenden Verformung reicht die imlere Grenzschicht bis etwa um den Betrag der 
friiheren Spanstarke in die Tiefe des Werkstoffes hinab und ist bei den feinsten Bearbeitungen 
(wie Lappen und Polieren) von der GroBenordnung von 0,0l mm. Innerhalb dieser Grenzschicht 
findet man deutliche Spuren von Kornzertriimmerungen, wel- 120 

ft % che die Festigkeitseigenscha en beeinflussen. Der so uner- 11'0 

wiinschte EinfluB der Oberflachenbeschaffenheit laBt sich zum 
Teil auch durch die Inhomogenitat des Werkstoffes in der "" IOU 

~ 
Grenzschicht erklaren. tg'O 

Man weiB aus Versuchen mit Federstahl (S. 170), daB die ~ 
~e'O 

Festigkeit durch Abschleifen der Oberflachenschicht bedeutend . ~ 

erhoht wird. Der Grund fiir die Festigkeitsverminderung durch 17'0 

die Oberflachenschicht diirfte einerseits in kleinen Rissen und <::> G'O 

sonstigen Beschadigungen der Oberflache zu suchen sein, ander­
seits in einer wahrend der Warmebehandlung eintretendenEnt-

S'O 
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~ 2 - -
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kohlung. Durch chemische Analyse wurde z. B. bei einem II() '0 '0 '0 2!i ;'0 7!i IQO 1I!i IOU 17!i t~ 

SiMn-Stahl festgestellt, daB in der obersten Schicht von WerKsliiclrr/lirclrmesser mtn 

° 157 D· k . C G h It 017 01 I "hr d Abb.13.24. Abnahme der Dauerfestigkeitin ,. mm 10 e eln - e a von nur , 10 vor ag, wa en Abhangigkeit von der Werkstiickgr6Be. 
er sich in der zweiten Schicht von gleicher Dicke auf ° 45 % 1. Fiir Biegung (Vorschlag E.Lehr, 

.. ... ' . Masch.-El.-Tagnng Aachen 1935). 
erhohte und erst 1ll der dntten SChlCht den voUen Durchschmtt 2. Fiir Verdrehung (Versuche von W. 
von 0,54% erreichte. Bautz, Masch.-El.-Tagung, Aachen 1935) 

Man kann die Dauerhaltbarkeit durch Oberflachendriicken steigern; die feinen Risse 
in der Oberflache schlie Ben sich dabei und gleichzeitig tritt auch eine Verfestigung auf. Auch 

1 Lappen ist. ein Feinstschleifen zur Erzeugung hochster Oberflachengiite. 
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das Nitierverfahren von Krupp steigert die Dauerhaltbarkeit. Die Teile (aus Sonderstahl) 
werden in einem Kasten kiirzere oder langere Zeit, je nach der gewiinschten Hartetiefe, der Ein­
wirkung eines Ammoniakstroms bei 500 bis 550 0 C ausgesetzt; das Gas zersetzt sich und gibt 
Stickstoff an die Randschichten des Werkstiicks abo Eine Abschreckung wird vermieden, so 
daB kein Verziehen des Teiles zu berurchten ist; die Oberflache wird sehr hart. 

6. Die Dauerfestigkeit des Werk~toffes scheint auch abhangig zu sein von der GroBe des Ver­
suchskorpers (Abb.13.24), und zwar solI sie mit zunehmendem Durchmesser des Rundstabes 
rasch abnehmen. Eine Abnahme in diesem AusmaB kann nicht durch die groBere Inhomogenitat 
der groBeren Stiicke erklart werden. Sie steht auch in Widerspruch mit der iiblichen Auffassung, 
daB die Festigkeitseigenschaften unabhangig von der WerkstiickgroBe sein sollten. Die Versuche, 
auf welchen die Kurven in dieser Abbildung beruhen, sind mit abgesetzten, resp. durcbbohrten 
Wellen durchgefiihrt. Der EinfluB kleiner Abweichungen in denRundungen, in der Oberflachen-

35 

1/ / 1'0$" 3t70 /1 3U'50.6'1 

I r<"f. 3't80 / I r,,>~/ 3t C' f/5.51 14 
r-~V &50 / V/ o'o~r / stC' 35.6'1 ," 
0-V/ V l/"/ 'I V stf/8 

/ 
V V Stc 25.6'1 /1 I !I / 

/. 
&37 

Stc 12.6'1 • ....; 

~ ,?" // VI I I 
~ / II I v/ 

/ j II VI V 

30 

lJ5 

lJO 

15 

,/ 1// I V/ 
// / [// I II 

IJ I I / 

h '// // V 

~ ~/ VI / 
~V/h~ 

'1-'" 

~~l [Jie Werle sind gv/fig fiir 
~~~ den C-Sluh/ im ausgeg/ii!Jfen 

,,'" Zuslun0 hochg/unzpo/iel'f. 

o 

-5 

-10 

-15 

-lJO 

-lJ5 

-30 

I I I I I 
-350 5 10 15 lJO lJ5 30 35 '10 '15 50 

0"711. ___ "Kgjmm.2 

110 
kgJrnnt 

100 

90 

80 

70 

80 

50 

• I 30 
O"wb 

20 

10 

o 

-10 

-20 

-30 

-I/O 

-50 

./ 
/ "So 

'1 5 l 
I ~ '/ I /1 '/ 

'. 0 / . II 3' 

./ ~ V /'j I '/ 
/:Y:::>/// I 2' '1' I 1/1 I /9,4.. 1f /II 

......0 ~r' 2~;1 1/ L 'j ~/ ~ // 

~ ~-f v·1' l''j I 1/ 
~/ // 

I '1/ // ;-;/ //1. , 

// Iff I ~'l/ Vh y 

// /j ~ V 
/. /~, ~ tl'1 

(ff; /,",h '/ W 
I/~ ~ I 1 VCII 15 we,m oder ECII 15 
r~ 

I' hurl 

& ~ '/ 2 VCII 25 weich » EC'II 25 -

~ 2' ho!'! 

~ V 3 VCII 35 weich » ECII 35-
3' hllr! 

VI f/ VCII '15 hurl » ECII '15-
5 I CrNi~o-Sfl1h/ 

I I 

o m n ~ '10 ~ ~ m _ M W W 
om. --- "Kg/rnrrC 

Abb.13.25. Dauerfestigkeits·Schaubilder (fiir Biegung) der genormten Stahle. 

beschaffenheit usw. kann das Versuchsergebnis verschleiert haben. Zur Klarung dieser Frage 
waren neue Versuche notwendig, die aIle Faktoren beriicksichtigen miissen, Z. B. auch die 
Herstellungsart der Wellen und den EinfluB evtl. Spannungen. Man ware sonst geneigt zu 
glauben, daB die zunehmende Festigkeit bei den Versuchen von Lasche (Abb. 13.13, 14) auf 
abnehmenden Durchmesser des Probestabes zuriickzufiihren ist. 

Weniger bekannt ist die Tatsache, daB die Ursprungsfestigkeit bei Druck wesentlich hoher 
ist als die bei Zugbeanspruchung. Eingehende Versuche an gehartetem Federstahl haben gezeigt, 
daB die Dauerfestigkeit auf Druck gleich der Streckgrenze ist und daB sie durch Oberflachen­
verletzung oder Korrosion nicht beeinfluBt wird. Die Zugermiidung dagegen liegt bedeutend 
tiefer und ist auBerdem auBerst empfindlich gegen solche Einflii.sse. Auch bei weicheren Stahlen 
besteht ein erheblicber Unterscbied. Die Dauerfestigkeitschaubilder sind also nicht 
symmetrisch in bezug auf den Nullpunkt. 
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Die in Abb. 13.25 fUr Stahl eingetragenen Festigkeitswerte gelten fUr runde Vollstabe mit 
7,5 bis 15 mm Durchmesser, mit feinstbearbeiteter Oberflache und bei Zimmertemperatur. Diese 
Dauerfestigkeitswerte sind nicht zu verwechseln mit den "zulassigen" Spannungen, denn 

1. die Oberflachenbeschaffenheit und ihre Auderung wahrend des Betriebes, 
2. Zufalligkeiten, wie Oberflachenbeschadigungen, Seigerungen, Schla()keneinschlusse, porose 

Stellen usw., 
3. Eigenspannungen beim GieBen, Harten, SchweiBen oder durch Bearbeitung usw. 
4. Warmespannungen wahrend des Betriebes, usw. 

mussen von Fall zu Fall bei der Wahl der "zulassigen" Spannung durch Einfiihrung von Sicher­
heitsfaktoren berucksichtigt werden. Die obengenannten Einflusse beziehen sich auf den Werk­
stoff an sich. Andere, mindestens so wichtige hangen von der Form des Probekorpers, 
insbesondere bei allmahlichen oder plOtzIichen Querschnitts- und Richtungsanderungen und von 
den Betriebsbedingungen durch aufgesetzte Teile abo Diese werden unter (Abschn. 15 u. 16) 
erlautert und bei den einzelnen Maschinenteilen gesondert behandelt. 

Die zulassige Spannung kann unter sonst gleichen Verhaltnissen um so hOher gewahlt 
werden, je niedriger die Lastwechselzahl im Leben des Maschinenteiles ist, z. B. fUr wenig ge­
brauchte, langsam laufende Maschinen, einzelne Krantypen usw. Auch wirtschaftIiche Gesichts­
punkte sind bei der Wahl der zulassigen Spannung zu berucksichtigen; der Konstrukteur wird 
die Spannung um so hoher wahlen, wenn damit bedeutende Ersparnisse erzielt werden konnen. 
Wenn bei einer Antriebsmaschine eine Storung entsteht, steht der ganze Betrieb still, wodurch 
in ganz kurzer Zeit weit groBerer Schaden verursacht wird, als eine etwas kraftigere Konstruktion 
der Maschine gekostet hatte. In solchen Fallen setzt man mit Recht die Betriebssicherheit in 
allererste Linie. Man kann allerdings die Betriebsstorungen durch Bereithaltung von Ersatz­
teilen verkleinern. Wie weit man hierin in einzelnen Branchen des Maschinenbaues geht, zeigt 
typisch die AutomobiIindustrie: in jeder kleinen Ortschaft sind Ersatzteile fUr Autos zu haben. 
Je groBer die Kosten fUr die sichere Konstruktion sind, um so vorsichtiger muB die zulassige 
Grenze gewahlt werden. Der Ingenieur sollte so konstruieren, daB groBe Sicherheit mit mogIichst 
geringen Kosten erreicht wird. Je schwerer die Folgen eines Bruches sind, um so vorsichtiger sei 
die Wahl der zulassigen Spannung; der Konstrukteur soll sich seiner schweren Verantwortung 
bewuBt sein, besonders wenn Leben und Gesundheit von Menschen dabei gefahrdet werden. 
Dasselbe gilt fUr die Ersetzbarkeit eines Konstruktionsteiles; wenn diese im Falle eines Ver­
sagens entweder sehr schwierig oder sehr teuer oder praktisch uberhaupt nicht mogIich erscheint 
muB er besonders vorsichtig bei der Wahl der zulassigen Spannungen sein. 

SchlieBIich mussen auch die Voraussetzungen der Festigkeitsberechnungen bei der Festlegung 
der zulassigen Grenze berucksichtigt werden. Je genauer die berechnete Spannung mit der im 
Betrieb tatsachlich auftretenden ubereinstimmt, um so naher darf die zulassige Spannung bei der 
Dauerfestigkeit des Werkstoffes Iiegen. Die Formge bung muB deshalb so gewahlt 
werden, daB uber die auftretenden Spannungen vollstandig Klarheit herrscht. 

Es wird demnach wohl niemals moglich sein, allgemeingiiltige Zahlenwerte fUr die zulassigen 
Spannungen anzugeben, sondern der Ingenieur muB von Fall zu Fall und unter Beriicksichtigung 
der obenstehenden Gesichtspunkte eine Wahl treffen. Um dem Anfanger die Wahl zu erleichtern, 
kann man etwa folgende Grenzwerte festlegen, die genugend Sicherheit gegen Bruch gewahren 
und die man nicht ohne besondere Begriindung uberschreiten sollte: 

Fur ruhende oder wenig oft wechselnde Belastung: azul = Dauerwechsel­
festigkeit; fur sehr oft wechselnde Belastung etwa die Halfte davon. 

EinfluB der Zei t. StoBweise Beanspruchung. Jeder Korper, der durch Krafte bean­
sprucht wird, erleidet eine Formanderung, zu deren Ausbildung eine' gewisse Zeit erforderlich 
ist. Bis jetzt war vorausgesetzt, daB die Belastung "allmahlich", d. h. so langsam gesteigert 
werde, daB zu jeder Zeit Gleichgewicht zwischen Kraft und Formanderung vorhanden ist. 
Eine solche Formanderung kann als statische bezeichnet werden. Wird nun dem Korper 
zur Formanderung nicht genugend Zeit gelassen, so mussen sich ahnliche Erscheinungen 
bemerkbar machen, wie beim Hindern der Querkontraktion, d. h. es wird eine Erhohung der 
Bruchfestigkeit eintreten. 

FluBeisen: Dauer des Versuches 2,5 min Kz = 3925 at. 
75 3700 " 

Kupfer: ' 2 1480 " 
lang 820 " 

Man schreibt deshalb, um brauchbare Vergleichswerte zu erhalten bei der Materialprufung 
ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Auf!. 6 



82 Zulassige Spannungen. 

von Leder und Textilfasern, eine bestimmte Streckgeschwindigkeit vor. Bei hoheren Betriebs­
temperaturen hat diese Frage auch fiir Eisen praktische Bedeutung: die Beobachtung zeigt, 
daB Eisen unter dauernd wirkender Belastung dann schon bei ziemlich kleinen Spannungen 
anfangt zu "kriechen". Die Kriechgrenze ist aus dem einfachen Zugversuch bei dieser Tem­
peratur nicht mit Sicherheit zu bestimmen. Jedenfalls erhalten wir bei rascher Belastung eine 
andere Spannungsdehnungslinie als beirn gewohnlichen Zugversuch. Diese Frage ist namentlich 
wichtig bei stoBweiser Belastung, die dadurch gekennzeichnet ist, daB dem Maschinenteil plotzlich 
eine bestirnmte Energiemenge zugefiihrt wird, die sich in Formanderungsarbeit umsetzt. Das 
Integral P. d (Lll) ist dann iiber die dynamische Spannungsdehnungslinie zu integrieren 1. Bei einer 
dauernden Wiederholung der StoBe kann eine viel kleinere StoBenergie den Stab zumBruch brin­
gen. Sol1 die StoBenergie dauernd ertragen werden, dann darf der Wert, den 
die Formanderungsarbeit an der Elastizitatsgrenze hat, nicht iiberschritten 
werden. 

Die Kerbzahigkeit. Es ist eine bekannte Erscheinung, daB manche Werkstoffe gegen 
statische Beanspruchung sehr widerstandsfahig sind, wahrend sie durch geringfiigige StoBe zer­
start werden (Hartpech). So lassen sich unverletzte Eisenbahnschienen bei einem Biegeversuch 
fast so weit zusammenbiegen, daB die beiden Schenkel aufeinander zu liegen kommen; beirn 
StoBbiegeversuch bricht die Schiene dagegen ohne groBe Formanderung. 

Wenn auch eigentliche Schlagarbeit nur bei wenigen Maschinen vorkommt (Schmiede­
hammer, Schwungrad- und Exzenterpressen), und man allgemein die StoBwirkung nach Mog­
lichkeit zu vermeiden oder zu mildern versucht, so treten doch bei allen Maschinen wechselnde Be­
lastungen auf, die es sehr erwiinscht erscheinen lassen, durch Versuche diejenigen Material­
eigenschaften zu bestimmen, die dafiir maBgebend sind. 

In den Materialprufanstalten hat dafiir die sog. Ker bschlagpro be eine weite Verbrei­
tung gefunden. Durch einen PendeThammer wird die Schlagarbeit A gemessen. Das Probe­
stuck (Abb. 13.26), erhalt eine Einkerbung, und wird durch einen einzigen Schlag gebrochen. 
Wenn mit b die Breite, mit h die Hohe des Querschnittes an der Kerbstelle bezeichnet wird, 

so nennt man Z = :h die Kerbzahigkeit [kgmjcm2] des Materials. Die Schlagarbeit wii-d 

also gleichmaBig uber den Bruchquerschnitt verteilt gedacht, eine Annahme, die jedenfalls 
nicht zutrifft, und die sich wohl nur deshalb eingebiirgert hat, weil die Spannungen beirn Kerb-

1 schlagversuch so verwickelter Natur sind, daB 
P eine genauere Verfolgung und Verw. ertung der 

Schlagarbeit nicht leicht moglich ist. 

r---------- 160 ---.-------.~: 

.1 ~ ~ 'I .! ---' , 
"" If 1 , 

a a r~5mm 

120 

Abb. 13.26. Probestab fiir Kerbschlagproben aus Wawrziniok) . 

'-

Abb.13 .27 . Kerbzahigkeit von St.37. bei 
verschledenen Temperaturen (ana Bach-Baumann). 

Gegen die Durchfiihrung der Kerbschlagversuche in der beschriebenen Form ist in erster 
Linie einzuwenden, daB die Zerstorung eines Maschinenteiles durch einen einzigen Schlag prak­
tisch kaum vorkommt, und daB ebensowenig wie die Bruchfestigkeit auch die so gefundene 
Kerbzahigkeit fiir den Konstrukteur maBgebend sein kann. Aber auch abgesehen davon, ist 
die Kerbzahigkeit in hohem MaBe von der Form der Kerbe und des Stabes abhangig. Wenn 
sich z. B. der Lochdurchmesser im Probestab andert von 1,3 auf 2, 3 und 4 mm, so andert 
sich die Kerbzahigkeit von 0,83 auf 2,7,4,64 und 5,94kgmjcm2. 

Man muB natiirlich eine strenge Normung der Probestabe durchfiihren, um fiir verschiedene 
Werkstoffe brauchbare Vergleichswerte zu erhalten. DaB der gewohnliche Zugversuch dazu 
nicht ausreicht, zeigt Abb. 13.27, worin die Kerbzahigkeit von St. 37 bei verschiedenen Tempe­
raturen eingetragen ist. Auffallend ist die starke Abnahme zwischen +20 und -20 0 C, die 
nach dem Zugversuch nicht zu erwarten war2. Darum hat der Kerbschlagversuch fiir die 

1 Plank, R: Dynamische Zugbeanspruchung. Z. VDI. 1912 S.17. 
2 Schwinning, W.: Die Festigkeitseigenschaften der Werkstoffe bei tiefen Temperaturen. Z. VDI. 79 

(1935) S.35/40. 
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Materialuntersuchung sicher seine Berechtigung. Professor Fillinger (Wien) hat durch Ver­
suche nachgewiesen1 , daB die Kerbzahigkeit nach der Gleichung 

A 
Z = b.h = by + 2 OJ 

in weiten Grenzen unabhangig von der Stab­
form wird. Hierin sind b, die Schlagfestig­
keit[kg/cm2 ] und 2 OJ, die Spaltfestigkeit 
[kg/cm] zwei neue Materialkonstanten (Ab­
bildung 13.29). 

Fiir sehr sprodes Material ist b = 0 
und Z = 2 OJ. Fiir sehr zahes Material ist 

I 
I 

: 
I 
I 
I 
I /L ___ _ 

Abb.13.28. 

2 OJ = 0 und Z = by. 

Schritttum. 

Abb. 13.29. Kerbzahigkeit nach 
Prof. Fillinger, 

Dauerfestigkeit. Thurn, A. und W. Buchmann: Dauerfestigkeit und Konstruktion. Mitt. d. 
Materialpriifungsanstalt der T. H. Darmstadt. Heft 1. 1932. - Oschatz, H.: Geset;zmaBigkeit des Dauer­
bruches und Wege ;mr Steigerung der Dauerhaltbarkeit. Mitt. d. MPA. a. d. T. H. Darmstadt. Heft 2. 
1933. - Thurn, A. und W. Bautz: Steigerung der Dauerhaltbarkeit von Formelementen durch Kaltver­
formung. Mitt. d. MPA. a. d. T. H. Darmstadt. Heft 8,1936. -Thurn, A. undH. OCh8: Korrosion undDauer· 
festigkeit. Mitt. d. MPA. a. d. T. H. Darmstadt. Heft 9 1937. VDI-Verlag mit 139 Literaturangaben. -
Graf, 0.: Die Dauerfestigkeit der Werkstoffe und der Konstruktionselemente. Berlin: J. Sulius Springer 1929. 
- Zander, W.: Der EinfluB von Oberflachenbeschadigungen auf die Biegeschwingungsfestigkeit. NEM· 
Verlag Berlin 1928. - Moore, H. Fund J. B. Kommers: The Fatigue of metals. Mc. Graw-Hill Book Co. 
New York 1927. - Herold, W.: Wech8elfestigkeit. Berlin: Julius Springer 1934. - Kaufmann, E.: Wech­
selfestigkeit. Berlin: Julius Springer 1931. - Mailander, R. und W. Bauersfeld: EinfluB der Proben· 
groBe und Probenform auf die Dreh·Schwingungsfestigkeit von Stahl. Techn. Mitt. Krupp. (1934) S. 143. 
- Bollenrath, F., H. Cornelius und W. Siedenburg: EinfluB der Querschnittsform auf die Dauer· 
festigkeit von weichem FluBstahl. Luft-Forschung 15 (1934) S. 214/217. - Fischer, E.: Das Verhalten von 
Werkstoffen gegenfLber schnellverlaufender Drehungsbeanspruchung. Diss. T. H. Dresden 1937. - Kom­
mers, J. B.: Overstressing and understressing in fatigue. Engg. 143 (1937) S. 620/22 und 676/78. - Bollen­
rath, F.: Zeit- und Dauerfestigkeit der Werkstoffe. Jahrb. Deutsch. Luftfahrtforschung. 1938. Erg.-Bd. 
S. 147/157. - Arm bruster, E.: EinfluB der Oberflachenbeschaffenheit auf den Spannungsverlauf und die 
Schwingungsfestigkeit. VDI-Verlag 1931. Barner, G.: Der EinfluB von Bohrungen auf die Dauer;zugfestig­
keit von Stahlstaben. VDI-Verlag 1931. Graf, 0.: Dauerfestigkeit von Stahlen mit Wal;zhaut, ohne und 
mit Bohrung, von Niet- und SchweiBverbindungen. VDI-Verlag 1931. - Seeger, G.: Wirkung der Druck­
vorspannungen auf die Dauerfestigkeit metallischer Werkstoffe. VDI-Verlag 1935. 

Sic her he it und ;zulassige Spannung. Yolk, C.: Sicherheit und ;lulassige Spannung. Elektro· 
schweiBung 8 (1937) S. 173/75. Thum, A.: Zur Frage der Sicherheit in der Konstruktionslehre. Z. VDI 75 
(1931) S. 705. - Soderberg, C. R.: Factor of safety and working stresses. Trans. A. S. M. E. 52, I (1930) 
APM.52-2 p.13/28. - Buchmann, W.: Die Kerbempfindlichkeit der Werkstoffe. Forschung 6 (1935) 
S. 36/48. - Bock: Zulassige Spannungen der im Maschinenbau verwendeten Werkstoffe. Maschbau 9 (1930). 
S.637 und 10 (1931) S. 66/83. - Garlepp, B.: Zulassige Spannungen und Dauerfestigkeit im Kran- undi 
Verladebruckenbau. Masch.-Bau 10 (1931) S. 86/90. 

13.3. Genormte Werkstoffe. 
Die Vielseitigkeit der Faktoren, welche die Dauerfestigkeit beeinflussen, zwingt zu einer Ein­

schrankung. Der Konstrukteur sollte deshalb "genormte" Werkstoffe verwenden, derenDauer­
festigkeitswerte geniigend genau bekalmt sind. Die Werkstatt soll die Vergiitungsvorschriften 
des Lieferanten genau beachten und einhalten. 

Auswahl des Werkstoffes. Die Kenntnis der Eigenschaften der Werkstoffe, der Behand­
lung, der Bearbeitungs- und Verarbeitungsmoglichkeiten, sowie auch der Werkstoffpriifung ver­
mittelt die mechanische Technologie. Diese Wissenschaft bilClet deshalb eine wichtige 
Grundlage fiir den Maschinenbau, und ihre Bedeutung nimmt mit der Zunahme der Werkstoff­
sorten und mit der Vertiefung unsrer Kelmtnisse in den Faktoren, die ihre Eigensehaften be­
einflussen, immer mehr zu. 

Bei der Auswahl des bestgeeigneten Baustoffes scheiden bei der Behandlung der Elemente 
alle diejenigen Faktoren aus, die nur durch genaue Kelmtnis der Masehine richtig beurteilt werden 
kOlmen, so z. B. die Leitfahigkeit fiir elektrische, magnetise he oder Warmestromungen (e1ektrische 
Maschinen), die Gefahr von Korrosionen (Kondensatoren, Maschinen fiir die chemische Industrie), 
das Rosten (Wasserpumpen) oder auch das spezifisehe Gewicht (bei allen beweglichen Maschi­
nen) usw. 

Aus der iiberaus groBen Anzahl verschiedener Werkstoffe, die fast mitjeder gewiinschten 

1 Schwei;l. Bauztg. 1923 S. 275 u. 285. 

6* 
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Eigenschaft hergestellt und verkauft werden, kann die Maschinenfabrik aus wirtschaftlichen 
Griinden nur wenige, fiir ihren Betrieb "normale" Werkstoffe wahlen und auf Lager halten. 
Der Kimstrukteur wird sich im allgemeinen an diese Sorten halten miissen, denn es lohnt sich 
niemals, fur vereinzelte Teile eine besondere Legierung herzustellen oder ein kleines Stiick hoch-
wertigen Spezialstahles zu kaufen. ' 

Del' Konstrukteur wird seine Wahl meist nach den Beanspruchungen treffen, die in dem 
Maschinenteil auftreten. Als Regel gilt dabei, daB er keinenfalls eine h6here Werkstoffqualitat 
vorschreiben darf als unbedingt erforderlich ist, denn mit steigender Giite nehmen naturgemaB 
auch die Anschaffungs- und Bearbeitungskosten zu. 

Bezeichnung des Werkstoffes = Buchstaben X erste X zweite Zifferngruppe. 

Die Buchstaben dienen zur Kennzeichnung, 

z. B. St = Stahl, auffliissigem Wege gewonnenes schmiedbares Eisen, 
Stg StahlguB, Ms = Messing 
Ge = GuBeisen, Cu = Kupfer, usw. 
Te = TemperguB 

Die erste Ziffergruppe gibt entweder die Mindestzugfestigkeit in kgjmm2 (z. B. St. 50) 
oder den Legierungsbestandteil (z. B. St. C. 35 fiir 0,35% C). 

Die zweite Ziffergruppe besteht immer aus zwei Zahlen; die Zehnerzahl weist fiir Stahl 
auf eine der zehn Hauptgruppen. 

I Baustahl, 
2 Bleche, Rohre, 
3 Eisenbahnoberbaustoffe, 
4 Fahrzeugbaustoffe, 
5 Verschiedenes. 

Die Einerzahl gibt die Untergruppe an, 

z. B. II Maschinenbaustahl, 

6 Sonderstahl, 
7 Werkzeugstahl, 
8 StahlguB, 
9 GuBeisen (auch TemperguB). 

die noch nicht fiir alle Hauptgruppen festgelegt sind. 

29 Rohre, 
12 Formeisen, Stabeisen, Breiteisen, 
13 Schraubeneisen, Nieteisen, 

61 Unlegierter Einsatz- und Vergiitungsstahl, 
62 Ni- und Cr-Stahle. 

21 Bleche, 

Die in den Normen (Zahlentafel 13.1) angegebenen Festigkeitseigenschaften gelten fiir gut 
durchgeschmiedeten oder gewalzten Stahl, der yom Rohblock aus auf mindestens ein Drittel 
seines Querschnittes heruntergearbeitet wurde und zwar fiir den ausgegliihten Zustand. Die 
Werkstoffe konnen im Anlieferungszustand durch Kaltbearbeitung, Vergiiten usw. ganz 
andere Eigenschaften aufweisen (vgl. z. B. Abschn.23.2, Schraubenstahl). 

Ausgliihen ist ein gleichmaBiges El'hitzen auf eine Tempetatur kurz oberhalb des oberen­
Umwandlungspunktes und mit folgendem Erkaltenlassen in rnhiger Luft. 

Harten. Unlegierter Stahl wird durch Erhitzen iiber seinen oberen Umwandlungspunkt 
und nachfolgendes Abschrecken in einer Hartungsfliissigkeit (Wasser, (1) gehartet. Die Har­
tungsfahigkeit wachst mit dem C-Gehalt; der Stahl wird durch die Hartung fester, aber auch 
sproder. 

Einsetzen. Beim Einsetzen des Stahles wird gewohnlich C-armer Stahl umgeben von 
kohlenstoffabgebenden Mitteln in del' Nahe des oberen Umwandlungspunktes so lange gegliiht, 
bis der Kohlenstoff bis zur gewiinschten Hohe seines Gehaltes und bis zur beabsichtigten Tiefe 
in den Stahl eingedrungen ist. Hartet man alsdann den Stahl durch Abschrecken aus etwa 
750 0 C, so wird nur die mit Kohle angereicherte AuBenhaut hart. Je kleiner der C-Gehalt, um 
so zaher bleibt der Kern nach dem Abschrecken, aber um so hoher ist im allgemeinen auch der 
Preis. 

Vergiiten. Das Vergiiten erfolgt durch Harten mit darauffolgendem Wiedererwarmen 
(Anlassen) des Stahles bis hochstens an die Temperatur des unteren Umwandlungspunktes. 
Die Zahigkeit (vor allem die Kerbzahigkeit) nimmt zu. Durch das Vergiiten tritt eine Korn­
verfeinerung ein. Die in der Zahlentafel lmter "vergiitet" angefiihrten Werte werden durch 
Abschrecken aus 30-500 C oberhalb des oberen Umwandlungspunktes mit darauf folgendem 
Anlassen bis auf etwa 600 0 C erreicht. Gewohnlich wird weniger hoch angelassen und die erreich­
baren Zahlenwerte sind dann andere; insbesondere liegen die Werte der Streckgrenze und der 
Zugfestigkeit dann hoher (Abb.13.21). 
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Zahlentafel 13.1. Festigkeitswerte von Stahl, geschmiedet oder gewalzt, unlegiert. 
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darf 

:1 
C = 0,25 

I 

42-7-50 

1 
22 

1 

-7-125 

I 
Vergiitungs-

StC25.61 B J'.fu< 0,8 stahl 
Abb. 13.20 

Si< 0,35 47-7-55 20 -7-142 

St C25.29 

~ 
1 

I 45-7-55 
1 

17 
1 

-7-142 
1 

Rohre (Abb. 13.20), 

I Zahlentafel 13.3 

St 50.11 
1 1 

50-7-60 
1 

18 1125-7-15016 
Wellenstahl, Hebel, 

Stangen, Schrauben 

St 55.29 I I 55-7-65 I 14 I I Rohre, Zahlentafel 13.3 

StC35.61 B 
:1 1 

50-7-60 

1 

19 

1 -7- 150 17 
Vergiitungs- Schrauben 55-7-65 18 -7-142 stahl 

. 

Wellenstahl, Kolben-

St 60.11 B 60-7-70 14 150-7- stangen, Steuerhebel, 
Keile f. hoher beanspr. 
Teile, PaBstifte 

StC45.61 B :1 1 

60-7-70 

1 

16 
1

150-7- 1 
Vergiitungs-

65-7-75 15 -7-230 stahl 
~- -

St 65.29 B I I 65-7-80 I I 1 
St 70.II B I I 70-7-85 1 10 1180-7- I Ritzel, Schnecken 

0 __ - -

:1 1 I 
StC 60.11 B 70-7-85 13 1180~ I Vergiitungsstahl 

75-7-90 12 200-7-260 Hoch hartbar 
Bearbeitg. teuer 

1 Mindestwerte. 2 Am Kurzstab °5 ,"" 1,25°10. 3 Je nach Probedicke. 
Reinheit: A = ohne Zahlenangaben iiber Ph- und S-Gehalt, w = weich, ausgegliiht 

B = Ph und S je < 0,06%; Ph + S < 0,1 %. g = blank gezogen 
v = vergiitet 

NB.: Die Stahle St 34-7-70 werden im allgemeinen nicht eingesetzt und vergiitet. Einsatz- und Vergii­
tungsstahle erhalteh die Bezeichnung St C 10-7- C 60. 
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Zahlentafel13.2. Nickel- und Chromnickelstahl fiir mechanisch hoch beanspruchte Teile. 

Bezeichnung 
Gegliiht Gehiirtet bzw. vergiitet Chemische Zusa=ensetznng in % 

N = Nickel Brinell- Zng- ZUg~ Streck-
C =Chrom hiirte festig- festigkeit grenze Bruch-
w= weich H keit Kz as dehnung C Ni Cr Mu Si 
h = hart kg/=' kg/=' 

hochst., hochst. kg/mm' kg/mm' % hochst. 

E Einsatzstahle 

1,5 hochstens I hochstens I 0,35 0,2 0,5 162 I 60-80 I 
, 

EN 15 55 Wasser 39-52 20-10 0,10-0,17 

80-100 42-70 20-14 

2,5 0,75±0,2 hochstens 0,35 0,5 ECN 25 206 70 01 01 01 0,10-0,17 90-110 67-82 16-10 
Wasser Wasser Wasser 

I 

3,5 0,75±0,2 I hOchstens 0,35 0,5 
--,----

ECN35 220 75 90-120 67-90 16-9 0,10-0,17 

I 01 

ECN45 240 83 120-140
1 01 90-105 14--7 0,10-0,17 

I 
4,5 1,1±0,2 I hOchstens 

0,5 0,35 

V Vergiitungsstable 

1,51 0,5 0,4--0,8 I 0,35 

w 

VCN 15 206 70 
h 

65-75 42-49 24--18 0,25-0,32 

75-85 52-59 22-16 iiber 
0,32--0,40 

w 70-85 49-59 20-14 0,25--0,32 

2,5 0,75 0,4-0,8 0,35 VCN 25 220 75 
h 80-95 56-66 16-10 iiber 

0,32-0,40 

w 75-90 56-67 20-14 0,20-0,27 

3,5 0,75 0,4--0,8 0,35 

I 0,4--0,8 4,5 1,3 0,35 

VCN35 235 80 
h 

VCN45 265 90 

90-105 67-69 16-10 iiber 

I 
0,27--0,35 

100-115 80-92 15-9 0,30-0,40 

Die Harte ist eine fUr die praktische Verwendung des Werkstoffes sehr wichtige Eigenschaft. 
Harte im Sinne des taglichen Lebens ist ein schwer zu bestimmender Begriff, der sich einer 
genauen mathematischen Umfassung entzieht. Man nennt denjenigen von zwei Korpel'll den 
harteren, der dem Eindringen eines dritten Korpers den groBeren Widerstand entgegensetzt. 
Wichtig ist dabei, daB nur blei bende Formanderungen beobachtet werden, also die Elasti­
zitatsgTenze iiberschritten wird; die Festigkeitslehre reicht deshalb zur genaueren Beschreibung 
des Hartebegriffes nicht aus. Die alteste Unterscheidung erfolgte nach dem Ritzverfahren, 
das aber ungenau ist, denn man kann mit einem scharf zugespitzten Korper selbst einen 
etwas harteren Stoff ritzen. Urn zu einem genaueren HartemaB zu gelangen, muB eine Ver­
einbarung iiber die geometrische Gestalt der Korper getroffen werden. Der schwedische In­
genieur Brinell, der die Hartepriifung in der Praxis eingefiihrt hat, driickt eine Stahlkugel 
von I cm Durchmesser auf die Metallplatte, deren Harte man untersuchen will. Als Harte­
zahl gilt die auf I mm2 der Eindruckflache kommende Last l • 

Die Harte ist namentlich zur Beurteilung der Abnutzung wichtig. Wenn zwei Teile ohne 
ausreichende Schmierung aufeinander gleiten, so ist eine Abnutzung unvermeidlich. Der 
Konstrukteur verlegt diese dann auf einen moglichst einfachen Teil aus weicherem Metall, der 

Zah1entafel 13.3. Warmstreckgrenze kg/mm 2 • 

WerkstoU I 100 0 I 150 0 I 200°, I 250 0 I 3000 I 

St 35.29 
St45.29 
St 55.29 

13 
15 
17 

leicht ersetzt werden kann (z. B. Lager­
biichsen). 

Die Dauerstandfestigkeit der Werkstoffe, 
die niedriger liegt als die Zugfestigkeit, aber 
hoher als die Streckgrenze, ist besonders bei 
hoheren Temperaturen wichtig fUr die Ver­
wendungsmoglichkeit (ZahlentafeI13.4). 

1 Seither haben sich auch andere Verfahren eingefiihrt. FlIT die Umrechnung der verschiedenen Harte­
ziffern. Vgl. Masch-Ban (1933), Heft 3. 
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GuBeisen gilt narnentlieh wegen des zufalligen Auftretens von Lunkern an hoehbeanspruchten 
Stelien oft als ein wenig zuverlaRsiger Werkstoff. Wenn aueh gut eingeriehtete GieBcreien in 
upr Lagc sind, einwalldfreien und hochwertigen GuB herzustcllcn, so so Ute GuBeisen doeh 
nieht fUr Teile verwendet werden, 
die fast aussehlieBlieh auf Zug be­
ansprueht sind odeI' dureh deren 
Bruch ~Iensch('nleben gefahrdet 

Zahlentafell3A. Dauerstandsfcstigkeit.>lzahlen1 in kg/mm2 
Icgierter Stahle bei Temperaturen von 350-600°. 

WerkBtoff 400 0 450' 500' 

werden kiinnen (Hebezeuge). In 26,0 
Sieromal 8 . . 21,0 15 ° 

solchen Ji'allen darf die zlllassige Cr-l\lo-St.. . . 21,0 19,0 1fl:0 
Zugspannung fUr GllBeisen 100 at Cu-:\lo-C".ls-St. 15,0 13,8 12,0 
nieht wescntlich uberschreiten, Cu-:\lo-St, 3R--45 kg/mm2 14,0 12,0 9,0 
wiihrend fUr Stahl IOrnal groBere Cu-Mo-St 45-55 kg.-mm2 17,0 15,0 12,0 
S u h 10 I kl . Stg 38,81 . . 9,0 7,0 4,5 

pannungen, . . rna emcre Stg 45.81 . . . . . . .. 13,0 11,0 9,0 
Quersehnitte zulasRig sind. Pyknos-Stg.. . . . . . . 10,0 

55(J'J 

8,8 
7,0 
6,3 
4,0 
5,0 

4,0 
2,0 

2,0 

Wird GllBeisen Hingerc Zeit auf Ternperaturen oberhalh ctwa 350 C erhitzt, so tritt in scinem 
nefUge cine UmwlLndlung ein, cia das Eisenkarbid unter Ausscheidung von Graphit zerfallt. 
Die~er Vorgang ist mit einer Volumenzunahrne verbunden; man sagt daR GuBeisen wachst. 
Die Langenzllnahmc kann mehrere Prozent betragen und kalter bleibende Teile sprengen. 1\1an 
verwenclet cleshalb fiir Tempemturen libel' 350 0 C irnmer StahlguB. 

Bezeichnung 

1 ZugfestiS1keit in kg'mm' 

Gu13eisen: 
Maschinengu13 Ge 121 
Zylindergu13 Ge 14 

Ge 18 
Ge 22 
Ge 26 

Stahlgu fl Stg 38 
Stg 45 
Stg 52 

llezeichnung 

2 Dip ZahI giht den Cu-Gphalt an 

Kupfer: 
ausgegliiht 
kalt gezogen 

liiessing: 
:\is 58. Hartmessing2 

:\Js 60. :\Iiinzmctall . 
Ms 63. Druckmessing . 
1\1s 72. Schanfelmessing . 

\Val7.bronze: 
gegliiht . 
halbhart 
hart 
fcderhart 
doppclfcderhart 

Ocr likoncr-Bronze: 
(Stahlbronze) 
( ii hersch miedct.) 

Zflhlentafcl 13.5. Gu13eiscn und Stahlgu13. 

Spoz. Gewieht I 
I Biege- I Bruch- . I • 'Wcehsel.' 

Spez.-Arbelt.s-festig- deh- Bnndl- streck- I iestig- , 
hiirte ! grenze I kelt I vennilgl'lI 

E kelt i nung 
y 1 R/) ", H <1, aw 'llv , , 

kg'dm' k~:rnnll , kg/unn' 0' ,0 kg,'mm1 : k~.imms; kg'mm:! I k~Ill,:l:m3 

1 1 
1 I 

i 170 

17~677'30 :1 7000-10000 : 
28 180 7 
34 195 0,07 -:-0,13 

: 1 40 210 
46 22ii 

1 ~ 8-
20 18 

f I, ;, 20500 16 22 
12 25 

Zahlentafel 13.6. Niehteisen-:\Ietalle, gewalzt. 

y 

kg'dm'l 

8,9 

8,5 ! 

8,6 

8,73 

1,8 

E 

kg/mm' 

11500 

8000 

12000 

K z ! 
1 1 I 'll 

6, % I as I (Te I v 
I kg!mm1 1 kg/mm:lkgmf('m' \ kg!mm' ! 

I 
25 50 

i 39 I 6 
I , 
IbiS 70 IbiS 2 

I 30 35 
125:-5°135-:-10 

40 
50 
60 
80 
90 

1 

I 

iiO 
15 
10 
5 
2 

3 I I 1 
I ' 25 

5.;8 

6 

144-:-ii615-:-2;;i 18..:·30 
, 

26-:-38 2-:-15:15-:-34i 6;-20 1 

i I 

I 
It 

18 
!f 

7 
23 

Y(~r\\"rndung 

Blech und Stangcn 

Stangen Driihtc Bleehe 
Sehrauhenmessing 
fiir Rohrc 
fiir Ziehzwe"ke 
TurhinCllschaufcln 

Stangen Driihte Bleche 

Flug7.eugbau. 
Leichtmaschinenbau. 

1 Tafante, W. und \Y. Ruttmann: Warmfeste Werkstoffc fiir Tempcraturen bis zu GOO° C. Die Warme 
fiO (1937) S. 703/09. 
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Zahlentafel 13.7. Festigkeitseigenschaften einiger Aluminium-Knetlegierungen. y = 2,75. 
* Bei 10, 20 und 60 Millionen Lastwechsel. 

EJastizi- Streck- Zug- Brinell-
Dehnnng Wechselbiegefestigkeit 

tatsgrenze grenze festigkeit harte 
Legiernng 

(f0,02 (fO,2 Kz E H 0% (fwb 10* I (fwb 20' I (fwb 60' 
kg/rum' kg/rum' kg/rum' kg/rum' kg/rum' 11,3]/].' kg/rum' kg/rum' kg/rum' 

Avional22M 37,8 38,7 50,5 7240 112 15,3 19,0 17,7 15,8 
o 23mm 

Avional411 34,3 39,8 46,0 6950 135 11,9 16,0 15,3 14,4 
o 22mm 

Avional D 24,6 25,8 42,7 7050 - 22,7 17,4 16,4 15,0 
035/22 mm 

I Anticorodal A 16,4 18,0 28,2 6950 82 23,0 12,1 11,2 9,7 
o 22mm 

Anticorodal B 30,6 32,5 35,2 7060 110 10,4 11,8 10,8 9,3 
o 22mm 

Anticorodal B 27,0 30,2 36,8 6900 113 13,3 16,2 15,3 14,0 
o 35/22mm 

11,0 12,3 25,6 6800 55 14,0 13,5 13,0 12,3 

Zahlentafel 13.8. RotguB und MessingguB. 

Spez. zug- Bruch- Brinell- streck- Wechsel- Spez. 
Gewicht festigkeit dehnnng harte grenze festigkeit Arbeits-

Bezeichnung vermogen 
l' E K z Ii, H (fs (fw Wv 

kg/dm' kg/mm' kg/rum' % kg/mm' kg/mm' kg/runl' kgm/cm' 

RotguB 
Maschinenbronze }7,8--:-8,2 9000 16-;-20 20-;- 6 

} 0,23 Phosphorbronze 35-;-45 30-;-10 

MessingguB 8,5 8000 15 13 

Zahlentafel13.9. Festigkeitswerte einiger Aluminium- SandguB-Legierungen (1,10,20 Millionen 
Lastwechsel) aus: von Zeerleder, A.: Technologie des AIuminiums, S.81. Leipzig 1938. 

Legierung 

An 
AI 
AI 
AI 

ticorodal 
ufont II 
ufont II 
ufont II 

AI ufont hart 
Silumin 

Streck-
grenze 

°0,2 
kg/rum' 

12,0 
12 
22 
31 

25,3 
7,8 

Zug- Brinell- Dehnung Wechselbiegefestigkeit 
festigkeit harte 

K z H Ii% (fwb 1 !1wb10 (fw b 20 Bemerkungen 

kg/rum' kg/rum' 11.3 VF kg/rum' kg/rum' kg/rum' 

15,0 65 2,0 8,7 7,0 6,7 unausgehartet 
16,5 - 1,6 9,4 8,4 8,2 unausgehartet 
27 85 1,5 10,1 9,1 8,9 gegliiht u. abgeschreckt 
33 105 0,8 '-""11,5 8,8 8,2 gegliiht u. abgeschreckt, 

12 Std. warmgehartet 
25,3 115 9 7,1 6,0 5,8 gegliiht u. abgeschreckt 
15,3 63 1,5 6,0 5,0 4,6 unveredelt 

14. Der Umdrehnngskorper. 
Neben der in Abschn. 12 behandelten Berechnung von stabformigen Korpern, miissen im 

Maschinenbau Umdrehungskorper, wie Hohlzylinder, Scheiben, Platten, Flanschen, Schalen usw. 
berechnet werden. 

Definitionen: Eine Platte ist ein Korper, der durch zwei benachbarte ebene Flachen 
begrenzt ist und durch quer zur Mittelebene wirkende Kriifte beansprucht wird. Die durch ein 
System von Kraften, nur in ihrer Ebene verzerrte (nicht verbogene) Platte heiBt Scheibe. 

, Eine Schale ist ein plattenformiger Korper, dessen 

.15 G 

Abb.14.1. 

Mittelebene im unbelasteten Zustand gewolbt ist. 

14.1. Diinnwandige Hohlzylinder. 
Besonders einfach ist die Berechnung von dtinn­

wandigen Zylindern unter Druck (Abb. 14.1) solange 
wir annehmen dUrfen, daB die Spannungen gleich­
maBig tiber die Wandstarke verteilt sind. 

Da der Druck in einer ruhenden Fltissigkeit nach 
allen Richtungen gleich groB ist, ist der Gesamtdruck 
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auf die abgetrennte Zylinderhalfte gleich dem Druck auf der Mittelebene, also 
P=p·l·D 

89 

(14.1) 

unabhangig von der Form des GefaBes; p ist der tiberdruck in atii. Aus der Gleichgewichts-
bedingung folgt dann: p ·l· D = 2 s ·l· at 

at = p . Dj 2 s (Kesselformel) . (14.2) 
Fiir den geschlossenen Zylinder folgt die Hauptspannung in axialer Richtung in ahnlicher 

Weise zu: 

ax = : D2 p/n Ds =pD/4s; (14.3) 

sie ist nur halb so groB wie in tangentialer Richtung 1 . Die dritte Hauptspannung (radial) ist 
am Innenrand des Zylinders gleich - p atii und auBen gleich - 1 at. Die axiale Spannung ist 
also die mittlere Hauptspannung. Streng genommen, gibt demnach die Kesselformel nicht die 
groBte Beanspruchung (nach Mohr). In den Normen fiir die Berechnung der Wandstarken 
zylindrischer Kessel 

pDi 
S = ~2- + 0,1 cm 

azul 
(14.4) 

ist noch ein Zuschlag von] mm vorgesehen, um Abrostungen zu beriicksichtigen. Die im 
Kesselbau zulassigen Spannungen sind durch behOrdliche Vorschriften festgelegt. Das Kessel­
blech darf keine geringere Zugfestigkeit als 34 kgjmm2 und in del' Regel keine groBere als 
51 kgjmm2 haben und soll folgende Dehnungen aufweisen: 

Mantelblech II Feuerblech 
K z = 34 35 36 

Bruchdehnung = 28 27 26 

Mantelblech I 
37--41 42 43 44 45 46-51 kgjmm2, 

25 24 23 22 21 20 0/0. 

Fiir Feuerblech (Kz = 34 bis 41 kgjmm2) darf nul' mit 36 kgjmm2, fiir Mantelblech I (40 bis 
47 kgjmm2) nul' mit 40 kgjmm2 und fiir Mantelblech II (44 bis 51 kgjmm2) nur mit 44 kgjmm2 
gerechnet werden. Die Angabe del' Grenzwerte, die um je 7 kgjmm2 auseinander liegen, ist da­
durch bedingt, daB bei Blechtafeln von bedeutender GroBe wesentliche Unterschiede in den 
Festigkeitseigenschaften vorkommen konnen. 

Del' Sicherheitsfaktor = 
Bruchfestigkeit . t f" die 

zulassige Spannung IS ur 

bei Uberlappung 
bei Lasche 

Handnietung 

4,75 
4,25 

Maschinennietung 

45 
4,0 

In einiger Entfernung von den durch Boden versteiften Enden, dehnt sich del' Zylinder 
radial um den Betrag Llr; del' gespannte Umfang ist 2 n (r + Llr). Da die urspriingliche Lange 
des Umfanges = 2 nr war, so hat del' Ring sich um den Betrag 2 nLir gedehht. Aus del' Definition 

d D h £ 1 . d H k h G .dl 2n.dr a er e nung 0 gt, mIt em 00 esc en esetz: e = T = 2nr = E odeI' 

a 
Llr = E r . (14.5) 

Del' Zylinder dehnt sich in radialer Richtung genau so, als ob die Spannung a in einem 
radialen Stab wirken wiirde. Diese Gleichung kann z.. B. auch fUr die Berechnung von 
Schrumpfringen (Radbandagen) verwendet werden. Diese werden in del' Praxis meist mit einem 
SchrumpfmaB Llrjr = 0,001 ausgefiihrt; daraus folgt fUr Stahl die Spannung a = 2] kg/mm2• 

Die gleichen Uberlegungen konnen auch auf die Berechnung schwiwh 
gewolbter Boden angewandt werdeI)., solange diese keine Biegesteifigkeit 
aufweisen, wie ·z. B. eine Seifenhaut, ein Membran odeI' Ballonhillle. 
Am Rande eines Flachenelementes dy' dz del' Seifenhaut (Abb. 14.2) 
wirken die Spannungen S fiir die Langeneinheit, unabhangig von del' 
Gestalt del' Flache. Die Zugkraft langs del' Kante dz (S· dz) hat eine 
Komponente in del' X-Richtung gleich-Sdz. oxjOy, da fUr den klei­
n en Neigungswinkel rp, sin = tg gesetzt werden kann. An del' gegen­
iiberliegenden Kante wirkt die gleiche Kraft abel' mit entgegengesetz-

tem Pfeil und unter einem um drp = ~2; d y groBeren Winkel. Fiir das Abb.14.2. 

1 In kugelformigen GefaBen ist die tangentiale Spannung in allen Richtungen gleich pD/48. 
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Gleichgewicht in der X-Richtung kommt es daher nur auf den Unterschie~ S dz' ~2y~ dy an. 

In ahnlicher Weise findet man fUr die Kanten dy als X-Komponente : S dy ~z: dz. 

Demgegenuber: wirkt der Druck p auf die Flache d y . dz, so daB die Gleichgewichtsbedingung 

lautet: (02 X O· X) 
S·dy·dz oy'+ 0;', =p·dydz 

o'x o· X - +- -piS oy2 oz. -. oder. (14.6) 

Einwirkung der Fliehkriifte. Wenn ein freischwebender Ring mit der Winkel-

geschwindigkeit w = n;on gedreht wird, so dehnen die Fliehkrafte den Ring. Unter der Vor­
aussetzung, daB die Rohe des Ringes - in radialer Richtung 
gemessen - klein im Verhaltnis zum Radius ist, kann eine 
einfache Gleichung fUr die im Ring entstehende Spannung ab­
geleitet werden. Schneidet man ein unendlich schmales Element 
heraus (Abb.14.3) , so ist fUr dasselbe die Fliehkraft dZ =dmrw2 

dZ 

~ und dm = L frdqJ, wennf die Querschnittsflache des Ringes ist. 
g 

dZ = L r2w2fdq; . 
g 

Aus Symmetriegrlinden muB der Ring sich nach allen Rich­
tungen gleich dehnen: die Krafte S sind also N ormalkrafte. 
Die Gleichgewichtsbedingung in radialer Richtung lautet: 

2 S sin d2rp = S dq; = dZ = ~ r2w2fdq; 

Abb.14.S. Zur Berechnungder Spannungen oder 
in rotierenden Ringen. 

da die Umfangsgeschwindigkeit u = w . r ist. 

s y 2 2 Y 0 

au =7=(; r w = (; u·, (14.7) . 

Die Zugspannung hiingt demnach nur vom spezifischen Gewicht des Werkstoffes und von der 
Umfangsgeschwindigkeit ab; sie ist an jeder Stelle des Ringes gleich groB. Die radiale Dehnung 
folgt aus Gl. (5.) 

14.2. Der ringsum symmetrisch belastete Umdrehungskorper. 
Jede Meridianebene ist eine Symmetrieebene sowohl hinsichtlich der Gestalt als auch der 

Belastung. Es konnen darin deshalb keine Schubspannungen und nur die Normalspannungenat 
ubertragen werden. Aus den Gleichgewichtsbedingungen zwischen den auf einem Volumen­
element (Abb. 14.4) wirkenden Kraften folgen die Beziehungen: In der X-Richtung: 

( 00' ) J..-..L.. d ' .. ( . OT ) " -f' \GX + 0: d.x rw'f'~' -..axrq;ur+ ('+ ~ sir (r + dr) dq;,d;i; - irdqJu,X = 0 

oder 

(14.8) 

In der R-Richtung: 

( 00', ) drp ( OT) . \ar+a;:- dr (r + dr) dq;dx~arr dq;dx- 2atdrdx sinT+i+ oxdx rdq;dr-irdq;dx =0 

oder 
OOT 

" (ra,) -at + r" = 0 . 
ur uX 

(14.9) 

Wirkt auf das Volumenelement noah die Fliehkraft dZ = dmrw2 = L r2 w2 dq;dr' dx so 
g 

folgt aus der Gleichgewichtsbedingung in radialer Richtung: 
o OT y 
,,(r . a,) - at + r" + - w2r2 = O. 
ur uX g 

(14.10) 

Die elastische Formanderung des Umdrehungskorpers muB ebenfalls ringsum symmetrisch 
sein; sie wird daher durch zwei Funktionen ~ (x, r) und (! (x, r), die die Verschiebnngen irgend 
eines Punktes (x, r) angeben, vollstandig beschrieben. Betrachten wir eine Faser A B = ds, 
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Abb. 14.5, so miissen, nach der Formanderung, die Punkte A' B' wieder auf einem Kreis liegen. 
Daraus folgt die Dehnung in tangentialer Richtung: 

LIds A'B'-AB (r+e)dip-rdip (} (14.11) 
et = ----rt8 = A B rdip r 

Weiter bestehen die Definitionen: 
a~ ae 

ex = ax ' er = ar . (14.12) 

Wenn wir uns auf zylindrische Karper 
beschranken, die sich in der X-Richtung 
vollstandig gleich verformen, so fallen in 
den Gl. (8) und (9 resp. 10) die i-Werte 

Abb. 14.4. Abb. 14.5. 

fort. Wir erhalten dalm die einfachere Beziehungen: 

r aa~: = 0 (14.13) 

d. h. ax ist unabhangig von x, also konstant. 

:1" (r . ar) -at = 0, oder at - a, = r a;: (14.14) 

resp. 

~ (r . aT) - at + L w2 r2 = 0 . ar g 
(14.15) 

14.3. Dickwandige HohJzylinder unter Druck. 
Wegen der symmetrischen Beanspruchung bleiben die Querschnitte bei der Verformung 

at + aT 
eben. In der X-Richtung muB also Eex = a", - - - - konstant sein. Daa", konstant ist, folgt 

m 
daraus: 

at + aT = konst. = 2 A. 
Durch Subtraktion (16) - (14) erhalt man: 

d a 2 dr . d aT 
2A-2a,, = r-T oder ~ =A--

dr r -aT 

und nach Integration: 2ln r + In (A - aT) = konst. oder r2 (A -aT) = B, 
also 

B B 
aT = A - - 2 und at = A + - 2 

r r 

(14.16) 

(14.17) 

Die radialen und die tangentialen Spannungen haben einen hyperbolischen Verlauf. Die 
Konstanten A und B sind aus den Grenzbedingungen zu bestimmen. 

Spezialfalll: Nur Innendruck. Dann ist: 

fiir r = ri, 

fiir r = 1'0;, 

B 
(II' =-p =A--

1'~ 
t 

B 
aT =0 =A- ­r2 , 

0; 
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woraus 
r~ 

A- ~t_ und -p r' -r'! 
a • 

Damit wird die tangentiale Spannung: 

r'! ( r') 
, at = P r2 '1" ,I + r~ , 

a • 

sie ist immer positiv. Die radiale 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

........ --

Spannung 

r'! ( r') a- --'-1-~ ,- Pro -r'! r2 
a ~ , 

ist immer negativ. Fur r = ri und 1"a/1'i = a 

1'~ +1"l a 2 + 1 
(at)max = P 1'2 _ 1''! = P a2 - 1 ' 

, a • 

(14.18) 

(14.19) 

ist 

(14.20) 

d. h.: die gr6Bte Zugspannung tritt an der inneren Wand­
flache auf und ist tangential gerichtet. 

Aus der Spannungsverteilung in Abb. 14.6 ist zu sehen, 
daB die auBeren Fasern nur wenig zur Festigkeit beitragen. 
Darum ist leicht zu verstehen, daB auBen angebrachte 
Rippen wenig oder gar nichts nutzen 1. 

Mit den Wert en von a, und at fiir r = ri folgt aus Gl. 
(12.59) die radiale Erweiterung an der Innenseite eines 

Abb.14.6. Spannungsverteilung in dick- ff Z l' d wandigen Hohlzylindern bei Innendruck. 0 enen yIn ers (aa; = 0, ay = at, az = ar): 

etE = at - ~ a, - ~E _P 11'~+ri +~1_ P (a 2 + 1 +~) (14.21) 
m - ri - l1';.-r~ mJ - a2-1 m' 

Diese Gleichung bildet die Grundlage fiir die Berechnung von Schrumpfringen. 
Je nach der Bruchhypothese, von der ausgegangen wird, erhalt man verschiedene Gleichungen 

fiir die Berechnung des Hohlzylinders. Fur die maximale Dehnungshypothese darf die 

reduzierte Spannung ared = (at - ~ ar) den Grenzwert k nicht uberschreiten. Werden die Werte 
\ m 

1'a 
von at unda, darin eingesetzt, so erhalt man mit 1"i = a fiir die Innenseite: 

1'2 + 1''! 
_a~_. + ~ -a - k P 1.2 _ r'! m - zul -

a • 
oder pa2 + P = ka2 - k - ~ a2 + ~ , (14.22) 

1',. _ _ Vk+ m m 1 P . _ 10 . _ 1'a _ / k + 0,7 P 
, - a - + 1 und lillt m - 3 . a -, -11 k _ 1 3 
ri k-~ P . ri ' P 

m (Gleichung von Grashof). 

woraus (14.23) 

Die "Hutte" gab seit Jahren eine andere Formel zur Berechnung dickwandiger Hohlzylin­
der 2, die auch von der maximalen Dehnung als Bruchgefahr ausgeht, aber voraussetzt, daB 
auch in der Langsrichtung Krafte wirken, wie es z. B. bei geschlossenen GefaBen (Sauerstoff­
flaschen) oder bei doppeltwirkenden Maschinen der Fall ist. In diesem Fall ist 

_ n1'i -L •• • _ aa; + ay 
aa; - n (1"~ -rD P -r- ° und dIe reduzwrte Spannung. ared - at - -m-- , 

Die Beanspruchung in der Langsrichtung des Zylinders hat eine Verminderung der tangen­
tialen Dehnung zur Folge, so daB die Bruchgefahr in diesem Fall kleiner wiirde. Nach Einsetzen 
der Spannungen erhalt man: 

und mit 10 a- rU_l/k+o,4P m =3: - 1'i - 'k-l~ (Hutte). 

1 Vgl. die Versuche yon Bach: Mitt. Forsch.-Arb. Heft 70. 
2 25. Aufl. Bd. 1, S. 675. 

(14.24) 
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Die maximale Hauptspannungshypothese wird in der franzosischen und zum Teil 
auch in der englischen Literatur verwendet: 

r2 + r~ 
(O'tlmax = P r~ _ r; = azul = k, 

a , 

a = ra = l/kk + P (Gleichung von Lame oder Rankine.) 
ri V-p (14.25) 

~ allgemeinen haben wir einen raumlichen Spannungszustand mit den Hauptspannungen: 

(O'r)i=-P, (O't)i=+P;:+;! und O'x=O oder r2rlr~p. 
a ~ a ~ 

Nach der Hypothese von Mohr spielt die, algebraisch genommene, mittlere HauptspannungO'x 
keine Rolle. Die maximale Schubspannung ist: 

und 

1 -L(l r~+rf) _ ~_ O'zul_~ 
"max = 2 (at -0',) - 2 + r2-r~ - P r2-r~ - 2 - 2 

a t a 1. 

ra V-.­a- -
- ?'i - .-p' (14.26) 

SchlieBlich folgt noch aus der Hypothese der Gestaltanderungsenergie: 

A,_m+1 2 _m+l1 9 } 

p- 3mE 0' -6mE\ (O't-O'r)" + (O'r-O'x)2+ (O'x-O'tP (13.1 ) 

, k 
fiir den geschlossenen Zylinder: a = 1/ k ':I r -p] 

(14.27) 

k ]/1 +3a4 

p- a 2 -1' und fiir den offenen: (14.28) 

In Abb. 14.7 sind die verschiedenen Gleichungen fiir die Berechnung eines Hohlzylinders 
verglichen. Der Vergleich zeigt, welche bedeutende Unterschiede in den Wandstarken aus den 
einzelnen Bruchhypothesen folgt. 

8 

7 

8 

5 

t If­

f 
9 

2 

1 

~ 

~, 1\ 

'~ 
'~\ \'\V\ 
\\,\\ 
\.~ ~ 
\ '~ '\, 

'-. 

GJ. (4) Kesselformel. 
GJ. (23) Max. Dehnungshypothese (Zylinder offen, Inn endruck). 
GJ. (24) " " 

(Zylinder geschlosse 
Gl. (25) Max. Hauptsp.-Hypothese (Zylinder offen und 
Gl. (26) Bruchhypothese von Mo hr (Zylinder offen 

und AUllendruck). 
Gl. (27) Hypothese det Gestaltanderungsenergie (Zyli 

druck). 

n, Innendruck). 
geschlossen, Innendruck). 
und geschlossen, lnnen-

nder geschlossen, Innen-

Gl. (28) Hypothese der Gestaltandenmgsenergie (Zyli nder qfien, Innendruck). 

~ 

~ ~ (]l.(1'1.26) ;;::- ---- --- J!!!:!7!.= (1~.21!l.-= --- (1'1.23;----r-- -

'-'i ---- _,/1.2f[, -- iii7sJ"?"-- ----- I 
i--l---ii!:'I) ]---r--

Abb.14.7. 
Beanspruchung dick­

wandiger Hohlzylinder 
nach den verschiedenen 

Bruchhypothesen. 

1,'1 1,6' 1,8 2,0 2,8 3,0 

a-

Zahlenbeispiel 14,.1. Wie dick muB die Wandstarke_eines guBeisernen PreBzylinders von 
400 mm Bohrung fUr 220 at sein, wenn fiir den Werkstoff bE,li ungleichmaBiger Spannungs­
verteilung die zulassige Zugspannung 3 kgjmm2 und die zulassige Druckspannung 9 kgjmm2 
betragt 1 
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Allerdings gilt fiir GuBeisen das Hookesche Gesetz nicht, so daB die theoretische Gleichung 
dafiir ungiiltig ist. Versuche von Dr. Kruger! haben gezeigt, daB fiir GuBeisen die Spannungs­
verteilung etwas gleichmii..Biger ist, als die Theorie ergibt, so daB guBeiserne Zylinder etwas mehr 
Inne~drtlCk aushalten.. . a2 + 1 

DIe groBte Beanspruchung tntt an del' Innenselte auf, wo (Jt = + P . a 2 _ 1 und (Jr = - P 

ist. Del' Spannungskreis kann nul'. gezeichnet werden, wenn a bekannt ware, d. h. die Aufgabe 
muB durch Probieren ge16st werden. 
z. B. a = 2,2 , (Jt = 5,84/3,84 = 1,52 P . 
Del' Mittelpunkt del' Spannungskreise fiir aIle Werte von p 
ist damit bestimmt; del' Kreis, del' die Grenzkurve beriihrt 
entspricht p = 150 at. 
a = 2,5 , (Jt = 7,25/5,25 = 1,38 P und Pmax = 170 at , 
a = 3, (Jt = 10/8 = 1,25 P und Pzul = 180 at (Abb. 14.8). 

-0-

Abb. 14.8. Zum Zahlenbeispiel 14.1. 

\ 
\ 

Abb.14.9. 
Spannnngsverteiluug iu dickwandigen 

Hohlzylindein bei Aul3endrnck. 

Die Wandstarke 8 = r a - ri muB also abel' fiir 180 at gleich 2 ri = 300 mm sein! In diesem 
Fall ist es sichel' zweckmii..Biger, den Zylinder aus StahlguB herzustellen. ' 

Gerade bei der Berecbnung dickwandiger Rohre ist die Debnungshypothese als Grundlage fiir die Berech­
nung noch weit verbreitet und besonders gefahrlich (z. B. im Taschenbuch "Dubbel", 7. Auf I. 1939). In der 
25. Auflage der Hiitte, Bd. I S.676 war die Wandstarke dieses Zylinders mit dem viel zu hohen Wert von 
azul = 6 kg/mm2 zu nur 96 = berechnet! 

Auch K. Laudin gibt in seinem bekannten Lehrbuch iiber Maschinenelemente, 5. Aufl. 1931 Bd. IS. 340 
ein Zahlenbeispiel unter Benutzung der Debnungshypothese und kommt zu viel ZU kleinen Wandstarken. 

SpeziaHall2. Nur auBen Druck (Abb. 14.9). Die Randbedingungen lauten nun: 

und 

fiir r = ri, 
B 

(Jr = 0 =A-­
r~ , 

fiir r = ra , (Jr = - P 

Mit diesen Werten von A und B wird: 

pr2 ( r') (Jt=-~ 1 + ~ < 0 (Druck), 
f-a-ri, r-

und 

odeI' B = A rt, 

r' ( r~) 
(Jr =-p~ 1-~ <0. 

r-a-fi r 

Die groBte Spannung ist die tangentiale Druckspannung an del' Innenseite del' Wandung. Die 
drei Hauptspannungen sind dort: 

~ ~ 
((Jt) = -2 P ~, ((Jr)r=r' = 0, (Jx = 0 (Zylinder offen) odeI' = -p~ (geschlossen). 

ra-ri ' ra--q 

Die mittlere Hauptspannung ist in beiden Fallen (Jx, so daB del' Spannungskreis gezeichnet 
r' 

werden kann2 • Fiir zahe Werkstoffe ist: -(Jt = 2 P ~ = k = 2 Tzul. 
ra-r:; 

1 Mitt. Forsch.·Arb. Heft 87. 
2 Die drei Hypothesen - maximale Dehnung fiir offene Zylinder, maximale Hauptspannung und maxi­

male Schubspaunung - geben hier das gleiche Resultat. 
Nur fiir geschlossene Zylinder, unter allseitigem AuJ3endruck, erhalt man nach der Dehnungshypothese 

. . .. ar+ax . fa_II k 
erne andere GlelChung, da dIe reduzlerte Spaunung ared = at - ----;;;;;- 1St, woraus r; - r k - 1,7 P • 

Durch diese Formel, die noch in der "Hiitte", 25. Aufl. enthalten war, wird die Bruchgefahr unterschatzt. 
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woraus: 

Fiir eine Vollwelle, ri =0, 

ra _ 1/_k ~ _ 1/_1:_ 
ri - r k - 2 P - r 1: - P . 

ist (at)max = ~ 2 P . 

Die radiale Verkiirzung folgt aus der Gleichung: 

95 

(14.29) 

!!a _ p I r~ +rl 1 \ (14.30) 
r;;-~ E \r~-ri-mJ 

Fiir r.=O (Vollwelle)ist: !!a=~(1~~)L=_07L. (14.31) . ra mE' E 

Zylinder fUr sem hohe Driicke. Aus Gl. (26) folgt, daB fiir P = 'Tzul die Wandstarke 
des Zylinders unendlich dick wird, so daB es unmoglich erscheint, Zylinder fiir noch hOhere 
Innendriicke zu konstruieren. Fiir St 50 ist z. B. 'Tzul = 1200 kgjcm2. Fiir manche Zwecke 
sind aber PreBzylinder fUr viel hohere Driicke erforderlich, die man leicht herstellen kann, 
wenn dafiir gesorgt wird, daB der Zylinder neben dem Innen­
druck gleichzeitig auch von auBen gepreBt wird. Dann 
ist: 

fiir r = ra , 

woraus 

B 
ar = - Pa = A ~" , 

Ta 

und 

Daraus folgt, daB fiir Pi = Pa der Zylinder spannungsfrei wird. 
Meist wird der AuBendruck so gewahlt, daB die Beanspruchung 
durch AuBendruck Pa allein gleich groB ist, wie wenn Innen­
und AuBendruck gleichzeitig wirken (Abb. 14.10). Abb. 14.10. 

Der AuBendruck kann in verschiedener Weise erzeugt werden, z. B. fiir kleine Durchmesser 
durch Hindurchtreiben eines Vollzylinders mit etwas groBerem Durchmesser, so daB eine pla­
stische Verformung entsteht (vgl. Abschn. 19). Die gleiche 
Verformung wird erreicht, indem man den Zylinder einmal 
unter sehr hohen Druck setzt. Geschiitzrohre bestehen aus 
einzelnen Rohren (Abb. 14.11), die aufgeschrumpft werden 
[Abschn.24]. GroBe PreBzylinder werden aus einzelnen Zylin­
dern zusammengesetzt, die durch Zwischenraume getrennt 
sind, welche mit den verschiedenen Druckstufen der PreB­
pumpe in Verbindung stehen 1. 

Warmespannungen in Hohlzylindern konnen fiir ringsum 
symmetrische Warmestromungen, bei welchen die Temperatur mil' von r 
und nicht von'P abhangt, ebenfalls aus den G1. (11 bis 14) abgeleitet 
werden. Infolge der Warmedehnungen bleiben die Querschnitte aber 
nicht mehr eben. R. Lorenz hat in der Z. VDI Bd. 51 (1907) S.742 
die Losung fiir diese praktisch wichtige Aufgabe gegeben. Die ein-
fachere Losung fiir ebene Wande S. U8 kann aber (wie dort bemerkt) Abb.14.1l. Spannungen in einem aus 

mebreren Ringen Zllsammgesetzten Ge· 
auch fiir dickwandige Hohlzylinder verwendet werden. schiitzrobr. 

14.4. Dickwandige Zylinder unter Wirkung der Fliehkraft. 
Hier sind zwei Fane zu unterscheiden. Fiir eine schmale Scheibe kann angenommen 

werden, daB die axiale Spannung a", = 0, das Spannungsproblem also eben ist. Fiir sehr breite 
Zylinder miissen aIle Querschnitte mit Ausnahme solcher in der Nahe der Zylinderenden 
eben bleiben; die axiale Dehnung 8", ist dann konstant. 

Fiir die Scheibe folgt aus den allgemeinen Gl. (12.59), da ax = 0, ay = at und az = a,. ist, 
mit Gl. (ll)und (12)' 

ar !! 
E 8t = at - - = E . - und 

m r 

at 8(! 
E 8, = ar ~ - = E . -8 . 

m r 

1 Geschiitzrohre, Z. WI (1914) S.464. Riedler: Hydraulisches Hochdruck-PreB-und Prageverfahren. 
Z. VDI (1901) S.584/90 und 621/26. 
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. . . at 0 (' 1.ar_) oat ar r oa, 
Daraus e eliminiert: (fr--=- rCJt-- =r--- +CJt-----

111, or \ 111, or 111, 111, or 

tnr oat roar 
oder CJt-CJr + 111, + 1 . a;- 111, + 1 ar = 0" 

Gl. (15) dazu addiert und durch r dividiert: 

Integriert : 

111, (oar -oat) l' 9 111, 0 
111, + 1 a; + -or =-grw" = 111, + 1 or(CJr +CJt). 

111, + 1 l' 
CJ r +CJt = A - -2- - r 2w 2 . 111, g 

Gl. (15) nochmals addiert: 

oar 3111,+ 1 l' 
2CJr + r - = A - --- - r2 w 2 . 

or 2m g 

Mit r multipliziert: ~ (r2CJ ) = A r _ 3 111, + 1 L r3 w2 • 
or r 2m if 

Integriert und durch r2 dividieren. 

CJr = A + B _ 3 111, + 1 L r2 w 2 
2 r2 8m g 

und mit Gl. (33): 

(14.33) 

(14.34) 

A B 111,+31' 
CJt = - ----- -r2 w 2 . (14.35) 

2 r2 8m g 

Die Integrationskonstanten A IDld B sind aus den Randbedingungen zu bestimmen. 
Volle Scheibe. Da die Spannmlgen fiir r = 0 nicht fUr aIle Werte von w unendlich gToB 

werden konnen, muB B = 0 sein. Da auBen keine Krafte iibertragen werden, ist fiir 1" = ra, 

CJr = 0 und mit Gl. (34): A = 3111,4 + 1 " L r~ w 2 
111, g 

Mit m = 13° und ~ r~ w 2 = CJu wird A = 0,825 au . 

3111,+1 l' (3111,+19 111,+3 )1' Die Spannungen: CJr = -8--' -w2 (r~ - r2) und CJt = 8 ril--8-r2 _w2 
111, g 111, 111, g 

d "B-I- f" O· 3m + 1 l' 2 0 4125 wer en am gro cen ur r = "CJro = CJto = 8 - U =, CJu " 

Fur r = ra ist 

und die radiale Erweiterung 

111, if 
111,-1 l' 

CJt=-4- -u2 = 0 175 au 111, g 

(14.36) 

(14.37) 

~= 111,-~. L ./,2 (14.38) 
ra 4mE if 

Durchlochte Scheibe. Aus den Randbedingungen, daB fiir r = ra und r = ri, CJr = 0 
wird, weil dort keine Krafte iibertragen werden, folgen die Integrationskonstanten: 

A - 3 111, + 1 L 2 ( 2 +~) und B = _ 3 111, + 1 L w2 r2 r~ 
- 4111, g w ra r. 8m if a, 

d d . d' S _ 3 111, + 1 l' 2 ( 2 + 2 r~ rl .2) unallilt Ie pannungen: CJr - 8 m g w r a ri - ~ - 1 

und _ 3 111, + 1 L 2 ( 2 + ~ + r ~ rI _ 111, + 3 2) 
CJt- 8m gW ra r. 1,2 3111,+1 r . 

Diese Gleichungen sind z. B. wichtig fiir die Berechnung von Schleifscheiben. Die groBte Tan­
gentialspannung tritt am Rande der Bohrung auf. Bemerkenswert ist der Fall, bei dem die 
zentrale Bohrung allmahlich auf ein verschwindend kleines Loch zusammenschrumpft. Dann ist: 

(f" 0) 3 111, + 1 
CJt ur r = ri ~ = 4111, CJu . (14.39) 

Bei einem sehr kleinen Loch wird die Spannung am Umfang der Bohrung 
doppelt so groB wie im Zentrum eines Vollzylinders. 

Schleifscheiben u < 35 m!s. Obacht bei der Befestigungsstelle! 
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Die radiale Erweiterung der Bohrung folgt aus der Gleichung (da fiir r = r" ar = 0 ist). 

E-= at- - =at=--- - u2 1 +---. -!? \ Cf r 13m + 1 y ( m - 1 rf) 
ri . m1r=ri 4m g 3m+l r~ 

zu 

~=~~[3m+l+m-l r;2J. 
r, g 4E m m ra (14:.40) 

FUr den breiten Zylinder (e", =0) muB noch die axiale Spannung a", beriicksichtigt werden. 
In ahiilicher Weise wie vorher findet man: 

_ _ A _B_3m-2 ._Y 22 _ _ A _ _ B_ m+2 Y 
a", - 2 + r2 8 (m _ 1) g r W und at - 2 r2 8 (m -1) . g r2 w 2. 

ra 

Die axiale Spannung folgt aus der Dberlegung, daB f 2 ]I; r a", dr = 0 ist. FUr den Vollzylinder 

wird fiir r = 0: 
3m-2 . Y 2 _ b . d h 1 S aT = at = 8 (m _ 1) g U - 0,4286 au, gegeniiber 0,4125 au e1 er sc ma en cheibe. Die 

axiale Spannung a", = ~~:--=-r;) . ~ w2 wirdfiir r = 0 und m = 10/3, azo = ;8 au> also 1/4 der 

radialen und tangentialen Spannung. Nach der Mohrschen Hypothese ist deshalb die Bruch­
gefahr des breiten Zylinders viel kleiner. als der schmalen Scheibe. FUr den Hohlzylinder ist" 

3 m - 2 (2 2 rl r~ 2) y 2 
ar =8(m_l) ri+ra-~-r '(jW 

3 m - 2 ( 2 2 rl r~ m + 2 2) r 2 
at=8(m_l) ri+ra+~-3m_2r 'gW 

und wenn die Enden frei sind: 

r~ + r2i - 2r2 r 
a", = . - w 2 

4(m-l) g 

dz 

I 
~ ! 

I 
i 

- ~+-. '-'-
Abb. 14.12. Scheibe mit veranderlicher Breite. 

~~l 
~ I 

-:-"·t·--'4>o"""""".::m.JI:f:::I:~~~"- __ .I 

Abb. 14.13. Rotierende Scheibe glelcher 
Festigkeit (aus Stodola) . 

S chei be mit verande rlicher Brei teo 1st die Breite der sonst symmetrischen Scheibe 
veranderlich, dann folgt aus dem Gleichgewicht der Krafte an einem Volumenelement 
(Abb. 14.12) : 

(aT + dar) (x + dx) (r + dr) dg; -arxrdg; -atdrdxdg; + dZ = 0, 
woraus 

d (rXCfr) y 
- ---xat+-u2 x = O. dr g (14.41) 

ten Bosch, Maschlnenelemente . 2. Aufl. 7 
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Die Scheibe gleicher Festigkeit kann dadurch gekennzeichnet werden, daB die tangentiale 
und die radiale Spannung iiberall denselben unveranderlichen Wert erhalten: (ar = at = a) . 
Dadurch vereinfacht sich die Differentialgleichung (41) zu: 

woraus 

dx + L. u2 x = 0 
dr g ur 

yu' 

X = xoe- 2ga , (14.42) 

wenn Xo die Scheibenbreite im Wellenmittel fiir r = 0 ist. 

Weiter folgt aus 8t = 8r = mmE 1 a daB die Dehnung nach allen Richtungen gleich groB ist, 

m-l 
und aus e = 8t • r = ~ a . r , (14.43) 

daB die radiale Erweiterung dem Abstande r proportional ist. Abb. 14.13 zeigt ein solches 
Radgleicher Festigkeit. 
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querversteiften Scheiben. Luftf.-Forschung 15 (1938) S.527/42. 

14.5. Die ringsum symmetrisch belastete Kreisplatte. 
Das elastische Verhalten einer Platte hangt wesentlich vom Verhaltnis ihrer Dicke zu den 

sonstigen Abmessungen abo Bei der Platte wollen wir die Formanderungen (Verbiegungen) klein 
im Verhaltnis zu ihrer Dicke annehmen. Diese Beschrankung bedeutet eine erhebliche Verein­
fachung, denn der Druck p und die dadurch verursachten Spannungen in der Querrichtung 
der Platte sind dann klein im Vergleich zu den Biegespannungen, die bis zur zulassigen Grenze 
gesteigert werden; sie diirfen demnach vernachlassigt werden l . 

Die Platte wird sich auch vollstandig symmetrisch verformen, so daB die Mittelebene in 
eine Umdrehungsflache iibergeht. Die Betrachtungen diirfen deshalb auf einen Meridianschnitt 
beschrankt werden. Die Punkte einer zur Mittelebene senkrechten Geraden liegen nach der 
Biegung wieder auf einer Geraden und bilden eine Normale der e las tis c he n F \a c he, in welche 
die Mittelebene im verbogenen Zustand iibergeht. Die (klein en) Durchbiegungen seien mit w 
bezeichnet. Ein PUnkt r, z (Abb. 14.14) hat sich nach der Biegung um den kleinen Betrag e par­

und 

allel zur Mittelebene verschoben. Dann ist: 

e = z . rp = - zdw/dr 
und die Dehnungen sind: 

(! z 
8t = - = -- dw/dr und 

r r 

Zwischen Dehnungen und Spannungen bestehen 
die bekannten Beziehungen: 

u r ut 
E8t =at-- und E8r =ar--, 

m m 
Nach den Spannungen aufgelost erhalt man mit 
den Werten der Dehnungen: 

1 
(14.44) 

1 Die Theorie der Kreisplatten bei g roB e n Durchbiegungen hat. St. Way (Bending of circular plates with 
large deflections) in Trans.-A. S. M. E. 56 (1934) Paper APM. 56.12 veroffentlicht. 
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Aus den Gleichgewichtsbedingungen erhalt man eine einzige Gleichung 

OT (Jt 1 0 (14.12) 
OZ = r -r or (r ar) . 

Die Werte von at und :r (r· ar) aus Gl. (44) darin einsetzen, gibt: 

OT _ m2E !..-(rdSW + d2w _~ dW) 
OZ - m2 -1 r drs dr2 r dr . 

Partiell nach z zwischen - hj2 und + hj2 integriert, d. h. r = konst: 
, r- m2E 4Z2-h2(rd3W d2W_~dW) 

- 8 (m2 - 1) r drs + dr2 r dr . (14.45) 

Schneiden wir nun aus der Platte eine volle kreisformige Scheibe (Abb. 14.15), so folgt aus 
der Gleichgewichtsbedingung, daB die Summe der axial en Krafte 
gleich Null ist: 

Und mit Gl. (45): 

oder 

Damit wird: 

Mit der Abkurzung 

h 
+2 

2 nr J rdz + pnr2 + P = 0 . 

" - 2 

r=43hS (4 z2-h2)(pr + :J. 
E ·h3 . 

-------,--~ = N [kg· cm] 
12 (1- ~2) 

Abb.14.15. 

(14.46) 

(14.47) 

"Plattensteifigkeit" genannt, lautet die Differentialgleichung (45) der Meridiankurve: 

d3 w d (1 dW) 1 ( P ) 
drs + dr r' dr = 2N pr+ nr . 

Die Integration gibt: 
d2 w 1 dw 1 (r2 P ) 
dr2 + r dr = 2N P 2' + n In r + c . 

Mi d2W 1 dw 1 d ( dw) 'b d' h Ii I . t dr2 + r dr = r dr r' dr gi t Ie noc ma ge ntegratlOn: 

dw = _1_ [prs + Pr(In r-~) + c":'-+ ~]*. 
dr 2N 8 2n 2 2 r (14.48) 

Wieder integriert: 
1 [P~ Prs rs ] w = 2N 32 + 4-;; (In r - 1) + c '4 + dIn r + e . (14.49) 

Das ist die Gleichung der Meridiankurve der Mittelflache. Die Integrationskon­
stanten c, d und e sind von Fall zu Fall aus den Randbedingungen zu .bestimmen. 

In den meisten Fallen Iiegt die Platte am Umfang so auf, daB fiir r = ra, w = 0 ist, d. h.: 
pr' Pr 2 r2 

o = 32a + 4 na (In r a-I) + C 4a + d In r a + e und 
P 

w = 2~ (~ (r4-r~) + :: (r2In r - r~ In ra) + c 4 n (r2-r~) + dIn ~] " (14.50) 

Fur die volle Platte muBaus Symmetriegriindenfiirr =O,dwjdr =Osein,d.h.mitGl.(48): 

i2
P r2Inr i =-d =0 . 
n 1=0 

J J r2 J r2 dr r2 r2 * rlnrd1'= lnr·rdr=-lnr- -· - =-lnr--. 
. ~ '-.-/ 2 2 r 2 4 

u dv 

7* 
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1m ubrigen ist es vorteilhaft, die allgemeine Aufgabe in den Teilaufgaben: gleichmii.Bige Be­
lastung P resp, konzentrierte Ringlast P zu zerlegen, die von Fall zu Fall superponiert werden 
konnen, 

Fall 1. Volle, gleichmaBig belastete Platte, am Rande frei aufliegend. 
Die Gleichung der Meridiankurve lautet dann (d = 0, P = 0) : 

w ==2~[/4 32~+ ~ (r2-r~)], (14.51) 

FUr die frei aufliegende Platte ist die radiale Spannung am Rande ar (flir l' = raj = 0 , also 
, Gl (44) d mE 0 ' d2 w 1 dw 0 nut . ., a m2 _ 1 z =1= 1St: m ([;:2 + r di' = . 

1 dw 1 [1.2 C] d2 w 1 [31'2 C] 
AusG1.(51)folgt: rTr=2N gP+ 2 und dr2=2N 8P+ 2 ' 

sodann fur l' = ra: 

oder 

3 2 C ~ C 
gmr p+ 2 m+ g p+ 2 =0 

1 3m+1 , 
C=-T'm+1 raP 

sein muB, Die groBteDurchbiegung (fUr l' = 0) folgt dann aus G1. (51) zu: 

f = ~ , (m - 1) (5 m + 1) , pr~ = 0 70 ,!r~ (f" = 10/3) 
16 m2 Ehs' Eh3 urm , 

Die Spannungen folgen aus G1. (44) mit 

dw _ 1 [prs C] d2 w _ 1 [3 pr2 C] 
Tr-2N 8+21', ([;:2- 2N l-g- +2 undz= ±hj2zu 

(14.52) 

(14.53) 

a r = ±. E . m2 . h . 6 (m2 - 1) (~ . 3 m + 1 1'2 + ~ . m + 1) = ± ~ (3 m + 1 1'2 + ~ . m + 1 )' 
2 (m2 - 1) m2 E h3 g m P 2 m h2 g m P 2 m 

und -----------ty _± 3 (m+3 2 + C .m+1) 
at - 71,2 8m r P 2--------;:;:;;-, 

+ (j oder mit c aus G1. (52) 
33m+1(2 • p ar = ± g . - m- - l' - raj . h2 

_ ± 3 (3 + m 2 3 m + 1 .) P 
at - g -----;n:-r - m ra h2' 

Beide Spannungen werden am groBten fUr l' = 0 L-------------~,O 
R-

Abb.14.16. GieichmiiJ.lig belastet, I I I I 33m + 1 pr~ 1 24 r~ (14.54) 
frei aufJiegend. at max = ar max = g . - m-- . Ji2 = , P h2 . 

Fall 2. Fur die eingespannte, gleichmaBig belastete, volle Platte (Abb. 14.17) muB 
fUr l' = ra, dwjdr = 0 sein, also: 

I 
----------~y 

c = - t r~p. 
In ahnlicher Weise wie bei Fall 1 findet man: 

3 m2 _ 1 pr~ pr~ 
f= 16' m2E 7i,3 = 0,17 Eh3 ' 

ar = ± ~ , m + 1 ,~(3 m + 1 , 1'2 _ 1';) • 
g m . h2 m + 1 a . 

at = =t= ~ . m + 1 ,.E. 1m + 3 1'2 _ 1") . 
g m h2 ,m + 1 a. 

pr' 
Die groBte Spannung ist ar fUr l' = fa a max = ± 0,75 h2a • 

rZ 
Abb.14.17. GieichmiiJ.lig belastet, In der Plattenmitte ist: a r = at = ± 0,49 h: p. 

eingespannt. 

6 P~7'i l 1 Fall 3. Konzentriert e Ringlast P, frei auf-_ __ ! liegend (Abb. 14.18). Es sind zwei Zonen zu unter-
~"""'------+"'f0~:::t· ::-:.:~-:..::::::::==--s:--"""=~ scheiden. FUr die auBere (Ringzone) bleibt die allgemeine 

7',. ' Gleichung der Meridiankurve, G1. (50) gultig, mit P = O. 
Abb. 14.18. Wenn die Durchbiegungen vom Rande der Ringlast an 



14.5. Die Kreisplatte. 101 

gemessen werden, so ist fill r = ro W 2 = 0 und 

_ 1 [P ( 2In 2 In) (C2 P ) ( 2 2 dIn l' w2 - 2N 4- r r -r, r, + -4 -4 r -r,l + -:-. n . n 1', 
(14.55) 

Fill die unbelastete innere Zone sind die Schubspannungen gleich Null und die Platte wird dort 
nur auf Biegung beansprucht durch Momente, die von der Ringzone auf sie ausgeiibt werden. 
Die Gleichung der Meridiankurve ist dann, dap = 0 und P = 0 ist: 

( 1'2 ) 1 
WI = Cl4 + e 2N . (14.56) 

Da die Senkungen vom inneren Rand des belasteten Ringes aus gemessen werden, so ist fill 
r = ri , WI = 0 und 

(14.57) 

Das ist die Gleichung eines Kreises; die unbelastete innere Zone wolbt sich demnach nach einer 
Kugelflache. Die Randbedingungen sind folgende: 

Da die Mittelflachen der inneren und auBeren Zone stetig ineinander iibergehen, so muB die 

Neigung ~~ der Meridiankurve der Mittelflache fill r = r, in beiden Zonen gleich sein, also 

f .. . dWl dW2 
ur r =r,. -d =-d . 

l' l' 
a) 

Die Spannungen in jedem Punkt der trbergangsstelle aus der auBeren in der inneren Zone 
(r = ri und z beliebig) miissen gleich groB sein: 

b) fill r = ri: larll = larln und latil = latlll . 
Fill die innere Zone (/) folgt aus Gl. (44) und (57) : 

mE c1 ar = at = m _ 1 . 4:& . Z • 

Fill r = r( muB deshalb larla = latlll sein. Aus Gl. (44) folgt: 

d2w2 _ 1_ dW2 _ ~ • dW2 d2 w2 
d1'2 +1'i·mdr-ri dr+m·d?·2 

oder 
d2w2 1 dW2 
dr2 = l' i . a:r . 

Mit Gl. (50) (p = 0) erhalt man daraus nach einfacher Zwischenrechnung: 
Pr~ 

d = 4n' . 

C1 P ( 2 1 ) (C2 P) 2' P Aus der Randbedingung (a) folgt: 2"r'=4n ri+ ri nri + 4-4n Ti+ 4n ri 

P 
oder C1 = - Inri + C2 • 

n 
Fiir die frei aufliegende Platte muB fill r = ra , ar = 0 sein, also: 

(14.58) 

(14.59) 

(14.60) 

Pm (c 2 P) Pm 1'1 P ('c2 P) P rl 0=-(3+21nra)+ --- ·2m-- · --;- +-(1+2Inr)+ - -- ' 2+- -:-4n 4 4 n 4 n r~ 4 n a 4 4 n 4 n r! 

[ ( .2) ] P m-l 1i 
C2 = - - - - 1--- + 2Inr 

2n m + 1 ?'~ a 
woraus 

und mit Gl. (60): 

Plm-l( 1'1) ra1 
C1 = - 2n m + 1 1 - rit + 2In 1'i • (14.62) 

Wenn fill die auBere Zone die groBte Durchbiegung fill r =ra gleich 
Wa und fill die innere Zone fill r =ro , Wo ist, so ist die groBte Durch­

' biegung f = wa+ W o , 

= ~ . m2 - 1 . Pr~ [3 m + 1 (1 _ r;) _rL In r~l 
f 4 nm2 Ehs ) m + 1 1'2 '1' 2 1'~ J . 

~ a a ~ 

Spezialfall ri = 0, d. h. EillZellast in der Plattenmitte: 
Pr~ f = 0,55 Eh3 • (14.63) 

(14.61 ) 

( 

I 
I 
I 
I 

-r-~t 
R­

Abb.14.19. 
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Innerhalb der inneren Zone sind die radialen und t~ngentialen Spannungen gleich groB: 
p 

O'max = P3 hi· Werte von P3 aus Abb. 14.25. 

Diese Gleichung kann auch verwendet werden fUr die Berechnung der Spannung in einem 
Deckel, wenn der Rand auBen vorsteht. 

4 

Konzentrierte Ringlast, 
eingespannt 

Abb.14.20. 

3 m 2 -1 Pr~ ( ri ri r~ I 
f = "4 . ~ . ln3 \ 1 - r2 - r2 In rff . 

l a a ~ 

Spezialfall ri = ° . 
r 2 

f = 0,218 p. E~3 . 

FUr ra > 3,13 ri , 

FUr ra < 3,13 ri , 
P 

O'max = P4b h2 . 

groBte Spannung in der inneren Zone 
P 

O'max = P4a . hi . 

groBte Spannung ist 0'..':. fUr r = ra: 

Werte von P. aus Abb. 14.25. 

FUr die gelochte Platte gilt als Randbedingung, daB fiir den inneren Lochrand die 
radialen Spannungen fUr aIle Werte von z gleich Null werden. 

5 

6 

Pas. 5 bis 9 gelochte Platte, konzentrierte Ringlast. 

AuBen frei aufliegend, innen frei 

'ti rQ. .1 M' --------- - - ----------~-f 
l'i---!f 

------------p . ' 

i I 
: 
I 

~ , I 

: Or : 
~~=..i---~O 

R­
Abb.14.21. 

AuBen eingespannt, innen frei 

Abb.14,22. 

P fm-l r! r!\ 
c= --\--+lnr~ +--In-J 2nlm+l 'r~-r~ ri' 

P m + 1 r~ri r! 
d = - 4 n . m _ 1 . r2 -r~ In r' ' a , , 

P r2 f ( r' ) r' ( r2'") 
f = Eh: (0,551 1- ri +0,4035 r~ • ri In ri) (. 
Die gr6Bte Spannung ist (Jt fiir r = ri 

P 
O'max = ± CPs h2 . 

Werte von CPs aus Abb. 14.26. 
Durch eine kleine zentrische Bohrung wird die tangentiale 

Spannung gegeniiber der vOllen Platte doppelt so graB. 

__ ~. 1 Jm-l 'In' 21n'_ m-l 2_ ~ I 
c - 2n m-l? 2 tm+l ra ra+ri ri m+l (ra r,)(, 

m+l rii-ri ' 

P r~ rI (r~ 2 m ) d---· In----
- 4 n m - 1 ? r? m + 1 ' --r2-r-: ~ 

m + 1 a 

0,22 P 
f = ° 55 r2 + r' . E h3 , a , 

f r2 (r2)"\ 
'\0,55 ~ + 2 r~ ri - 2,6 rt - 3,1 r~ 1'1 In ri + r! ri In rI J. 

Bei verhaltnismaBig kleiner Bohrung erfolgt die gr6Bte Bean­
spruchung am inneren Lochrand durch (Jt 

P 
(Jmax = CP6a hi . 

Fiir rilr a > 0,37 tritt die gr6Bte Beanspruchung als radiale 
Spannung am auBeren Umfang auf: 

P 
(Jruax = CP6b hi. Werte von CP6 aUs Abb. 14.26. 
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1,0 
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Innen eingespannt, auBen ±rei 

1/'- 0 
Abb.14.23. 

AuBen fest eingespannt, 
innen beweglich eingespannt 

~ 11-
- 0 

Abb.14.24. 

1\ 
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P 1 ( m-l m-l 1 
c = --' r2Inr'+--rnnr~+--(r'-r~), 4n m-l) a a m+l' , m+l a , } r2+ __ r~ , 

a m+l ' 

d=--· In-..L--p r~ '1'1 (1'~ 2 m ') 
4 n '1" + m --=-!: '1" '1'1' m + 1 ' 

a m + 1 • 
3 m 2-1 p 

f = 4:' ~ . FJh3 {3 m + 1 '1'4 _ 2 '1'2 '1" _ m - 1 '1" 
m-l m+l a a. m+l' 

'1'2+_-'1" 

a m + 1 ' 4 r' ('1")2) 
- ~ '1'2 '1" In --": - '1'2 '1" In --": f' 

m + 1 a, ri a, '1'1 

Die groBte Spannung ist aT ffir 'I' = r i 
p 

amax = 'P7 h2 ' Werte von 'P7 aus Abb. 14.26. 

P r~ f ri rI ( r! )2) 
f =0,22 Eh3 l1 - 2 - 2 _ , In~ f" 

r a r a r, r, 

Die groBte Spannung ist aT ffir r = r i 

p 
amax = 'PSahi' 

Die groBte Spannung am auBeren Rand ist a r 

p 
(ar)a = 'Psb hi' Werte von 'Ps aus Abb. 14.26. 

2, 

'" 
E 

\ 1\ 
1\ \ 

, 
\ \ r\ 

8 

1\ \ 1\ -..;; 
1\:9'5 

6; 

\\ \ "i. 
r-... 

'" 

8,0 

1, 

-, \ \ ~ 

e 1\-11'"" ~9; "'-
~\ \ f""... 1\ 

\ \ 
I\. , 
9'$~ 

r--. '" 11'~ 

'" "- -~ ~ I'... ~ 
"""-.... i"""--. h- I--. r--... 

41 42 43 4l' ~~ 46' 4? 48 49 ~o 

'4 
Abb, 14.2&, Zur Berechnung der vollen Platte, 

~: r--. 
0 

"\ '" , 
8 , 

~ '" "V 1- ~6 ,~ r-.... '" ~ t---~ ~ ~ ~ 

o 

........ r- f::: ~ 
4' 42 43 4" 45 48 47 48 4.9 ~~ 

!I_ 
'4 

Abb. 14.26. Zur Berechnung der gelochten Platte 
mit konzentrierter Ringlast. 
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9 

10 

11 

12 

Angewandte Festigkeitslehre. 

Abb.14.27. 

amax = at fiir r = ro 

3 P m - 1 [m + 1 r~ r~ -r;] Jl2 
a max = 2 1(; h2 • -----:m;- m _ 1 In r; + ----w Jl2 - rfi . 

Dieser Belastungsfall liegt z. B. vor bei der losen Flansch­
verbindung (Abb. 14.39). 

Pos. 10 bis 18 gelochte Platte, gleichmaBig belastet. 

AuBen gestiitzt, innen frei 

PR-: --~ ---:'} 
,----}-=:-p 
, . 

: : I 
i 6 

R­
Abb.14.2B. 

to 

o 

AuBen eingespannt, innen frei 

~'I ~ --------~~;~ 
, _~- t , , 

Abb.14.29. 

Innen eingespannt, 
auBenfreiaufliegend 

~~-jJ ______ +l 
, , I , , , ' 
, I , : , 
I 

! , I --__ ~ 

I?­
Abb.14.30. 

+ 0 

Q 

_4r~{3m+l + m + 1. r~r~ (In r~)2}(r2_r2)] 
• m+l m-l (r~-rW r~ a i . 

Die groBte Spannung ist at fUr r = r i 

p 2 W a max = !PIO 11,2 ra' erte von !PIO ausAbb. 14.37. 

c=-J!.... 1 {m-l r" m-l 2. m+3 
4 m-l 2 + • m + 1 aT 2 m + 1 rari + m + 1 1 

m+ 1 ra ri 

- 2 rl (: + ~ r~ In r~ + r! In r~ )} , 

p r~ rl { m - 1 • r~ 1 
d= -8' m-l lr~ + m + 1 rl-2ri ln~J' __ r2+r2 • 

m + 1 a , 

Die groBte Spannung ist a, tUr r = 1'a 
pr~ 

amax = !Pua ¥. 

Bei sehr kleiner Bohrung (~: < 0,05 )ist a max = at fUr r = ri 

pro 
a max = !PUb h2a • Werle von!pu aus Abb.14.37. 

2 2 ( 2 In . 2 + m - 1 2 In 2)} - ri Ta ra m + 1 ri r i ' 

I d=.E.. r~r! {3m+l r2_ 5m + 1 r~ -2r~ln r~). 
8 m-l m+l a m+l' • r~J r' + __ r~ • 

a m + 1 • 

Die groBte Spannung ist a, fur r = ri 

pr~ 
a max = !P12 V. Werle von!p12 aus A~b. 14.37. 
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Innen und auBen eingespannt, 
auBen gestiitzt 

~ . ff' R-h~--~h _- --l 
;, --':.=1-( 
: , , , , , , 

Abb.14.31. 

+0 

o 
-0 
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GroBte Spannung (fr fiir r = ra 

pr~ 
(fmax = <Pl3a ~. 

Am inneren U mfang ist 

. pr~ 
(fi = 'P13b h2. Werte von <P13 ausAbb.14.36. 

Wenn die Platte innen statt auBen gestiitzt wird, so lautet die Gleichgewichtsbedingung fiir 
die Krafte in axialer Richtung· 

h/2 

2nr f -rdz +np(r~-r2) =0. 
- hf2 

Damit wird 

14 

15 

[ p pr~ c ] 1 w = --r4+-r2 (lnr-l)+-r2 +dlnr+e) -32 4 4 2N· 

Wie 13, aber innen gestiitzt 

Abb.14.32. 

Innen unterstiitzt, 
auBen frei beweglich 

r", "j 

~; --------------------- r --} 
: __ J 
I • :'ir-, . 

GroBte Spannung am inneren Umfang 

pr~ 
(fmax = 'Pl. V· 

Werte von 'P14 aus Abb. 14.36. 

<) 2 2 ') 

d=3m+l.J!..1'2r~-m+l. riJri .praln riJ 
m -1 8 a, m -1 r~-r~ 4 1'1' 

(14.64) 

1 I , f = m ---=-!.. ~f4 3m+l 1'2 r~ _ 7m +3 1'4_ 5m+l r! 
m 16 E hal m a, m am' 

R--­
Abb.14.33 

+0 
Die groBte Spannung ist (ft fur r = 1'i 

Werte von 'P15 aus Abb. 14.37. 
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Innen nnterstiitzt, 
auBen eingespannt 

~I --------- -----1 V 
~ ---- . 

-~~-

I 

-f0 

o 

-0 

Abb.14.34. 

Innen eingespannt, auBen frei 

~----- j-r..--; , 
I ' If. ~ ____ __ ~_ t 

I ';. ·1 

\ 
\ 
~ 

~ 
fm" 

i i 

[rIO 

~ 

, , 
I 
I 

Abb.14.35. 

~~ 
~~ 

....... 

o 

~ ..... -..... ....... 

'" -Ji!!tb 
, ~ ' 

~ ./til .. .......... 

~ ~ 
......... 

9'"J6 -.....;;; ~ 
--...:; p::::::: ~ 

....... 
~ ::::...... 

_P32 2 2 In' 2d 
c - "4 ( r a - r a r a) - r2 ' 

a 

d=1!... r~r~ f5m+lr2_3m+lr~_21. In r~l. 
8 m-l l m + I a m + l' a r~ J 
-- r 2 +r~ • m+l a< 

Fiir kleine Bohrungen (:: < 0,45) ist die groBte Spannung at 

fiir r = r i 
pr~ 

a max = f{Jlsa ~. 

Fiir groBe Bohrungen (:: >0,45) ist die groBte Spannung 

etwas groBer als aT fiir r = ra 

pr~ 
a max >f{J1Sb V· 

Werte von f{J1S aus Abb. 14.37, 

pr~ 
a max = f{J17 V . 

Werte von f{J17 aus Abb. 14.37. 

.£82 = 
~ \ 9Js 

PJ.~ t" \ 
\ \\ \ 

8 

1\\ \ \ 
~ \ \ 

(} 

,\ \ 1\ 
(; 

2 ~ \ 
?1u. \\. "-8 

~ ~ 
~ .......... 

-
"-

1\. . 
", 

"-
['--. "-
~ " ~ :.,. 

~1 42 4J 41' 45 
.!l _ 

'" 
0,5 41 4' 4 ~o o 41 42 43 41' 45 4(; 47 4.' 49 ~o 

Abb.14.36. Zur Berechnung der gelochten Platte 
mit gleichmiiBiger Belastung. 

21_ 
r .. 

Abb. 14.37. Zur Berechnung der gelochten Platte 
mit gleichmaEiger Belastung. Platte iunen gestiitzt. 
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Innen und auBen eingespannt 

Abb.14.3S. 

o 
-0 

14.5. Die Kreisplatte. 

Die griiBte Spannung ist aT fiir r = r, 

pr~ 
amax = <PIS -V' 

Werle von 'P18 aus Abb. 14.37. 
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Bei der Plattenberechnung ist die eine Hauptspanuung az immer gleich Null oder sie wird 
als klein vernachlassigt. Wenu die beiden anderen Hauptspanuungen ar und at gleiches Vor­
zeichen haben, so ist nur die groBere der beiden maBgebend. In allen Fallen kanu der Spanuungs­
kreis gezeichnet und die Bruchgefahr (nach Mohr) leich~ beurteilt werden. 

Zahlenbeispiel 14.2. Nachrechnung der Flanschverbindung (Abb. 14.39) fUr 377 mm 
Rohrdurchmesser bei p = 20 atii. . 

FUr den ungiinstigsten Fall, daB der Druck auf die gauze Dichtungsflache wirkt ist die 
Langskraft der Flanschverbindung: P = 11:/4· 43,52 '20 = 29 700 kg. 

Mit m = 10/3, R = 30, ra = 26,2, ri = 22 und ro = 21 em wird nach Pas. 9, S. 104. 

3'0,7 [13.2 262 26,22-222] 302 P 
amax =2n-' -7- ln 220 + 302 . 302 -2P . 7i,2 = 0,5667 P/h2 = 713 kg/cm2 • 

Bei der Beurteilung der Bruchgefahr ist zu 
beachten, daB bei dieser Flanschverbindung die 
groBte Beanspruchung (am lnuenrand) in der 
unmittelbaren Nahe der Kraftangriffstelle liegt, 
fUr welche die Theorie kein unbedingt zuver­
lassiges Ergebnis geben kanu. AuBerdem ist 
nur der Fliissigkeitsdruck in Rechnung gesetzt, 
wahrend die Schrauben bedeutend kraftiger 
vorgespannt werden (vgl. Abschn. 23.4); auch die 
Warmespannungen wurden nicht beriicksichtigt. 

Zahlenbeispiel 14.3 1. Der Niederdruck­
kolben aus StahlguB einer Lokomotive (Abb. 
14.40) ist beirn Anfahren mit p = 6,5 kg/cm2 

belastet. Wie groB ist die groBte Beanspru­
chung? 

Doppelwandige Kolben ohne Verstei­
fungsrippen sind statisch unbestimmt. Bei 

1 Stephan: Dingler ·1907, S.577. 

st> _ _ 

Abb. 14.39 ZUlU z.ao.lenIOelspJel14.2. 
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Spallnungen (Tn der Ober.f/iiclle des Borlens.lf. 
Abb.14.40. Niederdruckkolben. Zahlenbeispiel 14.3. 
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der Starke des Krauzes, in dem die Kolbenringe liegen, und der Nabe kann angenommen werden, 
daB die bE;liden Boden auBen und innen vollkommen eingespannt sind. Wenn der auBere Kranz 
als starr angesehen wird, so ist die Durchbiegung am auBeren Umfang fiir die beiden Boden 
gleich groB, WI = WII • 

Der untere Boden 11 ist durch die am auBeren Umfang kouzentrierte Ringlast P belastet, 
so daB nach Fall 8, S. 103: 

p,.2 J ( 1'· )' • r'! ( r" )2\ 
Wil = 0,22 Eh~ \1- r: - r!~rJ In r; I' 

Mit ra = 30,3, ri = 6,75 ist (ra)2 = 20,16 und In r~ = 3,03. Damit wird 
ri ri 

p 
WII = 6,98 Jjf . 

Auf den oberen Boden 1 wirkt die Ringlast Pound der Gegendruck des unteren Bodens P so­
wie die gleichmaBige Belastung p. Die Ringlast 

Po = 11:/4 (69,52 - 60,62) 6,5 = 5970 kg. 
Die Durchbiegung des Bodens 1 unter der Ringlast P - Po ist (Fall 8) 

,_ 6 98 P-Po 
Wr-, E 

Die Durchbiegung des Bodens unter der gleichmaBigen Belastung p folgt aus der Gleichung 
der deformierten Mittelflache: 

1 [p pr~ c ] 
W = ~- - r4 + - r2 (In r - 1) + - r2 + d In r + e 2N 32 4 4 . 

(14.49) 

Da die Platte am inneren Umfang gleichmaBig aufliegt, ist fiir r = ri, W=O 

° P 4 p1'~ 2 (I 1) c. + d In + = - 32 r. + 4 ri n ri - + 4' ri ri e . 

So daB fur r = ra: 

" P -I '" P -! -l 2 2 2' 2 2' C 2' 2 d r! 
Wi =-32 (ra-ri) +gra[ralnra-rilnri-2(r,,-r;)J +4'(ra -ril +2 ln rf' 

t 

Mit den Werten von c und d aus der Zusammenstellung Fall 18 

4 •. 4 r 2 2 2 r r2 
II p ra Ii i ri ra "2 a P 

[ 
ri 1 

Wi = ° 17 - . - - 3 - (-) + 4 (-) - 2 - In (-) + 4; In - = 12700 - . 
, E h3 r r r2 r. ( r. )2 r'! E a a a , 1- ~ , 

ra 
Aus WI = WIl folgt 

p p P-Po 
6,98 E = 12700 E - 6,98 -E- , 

woraus mit Po = 5970 kg, P = 8900 kg. Die groBte Spannung fiir Boden 1 fiir r = ri 

?~ P-Po 
Gmax = qJ18 P 71f: + qJda r" 

a 

und mit dem Wert von qJ18 aus Abb. 14,.40 und von qJ8a aus Abb. 14.27 

2 5 6,5' 918,1 1 5 2990 2075 k / 2 
Gmax = , 2 5 76 -,0 5 76 = g em • , , 

Durch Einziehen von Rippen wird der Kolben wesentlich widerstandsfahiger, da sich beide 
Scheiben nun gleich durchbiegen miissen. Die Rippen miissen dazu aber so stark sein, daB sie 
die auftretenden Schu bspannungen iibertragen konnen. Solche Kolben konnen dann so berechnet 
werden, als ob jede Platte die halbe Belastung triige. Bei der Ubertragung groBer Schubspan­
nungen sind die Aussparungen in den Rippen sehr gefahrlich (vgl. S. 45). Der Bruch des Kolbens 
geht deshalb meist durch die Aussparungen 1. 

Zahlenbeispiel14,.4 2• Der Ventilring von 4 mm Dicke einer Geblasemaschine (Abb. 14.4;1) 
ist durch den Winddruck mit p = 0,5 at gleichmaBig belastet. Wie graB ist die groBte Bean­
spruchung, wenn von der zusatzlichen Beanspruchung durch stoBweises SchlieBen abgesehen 
wird 1 

1 Pfleiderer, C.: Die Berechnung der Scheibenkolben. VDI..Forschungsheft 97 (1911). 
2 Ensslin: Dingler PDlyt. Journ. 1904, S.679. 
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Pa sei der Druck des Ventilringes gegen die auBere Sitzflache, Pi gegen die innere, dann ist 
die Gesamtbelastung P = Pa + Pi. Die Aufgabe ist wieder statisch unbestimmt, weil Pa und 
Pi von den Formanderungen des Ringes abhangig sind. Wenn der Ring am auBeren Umfang 
gestiitzt gedacht wird, so muB die Durchbiegung f unter dem EinfluB der gleichmaBigen Be­
lastung p und der Ringlast Pi zu Null werden. 

Unter der Einwirkung der Kraft Pi (Fall 5) mit ;: = 1~: wird 

so daB 

p. 
c = ----':·7,45 2:n; 

und d = _ Pi . m + 1 . 358 , 
4:n; m-l 

3 m 2 - 1 Pi ( 2 ') 4 34 
f=4'~' Eh3 ra-ri . , 

ist. Unter der gleichmaBigen Belastung p (Fall 10) 

c = : . 2140 , d = - ~ . 267500 , 

3 m2 -1 p f = 16 . m2 . Ehs (r~ - rl) . 1730. 

P: , 

Abb.14.41. 

Durch Gleichsetzen der beiden Werte von f erhalt man Pi = 157 kg und damit 

Pa = : (r~ - r1) '0,5 -157 = 176 kg. 

p'r' 
Die groBte Beanspruchung folgt aus Abb. 14.26 durch p: O'max = PIO T = 1150 kg/cm 2 

p. 
und durch Pi O't = P5 h; = - 1125 kgJcm2. Resultierende Spannung = 25 kg/cm2• 

Sehrifttum. 
Die Theorie der Biegung gewolbter Schalen ist namentlich durch die grundlegenden Arbeiten von Prof. 

Dr. H. ReiBner (Charlottenburg) und Prof. Dr. E. MeiBner (Ziirich) entwickelt worden: 
WiBler, H.: Festigkeit von Ringflachenschalen. Dissertation 1916. - Bolle, L.: Festigkeit von Kugel­

schalen. Dissertation 1916. - Du bois, F.: Festigkeit von Kegelschalen. Dissertation 1917. - Honegger,. E.: 
Festigkeit von Kegelschalen mit linear veranderlicher Wandstarke. Dissertation 1919. - Tellers, H.: Uber 
die Festigkeit einwandiger kegeliger Kolben. VDI.Forschungsheft Nr. 305 (1928). 

Die Berechnungsverfahren sind genau, aber fiir die praktische Verwendung viel zu zeitraubend. 
Almen, A. und Laszlo: The uniform section Disc-Spring. Trans. A. S. M. E. 58 (1936) S. 305 geben ein 

einfaches Naherungsverfahren fiir die Berechnung von Kegelschalen konstanter Dicke. Sie vernachlassigen 
dabei die Radialspannungen und nehmen an, daB die Formanderung nur in einer reipen Drehung besteht. -
Poulka, K. A.: Plattenprobleme. Verhandlungen 3. Mechanik-KongreB, Bd.2, S.66 gibt eine einfache 
Losung fiir die halbkreisformige Platte. 

15. Ebene Probleme. 
ErfahrungsgemaB treten Briiche haufig gerade dort auf, wo die Festigkeitslehre der prisma­

tischen Stabe versagen muB, namlich in der Nahe der Kraftangriffstellen, sowie bei Querschnitts­
anderungen und sonstigen Unstetigkeiten. So wertvoll die Gesetze der elementaren Festigkeits­
lehre fUr den Konstrukteur sind, so kommt er auch bei der Berechnungdereinfachsten Maschinen­
teile (Schrauben, Keile, Niete, Wellen usw.) mit dem Begriff des prismatischen Korpers nicht aus. 
Die konstruktiv bedingte Form der Teile weisen vielfach Unstetigkeiten auf, die durch Richtungs­
und Querschnittsanderungen bedingt sind. Die Berechnung der Spannungen ist bei ebenen 
Problemen, bei allmahlichen Querschnittsanderungen und fUr einfache Formen, wie Keil 
(Abschn. 15.2) und durchlochten Stab (Abschn. 15.3) moglich. 

An einigen Beispielen soll gezeigt werden, daB die einfache, elementare Festigkeitslehre viele 
praktisch wichdge Probleme mit ausreichender Genauigkeit lOst, so daB der Konstrukteur dann 
kein Interesse daran hat, von einer strengeren aber viel umstandlicheren Theorie auszugehen. 
Anderseits folgt aus der Spannungsberechnung bei keilformigen Tragern daB die elemen­
tare Theorie die Bruchgefahr besonders bei Querschnittsanderungen bedeutend 
un t e r s c hat z t ,so daB die Verwendung der einfachen Gleichungen fUr die Konstruktion eine 
erhebliche Gefahr bedeutet. 
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15.1. Die Airysche Spannungsfunktion. 
Wenn keine Massenkrafte wirken, so gelten sowohl fiir ebene Spannungen als auch fiir 

ebene Formandetungen [vgl. Gl. (12.61) und (12.67)] die Beziehungen: 
oaa; aT oay aT 
ax+~ = 0 und a-y+ ox = o. (15.1) 

Diese beiden Gleichungen zwischen den drei unbekannten Spannungen era;, ery und r k6nnen 
dadurch erfiillt werden, daB man sie den zweiten Differentialquotienten einer be lie bigen 
Funktion V (x, y) in folgender Weise gleichsetzt: 

~v ~v ~v 
era; = oy2' ery = ox2 und r = - ox. oy , (15.2) 

wie man sich durch Einsetzen leicht iiberzeugt. Die Funktion V wird nach ihrem Entdecker 
die Airysche Spannungsfunktiongenannt. Die Gestaltanderung ist durch die Dehnungen: 

0; o~ 
ex = 8X und ey = 8Y (15.3) 

und durch die Winkelanderung y 

(15.4) 

gekennzeichnet (vgl. S.53). Die drei Formanderungen sind in den beiden Verschiebungen ~ und 'YJ 

der Koordinaten x und y ausgedriickt und k6nnen deshalb nicht voneinander unabhangig sein. 
Man erkennt leicht, daB 

02 lOa; 02 lOy _ 02 Y 
oy2 + ox2 - oxoy (15.5) 

ist; d. i.die sog. Vertraglichkeitsbedingung (Kompatibilitat). Fiihrt man darin die bekannten 
Beziehungen zwischen Spannungen und Dehnungen ein: 

ex = ~ (erx - ~), ey = ~ (ery - ~) und y = ~ =2(:;1) r, (15.6) 

so erhalt man: 

~ (er _ ety) ~ (er _ eta;) _2 (m + I) ~ oy2 a; m + ox2 y m - m ox oy . (15.7) 

Differenziert man Gl. (la) nach x und Gl. (1 b) nach y, und addiert beide, so findet man die 
Beziehung: 

02T (02etx 02ay) 
2 oxoy = - ox2 + oy2 . 

In Gl. (7) eingesetzt, lautet die neue Form der Kompatibilitatsbedingung: 

( 02 02 ) 
ox2 + oy2 (era; +ery) = 0 

und mit den Spannungsgleichungen (2) 

(15.8) 

Damit ist die gesuchte Bedingungsgleichung fiir V gefunden; sie ist eine partielle Differential­
gleichung vierter Ordnung mit der allgemeinen L6sung: 

V =!1 (x + iy) +!2 (x - iy) + (x2 + y2) [!3 (x + iy) +!4 (x - iy)] (15.9) 

worin!1 bis!4 belie bige Funktionen sind. Sowohl der reelle Teil f/J (x, y) als auch der imaginare 
Teil i'IjJ (x, y) von V geniigt fiir sich als L6sung der Differentialgleichung. Die Funktionen f/J 
und'IjJ stehen senkrecht zueinander. Die Schwierigkeit der L6sung einer bestimmten Aufgabe 
besteht darin, die allgemeine L6sung den vorgeschriebenen Randbedingungen anzupassen. Man 
geht dabei meistens so vor, daB man eine L6sung wahlt nnd dann die darans folgenden Rand­
bedingungen berechnet. 

Fiir viele Aufgaben ist es zweckmaBig, die L6snng der allgemeinen Gl. (9) in Polar­
koordinaten umzuformen, indem die Spannungen mit ert, err statt mit era;, ery bezeichnet werden; 
Gl. (2) lautet nun: 

und 
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worin V = Funktion (r, rp) ist. Eine partielle Differentiation nach r hat den Sinn, daB an der 
Richtung t (d. h. am Winkel rp) nichts geandert werden solI. Der Ausdruck fiir at andert sich 
also nicht, wenn die R- und X-Achse zusammenfallen. Die erste Ableitung nach t gibt: 

o V 0 V arp 1 0 V 
at = a7p . dt = -:;: . aq; . 

Bei der zweiten Ableitung muB beriicksichtigt werden, daB ein Fortsc~eiten in tangentialer 
Richtung um dt nicht nur eine Winkelanderung drp, sondern zugleich eine Anderung von r urn dr 
entspr~cht (vgl. Abb. 15.1), also 

02 V 0 (0 V 0 V) 1 0 (1 0 V 0 V) 1 02 V 1 0 V 
ar = 8t2 = at Tt + ar = -:;: orp -:;:. orp + ar = T2 Orp2 + -:;: ar· 

02 V 0 (1 0 V) 1 02 V 
und T = orot = - or -:;:. orp = - -:;: or orp • 

1 (15.10) 

J 
Die allgemeine Gleichung ,12V = 0 lautet also voll ausgeschrieben: 

( 02 1 02 1 0 ) (02 V 1 02 V 1 0 V) 
or2 + r2 • Orp2 + -:;: or or2 + r2 Orp2 + -:;: -or = o. (15.11) 

15.2. Symmetrische Beanspruchungen. 
Fiir symmetrische Beanspruchungen (unabhangig von rp) ist 

V = Funktion (r), :. = :r und 

(~ + ~~) (a2 V + ~ . a V) _ 0 (15.12) 
ar2 r ar ar2 r ar - • 

Durch Einfiihrung von r = eZ kann diese Gleichung auf eine lineare 
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten zuriickgefiihrt wer- Abb.15.1. 

den. In dieser Weise erhalt man die allgemeine Losung: 
V = Alnr + Br2Inr + Cr2 + D, (15.13) 

mit den Spannungen: T = 0, 
~V 1~V 

at = ifr2 = -Ajr2 +3 B + 2 BIn r + 2 C und a, =-:;: or2 = Ajr2 + B +2B Inr+ 2C (15.14) 

Fiir eine nicht durchlochte zylindrische Scheibe werden A und B gleich Null, 
da sonst fiir r = o immerunendlichgroBe Spannungen auftreten wiirden. Die Spannungsverteilung 

a, =at = 2 C, 
gibt dann eine gleichmaBige Zug- resp. Druckbeanspruchung unabhangig von r. Ein Spezialfall 
der d urchlochten Scheibe erhalt man mit B = 0, also 

at = - Ajr2 + 2 C und a, = Ajr2 + 2 C , 
d.i. die Losung fiir ein Hohlzylinder unter konstantem Innen- und AuBendruck (Abschn.14.3) 1. 

Eine symmetrische Beanspruchung, fiir welche auch die elementare Festigkeitslehre eine 
Losung gibt, ist die reine Biegung eines kreisformig gekriimmten Stabes. Die 
Randbedingungen lauten in dies em Fall: 

'a fa 

a) aT = 0 fiir r = r1 und r = ra, b) fat dr = 0 und c) fatrdr=-M. 

Aus der ersten Randbedingung foIgt mit Hilfe der allgemeinen Losung Gl. (6): 
Alrl + B (1 + 2 Inri) + 2 C = 0 und Ajr~ + B (1 + 2 Inra) + 2 C = 0 . (a) 

Ta 'fa 

Die zweite Randbedingung: f atdr = 0 = f ~2r~ dr = I ~~Ir~ = 0 gibt mit Gl. (6) dieBedingung: 
"i "i r~ 

[Ajra + Bra (1 + 2In raj + 2 Cra] - [Ajri + Bri (1 + 2In ri) + 2 Cri] = 0 
welche schon durch die Gl. (a) erfiillt ist. Die dritte Randbedingung: 
~ ~ ~ 

f f 02 V I 0 V l'l"a f a V Ii at rdr = 'i a;:'irdr = - M gibt durch partielle Integration: - M = ar· r 'i ~i ar dr. 

1 Fiir Zylinder mit exzentrischer Bohrung unter Druck. Vgl. G. B. Jeffery: Phil. Trans. Roy. Soc., 
London. A. Vol. 221 p.265 (1921). 
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Aus der zweiten Randbedingung folgte, daB das erste Glied der rechten Seite gleich Null ist, 
so daB 

M = I V I : ~ = A In :: + B (r~ In r a - rpn r i) + C (r~ - r~) (c) 
I • . 

ist. Durch die drei Gl. (a) und (c) sind die Konstanten A, B und C eindeutig bestimmt und 
damit auch die Spannungen aT und D:t. Das Erge bnis ist: 

4M{r' r~ r . l' r.} 1 
a,. = - N ~2 ' In r; + r~ In l'a + rlln; = 0 fiir r = ri und r = ra , J 

4 M f r~ r1 r a 2 r 2 Ti 2 .} 
at = --)---In-- +r In- +r· In-+r -r· N \ 1.2 r; a ra ' r a , 

(15.16) 

mit N = (r2 _ r2)2 _ 4 r2 r2. (In ra)2. 
a 1. a 't ri 

Aus Gl. (12.26) folgt nach der Biegetheorie, mit P = 0, b = 1 und f = 2 e fiir 'Y) = ± e: 

M 1 {e (elr)2 \ M 
at = '& . 2 -;:- ± A(l± elT) f = -;;2 f(efr). 

Setzt man fUr 'Y) = + e, f (efr) = C1 und fiir rJ = - e, f (efr) = - C2, so ist 
M M 

atl = C1 "'2 und at2 = - C2 -2- • e e 
r2 - T~ - 2 r~ In r Ir. 

Nach der genauen Lasung (15.16) ist fiir r", = ra: at - _ 4 M a , , a, 
1- (r2-r~)2-4r2r~In(r/·r.)2· 

a 'l.. a." a.." 

Setzt man ri = r - e, ra = r + e und damit r~ - r~ = 4 e r und ra ri = r2 - e2 in dieser 
Gleichung ein, so ist 

5 

0 
~H 

5 otr""frCt 

Or--

~~ 5r--

or-- f- , I 
- f- 0 I 

0 

5 

! 0 

J 5 

II 0 if 
5 

c .. ll' 
0 

5 / 
V V 

,0 .-V 
,5 -- c1 -,0 -- -- .:; 1. 

a ,5 

o iJ1 0,2 0,8 WI 0,5 0,0 q7 0,8 0,9 ~o 

1.-. 
Abb.15.2. Reine Biegung eines gekriimmten Stabes. 

Vergieich der genaum Theorie (-) mit der 
elementaren Losung (- - -) 

In Abb. 15.2 ist die genaue Lasung mit der elemen­
taren verglichen; es folgt daraus, daB die einfachere, 
elementare Lasung fiir den praktischen Gebrauch voll­
standig ausreicht. 

Die Belastung durch eine Eill7;eIkraft P im 
Nullpunkt des Koordinatensystems (Abb. 15.3) fiihrt zu 
der einfachen Lasung: 

V=-k·Prpsinp. (15.17) 

Es ist dann: oV kP' a;:=- psmp 

und a;; = at = 0 fiir aIle Werte von p, 

~~ = - kPr (pcos p + sinp) 

und '7: =..!... ~ . (-dO V) = 0 fiiralle Wertevonp, 
r or . q; 

02 V 
oq;2 =-kPr(-psinp+cosp+cosp), und 

a = _..!.. . . 0V +~. 02V =_2kP .cosp. (15.18) 
r r or r2 oq;2 l' 

Das ist die Gleichung von Boussinesq 1. Ziehen 
wir einen Kreis mit beliebigem Durchmesser d, dessen 
Mittelpunkt auf der X-Achse (Kraftrichtung) liegt und 
die Y-Achse in 0 beriihrt, so ist fiir jeden Punkt des 

1 Boussinesq: C. r. Soc. BioI., Paris 114 (1892) S. I5lO. 
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Kreises l' = d cos rp und 
(}r = 2 P/nr = konstant, d. b. 

in allen Punkten des Kreises (mit Ausnahme der Kraftangriffstelle 0) ist die radiale Spannung 
konstant. Die Konstante k in Gl. (17) ist dadurch gegeben, daB die Summe der Komponen­
ten in der P-Richtung gleich - P sein muB, also 

p 

Abb.15.4. 
Abb. 15.3. Belastung durch Einzelkraft. KeilfOrmiger Trager. 

Fur die Halbebene (Abb. 15.3a) mit den Grenzen - ~ und ; ist k = l/n: Diese L6sung gilt 

ffir jede Kraftrichtung, wenn der Winkel rp nur immer von der Kraftrichtung aus gemessen wird 
(vgl. Abb. 15.3a, b und c). 

Keilformige Trager. Da (}t = l' = 0 ist, kann die Begrenzungsebene auch keilf6rmig an­
genommen werden, weil dort keine Spannungen wirken. Ffir den Trager mit dem Spitzen­
winkel 2ex auf Zug oder Druck beansprucht (Abb. 15.4) ist 

K = 1/2 (ex + i sin 2 ex) (15.19) 1 

und ffir Biegebeanspruchung (Abb. 15.5) 

k = 1/2 (ex - } sin 2 ex) (15.20) 1 

Zahlentafel 15.1. Zur Berechnung keilformiger Trager, belastet durch Einzelkraft. 

Fiir .x = 5° 10° 

\ 

15° 20° 25° 

\ 

30° 35° 40° 

\ 

45° 
11K 0,1741 0,3455 0,5118 0,6705 0,8193 0,9566 1,0808 1,1905 1,2854 
11k 0,0005 0,0035 0,0118 0,0277 0,0533 0,0906 0,1440 0,2057 0,2854 

.x= 50° 

I 
55° 

I 

60° 

I 

65° 70° 75° 

I 
80° 85° 90° 

11K 1,3651 1,4298 1,4802 1,5175 1,5431 1,5590 1,5673 1,5703 1,5708 
11k 0,3803 0,4900 0,6142 0,7515 0,9003 1,0590 1,2253 1,3967 1,5708 

Die Gl. (18) liefert die exakte L6sung ffir die Biegung eines keilf6rmigen Stabes unter 
der Voraussetzung, daB an der Einspannstelle die durch diese Gleichung vorgeschriebenen 
Spannungen herrschen. Legen wir nun (wie es bei der elementaren Festigkeitslehre gebrauchlicb 
ist) einen ebenen Schnitt senkrecht zur Stabachse, so k6nnen die in diesem Schnitt wirkenden 
Spannungen aUi> den Gleichungen: 

2 2 kP . 3 
(}x = (}r cos rp = - ~- sm rp cos rp, 

y 

und 

. Py· xsin4rp 
(}l! = (}r sm2 rp = - .. 

y3 (.x- ~ sin2.x) 
Px2 sin4 rp 

l' = (}r sin rp cos rp = --::--:-~-=--~ 
y3 (.x':'" .~. sin 2.x) 

} (15.21) 

berechnet werden, sie sind in Abb. 15.5 graphisch dargestellt. Diese Gleichungen gestatten die 
Beurteilung der Brauchbarkeit del' elementaren Theorie. Fiihren wir darin das Traghei~s­
moment J = h3/12 ein, so wird die gr6Bte Normalspannung ffir x = ± h/2 und rp = 90 ±!X 

() _ ± Py· h. h3 • sin4 (90-a) 
(}Y Illax - --rr- 12 y3 \ .? . 

.x-]"sm~.x 
(15.22) 

Nun ist h/2 y = tg!X und fur kleine Winkel !X (etwa bis 15°) ex - ~. sin 2 ex = } ex3 , also 

1 Michell, J. H.: Proc. Math. Soc., London Bd.34 (1902) S.134. 
ten Bosch, lIIaschinenelemente. 2. Auf!. 8 

(15.23) 
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p. X 2 (tg a)3 -r _-"- h = --4J ~ COS4 IX. 
x-J... 2 ex. , 

und (15.24) 

t "3 
Fur kleine Winkel IX weicht del' Faktor (~) cos4 IX nur wenig von 1 ab; die Spannung ay stimmt a, 

-'-0-,.- dann mit del' Biegespan-

P o 4S(j;-! ~o(p7d p y . h h 

1~~;l---":""'----:---1~~~~'r~7~i---- nung ab = _2J nac del' elementaren Festig-
keitslehre uberein 1. Fiir 
IX = 10° ist 

-{l,9i-+--+-+--"kC-+-

Pi··--i-·--i'-+-·~-4-~-~~-+--1 
'yK 
_4~'L--L~_L--L~_-L--L~_~~_L--L~_L--L~L-~~ 

Abb.15.5. Spannnngen in einem keilf6rmigen Trager, belastet dUTeh Einzelkraft. 

(ay)max = 0,94 ab 

nach del' elementaren 
Theorie. Abweichend 
davon zeigt die genaue 
Theorie, daB die graBte 
Schubspannung in del' 

a uBersten Faser­
schicht auftl'itt. Diese 
gleichzeitig wirkende 
Schubspannung ist groB, 
namlich doppelt so groB 
aJs die (nach del' elemen­
taren Lehre) in del' neu­
tralen Fasersehieht auf­
tretenden Schubspan­
nung. Wie stark die 
Bruchgefahr dadurch 
bei del' einfachen Biege~ 
gleichung untersehatzt 
wird, zeigt del'Vergleieh 
del' Spannungskreise in 

beiden Fallen (Abb. 15.6). Man nennt das Verhaltnis: 
wirklich auftretende groBte Spannung 

aJs prismatischer Stab berechnete Spannung = IX" 

"Formziffer" (vgl. Abschn. 16). Fiir einen konischen Stab ist IX" = ay/a r = 1/cos2 a. Fur 
-x = 15° (resp.300) ist CXIe = 1,13 (resp. 1,35). 

Die Belastung durch ein Moment M im Nullpunkt des Koordinatensystems fiihrt 
zur Lasung: V = k· M (cp + sin cp cos cp) . (15.25) 

Es ist dann at = 0 , -r = 0 

IX 

2kM . 
und ar = - "-2- Sill 2 cp . 

r 
(15.26) 

\"" 
Aus del' Bedingung, daB 2 J arrdcp . r sin cp = - Mist, folgt 

o 

k =_3 __ .. und f" n k = 3/8. (15.27) 8 sina ex ur CX = '2' 
Abh.1:'.0. Die elementare Thearie un-
tersehiitzt die Bruchgefahr von keil-

f6rmigen Triigern. 

Zahlentafel 15.2. Zur Berechnung keilformiger Trager, belastet durch ein Moment. 

Fiir ex = 5° 10° 15° 
ist k = 559 71,9 21,6 

a= 
k= 

50° 
0,833 

55° 
0,682 

60° 
0,578 

20° 
9,37 

65° 
0,506 

25° 30° 
4,99 3,0 

70° 75° 
0,453 0,417 

In einem Schnitt senkrecht zur Stabachse sind die Spannungen: 

35° 40° 
1,99 1,41 

80° 85° 
0,394 0,380 

ax = ar sin2 cp ay = ar C082 cp und -r = ar sin cp cos cp , 
Nach del' elementaren Festigkeitslehre ist die graBte Biegespannung: 

ab = ± 6 M /hz, mit h = 2 x . 

45° 
1,06 

900 

0,375 

1 Das gilt auch fill' den gekrilmmten Stab. Vgl. Bottcher, K.: Versuche ilber die Spannungsverteilung 
in Zughaken. VDI-Forschungsheft Nr. 337 (1934). 
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Aus 
2 kM • 2 kJJ1 ' . 

ay = - -r2 cos2 rp sm 2 rp = - -r' cos4 rp sm 2 (I' 

folgt mit k = -8 ~a-, rp = a und 9~ = tg a die Randspannung 
sm a .y 

3 JJ1 cos4 a . M h2 cos5 a 6 JJI 3 
(a)R=---·--sm')a=-6-·---- = -,--cos a. 

Y , 4 y2 sin3 a - h2 (2 y)2 sin2 a h2 
(15.28) 

Solange cos a = 1 gesetzt werden darf, gibt die element are Festigkeitslehl'e den richtigen Wert 
del' groBten Randspannung; sie vernachlassigt abel' die gleichzeitig dort auftretende Schub­
spannung und untel'schatzt deshalb die Bruchgefahr. 

Fiir die gleichmaBig verteilte Belastung (Abb. 15.7) ist 

V = 2Pn(r§'P2-ri'Pl)' (15.29) 

Die Losung stammt von J. H. Michell (Proe. London }Iath. Soc. Bd.34 
[1902] S. 134). Die Spannungsgleichungen findet man z. B. aueh in Nadai: 
Elastische Platten, J. Springer, Berlin 1925, S. 229,30 und in Timoshenko: 
Theory of Elasticity. McGraw Hill Book Co., 1934 S.90/91. 

Fiir halbkreisformige Belastung hat L. Foppl (Forschung7 [1936J 
S. 209/221) die Loslmg gegeben. Sie bildet die Grundlage fiir die Berechnung 
del' Beanspruchungen in del' Ni1he del' KraftangriffsteUe und wird z. B. bei 
del' Berechnung von RoUen, Laufri1der, Zahnri1der usw. verwendet. 

/ 'l} 

/ 

15.3. Nicht-symmetrische Beanspruchungen. 

2A.n: 

y 

Abb. 1:' .7. 

Eine allgemeine Losung fill von rp nicht unabhangige Belastungen findet man in A. Foppl, 
Vorlesungen iiber technische Mechanik, Bd.5, S.89: 

T" ( n+2+fJ --n+2, n+51 -n). '=\ar l' -t-yr ul' ,Slnnrp, (15.30) 
wol'in n alle positive, ganze Zahlen groBel' als 1 sind. Fill n = 1 ist 

Y = (ar3 + fJr +yr + Q/rl sin rp (15.31) 
und die Spannungen sind: 

at = ('2ar + 1. - 23b)cosm, at = (6ar + 1. - 2_315) sinm und -c = - (2ar + 1. - 2 315) sinm . 
l' r T r I' T l' I' I 

, . " / 

Verfiigen wir iiber die drei Konstanten a, fJ lmd 13 beim Ringsektor so, daB del' fill -c und at 
gleiche Klammerausdruck fiir I' = I' a und fill l' = ri ver­
schwindet, indem 

~ 215 ~ 215 
2 al'a + -r - -1'" = 0 und 2 ar· ...L - - - = 0 

a a ~ I 1'i ~'i 

gesetzt wird, so kommen wir auf den Fall del' Biegung 
eines gekriimmten Stabes, dessen gekriimmte Seitenflachen 
unbelastet sind (Abb. 15.8) . Del' Vergleich mit del' elemen-
taren Losung zeigt wieder die Brauchbarkeit del' einfachen X 

Theorie des gekriimmten Stabes fill die Berechnung del' 
groBten Spannungen (vgl. z. B. Ti­
moshenko: Theory of Elasticity, ~ 
S.70). ) 

Eine andere, praktisch sehr wich- p p 
tige Aufgabe ist die Berechnung del' - .. ....j........-
Spannungen in einem durchloch- Abb.15.8. Abb.15.9. Durchlochtc Platte. 

ten Stab. Fiir einen unendlich breiten Stab (Abb. 15.9) lautet die Losung: 

V = -- 1'2 - 2 a2 In l' -----,', cos 2 m p ( (1.2 _ a2)2 ) 
4 1'2 T 

(15.32) 

mit den Spannungen: 
1 02 V 1 0 V P [ a2 ' a2 a'\ 1 

ar =-' -+- --= - 1--...L (,1-4.- +3--) cos 2ml r Orp2 l' 01' 2 1'2 I 1'2 1'4 r 

02 V P [ a2 ( - a4') , ] -. 
at =, a7i' ="2 1 + 1=2 1 + 3 1.4 cos 2 rp 

o (1 0 V)' P [ a2 - a4 ] • -c = - - --- - = - - 1 - 2 - + 3 - sm 2 en . or r or 2 r2 1.4 T 

8* 
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Fur (p = n/2 folgt daraus die einfache Losung fUr die Spannungen in der X-Achse : 

3 (a2 a4) p ( a2 a4) a r = 2" P r2 - r4' at = 2" 2 + r2 + 3 r4 und i = 0 . 

FUr r = ra (am Lochrand) ist at = 3 p. 
Bei endlicher Breite sind diese Gleichungen nicht mehr streng gilltig. Leon und Wilheim haben 
eine Naherungslosung abgeleitet, welche darauf begriindet ist, daB in einiger Entfernung vom 
Lochrande (etwa ria > 3) die Spannungen sich nicht mehr wesentlich andern. 

Selrrifttum . 
Diese Aufgabe wurde zuerst von G. Kirsch gelost: Die Theorie der Elastizitat und die Bediirfnisse der 

Festigkeitslehre. Z. VDI Bd. 42 (1898) S. 797/807. 
Vgl. auch A. Foppl: Vorlesungen fiber technische Mechanik, Bd.5 S.347. 
Leon A. und F. Wilheim: Die Spannungsverteilung in gelochten und gekerbten Zugstaben. Mitt. staatl. 

techno Versuchsamtes Wien 3 (1914) S.33/50. 
Inglis, C. E.: Stresses in a plate, due to the presence of cracks and scharp corners. Trans. Inst. of Naval 

Arch. Bd.55 (1913) S.219/42. 
Weber, C.: Uber die Spannungsverteilung durch kreisrunde Locher in einem gezogenen Blech. Z. ]l;IM. 

Bd.2 (1922) S. 185/§7 und S. 267/73. 
Poschl, Th.: Uber die Spannungsverteilung durch kreisformige Locher in einem gezogenen Blech. Z. MM. 

Bd.l (1921) S.174/80. 
Henning, A.: Polarisationsoptische Spannungsuntersuchungen am gelochten Zugstab und am Nietloch. 

Forschung Bd. 4 (1933) S. 53"/63. 
Siebel, E. und E. Kopf: Beanspruchung in gelochten Platten. VDI.Forschgs .. Heft Nr. 369 (1934). 

15.4. Die allgemeine Diffel'entialgleiehung der elastisehen FIaehe l • 

Unter der auch bei der Kreisplatte (Abschn. 14.5) gemachten Voraussetzung, daB die Durch­
biegungen w klein im Verhaltnis zur Plattendicke sind, liegt bei der beliebig begrenzten Platte 
ein ebener Spannungszustand vor. Die Punkte einer zur Mittelebene senkrechten Geraden lie­
gen nach der Biegung wieder auf einer Geraden und bilden eine N ormale der elastischen Flache. 
Ein Punkt x, y, zhat sich nach der Biegung um die kleinen Strecken ; und 'Y) parallel zur XY· 
Ebene und in der Richtung der X- bzw. Y·Achse verschoben. Aus Abb. 14.14 folgt dann: 

ow ow 
; = -za-x und 'Y) =-z oy 

und mit den Gl. (15.3/4): 
o~ 02W 01] 02W o~ 01] 02W 

e", = ox = - Z ox2' ey = ay = - Z oy2 und y = oy + ox = - 2 z oxoy· 

Zwischen den Dehnungen und den Spannungen bestehen die allgemeinen Beziehungen: 
ay a", 

Ee", =a",-- und Eey=ay--. 
m m 

Nach den Spannungen aufgelost erhiilt man mit den Werten der Dehnungen: 
mE mE ( 02W 02W) a", =-2--1- (me", + ey) = - -2--1 z m-:l2+""2 m - m - ux uy 

rnE mE ( 02W 02W) 
ay = m2 -1 (mey +e",) =-m2-1 Z m oyz+ox2 

ozw 
i = G· Y = - 2 Gz ox oy . 

(15.33) 

und (15.34) 

Es ist zweckmaBig, statt mit den Spannungen, mit den Momenten m"" my und m, zu 
rechnen, die wie folgt definiert sind: 

m", = J a",zdz , my = J ayzdz und m, = J izdz . 

Nach Einfiihrung der Gl. (33 und 34) und Integration nach z (von -hj2 bis hj2) erhalten wir 

(mit N = 12 ~~:: 1) = Plattensteifigkeit) die Grundformeln fUr die Spannungsmomente: 

. _ (02W 1 02W) _ (02W + 1 02W) 1 Blegungsmoment m", - - N ox2 + -m; ~ , my - - N oy2 m ox2 , 

( 1) 02 J (15.35) 
und Schermoment m, = - N 1 - m ox::y· 

1 Ffir die Berechnung von Platten wird verwiesen auf Dr .. lng. A. Nadai: Die elastischen Platten. Berlin: 
Julius Springer 1925. 



15. Ebene Probleme. 117 

Wir betrachten nun das Gleichgewicht der Krafte und Momente, die an einem kleinen pris­
matischen Element dx' dy· h der Platte angreifen (Abb. 15.10). In den Querschnitten dy' h 
bzw. dx· h, deren nach auBen gerichtete Normale entgegen der positiven Richtung der X- bzw. 
Y-Achse zeigt, wirken auBer den Spannungsmo­
men ten m"" my und m" die Scherkrafte 

h/2 h/2 

q"z =J-r:xzdz bzw. qyz = JryZ dz 
- h/2 -h/2 

senkrecht zur Mittelebeue. Die positiven Richtun­
gen dieser (ebenfalls auf die Langeneinheit der 
Schnittbreite bezogenen) Querkrafte sind in zwei ",I", 
Seitenflachen des prismatischen Elementes aus der ~ 
Abbildung ersichtlich. 

In den Gleichgewichts bedingungen der Momente 
beziiglich der X- bzw. der Y-Achse ist zu beriick­
sichtigen, daB sich die Momente m"" my und m, um 
ein Differential andern, wenn x, y urn dx, dy zu­
nehmen; sie lauten: 

om", om, omy om, 
q",z = ox + oy und qyz = oy + ox 

und mit den Gl. (35): 

jrz 
+w 

Abb.15.10. 

o (02W 02W) a (02W 02W) 
qxz=-N ox OX2 +oy2' qyz=-N oy w+a-:;;: 

oLlw oLlw 
qxz = - N ax und qyz = - Nay' 

Aus Gl. (35) folgt weiter, daB die Summe der Biegemomente 

(15.36) 

mx + my = - (1 + Ijm) N,1 w (15.37) 

ist. SchlieBlich ist die Gleichgewichtsbedingung der zur Mittelebene senkrechten Krafte anzu­
geben. Wenn man beachtet, daB die Unterschiede der in den Schnitten x und x + dx, y und 
y + d y iibertragenen Querkrafte der auBeren Last p d x . d y das Gleichgewicht halten miissen, 
erhalt man die Beziehung: 

oqxz oqyZ 
ax+ oy +p =0. 

Sie liefert, wenn die Ausdriicke fUr die Querkrafte qxz und qyz aus Gl. (36) eingefiihrt werden: 

,12w = ~ . (15.38) 

Die Warmespannungen in einer ebenen Platte lassen stch leicht berechnen, wenn z. B. 
durch die Randbedingung festgelegt ist, daB alle Fasern bei der Erwarmung gleich lang bleiben. 
Man braucht dann nach Gl. (12.75) nur in den Spannungsgleichungen fUr die ebene Platte 13 

durch 13 - {J{} zu ersetzen, worin {} = t - t1 ist. 
Aus Gl. (36) folgt mit Gl. (11.4): 

~ 2G ( EIJJ + ey) aX=m2 _1(mex+ eY)=m_l (mex+ ey)=2G e",+~ 
Die vVarmespannungen werden also: 

ax = 2G (ex + Ex + ey- _ m + 1 (J {}) und ay = 2G (ey + ex + 6y _ ~ + 1 R{}'). 
m-l m-l m-l m-l P 

Die Gleichgewichtsbedingungen in den X - und Y -Richtungen liefern die Gleichungen 
~ ~ 

b faxdz =0 und 1f aydz =0. 
o 0 

Setzt man darin die Werte von ax und ay ein, und integriert, so erhalt man: 
6 

6 

Da ! f {}dz = {}m ist, wird 
o 

ex + ex+ey _ m + 1 . ~ f {}dz = 0 . 
m-l m-l a 

() 

(15.39) 
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Diese Gleichullgen gelten auch fUr dickwandige Rohre, wenn {f", = + f df gesetzt wird, 
worin df = 27[1'd1' ist . 

1 

2 

2 

3 

4 

1 11l1l1l1l1l !!l ll li l"iI 'IIII'! 
I 

ZahlentafeI15.3. Elliptische P latten. 

, 3 (m2-1) a4 b4 

.I = 2 rn 2 Eh3 - ':3 a4-+3b4 +"2 a2b2 p. 

Die gro13te Biegespannung O"max tritt an del' Einspannung auf, 
und zwar am Ende del' kleinen Halbaehse: 

6 a4 pb2 

O"max = 3 a4 +- 2 a2 b2 + a-6'i . h2 • 

Die auf die Langeneinheit bezogene Auflagerkraft ist am gr613ten 
am Ende der kleinen Halbachse: 

Exakte Losung ist nicht vorhanden. 

3a- 2b b2 

NaherungslOsung: amax = --a-- p lb2 • 

Zahlentafel 15.4. Reeh teckige PIa tten. 

I 

g r UIIIII!!I!!I!UII I!!I l j1 jl u'l% 

~1----;tI"""""P -1lli 
I 

m 2 -1 a 4 b4 p J = 3 17 - -- . . -,,3 und fiinn = 10,/3 resp. 4 , m2E (a2 + b2)2 , 

aib"' 
f = (2,89 resp. 2,98) Eh3 (a2 + b2)2 p. 

. a'i 
Fiir a=b ist./ = 0,75 Eh3 ' 

Die groBten Biegespannungen treten in del' Plattenmitte auf 
.. h . 4(rna2 +b2)a2 b2 

Furz = ±T 1st O"max= rn(a2+b2)2h2 p. 

a2 

Fiir a = b und rn = 4 ist urnax = 1.25 h2 p. 

m=3 

i= 
12,80 a 2 b2 p 
a4 ..L b"' - . Eh' 

20,8' a2'b2 . + 11,9 

Fiir a =b: 
a4 p 

J = 0,24 Eh-3 • 

11,25 ab P 
J = ,- a4+~ - lff'ha' 

5,83 a 2 b2 + 11,52 

Fiira = b: 
, a2 p 

f = 0,481 Eh3- ' 
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16. Formgebungselemente. 
Bei plOtzlichen Querschnitts- und Richtungsanderungen, wie sie bei Maschinenteilen oft 

auftreten, ist man darauf ange.viesen, die notwendigen Unterlagen fUr die Berechnung auf dem 
Versuchswege zu beschaffen und zwar durch Feindehnungsmessungen oder durch spannungs­
optische Untersuchungen, deren Ergebnisse leider wenig iibereinstimmen1. Bruchversuche mit 
sproden Kopern (z. B. Gips) sind wenig zuverlassig, da sie stark streuen. FUr den Konstrukteur 
ist es am wichtigsten, die groBte Spannung zu kennen, die dabei auftritt. E. Lehr hat (ill 
Auftrag des VDI) die vorliegenden Versuche auf Grund folgender Uberlegung umgearbeitet: 
Man geM von den einfachen Gleichlmgen fUT die Berechnung der Spannungen in geraden, 
prismatischen Staben aus und bezeiehnet diese Spannungen an (nach Thurn) als Nennspan­
nungell, z. B. 

.. , illd 
fiir Zug, resp. Druck an = PI!, fUr Biegung an = MjW , fur verdrehung 'in = w- . 

t 

Die wirklich auftretendell, groBten Spannungen 0 sind aus den Versuchen bekannt. Das 
Vel'haltnis a/an (Formziffor, Sp/:mnungs- odeI' Kel'bziffer genannt) wul'de berechnet und 
iibol'sichtlich graphisch dargestellt. Diese Definition erfordert bei jeder FOl'mziffer die An­
gabe del' zugehorigen Nennspannung. 

Anfanglich hat man die Bedeutung del' "Kerbwirkung" fiir den Maschinenbau stark unter­
schatzt, da Versuohe zeigten, daB die Bruchfestigkeit Kz von zahen Werkstoffen dadurch 
erhoht "ird, und zwar urn so mehr, je scharfer die Kerbe, d. h. je kUrzer die Eindrehung ist 

Z a hIe n t a f e 1 16.1 

8--. -~~ -=til- - - - E E z Kz 

elll at em at 

Abb. 16.1 (aus Wawrziuiok). 5 6220 5 6200 
2 6840 2 6510 
1 8840 1 7160 
0,5 9320 0,5 7890 

0,2 8680 

Ecken abgerundet Ecken scharf 
Abb.16.1 Abb.16.2 

H~-+--at--·-~--B-
~ Z -

Abb.16.2 (aus Wawrziniok). 

(Zahlentafel 16.1). Diese zunachst liberraschende Tatsache laBt sich durch die Beeinflussung 

del' einzell1en Fasern erkliiren. FUr alle Querschnitte mit d = 3 cm ist a = _P_, und fUr 
II Q h 't . d' I p.. 7tj4· 32 

a e uorsc 111 te nnt = 2 em, a = nlN" . An der Ubergangsstelle sollte also eine p.lotz-

liehe Spaunungsanderung eintreten, was praktisch unmoglich ist; deshalb entsteht cine starke 
gegenseitige Eillwirkung an del' Stelle del' Unstetigkeit. Durch die Eindrehung (Kerbe) wird 
die freie Kontraktion verhindert; es ist als ob dort ringsum Zugkrafte auftreten wiirden. 
Wahl'end kurz VOl' dem Bruch die Zugspannung bei zahen Werkstoffen annahernd gleich­
maBig libel' den Querschnitt verteilt ist, wird die Bruchgefahr durch das Auftreten del' Quer­
spannungen verhindert, was aus den Spa1111Ungskreisen in Abb. 16.3 deutlich ersichtlich ist. 

Das Arbeitsvermogen des Stabes wird dureh die Kerbung bedeutend geschwacht, wie 
folgendes Zahlenbeispiel zeigt: Nehmen wir zwei Stabe a und b (Abb. 16.4), die beide indem ge­
fahrlichsten Quorsehnitt bis zurzulassigen Grenze az 1: 

beansprucht sind. Fiir den vollen Stab a ist: 
~, " 

9[ n . u~ "u" 
, a = -.;[ . 102 • 50 . Z ~ = '4 2 E . 5000 . 

FUr den eingokerbten b: 

reifle ZrJgoellflsjJr(JChrJflg 
!eic!Jzeil,ge WiN-rJllg 

, del' erJe/,-
" sjJll/7flll!7gefi 

Abb.16.3. 

III .'l 102 (0,64 0'2)2 :?; 8". "o'~ n.l O'~ n '/' = . l' • 48 I' -. Z ? on 
'± --2ft T4···~2E=- -ZE·-.;[' 

Wa : 2(0 = 1 : 0,420 . 

Die cingekerbte Form ist also hei stoBweiser Belastung bedeutend mehr gefiihr- a b 

det. So beal1sprucht sind z. B. die Ventilspindeln del' Motoren (Abb. 16.51: Abb.lG.4. 

die Ansfiilirung naeh Abb. 16.6 gibt in dieser Hinsicht eine bessere Lo~ung. Eine ausge­
sprochone stoBweise Beanspruchung tritt z. B. aUch beider Schwungradpresse auf. 

1 Vgl. z. B. A. Thurn und ,"V. Bnutz: Zur Frage del' Fol'rnziffer. Abb. I u. 7 in Z. VDI 79 (1935)8. 1303. 
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Nicht nur bei StoBbelastungen, sondern bei jeder Wechsellast wird der Korper dauernd ver­
formt und muB jedesmal eine bestimmte Formanderungsarbeit aufnehmen. Der Konstrukteur 
sollte deshalb ganz ailgemein die Formgebung der Maschinen­
teile so wahlen, daB diese eine groBe Formanderungsarbeit 
aufnehmen konnen, ohne ortliche Uberschreitung der zu­
lassigen Spannung. 

16.1. Einige allgemeineErliiutermigen iiber das Spannungsfeld er­
leichtern die Beurteilung der Kerbwirkung. Ein Spannungsfeld gibt 
den Spannungszustand eines Korpers 
durch Spannungslinien wieder, 
deren Richtung in jedem Punkt mit 
der Richtung der dort herrschenden 
Normal- oder Schubspannung iiber­
einstimmt. Solange keine Quer­
schnittsanderungen vorhanden sind, 
verlaufen die Spannungslinien paral­
lel. Durch jede Querschnittsanderung 
entsteht eine Ablenkung des gerad­
linigen Kraftflusses, die mit ihren 
weiteren Folgeerscheinungen Ke r b­
wirkung (zweckmaBiger Form­
wirkung) genannt wird. Die Span­
nungslinien, die zunachst nur die 
Richtung der Spannungstensoren an­
geben, konnen so verteilt werden, daB 
nach der Faradayschen Darstellung Abb.16.5. Abb.16.6. 

ihre Dichte der GroBe der Span- Abb.16.5 und 6. Ventilspindel (aus Giildner, Verbrennungs-
nungen proportional ist (Kraftrohre). kraftmaschinen). 

Es laBt sich dann sofort erkennen, daB die Zusammendrangung von Spannungslinien nach 
dem Kerbgrund zu, die ungleichmaBige Spannungsverteilung hervorruft. Aus dem MaB der 

[ - -;;- J 
~ 

Abb.16.7 

Zusammendrangung laBt sich die GroBe der Spannungs­
erhohung (Formziffer) qualitativ abschatzen 1 . 

Wird z. B. ein einfach gekerbter Flachstab auf Zug be­
ansprucht, so werden die Spannungslinien etwa den in Abb. 
16.7 a dargestellten Verlauf haben. Bei wiederholter Kerbung 
(Abb. 16.7b) mit gleichem Abrundungshalbmesser und bei 
gleicher Kerbtiefe werden die Spannungslinien weniger ab­
gebogen, die Spannungserhoh).lllg ist demnach geringer als 
bei der Einzelkerbe. Hierin liegt die praktische Bedeutung 
von Entlastungskerben 2 • In Abb. 16.8 ist die Kerbwirkung 

a Spannung~i~~fi!~~~~~i:e~~~~~erbung. bei Biegebeanspruchung skizziert; beim durchlochten Stab c) 

, 

a 
! 

tritt eine Verminderung der groBten Beanspruchung auf! 

b c 
~---------,IIIr-------~ 

li ......... ---~I 
/Ormzf!e r > If tP . Formz i.Jer - q 8 

Abb. 16.8. Kerbwirkung bei Biegnng. 

Die Spannungslinien bei Verdreh ung eines zylindrischen Stabes sind in Abb. 16.9 dar­
gestellt. Sie treten nicht nur im Querschnitt, sondern (nach dem Satz der zugeordneten Schuh-

1 Nur bei der Verdrehbeanspruchung ist auch eine quantitative Ubereinstimmung vorhanden, well 
die Differentialgleichung fUr Verdrehung und fUr die Geschwindigkeitsverteilung der Potentialstromung ahn­
lich sind. 

2 Thum, ii. und S. Berg: Die Entlastungskerbe. Forsch.2 (1931) S. 345. - Thum, A. und W. Buch­
mann: Dauerfestigkei~ und Konstruktion. VDI-Verlag 1932. 

>' 1< ~ 
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spannungen), ebenso im Langsschnitt auf. Diese letztere Darstellung ist bei der Beurteilung 
von plotzlichen Querschnittsanderungen besonders zweckmaBig. Die auBersten Spannungslinien 
fallen mit den UmriBlinien des Langsschnittes zusammen (Abb. 16.10), weil die Schubspannung 
an keiner Stelle eine Komponente haben darf, die senkrecht zur UmriBlinie stehen wiirde, wenn 
die Mantelflache des Stabes £rei von auBeren Kraften ist. Weder im Querschnitt noch im Langs­
schnitt treten Normalspannungen auf. 

Tragt man zunachst fUr die glatten Wellenstiicke die 
Spannungslinien wieder so ein, daB jede ROhre den gleichen 
Auten des Drehmomentes LI M = Md/n iibertragt und alle 
ROhren um den gleichen Winkel je Langeneinheit sich ver-
drehen, damit der Zusammenhang bestehen bleibt, so foIgt aus'''-,,-

Md 
-& = J G = konstant, (12.52) -7 

p 

daB Jp fUr jede ROhre = Jp tot/n sein muB. FUr die innerste 
Rohre mit dem Radius r1 ist X' 

Jp1/Jpt = Ml/Md = l/n = rt/R4, also r1 = R Wn . 
FUr die zweite Rohre mit dem AuBenradius r2 ist 

Abb.16.9. Spannnngslinien bel Verdrehung. 

J /J - 1/ - r~ - rt _ r~ - R4jn I R 4;-/-
P2 pt - n - R4 - R4 ,a so r 2 = v2 n , 

usw. Auch der totale Verdrehungswinkel LI rp kann in eine Anzahl gleiche Teile geteilt werden, 
deren Entfernung Lll aus der Gleichung 

ffl 
Llrp=m=-&·Lll (16.1) 

berechnet werden kann. In Abb. 16.10 sind eiuige Linien gleicher Verdrehung eingezeichnet; 
sie verlaufen parallel und stehen senkrecht zu den Schubspannungslinien. Ihr Abstand ist im 
diinnen WeUenteil kleiner als im dicken, und zwar muB beim gleichen Verdrehungswinkel 

Lll2 J p 2 t d4 

Lll! Jplt D4 

sein. An der Kerbstelle kann man zunachst die Spannungslinien mit guter Annaherung nach 
dem Gefiihl zeichnen und senkrecht dazu die Linien gleicher Verdrehung. 

Die Schubspannung T folgt aus der Beziehung: 
T = LlMjWp . (16.2) 

Setzt man die veranderlicheBreite des ringformigenSpaltes 

und den mittleren Radius der Rohre 

,j-' 
~. 

. J ') A 2 d W. 2 2 A d B Abb.16.1O. Spannungs- nnd Verdrehungslinien so 1st p = ~ na . LJ a . a un p = na LJ a, so a bei abgesetzten Wellen. 

LIM 1 
T = 2L1a . na2 (16.3) 

ist. Auf Grund dieser einfachen Beziehung ka,nn man (wenn die Spannungslinien richtig 
gezeichnet sind) an jeder Stelle die Schubspannung berechnen. Aus 

LIm LIm 
Llrp = JpG LIZ = 2na3L1aGLll 

Lla LIM 1 
folgt LIT = LI<p . 2na3G· (16.4) 

Mit Hilfe dieser Beziehung kann man die Spannungslinien und die Linien gleicher Verdrehung 
planmiWig verbessern. Das ist das (allerdings etwas zeitraubende) Verfahren, das Willers 
zuerst anwandte um die Spannungserhohung in den Hohlkehlen abgesetzter Wellen und in 
Ringnuten mit halbkreisformigem Querschnitt zu berechnen. 1m AnscbluB an die Unter­
suchung von Willers bat R. Sonntag verbaltnismaBig einfache Naherungsformeln ent­
wickelt die bei der Berecbnung der Wellen (Abscbnitt 31.2) verwendet werden. 

Aus dem Verlauf der Spannungslinien gebt das allgemeine Gesetz bervor, daB die Ablenkung 
und die dadurch bewirkte Zusammendrangung (Spannungserh6bung) unmittelbar nur durch 
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den Teil del' Korperoberflache wesentlich beeinfluBt wird, die in del' unmittelbaren Niihe del' 
Kerbe liegt. Die Form der Bauteile in groBer Entfernung davon ist fUr die Spannungserhohung 
nicht mehr maBgebend. Die Spannungserhohung ist um so groBer, je scharfer die Ablenkung 
(Kerbe) ist. Diese Uberlegungen gelten nul', solange keine bleibende Formanderungen auftreten. 
Bei hoherer Belastung gleichen sich die Spannungsspitzen bei z ahe n Werkstoffen etwas aus; 
bei sproden Stoffen (z. B. Glas) dagegen wird del' Stab sofort an der hochst belasteten Stelle 
einreiBen. Del' Dauerbruch tritt alBo ill allgemeinen nicht bei einer NennspamlUng an/(Xk ein, 
sondern erst bei einer hoheren Beanspruchung, die vom plastischen Verhalten des Werkstoffes 
abhangt. Zahlreiche Dauerversuche haben dies auch bewiesen. 

FUr den Konstrukteur ist demnach nicht so sehr die Formzahl (Xl;, sondern die sog. "Kerb­
wirkungszahl" 

Dauerfestigkeit des glatten Priifstabes 
/h = Dauerhaltbarkeit beim untersuchten FOl'mgebungselement 

als Grundlage fUr seine Berechnungen wichtig. Unter "Dauerhaltbarkeit" ist dann die Nenn­
spannung zu verstehen, die an del' Dauergrenze liegt. Die Kerbwirkungszahl entzieht sich abel' 
del' Rechnung; sie kann zur Zeit nur experimentell bestimmt werden. Man begibt sich dabei 
also ausschlieBlich auf das Ge biet del' "systema,tischen Empirie", von dem wir wissen, daB dort 
keine endgUltige Aufklarung zu erwarten ist so lange die wissenschaftliche Fiihrung fehlt. 

Del' Werkstoff ist um so empfindlicher gegen die Kerbwirkung, je groBer del' Unterschied 
zwischen (Xk und fA ist. Von dertrberlegung ausgehend, daB nur die uber 1 liegenden Betrage 
von (Xk und ~k ein MaB fUr die SpannungserhOhung geben, hat A. Th um das Verhaltnis 

~1,,-1 
'Yj = IX" -1 (16.5) 

die "Empfindlichkeitsziffer" des Werkstoffes genannt. Die Frage, ob 'Yj fUr jeden Werkstoff 
einen konstanten Wert hat, odeI' ob die Kerbform und del' Vel"lauf del' Spannungen in del' Um­
gebung del' Spannungsspitze diesen Wert wesentlich beeinfluJ3t, ist noch nicht geklart 1. Versucb,e 
iiber die GroBe von fJk und 'Yj liegen nUl" fUr vereinzelte Formgebungselemente VOl' und werden 
dort besprochen. 

Mathematisch recht hubsche Losungen hat Dr.-lng. H. Neuber in seinem Buche "Kerb­
spannungslehre"2 gegeben. Die schwierigste Forderung bei del' Spannungsberechnung ist die 
ErfUllung del' Randbedingungen, daB bei del' lastfreien Kerboberflache die Spannungen dort 
verschwinden mussen. Da die Oberflache im allgemeinen gekrummt ist, laBt sich diese Bedingung 
durch Einfiihrung von krummlinigen Koordinaten leichter erfiillen. Die Ergebnisse diesel' 
Rechnullgen fUr verschiedene, gekerbte odeI' gelochte Querschllitte bei ebenen und raumlichen 
Spalillungszustanden sowie die Versuchsergebnisse werden bei den einzehlen Formgebungs­
elementen (Maschinenteile) behandelt. 

16.2. Ebene Kerbe - raumliehe Kerbe. Konstruiert man di'e Spannungslinien fiir einfache 
Zug- odeI' Biegebeanspruchung bei ebenen und bei raumlichen Spannungszustanden, so erkennt 
man, daB gnmdsatzlich wenig Unterschied ill Verlauf del' Spannungslinien vorhanden ist. 
Beurteilt man weiter mit Hilfe del' "Kraftrohre" die GroBe del' auftretenden Spannungen, so 
ka11n man feststellen, daB sie bei gleicher Kerbform bei raumlicher KerbVirirkung etwas kleiner 
wird als bei ebe11en Spannungszustanden. Zu dem gleichen Ergebnis kommt Neuber3, aus 
dessen umfangreichen Berechnungen folgt, daB die Formziffer flir Rundkerbe etwa 10% kleiner 
ist als fUr Flachkerben. 

Versuehsergebnisse iiber die praktisch wichtigell, in Konstruktionsteilen am haufigsten vor­
kommenclen, Rundkerben liegen nul' wenig VOl' (vgl. \Vellenberechnung). 

16.3. Stabecke. C. von Bach 4 hat schon VOl' 30 Jahren darauf hingewiesel1, daJ3 solche 
Formelemente als stark gekriimmte Trager zu berechnen seien und dafiir eine auf Versuchen 
gestiitzte Naherungsgleichung angegeben. Die Formziffer (bezogen auf die Nenl1spanl1ung bei 

1 Foppl, L. (Ing. Arch. 7 [1936J S. 229/36) weist nac-h. daB I"h,hx" = 1- C ist, worin 0, die "elastische 
Ziihigkeitsziffer" des Werkstoffes zwanglos aus der Bedingung folgt, daB die berechnete Rpannlltlg ;\.Uf daB 
,.verformte" Element bezogen werden saUte und nicht (wie allgemein gebriiuchlich) auf .las 1Il':4priinp:h:h(,. 
Es scheint also f3k /c;.k cine gecignctere Werkstoffkonstante zu scin als rl. 

e Julius Springer, Berlin 1937. 
3 Ebenso Kuntze, W.: Stahlbau 13 (1935) S. 3 auf Grund ciner einfachen Niiherungsrechnung. 
" Bach, C. von: Zur Beanspruchung von Maschinenteilen mit scharfen odeI' ausgerundeten Ecken, Z. 

VDI 57 (1913) S. 1594/95. 
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. dem geraden Stab) scheint deshalb nicht zweckmiiBig gewiihlt, \YaS besonders aus Abb. 16.11 a 
ersichtlich ist, da dort die Nennspannung (nach dem Vorschlag von Lehr) an einer Stelle auf­
tritt, die mit dem Bruchquerschnitt in keinem'logischen Zusammenhang steht. Viel zweck­
mii.tligel' ist es, die gr6Bte Spannung ao aus del' Gleichung fUr den gekrummten Stab (12.31) 
zu berechnen, und diese mit del' gemessenen Spaunung zu vergleichen. Fur das Stabeck ohne 

b 

'i5" 

'10 

';;5" 

';;0 
! 
I 05 

JIll' gO 
Ii ' 
tf 

1, 

1,0 

{l,5 

0 {1,1 {l,7 0,8 0,9 1,0 

Abb. 16: 11. GriiBte Spannung C1max in Stabecken 
~+~----',:-~--I- (b = II) nach Versuchen Yon v. Widdern 

und von Knrzhals. 

Cin = gr513te Biegespannung, berechnet als 
gerader Stab. 

00 = gr613te Biegespannung, berechnet als 
gekriimmter Stab. 

(fo 
Knrve a: - flir Einzelkraft K an 

Knrve b: 2 flir reine Biegung 
"n 

C1max (gemessen) 
Knrve c: -'-=---­

an 

Aus-"-resp. ~folgt unabhangig YOU~h·-
a a 

"max = 0,85 fiir reine Biegnng 
00 

= 0,80 fiif EinzelkrafL 

Querschnittsiinderung ist del' Vel'gleich in Abb. 16.11 fi:ir reine Biege beanspruchung durch­
gefUhrt. Die Abbildung zeigt, daB 

a max = 0,85 ao (16.6) 
ist, und zwal' unabhangig vom Krummungsverhiiltl1is elh. Fur Stabe mit veranderlichen Quer­
schnitten (b = 4 h und b = 2 h) liegen nur wenige Yel'suchswerte von Kettenacher VOl', aus 
denen hervorgeht, daB diese einfache Beziehung auch fUr veriinderliche Querschnitte (bjh) 
verwendet werden darf. Wie stark die Ergebnisse del' einzelnen spanl1ungsoptischen Messungel1 

f----k----~. 

Abb. 16.12. ~11:"m111mg('n In Sbl)cckcn 
mit qlll'l'::dl1J'itit;iiindl~l'ltIlt!, 

amax (optisch gemessen) 

~ k = Go (als gekriimmter Stab berecbnet) 

3,0 

stl'euen, zeigt die Zusamrnensteilung von A. Thum und W, Bautzl. Die verschiedel1en Form­
ziffel'l1 liegen also zur Zeit noah nicht mit der gewUnschten Genauigkeit fest. 

Der Vergleich ist in Abb. 16.11 weiter fUr Biegung durch eine Eil1zelkraft durchgefUhrt, 
del' zeigt, daB fur Stiibe mit ul1veranderlichen Querschnitten 

amax = 0,8 ao (16.7) 

ist und zwar wieder unabhangig vom Kri:i.mmnngsvel'haltnis elk. Fur Stabe mit vel'andel'lichen 

1 Z, VDI 79 (1935) S.1303/06. 
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Querschnitten (b = 4 h und b = 2 h) scheint die Forrnziffer IX],; fur geniigend groBe Entfernung· 
der Ecke von der Kraftangriffstelle auch konstant zu sein, und zwar ist fiir 

b/h = 1 . 2 4 
IX],; = 0,8 1 1,35 

Fiir kleine Werte von a/h, d. h. fur die Spannungsberechnung in der Nahe der Kraftangriffstelle 
versagt Gl. (12.25) der elementaren Festigkeitslehre. Legt man sie dennoch der Berechnung der 
Formziffer zugrunde, so folgt aus Abb. 16.12, daB IX],; mit abnehmender Entfernung ajh rasch 
zunimmt. FUr bjh = 4 und ajh kleiner als 3 ist 

IX],; = 21/hja . (16.8) 

Die Feststellung, daB die Formziffer stark von der Nahe der Kraftangriff- und Befestigungs­
stellen abhangt, zeigt wie vorsichtig man bei del' Dbertragung von Versuchsergebnissen auf 
andere Verhaltnisse sein muB. 

Die Spannungsberechnung nach der Gleichung fiir den gekriimmten Stab gibt fiir e = 0 
immer unendlich groBe Spannungen; d. h. der Stab aus spr6dem Werkstoff miiBte daml auch 
bei der kleinsten Kraftwirkung zerbrechen, was im Widerspruch steht mit der Erfahrung. Auch 
hier hat C. von Bach schon den richtigen Weg gewiesen, indem er empfiehlt, fiir e = 0 einen 
Wert e' = 1/15 bis 1/20 h in del' Rechnung einzusetzen. Die Spannungslinien werden in del' 
scharf en Ecke immer eine endliche Kriimmung haben. 

Schrifttum. 
Lehr, E.: Spannungsverteilung in Konstruktionselementen. VDI-Verlag 1934, enthalt auch eine gute 

Zusammenfassung der verschiedenen Verfahren zur Ermittlung der Spannungsverteilung und ein ausfiihr­
liches Schrifttumsverzeichnis (mit 204 Quellen) bis Ende 1932, anf welche verwiesen wird. - Wyss, Th.: 
Die Kraftfelder in festen elastischen K6rpern und ihre praktischen Anwendungen. Berlin: Julius Springer 1926. 
- Thum, A. und W. Bautz: Zur Frage der Formziffer. Z. VDI. 79 (1935) S. 1303/6 mit Schrifttums­
verzeichnis. Zuschriften dazu Z. VDI. 81 (1937) S. 561/64. - Frocht, M. M.: Factors of stress concen­
tration photoelastically determined. J. appl. Mech. (1935) S. A 67/68. Eine Zusammenfassung der Unter­
kommission fiir Werkstoffbeanspruchung bei der A. S. M. E. 

17. Das Torsionsproblem 1. 

Die Formanderung erfolgt nul' durch die in den Endquerschnitten angreifenden Krafte­
paare, wahrend die Mantelflache frei von auBeren Kraften bleibt. Es treten demnach nur Schub­
spannungen auf (0"", = O"y = 0". = 0). Aus Gl. (12.60) folgt dann e = 0, d. h. reine Ver­
drehung erfolgt ohne jede Anderung des Rauminhaltes. 

Die X-Achse sei die Drehachse; wir betrachten nur die im Querschnitt des Stabes wirkenden 
Schubspannungen 7:",. und 7:",y, sowie die zugeordneten Schubspannungen zwischen den Fasern. 
Die andere Schubspannung 7:yz , die daneben noch auftreten k6nnte, also die Schubspannung 
zwischen den Fasern, soweit sie quer zur Stabachse gerichtet ist, wird vernachlassigt, also 
7:y• = 0 gesetzt. Aus den Gleichgewichtsbedingungen (12.57) in den X-, Y- und Z-Richtungen 

11- !!!Kdz us 

folgen dann die Beziehungen (Abb.17.1): 
rh:",y 07:",. 
ay +az =0. (17.1) 

a7:",z 07:",y 
ax-=O und --ax =0. 

Die erste Gleichung wird durch jede Span­
nungsfunktion F (z, y) erfiillt, wenn 

OF of . 
7:",y = -Tz und 7:",z = ay 1st. (17.2) 

Die beiden anderen Gleichungen sagen nur aus, 
Abb.17.1. Abb.17.2. daB in jedem Querschnitt dieselbe Spannungs-

verteilung herrscht. Von grundlegender Bedeutung ist ferner die Bedingung, daB am Rande des 
Querschnittes die Schubspannungen tangential gerichtet sind: 7:",z/7:",y = dz/dy gleich del' je­
weiligen Neigung del' Randkurve. 

Betrachten wir wieder die Formanderungen, so liegen fiir aile Querschnitte (die von den 
Stabenden geniigend weit entfernt sind) die gleichen Bedingungen VOl'. Jeder Querschnitt fiihrt 
eine Drehung gegeniiber dem benachbarten aus (die zu den Verschiebungen 7J und l;, Abb. 17.2 

1 Ausfuhrlich und fiir Ingenieure leicht verstandlich ist die Theorie der Verdrehung erl1iutert in A. und L. 
F6ppl: Drang und Zwang Bd. II, Abschn.6. 
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fUhren) und wird auBerdem (dureh die Sehubspannung in derLangsriehtung der Fasern) noeh 
gekriimmt (Versehiebung ~). Der beliebige Punkt A des Quersehnittes besehreibt ein Kreisbogen 
A B = r . L1 cp. Der kleine Winkel L1 cp ist proportional dem Abstande des Quersehnittes vom 
Anfangsquersehnitt des prismatisehen Stabes, also: L1cp = f}. x, worin f} den verhaltnis­
maBigen Verdrehwinkel ist. Aus Abb. 17.2 folgen dann die Versehiebungskomponenten: 

f/=f}x·rsinO<.=f}x·z und '=-f}x·reosO<.=-f}x·y. (17.3) 

Da cr", = cry = crz = 0 ist, folgt aus den G1. (12.59): 

o~ =0 ar] =0 und ~zl; =0. (17.4) ox ' oy U 
und aus den allgemeinen Beziehungen fUr die Verdrehungen (12.58) mit Gl (3): 

~"'. = G (~~ -f}y) und i"xy =G (~; + f}z) . 

Dureh Differentiation erhalt man 

aTx• _ G (~- f}) und OT""y - G (~+ f}) oy - azoy. OZ - oyoz 
und dureh Subtraktion 

OT",. _ OT",y = _ 2 Gf} , 
oy OZ 

(17.5) 

oder aueh mit G1. (2): 
o"F a2F 
~ + -a 2 = - 2 Gf}. (17.6) uy Z 

Diese Differentialgleiehung hat eine groBe Ahnliehkeit mit der Differentialgleiehung einer 
vollkommen biegsamen Membrane (Seifenhaut), namlieh: 

02X 02X 
oy2 + -w: = - pIS. (14.6) 

Setzt man F = k . x, wobei k ein MaBstabfaktor ist mit der Dimension einer Spannung und 
wahlt man bei der Seifenhaut p so, daB 2 Of} = k pIS ist, so stimmen beide Differential­
gleiehungen vollstandig iiberein. Aus G1. (2) folgt, daB die Sehubspannungen propor­
tional dem Gefalle der Seifenhaut an der betreffenden Stelle sind. 

18. Stabilitlitsprobleme. 
Scbrifttum. 

Hencky, H.: Stabilitatsprobleme der Elastizitatstheorie. Z. angew. Math. Mech. 2 (1922) S.292/99. 
- Mises, R. v.: Stabilitatsprobleme. Z. M. M. 3 (1923) S. 406/22. - Har~mann, F.: . Knickung, Kip­
pung, Beulung. Leipzig und 'Wien: Fr. Deuticke 1937. - Marguerre, F.: lJber die Anwendung der ener­
getischen Methode auf Stabilitatsprobleme. Jb. dtsch. Luft-Forschung (1938), S.433/43. 

Die Stabilitatsprobleme erhalten besonders dureh den Leiehtbau eine erh6hte praktisehe 
Bedeutung. Wie auf S. 23 erlautert ist die Gleiehgewiehtslage bei elastisehen Formanderungen 
dadureh gekennzeiehnet, daB (J%{ = 0 ist. Die Gleiehgewiehtslage ist sieher (stabil), wenn (J2%{ 
positiv, unsieher (labil) wenn (J2%{ negativ ist. Stabilitatsprobleme sind demnaeh Aufgaben 
der Variationsreehnung und k6nnen hier nieht behandelt werden. Nur das Ergebnis einiger 
einfaehen Probleme, die fUr den Masehineningenieur von praktiseher Bedeutung sind, ist kurz 
zusammengefaBt. 

18.1. Stiibe. 
Ein homogener Stab mit genau gerader und vertikaler Aehse, auf den. eine genau zen­

trisehe Kraft wirkt, miiBte eigentlieh nur auf Druek beansprueht werden und 
nach irgendeiner Seite ausbiegen. Das Gleichgewicht des belasteten Stabes ist 
aber labil und kann durch die kleinste Abweiehung gestort werden, so daB 
immer eine Ausbiegung zu erwarten ist, wenn die Belastung geniigend groB und die 
Lange des Stabes im Verhaltnis zu den Quersehnittsabmessungen nieht zu klein 
ist. Die zum Ausbiegen erforderliehe Belastung heiBt Knicklast. Der Stab sei 
an beiden Enden frei drehbar gelagert (Abb. 18.1). In einem Quersehnitt im Ab­
stande x vom unteren Ende 0 sei y die Durehbiegung der Stabachse. Das Biegungs­
moment ist p. y, und die Gleiehung der elastisehen Linie: 

d2 y P 
dX2 =- JEy=-k2 y, (18.1) . 

p 

Abb.18.1. 
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wenn zur Abkiirzung JE = k2 gesetzt wird. Die allgemeine wsung diesel' Differentialgleichung 
lautet: 

y = 0 1 sin lex --'- O2 cos lex. 

In 0 flir x = 0, ist y = 0, also O2 = 0; daher: y = 01 sin le x . Den graBten Wert f erreicht y, 
wenn sin kx = 1 wird, dann wird y = f = 01 und y = f sin kx. 

Da del' obere Endpunkt des Stabes sich auf del' X-Achse befindet, so ist fiir x = l , y = 0 

f · kl D . t .. Ii h foO . kl 0 d h foO k 0 IT 2 IT nIT. . b Ii b' = Slll . aSIS nurmog c , ursm' = , . . ur' = , T' T ... --["- , worm n elne e e Ige 
ganze positive Zahl sein kann. 

Die elastische Linie hat also die Form einer einfachen Sinuslinie 

f . nIT 
y= SIn-I-X , 

D .. h B k 1 P nIT • d aDllt S18 entste t, mu • = / J E = -l- selll, 0 er (
nn )2 

p= -z. JE. 

Die Knickkraft wird am kleinsten fiir n = 1, 

d. i. die Eulersche Gleichung. 

(18.2) 

Wenn del' Stab sich frei nach allen Richtungen biegen kann, so wird die Stabachse sich in 
eine Richtung ausbiegen, flil' welche das Tragheitsmoment des Stabquerschnittes am kleinsten ist. 

1st dasTragheitsmoment des Stabes veranderIich (abhangig von x), so kann Gl. (1) graphisch 
integriert werden . .Andert sich J parabolisch mit x, mit dem GraBtwert J", in del' Mitte des Stabes 
und Joan den beiden Enden (z. B. bei langen Schubstangen, so wird: 

worin fur Jo/Jm = 0 
A = 0,81 

0,2 
0,86 

2 

PI.; = A 72 JmE 

0,4 
0,90 

0,6 

0,94 
0,8 

0,97 

1 

1 ist. 

In ahnlicher Weise kann auch fiir andere Belastungsfalle die Eulersche Knicklast PI.; be­
rechnet werden. Es ist meist gebrauchlich, fiir alle Falle die gleiche Knickformel anzuwenden, 
und dafiir die freie Knicklange lo einzufiihren, d. i. die Entfel'11ung zweiel' aufeinander folgen­
del' Wendepunkte del' elastischen Linie. Dieses Zwischenstuck kann dann als frei drehbarer 
Stab aufgefaBt werden 1. 

Zahlentafel 18.1. Verschiedene Knickfii,lle . 

Ein Stabende ein· . Ein Stabende ein· I 
geapnnnt. daa an· Frei drehbal'el' gespannt. dns andere Beidseitig 

dere frei beweglich Stab frei in der Achse I eingeBpannt 
gefiihrt 

p 

I ] ] I ] --r r I 

I I 
I . I I A , I A s 

jj 
, 

I 
I 

I : ,]? 

I 

10= 2l 10 = I to = 0,71 , to = 0,51 

(Aus Wmkel.) 

(18.3) 

Geltungsbereich del' Eulerschen Gleichungen 2• Man nennt das Vel'haltnis 

1 FUr ortlich geschwachte Querschnitte, vgl. A. Foppl: Knickversuche mit Winkeleisen .. Mitt. 
:\fech.-Techn. Lab. der Techn. Hochschule Miinchen 1897, Heft 25. 

2 Poschl, T.: Zur Theorie del' plastischen Knickung gerader Stabe. Bauing. 19 (1938), S.499/505. 
- Jezek, K.: Die Festigkeit von Druckstaben aus Stahl. Wien: Julius Springer 1937. 
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Freie Knicklange 10 = It * 
Tragheitsradius i ' 

die Schlankheit des Stabes. Die Knickspannung, d. i. die Spannung an der Knickgrenze, 
wird damit: 

P E ;,;2.] :n2 0 ;,;2 

a" = T =i1,' 7 E = l3 l- E = ).2 E . 

Da wir bei del' Ableitung der Eulerschen Gleichung von der ailgemeinen Biegungsgleichung aus­
gegangen sind, gelten die SchluBfoIgerungen nur innerhalb des Hookeschen Gesetzes, also 
solange a" ;;;; ap ist. Die Eulersche Formel ist also nul' giHtig fiir 

, 11 E 
Ii ;;;;;;;7; / Up . 

FUr St 37 mit up = 2200 at wird ). = 100 , 
" St 60 mit Up = 2500 at wird }, = 93 , 
" Federstahl mit Up = 6000 at wird }. = 60 , 
" GuBeisen wird ). = 80 . 

(18.4) 

Fiir kreisformige Querschnitte muB, da i = l '1 =d/4 ist, l groBer als rund 25mal dem Durch­

messer des zylindrischen Stabes aus Stahl sein. Fiir Duralumin z. B. ist E = 700000 bis 
750000 kg/cm2 und bei einer Proportionalitatsgrenze ap = 2000 kg/cm2 liegt die Grenze fiir die 
Verwendung del' Eulerschen Formel schon bei lji > 59. 

Fiir kleinere Schlankheitsgrade hat L. von Tetmajer auf Grund ausgedehnter Versuche 
an del' Eidg. Materialpriifanstalt in Ziirich folgende empirische Formel aufgestelIt: 

Fiir FluJ3eisen ist 
" Stahl 
" GuJ3eisen 
" Holz' 

Co = 3100 at 
Co = 3200 at 
Co = 7760 at 
Co = 293 at 

G1 = 11,4 
c1 = 11,6 
c1 = 120 
c1 = 1,94 

C2 = 0 
c2 = 0 
c2 = 0,53 
G2 = 0 

Die Eulersche Knicklast, resp. die Knickspannung nach Tetmajer darf natiirlich niemals 
erreicht werden, sondern man schreibt eine 3,5 bis 5fache Sicherheit gegen Ausknicken VOl'. 

Bei Eisenkonstruktionen ist das sog. w- Verfahren fiir die Berechnung der Druckstabe vor­
geschrieben, nach welchem die gri:iBte Randspannung w' Pj! kleiner als die zulassige Zugspan­
nung sein muB. Die Knickzahl wist abhangig von der Schlankheit des Stabes und vom Werk­
stoff und kann in folgender Weise (z. B. fiir St. 37) berechnet werden. 

Fiir sehr kurze Stabe, etwa bis It = 60 wird die Knickspannung, das ist die Spalllung bei de! 
ein Stab ausknickt gleich del' Streckgrenze des Werkstoffes (fiir St. 37 ist as = 24 kgjmm2) 
gesetzt. 1m Gilltigkeitsbereich del' Eulerschen Gleichung (Schlankheit gri:iBer als 100) verlauft 

die Knickspannung ale nach del' Eulerlinie (ak = n:;'2E) Von It = 60 bis It = 100 wird die Knick­

spannung als verbindende Gerade (nach Tetmajer) angenommen. Bei del' Berechnung del' zu· 
lassigen Druckspannung wird im Gilltigkeitsbereich del' Eulerschen Gleichung von del' Knick­
sicherheit v ausgegangen, fiir welche l' = 3,5 vorgeschrieben ist, also ad zul = a"l'. Fiir reinE 
Druckbeanspruchung (It = 0) ist adzul gleich der Elastizitatsgrenze des Werkstoffes (fiir St. 37 
ae = 14 kgjmm2) festgelegt. Del' Ubergang zwischen It = 0 und It = 100 erfolgt durch eine Pa­
rabel, die fiir It = 0 eine horizontale Tangente hat. Aus dem so festgelegten Verlauf von ad zu, 

kalll nachtraglich die Knicksicherheit v berechnet werden (1' = akjad zUllo Die Knickzahlen a 

ergeben sich dann aus acjad zul. 

Nachdem die Knickzahlen w so berechnet worden sind (Zahlentafel18.1), konnen DruckstabE 
genau wie Zugstabe berechnet werden nach del' Gleichung: 

Stabkraft p x Knickzahl ill 
Querschnitt F < ae • 

Hierin liegt del' praktische Vorteil dieses Berechnungsverfahrens. 

* Das Tragheitsmoment wird oft in die Form J = f· i2 geschrieben; der Faktor i wird dann als "Trag 
heitsradius" bezeichnet. 
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Zahlentafel 18.2. Knickzahlen w fiir St 37 (Eisenkonstruktion). 

).= 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 
W= 1 1,01 1,02 1,05 1,10 -1,17 1,26 1,39 1,59 1,88 
).= 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 

W = 2,36 2,86 3,41 4,0 4,64 5,32 6,06 6,84 7,65 8,56 

1¥,!,; 

~7t:t::~~::+::Jrl 832 

l,Mr=~~=l~=1 __ ~ __ ~~~~h-~C==d~~;:~~~gS o • • • • • _ ~ • _ 
Scllll1nkhei/sgrod A. Abb.18.3 . 

Abb. lS.2. Knlckung gcrader StKbc . Ausbeu)cn cines ltohrcs. 

18.2. Dlinnwandige Rohre. 
Wird ein Rohr in del' Richtung seiner Achse gedriickt, so treten bei nicht zu kurzer Lange 

des Rohres wellenformige Wiilste auf, die sich zuerst in del' Nahe del' Rohrenden bilden (Ab­
bildung 18.3). Diese Erscheinung laBt sich am leichtesten so veranschaulichen, daB man das 
Rohr del' Lange nach in einzelne Streifen zerlegt de nkt , auf die je ein Teil del' Druckkraft 
wirkt und die so das Bestreben haben zum Ausknicken. Die Knickgefahr ist in del' Nahe del' 
Rohrenden am groBten, da die Stirnflachen eine groBere Nachgiebigkeit haben. 

1m Giiltigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes tritt Ausbeulen1 auf, wenn die gleich­
formige Randbelastung des Rohres den kritischen Wert 

sE 
Pk = J~=:;=;=~ 

r V3(1-I/m2) 
erreicht. Del' Hohlzylinder knickt nach Gl. (I) wie ein Stab aus, wenn 

n 2 n 2 

Pk = 12 J E odeI' Plc = l2 r2 E 

ist. Aus diesen beiden Gleichungen folgt (mit m = 10/3), daB ein diinnwandiges Rohr auf Aus­
beulen resp. Knicken zu berechnen ist, je nachdem sir kleiner resp. groBer als 17 (rll)2 ist. 
Diese Frage ist beim Leichtbau (Flugzeugbau) wieder aktuell. 

WenndiinnwandigeRohredurch auBeren Druck 
beansprucht werden, dann entsteht die Gefahr einer 
Einbeulung. Diesel' Fallliegt bei allen Vakuum­
leitungen und bei den Flammrohren von Dampf­
kesseln VOl' (Abb. 18.4). Auch beim Kesselkorper ist 
Einbeulungsgefahr vorhanden, wenn das Wasser 
sich vollstandig abkiihlt. 

Del' Einbeulungsdruck P eines allseitig von auBen 
gedriickten kreisformigen Hohlzylinders, del' an 

Abb. 18.4. Eingebeultes Flammrohr (aus Rotscher). seinen Enden wie einFlammrohr befestigt ist, hat E. 
von Mises2 nach del' Elastizitatstheorie diinner 

Schalen berechnet. Er findet 
E·s/r 009E( 2 1+2n2-1,3)S3 k , 2 Plc = (n2 l2 2 +, n - .,,2 12 -;:g gJcm . 

(n 2 - 1) 1 + -) 1 + --. n 2 r2 \ n;2 r2 

(18.5) 

-----_.-
1 Timoshenko. Z. Math. Phys. 58 (1910) S.378. 
2 Mises, von: Der kritischeAuBendruck zylindrischer Rohre. Z. VDI 58(1914) S. 750/55.-Mayer-Mita: 

Die~erechnung diinnwandiger ovalerRohren gegen gleichf6rmigen AuBendruck. Z. VDI58 (1914) S. 649/53. 
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In diesel' Gleichung ist r del' innere Radius des Rohres, s die Wandstarke, l die Rohrlange, 
resp. die Entfernung zweier wirksamen Versteifungen und n die Anzahl Wellen am Kreisum­
fang. Die Gleichung ist in Abb. 18.5 dargestellt und zeigt einen Kleinstwert fiir Pic, fiir welchen 
die Knickgefahl' am gr6Bten ist. Interessant ist, daB beiden Versuchen von Sie bel und Schwai­
gerer 1 das RohI' unter Wasserdruck nur an einer Stelle des Umfangs eillbeulte, wahrend sich 
bei PreBluft. (rjl = 0,2 und sj2r = 1,8%) vier gleichmaBig am Umfang verteilten Wellen zeigten. 

-"-- . 100 = 1,2% 
2 r 

-"-- • 100 = 1,5% 
2 r 

2ft 3,0 J,S 1/;0 ~S 
T/,--

2Sr • 100 = 1,2% 

s,o '00 2,5 J,O 3,5 qo If,S 0,0 
T/,_ 

Abb. 18.5. Einbeuldriicke diinnwandiger RobIe. 

In Zahlentafel 18.3 sind diese Versuchsergebnisse mit Gleichung (18.5) verglichen. Die Uber­
einstimmung ist in einzelnen Fallen mit Pmin gut, in anderen mit Pn = 4 bessel'. Del' Knickdruck 
hangt stark von den Verhaltnissen sj2r und rjl ab, die bei den Versuchen sehr genau einzu­
halten sind. 

Fill' cin unencllich langes Rohr geht Gl. (18.5) mit n = 2 uber in: 
Pk = 0,27 E (sjr)3 (18.6). 

Die Versllche zeigel1 eine 
lineare Abhangigkeit von del' 
Unrundheit ovaler Rohre, die 
aberllicht sehr bedeutelld ist. 
Bezeichnet man 

Zahlentafel 18.3. 

_ 100 Tmax - rmin 
17 - l'max r!l'li~ 

als MaB fUr die Unrundheit, 
so ist 

Pk ....,.... Pko (1 - 0,11]) (18.7). 

Gl. (18.5) gilt (wie die 
Eulersche) nurinnerhalb des 
Hookeschen Gesetzes. Beim 

rll 

0,3 

0,2 

0,15 

s/2r 

% 

1,2 
1,5 
1,8 

1,2 
1,5 
1,8 

1,2 
1,5 
1,8 

gemessen 

46 
72 
91 

42,5 
74 
82 

34 
54 
87 

Knickdruck Pk 

nach GI (lS.5) 

Pmin 

47 
86 

134 

32 
56 
88 

24 
42 
65 

Pn=4 

50 
90 

154 

42 
80 

137 

38 
77 

132 

Ubcrschreiten del' Proportionalitatsgrenze (die fiir ein rundes, llnendlich langes Rohr aus del' 
Kesselformel (14.2) berechnet werden kann) kann die Knickgefahr in ahnlicher Weise wie 
beim m-Verfahren fUr gerade Stabe beurteilt werden. 

18.3. Biegebeanspruchungen. 
Bei jedem auf Biegung beanspruchten Trager tritt mit den Druckspam1Ungen auch die Ge­

f8,hr des Ausknickens auf, indem die ursprunglich gerade Stabachse im Druckteil ausbiegt. Wenn 
del' Trager nicht durch die gesamte Konstruktion (z. B. beim Deckentrager durch die Decken­
filllul1g oder im Bruckenbau durch die Windverbande) gegen scitliehes Ausbiegen gesichert ist 
(4- bis 5fache Sicherheit), so miissen besondere Vorkehrungell gegell Ausknicken des Druck­
gudes getroffen werden. 

Die Druckkraft N x, die an einer Stelle x des Tragers wirH, ist 

e. (J e (J M 
N x = j cry df = n~ax f 1]df = l:ax. S = ---:l- S. (18.8) 

u 
~------

1 Siebel und Sch waigerer: Untersuchungen libel' das Einbeulen von glatten FJammrohren. Die Warm~ 
62 (1939) S. 285/90. 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Aufl. 9 
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8 ist das statische Moment der Querschnittshalfte, J das Tragheitsmoment des g anze n Quer­
schnittes, beide in bezug auf die neutrale Achse. 

Die Druckkraft andert sich demnach von Ort zu Ort wie das Biegemoment und ist in den 
Auflagestellen des Tragers gleieh Null. Diese Stellen haben demnaeh keine Neigung zum Aus-

p biegen, d. h. sie wirken bei Knickbeanspruchung ahnlich 
If ¥ wie Einspannungsstellen 1. In diesem Fall ist die freie 

Abb. 1S.6. Allilknicken eines auf Biegung 
beanspruchten Triigers. 

Knicklange lo = l/2 und der Mittelwert N der Druekkraft 
fiir diese Lange: 

x='I .1 'I, I 

N = l/~ J N x d x = ~ J M ~ S d x . 
x='I,1 '1,1 

Wenn 8jJ fiir die ganze Strecke konstant ist, so ist 
'/.1 

2 S J' N = T' J Mx dx. Dieser Wert kann direkt aus der 
'I. I 

Momentenflache als Mittelwert bestimnlt werden (Abb.1S.6). 
Bei einem verjiingten Trager muB zuerst die verzerrte Mo­

S 
mentenflache Mx / gezeichnet und daraus dann der Mittel-

x 
wert entnommen werden. 

18.4. Schwach gewolbte Boden. 
Das Ergebnis einer Untersuehung von C. B. Biezen0 2 mit einer in der Zylinderachse 

konzentrierten Einzellast P kann kurz so zusammengefaBt werden, daB die mit der Dureh­
schlagskraft P gebildete dimensionslose GroBe P R/Eh3 nur vom Verhaltnis a/h abhangt, also 

P·R . 
R. h8 = FunktlOn (a/h) (IS.9) 

ist, welche Funktion (naeh der Berechnung von Biezeno) in Abb. IS.7 dargestellt ist. Diese 
Losung kann allerdings nicht ohne weiteres auf dem praktisch wichtigeren Fall einer gleich­

7 
I 111~ 1 

~I .l; 

~ 
- X-f-r .:I 

,/ -I 

1/ / 
0/ 

6 

s 

r,/ 
V 2 

1 / 

o 2 8 

Abb.lS.7. 

V 
/ 

10 

V 
/ 

12 

maBigen Belastung des Bodens iibertragen werden. 
Die mathematische Losung dieser Aufgabe ist durch­
aus moglich und sieher nieht schwieriger als bei der 
Einzelbelastung; sie erfordert aber immerhin einen 
bedeutenden Zeitaufwand und ist (soweit mir be­
kannt) zur Zeit noch nicht durchgefiihrt. 

Da aber die Formanderung des Korpers aus­
schlaggebend fiir die Stabilitat ist, kann man die 
uDlstandliche, genaue Berechnung umgehen, indem 
(mit fiir die Praxis ausreichender Genauigkeit) die 
Stabilitat der gleichmaBig verteilten Belastung ver­
glichen wird mit der Stabilitat einer Einzellast bei 
gleicher Durchbiegung in der Plattenmitte. Die 
Durchbiegung schwach gekriinImter Boden laBt sich 
in einfacher Weise aus den bekanntenDurchbiegungen 
ebener Platten berechnen, da die Mittellinie des ge­
kriimmten Bodens sich um den gleichen Betrag mehr 
kriinImt, als eine urspriinglich e bene Platte und analog 
wie bei gekriimmten Staben (Vgl. Gl. 12.34). 

Durchschlagkraft schwach gewOlbter Baden. Die Durchbiegung f infolge einer Einzellast P ist 

f = 0,55 p. r2jEh3 (14.63) 

und fiir die gleichmaBig verteilte Belastung p 

f = 0,70 p' r4jEh3 . (14.53) 

1 Die praktische Zulassigkeit dieser Annahme wird durch Versuche von J. E. Brix bestatigt. Eisenbau 
1912, S. 351. 

2 Biezeno, C. B.: Uber die Bestimmung der Durchschlagkraft einer schwach gekrfunmten, am Rande 
frei auf!iegenden, kreisf6rmigen Platte. Z. angew. Math. Mech. 1935, S. 10/22. 
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Bei gleicher Gesamtbelastung P = n r 2 p ist die Durchbiegung j bei gleichmaBig verteilter Be­
lastung kleiner als bei Einzellast, so daB auch die Knickgefahr kleiner ist. Man findet die fUr die 
Stabilitat "gleichwertige" Belastung Pg aus der Beziehung: 

0,55 p. r2/Eh3 = 0,70 p' r4/Eh3 = 0,70 Pg r2/nEh3 

zu Pg = 2,4;5 P . (14;.10) 
Mit dieser Gleichung kann die Knickgefahr bei gleichmaBiger Belastung beurteilt werden. Damit 
sind aber noch lange nicht aIle Schwierigkeiten iiberwunden, denn bei allen Stabilitatsproblemen 
spielen' hauptsachlich die Randbedingungen eine entscheidende Rolle, wie z. B. die vier einfachen 
Knickfalle eines geraden Stabes deutlich zeigen. Die bei del' Berechnung vorausgesetzte freie 
Auflage der Platte kommt praktisch nur selten vor, da immer mit (oft unbekannten) Einspann­
momenten gerechnet werden muB. 

19. Plastische Verformungen. 
Bei der Berechnung der Maschinenteile geht man im allgemeinen davon aus, daB keine 

bleibende Formanderungen auftreten. Die Spannungen bleiben deshalb unterhalb del' Elastizi­
tatsgrenze und innerhalb des Geltungsbereiches des Hookeschen Gesetzes. Aus der Bearbeitung 
durch spanlose Formgebung (Ziehen, Pressen usw. Vgl. auch die Versuche von Lasche, S. 74) 
weiB man, daB eine Beanspruchung oberhalb der Streckgrenze durchaus zulassig ist, solange 
diese nur vereinzelt auftritt. Auch konstruktiv hat man schon seit vielen Jahren solche Be­
anspruchungen oberhalb der Streckgrenze zugelassen, z. B. bei der Herstellung von PreBzylin­
dern, beim Schleudern der Turbinenscheiben und in neuerer Zeit bei der Herstellung von 
Schrumpfverbindungen. 

Es solI bier nur der allel'einfachste Fall der plastischen Verformung betrachtet werden, bei 
dem die Anderungen del' Gestalt des Korpers noph verhaltnismaBig klein sind, aber bel'eits so 
groB, daB die elastischen Fol'manderungen gegeniiber den bleibenden vernachlassigt werden 
dUrfen. 

In einem beliebigen Punkt der plastischen Masse sollen die Seitenflachen eines kleinen WUrfels 
mit den Hauptspannungsebenen zusammenfallen. Uber die Formanderungen konnen dann fol­
gende Aussagen gemacht werden: 

1. Die Hauptdehnungsl'ichtungen fallen mit den Hauptspannungen zusammen. 
2. Bei der plastischen Verformung andert sich der Rauminhalt nicht: 

81+82+83=0. (19.1) 

3. Eine bildsame Masse verfol'mt sich bei reiner Zug- resp. Druckbeanspruchung 

(a1 = ± a, a2 = a3 = 0) so, daB 82 = 83 = - ~ 81 ist. 

Bei reiner Schubbeanspruchung (a1 = a , a2 = ° und a3 = - a) ist 
81 =-83 und 82 =0. 

Bei diesen Grundfallen entsprechen a und 8 ahnlich gelegenen Mohrschen Kreisen. Man darf 
deshalb allgemein als FlieBregel annehmen: Die Figur der drei Hauptspannungskreise 
in der a7:- ist stets ahnlich zur Figur der drei Hauptdehnungskreise in· der 
8y-Ebene. 

Eine der wichtigsten Anwendungen ist die plastische Verformung eines dickwandigen Rohres 
als PreBzylinder oder als Schrumpfverbindung. FUr die plastische Verformung gelten die glei­
chen geometrischen Beziehungen, wie im elastischen Gebiet, namlich: 

o~ oe 
8z = 6Z ' 8,. = -gr. und 8t =.!1.. 

r 

Wir beschranken uns auf den beidseitig eingespannten Zylinder, also 8z = 0. 
Rauminhalt bei der plastischen Verformung folgt dann 

8r = -8t, 

Aus dem konstanten 

d. h. die beiden Hauptdehnungskreise haben gleiche Halbmesser. Nach Einsetzen del' Werle 
fUr 8, und 8t 

de e 1 d - + - - ° - - - (0 . r) d r r - - r dr " 
und integriert 

e = c/r, 
wo c eine Integnitionskonstante ist. Aus del' Ahnlichkeitsbedingung des FlieBvorganges miissen 

9* 
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auch die entsprechenden Hauptspannungskreise gleich sein, also 

az = ~ (ar + at) . (19.2) 
Nach der Hypothese der Gestaltsanderungsenergie lautet die allgemeine FlieBbedingung 

(at - a,)2 + (a r - az)2 + (a. - at)2 = 2 a 5 ' (13.3) 

wo a o die FlieBgI'enze fUr Zug ist. Da nun 

und 
ar+ at a,.-at 

az - at = -2--- - at = --2-

ist, nimmt die FlieBbedingung die einfachere Gestalt 
2 a 0 

at-at = ± -Y3' 

an. Eine zweite Gleichung zur Berechnung der unbekannten Spannungen a,. und at bietet die 
Gleichgewichtsbedingung (Gl. 14.19): 

woraus 

dar 
at - at = T ---;r.r 

O ' 2a oh a,. = 1 : V3 1 T. (19.3) 

Die 1ntegrationskollstante 01 folgt aus del' Randbedingung. 
plastisch verformen und ist fiir T = ro" a!, = O. Dann ist 

SolI sich del' ganze Zylinder 

01 =-+-2aoillO 
~ Y:f . 

Somit sind die Spannungen im Rohr: 

_ I 2 aD l' 20' (' l' ) a,. - - -= hI --. at = ± Y3~ h1 ra + 1 -'-- 1'3 ra 
2a o ( l' ) und az = ± Va- ill j:- + } 

• a, , 
(19.4) 

Steht das RohI' unter 1nnendruck p, so muB das Plus-Zeichen genommen werden. Ffn' 
r = ri ist dam1: 

Unter einem Druck 

(19.5) 

wird ein diekwandiges Rohr in seinem Quel'schnitt bis zur auBeI'en Oberflaehe flieBen. 
1st del' plastisehe Zustand noeh nieht bis zur auBeren Oberflache r = ro, des Rohres, sondeI'll 

nul' in einem rillgformigen FlieBgebiet bis zum Halbmesser r = Tx vol'gedrullgen, dann treten im 
auBeren Ringgebiet elastische Formanderungen auf. 

1m plastisehen Gebiet: 1'i < r < rx sind die Spannungen 

C' I 2 a 0 ('_ '1) d at = 1 T ---=- ill r -t-. un az 
V3 

und die radiale Versehiebung I] = c(r. 
Fill' r = 1'i ist (ft = - p und 

01 = - P - 2;"0 In ri . 
~3 

All del' auBeren Grenze des plastisehcn Gebietes r = rx ist 

+20:0hl~. ar = - p . V3 fi 

Schrifttum. 

O -1_ 2 a 0 (L . + ') 
1 , ___ III 1 " 

V3 " 
(19.6) 

X adai, A.: Del' bildsamc Zustand del' Werkstoffe. Berlin: Julius Springer 1927, - N adai, A, und L. H. 
Donnell: Stress distribution in rotating disks of ductile material. Trans. Amer. Soc. mech. Engr. 5l.1 
(1929) S. 163/81. - NadaL A.: Plastic Torsion, Trans. Amer. Soc. meeh, Rngr. 53 (1931) S. 29/48. - K adaL 
"-l,: A review of'recent papers on plasticity. J. appl. Mechs. 57 (tn3fi) i::l. A. :13/34, - Mac Gregor, C, \Y. und 
J. A. Rrones: Hecent inwstigations in plastic torsion. J. appl. Mechs. 4 (1937) S.161/69. 



2. Verbindungen. 
21. Vernietungen. 

Um eine Verbindung durch Nietung herzustellen, steckt man in die genau iibereinander 
liegenden Locher del' beiden glatt aufeinander liegenden Teile ein Nietl und staucht den heraus­
ragenden Teil des schwach konischen Schaftes durch Hammern odeI' durch Pressen zu einem 
SchlieBkopfzusammen (Abb. 21.1). Die Niete kommen mit Setzkopf und mit folgenden genormten 
Durchmessern in den Handel : 

Durchmesser 10 13 16 19 22 25 28 31 34 mm, 
ausreichendes Spiel 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,8 =. 

Nach den Deutschen Normen wird del' Lochdurchmesser 1 mm 
groBer als del' Nietdurchmesser gemacht. Dieses Spiel ist im all­
gemeinen zu groB; es sollte nicht groBer sein als notwendig, um 
den warmen vom Hammerschlag gereinigten Nietschaft mit dem 
Hammer eben noch einfiihren zu konnen. Dazu reicht das oben 
angegebene Spiel aus. Die Nietlocher sollen gebohrt und mit der 

Abb. 21.1. (Aus DubbeL 
Taschenbuch.) 

Reibahle nachgearbeitet werden. Das friiher gebrauchliche Stanzen der Locher ist billiger, 
docb leidet das Material bei dieser rohen Arbeitsmethode stark; es wird sprode und rissig. 

Das gliihende Eisen des Nietschaftes verhalt sich beim Stauch en des Kopfes abnlich wie eine 
zahe Fliissigkeit; der in axialer Richtung ausgeiibte Druck wird nach der Seite hin fortgepflanzt, 
so daB die Lochwand durch inneren Druck beansprucht wird. Gleichzeitig erfahrt sie eine starke 
Erhitzung, durch welche Warmespannungen entstehen. Diese zusatzlichen Beanspruchungen 
werden bei der Berechnung auBer acht gelassen. 

Die Nietverbindung ist nur durch Abschlagen der Kopfe zu lOsen, weshalb die Verbindung 
als nicht lOsbar bezeichnet wird. 

Die Schaftlange list gleich der Summe der Blechstarken plus P /3 bis P j 4 Nietdurchmesser, 
je nachdem die Vernietung durch Maschine oder von Hand hergestellt wird; sie endet handels-
iiblich immer auf 3 oder 6 oder 0 mm. _¥d~ 

Die Kopfform ist genormt und je nacb dem Verwendungszweck verscbieden. WI --11 
Zum Aufzeichnen dient die Angabe in Abb. 21.2. Zwischen Nietschaft und Kopf '.f 
ist eine kleine Abrundung vorhanden, so daB die Nietlocher abgegratet werden 
miissen. , Ii 

Als Werkstoff wird weicher Stahl (St 34) verwendet, in vereinzelten Fallen I 
Nickelstahl (bei Eisenkonstruktionen) oder Kupfer (fiir geringe Krafte) und Abb.21.2. 

Aluminium (fiir Flugzeugbau). Kaltnietung ist nur bis etwa 8 mm Nietdurch- (Aus DubbeJ, 
messer moglich. Taschenbuch.) 

Das iibliche in Abb. 21.1 skizzierte Herstellungsverfahren verlangt , daB die Verbindung von 
beiden Seiten zuganglich ist. 1m Flugzeugbau ist das nicht immer moglich. Die Spreng­
nietung 2 ist ein neues Nietverfabren, bei dem der SchlieBkopf clurch Aufweitung des vor­
stehenclen hohlen und mit Sprengstoff gefiillten Nietschaftes gebildet wird . Nach dem Einfiibren 
des Nietes in das Loch wird von der Setzkopfseite aus durcb elektriscbe Erwarmung die hoch­
brisante Sprengladung (bei 130 0 C) zur Explosion gebracbt. 

21.1. Berechnung. 
Die Zerstorung der Nietverbindung kaml herbeigefiihrt werden (Abu. 21.3): 
a) durch Abscheren des Nietschaftes, 

1 Das Wort Niet wird nach Duden mannlich, weiblich und sachlich gebra.ucht. Der NormenausschuB der 
Deutschen Industrie (NDI) hat sich fiir das Niet entschieden. 

'Butter, K.: Neue Nietverfahren. Luftf.·Forschung 15 (1938) 8.91/93. 
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b} durch zu groBe Beanspruchung der Nietwandung auf Druck (Lochleibungsdruck). Das 
Loch wird zunii.chst unrund, bis schlieBlich die Blechkante aufreiBt oder das Blechsttick abge­
schert wird, 

c} durch ZerreiBen des Bleches an der durch das Loch geschwachten Stelle. 
Abscheren des Nietschaftes. Da der auf Abscheren beanspruchte Querschnitt in der un­

mittelbaren Nahe der Kraft P liegt, kann tiber die Schubspannungsverteilung 1 keine zu­
verlassige Angabe gemacht werden. Man macht deshalb die einfachste Annahme, daB die 
Schubspannungen gleichgerichtet sind und sich gleichmaBig tiber den Querschnitt verteilen: 

p 
7:=1 (21.1 ) 

Diese Schubspannung muB jedenfalls unterhalb der zulassigen Grenze bleiben, die fiir das weiche 

Nietmaterial hachstens bei i = 600 at liegt, so daB 7- < 600 at sein sollte. Auf Grund der 

Erfahrung halten die Nietverbindungen ohne schadliche Folgen aber doppelt so 

b 

Abb.21.3. Zur Berechnung der Vernietung. 

viel aus. 
Das im heiBen Zustand eingezogene Niet 

preBt beim Erkalten die Bleche fest zusam­
men, wodurch im Nietschaft Z ugspannungen 
entstehen. Durch diese und durch die Ab­
kiihlung tritt Querkontraktion ein, so daB der 
Nietschaft selbst dann, wenn er sich in heiBem 
Zustand an die Lochwand angelegt hatte, 
diese nach dem Erkalten nicht mehr be­
riihren kann. Solange also kein Gleiten 
der Platten gegeneinander stattgefunden hat, 
werden keine Scherkrafte auf den Nietschaft 
tibertragen. Das Gleiten wird durch die Rei­
bung verhindert; es muB also P < fhQ sem, 
wenn Q die Zugkraft im Niet ist. Die Kraft Q 
ist durch die Elastizitatsgrenze des Niet­
materials begrenzt, sie kann aber fast Null 
werden, wenn die Bleche nicht satt aufliegen. 
Auch die Nietlange spielt dabei eine Rolle, 
da lange Niete fester sitzen als kurze 2• 

Ftir eine gute Nietverbindung muB also die Reibung maglichst groB werden. 
Gute AnpaBarbeit und Verstemmen der Kanten (Abb. 21.4) und Kapfe sind darum wichtig. Die 
Nietpressen haben deshalb meist einen den Nietstempel umschlieBendenBlechschlie13er (Abb. 21.5) 
der vor dem Nietstempel aufsetzt und die Bleche fest zusamm~ndriickt. Aber auch die Tem­
peratur bei Beendigung des Nietens ist fiir eine gute Nietverbindung wichtig. Sie darf nicht zu 
hoch sein, damit die Nietkapfe dem Bestreben der Platten, auseinander zu gehen, nicht nach-

" 
b 

Abb.21.4. (Aus lliitscher) . a Richtiges, b F"hlerhaftes Verstemmen von Blechen. 
Das Einkerben ist zu vermeiden. 

Abb.21.5. Blechschieber zum Anpressen der 
Bleche (Aus Pockrandt, Mech. Techn.). 

geben kannen. Nachdem der Kopf geformt ist, muB der Stempel der Nietmaschine noch einige 
Zeit (lO-15 Sekunden) auf den geformten Kopf pressen. Durch Ktihlung des Nietstempels laBt 
sich diese Zeit vermindern und damit die Anzahl der Niete, die in einer Stunde geschlagen werden 
kannen, vermehren. 

Die SchlieBkraft der Nietmaschine darf nicht zu groB sein, denn Versuche von Bach und 
Baumann haben gezeigt, daB bei zu groBer Pressung das Blech unter den Kapfen tiber die 

1 Her Z 0 g, A.: Spannungsuntersuchurigen auf Abscheren beanspruchter Niete, Diss. T.H. Darmstadt, 1936. 
2 Z,iem, H . : EinfluB der Nietlii.nge auf die Giite der Nietverbindungen. Forsch. 7 (1936) S.44/48. 
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Quetschgrenze hinaus beansprucht wird. Dadurch entstehen Risse, die bei Dampfkesseln zu 
Explosionen fUhren k6nnen. Auf Grund dieser Versuche hat C. von Bach empfohlen, mit der 
SchlieBkraft der Nietmaschine nicht iiber 6500-8000 kg auf 1 cm2 Nietquerschnitt zu gehen. 
Diese Grenze wird von vielen Kesselbaufirmen als zu niedrig angesehen. SorgfaJ.tige, in der 
Eidg. Materialpriifanstalt in ZUrich durchgefiihrte Untersuchungen (1929) haben bei einer 
SchlieBkraft von 9500 kg/cm2 Nietquerschnitt keine schadlichen Blechbeanspruchungen nach­
weisen k6nnen. 

Wenn die Reibung fiir die Sicherheit der Nietverbindung maBgebend ware, so miiBte 

P < f£Q = f£<'1z • ! 
sein. Aus den Bachschen Versuchen folgt, daB f£<fz mindestens 600-700 kg/cm2 sein muB, 
damit kein Gleiten eintritt. Genauere Versuche des Verbandes Deutscher Briickenbauanstalten 1 

und von Ingenieur PreuB zeigten, daB der Gleitwiderstand ganz erheblich kleiner ist, als auf 
Grund der Bachschen Versuche angenommen werden kann und daB schon bei Belastungen unter­
halb der Nutzlast deutlich wahruehmbare Verschiebungen der vernieteten Teile auftreten 2• 1m 
Grunde ist es aber fiir die Berechnung ziemllch gleichgiiltig ob man schreibt: P = •. ! 
oder P = f£<fz . !, wenn T = f£<fz angenommen wird. 

Wenn man (wie es in der Praxis gebrauchlich ist), • = PI! setzt und fiir T sehr hohe Werte 
zulaBt (bis 1200 at fiir Eisenkonstruktionen), so will das keinesfalls sagen, daB solche Schub­
spannungen wirklich auftreten, denn die Kraft P wird durch die Reibungskraft R geschwacht 
auf den Nietschaft iibertragen, so daB eigentlich 

P-R 
T = -, - (21.2) 

ist. Da die Reibungskraft aber nicht zuverlassig zu berecbnen ist, wird ihr EinfluB dadurcb 
beriicksichtigt, daB hOhere Werte von T als zulassig angesehen werden. Vberall dort, wo die 
Reibungskraft feblt (wie bei der Bolzenverbindung in Abb. 21.6), oder wo diese durcb die Wirkung 
der auBeren Krafte verkleinert wird (wie beim Dampfdom, Abb.21.7), miissen die zulassigen 
Schubkrafte wesentlich kleiner angenommen werden. 

Beim Dampfdom werden die Niete b auf Zug beansprucht. Da im Nietschaft (durch die Ab­
kiihlung) schon sebr groBe Zugspannungen (fast bis zur Elastizitatsgrenze) vorkommen, so 
miissen auch kleine zusatzliche Zugkrii.fte zur Lockerung der Nietverbindung fiihren; der Niet­
schaft darf nicht auf Zug beansprucht werden. 

Werden mehrere Bleche miteinander verbunden, so verteilt sich die Kraft P iiber mehrere 
Nietquerschnitte. Abb. 21.3 c zeigt eine zweischnittige Nietverbindung (Laschenvernietung). 
bei der P = 2!· Tzu! ist. 

Abb.21.6. 
Bolzenverbindung. Zahlenbeispie121.1. 

1\UU. Zi .l. -'. vampIUOffi . .Nlete 0 weraen aut zug beansprucht 
(au. R6tscher). 

1 Zweiter Bt;richt iiber Festigkeitsversuche mit Eisenkonstruktionen. Z. VDI 1909, S.1019f24. 
2 Hoeffgen, H. : Gleitgrenze u nd FlieBgrenze von Nietverbindungen. Diss. T. H. Karlsruhe 1934. 
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Zahlenbeispie121.1. Die Bolzenverbindung nach Abb. 21.6 ist zu berechnen. 
stabdurchmesser d1. folgt aus del' Gleichung 

Del' Zug-

:rc d 4 ~ (Jz = 6500 kg. (a) 

Wenn (Jz zu 900 at angenommen wird, so ist dl = 3 cm. FUr den durch die Bohrung geschwachten 
Querschnitt des Stangenkopfes ist: 

(b - d) 8 . (J~ = 6500 kg. (b) 
Wegen del' ungleichmaBigen Spannlmgsverteilung in dem durchlochten Stab wird (J~ = 450 at 
angenommen. Das groBte Biegemoment des Bolzens ist unter Annahme einer gleichmaBigen 
Auflage 6500 

Mmax = -2-' 1,5 = 4900 kg· cm = 0,1 d3(Jb. (c) 

Daraus folgt mit (Jb = 900 at, d = 38 mm und aus Gl (b) mit del' gewahlten Dicke 

8 = 30 mm: b - d = 3 ~5~~0 = 4,8 cm und b = 86 mm, was auf die normale Flacheisenbreite 

von 90 mm aufgerundet wird. 
Wird del' Bolzen wie ein Niet auf Abscheren berechnet, so wtirde ein Durchmesser d aus-

reichen, del' sich aus del' Gleichung : d2 • 7 . 2 = 6500 , mit T = 1000 at, zu 20 mm ergibt. Die 

Biegespannung ware dann: (Jb = 0~~0?23= 6100 at, d. h. del' Bolzen wiirde krumm. 

Lochleibungsdmck. Die Kraft P (Abb. 21.3b) erzeugt einen ungleichmaBig libel' die halbe 

Nietschaftsoberflache ;~ . 15 verteilten Druck. Um die Rechnung einfacher zu gestalten, nimmt 

man an, daB del' LochleibungsdJ.'Uck PI gleichmaBig libel' die projizierte Umfangsflache b· d 
verteilt sei, und setzt: 

P = PI' b· d . (2.3) 
Diese Vereinfachung ist durchaus zulassig, weil die zulassige Grenze von PI auf Grund del' 
Erfahrung festgelegt wird, und zwar ist 

PI = 2 T = 1500 bis 2000 at. (2.4) 
Diese Flachenpressung ist auBerordentlich hoch, sie liegt jedenfalls schon oberhalb del' 

Elastizitatsgrenze. Sie ist bei Nietverbindungen nul' deshalb zulassig, weil durch die hemmende 
Wirkung del' Reibung die wirklich auftretende Pressung viel kleiner ist. 

Will man die Festigkeit des Nietschaftes gegen Abscheren und gleichzeitig auch den Loch­
leibungsdruck bis zur zulassigen Grenze ausniitzen (wie es auch am 
wirtschaftlichsten ware), so mUBte fUr die einschnittige Verbindung 

P = : d2 r = 2 T bd sein~ odeI' 15 = -~ d = 0,4 d 

und fUr die zweischnittige Verbindung (Abb.21.3c) 

P = 2 . !!-. d2 T = 2 T bd oder 15 = 0,8 d . 
4 

Abb .21.8. Die gebrauchliche Blechstarke b ist fUr 
d = 13 16 19 22 25 28 31 34 mm. 
o = 5--6 7--8 9--10 11--13 14--16 17--20 21--24 25--29 mm. 

Beide Festigkeitsbedingungen sind denmach nicht immer gleichzeitig bis zur zulassigen 
Grenze erfUllt, so daB bei del' Berechnung del' Vernietung sowohl die Zulassigkeit del' Schub­
spannung T als die del' Flachenpressung nachgeprUft werden muB. 

Die Nietverbindung kann auch durch das AufreiBen del' Blechkante (Abb.21.8) zerstOrt 
werden. Auf Grund del' Erfahrung macht man bei Eisenkonstruktionen e = 1,5 d. 

Berecbmmg des Blecbes. Durch die Krafte P (Abb. 21.3a, b) wird das Blech auf Zug 
beansprucht. Es ist in del' Praxis die Annahme gebrauchlich, daB die Zugspannungen sich gleich­
maBig libel' den gelochten Stabquerschnitt verteilen. Dann ist die mittlere Zugspannlmg 

p 
(Jz = (t--dffl' 

In Wirklichkeit ist die Spannungsverteilung derart ungleichmaBig, daB die groBte Zugspan­
nung etwa 2 mal so groB als die so berechnete ist!. 

Bei del' Uberla,ppvernietung (Abb. 21.3a) tritt auBerdem noch eine Biegespannung (Jb auf, die 

1 Henning, A.: Polarisationsoptische Spannungsuntersuchungen am gelochten Zugstab am Nietloch. 
Forsch.4 (1933) S.53/63. 
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durch die Reibung verkleinert wird, und nach den Versuchen von Dr.-lng. Daiber1 (Abb. 21.9) 
mit der Blechdicke zunimmt. Deshalb gilt die Regel: 

,;Oberlappungsvernie_tung ist nach }I6glichkeit zu vermeiden." 

0/ o,¥ 
P 

Oz 0,2 

0 

0,2 

o,¥ 

0,6 ~ 

0,8 f 

p p 

Abb.21.9. Biegespannungen bei tJberlappungsvernietung 
nach Versuchen vou Dr.·lng. Daiber. a Abb. 21.10 . b 

Anordnung mehrerer Niete. Wenn mehrere Niete zur Ubertragung der Kraft P erforder­
lich sind, so konnen diese nach Abb. 21.1Oa nebeneinander oder nach Abb. 21.10b hinterein­
ander angeordnet werden. Es ist gebrauchlich, fiir die Rechnung in beiden Fallen anzunehmen, 
daB alle Niete gleichviel tragen. Bei der Anordnung nach Abb. 21.10a wird dies praktisch wohl 
geniigend genau zutreffen, wenn die Niete symmetrisch zur Stabachse angeordnet werden. Bei 
hintereinander liegenden Nieten (Abb.21.l0b) 
dagegen trifft diese Voraussetzung nicht zu und 
man beriicksichtigt das ungleichmaBige Tragen 
der Niete dadurch, daB die zulassige Schubspan­
nung bei mehrreihiger Vernietung niedriger ge­
wahlt wird. 

t 
~I--------~----r 
ig 
~ "" I---------'y ---------! 

Durch folgende Uberlegung kann man sich 
ein ungefahresBild iiber die Verteilung der Kraft. 
auf die einzelnen Niete machen. Die Niete sollen 
die gegenseitige Verschie bung der vernieteten 
Teile verhindern. Ohne Verschiebung also keine 
Kraft.iibertragung und (innerhalb des Hooke­
schen Gesetzes) sind die Krafte den Verschie bun­
gen proportional. Sowohl fiir das Blech als fiir 
die Lasche sind die Dehnungen am freien Ende 
gleich Null und in der Mitte der Lasche oder im 
Blech konnen die Dehnungen aus s = alE be­
rechnet werden. Der Verlauf zwischen den beiden 
Punkten (Abb. 21.11) ist nicht genauer bekannt 
und hauptsachlich von der Reibung zwischen 
den Blechen abhangig. Der Unterschied in den 
Dehnungen von Blech und Lasche ist ein MaB 
fiir die durch die Niete iibertragene Kraft. Es 
ist demnach immer eine Querschnittsebene vor­
handen, in der sich Blech und Lasche gleich 
dehnen; ihre Lage ist hauptsachlich abhangig 
vom Verhaltnis der Dicken von Blech undLasche. ., ~ ., -~, ••• =, :=~ In dieser "neutralen" Ebene konnen die Niete ~ 
keine Querkraft iibertragen; sie tragen aber ' I " 
immerhin zur Erhohung der Reibung bei. Ver- Abb.21.11. 

suche des Schweiz. Vereins von Dampfkesselbesitzern bestatigen die Richtigkeit dieser Uber­
legungen ; sie zeigten auch, daB die Dehnungen parallel zur Kraftrichtung nicht gleich sind 2. 

1 Z. VDI 1913, S.401. 
2 Hahn, K: Nieten und SchweiBen der Dampfkessel. Berlin: Julius Springer 1925. Weitere Unter­

suchungen tiber die Spannungsverteilung bei Vernietungen: Mitt. Forscharb. Heft 221, 229, 252, 262. 
Wilson, W. M. und F . P. Thomas: Bull. UDin. Illinois Eng. Exp. Station. No. 302 (1938) S.1-114. 
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Die kleinste Nietteilung, d. i. die Entfernung tmin zweier Niete ist durch die Herstellung 
der Nietkopfe bedingt (Abb.21.12) . 1st Dl der Kopfdurchmesser und D2 der Durchmesser des 
Setzhammers oder Doppers, so ist trrun = ~ (Dl + D2). Nun ist fUr 

oder 

d = 10 13 16 19 22 25 28 mm, 
Dl = 20 25 
D2 = 30 35 

tmin = 25 30 

allgemein tmin = 2,5 d. 

Sefz/lammer 

31 36 41 47 
41 46 50 55 
36 41 46 52 

Praktisch macht man tmin "'" 3 d. 
tmax "'" 6 d bis hochstens 8 d. 

52mm, 
62 mm, und damit 
57mm 

Die groBte Nietteilung ist 

Zahlenbeispie121.2. Es ist der StoB eines Flacheisens zu 
berechnen und zu zeichnen, wenn die Verbindungeine Zugkraft 
von 20 000 kg tibertragen soil. 

Die erste Schwierigkeit tritt schon auf bei der Wahl eines 
geeigneten Flacheisens. Es handelt sich um einen durchlochten 
Stab mit ungleichmaBiger Spannungsverteilung in dem gefahr-

Abb. 21.12. Kleinste Nietteilnng. lichen Querschnitt. Bei der Vernietung wird allerdings die 
ungleichmaBige Verteilung durch die Reibung etwas gemiIdert, 

so daB mit einer zulassigen Zugspannung von etwa 1000 at gerechnet werden kann, wenn diese 
als gleichmaBig tiber den gelochten Querschnitt verteilt angenommen wird. Schatzen wir da­
mit die Zugspannung im vollen Stabquerschnitt zu 750 at, so ergibt sich der Querschnitt des 
Flacheisens aus der Gleichung: 

f = 20000 zu "'" 26 cm2 • 
750 

Man kann also ein Flacheisen von 200· 13 mm wahlen. Damit wird der Nietdurcbmesser 
d = 22 mm, und die kleinste Nietteilung tmin > 3 d kann zu 60 mm angenommen werden. na 
e = 1,5 d ist, konnen auf die Breite von 200 mm drei Niete angeordnet werden, wie sich aus der 
Gleicbung (a -1)·60 + 2· 1,5 d = 200 ergibt, wenn a die Anzahl der Niete bedeutet. 

Da die Niete womoglich versetzt hintereinander und symmetriscb zur Stabachse anzuordnen 
sind und da die Zahl der Nietreihen tunlichst nicht groBer als zwei gemacht werden soIlte, er­
halten wir die in Abb.21.13 gezeichnete Anordnung. Um Biegespannungen zu vermeiden, 
wahlen wir Laschenvernietung mit einer Laschendicke von (\ "'" ~ (j = 7 mm. Da nun aile Ab­
messungen festliegen, ist eine Nachrecbnung auf Festigkeit leicht durchzufiihren. Wenn aile 
Niete gleichviel tragen, was hier durchaus moglich ist, so folgt die Schubspannung im Nietschaft 

p 

p 
< 

A i 
'f~~~ 

f Y ~60 
+ ~-'I'-- ' 

4ir-.--$-
-$- ! 

Abb. 21.13. StoB eines FJacheisens. 

feste Vernietung (Eisenkonstruktionen), 
feste und dichte Vernietung (Dampfkessel), oder 
dichte Vernietung (Behalter). 

aus der Gleichung: 

20000 
"'" 550 at T= 

:It 
2 · 5· 4" '2,22 

und der Lochleibungsdruck aus: 

20000 
PI = 5. 2,2' 1,3 = 1400 at. 

Die groBte Zugspannung im Blech (im 
Schnitt I-I) 

. 20000 / 2 
(Jz = (20 _ 3'2,2) . 1,3 = 1300 kg em 

ist ziemlich hoch. 

Je nach den Anforderungen, die an 
eine Nietverbindung gestellt werden, un­
terscheidet man: 
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21.2. Feste Vernietungen (Eisenkonstruktion). 
Allgemeine Regeln. Fiir Eisenkonstruktionen werden "Normalprofile" verwendet, deren 

gebraucblichste Querschnittsformen in Abb. 21.14 dargestellt sind. Der Abstand w von der 
Winkelkante bis zur Lochmitte wird "WurzelmaB" genannt; er ist, 

wenn die Schenkelbreite b auf 0 ausgeht, w = bl2 + 5 mm, und 
" " b " 5 w = bl2 + 2,5 mm. 

1st die Breite b gr6Ber als 4 d, so sind die Niete versetzt anzuordnen (Abb. 2] .15), wobei 
~ = 1,5 d, w = e1 + 5 bis 10 mm , und t> 2,5 d ist. 

Flansche 

Neigung 1'1 % 

b 

M!nio ver~/1det 
Bei Profileisen, wo die Niete in zwei 

zueinander senkrechten Ebenen anzu­
ordnen sind, miissen folgende RegeJn 
beachtet werden: 

;.pC!!'! Neigung 0 % ~tf=ttCttf:1 

Abb.21.14. Gebrauchlichste Normalprofile. Abb.21.15. Versetzt angeordnete Niete. 

1. Jeder einzelne Teil des Profilquerschnittes ist mit so viel Nieten anzuscblieBen, wie der 
auf ihn entfallende Anteil der Gesamtkraft erfordert. Ge na u ist diese Regel wohl selten zu er­
fiillen, doch ist es durchaus unzulassig, den ganzen Querschnitt eines Profileisens auszuniitzen, 
wenn nur eine Seite desselben vernietet wird. In allen Fallen, wo von dieser Regel abgewichen 
wird, handelt es sich um sehr geringe Belastung der Stabe. So werden z. B. auf Knickung 
berechnete Stabe aus L-Eisen meist nur in einer Flache angenietet, da die Knickkraft nur einen 
Bruchteil der Kraft ausmacht, die der volle Querschnitt auf Druck zu tragen vermag. 

2. Die Niete miissen in den beiden Ebenen um die halbe Teilung gegeneinander versetzt sein, 
damit die K6pfe gut geschlagen werden k6nnen. 

Zahlenbeispie121.3. Ein auf Zug beanspruchtes [ NP 18 iibertragt die Kraft auf ein 
AnschluBblech. Wie ist die Verbindung herzustellen 1 

Da die Eisenstarke des Profils zwischen 8 mm (Steg) und 11 mm (Flansche) liegt, wird als 
Dicke des AnschluBbleches 10 mm gewahlt. Der Nietdurchmesser betragt d = 22 (evtl. 
19 mm). Nach der Profiltabelle hat [ NP 18 eine Flache von 28 cm2• Wenn eine Zugspannung 
von 1000 at zugelassen wird, so ist die Kraft, die die Nietverbindung iibertragen kann, 
P = 28000 kg. 

Die Stegflache ist 18,0' 0,8 = 14,4 cm2, abziiglich 2 Niet16cher a 2,2' 0,8 gibt 10,8 cm2• 

Die Flache der beiden Flanschen 2· 6,2· 1,1 cm2, abziiglich Nietl6cher 2·2,2· 1,1 gibt, 
2· 4,4 cm2• Die Stegflache verhalt sich zur Flanschflache ungefahr wie 5 : 2; in diesem Verhaltnis 
miissen die Niete 'Verteilt werden. Man zeichnet zuerst 
eine magliche Li:isung auf, z. B. im Steg 5 Niete und in 
jedem Flansch 2 Niete und kontrolliert dann, ob diese 
Lasung den Festigkeitsanforderungen geniigt: 

Abscheren des Nietschaftes 't' = ~OOO = 820 at. 
:rr; ? 22 

9· 4-' . 

Diesel' Wert ist vieileicht etwas zu hoch fiir mebrreihige 
Vernietung, da in Wirklichkeit nicht aile Niete gleichviel 

L.J/lP18 
tragen. Deshalbl0Nietewahlen'6imStegundje2inden ~:! ! I I ~ E7L!:-: 
Flanschen (Abb. 21.16), dann wird die Schubspannung .. " ..... +. --1+_-+_-+ __ --.::;~IZ.:r:::=_ 

T = ~OO __ = 735 at (zulassig). !. o!B:'::::'O""'::I (J.::..,'Ol~80::...loi=---__ ---.!2:.::::5::.:50==-
:rr; 

10 . 4 . 2,22 Abb.21.16. (Aus Geusen). 

Der Steg iibertragt ~~::. 28 000 = 15 000 kg und jede Flansche 6500 kg. Fiir den Steg ist 

der Lochleibungsdruck PI = 6.1g,~~02,2 = 1420 at (zulassig) und fiir den Flansch, wenn das 

darin angenietete Winkeleisen 9 mm dick ist: PI = 2. ~~~~O,9 = 1600 at. Dieser Wert ist wieder 
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etwas zu hoch, so daB zu empfehlen ist, das nachstdickel'e Winkeleisenpl'ofil 70/70/11 rom 
zu wahlen. 

Die Nietverbindlmg iibertrligi ein Biegemoment. Das ist z. B. del' Fall, wenn die Kraft 
P auBel'halb des Schwerpunktes del' Nietverbindung angreift (Abb. 21.17), so hat jedes 
del' z vorhandenen Niete auBer del' Kraft P/z noch eine durch das Moment p. p erzeugte Zu­
satzkraft aufzunehmen. Da man mit hinreichender Genauigkeit annehmen kann, daB diese 
Zusatzkraft mit den Formanderungen, d. i. mit dem Abstande des Niets von del' neutralen 
Faserschicht n- n wachst, so folgt aus del' Gleichgewichtsbedingung: 

J.l1b = HI f:t + Hz ez + H3 ea + ... + Hroax emax . 

MiH H e, H H e2 ., t 1 = max--, 2 = max-- USW. wrru 
emax eUlax 

M Hmax ( 2 + 2 + 2 I 2 ) _ Hmax " 2 b = ema~ e ~ e 2 e;) --;- . . . T emax - emax ..::.,; e 

odeI' 

~ 
I1I17OX --

- i 
I 

t ---
I J' ~ 
I~.L I\) 

. - c& 
--

I 
---

I 
~ 1V 

<l.. a b 
Abb.21.17. (Aus Gensen.) Abb.21.18. (Aus Gensen.) 

(21.5) 

c 

Wenn die Teilung del' Niete gleich groB ist, so ist fiir die einreihige Vel'nietung (Abb. 21.1Sa) 

.J.: e2 = t2 {p + 32 + 52 + ... + (n _1)2} = t2. n (n2
6-1) . 

D (1 d t = emax . t . d " 2 _ ei'nax _. n (n2 -1) _ n (n + 1) 
aemax = n-)t 0 er n_l 1s ,wrr..::.,;e -(n-l)2 6 -emax6 (n_l) 

und H _ Mb . 6(n-l) 
max - emax n(n + 1) (21.6) 

Fiir die zweireihige Vernietung (Abb.21.1Sb) wird, wenn n die Nietzahl in del' ersten 
Reihe ist, z = 2 n -1, und 

.J.:e2 = t2 {p + 22 + 32 + ... + (n-1)2} = t2 n(n-l) (2n-l) 
6 

Jfb 6 (n -1) 
und damit H - . -c'----" max - emax n(2n-lj-

Fiir die dreireihige Vernietung (Abb. 21.1Sc) wird 

H = ~lfb . 2(n~Jl 
max emax n2 ' 

wenn n wieder die Nietzahl in del' el'sten Reihe ist. 
Die groBte auf ein Niet wirkende Kraft R ist 

1/ (P)2 R = / z + Hinax. 

In vielen }1'itllen kann : gegenuber Hmax vernachlassigt werden. 

(21.7) 

(21.S) 

(21.9) 

Bei einem auf Biegung beanspruchten Vollwandtrager wird das Stehblech aus einzemen 
Blechtafem zusammengesetzt. Die StoBstellen mlissen dann Biegemomente ubertragen, deren 
GroBe je nach dem Belastungsfall aus del' Momentenflache entnoromen werden konnen. 

Zahlenbeispiel 21.4. Der StehblechstoB eines Blechtragers ist zu berechnen, wenn das 
groBte. Biegemoment an del' StoBstelle 6S tm betragt. 
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Man zeiehnet zuerst irgendeine mogliehe Vernietung auf, z. B. das Stehbleeh mit zwei Lasehen 
600· 8 und die Winkeleisen mit je zwei Lasehen 90 . 8 (Abb.21.193,). Damit sind aIle Abmessun­
gen bekannt, und man braueht nur dureh Naehreehnungen zu kontrollieren, ob der Entwurf den 
Festigkeitsbedingungen genugt. 

Das Biegemoment von 68 tm wird dureh das Widerstandsmoment des ganzen Tragers auf­
genommen, wahrend die Lasehenverbindung n,ur den Teil des Momentes zu ubertragen braueht, 
der dureh das Stehbleeh aufgenommen wird. AUi> der Biegegleiehung: 

a = M _e_ = M __ .... e . ___ _ 
J total J Stehbl + J Laschen + J Winkel 

folgt, daB das Stehbleeh ein Biegemoment 

ubertragen kann. 

J llf - M . Stehbl 
- total J total 

1 
J Stehblech = 12 . 1,2 . 803 

J Laschen"'" J. c2 = 4·25· 1,2'41,22 

JWinkeJ = 4· 19,2 (40 - 2,9)2 

51200 cm4 

204000 cm4 

105600 cm4 

Jtotal 360800 cm4 

so daB Mb = :61~8' 68 = O,68 tm = 968000 kg· em ist . 

Mit den in die Abbildung eingesehriebenen MaBen wird 
1: e2 = 2 . 692 + ?22 + 452 + 38~ + 3] 2 + 242 + 172 + 102 = 17 621 em2 

und naeh Gl. (5) mit emax = 69 em 
69 

Hmax = 968000· 17621 = 3800 kg . 

Wenn die Seherkraft Q vernaehlassigt werden kann, wird die Sehubspannung im Nietsehaft: 
3800 

i = ---- = 510 at (zulassig) 
2. !!.. . ? ?2 4 -,-

3800 _ 
und del' Loehleibungsdruek PI = 2,2 . 1,2 = 14;)0 at (zulassig). 

An Stelle von zwei versehiedenen Lasehen kann aueh eine uber die Winkeleisen durehgehende 
Lasehe mit darunterliegendem "Futterbleeh" an,geordnet werden (Abb. 21.19b). 

a b 
Abb.21.19 . Stehblechvernietul1g. (Abb. a aus Geusen.) 

Gurtwinkclvcl'nictung bci eiIlCll' Vollwamltragcr. U m die Kraft zu bereehnen, die ein Niet 
iibertragen muB, sehneiden wir ein Stuck heraus (Abb. 21.20) und bringen an den Sehnittflaehen 
die Spannungen an, die proportional mit der Entfernung von der neutralen Fasersehieht zu­
nehmen. Die Differenz del' an den Sehnittflaehen des angenieteten Teiles ~irkenden Krafte 
muE das Niet auf das Stehbleeh ubertragen. 

1m Sehnitt I wirkt die Kraft 1m Sehnitt II die Kraft 

'I = Z 
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1J J ea 1} df = ~z' By, wenn mit By ~ J ~df das statische Moment des angenieteten Teiles 
11 = Z 'II =Y 

in bezug auf die Biegeachse bezeichnet wird; Jist das Tragheitsmoment der ganzen Quer­
schnittsflache. Das dazwischenliegende Niet iibertragt dann die Kraft 

By e By 
H=e'J(Mz-Mz) =7LJM . 

~ ~ , 

1J Z le i 
U ~-------

Abb. 21.20. Zur Berechnung der Gurtwinkelvernietung. 

Da bei einem auf Biegung beanspruchten Stab Q = :~ = Ll-:r ist, so wird 

By 
H = yQ. t. (21.10) 

Die Kraft H wird dort am groBten, wo Q am groBten ist, d. i. an den Auflagerstellen. Die 
Nietteilung wird aber iiber die ganze Tragerlange gleich gehalten. 

Knickgefahr. Betreffend Knickgefahr der Druckseite des gebogenen Vollwandtragers siehe 
(Abschn.18.3). ' 

Infolge der im Verhaltnis zu seiner Rohe sehr geringen Dicke des Stehbleches ist noch eine 
zweite Knickgefahr vorhanden, namentlich dort, wo Einzellasten wirken. An diesen Stellen, 
mindestens aber in Abstiinden von je 1 bis 1,2 m, ist deshalb das Stehblech durch aufgenietete 
Profileisen zu versteifen. Die Profileisen sind so zu bestimmen, daB sie ffir sich knicksicher sind 

~ 
L 90'90'S 

Abb.21.21. 
Knickversteifung. 

(Abb. 21.21). 
Fachwerktrager. Ein Fachwerk ist ein Gebilde aus einzelnen ge­

raden Staben, die in ihren Endpunkten, den sog. Knotenpunkten, 
miteinander verbunden sind. Die Fachwerke werden in e bene und 
raumliche eingeteilt. Das einfachste ebene Faehwerk ist das Dreieck 
mit drei Knotenpunkten und drei Staben. Zum AnschluB eines neuen 
Knotenpunktes sind zwei nicht in derselben Linie liegende neue Stabe 
erforderlich und ausreichend. Ein ebenes Fachwerk mit n Knoten­
punkten ist daher durch 3 + 2 (n - 3) = 2 n - 3 Stabe bestimmt 
(Abb.21.22a). 

Wirken die Lasten nur in den Knotenpunkten des Fachwerkes, so 
wird jeder Stab entweder nur auf Zug oder nur auf Druch beansprucht. 
Greifen dagegen auch zwischen den Knotenpunkten Lasten an (wie 
Z. B. bei einem Krantrager), so tritt noch eine Biege beanspruch ung hinzu. 

Die S tab kr afte werden unter der Voraussetzung berechnet, daB 
alle Stabe in den Knotenpunkten durch reibungslose (frei drehbare) Ge­
lenke miteinander verbunden sind. Die gemaB dieser Annahme in den 
einzelnen Stab en erzeugten Spannungen nennt man die Rauptspan­
nungen. Da die Verbindung in Wirklichkeit durch feste Vernietung 

mit mindestens zwei bis drei Nieten in jedem Knotenpunkt erfolgt, so ist freie Drehbarkeit der 
Stabenden nicht moglich. Es tritt eine Einspannung der Stabe in den Knotenpunkten ein; die 
dadurch in den Staben erzeugten zusatzlichen Biegespannungen werden Ne benspannungen 
genannt. Die GroBe dieser Nebenspannungen wachst in erster Linie mit der Stabbreite, so daB 
folgende Regel gilt: 

Die Breite der Stabe in der Ebene des Fachwerkes soll nur so groB gewahlt 
werden, wie die Riicksicht auf ordnungsgemaBe Vernietung und die erforder­
lie he ,Knicksicherheit verlangen. 
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FUr die Gurtungen, die als am starksten beanspruchten Teile in den Knotenpunkten durch­
gehen, genugt eine Stabbreite 

b = 0,01 bis 0,0075 mal Spannweite. 

Bei den Filllungsstaben ist die Querschnittsform des einen Stabes von den anderen unabhangig. 
Sie werden durch besondere Knotenbleche angeschlossen. 

Die groBten Gurtkrafte konnen sofort aus der maximalen Momentenflache berechnet werden 
(Abb. 21.22b), denn legen wir den Schnitt I-I, so muB (da Gleichgewicht vorhanden ist) die 
Summe'der Momente in bezug auf den Knotenpunkt I gleich Null sein, d. h. 

Max. fCuerkrafffliicl7e 

Abb.21.22. Fachwerktriiger. 

o· h = M J • (21.11) 

Ebenso folgt aus dem Schnitt II-II: 

U· h = MIT . (21.11a) 

Die groBten in den Filllungsstaben auf­
tretenden Krafte folgen aus dem Diagramm 
der maximalen Querkrafte (Abb. 21.22 c). 
Wenn das Stabgewicht jeweils in den Knoten­
punkten konzentriert gedacht wird, so ver­
laufen die Schubkrafte, herriihrend vom 
Eisengewicht, beim Fachwerktrager treppen-
formig. ' 

~ 
~-~-X--(-0~~~~~--~--~ 

~ k---s---~-.~~~ 

Abb.21.23. (Aus Geusen.) 

Bei der Berechnung auf Knickung ist als freie Knickliinge die theoretische Stablange, d. h. 
die Entfernung der beiden Knotenpunkte zu nehmen, unter der Voraussetzung, daB diese Punkte 
nicht nur in der Fachwerkebene, sondern auch senkrecht dazu hinreichend gegen Ausknicken 
gesichert sind. Ein Beispiel ungenugender Sicherung bildet der Knotenpunkt 1 in Abb. 21.23; 
die freie Knicklange ist hier 81 + 82 mit der mittleren Knickkraft -~ (81 + 82), 

Bei der Ausbildung der Knotenpunkte sind folgende Regeln zu beachten: 
1. Die Schwerpunkte der Querschnitte samtlicher Stab~ mussen in einer Ebene (der Fach­

werkebene) liegen. Aus dieser Bedingung folgt die Notwendigkeit, alle Stabquerschnitte sym­
metrisch zu dieser Ebene auszubilden. Geschieht das nicht, so werden die N e benspannungen 
durch die dann auftretenden Drehmomente vergroBert. 

2. Die Schwerachsen von samtlichen an einem Knotenpunkt zusammentreffenden Stabe 
mussen sich in einem und demselben Punkt (dem Knotenpunkt) schneiden, denn sonst sind die 
Stabkrafte nicht im Gleichgewicht; sie bilden ein Moment, das zusatzliche Spannungen erzeugt. 
Die Richtungslinie der Stabkraft geht namlich durch den Schwerpunkt des Querschnittes, als 
Folge der Annahme einer gleichmaBigen Spannungsverteilung uber d~m Querschnitt. Nur bei 
wenig beanspruchten Staben darf man von dieser Regel abweichen. 

3. Samtliche Ecken des Knotenbleches mussen durch die Fachwerkstabe verdeckt sein oder 
mit den Kanten derselben zusammenfallen (Abb.21.24). 

Durchbiegung. Um die Senkung irgendeines Punktes des Fachwerktragers zu bestimmen, 
geht man am zweckmaBigsten von dem Satze von Castigliano aus. Greifen die auBeren Krafte 
nur in den Knotenpunkten des Fachwerkes an, so treten in den einzelnen Staben nur Zug-

. '\"' S' 
oder Druckkrafte 8 auf. In diesem Fall 1st die Formanderungsarbeit: ~ =...:::... 2/ E 8 , 

wenn 8 die Stablange ist, und: 



144 Verbindungen. 

---~ 

----------~------#xff5=400'------_1 
lfOol12 .w IfOOl10 

Abb.21.24. Knotenpunkt eines Fachwcrkiragers (aus Geusen). 

oS 
Nun ist (S. 31) OQi = S, gleich der Stabkraft, die durch die in dem Punkte i in der Richtung Qi 

angreifenden Krafteinheit erzeugt wird. Damit wird: 

1 ,\,888 
qi = E ..;;...; --.r (2] .12) 

Die Krafte S und S k6nnen aus dem Cremonaplan oder nach der Ritterschen Momenten­
methode berechnet werden. Die Gl. (12) gilt unverandert, wenn Qi = 0 ist, d. h. welID die Ver­
schiebung eines Punktes bestimmt werden soil, in dem keine Kraft wirkt. 

Anwendungsbeispie121.5. Es ist die Senkung q3 des Knotenpunktes 3 des in Abb. 21.25a 
dargestellten statisch bestimmten Fachwerktragers zu bestimmen. 

-1()5 t 

b 

r-----~---

~ ~" 

I ___ ~o~0_'~~~~~~~~~~~~~~ 
a 

8t 8t 

Abb. 21.25. 
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Die Stabspannungen, die unter der Wirkung 
der auBeren Krafte entstehen, sind in dieser Ab­
bildung eingetragen. Abb. 21.25 b gibt diejenigen 
Krafte S, die entstehen, wenn im Knotenpunkt 3 
nach der Richtung der gesuchten Verschiebung 
(d. i. im vorliegenden Fall senkrecht) eine Last 
von 1 t angreift. Die den einzelnen Staben ent-

spreclienden Produkte Z S; S sind in der 

Zahlentafel zusammengestellt. Die Durchbie­
gung q3 ist dann, mit E = 2200 tfcm2 ; 

1 "SsS 822 
qa = E ~ 1=2200 =0,4cm. 

Stab 

0-1 
0-2 
1-2 
1~ 
1-3 
2-3 
3~ 
3-5 
4-5 
4-6 
5-6 

S 

Tannen 

-13,75 
+ 8,25 
+ 8,0 
-10,50 
+ 3,75 
+ 8,25 
+ 6,25 
+ 6,75 
+ 4,00 
-11,25 
+ 6,75 

em 

500 
300 
400 
600 
500 
300 
500 
300 
400 
500 
300 

145 

S SsS 
Tannen -,-

30 -0,625 143 
15 +0,375 62 
10 0 0 
20 -0,750 24 
10 +0,625 117 
15 +0,375 62 
10 +0,625 195 
15 +0,375 51 
10 0 0 
30 -0,625 117 
15 +0,375 51 

~ BsS -"-' 1 = 822 t/cm 

Leichtmetall-Vernietung. Die Vernietung von Aluminiumlegierungen (Duralumin, Avional) 
erfolgt kalt. Die Niete werden kurz vor dem Schlagen sorgfaltig geglUht (bei 500 bis 
550 0 C), um eine groBere Verformbarkeit zu erhalten. Der Nietschaft fiillt das Loch vollstandig 
aus; die Klemmwirkung des kalt geschlagenen Nietes ist unbedeutend, so daB ke ine Kraftuber­
tragung durch Reibung erfolgt. Die Streckgrenze desWerkstoffes liegt fUr die Zugbeanspruchung 
des Bleches bei 27 kgjmm2, fUr das Abscheren des Nietschaftes bei 18 kg/mm2 und fUr den Loch­
leibungsdruck bei 41 kg/mm2. 1m allgemeinen sollte eine 2- bis 2,5fache Sicherheit gegenuber 
dies en Grenzen bei den Konstruktionen eingehalten werden. 1m Flugzeugbau wird diese Be­
dingung nicht erfiillt, weil bei dieser Sicherheit die Konstruktion z usc h we r wird. Das liegt 
wohl hauptsachlich damn, daB der Festigkeitsrechnung sehr ungu.nstige Belastungen zugrunde 
gelegt werden mussen, die im normalen Betrieb nicht auftreten. Man laBt dann dort Belastungen 
zu, welche die Streckgrenze uberschreiten. 

Scbrifttnm. 
Pleines, W.: Nietverfahren im Metallflugzeugbau. Luftf.-Forschg. Bd.7 (1930) S.I-72. Oldenburg. 

- V iLlyi, 1.: Untersuchung tiber die Nietung von AIuminiumlegierungen nach Gattung AI-eu-Mg. Diss. 
E. T. H. Ziirich 1938. - Koenig, M.: Spannungsspitzen in kaltgeschlagenen Kraftnietungen. Schweiz. 
Arch. angew. Wiss. u. Techn. 3 (1937) S.41/46. - Miiller, W.: MaBnahmen zur Verbesserung der Er­
miidungsfestigkeit genieteter Knotenpunkt-Verbindungen aus AIuminiumlegierungen. Schweiz. Arch. 5( 1939) 
S.294/97. 

21.3. Feste und dichte Vernietung. 
Die Berechnung der Spannungen in Kesselwandungen ist aus Abschnitt 14.1 zu entnehmen. 

Wenn der Kessel nicht aus einem Stuck hergestellt ist, sondern einzelne Bleche durch Niete ver­
bunden sind (Abb. 21.26), so wird die Querschnittsflache 
der Nii.hte durch die Nietlocher geschwacht im Verhalt-
nis rp = (t - d)jt (Guteverhaltnis genannt, d = Niet- L 
durchmesser, t = Teilung). Das Blech muB deshalb ent- r----i 
sprechend dicker sein, namlich nach Gl. (14.4); 

p'D 
s =-2-- +0,1. 

'P' azul 

Fur die Langsnahte wird man (um zusatzliche Biege­
spannungen zu vermeiden) keine Uberlappungsvernie­

L 

tung wahlen. Bei den nur halb so hoch beanspruchten Abb.21.26. Kessel mit Langs- nnd Quernahten 
Q d k . 1 d (aus ROtscher). uernahten agegen onnen sle zuge assen wer en. 

Da einreihige Vernietungen nicht gut dicht zu halten sind, werden sie im Dampfkesselbau nicht 
verwendet. Dreireihige Uberlappung ist wegen der groBen Biegespannungen (Abb.21.9) nicht 
zu empfehlen. Die mit Rucksicht auf ein gutes Dichthalten gebrauchlichen Abmessungen der 
Vernietungen sind inZahlentafe121.1 eingetragen. Weil das Verhaltnis s/d immer groB ist, bleibt 
der Lochleibungsdruck stets unter den zulassigen Grenzen. 

ten Bosch, Masehinenelemente. 2. Auf!. 10 
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Nietreihen 

Nietdurehm. em 

TZU! at 
Fiir Werte p D bis 

Verbindungen. 

Zahlentafe121.1. Dampfkesselvernietung. 

1 Aus Dubbe!: Taschenbuch. 

0,66 -:- 0,68 0,75 -:- 0,77 0,84 

2 (475 -:- 575) 2 (450 -:- 550) 
3000 4600 

22. Keilverbindungen. 
Keile werden dort verwendet, wo schnelles LOsen und doch genaues Passen, oder wo Nach­

stellbarkeit erforderlich ist. Die Wirkungsweise beruht auf der schwachen Neigung der Keil­
£lache. Ohne Reibung stehen die Reaktionen senkrecht zu den Gleit£lachen (Abb. 22.1a) und 
aus der Gleichgewichtsbedingung in horizontaler Richtung folgt: 

Abb. 22. 1. Kraftwirkung. a ohne, b mit Reibung. 

K = Q tg a . (22.1) 
Je kleinera ist, um so groBer wird Q. Der 
"Anzug" des Keiles (tg a) ist je nach dem 
Verwendungszweck verschieden. Die Wir­
kung der Reibung kann in einfachster 
Weise dadurch beriicksichtigt werden, daB 
die Reaktionen Rl und R2 dann unter dem 
Reibungswinkel e gegen die Flachennor­
male und in Richtung der Bewegung wir­
ken. Es ist dann (Abb. 22.1b) 

. K = Q tg (a + e) + Q tg e. (22.2) 
Zum Losen des Keils ist eine Kraft 

K' = Q tg (a - e) - Q tg e (22.2a) 

erforderlich. Damit der Keil unter dem 
Ein£luB von Q nicht herausgleitet, d. h. selbstsperrend wirkt, muB . 

tg(a-e)-tge<O oder a-e<e, d.h. a<2e 
sein, denn dann wird K' negativ. Selbsthemmung ist vorhanden, wenn der Spitzen­
winkel des Keiles kleiner als der doppelte Reibungswinkel ist. 

Langskeile dienen zur Befestigung von Kupplungen, Zahnradern, Riemenscheiben usw. auf 
Wellen; sie verspannen die Welle gegen den Maschinenteil (Abb.22.2). Man unterscheidet: 

Hohlkeile, Abb. 22.3a, Flachkeile, Abb. 22.3b, und Nutenkeile (Treibkeile), Abb. 22.3c. 
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Der Anzug der Langskeile ist immer 1/100; die Querschnittsabmessungen sind durch Normen 
festgelegt. Beim Hohlkeil wird die Nabe bzw. die Welle nur durch die Reibung zwischen 
Welle und Keil mitgenommen. Das Reibungsmoment p,Qd muB deshalb groBer sein als das 

Drehmoment, das iibertragen werden solI. Die Welle kann ein Drehmoment 
Md =0,2 d3 T kg· cm iibertragen, so daB mit T = 200 at und p, = 0,1: 

0;2 d3 T = 40 d3 < 0,1 Q d 

{/l1gelellfe Riemel7scheiben 
Scheibenbreite mm 

b . i/ber100 Oller 200 , 1< 3"'0 
IS 100 bis 200 bis 300 urJer v. 

Abb. 22.2. 

. 2000mm 

Abb.22.S. Abb.22.4. Verwendungsgebiete der KeiIarten (nach DIN). 

sein sollte. Abgesehen davon, daB Naben so groBe Krafte nicht ertragen konnen (fiir d = 10 cm 
ware z. B. Q > 40000 kg), ist die GroBe von Q durch die zulassige Flachenpressung zwischen 
Keil und Keilbahn (beim Einschlagen des Keiles) eingeschrankt. AuBerdem ist Q von der meist 
kleinen Kraft P abbangig, mit der der Keil f:lingeschlagen (Q < 100 P) oder sonst befestigt wird 
(z. B. durch Klemmschrauben). Aus diesen Uberlegungen folgt, daB ein Hohlkeil das Dreh­
moment einer voU beanspruchten Welle nicht iibertragen kann. Das ist z. B. zu 
beachten beim Einzelantrieb von Maschinen (Elektromotoren, Hauptantriebscbeiben einer 
Transmission usw.). Hohlkeile sind dagegen sehr gut geeignet fiir die Befestigung von Riemen­
scheiben auf Transmissionen, weil diese Befestigung keine besondere Bearbeitung erfordert. - In 
ahnlicher Weise kann fiir geteilte Riemenscheiben, die fiir Aufklemmen gebohrt werden, das 
iibertragbare Drehmoment berechnet 
werden. 

Auch beim Flachkeil erfolgt die 
Mitnahme durch Reibung. Hier konnen 
aber etwas groBere Drehmomente zu­
gelassen werden, denn reicht die er- II. I'r"".....,.~ ............. ~ ........ ~ 
zeugte Pressung zur Ubertragung des 
Drehmomentes nicht aus, so verdreht 
sich die Welle gegeniiber dem Keil und 
erzeugt dadurch eine groBere Pressung. 

Die Grenze, bis zu welcher die Flach- fE ~ ~ ~ 
keile fiir die Befestigung von Riemen- b ---f- E ~ 
scheiben auf Transmissionen verwen- - .. - I'!f' 
det werden konnen, ist durch den Nor- - - -
menausschuB auf Grund der Erfahrung Abb. 22.5. Frasen von Keilnuten (aus Riltscher). a Scheibeniraser 
festgelegt (Abb. 22.4). b Tragerfraser. 

Fiir groBere Drehmomente werden Nutenkeile (Treibkeile) verwendet. Die Mitnahme 
erfolgt durch die Seitenflachen, fiir die groBe Flachenpressungen zulassig sind, weil keine Relativ­
bewegung stattfindet. Die Keilnuten werden gefrast (Abb. 22.5). Die Anwendung der Finger­
fraser ist vorteilhaft, weil der EinIegkeil nicht mehr durch Verstiftung gesichert werden muB, 
wie dies bei der offenen Scheibenfrasernute mit dem verhaltnismii.Big groBen Nutenauslauf der 
Fall ist, welche bei Verdrehbeanspruchung von Vorteil sein kann. Bei stoBweisem Betrieb und 
wechselnder Drehrichtung werden zwei urn 120 0 versetzte Nutenkeile verwendet, urn Dreipunkt­
auflage zu erreichen. 

Eine vorziigliche Befestigung bilden die sog. Tangentialkeile (Abb.22.6), die Nabe und 
Welle in tangentialer Richtung verspannen. 

10* 
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N asenkeile (Abb. 22.7) werden da angeordnet, wo man einen Ansatz (die Nase) braucht, 
urn den Keil wieder herausziehen zu konnen. Die vorstehende Nase erhoht die Unfallsgefahr. 
Nasenkeile sollten deshalb nur fiir die Befestigung von salchen Teilen verwendet werden, die in 
geschlossenen Gehausen laufen oder sonst eingekapselt werden . 

Abb.22.6. Tangent.lnlkelle (81111 llOtsoher). 

n b 
Abb.22.10. KeUnnoronung bel gctcllten Naben 

(8115 llOtscher). 

.Abb.22.7. FJ80hkeli ohno und mit Nnse 
(al15 Mtscber). 

Abb.22.8. WoodruU.KeU. 

Abb.22.0. FiihrunR8!eder (al15 Mtscher). 

1m Automobilbau und bei Werkzeugmaschinenfindet der Woodruff-Keil (Abb. 22.8) viel 
Verwendung. Er stellt sich von selbst nach der Neigung der Nute in der Nabe ein, hat aber eine 
erhebliche Schwachung der Welle zur Folge. 

Nur Fiihrungselement, ohne Verspannungswirkung, sind die Langsfedern (auch Pa13feder 
genannt)l (Abb.22.9). Die PaBfeder hat in den letzten Jahren auch als Befestigungselement 
eine zunehmende Bedeutung erreicht; sie bietet verschiedene Vorteile; 

1. Die geneigte Tragflache in der Nabe wird iiberfliissig, was eine Verbilligung in der Rer­
stellung bedeutet. 

2. Infolge des Fehlens der Verspannung tritt auch keine zusatzliche Beanspruchung auf und 
auBerdem wird dadurch genauer Rundlauf erreicht. 

Die Pa13feder wird nach den Schweizer Normen als normales Befestigungselement fiir 
Kupplungen, Riemenscheiben und Zahnrader auf Elektromotorwellen vorgeschrieben; sie ist 
auch besonders vorteilhaft bei Walzlagerkonstruktionen, wo Schlage beim Aufkeilen nicht 
zulassig sind. Die PaBfeder soll das Drehmoment durch ihre Seiten iibertragen und auf der 
ganzen Lange eingepaBt werden. Als Toleranz fiir den gezogenen Keilstahl (Breite und Rohe) 
wird k 9 angegeben; fiir die Nuten eignen sich dann H 9 (Breite) resp. H 10 (Rohe). PaBfedern 
sind auch bei geteilten Naben zu verwenden (Abb. 22.1Oa), da durch festes Einschlagen eines 
Keiles die Verbindungsschrauben iibermaBig stark beansprucht werden. Den Keil in die Trenn­
flache anzuordnen (Abb. 22.1Ob) ist nicht zweckma13ig. 

Kegelstifte (Rundkeile) haben eine Kegelneigung von 1 ; 50; sie dienen hauptsachlich dazu, 
zwei Teile in der gegenseitigen Lage festzuhalten (Prisonstift, Abb. 22.U). Der Kegelstift mu13 
se hr ge na u eingepa13t werden, damit er auf der ganzen Lange gleichmaBig aufliegt; das Loch 
wird durch eine konische Reibahle ausgerieben. 

Der Ziehkeil (Abb. 22.12) wird bei Wechselgetrieben verwendet. Die Ziehkeilwelle ist 
durchbohrt und auf einer Seite geschlitzt. Durch diesen Schlitz geht die Nase des Ziehkeils Z 

1 Manchmal wird die Bezeichnung Fede r ke il verwendet (z. B. in den Schweizer N ormen: sie ist unzutreffend, 
da kejne Keilwirkung vorhanden ist) aber in der Praxis gebrauchlich. 
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, 
Abb.22.11. PaJ3stifte zur Fixierung elnes Lagers 

(aus Mtscher). 
Abb.22.12. Ziehkeil. (Ans CoeneI', 

El. d. Werkzeugmasch.) 
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in die Nuten der Zahnrader. In der Bohrung kann eine Rundzahnstange z verschoben werden, 
an deren Ende der Ziehkeil drehbar befestigt ist. Zwischen den Radern befinden sich Scheiben 
8, die den Ziehkeil zuriickdrangen, wenn er von einem Rad zum andern geschoben wird. 

23. Schrauben. 
Die Schraubenlinie entsteht durch die Aufwickelung einer geneigten Geraden auf einen 

Kreiszylinder(Abb.23.1). Je nach der Richtung, in der aufgewickelt wird, entsteht eine rechts­
gangige (nach rechts stei­
gende) oder linksgangige 
Schraubenlinie. Die Entfer­
nung AA, d.i. die Entfernung 
zweier Schraubenlinien, heiBt 
Ganghohe oder Steigung; 
derWinkeLx wirdSteigungs-
winkel genannt. h 

23.1. Gewinde. 
1Z 9 6 LaBt man an Stelle eines 

PunktesA z. B. einDreieck efy 
auf dem Zylindermantel vor­
riicken, so daB die Punkte e 
und y gleiche Schraubenlinien 
beschreiben mit der Steigung 

IfooE';.-.------JCd----- -----....j 

Abb. 23.1. Entstchung elner Schraubenllnie 
(rechts- und I1nksgiioglg). 

----+~" "-==~====J!~ 
~---d7r _----" ___ ---./ .r 
Abb.23.2. Scharigiingiges Gewinde (ans Leuckert·HilIer und Riltscher). 

Abb.23.3. 'Flach-, Rund- und Sagengewinde (aus Ratscher). Abb.23.4. Doppelgangige Schraube (aus Ratscher). 
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eg =h, so entsteht eine scharfgangige Schraube (Abb.23.2). Statt des Dreiecks kann auch 
ein rechteckiges Profil auf den Zylinder aufgewickelt werden, dann entsteht die flachgangige 
Schraube (Abb.23.3). Die Figur (Dreieck, Rechteck, Trapez usw.), die zur Erzeugung der 
Schraube dient, nennt man das Profil. 

Besteht das Profil einer Schraube aus einer einzigen Figur 
(Rechteck, Dreieck), so heiBt die Schraube eingangig. Mehr­

II. gangige Schrauben entstehen durch die gleichzeitigeAufwick­
lung von mehreren gleichen Profilen (Abb. 23.4). 

Der Steigungswinkel ist bei der Schraube fiir Innen- und 
AuBendurchmesser verschieden (Abb.23.5). Fiir die Berech­
nung wird der mi t t Ie re Steigungswinkel eingefiihrt. 

Schrauben werden immer paarweise verwendet. Bei einem 
Abb.23.5. Teil (Bolzen genannt) liegt das Gewinde auf dem Mantel eines 

Vollzylinders; beim andern (Mutterschraube oder kurz Mutter genannt) liegt das Gewinde mit 
demgleichen Profil und mit der gleichen Steigung auf dem Innenmantel eines Hohlzylinders, 
so daB Bolzen und Mutter zusammenpassen. 

Trap.zg .... i,,". 26 -5 

Abb.23.6. Werkzeugschlitten einer Drehbank (aus Rotscher). 

Die Schraube dient nicht nur zur Verbindung von Maschinenteilen, sondern auch zur Uber­
tragung der Bewegung (Bewegungsschraube). Wird die Mutter festgehalten, so fiihrt der Bolzen 
mit der Drehung gleichzeitig eine Parallelverschiebung aus (Schraubenwinde). Wird der Bolzen 

gedreht und die Mutter gegen Drehung gesichert, 
so erfahrt die Mutter eine Parallelverschiebung. 
(Abb.23.6 und beim Absperrventil.) 

In den Anfangen des Maschinenbaues wahlte 
jeder Fabrikant Profil und Steigungswinkel der 
Schrauben nach eigenem Gutdiinken, so daB die 
einzelnen Gewinde nicht zusammenpaBten. Der 
erste, der hier Ordnung schaffte, war der Englander 
Whitworth (etwa 1845). Er verwendete fiir aIle 
Schrauben das gleiche Profil, namlich ein gleich­
schenkeliges Dreieck mit 55 0 Spitzenwinkel und 
auf 1/6 der Hohe abgerundet (Abb.23.7). Weiter 
normte er die Schraubendurchmesser (in englischem 
ZollmaB 1) und stellte die Schrauben als austausch­
bare Handelsware her. Dieses System biirgerte sich 
rasch ein; es besteht heute noch in unveranderter 
Form. Seine Normungsbestrebungen wurden viel­
fach nachgeahmt, z. B. in Amerika durch Sellers, 
in Frankreich (nach Einfiihrung des metrischen 

Abb.23.7.0riginal-Whitworth- Abb.23.8. Metrisches Ge- Systems), in Deutschland usw. Wie viele verschie-
Gewinde. (Aus Riitscher.) winde. (Aus Riitscher.) dene Gewindesysteme dadurch entstanden, kann 

in dem groBen Werk von Prof. Berndt nachgelesen werden. 
Wiederholt sind Versuche gemacht worden, die Gewindesysteme zu vereinheitlichen, was 

schlieBlich (1897) zum internationalen KongreB in Ziirich fiihrte. Als MaBsystem wurde 
.dort das metrische angenommen, und als Schraubenprofil ein gleichseitiges Dreieck mit auf l/s 

1 1 englischer Zoll = l"e = 25,40095 mm 
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der Hohe geradlinig abgeschnittener Spitze (Abb.23.8). AuBerdem wurde ein Spitzenspiel a 
festgelegt, weil dadurch die Herstellung verbilligt wurde. Es ist I1amlich eine unnotige Er­
schwerung der Herstellung, wenn verlangt wird, daB das Gewinde sowohl in den Spitzen als 
in den Flanken genau auflfegt. Das SI-Gewinde (System International) ist aber nie so inter­
national geworden wie sein Namen vermuten lieBe. Wirtschaftliche Griinde, wie die groBen 
Kosten fUr die Anschaffung neuer Schneidwerkzeuge, Ersatzlieferungen, Erschwerung der Aus­
fuhr usw. stehen der Vereinheitlichung heminend gegenuber. Bei den neuesten Normungs­
bestrebungen (1923) ist nur dadurch eine Einigung moglich geworden, daB zwei Systeme (das 
Whitworth-G~winde ohne Spitzenspiel und das metrische Gewinde) als gleichberechtigt ange­
nommen wurden. 

Das normale metrische oder Whitworth-Gewinde ist fUr verschiedene Konstruktionszwecke, z. B. 
ftir diinnwandige Rohre (Gasrohre) zu grob. Man hat deshalb noch verschiedene,feinereGewinde 
eingefiihrt, die sog. Fein- oder Rohrgewinde. Die Bezeichnung des Rohrgewindes (Zahlen­
tafel23.1) geht meist noch vom lichten Durchmesser des Gasrohres in englischen Zollen aus, seltener 
(wie die neuesten Normen vorschreiben) vom AuBendurchmesser des Gewindes. 

Zahlentafe123.1. Gasrohrgewinde (Whitworth). 

Nenndurehmesser Gewinde- Gangzahl auf Nutzbare 
(handelsiiblich) dureh- Kern- Flanken- Gewinde- Gewinde- Nennweite messer durch- durch-

I 
127 tiefe Hinge 

(Lehr- messer messer 1 eng}. der 
mm Armaturen eng\. 

I 
durchm.) Zoll Hinge II Zoll rom 1 

d d1 d, Z I ZI tl max. 

l/S 5- 10 

I 
9,728 8,566 I 9,147 28 I 140 0,58 8 I 6 

1/4 8- 13 13,157 11,445 

I 

12,301 19 

I 

95 0,86 9 

I 

8 
3/S 12- 17 16,662 14,950 15,806 19 95 0,86 11 10 
1/2 15- 21 I 20,955 18,631 19,793 14 70 1,16 14 13 
3/4 20- 27 26,441 24,117 25,279 14 70 1,16 16 20 

1 26- 34 33,249 30,291 31,770 11 55 1,48 19 25 
F/4 33- 42- 41,910 38,952 40,431 11 55 1,48 21 32 
F/2 40- 49 47,803 44,845 46,324 11 55 1,48 21 40 
13/4 45- 55 53,746 50,788 52,267 11 55 

I 
1,48 24 -

2 50- 60 59,614 56,656 58,135 11 55 1,48 24 50 
(21/4) 60- 70 65,710 62,752 64,231 11 55 

I 
1,48 27 60 

21/2 66- 76 75,184 72,226 73,705 11 55 1,48 27 70 
3 80- 90 87,884 84,926 86,405 11 55 1,48 30 80 

1 Die Angabe des Nenndurchmessers in zwei Millimeterzahlen ist besonders in Frankreich handeIsiiblich. 
Die erste Zahl entspricht ungefahr dem inneren, die zweite Zahl dem auBeren Rohrdurchmesser. 

23.2. Schraubensorten. 
Die Schrauben werden entweder blank aus Sechskanteisen auf Automaten hergestellt oder 

schwarz mit warm angestauchten Kopfen. Als Werkstoff dient hauptsachlich St 38.13 oder 
fUr bessere Qualitat St C 35.61. Durch die Kaltreckung der Stangen sind die Festigkeits­
eigenschaften im Anlieferungszustand (abweichend vonZahlentafeI13.1) etwa folgende; 

St 38.13 Kz = 58 kg/mm2, A5 = 12 %, H = 185 kg/mm2. 
St C 35.61 = 76 kg/mm2, A5 = 7,7%, H = 230 kgjmm2. 

Wenn man von einer Schraube ohne nahere Bezeichnungspricht, so meint man die 
Mutterschraube (Abb.23.9). Zuni Anziehen der Muttern dienen Schlussel, meist als 
Doppelschlussel mit zwei aufeinander folgenden Maulweiten ausgefiihrt. 1st der Griff unter 
30° geneigt oder gerade gefiihrt,. so verlangt eine Sechskantmutter zum Anziehen einen 
Schlusselschlag von 60° (Abb.23.1O). Versetzt man dagegen den Hebelarm um 15° oder 45° 
(wi.e die Normen vorschreiben), so genugt zum Anziehen ein Winkel von 30° und ein nach­
folgendes Umlegen des Schlussels (Abb. 23.11). Muttern, die oft angezogen werden, sollte man 
harten (Einsatzhartung), um eine Beschadigung der Kanten zu vermeiden. 

Versenkt sitzende Muttern werden mit einem Steckschlussel (Abb. 23.12) angezogen. Wo 
der Raum fUr den Normalschlussel fehlt und es sich um Muttern handelt, die nur verhaltnismaBig 
leicht angezogen werden (wie z. B. bei Kugellagerbefestigung), fiihrt man Mutter und Schlussel 
nach Abb.23.13 aus. FUrVerbindungen, die oft gelost werden mussen (wie Deckelschrauben bei 
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Abb.23.9. Mutterscbraube, S = Schliisselselte. Abb.23.10 (Aus Rtitscher.) A bb. 23.11. NB . .Aniangslage II wird erhalten, wenD 
der Schliissel um 180' gedreht wird. 

Abb.23 .14. Grlffmut ter. 

Abb.23.12. SteckschliifEel. Abb.23.13. Hakenschliissel . 
(Aus ROtscher.) 

Abb. 23.16. Torbandscbraube mit Abb. 23.15. Deckel-
Vierkantmutter. scbraube mitFliigelmutter. 

(Aus R5tscber.) 

Abb.23.17. Kopfschraube. 
(Aus Rtitscber. 

Abb. 23.18. Kopfscbraube Abb.23.19. Stiftscbraube. 
in einer Biicbse sitzend. 

Abb.23.20. Stiftsetzer. (Aus Rtitscher.) 

Abb. 23.21. Doppel. 
mutterscbraube. 
(Aus ROtscber.) 

(Aus Rtitscher.) 

Abb. 23.22. Versenkte Scbrauben. 
(Am Rtitscher .) 

file 
~ 

I 

Abb. 23.23. Stebbolzen. Abb. 23.24. Nasen· Abb. 23.25. Spann­
scbraube. (Aus scbraube fiirWerk· 

Leuckert-Hiller.) zeugmascbiuen. 

Kochpfannen und Vakuumbehaltern, oder Spannschrauben bei Werkzeugmaschinen) verwendet 
man Griffmuttern oder Fliigelmuttern (Abb.23.14 und 23.15). Kleinere Muttern ffir unter­
geordnete Zwecke werden, wei! billiger, vierkantig ausgefiihrt (Abb. 23.16). 
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Bei der Kopfschraube (Abb. 23.17) sitzt die Mutter in einem Konstruktionsteil (meist aus 
GuBeisen). Bei haufigem LOsen leiert sich das Muttergewinde leicht aus, so daB der ganze Ma­
schinenteil ersetzt oder Biichsen eingesetzt werden miiBten (Abb.23.18). Deshalb werden 
Kopfschrauben meist nur als Stellschrauben oder als Abdriickschrauben verwendet, oder fUr 
Verbindungen, die nur selten gelost werden. Viel besser ist die Verbindung durch S t ift sc hr au be 
(Abb.23.19). Das Einsetzen des Stiftes kann durch zwei aufeinanderliegende Muttern oder auch 
durch einen Stiftsetzer (Abb. 23.20) erfolgen. . 

Ist auf keiner Seite der zu verbindenden Teile Raum zum Einbringen der Schraube, wie z.B. 
bei der zweiteiligen Riemenscheibe (Abb.23.21), so setzt man auf beide Seiten Muttern. 

Wenn vorstehende Kopfe nicht zulassig sind, werden versenkte Schrauben verwendet 
(Abb.23.22). Stehbolzen dienen dazu, zwei Maschinenteile in einer bestimmten Entfernung 
zu halten (Abb. 23.23). Um das Mitdrehen des Kopfes beim Anziehen der Mutter zu verhindern. 
wird oft eine "Nase" angebracht (Abb. 23.24). Bei Lager­
und Stopfbiichsen verwendet man Hammerschrauben 
(Abb. 44.30); bei Werkzeugmaschinen werden fUr die 
Befestigung des Werkstiickes besondere Spannschrauben 
verwendet (Abb. 23.25). 

1 
Abb.23.26. (Aus Leuckert-Hlller.) Abb.23.27. (Aus Rotscher.) Abb.23.28. (Aus Leuckert-Hiller. ) 

Abb. 23.26 bis 28. Fuudamentschrauben. 

Fundamentschrauben (Abb. 23.26 bis 23.28) werden in Aussparungen des Fundamentes 
eingesetzt, die nachher mit Zement vergossen werden. 

23.3. Schraubensicherungen. 
Das Drehen einer mit Q kg belasteten Mutter im Schraubengewinde entspricht der Bewegung 

einer Last auf einer geneigten Ebene, deren Neigungswinkel gleich dem mittleren Steigungs­
winkel lX der Schraube ist (Abb. 23.29). Um die Last Q zu heben (die Schraube anzuziehen) ist 
eine horizontale Kraft H erforderlich, die (ohne Reibung zwischen Mutter 
und Bolzengewinde) 

Ho = QtglX 
und mit Beriicksichtigung der Reibung 

H = Q tg (lX + e) 
betragt. Das Senken (Los en der Mutter) erfordert eine Kraft: 

H = Qtg (lX-e) . 

(23.1) 

~23.2) 

(23.2a) 
Die Kraft H wird bei der Schraube durch ein Drehmoment Md = H· r 
erzeugt, so daB fUr die flachgangige Schraube 

Md = Qrtg (lX ± e) (23.3) 
Abb.23.29. 

ist. Beim scharfgangigen Gewinde (Abb. 23.30) kann die Belastung Q auf zwei symmetrisch 
liegende Teilstiicke der Mutter wirkend gedacht werden, auf welche die Normalkrafte von je 

~ cosQf3/2 kg wirken, so daB die Reibung bei der scharfgangigen Schraube im Verhaltnis COS~/2 
im Vergleich zur flachgangigen erhoht wird. Fiihrt man die Keilreibungszahl p,' = co:f312 
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Abb.23.30. Kraftwirkung an scharf­
gli.ngigen Schrauben. (Aus Rotscher.) 

Verbindungen. 

und tg e' = p' ein, SO ist fUr die scharfgangige Schraube: 

Md = Q. r tg (IX ± e') . (23.3a) 

Fiir Whitworth-Gewinde ist {J = 55°, so daB p' = 1,12 P 
ist; fiir das SI-Gewinde ist {J = 60° und p' = 1,17 p. Die 
Steigungswinkel der normalen Schrauben sind: 

beirn Whitworth-Gewinde fiir d = 3/S /l 1/1 2/1 
IX = 2° 2° 30' 2° 10' 

und beirn rnetrischen Gewinde fiir d = 16 20 42 
" IX = 2°30' 2°30' 2°5' 

3" 
1°50' 
64rnrn 

P50' 

Der Wirkungsgrad einer Schraube ist 
tg IX 

11 = tg (0.: + Q) (23.4) 

Mit IX = 2° (tgIX = 0,034) und e' = 7° (tg [IX + e/J = 0,17) 
ist der Wirkungsgrad nur 20 % ! 

Fiir den Grenzfall der Selbsthemmung (IX =e) wird mit 

2 tge 
tg2e =1 t2 - g Q 

I-tg2 e 
11 = 2 < 0,5. 

Der Wirkungsgrad einer selbsthemmenden Schraube ist demnach immer sehr klein; die an 
und fiir sich notwendige Eigenschaft der Selbsthemmung von Befestigungsschrauben ist mit 
einem bedeutenden Aufwand an Reibungsarbeit beim Anziehen verbunden. Das zeigt, wie 
unzweckmaBig die selbsthemmende Schraube als Hebebock ist. 

Abb.23.31. Federnde Unter- Abb.23.32. Doppelmutter. Abb.23.33. Kronen-
legscheibe. (Aus R6tseher.) (Aus Leuckert-Hiller.) mutter. (AusRiltscher.) 

Abb. !l3.35. Pennsche Siehe­
rung. (Aus Rotscher.) Abb.23:36. Klemmsicherung. (Aus R6tseher.) 

Abb.23 bis 36. Schraubensicherungen. 

Abb. 23.34. Legeschliissel. (Aus 
Leuckert-Hiller. ) 

Wenn Erschiitterungen auftreten oder wenn die Kraft Q ihre Richtung wechselt, bietet die 
Selbsthemmung, wie die Erfahrung zeigt, keme geniigende Sicherheit gegen Lockerung; die 
Schraube muG dann besonders gesichert werden. 

Es gibt folgende Moglichkeiten zur Sicherung der Mutter gegen ungewolltes Drehen: 
1. Man beseitige die Erschiitterungsursache, z. B. durch einen sorgfaltigen Massenausgleich 



23. Sohrauben. 155 

(vgl. Abschn.34.2). Diese Moglichkeit kann natiirlich nicht verwendet werden in allen Fallen, 
bei denen die Erschiitterungsursache auBerhalb der Maschine liegt, wie z. B. bei allen Fahr­
zeugen, infolge der Unebenheiten der Fahrbahn. 

2. Durch Verkleinerung des Steigungswinkels IX bei Verwendung von Feingewinde. 
3. Durch ErhOhung der Reibung, z. B. bei Verwendung von Sondergewinde mit f3 > 90°. 
4. Durch federnde Unterlage, die dafiir sorgen soll, daB ein Abheben der Mutter bei den 

Erschiitterungen vermieden wird (Abb. 23.31).· Die Schwierigkeit liegt darin, daB die Federung 
so konstruiert sein sollte, daB diese dauernd erhalten bleibt, d. h. die Elastizitatsgrenze darf nicht 
iiberschritten werden. Soll z. B. bei dem genormten Federring (Abb. 2331) die Elastizitatsgrenze 
von 7: = 40 kg/mm2 (bester Federstahl) nicht iiberschritten werden, so folgt die Schraubenkraft 
Q aus der Gleichung: 

t· ec2 • 7: = Q . a 
(da der Ring durch das Moment Q . a kg· mm auf Verdrehung beansprucht wird und fiir 51 s" -
Schraube e = 5, c = 3 und a = 20 mm ist) zu Q = 20 kg. Die normale Belastung einer 
51 s"-Schraube ist etwa 750 kg! Solche Federringe sind deshalb wenig wirksam. Eine Gegen­
mutter, die kraftig gegen die erste verspannt wird (Abb. 23.32) kann dazu eher dienen. Die 
beiden Muttern werden oft verschieden hoch gemacht; da nur die obere Mutter tragt, muB 
diese die normale Rohe erhalten. 

5. Das sicherste Mittel besteht darin, die Drehung der Mutter iiberhaupt zu verhindern, z. B. 
durch Einlegen eines Stiftes oder Splintes bei der Kronenmutter (Abb. 23.33) oder, bei groBeren 
Muttern durch Legeschliissel (Abb.23.34:). Hier liegt die Schwierigkeit darin, daB die Mutter, 
nach LOsen der Verbindung, nie mehr die genau gleiche Lage in bezug auf die Bolzen einnimmt. 

Bei Schubstangenkopfen ist die Pennsche Sicherung stark verbreitet (Abb.23.35). Fiir die 
Befestigung der Kolbenstange im Kreuzkopf verwendet man auch wohl eine geschlitzte Mutter 
mit Klemmschrauben (Abb.23.36), die ihrerseits wieder durch Legeschliissel gesichert werden. 

Die Rauptschwierigkeit, eine brauchbare Sicherung zu konstruieren liegt darin, daB die 
Schraube eine leicht losbare Verbindung bleiben muB. 

23.4. Bereehnnng. 
Die Schraube ist eines der am haufigsten angewandten Konstruktionselemente und erst in 

den letzten Jahren hat man (hauptsachlich durch die Arbeiten der MPA. in Darmstadt, Prof. 
A. Th um) versucht, die in ihr auftretenden Beanspruchungen richtig zu erfassen. 

In erster Linie ist es notwendig, die Krafte zu kennen, die auf die Schraubenverbindung 
wirken. Die zu verbindenden Teile werden durch Anziehen der Mutter vorgespannt; durch 
&m Betrieb der Maschinen (zu welcher die Verbindung gehort) treten dazu noch Betriebskrafte P 
auf. Bei der Flanschverbindung einer Rohrleitung mit einem Innendurchmesser von d cm und 

einen Druck von p atii ist die Betriebskraft P = : d2 p kg; auBerdem sind oft noch Warme­

spannungen zu beriicksichtigen. Bei Fundamentschrauben oder bei Fahrzeugen treten wech­
selnde Krafte infolge der Erschiitterungen auf; beim Schubstangenkopfwirken die Betriebskrafte 
oft schlagartig. 

Vorspannkraft. Die schwachste Stelle der Schraube ist im Kernquerschnitt zu suchen, 
der durch die Vorspannkraft V auf Zug beansprucht wird. Wenn wir von der Kerbwirkung im 
Gewinde absehen, so kann die Nennspannung a im Kernquerschnitt (mit dem Durchmesser ~) 
aus der Gleichung V = !!...- d2 a 

4 1 

berechnet werden. 
Der Kerndurchmesser d1 der Schraube kann nur mit Hilfe von Spezialmikrometern gemessen 

werden. Die Schrauben werden nach dem AuBendurchmesser d bezeichnet; es ist deshalb 
zweckmaBig, den Kerndurchmesser durch den AuBendurchmesser zu ersetzen. 

Q = : (~r d2a. 
Behn Whitworth-Gewinde ift fUr d = 1/2" 5/8" F/8" 15/8" 

(~)2 = 0,62 0,66 0,70 0,77 

behn metrisohen Gewinde fUr d = 12 16 28 40 mm 

(~r = 0,63 0,66 0,69 0,70 
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Mit dem kleinen Wert (i r = 0,63 wird 
n 

V = "4 . 0,63 d2a = 0,5 d2 a . (23.5) 

Neben diesel' Zugbeanspruchung wirkt beim. Anziehen del' Mutter noch das Drehmoment 
Mil, = V rrn tg (IX + e'). Die Reibungsverhiiltnisse del' schwach gefetteten Schraube hangen von 
einer Anzahl unbestimmbarer Einfliisse ab (z. B. von del' Glatte del' Oberflache), so daB die 
GroBe des Drehmomentes nur annahernd berechnet werden kann. Mit tg (IX + e') = 0,17 
und rrn = 0,55 d1 wird Mil, = 0,0935 V· ~ und die dadurch erzeugte Torsionsspannung im 
Kernquerschnitt: 

- 0,0935 V . d1 _ ° 37 ~ - ° 37 '/:- n -, n -, a. 
16 df "4 df 

Da Torsion- und Normalspannung gleichzeitig und an del' gleichen Stelle auftreten, folgt 
die groBte Beanspruchung (nach Mohr) aus 

amax = va2 + 4 ,/:2 = a pll + 4 X 0,312 = 1,25 a . (23.6.) 
Durch das Anziehen del' Schraube wird also die groBte Beanspruchung um etwa 25 % erhoht. 
Beim Anziehen del' Mutter ist nicht allein das Drehmoment Mil" sondern auch noch das Reibungs­
moment zwischen Mutter und Unterlage zu iiberwinden. Die Reibungskraft p, V wirkt dabei an 
einem Hebelarm, del' gleich dem mittleren Radius del' Auflageflache del' Mutter ist und un­
gefahr gleich ~ gesetzt werden kann. Das Reibungsmoment zwischen Mutter und Unterleg­
scheibe ist 

Mr = p, V~ = 0,1 Vd1 

und das totale Moment, das beim Anziehen del' Mutter iiberwunden werden muB: 
Mt = Ma + lYlr = (0,09 + 0,1) Vd1 = 0,19 V~. (23.7) 

Das Moment Mr braucht bei del' Festigkeitsberechnung des Bolzens nicht beriicksichtigt zu 
werden, weil es nicht am Schraubenschaft wirkt. 

Infolge del' unsicheren Reibungswerte zeigten die Messungen von De bus bei gleichem An­
zugsmoment auch erhebliche Schwankungen der Vorspannkraft. Sie zeigten weiter, daB auch bei 
del' gleichen Schraube das Verhaltnis Mt/V bei oftmaligem Visen und Wiederanziehen zunimmt 
und sich (unter starken Schwankungen) einem Grenzwert nahert, der bei 50mal doppelt und bei 
200maliger Belastung 2,5mal so groB ist wie beim ersten Anziehen. Die Reibung nimmt also 
betrachtlich zu, was durch ortliche Anfressungen erklart werden kann. Durch starkes Olen laBt 
sich die Zunahme der Reibung etwas verkleinern. 

Der Monteur iibt beim Anziehen del' Mutter die Kraft H an einem mittleren Hebelarm des 
Schliissels (l = 12 d) aus. Aus del' Gleichung: 

M t = 12 H . d = 0,19 V· d1 = 0,152 y. d 
folgt V = 80 H. Mit der maBigen Kraft von 10 kg wird also (unabhangig von d) eine Vor­
spannkraft von 800 kg erreicht, die nach Gl. (5) in f' Schrauben Beanspruchungen von 
rd. 1000 kg/cm2 hervorruft, die bei dem iiblichen Werkstoff St 38.13 nahe an del' Elastizitats­
grenze liegen. Kleine Schrauben werden also schon beim Anziehen leicht iiberbeansprucht. Es 
war deshalb im Maschinenbau iiblich, Schrauben, die unter Belastung angezogen werden, nicht 
kleiner als 5/ t zu wahlen. Diese Regel wird heute (aus wirtschaftlichen Griinden) nicht mehr 

eingehalten; so sehen Z. B. die Normen fiir Rohrleitungen auch f'-Verbindungs­
schl'auben VOl'. Es ist auch vorgeschlagen worden die Bruchfestigkeit solcher 

~ Schrauben um so hohel' zu wahlen, je kleiner die Schraube ist, 
r=!t""'R;':';&'::l: 

fiir = 1/2" 3/8" 1/4" 

Abb. 23.37. 

Kz = 38 56 65 kg/mm2, 

was Z . B. durch Kaltreckung des Werkstoffes erreicht werden kann. 
Wir haben vorausgesetzt, daB die Begrenzungsflachen del' zu verbindenden 

Teile genau parallel sind. Trifft dies nicht zu, dann wird die Schraube beim An­
ziehen noch zusatzlich auf Biegung beansprucht (Abb. 23.37) durch ein Moment M, 
das fiir die freie Bolzenlange It konstant ist. Del' Kriimmungsradius del' ge­
bogenen Schraube ist dann: R = JE/M. Mit del' geometrischen Beziehung 

It/ R = air wird M = ~.~ a und die Biegespannung mit ~ = ~. 
JEa e,1 Ea 

ab = W 1'lf \ 2 r) Tt . 
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Setzt man r = d, was etwas zu groB ist, so wird 
E'a 

Gb = 2. If (23.7) 

nur abhangig vom Verhaltnis allj. Fiir a = 0,1 rom und If = 60 rom ist Cfb = 16 kgjrom2, iiber­
schreitet also die Elastizitatsgrenze des Werkstoffes. Besondere Beachtung verdient in dieser 
Hinsicht die lose Flanschenverbindung (Abb. HAl und 9l.11 bis 9l.13), bei welcher wiederholt 
Schraubenbriiche auftreten. Man erkennt daraus die groBe Bedeutung einer sorgfaltigen Be­
arbei~ung der Auflagerflachen (Abb.23.38). 

Es sind noch die Beanspruchungen ill Gewinde selbst zu untersuchen. 
Setzen wir dabei ein so sorgfaltig geschnittenes Gewinde voraus, daB eine 
vollkoromene Flankenauflage vorhanden ist,sowirddurchdie Vorspannkraft V 
der auf Zug beanspruchte Bolzen gedehnt, wahrend die Mutter gedriickt wird. 
Die groBte Kraft muB also immer durch den ersten tragenden Gewindegang 
geben (etwa 50 % ), wobei die Anzabl der Gange keinen wesentlichen EinfluB 
hat. Gibt nun der erste tragende Gang infolge der elastischen Formanderun­
gen etwas nach, so wird der folgende mehr zum Tragen herangezogen. Bei I 
den zahen Werkstoffen werden vor der Zerstorung des Gewindes aile Gange 111_ ..... 
in der Mutter tragen. Um ein gleichmaBiges Tragen der Gewindegange zu er- -
zwingen hat E. Jaquet den Vorschlag gemacht die unteren Gewindegange Abb.23.38. 

der Mutter zu hinterdrehen und so biegungsweicher zu gestalten. Nach einem 
Vorschlag von A. Thum soil die Mutter nach Abb. 23.39 ausgebildet werden. Das Gewindeprofil 

wird durch das Moment ]f,fb = ~. : t auf Biegung beansprucht (Abb.23.40). Um das Wider­

standsmoment des gefahrlichen Querschnitts (am Kerndurcbmesser) zu bestimmen, denken wir 
uns die SJhraube abgewickelt. Man sieht dann deutlich, daB der Querschnitt ein Rechteck ist 
mit der Rohe t t und mit der Breite 7C~. Aus der Biegungsgleichung: 

Q 3 1 (7)2 ]f,fb = W· CfiJ =a:' gt = 67Cd1 gt Gb 

folgt: Q _ ~. 49 . ~ A _ :it d 2 
- 6 64 3 nWJ. atCfb - 4 1 Gz . 

Fiir Gb = G wird die MutterhOhe 

h = a' t = 0,73 ~ . (23.8) 

Die neuen Normvorschlage setzen h ~ 0,8 d fest; ZerreiB­
versuche von Dr.-lng. K. Miitze haben nachgewiesen, daB 
- bei Einhaltung der genormten Gewindetoleranzen 1 - die 
0,8 d hohe Mutter mit Riicksicht auf die Festigkeit stets aus-
reichend ist, d. h. daB der Bolzen eher zerreiBt als daB das Abb. 23.39. Abb.2J~:OM~~:~J~~~ung 
Gewinde zerstort wird. 

WennMutter undBolzen nicht aus dem gleichen Werkstoff hergestellt sind (Gb=F Gz), so lautet 
die Biegungsgleichung fiir die Mutter mit der Gangzahl ~ und der MutterhOhe ~: 

Q . 3 1 (7)2 1 49 8 . 
a:'gt=6nd gt (O'b)m oder Q=6·64·37Cd·~·t(Gb)m. 

1 49 8 
Fiir die Schraube fanden wir: Q = 6' 64' 37C~ at (Cfb)s . 

Durch Division der Gleichungen erhalt man: 

~ = h ~. (O'b)s (23.9) 
d (O'b)m 

Fiir die Stiftschra.ube z.· B. (Mutter aus GuBeisen, Bolzen aus Stahl) ist (Cfb).,/(O'b)m = 2, so daB 
~ = 1,6 h wird. In der Praxis ist es gebrauchlich, ~ = 1,5 h zu machen (Abb. 23.19) 2. 

1m Flugzeugbau verwendet man Schrauben aus St C 45.61 (Kz = 80;90 kgjmm2) mit Muttern 
aus St C 35.61 (Kz = 70 kgjrom2). Durch ein Vermindern der Schliisselweite aUf die nachst 
kleinere GroBe kann z. B. bei Flanschenverbindungen eine Verkleinerung des AuBendurchmessers 
und der Flanschdicke erreicht werden. AuBerdem wird dadurch die Biegebeanspruchung bei 
schiefer Auflage verringert. Nachteilig ist, daB bei verringerter Schliisselweite kleinere Durch-

1 DIN 2244 . . 2 Nach den neuen Normen kann hI = 1,3 d gemacht werden. 
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gangslocher fiir den Bolzen, also engere Toleranzen erforderlich sind. Unter M. 14 kann die 
Mutterhohe noch kleiner als 0,8 d gewahlt werden; iiber M. 14 kann der Bolzen (zwecks Gewichts­
ersparnis) durchlocht werden. 

Betriebskriifte: Zu den schon recht groBen Beanspruchungen durch die Vorspannkraft V 
treten noch die Betriebskrafte . Dabei ist zu beachten, daB die normale Schraube mit Spiel 
im Loch sitzt, so daB keine Krafte senkrecht zur Schraubenachse iibertragen werden konnen. 
Treten solche dennoch auf (z. B. drirch das Eigengewicht), soverschieben sich die verbundenen 
Teile und die Schraube stellt sich schief (Abb. 23.41). Mutter und Kopfliegen dann nicht mehr 
flach auf, so daB die Schraube durch ein Moment V· x auf Biegung beansprucht wird. Mit 

V = 800 kg und x = 0,5 d folgt die Biegespannung aus der 
Gleichung: 

V· x = 800 . 0,5 d = 0,1 dJ3(Jb 

ZU (Jb = 4000/d2 (23.10) 
und betragt z. B. fiir eine 5/s"-Schraube 16 kgjmm2. Derartig 
groBe zusatzliche Spannungen kann die Schraube niemals er­
tragen; sie muB daher entlastet werden. 

Abb. 23.41. Die einfachste Entlastung scheint eine genau eingepaBte 
Schraube (~~~8e):lraube) zu sein. Wirklich genau, ohne Spiel 

in das Loch passende Schrauben sind sehr teuer in der Herstellung; etwas billiger sind Schrau­
ben mit konischem Schaft, die -nachgezogen werden konnen. Meist sieht man eine besondere 
Entlastung der Schrauben vor, und schlagt z. B. konische Stifte (Prisonstifte) ein (Abb.22.11) 
oder verwendet Entlastungsringe (Abb. 23.42a), die auch durch konische Biichsen ersetzt 
werden konnen (Abb. 23.42b). In sehr vielen Fallen ist es auch moglich, die einzelnen Teile 

a b 
Abb.23.42. Schraubenentlastung. a durch Ringe, b durch 

konische Biichsen (nach Rtitscher). 

14------0v----~ ........ ~ 

Abb.23.43. 

gegeneinander SO abzustiitzen, daB kein Verschieben eintreten kann, d. h. man entlastet die 
Schrauben durch entsprechende Formgebung der Teile. Beim zweiteiligen Lager oder beim 
Zylinderdeckel geschieht dies z. B. durch die Zentrierung (Abb. 23.44). Fiir die weitere Unter­
suchung darf also angenommen werden, daB die Betriebskrafte in der Richtung der Schrauben-
achse wirken. . 

Die mit dem Schraubenschliissel erzeugte Vorspannkraft V bewirkt eine Langung }"" in der 
Schraube und gleichzeitig eine Stauchung <5v der verspannten Teile. Unterhalb der Proportionali­
tatsgrenze sind die Formanderungen den Kraften proportional, so daB sie durch die Dreiecke ABO 
und A BD (Abb. 23.43) dargestellt werden konnen, und 

V = 01 Av = O2 <5v 

ist. Bei der Berechnung von Av zerlegt man die Schraube in einzelne Teile, die iiber ihre Lange _ 

la; gleichen Querschnitt fa; haben; dann ist Aa; = ~ ~ und Av = 1: Aa;. Beim Gewinde ist fa; aus 

dem Flankendurchmesser zu berecbnen, wahrend fiir la; die freie GewindeHinge zuziiglich der ge­
samten Mutterhobe einzusetzen ist . Die versuchsmaBige Nachpriifung durch F. De bus zeigte, 
daB noch ein Zuschlag von 5 % des Rechnungswertes erforderlich ist. Der Abzug von 5 % gleicht 
die Vernachlassigungen aus. 

Zwischen Schraubenkopf und Mutterauflage (Abb.23.44) bilden sich im Flansch unter der 
Wirkung der Vorspannung EinfluBkegel aus, deren Mantellinien unter 45° verlaufen. Nur dieser 
Teil b,eteiligt sich an der elastischen Verformung., Fiir die Berechnung der Kiirzung <5v konnen 
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(nach Rotscher) die Kegel durch eine HUlse ersetzt werden,deren AuBendurchmesser durch 
Halbieren der Mantellinien erhalten wird. Die Versuche von De bus bestatigen auch die Richtig­
keit dieser Annahme. 

Eine durch den Betrieb (z. B. durch den Druck im Rohr) bedingte Zugkraft P, die auf die 
vorgespannte Verbindung wirkt, verlangert die Schraube weiter um den Betrag Az. Urn das gleiche 
MaB konnen sich die verspannten Teile wieder .ausdehnen; sie stehen deshalb nicht mehr unter 
der Vorspannung V, sondern iiben nur noch eine Kraft V' aus, die man 
aus dem Dreieck fiir die Verkiirzung c5v - Az erhalt. Aus den Gleichge­
wichtsbedingungen und nach der Darstellung in Abb. 23.43 ist die Be­
trie bskraft 

P = Pu- V' = Pz + (V - V') = 01Az + 02Az = (01 + 02)Az, 
worin Pz = 01 Az die zusatzliche Belastung der Schraube ist. Aus dieser 
Gleichung folgt: 

P 0 1 P 
z = 0 1 + O2 • 

(23.11 ) 

Es geht daraus hervor, daB die Schraube nicht durch die volle Betriebs­
kraft P, sondern nur durch den Bruchteil 01/(01 + O2) davon zusatzlich 
beansprucht wird, der urn so kleiner ist, je kleiner 01 in bezug auf O2 ist. 
der Vorspannung ist: 

Abb. 23.44. 

Die Verminderung 

(23.12) 

Sollen die Flanschen im Betrieb noch geniigend dicht halten, so muB Az/c5v klein, also das 
Packungsmaterial sehr elastisch sein. Das hat aber zur Folge, daB die Schraube dann durch einen 
relativ groBen Bruchteil von P zusatzlich beansprucht wird. V' wird zu Null fiir: 

V min = P - Pz (01 + O2 - 0 1) Az O2 

P (01 + 02)AZ = 0 1 + O2 • 

(23.13) 

Die G1. (11) gilt nur solange keine vollstandige Entlastung der verspannten Teile eintritt. 
In den meisten Fallen wird es notwendig sein, sei es aus Griinden des Dichthaltens oder zur Ver­
meidung von Lockerungen und Schlagen, die Vorspannkraft V so hoch zu wahlen, daB die Be­
triebskraft P die verspannten Teile nicht vollkommen entlastet. Das gilt besonders fiir wech­
selnde Belastungen. Da die Sc~aubenbelastung im allgemeinen wechselnd ist, darf die Gesamt­
spannung (bei sorgfaltiger Auflage) die halbe Elastizitatsgrenze nicht iiberschreiten. 

Nach den Versuchen des MFA. in Darmstadt treten erfahrungsgemaB 
etwa 15 % aller Briiche am Schraubenkopf 

" 20 %" " im Gewindeauslauf und 
" 65 %" " an der Kraftangriffsstelle der Mutter 

(Abb. 23.45) auf nach einer Lastwechselzahl, die meist groBer als 50 bis 150.106 war. Es zeigte 
sich dabei also, daB die genormte Abrundung zwischen Schaft und Kopf von 0,05 d etwas zu 
scharf ist und Init 0,1 d ausgefiihrt werden sollte. Der Gewindeauslauf, das ist die Stelle an der 
das Gewinde in den Schaft iiber­
geht hat na~h DIN 76 bei blanken 
Schrauben einen vorgeschriebe­
nen Winkel von 22,5°. Urn 
Briiche an dieser Stelle zu ver- Abb.23.45. Schraubenbriicke bei a, b und c. 
meiden, sollte der Auslaufwinkel 

Abb.23.46. Gewinderille. 

15° nicht iiberschreiten. Die giinstigsten Verhaltnisse am Gewindeauslaufwurden bei der Gewinde­
rille (Abb. ~3.46) erreicht, bei einer Rillenlange von Inindestens 0,5 d. 

Die Hauptgefahr fiir die Dauerfestigkeit der Schraube liegt demnach in den ersten tragenden 
Gewindegangen der Mutter. Die Kerbwirkung im Gewindegrund kann geInildert werden, wenn 
die Abrundung so groB gewahlt wird, wie es die genormten Gewindetoleranzen zulassen. Staedel 
fand bei seinen Versuchen Init M 10 x 65 Schrauben bei einer VergroBerung des Abrundungs­
verhaltnisses von 0,1 auf 0,2 mm eine Steigerung der Dauerschlagarbeit urn 65%! 

Konstruktionsregel: Wenn eine Schraube zur Ubertragung der Kraft nicht ausreicht, 
oder wenn aus anderen Griinden mehrere Schrauben fiir die Verbindung notwendig sind (z. B. 
zum Dichthalten einer Flanschverbindung), so ist es immer empfehlenswert, nur eine Schrau­
bensorte fiir die Verbindung zu verwenden. Dies bezieht sich nicht nur auf den Durchmesser 
der Schrauben, sondern auch auf ihre Lange. Die Beachtung dieser Regel ist bei stoBweiser Be­
anspruchung unbedingt erforderlich. 
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Der Deckel eines Zylinders sei mit 16 Schrauben von 22 mm Durchme8ser befestigt; davon 
seien 15 Mutterschrauben mit 80 mm freier BolzenHi.nge und eine Stiftschraube von 40 mm Lange. 
Bei einer Vorspannung von 1500 kg ist jede Schraube mit einer Nennspannung 

JV 

tV 

, 1500 1500 
G = nJ4di = 2,7 = 560 at 

im Kern beansprucht. Dabei erfahren die Mutterschrauben eine Langenanderung 
r1 560·80 

A = E Z = 2200000 = 0,02 mm 

und die Stiftschraube eine solche von 0,01 mm. Hebt sich der Flansch infolge 
des Betriebsdruckes gleichmaBig um 0,02 mm, so steigt die Belastung der Mutter­

schrauben urn 100% und die der Stiftschraube auf 300% (Abb.23.47), 
letztere wird also iibermaBig beansprucht und kann reiBen bzw. der 
Deckel kann an dieser Stelle ausbrechen. Kann man die Stiftschraube 
nicht vermeiden, dann muB man iiberall Stiftschrauben nehmen. 

Wenn die Kraft durch mehrere Schrauben iibertragen werden muB, 
so nimmt man immer an, daB alle Schrauben gleich viel tragen. Die 
gleichmaBige Verteilung wird aber niema18 zutreffen, wenn die Schrau-

Abb.23.47. ben ungleich weit vom Angriffspunkt der Kraft entfernt liegen, wie es 
z. B. bei rechteckigen oder unrunden Flanschverbindungen der Fall ist. 

Stollweise Beanspruchung. Zu den Schraubenverbindungen, die dem Ingenieur am meisten 
Sorgen gemacht haben, gehoren die Schubstangenschrauben, die "bei 20facher Sicherheit" ge­
legentlich noch brechen. Diese Tatsache weist darauf hin, daB die Rechnungsgrundlage, d. i. die 
einfache Zugbeanspruchung durch die groBte Stangenkraft,' sehr weit von den wirklichen 

Schraubenbeanspruchun­
gen abweichen muB. Die 
Beanspruchung der Schub­
stangenschrauben (1\bb. 
23.48) ist deshalb so gefahr­
lich, weil die Stangenkraft 
S innerhalb einer halben 

~ Kurbeldrehung ihre Rich-

Abb.23.48. Offener Schubstangenkopf. (Aus Frey. Schubstangen.) 

tung wechselt (Abschn.82). 
Der Zapfen lieg!; demnach 
zuerst an der einen und 
nachher an der anderen 
Schalenhalfte an. Da be­
wegliche Zapfen ohne La­
gerspiel praktisch unmog­
lich sind, so muB der Zapfen 
innerhalb des Lagerspieles 

Abb.28.40. 
Relativbewegung ist deshalb 

hin- und herwandern. Wiirde das Lager mit mangelhafter Schmie­
rung laufen, so miiBte bei jedem Druckwechsel ein starker StoB 
auftreten. 

'Es sei c die Geschwindigkeit des Kreuzkopfzapfens im 
Punkte S (Abb. 23.49), wo die Kalbenkraft gleich Null ist. Wird 
der Verlauf der Kolbenkraft in der unmittelbaren Nahe des 
Druckwechsels als geradlinig angenommen, so ist im Abstande x 
von S die Kolbenkraft gleich F PI x, wenn die Kolbenflache mit F 
bezeichnet wird. Diese Kraft dient nun, unter Vernachlassigung 
der Kalben- und Stopfbiichsenreibung, ausschlieBlich zur Be-
schleunigung der sich frei bewegenden Massen 'mr des Kolbens, 
der Kolbenstange und des Kreuzkopfes . Die Beschleunigung der 

b=P1Fx=P1x. 
m1 m1 

Daraus folgt die Relativgeschwindigkeit w = J bdt = J ~; dt . 

Nun ist - die augenblickliche Kolbengeschwindigkeit c als konstant angenommen - der von S 
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aus gemessene Kolbenweg x = c t, so daB 

W = f~ICt dt = PIC ftdt = PI ct2 
• 

~ ~ 2mI 
ist. Damit wird der Weg s fiir die Relativbewegung 

s = f wdt = PIC f t2 dt = PI ct3 

2~' 6mI 

und die zum Durchlaufen des Lagerspiels s erforderliche Zeit 

t -1" /6 8mI 
- / PIC' 

Die Endgeschwindigkeit der Relativbewegung W max ist deshalb: 

W = PIC 13/3682mi =1"/982P1C . 
max 2mI P'tc2 '2ml 
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(23.14) 

(23.15) 

Mit dieser Geschwindigkeit trifft der Zapfen gegen die Lagerschale. Die StoBenergie 

A = ~I w~ax kgm (23.16) 

wird dabei in Formanderungsarbeit der Stange, namentlich aber der Verbindungsschrauben 
umgesetzt. Wenn V = 2fl das Volumen der beiden gleichmii.Big durch die Spannung (J auf Zug 
beanspruchten Schraubenteile ist, so ist: 

a2 a2 

A=2E V =Ef· l . 

Die beim StoB auftretende Spannung (J ist deshalb 
(wenn A in kgm eingesetzt wird): 

1/100 AE 
(J = V jTkg/cm2 • (23.17) Abb.23.50. (.A.ns Giildner.) 

Die StoBe haben schon wiederholt Schraubenbriiche zur Folge gehabt. Damit die Spannung (J 

klein bleibt, saUte das Volumenf· l graB sein. Die Spannung (J soUte demnach nicht nur im Ge­
windekern, sondern iiber eine moglichst groBe Lange l wirken. Der Bolzen wird deshalb entweder 
so ausgebohrt, daB sein Ringquerschnitt etwas kleiner als der Kernquerschnitt ist (Abb. 23.50) 
oder der auBere Durchmesser wird auf Kerndurchmesser abgedreht. (Dehnschraube.) 

Durch die elastischen Formanderungen des 
Deckels und der Ve r bind ung s s c hr au be n wird 
das Lagerspiels vergroBert. Der Deckel ist dem­
nach recht kraftig(starr) auszufiihren,indem die 
Entfernung der Schrauben von der Stang en­
mittellinie so klein wie moglich gemacht wird 
und runde Kopfe mit kleinem Kopfdurchmes­
ser (D = 1,35 d + 4 mm) gewahlt werden. Die 
Verbindungsschrauben sind auch moglichst kurz . 
zu halten; die VergroBerung des Schraubenvolu­
mens kann demnach nur durch die VergroBerung 
der Querschnittsflache f erreicht werden. 

Beim Kurbelzapfen wirkt der Druckwech­
sel noch etwas ungiinstiger. Erst nachdem der 
StoB im Kreuzkopf beendet ist, beginnt das 
Durcheilen des Spielraumes zwischen Lager­
schale und Kurbelzapfen. Die zur Beschleunigung 
dienende Kolbenkraft ist jetzt auch groBer. Ex­
perimentelle Untersuchungen von H. Polster 1 

haben die Bedeutung der StoBdampfung durch 
die Schmierung klargelegt. Bei der mangelhaf­
ten Tropfolschmierung war der StaB mehr als 
20 mal kraftiger als bei Druckolschmierung. 
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Abb.23.51. Zulassige Schraubenbelastung (nach den 
Rohrnormen). 

Zuliissige Schraubenbelastungen. Es ist in der Praxis gebrauchlich, bei der Berechnung der 
Schrauben nur die Betriebsbelastung allein zu beriicksichtigen. So schreiben z. B. die Rohrnormen 

1 Polster, Dr.-Ing. H.: Mitt. Forsch.-Arb. Z. VDI 1915, H.172(173. 
ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Aufl. 11 



162 Verbindungen. 

die in Ab b. 23.51 dargestellten zulassigen Spannungen fUr Was se r vor; fUr Gase und Dampfe 
(bis 300 0 C)gelten 80% und fUr Hei13dampf (bis 400 0 C) 64% dieser Werte, wodurch die Warme­
spannungen beriicksichtigt werden. Diese Zahlenwerte beruhen auf Grund langjahriger Erfah­
rungen, geben aber kein richtiges Bild iiber die tatsachlichen Beanspruchungen, die infolge der 
Vorspannung viel groBer sind. Diese konnten aus den vorhergehenden Uberlegungen berechnet 
werden, wenn die Einheitskriifte (vgl. S. 176) der Verbindung bekannt sind. Die starke Ab­
nahme der zulassigen Spannung fUr kleine Schrauben ist begriindet, weil diese durch die 
V orspannung viel starker beansprucht werden. 
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24. Schrumpfv~rbindungen (Prell sitze ). 
Mit der Normung der Passungen ist der Ausdruck "PreBsitz" als Bezeichnung fUr das ganze 

Gebiet der Spannungsitze eingefiihrt worden. PreBsitze sollenj(rafte zwischen zwei Teilen (z. B. 
Welle und Nabe) allein durch die Reibung in den Sitzflachen iibertragen, ohne besondere Siche­
rung gegen Verschiebung oder Verdrehen. Dieses. Haften wird dadurch erreicht, daB Welle und 
Nabe vor dem Zusammenbau einen gering en Durchmesserunterschied aufweisen. 

Die konstruktive Bedeutung der PreBsitze liegt in dem Fortfall besonderer Ubertragungs­
mittel (Keile, Stifte usw.); sie werden auch bei stoBweiser Beanspruchung (z. B. Antrieb von 
Walzwerken) empfohlen. Einfache Schrumpfverbindungen, das Schrumpfband und die Rad­
bandage sind auf S. 64 und 89 erlautert worden. Die PreBsitze konnen in verschiedener Weise 
hergestellt werden. 

Bei den LangspreBsitzen werden Nabe und Welle im Kaltverfahren durch in der Liings­
richtung wirkende mechanische Krafte ineinander gepreBt. Bei den QuerpreBsitzen wer­
den beide Teile auf verschiedene Temperaturen gebracht und kraftefrei ineinander geschoben 
(Schrumpfsitz). Sie sind in der Herstellung einfacher (da Pressen entbehrlich sind) und haben 
den Vorteil, daB die Oberflachenrauheit in der Verbindung von bleibender aktiver Wirkung ist. 
Bei gleichen UbermaBen lassen Quersitze groBere Haftkrafte erwarten als LiingspreBsitze. 

Die Berechnung der PreBsitze geht von der "Oberlegung aus, daB die Pressung p sich gleich­
mii.Big liber die ganze Oberflache verteilt. Solche ringformige Schrumpfverbindungen sind 
demnach wie dickwandige Rohre zu berechnen (vgl. Abschn.14.3). Beim Schrumpfringtrifft die dort 
gemachte Voraussetzung, daB der Zylinder unendlich lang ist, nicht zu. Die genaue Berechnung 1 

hat aber gezeigt, daB die groBte Beanspruchung in sehr geringem MaBe von der Breite des 

1 Vgl. Z. B. Janicke: Schweiz. Bauztg. 1927, 3. Sept., S. 127. 
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Ringkorpers abhangt, so daB die Naherungsrechnung, unter Vernachlassigung der endlichen 
Ringbreite, praktisch durchaus zulassig ist. 

Bei der Schrumpfung wird die Welle urn den Betrag (h zusammengepreBt und der Ring urn 
den Betrag e2 gedehnt, so daB der Unterschied zwischen Welle und Bohrung (das SchrumpfmaB) 
e =Ih + (12 betragt. Die radiale Erweiterung e2 der Bohrung folgt aus 

(12 E _ fa2 + 1 -L ~\ (14.21) 
r i 2 - P la2 -1 I m J 

und die radiale Verkiirzung der hohlen resp. vollen Welle aus: 

(11 (a2 + 1 1) (11 E (1 1) - E = P --- - resp. - 1 = P - - . ri 1 a2 - 1 m 1'i m 
(14.30 resp. 31) 

Wenn Welle und 
die volle Welle: 

Nabe aus dem gleichen Werkstoff hergestellt sind (El = E2 = E), ist fiir 

Die im Ring entstehende groBte Schubspannung ist: 

Aus Gl. (24.1) u. (14.26) folgt: 

r~ a2 
't'max = P r2 -r~ = P a2 - 1 . 

a ~ 

(I 2. 
r i 7J[ 

genau wie beim diinnwandigen Rohr. Der Auf- resp. AbpreBdruck ist 
P=p·7r,di ·b·/-lkg 

oder mit P aus Gl. (1) und 't'max aus Gl. (2): 
a 2 -1 a2 -1 

P = Il7r,--b· d·'· 't' =1l7r,' b· --' E· o. {'" a2 ~ max {'" a2 " 

(24.1) 

(14.26) 

(24.2) 

(24.3) 

(24.4) 

Der AufpreBdruck ist demnach proportional mit der Sitzbreite b. Die Vorschrift der Eisenbahn­
verwaltungenl, daB der AufpreBdruck je cm Wellendurchmesser einen bestimmten Grenzwerl 
(4 bis 6,5 tjcm bei Stahlradern, 2,5 bis 4 tjcm bei GuBradern) nicht iiberschreiten darf, ist deshalb 
nm fiir ahnliche Naben (bjd = konst. und 120,---,---'----r------,------,---r-------, 
a = konst.) brauchbar. t 

Fiir Wellenstahl St 50.11 mit 

't'max = 1100 kgjcm2 

folgt aus Gl. (2): (Jjri < 0,001, entspre­
chend dem in der Praxis meist gebrauch­
lichen Wert. 

Die Versuche von S. Werth 2 und von 
N. W assileff bestatigen Gl. (4) mit einer 
kleinen Korrektur, indem der AufpreB­
druck nicht mit e, sondern mit (e +0,005 
mm) proportional ist, was wohl durch die 
Unebenheiten der Flachen erklart werden 
kann. Sie bestatigen auch die friiheren 
Erfahrungen, daB die Haftkraft bei Langs­
preBsitzen durch das Schmiermittel, sehr 
stark beeinfluBt wird (Abb.24.1). 

Bei geometrisch ahnlichen PreBsitzen 

1 V gl. z. B. Hiitte, Bd. III, 26. Aufl. S.988. 
2,Werth, S.:AustauschbareLangspreBsitze. 

VDI-Forsch.-Heft Nr. 383 (1937). - Wassileff 
D., N.; Austauschbare QuerpreBsitze. VDI­
Forsch.-Heft Nr.390 (1938). - Kienzle, O. 
und A. Heiss: Die Berechnung einfacher PreB­
sitze. Werkst.-Techn. 32 (1938) S.468/73. -
Kienzle, 0.: Die Einfliisse auf die Haftbei­
werte in den Fugen von PreBsitzen. Werkst.­
Tec,hn. 32 (1938) S.552/59. 

100 

80 

t 
1\ ::, 

~ 80 
§ 
J1 

I{Q 1 

I{QO 300 200 100 mmO 
-Lange l 

Abb.24.1. EinfluB des Scbmiermittels auf den AufpreBdruck nacb 
Versucben von BBC. (Obering. Streiff). 

Kurve 1: Talg (aufpressen), la (abpressen). 
2: % Talg und % Leinol. 
3: 74" ,,% 
4: Vaseline. 
5: Mineraliil. 
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istdie groGte Beanspruchung nur vom Verhaltnis e/ri abhangig (Gl. 2) und nicht vom 
Durchmesser. Man konnte also e/ri fiir alle Durchmesser konstant annehmen. Mit Riicksicht 
auf die wirtschaftliche Herstellung miissen bei kleinen Durchmessern die Toleranzen relativ 
groBer gehaltenwerden, da sonst die Herstellung erheblich verteuert wiirde. Auch spielt die 
Oberflachenbeschaffenheit bei kleinen Durchmessern eine groBere Rolle als bei den groGen. 
Diese Uberlegungen fiihren dazu, die UbermaBe e/ri in 0/00 mit abnehmendem Durchmesser 
zunehmen zu lassen. 

Zahlenbeispiel 24.1. Wie groG darf die Schrumpfung beim Einpressen von Wellen in 
HartguBwalzen sein? 

Mit den in Abb. 24.2 eingetragenen MaBen folgt aus den G1. (14.31) und (14.21) 

und 

Abb.24.2. Eingepre13te Welle. 

fiir die volle Welle: !h = 0,7 -'L 
ri El 

und fiir die Walze: f!2 = 1,68 J?.. 
r i E2 

f! _ (0,7 I 1,68) - p -,-ri - El E 2 ' 

Mit E1 = 2,2.106 kg/cm2 (Stahlwelle) und E2 = 1,5 . 106 kg/cm2 (HartguBwalze) wird 
f! ~ p 
r i ~ 695000 

Der hochstzulassige Wert von p ist durch die Festigkeit des Materials (bier GuBeisen) festgelegt. 
Die groBte Tangentialspannung, die am Innenrand der Bohrung auftritt, ist nach GI. (14.21): 

a2 + 1 7,25 
(O't)max = P a2 -1 = 5,25 P = 1,38 P 

und die dort wirkende radiale Spannung; 
ar = -po 

Weil die Schubspannungen an der betrachteten Stelle gleich Null sind, kann der Spannungs­
zustand durch den Spannungskreis in Abb. 24.3 dargestellt werden. Nehmen wir an, daB fiir 
GuBeisen die zulassige Spannung fiir Zug = 350 at und fiir Druck = 1000 at ist, so liegt der 
Spannungszustand ungefahr an der zulassigen Z z z 
Grenze, wenn p = 200 at ist. Damit wird 

100·200 
2e = 695000 = 0,029 mm. 

G 

Abb.24.3. Spannungskreis ZUllI Zahlenbeispiel 24.1 . Abb.24.4. ZUllI Zahlenbeispiel 24.2. 

Hatte man f! = 0,001 gewahlt, so wiirde p = 695 at betragen und die Walze wiirde zerreiJ3en. 
r i 

Das Drehmoment, das ein PreBsitz iibertragen kann, folgt daraus, daB die Umfangskraft 
kleiner als die Reibungskraft sein muG. Wenn Welle und Nabe auf der ganzen Flache n' d· b 
mit der Pressung pat zusammengepreBt werden, so ist die Reibungskraft R = p,ndbp, so daB 

~ Pu < p,ndbp 
sein muB. 

Zahlenbeispiel 24.21. Der Radstern des Laufers eines groBen, Drehstromgenerators ist 
aus StahlguG hergestellt und hat 2· 6 hme (Abb. 24.4). Um die bei einem so groBen Stiick un­
vermeidlichen GuBspannungen zu verkleinern, ist die Nabe an drei Stellen gesprengt und durch 

1 Z. Masch.-Bau 1923/24, S. 528. 
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Schrumpfringe zusammengehalten. Wahrend des Betriebes eIitsteht durch Fliehkraft und Ma­
gnetkrafte eine zusatzliche Zugkraft in jedem Arm von 50 t. Die Schrumpfverbindung wird 
somit durch die am Umfang des Ringes wirkende gleichma.Bige Pressung PI 

= 12· 50000 = 188 at 
PI 2. n . 68 . 7,5 

entlastet. Das SchrumpfmaB 2 (! wurde nach der Faustregel 2 (! = 0,001 D festgelegt. 
Da fUr das StahlguBrad und fUr den Stahlring E1 = E2 = E = 2 150 000 at gesetzt werden 

kann,. folgt die bei der Schrumpfung erzeugte Flachenpressung aus der Gl. (1) fUr ra/ri = 85/68 
= 1,25 zu 'P = 380 at. 

Wahrend des Betriebes wird durch die zusatzliche Pressung von 188 at der Ring weiter 
gedehnt. Der innere Radius des Ringes erfahrt eine zusatzliche radiale Erweiterung, wenn die 
Elastizitatsgrenze nicht iiberschritten wird: 

et = 188 (a2 + 1 +~) = 0 435. 10-3 
ri E a2 -1 m' , 

die 43 % des SchrumpfmaBes betragt, und die vorhandene radiale Zusammendriickung der Nabe 
und Welle von 0,12' 10- 3 aufhebt; die Verbindung also vollstandig lockert. 

r' 
Die groBte Spannung irn Ring ist, nach GI. (H.26): Tmax = P ~ = 1600 at, und liegt ra --Ti 

oberhalb der Elastizitatsgrenze, so daB eine bleibende Formanderung der Verbindung auf­
treten muB. Wahrend des Betriebes trat auch ein deutlich wahrnehmbares Klopfen ein. Durch 
Aufbringen von dickeren und breiteren Ringen kann die Verbindung verbessert werden. 

AuchKurbelzapfen werden oft durch Schrumpfung befestigt (Abb. 33.1). Reicht die Schrump­
fung zur Ubertragung des Drehmomentes nicht aus, so miissen Abscherbolzen eingesetzt werden. 
Die Zapfen werden dann mit "Festsitz" und nicht mit "PreBsitz" eingesetzt. 

Kerbstifte. Vor wenigen Jahren wurde ein neues Verbindungselement auf den Markt ge­
bracht, der Ker bstift 1, der eine recht vielseitige Anwendung als Ersatz fUr Keil, Niet, Schraube, 
Kegelstift gestattet (Abb. 24.6 bis 10). 

Der Kerbstift ist ein zylindrischer Stift, in dessen Umfang drei um 1200 versetzte Kerben 
eingepreBt (nicht eingeschnitten) werden (Abb.24.5a). Dadurch wirdMaterial verdrangt und es 
entstehen "Kerbwulste". Der Stift wird in ein ebenfalls zylindrisches Loch eingeschlagen, 
dessen Durchmesser dem Durchmesser des ungekerbten Stiftes ent­
spricht. Beirn Einschlagen werden die Kerben verformt (Abb. 24.5 b), 
der Stift legt sich mit hoher Pressung an die Lochwand an und sitzt 
sehr fest. Verbindungen durch Kerbstifte sind also auch Schrumpf-
verbindungen. Durch die Anwendung von drei Kerben zentriert a b 

er sich von selbst irn Bohrloch. Die Verformungen der Kerben sind Abb. U.5. Querschnitte des Rerb­
zum groBten Teil elastisch (federnd) denn die Erfahrung hat gezeigt stiftes. a vor de'!l Einscbiagen, 

, , b nach dem Emschlagen. 
daBder gleiche Kerbstift rund 25mal wiederverwendet werden kann. 
Der Kerbstift ist wesentlich billiger als der Kegelstift. AuBerdem erspart er Lohn- und Werk­
zeugkosten, weil das Ausreiben des Loches vollstandig wegfallt, so daB der Kerbstift den Ke­
gelstift vorteilhaft ersetzt. 

Der Kerbstift besitzt noch einen weiteren Vorteil. Beirn festsitzenden Kegelstift bewirkt eine 
kleine Verschiebung von 2 bis 3 mm in der Langsachse des Stiftes vollstandiges Aufheben des 
Anpressungsdruckes. Beirn Kerbstift dagegen haben zehnmal groBere Verschiebungen noch 
keine Losung der Federwirkung zur Folge. Diese Eigenschaft (Riittelfestigkeit genannt) ist 
dort sehr wichtig, wo Erschiitterungen und StoBe auftreten. 

Der Kegelstift verlangt auBerdem eine genaue PaBarbeit, ist deshalb ziemlich teuer und fUr 
die Verwendung bei beliebig austauschbaren Teilen wenig geeignet. 

Das Einwalzen von Rohren ist beim Kesselbau, bei Kondensatoren usw. gebrauchlich und 
steUt eine Schrumpfverbindung dar. Die Rohrenden werden durch Auswalzen gewaltsam er­
weitert, so daB bleibende Formanderungen und Zugspannungen oberhalb der FlieBgrenze irn 
Rohr auftreten (0-1 > + 2200 at fUr St 37). Das Rohr wird dabei mit einem Druck p an die 
01;?erflache der Bohrung gepreBt. Die GroBe dieses Druckes ist dadurch begrenzt, daB als resul­
tierende Spannung die Elastizitatsgrenze des Rohrmaterials (o-e = - 1500 at) dauernd nicht 
iiberschritten werden kann. Da es sich dabei immer um diinnwandige Rohre handelt, kann die 

1 Kerb.KonuS G. m. b. H. in Dresden. 
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Beanspruchung nach der Kesselformel ( (j = ::) berechnet werden, worin d der Rohrdurch­

messer und CJ die Rohrwandstarke ist. Zur Berechnung des auBeren Druckes p muB in dieser 
Gleichung diejenige Spannung (j eingesetzt werden, die mit der vom Aufwalzen herriihrenden 

Abb. 24.7 . Tangential. 
verblnd ung . 

n b 

Abb. 24.6. Znhnmdbelcstfgung. c d 
Abb. 2~ .8. a D!lchsenbclestlgung. b Zuglcderbelc.tlgung. C Ill. 
Drehstlft an Olentiiren. d 1118 Flxlerung f ftr abnchmbnre Tefl • . 

b a a b 
Abb. 24.9. a Knebel. b Gelenkbolzen. Abb. 24.10. a Kerbnagel znr Befestigung von FirmaschUdern. 

b Blechbefestigung. 
Abb.24.6--24.10. Verschiedene Anwendnngsbeispiele mit Kerbstlften. 

Zugspannung von 3200 at die resultierende Druckspannung von 1800 at erzeugt, d. i. (j = 2200 
+ 1500 = 3700 at. Damit wird p = 7400 CJld at . (24.5) 

Im allgemeinen wird nur ein Bruchteillin der Oberflache wirklich angepreBt. Er ist um so 
groBer, je sorgfaltiger das Einwalzen durchgefiihrt wird. Die theoretische Abstreifkraft, d. i. die 

20000 Kraft, welche auf Grund dieser Ul;>erlegungen zur Lo-
S/u/z!/iicife 1,<; (d a. - dd kg sung der Verbindung, d. h. zur Uberwindung der Rei­

t~ bung erforderlich ist, wird 
g~ 1 

Pmax= -ftndspkg, n 
" d 0 

5000 

o 

_,,/~\I(l-¥'O 
2- 0-~5. ~~~-¥,O 

\~ oj'WN,5 
2-20'25 ;( . 

\ 0·zo.1f,0) 

/" 

worin s die Dicke der Rohrplatte und ft die Reibungs­
zahl zwischen Rohr und Platte ist. Setzt man den 
Wert von p aus G1. 24.5) darin ein, so erhalt man: 

7400 
P max = - - nft8CJ kg. 

n 
(24.6) 

Die Versuche von Dr.-lng. E. Sie bell besta­
tigendieRichtigkeit dieserUberlegungen (Abb. 24.11). o lIoftuufweilul1§ 4smm}, /reil1 

olfuflouf'weilul1§ 1,0mm iJbersiund 
100 200 .J(JO mm2 1f(J0 Er fand als Resultat seiner Untersuchungen, daB die 

S/iJlzl'liiclle Abstreifkraft 35 kg je mm2 Stfrtzflache betragt, wenn 
Abb.24.11. Haftkraftnacb den Versuchen von E. Siebel. mit Stfrtzflache die Flache 2· s· CJ bezeichnet wird. 

Der Proportionalitatsfaktor 7400 n ft in G1. (24.6) ist nach diesen Versuchen gleich 7000. _ __ ~__ n 
1 Siebel, Dr .. lng. E.: Mitt . Eisenforsch. 9 (1927) S.295. - Thurn, A. und W. Mielentz: Verhalten 

eingewalzter Rohre im Betrieb. Z. VDI 81 (1937) S. 1491/94. 
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Fiir sorgfaltig eingewalzte Rohre kann demnach n = 1 und p, = 0,3 gesetzt werden. Die 
Versuche wurden mit Rohren von 83,7 mm auBerem Durchmesser und Wandstarken von 2,5 
resp. 4 mm, sowie mit Rohrplattendicken 8 von 2,3 und 4 cm durchgefUhrt. AbpreBversuche bei 
350 0 C ergaben weiter, daB die Haftfestigkeit del' Verbin­
dungen nicht geringer, sondern meist sogar -noch hoher als bei 
20 0 C war. Bei ungleichmaBiger Erwarmung z. B. Rohrflansch 
fur HeiBdampfleitungen) lockert sich die Schrumpfverbindung. 

Die zulassige Beanspruchung muB natiirlich kleiner als P max 
bleiben;'man rechnet mit einer vier- bis fiinffachen Sicherheit 
gegen Abstreifen. Durch UmbOrdeln (Abb. 24.12a) odeI' durch 
kegelformige Erweiterung del' vorstehenden Rohrenden (Abb. 
24.12b), odeI' durch Eindrehen von Rillen in die Rohrwand 
(Abb. 24.12c) kann die Abstreifkraft vergroBert werden. 

25. Schwei13verbindungen. 
c 

Durch SchweiBen werden Teile aus dem gleichen Metall derart zu einem Ganzen vereinigt, 
daB die Molekeln del' BerUhrungsflachen durch Kohasion aneinander heften. 

Rein metallische BerUhrung an del' SchweiBstelie ist also erste Vorbedingung fiir das Ge­
ling en del' SchweiBung. Fremde Stoffe, wie Oxyde odeI' Schlacken, verhindel'll die Verbindung 
durch Kohasion; sie haften nul' infolge del' Adhasion. Die Oxydation muB also entweder verhin­
dert odeI' die vorhandenen Oxyde muss en aufgelOst und unschad-
lich gemacht werden. Das letztere erreicht man durch Anwen- =8 
dung von SchweiBpulvel'll (Borax, Kolophonium, Blutlaugensalz 
usw.), die eine leichtflussige Schlacke bilden. AuBel' del' metal-
lischen BerUhrung ist noch ein Druck notwendig, um die Mole-
kel so nahe zusammenzubringen, daB die Kohasionskrafte wirk-
sam werden. Das SchweiBen gelingt nur bei einer bestimmten 
Temperatur, del' SchweiBtemperatur, die mit dem Kohlenstoff­
gehalt des Stahles wechselt. 

Bei del' SchmelzschweiBung werden die zu verbindenden 
Flachen geschmolzen, und zwar entweder mit einer Gasstichflamme (autogene SchweiBung) odeI' 
durch einen Lichtbogen. Die SchweiBstelie wird durch das flussige Metall des SchweiBdrahtes 
(odeI' del' Elektrode) ausgefUllt. Weil die Verbindung del' Molekeln in flussigem Zustande erfolgt, 
ist kein auBerer Druck notwendig. Zur Aufuahme des Verbindungsmetalles muB die SchweiB­
stelle entsprechend vorbereitet werden (Abb.25.3b). Die Gute del' SchweiBstelie ist bei del' 
SchmelzschweiBung fast ausschlieBlich von del' Zusammensetzung des SchweiBdrahtes (odeI' del' 
Elektroden) abhangig. Del' Vorgang del' LichtbogenschweiBung ist abel' keine einfache Werk­
stoffubertragung, sondel'll mehr ein Verhuttungsvorgang, bei dem FluB mittel, Schlacken, 
Zusatzstoffe, freiwerdende Gase usw. eine bedeutende Rolle spielen. Die Elektroden werden 
deshalb umhullt und geben dem Endprodukt die gewollten Eigenschaften. Auf diese Weise 
kann auch das frUber gebrauchliche AusglUben und Hammel'll del' SchweiBnaht vermieden 
werden. Die richtige Wahl del' geeigneten Elektroden ist eine wichtige Voraussetzung fiir das 
Gelingen einer guten SchweiBverbindung. 

Die Gute derVerbindung ist auch in hohem MaBe von del' Geschicklichkeit und Zuverlassig­
keit des Arbeiters abhangig. Es war daher begreiflich, daB SchweiBverbindungen wabrend 
langerer Zeit mit MiBtrauen betrachtet wurden. Heute ist man in del' Lage zuverlassige SchweiB­
verbindungen herzustellen, so daB die SchweiBung im Maschinenbau eine noch immer zu­
nehmende Verwendung findet. 

Bei del' elektrischen WiderstandsschweiBung werden die Teile durch den hindurch­
geleiteten Strom (bis 100000 Ampere und Spannungen von rd. 10 Volt) erwarmt. Sie hat als 
PunktschweiBung eine groBe Verbreitung gefunden. Die zu verschweiBenden Teile werden 
zwischen zwei stiftformigen Elektroden (Abb. 25.1) an eng begrenzten Stellen auf SchweiBhitze 
erwarmt und dann durch Anpressen einer Elektrode verschweiBt. Durch Nebeneinandersetzen 
solcher SchweiBpunkte (engel' odeI' weiter, geradlinig odeI' zickzackformig) entsteht eine niet­
ahnliche Verbindung. 

Wenn bei stark beanspruchten SchweiBstelien oft MiBerfolge auftreten, so ist daran zum 
groBten Teil del' Konstrukteur schuld. Er sollte auch bei SchweiBverbindungen die allgemeine 
Konstruktionsregel beachten: nul' so zu entwerfen, daB eine klare und eindeutige Festigkeits-



168 Verbindungen. 

rechnung moglich ist. Die Anordnung von Schweillnahten an Stellen, wo durch Forma~derungen 
unberechenbare Spannungen auftreten konnen, ist immer unrichtig. Aus dieser Uberlegung 
heraus hatte man auch ohne Versuch sofort sagen konnen, daB die Schweillung nach Abb. 25.2c 

" (uogeelgllct) 
b c 

(zwcclrmlUllg) 

Abb.25.2. a ungeeignet. Nabt reiCt bei 5 kg /em' IDllendruck. 
b ungeeignet. Nabt r eiCt bei 12 kg lOIIendruek, c zweck· 
maCig. Nabt reiCt bei 30 kg IDllendruck (naeb Versuebeu 

die beste sein muB. Wenn diese allgemeine 
Regel mehr beachtet wird, so werden sicher 
weniger Klagen tiber VerschweiBungen auf­
treten. 

Die Schweilleigenschaften der Stahle sind 
recht verschieden. Wahrend die niedrig ge­
kohlten (St 37 bis St 45) auch gegen groBere 
Abweichungen von den giinstigsten SchweiB­
bedingungen unempfindlich sind, verlangen 
die hoher gekohlten und auch die legierten 
Stahle in ziemlich engen Grenzen einzuhal­
tende SchweiBvorschriften urn gesunde Eigen­
schaften der Nahtzone (Gefuge, Zahigkeit, 
RiBfreiheit) zu erhalten. Die Verwendung 
solcher Stahle setzt also eingehende Kennt­
nisse tiber die gUnstigsten SchweiBbedingun­
gen und eine genaue Kontrolle tiber deren 
Einhaltung voraus. 

Berechnung. Bei den SchweiBkonstruk­von Brown, Boveri & Co., Baden). 
tionen kann es sich nur selten darum handeln, 

die wirklich auftretenden Spannungen genau zu berechnen, denn sie werden nicht nur durch die 
auBeren Krafte, sondern auch durch Quer- und Langsschrumpfungen der Nahte beeinfluBt. 
Man muB sich in der Praxis mit einfachen Naherungsrechnungen begntigen, die dann durch die 
Wahl oder die Vorschrift einer "zulassigen" Spannung ausgeglichen werden. 

Abb.25.3. Stumpfnahte. 
a V-Naht, oboe und mit 

Wurzelschweillung. 
b X-Naht. 

f.l Wechselzug t b 
a ~ " ~ . ~ , 

t1 - Ursprungs- t 

~ /~ p 

11 
Abb.25.4 . Stlrnnnht. 

111 
a b 

Abb.25.6. Kehlnabte. 
a "Oberwiilbt (a'w = 11 kg/mm'). 
b flach. c hohl (a' w = 14 kg/mm'). 

T 
Slohlgu8. 

Bei den Stumpf- oder StoB­
nahten (Abb. 25.3) ist der Spannungs­
verlauf bei Zug-, Druck- oder Biege­
beanspruchung klar; bei guter Schwei-

T 
Abb. 25.5. Flankennaht. 

Bung reiBt eher das 
Blech als die, etwas ver­
dickte, Naht. Man un­
terscheidet V- und X­
Nahte ; letztere fUr 
dickere Bleche. 

, fes/fglrei! 

t o;.-5l<g,\Mt t O'u-7,ik~ 

Bei den Stirn­
nahten (Abb. 25.4) 
tritt immer Biegebean­
spruchung auf. Photo­
elastische Untersuchun­
gen haben aber gezeigt, 
daB die Beanspruchung 
symmetrisch in bezug 

Abb.25.7. Abb. 25.8. Rotorkonstruktion. 

auf MM ist . . Die Stirnnahte konnen deshalb mit guter Annaherung auf Zug berechnet werden. 
Durch die Zugkraft P = Pl' b entsteht dann die Spannung 

(J = P1/OA '" P1/O,7 a . 

. Flankennahte (Abb.25.5) werden auf Biegung und Abscheren beansprucht. Man nimmt 
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bei der Berechnung an, daB die Schubspannung gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilt ist 

1: = P!F = PIla = CTzul!2 . 
Die Flankennaht darf also nur 5/7 der Kraft einer Stirnnaht beansprucht werden. 

Kehlnahte (Abb.25.6) werden iiberwolbt, flach oder hohl ausgefiihrt und sowohl auf Zug 
als auch auf Biegung beansprucht. Nach den Versuchen von O. Graf ist die Ursprungsfestigkeit 
bei Dauerbeanspruchung durch Zugkrafte bei der Ausfiihrung nach Abb. 25.7b mit zugespitzten 
Kanten (hauptsachlich Zugspannungen) mehr als 50% groBer als bei der iiblichen Ausfiihrung 
nach Abb. 25.7 a (vorwiegend Biegung). Abb.25.8 zeigt links die verbesserte SchweiBkonstruk­
tion eines Rotors. Bei Wechselbiegung ist (nach den Versuchen von A. Thum) die Hohlnaht 
der iiberwOlbten Naht weit iiberlegen. 

Schrifttum. 
Cornelius, R.: Die Dauerfestigkeit von SchweiBverbindungen. Z. VDI 81 (1937) S. 883/88. - Graf, 0.: 

Dauerfestigkeit von SchweiBverbindungen. Z. VDI 78 (1934) S. 1423/27. - Thurn, A.: SchweiBgerechte 
Maschinengestaltung. Z. VDI 79 (1935) S. 690/92. - Thurn, A. und A. Erker: Dauerbiegefestigkeit von 
Kehl- und Stumpfnahtverbindungen. Z. VDI 82 (1938) S. 1101/06 und 83 (1939) S.1293/97. - Neue Ver­
ordnung tiber die Berechnung, die Ausfiihrung und den Unterhalt der Bauten aus Stahl vom 14. Mai 1935. 
- Eichinger, A.: Berechnung geschweiBter Verbindungen. Schweiz. Bauztg. Bd.l00 (1936) Nr.3 vom 
18. Juli. - ROB, M. und A. Eichinger: Gtitebewertung und zulassige Spannungen von SchweiBungen im 
Stahlbau. Schweiz. Bauztg. Bd. 112, Nr. 14 vom 1. Okt_ 1938. 

26. Elastische Verbindungen (Federn). 
AIle Korper sind in gewissem Grade federnd, weil sie unter der Einwirkung der Krafte 

elastische Formanderungen erleiden. Federn nennt man solche Maschinenteile, die durch die 
Belastung gro.Be. Formanderungen ohne schadliche Beanspruchung erfahren. 

Federnde Verbindungen werden verwendet, wenn eine groBe StoBenergie aufgenommen 
werden muB, z. B. bei Eisenbahnwagen, Automobilen, Kupplungen usw. Die durch einen StoB 
iibertragene Kraft ist um so kleiner, je groBer die dadurch bedingte Formanderung der Feder 
ist, ohne daB die Elastizitatsgrenze iiberschritten wird. Federnde Verbindungen werden auch 
zur Aufspeicherung von Energie und zur Erzielung einer zwanglaufigen Bewegung von Ma­
schinenteilen verwendet (z.B. bei Ventilen, Nockensteuerungen usw.). Das Federproblem ist 
hauptsachlich auch ein Schwingungsproblem. Hier wird nur die Berechnung der Spannungen 
und der Formanderungen behandelt. Fiir einfache Faile konnen die Eigenschwingungszahlen 
der Feder nach den Angaben im (Abschn. 33) berechnet werden. 
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Abb.26.1. Dauerfestigkeitsschaubild eines Kohlenstoff· Abb.26.2. DauerfestigkeitsschaubHd eines Chrom-
stahles', gehartet bei 740 0 (01), angela.sen auf 450 0 C Vanadiumstahles', gehartet bei 840 0 (01), angelassen 

K z = 150 kg/mm'. auf 4200 C. 
Verdrehungs-Streckgrenze "'8 = 100 kg/mm'. K z = 150 kg/mm'. "'8 = 110 kg/mm'. 

-----
1 Swan, R., R. Sutton und W. D. Douglas: An Investigation of Steels for aircraftengine Valvesprings. 

Engineering 131 (1931) S. 314 u. 374. 
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Der Werkstoff ist hochwertiger Stahl, dessen Wechselfestigkeit (Abb. 26.1 u. 2) erheblich 
gesteigert werden kann, wenn man die oberste Schicht des Federdrahtes nach der Warme­
behandlung etwa 0,5 mm im Durchmesser abschleift, wobei auf guten Polierschliff geachtet 
werden muB. Die Federn miissen dann kalt gewickelt werden. Der Grund fiir die Festigkeits­
verminderung durch die Oberflachenschicht liegt einerseits in kleinen Rissen oder sonstigen 
Beschadigungen, anderseits in einer wahrend der Warmebehandlung auftretenden Entkohlung. 

Zur Untersuehung del' Besehadigungen' in del' Oberflaehe wird folgendes Verfahren angewandt: Del' Draht 
wird in einem elektrolytischen Bad mit Natriumkarbonatlosung bei einer Stromdichte von 9300 Ampere/em2 

gereinigt, dann 12 Stunden in Ammoniak-Chloridlosung gelegt, hierauf 12 Stunden del' Einwirkung del' Luft 
ausgesetzt. Die feinsten Haanisse zeiehnen sieh dann ala Roststreuen abo Es diirfte sich empfehlen, besonders 
hoehbeanspruchte Ventilfedern in diesel' Weise zu priifen, bevor sie dem Betrieb iibergeben werden. 

Fiir die Herstellung bequemer ist es die Federn im Einsatz zu harten oder aus nitrierten 
Stahl herzustellen. Wie die Erfahrung zeigt, hangen die Festigkeitseigenschaften der kalt ge­
zogenenDrahte auch vom Drahtdurchmesser abo Man setzt (fiir d kleiner als etwa 20 mm): 

.: = .0 (1 - 0,187Vdmm) 

worin .0 die zulassige Torsionspannung fiir sehr diinne Drahte ist. 
Gummifedern finden eine zunehmende Verwendung bei del' Aufstellung von Maschinen. 

Bis etwa 12 kg/cm2 Druckspannung gilt auch fiir Gummi das Hookesche Gesetz. Luft wird 
hauptsachlich bei den Fahrzeugreifen als Federung verwendet. 

Die durch die Formanderung aufgespeicherte Energie ist bei 
()'2 

Zugbeanspruchung 2!z = 2E' V, (12.3) 

Biegung gieicherFestigkeit2tb = ;2E · V, (12.47 mit i = 1/3 fiir Kreis) 
T 2 

Verdrehung (Kreis) 2!t = 47/ V. (12.56) 

Mit Tzul = 0,5 azul und G = 2 (:! 1) = 5/13E, ist 2!t = 6,1~2 E- V . 

Bei gleicher StoBarbeit m und bei gleichem Werkstoff (azul) gibt die Zugbeanspruchung das 
kleinste Stabvolumen. 

26.1. Zug- resp. Druckfeder. 
Die gute Werkstoffausniitzung diesel' Federart wird bei del' Ringfeder verwertet. Diese 

besteht aus einzelnen AuBen- und Innenringen, die Init Doppelkegelflachen ineinandergreifen 
(Abb.26.3). Bei Belastung in del' Langsrichtung del' Feder werden die Innenringe radial zu­
sammengedriickt, die AuBenringe gedehnt. Die Feder kann nul' soweit zusammengeschoben 
werden, bis die benachbarten Stirnflachen aufeinander stoBen, so daB eine Uberlastung ausge­
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Abb.26.3. Ringfeder. 

schlossen ist. 
Die radiale Belastung der Ringe wird aus der 

achsialen Federkraft in ahnlicher Weise berechnet 
wie bei Keilen. Die Spannung in den meist diinn­
wandigen Ringen folgt aus der Kesselformel. Del' 
EinfluB del' Reibung ist sehr groB. Um Selbsthem­
mung der Feder zu vermeiden muB del' Kegelwinkel 
mit der Federachse gr6Ber als del' Reibungswinkel 
sein. Bei einem Kegelwinkel von 15° wird etwa 2/3 del' 
StoBarbeit durch Reibung vernichtet. Die Ringfeder 
ist demnach eine ausgezeichnete Pufferfeder. 1m 
Dauerbetrieb muB deshalb fiir die Ableitung del' Rei­

bungswarme durch Luft- oder Olkiihlung gesorgt werden. Die Ringfeder wird bei Flugzeugen als 
Federbeine verwendetl. 

26.2. Biegefeder. 
Blattfedern. Um bei geringem Werkstoffverbrauch eine groBe Formanderungsarbeit auf­

speichern zu k6nnen, wird ein K6rper gleicher Biegespannung Init rechteckigem Querschnitt 
verwendet. Die Form eines K6rpers gleicher Biegespannung ist durch die Gleichung 

aIllaX=~"'- e", = konstant festgelegt (S. 47). Fiir rechteckige Querschnitte ist J",/ex = ~ bx h~. 
x 

1 Richter, E.: Ringfedel'beine fiir Flugzeuge. Z. VDI 83 (1939) S.652/54. 
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Wenn der Korper in zwei Punkten unterstutzt und in der Mitte durch einen Einzelkraft P 
. P 6 Px 

belastet wird, so 1St: M", ="2 x, und O"max = 2 b n' = konstant" so daB 
. '" x 

b",h'fc = K· x (26.1) 

sein muB. Diese Gleichung mit zwei Unbekannten reicht zur eindeutigen BestinImung des 
Korpers gleicher Biegespannung nicht aus, so daB irgendeine weitere, beliebige Bedingung 
aufgestellt werden kann, z. B. h", = konst., dann ist b", = ~x (Abb. 26.4) oder b", = konst., dann 

1, 0 A t"'!J"i 

~. + li CkD 
~p"-' . 

~ 

P/2 
p 

P/2 

Abb.26.4. (Aus Winkel, Festigkeitslehre.) Abb.26.5. 

Abb. 26.6. Abh. 26.7. (Aus Winkel.) 
Ahh.26.4 his 7. Grundformen gleicher Biegespannnng fill Blattfedern. 
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Ahh.26.8. Giiterwagenfeder der Dentschen Reichshahn (ans GroC). 
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ist h'fc = k2 x (Abb.26.5). Bei der praktischen Ausfuhrung kann die Feder natfulich nicht in 
eine Spitze auslaufen, sondern sie muB eine endliche Breite an den Enden erhalten (Abb. 26.6); 
die oben festgelegte Beziehung b", = ~ x trifft dann nicht mehr zu. 

Bei groBer Formanderungsarbeit wird die Breite b", sehr groB (Abb.26.7). Wenn man aber 
die Dreieckfeder I in eine gerade Anzahl (2 n) gleich breiter Streifen von der Breite b/2 zer­
schneidet und diese Streifen so zusammenfiigt, daB sie den Korper II bilden, so erhalt man ein 
Blattfederwerk, das dieselbe Tragfahigkeit hat wie die Dreieckfeder, wenn daffu gesorgt wird, 
daB die einzelnen Blatter bei der Biegung frei (also ohne Reibung) ubereinander gleiten, aber 
sich nicht voneinander entfernen konnen. 

8 
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Diese Uberlegungen gelten aueh, wenn die einzelnen Blatter versehieden dick sind; fUr die 
Bereehnung del' Biegespannung ist einfaeh die Summe del' Widerstandsmomente del' einzelnen 
Blatter einzusetzen. Solehe gesehiehtete Blattfedern kommen hauptsaehlieh bei Eisenbahn­
wagen (Abb.26.8) und bei Kraftwagen VOl'. Dehnungsmessungen an Eisenbahnfedern (mit 
seehs gleiehdieken Blattern) und mit einer Kraftwagenfeder (mit elfteilweise versehieden dieken 
Blattern) ergaben eine reeht gute Ubereinstimmung del' gemessenen mit den bereehneten Span­
nungen1, obsehon erhebliehe Reibungen zu uberwinden sind. Abb.26.9 zeigt, daB Be­
lastungs- und Entlastungslinie del' Blattfeder nieh t zusammenfallen, sondern infolge del' Reibung 
eine Sehleife bilden. Da die Reibung bei del' Be- und Entlastung gleieh groB ist, liegt die Kennlinie 
fUr die reibungsfreie Feder genau in del' Mitte. 

Die Tragfedern del' Sehienenfahrzeuge werden in ihrer Mitte dureh einen Bund aus weiehem 
Stahl zusammengehalten (Abb. 26.8), del' unter dem allseitigen Druck einer hydraulisehen Presse 
warm aufgesehrumpft wird. Die einzelnen Blatter haben einen gerippten Quersehnitt (DIN 1570). 
Die auf die Druekseite zu legende Rippe greift mit etwas Spiel in die Rille des folgenden Blattes 
ein und siehert die einzelnen Blatter gegen Querversehie bungen. Das Tragheitsmoment des 
gerippten Quersehnittes ist etwa 21 j 2 % groBer als beim Reehteek; die Widerstandsmomente 
sind praktiseh gleieh groB. 

d2 M 
Aus del' Gleiehung del' elastisehen Linie: d;Z = J x ~ (12.12) 

J" und aus del' Biegegleiehung: M x = - Gmax 
ex 

folgt 1 _d2 y 2amax 

(! - dx2 =TE' 

(12.10) 

(26.2) 

d.h. die elastisehe Linie ist fUr ein K6rpel' gleiehel' Biegespannung immel' ein Kreisbogen, 
wenn h = konstant ist (Dreieekfeder, aueh gesehiehtet). Dureh Integration erhalt man: 

2 amax x2 
y = -';:-1F 2 + 0I X + O2 , 

Die Integrationskonstanten 01 und O2 werden gleieh Null, wenn del' Koordinatenanfangspunkt 
in die Mitte del' beidseitig frei drehbar gelagerten Feder verlegt wird, weil dort sowohl dxJdy 
als x gleieh Null wird. Die gr6Bte Durehbiegung / erhalt man fUr x = lj2: 

(26.3) 

Die gesehiehtete Dreieekfeder laBt sieh genau nieht ausfiihren, da das freie Federende eine 
endliehe Breite haben muB; man wahlt deshalb die Trapezform (Abb. 26.6). Die Abweiehung 
yom Dreieek kann dureh Einfiihrung eines Beiwertes K berueksiehtigt werden 2: 

a max 12 
/=K JjJ · 4h' (26.4) 

Fiir b'jb = 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 
ist K = 1 0,88 0,80 0,75 0,7 2/3 

worin b' jb das Verhaltnis del' kleinsten zur gr6Bten Blattbreite ist. 
Zahlenbeispiel 27.1. Die Tragfeder eines Eisenbahnwagens ist bei leerem Wagen mit 

PI = 3575 kg und bei vollbesetztem Wagen mit P2 = 5575 kg belastet. Die zulassige H6ehst­
spannung ist zu 70 kg/mm2, die zulassige Federung /2-/1 zu 54 mm und die gr6Bte Federbreite 
b =]2 em (DIN 1570) vorgesehrieben. Welehe Abmessungen erhalt die Feder? 

Die Normen lassen bei 12 em Breite 1,3 und 1,6 em Dicke h zu. Der Konstrukteur wird 
h = 16 mm wahlen urn eine kleinere Blattzahl zu erhalten. Aus G1. (4) folgt 

70 12 
/2 = K· 2. 104 . 4'1,6' (a) 

Del' unbekannte Wert /2 kann aus del' Gleichung 

P2/Pn =/2//" zu /2 =/", Pz/Pn (b) 
5575 70 12 

bereehnet werden, so daB aus 01. (a): 54· 2000 = K· 8.104 . 1,6 

mit dem gewahlten Wert K = 0,84 fiir b'jb = 0,3 die Federlange l = 180 em folgt. Aus 

1 Lehr, E. und A. Wiegand: Spannungsverteilung in Federn. Forsch. 8 (1937) S. 161/68. 
2 Witzig, K.: Zur Berechnung von Tragfedern fiir Eisenbahnfahrzeuge. Schweiz. Bauztg. 72 (1918) 

S. 249., 



26. Elastische Verbindungen (Federn). 173 

der Biegegleichung 
Mmax P ·l/4 . . . 

O"max = W max = nbh2/6 folgt welter. 

2 bh2 

P = :3 O"max -l- n oder 
2 12.162 

5575 =:3 X 7000 X ISS' n. und n =7,3. 

Da die Blattzahl eine gauze Zahl sein muB, wahlt man n =' 7 und muB gleichzeitig urn die vor­
geschriebene Spannung nicht zu iiberschreiten die Federlange, z. B. auf 1 = 180 cm kiirzen. 

Gewundene Biegefedern sind Stabe von meist rechteckigem oder kreisfOrInigem Quer­
schnitt, deren Mittellinie nach irgendeiner raumlichen oder ebenen Kurve gekriimmt ist. Die vor­
herrschenden AusfiihrungsforIllen sind die nach der archimedischen Spirale in einer Ebene 
gekriimmte und die zylindrische Schraubenfeder. Wird auf die Federspindel das Drehmoment Md 
ausgeiibt, so dreht sie sich gegen den Biegewiderstand der Feder um den Winkel Llcp. 

Die ebene Spiralfeder (Abb. 26.10) wird durch die Kraft P auch auf Biegung beansprucht. 
Solange die Banddicke der stark gekriimmten Feder klein im Verhaltnis zum Kriimmungsradius 
ist, so darf Z = J gesetzt werden. , 

Aus der Gleichung der elastischen Linie d2 y = dcp = Ma; = Py folgt durch Integration: 
dx2 dB JE JE 

Llcp=~fyds, 

worin f yds das statische Moment der Mittellinie in bezug auf die 
Richtungslinie der Kraft P ist, d. h. gleich der Lange der Mittel­
linie 1 mal dem Abstand des Schwerpunktes. Der Schwerpunkt der 
Mittellinie fallt mit dem Mittelpunkt der Feder zusammen, so daB 

f yds = l· p ist. Damit wird der Verdrehungswinkel 
p. p·l 

Ll cp = ~ . (26.5) 

Die aufgespeicherte Formanderungsarbeit ist Il{ = Mmax !J2'P = (;~~ l • Abb. 20(~~8 ~~rr~~e~~Ir!\lIeder 

Fiihren wir die groBte Spannung O"max = 2 ~p e ein, die in der auBersten Windung diame­

tral der Befestigungsstelle auftritt, so ist: 
ainaxJ 1 Il{= -- . 
Se 2 E 

Fiir den Rechteckquerschnitt, der giinstiger ist als der Kreis, ist e = hj2, 
ai'nax b . h . l ai'nax 

ill: = 24 E = 24E V , 

(26.6) 

J = -r-ll" bh3 und 

(26.7) 

wenn mit V = b· l· h wieder das Federvolumen bezeichnet wird. Daraus folgt, daB die Form­
anderungsarbeit nur yom Volumen der Feder abhangig ist und nicht von der Zusammensetzung 
des Volurnens aus den drei Faktoren l, b und h. Die Anzahl Windungen ist del1lllach gleichgiiltig, 
wenn beim Aufwickeln nur darauf geachtet wird, daB die einzelnen Gange sich nicht beriilIren; 
die Feder also "frei atmen" kann. 

Sind beide Endender Feder fest eingespannt, so kann 
die Feder eine fast doppelt so groBe Formanderungsarbeit 
aufnehmen 1 ; eine wirklich feste Einspannung ist aber 
nicht so leicht zu erreichen. 

Die gleiche Berechnungsweise gilt fiir die auf Biegung 
beanspruchte zylindrische Schraubenfeder. Abb.26.11. Tellerfeder. 

Tellerfedern (Abb.26.11) bilden eine sehr kraftige Feder auf kleinem Raum (Puffer­
feder); sie werden im allgemeinen in Paaren verwendet. Zur Erreichung einer groBen Tragkraft 
bei kleiner Federung werden mehrere Tellerpaare aufeinander gesetzt und durch Fiihrung in 
einem Rohr zu einer Saule vereinigt. Bei schwacher Neigung der Teller konnen sie nach der 
Theorie der Kreisplatten (Abschn. 14.5) berechnet werden. 

26.3 Drehungsfedern. 
Ein schraubenformig gewickelter Draht werde durch zwei Krafte P, deren Richtung mit der 

Zylinderachse zusammenfallt, entweder auseinander gezogen oder zusammengepreBt (Schrauben-

1 van den BToek, J. A.: Spiral springs. Trans. A. S. M. E. (1931) S.247/63, Paper APM. 53-IS. 
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feder, Abb. 26.12). Schneidet man die Feder an irgendeiner Stelle durch, so miissen die dort 
iibertragenen Spannungen mit der auBeren Kraft P im Gleichgewicht stehen. Bei der Verlegung 
der Kraft P in den Schwerpunkt des Querschnittes tritt ein Kraftepaar p. r auf. Wenn die 
Steigung der Schraubenlinie gering ist (was bei fast allen praktischen Ausfiihrungen der Fall 
ist), so steht die Ebene des Krafi;epaares fast senkrecht zur Schraubenlinie, der Draht mit 
dem Durchmesser a wird dann nur auf Verdrehung beansprucht. Es entsteht eine groBte Span-

p nung (im gerade gedachten Draht). 

Abb.2fl.12 . Schrauben­
feder. (Aus .Winkel.) 

ds 

Abb.26.13 . 

Pr 5P· r 
r = n d3 = ~ . (26.S) 

16 
Die Streckung oder die Zusammendriickung 

der Feder folgt aus dem Verdrehungswinkel {}. 
Durch die Verdrehung eines Langenelementes 
ds der Feder, gemessen langs der Schraubenlinie 
(Abb. 26.13) um den Winkel {}ds, entsteht eine 
vertikale Verschiebung 

df = r{}ds = r2{}ckp 
der Kraft P. Die totale Streckung bzw. Z u­
sammendriickung der Feder erhalt man durch 
die Summierung der Teilverschiebungen iiber 
die gauze Federlange entsprechend dem Winkel 
2 ni, wenn mit i die Anzahl der Windungen be­
zeichnet wird. 

2 n i 

f = J 1·2 {}d((! . 
o 

1nfolge der verschiedenen Formen der Endwindungen (Befestigungen) ist es oft nicht leichv, 
die richtige Zahl i der wirksamen Windungen zu wahlen. 

Die Werte von {} sind fiir die gebrauchlichsten Querschnittsformen aus Zahlentafel 12.S zu 
entnehmen. Fiir den kreisformigen Querschnitt ist mit G1. (S) 

{}= 
(26.9) 

2ni 

Wenn r = konst. ist, wird f = 2 r r2 J d _ 4 nirr2 
G·d ((!- G·d . (26.10) 

o 

und nach Einfiihrung von r aus G1. (S): f = 64 P r 3.i 
Gd4 • 

(26.11) 

Die Formanderungsarbeit der Feder ist 
,2 

m = 4G' V. (12.56) 

Fiir rechteckige Querschnitte und fUr kegelformig gewundene Federn wird auf die Literatur 
verwiesen. 

Diese iibliche, vereinfachte Berechnungsweise ist hauptsachlich wegen der Vernachlassigung 
der Federkriimmung ungenau. Die Torsionsspannungen sind dann nicht mehr zentrisch sym­
metrisch iiber den Querschnitt verteilt, sondern sie verlaufen in nicht kouzentrischen Kreisen. 
1st die Schraubenlinie steilgangig, so treten zu del' Torsionsbeanspruchung noch Biegespa,lll1ungen 
hinzu. Die exakte Losung vonO. Gohner, welche zeigt, daB die Vereinfachungen von E. Hon­
negger und von A. M. Wahl durchaus zulassig sind, kann durch EinfUhrung eines Faktors K 
auf die iibliche Losung zuriickgefiihrt werden: 

(26.12) 

Die Korrekturfaktoren Kl und K2 sind in den Abb. 26.14 u. 15 (nach Be rgstraBer) eingetragen. 
Sie zeigen, daB die T orsionspannung fiir kleine Werte von r / a etwa 60 0 / 0 groBer wird als aus 
der iiblichen Gleichung (S) folgt. Die Formanderung dagegen wird durch die Kriimmung nur 
unwesentlich beeinfluBt. Fiir rechteckigeQuerschnitte hat G. Liesecke 1 Diagramme aufgestellt. 

1 Z. VDI 77 (1933) S. 425 und 892. 
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Abb. 26.14 u . 15. Korrekturfaktoreu K zur Berechnung von "max in Schraubeniedern. Steigungswinkel = a, Mittlere 
Kriimmungsradius = 7, Drahtstiirke = a. 

26.4. Paranel~ und Hintereinanderschaltung von Federn. 
Es kommt viel:fach vor, daB eine Kraft gleichzeitig auf mehrere Teile wirkt. Die Berech­

nung der Formanderungen, resp. der Teilkrafte auf die einzelnen Teilen erfolgt dann am ein­
fachsten in folgenderWeise. AIsMaB fUr die Starrheit derFeder, dient die Einheitskraft1a, 
das ist die Kraft in kg (oder das Moment in kg· cm) fUr die Einheit der Formanderung. 

FUr Zugbeanspruchung ist a = PIA oder P = a . A 
FUr Biegung . . . . . . a = Ply P = a· y 
FUr Verdrehung. . . . . 0= Mdly Ma = a· y 

Bei Parallelschaltung (Abb.26.16) sind die Formanderungen der einzelnen Karper 
gleich groB. 

Da J, = PI =~2_ und P = PI + P2 = aA ist, muB alA + a2 A = aA, also 
0 1 O2 

(26.13) 
Eein. Bei Hintereinanderschaltung 
sind die Einzelteile durch die gleiche 
Kraft beansprucht (Abb. 26.17). Aus 
p=aA und Ar+J'2=A folgt 

~+~=~ 
0 1 O2 C 

oder ~ +~ =~ (26.14) 
0 1 O2 0 

Schrifttum. 
Fur die Literatur bis Ende 1937 sei 

auf das Schrifttumverzeichnis im Buch von 
S. Gross und E. Lehr verwiesen. Die nach­
folgenden Angaben erganzen dieses Verzeichnis 
durch die neuesten Veriiffentlichungen. 

Gross, S. und E. Lehr: Die Federn, ihre 
Gestaltung und Berechnung. VDI-Verlag 1938. 
- Gross, S.: Berechnung und Gestaltung der 
Federn. Berlin: J. Springer 1939 gibt einen ffir 
den praktischen Gebrauch bestinlmten Auszug 
aus dem vorgenannten Buch, unter Weglassung 
der theoretischen Ableitungen. 

Gummifedern. 

a 

r r 

p 

b 

, ~. , 
~~ r 0 

I 

Abb. 26.16. Parallelschaltuug von Federn 
(gleiche Formanderung). 

Abb.16.17. Hinter· 
einanderschaltung 

von Federn (gleiche 
Kraft). 

Thum, A. und K. Oeser: Gummifederung fur ortsfeste Maschinen. Mitt. MPA der T. H. Darmstadt. 
VDI-Verlag 1935, mit Literaturverzeichnis. - Kremer, Ph.: Gu=i in Radern ffir Schienenfahrzeuge. Z. 
VDI 77 (1933) S. 955/58. - Wiessner, P.: Neuere Anwendungsgebiete ffir Gummi im Maschinenbau. Glasers 
Aml. 121 (1937) S. 88/89. - Riediger, B.: Federnde Lagerung von V- und Sternmotoren. Z. VDI 82 (1938) 
S.315/20. - Keys, W. C.: Rubber springs. Mech. Engng. 59 (1937) S. 345/49. - Downie, J. F. 
Smith: Rubber mountings. J. appl. Mech. 5 (1938) S. 13/23. - Hull, E. H.: The use of rubber in vibration 

1 Es ",ird dl!-ffir auch die unklare Bezeichnung "Federkonstante" verwendet. 
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isolation. J. app!. Mech. 4 (1937) S.109/14. - Hirschfeld, O. H. und E. H. Piron: Rubber cushioning 
devices. Trans. A. S. M. E. 59 (1937) S.471/91. 
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3. Wellen. 
31. Gerade Wellen. 

Wellen sind zylindrisch gedrehte Korper. Kalt gezogene Wellen eignen sich nur fUr 
untergeordnete Zwecke, da sie sich verziehen, wenn Keilbahnen eingefrast werden. Nach Ver­
suchen von Bach war 

eine kalt gezogene Welle 50·3420 urn 3,1 mm krumm nach Einfriisen der Nute. 
""" 70 . 3420 " 1,3 " 
" gedrehte 70 . 3420 " 0,37 " 

Auch die gedrehte Welle verzieht sich demnach etwas, so daB es als praktische Regel gilt, den 
letzten Schlichtspan nach dem Einfrasen der Nute abzunehmen. Kaltgezogene Wellen darf 
man nur dort verwenden, wo die Riemenscheiben durch Klemmen oder mit Hohlkeilen be­
festigt werden. 

Hohle Wellen mit dUnner Wandstarke (Rohrwellen) eignen sich besonders fUr groBe Lager­
entfernungen (z. B. fUr Transportschnecken) und uberall dort, wo Gewichtsersparnis notwendig 
ist. Das Ausbohren auf di = 0,5 da verringert das Widerstandsmoment nur um rd. 6 %, das 
Gewicht dagegen um 25 %. 

Man unterscheidet Achsen und W.ellen; erstere werden vorwiegend auf Biegung (Eisenbahn­
achse, aber auch StraBenbahnachse, mit Drehmoment), letztere sowohl auf Biegung als Ver­
drehung beansprucht. 

Zum Stutz en der Welle dienen die Lager; der im Lager ruhende Wellenteil wird Zapfen 
genannt. Je nachdem die Welle in der Quer- oder in der Langsrichtung gestutzt wird, unter­
scheidet man: Querlager (Traglager, Radiallager) und 

Langslager (Spurlager, Drucklager, Stutzlager, Axiallager). 
Wenn Zapfen und Lagerkorper sich direkt beriihren, spricht man von Gleitlagern, in 

Gegenuberstellung zu den Walzlagern, bei denen die Auflagerkrafte durch eine Reihe von 
Kugeln oder Rollen ubertragen werden. 

Die Beriihrungsstelle zwischen Zapfen und Lager muB geschmiert werden. 

31.1. Festigkeit glatter Wellen. 
FUr volle runde Wellen folgt die Biegespannung (]b aus der Gleichung: 

Mb = 0,1 d3 (]b , (3Ll) 
die Torsionsspannung • aus: 

Md= t as.. (31.2) 
Meist ist das Drehmoment nicht gegeben, sondern es wird vorgeschrieben, daB die Welle N PS 
resp. kW bei n Uml./min ubertragen soll. Nun ist 

Leistung = Drehmoment X Winkelgeschwindigkeit 

und die Winkelgeschwindigkeit OJ = ~;. Da 1 PS = 75 mkg/s undl kW~,,!,2~~k~/!list, wird 

N I M nn 
7500 pskgcm s = d· 30 = 10200 N kW 

(31.3) M = 7500· 30. Nps = 71620 Nps = 97310 NkWJ. 
d n n n n~ 

l\'lit Hille der Momentenflache fur Biegung und Verdrehung iaBt sich der Verlauf der 
Momente uber die Welle leicht uberblicken. Bei gleichzeitigem Auftreten von Torsion und 
Biegung an der gleichen Stelle der Welle tritt in der auBersten Faser eine maximale 
Schubspannung auf: 

(31.4) 
ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Aufl. 12 
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die fUr den zahen Werkstoff (St 50 oder St 60) nach der Mohrschen Bruchhypothese als MaB 
der Beanspruchung gilt. 

Nach den Erlauterungen in Abschn. 13.2 hangt der zulassige Wert von Tmal' wesentlich davon 
ab, ob der Spannungszustand ruhend oder wechselnd ist. Die Biegespannung wechselt bei jeder 
halben Umdrehung der Welle das Vorzeichen, ist bei drehenden Wellen also immer eine wech­
selnde Beanspruchung. Die Torsionsspannung wechselt mit dem Drehmoment, das z. B. bei den 
Kolbenmaschinen periodisch veranderlich und bei den rotierenden Maschinen konstant ist. 
Die in Zahlentafel 3l.1 fiir verschiedene Belastungsfalle zusammengestellten zulassigen Span­
nungen gelten fiir glatte, sauber bearbeitete Wellen und nur solange der gefahrliche Querschnitt 
nicht an einer Stelle liegt, wo die Welle abgesetzt ist (Kerbwirkung) oder wo Teile aufgekeilt 
oder aufgeschrumpft sind, also nicht in der Nahe der Kraftangriffsstellen. 

Zahlentafe131.1. Zulassige Spannungen Tmal' in kg/mm> fiir glatte 
Wellen. 

Torsionsspannung ~I Biegespannung 

Drehmoment 
iiberwiegt iiberwiegt 

1I1d Werkstoff Belastungswechselzahl/Lebensdauer 

sehr klein I sehr groJ3 I sehr klein I sehr groJ3 

konst. St50 12kg/mm' 12 6 
St 60 14 " 

14 7 

periodisch ver- St50 12 I 6 12 6 
anderlich St60 14 I 7 14 7 

Zwischen sehr kleinen 
und sehr groBen Bela­
stungswechselzahlen muB 
die zulassige Spannung aus 
dem Verlauf der Wohler­
kurve geschatzt werden. 
Oft muB mit Riicksicht 
auf die zulassige Form­
anderung die Spannung 
weit unterhalb dieser zu­
lassigen Grenzen bleiben. 
Um das von Anfang an zu 

beriicksichtigen nahm man friiher Tzul nur zu 1,8 kgjmm2 an und vernachlassigte dafiir die 
Biegebeanspruchung. Aus Gl. (2 und 3) folgt dann: 

31NPS 
dcm = 14,41/ - (31.5) , n 

welche Gleichung noch oft fiir Uberschlagsrechnungen verwendet wird, aber im allgemeinen viel 
zu dicke Wellen gibt. 

Die Auflagerstellen (Zapfen) sind noch besonders zu berechnen. Nimmt man eine gleich­
maBig verteilte Lagerbelastung an (Abb. 12.38), so ist die Biegespannung in der Entfernung 'YJ 

von der Biegeachse: 
_Mb _P.l/2. . _2Pl. 

(Jb - - 'YJ - ~/4 r Sill qJ -~ Sill qJ. J:n;r :n;r-

Die Schubspannung am Umfang des kreisformigen Querschnitts ist nach Gl. (12.40): 
4 P 4 P 2Pl 2r 

T = 3" T cos qJ = 3 :n; r" cos qJ = :n; r3 . 31 cos qJ • 

und die maximale Schubspannung nach Gl. (4): . 

_ 1 ,/ 2 + 4 2 _ 1 _ Pl V . 2 (4 r )2 
Tmax - 2 r(Jb T - 2 (Jzul - :n; r3 Sill qJ + 31 cos qJ • 

Sob aId sin2 qJ + (:; cos qJ r > 1 ist, tritt die groBte Beanspruchung nicht mehr in der auBersten 

Entfernung von der Biegeachse auf. Das ist der Fall, wenn 
4,. 2 
31 > 1 oder 1 < 3" d ist. 

Solche kurzen Zapfen kommen selten vor. 
Mit Riicksicht auf die Passungen (Sitze) ist es zweckmaBig, die Wellendurchmesser weit­

gehend zu normen; die Normzahlen (evtl.leicht gerundet) bilden die richtige Grundlage fiir 
die zweckmiiBige Abstufung. 

31.2. Abgesetzte Wellen. 
1st der Wellendurchmesser nicht konstant, so treten an den trbergangsstellen Spannungs­

erhohugen auf, die nach der elementaren Festigkeitslehre nicht berechnet werden kon­
nen. In Abschn. 16 sind die Grundlagen fiir die Berechnung solcher "Formgebungselemente" 
erlautert. Auch wird auf das Schrifttumverzeichnis (Abschn. 16.5) verwiesen. Die Spannungs­
erhohungen sind fiir Biege- und fiir Verdrehbeanspruchung verschieden. 
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Formziffer fUr Biegebeansprucbungen. Die auf Grund von photoelastischen Untersuohun-· 
gen gefundenen Formziffern bei plotzlichen Querschnittsanderungen sind (nach einer Zu­
sammenstellung der Unterkommission fiir Werkstoffbeanspruchung bei der Amer. Soo. Mech. 
Engs in Abb. 31.1 eingetragen. Sie gelten fiir ebene Spannungszustande, und stimmen gut 
iiberein mit den theoretischenWerten von Neuber (Abb. 31.1 u.2), nach welchen auch eine Ab­
hangigkeit von den Stababmessungen (insbesondere bei kleinen Staben) vorhanden ist. Wenden 
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31.1. FormzifferO:k fiir Biegung (nach Frocht, Flachstabe). Abb. 31.2. FormzifferO:k fiir Biegung (nach Neube 
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Abb. 31.3. Formziffer fiir Biegung (nach Neuber). Abb.31.4. Kerbwirkungszahlen {Jk fiir Biegung von abgesetzten 
Wellen (nach Lehr). 

wir sie auch bei der raumlichen Kerbwirkung der Wellen an, so liegt darin ein kleiner Sicher­
heitszuschlag von etwa 5% (vgL Abschn. 16.4). Diese Formziffern gelten fiir reine Biegung 
durch Momente, die in geniigender Entfernung von den Kerbstellen wirken, eine Voraussetzung, 
die bei den Wellen nicht zutrifft, da die biegendenKrafte oft sehr nahe an den Kerbstellen an­
greifen. In solohen Fallen wird die Formziffer sicher groBer; Versuche dariiber liegen aber zur 
Zeit nicht vor. Anderseits liegt eine weitere Sicherheit darin, daB bei den zahen Wellenstahlen 
(St 50 oder St 60) eine Abflaohung der Spannungsspitzen zu erwarten ist. 

Wenn wir annehmen, daB beide entgegengesetzt gerichteten Einfliisse (Kraftwirkung in der 
Nahe der Kerbe und Spannungsabflachung bei zahen Werkstoffen und bei raumlicher Kerbwir­
kung) sich gegenseitig ausgleichen, dann konnen die in Abb.31.1 dargestellten Formziffern 

12* 
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· auch als Kerbwirkungszahlen Pk der abgesetzten Wellen gelten. Sie liegen dann fUr diesen Werk­
stoff etwas hoher als die von E. Lehr 1 auf Grund von Versuchen vorgeschlagenen Werte von 
th (Abb.31.4). Etwas Vorsicht bei Kraftangriffstellen in unmittelbarer Nahe der Kerbe 
scheint gerechtfertigt. A. Thum und F. Wunderlich haben z. B. geflmden, daB die Dauer­
haltbarkeit durch einen Bund mit einer in der Praxis iiblichen Hohlkehle etwa auf die Halfte 
der Dauerhaltbarkeit des glatten Stabes sinkt, IXk also gleich 2 ist. 

Formziffer fiir Verdrehbeansprucliungen. Die aus 
der Naherungsgleichung von R. Sonntag berech­
neten Formziffern fUr abgesetzte resp. eingedrehte 
Wellen sind in Abb. 31.5 und 31.6 eingetragen; sie 
stimmen nicht befriedigend iiberein mit dem in 
den gleichen Abbildungen eingezeichneten Versuchs-
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Abb.31.5. Formziffer "'k fiir Verdrehung. 
--Versuche der MPA. Darmstadt. 
--nach Sonntag. 
---nach Willers. 

Abb.31.6. Formziffer"'k fiir Verdrehung. 
---Versuche MPA. Darmstadt. 
--nach Sonntag. 

werte der MPA. Darmstadt (Prof. Thum), liegen aber hoher als die aus Drehschwingungs­
versuchen abgeleiteten pk-Werte von W. Herold fUr zahe Werkstoffe (Abb. 31.7). Aus 
den gleichen 1Jberlegungen wie bei Biegung ist es empfehlenswert die IXkcWerte bei del' Be­
rechnung der Wellen aus zahem Werkstoff zu verwenden. 

1 5-0.> (V.c.N. lIS) 
2 • -0,7 (v.c.N. 35) 
J • - 0,8 ( V. c.H. '15) 
" • - 0,7 rv.c.N. 1S) 
5 • - 0,7 (st. C'. 10.61 normo/lsled) 
5 • -0, 7 (St. C. 1G. G1 wo/zhorl) 
7 • -D,f (st.t:. 3U1 vergiikl) 

1--'--'l."'~"d--"-+- 8 • - (1,7 (st. C. J5.51 normo/lslerl) 

1,00 0,02 0.0" 0,05 408 fJ,10 0,12 ' fJ,1¥ WG 0.18 q20 0,22 0."1,< 

/-
Abb.31.7. Drehschwingungsversuche an abgesetzten Wellen (nach Herold). 

Die giinstigste Gestalt del' 
Hohlkehle bei verdrehbeanspruch­
ten Wellen haben H. Deutler 
und A. Havers untersucht; sie 
empfehlen an Stelle des kreisfor­
migen einen elliptischen Ubergang 
mit allmahlich zunehmendem Ra­
dius, der allerdings schwieriger 
herzustellen ist. Wenn geniigend 
Platz vorhanden ist, scheintder ko-

Abb.31.8. 

nische Dbergang am besten, fUr welchen beilX = 15 resp. 30°, IX" = 1,13 resp. 1,38 fUr den ebenen 
Spannungszustand ist (vgl. S. 114); fUr den raumlichen Spannungszustand bei kreisformigen 
Wellen sind die Formziffern noch etwa 5% kleiner. Wesentlich ist, daB der Kriimmungs­
radius an der Ubergangsstelle allmahlich zunimmt, so daB (wenn wenig Platz vorhanden 
ist) die in Abb. 31.8 dargestellte Ubergangsform dem Kreisbogen vorzuziehen ist. 

1 Maschinenelemente-Tagung, .Aachen 1935, S.21. VDI-Verlag. 
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Ahnlich wie die Dauerfestigkeit glatter Wellen durch Oberflachendriicken erhoht werden 
kann, kann auch die Kerbwirkung abgesetzter Wellen dadurch bedeutend gemildert werden. 
Das Kaltwalzen der Oberflache stellt nach den bisherigen Untersuchungen das beste Mittel 
zur Steigerung der Dauerhaltbarkeit von Kerbstellen dar und iibertrifft in Wirkung die kon­
struktiven MaBnahmen. Die festigkeitssteigernde Wirkung beruht darauf, daB durch das Kalt­

walzen giiustige Druckvorspannungen und eine prage­
polierte Oberflache erzeugt werden. Sie ist abhangig vom 
Rollendruck (Abb. 31.9 u. 31.10) und kann so bedeutend 
sein, daB der Bruch nicht mehr an der Kerbstelle, sondern 
im glatten Teil der Welle auftritt. 
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Abb. 31.9. Kaltverformen einer :S;ohlkehle 
mit Profilrolle. 

Abb.31.10. Steigerung der Dauerhaltbarkeit durch Kaltwalzen der 
Bundiibergiinge (St. C. 35.61, "wb = 27,5 kg!mm'J. 

31.3. Einflu.B der befestigten Teile. 
An Hinweisen auf die gefahrliche Wirkung von zusatzlichen Kraften an Einspannstellen, auf­

gekeilten oder aufgeschrumpften Naben usw. (z. B. bei den Eisenbahnachsen) hat es nicht ge­
fehlt. A. Thum und F. Wunderlich haben wohl zuerst diese Frage durch systematische 
Versuche geklart und gefunden, daB an einer Einspannstelle die Dauerhaltbarkeit im Durch­
schnitt auf die Halfte der Dauerhaltbarkeit des glatten Stabes sinken kann. Drei Hauptfak­
toren spielen dabei eine Rolle: 

1. die Spannungserhohung durch Kerbwirkung, 
2. die SpannungserhOhung durch den PreBsitz (Abschn. 24) und 
3. die Reiboxydation. 
Keilbahnen bilden eine unstetige Querschnittsanderung, die beim Scheibenfraser (Auslaufkeil, 

Abb. 22.5a) weniger scharf ist als bei den Fingerfrasernuten (Abb.22.5b), die in der Praxis oft 
bevorzugt werden, da die Einlegefeder dann nicht mehr durch Verstiftung gesichert werden muB. 
Nach Versuche der MPA. Darmstadt (Prof. A. Thum) an 14 bis 18 mm dicken Staben wird die 
Dauerfestigkeit durch die Keilverbindung in folgender Weise geschwacht 1: 

Glatter Stab (St 50.11) . : . . . . . . . . . . . . . uwb= 24,5 kg/mm" 
Auslaufkeilnut ohne Keil und Nabe ....... = 19,5 
PaBfederkeilnut ohne Keil und Nabe . . . . . . . = 14,5 
Einspannwirkung der Nabe, ohne Keilnut und Keil = 13,0 " 
Einspannwirkung mit Keilnut und Keil. . . . . . = 9,5 bis 10,5 kg/mm2 • 

Die Einspannwirkung ist also bei Keilverbindungen von iiberragendem EinfluB. Es ist dem­
nach durchaus gerechtfertigt PaBfeder vorzuziehen, wenn das Drehmoment ohne Keilwirkung, 
also lediglich durch die Seitenflachen iibertragen werden kann (z. B. bei Kupplungen, Riemen­
scheiben oder Zahnrader auf Motorwellen usw.). 

Zahlenbeispiel31.1. Berechnung einer Eisenbahnradachse (D-Zug-Drehgestell). 
Leergewicht des abgefederten Teils des Wagens = 43 t, Nutzlast = 12 t, so daB auf zwei Dreh­
gestelle = 4 Achsen 55 t. 

Fiir die Berechnung bestehen folgende behordliche Vorschriften 2 : 

Berechnungsvorschrift I. Achswellen fUr Personen-, Post- und Gepackwagen, sowie 
Tender, miissen in Achsschaft und Achsschenkel mit mindestens 9facher Sicherheit, im Naben­
sitz mit mindestens llfacher Sicherheit berechnet werden. Hierbei muB die auf Mitte Achsschen. 

1 Maschinenelemente.Tagung Aachen, S.29, VDI-Verlag 1936. 
2 Hiitte Ill, '26. Auf I. S. 987. . 
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kel wirkende ruhende Last zugrunde gelegt werden. Als Hebelarm fiir den Nabensitz ist der 
Abstand der Achsschenkelmittel von der Laufkreisebene anzunehmen. 

Werkstoff: St 50.11 mit 1.5 5 = 22% bzw. St 60.11 mit 1.5 5 = 20% fiir Lokomotiv-Kropf­
achsen. Die zulassige Biegespannung wird demnach: fiir die Nabe = 455 kg/cm2 und fiir den 
Achsschenkel: = 555 kg/cm2• 

Auf eine Achse wirkt Q= 55/4= IS,75t. Belastungs-und Momentenflache sind ausAbb. 31.11 a 
zu entnehmen. Mmax = 6875·22,8 = 156750 kg·cm. Der Durchmesser der Nabe ergibt sich 

Mmax 156750 d I 1 (A f··hr 155 ) dann aus: <Tzul = ----w-- = 0,1. d3 zu = 5, cm us u ung mm . 

a 

b 

c 

d 

Schenkeldurchmesser aus: dJl = 687500 = 1239 cm3 zu d = lO,8 cm (Ausfiihrung 115 mm). 
555 

Abb. 31.11. Berechnung einer Wagenachse. 

Diese Berechnung ist rein empi­
risch, da sie keine Riicksicht auf die tat­
sachlich wirkenden Krii.fte nimmt. 

Die vorgeschriebenen Werte diirfen auch 
bei abgenutztem Achsschenkel nicht iiber­
schritten werden, so daB die Ausfiihrung 
etwas krii.ftiger sein muB, als die Rechnung 
ergibt. Die zulassige Flachenpressung ist: 
p = 20-;.-35 kg/cm2, wobei 20 kg/cm2 fiir die 
schnellaufende Eisenbahnradachsen zu neh­
men ist. 

Berechnungsvorschrift II beriick­
sichtigt die ill Wagenlauf auftretenden 
Krafte, indem wegen den senkrechten Schie­
nenstOBen mit dem 1,5fachen der ruhenden 
Last Q gerechnet werden muB und fiir waage 
rechte Krii.fte auf ein Drehgestell = zwei 
Achsen 0,4 Q in Rechnung zu setzen sind. 
Der Schwerpunkt des Wagens liegt 1,5 m 
iiber Achsmitte (Abb. 31.II b). Unter diesen 
Voraussetzungen darf <Tzul zu 1200 kg/cm2 

fiir St 50 angenommen werden. Die Wahl 
dieser zulassigen Grenze stimmt mit der auf 
S.81 gegebenen allgemeinen Regel iiberein, 
daB fiir Wechselbeanspruchungen <Tzu I 50% 
der Elastizitatsgrenze betragen darf (vgl. 
Abb.13.29) (Elastizitatsgrenze = Dauerwech­
selfestigkeit) . 

Auf die Achse wirken nun die folgenden 
in Abb. 31.11 b eingezeichneten Krafte: 

1. ill A und B die vertikalen Krafte P 
= 0,75 Q = 10 312 kg, yom Wagengewicht 
einschlieBlich StoBzuschlag herriihrend, die 

2. in C und D gleichgroBe aber entgegen­
gesetzt gerichtete Reaktionen hervoITufen. 

3. Die horizontale, im Schwerpunkt S des Wagens wirkende Kraft H wird (nach der Achsmitte 
verschoben) durch die Lagerung der Welle in der Langsrichtung aufgenommen. Eine gleichgroBe 
Kraft H wirkt zwischen Spurkranz und Schiene in C. Bei der Verschiebung der Kraft nach der 
Achsmitte tritt ein Krii.ftepaar H X 150 cm auf, das durch die in A und B wirkenden vertikalen 
Krafte HI = H· 150/195,6 = 2,11 t aufgenommen wird. Durch die horizontale Kraft H andern 
sich aber auch die Raddriicke in C und D um den Betrag H2 = H· (150 + 50)/150 = 3,667 t. 
Es wirkt also in C die Reaktionskraft P + H2 = 10,312 + 3 . 667 = 13,98 t und in D die 
Reaktionskraft P - H2 = 6,645 t. 

Mit Hilfe dieser in Abb. 31.11c eingetragenen Krafte kann die Momentenflache Abb. 31.11d 
konstuiert werden, wobei zu beachten ist, daB im Punkte C das Moment h· 50 sprungweise 
hinzutritt. Es ist also: Me = 12 422 . 22,8 = 283000 kg· cm, M~ = 283 000 + 2750 . 50 = 
420750 kg ·em und Md = 8202·22,8 = 187000 kg·cm. 
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Der Nabendurchmesser in C folgt dann aus der Gleichung 420 750 = 0,1 dJ . 1200 
zu d = 152 mm (Ausfiihrung 155 mm) und fiir den Schenkel, aus 12 422 . 10 = 0,1 dJ • 1200 , 
zu d = rd. 100 mm (Aus~ung ll5 mm). 

Wenn nach dieser scheinbar gut begriindeten Berechnung mit 2facher Sicherheit gegeniiber der 
Dauerfestigkeit des Werkstoffes, dennoch gelegentlich Achsbriiche auftreten1 , so muB entweder 
dieAnnahme iiber die GroBe der Kraftwirkung nicht richtig gewahlt sein, oder (was wahrschein­
licher ist) die Rechnung nicht aIle Faktoren, welche die Bruchgefahr beeinflussen, beriicksichtigen. 
Solche Einfliisse sind die Ker bwirkung in der Hohlkehle des Schenkels (die durch V orschrift eines 
AbruIidungsverhaltnisses e/d beriicksichtigt werden kann) 
und die zusatzliche Beanspruchung durch die aufgepreB­
ten Rader. Bei dem gebrauchlichenSchrumpfmaB e/Ti=O,OOI 
(Abschn.24) und a = Ta/Ti = 2, wird die gleichmaBige Fla­
chenpressung zwischen Nabe und Welle 825 kgjcm2. Da- a 
durch andert sich der gefahrlichste Spannungskreis bedeu­
tend, wie Abb. 3l.12a fiir die Druckfasern der Welle zeigt; 
nach einer halben Umdrehung (fiir die Zugfasern der Welle) 
liegt der gefahrlichste Spannungskreis, wie in Abb. 3l.12b 
gezeichnet. Zur Beurteilung der Bruchsicherheit ist in b 
Abb. 3l.12a auch die Grenzkurve eingezeichnet; sie ist aus 
Abb. 13.29 fiir St 50 entnommen, indem (wegen der iiblichen 
Bearbeitung der Achsen) nur 90% des giinstigsten Wertes 
(fiir hochglanzpolierte Wellen) ausder Abbildung entnommen 
wird. Bei einer Hochstspannung von 12 + 8,2 = 20,2 kgjmm2 

Ol'tnZKU!'Ve 

Abb.31.12. Grenzkurve. 

(auf der Zugseite) und einem Kleinstwert von -12 kg/mm2 (auf der Druckseite), betragt die 
Mittelspannung 8,2kgjmm2. Fiir diese Mittelspannung ist fiir St 50 die zulassige obere Grenz­
spannung 0,9 . 31 = 28 kgjmm2 oder Tzul = 14 kgjmm2. Die Bruchsicherheit betragt nun noch 
1,4/10,1 = 1,39, was immerhin als ausreichend erscheint. Durch die Bildung von Passungsrost, 
durch ein ungleichmaBiges Aufliegen der Nabe verursachte groBere, ortliche Pressungen und 
evtl. durch vergroBerte StoBwirkung sind die gelegentlich noch vorkommenden Achsbriiche 
(die hauptsachlich bei der Nabe auftreten) zu erklaren. 

Schwerer als die Aufzahlung dieser Er­
klarungen fiir die Achsbriiche wiegt die 
Feststellung, daB eine zuverlassige Be­
rechnung der Biegespannung an der 
Bruchstelle bei der Nabe (d. i. bei der 
Kraftangriffstelle) iiberhaupt unmoglich 
erscheint. Die Umlenkung der Kraft­
linien am Nabenanfang (Abb. 32.13a) hat 
die Bedeutung einer scharfen Kerbe. 
Man konnte die Einspannwirkung mil­

(4-'--'-

Abb.31.13. KraftfluLI in einem -eingespannten Stab 
a ohne, b mit hinterdrehter Einspannung. 

dern, wenn man den Einspanndruck langsam nach dem rnnern der Nabe zunehmen laBt, z. B. 
durch den Wellendurchmesser nach innen um einige Hundertstel mm dicker zu machen als am 
Ende des Nabensitzes, oder auch die Nabe entsprechend zu bearbeiten oder auszubilden (Abb. 
3l.13b); die Kraftlinien erhalten dann einen giinstigeren Verlauf. 

31.4. Keilwellen 
sind Wellen, die mit mehreren(2, 4,60d.IO) sym­
metrischen Keilen aus einem Stiick bestehen 
(Abb.31.14;). Das zu iibertragende Drehmo­
ment wird dabei an mehreren symmetrisch an­
geordneten Stellen aufgenommen, so daB die 
Flachenpressung viel kleiner und auch die Be­
anspruchung der Welle giinstiger ist. Die Keil­
welle kann deshalb (namentlich in gehartetem 
Zustand) ein Drehmoment iibertragen, das ein Abb. 31.14. Keilwellen. 

Vielfaches von dem ist, das eine gewohnliche Welle mit Keilen aufnehmen kann. Sie wird im 
Automobil-, Lokomotiv- und Werkzeugmaschinenbau in steigendem MaBe verwendet. 

1 Kiihnel, R.: Achsbriiche von Eisenbahnfahrzeugen und ihre Ursachen. F. C. Glaser oder Glasers 
Ann. 1932, S. 29 lind 41. Berlin SW 68. 
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31.5. Formanderung. 
Zuerst wird die Welle maBstablich mit den darauf wirkenden Kraften gezeichnet (Abb. 

31.15a). Aus dem Krafte- und Seilpolygon folgt die Momentenflache und auch die GroBe 
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Abb.31.15. Konstruktion der Forman,derung einer Generatorwelle 
a ohne und b mit Beriicksichtigung der vetsteifenden Wirkung des Ankers. 

Gewichte: Ankerbleche 438 kg, Stfttztrommeln B, u. B, 204 kg. 
Kupferwicklung 242 kg, Kommutator 0, 282 kg. Welle 288 kg. 
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Zahlentafel 31.2 (zu Abb. 31.15b). Berechnung der red. Momentenflache und Flacheninhalt: 

Punkt 

l' 

2' 

3' 

4' 

5' 

J o = 2682 cm4 J o E = 5,63' 1()5 kg· mO. 

Wellen 0 J J.!Ja; 
\ 

lila; ffIa;red. 
Feld 

Inhalt 
Feld 

Inhalt 
em em' mkg mkg kgm' kgm' 

7,64 167 16,07 1365,95 1" 81,956 11" 136,899 
85 

11,11 746 3,596 305,666 2" 66,751 12" 85,492 

11,11 746 3,596 683,24 3" 66,589 E 1865,770 
190 

12,05 1037 2,585 491,15 4" 648,55 

12,05 1037 2,585 1680,25 5" 174,24 
650 

15,3 2682 1 650 6" 59,85 

15,3 2682 1 285 7" 141,934 
285 

11,11 746 3,596 1024,86 8" 186,261 

11,11 746 3,596 431,52 9" 153,360 
120 

7,64 167 16,07 1928,4 10" 63,888 

Zahlentafel 31.3 (zu Abb.31.15d, mit Versteifung). 
Berechnung der reduzierten Momentenflache und Flachen­

inhalte. 

Punkt Wellen 0 J 

\ 

J./Ja; 
\ 

Ma; 1I'1a;red. 
Feld 

Inhalt 
em em' mkg mkg kgm' 

7,64 167 16,07 1365,95 1 81,956 
1* 85 

11,11 746 3,596 305,666 2 73,50 

11,11 746 3,596 798,312 3 29,62 
2* 222 

12,05 1037 2,585 573,87 4 63,10 

3* 12,05 1037 2,585 235 607,5 
22,85 13380 0,2 4,7 

l' 22,85 13380 0,2 270 54,0 5 15,469 

2' 22,85 13380 0,2 618,5 123,7 6 2,416 

22,85 13380 0,2 132,0 7 2,490 
4* 

31,40 47540 0,0565 
660 

47,29 8 1,230 

9 2,292 
3' 31,40 47540 0,0565 680 38,42 

10 0,812 

31,40 47540 0,0565 38,702 11 41,65 
5* 

45;80 214000 0,0125 
685 

8,562 12 36,70 

13 136,899 
4' 45,80 214000 0,0125 695 8,687 

14 128,238 

5' 45,80 214000 0,0125 620 7,750 E 616,38 

6* 45,80 214000 0,0125 541 6,762 
31,40 47540 0,0565 30,566 

6' 31,40 47540 0,0565 413 23,334 

7* 31,40 47540 0,0565 285 16,202 
11,11 746 3,596 1024,86 

8* 11,11 746 3,596 120 431,52 
7,64 167 16,07 1928,4 

NB.: Punkte mit dem Index * bedeuten Durchmessersprung. 
, sind Kraftangriffspunkte. 
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der Auflagerreaktionen. Zur Kontrolle der Genauigkeit der Zeichnung ist es zweckmaBig eine 
Auflagerreaktion und einen Punkt der Momentenflache auch noch analytisch zu berechnen. 
Aus der Momentengleichung in bezug auf B folgt: 

A = 141 '2,137 + 141 . 1,457 + 204· 1,276 + 340 '1,071 + 340'0,79 + 204· 0,5 = 600 k 
2,507 g. 

Das Biegemoment an der Stelle 4; ist: 

M4 = - 600 . 1,4;36 + 141 (1,066 + 0,386) + 204 . 0,205 = 615 mkg. 

Das Gewicht der Welle wird gleichmaBig iiber die totale Lange verteilt (p = G/l) und gibt eine 
zusatzliche, parabelformige Momentenflache (mit dem Hochstwert pl2/8), die mit der Momenten­
flache der auBeren Krafte graphisch superponiert wird. 

Zur Bestimmung der verzerrten MomentenfIache (vgl. S. 29/30) sind diese Momente mit 
Jo/J", zu multiplizieren, wobei der beliebige Wert J o so gewahlt werden muB, daB die Berechnung 
der Flacheninhalte geniigend genau erfolgen kann. Die verzerrte Momentenflache wird wieder 
in einzelne Teile zerlegt, deren Flacheninhalte und Schwerpunkte bestimmt werden miissen. Der 
Flacheninhalt jedes Teilstiickes wird als eine im Schwerpunkt angreifende Kraft aufgefaBt 
(ZahlentafeI31.2). Mit diesen Kraften wird ein neues Krafte- und Seilpolygon gezeichnet, welches 
(nach Mohr) aus Tangenten der elastischen Linie besteht. Die genaue Lage der groBten 
Durchbiegung liegt dort, wo die Querkraft dieser neuen Belastungsflache zu Null wird. Man 
zieht im Kriiftepolygon (Abb. 31.15b) den Strahl parallel zur SchluBlinie (aus Bild c) und fin­
det so die Reaktionen A" und B". Der Punkt Q = 0, d. i. die Lage der groBten Durchbiegung 
liegt (wie aus dem Kraftepolygon ersichtlich) im Feld 5" und zwar so, daB rd. drei Viertel die-

ser Flache links des Punktes liegt. 
Die wirkliche GroBe der Durchbiegung und die Nei­

gung in den Lagerstellen folgt aus der elastischen Linie 
unter Beriicksichtigung der Verzerrung (vgl. S. 30). 

A" 9,91 . 100 
z. B. tg 0(1 = H = 5,63. lOS = 0,00174. 

Dabei ist vorausgesetzt, daB die Welle sich frei durch­
biegen kann und nicht durch aufgesetzte Teile an der 

Abb. 31.16. Versteifung der Welle durch eine freien Formanderung gehindert ist. Das ist bei nicht zu 
Trommel. 

breiten Scheiben und Lager wohl meistens der Fall, da 
die Durchbiegung innerhalb des Spielraumes der Sitze bleibt. Wenn aber eine lange Trommel 
auf der Welle sitzt (Abb. 31.16), so kann diese sich nicht durchbiegen,ohne entsprechende Form­
anderung der Trommel. In solchen Fallen muB beim Aufzeichnen der "verzerrten" Momen­
tenflache an Stelle des Tragheitsmomentes der Welle das der Trommel eingesetzt werden. Eine 
Versteifung der Welle ist immer vorhanden, wenn Teile fest aufgepreBt oder warm aufgezogen 
werden. Die versteifende Wirkung des aufgepreBten Ankers in Abb. 31.15d ist bedeutend; die 

J------~ ~ ._-- --''------:-:'"''JI:~~-'I-!I-

Durchbiegung wird dadurch von 
1,14 mm (Bild c) auf nur 0,165 mm 
(Bild e) vermindert. 

Was die zulassige Formande­
rung anbelangt, so stellte man frii­
her zwei Forderungen: 

Abb. 31.17 and 18. UnzuIassige Formanderungen der Welle. 

1. Die hochstzulassige Durchbie­
gungdarfl/3mm aun m Wellenlange 
nicht iiberschreiten, also f/l <1/3000. 

2. Die Neigung in den Auflagerstellen darf nicht groBer sein als 0,001, oder tg 0( < 0,001, da­
mit kein Klemmen in den Lagern auftritt. 

Fiir eine gleichmaBig belastete Welle fallen beide Forderungen zusammen, da 

5 pl4 5 pl4 und I pl" ? f 
f = 384 J E = 24·16 J E tg 0( = 24 J E = 3,~ T ' 

d D f" f I so aLl ur T = 3000 tg 0( = 3~~6 = 0,001 

wird. Diese Angaben sind nur AnhaItspunkte, deren Zulassigkeit von Fall zu 
Fall naher untersucht werden sollte. Ein Zapfen von 100 mm Durchmesser und 200 mm 
Lange ,wiirde mit tg 0( = 0,001 auBen urn 200'0,001 = 0,2 mm von der Lagerschale abstehen 
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und ohne Selbsteinstellung des Lagers jedenfalls zu HeiBlaufen oder Anfressen AulaB geben. 
Besonders sorgfaltig sind fliegend angeordnete Zahnrader zu untersuchen, da gleichmaBiges 
Aufliegen der Zahne verlangt werden muB. 

Fiir Wellen, auf denen Korper sitzen, die mit geringem, radialen Spiel in Gehausen laufen 
(elektrische Maschinen, Turbinenlaufrader), muB die Durchbiegung unbedingt innerhalb des 
vorgeschriebenen Spielraumes bleiben. 

Da die Werte von E fiir Eisen und Stahl nur unbedeutend voneinander abweichen, so folgt 

aus der Gleichung der elastischen Linie ~2;' = ~ , daB die Formanderung bei einer Welle aus 

hochwertigem Stahl ebenso groB ausfallt wie bei einer Welle aus gewohnlichem SM.-Stahl. 
Wenn die Abmessungen durch die zulassige Formanderung festgelegt sind, so 
hat es keinen Sinn, hochwertige Stahlsorten zu wahlen. 

Die Formanderung durch Verdl'ehung ist durch den verhaltnismaBigen Verdrehungs­
winkel f} festgelegt. 

Tmax = Gr,,{} . (12.48) 

Da G und 1:" die gleiche Dimension haben, so folgt aus der Gleichung, daB {} im BogenmaB ge­
messen ist. In del' Literatur findet man nun die Angabe, daB eine Vel'drehung von 1/4° je 
Meter als zulassig anzusehen ist, also 

(31. 7) 

Nps 
M 5·71620-

Da Truax = _d_ = d3 n ist, folgt aus Gl. (12.48) und (31.7), mit 
kd3 

dIn 5 . 71 620 N . 
G 2· 400 . 180 = d3. n odel' mIt G = 800000 kg/cm2 

dem = 1211 :P8 . (31.8) 

Die Einschrankung: f} < 1/4 o/m ist aber ganz willkiirlich. In manchen Fallen darf ohne 
Schaden dariiber hinausgegangen werden; in anderen dagegen ist 1/4 o/m schon viel zu groB. 

In der Bindfadenfabrik Schaffhausen z. B. fiihrte eine Welle von 149,1 m Lange und 122 mm 
Durchmesser von der Turbinenanlage am Rhein schrag unter 23 ° am Ufer hinauf zur Fabrik. 
Diese Welle iibertrug jahrzehntelang eine Leistung von N = 200 PS bei n = 120 Uml./min 
ohne die geringste StOrung. Dabei war 

5 . 71 620 . 200 
120 33 d {) Truax 330 180 0/ 

Truax = 12,23 = Oatun ·=~=61.800000·n·lOO=0,4 m. 
a ' 

Die totale Verdrehung betrug demnach rd. 60°. Wenn das Drehmoment konstant bleibt, wie 
es hier der Fall war, so ist die Welle einfach als eine gespannte Feder aufzufassen, die gleichmaBig 
rotiert und dabei unter einer unveranderlichen Spannung steht. Die Sachlage andert sich abel' 
sofort, wenn das Drehmoment periodisch wechselt. Dann treten ebenfalls Schwankungen im 
Drehwinkelauf, wodurch Schwingungen entstehen, die zum Bruch fiihrenkonnen (vgl. Abschn. 33) . 

Del' Verdrehungswinkel von 1/4 ° /m ist immer zu groB, ·wenn von zwei Punkten einer Welle 
genau gleiche Verdrehungen verlangt werden miissen, z. B. beim Kranfahren (bei einseitigem 
Antrieb odeI' bei ungleichen Raddriicken konnte sonst nicht geradeaus gefahren werden) odeI' 
beim Papiervorschub einer Zeitungsdruckmaschine (die Zeilen wiirden sonst schrag liegen). 

Die Formanderung del' Welle darf demnach niemals nach Gl. (8) beurteilt 
werden, sondern von Fall zu Fall sollten die Folgen derVerdrehung und deren 
Zulassigkeit gepriift werden. 

Mehrfach gelagerte Wellen komlen nach den Angaben (S.56) berechnet werden. Wirken 
die Krafte nicht alle in einer Ebene, so kann man sie immer in zwei Richtungen, horizontal und 
vertikal, zerlegen. Die Beanspruchungen und Formanderungen miissen dann fiir beide Rich­
tung en getrennt untersucht werden, woraus dann auch die Gesamtbeanspruchung und die 
wirkliche Formanderung folgt. 

In Abb. 31.19 ist die Formanderung del' dreifachgelagerten Welle eines 150 PS-Elektromotors 
in horizontaler und in vertikaler Richtung bestimmt. Die Gesamtformanderung findet man 
durch geometrische Addition der Komponenten. 
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b) 

c) 

d) 

Horizonfole Krijll! 
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Zahlentafel 31.4 (zu Abb. 31.19a, b, c). 

Durch· Jz 

I 
J, Mz 

I 
M J, 

Inhalt 
Punkt messer 

Jz 
zJz Strecke 

cm em' kgm kgm kg·m' 

1* 11 718,7 5,71 60 342 1 25,64 

2* 13 1402 2,924 120 350,8 2 49,60 

3* 15 2485 1,65 176 290 3 82,8 

4* 17 4100 1 226 226 4 181,1 

5* 17 4100 1 446 446 5 581 13 1402 2,924 1307 

6* 13 1402 2,924 600 1754 6 448 

7* 13 1402 2,924 422 1232 
7 198 15 2485 1,65 696 

8* 15 2485 1,65 180 297 8 60,9 

9* 11 718,7 5,71 90 514 9 38,6 

P PY 

1 0,3 11 3,3 Vertikal: 
2 1,09 20,5 22,17 :E P y = 5792,09 = 4,07 Ov 
3 1,85 31,5 58,25 Ov = 1423 kg 

S:l 4 2,68 48,0 128,6 Dnd mit den Gleichgewichtsbedingungen: 
;El 5 3,10 1500 4650,0 Av = 606,05 kg 
0:\ 6 3,48 48 167,0 Bv = - 92,05 kg 

J 7 4,10 39,5 161,9 
8 4,07 0 
9 3,80 31,2 118,5 Horizontal: :EPy = 1530'2,5 = 4,07 Oh 

10 2,50 180,5 451,0 Oh= 940 kg 
11 1,75 15,8 27,65 Ah = -70kg 
12 0,42 11,0 4,62 Bh 660 kg 

Zahlentafel 31.5. 

Vertikale Krafte (Abb. 31.l9d) Horizontale Krafte (Abb. 31.l9b') 

Punkt I J, 

I 
M z 

I 
M J, 

I I 
Inhalt 

Punkt I J, 

I 
M z M J. 

Inhalt 
J 

zJz Feld Jz 
zJz Feld 

mkg mkg kg-m' kgm kgm kg'm' 

a 5,71 90 514 1 38,55 1 5,71 10,5 60 I' 4,5 

b 2,924 180 526 2 74,5 2 2,924 20.53 60,0 2' 8,6 

c 1 335 335 3 123,4 3 1,65 30,56 50,4 3' 7,85 

d 1 476,1 476,1 4 109,2 4 1 40,59 40,59 4' 7,01 

1 187,0 187,0 5 89,5 5 1 78,4 78,4 5' 32,1 e 2,924 546 2,924 239,4 

f 0 6 49,1 6 2,.924 105 307,2 6' 103,8 

g 2,924 -209,3 -611 7 -61.1 7 0 7' 18,14 

h 2,924 -118 -345 8 -143,4 8 2,924 -156 -456 8' -41,5 1,65 -194,7 1,65 -257,4 

i 1,65 -55 -90,7 6 -28,54 9 1,65 -330 -545 9' -80,24 

k 1,65 -30 -49,5 10 -14,02 10 1,65 -198 -326,5 10' -97,12 

1 5,71 -16 -91,4 11 -10,56 11 5,71 -99 -565 11' -66,75 

12 -6,86 12' -42,40 

31.6. Lagerentfernung fiir Transmissionswellen. 
Transmissionswellen sind meist mehrfach gelagert und k6nnen in sehr verschiedener Weise 

belastet sein (Abb.31.20). Um eine allgemeingiiltige Beziehung fiir die Lagerentfernung ab­
zuleiten, machen wir folgende Annahmen: 
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l. Wir heben die Kontinuitat auf, wodurch die Biegespannungen und insbesondere die Form­
anderungen iiberschatzt werden (S.58). 

2. Die unregelmaBig geformte Momentenflache fUr die Einzelbelastungen ersetzen wir durch 
eine moglichst anschlieBende Parabel, der eine gleichmaBig verteilte Belastung von p kg/Langen­
einheit entsprechen wiirde. Weiter nehmen wir p = 3 g, wenn mit g die gleichmaBige Belastung 
der Welle durch das Eigengewicht bezeichnet 
wird. Es sind also keine ·schweren Riemenschei­
ben vorgesehen oder diese sitzen nahe an den 
Lagerstellen. Das groBte Biegemoment ist dann 
(ZahlentafelI2.1, Pos. 8): 

1 4 1 n 
(Mb)max= 8" (g + p) l2= 8" gl2= "2. 4 d2 • yP , 

worin y = 0,00785 kg/em3• Setzt man noch 
Mb = M d , dann ist: 

Mb Md= Mb 0b 

, 
...., , 
... ~ " I ' I 

~ -------- -----~-~,-~'" 
ab = 0,1 d3 ' 7: = t d8 = "2 ' 

Abb.31.20. Belastung einer Transmissionswelle. 

und die groBte Beanspruchung (nach Mohr): 7:max = ! 1'Ia2 + 4 7:2 = )'12 ab = ~ azul, 
~. 2 2 

woraus mit azul = 450 at: 

oder 

O I d3 - I 4. 1 . n d2 l2 
, azul-, 2 4 Y 

12-
d = II 000 und lem'" 100 Vd. (31.9) 

Will man freier in der Anordnung der Riemenscheiben sein, was von Vorteil ist, wenn spater 
neue Maschinen von der vorhandenen Transmission angetrieben werden sollen, so geht man 

zweekmaBig von der zulassigen Durchbiegung {= 3~4 . (g -;;J 13 = 30~0 aus, 

Mit J = ~ d4 und g + p = 4 g = 4 : d2y folgt daran: 

za = 108000 d2 oder l""" 50 Vd 2 • (31.10) 

Beide Formeln sind in der Praxis gebrauchlich; sie geben nur Anhaltspunkte (Zahlen­
tafel 3l.6), da die mogliche Lagerentfernung meist durch die ortlichen Verhaltnisse (Saulen- oder 
Tragerentfernung, Fenstereinteilung usw.) bestimmt wird. 

Zahlentafel 31.6. Lagerentfernung fiir Transmissio nswellen. 

Fiir d = 4 5 6 7 8 10 12 15cm 

1= 100 lid 200 220 240 260 280 300 350 370cm 

1= 50yJ2 130 150 165 180 200 230 260 300 cm 

Sind groBere Lagerentfernungen erwiinscht, so kann die Durchbiegung durch Verwendung 
von Rohrwellen und von Riemenscheiben aus Leichtmetall vermindert werden. Der Grenzwert 
fUr die Lagerentfernung folgt aus der Durchbiegung durch das Eigengewicht der Rohl'welle 
allein. 

t 5gZS "-
Aus T = 384 JE < 1/3000 folgt fUr Stahl l < 37,2 V Jig 

d. h. fUr eine 

muB l kleiner sein als 

volle Welle 
{Omm 0 

180 
39,5/44,5 

250 

Schrifttnm. 

Rohrwelle 
70/76 

350 
100/108 
460cm 

J ako bsen, L. S.: Torsionals Stress concentrations in shafts of circular cross section and variable dia­
meter. Trans. Amer. Soc. mech. Engr. 47 (1925) S. 614/41. - Torsional Stresses in shafts having grooves or 
fillets.· J. appl. Mech. 57 (1935) A. 154/55. - Lehr, E.: Dauerhaltbarkeit von Ritzelwellen. Z. VDI 81 (1937) 
S.117/18. - Deutler, H. und A. Havers: Die giinstigste Gestalt der Hohlkehlen bei verdrehbeanspruch­
ten Wellen. Bericht der Deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt. Jahrbuch 1937 der deutschen Luftfahrt­
forschung, Bd. 2. S. 132/136. - Thurn, A. und E. Bruder: Dauerbruchgefahr an Hohlkehlen von Wellen 
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und Achsen und ihre Verminderung. Dtsch. Kraftfahrtforschg., Heft 11. Berlin: VDI-Verlag 1938. -
Thum, A. und W. Bautz: Der Entlastungsiibergang. Giinstigste Ausbildung des Vberganges an abgesetzten 
Wellen. Forsch. 6 (1935) S.269/273. - Herold, W.: Versuche iiber Drehschwingungsfestigkeit abgesetzter, 
genuteter und durchbohrter Wellen. Z. VDI 81 (1937) S.505/09. Die f3",-Werte von Herold weisen einige, 
unverstandliche Eigentiimlichkeiten auf, indem diese fiir den weichen "normaIisierten" St 0 16.61 hoher 
liegen als beim harten VON 15. - Lehr, E. und R. Mailander: EinfluB von Hohlkehlen an ab­
gesetzten Wellen und von Querbohrungen auf die Biegewechselfestigkeit. Arch. Eisenhiittenwes. 11 (1938) 
S.563/68. Bericht Nr.420 des Werkstoffausschusses. - Thum, A. und H. Weiss: Versuche zur Stei­
gerung der Verdrehdauerhaltbarkeit quergebohrter Wellen durch Kaltverformung. Automob.-techn. Z.41 
(1938) S.629/633. - Ulrich, M.: Verdrehfestigkeit und VerschleiB von Keilwellen. Teil 1. Forschungs­
arbeiten' fiir das Kraftfahrwesen. Herausgegeben vom Reichsverband der Automobilindustrie. Berlin.­
Thum, A. und F. Wunderlich: Dauerbiegefestigkeit von Konstruktionsteilen an Einspannungen, Naben­
sit zen und ahnlichen Kraftangriffstellen. Mitt. der MFA. an der T. H. Darmstadt, Heft 5. VDI-Verlag 1934, 
mit ausfiihrlichem Schrifttumverzeichnis (122 Quellen). - Ulrich, M.: Verdrehfestigkeit und VerschleiB von 
Keilwellen. Reichsverband der Automobilindustrie. E. V. Berlin. Versuchsbericht Nr.11 (1935). - Horger, 
O. J.: Effect of surface rolling on the fatique strength of steel. J. appl. Mech. 57 (1935) S. A. 128. - Horger, 
O. J. und J. L. Maul b etsch: Increasing the fatique strength of press-fitted axle assembles by surface rolling 
J. appl. Mech. 58 (1936) S. A 91/98. - Buckwalter, T. V. und O. J. Horger: Investigation of fatique 
strength of axles press-fits, surface rolling and effect of size. Trans. Amer. Soc. Metals 25 (1937) S. 229/44. -
Berg, P.: Die Steigerung der Dauerhaltbarkeit von Keilverbindungen durch Oberflachendriicken. Diss. T. H. 
Braunschweig 1935. Mitt. Wohler-lust. Nr. 26. Berlin: N. E. M.-Verlag. - Tomlinson, G. A.: An investi­
gation of the fretting corrosion of closely fitting surfaces. Proc. Instn. mech. Engr. 141 (1939) S. 223/49. 

32. Kupplungen. 
Wegen der Gefahr des Verbiegens beim Transport wahlt man die Wellen nicht zu lang, 

sondern nur 4 bis 6 m fUr Wellen von 30 bis 50 mm Durchmesser und hochstens 7 m fUr dickere 
Wellen. Zwei Wellenstiicke werden durch Kupplungen verbunden, die je nach dem Zwecke in: 

1. feste, 3. ausriickbare, 
2. bewegliche, 4. selbsttatige 

Kupplungen unterteilt werden. 
Die Kupplungen sollen immer dicht neben einem Lager sitzen und so angeordnet sein, daB 

jedes Wellenstiick mindestens in zwei Lagern ruht. Auch ist die Kupplung - von der Antrieb­
seite gesehen - hinter dem Lager anzubringen, damit im ausgeriickten Zustand die Welle be­
triebsfahig bleibt. 

Zur Verbindung zweier Wellen von verschiedenem Durchmesser wird das Ende der starkeren 
Welle abgedreht und eine dem Durchmesser der schwacheren Welle entsprechende Kupplung 
aufgesetzt. 

32.1. Feste Kupplungen. 
Feste Kupplungen verbinden zwei Wellen starr miteinander. 
a) Scheibenkupplung. Auf jedem der beiden Wellenenden sitzt, durch Keil befestigt, eine 

guBeiserne Scheibe (Abb. 32.1); beide sind durch Schrauben miteinander verbunden. Da­
mit die Mittellinien der Wellen zusammenfallen, greift 
die eine Scheibe mit einem Ansatz (Zentrierung) in die 
andere ein. Damit ist der Nachteil verbunden, daB die ein­
zelnen Wellen sich erst nach einer Langsverschiebung um 
die Hohe des zentrierenden Ansatzes herausnehmen lassen. 

Abb. 3~.1. Seheibenkupplung (Bauart Wiilfel) ohne und mit herausnehmbarer Zwisehenseheibe. 
I = 1,5 d, 8 = 0,3 d + 1 em, c = 1,25 a. 

Ahh.32.2. WellenlrupplUng mittels 
angesehmiedeter Flansehen. 

(Aus Riitseher.) 
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Du:rch Anwendung eines geteilten Zwischenringes, dessen Halften beirn Abkuppeln quer zur 
Welle herausgenommen werden, laBt sich dieser Nachteil beseitigen. 

Die Schrauben iibertragen das Drehmoment von der einen Scheibe auf die andere, und zwar 
zunachst vermittelst der Reibung, indem die Scheiben stark zusammengepreBt werden. Bei 
Erschiitterungen wird die Reibung aber teilweise aufgehoben, so daB die Schrauben das Dreh­
moment dann direkt iibertragen miissen; darum miissen genau in die Locher eingepaBte 
Schrauben verwendet .werden (PaBschrauben). Zum Schutz gegen Unfalle sollte man alle 

Abb. 32.3. Schalenkupplung (Eisenwerk Wiilfel). 

vorstehenden Teile ver­
meiden, also Schrauben­
kopfe und Muttern ver­
senken und keineNasen­
keile verwenden. 

ErfahrungsgemaB ver­
lieren die Stirnflachen 
der Scheiben durch das 
Aufkeilen die genau 
senkrechte Lage zur 
Wellenachse, so daB ein 
nochmaliges Abdrehen 
der Scheiben, nach dem 

;;. ~ Aufk.ilen, "foroo,li,h ;'t. Em. "hr gute, ab" ",bw" 10,bare 
. ,~ i Verbindung ist das Aufpressen der Scheiben (vgl. Schrumpf-

dhl.-~' . verbindungen). Darum miissen bei Verwendung von Schei-
I. . , benkupplungen alle Scheiben und Rader, die auf die Wellen 

. aufgebracht werden, zweiteilig sein, so daB diese Anordnung 
Abb.32.4. Hiilsenkupplung (nachJelllnek). teuer ist. Schwere Wellen kuppelt man durch unmittelbar an­

geschmiedete Flansche (Abb.32.2.). 
b) Die Schalenkupplung (Abb.32.3) ist wesentlich billiger und vermeidet diese Nachteile. 

Zwei guBeiserne Schalen werden durch Schrauben fest auf die Wellenenden geklemmt und 
bewirken eine genau zentrische Verbindung. Ein eingelegter Keil verhindert die gegenseitige 

Verdrehung der Wellenenden. 

Abb.32.5. Ausdehnungskupplung (Wiilfel, 
Hannover). 

Fiir die Verwendung in feuchten Betrieben (Bleichereien, 
Farbereien, Papierfabriken) wird die Konstruktion etwas ge­
andert, indem zwei konisch ausgedrehte, schmiedeeiserne Ringe 
von beiden Seiten auf die schwach konisch gedrehten Scha­
len aufgetrieben werden (Abb. 32.4). Diese sind, trotz des Ro­
stens, leicht lOsbar (Hiilsenkupplung). 

Abb.32.6. 

Fiir eine gute Verbindung der beiden Wellen ist es erforderlich, daB sie genau gleiche Durch­
messer haben, was seit der Einfiihrung von Toleranzen bei der Herstellung leicht moglich ist. 

32.2. Nachgiebige Kupplungen. 
Nachgiebige Kupplungen lassen eine kleine Verschiebung der Wellenenden zueinander zu, 

und zwar entweder in axialer oder in radialer Richtung, oder auch so, daB di'e Wellenmittel 
einen kleinen Winkel bilden kOnnen. 
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a) Ausdebnungskupplung (Abb. 32.5). Jede Kupphmgshiilfte ist mit drei Klauen versehen, 
die ineinander greifen. Zur Zentrierung ist ein Ring eingelegt. Der Einbau einer Aus­
dehnungskupplung empfiehlt sich in der Mitte von langen Wellenstrangen, um die durch die 
Temperaturunterschiede hervorgerufenen Langenanderungen auszugleichen. Da die Aus­
dehnungszahl ffir Stahl = 0,000011 ist, dehnt sich z. B. eine Welle von 20 m Lange bei 25° C 
Temperaturunterschied um 20 000 . 25· 0,00001l = 5,5 mm. Die Klauen soUten von Zeit zu 
Zeit geschmiert werden, um ein leichtes Verschieben zu ermoglichen. 

b) Elastische Kupplungen werden ffir die direkte Ver­
bindung mit elektrischen Maschinen verwendet. Sie ge­
statten das Einspielen des Ankers und gleichen oft auch 
kleine Ungenauigkeiten in der gegenseitigen Wellenlage der 
zu kuppelnden Maschinen aus. Weit verbreitet ist eine 
Konstruktion ahnlich wie die Scheibenkupplung. Die 
Schrauben sitzen aber nur in der einen Kupplungshalfte fest; 
das andere Schraubenende tragt eine Gummihiilse, die mit 
etwas Spiel in das entsprechende Loch der anderen Kupp­
lungshalfte eingreift. In neuerer Zeit werden an Stelle 
der Gummihiilse die bewahrten Federformen verwendet. 
Abb.32.6 zeigt die Babba-Kupplung, die sehr wenig Platz 
erfordert und bei der die Federn in einem vollstandig ge­
schlossenen und mit Fett gefiillten Raum untergebracht 
sind. 

c) Die Kreuzgelenkkupplung (Cardangelenk) dient zur 
Verbindung von Wellen, deren Achsen einen kleinen 
Winkel (5-8°) zueinander bilden und ist im Automobilbau 
gebrauchlich. Auf den beiden Wellen sitzen Naben, die je 
zwei Zapfen tragen (Abb.32.7). Die vier Zapfen sind in Abb.32.7. Kre~~~~~~~~r:lllng(Wiilfel, 
Bronzebiichsen gelagert und durch einen geteilten Ring 
zusammengehalten, worin sie kreuzweise drehbar sind. Wenn die eine Welle eine gleichformige 
Bewegung hat, so erhalt die zweite Welle durch die Kupplung Beschleunigungen und Ver­
zogerungen, die um so groBer werden, je groBer der Ablenkungswinkel ist. 

32.3. Ansriickbare Knpplnngen. 
Die Klauenkupplung ist ahnlich wie die Ausdehnungskupplung. Wahrend die eine Kupp­

lungshalfte fest aufgekeilt wird, ist die andere - auf der treibenden Welle - verschiebbar und 
mit einer eingedrehten Rille ffir den Schleifring des Ausriickbiigels versehen. Das Einriicken der 
Kupplung ist nul' im Ruhezustand moglich, wenn die Klauen sich gegem;eitig in der richtigr n 
Lage befinden. Ein bekannter Ubelstand der 
Klauenkupplungist,daB ffir dasAusriicken wah­
rend des Betriebes eine groBe Kraft erforderlich 
ist. Die Verschiebungskraft ist P = fhN, worin 
fh die Reibungszahl und N die Kraft ist, mit del' 
die zu verschiebenden Teile zusammengepreBt 
werden. Beim Ausriicken verschiebt sichdie eine 
Kupplungshalfte gegen die Klauen der anderen, 
und auBerdem langs der Fiihrungsfeder am Wel­
lenumfang. Die Klauenkupplung ffir eine WeUe 

aU8!leriickt 

einueriickt 

Abb.32.8. Hiidebrandtsche Zahnkupplung. (Wiilfel, Hannoyer). 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Anfl. 13 



194 Wellen. 

von 100 m.m Durchmesser hat einen Durchmesser in der Klauenmitte von rd. 28 cm. Wenn das 
Drehmoment Md = t d3 T zu 28000 kg· cm angenommen wird, wirkt zwischen den Klauen 
eine Umfangskraft von 28000/14 = 2000 kg, und am Wellenumfang eine Kraft von 
28000/5 = 5600 kg, so daB N = 7600 kg wird. Da die gleitenden Teile nur wenig oder gar nicht 
geschmiert sind, ist # = 0,1 und groBer, so daB die Ausruckkraft mindestens 760 kg wird. Dar­
um muB der Ausrncker kraftig gelagert sein und eine graBe Ubersetzung haben. Ungefahr drei 
Viertel der Ausruckkraft ist erforderlich, urn die Kupplungshalfte auf der Welle zu verschieben. 
Die Hilde brandtsche Zahnkupplung vermeidet diesen Ubelstand (Abb.32.8). Auf dem 
einen Wellenende ist der Kupplungsteil A, auf dem anderen der Teil B fest aufgekeilt. 
Beide sind mit der gleichen Anzahl Zahne versehen. Auf der Nabe des Teiles B sitzt eine ver­
schiebbare Muffe 0 mit gleichviel Zahnen und mit einer eingedrehten Rille ffu den Schleifring. 
Bei ausgeruckter Kupplung fiillen die Zahne der Muffe stets die Zahnlucken des Teiles B aus. 
Beim Einrucken schieben sich die Muffenzahne auch in die Lucken des Teiles A und verbinden 
so die beiden Teile miteinander. Da die Kupplung ffu die gleiche Welle meist einen groBeren 
Durchmesser hat, wird die Ausrnckkraft bedeutend kleiner. Um in ausgerncktem Zustand 
unnotige Reibung zu vermeiden, ist der Kupplungsteil B auf die getriebene Welle zu setzen. 
Viel zweckmaBiger als die Zahnkupplung ist die Reibungskupplung, die eine stillstehende 
Welle allmahlich mit der drehenden verbindet (vgl. Abschn. 64). 

Sehrifttum. 
vom Ende, E.: Wellenkupplungen und Wellenschalter. Einzelkonstruktionen aus dem Maschinen­

bau. Heft 11. Berlin: Julius Springer 1931. - Kutzbach, K.: Quer- und winkelbewegliche Wellenkupp­
lungen. Kraftfahrt~chn. Forschungsarbeiten, Heft 6, 8.1/21. Berlin: VDI-Verlag 1937. - 8pieJl, R.: 
Kardangelenke zur Ubertragung gleichformiger Bewegung. Fordertechn. 29 (1936) S. 289/98. - Dietz, H.: 
Die Ubertragung von Momenten in Kreuzgelenken. Z. VDI 82 (1938) S. 825/28. - Grossmann, K. H.: 
Die Momente im Kreuzgelenk. Schweiz. Bauztg. 113 (1939) S.27. - Altmann, F. G.: Drehfedernde 
Wellenkupplungen. Kraftfahrtechn. Forschungsarbeiten, Heft 6, S.27/37. Berlin: VDI-Verlag 1937. -
Donaldson, C.: Typical designs of flexible couplings. Amer. Mach., Lond. 80 (1936) S. 13, 16, 19,22, 214/16E, 
258/60E, 303/05E, 347/49E. - Cousins, R. J. W.: Flexible couplings ffir Diesel engines. Engineering 143 
(1937) S. 29/32.-Rembold, V. und J. Jehlicka: DasVerhaltenfedernderKupplungenimBetrieb. Forsch.5 
(1934) S.146/54 und 8 (1937) S.109/18. - Brink, K.: Verhalten von elastischen Kupplungen im Dauer­
betrieb, insbesondere Bestimmung der Dampfung. Mitt. Wohler-Inst. S. 1/65. Braunschweig 1938. 

33. Kurbelwellen. 
33.1. Festigkeitsrechnung. 

Die Beanspruchung ist je nach der Kurbelstellung verschieden. Die Stangenkraft S (Abschn. 82) 
kann aber immer in zwei Komponenten, radial und tangential zum Kurbelkreis, zerlegt werden l . 

Abb.33.1. 
Beanspro­

chung einer 
Stirnknrbe) 

FUr die in Abb. 33.1 gezeichnete Stirnkurbel verursacht die radiale 
Komponente R 

1. eine gleichmaBige Zugbeanspruchung uber den ganzen Arm­
querschnitt: 

R 
GZ=1):h . 

2. Biegung durch das Moment R· e. Dadurch entsteht eine 
groBte Zugspannung in der Linie 3 bis 5 und zwar ist dort 

6R·e 
Gb=~. 

Die tangentiale Komponente T verursacht: 
1. Biegung durch das Moment T . y. Die groBte Z;ugspannung 

tritt in der Linie 4 bis 5 auf und ist 

, T· Y 
Gb=-l-· 

7J hb2 

2. In der neutralen Faserschicht eine Schubspannung: 

T 
7: =-2-. 

~b·h 

3. Verdrehung durch das Moment T· e. Die graBten Werte 
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der Schubspannungen liegen in den Punkten 0 und 1: 

und in 6 und 7: 

T· e 
Ta---

- ihb2 

T· e 
Tb = --. 

~bh2 

Die groBte Beanspruchung (nach Mohr) folgt aus der Gleichung: 

Tmax = -~- ya2 + 4 T2 , 
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und ist von Stelle zu Stelle verschieden. ln dieser Gleichung ist a die an einer Stelle auftretende 
R R'e 

Normalspannung, z. B. fUr Punkt 1: a = b7i, + i b h2 ' 

T T· e 
und T die an der gleichen Stelle wirkende Schubspannung: T = _~ bh + t hb2 • 

1m allgemeinen berechnet man die Kurbelwelle nur fUr zwei Hauptstellungen der Stange: 
a) FUr die Totpunktlage; die Krafte wirken dann in der Kropfungsebene (T = 0). 

b) In der Tangentialstellung; die Krafte stehen dann senk­
recht zur Kropfungsebene (R = 0). 

Gebrauchliche Abmessungen des Kurbelarmes sind: 
h = 0,75 d und b = 1,25 bis 1,3 d . 

Man muB auch hier wieder beachten, daB die obenstehende 
Spannungsberechnung vollstandig versagen muB bei den 
scharf en Vbergangen zwischen Kurbelarm und ~pfen, resp. 
Welle. Auch der Kurbelzapfen ist (als Kraftangriffstelle) der 
Festigkeitsrechnung schwer zuganglich, so daB eigentlich nur 
die Spannung in der Mitte der Kurbelarme berechnet werden 
kann, also dort wo erfahrungsgema.B keine Bruchgefahr vor- Abb.33.2. ZusammengebauteKurbe!weUe. 
handen ist. Dr.-lng. J. CrumbiegeP hat mit Feindehnungs- (Aus Dubbe!, Taschenbuch.) 

messungen den wirklichen Verlauf der Biegespannungen be-
stimmt und in den einspringenden Ecken viel groBere Spannungen gemessen, die allerdings 
extrapoliert werden muBten. Die Verhaltnisse liegen beim Kurbelarm noch viel verwickelter als 
beim Stabeck (Abschn. 16.3), weil hier Biegung und Verdrehung gleichzeitig wirken und die 
Querschnittsform sich auBerdem bei den Vbergangen andert. 

Die Kurbelwellen werden aus zahem S.M.-Stahl geschmiedet. Zur Vermeidung der Kerb­
wirkung sind die Abrundungen an den Vbergangsstellen mit moglichst groBem Halbmesser 
auszufiihren. Bei groBen Maschinen werden die Kurbelwellen aus Einzelteilen zusammengebaut 
(Abb. 33.2), die aber weniger steif sind als einstiickige Wellen. Wellen und Zapfen werden oft 
durchbohrt und die Bohrung fUr die Schmierung verwendet. In den letzten Jahren werden fUr 
kleine Maschinen vielfach gegossene Kurbelwellen verwendet, die in der Formgebung freier 
sind und sich e~em giinstigen Verlauf der Spannungslinien besser anpassen konnen. 

Sehrifttum. 
Thum, A. und K. Bandow: Die GuBkurbelwelle. Z. VDI 80 (1936) S. 227. - Roll, F.: Gegossene 

Kurbelwellen. Z. VDI 80 (1936) S.1365/68. - Walls, F. J.: Cast camshafts und crankschafts. J. Soc. 
automot. Engr. 41 (1937) S. 284/90. - Gough, H. J. and H. V. Pollard: Properties of some materials for 
cast crancshafts, with special reference to combined stresses. J. Instn. automob. Engr. 5 (1937) S. 96/166. -
Liirenbaum, K.: EinfluB von Formgebung und Werkstoff auf die Gestaltfestigkeit geschmiedeter und ge· 
gossener Flugmotoren.Kurbelwellen. Jb. dtsch. Luftf. Forsch. Bd. 2 (Triebwerk) S. 128/31 (1937). - Klingen­
stein, T., H. Kopp und E. Mickl: Kurbelwellen aus GuBeisen. Mitt. Forsch.-Anst. Gutehoffnungshiitte 6. 
(1938). S. 39/51. - Cornelius: Berechnung und Gestaltung schnellaufender Kurbelwellen. Automob.-techn 
Z.42 (1939) S. 384/93. - Bandow, K.: Dauerhaltbarkeit von Stahl- und GuBkurbelwellen. Dtsch. Kraft­
fahrtforsch., Heft 14. Berlin: VDI-Verlag 1938, mit Schrifttumverzeichnis. - Appelt, W.: Steigerung der 
Dauerhaltbarkeit von Autokurbelwellen durch Oberflachendriicken des Bohrrandes. Automob.·techn. Z. 40 
(1937) S. 473/75. - Kopp, H.: Kurbelwellen aus GuBeisen. Mitt. Forsch.·Anst. Gutehoffnungshiitte 7 (1939) 
S.96/103. - Cornelius, H. und F. Bollenrath : Dauerhaltbarkeit von hohlen Kurbelwellenzapfen mit 
Innenverstarkung an der Olbohrnng. Z. VDI 82 (1938) S.885/89. 

1 Diss. T. H. A:achen 1931. Vgl. auch Z. VDI. Bd. 76 (1932) S.508/9. 
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33.2. Formanderung. 1 

33.21. Die Kraft P wirkt in der Ebene der Kurbelarme (Kropfungsebene). Der Kurbelarm CD 
ist dann durch em konstantes Biegungsmoment M" = A . a (Abb. 32.3 a) beansprucht und biegt 
sich deshalb nach einem Kreisbogen vom Halbmesser (!, der aus der Gleichung der elastischen 
Lillie: p 

d'y ~~_ M" 
dx' ~ e - ±JkE (12.12) 

bestinlmt werden kann. Wenn 
angenommen wird, daB die 
rechten Winkel zwischen Kur-
belarm, Zapfen und Welle bei 
der Formanderung erhalten 
bleiben, so erfahrt der Zapfen 

a 

dadurch gegen die anschlieBende Welle eine 
kleine Neigung: 

(33.1) b 

Eine gleich groBe Neigung des Zapfens konnte 
auch bei einer geraden Welle erhalten werden, 
wenn an Stelle des Kurbelarmes ein Stuck von 
entsprechender Nachgiebigkeit eingeschaltet 
ware (Abb.33.3b). Diegerade Welle istso ausder c 
Kurbelwelle entstanden, daB der Kurbelzapfen 
in das Wellenmittel verschoben und der Kurbel­
arm d urch ein elastisches Glied von der Lange .11 
und dem Tragheitsmoment J", ersetzt worden 
ist. Die Winkelanderung erhalt man durch In­
tegration der Gleichung der elastischen Linie, 
wobei angenommen wird, daB .11 so klein ist, 
daB das Biegemoment M" fiir die Lange .11 als 
unveranderlich angenommen werden kann. d 

ill 

:: =tgCPl= CP1 = J :I~dx = JM~ .11. (33.2) 
o '" '" 

Die Winkel cP und CPI werden gleich, wenn: 
rM" Mk 
--= --.11 oder 
hE J",E 

Lll 
J", = - J" (33.3) 

l' 

A . B I . 
J I r · , 6! 

~}-·--+·-}--t- -·t 

Abu. 33.3 a-d. Formanderungen der KurbeJwelle, wenn 
die Krafte in der Kriipfungsebene wirken (Abu. d 

aus Enlllln : KurbeJweUen). 

ist. Die Kurbelwelle ist damit - was die Formanderung anbelangt - durch eine voll­
standig gleichwertige gerade Welle ersetzt, fiir welche die elastische Lillie, nach dem Verfahren 
von Mohr, konstruiert werden kann. Fiir das elastische Glied muB also die verzerrte Momenten-

flache ~~ Mk und dann der Inhalt f = M" ~o .11 bestimmt werden, um die GroBe der Belastungs-
'" '" flache f zu erhalten 

(33.4) 

Diese Flache ist also unabhangig von .11. Denken wir .11 unendlich schmal, so wird die Flache f 
in der Senkrechten durch C zusammengedrangt und beirn Aufzeichen von Krafte- und Seil­
polygon als eine in der Mittellinie des Kurbelarmes wirkende Einzellast berucksichtigt. Man 
begeht dabei allerdings einen kleinen Fehler, da die Formanderung der Strecke .11 zweirnal 
berechnet wird, erstens durch die Flache fund zweitens durch die Verlangerung der Welle um 
.11. Der Fehler, der auf der sicheren Seite liegt, kann (wenn gewiiuscht) leicht vermieden 
werden, wenn die Momentenflache an den Stellen .1 1 unterbrochen wird. 

1 Ensslin , M.: Mehrfach gelagerte Kurbelwellen. Stuttgart: A. Bergstrasser 1902. - Genner, A.: 
Mehrfl\>ch gelagerte Kurbelwellen. Berlin: Julius Springer 1926. 
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Bei dieser Uberlegung war angenommen, daB der Kurbelarm sich urn die gauze Lange r der 
J'iIittellinie verbiegt. In Wirklichkeit kann sich der Arm dort, wo die Welle oder der Kurbelzapfen 
anschlieBt, nicht mehr freiverbiegen, so daB etwas kleinere Werte von r einzusetzen waren. 
Nur Versuche, die allerdings bis heute nicht vorliegen, konnen dariiber entscheiden, welcher 
Teil von r wirksam ist. Wenn man annimmt, daB die gauze Armlange an der Formanderung 
teilnimmt, so erscheinen die Verbiegungen und damit die Neigungswinkel in den Lagerstellen 
wieder etwas zu groB. Ein solcher Fehler liegt meist im Interesse der Rechnung. 

33.22. Kraft P senkrecht zur Kropfungsebene. Damit die Welle im Gleichgewicht ist, miissen 
nicht' nur die Reaktionen A und B, sondern auch das Drehmoment Md = p. r als Reaktion 
angebracht werden (Abb. 33.4). 

Welle, Zapfen und Arme werden, wenn man 
von dem SMick A 0 absieht, auf Biegung und 
Verdrehung beansprucht. Das Torsionsmoment 
A . a = Mk verdreht den Arm 0 D um den Winkel 
cP = f} . r, worin f} = verhaltnismaBiger Ver­
drehungswinkel ist. Fiir rechteckige Querschnitte 
ist (ZahlentafeI12.8) 

Md Md 
f} = 1Jl1Jllhb3G = 'ljJ2 hb3G . 

Dieselbe Neigung zwischen Zapfen und Wellen­
sMick A 0 kann auch bei einer geraden Welle her­
vorgerufen werden, wenn wieder an Stelle des 
Armes ein elastisches Glied mit dem Tragheits­
moment J y und der Lange LIZ eingesetzt wird. 
Aus der Biegegleichung: 

d'Y Mk 
dx'= JyE' 

dy Mk 
folgt. dx = tg CPl = JyE LIZ = CPl . 

Die Winkel cP und CPl werden gleich, wenn 
Mk Mk Lll 

f} . r = JyE Lll oder J y = DE . r 
ist. Dadurch ist - was die Neigung durch die 
Verdrehung der Arme anbelangt - die Kurbelwelle 
wieder auf eine gerade Welle zuruckgefiihrt. Auch 
hier kann LIZ wieder unendlich schmal gedacht wer­
den, da der Inhalt der verzerrten Momentenflache; 

J MleJo 
f=Mk/LlZ= M Lllf}E'rLlZ=Jof}Er (33.5) 

y k 

unabhangig von LIZ ist. 

b 

c 

Abb.33.4. Formanderungen der Kurbelwelle, Wenn die 
Krafte senkrecht zur Kropfungsebene wirken 

(aus Eu131in: KurbelwelIen). 

Die Verbiegung der Kurbelarme und die Verdrehung des Zapfens bewirken auBerdem ein 
Heraustreten der Stucke A 0 und BF aus der ursprtinglichen Ebene der Kurbelarme. Die elasti­
sche Linie ist nun keine stetige Kurve mehr, sondern es treten in den Stellen 0 und F Sprtinge 
auf, deren GesamtgroBe mit LI bezeichnet sei. Dadurch andern sich auch die Neigungswinkel der 
elastischen Lillie in den Auflagerstellen um eine kleine - oft vernachlassigbare - GroBe. 

1. Der Arm aD (Abb. 33.5) verbiegt sich durch die Kraft A, so daB die Punkte 0 und D 
um den Betrag 

gegenseitig verschoben werden. 
2. Durch die Verdrehung des Zapfens DE um den Winkel f}' Z entsteht eine Senkung des 

Punktes F gegenuber dem Punkte 0 von der GroBe: 

f .QI l . .QI M d A r . 
2 = 'U' "2 r worm '/I' = J p G = 0,1 d4 . GIst. 

3. Der Arm EF wird durch das Moment Md = P' r und auBerdem durch die Kraft B ver-
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bogen; beide Verbiegungen wirken in entgegengesetzter Richtung. Nach den Formeln in Zahlen­
tafel 12.1 ist die dadurch verursachte Senkung: 

PI':>' Br3 
13 = 2 JkE - 3 JkE . 

Der Gesamtsprung ist: .1 = 11 + 12 + 13 . 

33.3. Mehrfaeh gelagerte und mehrfaeh gekropfte 
Wellen. 

Jede Kropfung kann, wie vorher abgeleitet, durch elastische 
Glieder ersetzt werden, so daB die Kurbelwelle immer auf eine 
gerade Welle zurUckgefiihrt werden kann. Die Formanderung der 
Kurbelarme durch das Drehmoment Ma darf dabei nicht iiber­

IL--===~_:IJE sehen werden. Dieses Drehmoment, das bei mehrfach gekropften 
Wellen im allgemeinen zwischen je zwei Kurbeln verschieden ist, 
erzeugt eine parallele Verschiebung der rechts und links der 
Kurbelarme liegenden Wellenstiicke aus der Ebene der Kropfung 
heraus (Abb.33.6). 

Abb. 33.5. Zur Berechnung der 
Spriinge. 

Das Verfahren von Maxwell zur Bestimmung der statisch 
unbestimmten Auflagerreaktion a (Abschn.12.5), ist von der Ge­
stalt des untersuchten Tragers unabhangig, gilt demnach auch fUr 

die gekropfte Welle. Besondere Beachtung ist jedoch notwendig, wenn durch die Kropfung ein 
Drehmoment hindurch geht. Der dadurch hervorgerufene "Sprung" in der elastischen Linie 
sei mit .1 bezeichnet. Die Folge davon ist, daB an der Stelle des Mittellagers eine Durch-

Abb.33.6. Formiinderungen der Kurbelwelle, wenn durch die Kriipfuug ein,Drehmomeut geht (aus Eu~liu). 

biegung .1' entsteht, die durch eine zusatzliche Lagerreaktion OJ aufgehoben wird und deren 
GroBe (Abb. 33.7) aus 

OA' Yo = .1' 
berechnet werden kann. Dieser Mehrbetrag wird beriicksichtigt durch algebraische Addition 

des Wertes in der Maxwell'schen Glei­
chung: 

A 
I---",,*"" ) Hd .2 P . Y - a Yc = + .1'. (33.6) 

Abb.33.7. Formanderung einer Kurbelwelle, wenn ein Drehmoment durch 
die Kriipfung geht. 

33.31. Die Krafte wirken in der Kropfungsebene. 
erhalten wir die Gleichungen: 

Als Anwendungs beispielist die Form­
anderung der in Abb.33.8 gezeichne­
ten dreifach gelagerten Kurbelwelle, 
fiir zwei Kurbelstellungen, untersucht 
worden. Zuerst muE die statisch un­
bestimmte Auflagerreaktion 0, nach 
einer der in Abschn. 12.5 angegebenen 
Methoden, bestimmt werden. 
Aus den Gleichgewichtsbedingungen 

A + B + a = P, oder 500 + 1600 + 21 200 = 23 300 = A + B + a . 
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Die Summe der Momente in bezug auf 0 muB gleich Null sein: 
138 A - 0,5 . 88 - 1,6 . 56 = 68 B - 21,2 . 34. 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt: A = 4,85 - 0,33 0, nnd B = 18,45 - 0,67 0 . 
Kontrolle: A + B + 0 = 4,85 + 18,45 = 23,300 t. 

I 

199 

Nach dem Satze von Castiglian.o muB fiir die ganze Welle ~~ = J J:~ . a~", dx = ° sein. 
o 

Da dl;1s Tragheitsmoment der Welle veranderlich ist, formen wir die Gleichung etwas um: 
I 

a~ 1 J Jo aM", 
aO=JE M"'Tacdx=O. 

o '" 
(33.7) 

o 
Al 

FUr die elastischen Glieder ist \l{ = f 2~:E dx, worin nach Gl. (3) J", = 1,; ~l ist, so daB 
o 

Mkr. a~ MI:,·r aMI:, 1 Jo aMI:, 
\l{ ~ 2 J1:,E wird, nnd ao = JI:, E . ao = JoE' MI:, JI:, r ao . (33.8) 

Um den Wert :~ fUr die ganze Welle zu berechnen, wird diese in eine Anzahl Teile geteilt 

(Abb.33.8b). Da die Summe gleich Null ist, kann der fiir aIle Teilstrecken gemeinsame Faktor 
JoE bei der Berechnnng weggelassen werden. 
Strecke 1, von A ausgehend, fiir x = 0 bis x = 20 CD;l. 

aM 
M",=A'x=(4,85-0,330)x, W=-0,33x, J o =3217cm4, J=1620cm4 , 

20 

a~ J o f 2· 3217 2()3 ao = J", (0,330- 4,85) 0,33 x dx= 0,33 '1620 (0,330 - 4,85) 3 

o 

Strecke 2, (iir x = 20 bis x = 50 cm. ~o = 1 . ' 

'" aM 
M", = Ax und W = -0,33 x. 

= 576 0 - 8560 . 

a~ 503 -20' 
ao = 0,33 (0,33 0 - 4,85) 3 = 4250 0 - 62 400 . 

Strecke 3, fiir x = 50 bis x = 82 cm. ~o = 1 . 
'" aM", 

M", = A x-O,5 (x-50) = 4,35 x- 0,330 x + 25; ao = -0,33 x. 
82 

a~ f ao = (1,090 x2 -1,436 x2 + 8,25 x) dx 
50 

= (1 090 -1436) 823-503 + 8 25 822 -502 = 154800-221400. 
, , 3 ' 2 

Strecke 4, ffu. x = 82. bis x = 138 cm. ~o = 1 . 

'" 
M", = A x-O,5 (x-50) -1,6 (x-82) 

aM 
= 2,75 x-O,33 Ox + 156,2; W = -0,33 x. 

138 

:~ = f (1,09 0 x 2 - 0,9075 x2 + 51,55 x) d x 
82 

= (1,090 _ 0,9075) 1383;- 823 + 51,51382;-822 

Strecke I', von B aus, fiir x = Obis x = 34 cm. Jo =-1. 
'", 

aM", 
M", = B x = (~8,45-0,67 0) x; ao = -0,67 j;. 

= 75 540 0 - 946 000 
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34 

o~ f 343 
00 = - (12,39 - 0,449 C) X 2 dx = - (12,39 - 0,449 C) g-

o 

Strecke 2', ~iirx = 34 bis x = 68. Jo = 1 . 
Jx 

oM Mx = Bx-21,2 (x-34) und ac = -0,67 x. 

68 

o~ J 00 = (1,83 x 2 + 0,4489 C x 2 -483 x) dx 
34 

683 - 343 _ 483 68" - 34" = (1,83 + 0,4489 G) 3 
2 

b) +-';!f--+ 

~--~~----------+-------~----~--~~--

d) 

E1'!IIuIJlinie 

e) 

f) 

9) 

= 5880 G - 162 000 . 

= 41 100 G - 669 300 . 

Abb.33.8. Formanderung einer dreifach geiagelten Kurbeiwelle. Krafte in der Kropfnngsebene. 



33. Kurbelwellen. 201 

Elastisehes Glied I: Jk = 1024 em'; r = 23 em. 
oMk 

Mk = B· 20,75; 00 = -0,67' 20,75 = -13,9. 
am: 3217 ') 
00 = (0,67 C -18,'1;5) '20,75 . 1024 .• 3 . 13,9 = 13 900 C - 383 000 . 

Elastisehes Glied II: Mk = B; 47,25 -13,25'21,2 
= 592 = 31,66 C . 

~~ = (31,66 C -592) ~~!: . 23· 31,66 = 72250 C -1357000. + 
I ~~ = 228 936 C - 3 801 996 = ° , 

woraus C =16,60 t. Damit wird A =4,85-0,33 C =-0,64 t und B =18,45-0,67 C =7,34t. 

Als zweite Methode zur Bestimmung der Auflagerreaktion C ist in Abb. 33.8e, d die Ein­
fluBlinie (fUr C = 1 t) konstruiert (vgl. S.58). 

Belastungsflaehe. . 
Inhalt .... em2 

1 
132 

2 
963 

3 
2115 

4 
802 

5 
603 

6 
145 

Die zusatzliehen Belastungen 11 und 12 durch die elastisehen Glieder sind naeh Gl. (4) bereehnet 
worden. Da die drei Lager in der gleiehen Rohe liegen, spielt der MaBstab der konstruierten 
elastisehen Linie keine Rolle. 

Aus der Gleichung: ,2; p. y = C· Yo oder 19,5 . 0,5 + 29· 1,6 + 24,5 . 21,2 = C • 34;,5 folgt 
C = 16,67t. 

Um die Reaktion C mit genugender Genauigkeit zu erhalten, muB die EinfluBlinie in groBem 
MaBstab gezeichnet werden. 

Naehdem C bekannt ist, kann die Momentenflii.che bereehnet oder konstruiert werden und 
daraus (naeh Mohr) die elastisehe Linie. 

Belastungsfliiehe . 1 2 3 4 5 
Inhalt . em2 -266,8 -705,6 -1675 -8325 -1835 

Belastungsflaehe. . I 6 11 7 8 12 9 
Inhalt .... em2 143,4 4565 2062 2648 10950 1573 

Eine seharfe Kontrolle fUr die Riehtigkeit der bereehneten Reaktion C ist die Bedin­
gung, daB die Stutzpunkte der elastisehen Linie in einer Linie liegen mUssen. 

33.32. Die Kriifte stehen senkrecht zur Kropfungsebene (Abb. 33.9). Aus den Gleichgewiehts­
bedingungen folgt: 

und 
A + B + C = 12,2 + 0,92 + 0,285 = 13,405 t 

138 A - 83 . 0,285 - 56 . 0,92 = 68 B - 34 . 12,2 

oder 138 A = 68 B - 338,4. Damit wird: A = 2,785 - 0,33 C und B = 10,62 - 0,67 C. 
Strecke I, von A ausgehend, fUr x = Obis x = 20 cm. 

oM 
M:c = Ax = (2,785 -0,33 C) x; ao = -0,33 x. 

20 
om: 3217J 00 = - 0,33 1620 (0,33 C - 2,785) dx = 576 C - 4;850. 

o 
Da der Koeffizient von C in den Reaktionen A und B gleieh groB ist, wie im Belastungsfall 33.1, 

andern sieh aueh die Koeffizienten von C in den Ausdrueken ~~ nieht. Es sind also nur die 

konstanten Glieder neu zu bereehnen. 

Strecke 2, fUr x = 20 bis x = 50 em. ~o = 1. 
:c 

K=-0,33'2,785 503 3 203 =-35900; om: 
00 = 4250 C - 35 900 . 
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Streeke 3, fiir X = 50 bis X = 82 cm. ~o = 1 . 

'" 
M", = A X - 0,285 (x - 50) = (2,785 - 0,330) X - 0,285 (x - 50) . 

K = - (2,785 _ 0,285) . 0,33 833 
-; 503 

- 2,85 . 50 . 0,33 ° 833 
-; 502 

= - 127 300; ~~ = 15 480 0 = 127 300 . 

Strecke 4. 
1383 -823 

K = - (2,785 - 0,285 - 0,92) . 0,33 3 

- (0,285' 50 + 0,92' 82) . 0,33 1382 ;-822 

=-544500; 

Strecke 1', von B aus. 
343 

K =-0,67'10,62' 3 =-93200; 

Streeke 2'. 
K = _ (10,62 _ 12,2) . 0,67 683 

-; 343 
- 12,2 . 34 . 0,67 68 2

-; 342 

=-385000; 

am: 
00 = 75 540 0 - 544 500 . 

a)J( 
00 = 58800- 93200. 

~~ = 41 100 0 - 385 000 . 

Die Kurbelarme werden auf Verdrehung beansprucht mit dem Moment M". Die Formiinderungs­

M" 
arbeit \}{ = i M" . {} . r wird mit {} = 1Jlo h b3 G 

Of 'Po M' d 
n = 2hb3G "r un 

Mit G = 0,385 E und J" = 112 hb3 wird: 

am: 1 J o 'por a.b'I" -=_o_·-M,,-
00 JoE J" 4,62 00' 

h 
Fiir den Arm list: h = 20 em, b = 8,5, b = 2,36; 1Jlo = 4,09. 

Mlc = (10,62 -0,670)'20,75. 

am: = _ 4,09' 23 . 3217 (10 62 _ 0670) .20752 .067 = 123700 - 196000. 
00 4,62 1024' , " 

Fiir den Arm II ist M" = 47,25 (10,62 - 0,670) -13,25 . 12,2 
= 340,4 - 31,650 . 

, am: 4,09' 23 . 3217 (3404 _ 31650) . 31 65 = 641000 - 600 000 
00 4,62 1024 ' ., , 

2: ~~ = 219 296 0 - 2 076 750 , 

woraus 0 = 9,47 t. Damit wird A = - 0,341 t und B = 4,28 t. 
Fiir eine genaue Untersuchung sind noch die Formiinderungen der Arme und des Zapfens 

zu beriicksichtigen, wodurch Sprfinge in der elastischell Linie elltstehen. 
FUr die Biegung des Armes list: 

r r 

am: 1 JaM", 1 Jo raM", 
00 = J"E M", 00 dx = JoE J". JJlx 00 dx. 

o 0 

M", = Bx = (10,62 -0,67 0) x. 

aM., 1 
00 = -0,67 x; Jk = 12' 8,5'203 = 5700 cm4• 
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23 

~~ = - ~: J (10,62 -0,67 0) . 0,67 x2 dx = 10300 -16 300. 
o 

Fur die Verdrehung des Kurbelzapfens: 
1 M2l 

III =2Mxi}'l= 2/ Go, 
p 

a ill laMa 1 l·JoE oMd 
00 = J G Ma acT = J E' J7} Md 00 ' 

pop 

worin Jp = ~ d4 = 6450, l = Zapfenlange = 26,5 em, G = 0,385 E ist. 

oMa 
Md = B . r = (10,62 -0,670) r; 00 = - 0,67 . 23 . 

021 = 26,5.3217.233 • 0,67 (10 62 _ 0670) = 8170 0 -129 500. 
00 6450 . 0,385 ' , 

Fur die Biegung des Armes II: 
Mx = Pr-(P-B) x 

= 12,2 . 23 - (12,2 - 10,62 + 0,67 0) x = 280 - 1,58 - 0,67 0 . 

oM", '" 
00 =-0,61 x. 

oill = _ 3217 • 0 67 {280' 232 
_ (158 + 0670) 233

\ 
00 5700' 2' , 2 I 

Mit Berueksiehtigung dieser Glieder wird: 
'\' a ill 
~ 00 = 229 526 0 - 2 248 050 , 

woraus 0 = 9,8 t und damit A = - 0,455 t und B = 4,06 t. 

=10300-25500. 

FUr die Bestimmung der Neigungswinkel ist die Konstruktion der elastisehen Linie in 
Abb. 33.9 durehgefiihrt, wobei wieder (als Kontrolle derGenauigkeit) die drei Punkte A, B und 0 
in einer Linie liegen mussen. 

4QS5t 
---500'----11--... 

t~8t 13,2 t t%06't 
----t----5Go----r--3gq~ -NO, 0,92t . 

a 
A : Sirecire 1 --;---2 L-L-1,--i 1--r-2---r- J---"'-----q~ i 

I I LK I ;r 
: I I I I 

I : i : 
I I i I 
I I I I I 
I I: I i i I i-l, :>'!,.f~zTJ'O.\'.f 

b I~~~~+_~--~--~----_+----~--~~~~--~ 
I-J'oo+-l 
I I I 
I I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
[ I 
I I 
I I 

~ I I I ~ I qt55mm. 

7l~~~~:~~~==~======~t===~~~--~~~~~-~~-~~~~ 
~\ i 200 tcm2 ~ 1mm. 

c 
l----_ -li& ---

Abb. 33.9. Forrnanderung einer dreifach gelagerten Kurbelwelle. Krafte stehen senkrecht zur Kropfungsebene. 
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Abb.33.10. 

Wellen. 

Bereehnung der Spriinge: 1. Dureh Biegung des Armes I: 
B".a . 4060· 12 167 

S1 = 3 EJ = 3.2200 000. 5700 = 0,00131 em . 

2. Dureh Verdrehung des Kurbelzapfens: 
M", . l 4060.232.26.5 

S2 = 9-J . r = 850000. 6450 = 0,0104 em. 
p 

3. Dureh Biegung des Armes II: 
Mr' (P-B)·".a ".a 

S3 = 2 J E - 3 J E = 6 J E [3 P - 2 (P - B)] 

233 (12·2·3 - 2·8· 14) 12167·20·32 
= 6 . 5700 . 2200 = 6· 5700 . 2200 = 0,00328 em 

Ll1 = 81 + i = 0,00131 + 0,0052 = 0,00651 em 

LIz = 83 + i = 0,00328 + 0,0052 = 0,00848 em. 

In Zeiehnung 100faeh: Ll1 = 6,51 mm und LIz = 8,48 mm. 
Bei der Bereehnung der mehrfaeh gelagerten Kurbelwellen von Automobil- oder Flugmotoren 

darf keine starre Lagerung vorausgesetzt werden; die Formanderung des Motorgehauses ist 
dabei zu beriieksiehtigen. 

34. Kritische Drehzahlen. 
Aus der Leistungsgleiehung N = P' v folgt, daB je groBer die Gesehwindigkeit v wird, um 

so kleiner die zur Ubertragung einer bestimmten Leistung erforderliehen Krafte werden. Darum 
strebt der Masehinenbau zu immer hoheren Drehzahlen, wofm Riedler das treffende 

Abb.34.1. Vorrichtung fiir die statische Ausbalancierung. 
(Trebelwerk G. m. b. R . , Diisseldorf.) 

kVA 1 hat bei n = 83jmin ein Gesamtgewicht von 
von 20 000 KV A wiegt bei n = 1000 

nur 14 

p 

m 

p 

Abb .34.2. Unausgeglichene Fliehkrii.fte trotz 
in der Achse liegendem Schwerpunkt. 

(Aus Stodola.) 

Wort "Sehnellbetrieb" gepragt hat. 
Welehe Ersparnisse an Material und 
Platzbedarf damit erreieht werden 
konnen, erkennt man aus der Ge­
geniiberstellung der 2000 PS-Dampf­
masehine (mit n = 95) auf der Welt­
ausstellung in Paris (1900), die bei 
einer Grundflaehe von 7,5 X 10 m2 

eine Rohe von 12 m beanspruehte 
(das Sehwungrad allein wog 40 t), 
und einer Dampfturbinevon der glei­
ehenLeistung,die bei n= 1500Uml.j 
min leieht auf einer Grundflaehevon 
1 X 2 mZ untergebracht werdenkann. 

DiegroBte imBetrieb befindliche 
Kolbendampf-Dynamo von 4700 

665 t oder 143 kg/KVA. Eine Turbodynamo 
1500 3000/min 

10 6kgjKVA. 

1 Aus Lasche, 0 . : Konstruktion und Material im Bau von Dampfturbinen. Berlin: Julius Springer. 
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Solange die Mittellinie der Welle eine freie Achse der darauf sitzenden Teile ist und bleibt. 
ist kein Grund vorhanden zu befiirchten, daB die Welle eine schadliche Formanderung durch eine 
hohe Drehzahl erfahren konnte. Man ist daher immer bestrebt, die umlaufenden Teile nach Mog­
lichkeit so auszubalancieren, daB der Gesamtschwerpunkt mit der Wellenmittellinie zusammen­
fallt. 

1. Ausbalancierung. Die Well!'l mit den darauf sitzenden Teilen wird auf besonders aus­
gebildeten Stutzen (Abb. 34.1) frei drehbar gelagert. Wenn sie bei Drehung um 360 0 in keiner 
Lage irgendeine Neigung zur Drehung zeigt, nennt man sie statisch ausbalanciert. Diese 
Ausbalancierung ist aber fUr den vollstandigen Massenausgleich drehender Teile nicht aus­
reichend. Die Fliehkrafte (Abb. 34.2) ki:innen namlich ein Kraftepaar bilden, das um so 
kraftiger wird, je hi:iher die Drehzahl ist. Es muB daher noch die Bedingung gestellt werden, 
daB die Momente der Fliehkrafte verschwinden. Diese sind durch zwei gleich groBe Massen aus­
zugleichen, die zentrisch symmetrisch zur Stabachse und in der Ebene des Kraftepaares anzu­
bringen sind. Die Massen konnen ubrigens in zwei beliebigen Ebenen senkrecht zur Stabachse 
liegen. Die Schwierigkeit besteht nun darin, die Ebene 
der unausgeglichenen Fliehkrafte zu bestimmen. Dazu 
dient die dynamische Auswuchtung (Abschn. 34.2). 

34.1. Kritische Drehzahl fUr Biegungs: 
schwingungen. 

Auch bei sorgfaltiger Ausbalancierung bleibt immer 
eine kleine freie Fliehkraft ubrig, die mit dem Quadrat .5' 
der Umfangsgeschwindigkeit steigt, also beim Ubergang 
von 100 auf 1000 Umdrehungen den 100fachen Wert 
erreicht. 

Eine sonst symmetrische Scheibe sei mit einem um 
den Betrag e exzentrisch liegenden Schwerpunkt auf 
einer gewichtlos gedachten, senkrechten Welle so be­
festigt, daB sie bei einer Biegung der Welle der urspriing­
lichen Lageparallel bleibt (Abb. 34.3). BeiderDrehung 
wird die Welle durch die Fliehkraft F = m (y+ e) w2 um 
einen Betrag y durchgebogen (m = Masse der Scheibe). 

Wenn die Welle keine Biegesteifigkeit hatte, wiirde Abb.3U. Schwerpunktlage unterhalb der 
auch die kleinste Exzentrizitat e unendlich groBe Durch- kritischen Drehzahl. 
biegungen verursachen. Die Biegespannungen beschran- M = Mittelpunkt, S = Schwerpunkt der Scheibe. 

ken aber die Durchbiegung, so daB im Beharrungszustand 
Gleichgewicht zwischen der Fliehkraft und den elastischen Kraften voihanden ist, wenn von 
der inneren Reibung und von den Oberflachenwiderstanden durch das umgebende Medium 
abgesehen wird. lnnerhalb des Hookeschen Gesetzes ist die Kraft mit der Durchbiegung 
proportional: 

p =c' y, 

worin also c die Kraft fUr die Einheit der Durchbiegung ist. Die Werte von c konnen fii.r einfache 
Belastungsfalle aus Zahlentafel 12.1 entnommen werden. So ist z. B., wenn eine EinzeIkraft 
in der Mitte wirkt: 

Pl3 48 JE 
Y =1 = 48JE und C=-l-3-' 

FUr abgestufte Wellen kann/und damit c in bekannter Weise aus der Konstruktion der elasti­
schen Lillie (nach Mohr) berechnet werden. Die Gleichgewichtsbedingung lautet also: 

m (f + e) w2 = cl oder 
mw'e 

1 = c-mw" 

Steigern wir die Winkelgeschwindigkeit bis c - mw2 = 0, also 

1 . n c,A.t.o04 • W=Wk=l/c 'm 

(34.1) 

"i=ul-\.._~\ ...... \t. ~ .. 
.. ~t..&,.;..llo\o... 

(34.2) 

ist, so wird 1 = 00, d. h. die Welle miiBte zerbrechen. Dieser Betrag von OJ wird als kritische Win­
kelgeschwindigkeit bezeichnet, und die entsprechende Drehzahl als kritische Drehzahl. 
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Sitzt die Scheibe nicht symmetrisch, so stellt sie sich schrag und es tritt ein Kreiselmoment M 
hinzu, das aus dem Drallsatz: 

d M = - (f)·w) 
dt 

berechnet werden kann. Bei der praktisch meist geringen Formanderung der Welle kann das 
Kreiselmoment vernachlassigt werden. Unter dieser Voraussetzung gilt Gl. (2) ohne weitere 

Zahlentafel 34.1. Eigenschwingungszahlen fiir eine Einzelmasse. 

~ ~ 1m 

I~------ ------~j 

~"" i(:j , m ~ 
, ~, 

I' a l ' b:j 

b==t1 I: a t 6 

ro' _ 3 J. E 
,, -~ 

ro2 = 3J· E 
" m~(-=-l -'-+-a-')-a-=2 

3J·E 
ro'fc = -n-~-

13 

fiir a = b = 1/2 ro ' = 192 J. E 
,,, m' 13 

ro2 _ 3 J. E· 1 
k -ma2(1-a)2 

fu"r 1/,)48 J. E a = :": ro'fc = ---;nj}1 

12 J. E 13 
roO = - -- --__ _ 

Ie m a3 b3 (31+b) 

f '· b = 1'~17 ' 2 = 102J· E ur yv,u . ro" mt3 

Einschrankung auch fur 
beliebig angeordnete 
Scheibe und beliebig ge-
lagerte Wellen. Bei ge­
gebener Masse hangt die 
kritische Drehschnelle 
also nur von der Feder­
konstante cab. AIle 
Faktoren, die c beein­
flussen, andern (bei un­
veranderlicher Masse) 
auch die kritische Dreh­
zahl. Die Voraussetzung, 
daB die Welle "frei dreh­
bar" gelagert sei, ist 
praktisch nicht immer er­
fiillt, insbesondere nicht 
bei den groBen Durch­
biegungen in der Nahe 
der kritischen Drehzahl. 
An den Lagerstellen wir­
ken dann Einspannmo~ 
mente, welche die groBte 
Durchbiegung verklei­

nern, die Federkonstante und somit die kritische Drehzahl vergroBern. AIle Faktoren, die keinen 
EinfluB auf c haben, konnen (bei unveranderlicher Masse) auch die kritische Drehzahl nicht be­
einflussen. Vberlagert man der Fliehkraft eine weitere Kraft (z. B. Riemenzug, Zahndruck, 
Schwerkraft bei horizontaler Lagerung usw.) mit einer unveranderlichen Wirkung, so kann 
dadurch w" nicht geandert werden. 

1st z. B. die Welle horizontal gelagert, so entsteht durch das Eigengewicht der Scheibe und 
der Welle eine Verbiegung Yo (Abb. 34.4). Die hinzutretende Fliehkraft vergroBert diese Biegung 

Abb.34.4. EinfluJl der Schwerkraft. 

um den Betrag y, der so zu berechnen ist, 
als ob die Schwere nicht vorhanden ware. 
Der Schwerpunkt S beschreibt einen Kreis 
um den urspriinglichen Wellenmittel­
punkt 0 und nicht urn den vermeintlichen 
Drehpunkt 0'. Fiir jene von 0 aus gerech­
nete Verbiegung y bleibt die gefundene 
Beziehung fiir die kritische Drehzahl un­
verandert. Die Verbiegung der Welle 
durch das Gewicht der Scheibe be­
einfluBt also die kritische Dreh­
zahl nicht. Ob die Welle horizontal, 

vertikal oder schief steht, die kritische Drehzahl bleibt unverandert. 

Bei horizontaler Aufstellung ist G = cfo oder fo =~. Da aber G = my und c = mw'fc ist, 
so wird mg g C , g 

fo = - -, = ---,- oder Wk = -f • (33.3) 
mro" rok .0 

Bei einer neu zu berechnenden Welle, fiir welche die kritische Drehzahl vorgeschrieben ist, 
ist also auch die Durchbiegung durch das Eigengewicht schon bestimmt, unabhangig davon, 
welche Abmessungen die Welle erhalt. Um die Durchbiegung fo klein zu halten, muB die 
kritische Winkelgeschwindigkeit graB sein; kleine kritische Drehzahlen (n < 1000) sind dem­
nach praktisch unzulassig. 
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Wirken dagegen zusatzliche Krafte oder Momente mit anderem Wirkungssinn als dem der 
Fliehkraft (z. B. magnetische Krafte, elastische Lagerung, Kreiselmomente usw.), so andert sich 
auch die kritische Drehschnelle. 

Der EinfluB des magnetischen Feldes z. B. beim Rotor einer elektrischen Maschine macht 
sich in folgender Weise bemerkbar. Infolge der Durchbiegung der Welle ist der Luftspalt zwischen 
Rotor und Gehause nicht mehr uberall gleich groB. Der nun einseitige magnetische Zug hat die 
Tendenz, die Welle noch mehr zu verbiegen, so daB die ruckwirkende elastische Kraft kleiner wird. 
1st c1 der magnetische ZlJg fur die Einheit der Exzentrizitat, so ist 

OJ/,; = l/c m C1 • (34.4) 

Bei elastischer Lagerung der Welle haben wir zwei hintereinander geschaltete Federn 
(vgl. Abschn. 26.4). 1st CL die Federkonstante jedes Lagers, c die Federkonstante der Welle, so 
ist bei symmetrischer Anordnung der Scheibe die Federkonstante der elastisch gelagerten Welle 
aus der Gleichung: 

1 1 1 -=-+­cE c 2cL 
(34.5) 

zu berechnen. Da CE immer kleiner als c, wird die kritische Drehzahl durch elastische Lagerung 
der Welle vermindert. Rei praktischen Ausfiihrungen sind die Federkonstanten der einzelnen 
Lagerkorper oft verschieden nach GroBe und Richtung; dazu kommt noch die mitschwingende 
Masse des Lagerkorpers. Man konstruiert die Lagerung moglichst starr. A. Stodola hat zuerst 
auf die kritische Unruhe hingewiesen, die durch die Nachgiebigkeit des Olfilms im Lager hervor­
gerufen wird. 

Die Reibung des umgebenden Mediums beeinfluBt die Rohe der kritischen Drehzahl nicht; 
sie hat nur zur Folge, daB der groBte Ausschlag endlich bleibt und um so kleiner wird, je zaher 
das umgebende Mittel ist (vgl. Abschn. 34.2), Theorie der Auswuchtmaschine. 

Abb.34.5. 

n.r, 
Abb.34.6. 

Ist das Tragheitsmoment der Welle nicht konstant, sondern in bezug auf zwei Achsen ver­
schieden (Abb. 34.5), so treten zwei kritische Drehzahlen erster Ordnung auf (Abb. 34.6)1. Der 
zwischen beiden liegende Bereich ist nicht stabil. 

Der schwedische Ingenieur de Laval war der erste, der durch praktische Versuche nach­
wies, daB man eine Welle auch schneller als mit der kritischen Drehzahllaufen lassen kann. 
Praktisch kann man die kritische Drehzahl ohne Bruchgefahr uberschreiten, wenn Fiihrungen 
vorhanden sind', die eine zu groBe Durchbiegung verhindern. Die Erfahrung und nachher auch 
die Theorie (durch Stodola und A. Foppl) beweisen ubereinstimmend die uberraschende 
Tatsache, daB nach Dberschreiten der kritischen Drehzahl ein neuer und zwar stabiler Gleich­
gewichtszustand sich einstellt, bei dem der Wellenmittelpunkt M und der Schwerpunkt S ihre 

Welle in Rube unterbalb wI.; oberbalb w/,; 

Abb.34.7. Lage des Scbwerpunktes. 

1 Trans. Amer.' Soc. meeh. Engr. Bd.50 (1928) S.57, APM.50--16. 
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Lagen vertauschen (Abb. 34.7). Setzt man in wk = e/m ein Gl. (1), so wird 

f= mw~::w2 = (Wki =~ (Wky' 
- -1 1- -
W W 

Durch geeignete Wahl von Wk kann f beliebig verkleinert werden, bis f = e. Das war der Weg, 
. W 

den de Laval mit seiner beriihmten "biegsamen Welle" beschritten hat (Abb.34.8), die 
bei knappstem Durchmesser eine so weite Lagerung erhielt, daB die Winkelgeschwindigkeit des 
Betriebes den 7fachen Wert von Wk erreichte. 

Fiir e = 0 wird die Auslenkung y bei der kritischen Drehschnelle = 0/0, also unbestimmt; 
die Bewegung ist nicht stabil. Die Exzentrizitiit e steht senkrecht auf 0 M; der Schwerpunkt 
eilt der groBten Wellenauslenkung um 1/;/2 voraus. 

Abb. 34.8. Biegsame Welle (F) von de Laval. (Aus Stodola.) 

Erteilt man der stillstehenden Welle senkrecht zur Achse einen StoB, so wird sie in Schwin­
gungen geraten. Die Bewegungsgleichung dafiir ist: 

d2 y 
m dt2 = - p = - ey , (34.6) 

worm. y die veranderliche Auslenkung ist. Die Li5sung dieser Differentialgleichung lautet: 
y = A cos wt + B sin wt . (34.7) 

Wird 

eingesetzt, so erhalt man : 

d'Y 
-- = - Aw2 cos wt - Bw2 sin wt 
dt2 

- mw2 (A cos wt + B sin wt) = - c (A cos wt + B sin wt) 

oder (33.8) 

Die Eigenfrequenz der Welle liiBt sich experimentell bestimmen und stimmt nach Gl. (1) 
mit der kritischen Drehzahl genau iiberein. Diese Berechnung der Eigenschwingungszahl gilt 
nicht nur fiir Wellen, sondern fiir aIle elastischen Korper (Federn) und fiir Zug-(Druck-), Biege-
und Torsionsbeanspruchung. . 
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Zahlenbeispiel34.1. Wie groB ist die Eigenschwingungszahl eines Aufzugseiles von 25 m 
Lange bei einer Belastung von P = 500 kg, wenn die Querschnittsflache der Drahte 2 cm2 ist? 

Aus Gl. (12.2)' Lll = P ~.l/f E folgt die Einheitskraft des SeHes c = f· E/l und damit 
die Eigenschwingungszahl w = yc/m. Der E-Wert eines Drahtseiles ist nicht gleich dem E-Wert 
fiir Stahl, sondern (infolge des nachgiebigenHanfkernes, vgl. Abschn. 63) vielkleiner. Manrechnet 
mitE=3/8 X 2.106 = 750 000 kg/cm2• Dannistc=2 X 75.104/2500 =600kg/cm, m =500/981 
= 0,5 kg . S2/cm und WI.; = y600/0,5 = 35/s. 

Z?-hlenbeispieI34.2. Es solI die Eigenschwingungszahl der in Zahlenbeispiel27.1 berech­
neten Wagenfeder bestimmt werden. 

Aus P2 = f2' PII/f" = c 'f2 folgt die Federkonstante c = PII/f" = 2000/5,4 kg/cm. Bei voll­
belastetem Wagen ist m = 5755/981 kg . S2/cm und damit die Eigenfrequenz: 

1 Ie 2000 . 981 
w = V m = 5755. 5,4 = 8/s . 

Bei leerem Wagen ist 
2000·981 

w = 3755. 5,4 = lOIs . 

SolI das Eigengewicht Gw der Welle berucksichtigt werden, so kann man uberschlagsweise 
einen Prozentsatz vom Wellengewicht zum Scheibengewicht hinzuzahlen. Fur eine in der 
Wellenmitte wirkende Einzellast ist: f= Gl3/48 J E . 
Fiir die gleichmaBig verteilte Belastung Yl = Gw/l ist: f = 5 yl l4/384 J E . 
Bei gleicher Durchbiegung fist 

G = ~ YIl = ~ Gw • (34.9) 

Wenn diese Dberschlagrechnung auch fiir die glatte, unbelastete Welle gelten wiirde, so ware 
ihre kritische Winkelgeschwindigkeit 

Wk = o,6~5m = 1,6 y/fo . 

Die genaue Rechnung gibt dafur1 

wi. = 1,2685 y/fo, (34.10) 

also WI.; = yl,6/1,2685 = 1,12 mal zu groB. Da das Wellengewicht im allgemeinen nur ein 
Bruchteil des Scheibengewichtes ist, scheint diese Dberschlagrechnung recht brauchbar. 

Aus Gl. (10) folgt ffir eine volle Welle mit J = :4 d4 und Yl = : d2y: 

wle = 1,3 . 106 djl2. 

Fiir eine Rohrwelle mit J = ~ (d~ - di) und Yl = : (d~ - dl) y ist 

wi. = 1,3' 106 y d~it dl 

Setzt man #~ + d1 = 2 elm, 
so folgt daraus, daB die kri­
tischeDrehzahI einer diinn-

Zahlentafel 34.2. Werte von f3i zur Berechnung der kritischen 
Drehzahlen bei gleichmal3ig belasteten runden Wellen aus der 

d 
Gleichung wle = 12,81· lO4 f3~ r' 

wandigen Rohrwelle 12 = 
1,41 mal so hochliegtalsdie 
einer vollen Welle, deren 
AuBendurchmesser gleich 
dem mittlerenDurchmesser 
der Rohrwelle ist. 

Wenn mehrere Massen 
aufeiner Welle mit ver­
anderlichen Durchmes-

1 Holba, J. J.: Berech­
nungsverfahren zur Bestim­
mung der kritischen Drehzah­
len von geraden Wellen. Berlin: 
Julius Springer 1936. 

- l ~ 

i. l 
j 
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ten Bosch, Maschinellelemente. 2. Auf]. 

{J. = 1, 75 f3z = 4,694 

it 2it 

3,927 7,069 

4,73 7,853 

f3a = 7,855 

3 it 

10,21 

lO,966 
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sernangeordnet sind, wird die Berechnung der kritischen Drehzahl sehr umstandlich. Die Auf­
gabe kann aber leicht graphisch gelost werden. Aus derGleichung: 

m (y + e) w2 = c • Y (33.1) 

folgt mit wk = ~ , daB fur die kritische Drehzahl die Fliehkrafte mit den elastischen Kraften 
m 

auch dann in Gleichgewicht sind, wenn e = 0 ist. Nun sind aber die Auslenkungen y nicht 
bekannt. Das Verfahren(von Prof. A. Stodola1 besteht nun darin, daB die elastische Linie der 
in ihren Abmessungen gegebenen Welle schatzungsweise aufgezeichnet wird. Man geht dabei 
zweckmaBig von der elastischen Linie der Welle in Ruhezustand infolge der Gewichtsbelastung 
aus. Mit einer willkiirlichen Winkelgeschwindigkeit w (z. B. gleich 100) konnen aus den ange­
nommenen Durchbiegungen y die Fliehkrafte berechnet werden. Mit Hilfe dieser Krafte laBt sich 
in bekannter Weise (nach Mohr) eine elastische Linie konstruieren. Ihre Ordinaten y' werden 
sich von den ursprlinglich angenommenen Werten unterscheiden. Man kann indessen einen 
davon, Z. B. den in der Mitte, dessen GroBe y;" sei, mit dem ursprlinglichen Wert Ym in Uber­
einstimmung bringen, indem statt w eine neue Winkelgeschwindigkeit 

w' = w V~: (34.11) 

angenommen wird. Andert man aile Ordinaten in diesem Verhaltnis, so miiBte die so erhaltene 
"berichtigte", elastische Linie mit der angenommenen iibereinstinlmen, wenn diese die richt~ge 
ware. In diesem Faile ware w' die kritische Geschwindigkeit. In Wirklichkeit werden die beiden 
Linien etwas voneinander abweichen, so daB das Verfahren wiederholt werden muB, indem die 
"berichtigte" elastische Linie als zweite Annahme gelten kann. Eine mehr als zweimalige 
Wiederholung ist selten erforderlich. 

AlJb. 3~ . 9 . Zur Dcstlmmung dcr krltlschcn Drch>.nhl dcr 
OCllcrntorwcllc von Abb. 81.16. (Au. Stodola.) 

0 
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In Abb. 34.9 ist als Zahlenbeispiel die Konstruktion der kritischen Drehzahl fiir die Welle 
in Abb. 31.15 durchgefiihrt, und zwar unter Beriicksichtigung der Versteifung durch den Anker. 

Dabei ist Ym = 13,1 mm und y;" = 1,5 mm, so daB w' = 100 V\~~ = 296 wird und n7c = 2820. 

Die durch den Versuch bestimmte kritische Drehzahllag zwischen n = 2600 und 2900, so daB 
tatsachlich die versteifende Wirkung des Ankers vorhanden war, denn ohne Versteifung ist 
nk = 1000. 

Fiir Uberschlagsrechnungen ist ein abgekiirztes Verfahren zur Bestimmung der kri­
tischen Drehzahl erwlinscht. Nach Gl. (3 und 10) besteht zwischen der Durchbiegung 10 der 

1 Stodola, A.: Dampfturbinen. Berlin: Julius Springer 1924. 
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Welle und der kritischen Drehzahl die Beziehung 
wle = A . gllo (34.12) 

worin A = 1 fiir eine Einzellast und A = 1,2685 fiir die stetig verteilte Belastung. 
Bei den meisten Maschinen liegt die Belastung zwischen den beiden Grenzfallen; der Zahlen­
wert A wird um so groBer, je gleichmaBiger die Massen verteilt sind, z. B. fiir mehrstufige Turbo­
kompressoren, ZentrifugalpumpeIi, Gleichdruckdampfturbinen ist A = 1,07 -1,08 und fiir 
turboelektrische Maschinen A = 1,2. Fiir die iiberschlagsweise Bestimmung der kritischen 
Drehzahl reicht also die Bestimmung der statischen Durchbiegung durch das Eigengewicht aus. 

Genauere Werte liefert das Verfahren von G. Kulll, bei dem an Stelle von 10 eine reduzierte 
Durchbiegung 

f, - Gdi + G2n + Gan + ... _.E (G 1") 
0- Gdl + Gd2 + Gala + ... - .E(Gf) 

eingesetzt wird, wobei 11,/2' la' .. die statischen Durchbiegungen 
G2 , Ga' .. bedeuten. Es wird demnach: 

(34.13) 

unter den Gewichten G1 , 

YrJ.E G I 
Wk = .E G f2 . (34.14) 

Aus der Gl. (12) folgt weiter, daB die Durchbiegung 10 um so groBer wird, je kleiner die 
kritische Geschwindigkeit Wk ist. Daraus ergibt sich, daB fiir aIle Maschinen, die in eng an­
schlieBenden Gehausen laufen (Zentrifugalpumpen und Geblase, Tur­
binen, elektrische Generatoren und Motoren usw.) und fiir die die 
groBtzulassigeDurchbiegung/o eingeschrankt ist, hohe kritischeDreh­
zahlen erforderlich sind, und daB die Betriebsdrehzahl unterhalb der 
kritischen liegen muB. LaBt man z. B. eine groBte Durchbiegung 
von 0,2 mm zu, so wird die kleinste kritische Drehzahl, unabhangig 
von der Wellenlange, 

(Wk)min = YAo}:I = 230 --:- 240 oder (nk)min = 2200 --:- 2300/min . 

-J T , 
I 

I 

Wenn mehrere Massen auf der Welle angeordnet sind, ist es.-. I ......... 
aber keinesfalls notwendig daB - wie bisher angenommen wurde - T ........... 1 -r 
aIle Exzentrizitaten nach einer und derselbenRichtung liegen. Sobald . 
. b t ttl' b'ld t di I t' h L" . £.. Abb.34.10. WeJlenbICgungsformen 

S18 a er en gegengese z regen, 1 e e e as ISC e lllle snms or- bei freier Auflage. (Aus Stodola.) 

mige Kurven mit 1, 2, 3 ... Zwischenknotenpunkten (Abb. 34.10), 
die anderen, hoheren kritischen Drehzahlen entsprechen. Wenn Belastung und Korper­
formen symmetrisch in bezug auf die Mittellinie zwischen den Stiitzpunkten ist, so ist die kritische 
Drehzahl zweiter Ordnung leicht zu bestimmen. Das Symmetriezentrum kallll dann als freie 
und feste Stiitze des halben Laufers angesehen werden, womit die Aufgabe auf die Bestim­
mung der kritischen Drehzahl erster Ordnung zuriickgefiihrt ist. 

34.2. Theorie der Auswuchtmaschine (gedampfte Schwingungen). 
Die Lagerstellen werden durch Federn in einer Mittelstellung gehalten. Durch die Fliehkrafte 

entstehen veranderliche Auslenkungen ~ (Abb.34.11), wodurch die Feder gespannt wird mit 
einer Kraft 2 

P =a·~. 
Die Fliehkrafte zerlegen wir in zwei Komponenten, horizontal und vertikal, von welchen die 
letzteren durch die Lager unmittelbar aufgenommen werden, wahrend die horizontalen ein 
Moment M" = mrw2 b cos1p ergeben. Durch dieses Moment wird die Achse urn den Winkel r; 
schiefgestellt, so daB die Federn mit einem Moment 

Mv = 2 Pc = 2 ac~ = 2 ac2r; 
zuriickwirken. Dazu kommt noch das Moment der Luftreibung, soweit diese durch die hori­
zoniale Schwingung verursacht wird, das der Einfachheit halber der Schwingungsgeschwindigkeit 
proportional gesetzt werden kann 

dcp 
Mr=R([i' 

Wird das Massentragheitsmoment der Trommel, bezogen auf die durch S gehende Senkrechte 

1 Z. VDI. 1918, S.249. v. Rayleigh. 
2 NB.: Mit Riicksicht auf die vorhandene Abb. 34.11 ist die Einheitskraft hier mit a statt mit c bezeichnet. 

14* 



212 Wellen. 

mit e bezeichnet, so lautet die Bewegungsgleichung: 

d2 g; e dt2 =Mk-Mv-Mr 

oder mit 'If = wt, worin w die unveranderliche Winkelgeschwindigkeit ist, 

d'g; dg; 
e dt" + Rdi + 2 ac2q; = mbrw2 cos wt. 

Von dieser bekannten Differentialgleichung ist 

q; = 0 cos (wt - LX) 

eine Lasung l . Setzt man die Werte 

(34.15) 

(34.16) 

~ ~g; - = - Ow sin (wt -LX) und - = - Ow2 cos (wt -LX) 
dt dt' 

darin ein, so 'erhalt man: 

oder: 

- eOw2 cos (wt - LX) - ROw sin (wt -LX) 
+ 2 ac2 0 cos (wt - LX) = mbrw2 cos wt 

cos wt {- eOw2 cos LX + 2 ac2 0 cos LX + RwO sin LX - mbrw2} 

+ sin wt {- eOw2 sin LX + 2 ac2 0 sin LX - RwO cos LX} = 0 . 

Damit diese Gleichung fiir beliebige Zeiten erfiillt ist, mussen 
beide Klammerausdrucke zu Null werden: 

- eOw2 cos LX + 2 ac2 0 cos LX + RwO sin LX = mbrw2 

und (- ew2 + 2 ac2) sin LX = Rw cos LX • 

Daraus folgt: 
t Rw 
g LX = _ 6Jw' + 2 ac' 

Abb. 34.11. Prinzip der Auswuchtvor- d 
richtung (aus Stodola). un 

0 _- mbrw' , 
-;----;;;:--;;-~;oc-_=--c--=~ 1/(- ew2 + 2 ac2)2 + R 2w2 • 
(- 6JOJ' + 2 ac2 )' + R2 w' 

(34:.17) 

(34.18) 

Das Lager erhalt also eine schwingende Bewegung mit dem graBten Ausschlag 0, der auf­
tritt, wenn cos (wt - LX) = 1 wird, d. i. fiir wt - LX = 0 oder LX = wt = 'If. Der graBte Ausschlag, 
der z. B. durch Ankreiden leicht zu bestimmen ist, fallt demnach nicht damit zusammen, daB 
die Ebene der Fliehkrafte mit der Ebene der Federkrafte uberei.p.stimmt, sondern ist urn den 
Winkel LX dagegen verschoben (Oi = Phasenverschiebung), und zwar eilt die Ebene der Fliehkrafte 
urn den Winkel LX vor. 

Besonders groBe Ausschlage sind zu erwarten, wenn Resonanz auf tritt, d. h. wenn die 
Schwingungszahl mit der Eigenschwingungszahl der untersuchten Welle zusammenfallt. Die 
Eigenschwingungszahl w" folgt aus GI. (2): wk= aim', worin m', die in den Federachsen (bei 
Bl und B 2) wirkenden reduzierten Massen, durch die Gleichung e = 2 m' c2 bestimmt sind. Fur 
diese Schwingungszahl ist also 

(34.19) 
:n: 

und nach GI. (17): tgOi = 00 oder LX = 2"' 

---;::Die allgemeine Lasung lautet: g; = kl ~o.t + k2 e{Jt. Durch EinEetzen in die Schwingungsgleichung (15) 
erhalt man: 

kl e o.t (1X2 e + IX R + 2 ac2) + k2 e Pt (f32 e + f3 R + 2 ac2) = 0 

und daraus die charakteristischen Gleichungen: 

1X2 e + IX R + 2 ac2 = 0 und fJ2 e + f3 R + 2 ac2 = 0 

mit den Lasungen IX = f3 = ..!!...- ± 1/ R2 _ 2 a c2 • Nun ist 1/2 ac2 = OJ" [nach GI. (19)] die Eigenschnelle 
2 e r 462 e 0) 

R 
der ungedampften Schwingung. Lehr nennt die dimensionslose GroBe D = 2 c.- die Dampfung des 

CI OJ" 
Systems: Nul' wenn D < 1, erhalt man eine periodische Schwingung. 
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Del' groBte Ausschlag 
mrw" . b mr . b M 

Ck = Rw = ~(O = Ji(O (34.20) 

worin M das erregende Moment und R die dampfende Kraft ist, bleibt auch im Falle del' Re­
sonanz endlich. Er ist mit (0" proportional und liegt genau um 90° hinter dem Ort, wo sich 
die Uberwucht befindet. 

In del' Praxis wird die Auswuchtung meist so gemacht, daB die Lage des groBten Ausschlages 
bei einer bestimmten Drehzahl festgelegt wird. Dann laBt man die Welle in entgegengesetzter 
Richtung laufen und bestimmt bei del' gleichen Drehzahl wieder die Lage des groBten 
Ausschlages. Die Gegengewichte mlissen dann in del' Halbierungsebene des durch die beiden 
Marken bestimmten Winkels liegen, den Marken in bezug auf den Drehsinn nacheilend. Die 
Richtigkeit diesel' Methode folgt sofort aus G1. (17), da (Xl = -(X2 ist. 

34.3. Kritische Drehzahl fUr Verdrehungsschwingungen. 
Wenn das Drehmoment slch periodisch andert (wie z. B. bei Kolbenmaschinen) und wenn 

die Periodenzahl mit del' Eigenschwingungszahl del' Welle ubereinstimmt, sind wieder gefahrlich 
groBe (kritische) Verdrehungen zu erwarten. Die Untersuchung ist auf die Bestimmung del' 
Eigenschwingungszahl beschrankt; die GroBe derVerdrehungen und 
damit del' Beanspruchnngen laBt sich nul' dann berechnen, wenn die 
Kolbenkrafte und die dampfenden Krafte bekannt sind. 

Eine Welle sei am einen Ende festgehalten, wahrend das andere 
Ende eine Schwungscheibe tragt (Abb. 34.12). Wird die Schwung­
masse um einenWinkel g; gedreht, so spannt sich die Welle wie 
eine Feder und sucht die Drehung ruckgangig zu machen. Die Be­
wegungsgleichung lautet: 

d"rp e- =-Md =-cm dt" T ' 
(34.21) 

I \ 
I \ 

b;\ 
da innerhalb des Hookeschen Gesetzes, die Verdrehung dem Dreh­
moment proportional ist. 

Abb.34.12. 

e = polares Massentragheitsmoment del' Scheibe = J r 2 dm = mrl (kgm . S2) , 

r = die Entfernung des Massenteilchens dm vom Drehpunkt und 

e = Tragheitsradius. 

Da diese Gleichung die gleiche Form wie G1. (6) hat, folgt daraus die Eigenfrequenz: 

(34.22) 

In del' Praxis rechnet man meist nicht mit dem Tragheitsmoment, sondern mit dem sog. 
Schwungmoment GD2, worin G das Scheibengewicht und D del' Tragheitsdurchmesser 
(nicht AuBendurchmesser) ist. 

GD2 =mg·4e2 =4 eg odeI' 
GD" 

e=---. 
4g 

(34.23) 

Man kann abel' auch schreiben: e = m'R2, wenn mit R irgendein Halbmesser bezeichnet wird. 
Dallllnennt man m' die auf den Radius R reduzierte Masse. Fur R = 1 wird e = m', d. h. 
das Tragheitsmoment ist gleich del' auf einen Punkt in del' Entfernung 1 von del' Wellenmitte 
reduzierten Masse. Dann ist 

(34.22a) 

Fur einen prismatischen Stab (Abb. 34.13) ist: 
I 

e = {r d; . Y x2 = If . l; = 3Gg l2 = ~ . l2 (34.24) 

o o 
und (34.25) 

Abb.34.13. 
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FUr die Kreisscheibe (Abb. 34.14) ist: 
Ta 

e= (2nrdr.bY r2 =2nbL T~ =M. r~ 
• g g 4 2 

(34.26) 
o 

und 
(34.27) 

FUr einen hohlen Kreiszylinder ist 

Abb.34.14. e n b Y ( " <) M ( ., + 2) (34.28) ~=2 gra- ri='2ra rio 

1st ri = ra/2, so wird ebohI/evoll = 1- (l)4, das Tragheitsmoment nul' um etwa 6% kleiner 
als fUr den VoUzylinder. Bei del' Ermittlung des Massentragheitsmomentes von Rotations­
karpern kann man also im allgemeinen Nabe und Arme ohne groBen Fehler vernachlassigen odeI' 
durch einen kleinen Zuschlag berucksichtigen. 

FUr die Berechnung des Massentragheitsmomentes von Zahnradern werden die Zahnlucken 
ausgeglichen, indem del' Kopf (bis zum Teilkreis) abgeschnitten und die ubrigbleibende Lucke 
damit ausgefiillt gedacht wird. 

Das Massentragheitsmoment belie big geformter Karpel' wird aus einem Pendelversuch 
durch Beobachtung del' Pendeldauer bestimmt. Die Bewegungsgleichung des physikalischen 

a tl b 

Abb. 34.15. a Physikalisches 
Pende!. b Mathematisches 

Pende!. 

Pendels (Abb. 34.15 a) lautet wieder 
d2 g; M 
dt2 - e . 

Wenn wir uns auf kleine Ausschlage beschranken, so ist das Moment 

M = G~ = Gr sin q; = Grq; = mgrq; . 
Damit wird 

d2 g; mgr 
dt2 = -eq;· 

FUr das mathematischePendel (Abb. 34.15 b) mit del' Bewegungsgleichung 
d2 g; mgl sin g; g 
dt2 ml2 = Tq; 

ist die Schwingungsdauer T bekannt: 

T=2nV~ . 

Die Bewegungsgleichungen des physikalischen und des mathematischen Pendels werden iden­
tisch, wenn 

mgT 
e 

g 
T odeI' 

e 
l= ­

mr 

ist. Man nennt l die reduzierte Pendellange des physikalischen Pendels, des sen Schwingungsdauer 

T = 2 n 1/ l = 2 n 1 / e 
, g V mgr 

ist. Daraus folgt 
Q = mgr T2 
CI 4n2 • 

Diese Gleichung versagt abel' fUr die Bestimmung des Tragheitsmomentes in bezug auf die 
Schwerpunktachse, da fUr diese r = 0 ist. Allgemein gilt jedoch die Beziehung 

e s = e-mr2 
und damit wird: 

(34.29) 

Diese Methode gilt auch fUr inhomogene Karpel' und ist sehr genau, wenn daw gesorgt wird, 
daB die Schneiden und die Unterlagen gehartet sind. 

Die Einheitskraft c in Gl. (22) ist abhangig von del' Form und von den Abmessungen del' 
Welle, odeI' allgemeiner des elastischen Korpers. FUr eine kreisformige Welle ist nach Gl (12.52): 

Md J p ' G 
q;={}.l = JpG·l, und c=-l- ' (34.30) 
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Ein anschauliches Beispiel eines Drehschwingers enth1i1t jede Taschenuhr in der "Unruhe". 
Diese besteht aus einem nahezu reibungsfrei gelagerten Schwungrad, an dessen Achse das eine 
Ende einer Spiralfeder befestigt ist, wahrend das andere Ende am Gehause festsitzt. Die Unruhe 

soll genau 120 volle Schwingungen in der Minute ausfiihren, so daB w = ~~. 120 = 12,56/s 

ist. Bei gegebenen Abmessungen des (genormten) Schwungrades folgt aus Gl. (22) die 
Konstante c und nach Wahl der ehenfalls genormten Abmessungen der rechteckigen Feder, aus 
Gl. (27.5) (mit c = JE/l) die erforderliche Federlange l. 

Tragt die Welle zwei Schwungscheiben mit den reduzierten Massen m~ und m; (Abb. 34.16), 
so konnen beide nur gegeneinander schwingen; die Schwingungszahlen beider Massen sind also 
gleich: 

Wenn beide Massen durch eine glatte Welle verbunden sind, so ist: 

cl = Jp Gill und c2 = J p GIl2 = Jp GI(l-ll) 

so daB 

oder (34.31) 

r' m;1 
i~ l ~I 
~l2 "I e l1~ 
~ I 
~~ 

Abb.34.16. 

und w = l/JpG . m; + m; = 1/ c 
1 m; m; V m~ (34.32) 

sein muB, in welcher Gleichung c = Jp Gil die Einheitskraft der Verbindungswelle, und 

(34.33) 

die "wirksame" reduzierte Masse des Systems ist. Der Punkt k der Welle (Abb. 34.16), der bei 
der Schwingung in Ruhe bleibt, nell11t man den Knotenpunkt der Schwingung. Die fiir Dreh­
schwingungen abgeleitete Gl. (32) gilt natiirlich auch fiir Biegeschwingungen zwischen zwei 
Massen. 

1st der Wellendurchmesser veranderlich, so kann die verjiingte oder abgesetzte Welle immer 
durch eine gleichwertige glatte Welle ersetzt werden (reduzierte Welle). Ein Wellenstuck yom 
Durchmesser d und der Lange list mit einer Welle yom Durchmesser Do und der Lange Lo 
gleichwertig, wenn beide durch ein gleiches Drehmoment um den gleichen Winkel verdreht 
werden: 

D" 
Lo = d~ l 

wird. Fiir kegelformige Wellenabsatze wird: 
I 

(34.34) 

Lo = Dt J :: . (34.35) 
o 

Die reduzierte Lange vonKurbelkropfungen ist genau nur auf Grund von Versuchen festzulegen1 . 

An wend ungs beispiel 34.1. In Abb. 33.17 ist die Welle eines 300 PS-Dieselmotors mit 3 
unter 240 0 gegeneinander versetzten Kurbeln, gekuppelt mit einer Dynamomaschine, gezeichnet. 

Das Schwungmoment des Laufers ist = GDi = lO9700 kg· m2, so daB 1n'l = 109l~~~11002 kgcm/s2 

wird; das Schwungmoment des Schwungrades = G D~ = 93000 kg . m 2• Diesen Zahlen gegen­
uber treten die Massen der Welle und selbst der hin- und hergehenden Teile (G D2 = 950 kg· m2) 

vollig zuruck, so daB diese Massen durch einfache Addition ihrer Tragheitsmomente zu dem 
Schwungradtragheitsmoment berucksichtigt werden durfen. 

1 Geiger: Zur Berechnung von Kurbelwellen. Automobiltecbn. Z.40 (1937) S. 93/98. - Kimmel, A. 
Dber die Torsionsfestigkeit von Kurbelwellen mit durchgehender Zwischenwange. Diss. T. H. Stuttgart 1935. 
- Tuplin, W. A.: The torsional rigidity of crankshafts. Engineering 144 (1937) S. 275/77. - Russel, R. 
Experimental studies on crankshafts stiffness. J. Roy. techno College, Glasgow 4 (1939) S. 467/89. - Wigg­
lesworth, L. A.: The flexure and torsion of an internally cracked shaft. Proc. Roy. Soc., Lond. A. 170 (1939) 
S. 365/91. - Kimmel, A.: Grundsatzliche Untersuchung liber die bei den Drehschwingungen von Kurbel­
wellen maBgebellae Drehsteifigkeit. Ing.-Arch. 10 (1939) S. 196/221. 
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Abb. 34,17. Welle eines 300-PS-Dieselmotors. 

Dadurch ist das gauze System geniigend genau auf zwei Schwungscheiben zuriickgefiihrt. 
Die Welle innerhalb del' Naben kann als starr angesehen werden. Das auf eine Welle von 250 mm 
Durchmesser reduzierte Wellenstiick I hat eine Lange 

(25)4 
(Loh = 35 . 205 = 46 mm. 

Strecke 2 ist 

(25)4 
(Lo)2 = 61 ·190 = 5,3 mm, 

Strecke 3 ist 

(25)4 
(Lo)3 = 30 . 150 = 74 mm 

lang, so daB die abgesetzte Welle auf eine glatte Welle von 250 mm Durchmesser und eine 
Lange von 46 + 5,3 + 850 + 74 = 975 mm Lange zuriickgefiihrt ist. 

Damit ergibt sich nach Gl. (32) als Eigenschwingungszahl: 

_ 30 Vn. 25' . 820 000 . 202 700· 1002 • 42 • 981 2 = 
nk-n 32 975 4.981 109700.93000.1003476 . 

Diese Schwingungszahl fallt geniigend genau mit der Anzahl der von den drei Zylindern aus, 
geiibten Impulse (3 . 142 bis 3 . 158 = 426 bis 474) zusammen, so daB Resonanzgefahr vorhanden 
ist. Die Welle ist auch nach kurzer Betriebszeit bei der Nabe des Kuppelflansches gebrochen. 

Man kann die Bruchgefahr vermeiden, indem man die Eigenschwingungszahl etwa 25 % iiber 
die Betriebsdrehzahl legt (nk = 1,25' 474) . Dazu muB der Wellendurchmesser statt 250 mm 
Yl,25· 250 = rd. 290 mm werden. 

Wellenbriiche, die durch Torsionsschwingungen entstehen, sind fast immer am Verlauf der 
Bruchflache leicht erkenntlich. Der erste EinriB entsteht durch zu groBe Schubspannungen 

parallel zur Stabachse (Abb. (34.18). Mit 
dem Mikroskop kann die RiBlinie zu bei­
den Seiten des Bruches weiter verfolgt wer­
den. Dann schreitet der RiB unter 45° 
weiter fort. Durch ortliche Verschwachun­
gen, z. B. Locher, kann del' Bruch auch 
anders ausfallen. Bei scharfen Querschnitts­
anderungen erfolgt der Bruch immer an 
der Ubergangsstelle. Abb.34.18. Wellenbruch infolge von Drehschwinguugen 

(Aus O. FiJppl.) 
Sind mehrere Sch wungmassen 

vorhanden, so fiihrt das von Giimbel l angegebene Verfahren am raschesten zum Ziel. 
Die Resonanz-Drehschwingungen werden entweder durch Schwingungsdampfer in Rei­

bungswarme umgesetzt, oder es werden elastische Kupplungen eingebaut. Die Federkupp­
lung vermindert die Eigenschwingungszahl der Welle, so daB kritische Drehzahlbereiche ins 
Gebiet niedriger Drehzahlen verlagert werden. Der Einbau einer Federkupplung ist deshalb oft 
das billigste Mittel um aus einem kritischen Drehzahlenbereich herauszukommen. 

Eine besondere Schwierigkeit fiir die zuverlassige Berechnung der Eigenschwingungszahl 
liegt dann vor, wenn eine elastische Kupplung in der Welle eingebaut ist, deren Federn n ac h s t e 11-
bar sind. Ein tragisches Beispiel dafiir, wie kleine Ursachen schwerwiegende Folgen haben kon­
nen, war die Amerikafahrt des Luftschiffes "Graf Zeppelin" am 16. Mai 1929, bei welcher vier 

1 Z. VDI Ed. 56 (1912) S.1025. - Vgl. auch Porter, F. P.: A simple method for the calculation of 
natural frequences of torsional vibration. Trans. Amer. Soc. mech. Engr. Ed. 53 (1931) S. 17/46. Auszug in 
Z. VDI Ed. 65 (1931) S. 404. 
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der fiinf Kurbelwellen brachen. Die Anordnung der Motorwelle ist in Abb.34.19 skizziert, 
Abb. 34.20 zeigt den grundsatzlichen Aufbau der Federkupplung. Vor der Amerikafahrt wurden 
die Federn durch dickere Unterlagscheiben etwas mehr als normal gespannt, wodurch die Grund­
schwingung der Welle mit der Betriebsdrehzahl des Motors zusammenfiel! 

!falor , N-sso~Si n-1GOO 
I • 

i f"eo'erHW:I'1/ung 
KIlluenlrupplung luHiio'lrou6e 

J[ .l1 
lWlso'len':1!;~ Schrllu6enwelle "'] 

welle 

Abb.34.19. Abb.34.20. 
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4. Gleitlager. 
41. Berechnungsgrundlagen. 

Die wichtigste Forderung, die man im Betrieb an ein Gleitlager stellt, ist, daB die in 
Warme umgesetzte Reibungsarbeit ohneschadlicheErhohung der Lagertemperatur 
abgeleitet werden kann. Durch die Lagerbelastung P entstehen auf den Gleitflachen Nor­
maldriicke N, die von Stelle zu Stelle verschieden sind (Abb.41.1). 1st p' die Reibzahl, 
dann ist die Reibkraft p' N und die Reibleistung fUr ein Flachenelement: 

p 
LlLR =p'Nv, 

worin die Gleitgeschwindigkeit v = ~~.?!: m(s ist. 

Die totale Reibleistung ist, wenn p' iiber die 
ganze Flache als unveranderlich angenommen 
wird: 

LR =p'v~N. 
t----- ,b Nun ist jedenfalls ~N > P, da die Summe 

der Komponenten von N in der Richtung von 
P gleich P sein muB. Setzt man ~N = IXP, 
dann ist IX> 1, und . 

LR = IXp' Pv = pPv. (41.1) 
Abb.41.1. Druckverteilungaui dem Zapien. Da weder IX noch p' bekanntT;;£i;vereinigen wir 

beide zur Zapfenreibzahl p. Die Reibungs­
arbeit wird in Warme umgesetzt. Da 1 internationale kcal = 427 kgm = 1/860 kWh ist, wird: 

flPV 
LR = 427 kcaljs = 8,45 pPv kcal/h . (41.2) 

Die Warme geht nun durch die Lagerschale und den Lagerkorper an die Oberflache, und von 
dort an die umgebende Luft. 

Voraussetzung von allen weiteren Berechnungen ist, daB der Zapfen auf der ganzen Breite 2 

tragt. Infolge der Formanderung der Welle stellt sich der Zapfen schrag in del' fest ge­
lagerten Schale. Diese unvermeidliche Schragstellung kann durch einstellbare Lagerschalen 
ausgeglichen werden (vgl. Abb. 44.15 bis 17); stark belastete Zapfen sollten immer so gelagert 
werden, urn einseitiges Aufliegen zu vermeiden. Wenn eine gleichmaBig verteilte Belastung 
PIkg/mm angenommen wird, so erfahrt del' Zapfen gegeniiber der anschliessenden Welle noch 
eine weitere Verformung, die in Zahlenbeispiel12.3 (S. 46) berechnet ist. Die zusatzliche Schrag­
stellmig (Abb. 12.38) wird wieder durch die einstellbaren Lagerschalen ausgeglichen. Die un­
vermeidliche Krlimmung des Zapfens (nach Gl. e) 

I' PI (b)4 Jk=0,6 E - d (41.3') 

dagegen muB ein gleichmaBiges Tragen liber die ganze Breite verhindern. Wollen wir dennoch 
dafiir sorgen, daB der Zapfen auf der ganzen Breite tragt, so muB fk klein sein, etwa von der 
GroBenordnung der Unebenheiten. Bei dieser Uberschlagsrechnung sind die meist kleinen 
Formanderungen der Lagerschale vernachlassigt worden. 1st z. B. fk = 0,001 mm (poliert), so 
folgt aus Gl. (3) mit E = 2,1-104 kg/mm2 (Stahl) und bid = 1, PI = 33 kg/mm und fUr bid = 2, 
PI = 2 kg/mm. FUr fk = 0,01 mm waren zehnmal so groBe Werte zulassig; groBe Unebenheiten 

1 Es gibt eine Theorie (von Th. Reye, 1860), die die Abnutzung senkrecht zur Schalenflache der spez. 
Reibungsarbeit proportional setzt. Daraus folgt dann IX = 4/n und L R = 4/n· fl'· p. v. Man findet diese 
Formel noch hier und da in der Literatur. 

2 Di~ Breite der Gleitflache ist senkrecht zur Bewegungsrichtung. 
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geben abel' immer groBe Reibungszahlen. Um guttragfahige Lager zu erhalten muB deshalb bei 
moglichst starrer Lagerschale bid klein sein, moglichst nicht groBer als 1. 

FrUher wurden die Zapfen viel breiter gemacht; die Lager muBten deshalb, bevor sie in 
Dauerbetrieb genommen werden konnten, einlaufen. Die hartere Oberflache del' Welle glattet 
und schabt dabei die weichere Lagerschale (z. B. aus WeiBmetall), bis diese sich del' Form­
anderung des Zapfens angepaBt hat .. Das Einlaufen war demnach nul' die notwendige Korrektur 
einer ungenauen Wellenlage, die kaum auf eine andere Weise erreichbar war. Man hatte sich 
in del' Praxis damit als mit etwas Unvermeidlichem abgefunden. Ob nun ein Lager leicht oder 
schwer einlauft, hangt hauptsachlich von den physikalischen Eigenschaften del' Schale abo Bei 
guBeisernen Schalen erfolgt das Einlaufen auBer­
ordentlich langsam. Man kann sie durch allmahliche 
Steigerung del' Belastung und durch Einschaben fiir 
hohere Belastungen tragfahig machen. Am besten 
und unter gro.Bter Schonung del' Welle laufen Schalen 
aus WeiBmetall ein, weil das Anpassen del' Schale Abb H.2. Schwalbenschwanz-Nnten. b = O,5a, c = 3a 

d = l5a, e = 2a, f = 20a. 
an die Welle dabei durch einen FlieBvorgang erzielt 
wird. Zur Befestigung des Ausgusses mit del' guBeisernen Grundschale verwendet man die 
bekannten Schwalbenschwanznuten (Abb. 41.2). Bei Schalen aus Stahl- und RotguB sind diese 
entbehrlich; die auszugieBenden Lagerbohrungen werden dort nul' geschruppt und sofort ver­
zinnt, damit sie nicht oxydieren. Die AusguBdicken werden in den letzten Jahren sehr diinn 
gemacht; fUr guBeiserne Schalen sind die kleinstzulassigen AusguBdicken fertig bearbeitet: 

fiir d = 20/50 50180 80/120 120/150 150/200 mm 
amin = 2,5 3 3,5 4 5 mm. 

Fiir RotguBschalen ist del' AusguB nur halb so dick; Bearbeitungszugabe 1-;.-2 mm. 
1m Gebiet del' fliissigen Reibung hat del' Werkstoff del' Gleitflache keinen direkten 

EinfluB auf die Reibzahl. Beim Anlaufen und Abstellen del' Maschine kommt man immer 
wahrend langerer oder kiirzerer Zeit ins Gebiet del' halbfliissigen Reibung, also zu einer 
direkten Beriihrung del' Gleitflachen. Die Wahl eines geeigneten Lagerwerkstoffes erhalt 
eine um so groBere Bedeutung, je langer und of tel' das Lager in diesem Gebiet laufen muB. 
Als gutes WeiBmetall hat sich WM 80 mit 80% Zinn (Sn), 12% Antimon (Sb) und 8% Cu 
auch bei hohen Beanspruchungen bestens bewahrt (Babbitt-Metall). Del' hohe Zinnpreis und 
devisenwirtschaftliche Bestimmungen fiihrten zu zinnarmen und zinnfreien Lagermetallen aus 
Blei-Zinn, Kadmium, Leichtmetallen und Kunststoffen l . Die untere Grenze fiir die Hiirte des 
Metalls ist dadurch gezogen, daB das Metall zu flieBen aufhoren muB, bevor die ganze Tragflache 
del' Welle angepaBt ist. Sind hohere Flachenpressungen erforderlich, so wahlt man Bronze; 
beim Einlaufen kommt dabei kein FlieBen VOl', sondern die Welle schabt die Schale, wobei die 
Welle selbst auch angegriffen wird. 

Die WeiBmetallager haben im Betrieb noch den weiteren Vorteil, daB beim HeiBlaufen nul' 
die Lagerschale und nicht die Welle angegriffen wird, so daB del' Ersatz wenig Kosten und 
Zeitverlust verursacht. Laufen Bronzeschalen heiB, so wird auch die Laufflache des Zapfens 
schadhaft. Am ungiinstigsten sind in diesel' Beziehung guBeis1irne Lagerschalen: Welle und 
Lager schweiBen dann zusammen und die Maschine steht mit einem Ruck still, wodurch - wenn 
groBere Schwungmassen in Bewegung sind - Wellenbriiche oder Maschinenbriiche verursacht 
werden. . 

Nur wenn del' Zapfen gleichmaBig aufliegt, kann auch vorausgesetzt werden, daB die Warme 
auf del' ganzen Breite gleichmii.Big erzeugt wird. Die Warmeabgabe irgendeines Korpers wird 
aus dem Newtonschen Abkiihlungsgesetz fiir den Beharrungszustand berechnet: 

Q=ex·F·LI-&kcal/h. (41.4) 

F = Oberflache des Korpers in m 2, 

LI-& = Unterschied zwischen del' gleichmaBigen Oberflachentemperatul' und del' Tem-
pel'atur del' Umgebung, in °C, auch 1Jbertemperatul' genannt. ~i /"'~ " " 

ex = Warmeiibel'gangszahl, d. i. die Warmemenge, die in del' Zeiteinheit von del' Flachen-
einheit bei 1 0 C Tempel'atul'untel'schied abgegeben wil'd (kca1/m2 hOC). It :>- 2-,) ceo 

Durch diese Definition sind die gesamten El'scheinungen del' Wal'meiibel'tl'agung (Stl'ahlung, 
Konvektion und Leitung) in del' Wal'meiibel'gangszahl enthalten 2. 

1 Vgl. Werkstoffe fiir Gleitlager. Herausgegeben von R. Kiihnel. Berlin: Julius Springer 1939. 
2 AusfiihrlicheJ:e Angaben sind in ten Bosch: Die Warmeiibertragung enthalten, 3. Auflage. Berlin: 

Julius Springer 1936. 
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1m Beharrungszustand ist die durch Reibung erzeugte Warme gleich der an der Lagerober­
flache abgegebenen Warme: 

8,45 flP· v = IX' F· .1-&. 
und damit die Ubertemperatur' 

.1-& = 845 I'PV 
, IXF (41.5) 

Aus dieser Gleichung folgt die wichtige Konstruktionsregel: SolI ein Lager kiihl bleiben, 
so muB es eine groBe kiihlende Oberflac'he haben. Dabei ist stillschweigend voraus­
gesetzt, daB die Oberflache iiberall die gleiche Temperatur hat, also durch kraftige Eisenquer­
schnitte mit del' Gleitflache verbunden ist. Gute Lager sind demnach immer schwer. Die 
kiihlende Oberflache kann auch durch groBe Olbehalter wirksam vergroBert werden. 

Bei gegebener Lagerbelastung P, Umfangsgeschwindigkeit v und Lageroberflache F (aus del' 
Lagerkonstruktion), sind zur Berechnung del' Lagertemperatur noch die beiden Unbekannten IX 

und fl erforderlich. 
Die Gesetze der Warmeiibertragung sind bekannt. Schwierigkeiten entstehen nul' in del' 

Anwendung derselben auf einen so unregelmaBigen Korper, wie es das Lager im allgemeinen ist. 
Um die etwas umstandliche Berechnung der Warmestromungen zu umgehen, hat man friiher 
die Annahme gemacht, daB die abgegebene Warme proportional b· d gesetzt werden darf. 
Die Bedingung fiir die unschadliche Lagererwarmung vereinfacht sich dann zu del' Forderung, 
daB die auf 1 cm2 projizierte Lagerflache erzeugte Reibungsleistung einen bestimmten Wert X 
nicht iiberschreiten darf: 

LR ftPv 
W = -r;:-rl = flpv < X , odeI' 

x 
pv < -;;' (41.6) 

6000 X 
Setzt man in Gl. (6), v = ndnj6000 mjs, also d in cm ein, lOst sie nach b aufund setzt W=-­

left 

so folgt daraus: b > Pn . 
w 

Die Erfahrungszahl w (ZahlentafeI41.1) hangt abel' auch von del' Reibungszahl ab! 

Erfahrungswerte fiir 
Kurbelzapfen-Dampfmaschine 

Stirnkurbel . . 
" Dieselmotor.. 

Zahlentafel 41.1. 

Schwungradzapfen, Dampfmaschine 
" Dieselmotor. 

Exzenter ........... . 
Achsen von Eisenbalmwagen . . . 

w 
90000 
70000 

48 bis 67000 
40000 
29000 

190000 

pv [kg/cm2 • m/s] 
47 
40 
26 bis 35 
21 
15 
10 

100 

(4q) 

Die Wahl von w fill andere Verhaltnisse, als hier angegeben, ist auBerst schwer und nur 
an Hand von Versuchen moglich. Aueh fUhrt die Rechnung mit b > Pnjw auf breite Zapfen, die 
sieh leicht verbiegen, und danrl' erst recht zu HeiBlaufen AulaB geben. Auf Grund del' Erfahrung 
schrieb man weiter eine hochstzulassige Flachenpressung P VOl', um zu verhindern, daB das 01 
zwischen den Gleitflachen weggepreBt wird. Die zulassigen Erfahrungswerte streuen abel' sehr 
stark und liegen zwischen 3 at (fill ein Sellers-Lager) und 380 at (fill den Kreuzkopfzapfen einer 
Lokolnotive), ohne daB man eine hinreichende Erklarung fUr diesen groBen Unterschied geben 
konnte. 

Eine bessere Einsicht in die tatsachlichen, einschrankenden Verhaltnisse ist nul' durch eine 
genauere Untersuchung del' Warmeabgabe und del' Reibungszahlen zu erhalten. Die vom Lager­
korper durch Strahlung abgegebene Warme ist nach dem Gesetz von Stefan-Boltz mann: 

(41.8) 

In diesel' Gleichung 1st C die Strahlungszahl, z. B. fill rauhes Eisen C = 4,5 kcaljm2, h, °K4. 
Tl die absolute Temperatur der Lageroberflache und T2 die absolute Temperatur del' Umgebung. 
Nach Abb. 41.3 ist fiir GuBeisen IXs = 5 bis 6 kcaljm2 hOC. 

Fill Nickel (poliert) und fiir Aluminium ist C nur 0,3 kcaljm2, h, °K4. 
Die Gesetze der Warmeiibertragung durch Konvektion und Leitung sind weit verwickelter, 

da eine sehr groBe Anzahl Faktoren dabei eine Rolle spielen. Nur fiir wenige, einfaehe Falle sind 
sie ge~iigend bekannt, so z. B. fill ein einzelnes horizontales Rohr in ruhender Luft (Abb. 41.3). 
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FUr senkrecht zur Rohrflache stromende Luft ist fUr Rohre von 100 bis 200 mm Durchmesser: 

<Xk+l = 8 bis 9 wO,56 kcal/m2 h DC (w in m/s). (41.9) 

Vollstandig ruhende Luft ist in del' Nahe von laufenden Maschinen nie vorhanden. Man 
kann z. B. die WarmeiibergangszahlO;; aus den Versuchen von Stribeck berechnen. Bei 
einem Sellerslager von 70 mm Durchmesser und 250 mm Breite del' Tragflache war die 
Lagertemperatur in Beharrungszustand 53° C, bei n = 760jmin, P = 2,9 at und einer gemessenen 
Reibungszahl fl = 0,0087. Die erzeugte Warme war also 

Q = 8,45 '0,0087' 2,9 . 7 ·25 . n' 0,07 . 760/60 = 95,5 kcal/h . 
u '-,--- ---~ . p 

Die kiihlende Oberflache des Lagers hatte einen Umfang von 0,5 m und eine Breite von 0,3 m 

war also 0,15 m 2, so daB bei 33°C Ubertemperatur 0;; = O,~::533 = 19 kcal/m2, h, °C war. Fiir 
Lager an stationaren 
Maschinen kann kc ~I/~ '2, h °C 
0;;=18bis22kcal/m2hoC 2 

0 

gesetzt werden. 
Am giinstigsten lie­

gen die Abkiihlungsver­
haltnisse bei den Eisen­
bahnfahrzeugen, wo aIle 
Teile. einem kraftigen 
Luftstrom ausgesetzt 
sind. FUr Wagenachsen 
ist je nach del' Geschwin­
digkeit 0;; = 100 bis 150 
kcaljm2h °C. BeiDampf­
lokomotiven sind Kreuz­
kopfzapfen mit 
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und Kurbelzapfen mit 
Pm' V bis 100 kgjcm2 • mjs 
ausgefiihrt worden, was 
nul' infolge del' giinsti­
gen Kiihlung zulassig 
ist. Am ungiinstigsten 
dagegen WITd die Ab­
kiihlung bei den heute 
allgemein bevorzugten 
vollstandig gekapselten 
Maschinen. Bei kleinen 
einfach wirkenden Ma­
schinen taucht das 
Triebwerk in ein Olbad 
ein (Abb. 41.4). Das 

Abb. 41.3. Warrneabgabe eines horizontalen Rohres an ruhende Luft von 20° C. 

umhergespritzte 01 schmiert die verschiedenen Gleitstellen geniigend und kiihlt sich beim 
Heruntertropfen wieder abo Del' Kolbenbolzen wird durch das vom inneren Kolbenboden ab­
tropfende 01 geschmiert, das man oft in einem entsprechenden Ausschnitt im Kopf del' Stange 
auffangt (Abb. 41.5). 

Die an del' Laufflache erzeugte Warme muB abel' zuerst durch Leitung an die Oberflache 
gelangen. Das Fouriersche Grundgesetz del' Warmeleitung lautet: 

df) 
dQ = -Ad! ds kca1/h. (41.10) 

Darin ist A die Warmeleitzahl (kcaljm, h, DC), und - ~! das Temperaturgefalle in del' Richtung 

del' Warmestromung. Das negative Vorzeichen ist dadurch begriindet, daB allgemein 
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~! ill del' Richtung der zunehmenden Temperatur als positiv bezeichnet wird und die Warme 

in del' Richtung der abnehmenden Temperatur stromt. 
Wird das Lager in erster Annaherung als ein Hohlzylinder betraC'htet (Abb. 41.6), dann ist 

die durch die Innenflache 2nrl in der Zeiteinheit eintretende Warme: Ql = -A 2 nt'l~ff, und 
die in der gleichen Zeit durch die AuBenflache 2n (r+dr) 1 austretende Warme: r 

. d (dff d2 ff) (dff d2 {}) Q2 = -A 2 n (r + dr) 1 d1' (1) + d1}) = -A 2 nrl dr + dr - A 2 ndr1 dr + dr . 

J d2 ff l Fiir den Beharrungszustand ist Ql - Q2 = A 2 n1 (dr + d1) + ~J = 0, odeI' 

>----- 11f'f,.!' ------l 

d2
{} + 2- dff =0. (41.11) 

dr2 r dr 

Die Losung dieser Diffe­
rentialgleichung lautet: 

1} = A Inr +B. (41.12) 

Del' Temperaturverlauf 
in einem Zylinder ist im 
Beharrungszustand eine 
logarithmische Kurve. 

Der Unterschied zwi­
schen del' Oberflachen-

Abb.41.4. T;tuchschmierung. Ungiinstigc Abkiihlung Abb.41.5. Schmierung des Kolben- Abb. 41.6. Warmestr6mung 
in einem Hohlzylinder. der Lager. (Aus R6tscher.) bolzens. (Aus Heller.) 

temperatur 1}2 (fUr T = raj und del' Innentemperatur 1}1 (fUr r = Ti) ist: 
1}1 -1}2 = - A 1n TajT; . 

An del' Innenflache wird die Reibungswarme Q abgeleitet: 

Q = - AF'i.(ddff ) . = - A Fi :'! = -].A . 2 n1 odeI' A = - _Q-
r r=n r i 2:n:Z'A 

Abb. 41. 7. Kunststoff-Laufflache 
in LeichtmetaIIbiichse. 

und damit 
Q ra 

1}1-1}2 = ---In-
2:n:Z.}. ri 

Da Q = IX' 2 nTa 1 Ll1} ist, wird: 
IX 

1}1 - 1}2 =}!a • LI 1} 1n Tajri 

FUr Eisen ist A = 50 kcaljm, h, °e. Wenn 

T 

so wird In....t". = 0,693, und mit 
Ti 

IX = 15 kcaljm2 h °e und Ll1} = 50° e ist 1}1 -1}2 = 10 ra . 

FUr Ta = 20 cm = 0,2 m, d. h. bei 10 cm Eisenstarke, wird, 1}1 -1}2 = 2° e. 

(41.13) 

(41.14) 

r i 

Ta 
= 2 ist, 

Del' Temperaturunterschied zwischen del' Innen- und AuBenflache des Lagers ist fUr gut­
leitende Lagerwerkstoffe nicht groB; es macht auch wenig aus, wenn das Lager eine unregel­
maBige vom Kreiszylinder abweichende Form hat (wie in Abb. 41.6 angedeutet). Wird fUr die 
Laufflache ein Isolierstoff verwendet, z. B. Kunstharz mit einer Warmeleitzahl A = 0,25 kcaljm 
hoe, d. i. 1j2 % der Warmeleitzahl von Eisen, so erfordert die Ableitung del' gleichen Warme­
menge ein 200mal so groBes Temperaturgefalle! Auch wenn man die Biichse sehr dUnn macht 
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(Abb.41.7 zeigt wohl die beste Ausfiihrungsmoglichkeit), so entsprechen 3 mm Kunststoff rd. 
600 mm Eisendicke! 

AuBer der Oberflache des Lagerkorpers gibt auch die Welle Warme durch Leitung nach 
kalteren Teilen oder direkt· an die umgebende Luft abo Diese Warmemenge wird fast immer 
vernachlassigt, da ihre Berechnung eine genaue Kenntnis der Lage der umgebenden Teile voraus­
setzt. Sie ist aber nicht immer vernachlassigbar klein 1 ; ihre Nichtbeachtung bei der Berechnung 
laBt die Lagertemperatur etwas zti hoch erscheinen, was im Interesse der Sicherheit der Be-
rechnung liegt. . 

Reicht die natiirliche Warmeabgabe an die umgebende Luft nicht aus, die Lagertemperatur 
in unschadlicher Hohe zu halten, dann muB das Lager kiinstlich gekiihlt werden. Eine 
VergroBerung der Kiihlflache durch Rippen muB als unschon abgelehnt werden. Kiihlung durch 
flieBendes Wasser war friiher in solchen Fallen meist gebrauchlich. Die Lagerschalen und der 
Lagerkorper wurden zwecks Durchleitung von Wasser hohl ausgebildet oder es wurden Rohre 
eingegossen. Dabei besteht immer die Gefahr, daB (infolge von Undichtheiten) Wasser in das 
Schmierol gelangt und die Schmierung beeintrachtigt. Viel gebrauchlicher (z. B. bei Dampf­
turbinen) ist die Kiihlung durch Spiilol; das ell wird in groBer Menge zugefiihrt. 1st Gin kgjh 
die Ohnenge, die durch das Lager geht, c ihre spezifische Warme und LI {} der Temperaturunter­
schied zwischen Ein- und Austrittstelle des Oles, dann ist die mitgefiihrte Warme 

Q = G . c . LI {} kcalJh . (41.14) 

Die Spiilolmenge muB so bemessen und das Lager so konstruiert werden, daB beim Durch­
flieBen durch dasLager keine zusatzliche Reibungentsteht (vgl.Abschn.42.6). Die umlaufendeOI­
menge muB in Kiihlern wieder zuriickgekiihlt werden. Olkiihler, Pumpen und Filter verteuern 
die Anlage, so daB es immer zweckmaBig ist, die Lager (wenn moglich) durch die natiirliche 
Warmeabgabe zu kiihlen. 

42. Reibung und Schmierung. 
42.1. Ubersicht . 

Scbrifttum. 
Ubersicht uber die Literatur der Reibung: V. Mises, R.: Encyklopadie der Math. Wissenschaften, 

Bd. 4, S.153. - Sachs, G.: Z. angew. Math. Mech. 4(1924) S.l und H. Fromm: Z. angew. Math. Mech. 7 
(1927) S.27 - Die vier grundlegenden Arbeit~n der hydrodynamischen Theorie der Schmiermittelreibung: 
Petrow, N.: Neue Theorie der Reibung. Dtsch. Ubersetzung von L. Wurzel, Hamburg 1887. - Reynolds, 0.: 
On the Theorie of lubrication and his application to Mr. B. Towers Experiments. Philos. Trans. Roy. Soc., 
Lond. 1886. - Sommerfeld, A.: Zur hydrodynamischen Theorie der Schmiermittelreibung. Z. Math. u. 
Phys. 50 (1904) S. 97-155 und Sommerfeld, A.: Zur Theorie der Schmiermittelreibung. Z. techno Physik 2 
(1921) Nr. 3/4. - Michell, A. G. M.: Die Schmierung ebener Flachen. Z. Math. u. Phys. 52 (1905) S. 123-137 
sindzusammengefaBt in Oswalds Klassiker Nr. 218. Leipzig: Akad. Verlagsges. 1927. - Gumbel.Everling: 
Reibung und Schmierung im Maschinenbau. M. Krayn-Verlag 1925, mit Literaturverzeichnis. - Falz, E.: 
Grundzuge der Schmiertechnik, 2. Auf I. Berlin: Julius Springer 1931 (mit 105 Literaturangaben). Dieses 
Buch hat viel dazu beigetragen die SchluBfolgerungen der Theorie in Ingenieurkreisen einzufiihren; leider 
kommen die theoretischen Grundlagen darin zu kurz. - Hersey, M. D.: Theorie of Lubrication. London: 
Chapman & Hall Ltd., 2. Aufl., 1938, mit reichem Quellenverzeichnis (uber 400), insbesondere der amerika­
nischen und englischen Literatur. Eine gute Einfiihrung ohne Mathematik. - Boswall, R. 0.: The Theorie 
of lubrication. London: Longmans, Green & Co. 1928, wohl die beste Zusammenfassung ailer theoretischen 
Grundlagen. 

Man unterscheidet drei Arten der Reibung, die ganz verschiedene Dinge umfassen: 1. die 
trockene, 2. die fliissige und 3. die halbfliissige, Grenz- oder Mischreibung. 

Bei der trockenen Reibung beriihren sich die Oberflachen der festen Korper ohne jede 
Zwischenschicht eines Schmiermittels. Die Verschiebungskraft R ist dann dem Normaldruck N 
proportional: 

R = flo • N. (42.1) 

Die Reibzahl der trockenen Reibung flo ist demnach unabhangig von der GroBe der Be­
lastung. Dieses zuerst von Coulomb (1779) aus seinen Versuchen abgeleitete Gesetz gilt, nach 
den sehr sorgfaltig durchgefiihrten Untersuchungen von Ch. J ako b (1911), fiir absolut reine, 
trockene und gasfreie Flachen in sehr weiten Grenzen. Bei diesen Versuchen ergab eine Ver­
groBel'ung des Flachendruckes von 0,009 auf 60 at bei Messing auf Messing oder Stahl auf Messing 
keine iiber die Fehlergrenze hinausgehende Veranderung der Reibungszahl flo' 

Die Grenzflache zwischen einem festen Korper und del' Atmosphare darf nicht so aufgefaBt 

1 Fiir die Berechnung dieser Warmemenge sei verwiesen auf ten Bosch: Die Warmeubertragung, 3. Aufl., 
S.59, Zahlenbeispiel6. Berlin: Julius Springer 1936. 
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werden, daB die fest im Kristallgitter verbundenen Atome unmittelbar an frei bewegliche 
Gasmolekiile grenzen. Beide sind durch eine aisorbierte Luftschicht getrennt, die auBerordent­
lich viel dichter ist als die gewohnliche Atmosphare und nur wenige Molekiil- bzw. Atomlagen 
dick ist, also von der GroBenordnung 10- 7 bis 10-6 mm. Diese beeinfluBt die R eibung zwischen 
festen Korpern erheblich; sie wirkt wie eine Schmierschicht. Zahlreiche Versuche zeigen, wie die 
Reibung nach der Entfernung der adsorbierten Schicht zunimmt. Gerlach! zeigte dies an einem 
sehr anschaulichen Versuch: 

"DaB Glas glatt ist, daB zwei Stabchen aufeinander leicht rollen, ist bekannt. Wenn ich die 
Glasoberflache aber in der Bunsenflamme durchErhitzen bis zumErweichen von allen anhaften­
den Schichten befreit habe, so rollen die Stabchen nicht mehr aufeinander, ja ich kann sie ohue 
betrachtliche Kraft iiberhaupt nicht mehr aufeinander bewegen; ich hore wie sie dabei knirschen 
und sehe, daB ihre Oberflache hierbei matt wird." 

Bei Eisen- und Stahlflachen handelt es sich bei Beriihrung mit Luft nicht nur um eine reine 
Adsorptionsschicht, sondern um eine wenn auch sehr feine Oxydschicht von etwa 10 Molekiil­
lagen, also um eine chemische Verbindung des Metalls mit dem Gase2 • Die technischen Korper 
kommen praktisch auch immer mit Olen und Fetten in Beriihrung. 

Versuche, die trockene Reibung auf Grund der Molekularkrafte zu erklaren, sind wegen der 
adsorbierten Schichten und wegen der Unebenheiten der Oberflachen technischer Korper, 
aussichtslos. Die glattesten Oberflachen sind Gebirge mit Hohenunterschieden von mehreren 
hundert Atomlagen; die Molekularkrafte mit einem Wirkungsbereich von etwa zwei Atomlagen 
konnen demnach nicht zur Wirkung kommen. 

Die alteren Dberlegungen zum Verstandnis der trockenen Reibung gehen von der Vorstellung 
zahuartiger feiner und feinster Erhohungen der Oberflache aus, die sich miteinander verhaken 
und eine Art Gesperre bilden. Abb.42.1 zeigt die Trennfu~e zwischen einem Ring und einem 

mit geringem -obermaB und ohue Schmierung ein­
r.i1'#O~iI ... r(~J~~t~~~;,~~;&'8:~~~,~~~;~;~~~ gepreBten Bolzen und gibt ein gutes Beispiel fiir 

Abb . 42 .1. 

~~II~~~~ die geschilderte Vorstellung. Das Coulombsche 
J"; Reibungsgesetz gilt, solange beim Gleiten der 

Korper aufeinander die Unebenheiten (Zahne) 
elastisch verformt werden. 

Wird die Flachenbelastung gesteigert, bis an 
irgendeinem Vorsprung die Elastizitatsgrenze des 

weicheren Stoffes iiberschritten wird, so treten bleibende Formanderungen auf: das Material 
wird geritzt und niitzt sich ab (ritzende Reibung). Da die Unebenheiten ungleich hoch und 
in den Flachen ungleichmaBig verteilt sind, so wird im allgemeinen ein Teil der Vorspriinge 
elastisch, der Rest unelastisch verformt, bis der Druck so groB geworden ist, daB samtliche 
Unebenheiten unelastisch deformiert werden. Fiir diesen Endzustand gilt das Coulombsche 
Gesetz wieder, natiirlich mit einer hoheren Reibungszahl. Fiir den Zwischenzustand ist die 
Reibungszahl aber von der Flachenpressung und von der GleitgeS'chwindigkeit abhangig. 

Das Eintreten der Abnutzung ist also bei unmittelbarer Beriihrung zweier 
gleitenden Flachen immer zu erwarten. Bei plastischen Korpern (WeiBmetall) kann 
dadurch die Oberflache geglattet werden; bei anderen werden die abgeriebenen Teilchen erhohte 
Reibung verursachen. 

Das Schrifttum iiber die Abnutzung ist auBerst umfangreich3 und dennoch recht unbe­
friedigend. Es wird darin gewohnlich nur die Menge des durch Abnutzung entfernten Werk­
stoffes bestimmt ohne Angaben der fiir die Abnutzung grundlegenden Oberflachenbeschaffenheit. 
Neben der Reiboxydation, die bei der Abnutzung eine Rolle spielt, ist auch der anscheinend 
neutrale Stickstoff dabei von groBer Bedeutung. Versuche von Schottky und Hiltenkamp 
haben nachgewiesen, daB bei starker Reibung unter hohem Druck eine Nitrierung zustande 
kommt, die den Werkstoff sprode und briichig macht. 

Die trockene R eiburig ist eigentlich nur fiir die Haftfestigkeit von Schrumpf- und Treibsitzen 
aussc hlaggebend. Sie kommt aber auch bei Gleitlagern nach langerer Ruhepause vor. Die 
Haftreibungszahl war z. B. bei den Versuchen von Stribeck beim WeiBmetallager 0,21 bis 
0,24 und beim Sellerslager mit GuBschalen nur 0,14, also ziemlich stark abhangig von den 
beiden Werkstoffen. 

Die Schmiermittel dienen zur Verminderung der Reibung; man unterscheidet Ole und 
1 Metallwirtsch. Bd. 14 (1935) S.lOlO. 
2 Holm. Wiss. VerOff. Siemens·Konz., Bd.1O/4 (1931) S.22. 
3 G. Schmaltz gibt in seinem Buch "Technische Oberflachenkunde" auf S. 212/13 einen Auszug davon. 

Berlin: Julius Springer 1936. 
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Fette (Starrschmiere), je nachdem sie bei Zimmertemperatur fliissig oder fest sind. Nach dem 
Ursprung trennt man sie weiter in pflanzliche und tierische Ole (kurz fette Ole genannt) 
und MineralOle. 

Bei den pflanzlichen Produkten wird das 01 aus der Saat durch Mahlen und Pressen ge­
wonnen, Olivenol, ErdnuBol (Arachidol), Rizinusol, RiiMl (aus Raps). Die tierischen Produkte 
gewinnt man durch Auskochen und Schmelzen (Klauenol, Tran, Talg). Die so gewonnenen Ole 
miissen natiirlich noch (durch Zentrifugen und Filterpressen) gereinigt und von Fettsauren 
befreit werden. 

Urspriinglich wurden zur Schmierung ausschlieBlich pflanzliche und tierische Ole und Fette 
verwendet. Seit 1860, nachdem die ersten Petrolquellen erbohrt wurden, hat man gelernt, ~.us 
Erdol hervorragend geeignete Schmiermittel zu gewinnen (die Mineralole), die die fetten Ole 
fast vollstandig verdrangt haben. Das Roherdol, ein Gemisch von verschiedenen Kohlen­
wasserstoffverbindungen, wird in den Raffinerien auf die mannigfaltigsten Produkte verarbeitet. 
Die Aufbereitung geschieht zunachst durch Destillation in den drei Hauptfraktionen: Rohbenzin 
(bis 150 0 C siedend), Leuchtpetrol (von 150 bis 300° C siedend) und Petrolriickstande (Masut), 
iiber 300° C siedend. Aus den letzteren werden durch weitere fraktionierte Destillation Schmier­
ole verschiedener Zahigkeit gewonnen: Gasol, Spindelol, leichte bis schwere Maschinenole, Zy­
linderol und als letztes das natiirliche Vaselin. 

Die Destillate sind meist undurchsichtig, in der Draufsicht braun bis griinschwarz; die 
Farbung riihrt von den in 01 gelosten Asphaltteilchen her. Sie enthalten auch noch sauerstoff­
und schwefelhaltige Verbindungen und organische Saure. Solche Ole erleiden an der Luft und 
bei der Beriihrung mit Metallen wesentliche Anderungen (verharzen), so daB sie fiir dauernde 
Schmierung unbrauchbar sind. Darum miissen sie noch durch Schwefelsaure raffiniert werden, 
worauf eine Nachbehandlung mit alkalischen Mitteln (Natronlauge oder Sodalosung) folgt. Bei 
der Raffination entstehen nicht unbetrachtliche Verluste, wodurch der hohere Preis der Raffina te 
erklart ist. Um Ole von hoherer Zahigkeit herzustellen, gibt es zwei Verfahren: 

1. Durch Einblasen von Luft in fette Ole bei 70-120° C wird ein Teil der ungesattigten 
Fettsaure oxydiert und ein anderer Teil tritt zu groBeren Molekillgruppen zusammen, wodurch 
eine Steigerung der Zahfliissigkeit erreicht wird (geblasene oder kondensierte Ole). 

2. Die Ole werden unter vermindertem Druck (etwa 65 mm Hg) und in einer Wasserstoff­
atmosphare den Einwirkungen elektrischer Glimmentladungen ausgesetzt (Voltolisierungs­
verfahren). Hierdurch wird erreicht, daB die Zahigkeitskurve der Voltolole in Vergleich zu 
derjenigen von Mineralolen einen wesentlich flacheren Verlauf nimmt. 

Bei . . . . . . . . . . . . .. 200 500 800 100° C 
ist die Zahigkeit von Maschinen61 17 3,5 1,77 1,39° El 
von Voltoliil . . . . . . . . .. 17 4,5 2,2 1,75° E 

Die Starrschmiere (konsistentes Fett, Staufferfett) wird durch Verriihren von 01 mit 
Kalkseife (zur Verdickung) hergestellt. Die Schmierwirkung muB man si"ch so vorstellen, daB 
bei Uberwindung der Reibung eine Temperaturerhohung eintritt, die das Fett zum Erweichen 
bringt. Der Schmelzpunkt darf also nicht zu hoch liegen, da sonst die Lager unnotig warm 
werden, aber auch nicht zu tief, weil dann im SomIn/j{" das Fett von selbst wegflieBt. Durch 
richtige Wahl der Rohstoffe kann das Fett mit der fiir jeden Zweck gewiinschten Konsistenz 
hergestellt werden. 

Graphit 'Yird oft den Schmiermitteln zugesetzt. Er wird bergmannisch gewonnen (Ceylon) 
und kommt als Flockengraphit oder Pulvergraphit in verschiedenen Feinheitsgraden in den 
Handel. Die Reinheit (Aschengehalt) ist fiir die Giite maBgebend; 
kleine Beimengungen von Quarz wirken auBerordentlich schad­
lich. In jiingster Zeit ist es gelungen, Gra,phit kiinstlich in sehr 
groBer Reinheitund au Berst fein herzustellen. Die Wirkung von 
Graphit beruht darauf, daB er die Gleitflachen wesentlich gliittet Abb.42.2. Unebenheiten der GIeit­
(Abb. 42.2) und auBerdem, bei ungeniigender Schmierung, das fliichen nnd gliittende Wirkung von 
Anfressen verhindert. kolloidalem Graphit. 

Oildag ist eine Mischung von gutem Mineralol mit kolloidalem Kunstgraphit, der sich in 
so feiner Verteilung befindet, daB er schwebt. Der Graphit saugt sich in die mikroskopisch 
feinen Poren des Lager- und, Wellenmetalles ein, und verleiht beiden Teilen die hochsterreichbare 
Glatte der Oberflache. Die Welle bekommt einen schwarzlich schimmernden, harten Graphit­
spiegel, der auch durch Abwaschen nicht mehr entfernt werden kann. Die glattende Wirkung 
von Oildag ist um so groBer, je rauher die Oberfliiche urspriingtlCh war. 

1 Die Zahigkeit wird in Englergraden gemessen. Vgl. S.226. 
ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Auf!. 15 
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Pockholz oder Guajakholz (aus Westindien) wurde friiher haufig bei Wassevturbinen, 
Pumpen und Walzwerklager als Lagerwerkstoff verwendet. Es scheidet Harz aus, das mit 
Wasser eine gute Schmierflache gibt, so daBWasserschmierung ausreicht. 

42.2. Tragfahige Olschicht bei geradlinig bewegten Gleitflachen. 
Das Ziel einer guten Schmierung ist die Bildung einer tragfahigen Schmierschicht, durch 

welche die direkte Beriihl-ung der Gleitflachen und damit auch gleichzeitig die Abnutzung ver­
hindert wird. Die Reibung ist dann ein hydrodynamisches Problem und ihre Theorie gehi.irt 
zweifellos zu den wichtigsten Grundlagen des Maschinenbaues. AIle physikalischen Fliissig­
keiten (tropfbare und elastische) haben die Eigenschaft der Zahigkeit; diese auBert sich darin, 
daB in der stromenden Fliissigkeit Schubspannungen auftreten. Man nimmt an (Hypothese von 
Newton), daB die Schubspannungen unabhangig vom Druck, aber dem Geschwindigkeits­
gefalle proportional sind: 

dw 
r = 'Y}dij (42.2) 

'Y} ist die Zahigkeit8zahl [kg· 81m 2]. 

Die Zahigkeit (Viskositat) wird in der Praxis noch selten absolut in cgs-Einheiten (Poise) oder im tech­
nischen MaBsystem gemessen (11techn = 11egs 198,1; 1 cP = 10 - 4 kg . s/m2 ), sondern man bestimmt diese 
mit dem Englerschen Viskosimeter aIs: 

Auslaufzeit von 100 cm3 0l = EO = En ler-Grade. 
Auslaufzeit von 100 cm3 Wasser bei 20° g 

Urn die Umrechnung von Engler-Graden auf die absolute Zahigkeit zu ermoglichen, hat Ub belohde eine 
empirische Formel (Abb. 42.3) aufgestellt, und zwar: 
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Die Zahigkeit von til ist in hohem MaBe von 
der Temperatur abhangig (Abb.42.4). Die Kurven 
haben einen hyperbolischen Verlauf und konnen 
ungefahr durch die Gleichung 

'Y}{jb = G (42.3) 

dargestellt werden, worin {} die Oltemperatur in °C 
ist und der Exponent b = 1,75 bis 2,5 von der 
Olsorte abhangt. Die Zahigkeit hangt aber auch 
vom Druck ab und ist fiir p at: 

'Y}p = 'Y}1 (l + f3p) (42.4) 

mit f3= 0,0013 bis 0,003 und pin atl. 

o 1 2 J 'f 5 5 7 ° 10 20 '10 50 (JooE 

Zwei Flachen, die durch eine d iinne Olschicht 
getrennt sind, bewegen sich mit einer konstanten 
Geschwindigkeit - U (Abb. 42.5) relativ so zu­
einander, daB die Spaltform sich wahrend der 
Bewegung nicht andert. Da hla sehr klein vor­
ausgesetzt ist, kann die Stromung in der Y-Rich­
tung gegeniiber der vielfach groBeren Stromung 
in der X -Richtung vernachlassigt werden; dann 
ist p auch unabhangig von y. Wir setzen zu­
nachst weiter voraus, daB die Flachen senkrecht 
zur Bewegungsrichtung sehr groB und seitlich 
abgedichtet sind, so daB auch in dieser Richtung 
keine Stromung stattfinden kann. Auf ein Vo­
lumenelement d_x· dy· 1 wirkt unter Vernach­
lassigung der Schwerkraft die Kraft 

s~ sc/Jwere Z!llil7derol 
iii fr/u.scn/neniile }bei50°C 

Abb. 42.3. Zusammenhang zwischen absoluter Zahigkeit 
und Engler-Graden. dp' dy - dr' dx, 

die der Masse des Volumenelementes dx' dy' e.eine Beschleunigung dwldt erteilt (e = rig). 
1 Kiesskalt, Dr. S.: EinfluB des Druckes auf die Zahigkeit von Olen und seine Bedeutung fiir die 

Schmiertechnik. Mitt. Forsch. Arb. Heft 291. (1927). 
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Die Bewegungsgleichung fiir das V olumenelement lautet demnach: . 
dp' dy - d • . dx = (ldx . dy . dwfdt . 
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(42.5) 
Vernachlassigen wir nun die Massenkraft (ldx dy' dw/dt gegeniiber der vielfach groBeren 

Wirkung der Zahigkeit (L. Prandtl nennt solche Bewegungen "schleichend"), so vereinfacht 

sich die Bewegungsgleichung zu: dp d-c 11 (42.6) 
dx dy I: 

. d~ ~w 
Setzt man darm nach der Ne~o_~ch~l1!!;y:poQ1'?I>~J' = 'YJdw/dy, also dy = 'YJ dy2 ein, so ist: 

1 dp d2w 
1) dx = dy2 . (42.7) 

Wir integrieren diese Gleichung partiell nach y (bleiben bei der Integration also in der 
Y-Ebene, in welcher dp/dx konstant ist) , nehmen dabei an, daB die Zahigkeit in der y­
Richtung konstant ist, und erhal­
ten: 

1 dp y2 
w=-;jdx'2+01y+02' (42.8) 

Die Integrationskonstanten 01 und 
O2 folgen aus der Randbe­
dingung, daB das 01 an den 
beiden Oberflachen haftet. 
Infolge der Adsorption, 
d. i. die Wirkung der mole­
kularen Krafte eines festen Abb.42.5. Geschwindigkeitsverteilnng zwischen zwei G1eitflachen. 

15* 



228 Gleitlager. 

Korpers auf die Fliissigkeit in del' unmittelbaren Nahe del' Grenzflache, ist ein volliges Los­
losen del' Fliissigkeitsschicht von dem festen. Korper durch auBere Krafte wohl iiberhaupt 
nicht moglich. Reines MineralOl benetzt in Anwesenheit von Wasserdampf und bei hohen 
Temperaturen Eisen nicht, weil seine Oberflachenspannung groBer ist als die von heiBem Wasser 
in Gegenwart von Dampf. Deshalb sind in solchen Fallen dem Mineralol fette Ole beizumischen. 

Fiir y = 0 ist w = - U = O2 und 

fiir y = h ist w = :~ . ~; + 01h - U = O. Die Geschwindigkeit 

1 dp 
w = 21) • dx (y2 - hy) - U (1 - yjh) (42.8a) 

hat also einen parabolischen Verlauf. Fiir U = 0 ist 

w = ~ dp (y2 _ h y) . 
2 TJ dx 

(42.9) 

Die Fliissigkeitsmenge aI' die durch einen beliebigen Querschnitt von del' Breite 1 infolge 
del' V erschie bung stromt, ist: 

h h h 
J 1 dp J J U ( h3 dp Uh) a = wdy = - . - (y2 - hy) dy - - (h - y) dy = - - - +-

1 2 TJ d x h 12 TJ d x 2 
u 0 0 

und muB konstant (unabhangig von x) sem. Setzt man 
aJ = - Uh*/2 

und lOst Gl. (10) nach dpJdx auf, so erhalt man die wichtige Beziehung: 

- =-~(h-h ) =6'Y}U ----dp 6 'Y} U * (h* 1 ) 
... ~ .. ~... h3 . ... . .... h3 h2 

(42.10) 

(42.11) 

(42.12) 

aus welcher folgt, daB 
em Maximum wird. 

h*di<'jenig(' Spalthohe ist, fijI' wdehe dpjdx; = 0, also del' Druck 'P 

Durch Einsetzen von dpjdx aus Gl. (12) in Gl. (8a) erhalt man: 

. 3 U ( h*) 2 (Y) - w = V I-h" (y -hy) + U I-h" 

und fiir h = h*: 
- w = U (1 - yjh) 

einen geradlinigen Verlauf del' Geschwindigkeit (Abb.42.5). 
Wenn h = f(x) bekannt ist, folgt aus del' zweimaligen Integration del' Gl. (12): 

x a 

(42.13) 

(42.14) 

Px = J 6 ;:3U (h* - h) dx und PI = J Px dx. (42.15) 
o 0 • 

Zur Verschiebung del' ebenen Flache ist eine Kraft erforderlich urn die Schubspannungen 
a 

an del' Oberflache zu iiberwinden. FlIT die Breiteneinheit del' Gleitflache ist Rl = J -cod x . 
o 

Aus T: = 'Y} ~; = ! ~~ (2 Y - h) + ~ 'Y} folgt fiir Y = 0 mit dp/dx aus Gl. (12): 

(42.16) 

a 

Die Reibungskraft Rl = J [~ . ~ ~ (2 Y - h) + ~ 'Y} ] d x ist abhangig von y; sie hat also einen verschie­
o 

denen Wert fiir y = 0 und y = h. Der Unterschied zwischen 

Th=; :~ + ~TJ =rJU(3::* - !) und To ist h· ~;. (42.17) 

Wenn das 01 ohne trberdruck zu- und abflieBt, ist der Unterschied der Reibungskrafte 
a a a 

Rh - Ro = J h· :~ . dx = JhPJ: - J pdh = - J pdh 
o 0 u 

gleich der Komponente der Kraft P in der Verschiebungsrichtung. Die Verschiebungskraft R ist deshalb 
fiir y =:' h und fiir y = 0 gleich groB. 
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Die Reibzahl .u wird - wie bei der Bewegung zwischen festen Korpern - definiert als das Ver­
haItnis zwischen Verschiebungskraft und Normalbelastung: 

a 

J (! -3~:) dx 

fl = RI/PI = 'YJ U 0 P (42.18) 
. I 

Da nach der Newtonschen Hypothese die Schubspannung und damit die Reibungskraft R 
unabhangig von p ist, kann fiir kleine Belastungen die Reibzahl fl sehr groB werden, vielfach gl'O­
Ber als bei der Reibung nicht geschmierter Flachen (vgl. Abschn. 62.4, Lederriemen). 

FUr parallele Gleitfliichen (h = konstant) folgt aus der Integration von Gl. (15), wenn die 
Zahigkeit als unabhangig von x angenommen wird (was nicht zutrifft): 

=_6 1J Ux(h_h*) +0 
Px h3 ' 

also ein geradliniger Druckverlauf. Kann das 01 bei x = 0 ohne Uberdruck abflieBen, so ist 
o = 0 und fiir x = a, 

61J Ua (h* ) P" = ~ T- 1 und px=P,,' x/a. (42.19) 

Pal'allele Flachen sind tragfahig, wenn das 01 unter Uberdruck zugefiihrt 
wird (Pa = positiv, also h* > h). Der Druck Pa kann z. B. durch eine Olpumpe erzeugt wer­
den und dann jeden beliebigen Wert haben; bei gegebenem pa ist h*/h aus Gl. (19) bestimmt. 
Die Tragfahigkeit der Olschicht fiir die Breiteneinheit ist 

P = Pa ' a = 31JUa2 (h* -I) = 1) Ua2 t[> (42.20) 
I 2 h2 • h h2 ' 

V oraussetzung der Rechnung ist, daB beide Gleitflachen durch eine Olschicht getrennt bleiben. 
Die Spalthohe h muB demnach immer groBer als die Summe der Unebenheiten sein, die abhangig 
ist von der Bearbeitungsgiite. Durch die Gleichung , 

h = a V3 (h: -I) V/1,~ = a it[> ~ > Summe der Unebenheiten (42.21) 

erhalt die friiher iibliche Bedingung, daB das 01 zwischen den Gleitflachen nicht weggepreBt 
werden darf (vgl. S. 220), eine einfache mathematische Formulierung. 

Man rechnet allgemein mit einer "mittleren" Flachenpressung P kg/cm2 nach der Gleichung 
P = P • a . b , (42.22) 

worin a die Lange und b die Breite der Gleitflache in cm ist. Da der Druck weder in der a- noch 
in der b-Richtung konstant ist, sagt der Rechnungswert p nichts aus iiber die wirklich auf­
tretenden Pressungen. 

Aus Gl. (16) folgt die Verschiebungskraft 

(41.23) 

und damit die Reibzahl 
4-3h*/h h h 

It = RI/PI = 3 (h*/h-l) . a = 0 a' (41.24) 

Die Reibzahl wird Null fiir h* = ! h. Mit h/a aus Gl. (21) ist: 

l = 4-3h*/h l/1JU = ~1/1JU =KV1JU (41.25) 
! y3(h*/h -1) PI 1'!P PI Pl 

t[>, fJ, Cu. K sind Zahlenwerte, die aus Zahlentafel 42.1 fiir verschiedene Werte von h*/h zu 
entnehmen sind. 

ZahlentafeI42.1. Zahlenwerte zur Berechnung der Reibung 
fiir parallele Gleitflachen. 

Fiir h*/h = 1 1,05 1,1 1 ,2 1,3 
ist w= 0 0,15 

Ji<t> = 0 0,387 

{}= 1 0,85 
K= 

I 
00 2,18 

0= 00 5,67 

0,3 0 
0,548 0 

0,7 0 
1,28 0 
2,33 0 

,6 
,775 

,4 
,52 
,667 

0,9 
0,949 

0,1 
0,105 
O,lll 

4/3 
1 
1 

0 
0 
0 
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Fiir U = 0 f01gt aus G1. (9) die groBte Geschwindigkeit fur y = h/2 zu 
h2 dp 

W mRX = 8rJ· dx (42.26) 

und die mitt1ere Geschwindigkeit aus G1. (10): 
h2 tip 

w=121)·dx· (42.27) 

Diese G1eichungen dienen zur Berechnung del' erzwungenen Stromung in engen Spa1ten. 
Del' praktisch wichtigste Fall 

paralle1er Gleitflachen, bei denen 
das 01 unter Druck zugefiihrt 
wird, 1iegt VOl' bei del' Lagerung 
vertika1er Wellen (Abb. 42.6 u. 7). 
Die Untersuchung wird am ein· 
fachsten, wenn wir das Problem 
in zwei Tei1e zer1egen: 

a) Bestimmung del' Tragfahig. 
keit eines ruhenden Zapfens, 
wenn die Olmenge, G m3/s, zu­
gefiihrt wird. 

b) Berechnung del' Reibkraft 
eines drehenden, abel' unbelaste­
ten Zapfens, G = O. 

Durch Superposition beider 
FaIle erha1t man den aIlgemeinen 
Fall eines sich drehenden und 
be1asteten Zapfens. Diese Super­
position ist zulassig, wei1- nach 
der Newtonschen Hypothese -
die Reibkraft unabhangig von 
der Be1astung ist. 

a) G1. (10) kann auf den 
Ringzapfen angewandt werden, 

indem an Stelle der Breite I die veranderliche Breite 2 nr gesetzt wird. Dann ist, da U = 0 , 

Abb.42.6. DruckverteiInng 
in eillem Langslager. 

Abb.42.7. Spurlager der General Electric Co. 
(Ans Stodola.) 

G = -~ dP. 2nr oder dp = _~.Gdr 
121) dr nh3 r 

61)G 
pr = - --,,,-In r + C . 

n,! 
und 

Wenn das 01 auBen (fiir r = raj ohne "Oberdruck abflieBen kann, ist 

Fur r = ri ist: 

ln~ 
Damit wird 

r 
Pr = p --. Die Tragfahigkeit P des Lagers ist: 

ra 

oder mit p aus G1. (28): 

In­
ri 

(42.28) 

(42.29) 

(42.30) 

b) Wenn der Ringzapfen sich un belastet dreht, ist (da G = O)'! = 0, so daB nach G1. 

(8) ein lineares Geschwindigkeitsgefalle vorhanden ist. Mit U = OJ" r ist die Schubspannung 
dw 1)wr 

r='rJ(J.;lj=T" 
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Die Reibkraft fill em Flachenelement 2 nrdr ist dR = 1)~r ·2 nrdr; die totale Ver­
sehiebungskraft : 

ra 

R - 2n1)w J 2d _ 2n1)w ( 3_ :i) - h r r - 3 h fa r, (42.31) 
ri 

ra 

und das Reibmoment: M _ 2 nl)W { 3d _ n1)w ( • _ 0) 
/' - h "f r - 2 h ra r,. (42.4) 

c) Fill den drehenden und belasteten Zapfen erhalt man durch Superposition von a) und b) 
die Reibzahl: 

Fur die Forderung von G m3/s 01 gegen eine Pressung von p kg/m 2 betragt die Pumpleistung: 
G. p pPh3 

Lp = - = 3 (2 ") kgm/s, (42.33) 
13 • 1)13 ra-ri 

wenn mit e der Wirkungsgrad der Olpumpe bezeichnet wird. Die Reibleistung betragt 
2 L,. = Mrw = n;: (r~ - ri) kgm/s, (42.32) 

so daB die totale aufgewandte Leistung L = Lp + L/ ist. Diese wird ein :lVIinimum fur ~~ = ° 
aL pP 3h2 n1)w2(. ') ° 
ah 31)e(1'~-rV - 2h2 ra-ri = 

oder fUr 

h = 14/ n1)2 w2 e (r~ - rt) (r~ - Ti) (42.35) 
2pP 

Zahlimbeispie142.1: Die Reibzahl, die Olmenge und die totale Leistung sollen fUr 
einen mit 10 t belasteten Ringzapfen bereehnet werden, wenn PreBol von 20 at mit einer Zahigkeit 

r· 
'rj = 0,002 kg s/m2 zugefUhrt wird, ---.:.. = 0,5 und W = 50/s ist. 

ra 

n 21 (ri)21 n 
2 rat 1 - r J 2 (1 - 0,25) 

Aus G1. (29) folgt: P = a p = 93 pr~ = 1,68 r~ p = 33,6 f~ 
ln~ 0,6 

r i 

VIOOOO 
oder ra = 33,6 = 17,2 em und damit ri = 8,6 em. Die guntstsige Spalthohe folgt aus 

, " 16' 14/n. ° 0022 • 2500· 0 7 (1 - ° 25) (1 - ~) . 0 172 6 

G1. (35) zu: h. = / 2. 200000. 10000- = 0,0001 m = 0,1 mm. 

Damit wird die hindurchgehende Olmenge aus G1. (30): 

G = ~3_ = 10000· 0,00013 = 0074. iO~3 m3/s 
31) (r~ - rr) 3· 0,002 (1 -1:) . 0,1722 ' 

d d · Pl' . 07 L 0,074' 1O~3. 200000 21 k / un Ie ump elstung, mIt e = , : p = . 0,7 = gm s . 

Die Reibkraft ist naeh G1. (31) R = 2 ~'. 6~~~~ 50 (1 - {-) '0,1723 = rd 10 kg , 

so daB R 10 001 . Il = 7; = 10000 = 0, 1St. 

n' 0,002' 2500(1-~)' 0,1724 

Die Reibleistu~g ist Lr = 2. 0,000116 = 67 kgm/s = 0,9 PS , 
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oderO,9 . 632 = 565 kcal/h. Die totale Verlustleistung ist 21 + 67 = 88 kgm/s = 1,18 PS 

entsprechend einer Vergleichsreibzahl von ~~ '0,00l = 0,0042. 

Verschiedene Spaltformen. Die Verwendung von gesonderten Olpumpen ist heute wieder 
verlassen worden, weil eine tragfahige Olschicht viel einfacher erzeugt werden kann. Wird 

namlich hei parallelen Gleitflachen der 
Querschnitt bei x = a teilweise abge­
sperrt (Abb. 42.8 u. 9), so daB dort der 
Druck po herrscht, so folgt aus Gl. (19), 
wenn fiir x = 0, P = 0 ist wieder: 

Po = 61)h~a (1 - hh*) I. 

p-O und pz = po • xlii. I (42.36) 

Abb.42.8/9. Druckstelgerung durch teilweise Absperrung des 
QUerschnlttes. 

Aus dieser Gleichung foIgt, daB nur fiir 
kleine Werte von 11., Po groB werden kann; 
z.B. ist fiir YJ =0,001 kg s/m2, U =1 mis, 
a = 0,1 m und 11.*/11. = 1/3, 

_ 6· 10- 3 • 0,1· 108 • 2 
h=O,lmm=1O 4 m , Po= 3 =4.1O- 4 kg/m2 =4at, 

und fiir 11. = 0,01 mID Po = 400 at! 
Die resuitierende Kraft, d. i. die Tragfahigkeit der Olschicht fiir die Breiteneinheit; ist 

31) U a2 ( h*) 1) U a2 
Pl = poa/2=~ 1--,;; =h"2r!J. (42.37) 

Die Gl. (23) bis (25) bleiben auch fur die abgesperrte Platte giiltig mit den Zahlenwerten 
aus Zahlentafel 42.2. 

Zahlentafe142.2. Zahlenwerte zur Berechnung der R e ibung fiir 
teilweise abgesperrte par allele Gleitfla.chen. 

FUr h*/ho = 1 0,5 
I 

l/S 0,2 0,1 0 
ist IP= 0 1,5 2 2,4 2,7 3 

yq; = 0 1,225 1,414 1,55 1,64 1,73 

f} = 1 2,5 3 3,4 3.7 4 
K= 

I 
00 2,204 2,12 2,2 2,26 2,3 

c= 00 1,667 1,5 1,41 1,37 1,33 

Aus diesen tlherlegungen folgt, daBzur Erzeugung einer tragfiihigen 01-
schicht jeder Olspalt geeignet ist, dessen Rohe in der Richtung der Bewegung 

A1;>b.42.10. Graphische Integration. 

abnimmt: Fiirdie Integration der Gl. (12) muB natur­
lich die SpalthOhe h=Funktion (x), bekannt sein (Abb. 
42.5). Jede Spaltform und jeder Wert von a gibt bei der 
Integration einen anderen Wert fiir die Tragfahigkeit 
PI> fUr die Verschiebungskraft Rl und deshalb auch eine 
andere Reibungszahl. Um allgemeine, von der absoluten 
GroBe der Gleitflache unabhangige Beziehungen zu er­
halten, werden dimensionslose GroBen eingefiihrt. Die 
Gleichung 

11./11.0 =/ (x/a) , (42.38) 
worin 11.0 die kleinste SpalthOhe und a die Ausdehnung 
der Gleitflache in der Verschiebungsrichtung (Platten­
lange) ist, gilt fiir aIle "ahnIiche" Spaltformen. In Gl. 
(12) eingesetzt wird 

6 'f/Ua [h* 1 1] 
dp = hf""" ho ' f3 (x/a) - r (x /a ) d (x/a) (42.39) 

Die Integration dieser Gleichung liiBt sich immer gra­
phisch (Abb . 42.10), bei einfachen Spaltformen auch ana­
lytisch durchfiihren. Der Nullpunkt Iiegt an der engsten 
Spaltstelle und falit mit dem Anfang der Gleitflache zusam­
men. Das Ergebnis der verschiedenen Integration en wird 
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durch folgende Symbole dargestellt: 
x/a . ( /) J d(xja) • 

Jl X a = f(xja) =Jl 
o 

1 

J1 = J~~:j:! =jl (x/a = 1) =jdl.) 
o 

x/a . J d(xja) 
J2 = f2 (x/a) 

u 
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Bei gegebener Spaltform h/ho = f (x/a) hangen die Symbole jl' j2 und ja nur von x/a ab, 
wahrend die Symbole J1, J 2 und J3 reine Zahlenwerte sind, die nur von der Spaltform 
abhangen. Mit diesen Abkiirzungen wird 

6 1) U a ["'* . (X ) . ( x ) ] Px = ~ "'oJ3 a -J2 a -Co· (42.40) 

Die noch unbekannten Konstanten Co und h*/ho sind durch die Randbedingungen bestimmt: 
a) 1st fiir x/a = 0, Po = ° und fiir x/a = 1, PI = 0, d. h. kann das 01 ohne Dberdruck zu­

und abflieBen, dann ist 
(42.41 a) 

b) 1st fUr x/a = 0, Po = ° und fiir x/a = 1, PI =1= ° (01 wird mit Uberdruck zugefUhrt), dann 
ist: Co = ° und 

= 61)Ua("'* J -J) d' h*/h =J2+PI"'~/617Ua 
PI ",2 '" a 2 0 er 0 J . o 0 3 

(42.41 b) 

c) 1st fur x/a ~o,-p;-+-6undIiir -;;/a = 1, Pl = 0(01 flieBt mit Dberdruck ab), so wird: 

Co = ~* J a-J2 und Po =61)h~a(J2_~* J a) oder h*/ho =J2-Po~/61)Ua. (42.41 c) 
o 0 0 3 

Der Klammerausdruck in Gl. (40) ist nun eindeutig bestimmt; er hangt bei gegebener 
Spaltform nur von x/a ab und kann zurVereinfachung der Schreibweise durch dasZeichenF(x/a) 
dargestellt werden: 

= 61) U a F (!!..) 
Px h2 a' o 

(42.42) 

Die Tragfahigkeit der Olschicht fUr die Breiteneinheit ist 
all 
J J 61)Ua2 J Ua2 

PI = p"dx=a p"d(x/a) =-",-2- F(x/a)d(x/a) ='YJli,2fP 
o 0 0 0 0 

(42.43) 

'[ 

worin das Symbol f/J = 6 J F (x/a) d (x/a) eine reine Zahl ist, die nur von der Form des Spaltes 
o 

abhangt. Fiir die am einen Ende teilweise abgesperrte parallele Gleitflache (Abb. 42.8 u. 9) 
z. B. ist f/J = -! (1 - h*/h). Nach ho/a aufge16st folgt aus Gl. (43) die kleinste Olschichtdicke: 

ho = a fii 11 j,~ > .2 Unebenheiten. (42.44) 

Die Verschiebungskraft Rl folgt aUI> Gl. (16) ZU: 
1 1 

Rl = a J 1:od (:) = 'YJUa J (! -3~:) d(;) = 1)~a J (hj~o - ~",~:~~o). d(:) 
o 0 0 

_ 1)Ua f4 J -3 "'* . J) = 1)Ua {} 
- "'0 l 1 "'0 2f "'0 

(42.45) 

worin {} wieder eine reine, nur von der Spaltform abhangige Zahl ist. Die Reibzahl ist: 

fh = ~ = "'0 . !!.. = C ho (42.46) 
PI a cP a 

oder den Wert von ho/a aus Gl. (44) eingesetzt: 

fh = ~ lFifJ = Klf]!; (42.47) 
]/cp V 7{ PI 

Aus Gl. (46) folgt, daB die Reibzahl eine geometrische GroBe ist, nur abhangig 
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vO'n kola und vO'n der SpaltfO'rm; sie scheint vollig unabhangig vO'n der Art der Fliissigkeit und 
vO'n der Gleitgeschwindigkeit. Zwei feste Flachen, die in genau gleicher Lage aneinander mit 
beliebiger Geschwindigkeit vO'rbeigleiten, haben alsO' die gleiche Reibzahl, gleichgiiltig, ob das 
Schmiermittel Luft O'der zahes 01 ist. Die gegenseitige Lage dagegen, d. i. das Verhaltnis kola 
ist natiirlich vO'n PI' U und 'YJ abhangig. Bei der Anwendung der O'benstehenden Gleichungen 
ist zu beachten, daB die Zahlenwerte, l/J 
1}, K und 0 nicht nur von der SpaltfO'rm, 
sO'ndern auch vO'n den Randbedingungen 
(a bis c) abhangig sind. 

Fiir die geneigte Platte (Abb. 42.11) 
mit 

o,03r--++-=~~~--+---~~r-----~----~ 
k/ko = (1 + mx/a) = f (x/a), (42.48) ~ 

wO'rin m = h1 hoho (4,2.4,9) f. 
t 0,02 H1't::..1::I-----::l;::.;~:!i -I--''<-~+------j 

ein MaB fiir die Schragstellung ist, lassen 
sich die IntegratiO'nen leicht durchfiihren. 

q005 

0,2 0,8 

Abb. 42.11. Abb.42.12. Druckverteilung boi geneigten G1eitfliichen. 

xfa 

Es ist: · J d(x/a) 1 In (1' I - - ~ mxa J1- I+mx/a-m I ) 

und J1 ~ In(I +m), 
m 

U 

x/a · J d(x/a) 
J2 = (1 + m xja)2 

u 

xfa · J d(xja) 
J3 = (l + mxja)a 

o 

,~ja· (2 + m xja) 
.2(I+mxja)2 

Fall a. Das OlflieBt O'hne Uberdruck zu und ab, dann ist: 

2 (m + 1) 
m+2 

x 

() h* m -(I - x/a) FX_ . . _ a 
a a - hoJ3 - J2 - (m +"'2~) ('""I-+-:---m-xj-;-a=)2 

1 

l/Ja = 6 JF(~) d(~) = 61n (ill + 1) __ 12_ 
o . a . a m 2 m (m + 2) 

{)a = 4, J _ 3 J~ = 41n (m + 1) __ 6_ 
I Ja m m + 2 

0 0 =0. 

(Abb.4,2.12) 

(Abb.4,2.13) 

(Abb.42.13). 

Die Werte l/J, {J, K und 0 konnen aus Zahlentafel42.3 entnO'mmen werden. 
-

Fall b. Fiir x/a = 0, Po = 0 und fiir x/a = 1, P1 =F 0 . 

F h*. . 
b = -,;·J3-J2 

o 



plh~ I'· I Wb = Wa + ~u J J3 d (xja) 
'I a a 

o 

Plh6 It. " 
{}b = {fa -2TjUaJa J3 d (Xi a). 

o 

42. Reibung und Schmierung. 235 

1\ ~-1 /' 
~ 

~ V 

-
Fall c. Fur x/a = 0, Po =fo 0 

1:r : 
¥ t 2,0 

\ N ::.--

und fiir x/a = 1, PI =0. 
h* 

Co =', . J3 - J 2 und 
IbO 

h* J2 Poh~ 
ho J; 61)UaJa 

h* 
Fe = r ja - j2 -- Co 

o 

Poh~ I'· f We = Wu - TjUaJa :13 d (x/a) 
() 

* o<:!lo<:!'" 

't>: ~s 
"I" 
~' 

IS.' 1,0 

~=-J!:--.. j)/(f ". 
'f'-~ 

s I 1/ 
o 

--1-1--_ f--

--~ /" -1--, -- ~ --T--- 0-

I 
-~ 

[><~ 
........... ---i!- f---r--

If Ii Ii 7 8 10 
m---

{}e = {fa + 2 ~o;!Ja J ja d (x/a). Abb.42,13. Funktionswerte zur Berechnung der Reibung bei geneigten Gleitfllichen, 

o 
Zahlentafe142.3. Zahlenwerte zur Berechnung der Reibung bei 

geneigten Gleitflachen b = 00, Tj = konst. (Randbedingung a). 

m "'a y;Pa /Ja Ka Ca efa It'llt, 

0,7 0,1476 0,384 0,808 2,10 5,48 0,052 1,259 
1 0,15894 0,399 0,7726 1,94 4,86 0,068 1,333 
1,2 0,16 0,40 0,76 1.90 4.80 0,078 1,378 

1,5 15773 0,397 0,7292 1,84 4,62 0,090 1,428 
2 14790 0,384 0,6970 1,82 4,71 0,108 1,500 
3 12426 0,352 0,6498 1,84 5,24 0,134 1,600 
4 10350 0,322 0,6094 1,90 5,89 0,154 1,667 

5 08718 0,295 0,5803 1,95 6,53 0,169 1,715 
10 0,04386 0,2095 0,4592 2,19 10,45 0,214 1,833 

100 0,0016 0,04 0,1258 3,14 79 1,985 

Fiir den parabolischen Halbzylinder ist: 
X Z 

h = ho + 2e' also I xr f(x/a) = h/ho = 1 + \'a 
worin (! der Scheitelradius der Parabel und zur Abkiirzung 

aZ 
ist. ,2 = '2 eho gesetzt 

'xja = tgy, also , d (~) = d~ , so wird: 
a. cos y 

h/ho =f(x/a) = 1 +tg2y = l/cos2 y 

und d P 6 Tj U a f cos' y 21 

dy = I; h'f) lcos2 y* - cos Yf' 

Die Integration 

(42.50) 

Setzt man 

(42.51) 

(42.52) 

_ 6rJUaf ia(Y). \ 
py - ~ lcoszy* -22 (Y) - COl (42.53) 

gibt pals Funktion der nicht anschaulichen HilfsgroBe y, und muB deshalb wieder als F (x/a) 
umgerechnet werden. Das Ergebnis der verschiedenen Integrationeno1 ist: 

y y 

. /'d(x/a) 1)' 
Jl = . ~ = C dy = yg; 

y 

. _ f' 2 i_I (Sin 2 Y y) . J2 -. cos yay - C ~4- + 2' ' 
o 

J = ~ (sin 2Yl + Yl). 
2 I; 4 2 

1 Gum bel (S.90) wahlt als Grenzbedingung p = 0 fur x/a = 00 an Stelle von x/a = 1. Die Be­
rechnung wird dadurch noch weiter vereinfacht, da tg y fiir aile Werte von I; dann unendlich groB, also 
y = n/2 wird. Diese Vereinfachung hat also zur Folge, daB der Druckverlauf fiir aile I;-Werte ahnlich ist, 
was nicht zutrifft, wie aus Abb. 42.14 deutlich ersichtlich. Die Vereinfachung von Giimbel ist deshalb nicht 
zulassig. - Auc4 Heidebroek: Zur Theorie der Fliissigkeitsreibung zwischen Gleit- und Walzflachen, For­
Bchung 6 (1935) S. 162, hat diese Vereinfachung gewahlt. 
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l' 

. 1 r 4 d 1 (1. 3 3. 3) Js = T. cos Y Y = T -:[ Sill Y cos Y + 16 sm 2 Y + "8 Y ; 
o 

Fall a. Wenn das 01 ohne Uber­
druck zu- und abflieBen kann, ist: 

h* J 2 

To = C082 y* = Ja 

Go =0. 
t 0,03-~ 
ro,&~~~-+~'~--~--~---r~~~~~-r--~ 

h* . F- . '- 13 • 
a - To J3 - h - C082 y* - J2 

(Abb. 42.14) 

o {},1 {},2 {},3 

Abb. 42.14. DruckverteiIuug bei parabolischer Spaltform. 

worin: A = ]~ sin2 Yl (1 + C082 Yl) - :2 cos 2 Yl + 136 Yi + :2 und B = 1-COS:Yl + ! . 
f}a = 4 J 1 __ 3 ;2 *. 

COS Y 

Grad 

5 
10 
5 

20 
5 

30 

5 
40 

5 
50 

5 
60 

5 
70 
5 

80 
5 

90 

Zahlentafel 42.4. Zahlenwerte fur den parabolischen Halbzylinder. 

1 . / 
1. , 3siu 21' 1', 1', 

I l' 4sm21'+y2 ism1'cos l' +16 h* 1 B = J~j,d,. A= J~j3dY BogenmaJ.\ 3 _~. -=-- I =,j, + 8 Y = I. hG cosl!. y* 
0 0 I 

I 

0,0872665 0,0870453 0,08685 I 1,0017 I 0,0038028 0,0037980 I 1745329 1727715 17042 0138 0151538 0150777 
2617994 2558997 25043 0219 0338815 0335041 
3490658 3352298 32403 0346 0597061 0585466 
4363323 4096773 38616 0619 0922480 0895180 
5235988 4783057 0,43992 1,0873 0,1310389 0,1256229 

6108652 5403558 0,48408 1,1162 0,1755365 0,1660 U5 
6981317 5952678 51881 1473 2251409 2098330 
7853982 6426991 54452 1,1804 2792125 2562844 
8726646 6825342 56276 2129 3370918 2899977 

0,9599311 7148856 57504 2432 3981194 3543247 
1,0471976 7401051 0,58214 1,2713 0,4616557 0,4048355 

1,1344640 7586431 0,58630 1,2940 0,5271 006 0,4558316 
1,2217305 7715622 58807 1,3120 6046496 5151318 
1,3089969 7794985 58881 1,3239 6616219 5584365 

7836367 58902 1,3305 7298491 6098301 
1,4835299 0,7853982 0,58905 1,3333 0,7983035 0,6612238 

1 1,3962634 

'\1,5707963 
n 3 

I 
4/3 

I 
n 2 1 3 2 3 I -

16 n 16+4 "64 n +16 4 

Zahlentafe142.5. Zahlenwert~ zur Berechnung der Reibung 
a) fiir para bolische Gleitfliiche (Randbedingung). 

I I 

I 

I 

,~ 

I y , Pa {fa I }'Pa K=- C 
a y~ a 

30 0,57735 0,05739 0,92640 0,240 

I 

3,87 I 6,1 
45 1 0,13977 0,80575 0,374 2,32 i 6,25 

I 55 1,428 0,17799 0,8219 0,422 1,96 
i 

4,62 
60 1,732 0,18360 0,7887 0,4285 1,84 4,3 
65 2,145 0,17555 0,7426 0,419 

i 
1,77 

I 
4,23 

70 2,747 0,15549 0,6980 0,3943 
\ 

1,77 4,49 
75 3,732 0,12479 0,5881 0,353 I 1,67 4,7 
80 5,671 I 0,08 625 \ 0,4332 0,294 I 1,47 5,0 
85 11,430 0,04374 I 0,2440 0,209 

I 
1,17 5,5 

90 00 I 0 0 0 6,28 

,= tg y, 

0,08749 
17633 
26795 
36397 
46631 

0,57735 

0,70021 
0,83910 
1,0 
1,19175 
1,42815 
1,73205 

2,14451 
2,74748 
3,73205 
5,67128 

11,43005 

co 
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Fall b. Fiir xla = 0, resp. Y = 0, Po = ° und fiir Y = Yl' Pi =F ° 
und h* J 2 + PIhg 1 

To = To 67} UaJ. cos2 y* 

F h*. . und _ 61) U a (Ja J ) 
b = To J3 - J2 Pi - ~ C082 y* - 2 c 

rpb = ~{_A_ - B + ( J23 *- J 2) Ylil und {ft, = 4 J l - 32J 2*. C \ C082 y* cos y , cos y 

Fall c. Fiir Y = 0, Po =F ° und fiir Y = Yl> PI = ° . 
Co = ~. * -J2 < ° und cos y 

J 2 Po h3 
Ja - 61} UaJa 

1 
cos2 y* 

Fe = CO~3 y* -j2- Co und Po = - 6\~a CO~3y* -J2) 

rp _~(_A __ B_(~ -J2)Yl lj und {}e =4Jl-~ 
e - C \ cos2 y* cos2 y* , C082 y* . 
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Bei der Konstruktion einer Gleitflache ist die Belastung PI = Plb und die Gleitgeschwindig­
keit U m/s bekannt; die Zahigkeit des Oles kann frei gewahlt werden. Aus den G1. (47) u. (44;) 

folgen dann mit Hilfe der Zahlentafeln 42.3 und 42.5 die Reibungszahl p = X V~~ und die 

kleinste relal;ive Olschichtdicke kola = y(l)l h U. Der Konstrukteur will eine moglichst kleine 
V PI 

Reibzahl erreichen und wird deshalb den kleinsten X-Wen wahlen. Mit Rucksicht auf die Her­
stellungskosten darf ko eine wirtschaftliche Grenze nicht unterschreiten, z. B. 

ko = 0,0l mm fiir gute Ausfiihrung, 
= 0,005 mm und weniger fUr sehr genaue Ausfiihrung. 

Aus diesem Grunde sollte rp moglichst groB sein. Wie aus den Zahlentafeln 42.3 und 42.5 hervor­
geht, fallt die Bedingung der kleinsten Reibungszahl (m = 2 fUr die geneigte Platte, resp. C groB 
fUr die parabelformige) nicht zusammen mit der Bedingung des groEten Wertes von kola (m = 1,2 
resp. C = 1,75). Bei gegebenem Wert von ko folgt die Reibungszahl aus G1. (46), so daB der 
Konstrukteur den kleinsten C-Wert wahlen sollte (Cmin = 4,62 fUr m = 1,5, resp. Cmi" = 4,23 
fur C = 2,15). Die gunstigste Reibungszahl ist bei gegebener Plattenlange a direkt 
mit ko proportional und hangt nur sehr wenig von der Spaltform abo Sie ist bei 
der parabolischen Gleitflache rd. 10 % kleiner als bei der geneigten Platte. FUr ko = 0,005 mm, 
a = 10 cm = 100 mm ist fUr die geneigte resp. parabolische Gleitflache 

,u = (4,62 resp. 4,23) ·5, 10 -5 = 0,00023 resp. 0,00022 

also sehr klein. Die Tragfahigkeit folgt aus 01. (43): 

7} U _ ~. (~)2 _ 01577 resp 01755.10-10 PI - tP a - , . , , 

also fUr 'YJ = 0,001 kg· s/m2 und U = 1 m/s: 

, PI = P Ib = 0,64 . 10- 3 • 108 = 0,64. 105 kg/m = 64 kg/mm Breite. 

Da die Zahigkeit des Oles bei 20° C (z. B. beim Anlaufen) 6 bis lOmal so groB ist als bei 
der Betriebstemperatur (vg1. Abb. 42.4), wird flussige Reibung beim Anlaufen schon bei 1/6 bis 1/10 

der Betriebsdrehzahl erreicht. Beim Auslaufen dagegen hat das 01 bei der kleineren Geschwindig­
keit die gleiche Zahigkeit, so daB dann halbflussige Reibung auftreten muE, die immer mit 
Abnutzung verbunden ist. 1m allgemeinen muB man deshalb eine Gleitflache so berechnen, 
daB flussige Reibung schon bei einer erheblich kleineren Gleitgeschwindigkeit, Z. B. schon bei 10 % 
der normalen vorhanden ist, und zwar um so mehr, je langer und ofter das Lager bei der kleinen 
Drehzahl in Betrieb bleibt. Aus der Gleichung 

ho _ 1diV7} U/IO --}lP --
a PI 

(42.54) 

folgt, daB dann die Tragfahigkeit bei gleichem Wert von ko nur noch den zehnten Teil betragt 
und daB bei gleicher Belastung PI die kleinste Olschichtdicke und damit die Reibzahl YIOmal so 
groB wird. 
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Viel schwieriger als die Berechnung ist die praktische Verwirklichung der erforderlichen 
Spaltform. Bei einer geneigten Flache von 100 mm Lange und m = 1,5 miiBte h.r - ho = 1,5 ho 
= 0,015 mm (ho = 0,005 mm) betragen. Die Herstellung solcher kleinen Neigungen bietet 
erhebliche Schwierigkeiten. 

Bei dem bei Werkzeugmaschiuen gebrauchlichen Schaben der Laufflachen benutzt die 
Werkstatt (mehr oder weniger bewuBt) die Bildung einzelner Keilflachen, ohne welche Druck­
iibertragung nicht moglich ist. Eine andere Methode zur Herstellung kleiner Neigungen stammt 
von lng. Michell. Wie aus Abb. 42.12 ersichtlich, verlauft die Flachenpressung unsymmetrisch 
iiber die Lange der Gleitflache. Die resultierende Kraft PI muE deshalb exzentrisch angreifen. 
Die Exzentrizitat e kalID aus der Momentengleichung fiir die Kante a berechnet werden (vgl. 

Abb.42.11). 
a 

PI (i - e) = J Px x dx . (42.55) 
o 

Die so berechnete relative Exzentrizitat e/a ist in Abb. 42.13 
eingezeichnet; sie nimmt mit zunehmender Schrage m stetig 
zu. Unterstiitzen wir die eine Flache in irgendeinem Punkte, 

Ollreil so muE sich eine ganz bestimmte Schrage einstellen; wird die 
Neigung aus irgendeinem Grunde vergroBert, so vergroEert 

Abb.42.15. sich auch e und die urspriingliche Lage wird automatisch 
wieder hergestellt. Die Lage del' Platte ist demnach 

stabil; von dieser Eigenschaft hat Michell bei der Konstruktion seines Lagers Gebrauch ge­
macht (Abb. 42.15 und 44.26). 

Schon lange sind in der Praxis gut abgerundete Kanten an den Schmierstellen gebrauch­
lich. Die Spaltform spielt namlich (wie wir gesehen haben) nur eine untergeordnete Rolle; 
eine Abrundung an der Oleintrittstelle kann deshalb schon ausreichen, um eine iibrigeus parallele 
Gleitflache tragfahig zu machen (Abb. 42.17/18). Die Tragfahigkeit und die Reibzahl einer so 
zusammengesetzten Spaltform kann aus den abgeleiteten GIeichungen leicht berechnet werden. 

Fiir den parallelen Teil, von x/b = -1 bis x/b = ° folgt aus Gl. (19)1: 

-7: +x 
-u 

61) U b (' 11,* ) Po = ~ To - 1 und px = Po . x/a. 

Fiir den parabolischen Teil, von x/b = Obis x/b = 1 folgt aus 
01. (4Ic): 

61) Ua (' 11,*) Po=~ J 2 - T J a . 
o 0 

Durch Gleichsetzen beider Werte erhalten wir 

h*/h - 1/ 2 >1< _ J 2 + bja 
o - cos Y - J a + bja ' (42.56) 

Abb.42.16. h 
aus welc er Gleichung h*/ho berechnet werden kann. 

Die Tragfahigkeit der Gleitflache setzt sich aus den Tragfahigkeiten des parabolischen und 
des parallelen Teiles zusammen: 

_ 6 1) U a2 [: + : Yl + 2b;2 ( B b b2 ) 1- 1) U a2 
P - - + - Y - - - $ (4257) 

1 - h~ cos2 y* 'a 1 2a2, - h~' . 

wobei die Werte der Symbole A und B aus Zahlentafel42.4 entnommen werden konnen. Die 
Verschiebungskraft ist: 

R =1)Uar~(4 _~) (4 __ 3_)"j=17 Ua {) 
1 ho' C YI cos2 y* + cos2 y* ho ' 

(42.58) 

und die Reibzahl: 

V1)U 
f-l = R1/PI = Cho/a = K PI' (42.59) 

Die $-, {}-, K- und C-Werte sind in Zahlentafel42.6 zusammengestellt. 

1 Es ist demnach nicht richtig, wenn E. Falz in seinem Euch "Grundziige dcr Schmiertechnik" (Abb. I u. 2) 
einen konstanten Druck bei den parallelen Glcitflachen annimmt mit cinem schroff en Druckabfall an dcr 
Ubergangsstelle. 
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Zahlentafe142.6. Zahlenwerte zur Berechnung der Reibung fiir 
parabolische Abrundungen. 

I 
Y = 45° 2 i 1,0386 
l; = 1 5 1,0177 

y-= 60° 2 1,0398 
; = 1,73205 5 1,0171 

Y = 75° 2 1,0237 
l; = 3,73205 5 1,0099 

Y = 85° 2 1,0084 
l; = 11,43 5 I 1,0034 

In ahnlicher Weise k6nnen 01-
spa1te mit abgeschragter Eintritt­
stelle oder Kombinationen von pa­
rabolischen und geneigten Gleit­
flachen berechnet werden. Um z. B. 
eui'fueuzkopf tragfahig zu machen, 
genugen einige Abrundungen fiir 
beide Bewegungsrichtungen (Abb. 
42.17). Auch bei dem Richtungs­
wechse1 (U = 0) 1aBt sich eine un­
mitte1bare Beruhrung der Gleit­
flachen vermeiden. (V gl. Abschn. 
46.4) 

In Zahlenta£e142.7 sind die ver­
schiedenen Spa1t£ormen verglichen. 

Abb.42.17. Tragfahige Olschicht durch 
abgernndete Kanten. 

0,7488 0,863 2,1694 
1,6342 1,278 2,1338 

0,8367 0,914 2,0583 
1,6469 1,283 2,0869 

0,5121 0,715 1,6947 
0,9743 0,986 1,7334 

0,1813 0,426 1,2613 
0,3355 0,578 1,2864 

I K=~ I c=~ I vq; " 

2,515 2,90 
1,670 1,34 

2,250 2,46 
1,627 1,27 

2,368 3,31 
1,758 1,78 

2,960 7,96 
2,220 3,83 

Abb. 42.18 a, b. Langslager fiiI die Wasserturbinen im Kraftwerk Ryburg· 
Schworstadt. Die Gesamtbelastung des Lagers setzt sich aus dem Gewfcht 

des Polrades, des Turbinenlaufrades samt Welle, Servomotor und OlfiilIung 
zusammen und betragt rd. 900 t. 

Die laufende Gieitflache ist die Unterseite eines auf der Turbinenwelle auf· 
gekeilten Tragringes, wahrend die mit dem Lagergehause verbundene ruhende 
Gleitfliiche in acht Segmente aufgeIOst ist. 

Die Keilflache wfrd durch die abgerundete Kante und. auch durch die 
Formanderuug der Segmente gebiidet. Beachte die Abstreifung des warmen 
Oles an der Austrittstelle. 

Zahlentafe142.7. Vergleich der verschiedenen Spaltformen. 

~I 42.9 42.11 

I 
42.14 I 42.16 

_ Platte I abgesperrt geneigt parabolisch 

I 
mit abgerundeten Kanten 

b = 5a 

h*/ho I Klyq;lc m I K I Vq; I c I c I K I r;P I c c I K I V([j I c 

1. Kmin 73 /2,12\1,41 i 1,5 2 

/ 

1,82 0,38 4,71 10 /1,17 0,21 5,5 
1,28/1,27 2. <Pmax 0 vollstandig abge- 1,2 1,9 0,4 4,8 1,73 1,84 0,43 4,3 1,73 1,63 

3. Gmin sperrte Platte 1,5 1,84 0,4 4,62 2,15 1,77 0,42 4,23 

Wenn 1], U und PI bekannt sind: 
1. kleinste Reibzahl nach Gl. (42.47) fiir den Kleinstwert von K, 2. groBte Spalthohe ho nach 

Gl. (42.44) fiir den GroBtwert von ([J. 
Wenn ho! a a us Herstellungsgriinden festgelegt wird: 
3. k1einste Reibzah1 nach Gl. (42.46) fUr den Kleinstwert von C. 
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42.3. Stark gekriimmte GleitfIachen (Zapfenlager mit Lagerspiel). 
Zapfen und Lager passen mit einem La ufsitz zusammen; der Zapfendurchmesser ist also 

etwas kleiner als der Schalendurchmesser. Das Lagerspiel ist abhangig von dem gewahlten 
oder vorgeschriebenen Sitz und ist z. B. bei den ISA-Toleranzen festgelegt (vgl. S. 14). 

Die Betrachtungen fiber die ebene Gleitflache gelten auch fUr die Bewegung einer Welle in 
der Lagerschale, solange die Krafte infoIge der Kriimmung (Zentrifugalkrafte) vernachlassigt 
werden diirfen. Bei den gebrauchlichen kleinen Spalthi:ihen ist dies immer zulassig. Der gri:iBte 
Verschiebungsdruck bei vollstandig abgeschlossenem Spalt von der Lange a ist (nach Gl. 36): 

P = 6 t)h~a ; der Fliehkraftdruck: PI = mr w2 = m U2 (wenn m = l' h die Masse/Flachenein-
r g 

heit ist) und das Verhaltnis: pJlp = (! w h,3f6 'Yja. FUr w = 100/s, 'f) = 0,0014 kg . s/m2, 

980kg/m3 

a = 0,15 m, (! oJ"' 9,81 m/s2 oJ"' 100 und h = 0,05 mm= 5'10- 5 m, ist pt/p = 10-6 ! 

Bei gleichachsiger Lage von Zapfen und Lagerschale sind die Gleitflachen parallel. Wenn 
das 01 ohne Uberdruck zugefiihrt wird, kann diese Lage niemals die Gleichgewichtslage eines 
belasteten und sich drehenden Zapfens sein. Eine tragfahige Olschicht kann nur dann entstehen, 
wenn die Welle sich im Betrieb so einstellen kann, daB der Querschnitt desOlbandes sich im Sinue 
der Drehung verkleinert. Bei trockener Reibung klettert die Welle entgegen der Drehrichtung 
an der Schale hoch, denn Gleichgewicht der Krafte ist nur dann vorhanden, wenn die Gegenkrltft 
(Reaktion) des Lagers um den Reibungswinkel gegenfiber der Lagerbelastung verschoben ist. 
Die Lage des geschmierten Zapfen ist demnach grundverschieden von der Zapfenlage bei trockener 
Reibung. 

'0 
""';2> 

Abb. 42.19. Exzentrische Lage des Zapiens 
bei Fliissigkeitsreibung. 

Abb.42.20. GrundsatzlicherVerlaui des Druckes in Lagern mit 
Lagerspiel. 

Die Schmierschichtdicke h zwischen Zapfen und Lagerschale ist symmetrisch in bezug auf' 
die Verbindungslinie mm' (Abb.42.19). 

Aus dem'geometrischen Zusammenhang folgt R = r + LI r = h +r + e cos cp, oder 

h = Llr-ecoscp. 

Wir fiihren wieder dimensionslose Gri:iBen ein, namlich 

Dann ist 

das relative Lagerspiel und 10 = Ller' die relative Exzentrizita t. 

h 
- = 1-10 cosm Ll r T 

und ..die. kleinsteOlschichtdicke 
ho = LI r (1 - e) . 

DicZapfcnlage ist durch 10 und f3 eindeutig bestimmt. 

FUr gekriimmte Gleitflachen ist dx = rdcp und U = wr, so daB Gl. (12) nun lautet: 

dp 6rJwr2[h*/Llr 1] 
d rp = ~ (h/Llr)3 - (h/Llr)2 

(42.60) 

(42.61) 

(42.62) 

(42.63) 
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odeI' mit den Gl. (61 u. 62): 
d P 6'l} ill [1 (1 - e COB tp*)] 
dtp=-----;p2 (1-ecostp)2-(1-ecostp)8 . (4;2.64) 

Aus dieser Gleichung folgt, daB dpJdrp = 0 wird fiir cos rp = cos rp*, also fiir rp = ± rp*. 
Da cos rp = cos (- rp) ist, muB der Druckverlauf symmetrisch in bezug auf rp = 0 sein, d. h. iST 
fiirrp = + rp*, P = Pmax (h =h*), so·wird fiirrp =-rp*derDruckein MinimumundPmin =-Pmax' 
Fiir rp = 0 ist 

(dP) = 6'l} ill. e(l-costp*). (42.65) 
d tp 'I'~' 0 'ljJ2 (1 - e)3 , 

die Kurve fiir den Druckverlauf hat bei tp =0 ein Wendepunkt, da dort d2 p/dtp2 = 0 ist 
(AbbA2.20). Wenn die Lagerschale den Zapfen vollstandig umschlieBt, hat der divergente Teil 
des Olspaltes zwischen rp = - rp* und rp = n (Abb.42.19) keinen Anteil an der Tragfahigkeit 
(Auftrieb) des Zapfens, weil in dem seitlich offenen Olspalt dauernd keine Unterdriicke1 aufrecht 
erhalten werden k6nnen. Un t erdruck kann im unbelasteten Teil der Lagerschale auftreten, wenn 
das Lager durch Wellenbunde seitlich abgeschlossen wird; bei unzweckmaBiger Olzufiihrung und 
Formgebung k6nnen darin aber auch Uberdriicke entstehen (vgl. S.251). Wir setzen also 
Pmin = 0, so daB P dann der Uberdruck gegeniiber der Umgebung ist. Wenn der Druck fUr 
rp = 0 (das ist an der engsten Spaltstelle) gleich Po gesetzt wird, so ist 

Pmax = 2 Po . (42.66) 
Die Integration del' Gl. (64) gelingt (nach einem Vorschlag von Duffing2) ill einfacher 

Weise durch Einfiihrung eines Hilfswinkels y, der so definiert ist, daB 

cos y = cos tp - e (42.67) 
. l-ecostp . 

Das Ergebnis der ausgefiihrten Integrationen wird wieder durch einfache Symbole dargestellt. 

Abgekiirzte Bezeichnungen: 

'1'1 · J d tp 
h= l-ecostp' 

'I' 

'1'1 . J dtp 
12= (1-ecostp)2, 

'I' 

'1'1 . J dtp 
1s= (l-ecos'1')8, 

'I' 

CP1 fPl fIJi 

J - J d tp J - J dtp J - J d'1' 
1- l-ecostp' 2- (l-ecostp)2, 8- (l-ecostp)S, 

~ ~ ~ 

'1'1 J sintpd'1' 
is= (l-ecos'1')3 

'1', 

81 = ! (J1 - J!/Js), 82 = i 2 - ~: is, {}z = 4J1-3J~/J3 = J1 + 3e81 , 

Aus Gl. (67) folgt: 

{h =-2J1 + 3J!/Js = J l -3e8r 

I-e2 
a) l-ecostp = ----, 

l+ecosy 

Ergebnis del' Integrationen. 

· 1'1-1' 
h=Vl_e2 

· :..:.(Y-"l_-,--Y~) :-;:+:;:;e;:::::::( =si=::;n=.;y=I __ Sin----'-'-y) 12 = 
]I (1' - e2)3 

sintp ,f.-­
b) sin l' = ----- V l-e2 

l-ecostp 

( 
2' 2 

· 1 + T) (1'1-1') + 2e (sinY1- sin y) + T(sin2Y1- Sin2 y) . 
h= , 

]I (1 - e2)5 

i2 = cos 1'2 - cos 1'1 
l-e2 

und 
Vl-e2 

c) dm = d y. 
.,. 1 +ec08Y 

Die Integration der Gl. (64) zwischen rp und rp1 (Oleintritt) in Richtung des zunehmenden 
Wertes rp gibt: 

(42.68) 

1 Vgl. z. B. die Untersuchung von Vogelpohl, G.: Beitrage zur Kenntnis der Gleitlagerreibung. VDI 
For8ch.·Heft 386 (1937). 

2 Z. MM., Bd.4 (1924) S.296/314. 
ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Aull. 16 
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Aus der ersten RandbedingUng, daB fiir den Oleintritt (fIJ = fIJI resp. I' = 1'1) P = 0 ist, folgt 
mit j2 (fIJI) = 0, j3 (fIJI) = 0: 0 = 0 . 

Aus der zweiten, daB p auch am Ende des Druckgebietes (fIJ = - fIJ*) zu Null wird, folgt: 
, . ( *) J 

7.2 -tp = I - e cos fIJ * = ~ (42.69) 
73 (-tp*) Ja 

d * _ 1-62 • • 
o er, da 1- e cos fIJ -1 + e cosy* 1St. 

( 1 + ~) (Yl + y*) + 2e (sinYl + sin y*) + ~(sin 2YI + sin 2y*) 
2 4 

I + e cos 0)* = (42 70) 
r (YI + y*) + e (sinYl + siny*) . 

wobei zu beachten ist, daB in dieser Gleichung 1'* ein positiver Winkel ist. 
Die graphische Losung der Gl. (70) gibt folgende Werte von 1'*, nur abhiingig von 1'1 und e. 

Zahlentafel 42.8. Werte von y* = Funkt. (Yl' e) in Graden. 

~I 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 I 0,6 0,7 I 0,8 0,9 1,0 

:It 74,55 71,95 69,31 66,66 64,04 61,43 58,91 56,19 53,53 50,08 

~. :It 60,30 
4 

58,9 57,60 56,24 54,89 53,63 52,43 51,25 50,10 49,10 

:It 42,9 42,35 41,87 41,40 
2 

41,00 40,58 40,28 39,95 39,69 39,50 

:It 22,6 22,35 22,15 21,95 21,92 21,90 21,88 21,86 21,83 21,80 -
4 

In Abb. 42.21 sind die entsprechenden Winkel fIJ* eingezeichnet, die fiir den Konstrukteur 
anschaulicher sind als die Hilfsfunktion 1'*. Del' Druckverlauf ist durch die Gleichung: 

6 1}W [. (I *). ] 6 1}W F ( ) p", = 7 J3 - e cos fIJ - 22 = 'Ijl2 fIJI' e (42'.71 ) 

eindeutig bestimmt, sobald del' Oleintrittswinkel fIJI und die relative Exzentrizitiit e bekannt 
sind. 61} W .* . 

Pmax = 7 [J (l-e cos fIJ*) -J2 J. (42.72) 
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Zur Nachpriifung del' be­
rechneten Druckverteilung 
liegen eine gauze Reihe von 
Versuchen VOl'; die genauen 
Druckmessungen von R. E. 
Stanton i im Nat. Phys. 
Laboratorium (London) be· 
stiitigen Gl. (71) fiirverschie· 
dene Olsorten und fiir 01. 
spalte bis zu ho = O,OO1mm 
(Abb. 42.22). Es ist delllllach 
gar nicht damn zu zweifeln, 
daB die Voraussetzungen del' 
Theorie del' fliissigen Rei· 
bung richtig und ausrei. 
chend sind. Aus dem ge. 
messenen Druckverlauf kann 
die relative Exzentrizitiit s 
am besten aus Gl. (65) be· 
rechnet werden, da die Nei· 
gung del' Wendetangente bei 
fIJ = 0 sich recht genau be· 

180' 

1 Stanton, R. E.: Cylindri­
cal Journal Lubrication at high 

.7C Values of the ex centricity. Proc. 

Abb. 42.21. Werte von ",* fiir Lager mit Lagerspiel. 
Roy. Soc., Lond., Serie A. 1922, 
Vol. 102, S.241. 
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,,'timmen laBt. Die Unsicherheit in der Wahl der "mittleren" Zahigkeit 'YJ hat nur einen geringen 
EinfluB auf den Wert von 8. 

Wahrend bei der ebenen Gleitflii.che die Ein- und Austrittstelle des Oles eindeutig durch 
dieAbmessungen bestimmt sind und deshalb dieTragfahigkeit, die Reibungszahl und die relative 
Lage der Gleitflii.chen (bei gegebener Spaltform) eindeutig berechnet werden konnen, ist 
beim Zapfenlager die Oleintrittstelle CPI' d. i. der Qrt, wo der Olspalt zuerst vollstandig mit 
01 gefilllt ist, sowohl von der Art der Olzufiihrung, von 
der ¥enge des Ols als auch von der Richtung der Kraft P 
abhangig. Die von einem losen Schmierring zugefiihrte 
Olmenge ist z. B. von vielen Faktoren abhangig, wie 
Oltemperatur, Eintauchtiefe des Ringes, Drehzahl der 
Welle, Gewicht des Ringes usw. Bei Kraftwirkung nach 
oben (Eisenbahnachslager) kann der benetzte Umfang 
des Zapfens sehr klein werden (Abb. 42.22). Die Trag­
fiihigkeit eines Zapfenlagers hangt von allen 
Faktoren ab, welche die Oleintrittstelle beein-

1801--l-f-lrH ---r-----,;r----i 

1601-----j-/--t-\-t--_t 

1WI-----j-r-+-~-_t 

fl ussen. 13 120 
Die auBeren Krafte, die auf den Zapfen wirken ~ 

(Abb. 42.23) sind fUr die BreiteneinheitI : <::j 100 1--+fa;-,-:::~~rif. 
a) Die Belastung PI in 0 angreifend und in der ver­

tikalen Richtung wirkend gedacht. Wir vernachlassigen 
also die zusatzlichen Krafte, die z. B. vom unvollstan­
digen Massenausgleich der drehenden Teile herriihren 
konnen. 

b) Das zur Uberwindung der Reibung erforderliche 
Drehmoment MI' 

Diese Krafte werden im Gleichgewicht gehalten durch: 
c) die radialen Pressungen p im Druckteil der 01-

schicht; sie wirken senkrecht zur Zapfenoberflache, so 
daB die Resultierende auch durch den Zapfenmittel- Abb.42.22. Vergleich dertheoretischen Druck­

verteilung mit Versuchen von R. E. Stanton. punkt 0 geht, und 
d) das Moment der Schubspannungen "to an der ganzen benetzten Zapfenoberflache. 
Der vom 01 benetzte Teil der Zapfenoberflache fallt nicht immer mit dem Druckteil der 

Olschicht zusammen. Oft liegt die Olaustrittstelle in der horizontalen Ebene; so daB der Olspalt 

in dem Winkel von - CP2 bis cP = - (i - (3) noch vollstandig mit 01 gefiillt bleibt. Wenn das 01 

reichlich und mit Uberdruck zugefiihrt wird und wenn die obere Lagerschale nicht besonders 
ausgespart wird, kann der Zapfen am ganzen Umfang benetzt sein. 
Hierin liegt eine weitere Schwierigkeit fUr Zapfenlager allgemein 
giiltige Beziehungen abzuleiten. Die Schubspannungen im unbe­
lasteten aber benetzten Teil des Zapfenumfanges erhohen das Rei­
bungsmoment MI' Will man moglichst kleine Reibungs­
zahlen erreichen, dann muB der benetzte Umfang auf 
den Druckteil begrenzt werden. 

Auf die Lagerschale wirkt die resultierende Kraft des 01-
druckes p, die durch den Schalenmittelpunkt 0' geht und gleich der 
Lagerbelastung PI ist, sowie auch das Reaktionsmoment M L . Da die 
beiden Krafte PI (Abb.42.23) parallel sind, aber in der Entfernung 
e sin {3 wirken, so folgt aus der Gleichgewichtsbedingung: 

MI - PI e sin f3 = ML oder, durch PIT dividiert: 

e . f3 flz - - sm = flL . r 
(42.73) 

Abb. 42.23. Kraftwirlmng an 
Zapfen und Lager. 

Die Reibzahlen am Zapfen gemessen flz und an der Lagerschale flL sind dem­
nach verschieden groB, was beim Vergleich der Theorie mit Versuchsergebnissen immer be­
achtet werden muB. 

1 Man spricht meist von der Lagerlange. In Ubereinstimmung mit der ebenen Platte ist es zweckmaBig, 
die Lange in der Bewegungsrichtung zu messen und die Breite senkrecht dazu. Man soUte demnach Lager­
breite sagen. 

16* 
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Die Gleichgewichtsbedingungen fiir den Zapfen lauten, wenn der Winkel zwischen 00' und 
der Kraftrichtung mit fJ bezeichnet wird: 

in Richtung 00' : 

senkrecht dazu: 

!p, 

J 
6 fjU 

p] cosfJ = r pcoscpdcp = 7 S2(e, CPl)' 
!p, 

!p, 

.p . R J' . d 6fjU 0 ( 
1 S111 f' =~ r p S111 cp cp = -2- 1J1 e, %) 

'P !p, 

(42.74) 

(42.75) 

und wenn angenommen wird, daB nur der Druckteil der Zapfenoberflache benetzt wird: 
!p, 

;.111 = r2 J To dcp . (42.76) 
!p, 

Durch partielle Integration der Gl. (74) erhalt 111an: I 
!p, !p, 

PI COS fJ = r p sin cp I - r J dp sin cp dcp. 
I d<p 

'P, !p, 

Das erste Glied auf der rechten Seite wird Null, wenn der Druck p am Ein- und Austritt gleich 
Null ist. Mit dem Wert dP/dcp aus Gl. (64) wird: 

l/'1 tpl 

P cos - __ 6 fj U (J sin <p d<p _ J 2 J sin <p d<p ) 
I fJ- 1jJ2 (1-ecos<p)2 J 3 (1-ecos<p)3 

qJ'J lP2 

6 fj U ( . . J 2 ) 6 fj U 0 
= - 1jJ2 l2 - ~3 J3 = 7 . 1J2 (e, <PI) . 

£PI !PI 

In gleicher Weise findet 111an aus Gl. (75): PI sin fJ = rip cos cp I + r J :: cos cp dcp . 
'P, 'P, 

~ ~ ~ 

Da -J cos<pd<p =J d<p -J d<p -~J-J 
(1-ecos<p)2 e(l-ecos<p) e(1-ecos<p)2 - e (1 2) 

~ ~ ~ 

~ ~ ~ 

und -J cos<pd<p =J d<p -J d<p = 1 J --J 
(1-ecos<p)3 e(1-ecos<p)2 e(1-ecos<p)3 e (2 3) 

~ ~ ~ 

ist, 

wird P sinR=6fjUfJ -J _J2 (J _J)]=611U.JI -JVJ3=611U 13 (e <p) 
1 f' e 1jJ2 l I 2 J a 2 3 1jJ2 e '1,2 1 , I 

Die Tragfahigkeit 1\ des Lagers ist also 

P _6fjUj02+02_fjUrF.( ) 
1--2-101 1J 2 --2 YJ e,CPl . 

'If' 1jJ 

Der Verlagerungswinkel folgt aus 
tg fJ = 131/132 , 

Die Verschiebungskraft am Zapfenumfang ist mit Gl. (16): 
~ ~ ~ 

J J( 4 311.*) fjUJ( 4d<p 
Rl = r To dcp = r'l} U h - V drp= --;;;- (1- e cos <pi 

-3~. d<p ) 
J 3 (1-ecos<p)2 

~ ~ ~ 

R = :17 U [4 J _ 3 J~]l = fj U {} (e ) 
1 'I' l 1 J a 1jJ z ,CPI 

Die Reibzahl, am Zapfen gemessen ist: 

oder mit Gl. (79) 

HI ~ Vfj U llr/fJ [lz = PI =]1 tP • PI = Kz (e, CPI) /-Is; 

K 
flz = ~ 1fl = C (e, CPl) • 1f1. 

]tP 

Die Reaktionskraft am Schalenumfang, mit Gl. (17): 

(42.77) 

(42.78) 

(42.79) 

(42.80) 

(42.81) 

(42.82) 

(42.83) 

(42.84) 
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Die Reibzahl am Schalenumfang gemessen 

fh i/-U l/nU 
PL = V if> V 1J PI = I{L (s, Pl) V PI 

oder auch 
K 

pi = (4) . V' = V' • Cds, PI) , 

Die fiir die Schmierung erforderliche Olmenge fiir die Breiteneinheit ist 

G1 = Uh*j2 [~s] . 

245 

(42.85) 

(42.86) 

(42.87) 

Das Ergebnis der Berechnung zeigt, daB die Belastungsfahigkeit des Lagers PI' der Verlage­
rung!!winkel p, die Reibzahl p, die Olmenge GI , kurz alles was wir von dem Lager wissen wollen 
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von dim Faktoren ifJ, 81/82, K C, rp* usw. abhangen, die bei gegebenem Oleintrittswinkel rpl durch 
die relative Exzentrizitat e eindeutig bestimmt sind. Die relative Exzentrizitat kennzeichnet 
das Lager demnach vollstandig und wird deshalb in der Literatur fast ausschlieBlich zur Dar-
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Abb.42.25. 
VerlagerungE' 
winkel {J = F 
('P" e) fiir un· 

endlich breite 
Lager, 

stellung der Zusammenhange verwendetl. Sie ist leider eine GroBe, die fUr den Konstrukteur 
wenig zweckmaBig erscheint, weil sie von vielen Faktoren (Lagerbelastung, Olzahigkeit, Gleit­
geschwindigkeit, Lagerspiel) abhangt. Da die Faktoren ifJ, s, 81/82, K C usw. eindeutig von· 

1 Howarth, H. A. S.: The Loading and Friction of thrust and journal.Bearings with perfect Lubrication. 
Trans. Amer. Soc. mech. Engr. 57 (1935) S.169/187. 
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einander abhangen, so konnen wir an Stelle von e irgendeinen davon, (der uns zweckmaBiger 
erscheint) als Lagerkennzahl bezeichnen. Wir wahlendafiir aus Gl. (79): 

PI tp2 
1]U =@(e,CPI)' (42.88) 

welche alle fiir den Konstrukteur wichtige GroBen enthalt. 
Die Berechnung gibt die kleinste Olschichtdicke, den Verlagerungswinkel und die Reibungs­

zahl zunachst in Abhangigkeit des (nicht anschaulichen) Hilfswinkels Y1' der mit Hilfe der 
Gl. (67) duroo. die entsprechenden Werte des Einlaufwinkels CPI ersetzt werden muB. Aber 
aucll die Winkel CP1' gemessen von der unbekannten Linie 00' sind fiir den ~onstrukteur nicht 
anschl;ttilich. Fiir praktische Anwendungen ist es viel zweckmaBiger, den Oleintrittswinkel CP1 
von der bekannten Richtung der Kraft P aus festzulegen, also z. B. bei vertikaler Kraft-

richtung und Oleintritt in der horizontalen Ebene, CP1 =; + fl. Das Ergebnis der Zahlen­
rechnung ist deshalb in Abb. 4;2.24 und 42.25 in Ab­
hii.ngigkeit solcher Eintrittswinkel dargestellt. Sowohl 
fiir die Berechnung des Auftriebes PI als der Verschie­
bungskraft R1 sind die Winkel CPI und CP2 als Integra­
tionsgrenzen eingesetzt worden, d. h. das Ergebnis gilt 
nur unter der Voraussetzung, daB der benetzte Zapfen­
umfang auf den Druckteil (fPl + CP2) begrenzt ist. 

NamentIich in der engIischen und amerikanischen 
Literatur ist es gebrauchIich, an Stelle des Eintritts­
winkels CPl' den benetzten resp. tragfahigen Umfang 
(IPI + IP2) einzufiihren. Sehen wir davon ab, daB fl 
auch von e abhangt (Abb. 4;2.25), so ist CP2 = - cp* 
immer noch so stark von e abhangig (Abb. 4;2.21), daB 
ein Gleitlager durch den tragfahigen Umfang (IPI + IP2)' 
allein nicht eindeutig bestimmt ist. 

Wenn die Kennzahl @ = PI ~2 eines Lagers und 
•• 1] 

der Oleintrittswinkel bekannt sind, konnen aIle die 
Reibung betreffenden Fragen, wie ko/LJr, fl, PllliJ.X, °1, 

e, fl usw. mit Hilfe der Abb. 42.24 bis 4;2.26 eindeu­
tig beantwortet werden. Es ware deshalb erwiinscht, 
wenn aBe Versuchsergebnisse international 
immer in Abhangigkeit der Lagerkennzahl 
dargestellt wiirden, welche KenngroBe im physikaIi­

Wi 

0,7 

0,8 

-->-----'0,9 
,--+--- 0/15 

-;:::'~~;;;::JO,9g 

Wellenmillel in Rune' '(}1 

Abb.42.26. Bahnkurven des WellenmltteIs 
(fiir unendlich breite Lager). 

schen, technischen oder engIischen MaBsystem eine und dieselbe Zahl ist. Die zur Zeit not­
wendigen, zeitraubendell Umrechnullgell werden dadurch uberflussig. 

42.4. Beriicksichtigung der Veranderlicbkeit der Oltemperatur 
in der Bewegungsrichtung. 

Die Reibungsleistullg flP 1 U muB als Warme abgeleitet werden. Unter der (nicht zutreffen­
den) Annahme, daB die erzeugte Warme vollstandig in der Olschicht bleibt (das Lager also keine 
Warme direkt an die Umgebung abgibt) folgt die Temperaturerhohung des OIes LJ {}OeI im Be­
harrungszustalld aus der Gleichung: 

Ll = flPl U = 4;27 01 ycLJ {}oeI 

~Iit fl = C· koja (Gl. 46) und 01 = U· h*j2 (Gl. 11) wird: 
A _" CPl 

LJ 'U'OeI = h* 
213,5h" aye 

o 

(42.89 

Fur 01 ist im MitteP c' y = 420 kcal/m3°0. Fiir die geneigte Platte mit m = 1,5 ist h*lho 
=1,43 und C = 4,62, so daB mit Pl/a = pkgjm2 

LJ {} _ 4,62 P 
- h* 

9.104 • -
ho 

wird. Fiir p = 10 at wird iI {} = rd. 3,6 °0; flir P = 100 at dagegell LJ {} = rd 36 0 O. 

1 VgI. ten Bosch, Die Wi1rmeiibertragung, 3. Aufl., S. 270, Abb. 144. 

(4;2.90) 
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Bei groBen Flachenpressungen konnen sehr groBe Temperaturunterschiede 
in der Olschicht auftreten. Das Gesetz fUr die Veranderlichkeit der Zahigkeit mit x ist nicht 
bekannt. Setzt man einen geradlinigen Verlaufvoraus: 

'I] = '1]0 (1 + nxja) , (42.91) 

so laBt sich die Integration der G1. (39) u. (43) leicht durchfiihren (Zahlentafel 42.9). Wie 
die Versuche von E. M. Barber und C. C. Davenport zeigten, ist der bei der Rechnung vor-

. ausgesetzte geradlinige Verlauf der Za-
Zahlentafe142.9. Funktionswerte zur Berechnung higkeit bei U = 2,6 m/s annahernd vor­
der Reibung geneigter Gleitflachen fiir m = 1,5, 

( . handen, wahrend bei groBeren Gleitge-
lh =1)0 1 + n : )undb = Cf) (v.Freudenreich1). schwindigkeiten (5,2 und 7,8 m/s) die 

Annahme sehr stark von der Wirklichkeit 
n tjJ I va> I {} K I 0 eja I h*jho abweicht. -+----+1---+1--+--1-1--+---+1-- Man erkennt auch ohne Integration 
1 0,2370 0,487 0,510 2,15 4,41 0,067 1,502 sofort, daB infolge der Temperaturzunah-

! g::~g~ g::~5 ~:~~g ;:t~ !:~~ g:~~ ~:~~ me in de!. Bewegungsrichtung die Zahig-
keit des Oles und nach Gl. (40) auch der 

Druck abnimmt. Die Resultierende der Druckkrafte muB sich deshalb nach der Eintrittskante 
hin verschieben, d. h. die relative Exzentrizitat eja andert sich. Dieses praktisch wichtigste 
Ergebnis ist besonders bei solchen Lagerkonstruktionen zu beachten, bei denen die Schrag­
stellung durch exzentrische Unterstiitzung erreicht wird (vgl. S. 238). 1m iibrigen kann die ver­
anderliche Zahigkeit des Ols viel einfacher dadurch beriicksichtigt werden, daB mit einer "mitt­
leren" konstanten Zahigkeit gerechnet wird, die ungefahr gleich der Zahigkeit bei der mittleren 
Oltemperatur, oder gleich dem Mittelwert der Ein- und Austrittzahigkeit gesetzt werden kann. 

1st z. B. m = 1,5 und n = 4, so wird die mittlere Zahigkeit 'l]m = 1)0 (l +24) + 1)0 = 3 '1]0' 

Rechnet man die Reibzahl mit dieser mittleren Zahigkeit, so ist (vg1. Zahlentafel42.3) 

It = 1,84 V1)~lU oder nach Einfiihrung von '1]0: fl = 1,84 va V1)~~ = 3,16 V1)~~ . 
Die genaue Rechnung gibt 3,03 statt 3,16 (vgl. Zahlentafe142.9), also 4% kleinere Werte. 

42.5. Beriicksichtigung der endlichen Breite der GleitfUiche. 

Alle wirklichen Gleitflachen haben eine endliche Breite, so daB das seitliche AbflieBen des 
Oles beriicksichtigt werden muB. Die Fliissigkeitsmenge fiir die Breiteneinheit, die in der X­
Richtung (die durch die Mittellinie der Platte geht) stromt, ist: 

h3 dp Uh 
Gx = 12 1) • d x + 2 . (10) 

Ebenfalls fiir die Breiteneinheit flieBt in der Z-Richtung die Menge (da hier U = 0 ist): 

h3 dp 
Gz = 121) • 7lZ . 

1m Beharrungszustand muB die totale Fliissigkeitsmenge konstant sein, d. h. die Summe der 
~~derUngen in der X- und Z-Richtung wird gleich Null: 

(42.92) 

Durch das seitliche AbflieBen wird natiirlich die Tragfahigkeit der Gleitflache vermindert. 
Die exakte Losung 2 der Gl. (92) in der Form einer unendlichen Reihe, unter Voraussetzung einer 
unveranderlichen Zahigkeit und fiir die geneigte rechteckige Platte, stammt von A. G. M. 
Michell, der auch zwei Zahlenbeispiele mit m = I fiir bla = lund bla = 1/3 berechnete, 
wahrend R. O. Boswall die Zahlenrechnung fiir m = 1 und m = 2 und verschiedene Werte 
von bja durchgefiihrt hat. Die verminderte Tragfahigkeit der Gleitflache mit endlicher Breite 
kann durch den in Zahlentafel42.10 eingetragenen Korrekturfaktor jb beriicksichtigt werden 
(Mittelwert zwischen m = 1 bilS 2). 

1 Dr. von Freudenreich: Untersuchungen an Lagern. Sonderdruck B. B. C.-Mitteilungen. Nov. 1920. 
2 Die sehr einfache Naherungsliisung von Giimbel ist ungenau. 
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Fiir das Lager mit 
endlicher Breite ist also 

Zahlentafe142.1O. EinfluB der endlichen Breite auf die Tragfahigkeit 
derGlei tflii che. 

P = Poclfb (42.93) 

wahrend fiir die Reibzahl 
die gleiche Beziehun­
gen gelten wie fUr die un­
endlichbreite Gleitflache: 

b/a = 00 I 5 3,3 2 

PjPoc . 1 0,88 0,8 0,7 
jb= Poc/P • 1 1,12 1,25 1,43 

VTb· 1 1,06 1,12 1,2 

ft = O'koja = K' Y'YJ U/P1 

1 0,7 I 0,5 l/S 1/4 

0,45 ~0~22 J 0,2 0,1 0,06 
2,22 .-2.LJ I 5 

10 16,7 
1,5 "1,76 2,24 3,16 1,3 

(42.94) 

Die von Boswall berechneten Werte von K' fiir m = 1 und m = 2 sind in ZahlentafeI42.11 
2iusammengestellt, und Abb. 42.13 eingezeichnet. 

Zahlentafel 42.11. EinfluB der endlichen Breite auf die Reibzahl. 

FUr b/a = '.' . ; . . . I 00 I 4 t 2 \ 1,33 \ 1 \ 0,8 \ 0,667 \ 0,57 \ 0,5 
undm= 1 1St K = .. 1,94 2,08 12,25 2,48 2,76 3,07 3,39 3,74 4,13 

2 1,82 I 1,91 2,02 2,18 2,38 2,60 2,83 3,07 3,32 
also abhangig von m, d. h. von h1/ho• 

Die mathematische Losung von Michell gilt nur fiir die geneigte, ebene Flache und unter 
der Voraussetzung einer unveranderlichen Zahigkeit. A. Stodola1lOst Gl. (92) graphisch durch 
schrittweise Annaherung, so daB auch die Berechnung der Reibungszahlen fiir beliebige Spalt­
formen, fiir gekriimmte Gleitflachen und auch die Beriicksichtigung einer veranderlichen Zahig­
keit moglich ist. Die einzige Voraussetzung dabei ist, daB weder die Zahigkeit noch die Spalthohe 
von z abhangig sei. 

A. Kin g s bur y 2 lost sie experimentell mit Hilfe der Analogie zwischen der raumlichen Fliissig­
keitsstromung unddem elektrischen Feld in einer elektrolytischen LOsung. Auch diese Methode 
kann fiir beliebige (gekriimmte) Spaltformen verwendet werden und gestattet die Beriick­
sichtigung der veranderlichen Zahigkeit. Die experimentelle Losung von Kingsbury stimmt 
mit der mathematischen LOsung von Michell und Boswall sehr gut iiberein, ebenso mit den 
Versuchen von G. Goodman 3 • 

Eine viel einfachere Nahrungsmethode 4 beruht auf die Feststellung (vgl. S. 234), daB die 
Reibzahl bei fliissiger Reibung eine geometrische GroBe ist, die nur von der Spaltform 
abhangt; bei gleicher Spaltform und gleicher relativen Lage der Gleitflachen ist die Reibungszahl 
gleich. Selbstverstandlich gilt diese SchluBfolgerung streng nur unter der Voraussetzung gleicher 
Fliissigkeitsstromung im Spalt, also nur fiir unendlichbreite Gleitflachen. Bei endlicher Breite 
ist die Stromung auch vom Verhaltnis bja und von ~jko abhangig. 

Wenn wiraber bei der Naherungsrechnung davon absehen, so kann die Gleitflache endlicher 
Breite mit einer "gleichwertigen" aber unendlich breiten verglichen werden, welche die gleiche 
relative Lage einnehmen wiirde und deshalb auch die gleiche Reibungszahl hatte. Fiir das un-

endlich breite Lager kennen wir die Reibzahl: ft = K Vj,~ . 
Um die gleiche relative Lage einzunehmen und damit die gleiche Reibzahl zu erreichen, darf 

das Lager endlicher Breite nur mit P1lfb belastet werden; dann ist die Reibzahl: 

1/'YJ U l-llU 
ft = K I PJib = K'y fb V rJ P1 ' 

(42.95) 

wobei der K-Wert abzulesen ist fiir W = 'YJP~ :';b 'JI 

Die Genauigkeit dieser Naherungsmethode kann fiir geneigte Gleitflachen leicht festgestellt 
werden, da hierfiir die genauen Reibzahlen aus Zahlentafe142.11 bekannt. 

Fiir m = 1 und b/a = 2 1 1/2 ist 
nach der genauen Rechnung K' = 2,25 2,76 4,13 

VJb ist. 1,19 1,5 2,24 
Also nach der Naherungsrechnung 

mit Koc = 1,94 K' = 2,32 2,9 4,35 

1 Die Dampf- und Gasturbinen, S. 1111, 5. Aufl. Berlin: Julius Springer 1922. 
2 Kingsbury, A.: On problems in the theory of fluid-film Lubrication, with an experimental method 

of solution. Trans. Amer. Soc, mech. Engr. 53 (1931) APM 53.5 S.59. 
3 Goodman: Proc. lnst. civ. Engr. 1927/28 Vol. 228 p.242; 1931/32 Vol. 233 p.244. 
4 ten Bosch: Die Reibung in Gleitlagern. Schweiz. Bauztg. 18. Juni 1932, S.321. 
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Dieser Vergleich zeigt, daB die vorgeschlagene Naherungsrechnung auch bei sehr schmalen 
Gleitflachen recht brauchbar ist. 

Bei Z9;pfenlagern kann der EinfluB der endlichen Breite in gleicher Weise beriicksichtigt 
werden, me bei den ebenen Gleitflachen, da die Kriimmung das seitliche AbflieBen nicht beein­
fluBt. Die seitlich abflieBende Olmenge ist auch gering, da das 01 gleichzeitig eine drehende 
Bewegung in bezug auf Zapfen und Lagerschale hat, also einen schraubenformigen Weg be­
schreiben muB. Die Lange a in Richtung der Bewegung ist gleich der Lange der Druck­
flache, also a = r (qJI + qJ2)' da im drucklosen Gebiet das seitliche AbflieBen unbedeutend 
wird. Die Lange a muB also von Fall zu Fall, je nach Anordnung und Art der Schmierung ge­
schatzt werden. 

Bei endlicher Lagerbreite andert sich natiirlich auch das Verhaltnis Pmaxlp, und zwar sind 
die fiir ein unendlich breites Lager berechneten Werte aus Abb.42.24 mit dem Faktor fb zu 
multiplizieren. 

Die Lage des Zapfens in der Lagerschale findet man bei endlicher Breite durch folgende 
lJberlegung. Ein unendlich breites Vergleichslager (fiir welches Abb. 42.24 giiltig ist) kaml nur 
dann die gleiche relative Lage einnehmen, wenn es fb mal so hoch belastet wird. Fiir das Lager 
mit endlicher Breite sind also aus dieser Abbildung die Werle hoi iJ r, resp. e bei einer KemlZahl 
b . (p abzulesen. Aus der Gleichung 

f-l = KI {It, 1/1~~ = KI yb . fb i 'fj UIP (42.96) 

folgt, mit den Werten von fb aus Zahlentafe142.1O, daB das Verhaltnis bla einen bedeutenden 
EinfluB auf die Reibungszahl haben kann. Bei unveranderter Lagerbelastung P und wenn U 
und 'fj konstant bleiben, ist die Reibungszahl proportional Yb· fb • 

Fiir b = . I 5 I 3,3 I 2 I 1 I 0,7 I 0,5 a ist 1b = . 1,12 1,25 1,43 2,22 3,1 5 
und b· 1b = . 5,6 4,12 2,86 2,22 2,17 2,5· a 

Der kleinste Wert von f-l liegt etwa bei b/a = 0,7. Fiir b/a groBer als 0,7 ist die Reibzahl 
um so kleiner, j e kiirzer das Lager wird. ' 

Bei den Versuchen von Brown, Boveri & Cie wurde ein Lager von 125 mm Durchmesser 
und 200 mm urspriinglicher Lange allmahlich bis auf 62,5 mm verkiirzt. Die Flachenpressung 

0,020 

fl-

t 
0,015 

d=125'o/m 
{!=q5% 

-n=300Ojmi 

/ U=19,7'o/s 
P=10501w 

-"> lJs/ O/menge~418 
0,010 

../ 
....-

0,005 

/ 
0 

# /' 

~ 
Jf3° ;::----

4=60° 

./ 
V" 

---

stieg dabei von 4,2 auf 14 at. Das Versuchs­
resultat ist in Abb. 42.27 dargestellt. Man er­
kennt daraus, daB die Reibungszahl, und damit 
auch die Reibungsarbeit, tatsachlich mit der 
Lagerlange abnimmt. AUerdings nicht propor-
tional Yb· fb, da mit zunehmender Belastung 
PI die Temperatur zu- und 'fj abnimmt.> Bei 
gleichen Belastungen PI dagegen gibt das kiir-
zere Lager yhmal so groBe Reibungszahlen, wie 
ein unendlich breites Lager. So fand z. B. 
Stribeck bei n = lOOO/min und P = 3 at 
(Abb. 43.1 u. 43.2)fUrdas Sellerslager (b = 3,6d), 
f-l = 0,028 und fiir das WeiBmetallager (b = d), 
f-l = 0,038, trotzdem f-lmin fiir das WeiBmetall­
lager nur etwa halb so graB war, wie fUr das Sel-
lerslager (vgl. Zahlenbeispie143.1. Nach Gl. (95) 
muB . /222 

200 ftb = d = k T-;2 ftb = 3,6d = 1,37 f-lb = 3,6d o 50 100 150 
-... Lagerbreite In"m 1m. 

Abb.42.27. Einflnl3 der Lagerbreite nach Versuchen von 
v. Freudenreich, BBC. 

sein, in lJbereinstimmung mit den Messungen 
von Stribeck, da 1,37'2,8 = 3,8 ist. 

42.6. Ein- und Austrittsstelle des iJles. 
Aus Abb. 42.26 geht hervor, daB die Lage des Wellemnittels in hohem MaBe vom Oleintritts­

winkel qJI abhangt. Diese SchluBfolgerung wird auch durch die genauenMessungen von Clayton 
und J akeman1 im Nat. Phys. Laboratorium (London) bestatigt. Die friiher iibliche Annahme, 

1 Clayton und J akeman: The Mesurement of Attitude and Eccentricity in complete clearence Bearings. 
Proc. lnst. mech. Engr. 134 (1936) S.437/506. 
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die auch durch die Versuche von Nlicker 1 bestatigt schien, daB die Bahn des Wellenmittels 
eindeutig durch die relative Exzentrizitat allein bestimInt und mit guter Annaherung durch den 
Glimbelschen Halbkreis darstellbar sei, trifft demnach nicht zu. 

Die Voraussetzung der Berechnung, daB die Olaustrittstelle bei f{!2 liegt, ist bei den Aus­
fiihrungen nicht imIner erfUllt, da die Austrittsoffnung oft in die horizontale Trennfuge gelegt 
wird. Die in Abb. 42.24 eingetragenen Werte von K und C sind deshalb Minimalwerte und 
sollten fUr solche AusfUhrungen etwa um 10 % erhoht werden. Besonders bei Zirkulations­
schmierung wird eine viel groBere Olmenge G zugefUhrt als zur Bildung der tragfahigen Olschicht 
erforderlich ist. Diese Olmenge verteilt sich dann in zwei Stromen, G1 = U· h*j2, die durch 
die Lage der Welle eindeutig bestimInt ist (unabhangig von G) und G2, die durch den unbelasteten 
Olspalt flieBt und das Lager klihlt. Das Klihlol wird zweckmaBig in einem d linnen Strahl, ent­
gegengesetzt der Wellendrehung zugefiihrt (Abb. 44.26), so daB die an der Welle haftende warme 
Olschicht weggespillt wird. 1st die Spillolmenge so groB, daB das 01 dort auch an der Lagerflii.che 
haftet, den unbelasteten Spalt also vollst.ii.ndig ausfUllt, dann entstehen zusatzliche Schubspan­
nungen und eine zusatzliche Reibung. Es ist deshalb zweckmaBig die unbelastete Lagerschale 
soweit auszusparen, daB der Spalt nicht vollstandig mit 01 ausgefillit werden kann, und das zu-

<p, 

satzliche Reibungsmoment M/ = r2 J -r; df{! vermieden wird. Bei vollstandig ausgefUlltem 
<p, 

Spalt, in welchem ein konstanter Druck herrscht, also dp/dx = 0, ist eine lineare Geschwindig­
keitsverteilung vorhanden [Gl. (42.8a)] und -r~ =rJ Ujh. Dann ist 

360-'1'1 

M' - r2 f 17 U d - 1} Ur4 r __ drp __ 
1 - h f{! - Llr l-scosrp· 

+- '1'2 

(42.97) 

Um diesen Betrag (bis 100% und mehr) wird dann das Reibungsmoment Ml und damit die Reib­
zahl nutzlos erhoht. Die Versuche von Nucker und von Lasche 2 zeigen auch deutlich eine Ver­
groBenmg des Reibungsmomentes mit zunehmender Olmenge. 1m unbelasteten Teil des Lager­
spiels kann sogar Dberdruck, also eine zusatzliche Zapfenbelastung entstehen, indem das 01 in 
dem vollstandig mit 01 gefullten Spalt durch die Drehung der Welle gestaut wird. 

43. Vergleich der Theorie mit der Erfahrung. 
Bei der Ableitung der Gleichungen fUr die flussige Reibung wurden verschiedene verein­

fachende Annahmen gemacht, deren Zulassigkeit an Hand der gebrauchlichen Lagerkonstruk­
tionen noch genauer geprlift werden muB. Wenn die Vorausset,zungen von den AusfUhrungen ab­
weichen, so muB entweder die Theorie entsprechend erweitert oder die Lagerkonstruktionen ge­
andert werden, bevor die Theorie mit den zahlreichen Versuchsergebnissen verglichen werden 
kann. 

Die Theorie setzt glatte Oberflii.chen voraus, wahrend die technischen Oberflachen immer 
"rauh" sind (vgl. S. 79). Da die Reibzahl direkt proportional der Summe der Unebenheiten ho 
ist [Gl. (42.46)], so wird man die Gleitflachen so glatt herstellen als wirtschaftlich tragbar ist. 
Der Zapfen ist zu harten, zu schleif en und tunlichst prage zu polieren. 

DaB das Reibungsproblem kein einfaches Problem ist, zeigt Abb. 43.1, in der die Abhangig­
keit der Reibungszahl von Druck und Gleitgeschwindigkeit fUr ein Sellerslager von 70 mm 
Bohrung nach den Versuchen von Professor Stribeck 3 dargestellt ist. Es war nicht leicht, 
ohne theoretische Grundlage, daraus allgemeine SchluBfolgerungen zu ziehen. Aus Abb. 42.24 
geht hervor, daB fUr Lagerkennzahlen (/J groBer als etwa 4- der Faktor Kin Gl. (42.96) konstant 
ist und nur von der Oleintrittstelle f{!l abhang~. Bei unveranderter Lagerbreite b und bei gleicher 
OItemperatur (rJ = konstant), muB dann 

fl = Konst YUjP! oder pfl2 = konst. (43.1) 

1 Niicker, W.: Uber den Schmiervorgang in Gleitlagern. Forschungsheft Nr. 352. VDI1932. 
2 Lasche, 0.: Die Reibungsverhaltnisse in Lagern mit hohen Umfangsgeschwindigkeiten. Z. VDI 46 

(1902) S. 1881, 1932 u. 1961; ferner Forschungsheft 9 (1903) unli Konstruktion und Material im Ban von 
Dampfturbinen, 3. Auf I. Berlin: Julius Springer 1925. 

3 Stribeck, R.: Die wesentlichen Eigenschaften der Gleit· und Rollenlager. ~. VDI 46 (1902) S. 1341, 
1432 u. 1463; ferner VDI.Forschnngsheft Nr. 7. 
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sein, ein Ergebnis, daB Stribeck experimentell gefunden hat und durch die Versuche von O. 
Lasche bestatigt wurde. Um den EinfluB der verschiedenen Faktoren einzeln untersuchen zu 
konnen, hat Stribeck fiir samtliche Versuche das gleiche Lager und auch das gleiche SchmierOl 
(Gasmotorenol) verwendet, und auBerdem die Lagertemperatur von 25° C als unveranderliche 
Grundlage fiir seine Versuche angenommen. Diese Temperatur von 25° wurde gewahlt, um die 
Kurven sowohl fiir kleine als fiir groBe Geschwindigkeiten vergleichen zu Mnnen. Fiir kleine 
Umdrehungsahlen ist 25° schon eine hohe Temperatur, die nur im Sommer erreicht wird, wah­
rend fiir groBe Geschwindigkeiten die Temperatur so rasch ansteigt, daB die erste einigermaBen 
zuverlassige Bestimmung von p, bei einer kleineren Temperatur praktisch kaum durchfiihrbar 
1st. Dabei ist aber zu bedenken, daB der Beharrungszustand nicht immer erreicht wird, so daB 
bei 25° Schalentemperatur doch verschiedene Oltemperaturen vorkommen konnen. Der EinfluB 
der Zamgkeit ist bei diesen Versuchen also doch nicht ganz ausgeschaltet. 

Aus den Abb. 43.1 u.2 ist zu entnehmen,daBsamtlicheReibungskurvenvondemselbenPunkte 
der Ordinatenachse ausgehen, d. h. die Haftreibungszahl ist unabhangig von der Pres­
sungund gleich 0,14 fiir p = 0,42 bis 22,6 at. Dann nimmt die Reibungszahl rasch ab, urn 
von einem Kleinstwert (p, = 0,0035 beim Sellers- und 0,0017 beim WeiBmetallager) wieder 
langsam zu steigen, und zwar ungefahr parabolisch nach dem theoretischen Gesetz: pp,2 = kon­
stant (Gl. 1). Die Ubereinstimmung mit der Theorie ist beim kurzen WeiBmetallager (b = d) 
besser als beim langen Sellerslager (b = 4d), was leicht durch das ungleichmaBige Anliegen der 
sehr breiten Lagerschale zu erklaren ist. 

1st K nicht konstant, z. B. fiir Lagerkennzahlen kleiner als 4 oder wenn der Oleintritts­
winkel sich bei den Versuchen andert, so ist die parabolische Beziehung zwischen p, und U natiir­
lich nicht mehr vorhanden, wie z. B. Versuche von C. J akeman und A. Fogg zeigten, na,ch 
welchen die Reibungszahl durch die GIeichung 

p,=a+b·U (43.2) 
darstellbar ist. 

Die Theorie gilt nur solange die Gleitflachen vollstandig durch eine Olschicht getrennt sind, 
d. h. solange ho groBer als die Summe der Unebenheiten der GIeitflachen ist. Man nennt diese 
Grenze oft den "Ausklinkzustand", vom vereinfachten Bild der trockenen Reibung ausgehend, 
daB die Unebenheiten der GIeitflachen zahnformig ineinander greifen. Fiir ein bestimmtes Lager 
erfolgt das Ausklinken demnach bei einem bestimmten Wert von ho, resp. ho/LJr, also auch bei 
einem eindeutigen Wert von fP und p" wenn wir wieder voraussetzen, daB bei allen Versuchen rpl 
unverandert bleibt. Daraus folgt dann, daB die Reibungszahl beim Ausklinken den kleinsten 
Wert p,min fiir das Lager erreicht und konstant sein muB, unabhangig von 'Yj, U und Pl. Diese 
allgemeine SchluBfolgerung wird ebenfalls durch die Versuche von S t rib e c k bestatigt. 

Der groBere Wert fiir das Sellerslager (p,min = 0,0035) gegeniiber dem WeiBmetallager (P,min 

= 0,0017) weist auf die groBeren Unebenheiten der GuBschalen hin. 
Weiter folgt daraus, daB die Ausklinkdrehzahl mit PI resp. 'p mit n proportional sein muB, 

in Ubereinstimmung mit den Versuchen von Stribeck (Abb. 43.1), da 

nIp = 8/1 = 16/2 = 24/3 = 32/4 = 48/6 = 96/12 ist. 

Ebenfalls nur fiir K ennzahlen fP groBer als 4 (vgl. Abb. 42.24) ist die Reibzahl p, vollstandig un­
abhangig vom relativenLagerspiel "p. Die Versuche von Dr. J. von Freudenreich und von Wel­
ter und Weber!, die zeigten, daB die Reibungszahl durch VergroBerung des Lagerspieles auf 
1 bis 2% bedeutend vermindert werden kann (Abb. 43.3 a, b), stehen mit dieser SchIuBfol­
gerung nicht in Widerspruch. Diese Versuche liegen bei Lagerkennzahlen fP zwischen 0,25 und 
1 und in diesem Bereich nimmt K mit zunehmendem fP-Wert, d. h. mit zunehmendem Lager­
spiel ab (Abb. 42.24). 

Zahlenbeispie143.1. Bei den Versuchen von Stribeck mit einem WeiBmetallager von 
70 mm Durchmesser und ebenfalls 70 mm Breite, wurde p,min = 0,0017 gemessen. Gefragt wird, 
welche Olsorte Stribeck bei diesen Versuchen verwendete? 

Nehmen wir rpl = fJ + 90 0 an, so folgt aus Abb. 42.25 mit dem schatzungsweise angenom­
menen Wert B = 0,96, fJ = 19° und aus Abb. 42.21 rp2 = - rp* = 8 0

, so daB der benetzte Bogen 
gleich 90 + 19 + 8 = 117° = 2,05 (BogenmaB) ist. Dann ist a = 35 X 2,05 = 72 mm, 
b/a = 72/70 = rd. lund jb (ZahlentafeI42.10) = 2,2. 

1 '''elter, G. und G. 'Weber: Versuchsergebnisse des Versuchsfeldes fiir Maschinenelemente an der 
Technischen Hochsohule )lU Berlin. R. Oldenburg 1920. 
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Abb.43.1. Reibungszahlen eines Sellerslagers (Versuche von Stribeck). 
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Abb.43.2. Reibungszahlen eines Weillmetallagers (Versuche von Stribeck). 
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Abb.43.3. Einfluf3 des Lagerspieles. a Versuche Yon Freudenreich. b Versuche Welter und Weber. 

Aus fl-min = K (j~ V 'f) U/I\ = 0,0017 folgt mit dem abgelesenen Wert K =2,6 (Abb.42.24;) mit 
10 % Zuschlag, weil die Olaustrittstelle nicht bei q;2 liegt (vgl. Abschn. 42.6), also K = 2,9. 

( 0,0017)2 = 2 2 11 U 
2,9 ' Pl' 

Die kleinste Reibungszahl wurde z. B. erreicht bei p = 10 at, also PI = 7000 kg/m und n = 

15/min, also U = 0,055 m/s. Dann folgt daraus die Zahigkeit des 01es bei der Lagertemperatur 
~5°~ ~ , 

'f}25' C = 0,02 kg/s/m2 , 

was sehr gut mit der von Stribeck verwendeten Olsorte (vgl. Abb. 42.4) iibereinstimmt. Das 
Lagerspiel wurde bei diesen Versuchen leider nicht gemessen, so daB ho nicht berechnet werden 
kann. Beim Sellerslager dagegen wurde fl-min doppelt so groB gefunden. Nach der Theorie mit den 
beobachteten Werten vonpundn, ist fiir bId =3,6: fI- = K vU -V 'fJ U/PI' bein =100, p= 10 at 

fiir bid = 1: fI- = Xv 2,22 V'fJ U/PI , bein = 16, p= 10 at, 
so daB 

l ilOOX1,2 184 fI- = / ---fI- =, fl-
b = 3,6 d 16 x 2,2 b = d b= d 

sein sollte. Der Unterschied zwischen den berechneten Wert 1,84 und den gemessenen 2 kann 
durch verschiedene Einfliisse erklart werden: 

1. In der starken Veranderlichkeit von 'fJ mit der Temperatur in der Nahe der Lagertempera­
tur von 25° C (vgl. ~<\.bb. 42.4). 

2. In der Schwierigkeit die Drehzahl bei ,Umin ganz genau zu 
bestimmen. 

3. Vielleicht war auch der X-Wert in beiden Fallen nicht genau 
gleich, was nachtraglich nicht mehr zuverlassig beurteilt werden kann, 
weil die Lagerspiele und die OleiJ;ltrittstellen in den beidenFallen nicht 
bekannt sind. 

Zahlenbeispiel 43.2. Ein Turbogeneratorenlager von 125 mm 
o Durchmesser und 260 mm Breite sei mit 2,3 at belastet. Welche 

Abb. 4b3.~ .. zul m43z2ahlen- Lage wird die Welle bei n = 3000 einnehmen, wenn '1jJ = 0,5 % und 
elsple .. 

'fJ = 0,001 kg s/m2 ist? P 2 

Mit U = nn. r = 19,6 mis, PI = p' d· 104 = 2875 kg/m wird: t/> = ~ = 3,7. Wenn W ~U 

das seitliche AbflieBen vernachlassigt wird, folgt, mit q;I = {3 + 90° aus Abb. 42.24: ~~ = 0,47 

oder 8 = 0,53 aus Abb. 42.25, q;* = 35°,5 und aus Abb. 42.26, {3 = 55,5° (Abb. 43.4), 
ho = 0,47 X 0,005 X 62,5 mm = 0,15 mm. 
p = C . '1jJ = 1,35 X 0,00.5 = 0,0068. 
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FUr das Lager mit endlicher Breite ist der benetzte Bogen 90 + 'PI + 'P* = 181 ° = 3,14 

(BogenmaB). FUr ~ = 3 260625 = 1,3, ist fb = 1,8 (Zahlentafe142.1O). 
a ,14 X " 

Fur rp = 1,8 X 3,7 = 6,65, ist e = 0,06 (Abb.42.24). 
(J = 41 ° (Abb.42.25). 

Jl = a '''P = 2.uX 0,005 = 0,01 (a fUr rp/fb)' 
Der Zapfen liegt etwas tiefer (Abb. 43.4) und hat eine groBere Reibungszahl als ohne seitliches 

AbflieBen. 
Zahlenbeispie143.3. Ein Lager d = 200 rom, b = 400 rom ist mit einem Lagerspiel 

Ll d = 0,34 rom ausgefiihrt. Die mittlere F1achenpressung betragt 6,5 kg/cm2. Wie groB ist 
die Reibzahl bei 30 m/sec Umfangsgeschwindigkeit, wenn bei vertikaler Kraftwirkung das 01 
ohne Druck zugefiihrt und auch horizontal abgeleitet wird? Die Zahigkeit des 01es ist bei 
einer mittlern Lagertemperatur von 55° rd. 0,0015 kgs/m2. 
PI = pd = 6,5 kg/cm2 X 20 em = 130 kg/em = 13000 kg/m. 

LI d 0.34 d • 2 89 10 6 "P = d = 200 un '1/1" =, X -. 

P ",2 13000· 2,89'10-6 l/1}U 1/' 15· 30 ~ 
rp = 1)1 U = 15. 10-4. 30 = 0,8-9 und r p = 103. 13000 = 0,00180. 

1 ' 

Aus den Abb. 42.25 und 42.21 bei CPl = f3 + 90° und e = 0,95 (angenommen) fo1gt f3 = 21 0 

und 'P* = 9°, also der tragfahige Umfang = 90 + 21 + 9 = 120° = 2,09 (BogenmaB) und da­
mit a = 100x 2,09 =209, b/a = 400/209,...., 2 undfb = 1,43. rplfb = 0,87/1,43 = 0,6. Mit K = 4 
und 10% Zuschlag fUr hOher liegende OlaustrittsteI1.e sind nach G1. (42.98) 

fh = 1,1 X 4 X 1,2 X 0,00185 = 0,0098 
in guter Ubereinstimmung mit den Versuchen von Lasche . 
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A.b b.43.5. Vergieich der Theorie mit den Versuchen 
von E. Schneider. 
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Zum genauen Verg1eich der Reibungszah1en eignen sich nur die an der Welle gemessenen Rei­
bungsmomente. Bei Messung des Reibungsmomentes an der Lagerscha1e mussen gleichzeitig 
Exzentrizitat und Verlagerungswinkel beobachtet werden. Sehr sorgfaltige Versuche von Dr.­
lng. E. Schneider! eignen sich fUr den Vergleich. Das Ergebnis laBt sich am zweckmaBigsten 
(d. h. ohne Umrechnung) durch die Gleichung: 

fh = a1p (42.83) 

darstellen, indem die beobachteten a-Werte mit den theoretischen verglichen werden. Aus 
G1. (42.96) folgt mit rp' = rp/fb: 

(43.3) 

in welcher Gleichung a' (wie K') fUr den Wert rp/fb aus Abb. 42.24 abzu1esen ist. Der Verg1eich 
ist mit fb = 1,9 = konst in Abb. 43.5 durchgefUhrt und zeigt eine recht gute Dbereinstimmung 
zwischen Theorie und Versuch. 

1 Schneider, E.: Versuche iiber die Reibung in Gleitlagern. Diss. T. H. Karlsruhe 1929. 
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Eintuschierte Lagerschalen. Es sindnoch die Versuche von R. Wolffl zuerwahnen, bei 
denen er zu dem vernichtenden Urteil kam, daBdie hydrodynamische Vorstellung und Rechnung 
nicht nur quantitativ sondern auch qualitativ falsche Ergebnisse liefert . .Er stiitzte diese SchluB­
folgerung irn wesentlichen auf den abweichenden VerIauf der WellenverIagerung (Abb.43.6), 
und hat dabei iibersehen, daB der Giimbelsche Halbkreis als Bahn des Wellenmittels nur fiir 
Lager mit Lagerspiel und unter bestimmten Bedingungen fiir die Oleintrittstelle, giiltig sein kann 
(vgl. Abb.42.26). R. W·olff dagegen hat seine Versuche mit einem eintuschierten Lager 
durchgefiihrt, bei dem ein sog. Spiegel vorhanden war, mit einem Kriimmungsradius gleich 

flJQ 

80 

dem Wellenradius. 
Fiir solche Lager gilt demnach Gl. (42.60) fiir 

die Spaltform nicht, die als Grundlage fiir alle 
Zahlenrechnungen dient, so daB eS keinesfalls ver­
wunderlich ist, daB hier Abweichungen auftreten. 
Wenn die Zahlenrechnungen fiir Spaltformen, wie 
sie bei eintuschierten Lagern vorkommen, durch­
gefiihrt werden 2, so kommt man zur SchluBfolge­
rung, daB die Bahn des Wellenmittels grundsatz­
lich den von Wolff experirnentell gefundenen Ver­
lauf haben muB. Sie ist aber (ahnlich wie bei den 
Lagern mit Lagerspiel) in hohem MaBe abhangig 
von dem (nicht gemessenen) Oleintrittswinkel fIJI' 

Aus den Berechnungen folgt weiter, daB ein­
tuschierte Lager groBere Reibzahlen ergeben, als 
Lager mit Lagerspiel. Diese SchluBfolgerung steht 
auch in guter "Obereinstirnmung mit Abb. 42.24, 
aus der folgt, daB bei sehr kleinem Lagerspiel die 

AbbA3.6. VerlagerungdesWeIlenmittelsbeieintuschierten R b hI' D' P . h d h 
Lagern. (Nach Wolff.) ei ungsza zummmt. Ie raXls at emnac 

irn allgemeinen kein Interesse an eintuschierten 
Lagerschalen, was immerhin eine wichtige Feststellung ist. Sie kommen hauptsachlich bei 
den EisenbahnachsIagern vor; die Bahnverwaltungen schreiben namlich vor, daB die Giiter­
bahnwagen mit sehr groBem Lagerspiel auszufiihren sind und ohne Bearbeitung mit voller Last 
(p bis 36 kgjcm2) und Geschwindigkeit einlaufen miissen. Bei diesen Lagern bildet sich dann 
ein Spiegel; die Abkiihlungsverhaltnisse sind aber bei einem Eisenbahnachslager auch besonders 
giinstig. 

44. Gleitlagerkonstruktionen. 
44.1. Die Schmiermethoden. 

Schrifttum. 
Traeg, Fr.: Fettschmiergerate. VDI-Verlag 1938. - Schroter, H. v.: Die Schmierung von Gleit­

lagern mit konsistenten Fetten. Diss. T. H. 1933. - Karelit;1:, G. B.: The Lubrication of waste packed 
bearings. Trans. Arner. Soc. mec. Engr. 48 (1926) S.1165/99 (Versuche iiber SteighOhe und Reibung). -
An Investigation of the performance of wastepacked bearings. Trans. Arner. Soc. mech. Engr. 50 (1928) 
APM. 50/1. - Miiller, K.: Olmengenmessungen an Ringschmierlagern. Versuchsfeld fiir Maschinenelemente 
der Techn. Hochschule Berlin, Heft 10 (1930). Verlag Oldenburg. - Karelitz, G. B.: Performance of Oil­
ring be.arings. Trans. Amer. Soc. mech. Engr. 52 (1930) APM.52/5. - Oil supply in self-contained bearings. 
L.31.7, Bd. 18.151/5. - Baudry, R. and L. M. Tichvinsky: Performance of oil rings. Mech. Engng. 59 
(1937) 8.89/92. - Juhlin, G. A.: and R. Poole: End leakage of ring-lubricates bearing. General Dis­
cussion on Lubrication and Lubricants. The Institution of Mechanical Engineers, London 13.-15. Oct. 
1937. Bd. I, S. 145/150. 

Die Theorie scbreibt nur vor, daB "geniigend" 01 (G1 = Uh*j2) an der Eintrittsstelle vorhan­
den sein muB; die Zufuhr solI auch selbsttatig erfolgen. 

44.11. Fii.r die Fettscbmierung werden vielfach Staufferbiichsen (Abb. 44.1) verwendet, mit 
denen die Schmierung recht unregelmaBig und nur dann wirksam ist, wenn rechtzeitig, durch 
Nachdrehen des Deckels, etwas Fett herausgepreBt wird. Trotzdem die Schmiernuten einen Fett­
vorrat enthalten, schwanken die Reibungszahlen stark. Auch Staufferbiichsen mit Federbela­
stung sind nicht besser, da bei steigender Temperatur die ganze Fettmasse auf einmal heraus­
gepreBt wird. 

Fettpressen werden fiir Zentralschmierung mehrerer Gleitstellen (z. B. beirn Laufkran) ver-

1 Wolff, R.: Dber die 8chmierschicht in Gleitlagern. Forschungsheft Nr. 308. VDI 1928. 
2 ten Bosch: Fliissigkeitsreibung bei eintuschierten Lagern. 8chwe~. BaU;l:tg. 27. Mai 1933, S.241. 
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wendet. Durch Schnecke und Schneckenrad mit Sperrklinke wird der Kolben in den Pumpen­
zylinder hineinbewegt. Die an jeder d-leitstelle erforderliche Fettmenge muB genau eingestellt 
werden konnen. Luftblasen beim Fullen der Fettpresse sind nicht immer zu vermeiden und geben 
dann AnlaB zu Unterbre~ 
chungen der Fettzufiihrung. 
Bedeutend besser ist die 

Fettkammerschmierung 
(Abb. 44.2). Das FeU ruht 
mit einer breiten Flache auf 

Abb . 44.1. Abb.44.2. Fettkammerscbmierung. 

der Welle; wenn der Schmelzpunkt richtig gewahlt ist, ist diese Schmie­
rung auch sparsam im Gebrauch. Es sind dabei viel hohere Belastun­
gen und Gleitgeschwindigkeiten zulassig als bei der Staufferschmierung. 
Diese Art Fettschmierung ist besonders geeignet fiir aussetzenden Be­
trieb (z. B. Hebezeuge im Freien), da die Gleitstellen kuhl bleiben und 
das Fett nicht schmilzt. Der Fettvorrat kann dann fur lange Zeit 
ausreichen. 

Abb.44 .3. 
Dochtschmierung. 

Abb . 44.4. Prinzip der 
Docbtscbmierung. 

Abb.44.5. Polsterschmierung. 

Abb. 44.6. Tropfiiler. 

1m allgemeinen bildet die Fettschmierung nur einen geringwertigen Ersatz fiir die Olschmie­
rung. Immerhin gibt es eine Reihe von Fallen, wo man ohne Fettschmierung nicht auskommt. 
Fiir Maschinen, die in staubhaltigen Raumen oder im Freien arbeiten, ist Fettschmierung gun­
stig, weil das aus dem Lager austretende Fett einen Kragen bildet und Staub oder Regen den 

ten Bosch, Mascbinenelcmente. 2. Auf!. 17 
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Weg in das Lager verlegt. Aus dem gleichen Grunde wiJ'd Fettschmierung auch bei Walzlagern 
oft bevorzugt. Bei Lagern mit sehr hohen Belastungen und sehr langsamer Drehbewegung ist 
Fettschmierung oft vorteilhaft. Auch Gleitstellen mit minimalem Schmiermittelbedarf konnen 
zweckmaBig mit Fett geschmiert werden. SchlieBlich kommen noch bewegte Gleitstellen fUr 
Fettschmierung in Frage, wenn die Zentrifugalwirkung die Olschmierung verhindert. 

44.12. Bei der Olschmierlmg unterscheidet man zwei grundverschiedene Methoden: 
a) Dem Lager wird liur so wenig 01 zugefiihrt, wie mit Riicksicht auf das Warmlaufen noch 

gerade zulassig ist. Gleitstellen, die durch eine gelegentliche Zufiihrung von wenigen Oltropfen 
mit der Kanne ausreichend geschmiert werden, erhalten keine eigentlichen Schmierapparate, 
sondern nur eine erweiterte Bohrung; diese sollte aber durch kleine Klappenoler gegen Ein­
dringen von Staub geschiitzt werden. Sonst wird die Dochtschmierung (Abb.44.3) verwendet; 
wahrend des Stillstandes der Maschinen muB die Olzufuhr (durch Herausziehen des Dochtes) ab­
gestellt werden. Das verbrauchte 01 tritt an den Endflachen des Lagers aus. Beim Tropfoler 
(Abb. 44.6) kann die Olmenge eingestellt werden, indem die Spindel durch eine Schraube gehoben­
oder gesenkt wird. Zur Unterbrechung der Schmierung wird der Knopf der Ventilspindel UID­

gelegt und die Ventiloffnung geschIossen. Der Dochtschmierung verwandt ist die bei Eisenbahn­
achsen gebrauchliche Polsterschmierung (Abb. 44.5), bei der ein Olkissen durch Federn gegen den 
Zapfen gedriickt wird. Diese Schmierung beruht auf der Wirkung der Oberflachenspannungen 
von Fliissigkeiten, wodurch diese in einer Kapillare aufsteigen konnen. Aus der Gleichgewichts­
bedingung (Abb. 44.4) folgt: 

n 
n d . a' cos B = "4 d2 L1 P , 

woraus 
L1p=hy=4ocOSB/d. (44.1) 

Ein Docht besteht nun aus einer 
groBen Anzahl solcher diinnen 
Kanale. 

Wasser 
Olivenol 
Mineralol 
Petrol 

Zahlentafel44.l. Oberfliichenspannungen. 

kg/m kg/m 

18 IJ = 0,0077 cos e = 0,738 a cos e = 0,0057 
15 = 0,0036 = 0,883 = 0,0032 
18 = 0,0033 = 0,756 = 0,0025 
10 = 0,0030 = 0,85 = 0,0025 

b) Dem Lager wird 01 im UberfluB zugefiihrt: es schwimmt im 01. Man tragt aber Sorge, 
daB kein Tropfen 01 aus dem Lager verloren geht (Spiilschmierung). Die Schmierung erfolgt 
durchRinge oder durchPumpen. Der lose Ring wird durch die Reibung von der drehenden Welle 
mitgenommen (Abb.44.13 bis 16), hebt das daran haftendeOl aus demOlbehalter und fiihrt es der 
Welle zu. Die Ringe miissen genau rund sein und diirfen keine Vorspriinge haben (z. B. an den 

Abb. H.i. 
Loser chml trillS 

mit lWlcn. 

LW'~--:;;.,..<Z<J*==)!----. -_· __ ·--l(·--r-l--- (---3l·---·-mt· 

Allh. 44 . . Znhnradpum\16 
VOn oldlS (M81lIlhelm) . 

Verbindungsstellen), da sie sonst hang en bleiben. Bei kleinen Drehzahlen der Welle (im Gebiet 
der fast trockenen Reibung) haben Ring und Welle die gleiche Umfangsgeschwindigkeit. Bei zu­
nehm~~der Drehzahl wird die Beriihrungsstelle zwischen Ring und Welle durch das mitgenom­
mene 01 reichlich geschmiert, die Reibung nimmt ab und der Ring bleibt zuriick. Die lose Schmie­
rung ist auch nicht zu verwenden, wenn dauernd Erschiitterungen auftreten, welche die Reibung 
aufheben, wie z. B. bei Eisenbahnfahrzeugen. Die Versuche von K. l\'I iiller zeigten zunachst, 
daB die yom losen Schmierring mitgenomene Olmengeim Mittel etwa 12mal so groB ist, als die 
an die Welle abgegebene Olmenge. AIle Versuche zeigten aber, daB diese Olmenge fUr die Schmie-
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rung des Lagers ausreicht. Die dem Lager zugefiihrte Olm~~ge hangt vom Gewicht des Ringes 
von der Breite undEiri.tauchtiefe und von derZahigkeit des Oles ab; sie nimmt mit zunehmender 
Oltemperatur abo Wenn der Schmierring inne~. mit schmalen und tiefen Rillen versehen wird 
(Abb. 44.7), kann die an das Lager abgegebene Olmenge bedeutend erhoht werden. Ein Vorteil, 
die geforderte Olmenge zu erhohen, kann darin liegen, daB der Zapfen rascher gekuhlt wird. 

Der feste Ring (Abb. 
44.17/20) ist durch Fe­
dern oder durch Stell­
schraube mit der Welle 
verbunden, dreht sich 
zwangslaufig mit der 
Welle, hat deshalb un­
bedingte Sicherheit und 
fordert bedeutend mehr 
01, namentlich auch bei 
kleinen Drehzahlen. Die 
Laufflachen werden also, 
so lange die Welle sich 
dreht, selbsttatig ge­
schmiert; mit dem Still­
stand der Maschine hort 
auch die Schmierung 
auf. 

Die Zahnradpum­
pe (Abb. 44.8)istauBerst 
einfach in ihrem Aufbau 
(billig)und arbeitet doch 
zuverlassig. Die Forde­
rung erfolgt der Ge-

Mitnehmer ---1 .... -.:; 

Sleuerhubrand ---1""­
Arbeitskolben 

in DrucksleUung 

S leuerkoiben 

augleitulIg 

---- Scll1l€c kenrad 

hausewand entlang 
d h Mit h 0"1 Abb.44.9. Getriebe eines Bosch·()lers mit zwei Pumpenklirpern im Schnitt. Durch Rechtsdrehen 

urc na me von der Verstellschraube wird der Kolbenhub und damit die ()Imenge verringert. 
in den Zahnlucken. Die 
Beruhrung der Zahnrader an der Eingriffstelle bildet die Abdichtung zwischen Saug- und Druck­
raum. DeI" Hohlzapfen des oberen Zahnrades, in dessen Lucken sich Bohrungen b befinden, ist 
mit zwei Kammern d und e versehen. Diese Einrichtung bezweckt, dem zwischen den eingreifen­
den Zahnen befindlichen 
01 den Weg zum Druck-, 
resp. Saugraum frei zu 
legen, da das inkom­
pres sible 01 sonst sehr 
starke Belastungen der 
Zapfen verursachen will­
de. Eine Schmierpumpe 
fill hohe Drucke (Zylin­
derschmierung) zeigt 
Abb. 44.9. Meist si,nd 
mehrere Schmierstellen 
an einen Zentralapparat 
angeschlossen. 

Die Vorraussetzung 
der Theorie, daB immer 
genugend 01 ander Ein­
trittskante vorhanden 
sein muB, ist sowohl bei 
der Ring- als auch bei 

iJikiihler. 

Ooppel- . 
"==~~ /'iller GOIII assJ 

Illlstrilt fin/riff 

iJioololl/rohr(mi;glichsf welt) 

Abb.44.10. Schematische Darstellung einer Drncki:ilschmiernng mit ()lkiihler (ans Falz). 

der Druckolschmierung sicher erfiillt. Ringschmierung ist fill Einzel-, Druckol fill Zentral­
schmierung und fur schwer belastete Lager zu verwenden, sobald die natillliche Abkuhlung ver­
sagt. Die ganze Betriebssicherheit der Maschinen hangt von der Zuverlassigkeit der Schmierung 
abo Abb. 44.1O,zeigt schematisch die zweckmaBige Anordnung mit Olfilter, Olkuhler, Mano-

17* 
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meter, Thermometer usw. Fiir groBe Maschinen ist auch eine Handpumpe vorzusehen, urn die 
Schmierung auch bei der Inbetriebsetzung zu sichern. 

44.13. Schmiernnten. Die Theorie der Flussigkeitsreibung gibt auch klaren AufschluB uber 
die UnzweckmaBigkeit von Schmiernuten. Werden zwei Punkte der Gleitflachen mit ver­
schiedenen Drucken dnrch eine Nute verbunden, so tritt ein Druckausgleich ein, d. h. der Druck 
in der Olschicht wird kleiner und das Lager weniger tragHihig. Aber auch die Verbindung zweier 
Punkte gleichen Oldruckes, also Schmiernuten senkrecht znr Bewegungsrichtung, sind schadlich 
da das seitliche AbflieBen dadnrch erleichtert wird. Die eigentliche Tragflache soIl dem­
nach keine Schmiernuten enthalten, da das Olband dadurch unterbrochell oder 
geschwacht wird. 

Das 01 muB grundsatzlich an einer Stelle zugefiihrt werden, wo kein Druck herrscht. Dort 
sind Quernuten zur Verteilung des Oles uber die ganze Breite zweckmaBig. 

44.2. Formgebung der Lager. 
Die einfachste und billigste Ausfiihrung ist das einteilige Lager (Abb. 44.11 u. 13). Bei allen 

Ringschmierlagern muB darauf geachtet werden, daB kein Tropfen 01 aus dem Lager entweichen 
kann. Darum sollte man keine OlablaBschrauben vorsehen, die, wenn sie nicht sehr sorgfaltig 
ausgefuhrt werden, fast immer tropfen. Dagegen sind Offnungen znr Kontrolle des Olstandes im 
Lager immer notwendig. Durch diese Offnungen kann das Lager mittels einer Pumpe mit 01 
gefiillt und auch entleert werden. Damit kein 01 der Welle entlang laufen kann, sind an den Enden 
der Gleitflachen scharfe Abstreichkanten anzuordnen. 

Schnitl A-jJ 

-l-'-.} 
Abb.44.11 . mnwlllgcs lUngschmler· 
lager mit fe.Lem Bchmlerrillg. (n .. 

Ab.trcltbl~ch 1st wcgg~l" .. cn.) 

Schm'tl C-O 

Abb.44.12. Fester Bellml.,· 
r ing (gellprcngt). 

Bei der Formgebung ist darauf zu achten, daB die Kerne moglichst einfache Formen erhalten 
und nirgends schwacher als etwa 8 mm werden. Die Gleitflache solI mit Rucksicht auf die Warme­
ableitung dnrch kraftige Querschnitte mit der kuhlenden Oberflache verbunden werden. 

Urn nach der Abnutzung nicht das ganze Lager erneuern zu mussen, wird eine auswechselbare 
Bronzebuchse als Laufflache eingebaut (Abb.44.13). Die Buchse wird mit PreBsitz eingepaBt 
oder dnrch Schrauben gegen Verdrehung gesichert. 

Einteilige Lager sind nur dann brauchbar, wenn die Welle oder die Lager von der Seite an­
gebracht werden konnen. Das ist der Fall bei kleineren Maschinen, die nur zwei Lager haben 
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Abb.44.13. Einteiliges Ringschmierlager mit Iosem Schmierring und Bronzebiichse. 
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Abb.44.14. Loser Schmierring, zweiteilig mit 
Verbindungen. 

(Elektromotoren, Pumpen,' Ventilatoren USW.). Andernfalls miissen geteilte Lager verwendet 
werden, die in der Herstellung und in der Bearbeitung natiirlich teurer sind. Die beiden Lager­
halften werden durch eine PaBkante in der gegenseitigen Lage genau festgehalten. Um zu ver­
hindern, daB das 01 der 1'remulache entlang' laufen kann, darf die Laufflache an keiner Stelle 
direkt mit dem AuBenraum in Verbindung stehen, sondern muB durch Hohlraume oder durch 
eine hochstehende Kante davon getrennt bleiben. Die Abbildungen 44.15 bis 21 zeigen einige 
gute Ausfiihrungsformen. 

SclmiHA A 

Abb.44.15. Sellers-Lager. Bauart der von Rollscben Eisenwerke Clus (Schweiz). 
A. ~ Olbehalter. B ~ untere und D ~ obere Lagerschale. 

Abb.44.16. Sellers-Lager (Bauart Bamag). 
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Abb.44.17. Sellers-Ringschmierlager mitfestem Schmierring 
(:Bau Eisenwerk Willfel). 

Abb.44.18. Fester Schmierring mit Abstreicher (nach Jellinek). 

Abb.44.19. Festes Stehlager (:Bauali von Roll, Clus). 
Yerbindungsschrauben durchgehend, da durch die hoher­

liegende Trennfliiche gehend. 

Abb.44.20. Stlftschrauben als Verbindungsschrauben. Abb.44.21. 1m illraum endende Vcrbindungsschrauben. 
Festes Stehlager (:Bauart Wiilfel). 



44. Gleitlagerkonstruktionen. 263 

Die Lagerschalen werden entweder fest angeordnet, Abb. 44.19 bis 22, oder sind in einer 
Kugelkalotte beweglich gelagert (Sellers-Lager), Abb. 43.15 bis 17. 

Abb.43.15 und 16 zeigen zwei verschiedene Ausfuhrungsformen der Sellers-Lagerschalen. 
In Abb. 15 sind untere Lagerschale und Olbehii.lter getrennt und passen durch eine bearbeitete 
Ringflache aufeinander. Man erreicht damit, daB die Schalen ohn Kern zu formen sind und keine 
Verunreinigung des Schmieroles durch zuriickbleibenden Kernsand moglich ist . . Dagegen ist 
die direkte Warmeableitung von der Laufflache nach auBen etwas ungiinstiger, was aber fUr 
schwach belastete Transmissionslager nicht von Bedeutung ist. 

Wenn beim festen Stehlager die Locher fUr die Verbindungsschrauben im erhohten Teil der 
Trennflache liegen, dann ist keine Gefahr vorhanden, daB 01 den Schrauben entlang verloren geht.. 
Es konnen dann durchgehende Schrauben verwendet werden (Abb.44.19). Liegen die Locher 
in der tieferliegendell Trennflache, dann dUrfen sie nicht mit dem AuBenraum in Verbindung 
stehen (Abb. 44.20 St.iftschrauben, und Abb. 44.21, die Offnungen enden im Olraum). 

Selin/itA A 

Abb.44.22. Hauptlager eines Dieselmotors 
mit Druckiilschmierung. Gebr. Sulzer, 

Winterthur. 
Abb.44.23. NachSteIIbares Drehbankiager. Das Wellenmittel bleibt dabei in 

gleicher Hohe. 

Abb.44.24. Peyinghaus­
Eisenbahnachslager. 1 Ge­
hause mit Deckei; 2i:ilschleu­
der; 3 Lagerschaie; 4 Ein­
stellbarc Unterschaie; 5 01-
spritzring; 6 Staubdichtung 
mit Kappe. Die stirnseitig 
am Achsschenkel befestigte 
zweiarmige Schleuder for­
dert das OJ (je nach der Fahr­
geschwindigkeit)durchTropf­
oder durch Schleuderwirkung 
einem Vorsprung del' Lager­
schale zu. Von dort fIieEt 
es durch die beidseitigen 
Tropfkanten der freien Ober­
flache und wird vom Zapfen 
in den tragenden Teil der 
Lagerschale mitgenommen. 

Abu. 44 .25. Dampfturbinenlager de .. A.E .G. Berlin. Be­
wegliche Lagerschale (ovales Spiel), kurze Lagerbreite, 
keine. Schmiernuten. Das zur Schmierung und KiihIung 
dienende Drucktil tritt zu beiden Seiten der Welle durch 
die untere Lagerschale in die Verteiltaschen (im Lager­
stoE) ein und entweicht nach vollzogener Kiihl- und 
Schmierwirkung durch den nicht belastete Teil des Lager-

spicles in axialer Richtung an beiden Lagerenden. 
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Abb. 44.27. Sellers-Lager mit einem BUild 
(von Roll , Clus). 

Gleitlager. 

Abb. 44.26. Lilngs- und 
Querlageraer Fa. Brown, 

Boveri & Co. (Baden, 
Sehweiz). Langssehnitt, 
Quersehnitt ,Aufsiehtauf 
die Segmenttragfliiehe 

und Segmentstutzung. 
Die Drueksegmente 

sind an beiden Enden des 
Lagerkorpers angeordnet 
und soil ten gleichmallig 
tragen. Die einzelnen 
Segmente (auB Bronze, 
evtl.mit Weillmetall aus­
gegossen) stutzen ~ sieh 
deshalb mltihren Sehriig­
kanten anf Stahlkugeln. 
Steigt z. B. die Belastung 
irgendeines Segmentes, 
so wird die (die Hinter­
kante stutzende) Kugel 
etwas weiter gedrangt, 
wodureh die Vorderkante 
des niichst en Segmentes 
gleichzeitiggehoben witd. 
Dadureh wird die Keil­
wirkung vermlndert und 
die Tragfiihigkeit erMht. 
Ein zweiteiliger Kugel­
kafig sorgt fiir die rich­
tige Verteilung der Kuc 

geln. 
Das 01 tritt in der 

Mitte des Querlagers 
durch cinen breiten 
Kanal cin, teilt sich in 
Schmier-und Kiihlol und 
flieBt an den Enden des 
Lagerkorpers den Lang,­
lagern zu. 

Die Lagerschalen lie­
gen nul' in der Mitte auf 
e iller schmalen Fliiche 
auf und k6nnen sieh 
leieht der Welle an­
passen. 

Abb. 44.28. E'estes Bundlager (von Roll, Cius). 

Samt1iche Wellen miissen gegen axia1e Verschiebung gesichert werden. Wenn ein fester 
Schmierring vorhanden ist, so kann dieser gleichzeitig als Stellring dienen (Abb. 43.11 und 17). 
Beim 10sen Schmierring werden Welle n b und e verwendet, die warm aufgezogen werden. Einen 
Bund qer in einer eingefrasten Nute in der Mitte der Lagerscha1e lauft, erhalten Sellers-Lager 
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(Abb.44.27) zwei Bunde an den Stirnflachen der Lagerschalen erhalten die Lager mit festen 
Schalen (Abb. 44.28). 

Zur Unterstiitzung des Lagers dienen Sohlplatten, Abb. 44.29. Bis 90 mm Lager ohne seit­
liche Nasen, da die Erfahrung gezeigt hat, daB die Verschraubung zur Sicherung gegen Quer­
verschiebung ausreicht. 

- ~. - ~ =~ , 
.1,;- ...... 

- C"<_ • 

Abb.44.31. Mauerkasteu fiir die Durchfiihrung einer 
Welle durch die Wand (von Roll, Olus). 
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Abb.44.30. Normalc FuBschraubc. 

Normale FuBschrauben (Hammerschrauben 
mit Nasen) nach Abb. 44.30 lassen sich nach einer 
Drehung um 90° inAussparungen des Lagerkorpers 
hineinziehen, so daB die Lager ohne Hochheben 
der Weile seitlich abgezogen werden konnen. 

Hangelager fiir Decken­
transmissionen sind auch in 
umgekehrter Anordnung auf 
FuBboden verwendbar. Die 

Abb.44.32. Lagerbock. Abb.44.33. Hangelager (von Roll). 
Abb. 44.34 Wandgabellager in zwei 

Richtuugen verstellbar (von Roll, Clns). 

norma-len Ausladungen sind auf 300, 400, 500, 600 und 700 mm beschrankt. Durch Versteilen 
der Lagerschalen mittels Gewindespindeln k6nnen Unebenheiten der Deeke ausgegliehen wer­
den. Der Biigel ist als stark gekriimmter Triiger naeh den Angaben in Absehn. 12.22 zu be­
rechnen. 

45. Berechnung der Gleitlager. 
Gleitlager sind so zu bereehnen, daB 
1. der Zapfen keine unzulassige Beanspruehung und Formanderung erfahrt, 
2. kleine Reibungszahlen erreieht werden, 
3. die Flaehenpressung, insbesondere beim An- und Auslauf nicht zu hoch ist, 
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4. die durch Reibung erzeugte Warme so klein wie moglich wird, 
5. die kiihlende Oberflache geniigend groB und 
6. die kleinste Schmierschichtdicke ho nicht zu klein wird, mit Riicksicht auf die Betrieb­

sicherheit und Wirtschaftlichkeit. 
Eine unzulassige Formanderung kann vermieden und gleichzeitig das gleichmaBige Aufliegen 

auf der ganzen Zapfenbreite erreicht werden, durch kurze und einstellbare Lagerschalen 
(b ;;;;; d). Die Biegebeanspruchung folgt dann aus der Gleichung (Abb. 45.1): 

P·l = 0,ld3ab' (45.1) 

Setzt man ab mit Riicksicht auf die Kerbwirkung zu nur 600 kgjcm2 

und l = d bis I,5d (je nach der Lagerkonstruktion), so wird 
P = (40 bis 60) d2• (45.2) 

Um kleine Reibungszahlen, besonders bei groBen Gleitgeschwin, 
digkeiten zu erhalten, sollte PI groB sein. Mit U = w . 1" und 

Abb.45.1. PI = P • d lautet Gl. (42.96): 

fh = Kr Ib/2 1/ 'Yjwjp. (45.3) 
Die mittlere Flachenpressung p = Pjb d darf aber mit Riicksicht auf die trockene Reibung beim 
Anlaufen und vor dem Stillstand nicht beliebig hoch gewahlt werden. Der zulassige Wert hangt 
von der Glatte der Gleitflachen und von der Genauigkeit ab mit der die Bedingung einer gleich­
maBigen Auflage auf der ganzen Zapfenbreite, erfiillt ist. Er muB um so kleiner gewahlt werden, 
je langer und Ofter der Zapfen im Gebiet der Mischreibung lauft, und liegt erfahrungsgemaB 
etwa zwischen 6 und 50 at (fiir GroBgiiterwagen). 

Je groBer p gewahlt wird, um so leichter tritt Anfressen, Aufrauhen und Abnutzung der Gleit­
flachen auf. Die beiden Anforderungen "kleine Reihzahlen" und "groBe Betriebsicherheit 
beim An- und Auslauf" sind demnach nicht gleichzeitig zu erfiillen. 1m allgemeinen ist hochste 
Betriebsicherheit (p klein) vorzuziehen gegeniiber einer kleineren Reibzahl. 

Die groBte Flachenpressung Pmax sollte unterhalb der Elastizitatsgrenze des Lagerwerk-. 
stoffes liegen. Bei direkter Beriihrung der zylindrischen Gleitflachen kann Pmax aus der Hertz­
schen Gleichung: 

Pmax = 0,418 V PIEjR (51.31) 

berechnet werden. In dieser Gleichung ist.~ = IjRI ± I/R2, wobei RI und R2 die Kriimmungs­

radien der Beriihrungsflachen sind. Bei einem Zapfenlager mit LagerspieI ist also 
~ _ RI - R~ _ L1 r _ j 
R - RI R2 - r2 -1p r . (45.4) 

Der mittlere Spannungsmodul E muB aus der Beziehung 

~ = ! (~I + ~J 
berechnet werden. Fiir eine Lagerschale aus Bronze (oder GuBeisen) kann EI = 750000 kg/cm2 
und fiir die Stahlwelle E2 = 2,1 . 106 kg/cm2 eingesetzt werden, so daB E = 1,1 X 106 kg/cm2 

wird. Fiihrt man PI = p' d = P . 2r ein, so wird 

1/ p·2r.E'1j1 , 
Pmax = 0,418 r = 620 V P . '1/' • (45.5) 

:Fiir WeiBmetalI mit EI = 600000 kgjcm2 ist: 

Pmax =530j/p·1p. (45.6) 

Aus diesen Gleichungen folgt, daB Pmax um so kleiner wird, je kleiner das Lagerspiel1p ist; 
fiir1p =0 ware Pmax =0, unabhangig vonpt Die Hertzsche Gleichungauswelcher dieGl. (5) und 
(6) abgeleitet wurden, setzt voraus, daB die Druckflache klein und eben ist, was bei kleinem 
Lagerspiel nicht mehr zutrifft. Setzt man als auBerste Grenze fiir die Giiltigkeit del' Hertzschen 
Gleichung a < r/2, so folgt aus Gl. (52.2S) mit Gl. (4): 

2a = 3,05 M . RIE = 4,3 r V,:E 
oder 

P < E '1pjIS,5 

und mit E = 106 kgjcm2 (Mittelwert zwischen Bronze und WeiBmetallager), 

P < 0,551p . 105• (45.7) 
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Fiir die empfohlenen Laufsitze (S. 15) 
H7jg6 H7jJ7 H7je8 H7jd8 H7jc8 H7/b8 H7(a8 

ist im Durchmesserbereich 50/80 mm, das mittlere Lagerspiel 
0,5 1 1,5 2 3 4 

so daB die Grenze der Giiltigkeit der Hertzschen Gleichung etwa bei 
P < 25 50 75 100 150 200 300 at 

liegt. SolI bei WeiBmetall die graBte Flachenpressung von 100 kg/cm2 nicht iiberschritten wer­
den, so muB nach Gl. (5): 

p < - 40 27 20 16,5 10 7 at 
sein. Fiir Bronzeschalen werden die zulassige Flachenpressungen etwa doppelt so groB. 

Die mittlere Flachenpressung darf zweifellos um so haher gewahlt werden, je kleiner das La­
gerspiel ist; sie muB aber um so kleiner sein, je langer und after das Lager im Gebiet der halb­
fliissigen Reibung lauft. Die Eisenbahnachslager haben in den eintuschierten Lagerschalen ein 
sehr kleines Lagerspiel und eine sehr gute Kiihlung; nur deshalb sind dort die hohen Pressungen 
zulassig. Da die tatsachlich auftretenden Flachenpressungen infolge der Unebenheiten der Gleit­
flachen an einzelnen Stellen noch viel groBer werden konnen, als die Rechnung ergibt, scheint es 
empfehlenswert unter der berechneten Grenze zu bleiben. 

Bei GroBkraftanlagen mit Dampf- oder Wasserturbinenantrieb, die nur selten stillgelegt 
werden, konnen hohere Flachenpressungen zugelassen werden, wenn besondere Olpumpen 
vorgesehen werden, die beim Anlaufen und vor dem Stillstand in Betrieb gesetzt werden, 
so daB trockene Reibung sicher vermieden wird. 

Setzt man wieder b = d, so wird mit Riicksicht auf die Flachenpressung 

P = (6 bis 100) d2 cm (45.8) 

je nach Werkstoff, Gleitgeschwindigkeit, Lagerspiel und Glatte der Oberflache. Aus dem Ver­
gleich mit Gl. (2) geht hervor, daB die Bedingung geniigender Festigkeit fast immer auBer acht 
gelassen werden kann. 

Die durch Reibung erzeugte Warme 
Q = 8,45 flP, U kcaljh (45.9) 

wird mit fl aus Gl. (42.10), worin K=2,7 plus 10% Zuschlag (vgl. Abschn. 42.6) = Konst~nt ist 
fiir Lagerkennzahlen groBer als etwa 4: 

Q = 8,45 '1,1'2,7 U l/Jb' Vj,~· P. 

Fiir b/a = 1 ist V~- = 1,5. Setzt man U = wdm/2 und P = p . d2 = Pi . d ein: 

Q = 13,5 din V1]W3 {p kcaljh (45.10) 
oder 

Q/din = 13,5 drm V1]W3 Pat kcaljm2, h . (45.11) 

Da die Drehzahl n (resp. w) und die Lagerbelastung P = p' d2 vorgeschrieben sind und 1] bei 
der Betriebstemperatur des Lagers nur in relativ engen Grenzen veranderlich ist (vgl. Abb. 42.3), 
kann die erzeugte Warme nur durch Verwendung von kleinen Zapfendurchmesser d ver­
mindert werden. Die Reibzahl 

11·27·15 /-- --
fl =' ; ')1)wjp = 3,15 V1]wjp 

J 2 
ist bekannt, sobald 1] und p gewahlt sind. 

(45.12) 

Die vom Lagerkarper abgegebene Warme hangt hauptsachlich von del' kiihlenden Oberflache 
ab, die fiir ahnIiche Lagerkonstruktionen proportional mit d2 gesetzt werden kann. Der 
Proportionalitatsfaktor X hangt von der Lagerkonstruktion ab und liegt etwa zwischen 10 (fiir 
leichte) und 24 (fiir schwere) Ausfiihrungen. 

Aus dem Newtonschen Abkiihlungsgesetz folgt dann mit.x = 19 kcaljm2h °C und LI f} = 30° C 

Q =.x . LI f} . Oberflache = (7000 -:- 14000) din kcaljh 
oder 

Qjdin = 7000 bis 14000 kcaljm2, h . (45.13) 

Da im Beharrungszustand die erzeugte gleich der abgegebenen Warme ist, folgt aus der Gleich­
setzung von (IO) und (13) die zulii,ssige Lagerbelastung P = p . d2 bei den verschiedenen Wert en 
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von OJ ¥17 (Abb. 45.2). Nach der Wahl einer zulassigen Flachenpressung p ist der Zapfendurch­
messer d bei einer bekannten Lagerkonstruktion durch diese Abbildung eindeutig festgelegt. 

SchlieBlich muB noch die Bedingung erfiillt werden, daB die kleinste Schmierschichtdicke ho 
nicht zu klein werden darf. Die Voraussetzung der Berechnung K = Konstant, bedingt Lager­
kennzahlen groBer als 4; und nach Abb. 42.24 Werte von ho/LJ r kleiner als 0,5. Aus diesel' Abbil­
dung folgt weiter, daB ho/LJr mit zunehmender Lagerkennzahl abnimmt. Um groBe Werte von 
hgl LJ r zu erhalten, sollte 'deshalb 2 2 

rp = P'P .fb = 4 
1)0) 

(45.14) 

gewiihlt werden. Aus diesel' Beziehung ist das relative Lagerspiel "p eindeutig bestimmt 0 da OJ 

vorgeschrieben und 'YJ und p schon gewahlt sind. 
kcal/mt,h. 
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Abb.45.2. Zur Berechnung der Tragfii.higkeit von Gleitlagern. 

Da die Reibungszahlen fiir Kennzahlen kleiner als 2 rasch steigen, ist dieses Gebiet bei 
der praktischen Ausfiihrung zu vermeiden. Fiir Lagerkennzahlen groEer als 4;00 wird die kleinste 
Olschichtdicke ho sehr klein (ho/LJr< 0,05), so daB Zapfen und Lagerschale auEerst glatte Ober­
fIachen erhalten miissen, um halbfliissige Reibung zu vermeiden. Dem Konstrukteur stehen da­

Abb.45.3. Stark vergro· 
berte Spaltform fiir rasch­
laufendA nnd schwachbe-

lastete Zapfen . 

zu folgende Hilfsmittel zur Verfiigung: Zapfen harten und schleifen 1 oder 
durch Oberflachendriicken glatten, Einlaufenlassen mit kolloidalem Graphit 
(Kollag, Oildag). Die guten Gleiteigenschaften del' Caro-Bronzerohr-Lager 
beruhen VOl' allem auf der sorgfiiltigen Oberflachenbearbeitung. 

Das Lagerspiel muB oft auch nach anderen Gesichtspunkten gewiihlt 
werden. Bei einer Werkzeugmaschine Z . B . muE mit Riicksicht auf die 
Genauigkeit das Lagerspiel sehr klein sein, etwa 0,01 bis 0,02 mm. Bei 
der Montage von elektrischen Maschinen wird der Luftspalt zwischen 
Stator und Rotor meist so eingestelIt, daB Stator und Rotor in Ruhe genau 
konzentrisch sind. Da die Welle sich vom Stillstand bis zur Betriebsdreh­
zahl relativ zur Lagerschale bewegt, wird del' Luftspalt ungleich dick und 

beeinfIuBt das magnetische F eld. Die Verlagerung muE deshalb klein sein, d . h. die Lagerkenn­
zahl rp groE. 

Fur sehr rasch laufende und schwach belastete Zapfen (z. B. bei Dampfturbinen) gibt Gl. (14) 
ein sehr groEes Lagerspiel. Infolge del' hohen Drehzahl treten dureh die nicht ausbalancierten 

1 Lappen ist ein Feinstschleifen von Hand oder Maschine zur Er;z;eugung hochster Oberflachengiite 
geometrjscher Form und Abmessung (Honen = Grobla.ppen). 
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Massen, umlaufende Kriifte auf, die mit U2 zunehmen und zu Schwingungen des Zapfens im 
groBen Lagerspiel fiihren konnen., Solche Lager werden zweckmiiBig mit einer Beilage in der 
Fuge geschliffen jedoch ohne Beilage eingebaut; das Spiel in senkrechter Richtung ist daher 
kleiner als in der horizontalen (Abb. 45.3). Bei ausreichender Schmierung bilden sich dann 
sowohl in der Unter- als in der Oberschale eine tragfahige Olschicht. Der Druck in der Oberschale 
stabilisiert die Wellenlage, erhoht aber auch die Reibung. 

Die Berechnung geht von der Voraussetzung aus, daB die Lagerbelastung nach GroBe 
und Richtung unveriindert bleibt. Diese Voraussetzung ist bei den rotierenden Maschinen 
(Dampf- und Wasserturbinen, elektrische Maschinen, Gebliise, Pumpen, Kompressoren usw.) 
durchaus erfiillt. Bei den Kurbelmaschinen (Abschn. 8) dagegen muB mit der periodischen Ande­
rung der Lagerdriicke sich auch die Lage des Zapfens und die GroBe der Reibungszahl periodisch 
iindern. Solange eine Umkehrung der Kraftrichtung vermieden wird, kann man ffir die Erwiir­
mung des Lagers mit dem zeitlichen Mittelwert der Belastung rechnen. Setzt man pm = P Pmax, 

so konnen ffir Uberschlagsrechnungen folgende Werte von p gewiihlt werden: 

cp = 1 fiir doppelwirkende Fliissigkeitspumpen, 
cp = 0,5 fiir einfach wirkende Fliissigkeitspumpen, 
cp = 0,15 bis 0,2 fiir einfach wirkende Viertaktmaschinen, 
cp = 0,2 bis 0,35 fiir doppeltwirkende Viertaktmaschinen, 
cp = 0,3 bis 0,7 fiir doppeltwirkende Dampfmaschinen, je nach Fiillung. 

46. Weitere Reibungs- und Schmierungsproblenle. 
46.1. Teilsehmierung (Grenzsehmierung). 

Schrifttum. 
Woog, P.: Contribution it l'etude du graissage. Paris 1925, Delagrave, eine vollstandige Zusammen­

stelIung alIer mit der Schliipfrigkeit :z;usammenhangenden Fragen. - Biiche, W.: Untersuchungen iiber 
molekiilar·physikalische Eigeuschaften del' Schmiermittel. Diss. T. H. Karlsruhe 1930 (Eintuschierte Lager 
und parallele Gleitflachen). - Voi tlander, R.: Untersuchungen zur Beurteilung der Schmierfahigkeit von 
Olen. Mitt. d. Hydraul. lust. der T. H. Miinchen, Heft 3, Oldenburg 1929 (Versuche mit :z;wei sich kreuzenden 
Zylindern). - Auerbach und Hort geben eine ausfiihrliche Zusammenfassung im Handbuch der Mechanik, 
Kap. 18, Reibung fester Karper. Leipzig 1929. 

Sobald die Schmierschicht die Belastung PI nicht mehr tragen kann, die Schmierschichtdicke 
also kleiner als die Summe der Unebenheiten wird, findet eine Beriihrung der Gleitfliichen an 
einzelnen hoher liegenden Punkten statt. An diesen wenigen Beriihrungspunkten kann deshalb 
die Fliichenpressung sehr groB werden, wenn der Auftrieb der dazwischen liegenden Schmier­
schicht klein im Verhiiltnis zur Belastung der Gleitfliiche ist. Die Beriihrungsstellen werden ge­
quetscht und nutzen sich bei der Gleitbewegung abo Das an der Fliiche haftende 01 kann infolge 
der ortlichen Temperaturerhohung weggepreBt werden und verdampfen. Die Metallfliichen wer­
den bei geniigender Affinitiit zusammenschweiBen (Anfressen); dieser Vorgang erfolgt spontan. 

Wiihrend die fliissige Reibung ausschlieBlich von der Ziihigkeit des Schmiermittels abhiingt, 
tritt nun eine andere Eigenschaft der Schmiermittel in den Vordergrund, indem auch an den Be­
riihrungsstellen eine zusammenhiingende Olschicht erhalten bleiben sollte. Diese physikalische 
Eigenschaft nennt man Schliipfrigkeit (Oiliness, onctuosite) und wU'd in der Literatur sehr 
verschieden umschrieben. 

Die Society of Automotiv Engineers (London) hat folgende Definition angenommen: 
Schliipfrigkeit bedeutet Unterschiede in der Reibung bei verschiedenen Schmiermitteln unter 

genau gleichen Versuchsbedingungen, die durch die Ziihigkeit allein nicht erfaBt werden k6nnen. 
Es handelt sich also nicht um eine klar definierte Eigenschaft der Fliissigkeiten, die mathematisch 
erfaBbar wiire, sonderu es soIl die Wirkung der molekiilaren Kriifte in den GrellZschichten be­
riicksichtigt werden. Die molekiilaren Kriifte wirken aber nur in einem Bereich von der GroBen­
ordnung des Molekiildurchmessers, wiihrend die kleinsten in der Praxis vorkommenden 01-
spalten (0,001 mm) noch 104mal so groB sind als der Molekiildurchmesser. Es ist also sehr un­
wahrscheinlich, daB die Molekiilarkriifte etwas anderes bewirken, als daB die Fliissigkeit an den 
Grenzfliichen haftet. 

Mir scheint, daB zwei Vorgiinge dabei eine wesentliche Rolle spielen konnen, niimlich eine 
moglichst geringe Abnahme der Ziihigkeit mit steigender Temperatur und die Fiihigkeit einzelner 
Olsorten Mole)i:iile von groBer Liinge und sehr geringer DIcke (2 At.omlagen) zu bilden. Infolge 
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der Bindefahigkeit des Kohlenstoffes mit anderen C-Atomen bilden sich Molekiile, die sich aus 
200 bis 300 Atomen aufbauen (Ketten- oder Fadenmolekiile) mit einer Lange von 4000 A. 

Langmuir hat z. B. experimentell nachgeWiesen, daB Olsaure in einer Schichtdicke von 
1 Molekiil, die Reibungszahl zwischen Glasflachen auf den achten Teil reduziert. 

Man muB deshalb annehmen, daB die Gleitflachen auch bei der Grenzschmierung durch eine 
sehr diinne (molekiilare) Olschicht getrennt bleiben. Die Verschiebungskraft an diesen Stellen 
kann deshalb ebenfalls aus den Schubspannungen (nach der Newtonschen Hypot.hese) berechnet 
werden. Infolge der geringen Dicke der Schmierschicht werden die Schubspannungen sehr groB 
('t'=r;Ujo). 

Der Ubergang zwischen der fliissigen Reibung und der Grenzschmierung erfolgt allmahlich. 
Nachdem die Gleitgeschwindigkeit U nicht mehr ausreicht die beiden Gleitflachen vollstandig 
zu trennen, wird ein Teil Pg der Lagerbelastung durch die Gleitflachen direkt aufgenommen und 
zwar zunachst nur an wenigen Beriihrungspunkten in der Nahe von ho; es ist dann PI = PI + Pg, 
worin PI der durch die Fliissigkeit erzeugte Auftrieb ist. Auch die Verschiebungskraft RI teilt 
sich in zwei analogen Teile, RI u. Rg , so daB die Reibungszahl der Teilschmierung: 

RI RI + Rg 
t.t = PI PI + P g (46.1) 

ist. Anfanglich ist Pg klein und 
RI Rg Rg 

fl'" Pi + Pi = t.tl + Pi . (46.2) 

Die Reibungszahl nimmt also zunachst um einen Betrag zu, der hauptsachlich von der Oberfla­
chenbeschaffenheit der Gleitflachen abhangt und mit abnehmender Gleitgeschwindigkeit (d. i. 
mit abnehmendem Wert PI und zunehmendem Wert Rg) rasch zunimmt. Der iiberwiegende Ein­
fluB der Gleitgeschwindigkeit ist bei den Versuchen von Stribeck (Abb. 43.1 u. 43.2) aus dem 
sehr steilen Verlauf der Reibungskurve in diesem Gebiet deutlich ersichtlich. 

Wenn auch die Gesetze der halbfliissigen Reibung noch wenig erforscht sind, so kann doch 
eine allgemein giiltige SchluBfolgerung gezogen werden, namlich zu versuchen, moglichst in die 
Nahe des sog. Ausklinkzustandes zu kommen. Dann sind Reibungszahlen moglich, die nicht' 
groBer zu sein brauchen als die bei der Fliissigkeitsreibung. Auch bei der halbfliissigen Reibung 
miissen die Oberflachen der Gleitflachen moglichst glatt gehalten werden und sind Schmiernuten 
zu vermeiden. 1m Gegensatz zur Fliissigkeitsreibung sollen kleine FIachenpressungen vorgesehen, 
also dicke Zapfen verwendet werden, die bei der gleichen Drehzahl noch den Vorteil groBerer 
Gleitgeschwindigkeit haben. 

Der zweite Grenzzustand, in der Nahe der trockenen Reibung ist besonders fiir Reibgetriebe 
(Riementrieb, Kupplungen, Bremsen) wichtig. Neben dem iiberragenden EinfluB der Gleit­
geschwindigkeit hangt die Reibzahl hauptsachlich von der Oberflachenbeschaffenheit abo Der 
EinfluB der Flachenpressung tritt gegen diese beiden Faktoren zuriick; er ist aber grundsatzlich 
so, daB (bei gleicher Oberflachenbeschaffenheit und Gleitgeschwip.digkeit) die Reibzahlen mit 
abnehmender Flachenpressung zunehmen. Da die Oberflachenbeschaffenheit sich infolge 
der unvermeidlichen Abnutzung, durch Oxydation und Verschmutzung andert, so miissen sich 
auch die Reibzahlen mit der Zeit andern, was bei der Berechnung zu beachten ist. Es komlen 
demnach nur Grenzwerte der Reibzahlen angegeben werden, die oft ziemlich weit auseinander 
liegen: Z. B. fiir 

GuSeisen auf GuSeisen. . fl = 0,1 bis 0,15 
" Leder . . 0,15 bis 0,3 
"Holz . . 0,2 bis 0,4 
" Asbest 0,3 bis 0,5. 

GuBeisen hat bekanntlich gute Gleiteigenschaften und bei ausreichender Schmierung ge­
ringe Neigung zum Fressen. Holz und Leder sind fiir Breill1flachen durch Asbest verdrangt 
worden, der viel hohere Temperaturen aushalt und fast keine Abnutzung zeigt. Die langen 
Asbestfasern werden mit Messingdrahteinlagen zu Bandern verwoben. Kurze Fasern werden mit 
Metallsplittern und Kunstharz zu einer Pappe verarbeitet oder in Formen gepreBt. Versuche zur 
Bestimmung der Reibzahlen solcher Gleitflachen liegen in groBer Zahl vor; es gelten dafiir die 
Gesetze der Teilschmierung. 

46.2. Forderung des Ules durch Nuten. 
Fiir die Schmierung vertikaler Wellen wird oft die in Abb. 46.1 dargestellte Schraubennute 

gewahlt. Bei der Drehung steigt das 01 in die Nute. Die Verschiebungsgeschwindigkeit derWelle 
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in der Richtung der Nut betragt 
w r cos {J . 

Die Druckzunahme in der gleichen Richtung ist 

dp = m gbs: f3 = bh:: r sin (1 = dxy sin P , 
so daB mit Gl. (42.10) folgt: 

h . Q) r cos f3 h3 • R 
Gb = 1 = 2 - 12 'Y) Y sm I' . 

Damit gefordert wird, muB G > ° sein, oder 

h2y tg {J ;;;;; 6 1]wr . (46.3) 

Zahlenbeispiel 46.1. Bei welcher Winkelge­
schwindigkeit wird O,OII/sOlgefordert, wenn r=5cm, 
(3 = 45°, h = 2 mm, b = I cm, 1] = 0,002 kg· s/m2 
und y = 920 kg/m3 ist? 

Gb = lcm = 0,00001 m3/s 
= _1_ (0,002 Q) ·0,05 cos 45 

100. 2 
0,0023 • 920. ) 
12 . 0,002 sm 45 , 

woraus w = 34,2js . 

Die Rechnung setzt ein vollstandig dichtes Ab­
schlieBen der Nute voraus. Fiir die Schmierung der 
Welle wird die Nute aber gu t a bgerundet, damit 
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das 01 zwischen Welle und Lagerschale gelangen kann. Abb.46.1. Schmierung eines vertikalen Lagers durch 
In diesem Fall ist natiirlich eine viel groBere Winkel- Schraubennute. 

geschwindigkeit erforderlich. 
b) Logarithmische Spirale. In eine Scheibe eines Spurzapfens (Abb.46.2) sei eine logarith­

mische Spirale von der Tiefe h eingeschnitten (r = rae-ctgp.'1') von ra nach innengehend. Die 
Scheibe drehe sich so, daB das 01 von auBen nach innen bewegt wird. Da es innen nicht ab­
flieBen kann, ist G = 0, oder nach Gl. (42.10) 

1 dp h3 U h 6 U 'Y) 
2'Y) • d x . 6 = 2 oder dp = ~ d x . 

Die Verschiebungsgeschwindigkeit U in der Richtung der Nute betragt. 

U = rw sin{3 . 

Die unendlich kleine Lange der Nute ist dx = r.d fJ
rp , so daB 

sm 

und (45.4) 
Abb. 46.2. Schmierung einer Spur· 

platte durch Spirainuten 
im ruhenden Teil. 

wird. Auch hier besteht keine vollstandige Abdichtung zwischen den beiden Flachen. Der 
erzeugte Druck soIl eben dazu dienen, das 01 zwischen die Gleitflachen zu bringen ; darum muB 
die Nute gut abgerundet werden. 

46.3. Die saugende Wirkung einer rasch drehenden Scheibe 
in der unmittelbaren Nahe einer stillstehenden und dazu parallelen ist in der 
Praxis allgemein bekannt; sie kann aus der allgemeinen Gl. (42.10) berechnet 
werden. Vorausgesetzt ist wieder, daB fiir x = ri der Spalt mit Fliissigkeit (z. B. 
Luft) gefiillt ist, die ohne Unterbrechung nachflieBen kann (Abb.46.3). Bei der 
drehenden Scheibe bewegt sich die Fliissigkeit (die an der Oberflache haftet) 
mit der veranderlichen Geschwindigkeit U = w . x, nimmt also in der X-Rich­
tung zu, so daB nun 

G h3 dp Q)' X· h 
G1 = 2nx =-12'Y) . dx + - -2- (46.5) 

, ~ 

~ ~ 

Abb.46.3. 
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dp = _ 6TjG • dx + 6Tj£O xdx 
nh3 l: h2 

oder 

ist. Die Integration mit h = konstant gibt 

P = _ 617G ln x + 6Tj£O x2 + C 
nh3 2 h2 

und mit der Randbedingung, daB fill x = r, P = 0 ist 

6 TjG In l·a 6 Tj£O ( 0 0) 
P = nh3 x - 2h2 rii - X" , (46.6) 

so daB ffir x = ri 

6 Tj [G 1 / £0 ( ? ?)] Pi = h2 nh n ra ri -"2 ra -. ri (46.7) 

wird. 1st urspriinglich Pi = 0, so ist die geforderte Fliissigkeitsmenge aus der Gleichung: 

G In / n£Oh ( 2 2) ra ri = -2- ra-ri (46.8) 

zu berechnen; sie ist unabhangig von der Zahigkeit der Fliissigkeit. Fill ra/ri = 2, ist G = 6,75 
wh . rl und mit U i = w . ri = 10 mis, h = 1 mm und ri = 5 em = 0,05 m, wird G = 0,0034 
m3/s = 12,2 m3/h! Infolge der Stromungswiderstande, wenn z. B. eine Riemenscheibe oder 
Kupplung hart neben einem Lager gesetzt wird, muB der Unterdruck Pi nach Gl. (7) ent­
stehen. Er ist urn so groBer, je kleiner die SpaIthohe h ist und z. B. fill h = 0,1 mm 100 mal so 
groB als fill h = 1 mm. Deshalb sind vertikale Luftspalten z. B . fill die Abdichtung von Walz­
lagern, vgl. Abb. (51.17) ungeeignet; Kllpplungen oder Scheiben in der Nahe von Lagern saugen 
das 01 heraus! 

46.4. Schwingende Zapien. 
Der Schmiervorgang bei schwingenden Zapfen ist gru-Qdsatzlich verschieden von der Schmie­

rung umlaufender Zapfen. Tritt im Lager ein Druckwechsel auf, so werden die dabei auftreten­
den StoBe durch den Widerstand der zu verdrangenden Olschicht gedampft. Wie stark die 
dampfende Wirkung zaher Fliissigkeiten sein kann, zeigt folgende Uberschlagsrechnung: 

Zwei planparallele Platten in der Entfernung h (Abb.46.4) werden einander mit der Ge­
schwindigkeit v m/s unter Verdrangung einer Olschicht genahert. Senkrecht zur Zeichnungsebene 
seien die Platten unendlich lang. Die Fliissigkeitsstromung ist symmetrisch in bezug auf die 

X- und Y-Achse. Durch einen Querschnitt im Abstande x von 

y 

Abb.46.4 . 
a 

der Plattenmitte wird durch die Annaherung fUr die Platten­
breite b = 1 die Fliissigkeitsmenge 

Gb=l = vxm3/s 

gepreBt. Nun ist nach Gl. (4;2.10), und weil hier U = 0 ist: 
h~ dp 

Gb = 1 = - 12 Tj dx = v . x . 

Wenn das 01 ohne Dberdruck abflieBen kann, d . h. wenn fill 
x = ± a/2, P = 0 ist, so folgt aus der Integration der Glei­
chung: 

( 46.9) 

Die fUr die Naherung der Platten erforderliche Kraft ist 
a 

P J2 12 Tj v f2 ( a2 ) ( a ) 3 b = 2 pd x = };,3 4"" - X2 d x = 'Yf v h . (46.10) 
o 0 

Ist a = 0,1 m, h = 0,1 mm = 0,0001 m, v = 1 m /s und 'Yf = 0,002 kg . s/m2, dann ist 

~ = 0,002 . 1 (O,~~~1)3 = 2 000 000 kg/m . 

Ffir eine endliche Plattenbreite b ist der Druck P kleiner, weil dabei das 01 auch seitlich ab­
flieBen kann. Die Zeit, die zur Naherung der beiden Platten bei gegebenen P/b erforderlich ist, 

folgt aus: v = _ dh = ~ (!!-.)3 oder _ dt = 1Jb (~) 3 dh 
dt bTj a P h 

zu: t2 - tl = ib;3 u~ -:i) . (46.11) 
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Hiernach ware eine unendlich lange Zeit erforderlich, um die Flussigkeit durch eine 
endliche Kraft P zwischen den beiden Flachen vollstandig zu verdrangen. Mit b = 0,1 m, 
'YJ = 0,002 kgm2js und Plb " 10 tim = 10 000 kg/m, wird fur 

-10- 4 hI = 0,1 mm = 0,0001 m und -10- 5 h2 = 0,01 mm = m, t 2-t1 = 1 sec! 
Man erkennt daraus die sehr stark dampfende 

Wirkung dunner Olschichten. Je. besser nun das 
seitlicheAbflieBen des Oles, z.B. bei den Schubstan­
genk6pfen verhindert wird (durch eng anliegende 
Bunde am Zapfen), urn so eher sind die Voraus­
setzungen der Rechnung auch praktisch erfiillt. 
1st die Dampfung so vollkommen, daB im Augen­
blickdes neuenDruckwechsels derZapfendieLager­
schale noch gar nicht erreicht hat, so findet uber­

--- i 
-E== ~ --~ 

! 
I 

haupt keine metallische Beriihrung zwischen Zap- Abb.46.5. Kreuzkollfzallfenlager fiir Maschinen mit 
Druckwechsel. (Aus Fa 1 z, Schmiertechnik.) 

fen und Lagerschale statt. Der Zapfen bewegt 
sich dann innerhalb des Lagerspieles v6llig im 01 hin und her. Wir brauchen deshalb bei 
schwingenden Zapfen mit Druckwechsel nur fur eine vollkommene StoBdampfung 
zu sorgen, um gleichzeitig auch eine vollkommene Schmierung zu erhalten. 

Voraussetzungen hierfiir sind (Abb. 46.5): 
1. kleines Lagerspiel; 
2. starre, glatte Gleit£lachen, denn die elastischen Formanderungen vergroBern zum Teil 

das Lagerspiel und bewirken 
anderseits eine metallische Be­
riihrung. "UbermaBige Abnut­
zung und gelegentliches An­
fressen solcher Bolzen sind 
weniger die Folgen einer mangel­
haften Schmierung oder zu 
hoher Flachenpressungen, als zu 
groBer Formanderungen; 

1----

, 

I 

! 

I 
1-._---

3. VermeidungseitlichenAb-
fli B d 0"1 Abb.46.6. Kreuzkollfzallfenlagerschale mit Schmiernuten fur Maschinen ohne Druck-

e ens es es; wechse!. (Aus Falz.) 
4. Das zwischenZapfen und 

Lagerschale verdrangte 01 muB (weil verIoren) nach dem Druckwechsel sofort erneuert werden. 
Das 01 ist deshalb mit U"berdruck (p = 0,5 at) zuzufiihren. 

Tritt kein Druckwechsel ein, wie es bei langsamlaufenden, einfachwirkenden Maschinen 
der Fall ist, so ist Gleitung unter gleichbleibender Druckrichtung vorhanden. Die Gleitgeschwin­
digkeit ist meist viel zu gering, um Fliissigkeitsreibung zu erreichen, so daB halbflussige Reibung 
auftritt und kleine Flachenpressungen (dicke Zapfen) giiustig sind. Bei schwingenden Zapfen 
(z. B. Kreuzkopf, vgl. Abschn. 84.2) erhalt das Lager dann gut abgerundete Verteilnuten in der 
Entfernung des Schwingungsweges (Abb. 46.6). 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Aufl. 18 



5. Walzlager (Kugel- und Rollenlager)1. 
Das Walzlager unterscheidet sich vom Gleitlager nicht nur durch die Verwendung von Walz­

k6rpern, sondern auch dadurch, daB es als "handelsiibliche Einheit" geliefert und eingebaut wird. 
Die Bedeutung del' Walzlagerindustrie geht daraus hervor, daB die Weltproduktion etwa 500000 
Lager taglich betragt! Die Herstellung in so groBen Serien war nur durch eine weitgehende, 
internationale Normung m6glich, die soweit durchgefiihrt ist, daB die Lager del' veI'schiedenen 
Firmen belie big austauschbar sind. FUr den Ingenieur ist deshalb weniger del' innere Aufbau 
von Bedeutung a.ls die Regeln fUr den zweckmaBigen Einbau, Verwendung und fUr die zulassige 
Belastung. 

51. Einbauvorschriften. 
51.1. Lagerarten und deren Eigenschaften. 

Urspriinglich hat man auch die Walzlager in Quer- und Langslager unterteilt (Abb. 51.1 und 
51.2). Diese Einteilung ist fur die Walzlager nicht eindeutig, weil die urspriinglich als Quer­

Abb.51.1. Querlager. Abb. 51.2. Langslager. Abb.51.3. 

lager verwendeten Kon­
struktionen auch groBe 
Langskrafte aufnehmell 
konnen und in manchep 
Fallen den eigentlichell 
Langslagern uberlegen 

sind. Jurgensmeyer 
hat deshalb Ring- und 

Scheibenlager zur 
Kel1l1zeichnung del' Kon­
struktion vorgeschlagen. 

Die Kugeln dUrfen 
nicht ohne Fuhrung laufen, da zwei aufeinander folgende Kugeln an del' Berumungsstelle ent­
gegengesetzte Geschwindigkeiten hatten (Abb. 51.3), was zum raschen VeI'schleiB fUmen mU13te. 
AuBerdem werden die Kugeln durch die Zentrifugalkraft an die Oberflache geschleudert, da 
sie auf del' entlastetell Seite des Ringes ebensoviel Spiel haben, wie auf del' belasteten die ela­

Scheibenlager. Ringlager. 

stische Zusammendruckung be­
tragt. Die Kafige (Fiihrungs­
ringe) sollen das verhindern, in­
dem sie die Kugeln an den Dreh­
polen fassen. Sie sind aus wei­
cherem Material (Messing, Eisen) 
hergestellt, so daB nur diese sich 
beim VerschleiB abnutzen. Bei 
einem Kugellager tritt demnach 
nicht allein rollende Reibung, 
sondern auch gleitende Reibung 
an den Kafigwanden auf. 

Das einreihige Radial­
kugellager (Abb.51.4) (ohne EinfullOffnung), genal1l1t Radiax- odeI' Hochschulterlager, 
wird dort zweckmal3ig verwendet, wo Verklemmungen infolge Durchbiegung del' Welle nicht 
zu befUrchten sind. Die Rillen del' beiden Laufringe sind verhaltnismaBig tief; die Schmiegung 
(V g 1. S. 284) zwischen Kugel und Rille ist 8em innig. 

Abb. 61.6. EluUull 
der FlIchkralt nul 

Liingslnger. 
(Aus Stellrecht.) Abb. 61.6. Abb.61.4. 

1 Jurgensmeyer, W.: Die Walzlager. Berlin: Julius Springer 1937. Das umfassendste Lehrbuch uber 
Walzlager, mit einen ausfiihrlichen Literaturnachweis (171 Quellen). 
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Die Kugeln werden bei der enentrischen Lage der Ringe eingelegt (Abb. 51.5). Bei Lagern 
mit einer besonderen Einfiillaffnung konnen etwas mehrKugeln eingebracht werden; sie wer­
den aber nicht mehr hergestellt, well das Radiaxlager bedeutend vielseitiger ist. Es ist geeig­
net fUr radiale und achsiale Beanspruchung und dem zweireihigen vorzuziehen, da bei diesen 
immer Unsicherheit iiber die Lastvertellung auf beide Kugelreihen besteht. ErfahrungsgemaB 
darf ein zweireihiges Lager nur 50 % hoher belastet werden als das gleich groBe einreihige. Die 
Radiaxlager sind bei hohen Drehzahlen zur Aufnahme von Langskraften zweckmaBiger als die 
eigentlichen Langs- = Scheibenlager (vgl. Abb.51.24/25). 

Abb.51.7. Abb. 51.S. Abb. 51.9. 
Pendellager. Zylinder-Rollenlager. 

Abb.51.10. 
Nadellager. 

Abb. 51.11. 
Kegelrollenlager. 

Bei Langslagern verschiebt sich der Mittelpunkt einer Kugel infolge der Fliehkraft nach 
auBen (Abb.51.6). Die Laufringe werden dadurch etwas auseinander gedruckt, wodurch die 
totale Belastung einer Kugel groBer ausfallt. AuBerdem tritt dann immer gleitende Reibung auf, 
die zu Warmeentwicklung und VerschleiB fuhrt. 

Das Pendelkugellager ist immer doppelreihig (Abb.51.7). Solange das Lager nur einer 
Querbelastung ausgesetzt is", ist die Lastverteilung auf beide Kugelreihen immer gleichmaBig. 
Infolge der hohlkugeligen Laufbahn des AuBenringes wird eine leichte Einstellbarkeit und volle 
Betriebsicherheit auch dort erreicht, wo Montageungenauigkeiten oder Winkelanderungen der 
Welle unvermeidbar sind. Die Montage solcher Lager mit zylindrischer Bohrung in einteiligen 
Gehausen erfordert besondere 
Vorsicht. 

Das Zylinderrollen-
lager (Abb. 51.8 u. 51.9) hat 
bei gleichen AuBenabmessun­
gen wie die einreihigen Radial­
kugellager hahere (etwa dop­
pelte) Tragfahigkeit; der Un­
terschied nimmt mit der GroBe 
der Lager erheblich zu. Es 
eignet sich fUr schweren, stoB­
weisen Betrieb und dort, wo 
wenig Platz zur Verfiigung Abb. 51.12. Abb. 51.13. Abb. 51.14. 
steht. Bei den schmalen Rei- Pendelrollenlager. 

hen ist die Dicke der Rolle gleich ihrer Lange; bei den breiten ist das Verhaltnis etwa 1 : 1,5. 
Die Fuhrung der Rollen erfolgt zwischen Borden des Innen- oder des AuBenringes. Die Lauf­
ringe ohne Bord besitzen eine schwach ballige Laufbahn und gestatten eine kleine axiale 
Bewegung innerhalb des Lagers. Es kann als Schulterlager in gewissen Grenzen Langskrafte 
(bei gleitender Reibung) aufnehmen. 

Das N adellager (Abb.51.1O) besitzt sehr lange, diinne, zylindrische Rollen, die ohne Kafig 
laufen. Es hat deshalb eine erhohte Reibung und eignet sich besonders fUr schwingende Be­
wegungen (z. B. Kolbenbolzen). Wegen der geringen Bauhohe wird es auch dort verwendet, 
wo normale Lager nicht untergebracht werden konnen. 

Das Kegelrollenlager (Abb.51.11) ist ein reinreihiges Radiallager, das in Quer- und 
Langsric~tung hoch belastbar ist. Es kann mit groberen Toleranzen eingebaut werden, ohne daB 
dadurch die Lagerluft beeinfluBt wird. Radiale und axiale spielfreie Lagerung ist durch Nach­
stellung moglich. Es wird immer paarweise verwendet. 

Beim Pend'elrollenlager (Abb. 51.12 bis 14) besitzt der AuBenring eine fur beide Rollen-

18* 
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reihen gemeinsame hohlkugelige Laufbahn. Die beiden Laufbahnen des Innenringes sind konkav 
gewolbt (entsprechend der Rollenform) und nicht durch Borde begrenzt. Die Fiihrung der 
Rollen geschieht an den Seitenflachen eines Leitringes (Abb. 15.12), der lose in dem AuBenring 
liegt. Es ist deshalb auch geeignet, kleine axiale Krafte aufzunehmen. Beim Fendellager 
konnen die Walzkorper durch Herausdrehen des Innenringes eingesetzt werden (Abb. 51.14). 

Das einseitig oder zweiseitig wirkende Langslager (Abb. 54.15 u. 54.16) wird mit 
flachen oder balligen Scheiben (mit oder ohne Einstellringen) geliefert und dient ausschlieBlich 

zur Aufnahme der Langs­
krafte, iibernimmt also 
keine radiale Fiihrung. 
Die ballige Ausfiihrung 
korrigiert Montageunge­
.nauigkeiten; eine Ein­
stellung wahrend des Be­
triebs (infolge Achsande­
rungen der Welle) ist un­
moglich. 

Abb. 51.15. Langslager, einseitig wirkend. Abb. 51.16. Langslager, beidseitig wirkend. Man unterscheidet bei 
allen Arten leichte, mittlere und schwere Reihen (vgl. Zahlentafel 52.1, 52.2 u. 52.3). 

Da der Walzlagerwerkstoff (Ohromstahl) sehr leicht oxydiert und die Lager dadurch Schaden 
erleiden, sind sie in den Pappschachteln, wo sie in mit saurefreiem Fett getranktes Papier ein­
gewickelt sind, und nicht offen aufzubewahren. 

Die Vorteile der Walzlager gegeniiber Gleitlager sind: 
1. Geringer Reibungsverlust, insbesondere beim An- und Auslauf ist auch bei mangelhafter War­

tung mit hoher Sicherheit vorhanden. 
2. Sehr geringer Schmiermittelverbrauch. 
3. Geringes Lagerspiel, also genaue Lage der drehenden Teile in einem Gehause, was z. B. bei 

elektrische Maschinen wegen dem kleinen Ankerspiel und bei Werkzeugmaschinen, wegen del' 
Genauigkeit der Bearbeitung sehr wertvoll ist. 

4. Die Maschinen lassen sich bei Verwendung von Walzlagern meistens etwas kiirzer bauen. 
5. Rascher Ersatz bei auftretenden Storungen. 

Als N achteile sind zu nennen: 
1. Hohere Anschaffungskosten. 
2. Bedingung einer genauen Herstellung von Gehause und Welle mit engen Toleranzen. 
3. Schwierigkeiten beim Ein- lind Ausbau der einteiligen Walzlager. Es ist deshalb oft vor­

teilhaft, daB die Lager beim Ausbau auf der Welle bleiben konnen. 
4. Walzlager sind im Betrieb nie gerauschlos. 

51.2. Passungen. 
Die AuBenmaBe der Walzlager liegen durch internationale (ISA-) Normen fest. Die Tole­

ranzen fiir AuBenring, Bohrung und Breite sind H6 resp. h6 (vgl. S.I4). Bei der Wahl des 
Sitzes zwischen Welle und Bohrung und zwischen AuBenring und Gehause ist besonders die Hohe 
der Lagerbelastung (abhangig von der Lebensdauer und Drehzahl) und die Lagerart (Rillen­
Pendel-, Rollenlager) zubeachten. Je kleiner die Belastung, um so geringer muB das 'ObermaB 
sein; Rollenlager verlangen einen festeren Sitz als Kugellager. 
. Die friiher gebrauchliche einfache Einbauregel fiir umlaufende Wellen: Innenring-Festsitz, 
AuBenring-Schiebesitz ist durch die genaueren Angaben in · Zahlentafe151.1 zu ersetzen 1. 

Zahlentafel51.1. Sitze fiir umlaufende n 
Innenring (vgl. S.292). 

Tragfahigkeit 

Nicht voll ausgeniitzt 
Normal 
Voll " 
(mittelschwere und 

schwere Reihe) 
Sehr groBe StoBbelast. 
Spannhiilsenlager 

Welle I Gehanse 

j·6 
k·5 

m' 5 
n·5 
h·9 

J·7 
H· 7 

H· 7 
H· 7 
H· 8 

Friiher war das Warmaufziehen des Innenringes 
ge brauchlich; das Lager wurde in warmes 01 gelegt 
und dann auf die Welle geschoben. Eine solche 
Verbindung ist aber schwer wieder zu losen. Des­
halb werden die Innenringe mit Muttern oder Rohr­
stiicken seitlich gegen einen Wellenbund gespannt, 
wobei die Muttern gegen Lockerung zu sichern 
sind. Die axiale Befestigung durch Muttern er­
fordert das Schneiden von Gewinde auf die Welle. 
Bei Massenherstellung (z. B. Elektromotoren) wer-

1 Die von Fall zu Fall.empfohlenen Sitze sind in den VSM.-Normen 15715 Blatt 7 u. 8 zusammengestellt. 
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den die Wellen auf einfachen Drehbanken hergestellt, die 
meist keine Vorrichtung zum Gewindeschneiden haben.In 
solchen Fallen ist die in Abb. 51.17 dargestellte Befestigung 
zu empfehlen. Ein aufgeschnittener, au.Ben mit Gewinde 
versehener Ring, dessen Bohrung etwa l/z mm kleiner als 
der Wellendurchmesser ist, kann leicht iiber die Welle ge­
schoben werden und pa.Bt genau in eine Eindrehung. Dar­
iiber ,wird die Verschlu.Bmutter geschraubt . 

. 51.3. Einbauregeln. 
1. Jede Formanderungund jedes Klemmen und Zwangen 

ist beim Einbau und auch wahrend des Betriebes zu ver­
meiden. Die Wellen und Bohrungen der Lagerk6rper miissen 
demnach genau zentrisch sein. Zentrierung durch Gewinde 
ist falsch, da zu ungenau (Abb.51.18). Die Steifigkeit der 
Laufringe ist eine Grundbedingung fiir den genauen Lauf 
der Kugeln; eine Formanderung der Ringe fiihrt zum 
Klemmen und damit zur Zerst6rung der Kugeln. Deshalb 
miissen die Ringe genau in das Gehause passen; es ist auch 
unrichtig, Walzlager in ein zweiteiliges Gehause mit klaffen­
der Fuge einzubauen (Abb. 51.19); der Lagerdeckel muB 
fest aufliegen. 
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2. Von mehreren auf der Welle sitzenden Querlagern Abb.51.17. Befestigung des Querlagers ohne 
darf nur eines imGehause in der Langsrichtung festgelegt Verscmaubung. 

werden; aile iibrigen Lager miissen seitliches Spiel erhalten (Abb.51.20). 
3. Um eine geniigend groBe Lebensdauer der Wellen zu erhalten (vgL Abschn. 31.2), sind 

auch die Hohlkehlenhalbmesser und Schulterh6hen in den Normen international festgelegt. 
4. Fiir nicht kalibrierte Wellen riistet man die Laufringe mit Spannhiilsen aus (Abb. 51.21); 

die Muttern sind so anzubringen, daB sie 
entgegen der Wellendrehrichtung ange­
zogen werden. 

Abb. 51.18. Zentrierung durch Gewinde ist falsch. 
(Aus Behr-Gohlke.) 

__ l 
"ti' 

f'a/sch richfig 

Abb. 51.19. Zweiteiliges Gehause mit klaffender Fuge ist falsch. 

Abb. 51.20. Nur ein Festlager; aIle iibrigen mit seitlichem Spiel. Abb.51.21. Beiestigung durch Spannhiilse. 

Abb. 51.22 u. 23 zeigen Einbaufehler bei Langslagern, die wegen der einseitigen Belastung 
der Kugeln rasch zerst6rt werden. Abb. 24 u. 25 zeigen ein Radiallager als Langslager bei hoher 
DrehzahL Beim Einbau eines Langs- und Querlagers ist darauf zu achten, daB die freie Ein­
stellung nur au~ einer Kugelflache oder aufkonzentrischen Kugelflachen m6g1ich ist (Abb. 51.26, 
28 u. 30). 
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Abb.51.22. 

Abb.51.23. 
Abb. 51.22/23. SchiefeAuflage des 
stiIIstehenden Ringes oder exzen­
trisehe Lage beider Ringe fiihren 

zu Verklemmungen. 
(Aus Behr-GohlkeJ 

Abb.51.27. Querlager fiir 
vertikale Wellen. 

(Aus Behr-Gohlke.) 

WaIzlager (Kugel- und RoUenlager). 

Abb.51.2J. Beaehte die Aufnahme der Langskraft durch ein Radiaxlager. 

Abb. 51.25. Zentrifugalpumpe. Aufnahme der Langskraft dureh Radiaxlager. 

Abb.51.26. Unteres Langs- und Queriager fiir vertikale Abb.51.28. Oberes Langs- und 
Wellen. Queriager fiir vertikale Wellen. 

NB. Das Queriager mit Einstellring wird heute durch ein Pendellager ersetzt. 



52. Beanspruehung und Formanderung. 

Um das Eindringen von Staub zu verhindern, sind die Lager gut ab­
zudichten. FUr Fettschmierung sind in 01 getrankte Filzringe geeignet 

Abb.51.29. Schnecken-Endlager. 

(Abb.51.31); sie erzeugen in 
neuem Zustand eine sehr stark 
erh6hte Reibung. 
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Abb.51.31. Abb.51.30. Lagerfiir Quer- und wechsel­
sel ti ge Langs belastung (nach Bebr-Gohlke). Staubabdichtungen. 

52. Beanspruchung und Formanderung. 
52.1. Die allgemeinen Gleichungen von H. Hertz. 

Schrifttum. 
Her t z, H.: Uber die Beriihrung fester elastiseher Korper und uber die Harte. Leipzig: Gesammelte 

Werke Bd. I 1895. 
Foppl, A. u. L.: Drang und Zwang Bd. II § 87 (Verlag Oldenburg) geben eine fUr Ingenieure verstand­

Hehe Ableitung fUr den einfaehsten Fall, daB eine Kugel auf eine Platte gedruekt wird. 
Palmgren, A., Untersuchungen uber die statische Tragfahigkeit von Kugellagern Goteborg 1930. 

Die Grundlage fUr die Berechnung der Walzk6rper bildet die Hertzsche Theorie. Neben 
den allgemein gebrauchlichen Voraussetzungen von homogenen, isotropen, vollkommen 
elastischen K6rpern, die dem Hookeschen Gesetz folgen, setzt die Theorie voraus, daB die K6r­
per sich in einem sehr kleinen Teil ihrer Oberflache beriihren, d. h. die Druckflache ist eben und 
sei auBerdem vollkommen glatt, so daB nur normal gerichtete Krafte in den Druckflachen auf­
treten und keine Schubspannungen. 

Man weiB heute, daB diese Voraussetzungen bei den Walzlagern nicht genau erfiillt sind. Bei 
den in der Praxis iiblichen (und aus wirtschaftlichen Griinden notwendigen) Belastungen wird 
die Elastizitatsgrenze iiberschritten. Man erkennt dies auch an der Tatsache, daB Walzlager eine 
beschrankte Lebensdauer haben, die von der Belastung abhangt. Die Druckflache ist auch 
nicht eben und nicht glatt; neben den Normalspannungen treten in der Druckflache auch Schub­
spannungen auf!. Der Werkstoff ist nicht homogen, da die Randschichten andere Festig­
keitseigenschaften haben als die innen liegenden Teile. Dennoch bilden die Hertz schen Gleichungen 
ein unentbehrliches und wertvolles Hilfsmittel zur Beurteilung der Tragfahigkeit der Lager, unter 
Vorbehalt spaterer Erganzungen durch die Erfahrung. 

Die X- und Y-Achsen (Abb. 52.1) liegen in der gemeinsamen Tangentialebene in der Beriih­
rungsstelIe; die Z-Achse steht senkrecht daru. Die Y-Achse falit in die Rollrichtung des Walz­
k6rpers, so daB die kleine Hauptachse der Druckellipse in der Y-Richtung fallt. Die Halbachsen 
a und b der Druckellipse sind, wenn Walzk6rper und 
Laufbahn aus'dem gleichen Werkstoffhergestellt sind: 

a = 1,4 fl 11 E~e und b = ],4; y V J;;e' (52.1) 

Sind Walzk6rper und Laufbahn aus verschiedenen Werk­
stoffen hergestelIt, dann ist 

1 1 (11) E ="2 El + E2 . (52.2) 

FUr Kugeliagerstahl (Ohromstahl) ist E = 18700 kg/mm2. 
In diesen Gleichungen ist Abb.52.1. 

1,4 = V3(m~~1) fUr m = 10/3 und .2e = ell + e12 + e21 + e22 gleich der Summe der vier 

Hauptkriimmungen an der Beriihrungsstelie. Kriimmung --:- l/Kriimmungsradius. (52.3) 

1 Die SchubsI\annungen hat Dr. Raynfeld durch photoBlastische Untersuchungen bei der Beruhrung zweier 
Walzen experimentell naehgewiesen. Diss. T. H. ZUrueh, 1933. 
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Index 1 an erster Stelle bezieht sich auf den Walzk6rper, und gilt 
an zweiter Stelle fUr Kriimmungen in der Ebene des Rollkreises. 

Index 2 an erster Stelle bezieht sichauf die Laufbahn und gilt 
. an zweit~r Stelle fUr Kriimmungen in del' Ebene senkrecht zum Rollkreis. 

Eine Kriimmung, deren lVlittelpunkt nach dem Innern des K6rpers zu gelegen ist, wird 
positiv gerechnet (z. B. Vollkugel); die iibrigen (z. B. Hohlkugel) sind negativ. FUr ein Quer­
kugellager z. B. ist 

r = lIen = 1/e12 = Kugelradius, 
ra = - 1/e21 = Laufradius des AuBenringes, 
ri = 1/'121 "" Innenringes, 
rra = -l/e22 = Rillenhalbmesser des AuBenringes, 
rri = -1/e22 = " Innenringes. 

fl und y sind Zahlenfaktoren, die von den Hilfswinkeln 7: und s abhangen. 

worin: 

3 i K(s)-E(s) 

fl =11 7l ·sin2 e·(1-cos.) ( 4 
und 

cos 8 =.0 b/a = v/tt = e 

(52.4) 

(52.5) 

K (8) ist das mit dem ::Modul sin e gebildete vollstandige elliptische Integral erster Ord­
nungl . E (8) ist das mit dem gleichen ::Modul gebildete vollstandige elliptische Integral zweiter 
Ordnungl . 

cos 7: =-~ .~ ((111- (112)2 + 2 ((111- (112) ((121- (22) COS 2m + (e21- (22)2 

Ee 
} (52.6) 

I ~o 
I 1,9 

E (8) . (1 + C082 s) - 2 K (8) cos2 S 

E sin2 s 

co ist der Winkel, den die mit den Indizes II und 21 gekennzeichneten 
Normalebenen miteinander hilden. Die Beziehungen zwischen fl' y und 't' 
k6nnen aus Zahlentafel 52.1 ent-nommen werden. 

i I 1,8 

I 
t----i----H,------I1, 7 

FUr co = 0 ist 

1 
l-t-----+----__+___ 

!I 

Abb. 52.2. Elliptische 
Druckflache. 

cos't' - en - e12 + en - e22 

Ee 
(52.7) 1-----+----/-1+

1
-------1

0
6' 

V 1,.,-f 
!-NJ 

,----,~----,------;-i -'---"-----'-f----r------I-/----A---l--
1 

---11,1/-

i-----r-----;---i--t-------t-+-+----/---+----/-7'f-. ------+------+--1 --11,3 

r---t---+---~,----~--~~+--~~~--~--~--+---~--~1,2 

--~.;-
r---t--__ -t~---j~~--~--t---+---~--~--~---+--~1--~1,1 
L_---+-~ 

~!J;;___ntn__niT__;;~~~;!,r----;±;-------;~"h--~i -,,-! 1,0 
o,i!O ql/6 q!i0 qoo 0,6'0 o,6'fi q70 0, 70 0,80 0,8fi 0,90 q9fi 1,01f 

COS 7:-

Abb. 52.S. /l'V in Abhangigkeit von T. 

Zahlentafel 52.1. tt und v in Abhangigkeit von •. 

~ 0,400 I 0,500 0,600 1 0,700 I 0,750 1 0,800 1 0,850 1 0,900 1 0,925 1 0,950 1 0,975 

_tt_~II,48 1 1,66 /1,91 12,07 12,29512,57 13,06 1 3,50 1 4,14 1 5,22 

___ . __ v 0,769 1 0,7181 0,6641 0,6081 0,5771 0,5451 0,5091 0,462 1 0,432 1 0,395 1 0,352 

1 Aus~uhrliche Zahlentafeln der Elliptischen Funktionen in Jahnke u. Emde: Funktionstafeln. Leipzig 
und Berlin: Teubner, 1933. Auszugsweise im Taschenbuch Hutte, Bd. I, S.50. 
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Nach den Erweiterungen der Hertzschen Gleichungen durch WeibulF und Sundberg 2 

sind die Spannungen innerhalb der Druckflache, langs der b-Achse, wenn e < list und I' = ylb 
(vg1. Abb. 52.2): 

x 2nab m 1-e2 Y1-e2 e+ ~ m 
a= __ 3Po [m-2._e_(1_ ey arctg y~ -ei1-y2)+!Yl 1'2]1 

ayc= 3 Po [m- 2. _e_2 (1-~ arc tg y Y 1-e2 _ e v'1-y2) - -V 1-1'2] I (52.8) 
- 2 nab m 1 - e V 1 e2 e + V 1 y2 

3Po ~ 
az = - 2nab V 1-1'2 

a x . 
und langs der a-Achse, wenn e = b > 1 und I' = a 1St: 

a - - 3Po [m-2. _e_(el/l-~+~l eY+(e2=l --I)+!l/T- 2] 1 
x- 2nab m e2-1 V I' Ve2 1 nY(e2 __ 1)(1_y2)+y mV I' 

a -- 3Po [m-2._e_(e 1/ l_ 2+~ln ey+Y62=1 1)_1ry-::2] I 
y- 2nab m e2 -1\ V I' Ve2-1 V(e2-1)(1- y2)+y v~-y-

3Po /-1--2 
az = -2nab 1 -I" 

(52.9) 

Der Zahlenwert fh • Y, der bei der Spannungsberechnung vorkommt, kann aus Abb.52.3 ab­
gelesen werden_ 

Die ZUsammendriickung is!;: 

(52.10) 

In der Mitte der Druckflache ist I' = 0, 

a - _ 3 Po _ a _ 2 + ~ und 2e + m 
z- 2nab-Po, x-m(l+e)Po aY =m(1+e)PO- (52.II) 

Am Rande der Druckflache (I' = 1) ist in Richtung der b-Achse (e< 1) 

m - 2 e ( e V 1 - e2) 
ax = -m . 1 _ e2 I - Y 1 _ e2 arc tg --e- Po = - ay (52.12) 

und in Richtung der a-Achse (e> I). 

ax = m - 2 . ~_ (_e In e + Ve2 T -1) = _ ay _ 
m e - 1 2 Ve2 - 1 e -lfe2 - 1 

(52.13) 

52.2. Anwendung auf Kugeln. 
Fiir die Zusammendriickung von zwei Kugeln mit den Radien r1 und r 2 (Abb. 52.4) ist die 

Druckflache kreisf6rmig, also a = b also cos e = 1 und e = 0. 

r1 = lieu = l/e22 , r2 = I/e21 = I/e22 , 2:e = 2 (~ +~) = ~. 
r1 12 r 

~ __ :t.. + ~_..!. 
cOS'i = r1 r1 r 2 1'2 = ° 

£g 
und nach Zahlentafel 52.1: f1, = l' = 1. Der Radius der Druckflache folgt 

aus G1. (1) zu: (52.14)3 
3- 3~ 

- b - ~1/P01' - 111-~/POr . a - - ;3_ ! E -, I E 
Y2 

Aus G1. (8) resp. (9) folgt, daB die Druckspannung az am Rande der Druck­
flache (I' = 1) gleich Null ist und nach der Mitte zu, wie die Ordinaten einer 
iiber die Druckflache konstruierten Halbkugel zunimmt. Fiir die Mitte der 
Druckflache (I' = 0) ist: 

3 Po ;) iPoE2 
Po = - 2~ = - 0,388 1/-2-' na r (52.15)3 

1 Weibull, W.: Tekn. T. Mek. 1919. Heft 2, S.30. 
2 Palmgren, A. u. K. Sundberg: Tekn. T. Mek. 1919. Heft 4, S.57. 

Abb.52.4. 

3 Diese Gle\chungen wurden zuerst dureh A. Foppl den Ingenieuren zuganglieh gemaeht in Bd. 3 seiner 
"Vorlesungen tiber teehn. Mech." 
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Die dort gleichzeitig auftretenden Spannungen ax und ay werden nach GL (11) mit m = lOj3: 

2+m 
ax=ay =-,,-Po=0,8po' _m, (52.16) 

Die Abplattung wird nach Gl. (10) mit m = 10/3: 

0= 3· 91 _ PoK(s) 
n;' lOOE I,ll 'jrp;rlE 

Nach Taschenbuch "Hiitte" Bd. I (26. Auf!.), S. 50 ist fiir 8 = 0, K (8) = nj2, also 
3 ,]>2 

o = 1,23 V E20
r . (52.17) 

Am Rande der Druckflache folgt aus Gl. (12) mit e = 1 durch Reihenentwicklung 1 : 

m-2 
ax = -ay =~Po = 0,133 Po' (52.18) 

Wohl bei keinem Maschinenteil kommt die Bedeutung der Bruchhypothese fiir die Berech­
nung der Tragfahigkeit so deutlich zum Ausdruck, wie beim Walzlager. Wie hoch darf z. B. eine 
Kugel von 20 mm Durchmesser aus Chromstahl (Kz = 200 kgjmm2) beim Druck gegen einer 
Platte aus dem gleichen Werkstoff belastet werden? 

Wenn die groBte Normalspannung ausschlaggebend fiir die Bruchgefahr ware, so miiBte 
3 jPE2 

Po = 0,388 1 T2 kleiner als PzuI sein. Mit E = 18700 kgjmm2 (Chromstahl) und r -:- 10 mm: 

Po = 59 vP kgjmm2 < PzuI • 

Bei P = 64 kg Belastung Mtte Po = 236 kgjmm2 die Bruchfestigkeit des Werkstoffes schon 
iiberschritten. Jedermann kann sich dtlrch einen einfachen Versuch leicht davon iiberzeugen" 
daB bei dieser Belastung nicht von einer Bruchgefahr gesprochen werden kann. Erfahrungs­
gemaB tragt die Kugel von 20 mm Durchmesser leicht 1000 kg, ohne daB eine Zerstorung 
eintritt. 

Das kommt daher, daB der Spannungszustand raumlich ist. In der Mitte der Druckflache 
ist a2 = a3 = 0,8 Po und am Rande a2 = -- a3 = 0,133 Po· 

Abb.52.5. 

Wenn wir von der Bruchhypothese von Mohr ausgehen, ist die maxi­
male Schubspannung ausschlaggebend fiir die Bruchgefahr, also 

d Mitt Po - 0,8 Po ° 1 
ill er e 'imax = 2 =, Po 

0,133 -(-0,J33) 
und am Rande <max = 2 Po = 0,133 Po' 

Die SchluBfolgerung, daB die Bruchgefahr am Rande groBer ist, wurde 
schon durch die Versuche von Stribeck (urn 1900) bestatigt. Er beob­
achtete, daB der erste Sprung am Rande der Druckflache auf tritt, was 
nachgewiesen werden kann, wenn die Kugeln mit verdiinnter Saure geatzt 
werden. Die Sprunglast betrug bei seiner Versuchsanordnung (Abb. 52.5) 
P s = 5,5 bis 7,0 d~ml kg. Da l/r = 2jd + 2jd = 4-jd ist, wird 

'imax = 0,133 . 0,388 11187002.42 11 Pjd2 

also 'imax = 130 bis 150 kgjmm2. Dieser Wert liegt bedeutend hoher 
als beim einachsigen Zugversuch ('imax = t Kz = 100 kgjmm2). 

Befindet sich ein Wii.lzlager in Betrieb, so zeigt sich als erste Zerstorung 
ein Abblattern der obersten Schicht der Laufbahn, die sog. Schalung. Diese 
Erscheinung ist aus den bisherigen Betrachtungen iiber die Bruchursache 
nicht zu erklaren. Man muB dazu noch die Spannungen im Innern des 
Korpers (unterhalb der Druckflache) berechnen. 

x3 x' X7 
1 arctgx=x- 3 +5 - 7 + , 
max e e2 l (l-e2 ) 'I, 

Po (m-2~ = l-e2 - (l_e2 )'/2 e 
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52.3. FUr den unendlich groBen Umdrehungskorper mit. 
Einzellast P im Koordinatenanfangspunkt 

(Abb. 52.6) hat Boussinesq die elastischen Verschiebungen ~ und (! :.,: 

(Abschn.14;.2) in relativ groBer Entfernung von der Kraftangriffstelle be-
rechnet. Mit u = -yr2 + x2 ist: 

_~[2(m-l) X2] und _~(~~_m-2. r ') 
. ~ - 4nG mu + u3 e - 4nG u3 m u2 + u X • 

Mit Hilfe der 01. (14;.17) findet man daraus nach einigen U mformungen 
die Spannungen (A. u. L. Foppel: Drang und Zwang Bd. II S.230): 

3P x3 3P 
ax = - 2 en • u5 = - 2nu2 COSS cp 

Abb.52.6. 

ar=2:(m m 2. U(U~x) _3::2)=2:U2' [m(7;c!s<P) 3coscpsin2cp] I P m-2 r x 1] P m-2 [ 1] 
at = 2n . ----:;:;;;-l u3 ~t (u + x) = 2 nu2 • -m cos cp -I + cos <P 

3 P x3 r 3 P 2 • 
und T = 2 n . ---us = 2 nu2 cos cp sm cp . 
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(52.19) 

An der horizontalen Oberflache des Korpers (fill x = 0) verschwindet sowohlax als T iiberall, 
mit Ausnahme der Kraftangriffstelle. Die Spannungsgleichungen geniigen also den Rand-

x 

bedingungen; ebenso kalID man leicht nachweisen, daB J axdF =- P ist. Dainit ist bewiesen, 
o 

daB die Formeln von Boussinesq fill die Verschiebungen eine strenge Losung der Aufgabe 
dr rr-;;]r; 

PI III 

A 

2a 

Ja 

!fa O,075p 

Abb.52.7. 

y 
Abb.52.S. 

I 
i 
! 
I 
rt~IJJPo 

Abb.52.10. 

bilden. Die Spannungen nehmen in 
der Richtungcpmitdem Quadrateder 
Entfernungen u vom Urspnmg abo 

" A 1\ 

~ -Po ~ t,f?i 0,8 0,6'1<1{1 ~ 
"'{. ~a ~ 

f\r--!po~~ - \:;: y 

''f~ 1\ ,b 
I 1---
traf'~ -\ 

OZ T 1,0 

\\ 
\ z 

\\ 1,0 ~ 

--1 ~o 

- 05 

~ 00 
Abb.52.9. 

Mit Hilfe der Gleichungen fill eine Einzellast, findet man durch Superposition auch die 
Spannungen fill irgendeine Stelle des Korpers durch Summierung der einzelnen Wirkungen. 
Fiir eine gleichmaBig verteilte Belastung z. B. wirkt auf ein Flachenelement rdcpdr der Druck­
flache, die Belastung prdcpdr, die man als Einzelkraft auffassen kann und im Punkte A die 

Teilspannung 3 P; d<p dr • x3
, I hervorruft. Durch Integration iiber die gauze Druckflache 

. n (x2+r2) 2 

erhalt man die Spannung ax im Punkte A (Abb.52.7). 
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In ahnlicher Weise kann die Beanspruchung bei der kugelformigen Belastung (Abb. 52.8) der 
Druckflache, durch Zerlegung inunendlich dtinnen Streifen, berechnet werden. 

Das Ergebnis der Berechnung ist in Abb. 52.9 U. 101 dargestellt. Man erkennt daraus, 
daB fiir z = 0,47 a, az = 0,8 Po und ax = ay = 0,18 Po, also .max = 0,31 Po ist, gegentiber 
.max = 0,133 Po am Rande der Druckflache. Der Verlauf der maximalen Schubspannungen 
unterhalb der Druckflache erklart, wie die Abblatterung der Gleitflache von der Stelle .max 

nach der Oberflache entstehen kann. 
Die Versuche tiber die statische Beanspruchung von KugeIn durch A. Foppl, Palmgren 

und L. Foppl fiihrten zum bemerkenswerten Ergebnis, daB die ersten Anzeichen bleibender 
Formanderung bei verschiedenenKugeldurchmessernd nicht allein von den Spannungenabhangen, 
die sich nach den Hertzschen FormeIn berechnen lassen (Po resp .• IDCX) , sondern auch vom 
Durchmesser d der Kugel. Als GesetzmaBigkeit fanden sie mit groBer Genauigkeit, daB der 

Ubergang vom elastischen in den plastischen Zustand eintrat, wenn das Produkt Po yd einen kon­
stanten Grenzwert tiberschreitet. Je kleiner die Kugel, um so groBer darf also Po sein; die Be­
lastungsfahigkeit steigt mit abnehmendem Durchmesser. Frtiher wurden diese Abweichungen 
zwischen Theorie und Erfahrung durch die Annahme zu erklaren versucht, daB die Festigkeits­
eigenschaften in den diinnen Oberflachenschichten andere sind als im Innern des Korpers. Heute 
weill man, daB das Spannungsfeld bei der Beurteilung der Bruchgefahr eine bedeutende Rolle 
spielt und daB der Gleitweg von der gefahrdeten Stelle bis zur freien Oberflache dabei eine Rolle 
spielt. Wenn man die Lange des Gleitweges proportional mit dem Radius a der Druckflache setzt, 

so ist der Gleitweg tatsachlich proportional mit Yd. Man konnte also in diesen Versuchen eine 
Bestatigung dieser Bruchhypothese sehen. 

Aus der Tatsache, daB die Bruchgefahr bei allen Bruchhypothesen von Po abhangt, konnen 
zwei wichtige SchluBfolgerungen fiir die Tragfahigkeit der Walzlager gezogen werden. Die mitt­
lere Pressung in der Druckflache muB jedenfalls kleiner als die Brinellsche Hartezahl H sein 
(vgl. S. 86), da sonst unzulassig groBe bleibende Formanderungen auftreten wiirden. Setzt man 

in der Beziehung Pm = 11:~~ < H die Werte von a und b aus Gl. (1) ein, so w:ird 

= ~V3rp;rE~ < H. 
Pm 211: (I1V)3 (52.20) 

Daraus folgt: 
1. daB unter sonst gleichen Verhaltnissen die zulassige Belastung zweier Korper proportional 
mit H3 ist. Ein Kugellager aus Chromstahl (H = 700 kg/mm2 kann gegentiber einem Lager aus 
St 50 (H = 130 kg/mm2) (700/130)3 = 155mal so stark belastet werden. 

Nach einer kleinen Umformung lautet Gl. (20): 

y E2 13 P 3'(d£ )2 
pm = 211: 1 d~fJ V (11' ;)3 < H , (5221) 

woraus folgt: 
2. Die zulassige Belastung ist um so groBer, je groBer 

der dimensionslose Faktor (jJ = (;;]:/2 , der ein MaB ftir 

die Anschmiegung der beiden Korper ist, und zwar 

ist Pol d2 prop. mit (jJ2. Fiir eine Kugel ist fl = v = 1 und (jJ = d 1 e . 

1 2 3 4 
Abb. 52.11. Verschiedene Anschmiegungen. 

Abb. 52.11 Pos. 1. 

2. 

3. 

4. 

_2[222_8 _1 
E e - d T d + d + d - d (jJl - 8 

22114 . 1 
E e = d + d + ro + CD = d und $2 = 4 

22112 
Ee=d+d-d-d=d (jJ3 = 1/2 

d - 1 04 d'" - 2 -L ~ __ 1 ___ 1_ - 0,15 d rF.. - 6 65 
1 -, , "" e - d [d 0,52 d 0,52 d - d un '¥ 4 -, . 

1m vierten Belastungsfall darf die Belastung P old2, 53,22 = 2800mal so groB sein als im ersten! 

1 Prof. N. M. Belaj ef (Petersburg) hat schon im Jahre 1917 nachgewiesen, daB die Bruchgefahr nicht am 
Rande der Druckflache am groBten ist. Vgl. S. Timoshenko: Theory of Elasticity. London u. New York: 
Mc Graw Hill Book Co 1934, S. 344. - Siehe auch Foppl, L.: Der Spannungszustand und die Anstrengung 
der Weikstoffe bei der Beriihrung zweier Korper. Forschung 7 (1936), S.209. 
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02.4. Anwendung auf Kugellager. 
FUr nicht kugel£ormige Korper ist noch der EinfluB von f-t. v = F (t) nach Zahlentafel52.1 

zu beriicksichtigen. Der Hilfswinkel 7: gibt ein direktes VergleichsmaB fUr die Beanspruchung 
der einzelnen Teile eines WaIzlagers. Je kleiner cos 7: ist, um so kleiner wird f-tv und urn so groBer 
die Beanspruchung. 

FUr den AuBenring eines Radiaxlagers (Abb. 52.12) ist 
1 -1 

und fUr den Innenring 
1 1 

cos.. = Q2l - Q22 = ri rri 
t EQ 4 1 1 

d+r;- rri 

1st z. B. da = 6, di = 4 und d = 1 cm, so ist Abb. 52.12. Beanspruchungen in einem Ringlager. 

1 1 
- 3 + 0,52 1,590 

cos 7:a = I' 1 = 1,744 = 0,91 und f-t . v = 1,45 
4----

3 0,52 

und 
1 1 

2-0,52 1423 
cos 7:i = 1 1 = 2:577 = 0,555 und f-t • V = 1,08 .• 

4+ 2 - 0,52 

Bei einem Radiax lager ist demnach der Innenring der schwachste Teil. Beim Pendel­
lager dagegen ist der kugel£ormige AuBenring am meisten gefahrdet, da cos 7:a = 0, also 
v f-t = 1 ist. 

Bei einem richtig eingebauten Scheiben-(langs-)lager tragen aIle Kugeln gleichviel. Bei 
ruhender, stoBfreier Belastung (z. B. beim Kranhaken) geht man bis 

Po = P/z = 250 (/;2 • (52.22) 

Zahlenbeispiel 51.1. FUr ein Scheibenlager ist: Qll = Q12 = 2/d, 

1 1 
Q22 = - 1,04 r = - 0,52 d ; 

2 2 1 2,077 
~ (] = d + d + 0 - 0,52 d = -d- . 

1 

Nach Gl. 7 ist: cos 7: = Qll - Q12 + Qn - Q22 = 0,52 d = 0 926 
E Q 2,077" 

-d-

1 
Q21 =- =0, 

00 

Aus Zahlentafel52.1 folgt f-t = 3,51, v = 0,431 und f-t • v = 1,51. Das Verhiiltnis der Achsen 

der Druckellipse ist + = ; = ~~11 = 0,123 = e. In der Mitte der Druckflache (y = y/b 

= 0) ist nach Gl. 8: (az)o = Po = - 23 Pob , und nach G1. (1): 
na 

a = 1,4 f-t 11 Po , b = 1,4 l' 11 Po und ab = 2f-tv 13/(~)2 . 
EEQ EEQ V EEQ 

3Y(EEC)23 3 __ 

Po = - 4 nx 1,51 vP;; = 3900 V P ofd2 • 

Mit Po = 250 d2 wird Po = 24 500 kg/cm2• 

Aus Gl. (11) folgen die Spannungen (mit m = 10/3): 

2 e + m 2 + 0,123 . 10/3 
ax --;- m (1 + e) Po = 10/3 . 1,123 = 0,644 Po, 

2 e + m 0,246 + 10/3 
a y = m (1 + e) Po = 10/3. 1,123 = 0,956 Pi> 

und damit die max. Schubspannung in der Mitte der Druckflache: 

1-0,644 
7:max = 2 Po = 0,178 Po = 4350 at . 
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Die Bruchgefahr ist am groBten in Richtung der groBen Halbachse der Druckellipse. 
Am Rande der DruckfHi.che (y = I) ist am Ende der kleinen Achse, nach Gl. (12): 

0,123 ( 0,123 0,9924') 
ax' = 0,4 0,98487 I - 0,9924 arc tg 0,123 Po = 0,41 Po = - ay , 

so daB dort "max = 0,205 Po = rd. 5000 kg!cm2 ist. 

kA.m Ende der groBen Halbachse ist nach Gl. (13): e = + = 8,13. 

8,13 f 8,13 In 8,13 + 8,0685 1} ° 189 
ax = 0,4· 65.097 \ 2.8,0685 8,13-8,0685 - =, Po = - ay , 

also die Bruchgefahr viel kleiner. 
In einem Querlager dagegen sind die einzeInen KugeIn verschieden stark beansprucht. Nennt 

man Po, PI> P2, ••• , P n die einzelnen Belastungen (Abb.52.I3), so ist die totaleBelastung gleich 
der Summe der vertikalen Komponenten: 

P = P g + 2P1 cos iX + 2 P 2 cos 2iX + ... + 2PncosniX, oder 
P P P 2 P n 

- = I + 2 plCOSiX + 2 P cos 2iX + .. ·2-p cos niX. (52.23) 
Po 0 0 0 

o Wenn z = Anzahl Kugeln im Lagerist, wareiX= 360/z, 
I I so daB in einem Quadranten n :::;: z/4 Kugeln sind. 

Durch die Belastungen Po bis Pit verformen sich 
die Kugeln. 00 ist die der Belastung Po entsprechende 
Annaherung der beiden Laufringe in radialer Rich­
tung. 01' O2 , .•. , On die zu PI> P 2,· .. , P n gehorigen 
Annaherungen. Wenn die Kugeln gleich graB sind und 
zwischen Kugeln und Ringen vor der Belastung kein 
Spiel vorhanden war, und wenn die Ringeresp. Gehause 
starr sind, also unter der Einwirkung der Krafte keine' 

Abb.52.13. Formanderung erleiden, dann ist 

01 = 00 cos iX, O2 = 00 cos 2iX, usw. 

P6 Pi Pg P~ 
Da, nach Gleichung (16): (53 = (53 = F = ... = b3 = konst. ist, wird 

012 n 

oder 

oder 2 P2 cos 2 iX = 2 Po cos~ 2 iX 

PIt = Po cos -~ niX, oder 2 PI! cos niX = 2 Po cas-~ niX . 
555 

und P = Po (1 + 2 cos"lr iX + 2 cos"lr 2 iX + ... + 2 cos]" niX) . (52.24) 

Fiir z = 10 15 20 Kugeln 

ist 

P z z 
-P = 2,28 = 4 38 3,44 = - 4,55 

o , 4~6 
und nach Gl. (24) 

also Po = P max/Kugel = 4,38 P . 
z 

Die Voraussetzungen, daB die KugeIn gleich graB sind und die Ringe sich nicht verbiegen, sind 
tatsachlich nicht erfilllt, so daB die groBte Belastung einer Kugel etwas groBer wird. Stribeck 
setzt: 

5 
Po = - P oder P = 0,2zPo . z (52.25) 

Da nun die groBte Kraft bekannt ist, die auf eine Kugel wirkt, konnte die mittlere Flachen­
pressung der Druckflache aus den Gleichungen (8) und (9) berechnet werden, als VergleichsmaB 
fur die Beanspruchung, wenn die Kruminungsradien bekannt sind. 
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52.5. LiiIlgskrafte bei einem Ringlager. 
Ringlager konnen auch Langskrafte A aufnehmen, dlirch welche die Ringe gegenseitig ver­

schoben werden (Abb.52.14), soweit es der Spielraum zwischen Kugeln und Rillen (Radial­
luft = Ralu genannt) zuIaBt. Die achsiale Kraft A verteilt sich gleichmaBig auf die z-Kugeln; 
die Kraft PI =Alz kann in zwei Komponenten zerlegt werden: Normal zur Beriihrungsflache 
der Druck PI' zwischen Kugel und Ring, und Radial die Kraft 
P r, welche den Ring spannt. Aus dem Kraftedreieck folgt: 

oder 

cos IX = PI/P" = a/(R-r) 
R-T 

P" = PI-~' a 
(52.26) 

Die Kraft P"ist fill die Beanspruchung des Lagers ausschlag­
gebend und kann vielfach groBer als PI sein, wenn (R-r)ja groB 
ist. Will man groBe axiale Krafte durch ein Ringlager zweckmaBig 
aufnehmen, so muB (R-r)ja klein sein; man macht heute Rlr 
= 1,04. - A 

Achsiale Krafte konnen also durch einen Umrechnungsfaktor als LangSbelast:is ~f~~:·Querlagers. 
zusatzliche Querbelastung fill die Lagerberechnung eingefiihrt wer-
den. Ist R die R ad i a I bel a stu ng des Lagers in kg, einschlieBlich der evtl. Zusatzkrafte (Flieh­
krafte, usw.) und A die Achsialbelastung in kg, so ist die "gleichwertige" Querbelastung: 

P = R + A . y . (52.27) 

Der Faktor y hangt also von der Lagerkonstruktion ab und bei den Radiax-Lagern auBer­
dem noch vom Verhiiltnis Pa/P, (vgl. Zahlentafel 52.4/5). 

52.6. Anwendung auf Zylinder. 
Werden zwei Zylinder (Abb. 52.15) mit den Halbmessern rl und r2 langs der gemeinsamen Er­

zeugenden durch die auf die Breiteneinheit bezogene Kraft PI aufeinander gepreBt, so bildet sich 
in jeder Ebene senkrecht zur Zylinderachse (die nicht zu nahe an den Enden der Zylinder ge­
legen ist) ein e bener Formanderungszustand aus (sx = 0). Die Druckflache ist dann ein 
Rechteck. H. Hertz hat nachgewiesen, daB fill die Mitte der Druckflache 

PI 2(m + 1) (m-2) 
Sy = Sz = n' a • m 2 E 

ist, mit 

2a = 2 1/8(1- 1/m2
) 1/ PI = 3 048 'V PI (52.28) 

V n V EEe ' EEe 
als schmale Seite des Rechteckes. In dieser Gleichung ist wieder 

2.. = ~ (~ +~) und ..2 e = ~ ± ~ . 
E 2 ~ ~ ~ ~ 

Die Druckverteilung iiber die Beriihrungsflache erfolgt nach der Glei­
chung 

Pu = 2 PI "lit _ (U)2 
na I a (52.29) 

ist also halbkreisformig. Die groBte Flachenpressung (fill u = 0) ist 

Po = 2 PI = ~ . PI = 1,27 pm . 
na n 2a 

Mit a aus Gl. (28) wird 

Po = n' 3~048 VPIEZe = 0,418 VPIEZe . 

Weiter folgt aus Gl. (12.59) fUr die Mitte der Druckflache (O"y = O"z = Po) 

{Jy + {Jz 

Esx = ° = O"x- --- oder (mit m = 10/3): 
m 

2 2 Po 
o"x = -:-- O"z = -- = 0,6 Po m m 

Abb.52.15. 

(52.30) 

(52.31) 

(52.32) 

(52.33) 
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und (52.34) 

ist. An den unbelasteten Zylinderenden ist ax = 0, der Spannungszustand also eben und 
dann Tmax = Po/2,d. h. die Bruchgefahr ist an den freien Zylinderenden viel gr6Ber! Diese Ubet­
legung wird durch die Erfahrung bestatigt. Zur Vermeidung dieser Gefahr werden die Rollen 

'-\'I-IHI2,O 

Abb.52.16. 

Abu . &2.1i . 

an den Enden etwas abgerundet; 
sie trag en also nicht auf die volle 
Breite b. 

Die gr6Bte Bruchgefahr liegt 
wieder unterhalb der Druckflache. 
Das Ergebnis der Berechnung 
zeigtl, daB in einer Tiefe von 0,78 a 
die gr6Bte Schubspannung 

Tmax = 0,304 Po (52.35) 

ist (Abb. 52.16). Die Abplattung 
laBt sich fur Zylinder aus den 
Hertzschen Gleichungen nicht 
berechnen 2. 

30 G1. (31) bildet die Grundlage 
t 20 nicht nur fiir die Berechnung der 

/( 2$ Zylinder-Rollenlager, sondern auch 
10 I--t--If---t----.-==.;-- ....,j ro derZahnrader [Abb.52.17] undfiir 

o die Berechnung der Beanspruchung 
zwischen Rad und Schiene. 1m 

Abb. 52.18. letzten Fall ist r2 = 00, so daB 
Znllissige Belastungen von 

Kranschienen. mit dem Raddurchmesser D = 2rl 

PjbD = k = 21E (0,~~8rkgjem2 (52.36) 

wird. 1m Kranbau war es friiher allgemein gebrauehlieh fiir Stahl auf Stahl k = 20 bis 40 kgjem2 
(je naeh der Fahrgesehwindigkeit) einzusetzen (Abb. 52.18), entspreehend den Werten von Po von 
3800 bis 5500 kg/em2, die fiir die weiehen Kransehienen sieher als H6chstwerte gelten. Wenn in 
der "Hutte" (26. Aufl. Bd. 2, S. 862) nun empfohlen wird k < 60 kg/cm2, so ist bei fahrenden 
Kranen eine sehr rasche Abnutzung zu erwarten, was durch die Erfahrung bestatigt wird. 

52.7. Tragfahigkeit und Lebensdauer. 
Auch abgesehen davon, daB zur Zeit noch keine allgemein giiltige Bruchhypothese bekannt 

ist, kann die zulassige Belastung der Walzlager schon deshalb nicht berechnet werden, wei! 
1. die Anschmiegeverhaltnisse der Tragflachen nicht einlIeitlich festgelegt und dem Ver­

braueher auch nicht bekannt sind, und 
2. die praktisch gebrauchlichen Belastungen erfahrungsgemaB 0 berhalb der Dauerfestig­

keit (Elastizitatsgrenze) des Werkstoffes liegen. 
Bei diesem Maschinentei! weicht man also bewuBt von der sonst im Maschinenbau allgemein­

giiltig\3n Regel ab, daB diezulassige Belastung unterhalb der Dauerfestigkeit des Werkstoffes 
liegen soli. Unter "Dauerfestigkeit" ist diejenige Wechsellast gemeint, die der K6rper unend­
lich lange ohne Bruch ertragen kann, wobei schon auf S. 76 darauf hingewiesen wurde, daB 
es nicht mit Sicherheit nachgewiesen ist, ob eine sole he Grenze uberhaupt vorhanden ist. 

Die Belastungsfahigkeit eines Walzlagers wird also durch die W6hlerkurve (Abb. 13.15/16) 
bestimmt, abhangig von der Anzahl Belastungswechsel bis zum Bruch, d. h. von der ge­
wiinschten Lebensdauer des Lagers. Umfassende Prufungen (insbesondere durch die SKF.) 

1 Timoshenko: Theory of Elasticity. S.350. Mc Graw Hill Book Co 1934. - Foppl, L.: Forschung 7 
(1936) S.209/221. Der Spannungszustand und die Anstrengung des Werkstoffes bei der Beriihrung zweier 
Korper. 

2 Die NaherungslOsung von A. Foppl: (Vorlesungen tiber Techn. Mechanik Bd. 5. 4. Auf I. S.436.) 

a == 2 Pl (1 _~) (~+ In 4rl r2) 
:rr;E m2 3 a2 

kann nicht richtig sein, da z. B. fUr r1 = 00 auch die Abplattung unendlich groll wird, was im Gegensatz 
·zu der Anschauung steht. 
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haben aber gezeigt, daB die Lebensdauer unter genau gleichen Betriebsbedingungen auBeror­
dentlich verschieden ausfallt (Abb. 52.19). Die Streuung ist so groB, daB z. B. ein Lager eine Le­
bensdauer weniger aIs 500 Betriebsstunden hat, wahrend ein zweites, das genau gleich ist, 
die gleiche Belastung iiber20000 und mehr Betriebstunden, ohne Schaden tragt. 

Die Ursache dieser starken Streuung liegt hauptsachlich wohl darin, daB der Werkstoff je­
weilen nur an einer sehr kleinen Flache beansprucht wird, welche Flachedauernd und in der An­
schmiegung wechselt. Der WerkstoffmuB deshalb besonders homogen (ohne Schlackeneinschliisse 

sein und namentlich eine gleichmaBige Harte aufweisen, da die zulassige Be-
8,0 enz der Hartezahl proportional ist (S. 283). Diese gleich-lastung der dritten Pot 

maBige Harte ist auch ;;;s bei sorgfaltigster Auswahl und Warmebehandlung nicht 

;;;0 
I 

IJ,O I 
O,s 

I 
J 

I 

I 
,I 

[ 

;;~ ! 
I 

I~ \ ! 

i\~ 
B't~ 

2,0 

i '~~ 
1,0 

zu erreichen. 
Es fragt sich also, w as man bei dieser starken Streuung, die keine Ansamm­

n Mittelwerl zeigt, unter "Lebensdauer" eines Walzlagers 
onnte z. B. eine "mittlere" Lebensdauer (vgl. Abb. 52.19) 
n. Die SKF. hat die Lebensdauer noch viel vorsichtiger 
iff "Lebensdauer" wie folgt definierl: Bei Lagern der­
oBe, die unter gleichen Betriebsverhaltnissen 

lung der Werte um eine 
verstehen soli ~ Mank" 
als Mittelwert einfiihre 
abgefaBt und der Begr' 
selben Art und Gr' 
arbeiten, bedeutet 
hungen, die 90% di 
erheblich iiberschreiten 

die Lebensdauer diejenige Anzahl Umdre­
eser Lager mindestens erreichen. Zum Teil aber 
, bevor Ermiidungserscheinungen in irgendeinem Lager­

nd 10 % schon friiher Ermiidungserscheinungen zeigen 
r Zeit nur etwa 20% der "mittleren" Lebensdauer (Kurve 

A, Abb. 52.19). 

teil auftreten, wahre 
konnen. Sie betragt zu 

I 
~I 

I 
I II I 

mill/el'e f,ebensdal/er 

f---

Die experimentelle Bestimmung der Tragfahigkeit 
erfordert fiir jede Lagernummer und fiir jede Bela­
stung und Drehzahl die Priifung einer groBen Anzahl 
(etwa 100) Lager bis zur Ermiidung. Daraus geht her­
vor, daB die Beschaffung zuverlassiger Unterlagen 

l~s auBerst zeitraubend ist. Es ist ein groBer Verdienst 
I I I I~ ~- --, ~I _.f--.. ~ ~ ...... ...... ~.t-.~.~.~. pos.;;; 

(.f. 0 10 20 30 Ij(J SO 00 70 80 90 100% der SKF. diese Erfahrungswerte systematisch gesam-
Anzahl del' f,a!fer melt und veroffentlicht zu haben. Die Schweiz. Nor-

Abb.52.19. menkommission hat die SKF.-Erfahrungswerte als 
Normbelastung der Wa.lzlager iibernommen; sie 

sind in den Zahlentafeln 52.1 bis 52.3 zusammengestellt. Diese Belastungen sind nicht end­
giiltig, sondern die SKF. hofft durch weitere Verbesserung in Herstellung und Kontrolle in 
absehbarer Zeit die Streuung in der Lebensdauerkurve (Abb. 52.19) noch erheblich zu ver­
mindern und eine Kurve der Form B zu erreichen, nach welcher 90 % aller Lager die halbe 

mittlere Lebensdauer erreichen, bzw. iiberschreiten. D;:t nach Gl. (37) P~proportional Vt = V~:~ 
= 1,35 ist, wiirde dies eine Erhohung der Tragfahigkeit um 35% bedeuten, wenn die mittlere 
Lebensdauer unverandert bliebe. Da aber gleichzeitig mit einer Erhohung der "mittleren" 
Lebensdauer um etwa 10% gerechnet werden kann, darf in absehbarer Zeit eine allmahliche 
Steigerung der Tragfahigkeit um etwa 50% erwartet werden. Die SKF. rechnet mit einer 
jahrlichen Zunahme der Tragfahigkeit von etwa 5 %. 

In den Zahlentafeln 52.1 bis 53 sind nur die Lager aufgenommen, die in erster Lillie ver-
wendet werden sollen. 

a) weil sie in groBen Serien hergestellt und deshalb ab Vorrat lieferbar sind, 
b) weil die Preise besonders giinstig sind, ~ 
c) weil Ersatzlager fast iiberalileicht beschafft werden konnen. 
Die in den verschiedenen Spalten angegebenen Tragfahigkeitszahlen 1 015 in kg gelten fiir 

n = 15 U Imin und t = 500 Betriebsstunden. FUr eine andere Lebensdauer t und fiir andere 
Drehzahlen n, sind die Tragfahigkeitszahlen aus der Gleichung 

Pn,t = 0 15 V 7500lnt = 0 1518 
zu berechnen. Der Faktor 8 kann direkt aus Abb. 52.20 abgelesen werden. 

(52.37) 

Fiir dieLebensdauer des Lagers ist nicht die Drehzahl alleinmaBgebend,sonderndie Anzahl 
Belastungswechsel an der hochst belasteten Stelle. Es ist deshalb noch zu unter­
scheiden, ob der Innenring oder der AuBenring in bezug auf die Belastungsrichtung umlauft. 

1 Es sind die neuesten Werte, die in freundlicher Weise von den Vereinigten Kugellagerfabriken 
(Schweinfurt) ~ur Verfiigung gestellt wurden. 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Auf I. 19 
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Zahlentafel 52.21. 
Queri&ger Gruppe 4, Zahlentafel 52.31. 

~chwere Reihe. Haup tmaB e und Tragiii.higkeit. Lan gs !ager. 

':I-o~ Ii ~ = too ll.el he &11 Relhe 512 1l.elhe 513 1l.elhe 514 
,," ... '" ;i: I- :!'l~ 

~ ~ ~ ~ 
.. .c 

~. 
.~ .c 

:=0 NUS ~~ d §j:I:I 
:4'" I- ~ ~ . <> 

11 1 111 D I 11 - ." D 1 B C" Coo ::.~ D 0" D a" 0 1$ D 11 au 

00 62 17 00 10 24 9 750 1 
26 11 940 

01 72 19 01 12 26 9 800 28 11 1000 

02 80 21 02 15 28 9 850 32 12 1250 
03 90 23 2900 03 17 30 9 940 35 12 1300 
04 100 25 3350 04 20 35 10 1250 40 14 1 800 

06 no 27 3700 05 25 42 11 1550 47 15 2300 52 18 2950 60 24 4350 
06 120 29 4450 06 30 47 11 1700 53 16 2550 60 21 3600 70 28 5700 
07 130 31 5400 6700 07 35 53 12 1900 62 18 3400 68 24 4650 80 32 6900 

08 140 33 6400 8800 08 40 60 13 2550 68 19 3950 78 26 5800 90 36 8800 
09 150 35 7700 10000 09 45 65 14 2700 73 20 4300 85 28 6800 100 39 10000 
10 160 37 8700 12500 10 50 70 14 3 000 78 22 4450 95 31 8100 110 43 12500 

11 180 42 10000 12500 11 55 78 16 3500 90 25 6300 105 35 9900 120 48 14000 
12 190 45 11000 15500 12 60 85 17 4150 95 26 6900 U O 35 10500 130 51 16500 
13 200 48 12 000 18000 13 65 90 18 4300 100 27 7100 U5 36 '11 000 140 56 18000 

I 

14 210 52 16000 23000 14 70 95 18 4550 105 27 7400 125 40 12500 150 60 20000 
15 225 54 16500 25000 15 75 100 19 4750 110 27 7600 135 44 114500 160 65 22 000 
16 17000 28500 16 80 105 19 4850 115 28 7800 140 44 115000 170 68 24 000 

17 18500 33000 17 85 110 19 5 000 125 31 9300 150 49 117000 180 72 25500 
18 20 000 18 90 120 22 6500 135 35 11 000 155 50 117000 190 77 27500 

20 100 135 25 9000 150 38 14000 170 55 20000 210 I 85 
22 110 145 25 9500 160 38 15000 190 63 23500 230 95 

, Nnch Jiirgensmeyer. 
24 120 155 25 ( 0000 170 39 15500 210 70 28 000 250 102 
26 1301 170 30 11500 190 45 19500 225 75 - 270 110 I 
28 140 180 31 12000 200 46 20000 240 80 - 280 112 

Bemerkungen zu den Zahlentafeln 52.1 bis 3. 
Die Bezeichnung eines Walzlagers setzt sich zusammen aus der Reihenbezeichnung 

(im Kopf der Zahlentafel) und der Kennziffer der Bohrung. Die Bezeichnung eines 
Radiaxlagers der Gruppe 2 mit 50 mm-Bohrung ist also ,,6210". Eine Ausnahme bilden die 
Zylinderrollenlager, bei welchen hinter der Reihenbezeichnung, die Bohrung geschrieben 
wird, z. B. "NL 50" fUr ein Zylinderrollenlager mit Innenbordfiihrung der leichten Reihe 
und 50 mm-Bohrung. 

Folgende La~er werden auch mit kek~liger Bohrung fiir Spann- und Abziehhiilsen 
geliefert: 

Pendelkugellager 12,22, 13 und 23, - Pendelrollenlager 222, 213 u. 223, Zylinder­
rollenlage~ NL und NM, - Radiaxlager 62, 

Zahlentafel 52.4. y-Werte fur Radiax lager. 

Bel Um!lIngslnst ffir den Bel lJ'mfllngslnst fUr den Bel Umfnngslast ffir den Bel Umfnngslast ffir den 
InnenrlDg I AuOenrlng Innentlng , AuOenrlog Innenrlng I AuOeoring Innenrlng I AUOentlng 

BelBstnngsnrt 
II I II II I II II I IJ IJ I II 

bel 0" : Pr = 5 bel 0" : Pr = 10 bel 0 .. : P, = 20 bel 0" : P, = 40 

Pa = 0 0,9 0,9 1,1 1,1 1,4 1,4 1,8 1,8 
Pa = 0,5 Pr 0,9 0,8 1,1 1,0 1,36 1,2 1,7 1,6 
Pa = Pr 0,9 0,7 1,1 0,9 1,3 1,1 1,6 1,35 

bel 0" : P a = 5 bel ell : Pa = 10 bel 0,,; P a = 20 bel 0" : P a = 40 

p(t = 2 P" 1,0 

I 
0,8 1,2 

I 
1,0 1,5 

I 
1,2 1,8 

I 
1,4 

Pr = 0 1,2 0,9 1,45 1,1 1,7 1,3 2,0 1,5 

19* 
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a) Umlauflast fur den Innenring. Das ist der am haufigsten vorkommende Fall; der 
Innenring lauft mit der drehenden Welle um, wahrend die Belastungsrichtung unverandert bleibt. 

Zahlentafel 52.5. y- We r t e fur Pendellager. 

Pendelkugellager I Pendelrollenlager 
--------~-I-------~--

Lager I et" a Lager I etg a ~ 

12 00 bis 12 03 5,0 22216 bis 222171 6,0 
12 04 bis 12 05 5,5 22218 bis 22264 5,5 
12 06 bis 12 07 6,5 

213 04 bis 213 06 I 6,5 12 08 bis 12 09 7,0 
213 07 bis 213 091 7,0 12 10 bis 12 12 8,0 

12 13 bis 12 22 9,0 213 10 bis 213 141 7,5 
213 15 bis 213 22 8,0 

22 00 bis 22 03 3,0 223 08 bis 223 40 I 4,0 
22 04 bis 22 07 4,0 
22 08 bis 22 09 5,0 Kegelrolleniager 

22 10 bis 22 13 5,5 
2214 bis 2217 6,0 

Lager I ctg a 

302 03 bis 302 04 4,5 
13 00 bis 13 03 4,5 302 05 bis 302 22 4,0 
13 04 bis 13 05 5,5 302 24 bis 302 30 3,5 
13 06 bis 1309 6,0 322 06 bis 322 22 4,0 
13 10 bis 13 13 6,5 303 02 bis 303 03 5,5 13 14 bis 13 22 7,0 303 04 bis 303 07 5,0 

23 02 bis 23 04 3,0 303 08 bis 303 24 4,5 

23 05 bis 23 10 3,5 323 04 bis 323 07 5,0 
23 11 bis 23 22 4,0 323 08 bis 323 24 4,5 

iibrigen Lagerarten sind die "gleichwertigen" 
mit einem Faktor x = 1,33 zu multiplizieren. 

Jeder beliebige Punkt der Innenlaufflache 
erfahrt die hochste Belastung und die Be­
lastungswechselzahl fiir den Innenring ist 
gleich der relativen Drehzahl zwischen In­
nenring ~ und Kafigdrehzahl n2, also gleich 
n1 - n2• FUr diesen Fall gelten die in den 
Zahlentafeln angegebenen 015-Werte. 

b) Umlauflast fiir den AuBenring. 
Dieser Fall liegt vor, wenn Teile auf der 
Welle befestigt sind, deren Schwerpunkt 
nicht mit dem Wellenmittel zusammenfallen. 
Die Fliehkrii,fte wirken auf den (stillstehen­
den) AuBenring und laufen mit der Drehung 
um. Die Lastwechselzahl ist dann gleich der 
Walzkorperdrehzahl um die eigene Achse, 
nb, die vielfach groBer ist als fiir Fall a (vgL 
ZlihlenbeispieI74.1.) 

Beim Pendelkugellager ist der Au Ben­
ring immer am meisten gefahrdet (vgl. S. 
287); dieser bestimmt also die Lebensdauer 
des Lagers. Fiir diese Lagerart gelten des­
halb beim Umlauflast fiir den AuBenring die 
Tabellenwerte 015 unverandert. Bei den 

Querbelastungen P des Lagers nach G1. (26) 

Fiir die y-Werte in Gleichung (26) gelten folgende Angaben: 
a) Fiir Radiaxlager, Zahlentafel 52,4. 
b) Fur Lager mit Einfiillof£nung sind die y-Werte dieser Tafel zu verdoppeln. 
c) Fiir PendelkugellagerFalla und b undfurPendelrollenlager, Fallbist y=0,5ctgcx. 

(ZahlentafeI52.5.) Fiir Pendelrollenlager, Fallcx ist: 
fiir Pa = 0 y = 0,5 ctg cx. 
fiir P r = 0 y = 0,67 ctg oc 

Fiir den Ingenieur bleibt dann immer noch die oft recht schwierige Aufgabe, die tatsachlich 
im Betrieb der Maschine auftretenden Krafte R und A richtig abzuschatzen. 

53. Reibungsverhaltnisse. 
Die Bewegung einer Kugel zwischen den Umdrehungsflachen zweier Laufringe (Abb.53.1) 

besteht in Drehungen um die Momentanachsen A1A2 und B1B2. SolI die Kugel nicht gleiten, 
sondern nur rollen, so mussen sich die Achsen A1A 2, BIB2 und W in einem Punkte treffen oder 
parallel sein. Diese Bedingung ist bei radialer Belastung der Rillenquerlager erfiillt, beim Pendel­
lager nicht. MuB ein Querlager auch axiale Krafte aufnehmen, so tritt immer gleitende Reibung 
auf. Gleitreibung ist auch immer vorhanden bei der Fuhrung der Rollkorper im Kafig. 

Professor Stribeck hat zuerst durch Versuche die tatsachliche Reibungsarbeit der Kugellager 
bestimmt. Um einen direkten Vergleich mit Gleitlagern zu ermoglichen, fuhrt er eine ideeUe 
Reibungszahl Pi ein und legt nicht den Kugellaufkreis rk (Abb. 53.2), sondern den Wellendurch­
messer 2 r fiir die Berechnung des Reibungsmomentes zugrunde: 

Mr=Pfli r . 
Dieses Verfahren bringt aber mit sich, daB die so ermittelten Werte nicht genau fiir andere 
Lagerabmessungen zutreffen, weil das Verhaltnis fiir verschiedene Lager verschieden ist. Das 
Ergebnis dieser und neueren Versuche ist kurz folgendes: 

1. Die Reibzahl von Walzlagern ist abhangig von der Drehzahl, von der Belastung, von 
der Anschmiegung, d. h. vom Verhii,ltnis Rillenhalbmesser zum Kugelhalbmesser, von der 
Lagerluft (Ralu) (vg1. Zahlentafe153.1) und vom Schmiermitte11 11_ ~ ~\\c._~t.k..C ..... 
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Abb.53.2. Versuchslager 
von Stribeck. 

Temperatursteigerung verschiedener Lagerarten in Abhangigkeit von der Dreh· 
zahl. Die Belastung wurde jeweilen fiir 4000 h Lebensdauer gewahlt, also fur S = 2. 

(Aus Jiirgensmeyer.) 

Zahlentafe153.1. Reibwerte von 
Pendelkugellagern und Rillenkugel­

lagern nach Forsberg. 

n 
Be- I Reibwert fJ.R 

lastung Pendel- einreihige 
in kg kugellager I RiIlenkugelIager 

475 475 0,00079 0,00091 0,00127 
- 870 0,00075 0,00096 0,00130 
- 1260 0,00082 0,00 HI 0,00154 

800 475 0,00095 0,00105 0,00143 
- 870 0,00087 0,00100 0,00,129 
- 1260 0,00085 0,00115 0,00165 

1250 475 0,00115 0,00136 0,00 172 
- 870 0,00098 0,00114 0,00157 
- 1260 0,00096 0,00126 0,00150 

1750 475 0,00143 0,00151 0,00192 
- 870 0,00112 0,00122 0,00168 
- 1260 0,00104 0,00131 0,00169 

2250 475 0,00181 0,00200 0,00232 
- 870 0,00125 0,00138 0,00190 
- 1260 0,00110 0,00133 0,00177 

Verhaltnisz. I 100 118 155 

2W.-----.------.-----,----~-----. 

Irgmm 

~ 
~: 0 --...... &-~~+_----_t_-----I 

~ __ ~~ ____ ~----~~--~~~~O a 200 1/00 GOO 800 kg 1000 
Axiuldl'lIck fa 

Abb. 53.4. 
Reibmomente eines Radiaxlagers 6213 nach Versuchen von Kramer. 

(Aus Jiirgensmeyer.) 

2. Unter sonst gleichen Verhaltnissen ist die Reibzahl um so groBer, je enger die An­
schmiegung ist; der EinfluB der Schmiegung nimmt mit der Belastung zu. VergroBerung der 
Lagerluft vermindert die Reibzahl. 

3. Pendellager haben kleinere Reibzahlen als Radiaxlager. In Abb. 53.3 sind die Reibzahlen 
(Temperaturerhohungen) fiiI' verschiedene Walzlagerkonstruktionen zusammengestellt. 

4. Das Reibmoment eines Radiaxlagers ist abhangig von der Belastungsrichtung; es ist am 
kleinsten fiiI' reine Radialbelastung (Pa = 0) und am groBten fiiI' Pa = P r (Abb. 53.4). 

5. Die Reibzahl ist fiiI' Fettschmierung bedeutend groBer als fiiI' Olschmierung (Abb. 53.6). 
t3. Die Drehzahl hat einen relativ gering en EinfluB auf die Reibzahl (Zahlentafel 53.1). 
7. Bedeutend ist der EinfluB del' Lagerbelastung. (Abb. 53.5 u. 6.) Die kleinen Belastungen, 

die bei hOherer Lebensdauer zulassig sind, bedingen stark erhohte Reibzahlen (0,003 bis 0,005), 
die auch bei Gleitlager (im Beharrungszustand) leicht erreichbar sind. Walzlager haben des­
halb oft groBere Reibzahlen als gut konstruierte Gleitlagerl. 

1 Vgl. z. B. die Versuche von Prof. Ch. Hanocq: Etude theorique et experimentale des paliers it billes et 
it rouleaux. Rev., univ. Mines 81 (1938) S.383/87. 
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Fiir die weitaus meisten .Anwendungsgebiete (Betriebstemperatur unter 70° C und nicht zu 
hoher Drehzahl) wird Fettschmierung verwendet, da der Schutz gegen Schmiermittelverlust mit 
einfachen Mitteln und vollkommen betriebsicher zu erreichen ist. Das Fett wird verbraucht 
und muG von Zeit zu Zeit erneuert werden. Nach den Erfahrungen der Reichsbahn reicht ein 
Fettvorrat von 1,7 kg fiir 300 000 ~ aus, indem dann noch etwa 0,4 kg Fett im Lagergehause 
vorhanden ist. Hier ist auch eine besonders gute Abdichtung gegen Verschmutzung des Fettes 
von auBen vorhanden. Bei kleinen Lagern (Elektromotoren, Staubsauger usw.) verlangt man 
heute, daB die Lager wahrend der ganzen Lebensdauer nicht nachgesehen zu werden brauchen. 
Der Fettvorrat muB demnach reichlich bemessen werden; Staufferbiichsen zum Nachfiillen 
werden dabei nicht mehr verwendet. Die Reinigung eines mit Fett geschmierten Lagers kann 
einwandfrei nur nach Ausbau und Auswaschen erfolgen. Auf leichten Ausbau ist deshalb bei der 
Konstruktion Riicksicht zu nehmen 1. 

1 Kugellager-Zeitschrift 14 (1939). S. 34/41. 



6. Reibungstriebe zur Ubertragung 
der Drehbewegung. 

61. Reibrader. 
Um die drehende Bewegung von einer Welle auf eine dazu parallele zu iibertragen, konnen 

aufbeiden Wellen runde Scheiben so angeordnet werden (Abb. 61.1), daB die Summe der Radien 
gleich der Entfernung der Wellenmittel ist. Die zweite Scheibe wird dann durch Reibung mit­
genommen und erhalt eine Drehbewegung in entgegengesetzter Richtung. Tritt an der Beriih­
rungs stelle beider Scheiben kein Gleiten auf, so haben die Umfange gleiche Geschwindigkeiten: 

u = r1 COl = r2co2 . 

COl = ~i und CO2 = n3~2 sind die Winkelgeschwindigkeiten der Wel­

len; ~ und n2 die Drehzahlen in der Minute. Daraus folgt: 

~ = ~ = ~ , (61.1) 
r2 W 1 ~ 

d. h . die Drehzahlen verhalten sich umgekehrt wie die Abb.61.1. Reibradgetriebe (nach 
Radien der Scheiben. ROtscher, lI'IaschineneiementeII). 

Die Bedingung, daB kein Gleiten eintritt, ist erfiillt, wenn die zu iibertragende Umfangs­
kraft P kleiner als die Reibungskraft flQ ist : 

P < flQ. (61.2) 
Q ist der Druck, mit dem beide Scheiben zusammengepreBt werden und der durch die Lager auf­
genommen wird, fl die Reibzahl. Je nach der Oberflachenbeschaffenheit 1 ist (vgl. Abschn. 46.1) 
fiir GuBeisen auf GuBeisen . f-l = 0,1 bis 0,15 

"Leder . . f-l = 0,15 " 0,3 
" Asbest. . f-l = 0,3 ,,0,5 

Es ist zweckmaBig, mit den kleineren 
Werten von fl zu rechnen, damit auch 
bei leicht gefetteten Oberflachen noch 
geniigende Sicherheit fiir die Dbertra­
gung der Leistung vorhanden ist. Damit 
wird aber die AnpreBkraft Q recht groB, 
so daB nicht nur groBe Lagerbelastungen 
entstehen, sondern die Scheiben (ahnlich 
wie bei Rollenlagern) an der Beriihrungs­
stelle stark beansprucht werden. Reib­
rader konnen deshalb nur kleineLeistun­
gen iibertragen2 • 

Beim Einriicken, wahrend der Dre­
hung der einen Welle, ist das Gleiten der 
Scheiben und damit die Abnutzung un- Abb.61.2. Reibradwendegetriebe bei einer Schwungradpresse (Demag). 
ven;neidlich. Deshalb wird oft ein ge-
schlossener, gleichmaBig dicker Lederriemen zwischengelegt, der leicht ersetzt werden kann. Solche 
Getriebe mit konischen Walzen wurden friiher fiirdiestetigeAnderungder Drehzahlen verwendet. 

Eine andere Ausfiihrungsform, das Tellerreibrad -und Wendegetriebe, zeigt Ab b. 61.2 (Schwung­
radpresse). Die mit unveranderlicher Drehzahllaufende Antriebwelle tragt zwei Reibscheiben, 

1 Kutzbach, K.: Die Priifung von Bremsbelagen. Z. VDr 77 (1933) S. 443/47. - Miiller, G.: EinfluB 
des Betriebszustandes auf die Wirkung von Kraftwagenbremsen. Z. VDr 78 (1934) S.931/32. 

2 Kuhlenkamp, A.: Reibradgetriebe als Steuer-, MeB- und Rechengetriebe. Z. VDr 83 (1939). S.677/83. 
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die abwechslungsweise gegen ein Schwungrad gepreBt werden. Das Schwungrad ist in einer 
Schraubenspindel gefiihrt und bewegt sich mit zunehmender Geschwindigkeit abwarts bis Ma­
trize und Patrize .. zusammentreffen und die kinetische Energie in Schlagarbeit fiir irgendeine 
Nutzanwendung (Pressen von Drehspane, Pragen von Platten, Ausstanzen von Blechen usw.) 
nmgesetzt wird. Fiir die Berechnung der Presse stellt sich als erste Frage, die GroBe der Kraft, 
die dabei erreicht wird. Die kinetische Energie der geradlinigen Abwartsbewegung l:m . v2 kann, 
da die Senkgeschwindigkeit klein ist, vernachlassigt werden. Bei der kinetischen Energie der 
Drehbewegung: E = e. w2j2 

geniigt es fiir e das Massentragheitsmoment der Schwungscheibe allein einzusetzen, das die ki­
netische Energie der Spindel kleiner als l/Z % der Schwungscheibenenergie ist. 

Diese kinetische Energie wird mm zu einem sehr kleinen Teil in Nutz- (prage- oder Stanz-) 
arbeit umgesetzt ; sie muB zuerst die Reibungen im Gewinde und zwischen Spindelkopf und PreB­
gewicht (als Spurreibung) iiberwinden und dann noch die Arbeit fiir die Formi:i.nderung der gan­
zen Maschine leisten. Die Reibungsarbeit wird meist vernach.l.assigt; sie wird zum Teil durch die 
VernachHissigungen bei der kinetischen Energie ausgeglichen und kann (wenn erforderlich) als 
Bruchteil (etwa lO%) der Gesamtenergie in Abzug gebracht werden. Auch die Nutzbarkeit wird, 
da meistens klein, nicht beriicksichtigt und weil die Presse auch beim Leerlauf geniigend stark 
sein muB. Mit diesen Vereinfachungen erhalten wir fiir die Berechnung der Presse die Beziehung: 
kinetische Energie der Schwungscheibe = Formanderungsarbeit des Gesteiles. Die Aufgabe 
kann nur gelOst werden, wenn vorher aile Abmessungen der Presse bekannt sind. Ein gewisser 
rechnerischer UberschuB an kinetischer Energie muB immer vorhanden sein, da beim Reib­
radantrieb Schlupf vorhanden ist. Es besteht also immer die Gefahr einer Uberbeanspruchung 
der Presse. Der Schwungkranz als eigentliche Trager der kinetischen Energie wird deshalb nicht 
starr mit der Pressenspindel verbunden, sondern durch eine (einstellbare) Rutschkupplung. 

Die Reibung wird wesentlich erhoht, wenn die Beriihrungsflachen beider Scheib en keil­
formig angeordnet sind. Fiir den gebrauchlichen Keilwinkel von 15° wird die Keilreib~ 

zahl (vgl. S.155) si: ]5 = 0~6 = 3,9 fl' also 3,9mal so groB als 

bei zylindrischen Reibradern. Man rechnet bei GuBradern mit 
P = 20kg je Rille. Dabei tritt allerdings der Nachteil auf, daB 
nur in einem durch das Ubersetzungsverhaltnis festgelegten 
Beriihrungspunkt Rollung auftreten kann, wahrend in allen 
anderen Punkten Gleiten auftreten muB, wodurch Erwarmung 
und Abnutzung entstehen. Deshalb macht man die Tiefe b der 
Keilflachen m6glichst klein, und zwar 5 bis hochstens 10 mm. 
Solche Reibscheiben sind fiir d::tuernde Kraftiibertragung we­
nig geeignet; sie kommen (meist mit mehreren Rillen) bei 
einfachen Aufzugwinden vor, um das Windwerk allmahlich von 
der Transmission mitzunehmen, und sind dann eigentlich nur 
unvollkommene Reibkupplungen 1. Abb.61.3. Reibradgetriebe (Krupp). 

Beim Reibradgetriebe der Firma F. Krupp A. G. in Essen 
(Abb. 61.3), wird der AnpreBdruck durch die Spannung in einem geschlossenen Ring erzeugt, so 
daB die Lager entlastet sind. Wird die treibende Rolle in Pfeilrichtung gedreht, so bleibt die ge­
triebene Rolle zunachst in Ruhe, weil die Vorspannung des Ringes zur Ubertragung des Drehmo­
mentes nicht ausreicht. Der Ring wird dadurch bei F etwas gehoben, und die Beriihrungs­
punkte fallen nun in eine Sehne des Ringes. Die Folge ist, daB die Anpressung der Rollen sich 
selbsttatig vergroBert, und zwar so lange, bis sie zur Ubertragung der in Frage kommenden 
Leistung geniigt. Die Kraft, mit der der Ring die drei Rollen zusammenpreBt, ist beschrankt 
durch die Starke des Ringes. Bei den glatten Rollen aus sehr hartem Manganstahl, die an den 
Beriihrungsstellen geschmiert werden, ist die Reibungszahl fl = 0,005 bis 0,003, so daB trotz 
der groBen Harte nur geringe Umfangskrafte iibertragen werden konnen. Diese greifen hier an 
den beiden Beriihrungsstellen an, wodurch die iibertragbare Leistung verdoppelt wird. Das 
Zadow-Getriebe 2 sucht durch Anordnung einer groBen Zahl von Druckrollen, die Ubertragung 
weiter zu verbessern. 

1 Vgl. z. B. Hanchen: Winden und Krane (S. 210, Abb. 475). Berlin: Julius Springer 1932. 
2 Witte, Fr. und O. Stamm: Das Zadowgetriebe. Z. VDI77 (1933) S. 499, und Aufbau und Wirkungs­

weise des Zadowgetriebes. Masch.-Bau 16 (1937) S.167/68. 
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62. Riementrieb1
• 

62.1. Anordnung. 
Der Riementrieb ist ein Reibtrieb fUr groBere Entfernung der beiden Wellen. Um die Schei­

ben wird ein endloser Riemen mit einer gewissen Spannung gelegt (Abb. 62.1 a). Die Scheiben 
erhalten den gleichen Drehsinn; wenn kein Gleiten 
eintritt, haben sie gleiche Umfangsgeschwindigkeiten. 
Sollen beide Wellen entgegengesetzten Drehsinn erhal­
ten, so wirdder Riemen gekreuzt aufgelegt (Abb. 62.1 b). 
Der Riemen wird dabei verdreht und die dadurch ent­
stehenden Torsionspannungen werden um so groBer, je 
breiter der Riemen und je kleiner die Achsentfernung a 
ist. AuBerdem reiben sich die Riemenflachen an der 
Kreuzungsstelle. Deshalb wird die gekreuzte Anord­
nung nur bei schmalen Riemen und bei nicht zu groBer 
Riemengeschwindigkeit verwendet, wenn die Achsent­
fernung amin > 20 X Riemenbreite ist. 

Abb. 62.1. a Offener Riementrieb. 
b Gekreuzter lUementrieb. 

Der Riementrieb hat gegeniiber den Reibradern den groBen Vorteil, daB die Reibkraft nicht 
mehr auf sehr kleinen Druckflachen iibertragen wird, sondern am ganzen umspannten Umfang 
der Scheiben. Er hat seit der Einfiihrung des elektrischen Antriebes an Bedeutung verloren, ist 
aber auch heute noch ein wichtiges Maschinenelement, das eine sorgfaltige Behandlung und 
Berechnung verdient. 

Die Hauptbedingung fill den richtigen Lauf eines Riemens ist, daB die Mittellinie 
des auflaufenden Riemens in die Mittele bene der Scheibe fallt. Zwecks 
Schonung des Riemens ist 
es gut, wenn diese Bedin­
gung auch fUr den ablaufen­
den Riemen zutrifft. Zur a 
sicheren Fiihrung des Riemens 
erhalt die t rei ben de Scheibe 
einen schwach ballig ge­
drehten Kranz, weil der Rie­
men die Neigung hat, stets auf 
den groBten Scheibendurch­
messer aufzulaufen 2. 

FUr offene oder gekreuzte 
Riemen scheint diese Be­
dingung selbstverstandlich. 
Wichtig wird sie aber fUr 
Riementrieb bei nicht pa­
rallelen Wellen, z. B. fUr den [Abb.62.2a. 

geschrankten, Riemen (Abb. 

Alib.62.2b. 

Geschrankter 
Riementrieb (aus 1/ "--------/ 

Dubbel, Abb. 62.S. Anordnung der Leitrollen fiir beliebig 
Taschenbuch). gelagerte Wellen. 

62.2a). Wegen der Drehung des Riemens und auch wegen des Einflusses der Fliehkraft er­
fahrt diese Regel eine kleine Anderung (Abb.62.2b). Es ist deshalb zweckillaBig, die Scheiben 
etwas breiter zu machen und ihre genaue Lage bei der Montage auszuprobieren. Die Scheiben 
werden in diesem Faile gerade -nicht ballig - gedreht. Eine Anderung der Drehrichtung 
ist hier ohne Versetzung der Scheiben nicht moglich. FUr die kleinste Achsentfer­
nung gelten folgende Erfahrungswerte: 

oder 
amin > 4 X Durchmesser D der groBeren Scheibe 

> 20 X Riemenbreite b oder > 10 Y b . D. 

FUr beliebig gelagerte Wellen sind Leitrollen erforderlich. Die Ebenen El und E2 seien die 
Mittelebenen der Scheiben, sie schneiden sich in der Geraden AB (Abb. 62.3). Von beliebigen 

1 Ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis ist enthalten in Stiel: Theorie des Riementriebes. Berlin: Julius 
Springer 1918. 

2 A. und O. Foppl erklaren diese Erscheinung aus der Theorie der ebenen Scheib en. Grundziige der 
Festigkeitslehre .. Leipzig: Teubner 1933. - Swift, H. W.: Cambers for belt pulleys. Proc. Instn. mech. 
Engr. (London) 122 I (1932) S.627/83. 
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Punkten a und b dieser Geraden werden Tangenten an die beiden Scheiben gezogen. Die durch 
diese Tangenten bestimmten Ebenen sind die Mittelebenen der Leitrollen, denn der Riemen lauft 

immer richtig auf, gleichgiiltig in welcher Richtung die Wellen sich 
R drehen. Die Leitrollen miissen deshalb beliebig einstellbare Achsen 

erhalten (Abb.62.4). 
Ausriickbare Riementriebe dienen dazu, eine Welle, die von 

einer anderen, immer laufenden angetrieben wird, wahrend des 
Betriebes ein- und auszuriicken. Dazu ist eine lose auf der Welle 
laufende Scheibe (Los- oder Leerscheibe) erforderlich, aufdie 
der Riemen parallel zu sich selbst verschoben wird. Der Riemen 
wird deshalb in "Gabeln" gefiihrt. Ein stillstehender Rie­
men kann nicht verscho ben werden, weil die Reibung zwi­

Abb. 62.4. Riemenleitrollen mit Univer· schen Scheibe und Riemen viel zu groB ist. Lauft aber der Rie-
saleinstellung (v. Roll). men, so geniigt eine kleine Kraft, urn ihn senkrecht zur Haupt-

D=Deckel K=Querkugellager b . ht h' b D h Ib 13 d' d 
E=Stelischraube L=Langskugellager ewegungsrlC ung zu verse Ie en. es a mu Ie op-
F=Kreisfiihrung R =Riemenrolle pel breite S chei be auf der trei benden, immer la ufen-
H=Haltekopf T =Tragarm. d W 11' (Abb 62 ) en e e sltzen ..5 . 

Urn den Riemen leicht verschieben zu konnen, muB die Gabel moglichst nahe der Auf­
laufstelle des Riemens angeordnet werden (Abb.62.6), gleichgiiltig ob an der treibenden 
oder an der getriebenen Scheibe. Die doppelbreite Scheibe wird gerade gedreht, die Fest- und 
die Leerscheibe (Abb.52.7) schwach ballig. Damit im ausgeriickten Zustand die Losscheibe 
nicht direkt auf der Welle lauft und diese beschadigen kann, ist eine Leerlaufbiichse vor-

Ii 

Treibscheibe 

Abb.62.6. Anordnung der 
Gabel beim auflaufenden 

Riemen. 

Abb. 62.5. Ausriickbarer 
Riementrleb. Doppelbreite 
Scheibe an der treibenden 

Welle. (Aus ROtscher.) Abb.62.7. Voll· und Leerscheibe. (Aus ROtscher.) 

zusehen (Abb. 62.8). Die Laufflache muB nur bei stillstehender Welle geschIniert werden; 
deshalb muB die Sbaufferbiichse auf der Leerlaufbiichse sitzen und nicht auf der Nabe der 
Leerscheibe. ZweckmaBig ist auch die Anordnung von Kugellagern in der Leerlaufbiichse 
(Abb.62.7). 

Der Nachteil dieser Anordnung ist, daB der Riemen auch bei Stillstand der Welle mit­
laufen muB, was Schmiermittelverbrauch und Abniitzung zur Folge hat. Man gibt deshalb 
der Leerscheibe oft einen etwas kleineren Durchmesser, urn den Riemen beim Leerlauf weniger 
zu spannen. 

Die Anordnung kann aber auch 80 getroffen werden, daB die doppelbreite Scheibe auf 
der getrie benen Welle sitzt (Abb. 62.9). Die Losscheibe sitzt dann auf einem fiir sich ge­
lagerten, die drehende Welle ohne Beriihrung UlnschlieBenden Losscheibentrager S. Der 
Scheibentrager kann auch direkt mit einem festen Stehlager verbunden sein (Abb. 62.10). Der 
Riemen und soInit auch die Losscheibe steht in ausgeriicktem Zustand still, so daB dann keine 
Reibung, oder Abnutzung vorhanden ist. Man wahlt diese Anordnung hauptsachlich fiir breite 
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Riemen und dort, wo del' Riemen fiir langere Zeit auf del' Losscheibe bleibt. Da del' stillstehende 
Riemen nicht seitlich verschoben werden kann, so muB die Losscheibe zuerst in Umdrehung ver­
setzt werden. Dies geschieht, indem 
sie mittels einer .AnpreBvorrichtung A 
an die drehende Festscheibe F gepreBt 
und von diesel' durch den Reibungs­
rand r mitgenommen wird. Del' nun 
lauf\?nde Riemen laBt sich durch den 
Riemenschalter R leicht verschieben; 
die Losscheibe wird dann zuriickgezo­
gen . .AnpreBvorrichtung und Riemen­
riicker miissen natiirlich so angeordnet 
werden, daB sie bequem vom gleichen 
Standort aus bedient werden konnen. 

~-------mo -------+ 

Abb.62.S. Liinnemannsche Lerlaufbiichse. (Aus Rotscher.) 

Beim Einriicken schleift del' Riemen mit seiner vollen Spannung auf del' Festscheibe, bis er die 
volle Umfangsgeschwindigkeit erreicht hat. Die Lebensdauer oft ausgeriickter Riemen ist aus 
diesem Grunda nur etwa halb so groB wie die eines Riemens, del' nicht verschoben wird. 

Abb.62.9. Ausriickbarer Riementrieb mit doppelbreiter Scheibe an der 
getrlebcnen Welle (v. Roll, Clus). 

Abb.62.1O. Losscheibentrager in Verbindung 
mit Stehlager (Clus). 

FUr breite Riemen ist deshalb die Verbindung mit Reibkupplungen zweckmaBiger, wenn 
auch teurer in del' .Anschaffung. Vgl. (Abschn.64). 

Wendegetriebe mit einem offenen und einem gekreuzten Riemen verwendet man zur 
Anderung del' Drehrichtung. Bei del' .Anordnung nach Abb. 62.11a werden die 

a b 
Abb. 62.11. Wendegetriebe (aus R6tscher). 

a Beide Riemen werden gleichzeitig verschoben, 
b die Riemen werden nacheinander verschoben. 

beiden Riemen gleichzeitig verschoben, so daB 
zwei doppelbreite Leerscheiben notwendig sind. 

" 

Abb.62.12. Abb.62.13. 
Anordnung der Stufenscheiben, 
zur Berechnung der Riemenlange. 

Bei del' .Anordnung nach Abb. 62.11 b werden die Riemen nacheinander verschoben (mittels einer 
Kurvenscheibe), so daB die Leerscheiben nul' fiir die einfache Riemenbreite zu konstruieren sind. 
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Stufenscheiben, bei denen del' Riemen von einer Stille auf die andere gebracht wird (Abb. 62.12) 
verwendet man zur Anderung del' Drehzahl. Die Grundbedingung fur die Abmessungen 
del' Stufenscheiben ist dadurch gegeben, daB die RiemenHinge konstant ist. Fiir gekreuzten 
Riemen ist die Riemenlange (Abb. 62.13): 

L = (n + 2fJ) R + (n + 2fJ) r + 2a cosfJ, worin sinfJ = R:r ist, so daB die Riemenlange 

L = (n + 2fJ) (R + r) + 2a V 1- (R~ ry. (62.1 ) 

unverandert bleibt, wenn R + r = konstant ist. 

Fiir offene Riemen ist: L = (n + 2fJ) R + (n - 2(3) r + 2a cosfJ mit sin fJ = R a r und 

1/ (R-r)2 L = n (R + r) + 2fJ (R - r) + 2a r 1 - -a- . (62.2) 

Riel' trifft diese einfache Bedingung nicht zu; sie kann abel' praktisch verwendet werden, wenn 
a> 20 (R-r) ist. 

Nimmt man fiir beide Stufenscheiben das gleiche Modell, so laBt sich die uhveranderliche 
Drehzahl n del' einen Welle aus del' groBten und kleinsten Drehzahl (~ und n2) del' zweiten Welle 
berechnen. Lauft namlich del' Riemen auf del' Stufe dz, so ist n~ = nzdz, und lauft er auf 
del' Stufe~, so ist ndz = n1 ~. 

Durch Multiplikation erhalt man: 

~nz = n 2 odeI' n = Vn1nZ • (62.3) 

Als Riemenwerkstoff verwendet man hauptsachlich Leder, vereinzelt auch Textilfasern 
(Baumwolle, Seide, Ranf) und Kamelhaar. Gummi wird als Einlage in Textilriemen (Balata­
Riemen) verwendet. 

Rindsleder ist auch heute noch del' wichtigste Riemenbaustoff. Seine Festigkeitseigenschaf- . 
ten sind abel' nicht nul' von Tier zu Tier, sondern auch fiir die vel'schiedenen Stellen del' gleichen 
Raut und je nach del' Art del' Gerbung l ganz verschieden. Die Dicke del' Raut schwankt zwi­
schen 4 und 7 mm; am gleichmaBigsten ist das 1YIittelriickenleder. Die gleichmaBige Riemendicke 
wird durch die Bearbeitung del' Raut (Krupon) erreicht, und zwar wird diese im nassen Zustand 
durch hin- und hergehende Rolzer gestreckt (gewalkt). Das Wasser nimmt die dabei entwickelte 
Warme auf. Die einzelnen Stiicke werden zu einem Riemen zusammengeleimt. Del' fel'tige 
Riemen wird unter scharfer Spannung aufgewickelt und so versandt. 

Leder ist ein Material, dessen Formanderung in hohem MaBe von del' Dauer del' Beanspru­
chung abhangt. Die Lange eines durch ruhende Belastung gespannten Riemens anderl sich 
auch noch nach Monaten und Jahren; bei gleichbleibender Lange nimmt die Spannkraft des 
Riemens mit der Zeit rasch ab (Abb. 62.14). 

Z67kg 

o If 169Min.-Zeit 
Abb.62.14. Spannungsabfall von Leder bei unveranderter 

Dehnung nach Versuchen von Stephan. 

Belastung 

kg, 

25 
125 
25 

125 
25 

125 
25 

Zahlentafel 62.l. 

Spannung Lange 
Langen-

anderung 
at mm nun 

4,06 808,4 +28 
20,32 836,4 -14,5 

821,9 + 15 
836,9 -14 
822,9 + 14,7 
837,6 -14,6 
823,3 

1 Das alteste Verfahren ist die Eichenlohe-Grubeugerbung. Die abgekiirzte, moderne Gerbun~ 
gibt nach den Versuchen von P. Stephan (D.P.J. 1916, S. 17) wesentlich kleinere Festigkeitszahlen. Bel 
del' hydrodynamischen Gerbung wird die stark verdfumte Eichenlohebriihe durch die zwischen Rahmen 
eingespannte Haute hindurchgepretlt, so dati aile Fasern mit Gerbstoff getrankt werden. Die Festigkeits-
zahlen sind dabei hiiher als bei der Eichenlohe-Grubengerbung. . 

Chromgegerbtes Leder wird zuerst mit einer wasserigen Lasung von d9ppelchromsaurem Kali und 
darauf mit einer Antichlorlasung behandelt, so dati sich eine Chromoxydverbindung bildet, die dem Leder 
die blaugriine Farbe gibt. 

Das nicht vorgestreckte Leder wird im Handel als "Kernleder" bezeichnet. Vorgestreckte und unter 
Spannung getrocknete Krupons haben die Handelsbezeichnung "Prima". Die Bezeichnung "Extra" be­
deutet, dati nicht die einzelnen Krupons, sondeI'll del' daraus geschnittene Riemen gestreckt ist. 
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Die Versuche zeigen aber, daB - wenn der Spannungswechsel in kurzen Zeitraumen erfolgt­
der Riemen sich fast wie ein vollkommen elastischer K6rper verhalt (Zahlentafe162.1). Ein neuer 
Riemen, 99,2 rom breit und 6,2 mm dick, der etwa 6 Jahre frillier hergestellt und dabei der iib­
lichen Streckung unterworfen worden war, wurde von C. von Bach abwechselnd mit 25 und 
125 kg belastet. Die Wechsel erfolgten in Zeitraumen von 1,5 Minuten, die fUr die Ablesungen 
notwendig waren. , 

Aus diesem Versuch folgt, daB Spannungen und Deh­
nu~gen nicht proportional sind, d. h. daB das Hookesche 
Gesetz Hir Leder nicht gilt, und daB der Elastizitat,s­
modul in hohem MaBe von der Spannung abhangig ist. 

20 

-

_L 

l 
V Fiir den neuen Riemen fand Bach: 

Bei der ersten Belastung. . E = 469 at 
Fiir .fJ = 4 bis 20 at. . . . E = 950 at 
Fur fJ = 20 bis 36 at. . . . E = 2117 at 

und fiir einen gebrauchten Riemen 
in den Spannungsgr1lnzen 

7,2 bis 21,6 at 
21,6 bis 36 at . 
36 bis 50,4 at . . . 
50,4 bis 64,8 at . . . 

· E = 2680 at 
· E = 3600 at 
· E = 4130 at 
. E = 4250 at. 

8 

" 

- L 
- V 

/ 
-

/ 
V 

~ 
V 

-.l 

Zur Herstellung eines geschlossenen Riemens miissen die 
Enden miteinander verbunden werden. Am besten ist das 

o 400¥ 0,008 40ft 401G 
Oehnung e 

II,IJ!O 

£ E d R 62.15. Spannungs-Dehnungslinie fiir Leder. Leimen der sorg altig zugescharften n en. Der iemen 
muB in der Richtung des Pfeiles (Abb. 62.16a) auflaufen weildie Enden sonst leicht aufblattern. 
Ein Nachteil ist das zeitraubende Trocknen der Leimverbindung und das umstandliche Kiirzen 
des Riemens. 

Die Kralle aus TemperguB (Abb.62.16b), 
deren Spitzen auf der Innenseite umgeschlagen 
werden, hat sich bei maBiger Geschwindigkeit 
(b < 10 m/s) als einfache Verbindung fiir 
schmale Riemen eingebiirgert. Weit verbreitet 
ist die Verbindung durch Drahtklammern 
(Abb. 62.16c), die durch Hindurchstecken eines 
Rohhautstabchens hergestellt und leicht gelOst 
werden kann. 

Die Festigkeitseigenschaften von 
Textilriemen werden wesentlich durch die 
Art der Webung beeinfluBt (Abb.62.17). Ka­
melhaarriemen, impragniert, sind gegen Staub, 
hohe Temperaturen und Witterungseinfliisse 
weniger empfindlich als Lederriemen. Hanf wird 
als Gurt fiir Becheraufziige verwendet. 

I 
y I y y y 
y y 

y v I Y y . ~ 
~ " 
\t.. ·l"~ 

abc 
Abb. 62.16a bis c. Riemenverbindungen. 

a Durch Leimen, b mit TemperguBkralle, c durch Drahtklammern. 

9001-_-,.. __ ,-_----, __ -,-__ ,-_, 

8uoI---+---t.---I---;---1------j 

roQ' I-'--+---H---r--r---+--~ 

600l----+-~~--r_--r--T---! 

SO°I---+-I--:H---t-l---;---t---I 

~O'~-~-+-+I-h~-+--~---r-~ 

5 10 15 zo l5 % 

Abb.62.17. Spannungs-Dehnungslinien von Textilriemen (aus 
ROtscher). 1 und 2 vierfacher Baumwollriemen, J sechsfacher 
Hanftuchriemen, impragniert, 4 doppelter Hanfriemen, ge­
webt, nicht impragniert, 5 Balatariemen, vierfach, 6 Haarrie-

men, 7 vierfacher Kamelhaarriemen, impragniert. 

62.2. Grenzbedingung fiir die Verhiitung des Gleitens. 
Wenn eine bestimmte Umfangskraft P iibertragen werden soIl, so folgt aus der Momenten­

gleiphung in bezug auf den Wellenmittelpunkt, daB im Beharrungszustand: 
81 • r = P . l' + 8 2 • r oder P = 81 - 8 2 (62.4) 
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sein muB . .Auf ein unendlich kleines Riemenstuck (.Abb. 62.18) von der Lange d8 = rdcp wirken 

die Spannungen S und S + d8, deren radialen Komponenten S sin d: und (8 + dS) sin d: zu­
sammen die N ormalkraft 

Abb.62.18. 

N = 2 8 sin d; + d8 sin d2rp :=::: 8dcp 

bilden. Damit kein Gleiten eintritt, muB del' 
Spannungszuwachs d8 kleiner als die Reibungs­
kraft I-"N = fl8dcp sein. 

dS_ 
d8 <:: fl8dcp odeI' S <: fldcp . 

Durch Integration uber den ganzen umspannten 
Bogen fJ erhalt man: 

In ~1 <:: flfJ 
2 \ 

odeI' 81 :c:. 82 e u {J, ~ • (62.5) 
d. i. die bekannte Eytelwein (1807)-Grashof (1883)-sche Beziehung. In diese Grenzbedillgung 
muB fUr fJ der kleinste umspannte Bogen, d. i. del' Bogen del' kleineren Scheibe, eingesetzt werden . 

.Aus del' .Ableitung folgt, daB fUr das .Ansteigen del' Spannung von 8 2 auf 81 auch ein kleinerer 
Winkel fJ' < fJ ausreichen kam1. 

Zahlentafe162.2. Werte von ep{J. 

L=04 
2", ' 

0,5 0,6 0,7 O,s 1 2 3 

It = 0,18 ejJ{J = 1,57 I 1,76 1,97 

I 

2,20 2,47 3,09 9,57 29,6 

It = 0,2 1,65 1,87 2,12 2,41 2,73 3,51 12,3 43,1 

It = 0,3 2,12 2,56 3,1 I 3,7 4,5 6,6 43 283 

Die Elastizitat des Riemens bedingt fUr jede Spannungsanderung eine Anderung del' Rie­
menlange, so daB del' Riemen sich wahrend der Spannungsanderung auf del' Scheibe be­
wegen muB . .Aus Gl. (4) und (5) folgt. 

8 - peJ-lfJ und 8 - P 
1 - epfJ _ I 2 - epfJ _ 1 (62.6) 

Die .Achsbelastung A ist gleich del' Resultierenden der Krafte 81 und 82, oder, wenn beide 
. Riementeile angenahert parallel liegen: 

A = 81 + 82 (62.7) 
Das Verhaltnis: 

(62.8) 

Durchzugsgrad genannt, gilt als MaB fUr die Haftfahigkeit des Riemens und ist immer 
kleiner als 1. 

Bei del' Ubertragung del' Drehbewegung durch einen elastischen Riemen ist immer ein Ge­
schwindigkeitsverlust vorhanden. Ein Riementeilchen erleidet namlich, wenn es von del' trei­
benden auf die getriebene Scheibe und zuruck zum ersteren wandert, zwei Spannungen 0'1 = 81// 

(f = Riemenquerschnitt) und 0'2 = 82//, die um 0'1 - 0'2 = O'" voneinander verschieden sind. 
Infolge del' Elastizitat andert sich die Lange des Teilchens von 11 auf 12 um LIZ. Diese Langen­
anderung erfolgt auf beiden Scheiben dadurch, daB sich del' Riemen auf del' getriebenen um LIZ 
dehnt und auf der treibenden um den gleichen Betrag verkiirzt. Da in jedem .Augenblick durch 
jeden Querschnitt die.gleicheRiemenmasse gehen muB, so hat derRiemen im straffen Trum beim 
.Auflauf auf die treibende Scheibe die groBte Geschwindigkeit VI (gleich del' Umfangsgeschwin­
digkeit der Scheibe) und im losen Trum beim .Auflauf auf die getriebene Scheibe die kleinste Ge­
schwindigkeit V 2 (gleich deren Umfangsgeschwindigkeit). Den Unterschied 

VI - v2 Lll 0'1 - 0'2 an -- =~ =8 = --=- (62.9) 
VI lEE 

nennt man den Schlupfverlust. Er ist um so groBer, je groBer del' Spannungsunterschied an 
und je kleiner del' Spannungsmodul E ist. 
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Der unvermeidliche Dehnungsschlupf ist wohl zu unterscheiden yom Gleitschlupf, bei 
dem der ganze Riemen auf der Scheibe rutscht, sobald 81 > 82eP{J wird. 

Diese Anschauungen werden durch die Messungen von Fieber1 (an Gummiriemen) be­
statigtl (Abb. 62.19). Aus der Abbildung folgt, daB der Riemen auf beiden Scheiben zuerst den 
Ruhewinkel IX durchlauft und dann den Schlupfwinkel {J, innerhalb dessen sich der Spannungs­
wechsel vollzieht. Nach Verlassen der Scheiben tritt eine elastische Nachwirkung auf. 

schluj/ 
7 s - ~_..,-.~ 

1 
3 1 z ~".,% ,.,. - , ,,. 

'" ~3 \. 'I .' ." I- a ~ '" 
", 

j{ ~ 5; Z 
/ V .~ 5;1 gelrlebefA!?~~ \ .1:: F 

6 ~ 
5;0 

5' 

- Ire/ben eSclle/~ ~~ ~ ". / .. : 
~9 

~ \ 7 ~ a / p ' 'Ij 
1(;8 :t: / ~' , ~ 'i.7 

I 
-- ~ r:<: ----~ u V I 

~ 
¥,6 

I obgewickelle Riemenliinge 

Abb.62.19. Dehnungsschlupf in einem Gummitiemen nach Versuchen von Fieber. 

Wenn r1 bzw. r2 der Radius der treibenden bzw. der getriebenen Scheibe und () die Rie­
mendicke ist, so ist das tTbersetzungsverhaltnis 

i = 11 + 0,50 (1 _ ~) . (62.10) 
r2 + 0,50 E 

Dabei ist vorausgesetzt, daB die Spannungen gleichmaBig tiber die Riemendicke verteilt sind. 
Infolge der Krtimmung des Riemens trifft dies nun nicht mehr zu. Bach gibt deshalb 
schatzungsweise: 1 

i = r
1 + : 0 (1- ~ ) . (62.lOa) 

r2 + 3 0 

Durch Anordnung von keilf6rmigeIl Rillen (Abb. 62.20) wird die Reibzahl erhOht. Die 
Ausschnitte im keilf6rmigenRiemen werden gemacht, um die Biegespannungen klein zu halten2 • 

Abb.62.20.. Ei,eiIfiirmige Riemen (Roderwald). Abb.62.21. EinfluJ3 der Fliehkrafte. 

1 N oro sky, H!: Riemenschlupfund Reibungszahl vonGummi- und Lederriemen. Versuchsfeld fUr Masch.­
El. T. H. Berlin, Heft 8 (1927). 

2 Kutzbach, K.: Versuche mit Keilriementrieben. Z. VDI77 (1933) S. 238/43. - Jahnert, 0.: Keil­
riementriebe .mit veranderlicher i)bersetzung. Masch.-Bau 15 (1936) S.370. - Meyer, J.: Aufbau und 
Winkel von Keilriemen. GIasers Ann. 122 (1938) S. 71/75. - Degenhardt, W.: Weiterentwicklung der Keil­
riemennormen. Werkst.-Techn.32 (1938) S.201/09. 
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EinfluB der Fliehkrafte. Da der Riemen eine gekriimmte Bahn durchhiuft, treten zusatzliche 
Krafte auf, kurz Fliehkrafte genannt. Die Fliehkrafte sind Massenkrafte, d. h. sie greifen 
im Korper selbst an und konnen diesen nur zusatzlich spannen. 

1st y das spez. Gewicht, so ist die Fliehkraft fiir ein Riemenelement von der Lange rdcp. 

dF = dmrw2 = f r2 d rp Y w2 = L u2fd m 
g g 't" 

U ist die Riemengeschwindigkeit in m/s. 
Da die drei Krafte L1 S, dF und L1 S sich das. Gleichgewicht halten, so ist (Abb. 61.21) 

dF = 2L1Ssin d2
rp = L1Sdcp = ; u2 • f· dcp, 

L1 S Y 
at = - =-u2 

f g 
woraus: (62.11 ) 

Fur u = 10 30 50 100 200 mis, 
ist at = 1 9 25 100 400 kg/em2 • 

Die Fliehkraft spannt jedes Riemenelement zusatzlich um den gleichen Be­
trag L1S, unabhangig von dem Krummungsradius der Bahn. 

Daraus folgt sofort, daB auch die Krafte SI und S2 um diesen Betrag erhoht werden. 
Die Nutzkraft P = SI - 8 2 ist unabhangig von der Riemengeschwindigkeit. 
Nennt man S; =S, -L1S und S~ =S2-L1S die freien Riemenkrafte, so ist 

S; = S~e.l(p 

oder 
(62.12) 

Da die Fliehkraft innere, den Riemen verlangernde Krafte aus16st, wird der Lagerdruck 
um einen kleinen, durch die Verlangerung bedingten Betrag vermindert. 

Beziehen wir die Krafte auf 1 cm2 Riemenquerschnitt, fuhren wir also die Spannungen ein, 
so lautet Gleichung (12): 

und Gleichung (4): 
Daraus folgt 

aI-at = (a2-at)el'{J, 

an = a l - (J2 • 
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(62.13) 

Die ubertragbare Leistung ist durch die zulassige Spannung des Riemens eingeschrankt. Wem1 
die Umfangskraft P = an' f gegeben ist, so folgt die groBte Zugspannung aus der GL (13). 
Dazu kommt noch die Biegespannung aus GL (12.10). Fiir Leder ist die Biegespannung jeden­
falls kleiner als aus dieser Gleichung folgt, weil nach Uberschr.eiten der Elastizitatsgrenze der 
Spannungsverlauf flacher wird; man setzt: 

d 
ab = 0,7 If E . (62.14) 

Die Festlegung der "zulassigen" Spannung ist hauptsachlich eine wirtschaftliche Frage 
und kann nur von Fall zu Fall unter genauer Kenntnis der vorliegenden Verhaltnisse richtig be­
urteilt werden. Das Verhaltnis diD bestimmt die Biegespannung, die GroBe der Scheiben und 
auch die Lebensdauer des Riemens. Man wird die Wahl so treffen mussen, daB die Anschaffungs­
und Betriebskosten fur den ganzen Riementrieb (einschlieBlich Scheiben und Lagerung) 
ein Minimum erreicht. Dabei muB auch die Le1;>ensdauer des Riemens geschatzt werden. 
Bei einem kleinen (billigen) Riemen, der nur gelegentlich in Betrieb steht, darf sie kiirzer gewahlt 
werden, da die Ersatzkosten und die Betriebsstorungen durch Bruch von untergeordneter Be­
deutung werden. Bei sehr breiten und langen Riemen muB die Lebensdauer groBer sein. Auch 
das oftere Kiirzen des Riemens bei Wahl einer hoheren zulassigen Spannung ist besonders bei den 
schweren Trieben und bei ununterbrochenem Betrieb sehr unangenehm. 

Fiir Uberschlagrechnungen schlage ich vor, daB die zulassige Spannung aurh fiir die beste 
Riemenqualitat 50 kg/cm2 nicht uberschreiten sollte l . In vielen Fallen geht man wesentlich 
hoher (wie die nachfolgenden Zahlenbeispiele zeigen) um billige Antriebe zu erhalten, und nimmt 
das oft ere Kiirzen des Riemens in Kauf. Die Zahlenbeispiele sollen aber nicht als "Musterbei-

1 Naeh den Vorsehlagen in Maseh.-B. 1927, S. 877, muB fiir die beste Lederqualitat 0'1< 38 at sein, unab­
hangig von der Biegung. 
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spiele" gelten, da die gewahlten Werte, besonders bei Drehbankantrieben, meistens viel zu hoch 
sind und kaum aus wirtschaftlichen Uberlegungen festgelegt wurden. 

Lebensdauer. Der Rielllen wird nach einer bestimmten Anzahl Biegungen zerstort. Die 
sekundliche Biegezahl des Riemens ist proportional der Riemengeschwindigkeit und umgekehrt 
proportional der Riemenlange. Da der Riemen bei einem Umlauf zweimal gebogen und wieder 
gerade gestreekt wird, ist die Biegezahl gleieh 2vll. Biegezahl mal Biegewiderstand W kann 
als MaB fiir die Zerst6rungsarbeit angesehen werden. A. E. Miiller1 leitet aus seinen Versuehen 
folgende Gleichung fiir den Biegewiderstand des Riemens ab: 

W = B1 am (diD)" kg/em Riemenbreite, so daB 

die Lebensdauer = Funktion [z = ~ (Did)" a-m ] 

ist. Die Exponenten m und n hangen von der Riemenqualitat ab und sind fiir Lederriemen im 
Mittel n = 1,5 lInd m = 0,5. Fiir eine bestimmte Lebensdauer muB 

Z = t (~)n a-m = konstant sein. (62.15) 

C. Bach beriehtet iiber den Antrieb eines Walzwerkes von 2 bis 3000 PS durch einen Riemen von 
1400 mm Breite und 4x4,5 = 18 mm Dicke, bei einer Umfangsgesehwindigkeit von 42,7 mis, 
der bei Tag- und Naehtbetrieb bei einer mittleren Nutzspannung von nur 17,5 kg/cm2 innerhalb 
zwei Jahren um 1,4 m gekiirzt wurde. Die groBte Spannung a1 ist dort kleiner als 40 kgjcm2• 

Wird v verdoppelt, dann muB bei gleieher Lebensdauer das Verhaltnis Djd 22 /3 = 1,6mal 
so groB werden. Die Vorsehrift, daB Djd groBer als etwa 40 sein muB, kann demnach keine all­
gemeine Giiltigkeit haben und gilt nur fiir lang sam laufende Riemen. Die Biegespannung 
ab = 0,7 Ej40 = rd. 42kgjcm2 ist dann ziemlieh groB. Unter Beriicksichtigung gleieher Le­
bensdauer konnte die Spannung 01 aus Gl. (15) bereehnet werden, indem dann 

a1 = K (Dld)3 . (ljV)2 (62.16) 

sein sollte, wobei K von der gewahlten Lebensdauer und von der Riemenqualitat abhangt. 
Giinstigste Riemengeschwindigkeit. Die iibertragbare Leistung p. v wird ein Maximum fiir 

o ~V) = O. Wenn.u und {3 unabhangig von v sind (was fiir .u sicher nich t zutri£ft, vgl. S. 307), 

so folgt aus Gl. (13): 
a(Pv) o(a,,/'v) y 0 

.. 0 = 0 = a1 - 3 - Vg , 
uV V rJ 

d. h. die maximale Leistung wird bei einer Geschwindigkeit vg ' = V~l: = 5,8 -Va;- iibertragen. 

Die Umfangskraft P und damit die iibertragene Leistung wird zu Null 'fiir a1 = L v~ oder fUr 
rJ 

, - V'C11rJ F" - 28 t d - 0 001 k j 3 • d - 1 1/ 28 x 981 - 30 I d 1'2 - Y . ur a1 - a un y -, g em, WIT Vg - 100 V 3 x 0,001 - m s un 
V2 = 51 mjs. 

Die giinstigste Gesehwindigkeit Vg liegt verhaltnismaBig hoeh, erfordert groBe (teuere) 
Seheiben, deren Luftwiderstand den Wirkungsgrad der Ubersetzung vermindert; ihre Seiten­
flaehen sollten deshalb mogliehst glatt verschalt werden. Die giinstigste Riemengesehwindigkeit 
gibt sicher nieht immer die wirtsehaftliehste Losung der Riemeniibertragung. Bei kIeinen 
Seheiben und hoher Drehzahllanft der Riementrieb auBerdem nieht .mehr gerausehlos. 

Der Verlanf der Spannungen nnd der iibertragenen Leistung in Abhangigkeit von der Riemen­
gesehwindigkeit ist in Abb. 62.22 fiir e,,{3 = 2 eingezeichnet. Wenn.u und (3 unveranderliehe 
GroBen sind, folgt daraus, daB die iibertragbare Nntzspannung an mit der Gesehwindigkeit 
abnehmen muB. 

Die Erfahrungswertc von C. O. Gehrckens standen in sehadem Gegensatz zu diesem "theore­
tisehen" Ergebnis, indem er mit der Gesehwindigkeit zunehmende Nutzspannungen empfahl 
(Abb.62.23). Seine Werte geltenfiir Riementrieb mit Dehnungsspannung und unter folgen­
den Voraussetzungen: 

1. DaB die Wahl des passenden Riemens dem Lieferanten iiberlassen wird. Weil fiir schmale 

1 Miiller, A. E.: Verluste der Riementriebe bei Verwendung kleiner Scheiben. VDI-Forsch.-Heft Nr. 318 
(1929). 

ten Bosch, Maschinenelementc. 2. Auf!. 20 
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Riemen nicht die beste (teuerste) Lederqualitat verwendet wird, sind folgende ZuschHige auf 
die Riemenbreite zu machen: 

fUr 40 45-50 55-60 65-80 mm Breite 
50 30 20 10% Zuschlag. 

2. DaB der Trieb horizontal oder der obere Riemen nicht iiber 45° geneigt lauft und daB 
die Achsentfernung entsprechend groB ist; andernfalls 10--20% Zuschlag. 

3. DaB die Ubersetzung nicht iiber 2: I ins Schnelle erfolgt und keine groBen Belastungs­
schwankungen auftreten, sonst 20-50% Zuschlag (Falihammer, Sagegatter, Walzwerke). 

Fiir Riemen in feuchten Raumen, fiir gekreuzte Riemen (je nach Achsabstand, Riemen­
breite und Geschwindigkeit) und fiir oft auszuriickende Riemen sind 10-30% Zuschlag zu 
machen, wahrend fiir Lenixtriebe 50-60% ho- 20 kg/em 
here Belastungen zulassig sind. 
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Allh.62.22. Nutzspannung an in Abhiingigkeit der Riemcn· Abb.62.23. Erfahrungswerte von Gehrckens. Zuliissige Nutz-
geschwindigkeit. belastung fiir 1 em Riemenbreite. (Aus Riitscher.) 

Seit der Veroffentlichung der Gehrekensschen Werte (1889) sind ausgedehnte Versuche durch­
geflihrt worden, um diese nachzupriifen und zu erklaren. Man kann einen steigenden Verlauf 
von azul auch einfach dureh eine bessere Lederqualitat und durch die groBeren Riemenscheiben 
beim schneilaufenden Riemen begriinden. Aber die Verbesserung der Qualitat ist nur in engen 
Grenzen moglich, wahrend die Fliehkraftspannung mit den Quadraten der Geschwindigkeit 
zunimmt. 

Die Reibzl!ohl von Leder auf Eisen 1 ist schon vielfach bestimmt worden; die Versuche zeigen, 
daB fl von einer ganzen Reihe von Faktoren abhangt. Jedenfalls braucht es noch weitere Ver­
suche und auch wohl eine theoretische Grundlage als Fiihrung, bis aile dabei auftretenden 
Fragen zuverlassig beantwortet werden konnen. Aus den Versuchen geht folgendes hervor: 

1. Die Reibzahl zwischen Leder und Eisen ist fiir glatte Scheiben groBer als 
fiir rauhe. Daraus folgt, daB die Laufflache der Riemenscheiben nicht einfach geschruppt, 
sondern moglichst glatt gedreht werden sollte. Diese SchluBfolgerung wird von vielen Firmen 
noch zu wenig beachtet. 

2. Zwischen Riemen und Scheibe bildet sich eine Fettschicht. Wird diese (z. B. durch Waschen 
mit Benzin) entfernt, so nimmt /1 sofort abo Die Reibung zwischen Leder und Scheibe ist demnach 
ein hydrodynamisches Problem und deshalb von Pressung, Gleitgeschwindigkeit, Tem­
peratur, Oberflachenbeschaffenheit usw. abhangig. 

3. Die Reibzahlen sind namentlich bei groBeren Geschwindigkeiten wesent­
lich groBer als friiher angenommen wurde. Aus den Versuchen von Friedrich folgt Z. B.: 

a) fiir einen neuen, schwach gefetteten Riemen (b = 100 mm) auf blanker, ebener GuB­
scheibe von 510 mm Durchmesser und 8 1 - 8 2 = 25 kg, bei einer Gleitgeschwindigkeit 

V. = 1,56 em/s, /lm = 0,19 
Vs = 13 cm/s, flm = 0,43 . 

b) fiir einen gebrauchten. eingelaufenen Riemen, stark gefettet, auf del' gleichen ScheibE' bei 

Vs = 1,55 em/s, /lm = 0,79 
Vs = 45 cm/s, flm = 1,64 . 

1 Friedrich, F.: Versuche tiber die GroBe der wirksamen Kraft zwischen Riemen und Scheibe. VDI­
Forsch.·Heft 196/98 (1917). - Mohr: Dissertation, Danzig 1921. 
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Deshalb nimmt auch ef.tiJ mit wachsender Geschwindigkeit stark zu, z. B. fiir 

f3 = :n und /1 = 0,18 ist ef.tiJ = 2 und an = l (al - at) , 

149 
und fiir fl = 1,6 ist ef.tiJ = 150 und an = 150 (aI-at) • 
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Damit und mit den leicht ansteigenden Werten von azul lassen sich die mit zunehmender Ge­
schwindigkeit steigenden Nutzspannungen von Gehrckens erklaren (Abb.62.24). - Bei der 
Rauheit der Riemenoberflache und wegen der sehr kleinen Dicke der Fliissigkeitsschicht sind 
die V oraussetzungen der reinen Fliissigkeitsreibung hier nicht erfiillt, sondern ein Teil der Riemen­
und Scheibenoberflache beriihrt sich direkt, wahrend dane ben eine diinne Fettschicht vorhanden 
ist, die einerseits an der Riemen- und anderseits an der Scheibenoberflache 0 haftet. Die Rei­
bungskraft setzt sich deshalb aus zwei Teilen zusammen: 

71.T N + Odw 
jUl., = IlO 'YJ dy 

(trockene 
Reibnng) 

(Fliissigkeits' 
reibung) 

In der sehr diinnen Fettschicht kann die Geschwindigkeits­
anderung als geradlinig verlaufend angenommen werden, d. h. 

dw VB . d' Gl't h' d' k . d jl d' dy = --;f' worm VB Ie el gesc wm Ig mt un u Ie 

Schichtdicke ist. Damit wird: 
o VB 

fl = flo + 'YJ N . J . 

Fiir ein Oberflachenelement 0 = rbdqJ ist N = SdqJ, 

fl = flo + 17 r :6 VB = flo (1 + R; ) 
und 

(62.17) 

Es ist anzunehmen, daB diese Beziehung fiir VB = 0 nicht 

at 
so 
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Abb.62.24. 

mehr gilt, da dann die Haftreibung in Frage kommt, so daB die Reibungszahlen den in 
Abb.62.25 dargestellten grundsatzlichen Verlaufhaben miissen!. Sie lassen sich leider zum 
Voraus nicht zuverlassig berechnen. Aus den Uberlegungen kann man aber die praktisch 
wichtige SchluBfolgerung ziehen, daB die Reibungs­
zahl fl groB wird, wenn: 

17 groB ist (Rindertalg oder Tran als Riemenfett, fl 

17 = 0,03 kg· s/m2 
r groB (groBe Riemenscheiben) 2, 

(j klein (Laufflachen moglichst glatt), 
v. groB (groBe Riemengeschwindigkeit und E 

klein), 
b groB (besser breite als doppelte Riemen). 
Die schadliche Wirkung von Feuchtigkeit und 

von hohen Temperaturen beim Riementrieb erklart P.-o 
sich durch di~ Verminderung der Zahigkeit. Beim 
Austrocknen des Riemens (Kesselhaus) wird fl = flo Vs --

= 0,15 bis 0,18; ebenso bei kleinen Riemengeschwin- Abb.62.25. Reibungszahlen !iir Lederriemen. 

digkeiten (v kleiner als etwa 4 m/s). 
Es ist in Europa allgemein gebrauchlich, den Lederriemen auf der Fleischseite laufen zu 

lassen, mit der Begriindung, daB eine solche Auflage (insbesondere auf gewolbten Scheiben) 
der natiirlichen Kriimmung der Haut entspricht. Eingehende amerikanische und spater auch 
deutsche Versuche3 haben aber gezeigt, daB die Reibungszahl auf der (glatteren) Haarseite 
groBer ist als auf der Fleischseite, wenn man den Riemen geniigend lange einlaufen laBt. 

1 In der Z. Masch.·Bau 1927, S.877 wird fUr mittlere Verhaltnisse f1. = 0,15 (1 + 0,15v), also auch ein 
geradliniger Verlauf vorgeschlagen. 

2 Schon die alte Ropersche Formel (U.S.A.) sagte aus, daB P n proportional der vom Riemen bedeckten 
Scheibeno berfla che sei. 

3 Kutzbach: Riemenauflagen, Fleischseite oder Haarseite. Z.VDI68 (1924) S.787. - Neuere Treib­
riemenversuche. Z. Lederriemen Heft 7/8 (1928). Vgl. auch Z. VDI 74 (1930) S. 1263. - Heyde, H.: Kraft­
beziehungen beim Riementrieb. Forschung 7 (1938) S.275/87. 

20* 
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62.4. Erzeugung der Riemenspannung. 
Die zur Ubertragung einer gegebenen Leistung notwendigen Riemenkrafte 81 und 8 2 konnen 

auf zwei verschiedenen Arlen erzeugt werden: 
1. Durch die Elastizitat des Riemens, indem er unter Vorspannung auf die Scheiben gelegt 

wird (Dehnungsspannung), wobei das Eigengewicht die Spannung erhOhen kann. 
2. Der Riemen wird auf etwas groBere Lange zusammengeleimt als dem UmriB des Triebes 

entspricht; die Spannung wird dann durch eine aufgelegte Spannrolle erzeugt (Belastungs­
spannung). 

1. Bei der Dehmmgsspanmmg hangt der Riemen nach einer Kettenlinie durch, weil die 
Bewegung des Riemens nur zur Folge hat, daB jedes Riementeilchen um den Betrag f. v2 y/g 
zusatzlich gespannt wird. 

Betrachten wir nun einen Trieb mit gleich groBen Scheiben, deren Achsen in gleicher Rohe 
liegen (Abb. 62.26), so kann die Berechnung der Riemenspannungen dadurch noch vereinfacht 

I-o---az werden, daB die Endpunkte del' schwebenden Bah­
nen A', B', A' und D' mit A, B, a und D zu­
sammenfallend gedacht werden. FUr den kleinen 
Durchhang des Riemens kann auBerdem die Seil­
kurve durch eine Parabel ersetzt werden. 

Wenn der Nullpunkt in 01 resp. O2 verlegt wird 
ist dann der Durchhang: 

Y = j'C = a . x2/2 , y' = a . x = tg a 
Abb.62.26. Durchhang des belasteten Riemens. 

(Aus Schulze-PillotJ. und die Lange der Parabel von 0 bis x 

x x ( 1) (02 2) 
8x =[Y C1+(y')2J dx,..."",[ 1 +'202X2 dx= x 1 +---t- . (62.18) 

Die freie Riemenkraft S' (also ohne Berucksichtigung der Bewegung des Riemens) ist, wenn 
q = yf das RiemengewichtjLangeneinheit ist 

V q. s x /---- q·sx ds Sx 
S' = sin cp = tg cp 1 1 + tg2 <p = o. x • dX = q c-;; 

nnd mit Ox aus Gl. (18), da fur den kleinen Durchhang 8z = x ist: 

S' _ 1/ 8~ = 1/ x 3 (62.19) 
-q V 6(sx-x) qy 6(sx-x) . 

Die Riemenkraft 8 unter Berucksichtigung der Riemengeschwindigkeit v ist. 

8 = S' + L f v2 • (62.20) 
g 

Fur den Leerla uf, d. h. wenn keine Umfangskraft iibertrag~n wird, ist S1 = 8 2 = 8 = kon­
stant. Der Riemen besteht dann aus zwei gleichen Ralften von der Lange l = 8 + nr. Von 
dieser "gedehnten Lange" ist die urspriingliche Lange lu (Urlange) zu unterscheiden. 

l = lu (1 + s). 

Die Lange der schwebenden Bahn ist 8 = l- nr = lu (1 + s) - nr 

und 8 - a = lu (1 + c) - (nr + a) = lu (1 + s) - a' . 

wenn: der UmriB des Fadens nr + a = a' gesetzt wird. Fur X= a/2 ist 

, 1/ a3 ,q2 a3 

S =QV24(lu- a'+elo) oder (lu-a)+elu=24S'2' (62.21) 

FUr den stillstehenden Riemen (S' = S) kann diese Gleichung leicht zeichnerisch gelOst wer­
den (Abb. 62.27). Man tragt die Werte der drei Glieder der Gl. (21), die ihrer Dimension nach 
Strecken bedeuten, in Abhangigkeit von S abo Rierbei ergibt lu - a' (das positiv oder negativ 
sein kann) die "Vorspannungsgerade" und elu die "Dehnungskurve", die mit Abb. 62.15 bestimmt 

2 3 

ist. Das Glied :4;'2 liefert die "Eigengewichtskurve" 1 und ihr Schnittpunkt mit den summierten 

Werten der Vorspannungsgeraden und Dehnungskurve die Losung der Gl. (62.28). 
Rat del' Riemen die Geschwindigkeit v, so wil'd die Riemenfliehkraft S, dazu addiert, die Deh­

nungskul've muB nun im Punkte 0" anfangen, der um die Stl'ecke S, untel' 0' liegt. Die ganze 
Dehnungslinie wird also um diesen Betl'ag nach unten vel'schoben (Abb.62.27). 

1 Schulze-Pillot, G.: Neue Riementheorie. Berlin: Julius Springer 1926. 
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Wird der Trie b belastet und macht man die weitere Vereinfachung, daB in E und F 
(Abb.62.26) die Spannung plotzlich von 81 auf 82 ubergeht, so wird das lose Trum urn 
den gleichen Betrag verlangerl, urn den das straffe gekiirzt wird. Dadurch andert sich 
die ursprungliche Lange und damit die Lage der V orspannungsgerade fur die beiden Riemen­
stucke. Da es nul' auf die relative Lage del' Dehnungskurve zur Eigengewichtskurve ankommt, 
kann an Stelle der Verschiebung der Vorspannungs- und Dehnungslinie auch die Eigengewichts­
kurve urn den gleichen Betrag, aber in entgegengesetzter Richtung, verschoben werden. Nach 
einem Vorschlag von Schulze-Pillot verschiebt man dazu die (auf durchsichtiges Papier ge­
zeichnete) Eigengewichtskurve nach rechts und links urn gleiche (willkiirliche) Strecken LIZ und 

~cm 

Abb. 62.27. Leerlaufcharakteristik 
(nach Schulze- Pillot). 
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Abb.62,29. Anordnung zum Nachspanncn des Riemens, (AUB Ri:itscher.) 

bestimmt durch die Schnittpunkte mit del' Dehnungs­
kurve die Spannungen 8'1 und 8'2' Tragt man die 
so gefundenen Werte in Abhangigkeit von den Ande­
rungen Lll del' Riemenlange auf, so erhalt man die 

"Arbeitskurve" (Abb. 62.28). Urn den Unterschied 8'1 -8; = P leicht ablesen zu konnen, ist 
in diesel' Abbildung del' unterhalb des Leerlaufpunktes Po gelegene Kurvenast umgeklappt. 

Die Spannungen nehmen im Laufe del' Zeit ab, so daB die Gefahr vorhanden ist, daB diese 
zur Ubertragung del' Umfangskraft P nicht mehr ausreichen werden. Dann wird ein Nach­
spannen erfotderlich, indem z. B. die eine Welle (Motor) auf Spannschienen gestellt wird 
(Abb.62.29), odeI' durch Verkiirzen, d. h. Trennen, Abschneiden und Wiederverbinden des 
Riemens. Urn dieses umstandliche Verfahren nicht zu oft anwenden zu mussen, wird del' Faden 
mit einem - oft recht bedeutenden - UberschuB an Spannung aufgelegt. Die Achsbelastung A 
wird dann wesentlich groBer als 3P (bis zu 9 P), abel' gleichzeitig auch die Reibungszahl ft und 
damit die Kra£tubertragung verkleinert. 

2. Belastungsspaunung. Del' franzosische Ingenieur Leneveu hat zuerst die Spannrolle 
so angeordnet, daB damit auch eine VergroBerung des umspannten Bogens verbunden ist 
(Abb.62.30). Nach ihm werden solche Getriebe auch Lenixtrie be genannt. Urn unnotig groBe 
Belastungsgewichte zu vermeiden, ist die Spannrolle immer im schlaffen Trum anzubringen. 
Auch die Reibung wird groBer, je kleiner die Spannung ist. Wenn del' Widerstand beim Um­
lenken urn die Rolle vernachlassigt wird, erzeugt die Rolle gleich groBe Krafte in den beiden 

. abgelenkten Riemenstucken, die aus dem Krafteparallelogramm leicht bestimmt werden konnen. 
In Abb. 62.31 z. B. wird die Federkra£t F durch P = F· alb an del' Rollenachse ersetzt 

und dann in den Richtungen AO (Resultierende 8 del' Riemenkrafte 82) und BO (Richtung 
des Armes) zerlegt. 
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Zahlenbeispiel 62.1. Berechnung der Riemenbreite ffir den Antrieb einer Dynamo 
(N = 6 P8, n = 1600) von einer Wasserradwelle (n = 8) aus. Die Ausfiihrung erfolgte mit 
zwei Spannrollentrieben nach Abb. 62.30. . 

Bei beiden Trieben handelt es sich urn langsamlaufende Riemen (v < 10 m/s), so daB der 
EinfluB der Fliehkraft vernachlassigt werden kann. Der umspannte Winkel ist groB, {3 = 1,5 n, 
und el'fJ = 3. Dann folgt aus G1. (13): 

an = i av d. h. a1 = l an oder 81 = .~ P, und a2 = .~ a" oder 82 = ~ . 

Abb.62.30. Antrieb cines Dynamo von einer Wasserradwclle durch Spannrollcn. 

Abb.62.31. Krafte beim Spannrolien­
trieb. AD=DG=S,. (Aus Riitscher.) 

Wasserrad· V orgelege 

d1 = 2600 mm, n1 = 8 
. 2600 

d2 = 320 mm, n2 = 325 . 8 = 64 

a = 1950mm 
n' 2,6·8 

v = -00- = 1,1 m/s 

p = 6 . 75 = 410 kg 
1,1 

15 = 5 mm, b '" 500 mm 
at = 25 + 39 = 64 at 

V orgelege-Dynamo 

d1 = 2750 mm, n1 = 64 

d2 = 110 mm, n2 = 1600 

a = 1950mm 
n' 2,75·64 

v = 60 = 9,2 m/s , 

6·75 p= -~=49kg 
9,2 

15 = 4 mm, b ~ 75 mm 
at = 25 + 64 = 89 at 

Abb. 62.32 1. 

1 Swift, H. W.: Short-centre belt drives. Proc. Instn. mech. Engr. 135 (1937) S.485/531. 



Wenn a1 = 25 at gewahlt 
wird, so ist die Riemen­
breite bei ?i cm Dicke 

3p 
b = /j~ 25 = 0,06 Plb cm. 

Die groBte Normalspan­
nung, ist (mit E = 2500 at) : 

5 2 at = 25 + 0,7 d
2

' 500at. 

Die Belastungsgewichte 
sind aus den Spannungen 
8 2 zu berechnen. 

Je nach der Riemen­
breite kann die Rolle ein­
oder beidseitig gelagert 

62.5. Die Seheiben. 

Abb.62.33. (v. Roll, Clus). 

a Spannrolle von 0 ben drilckend, 
einseitig gelagert, 

b Spannrolle V(ln unten drilckcnd, 
beidseitig gelagert. 
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werden (Abb.62.33). Eine konstante Vorspannung (ohne VergroBerung des umspannten Bogens) 
kann beim Antrieb durch Elektromotor erreicht werden, wenn der Motor drehbar gelagert wird. 
(Abb. 62.32). 

Aus Abb. 62.30 ist die (selbstverstandliche) Tatsache, daB ein langsam laufender Riemen 
zur Ubertragung einer gegebenen Leistung viel breiter sein muB als ein rasch laufender, 
sehr anschaulich zu sehen. Dennoch wird dies in der Praxis sehr oft ubersehen . . Abb. 62.34 
zeigt einen Drehbankantrieb, bei welchen die drei Riemen gleich breit sind, trotzdem 

60 60 

Abb.62.34. Drehbankantrieb. (Aus Hippler). 

die Riemengeschwindigkeiten sehr 
verschieden sind. Wenn nul' IPS 
ubertragen werden solI, so folgen 
die erforderlichen Riemenbreiten aus 
der nachstehenden Zusammenstel­
lung, wenn 0'1 = 25 kgjcm2 ; angenom­
men wird: 

Riemen a-c b-t Stufenscheibe 
"l'm/S 4,5 2 I 

PI! = 75 16,5 37,5 7!5kg 
81 = 2 P. 33 75 150 kg 

2P 
b= --

0"1. 0,5 
2,7 6 12 em 

Der Stufenriemen ist demnach viel 
zu schwach. Es ist auch eine bekannte 
Tatsache, daB die Leistungsfahigkeit 
der Drehbank dadurch stark ein­
geschrankt wird. 

62.5. Die Scheiben. 
Als Material fur die Scheiben wird 

hauptsachlich GuBeisen verwendet; 
fiir leichteTriebe Aluminium, seltener 
Holz; fur raschlaufende Scheiben 
Schwungrader) Stahl u. StahlguB. Die 
Randstarke 81 des Scheibenkranzes 
(fiir GuBeisen) 81 = 0,01 R + 0,3 cm, 

die Mittelrippe ist (weil unzweckmaBig) wegzulassen. Die Arme erhielten fruher meist eine 
geschwungene Form, urn die GuBspannungen auszugleichen. Jetzt werden sie immer ge­
t'ade gemacht. Bis 450 mm Durchmesser wahlt man 4 Arme, fur groBere Durchmesser (bis 
800 mm) 6 Arme. Del' Armquerschnitt ist eine Ellipse mit dem Achsenverhaltnis I : 2 bis 
1 : 2,5; die Verjiingung der Arme betragt 5 : 4. Bei der Festigkeitsrechnung wird angenommen, 
daB fiir i =4 ein Arm und fur i = 6 zwei Arme die Umfangskraft von der Scheibe auf die Welle 
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iihertragen. Die Biegeheanspruchung folgt dann aus der Gleichung 
p. rn . 

1 bzw. 2 = -:[ a2 b· ab . (62.22) 

Ein einfacher Armstern reicht aus fUr B his 0,1 D + 250 mm. 

-1.- tS1 I! 
118 

~ II 
».. 

+ -- f- t-""t,-r-r 
l' 

I~ 
I 

-tm 

Abb.62.35. Einteilige:Riemenscheibe. 

A-B-C 
Abb.62.38. Schwungrad mit schmiedeeisernen Armon und Stahlgu/3kranz. 

Umfangsgeschwindigkeit u = 62 m/s. (A us Riitscher.) 

Abb. 62.36. Zwciteilige, gesprengte Riemenscheibe. 
(Aus Rotscher.l 

Abb.62.37. Brcite Riemenscheibe mit 
doppeltem Armsteru. Die Nabe ist ge­
sprengt, Urn Gu/3spannungen auszu-

gieichen. (AlLS Rotscher.) 
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Die Riemenscheiben werden auf der Welle durch Keile oder durch Klemmen befestigt (vgl. 
Verbindungen). Die Starke ~ der Nabe folgt aus der empirischen Gleichung 

.1J = (+ bis +) (do + -~ ) + 1 cm . (62.23) 

Darin ist d die Bohrung der Scheibe und do der W ellendurchmesser, der zur Ubertragung des 

Drehmomentes naeh der Gleiehung -}- d03 -,; = Md ausreiehen wiirde. Fiir d = do ist 

o = (+ bis +) . + d + 1 em oder ~ = (0,3 bis 0,35) d + 1 em. (62.24) 

Die N abenIange ist 1 = 1,2 bis 1,5 d oder aueh l = B. Lange Naben werden haufig hohl ge­
maeht (Abb. 62.35). 

Die Verwendung einteiliger Seheiben ist durch die Schwierigkeit der Montage und (fur 
groBe Scheiben) auch durch die Transportschwierigkeit eingeschrankt. Auch die groBten Rie­
menscheiben werden in einem Stuek gegossen und naehher langs eines Durehmessers aufgesprengt 
(Abb.62.36). Die beiden Teile werden zusammengeschraubtund dann gedreht. Die Breite der 
Sprengleiste soIl 5 mm nicht uberschreiten, weil sonst die SpreIigarbeit zu miihsam wird. Fur 
das Sprengeisen sind genugend groBe Offnungen vorzusehen. Nur schwere Scheiben (Schwung­
rader, Kegelrader, Zahnrader) werden zweiteilig gegossen und an den Trennflachen gehobelt. 

Die Trennfuge soIl bei raschlaufenden Scheiben immer in die Arme gelegt werden, nicht zwi­
schen zwei Arme, da die Fliehkraft der Verbindungsteile eine zusatzliche Spannung erzeugt. 

Ungleiche Kranzdicke ruft eine sehr ungleichmaBige Formanderung (Spannung) des Kranzes 
hervor. Es ist daher ratsam, an raschlaufenden Riemenscheiben den Kranz auch auf der Innen­
seite abzudrehen, soweit es natiirlich die Armbreite gestattet. Fiir groBe Umfangsgeschwindig­
keiten mussen die Scheiben ausbalanciert werden (vgl. Abschn.34.2). 

Die Normung der Scbeibendurchmesser setzt auch eine Normung der Drehzahlen voraus. 
Als Normdrehzahlen werden ausschlieBlich die Normzahlen (S. 10) verwendet, mit den Stu­

fenspriingen 
40/-

cp = ]10 = 1,06 2)1 10 = 1,12 ']/10 = 1,26 und y 10 = 1,58 

und fUr grobere Stufung auch die Zahl2. Die Drehstrommotoren haben eine Nenndrehzahl, die 
bei der gebrauchlichen Frequenz f = 50/8 bei 

der Polzahl 2 4 6 8 10 12 16 
gleich n = 3000 1500 1000 750 600 500 375 

sind und als Normzahlen der 40er Reihe vorkommen. Die Betriebsdrehzahl del' Motoren ist klei­
ner (vgL Abschn. 66) ; wenn der Schlupf einheitlich auf 6 % festgelegt wird, so sind die Betriebs­
drehzahlen Wieder Normzahlen der gleichen Reihe. 

Sind z verschiedene Stufen geplant, so sind die Drehzahlen 

nl , n2 = n i cp, na = ~ cp2 ........ nz = nIcpu-l 

Sind die groBte und die kleinste Drehzahl und der (normale) Stufensprung festgelegt, so konnen 
die einzelnen Drehzahlen aus den Normzahlen (S. 11) direkt abgelesen werden. 

Festigkeitsrechnung. Unter der Voraussetzung, daB die Kranzstarke klein im Verhaltnis 
zum Radius ist, entsteht in einem frei schwebenden Ring eine Spannung: 

(J = L v2 
g , (14.9) 

worin v die Umfangsgeschwindigkeit in cm/s, und y das spez. Gewicht des Ringmaterials ist, z. B. 
fiir GuBeisen y = 0,00725 kg/cm3. Durch die Fliehkraft dehnt sich del' Ring in radialer Rich­
tung um den Betrag: 

(14.5) 

Die Arme verhindern nun die freie Dehnung des Kranzes. Wenn von del' Beanspruchung durcb 
das ubertragene Drebmoment abgeseben und eine gleicbmaBige Verteilung der Arme auf dem 
Umfang der Scbeibe vorausgesetzt wird, so wiederholen sich aIle Verhaltnisse so oft, wie Arme 
vorhanden sind. Die Betracbtung kann desbalb auf ein Kranzstuck zwischen zwei Armen be­
schrankt werden, das (aus Symmetriegriinden) als beiderseitig eingespannter Stab betrachtet 
werden kann.' 
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Mit Riicksicht auf die schwerwiegenden Folgen einer Scheibenexplosion darf azul fiir GuB­
eisen nul' zu 100 at angenommen werden, so daBfiir dieses Material die groBte zulassige Umfangs-

C geschwindigkeit rd . 30 m/s ist. Fiir groBere Umfangs­
geschwindigkeiten sind Stahlscheiben zu verwen­
den. 

Wird die Kranzdicke groB im Verhaltnis zum Ra­
dius (Schwungrad), so ist die Scheibe als stark ge­
kriimmter Trager zu berechnen. Die Gleichgewichts­
bedingungfiir die vertikalenKomponenten (Abb.62.39) 
ergibt dann die Beziehung: 

2 T sin a + 2 ~ cos a = G . (62.25) 

Ahb.62.39. Zur Schwungradberechnung. 
Hierin ist 2 a del' Zentriwinkel des Kranzstiickes, 

G die gesamte Fliehkraft des Stiickes in kg, 
Z del' ganze von jedem Arm auf den Kranz radial nach innen ausgeiibte Zug in kg. 

Nun ist G = 2 To sin a, wenn f.L u 2 , die konstante tangentiale Spannkraft des freischweben­
g 

den Ringes = To gesetzt wird. Diesel' Wert, in Gl. (25) eingesetzt, ergibt: 

2 T sin a + Z cos a = 2 To sin a 
oder 

Z 
T = To - 2" ctg a . (62.26) 

Wir brauchen zur Berechnung del' Unbekannten T, Z und Mo noch zwei weitere Gleichungen, 
die aus den Formanderungen abgeleitet werden miissen, und zwar ist nach dem Satz von Cast i­
gliano fiir das Kranzstiick mit den Armen sowohl 

und 
aA 
az = 0. 

Fiir die genaue Ausrechnung vgl. K. Reinhardt, Mitt. Forsch.-Arb. H.226 oder Tolle (Re­
gulierung der Kraftmaschinen, Berlin: Julius Springer) und W.Heusinger, Forschung 9 (1938) 
S. 197/208 und 309/10. 

63. Seiltrieb. 
63.1. Drahtseile. 

Drahtseiltriebe haben seit Einfiihrung der elektrischen Kraftiibertrgaung an Bedeutung ver­
loren. Drahtseile werden hauptsachlich als Zug odeI' Tragorgan bei Kranen, Aufziigen und Seil­
bahnen verwendet. 

Abb. 63.2. Gleichschlagseil. 

Abb.63.1. Drahtseil. Abb. 63.3. Kreuzschlagseil. 

Aufbau und Normen. Die einzelnen Drahte werden mit oder ohne Hanfeinlage schrauben­
formig zu einer Litze (Spiralseil) zusammengedreht. Mehrere Litzen urn einen Hanfkern gedreht 
bilden ein Seil (Abb. 63.1), mehrere Seile urn einen Kern geschlagen ein Kabel. 

Nach del' altesten Herstellungsweise drehte (schlug) man Litze und Seil in gleicher Richtung 
(Gleichschlag = Albertschlag = Langschlag) (Abb.63.2). SpateI' wurde del' Kreuzschlag 
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(Abb. 63.3) die Regel, bei dem die Litze entgegengesetzte Drehung erhalt (ordinary lay). Solche 
Seile haben weniger Neigung, sich um die eigene Achse zu drehen. 

Die Drahtseile sind g eno rm t; die N ormen fiir Kr ans eile sind in den europaischen Landern 
praktisch gleich und dadurch gekennzeichnet, daB aIle Drahte im Seil die gleiche Dicke haben. 
Die N ormen umfassen folgende drei Ausfiihrungsformen: 

A. mit 6 (1 + 6 + 12) = 6X 19 = 114 Drahten von 0,4 bis 1 mm 0, 
B mit 6 (1 + 6 + 12 + 18) = 6x37 = 222 Drahten von 0,4 bis 1,3 mm 0 und 
9 mit 6 (1 + 6 + 12 + 18 + 24) = 6 x61 = 366 Drahten von 0,7 bis 1,5 mm 0. 

Abb.63.5. 
Abb. 63.4. Die Drahte der verschiedenen Schichten iiberkreuzen sich bei allen Normseilen. Warrington -Litze. 

D.ie Drahte der verschiedenen Schichten iiberkreuzen sich; der Winkel ist beim Kreuzschlag­
seil viel groBer (etwa 30°) als beim Gleichschlagseil (etwa 2° bei den Normseilen) (Abb.63.4). 

Reute weiB man ganz bestimmt, daB diese "normale" Machart der Seile nicht die mit der 
groBtenLebensdauerist. Die Normseile sind aberdie biegsamsten und deshalb im Kran­
bau bevorzugt. Dieses ungiinstige Verhalten "normal" aufgebauter Seile hat dazu gefiihrt, 
die alten, englischen Seilkonstruktionen mit ungleichstarken Drahten (seit 1890 bekannt) von 

'{'uhf der Oeclrschichl 

Ab.63.0. SeaIIitzc. 

neuem aufzunehmen. Diese haben den Vorteil, daB die Drahte sich nicht iiberschneiden, in­
dem aIle Drahtschichten die gleiche Schlaglange erhalten, also parallellaufen. Die Drahte be­
riihren sich also theoretisch auf der ganzen Mantellinie. Bei der Warrington-Konstruktion 
(Abb. 63.5) wird dies dadurch erreicht, daB der zweite Schlag aus Drahten verschiedener Dicke 
besteht. Bei der Seale-Konstruktion (Abb. 63.6) besteht jeder Schlag wieder aus Drahten gleicher 
Dicke; die Drahtstarke ist aber in den einzelnen Schichten verschieden .. Jede Schicht hat die 
gleiche Drahtzahl und zwanglaufig die gleiche Schlaglange; die 
AuBendrahte liegen immer in den Furchen zwischen zwei Innen­
drahten. Die Seale-Seile gelten im Aufzugbau als N ormseile. 

a b 

Abb.63.7. Tragseile fiir Drahtseilbahnen. (Aus Stephan.) 
a Offenes Seil, b halb verschlossenes Seil, c ganz verschlossenes Seil. 

c. 

Die Tragseile fiir Drahtseilbahnen sind immer grobdrahtige Spiralseile. Offene Seile 
(Abb. 63.7a) werden nur noch selten verwendet, weil sie beim Eindringen von Regenwasser leicht 
rosten. Geschlossene Seile mit glatter Oberflache (Abb. 63.7 c) werden deshalb vorgezogen. 

Die Betriebsbeanspruchungen eines Seiles sind immer SO, daB das unter der Wirkung einer Zug­
kraft gespannte Seil mehr oder weniger oft gebogen und wieder gerade gestreckt wird. Neben 
diesen Zug- und Biegebeanspruchungen treten im Betrieb noch andere Faktoren auf, die 
von der Kraftangriffstelle (Befestigung, Ablenkung, usw.) herriihren, also auBerhalb der 



316 SeiItrieb. 

Seilkonstruktion liegen, und - wie die Erfahrung zeigt - die Lebensdauer oft ausschlaggebend 
beeinflussen. Die Z u g spa n nun g (Jt wird so ermittelt, als ob das Seil aus einem Biindel paralleler, 
genau gleich belasteter Drahte bestehen wiirde, die sich gegenseitig nicht beeinflussen: 

~(P'i'(Jz=P 
4 

(63.1) 

P ist die Zugkraft in kg, ~ der Drahtdurchmesser in mm und i die Anzahl Drahte im Seil. 
Solange wir geniigend fern von der Angriffstelle der Kraft P entfernt sind (Prinzip von de St. 

Venant), von der Drahtreibung und von der Elastizitat des Seilkernes abgesehen, wird die Deh­
nung und damit die Zugspannung vor allem von der verschiedenen Neigung der Drahte zur Seil­
achse abhangen, also verschieden groB sein. Da die genannten, einschrankenden Bedingungen 
aber nicht vernachlassigt werden diirfen, st6Bt die Berechnung der wirklich· auftretenden 
Zugspannungen auf fast uniiberwindliche Schwierigkeiten. 

. 
-

" 120 f}urchmesser lIerkunfi' 
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Abb. 63.8. Lebensdauer vou Seildrahten 
verschiedener Dicke und Herkunft. 

K z = 130kg/mm', <Iz = 30kg/mm'. Die 
Punkte sind Mittelwerte aus je zehn 
Versuchen. (Prof. Woernle, T. H. Stutt-

gart.) 

Bei den langen und schweren F6rderseilen muB auch das.Seil­
gewicht bei der Berechnung der Zugspannung beriicksichtigt wer­
den. Bei 20 t Gewicht fiir den belasteten F6rderkorb kann das 
Seilgewicht bis zu 15 t betragen. Das senkrecht herabhangende 
F6rderseil zeigt (infolge der verschiedenen Spannungen) das Be­
streben sich aufzudrehen, wenn es am unteren Ende bela stet 
wird. Ein beidseitig eingespanntes Seil wird sich in den am bOch­
sten belasteten Strecken aufdrehen und in der geringer belasteten 
zudrehen, was eine Anderung der Pres sung zwischen den verschie­
denen Drahtlagen zur Folge hat. 

Die Biegespannung eines einzelnen Drahtes: 
o 

(Jb = D E kg/mm2 (12.12) 

D = mittlerer Durchmesser der Rolle, ist sehr groB: flir ~ = 1 mm, 
E = 22000 kg/mm2, D = 220 bzw. 440 mm wird (Jb = 100, bzw . 
50 kg/mm2! Die Gleichung ist aber sicher richtig, denn die 
Versuche zeigen, daB einzelne Drahte mit verschiedenem Durch­
messer flir ein bestimmtes Material und einen bestimmten Wert 
von (Jz und ~/D unter sonst gleichen Betriebsbedingungen eine 
eindeutige Le bensdauer haben (Abb.63.8) 

Die Biegespannungen aus einem aus vielen Drahten zusammen­
gesetzten Seil werden nun ebenfalls nach G1. 12.10) berechnet, 
indem das Seil wieder als Biindel reibungsfrei nebeneinander 
liegender gerader Drahte betrachtet wird; man nimmt also an, 
daB die einzelnen Drahte aufeinander frei gleiten k6nnen. Die 
Gesamtspannung in einem gebogenen Seil also (nach Reuleaux, 
1861) : 

P 0 
(Jt = (Jz + (Jb = --+ DE. 

~02i 
4 

(63.2) 

C. von Bach hat 1881 die Richtigkeit dieser Gleichung bestritten und zwar auf Grund fol­
gender {jberlegungen: "Wenn ein im Betrieb bewahrtes Seil nach dieser Gleichung berechnet 
wird, so ergeben sich Spannungen bis zu 3000 kg/cm2. Solche Spannungen, die dazu noch oft 
wechseln, k6nnte das Seil auf die Dauer nicht ertragen, ergo muB die wirkliche Beanspruchung 
kleiner sein als die berechnete". - Die Gleichung von Reuleaux weiche deshalb so stark von 
der Wirklichkeit ab (sagte C. von Bach), weil die Schrau benform dabei nicht beriicksichtigt 
sei. Er fiihrte dementsprechend einen Berichtigungsfaktor {3 ein und setzte 

P 0 
(Jt = -- + {3 - E 

n 02 ' D 
4~ 

(63.3) 

mit {3 = 3/8 fiIT Transmissionsseile und {3 = 1/4 fiir die besonders biegsamen Kran- und Aufzug­
seile. Der Streit um die richtige Berechnung der Drahtseile hat lange gedauert. Prof. Benoit 
(Karlsruhe) hat einzelne Phasen dieses "Drahtseilkrieges" in seinem Buch "Die Drahtseilfrage" 
erzahlt. Heute ist diese Streitfrage wohl eindeutig zugunsten der Gleichung von Reuleaux ent­
schieden. Durch eine mathematische Untersuchung kann nachgewiesen werden, daB ein verseilter 
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Draht beirn Biegen sich noch etwas starker kriimmt als ein gerader und deshalb auch eine etwas 
(rd. 3%) groBere Biegespannung erleidet. Schon die einfachen Versuche von Isaachsen (1907) 
und eindringlicher die ausgedehnten Versuche von Prof. Benoit haben gezeigt,daB (entgegen der 
Bachschen Vermutung) ein verseilter Draht viel weniger Biegungen bis zum Bruch ausha,lt 
(nur etwa den hundertsten Teil!) als ein einzelner Draht. Nur zu einem sehr geringen Teil kann 
diese unbestreitbare Tat-
sac he dadurch erklart wer­
den, daB beim Schlagen 
des 'Seiles in den einzelnen 
Drahten bedeutende Vor-
spannungen auftreten, die 
oberhalb der Streckgrenze 
liegen und eine Verfesti­
gung des Materials (Er­
hohung der Streckgrenze, 
Verminderung der Deh­
nung) zur Folge haben, 
aber bei wiederholtenBean­
spruchungen oberhalb der 
Elastizitatsgrenze die Le­
bensdauer der Drahte ver­
kfuzen. Zur Verm13idung 
der Vorspannungen gibt 
man deshalb neuerdings 
den Drahten, bevor sie zur 
Litze geschlagen werden, 
die Form, die sie in der 

.~ 

20 

a b 
Abb. 63.9. EinfluB vom D/6 auf die Lebensdauer von Drahtseilen, 

a fiir Kreuzschlag, b fiir Gieichschlag. (Versuche von Woernle.) 

1000 

fertigen Litze einnehmen (vorgeformte Drahte, Tru-Lay-Seil)1. Solche Seile zeigen erfahrungs­
gemaB eine erhohte Lebensdauer und einen kleineren Biegewiderstand. Beirn Bruch einzelner 
Drahte springen diese auch nicht aus dem Seilverband. Die Auseinandersetzungen hatten 
zur Folge, daB man sich viel intensiver mit den tatsachlichen Beanspruchungen in einem Seil 
befaBte, denn auch die Gleichung von Reuleaux kann noch lange nicht alie Brucherschei-

ro:~~td Ii So folgte z. B. aus den Untersuchungen, daB unter sonst gleichen 
I \ 50. nungen erklaren. 

mf :It, a. ~ kom,tant nicht zu,"mmenf.llen (Abb. 63.9); die Leben&laue< 
" Versuchsbedingungen, die Lebensdauerkurven der einzelnen Seile fur 
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Abb.63.1O. EinfluB der Seilbelastung {Jz auf die Lebensdauer von Kreuzschlagseilen. 

a Bei 400 mm Scheibendurchmesser, b in Abhangigkeit des Scheibendurchmessers. 

ist verschieden, je nach der Drahtdicke und Konstruktion des Seiles (Gleich- oder Kreuzschlag). 
Schon aus der Tatsache, daB ein Einzeldraht bis zu 100mal soviel Biegungen bis zum Bruch 
aushalt als der im Seilverband liegende Draht, muB man schlieBen, daB beim Biegen eines 
Seiles noch andere, we sen t lie h e Beanspruchungen auftreten als bei der Ableitung der Reuleaux­
schen Gleichung vorausgesetzt wurden. 

1 Machart und Name sind gesetzlich geschiitzt. 
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Wird ein Biindel paralleler, unverseilter Drahte so iiber eine Rolle gebogen, daB die Langs­
verschiebung an den Enden verhindert wird, so treten natiirIich viel groBere Biegespannungen 
auf, namIich 

(fb = ; E (d = Durchmesser des Drahtbiindels). 

Bei einer Verseilung der Drahte zur Litze Iiegt jeder schraubenformig gewickelte Draht auf 
dem UmschIingungsbogen zum Teil auBen (in der Zugzone) und zum Teil innen (in der Druckzone). 
Sobald die Reibung zwischen den einzelnen Drahten iiberwunden ist, tritt durch die Verschie­

i I I 
I i I ! 

I I I 
~ 

1 ! Ii 
\.1 i 

I 

! 
i I 

I I I 
I ! 

I I I 
I 

I I ! 
I 

I I I I I I 

i_~~ 

bung ein Langenausgleich ein. Der Ausgleich in jedem 
Draht ist aber nur dann vollstandig, wenn gleichviel Zug­
und Druckzonen auf dem UmschIingungsbogen Iiegen, 
d. h. wenn die Schlaglange der Litze ganzzahlig 
im Umschlingungsbogen aufgeht. Tut sie das 
nicht, dann muB auch in den einzelnenDrahten einer Litze 
bei der Biegung eine VergroBerung der Biegespannung, also 
eine Verminderung der Lebensdauer eintreten. 

Das Gleitender einzelnen Drahte ist nur nach -ober-
o 10 2tl 30 f/Il 50 50 70 ao' windung der Reibung mogIich, die dadurch verursacht 

Winkel (Juf der Scheibe wird, daB die Drahte bei der Biegung aufeinander gepreBt 

I 1 I I 

Abb. 63.11. EinfluJ3 des umspanntenBogens auf die werden. Da die Reibungskrafte an verschiedenen Punk­
J,ebensdauer von Drahtseilen. 

(British wire rope research commission.) ten des Seilquerschnittes verschieden sind, geht die Ver-
schiebung allmahlich vor sich, anfangend bei den auBer­

sten Lagen einer Litze. Die in Abb.63.11 zusammengestellten engIischen Versuche 1 zeigen deut­
Iich den EinfluB des umspannten Bogens auf die Lebensdauer. 1st der Bogen groBer als etwa 
die halbe Schlaglange des Seiles, so ist die Lebensdauer sehr klein und nur schwach abhangig 
von der Bogenlange. Bei kleineren Bogen als die halbe Schlaglange nimmt die Lebensdauer 
rasch und bedeutend zu. 

Die Biegespannung in einem verseilten Draht setzt sich also aus zwei Teilen zusammen:' 
1. von der Reibung herriihrend, da der Zusammenhang der Drahte nicht vollstandig auf­
gelost wird (oft Reibungsspannung genannt) und 2. Biegung urn die eigene Sehweraehse (naeh 
Gl. 12.9). 

f3 ist also sieher groBer als 1 und deshalb war die Bachsche Korrektur ({3 = 3/8 bis 1/4) so ver­
hangnisvoll. Eine der am sehwersten wiegenden Folgen der Niehtberiieksiehtigung der Biege­
spannungen waren vor wenigen Jahren die vielen Drahtbriiche in den Tragkabeln zweier ameri­
kanischer Hangebriicken (Mount Hope Bridge und Ambassador Bridge), die groBes Aufsehen 
erregten und zu ausgiebigen Diskussionen AnlaB gegeben haben. Bei diesen Hangebriicken 

wurden zum erstenmal an 
X' Stelle der sonst iiblichen kalt­

.gezogenen und verzinkten 
Drahte, solche nach einem ver-

v=;i:;=:;;:;:::=::::::,......,s wickelten Verfahren warm be­
handelte und verzinkte ver­
wendet. Man erreichte bei die-

-0" II'>. +0" sem Werkstoff anscheinend ei-
-Oft 'I: ·U 

Abb.63.12. Biegung der Seile '-----Il( nen Hoehstwert aller Festig-
an den Kauschen der ALb. 63.13. ErhOhung der Bruchgefahr durch quer- keitseigenschaften (Streck-

Verankerungen. wirkende Spannungen. grenze, Dehnung USW.). Den-

noeh traten unheinilich viele Drahtbriiehe auf bei einer Zugspannung von nur 22 kg/mm2 wah­
rend die Bruchfestigkeit 160 kg/mm2 betrug. Die Briiche traten an den Kauschen der Ver­
ankerungswiderlager auf (Abb. 63.12) und zwar dort, wo die Drahte an den Ankerschuhen erne 

scharfe Ablenkung erfuhren. Die Biegespannung nach Gl. (12.12) betragt dort (fb = 2 ~:48' 21500 

= 210 kg/mm2! Dennoeh vermutete man die Bruchursaehe in erner "Sprodigkeit" der Drahte. 
Neben der Vernaehlassigung der Erhohung der Biegespannung durch die Reibung zwischen 

den Drahten nimmt die Bereehnung der Drahtseile nach der Gleichung von Reuleaux auch 
keine Riicksieht auf die gleichzeitig bei der Biegung auftretenden Druckspannungen zwischen 
den benachbarten Drahten. Die Druckspannungen konnen bei den klernen Beriihrungsflachen 
an den Kreuzungsstellen der Drahte sehr groB werden. Sie andern den Mohrschen Spannungs-

2 Fourth report of the wire rope research comm. Proc. lnst. Mech. Engs. 1930, S. 553/602. 
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Abb. 1i3.H. RinflnB der Drahtfestigkeit Kz anf die Lebensdaner Abb.63.15. a zweckmaBig (ohne Gegenbiegnng). b unzweckmiiBig 
der Seile (nach WoernIe). (mit Gegenbiegung). 
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Abb.63.16. RinfInB der Schmienmg auf die Lebens­
dauer von KreuzschIagsei!en. 16 A 160 DIN 655, 
Sei! aeutfettet, b trocken angeliefert, c mit HoIzteer, 

d mit Maschinenol geschmiert. 
(Versuche von WoernIe). 
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Abb.63.17. EinHuB der Drahtstarke auf die Lebensdauer der Drahtseile (nach WoernIe), a Kreuzschlag, b Gleichschlag. 
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kreis (Abb. 63.13) und erklaren in einfacher Weise die Erfahrungstatsache, daB die Lebensdauer 
der Seile nicht von der groBten Spannung (ft allein abhangt. Die Berechnung der GroBe der 
Druckspannungen zwischen den Drahten und zwischen Draht und Unterlage ist recht verwickelt 
und konnte erst bei genauer Kenntnis der Seilkonstruktion versucht werden. Ihr Vorhanden­
sein erklart aber die bekannten Versuchsergebnisse von Benoit, daB die Drahte in einer Litze 
oder in einem Seil eine erhohte Lebensdauer haben mussen, wenn sie um eine Scheibe mit Leder­
futter gebogen werden. 

KonstruktionsregeIn. Aus der Tatsache, daB die Lebensdauer der Seile durch die Reibung der 
aufeinander gleitenden Drahte erhebIich beeinfluBt wird, konnen folgende wichtige allgemeine 

Hi 
Rillenruriius 

R·6,s 

.J 
tJ 

IiJllenroriius 
~ ~~ 

.~~----------------~ 

SchluBfolgerungen gezogen werden: 
I. Die Bruchlast eines Seiles bietet keinen 

Anhalt fUr die Bewahrung im Dauerbetrieb. 
2. Dauernd wechselnde Biegespannungen 

erfordern ein moglichst zahes Material. FUr 
das Gleiten der Drahte sind harte Ober­
flachen erwlinscht ; harte Werkstoffe sind 
aber sprode und fUr wiederholte Biegung un-
geeignet. Beide Bedingungen werden am 
besten erfilllt fUr Stahldraht mit einer Bruch­

I f,lIen;rlJllllrotllus nach DIN 690 
V rure;nSe,ll'l1I1l6mm~ 

°541fJ rz 20 JQ 
Rutlius tillS RI/lengrundllS 

'IQ mm so festigkeit Kz = 160 bis 180 kgjmm2. Eine 
hahere Bruchfestigkeit als ISO kgjmm2 ist 
nach den Normen mit Recht ausgeschlossen Abb. 63.1S. Einflu/3 der Rillenform auf die Lebensdauer eines Kreuz­

schlagseiles (nach Woernle). 
(Abb. 63.14). 

Da die einzelnen Drahte beim Schlagen des SeiIes (durch Kaltbearbeitung) harter und sproder 
werden, hat das Drahtmaterial des fertigen SeiIes meist eine recht kleine Bruchdehnung. Viele 
Krankonstrukteure ziehen deshalb verzinkte Seile vor, weiI durch das Verzinken nach dem 
Ziehen das Material wieder etwas weicher und zaher wird. 

3. Gegenbiegungen sind nach Moglichkeit zu vermeiden; sie vermindern die Lebensdauer um 
etwa 25% (Abb. 63.15). 

4. Durch geeignete Schmierung kann die Lebensdauer des Seiles erhaht werden (Abb. 63.16). 
5. Nicht zu dunne Drahte wahlen; b groBer als 0,5 mm. Die Normen lassen allerdings noch 

Abb. 63.19. Drahtseil in keilformige Rillen 
ni cht kl emmen. 

Drahte von 0,4 mm zu (Abb. 63.17) . 
6. Die Rillenform soll sich dem Seil mogIichst anschmiegen 

(Abb. 63.1S). Das Seil soIl ohne Klemmen, unten in der 
Rille aufliegen (Abb. 63.19); der glinstigste Rillenradius ist 
1,05' Seilradius. Die Seilnormen gestatten dem Hersteller 
allerdings eine Toleranz von ± 5% im Seildurchmesser. 
Ein Seil von IS mm Nenndurchmesser dUrfte demnach 
einen Durchmessei: von minuestens 17 und hochstens 19 mm 
haben! Dieser groBe Spielraum ist fUr die Herstellung nicht 
notwendig und steht in Widerspruch mit der eng en An­
schmiegung des Seiles in der Rille als Bedingung fUr hohe 
Lebensdauer. Die DrahtseiIverbraucher tun deshalb gut, 
bei der Bestellung mit den Lieferanten das Einhalten des 
Seildurchmessers mit kleineren Toleranzen zu vereinbaren. 

7. Das Klemmen des Seiles in keilformigen Rillen (Abb. 63.26a) muB die Lebensdauer erheb­
lich heruntersetzen infolge der haheren Pressung zwischen SeiI und Stutzflache. Die Lebens­
dauer sinkt mit abnehmendem Keilwinkel. Diese bei den Treibscheiben (Abschn. 63.5) ge­
brauchliche Rillenform wird dort kompensiert durch die Verwendung von Sealeseilen, die in 
der AuBenlage dickere, also widerstandsfahigere Drahte haben (Abb. 63.5). 

S. Der Winkel, unter dem die Drahte unter sich liegen, ist beim Kreuzschlagseil viel groBer 
als beim Gleichschlagseil, somit auch die Flachenpressung. Gleichschlagseile haben deshalb in 
Rundrillen eine hohere Lebensdauer als Kreuzschlagseile. Diese sind aber wegen geringerer 
Drallwirkung dennoch zu bevorzugen. Bei Keilrillen zeigt sich das Kreuzschlagseil uberlegen, 
infolge der glinstigeren Auflage der Drahte (fast parallel zur Seilaxe) in der Keilrille (vgl. 
Abb.63.21). 

Es sind noch verschiedene Fragen zu klaren, so z. B. ob das 6Iitzige Seil nicht besser durch 
das Slitzige zu ersetzen sei. Die ursprlingIichen Seilkonstruktionen von Warrington und Seale 
versagen, sobald eine dritte Drahtschicht notwendig wird. Die neuen deutschen Normen schlagen 
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in diesem Fall an Stelle des Kerndrahtes eine 7drahtige Kernlitze vor, wodurch aber der Vorteil 
der gleichen Schlaglange fUr aIle Drahte wieder verlorengeht. Die "Ideal-Litze" der Schweiz. 
Seilindustrie, vorm. Oechslin in Schaffhausen (Abb. 63.22), lOst diese Frage sicher viel zweck­
maBiger. 

Biegewiderstand. Die Dauerversuche sind sehr zeitraubend, 
so daB vielleicht erst nach Jahren zuverlassige Grundlagen 
erreicht werden konnen. Die Untersuchung von Drahtseilen 
ist namlich deshalb so schwierig und zeitraubend, weil der 
ModeIlversuch hier vollstandig versagt. Seile mit geome­
trisch ahnlichem Querschnitt, gleicher Drahtgtite und ent­
sprechend gleichen Schlaglangen der Litzen im Seil bei den­
selben Betriebsverhaltnissen (gleiches D/~, gleiche Zugspan­
nung, gleiche Schmiegung zwischen Seil und Rolle, gleiche 
Schmierungsverhaltnisse, usw.) geben nicht die gleiche Lebens­
dauer. Es war auch keine GesetzmaBigkeit zu erkennen, bald 
war das 13 mm-, bald das 16 mm- oder das 19 mm-Seil tiber-
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Abb. 63.20. EinfluB der Rillenformauf die Lebensdauervon 
Drahtsei!en. 16 A, bzw. AL 130 DIN 655. D = 500 mm, 

r1z = 20 kg/mm'. (Versuche von Woernle.) 
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Ab.63.21. Lebensdauer bei verschiedener 
Bauart a Normalsei! 16 A, bzw. AL 160 
DIN 655, b Seale-Sei! 6 (1·1,5 + 9· 0.7 
+ 9 ·1,2). c Seale-Sell 6 (1 . 1,25 + 9 . 0.6 
+9·0,95). D = 500mm, az = 20kg!mm'. 

legen. Es besteht also zur Zeit keine Moglichkeit, von der Lebensdauer des einen Seiles auf die 
Lebensdauer eines andern, "ahnlichen" Seiles zu schlieBen. 

U nter diesen fast aussichtslosen Ver haltnissen zur praktischen Klarung, der geeignetsten Seil­
konstruktion ist doch ein Lichtblick vorhanden. Da man weiB, daB hauptsachlich der Biege­
widerstand zusammen mit dem Gleiten der Drahte aufeinander die 
Lebensdauer der Seile bedingt, kann man den Seilbiegewiderstand 
direkt als Kriterium und als MaB ftir die Lebensdauer der 
Seile betrachten. Diesen Weg ist Dr. Ing.-Hecker in seiner Disser­
tation "tJber den Biegewiderstand von Drahtseilen" (Hannover 1933) 
gegangen. AIle Umstande, die erhohend auf die Lebensdauer wirken, 

Abb. 63.22. "Ideal"-Litze mit drei Drahtschichten der "Sehweiz. Seilindustrie" Schaffhausen 
Die Drahte der verschiedenen Schiehten iiberkreuzen sich nirgends. 

vermindern auch die Seilfestigkeit (mit der leicht verstandlichen Ausnahme der nachtraglichen 
Verzinkung der Drahte). 

Die Arbeit beim Biegen eines Seiles muB durch eine zusatzliche Kraft S geleistet werden, die 
in kurzer Zeit mit hoher Genauigkeit gemessen werden kann. Aus den bisher vorliegenden Ver-

suchen folgt: S _ 0' ~ P + Po kO' (63.4) 
- D-Do b 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Anfi. 21 
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worin 0', Pound Do fiir jedes Seil verschieden ist, abhangig von der Machart, von der Reibungs­
zahl der Drahte und Litzen und von dem Dru()k zwischen den einzelnen Drahten. 

Po entspricht der den Drahten beim Verseilen gegebenen Vorspannung, abhangig von der 
Bremsung der Spulen in der Seilmaschine. Sie wird in jeder Fabrik entsprechend der Anzahl, 
der Dicke und der Steifheit der Drahte, sowie der gewiinschten Geschlossenheit des Seiles etwas 
anders eingestellt. 

Do beriicksichtigt die Verlagerung der neutralen Achse des Seiles und der Drahte im Quer­
schnitt und die dadurch bedingte Reibung. Eine solche Verlagerung muB eintreten, weil der 
Krummungsradius des Rillengrundes immer etwas groBer gemacht wird als der Radius des Seil­
querschnittes. Der eine Draht, der theoretisch zuerst zum Aufliegen im Rillengrund kommt, kann 
den Seildruck (2 P/D kg/mm) auf die Rolle nicht ubertragen; er wird deshalb in den Seilquer­
schnitt hineingedruckt, bis auch andere Drahte zum Aufliegen kommen. Diese Umlagerung im 
Querschnitt wird um so groBer sein, je groBer der Krummungsradius des Rillengrundes gegenuber 
demdes Seilquerschnittesist. Innerhalb den Versuchsgrenzen b = 0,7 bis 1,4 mm undfiir den Ra­
dius des Rillengrundes r = b/2 - I mm ist 

Po = 200 + i d3 kg und Do = 100 (b - 0,3 mm). 
Fur normale Kreuzschlag A-Seile ist 0' = 1,8, B-Seile 0' = 2,6 und O-Seile 0' = 3,9. Fiir 
Gleichschlagseile sind die 0'-Werte um 15 bis 25 % kleiner; fur verzinkte Seile um 15 bis 30 % 
groBer als fiir Kreuzschlagseile. 

Solche Versuche mit Seilen nach der Seale-Konstruktion lieBen sich in kurzer Zeit durch­
fiihren und konnten, ohne groBe Kosten, zuverlassige Unterlagen fiir eine neue Drahtseilnormung 
liefern. 

63.2. Rollenztige. 
Der Rollendurchmesser wird immer bis zur Mitte des Tragorganes (Seil oder Kette) gemessen. 
Feste Rolle (Abb. 63.23). Beim gleichformigen He ben der Last Q sind die Biegewiderstande 

des Seiles beim Auf- und Ablauf und die ZapfeIireibung zu uberwinden. Das a b laufende Seil ist 
also immer etwas starker gespannt. Man schreibt 

Abb.63.23. 
Feste Rolle. 

Abb.63.24. 
Lose Lastrolle. 

Z = a . Q (63,5) 
worin a = I/}7 immer groBer als 1 ist. Da der Biegewider­
stand des Seiles bei genugend groBen Rollendurchmesser 
vernachlassigbar klein ist wird die zusatzliche Zugkraft fast 
ausschlieBlich zur Uberwindung der Zapfenreibung verwen­
det. Bei der gebrauchlichen Schmierung durch Stauffer­
buchse ist fl etwa 0,1 und a = 1,02. DurchEinbau von Walz­
lag ern konnte der Wirkungsgrad wesentlich verbessert wer­
den; die hochbelasteten Walzlager sind aber relativ teuer. 

Beim Senken der Last dreht sich die Rolle in entgegen­
gesetzter Richtung, die Last uberwindet nun die Wider­
stande, also: 

. Q = a . Z oder Z = Q/a (63.6) 
Bei der losen Lastrolle (Abb. 63.24) folgt aus den Gleichgewichtsbedingungen 

beim He be n: Q = Z + S und Z = a . S , 
Z = Q·a 

a+1 
und beim Senken der Last, mit S = a' Q 

(63.7) 

Q 
Z = a + l' (63.8) 

Flir die lose Treibrolle (Abb. 63.25), die bei hydraulischen Aufzugen gebrauch­
lich ist, ist beim Heben 

Z = Q + S und S = a . Q , 
Z = Q (1 + a) 

und beim Senken der Last, da Q = a . S ist: 
(63.9) 

Z = Q (1 + a)/a (63.10) 
Abb.63.25. Zusammengesetzte Rollenzlige. Im allgemeinen wird die Last an mehreren Sei-

Lose Triebrolle. len aufgehangt um diinnere, schmiegsame Seileund kleine, billige Rollenzu erhalten. 
Mehrere, nebeneinander liegende Rollen werden dann zu einer sog. "Flasche" (obere und untere) 
vereinigt. Zwecks leichterer Ubersicht uber den Lauf des Seiles und zur Erleichterung der 
Berechnung werden die Rollen schematisch nebeneinander (Abb. 63.26) liegend gezeichnet. 
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Bei n RaUen hangt die Last an n Seilen, so daB, wenn keine Widerstande zu uberwinden 
waren 

Zo = Qjn (63.11) 
ist. Zur Berechnung der Zugkraft mit Berucksichtigung der Widerstande, denkt man sich die 
Seile durchschnitten und wendet ffir den abgetrennten 
Teil, flir welche die Seilspannungen nun auBere Krafte 
sind, die Gleichgewichtsbedingungen an. So ist z. B. in 

6 

Abb. 63.26 ffir die untere Flasche: ~3 =Q und da das 
1 

ablaufende Seil immer am meisten gespannt wird, beim 
He ben der Last: 

Aus 

31 = Zja 
32 = 31/a = Zja2 

33 = 3 2 ja = Zja3 

Z 
........ a 6 

Abb.63.26. Rollenzug. 

folgt 
z . Z a 6 -I 

Q = as (a5 + a4 + a3 + ......... 1) = a 6 • a-I 

oder aUgemein fur n RoUen: 
Z an_l 

Q = an . a-I· 

Der Wirkungsgrad des Flaschenzuges ist 

(63.12) 

Zo a"-I 
Yj = - = (63.13) 

Z n.a,"(a-l) 

und fUr n = 6 ist mit a = 1,02 Yj = 0,935. 
Beim Lastheben verkurzt sich jedes einzelne tragende Seil; die Verkfirzung pflanzt sich nach 

dem freien Trum in der Weise fort, daB jedes folgende auBer der eigenen Verkfirzung auch noch 
die vorhergehende auszugleichen hat. Die RoUen haben demnach verschiedene Umfangsgeschwin­
digkeiten (verschiedene Drehzahlen) und mussen auf der gemeinsamen Achse lose angeordnet 
werden. In ahnlicher Weise kann das Senken der Last oder die Anordnung ungleicher RoUen­
zahl in den beiden Flaschen berechnet werden. 

2 

! 

la 
Abb.63.27. 2 x 2fache Aufhangung. Abb.63.28. 2 x 3fache Aufhangung. 

Aufhanglmg der Last bei Trommelwinden. Hangt die Last unmittelbar an einem an der 
Trommel befestigten Seil, so wird sie sich beim Heben oder Senken gleichzeitig auch hori­
zontal bewegen. Dieses Wandern der Last macht sich z. B. bei der Montage oder in der 

21* 
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GieBerei besonders storend merkbar. Diesen Ubelstand vermeidet die Zwillingsaufhangung, 
bei welcher die Last mindestens an vier Seilen hangt. Die beiden Enden des Hubseiles sind an 
der mit Rechts- und Linksgewinde versehenen Trommel befestigt. Diese Anordnung stellt also 
eine symmetrische Verdoppelung der einfachen RoIlenzuge dar. Beim Ubergang von der einen 
RoIlenzughalfte zur anderen wird das Seil uber eine LeitroIle a gefUhrt, die zum Ausgleich der 
Seilspannungen, bzw. Seillangungen dient (AusgleichsroIle). Man nennt CUe Anordnung nach 
Abb. 63.27 die 2 X 2fache Aufhangung, weil die Umfangsgeschwindigkeit der Trommel doppelt 

~ /"' . 
. \ +._.' .~ 

'" ) .a,' 

Abb.63.29. 2 x 4facheAufhiiuguug. 

so groB ist wie die Hubgeschwindigkeit. 
Bei der 2 X 3fachen Aufhangung (Abb. 63.28) ist 

die AusgleichsroIle in der losen Unterflasche unter­
gebracht; diese neigt infolge der Seilschrankung leicht 
zur SchragsteIlung, so daB diese Anordnung in der 
Praxis gerne vermieden und die 2 X 4 fache Aufhangung 
(Abb. 63.29) gewahlt wird. 

63.3. Berechnung der Drahtseile. 
Die Berechnung der Drahtseile ist hauptsachlich 

eine wirtschaftlicheFrage. HoheLebensdauer der Seile 
bedingen . einen groBen Trommel und RoIlendurch­
messer, also Mehrkosten. Es ist oft wirtschaftIicher 
eine relativ kurze Lebensdauer des rasch auswechsel­
baren und billigen Seiles in Kauf zu nehmen um einen 
billigerenKran zu erhalten. BeiWerkstattkranenkann 
dadurch oft auch an Gebaudehahen gespart werden. 

Wenn es bei der Berechnung eines Seiles natftrIich 
nur selten mogIich ist aIle wirtschaftlichen Gesichts­
punkte voIlstandig zu berucksichtigen, so muB um­
gekehrt die ubliche, stark schematisierte Seilberech-. 

nung abgelehnt werden. Nach den Berechnungsvorschriften von Kranen (vom Deutschen Kran­
und Fordermittel-Verband, Berlin. DIN E. 120, Entwurf 3, 1933) sind die genormten Seile 
(mit gleicher Drahtstarke) nur auf Zug und mit einer 6 bis 9fachen "Sicherheit" gegen die sta­
tische Zugfestigkeit (Kz = 180 kgjmm2) zu berechnen. Die Biegespannung wird indirekt da­
durch vorgeschrieben, daB 

Trommeldurchmesser D = 500 bis 600 
Drahtdurchmesser a 

sein darf. Der kleinere Wert gilt fUr leichte, der obere fur schwere, stark beanspruchte AusfUh­
rungen. Die zweite Vorschrift, daB gleichzeitig 

Trommeldurchmesser D .. B 1 20 
Seildurchmesser d gro er a s 

sem muB, ist fftr die Normseile wohl uberflussig und steht in Widerspruch mit den groBeren 
Werten der erst en Vorschrift, denn fftr das 

A-SeiI ist im Mittel djo = 16, also Djo graBer als 320 
B- " = 22 440 
c- " = 28 560 

Nehmen wir an, daB die hahere Sicherheit fUr schwere und die kleinere fUr leichte AusfUh­
rungen gilt, so ist 

Flir leichte schwere Ausflihruug 

die Zugspannung . 180/6 = 30 kg/mm' 180/9 = 20 kg/mm' 
die Biegespannung 22000/500 = 44 22000/600 = 36,6 
Zusammen also . 74 resp. 56,6 

Die Ursprungsfestigkeit des Werkstoffes (Biegung immer in der gleichen Richtung) Iiegt 
vielleicht bei 80 kgjmm2; die Wechselfestigkeit bei 60 kgjmm2. Berucksichtigt man, daB die Be­
rechnung die Beschleunigungskrafte vernachlassigt und auBerdem keine Rucksicht nimmt auf 
die bedeutenden Druckkrafte, die bei der SeiIablenkung auftreten, so muB man zur SchluBfol­
gerung kommen, daB die tatsachliche Sicherheit kleiner als 1 ist. 

Diese SchluBfolgerung stimmt mit der Erfahrungstatsache uberein, daB Drahtseile eine oft 
uberraschend kurze Lebensdauer haben. Die bekannte Warnung "Unter schwebenden Lasten 
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lauert der Tod", ist durchaus begriindet .. Die irrefuhrende Bezeichnung der 6 bis 9fachen "Si­
cherheit" soUte aus der Vorschrift zumindestens verschwinden. 

Bei guten Ausfiihrungen von Werkstattkranen, die nur selten voU belastet werden, betragt 
das Verhaltnis 

Kz/(az + ab) = 2,3 bis 2,5. 
Fiir stark beanspruchte Hafenkrane, die Tag und Nacht voU belastet laufen, soUten etwa 50% 
groBere Werte eingehalten werden. Feuerbestrahlte Seile in GieBereien und Huttenwerken er­
fordern besondere Sorgfalt bei der Berechnung. 

63.4. Die Treibscheibe. 
Die Treibscheibe unterscheidet sich vom Trommelantrieb grundsatzlich dadurch, daB das Seil 

nicht mit del' Scheibe verbunden wird, sondern daB die Kraftubertragung (wie beim Riemen­
trieb) ausschlieBlich durch die Seilreibung erfolgt. Es ist also 

el'{J-I 
81 <: 8 2 el'{J und P = 8 1 - 8 2 = 8 1 - -{J-' (63.5/6) 

el' 

lreibscheibe lreibscheibe 

Abb.63.30. Abb.63.31. 
Treibscheibenaufzug ollne und mit Gegenscheibe. 

Abb.63.32. Dralltseilbefestigungen 
bei Trommelwinden. 

Die Treibscheibe kommt im Aufzugsbau vor (Abb. 63.30) und beim Antrieb der Drahtseilbahnen. 
Del' Treibscheibenaufzug hat den Vorteil, daB fiir eine gegebene Belastung die Maschine unab­
hangig von del' Forderhohe ist, also in Serien hergesteUt werden kann. Ein Nachteil ist, 
daB die Kraftubertragung durch Reibung begrenzt ist, was sich besonders bei der Beschleu­
nigung und Verzogerung bemerkbar macht. Weiter hat del' unvermeidliche Dehnungsschlupf 
eine unerwunschte Abnutzung der Rillen zur Folge. Die Treibscheiben werden deshalb oft mit 
Leder, Holz, usw. ausgelegt. 

Die Reibzahl des geschmierten, aber frei in del' GuBrille liegenden Seiles ist etwa 0,12 und fur 
die ausgefutterte Scheibe f1, = 0,16. Fiir {3 = n ist dann el'{J = 81/82 = 1,46 (fUr f1, = 0,12) resp. 
1,65 (fiir f1, = 0,16) und die ubertragbare Leistung 

N = p. v/75 = (~::: bis ~::~) 81 • v/75 = (0,0042 bis 0,0052) V· 81 PS . (63:14) 

1st die Anfahrbeschleunigung b m/s2, so ist (nach dem Grundgesetz del' Mechanik: Kraft 
= Masse X Beschleunigung) fur das auflaufende Seil beim Heben del' Last: 

8; - Q =.2. b oder 8~ = Q (1 + big) (63.15) 
g 

1st G das Eigengewicht der Kabine und L die Nutzlast, so ist Q = G + L. Fur das ablaufende 
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ist, mit einem Gegengewicht Go: 

Go - s~ = Go. b oder S; = Go (1 - big) (63.16) 
g 

s; Q 1 + big (63.17) 
und s~ = Go . 1 - big' 

Zahlenbeispie163.1. FUr den in Abb. 63.30 skizzierten Aufzug (G = 1300, L = 1000, 
Go = 1700 kg) ist wahrend der Fahrt (im Beharrungszustand): 

SI/S2 = 2300/1700 = 1,35 
und bei der Anfahrbeschleunigung b = 1,5 m/s2 : 

S~/S~ = 1,35' :':~ -= ~': = 1,35' 1,36 = 1,82 , , 
d. h. das Seil gleitet auch bei fl = 0,16! 

Man hat zwei Moglichkeiten die Kraftiibertragung zu verbessern: 
r. Durch VergroBerung des umspannten Bogens, z. B. durch Anordnung einer lose vorgeleg­

ten Gegenscheibe (Abb. 63.31); dann ist f3 = 2 n und SI/S2 = 2,14; bis 2,7 1 . 

2. Durch VergroBerung der Reibungszahl durch Keilrillen 2. 

Die mehrfache Umschlingung des Seiles um eine Rolle zur Erhohung der Reibung wird bei 
den elektrischen Spills und bei Schiffswinden verwendet. Die Kraft S2 kann dann so klein 
werden, daB ein Mann das Seilende ohne Anstrengung halten kann, wahrend am anderen Ende 
Zugkrafte bis zu 5000 kg auftreten. 

Bei den Trommelwinden laBt man deshalb auch immer einige (2 bis 3) , ,Sicherheitswindungen" 
auf die Trommel, damit ein einfaches Klemmen zur Seilbefestigung ausreicht (Abb.63.34). 

64. Reibkupplungen. 
Bei der Mitnahme einer stillstehenden Welle durch eine umlaufende muB zunachst die ge­

triebene Welle (mit allen damit verbundenen Massen) beschleunigt werden. Die Beschleunigung 
sollte allmahlich erfolgen, da eine p16tzliche Mitnahme sehr groBe Massenkrafte hervorruft (vgl. 
Abschn.66). Dabei wird in der Anlaufzeit ta die 
BeschleunigungsarbeitAb aufgewendet, wahrend 
dieReibflachen aufeinander gleiten und Warme 
erzeugen. Sobald treibende und getriebene Welle 
die gleiche Drehzahl haben, miissen die Reib­
flachen nur noch das erforderliche Drehmoment 
iibertragen, d. h. die Reibungskraft muB groBer 
sein als die zu iibertragende Umfangskraft 

fl Pn > Pu (64.1) 
Das Drehmoment, das die Reibkupplung iiber­
tragen kann, hangt demnach sowohl yom Nor­
maldruckPn als von der Reibzahl~lab. DieReib­
zahlen trockener Gleitflachen sind verhaltnis-

Abb.64.1. Kegelreibkupplung Abb.64.2. Kegelkupplung fiir Kraftwagen mit Hufgesctzter 
(Aus Jellinek.) Scheibenkupplung ,. (Aus vom Ende, Kupplungen.) 

1 Ohnesorge, 0.: Uber lVIehrscheibenantrieb mit Umschlingung durch dasselbe Seil. F6rdertechn. und 
Frachtverkehr. 1920. A. Ziemsen Verlag. 

2 Hymams, F. und A. V. Hellborn: Der neuzeitliche Aufzug mit Treibscheibenantrieb. Berlin: Julius 
Springer 1927. 
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miiBig groB, so daB damit kein stoBfreies Einriicken erreicht werden kann; deshalb werden glatte, 
geschmierte, guBeiserne Gleitflachen bevorzugt. Die Flachenpressung betragt bei GuB 18 bis 
20 kgjcm2; fiir Asbest sollte sie 1 kgjcm2 nicht erheblich iiberschreiten, wenn eine ausreichende 
Lebensdauer gewiinscht wird. 

Die Einriickzeit del' Kupplung ist durch die Erwarmung des Oles begrenzt; bei zu langsamen 
Einriicken kann das 01 so diinnfliissig werden, daB es weggepreBt wird, so daB die letzte Einriick­
periode doch bei trockenen Gleitflachen, also mit StoB, erfolgt. Gute Reibungskupplungen 
miissen nachstellbare Reibflachen ha ben, um die unvermeidliche Abnutzung ausgleichen zu konnen. 

Abb.64.3. Bennkupplung (v. Roll, Clus). 
Ahb. 64.4. Krnftwirkung behn 

Elnri'ckcll. 

Die einfachste Bauart einer Reibungskupplung ist die Kegelkupplung (Abb.64.1). Die 
horizontale Einriickkraft H erzeugt am ganzen Umfang der Reibflachen einen gleichmaBigen 
Druck p, der zu einer Resultierenden N zusammengesetzt werden kann. Dann ist H = N sin IX, 

denn die Reibung in der Richtung der geneigten Flache kann vernachlassigt werden, da die 
Hauptbewegung (eine Drehung um die Wellenachse) senkrecht 
dazu erfolgt. Wenn P die iibertragbare Umfangskraft ist, dann 

ist N = !!...- und H = !!...- sin IX. 
fl fl 

Eine geringe Schragstellung des einenKonus gegen den anderen 
fiihrt zu einem einseitigen Anliegen und so zum stoBweisen Ein­
riicken. Der Hauptnachteil diesel' Kupplung liegt jedoch darin, 
daB die Muffe wahrend der ganzen Betriebszeit angepreBt bleiben 
muB. Um die Abniitzung an del' Muffe zu verringern, verwendet 
man dann Kugellager. Diese Kupplung kommt heute noch im 

Automobilbau vor. Eine Spiralfeder 
preBt dabei die beiden Kupplungs­
half ten wahrend des Fahrens zu-
sammen; beim Ausschalten muB die 
Federkraft iiberwunden werden. Um 

• I • 

b 
Abb.64.5. Rutschkupplung. 

. (Stiickenholz, nach Ri:itscher.) 
Abb.64.6. Riemenscheibe in Verbindung mit Reibungskupplung 

(v. Roll, Clus). 

ein moglichst gleichmaBiges Anliegen zu erreichen, werden die Gleitflachen federnd angeordnet. 
Die amerikanische Kupplung Abb . 64.21 vermeidet das stoBweise Einriicken dadurch, daB 

auf dem Kupplungskonus noch eine Reibscheibe federnd aufgesetzt ist. Beim Einriicken legt 
sich zunachst die ebene Scheibe an und leitet den Kuppelvorgang sanft ein. Die Kegelkupplung 

1 Bourdon: Two-stage Clutch adopted. Antomot. Ind. Bd. 62 (1910) Heft 10. 
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tritt also erst in Tatigkeit, wenn die Massen schon etwas beschleunigt sind; der StoB wird da­
durch stark gemildert. 

Um eine dauernde Kraftaufwendung an der Muffe zu eriibrigen, fiihrt man alle Reibungs­
kupplungen so aus, daB sie sich selbst geschlossen halten. Abb. 64.4 zeigt an der Bennkupplung, 
wie durch die Federkraft F der Hebel A' B' nach Uberschreiten der vertikalen Stellung in seiner 
Lage festgehalten wird. Die Kupplung hat eine vollstandig glatte auBere Form; die Reibflachen 

-.- -- werdendurchOI selbsttatig ge-
o .,f! 

Abb.64.7. Riementrieb in Verbindung mit Hohlwelle (v. Roll, Clus). 

schmiert und die Abniitzung 
kann durch Nachstellen des 
Deckels ausgeglichen werden. 
Die Abkiihlung der Gleitfla­
chen ist gut!. 

Reibkupplungen werden 
gelegentlich auch als Sicherung 
gegen Uberlastungen verwen­
det, um Briiche zu verhindern 
(Kranbau, Antrieb von Ket­
tenrosten usw.). Die Kupp­
lungsflachen gleiten, wenn die 
Umfangskraft eine bestimmte, 
durch Federn einstellbare 
GroBe iiberschreitet (Rutsch­
kupplung, Abb.64.5). An Stelle 

der teuren Kupplungen werden manchmal auch Abscherbolzen eingesetzt, um den Bruch wich­
tiger Teile zu verhindern (z. B. bei Blechscheren). 

Die Verbindung von Reibkupplungen mit Riemenscheiben ist insbesondere fiir breite Scheib en 
vorteilhaft, da der Riemen dabei nicht verschoben wird. Die Riemenscheibe wird mit dem 
Kupplungsgehause verbunden und lauft auf einer Lehrlaufbiichse (Abb.64.6). Dabei kann so-' 
wohl die Riemenscheibe als auch die Welle der treibende Teil sein. Damit bei ausgeriickter Kupp­
lung keine Reibung mehr vorhanden ist, wird die Riemenscheibe bei groBenKraftiibertragungen 
auf eine fiir sich gelagerte hohle Welle befestigt, welche die durchgehende Vollwelle ohne Beriih­
ung umschlieBt (Abb. 64.7). Die Hohlwelle ist dann mit dem Kupplungsgehause verbunden. 

65. Mechanische Bremsen 2. 

Diese hauptsachlich bei Hebe- und Fahrzeugen verwendeten Maschinenteile dienen dazu, 
Bewegung zu verhindern (Sperrwerk odeI' Haltebremse) oder zu reg~ln (Regulierbremse). In 
den Anfangen des Hebezeugbaues verwendete man mit Vorliebe BOg. selbsthemmende Ge­
triebe, die nul' Bewegung in einer Richtung zulassen (z. B. Schraube mit1X < e). Solche Getriebe 
haben immer einen sehr schlechten Wirkungsgrad (1] < 50%). AuBerdem hat man es nicht in 
der Gewalt, die Last an einer bestimmten Stelle zuverlassig zu halten, weil nach Ausschalten 
des Antriebsmotors die Last sich, infolge del' vorhandenen kinetischen Energie, noch weiter be­
wegt. Man braucht dann immer noch eine Stoppbremse. 

65.1. Sperrwerke. 
Das Sperrad (Abb. 65.1) kann auBen, innen odeI' auch seitlich verzahnt sein. Bei eingeleg­

ter Klinke wird der Riicklauf verhindert. Der Eingriff der Klinke wird meist durch Federdruck 
gesichert, doch ist es gut, dem Gesperre eine solche Form zu geben, daB die Klinke selbsttatig 
hineingezogen wird. Das trifft zu, wenn: 

Z . c + Moment des Eigengewichtes > fJZ . b + Zapfenreibungsmoment, 
oder (weil das Moment des Eigengewichtes ungefahr gleich dem Zapfenreibungsmoment ge-

setzt werden kann) wenn ~ >!{ ist. 

Bei der Wahl des Sperraddurchmessers ist zu beriicksichtigen, daB mit del' VergroBerung 
des Durchmessers die Umfangskraft ab-, aber die Umfangsgeschwindigkeit zunimmt. Da die 

1 Fur die verschiedenen Ausfiihrungsformen der Reibkupplung siehe E. von Ende: Wellenkupplungen 
und Wellenschalter. Einzelkonstr. a/d. Maschbau, Heft 11. Berlin: Julius Springer 1931. 

2 Perry, J. P. und D. M. Smith: Mechancial braking and its influence on winding equipement. Proc. 
Instn. mech. Engr. (London) 122 II (1932) S. 537/620. 
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StoBkraft (beim Riicklauf) mit dem Quadrate der Geschwindigkeit zunimmt, entscheidet man 
sich allgemein fiir kleine Sperrader mit 8 bis 12 Zahnen. Oft werden auch zwei Klinken angeord­
net, die um einen halben Zahn versetzt sind. 

Abb.65 .l. Sperrad und Klinke. 

Sperr-
I \ aI/men 

\ 

p N ~ N l!J7 

/ r,h 
- -- -~ 

A bb. 65.2. Sperrdaumen. Abb.65.3. Gerauschlose Sperrklinke 
(Hanifstengel). 

Beim Lastheben entsteht ein lastiges Gerausch, weil die Klinke iiber die Zahne gleitet. 
Dieses Gerausch wird durch den Sperrdaumen (Abb. 65.2) vermieden. Die Reibung fkN 
nimmt den Daumen in der Umfangsreichtung mit, wenn 

fkN > N tg yoder wenn tg y < fk ist . 
Infolge seiner exzentrischen Lage klemmt der Daumen, und das Sperrad steht still. Fiirfk =0,1 
ist y = 50; dieser kleine Winkel schlieBt die Gefahr in sich, daB bei eintretendem VerschleiB ein 
so starkes Klemmen eintritt, daB die selbsttatige Los16sung bei Anderung der Drehrichtung nicht 
mehr erfolgt. Deshalb verwendet man meist keilformige Rillen (vgl. S. 155 Keilreibzahl) . 
Eine einfache gerauschlose Sperrklinke erhalt man, wenn die Klinke durch einen Reibzaun 
(Abb. 65.3) gesteuert wird. 

65.2. Handbremsen. 
Backenbremsc. (Abb.65.4) WenndasZapfendrehmoment und dasMoment des Hebelgewichtes 

vernachlassigt wird , so lautet die Momentengleichung in bezug auf den Drehpunkt des Brems­
hebels 

Ka = Nb ±fkNc = N (b ± fkc), 
und zwar + fiir Drehrichtung 1 

" 2 (Differenzialbremse). 

(65.1) 

Zwischen dem Drehmoment an der Bremsscheibe (Bremsmoment M B) und dem Lastmoment 
M L an der Trommel oder am Radumfang des Fahrzeuges besteht die Beziehung: 

MB = M L • i· "l = p. r, 
worin i das Ubersetzungsverhaltnis zwischen Brems­
welle und Lastwelle ist, und "l der Wirkungsgrad 
der Ubersetzung. Die abzubremsende Umfangs­
kraft P= MB!r muB kleiner (Haltebremse) oder 
gleich (Regulierbremse) der Reibungskraft fkN sein. 
Der Wert (P = fkN) in Gl. (1) eingesetzt, gibt: 

K ~ p"! (.!.. ± ~) . (65.2) 
a fJ, b 

Damit K klein wird, sollte P klein sein, d. h . r groB 

8remsscl1eibe 
/(: j(rufl am 

remshebe/ -

~~~~~#M~~-t~grif 

~---------a----~ 
Abb.65.4. Backenbremse. 

und i klein. Die Bremse ist also immer auf eine raschlaufende Welle anzuordnen 
(Motorwelle) . 

Da das Sperrad den Riicklauf hindert , so muB der Arbeiter - um die Last zu senken - die 
Kurhel zuerst etwas zuriickdrehen. Die Bremse anziehen und dann die Klinke abheben. Er 
braucht also gleichzeitig beide Hande zu verschiedenen Griffen. Die Anordnung kann aber 
auch so getroffen werden, daB die Bremse immer durch Gewichte so stark gespannt ist, daB sie 
die Last freischwebend zu halten vermag. Der Riicklauf wird dann durch Liiftung der Bremse 
freigegeben und geregelt (Sperradbremse, Abb. 65.5). Dies setzt aber voraus, daB die fest­
gespannte Bremsscheibe das Heben nicht hindert, d. h. daB sie lose angeordnet ist. Solange die 
Bremse gespannt ist, wirkt das Sperrad wie bisher; bei geliifteter Bremse dient die Klinke als 
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Mitnehmer zwischen Bremsscheibe und Triebwerk. Die Sperradbremse erleichtert die Bedienung 
der Winde wesentlich, da zum Senken der Last nur die Bremse geluftet werden muB. 

Die Bremskraft Kist unabhangig von der Drehrichtung der Welle, wenn c = 0 ist; diese 
Bedingung muB hei allen Fahrtbremsen erfiillt sein. Wenn ein Fahrzeug mit dem Gesamt-

Liif"len b.SenHen gewicht G kg und einer Fahr­
geschwindigkeit v m/s in einer 
Strecke von 8 m zum Stehen 
gehracht werden soll, so folgt 
die Bremskraft P an der 
Bremsscheibe aus dem Gesetz 
der Erhaltung der Energie: 

G v2 d 
g'e;;=P' D '8, 

worm 
d Bremsscheibendurchmesser 

Allb.65.5. Spcrradbremse. D Laufraddurchmesser 

ist. Die Laufrader dUrfen nie­
mals so stark gebremst werden, daB sie stehen bleiben und gleiten, d. h. das Bremsmoment 
muB kleiner sein als Reibungsmoment zwischen Rad und Fahrweg: 

Pd D 
2 < flGBe;; , 

wenn mit GB der Teil des Wagengewichts bezeichnet wird, der auf die Bremsrader wirkt. Bei An­
wendung von Vierradbremsen ist GB = G. 

Die Backenbremse hat in der Form der Abb. 65.4 den Nachteil, daB del' ganze Backendruck 
N in den Lagern erhohte Reibung erzeugt. Ahb. 65.6 zeigt eine doppelte Backenhremse, bei 

der die Bremswelle entlastet ist. Die Bremse ist 
auBerdem standig durch die Gewichte angepreBt 
(Haltebremse)1. Sobald der Antriebsmotor unter 
Strom kommt, wird die Bremse geluftet, indem ein 
Magnet (Bremsluftmagnet) oder Motor (Bremsliift­
motor) gleichzeitig Strom erhalt. Der Bremsliift­
motor ist ein kleiner Asynchron-KurzschluBmotor, 
dessenAnker nach jederRichtung sich urn etwa 120 0 

drehen kann. Die weitere Drehung wird durch fe­
dernde Anschlage verhindert. Auf der Ankerwelle 
sitzt eine kleine Stirnkurhel, die durch eine Kette 
auf den Bremshehel wirkt. 

Nehen del' Haltebremse ist immer eine zweite 
(meist elektrische) Bremse 2 erforderlich, urn die Senk­
geschwindigkeit der Last zu regeln. Die Wirkungs-

Abb. 65.6. Doppelte Backenbremse mit weise der elektrischen Bremse heruht darauf, daB 
Bremsiiiftmagnet (Oerlikon). der Antriehmotor heim Lastsenken als Generator 

wirkt, und daB die erzeugte elektrische Energie (in 
WideI:standen) in Warme umgesetzt wird. Die Bremsung erfolgt demnach ohne Ahnutzung 2 • 

Bandbremse (Ahb. 65.7 u. 65.8). Hier gelten die gleichen Beziehungen (62.4 his 62.6) wie 
beim Riementrieb. Dahei ist zu heachten, daB hei der Bremse immer die Kraft im auflaufen­
den Band die groBere ist. Bezeichnet man mit 

81 die Spannung im auflaufenden Band, am Hebelarm b1 wirkend, 
82 " "ahlaufenden " " " b2 

so lautet die Momentengleichung in hezug auf den Drehpunkt des Hehels: 
fur die Drehrichtung 1 fUr die Drehrichtung 2 

K . a = 8 2 • b2 K1 . a = 81 • b1 

woraus: 

1 List, F. und P. Hold: Die Berechnung der Haltebremsen und Bremsluftern. Z. VDI 82 (1938) S. 443/34. 
2 Zur Erklarung dieser Bremsen sind Kenntnisse uber Elektromotoren erforderlich, die hier nicht voraus­

gesetzt !lind. VgI. z. B. R.Dub: Der Kranbau, 2. Auf I. A. Ziemsen Verlag 1922. 
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Kl ist demnaeh el'fJ """ 2,2mal so groB als K. Deshalb gilt als Konstruktionsregel, daB bei der 
einarmigen Bandbremse immer das ablaufende Band :iu spannen ist. 

Das Band wiirde sieh 'durch die Reibung rasch abniitzen. Man verwendet deshalb immer " 
"Gliederbander" mit Belegen aus Holz (Pappel, WeiBbuche), Leder oder Asbest (Ferrodo usw.) 

I 
I 

-------- ~----------~~I 

Abb , 65.7. 

I 
~-------- a. ------------i ... ~1 

Abb.65.8. 

If 

Abb . 65. i' und 05.8, Einarllligc HalldbrclIl"c. 

I ~I .. i - -\Ucemse 
. _-t--""V/eliir/et 
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Abb.65.9, Bandbrelll"c (linch Magnet bzw. Motor geliiftet. 

Auch die Bandbremse kann nur als Haltebremse dienen, die durch einen Magnet oder Motor 
geliiftet wird (Abb.65.9). Der Ablenkungswinkel {J ist dadurch bedingt, daB das abgehobene 
Band nirgends streifen darf. Dnter der Voraussetzung, daB das abgehobene Band sieh nach 
einem Kreis mit dem Radius R' kriimmt, ist die Bandlange : 

L = Ab + a R + cd = Ab' = a' R' + c' d': 
Nun ist a """ a' und A b """ A b', und damit wird 

a (R -- R') = cd -- c'd' """ dd' . 
FUr a = 0,7·2:1t und R -- R' """ 2 mm wird d' ungefahr 8 mm, so daB damit der Winkel {J 
festgelegt ist'. Die Magnettabellen enthalten auBer den Abmessungen auch die GroBe des Magnet­
hubes h, der Zugkraft Z und des Ankergewiehtes GA. Das Ankergewicht wird immer zur Brems­
wirkung herangezogen, so daB der Hub h nicht vollstandig ausgeniitzt werden kann und die 
NutzhubhOhe hI = 0,8 h wird. Damit ist auch die Lage des Magneten festgelegt. Die erforder­
liehe Zugkraft Z folgt aus der Momentengleichung in bezug auf A, wenn 10 % Zuschlag fUr Ge­
lenkreibung und Bandsteifigkeit gemacht wird: 

l,1 (G· al + g • a2) = (Z -- GA ) a3 . 

Die Bremskraft K kann belie big verkleinert werden, wenn die Spannung im auflaufenden 
Band die Wirkung der Bremskraft K unterstiitzt (Differentialbremse Abb.65.10). Dann ist 

K . a = 82 • b2 -- 81 • bi 

oder K _ ~ b2-bl e·ufJ 

- a el'P-l . 

Der Arbeiter sollte durch Anderung der Kraft K die Gesehwindigkeit bis zum vollstan­
digen Festhalten regeln konnen. Bei den unelastischen Bremsorganen rufen geringfiigige Ande-
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rungen im Hebelausschlag oft schroffe Wechsel in der Bremswirkung hervor, die sich nur bei 
langer Ubung und groBer Aufmerksamkeit vermeiden lassen. Diese Schwierigkeit, die bei allen 
Handbremsen auftritt, wird um so groBer, je kleiner die Bremskraft Kist, so daB es nicht emp-

If 
\<0----- a - - >"'9...--"'1 ' 1 

fehlenswert ist, die Brems­
kraft K sehr klein zu ma­
chen. Praktisch brauch­
bitre Wede sind fUr {3 = 

0,7 . 2 n, b2 = 2,5 bis 3 bl . 

I( Weder die einarmige 

Abb.65.1O. Differentialbandbremse. Abb.65.11. l<'ahrtbremsc. 

noch die Differentialband­
bremse kann als Fahrt­
bremse verwendet werden. 
Bei der Anordnung nach 
Abb. 65.11 wird die Kraft 

K fUr beide Drehrichtungen gleich, wenn bl = b2 = b ist, denn dann lautet die Momentent­
gleichung in bezug auf den Drehpunkt A: 

Ka = SIb + S2b = bS2 (epfJ + 1), 

K = P~ epfJ + 1. 
a epfJ-l 

65.3. Selbsttiitige Bremsen. 
Lastdruckbremse. Die Bremsflachen werden durch die Lastwirkung zusammengepreBt, und 

zwar so, daB das Bremsmoment etwa 20 % groBer als das Lastmoment ist. Dadurch wird die 
Last sicher schwebend festgehalten. Beim Senken muB der UberschuB des Bremsmomentes 
durch den Antrieb uberwunden werden. Bei der Gewinde-Lastdruckbremse (Abb. 65.12) 
sitzt das Antriebrad fUr die Lasttrommel auf einer linksgangigen Schraube mit groBer Steigung .. 
Das Zahnrad ist vorn als Bremsscheibe ausgebildet, wahrend die Gegenflache ein Sperrad ist, 

-s 
I 
\ 

geriillscl/lose ' 
Sperrklinke 

-* Ansel/lug 

Abb.65.12. Gewinde·Lastdruckbremse. 

/u---t--
, H I 

das lose auf der Welle sitzt. Unter der Wirkung der Last schraubt sich das Zahnrad nach links, 
bis sich die Bremsflachen beruhren. Da das Reibungsmoment PflRm groBer als das Moment der 
Last Prm tg (IX + e) ist und weil das Drehen des Sperrades durch die Klinke gehindert ist, so 
wird ' die Last frei schwebend gehalten. Die axialen Krafte heben sich zwischen Bund und Ge­
winde auf, so daB auf die Welle selbst kein Druck ausgeubt wird. Beim Heben der Last muB sich 
das Rad noch kraftiger nach links verschieben. Zum Senken wird die Welle in entgegengesetzter 
Richtung gedreht und die Reibung aufgehoben. Die Last kann dann frei herunterfallen, das 
Zahnrad wird beschleunigt, schiebt sich nach links und bremst. Wenn die Antriebswelle weiter 
gedreht wird, wird die Bremse wieder gelost, usw. Die Last senkt sich demnach mit der gleichen 
Geschwindigkeit, wie es die Antriebwelle gestattet, so daB die Lastdruckbremse nicht geeignet 
ist, die Last schnell zu senken. 

Abb. 65.13 zeigt eine Verbindung von Sperrad- und Lastdruckbremse. Hier ist das freie Spiel 
des Ritzels A durch zwei Nocken B eingeschrankt. Der Mitnehmer C dient beim Herunterkur­
beln des leeren Hakens zum Mitnehmen des Ritzels, falls das Lastmoment nicht ausreicht, das 
Ritzel zu drehen. Das Senken kann hier auch durch Luften der Bandbremse erfolgen. Dabei 
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dreht sich die Bremsscheibe riickwarts. Die Kurbelwelle muB dann ausgeriickt sein, da diese sich 
viel zu schnell mitdrehen wiirde; deshalb ist del' Bremsliifthebel blockiert. 

Abb. 65.13. Verbindung von Sperrad- und Lastdruckbremse. Abb.65.14. Aus Dubbe!, Tasehenbuch. 

Fliehkraft-(Schleuder-)bremse. Del' Riicklauf des Windwerkes bringt bewegliche Gewichte 
zum Ausschlag. Bei del' AusfUhrung von Becker (Abb. 65.14) sind drei sichelformige Brems­
klOtze so miteinander gekuppelt, daB del' gemeinsame Schwerpunkt mit dem Wellenmittel zu­
sammenfallt. Die eigentliche Bremsflache liegt in del' Nahe des Drehzapfens, so daB die Wir­
kung del' Fliehkraft im Verhaltnis cia vergroBert wird. In del' Nabenbiichse sitzt eine flache Spi­
ralfeder, die mit einem Ende an del' Biichse und mit dem anderen in del' Scheibennabe fest­
geklemmt ist. Die Federspannung laBt sich durch Drehen del' Biichse urn 120 0 regeln. Sie zieht 
die Klotze yom Umfange del' Bremstrommel ab, so daB beim Aufwinden del' Last keine Reibung 
vorhanden ist. Die Fliehkraftbremse muB also immer mit einem Sperrad odeI' mit einer Halte­
bremse verbunden sein, urn die Last freischwebend zu halten. 

Die Momentengleichung in bezug auf den Drehpunkt des Klotzes lautet (Abb. 65.15): 

N· a + fl N· b + F·f = C· c .. 
Setzt man den Wert del' Fliehkraft 

G n2 n 2 n 2 

C = mrw2 = g r 900 =- Gr 900 

in diese Gleichung ein und be­
riicksichtigt man, daB fUr den 
gleichformigen Lastniedergang 

P N' . d 3 = fl 1st, so Wlr 

G = (p a + flb + F L) 900 
3 fl C C rn2 

odeI' auch 

n = l/(p a + flb + F L) 900 . r 3 fl C C rG 

Aus diesel' Gleichung folgt, daB 
n urn so kleiner ist, je kleiner P 
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/ .A1HHHHHHltH 'Iz lost 

A bb. 65. 15. Flichkrnrtbr~lmc . 

vvird, d. h. kleine Lasten werden langsamer gesenkt als groBe. Das ist natiirlich nicht 
erwUnscht, und aus diesem Grunde haben die Fliehkraftbremsen nul' ein beschranktes Anwen­
dungsgebiet gefunden. AuBerdem ist die Reibungsleistung diesel' Bremse eng begrenzt. 

Fiir eine Bremse von 400 mm Durchmesser ist z. B. r = 15 cm, a = b = 2,6 cm, c = 21 em, 
F . 6,5 kg, f = 27 cm, n.nax = 125, G = 16 kg, dann wird mit fl = 0,1 die abzubremsende 

Umfangskraft P = 61 kg. Die Umfangsgeschwindigkeit del' Bremsklotze ist n' 0':0' 125 = 2,6 mis, 

so daB die maximale Bremsleistung (die in Warme umgesetzt wird) 6\:,6 =- 2 PS betragt. 

Da 1 PS = 632 kcal/h und die Bremsoberflache n . 0,4 . 0,1 = 0,12 m 2 ist, so lautet die Gleichung 
fiir die Warmeftbgabe, wenn {} die Temperatur del' Bremsscheibe und {}o die Temperatur del' 
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Umgebung ist: 

oder 

Reibungstriebe zur Ubertragung der Drehbewegung. 

2· 632 = IX' 0,12 (# - #0) 

IX (# - #0) = 10000 . 
Da fiir die stillstehende Bremsscheibe, je nach der Temperatur, IX = 40 bis 50 kcaljm2 h °C ist, 
so wird die Bremse (im Dauerbetrieb) recht heiB. 

Man verwendet diese Bremse deshalb meist so, daB die Fliehkraft dazu dient, eine groBere 
Bremskraft auszu16sen (z. B. Druckluft) und so zu regeln, daB aile Lasten mit der gleichen 
Geschwindigkeit (rd. lOmal der Hubgeschwindigkeit) gesenkt werden (Jordanbremse)1. 

66. Die Verhliltnisse beim An- und Auslauf 
von Maschinen. 

Es ist bei der Festigkeitsberechnung von Maschinenteilen gebrauchlich, vom Beharrungs­
zustand der Maschine auszugehen und die Krafte aus der zu ubertragenden Leistung zu be­
stimmen. Bei der Inbetriebsetzung und beim Bremsen entstehen aber zusatzliche Krafte und 
Beanspruchungen, deren GroBe der Konstrukteur um so genauer kennen muB, je groBer die 
Massen sind, die beschleunigt oder verzogert werden und je rascher und after dies geschieht 
~ (z. B. Lokomotive, Automobil, Fordermaschine fiir Bergwerke, Hobel-
~ maschine, Fahrwerk eines Lauf- oder Briickenkranes usw.). Die 
~ folgenden Betrachtungen gelten allgemein fiir die Inbetriebsetzung 
~ irgendeiner Maschine. 
~ Maschinencharakteristik. Bei jeder Antriebmaschine (Dampf-
t maschine, Brennkraftmaschine, Elektromotor usw.) ist die Drehzahl 
<§ von dem zu ubertragenden Drehmoment abhangig, und zwar ist 

diese Abhangigkeit Mel = F(n) "Motorcharakteristik" genannt 
(Abb. 66.1) verschieden. 

Auch fur jede Arbeitsmaschine ist das Moment der zu uberwin­
denden Widerstandskraft von der Drehzahl der Maschine abhangig. 
Bei einer Eisenbahn z. B. nimmt der Fahrwiderstand mit der Zug­
geschwindigkeit zuerst langsam, nachher rascher zu. Der Fahr­

Abb. 66.1. Charakteristik von An- widerstand kann am Umfange eines Laufrades wirkend gedacht 
trieb- nnd Arbeitsmaschine . 

werden. Das Drehmoment des Antriebmotors erzeugt am Umfange 
des gleichen Rades, mit dem Radius R, die Zugkraft Z 

Md 
Z = If i· 1] (66.1) 

worin i das Ubersetzungsverhaltnis ist, d . i. das Verhaltnis der Umfangsgeschwindigkeiten 
vom Motorritzel und Rad (Abb. 66.2). Die Zugkraft hat demnach einen ahnlichen Verlauf wie 

=====~===== 
Abb.66.2. 

das Motordrehmoment. Bei Hebezeugen ist das Lastmoment unab­
hangig von der Hubgeschwindigkeit, bei Zentrifugalpumpen und 
Ventilatoren wachst das Moment ungefahr mit dem Quadrat der 
Drehzahl. 

Der Unterschied zwischen den Drehmomenten (oder den Um­
fangskraften) der Antrieb- und Arbeitsmaschine, auf die gleiche 
Welle (oder auf den gleichen Punkt) bezogen (Mb oder Pb), dient 
zur Beschleunigung der Maschine. Sind beide Momente (oder 
Krafte) gleich, so tritt Beharrungszustand ein. Die Beanspru­
chung der Maschine hangt von der groBten Beschleunigung abo 

Bewegungsgleicbungen. Bei einer geradIinigen Bewegung kann 
die Kraft Pb der bekannten Masse m des bewegten Teiles eine Be­
schleunigung b erteilen, so daB 

Pb = mb 
ist. Zwischen Geschwindigkeit v und Beschleunigung b besteht die bekannte Beziehung: 

b = dv oder dt = dv 
dt b 

1 Jordan-Bremsen-Gesellschaft, Berlin-Neukiilln. - Schie beler, C.: Die Eldrosteuerung fUr Hebezeuge. 
Fiirdertechn.29 (1936) S.263/5. 
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Durch zeichnerische Integration (Planimetrieren) HiBt sich zu jeder Geschwindigkeit punktweise 
v 

die Zeit t = J dbv bestimmen (Abb. 66.3), 
o 

und damit auch die zur Erreichung des Beharrungs-

zustandes erforderliche Anfahrzeit tao 
Aus del' Bewegungsgleichung 

ds 
v = dt odeI' ds = vdt 

folgt ' in ahnlicher Weise durch zeichnerische 
Integration del' durchlaufene Weg 

t 

s = J vdt. 
o 

Fiir die drehende Bewegung lautet die Be­
wegungsgleichung: 

_ e _ Q dw _ Q d2 ({J 
Md - S - 17 dt - 17 dt2 ' 

Fiihrt man an Stelle des Massentragheits­
momentes e die reduzierte Masse m' ein 
(vgl. S. 213) so ist 

M ' ,dv 'b P d=ms=m '7Jj = m· = . 

wodurch die Berechnung del' Beschleunigung 
einer drehenden Bewegung auf die del' gerad­
linigen zuriickgefiihrt ist. Das ist besonders 
vorteilhaft bei del' Berechnung del' Beschleu­
nigung von ganzen Maschinen, deren Teile 
zum Teil geradlinige und zum Teil drehende 
Bewegung erhalten. Man braucht nach del' 
Einfiihrung der reduzierten Massen keine 
Riicksicht mehr auf die Art del' Bewegung 
del' Teile zu nehmen. 

Die reduzierte Masse eines Triebwerkes ist 
diejenige Masse, die - im Angriffspunkt der 

Abb.66. 3. Konstruktion der Anfahrzeit nnd des Anfahrwpges. 

Kraft vereinigt - den gleichen Tragheitswiderstand bietet wie das ganze Triebwerk: 

P b = Mredb. 

Bei einem Triebwerk, das aus n hinter- odeI' nebeneinander geschalteten Teilen besteht, 
k6nnen die drehenden Bewegungen auf geradlinige zuriickgefiihrt werden, indem die Massen 
der drehenden Teile in del' Entfernung 1 vom Wellenmittel reduziert gedacht werden. 

m~ m; mi m:, die so reduzierten Massen der Triebswerksteile, 
b1 b2 bk b" die zu erteilenden Beschleunigungen, 
il ~2 ~k ~n die Ubersetzungsverhaltnisse, 
171 . 'fJ2 'fJk 'fJn die Wirkungsgrade del' Ubersetzungen, 

so ist del' Massenwiderstand des beliebigen k-ten Teiles 
Pfc = mfcbk . 

Diese Kraft muB nun nach dem Angriffspunkt del' Kraft 
im ersten Element iibertragen werden. Aus Abb. 66.4 folgt, 
daB 

P' 
P = -"- und P - P' r1 

r k k - k 1'k odeI' 

Da bei der Ubertragung Reibungsverluste zu iiberwinden 
sind, muB noch del' Wirkungsgrad del' Ubersetzung ein­
gefiihrt werden: 

, ik 
Pk = Pk - · 

'YJk 

Das ist del' Anteil an del' ganzen beschleunigenden Kraft, 
vom beliebigen k-ten Gliede herriihrend. Die ganze Kraft Abb.66.4. 

Seien 
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erhalt man durch Summierung der Einzelkrafte: 

. bk • 
Da ~k = - 1St, wird 

b1 

k=n 
_ ~ ik_ 

Pb - bl ~ mk- - Mredbl . 
k = I TJk 

(66.1) 

Diese Gleichung zeigt, daB die reduzierte Masse eines Triebwerkes vom Wirkungsgrad del' 
einzelnen Glieder abhangig ist. Sie erhalt z. B. beim Heben einer Last einen anderen Wert 
als beim Senken, weil im letzteren Fall der Wirkungsgrad 'Y}k in den Zahler statt in den Nenner 
zu setzen ist. Fiir Triebwerke, die eineUbersetzung ins Langsame haben, nimmt del' EinfluB del' 
hinteren Glieder mit ik, also rasch abo 

Die beschleunigendeKraft Pb kann auf eine beliebige Stelle des Triebwerkes bezogen wer­
den, z. B. auf den Lasthaken zur Berechnung des groBten Seilzuges, auf die Motorwelle bei del' 
Berechnung des Anfahrmomentes, auf die Schwenkachse eines Drehkranes, auf den Umfang des 
Laufrades, usw. 

a b 

Abb. 66.5. a BUd und b Schema eines 
asynchronen Drehstrommotors. 
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Abb. 66.6. Stromaufnahme J eines asynchronen Drehstrommotors. 

Del' Asynchron-Drehstrommotor (Abb. 66.5) ist die wichtigste Antriebsmaschine. Er besteht 
aus einem Stander (Stator), dessen drei Wicklungen direkt an das Netz angeschlossen werden 
(R, S.T) und infolge del' drei Phasen ein magnetisches Drehfeld erzeugt, das mit del' Drehzahl 

n = 60 . f/p rotiert, worinfFrequenz des Drehstromes (meist 50/8) und P die Polpa.3.rzahlist. Fiir 

p = I 2 3 4 5 Polpaare ist 
n = 3000 1500 1000 750 600jmin. ' 

Bringt man in ein solches Drehfeld einen drehbaren Anker (Laufer, Rotor), del' eine gleich­
maBig verteilte geschlossene Wicklung tragt, so zeigt er beiril Stillstand die Eigenschaften eines 
Transformers, dessen eine Seite kurz geschlossen ist. 1m Stromkreis des Schleifringankers miissen 
also AnlaBwiderstande eingeschaltet werden. Die Induktionslinien des Drehfeldes schneiden 
die einzelnen Leiter del' Ankerwicklung und induzieren in ihnen Spannungen, die Strome 
zur Folge haben. Diese Strome bilden zusammen mit dem sie erzeugenden Drehfeld ein Dreh­
moment, das den Anker in Richtung des Drehfeldes in Bewegung setzt. Del' Anker beschleunigt 
sich und ist bestrebt die Geschwindigkeit des Drehfeldes zu erreichen. Da jedoch bei syn­
chronem Lauf des Ankers kein Schneiden der Leiter durch das Drehfeld und mithin keine 1n­
duktion mehr stattfindet, muB del' Anker asynchron laufen und gegen die Drehzahl des Feldes 
etwas zuriickbleiben (Schlupf). Bei sehr kleinen Motoren ist der Anker kurz geschlossen 
(KurzschluBmotor). Die Umkehr del' Drehrichtung kann erreicht werden durch Vertauschen 
zweier Statoranschliisse. 
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Die Charakteristik des Drehstrommotors ist in Abb. 66.7 dargestellt. Die AnlaBwiderstande 
werden bei der Inbetriebsetzung sprungweise ausgeschaltet, so daB das Drehmoment von der 
Bedienung des Anlassers abhangt. Die Konstruktion des Anfahrweges und der Anfahrzeit bleibt 
aber immer moglich, sobald eine bestimmte Bedienung des Anlassers angenommen wird. 

J~--------------~--------------~----~---------.---------------, 

-n 
Abb.66.7. Charakteristik eines asynchronen Drehstrommotors beim Anlassen. 

In solchen Fallen ist es ffir den Konstrukteur zweckmaBiger anzunehmen, daB wahrend der 
Anfahrzeit ein konstantes Drehmoment (eine konstante Beschleunigung b) wirkt. Aus b = dv/dt 
folgt dann b = Vb/ta, worin Vb die Geschwindigkeit im Beharrungszustand und ta die Anfahrzeit 
ist. Die Geschwindigkeit wahrend der Anfahrzeit nimmt dann geradlinig zu (Abb. 66.8). Da 
die Geschwindigkeit im Beharrungszustand Vb gegeben ist, so braucht nur die Anfahrzeit ta ge­
wahlt zu werden, um die Beschleunigung zu kennen. 

Die wirklich auftretende groBte Beschleunigung darf nicht 
groBer als die so berechnete sein. Da in Wirklichkeit die Be­
schleunigung niemalswahrend der ganzenAnfahrzeitkonstant 
bleibt, so muB (wie aus Abb. 66.8 folgt) ta kleiner als die wirk­
liche Anfahrzeit t~ gewahlt werden. In allen wichtigen Fal­
len sollte der,Konstrukteur sich aber davon iiberzeugen, daB 
-- bei sachgemaBer Bedienung des Anlassers -- keine groBere 
Beschleunigung als Vb/ta auftritt. 

Anwendungsbeispiel66.1. Die Anfahrzeit und der An­
fahrweg der in Abb. 66.9/10 skizzierten Laufkatze ist zu be­
rechnen, wenn die Fahrgeschwindigkeit im Beharrungszustand 
200 m/min betragt. 

1001( I'wrkufbe I1I7f'Ubrzeittf;zi 
:ungel7odlmene I1l7fabrzel. ta 
1< / :;.1 

Abb.66.S. 

t 

Zuerst ist der Fahrwiderstand zu berechnen. Er setzt sich zusammen aus dem Zapfenreib­
moment flzP. r (P = Radbelastung, r = Zapfenradius), aus dem Moment der rollenden Rei­
bung p. fund aus dem Moment der Spurkranzreibung, ffir welches man erfahrungsgemaB bei 
ruhigem Lauf 25% des Zapfenreibmoments (als Gleitlager) rechnen kann und das bei pendelnder 
Last auch dreimal so groB werden kann. 

Der auf den Umfang des Laufrades (mit dem Radius R) bezogene Fahrwiderstand Wist 
also 

W = ~ [flz . r + f + (0,25 bis 0,75) fl'rJ kg. 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Auf!. 22 
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Bei der Laufkatze tragen die vier Laufrader von 450 mm Durchmesser und 60 mm Zapfendurch­
messer zusammen 13,S t, wahrend die beiden kleinen Schlepprader von 180 mm Durchmesser 
und ebenfalls 60 mm Zapfendurchmesser zusammen mit 2 t belastet sind. AIle Laufrader sind 
mit Walzlagern ausgeriistet. Setzt man {lz = 0,003, f = 0,065 cm und ,l = O,ll, so ist der Fahr­
widerstand WI der vier Hauptrader bei ruhigem Lauf: 

13800 ~ , 
WI = 225 (0,003' 3 + 0,060 + 0,25 . O,ll . 3) = 96 kg , 

und fiir die kleinen Schlepprader: 
2000 W2 = -9- (0,03 . 3 + 0,065 + 0,25 . O,ll . 3} = 34 kg 

zusammen also 130 kg oder 130/15,8 = 8,3 kgjt Laufkatzengewicht. 

-

Der Motor ist also im Beharrungszustand bei ruhigem Lauf der Katze mit 

N 130 . 200 = 7 PS 
= 60· 75 . 0,85 

_____________________ ~------_,2~n-------~ 
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belastet; bei pendelnder Last 
ist die Motorbelastung doppelt 
so groB, also 14 PS. Die Katze 
wird durch einen Motor mit 
21 PS Stundenleistung ange­
trieben. 
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Abb. 66.10. Fabrwerk der Laufkatze. 
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Die reduzierten Massen 
der Einzelteile des Antriebes 
sind: 

1. Rotor des Motors, 
-GD2 = 2,5 kg· m 2 = 4 g' m', 

also 

'- 25000 -6 3Sk 0 2/ m - 4 . 98,1 -, g scm. 

2. Die Kupplung von 450 mm Durchmesser und 130 mm Breite, die gleicbzeitig als Brems-
scbeibe dient, G = 66 kg, m' = 16,5 kg 0 S2/cm. 

3.' Das Motorritzel D = 160, b = 60 mm, G = 9,45 kg, m' = 0 31. 
4. Die verlangerte Motorwelle d = 50 mm, 1 = 400 mm, G = 6,17 kg, m' = 0,020 kgos2/cm. 
5. Das Zabnrad mit 52 Zabnen, D = 52 X S = 416 mm, b = 60 mm, bat ein Gewicbt von 

64,5 kg, m' = 14,30 kg 0 S2/cm. . 
6. Fiir die beiden Laufradritzel D = ISO, b = 60 mm ist G = 2 X 12 kg und m' = 1 kgos2/cm. 
7. Die Antriebwelle d = 70, 1 = 3500 mm, G = 106 kg, m' = 1,13. 
S. Die beiden Laufrader mit Zahnkranz wiegen zusammen 2·200 = 400 kg, 

m' = 103,4 kg 0 S2/cm. 
9. Die heiden Laufrader obne Zahnkranz je 125 kg, m' = 64·4; kg 0 S2/cm. 
10. Die Last samt Katze, G = 15 SOO kg, m' = 16,1 kg 0 s2jcm. 
Die reduzierte Masse des ganzen Triebwerkes ist in Zahlentafel 66.1 berecbnet. 
Der Verlauf der Motordrehmomente beim Anlassen hangt hauptsacblich von der Bedienung 

des Anlassers abo Der in Abb. 66.7 gezeichnete Verlauffiir langsames und rasches Schalten des 
Anlassers ist im Verbaltnis zum Nenndrebmoment (d. i. das aus der Nennleistung berechnete 
Moment) aufgetragen. Die Kurven sind also unabhangig von der MotorgroBe. 1m vorliegenden 
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Fall ist das Nenndrehmoment 

71620 ·21/960 = 1550 kg . em 
Je nach der GroBe der Spurkranzreibung ist die Belastung des Motors 1/3 bis 2/3 der Nennleistung 
(7 bis 14 PS). Die Anfahrzeit kann sowohl wegen der willkiirliehen Bedienung des Anlassers als 
auch wegen der Unsicher­
heit der Fahrwiderstande 
niemals g e n a u berechnet 
werden. Deshalb darf die 
Rechnung noch etwas wei­
ter vereinfacht werden, in­
dem beim Anfahren mit 
einem konstanten, mitt­
leren Anfahrmoment ge­
rechnet wird, das beim 
raschen Einsehalten (Abb. 
66.7) gleich 1,7 und beim 
langsamen Schalten gleich 
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Zahlentafel 66.l. 
Berechnung der reduzierten Masse cler Laufkatze. 

1] 1
m' 

kg· s'/em 

6,38 0,98 1 
I 6,5 

16,5 0,98 1 I 16,8 
0,31 0,98 1 I 0,3 
0,02 0,98 1 

\ 

0,02 
14,3 0,98 . 0,95 = 0,93 20/52 2,3 
1 0,93 20/52 0,16 
1,13 0,93 20/52 0,18 

103,4 0,93 . 0,96 = 0,89 201.2· 1B/46 = 3/20 2,6 
64,4 0,89 3/20 1,6 
16,1 0,89 %0. 22,5 205 

1,05 mal dem N enndreh- 17 = 235,5 kg . s2/cm 
moment, also 2600 resp. 
1600 em· kg ist. Rechnen wir mit einem "mittleren" Fahrwiderstand von 770 em· kg, so ist das 
Besehleunigungsmoment 

Mb = 1830 resp. 830 em· kg, 

die Winkelbesehleunigung if; = Mb/Em' 
7,8 3,5 1/s2 

die Anfahrzeit to, = wo/if mi~ Wll = n· 960/30 = 100/8 
12,8 28,5 Sekunden 

und der Anfahrweg 8 = 1/2b • t~ = 1/2 voto, mit Vo = 200/60 = 3,33 m/s 
21,5 47,5 m. 

Der Anfahrweg ist also relativ groB, obsehon nur der mittlere Fahrwiderstand in Reehnung ge­
setzt wurde. Da beim Anlaufen der aufgenommene Strom und damit die Erwarmung groBer ist 
als der Motor dauernd ohne sehadliehe Temperaturerhohung ertragen kann (Abb. 06.7), darf die 
Laufkatze nicht unterbroehen so kleine Wege durehlaufen. 

22* 



7. Zahnrader. 
71. Stirnrader fur parallele Wellen. 

Schriftt\lm. 
Schiebel, A.: Zahnrader, Bd. I u. II, 3. Auf I. Einzelkonstruktionen aus dem Maschinenbau, Heft 3 u 5. 

Berlin: Julius Springer 1930/34. - Kutzbach, K.: Zahnraderzeugung. VDI-Verlag 1925. - Kruger, P. 
Die Satzradersysteme der Evolventenverzahnung. Berlin: Julius Springer 1926. - Friedrich, H.: Evol­
ventenverzahnung. Berlin: Julius Springer 1928. - Buckingham-Olah: Stirnrader mit geraden Zahnen. 
Berlin: Julius Springer 1932. - Perignon, .T.: Theorie et Technologie des Engrenages. Paris: Dunod 
1932/36, 3 Bde. - Herrmann, R.: Evolventen-Stirnradgetriebe. Berlin: Julius Springer 1929. 

71.1. Das allgemeine Verzahnungsgesetz. 
Die Drehbewegung einer Welle Ml soll durch Zahne so auf eine zweite Welle M2 ubertragen 

werden, daB da,> Verhaltnis del' Winkel,geschwindigkeiten wJwz konstant bleibt. In Abb. 71.1 
ist A der Beruhrungspunkt beider Zahne. Die Geschwindigkeit, mit del' sich del' zum Zahn 1 ge­
horende Punkt A bewegt, U I = wIrl , steht senkrecht zu Am; diejenige, mit del' sich del' zum 
Zahn 2 gehorende Punkt A bewegt, U2 = w2Rv steht senkrecht zu AM. Beide Geschwindig­
keiten werden in zwei .Komponenten zerlegt, und zwar in Richtung del' gemeinsamen Profil­

m 
treibend 

Abb.71.1. Zur Ableitung des allgemeinen Verzahnungsgesetzes. 

normalen (ci und c2 ) und senkrecht dazu 
(VI und v2 )· 

Da sich beide Zahne in A beruhren, 
muB ci = c2 sein, denn ware C2 >~, so· 
muBte sofort eine Trennung del' Z ahne ein­
treten, die unmoglich ist, weil Zahn2 seine 
Bewegung von Zahn 1 empfangt. Ware 
C2<~' so muBteZahn 1 in Zahn2 eindrin­
gen, was ebenfalls unmoglich ist, solange 
die Wel.'kstoffe genugend fest sind, was 
hier vorausgesetzt ist. 

Aus Cl = c2 folgt (Abb. 71.1): 
u1 cos. IX = u2 cos fJ 

odeI' r 2 R R2 
w1r1 - = w2 I R­rI1 

WI R. R k und - = ----"- = - = onstant. (71.1) 
W 2 r2 r 

Das gilt fUr jeden beliebigen Beruh­
rungspunkt A del' beiden Zahne, und da 
vorausgesetztwurde, daB W l /W2 =konstant 
ist, muB auch Rjr konstant sein. Das ist 
das allgemeine Verzahnungsgesetz : 
Die gemeinschaftliche N ormale im 
j eweillgen Beruhrungspunkt zweier 
Zahnprofile geht immer durch 
einen und denselben Punkt del' Ver­
bindungslinie del' Drehpunkte. Die· 
sen Punkt 0 nennt man den Walzpunkt. 
Die Kreise, die aus den Mittelpunkten m 

und M durch 0 gezogen werden, sind also in del' GroBe unveranderlich; man nennt sie Walz­
kreise. 

Aus Abb. 71.1 folgt weiter die wichtige SchluBfolgerung, daB die tangentialen Komponenten 
del' Geschwindigkeiten u l und u2 im allgemeinen verschieden groB sind, so daB die Zahnflanken 
mit einer Geschwindigkeit Vg = v2 - vl aufeinander gleiten; nur im Walzpunkt 0 ist Vg = O. 

Das allgemeine Verzahnungsgesetz gestattet, zu einem gegebenen Profil a 0 b (Abb.71.2) 
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das zugehorende Profil des zweiten Zahnes zu konstruieren, wenn die beiden Walzkreise gegeben 
sind. Es ist gebrauchlich, die Rader so zu zeichnen, daB die Zahnflanken sich im Walzpunkt 
berlihren. Man ziehe die Profilnormale, z. B. al, wobei 1 der Schnittpunkt mit dem eigenen 
Walzkreis ist. Die Normale gelangt in die Eingriffstellung, wenn sie durch den Walzpunkt 0 
geht. Da nur eineDre­
hung um m1 moglich ist, 
dreht man die Normale 
so weit, bis der Punkt 1 
mit 0 zusammenfallt. 
Der Punkt a wandert 
dabei nach 1, und da die 
Lange der Normale un­
verandert bleibt, ist 
al = 10. Nur in diesem 
Punkt 1, dem Ein­
griffspunkt, kann der 
Zahnpunkt a in Beriih­
rung mit dem zweiten. 
Rade stehen. Auf diese 
Weise kann Punkt flir 
Punkt die Eingriffs­
linie 1 0 II aus der 

luge o'er Zuhnflunk~ 
wenn KopfplJnkf a im I 
fingr{f is! .... I / .... 

" /Luge o'er Zuhnflunlre 
~enn KopfplJnkl b'im 
I fingrij isl 

Zahnflanke gefunden Abb. 71.2. Aus dem Auogangsprofil a Ob wird die Eingriffslinie lOll und daraus das GegenprofiJ 
werden 1. a' 0 b' konstruiert . AOB = Eingriffsbogen. 

Die Profilnormale muBte im Walzkreis um den Betrag 0 1 gedreht werden, damit sie in die 
Eingriffstellung gelangte. Da die Geschwindigkeiten der beiden Rader im Walzkreis gleich 
sind, dreht man das Rad 2 um den gleichen Betrag 0 l' = 0 1 zurlick. Der Punkt 1 bewegt 
sich dabei auf einem Kreis um m2 nach a', so daB 1 a = l' a'. Die Linie a' l' steht senkrecht zur 
Zahnflanke 22. 

Dr. E. Schneckenberg gibt in der Z. M. M. Bd. 11 (1931) ein "Schnellverfahren", wobei 
die oft unbequemen Kreise mit den Radmittelpunkten vermieden werden, da nur die Verschie­

bungen des Dreieckes (Abb.71.3) Oal nach b und von 
mIt 1 b'O nach a'Ol' zu konstruieren sind. 

Abb.71. 3. Konstruktion dcr Zahnflankcn 
nach Schneckenberg . 0 b = 0 b ' . 

Abb. 71.4. Grenzbedingung fiirden Eingriff (aus Buckingham-Olah.) . 

Aus der Bedingung, daB die Profilnormale den eigenen Walzkreis schneiden muB, folgt, daB 
die Eingriffslinie begrenzt ist, und zwar durch den Kreis (um den Radmittelpunkt) der die Ein­
griffslinie von auBen (Abb. 71.4a) oder von innen (Abb . 71.4 b) berlihrt . 

Die Voraussetzung W 1!W 2 = Konstant, gilt nicht nur flir zwei Zahnflanken, sondern flir das 
ganze Rad, d. h. ein Flankenpaar darf nicht auBer Eingriff kommen, bevor das folgende, zweite 
Paar in Eingriff steht und die Drehbewegung ohne Unterbrechung weiter flihrt. Der Eingriff 
zweierZahnflanken (Abb. 71.2) erfolgt im WalzkreisbogenAOB (Eingriffs bogen genannt) und 

1 An Stelle der Profilnormalen kalID arich das Zahnprofll gedreht werden. Aus dem feststehenden Wiilz-
punkt 0 wird die Normale auf das gedrehte Profil gezogen; der Schnittpunkt ist Eingriffspunkt. .' 

2 Dieses zuerst von Reuleaux angegebene Verfahren hat Poncelet vereinfacht: Man mache 01 = 01' 
und beschreibe mit der Normalen al im Zirkel einen Kreisbogen aus 1'. Die Zahnkurve entsteht dalID als 
Umhiillende der KreisbOgen. 

Altmann, F., G. : Zeichnerische Ermittlung vonZahnflanken zu einer gegebenen Eingriffslinie. Z. VDr 
82 (1938), S.165/68. 
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diesel' muB groBer sein als die Entfernung zweier Zahnprofile, ebenfalls im Walzkreis gemessen 
und Teilung genannt. Deshalb heiBen die Walzkreise auch oft Teilkreise. Das Verhaltnis 
Eingriffsbogen AOB·· . . 

T '1 t ~ e nennt man Uberdeckung und muB groBer als I sern. Fiir bmde Rader el ung = 

mussen die Teilungen natiirlich gleich groB sein. Die Zahndicke s (Abb. 71.5) und die Lucken­
weite w sind im Teilkreis gemessen, gleich, namlich: 

t 
s=w=2' 

so daB kein Flankenspiel vorhanden ist. 

Abb.71.5. Beueuuuug der Zahuteile. 

b Zuhubreite, e Eingriffslinie, i ]'uf3ticfc, h Zahuhohe, k Kopfhlihe, p Zahuprofil, 8 Zahnstarke, 8k Kopfspicl, 
8f ];'IankenspieI, i Teilung, w Zahnliicke, r Walzkreis, Tg Grundkreis, rf Fuf3kreis, Tk Kopfkreis. 

Sind z und Z die Zahnezahlen und d und D die Walzkreisdurchmesser del' Rader, so ist del' 
Umfang des ersten Walzkreises red = zt und del' Umfang des zweiten reD = Zt. Damus folgt 
d! D .. zjZ ,d.h.d.i \3l)urc h m\3~f3e!, .. veLllalJ.e;ni3ieh ... wiedieZah He za hie n. 

Aus praktischen Grunden (vgl. Abschn. 71.3) macht man die Teilung: 

t=rem 

und nennt m (immer in mm gemessen) den Mod uI, so daB 

red = zt = zrem 

odeI' d =zm 

ist, d. h. Teilkreisdurchmesser ist gieich Zahnezahl mal Modul. 

(71.2) 

(71.3) 1 

Da die Kopfhohe k des Zahnes meist gleich m gemacht wird, ist del' AuBendurchmesser 

da, = (z + 2) m. 

Del' FuBkreisdurchmesser ist, unter Voraussetzung eines normalen Kopfspieles von l m, 

df = (z- k) m. 

und del' Achsabstand bei spielfreiem Eingriff: 
m 

a = (z +Z) 2' 

(71.4) 

(71.5) 

(71.6) 

Die Umfangsgeschwindigkeiten beider Rader, im Walzkreis gemessen, U = WI r = 0)2 R sind 
gleich groB. Mit 0) = ren/30 folgt damus: 

n1 r = n2 Roder n1 z = n2 Z (71.7) 

Die Drehzahien verhalten sich umgekehrt wie die Radien und die Zahnezahien. 
Fur die Berechnung des "Obersetzungsverhaltnisses ist es vorteilhaft, diesen Zusammenhang 

z'Yischen Drehzahl und Zahnezahl in folgender Form dem Gedachtnis einzupragen: Das Pro­
dukt n' z bleibt fur ineinandergreifende Rader unverandert. 

1 1m englischen MaBsystem nennt man d (in ~oll) = diametral pitch. 
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Beider Anordnung naeh Abb. 71.1 haben beide Rader 
entgegengesetzte Drehriehtungen. Sollen beide Wellen im 
gleiehen Sinne laufen, so wahlt man Innenverzahnung 
(Abb.71.6a). Das kann man aber aueh, wie Abb. 71.6 b 
zeigt, dureh Einsehalten eines Zwisehenrades erreiehen. 
Das Ubersetzungsverhaltnis wird dadurch gar nicht beein­
fluBt, da die Umfangsgeschwindigkeiten der Rader 1, 2 
und 3 gleich sind. 

Aus der Konstruktion der Zahnflanken (Abb. 71.2) 
folgt, daB 
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1. die Zahnkopfe des Rades 1 mit den FuBflanken des 
Gegenrades 2 zusammenarbeiten, 

Abb. 71.6. Riidertrieb iiir gleiche Drehrichtungen 
2. der Eingriff beginnt, wenn die FuBflanke des trei- a Innenverzahnung, b mit Zwischenrad. 

benden Rades die Kopfflanke des getriebenen erfaBt, 
3. die Eingriffslinie durch eine Flanke bestimmt ist, und zur Konstruktion der zweiten 

Zahnflanke ausreieht, wenn die Walzradien der Rader gegeben sind. Die Zahnprofile sind dem­
nach fUr verschiedene Zahnezahlen verschieden. 

Da die Wahl des einen Profils vollstandig frei steht, kann man eines wahlen, das leicht her­
zustellen ist. Bei der Triebstockverzahnung sind die Zahne des einen Rades zylindrische 
Bolzen (Abb. 71.7). Solehe Zahnrader werden bei Drehkranen fUr die langsame Sehwenk­
bewegung verwendet oder auch 
als Zahnstangen bei Sehleusen­
ziigen. Das Grissongetriebe 
(Abb.71.S), eine Triebstockver­
zahnung fUr groBe Ubersetzun­
gen, hat dureh die Entwick­
lung der Zahnrader mit ge­
frasten Zahnen an Bedeutung 
verloren. 

In der Praxis wird oft ge­
wiinscht, Rader mit versehiede­
nen Zahnezahlen beliebig mitein­
ander in riehtigen Eingriff zu 
bringen (z. B. bei Werkzeug­
masehinen, Abb. 73.S). Solehe 
Rader nennt man Satzrader. 
Aus der Konstruktion des Profiles 
folgt, daB dies nur dann erreieh­
bar ist, wenn die Zahnflanken 
sieh deekende Eingriffslinien ha­
ben. Diese Bedingung ist aber 
noeh nieht ausreiehend, denn 

SWlzroll. 

Abb.71.7. Triebstockverzahnung. 
(Aus Dubbe!. Taschenbuch.) 

Abh.71.8. Grissongetriebe. (Aus 
Dubbe!, Taschenbuch.) 

denken wir uns Rad 2 in die Lage von 1 gebraeht, so dreht sieh die Eingriffslinie urn IS0°. 
SolI nun die Eingriffslinie dieses Rades mit der des Rades 1 iibereinstimmen, so muB sie 
noeh zentrisch symmetriseh in bezug auf den Walzpunkt 0 sein. Dadureh erhalt die Eingriffs­
linie erhohte praktisehe Bedeutung, denn wir werden nur einfaehe Formen der Eingriffslinie 
wahlen, z. B. eine Gerade (Evolventenverzahnung) oder zweiKreisbogen (Zykloidenver­
zahnung). 

Die Frage, ob Evolventen- oder Zykloidenverzahnung vorzuziehen ist, wurde friiher in der 
teehnisehen Literatur vielfaeh erortert und aus theoretisehen Griinden meist zugunsten der 
Zykloidenverzahnung entsehieden. Die Praxis verwendet aber aussehlieBlich Evolventen­
verzahnung. 

71.2. Evolventenverzahnung. 
Eigenschaften der Evolvente. Die Kreisevolvente wird durch einen Punkt 0 einer Geraden 

G erzeugt, die auf einem festen Kreis (Grundkreis) abrollt; sie kann punktweise konstruiert 
werden, indem der Walzbogen (0( + q;) ry (Abb. 71.9) gleieh der Tangente ry tg 0( gemacht wird. 
Daraus folgt: 

q; = tg 0(-0( (71.S) 
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Abb.71.9. Entstehnng der Evolvente 

Zahnrader. 

Fur IX = 15 bis 30° sind die rp-Werte in Zahlentafel 71.1 
zusammengest.ellt. Aus der Abbildung folgt weiter: 

r = rgJcos IX (71.9) 

Durch die Gl. (8) und Gl. (9) ist die Evolvente in Polar­
koordinaten eindeutig bestimmt; rp wird Polarwinkel, 
IX Pressungswinkel genannt. Beim Abrollen der erzeugen­
den Geraden ist der jeweilige Beriihrungspunkt mit dem 
Grundkreis Momentanzentrum der Bewegung; diese Gerade 
steht demnach senkrecht zur Evolvente und ist Profilnor­
male. Der Kriimmungsradius in irgendeinem Punkte A 
der Evolvente ist gleich der Entfernung AN; er nimmt von 0 
an stetig zu. 

Zu jedem Grundkreis gehort nur eine einzige Evolvcnte, 
dellli alle Evolventen, die durch die einzelnen Punkte der 
erzeugenden Geraden beim Abrollen entstehen, lassen sich 
durch Drehung vollstandig zur Deckung bringen. 

1m Beruhrungspunkt A zweier Evolventen (Abb. 71.lO) 
mit der gemeinsamen Tangente, fallen die beiden Erzeu­
genden (die stets senkrecht zur Tangente stehen) zusam­

men. Der Eingriffspunkt zweier Evolventen liegt demnach auf der gemeinsamen Tangente 
Nn der beiden Grundkreise, d. h. die erzeugende Gerade ist gleichzeitig auch Ein­
griffslinie. Aus der Abbildung folgt weiter fiir das VerhiiJtnis der Winkelgeschwindigkeiten 
nach Gl. (71.1): 

ON = NA oder (" + 'P)rg = rgtg:x 

MA= r = 'I"o/eos" 
AN = Krfunmungsradius. 

(71.10) 

ist. Bei Evolventenverzahnung ist das Drehzahlverhaltnis durch das Verhalt­
nis der Grundkreisradien eindeutig bestimmt, unabhangig vom (zufalligen) Beruh-· 
rungspunkt A. 

Abb.71.10. Bei der Evolventenverzahnung ist die ProfiInor· 
male = Gemeinsame Tangente an den Grundkrei~en = Ein· 

griffslinie. " = Eingriffswinkel. 

Abb.71.11. Die Evolventenverzahnung hat keine eindeutig 
iestgelegte Wiilzkreise. 

Fiir die WiUzkreise Om = r und OM = R, Eingriffswinkel" 
O'm = r' " 0' li[ = R' IY.'. 

Nach dem allgemeinen Verzahnungsgesetz kann zu einem gegebenen Profil das zugehorigc 
Gegenprofil nur dann konstruiert werden, wenn auch die Walzkreise gegeben sind. Bei Evol­
ventenverzahnun,g sind die beiden Profile durch die Grundkreise eindeutig bestimmt; man kaml 
nur dann von Walzkreisen reden, wenn sie in Eingriff gebracht werden. Das ist eine Eigenschaft 
der Evolvente, durch die sie sich von allen anderen Zahnkurvenunterscheidet. Verschiebt man 
das zweite Rad etwas, bringt also den Mittelpunkt Mnach M' (Abb. 71.11), so kommt ein anderer 
Punkt A' der ersten Evolvente in Eingriff. Dabei andert sich die Lage der Eingriffslinie als 
gemeinsame Tangente der beiden Grundkreise und auch die Walzkreisradien r, R in r', R', aber 
weder der richtige Eingriff noch das Ubersetzungsverhaltnis wird dadurch beeinfluBt. Es ist 
deshalb sicher recht unzweckmaBig, die willkiirlichen oder zufalligen Walzkreise als Teilkreise 
zu verwenden, weil dann die Teilung zweier Zahnrader sich mit der Anderung der gegenseitigen 
Lage andern wiirde! 
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Zahlentafe171.1. Werte der Evolventenfunktion 1 'P = tgo: -0:. 

1\iinuten 15° 16° I 17° I 18° I 19° I 20° I 21° I 22° 
I 

I 

0 0,0061498 0,007493 0,009025 0,010760 0,012715 0,014904 0,017345 0,020054 
1 707 517 052 791 750 943 388 101 
2 917 541 079 822 784 982 431 149 
3 0,0062127 565 107 853 819 0,015020 474 197 
4 337 589 134 884 854 059 517 244 
5 548 613 161 915 888 098 560 292 
6 760 637 189 946 923 137 603 340 
7 972 661 216 977 958 176 647 388 
8 0,0063184 686 244 0,011008 993 215 690 436 
9 397 710 272 039 0,013028 254 734 484 

10 611 735 ! 299 071 063 293 777 533 

11 0,0063825 0,007759 0,009327 0,011102 0,013098 0,015333 0,017821 0,020581 
12 0,0064039 784 355 133 134 372 865 629 
13 254 808 383 165 169 411 908 678 
14 470 833 411 196 204 451 952 726 
15 686 857 439 228 240 490 996 775 
16 902 882 467 260 275 530 0,018040 824 
17 0,0065119 907 495 291 311 570 084 873 
18 337 932 523 323 346 609 129 921 
19 555 957 552 355 382 649 173 970 
20 773 982 580 387 418 689 217 0,021019 

21 0,0065992 0,008007 0,009608 0,011419 0,013454 0,015729 0,018262 0,021069 
22 0,0066211 032 637 451 490 769 306 118 
23 431 057 665 483 526 809 351 167 
24 652 082 694 515 562 850 395 217 
25 873 107 722 547 598 890 440 266 
26 0,0067094 133 751. 580 634 930 485 316 
27 316 158 780 612 971 971 530 365 
28 539 183 808 644 707 0,016011 575 415 
29 762 209 837 677 743 052 620 465 
30 985 234 866 709 779 092 665 514 

31 0,0068209 0,008260 0,009895 0,011742 0,013816 0,016133 0,01871 0 0,021564 
32 434 285 924 775 852 174 755 614 
33 659 311 953 807 889 215 800 665 
34 884 337 982 840 926 255 846 715 
35 0,0069110 362 0,010012 873 963 296 891 765 
36 337 388 041 906 999 337 937 815 
37 564 414 07 ° 939 0,014036 379 983 866 
38 791 440 099 972 073 420 .. 0,019028 916 
39 0,0070019 466 126 0,012005 110 461 074 967 
40 248 492 158 038 148 502 120 0,022018 

41 0,0070477 0,008518 0,010188 0,012071 0,014185 0,016544 0,019166 0,022068 
42 706 544 217 105 222 585 212 119 
43 936 571 247 138 259 627 258 170 
44 0,0071167 597 277 172 297 669 304 221 
45 398 623 307 205 334 710 350 272 
46 230 650 336 239 372 752 397 324 
47 862 677 366 272 409 794 443 375 
48 0,0072095 702 396 306 447 I 836 490 426 
49 328 729 426 340 485 878 536 478 
50 561 756 456 373 523 920 583 529 

51 0,0072796 0,008782 0,010486 0,012407 0,014560 0,016962 0,019630 0,022581 
52 0,0073030 809 517 441 598 I 0,017004 676 633 
53 266 836 547 475 636 

I 
047 723 684 

54 501 863 577 509 674 089 770 736 
55 738 889 608 543 713 132 817 788 
56 975 916 638 578 751 174 864 840 
57 0,0074212 943 669 612 789 217 912 892 
58 450 970 699 646 827 259 959 944 
59 688 998 730 681 866 302 0,020007 997 
60 0,0074927 0,009025 0,01076 ° 0,012715 0,014904 0,017345 0,020054 0,023049 

1 Aus: Buckingham-Olah, Stirnrader. Genauere Zahlenwerte (8 Dezimale) in E. Buckingham: 
Manual of gear design. Teil I und II (Published by Machinery, 148 Lafayettestreet, New York. 1935). 
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Minuten 

0. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20. 

21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
3D 

31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40. 

41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50. 

51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60. 

23° 

0.,0.230.49 
102 
154 
20.7 
259 
312 
365 
418 
471 
524 
577 

0.,0.:13631 
684 
738 
791 
845 
899 
952 

0.,0.240.0.6 
0.60. 
114 

0.,0.24161 
223 
277 
332 
386 
441 
495 
550. 
60.5 
660. 

I 0.,0.24715 
770. 
825 
881 
936 
992 

0.,0.250.47 
10.3 
159 
214 

0.,0.25270. 
326 
382 
439 
495 
551 
60.8 
664 
721 
777 

0.,0.25834 
891 
948 

0.,0.260.0. 5 
0.62 
120. 
177 
235 
292 

0.,0.26350. 

I 
I 
! 

! 

Zahnriider. 

Zahlentafel 71.1. (Fortsetzung.) 
Werte der Evolventenfullktioll rp IX = tg,~ -Oi:. 

24° 

0.,0.26350. 
40.7 
465 
523 
581 
639 
697 
756 
814 
872 
931 

0.,0.26989 
0.,0.270.48 

107 
166 
225 
284 
343 
40.2 
462 
521 

0.,0.27581 
640. 
70.0. 
760. 
820. 
880. 
940. 

0.,0.280.0.0. 
0.60. 
121 

0.,0.28181 
242 
30.2 
363 
424 
485 
546 
60.7 
668 
729 

0.,0.28791 
85,2 
914 
976 

0.,0.290.37 
0.99 
161 
223 
285 
348 

0.,0.29410. 
472 
535 
598 
660. 
723 
786 
849 
912 

0.,0.29975 

I 
25° I 26° 

I 
! 

0.,0.29975 0.,0.33947 
0.,0.30.0.39 0.,0.340.16 

102 0.86 
166 155 
229 225 
293 294 
357 364 
420. 434 
484 50.4 
549 574 
613 644 

0.,0.30.677 0.,0.34714 
741 

I 

785 
80.6 855 
870. 926 
935 997 

0.,0.3100.0. D,D35Q67 
0.65 138 
130. 20.9 
195 280. 
260. 352 

0.,0.31325 0.,0.35423 
390. 494 
456 566 
521 637 
587 70.9 
653 781 
278 853 
784 925 
850. 997 
917 0.,0.360.69 

0.,0.31983 0.,0.36142 
0.,0.320.49 214 

116 287 
182 359 
249 432 
315 50.5 
382 578 
449 651 
516 724 
583 798 

0.,0.32651 0.,0.36871 
718 945 
785 0.,0.370.18 
853 0.92 
920. 166 
988 240. 

0.,0.330.56 314 
124. 388 
192 462 
260. 537 

0.,0.33328 0.,0.37611 
397 686 
465 761 
534 835 
60.2 910. 
671 985 
740. 0.,0.380.60. 
80.9 I 136 
878 [ 211 

0.,0.3394 7 0.,0.3828 7 

I 27° I 28° 

I 0.,0.38287 I 0.,0.430.1 7 

I 
I 

362 
438 
514 
590. 
666 
742 
818 
894 
971 

0.,0.390.47 

0.,0.39124 
20. 1 
278 
355 
432 
50.9 
586 
664 
741 
819 

0.,0.39897 
974 

0.,0.40.0.52 
13 I 
20.9 
287 
366 
444 
523 
60.2 

0.,0.40.680. 
759 
839 
918 
997 

0.,0.41076 
156 
236 
316 
395 

0.,0.41475 
556 
636 
716 
797 
877 
958 

0.,0.420.39 
120. 
20. 1 

0.,0.42282 
363 
444 
526 
60.7 
698 
771 
853 
935 

0.,0.430.17 

100. 
182 
264 
347 
430. 
513 
596 
679 
762 
845 

0.,0.43929 
0.,0.440.12 

0.96 
180. 
264 
348 
432 
516 
601 
685 

0.,0.4477 0. 
855 
939 

0.,0.450.24 
no. 
195 
280. 
366 
451 
537 

0.,0.45623 
70.0. 
795 
881 
967 

0.,0.460.54 
140. 
227 
313 
40.0. 

0.,0.46487 
575 
662 
749 
837 
924 

0.,0.470.12 
100. 
188 
276 

0.,0.47364 
452 
541 
630. 
718 
80.7 
896 
985 

0.,0.480.74 
0.,0.48164 

[ 

29° 

0.,0.48164 
253 
343 
432 
522 
612 
70.2 
792 
883 
973 

0.,0.490.64 

0.,0.49154 
245 
336 
427 
518 
60.9 
70. I 
792 
884 
976 

0.,0.50.0.68 
160. 
252 
344 
437 
529 
622 
715 
80. 8 
90. I 

0.,0.50.994 
0.,0.51087 

181 
274 
368 
462 
556 
650. 
744 
838 

0.,0.51933 
0.,0.520.27 

122 
217 
312 
40.7 
50.2 
597 
693 
788 

0.,0.52884 
980. 

0.,0.530.76 
172 
268 
365 
461 
558 
655 

0.,0.53751 

30.0 

0.,0.53751 
849 
946 

0.,0.540.43 
140. 
238 
336 
434 
531 
629 
728 

0.,0.54826 
924 

0.,0.550.23 
122 
221 
320. 
419 
518 
617 
717 

0.,0.55817 
916 

0.,0.560.16 
U6 
217' 
317 
417 
518 
1)19 
720. 

0.,0.56821 
922 

0.,0.570.23 
124 
226 
328 
429 
531 
633 
736 

0.,0.57838 
940. 

0.,0.580.43 
146 
249 
352 
455 
558 
662 
765 

0.,0.58869 
973 

0.,0.590.77 
181 
285 
390. 
494 
599 
70.4 

0.,0.5980. 9 
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Die Bedingung, daB die Teilungen auf den Walzkreisen gleich groB sein mussen, verliert fiir 
Evolventenverzahnung jeden Wert. Wenn auf Spielfreiheit verzichtet wird, darf die gegen­
seitige Lage zweier Evolventenrader (und damit die Teilungen) vergroBert werden, ohne den rich­
tigen Eingriff zu storen. Es scheint deshalb zweckmaBiger die Teilungen auf den unverander­
lichen Grundkreisen zu beziehen. Wenn t die Teilung auf dem Walzkreis ist, so ist die Grund­
kreisteilung 

tg = t cos iX (71.11) 

wobe'i der Winkel iX als Eingriffswinkel bezeich­
net wird (Abb. 71.10). Der Eingriffswinkel iX ist 
genormt, urspriinglich in Europa iX = 15° (in 
Amerika 14° 30' in Anlehnung an das dort ubliche m 11 
'Trapezgewinde); seit 1927 wurde einheitlich die 
20 0 -Normverzahnung festgelegt. Evo 1 venten­
rader sind Satzrader, wenn die Grund­
kreisteilungen gleich sind. Die Grundkreise, 
deren Radien r cos iX und R cos iX sich nur durch Abb. 71.12. Zur Berechnnng der 1Jberdeckung. 
den konstanten Faktor cos iX von den Walzkreis- J{ ok ~ Eingriffstreeke. 

radien unterscheiden, haben gleiche Umfangsgeschwindigkeiten U g = U cos iX. 

R'leinste Zahnesumme einer Paarung. Da die Walzkreise willkurlich sein konnen, ist es 
auch nicht zweckmaBig mit dem Eingriffsbogen (AOB, Abb. 71.2) zu rechnen. Nur innerhalb 
der beiden Kopfkreise treten Zahnprofile miteinander in Beruhrung; der Teil kOK der Ein­
griffslinie (Abb. 71.12) wird Eingriffstrecke genannt und muB groBer als die Grundkreisteilung 

. D' U·· b d k . t b . E I t h d f" d h Eingriffstrecke = K 0 k sem. Ie er ec ung B IS el vo yen enverza nung e mlert urc dk " . 
Grun relsteilung = tg 

Die groBtmogliche Eingriffstrecke ist durch die Grundkreispunkte n, N begrenzt. Nutzen wir 
diese vollstandig aus, machen also die Kopfhohen k, K der beiden Rader (a bweichend von der N orm-

verzahnung) verschieden groB, so ist die kleinst zulassige Uberdeckung Bmin = --'!!~ = 1 . 
t cos IX Nun ist nN = (1' + R) sin iX und 2 n (1' + R) = (z + Z)t, so daB mit B = 1: 

(z + Z)min = 2 n ctg iX (71.12) 

wird. Fur iX = 15° 20° 30° 
ist ctg iX = 3,732 2,747 1,732 und 
und (z + Z)min = 24 18 11 

Uberdeckullg. Fur Normverzahnung (k = K =m) kann kOK aus der geometrischen Be­
ziehung berechnet werden. Aus Abb. 11.12 folgt: 

kK = kO + OK = (nk-nO) + (N K -NO) 
'--:::---==----= i (t· + k)2 - (1' cos 0;)2_ l' sin iX + V (R + K)2 - (R cos 0;)2 - R sin iX , 

und mit l' = zmj2, R = Zmj2 und t = nm: 

B = t :!IX = 21n [V (Zc~:r - Z2 + V (~o~:r - Z2 - (z + Z) tg ix] . (71.13)1 

Grund- und Fullkreis fallen zusammen. Die 
Evolvente hart beim Grundkreis auf; solI das ganze 
Zahnprofil eine Evolvente sein, dann muB der FuB­
kreis auBerhalb des Grundkreises liegen. Grund­
und FuBkreis fallen bei N ormverzahnung zusammen, 
wenn (Abb. 71.13) 

1'g+f=1'=1'cosiX +7/6·m. 

. D 12 . . d zm 7 zm 1st. a l' = Z • mIst, Wlr 2 cos ix + '6 m = 2 

7 

Zahlentafe171.2. Uberdeckung 6 nach 
Gl. (13). 

0: ~ 15 0 I 0: ~ 20 0 0: ~ 30' 
--------.~.- - -

z/Z E ZjZ I 6 z/Z e 
I 

I 21/21 1,790 13/13 1,445 7/7 1,16 
25/58 1,989 14/27 1,546 
26/80 2,039 15/46 1,610 
28/195 2,141 16/102 1,676 

oder 
Zmill = 3 (1 - cos IX) (71.14) 

Fur ix = 15 0 (20°) ist Zmill = 70 (39) . 

1 Diese GleicJmng ist fur die zahlenmaBige Berechnung zweckmaBiger als die von Schiebel (3. Aufl. 
Bd. I S.31, GI. 20) oder von Buckingham-Olah (S. 28/32), die 6 aus der Gleichung der Evolvente berechnen. 
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Kleinste Ziihne,fzahl. Es ist aber nicht notwendig, die gauze Zahnflanke alsEvolvente auszu­
bilden, sondern es genugt, wenn nur der in Eingriff kommende Teil der Flanke Evolvente 
ist. Die Kopfpunkte k, K, welche dieEingriffstrecke begrenzen,mussen also innerhalb derGrund­
kreispunkte n, N liegen; im auBersten Fall diirfen sie zusammenfallen. Aus Abb. 71.14 folgt 
sofort, daB beiNormverzahnung dadurch die Kopfhohe des groBeren Rades festgelegt ist, wenn n 
und K zusammenfallen. 

Abb.71.13. Grund- und FuBkreis 
fallen zusammen, wenn r g + t = r ist. 

m~---n=-=--r~~----------~~~----------~~~, 

Abb. 71.14. Zur Berechnung der kleinsten Zahnczahi. 

Fur das Dreieck OnM lautet der Kosinussatz: 

woraus 

20° 

(R + m)2 = (r sin eX)2 + R2 -- 2 Rr sin eX cos (90 + eX) 

(: + 1) 2 = ( ; sin eX) 2 + !2 + ~z sin2 eX = !2 + 1 + Z 

z = 21 
Z = 21 

z = 13 
Z = 13 

z = 7 
Z = 7 

(~Sina)2 -1 
Z =_,_2 ___ _ 

1-~sin2a 
2 

Zahlentafe171.3. Kleinste Zahnezahlen. 

22 23 24 25 26 27 
27 34 44 58 80 116 

14 15 16 17 18 
27 46 102 149 C'O 

8 
00 

I 
28 I 29 195 451 

(71.15) 

30 
00 

Das Zahnstangenprofil der Evolvente (fiir Z = 00) ist eine Gerade, die senkrecht zur Eingriffs­
linie steht. 

Abb. 71.15. Das Formfrasverfahren. 
(Ans Freytag, Hilfsbuch.) 

71.3. Die praktiscbe Herstellung der Profile. 
Gegossene Zahnrader konnen, auch bei Verwendung 

von guten Formmaschinen, nur fur langsam laufende 
Getriebe verwendet werden. Sie haben den Vorteil, we­
niger rasch zu rosten,da die harte GuBhauterhalten bleibt 
(Handkrane im Freien, Ziegelmaschinen usw.). 

Formverfahren. Genaue Zahnformen mussen aufWerk­
zeugmaschinen hergestellt werden. Man kann z. B. die 
zusammenpassenden Zahnprofile zeichnerisch genau be­
stimmen und einen Fraser konstruieren, welcher die ge­
naue Form der Zahnlucke erhalt. Mit diesem Formfraser 
frast man aus dem genau auf Kopfkreis abgedrehten Rad 
eine Lucke aus. Um die nachste Lucke zu [rasen, muE 
das Rad genau um die Teilung weiter gedreht werden. 
Dazu verwendet man die sog. Teilkopfe mit Teilschei­
ben 1, die durch Locher eingeteilt sind (Abb. 71.15). 

1 Vgl., Werkstattbiicher, H.6, Teilkopfarbeiten. Berlin: Julius Springer. 
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Nach diesem Verfahren braucht man fiir jeden Eingriffswinkel, fiir jede Teilung und fiir jede 
Zahnezahl einen besonderen Fraser. Wenn auch der Eingriffswinkel IX und die Teilung, als 
Vielfaches von n (t = n . m) genormt und so eingeschrankt werden konnen, benotigt man doch 
fiir jede Teilung und fiir jede gewiinschte Zahnezahl einen besonderen Fraser, was wirtsQhaftlich 
nicht trag bar ist. Man hat sich dann durch Festlegung von genormten Zahnezahlen geholfen, 
indem folgende Frasersatze (8- oder 15teilig im Handel fiir jede Modulteilung erhaltlich sind. 

ZahlentafeI71.4. N ormale Formfraser. 

Fraser Nr .. 8 

fiir z . . 135 

FraserNr. 

fur z . 

ZahlentafeI71.5. Genormte Modul-Teilungen m in mm (aus DIN 780). 

0,3 0,4 I 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 
1,25 1,5 1,75 2,0 2,25 2,5 I 2,75 3 3,25 4 4,5 

5 5,5 6 6,5 7 8 
I 

9 10 
II 12 13 14 15 16 ' 18 20 22 24 27 30 

Dagegen ist natiirlich nichts einzuwenden, doch kommt man in der Praxis mit diesen "nor­
malen" Zahnezahlen nicht aus. Uber diese Schwierigkeit hilft man sich in der nicht einwandfreien 
Weise hinweg, daB der fiir eine bestimmte Zahnezahl konstruierte Fraser auch fiir die nachst­
groBeren Zahnezahlen verwendet wird, obschon die Zahnform dann vom allgemeinen Verzah­
nungsgesetz abweicht und starke Verzogerungen und Beschleunigungen auftreten. So hel'­
gestellte Rader konnen daher fiir groBe Geschwindigkeiten nicht verwendet werden. Besonders 
ungiinstig sind Rader mit kleinen Zahnezahlen. Wie aus Zahlentafel 71.3 hervorgeht, kommen 
z. B. bei der 15°-Normverzahnung bei allen Radel'll unter 21-30 Zahnen (je nach der "Ober­
setzung) Flankenteile in Eingriff, die iiberhaupt keine Evolventenform haben, indem der Uber­
gang zwischen Grund- und FuBkreis durch eine beliebige Kurve, meist durch radiale Ver­
langerung der Evolvente gebildet wird. Das Formverfahren war friiher, wegen der einfachen 
Herstellung, stark verbreitet; es entspricht aber keinesfalls den hohen Anforderungen, die heute 
an Verzahnungen gestellt werden miissen. 

--- ~~~~~I~~-+r~~~'--~ 
VersdJiebungs-

rich/ung 

vel's"hiedene lllg~n de r lierllo'en 

Abb . 71.16. Konstruk~ion der Evolvente durch 
aufeinanderfolgende Tangenten. 

:$ . 
vel'6chietiene lllge~ o'el'SdJneio'lrllnle 

Abb.71.17. Mechanische Erzeugung der Evol­
vente durch aufeinander folgende Lagen 

eines Schneldwerkzeuges. 

Abwiilzverfahrcn. Bei den heute gebrauchlichenHersteliungsverfahren werden dieZahnprofile 
mechanisch erzeugt, ohne zeichnerische Ubertragung. Die Evolvente kann z. B. auch durch 
aufeinanderfolgende Tangenten gezeichnet werden. Durch Parallelverschiebung einer beliebig ge­
richteten Geraden und gleichzeitige Verdrehung des Grundkreises urn 0 und um einen Bogen gleich 
der Entfernung der Geraden, entsteht die Evolvente als Umhiillungskurve (Abb. 71.16). Diese 
Herstellungsweise bildet die Grundlage fiir die mechanische Erzeugung der Evolventenzahne, 
indem die aufeinander folgenden Lagen der Geraden als Schnitte eines Werkzeuges (Messel's) 
aufzufassen sind (Abb. 71.17). Die einzelne;n Schnitte miissen natiirlich sehr nahe zusammen 
liegen, damit die Tangenten eine stetige Kurve und keine gebrochene Linie erzeugen. Die 
Gerade, auf der die Beriihrungspunkte liegen, ist eine Tangente an den Grundkreis; sie wird 
Erzeugungs-Eingriffslinie genannt und steht senkrecht zur Schneidkante des Werk­
zeuges. Die relative Bewegung zwischen der Geraden (dem Werkzeug) auf dem Grundkreis 
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(Zahnrad) ist eine "wiHzende", nach welcher diese Herstellungsweise als A bwiHz verfahren 
bezeichnet wird. 

Das Werkzeug zur Herstellung der Zahne' erhalt grundsatzlich zwei verschieden gerichtete 
Schneidkanten, da beide Flanken der Zahne durch Abwalzen des Werkzeuges erzeugt werden 
miissen. Die Abb. 71.18 zeigt, wie zwei Zahnrader, die zusammen arbeiten sollen, erzeugt werden. 

Abb.71.18. Erzeugung von Rad und Gegenrad. 

Fiir Rad und Gegenrad muB sich das Werkzeug in der gezeigten Weise erganzen. SoH ein 
Werkzeugprofil fiir die Erzeugung der beiden Rader geniigen, so muB Profil und Gegenprofil 
genau gleich sein, d. h. Zahnliicke und Zahn des Werkzeuges miissen genau gleiche Form haben. 

Bei der Erzeugung der Evolvente durch um­
hiillende Schneidkanten kommt es nur auf die rela­
tive Bewegung zwischen Grundkreis (d. i das zu ver­
zahnende Rad) und Geraden (Werkzeug)' an. Man 
kann demnach die Evolvente auch so erzeugen, daB 

Abb.71.19 . Maschine der Maag-Zahnriider·A.·G. in' Ziirich beim 
StoBen eines Stirnrades. -

Abb.71.20. Das Werkzeug der Maagschen Maschino. 

Werkzeug 

Abb.71.21. Eutstehen der ZahnfIanken nach dem 
A bwiHzverfahren (Maag). 

das Werkzeug festgehalten und das Rad in der entgegengesetzten Richtung verschoben wird. 
Dadutch wird die genaue Fiihrung des StoBwerkzeuges bedeutend erleichtert. Das ist die Grund­
idee der Maagschen Maschine mit der Zahnstange als Werkzeug (Abb. 71.19 bis 71.21). 

Aus praktischen Griinden wird noch vorgeschrieben, daB die Rader "spielfrei" laufen 
sollen; der eingreifende Zahn darf kein Flankenspiel haben. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn 
die Summe der Zahnstarken der beiden Rader (im Walzkreis gemessen) gleich der 
Teilung t ist. Der spielfreie Eingriffwird in einfachster Weise erreicht, wenn die Profilmittellinie 
des W~rkzeuges durch den Walzpunkt 0 der beiden Zahnrader geht (Abb. 71.22). Man erreicht 
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damit gleichzeitig den Vorteil, daB aIle in dieser Weise mit dem Werkzeug erzeugten Zahnrader 
den gleichen Eingriffswinkel haben, also Satzrader sind. So entsteht die "Normverzahnung" 
mit den genormten Kopf- und FuBhOhen (vgl. S. 342). Durch Festlegung der Abmessungen des 

Abb.71.22. Herstelluug der spielfreien Normverzahnung. 

Werkzeuges (Bezugsprofil genannt) und durch die angegebene Lage der Profilmittellinie in 
bezug auf die Walzkreise, sind die Formen der Normverzahnung eindeutig bestimmt. Mit dem 
zahnstangenformigen Werkzeug kann man keine Innenverzahnung herstellen. 

Es ist fUr die Herstellung der Zahnform nicht 
erforderlich, daB das Werkzeug eine gerade Zahn­
flanke hat. Bei der Fellow-Stirnradhobelmaschine 
(Abb. 71.23 ist die Schneide des Werkzeuges evol­
ventenformig ausgebildet, entsprechend der Zahn­
form eines Rades mit 21 Zahnen. Das Werkzeug 
bewegt sich mit dem StoBel einer StoBmaschine auf 
und abo Der StoBel ist auBerdem um das Zentrum 
des Werkzeugrades drehbar. Das zu schneidende 
Rad ist auf einen ebenfalls drehbaren Tisch auf­
gespannt. StoBel und Rad drehen sich jeweils um 
einen kleinen Betrag beim Leerhub des StoBels, 
und zwar so, daB das Werkzeugrad und das zu 
schneidende Rad eine lang same Zahnradbewegung 
ausfUhren. Sowohl Werkzeug als Werkstuck mussen 
also zwanglaufig im gegebenen Ubersetzungsver­
haltnis angetrieben werden. Das Zahnprofil geht 
dabei aus den aufeinanderfolgenden Lagen der 
Profilschneide hervor, denn diese schneidet aus 
dem Werkstuck gerade so viel Material heraus, wie 
fur das ungehinderte Abrollen eines dem Werk­
zeugrad ahnlichen Rades erforderlich ist. - Die 
Genauigkeit der erzeugten Zahnkurve hangt voll­
standig von der Genauigkeit des Profils des Werk­
zeuges ab, so daB ein moglichst einfaches Profil 
erwunscht ist. Bei der Evolventenverzahnung er­
halt nur die Zahnstange gerade Profile. 

In einer andern Form hat die Zahnstange eine 
viel ausgedehntere Verwendung gefunden. Um 

J~!l ~ ~ 

SkBrua I ~r----t~~~~~~ 

Abb.71.23. Prinzip der "Fellow"-Stirnrad-StoBmaschine. 
(Ans Schiebel.) 

an Stelle der hin- und hergehenden Bewegung der Zahnstange eine kontinuierliche Dreh­
bewegung zu erhalten, formt man die Zahnstange derart in einen Zylinder um, daB ihre trapez­
formigen Zahne in einer Schraubenlinie verlaufen. Das Werkzeug erhiilt demnach die Form 
einer Schnecke (Abb. 71.24), in der Schneidflachen angebracht sind. Man bringt nun den Fraser 
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so mit dem zu bearbeitenden · Rad zusammen, daB die Schraubengange parallel zur Radachse 
liegen und erteilt dem Fraser und dem Rad je eine zwanglaufige Bewegung derart, daB nach einer 
Fraserumdrehung das Rad sich um eine Teilung weitergedreht hat. Dann raumen, wie beim 
StoBverfahren, die Fraserzahne aus dem Radkranz die Lucken der Evolventenverzahnung aus. 

Abb.71.24. Abwalzverfahren mit Schneckenfriiser. (Aus Rotscher.) 

twischen der Teilung t des Rades und der Ganghahe ho der Fraserschnecke besteht die 
. . I Teilung t . . ho sin rp 

BeZlehung (Abb. 71.24). cos cp = G h"h h . Auch 1st. tg cp = - d = --, so daB angoe o no cosrp 
t = ndo sin cp oder m = do sin cp (71.16) 

ist. Dieser Bedingung mussen die Abmessungen des Schneckenfrasers genugen, wenn er ZUlli 

Schneiden einer Zahnteilung t = nm geeignet sein soIl. Der 
Fraser erhalt schlieBlich noch eine Vorschubbewegung in der 
Richtung der Radachse zum Durchschneiden der ganzen Rad,­
breite. 

Es ist zweckmaBig, das Zahnprofil in zwei Frasgangen 
herzustellen, so daB fUr den Fertigschnitt nur eine geringe 
Span starke genommen werden muB. Da bei fRadern mit 
groBem Durchmesser und groBer Zahnbreite die 'Zeit fUr den 
einmaligen Durchgang des Frasers bis zu 350 Stunden be­
tragen kann und beim Fertigschnitt eine Unterbrechung zu 
vermeiden ist, werden an den Fraser sehr hohe Anforderungen 
gestellt. Abb.71.25. Grenzbedingung fiir 

Unterschnittfreiheit. Der Hauptvorteil des Abwalzverfahrens gegenuber dem 
Formverfahren besteht darin, daB immer richtige Profile er­

zeugt werden, und daB fUr samtliche Zahnezahlen derselben Teilung nur ein einziges 
Werkzeug notwendig ist. -

Grenzbedingung fiir Untersehnittfreiheit. Ein weiterer Vorteil ist, daB auch die FuBprofile 

Fraser 

Abb. 71.26. Unterschneiden der Ziihne bei kleiner Zahnezahl. 

durch den Fraser geschnitten 
werden, wobei der auBerste 
Schneidenpunkt den FuB­
anschluB ausarbeitet. Die 
Kopfgerade des Werkzeuges 
schneidet die Eingriffslinie in 
N' (Abb. 71.25). Liegt dieser 
Punkt auBerhalb des End­
punktes n der Evolvente, so 
wird das FuBprofil "unter­
schnitten". Bei den vollstan­
dig geraden Schneidflanken 
des Frasers wird das FuBpro­
fil unnatig weit ausgeraumt, 
weil die FraserkopfhOhe gleich 
11 mist, wahrend die Kopf­

hahe des Gegenrades nur gleich mist. Man kann das Unterscheiden etwas mildern, indem 
die Kopfhahe des geraden Teiles des Frasers gleich m gemacht und die Spitze abgerundet 
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wird. Die Grenze der Unterschnittfreiheit ist erreicht, wenn die Begrenzung der geraden 
Schneidkante durch den Grundkreispunkt n geht m = 1'Sin2 iX = 1 Z • m sin2 iX, d. h. fUr 

Zo = 2jsin2 iX • (71.17) 
FUr iX = 15° (20°) ist die Grenzzahnezahl Zo = 30 (18). 

Bei sehr kleinen Zahnezahlen wird das Unterschneiden so stark, daB der ZahnfuB erheblich 
geschwacht wll'd; das Werkzeug schneidet auBerdem ein Stuck der Evolvente" weg (Abb. 71.26) 
und kUrzt" damit die Eingriffstrecke und die Uberdeckung s; die kleinste Zahnesumme Gl. (12) 
um die Uberdeckung s = 1 zu erreichen, wird dann mindestens gleich 4;0. Daher sollen auch 
hier kleine Zahnezahlen vermieden werden. 

71.4. Bader mit kleinen Zahnezahlen (korrigierte Verzahnung). 
Die Verwendung der rasch laufenden Elektromotoren und der DaD+pfturbinen als Antriebs­

maschinen erforderte (fUr die groBen "Obersetzungsverhaltnisse) dringend geeignetere Zahnformen 
fUr kleine Zahnezahlen. In den technischen Zeitschriften zwischen 1895 und 1905 sind dann auch 
wiederholt Verbesserungsvorschlage gemacht worden, um die Schwachung des ZahnfuBes zu 
vermeiden. Von diesen Vorschlagen (die als "korrigierte" Verzahnung bekannt sind) haben 
zwei einfache Hiilfsmittel eine weite Verbreitung gefunden. 

Aus Gl. (17) folgt, daB die unterschnittfreie Grenzzahnezahl Zo mit zunehmendem Eingriffs­
winkel iX abnimmt; man hat deshalb die friiher gebrauchliche 15°-Normverzahnung durch die 
20 0 -Normverzahnung ersetzt; Kopf- und FuBhohen blieben aber unverandert. 

Aus Abb. 71.14 folgt, daB die Kopfhohe des kleinen Rades viel groBer sein darf als die Kopf­
hohe des groBen, ohne Gefahr zu laufen, daB die Evolventenpunkte N resp. n am Grundkreis 
in Eingriff kommen. Man kann also (abweichend von der Normverzahnung) die Kopfhohen der 
beiden Rader verschieden groB machen. Dieser Vorschlag stammt von lng. O. Lasche 1 

und wird AEG.-Korrektur genannt. Sie ist dadurch gekennzeichnet, daB die Summe der Kopf­
hohen der beiden Rader (k + K) normal gleich 2 m gemacht wird. Diese Korrektur bietet 
neben der giinstigeren, unterschnittfreien Zahnform noch den Vorteil, daB die Satzrader­
eigenschaft (Eingriffswinkel = normal) und auch die Achsentfernung beider Rader 

a = t m (z -+ Z) (71.6) 
wie bei der Normverzahnung beibehalten werden. Die AEG.-Korrektur kann nur bei Uber­
setzungen, die verschieden von 1 sind, verwendet werden, wenn die Zahnesumme beider Rader 
groBer als die doppelte Grenzzahnezahl (also fiir iX = 15° groBer als 60 ist), denn nur dann 
kann die Zahnform des kleinen Rades ohne Schaden fur das groBe Rad verbessert werden. 

a Nt r 
I 

Abb.71.27. Die mit dem normalen Werkzeug erzeugte AEG-Korrektur a) des grot3en, b) des kleinen Rades. 

Da man damals (vor 1900) nur die Herstellung der Zahne mit dem Formfraser kannte, er­
forderten die genannten Korrekturvorschlage jeweilen teure Spezialwerkzeuge, deren Herstel­
lung und Anschaffung nur in groBen Werken wirtschaftlich tragbar war. Aus diesem Gruilde 
konnten sie in der Praxis nur geringe Verwendung finden. 

1 Lasche, 0.: Elektrischer Antrieb mittels Zahnraderiibertragung. Z. VDI43 (1899), S. 1417ff. 
t.en Bosch, Maschiuenelemente. 2. Auf!. 23 
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Die Herstellung "korrigierter" Verzahnung mit normalen Werkzeugen nach dem Abwalz­
verfahren wurde im Jahre 1908 zum erstenmal in der deutschen Literatur beschriebenl. All­
gemeiner wurde das Verfahren erst durch die grundlegende Arbeit von M. Folmer2 bekannt. 

Die AEG.-Korrektur laBt sich z. B. so herstellen, daB nicht die Profilmittellinie des Werk­
zeuges auf dem Walzkreis des kleinen Rades abrollt (wie in Abb. 71.22 bei der Normverzahnung), 
sondern eine um den Betrag x davon verschobene Gerade des Werkzeuges (Abb.71.27). Das 

.,-------4~~ ~I'" 1- xmo ~ProfilverschieOung 
. Profllmj/le/linie 

Abb. 71.28. Unterschnittfreie AEG.-Korrektur. 

Abb. 71.28 folgt K + Xm = m oder 

groBe Rad wird mit einer gleichgroBen aber ent­
gegengesetzt gerichteten Profilverschiebung X = - x 
hergestellt. Werden diese beiden Rader zusammen­
gestellt, dann sieht es aus, als ob die beiden Zahn­
flanken an der gleichen Erzeugungsgeraden des nor­
malen Werkzeuges hergestellt waren. Der Eingriffs­
winkel der Verzahnung ist gleich dem Flankenwinkel 
des normalen Werkzeuges und auch die Achsentfer­
nung der beiden Rader bleibt normal. 

Wenn ein Rad mit z-ZiiJmen (z < zo) nach der 
AEG.-Korrektur unterschnittfrei hergestellt werden 
soll, so findet man die erforderliche Profilverschie­
bung x wieder aus der Uberlegung, daB Unterschnitt­
freiheit vorhanden ist, wenn die Kopfkante des Werk­
zeuges gerade durch den Grundkreispunkt n geht. Aus 

K = m (1- X) = z;. sin2IX 

und mit Gl. (17): 1 - X = z(zo (71.18) 
Fur die AEG.-Korrektur werden die Kopfkreisdurchmesser 

da =(z+2+2x) und Da=m(Z+2+2X) (71.19) ' 

und die Uberdeckung (in ahnlicher Weise wie bei der Normverzahnung abgeleitet) ist: 

e = 21n [V (Z + c:~ 2 xy - Z2 + 1/ (Z +c!s: 2Xr - Z2 - (z + Z) tg IX] . (71.20) 

§' 
11 
~ ., 

Abb.71.29. Erzeugung und Zusammenbau einer spielfrei korrigierten Verzahnung. 

1 Barth, G.: Die Bearbeitung von Stirnradern nach dem Walzverfahren. Werkstatts-Technik 2 (1908) 
&~ , 

2 Folmer, M.: Ein neues Rechenverfahren fUr Evolventen Stirnradergetriebe. Betrieb 1 (1919), S. 107 
u.265. 
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Durch entsprechende Wahl der Profilverschiebungen x und X kann auch jeder beliebige Ein­
griffswinkel erzeugt werden (Abb. 71.29). Einige Schwierigkeit macht dabei allerdin~s die Be­
dingung des spielfreien Eingriffes. Da die Wii.lz.trrei~e (T~ilkreise) d~: Zahnrader n~:ht ~ehr 
auf der Profilmittellinie des Werkzeuges abwii.lzen, 1st die Tellung der Rader auf den Walzkrelsen 
gemessen (Laufmodul m) verschieden von der Teilung des Werkzeuges (Werkzeugmodul m o)· 
Bei spielfreier Verzahnung ist die Summe der Zahn­
starken im Walzkreis (= Laufkreis = Teilkreis) ge­
mess~n, gleich der Teilung: 

S + S = n· m (71.21) 
Aus dem zahnstangenformigen Werkzeug (Abb. 71.30) 
folgt die Luckenweite in der Entfernung + x von der 
Profilmittellinie : 

sx=mo"/2 +2 xmotglXo =mO["/2 +2 xtglXoJ (71.22) 
Abb.71.30. 

Das ist aber auch die Zahndicke eines Rades, dessen Erzeugungs-Walzkreis auf dieser Geraden 
(in der Entfernung+ x von der Profilmittellinie) abwalzt. Aus dieser nun bekannten Zahndicke 
kann die Zahnstarke an irgendeiner anderen Stelle (z. B. auf dem Lauf- = Teilkreis) berechnet 
werden, da die Zahnflankenform (als Evolvente) bekannt ist. 

Bei einem Evolventenzahn (Abb. 71.31) sind also Zahnstarke Sx und WinkellXo fur den Er­
zeugungswalzkreis mit dem Radius rx bekannt, wahrend die entsprechenden Werte s und IX fUr 
den Laufkreis zu berechnen sind. Zunachst ist der Grundkreisradius des Rades 

rg =rcoslX = rx cos lXo 
Dann folgt aus der Abbildung: (Ix = sJ)2rx 

(1= s/2r = (Ix - (cp - CPo) , 
so daB 

(71.23) 
und 

(71.24) 

ist. Da rlrx = mlmo und 2 T = Z • mist, wird mit dem Wert 
von 8x aus Gl. (22): 

S =m (; +2xtg lXo)+ zm(cpo--cp). 

Ebenso ist beim zweiten Rad: 

S = m (; + 2 X tg lXo) + Zm (CPo -cp) . 

Durch Addition erhalt man mit Gl. (21): 

S + S = n· m =m [n + 2 (x +X) tg lXo + (z + Z) (CPo - cp)] 

oder 
x X _ z + Z _ _ z (1 + i) _ 

+ - 2 tg "'0 (cp CPo) - 2 tg "'0 (cp CPo) (71.25) '11 

d. i. die zuerst von Folmer verOffentlichte Bedingungs- Abb.71.31. ZurBerechuungderZahnstarke 
gleichung fur den spielfreien Gang. an verschiedenen Stellen. 

Mathematisch spielfreie Zahne willden klemmen; es muB mindestens soviel Flankenspiel vor­
handen sein, wie bei einem Laufsitz. Auch wegen der ungleichen Erwarmung der beiden Rader 
im Betrieb (vgl. Abschn. 71.53) ist Flankenspiel im kalten Zustand erforderlich. Diese Faktoren 
mussen von Fall zu Fall besonders untersucht werden. Das erforderliche Flankenspiel bedingt 
eine Verminderung der Zahnstarke, also eine zusatzliche negative Profilverschiebung v fur 

Flankenspiel 
beide Rader: v = 4. . = Flankenspiel (weil sin 15° = 0,25 ist). 

SIn "'0 

Aus Gl. (25) kann die Summe der Profilverschiebungen (x + X) berechnet werden, sob aId 
z, i, cp und CPo (resp. lXo) bekannt sind. Fur die Herstellung der Zahne muB auBerdem die Profil­
verschiebung fUr jedes Rad bekannt sein, d. h. die Summe muB in zwei Teile x und X zerlegt 
werden. Da das Ubersetzungsverhaltnis i vorgeschrieben und fUr das norma Ie Werkzeug lXo 
(resp. CPo) bekannt ist, durfen von den vier Unbekannten x, X, z und IX resp. cp, drei beliebig ge­
wahlt oder durch andere Beziehungen zwischen diesen GraBen festgelegt werden. Es sind also 
immer verschiedene Losungsmoglichkeiten vorhanden, aus welchen die "gunstigsten" Zahn­
formen mit Rucksicht aut Festigkeit, Abnutzung, gerauschlosen Gang, usw. auszuwahlen sind. 

23* 
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Fur die Normverzahnung ist x = X = 0 und iX = iXo und fUr die AEG.-Korrektur 
x + X = 0 und iX = iXo' 

Zur vollstandigen Bestimmung der Zahnrader muB noch die Zahnhohe berechnet werden, 
die yom Kopfspiel abhangt, das vorhanden ist, wenn die Rader ohne Flankenspiel zusammen­
gelegt werden. Aus Abb. 71.29 folgt die geometrische Beziehung fUr die Achsentfernung: 

a = rf + Rk + Kopfspiel = z ~ Z m, . (71.26) 

Aus Gl. (23) folgt weiter: m, cos iX = mo cos iXo' 
so daB die Achsenentfernung 

R Z + Z COS lXo 
a = r + = m,o ~2-' cos IX (71.26a) 

bei spielfreiem Eingriff ist. Wird die Achsentfernung bei einer gegebenen Ubersetzung (zIZ) 
vorgeschrieben, so ist der Eingriffswinkel aus dieser Gleichung eindeutig bestimmt. 

Das Kopfspiel, das bei der Normverzahnung 1/6 Modul = 1/13 der Zahnhohe betragt, kann 
nach den Deutschen Normen bei der korrigierten Verzahnung zwischen 0,1 und 0,3 mo gewahlt 
werden. Schiebel schlagt 1/6 m,o und Buckingham 1/5 m,o oder 1/10 der Zahnhohe vor. 

Setzt man die aus Abb. 71.29 folgenden geometrischen Beziehungen: 

(71.27) 

und 
z \ 

R" = R f + h . m,o = RI - Y . m,o + h . m,o = (2 - Y + h) m,o , (71.28) 

(worin y = 7/6-x ist) in Gl. (26) ein, so erhalt man eine Gleichung fUr die Zahnhohe, die jenach 
Wahl des Kopfspieles andere Zahlenwerte enthalt. Mit dem Wert von S chi e bel (Kopfspiel 
= 1/6 mol ist 

hm,o = [1: + Z ~ Z (CC:S '; - 1) - (x +. X) 1 m,o . (71.29) 

Die Kopfhohe ist immer kleiner als bei der Normverzahnung. 

Anfanglich begnugte man sich mit einer Zahnkorrektur, bei der das Unterschneiden der 
FuBprofile gerade vermieden war. Man nutzte die Evolvente also bis zum Grundkreis aus und 
erreichte so die groBtmogliche Uberdeckung. lng. Max Maag (Griinderder Maag-Zahnrader A.-G. 
in Zurich) hat wohl zuerst die groBen Vorteile der Zahnkorrekturen bei Verwendung eines 
normalen Werkzeuges erkannt und praktisch verwirklicht. Das Maag-Verfahren wird streng ge­
heim gehalten; nie erfolgte eine VerOffentlichung der Berechnungsgrundlagen. Nur in zwei 
Vortragen, am 20. April 1917 im Techn. Verein Winterthur "Die Maag-Zahnrader und ihre Be­
deutung fUr die Maschinenindustrie" und am II. Oktober 1926 in Wien "Die Maag-Zahnrader 
und die Mittel zu ihrer Herstellung" hat M. Maag daruber berichtet. Aus diesen Vortragen geht 
hervor, daB bei der Maag-Verzahnung bewuBt auf die Satzradereigenschaft verzichtet wird um 
von Fall zu Fall die "gunstigsten" Zahnformen wahlen zu kOlmen. 

Die "gunstigste" Zahnform kann nicht in einfacher Weise und auch wohl nicht eindeutig 
festgelegt werden. Es spielen dabei verschiedene Bedingungen mit, die sich zum Teil widerspre­
chen. Gunstigere Zahnformen als bei der Normverzahnung werden bei kleine!1~ Zahnezahlen 
dann erreicht, wenn das Unterschneiden vermieden wird; aber damit ist sicher noch nicht die 
beste' Zahnform gefunden. Nicht alle Teile der Evolvente sind fUr die Verzahnung gleich gun­
stig. Die Evolvente hat in der Nahe des Grundkreises einen sehr kleinen und rasch sich andern­
den Krummungsradius (Abb.71.9). Die genaue Herstellung derart empfindlicher Kurven ist 
auBerordentlich schwierig. Das wirksame Profil der Evolventen-Verzahnung soli sich daher 
(wenn moglich) nicht in die nachste Umgebung des Grundkreises erstrecken, wodurch aber 
Eingriffstrecke und Uberdeckung gekUrzt werden. Bei der 15°-Normverzahnung fuhrt das zu 
Radern mit Zahnezahlen uber 4;2, welche Zahl bedeutend uber der Grenzzahnezahl Zo = 30 fUr 
Unterschnittfreiheit liegt. Die gleiche SchluBfolgerung folgt auch aus der Berechnung der 
Flachenpressungen an den Beruhrungsstellen (vgl. S. 364) und aus der Untersuchung der 
giinstigsten Gleitverhaltnisse (S.367). 

A. Schiebel wahlte z. B. fUr die gunstigste Zahnform gleiche Zahnstarke im FuBkreis der 
beiden Rader, damit die Bruchgefahr fUr beide Zahne gleich ist, was z. B. fUr langsam laufende 
Rader einer Werkzeugmaschine zweckmaBig sein kann. 

Bei der Herstellung der korrigierten Verzahnung mit dem Abwalzfraser waizt sich der eigent­
liche F~aserteilriB nicht mehr auf dem Teilkreis des zu frasenden Rades ab, sondern eine weiter 
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nach innen (oder nach auBen) verschobene Linie iibernimmt die Rolle des Teilrisses. Dort ist 
aber der Steigungswinkel der Schnecke anders als im TeilriB, so daB etwas verzerrte Zahnpro­
file und keine mathematisch~genaue Evolventen erzeugt werden. Um diesen Profilfehler so klein 
als moglich zu halten, macht man den Steigungswinkel rp der Schnecke klein und beschrankt 
auBerdem die Profilverschiebungen x auf moglichst kleine Werte. 

Das Maagsche Herstellungsverfahren mit der Zahnstange als Werkzeug kennt diese Ein­
schrankung nicht. Da aile Punkte der Zahnstange sich mit gleicher Geschwindigkeit fortbewegen, 
so besteht auch dann ein richtiger Eingriff, wenn die Walzbahn nicht mit der Profilmittellinie 
zusammenfallt. 

Zahlenbeispiel71.1. Fiir ein langsamlaufendes Getriebe einer Werkzeugmaschine ist fiir 
Ubersetzung I: 1 mit z = 11 Zahnen eine geeignete Zahnform festzulegen, die mit dem normalen 
Werkzeug IXo = 15 0 hergestellt werden kann. 

Fiir IXo = 15 0 ist sin IXo = 0,25 881 905, cos IXo = 0,96 592 583, tg IXo = 0,26 794 919 und 
CPo = 0,00 614 980. 
Aus G1. 17 folgt der kleinste Eingriffswinkel: sin2 IX :;:;; 2/11 = 0,181818, zu IX :;:;; 25 0 • 

Um die ungiinstigen Teile der Evol­
vente in der Nahe des Grundkreises 
auszuschalten, wird IX zu 27 0 ge­
wahlt, so daB cP = 0,03828655 ist 
(ZahlentafeI71.1). Durch die Wahl 
von IX ist auch die Achsentfernung 
festgelegt, namlich mit G1. (26a ) und 
z=Z=l1: 

~ = Z COM!! = 11 . 1 08 4084 
mo cos IX ' 

= 11,92492. 
Der Laufmodul m folgt aus G1. (23): 

cos IXo 
m = mo -- = 1,084084 mo cos IX 

und der Laufwalzkreisradius 
r = z . m/2 = 5,96246 mo . 

Aus G1. (25) fiir den spielfreien Gang 
folgt mit z = Z und x = X: 

Z 
x = -2 t (cp-CPo) = 0,6596792. g IXo 

Die Zahndicke im Erzeugungswalz­
kreis gemessen ist (G1. 22) 

8", = mo (~ + 2 x tg IXo'l 

= 1,82432 mo' 

Die Zahnhohe (G1. 29): 

h = [1: - z (Cco:s ~ - 1'l - 2 xl mo 

= 1,77 224 mo. 

Der FuBkreisf,l;tdius (G1. 71.27), da y 
= 7j9 _ x ist": 

1"t = (-i- - ~ + x) mo = 4,993mo . 

Der Kopfkreisradius rk = rt + h 
= 6,765 mo (Abb. 71.32) 

Das Walzverfahren ist nicht nur 
fiir die Herstellung von Zahnradern 
geeignet, sondern laBt sich z. B. auch 
mit Vorteil fiir die Bearbeitung von 
Sperradern, Kettenradern, Keilwel­
len usw. verwenden. SolI das Zahn­
stangenprofilzur Erzeugung einer ge-

--

Abu. 71.32. Zum Zahlenbeispiel 71.1. z = Z = 11 

Abb.71.33. Bestimmung des Profils eines Zahnstangenwerkzeuges fur 
Vielkeilwelle. (Aus Buckingh~m-Olah.) 
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radfhinkigenKeilwelle entsprechend (Abb. 71.33) bestimmt werden, so muB zunachst die Walzlinie 
fiir die Erzeugung gewahlt werden, z. B. zusammenfallend mit dem Kopfkreis der Keilwelle. N ach 
dem allgemeinen Verzahnungsgesetz ",ird zuerst die Eingriffslinie konstruiertumfestzustellen,ob 
bei der frei gewahlten Walzlinie ein vollkommener Eingriff der Zahne des Werkzeuges und des 
Werkstiickes der Keilwelle) moglich ist. Gabe es namlich zwischen Kopf- und FuBkreis einen mit 
der Keilwelle konzentrischen Beriihrungskreis zur Eingriffslinie, so ware eine korrekteErzeugung 
nicht moglich (vgl. Abb. 71.4); in diesem Fall miiBte eine andere Walzlinie gewahlt werden. Aus 
der Eingriffslinie wird das Zahnstangenprofil ermittelt; die Konstruktion ist im oberen Teil der 
Abbildungin doppeltem MaBstab dargestellt und zeigt die Profilform des Abwalzfrasers. 

71.5. Berechnung der Ziihne. 
71.51. Festigkeit. Die Kraft, welche die Rader aufeinander ausiiben(Zahnkraft Pz gena~t) 

geht durch den jeweiligen Beriihrungspunkt A (Abb.71.1) und steht (wenn von der Reibung 
abgesehen wird) senkrecht zum Profil, fallt also bei der Evolventenverzahnung mit der Ein­
griffslinie zusammen. die durch den Walzpunkt 0 geht. Die Richtung der Zahnkraft ist demnach 
fiir jedell Beriihrungspunkt durch die Eingriffslinie eindeutig bestimmt ; ihre GroBe folgt aus dem 
Drehmoment (Abb.71.34). 

Md = Pz • r . cos x = Pu . r . (71.30) 
1m ungiinstigsten Fall greift die (tangential zum Grundkreis gerichtete) Zahnkraft Pz an der 
Kopfkallte an (Abb. 71.35). Bei der Berechnung wird angenommen, daB die beiden zusammen­
arbeitenden Zahne auf die ganze Breite gleichmaBig tragen. Der gefahrlichste Querschnitt 
liegt in der Nahe des FuBkreises und kann genau bestimmt werden, indem man durch 
den Schnittpunkt der Zahnkraft mit der Mittellinie des Zahnes ein Korper gleicher Biegespan-

\Pz 
\ 
'\ 

" " , 
'rei bend \ 

m~~~~~~~--~,-----~~';,-~ 

Pz 
Abb.71.34. Zur Berechnung der Zahnkraft Pz' des Drehmomentes und der 

Lagerreaktionell. 
Abb.71.35. Berechnung eines Zahncs auf Festigkei1 

nung konstruiert, der die Zahnflanke beriihrt. Bringt man im Schwerpunkt dieses Querschnittes 
zwei gleich groBe und entgegengesetzt gerichtete Krafte Pz an, so erkennt man, daB der Zahn auf 
Biegung beansprucht wird durch das Moment Pz • a und gleichzeitig auf Druck durch die Kraft 
Pa = Pz sin (3, wenn die Querkraft Q vernachlassigt wird. Dadurch entsteht eine Biegespannung 

P 'a P sinfJ 
(Jb = ± 1/: os. und eine Druckspannung (Jd = -- ~. s Die groBte Normalspannung 

Pz ( 6 a . \ 
(Jt = (Jb + (Jd = b. s ± 8 -- sm f31 (71.31) 

muB kleiner als azul sein. Es ist in der Praxi~ gebrauchlich an Stelle der Zahnkraft Pz mit der Um­
fangskraft Pu Pu = Pz cos x (71.32) 
die im Walzkreis angreift, zu rechnen, so daB 

Pu ( 6a . ) 
(Jzul = b ± -- -- SIn f3 

'SCOSiX S 

wird. Fiihrt man dimensionslose Ver}laltniszahlen (alt und sit) fiir die Zahnabmessungen ein 
und lost die Gleichung nach Pu auf, so wird: . 

azul 
Pu = y b . t = c . b . t , (71.33) 

worin c ein in der Praxis gebrauchlicher Rechnungswert und 
6 alt sin fJ 

Y = ±(slt)' COSiX sltcosiX (71.34) 
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fiir die 15°-Normverzahnung und fiir verschiedene Profilverschiebungen x aus Abb. 71.73 ent­
nommen werden kann. Fiir die Bruchgefahr ist die Spannung an der Zugseite ausschlaggebend, 
da die Druckseite nicht so,kerbempfindlich ist. 

Z ahlen beispiel 71.2. Wie groB ist y fiir die in Beispiel 71.1 berechnete Verzahnung ~ 
Aus der in Abb. 71.32 maBstablich gezeichneten Zahnform folgt aft = 23,5/68,115 = 0,345 

und s/t = 37,5/68,115 = 0,55. Der Pressungswinkel,B im Kopfpunkt folgt aus 

rk cos,B = r(/ zu cos,B = 0,786 und sin,B = 0,61 795 

Der 1?ressungswinkel IX im Walzkreis ist 27 ° und cos IX = 0,8910 1. Durch Einsetzen dieser Werte 
m G1. (34) wird 

6'0,345 
Y = ± 0,552'0,891 

0,61795 _ 7 68 - 1 2 --L 
0,55'0,891 - ±, , 6 - I 6,42 und - 8,94 . 

Die Spannungsberechnung nach Gl. (31) ist aus folgenden Griinden nur angenahert richtig: 
1. Wenn die Zahnkraft an der Knpfkante angreift, dann muB schon ein zweites Flankenpaar 

in Eingriff sein, weil die Uberdeckung e> 1 ist. Es wirkt also sic her nicht die volle Zahn­
kraft an der Kopfkante; wir rechnen also (im Interesse der Sicherheit) etwas zu pessimistisch. 

2. Die aus der Leistung berechnete Umfangskraft Pu ist nicht die groBte Kraft, die im Be­
trieb auftritt. Bei der Inbetriebsetzung oder beim Bremsen, aber auch infolge der unvermeid­
lichen Abweichungen von der genauen Evolventenform treten zusatzliche Krafte auf. Man setzt 
also Pwirkl = ~ Pu , worin ~ > 1 von Fall zu Fall auf Grund der Erfahrung geschatzt oder berech­
net werden muB. Das Anlaufmoment eines Drehstrommotors ist ungefahr 2,7mal so groB als 
das Drehmoment im Beharrungszustand, also hier ist ~ = 2,7. 

3. SchlieBlich ist noch die Formwirkung beim Ubergang zwischen Zahn und Radkorper durch 
Einfiihrung einer Formziffer IXk zu berucksichtigen. Nach Versuchen von R. V. Baud 1 ist 

IX" = 1 + 0,15 s/e (71.35) 

worin s die Zahnstarke im FuBkreis gemessen und e der Krummungsradius der Abrundung ist. 
a 

Berucksichtigt man diese Faktoren, so lautet die Gl. (33): ~ . p = ~ . b . t . 
u Ct.k • Y 

Fuhrt man den Modul m = tin mm ein und setzt fur IXk/n den Mittelwert 0,5, so ist 

Pu azul tp 
~ -b = 0,5 Y . m = \> l' (71.36) 

worin PI die Umfangskraft je mm Zahnbreite und azul in kg/mm2 einzusetzen ist. 
Aus Md = Pu • r = Pu • zm/2 folgt mit b = 'IjJ • t = 'IjJ • n . m : 

!p azul I 
Md = -- ·nm3 • z.·kg· mm. 

')'.~ 
(71.37) 

Aus dieser Gleichung folgt, daB bei gegebenem Drehmoment, Werkstoff und gegebener Zahnezahl, 
3/-1-

der Modul und damit der Raddurchmesser nur mit 1/ -- abnimmt. Doppelt so groBe Rad-r azul'!p 

breiten resp. zulassige Spannungen, verkleinern den Raddurchmesser je nur um etwa 25% 

(I/Y2). Als z,ulassige Spannung kann fiir lang sam laufende Rader die Wechselfestigkeit des be­
treffenden Werkstoffes (Abb. 13.25) eingesetzt werden; fur sehr rasch laufende Rader etwa die 
Halfte davon. 

Die groBte Schwierigkeit der Berechnung liegt,in der richtigen Wahl von;. Fur mathema­
tisch genau nach dem allgemeinen Verzahnungsgesetz erzeugte Zahnformen konnen bei gleich­
f6rmigem Antrieb auch beim getriebenen Rad keine Geschwindigkeitsschwankungen auftreten, 
wenn die Zahne starr sind, also keine Formanderungen erfahren. Die Herstellung von mathe­
matisch genauen Zahnformen konnte unter Aufwand erheblicher Kosten mit einer gewissen An­
naherung erreicht werden. Infolge der unvermeidlichen Formanderungen der Zahnflanken im 
Betrieb durch Verbiegen der Zahne und Zusammenpressen der Oberflachen, wird die genaue 
Zahnform schon zerstort. Diese Formanderungen sind in den verschiedenen Phasen des Zahn­
eingriffes verschieden, weil die Eingriffstelle wandert und weil zum Teil ein Zahn oder auch zwei 
Zahne in Eingriff kommen. Geschwindigkeitsschwankungen (Beschleunigungen und Verzo­
gerungen) sind deshalb auch bei theoretisch korrekten Zahnformen unvermeidlich und rufen in-

1 Baud, R. V.: Gear tooth stresses. Presented at the Tenth A1l1lual Convention of the American Gear 
Mfrs Assn. 1926~ 
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folge der Tragheit der Massen zusatzliche Krafte hervor. Diese werden durch kleine Abwei­
chungen von der theoretischen Zahnform, durch exzentrische Aufspannung der Rader, durch 
Verspannen aufgeschrumpfter Zahnkranze und auch durch Teilungsfehler noch wesentlich ver­
starkt. Der Grundkreis der Verzahnung muB genau konzentrisch zur Bohrung, bzw. zur Welle 
sein; dies erfordert groBte Sorgfalt bei der Herstellung. Es ist deshalb zweckmaBig vor dem 
Verzahnen, den AuBenumfang des (auf einem Dorn gesteckten) Rades zu iiberdrehen oder zu 

iiberschleifen. Der genau rund laufende 
AuBenumfang kann dann zur Kontrolle der 
konzentrischen Aufspannung an der Rader­
bearbeitungsmaschine dienen. 

Wie empfindlich das Verhaltnis in bezug ___ d~:::::=:::::::::::::f======::9 auf die Genauigkeit der Zahnform ist, zeigt 
eine Untersuchung von Ing. Hartmann 1. 

Man kann die Evolvente, soweit sie fiir die 
Zahnform verwendet wird, mit groBer Ge-

Abb.71.36. nauigkeit durch einen Kreisbogen ersetzen 
(Abb. 71.36), der durch die Punkte a, b und 

c geht. Der Unterschied ist so klein, daB die Abweichungen auch bei 5facher VergroBerung 
kaum merkbar sind. Rechnerisch weichen z. B. die Punkte 1 und 2 urn 0,07 resp. 0,05 mm 
von der genauen Evolvente abo Der Fehler ist also derart klein, .daB er fast innerhalb der Be­
arbeitungsgenauigkeit der Zahnrader liegt, da diese nicht geschliffen, sondern gefr'ast oder ge­
stoBen werden. Hartmann rechnet nun fiir das kreisformige Zahnprofil die jeweiligen 
Geschwindigkeiten aus unter der Voraussetzung, daB das eine Rad Init der gleichformigen Um­
fangsgeschwindigkeit u = 2 m/s rotiert, und findet, daB das zweite Rad keine gleichformige 
Geschwindigkeit mehr hat, sondern daB starke Verzogerungen und Beschleunigungen auftreten, 

und zwar eine maximale Beschleunigung von 2,4 mjs2 

. _._-1-. 
I Inz 

I 
Abb.71.37. Reduzierte Massen m, und m, 

der Zahnrader. 

und eine groBte Verzogerung von 8,8 mjs2 . 

In~ • 
mh • 

Abb.71.38. Reduzierte Massen des Rotors cines 
Elektromotors m;und des Zahnrades mI,. 

Durch diese Geschwindigkeitsschwankungen entstehen erzwungene Schwingungen der beiden 
Radumfange als Relativbewegung gegeniiber dem gleichforInigen Gang; sie teilen sich ent­
sprechend dem Verhaltnis ihrer wirksamen Massen auf die beiden Rader. 1st (Abb. 71.37) 

m1 die reduzierte Masse des treibenden Rades, auf dem Walzkreis bezogen, 
m2 " " "getrie benen" "" " " 

so ist ' 
(34.33) 

und mo die mittlere "wirksame" oder Ersatzmasse, ebenfalls. auf dem Walzkreis bezogen. Die 
Massenkrafte erhohen resp. vermindern den Zahndruck und konnen dessen Richtung auch um­
kehren. Die groBte Beanspruchung entsteht in diesem letzten Fall wahrend des StoBes beim 
Aufprallen der beiden Zahnflanken. Der Druckwechsel ist auch die Hauptursache des Zahnrad­
liirmes und sollte, wenn immer moglich, vermieden werden. 

Da bei starren Zahnen die Beschleunigungen mit dem Quadrat der Umfangsgeschwindigkeit 
zunimmt, wiirden die von Hartmann berechneten Werte bei 20 mjs Umfangsgeschwindigkeit 
den 100 fachen Wert erreichen! Durch die elastischen Formanderungen der Zahne werden die 
Massenkrafte aber wesentlich kleiner, da die Zeitdauer der Geschwindigkeitsschwankungell 
verlangert wird. 

1 Hartmann, W.: Genauigkeitsgrad und Geschwindigkeitsverhaltnis bei Verzahnungen. Z. VDI49(1905), 
S. 163 u. 500. 
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Die genaue Berechnung der auftretenden Massenkrafte aus den erzeugten Schwingungen ist 
mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden, da die Elastizitat der gekuppelten Kerper sich 
wahrend der Schwingung apdert. AuBerdem sitzen im allgemeinen auf den Radwellen noch 
andere Massen, z. B. der Rotor eines Elektromotors usw. (Abb.71.38). Nur wenn die Wellen starr 
und die Massen ebenfalls starr damit verbunden waren, dtirften die reduzierten Massen einer 
Welle einfach addiert werden: m~ = m~ + mf,. Da die Verbindungswelle der beiden Massen 
elastisch ist, so ist die Eigenschwingungszahl des Systems 

w" = iclm~ (34.32) 
worin c die Einheitskraft der Verbindung (Welle) und mo die mittlere reduzierte Masse wieder 

1 1 1 
aus ---, = --, + -, berechnet werden kann. 

mu ma mb 

1st c sehr klein, die Verbindung also sehr elastisch, dann ist die Eigenschwingungszahl der 
Verbindung sehr klein. Die Masse mi, kann den raschen Schwingungen von m~ nicht folgen, 
so daB ihre Masse dann ver-
nachlassigt werden kaml. 
Aus dieser Uberlegung 
folgt, daB die wirksame 
Masse eines Rades in sol­
chen Fallen nicht mehr 
konstant ist,- sondern von 
der Drehzahl der Welle ab­
hangt. Um die Berechnung 
uberhaupt durchfiihren zu 
konnen, mussen verschie­
dene, vereinfachende An­
nahmen gemacht werden, 
deren Zulassigkeit nicht 
leicht zu uberblicken ist. 

Man kann aber (auch 
ohne Zahlenrechnung) aus 
diesen Betrachtungen eine 
praktisch wichtige SchluB­
folgerung ziehen. Man muB 
die Massenkrafte, also die 
wirksamen Massen so klein 
wie moglich halten, d. h. 
aile Teile die mitschwingen 
konnensind elastisch mit 
dem Zahnkranz zu verbin­

Abb. 71.39. Federnde Verbindung zwischen Zahnkranz nnd Radkorper. 

den; diese Massen sind also abzufedern (Abb. 71.39/41). Selbstverstandlich sind auch die Be­
schleunigungen und Verzogerungen, also die Abweichungen von der genauen Evolventenform 
durch sorgfaltige Herstellung und Lagerung der Rader so klein wie moglich zu halten!. 

In der Praxis hat man versucht, die Erhohung der Umfangskrafte durch die Massemyirkungen 
durch Erfahrungswerle ~ von der Form 

~ = 1 + v/x (71.39) 
zu erfassen, in welcher Gleichung v die Umfangsgeschwindigkeit in w/s ist. Die x-Werte haben 
im Laufe der Zeit und mit zunehmender Genauigkeit in der Zahnradherstellung vielfache Ande­
rungen erfahren, etwa von x = 3 bis x = 11. Diese Erfahrungswerte befriedigen aber wenig, 
da x in noch unbekannter Weise von der Genauigkeit der Zahnprofile abhangt. W. Lewis hat 
deshalb vorgeschlagen, eine Maschine zu konstruieren, die gestattet, die zusatzlichen dynamischen 
Krafte direkt zu messen. Die von der American Society of Mechanical Engineers seit 1925 
(unter Leitung von Prof. Buckingham) durchgefiihrten Versuche sind fur Stirnrader mit ge­
raden Zahnen zu einem gewissen AbschluB gelangt 2 • Sie fiihrten zu einem relativeinfachen 
Naherungsverfahren fur die Berechnung der ~-Werte, das verdient allgemein verwendet zu 
werden. 

1 Berndt, G.: Grundlagen fur die Messung von Stirnradern. Berlin: Julius Springer 1938. 
2 Dynamic Loads on gear teeth. A. S. M. E. Research Publication 1931. Vgl. auch Buckingham·Olah: 

Stirnrader mit geraden Zahnen. Berlin: Julius Springer 1932. 
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Abb.71.40. Abgefedertes Zahnrad in Verbindung mit RntschkuppJung. 
(Aus Sachs, EI. Vollbahnlokomotiven.) 

Ausdiesen Versuehenfolgtnam­
Heh, daB die zusiitzliehe dyna­
misehe Belastung der Zahnflanken 
fur normale (nieht gefederte) Aus­
fiihrung der Rader, dureh die ein­
faehe Gleiehung: 

P A 
d = --0-2-4- kg/em (71.40) 

1 + -'-JiA 
v 

dargestellt werden kaIlIl. In dieser 
Gleiehung ist 

v, die Umfangsgeschwindig­
keit der Rader, im Wiilzkreis 
gemessen in m/s 

A = PI + C . e kg/em. 

PI' die Umfangskraft der Zahnflanken (kg/em), bereehnet aus der ubertragenen Leistung 
naeh der Gleiehung: Pl· b . v = L mkg/s , 

e, der groBte gemessene Verzahnungsfehler beim Ubergang des Eingriffes von einem Flanken­
paar zum andern, in em, abhangig von der Herstellungsgenauigkeit der Rader. Man kann 
dafur setzen: e = 0,015 em fiirungenaue Ausfiihrung 

0,0075 em ffir Kranbau, langsam laufend 
0,004 em ffir gute Ausfiihrung und m kleiner als 4 
0,003 em fUr" '" Automobilbau 
0,0012 em fU:.; Lokomotivbau (BBC.Antrieb) 
0,00075 em fUr geschliffene Zahne, genaueste Ausfiihrung 

(Werkzeugmaschinen, Autobau, sehr rasch laufende Rader). 

Nach Angaben der Maag-Zahnrader A. G. in Ziirieh kann bei sorgfaltigster Herstellung ert 
reieht werden: 

Flankenfehler kleiner als 2 fl = 0,0002 em 
Teilungsfehler = 0,0002 em 
Konzentrizitat 0,001 bis 0,002 em. 

Abb. 71.41.' Vertikal­
getriebe fiir den Antrieb 
eines Generators durch 

eine Wassertnrbine 
(BBC). N = 2100 kW, 
n = 94[750, RitzeJdurch­
messer = 400 mm, Rad­
durchmesser = 3525 mm, 
Zahnbreite = 700 mill. 
Das in det Regel cin­
betonierte, 5ldicht ans­
gefiihrte Gehanse tragt 
oben eine Briicke oder 
einen Lagerstern znr Anf­
nahme des Hauptdruck­
lagers. Das Ritzel ist iiber 
eine Torsionswelle mit 
dem Generator verbun ~ 
den. Die Olpumpe fiir die 
Schmierung der Lager 
und der Ziihne ist am 
unteren Ende der Ritzel­
welle angeordnet. Die 
Lager sind als Segment­
lager mit selbsttatigem 

Druckausgleich aus­
gefiihrt. 

1 Schrifttum: Engstrom, A.: Precision gears for vertical drives, with particular reference to water 
turbine driven generators. ASEA. J. 13 (1936), S.1l8/26. - Schmitthe nneI', C.: Wasserturbinen mit neuzeit­
lichen Zahnradvorgelegen. Z. VDI 81 (1937), S. 147/48. 
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C ist ein MaB fiir die Steifigkeit eines Flankenpaares, abhangig yom Werkstoff und von der 
Form der Zahne. 

Fiir Stahl auf Stahl bei 15° Normverzahnung ist C = 112000 kg/cm2, 
bei 20° " " C = 116000 kg/cm2 . 

Fiir GuBrader ist C Gu/3 = 0,5 CStabl . 

Die Werte der Zahndurchbiegungen sind von der GroBenordnung der Teilungsfehler. Mit 
PI = 100 kg/cm fur Stahl folgt aus dem Hookeschen Gesetz (PI = C . f): 

102 = 105 • f, also f = 10-3 cm. 

Die rein empirische G1. (40) gilt natiirlich nur innerhalb der Versuchsgrenzen, und zwar 
fUr dmin = 120 mm und Dmax = 480 mm und fiir Ubersetzungen i min = 1/2 = 200/400 bis 
i max = 1/4 = 120/480. Sie gilt nur fUr Stirnrader mit geraden Zahnen, und ungefederten Rad­
kranzen (m~ = 0,01 kg· s2/cm); fiir gefederte Kranze kann Pd im Verhaltnis der reduzierten 
Massen verkleinert werden. Sie gilt nur bis etwa 
12 m/s Umfangsgeschwindigkeit im Walzkreis. 

ZahlentafeI71.6. Handelsiibliche e-Werte 
na ch E. Buckingham 1. 

Die groBte Belastung fiir 1 cm Zahnbreite ist 
also 

(71.41) 

solange Pd kleiner als PI ist, also kein Abheben 
der Zahnflanken auftritt. Dieses Abheben sollte, 
(wenn immer moglich) wegen der Larmbildung 
vermieden werden. 

'\<Iodul 

25 
12 
8 
6 
5 

4 und kleiner 

Klasse 1 

I 
Klasse 2 

em em 

0,012 0,006 
010 005 
008 004 
0065 0032 
0055 0027 

0,0050 0,0025 

Zahlentafel 71.7. Handelsiibliche e-Werte nach E. Buckingham 1• 

v = 1 I 2 
emax 0,01 0,008 I 5 I 10 I 20 I 30 m/s 

0,006 0,004 . 0,002 0,001 cm 

Fiir gerauschschwache Zahnrader muB e kleiner sein. 

I 
Klasse 3 

em 

0,003 
0025 
002 
0016 
0014 

0,00125 

71.52. Abnutzung 2. Es ist eine bekannte Tatsache, daB Zahnrader nicht durch Abbrechen 
der Zahne, sondern fast immer infolge zu starker Abnutzung unbrauchbar werden. Als Ur­
sache der Abnutzung kommen 
zu groBe Flachenpressungen (blei­
bende Formanderungen) und 
gleitende Reibung an den Beriih­
rungsstellen in Betracht. 

Die groBte Flachenpressung 
zwischen den beidenZahnflanken 
folgt aus G1. (52.31) zu: 

Pmax = 0,4181/ PzE, (71.42) 
b • l' 

. 1 lid d' worm - = - + - un r l , r. Ie 
l' l' l' " 1 , 2 

Kriimmungsradien der beiden 
Zahnflanken an der Beriihrungs­
stelle sind. Die Kriimmungs­
mittelpunkte der Evolventen­
flanken sind immer die Grund­
kreispunkte n und N, so daB 

r = 1'11'2_ = 1'1 r2 (71 43) 
1'1 + 1'2 nN . 

1 Vgl. FuBnote S.361. 

/ 
/ 

/ 

Abb. 71.42. Zur Bereehnung der FHichenpressung, 

2 K u tz b a c h, K.: Reibung und Abnutzung von Zahnradern. Bericht tiber Versuche del' Zahnraderfabrik 
Friedrichshafen Z. VDI 70 (1926) S. 999/1003. - Bondi, W.: Beitrage zum Abnutzungsproblem unter 
spezieller Beriicksichtigung von Abnutzung der Zahnrader. VDI-Verlag 1927. - Ulrich, M.: VerschleiB­
versuche mit Zahnrader fiirKraftwagen. Mitt. aus der MPA a. d. T. H. Stuttgart 1932. Herausgegeben vom 
Reichsverband der Automobilindustrie. - Way, Stewart: Pitting due to rolling contact. Trans. A. S. M. 
E. 57 (1935) Jour. appl.Mechs. A 49/58, Discussion A 1l0/14.-Mehdahl, A.: Priifung von Zahnrad-Material. 
BBC-Mitt.26 (1939), S.235/40. . 
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leicht aus r/r1 = 1'2!nN konstruiert werden kann (Abb. 71.42). In den Grundkreispunkten n, N 
ist r = 0, so daB dort theoretisch unendlich groBe Flachenpressungen auftreten miiBten. Daraus 
folgt, daB diese Punkte, aber auch die unmittelbar benachbarten nicht in Eingriff kommen 
sollten. Bei den normalen Kopfhohen k = m sind demnach moglichst groBe Zahnezahlen zu 
verwenden. Aus der Konstruktion folgt weiter, daB r fiir jeden Beriihrungspunkt verschieden 

Abb.71.43. 1m Einsatz gehiirtete Zahnflanken. (Aus Krupps 
Monatshefte.) 

groB ist. 
Da die Uberdeckung immer groBer als 1 

ist, so wird die Zahnkraft zeitweise durch 
zwei Zahne iibertragen. Die Verteilung der 
Zahnkraft konnte aus den Formanderungen 
der Zahne durch Biegung und Abplattung 
berechnet werden!, wenn keine Form- und 
Teilfehler vorhanden waren. Diese Form­
anderungen sind fast immer kleiner als die 
unvermeidlichen Teilfehlerund liegen oft 
innerhalb der Unebenheiten der Bearbeitung. 
DUTch solche Fehler kommt der zweite Zahn 
nicht rechtzeitig im Eingriff, so daB die ganze 
Belastung dann immer von einem einzigen 
Flankenpaar getragen wird, abgesehen vom 
Augenblick des Eingriffwechsels. 

Die ungiinstigste Beanspruchung liegt 
also zwischen Kopf- und Walzkreis und kann 
fUr ein vorliegendes Raderpaar leicht aus den 
bekannten Kriimmungsradien der Zahnflan­

ken berechnet werden. Fiir Uberschlagsrechnungen ist es zweckmaBiger, mit den Kriimmungs­
radien 1'1 = r sin IX und ~2 = R sin IX im Walzpunkt ° zu rechnen. Dann ist, da in GL (42) 
P = Pz = ~ Pu/cos IX = ~ P1 • b/cos IX einzusetzen ist: 

4181NPIE(1+i) .. 
Pmax = 0,' ! --. ---- mlt ~ = r/R < 1 . r 8m IX cos IX 

(71.4;4) 

Fiir 15°-Normverzahnung ist 2sinIXcosIX =sin2IX =0,5. Fiir Stahlrader mit E =2,15'104 kg/mm2 

wird (Pmax )2 = ';Pd 1 + i) 
173,4 d' (71.45) 

In dieser Gleichung ist P in kg/mm2, P1 in kg/mm und d in mm einzusetzen. 
Die theoretische Festlegung eines zulassigen Wertes von Pmax ist unmoglich, solange keine 

allgemein giiltige Bruchhypothese fUr ein.stark veranderliches Spannungsfeld bekannt ist. Der 
zulassige Wert von Pmax mull also auf Grund der Erfahrung festgelegt werden. Ebenso wie bei 
den Walzlagern, gilt auch hier, daB harte Werkstoffe zu empfehlen sind, was allerdings durch 
die Bearbeitungsmoglichkeit stark eingeschrankt wird. DUTch Einsatzhartung (Abb. 71.43) nach 
der Bearbeitung konnen hartere Oberflachen erzielt werden; da sich die Rader dabei verziehen, 
wird die groBere Harte durch eine groBere Ungenauigkeit der Verzahnung erreicht, wenn diese 
nach dem Harten nicht nach dem Walzverfahren geschliffen werden (Abb. 71.69), was natiirlich 
die HersteUung bedeutend verteuert. Bei der Nitrierhartung' (vgL S.80) verziehen sich die 
Rade:r nicht. 

Unzulassig hohe Flachenpressungen mach en sich im Betrieb dUTch Griibchenbildung (Pitting) 
bemerkbar (Abb. 71.44/46). AIle Versuche zeigen aber, daB die Griibchen nur bei Anwesenheit 
von Schmierol auf den Gleitflachen entstehen kOlmen; ohne 01 keine Griibchen, auch nicht bei 
den hochsten Beanspruchungen. Die Hertzschen Gleichungen, die trockene Beriihrungsflachen 
voraussetzen, konnen demnach die Griibchenbildung nicht erklaren. Solange das 01 die Zahn­
flanken vollstandig trennt, konnen die im Olspalt auftretenden Driicke nach der Theorie der 
Fliissigkeitsreibung (Abschn.42/43) berechnet werden. Die allgemeine Geichung 

6"f}Ua 
px = ---,;z- F (x/a) 

o 
(42.42) 

kann nicht ohne weiteres auf die Zahnflanken iibertragen werden, da die Gleitgeschwindigkeit 
Vg = (w1 + w2) • e veranderlich ist und weil neb en der Gleitbewegung noch eine Walzung um 
den Beriihrungspunkt auftritt. Aus der Gleichung folgt aber immerhin, daB bei kleinen Werten 

3 Baud, R. V. und R. E. Peterson; Load and stress cycles in gear teeth. Mech. Engg. 51 (1929) 
S.653/662. 
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von ko (die fast bis zur vollstandigen Absperrung gehen) und bei groBen Werten von 1) und U sehr 
hohe Flachenpressungen (einige tausend kgjcm2) in der Flussigkeitsschicht entstehen konnen. 

Sehr zahes 01 und glatte Gleitflachen konnen 
demnach die metallische Bertihrung und damit 
die Griibchenbildung in den Zahnflanken ver­
hindern. 

Abb.71.44. Verschleif3erscheinungen au einem Zahnrad 
aUs Guf3eisen. 

Abb.71.45. Griibchenbiidung (Pitting) in den 
Flanken eines Flugzeuggetriebes aus Ver­
giitung~stahl. Vereinzelt feine Anrisse r. 

Die Griibchen entstehen bei Verwendung von 
dtinnfliissigemOl aus feinen Rissen an der Ober­
flache. Die Risse sind die Folgen von Uber­
beanspruchungen, die nach den Hertz schen Glei-

L..l...J....... 
Q qafmm 

--- uP$priingliches flonlrenprofil 

mm 
~5 

---- Loufa'ouer 8 Slundefl } c _ 3S0'kg/crnZ 
_ .-.- Loufdouer 18 Slunden 
- - - - - noch Vorrersuch 12 c - qSO K9/r:rnt 
_ ._.- floch VOl'rersuch 1.9 c- SOO K9/r:rnt 

Abb. 71.46. Zahnflankenabniitzung an einern Ritzel 
(z = 21) aus Ohromnickel-Einsatzstahl. 

NB.: C = 350 kg/em' entsprieht Prnax = 200kg/rnrn'. 
Abb. 71.44-46. Aus M. Ulrich: Verschleif3versuche mit Zahnradem fiir Kraftwagen. 

Mitt. a. d. M.P.A. an der T. H. Stuttgart (1932). 

chungen beurteilt werden konnen. Sie schreiten allmahlich weiter (Ermudungsbruch), bis das 
hereingepreBte Schmierol die losgelosten Teile heraushebt. 

Aus den Versuchen von St. Way folgt, daB die Pittings vermieden werden solange Prnax kleiner 
als 0,7 Kz ist. 

Lost man G1. (45) nach PI auf: 

( Prnax)2 d d 
~PI = 173,4 . 1 + i = C· 1 + i ' 

mm 
(71.46) 

so ist C ffir einen bestimmten 
Werkstoff konstant. InAbb. 
71.47 sind die Erfahrungs­
werte von Brown, Boveri 
& Cie mit dieser Gleichung 
verg1ichen. Die Krummung 
der Kurven gibt den EinfluB 
von ian, indem ffir groBere 
Ubersetzungen kleinere Rit­
zeldurchmesser gewahlt wer­
den. Aus diesem Vergleich 
folgt mit ~ = 1, Pznl = 41 
bis 57 kgjmm2, :was fUr Ge­
radverzahnung sehr hoch 

~----t-----+~~~W~--~---4-----+----~----4-----IWQ 

o 2 8 10 

f-
12 18 0 

~foun 
1'1- 18 

Allll. 71.47. - Erfahrungswerte von p, = P/b (Brown Boveri & On., Baden). 
- Theoretische Werte naeh Gl. (46). 
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ware. Die Zahnrader einer elektrischen Lokomotive (BBC-Antrieb) werden fiir ~ = 1 nur 
mit Pmax = 36 kg/mm2 belastet. 

Da nach GI. (46) PI proportional mit d ist, und wenn fiir ahnliche Zahnrader die Breite b 
auch mit d proportional ist, wird das zu iibertragende Drehmoment 

Md = Pu • d/2 = PI' b . dj2 = prop d3 • (71.47) 
Mit Riicksicht auf die Herstellungskosten und den Einbau in einem geschlossenen Gehause 

wird der Ritzeldurchmesser so klein wie moglich gemacht, man macht die Rader dann ver­

-
" 
- . 

-
a b c 

b Ii <3 
.. 

'" " 
_ ._ ._._0-

~ ",'\.,:;..,' ~'\.'\.~~~'.. 

d 

-

schieden breit und wahlt b :s;; d 
(fiir leichte), b = 1,5 d (fiir mitt­
lere) und b bis 3 d (fiir die schwer­
sten Getriebe) (Abb. 71.48). Die 
richtige Wahl der Radbreite ist 
nicht immer leicht zu treffen, da 
diese von der Genauigkeit der 

Abb.71.48. Zahnriider fiirleichte bis schwerstc Triebe. Herstellung und von der Giite 
a) b = d/2 fiir sehrleichte, b) b = d fiir normale, c) b = 1,5 d fiir mittelschwere, der Lae:erung der Ra"der abha··ngt. 

d) b < 3 d fiir schwerste Triebe. ~ 

Je breiter die Rader sind, um so 
sorgfaltiger muB die Ausfiihrung sein und um so genauer muB Verbiegung und Verdrehung 
der Welle darauf untersucht werden, ob die Rader wirklich auf der ganzen Breite trag en konnen. 

Erst wenn bleibende Formanderungen an der Beriihrungslinie der Zahnflanken durch Be­
grenzung der Flachenpressungen auf das elastische Gebiet sicher verInieden sind, gewinnt die 
zweite Ursache der Abnutzung (durch gleitende Reibung) an Bedeutung. Wie auf S. 339 
schon erlautert, tritt gleitende Reibung bei allen Verzahnungen auf, mit Ausnahme des Walz­
punktes. Fiir die Berechnung der Gleitgeschwindigkeit geht man am zweckmaBigsten von der 
relativen Bewegung der beiden Zahnflanken aus, die vorhanden ist, wenn die beiden Walzkreise 
ohne Gleiten aufeinander abrollen. Die relative Bewegung ist unabhangig davon, welche zu­
satzliche Bewegung wir dem ganzen Getriebe geben, und ist am leichtesten zu iiberblicken, wenn 
eines der beiden Rader still stehen wiirde. Wir geben dazu (in Gedanken) dem Getriebe eine 

zusatzliche Drehbewegung mit der Winkel­
geschwindigkeit - W 2 (Abb. 71.49); dann 
steht das zweite Rad still, wahrend sich das 
erste mit einer Winkelgeschwindigkeitwl ± W2 

um die Beriihrungsgerade (durch den Walz­
punkt 0) als Momentenachse dreht. Das 
+-Zeichen gilt fiir AuBen-, das --Zeichen 
fiir Innenverzahnung. In einem Eingriffs­
punkt A in der Entfernung e vom Walzpunkt 
ist also die relative Geschwindigkeit 

Vg = e (WI ± (1)2) • (71.48) 
Bezeichnet man die Zahnflanken inner­

halb und auBerhalb des TeiIkreises als FuB­
flanke und Kopfflanke, so ist jedesmal 

Abb. i1.49. Gleitgeschwindigkeit del' Zahnflanken. die Kopfflanke der rascher bewegte Teil. Vor 
dem Walzpunkt "stemmt" die Kopfflanke 

des getriebenen Rades die FuBflanke des treibenden, hinter dem Walzpunkt "streicht" die 
Kopfflanke des treibenden Rades die FuBflanke des getriebenen. Nach Versuchen von BBC. 
(Meldahl) entstehen die Griibchen ausschliel3lich auf dem "gestemmten" FuBprofil, auch wenn 
dieses viel harter als das Kopfprofil ist. 

Man setzt nun (als Hypothese) die Abnutzung proportional der Reibungsarbeit je Flachen­
einheit. Fiir ein Flachenelement df einer Zahnflanke, entsprechend einer Eingriffstrecke de, 
die in der Zeit dt durchlaufen wird, istdie Reibungsarbeit, da der mittlere Zahndruck = Pz 
und nicht gleich ~ Pz ist, 

dA = If Pz • Vg • dt . 
Die Geschwindigkeit, mit welcher die Eingriffstrecke de durchlaufen wird ist gleich der Grund­

kreisgeschwindigkeit wlrg = rWI cos lX, so daB dt = __ d_e_ und die Abnutzung proportional 
r WI cos IX 

(71.49) 
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ist. Zeichnen wir die zu de gehorenden Profilstucke, die in der Eingriffstellung gezeichnet senk­

recht zur Eingriffslinie stehen mussen, so ist aus Abb. 71.50 ersichtlich, daB e :;1 = e tg!51 ist. 

Da fur eine gegebene Verzahnung 
so wird die Abnutzung 
durch den Faktor e tg 151 

dargestellt. Der Wert 
e tg 151, fiir jeden Punkt 
der Eingriffstrecke auf­
getragen, ergibt eine 
Kurve, Abnutzungs­
charakteristik ge­
nannt. 

Dabei ist also vor­
ausgesetzt, daB Pz = 
konstant, d. h. (3 = 1 ist, 
was infolge der unver­
meidlichen kleinen Tei­
lungsfehler mit der 
Wirklichkeit auch uber­
einstimmt, mit Ausnah­
me der Kopfkante. 1m 
Walzpunkt 0 ist die Ab­
nutzung gleich Null, 
well dort die Gleitge­
schwindigkeit Vg =0 ist. 
In den Grundkreispunk­
ten n und N dagegen 
wird die Abnutzung 
theoretisch unendlich 
groB, so daB hier die 
gleiche SchluBfolgerung 
gilt wie bei der Berech-

alle anderen Faktoren in G1. (49) unverandert bleiben, 

nung von Pmax, namlich Abb. 71.50. Konstruktion der 
die Teile der Evolvente Abnutzungs-Charakteristik. 

in der unmittelbaren Nahe des Grundkreises sollten nicht in Eingriff kommen. Danach waren 
bei der 15°-Normverzahnung keine Zahnezahlen kleiner als etwa 42 zulassig. Auch bei dieser 
kleinsten Zahnezahl ist die Abnutzung des FuBprofiles bei i = 2/5 noch fiinfmal so groB als die 
Abnutzung des Kopfprofiles, wie aus Abb.71.51 hervorgeht; bei groBerer -Ubersetzung wird das 
Verhaltnis noch ungiinstiger. 

Z,='13 

Abb.71.51. Abnutzungs-Charakteristik 
fiir 'i = 43/107. 

71.53. Erwarmung der Zahnrader. Durch Integration der G1. (49.) 

(1 1) ede 
dA =/lPz -+ R -r - COS1X 

uber die ganze Eingriffstrecke, also zwischen den Kopfkreisen und von e = - El bis + E2 erhalt 
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man die Reibungsarbeit fur ein Flankenpaar (Abb. 71.52): 

A = tFz (~± ~)E'f. +E;i. 
1 f r R 2 cos IX (71.50) 

FUr eine Umdrehung des kleinen Rades (entsprechend z Flankenpaare) ist die Reibungsarbeit 
z . AI; die Reibungsleistung bei nj60 Umdrehungenjsec ist 

M1 

Abb.71.52. 

Lr = ~. z· A I /60 = 60 ftFz r ± R 2 COSIX2. (71.51) 
n 1 Z ( 1 1 ) E2 + E2 

Del' verhaltnismiiBige Reibungsverlust ist, da die ubertra­
gene Leistung 

(71.52) 

ist: 

Lr/L = !!... (~ J ~) Er + E~ 
]I; r I R 2 m cos' IX • 

(71,53) 

Diesel' Verlust wird ein Minimum fUr El = E2 = E/2, 
also fUr Normverzahnung und i = 1 (dann ist Ei + E~ 
= E2/2) und am groBten fUr El = E und E2 = 0, da dann 
Ei + E~ = E2 ist (Abb. 71.52). Eine Zahnkorrektur, bei 
del' die Kopfhohe auf Kosten del' FuBhohe vergroBert wird, 
ist demnach in bezug auf die Reibungsarbeit ungunstiger. 
Da bei del' Normverzahnung E/2 immer kleiner als m/sin IX 

ist, wird, mit sin 2 IX = 2 sin IX cos IX = 0,5 fur IX = 15°. 

L r/L<16- -± - = 1Oft-± - . flm ( 1 1 ) ( 1 1 ) 
]I; r R z Z 

Del' Wirkungsgrad del' Verzahnung 

1] = 1 - Lr/L = 1 -10 ft (! ± ~) 

(71.54) 

(71.55) 

ist unabhangig von Leistung und Drehzahl, was durch Versuche von Rikli1 bestatigt wurde. 
Die durch Reibung erzeugte Warme 

( 
1 1 )N ps . 632 ) 

Q ~ 10 ft Z ± Z J\. kcal/h 
NkW ·860 

(71.56) 

verteilt sich aufbeide Rader in Verhaltnis del' Abkuhlungsmoglichkeit, und zwar wird das Ritzel, 
infolge del' kleineren Oberflitche warmer als das Rad. Die Rader mussen also bei del' Montage 
im kalten Zustand etwas Flankenspiel erhalten. 

Del' Wirkungsgrad del' Zahnradubertragung folgt aus Gl. (55) .. fUr ft = 0,025 und z = Z = 40 
zu 1]= 1-10 X 0,025·1/20 zu 98,75% und fUr z = Z = 10 zu 9·5%. Um einen guten Wirkungs­
grad zu erhalten, mussen groBe Zahnezahlen gewahlt und die Reibzahl durch glatte Oberflachen 
und gute Schmierung klein gehalten werden. Reibzahlen ft = 0,01 sind bei glatter Oberflache 
und ausreichender Schmierung zu erreichen. 

Kleine Reibungsverluste sind insbesondere bei der Ubertragung groBer Leistungen unbedingt 
notwendig. Wenn z. B. 10000 kW ubertragen werden soli, wurde bei einem Wirkungsgrad 
von 99%, 100 kW durch die Zahnreibung in Warme umgesetzt werden, die an die Umgebung 
abgeleitet werden mussen. Die Zahnrader laufen immer in geschlossenen Gehausen und die 
Warmeabgabe der Gehausewandung ist €lurch die Gleichung 

Q = IX· F· L1{} (41.4) 
gegeben, worin Fdie kuhlende Oberflache in m 2 und IX ~ 18 kcalJm2 hoe ist. Die Ubertemperatur 
L1 {} del' Gehauseoberflache kann durch folgende Uberschlagsrechnung geschatzt werden. 

Das Gehause empfangt die Warme von den Zahnradern zum groBten Teil durch Strahlung. 
Durch die Luftbewegung wird auch Warme durch Konvektion ubertragen, aber auch Warme 
erzeugt durch den Bewegungswiderstand. Vernachlassigen wir die Konvektion, so folgt aus dem 
Stefan-Boltzmannschen Gesetz, daB dem Gehause eine Warmemenge Q1 zugestrahlt wird 

Q1 = 0 1 . Fl [(T1/100)4 - (Tw/100)4] 
wahrend sie die Warme Q2 an die Umgebung abstrahlen kann 

Q2 = °2. F2 [(Tw/lOO)4 - (T2/100)4] . 
1 Rikli: Methode zur Bestimmung des Wirkungsgrades von Zahnradern. Z. VDr 1911, S. 1436. 
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1m Beharrungszustand sind beide Warmemengen gleich groB, also 
ClFl [(Tl/100)4 - (Tw/100)4] = C2F 2 [(TwI100)4 - (T2/100)4]' (71.57) 

In diesel' Gleichung ist 
Clresp. C2 die Strahlungszahl del' Zahnrader, resp. des Gehauses, 
Fl resp. F2 die strahlende Oberflache del' Zahnrader, resp. del' Gehauseoberflache, 
T l , Tw und T2 die absolute Temperatur del' Zahnrader in oK, del' Gehauseoberflache und 

del' Umgebung. 
1st Cl = C2 und die Temperatur del' Umgebung 18° C, also (T2/100)4 = 71, so wird 

(Tl/100)4 = (F2IFl + 1) (Tw/100)4 -71 , (71.58) 

welche Gleichung gelast werdenkann, sobaldF2/Fl bekannt ist (Abb.71.53). Durch den Einbau in 

ein geschlossenes Gehause wird die Warmeabgabe durch Strahlung etwa auf den 1/(~2 + 1) ten 
Teil vermindert. Die Rader werden also 1 

sehr warm und mlissen sorgfaltig ge­
schmiert und oft auch besonders geklihlt 
werden 1. Ffir Umfangsgeschwindigkeiten 
bis etwa 15 m/s kann die Schmierung 
durch Eintauchen des groBen Rades er-

2~r----r----r----r---' 
·c 

200 1----I-----+---"I-~"""7"'-1 

20 'I() 50 Cao 
tw-

Abb.71.53. Abb. 71. 54. Schmierung der Zahne durch Eintauchen in 01. 

folgen (Abb. 71.54). Bei graBeren Geschwindigkeiten wird das 01 abgeschleudert, daml wird 
Klihl- und Schmieral durch ein Spritzrohr an del' Austrittstelle del' Zahnflanken zugeflihrt 
(Abb.73.13/14;). 

71.54. Bekampfung der Zahnradgerausche2 (Schragverzahnung). Dei Nachteil del' parallel 
zur Welle angeordneten (geraden) Zahne liegt darin, daB sie platzlich belastet bzw. entlastet 
werden. Sind nun geringe Teilungs- odeI' Zahnformfehler vorhanden, so schlagen die Zahne 
aufeinander, wodurch neben den zusatzlichen Beanspruchungen die so starenden Gerausche 
entstehen. . 

Das ganze Harfeld von 20 bis 20 000 Hertz (1 Hertz = eine volle Schwingung je Sekunde) 
liegt zwischen del' Hargrenze und del' Schmerzgrenze. Die Schallintensitat (del' Schalldruck) 
wiLd gemessen in Dyn/cm2*. Ffir das Ohr ist der Lauteindruck eines Tones gleichen Schalldrucks 
abel' verschiedener Frequenz nicht gleich groB. Mach dem AusschuB ffir Einheiten und Formel­
graBen (A.E.F.) gilt als Normalton ein sinusfarmiger, senkrecht zum Kopf ankommender 
Ton von 1000 Hz, fUr welchen das Verhaltnis: . 

Intensitat an der Schmerzgrenze = 1013 

Intensitat an del' Horgrenze 

ist. Der logarithmisch aufgetragene Horbereich (Abb. 71.55) wird bei 1000 Hz in 13 Teile 
geteilt. Die Einheit del' Lautstarke ist 1 Phon (= 1 deci Bel del' Amerikaner); als Bezugspunkt 

1 Block, H.: Measurement of temperature flashes on gear teeth under extreme pressure conditions. Ge­
neral Discussion on lubrication. London: Okt. 37, Bd.2 S. 14/20 (lnst. Mech. Engs.). 

2 Petersen, R. E.: Natural frequency of gears. Trans. A. S. M. E. 52 (1930), Paper APM 52.1. - Graf 
von Soden, A.: DasZahnrad als Larmquelle. Z. VDI ~7 (1933), S.231/8. - Sykes, W. E.: Gear noise 
causes and corrections. Mech. Engng. 58 ( 1936), S. 423/26. Ubersetzt in Werkzeugmaschine 41 ( 1937), S. 267/79. 

* 1 dyn/cm2 = 1 f1 bar. 
t en Bosch, Maschinenelemente. 2. Aufl. 24 
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ist vereinbart 70 Phon = I Dyn/cm2. Fiir die Gerausche im Maschinenbau kommen nul' die 
Werte zwischen 50 und 70 Phon in Frage. Unter Gerausch versteht man ein Tongemisch, 
dessen Einzeltone keinen harmonischen Gesetz€m unterliegen. 

50 Phon = Bureaularm (mit Schreibmaschinen), 
60 Phon = maBiger Radio, 
70 Phon = starker StraBenverkehr (Warnsignale), 

100 Phon = Kesselschmiede. 
Die Horgrenze zu iiberschreiten ist bei Zahnradern nul' selten moglich; es miiBte dazu 

z . n/60 > 20000 sein. 
Die Lautstarke ist abhangig von del' Amplitude del' Schwingungen, also von del' GroBe del' 

Verzahnungsfehler. Bedingung fiir gerauschschwache Zahnrader ist also eine hohe Genauigkeit 

tJ 
r 

100 
.uba 

too 

1 

0,01 

qOOI 

qO()(J';O 

ii:! 
::- ~ 

1\ ~ -
~ 

fotfl1riU'e 
111111 
,0 100 

tuvlsliil'Ke 
~hon 
110 r-... 
100 ...... r--... 
J0- b 
8(J " - 7(J -.. 

~ 00 
I ,0 

~ 
If(J ...... 
J(J -

i''''' ~r-
10~ r--... 

r£.--t 
stJ() 1000 

fl'el{venz 

~ 
~ 
3. 

I ~ , 
1 
~ 

5(J()() 10000 Hz 

und Glatte del' Zahnflanken. Das Gerauschpro­
blem ist weiter ein Resonanzproblem; die Zahne 

Abb. 71.55. Kurven gleicher Lautstarke fiirreineTiine 
(in Phon), nach Fletscber nnd Munson. 

Abb. 71.56. Auderung der Drehmomente 
durcb die Reibnng. 

sind die Quellen des Gerausches; Radkorper und Raderkasten verstarken es. So entstehen 
Schwingungen von verschiedener Frequenz; die Zahne rumpeln, heulen, singen, rattern, brummen 
wimmern usw. Ein glockenformiger Radkorper (odeI' Radkasten) verstarkt die Schwingungen 
von seiner Eigenfrequenz erheblich, wirkt also als Lautsprecher. 

Oft, kann die Resonanz durch Rippen oder durch Teilung vermieden werden (z. B. auf-

Abb.71.57. Staffelzabne. 
(Aus Schiebel). 

Abb.71.58. Schrau· 
benziibne. 

(Aus Schiebel.) 

geschrumpfte Radkranze). 
Zahnrader sollen stets starr 
gelagert werden, damit die 
Zahne richtig eingreifen kon­
nen. Exzentrische Rader er­
zeugen einen Ton von perio­
disch steigender und fallender 
Intensitat, also ein pulsieren­
des Gerausch. Ein Ton von 
veranderlicher Starke deutet 
immer auf veranderliche Ein­
griffsbedingungen, z. B. durch 
veranderliche Belastung, Tei­
lungsfehler, federnde Wellen 
usw. Ein sichgleichbleibender 
Ton bedeutet eine gleichfor­
mige Verzahnung. 

Abb. 71.59. Die Oberflachenrauheit 
Eingriffsbild des Schraubenzahncs. erzeugt einen deutlich quiet­

(Aus Dubbel, Taschenbuch.) 
schenden Ton, del' bei An-

derung der Drehzahl und Belastung sich mehr del' Starke als der Hohe nach andert. Das 
Gerausch ist durchdringend und daher urn so storender. Durch Auftreten der Zahnreibung ist 
kein konstantes Drehmoment mehr vorhanden (Abb. 71.56). 1m Teilkreis andert sich die 
Richtung der l'esultierenden Zahnkraft urn den doppelten Reibungswinkel 12; die Zahne wirken 
als Streichinstrument. 

Bei aus zweiodermehr Radel'paarenzusammengesetzten Getriebensind auch die "Konsonanz" 
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(Harmonie-)Erscheinungen zu beachten. 1m allgemeinen klingen zwei Tone harmonisch, wenn 
das Verhii,ltnis ihrer Frequenzen durch kleine ganze Zahlen ausgedrtickt werden kann; groBe 
ganze Zahlen (z. B. 8/9) wirken dis­
harmonisch. Werden die Zahne­
zahlen also in harmonischen Ver­
haltnissen gehalten, so konnen un­
angenehme Gerausche vermieden 
werden. 

Zerlegt man den geraden Zahn 
del' Breite nach in i gleiche Teile 
und versetzt diese im Teilkreis je um 
t/i (Abb. 71.57), so vergroBert sich 
del' Eingriff eines Zahnes um den 
Betrag t. Die Schraubenzahne 
entstehen nun durch stetige Ver­
setzung des Zahnprofiles tiber die 
ganze Breite des Rades derart, daB 
aus einer geraden Mantellinie des 
zylindl'ischen Rades eine Schrauben­
linie mit dem unveranderlichen Stei­
gungswinkel fJ entsteht (Abb. 71.58). 
Die Einwirkung zweier Zahne auf­
einander beginnt im Punkte A und 
endet in E. Die Bertihrung findet 
bei Evolventenverzahnung in gera-
den Linien statt, die in Abb. 71.;59 
eingezeichnet sind. Die Dauer del' 
Einwirkung wird um den Sprung 
t" = b ctg fJ (im Teilkreis gemessen) 
vergroBel't; sie erfolgt also in zwei­
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Abb.71.60. Gerauschanalyse eines Zahnradpaares bei Geradverzahnung. 
Beachte die starke Zunahme der Schallstarke mit der Drehzahl. 
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Abb. 71.61. Vergleich der Schallstarken bei Grad- und bei Schragverzahnung; 
n ~ 1500 min. (Versuche von E. Graf von Soden, Friedrichshafen.) 

facher Weise, erstens in derVerzahnung selbst und zweitens in dem schragen Winkel. Well 
die Zahne allmahlich eingl'eifen und immer mehrere Zahne gleichzeitig in Eingriff stehen, so 
werden sie nul' allmahlich belastet und 
entlastet, so daB Rader mit Schrauben­
zahnen einen viel ruhigel'en Gang erhalten 
alsRader mitgeradenZahnen. Die Schrag­
verzahnung bietet als Hauptvorteil auch 
eine groBere Unempfindlichkeit gegen Ver­
zahnungsfehler ,da del' Eingriffnicht nur 
in den einzelnen Flankenpaaren, sondern 
auch stetig in Richtung del' Zahnbreite 
erfolgt. Sie ist, besonders bei raschlaufen­
den Trieben, die bess ere Verzahnung. 

Aus Abb. 71.60 sieht man, wie gewaltig 
die Schallstarke bei n = 3000/min gegen­
tiber 1500/min bei Gradverzahnung zu­
genommen hat. In Abb. 71.61 tritt del' 
gtinstige EinfluB del' Schragvel'zahnung 
gegeniiber del' Gradverzahnung deutlich 
hervor. 

Wenn P u die U mfangskraft ist, so wird, 
infolge del' Schragstellung del' Zahne, die 
Normalkraft (Abb. 71.62) 

Pu 
P n = -:--f3 ' SIn 

(71.59) 

, 
/ 

/ , , , , 
, , 
I i 

I 

~~~~~~~~~ __ ~~~~_J 

Abb.71.62. Flankenermittlung des Schraubenzahnes (aus Schiebel). 

wodurch die Zahnreibung bei sonst gleichen Verhaltnissen gegeniiber den geraden Zahnen um 

den Betrag ~-f3 erhOht wird. Auch tritt eine axial wirkende Kraft. 
SIn 

Pa = Pu ctg fJ (71.60) 

24* 
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auf, die durch einLangslager oder durch Pfeilzahne (Abb. 71.63 a, b) aufgenommen werden kann. 
Brown, Boveri & Co. in Baden gleicht die achsiale Kraft unmittelbar in eigenartiger Weise 
(Abb. 71.64) so aus, daB keine Dbertragung auf die Welle oder auf das Gehause stattfindet. Die 
schwach geneigten Kegelflachen, die sich nur auf einer Linie beriihren, k6nnen ahnlich wie das 

B 
schwach geneigte Michell-Lager groBe Drucke aufnehmen. Die axiale 
Kraft ist durch die Kleinheit der Druckflache begrenzt. 

Die Zahnschrage wird sehr verschieden ausgefiihrt; der Neigungs­
winkel 90 - f3 wechselt etwa zwischen 10 und 45°. Kleinere Zahn­
schrage geben kleinere axiale Krafte; bei gr6Berer Neigung ist der 
Gang ruhiger, da mehr Zahne gleichzeitig im Eingriff stehen. Die 
Neigung sollte jedenfalls mindestens so groB sein, daB, linear auf einer 
Mantellinie gemessen, mindestens zwei Zahne gleichzeitig im Eingriff 
bleiben. 

I _._.+._-
~ 
~~'" 

~ I ~ 
a I b 

I 
-.-.J.- .­

j 

0+­
J[ 

A - A 
Abb. 71.63. Zahnrad mit Pfeilzahnen (nach Schiebel). 

a einteilig mit Zwischenraum fiir den Fraser 
b zweiteilig. 

Abb.21.64. Zahnrader mit schragen Zahnen und Druckausgleich 
durch schwach geneigte Kegelflachen (BBe). 

T = Treibend,G = Getrieben,I = Ritzel,ll = Rad. III = 01. 

Die Zahnteilung tn im Normalschnitt (Abb. 71.62) wird im Gegensatz zur Umfangsteilung t 
als "N ormalteilung" bezeichnet: 

tn = t sin f3. (71.61 ) 

Durch die Normalkraft P n wird der Zahn in gleicher Weise beansprucht wie bei den geraden 
Zahnen. Aus 

O'b 
P n = - bn• tn (71.33) 

Yn 

folgt mit Pn/bll = Plb 
O'b 

~ P = - btn . (71.62) 
Yn 

Die fruher abgelei­
teten Gleichungen 
fur die Festigkeits­
berechnung von ge­
raden Zahnen k6n­
nen demnach auch 
ftir schrage Zahne 
verwendet werden, 
wenn an Stelle der 

r----;--11 I Normll(lteilung ein-~E=E~~~j~~~t;~~21--. Umfangsteilung die 
j- gesetzt wird. 
i Auch Gleichung 54 

fUr die gr6Bte Fla­
chenpressung Pmax 
bleibt fur gerade uncI 

Abb.71.65. Zahnradgetriebe mit Schragverzahnung und Druckausgleich durch schwach 
geneigte ~egelfl1ichen (BBG). Elastische Kupplung sowohl auf der Rad- wie auf der Ritzelwelle. schrage Zahne gleich, 
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wenn sie auf den Normalschnitt angewandt wird. Del' Normalschnitt schneidet den 'l'eilriB­

zyliuder in einer Ellipse (Abb. 71.62), deren Achsen a = : R fJ und b = R sind. Ihr Kriimmungs-
radius im Punkte C ' SIn 

a2 R d 
(71.63) e = b = sin2 fJ = 2 

kann angenahert als 'l'eilkreisradius des Normalschnittes angesehen werden. Mit 4 u-=blsin f3 
wird fiir Schragverzahnung: 

(' Pmax')2 = !;Pl(l+ij 
, 173,4 d/sin"p' 

(71.64) 

worin b und d Radbreite und Ritzeldurchmesser sind. 
Die Berechnung del' zusatzlichen Krafte nach Gl. (40) gilt nul' fiir Gradverzahnung. 

Rader mit Schraubenzahnen haben erfahrungsgemaB einen viel ruhigeren Gang; sie sind auch 
weniger empfindlich gegen Zahnformfehler, so daB die zusatzlichen Krafte hier sichel' viel kleiner 
sind und auch von del' Zahnneigung abhangen. Da Gl. (40) eine empirische ist, kann sie nicht 

Abb.71.66. Die "FelIow"-Stirnrad-StoBmaschine. 

ohne weiteres auf Schragverzahnung er­
weitertwerden. DieA.S.M.E. beabsichtigt, 
die Versuche auch fiirdieseZahnrader aus­
zudehnen. Bis diese vorliegen, kann etwa 
mit den halben ~-Werten del' Gradverzah­
nung gerechnet werden. 

Abb. 71.67. "Maag"-Zahnradhobelmaschine 
bei der Herstellung von schriigen ZAhnen. 

Das A b w a lz vel' f ah l' e n ist ohne weiteres fUr die Herstellung von Schraubenzahnen verwend­
bar (Abb. 11.66 bis 68). Die Schaltbewegung steht immer unter dem Arbeitsdruck, und die Ge­
nauigkeit del' -Herstellung del' Zahnform ist hauptsachlich auch von del' Genauigkeit del' 
Frasmaschine abhangig. 

Die Pfeilverzahnung mit den beiden gleichen und entgegengesetzten Zahnschragen ist 
giinstiger, weil das Achsiallager iiberfliissig wird. Sie kann (wegen des erforderlichen Auslaufes 
des Werkzeuges) nul' durch Einschalten eines Zwischenraumes x zwischen beiden Schragen 
(Abb. 71.62a) odeI' durch Zweiteilung del' Rader, die in entgegengesetzter Richtung geschnitten 
sind (Abb. 71.62b), odeI' auch durch Unterbrechung del' Zahuflanken in del' Pfeilspitze (Wiiest­
Verzahnung) hergestellt werden. Ihre genaue Herstellung ist besonders schwierig, weil die beiden 
Schragen genau gleich und die Zahne in den beiden Half ten gleichzeitig auf del' ganzen Brei­
ten aufliegen sollten. Die Erfahrung zeigt, daB dies praktisch nicht erreichbar ist. Kleine Abwei­
chungen (die auch bei guten Ausfiihrungen nicht immer zu vermeiden sind) habenzur Folge, daB 
die Lage del' Pfeilrader nicht eindeutig festgelegt ist. Das RitzeJ pendelt dann hin und her und 
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verursacht bei hohen Drehzahlen erst recht starke Gerausche. Die nlichste Verbesserung brachte 
die Bottcher-Verzahnung1, auch als Bogenverzahnung bekannt. Sie ersetzt den Pfeil durch 
einen stetigen Bogen. Bei del' Herstellung del' Zahnflanken nach dem Walzverfahren sind 
gl'undsatzlich drei unabhangige Bewegungen notwendig: 

1. Die Schabbewegung des Werkzeuges (HobeIn, StoBen, Frasen), 
2. die gegenseitige Walzbewegung von Wel'kstiick und Werkzeug, und 
3. eine Schaltbewegung beim Ubergang von 

einer Zahnflanke zul' nachsten. 

Abb.71.68. Herstellung der Schraubenziihne mit dem Abwiilzfriiser. Abb. 71.69. Maag-Schleifmasohine. 

Beim neuen Verfahren, das sich besondel's bei der Beal'beitung von Kegelradern eingefiihrt 
hat (Bottcher, Monneret, Reinecker, Branden berger) erfolgt die zweitgenannte Be­
wegung (also das Abwalzen) so langsam, daB yom Beginn bis zUlU Ende del' Vel'zahnung nul' eine 
einzige Walzung stattfindet. Die Hauptbewegung des kreisenden Schabwel'kzeuges erzeugt in 
stetigem Schnitt die Bogenfol'm eines Zahnes, iibel'springt dann mehl'ere Zahne und kehrt erst 
nach n Umdrehungen wieder zu ihrem Ausgangspunkt zuriick. Die Maschine hat grundsatzlich 

Abb. 71.70. Forster-Maschine. 

drei Messer, eines zum Val'­
schruppen und je eines zur Be­
arbeitung del' beiden Flanken 
eines Zahnes. 

Abb 71.71. Forster-Zahnriider. 

Die Bogenverzahnung hat gegeniiber del' Pfeilverzahnung den Vorteil des genauen und da­
durch gerauschlosen Ausgleiches del' Achsialkraft. Sie verbindet mit del' Gerauschlosigkeit 
den Vo1'teil eine1' hoheren Belastba1'keit; die Rader werden im allgemeinen kleiner, leichter und 

1 D~P. 312859, Nov. 1909 und DRP. 319173, Mii.rz 1912. 
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dadurch billiger. Die Bogenverzahnung wird sich in erster Linie beim Leichtbau (Automobil- und 
Flugzeugbau) einfuhren. 

Bis vor kurzem fehlte eine leistungsfahige Maschine fiir die Herstellung del' Bogenverzahnung 
bei Stirnradern. Die Maschine von lug. A. Forster in Mailand (Abb. 71.70) ist einfach in del' 
Bedienung, arbeitet sehr rasch und rnhig und be-

D \\ \ notigt sehr wenige und einfache Werkzeuge. Sie ist. 1\ I iii I : Iii 
deshalb auch die einzige Maschine, die auch fiir die i \ I I I t-;-~L 
Bearbeitung von sehr harten Werkstoffen (ohne\ ~I\ 1\ 1,\ ~'II\ I i I ! I 
nachiragliches Harten und Schleifen) geeignet ist. If. 1\ "" \. l\. I II I I 
lng. Forster begrenzt auBerdem den Eingriff auf 1\ " I\, ,"\. 1 "-

die unmittelbare Nahe des Walzkreises, die Zahn- I\i\ 1\.1\1\ l'- 1'-1'-.. j 1 Ie 
hOhe wird also sehr kurz gemacht (Abb. 71.71), so t J 1\ \ .. 1'-1'.1--.. 1'- 1'-;... l'-t'--. 7[~1+7re='t-
daB die gleitende Reibung fast vollstandig vermie- ; I" 1'-..1" r-.... 1'1-.. t-.:.. J'6'~ 
den wird. Der Wirkungsgrad solcher Rader muB :\' r--..I"t'--." ....... t'--.r--.r--.t-".. t-;--..§fr-r-r-
deshalb besonders hoch sein, was bei der Uber- 2f-- '- t'-. t--.. r--.r-...r-i41'r-t-- 76'r-b~ 

~ ~r--. t-_-r-r-~r-~_,~~~ 
tragung von groBen Leistungen von besonderem 'j-.....r-i r-t- ;--"r-~t:+-t- Ii I-

Vorteil ist. ~ 2 1 

Auf Grund der genannten Vorteile kann die '0!-..l.-+-L-,L-.L-L..J.--L-L.,l:---.L-L:-J.~-L.,l:----,---!::--'---,l 
:Forster-Maschine die Zahnradmaschine derZukunft 2 II- 6' 8 viP 1Z 1'1- 16' 18 20 

werden. 
71.55. Anleitung zur Berechnung <ler Zahn­

rader. Gegeben: N, n, und 
Verwendungszweck. 

1. Der Entwurf geht 
(wie immer) der Rechnung 
voraus, also zuerst d und b i~-j~1 
schatzungsweise annehmen 
und maBstablich aufzeich­
nen. Fiir alle in geschlos­
senen Gehausen laufenden 
RadermuBder Ritzeldurch­
messer d (aus wirtschaft­
lichen Grunden) klein sein; 
er ist durch die Befestigung 
des Ritzels auf der Welle 
bestimmt. Bei kleinem 
Ritzeldurchmesser ist auch 
die Umfangsgeschwindig­
keit tI klein, was gunstig 
ist, weil die Herstellungs­
genauigkeit (und die Ko­
sten) mit steigender Um­
fangsgeschwindigkeit pro­
gressiv zunehmen. 

Fur beidseitig gut ge­
lagerte Rader ist b = d 
und kleiner fur leichte 
Triebe, b = 2 d und groBer 
fur schwere Triebe. 

Da tI und b bekannt, 
kann die Umfangskraft PI 
aus N/n [Gl. (31.3)J berech­
net werden. PI liegt fiir 
groBe Leistungen zweck­
maBig etwa zwischen 100 
und 150 kg/cm. 
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Abb. 71.72. $-~Werte naeh Gl. (71.40) (Buckingham) 
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2. Den groBten Verzah­
nungsfehler, je nach Ver­
wendungszweck annehmen. Abb.71.7". Nomogramm zur Berechnung der Zahne. 
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e = 0,003 bis 0,004 cm fiir gute und leichte bis 
e = 0,00075 cm fiir die genaueste und geschliffene Ausfuhrung. 

Mit dem gewahlten e-Wert, ~ aus der empirischen GI. (40) berechnen (vgl. Abb.71.72). 
o ist ein MaB fiirdie Steifigkeit eines Flankenpaares (Federkonstante), abhangig yom Werkstoff 
und von der Form der Zahne. Fur Stahl auf Stahl bei 15° (20°) Normverzahnung ist 0 = ll2000 
(0 = ll6000) kg/cm2• Fiir GuBeisen ist 0 halb so groB. 

Die $-Werte der Abb.71.72 gelten innerhalb der Versuchsgrenzen 120/480 0 fUr Gerad­
verzahnung und ungefederte Radkranze (m~ = 10-2 kg· s2/cm). 

Fiir groBere oder kleinere Rader und fiir gefederte Kranze muB P dim Verhaltnis der wirksamen 
reduzierten Massen geandert werden. Wenn moglich, soli $ < 2 sein, um das Abheben und 
Wiederaufschlagen der Zahnflanken zu verhindern. Bis genauere Versuche vorliegen, kann ~ 
fUr Schragverzahnung etwa halb so groB gewahlt werden. 

3. Berechnung der Flachenpressung Pmax aus Nomogramm 71.74. 
Fiir normale Ausfiihrung liegt Pm.x zwischen 40 und 60 kg/mm2 entsprechend einer Brinell­

harte von 230-320 kg/mm2. Hartere Rader miissen geschliffen werden (sehr teuer). Je niedriger 
Pmax um so billiger ist der Werkstoff. 

Die Nomogrammwerte fiir Pmax gelten fiir Stahlrader mit Gradverzahnung und 15° Ein-
griffswinkel. Fiir GuBeisenrader sind diese Werte durch -y2 zu dividieren. 

Fiir 15 16 17 18 19 20 0 Eingriffswinke ist Pmax 
mit 1 0,971 0,946 0,922 0,901 0,882 zu multiplizieren. 
Fur Schragverzahnung ist an Stelle von d, djsin~fJ zu setzen. Fur groBe Zahnezahlen und sehr 

genaue AusfUhrungen ($ < 2) kann Pmax durch 2 dividiert werden. 
Geben die geschatzten Abmessungen keinen geeigneten Wert fur Pmax, dann Neuentwurf, 

wobei zu beachten ist, daB PI/d prop. mit Nfan ist. 

4. Kontrolle auf Festigkeit, nach Gl. (71.36) (Nomogramm 71.14) mit $min = 3 fUr vereinzelt 
auftretende StoBe. . 

5. Die Pmax-Werte garantieren eineLebensdauer der Rader groBer als 109 Umdrehungen. Fur 
langsam laufende oder aussetzende Triebe kann P groBer gewahlt werden. Die Lebensdauer t 
in Stunden kann berechnet werden aus: 

( p )6.6 _ 1,6' 107 • N B ~ 26,6 = 100 . 
Pzul -~t' 

Zahlentafel 7l.8. Zuliissige Werte von pmax. Zahlen beispieI71.3. Ein Triebwagen­
motor hat eine Stundenleistung von 150 PS 
bei n = 790jmin und treibt durch die 
Ubersetzung diD = 203/640 das Laufrad 
von 1040 mm Durchmesser an. Wie groB 
ist Pmax beil28mmRadbreite undO'b, wenn 
das groBteAnfahrmoment fiinfmal so groB 
ist als bei der Normalleistung ~ 

EN 15 w 55 140 
'k 80 240 

ECN25. w 70 200 
'k 100 300 

w 75 220 ECN35. 'k 120 350 

ECN45. w 83 245 
'k 140 400 

St C 60 = St 70 ,;:: 70 180 
90 260 

60 150 St C 45 = St 60 .;:: 75 235 

St C 35 = St 50 . w 50 125 

I 23 
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~ 35 ''" 55 
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<11 

'" .., 
39 '" '" 65 .S 

r;i:l 
44 
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31 
47 ~ ---.--
25 ''" 

I 
.., 

29 w. 
0 

20 

Die Uinfangsgeschwindigkeit der Zahn-

"d' n' 0,203 . 790 8 45 / ra er 1st v = 60 =, m s , 

also relativ klein. Die Umfangskraft/cm 
Radbreite ist 

150·75 
PI = 8,45' 12,8 1340/12,8 = 104 kg/cm . 

Nimmt man nach S. 362 e = 1,2 . 10-3 em, 0 = 112· 103 , so wird A/PI = 1 + ~e = 2,3 , 
1 

so' daB nach Abb. 71.72, ~ = 2,6 ist. Durch Anordnung eines federnden Radkranzes kann ~ 
vielleicht auf den gunstigen Wert 2 reduziert' werden. Mit $ = 2 folgt aus Gl. (72.45) oder 
Nomogramm 71.74, Pmax = 64 kg/mm2. lVIit der groBten Anlauf-Umfangskraft PI = 5·104 
= 520 kg/cm, wird fUr m = 5, also z = 40 und fiir leicht korrigierte Zahnform y = 9. Aus 
Gl. (71.36) oder Nomogramm 71.74 folgt dann 0' = 50 kgjmm2. 

Wegen der hohen Flachenpressung ist fiir das Ritzel ein verguteter, zaher Chrom-Nickelstahl 
mit einer Bruchfestigkeit von etwa 100 bis 110 kg/mm2 zu verwenden; das groBe, langsamer 
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laufende Rad darf etwas weicher sein. Die Bruchgefahr ist trotz dem groBen Anlaufmoment 
weniger groB als die Abnutzungsgefahr im normalen Betrieb, so daB die kleine Teilung (m, = 5) 
durchaus gerechtfertigt ist,. Diese Zahnrader werden aber im allgemeinen mit viel groberer 
Teilung (m = 10) ausgefiihrt. Die kleinere Teilung ist mit Riicksicht auf die giinstigeren Ein­
griffsverhaltnisse sicher vorteilhafter. Die Rader breiter zu mach en ist wegen der fliegenden 
Anordnung nicht zu empfehlen. 

Zahlenbeispiel 71.4. Welche Abmessungen miissen die Zahnrader einer Schiffsturbine 
erhalten, wenn eine Leistung N = 5000 PS von n1 = 4180 Uml/min auf n2 = 475 iibertragen 
werden solI? 

Wegen der hohenDrehzahl und dem groBen Ubersetzungsverhaltnis 475/4180 ist der Ritzel­
durchmesser moglichst klein zu wahlen. Aus dem Drehmoment 

Md = 71 620 . 5000/4180 = 86000 kg· cm 

folgt der Wellendurchmesser aus der Gleichung: ,t d3 r = 86000 = -g dB. 300 

zu rd. 120 mm. Wir wahlen ~ = 200 mm und b = 2 . d = 2 . 200 mm. Dann ist 
86000 

PI = 2. 10. 20 = 215 kg/cm . 

Setzen wir die zulassige Flachenpressung auf 5000 kg/cm2 fest und wahlen fiir die Schrag­
verzahnung ~ = 2, so folgt aus Gl. 71.45 oder Nomogramm 71.76 

d n = 1"d 60 cm = ~/sin3 {J , 
so daB {J = 45° sein muB. 

Die Festigkeitsrechnung, Gl. 36 (oder Nomogramm) gibt, wenn' ab zu 4000 kg/cm2 an­
genommen wird, mit ~ = 2 und den geschatzten Wert yn = 8, den Modul im Normalschnitt 
mn = 4,5, so daB die Umfangsteilung m = 4,5/sin {J = 6,4 mm und bei d1 = 200, ~ = 31. 

Vielleicht ist es zweckmaBiger, die Zahnezahl etwas hoher zu wahlen, mn = 4,25 anzunehmen 
und dafiir die Rader etwas breiter, z. B. 2 . 225 statt 2·200 mm zu machen. 

72. Rader fur nich t parallele Wellen. 
Fiir zwei sich schneidende Achsen gehen die zylindrischen Rader in Kegelrader oder 

konische Rader iiber. Ais Grundform haben wir hier zwei aufeinander abwalzende Kegel­
flachen, TeilriBkegel genannt. Die relative Bewegung der Kegel entspricht einer Drehung 
um die Momentanachse DC (Abb. 72.1) mit der Winkelgeschwindigkeit 

Q = li01I + O1~ + 2011012 cos rp . (72.1) 
Die Zahnflanken sind ebenfalls Kegelflachen, deren 

Spitzen mit der gemeinsamen Spitze der TeilriBkegel zu- 5} 

sammenfallen (Abb. 72.2). 
Das Ubersetzungsverhaltnis ist (Abb.72.1) 

. sin Cf!l Rl Zl CO2 

~ = sinCf!2 = R2 = Z2 = COl 

Die Bear beitung der Kegelrader geschieht nach dem 
Abwalzverfahren (Bilgram, Gleasonl Brandenberger). 
Abb. 72.3 zeigt Kegelrader mit Schraubenzahnen~. 

Die Festigkeitsrechnung wird mit einem mittleren 
Zahndruck, entsprechend einem mittleren Radius des Teil­
riBkegels, durchgefiihrt. 

Genauer kann dI' eKraftiibertragung durch £olgendeU" ber- Abb.72.1. Relativbewegung und Ubersetzung 
beiKegelradern. (Aus SchiebeL) 

legung berechnet werden. Wenn die Zahnflanken sich un-
bela stet auf der ganzen Breite beriihren, so bleibt die Beriihrung unter der Wirkung der Zahn­
kraft nur dann bestehen, wenn die elastischen Durchfederungen proportional den Radien sind. 
Fiir Innen- und AuBenradius r1 resp. r 2 muB also . 

11/12 = r1/r2 

sein. Nun ist die Durchbiegung 1 proportional Ph3/J E und da h proportional mit r und J pro-

1 Hofmann: F.: Gleason-Spiralkegelrader. Berlin: Julius Springer 1939. 
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pOI,tional mit h3 ist, sind die Durchfederungen den iibertragenen Kriiften proportional, d. h. 

fl/f2 = r1/r2 = P1/P2 . 
Schreibt man desllalb P = PI . r, so ist PI eine Konstante, die aus del' Gleichung folgt, daB die 

r~ 

totale Zahnkraft P = ~1 Jr. dr = :6 (r~ -rn ist . Das iibertragene Drehmoment ist 

T, 

M Plfr2dr . P r =Pl(r 3 _r3) so daB !l = 6 = ",' m 3 btl ' 

G\ 
\~\ , , 

\ ' \ , \ 
\ , 

'\ ' , 
\ ' 
\ \ , , 
, ' . \ 

\ , 

Abb. 72.2. Zahllform der Kegel· 
fader (aus Schiebel). 

o . _ 2 r~ - r; 
1m - 3" r~ -ri 

Abb.72.3. Kegeirader mit Schraubellzahllell. 
(Aus Jurthe-Mietschke. ) 

N 

Abb. 72.4. Kraftwir,kung bei Schrauuenradcrn. 

(72.2) 

immer kleinel' als das arith­
metische Mittel 1/2 (1'1 + r2 ) 

ist. Die iibliche, einfachere 
Bel'echnung mit dem arith­
metischen Mittel bietet also 
eine etwas erhohte Sichel'­
heit. Auch die Berechnung 
del' Flachenpl'essung und aIle 
bei den Stirnradern gemach­
ten Untersuchungen konnen 
durch Einfiihrung des mitt­
leren Radius sinngemaB auf 
die Kegelrader iibertragen 
werden. 

Zur 'Obertragung del' Dreh­
bewegung bei sich kreu : 
zendenAchsen eignen sich 
auch' Stirnrader mit Schrau­
benzahnen, sog. ,;Schrau­
benrader" (Abb. 72.4). 1m 
Walzpunkt findet wahrend 
del' Bewegung ein Gleiten del' 
Zahne in del' Richtung del' 
gemeinsamen Tangente T 
statt. Das 'Obersetzungsver­
haltnis ist das Verhaltnis del' 
Zahnezahlen: 

. / 2 nr1/t1 
~ = ZI Z2 =2-/t' nr2 2 

Da die Teilungen imNormaI­
schnitt del' beiden Rader 
gleich sind, also 

tn = tl sin fJJl = t2 sin C[J2 
ist, wird fiir fJJl + Cf2 = 90 0 ; 

also fiir sich senkrecht kreu­
zende Achsen: 

i - ~. sinrpl - ~ (72 .3) 
- D2 sin rpz - D2 tg rp2 . 

Die Raddurchmesser konnen also fiir ein gegebenes 'Obersetzungsverhaltnis beIiebig gewahlt 
werden, womit dann del' Neigungswinkel festgelegt ist. Nur fiir fJJl = fJJ2 = 45° wird i = r1/r2 . 

Bei del' Kraftverteilung auf die beiden Rader kann die eigentIiche Zahnreibung gegeniiber 
del' Reibung beim Gleiten in der Langsrichtung del' Zahne vernachlassigt werden. Der Normal­
druck N (Abb. 72.4) steht senkrecht zur Zahnrichtung, und die Reibung flN ist entgegengesetzt 

zur Gleitrichtung gerichtet. Die resultierende Kraft ~ ist unter dem Reibungswinkel e gegen N 
cose 

geneigt. Die senkrecht auf den Drehachsen stehenden Komponenten dieser Resultierenden 
geben die Umfangskriifte PI und P2, wahrend Al und A2 die Komponenten in der Achsrichtung 
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sind. Aus der Abb. 72.4 folgt fUr das treibende Rad 
die Umfangskraft P - N COS ('PI-Q) = A2 

1 - cosp 

und der Axialschub 

Der Wirkungsgrad des Ge­
triebes ist: 

P 2 '/J2 P2r 2 w2 

. 1) = PIVI = PIrIwl' 

und mit Gl. (4) u. (5), da 
CfJl = 90 - CfJ2 ist: 

tg'1'2 
f) = tg ('P2 + (]) (72.6) 

In Abb. 15.4 ist fUr ver­
schiedene Werte von fJ der 
Wirkungsgrad in Abhangig­
keit von der Zahnschrage CfJ2 

aufgetragen. Aus der Ab­
bildung folgt, daB zwischen 
30 und 60° die Zahnschrage 
keinen nennenswerten Ein­
fluB auf den Wirkungsgrad 
hat. 

Fur die HersteHung der 
Schraubenzahne ist der Nor­
malschnitt maBgebend: die 
Zahne beider Rader mussen 
gleiche Normalteilung tn 
haben. 

Bei der Evolventenver­
zahnung bleibt der Eingriff 
im Normalschnitt auf die 
innerhalb der beiden Kopf-
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(72.4) 

(72.5) 

kreise liegende Eingriff- A1>b.72.G. Eingriffsverhiiltnisse der Schrauhenriidcr. (Aus Dubhel, 'l'aschenhnch.) 

strecke AE (Abb.72.5) be-
schrankt. Die beiden Eingriffsebenen der Rader I und II haben nur diese Eingriffsgerade ge­
meinsam, so daB die Einwirkung der Schraubenzahne nut in den einzelnen Punkten dieser 
G-eraden erfolgen kann. Die Zahnflanken beruhreu sicb immer nul,' in einem Punkt. 
Die na,cheinander zur Beriihrung gelangenden Punkte liegen in den schragen Linien A' E' und 
A" E". Eine VergroBerung der Zahnbreite uber das Eingriffsgebiet A E hinaus ist also zweck­
los. Man wahlt deshalb die Zahnbreite b = t. 

Die punktweise Beruhrung der Zahne, verbunden mit der starken gleitenden Reibung an der 
Beruhrungsstelle, verursacht eine rasche Abnutzung, so daB die .Schrau benrader zur Kraft­
ubertragul'lK weni.,g geeignet sind. Auch bei harten Materialien konnen nur kleine Umfangs­
krafte ubertragen werden. 

73. Formgebung und Anordnung der Rader. 
Schrifttum. 

\Volf, 0.: Konstruktive Entwicklung del' Getriebetechnik unter besonderer Beriicksichtigung del' An­
wendung hochwertiger Werkstoffe. Z. VDI80 (1936), S. 1003/8 und Masch.-El-Tagung Aachen S. 50/61. -
Altmann, F.: Die Bauformen gleichachsiger Stirnra4umformer. Masch.-Bau (1927), S.1083/87. - Graf 
v 0 n Sod en: Wechselgetriebe fiir Kraftwagen (Zahl der Ubersetzungen, Abstufungen). Masch. -Bau 3 (1923/24), 
S. 200/03. - Wagner, L.: Del' deutsche Fahrzeug-Getriebebau. Dtsch. Mot.-Z. 14 (1937), S. 122/32. -
Wallichs, A. u. Schiipke, H.: Die Getrieberechnung unter besonderer Beriicksichtigung der Drehzahl­
normung. VDI-Verlag 1936. - Schiipke, H.: Kleinste Zahnezahlsumme von Zahnradwechselgetrieben mit 
geometrischer Abstufung. Masch.-Bau 17 (1938), S.645/47. - Doppelt gebundene Zahnradwechselgetriebe 
kleiner Abmessungen. Masch::Bau 18 (1939), S. 145/47. - Schulz, G.: Eindeutige Berechnung von Wechsel­
radem innerhalb gegebener Ubersetzungstoleranzen, mit der Rechenmaschine. Werkstattstechn.33 (1939), 
S.38/39. - Finkelnburg, H. H.: Wechselradergetriebe. Masch.-Bau 18 (1939), S. 313/14. - Jungkunz, 
E.: Grundsatzliches iiber den Aufbau von Wendegetrieben. Demag-Nachr.11 (1937) C, S. C 27/33. 
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Kleine Rader werden aus einem Stiick mit der Welle (Abb. 73.1) oder aus vollen Scheiben 
hergestellt (Abb. 73.2). Gegossene Rader (bis Mod. 6) werden als volle Scheiben gegossen; bei 
groBen Durchmessern macht man Aussparungen und Rippen (Abb. 73.3). 

Die iibrigen Rader werden als Speichenrader ausgefiihrt (Abb. 73.4, Armzahl i = + V'DIillIl • Es 
ist gebrauchlich, die Festigkeit der Arme so zu berechnen, als ob die groBte Umfangskraft i/3 
der Arme auf Biegung beanspruchen wiirde. 

Nabenstarke, wenn das Rad das volle Drehmoment der Welle iibertragen muB: 

fiir GuBeisen: (3 = 0,4 d + 1 em, fiir Stahlgu13: (3 = 0,3 d + 1 em. 

Wenn Radgewicht und Umfangskraft ungefahr gleieh groB sind, muB die Anordnung so 
gewahlt werden, daB der Zahndruck die Wirkung 
des Radgewichtes unterstiitzt. Sonst konnte bei 
Belastungsschwankungen ein labiler Zustand der 
Lagerreaktion eintreten. 

Abb. 73.1. Ritzel aus der Welle herausgefriist. 
(Aus Schiebel.) 

Abb.73.2. 
s < 0,6 t fur S.B. uud Stahlgull, 
s< 0.8 t 'fii"c Gulleisen. 

Werm eineAnderung der Drehzahl gewiinscht wird, SO werden Wechselgetriebe verwendet. 
Die Anordnung nach Abb. 73.5, bei der jedes Rad B einzeln geschaltet wird, gibt die kiirzeste, 
aber auch teuerste Bauart. Die Steuerung der einzelnen Rader muB gegenseitig verriegelt wer­
den, damit immer nur ein Raderpaar in Eingriffist. Bei der Anordnung nach Abb. 73.6 ist eine 

Abb. 73.3. Volle Scheiben, evtl. mit Aussparungen und Rippen. 
Kranzstarke tl2 fur t < 6". 

besondere Verriegelung nicht notwendig; der, 
Getriebekasten wird aber wesentlich breiter. 

\ 
\ 

\, \ 
\\\ 
\ \, 

t~'--!l!l--...JI I II J 
R-J;::::::E.~=l~1 . ,/JuM!!r,A 

,<::,l!:~~-"""'-lJ ! i I 
I T 

Abb.73.4. Grolle Zahnriider mit Armen. 
(Aus Dubbel, Taschenbuch.) 

Abb.73.7 zeigt ein Wechsel- und Wendegetriebe. Das Norton- oder Schwenkradgetriebe 
(Abb. 73.8) und das Wechselradgetriebe mit Ziehkeil (Abb. 73.9) sind besonders gut geeignet, 
eine groBe Anzahl Stufen in einem kleinen Raum unterzubringen. Die Lagerung des Schwenk­
rades macht es nur fUr kleine Kraftiibertragung geeignet, so daB es ausschlieBlich als Vorschub-

+-0 ...., <t-O 

Abb.73.5. 
Abb. 73.5 und 73.6. Wechselgetriebe. 

-Abb.73.6. 
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getriebe bei Werkzeugmaschinen und nicht als Haupt­
getriebe verwendet wird. Sowohl das Getriebe mit Zieh­
keil als alle Schieberader mussen Spiel zwischen Welle 
und Rad haben; die Rader werden durch 1 odeI' 2 PaB­
federn gefiihrt. Fiir eine gute Kraftubertragung und fiir 
ruhigen Lauf sollten die Zahnrader im allgemeinen fest 
mit ihren Wellen verbunden sein; die Mitnahme del' ein­
zelnen Rader erfolgt dann durch Kupplungen1 . 

381 

:Rei allen Getrieben mit gleicher Durchmessersumme 
(Abb. 73.5 bis 13.9) muB fiir alle Ubersetzungen die 
Zahnesumme durch a + b teilbar sein, wenn alb das auf 
Primzahlen zuruckgefiihrte Ubersetzungsverhaltnis ist. 
Fiir die genormten Stufenspriinge (vgl. S.313). Abb. 73.;. Wechsel- nnd Wendegetriebe. 

q;=1 
ist alb = III 

unda + b= 2 
odeI' = 2 

1,06 

17/16 I 31/29 10/9 
33 60 19 

3 X 11 '2 X 2 X 3i un­
ungiinstig I X 5 I giinstig 

1,12 

8/7 
15 

3X5 

1,26 

5/4 
9 

3X3 

1,58 

11/7 
18 

2X3X3 

so daB diese Bedingung im allgemeinen keine Schwierigkeiten bereitet. 

2 

2/1 
3 
3 

Die Nabenlange wird etwa gleich del' Zahnbreite b gemacht odeI' auch 'etwas groBeI'. 
das Rad beim Aufkeilen sich nicht zu leicht schrag stellt, sollte die Nabenlange auch 

~ 

Abb. n.8. Schwenkrad- oder Nortongetriebe (aus Hiille), wird als Vorschubgetriebc 
bei Werkzeugmaschinen verwendet. 

Abb. 73.9. Wechselgetriebe mit Ziehkeil. (Aus Hiille.) 
Nnr fiir kleine Krafte geeignet. 

1 Germar, 'R.: Die Getriebe fur Normaldrehzahlen. Berlin: Julius Springer 1932. 

DaInit 
groBer 
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als del' Wellendurchmesser sein. GroBe Naben sind hohl auszubilden, erhalten abel' durch­
gehende Bahn fur den Keil. 

Wenn das Rad nicht axial auf die Welle geschoben werden kann, ist eine Teilung in zwei 
HiiJften erforderlicn. Auch GuB- odeI' Transportrucksichten erfordern oft die Zweiteilung. Die 

Abb.73.10. Zweiteiliges Rad mit TeUung durch 
die Zahnliicken. (Aus Dubbel, Taschenbuch.) 

AA ~~ 
W·~ 

At.t. . 73 .11,1. HoJ7.kiimm~ . (Aus Dubbel. 
T", rh(·nh,,,·h . ) 

',-:--"'" .. -.... -'.'.:rF .. -.... - "- ' --'~",," --.-. 

~ ______ .. ___ . ___ £1t ----. -------. -.---- - . ~ -.. 

Abb.73.11h. Zweiteiliges Kegelrad mit eingesetzten Holzzahnen .. 
(Aus Dubbel, Taschenbuch.) 

~I--n Teilung win! zweckmaBig anf Armmitte gelegt nnd aoll dnmh eine Zahn· 
~1 lucke gehen. Die Schrauben zur Verbindung del' RadhiiJften sind mog­

lichst nahe an Kranz und Nabe anzubringen (Abb. 73.10). 
Durch Einsetzen von Holzzahnen (Kammen), Abb.73.11, wird del' 

Larm, den Zahnrader sonst verursachen, gedampft. Holzzahnstarke, im 
Abb.73.12. Teilkreis gemessen, 0,6 t, Eisenzahn 0,4 t). Aus dem gleichen Grunde wird 

Aufgeschrnmpfter Kranz. das kleine Rad auch aus Rohhaut hergestellt. Rohhautrader mussen gegen 
Hitze und Nasse geschutzt werden und 
konnen deshalb nicht im Freien lau: 
fen. Das Austrocknen furut zu einem 
Schrumpfen del' einzelnen Lagen, die 
Nasse zu einem derartigen Aufquellen, 
daB mitunter die Armatur gesprengt 
wird. Gutes Durchtranken mit Leinol 
ist wohl das beste. Vom Standpunkt 
del' Abnutzung aus sind die klein en Roh­
hautrader eine verfehlte Konstruktion, 
weil die ohnehin groBere Abnutzung des 
Ritzels n!ln noch in weiches Material 
verlegt wird. 

Mit Vorteil konnen auch die gepreB­
ten (schwach tonenden) Isolierstoffe del' 
Elektrotechnik (Backelit, Novotext usw.) 
zur Herstellung gerauschloser Zahnrader 

Abb.73.13. Zahnradgetriebe mit angefianschter Olpumpe (Demag). verwendet werden. 

Abb.73.14. Zweiseitiges Getriebe (Demag). 
Dieselmotor N II 300 PS, n = 225 treibt zwei 
Zentrifugalpumpen N = 240 PS, '/I = 1480 

bzW". }.7 = 60 PS" n = 955. 

Abb.73.15. Sondergetriebe mit Zwischenrnd, 
urn den vorgeschrie benen Achsabstand 

einzuhalten (Demag). 
N = 250 PS, 11 = 1470/213. 
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1st GuBeisen als Werkstoff fur die Zahne zu schwach, so wird einStahlkranz aufgeschrumpft 
(Abb. 73.12). Fiir die Berechnung siehe Schrumpfverbindungen (Abschn. 24;). 

Urn eine zuverlassige Lagerung und gute Schmierung zu erhalten, werden die Zahnrader in 
geschlossenen Gehausen gelagert (Abb. 73.13 bis 73.15). Ungenugende Steifigkeit der Lagerung 
ist vielfach Ursache des schlechten Zahneingriffs. Die bei StraBenbahnmotoren gebrauchliche 
fliegende Anordnung des Ritzels ist ein typisches Beispiel fiir unzweckmaBige Zahnradlagerung. 
Dadurch, sowie durch die fast immer zu kleine Zahnezahl, ist die sehr rasche Abnutzung dieser 
Rader zu erklaren. 

74. Ululaufgetriebe. 
Zajonz, R.: Die zeichnerische und rechnerische Untersuchung von Stirnrad-Umlaufgetrieben. Diss. 

T. H. Dresden 1938, mit Schrifttumsverzeichnis. (Als Beiheft IV del' AutomobiltechnZ. Marz 1939 im Verlag 
Franckhsche Verlagsbuchhandlung Stuttgart erschienen.) - Poschl, Th.: Dynamik des Differentialgetriebes. 
Z. VDI 78 (1934), S. 799/800. . 

Die Rader a und c sowie der Arm A B (Abb. 74.1) sind urn eine durch A gehende Achse dreh­
bar, wahrend das Rad b sich urn B drehen kann. Die Frage nach dem Zusammenhang zwischen 
den einzelnen Drehzahlen ist am einfachsten durch folgende Uberlegungen zu beantworten. 
Das Ubersetzungsverhaltnis ist unabhangig von del' Bewegung, die d,as System 
als Ganzes macht. 

Die Drehzahlen urn die Achse durch A seien wie folgt bezeichnet: 
Rad a Arm AB Rad c 

Drehzahl. . . . .. n1 n2 n3 
Geben wir dem ganzen System eine zusatzliche Drehzahl - n2' so steht der Arm A B stni. Die 
Drehzahlen urn die Achse durch A sind nun: 

Rad a Arm AB Rad c 
n1 -n2 0 11 3-n2 

Das Ubersetzungsverhaltnis zwischen Rad a und Rad c 
laBt sich nun in bekannter Weise damus bestimmen, 
daB fUr ineinandergreifende Rader das Produkt n Z 

(Gl. 11.1) unverandert bleibt. 

(n1-n2) Zl·= - (na - n 2) Za' 

Dabei muB der Drehsinn beachtet werden; die 
Rader a und c drehen sich (bei stillstehendem Arm 

Abb.74.1. Umiaufgetriebe. 
a = Sonnenrad , b = Planetenrad . 

A B) in entgegengesetzter Richtung, was in obenstehender 
zum Ausdruck kommt. 

Gleichung durch das - - Zeichen 

Aus dieser Gleichung folgt: 
n1z1 + naza = n 2 (Zl + Z3) (74.1) 

Die relative Drehzahl n;' des Rades b urn die eigene Achse folgt - wenn der Arm A B still steht -
aus den Gleichungen: Z2nb = za (na - n 2) = - Zl (n1 - n 2), zu 

, Z3 (n3 - n2) Zdn 1 - n2) 
nb = = - . 

Z2 Z2 

Die absolute Drehzahl nb wird mit der zusatzlichen Drehzahl n 2' 

Abb.74 .2. 

n2z2- z1(n1-n2) 

Z2 

(74.2 

(74.3) 

Abb.74.3. 
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DasUmlaufgetriebe in Abb.74.1 ist nur em Spezialfall del' allgemeinen Anordnung nach 
Abb.74.2. 

Die Drehzahlen sind wieder 

und mit del' zusatzlichen Drehzahl - n2 : n1 - n2 ° na - n2 

Da nun del' Arm A B stillsteht und del' Drehsinn del' Rader a und c entgegengesetzt ist, folgt aus 
Z2 (nb - ~) = -~ (nl - n2 ) und z~ (nb - n 2) = za (na - n2 ): 

odeI' 
n1 + k na = n2 (1 + k), 

worin k = z~ Z2 das Ubersetzungsverhaltnis zwischen 
Z2 Zl 

(74.4) 

den Radel'll a und c, bei stillstehendem 
Arm A B, ist. Die Rader 
k6nnen auch so zusammen­

n1 arbeiten, wie in Abb. 74.3 an­
gedeutet. Dann drehen sich 
a und c - bei stillstehendem 
Arm A B - in gleicher Rich­
tung, so daB: 

n1-kna = n2 (1 - k) . (74.4a) 
wird. Die Gl. (4a) gilt 

-j( j(= f( demnachsowohlfiirAbb. 
~:":"'--;,;f..~~~---....!.~J+---s.~=---fo:.L-----.:..:-t;;c;--~k 74.2 als fiir 74.3, wenn 

H 

Ahb.74.4. 7.usammenhang der Drehzahlcn fur Umlaufgetriebc. 

k = n1 -n2 • 

na-n2 

k= positiv fiir AuBen­
und negati v fiir In­
nenverzahnung gesetzt 
wird. Aus diesel' Glei,­
chung folgt: 

(74.5) 

Del' Zusammenhang zwischen den Drehzahlen nv n2 und na liWt sich sehr iibersichtlich zeich­
nerisch darstellen, denn aus Abb. 74.4 folgt, daB: 

n1-nZ = FG = HG = AC = k 
na-n2 DE HE AB . 

Die Neigung del' Geraden ist dadurch festgelegt, daB fiir n2 = 0, n1 = kn3 ist, d. i. durch den 
MaBstab von n. Wenn zweiDrehzahlen und k gegeben sind,dann ist die dritteDrehzahl eindeutig 

bestimmt. 
~m Fiir die Montage von Planetengetrieben mit mehr als einem 

, ( 8 I b'0- Planetenrad muB noch die Bedingung erfiillt sein, daB alle Pla-
/ -+--\ - - -+-J \ netenrader gleichzeitig in richtigem Eingriff stehen. Wenn 

(
" : also die drei Rader (Abb. 74.5) in del' SteHung I richtig eingreifen, 

-j--____ -1 so muB das auch in del' urn den Winkel (9 = ~ verdrehten Stel-

\ a\..... -~. I lung II del' FaH sein, wenn 2; = N, die Anzahl del' Planeten-

, t\, 8 )/ rader, also eine ganze Zahl ist. Wird das Rad a festgehalten 
\ ,x:-' 'y~ und del' Arm A B urn den Winkel (9 gedreht, dann dreht sich 

'",,--- I '""'--;:;'Ir das Rad cum einen Winkel f9', del" aus Gleichung (1) mit n1 =0, --+------- n2 = (9 und n3 = (9' zu 
Abb.74.5. (9' = (9 Zl + Za 

Za 
folgt. 1st das Planetenrad in del' SteHung II angekommen, so muB ein anderes Planetenrad 
in I wieder richtig eingelegt werden k6nnen. Das ist del' Fall, wenn del' durchlaufene Bogen 
(9' . r3 ein Vielfaches del' Teilung t ist, z. B. X· t, wo X eine ganze Zahl ist. Daraus folgt: 

odeI' 2nr3Z1+~ =Xt =X 2nra 
N Za Z3 

X=Zl+ Za 
N 

(74.6) 
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d. h.: Die Summe der Zahnezahlen der konzentrischen Rader muB durch die 
Anzahl der Planetenrader teilbar sein. 

Um die Umfangskrafte und damit die Teilungen der Rader zu bestimmen, setzen wir voraus, 
daB auBer den Drehmomenten keine auBeren Krafte wirken. Dann gelten folgende Beziehungen: 

1. Bei Vernachlassigung der Reibungsverluste muB die Summe der Leistungen gleich Null 
sein (Gesetz der Erhaltung der Energie) : 

L1 + L2 + La = 0 . (74.7) 
2. Da die Wellenkonzentrisch gelagert sind, muB im Beharrungszustand auch die Summe 

der Drehmomente gleich Null sein. . 
(74.8) 

Da Leistung = Drehmoment X Winkelgeschwindigkeit ist, wird L proportional M· n, so 
daB Gl. (7) auch wie folgt geschrieben werden kann: 

n1 M1 +n2 M2 + naMa = O. 
Bei stillstehendem Arm und verlustfreier Ubertragung sind An- und Abtriebleistung gleich groB, 
also 

und (74.9) 

Aus Gl. (8) folgt dann: 

MM2 = k - l d Ma k (74.10) 
1 un M2 = 1- k' 

Durch die Konstante k sind also die Drehzahlen und die Momente eindeutig bestimmt. 
Der Wirkungsgrad von Planetengetrieben. Wemi L1 und L2 Antriebsleistungen 

slid und La der Abtrieb ist, so ist der Wirkungsgrad 'YJ des Planetengetriebes durch die Gleichung 

'YJ (L1 + L 2) = L3 
festgelegt . Der Leistungsverlust des Getriebes ist Antrieb - Abtrieb : 

L1 + L2 - La = La (~ -1) oder proportional Ma ng ( ~ - 1) . (74.11) 

Wenn die Drehmomente gleich bleiben, ist dieser Verlust unabhangig davon, welche Bewegung 
das Getriebe als Ganzes macht, da er durch die Relativbewegungen der Zahne verursacht wird. 

Wir geben dem ganzen System wieder eine zusatzliche Drehzahl - n2, damit der Arm still­
steht, und haben dann ein einfaches Vorgelege mit dem Wirkungsgrad 'YJv. 

Die Momente: M1 M2 Ma 
bleiben gleich. Die Drehzahlen sind nun: n1 - n2 0 na - n2, 

folglich werden die Leistungen proportional M1 (n1-n2) 0 und Ma (,na-n2) . 
(Antrieb) (Abtrieb) 

Damit wird der Wirkungsgrad der Verzahnung als Vorgelege: Zz 

M 3 (na-n2) (412) 
'YJv = Md~-n2) 7 . 

und der Energieverlust: M1 (n1 - n 2) - Ma (na - n 2) oder mit 
7jv aus Gl. (12): 

Abldeb 

(74.13) 

z, 
7., 

Dieser Verlust ist derselbe wie beim Planetengetriebe. Durch 
Gleichsetzen der Ausdrucke (11) und (13) erhalt man: 

Ma (na - n2 ) (:v - 1) = Mana ( ~ - 1 ) 

Abb.74.6. Umlaufgetriebe mit 
schlechtem Wirkungsgrad. 

oder: 

(~-1) = na-n2 (~-1) . 
1] n3 1]v 
~ 

Verlnst im 
Umlaufgetriebe 

~ 

Verlust im 
Vorgelege 

(74.14) 

Einen sehr ungiinstigen Wirkungsgrad k6nnen Umlaufgetriebe aufweisen, wenn der umlau­
fende Arm A B angetrieben wird. Setzt man (Abb. 74.6) ~ = 0, so folgt aus den gleichen Uber-

t en Bosch. Maschinenelemente. 2. Anf! . 2!l 
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legungen: (~-1) =n2-~(~_I) = _ 1 (~. -1). (73.15) 
'Y/ n3 17v. k - 1 'Y/ v 

1st z. B. n21n3 =- 50 = k k l' dann ist k 1 1 = 49 und mit 'Y/o = 0,98: ~ = 1 + 49· 0,02 

oder 'Y/ = 0,51 ! 
. Umlaufgetriebe werden in vielen Gebieten des Maschinenbaus verwendet (Hebezeuge, Spinn­

und Flechtmaschinen, Automobilbau usw.). Eine konstruktive Schwierigkeit liegt in der zuver­
lassigen Lagerung und Schmierung der umlaufenden 
Teile. 

Auch James Watt verwendete bei seiner ersten 
Dampfmaschine ein Umlaufgetriebe zur Umsetzung der 
hin- und hergehenden Kolbenbewegung in eine drehende 
Bewegung (Abb. 74.7), da das Kurbelgetriebe patentiert 
war. Das Planetenrad b ist durch Bolzen mit der 
Schubstange so verbunden, daB es keine Drehbewe­
gung um die eigene Achse ausfiihren kann. In Gl. 

(3) wird also die Drehzahl nb = - n1 ~ + n2~ + n2z2 = 0 
Z2 

oder 
Zl + Z2 n1 =n2- -
~ 

Anwendungsbeispiel74.1. Die abgeleiteten Be­
Abb. 74.7. Planetengetriebe nach Watts Patent· ziehungen konnen auch verwendet werden, um in einem 

ze;chnung 1781. (Ans Matscho~.) Kugellager die Kiifigdrehzahl und die Drehzahl der 
Kugeln um ihre eigene Achse zu bestimmen. Wenn kein Gleiten zwischen den Kugeln und den 
Ringen auf tritt, so arbeiten diese Teile wie Zahnriider zusammen. Die Gl. (4) bleibt dem­
nach giiltig, und zwar ist k = daldi . 

Steht der Innenring still (~ = 0), so wird die Kiifigdrehzahl 

, da ( da ) k da da [ da - d ] 
nb = n3 d 1 - di + da ' n 2 = na 1 + k = na di + da und nb = na d I - da + di . 

Steht der AuBenring still (na = 0), so ist die Kiifigdrehzahl: 

n 1 di di [ di + d ] 
n 2 = 1 + k = n1 di + da • nb = - ~ d 1 - di + da . 

Die relative Drehzahl der Kugeln um ihre eigene Achse folgt aus Gl. (4) zu. 

d. d. [ d.] 
~=-;~-~=-~;1 - ~~~. 

Fur di = 40, d = 10, da = 60 mm und ns = 0 wird 
n 2 = 0,4~, nb = - 4 ~ (1 - 0,4) = - 2,4 n1 und nb = nt, + n 2 = - 2 n1 . 

Abb.74.8. Handflaschenzug. 

Anwendungsbeispiel 74.2. Handflaschen­
zug fiir 1000 kg Tragkraft (Abb. 74.8). Die 
Ubersetzung zwischen Haspel- und Lastketten­
rad solI I : 9,4 werden. Das Haspelrad hat einen 
Durchmesser von 20 cm; die groBte Kraft, die 
an der Haspelkette wirkt, sei 25 kg. 

Da Innenverzahnung vorliegt, folgt aus 
Gl. (4) mit na = 0: 

n1 = (1 + k) = 9,4 
n2 

c b 
k=84=-· -, b' a 

oder 

Wegen dem richtigen Zusammenpassen der vier 
Rader besteht weiter die Bedingung: 

a +b +b' =c*. 

* Diese Beziehung gilt fiir die Nor m verzahnung. Durch Anwendung der Zahiikorrekturen (vgl. Ab­
schn.71.4) kann die Achsentfernung in gewissen Grenzen geandert werden. 
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In diesen zwei Gleichungen sind vier Unbekannte, so daB zwei beliebig gewahlt werden diirfen. 
Es ist zweckmaBig, die Durchmesser des kleinen Rades a und des innen verzahnten Rades c 
moglichst klein zu wahlen, urn einen kleinen und leichten Flaschenzug zu erhalten. Es sei z. B. 
a = 18 mm und c = 90 mm, dann wird b + b' = 72 mm, und aus Gl. (a) bIb' = 1,68. Aus 
diesen beiden Beziehungen die auf ganzen Zahlen gerundeten Werle b' = 27 und b = 45 mm. 

Aus Gl. (10) folgt: Mz = - ~ MI = - 9,4 MI und Ms = 8,4 MI' Mit einem Haspelrad-n2 

durc~messer von 20 em und Po = 25 kg ist Ml = 250 kgcm. Damit wird 

P _ Ml _ 250 _ 140 k und P _ Ma _ 8,4· 250 - 933 k 
1 - a - 1,8 - g 3 - C - 9 - ~ g . 

Da es sich urn sehr lang sam laufende Rader handelt, sind sehr kleine Zahnezahlen zulassig, 
und die Za11l1e brauchen nur auf Festigkeit (mit ~ = 1) berechnet zu werden. 

Wahlt man die Breite der Rader zu 18 mm, dann ist: PI = 1,8 kg/mm und P3 = 13 kg/mm. 
Mit ~ . z; = 12 (also y = 151 ~ = 3 und mz = 4,5), so folgt aus Gl. (36) fiir Rad a, (Jb = 19,5 
und fUr Rad c, (Jb = 21,5 kgjmm2 ; so daB St 60 als Werkstoff fiir die Rader ausreicht. 

Bestimmung des Wirkungsgrades: 
Ll (Antrieb) L2 (Abtrieb) L3 = 0 . 

Wirkungsgrad: 
L2 

'f) =-y;;' 
Del' Reibungsverlust: L 1 - L2 = LI (1- 'f)) bleibt unverandert, wenn dem ganzen System eine 
zusatzliche Drehzahl- n z gegeben wird und die Drehmomente gleich bleiben. Wir erhalten dann 
als 

Momente 
Drehzahlen 

und Leistungen 

MI 
nl -n2 

M1(nl - n2 ) 

(Antrieb) 

Del' Wirkungsgrad des V orgeleges wird dann: 

und del' Reibungsverlust: 

Ma(na- n2) 
YJv =M ~~1--;( n~1~-n-;2) 

Ml (nl - n z) - M3 (n3 - n 2 ) = MI nl (1 - 'f)) • 
Damit wird: 

odeI' 

1 nl-~ (1- 1'1,,) . 'f) = - n1 ./ 

Da n l = nz (1 + k) und ~ - n z = nzk ist, wird 

M3 
n3-n2 

JltIs (n3-n2 ) 

(Abtrieb) 

k 
'f) = 1 - k + 1 (1 - 'f),,), also etwas groBer als 'f)v. 

Anwendungsbeispie174.3. Berechnung des Antriebes eines Elektroflaschenzuges nach 
Abb.74.9 (Bauart Demag) ftir 1000 kg Tragkraft. Motorleistung 1,7 PS bei 960 Uml.jmin 
Trommeldrehz'ahl n3 = 16,5jmin. 

Die Drehzahlen del' Rader a, b, c seien: 

~ nz ns , 
und nach Erteilung einer zusatzlichen Drehzahl - n 2 

~ -nz 0 n 3-nZ ' 

Del' Arm A B steht nun still, so daB zwischen Drehzahlen und Zahnezahlen folgende Beziehung 
besteht: 

(~ - n z) ~ = - (n3 - n z) Z3 . 

Das - Zeichen kommt daher, daB Trommel und Motor entgegengesetzte Drehrichtungen haben. 
Durch Umformung erhalt man: 

nl~ + n3z3 = n z (Zl + Z3) . 

Del' Arm A B wird durch ein gewohnliches Vorgelege a', b', c' (mit Innenverzahnung) angetrieben, 
wd~ ~ 

n z =-ns,' 
Zl 
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Damit wird: 
n 1 Za + Zl + Za z~ - na = z;:- - Zt- . zr . (a) 

Fiir das richtige Ineinandergreifen der Zahnrader miissen noeh folgende Bedingungsgleichungen 
erfiillt sein: 

a + 2 b = c und a' + 2 b' = c' oder < + 2 z~ = z's und ~ + 2 ~ = Za . 
Da drei Gleichungen mit den 6 Unbekannten ~, Z2' Z3' Z'l' Z'2 und Zig vorhanden sind, diirfen drei 
beliebige Annahmen gemacht werden: 

1. Der Durehmesser 2a des Motorritzels sei = 32 mm. 
2. Der Durchmesser 2c de.s innen verzahnten Rades c ist durch den Trommeldurehmesser 

eingeschrankt und sei 280 mm. Dann ist b = -l- (140-16) = 62 mm. 
3. Der Ritzeldurchmesser 2a' sei 60 mm. Aus Gl. (a) folgt dann z~/z; = c'la' = 5,06, also 

c' = 151,8 mm. 

Abb.74.9. Elektroflaschenzug. 

Festigkeitsreehnung der beiden Ritzel: Das Drehmoment der Motorwelle ist: 

MI = 71620 :~~ = 127 kg· em, die Umfangskraft P = ~~; = rd. 80 kg, und die Umfangs-

h . di k 't d R't I n . 0,032 . 960 1 61 I gesc WIn g el es 1 ze s: VI = 60 =, m s . 

Wahlt man die Breite des RitzeJs zu 30 mm, dann ist PI = 80/30 = 2,7 kg/mm2. Mit ~ = 16 
(m = 2, Z2 = 62) und ~ = 2 folgt aus Gl. (71.45): 

(Pmax)2 = 2· 2,7 (1 + 16/62) = 0 22 
173,8 32 ' . 

also Pmax = 82 kg/mm2, was fiir die relativ kleine Umfangsgeschwindigkeit von nur 1,6 m/s zu­
gelassen werden kann. 

Die Kraft Q folgt aus der Gleichgewichtsbedingung fiir· den Arm AB (Abb. 74.9b): 

2 P " (a + b) = Q. ai, zu Q = (16 + 6:{ 2· 80 = 4J5 kg. 

Die Festigkeitsrechnung Gl. (71 .36) gibt fiirm=5 (z; = 12) bei40mm Radbreite, Gb = 15 kg/mm2, 
also etwa St 60. 

Wirkungsgrad des Flasehenzuges. 
Die Leistungen sind: LI 

der Wirkungsgrad: 

und der Verlust: 

(Antrieb) 
La 

(Nutzleistung) 

(b) 

Wir geben dem ganzen System eine zusatzliehe Drehzahl - nz und lassen die Drehmomente 
unverandert. Dann sind die Leistungen MI(nr-nz) 0 M a(-nS-n2 ), 

na-·n 2 M3 
der Wirkungsgrad des Vorgeleges: 1}v = . -

n1 -n2 Ml 

und der Verlust im Umlaufgetriebe: MI (nl - nz) - Ma (- ns - n2) = (nl - nz) (1- 'f}v) MI' 
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Dazu kommt noch der Verlust im Armantrieb. Wenn 'fJl der Wirkungsgrad des umlaufenden 
Armes und 'fJ2 der Wirkungsgrad des Vorgeleges ist, das den Arm A B antreibt, so geht von dem 
Moment M 2 der (1 - 'fJl 'fJ2) - te Teil verloren, so daB der Leistungsverlust 

2 (a + b) 
M z n2 (1- 'fJl 'fJ2) = Ml a n2 (1 - 'fJl 'fJ2) 

. 2 (a + b) 
betragt. Der Gesamtverlust 1st also: Ml (~ - nz) (1 - 'fJv) + Ml a n2 (1 - 'fJl 'fJ2) . 

' .. n1 -n2 2(a+b)n2 
Durch Glewhsetzen mIt Gl. (b) erhalt man: n

1 
(1 - 'fJv) + (1 - 'fJl 'fJ2) a. nr = 1 - 'fJ 

. Za na z~ 2 (Zr + Z2) ns z~ 
oder llllt n2 = - n3 -,: 1 + - . ---'-;- (1 - 1}v) - (1 - 'fJl 'fJ2) • - • ---'-;- = 1 - 'fJ . 

Z, nr Z, Zr nr Zt 

Nach Wahl der Werte 'fJv, 'fJl' 'fJ2 ist damit der Wirkungsgrad des Flaschenzuges bestimmt. 

Abb. 74.10. Bohrspindel-Vorschubantrleb. 

Anwendungsbeispiel 74.4. Bohrspindelvorschub. Die Leitspindel wird durch AuBen­
verzahnung (nach Abb.74.10) von der Bohrspindel angetrieben, und da das Rad a stillsteht 

(~ = 0), so £oJgt aus Gl. (4a) - kna = n2 (1 - k), oder - na = n2 (1 - ! ) . 
Bohrspindel und Schraubenmutter haben die gleiche DrehzahL Auf die Verschiebung des 
Bohrkopfes wird deshalb nur die relative Verdrehung der Mutter gegen die Schraubenspindel 
ubertragen, d. h., da k> 1 ist und beide 
entgegengesetzte Drehrichtungen haben: 

I a b na+ n ----.---.! 2 - k - b1 C· 

Wenn 8 die Steigung der Schraube ist, 
so ist die Verschiebung des Bohrkopfes 

~ fur jede Umdi:-ehung der Spindel. 

Anwendungsbeispiel 74.5. Zahl­
werk mit groBer Ubersetzung (Abb. 74.11). 

Aus der Abbildung folgt: 
Zo 9 d 

na = no - = 59 no un za 
Zo 9 

n1 = - no z; = - 39 no . Abb.74.11. Ziihlwerk mit groBer lJbersetzung. 

Fiir das Umlaufgetriebe mit Innenverzahnung (k = -) ist: 

n1 + kna = n2 (1 + k), worin k = ZZ3, n1 + ~ n3 = n2 (1 + Z3). 
1 Zl Zl 

Die Werte von ~ und n3 , sowie die Zahnezahlen eingesetzt, ergibt 

,-no (:9. 37 - :9. 56) = n 2 (56 + 37) 



390 Zahnrader. 

oder 
n. (37 56) 3 37 ~ 59 - 56 . 39 3 1 

- n: = 39 - 59 . 31 = 39 . 59 . 31 = - 13 . 58· 31 

und no = 23777 . 
n2 

1;
r--~-"" 
I ·~rfT~ 

,::, I I 
. . W. .-:J+t: 
\-.: R: / \ . 

\ / 

1 
~,%~:~~,;~} fest verbunden 

Abb. 74.12. (Aus Heller, Kraftwagenbau.) Abb. 74.13. Ausgieichgetriebe fiir Automobile. 

Anwendungsbeispiel 74.6. Ausgleichsgetriebe fiir Automobile. Die beiden hinteren 
Rader werden vom Motor angetrieben. Beim Fahren in gerader Richtung sind die Dreh­
zahlen der Rader gleich groB, so daB eine einfache Ubersetzung als Antrieb ausreichen wiirde. 
Wird in einer Kriimmung vom mittleren Radius R (Abb. 74.12) mit einer Winkelgeschwindigkei,t 
lX gefahren, so mussen die Rader - damit sie nicht gleiten - verschiedene Drehzahlen ni und 
na erhalten, die durch die Gleichungen 

nrna ( . b) 
30 = \R + 2 lX und 

nrni ( b) 30= B- 2 lX 

bestimmt sind. Nach Addition erhalt man 
30 (X 

na + ni = - . 2 R = konst. 
nr 

Urn diese Bedingung zu erfiillen, 
werden die Rader durch ein Um­
laufgetriebe (Ausgleichgetriebe ge­
nannt) angetrieben (Abb. 74.13/14). 
Der Zusammenhang der Drehzahlen 
folgt, nach Erteilung einer zusatz­
lichen Drehzahl -n, aus: 

-+. __ ._- -- - '- _ ._ .. -l- ni - n = - (na - n) = n - na 

oder ni + na = 2~ = konst. 

Interessant und praktisch immer 
wieder zu Uberraschungen fiihrend 
sind Antriebe folgender Art, die 
z. B. bei Misch-, Sicht- und Sor­
tiermaschinen und bei Walzenstiih­
len auftreten, und bei welchen 
zwecks Erhohung der Leistung das 
ganze eine groBe zusatzlich e 

Abb.74.14. Konstruktive Ausfiihrung des Ausgieichgetriebes (aus Heller). Drehbewegung erhalt. 

Zahlenbeispiel74.7. ErfahrungsgemaB hat bei einer Sichtmaschine der Schlager etwa 
zwei Umdrehungen weniger als die TrommeL Zwecks Erhohung der Sichtleistung erhalt Trom­
mel und Schlager eine zusatzliche Drehzahl von 800/min (Abb. 74.15). Das Ubersetzungsverhalt-
nis A 0 27 30 405 

t=B' D=28'29=406' 

Bei stillstehender Sichttrommel braucht die Maschine bei 350 mm Schlagerdurchmesser er-
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fahrungsgemaB etwa 1 PS. Die Umfangsgeschwindigkeitist dann u = n' 0,35·2/60 = 0,037mjs 
entsprechend einer Umfangskraft am Schlager P = 75/0,037 = 2050 kg, und am Zahnrad von 
250 mm Durchmesser eine Umfangskraft Pu = 35,2050/25 = 2870 kg. 

Wenn die Raderpaare nun 800 resp. I 
802 Umdrehungen/min machen, wird die -------E'!!':!':... l 
Gleitgeschwindigkeit Vg = (Wl + w2) e nach z,-27 Z~-2$ 11 11 
Gl. (71.4;8) und damit die erzeugte Warme 

rd. 1600mal so groB, wie bei der stillstehen- Aq~n~/r.~ie!J~:+"*-+-1::$i=$~=*"*-------:F-=i= 
den Lichttrommel. Wenn der Wirkungs- - ~ ~J 
grad eines Raderpaares bei stillstehender I 
Trommel 99 %, also der Verlust nur 1 % ist, 
so wird infolge der 800fach vergroBerlen ~ ___ f.== 
Gleitgeschwindigkeit zwischen den Zahn- ~HiE-i-i-*"""~ / Alls/ollf 
flanken nun 16 PS in Warme umgesetzt, die 
das Gehause ausstrahlen muB! Die Rader 
sind also sehr sorgfaltig zu bearbeiten, zu 
schmieren und zu kiihlen. Abb.74.15. Antrieb einer Sichtmaschine. 

75. Schneckengetriebe. 
75.1. Verzahnung. 

Das Schneckengetriebe ist ein Getriebe fiir sich (meist senkrecht) kreuzende Achsen; es ist 
aus Schraube und Mutter entstanden. Wenn eine Schraube sich dreht und die Mutter gegen 
Verdrehung gesichert wird, so erhalt diese eine reine Translation (Parallelverschiebung), Ab b. 75.1. 
Wird die obere Halfte der Mutter weggelassen und von der unteren Halfte ein ziemlich weit von 
der Drehachse der Schraube entfernter Punkt M (Abb. 75.2) festge­
halten, so beschreibt die Mutter eine drehende Bewegung um diesen 
Punkt. 

Jeder Schraubengang entspricht einem Zahn des Rades. 1st g die 
Gangzahl der Schnecke und z die Zahnezahl des Rades, so ist das 

Ubersetzungsverhaltnis i =!L. 
z 

(75.1) 

Da die Mutter nun keine Translation, sondern eine Drehung aus­
fiihrt, kalll die Verzahnung des Rades kein reines Schraubengewinde 
mehr sein. Am einfachsten kann man sich die 
Verzahnung auf folgende Weise entstanden 
denken: 

Das Profil der Schnecke entspricht einer 
Zahnstange, bei der die Parallelverschiebung 
durch Rotation und Schragstellung der Zahne 
erreicht wird. Die Schnecke kann demnach 
durch eine Anzahl Zahnstangen 1 ,bis 7 (Abb. 
75.3) ersetzt und das Profil des Rades nach 
dem allgemeinen Verzahnungsgesetz (Abschn. 
71.1) daraus konstruierl werden. Alle diese 
Teilrader haben den gleichen Walzkreis; die 
jeweiligen Walzpunkte liegen auf 00. Daraus 
folgt, daB das Mittenprofil des Rades die Evol­
ventenform eines Zahnrades hat, das mit der 

Schneclre 

Schnee enrad 

_IL 

Abb.75.2. 

Abb.75.1. 

Abb.75.3. 

Zahnstange in richtigem Eingriff steht, wahrend fUr aile anderen Schnittebenen die Profile 
gariz andere Formen erhalten. 

Deshalb iibertragt sich die Unempfindlichkeit der Evolventenrader in bezug auf den Achs­
abstand nicht auf Schneckengetriebe; diese sind im Gegenteil auBerst empfindlich auch gegen 
kleine Einbaufehler und miissen sehr sorgfaltig gelagert werden. 

Wird fiir die Zahnstange das normale Evolventenprofil mit geraden Flanken und 30° Spitzen­
winkel gewahlt und sollen die Zahnflanken unterschnittfrei sein, so muB wie bei den Stirnradern 
die kleinste Zahnezahl des Rades 30 sein. Wenn der Konstrukteur sich an diese Bedingung halt, 
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entfallen die Schwierigkeiten der Unterschneidung und der Korrektur. Fiir die genauere Unter­
suchung der Eingriffsverhaltnisse sei auf Schiebel, Zahnrader II, verwiesen. 

70.2. Herstellung. 
Die Schnecke kann nur auf der Drehbank genau geschnitten werden. Da die meisten Dreh­

banke Leitspindeln mit Steigungen in englischen Zoll haben, findet man mer lmd d,a die Be­
dingung gestellt, die Teilung des Rades ebenfalls in englischen Zoll anzugeben. Weil aber 
iromer durch ein Wechselrad von 127 Zahnen (1" e = 25,4; rom) auch metrische Steigungen her­
gestellt werden k6nnen, zieht man auch mer Modulteilung vor, die durch das Zahnrad mit 
97 Zahnen (n . 97/12) = 25,395", 1" erzielt werden kann. Die Radzahne werden durch einen 
Fraser hergestellt, der bei der Erzeugung die gleiche Form und die genau gleiche Lage der 
Schnecke im Getriebe einnehmen muB. 

70.3. Wirkungsgrad. 
Trotzdem das Schneckenprofil trapezf6rmig ist, geniigt es, fiir die Untersuchung der Rei· 

bungsverhaltnisse die Schnecke als flachgangige Schraube aufzufassen. Wie bei den Schrau­
ben abgeleitet, ist das Drehmoment einer scharfgangigen Schraube: 

Ma, = Parm tg (IX + e') , (23.3a) 

worin tg e' = fJ/ = ft f3 und f1, die Reibungszahl ist. Fiir f3 = 15 0 ist cos f3 = 0,966. Die Un­

sicherheit in der Wahlsder Reibungszahl/l ist so groB, daB der Faktor ~f3 vemachlassigt' und 
cos 

Ma,=Parmtg(IX+e), I 
gesetzt werden darf, wobei das Drehmoment aus der iibertragenen Leistung bekannt ist. 

Der Wirkungsgrad der Schnecke 

wird ein Maximum fUr 

tgIX 
'Yj = tg(IX + e) 

d1) = 0 = _ gIX ctg(IX+e) 
dlX sin2 (IX + e) + COS2 IX 

tgIXcos2 1X = ctg (IX +e)sin2 (IX +e), 
sin IX cos IX = sin (IX + e) cos (IX + e) , 

sin 21X = sin 2 (IX + e) . 

(75.2) 

Das ist nur m6glich fiir e = 0 und fiir 2 IX = 180 - 2 (IX + e) oder IX = 45 - ~ . 

fOO 
% 

90 

so 

r--

-
-
-

-

'. 

! i : .a~ ,-..... ,.I~ 
~~~,~r Otl/7 

7J~_'''T D,1 

t' ~ I "'-[1 •• ",,"'-
~v:.1 
/J 

II 
II I 
1/ 

10· 20· 30· 'fOG . 
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Abb.75.4. Theoretischer Wirkungsgrad 
einer Schnecke. 

" 

I 
Zahlentafel 75.1. Theoretischer Wirkungsgrad 

einer Schhecke. 

IX= 10° I 15" I 20° I 25° 

ft= 0,01 'fJ = 0,897 0,945 0,961 0,970 0,974 
·2 813 895 926 941 950 
3 743 850 892 914 927 

i 4 682 809 861 888 904 
5 634 772 831 863 882 

0,07 552 707 778 817 841 
0,10 0,463 0,627 0,709 0,756 0,785 

40° 

0,980 
960 
941 
922 
904 
869 

0,819 

Der Wirkungsgrad des ganzen Schneckengetriebes wird 
durch die Reibung in den La,gem noch etwas vermindert. 
Aus Abb. 75.4 k6nnen folgende SchluBfolgerungen gezogen 
werden: 

1. Der Wirkungsgrad hiingt in hohem MaBe von der 
Reibungszahl f1, abo Ein hoher Wirkungsgrad ist durch ge­
naue Herstellung der Zahnform und hauptsachlich durch 
zweckmaBige Schmierung und durch glatte Oberflachen zu 
erreichen. 

2. Von einem Steigungswinkel der Schraube von etwa 
15 0 an ist C die Verbesserung des Wirkungsgrades nicht mehr bedeutend, besonders wenn die 
Reibungszahl klein ist. Dieser Umstand ist fiirdiePraxis von groBer Wichtigkeit, weil bei groBen 
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Steigungen Eingriffs- und Herstellungsschwierigkeiten entstehen. Man wird deshalb moglichst 
Steigungswinkel von 15 bis 25° verwenden. 

3. Nach Gl. (75.2) scheint der Wirkungsgrad von der Leistung unabhangig zu sein, da weder 
die Geschwindigkeit noch der Zahndruck in dieser Gleichung vorkommt. In Wirklichkeit ist 
aber die Reibungszahl fl und damit der Reibungswinkel e fiir geschmierte Flachen sowohl 
von der Gleitgeschwindigkeit als auch vom Druck abhangig. 

Die zuverlassige Vorausbestimmung des Wirkungsgrades einer Schnecke ist nicht moglich, 
weil ~e Reibungszahl fiir halbfliissige Reibung z. Z. noch nicht berechnet werden kann. Die 
Versuche von Stribeck1 zeigen, daB aber auch bei ungenauer Aufsiihrung ziemlich kleine 
Reibungszahlen erreicht werden konnen. 

Fiir ein roh gegossenes, aber vollstandig eingelaufenes Schneckengetriebe, bestehend aus 
einer guBeisernen S c hn e c k e, eingangig 
Kerndurchmesser = 60 mm 
Au13endurchmesser = 95 mm 
Steigung = 25,13 mm 

= 811:; tga = 0,1 

und einem Schneckenrad aus 
GuBeisen 
Teilkreisdurchmesser = 240 mm 
Zahnezahl = 30 
Zahnbreite = 77 mm 

macht Stribeck die in Zahlen­
tafe174.2 zusammengestellten An­
gaben. 

Zahlentafel 75.2. Versuchswerte von Strib eck. 

Gleit-
Umfangs. p 

gesehwin- b fJ bei 
digkeit krait P 

60° C nSchneck e nRad 

m/s kg kg/em 

0,5 500 I 65 0,060 120 4 
1 500 65 051 240 8 
1,5 500 65 047 360 12 
2 400 52 040 480 16 
3 250 32,5 030 720 24 
4 160 21 0,025 960 32 

Aus diesen Versuchen folgt, daB das unten liegende Schneckenrad erst bei n = 32 geniigend 
01 zur Schmierung der Schnecke mitnimmt. Aus den Versuchen von Stodola 2, Westberg3 

und Bach 4 folgt weiter, daB fiir gut geschmierte und gut bearbeitete und gelagerte Schnecken 
Reibungszahlen von 0,01 bis 0,015 leicht erreichbar sind. 

Die verhii.ltnismaBig starke gleitende Reibung bei der Schnecke legt den Gedanken nahe, 
die Radzahne durch Rollen zu ersetzen (Pekrungetriebe). Die kleine Beriihrungsflache 
zwischen Rolle und Schnecke erfordert sehr harte Materialien (vgl. Walzlager), und da der 
Rollendurchmesser naturgemaB klein wird, ist die Verwendung auf verhaltnismaBig kleine Um­
fangskrafte beschrankt. 

75.4. Berechnung und Formgebung. 
Die von der Schnecke auf das Rad wirkende Normalkraft P" (Abb. 75.5) kann in zwei Kom­

ponenten, horizontal Ph und vertikal Pv, zerlegt werden. Die horizontale Kraft wird wieder in 

m ."""",,,e,, P.. c'os~' cos a: 

Abb. 76.5. Zerlegung der KrRfte bel eiDer 
Schnecke. 

a b 
Abb.75.6 a und b. 

Beiestigung des Zahnkranzes. 
(Ans Dubbel, Taschenbuch.) 

zwei Richtungen zerlegt, axial Pa; und - sellkrecht dazu - Py • Dazu kommt lloch die Rei­
bungskraft flP n . Es wirken demnach: 

1 Z. VDI. 1898, S. 1156. 
2 Schweiz. Bauztg. Bd.6 (1895) S. 16. 3 Z. VDI. 1902, S.915 und Mitt. Forsch.-Arb. Heft 6. 
4 Maschinenelemente und Z. VDI. 1903, S.536 oder Mitt. Forsch.-Arb. Heft 11. 
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In del' Horizontalebene : 
axial P = P x - flPll sin IX = p" (cos {3 cos IX - fl sin IX), 
senkrecht dazu: H = P y + flP n cos IX = P l1 (cos {3 sin IX + fl cos IX) • 

In del' Vertikalebene: 
Pv = P n sin {3 . 

(75.3) 
(75.4) 

(75.5) 

Die Berechnung del' Zahne wird in ahnlicher Weise wie bei den Zahnradern durchgefiihrt. 
1. Festigkeit. 

Ub 
P= - bt. 

y 
Da die Zahnezahl des Rades meist groBer als 30 bis 36 ist, kann y = 13 gesetzt werden. Die Zahn­
breite b ist, wie Abb. 75.5 zeigt, begrenzt, und zwar 

b = 1,8-:-2 ,bis 2,5 t . 

Die Schnecke wird immer aus naturhartem Stahl hergestellt, poliert, abel' nicht gehartet, weil 
sie sich beirn Harten leicht verzieht. 

Fiir das Schneckenrad kommen folgende Werkstoffe in Frage: GuBeisen (ab < 375 at) 
wird nul' bei kleinen Umfangsgeschwindigkeiten und fiir untergeordnete Zwecke verwendet, da 
die Gefahr des "Anfressens" sehr groB ist; bessel' ist Phosphorbronze (ab < 750 at) und am 
besten Stahlbronze (iiberschmiedet ab = 1800 bis 3000 at, je nach Qualitat). Die Bronzekranze 
werden auf den guBeisernenRadkorper aufgezogen (Abb. 75.6) und durch PaBschrauben befestigt. 

Abb.75.7. Schneckengetriebe mit unten lie gender Schnecke (Zahnraderfabrik Augsbnrg A.G.). 

Del' Steigungswinkel IX del' Schnecke ist bei Neukonstruktionen unbekannt, so daB die fiir die 
Festigkeitsrechnung erforderliche Umfangskraft P aus Gl. (5) nicht berechnet werden kann. 

Schatzen wir abel' den Wirkungsgrad del' Schnecke 1] = tg(!g~ e) zu ungefahr 75%, so wird, 

wenn nr die Drehzahl und R del' Radius des Schneckenrades ist, das Drehmoment del' Radwelle: 
N1] 

(Md)r = 71620- = p. R. 
nr 

Die Berechnung auf Festigkeit ist nur zulassig, wenn das Getriebe sehr kurze Zeit in Betrieb 
bleibt, z. B. beim Schleusenzug. In allen anderen Fallen ist die iibertragbare Leistung durch die 
Flachenpressung und durch die Erwarmung des Getriebes eingeschrankt. 

2. Flachenpressung. Das Schneckenrad kann als ein schragverzahntes Zahnrad mit 
dem Neigungswinkel {3 = 90 - IX betrachtet werden. In Gl. (71.45) ist dann PI = Pa/b cos IX 

und ; = I zu setzen. 
Fiir groBe Umfangskrafte ist Stahlbronze alsRadmaterial zu vel' wenden, die viel harter ist 

als die meist gebrauchliche Phosphorbronze. 
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3. Erwarmung. Wenn die gesamte Reibungsarbeit in Wii.rme umgesetzt wird, so wird im 
Beharrungszustand stfuldlich die Warmemenge 

(1-1]) N<75 ·3600 
Q 102 

= 427 kcal/h 

erzeugt. Diese Warmemenge wird zumgroBten Teil vom 01 aufgenommen und durch das Gehause 
hindurch an die umgebende Luft abgegeben. Wenn 0 die Gehauseoberflache in m 2 ist, die innen 
durch das 01 erwarmt und auBen durch die Luft gekiihlt wird, und k die Warmedurchgangs­
zahl; d. i. die je m 2 und 1 0 C Temperaturunterschied vom 01 an die Luft in der Stunde abgegebene 
Warme ist, so kann der Temperaturunterschied io zwischen 01 und Luft aus der Gleichung 

Q = kOio 

berechnet werden. Fiir schwach bewegte Luft kann k = 15 kcal/m2h 0 C gesetzt werden. Die 
kiihlende Oberflache 0 des Gehauses kann durch das Herunterrinnen des von del' Schnecke ab­
geschleuderten Oles wirksam vergroBert werden. 

~-------- ~JO --------~~~I 
I 
I 

Abb. 75.8. Scll;neckengetriebe der Maschineuiabrik Oerlikon. 

Fiir die Betriebssicherheit des Getriebes 
ist aber nicht die Oltemperatur, sondeI'll die 
hochste Temperatur del' Schnecke und des 
Rades maBgebend. 

Die Schneckenwelle kann unter (Abb. 
75.7) odeI' iiber dem Rade (Abb. 75.8) an­
geordnet werden. Bei del' ersten Anordnung 
und bei einem Olstand, del' bis zu den Rad­
zahnen reicht, wird die Schnecke sehr wirk­
sam gekiihlt, so daB kein groBer Unter­
schied zwischen 01- und Schneckentempe­
ratur auftreten kann. Dabei ist aber eine 

Stopfbiichse erforderlich, um das seitliche AbflieBen des Oles zu verhindern. Die Stopf­
biichse ist jedoch eine unangenehme Beigabe, die bei zu starkem Anziehen unnotige Rei­
bungsverluste verursacht, und bei zu geringer Dichtung Olverluste und unsauberen Be­
trieb zur Folge hat. LaBt man den Olstand nur bis zur Schneckenwelle reichen, wodurch 
die Stopfbiichse iiberfliissig wird, daml ist auch die Kiihlung del' Schnecke und des Rades 
weniger wirksam. 

Meist wird die Anordnung mit obenliegender Schnecke vorgezogen. Das 01 wird durch 
das Rad bis zur Eingriffstelle hochgefiihrt. Die Schmierung ist wirksam, wenn das Rad geniigend 
rasch lauft und ein zahfliissiges Zylinderol verwendet wird. Die Lagerschmierung del' Schnecken­
welle sollte dann von del' Schneckenschmierung getrennt werden, da beide verschiedene 01-
sorten verlangen. Die Kiihlung del' Schnecke ist in diesem Faile abel' wesentlich schlechter, so 
daB Temperaturunterschiede von 40° C und mehr zwischen Schnecke und 01 auftreten konnen. 
Del' zulassige Wert von io betragt dann hochstens 30° C, wahrend bei untenliegender Schnecke 
70° C Temperaturunterschied zwischen 01 und Luft zulassig ist. 

Bei aussetzendem Betrieb (z. B .. Laufkatzenantrieb eines Werkstattkrans) kann das Getriebe 
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Abb.75.10. Zur Berechnung der 
Scbneckenwelle. 

Za,hnrader. 

SChniHA.-B 

Abb.75.9. Schneckengetriebe zum Antrieb eines Schaufelrad-Schiifes. 
Ne = 100 PS; u = 375/25. (Aus The Engineer 144 [1927] S.665.) 
a, b Schnecken der AntriebsweIIe; c, d zugehorige Schneckenriider; 
e, f Schnecken der ZwischenweIIe; g Schneckenrad der SchaufelradweIIe; 
h <:ilpumpe, i (j]fiIter. 

sich in den Ruhepausen abkuhlen, so daB wahrend der Be­
triebszeit mehr Warme entwickelt werden darf, als das Ge­
hause im Beharrungszustand abgeben kann. 

Das Getriebe muB sehr sorgfaltig gelagert werden und zwar 
so, daB die Radmittelebene genau in die Schneckenachse fallt 
und die Achsentfernung genau eingehalten wird. Die Lager­
stellen sollen deshalb maglichst in einer Aufspannung des 
Werkstuckes bearbeitet werden. 

Die Schnecke muB maglichst eng gelagert werden, daDurch­
biegungen der Welle den richtigen Eingriff staren. Auf die 
Schneckenwelle wirken: In der Horizontalebene: 

1. die axiale Kraft P, die eine Biegemomentenflache nach 
Abb. 75.10 a ergibt, 

2. die dazu senkrechte Kraft H mit der Momentenflache 
nach Abb. 75.10 b, und in der Vertikalebene: 

3. die Kraft Pv mit der Momentenflache nach Abb. 75.10 c. 
Dazu kommt noch das Drehmoment Md. Die Beanspru­

chungen und Formanderungen der Welle unter der Einwirkung 
dieser Krafte sind nach Abschn. 31 zu bestimmen. 

Das Getriebe wird am kleinsten, wenn die Schnecke aus einem Stuck mit der Welle her­
gestellt wird. Die Bearbeitung ist wohl etwas teurer, aber aIle Konstruktionen mit auf der 
Welle aufgekeilter Schnecke fuhren zu graBeren Radabmessungen, wenn - mit Rucksicht auf 
den Wirkungsgrad - der gleiche Steigungswinkel eingehalten werden solI. 
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AuBer den Traglagern muB sowohl fiir die Schnecke als auch fiir das Rad eine axiale Ab­
stiitzung vorgesehen werden. Die Kleinheit der Langskra;ft an der Radwelle, verbunden mit der 
kleinen Gleitgeschwindigkeit, gestattet das unmittelbare Auffangen des Druckes durch die Stirn­
flache der Radnabe. Der viel gr6Bere Axialdruck P der Schnecke wird durch ein Kugellager 
aufgenommen. 

Schrilltum. 
Buckingham, E.: Worm-Weel contact. Preliminary report of A. S. M. E. spezial reseach Com. of Worm 

gears. Trans. A. S. M. E. 48 (1926), S. 501/31. - Gruson, R.: Untersuchung von Schneckengetrieben. 
VersuChsfeld fur Maschinenelemente der T. H. Berlin: Heft 7, Verlag Oldenburg 1927. - Duhn­
sen, W.: Beriihrungsverhaltnisse der Globoidschnecken, Versuchsfeld fur i\'Iaschinenelemente der T. H. 
Berlin: Heft 10, Verlag Oldenburg 1930. - Altmann, F. G.: Schraubgetriebe, ihre mogliche und ihre zweck­
maEigste Ausbildung. WI-Verlag 1932. - Vogel, W. : Eingriffsgesetze und analytische Berechnungsgrund­
lagen des zylindrischen Schneckentriebes. VDI-Verlag 1933. - Schulze-Allen, K.: Die Entwicklung der 
Schneckengetriebe. Werkzeugmasch. 40 (1936), S.161/64. - Merritt, H. E.: Worm gear performance. 
Froc. Inst. Mech. Engs. (London) 129 (1935), S. 127/194. - Cormac, P.: A treatse on screws and worm gear, 
their mills and hobs. London: Chapmann & Hall Ltd. 1936. - Abbott, W.: Worm gear contacs. Froc. lust. 
Mech. Engs. London 135 (1936), S. 249/412. - Altmann, F. G.: Bestimmung des Zahnflankeneingriffs bei 
allgemeinen Schraubgetrieben. Forschung 8 (1937), S. 209/225. - Al tmann, F. G. Fortschritte auf dem Ge­
biete der Schneckengetriebe. Z. WI 83 (1939), S. 1245/49 u. 1271/73. 

76. Kettentrieb. 
Man unterscheidet Gliederketten und Laschen- oder Gelenkketten. Die Glieder­

ketten werden weiter unterteilt in offene Ketten mit kurzen Gliedern (Abb. 12.71, Lastkette), 
mit langen Gliedern (Abb.12.70, Schlingkette) und Stegketten (Abb. 12.'72, Ankerkette). 

Die Ketten werden in Rollen 
oder auf Trommeln so gefiihrt, daB 
abwechselnd ein Glied in der Mittel­
rille lauft und das nachste senkrecht 
dazu sich auf den Umfang legt. 
Zum Arbeiten in verzahnten Ket­
tenradern (Abb. '76.1) k6nnen nur 
kalibrierte Ketten verwendet 
werden. Das sind Ketten, bei denen 
die Teilung der einzelnen Glieder 
genau gleich ist - soweit dies bei 
Schmiedearbeit iiberhaupt m6glich 
ist. Dieses wird durch nachtrag­
liches Stauchen oder Strecken der 
Glieder erreicht, womit der h6here 
Preis kalibrierter Ketten begriindet 
ist. Die Kettenrollen werden dann 
so ausgefiihrt, daB sich die flach­
laufenden Glieder mit etwas Spiel 
in den Umfang des Rades einbetten, 
so daB zwischen je zwei solcher 
Glieder sog.' "Daumen" stehen A:r~~r~~'ieft~~~(;~ f:r!~~i)­
bleiben. 

Abb.76.2. (Aus Ernst.) 

Der Teilkreisradius R, der immer bis zur Mittellinie des Gliedes gerechnet wird (Abb. '76.2), ist 

MA=MB=R=yMD2 +DB2. 
Wenn l die innere Baulange des Gliedes ist, so ist DB = t (l + d). Bei z Daumen miissen 2 z 
Glieder im Rollenumfang Platz finden, so daB 

<J: EMD=y=<r- EBF =360 = 180 
2z z 

ist. Dann ist 
DE (l + d B F ) l + d l - d M D = -t - = ctg Y (D B + E B) = ctg Y -2- + - = -2- ctg Y + -2 -. -gy cosy smy 

~(l+cosy)-~(I-cosy) lcoszL -dsinz L 
2 2 2 2 l I' I' 

------ = -ctg-- dtg-
2 2 2 ' 2 sinLcos L 

2 2 
sin I' 
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damit wird 

R = ~ V (l + d)2 + (l ctg ~ - d tg ~ r = {-V l2 (ctg2 ~ + I) + d2 (tg2 ~ + I) 
= ~ /(_l )2 -l- (_d )2 

2} sin ~ . cos ~; . 
(76.1) 

Fiir schwache Ketten und groBe Daumenzahl verschwindet der EinfluB des zweiten Gliedes, 
so daB ohne merkbare Fehler fiir z :> 6 und d ;;;;;: 16 mm 

R = l/2 sin ~ 76.2 
gesetzt werden darf. 

Der Vorteil der Ketten als Tragorgan bei Hebezeugen liegt darin daB die Ketten sich uber 
wesentlich kleinere Rollen biegen lassen als SeiIe, so daB das Lastmo~ent viel kleiner wird. Aus 
diesem Grunde werden bei Handflaschenzugen immer Ketten verwendet. 

Die Kettenglieder sind als stark gekriimmte Stabe zu berechnen (ZahlenbeispieI12.8 bis 10). 

Abb. 76.3. Kettenrad fiir Stahlbolzenketten. (Aus Riitscber.) 

Abb. 76.4. Gelenk· 
kette aus TemperguB 
mit Befestigungs­

glied. 

Gelenkketten werden als Zugorgali fiir Transportanlagen verwendet und erhalten beson­
dere Glieder zur Befestigung der Forderelemente (Abb. 76.4). Di~ Kettenrader (Abb.76.3) er­
halten Zahne, deren Form aus del' Bewegung del' Kettenglieder folgt. Punkt e des BolzeIis E 
beschreibt einen Kreisbogen um den Mittelpunkt des Bolzens B, so daB alle Zahne (nicht die 
Lucken) unabhangig von der Zahnezahl gleich sind. Der Bolzen liegt am Grunde del' Lucken 
auf; das Aufliegen der Laschen auf einem Absatz des Rades ist wegen der zusatzlichen Biege­
beanspruchung zu vermeiden. 

Infolge der gleichformigen Gestalt und der Bearbeitung der einzelnen Glieder laufen Laschen­
ketten 'viel ruhiger als die rohen Gliederketten. Sie sind daher fiir groBere Geschwindigkeiten 
geeignet und werden bei geeigneter Schmierung schon bis 30 m/s verwendet. 

Der Kettentrieb wird mit Vorteil auch als stufenloses Regelgetriebe verwendet (P. I. V.­
Getriebe, Werner Reimers K.-G. Bad Homburg l ). Zwei parallele Wellen tragen je ein Kegelpaar, 
das zusammen eine KeiIrille bildet, in welcher eine endlose Kette paBt und die Drehbewegung 
ubertragt. Bei einer Drehzahlanderung werden die beiden Kegelpaare wahrend des Betrie bes 
durch ein Gestange axial auf den Wellen verschoben und zwar so, daB die Verkleinerung des Ab­
standes zwischen den Kegeln des einen Paares eine AbstandsvergroBerung des anderen Paares 
zur Folge hat. Die Kette stellt sich dadurch auf andere Laufkreisdurchmesser ein. Zu diesem 
Zweck haben die Kegelscheiben eine Verzahnung, die mit dem Lamellenbundel der Kette eine 
Kegelverzahnung bildet. Die Kraftubertragung erfolgt uber diese Zahnflanken zwangslaufig. 
Fiir hohere Drehzahlen und fiir kleine Leistungen kann die Ubertragung auch durch Reibung er­
folgen; Regelbereich I: 6 bis 1: 10. 

1 Preger, E.: StufenIos regelbare Kettengetriebe an Werkzeugmaschinen. Werkst.·Techn. 30 (1936), 
S. 68/72., 



8. Der Kurbeltrieb. 
81. Definitionen. 

Neben dem in den Abschnitten6 und 7 behandelten Getriebe zur Ubertragung der drehenden 
Bewegung, gibt es eine groBe Anzahl anderer Getriebe fiir die Ubertragung von Bewegungen1 . 

Nach der klassischen Definition von Reuleaux (1829-1900) ist eine Maschine eine Verbindung 
widerstandsfahiger K6rper, durch welche Krafte unter bestimmtenBewegungen, bestimmte Wir­
kungen ausiiben k6nnen. Also ohne Bewegung keine Maschine; die Maschinenteile werden durch 
einander beriihrende Glieder gezwungen sich in bestimmter Weise zu bewegen (Zwanglauf). 
Sie bilden in ihren Oberflachen Elementenpaare, welche die eigentlichen (kinematischen) Elemente 
der Maschine sind. So sind z. B. Zapfen und Lager, Schraube und Mutter, Fiihrungen usw., 
Elementenpaare, die durch ihre Form geschlossen sind (UmschluBpaare); andere, wie Riemen 
und Scheibe, odeI' die Zahne eines Raderpaares werden durch eine Kraft geschlossen (Kraft­
schluB). Fiir die Untersuchung der Bewegimgen ist die Ausfiihrungsart der Paare ohne Bedeu­
tung; die Partner eines UmschluBpaares k6nnen z. B. ihre Rollen vertauschen, ohne die gegen­
seitige Bewegung zu beeinflussen. 

Abb.81.1. Abb.81.2. Abb.81.3. 

Man kann deshalb die Getriebelehre (Kinematik) abstrakt als Wissenschaft behandeln, ohne 
Riicksicht auf die praktische Verwirklichung. Als "Maschinengetriebe" 1st sie eine praktisch­
wichtige und notwendige Erweiterung del' Maschinenelemente und bildet die eigent­
liche Grundlage fiir die Konstruktion von vielen Arbeitsmaschinen (Werkzeug-, Textil-, Ver­
packungs-, Zeitungsdruckmaschinen, usw.). 

Eine kinematische Kette ist eine durch Elementenpaare vermittelte bewegliche Verbin­
dung von K6rpern (Gliedern), die infolge ihrer dauernden Beriihrungen an den Paarungsstellen 
in ihrer gegenseitigen Beweglichkeit beschrankt sind. Die Kette ist geschlossen, wenn jedes 
Glied mit wenigstens zwei anderen Gliedern durch verschiedene Elementenpaare verbunden 
sind. 

Ein Mechanismus ist eine zwanglaufige kinematische Kette, bei welcher ein Glied (das Ge­
stell) festgehalten wird. 

Ein Getrie be ist ein Mechanismus, in dem ein bestimmtes Glied (del' Antrieb) die Bewegung 
der iibrigen Glieder hervorruft. 

Eine Maschine ist ein Getriebe mit dem Zweck bestimmter Kraftwirkung, bzw. Arbeits­
verrichtung. 

Kurbeltriebe sind solche Getriebe, deren Glieder nur dul'ch UmschluBpaare miteinander 
verbunden sind. 

Das Gelenkviereck ist eine aus vier Rundlingspaaren mit parallelen Achsen gebildete 
kinematische Kette (Abb.81.1). Man unterscheidet dabei: 

1 Beyer, R.: Technische Kinematik. J, A. Barth (Leipzig) mit ausfiihrl. Schrifttum-Verzeichnis. -
Rauh, K.: Praktische Getriebelehre. 2 Bde. Berlin: Julius Springer 1939. 
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Kurbel, die sich um die Achse frei drehen k6nnen, 
Schwingen, deren Drehbewegung begrenzt ist, 
Koppel, die das freie Ende von zwei Kurbeln oder Schwingen verbinden, 

und das Gestell, das festgehalten wird. 
Ein Schwingkurbel besteht aus einem Kurbel und e'iner Schwinge, verbunden durch den 

Koppel. 
Satz von Grashof. Ein Gelenkviereck kann nur dann ein Schwingkurbel- oder Doppel­

kurbeltrieb liefern, wenn die Summe der kleinsten (a) und der groBten (d) Gliedlange nicht groBer 
als die Summe der beiden anderen Gliedlangen (b und c) ist. 

Durch Feststellung von a entsteht die Doppelkurbel (Abb. 81.2); durch Feststellung von 
eines der beiden benachbarlen entsteht die Schwingkurbel (mit a als Kurbel) (Abb.81.3). 
Fiir a + d = b + c entsteht das "durchschlagende" Gelenkviereck; fiir a + d < b + c, die 
Doppelschwinge. 

Schrifttum. 
Doppelschwinge als Geradfiihrung: 1. Dreiecklenker von Roberts, Beyer, S.64. 2. Schreibvor­

richtung von Evans, Beyer, S. 64. 3. Geradfiihrung von J. Watt, Beyer, S. 356. 4. Zykloidenlenker, Beyer, 
S.64 u. 225. 5. Beileg- und MeBmaschinen fiir Gewebe der Textilindustrie. (0. Thiering, Getriebe der 
Textiltechnik, S.49. Berlin: Julius Springer 1925.) 6. Demag-Doppellenker-Wippkran, Beyer, S.65 
u. 323. 7. AWF.-Getriebeblatt 623. 

82. Das gerade Schubkurbelgetriebe. 
Bei den Warmekraftmaschinen (Dampfmaschinen, Verbrennungskraftmaschinen) wird die 

Spannkraft des Dampfes bzw. der Verbrennungsgas~ dazu benutzt, einen Kolben in einem Ar­
beitszylinder hin- und herzuschieben (Abb.82.1). Die hin- und hergehende Kolbenbewegung 

A 

8 

c 

ro 

Abb.82.1. Dbertragung der Dampfkraft auf das Triebwerk. (Aus Gutermuth, 
Dampfmaschine. ) 

1 Kolben, 2 Zylinder, 3 Kolbenstange, 4 Kreuzkopf, 5 Geradfiihrung, 
6 Schubstange, 7 Kurbel. 

wird durch das Schubkurbelgetriebe, bestehend aus Kurbel, 
Schubstange und Kreuzkopf, in eine drehende Bewegungder 
Kurbelwelle umgesetzt. Das gleiche Getriebe kann natiirlich 
auch dazu dienen, die drehende J;lewegung einer Welle in die 
hin- und hergehende Kolbenbewegung einer Pumpe oder eines 
Kompressors umzuwandeln. 

82.1. Die Kolbenkrafte. 
Die in dem Zylinder wirksamen Krafte sind durch den 

Druckverlauf gegeben, der mittels Indikatoren 1 in Abhangig­
keit vom Kolbenweg aufgezeichnet werden kann (Abb. 82.1 
bis 5). Aus dem Dampfdruckdiagramm ist zu ersehen (Abb. 1 D), 
daB im Punkte V E vor der Endlage des Kolbens der EinlaB 
geoffnet wird, damit schon im Anfang des Rubes sich der 
volle Dampfdruck im Zylinder einstellt. In Ex wird der Ein­
laB geschlossen und beginnt die Expansion; im Punkte V A 
vor der zweiten Endlage des Kolbens wird der AuslaB geoffnet. 
Nach SchlieBen des Auslasses beginnt in Co die Kompression 
des im Zylinder zuruckgebliebenen Dampfes. Das Diagramm 

1 Fiir die Beschreibung von Indikatoren s. Gramberg: Technische Messungen, 5. Aufl. Berlin: Julius 
Springer 1925. 
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zeigt die Vorgange auf einer Kolbenseite; bei del' doppeltwirkenden Maschine spielt sich auf 
del' anderen Seite del' gleiche Vorgang ab (Abb. 1 B). Die tatsachlich auf den Kolben wirken­
den Krafte ergeben sich als Unterschied del' auf beiden Seiten gleichzeitig wirkenden Krafte 
(Abb. 1 C). In einer beliebigen Kolbenstellung 8' ist deshalb die Kolbenkraft 

p = p' Fl - p" F 2, (82.1) 

wenn p' und p" die Driicke und Fl und F2 die wirksamen Kolbenflachen sind, die (durch das 
Fehlen del' Kolbenstange auf einer Seite) verschieden sein konnen . 

'j..Hub. .i;. Hub.lj'. Hub. ,¥. Hub. 
Koniprimieren. Verbrennen und Expansion. Aussto/3en. Ansaugen. 

Abb.82.2. Viertakt-Gleichdruckmaschine. (Aus Weihe, Maschinenkunde.) 

Bei den Verbrennungskraftmaschinen unterscheidet man zwei Verfahren: Das Verpuffungs­
und das Gleichdruckverfahren. Beide konnen in vier oder in zwei Hiiben (Takten) durchgefiihrt 
werden (Vier- odeI' Zweitaktmaschine). 

Beim Verpuffungsverfahren (fiir Gas und Leichtole) wird ein brennbares Gasgemisch 
im Arbeitszylinder angesaugt (1. Hub), verdichtet (2. Hub) und dann durch einen elektrischen 
Funken entziindet. Die Verbrennung erfolgt im Endpunkt des 
Kolbens bei annahernd gleichem Volumen sehr rasch (explosiv). 
Die Verbrennungstemperatur ist ungefahr 1300 bis 1600 0 C. Del' 
Gasdruck steigt fast plotzlich bis etwa 20 at und wirkt wahrend 
del' Expansion (3. Hub) arbeitsleistend auf den Kolben. Kurz 
VOl' dem Hubende laBt das AuslaBventil die verbrannten Gase 
mit einer Temperatur von 400 bis 500 0 C ins Freie treten. 

Beim Gle,ichdruckverfahren (Abb.82.2, Dieselmotor) fiir 
Schwerole wird nur die Verbrennungsluft im Arbeitszylinder an­
gesaugt (1. Hub) und so hoch verdichtet (2. Hub), daB der einge­
spritzte fliissige Brennstoff sich sofort entziindet, wobei der Druck 
auf 35 bis 40 at steigt. Der Brennstoff wird bei wachsendem 
Hubvolumen in solchen Mengen eingefiihrt, daB derVerbrennungs­
druck ungefahr konstant bleibt. Dann folgt AbschluB des Brenn­
stoffventils und Expansion des Gases (3. Hub). Der vierte Hub 
schiebt die Abgase durch das AuspuffventiL Beim Viertakt wird 
also das Laden und Entladen des Arbeitszylinders durch den Ar­

~- /. 
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I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
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- I:: .± .=~=._.~_.:. .l 

--- _v 
Abb.82.3, Zweitaktmaschine. 

(Aus Weihe.) 

beitskolben besorgt. Unter vier Kolbenhiiben ist demna.ch nur ein Arbeitshub. 
Beim Zweitakt wird das Laden und Entladen des Arbeitszylinders durch besondere Pump en 

besorgt. Dann ist jeder Kolbenhingang ein Arbeitshub und jeder Riickgang ein Verdichtungs­
hub. In der Nahe des Totpunktes miissen die verbrannten Gase aus dem Zylinder entfernt 
werden. Die hierfiir zur Verfiigung stehende Zeit ist auBerst kurz, so daB groBe Austrittsquer­
schnitte (Schlitze in der Zylinderwand) erforderlich sind (Abb 82.3) . 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Auf!. 26 
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82.2. Die Kolbenwege. 
Zu einer beliebigen Kurbelstellung a (Abb.82.4) findet man die Kreuzkopfstellung K, in­

dem man einen Kreisbogen mit der Stangenlange l um die Kurbelzapfenmitte aschlagt. Die Kol­
benstellungen sind um eine bestimmte Lange von der Kreuzkopfstellung entfernt. 

Es ist iibersichtlicher, die Kolbenstellungen naher an die Kurbelstellungen zu riicken, indem 
man die Endstellungen des Kolbens mit den Totlagen der Kurbel (A und B) zusammenfallen 
laBt. Man findet die Kolbenstellung a' dann durch Schlagen eines Kreisb,ogens mit der Stangen-

Ii 

Abb, 82.4. Kolbenwege. Abb.82.5. Konstruktion der 
Kolbenstellung nach Brix. 

lange l um die Kreuzkopfzapfenmitte K. Fiir eine unendlich lange Schubstange ergeben sich 
die Kolbenstellungen durch senkrechte Projektion der Kurbelzapfenmitte auf die Kolbenweg­
richtung: 

A 0 0 = r (1 - cos cp) . (82.2) 

Bei endlicher Stangenlange ist der Kolben um den Betrag f (oft als Fehlerglied bezeichnet) 
von 0 0 entfernt: 

x = r (1 - cos cp) :;hf. (82.3) 

-±>-as-j-Zeiehe&··gilt--ffu~de&··Hingang,- da&··-Zeichen····fiir···den-RUckgang, .. ·well&4e.r--~ 
im~~-An£angslage.4es-K..(}lbens--aus.gemessen~ 
1m rechtwinkligen Dreieck D a a' ist: r2 sin2 cp = f (2 l - f) . 
Wennf gegen 2 l vernachlassigt wird, so ist r2 sin2 cp = 2fl 
oder 

1,2 

f = 2Zsin2cp 

und damit 
r2 

x = r (1 - cos cp) ;;;It; 2l sin2 cp . 

(82.4) 

(82.5) 

Bei Dampfmaschinen ist r/l = 1/5; bei Verbrennungsmaschi­
nenkraft r/l = 1/4,5 bis 1/4 und noch weniger. Durch die 

T 

Abb. 82.6, Darstellung der Scbubstangenbewegung als Drebung urn einen Pol. 
(Aus Gutermuth.) 

Vernachlassigung von f gegen 2 l 
entsteht ein verhaltnismaBiger 
Fehler von f/2l. Der Gr6Btwert 
vonf fiir cp =90 0 ist fmax= r 2/2l, 
so daB der gr6Bte Fehler r2/4l2 
ist. Fiir r/l = 1/5 ist der Fehler 
von f max gleich 1 % und damit 
der gr6Bte Fehler des Kolben­
weges 1/2000 des Hubes 2 r. 

Die Kolbenstellung kann man 
auch durch folgende, zuerst von 
Brix1 angegebene Naherungs­
konstruktion finden. Man trage 
in b (Abb.82.5) inder Entfernung 

fmax aus a den Kurbelwinkel cp auf. Die vertikale Projektion des Schnittpunktes B' mit dem 
Kurbelkreis gibt die gesuchte Kolbenstellung a' .. Der kleine Bogen B B' als Gerade aufgefaBt 

h~t namlich die Lange fmax sin cp = ;: sin cp und damit ist 00' = ;~ sin2 cp gleich dem Fehler­
ghede f. 

7 Z. VDI. 1897, S.431. 
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82.3. Die Gesehwindigkeiten. 
Die Umfangsgeschwindigkeitdes Kurbelzapfens ist v == ror. Die Geschwindigkeit des gerad­

linig auf der Gleitbahn gefiihrten Kreuzkopfes folgt daraus, daB die ebene Bewegung der Schub­
stange als eine Drehung um das Momentanzentrum P (Abb. 82.6) aufgefaBt werden kann. Dann 
verha,lten sich die Kolbengeschwindigkeit e und die Umfangsgeschwindigkeit des Kurbel­
zapfens v wie die Entfernungen x und y von P, d. h. e = v xjy. Aus den ahnlichen Drei­
ecken abP und bOa folgt: xjy = OOjr, so daB e = OJ· 00 ist. Wenn die Umfangsgeschwin­
digkejt v durch den Kurbelradius dargestellt wird, so gibt die Strecke 
o a die Kolbengeschwindigkeit. In Abb. 82.7 ist die Abhangigkeit der 
Kolbengeschwindigkeit vom KolbEmweg dargestellt. Die groBte Kol­
bengeschwindigkeit ist 

Cmax = vjcos1pmax = 1,02 v. (82.6) 

Unt~r ~tt~erer. Kolbe?geschwindigkeit em verst~ht man d.!-eje~ge Abb.82.7. Kolbengeschwindig-
GeschwmdlgkeIt, mIt der SlCh der Kolben bewegen milBte, um bel glelCh- keit c. 

formiger Bewegung den Kolbenhub 8 = 2r in der gleichen Zeit t zu durchlaufen (emt =2 r). 

Bei n Umdrehungen der Kurbelwelle in der Minute ist t =260 = 30 und damit 
n n 

rn 2 
em = 15 mjs = -;- . v . (82.7) 

Diemittlere Kolbengeschwindigkeitist also das 2jn = 0,637facheder Kurbelzapfengeschwindigkeit. 

82.4. Die Besehleunigungen. 
Durch Differentiation der G1. (5) fill den Kolbenweg nach der Zeit erhalt man die Kolben­

geschwindigkeit 
dx ( . r. 2 ) e = dt = rOJ sm cp ± 2l sm cp , (82.8) 

weil ~~ =OJ ist. Die nochmaligeDifferentiation nach der Zeit ergibt die Kolbenbeschleunigung b 

b - de - rOJ2 (cos m ...L ~ cos 2m) (82.9) - dt - , ..L l " 

und zwar gilt das +-Zeichen wieder fUr den Rin­
gang, das -Zeichen fUr den Ruckgang. 

FUr den Ringang ist fUr cp = 0 0 , 

b = r OJ2 (1 + T) und 

fur cp = 1800
, b = - r ro2 (1 - 1-) . 

Tragt man ~i~";K2!1?~!l:~]!i!1lp.~p. die zrigehO­
rigen Kolbenbeschleunigungen als Ordinaten auf, 
so erhalt man eine Para bel. Damus folgt folgende 
einfache Konstruktion 1 : Man tragt die Beschleuni­
gungen fUr di~ beiden Totstellungen in A und B 

c 
f 

1 

Rvc/rgtlllg 
II -E-- !J 
'---~3~--~~~~------~t 

Hingong I 
1 

£1 
Abb.82.8. Konstruktion der Beschleunigungen. 

auf (Abb. 82.8). 1m Schnittpunkt E von aD mit AB wird die Strecke EF = 3rJl aufgetragen; 
dann sind OF und F D die Tangenten der Parabel in A und B. Nach der Tangentenmethode ist 
die Parabel dadurch vollstandig bestimmt. 

82.5. Die Krafte. 
Die Kolbenkraft P kann in zwei Komponenten zerlegt werden, namlich in Richtung der 

p 
Schubstange, B = - (Abb. 82.9), und senkrecht zur Gleitbahn N = Ptg1/) Die Stang en-

~¥ ,. 
kraft B wird am groBten, wenn 1p am groBten ist. FUr tg 1pmax = rll = 0,2 ist Nmax = 0,2 P 
und Bmax = 1,02 P, d. h. die Stangenkraft kann fUr die meisten Zwecke gleich der Kolben­
kraft gesetzt werden. Bei der in Abb. 82.9a gezeichneten Kolbenstellung ist der Normal­
druck N beim Hingang nach unten gerichtet; das ist auch beim Ruckgang der Fall, wie man 
aus Abb. 82.9 b erkennt. Beim Kompressor dagegen geht die treibende Kraft von der Kurbel aus 
(Abb. 82.10), der Normaldruck wirkt nach oben. 

1 Fiir den Bew:eis s. Tolle: Regelung der Kraftmaschinen, 3. Auf I. , S.35--37. Berlin: Julius Springer 1921. 
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Die Stangenkraft S bewirkt eine Drehung der Kurbelwelle mit dem Moment: 
M = S . r sin (cp + 1p) = T . r . (82.10) 

T ist die tangentiale und R die radiale Komponente von S (Abb.82.11). In den Kolben­
endlagen ist T . 0, so daB von diesen Stellungen aus die Maschine durch eigene Kraft nicht 
anlaufen kann. Deshalb werden diese Stellungen als "Totlagen" bezeichnet. 

a 

Abb.82.10. Zerlegung der Kolbenkraft P in Stangenkraft S 
nud Normalkraft N bei einem Kompressor. 

Abb.82.11. Zerlegung 
der Stangenkraft S 
(nach Gutermuth). 

Abb. 82.9. Zerleguug der Kolbenkraft Pin Stangenkraft S nnd 
Normalkraft N bei einer Kraftmaschine. (Aus Gutermuth.) 

Neben diesen Kraften sind noch die durch die Beschleunigungen bedingten Massenkrafte zu 
beriicksichtigen. 

Fiir die hin- und hergehenden Teile (Kolben,' Kolbenstange und Kreuzkopf) mit der 
Gesamtmasse~ ist die Beschleunigungskraft PI = - b~, wobeib aus G1. (9) zuentnehmenist. 

Fiir die drehenden Teile, deren Gesamtmasse m2 im Kurbelzapfenmittel konzentrieit 
gedacht ist, ist P2 = - m2rw2, weil rw2 die nach dem Drehpunkt gerichtete Zentripetalbeschleu­
nigung ist. 

Bei der Sch u bstange hat jeder Punkt eine nach GroBe und Richtung verschiedene Beschleu­
nigung, die aus den bekannten Beschleunigungen der beiden Endpunkte bestimmt werden kann. 

Man kann zur Berechnung der Massenkrafte die Schubstange nach der Theorie der Er­
satzpunkte auch durch einige Massenpunkte ersetzen, deren GroBe und Lage zueinander so 
zu bestimmen sind, daB das Ersatzsystem die Stange statisch und dynamisch vollkommen 
ersetzt. Die Bedingungen hierfiir lauten: 

1. Summe der Massen der Ersatzpunkte = Gesamtmasse der Stange, 
2. Schwerpunkt des Ersatzsystems = Schwerpunkt der Stange, und 
3. Massentragheitsmoment des Ersatzsystems beziiglich der in Betracht kommenden Dreh­

achsen muB gleich dem Massentragheitsmoment der Stange sein. 
Selbstverstandlich wird man immer bestrebt sein mit moglichst wenig Ersatzpunkten auszu­

kommen, die bei der vorliegenden ebenen Bewegung naturgemaB in einer Ebene liegen 1. 

Reduktion auf zwei Ersatzpunkte, die mit dem Schwerpunkt in einer Linie liegen. 
Dann ist: 

1.' m1 +m2 =m 
2. wenn 81 und 82 die Entfernungen vom Schwerpunkt sind: 

m1 • 81 = m2 • 82 

3. Massentragheitsmoment: es = m . rl = m1 • 8i m 2 • 8~ in bezug auf den Schwer­
punkt. 

Diese drei Gleichungen enthalten die vier Unbekannten, ~ m2' 81 und 82, so daB eine GroBe 
z. B. die Lage des einen Punktes (81) beliebig gewahlt werden darf. Dann ist 

9 m' (12 m 8 2 

82 = Iri81 , m1 = 81 + (12 und m2 = si +'(12' (82.11) 

Das einfachste Anwendungsbeispiel i~t der Ersatz des physikalischen Pendels durch ein gleich­
wertiges mathematisches. Man verlegt einfach die Masse ~ in die Pendelachse und bekommt 
als Pendellange 

l = 81 + 82 = 81 + (li81' 
1 A?sfiihrlich in Wittenbauer: Graphische Dynamik, Abschnitt IX. Berlin: Julius Springer 1923. 
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Man nennt den Massenpunkt m2 auch den StoBmittelpunkt des Korpers, denn es ist ohne 
weiteres klar, daB, wenn der Korper im Ersatzpunkt m 2 durch Krafte senkrecht ~m2 getroffen 
wird, diese im Aufhangepunkt ~keine Kraftwirkung ausiiben. 

Zwei Ersatzpunkte reichen immer aus, wenn die Lage einesPunktes in bezug auf dem Schwer­
punkt beliebig gewahlt werden kann. Das ist bei der Schubstange nicht der Fall, da wir als Er­
satzpunkte am liebsten die Endpunkte der Stange festlegen mochten. Wir brauchen also min­
destens drei Ersatzpunkte. Da nur drei Gleichungen vorhanden sind, konnen drei Bedin­
gungen. beliebig gewahlt werden, z. B. die Lage zweier Ersatzpunkte (ml und m2) in bezug auf dem 
Schwerpunkt und als dritter Ersatzpunkt (ms) der Schwerpunkt selbst. Diese drei Punkte 
werden so gewahlt, daB sie auf einer Linie liegen. 
Dann lauten die drei Gleichungen: 

1. 

2. 

3. 
woraus 

m1 +m2 +ma =m 
m1 • 81 = m2 • 82 und 

m1 • 8i + m 2 • 8~ = m . e2 , 

'-~I~·-:-,;,S~--S2~ 

llJ, J7iJl m2 

Abb.82.12. 

m1 = ,m2 = und ms = m 1 - - . me2 m e2 
( e2 

) 

81 (81 + 8 2) 82 (81 + 82) . 81 82 
(82.12) 

Die Form der Schubstange wird nun so gewahlt, daB m3 = 0 wird. Der Schwerpunkt der 
Stange wird in bekannter W mse durch Auswiegen, das Tragheitsmoment durch den Pendel­
versuch bestimmt. 

Bezieht man die Massenkrafte auf den Kolbenquerschnitt F (cm2), so sind sie als Massen~ 
druck pb den auf die Kolbenflache wirkenden Arbeitsdr"iicken P vergleichbar. 

Pb = 7. rw2 (cos 91 + 1- cos 291) = :~ g rw2 (cos 91 + T cos 291) . (82.13) 

Fiir Kolbenmaschinen ist es zweckmaBig, das Gewicht der hin- und hergehenden Teile auf 
1 Liter des Hubvolumens des Arbeitszylinders zu beziehen (Go = G/2F· r). Da das Hubvolumen 

2Fcm' . rmeter lOGy 2 
= 2 . F . r cms = ---10--- Liter ist, so wird Go = 2 F . r kgJI und mit Cm = n v oder 

v2 = 2,5 c~ 

Pb,max= 2 Go (1 +1-) . (;or = 5 Go (1 + T) (~~ r kgJcm2 • (82.14) 

Fiir Kolbenpumpen ist . . . em';' 2 bis 4 mjs und Go = 6 bis 8 kgjl 
" ortsfeste Kraftmaschinen = 4" 6 " = 5 " 8 " 
" .Fahrzeugmotoren. = 6 " 10 " = 3 " 4 " 
" Flugmotoren. . = 8 " 14 " = 2 " 3 " 
" Rennmotoren . = 15 " 20 " .< 2 " 

Fiir ein Flugzeugmotor z. B. mit Go = 2, rll = 1/4, Cm = 15 m/s ist Pmax = 28 kgjcm2 . 

. -;\bb. S2.1.3. Kolben- und Massenkriifte eines Viertakt-Dieselmotors (nach Dubbel, Olmaschinen). 
NB.: Die stnchpunktlerten Linien geben die Massenkriifte, die gestrichelten Linien die resultierenden Kolbenkriifte an. 

Die Massenkrafte sind fiir einen Viertakt-Dieselmotor in Abb. 82.13 in Abhangigkeit der Kol­
benwege dargestellt. Die totalen Kolbeukrafte erhalt man durch algebraische Addition. Damit 
ist auch die totale tangentiale Kraft T fiir jede Kolbenstellung bestimmt. Da das Drehmoment 
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der Kurbelwelle = T . r ist, so gibt der Verlauf der tangentialen Kraft auch ein Bild fiir die Ver­
anderlichkeit des Momentes. In Abb. 82.14ist fiir die Viertaktmaschine der Verlauf der 
tangentialen Krafte T in Abhangigkeit des abgewickelten Kurbelkreises (2nr =n8) dargestellt 
(Drehkraftkurve oder Tangentialdruckdiagramm). 

Abb. 82.14. Tangential­
druckdiagramm eines 
Viertakt-Dieselmotors. 

(Aus Dubbe!.) 

I-<------s-"'---- - - ;::...'--- - - --_ 

82.6. Gleiehlormigkeit des Ganges. 
Da die Arbeitsentnahme aus der Kraftmaschine im Beharrungszustand meist gleichmaBig, 

oft aber auch periodisch veranderlich ist, besteht nicht in jedem Augenblick Gleichgewicht zwi­
schen der treibeilden Kraft T und dem Widerstand. Bei konstantem Widerstand ist dasWider­
standsdiagramm ein Rechteck, das - auf der gleichen Grundlinie errichtet - dem Tan­
gentialdruckdiagramm im Beharrungszustand der Maschine inhaltsgleich sein muB. Zeitweilig 
leistet aber die tangentiale Kraft T mehr Arbeit als zur Uberwindung des Widerstandes er­
forderlich ist, d. h. die Drehung wird beschleunigt. Zu anderen Zeiten ist die von der Kraft T 
geleisteteArbeit kleiner, und die Drehung wird verzogert. Die Maschine erhalt demnach eine 
ungleichmaBige Drehbewegung. 

Bezeichnet man mit oomin die kleinste (z. B . im Punkte a, Abb. 83.14) und mit OOmax die groBte 
Winkelgeschwindigkeit (z. B. Punkte b), so nennt man 

Wmax + Wmin 
00= 2 (82.15) 

die mittlere Winkelgeschwindigkeit. Der Wert 

!5 = wmax :-wmin (82.16) 

wird als Ungleichformigkeitsgrad der Maschine bezeichnet. 
Die zulassige Ungleichformigkeit ist von der Art der Maschine abhangig. Fiir Dynamo­

maschinen ist !5 = 2 ~ 0 bis 3 ~ 0 ' weil die Spannung und damit die Helligkeit des elekttischen 
Lichtes sehr stark von der Drehzahl abhangt. Bei Spinnmaschinenantrieb kann !5 = -to bis 1 ~ 0 

gewahlt werden, je nach der Feinheit der Garnsorte usw. 

82.7. Sehwungrader. 
Um die Ungleichformigkeit der Drehbewegung klein zu halten, ordnet man auf der Kur­

belwelle eine Masse (Schwungrad) an. Ein mit der Winkelgeschwindigkeit 00 umlaufendes 
Rad, dessen Massentragheitsmoment e ist, besitzt eine kinetische Energie (Wucht) von 

A = e ~2 kgmjs. Diese Energie muB, um das Rad auf die Winkelgeschwindigkeit 00 zu brin-

gen, als Beschleunigungsarbeit geleistet werden. Das Rad kann die Energie teilweise oder voll­
standig wieder abgeben, wenn die Drehzahl geandert oder wenn es zur Ruhe gebracht wird 
(z. B. Schwungradpresse, Abb. 61.2). Die vom Rad abwechselnd aufzunehmende und abzu­
gebende Arbeit ist 

(82.17) 

Der Wert von A kann aus dem Tangentialdruckdiagramm entnommen werden l . Damit ist das 
Massentragheitsmoment des Schwungrades bestimmt. 

. A G~ e = w2 0 = 4g - (82.18) 

Nimmt man an, daB der Schwungradkranz allein rund 90 % des Massentragheitsmomentes 
liefert, so ist das Kranzgewicht 

4 Ag 3240 
01 = 0,9 w2 oD2 = n2 0 D2 A . (82.19) 

Der Kranzdurchmesser ist durch die zulassige Umfangsgeschwindigkeit des Rades eingeschrankt. 
1 Wittenbauer, F.: Graphische Dynamik, J. Springer. Berlin, gibt in Abschnitt 42 eine viel 

allgemeinere Methode zur Berechnung des Schwungradgewichtes. 
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Schwungrader kommen nicht nur bei den Kolbenmaschinen, sondern auch bei vielen Werk­
zeugmaschinen, z. B. Stanzen, Scheren, Pressen vor. Bei solchen Maschinen pflegt man ~ = 1/4 
anzunehmen; aus G1. (16) folgt dann oomin/oomax = 7/9. 

82.8. A.usgleich der Massenwirkungen. 
Die inneren Krafte, wie Kolbendruck P, Stangenkraft 8, Normaldruck N (Abb. 82.15), die 

immer paarweise auftreten und sich gegenseitig aufheben, konnen die Bewegung des Gesamt­
schwerpunktes der Maschine nicht beeinflussen. Sie erzeugen auch kein Drehmoment, da die 
gleich groBen Momente 8 . h und N . x entgegengesetzt gerichtet sind und sich deshalb eben­
falls aufheben 1. Bewegt sich der Gesamtschwerpunkt der Maschine durch die Bewegung ein-

If 

N 

~I ·~----~x~----~ 

Abb.82.15. (Aus Tolle.) 

S 

Abb.82.16. (Aus Foppl, SchwingungsJehre.) 

zeiner Teile, so miissen dazu auBere Krafte wirken, die durch die Fundamentschrauben 
iibertragen werden. Um diese wechseInden Krafte, die Erschiitterungen verursachen, zu ver­
meiden, sollte der Gesamtschwerpunkt keine Verschiebung erfahren; dazu geniigt es, den Ge­
samtschwerpunktder bewegten Teile allein in Ruhe zu halten. Die Bewegung des ganzen 
Getriebes kann - was die Massenwirkungen anbelangt - durch die Bewegung von zwei Massen­
punkten ersetzt werden, namlich: 

I. Die Gesamtmasse der hin- und hergehenden Teile, sowie ein Teil der Masse der prismatischen 
Schubstange wird im Kreuzkopf konzentriert gedacht und erhalt eine geradlinige Bewegung 
(Masse mg). 

2. Die Gesamtmasse aller drehen­
den Teile wird auf den Kurbelradius r 
reduziert, in welchem Punkte noch der 
Rest der Schubstangenmasse angreift. 

Die Schwerpunktsbewegung der 
drehenden Masse kann in einfacher 
Weise durch eine Gegenkurbel mk 

(Abb. 82.16) vollstandig ausgeglichen 
werden. 

Die Massenkraft Pb der hin- und 
hergehenden Bewegung ist nach G1. (9) : Abb.82.17. 

Abb. 82.18. 
(Aus Foppl.) 

r2 
Pb = mg roo2 cos q; + mg T 0)2cos2q; = PI cos q; + Pu cos 2q; . (82.20) 

Die Gesamtkraft Pb kann demnach in die beiden Teilkrafte PI cos q; und Pu cos 2q; zerlegt 
werden. Man ·nennt PI cos q; die Massenkraft erster Ordnung (mit dem GroBtwerl PI 
= m roo2) und Pu cos 2 q; die Massenkraft zweiter Ordnung, dessen GroBtwert = . mg 002 r2/l, 
also r/l = 1;- mal kleiner als PI ist. Meist begniigt man sich praktisch mit dem Ausgleich der (gro­
Beren) Massenkrafte erster Ordnung. 

Der Ausgleich der Massenkrafte erster Ordnung durch ein rotierendes Gegengewicht ist nic h t 
moglich. Wenn gegeniiber dem Kurbelzapfen (Abb. 82.17) ein Gegengewicht Min der Entfer­
nung R yom Drehpunkt so gebracht wird, daB 

mgr=MR, 
so sind wohl die beiden horizontalen Massenkrafte gleich und heben sich gegenseitig auf, aber es 
wird eine senkrechte Komponente M Roo2 sin q; hinzugefiigt. Das Gegengewicht M bewirkt also 
nur eine Umbiegung der Massenkraft um 90°. Da verlikale Schwingungen weniger stark emp­
funden werden als horizontale, so kann dieser "Ausgleich" bei horizontalen Maschinen vorteilhaft 
sein; bei vertikalen Maschinen ist er vollstandig unangebracht. 

Die Massenkraft PI cos q; stellt man am zweckmaBigsten als Vektor dar (Abb. 18). Bei einer 

1 Der Beweis folgt sofori durch Einsetzen der Werte: N = P tg 'P, S = ~ und h = x sin 'P. 
cos'P 
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Einzylindermasch:ine kann diese Kraft nicht ausgeglichen werden; zum vollstandigen Massen­
ausgleich s:ind somit Mehrzylindermasch:inen erforderlich. Dabei kann 

2: PI COS q; = PI,l COS q;l + PI ,2 COS q;2 + PI ,3 COS q;3 + ... = 0 (82.21) 
werden. Man setzt dabei die Vektoren PI,!> PI ,2, PI ,3, usw. zu e:inem Vektor P zusammen, 

I D In IY Il dessen Projektion auf die Mit­
tell:inie Null werden sollte (Abb. 
82.19). 

Da die Massenkrafte beiMehr­
zyl:indermasch:inen nicht:in e:iner 
Ebene wirken, so miissen auch 
die Momente diesel' Krafte ver­
schw:inden (Abb. 82.20), d. h. es 
muB Abb. S2.19. Zusammen­

setzung der Vektoren fUr eine 
Dreizylindermaschine. Abb.82.20. (Aus Dubbel, Dampfmasch.) 2: PI l cos rp = 0 (82.22) 

se:in. Das im Zyl:inder Arbeit leistende Medium hat unmittelbar ke:inen E:influB auf die Massen­
krafte. Bei Dampfmasch:inen konnen verschiedenartige Zylinder (Rochdruck-, Mitteldruck-, 
Niederdruckzylinder) mit verschiedenen Massen mg und verschiedenen Entfernungen a auf­
treten. Bei Verbrennungskraftmasch:inen dagegen s:ind die Massen del' bewegten Teile fiir jeden 
Zylinder genau gleich und ebenso die Entfernungen a der Zyl:inder1 . 

83. Sonderformen des Kurbeltriebes. 
83.1. Die Kurbelschleife. 

Del' Kurbelzapfen bewegt sich mittels e:ines Gleitstiickes in einer senkrecht zur Kolbenstange 
angeordneten Fiihrung (Abb. 83.1); sie wird bei gedrangt gebauten Dampfpumpen und auch bei , 

Stanzen verwendet. 
Del' Kolbenweg ist: 

x = r (I-cos q;) . 

~~~~~JfI-ttF'i$}-
--Hublr --3J 

Die Kolbengeschw:indigkeit: 

dx . 
C = dt = wrsmq; 

und die Beschleunigung: 

d'x 
b = at' = w2 rcosq; . 

Abb.83.1. Kurbelschleife·. 

83.2. Exzenter. 
Ein Exzenter ist e:ine Kurbel, deren Zapfen so groB ist, daB er die Kurbelwelle mit umfaBt 

(Abb. 83.2); dadurch wird das Aufbringen auf gerade Wellen moglich. Die Zapfenerweiterung 
allein hat also zu einer auffallendenFormanderung del' Kurbel gefiihrt. Del' groBeZapfendurch­
messer D verursacht groBe Reibungsverluste und e:ine Beschrankung des Verwendungsgebietes 
in dem Sinne, daB sich e:in Exzenter nur fiir die Kraftabgabe von del' Welle aus, abel' nicht 
umgekehrt verwenden laBt. Das Drehmoment del' Stangenkraft S ist wie bei del' Kurbel: 

Md = S . e sin (q; + 'Ij!) . 

Das Moment del' Reibungskraft flS ist 

Mr = flS~, 

wobei del' Hebelarm ~ je nach del' Exzenterstellung zwischen 8 + dj2 und e + Dj2 8chwankt. 
Sobald nun das Reibungsmoment groBer als das Moment del' Stangenkraft S ist, tritt Selbst­
sperrung ein. Das ist del' Fall, wenn 

e sin (q; + 'Ij!) < fl~ 
ist, bei dem veranderlichen Winkel q; + 'Ij!, also iiber einen groBen Teil des Exzenterweges. 

Del' Wirkungsgrad e:ines Exzenters ist wie folgt zu berechnen: Die Nutzarbeit fiir eine Um-

1 Au.sfiihrlicher in den Lehrbiichern iiber Kolbenkraftmaschinen. 
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drehung der Welle ist 2 eS und die Reibungsarbeit ,uSnD, so daB der Wirkungsgrad eines Ex­
zenters: 

e 
r; = e+pnDj2 (83.1) 

ist. Um kleine Reibungszahlen zu erreichen, muB in erster Lillie der Biigel starr sein, sonst 
wirken die Ringe eher als Bandbremse statt als Lager. Die Schraubenentfernung soll also mog­
lichst klein, die Biigelabmessungen groB gehalten werden (Abb. 83.3). 

a. 

b ~F1E=.~--~. --::::=-=-~=~~-=-Bf~~tT-~-=t 
, , 

Abb.83.2_ Abb.8S.S. (AllS Dubbe!, Taschenbuch.) 
Abb. 83.2 und 8S.3. Exzenter. 

83.3. Der versetzte Kurbeltrieb. 
Die Normalkomponente N (Abb. 82.11), die bei den einfachwirkenden Maschinen als seit­

licher Kolbendruck wirkt, verursacht einseitiges Auslaufen des Zylinders. Bestimmt man bei 
dem versetzten Kurbeltrieb (Abb.83.4) den Verlauf der Seitendriicke aus dem resultierenden 
Kolbendruck, so findet man, daB wahrend des Arbeitshubes der groBte (durch den Explosions­
druck hervorgerufene) Seitendruck wesentlich kleiner wird. Bei 
den anderen Riiben dagegen nimmt der Seitendruck, der haupt­
sachlich durch die Massenwirkung verursacht wird, zu und ist 
zum TeiI entgegengesetzt gerichtet. 

Die Versetzung des Zylinders gegeniiber der Kurbelwelle hat 
demnach den Erfolg, daB die Seitendriicke sich gleichmaBiger 
nach beiden Seiten verteilen. Dadurch erstreckt sich die Ab­
nutzung des Zylinders gleichmaBiger iiber die gauze Laufflache, 
und auch der Reibungsverlust wird verkleinert. 

Beim versetzten Kurbeltrieb andern sich natiirlich auch die 
Kolbenwege, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 1. 

Die Beschleunigungen ergeben sich zu 

b 'rw2(cOSlP+-rCOS2lP+ 7 sin lP) , (83.2) 

so daB noch ein Glied ~ sin lP zu den Beschleunigungen des ge­

raden Schubkurbelgetriebes zu addieren ist; dadurch falit die Be­
schleunigungskurve fiir Rin- und Riickgang verschieden aus. 

83.4. Die Kurbelschwinge. 
Das Kurbelgetriebe in seiner bei Kraftmaschinen iiblichen 

Form ist fiir den Antrieb von Werkzeugmaschinen mit einer hin­

6/eilbohn­
Oruck 

und hergehenden Rauptbewegung wenig geeignet, und zwar aus Abb.83.4. Versetzter Kurbeltrieb. 

folgenden Griinden: 
1. Die geradlinige Bewegung erfolgt mit einerstark veranderlichen Geschwindigkeit (Abb. 82.9) 

die, als Schnittgeschwindigkeit verwendet, keinen glatten Schnitt zustande kommen laBt. 

1 Vgl. Z. B.Heller: Motorwagenbau. Bd. 1, 2. Aufl., S.190. Berlin: Julius Springer 1925. 
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2. Der Vor- und Riicklauf erfolgt in der gleichen Zeit, wahrend es wirtschaftlicher ist, die Riick­
laufzeit (Leerlauf) zu verkiirzen. 

Durch Anwendung der Kurbelschwinge kann sowohl die Schnittgeschwindigkeit verbessert 
als auch der Riicklauf beschleunigt werden. Die Kurbel (Abb. 83.5) dreht sich gleichformig um 

A, wahrend die Schleife um 
den Zapfen B schwingen kann. 
Schwingt sie aus ihrer linken 

r. Totlage Tl in die rechte T2 

Abb. 83.5. Kurbelschwinge. (Aus Hiille, Werkzeugmaschinen.) 

(Arbeitsgang), so durchlauft 
die Kurbel den Winkel a. 
Beirn Zuriickschwingen von 
T2 nach Tl (Riickgang) wird 
der kleinere Winkel {J durch­
laufen. 1st nun z. B. a = 2,5 {J, 
so ist auch der Riicklauf 2,5 
mal rascher als der Arbeits­
gang. Der gauze Hub kann 
nicht als niitzliche Arbeits­
lange verwendet werden, weil 
fiir den Auslauf und auch fUr 

--_. S<Im;H,knkm§ j . 
Werksfiick I I 

lJeberweg, Z 
~ 2 ""'1 . ....... __ _ 

/.. ____ • .-J1 z, ;u.eberweg 

das Schalten des Werkzeuges 
Uberwege erforderlich sind (Abb. 83.6). 
Werden diese Strecken 11 und 12 abgerech­
net, so erfolgt die Bearbeitung mit ziem­
lich gleichmaBiger Geschwindigkeit. 

Abb.83.6. Hub und Hobeliange. (Aus Hiille, Werkzeugmaschinen.) 83.5. Schiittelrinnenantrieb. 
Die von einer geraden Schubkurbel angetriebene Rinne stiitzt sich auf schragstehende Federn 

(Abb.83.7). Der Ausschlag ist sehr klein gegeniiber der Lange der Pleuelstange und der Stiitz­
feder, so daB diese als unendlich lang angesehen werden diirfen. Die horizontale Beschleunigung 
der Rinne ist dann Q)2rcosrp, und (da die 
Rinne sich auf einer unter dem Winkel a ge­
neigten Geraden bewegt) die vertikale Be­
schleunigung Q)2r cos rp tg a. 

Der Auflagedruck N eines in der Rinne 
liegenden Korpers vom Gewichte G 

N = G + mQ)2r cos rp tga 

f--- P"f--~ 

b 

Abb. 83.7 a, b. Schiittelrinnenantrieb. (Aus Hanffstengel, Forderung von Massengiitern.) 

ist am groBten fiir rp = 0, wo cos rp = 1 und am kleinsten fiir rp =:n, wo cos rp = - 1 wird. 
1st z. B. n = 400, r = 0,015 m und a = 20° (tg a = 0,364), so ist 

Nmax = G (1 + ;~~~; tg a) = 1,975 G 

und 
N min = G (1 - 0,975) = 0,025 G . 

Bei einer geringen VergroBerung der Drehzahl wird Nrnjn negativ, d. h. der Korper wiirde sich 
von der Rinne abheben und eine springende Bewegung ausfiihren. 
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Der Reibungswiderstand R = p,N beeinfluBt die Bewegung des Korpers in horizontaler Rich­
tung. Er beschleunigt den Ki::irper, solange die Geschwindigkeit der Rinne die gri::iBere ist, und 
verzi::igert ihn, sobald er der, Rinne voreilt. Die Beschleunigung bzw. Verzi::igerung des Ki::irpers 
ist (Abb. 83.6) 

R p,N 
P = - = - = p, (g + w2rcos fJJ tg a) , m m 

rp 

wora1?-s die Ki::irpergeschwindigkeit vl = J pdt und der Fi::irderweg 8 = f vdt graphisch bestimmt 
o 

werden ki::innen (vgl. Abschn. 66). 

84. Schubstangen (Pleuelstangen) und 
Geradfiihrungen (Kreuzkopfe). 

Die Schubstange besteht aus den beidenKi::ipfen und dem sieverbindendenSchaft (Abb. 84:.1). 
Bei der Konstruktion der Ki::ipfe und des Kreuzkopfes ist zu beachten, daB die Lange auch bei Ab­
nutzung der Gleitflachen unverandert bleibt. Eine Verkiirzung oder Verlangerung andert die 
Kompression im Zylinder und kann sogar den 
Kolben ZUlli Anschlagen bringen. Auf die Nach­
stellbarkeit der sich abnutzenden Lagerstellen 
muB deshalb besondere Sorgfalt gelegt werden. 

84.1. Das Kurbelzapfenende. 
Gekri::ipfte Wellen (Abschn.33) erfordern 

einen zweiteiligen (offenen) Kopf. Bei Stirn­
kurbeln kann der geschlossene Kopf (wie beim 
Kreuzkopfende) verwendet werden, doch wird 
der Zusammenbau dadurch erschwert. 

-==._._.-. *=_._._+ 
~ 

Abb.84.1. Schubstange mit den beiden Kiipfen. 
(Aus Riitscher.) 

Die meist vorkommende Bauart des offenen Kopfes ist der "Marinekopf" (Abb. 84.2/3). 
Fur die Nachstellung werden einzeln herausnehmbare Bleche oder eine abzufeilende starkere 

~, 
~ 

Abb.84.2. Schubstange. (Aus Riitscher.) 

Beilage zwischen Stange und Deckel gelegt. Um die Schmiedearbeit der Stange zu erleichtern, 
wird der Stangenkopf auch mehrteilig ausgefiihrt. 

Abgesehen . von ganz kleinen Ausfuhrungen oder sehr lang sam laufenden Maschinen, die 
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Bronzelager erhalten, werden die Lagerschalen immer mit WeiBmetall ausgegossen. Schalen 
aus GuBeisen oder StahlguB mussen vorher sorgfaltig verzinnt werden, damit das WeiBmetall 
gut daran haftet. Bei raschlaufenden Leichtmotoren wird - um die Abmessungen moglichst 
klein zu halten - das WeiBmetall auch direkt in die Stange gegossen (Abb. 84.4). Beim Aus­

Abb.84.S. (Aus ROtscher.) 

~-

Abb.84.5. Ofiener Schubstangenkopf in 
Gabelform. (Aus Dubbe!.) 

@-.-. ~ -- t 

laufen eines solchen Lagers wird aber die Kur­
belwelle angegriffen und auch die ganze Pleuel­
stange gefahrdet. AuBerdem verzinnen sich le­
gierte Stahle schwer. (Vgl. hier die allgemeinen 
Bemerkungen uber Lagermetalle S.219). Bei 
raschlaufenden Leichtmotoren hat das WeiB­
metall nur eine Dicke von 1 bis 2 mm. 

-l­
I 

Abb.84.4. (Aus Heller, Motorwagen.) 

Abb.84.6. Schubstange. (Aus Dubbel, (jlmaschinen.! 

Die runden Schalen sind gegen Verdrehung zu sichern, indem z. B. die Befestigungsschrauben 
in die Lagerschalen einschneiden (Abb. 84.2). Besondere Beachtung ist den Verbindungsschrau­
ben zu schenken. Sie werden durch die groBte Stangenkraft auf Zug beansprucht, erfahren aber 
eine weit gefahrlichere, stoBweise Beanspruchung (vgl. Abschn. 23.4). 

Durch die elastischen Forma.nderungen des Deckels und der Verbindungsschrauben wird das 
Lagerspiel 8 vergroBert. Der Deckel ist demnach recht kraftig (starr) auszufiihren, indem die 
Entfernung der Schrauben von der Stangenmittellinie so klein wie moglich gemacht wird und 
runde ~opfe mit kleinem Kopfdurchmesser (D = 1,35d + 4; mm) gewahlt werden. Die Verbin-
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dungsschrauben sind auch moglichst kurz zu halten; die VergroBerung des Schraubenvolumens 
kann demnach nur durch die VergroBerung del' Querschnittsflache f erreicht werden. 

Del' Beschleunigungsdruck kann bei schnellaufenden Maschinen eineseitliche Verschiebung 
des Lagerdeckels verursachen. Die Verbindungsschrauben sind deshalb, wenigstens auf kurze 
Strecken, einzupassen (Abb. 84.2, 3 u. 5). Wirksamer konnen die Querkrafte durch besondere PaB­
kanten (Abb. 84.4) aufgenommen werden, so daB die Schrauben vollstandig entlastet sind. Die 
Muttern miissen sorgfaltig gegen Lockerung gesichert werden. Meist wird Feingewinde gewahlt, 
das durch die Pennsche Schraube Abb. 23.35) gesichert wird. . 

In' Abb. 84.6 sind die fiir nicht ganz zuverlassig gehaltenen Bolzen durch einen seitlich auf­
gesetzten Biigel ersetzt. 

84.2. Kreuzkopfende und Kreuzkopf. 
Schubstangenkopf und Kreuzkopf bilden eine gelenkartige Verbindung (Abb.84.1). Die 

Gabel kann dabei sowohl am Kreuzkopf (Abb. 84.7) als auch an del' Schubstange angeordnet 
werden (Abb. 84.8). Die erste Ausfiihrungsform iiberwiegt und kommt bei den einfachwirken-

K 

Abb.84.7. (Aus Rotscher.) 

1-'-~'-i 
I 

,----------~I-----------u~------------__ ~u~~ 

Abb.84.8. Aua Gu~ermu~h.) 
Abb. 84.7 uod 8. OescblOl!seoe SchubstBogeoklipfe . 
.::LUll. O~. I u.uu. u. U vi:) .... u.I.V;;:;I>;] v llI.J 1J .... .. 1U. ... "'U"'J..I.e, ..... .un.vvl. .... 
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den Maschinen immer vor, wenn der Kolben gleichzeitig als Kreuzkopf dient (Abb. 82.4). Die 
Schubstange erhiilt dann einen sog. geschlossenen Kopf mit Nachstellung durch Keile. Der 
Keil (mit einer Neigung von 1 : 7 bis 1 : 8) kann dabei senkrecht ZUlli Zapfen (Abb. 84.2/7 u. 8 
links) oder paralleldazu (Abb. 84.7 rechts) angeordnet werden, und zwar sowohl auBen (Abb. 84.7 
links) von der Stangenmitte aus gerechnet als auch innen (Abb. 84.2, 84.8 links, 84.7 rechts). 
Ausschlaggebend fiir die zu wahlende Anordnung ist die Moglichkeit des einfachen Zusammen­
baues und der Nachstellung ohneAnderung der Stangenlange (Abb. 84.1). Die Anordnung senk­
recht zum Zapfen iiberwiegt, weil dafiir mehr Platz vorhanden ist. 

Der meist konische Zapfen sitzt in der Gabel fest (Abb. 84.8 rechts und 84.6 links) und muB 
gegen Verdrehung gesichert werden. Zapfen mit gleichbleibendem Durchmesser werden fast 
nur verwendet, wenn der Kolben gleichzeitig als Kreuzkopf dient. Abb. 84.9 zeigt eine gute Be­
festigung durch geschlitzte, konische Spannhiilsen. 

Abb.84.9. 

Abb.84.10. Abb.84.11. 

Der geschlossene Stangenkopf ist als statisch unbestimmter, stark gekriimmter Trager zu 
berechnen (Abschn. 12.5). 

Bei den Kreuzkopfen unterscheidet man zwei Hauptformen, je nachdem der Kopf den 
Zapfen (Zapfenkreuzkopf, Abb. 84.10) oder das Lager tragt (Lagerkreuzkopf, Abb. 84.11 u. 12). 
Der Zapfenkreuzkopf hat meist Gabelform, so daB der Zapfen an beiden Enden gestiitzt ist. 

Abgesehen von ganz kleinen Ausfiihrungen werden die Gleitschuhe stets besonders aufgesetzt 
und fast immer aus GuBeisen hergestellt und mit WeiBmetall ausgegossen. Die Schuhe werden 
erst nach dem Aufsetzen fertig gedreht, so daB die Verbindung die verhaltnismaBig groBe Kraft 
bei der Bearbeitung aushalten muB. Bei zylindrischer Gleitbahn (Abb. 84.10 u. 12) ist der Kreuz­
kopf auch gegen seitliche Verschiebung gesichert. 

Bei den einfach wirkenden Maschinen (Abb. 82.2) wird der Kolben gleichzeitig auch als Gerad­
fiihrung verwendet (Abb. 84.4) und hat dann zwei verschiedene Aufgaben zu erfiillen, gute Ab­
dichtung und Aufnahme der Geradfiihrungsdriicke. Die gute Abdichtung verlangt eine gleich­
ma.Bige Auflage der Dichtungsringe auf den ganzen Zylinderumfang, wobei die Dichtungsringe 
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keine groBe Driicke aufnehmen k6nnen (vgl. Zahlenbeispiel12.2). Es ist deshalb zweckmaBig, 
beide Aufgaben zu trennen und denKolben mit besonderen Gleitschuhen zu versehen (Abb. 84.13) 
oder als Kreuzkopfkolben auszubilden (Abb.84.14). 

84.3. Der Scbaftl 
wird im ungiinstigsten Fall (beim 
Anlaufen) durch den vollen Ver­
brennungsdruck bzw. Dampfdruck 
F . Pmax = P auf Knickung bean­
sprucht. Fiir Dieselmotoren ist 
Pmax = 35 bis 40 at ; fiir Verpuffungs­
maschinen kleiner als 30 at und fiir 
Dampfmaschinen ist Pmax gleich dem 
Dampfdruck. Abb.84.12. 

Da die beiden Stangenenden frei drehbar gelagert sind, wird 
die zulassige Stangenkraft S nach der Eulerschen Knickformel (Ab-

schnitt 18.1): S = ~ 722 J E kg. 

Abb.84.13. Alumininmkolben mit GuBeisengleitschuhen. (Aus Ricardo.) 

Als Sicherheitsfaktor n wird in der Literatur angegeben: 

Abb.84.14. Kreuzkopfkolben. 
(Aus Ricardo.) 

n = 20 bis 25 fiir Dampfmaschinen und n = 30 fiir Verbrennungskraftmaschinen. 
Die scheinbar sehr hohe Knicksicherheit ist aber in Wirklichkeit gar nicht vorhanden, denn erstens 

1 Schneter, E.: Berechnung und Gestaltung der Treibstaugen schnellaufender Kolbenmaschinen. Diss. 
T. H. Berlin 1936; Auszug. Automobiltechnik Z. 39 (1936), S.375/81. 
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liegen die Abmessungen meist auBerhalb des Geltungsbereiches der Eulerschen Formel, und 
zweitens beanspruchen die Tragheitskrafte (Abb. 84.15) die Stange gleichzeitig auf Biegung, so 
daB infolge der elastischen Durchfederung f noch ein zusatzliches Biegemoment P . f entsteht. 

Die Knicksicherheit ist senkrecht zur Biegungsebene wesentlich groBer als in der Bie­
gungsebene, weil die Stange dort als an beiden Enden eingespannt betrachtet werden kann 
(Vgl. S. 126). Deshalb erhalt die Schubstange bei raschlaufenden Maschinen I-Querschnitt 
(Abb. 84;.4), und zwar so, daB das Verhaltnis der Tragheitsmomente in beiden Richtungen 
ungefahr 1 : 3 ist. Bei kleinen Stangen wird der Schaft als Gesenkschmiedestuck hergestellt und 
womoglich nicht nachgearbeitet. Bei groBeren Stangen 
(Lokomotiven) wird die I-Form durch Ausfrasen hergestellt. 
Wo es auf groBe Gewichtsel'sparnis ankommt (Flugzeug­
motoren) benutzt man auch Stangen mit ringformigem 
Querschnitt, die allerdings in der Herstellung sehl' teuer 
sind, weil sie aus dem Vollen gebohrt werden mussen. Der l --+-- --..-, 
Hohlraum kann zum Anbringen der zum Kolben fiihrenden 
Schmierolleitung benutzt werden. 

Die zusatzliche Beanspruchung durch die Massenkrafte 

Abb. 84.15. Massenkrafte der Schubstange. 

X~~:~~~~,~nm~mmrrm~~JP 

x~-~ - - - - -~ ---- ~~. , , 
: t+-Xo 
, Mma:;c ' 

Abb. 84.10. 

ist nicht so einfach zu uberblicken, weil die Beschleunigungen in jedem Punkt der Stange sich 
aus zwei Komponenten, fUr die geradlinige und fUr die drehende Bewegung, zusammensetzt und 
die sich nach GroBe oder Richtung mit der Stangenlage andel'll. Die gefahrlichste Beanspru­
chung durch die Radialbeschleunigung (Pr = r • co2) tritt auf, wenn diese senkrecht zur Stange 
gerichtet ist. In diesel' Stangenlage ist die Kreuzkopfgeschwindigkeit ein Maximum (vgl. Abschn. 
82.3), so daB die Beschleunigungen der geradlinigen Bewegung dann gleich Null sind. 

Bei einer prismatischen Stange sind die Massenkrafte wie eine Dreieckbelastung ubel' die 
Stange verleilt (Abb. 84.16) mit den Auflagerreaktionen A = 2/3 P und B = 1/3 P. Das Biege­
moment 

x' x P l (X ,x3 ) Mx =B ' x-P' 12 '"3 = T Y-V 

wird ein Maximum fUr x = l13 . Mmax = 0,129 P·l ist nur unwesentlich groBer als wenn P 
gleichmaBig uber die Stangenlange verleilt ware (Mmax = 1/8 P ·l) . 

Bei jedel' Umdrehung der Kul'belwelle wird die Stange zweimal gebogen, so daB Schwingungt'n 
auftreten, die gefahrlich werden, sobald die Schwingungszahl mit der Eigenschwingungszahl der 
Stang~ zusammenfallt. Nach Gl. (33.12) ist die kritische Schwingungszahl COk = YAfJlfo mit 
A ~ 1,2. 



9. Rohrleitungen. 
Diese dienen zur Fortleitung und Verteilung von Fliissigkeiten und Gasen und bilden wichtige 

Elemente in fast allen Zweigen des Maschinenbaues. In Gas- und Wasserwerken, bei Heizungs-, 
Liiftungs-, Kiihl- und Entstaubungsanlagen, bei Dampfkesseln und K1iJtemaschinen usw. wer­
den Fliissigkeiten in weit verzweigten Leitungen verteilt. Aber auch bei der Kiihlung elektrischer 
Maschinen (Generatoren und Transformatoren) muB die Kiihlfliissigkeit (Luft oder (1) so durch 
die Wicklungen gefiihrt werden, daB dort, wo viel Warme entwickelt wird, auch erne entspre­
chende Menge Kiihlfliissigkeit vorbeistromt. Diese Fliissigke"itsstromungen sind nach den glei­
chen Gesetzen zu berechnen wie verzweigte Rohrleitungen. 

91. Normen. 
Im November 1925 wurden von einer internationalen Konferenz, an der die hauptsachlichsten 

Industriestaaten von Europa vertreten waren, allgemeine Normen fiir Rohre, Flanschen usw. fest­
gelegt. Bezeichnungen: Die Nennweite (NW) entspricht ungefahr dem lichten Durchmesser 
wie in Zahlentafel91.1 angegeben. 

N enndriicke (N D) sind die Driicke, fiir we1che die Rohre und Flanschen berechnet sind 
(Zahlentafel91.2). 

Zahlentafe191.1. Nennweiten. 

1 

1,5 
2 
2,5 
3 

4 

5 
6 

8 

10 

15 
20 
25 
32 

40 

50 
60 
70 
80 

100mm 
125 " 
150 " 
200 " 
250 " 
300 " 
350 " 
400 " 
450 " 
500 " 
600 " 
700 " 
800 "usw. 

Betriebsdriicke (BD) sind 
Driicke, die fiir die verschiedenen 
F1iissigkeiten bei norma1en Be­
triebsverhiiltnissen als Hochst­
druck angewendet werden sollen. 

Fiir BD I (Wasser bis zu 100° 0) ist 
der Betriebsdruck gleich 
dem Nenndruck, 

" BDII (Dampfu.Gasbis300 0 0) 
ist BD = 0,8 ND, und 

" BD III (HeiBdampf bis 4000 0 
und gefiihrliche Gase) ist 
BD = 0,64ND. 

Probedriicke '(PD) sind 
Driicke, bei denen Einzeltei1e 
durch Wasserdruck abgepreBt 
werden; sie gelten nicht fiir fer­
tig verlegte Leitungen, 

Zahlentafel 91.2. 
Rohrleitungen, Druckstufen und Temperaturgrenzen. 

Auszug aus den Normen VSM 18320. 

GroJ3ter zulassiger Betriebsdruck 
Nenndruck 

I II I III 
Gemeinsamer 

ND Probedruck Flansche und Flansche und [ 
Roble Rohre Flanschel Robre 

1 1 1 2 
2 
2,5 2,5 2 4 
3,2 
4 4 3,2 6,5 
5 
6 6 5 10 
8 8 6 13 

10 10 8 16 
12,5 12,5 10 20 
16 16 13 10 25 
20 20 16 13 32 
25 25 20 20 16 40 
32 32 25 20 1 50 
40 40 32 32 25 60 
50 50 40 32 1 75 
64 64 50 40 40 96 
80 80 64 50 120 

100 100 80 64 64 150 
125 125 100 80 190 
160 160 125 100 100 240 
200 200 160 125 300 
250 250 200 160 160 375 
320 320 250 200 480 
400 400 320 250 250 600 
500 500 400 750 
640 640 500 960 
800 800 640 1200 

1000 1000 800 1500 

1 Bei d~esen Bet~iebsdruck~n gilt der zugehorige Pr~bedruck nur beim Abpl'essen eines Rohres ohne 
Flansch, W1l'd abel' em Rohl' mit Flansch abgepreBt, so gilt der Probedruck fUr den Flansch. 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Aufl. 27 



418 Rohrleitungen. 

Die abgekiirzte Bezeichnung des Nenndruckes (N D und zugehorige Druckzahl) darfzur Kenn­
zeichnung von Rohrleitungsteilen nicht benutzt werden. DafUr sind die abgekiirzten Bezeich­
nungen der Betriebsdriicke (BD I bis III) zu verwenden. 

Die Wanddicken werden, soweit sie nicht von der Herstellung abhangig sind, nach der Kessel­

Otwinde 
schwacjl-f-
kegi!liggl" 
schnilfefl 

Abb.91.1; Abb.91.2. 

formel (Gl. 14.4) berechnet: 
p' Di ...L 

8=2u . I C. 
zul 'P 

Hierin ist cp das .Guteverhaltnis der Rohrnaht 
(vgl. Abschn. 21.3, Nietverbindungen). Fiir naht­
lose Rohre' ist cp = 1, fiir schmelzgeschweiBte 
cp = 0,8. Der Zuschlag c wird wegen der Ab­
rostung eingefiihrt; fiir Stahlrohre ist c = 0,1 em. 

Man unterscheidet: Muffe und Verschraubung zu1' Ve1'bindung von Gas1'oh1'en. 
(Aus Rotscher.) a) Gasrohre, stumpfgeschweiBt bis etwa 

50 mm Durchmesser, ohne Garantie fiir die Ein­
haltung bestimmter Festigk~itseigenschaften des Werkstoffes, also fUr untergeordnete Zwecke 
(Zahlentafe123.1, Gasrohrgewinde), Abb. 91.1 u. 2. 

b) SchmelzgeschweiBte Stahlrohre, St. 34.28, 15" = 25% (Zahlentafe191.3). 
c) Nahtlose Stahlrohre (ZahlentafeI91.4). 
Die zulassigen Spannungen fiir weichen Stahl (St 34;) kann fiir die drei Betriebsdrucke durch 

folgende Oberlegung festgesetzt werden, wenrr fiir HeiBdampf eine etwas groBere Sicherheit als 
fiir kaites Wasser gewahlt wird: 

FUr BDI BDII BDIII 

ist die Tempera.tur . . . bis 120° 0 300° 0 400° C 
die Streckgrenze . . . . 2300 1500 1200 kg/cm2 
und die zulii.8sige Spa.nnung . 1100 625 500 kg/cm2 
Mch den Normen ist . 800 640 500 kg/cm2 

Die in den Normen auf Grund der Erfahrung festgelegten niedrigen Spannungen fiir BDI 
berucksichtigen die zusatzlichen Beanspruchungen (Wasserschlage), die bei nicht stationaren 
Stromungen auftreten. Fiir BDII wird Stahl mit 45 bis 55 kgJmm2 Bruchfestigkeit und 17% 
Dehnung verwendet. 

Fiir hOhere Temperaturen reichen unlegierte C-Stahle nicht mehr aus (vgl. Abb. 13.20). 
Durch Legierungszusatze (Molybdan, Chrom, Kupfer) ist es gelungen, die Festigkeit auch bei 
hoheren Temperaturen zu steigern; ausschlaggebend ist die Erhohung der Dauerstandfestigkeit 
bei den betreffenden Temperaturen 1. 

Mo.Cu. Stahl, Kz =38 bis 45kg/mm2 , Bezeichnungen KU23, SKIl, TH30 und Marwa 
12 P, bis 4;50° C geeignet; Dauerstandfestigkeit bei 4;00° C, 14 bei 4;50°, 12und bei 500° C, 
9kg/mm2• . 

mm 
50-

50 
j ./ 

1\ ~ / V ::t'l .~IJ ,," 
\ 

II(} 

~ ;§' ~"' . 

\<;>- ~ vi / \~ '" -30 

~ 
\'t, ~ // ~ '" ... ~ 

I~ 
~ 

I 

K 
- 20 

/j 0 '" 
~JO 

./ 

Vi '" 1./' 

500 .fOO 'IIJO JOD 1M ldO '(JO 0 1tJOO 1000 I!SO JUDO 'IIJOO .f01JO 5000 55(J(J 

P·Di .. 

Abb. 91.3. Wn.odstnrken u.nd lIcRuapruchunlien !(lr OuJlrohrc. 
p ~ N D In at, Di ~ N W In em. 

Abb. 91.4. Vcr· 
blndungamuffe filr 

Oufirohre . 
(Aul Riltacber.) 

Mo·Ou-Stahl, Kz = 45 bis 55 kgJmm2• Bezeichnungen: KU 33, SK Ilh, TH 31 und 
Marwa 13 P, bis 500° C geeignet; Dauerstandfestigkeit bei 4;50° C 15, bei 500° 12 und bei 550° C, 
5kg/mm2• 

1 Beyer, K.: Uber Werkstoff·Fragen im Rohrleitungsbau. Arch. Warmewirtsch. 18 (1937) S.185/88. 
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Zahlentafe191.3. Sehmelzgesehwei13te Stahlrohre (Auszug aus den Normen VSM 18352 bis 54 resp. 
DIN 2453/54). Werkstoff St 34.28. Ma13e in mill 

Nenno AuJ3eno Nenndruck kg/cm' 

weite durcho 

I I I I I messer NDI u. 2,5 ND6 NDIO ND16 ND25 ND40 
--

wandol 

I I I 

I mm I ~mcht 1 mm 1 Gemcht NW a dicke Gewieht mm ~mcht mm Gewieht =1 Gewieht 
8 kg/m 8 kglm 8 kg/m 8 kglm . 8 kg/m 8 kg/HI = mm = 

50 57 1,5 2,09 2 2,76 2,5 3,42 
60 70 1,5 2,58 2 3,42 2,5 4,24 
70 76 2 3,72 2,5 4,62 3 5,50 
80 89 2 4,37 2,5 5,43 3 6,49 

100 108 2 5,33 2,5 6,62 3 7,91 
125 133 2,5 8,20 3 9,80 3,5 11,4 

150 159 2,5 9,83 3 11,80 3,5 13,7 3 11,8 4 15,3 6 22,6 
200 216 2,5 13,4 3 16,1 3,5 18,7 4 20,9 5 26,0 8 41 
250 267 2,5 16,6 3 19,9 3,5 23,2 4,5 29,1 6 38,6 9 57,3 
300 318 3 23,7 3,5 27,7 4 31,5 5 38,6 7 53,7 11 83,3 
350 368 3 27,5 4 36,6 5 45,6 6 54,6 8 72,4 12 107 
400 419 3 31,4 4 41,8 5 52,2 6 62,4 9 93 14 143 
450 470 3 35,2 4 46,8 5 58,4 7 81,4 10 116 15 171 

500 521 3 39,0 4 51,9 5 64,7 8 103 11 141 16 203 
600 622 3 46,5 5 77,3 6 93 9 138 13 .198 
700 720 4 72 5 89,8 7 125 10 178 15 266 
800 820 4 82 5 102 7 143 11 224 16 323 
900 920 4 92,1 6 138 8 183 13 296 18 408 

1000 1020 5 127 7 178 9 229 14 353 20 503 
1200 1220 5 153 7 213 11 334 16 484 
1400 1420 5 178 8 284 12 425 18 634 

Zahlentafel 91.4. N ah tlose Stahlrohre (Auszug aus den Normen VSM 18350/51 resp. DIN 2450/51). 
Ma13e in mill 

Wo keine Abmessungen angegeben sind, gelten die des naehst hoheren Nenndruekes. 

St 34.28 
Nenndrnek kg/em' 

NDI -7- 32 I ND40 I ND50 I ND64 I I ND80 I NDIOO 

-N-e-nn-o'I-A-uLl-e-no--l-w-a-n-do-.--.---t-w-a-n-do-.--.--l-w-a-n-do'I---+w-an-d-O '- AuBeno Wando' I Wando I 
weite dureho dicke GeWlcht dieke GeWlcht dicke ~mcht dicke ~mch durcho dicke Gemcht dicke Gemcht 

messer messer 
NW a 8 kglm 8 kglm 8 kglm 8 kg/m a 8 kg/m a kg/m 

6 10 
8 12 

10 14 
15 20 
20 25 
25 30 
32 38 
40 44,5 
50 57 
60 70 
70 76 
80 89 

100 108 
125 133 
150 159 
200 216 
250 267 
300 318 
350 j 3681 

400 4191 

St 45.29 

3 5,40 
3,25 6,87 
3,75 9,64 
4 12,7 
4,5 17,2 
6,5 33,6 
7,5 48,0 

8 61,2
1 

9 68,6 
,8 71,0 10 88,3 
9,5 95,9 11 111,0 

N Dl -7- 40 I N D 50 

1,5 0,31 I 10 2,5 0,46 
1,5 0,39 12 2,5 0,59 
2 0,59 14 3 0,81 
2 0,79 18 3 I,ll 
2 1,13 25 3 1,68 
2,5 1,70 30 3,5 2,26 
2,5 2,19 38 3,5 2,98 
2,5 2,59 44,5 3,5 3,57 
2,75 3,68 57 3,5 4,62 4,5 5,86 
3 4,96 70 6,5 6,5 5 8,02 
4 7,10 76 5 8,76 6 10,3 
4 8,38 89 5 10,4 6 13,1 
5 12,7 108 6 15,1 7 17,4 
5 15,8 6 18,8 133 7 21,8 9 27,0 
5,5 20,8 6,5 24,5 159 8 29,8 10 36,7 
7,5 38,6 9 45,9 216 11 55,6 13 65,1 

9 57,3 11 69,5 267 14 87,4 16 99,2 
11 83,3 13 97,8 1 
12 105,4 15 131 
14 140 18 178 

I N D 64 N D 80 I N D 100 I 
Nenndruek kg/em 2 

1 Fur N D 80 statt 368, 419; 381, 432. 

Das Kaltbiegeri der Rohre ist fiir Dampfleitungen ungeeignet. Die Rohre miissen warm ge­
. macht und mit trockenem Sand vollstandig gefiillt werden, urn Querschnittsanderungen beim 

Biegen zu vermeiden. Der Sand muS natiirlich restlos ent,fernt, werden (Durchblasen der Leitung 
vor der Inbetriebsetzung). Fiir Biegungen von Dampfleitungen mit hohem Druck ist es emp-

27* 



420 

Malle mm 

i 
. '" "',0: 
til", 

E~ 
:@~ 
A~ 

NW f 

10 2 
15 2 
20 2 
25 2 
32 2 
40 3 
50 3 
60 3 
70 3 
80 3 

100 3 
125 3 
150 3 
200 3 
250 3 
300 4 
350 4 
400 4 
450 4 
500 4 
600 5 

Malle mID 

" .... " 
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:00 
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----
NW f 

10 2 
15 2 
20 2 
25 2 
32 2 
40 3 
50 3 
60 3 
70 3 
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100 3 
125 3 
150 3 
200 3 
250 3 
300 4 
350 4 
400 4 
450 4 
500 4 
600 5 
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~ 

Rohrleitungen. 

ZahlentafeI91.5. GuBeiserne Flansche (Abb.91.5 u. 6.) 
Auszug aus den Normen VSM.18420j25 resp. DIN 2530/35. 

Nenndrnck 2;5-6 Nenndrnck 10 Nenndrnck 16 

Flansch· '" Schrauben '" Flansch- :!i, • Schrauben i Flansch- J, • til • "a g> '. S ---- <= '. S <= ._ S --- -----
~~ ~ ~~r§ :a ..=~ 

;;:; ..= ~ !l) E~.z ~ .'=:~ ..= ~ .§ 
",..-,0: 

'8 'd ~'8 8 ~ ~ .S " e., 0gJ .z r§:§~ ~ ~ ~ ~ ~~ oS o~ ~ .. El'" 
~ El" -.~ A e_ '" 

AS A ~ A !l AS .... !l A 13 AS A ~ A 

Schrauben 

- ' ... ,0: ,0:", 
~ f:! ~ 
'" :='" < AS ---- ---- -------A S A IA ---- ---- ----

,<; D b g Z Zoll ,<; D b i1 Z Zoll ,<; D b g Z ZoU 

6 75 12 35 4 3/S 6 90 14 40 4 1/2 6 90 14 40 4 1/2 
6 80 12 40 4 3/S 6 95 14 45 4 1/2 6 95 14 45 4 1/2 
6,5 90 14 50 4 3/s 6,5 105 16 58 4 1/2 6,5 105 16 58 4 1/2 
7 100 14 60 4 3/s 7 115 16 68 4 1/2 7 115 16 68 4 1/2 
7 120 60 70 4 1/2 7 140 18 78 4 5/S 7 140 18 78 4 Sis 
7,5 130 16 80 4 1/2 7,5 150 18 88 4 Sis 7,5 150 18 88 4 Sis 
7,5 140 16 90 4 1/2 7,5 165 20 102 4 5/S 7,5 165 20 102 4 5/8 
8 150 16 100 4 1/2 8 175 20 112 4 5/S 8 175 20 112 4 5/s 
8 160 16 110 4 1/2 8 185 20 122 4 5/S 8 185 20 122 8 5/ 

18 
8,5 190 18 128 4 5/S 8,5 200 22 138 4 5/S 8,5 200 22 138 8 5/s 
9 210 18 148 4 "Is 9 220 22 158 8 5/S 9,5 220 24 158 8 5/s 
9,5 140 20 178 8 5/S 9,5 250 24 188 8 5/S 10 250 26 188 8 Sis 

10 265 20 202 8 5/S 10 285 24 212 8 3/4 11 285 26 212 12 3/4 
11 320 22 258 8 5/S 11 340 26 268 12 % 12 340 30 268 12 3i4 
12 375 24 312 12 5/S 12 395 28 320 12 3/4 14 405 32 320 12 7/ s 
13 400 .24 365 12 3/4 13 445 28 370 12 3/4 15 460 32 378 12 7/ s 
14 490 26 415 12 3/4 14 505 30 430 16 3/4 16 520 36 438 16 7/S 
14 540 28 465 16 3/4 14 565 32 482 16 7/S 18 580 39 490 16 1 
15 595 28 520 16 3/4 15 15 32 532 20 7/S 19 640 40 550 20 1 
16 645 30 570 20 3/4 16 670 34 585 20 7/S 21 715 42 610 20 PIs 
17 755 30 670 20 7/s 17 780 36 685 20 1 24 840 48 725 20 P/4 

ZahlentafeI91.6. StahlguBflansche (Abb.91.5 u. 6). 
Auszug aus den Normen VSM 18432/36 resp. DIN 2543/47. 

Nenndruck 25 Nenndruck 40 Nenndrnck 64 

" Flansch-
~IS 

Schrauben " Flansch- '" . Schrauben ~ Flansch- ~ -i Schrauben ~ ~ 
g> ,.~ e e ----- e --- <1':= :t:l ' ... - :=";,0: :a ' .... :t:l ~~ " :a ~ ~. :t:l ..=~ Q) -E~~ :<l ..... 

'd -§ ~ .§ ~.~ ~ 
,0:., 'd ~t3 c 'd ,0:" 

" e'" e", ~ ~~~ " "oo <I coo ~ ..c::'1""1 ~ " co> <I ... oo e .. Elifl <I .... 0> .S " Elifl .... '" " """, " ... ", 

" :=" ~-A <I ~ :=" A <I ~ 
::l CD '1""1 ~-A <I :='" 

~ AS ~ < AS AS A ~ < AS AS A < AS 
----- -b-I-g--------- -b-I-g-----------------

,<; D Z Zoll ,<; D Z Zoll ,<; D b g Z Zoll 
I 

6 90 16 40 4 1/2 6 90 16 40 4 1/2 8 100 20 50 4 1/2 
6 95 16 45 4 1/2 6 95 16 45 4 1/'1. 8 105 20 55 4 1/2 
6,5 105 18 58 4 1/2 6,5 105 18 58 4 11 9 130 22 68 4 SIs 
7 115 18 68 4 1/2 7 115 18 68 4 1/ 9 140 24 

78 \ 
4 5/s 

5 2 7 140 18 78 4 5/ s 7 140 18 78 4 Is 9 155 24 85 4 3/4 
7,5 150 18 88 4 5/S 7,5 150 18 88 4 5/S 9 170 26 98 4 3/4 

7,5 165 20 102 4 Sis 8 165 20 102 4 Sis 10 180 26 108 4 3/4 
8 175 22 112 8 5/S 8,5 175 22 112 8 5/S 10 190 26 118 8 3/4 
8 185 22 122 8 5/S 8,5 185 22 122 8 5/ s 10 204 26 132 8 3/4 
8,5 200 24 138 8 5/s 9 200 24 138 8 Sis 11 215. 28 142 8 3/4 
9,5 235 24 162 8 3/4 10 235 24 162 8 3/4 12 250 30 170 8 7/S 

10 270 26 188 8 
I 

7/S 11 270 26 188 8 7/S 13 295 34 205 8 1 
11 300 28 218 8 7/s 12 300 28 218 8 7/s 14 345 36 240 8 P/s 
12 360 30 278 12 7/s 14 275 34 285 12 1 16 415 42 300 12 P/4 
14 425 32 335 12 1 16 450 38 345 12 Fls 19 470 46 355 12 P/4 
15 485 34 390 16 1 17 515 42 410 16 F/s 21 530 52 415 16 P/4 
16 555 38 450 16 Fls 19 580 46 465 16 F/4 23 600 56 475 16 Pis 
18 620 40 505 16 F/4 26 670 60 530 16 P/2 
19 670 42 555 20 F/4 28 715 64 575 20 P/2 
21 730 44 615 20 F/4 31 800 68 645 20 13/4 

35 930 76 750 20 2 

Zahlentafel 91. 7 . Randabstand e fur GuBflansche (Abb.91.6). 

Schraubendurch-
I F/s" 11K' I Pis" 11%" 11%" messer in Zoll . 3/s" %" 5/s" %" 7/s" I" 2" 

Randab~tand"e"mm 12,5 15 20 22,5 25 27,5 32,5 I 35 I 37,5 I 42,5 I 47,5 I 55 
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fehlenswert, Rohre mit etwas groBerer Wandstarke zu wahlen als fiir gerade Rohre not­
wendig ware. Je kleiner der Biegungsradius ist, umso groBer wird die Verminderung der 
Wandstarke in der auBeren Biegezone des Rohres. Man wahlt als mittleren Krummungs­
radius etwa den 4- bis 6fachen Rohrdurchmesser. 

d) Blechrohre aus diinnem, galvanisiertem oder aus schwarz em Blech, gefalzt fur Lill­
tungs- und Entstaubungsanlagen. 

e) GuBeisenrohre (Zahlentafel91.5) werden meist stehend gegossen. Man unterscheidet 
Muff-enrohre (Abb. 91.4) und Flanschenrohre (Abb. 91.5 u. 6). Die Biegefestigkeit des Werk­
stoffes ist Kb = 24 kgjmm2. Die zulassigen Spannungen und die Zuschlage c sind in Abb. 91.3 
eingetragen. 

Seit· einer Reihe von Jahren ist die Herstellung von GuBrohren durch das SchleuderguB­
verfahren vereinfacht und verbessert worden 1. Das flussige Eisen wird in eine rotierende, schwach 
geneigte und in der Langsachse verschiebbare Form (Kokille) eingefiihrt, die auBen durch Was­
ser gekuhlt wird. Durch die Wirkung der Zentrifugalkraft wird das flussige Eisen an die Innen­
wand der Kokille geschleudert, bleibt dort haften und erstarrt. Nach dem GieBen werden die 
Rohre sorgfaltig ausgegliiht. Die Festigkeitseigenschaften so hergestellter GuBrohre uberragen 
diejenigen der SandguBrohre in jeder Richtung, so daB dafiir die zulassige Beanspruchung 1,7 
bis 1,8mal groBer angenommen werden darf (azul = 350 bis 500 kgjcm2). 

Fur im Boden verlegte Rohre 
ist das GuBrohr besser geeignet 
als das Stahlrohr, weil die GuB­
haut gegen Rosten und Korro­
sionen weniger empfindlich ist. 
GuBrohre findendeshalb in aus­
gedehntem MaBe VerWendung 
zu Wasser-, Gas- und Kanalisa­
tionsleitungen. Infolge der Be­
wegungen des Erdreiches uber­
wiegt bei diesen Leitungen die 
Muffe (Abb. 91.4)als Rohrver-
bindung, die in gewissem Grade 

~---------.k --------~~ 
------------O----------~ 

Abb.91.5 und 91.6. AnschluBflansch fiiI GuBrohre. 
(Zahlentafel 91.5, 6 u. 7.) 

beweglich ist, wenn die Rohre mit etwas Spiel im Grunde der Muffe verlegt werden. Die Ab­
dichtung erreicht man durch geteerte Hanfstricke oder durch Blei, das in den Muffenraum 
gegossen und dort verstemmt wird. Die Muffenverbindung ist deshalb schwer losbar. Fiir frei 
verlegte Leitungen werden ausnahmslos Flanschenrohre verwendet. 

Zum Schutz gegen Rosten werden die auf 100 bis 1500 C erwarmten Rohre in ein Asphalt­
oder Teerbad getaucht. Das Muffeninnere und das Rohrende sind durch Kalkmilchanstrich frei 
zu lassen, um das Spritz en des heiBen Bleies beim Abdichten zu vermeiden. 

£) StahlguBrohre, Kz = 4500 kgjcm2, 
Bruchdehnung 15 5= 17 % (Zahlentafel 91.6). 
ZuschJag c und zulassige Spannung sind in 
Abb. 91.3 eingetragen. 

Zahlentafe191.8. Grenze fur die Verwendung 
von GuBeisenrohren fur Dampfe 

In den letzten Jahren sind auch andere 
Werkstoffe als Eisen und Stahl fiir Rohr­
leitungen verwendet worden, wie Porzellan, 

ND 

kg/em' 

Eternit, Gummi, Mipolan usw., die fur manche 2,5 
Zwecke recht geeignet erscheinen 2. Ig 

Flanschverbindungen. a) F est e r F I a n s c h 16 
fur gegossene Rohre, Formstucke und Arma- 25 
turen (Abb. 91.5). Die in Zahlentafel5 ein- 40 

und Gase unterhalb 3000 C. 

Rochat­
zuliisslger 

Bctrlchadruck 
kg /em' 

2 
5 
8 

13 
20 
32 

Orolltc Nennwelte In mm bel 
Tcmperaturcn 

bls 200' C 

1600 
1000 
600 
400 
250 
150 

200 bls 300' C 

800 
500 
300 
200 

getragenen Werte gelten fiir BDl. Fiir BDII ist die obere Grenze fiir die Verwendung von 
GuBeisen aus Zahlentafel91.7 zu entnehmen. 

Der Randabstand e (Abb. 91.6) ist fUr aIle Rohre gleich und nur yom Schraubendurchmesser 
abhangig (ZahlentafeI91.8) . 

1 SchleuderguBrohren der L. von Rollschen Eisenwerke, Choindez. Bericht Nr. 12 des Schweiz. Verb andes 
f. d. Mat.-Priif. d. Technik 1928. 

2 Nehlep, H.: Betriebseignung verschiedener Roharten. Arch. Warmewirtsch. 18 (1937), S. 13/17. -
.Jordan, Gg.: Rohre aus Hartporzellan. Heizg. u. Luftg. 12 (1938), S.40/42. - Lutz, H.: Verarbeitung 
polymerer Kunststoffe im Rohrleitungsbau. Z. VDI.81 (1937), S.47/51. 
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Jeder Flansch erhiHt eine durch 4 teilbare Anzahl Schraubenlocher, die so anzuordnen sind, 
daB auf die vertikale und horizontale Achse keine Locher fallen. . 

b) VorgeschweiBter Flansch (Abb.91.7) verwendbar im ganzen Nennweiten- und 
Druckgebiet. Diese Verbindung ist bei QualitatsschweiBung einwandfrei und fiir alle Durch-' 
fluBstoffe ver.wendbar. 

Fiir die Berechnung der losen Flansche, siehe Zahlenbeispiel14.2, und fiir die Berechnung 
der Schrauben Abschn. 23.41. 

c) Walzflansch (Abb.91.9) nur fiir nahtlose Rohre aus weichem Material verwendbar; 
das Flanschmaterial soll harter als das Rohrmaterial sein. Aufgewalzte Flansche sind fUr Dampf­
leitungen nicht zu empfehlen. Wenn der Flansch noch kalt ist und die Rohrwand schon warm, 

.2:l ... 
! " ~ 

§ i 
~ 

Abb 91.7. VorgeschweiBter Flansch. 

Abb. 91.10. Lose Flansche 
mit VorschweiBbund. 

lIennrirlldc2,5 -16 

Abb. 91,8. GeschweiBte Flansche. 

Abb.91.11. Lose Flansche 
mit auigeschweiBtem Bund, 

Nenndrud ;:5-0 

~------o------~ 
Abb.91.9, Gewalzter Flansch. 

Abb.91.12 Lose Flansche 
fiir Biirde/rohre. 

Zahlentafel91.9 . Malle der losen Flansche (Abb. 91.10 bis 12). 
Auszug aus den Normen VSM 18525/38 resp. DIN 2639-73. 

Rohr Nenndruck 1 bis 6 Nenndruck 10 bls 16 ' Nenndruck 25 bls 40 ' 

fiir 
Schrauben Schrauben Schrauben 

~~ ~ 
. ... .... 

" l=~ " ..=~ " 
.... 

" .§~ " ..::::" Nenndruck ..::::" 

~ 
."I ..::::" ."I ."I 

~! 
coo 

~ " 
COO C oo ."I :a cll! ~ " '3S:8 S:8 [::1:8 C 

S:8 ~ " ~ [::1:8 ~ .'0 A .. ."" S" .'0 

"':'0 S AS AI'l .. ,,= AI'l AS .. " = AS AS .. ,,= 
IT2.6f6 !l " .~ !l ".~ !l ,,~ 

-- - -- -- - - - --- -- --- -- - - - - - - ----------
NW a D b bib g h Z ZolJ D b g h Z ZolJ D b g h Z ZoIl 

I 

10 14 75 10 10 10 35 8 4 3/s 90 14 40 10 4 1/ 90 16 40 12 4 1/2 
15 20 80 10 10 10 40 8 4 3/s 95 14 45 10 4 1 2 95 16 45 12 4 1 {2 / 2 
20 25 90 10 10 10 50 10 4 3/S 105 14 58 12 4 1/2 105 16 58 14 4 1/2 
25 3,0 100 12 12 12 60 10 4 3/s ll5 16 68 12 4 1/ 2 ll5 18 68 14 4 1/ 2 
32 38 120 12 12 12 70 10 4 1/2 140 16 78 12 4 5/s 140 18 78 14 4 5/s 
40 44,5 130 12 12 12 80 10 4 1/2 150 16 88 12 4 5/s 150 18 88 14 4 5/s 
50 57 140 12 12 12 90 12 4 1/2 165 16 102 14 4 5/s 165 20 102 16 4 5/s 
60 70 150 12 12 12 100 12 4 1/2 175 16 ll2 14 4 5/s ' 175 20 ll2 16 8 5/s 
70 76 160 12 12 12 llO 12 4 1/ 2 185 16 122 14 4 5/s 185 20 122 16 8 5/8 

80 89 190 14 14 14 128 14 4 5/s 200 18 138 16 8 ;;/s 200 22 138 18 8 5/s 
100 108 210 14 14 14 148 14 4 5/s 220 18 158 16 8 5/S 235 22 162 20 8 3/4 
125 133 240 14 14 14 178 14 8 5/s 250 18 188 8 8 5/s 270 24 188 22 8 7/s 
150 159 265 14 14 14 202 14 8 5/s 285 18 212 18 8 4/4 300 24 218 22 8 7/s 
200 216 320 16 16 16 258 16 8 5/s 340 20 268 20 12 4/4 360 26 278 24 12 7/s 
250 267 375 20 20 20 312 18 12 5/s 395 22 320 22 12 4/4 425 30 335 24 12 I 
300 318 440 22 22 24 365 18 12 3/4 445 26 370 22 12 4/4 485 34 390 28 16 1 
350 368 490 22 22 26 415 18 12 3/4 505 28 430 22 16 4/4 555 38 450 32 16 P /s 
400 419 540 22 24 28 465 20 16 3/4 565 32 482 24 16 7/s 620 42 505 34 16 PI4 
450 470 595 22 24 30 520 20 16 3/ 4 615 34 532 24 20 7/s 670 46 550 36 20 Pl4 
500 251 645 22 i 26 32 570 22 20 3/, 670 38 585 26 20 7/S 730 50 615 38 20 P/4 

1 Ab NW 150 mm nur gultig fur ND 10 resp. 25. 
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treten im eingewalzten Ende Druckspannungen auf, die mit dem Walzdruck (vgl. S. 166) blei­
bende Formanderungen verursachen. Wird nun der Flansch ebenfalls warm und dehnt sich aus, 
so wird die Verbindung lose. und undicht, wodurch schon viele und schwere Unfalle entstanden 
sind. 

d) Lose Flansche (Zahlentafel91.9 und Abb. 91.10 bis 91.12). Die 
Verbindung mit losen, d. h. auf dem Rohr drehbaren Flanschen hat 
denVorteil, daB auf die Schraubenlochstellung keine RiicK:sicht zu neh­
men ist. Sie bietet daher fiir die Montage groBe Vorteile; dagegen wer­
den die Schrauben bei dieser Verbindung langer als bei den festen Flan­
schen. Deshalb ist die Verwendung der losen Flansche auf den Nenn­
weiten- und Druckbereich beschri.i.nkt. 

Eine gute Verbindung fiir hohe Drfrcke ist der BordelschweiBflansch 
mit geschliffenen Flanschen nach Abb. 91.13. 

Eine fiir lange Rohrleitungen besonders zu empfeh­
lende gute Verbindung ohne Flanschen ist in Abb. 
91.14 dargestellt (nach dem Vorschlag von Prof. F.K. 
Th. von Iterson). Die kreuzweise schraffierten Teile 
sind zugeschweiBte Offnungen in der Muffe und 

Abb.91.13. 

---------'-miissen reichlich bemessen sein, um groBere Zugkrafte 
aushalten zu konnen als das Rohr. Die niederlan­ Abb.91.14. Rohrverbindung nach v. Iterson. 

dischen Staatsminen in Heerlen haben mit dieser Verbindung sehr gute Erfahrungen gemacht. 

92. Theoretische Grundlagen \ 
92.1. Die Energiegleichung idealer Fliissigkeiten. 

Unter einer "idealen" Fliissigkeit versteht man eine Fliissigkeit, deren Teilchen sich unter­
einander wie auch an den Rohrwanden rei bungs los bewegen. Bei den folgenden Unter­
suchungen beschranken wir uns auf stationare Stromungen, bei denen 

1. das spezifische Gewicht und die Temperatur unveranderlich sind, 
2. keine auBere Arbeit geleistet oder zugefiihrt wird und 
3. keine Umwandlung der inneren Warme in Arbeit auftritt. 
Diese Annahmen sind bei der Stromung von tropfbaren Fliissigkeiten ill Rohrleitungen 

immer zulassig, fiir elastische nur bei kleinen Druckanderungen. 
Nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie bleibt die Summe aller Energien bei der Stro­

mung unverandert. Die potentielle Energie setzt sich aus zwei Teilen zusammen: der Ge­
wichts- und der Druckenergie. Die Gewichtsenergie fiir 1 kg Fliissigkeit in der Rohe z 
betragt: z . 1 = z kgm. Wenn die Fliissigkeit an dieser Stelle unter dem auBeren Druck p (kg/m2) 
steht, so ist die Druckenergie fiir 1 kg Fliissigkeit: 1 . ply ~ h kgm. Die Geschwindigkeitsenergie 
(m . c2 /2) ist fiir 1 kg Fliissigkeit: c2/2 g kgm. 

Die Energiegleichung lautet also: 
c2 

zy + p + 2g Y = konst. (Gleichung von D. Bernoulli, 1738.) (92.1) 

92.2. Ausfiu.B aus Gefa.Ben. 
Das vereinfachte Bild einer idealen Fliissigkeit kann mit Vorteil beim AusfluB von Fliissig­

keiten aus einfachen Miindungen verwendet werden. Aus einem bis zur Oberflache Fl (Abb. 92.1) 
gerullten GefaB flieBe Wasser aus der Bodenoffnung F2 , wobei durch ZufluB die·Rohe h unver­
andert bleibe. Dann folgt aus Gl. (1): 

(92.2) 

Aus der Kontinuitatsgleichung folgt, da fiir stationare Stromungen, 
das in der Zeiteinheit durchflieBende Fliissigkeitsgewicht G von Ort 
und Zeit unabhangig ist: 

Gly = Fl c1 = F2 C2 (92.3) 

1 Prandtl-Tietjens. Hydro- undArodynamik. Bd.I(1929), Bd.2(1931). 
Berlin: Julius Springer. 

Po 

-- T--
<;. 
I 
I 

1 r -- --r; I? 

c, 
Abb.92.1. (AUB Banki, Energie­

umwandlungen. ) 
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wobei vorausgesetzt ist, daB die Geschwindigkeit c gleichmaBig uber den Querschnitt verteiltist. 
Setzt man. Zt - ~ = h, so wird 

V h+PI-P2 

c2 = ,2 g 1 _ (i)" , 
.F I 

(92.4) 

und wenn F2 gegeniiber Fl vernachlassigt werden darf: 

c2 = V 2 g (h + PI Y P2) . (92.5) 

Wenn uasGefaB innen und auBen unter dem gleichen Druck PI = P2 steht, so ist 

c2 = V2 gh (AusfluBgleichung von Torricelli, 163S) (92.6) 
Bei elastischen Fliissigkeiten ist die Anderung del' Gewichtsenergie in den meisten Fallen gegen­
iiber del' Druckenergie vernachlassigbar. Setzt man PI - P2 = p, so ist unter den gemachten 
Voraussetzungen 

(92.7) 

Aile physikalischen Fliissigkeiten, tropfbare und elastische, besit2.en in mehr odeI' weniger 
hohem MaBe die Eigenschaft der Zahigkeit.. Dies~ auBert sich darin, daB in del' stromenden 
Flussigkeit Schubspannungen auftreten. Auch haftet die Flussigkeit an den Wandungen. 

Dadurch wird die mittlere AusfluBgeschwindigkeit c verkleinert auf 

c ='ljJ V2gh , (92.S) 

worin 'ljJ < 1 ist. Die Unterschiede, die zwischen "idealen" und "wirklichen" Fliissigkeiten be­
stehen, werden also durch den Korrekturfaktor 'ljJ berucksichtigt. Da die Flussigkeit an der 
Wandung haftet kann infolge ihrer Zahigkeit tatsachlich keine gleichmaBige AusfluB-. 
geschwindigkeit nach Gl. (S) auftreten. Sie darf also z. B. nicht zur Berechnung der kinetischen 
Energie der Fliissigkeit verwendet werden. . 

J. Weisbach l fand bei seinen Versuchen iiber die Ausstromung von Wasser aus gut ab­
gerundeten Mundungen, daB im Mittel 3% des theoretischen Wertes der Geschwindigkeit durch 

die Reibung verlorengehen, also 'ljJ = 0,97 ist. 

v 
Abb. 92.2. (Aus Poschl,Hydraulik.) 

1st dieAusfluBmiindung scharfkantig, so muB bei dem p16tz­
lichen Richtungswechsel (Abb. 92.2) eineEinschniirung (Kon­
traktion) des Strahles auftreten, die die ausflieBende Flussig­
keitsmenge noch weiter vermindert. 1st f der Querschnitt del' 
AusfluBoffnung und it der Querschnitt des austretenden Strah­
les, so nennt man 

(92.9) 

die EinschnurungszahL Die AusfluBmenge ist dann 

(92.10) 

fl = 1X'ljJ wird AusfluBzahl genannt. Fiir den Ausfl;a von reibungslosen Ifiussigkeiten aus 
scharfkantiger Miirrdung liefert die hydrodynamische Theorie 2 den Wert 

n 
IX = :It + 2 = 0,6] 1 . (92.11 ) 

Fur die gut aligerundete Miindung ist IX = 1; die Einschniirungszahlen IX sind also in hohem 
MaBe von del' Formgebung (Abrundung) der Miindung abhangig, sie konnen nur durch Ver­
Buche bestimmt werden. Die Mannigfaltigkeit der Miindungsformen ist so groB, daB eine "Nor­
mung" unbedingt notwendig ist. In der Praxis verwendet man sowohl die scharfk'antige' Aus­
fluBoffnung als auch die gut abgerundete AusfluBOffnung (Duse). Einige Versuchsresultate uber 
AusfluBzahlen sind in Abb. 93.1 zusammengestellt. 

Die Einfiihrung von Korrekturfaktoren in die Gleichungen fiir ideale = verlustfreie Flussig­
keiten muB natiirlich vollstandig versagen, sobald es sich darum handelt die Stromungsver-
luste oder die Geschwindigkeitsverteilung zu berechnen. . 

1 Weisbach, J.: Ingenieur.Mechanik Bd.1. 
2 Lo.renz: Technische Hydrodynamik, S.295. 
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92.3. Laminarstromung in Rohren. 
In einem geraden, kreisformigen Rom kann aus Synimetriegriinden die Geschwindigkeit w' 

nur von der Entfernung yV6n der Rohrachse abhangig sein. Auf ein Volumenelement (Abb. 92.3) 
wirken am Umfang die Schubspannungen 7: und an den,beidenEndflachen diePressungen p und 
p-dp, so daB die resultierende Kraft: 

7:·2 n y dz + n y2 dp 
im Beharrungszustand gleich Null ist. 
Mit der Newton'schen Hypothese (V gl. 
Abschn. 42.2): 

wird 

dw 
7: = 'Y} dy 

dw -_.JL dp __ LJp . (92.12) 
dy - 21) dz - 2l1) y. 

Aus der Integration (bei der 'Y) unabhangig 
von y angenommen wird) folgt, da fiir 
y=r, W =Oist: 

~ LHt --~ 
p - dp 

d z TIl 

t: 

Abb.92.3. 

(92.13) 

d. h.: die Geschwindigkeitsverteilung iiber den Querschnitt hat einen para bolischen Ver­
lauf (Abb. 92.4). Die durch das Rohr stromende Fliissigkeitsmenge ist: 

r r 

G= J w'2nydy =2:/ P f (r2y~y3)dy=~·t LI p 
01)0 1) 

und die mittlere Geschwindigkeit 
G . r 2 

Wm = - = -l LI P . (92.14) 
nr' 8 1) 

Die maximale Geschwindigkeit fiir y = 0 folgt aus Gl. (13) zu Abb.92.4. Geschwindig· 
keltsverlauf bel 

Wmax = 4r;1) LI p, ist also doppelt so groB wie die mittlere Geschwindigkeit. Laminarstromung. 

Weiter folgt daraus die als Poiseuillesche Gleichung bekannte Beziehung: 
81) 

Llp=z·wm·l. (92.15)1 r 

Die Versuche zeigten, daB, solange die Geschwindigkeit klein ist und eine bestimmte Grenze, 
die sog. kritische Geschwindigkeit, nicht iiberschreitet, der Druckverlust tatsachlich dem 
obenstehenden Gesetz folgt. Oberhalb dieser Grenzgeschwindigkeit andert sich der Charakter 
der Fliissigkeitsstromung vollstandig, indem die geordnete (laminare) Stromung in eine (tur­
bulente) Wirbelstromung iibergeht. ,Der Druckverlust folgt dann einem ganz anderen Gesetz. 

92.4. Turbulente Stromung. 
Die Frage, wie die Entstehung der turbulenten Stromung erklart werden kann, ist seit Rey­

nolds' Veroffentlichungen Gegenstand vieler mathematischer und experimenteller Untersuchun­
gen gewesen 2, ohne daB es bisher gelungen ware, die Turbulenz mathematisch befriedigend 
zu erfassen. Die Untersuchungen haben aber gezeigt, daB es moglich ist, durch eine besondere 
Sorgfalt in der Versuchsanordnung (wie gut abgerundeten Einstromquerschnitt, Beruhigungs­
gefaBe, Anlaufstrecke, Vermeidung jeglicher Erschiitterungen usw.) die Grenze, wo die Laminar­
stromung in die turbulente iibergeht, bedeutend hoher zu lege n 3 . 

Daraus kann gefolgert werden, daB die Hypothese von Newton als Grimdlage der Hydro­
dynamik wohl richtig zu sein scheint, daB aber die daraus folgende Laminarstromung nicht 
stabil ist, sondern sich, durch Storungen beschleunigt, in Wirbelstromung auflost, bei der 
die Geschwindigkeiten fortgesetzt Schwankungen nach GroBe und Richtung unterworfen sind. 

1 Poiseuille: Recherches experimentells sur 1 emouvement des liquides dans les tubes de tres petits dia· 
metres. Comptes Ren<l:us. Ed. 11 (1840), S. 961 u. 1041. 

2 von IGLrmilll: Uber lammare und turbulenteReibung. Z. M. M. Ed. 1 (1921) S.233. 
3 Schiller, L.: Untersuchungen iiber laminarer und turbulenter Stromung. Z. ang. Math. lVlech. Ed. 1 

1921, S. 436; Mitt. Forsch.-Arb. 1922, H.248. 
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FUr die verwickelten tatsachlichen Geschwindigkeiten der einzelnen Fliissigkeitsteilchen muB 
"also die allgemeine Theorie giiltig bleiben. 

FUr diese Einzelgeschwindigkeiten und Bahnen interessiert man sich in der Praxis aber 
gar nicht, und fUr die praktisch wichtige Hauptbewegung der stromenden Fliissigkeit gilt, 
wie gesagt, die Theorie auch nicht annahernd. Da ist der Ingenieur also vollstandig auf den 
Versuch angewiesen, und dieser Weg wird dann auch immer eingeschlagen. 

Bei der Ausfiihrung der Versuche zur Erforschung der Rohrreibungswiderstande geht man 
von der Vberlegung aus, daB die zu iiberwindende, hemmende Kraft R von der benetzten Ober­
flache U· l des Rohres abhangt (wenn U der Umfang des Rohrquerschnittes und l die Rohr-

lange ist) und ein Teil der kinetischen Energie (;; y) vernichtet: 

w' 
R = c' U· l 2g Y . 

Zur Vberwindung der Reibungskraft R entsteht bei der Stromung ein Druckverlust LJp = R/F, 
worin F = Rohrquerschnitt. Damit wird: 

FUr kreisformige Rohre ist 
wird, ist 

und wenn 4 c = C gesetzt 

(92.16) 

Man nennt dae =4F/U den aquivalenten oder gleichwertigen Durchmesser eines Rohres von 
beliebiger Querschnittsform, wei! fiir ein Kreisrohr 

(92.17) 

ist. Da der Koeffizient C an Stelle nicht bekannter Gesetze tritt, so ist zu erwarten, daB er 
veranderlich ist. Die Bemiihungen der vielen Experimentatoren gingen nun dahin, die Ab-' 
hangigkeit von C von den verschiedenen Faktoren d, w, y 'Yj, usw., zu bestimmen. Trotz der 
groBen Anzahl Versuchsresultate ist die Aufgabe immer noch nicht allgemein gelost 1, so daB 
fiir besondere FaIle immer wieder neue Versuche angestellt werden miissen. 

92.5. Das Ahnlichkeitsprinzip. 
Der Ingenieur bezweckt durch seine Versuche, Grundlagen fiir ahnliche Verhaltnisse zu 

gewinnen. Die Ahnlichkeit zweier Probleme schlieBt in erster Linie die geometrische Ahnlichkeit, 
zum mindesten in allen wesentlichen Faktoren, ein. Diese Bedingung ist aber nicht ausreichend, 
um technisch vollstandig ahnliche Probleme zu erhalten, denn aJIe Faktoren, die eine Rolle 
spielen, miissen dabei beriicksichtigt werden. iller ist nun die vorher gemachte Feststellung 
wichtig, daB die Differentialgleichung der FJiissigkeitsstromung als richtig betrachtet werden 
darf, wenn auch das Integral eine nicht stabile Losung gibt. Das Prinzip der Ahnlichkeit 
gestattet nun, auch ohne Integration aus den Differentialgleichungen einige Folgerungen von 
grundlegender Bedeutung abzuleiten. 

Wenn wir uns - der Einfachheit halber auf eindimensionale Fliissigkeitsstromungen 
beschranken, so folgt aus G1. (42.5): 

dp _ dT _ dw (92.18) 
dx dy - e dt . 

Mit ~: = 'Yj ~~~ lautet die Bewegungsgleichung: 

dp _ d2w _ dw 
dx 'Yj dy2 - e dt . (92.19) 

Die Geschwindigkeit wist im allgemeinen sowohl von der Zeit t als auch vom Ort x abhangig, 

f (t) d B dw , aw dx + aw dt . t F" t t' .. St·· . t aw 0 d w = x, ,so a dt = ax • dt at' dt IS. ur s a lOnare romungen IS at = ,un 

. dw dw 
damlt dt = W dx. Setzen wir diesen Wert in die Bewegungsgleichung (19) ein, so erhalten 

1 Siehe z. B. die Zusammenstellung in Banki, D.: Energieumwandlungen in Fliissigkeiten Bd. I, S. 61 
bis 70 und S.94 bis 100. Berlin: Julius Springer. 
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wir mit !L = v (kinematische Zahigkeit genannt): 
e 

427 

1 dp . d2w dw 
e dx - V' dy2 = W dx . (92.20) 

Raben wir nun zwei verschiedene Stromungen (1 und 2), die in ihrer ganzen Ausdehnung 
ahnlich sein sollen, so mussen samtliche Vorgange darin durch eine und dieselbe Funktion F 
zwischen den Koordinaten x, y und den verschiedenen Parametern (e, w, v) darstellbar sein. 
Dies setzt aber voraus, daB die Differentialgleichungen der beiden Stromungen 

~ dpi _ ,. d2wI _ W dWI und ~ dPa _ 1'2 d 2W2 = W2 dW2 

el d~ 1 dYr - 1 d~ e2 dX2 dy§ dX2 

identisch und die Randbedingungen gleich sind. Verhalten sich "nun bei beiden Stromungen 

samtliche Langen, also auch die Koordinaten, wie _ll2 = il , die Drucke wie P2 = fp, die Geschwin-
1 PI 

digkeiten wie W2 =iw, die kinematischen Zahigkeiten wie 'V2 =iv, die Dicbten wie ~ =ie und 
~ ~ ~ 

setzen wir diese Proportionalitatsfaktoren i in die zweite Differentialgleichung ein, so erhalten wir: 

_1_. Ip . dPI _ Iv'Vl • fW2d2~1 = lie w~ dwl . 
Il!el II dXI fz dYl II dXI . 

Daraus folgt, daB beide Differentialgleichungen identisch sind, wenn: 

Ip =f, .• /~=lie 
Ip,(z . Il II 

ist. Aus dieser Doppelgleichung konnen wir foIgende Beziehungen ableiten: 

!'tv . -.!L = Iw' Il = 1 und Ip . ~ = 1 . 
II ivlw Iv II! lie 

Fuhren wir darin die Proportionalitatsfaktoren wieder ein, so wird: 

wala _ wIll _ wl _ K t - R -- - -- - - - ons - e. 
'Va 'VI 'V 

(92.21 ) 

Diese Konstante wird nach Osborne Reynolds, derzuerst Ahnlichkeitsbetrachtungen an· 
gestellt hat, als Reynoldssche Zahl bezeichnet. 

WEiter muB auch 

~ = ~ = -.l?..- = Konst = Eu (nach Euler) (92.22) 
e2w~ (JI WI e w2 

sein. Diese beiden Bedingungen mussen erfiillt sein, damit zwei Stromungen ahnlich sind. Wie 
aus der Ableitung folgt, sind sie aber nicht unabhangig voneinander, so daB Eu = F (Re) ist. 
SchluBfolgerung: Zwei Flussigkeitsstromungen sind ahnlich, wenn die Rey­
noldsschen Zahlen in beiden Fallen gleich sind. 

In manchen Fallen (z. B. bei der Flussigkeitsreibung, Abschn.42) durfen die Massenkrafte 
(Beschleunigungen) gegenuber den Zahigkeitskraften vernachlassigt werden. FUr solche "schlei­
chende" Bewegungen lautet die Differentialgleichung (20): 

~. dp _ !l . d 2 W _ 0 (92.23) 
(J dx e dy2 - . 

Wendet man die gleichen Ahnlichkeitsbetrachtungen darauf an, so erhalt man (wie leicht ersicht­
licb) als Kennzahl fUr schleichende Flussigkeitsbewegungen: 

~ = PI = Gu (92.24) 
1]W 1]W 

die Giim belsche Kennzahl (Gil). Es ist nun leicht verstandlich, daB dieser Faktor in allen 
Gleichungen der Fliissigkeitsreibung vorkommt. Durch die Festlegung der Spaltform kommt 
eine Einschrankung hinzu; fUr Lager mit Lagerspiel ist <P = 'ljJ2 • Gil und fUr ebene Gleitflachen 
(hola) 2 • Gu die kennzeichnende GroBe, die in Abschnitt 42.2 u. 3 mit<P bezeichnet ist. 

In anderen Fallen wieder konnen die Zahigkeitsglieder der G1. (20) gegeniiber den Massen­
kraften vernachlassigt werden. Das ist z. B. der Fall bei starken Wirbelungen (Wellen), 
durch welche die Reibung groBtenteils aufgehoben wird. Die Differentialgleichung lautet 
dann: 

1 dp dw g dp 
--=W'-=-'-
e dx dx y dx 

(92.25) 
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woraus (da ply die Dimension einer Lange 1 hat) die Froude sche Kennzahl 

w2/g·l =Fr 

die bei der Berechnung von Schiffswiderstanden gebrauchlich ist. 

(92.26) 

Man kann das Ahnlichkeitsprinzip auch auf eine ganz andere Weise formulieren, indem man von der 
selbstverstandlichen Tatsache ausgeht, daB aIle physikalischen Vorgange unabhangig vom MaBsystem sein 
miissen, das wir Menschen (willkiirlich) eingefiihrt haben (metrisches, englisches, technisches, physikali­
sches MaBsystem, usw.). Sie miissen also immer durch Gleichungen formuliert werden konnen, deren Glie­
der dimensionslose .. GroBen (Kennzahlen) sind. Bridgmanll, P. W.: Theorie der physikalischen Dimen­
~ Deutsche Ubersetzung von H. Holl. J. B. Teubner 1932. 

Aus Gl. (22) folgt, daB der Druck p und damit auch der Druckunterschied: 

oder, da Eu = F (Re) ist: 

L1 p = Eu.!.w2 
g 

L1 p = F (Re) 1.- w2 • 
g 

(92.27) 

Der Druckverlust in einer stromenden Fliissigkeit ist demnach eine Funktion 
der Reynoldsschen Zahl. Aus den Ahnlichkeitsbetrachtungen folgt nun, daB in Gl. (16) , 
nicht von den einzelnen Faktoren (w, 1, Y, 'Yj, "I), sondern nur von einem einzigen Faktor 
Re = wl/y abhangt, ,= F (Re). 

Dari..'1liegt auch die Bedeutung, des Ahnlichkeitsprinzipes fiir die experimenteIle Forschung. 
AIle Formeln iiber den Druckverlust, die diese Beziehung nicht beriicksichtigen, miissen als 
unzuverlassig abgelehnt werden. It _ ... 

In der Gleichung fiir Re ist 1 irgendeine als AusgangsmaB gewahlte Abmessung, wahrend Re 
eine absolute (unbenannte) Zahl ist. 

Reynolds nimmt als AusgangsmaB den Rohrdurchmesser, andere den Radius und wieder 
andere den hydraulischen Radius FlU. Obschon es grundsatzlich gleich ist, welches von diesen 
dreien gewahlt wird, so muS dies doch beim Vergleich der Zahlenwerte beachtet werden. Es 
scheint mir am zweckmaBigsten, den Rohrdurchmesser zu wahlen, so daB 

lO·d 
Re = -. (92.21) 

p-

Unterhalb der kritischen Geschwindigkeit folgt , = F (Re) direkt aus der Ragen-Poi­
seuilleschen Gleichung (15): 

8 1} 32 1} l 102 

L1 p = rz w 1 = (j2 w 1 = , d 2g "I , 

, = 64.!J!!... = 64 . (92.28)1 
YlOd Be 

Auch der Ubergang vonlaminarer in turbulente Stromung muB fiir aIle Fliissigkeiten bei der 
gleichen (kritischen) Reynoldsschen Zahl (Rek) stattfinden, deren GroBe durch Storungen (Er­
schiitterungen) beeinfluBt werden kann. Fiir die Stromung in Kreisrohren ist Rek "'" 2300. 

Oberhalb der kritischen Geschwindigkeit muB die Gestalt der Funktion ,= F (Re) aus den 
Versuchen abgeleitet werden. 

92.6 Die Laminarstromlmg in Spalten 
wurde im Abschn. 42.2 ausfiihrlich behandelt. Fiir U = 0 ist die Geschwindigkeitsverteilung 
in einem Spalt von konstanter Rohe: 

w = ~ ~l (y2 - hy) (42.9) 

und die hindurchstromende Fliissigkeitsmenge fiir die Einheit der Spaltbreite: 

h3 L1 p 
G ---'-

1 - 12· 1) l 

Fiir einen ringformigen Spalt von der Breite n . dm ist 

h3 L1 P 
G =-12 . ~l~ndm. 

• 1) 

(42.10) 

(92.29) 

1 Versuche von Ruckes bestatigen diese Beziehung fiir Luft in Haarrohrchen bei Geschwindigkeiten bis 
300 m/s. Z. VDI 1908, Bd. 52, S. 2065. 
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Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit Wm ist: 

G h2 Ll p 
Wm = ndmh = 121] • -l- (92.30) 

und der Druckverlust: 
121] 

.d p = ----ri2 wm l. (92.31 ) 

Der aquivalente Durchmesser ist nach GL (17): 

dae = 4F = 4ndmh = 2 h. (92.32) 
U 2 nd?n 

Der Ubergang von laminarer zur turbulenten Stromung muB demnach bei der kritischen Rey­
noldsschen Zahl Rek = W· 2 hlp = 2300 erfolgen. 

FUr die Stromung in einem Olspalt (h = 0,1 mm = 10-4 m, y = 950 kg 1m3, 1] = 0,002 kg· s/m 2) 
Wk. 2· lQ-4· 950 .. 

folgt Wk aus 2300 = 9,81' 0,002 ZU Wk = rd. 200 mIs, so daB die Stromung im Olspalt 

eines Gleitlagers bei allen praktisch vorkommenden Gleitgeschwindigkeiten laminar ist. 
• l 2 

Schreibt man den Druckverlust .d p = C -a 12° y, sofolgt ausder Gleichsetzungmit Gl. (31): 
ae g 

worin 

ist. 

12 I] • W • l = C _l_ w2 flj2 
h2 2 h 0: 

C = (81) = 48v = 96/Re. 
hew wh 

Re = W· 2 hIp 

93. Versuchswerte. 
93.1. Ausflu8zahlen. 

(92.33) 

(92.34) 

Die Versuchsergebnisse durfen im allgemeinen nur auf genau gleiche oder streng ahnliche 
Anordnungen ubertragen werden. N eben der genauen geometrischenAhnlichkeit der Begrenzungs­
flachen ist fiir die ~illinlichkeit der Flussigkeitsstromung die Gleichheit der Reynoldsschen 
Zahlen (Re) die notwendige Voraussetzung. Dabei muB aber immer beachtet werden, daB das 
Ahnlichkeitsprinzip unter vereinfac:henden Annahmen abgeleitet wurde.Diese Voraussetzun­
gen sind, neben der genauen geometrischen Ahnlichkeit, u. a.: 

1. Kleine Druckunterschiede bei der Stromung, so daB die Anderungen des Volumens und 
der Zahigkeit mit dem Druck vernachlassigt werden konnen. Bei groBen Druckunterschieden 
ist der AusfluB von Gasen und Dampfen kein rein mechanischer, sondern zugleich ein thermo-
dynamischer Vorgang. , 

2. Uberall gleiche Temperaturen. 
3. Vernachlassigung der Schwerkraft. 
4. Keine Anderung des Aggregatzustandes (Verdampfl!Ilg, Kondensation). 
5. Gleiche Anfangsbedingungen. 
Wenn z. B. die AusfluBoffnung eine andere Lage am GefaB oder einen anderen Durchmesser 

erhalt oder wenn die Rohe des Flussigkeitsstandes im GefaB g~andert wird, so sind die Stro­
mungen, streng genommen, nicht mehr ahnlich, weil die genaue geometrische Ahnlichkeit der 
Versuchsbedingungen nicht mehr erftillt ist. Die Versuchsresultate durfen dann nicht mehr 
von dem einen auf den anderen Fall ubertragen werden. 

Dem EinfluB der Schwerkraft ist es z. B. zuzuschreiben, daB die Ausstromung von Wasser 
oder von Luft aus einem GefaB, auch bei gleichen Reynoldsschen Zahlen, nicht mehr genau 
ahnlich ist. Es wird nur selten vorkommen, daB zwei praktische Probleme genau ahnlich sind. 
Die Versuche mussen deshalb auch weiter klarstellen, welche Abweichungen von der genauen 
Ahnlichkeit bedeutungslos sind und welche einen ausschlaggebenden EinfluB ausuben. 

Wenn die ZufluBgeschwindigkeit vernachHissigt wird, d. h. die Flussigkeit aus einer im 
Verhaltnis zum GefaB kleinen Bodenoffnung nnd unter standigem Druck h frei ansstromt, so 
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kann bei strenger Erfiillung der Ahnlichkeitsbedingungen die AusfluBzahl ft nUl' eine Funktion 
der Reynoldsschen Zahl sein. 

ft =f(:d) =f(V~·d) =f (V:' d) . (93.1) 

Ausfiihrliche Messungen iiber den AusfluB von Wasser und Sole bei verschiedenen Temperaturen 

4B9r-~------------~ 
hat Dr. A. Schneiderl ausgefiihrt. Er stellt seine Versuchsresul­
tate durch eine Kurvenschar ft = f (lb, d) dar. In Abb. 93.1 sind 
die gemessenen AusfluBzahlen in Abhangigkeit von Vh· d einge­
tragen. Bei vollstandig ahnlicher Stromung miiBten samtliche 
Versuchsresultate durch eine Kurve darstellbar sein. Wie die 
Abbildung zeigt, trifft dies nichtgenauzu. DieAbweichungenliegen 
aber z. T. innerhalb der Genauigkeit der ausgefiihrten Messungen. 
Der verhaltnismaBige Me13fehler lag bei den Versuchen zwischen 
± 0,2% und ± 0,5%, so daB z. B. fiir den Wert ft = 0,61 die 
Me13genauigkeit zwischen 0,606 und 0,614 liegt. Dadurch sind 

4B3~----~~~~~----~r----------------'-----------------'-----------------T----

4BZr====~~~~~~~~3= ~C1L---r-----------------r 

46°0 20 80 ~ JIh . d '10 

Abb.93.1. AusfluBzahlen nach Versuchen von Dr. A. Schneider. 
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Abb.93.2. AusfluSzahlen fiir verschiedene Miindungen. (Aus Banki.) 
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Durchme I 

auch die zu kleinen Werte von 
p. < 0,61 zu erklaren, die un­
genau sind, weil fiir reibungs~ 
lose Fliissigkeit, als untere 
Greme, p = 0,61 ist (vgl. Gl: 
92.11). Kleine Werte von 11" 

verbunden mit groBen Werten 
von d, konnen das gleiche 
Produkt Vh· d Hefern wie 
groBe Hohen bei kleinen Aus­
stromOffnungen. Wenn die 
Reynoldsschen Zahlen dann 

. in beiden Fallen gleich sind, so 
ist doch keine geometrische 
Ahnllchkeit mehr vorhanden. 
Dadurch lassen sich die Ab­
weichungen beikleinen Werten 

• von Vh· d erklaren. 
Fiir den AusfluB von Luft 

fand A. O. M iiller2 fiir die 
scharfkantige Miindung ft = 0,60. 

Den Einflu13 der Form der Aus­
flu130ffnung zeigt Abb. 93.2, die die 
AusfluBzahlen fiir verschieden ge­
formte KreisOffnungen nach Ver­
suchen von Weisbach darstellt. 

Stromt die Fliissigkeit nicht aus 
einem sehr gro13en Behalter, sondern 
aus einer Rohrleitung mit dem Quer­
schnitt FlO so ist bei Verwendung 

0,50 0,2 0/1 0,6 0,8 1 von scharfkantigen Miindungen die 
Abb. 93.3. Versnche iiber den AusfluB von Wasser. (Aus Gramberg, Techn. Mess.) Kontraktion des austretenden 

:5serverhalfnii diD = V!i1 

1 Schneider, A.: AusfluBkoeffizienten von Poncelet-Offnungen. VDI-Forschungsheft Nr. 213 (1919). 
2 Muller, A.O.: Messungen von Gasmengen mit der Drosselscheibe. VDI-Forschungsheft. Nr. 49 (1908). 
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Strahles unvollkommen. Die Kontraktionszahl muB von dem Wert 0,61 fiir kleine Werte von 
F21FI = m auf den Wert 1 fiir F2/FI = 1 steigen (Abb. 93.3). 

93.2. Drnckverlnst in glatten Bohren bei tnrbnlenter Stromnng. 
Blasius, H.: Das Ahnlichkeitsgesetz bei Reibungsvorgangen in Fliissigkeiten. VDI-Forschungsheft 

Nr. 131 (1913). - Nikuradse, J.: GesetzmaBigkeiten der turbulenten Stromung in glatten Rohren. VDI­
Forschungsheft Nr. 356 (1932). - Schiller, L.: Rohrwiderstand bei hohen Reynoldsschen Zahlen. Vortrage 
a. d. ~biete der Arodynamik, Aachen 1929. Berlin: Julius Springer 1930. 

Blasius vel'wendet dazu die sorgfaItig durchgefiihrten Versuche der amerikanischen 
Ingenieure Saph und Schoder iiber den Druckverlust von Wasser in glatten Rohren und 
findet fiir den Faktor ,in GI. (91.16): 

(93.2) 

Seither smd die Versuche ofter mit Wasser und Luft wiederholt. worden; sie bestatigen die 
Blasiussche Gleichung bis Re kleiner als 100000. FUr groBere Reynoldssche Zahlen ist fiir 
glatte Rohre die Gleichung von Nikuradse die genaueste 

, = 0,0032 + 0,221 Re- O,237 (93.3) 
giiltig von Re = 105 bis Re = 3.108 . Damus folgt, daB fiir sehr groBe Reynoldssche Zahlen 
, konstant wird, so daB del' Druckverlust dann mit w 2 proportional ist (Abb. 93.5). 

Schiller und Hermann haben insbesondere den EinfluB der Zulaufverhaltnisse auf den 
Druckverlust untersucht. Er ist recht bedeutend und hangt yon der Lange der vorgeschalteten 
Beruhigungsstrecke und von allen dabei verwendeten BeruhigungsmaBnahmen abo 

Zwischen dem Druckverlust L1 p und der Schubspannung an der Wand To besteht eine ein­
fache Beziehung, die aus dem Gleichgewicht der Krafte abgeleitet werden kann (Abb. 93.4): 

n 
T d2d p=Tond·dx. I 

Daraus folgt: 
d dp - LIp 

To = T . dx = 4l . d . (93.4) 

Durch Einsetzen des Wertes von L1 p aus Gl. (92.16) 
erhalt man: , 

7: =-w2 ·o o 8 '" . 

77---+;' 

93.3. Geschwindigkeitsverteilung 1• 

__ 'II / I p-dp 
--------r--__ I 

--
Abb.93.4. 

\ , 
\J 

I 

(93.5) 

Aus del' experimentellen Gleichung fiir den Druckverlust laBt sich (nach den Vberlegungen 
von Prandtl und von Karman) die Geschwindigkeitsverteilung bei turbulenter Str6mung 
bestimmen. Da die Fliissigkeit an der Wand haftet, hangt die Geschwindigkeit sichel' von der 
Schubspannung To abo Die noch unbekannte Geschwindigkeitsverteilung 

u = F (To, 17, y, Q.) 
kann nach steigenden Potenzen der Entfernung y von del' Wand entwickelt werden. Das erste 
Glied in del' Entwicklung lautet: 

(93.6) 
wol'in FI eine noch unbekannte Funktion von TO' 17 und e ist. Die Dimensionsgleichheit der linken 
und del' rechten Seite del' G1. (6) kann nul' dann erreicht werden, wenn FI eine Potenzfunktion 
ist. Nun hat YTo/e die Dimension einer Geschwindigkeit (nach Prandtl "Schubspannungsge­
schwindigkeit" u* genannt). Die einzige dimensionsrichtige Kombination ist deshalb: 

U=B(~)l~X.(~er 
(93.7) 

worin Beine absolute (unbenannte) Zahl ist. Untel' del' Voraussetzung eines konstanten Geschwin­
digkeitsprofils wird bei VergroBerung der DurchfluBmenge die Geschwindigkeit We proportional 
wachsen. Die Schubspannung TO wachst jedoch nach dem Blasiusschen Wert aus GI. (2) mit 
der 7/4 Potenz der DurchfluBmenge, so daB (1 + x)/2 = 417 oder x = 1/7 sein muB. Bei tur-

1 Nikuradse, J.: Untersuchungen iiber die "Geschwindigkeitsverteilung in turbulenten Stromungen. 
VDI-Forschungsheft 281 (1926). 
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bulenter Stromung in Rohren andert si?h die Geschwindigkeit mit der 1k 
Potenz des Abstandes von der Rohrwand. (Gesetz von Prandtl und von Karman.) 

Versuche von Stanton und von Nikuradse haben dieses Gesetz ftir Rohre mit kreisfor­
migen, rechteckigen und dreieckigen Querschnitt bestatigt. Nur in der unmittelbaren Wand­
nahe und in der Rohrachse treten Abweichungen auf. Die Abweichungen in der Wandnahe sind 
begreiflich, wei! 

( Y )'/1 U = U o r (93.8) 

ftir y = 0 eine vertikale Tangente, also eine unendlich groBe Schubspannung ergibt, wahrend 
TO tatsachlich einen endlichen Wert hat. Das 1/ 7-Potenzgesetz kann demnach in un­
mittelbarer Wandnahe nicht mehr giiltig bleiben. Eine etwas bessere Annaberung 
an die Messung in der Rohrmitte erhalt man durch den Ansatz: 

u-=uo {I -(:orr' (93.9) 

wobei iiber den Exponent n frei verfiigt werden kann. AIle Versuche liegen zwischen den Expo­
nenten 1 und 2. 

Infolge der beschrankten Giiltigkeit der Gleichung von Blasius ist auch das 1/7 Potenzgesetz 
nur giiltig bis Re < 100 000. In diesem Gebiet liegen aber die meisten praktischen Anwendungen. 
Ftir groBere Reynoldsschen Zahlen nimint x mit zunehmenden Werten von Re ab; z. B. fand 
Nikuradse ftir Re = 4. 43. 396. 3240.103 

X=1/ 6 1/7 1/8,5 1/10 ist. 
In einer neueren Fassung seiner Ideen geht Prand tl nicht mehr von einer Potenzformel fiir die Geschwin­

digkeitsverteilung aus, sondern von der "universelIen". Mit der GroBe u* = VTo/ e laBt sich eine"dimensions­
lose" Geschwindigkeit uju* bilden und gleicherweise eine Art Reynoldsschen Kennzahl u*yjv. Tragt man 
nach den Versuchen von Nikuradse 

uju* = Funktion (u*yjv) 
auf, so erhalt man fiir aIle Reynoldsschen Zahlen eine einzige Kurve, also eine universale Geschwindig­
keitsverteilung: 

log (u/u*) ~ 5,5 + 5,75 log u*y/v 
wobei nur in unmittelbarer Wandnahe, fUr u*yjv < 10 systematische Abweichungen feststelIbar sind (Lami­
nare Grenzschicht). Die Versuchswerte streuen etwas und je nachdem man die Punkte in der Wandnahe­
oder in der Rohrachse etwas mehr bevorzugt, bekommt man andere Zahlenwerte. 

Mit G1. (8) wird die mittlere Geschwindigkeit im Rohr 

w = n~2 J U o ( ; r 2 nz dz 
o 

worin z = To - Y und dz = - dy ist. Durch Integration erhalt man: 
2 

w = (x+ 1) (x+ 2) U o 

49 
und mit x = 1/7: w = 60 U o = 0,816 uo . 

Mit G1. (9) wird ftir n = 1,25(2): wluo = 0,838 (0,875). 
Die zuverlassigsten Messungen liefern w/uo = 0,84. 
Aus der Gleichsetzung der Gleichungen (7) und (8) folgt: 

(93.10) 

(93.11 ) 

B (To)'/7 . ~ = ~~o . (93.12) 
e y ;, r /' 

Setzt man darin die Werte von TO und C aus den Gleichungen (5) und (2) ein, so erhalt man 
mit wluo=0,84: 

B = 2'/, ( __ 8_)'1' . U o - 8 57 
0,3164 w - , . 

Mit deIP- Wert B = 8,7 (n = 1,5) folgt aus G1. (12): 

TO = 0,0225 e u6 (_11_)'1, 
U o ro 

(93.13) 

93.4. Prandtlsche Grenzschicht 1 • 

Von der turbulenten Stromung einer Fliissigkeit kann man sich folgendes Bild machen. In 
ahnlicherWeise wie die Reibung zwischen festen Korpern durch kleine, fortgesetzte Erschiitte-

1 Prandtl, L.: Uber Fliissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. Verhandl. des III. Intern. Math. 
KongryB 1904, Leipzig 1905. 
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rungetiilllwirksam gemacht werden kann, werden durch die Pulsationen der turbulenten Stro­
mung die Schubspannungen stark vermindert. Dabei ist zu beachten, daB die Erschiitterungen 
erst recht mit groBem Energieaufwand verbunden sind. Die Hauptbewegung einer turbulenten 
Stromung kann demnach annahernd als reibungsfrei betrachtet werden. Wei] dabei aber die 
Randbedingung, daB die Fliissigkeit an der Wand haftet, nicht zu erfiillen ist, versagt diese 
(klassische) Theorie der Hydrodynamik vollstandig in der Nahe der Begrenzungsflachen von 
Fliissigkeiten und festen Korpern. L. Prandtl hat nun die Theorie wesentlich erweitert 
durcb, die Annahme, daB die reibungsfreie Stromung bis auf eine an die Wandung grenzende 
Scbicht (die Prandtlsche Grenzschicht) giiltig bleibt. In dieser Schicht andert sich die Ge­
schwindigkeit von Null an der Wand bis zum Wert der gleichmaBigen Geschwindigkeit der 
reibungsfreien Stromung. In der unmittelbaren Wandnahe ist die Stromung laminar; die Ge­
schwindigkeitsverteilung also parabelformig. Man kann nun die Dicke a dieser Laminarschicht 
aus der Schubspannung TO berechnen, wenn man in der diinnen Schicht die Parabel durch die 
Anfangstangente ersetzt. Man erhalt dann mit G1. (5) die Beziehung: 

TO = 1] (~;)y = 0 = 1] ;: = ; w 2 e (93.14) 

worin u' die Geschwindigkeit an der Grenze der Laminarschicht ist, die nur einen Bruchteil cp der 

mittleren Geschwindigkeit w sein kann. Mit 'rj g = v, w' djv = Re und C aus G1. (2), wird die 
relative Dicke der Laminl),rschicht: Y 

15' 8 q; q; 
d = t; Re = 0,03955 ReO,75 (93.15) 

L. Prandtl hat zur Berechnung von cp = u'(w zuerst angenommen, daB die Grenze da liegt, wo 
beide Geschwindigkeitskurven (fiir Laminar- und turbulente Stromung) die gleiche Tangente 
haben; die aus der Schubspannung TO bekannt ist. 

~fu ( /r}'/? l =~ Uo(~)6/? = (dU) = To = £ w2 
dy~ 0 Y fY=~ 7 r 15' dy y=O ,1] 81] e· 

Unter der Voraussetzung, daB das lj7-Potenzgesetz bis zur Grenze der Laminarschicht giiltig 
bleibt, ist (r(o')'/? = (uo(u'); setzt man weiter uo/w = 1,2, so wird: 

, , ( 2· 1,2 )'/, - '/. _ '/, 
cp = u !w = 1,2 7' 0,0395 Re = 1,72 Re. (93.16) 

Nach neueren Untersuchungen ist q; = 1,4 Re-o,'. Vgl. ten Bosch: Warmeiibertragung, 3. Aufl. S. 113. 
FUr Re = 105 5.105 106 

ist q; = 0,44 0,37 0,35 

Fiir Re = 5 . 105 ist C = 0,013 und cp = 0,37 und 
15' 8· 0,37 45 1 -4 
d 0,013 . 5,105 = , . 0 

fiir d = 100 mm ist b' = 0,05 mm. 

93.5. Druckverlust in rauhen Bohren 1 • 

Fiir r a uh e Rohre muB, als neuer Faktor fiir ahnliche Verhaltnisse, noch die relative Raubeit 
der Rohroberflache beriicksichtigt werden. Solange die Unebenheiten der Rohrwandung inner­
halb der Laminarschicht bleiben. kann die Rauheit keinen wesentlichen EinfluB auf den Stro­
mungswiderstand haben; fUr solche Rohre gelten die Gleichungen (2) und (3) fiir glatte 
Rohre. Wird die Laminarschicht mit zunehmender Geschwindigkeit so diinn, daB aile Rauheits­
erhebungen aus ihrer hervorragen, dann wird der Druckverlust ausschlieBlich durch Wirbelbil­
dung verursacht. In diesem Bereich muB der Widerstandsbeiwert C unabhangig von der Rey­
noldsschen Zahl sein. Nach den Versuchen von Nikuradse 1 gilt dann die einfache Formel: 

C = 1(1,74 + 2 log r(c) 2 (93.17) 
Zwischen diesen beiden Bereichen liegt ein Ubergangsgebiet, in welchem C = F (Re, ejr), aber 

immer kleiner als nach G1. (17) ist. 
Eingehende Untersuchungen iiber den EinfluB der Rauhheit auf den Stromungswiderstand 

haben gezeigt, daB die Wandrauheit durch die GroBe e allein nicht vollstandig erfaBbar ist, weil 
die Stromung auBer von der GroBe der Wandererhebungen noch von deren Gestalt, gegeri-

1 Nikuradse, J.: Stromungsgesetze in rauhen Rohren. VDI-Forschungsheft Nr. 361 (1933). 
ten Bosch, Ma'schinenelel)1ente. 2. Auf I. 28 
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seitigem Abstand und Verteilung auf der Rohrwand abhangt. Die Ubertragung der Gl. (17) 
von Nikuradse (Rauheit durch Sandkorner) auf andere Verhaltnisse, z. B. gezogene Eisenrohre 
oder GuBrohre, ist deshalb immer noch unsicher. 
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Inder Praxis des Maschinenbaues werden haupt­
sachlich nahtlos gezogene Rohre verwend et, fiir 

n Ver­
rk aus­
ng des 
sicher­
iir71ich 

welche die C-Werte nach den verschiedene 
suchen und Literaturangaben z. T. recht sta 
einandergehen, so daB die Vorausberechnu 
Druckverlustes immer mit einer groBen Un 
heit verbunden war. Diese Liicke ist k 
durch systema tische Forschungsarbeiten 
schlossen worden. 

nun ge­
b. 93.5 Das Ergebnis ist in Ab 
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Abb.93.5. Druckverlust in nahtlos gezogenen Stahlrohren ' . 

dargestellt und gilt fiir handelsiibliche Stahlrohre, die sorgfaltig zusammengeschweiBt sind. 
Bei sehr hohen Geschwindigkeiten elastischer Fliissigkeiten kommt noch ein Zuschlag hinzu 

infolge der beschleunigten Stromung. Die nachfolgende Zusammenstellung gibt dafiir Richtwerte, 
die eine gewisse Sicherhei t einschlieBen: 

Geschwindigkeit . 
Uberhitzter Dampf 
Stadtgas bei 20° C. 
Luft bei 20° C . . 

50 
1 
2 
3 

100 
5 
8 
15 

150 m/s 
10% 
15% 
30% 

93.6. Querschnittsanderungen. 
Schrifttum. 

Andres" K.: Versuch iiber die Umsetzung von Wassergeschwindigkeit in Druck. VDI-Forschungsheft 
76 (1909). - Riffart, A.: Versuche mit Verdichtungsdiisen(Diffusoren). VDI-ForschungsheftNr. 257 (1922). 
- Donch, Fr.: Untersuchungen iiber divergente und konvergente turbulente Stromungen mit kleinen Off­
nungswinkeln. VDI-Forschungsheft Nr.282 (1926). 

Nach Gl. (92.2) ware es gleichgiiltig, ob zwischen den Querschnitten Fl und F2 eines horizon­
talen Rohres die Stromung von Fl nach F2 gerichtet ist oder umgekehrt. Ob Geschwindigkeit 

in Druck (verzogerte Stromung von Fl nach F 2) oder umgekehrt 
Druck in Geschwindigkeit umgesetzt wird (beschleunigte Stromung 

;0, ---
_h, ___ . ____ h.2 

C; 

Abb.93.6. 

von F2 nach F 1); ill beiden Fallen betragt der Druckunterschied 
(Abb. 93.6): 

(93.18) 

In wirklichen Fliissigkeiten trifft diese Annahme nicht zu. Mit 
der Geschwindigkeitsabnahme (infolge Erweiterung des Quer-
schnittes) ist ein Druckanstieg in der Bewegungsrichtung verbun­

den. Nach sehr kurzer Zeit jedoch verlieren die in der diinnen Grenzschicht befindlichen Fliissig­
keitsteilchen infolge der Reibung soviel an kinetischer Energie, daB sie nicht weiter in das Gebiet 
ansteigenden Druckes vorzudringen vermogen. Sie kommen sem bald zur Ruhe, beginnen sich 
infolge der Drucksteigerung nach riickwarts zu bewegen und lOsen sich in Wirbel auf, was na­
tiirlich mit einem erhohten Druckverlust verbunden ist. Wahrend die beschleunigte Stro­
mung fast verlustfrei erfolgt, sind Querschnittserweiterungen immer mit be-

1 Zimmermann, E.: Arch. Warmewirtsch. 17 (1936) S.101 und 19 (1938) S.243/47. 
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deutenden Druckverlusten verbunden. Man setzt: 
c2 

p2-p~=Llp=~2gY· (93.19) 

Zur Berechnung des Verlustes geht man am zweckmaJ3igsten aus vom Impulssatz. Unter Im­
puIs oder BewegungsgroBe J versteht man das Produkt aus Masse m und Geschwindigkeit w 
(J = m· w). Die N ewtonsche Gleichung fUr die Bewegung eines Massenpunktes (Kraft = 
Masse X Beschleunigung):. 

kann auch geschrieben werden: 

dw 
P=mTt 

d dJ 
P = dt (m . w) = dt . 

Sie gilt sowohl fUr ein abgegrenztes System diskreter Massenpunkte 
d dJ .2 P = dt .2. (m . w) = dt 

als auch fUr eine stetige Fliissigkeitsmenge 

d J dJ .2 P =dt w·dm=dt, 
F 

(93.20) 

wenn dabei beachtet wird, daB die betrachtete Fliissigkeitsmenge dauernd aus den gleichen Teil­
chen besteht. Sie sollte also durch eine bewegliche (fliissige) Flache begrenzt werden, so daB wiih­
rend der Untersuchung (zeitliche Differentiation) keine Fliissigkeit durch die einmal gezogene 
Grenze ein- oder austreten kann. Die Anderung des Impulses in der Zeiteinheit eines von einer 
fliissigen Flache eingeschlossenen Gebietes ist gleich der Resultierenden der auBeren Krafte. 

FUr die Berechnung der Impulsanderung ist es aber zweckmaBiger eine raumfeste Kon­
trollflache zu wahlen. Der Impulssatz hat namlich nur fUr stationare Bewegungen prak­
tische Bedeutung, bei denen jedes Fliissigkeitsteilchen an einem festgehaltenen Ort in der Zeit 
dt durch ein anderes Teilchen von gleicher Geschwindigkeit ersetzt wird. Die Impulsanderung 
ist dann gleich dem durch die Kontrollflache stromenden Impuls (ImpulsfluB). 

.2 P = dt w dm = pdF. d J J.. 
(93.21) 

Obed!' Obed!' 

Der besondere Wert des Impulssatzes liegt darin, daB er - allein aus der Kenntnis des Zu­
standes an der Begrenzungsflache - iiber pbysikalische Vorgange aussagt, ohne diese im Innern 
zu kennen. 

Bei einer plotzlichen Erweiterung (Abb. 93.7) lost sich der Strahl inAA sofort von der 
Wandung ab um diese z. B. bei BB wieder zu erreichen. Der Winkelraum ACB (der oft., aber 
recht unzweckmaJ3ig als "tote" Ecke bezeichnet wird) steht in AA, infolge der groBeren Ge­
schwindigkeit unter einem kleineren Druck als in BB. Dieser Druckunterschied hat eine starke 
Riickstromung von B nach A zur Folge, die sich mit bedeuten- C 8 
dem Energieverlust in Wirbel auflost. I 0 1 

Wir legen nun eine (moglichst ein£ache) Kontrollflache, die p A I ! 112 

durch CC, BB und durch die Wandung CB begrenzt ist. I 1W I. I P2 
Da durch die Wandung CB keine Fliissigkeit stromen kann, +--Lt-- ---_. 1----

geht der gesamte ImpulsfluB ausschlieBlich durch die Flachen AA A ! fj 
und BB, wobei wir annehmen wollen, daB in diesen Querschnitten. 1f ~ I 
eine konstante mittlere Geschwindigkeit WI bzw. W 2 vorhanden ist, --f(o;;"~/ir;iiche 8 
was, streng genommen, nicht zutrifft. Der ImpulsfluB (e F w . w) 
ist dann, da e konstant ist: Abb. 93.7. 

Erweiterungsverlust. 

eFI wi -eF2W~ . 
AIs auBere Krafte wirken auf den Grenzflachen CC und BB die Driicke PI bzw. P2' so daB nach dem 
Impulssatz: 

e F 1 wi -- e F 2 W ~ = F 2 (PI - P2) . 

Mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung: FI WI = F2 w2 folgt daraus: 

PI -1), = eW 2 (WI - w2)· 

Bei verlustfreien Ubergang ware (nach Bernoulli): p~ - Pl = ~ (wi - wp 

28* 
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so daB der Verlust durch die p16tzliche Erweiterung 

L1 P = P~ - P2 = P~ - PI - (P2 - PI) = ~ (wi - wp - e W2 (WI - W2) 

ist, oder 

(93.22) 

Versuche von V. Blaess haben gezeigt, daB diese Gleichung infolge der gemachten Voraus­
setzungen, nicht genau zutrifft. 

Setzt man L1 P = ~1 ~i e, so wird: ~1 = (1 - ~~r (93.23a) 

und fUr L1 P = ~2 ~~ e : ~2 = (~:-1 y. (93.23b) 

Plotzliche Querschnittsanderungen treten in Rohrleitungen beim Einbau von Reduktions­
muffen auf. In Zahlentafel93.1 sind die Widerstandszahlen ~nach G1. (23a) mit den Versuchs­
werten von M. Hottinger 1 verglichen. Aus den Versuchen scheint zu folgen, daB die g-Werte 
nicht nur vom Verhaltnis F1/F2, sondern auch von der absoluten GroBe der Durchmesser ab­
hangig sind. 

F 2JFl . 
~ (Gl. 22) 
c;Versllch . 

Po 

Zahlentafe193.1. ~- Werte der Reduktionsmuffen GF 40 - Erweiterung. 

2-1Yz" I 2-'/," I 2-1" I 2-%" I "/.-1" I .,,_s/," I '/,-'/, i .,,-'/. I %-Yz" I %-'/. 

'1 0,605 1 0,450 1 0,254 0,161 1 0,564 0,358 1 0,197 1 0,099 1 0,550 1 0,276 
. 0,155 0,30 0,56 0,70 0,19 0,41 0,63 0,82 0,20 0,52 
. 0,10 0,28 0,44 0,50 0,13 0,34 0,69 1,0 0,29 0,52 

Abb.93.8. 

w 

Po 
F 

Es war schon den alten Agyptern bekannt, daB 
durch Aufsetzen eines kurzen Rohrstiickes die Wasser­
menge bei den Bewasserungsanlagen erhoht werden 
kann (Abb. 93.8). Durch eine scharfkantige Miin-
dung mit dem Querschnitt F stromt nach G1. (92.10) 
mit IX = 0,64 und 1p =0,97 die Wassermenge 

G1 = IX 1p' F V2 gh = 0,61 F V2gh . 

Setzt man ein kurzes Rohr von gleichem Querschnitt F 
auf und mit einer solchen Lange, daB der Endquer­
schnitt vollstandig mit Wasser durchstromt wird, so 
folgt aus der Energiegleichung (wo = 0) unter Beriick­
sichtigung des Erweiterungsverlustes nach G1. (22): 

w 2 (w _W)2 
h - + -,---"l~---,-

- 2g 2g 

worin wl die Geschwindigkeit bei der groBten Kon­
traktion des Strahles, also WI = IXW = 0,64 wist. 
Dann wird: 

2 gh = w 2 [1 + (~ _ I) 2] 
und unter Beriicksichtigung der Stromung von nichtidealen Fliissigkeiten 

W = 1p 1/ tt r ~ 0,82 Y2gh und G, ~ 0,82 F Y2gk. 
1- --1 

IX 

Diese interessante Tatsache ist leicht verstandlich, da im Querschnitt Fl (mit der Geschwindig­
keit Wl) ein kleinerer Druck herrschen muB als der Umgebungsdruck. 

93.7. Richtungsanderungen. 
Schrifttum. 

Nippert, H.: Uber den Str6mungsverlust in gekriimmten Kanalen. VDl-Forschungsheft :Nr.320 
1929). - Hofmann, A.: Der Verlust in 90o-Rohrkriimm~rn mit gleichbleibendem Kreisquerschnitt. Mitt. 

:t. Hydraul. lnst. der T. H. Miinchen. Heft 3, Oldenburg-1929. - Rambach, R.: P16tzliche Umlenkung 

1 Gesllndheitsing. 1928, S. 727. 
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(StoB) von Wasser in geschlassenen unter Druck durchstromten Kanalen. VDI-Forschungsheft Nr. 327 (1930). 
- Richter, H.: Der Druckabfal1 in gekriimmten Rahren. VDI-Forschungsheft Nr. 338 (1930). - Zimmer­
mann, E.: Der Druckabfal1 in,90° Stahlrohrbogen. Beitrag zur praktischen Rohrleitungsberechnung. Arch. 
Warmewirtsch. 19 (1938), S.265/69. 

Stromt eine Fliissigkeit durch ern gerades Rohr, so kann man - nach dem Vorgehen der 
klassischen Hydraulik - die Stromung durch parallele Fliissigkeitsfaden beschreiben, deren Ge­
schwindigkeit in der Nahe der Wandung kleiner als in der Mitte ist. Kommt nun ein solcher 
Fliissigkeitsstrom in einen Kriimmer (Abb. 93.9), so werden die mittleren Teilchen mit der 
groBeren Geschwindigkeit nach auBen gedrangt. Es entstehen dadurch in den Querschnit­
ten des Kriimmers die in Abb. 93.9b angedeuteten Sekundarstromungen, die sich der Haupt­
geschwindigkeit iiberlagern. Die Parallelitat der Fliissigkeitsfaden ist demnach in einem Kriim­
mer grundsatzlich' unmoglich. Der EinfluB des Kriimmers beschrankt sich deshalb auch nicht 
auf die Lange des Bogenstiickes, sondern erstreckt sich nooh auf ein langeres Stiick des nachfol­
genden geraden Rohres (cal = 25d). Es ist deshalb oft gebrauchlich, den Druckverlust in einem 
Kriimmer gleich dem Druckverlust eines geraden Rohres von einer bestimmten (aquivalenten) 
Lange lae = X . 1 zu setzen. 

LI p = ~k ;; Y = X (, +) ;: y . 

Fiir ein Rohrbogen mit der Lange 1 = cp • Dj2 (cp = 
Ablenkungswinkel in BogenmaB), wird 

cpD 2!;k d 
~k = X, . 2d oder X = 1; cp • D . (93.24) 

a b Uber den Druckverlust in Rohrkriimmern liegen zahl­
reiche Versuchevor, deren Ergebnissesich z. T. wider­

Abb.93.9. Rohrkriimmer. e = D 12. 

sprechen. Nach den neuesten Versuchen von H. Richter mit glatten Rohren ist 
~k = 0,2075 a' a Re-O,235 (93.25) 

worin 
a' = 2,9 cpl,IOS (93.26) 

ist unda aus Abb:93.10 zu entnehnli:m ist. Aus dieser Abbildung folgt, daB fiir Did groBer als 6 
a = 0,241 Did 

gesetzt werden kann. In diesem Fall wird mit dem ,-Wert aus Gl. (93.2) 

X = 2· 0,2075 . 0,241 Did· 2,9 cpl,lOS Re- 0,235 • ~ = 0,93 cpO,lOS ReO,Ol5 (93.27) 
0,3164 Re- O,25 cp D 

also praktisch unabhangig von der Reynoldsschen Zahl und vom Kriimmungsverhaltnis Did. 
Fiir Be = 5 . 104 und cp = 11:12 ist cpO,IOS = 1,07 und X = 1,16 und 

fiir cp = 11: cpO,IOS = 1,13 und X = 1,23 
Der Kriimmungsverlust ist demnach iiberwiegend t S 

Rohrreibung. 
Fiir Did kleiner als 6 ist a 

2 . 0,2075 . a' 2,9 cpl,IOS Re- 0,235 d 
X= '-

0,3164 Re 0,25 cp D 

= 3,8 cpO,IOS BeO,015 a . djD (13.28) 

L 
I 

L 
V 

J 

also auch unabhangig von der Reynoldsschen Zahl, 
wahrend 

3,8 cpO, lOS a . d . 0,3164 D 2 \ L 
~k = -~-;;-;;~--'-- . CP-d 

ReO,235 . D . 2 

d f " ]I; 
un ur cp = 2 

~k = a . Be - 0,235 , (93.29) 
also unabhangig vom Did ist. Die a-Werte miissen 
nun aus Abb. 93.10 abgelesen werden. Die be­

\ V 

VI 
If 8 12 18 20 

*~ 
Abb. 93.10. DruckverJust in gekriimmten Rohren. 

rechneten X und ~k-Werte sind in Zahlentafel (93.2) zusammengestellt und zeigen daB fiir kleine 
~erte von Did, ~~ noch ~iemlich stark von der Reynoldsschen Zahl abhangt,.' Dadurch und 
mfolge der Rauhelt. der OberfIache wird es erklarlich, daB die ernzelnen Versuchswerte oft stark 
verschieden sein konnen. 
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ZahlentafeI93.2. Werte von ~1: und X F, 
ffir D/d< 6. 

Ok-Werte fiir 
D id a X 

Be ~ 10' I I ('0°) 10' lD' 

5 1,18 1,2 0,12 I Om 0,037 
4 1,3 1,5 0,13 0,074 0,041 
3 2 3,1 0,2 0,115 0,064 
2 3,5 8,4 0,35 0,2 O,ll Abb.93.11. Abb.93.12. Abb.93.1:3. 
1,5 5 14,6 0,5 0,29 0,16 (a us Banki, Energieumwandlungen. 
1 10 47 1 0,58 0,32 

ZahlentafeI93.3. Widerstandszahlen fiir GF-Kriimmer 1• 

Lichte Weite 14 20 25 34 39 I 49mm 

Kniestiick r . ; 1,7 1,7 1,3 1,1 1,0 

I 
0,83 

Bogen 90° ( $ 1,2 1,1 0,86 0,53 0,42 0,51 
Bogen 180°, weit ('\ /: - 0,89 0,89 0,96 -

I 
0,66 . 

Bogen 180°, eng 1\. ~ - 1,7 - 1,8 - 1,8 

Eine plotzliche Richtungsanderung (Knierohr Abb.93.11) ist immer mit einer Quer­
schnittsanderung verbunden, durch welche der gro13te Teil des Druckverlustes verursacht wird, 
wahrend die eigentliche Richtungsanderung nur verhaltnismaJ3ig wenig Druckverlust zur Folge 
hat. Dies bestatigt ein Versuch Weis bachs, bei dem er ----" die Rohrrichtung in derselben Ebene 
unmittelbar nacheinander brechend (Abbildung 93.12) - annahernd den gleichen Druck­
verlust fand wie bei nur einmaliger Ablenkung. Der Verlust steigt auf das P/2fache, wenn 
die zweite Richtungsanderung senkrecht zur ersten und auf das Doppelte, wenn der zweite 
Richtungswechsel zwar in der gleichen Ebene, aber in einer zur ersten entgegengesetzten Rich­
tung erfolgt (Abb.93.13). 

93.8. Abs lerrorgane. 
Schrifttum. 

Wiese, F. F.: Betriebseignung von Absperrorganen. Arch. Warmewirtsch. 17 (1936), S.120/23. -
Schaumann, A.: Druckregelventile fiir Dampfund Wasser. Z. VDI 82 (1938), S. 251/57. - Ebersohl, H.: 
Absperrorgane fiir Hochdruck-Dampfieitungen. Beispiele neuerer Bauarten. Arch. Warmewirtsch. 19 (1938), 
S.203/05. 

Je nach der Art der Flussigkeit und dem Durchmesser des Rohres werden verschiedene 
Absperrmittel verwendet. Sie mussen bei geringen Durchstromverlusten sicher und dauernd 

abdichten. 
Man unterscheidet: 
1. Hahne: Das Versch1uBstuck gleitet in Drehbe­

wegung auf der Sitzflache, ohne seine Hohenlage zu 
andern. 

2. Ventile: Das VerschluBstuck, das sich senkrecht 
zur Sitzflache bewegt, wird yom Sitz abgehoben. 

3. Schieber: Das VerschluBstuck bewegt sich pa­
rallel zur Sitzflache. 

4. Klappen: Das Verschlu13stuck wird durch eine 
Drehbewegung um eine seitlich liegende Achse vom Sitz 
abgehoben; es klappt auf. 

Abb. 93.14. Durchgangshiihne. (Aua Dubbel, 
Taschenbuch. ) 

Hahne werden im allgemeinen fUr kleine Rohrquer­
schnitte und fUr nicht zu warmeFlussigkeiten verwendet. 
Hahnkuken und Gehause dichten langs schwach geneig­

ten, kegelformigen Flachen ab (Abb. 93.14), Neigung normal I: 12). Der runde Rohrquer­
schnitt wird in einen lal'lglichen Schlitz ubergefUhrt, damit der Durchmesser des Hahnkegels 
nicht zu groB wird. Die Anderung der Querschnittform muB ohne Anderung der Quer­
schnittsgroBe durchgefUhrt werden, damit die Flussigkeit nicht gedrosselt wird. Durch das 
Drehen des Hahnes darf der AnpreBdruck zwischen KUken und Gehause nicht geandert werden; 
die Unterlegscheibe zwischen Gehause und Mutter sitzt deshalb auf einem Vierkant am 
HahnkUken. 

1 Nach den Versuchenvon Brabbee: Mitt. 15 d. Priifstelle f. Heizungs- u. Liiftungseinrichtungell der 
Techn. Hophsch. Berlin. Oldenburg 1913 und von M. Hottinger: Gesundheitsingenieur 1929. 
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Absperrventile werden als Durchgangsventil (Abb. 93.15) odeI' als Eckventil (Abb. 93.16) 
ausgefiihrt. FUr Wasser und kalte Flussigkeiten werden die Dichtungsflachen aus Bronze her­
gestellt odeI' Lederdichtungen eingelegt; fiir gesattigte Dampfe Dichtungen aus J enkinsmasse 
(Abb.93.15). Da die Dehnungszahl von Bronze groBer als von Eisen ist, diirfen fiir warme Fliis­
sigkeiten keine Bronzebuchsen in guBeiserne Gehause eingesetzt werden. FUr iiberhitzten Dampf 

Abb.93.15. Durchgangsventil mit Jenkins 
Dichtung. (Aus ROtscher.) 

Abb. 93.16. Eckventil mit Nickel· 
dichtungsringen. (Aus Rotscher.) 

werdenNickeldichtungs­
ringe in StahlguBgehiiu­
sen verwendet (Abb. 
93.16); die Ausdehungs­
zahlen fiir Nickel und 
Stahl sind ungefiihr 
gleich groB. Besondere 
Schwierigkeit bietet die 

Abb. 93.17. 

Festigkeitsberechnung von Ventilgehausen, Abzweigungen und von anderen Formstucken. Zweifel­
los wird das Gehause beim trbergang zum Rohr geschwacht; eine Verstarkung durch VergroBerung 
der Wandstarke ist dort aus gieBereitechnischen Grunden meist unzweckmaBig. Prof. F. Rot­
scher1 hat folgende Naherungsrechnung zur Abschatzung del' in 
del' Kehle auftretenden Spann,ungen vorgeschlagen. Die zylin­
drischen Teile der Wandung (Abb. 93.17) nehmen (nach der 
Kesselformel) die Drucke auf, die 
auf den einfach schraffierten Fla­
chen wirken. Die Kehle I vom 
Querschnittf = Wandstarke X Bo­
genlange muB demnach die auf der 
doppelt schraffierten Flache F wir­
kende Belastung aufnehmen, so daB 
die Spannung dann 

(J'z = F . pj! kgjcm2 Abb.93.18. Abb.93.19. K?swa-Ventil 
q; = 1,7 blS 2,7. 

wird. Je scharfer del' Ubergang, um so kleiner ist! und um so groBer die Spannung. Diese Uber­
schlagrechnung zeigt deutIich diegroBe Gefahr bei scharfen Ecken. Kugelformige Ventilkorper 
bieten beim AnschluB zylindrischer Stutzen giinstige Ubergangsformen. 

Die Widerstandszahlen solcher Ventile sind sehr groB, ; = 2,6 bis 9 2. Schon kleine Ande­
rung en in der Ausfiihrungsform konnen groBen EinfluB auf den Stromungswiderstand haben. 
Die Fuhrungsrippen unter dem Ventilteller (Abb. 93.18) z. B. erhohen, nach den Versuchen von 
A. J. ter Linden 3, den Widerstand um 66%. 

Die Bestrebungen, den DurchfluBwiderstand der Ventile Zu verkleinern, haben in den letzten 
Jahren zu anderen Gehauseformen gefiihrt, wodurch z. B. beim Koswa-Ventil (Abb.93.19) 
relativ kleine DurchfluBzahlen (; = 1,7 bis 2,7 je nach Durchmesser) und beim FreifluBventil 
(Abb.93.20) noch kleinere Werte erreicht worden sind. Dennoch sind Ventile fiir groBe Ge­
schwindigkeiten und fiir schwere Flussigkeiten (z. B. uberhitzten Dampf von hohem Druck) 

1 Maschinenelemente Bd. I, S. 350. 
2 Vgl. die Versuche von Brabbee u. M. Hottinge r. (FuBnote 1, S.438). 
3 Polytechnisches Weekblad 1927, S.161. 
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ungeeignet. In solchen Fallen und uberall dort, wo der Druckverlust moglichst klein gehalten 
werden muB, sind A bsperrschie ber zu verwenden (Abb. 93.21 -;-.93.23), deren Widerstands­

zahlen je nach Ausfiihrungsform und Durchmesser 
zwischen 0,2 und 0,4 liegen. 

Bei den selbsttatigen Ventilen (Ruck­
schlag-, Saug- oder Druckventilen) wird ein Teil 
der Stromungsenergie dazu benotigt, den Ven­
tilteller offenzuhalten. Der Stromungswiderstand 
ist demnach groBer, als wenn nur Richtungs­
und Querschnittsanderungen in Frage kamen; 
Der EinfluB des Ventilgewichtes tritt besonders 
bei kleinen Stromungsgeschwindigkeiten stark 
in Erscheinung. Die hier auftretenden Stromungs­
erscheinungen und die DurchfluBwiderstande sind 
sehr verwickelt und von vielenFaktorenabhangigl ; 

sie konnen hier nicht naher behandelt werden. 

Abb.93.20. PanzerireiiluBventil von Amag-Hilpert. 

Abb.93.21. Abspenschieber 
(von Roll, elns). 

Abb.93.22. 
HeiBdampfabspenschie ber. 

(Masch.-Fabr. Dickers, 
Hengelo.) Abb.93.23. Borsig-Schieber H. W. 

94. Berechnung von Rohrleitungen. 
Unter Berucksichtigung des Druckverlustes LI P, der zur Uberwindung der Stromungswider­

stande erforderlich ist, lautet die Energiegleichung (92.2) 
. W2 w2 

ZIY + PI + 2; Y = Z2Y + P2+ 2; y + Lip. (940.1) 

Setzt man Zt - Z2 = Z und Pl - P2 = p, so ist: 
W 2 -W2 

zy + P = ----T---' y + LI p . (94.2) 
~g 

Wird der Hohenunterschied z vernachlassigt und stromt die Fliissigkeit aus einem groBen 13e­
halter, so daB W l = ° gesetzt werden kann, dann vereinfacht sich die Gleichung zu: 

'lV 2 

P = 2g Y + LI P . (94:3) 

Schrenk, E.: Versuche tiber Stromungsarten, Ventilwiderstand und Ventilbelastung. VDI-Forsch.­
Heft Nr.,272 (1925). 
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Druckt man, wie im vorhergehenden Abschnitt erHiutert, die Druckverluste durch die Geschwin­
dig~eitshohe aus, so ist 

p = (1 +, ~ +.2 ~) ;; y = A . ;; y . (94.4) 

Stromt die Flussigkeit schon mit der Geschwindigkeit wl = w2 = W zu, so wird 

p = (, ! +.2~) ~v; y = Al ;; Y . (94.5) 

Zu den Einzelwiderstanden ~ sind auch die Rohrverbindungen zu rechnen, die je nach der 
Sorgfalt der AusfUhrung und der Art der Verbindung wesentliche Druckverluste verursachen 
konnen. Nach den Versuchen von M. Hottinger l steigt z. B. fUr Gasrohrmuffen (GF 270) der 
Wert von~von 0,05 fUr Rohregro13er als I" bis auf ~ = 0,4 bisO,5 fUr f'-Gasrohr. Beizusammen­
geschwei13ten Rohren kommt der Einflu13 nicht einwandfreier Schwei13ung um so mehr zur Gel­
tung, je kleiner der Rohrdurchmesser ist, wei! die Querschnittsverrengungen durch SchweiB­
tropfen dann verhaItnismaf3ig gro13er sind. Ahnlich liegen die Verhaltnisse bei Flanschverbin­
dungen mit vorstehenden Dichtungen oder bei nicht genau aufeinander passenden Rohren. Ta­
dellose Schwei13ung oder Flanschverbindung erzeugen bei groBeren Rohrdurchmessern keinen 
zusiLtzlichen Druckverlust. FUr jede RundschweiBung eines f'-Gasrohres ist (nach den Versu­
chen von M. Hottinger) auch bei tadelloser SchweiBung ~ = 0,12; bei nicht einwandfreien 
SchweiBungen ist ~ = 0,2 bis 0,7. Eine gute SchweiBverbindung wird 
durch Einlegen einer dUnnen HUlse erreicht (Abb. 94.1) oder nach Abb·1 . ~j--- t 
91.14. Auch das Rauhwerden der Rohrflache durch Korrosion im Be- - J~ 
trieb muB berucksichtigt werden. Dampfleitungen rostenimallgemeinen -
nicht; sie konnen aber durch Salz oder Schmutzablagerungen rauher -~ - ----
werden. FUr die Berechnung des Druckverlustes ist es deshalb zweck-

f d Abb. 94.1. 
maBig einen Zuschlag von bis zu 50% au en theoretischen Werten zu Gute Rohrverschweif3ung. 

machen um diese Faktoren zu berucksichtigen. 
Wenn eine bestimmte Flussigkeitsmenge G m 3/S durch da,s Rohr gefordert werden soll, so 

folgt die Stromungsgeschwindigkeit w in m/s aus der Kontinuitatsgleichung. 

G = : d2 w m3/s . (94.6) 

Aus den beiden Gleichungen (4) und (6) laBt sich bei gegebenem Rohrdurchmesser der er­
forderliche Druck p oder bei gegebenem Druck der Rohrdurchmesser bestimmen. 

Zahlenbeispiel94.1. Es ist die Luftgeschwindigkeit einer Saugleitung zu berechnen 
(Lange = 80 m, 200 mm 0 mit zwei Bogen von 90° und e = 5d), wenn der Unterdruck am gut 
abgerundeten Saugstutzen des Ventilators 40 mm Wassersaule = 40 kg/m 2 betragt, und der 
Drosselschieber ganz bzw. halb geOff net ist. 

Die Schwierigkeit bei solchen Aufgaben liegt darin, daB , zunachst nicht genau zu bestim­
men ist. Man nimmt deshalb , erst schatzungsweise an und kontrolliert nachher, ob die Wahl 
richtig war. FUr Rohre aus glattem Schwarzblech sei, = 0,016 angenommen. 

FUr jeden Rohrkrlimmer mit e = 5 d ist (nach ZahlentafeI93.2) X = 1,2; die aquivalente 
Lange des Rohrkrummers 

lae = X . ; . 5 d = 1,9 m . 

Bei vollstandig geoffnetem Drosselschieber und verlustfreiem Eintritt der Luft in die Saugleitung 
ist dann: 

( 84) 1O' w' 
. P = 1 + 0,016 0,2 2g Y = 8,0 2g Y = 40 kg/m2. 

Daraus folgt, wenn fUr Luft V; = 4 gesetzt wird: 

'40 
w = 4 V"8 = 9,0 m/s . 

Da die Luftgeschwindigkeit nun bekannt ist, kann der Wert von' nachgerechnet werden. Wei! 
die kinematische Zahigkeit von Luft von 20°Cgleich 0,]5 cm2/s ist 2, so wird die Reynoldssche 
Zahl 

1 Gesundhettsingenieur 1928. 
2 ten Bosch: Die Warmeiibertragung, 3. Aufl., S.257. 
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und nach Abb. (93.5) C = 0,017. lVIit diesem Wert wird bei gei:iffuetem Drosselschieber: 

( ~)~ ~ LIp = 1 +0,017 0,2 2g Y = 40 kg/m2 = 8,66 2g Y 

odeI' 
w = 8,7 m/s. 

Bei halb gei:iffuetem Drosselschieber wird, mit ~ = 3 aus nachfolgender Zusammenstellung 

2 

FUr Schieber 0 -g- ~- ! t i ~- t geschlossen 
ist nach Weisbach ~ = 0 0,07 0,26 0,81 2,06 5,52 17,0 97,8 

und nach V. Blaess ~ = 0,05 0,08 0,8 1,5 3,0 8,6 20 98 

( 88 ') w' w2 

P = 1 + 0,017 0,2 3 2g Y = 11,66 2g Y = 40, und 

v===r=1 W = 7,5 m/s , 

: 
f 
f 
f 
f 
f 
f 
I 
I 
I 
I 
I 

f I 
f : 

~~--------------~3~200----------------~>1 
I I 
I f 

so daB noch ~:: ·100 = rd. 85% del' 

Luftmenge bei vollgeOffnetem Schieber 
durchgeht. 

f I 

2>=i ==========~$ ~we//ro;,r!Joget7 i1 

Z ahlen beispiel 94.2. Durch eine 
Dampfleitung von 179 mm lichter 
Weite nach Abb. 94.2 stromen stiind­
lich 49,7 t uberhitzter Dampf von 
29,85 ata und 353 0 emit einem mitt­
leren spezifischen Gewicht von 10,7 
kg/m3• Wie groB ist del' Druckverlust Abb. 94.2 zum Zahlenbeispiel 94.2. 
zwischen den Punkten 1 und 2, wenn 

die Widerstandszahl eines Wellrohrbogens ~ = 3,1 ist'l Die aquivalente Lange eines Rohr-

kriimmers ist gleich del' wirklichen Lange, da fiir Did = 11375~ = 7,5(nachZahlentafe193.2)X= 1 . 

ist. Die gestreckte Mittellinie des Rohres ist rd. 45,4 m. 
Die Rohrverbindung nach Abb. 91.14 zeigt an den Verbindungsstellen eine glatte Flache, 

so daB keinezusatzliche Widerstande dafiir in Rechnung zu setzen sind. Weil die Dampf­
geschwindigkeit in den Punkten 1 und 2 gleich groB ist, so ist del' Druckverlust LI p: 

( lae ) w' 
LI p = eli +.2~. 2g Y . 

Die Dampfgeschwindigkeit folgt aus del' Kontinuitatsgleichung zu: 
49700 

W = ------- = 51,2 m/s . 
10 7 . 3600 . !!..- . 0 1792 

, 4' 

Da die kinematische Zahigkeit v des Dampfes 1 bei dem angegebenen Druck und bei 350 0 C etwa 
2,5'10- 6 m2Js ist, so wird d.ie Reynoldssche Zahl 

Re = wvd = 51,2 ~,~,179 . 106 = 3,66 . 106 . 

Fur Stahlrohr NW 120 ist nach Abb. 93.5, C = 0,014. Damit wird 

( . 45,4 ) w' w' 51,2' 
LIp = \0,014 0,179 + 2 . 3,1 2g Y = (3,6 + 6,2) 2g Y = 9,8 19,6 '10,7 = 14000 kg/m2 = 1,4 at. 

Gemessen wurde 2 LIp = 1,39 at. Aus del' Rechnung erkenilt man den groBen Druckverlust del' 
Ausgleichbogen aus Wellrohr. Kamen am Anfang und am Ende del' Leitung noch je ein Nor­
malabsperrventil mit ~ = 4,5 hinzu, so -wiirde del' Druckverlust verdoppelt, so daB Absperrschie­
bel' mit moglichst kleinem Durchgangswiderstand einzubauen sind. 

94.1. Wirtschaftlicher Rohrdurchmesser. 
Die Aufgabe, eine bestimmte Flussigkeitsmenge durch eine Rohrleitung zu fordern, kann in 

verschiedener Weise gelost werden. Man kann ein enges Rohr wahlen, so daB del' Druckunter­
schied zwischen Anfang und Ende del' Leitung groB wird, odeI' man kann einen groBen Durch-

1 ten Bosch, Die Warmeiibertragung, 3. Auf I. S.262. 
2 Polytechn. Weekblad Bd.23 (1929), S.779. 
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messer festlegen, urn mit einem geringen Uberdruck auszukommen. 1m ersten Fall sind die An­
lagekosten der Leitung niedrig, dagegen die Betriebskosten hoch, im zweiten Fall die Anlage­
kosten hoch bei kleinen Betriebskosten. Die wirtschaftlichste Losung ist nun die, bei der 
die Gesamtjahreskosten am kleinsten werden. 

Die Werkstoffkosten der Leitung sind proportional Rohrlange X Durchmesser X Wand­
starke 8, oder da - nach der Kesselformel - fiir einen konstanten Druck 8 prop d ist, sind die 
Materialkosten proportionall X d2• Dazu kommen die Kosten der Armaturen, evtl. Isolierung, 
Verlegung usw. Wir wollen annehmen, daB die Gesa.mtkosten der verlegten Leitung mit l· d1,o 
proportional sind, dann ist das Anlagekapital der Leitung 

. A = a . d1,5 • lae 

worin a fiir einen bestimmten Werkstoff, einen bestimmten Druck und fiir eine bestimmte Art 
der Verlegung konstant ist. Nehmen wir p% fiir Verzinsung, Amortisation und Dnterhalt an, 
so betragen die Besitzkosten der Leitung pro Jahr 

a . lao' d1,5 • p/IOO Mark. 

Fiir die Forderung von G m3/s bei einem Druckunterschied von Ll p kg/m2 sind die jahrlichen Be­
triebskosten bei z Stunden Betriebsdauer je Tag und 300 Arbeitstagen je Jahr 

G!lP. 300z·' b Mark 
75 rJ ' 

wenn b M fiir I PSh zu bezahlen sind. Nimmt man den Wirkungsgrad Y} = 2/3, so sind die jahr­
lichen Betriebskosten 

6· G . Ll p . b . z Mark/Jahr . 
Wird zur Erzeugung des Druckes einebesondere Pumpe oder Maschinenanlage notwendig, die 
C Mk. je PS kostet, dann sind dafiir jahrlich 

G· !lp p' G!lpOp' 
- 75 rJ • C . Too = 5000- Mark 

fiir Verzinsung, Amortisation und Dnterhalt zu rechnen, was wir bei dieser Uberschlagsrechnung 
nicht weiter beriicksichtigen wollen. 

( l ') w· lae w2 

Da Ll p = 1 + C d + 1;' g, 2g Y = d 2g Y und 
G 

w =-- m/s 
~d2 
4 

16 C lae G3 y alae d1,5 p 
ist, so wird K = 2 gJT,2ar 6 bz + -wo- . 

Die Jahreskosten K werden ein Minimum, wenn ~! = 0 ist, 

aK 16 i:,G2 y 5 1,5apdo.5 
ail = - 2g:n;2 . d6 6 bz + 100 = 0 , (94.7) 

woraus d zu berechnen ist. In dieser Gleichung ist a in RM/m-Liinge und m-Durchmesser; 
p in %; Y in kg/m3; b in RM/PSh; z in Stunden, d in m einzusetzen. 

Bei Dampfleitungen muB auBerdem noch del' Wal'meverlust bel'iicksichtigt werden 1. 

94.2. Die aquivalente Diise 2, 

Die Fliissigkeitsmenge, die bei verlustfreier Stromung aus einem groBen GefiiB durch eine 
gut abgerundete Diise mit dem Querschnitt Fa stromt, ist 

G = Fcl1/2 g ~ 
Durch ein Rohr mit dem Querschnitt F stromt bci gleichem Uberdruck p nach Gl. (5) die 
Flussigkeitsmenge: 

G = F . w = F 1/ ~ . 2 :g . 
1 Ausfiihrlicher in R. Biel: Die wirtschaftlich giinstigsten Rohrweiten, Oldenburg 1930. 
2 Der Begriff stammt von dem franzosischen Bergingenieur D. Murgue (1873) und ist von Dr.-lng. V. 

BlaeB in seinem Buche: Die Stromungen in Rohren, Oldenburg 1911, in etwas geanderter Form iibernommen 
worden. . 
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Beide Fliissigkeitsmengen sind gleich groll, wenn 
Fa = FjVA (94;.8) 

ist. Das Rohr kann demnach vollstandig durch eine "gleichwertige" verlustfreie Diise mit dem 
Querschnitt F d ersetzt werden. 

Zahlen beispiel 94.3. Wie groLl ist die gleichwertige Diise fiir die Rohrleitung in dem 
Zahlenbeispiel 94.1, wenn der Drosselschieber geoffnet ist. 

Aus der Gleichung F ae = F = 0,38 F folgt, daLl rd. 62 % des Rohrquerschnittes durch 
]1 8 

Rohrreibung abgedrosselt werden. 

94.3. Verzweigte Leitungen. 
Erse:tzt man nun jeden Strang einer verzweigten Leitung (Abb. 94;.3a) durch eine gleichwertige 

Diise mit dem Querschnitt Fat bzw. Fa, (Abb. 94.3b), so folgt die durch jedes Rohr stromende 
Fliissigkeitsmenge sofort aus den Gleichungen: 

I 
I 

: 2 
I 

! IS 
I 
I 

i 
I 
I 

ti7 

GJ' Fa, 
p.' Ij" p, 

Faz 

Abb. 94.3a uud b. 

Gl=FatV2g~ und G2=Fa,V2g~1. 
. ' 

Wenn die gesamte Fliissigkeitsmenge G = G1 + G2 ge-
geben ist, so wird 

F 
G =~G und 

1 Fa, (94.9) 

62 worin F,,- = Fa, + Fa, ist. 
Hauptstrang a mit dem Querschnitt F kann auch 

durch eine gleichwertige Diise mit dem Querschnitt F d P 

ersetzt werden (Abb. 94.3b), so daLl 
F 

F dp = --==== ye ~ +E~ 
ist. Nennt man Fae die gleichwertige Diise der ganzen verzweigten Leitung, so ist 

o 0 2 P 
F ae = y oder F2 = 2 g - . 

2 P ae Y Y-y 
Aus der Gleichung P = LI P + PI folgt mit 

c~nnd 
Fa. {e 

/I , ~p 8 
Abb.94.4. 

o 
Fa =-==-

1/2yPI 
r Y 

o 
F dp =--= 

y2yLl: 

oder 

oder 

0 2 PI --2g­
F~ - Y 

G2 LIp 
F2 =2g-, 

dp Y 

1 ' 1 1 .. \ 
F2 = F2 + F2 . \ 

ae dp a 
(94.10) 

Die Strecke Fae kann aus dem rechtwinkligen Dreieck ABO (Abb. 94.4) mit den Seiten Fa 
und F dp als Hohe AD = Fae konstruiert werden. Der Beweis folgt aus den ahnlichen Drei­
ecken AOD und ABO 

Fa J1F~+F~p 
oder 

Fae F dp 
und nach Division durch F~ 

_1 ___ 1_ -L _1_ d 
F o - F? I FO (q. e. .). ae ~ p a 

Nicht nur jedes Rohr, sondern auch irgendein Teil des Rohres kann durch eine Diise ersetzt 
werden, was z. B. iiberaus lehrreich ist, um die Wirkung eines Regelventiles zu untersuchen. Das . 
Ventil wird durch eine Diise Fd2 = F/V[, das vorgeschaltete Rohrstiick durch eine Diise Fdl 
ersetzt. ,Die gleichwertige Diise des ganzen Rohres kann dann nach Gl. (10) berechnet oder kon-
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struiert werden (Abb.94.4) und ist nicht nur von der Ventilstellung, sondern auch von dem 
Widerstand der vorgeschaltenen Rohrstrecke abhangig. 
Wenn das Ventil 4/4 3/4 2/4 1/4 offen ist, 
ist ~ = 4 16 36 100 
Die gleichwertigen Husen verhalten sich dann, Wle 

~= 2 4 6 10 
F.iirFl/F2 = 1/lOistFa = 100% 95% 92% 90% (Abb. 94.5); 

die Regulierung versagt also vollstandig, wie z. B. bei jeder Zentralheizung. 
FUr F1/F2 = 1/1 ist Fa = 100% 64% 43% 27% (Abb. 94.6), 

so daB eine gute Regulierung moglich ist. Das Regulierventil muB 
also, um seinen Zweck zu erfiillen, auf die vorgeschaltete Lei­
stung abgestimmt werden. Man schaltet vor dem Ventil einen 
Widerstand ein,so daB die gleichwerligen Diisen des geo£fneten 
Ventils und der Leitung etwa gleich groB werden. (Abb. 94. 7/8). 

Abb.94.5. Die Regillierilng versagt, wenn die gleichwertige Diise der vorge· 
schalteten Leitung klein ist im Verh!i.ltnis znr gleichwertlgen Diise des voU· 

standig ge<lffneten VentUs. 
Abb.94.6. Gute RegUlierung, wenn Ventil 

auf Leitung abgestimmt 1st. 

Abb.94.7. Heizungs-Regulierhahn. Mit der Drehung des 
Handrades <lHnet oder schlie13t eine geschlitzte Hiilse (die 

federnd abdichtet) den Durchflu13. Der in der H<lhe 
einstellbare Kolben drosselt die Durchflu13<1ffnung. 

Abb.94.8. Regulierventil ffir Heizungen. 
Die Durchflu130finung wird durch Drehung einer Hiilse 

gedrosselt. 

Abb.94.10. Gleichwertige Diise einer verzweigten Leitung. 

Abb.94.9. Verzweigte Leitung. 
Jede noch SO oft verzweigte Leitung setzt 

sich aus einer Reihe von solchen einfachen Ab­
zweigungen zusammen, .so daB hiermit die Aufgabe auch allgemein ge16st istl. 

Werden die verzweigten Leitungen wieder zusammengefiihrt (Abb.94.9), so erhalt man 
durch die Einfiihrung von gleichwertigenDiisen auch hier eine iibersichtlicheLosung (Abb. 94.10). 

Eine Voraussetzung der Rechnung war, daB an den Zweigstellen kein Druckverlust entsteht. 
Das ist der Fall, wenn die Geschwindigkeit der zu und abflieBenden Strome gleich groB sind, 
d. h. wenn die Querschnitte der Verzweigungen sich verhalten wie ihre zuge-

1 Fiir Zahlenbeispiele siehe BlaeB, V.: Die Stromung in Rohren, Abschnitt 7. 
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horigen gleichwertigen Dusen. Daskann beiRohrleitungenausBlechimmererreichtwerden. 
Bei den genormten Rohren mit sprungweiser Anderung des Durchmessers ist das nicht erreichbar. 
Dann treten an den Zweigstellen zusatzliche Druckverluste auf, die durch plOtzliche Geschwindig­
keitsanderung und (bei .1.-Stucken) durch Richtungsanderungen verursacht werden; sie konnen 
nach den Angaben in Abschn.93.6 schatzungsweise bestimmt werden1 . Bei Saugleitungen 
entsteht durch die Vereinigung der mit verschiedener Geschwindigkeit stromenden Fliissigkeiten 
eine Injektorwirkung, die den langsameren Strom beschleunigt. Dl1raus folgt, daB sich eine 
Rohrleitung - als Druck- oder Saugleitung verwendet - nicht genau gleich verhalt.· 

Eine weitere Voraussetzung der Rechnung war die stationare Stromung. 1st das nicht der 
Fall, wie z. B. bei Kolbenpumpen oder beim Offnen und SchlieBen eines Ventils, so treten Schwin­
gungen und Druckerhohungen auf, die hier nicht naher untersucht werden sollen 2• 

94.4. Betriebsbeanspruchungen. 
Schrifttum. 

Blech, K.: Betriebseignung von Dehnungsausgleichern. Arch. Warmewirtsch. 18 (1937), S. 211/215.­
S trien, H.: Betriebseignung von Dampfleitungs-Entwasserungen (Mitt. d. Rohrleitungsausschusses der A.D.K. 
Berlin). Arch. Warmewirtsch.19 (1938) S. 13/19. - Schwenk, E.: Rohrunterstutzungen von Dampfleitungen 
(Mitt. d. Rohrleitungsausschusses der A.D.K. Berlin). Arch. Warmewirtsch. 19 (1938) S.183/86. 

Es ist (auch nach den Normen) gebrauchlich bei der Festigkeitsrechnung der Rohrleitungen 
nur den inneren Druck zu berucksichtigen. Bei Dampfleitungen kommen zusatzliche Bean­
spruchungen infolge der Temperaturanderungen hinzu, die von Fall zu Fall leicht berechnet 
werden konnen. Als Beispiel wurde auf S. 65 ein Expansionsbogen berechnet, wobei noch der 

~--E -~'-' _ " 0 _ 

Abb.94.12. 

Korrekturfaktor k infolge der Abplattung des Rohres (Zah­
lentafel 12.8, S. 39) berucksichtigt werden muB. Dieser 
Faktor ist vom Verhaltnis a = 8· Rjr2 abhangig und kann 
deshalb zuverlassig nur fUr bekannte Verhaltnisse berechnet 
werden. Sehr zweckmaBig zum Ausgleich der Dehnungen 
sind geschliffene Drehflanschen (Abb. 94.11); sie werden 
vor der Montage mit Graphit geschmiert. 

Aber auch ohne zahlenmaBige Berechnung kann allgemein 
. gesagt werden, daB die Warmespannungen durch eine ela­
stische Aufhangung der Rohrleitung bedeutend vermindert 
werden. Zwei Doppelbogen nach Abb.94.12 reichen im 

Abb.94.11. Drehflansche (nach v. Herson.) allgemeinen aus, die Dehnungen ohne gefahrliche Span-
nungserhohung auszugleichen. In fast allen Fallen konnen 

die erforderlichen Bogen durch die immer vorhandenen Richtungsanderungen zwanglos unter­
gebraqht werden; besondere Expansionsbogen werden dadurch meist uberflussig. 

> Am gefahrlichsten werden die Beanspruchungen bei der Inbetriebsetzung der Leitung. Selbst­
verstandlich sind aIle Dampfleitungen (auch Druckluftleitungen) mit einem kleinen Gefalle zu 
verlegen um das Kondenswasser abzuleiten; auch aIle Wassersacke sind zu vermeiden. Dennoch 
wird bei der Inbetriebsetzung das Absperrventil zunachst nur wenig geoffnet um die Leitung 
vorzuwarmen und die oft sehr harten Wasserschlage zu mildern. Das kalte Kondensat stromt 
dann unten, der heiBe Dampf oben im Rohr. Dadurch entstehen bedeutende Temperaturunter­
schiede im Rohrquerschnitt. Das Rohr wird krumm und diese Verformungen sind bedeutend 
groBer als bei der gleichmal3igen Erwarmung des Rohres. Insbesondere die Befestigungsschrauben 
die schon bis zur zulassigen Grenze vorgespannt sind (vgl. Abschn. 23.4) werden dadurch uber­
beansprucht und mussen recht kriiftig und elastisch ausgefuhrt werden um ein Undichtwerden 
der Leitung zu vermeiden. 

1 Neue Untersuchungen von Vogel, G.: Mitt. d. hydraul. lust. der Techn. Hochsch. Miinchen. H.2, 
S. 60. Petermann, F.: Ebenda H. 3, S. 98. 

2 Allgemeine Theorie uber die veranderliche Bewegung des Wassers in Leitungen. 1. Teil: Rohrleitungen 
von Lorenzo Allievi. Deutsche Ausgabe von R. Dubs und V. Batailliard. Berlin: Julius Springer 1909. 
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95. Dichtungen. 
Die Aufgabe der Dichtungen ist es, den Austritt der Fliissigkeit durch irgendeine Trennfuge 

zu verhindern, oder (da eine vollkommeneAbdichtung nicht immer erreichbar ist) die austretende 
Fliissigkeitsmenge moglichst klein zu halten. 

Wenn die zu verbindenden Teile relativ in Ruhe sind, wie bei den Flanschverbindungen (Ab­
schn.91.1) oder bei der OlablaBschraube, 
so e;dolgt die Abdichtung durch besondere 
ZwischenIagen (Packungen), die je nach 
der Tempera:tur, dem Druck und der Art 
der Fliissigkeit verschieden gewahlt wer­
den. Die Packungen bestehen aus wei­
chem Werkstoff, der beim gleichmaBigen 
Anziehen der Schrauben ortlich stark be­
ansprucht und zum Teil auch bleibend ver­
formt werden. Gute Dichtungen werden 
deshalb in einem allseitig geschlossenen Abb. 95 .1. Abb. 95.2. 
Raum zusammengepreBt oder zwischenN ut Rohrverbindungen mit eingeschlossenen Dichtmitteln. 

undFeder(Abb. 95.1 und2). Dievorstehen-
den Teile der einen Flansche bieten oft Schwierigkeiten beim Zusammenbau und beim Ausein­
andernehmen der Leitung; sie sind deshalb in den neuen Rohrnormen (Abschn. 91) nicht mehr 
aufgenommen. Die beste Dichtung, besonders fiir hohe Driicke und Temperaturen sind sauber 
geschliffene Flachen (Abb. 91.2 u. 91.6), die auch bei wiederholtem Losen gut dichten (z. B. 
eingeschliffene Ventilsitze, Hahne). 

95.1. Del' glatte Spalt. 
Viel schwieriger ist die Dichtung bei relativ bewegten Teilen (Wellen Spindelu), da die Be­

wegung nur moglich ist, wenn zwischen den Teilen Spiel vorhanden ist. Die Fliissigkeits­
menge, die durch einen Spalt verlorengeht, folgt bei Laminarstorung aus Gl. (42.27): 

h3 Ap 
G = 12'1)' T . ndm (92.29) 

Sie kann bei einem endlichen "Uberdruck Ll p nur dann gleich Null werden, wenn 'YJ oder l unend 
lich groB ist. GroBe Zahigkeit kann durch Einschalten einer sehr zahen Sperrfliissigkeit im Spalt 
(Fett) erreicht werden. Die VergroBerung der Lange list aus konstruktiven Griinden begrenzt. 
Den groBten EinfluB auf die Erzielung einer wirksamen Dichtung, hat die Kleinhaltung der Spalt­
hOhe h, welche in Gl. (92.29) in der dritten Potenz vorkommt. Eine gute Dichtung muB demnach 
durch genaues Einpassen (Einschleifen) der bewegten Teile erreicht werden, wobei allerdings eine 
Nachstellung bei Abnutzung der Dichtflachen fehlt. 

Fiir eine gute Dichtung muB der Ringspalt auch genau konzentrisch sein; beim exzentrischen 
Spalt ist der Fliissigkeitsverlust groBer, namlich 

( 3 e2
) Ge = G 1 +2h2 (95.1) 

worin e die Exzentrizitat ist. 
Der glatte, genau konzentrische Spalt ist die besteDichtung, solange darin Laminar­

stromung vorhanden ist. Bei turbulenter Stromung kann der Druckverlust 

l w2 

Ll p = 'd 2(/ 'Y (92.16) 

mit dem ,-Wert fUr glatte Rohre von Blasius: 
, = O,3164/Reo,25 (93.2) 

berechnet werden. Nichtkreisformige Rohre werden durch Einfiihrung des aquivalenten Durch­
messers dae = 4FIU (92.17) 

auf Kreisrohre zuriickgefiihrt, so daB der Druckverlust dann 

Ll p = ,J..- w2 ~ (95.2) 
dae 2 

ist. Fiir den Ringspalt ist dae = 2 h (GI. 92.32) und der Druckverlust: 
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03164'1'°,25 l e w 1,75 
L1 P - ' . -' W 2 - - 0 067 -- '1'0,25 l· {! 

- (w' 2 h) 0,25 2 h . 2 -, h 1,25 ' 
(95.3) 

woraus 
W = 4,6 h 0,7 ( ~: ) 0,57 '1'-0,143 

und der Fliissigkeitsverlust G, fiir die Spaltbreite 1: 

G = 9 2 h 1;7 (~) 0,57 '1'-0,143 
l' l e (95.4: ) 

ist proportional mit hI", gegeniiber h3 bei Laminarstromung G1. (92.29). 
Bei den S top fb ii c h sen wird die Packung in einem allseitig geschlossenen Raum zu­

sammengepreBt (Abb. 93.15, 16,21 bis 23). Die PreBflache der Flansche (Brille) ist schwach 
konisch, damit die Packung nicht nur zusammengepreBt wird, sondern auch radial dichtet. 
Weichpackungen aus Baurnwolle in Fett (evt1. mit Grafit) getrankt sind geeignet zum Ab­
dichten von Wasser, Sattdampf, Luft und anderen Gasen bei maBigen Driicken (4-7 at); 
das Fett dient zur Schmierung der Gleitflache und zum Abdichten. Fiir hohe Driicke und 
Temperaturen verwendet man sorgfaltig geschliffene, metallische Packungen aus WeiBmetall 
oder GuBeisen. Bei den hohen Drehzahlen der Dampfturbinen auch Kohleringe. Bei der 
Kompression von giftigen Gasen sind auBerdem Sperrfliissigkeiten erforderlich. 

95.2. Kolbendichtungen. 
Metallische Dichtungsringe aus GuBeisen verwendet man auch bei den Kolben (Abb. 95.3); 

ihre Festigkeitsrechnung wurde in Zahlenbeispiel 12.2 erlautert. 
Die Ringe miissen sehr genau in die Nuten pass en, ohne zu klemmen. Sie werden deshalb 

nicht nach auBen, sondern auch an den beiden Seiten geschliffen. Beim Spiel der Ringe in den 

Abb . 95.3. Hochdruckkolben . 

Nuten wiirde eine Art Pumpbewegung entstehen, so daB 
das Schmierol hinten urn die Ringe laufen wiirde. Das ist· 
namentlich bei Verbrennungskraftmaschinen schadlich, well 
das 01 dort wegen Mangel an Verbrennungsluft an den 
Wandungen verkokt und so zu Storungen AnlaB gibt. Man 
sorgt deshalb unter dem untersten Kolbenring fiir Olab­
lauf (Abb. 95.4). Die Mitnahme des Oles durch die Kolben­
ringe ist nicht ganz zu vermeiden. Damit die Gleitflachen 

Abb. 95.4. Kolbenringe mit ()lablauf 
(Aus Ricardo). 

Abb.95.5 . Buckley-Dichtung 
(Aus Riitscher). 

geniigend geschmiert werden, sind die Kanten leicht abzurunden (vgl. Abschn. 42.23). Dadurch 
wird aber immer eine bestimmte OImenge gefordert. 

Bei groBem Kolbendurchmesser bietet es oft Schwierigkeiten, dem Ring auf dem ganzen 
Umfang die notige gleichmaBige Spannung zu geben. In solchen Fallen werden die Ringe durch 
besondere, hinter ihnen liegende Federn angepreBt (Abb. 95.5). Solche aus vie len Einzeltellen 
bestehende Ausfiihrungen sind recht empfindlich und versagen vielfach. 

Bei vertikal angeordneten und doppeltwirkenden Maschinen wirken auf den Kolben nur 
vertikale Krafte. Dieser Fall ist fiir das gleichmaBige Anliegen der Dichtungsringe am giin­
stigsten. Bei horizontalen Maschinen iibt das Kolbengewicht G und bei allen einfachwirkenden, 
wo die ~olben gleichzeitig als Kreuzkopf dient, auch der Normaldruck N eine Kraft senkrecht 
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zur Kolbenbewegung aus. Diese Krafte kannen weder durch die schwachen Kolbenringe noch 
durch die Stopfbiichsen aufgenommen werden, so daB der Kolben selbst im Zylinder schleift. 
Die Breite des Kolbens kann ahnlich wie die Abmessungen ebener Gleitflachen bei Fliissigkeits­
rei bung berechnet werden. Meist wird die Fli.i.chenpressung p zwischen Kolben und Zylinder 

N+G 
p = --z:-J) < 1 at 

gewahlt, worin l die wirklich tragende Kolbenbreite ist, in welche die Kolbenringe, die lediglich 
zur Abdichtung dienen sollten, nicht eingerechnet werden diirfen. Bei groBen Maschinen (GroB­
gasmaschinen, Niederdruckzylinder von Lokomotiven) wird der Kolben von der beidseitig 
gefuhrten Stange getragen, urn die Normalkrafie klein zu halten. 

Abu. 05.6. Zyllndcr und Kolbell fiir 200 nt 
(ailS Hutscll er) mit ·tu l pdlcht\ln~. 

I 

.. 

Abb.95.7. Stulppresse (aus Mtscber) . 

Abb.95.S. Abdicbtung eines PreE. 
kolbens fUr 5000 at (aus Mtscber). 

Ledermanschetten (Stulpdichtungen) werden fiir kalte Fliissigkeiten (bis etwa 40° 0) 
und fiir die hochsten Driicke verwendet (Abb. 95.6 u. 8). Ein geschlossener, in warmem Wasser 
aufgeweichter Lederring wird U-farmig gepreBt (Abb. 95.7). Der gut eingefettete Ring legt sich 
beirn Einbau leicht federnd an die Wandung. Beim Betrieb preBt die Fliissigkeit von der offenen 
Seite her das Leder an die Wand und dichtet selbsttatig abo Eine an Huberpressen bei Driicken 
bis 5600 at bewahrte Lederdichtung zeigt Abb. 95.8; sie besteht aus mehreren Lagen zuge­
scharften Leders, die durch Metallscheiben getrennt sind. 

95.3. Labyrinth-Dichtungen 
beruhen auf den Druckverlust bei einer platzlichen Querschnittserweiterung: 

LI p = (WI - W2)2e/2 (93.22) 
Sie bestehen. aus wiederholten Erweiterungen des Spaltquerschnittes (Abb. 95.9) und sind be­
sonders bei turbulenter Stromung wirksam, weil der Erweiterungsverlust durch Wirbelbildung 
verursacht wird. Der Druckverlust ist um so groBer (die Dichtung um so besser), je groBer 
(WI--W2) ist. Die Geschwindigkeit WI kann durch genaues Ein­
schleifen vergroBert werden; die Geschwindigkeit W 2 wird 
durch die Kammerbreite B beeinfluBt (vgl. Abb. 95.9). Die 
Breite B ist praktisch von graBter Bedeutung, weil sie un­
mittelbar auf die Gesamtlange der Dichtung einwirkt. Es 
scheint, daB der giinstigste'Wert vonB/8 =6ist. DieKanten 
der Dichtungsscheiben 
sollen scharf sein; die 
Kammertiefe T hat we­
niger EinfluB auf den 
Dichtungsverlust. 

Der Dichtungsverlust 
wird durch die Stangen- Abb.95.9. Labyrinthdichtung. Abb. 95.10. 
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geschwindigkeit in der Langsrichtung der Dichtung (z. B. bei Kolbenmaschinen) nur wenig 
beeinfluBt. Wird der Erweiterungsverlust noch mit einem Richtungswechsel verbunden 
(Abb. 95.10), so ist die Dichtung noch etwas besser. 
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Druckfehlerberichtigung. 

Seite 321. Erste Zeile unterhalb Abb. 63.22: Lies Seilsteifigkeit statt Seilfestigkeit. 

401. In Abb. 82.2 sind die Bilder zum 1. lmd 3. Hub, sowie die Bilder zum 

2. und 4. Hub zu vertauschen. 

ten Bosch, Maschinenelemente. 2. Auf I. 
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