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Vorwort. 

R udo 1£ M ehmke hatin seinem Leitfaden zum graphischen Rechnen 1) 
die Auflosung der fO]8enden Gleichungssysteme behandelt: 

und 

150x2 +y3-5x8 y = 0 
70X8_X5+y5 = 0 

x 8 (1 + z~) = y5 
4xy9y + 9z2 = 4x211 

3_ 3_ 

3003 x8 y 2 z + X7 y5 Z8 Yz2 = 3005 Yxz. 
Es ist mir gelungen, diese Gleichungen mit Hilfe del' Potenzpapiere zu 
losen. Deshalb kann ich mein Erstaunen nicht unterdriicken, da.6 
Mehmke, welcher nach Pirani 2) die Herstellung der Logarithmen
papiere veranla.6t hat, dieses iiberaus wichtige Hilfsmittel bei allen 
Arbeiten in der Mathematik, Physik usw. und in den verschiedenen 
Zweigen der Technik, des sen Wert nicht hoch genug geschiitzt werden 
hnn, mit keinem Wort erwlihnt hat. 

Bei der Beschaftigung mit den Werken von Mehmke und Runge 3) 
entstand der Plan zu dem vorliegenden Buch. Es wird fast alIe die 
Materien enthalten, welche in den beiden genannten Werken sich VOl'

finden, aber in einer ganz anderen Form ihrer Behandlung. Sonach 
wird man es als eine Erganzungsschrift zu diesen betrachten diirfen. 

Nul' das gro.6e Gebiet der Differentialgleichungen konnte ich noch 
nicht bearbeiten, ich habe aber mit del' graphischen Integration 4) von 

_ 8_ 

~lI-f( )_2 Vy +3 Yx d - x,Y - 4 0 

x 4yy+5Yx 
den Anfang gemacht. 

Aus den Werken von Mehmke und Runge glaube ich schlie.6en 
zu konnen, da.6 auch del' Inhalt meines Buches der praktischen An
wendung in Wissenschaft und Technik fahig ist. Ich mochte abel' 

1) Teubner, Leipzig 1917, S. 53 u. 59. 
2) Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik, S. 53, Sammlung 

Giischen 1919. 
8) Graphische Methoden, Teubner 1915. 
') Die Arbeit wurde Ende Oktober 1921 der Redaktion der Zeitschrift fiir 

angewandte Mathematik und Mechanik iibersandt und von dieser angenommen. 
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die Lehrer der Mathematik ganz besonders auf diesen Gegenstand 
hinweisen. Die logarithmischen Bilder werden geeignet sein, in del' 
Funktionslehre und bei der Auflosung von Gleichungen das lebhafteste 
Interesse del' Schuler zu erwecken. AHerdings steht jetzt del' An
wendung dieser Lehrmittel - wie aHer anderen - deren hoher Preis 
entgegen. Dabei kann ich aber hervorheben, dal3 die meisten Ein
zeichnungen mit Bleistift gemacht, diese wieder weggewischt, also die 
Blatter ziemlich oft mehrmals verwendet werden konnen. Die meisten 
Darstellungen werden auf Blattern mit nur einem bis hochstens vier 
Mantissenfeldern hergesteHt werden konnen. Hierzu hat die Firma 
Carl Schleicher & Schull in Duren (Rheinland) nach meinen Angaben 
die Marken 3751/ 2 L. T. (1 Feld, Mb = 250 mm) und ·381l/2 : 7 (4 Felder, 
Mb = 125 mm) hergestellt. AHe logarithmischen Bilder in diesem Werk 
sind auf diesen Grunddrucken gezeichnet worden. 

Dresden, Anfang November 1921. 

Schreiber. 
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Erstes Kapitel. 

Vorbegriffe. 

§ 1. Die Potenzpapiere mit Doppelrandskalen. 

Potenzpapiere oder logarithmische Doppelpapiere kann 
man diejenigen Funktionspapiere nennen, bei denen die Teilung langs 
beider Acbsen nach einer logarithmischen Skala 1) erfolgt ist. 

Der Name Potenzpapier wird dadurch begrUndet, dall auf dem
selben eine Funktion von der Form y = p . afJ. als eine gerade Linie 
erscheint, wahrend alle anderen Funktionen mehr oder weniger ge
krUmmte Linien ergeben. 

Die Abst8.nde der mit 2, 3, 4, .. " 10 bezifferten Hauptlinien von 
dem linken und dem unteren Rand, welche die Bezifferung 1 tragen, 
sind den gemeinen Logarithmen dieser Zahlen proportional. Da diese 
Logarithmen unbenannte Zahlen sind, mu.ll man erst feststellen, Wle 
lang ein Man tissen bereich von log 1 = 0 bis log 10 = 1 g e
mach t werden solI. 

Diese Lange solI eine Manteb 2) genannt werden. 
Es ist nicht notig, die Manteb nach beiden Richtungen hin gleich 

zu machen, man kann nach der einen Richtung tn, nach der anderen 
Richtung hin n mm wahlen. Dann sind die A bstande der mit a be
ziffel'ten Linien von den Randlinien 

tn.loga und n.loga mm. 
Es gibt derartige Potenzpapiere 3), diese sind aber fUr besondere 

Zwecke hel'gestellt worden, meist macht man m = n. 

1) In dem kleinen Werke: "Einfiihrung in die Nomographie. Erster Teil: Die 
Funktionsleiter" (Leipzig, Teubner, 1918) fiihrt P. Luckey an Stelle des Wortes 
"die Skala" den Ausdruck "die Leiter" ein. Ich kann dies nicht fiir zweckmaJ3ig 
erachten, trotzdem ich zu denen gehore, welche aIle iiberfliissigen Fremdworter 
durch gute deutsche Ausdriicke zu ersetzen suchen. Man darf darin aber nicht 
zu weit gehen, wenn man nicht Verwirrung anstiften ·will. In der Chemie, den 
beschreibenden Naturwissenschaften, den Heilwissenschaften usw. ist es geradezu 
unmoglich, alle Fremdworter wegzuschaffen. Viele Fremdworter haben das Burger
l'echt erlangt, und dazu gehort die Skala. Hierzu kommt, daD "del' Leiter" so 
oft vorkommt, daD "die Leiter" leicht storend sein konnte, z. B. der Temperatur
leiter und die Temperaturleiter. 

2) VgI. Fliichennomographie, Heft 1, S.7. 
S) VgI. ebenda, S.44ff. 

Schreiber, FJichen-Nomographie. II. 1 
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Wenn dann eine Manteb z. B. 100mm gewahlt wird, so soIl dies 
durch Mb = 100 mm ausgedriickt werden, und die Abstande del' Haupt
linien von den Randern werden dann sein 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 
30,1 47,7 60,2 69,9 77,8 8!,5 90,3 95,4 100,0 mm. 

So erhalt man ein Quadrat, des sen Seitenlange eine Manteb ist 
und welches ein "Mantissenfeld" oder kurz "Feld" genannt 
werden solI. 
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Die Fliichen zwischen den Hauptlinien werden mit Unterteilungen 
derart ausgefullt, dall zwischen je zwei Linien eine geradlinige Inter
polation zuliissig erscheint, aber es mull darauf gesehen werden, dall 
die Linien nicht weniger als 1 mm Abstand haben und in dem ganzen 
Lin i e nne t z nicht zuviel Linien stehen. 

Dadurch erhiilt man ein Potenzpapier, wie dies Fig. 1 zeigt, welche 
die photographische Wiedergabe der Marke 3751/ 2 L. T. von Carl Schleicher 
& Schull in Diiren (Rheinland) darstellt. Die Manteb ist bei dieser 
Marke 250 mm. Die Firma stellt aber auch Potenzpapiere mit 
Mb = 100, 125, 200, 300 und 600 mm her 1). 

An den Riindern der Fig. 1 sieht man Do p pel s k a len, welche 
bisher graphi8che Logarithmentafeln genannt wurden. 

Die zwei Seiten dieser Skalen konnen 
Numerus-Seite (N. S.) und Logarithmus-Seite (L. S.) 

genannt werden. Die erstere liegt dem Felde zu und ist die eigent
liche logarithmische Funktionsskala, deren Bezifferung gleich der der 
Linien des Feldes ist. Die andere Seite triigt eine gleichma.f3ige 
Teilung, bei der die Manteb als Einheit gewahlt wurde. Die Zahl 
der darin erscheinenden Linien hiingt von der Manteb abo 

Man kann aber auch ein Zehntel der Manteb als Einheit del' 
L. S.-Teilung der Doppelskala auffassen und diese als 

1 Dezimanteb = 1 dmb 
bezeichnen. Dann geht die Bezifferung del' N. S. von 1 bis 10, die 
Bezifferung der L. S. von Obis 10. 

Auf einen Hauptpunkt muB man hierbei achten. 
Wenn neben dem Strich z der N. S. der Strich k der L. S. 

steht, so sind die Abstande dieser Striche von log 1 = 0,0 
Mb x logz = Mb x k, 

also ist 
logz = k. 

Man kann deshalb die Doppelskala als eine Logarithmen
tafel wie jede andere verwenden. Sie bietet aber noch viele 
andere Verwendungsmoglichkeiten, die an anderen Stellen 
zur Sprache kommen werden. 

Fiihrt man die Dezimanteb als Langeneinheit ein, so wird dadur:ch 
als Fliicheneinheit 

1 Quadratdezimanteb = 1 qdmb 
gegeben sein. Es wird 

1 Mantissenfeld = 100 qdmb 
sich ergeben. 

1) Ausfiihrliche Angaben hieriiber enthalt das Heft 1 der Fliichennomographie, 
namentlich S.7ft und 79:8'., Bowie das Yerzeichnis der Liniennetzpapiere, welche~ 
von der Firma Carl Schleicher & Schull in Diiren (Rheinland) bezogen werden kann. 

1* 



4 ~ 1 

Da sich die Flache nach allen Seiten hin in das Unendliche er
streckt, wird man sie mit einer unendlich groI3en Zahl von Mantissen
feldern iiberdecken konnen, wie dies Fig.2 zeigt. Unter allen diesen 
Feldern nimmt eines eine besondere SteHung ein, und zwar ist dies 
das Feld, in des sen unteren linken Ecke 

y = 1 und x = 1 

sind, wenn man mit y die Ordinate und x die Abszisse eines Punktes 
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem bezeichnet. 

Bei dem Eintragen eines solchen Punktes in Potenzpapier macht man 
aber die Koordinaten nicht y und x Einheiten lang, sond.ern man fUhrt 

Fig. 2. 

'l 1-1. +2- 1:1 +1- + l. .. 1-
6' - 1. 

_ 1 
0 + I + l. 

<-"y + 
~t ~ + e.,..-
~ ... + 

r!+ ' + 1 + , + 1 ... 1 

~ - l. - I 0 + 1 ... .t 

I ~_f 0 0 0 0 
- 1 0 +1 -t .l. 

.J(~" .J. C4 

:1.. 0 .x 
~ - 1 - 1 :.. 1 - 1 - I 
6'- t - 1 0 -t 1 -+ 2-

~-.l. :t _.1. -.1. -1. 
fY -~ 

_ 1 
0 '+ 1 1- 1., 

~~--<-, ... - 1j ~~:;: 
Die Exponenten del' Koordinaten y = We'f} und 
x = IOO'S' in den das Nullfeld umgebenden Feldern. 

ein anderes Koordinaten-
paar tl und v derart ein, 
daI3 

~t = 10 log y 

und v = 10 log x dmb 

sind. Dann ist fiir 

y = 1 und x = 1 

~t = V = O. 

Diesel' Punkt ist so
nach der Koordinaten
anfang fiir das System 
tt, v, das genannte Feld 
ist das erste in der Rich
tung der positiven u und 
v, es solI das NuUfeld 
genannt werden. 

Die Koordinaten eines 
Punktes in diesem Null-
felde sind also eigent

lich u = 1010gy und v = lOlogxdmb, man liest abel' y und xab 
geradeso, als wenn die Eintragung in ein Linearpapier, d. h. 
ein Funktionspapier mit gleichmaI3iger Teilung Bings beider 
Achsen, erfolgt ware, und das muI3 man sich bei dem Gebrauch 
der Potenzpapiere stets vorstellen. 

In dem Nullfelde gehen y und x von 1 bis 10, die Ablesung 
an der N. S. der Randskala wird also eine Einerziffer VOl' 

dem Dezimalzeichen und zwei Dezim a lstellen darstellen. 
Es sollen die Zahlen dieser Art mit 7J und ~ bezeichnet werden. 

Man kann sie die Koordillaten des Nullfeldes, also kurz 
die N u 11k 0 ord ina ten nennen. 
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Wenn a irgend eine Zahl ist, a eine andere, welche aus genau 
denselben Ziffern in derselben Reihenfolge besteht und zwischen 1,0 
bis 10,0 liegt, und k eine zwischen - 00 und + 00 liegende ganze 
Zahl, so ist a stets durch den Ausdruck darstellbar 

a = 10k a , 

Sonach wird man auch 
y = 10&1], 

logy = Q + log 1], 

log a = k + log a. 
stets schreiben konnen 

x = lOag, 
log x = 6 + log g, 

u = 10 Q + 10 log 1], v = 106+ 1010gg dmb. 
Wie man aus Fig. 2 ersieht, geht das Achsenkreuz durch die linke 

untere Ecke des durch starke Einrahmung kenntlich gemachten Null
feldes Ui.ngs dessen Seiten hin und teilt den Flachenraum in vier Qua
dranten, in denen log y und log x die Vorzeichen + +, + -, -
und - + haben. 

Die Hnke untere Ecke des libel' dem Nullfelde liegenden Feldes 
hat die Koordinaten y = 10, x = 1, es sind also die Koordinaten 
irgend eines Punktes in demselben 

y=101 1] und x=lOog, Q=+l, 6=0. 

In den anderen an das Nullfeld sto.3enden Feldern hat man, wenn 
man in del' Richtung des Uhrzeigers geht: 

Q=O, 6=+1, y=lO°1], x=101 g, 
Q = -1, 6 = 0, Y = 10-1 t}, x = 10° g, 
Q = 0, 6 = -1, Y = lOOt}, x = lO-lg. 

In dem mit Q = + 2 und 6 = + 2 bezeichneten Felde haben 
die Koordinaten del' unteren linken Ecke die Gro.3en y = 102 und 
x = 102, die Koordinaten irgend eines Punktes in demselben sind also 
y = 102 t} und x = 102 g, wobei 1] und g die Ablesungen an del' Be
zifferung des Feldes in den Grenzen 1,0 und 10,0 bedeuten. 

In Fig.2 wurden die Exponenten Q und 6 in die betreffenden 
Felder eingeschrieben. Hat man ein solches Schema bei del' Hand, 
so wird man in Potenzpapieren mit vielen Feldern leicht die Gro.3en
ordnung von y uud x in einem jeden feststellen konnen. 

§ 2. Numerische und logarithmische Bilder der Funktion 
y = f(x). 

Zwei Grollen y und x sollen durch Gleichungen von del' Form 
0= F(y, x) odeI' Y = f(x) verbunden und eS' soIl moglich sein, die 
Funktion derart durch eine Linie graphisch darzustellen, da.3 die x 
als Abszissen und die y als Ordinaten betrachtet werden. 

Man hat dabei zu beachten, dall y und x irgendwelche Benennung 
haben, und dall ihre Gro.f3en und Schwankungen im allgemeinen sehr 
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verschieden sein konnen. Die Koordinaten sind aber Langen, die in 
irgend einer Einheit ausgedriickt werden miissen, wozu man meist 
das Millimeter wahlen wird. Sonach wird man zuerst die Langen der 
Einheiten von y und x nach den jeweiligen Verhaltnissen festzustellen 
haben, was gleichbedeutend mit Einfiihrung der neuen Variablen 

y' = my und x' = nxmm 
ist 1). Dann ist 

y' = mf(:)mm 

die Gleichung, welche durch die graphische Darstellung ausgedriickt wird. 
Wenn nun auch durch Einfiihrung der neuen Koordinaten y' und 

x' die Grundform der Funktion y = f(x) im allgemeinen nur wenig 
geandert wird, so iibt die Wahl der GroGen m und n doch einen be
deutenden EinHuG auf die Gestalt der Linie aus, durch welche die 
y'-Funktion dargestellt werden kann. 

Den in Fig. 3 erscheinenden Kurven I, II, III und IV liegt die 
Gleichung 

y = 4+5x+2x2 

zugrunde. Setzt man hierin 
m = 1 und n = 1 mm, 

so ist auch 
y' = 4 + 5 x' + 2 (X')2 mm. 

Diese Formel wird durch die Linie I dargestellt und diese soU die 

N ormalform oder N ormallinie oder N ormalkurve 

genannt werden. Dagegen wurden die Kurven II, III und IV durch 
die folgenden Annahmen von m und n erhalten: 

m = 1/2 mm, n = 10mm, y' = 2+-'!-x,+_1-Cx')2mm, 
4 100 

, _ 2 1, + _1_ ( ')2 m = 1/2mm, ·n = 25mm, y - + 10 x 625 x mm, 

/ 50 ' 2 I 1 , + 1 (')9 m = 1,2mm, n = mm, y = '20 x 2500 x mm. 

Der geraden Linie V in Fig. 3 liegt die Gleichung 
y = 9,40 - 0,00581 x 

zugrunde. Die Normalform derselben ware eine Gerade, welche mit 
der X -Achse einen Winkel von nur - 00 29' bilden wiirde. Rier 
wurden m = 50 und n = 0,4 mm angenommen, was 

y' = 470-0,7262x'mm 
und den Winkel - 360 mit der X-Achse ergibt. 

1) Vgl. Flii.chennomographie, Heft 1, S.27 bis 33. 
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Nun kann man abel' in 0 = F(y, x) schreiben 

also auch 
y = IOlogy und x = lOIOg." 

o = F(y, x) = F(IOIOg~, IOlog",) = <P (log y, log x) 1). 
Beide Funktionen driicken dieselbe Gesetzma,13igkeit aus, in del' 

P-Funktion sind abel' die Val'iablen y und x, in del' <P-Funktion da
gegen deren Logarithmen. Es kann moglich sein, daJ3 man aus del' 

Fig. 3. 

" , 

Abhiingigkeit der Form und Lage des num. Bildes einer f{x) von der Wahl 
der Einheitsliingen fftr y und x. 

F-Funktion einen Ausdruck y = lex) analytisch ableiten kann, oder 
aus der <P - Funktion einen Ausdruck log y = IP (log x), odeI' aus del' 
F-Funktion die zugehOrige <P-Funktion, abel' es wird dies nul' selten 
zu bequemen und leicht auswertbaren Ausdriicken fiihren. 

1st es abel' moglich, eine del' beiden Funktionen graphisch dar
zustellen, so ergibt sich das Bild del' anderen daraus sofort. 

1) Vgl. FJachennomographie, Heft 1, S.37ff. 
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Da aber die Logarithmen unbenannte Zahlen sind, wird man zur 
Darstellung der Funktion log y = cp (log x) die Einheitslangen fest
stellen muss en, also die neuen Koordinaten 

tt = mlogy und v = nlogx 

einzuflihren haben. Hier kommen die Darlegungen in § 1, S.3 in An
wendung. Man kann im allgemeinen 

1n=n 

und als Langeneinheit eine Dezimanteb annehmen, was 

u = 10logy und v = 10logx dmb 

ergibt. Dann ist 

o = F(x, y) = (JJ (;0' IVO)· 
Ist es moglich, analytisch den Ausdruck 

log y = cp (log x) 

abzuleiten, so wird diese GesetzmiWigkeit graphisch durch 

u = 10 log y = 10 cp (IVO) dmb 

dargestellt werden konnen. Das ist z. B. del' Fall bei del' Funktion 

y = p.x~, 
welche 

logy = Iogp+qlogx, 

u = 10logp + qv dmb 
ergibt. 

Die Darstellung einer durch y = ((x) ausgedruckten 
Gesetzma13igkeit durch Koordinaten, deren Langen den 
Logarithmen von y und x proportional sind, oder durch 
logarithmisch geteilte Ma13stabe gemessen werden, nennt 
Mehmke 

das logarithmische Bild der Funktion y = f(x). 

Es wird sich also empfehIen, auch fur das Bild, welches 
die Funktion zur Darstellung bringt, wenn y und x durch 
Ma13stabe mit gleichma13iger Teilung gem essen werden, 
einen kurzen Ausdruck zu Enden, der 

numerisches BiId der Funktion y = f(x) 
s ein d u rIte. 

Zur Herstellung des numerischen Bildes und zum Vergleich beider 
Bilder wird man die Normal£orm des numerischen Bildes entwerfen, 
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also die Langeneinheit flir y und x gleich und am besten gleich 1 dmb 
anzunehmen haben. Dann sind die Langeneinheiten in beiden Bildern 
gleich und es wird 

'Y = (x) dmb die Gleichung des numerischen Bildes, 

u = 10 rp (to) dmb die Gleichung des logarithmischen Bildes 

der GesetzmaJligkeit sein. 
Bei der Herstellung del' logarithmischen Bilder spielen die Vor

zeichen von 'Y und x eine ganz wesentliche Rolle, und es werden 1m 
allgemeinen die folgenden drei Falle vorkommen konnen. 

I. Fall: y und x bleiben positiv. 

In Fig. 4, diente als Zeichenflache ein Quadrat von 10 dmb Seiten
lange und in dieser wurden ein Kreis von 8 dmb Durchmesser, vier 
Durchmesser und eine Tangente gezogen. Die allalytischen Formen 
'Y = (x) dieser sechs Linien lassen sich leicht aufstellen, aber nur die 
beiden den Achsen parallelen Durchmesser ergeben einfache Formen 
der rp-Funktion. 

Um die logarithmischen Bilder dieser Funktionen zu erhalten, 
bleibt nur der graphische Weg ubrig und tritthierbei eine erste Ver
wendbarkeit der Doppel
randskala (vgl. § 1, S. 3) 
uns entgegen. 

Die y und x werden 
an der L. S. derselben ge
messen, die u und v an 
der N. S. So findet man 
z. B. flir den Mittelpunkt 
des Kreises 

y = 5,0, x = 6,0 dmb. 

Um das logarithmische 
Bild zu konstruieren, hat 
man 

u = 1O.1og5 = 6,99 
und 
v = 10 . log 6 = 7,78 dmb 

in einem zweiten Zeichen
blatt aufzutragen. Eine der

Fig. 4. 
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Das num. Bild eiuer l(x ), wenu y uud x 
positiv sind. 

artige Rechnung war aber nicht notig, da den Punkten 6,99 und 
7,78 dmb der L. S. die Punkte 5,0 und 6,0 auf der N. S. der Doppelrand
skala gegenuberstehen. 
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Verwendet man das Potenzpapier zur Darstellung des 
logarithmischen Bildes, so Ii est man im numerischen Bild 
die y und x ab und tr1i.gt diese Werte einfach im Potenzpapier 
eiu, mufi sich dabei stets daran erinnern, dafi man nicht y 
und x dmb, sondern 

'It = lOlogy und v = lOlogx dmb 

a ufgetragen hat. 
Auf diese Weise wurde Fig. 5 erhalten. Man ersieht daraus, dfl.fi 

nul' del' vertikale und horizon tale Durchmesser ihre Form als gerade 

Fig. 5. 

Das log. Bild der in Fig. 4 dargestellten Funktioll. 

senkrecht zueinander stehende Linien beibehalten haben, aber im loga
rithmischen Bild sehr verschieden lang sind. 

Auf einem Mantissenfeld ist nul' der doppelt eingerahmte Teil der 
Fig. 4 darstellbar, der y = 1 bis 10 und x = 1 bis 10 dmb umfafit. 

Zur Darstellung del' zwei Streifen von 0 bis 1 fUr y und x sind 
unendlich viel Mantissenfelder notig, da log 0 = - 00 ist. 



§ 2 

II. Fall: x bleibt positiv, y kann alle Werte zwischen + 00 

und - 00 annehmen. 

Beim praktischen Zahlenrecbnen schreibt man sehr oft 

log ( - a) = log an 

11 

und deutet damit an, daIl es sich urn den Logarithmus einer negativen 
Zahl handelt, deren Vorzeichen aber erst beim Ubergang aus der loga
rithmischen in die numerische Rechnung zu beriicksichtigen ist. So 
kann man z. B. schreiben, wenD 

gegeben ist, 
a = 4,23 x (- 2,68) 

log a = 0,626 + 0,428n = 1,054", 
a = -1,132. 

Genau so kann man auch bei den logarithmischen Bildern ver
fahren, wie dies aus den Fig. 6 und 7 zu ersehen ist. 

Fig. 6 steUt das numerische Bild eines Polygonzuges vor, welcher 
bei x = 1,77; 3,00; 4,80 und 8,15 die Abszissenachse schneidet. Das 
logarithmische Bild dieses Polygonzuges wiirde eine unendlich groIle Zahl 
von Mantissenfeldern erfordern, wenn man Fig. 6. 
die zwischen x = 0,0 bis 1,0 und y = - 1,0 
bis + 1,0 liegenden Teile des numerischen 
Bildes mit darstellen wollte. 

Rier sollen nur die zwei Felder in Fig. 6, 
welche doppelt eingerahmt sind, logarith
misch dargestellt werden. 

Bei dem positiven Feld bietet dies keine 
Schwierigkeiten, bei dem negativen kann 
man das Vorzeichen unberiicksichtigt lassen, 
muIl aber das Mantissenfeld derart ein
richten, daIl die logarithmische Teilung del' 
y-Achse von oben nach unten geht. Dieses, 
und die Anwendung eines zweiten Feldes 
liberhaupt, HWt sich vermeiden, man kann die 

~ , 

-

\ 
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I 

11; 
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s 

1'0 

Darstellung des negativen Feldes in die Rohe Das num. Bild einer f'(x), 
klappen, was ein Spiegelhild derselben ergibt. wenn y positivund negativist. 

Alles das ist aus Fig. 7 zu ersehen. Es 
wurden in dem logarithmischen Bild zuerst durch Vertikallinien die 
Stellen angegeben, an den en y = 0 und u = - = sind. Durch diese 
Vertikalen wird das Feld in flinf Bezirke, drei positive und zwei 
negative, zerlegt. In den negativen Bezirken stehen dann die Spiegel
bilder der logarithmischen Bilder der negativen Teile des Polygon
zuges. Denkt man sich diese heruntergeklappt, so kann man sich eine 



12 § 2 

Vorstellung von dem numerischen Bild machen, in dem allerdings der 
Streifen von + 1 bis - 1 fehlt. 

Um auch die zwischen y = - 1 bis + 1 liegenden Teile del' 
Funktion darstellen zu konnen, mull man dem Nullfeld in Fig. 7 noch 
mehr Felder nach unten anfligen. Die in dieser Figur erscheinenden 

Fig. 7. 

DaB log. Bild dar in Fig. 6 dargestellten Funktion. 

Kurven wiirden sich dann den die positiven und negativen Gebiete 
trennenden Vertikalen beiderseitig immer mehr nahel'll, konnten sie 
aber erst bei Anfligen einer unendlich grollen Zahl von Feldel'll erreichen. 
Deshalb erscheint der Ausdruck Null-Asymptoten flir diese Ver
tikalen passend. 

III. Fall: y und x konnen alle Werte von + 00 bis - 00 annehmen. 

In Fig. 8 wurde wieder das numerische Bild eines Kreises abel' 
derart gezeichnet, dail der Mittelpunkt in den Koordinatenanfang flillt. 
Die logarithmischen Bilder del' vier doppelt eingerahmten Felder in den 
vier Quadranten wiirden sich auf zwei Blattern ahnlich darstellen lassen 
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wie in Fig. 7, aber es wiirden hier aIle zwischen y = + 1 bis -1 und 
x = + 1 bis - 1 liegenden Teile fehIen. 

Man sieht, daJ3 diese Darstellung so kompliziert werden wlirde, 
da6 man besser eine Verlegung des Achsenkreuzes vornimmt. 

Fig. 8. 
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Das num. Bild einer durch aHe Quadranten gehenden Funktion. 

§ 3. Die Spiegelhilder der numerischen und logarithmischen BUder 
der Funktionen y = f(x). 

In Fig. 7 trat der Fall entgegelJ, in dem die Anwendung der Spiegel
bilder von Vorteil ist. 

Ein Spiegelbild soIl dadurch entstanden gedacht werden, da6 das 
wirklichc Bild um die Abszissenachse nach oben oder unten geklappt wird, 
die Ordinaten bleiben dann unverandert, wechseln aber ihr Vorzeichen. 

1st y = f(x) die Gleichung eines numerischen Bildes, so wird also 
die Gleichung des Spiegelbildes Ys = - f(x) sein, falls der N ull
punkt der Ordinaten unverandert beibehalten wird. 

Bei dem Spiegelbild des logarithmischen Bildes einer Funktion 
y = f(x) wird dies etwas anders. Es ist dann 

U = cp(v), t, = 10 logy, v = 1010gx, 
u. = -u = -cp(v), Us = lOlogY81 V = IOlogx. 

Sonach ist 
1 

logy. = -logy = log-, y 
1 y. = - = [f(X)]-l. 
Y 
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1st also y die Ablesung an dem logarithmischen Bild einer 
Funktion y = ((x) und Ys die Ablesung an dem Spiegelbild 
derselben bei demselben x, so ist Ys der reziproke Wert von y 
und das Spiegelbild stellt den reziproken Verlauf des ((x) dar. 

§ 4. Vorteile und Nachteile der numerischen und logarith. 
mischen Bilder. 

1m vorstehenden wurde gezeigt, wie man aus dem numerischen 
Bild einer Funktion deren logarithmisches ableiten kann. 

Auf ahnliche Weise wird man umgekehrt aus einem gegebenen loga
rithmischen Bild das numerische herstellen konnen. Das numerische Bild 
wird stets den Vorteil haben, da11 es eine klare Ubersicht von dem Funktions
verlauf ergibt, was bei dem logarithmischen mehr odeI' weniger schwierig ist. 

Es kommt aber del' Vorteil des letzteren in Betracht, da11 es ge
stattet, in verhaltnisma11ig klein em Raum den Funktions
varlauf in weitem Gebiet mit konstanter relativer Genauig
keit darzustellen. Bei dem Auftragen odeI' Ablesen einer Ordinate y 
wird man stets einen gewissen Fehler Ll y machen konnen, und man 
wird, urn den Einflu11 desselben moglichst herabzudriicken, den Ma11stab 
so gro11 als moglich wahlen. Dabei braucht man abel' viel Raum. Nun 
wird es aber meist weniger auf den absoluten Fehler Ll y, sondern 
mehr auf den relativen Fehler Ll y 

r=-
y 

ankomrnen. 1m numerischen Bild wird r um so kleiner, je 
g roll e I' y wi r d, und das bietet keinerlei V orteil. Ein F ehler Ll y 
= 1 mm wird bei y = 10 mm von gro11em Einflu11 sein, bei y = 1000 mm 
aber meist vernachlassigt werden konnen. 1m logarithmischen Bild 
kann man nach den Ausfiihrungen in § 1, S. 5 schreiben 

also 
y = 1011 t], Ll Y = Lll 011 t] = 1011 Ll t], 

_ Lly _ 101lLlt] _ Llt] _ C t 
r - y - 1011 t] - 1/ - ons. 

Ll t] wird im Potenzpapier von der Manteb abhangen und bei Ver
gro11erung derselben verkleinert werden konnen. 

was 

§ 5. Parallelverschiebung des logarithmischen BUdes 
der Funktion y = f(x}. 

A us del' Grundformel ergibt sich zunachst 
log y = log ((x) = 91 (log x). 

Es werden eingefiihrt 
u = 1010gy, v = 1010gx dmb, 

ergibt. 
u = 1010gy = 10 log ((x) = 10 91 Gij) dmb 
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Es solI nun das logarithmische Bild derart verschoben werden, daB 

u' = u+Ltu, v' = v +Llv dmb 
werden. Dies ergibt dann 

u = u'-Llu = 1010gf(x) = wcp(~-TOLlV). 
Nun kann man setzen 

u' = 1010gy', v' = 1010gx', Llu' = 10loga, Ltv' = 101og~ dmb. 
Dann ergibt sich 

( X') y' Wlogy'-101oga = 101ogf(x) = 1°91 log ~ ... = 10log Ci , 

y' (X') ,(X') logCi = logf(x) = 91 log{f = logt,f ' 

y' = af (1) = af(x) = ay, 

x' = {lx, 
Am einfachsten gestaltet sich die Sache, wenn 

y = p.xq 

ist, da dann das logarithmische Bild derselben eine gerade Linie mit 
der Gleiehung darstellt 

u = 10logp + qv. 
Man erhalt dann einfach 

y' = a.{l-'1,p(;x;')'1, x' = {lx, 
u' = lOlog(a{l-fJ1J) + qv', u/ = lOlogy', v' = lOlogx' dmb, 

Beispiel: y = 2 XO,4. 

Das logarithmisehe Bild dieser Funktion steUt die Gerade A 0 B 
in Fig, 9 VOl', die Gleiehung derselben ist 

~f = 3+0,4v, U = 10logy, v = 10logx dmb. 

Fiir den Punkt 0 del' Geraden findet man mit Hilfe der gleich
mli13ig geteilten Skala am reehten Rand der Figur und der logarithmi
schen Teilung am linken Rand 

u = 5,8 dmb, v = 6,99 dmb, y = 3,8, X = 5,0. 
Bringt man die Gerade durch Parallelverschiebung in die Lage 

A' 0' E', so findet man als Koordinaten des Punktes 0' 
u' = 12,80 dmb, v' = 11,76 dmb, y' = 1,90 x 10, x' = 1,50 x 10. 

Sonach ist 

Llu' = + 7,0 dmb, Ltv' = + 4,77 dmb, (x/ = 5, p' = 3. 
Dies ergibt als Gleichungen fiir y' und u' 

y' = 5 X 3-0,4 X 2 X (X')0,4 = 6,44 (x')O,\ 
u' = 8,09 + 0,4 v' dmb. 
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Bringt man aber die Gerade A. 0 B in die Lage A." 0" B", so sind 
die Koordinaten des Punktes G" 

u" = -7,2 dmb, v" = -3,0 dmb, y" = 1,9 X 10-1 , 

x" = 5,0 X 10-1. 

Die VerschiebungsgroJlen sind 
du" = -13,0 dmb, dv" = -10,0 dmb, 

p" = 1 X 10-1 , 

a" = 5,0 x 10-2 , 

und daraus folgen 
y" = (5.10-2) X (10-1)-0,4 x 2 x (X")0,4 = 2,5 X 10-1 X (x')O,,, 
u" = -4+0,4v". 

Man ersieht, daB 

sind. 
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§ 6. Darstellung eines durch mehrere Felder gehenden logarith
mischen Bildes auf einem Feld. 

Am haufigsten wird die Parallelverschiebung angewendet, wenD, 
urn Papier und Raum zu sparen, del' Funktionsverlauf auf einem Man
tissenfeld dargestellt werden solI. 

I. Parallelverschiebung Uings der Ordinatenachse. 

In Fig. 10 schneidet die Gerade OD die mindel' y = 1 und y = 10 
des Nullfeldes in den Punkten A und B. Projiziert man den Punkt A 

10 

, 

-I 

, , , 
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Fig". 10. 
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Parallelverschiebung einer ((x) in del' Y-Richtung urn je eine lVIanteb. 

hinauf nach A' und zieht eine Parallele A' 0' zu AB, so wird dadurch 
das Stuck 0 A urn 1 Manteb nach oben verschoben. Die Projektion 
des Punktes B nach B' ergibt in B'D' die Verschiebung des Stuckes 
B D urn 1 Manteb nach unten. 

In dem Nullfeld sind die Koordinaten del' Strecke AB 

y = '1] und x = g, 
die Koordinaten del' Streck en BD und OA sind abel' 

BD Y = 10'1], x = g, 
OA y=lO-l'1], x=g, 

Se hrei be r, Fliiehen-Nomographie. II. 2 
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sonach werden die Koordinaten del' Strecken B' D' und 0 ' A' sein bei 
B'D' 1} = lO-ly, ~ = X, 

0' A' 1} = lOHy, ~ = X. 

Die Ablesungen 1} und ~ sollen stets Zahlen bedeuten, welche 
zwischen 1,0 und 10,0 liegen. 

II. Pal'allelvel'schiebungen liings del' Abszissenachse. 
In Fig. 11 schneidet die Gerade 0 D die vertikalen Randel' des 

Nullfeldes bei x = 1 und x = 10 in den Punk ten A und B. Die 

o 

--' 
o e 

", 

Fig. 11. 
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Parallelverschiebung einer f(x) in del' X-Richtung um je eine l\1anteb. 

Strecken B D und 0 A wurden wieder wie in Fig. 10 urn je eine 
Manteb nach B'D' und C' A' verschoben. In diesern Fall sind abel' 
die Koordinaten in 

AB Y = 1}, x = ~, 
BD Y = 1}, x = 1O~, 
OA y = 1}, x = 1O-1~, 

sonach werden iro N ullfeld die Koordinaten sein bei 
B'D' 1} = y, ~ = 1O- 1 x, 
A B 1} = y, ~ = X, 

0' A' 1} = Y, ; = lOH x. 
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Zweites Kapitel. 

Die Ausfiihrung der Rechenoperationen mit HUfe 
der Potenzpapiere und der Produktentafel. 

§ 7. Vorbemerkungen. 

19 

In dem Werk von C. Runge: "Graphische Methoden" findet sich 
auf S.3 der folgende Satz: 

"Ware Papier und Bleistift nicht so billig, oder ware Linienziehen 
eine langwierige und schwierige Sache, oder ware unser Auge ein 
weniger vollkommen ausgebildetes Werkzeug, so wiirden die graphischen 
Methoden an Bedeutung verlieren." 

Papier und Bleistift sind jetzt so teuer geworden, dall man jedes 
Stiick aItes Papier und jeden Bleistiftstumpel hervorsucht, ehe man 
einen neuen Bogen und einen neuen Stift in Verwendung nimmt. 
Wann und ob iiberhaupt das wieder anders werden wird, kann man 
auch nicht nur vermuten. 

Das Linienziehen ist zwar im allgemeinen nicht schwierig, aber 
man mul3 sich oft fragen, ob man nicht besser mit einer einfachen 
Rechnung als mit einem noch so sinnreichen und elegauten graphischen 
Verfahren zum Ziele kommen konnte. 

Es ist ein ebenao groller Fehler, wenn man nul' rechnet 
odeI' nul' zeichnet. Die wahre Rechenkunst besteht darin, 
dan man das richtige Hilfsmittel am rechten Ort anwendet . 

. Wie sich spateI' zeigen wird, treten Aufgaben auf, die auf dem 
Wege del' Rechnung aHein iiberhaupt nicht gelost werden konnen. 
Aber auch bei diesen erscheint es als ein Fehler, wenn man nul' das 
graphische Verfahren verwendet. 

Der einzig richtige Weg wird wohl del' sein, dan man beide Ver
fahren passend in Verbindung bringt und stets dasjenige verwendet, 
welches am leichtesten und raschesten zum Ziele fiihrt. Dabei mull 
man abel' stets im Auge behalten, dall bei dem graphischen Verfahren 
del' Genauigkeit del' Einzelrechnung und des Ergebnisses eine Grenze 
gesetzt ist. 

1m allgemeinen wird man nur eine dreistellige Zahl graphisch dar
stellen oder ablesen konnen. 

Danach mull man auch die Rechnung einrichten. Es ware zweck
los, die Rechenoperationen genau auszufiihren, wenn man dann bei der 

2* 
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graphischen Darstellung soundso viel Dezimalen oder sogar auch 
Stellen vor dem Dezimalzeichen weglassen mull. 

In der folgenden Besprechung del' Rechenoperationen werden als 
Hilfsmittel vorausgesetzt: 

1. Potenzpapier mit Doppelrandskala (graphische Logarithmen
tafel) mit hOchstens 250 mm Manteb. 

2. Die Zimmermannschen Produktentafeln (3stellige X 2stellige 
Faktoren. Berlin, Ernst & Sohn). Die Randskalen ersetzen 
Logarithmentafel und Rechenschieber, es ist aber empfehlenswert, 
auch die 

3. Fiinfstelligen Logarithmentafeln von F. G. Gau13 bei der Hand 
zu haben. (Stuttgart, Wittwer.) 

I. Addition und Subtraktion. 

§ 8. Zahlenrechnung bei gro~er Verschiedenheit in der Orij~en
ordnung der Summanden. 

Wie man weiterhin sehen wird, treten bei den graphischen Ver
fahren haufig Zahlen auf, deren Grol3enordnung so verschieden ist, dal3 
die Summen als Zahlen mit vielen Stellen VOl' oder nach dem Dezimal
zeichen erscheinen wiirden. Derartige genaue Rechnungen sind hier 
zwecklos und es wird sich deshalb folgendes Verfahren empfehlen. 

Zuerst werden alIe Summanden auf die Form 
a.10k 

gebracht, worin a eine zwischen 1,00 und 10,00 liegende Zahl 
und k eine zwischen - 00 und + 00 liegende ganze Zahl 
bedeutet (vgl. § 2, S.5). 

Dann wird man den hochsten Wert von k herauBBuchen 
und die Summanden folgendermal3en anordnen konnen: 

± ao 10k + a1 10k - 1 + a2 1Ok - 2 ± a3 10k - 3 ± ... , 
wobei natiirlich das eine oder andere dieser Glieder Null sein kann. 
Weiter kann man die Summe Bchreiben 

oder 
+ ao 10k + 10-1 a1 10k ± 10- 2 a2 10k + 10- 3 a3 10k ± ... 

Beispiel: Es sollen die folgenden Zahlen addiert werden: 

9 + 52943 + 56 + 6482 + 723. 

Man kann diese schreiben 

9,00 x 100 + 5,2943 X 104 + 5,60 X 101 + 6,482 X 103 + 7,23 X 102 

= [9,00 x 10-4 + 5.2943 + 5,60x 10-3 + 6,482 X 10-1 + 7,23x 10-2] 104• 
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Die weitere Rechnung wird folgenderma13en geschehen konnen: 

0,0009 X 10' oder 0,001 x 10' oder 0,00 x 10' 
5;2943 5,294 5,29 
0,0056 0,006 0,01 
0,6482 0,648 0,65 
0,0723 0,072 0,07 

6,0213 X 10' 6,021 X 10' 6,02 X 10' 
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Da man im Potenzpapier nur 6,02 auftragen kann, reicht die 
letzte einfache Rechnung vollstandig aus. 

§ 9. Das Prinzip der Additions- und Subtraktionstogarithmen. 
Die Me h m k e schen Additions- und Subtraktionskurven. 

A. Die Addition 1). 

Es sind zwei Zahlen a und b gegeben und es solI a > b sein. 
Wenn man dann 

a a+b 
PI = 1 + q = 1 + b = -b 

schreibt, so erhalt man 

PI . b = a + b, log PI + log b = log (a + b). 
Wenn man aber 

b b a+ b 
l' = -, P2 = 1 + l' = 1 + -- = --a a a 

einflihrt, so wird 

P2.a = (a+b), logp2+loga = log(a+b). 
Wenn dann log a und log b gegeben sind, so sucht man mit 

log q = log a - log b oder log l' = log b - log a als Argumente in den 
Logarithmentafeln die danebenstehenden Tafelwerte auf, welche dann 

log PI = log (1 + q) odeI' lOgP2 = log (1 + 1') 
sind. Dann ergibt sich 

log (a + b) = logpl + log b = lOgP2 + log a. 
Da 

PI = 1 + q = qJ (q) und P2 = 1 + r = 1jJ (1') 
geschriebell werden konnen, wird man die logarithmischen Bilder diesel' 
Funktionen im Potenzpapier zeichnen konnen. 

Die Koordinaten derselben lassen sich leicht berechnen. Man sieht, 
daB q zwischen + 1 und + 00 liegen kann. PI geht aber von 2 
bis + 00. 

l' liegt zwischen ° und 1, P2 zwischen 1 und 2. 

1) Vgl. Mehmke, Anleitungen, S.26ff. 
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Man erh1i.lt flir 

und flir 

q = 1 
PI = 2 

2 
3 

3 
4 

4 .. . 
5 . . . 

r = 0,00 0,01 0,02 ... 0,10 0,11 0,12 . . . 1,00 
P2 = 1,00 1,01 1,02.. . 1,10 1,11 1,12 . .. 2,00 

§ 9 

Mit Hilfe dieser Koordinatenpaare wurdell die Kurven PI und P2 
in Fig. 12 konstruiert. 

Fig. 12. 

Die Mehmkeschen Additionskurven. 

Das logarithmische Bild del' Funktion PI = cp (q) beginnt mit 
PI = 2,00 bei q = 1,00 und steigt an bis PI = 100 bei q = 99. 

In Wirklichkeit sind die Koordinaten der Kurve 

til = 10 log PI = 101og(l+q) = 10 log (1 + :) = lO [log (a + b) 

VI = 10 log q = lO (log a -log b) dmb. 
-10gb] dmb, 

Nach der Bezifferung Hings der Abszissenachse liegt q zwischen 1 
bis 100, V I also zwischen 0 und 20 dmb. 
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Die Koordinaten der Kurve P2 sind in Wirklichkeit 

tt2 = 10 logp2 = 10 log(1 + r) = 10 log ( 1 + !) = 10 [log (a + b) 
b -loga] dmb, 

V2 = 10logr = 101og- = 10(logb-Ioga)dmb. 
a 

Die Bezifferung der Ordinatenachse gilt fUr P2 wie fur Pi! aber die 
Bezifferung der Abszissenachse liegt bei P2 zwischen r = 10-2 bis 

Fig. 13. 

1 U U U \t \) Li "'" l 

Graphische Addition von 111 = xO,903 und Y2 = G X- ' O,477. 

t' = 1, v2 also zwischen - 20 und 0 dmb. Wiirde man die Kurve P2 
urn zwei Mantebs nach links verschieben, so wiirden die Kurven PI 
und P2 eine zusammenhangende Linie darstellen. 

Die in Fig. 12 dargestellten Linien sind die Mehmkeschen Addi
tionskurven, die Anwendbarkeit derselben wird sich aus dem folgen
den Beispiel ergeben. 

Beispiel: Y = 'Yt + 'Yt = XO,908 + 6 x- 0,417. 

In Fig. 13 sind die Geraden A.B und eDdie logarithmischen 
Bilder der Funktionen YI und Y2 (vgl. § 17). Sie schneid en sich im 
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Punkte E, dort ist also Yl = Y2' Man kann an diesen Linien die 
in Tabelle 1 stehenden Koordinaten ablesen. 

Tabelle 1. 

x Yz 11ll + Y2 II Graphisch 

1,0 1,00 6,00 7,00 7,00 
1,5 1,44 4,95 6,39 6,39 
2,0 1,88 4,30 6,18 6,20 
2,5 2,30 3,83 6,18 6,20 
3,0 2,70 3,55 6,25 6,24 
3,5 3,10 3,30 6,40 6,40 
3,65 3,25 3,25 6,50 6,50 
4,0 3,50 3,10 6,60 6,60 
4,5 3,90 2,94 6,84 6,85 
5,0 4,29 2,79 7,08 7,10 
6,0 5,02 2,55 7,57 7,60 
7,0 5,80 2,38 8,18 8,19 
8,0 6,57 2,22 8,79 8,76 
9,0 7,30 2,10 9,40 9,35 

10,0 8,00 2,00 10,00 10,00 

Fur x = 1,5 findet man also YI = 1,44, Y2 = 4,95, woraus sich 

Y = YI +Y2 = 1,44+4,95 = 6,39 
ergibt, 

Die Koordinaten del' logarithmischen Bilder sind abel' in Wirklichkeit 

v = 10 log 1,5 = 1,76, U I = 10 log 1,44 = 1,58, 
Hz = 10 log 4,95 = 6,95 dmb, 

wie man dies mit del' L. S. del' Randskala finden !mnD. 
Sonach hat man fur U2 - UI , welches in del' Zeichnung abgestochen 

werden kann, 

t t2 - UI = 10 (log Y2 -log YI) = 10 log Y2 = 10 log q dmb. 
Yl 

Man kann nun diese Lange in den Zirkel nehmen und die eine 
Spitze derselben bei Y = 1, U = 0 ansetzen. Dann liest man an del' 
anderen Spitze nach oben 

U 2 -U1 = 10 log q, 
abel' auch q selbst, abo 

Wird abel' del' Zirkel nach un ten gedreht, so steht die Spitze auf 
dem Spiegelbild del' Funktion (u2 - ttl) und man liest ab 

U 1 - U 2 = 10 log t' 
und r selbst. 

Dieses Verfahren ergab bei x = 1,5 

112 - ttl = 5,37 an del' L. S. und q = 3,44 an del' N. S. 

del' Randskala und das Umsetzen des Zirkels lieferte r = 0,291. 
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Die Abstande der Punkte del' logarithmischen Bilder von 
111 und Y2 sind sonach die Abszissen der Additionskurven. 
Sticht man in diesen die zugehorigen Ordinaten ab, so erhalt 
man die Langen 1010gpl oder 10 logp2 dmb. 

Welche von den beiden Additionskurven angewendet wird, ist 
theoretisch gleichgiiltig, man wird die Wahl den Umstanden nach treffen 
miissen. In Fig. 13 wurde die r-Kurve gewahlt und durch die Linie HD 
dargestellt, wobei zu beachten ist, da13 sie urn eine Manteb nach rechts 
verschoben ist. 

Wenn es sich nun durum bandelt, das logarithmische Bild del' 
Summen Y zu konstruieren, so nimmt man den Abstand je zweier 
Punkte del' logarithmiscben Bilder von 1/1 und Y2 in den Zirkel, setzt 
diesen an dem r e c h ten Rand der Abszissenacbse nacb lin k san, 
nimmt die dort stehende Ordinate in den Zirkel und tragt diese Lange 
vom oberen Punkt nach oben abo An del' Linie F G wurden die in 
der Tabelle 1 unter "grapbisch" stehenden Werte von Y = Yl + Y2 ab
gelesen. 

B. Die Subtraktion 1). 

Wenn man schreibt 
a a-b 

q = b' PI = q - 1 = --r;-' 
so wird 

PI . b = ((t - b), log PI + log b = log (a - b). 
Dagegen ergibt 

b 1'-- (t' 

P2 . a = (a - b), 
Es iet wieder 

a-b 
P2= 1-r=--, 

a 

10gp2 + log a = log (a - b). 

PI = cp (q), P2 = ljJ (1') 

und man el'halt folgende Koordinaten diesel' Funktionen: 

q = 1,0 1,1 1,2 1,3 1,9 2 3 4 5 6 
Jh = 0,0 0,1 0,2 O,B •.. 0,9 1 2 3 4 5 
l' = 0,00 0,01 0,02 0,03 ... 0,1 0,2 0,3 ... 1,0 
112 = 1,00 0,99 0,98 0,97 ... 0,9 0,8 0,7 ... 0,0 

In Fig. 14 wurde nur das logarithmische Bild del' ljJ-Funktion ein
getragen, urn die Figur nicht zu iiberladen, man wird sich den Verlauf 
der cp-Funktion leicht hineinzeichnen oder -denken konnen. 

Da P2< 1 ist, wird tt = 1010gp2 negativ und mu13 deshalb von 
del' fiir P2 = 1 geltenden Achse nach unten abgetragen werden. 
In Fig. 14 hat diese Kurve ihre richtige Lage. 

1) V gl. Mehm ke, Anleitungen, S. 2D ff. 
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Ais Beispiel del' Verwendbarkeit diesel' Subtraktionskurve nach 
Mehmke wurden gewahlt 

Y = Y2 - YI = 6 X- O,477 _ XO,003. 

Die logarithm is chen Bilder dieser Funktionen sind also dieselben 
wie in Fig. 13 und sie ergeben die in der Tabelle 1 stehenden Werte 
von Yl und Y2' 

Fig. 14. 

Die Meh mkesche Subtraktionskurve. Beispiel y = 6 X-0,477 _ X O,903. 

Daraus ersieht man, dail Y von x = 1 bis 3,65 positiv, dann abel' 
bis x = 00 negativ verlauft, es wird also beziiglich des logarithmischen 
Bildes von Y del' in § 2 (S. 11) erorterte Fall vorliegen. 

Urn dieses logarithmische Bild graphisch abzuleiten, nimmt man 
die Abstande zweier zu demselben x gehorigen Punkte der Funktions
geraden Yl und Y2 in den Zirkel, setzt dies en von rechts nach links 
an, nimmt dann die dort liegellde Ordinate del' Subtraktionskurve in 
den Zirkel und tragt diese von dem oberen Punkt nach unten abo 
So wurden die zwei Aste dieses Bildes in Fig. 14 erhalten. 
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Die Zahlen in Tabelle 2 geben unter Y2 - YI die durch Rechnung 
aus den Ablesungen an den Funktionsgeraden erhaltenen Werte von Y 
und unter "graphisch" die Ablesungen an den Kurven in Fig. 14 an. 

Tabelle 2. 

X (Y2 -Yl ) Gl'8phisch x (1/2 - YI) Graphisch 

1,0 + 5,00 +5,00 3,65 0,00 0,00 
1,5 +3,52 + 3,48 4 -0,40 -0,42 
2,0 +2,42 +2,40 5 - 1,49 - 1,48 
2,5 +1,58 +1,54 6 - 2,46 -2,48 
3,0 +0,86 +0,84 7 -3,42 -3,38 
3,5 +0,22 ? 8 - 4,30 -4,20 
3,65 0,00 0,00 9 -5,20 - 5,10 

Das graphische Verfahren wird um so ungenauer, je kleiner y ist. 

c. Eintlu.1l der Parallelverschiebungen. 

Es kann der Fall eintreten, daI3 die Summandenlinien in unbe
quemer Lage sich befinden und fiibrt dies zu der Frage, ob man sicb 
durch Parallelverscbiebung derselben helfen konne. 

Die Gleichungen der numeriscben Bilder zweier Funktionen sollen 

YI = fl (x) und Y2 = f2 (x) 
sem. 

Durch Zusammensetzen der Ordinaten der numeriscben Bilder 
kann man dann die Summenlinie 

8 = YI + Y2 

bilden und durch Abziehen der einen Ordinate von del' anderen die 
Differen'zenkurve 

D = VI-V2. 

Wenn man nun die erste Linie um LI YI' die zweite um LI Y2 ver'
scbiebt, so erbiilt man 

y/ = Yl + LlVH Vi' = Y2 + LlY2' 8' = 8 + LlYl + LlY2' 
D' = D + LI YI - LI !/2. 

Wiihlt man 

so wird einfacber 

8' = 8+2L1y, 8 = 8'-2L1y, D' = D. 

Man bat also von del' aus den verschobenen Linien erbaltenen 
Summe 8' einen konstanten Wert abzuziehen, um 8 zu erbalten. Auf 
die Differenz bat die Verschiebung keinen Einfl.uI3. 
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Anders liegt dies aber bei der Verschiebung der logarithmischen 
Bilder dieser Funktionen. Werden diese verschoben urn 

.d Ul = 10 log IXl dmb, .d tl2 = 10 log IX2 dmb, 
so wird nach § 5, S. 15: 

y' = IXI Yll Y" = IX2 Y2' 8 = IXl Yl + IX2 Y2' D' = 1%1 Yl - a2 Y2· 
Wird hier 

so erhalt man 
8'= IX 8, D'= IXD, 

S = ! 8', D = ! D', 
IX IX 

es muss en die aus den verschobenen Linien erhaltenen GroDen 
8' und D' mit einem konstanten Wert multipliziert werden, 
urn 8 und D zu erhalten. 

Beispiel: Y = 'Yl + 'Y2 = 8XO,097 + 3XO,"~I;. 
Die logarithmischen Bildel' AB und CD diesel' Funktionen liegen 

in Fig. 15 so hoch, daD die Summenlinie in ein c1aruberliegendes 
Fig. 15. 

I U \Z IJ l10 U til 11 " 0 Z 

Graphische Addition mit ParaUelverschiebung. y = 8 XO,097 + 3 XO,426 , 
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Mantissenfeld kommen wiirde. Beide Funktionsgerade wurden urn 

L1 tt = - 4,77 = 10 log 1/3 dmb 

verschoben, was also 

ergibt. 
N - I I .,. - / 3 

29 

Dadurch kamen sie in die Lagen A' B' und 0' D' und es konnte 
mit Hilfe der Additionskurve in Fig. 12 genau so wie in Fig. 13 die 
Summenkurve E F konstruiert werden. 

Wenn man diese um 

L1 tt = + 4,77 = 10 log 3, IX = 3 

verschiebt, so kommt sie in das dariiberliegende Feld zu liegen. Man 
kann sic aber um eine Manteb wieder nach unten verschieben und er
halt dann aus G R 

Tabelle 3. 

AB CD 

I 
Y= I EF GH x 

VI Y2 VI+V2 I/S Y I Y Y 

1,0 

II 
8,00 I 3,00 11,00 3,67 11,01 1,10.10 

1,5 8,30 I 3,58 11,88 3,96 11,88 1,18 
2,0 I 8,65 4,01 12,56 I 4,19 12,57 1,26 
2,5 8,74 4,44 13.18 I 4,39 13,17 1,33 
3 8,90 4,70 13,60 4,55 13,65 1,37 
4 9,10 5,40 14,50 4,82 1U6 1,45 
5 9,32 5,97 15,29 5,09 15,27 1,53 
6 9,50 6,43 15,93 5,30 15,90 1,58 
7 9,62 6,88 16,50 5,48 16,44 1,64 
8 9,78 7,29 

I 
17,07 . 5.67 17,01 1,70 

9 9,90 

I 
7,65 17,55 : 5,85 17,55 1,76 

10 10,00 8,00 18,00 , 6,00 18,00 1,80 

In der Tabelle 3 finden sich zuerst die an AB und OD ab
gelesenen Werte von YI und Y2 und dann deren Summen Y = YI + Y2 ' 
Die Ablesullg an EE' ergibt l / S y, man hat also diese Zahlen mit 3 
zu multiplizieren, um y zu erhalten. Endlich erhli.lt man yauch aus 
GR. Die Obereinstimmung kann als befriedigend angesehen werden. 

II. Multiplikation und Division. 

§ 10. Die Verwendung der »Rechentafeln" von H. Zimmermann. 
A. Multiplikation. 

Es kommen hier hauptsachlich die Produktentafeln in Frage, welche 
die Produkte je einer dreistelligen Zahl mal einer zweistelligen enthalten. 
Diese Produktentafeln sollen den Rechenschieber ersetzen, 
wonach der ganze Rechenvorgang einzurichten ist. 
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1. Beispiel: p = 6,72 x 4,29. 

Man sieht ohne weiteres, dall das Produkt um 28 herum liegen 
mull. Die Ausfiihrung der Rechnung selbst wird folgendermallen zu 
geschehen haben. Man sucht den Faktor 672 in der Tafel auf und 
findet 

p = 6,72 x 4 + 6,72 x 0,29 = 26,88 + 1,9488 
= 26,88 + 1,95 
= 28,83 = 2,88 x 101• 

2. Beispiel: p = 28226 x 4732 = 13356543 (Bechenmaschine). 
Man schreibt zuerst 

p = 2,8226 X 104 x 4,732 x lOS = 2,8226 x 4,732 x 107, 

und ersieht daraus, dall p um 15 x 107 = 1,5 X 108 Hegen wird. Pie 
Anwendung der Logarithmen ergibt 

fiinf- vier- drei- zweistellig 
log 2,8226 = 0,450 65 0,4507 0,451 0,45 oder 0,45 
log 4,732 = 0,67504 0,6750 0,675 0,67 

" 
0,68 

log 10-7 P = 1,12569 1,1257 1,126 1,12 
" 

1,13 
JD-7p = 13,3564 13,36 13,36(7) 13,2 

" 
13,5 

10-Sp = 1,336 1,336 

Mit der Produktentafel findet man 
11,28 

1,336 1,32 
" 

1,35 

p = 2,82 x 4,73 x 107 2,06 = 13,34 x 107 = 1,334 X 108• 

13,34 

3. Beispiel: p = 0,00432 x 0,0000897 = 3,87504 x 10-7 (Bechen
maschine). 

34,56 
p = 4,32 x 8,97 x 10-8 4,19 = 38,75 x 10- 8 = 3,88 X 10-7• 

38,75 

B. Division. 

Die Division liiI3t sich mit Hilfe der Produktentafel ebenso bequem 
bis auf vier Stellen ausfiihren, aber nur dann, wenn die Grollenordnung 
des Quotienten festgestellt worden ist. 

Man kann dabei nach den folgenden Formeln rechnen: 
b 1000 q = 107<-= 107<b--.10-3 = lO7<-S br. 
c c 

Hierin solI im allgemeinen c eine dreistellige und b eine fiinf
stellige ganze Zahl sein, so dall deren Quotient eine zweistellige Zahl 
wird. 

1000 100 100 
r=--=--=-c 1O- 1 c a 
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ist eine derjenigen Zahlen, welche am Fu13 der Zimmermannschen 
Tafeln mit (lOO:a) bezeichnet sind, wobei also a = 1O- 1 c ist. Die 
Verwandlung der Division in Multiplikation empfiehlt sich dann, wenn 
- wie z. B. bei der pi'ozentrechnung - eine gro13ere Zahl von b-Werten 
durch dasselbe c zu dividieren sind. 1m allgemeinen wird dies Ver
fahren beim Rechnen mit nur dreistelligen Zahlen weniger genau sein. 

1. Beispiel: q = 4:~:~4 = 66,87697 (Rechenmascbine). 

Man kann hier folgenderma13en rechnen: 

45389,4 x 10 45389,40 45389,40 
q = 678,7 x 10 - ~9 4481~ 

575,40 

= 66,85 = 6,68 x 10, 

4,53894x105 " 4 1000 -3 
q = 678,7 x 10 = 4,04 x 10 x 678,7 x 10 

= 4,54 x 1,47 x 10! ~:i! 1 = 6,67 x 10. 

3278 . 
2. Beispiel: q = ~22 = 7,7678 x 10-3 (Rechenmaschme). 

Hier erhalt man 

32780 x 10-4 32780,00 
q = 422 ~249~_ = 77,68 x 10-4 = 7,77 X 10- 3, 

28.6,00 

- 3278 1000 10-3 - "28 2 "7 10-3 i 6,561_ 7 7 -3 q -, x -422 x - i), X,i) X ! 1,21 - ,7 x 10 . 

3. Beispiel: q = O~::~::7 = 4,816 x 10 (Rechenmaschine). 

Die Rechnung mit den Produktentafeln ergibt 

43200 x 10-7 43200 43200,00 
q = 897 X 10-7 = -----s97 43056 = 48,16 = 4,82 x 10, 

144,00 

_ ~,32_ x ~0-3 _ 4 1000 , -3 
q - 897 X 10-7 - 10 x 4,32 x 897 x 10 

1

432
1 

= 10 x 4,32 x 1,11 0:48 = 4,80 x 10. 

§ II. Verwendung der Doppelrandskala oder graphischen 
Logarithmentaiel der Potenzpapiere. 

Als Einheit del' Koordinaten der logarithmischen Bilder wurde 
bisher eine Dezimanteb gewahlt, man kann aber natiirlich als solche 
die Manteb .selbst nehmen, was 

u = logy, v = log x Mantebs 
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ergeben wlirde. Man kann also jeden Logarithmus als eine Lange 
und als deren Einheit eine Manteb betrachten. 

Diese Langen selbst konnen an der N. S. der Doppelskala ab
gegriffen werden. 

A. Multiplikation. 

1. Gegeben sind zwei Zahlen a und b, es soll p = a. b bestimmt 
werden. 

Da logp = log a + log b, 

setzt man die Langen der Abstande der in der N. S. mit a und b be
zifferten Punkte vom Punkt 1,00 zusammen und kann dann p an der
selben 8kala ablesen. 

2. Gegeben ist die Zahl a, von einer zweiten Zahl b abel' del' 
Logarithmus A. 

Es ist dann 
log a + A = loga + 10gb = logp, 

man nimmt die Lange A an del' L. S. del' Doppelskala in den Zirkel, 
setzt diese auf del' N. S. im Punkte a an und kann dann p ablesen. 

3. Es sind zwei Logarithmen Al und A2 gegeben. Diese Langen 
kann man an der L. S. abgreifen. Setzt man sie an del' N. S. zu
sammen, so findet man 

Al + A2 = A = logp. 

GehOrt Al zu a und A2 zu b, so ist auch p = a. b. 

1st 
B. Division. 

q = a:b 
zu bilden, so erhalt man 

logq = loga-logb, 

man hat also auf del' N. S. der Doppelskala die Strecke log b zwar 
wieder an dem Punkt a anzusetzen, aber nach dem Punkt 1 zu ge
richtet. An dem anderen Ende der Strecke log b liest man dann q abo 

Es werden auch hier die bei der Multiplikation erwahnten drei 
Falle auftreten konnen. 

c. Verwandlung del' Division in Multiplikation. 

Wenn man eine Strecke 10gb am Punkt 10 der N. S. nach dem 
Punkt 1 zu ansetzt, so liest man am anderen Ende den zehnfachen 
Wert der Reziproken r von b abo Es ist 

10 
log 10 - log b = log b = log lOy. 
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Man kann weiter schreiben 
a 10 

10q = 101)= aT = a(10r), 

log 10 q = log a + log (10 r). 
was ergibt 

U m dies praktisch auszufiihl'en, hat man erst log b vom Punkt 10 
nach 1 zu abzutragen. Dann nimmt man die Lange, welche von der 
Manteb noch iibrig bleibt, in den Zirkel und setzt diesen an log a nach 
dem Punkt 10 zu an. Man liest dann aber 10 q abo 

oder 

auf. 

D. Jlultiplikation und Division bei derselben A.ufgabe. 

Sehr haufig tritt die Aufgabe von der Form 
axbxexdx .. · p - ------=-----,0---

-rxx{jx,},x8x .. · 

logp = log a + 10gb + loge + logd + ... 
- logrx-Iog{j-Iog'}' -log8 - ... 

Um derartige Aufgaben bequem, und zwar ohne gro.l3e Vorberei
tungen bei einem rasch auftretenden Fall IOsen zu konnen, habe ich 
mir folgende Einrichtung gemacht. Ich gebrauche als Schreibunter
lage ein Stiick weiller Pappe im Format 59 cm x 46 cm; es ist dies 
der Deckel zu einem Block 2-mm-Skizzierpapier (Marke 89) der Firma 
Carl Schleicher & Schiill in Diiren, welches ich seit vielen Jahren mit 
Vorliebe verwende. 

Auf diesem Pappdeckel habe ich einen Streifen der Doppelrand
skala von der in Schwarzdruck ausgefiihrten Marke 3751/ 2 L. T. des 
Potenzpapiers mit Mb = 250 mm aufgeklebt. Parallel mit diesem lauft 
aine schwarze Linie, auf del' die Mantebs angegeben sind. 

Wer viel am Reillbrett sitzt, wird am besten sich ain derartiges 
Hilfsmittel auf der Reillschiene anbriDgen und dabei bequem bis zu 
3 Mantebs gehen konnen. 

A bmessen und Auf trag en geschieht am besten mittels 
Papierstreifen, da die Dimensionen fiir den Zirkel zu groll sind. 

Es wird hier ein Beispiel geniigen: 
2,917 0,967 
9,635 - 8,310 - = 2,95 X 107• 

1,468 7,272-
p = 9,27 x 0,0204 x 0,00187 = 

826 x 0,432 x 29,4 

4,020 6,549 -
-6,549 + 10 

7,471 
Del' Aufgabe wurde die einfache Rechnung mit dreistelligen Loga

rithmen, so wie ich sie gewohnt bin, beigefiigt, sie gibt p = 2,95 X 107• 

Schreiber, FllI.chen-Nomographie. n. 8 
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Mit del' Rechenmaschine erhiiJ.t man p = 2,9666 X 107 und mit fiinf
stelligen Logarithmen p = 2,968 X 107• 

Bei derVerwendung del' Doppelskala ist stets zuerst die Grollen
ordnung von p festzustellen. 

Hierzu schreibt man die Aufgabe in del' folgenden Form: 

8,26 x 102 X 4,32 X 10-1 X 2,94 X 101 102 8,26 X 4,32 x 2,94 
P = 9,27 X 100 X 2,04 X 10-2 x 1,87 X 10-3 = 10-6 9,27-x 2,04 x 1,87' 

= 107 2,94 x 4,32 x 8,26 Ii = 107 3 x 4 x ~ = 107 961. 
P 1,87 x 2,04 x 9,27 - 2 x 2 X 9 --- 36 

Bei diesen Umformungen wurden die Faktoren aus ZweckmiWig
keitsgriinden ihrer Grolle nach geordnet. Die leichtverstandliche 'Ober
schlagsrechnung ergibt die Grollenordnung p = 3.107• 

Es wurden nun auf zwei Papierstreifen die Langen del' Logarithmen 
angestrichen und vom Nullpuukt des erwahnten Striches an langs des
selben zuerst log 2,94 + log 4,32 zusammengesetzt. Bei dem Hinzufiigen 
von log8,26 ergab sich, dall die Summe del' drei Langen 2 Mantebs 
iibersteigt, das Produkt also groller als 100 ist. 

Es wurde deshalb die Zusammensetzung del' Strecken in del' Reihen
folge 

log 2,94 + log 4,32 -log 9,27 + log 8,26 -log 1,87 -log 2,04 
vorgenommen. Del' Abstand des Endpunktes vom Nullpunkt ergab 

logp = log 2,98, also p = 2,98 X 107• 

Dieses Verfahren ist entschieden bequemer und rascher als das 
Rechnen mit den dreistelligen Logarithmen odeI' del' Produktentafel. 

III. Potenzieren und Wurzelziehen. 

§ 12. Die Richtlinien der Potenzen x.'l. 

Wahrend bei Multiplikation und Division die Randskalen 
eines Potenzpapiers ausreichen, mull beim Potenzieren die 
ganze Fliche desselben verwendet werden. Es handelt sich da
bei urn die logarithmischen Bilder del' Funktion 

y = {1/1, logy = qlogx. 
Wenn wir auch hier die Manteb als Langeneinheit beibehalten, 

so wird man erhalten 
u = qv, u = logy, v = logx Mantebs, 

und somit fiir 
v = 1, 

und fiir 

u = 1, 
1 

v=-· q 
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Diese einfachen Forrneln geben das Mittel, urn ohne jede Rech
nung die 

RichtIinien der Potenzen x q 

ziehen zu konnen. Man hat nur zu beachten, daB die Gronen q und 
1 
- an der L. S. der Doppelskala abgestochen werden konnen. q 

Fi!!".16. 

Richtlinien xg fur q = ±%, ±1/4' ± l/S' ±1/2, ±l, ±2, t 3, ±4 und ±5. 

In Fig. 16 wurden die Richtlinien fur 
0 _ 4 3_ 2 

Y= yx y-; yx Vx Xl X2 x3 X4 x5 

q = 0,200 0,250 0,333 0,500 1 2 3 4 5 
eingetragen. 

Diese Richtlinien gehen aHe von der unteren linken Ecke aus, wo 
u = v = ° ist. 

Die Richtlinie flir q = 1 ist die Diagonale. Fur q < 1 schneiden 
die Richtlinie den rechten Rand v = 1, fur q > 1 aber den oberen 
Rand u = 1. 

3* 
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Um diese Schnittpunkte zu erhalten, hat man u = q am rechten 
Rand von unten nach oben abzutragen. Dagegen erhalt man die 

Schnitte mit dem oberen Rand, wenn man v = ! von der linken oberen q 
Ecke nach rechts abtragt. 

1st q negativ, so stellen die logal'ithmischen Bilder der Funktion 
y = x-!l die Spiegelbilder der logarithmischen Bilder der Funktion 
y = X+!l dar. Man kann diese urn eine Manteb in die Rohe schieben, 
so da./3 sie von der oberen linken Ecke des Nullfeldes ausgehen. In 
Fig. 16 wurden so die logarithmischen Bilder der Funktion 

y = X-O,2 X- O,25 X-O,SS3 X-0,5 x-1 x-2 x-3 x-4 x- 5 

eingezeichnet. 
Man kann beziiglich der Konstruktion diesel' Richtlinien fiir jedes 

beliebige q folgende Regeln aufstellen: 
A. q ist positiv, Strahlungspunkt ist die linke untere Ecke. 

a) q < 1, es wird q von del' unteren rechten Ecke am rechten 
Rand aufgetragen. 

b) q > 1, es wird (1 : q) von der oberen linken Ecke am oberen 
Rand nach rechts aufgetragen. 

B. q ist negativ, Strahlungspunkt ist die linke obere Ecke. 
a) q < 1, es wird q von der oberen rechten Ecke am rechten 

Rand nach unten abgetragen. 
b) q > 1, es wird (1: q) von der unteren linken Ecke am 

unteren Rand nach rechts abgetragen. 

IV. Differentiation und Integration. 

§ 13. Die Differentialkurven und Integralkurven. 

Wenn der analytische Ausdruck fiir die Funktion y = ((x) ge
geben ist, so kann man in sehr vielen Fallen daraus die Funktionen 

i(x) = ~~ = tgay und J(x) = S y.dx + Con st. = Jo + Const. 

in bequemen Formen ableiten. 
Diese beiden Funktionen kann man genau so wie die y-Funktion 

durch numerische und logarithmische Bilder darstellen, welche als 
Differentialkurven und Integralkurven bezeichnet werden. 

A.. Die numerischen Bilder. 
1. Beispiel: y = 3 Xl. 

Man erhiilt 
i ex) = 6 x, J(x) = x3 + Con st., Jo = x3• 
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Wenn man sich auf positive x von 0 bis 10 beschrankt, so ergibt 
eine einfache Rechnung 

X =O 3x2 = 0 6x= 0 x3 = 0 ay = 0,00 

1 3 6 1 80,5 
2 12 12 8 85,2 
3 27 18 27 86,8 
4 48 24 64 87,6 
5 75 30 125 88,1 
6 108 36 216 88,4 
7 147 42 343 88,6 
8 192 48 512 88,8 
9 243 54 729 88,9 

10 300 60 1000 89,0 ... 

Nach diesen Unterlagen wurden die numerischen Bilder der 
Funktionen y, i und Jo in Fig. 17 entworfen. 

Fig. 17. 

1000 2U 

,/ V VI II /1. I II .. 
900 --V 

./ 

.. 

V 
/" V VI II 1/ 1/ 

800 - /' ZOO 

V 
/'" / VI Ii Ii, ! I-

700 ---- I-

-------
V / VI II / Ii I-

M. -- 1-'50 

-------
V / VI II ~~~- ) _/ t-

roo --- ./ l-

V V VI-(/ / I-

~oo - ------- 100 

-------
V V / i /-

_JOO -- ./ 
... "",' / ; 

0 
v -- V V I 

200 --- ./ ~,,,, 50 - V V /-->.- . 
100 -:::-

-------
J1 

"' ..... - . / .- . 
-. ~,. .. ' . ", / : . 
~ -- '" I -- ,- . / / o -- . 0 

o 2 5 6 7 9 10 

Num. Bilder von y = 3 x 9, i = 6 x, J = XS + Const. 

Hier tritt aber derselbe Fall ein, wie dieser bereits in § 2, S.6 
und in Fig. 3 behandelt werden mu13te. Die Normalkurven wiirden so 
steil ansteigen, daB ein gro.6er MaBstab gewahlt und dadurch die 
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Zeichnung sehr groll werden miillte. Es wurden deshalb die neuen 
Koordinaten y' = l/,y und x' = 25x mm, 

eingefiihrt. 
Jo = l/,JO x' = 25x " 

Aus praktischen Griinden wurde abet die i-Linie mit den Koordinaten 

dargestellt. 
i' = 2,5i, x' = 25xmm 

Wenn diese Gleichungen allgemein die Form 
y' = my, i' = m i, Jo = m Jo und x' = n x mm 

hatten, so ware 
., _ 6 1n I '3 m ( ') T' m ( ') ~ - n x, y = n2 x 2, "'0 = nS x S mm. 

Man sieht also, dall der Grundcharakter dieser Funktionen nicht 
geandert wird. Man kann weiter im Millimeter· Linearpapier Hilfs
skalen einzeichnen, welche gestatten, die Koordinaten y, i, Jo und x 
statt y', i', Jo und x'mm einzutragen und abzulesen. 

Aber die'!nderungen derKriimmung und Neigung derLinien, welche 
durch die Werte von tit und n bedingtwerden, konnen durch derartige 
Hilfsskalen nicht beseitigt werden. 

Denkt man sich die Normalformen der numerischen Bilder der 
Funktionen (m = n) aufgezeichnet und an die Linien in den Punkten 
(y, x), (i, x) und (Jo, x) Tangenteu gelegt, so werden diese mit del' 
X-Achse die Winkel ~y, ~i und ~J bilden. Man erhii.lt dann 

di d2 y 
tg~i = d-- = d--- = 6, ~i = 80,50, ,x X2 

tg~y = ~~ = i = 6x, ~y = 89,1 0 fiir x = 10, 

dJ 
tg~J = dx = Y = 3 X2, ~J = 89,80 fiir x = 10. 

Wiirde man die Langen del' Einheiten von y und x 25 mm wahlen, 
so wiirde das Zeichenblatt 250 mm breit, aber 25 m hoch sein und dann 
wiirden bei x = 10 die Tangenten die oben angegebenen Winkel ~ 
mit del' X-Achse bilden. 

Wenn man abel' m und n irgendwelche verschiedene Werte gibt, 
so erhaIt man andere Winkel {j, welche die Tangenten an diese Kurven 
in denselben Punkten mit der X-Achse einschliellen. Die Ausdriicke 
flir die Tangenten dieser Winkel sind dann 

d i' 1n m 
tg{ji = -1 ' = 6- = - tg~i' (X n n 

dy' m, m m 
tg {jll = -1 AT = 6 - x = 6- x = -- tg ~Y' 

l< x n2 n n 
dJ' m m m 

tg {jJ = - = 3 - (X')2 = 3 - X2 = -- tg ~J. dx' n3 n n 
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Bei der i-Funktion ist m:n = 1:10, also wird {Ji= 31,00• Da
gegen ist bei der y- und J-Funktion m : n = 1 : 100 und sonach er
hiilt man 

{Jy = 31,00, (JJ = 71,50 bei x = 10. 
Die Lage der im Punkt x = 10 an die y'- und J~-Kurve an

gelegten Tangenten ist aus Fig. 17 zu ersehen. 
Aus der Formel 

J = x8 + Con st. = Jo + Const. 
folgt, daJ3 es unendlich viel Integralkurven gibt, welche aIle der 
Bedingung 

dJ 
dx =y 

geniigen. 
In dem numerischen Bilde der Integralfunktion erhalt 

man diese Kurven durch Parallelverschiebung der Jo-Kurve 
langs der Ordinatenachse. 

In Fig. 17 wurden einige der dadurch entstehenden Kurven ein
gezeichnet. 

B. Die logarithmischen Bilder. 

Beispiel: 'y = X-O,D, i = -O,5x-1,l), J = 2XO,D+ Const. 
In Fig. 18 wurden die logarithmischen Bilder dieser Funktionen, 

und zwar aHe im Nullfeld gezeichnet. 
Das logarithmische Bild del' y-Funktion 

y = X- O,5, logy = - 0,510gx 

liegt eigentlich in dem Feld unter dem Nullfeld, die Funktionsgerade 
wurde um eine Manteb nach oben verschoben, sie beginnt an der oberen 
linken Ecke des Nullfeldes und geht nach del' Mitte des rechten Randes. 
Werden die Ablesungen an den Skalen des Nullfeldes mit 1/ und ~ 
bezeichnet, so ist 

y = 10-1 1/ und x = ~. 

Die Funktionsgerade wurde dann um 1 Manteb nach links ver
schoben. An der so erhaltenen Funktionsgeraden im Nullfeld liest 
man y = 10-1 1/, x = 1O~ abo 

Die i-Funktion ist negativ, man wird also (vgl. § 2, S.ll) 

i = - 0,5 X- 1,5, log i = [log 0,5 - 1,5 log x In 
schreiben und die Funktion wie eine positive graphisch darstellen 
konnen. In Fig. 18 wurden zwei Strecken der i-Funktionsgeraden ein
gezeichnet. Die Richtlinie der Funktion X- 1,5 erhiilt man iill Nullfeld, 
wenn man eine Gerade von del' oberen linken Ecke nach dem Punkt 
des unteren Randes zieht, dessen Abstand von der unteren linken Ecke 
2/3 Mantebs oder 2°/8 dmb betragt. 
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Zieht man zuerst durch den Punkt r; = 5,0 del' Y - Achse ellle 
ParaJlele zu dieser, so sind die Koordinaten derselben 

i = 1O-1r; und x =;. 
Wird diese Gerade dann vom Punkt r; = 1,0, ; = 2,94 abermals 

um eine Manteb nach oben verschoben, so erhalt man 
i = 1O-2r; und x = ; . 

Nach diesen Angaben kann man sich eine Vorstellung von dem 
numerischen Bild der y-Funktion machen. Flir x = 0 ist y = + oc , 

Fig.18. 

i = - 00, die Kurve kommt also steil von oben herab und die an
gelegte Tangente bildet mit der X-Achse den Winkel u = - 900• Abel' 
schon bei x = 1 ist y = 1 und i = - 0,5, del' Winkel a betragt 
also nur noch - 26,50• Bei x = 10 ist i = -1,58.10-2, also 
u = - 0,90, die Kurve verlauft also fast genau parallel zur X-Achse, 
hat aber immer noch den Abstand y = 3,16.10- 1• 

Auch das logarithmische Bild der Integralfunktion ist 
eine Gerade, wenn die Konstante Null ist. 
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Die Richtlinie der Funktion XO,5 geht von der linken unteren Ecke 
des Nullfeldes nach der Mitte des rechten Randes. Verschiebt man 
diese derart parallel, dal3 sie durch den Punkt r; = 2,0 der Y - Achse 
geht, so ist die im § 5 S. 15 definierte Grone u = 2 und somit 

r; = 2XO,5 = Jo• 
Gibt man nun der Konstanten irgendwelche positive oder nega

tive Werte, so wird 
log J = log (2 XO,5 + Konstante), 

durch keine gerade Linie mehr dargestellt werden konnen. Urn dann 
die Koordinaten der logarithmischen Bilder der J-Funktion zu erhalten, 
hat man fiir x = 1, 2, 3 ... die zugehOrigcn Werte von 2 XO,5 ab
zulesen und dazu die Konstanten zu addieren. Diese Summen oder 
vielmehr deren Logarithmen werden dann als Ordinaten iiber den 
Abszissen log x aufgetragen. 

Das ist in Fig. 18 geschehen, als Konstanten wurden die Werte 
+ 1, + 2, + 3 ... einerseits und - 1, - 2, - 3 ... andererseits in 
Rechnung gebrach~ 

§ t4. Die bestimmten Integrate. 
In Fig. 19 wurden die die Funktion y = rex) darstellende y-Kurve 

und die die Integralfunktion J o = f y. d x (Con st. = 0) darstellende 
J-Kurve eingezeichnet. 

Mit F(x) soIl die Grone der FHiche bezeicbnet werden, welche 
durch das Kurvenstiick der y-Funktion, die Ordinate y und das von 
o aus gerechnete Stiick x der Abszissenachse eingeschlossen wird. Dann 
werden also F(a) und F(b) die FHichen bis x = a und x = b sein. 

Denkt man sich im Abstand Li x von der Ordinate y die Ordinate 
y + Li Y gezogen und kann man das Bogenstiick zwischen beiden als 
eine Gerade betrachten, so schlienen diese beiden Ordinaten das Fllichen
stiick Li Fein und man kann scbreiben 

LiF= y.Llx+ 1/2L1yLix. 
F(x) = (LI Fl + Li F2 + ... + Li Fa;) = :g (LI F). 

Wird Li x sehr klein, so wird dies meist auch LI y und nabert sich 
1/2 Li Y Li x immer mehr der Null, und dann wird 

a; 

dF = ydx, F(x) = f y.dx. 
o 

Durch dieses Zeicben wird festgestellt, dan es sich um die Flache 
von x = 0 an handelt. Dann erbalt man die Grol3e del' Flache 
zwischen x = a bis x = b 

b a b 

F (b) - F (a) = S y d x - S y d x = S Y d x 
o 0 a 

und dieser Ausdruck wird ein bestimmtes Integral genannt. 
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Wenn die Koordinaten y und x in irgendwelchen Einheiten aus
gedriickt werden, dann ist die FHicheneinheit ein Rechteck, dessen 
Seiten diese Langeneinheiten bilden. 

Wir wollen hier wieder uns als Langeneinheit die Dezimanteb (dmb) 
und also als Flacheneinheit die Quadratdezimanteb (qdmb) denken. 

Fig. 19. 

I. 
th 
" ~ ifr; •• __ •••••• .,.s; •••.•..... -i 

FI 

J. 

Wenn man dann liber der Abszisse x sich eine zweite Or
dinate J errichtet denkt und diese so lang macht, dall J 
ebensoviel Langeneinheiten erhalt, als F Flacheneinheiteu 
hat, so gehort diese Ordinate einer der Integralkurven an. 

Dann werden 
J(a) = F(a), J (b) = FCb), L1 F = L1 J 

Ii 

J(b)-J(a) = F(b)-F(a) = fy.d x 
und 

sein. 
a 

Durch Parallelverschiebung langs der Ordinatenachse kann man 
del' Integralkurve jede beliebige Lage geben, es hat dieselbe aber auf 
die Ordinatendifferenzen keinen Einflu13. 

Die Differenz der zu den Abszissen a und b gehorigen 
Ordinaten J(a) und J(b) irgend einer Integralkurve gibt die 
Flache an, welche durch die Ordinaten yea) und y(b), das 
Stlick der Kune y = f(x) zwischen ihnen und das Stiick(b-a) 
der Abszissenachse begrenzt wird, und somit das zwischen den 
Grenzen b und a genommene bestimmte Integral ,[ = J yd x. 



§ 15 43 

§ 15. Beziehungen zwischen den zu den numerischen und loga
rithmischen Bildern der Funktion y = f (x) gehtirigen Differential

und Integralfunktionen. 
Zu der Gleichung des numerischen Bildes einer Funktion y = ((x) 

gehOrt die Gleichung des logarithmischen Bildes 
u = cp(v), u = lOlogy, v = 10logx, 

hieraus kanu man ableiten 
J = f y. d x + Const., S = J tt. d v + Con st. 

dy . 
tglX = dx = 2, 

du x dy x 
tg J3 = d v = y' d x = y tg (.(. 

Mit IX war der Winkel bezeichnet worden, den die im Punkt y, x 
an das numerische Bild der Funktion y = ((x) gelegte Tangente mit 
del' positiven Seite del' X-Achse einschlieI3t. J3 solI dann derselbe 
Winkel im logarithmischen Bild diesel' Funktion bei del' Tangente im 
Punkte u, v sein. 

Die Beziehung zwischen diesen beiden Winkeln ist sehr einfach 
ytgp = xtga. 

Es wird abel' wohl kaum moglich sein, auch zwischen den Inte
gralen J und Seine nul' einigel'maI3en einfache Beziehung in analy
tischer Form abzuleiten. 

Am einfachsten wird sich diese Sache bei del' Funktion 
y=p.:xft. 

gestalten. Diese ergibt 

i=tglX=p.qaq-\ J=q~lXq·H+Const., 
u= lOlogp+qv=k+qv, u=IOlogy, v=IOlogx, k=lOlogp, 

du 1 
tg J3 = d v = q, S = k v + "2 q V2 + Const. 

1. Beispiel: y = 2 XO,5. 

Aus der Gleichung flir y kann man ableiten 
tg (.( = X- O,5, J = 4/3 X3!2 + Const., 

tt = 3 + 0,5 v, tg (3 = 0,5, S = 3 v + 1/4 v2 + COllst. 
Das numerische Bild der y-Funktion beginnt mit Null, erreicht 

bei x = 1 den Wert y = 2 und steigt dann mit wachsendem x in das 
Unendliche an. Genau so verhiiJt sich die J-FunktioD, es ist nur bei 
x = 1, J = 4/g , wenn zunachst die Konstante zu Null angenommen 
wird. Da bei x = 0, tg IX = + 00, bei x = 00 aber tg (.( = ° wird, 
handelt es sich urn eine nach oben konvexe y-Kurve. 
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Das logarithmische Bild der y-Funktion ist die Gerade in Fig. 20, 
welche von dem mit 2 bezifferten Punkt der Ordinatenachse unter dem 
Winkel [3 = arc. tg 0,5 = 26,60 ansteigt. 

Ebenso leicht Hi.nt sich das logarithmische Bild der Jo - Funktion 
ziehen. Es geht vom Punkt 4/ S der Ordinatenachse aus und verHi.uft 

Fig. 20. 

Die aus y = 2 x·/2 und u = 3 + % v dmb abgeleiteten Integralkurven 
Jo = % xa/2 und Sl = 3 v + If, v2 + 1. 

parallel der Richtlinie xa/•• Bei x = 3,83 wird Jo = 10, es wurde die 
Gerade deshalb um eine Manteb tiefer gelegt, und dann ergibt die 
Ablesung 1j den Wert 10-1 Jo• 

Das logarithmische Bild der i-Funktion wurde in Fig. 20 weggelassen. 
Die Koordinaten der S·Funktion sind 

v=o u = 3,0 So = 0,00 Sl = 1,0 v = 5 u = 5,5 So = 21,3 Sl = 22,3 1 3,5 3,25 4,25 6 6,0 27,0 28,0 2 4,0 7,0 8,0 7 6,5 33,3 34,3 
3 4,5 11,3 12,3 8 7,0 40,0 41,0 
4 5,0 16,0 17,0 9 7,5 47,3 48,3 5 5,5 21,3 22,3 10 8,0 55,0 56,0 
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Die Langeneinheiten sollen fiir y, x, u und v Dezimantebs sein. 
Jo und 80 werden dann in qdmb erhalten, und es solI angenommen 
werden, daIl1 qdmb durch 1 dmb in den Integralkurven ausgedriickt wird. 

Die 8-Funktion kann genau so, wie die y- und J-Funktionen durch 
ihr numerisches und logarithmisehes Bild dargestellt werden. 1m ersten 
Fall sind die Koordinaten 8 qdmb = 8 dmb und v dmb, im letzteren 
werden sie abel' 10 log 8 dmb und v dmb. In beiden Fallen empfiehlt 
es sieh, zu 80 die Konstante + 1,00 hinzuzufiigen, was die neben 81 

stehenden Zahlen ergibt. 
Zum Auftragen des numerisehen Bildes von 81 dient die in Fig. 20 

eingezeichnete gleichmallige Teilung u und v. Es beginnt mit 81 = u = 1 
bei v = 0. Bei v = 2,5 wird 81 = u = 10. Die Fortsetzung beginnt 
am unteren Rand bei v = 2,5, die Ordinaten sind dann abel' 
81 = 10 + u. Bei v = 4,58 wird 81 = 20. Auf diese Weise hatten 
noch weitere Strecken diesel' Funktion eingezeichnet werden konnen. 

Tragt man abel' statt 81 = u die Strecke 81 = fJ auf, so beginnt 
diese Kurve bei fJ = 1 odeI' log fJ = 0. Bei genauerer Zeiehnung 
miiIlte sie den oberen Rand in demselben Punkt schneiden wie das 
numerische Bild. Die Versehiebung del' Fortsetzung urn 1 Manteb naeh 
unten ergibt abel' dann Ablesungen 81 = 10 fJ. Del' Sehnitt diesel' 
Kurve mit del' Horizontalen fJ = 2 liegt genau senkrecht unter dem 
Schnitt del' Kurve 81 = 10 + u mit dem oberen Rand des Feldes. 

Man kann den Linien in Fig. 20 die Grollen y, u, J und 8 als 
:Funktion von v odeI' x entnehmen. 1st z. B. 

x(a) = 2,0, v (a) = 3,0, x(b) = 6,3, v (b) = 8,0 dmb, 

so liest man ab 

y(a) = 2,82, u(a) = 4,50dmb, Jo(a)= 3,73, 81 (a) = 12,3qdmb, 

y (b) = 5,00, u (b) = 7,00" Jo (b) = 21,0, 81 (b) = 41,0 " 

Sonach erhalt man 
6,8 

S y.dx = Jo(b) -Jo(a) = 21,0 - 3,73 = 17,27 qdmb, 
2,0 

8,0 

J u.dv = 81 (b) - 81 (a) = 41,0 -12,3 = 28,7 
8,0 

2. Beispiel: y = PI X Q1 + PI X Q2 + Ps XQ3 + ... 
Aus diesel' Gleichung kann man allgemein ableiten: 

i = tga =PIQlX'l1-1+P2q2X'l2-1+PsqsxQ3-1+ ... 

" 

Jo = fydX =~X'l1+1+~Xq2+1 +~XQ3+1+ •.. 
Ql + 1 Q2 + 1 Qs + 1 
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Dagegen lassen sich flir die anderen Funktionen keine einfachen 
Ausdriicke aufstellen. Es sei gegeben 

y = 5x- ll + 0,05 Xli, 

tga = -10x-3 + 0,1 x, Jo = - 5 x- 1 + 5/ 3 10- 2 X 3• 

Die Koordinaten dieser Funktionen liefert die Rechnung mit Hilfe 
der Richtlinien der Funktionen xq folgenderma13en: 

Tabelle 4. 

tg (t 

1 5,05 -9,9 - 4,98 1,00 - 840 I 0,2 
2 1,45 -1,01 - 2,35 3,63 - 45 1,4 
3 1,01 - 0,07 - 1,22 4,76 - 4 3,0 
4 1,12 +0,25 - 0,18 5,80 +14 3,6 
5 1,45 +0,42 + 1,10 7,08 +23 3,4 
6 1,94 +0,55 + 2,80 8,78 +29 3,1 
7 2,55 +0,67 + 4,99 10,97 +34 -
8 3,28 +0,78 + 7,93 13,91 I +38 -
9 4,11 + 0,89 + 1l,64 17,62 

I 
+42 -

10 I 5,05 + 0,99 + 16,60 22,58 +45 2,0 
I 

Fig. 21. 

Log. Bilder y = 5x-2+0,0~ x2 und J = -5x-1 +% 10-2x3 +5,98. 
Richtungslinien der Tangenten an dem log. Bild von y. 
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Fur x = 0 und x = 00 wird y = + 00. 

Urn die logarithmischen Bilder dieser Funktionen in Fig. 21 genau 
zeichnen zu konnen, mui3te noch eine groi3ere Zahl von Koordinaten
paaren berechnet werden. Das logarithmische Bild del' J- Funktion 
machte die Konstante + 5,98 empfehlenswert. 

An den y- und J-Kurven Hest man beispielsweise ab 
x = 3,2, y(3,2) = 1,00, J(3,2) = 4,94, 

es ist also 
x = 8,5, y(8,5) = 3,70, J(8,5) = 15,6, 

8,6 

r ydx = J(8,5) - J(3,2) = 15,6 - 4,94 = 10,74. 
8,2 

In Fig. 21 wurden in den durch Doppelringe bezeichneten Punkten 
an das logarithmische Bild der y-Funktion Tangenten gelegt und 
parallel nach den oberen Ecken verschoben. Die Abstande del' 
Schnitte diesel' Richtlinien mit dem unteren Rand, welche an der L. S. 
der Randskala gemessen werden konnen, von den Eckpunkten ergeben 
dann cotg {J, wlihrend die Schnitte mit den Seitenrlindern tg (J find en 
lassen. Es ergab sich 

Tabelle 5. 

x II cotg p I tg P ~ tg " I p graphi.sch I p bel'echnet y 

1 - 0,50 -2,00 -J ,98 -640 -630 

2 -0,72 -1,39 -1,41 - 54 - 54 
3 - -0,27 -0,21 - 15 -12 
4 +0,99 + 1,01 +0,90 +45 + 42 
5 +0,72 +1,40 +1,43 +55 +55 
G +0,58 + l,i2 + 1,71 + 60 + 60 

10 +0,50 +2,00 +1 ,98 +63 I + 63 

§ 16. Der Verlauf einer Funktion y = f(x) ist our durch 
ihre Koordinaten gegeben. 

Eine genaue Ausfuhrung der Integration ist nul' dann moglich, 
wenn der analytische Ausdruck y = f(x) in einer irgendwie integrier
baren Form gegeben ist. 

Kennt man aber den Verlauf einer Funktion nur aus ihren nume
rischen oder logarithmischen Bildern, so sind stets nur Nliherungs
verfahren moglich , gleichgiiltig welcher Hilfsmittel man sich dabei 
bedient. 

A. Angenaherte Integration numerischer Bilder. 
Die ganze Sache lauft auf eine FHi.chenbestimmung hinaus, weshalb 

man auch vielfach von einer mechanischen Quadratur spricht. 
Am genauesten wird diese ausgefiihrt werden konnen, wenn man zuerst 
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das numerische Bild der Funktion genau und in moglichst grollem 
Mallstab aufzeichnet und die Fliiche mit dem Planimeter bestimmt. 

Das am hiiufigsten in Anwendung kommende Verfahren wird wohl 
folgendes sein. Man legt in die Flache so viel Ordinaten, da.ll die 
zwischen je zwei derselben liegenden Kurvenstiicke als Gerade betrachtet 
werden konnen. Dadurch wird die Flache in Paralleltrapeze zerlegt, 
und es ist die Gro.lle derselben 
F = 1/2 (Yo + Yl) L1 Xl + 1/2 (Yl + Y2) L1.r2 + '" + 1/2 (Yn-l + Yn) L1 xn· 

Stehen die Ordinaten aquidistant im Abstand L1 x, so wird 
F = [1/2'!JO + Y1 + Y2 + ... + Yn-1 + 1/2 Yn] L1x, 

= [Y1+Y2+ ... Yn_l]L1X+ 1/ 2(Yo+Yn)L1x, 
= [Yo + Yl + Y2 + ... Yn-1] L1 x + 1/2 (Yn -Yo) L1 x, 
= [Yl+Y2+ ... +Yn]L1X- 1/2 (Yn-Yo)L1X. 

1st n groll, sind L1 x und (Yn - Yo) aber klein, so kommt man 
meist mit n-1 fa 

F = ::s (y)L1 x = ::s (y) Llx 
aus. o 1 

Wenn die Kurve sehr unregelmiiIlig verliiuft, mull man zur Not
hilfe seine Zuflucht nehmen und die FBi-chen zwischen den Ordinaten 

Fig. 22. 

in Paralleltrapeze oder Rechtecke verwandeln, die nach dem Augen
mall mit den wirklichen Fliichen gleichgroll zu sein scheinen. Das ist 
in Fig. 22 angedeutet worden. 
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Die dort dargestellte FHiche ist durch die Gerade A B, die daran
schliellende Kurve BOD E F, die Ordinaten 0 A und iF und das 
Stuck Oi der Abszissenachse begrenzt. DieseFlache wurde nach dem 
Augenmall in die gleichgrolle Summe der Paralleltrapeze OAB(, gJKh, 
hELi und des Rechteckes (G Rg verwandelt. 

Wenn es sich hierbei um Ableitung der Koordinaten del' Integral
kurve handelt, mull man die Ordinaten auch dann moglichst dicht 
legen, wenn die Kurve y = ((x) nur wenig von einer geraden Linie 
abweicht. Man hat zu beachten, daB 

ist. 
f y d x = f (a + b x) d x = a x + 1/2 b X2 + Const. 

So wird die zwischen den Abszissen 0 und (liegende Integralkurve 
eine Kurve, aber keine gerade Linie sein. Es ist deshalb notig, auch 
in die Strecke 0 ( del' Abszissenachse die 6 aquidistanten Ordinaten 
uber den Punkten a, b, c, d und e einzuzeichnen, das ganze Parallel
trapez also in 6 zu zerlegen. 

Dasselbe muB dann auch in den anderen Teilen der FUi-che ge
schehen. 

B. Angeniiherte Integration logarithmischer Bilder. 

Wenn das logarithmische Bild einer Funktion y = ((x) gegeben 
ist, so kann es sich bei der Integration um die Funktionen J(x) odeI' 
S(v) handeln. 

AIle die unter A aufgefiihrten Methoden ergeben die Funktion S(v), 
die Bestimmung derselben wird abel' wohl nul' in wenig Fallen einen 
Zweck haben, ein solcher wurde erst dann vorliegen, wenn es einen 
einfachen Weg zur Konstruktion der J-Kurve aus der S-Kurve gabe. 
Es solI aber an zwei Beispielen gezeigt werden, dall es moglich ist, 
auch nach logarithmischen Bildern del' Funktionen y = ((x) Integral
kurven J = S x . d x mit genugender Genauigkeit zu konstruieren. 

1. Beispiel: Die Ordinaten y sind nul' positiv. 

In F'ig.23 wurde das logarithmische Bild del' Funktion 
y = 5;r2 + 0,05 X2 wie in Fig.21 nochmals dargestellt. Es solI 
jetzt angenommen werden, dall der analytische Ausdruck fUr diese 
y-Funktion und auch der J-Funktion Jo = - 5 X-I + 6/8 10-2 X S nicht 
bekannt sei und ein Naherungsverfahren angewendet werden musse. 
Hierzu wurden zuerst an den Stellen der Abszissenachse, welche mit 

x = 1,00, 1,25, 1,50, 1,75, 2,00, 2,5 3,0 ... bis 10,0 

beziffert sind, die Ordinaten bis zur u-Kurve gezogen. Es erschien 
nur zwischen x = 2,5 bis 4,0 notig, die in Fig. 22 angedeuteten Kor
rekturen wegen zu starker Krummung anzubringen. 

Schreiber, FU,chen·Nomographie. II. 4 



Fig. 23. 
§ 16 50 

U Il U l+ U Li \1 11 tJ Z. u 

Integration nach dem log. Bild einer f(x). Y nur positiv. 
Tabelle 6. 

Abszissen x Ol'dinaten Y Yn-l 1/2 [Yn-l x ~J I I I Nach n Jo 
n- 1 1 +YII +YII ] - X ,,_I (0+ 1 del' n tI -I n Forme! 

- 1,00 - 5,05 - - - 1°,000 0,00°1 1,000 1,00 
1,00 1,25 5,05 3,29 8,34 4,170 0,25 1,012 1,042 2,04 2.01 
1,25 1,50 3,29 2,33 5,62 2,810 0,25 0,702 1,744 2,74 2,71 
1,50 1,75 2,33 1,79 4,12 2,060 0,25 0,515 2,259 3,26 3,21 
1,75 2,00 1,79 1,45 3,24 1,620 0,25 0,405 2,664 3,66 3,63 
2,0 2,5 1,45 1,12 2.57 1,285 0,5 0,643 3,307 4,31 4,24 
2,5 3,0 *1,08 1,02 2,10 1,050 0,5 0,525 3,832 4,83 4,76 
3,0 3,5 *1,01 1,01 2,02 1,010 0,5 0,505 4,337 5,34 5,26 
3,5 4,0 *1,02 I,ll 2,13 1,065 0,5 0,533 4,870 5,87 5,80 
4,0 4,5 *1,12 1,27 2,39 1,195 0,5 0,597 5,467 6,47 6,39 
4,5 5,0 1,27 1,45 2,72 1,360 0,5 0,680 6,147 7,15 7,08 
5,0 5,5 1,45 1,69 3,14 J,570 0,5 0,785 6,932 7,93 -
5,5 6,0 1,69 1,94 3,63 1,815 0,5 0,908 7,840 8,84 8,78 
6,0 6,5 1,94 2,23 4,17 2,085 0,5 1,043 8,883 9,88 -
6,5 7,0 2,23 2,56 4,79 2,395 0,5 1,198 10,08 l 11 ,1 11,0 
7,0 7,5 2,56 2,92 5,48 2,740 0,5 1,370 11,451 12,5 -
7,5 8,0 2,92 3,29 6,21 3,105 0,5 1,553 13,004 14,0 13,9 
8,0 8,5 3,29 

3,70 I G,99 3,495 0,5 1,748 14,752 15,8 -
8,5 9,0 3,70 4,12 7,82 3,910 0,5 1,955 16,707 17,7 17,6 
9,0 95 4,12 4,60 8,72 4,360 0,5 2,180 18,887 19,9 -
9,5 10;0 4,60 5,05 9,65 4,825 0,5 2,413 21,£00 ,22,3 22,6 
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Die Ordinaten der Integralkurve werden durch Zusammensetzen 
der Langen L1 J erhalten, deren jede die Gro.l3e 

L1 J = 1/2 (Yn - Yn-1) (Xn - xn- 1) 

hat. Diese Angaben werden zum Verstandnis der Rechnung in Tabelle 6 
ausreichen. 

Um das logarithmische Bild der Integralkurve darstellen zu konnen, 
wurde den Werten Jo die Konstante + 1 hinzugefUgt. 

Fig. 24. 

Integration nach dem log. Bild einer (Ix). y positiv und negativ. 

Die nach der Formel berechneten J-Werte weichen von den durch 
das Naherungsverfahren erhaltenen dort am meisten ab, wo die Kurve 
am st8.rksten gekriimmt ist, die Vorau8setzungen also am wenigsten 
erfiillt sind. 

2. Beispiel: y liegt zwischen - 00 und + 00. 

In Fig. 24 wurde das logarithmische Bild einer Funktion dargestellt, 
welche bei x = 0, Y = - 00 ergibt, bei x = 1,8 Null und dann 
mit x + 00 wird. 

4* 
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Es wurden wieder in passend und ausreichend erscheinenden Ab
standen Ordinaten gezogen und dann die Linienals Polygone betrachtet. 
Die Stiicken der Ordinaten der Integralkurve sind dann wieder 

L1 J = l/'J ('!In + '!In-l) (Xn - XfI-l)' 

Diese werden abel' negativ gerechnet, solange ('!In-l + '!In) 
negativ ist. Es wurden dann die zu Xn gehOrlgen Ordinaten '!In ab
gelesen und durch die Rechnung in Tabelle 7 die Koordinaten der 
Integralkurve abgeleitet. 

Die Zusammensetzung der Ordinatenstiicke L1 J ergab die Ordinaten 
Jo der Integralkurve. Urn die negativen Vorzeichen derselben weg
zuschaffen und das logarithmische Bild der Integralfunktion entwerfen 
zu konnen, wurde die Konstante + 23,4 hinzugefiigt. 

Dadurch wurde die in Fig. 24 mit J bezeichnete Kurve erhalten. 
Die berechneten Punkte derselben sind durch Ringe kenntlich ge
macht worden. 

Die Gleichung der Funktion '!J = f{x) ist bekannt, sie wird spater 
§ 20 (S. 68) nochmals zur Sprache kommen. Es ist namlich 

'!J = 5 a;'la-15 x- 112, 
woraus 

J = S '!J. dx = 1%x7Ia_30.x112+ Const. 
foIgt. 

Die danach berechneten Werte Jo stehen in der vorletzten Spalte 
der Tabelle. Durch die Konstante + 32,7 konnten die nach beiden 
Verfahren erhaltenen Ordinaten der Integralkurve vergleichbar gemacht 
werden. Die Ubereinstimmung ware wohl auch bei den grolleren Werten 
von xbesser geworden, wenn man mehr Ordinaten in die u-Kurve 
eingezeichnet hatte. 

Drittes Kapitel. 

Die logarithmischen Bilder der Potenzfunktionen 
mit mehreren Variablen und der Sum men derselben. 

§ 17. 1 = p.xqy"l). 

Diese Funktion Ial3t sich stets auf die Form 

'!J = p.X'l 
bringen, worln p nach Mehmkes Bezeichnungsweise die "Vorzahl", 
d. h. ein positiveI' oder negativer Zahlenwert, q der zwischen - 00 und 
+ 00 liegende Exponent sein werden. 

1) Vgl. hieriiber: Flachennomographie, Heft 1, S. 42ff. 
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Die Gleichung des logarithmischen Bildes der y-Funktion ist 
u = 1010gp + qv = K + qv, u = 1010gy, v = 1010gx dmb. 

Zur Konstruktion dieses logarithmischen Bildes: der Funktions
geraden, hat man die Richtlinie x!l (vgl. § 12, S. 35) zu ziehen und 
diese dann nach dem mit p beziffeden Punkt der Ordinatenachse (§ 5, 
S. 15) zu verschieben. 

Fig. 25. 

6 U " Il .. ~lf u ,. ~ , + ~ 

Praktische Anwendung del' Rechentafel y = p . :.1. 5• 

An der 80 erhaltenen Geraden kann man dann den zu einem be
liebig gegebenen x gehOrigen Wert von y = px!l oder auch umgekehrt 
ablesen. Man erhalt so eine Rechentafel oder Abacus. 

Dnter allen Werten, welche der Exponent q annehmen kann, 
werden wohl diejenigen am haufigsten vorkommen, deren Richtlinien 
in Fig. 16 (S.35) dargestellt worden sind. 

Es wird sich also empfehlen, flir jede dieser Funktionen eine 
Rechentafel so anzulegen, wie die Fig. 25 zeigt. 

Als Beispiel wurde q = 5 gewahlt. Stellt das Potenzpapier das 
Nullfeld vor, so ergeben also die Ablesungen 1] und g, deren jedes 
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zwischen 1,0 und 10,0 liegen soIl. Die Richtlinie wird durch gerad
linige Verbindung der unteren linken Ecke, in der 'YJ = ~ = 1 sind, 
mit dem um 10: q = 2 dmb von der linken Ecke im oberen Rande 
('I} = 10) abstehenden Punkt erhalten. In diesem Punkt liest man ab 
y = 'I} = 10, x = ~ = 1,58, es ist also (1,58)5 = 10. 

Durch Herabschieben der liber das Nullfeld hinausragenden Funk
tionsgeraden um je eine Manteb (vgl. § 6, S.17 und 18) erhiiJt man 
dann die weiteren vier Parallelen im Nullfeld, deren letzte durch die 
obere rechte Ecke gehen mull. 

Man ersieht daraus, dall 

(2,5)5 = 102, (3,99)5 = 108, (6,30)5 = 10', (10)5 = 105 

sind. 
Es ergeben also die Ablesungen an der 

1. Funktionsgeraden y = 100 1], 

2. " Y = 101 1], 

3. " Y = 102 1], 

4. " Y = 108 1], 

5. " Y = 104 1], 

x =~, 
x=~, 
x =~, 
x=~, 
x= ~. 

Man wird diese einfachen Rechenvorschriften die Ablesungs
gleichungen nennen konnen. Es empfiehlt sich, die darin vorkom
menden Zehnpotenzen oder besser nur die Exponenten derselben 
unten an die betreffende Funktionsgerade zu schreiben, wie dies aus 
Fig. 25 zu ersehen ist. 

Die Parallelverschiebung der Richtlinie x 5 wird man sich auch in 
den rechts und links von dem Nullfeld liegenden Feldern fortgesetzt 
denken konnen, sie stellt links, im negativen Gebiet der v, aber eine 
Verschiebung um je eine Manteb nach oben vor. Die Ablesungs
gleichungen im Feld rechts x = 10 bis 100 und im Feld links x = 0,1 
bis 1 werden sein: 

1. Funktionsgerade Y = 105 11, x = 101~, Y = 10-511, x = 1O-1~, 

2. 
" Y = 106 1], x = 101~, Y = 10-4 11, x = 1O-1~, 

3. 
" Y = 107 '1, x = 101~, Y = 10- 3 11, x = 1O-1~, 

4. 
" Y = 108 1), x = 101~, Y = 10-2 '1, x = 10-1~, 

5. 
" Y = 109 1), x = 101~, Y = 10-111, x = 10- 1 ~. 

Praktische Anwendung der Rechentafel y = p , x 5, 

Es solI der Wert y = 2,48 X (6,72)6 gefunden werden. Man be
stimmt den Schnitt der liber x = 6,72 errichteten Vertikalen mit der 
Funktionsgeraden, welche die fiinfte ist und an deren Full der Exponent 
+ 4 steht. An diesem liest man ab 

Y = (6,72)5 = 104 X 1,36, x = 6,72. 
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Man hatte jedoch diese Ablesung nicht notig gehabt. Nun nimmt 
man an der N. S. der Randskala die Strecke 2,48 in den Zirkel, setzt 
die eine Spitze in den erwahnten Schnittpunkt, die andere in die Ver
tikale nacn oben und liest an dieser ab 

y = 2,48 X (6,72)5 = 10' X 3,39, x = 6 ,72. 

Die Rechnung mit dreistelligen Logarithmell ergibt 

y = 2 ,48 X (6,72)6 = 2,48 x 1,371 x 104 = 3,396 x 10'. 

Etwas anders gestaltet sich aber die Sache bei y = 2,48 X (8,55)5. 
Der Schnitt der fiinftell FUllktionsgeraden mit der Vertikalen tiber 
x = 8,55 liegt bei y = 4,55 x 10'. Der Abstand dieses Schnittpunktes 
vom oberen Rand ist abel' kleiner als die Strecke 2,48, man nimmt 
deshalb diesen Abstand in den Zirkel und setzt ihn an der N. S. del' 
Randskala in dem Punkt 2,48 nach unten an und liest dort ab 1,13 x 10. 
Es ist also y = 1,13 X 106• 

Wie sich weiterhin ergeben wird, kommt baufig die Aufgabe fol
gender Art VOl'. Es soIl y = p. x6 bestimmt werden ftir 

p = 0,0026 0,055 0,09 0,44 2,0 70 340 1400 
x = 1,3 2,4 2,6 4,0 6,0 8,0. 

Die ganze Rechnung ist aus der Tabelle 8 zu ersehen. 

Tabelle 8. 

Nr. 1 2 4 5 6 7 8 

p . 
{I, k 

{C = 

x = 

1400 I 2,0 I 0,0026 1 340 I 0,44 I 0,055 I 70 I 0,09 
: 1,40+3 2,00 ° 2,60-3 3,40+2 4,40-1 5,50- 2 7,CO+1 9,00-2 

A. Ablesungen in del' Rechentafel. 

1,3 5,05 0 17,22 ° 9,41 ° 11,23+1 1,59+111,98+12,52+1 13,27 + 1 
2,4 1,11 + 2 1,59+2 2,07+2 2,70+2 3,51+2 4,37+2 5,59+2 7,19+2 
2,6 1,68+2 2,40+2 3,13+2 4,04+2 5,29+2 6,60+2 8,40+2 1,08+ 3 
4,0 1,42+3 2,Q4+ 3 2,66+3 3,47+3 4,49+3 5,60+3 7,14+3 9,15 + 3 
6,0 1,08+ 4 1,54+4 2,01+4 2,62+4 3,41+4 4,24+4 5,41+4 7,00+4 
8,0 , 4,54+4 6,50+4 8,49+4 1,10+ 5 11,43+ 5 1,78+5 2,27+5 2,92+5 

B. Ergebnisse. 
1,3 5,05+3 7,22 ° 9,41-3 11,23+3 1,59 ° 1,98-1 2,52+2 13,27-1 
2,4 l,n+5 1,59+2 2,07 -1 2,70+4 3,51+1 4,37 ° 5,59+3 7,19 ° 
2,6 1,68+5 2,40+2 3,13-1 4,04+4 5,29+ 1 6,60 ° 8,40+3 1,08+ 1 
4,0 1,42+ 6 2,04+3 2,66 ° 3,47+5 4,49+2 5,60+1 7,14+4 9,15+1 
6,0 1,08+7 1,54 + 4 2,01+1 2,62+ 6 3,41+3 4,24+2 5,41+5 7,00+2 
8,0 4,54 + 7 6,50+4 8,49 + 1 1,10+7 1,43+4 1,78+3 2,27+6 2,92+ 3 

Zuerst wurden die V orzahlen p auf ihre Potenzform p = a 10k ge
bracht und dabei nach den Werten von a geordnet. 
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Dann wurden in der Rechentafel (mit leichten Bleistiftlinien) die 
Vertikalen zu den x gezogen und deren Schnitte mit den Funktions
geraden bestimmt. 

In Fig. 25 wurden diese mit romischen Ziffern bezeichnet und durch 
Doppelringe kenntlich gemacht. 

Die IX-Werte der Vorzahlen p und daneben die Exponenten k stehen 
in der dritten Zeile der Tabelle. Es wurden diese IX-Werte der Vor
zablen am linken Rand liber x = 1 angestochen und durch Ringe 
kenntlich gemacht. Dann wurden auf einem Papierstreifen die Manteb 
angezeichnet und auf ihm die Lagen der IX·Punkte angegeben. Dieser 
Streifen wurde nun an die Schnittpunkte der Funktionsgeraden mit den 
Vertikalen liber den x angelegt, und zwar zuerst mit dem unteren 
Ende, und es wurden die IX-Punkte angemerkt, die noch unter den 
oberen Rand zu liegen kommen. Dann wurde das obere Ende des 
Papierstreifens an den Schnittpunkt angelegt, und es wurden die anderen 
IX-Punkte nach unten abgetragen. 

Was nun die Ablesungsgleichungen anlangt, so sind die y der 
nach oben abgetragenen IX-Punkte von derselben Gronenordnung wie 
die der Funktionsgeraden, welche am Fu.1.3 derselben steht. Dagegen 
ist die Gronenordnung der Ordinaten der nach unten abgetragenen, 
also um 1 Manteb nach unten verschobenen IX·Punkte urn 1 zu erhohen. 

Die Ablesungen stehen neben den x im eraten Teil der Tabelle, 
und zwar die 'I1-Werte, und daneben die Exponenten (! (vgl. § 1, S. 5). 
Um die "Ergebnisse" zu erhalten, munten noch zu den Exponenten (! 

die Exponenten der Zehnpotcnzen der Vorzahlen k hinzugefiigt werden. 

§ 18. 1 = p.xq.y.zB 1). 

Jede Gleichung zwischen drei unabhangigen Variablen kann als 
die einer Flache im Raum aufgefant werden, del' en Gestalt nach den 
verschiedenen Methoden der darstellenden Geometrie, also auch durch 
Schnitte parallel zu einer der drei Koordinatenebenen festgestellt werden 
kann. Rier soIl nul' das letztere Verfahren in Betracht kommen. Flihrt 
man dann die Schnitte parallel zur X Y-Ebene, so ergeben diese irgend
wie gestaltete Kurven, langs deren f4 einen konstanten Wert hat. Ich 
habe flir eine solche Linie den Ausdruck "der z-G leicher" vorge
schlagen und werde diesen hier dauernd beibehalten, also anstatt von 
Isothermen, Isobaren usw. von Temperaturgleichern, Druckgleichern usw. 
sprechen. Diese Schnitte konnen in passend gewahlten Abstanden gelegt 
und in del' XY-Ebene abgebildet werden. Sie stellen dann das numeri
sche Bild der Funktion durch eine Schar von z-Gleichern dar. 

1) V gI. hieriiber: Flaohennomographie, Heft 1, S. 62 ff. Hier ist dieselbe 
Funktion von einem anderen Gesiohtspunkte aUB behandelt worden. 
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Man kann stets r = - 1 setzen und erMlt dann als die Gleichung 
des numerischen Bildes 

y = (p.s~).xq = km.xq, m = 1, 2, 3 ... 

Dann wird man die .e-Gleicher auch km-Gleicher nennen konnen. 
Fiir das logarithmische Bild del' Funktion erhalt man die Gleichung 

o = logp + q .log x + r log y + slog .e, 

woraus folgt, daB dieses Bild eine Ebene ist und die z-Gleicher parallele 
gerade Linien sind. Man kann dann auch schreiben 

u = 1010gkm +qv, ~t = 1010gy, v = 1010gxdmb. 

Es ist dies die Gleichung des mten k-Gleichers. Auch sie lehrt, 
da13 diese Gleicher parallele Gerade sind, welehe dureh die Punkte 
10 log km del' Ordinatenaehse gehen und deren N eigung gegen 
die Abszissenaehse ~ dureh q = tga gegeben wird. 

Es handelt sich zunachst darum, die Schnittpunkte 10 log km fest
zustellen. 

Die Gesamtheit diesel' in der Ordinatenaehse liegenden Punkte 
wird man die Funktionsskala y = p Z8 nennen konnen, deren Ron
struktion sehr einfaeh ist. 

Man betraehtet voriibergehend die X-Aehse als die Z-Aehse, odeI' 
man sehreibt z = 100" ;, wahrend y = lOe 11 bleibt. Dann legt man 
die Funktionsgerade parallel zur Richtlinie 108 durch den Punkt y = p 
del' Ordinatenachse. Nunmehr bestimmt man die Sehnitte dieser Ge
raden mit den Vertikalen iiber clen gewahlten Werten von .e, meist 
z = 1, 2, 3, 4 ... usw. Diese Sehnittpunkte werden horizontal auf die 
Ordinatenachse projiziert. In den meisten Fallen wird man diese Hilfs
konstruktion mit leiehten Bleistiftstriehen ausfiihren und dann wieder 
wegwischen konnen. Dureh die so erhaltenen Punkte del' Funktions
skala y = p.es werden dann Parallelen zur Riehtlinie xq gelegt, welehe 
die z-Gleicher del' Funktion y = p.zsxq darstellen. 

Natiirlich kann man die Funktion 1 = pxqyrzs aueh durch y-Gleicher 
oder x-Gleicher darstellen. 

Dadureh erhalt man Rechentafeln, welche gestatten, mit Hilfe von 
zwei del' Variablen x, y und 10 die dritte derart zu bestimmen, daB del' 
Gleiehung 1 = P . xq • yr z' geniigt wird. 

Beispiel: y = 0,015:t:0,3XO,1) = (1,5~O,3XO,Ii) X 10-2 = 10-2 y'. 

In Fig. 26 wurde das logarithmische Bild del' Funktion 

y' = (1,50$0,3). X",5 

durch z-Gleieher dargestellt, wobei z zwischen 0,1 und 400 liegt, wah
rend y und x nul' zwischen 1 und 10 schwanken. 
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Die Hi1fskonstruktion zur Herstellung del' Funktionsskala y = 1,5zo,3 

wurde punktiert eingetragen. Die Gerade A B konnte einfach dadurch 
erhalten werden, dan an del' L. S. del' Doppelrandskala die Strecke 
s = 0,30 in den Zirkel genom men und am rechten Rand von p = 1,5 
an nach oben abgetragen wurde. Durch Parallelverschiebung um je 
eine Manteb in del' Richtung del' Abszissenachse (§ 6, S. 18) wurden 

Fig. 26. 

Log. Bild y' = 1,5 ZO,3 X O,5, dargestelit durch z-Gleicher. 

dann A' B', die von A" ausgehende und die bei B" andende Parallele 
erhalten. Die Ablesungsgleichungen sind dann folgende: 

bis B" V' = fj, z = 10-1 ;, 

Hings AB y' = fj, z = 100;, 
" A' B' y' = fj, z = 101 ;, 

von A" an y' = rj , z = 102 ;. 

Die durch Ringe bezeichneten Schnitte wurden dann nach del' 
Ordinatenachse projiziert, und so wurde die Funktionsskala y = 1,5 ZO,3 

erhalten. Dann wurde die Strecke q = 0,5 an del' L. S. del' Rand
skala abgestochen und am rechten Rand von p = 1,5 an nach oban 
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abgetragen, was den z = 1-Gleicher ergab. Die anderen Gleicher 
wurden durch Parallelen zu diesem erhalten. 

Was die Verwendung dieser Darstellung als Rechentafel anlangt, 
so wird man notigenfalls noch mehr Gleicher einzeichnen konnen. 
N achstehend wurden aus der Rechentafel einige Werte von y' mit ge
gebenen Werten yon x und z aufgesucht. Darunter stehen die mit 
dreistelligen Logarithmen berechneten Zablen 

x= 1,5 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 
z= 200 20 4 0,2 0,8 4 20 0,4 0,1 
Y = graphisch 8,90 5,20 3,94 1,85 3,14 5,54 9,65 3,21 2,24 
Y = berechnet 9,00 5,20 3,94 1,85 3,14 5,57 9,75 3,23 2,25 

Zu beachten ist dabei noch, dal3 
y = 1O-2 y', also auch y' = 102y 

ist. 
Wenn y und x innerhalb sehr weiter Grenzen schwanken konnen, 

wird man meist Potenzpapiere mit vielen Mantissenfeldern anwenden 
mussen. Dann wird man sich aber mit kleinen Mantebs begnugen 
mussen; die Firma Carl Schleicher & Schull hat derartige Grund
drucke 1) Yorratig, wie man aus dem Verzeichnis ihrer Liniennetzpapiere 
ersehen kann. 

Es konnen aber FaIle vorliegen, in denen die Konstruktion der 
z-Gleicher auf nur wenigen Feldern ausreicht, da dieselben Bilder 
auch in anderen Feldern wiederkehren und nur die Grol3enordnungen 
der Bezifferungen der z-Gleicher sich andern. 

Aus der Gleichung 

folgt der A usdruck 
y = (p.Z8)Xq 

z = ylfs. p-1/S . x-q/., 
welcher in die Form 

z = p-,k. yk. x;-kq 

ubergeht, wenn man k = 1: s setzt. Setzt man weiter 
y = 10""1 und x = lOG;, 

wOlin also "1 und ; die zwischen 1 und 10 liegende Bezifferung des 
Liniennetzes in einem jeden Feld bedeuten sollen, so erhalt man 

z = 10;'. p-" .1]". ~-kq, A. = k, e - k G q. 

1. Beispiel: y = p z x q• 

Die Gleichung der Funktionsskala in der Ordinatenachse ist 

y = pz = 10"Pb, u = 10~ + 1010gp + 1010gb dmb. 

1) Es kommen die Marken 

Nr. 366%, Mb = 100 mm, 4 x 5 Mantissenfelder und 
Nr. 3701/ 2 : 8, Mb = 200mm, 3 x 3 Mantissenfelder 

in Betracht. 
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Man ersieht daraus, daJl die Teilung der Ordinatenachse in jeder 
Manteb dieselbe, daD aber die Bezifferung der Ausgangspunkte der 
z-Gleicher mit 1011 zu multiplizieren ist. Man erhalt weiter 

s = 1, k = 1, also }. = l!-(1q, 
Z = 10).p-l'11.~-!l = 10).91. 

91 = p-l· 11 · ~-!l ist die Gleichung der z-Gleicher im Nullfeld, 
dessen Koordinaten 11 und ~ sind. 

Das logarithmische Bild des Nullfeldes, d. h. dieselben 
mit denselben z bezifferten Linien, werden in allen den Fel
dern wiederkehren, in denen }. eine ganze positive oder nega
tive Zahl ist. Das ist in diesem Beispiel stets der Fall, wenn q eine 
gauze Zahl ist, es wird also dasselbe logarithmische Bild in allen Man
tissenfeldern wiederkehren. 

Wenn man q = 1, 2 und 3, also die Funktionen 
Yl = p.z.x, Y2 = p.Z.X9, 'Us = pZX3 

annimmt, so findet man das nachstehende Schema zur Bestimmung der 
GroDenordnung der z-Gleicher in einem durch l! und (1 gegebenen 
Mantissenfeld. 

q = 1 

3116 = 01 
q = 2 q = 3 

il 6 = 01 1 I 2 I 1 1 2 3 6=0 1 1 2 1 3 
I 

a/1OStpll02tpl1Q1tpI100tpIIIOStpl1Q1tpllO-ltp lO-Stp 10Stp 100tpllO-Stp/lO-6tp 

211102 tp 1101 tp il~;;l~~l tplll02 tp 1100 tp 11O-2tpI1O-4tp/1102 tp 1 lO-ltp! 10-4 tp I 10-7 tp 
I Iii II I . 

1 i 1Q1 tp 1100 tp !1O-ltp[1O-2tp 11101 tp I lO-ltp!1O-3tp[1O;-:5tpll101 tp /1O-2tp/lO-5tpI1O-Stp 

01 100 tp 110-1 tpll~2tpllO-StplllOO tp IIO-2tpl 10-4 tp 1 1O-6tpl 100 tp lO-StpllO-6tpI1O-9 tp 

In dem durch (} = 3 nnd (1 = 3 gegebenen Feld hat man z. B. die 
Bezifferung der z-Gleicher im Nullfeld bei 'Yl mit 100, bei 'Y2 mit 10-3 

und bei Ys mit 10-6 zu multiplizieren. 

2. Beispiel: y = p. Z2. xq. 
Die Gleichung dar Funktionsskala in der Ordinatenachse ist jetzt 

Y = p.Z2 = p.l0911 .b2, U = 20 (} + 1010gp + 2010gb dmb. 
Hieraus folgt, daD die fUr b = 1 his 10 herzustellende Skala 2 Mantebs 
umfa1lt, sich dann aher in einem jeden Paar wiederholt. Man erhalt 
~~ 1 1 

8=2, k=I/I , also }.=2(}-2(1Q, 

z = IO;'p-l/2111/2~-1/2!l = IO<)._1/:Jl.p-l/I (1011Y/2E-1/2Q 

10). 91 IO<).-l/a) "". 
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Die 91-Funktion ist die Gleichung der z-Gleicher im Nullfeld, 
wahrend die 1/I-Funktion die z-Gleicher in dem Feld Q = 1, 0 = 0 
darstellt. 

Die 91-Funktion gilt fiir aIle die Felder Q, 0, in denen ;.. eine ganze 
Zahl ist, wiihrend das logarithmische Bild der 1/I-Funktion in den Feldern 
wiederkehrt, in denen (;.. - 1/2) eine ganze Zahl ergibt. 

Wenn man wieder die Funktionen 

Y1 = pZ2X, Y2 = pZ2X 2, Ys = pz2X S 

annimmt, so ergibt sich das nachstehende Schema, nach dem man mit 
Q und 0 die Bezifferung der e-Gleicher finden und bestimmen kann, 
ob die 91- oder 1/I-Funktion giiltig ist. 

Qlla=ollQi\ I 31~Ollqi22 i 311a=ollQi 32 I 3 

~111Q1 'I' 1101 <P 1100 '1' 1100 <P Ilw '1'1 100 '1'1 10-1'1' 110-2 '1'11101 'I' \ 100 <P 11O-2 '1'[1O-S <p 

2jlw <P 1100 '1'1 100 <P 11O-1 'l'llw <P lwo <P 110-1 <p11O-2<Pllw <P 1 10-1 '1'1 10-2 <pI 10-4 '1' 

111 100 '1' 1100 <P 110-1'1'1 10-1 <P 11 100 '1' 110-1'1'1 10-2 '1' 110-3 'l'il lOO 'I' 110-1 <P 110-3 'I' 110- 4 <P 

011 100 <P 110- 1 'l'IIO-1<p 110-2'1'11100 <P 11O-1 <pjlO-2 <P11O-S <p 11100 <P 1 IO-21/,1 1O-3<P1 10-5 '1' 

Bei der Gleichungsform Y = P . z {)fJ. reicht die Konstruktion del' 
z-Gleicher auf einem Mantissenfeld aus, man wird also ein Blatt mit 
Mb = 250 mm oder noch mehr fiir aHe moglichen Werte von x und y 
verwenden konnen. Dagegen erfordert die Funktion y = p. z2 x'l deren 
zwei, das eine fiir die ffJ-, das andere fiir die 1/I-Funktion. Die Funktion 
Y = P • ZS x'l wird deren drei fiir die Funktionen ffJ, 1/1 und X notig 
machen. 

§ 19. 1 = p. xtl.yr . zS. wi 1). 

Wenn man p in del' Form 
p = a.10k 

schreibt, wobei a zwischen 1,0 bis 10,0 liegen solI, so kann man die 
Funktion auch in folgende Gestalt bringen: 

a.z8.x'l = 10- k y- r w-t • 

Schreibt man dann weiter 
ffJ = [a.zS]x'l, 1/1 = [10- k w-t ]y-r, 

1) Vgl. hieriiber: Fliiohennomographie, Heft 1, S. 77ff.; hier wurde die Funktion 
w = 0,1 zx3y-2 dargestellt. 
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so erhii.lt man zwei Funktionen mit je drei unabhangigen Variablen, 
die in genau derselben Weise wie in § 18 behandelt und deren 
logarithmische Bilder durch z-Gleicher und w-Gleicher dargestellt 
werden konnen. Bei der ersten Funktion sind dann die Ordinaten fP, 
die Abszissen x, bei der w-Funktion dagegen beziehentlich W und y. 
Legt man diese beiden Blatter nebeneinander, so erhalt man wieder 
eine Rechentafel. 

In der Hohe fP der einen Tafel ergibt jeder Punkt ein Paar zu
sammengehOriger Werte von x und z. Ebenso erhalt man in del' 
anderen Tafel in der Hohe W in jedem Punkt ein Paar zusammen
gehoriger y- und w-Werte. 

1st fP = W, so gehoren diese je vier Variablen zusammen, sind 
deren drei gegeben, so folgt daraus die vierte. 

Beispiel: 1 = 0,01500°,5 y! ~0,3W. 

Wenn man in diesem Beispiel 
fP = (1,5z0,3)xo,5, w = (10+ 2 w-3)y-2 

einfiihrt, so ist die fP-Funktion identisch mit der y'-Funktion in § 18, S. 58, 
deren logarithmisches Bild in Fig. 26 dargestellt wurde. Sonach ist 
nul' noch das logarithmische Bild der w-Funktion zu entwerfen, was 
in den Fig. 27 und 28 geschehen ist. 

In Fig. 27 wurde die Funktionsskala 

W =10+2w- S 

konstruiert, um die Ausgangspunkte del' w-Gleicher in Fig. 28 zu el'
halten, durch welche dann 

dargestellt wird. 
Die Geraden I, II und III in Fig. 27 sind die Richtlinien flir W-B, 

konnen abel' auch als die Funktionsgerac1en flir 10+ 2 w- S betrachtet 
werden. Man sieht, daB fiir w = 1 1/J = 102 ist, die Gerade I beginnt 
also mit 1/J = 102 und senkt sich bis W = 10 .bei 10 = 2,14. II be
ginnt mit 1/J = 10 und erreicht 1/J = 1 bei 10 = 4,61, III gibt w = 0,1 
bei w = 10. Da die Darstellung auf dem Nullfeld gedacht wird, hat 
nur II die normale Lage, list um eine Manteb nach unten und III 
um eine Manteb nach oben verschoben. 

Die Gerade II schneidet die Vertikalen iiber 10 = 2,5, 3,0, 3,5, 4,0 
und 4,5, die Horizontalprojektion dieser Schnittpunkte in die Ordinaten
achse gibt die durch einfache Ringe bezeichneten Ausgangspunkte del' 
betreffenden w-Gleicher. Dasselbe gilt auch von den mit Doppelringen 
bezeichneten Schnitten der Geraden I mit den Vertikalen iiber w = 1,0, 
1,5 und 2,0, aber diese Ausgangspunkte liegen in Wirklichkeit eine 
Manteb hoher. 
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In Fig. 27 wurden von den Projektionen dieser Schnittpunkte a, 
b und c Parallele zu del' Richtlinie y-2 gelegt, es stellen also diese 
punktierten Geraden w-Gleicher VOl', welche den unteren Rand in den 
Punkten a', b' und c' schneiuen. Die Projektionen dieser Schnitte nach 
dem oberen Rand a", b" und e" geben die Ausgangspunkte der 
w-Gleicher im Nullfeld Fig. 28. 

Fi/r.27. 

Ableitung der Funktionsskala VJ = 102 w-3 fiir das log. Bild VJ = l02 w- 3 y-2. 

Der to = 1,0-Gleicher hat im Nu1lfeld die Lage a" alii (Fig. 27). 
Die Gerade III gibt Schnitte mit den Vertikalen tiber w = 5 bis 10. 

Denkt man sich die drei Geraden I, II, III in ihre normale Lage 
gebracht, so bilden sie eine Gerade, welche von del' linken oberen Ecke 
des erst en Feldes tiber dem Nullfeld ausgeht. Werden dann von den 
Projektionen der Schnitte tv = 5 bis 10 auf den rechten Rand (w = 10) 
Pal'allele zu der Richtlinie w-3 nach oben gezogen, so schneiden diese 
den linken Rand des zwei ten Feldes tiber dem Nullfeld in genau 
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denselben Stellen. Diese bilden also dann die Ausgangspunkte der 
w-Gleicher fUr tv = 0,9, 0,8, 0,7, 0,6 und O,f>. 

Man wird diese Gleicher im Nullfeld also einfach dadurch erhalten, 
dall man durch die Projektionen auf den rechten Rand Parallele zu 
dem 1,0-Gleicher legt. Die in Fig. 27 auf diese Weise konstruierten 
Ausgangspunkte der w-Gleicher wurden in Fig. 28 angegeben und es 
wurden durch dieselben Parallele zu der Richtlinie y-2 gezogen. 

I U ~ II 1. U lI. 11 l.S I.:J' Z " 
, II • l) 7 U a A) , ti I 

Log. Bild 1JI = 102 W- 3 y-2, dargestellt durch w-Gleicher. 

Um die Rjchtigkeit der rein graphischen Konstruktion zu prlifen, 
wurde die folgende Kontrollrechnung angestellt. 
y 1,2 2,3 3,0 3,8 7,5 8,5 
w. 2.0 2,5 1,5 1,0 0,6 0,9 
logy-l -0,079 -0,362 -0,477 -0,580 -0,875 -0,929 
logw- 1 -0,301 -0,398 - 0,176 0,000 +0,222 +0,046 
log y-2 -0,158 -0,724 -0,954 -1,160 -1,750 -1,858 
logw- 3 -0,903 - 1,194 -0,528 0,000 +0,666 +0,138 
logy- 2w- 3 -l,mn -1,918 -1,482 -1,160 -1,084 -1,720 
log 1JI 0,939 0,082 0,518 0,840 0,916 0,280 
1JI . 8,69 1,21 3,30 6,92 8,24 1,90 
1JI (graphisch) 8,61 1,18 3,20 6,96 8,24 1,90 

Schreiber, Fllchen-Nomographie. II. 5 
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Nach diesen Zahlen scheint nur der 1,5-Gleicher etwas zu weit 
nach links zu liegen. 

Die Fig. 26 (S.59) und 28 bilden zusammen eine Reehentafel. Sind 
von den vier Variablen x, Y, z und w drei gegeben, so kann man der 
Tafel die vierte entnehmen, durch welehe der Gleiehung 

1 = 0,015 X O,5 y2 ZO,3 w3 

geniigt wird. Auf beiden Tafeln findet man z. B. 
qJ = 3,00 x 10 
z = 10,0 8,0 6,0 4,0 2,0 1,0 0,8 0,6 0,4 
x = 1,00 1,15 1,37 1,75 2,65 4,00 4,60 5,45 7,02 
'IjJ = 3,00 x 10 
w = 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,9 0,8 0,7 
Y = 1,08 1,45 2,02 3,10 5,78 6,77 8,06 9,88 

Da ffJ = 1/1 = 30, gehOrt zu jedem Paar z, x jedes Paar w, y. 
1st also fJ = 10,0, x = 1,0, so miissen auch w = 3,0, Y = 1,08 oder 
w = 2,5, Y = 1,45 usw. sein. 

Nach der Formel ergibt sich fiir z = 8,0, x = 1,15, w = 2,5 
Y = 10 X (1,5)-1/2 X (8,0)-3/20 X (1,15)-1/4 )< (2,5)_3/2 = 1,46. 

Die graphische Rechentafel ergibt y = 1,45. 

§20. y=ax'l+bx'"+cXS+'" 

In diesel' Formel sollen sowohl die Vorzahlen als die Exponenten 
von x aHe belie big en Werte zwischen - 00 und + 00 annehmen 
konnen. Setzt man 

Y1 = a.xg, Y2 = bxr, Ys = ex' ••• , 
so wird 

Y = Yl + Y2 + Ys + ... 
Das numerische Bild dieser Funktion Hi.f3t sieh sehr einfaeh dureh 

Zusammensetzen der Ordinaten der Teilfunktionen herstellen. Die Her
stellung des logarithmisehen Bildes einer Funktion von der Form 
Y = axg wurde § 17, S.53 ausfiihrlieh behandelt. In § 9, S.21 wurde 
aueh das Mehmkesche graphisehe Additions- und Subtraktionsverfahren 
dargelegt. Es wird deshalb hier ausreiehen, weitere Einzelheiten an 
der Hand von zwei Beispielen, die sieh auf den Seiten 36 und 41 in 
Mehmkes Anleitungen zum graphisehen Reehnen vorfinden, zu be
spreehen. 

15 ~-
1. Beispiel: y = Vx + 5 x V x. 

Hier ist 
Yl = + 15 X- 1/2, Y2 = 5. X'!3. 

In Fig. 29 wurden die logarithmisehen Bilder diesel' Funktionen 
dargestellt. Fiir x = ° ist Yl = + 00, Y2 aber 0, bei x = 1,8 ist 
Yl = Y2 = 11,2. 
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Da das Me h m k e sche graphische Verfahren der Addition und 
Subtraktion in diesem FaIle zu umstandlich und zeitraubend sein diirfte, 
wurden die Koordinaten der Funktionen Yl und Y2 abgelesen und 
durch Rechnung die Koordinaten der Funktionen y' = + Yl + Y2 und 
y" = - Yl + Y2 bestimmt. Alles das findet sich in der Tabelle 9. 

Fig. 29. 

Log. Bilder von y* = ± 15 X - 1/2 + 5 X 4/3 . 

Tabelle 9. 

.X YI Y2 1/ y" x YI Y2 y' y" 

0,3 2;,2 1,0 2 ,2 -26,2 1,8 11,2 11,2 22,4 0,0 
0,4 23,S 1,46 25.3 -22,3 2, 10,7 12,4 23,1 + 1,7 
0,5 21,2 1,98 23,2 - 19,2 2,5 9,5 17,0 26,5 7,5 
0,6 19,4 2,50 21,9 - 16,9 3,0 S,6 21,9 30,5 13,3 
0,7 17,8 3,10 20,9 - 14,7 3,5 8,0 27,0 35,0 19,0 
0,8 16,8 3,65 20,5 - ]3,1 4,0 7,5 32,0 39,5 24,5 
0,9 15,8 4,30 20,1 -11,5 4,5 7,0 37,5 44,5 30,5 
1,0 15,0 4,95 20,0 -10,0 5,0 6,7 42,5 49,2 35,8 
1,2 13,6 6,3 19,9 - 7,3 6,0 6,1 54,0 60,1 47,9 
1,4 12,6 7,8 20,4 - 4,8 7,0 5,6 67,0 72,6 61,4 
1,6 11,8 9,3 21,1 - 2,5 8,0 5,3 80,0 85,3 74,7 
1,8 11,2 11 ,2 22,4 0,0 9,0 5,0 95,0 100,0 90,0 

5* 
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Auf Grund dieser Zahlen konnten die logarithmischen Bilder der 
Funktionen y' und y" gezeichnet werden. Dber die Darstellung der 
logarithmischen Bilder negativer Funktionen wurde in § 2, S.11 aus
flihrlich gesprochen. Die Funktion y" wurde in § 16, S.53 bereits 
erwiihnt. 

Bezuglich der graphischen Darstellung mochte hier ein fur allemal 
folgende Bemerkung gemacht werden. Die Kurve y' nahert sich asym
ptotisch den Funktionsgeraden Yl und Y2' kann dieselben also erst im 
Unendlichen erreichen. Dasselbe gilt von den beiden Asten der 
Kurve y" auch bezuglich der von dem Schnitt Yl Y2 ausgehenden nach 
log 0 = - 00 hinweisenden Nullasymptote. Wenn in del' Zeichnung 
die je drei Linien an den Randern des Feldes zusammenfallen, so ist 
das nicht korrekt, gibt aber ein besseres Aussehen. 

Weiter braucht wohl fernerhin nicht noch besonders erwahnt zu 
werden, daJl aHe diese Darstellungen als Rechentafeln verwendet werden 
konnen. Diese Verwendbarkeit ist eigentlich der Hauptzweck der 
Darstellungen. 

Fig. 30. 
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2. Beispiel: y = 0,5 x-2/a - 1,2 x+ 2'a + 0,7 X 5!4 - 0,6. 
Es wird gesetzt 

Yl = 0,5 x-2/a, Y2 = 1,2 x+2/a, Ys = ± 0,7 X5/4 • 

Dann kann man die zwei Gleichungen aufstellen: 

y' = (Yl + Ys - 0,6) - Y2, y" = Yl - (Y2 + Ys + 0,6), 
welche zu dem Rechenvorgang in Tab. 10 fiihrten. 

69 

Urn eine volle Dbersicht des Vedaufes der Funktion Y zu erhalten, 
mlillten fiir x drei Mantissenbereiche x = 0,01 bis 10 in Rechnung 
gebracht werden, es reich ten aber fiir Y und zu del' graphischen Dar
stellung deren zwei aus. Die Funktionsgeraden wurden in del' mehrfach 
dargelegten einfachen Weise konstruiert und gestatteten, die Werte 
von Yl' Y2 und Ys rasch und bequem abzulesen. Aus praktischen 
Griinden wurden die Summen (Yl + Ys - 0,6) gebildet, man hatte auch 
Y = (Yl + Ys) - (Y2 + 0,6) wahlen konnen. 

Die weiteren Summen (Y2 + Ys + 0,6), y' und y" lieferten die 
Koordinaten, welche zu der Darstellung der logarithmischen Bilder 
aHer dieser Funktionen in den Fig.30 und 31 erforderlich waren. 

Fig. 31. 
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In Fig. 30 wurde die Funktion y' = Yl - Y2 + Ys - 0,6 dargestellt, 
es war aber notig, die Funktionen (Yl + Ys - 0,6) und Y2 mit anzugeben. 
Diese Linien schneiden sich in zwei Punk ten und geben somit die 
Stellen an, in den en y' = 0 wird. Die K oordinaten derselben sind 
y = 0,60, x = 0,35 und Y = 2,5, x = 3,1 , es wurden von denselben 
aus die Nullasymptoten gezogen. 

T a bella 10. 

x=l Y~ Yil I Ys Yl +Ys ! y.+Ys I Y' I Y" -0,6 +0,6 I , 
0,01 10,8 0,05 0,01 10,2 0,66 +10,2 + 10,2 
0,05 3,65 0,16 0,02 3,21 0,78 + 2,91 + 2,87 
0,1 2,33 0,26 0,04 1,77 0,90 + 1,51 + 1,43 
0,2 1,46 0,41 0,03 0,95 1,10 + 0,54 + 0,36 
0,3 1,12 0,52 0,16 0,68 1,27 + 0,16 - 0,16 
0,4 0,92 0,65 0,23 0,55 1,48 - 0,10 - 0,56 
0,5 0,79 0,75 0,30 0,49 1,65 - 0,26 - 0,86 
0,6 0,69 0,86 0,37 0,46 

I 
1,83 - 0,40 - 1,14 

0,7 0,63 0,95 0,46 0,49 2,01 - 0,46 - 1,38 
0,8 0,li8 1,04 0,54 0,52 

I 
2,18 - 0,52 - 1,60 

0,9 0,54 1,12 0,62 0,56 2,34 - 0,56 - 1,80 
1,0 0,50 1,20 0,70 0,60 2,50 - 0,60 - 2,00 
1,2 0,44 1,35 0,89 0,73 2,84 - 0,62 - 2,40 

1,4 0,39 i 1,50 1,09 0,88 3,19 - 0,62 - 2,80 
1,6 0,36 1,64 1,28 1,04 3,52 - 0,60 - 3,16 
1,8 0,33 1,76 1,46 1,19 3,82 - 0,57 - 3,49 
2,0 0,31 1,90 1,66 1,37 4,16 - 0,53 - 3,85 
2,5 0,27 2,22 2,22 1,89 5,04 - 0,33 - 4,77 
3,0 0,24 2,49 2,80 2,44 I 5,89 - 0,05 - 5,65 
3,5 0,22 2,76 3,40 3,02 6,76 + 0,26 - 6,54 
4,0 0,20 3,00 4,00 3,60 7,60 + 0,60 - 7,44 
4,5 0,18 3,25 4,60 4,L8 I 8,45 + 0,93 - 8,27 
5,0 O,L7 3,45 5,30 4,87 9,35 + 1,42 - 9,18 
6,0 0,15 3,90 6,60 6,15 11,1 + 2,25 -11,0 
7,0 0,13 4,40 8,00 7,53 13,0 + 3,13 - 12,9 
8,0 0,12 4,75 9,50 9,02 14,9 + 4,27 -14,7 
9,0 0,11 5,20 11,2 10,7 17,0 +' 5,5 - 16,9 

10,0 0,11 5,57 12,5 12,0 18,7 + 6,4 I -18,6 
, I 

Fig. 31 bringt die Funktion y" = Yl - Y2 - Ys - 0,6 zur Darstellung. 
Als Hilfslinien wurden Yl und (Y2 + Ys + 0,6) mit eingezeichnet. Diese 
schneiden sich im Punkte Y = 1,2, x = 0,26 , von dem aus die Null
asymptote geht. 

Beide Darstellungen reichen aus, um sich eine Vorstellung von 
dem Aussehen der numerischen Bilder der Funktionen y' und y" machen 
zu konnen. y' kommt von + 00 her und erreicht bei x = 0,35 die 
X-Achse, dann wird es negativ , hat zwischen x = 1,2 bis 1,4 den 
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groDten negativen Wert - 0,62, erreicht bei x = 3,1 wieder die X-Achse 
und steigt dann mit x zu + 00 an. y" kommt auch von + 00 herab, 
geht aber bei x = 0,26 in das negative Gebiet liber und es wird flir 
x = + 00 yO = - 00, 

§ 21. Z = B x'l ye + b x" yO' + cry" + ... 
Auch in diesel' Funktion sollen die Vorzahlen und Exponenten 

aIle Werte zwischen - 00 und + 00 annehmen konnen. Zur Kon
struktion der logarithmischen Bilder derselben wird man im allgemeinen 
folgendermaI3en verfahren konnen. Schreibt man 

so wird 
'z3 = cX8 y' ... , 

10 = 101 + 'z2 + lOS' 

Jede der Funktionen Zm HWt sich durch y- Gleicher darstellen, 
deren logarithmischen Bilder gerade und parallele Linie sind. Flir 
irgend einen Wert y .. erhiilt man also so viel Gerade, als Funktionen zm 

Fig. 32. 

Log. Bilder von z = yO,2 XO,16 + 1,5 yO,6 :cO,1 und 2 1 = yO,2 XO,16, dargestellt 
durcb y·GJeicbel'. 
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vorhanden sind und hat diese zu einer Resultante zusammenzusetzen. 
Es geht aber daraus hervor, da6 diese Resultante keine gerade 
Linie mehr sein kann. Das Zusammensetzen kann durch Ablesen 
und Rechnen, aber auch mittels des Mehmkeschen graphischen Ver
fahrens erfolgen. 

Fiir jedes Yn erhlilt man eine Resultante und kann so fJ dul'ch 
die Schar diesel' y-Gleicher darstellen. 

5 20 5 10 

1. Beispiel: z = y 'y • VX8 + 1,5 Vy8 • yx. 
Hiel' kann man schreiben 

Z1 = yO,2 XO,15, Z2 = 1,5 yo,6 XO,l. 

Die logal'ithmischen Bilder diesel' Funktionen sind in den Fig. 32 
und 33 dargestellt worden, und zwar durch y,Gleicher fiir y von 1 bis lO. 
Hierzu werden weitere Erkllirungen nicht mehr notig sein. 

An diesen Gleichern wurden die zu x = 1, 2, 3, .. . 10 gehorigen 
fJ-Werte abgelesen und dabei die fUr gleiche y geltenden z zusammen
gestellt. Es konnten dann die Werte z = Z 1 + Z 2 berechnet werden. 

Fig. 33. 

LJ"'U l~l}l.&\!tl :,) Jl .. 4) l )\{j '> 11}fJ> 'J ~ 1 

Log. Bild 42 = 1,5 yO,6 X O,1, dargestellt durch y·Gleicher. 
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Das ergab die Koordinaten der y-Gleicher der z-Funktion und konnten 
diese Linien in Fig. 32 graphisch dargestellt werden. Die ganze 
Rechnung steht in der Tabelle 11. 

Tabelle 11. 

9 I 10 
===c~====-~j====~==~F===~=====FP=======F===~====7====T===~===== 

x= 1 2 3 4 5 s 7 8 

{ 
Zl 1,00 11,11 II 1,18 1,23 1 1,28 1,31 1,34 II 1,37 

Y = 1 i'2 1,50 1,61 1,67 1,73 11,77 1,80 1,83 I 1,86 
i' 2,50 I 2,72 I 2,85 2,96 3,05 3,11 3,17 3,23 

==----~! 

{ 
i'l I 1,15 1,28 1,36 1,42 1,471' 1.50 1,53 1,57 

!J = 2 .z"2 I 2,27 2,42 2,52 2,60 2,67 2,71 2,75 2,79 
3,42 3,70 3,88 4,02 4,14 4,21 4,28 4,36 

1,39 
1,88 
3,27 

1,60 
2,82 
4,42 

-----ff------l-

{ 
i'l 1,25 1,38 1,47 1,53 1,59 ql3 1,6711,71 I! 1,74 

Y = 3 i'
Z

2 2,90 3,11 3,25 3,34 3,41 3,48 3,51 3,58 3,61 
4,15 4,49 4,72 4,87 5,00 5,11 5,18 I 5,29 5.35 

-------:,---

{ 
i'l 1,32 1,47 1,56 1,63 1,68 1,73 1,77 1,81 

Y = 4 ZZ2 3,46 3,70 3,84 3,94 4,02 4,10 4,18 4,21 
4,78 5,17 5,40 5,57 5,70 5,83 5,95 6,02 

------------

1,84 
4,29 
6,13 

1,42 
1,90 
3,32 

1,62 
2,86 
4,48 

1,77 
3,66 
5,43 

1,87 
4,31 
6,18 

f ~l 1,38 1,52 1,62 1,70 11,76 '11,81 1,8511,89 1,92 1,95 
Y = 5 ) .Z'2 3,93 4,20 4,40 4,50 4,61 4,70 4,78 4,83 4,90 4,95 

l 5,31 5,72 6,02 6,20 I 6,37 I 6,51 6,63 1 6,72 6,82 6,90 

---- {i'l II 1,43 1,58 1,69 1,77-~--i,88 1,92-- --1~96- 1,99 1- 2,02-
Y = 6 i'2 4,40 4,70 4,90 5,01 5,15 5,24 5,31 5,40 5,48' 5,51 

_____ z __ 5,83 ___ 6,28_ ~,59 _ ~~ 6,9~_~_2_ 7 ~~_2~ __ ~~!J_~~~_ 
1,47 1,64 1,74 1,82 1,88 1,93 1,98 2,02 2,0512,08 
4,80 5,14 5,38 5,51 5,66 5,78 5,85 5,91 6,00 6,08 
6,27 6,78 7,12 7,33 7,54 7,71 7,83 7,93 8,05 I 8,16 

1,52-1-1,68--1,79 I 1,87l,93-1,98 ~-2,07--2,li-r2,13 
5,21 5,61 5,86! 6,01 6,18 6,29 6,39 6,48 6,51 I 6,61 
6,73 I 7,29 7,65 i 7,88 8,11 8,27 8,42 8,55 8,62 I 8,74 

~- ;-1;~ !:~~ -'I -~:~{1:~f -~:~!-~:~~ r!~~--~:~~ I-::~~ ---~:~!T~:~r 
t Z 7,16 7,72 8,11 8,36 8,58! e,73 8,88 I 9,02 9,14 I 9,24 

:-----1;{;~ r!~~-I--!~rl--~:~~-T !:~~ --I-~:~~-T~:~rll-~:-~!--I-~:!~ 1 ~:!~Il- ~::~ 
Z il 7,57 8,16 8,56 I 8,83 9,01 I 9,18 9,35 9,51 9,61 9,73 

Wie aus Fig.32 zu ersehen ist, sind die logarithmischen Bilder 
der y-Gleicher der z-Funktion fast gerade, aber nicht parallele Linien, 
so daJ3 sieangeniihert durch die Gleichung z = p . x/I. ausgedriickt 
werden konnen. Man erhiilt z. B. fUr 

Y= 1, 
Y = 10, 

z = XO,15 + 1,5 XO,l = 2,5 XO,125, 

z = 1,58 XO,15 + 5,99 :to,l = 7,57 X O,l14. 
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Die Exponenten der Gleicherformeln fUr die anderen Wede von y 
Hegen zwischen 0,112 und 0,125. 

4 5 

. . Vys Vx 
2. BeIspIel: z = 1,78 -, - + 6,00 -2 -. 

Hier hat man 
VX V-y 

Z1 = 1,78J/h.x-1!4, Z2 = 6,00 y-l/2.X1/5, Z = Z1 + Z2' 

Die logarithmischen Bilder del' y-Gleicher del' Funktionen Z1 und Z2 

wurden in Fig. 34 und 35 konstruiert, es wurden die Koordinaten ab
gelesen, in del' Tabelle 12 zusammengestellt und die Koordinaten del' 
z-Funktion berechnet. 

Tabelle 12. 

x= 1 2 3 415 6 7 8 9 1_ 10 

{ 
z1 II. 1,78 1 1,49 1,36 1,26\1,18 I 1,13 1,09 1,06 1,02 1,00 

y=l ~~~I~ ~ :I:\~ ~~:~:~~_ 

" __ '1:: I ~ * ~:: ~* ~:~ ~:: ~ ~~ :~ ~:l 
{ 

.0·1 4,05 3,41 3,09 2,86 2,70 2,59 2,49 2,41 2,33 2,28 
Y = 3 Z2 3,45 3,94 4,29 4,52 4,76 4,91 5,08 5,21 5,34 5,46 

& 7,50 7,35 7,38 7,38 7,46 7,50 7,57 7,62 7,67 7,74 

{ 
&1 5,00 4,20 3,80 3,54 3,37 3,21 3,09 2,99 2,90 2,82 

N = 4 &2 3,00 3,45 3,73 3,96 4,12 4,29 4,40 4,51 4,63 4,72 
:0 8,00 7,65 7,53 7,50 7,49 7,50 7,49 7,50 7,53 7,54 

---------

~ = 5 {;: 1 :::i i:~i ~:i: ~:~i H~ ~:i~ Hi ~:~: H~ ~:~: 
{

'"I Ii 6,80 5,iO j 5,15 4,80 4,51 4,33 4,19 - 4,01 - 3,91---3,82-
.1! = 6 &2 2,44 2,80 3,04 3,23 3,39 3,50 3,60 3,70 3,80 3,88 

& 9,24 8,50 8,19 8,03 7,90 7,83 7,79 7,71 7,71 7,70 

---- --- f '"1 7,H 6,41 5,80 -15 ,39 5,09 4,86 4,69 4;514;39 4,29 
y = 7 l &2 2,27 2,60 2,81 2,98 3,12 3,24 3,34 3,43 3,50 3,59 

& 9,38 9,01 8,61 I 8,37 8,21 8,10 8,03 7,94 7,89 7,88 

f &1 II 8,41 7,09 6,40 5,96 5,63 5,39 5,18 5,00 4,86 4,74 
Y = 8 l,"2 2,12 2,43 2,64 2,80 2,92 3,03 3,14 3,22 3,30 3,38 

& 10,53 9,52 9,04 8,76 8,55 8,42 8,32 8,22 8,16 8,12 
-._-- _. -----

{ 

&1 9,20 I 7,73 7,00 6,50 6,19 5,90 5,69 5,49 5,32 5,20 
Y = 9 &2 2,00 I 2,29 2,49 2,63 2,74 2,85 2,94 3,01 3,10 3,18 

& 11,20 10,02 9,49 9,13 8,93 8,75 8,63 8,50 8,42 8,38 

{ 
&1 1110,00 1 8,41 1 y = 10 '"2 1,90 2,17 
z 11,90 10,58 

-----------------

6,40 1 6,IB 15,9615,791 
2,70 2,79 2,87 2,93 
9,10 8,97 8,83 8,72 

5,61 
3,00 
8,61 
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Schon eine oberfilichliche Durchsicht dieser Zahlen lehrt, dal3 die 
Darstellung der Funktion s durch y-Gleicher (wie in Fig. 32) oder 
x-Gleicher keine ubersichtlichen Bilder geben kann. 

Es wurde deshalb in den Fig. 36 und 37 die Darstellung durch 
s-Gleicher versucht, und zwar wurden deren numerischen und loga
rithmischen Bilder konstruiert. 

In Fig. 36 erscheinen als Abszissen die x und als Ordinaten die y, 
sie stellt also das numerische Bild der Funktion VOl". 

An die Schnittpunkte der ganzen Werte von y und x wurden nach 
Tabelle 12 die zugehOrigen z geschriebell und es wurden in diese die 
z-Gleicher fur z = 7,5, 8,0, 9,0, 10,0 und 11,0 hineinkonstruiert. Diese 
Darstellung lliJlt den eigentumlichen Verlauf der Funktion ubersehen. 
Fur x = y = ° und x = y = 00 et·hiilt man die unbestimmten Formen 

~ und : bei ZI und Z2. 

Wird nur y = 0 oder nur x = 0, so wird z = 00. 

Fig. 34. 

Log. Bild 0$'1 = 1,78 y% x- l14 , dargestellt durch y-Gleicher. 
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Man kann also verrnuten, daJ3 die z-Gleicher langgestreckte ellipsen
artige Gebilde sind, welche sich von x = y = ° nach x = y = = 
erstrecken. Der Minirnalwert 7,2, oder noch weniger, liegt dann in 
der Nahe x = 1, Y = 2. Urn das naher zu untersuchen, miillten Kon
struktion und Rechnung fUr y und x wenigstens auf den Bereich 0,1 
bis 1,0 ausgedehnt werden. 

Genau dasselbe Verfahren wurde in Fig. 37 auch irn Nullfeld eines 
Potenzpapiers angewendet. Hierbei zeigte es sich, daJ3 die logarith
mischen Bilder der z-Gleicher fUr z > 8 sehr nahe gerade Linien 
sein werden, die sehr bequern in die Zahlen hineingezogen werden 
konnten. 

Fur die praktische Anwendung einer derartigen Darstellung als 
Rechentafel ist es gleichgultig, ob die Funktion 0= F(x, y, z) durch 
y- oder z - oder auch x-Gleicher dargestellt wird. Man wird die 
Darstellung zu wahlen haben, welche sich als die praktischere 
erweist. 

Fig. 35. 
1 U 1.£ t.) 1J U U U UI " Z 

Log. Bild " 2 = 6,00 y_l!2 xl5, dargestellt durch y-Gleicher. 
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§ 22. w = a x.'I ya z" + b xr yG zfJ + c x.B yT: zY + ... 
Wenn man schreibt 

a. = a .z", b; = bz fJ, Cz = cZ" , .. • 
so erhalt man 

W = az X'l yO + bz xr yG + Cz x . yT: + ... 
Das ist genau die Form der Funktion, wie diese in § 21 behandelt 

wurde, man erhalt nur flir verschiedene Werte von z andere Vor
zahlen. Der Vorgang wird folgender sein. 

Man wahlt eine Anzahl n von z-Werten ZI' Z2' zs,"" zn' Dadurch 
erhalt man n Gleichungen, in denen nur die Vorzahlen verschieden 
sind. Nach diesen n Gleichungen werden ebensoviel Darstellungen der 
Funktion durch y- oder x- oder w-Gleicher hergestellt. Sind dann die 
Werte fiir x und y gegeben, so konnen den n Rechentafeln die Werte 

WI> w2, Wa, •• . , w .. 
entnommen werden, die flir 

Fig. 36. 
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geiten. Betrachtet man die w als Ordinaten zu den Abszissen z, tragt 
diese auf und verbindet sie durch eine Linie, so kann man diesel' den 
zu einem gegebenen z gehorigen Wert von w entnehmen, womit die 
Aufgabe gelost ist. 

§ 23. cP = ±Yft ±yf2 + ... +Ymm + ... 1) 

1J' - yfl X yf2 X ... X y~m X "', 

Ym = 8 m Xlm + bmrm + Cmrm + ... 
In diesen Gieichungen sollen die Vorzahlen und die Exponenten 

aHe Werte zwischen + 00 und - 00 annehmen konnen. 

Die Konstruktion del' logarithmischen Bilder der y-Funktionen ist 
in § 20 eingehend behandelt worden. 

Fig. 37. 

Log. Bild der in Fig. 36 dargestellten Funktion. 

1) V gl. Flii.chennomographie, Heft 1, S. 52 ff., wo mehrere Funktionen be
handelt wurden, welche hierher gehoren. 
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Da log y~m = pm log Ym 
ist, wird man die logarithmischen Bilder del' Funktionen '!/':' einfach 
durch Multiplikation der Ordinaten u = 10 log y mit p erhalten. 

Da log 1jJ = log yfl + log yf2 + ... + log y~m + ... , 
wird das logarithmische Bild der tI'-Funktion durch Addition der Ordi
naten der logarithmischen Bilder der y~m-Funktionen erhalten. 

Die f(! - Funktion kann durch Ablesen und Rechnen, oder durch 
das Mehmkesche graphische Verfahren abgeleitet werden. 

Beispiel. 
Es sind die Funktionen gegeben 

Yi = + 0,2 + 0,5 (x + 0,3 x, 
Y2 = - 0,91 + 10 x-2 + 0,1 X2, 

YB = - 2,70 + 1,5 XO,I + 2,2 XO,2, 

Fig.3S. 

Pi = 8/ 2, 

1'>2 =_1/2, 
1'>8 = 1/8, 

Log. Bilder von Yl = +0,2+0,5 v;; + 0,3 x, Y2 = -0,91+10x-2+O,lxt2, 
Y3 = - 2,70 + 1,5 XO,l + 2,2 XO,2 und ({J = y~/2 + y;-1/2 + y~/3. 



80 § 23 

In Fig.38 wurden die logarithmischen Bilder del' y-Funktionen 
und das urn 1 Manteb zu hoch liegende Spiegelbild del' Y2 - Funktion 
eingetragen. Die die Doppelringe verbindende Linie ist das logarith
mische Bild del' berechneten !p-Funktion. 

Durch Multiplikation del' Ordinaten del' y-Funktionen in Fig. 38 
mit den angegebenen p-Werten wurden die Ordinaten del' Funktionen yP 

Fig. 39. 

Log. Bilder der Potenzen Y~/2. Y-; 1/2, y~/3 der in Fig. 38 dargestellten Funktionen Yl' 
Y2 und Y3 und des Produktes 1jJ dieser Potenzen. 

bestimmt und fiihrte dies zu den logarithmischen Bildern diesel' Funk
tionen in Fig. 39. In diesel' Figur wurden dann die Ordinaten del' 
Linien fiir ~i2 und yys addiert, wodurch die durch einfache Ringe kennt
lich gemachten Punkte erhalten wurden. Die diese verbindende Linie 
ist das logarithmische Bild del' Funktion Jl..12 x y~3 = y'. 

Das logarithmische Bild del' Funktion roll. liegt urn 1 Manteb zu 
hoch, seine Ordinaten sind negativ, eie miissen vom oberen Rand an 
gemessen und von den Ordinaten der Funktion y' = JI..!2. y~3 abgezogen 
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werden. Dadurch wurden die durch Doppelringe kenntlich gemachten 
Punkte erhalten und die diese verbindende Linie ist das logarithmische 
Bild der 1/I-Funktion. 

Die Koordinaten der numerischen Bilder dieser Funktionen sind 
folgende: 

x=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Yl = 1,00 1,51 1,97 2,40 2,82 3,22 3,62 4,01 4,40 4,78 

y" = 9,19 1,99 1,10 1,32 1,99 2,97 4,19 5,65 7,31 9,19 

Ys = 1,00 1,43 1,72 1,93 2,10 2,25 2,38 2,49 2,59 2,68 

y~2 = 1,00 1,85 2,76 3,73 4,SO 5,86 6;98 8,10 9,25 10,5 
y;1f2 = 0,33 0,72 0,95 0,87 0,71 0,58 0,49 0,42 0,37 0,33 

11'/& = 1,00 1,13 1,20 1,25 1,28 1,32 1,34 1,86 1,87 1,88 

cp = 2,88 8,70 4,91 5,85 6,79 7,76 8,81 9,88 11,0 12,2 

'II = 0,38 1,49 8,18 4,08 4,82 4,42 4,49 4,60 4,70 4,82 

Viertes Kapitel. 

AuflOsung von Oleichungen. 

§ 24. Lineare OIeichungen mit mehreren Unbekannten. 

Wir nehmen an, da.l3 die sechs Gleichungen mit sechs Unbekannten 
gegeben sind 

o = kl + 0 1 X + b1 Y + C1 Z + dl U + e1 v + fl W,} 
0= k"+a2 x+bg y+c"z+d2 u+e,,v+fs w, .......................... 
o = k6 + a6 x + be Y + Ce Z + d6 u + eo v + f6 w. 

(1) 

Das praktische Verfahren zur Bestimmung der sechs Unbekannten 
auf dem Wege del' Rechnung allein diirfte folgendes sein. 

1. Man dividiert eine jede der sechs Gleichungen durch ihre a-Vor
zahl von x, oder multipliziert sie mit dem reziproken Wert derselben. 
Dadurch erhiilt man die sechs neuen Gleichungen 

o = "1 + 1 . x + {31 Y + 1'1 Z + 81 u + cl V + bl W, } 

o = "2 + 1 . x + {32 Y + 1'2 Z + 82 U + c2 V + b2 W, .......................... 
0= "6+ 1.x + {36Y+ Yo z + 80 u + ce v + bo u·, 

(2) 

a.us denen die weiteren sechs Gleichungen folgen: 

x = - "1 - {31 Y - 1'1 Z - 81 U - cl V - bl W, } 

~ .. -:-."~ -:- ~2.Y.--:~2~ -:-.8~~ -: ~".v ~ b~~' 
x = - "6 - {30 Y - 1'6 Z - 86 U - c6 V - b6 W. 

(3) 

Schreiber, Flilchen-Nomograpihe. II. 6 
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2. Man wahlt irgend eine der Gleichungen des Systems (2) und 
zieht diese von den anderen abo 

Dadurch erhalt man fiinf Gleichungen, welche genau wie das 
System (1) aussehen, so daB es nicht notig ist, dieselben hinzuschreiben. 

3. Jede dieser fiinf Gleichungen wird durch die Vorzahl von y 
dividiert. Das ergibt fiinf Gleichungen fiir y wie im System (3) und 
durch Subtraktion einer derselben von den anderen vermindert man 
die Zahl der dem System (1) analogen Gleichungen auf 4. 

4. Wenn man so fortfiihrt, bleibt die Gleichung 
O=A+Bw 

iibrig, aus der 

folgt. 
5. Vorher hatte man die zwei Gleichungen 

o = 01 + 1 . v + Dl w, V = - 01 - Dl W, 

0= 02+ l.v+D2 w, v = - 02-D2W 
gefunden. Setzt man in diese w ein, so miissen sich zwei iiberein
stimmende Werte von v ergeben. 

6. Noch weiter vorher fand man 

0= El + l.u+F1 v+ Glw, 
0= E 2 + l.u+ F2 v+ G2 w, 
0= Ea+ l.u+Fsv+ Gsw, 

u = - El - Fl V - G1 W, 

U = -E2-F2V- G2 w, 
U = - Es - Fa V - Gs W. 

Die aus 4. und 5. hergeleiteten Werte von v und w miissen drei 
iibereinstimmende Werte fiir u ergeben. 

7. So fahrt man fort, g ergibt sich aus vier, y aus fiinf und x 
ans sechs Gleichungen. Stimmen diese Zahlen aHe iiberein, so ist man 
sicher, daB die Rechnung richtig ist. 

Welche Hilfsmittel hierbei in Anwendung kommen, hangt ganz 
von der GroBe der Konstanten und Vorzahlen und der Genauigkeit, 
welche von den Ergebnissen verlangt wird, abo Das beste Hilfsmittel 
wird stets die Rechenmaschine sein. 

Handelt es sich urn Gleichungen mit nur drei Unbekannten, so 
kann man ein bequemes Schema 1) zum Rechnen mit Logarithmen ein
richten. 

Wenn die Zahlenwerte klein und nahezu von der gleichen Gro.llen
ordnung sind, so dall graphische Verfahren in Frage kommen konnen, 
werden auch Rechenschieber, die graphische Logarithmentafel (vgl. § 11, 
S.31) und die Produktentafeln in Betracht zu ziehen sein. Gegen den 
Rechenschieber habe ich mich schon mehrfach ausgesprochen, mehr 

1) Vgl. P. Schreiber, Abh. d. Kg!. sachs. met. Inst., Heft 4, 8. 28:ff. Leipzig~ 
Arthur Felix, 1899. 
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mochte ich der graphischen Logarithmentafel das Wort reden. Ich glaube 
aber, da6 die Produktentafel dann das beste Hilfsmittel bleiben wird. 

In seinem Leitfaden zum graphischen Rechnen behandelt Mehmke 
von S. 7 an die Anflosung linearer Gleichungen mit mehreren Unbe
kannten nach einem gewill hooh interessanten graphischen Verfahren. 
Auf S. 14 hat er die folgende Aufgabe geste11t : 

42x+ 51 y+ 8z+ 23u = 47,8, 
8 x + 49 y + 46 z + 39 t, = 38,0, 

18x+ 9y+ 32z+ 51u = 42,8, 
4x+ 23y + 12z+ 47 u = 27,1. 

Ich habe diese Gleichungen mit Hilfe der Produktentafeln gelost, 
die ganze Rechnung steht in der Tabelle 13 und wird wohl ohne weitere 
Erklarung verstandlich sein, trotzdem da6 die Auflosung von der rechten 
Seite her statt von der linken erfolgte. 

Ta belle 13. 

I Kon. vorzabl l Vorzabl Vonabl Summen Ergeb- W.W x y z U stante X x xy x z nisse 

A {ll 
42 61 8 1 23 47,8 x =~'761Y=O'094IZ=~2551 - lli 8 49 46 39 38,0 - - -
18 9 32 51 42,8 - - 1- 1 - - -
4 23 12 47 27,1 - - - - - -

u= 

1+ 0 •• 

1 1,82 2,22 0,35 1 2,078 - 1,383 -0,209 -0,089 - 1,681 + 0,397 
B 2 0,21 1,26 1,18 1 0,974 - 0,160 - 0,118 -0,301- 0,579 + 0,395 

3 0,35
1 

0,18 0,63 1 0,839 - 0,266
1

- 0,017 -0161- 0,444 + 0,395 
4 0,09 0,49 0,26 1 0,577 - 0,068 - 0,046 -0:0661- 0,180 + 0,397 

on 1,73 1.73 0,09 0 1,501 - - -

I 
- - -

0,12 0,77 0,92 0 0,397 - - - - - -
0,26 -0,31 0,37 0 0,262 - - - - - -

D II - 14,6071- 1,8071 1-16,414 
« -

l+o~ 19,22 19,22 I - 16,678 - + 0,264 
0,13 0,84 1 - 0,432 - 0,099\ - 0,07~ 1 - 1- 0,178 + 0,254 
0,70 -0,84 1 - 0,703 - 0,532 + 0,079 - 1- 0,453 + 0,255 

E{; 118,52 \ 20,06 0 - 15,970 \ - I -
\ 

- - -
\ 

-, 
- 0,57 1,68 0 -0,276 - I - - - - -

F{; y= 
}+0,1 0,925 1 - - 0,796 - 0,703 - - - 0,703 + 0,093 

-0,339 1 - - -0,164 + 0,258 - - + 0 ,258 + 0,094 

G 1 /1 1,264/ 0 - - + 0,960 - - / - I x= +0,76 + 0,75 

Die Rechnung ergab 
x = 0,76, Y = 0,094, z = 0,255, u = 0,396, 

welche mit den genauen Zahlen W . W 0,75, 0,1, 0,25 und 0,4 geniigend 
iibereinstimmen diirften. 

6* 
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§ 25. Potenzgleichungen mit einer Unbekannten. 

In § 20, S. 66 war die Behandlung der Funktionen 

y = PI ,xgl + P2 ,xg2 + Pa,xga + ... 
ausfiihrlich erortert worden. Wenn man die numerischen oder loga
rithmischen Bilder dieser Funktionen dargestellt hat, so kann man 
durch Ziehen von Parallelen zur X-Achse im Abstand y = coder 
10 log Y = 10 log c dmb bestimmen, bei welchen Werten von x die 
Funktion den Wert y = chat. Es ergeben sich die Wurzeln der 
Gleichung aus den Schnitten der Funktionskurve mit der c-Horizon
talen. 

In den numerischen Bildern ner Funktion wird dieses Verfahren 
auch dann beibehalten werden konnen, wenn c der Null sehr Dabs 
kommt oder vollstandig zu Null wird. Es wird auch keinen Einflull 
haben, ob c positiv oder negativ ist. 

Anders ist das a.ber bei den logarithmischen Bildern. Schwierig
keiten entstehen hier, wenn c zwischen + 1 und - 1 liegt und das 
Verfahren versagt vollstandig bei log c = log 0 = - 00. 

Sonach nimmt die Funktion 

o = PI x g1 + P2 x g2 + Fa xgS + ... 
eine Ausnahmestellung ein, wenn es sich um die Herleitung der W urzeln 
mittels der logarithmischen Bilder der Funktion handelt. Die FunktionSo
form selbst erfordert, daIl wenigstens eine der Vorzahlen P oder 
auch wenigstens eine der Pot en zen ,xg negativ ist. Die Expo
nenten q konnen aUe Werte zwischen - 00 und + 00 haben, es wird 
also auch einer Null sein konnen, was dann einen konstanten Wert p 
ergibt. 

Um dann die Gleichung auflosen zu konnen, hat man im aUge
meinen so zu verfahren, daIl man die positiven und negativeD Glieder 
zusammenfaIlt, wodurch man die zwei Funktionen 

y+ = a l x€!J. + a2 x~ + as x!13 + .. . 
y- = bl xGl + b2 x G• + bs xGa + .. . 

erhalt. 
Die Schnitte der diese Funktionen darstellenden nume

rischen oder logarithmischen Bilder ergeben dann die Wurzeln 
der Gleichung. 

1. Beispiel. In § 20, S. 67, Fig. 29 war das logarithmische Bild 
der Funktionen 

y = + 15 X- 1/2 + 5 x'/s und y = -15 a;-1/2 + 5 a;'/a 

dargestellt worden. Die erstere Gleichung hat bei y = + 25 die 
Wurzeln Xl = 0,41 und x2 = 2,32. 
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An den Kurven fiir .die zweite Gleiehung liest man ab 

Y = + 10, x = 2,74 und Y = -10, x = 1,0. 

Wenn es sieh aber urn den Fall y = ° handelt, setzt man 

'1/ = I> X4/3 , y- = 15 X- 1/2• 

Diese beiden Funktionen erseheinen in Fig. 29 als die mit YI und 
Y2 bezeiehneten Geraden, deren Sehnitt 

Y = 0, x = 1,82 
ergibt. 

Au.l3erdem mu.13 aueh ° = 5 X4/3 - 15 X-1/2 = xll/s - 3 sein, woraus 
x = 1,82 folgt. 

2. Beispiel. Fig. 30 (§ 20, S.68) enthiilt das logarithmisehe Bild 
der Funktion 

Y = 0,5 X- 2/3 - 1,2 X+ 2/3 + 0,7 X~!4 - 0,6. 

Dieses gibt folgende Wurzeln: 

Y = +2,5, 
Y = +0,4, 
Y = -0,4, 

Xl = 0,058, 
Xl = 0,222, 
Xl = 0,60, 

x2 = 6,3, 
X2 = 3,75, 
X 2 = 2,30. 

Zur Ableitung der Wurzeln fiir y = ° wurde aus praktischen 
Grunden 

y+ = 0,5 x- 2/3 + 0,7 X 5/4 - 0,6, Y- = 1,2 x"/a 

gesetzt. Die Funktion y+ stent in Fig. 30 die mit Yl + Ys - 0,6 be
zeichnete Kurve dar, wahrend Y- durch die Funktionsgerade Y2 an
gegeben wird. Diese Linien sehneiden sich in zwei Punkten, welche bei 

Y = 0, Xl = 0,35, X 2 = 3,10 

als Wurzeln ergeben. 

3. Beispiel: 25 xtl- 3 X2 + 15 x - 5 = 0 (Mehmke, Anleitungen 
S.45). 

Da die Richtlinien der Funktion x±q urn so steiler stehen und 
deshalb urn so spitzere Schnitte geben, je gro.l3er q ist, empfiehlt es 
sieh, die Gleichung so umzuformen, da.13 das gro.l3te q moglichst klein 
wird. Deshalb wird die gegebene Gleichung durch X4 dividiert, was 
ergibt 

25x4 -3x-2 + 15x-3 - 5x- 4 = o. 
Wir schreiben 

Yl = 2,50 X lOx', Y2 = 3,00x- 2, Ys = 1,50 X lOx-a, y, = 5,00x-'. 
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Mit Hilfe der in § 17, S. M erwiihnten und empfohlenen Rechentafeln 
wurde zuerst die Tabelle 14 flir die Funktionen Y = pxq = a IO"~ be
rechnet. a und x = ~ liegen zwischen 1 bis 10. 

Tabelle 14. 

Ii Yl=25 X' I Y2 = 3 X- 2 I YS=15X-3 I Y4=5 X- ~ 
a, k II 2,50 + 1 I 3,00 ° I 1,50+ 1 I 5,00 ° 5=1 2,50 ° 3,00 ° 

I 

1,50 ° I 5,00 ° 2 4,04+1 7,50-1 1,85 -1 3,06 - 1 
3 2,07 + 2 3,34 - 1 5,45 - 2 6,04 - 2 
4 6,51 + 2 1,87 - 1 I 2,30 - 2 1,92 - 2 
5 1,56+3 1,20 - I 1,18 - 2 7,90 - 3 
6 3,26+3 I 8,38-2 6,90 - 3 3,82 - 3 
7 5,97 + 3 6,15 -2 4,34- 3 2,08 - 3 
8 1,02+4 4,69 - 2 2,91- 3 1,21 - 3 
9 1,65+4 3,72-2 2,04 -3 7,55 -4 

10 2,50 +4 3,00 - 2 1,50-3 5,00 -4 

Es moge hier nochmals erwiihnt werden, dati y = rJ .10a gesetzt 
werden kann, worin rJ zwischen 1,0 und 10,0 Hegen solI. Die drei
stelligen Zahlen in der Tabelle sind die rJ-W erte, daneben stehen die 
Exponenten Q. Urn Yl und Ys zu erhalten, ist diesen Exponenten noch 
k = + 1 hinzuzufligen. Aus dieser Tabelle ersieht man, daB in den 
Grenzen x = 1 bis 10 das Glied Yl derart iiberwiegt, daB die Wurzeln 
wahrscheinlich bei Werten x < 1 liegen werden. 

Schreibt man x = 10"~, worin ~ von 1 bis 10 geht, so erhiilt 
man auch 

Y = pxq = p(Loq"Hq· 

Liegt also x zwischen 0,1 und 1, so ist 6 = - 1 und q 6 = - q. 
Man kann dann die in Tabelle 14 stehenden Werte von fJ unver

andert lassen, hat aber den Exponenten bei Yl - 4, bei Y2 + 2, bei 
Ys + 3 und bei y. + 4 hinzuzurechnen. 

I. x ist positiv. 
Wir setzen 

y+ = Yl + Ys und Y- = Y2 + Y4 
und konnen dann die Koordinaten diesel' Funktionen so ableiten, wie 
dies Tabelle 15 lehrt. 

II. x ist negativ. 
Die Gleichung lautet dann 

Yl - :th - Ys - Y4 = 0 
und es wird 

y+ = Yll Y- = Y2 + Ys + y,. 
Die Koordinaten dieser Funktionen wurden in Tabelle 16 abgeleitet. 
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Die durch Division mit X4 erhaltene Gleichung ist ein SpezialfaU 
der gegebenen Form 

Y = 25x8 - 3x2 + 15x- 5 = x 4 (25x i - 3x-2 + 15 x-a -5 X-4) 

= x4y = O. 

In Tabelle 17 wurden die Koordinaten der Gleichung 
y = 25x4 - 3x-2 + 15x- 3 - 5x- 4 

zusammengestellt. 
Mit den in den Tabellen 15 bis 17 enthaltenen Zahlen wurden die 

graphischen Darstellungen in den Fig. 40 und 41 ausgefiihrt. 

Fig. 40. x negativ. 

Log. Bilder von y = 25x4 -3x-2 -15x-s -5x-4, y+ = 25x4, 
y- = 3 x-2 + 15x-3 + 5 x-4• 

Fig. 40 bezieht sich auf die negativen, Fig. 41 auf die positiven (r. 
In den logarithmischen Bildern fehlt die Strecke1von x = - 0,1 bis 
:r = +0,1. 

Wahrend die Funktion Y fiir :X = ° den Wert - 5 annimmt, 
wird y mogIicherweise zwischen - 6,53 x 104 bis - 3,53 Y 104 liegenj 
fur x = 0 erhlilt man die unbestimmte Form y = 0 - = + = _ =. 
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Aus Tabelle 15 ergibt sich, dafi y = ° zwischen x = + 0,3 und + 0,4 
stattfinden wird. Die Darstellungen der Funktionen y+ und y- in Fig. 41 
schneiden sich im Punkt x = + 0,36. 

Dagegen geben in Fig. 40 die Schnitte del' Linien y+ und y-, deren 
Koordinaten in Tabelle 16 stehen, y = ° bei x = - 0,99. 

Um sich eine Vorstellung von dem Funktionsverlauf roachen zu 
konnen, roufi roan sich Fig. 40 nach links herumgeklappt und das Stuck 
von x = - 0,1 bis x = + 0,1 dazwischenliegend denken. Man sieht 
dann, dafi y von + 00 bei x = - 00 steil herabkommt. Bei x = - 1,0 
ist y = + 2,00 X 10-1, bei x = -0,9 aber schon -1,52 x 10, der 

Fig. 41. x positiv. 

Log. Bilder von y = 25 x 4 -3x-2 +15 x - 3 -5 x-!, y+ = 25x4 +15x- 3 

und y- = 3 x- 2 + 5 x- 4. 

Durchgang dureh Null mufi also dieht nach x = - 1,0 erfolgen. Nun 
bleibt y negativ bis x = + 0,3. Als grofiter negativer Wert erscheint 
Y = - 6,53 x 10' bei x = - 0,1. Da bei x = + 0,1 Y = - 3,53 x 10' 
ist, wird das Minimum der Funktion dazwischen liegen, vermutlieh an 
del' negativen Seite. Alles das konnte aber nur durch eingehendere 
Untersuehung festgestellt werden. 
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Von x = + 0,36 an ist Y wieder positiv, zeigt dann ein Maximum 
Y = + 2,90 x 10 bei x = + 0,5, dann ein Minimum Y = + 2,24 x 10 
bei x = + 0,7, und steigt dann rasch bis Y = + 00 bei x = + 00 an. 

Mehrere Wurzeln hat also die Funktion nur zwischen x = - 0,9 
bis x = + 1,0. Man erhiilt als Wurzeln fur 

Y = 0, Xl = -0,99, x2 = + 0,36, 

Y = + 2,5 x 10, Xl = + 0,46, X 2 = + 0,62, Xs = 0,88. 

Durch Berechnen von mehr Zwischenpunkten konnen diese letzteren 
Ergebnisse etwas abgeandert werden, die Wurzeln flir y = 0 konnen 
aber als sicher bestimmt betrachtet werden. 

4. Beispiel: Xli - 26 Xi + 124 XB - 103 Xl + 12 X - 0,2 = 0 
(Mehmke, S.46). 

Auch hier wird die Gleichung durch XS dividiert, urn die kleinsten 
Exponenten zu erhalten, was ergibt 

Xi - 26x + 124 -103x-1 + 12x-2 - O,2x-s = O. 

Es wird gesetzt 

YI = 1,00 X2, Y2 = 2,60 x 10 x, Ys --:- 1,03 X 102 x-I, 
y, = 1,20 X 10x-2, Yo = 2,00 X 10-1 x-3, 

'1/ = Yl + 1,24 X lOS + Y4, Y- = Y2 + Ys + Yo' 

Wie im 3. Beispiel wurden zuerst die notigen Multiplikationen mit 
Hilfe der Richtlinien der xq-Funktionen ausgefiihrt, es wurde aber der 
Fall vorgesehen, da.l3 die Wahl der Abszissen 

1,0 x 100', 2,0 x 100', 3,0 x 100', ... , bis 9,0 x 100' 

nicht ausreicht und daI3 wenigstens an einigen Stellen noch Zwischen
punkte notig sind, um den Verlauf der Kurven genauer zeichnen zu 
konnen. 

So entstand die Tabelle 18. 
Dann wurde eine zweite Hilfstabelle, Tabelle 19, angelegt, welche 

die Feststellung der GroI3enordnungen der Summanden in den Funk
tionen y+ und y- erleichtern sol1, was nicht dringend genug empfohlen 
werden kann. 

1m Kopf der Tabelle 19 stehen die ~-W erte und an den Seiten die 
Zehnerpotenzen 100'. Da in jedern Mantissenbereich die Vorzahlen 
wiederkehren, wurden sie nur einmal hingeschrieben. Dann lassen sich 
die Exponenten um so leichter ubersehen. Mit diesen Hilfsmitteln 
konnten die in Tabelle 20 stehenden Koordinaten del' Funktionen y+ 
und, Y- leicht abgeleitet werden. 
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Tabelle 18. 

I 
Xi I X 

I 
a;-I 

I 
x- 2 x-a 

a, k 1,00 ° I 2,60+ 1 1,03+2 1,20+ 1 2,00 - 1 

x = 1,0 1,00 ° 2,60 ° I 1,03 ° ! 
1,20 ° 2,00 0 

1,2 1,44 0 3,12 0 8,61-1 8,35 - 1 1,16 0 
1,4 1,96 0 3,6l 0 7,43-1 , 6,19-1 7,32-1 
1,6 2,56 0 4,16 ° 6,49-1 ! 4,68-1 4,87 -1 
1,8 3,24 ° 4,68 0 5,79 -1 I 3,71-1 3,43-1 
2,0 4,00 ° 5,20 ° 5,18-1 I 3,00-1 2,48 - 1 
2,5 6,25 ° 6,50 ° I 4,12-1 1,91 - 1 

I 
1,48-1 

3,0 9,00 ° 7,80 0 
, 

3,46-1 I 1,32-1 7,29-2 
3,5 1,23 + I I 9,10 ° I 2,97 -1 

I 
9,75 - 2 

, 
4,66-2 

4,0 1,60+ 1 1,04 + 1 I 2,58-1 7,45-2 
I 

3,09-2 
5,0 2,50 + 1 1,30+ 1 I 2,07 -1 

I 
4,80-2 1,58-2 

6,0 3,60 + 1 

I 
1,56 + 1 I 1,73-1 , 3,35-2 9,25 - 3 

7,0 i 4,90+ 1 1,82 + I I 1,48-1 I 2.45- 2 , 5,83-3 
8,0 I 6,40+ I 2,08+ 1 1,30 - 1 1 1,87 -2 3,89-3 i I 
9,0 

! 
8,10+1 I 2,31+ 1 

I 
1,15 -1 I 1,48 - 2 

I 
2,72 - 3 

10,0 1,00 + 2 
J 

2,60+ 1 1,03-1 
1 

1,20-2 2,00 - 3 

Tab elle 19. 

1 2 I, 3 4 6 7 8 9 

Yl = 1,00 .1,2. 

10-2 1:1,00 - 414,00 - 419,00 - 4:1,60 - 312,50 - 3,3,60 - 3
1
'4,90 - 3',6,40 - 3i8,10 - 3 

1O- 1 :i -2', -2
1 

-2 -11 -11 -1 -11 -11 -1 
1 II 0 0 0 + 11 + 1 + 11 + J + I , + 1 
101 !i + 2 +2 +2 +3, +3 +3, +3 +3, +3 

Y2 = 2,60 X 10+ 1 x. 
10- 2 1,2,60-1 15,20-117,, 0-111,04 °11,30 01,56 011,82 0:2,08 0'1 2,3'" ° 
10-1 , ° 01 0 + 1 + II + 1 + I ' + 11 + 1 
1 ' + 11 +11 +11 +2 +2, +2 +21 +21 +2 
101 + 21 + 2 + 2 , + 3 , + 3, + 3 , + 3 + 3 + 3 

Ys = 1,03 x 10~ a.- I. 
10- 2 ,1,03 + "' j5,18 + 3 3,46 + 3-2,58 + 3'2,07 + 31' 1,73 + 3 1,48 + 3]I ,30 + 3

1
-1,15 + 3 

10- 1 + 31 + 21 + 2 + 2! + 21 + :2 + 21 + 2 + 2 
1 ; +2 +1; + 1 +1 +1 + 11 + 1 +1 1 +1 
101 , + 11 ° ° 0, 0 01 0, 01 0 

Y~ = 1,20 X 101 .c- 2. 

10-2 i:1,20 + 5'3,00+ 411,32 +417,45 + 314,80 + 3 3,35 + 312,45 + 3,1,87 + 31,48 + 3 
10- 1 ' +3: +2 +2: + 1 + 1 +11 + 11 + 1 +1 
1 I' + 1 0' 0 -1 -1 -I - 1 -1 -1 
101 1 -1 -2 -2: -3' -3 -3 -31 -3 -3 

I + I j • I I 

Y5 = 2,00 X 10- 1 x-so 
10- 2 ::2,00 + 512,48 + "' .7,29 + 3 ·3,0!) + 3 '11,58 + 3i9,25 + 215,83 + 2 13,!39 + 2 2,72 + 2 
10-1 + 2' + 1 01 0 0 -1 - I - 11 - 1 

I' I I 
I - 11 - 2 - 3 - 3 - 31 - 4, - 4 - 4 , - 4 
101 -4 -5 - 61 -61 - 6 -7 - 7 -7 -7 

• I I I I 
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Tabelle 20. 

y- I x ~ y+ 

0,01 1;20+5 2,10 + 5 0,4 1,99 +2 2,71 + 2 7 \ 1,73+ 2 1 1,97+2 
0,02 3,oI +4 3,00+4 0,5 1,72 + 2 2,22+ 2 8 1,88 + 2 I 2,21 + 2 
0,03 1,33 + 4 1,08 + 4 0,6 1,58 + 2 1.90+ 2 9 2,05 + 2 2,46+ 2 
0,04 7,57 + 3 5,67 + 3 0,7 1,49 + 2 1,67 + 2 10 2,24+2 2,70+2 
0,05 4,92 +3 3,65+ 3 0,8 1,41 + 2 1,51 + 2 20 5,24 + 2 5,25+2 
0,06 3,47+3 2,66+ 3 0,9 1,40 + 2 1,38+ 2 30 1,02+3 7,83 + 2 
0,07 2,57+3 2,06 + 3 1 1,36 + 2 1,29 + 2 40 1,72 + 3 ),04+3 
0,08 1,99 + 3 1,69 + 3 2 1 1,31 + 2 1,04+2 50 2,62 + 3 1,30 + 3 
0,09 1,60+ 3 1,42 + 3 3 1 1,34 + 2 1,13 + 2 60 3,72 + 3 1,56+i3 
0,1 1,32 + 3 1,23 + 3 4 1,41 + 2 1,30 + 2 70 5,02 + 3 1,82 + 3 
0,2 i 4,24 + 2 5,48 + 2 5 1,49+2 1,51 + 2 80 6,52 + 3 2,08 + 3 
0,3 2,56 +2 3,61 + 2 6 1,60 + 2 1,73 + 2 90 : 8,22 + 3 2,34 + 3 

Fig. 42a. (x von 10- 9 bis 100.) 

Die danach in Fig. 42 gezeichneten logarithmischen Bilder belder 
Funktionen schneiden sich an den fiinf Stell en 
Xl = 0,02, x2 = 0,116, X3 = 0,88 bis 0,89, x. = 4,85, X5 = 20,0. 
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Die Schnitte sind abel' spitz und werden deshalb an den Stell en 
namentlich, an denen die Kurven nul' geringe Neigung gegen die 
Abszissenachse haben, nur geringe Genauigkeit der Feststellung del' 
Schnittpunkte gestatten. 

Es wurde deshalb nach dem Vorschlag Mehmkes eine 
andere Gruppierung der Glieder del' Gleichung versucht, 
und zwar 

y' = 1,24 x 10~ + Yl - Y2, Y" = Y8 - y~ + Y6. 

Die Koordinaten diesel' zwei Funktionen stehen in Tabelle 21. 
Urn die logarithmischen Bilder diesel' Funktionen in Fig.43 ge

niigend genau zeichnen zu konnen, war die Berechnung einer gro.6eren 
Anzahl von Zwischenpunkten notig. 

Fig. 42b. (x von 100 bis 10+ 2.) 

Log. Bilder von y+ = x2 + 124 + 12 x- 2 und y- = 26 x + 103 X-I + 0,2 x-so 

Die Funktion Y' beginnt bei x = 0 mit Y' = + 1,24 X 102 und 
nahert sich dann, anfangs langsam, spateI' rasch, der Null, sie wird dann 
negativ und erreicht ihr Minimum Y' = - 4,40 X 101 bei x = 12 bis 14. 
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Tabelle 21. 

x !I y' y" X i y' V" 3' y' V" : - ~-

0,010 + 1,24 + 2 + 9,eo + 4 0,20 + 1,19 + 2 + 2,43 + 2 6,0 +4,00 o ! + 1,70 + 1 
0,01:2 - +4,10+4 0,25 - + 2,36 + 2 7,0 -9,00 0 + 1,46 + 1 
0,014 - + 1,87 + 4 0,30 + 1,16 + 2 + 2,21 + 2 8,0 - 2,00 + 1 , + 1,28 + 1 
0,016 - + 8,40 + 3 0,40 +1,14+2 + 1,86 + 2 9,0 - 2,90 + 1 + 1,14 + 1 
0,Ql8 - + 3,00 + 3 0,50 + 1,11 + 2 + 1,61 + 2 10 - 3,60 + 1 I + I ,03 + 1 
0,020 + 1,23 + 2 0,00 0,60 + 1,08+ 2 + 1,40 + 2 12 -440+1 i -, I 
0,025 - -2,00 + 2 (),70 + 1,06 + 2 + 1,24 + 2 14 -4,40 + 1 , -
0,030 + 1,23 + 2 - 2,40 + 3 0,80 + 1,04 + 2 + I,ll + 2 16 - 3,(;0 + l ' -
0,040 + 1,23 + 2 -1,78 + 3 0,90 + 1,02 + 2 + 1,00 + 2 18 - 2,00 + 1 -
0,050 + 1,23 + 2 -1,15 + 3 1,0 + 9,90 + 1 + 9,10 + 1 20 +4,00 0 + 5,18 ° 0,060 + 1,22 + 2 - 6,90+2 - - - 25 , + 9,90 + 1 -
0,070 + 1,22 + 2 -3,90 + 2 - - - 30 I + 2,40 + 2 + 3,46 0 
O,OED + 1,22 + 2 -1,80+2 - - - 40 + 6,80 + 2 + 2,58 0 
0,090 + 1,22 + 2 - 6,00 + 1 - - - 60 + 1,32 + 3 1 + 2,07 ° 0,10 + 1,21 + 2 + 3,00 + 1 2,0 ,+ 7,60 + 1 +488+1 60 + 2,16 + 3 , + 1,73 0 
0,12 - + 1,42 + 2 -

,I + 5,50 + 1 
- 70 + 3,20 + 3 . + 1,48 0 

0,14 - + 1,97 + 2 3,0 + 3,33 + 1 80 + 4,44 + 3 ~ + 1,30 ° 0,16 - 1+ 2,30 + 2 4,0 , + 3,60 + 1 + 2,51 + 1 90 I, + 5,88 + 3 + 1,15 0 
0,18 - + 2,42 + 2 5,0 + 1,90 + 1 + 2,02 + I .I 

Fig. 43a. (x von 10- 2 bis 100.) 

Log. Bilder von y' = 124+x2 -26 x und y" = 103x- 1 -12x- 2 +O,2 x-.3• 
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Dann steigt die Kurve wieder an und tritt in das positive Gebiet 
uber. Fur x = + 00 erhlilt man die un bestimmte Form y' = + 00 - 00. 

Um die Stellen, an denen y' Null wird, genau feststellen zu konnen, 
mu.llte man die Differenzenkurve Yl - Y2 aufzeichnen und die Schnitte 
derselben mit der Parallelen y = 1,24 X 102 bestimmen. Das ist hier 
nicht geschehen, da es nicht unbedingt notig war, wahrscheinlich ist 
y' = ° bei Xl = 6,4 und X 2 = 19,5. An dies en Stellen wurden m 
Fig. 43 die Nullasymptoten eingezeichnet. 

Die y"-Funktion hat bei X = Odie unbestimmte Form 

y" = + 00 - 00 + 00. 

Fur X = 0,01 ergibt die Rechnung y" = + 9,00 X 104 , es nimmt 
aber rasch ab und bei X = 0,02 wird Y" = 0. Das Minimum wird 
bei x = 0,03 ungeflihr Y" = - 2,40 X 103 sein. Del' zweite Durchgang 
durch Null wird bei X = 0,095 liegen. Die Funktion erreicht dann 
bei x = 0,20 das Maximum y" = + 2,43 X 102 und geht dann stetig 
mit wachsendem x del' Null zu. 

Fig. 43b. (x von 100 bis 10+ 2.) 

Log. Bilder von y' = 124+x2 -26x und y" = l03x-1-12x-2+O,2x-3. 
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In Fig. 43 wurde von x = 1,0 an die Zeichnung urn 1 Manteb 
nach oben verschoben. 

Die Schnittpunkte liegen in Fig. 43 fast genau an denselben Stellen 
wie in Fig. 42, die Schnitte sind in Fig. 43 entschieden weniger spitz, 
aber es macht viel mehr Arbeit, die genaue Lage der Kurven festzu
stellen. Sonach diirfte das erste Verfahren zweckmliJliger sein, man kann 
ja die Stellen um die Schnitte auf Potenzpapier mit Mb = 600 mm 
aufzeichnen und wird dann trotz der spitzen Schnitte geniigend genaue 
Ergebnisse erzielen konnen. Die Fig. 42 und 43 wurden auf Potenz
papier Mb = 125 mm gezeichnet. 

§ 26. Potenzgleichungen mit zwei Unbekannten. 
PI,1 Xgl,l '!f'l,l + Pl,2 #1,2 '!fl,2 + PI,S Xgl,S '!f'l,S + ... = 0, 
.P2,1 Xg2,1 '!f'2,1 + P2,2 a;!l2,2 '!f'2,2 + P2,8 a;!l2,S '!f'2,8 + . .. = o. 

In § 21, S. 71 hatten wir die Darstellung der Funktionen von 
der Form 

s = axgy(} + bxrya + ex'Y'!: + ... oder 0 = Fl (x,y,z) 
durch numerische oder logarithmische Bilder eingehend behandelt. Es 
ist dies die Darstellung einer Flli.che, bei der zu jedem Paar von x 
und y mindestens ein Wert von H gehort, welcher aus der Formel be
rechnet, oder del' graphischen Darstellung entnommen werden kann. 
Tritt zu einer solchen Gleichung noch eine zweite von derselben Form, 
oder auch ganz allgemein von der Form F 2 (x,y,s) = 0, so haben wir 
eine zweite Flli.che, welche wieder durch ihr numerisches und logarith
misches Bild dargestellt werden kann und bei der wieder zu jedem 
Paar x, y mindestens ein Wert von s gehOrt. 

Diese beiden Flli.chen schneiden sich in einer irgendwie gestalteten 
Raumkurve. Hat man diese auf irgend eine Weise dargestellt, so kann 
man einer solchen Darstellung die Werte von H, wozu auch s = 0 
gehOrt, entnehmen, welche beide Gleichungen erfiillen. Hat man 
beide Funktionen durch s-Gleicher dargesteUt, so werden dies 
also Linien sein, welche in der X Y-Ebene abgebildet sind. Wli.hlt 
man dann die zwei fUr s = k geltenden Gleicher aus und bestimmt 
deren Schnitte, so werden die Schnittpunkte zu gleichen Werten von 
x und y gehoren, sie werden also in der Schnittkurve liegen. Die 
Koordinatenpaare x, y sind dann die Wurzeln der Gleichungen 
0= Fl(x,y,z) und 0 = l!~(X,y,H) fiir s = k. 

Hat man aber die Funktionen durch y·Gleicher oder x-Gleicher 
dargestellt, so mull man daraus die Gleicher fiir s ableiten, was meist 
ohne Schwierigkeit wird geschehen konnen. 

Hat mau z. B. y-Gleicher gegeben, so sind diese auf del' xz-Ebene 
abgebildet, die Ordinaten werden dann die s, die Ahszissen die x sein. 
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Man legt dann in del' Rohe z = k eine Parallele zur x-Achse und Hest 
an dem Schnitte derselben mit den y-Gleichern die Koordinaten x, Y 
des z = k-Gleichers abo 

Man kann dann die Leiden z-Gleicher mit y als Ordinaten und x 
als Abszissen darstellen und deren Schnitte bestimmen. 

Wenn die logarithmischen Bilder hierzu verwendet werden, so ver
sagt dieses Verfahren wie in § 25, wenn 

z = 0, log z = - 00 

wird. In dies em Fall muss en in jeder der beiden Gleichungen positive 
und negative Glieder vorhanden sein, man wird diese trennen konnen 
und so die folgenden vier Funktionsgleichungen (vgl. § 2) erhalten: 

zf = fP1,l (x, y) = a1,l X"l,t yal,t + a1,2 X"1,2 yal,2 + .. . 
zl = fP1,2 (x, y) = b1,1 Xtl,t y""l,l + bl ,2 Xt1,2 y""1,2 + .. . 
zt = fP2,1 (x, y) = a2,1 X'2,l ya2,1 + a2,2 XB2,2 y'12,2 + .. . 
z-; = fP2,2 (x, y) = b2,l Xt2,t :'1""2,1 + b2,2 Xt2,2 y""2,2 + .. . 

Jede diesel' vier Funktionen kann man durch X-, odeI' Yo, oder 
z-Gleicher darstellen. 1st dies durch y-Gleicher geschehen und hat 
man n Werte Y1' Y2' Ys, ... Yn ausgewahlt, so wird man auf dem eraten 
Blatt zwei Kurvenscharen von je n Kurven erhalten und diese werden 
n Schnitte del' je zwei mit gleichem Index versehenen y-Gleicher 
ergeben. Die Gleichungen diesel' Kurven sind 

Y1' zt = fPl,l(X'YI), z1' = fPI,2(X'Yl), 
Y2' st = fPI,t (x, Y2), z1' = fPl,2 (x, Y2)' 

Yn, zt = fP1,l(X'YII), z1' = fPl,2(X,Yn)' 
In den Schnittpunkten ist zt = Zl' also wird 

fPI,l(X'Yl)-fPl,2(X'Yl) = Wt(X1 'Yl) = 0, 
fPl,l(X'Y2)-fPI,2(X'Y2) = WI (X2'Y2) = 0, 

Da die Abszissen 
Xl' X21 x2, ... Xn 

del' Schnittpunkte abgelesen werden konnen, kann man die Funktion 
WI (x, y) = 0 

graphisch darstellen und ihr die Werte von x und y entnehmen, welche 
die erste Gleichung erfullen. 

Auf genau dieselbe Weise Hefern die Funktionen fP2,t und fP2,2 

eine Funktion W2 (x, y) = 0, 

deren Koordinaten die zweite Gleichung erfullen. 
Die Koordinaten del' Schnittpunkte del' Funktionen ,pI 

und W2 ergeben die Wurzeln aus beiden Gleichungen, diese 
Funktionen sind die Gleichungen del' z-Gleicher fur z = o. 

Sohreiber, Flllchen-N'omographie. II. 7 
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Beispiel : lOOx!+y8-ax8y = 0 = 'Y'l(X,y), 
'10 x8 - xi + 11' = 4) = 'P! (x, y). 

Diese Aufgabe, w elche Mehmke auf S.53 seiner Anleitungen ge
stellt · hat, ist insofern besonders interessant, als sie lehrt, daJl man bei 
allen diesen Verfahren nicht nach der Schablone arbeiten dad, sondern 
sich den gegebenen Verhaltnissen anpassen mull. Wir setzen 

zt = flJl ,1 = 150 X2 + y3, Z1 = CP),2 =5 x3 y, 
zt = CP2,1 = 70 xs + y5, Z9 = x". 

Die Koordinaten der Funktionen CPI,1 und flJ2,1 enthalten die Tab. 22 
und 23. Die Werte x = 1 bis 10 und y = 1 bis 10 reichten nicht aus, es 
mu13te eine Erweiterung dieser Tabellen nachtraglich vorgenommen werden. 

Ta belle 22. Koordina.ten del' Funkt ion zt = 150 x2+ y3. 

y= 1 2 3 4 6 7 8 9 I 10 

x=1 1,51+2 1,58+2 1,77 +2 2,14+2 2,75+2 3,66+2 4,93+2 6,62+2 8,79+2 1,15+3 
2 6,01+2 6,08+2 6,27+2 6,64+2 7,25+2 8,16+2 9,43+2 1,11+3 1,33+3 1,60+3 
3 1,35+3 1,36+3 1,38+3 1,41+3 1,48+3 1,57+3 1,69+3 1,86+3 2,08+3 2,35+3 
4 2,40+3 2,41+3 2,43+3 2,46+3 2,53+3 2,64+3 2,74+3 2,91+3 3,13+3 3,40+3 
5 3,75+3 3,76+3 3,78+3 3,81+3 3,88+3 3,97+3 4,09+3 4,26+3 4,48+3 4,75+3 
6 5,40+3 5,41+3 5,43+3 5,46+3 5,53+3 5,62+3 5,74+3 5,91 +3 6,13+3 6,40+3 
7 7,35+3 7,36+3 7,38+3 7,41+3 7,4.8+8 7,57+3 7,69+3 7,86+3 8,08+3 8,35+3 
8 9,60+3 9,61+3 9,63+3 9,66+3 9,73+3 9,82+3 9,94+3 1,01+4 1,03+4 1,06+4 
9 1,22+4 1,22+4 1,22+4 1,23+4 1,23+4 1,24+4 1,25+4 1,27 +4 1,29+4 1,32 +4 

10 1,50+4 1,50+4 1,50+4 1,51+4 1,51 +4 1,52+4 1,53 +4 1,55+4 1,57 +4 1,60+4 
12 2,16+4 2,16 +4 2,16+4 2,17+4 2,17+4 2,18+4 2,19+4 2,21 +4 2,23+4 2,26+ 4 
14 2,94+4 2,94+4 2,94+4 2,95+4 2,95+4 2,96+4 2,97 +4 2,99+4 3,01 +4 3,04+4 
16 3,84+4 3,84+4 3,84+4 3,85 +4 3,85+4 3,86 +4 3,87 +4 3,89+ 4 3,91+4 3,94+4 
18 4,86+4 4,86+4 4,86+4 4,87+4 4,87+4 4,88+4 4,89+4 4,91 +4 4,93+4 4,96+4 
20 6,00+4 6,UO+4 6,00+4 6,01+4 6,01+4 6,02+4 6,03+ 4 6,05+4 6,07+4 6,10+4 

y = " 12 14 I ' 16 18 20 30 40 II 5 xs 

x = 1 1,88+ 3 2,89 + 3 4,25 + 3 5,98 + 3 8,15 + 3 2,71 + 4 6,41 + 4 5,00 ° 2 2,33 + 3 3,34 + 3 4,70 + 3 6,43 + 3 8,60 + 3 2,76 +4 6,46 + 4 4,(10+ 1 
3 3,08+ 3 4,09 + 3 5,45 + 3 7,18 + 3 9,35 + 3 2,83 + 4 6,54 + 4 1,35 + 2 
4 4,13 + 3 5,14 + 3 .6,50 + 3 8,23 + 3 1,04 + 4 2,94 +4 6,64 + 4 3,20 + 2 
5 5,48 + 3 6,49 + 3 7,85 + 3 9,58 + 3 1,18 + 4 3,08 + 4 6,78 + 4 6,25 + 2 
6 7,13 + 3 8,14+3 9,50 + 3 1,12 + 4 1,34 + 4 3,24 + 4 6,94 + 4 1,08 + 3 
7 9,08 + 3 1,01 + 4 1,15 + 4 1,32 + 4 1,54 + 4 3,44 + 4 7,14 + 4 1,72 + S 
8 1,13 + 4 1,23 + 4 1,37+4 1,54 + 4 1,76 + 4 3,66 + 4 7,36 + 4 2,56 +:; 
9 1,39 + 4 1,49 + 4 1,63 + 4 1,80 + 4 2,02 + 4 3,92 + 4 7,62 + 4 3,65 + 3 

10 1,67 + 4 1,77 + 4 1,91 + 4 2,08 + 4 2 ,30 + 4 4,20 + 4 7,90 + 4 5,00+ 3 
12 2,33+4 2,43 + 4 2,57 + 4 2,74 + 4. 2,96 +4 4,86 + 4 8,56 + 4 8,64 + 3 
14 3,11 + 4 3,21 + 4 3,35 +4 3,52 + 4 3,74 + 4 5,64+ 4 9,34 + 4 1,37 + 4 
16 4,01 + 4 4,11 + 4 4,25 +4 4,42 + 4 4,64 + 4 16,54 + 4 1,02 + 5 2,05 + 4 
18 5,03 + 4 5,13 + 4 5,27 +4 5,44 + 4 5,66 + 4 7,56 + 4 1,13 + 5 2,92 + 4 
20 6,17 + 4 6,27 + 4 6,41 + 4 6,58 + 4 6,80 + 4 8 ,70 + 4 1,24 + 5 4,00 + 4. 
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Tabelle 23. Koordinaten der Funktion zt = 70X3+y5. 

y= II 2 s 5 6 7 8 9 I 10 

x=l 7,10+1 1,02 +2 3,13+2 1,09+3 3,22+3 7,77+ 3 1,68+4 3,26+4I .... +loo+. 
2 5,61 +2 5,92+2 8,03+2 1,58+3 3,71+3 8,26+3 1,73+4 3,31 +4 6,01+41,01+5 
3 1,89+3 1,92+3 2,13+3 2,91 +3 5,04 +3 9,59 + 3 1 ,86 + 4 3,44 +4 6,14 +41,02+5 
4 4,48+3 4,51+3 4,72+3 5,50+3 7,63 +3 1,22+4 2,12+4:3,70+ 4 6,40+4 1,04+5 
5 8,70+3 8,78+3 8,99+3 9,77+3 1,19+4 1,60+4 2,55+4

1
4,13+4 6,83 +4 1,09+5 

6 1,51+4 1,51+4 1,53+4 1,61 + 4 1,83+4 2,28+4 3,18+44,76+ 4 7,46+4 1,15+ 5 
7 2,40+4 2,40+4 2,43+4 2,50+4 2,72+4 3,17+4 4,07+4 5,65+4 0,85+4 1,24+5 
8 3,58 + 4 3,58+4 3,60+4 3,68+4 3,90 + 4 4,35+4 5,25+4 6,83+4 9,53+4 1,36+5 
9 5,10+4 5,10+4 5,12+4 0,20+4 5,42+4 0,87 +4 6,77+4 8,35+4 1,11+5 1,51+5 

10 7,OOH 7,00+4 7,02+4 7,10+4 7,32+4 7,77+4 8,67+4 1,03 + 0 1,30+5 1,70+5 
12 1,21+5 1,21+5 1,21 + 5 1,22+ 5 1,24+5 1,29+5 1,38 + 0 1,54+0 1,81+5 2,21+5 
14 1,92+5 1,92+ 5 1,92+5 1,93+5 1,95+5 2,00 + 0 2,09+5 2,25 +52,52+5 2,92+ 5 
16 2,87+5 2,87+5 2,87+5 2,88+5 2,90+0 2,95+5 3,04+0 3,20+5 3,47+5 3,87+5 
18 4,08 Hi 4,08+5 4,08+5 4,09+5 4,11 +5 4,16+5 4,25+5 4,41 +5 4,68+5 5,08+5 
20 5,60+5 5,60+5 5,60 + 5 5,61 +5 5,63 + 5 5,68 + 5 5,77+5 5,93+5 6,20+5 6,60+5 

!Fig.44. 

Log. Bilder von zt = 150 X2+ y8 und z, =_5 x8 y, dargestellt durch x-Gleicher. 

7* 
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Die Darstellung des logarithmischen Bildes der 9'l,l-Funktion durch 
y-Gleicher erscheint nach den Zahlen in Tabelle 22 unzweckma.6ig, 
es wurden deshalb in Fig. 44 die x-Gleicher der Funktion gezeichnet 
und mu.6te dazu ein Potenzpapier mit Mb = 125 mm benutzt werden, 
da die Darstellung durch vier Felder geht. Abszissen sind in dieser 
Zeichnung also 10 .log y dm b, Ordinaten 10 log z dm b. 

Die Funktion 9'1,2 = zl = 5 x3y mu.6 dann ebenfalls durch x-Gleicher 
dargestellt werden. Diese sind gerade Linien, welche mit der Y-Achse 

Fill:. 45. 

Log. Bilder von zt = 70 X S + y. und z. = x., dargestellt durch y-Gleicher. 

den Winkel 450 bilden und von den durch z = 5 x8 bestimmten Punkten 
der Z-Achse ausgehen. Die Werte z = 5 XS wurden in Tabelle 22 ein
geschrieben. 

Anders gestaltet sich diese Sache bei der «P2,1 - Fun~tion, deren 
IO.5arithmisches Bild in Fig. 45 dargestellt wurde. Hier sind die'y-Gleicher 
vorteilhafter. Zum Verstii.ndnis der Fig. 45 sei erwahnt, da.6 man sich 
die von der linken unteren Ecke ausgehenden Linien nach dem rechten 
oberen Rand versetzt den ken mu13, sie gehoren also zu dem Feld fl = + 1 
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und () = + 1 in Fig. 2 (S.4). Die Gleicher flir y = 1 bis 4 Hegen 
so nahe, daJl die fur y = 2 und y = 3 weggelassen wurden. In Fig. 45 
konnten nun noch die zur !P2,2-Funktion gehorigen Geraden $; = x5 

ohne jede Schwierigkeit eingezeichnet werden. 

Es handelt sich nun noch urn die Ableitung der Koordinaten der 
Funktion 

O=1/Jdx,y) und O=1/J2(X,y). 

Fig. 46. 

Log. Bilder der 1f'(x,y)·Funktionen, Ableitung der Wurzeln der Gleichungen. 

AU8 Fig. 44 ist ersichtlich, daJl die Funktionen !P1,1 und !P1,2 fiir 
x = 5, 6 und 7 je zwei Schnittpunkte ergeben, fiir grofiere Werte von 
x aber nur je -ainen. Zwischen x = 4 und 5 mufi es einen x-Gleicher 
geben, an dem die zugehOrige !Pl,2-Gerade die Tangente ist, und fi.ir 
klein ere x gibt es keine Schnitte mehr. 

Man Hest an den Schnittpunkten ab als Koordinaten der Funktion 1/JI 
x = 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 
YI = 6,4 5,15 4,30 3,75 3,35 2,98 2,48 2,18 1,90 1,66 1,51 
Y2 = 21 30 39 
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Dagegen erhiiIt man aus Fig. 45 die Koordinaten der Funktion t/J2 
'!I = 1 4 5 6 7 8 9 10 
x = 1:1,30 8,40 8,60 8,90 9,40 10,2 10,8 11,7 

Diese Zahlen lieferten die beiden Kurven in Fig. 46. 
Der vermutliche Veriauf der t/JI-Kurve fur x < 5 wurde punktiert 

angegeben. Der Schnittpunkt beider Kurven liegt bei 
x = 8,4, Y = 3,6. 

Ob sie bei hoheren Werten noch einen Schnittpunkt haben, HiJ3t 
sich nicht erkennen. 

Sonach werden 
x = 8,4 und y = 3,6 

den gegebenen Gleichungen geniigen. 
Mehmke fand aber 

x = 8,6, Y = 3,8. 
Die Proberechnung gestaltet sich folgenderma.13en: 

150XS + yS - 5x3 y = 
10570 + 46 - 10640 = - 26 Schreiber 
11120 + 55 - 12 132 = - 957 Mehmke 
70.x8 - a;5 + yG = 

41400 - 41700 + 741 = + 441 Schreiber 
44700 - 47 300 + 794 = -1806 Mehmke. 

§ 17. Potenzgleichungen mit drei Unbekannten. 
Pl,l Xql,l yrl,l ZSl,l + Pl,2 Xql,2 yrI,2 £81,2 + .PI,S Xql,s yrl,S ZBI,S + ... = 0, 
P2,l Xq2,1 yr2,l Z8S,1 + P2,2 Xq2,2 yr2,2 Z82,2 + Pa,s ~2,8 y r2,S ZB2,S + ... = 0, 
PS,l ~S.l yrS,1 ZSS,I + PS,2 XIlS,2 yra,2 Z8S,2 + PS,S X!lS,S yrs,a z8a,s + ... = O. 

Wenn man statt der Vorzahlen P neue Vorzahlen k einfiihrt, deren 
Gleichungen 

kl,l = Pl,I ZSI,I, kl,2 = Pl,2 ZS l,2, kI,s ZBI,S, ... 
k2,l = PS,I Z"2,!, k2,2 = Pi,2 ZS2,2, k2,a = P2,S zBa,a, .. . 
ka,l = PS,l ZBS,I, ka,2 = Pa,2 ZBS,2, ks,s = ps,s zSs,s, .. . 

sein sollen, so gehen die gegebenen Gleichungen iiber in 

kI,l a;ql,l yrl,l + kl,2 Xql,2 yrI,2 + kl,s .1.!ll,a yrl,S + ... = 0, 
kS,l .1.Q2,I yr2,l + k2,2 XQ2,2 y"2,2 + k2,s X Q2,S y"2,S + ... = 0, 
ka,I.2QS,I yra,l + ka,2 X QS,2 yrS,2 + ks,a x!ls,s yr3,S + ... = O. 

Wenn man weiter eine Anzahl von z-Werten in passenden Ab
standen: Zll ZS, Zs bis z,. auswii.hlt, so erhii.lt man n Gleichungssysteme 
von je drei Gleichungen, in denen nur die k -Vorzahlen verschieden und 
Funktionen von z sind. Es sind das aber je drei Gleichungen mit nul' 
zwei Unbekannten. Man wird die Gleichungen 1 und 2, dann 1 und 3, 
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aber such 2 und 3 kombinieren und jedes dieser Gleichungspaare In 

der Weise auflosen konneD, wie dies in § 26 dargelegt wurde. 
Dadurch erMlt man aus den Gleichungen 

1 und 2 1 und 3 2 und 3 
ftir Zl xi. und yi., x~ und y~, x~' und yt, 

" Z'2 xi! " Y2, x:;' 
" Y:;', X2' " 

y:;", 

" Zs xs " Ys, xa " Ys, x~' " 
y'" a , 

» z". x~ " y~, x~ " y~, X~' » y~'. 
Die Koordinaten zm, x;" und y;" erfiillen die Gleichungen 1 und 2, 

Zm, x::', y';,. die Gleichungen 1 und 3 und Zm, x;::, y:;: die Gleichungen 
2 und 3. 

Man kann aIle diese Zablen aber auch als die Koordinaten von 
drei Raumkurven auffassen. 

Schreibt man die drei gegebenen Gleicbungen in der Form 

0= Xl (x, y, z), 0 = Xs (x, y, z), 0 = Xa(x, y, z), 
so wird die Gestaltung dieser drei Raumkurven, da dieselben die 
Schnittlinien von je zwei x-Flachen darstellen, durch 

gegeben sein. 
Xl und Xs, Xl und Xa, XS und Xs 

Mittels der gefundenen Koordinaten kann man diese Kurven durch 
ibre Projektionen auf die drei Koordinatenebenen darstellen. Diese 
Kurven miissen sich dann in den Punkten scbneiden, welche auf allen 
drei Flachen liegen, so daJ3 die Koordinaten x, y und Z allen drei 
Gleichungen geniigen. 

Meist wird man mit der Bestimmung von nur zwei dieser Raum
kurven auskommen. Die Probe dm'ch Einsetzen der Wurzeln in die 
gegebenen Gleichungen wird das kiirzere Verfahren sein. 

Beispiel (Mehmke, AnleitungeD, S.59): 

XS (1 + zo) - y5 = 0 = Xl (x, y, z), 

4xY9y+9z2 -4x2 y = 0 = X2(X, y, z), 
s s_ 

(300)SxSy2Z+X7y5ZSYZS-(300)5VXZ = 0 = Xs(x, y, z). 

Es solI y9 y positiv gerecbnet und in der ersten GleicbuDg, da die 
Recbnung zunachst mit groBen Werten von Z angelegt wurde, die 1 
vernacbliissigt werden 1). 

Dann kann man die Gleicbungen in folgende Formen briDgen: 
y = z.XO.8, 

12.yO,5.X+9.z2 = 4.y.x2, 

27. Z. y2. XS + 10-6 • zl1/a .yo. X7 = 243.104 • zlfa. xl/a. 
------

1) Durch Elimination von y hiitte man diese 3 Gleichungen dann auf 2 wie 
in § 26 vermindern kiinnen. 
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Fur z sollen die Werte . . . , . 4, 6, 8, 10 und 12, 

"Y " " " ..... 6, 10, 15, 20 " 25 

versucht und x solI von 1 bis 10 in Rechnung gebracht werden. Diese 
Annahmen griinden sich auf die Angaben Mehmkes, daB die Werte 

x = 3,3,y = 15,0 und z = 7,4 

den drei Gleichungen genugen. 

Fig. 47. 

Log. Bild <P1 = 1,20 x 10 yO,5 x, dargestellt durch y-Gleicher. 

Wenn kein Anhalt hieriiber vorliegt, wird die Hauptschwierigkeit 
in del' AUBwahl del' Gro13enordnung del' Unbekannten liegen. 

Die Vorzahlen k, deren Gleichungen 

9,00.oll, 2,70 x 10 Z, 10-6 zll/a, 2,43 X 106 ZO.333 

sind, lassen sich leicht mit Hilfe del' Richtlinien xq berechnen. Fur 
q = 1, 2 und l/S wird man diese bei del' Hand haben, es wird also wohl 
nul' fur q = 11/3 eine derartige Rechentafel (§ 17, S. 54) herzustellen sein. 
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Es solI nun ein vollstandiges Beispiel des Vorganges fur 
z = 4 hier durchgeflihrt werden. Die Gleichungen lauten: 

I. 
II. 1,20 x 10 yo,s x + 1,44 X 102 

Fig. 48. 

y = 4XO,6, 

= 4yx~, 

Log. Bilder von P = (144 + PI) = (144 + 12 yO,5x) und P2 = 4 Y X2, dargestellt 
durch y-Gleicher. 

A. Kombination der Gleichungen I und II. 

Da die Gleichung I identisch mit der in § 26 definierten Funktion 
o = tPl (x, y) ist, gilt es nun noch, die Funktion 0 = tP2 (x, y) ab
zuleiten. Hierzu sind die Funktionen 

fJ!1 = 1,20 x 10 yO,5 X 

durch y-Gleicher darzustellen. 

und fJ!2 = 4yx2 
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Der Vorgang bei der Herstellung des logarithmischen Bildes der 
Funktioncpl in Fig. 47 ist so einfach und so oft bereits besprochen 
worden, daJ3 nichts weiter hinzuzufiigen ist. 

Die Ablesungen an den Geraden der Fig. 47 ergaben die in Tabelle 24 
stehenden Werte flir CPI' mit denen dann die Werte CPl + 1,44 X 102 

hergeleitet werden konnten. 
Fig. 49. 

Links: Kombination I und II. Log. Bilder von "PI = y-4xO,6 = 0 uud 
"P2 = 12yO,5x+144-4yx2 = o. 

Rechts: Kombination I und III. Log. Bilder von "PI = y-4xO,6 = 0 und 
"P2 = 108 y2 xS + 1,63 X 10-~ y5 x7 - 3,86 X 106 xl/a = O. 

In Fig. 48 wurde zuerst die Funktion CP2 = 4 yx2 dargestellt. Die 
der Richtlinie X2 parallel verlaufenden y - Gleichel' setzen sich an den 
Punkten 

y= 5 
f1i2 = 20 

10 
40 

15 
60 

20 25 
80 100 

der Ordinatenachse an. Die GroJ3enordnung ist f1i2 = 101]. Wird 
deren Fortsetzung in dem dariiberliegenden Feld urn 1 Manteb nach 
unten verschoben, so ist deren GroJ3enordnung f1i2 = 102 1], man liest 
an der Skala also 10-2 f1i2 abo 
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Triigt man die in Tabelle 24 stehenden Koorclinaten der Funktion 
fIJI + 1,44 X 102 in dasselbe Feld ein, so haben diese dieselbe Grollen
ordnung, die Schnitte der gleichbezifferten '11 - Gleicher geben also die 
Stellen an, an denen fIJI + 1,44 X 102 = flJ2 ist und es werden die zu
sammengeborigeny und x die Koordinaten der tP2-Funktion darstellen. 

Fig. 50. 

b U u: U l~ U U. l.7 '" tI l 1 U JJ. 4 <UJ, ) » • 6) 1 II .. I} t ~ i 

Man liest 
Schnitten ab 

Praktische Anwendung der Rechentafel x8• 

in Fig. 48 

'11= 5 
x = 3,43 

an den durch Doppelringe bezeichneten 

10 15 20 25 
2,43 1,98 1,73 1,57 

Mit diesen Koordinaten wurde die tP2 -Kurve in Fig. 49 erhalten, 
sie gibt die Werte von x und '11 an, welche der zweiten Gleichung ge
nligen. Die Gleichung del' tPI-Funktion iet '11 = 4. XO,6, und so konnte 
deren Bild durch die vom Punkt '!I = 4 der Ordinatenachse ausgehende 
Parallele zur Richtlinie XO,6 sofort eingezeichnet werden. Der Schnitt 
der beiden tP-Funktionen Hegt bei 

'11 = 7,5 und x = 2,82 
und das sind die Wurzeln aus den Gleichungen I und IT. 
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B. Kombination der Gleichungen I und III. 
Hier handelt es sich zuerst urn das logarithmische Bild del' Funktion 

1,08 x 102 y2 X S + 1,63 x 10-'y5 x7 = flJs + fIJ,· 
Die y-Gleicher der Funktionen flJs und fIJ, laufen parallel den 

Richtlinien XS beziehentlich X7 und gehen von den folgenden Punkten 
der Ordinatenachse aus: 

y = 5 10 15 20 
flJs = 2,70 x lOs 1,08 x 10' 2,45 X 10' 4,32 X 10' 
fIJ, = 5,04 X 10-1 1,61 X 101 1,22 X 102 5,10 X 102 

Fig. 51. 

I LI 1,; Ll It l) lAo 1} \S U l 

Praktische Anwendung der Rechentafel :x;7. 

25 
6,75 x 10' 
1,57 X 103 

Bei diesen Zahlen erschien es zweckmiWiger, auf das in § 17, S. 56 
ausflihrlich besprochene Verfahren zurlickzugreifen, wie dies in den 
Fig.50 und 51 geschehen ist. Die Ergebnisse des Multiplikations
verfahrens stehen in den Tabellen 25 und 26 und aus diesen Zahlen 
wurden in Tabelle 27 (vgl. § 8, S.20) die Summen flJs + fIJ, gebildet. 

Endlich kommt noch die Funktion 
flJ5 = 3,86 X 106 XO,3SS 
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in Frage. In Fig. 52 wurde diese als die vom Punkt 3,86 der Ordinaten
achse ausgehende Parallele zur Richtlinie XO,833 eingezeichnet. 

Da die Vorzahl der Funktion q/6 von der Grollenordnung 106 ist, 
konnen in Fig. 52 nur die Zablen der Tabelle 27 eingetragen werden, 
welche dieselbe Grollenordnung haben. 

Die Schnitte der y-Gleicher (CPs + cp,) mit der Funktionsgeraden CPr. 
wurden wieder durch Doppelringe bezeichnct und ergeben die Koordi
nateu der 1P2-Funktion 

y = 5 10 15 20 25 
x = 10,1 6,02 4,42 3,58 3,03 

Fig. 52. 

I U\l LJ ' . U16IJU"~ U .u 

Log. Bilder von qJ = (qJ3 + qJ,) = 1,08 X 10" y' x' + l,ij;j X lU-' yu x' una 
qJ6 = 3,86 X 106 XO,333, dargestellt durch y-GJeicher. 

Danach wurde die Kurve im zweiten Teil der Fig. 49 gezeichnet. 
Die 1PI-Funktion ist dieselbe wie bei der Kombination lund Il 

y = 4 XO,6. Beide ergeben den Schnitt 
y = 11,3, x = 5,52. 

Das sind also die Werte, welche bei z = 4 den Gleichungen I und III 
geniigen. 
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112 § 27 

c. Ableitung des Hauptergebnisses. 
Auf genau dieselbe Weise wurden die Gleichungen behandelt, 

welche fUr $ = 6, 8, 10 und 12 erhalten worden waren. Dies ergab 
die folgenden Koordinaten der Schnittlinien der FUichen 

Xl und X2 Xl und XS 

$1 = 4, x~ = 2,82, y~ = 7,50, x~ = 5,52, y~ = 11,3, 
$2 = 6, X2 = 3,10, Y2 = 11,7, X2 = 3,94, Y2 = 13,7, 
Zs = 8, Xs = 3,35, y~ = 16,6, xii = 3,09, yii = 15,8, 
$, = 10, x~ = 3,58, y~ = 21,4, x~ = 2,54, y~ = 17,7, 

$5 = 12, X5 = 3,79, y;' = 26,6, x(; = 2,19, y'6 = 19,2. 

Fig. 53. 

Darstellung der durch Xl und X2 einel'seits, Bowie Xl und Xs andererseits bestimmten 
Schnittkurven durch Projektion auf die drei Koordinatenebenen zur Ableitung del' 

Werte von x, y und z, welche den drei gegebenen Gleichungen goniigen. 

Das sind also die Koordinaten von zwei Raumkurven, deren gra
phische Darstellung durch die Projektionen auf mindestens zwei del' 
Koordinatenebenen erfolgen kann und wobei man die numerischen oder 
logarithmischen Bilder wahlen dad. 
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In Fig. 53 wurden die logarithmischen Bilder del' Projektionen auf 
die Z Y-Ebene A, die ZX-Ebene B und die X Y-Ebene 0 aufgezeichnet. 

Die Linien A muB man sich um eine Manteb nach rechts vel'
schoben und dann das ganze Blatt um 900 nach oben gedreht denken, 
da gewohnlich die X-Achse horizontal nach rechts, die Y-Achse hori
zontal nach vorn und die Z-Achse vertikal angenommen werden. Del' 
Schnitt diesel' beiden Seitenprojektionen ergibt 

y = 15,3, z = 7,5. 
Dagegen liefert del' Schnitt im AufriB B 

x = 3,28, z = 7,5. 
1m GlundriI3 0 liegt del' Schnitt bei 

x = 3,28, Y = 15,2. 
Del' Abstand del' beiden Punkte 6 und 8 ist hei del' Kul've aus 

Xl + X2 = 39 mm, del' Abstand des Schnittes vom Punkt 6 abel' 29,5 mm. 
Daraus folgt 

10,0 
z = 7 + 19,5 = 7,51. 

Bei del' XI- und X3-Kurve sind diese Zahlen 31 mm und 23,5 mm, was 

8,0 7 2 z = 7 + 155 = ,5 , 
ergibt. Ais Schlu13resultat kann man also 

x = 3,28, Y = 15,2, z = 7,515 
betrachten. 

Es sei nul' noch erwahnt, daB die Projektionen A und B in groI3em 
Ma.l3stab auf Linearpapier 

ergahen. 

x = 3,28, z = 7,56, I M' I ltte z = 7,52 
Y = 15,2, z = 7,48, 

Mehmke fand (S.60 seiner Anleitungen) 

x = 3,3, Y = 15,0, z = 7,4. 
Die Kontrollrechnung mit dreistelligen Logarithmen ergab 

I. y-zxO,6 = 15,2-15,3 = -0,1 S. 
= 15,1 - 15,0 = + 0,1 M. 

II. 12 Vyx + 9 Z2 - 4y x9 = (1,535 + 5,08 - 6,55) 102 = + 7 S. 
(1,535 + 4,90 - 6,55) 109 = - 11 M. 

III. 27 zy2 XU + 10-6 Zl1f3 y5 X7 - 243 X 104 xli. zl!a 

= (1,656 + 5,420 - 7,080) x 106 = - 0,004 X 106 S. 
= (1,618 + 5,000 -7,080) X 106 = - 0,462 X 106 M. 

s c hr. i b. r, Flachen-N omographie. II. 8 



Kommissionsvel'lag von Friedl'. Vieweg & Sohn Akt.-Ges., Braunschweig. 

6rundzDge elner Flocben-Nomogropble 
gegrundet auf graphische Darstellungen in Funktions
papieren mit gleichmaBiger und logarithmischer Teilung. 

Bearbeitet von 

Ober-Reg.-Rat Prof. Dr. Paul Schreiber. 

Mit 19 Figuren im Text und auf 3 Tafeln. 
IV, 85 Seiten. gr. 8°. 1921. Mark 20,-. 

+ z. Zt. 300/0 Verlagszuschlag 

Del' Vel'fasser hat ein sehr wesentliches Verdienst an del' Ausa1'beitung del' Netzc ftir 
Kool'dinatenpapiere del' verschiedensten Art, wie sie besonders von Schleicher & Schiill her· 
gestellt werden. In dem v01'liegenden Buche gibt er eine zusammenfassende, sehr lehrreiche 
Darstellung del' Pl'inzipien graphischer Wiedergabe von Funktionen (z. B. Exponentialfunktioncn, 
J,ogal'ithmen, Winkelfunktionen), die in del' Technik, in del' Meteorologie und auch in del' 
Physik und Chemie besonders wichtig sind. Auch die Umkehl'Ung, das Ablesen von Einzel
werten aus gezeichneten Kurven, wird an den sehr gut ausgefiihrten Diagrammen erlliutert. 

Die vielseitige Verwendbarkeit del' graphischen Darstellung und des graphischen Rech
nens in del' physikalischen Chemie lassen es als dringend wiinschemwert erscheinen, da~ 
unsel'e jungen Fachgenossen sich beizeiten mit dies en Verfahren vertraut machen. Das VOl" 

Jiegende Buch vermag ihnen dabei sehr niitzliche Dienste zu leisten, besonders wenn sie 
versuchen, selbst Beispiele fiir die angefiihrten Falle aufzufinden. 

Zeltsrhrlft fUr physlkal. Chemle, Bd.99 (1921), Heft 1/2. 

· •• Das Buch verfolgt den Zweck, del' Flachen-Nomographie neue Junger zuzufiihren. Dazu 
zeigt del' Verfasser, welche Funktionspapiere zur Berechnung bestimmter Funktionen am 
geeignetsten sind und WOlin die Vorteile liegen, die aus einer richtigen Wahl des Funktions
papiers zu e1'halten sind. Das Buch ist sehr interessant und anregend geschrieben und 
verdient gelesen zu werden.... Dlnglers pofytemn.]ournaI1921, Nr.18. 

· .• Del' Kern del' vorliegenden Schrift ist wohl im vierten Kapitel enthalten mit del' 
Frage: Flachen-Nomographie odeI' Skalen-Nomographie (Fluchtlinienverfahreu)? und mit dem 
Ergebnis: Beide Methoden sind in del' praktist'hen Anwendung ziemlich gleichwertig, abel' das 
FHichen·Nomogramm hat den Vorzug, d~ man den Funktionsverlauf bequem iibersehen kann .... 

• •. Del' Inhalt ist aul3erordentlich viel.eitig und daher wohl geeignet, das Interesse ftir 
diese Art des graphischen Rechnens neu zu beleben •..• 

l1eteorologisme Zeitsmrlft 19tH, Heft 11. 

Obwohl aIle Mathematiker sich damber einig sind, dal3 man durch geeignete Wahl des 
Koordinatenpapiers den Verlauf einer Funktion vereinfachen kann, wissen doch wohl viele 
nichts von del' Existenz salcher gedruckten Papiere. Die snderen abel', die davon wissen, 
achten es nicht del' Miihe wel't, einen Versuch mit diesen Papieren zu machen. Vielleicht 
haben sie sogar bei einem etwaigen Versuch einige Enttauschungen erlitten, weil sie keine 
Anleitung Hnd keine praktische Erfahrung hatten. Fur beide Teile greift das Buch, welches 
sich auch liul3erlich durch sauberen Druck und sehT gutes Papier auszeichnet, hier helfend 
ein. Ich mochte es dal'Um allen empfehlen, den en pos auf eine moglichst einfache graphische 
Darstellung ankommt, und dies werden wohl hauptsachlich Physiker, Mathematiker, vielleicht 
auch Chemiker sein. Ich hoife, es wird sich viele Freunde erwerbcn nnd zur Entwicklung 
del' graphischen Methode sein gut Stuck beitragen. "Gliick auf den Weg!" 

Hamburger Universitats-Zeitung 1921, 1II.]ahrg., Heft 9. 




