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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Zwischen schulmiBiger und hoéherer Betrachtung besteht in der
analytischen Geometrie vielleicht ein stirkerer Gegensatz als in irgend-
einem anderen Gebiet der Mathematik. Seine Uberwindung sollte man
den Studierenden moglichst erleichtern; am besten so, daB sie selbst
die Wandlung ihrer Denkweise innerlich mitschdffend vollziehen. Dem
habe ich Rechnung zu tragen gesucht. Die mir bekannten neueren
Lehrbiicher verfahren freilich zumeist etwas anders. Die projektive
Denkweise beherrscht fiir sie von vornherein und in einheitlicher Dar-
stellung den Aufbau; was zugleich den baldigsten Gebrauch homogener
Koordinaten mit sich bringt. Die methodische Konsequenz dieses Ver-
fahrens kann nicht bestritten werden. Fiir das vorliegende Lehrbuch
ist jedoch auBer den gebieterischen Forderungen der Wissenschaft auch
die Riicksicht auf die ebenfalls gebieterischen Bediirfnisse des Lernen-
den bestimmend gewesen. Dies gilt insbesondere auch von der Anord-
nung des Stoffes. Ich hielt es fiir richtig, die sachlichen und metho-
dischen Grundgedanken dem Studierenden zunichst in der inhomogenen
analytischen Sprache zu vermitteln, die er mitzubringen pflegt.

Immer wird ein KompromiB persénlich gefiarbt sein. Ich stehe nicht
an zu sagen, daB ich mich wesentlich auf die Seite der Lernenden ge-
stellt habe; ein einfithrendes Lehrbuch soll in erster Linie ein Lern-
buch sein. Unter dem Gesichtspunkt des wissenschaftlichen Aufbaues
mag allerdings manches in ihm als ein Mangel erscheinen, worin ich
selbst eine paddagogische Notwendigkeit sehe. Von diesem Gesichts-
punkt aus bitte ich den kritischen Leser, Plan und Ausfiihrung meiner
Arbeit zu beurteilen. Ich hoffe mit ihr auch dem Grundgedanken
dieser Sammlung zu entsprechen, der die Bediirfnisse der Anwendungs-
gebiete besonders beriicksichtigen will.

Auch die Abgrenzung des Inhalts ist wesentlich durch pidago-
gische Erwdgungen bestimmt. Er beschrinkt sich im wesentlichen auf
das lineare Gebiet; dazu wird man auch die Polaritit und die Trans-
formation der quadratischen Formen rechnen; bestehen doch ihre
Hauptteile in der Diskussion einer Matrix. Dagegen ist der Linienraum
sowie die projektive Behandlung der Metrik auBerhalb des behandelten
Stoffes geblieben.

Frankfurt, im Mai 1925.
A. SCHOENFLIES.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Die Tendenz des Buches, wie sie im Vorwort zur ersten Auflage
zum Ausdruck kommt, hat sich bewidhrt. Ich habe deswegen bei der
Neuherausgabe den Aufbau ganz unveridndert gelassen, um den Wert
des Buches fiir den Anfinger zu erhalten. Dagegen war es nétig, sehr
zahlreiche kleinere und.auch an einigen wenigen Stellen groBere Ande-
rungen auszufithren. Hierbei wurde ich ganz wesentlich von meinen
Frankfurter Freunden unterstiitzt.

Es schien ferner zweckmiBig, durch Hinzufiigung von Anhingen
das Buch auch dem Interesse des reiferen Mathematikers anzupassen.
Der wichtigste Teil, Anhang I1I, behandelt die lineare Algebra und
zeigt, wie durch sie die analytische Geometrie zu einem gewissen Ab-
schluB kommt. In enger Verbundenheit werden hier die wichtigsten
Probleme der analytischen Geometrie und der linearen Algebra be-
handelt. Jede der beiden Disziplinen kann in dieser gemeinsamen
Darstellung zu ihrem vollen Recht kommen. Denn dieser Teil der
Geometrie ist gleichsam nur eine riumliche Realisation der linear-
algebraischen Erscheinungen. Freilich muBl man gelegentlich die viel-
dimensionale Geometrie mit in Betracht ziehen, denn z. B. die Elemen-
tarteilertheorie entfaltet ihre volle Schénheit erst bei einer geniigend
hohen Variablenzahl. Beiden Disziplinen zugrunde liegt die abstrakte
Theorie der Verkniipfungen, die aber hier gegeniiber der Darstellung
im Gebiet der Zahlen und rdumlichen Gebilde zuriickgedrangt ist.

In einem gewissen Gegensatz zu diesem Teil steht Anhang VI;
er zeigt, wie man wichtige Problemgebiete der Geometrie, die sich
bisher der analytischen Behandlung entziehen, vielleicht doch einer
solchen Behandlung zufithren kann. Der Anhang I gibt eine Uber-
sicht iiber alle in Betracht kommenden geometrischen Erscheinungen,
gleichsam einen systematischen Katalog der analytisch-geometrischen
Schaustiicke. Anhang II entspricht dem Bediirfnis, tiber die fiir die
Grundlegung wichtigen Gesichtspunkte etwas zu erfahren. Auf die
ausfithrliche axiomatische Darstellung muBte natiirlich verzichtet
werden. Es kam vor allem darauf an, die wichtigsten Entwicklungs-
stufen in der Verschmelzung von Geometrischem und Arithmetischem
darzustellen. Anhang IV behandelt im UmriB die interessante Ge-
schichte der analytischen Geometrie. Anhang V endlich gibt einige
groBere Beispiele zur analytisch-geometrischen Technik. Dieser Anhang
erginzt die aus der ersten Auflage unverindert iibernommene Samm-
lung von Aufgaben und Beispielen.

Frankfurt, im Oktober 1930.
M. DE=nN.
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Erstes Kapitel.
Einleitende Betrachtungen.

Vorbemerkung.

Die analytische Geometrie untersucht die geometrischen Gebilde
mit Hilfe der Algebra. Die Algebra behandelt die Verkniipfungen der
Zahlen. Es ist also eine Methode notwendig, durch die geometrischen
Gebilden (Punkt, Gerade usw.) arithmetische Gebilde zugeordnet
werden koénnen und andrerseits arithmetische Beziehungen wieder auf
das Geometrische iibertragen werden konnen. Diese Methode ist schon
im Altertum entwickelt und angewandt worden, aber zur vollen Ent-
faltung kam die analytische Geometrie erst in der neueren Zeit (vgl.
Anhang IV). Besondere Bedeutung fiir diese Entfaltung hat das Werk
von RENE DESCARTES, ,,La Géométrie, das 1637 erschienl.

Die elementare, unmittelbar auf die Anschauung sich stiitzende
mathematische Denkweise haftet an den Begriffen des Endlichen, des
Rationalen und des Reellen; die hohere Auffassung hat sich genétigt
gesehen, dariiber hinaus zu den Begriffen des Unendlichen, des Irratio-
nalen und des Imagindren fortzuschreiten. Worin dies begriindet ist,
soll in diesem einleitenden Kapitel kurz erértert werden. Dazu kommen
einige Formeln fiir Strecken, Winkel und Projektionen, die fiir den ge-
samten Aufbau der analytischen Geometrie grundlegend sind und des-
halb hier vorangestellt werden.

§ 1. Arithmetisches und geometrisches Kontinuum.

Die folgende Vorstellung ist uns geldufig. Nehmen wir auf einer
Geraden g einen festen Punkt O und einen beliebigen Punkt P an,
so entspricht der Strecke OP eine gewisse reelle Zahl, die ihre Linge
darstellt, und wenn P die Gerade g durchliuft, so nimmt diese Zahl
der Reihe nach alle reellen Werte an. Freilich ist diese Vorstellung
keineswegs so selbstverstindlich, wie es scheinen mag; sie bedarf viel-
mehr einer eingehenden Erérterung. Hier soll es genfigen, auf die
Probleme, die sie einschlieBt, kurz hinzuweisen (vgl. auch Anhang II).

1 FEine deutsche Ausgabe von L. Schlesinger erschien 1894; 2. Auflage 1923.
Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 1



2 I. Einleitende Betrachtungen.

Auf unserer Geraden nehmen wir (Fig.1) auBer dem Punkt O
noch einen Punkt E an; er moge rechts von O liegen. Dem Punkt O
ordnen wir die Zahl 0 zu, dem Punkt E die Zahl 1. Es stellt dann OF
die Mapeinheit auf der Geraden dar (E heiBt daher der Einheitspunkt
der MafBbestimmung), und die Richtung von O zu E ist die positive
Richtung. Jeder rationalen Zahl 1i8t sich dann in bekannter Weise
ein Punkt auf g zuordnen: Der positiven ganzen Zahl p entspricht
der Punkt P rechts von O, fiir den OP = ¢ - OF ist; analog einer nega-

tiven ganzen Zahl ein Punkt @ links von O.

g £ 7 Den Punkt M, der dem positiven Bruch m/x

Fig. 1. entspricht, erhalten wir so, daB wir OF in »

gleiche Teile teilen und OM gleich m solcher

Teile machen. So finden wir zu jedem positiven oder negativen Bruch
einen Punkt von g. Geben wir dem Nenner # der Reihe nach die
Werte 1,2,...,» |1, und zeichnen fiir jeden dieser Werte alle zu-
gehorigen Punkte m/n, so ist der Abstand zweier benachbarter von
ihnen sicher kleiner als 1/y. Mit wachsendem » bedeckt sich also die
Gerade immer dichter mit Teilpunkten; es gibt ketn noch so kleines Inter-
vall, in das bei diesem Verfahven nwicht schiieflich Teilpunkte hineinfielen.
Man sagt deshalb, die rationalen Punkte erfiillen die Gerade tberall dichs.

Doch aber gibt es geometrische Strecken, deren Linge durch kein
Stiick der Geraden dargestellt werden kann, das in O beginnt und in
einem der erhaltenen Punkte endigt. Eine solche Lange besitzt z. B. die
Diagonale eines Quadrats iiber der Lingeneinheit. Sie hat die Linge
Y20E. Y2 ist aber keiner rationalen Zahl gleichl. Wir stellen }2
durch einen unendlichen nicht periodischen Dezimalbruch dar, von dem
wir beliebig viele Stellen berechnen kénnen. Von solchen Briichen wissen
wir, daB} sie den gewdhnlichen Rechnungsregeln und Anordnungsregeln
ausnahmslos folgen. Hiervon ausgehend, hat die Mathematik die folgenden
grundlegenden Vorstellungen ausgebildet: 1. Auch jedem solchen (nicht
periodischen) unendlichen Dezimalbruch legen wir einen (irrationalen)
Zahlenwert bei. Der GréBe nach geordnet bilden die rationalen und ir-
rationalen Zahlen das arithmetische Kontinuum. 2. Zu jedem Punkte
der Geraden g gehért eine und nur eine Zahl des arithmetischen Kon-
tinuums, urid umgekehrt: zu jeder solchen Zahl gehort nur ein Punkt
von g. Die den rationalen Zahlen zugehorigen Punkte heilen rationale
Punkte, die anderen s#7ationale; beide zusammen bilden das geometrische
Kontinuuwm. 3. Die Anordnung der Zahlen der Gréfle nach ist die
gleiche wie die Anordnung der Punkte auf g, wenn man g von links
nach rechts durchliuft.

1 Hitte die Diagonale eine rationale Lange m/n OF, wo w und # ohne gemein-
samen Teiler sein sollen, so hiatte man zunichst 2 % = m?; es miiBte also m den
Teiler 2 haben, d. h. m = 2m,. Daraus folgte weiter n* = 2m§ , und es wire auch
n durch 2 teilbar, im Widerspruch zu der Festsetzung, dal # und # teilerfremd sind.



§ 2. Streckenrelationen. 3

§ 2. Streckenrelationen.

Die soeben eingefithrte Beziehung zwischen den Zahlen und den
Punkten hat zur Folge, daB wir auch das Rechnen mit den Zahlen
auf die Strecken iibertragen, und zwar auf folgender Grundlage:

1. Zwei Punkte 4 und B der Geraden g bestimmen zwei Strecken
derselben Linge, aber entgegengesetzter Richtung; um sie zu unter-
scheiden, bezeichnen wir sie durch AB und BA und setzen

(1) AB + B4 =0.
2. Sind A4, B, C dret Punkte und B zwischen 4 und C, so ist
(2) AB -+ BC = AC .

Addieren wir hier beiderseits CA, so erhilt die Gleichung gemiB (1)
die in bezug auf 4, B, C symmetrische Form

(2a) AB+BC +CA4 =0.

Weil in dieser Form kein Punkt vor dem anderen ausgezeichnet ist, gilt
die Gleichung fiir beliebig angeordnete Punkte 4, B, C.

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man eine jede Strecke AB durch
die den Punkten 4 und B zugehorigen Zahlen @ und & ausdriicken.
Gemil (2a) ist

04+ AB+ BO =0,
woraus weiter
3) AB = OB — 04 = (b — a)OE

folgt, und dies gilt fiir jede Lage der Punkte 4 und B. Damit ist nun-
mehr jeder Strecke der Geraden, nach einheitlichem Verfahren und un-
abhingig von ihrer Lage, eine (positive oder negative) Zahl zugewiesen.
Wir werden in Zukunft die MaBeinheit OF weglassen und die Strecken
gleich den zugehérigen Zahlen setzen.

Beispiel. Sei O4 = 3, OB = 4 (Reihenfolge O4B), so ist AB = 4 — 3 = 1;
ist OA = — 3, 0B = 4 (Reihenfolge AOB),soist AB = 4 + 3 = 7;ist 04 = — 3,
OB = — 4 (Reihenfolge BAO), so ist AB = —4 + 3 = —1.

Den Streckenrelationen (1) und (2a) entsprechen die Zahlen-
relationen

(b—a)4+(@—0=0 und (b —a)+(c—0b +(a@—c)=0.

Sie gelten fiir beliebige Zahlen a, b, ¢, genau wie die Streckenrelationen
fiir beliebig liegende Punkte. Man erkennt leicht, daB sich die
Gleichungen (2) und (2a) auf beliebig viele Punkte ausdehnen lassen,

unabhingig von ihrer Anordnung. Sind also 4, B, C, ..., L, M
Punkte auf g, so ist

4) AB+BC+ .-+ + LM = AM

und

(4a) AB+BC 4+ ...+ LM+ MA =0.

1%



4 I. Einleitende Betrachtungen.

Fiir vier Punkte 4, B, C, D besteht ferner die wichtige Relation
(5) AB-CD + AC-DB + AD-BC =0.
Es ist ndmlich
AB-CD = AB (CA + AD),
AC DB = AC (DA + 4B),
AD . BC = AD (B4 + AC),
und die Addition dieser Gleichungen ergibt rechts Null. Vertauscht
man in (5) zwei Punkte miteinander, so geht die linke Seite in sich
selbst mit negativem Vorzeichen iiber. Der arithmetische Ausdruck
von (5) ist
b—a)@d@—c +Cc—a)0—d) +@d—a)(c—0b) =0,
und auch diese Gleichung ist fiir beliebige Zahlen a, b, ¢, d erfiillt.

§ 3. Das Teilungsverhiltnis.

Ein Punkt P der Geraden g bestimmt mit der Strecke AB auf
¢ ein Tedlungsverhdltnis (Fig. 2); ndmlich den (positiven oder negativen)

z T o Zahlenwert
s g AP
Fig. 2. (0) (ABP) =25 = u.

Durchlduft der Punkt P die Gerade, so dndert sich auch der Wert
von u; er nimmt alle Werte des Zahlenkontinuums an, und jeden genau
einmal.

Zunichst erkennt man, daB} ¢ (bedingt durch das Vorzeichen, das
den Strecken AP und BP zukommt) auf dem Teil I] negativ ist, auf
den Teilen I und III aber positiv. Genauer gilt folgendes: Wir nehmen
P zunichst verschieden von A und B an; dann ist

AB + BP AB AB
=—3pp “1TEp='"pp
daher ergibt sich:

1. Wenn P von B an den Teil IIT durchliuft, so durchliuft der
Bruch AB: BP abnehmend alle positiven Zahlen, und daher durch-
liuft p abnehmend alle positiven Zahlen gréBer als 1.

2. Durchliuft P von links nach rechts den Teil I, so durchliuft
der Quotient AB: PB alle positiven Zahlen zwischen 0 und 1, also
p alle positiven Zahlen zwischen 1 und 0.

3. Durchiduft P den Teil II von 4 bis B, so durchliuft u alle
negativen Zahlen, und zwar so, daBl} die absoluten Werte zunehmen.
Dem Wert ¢ = —1 entspricht die Mitte M der Strecke AB. Weiter
ist klar, daB p# = 0 ist, wenn P in den Punkt A filit.

Damit ist bereits jedem positiven und negativen Wert u eine Lage
von P zugewiesen, mit alleiniger Ausnahme von u = 1; es gibt keine
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endliche Lage des Punktes P, fiir die der Quotient AP : BP den Wert 1
annimmt. AuBerdem ist auch dem Punkt B noch keine Zahl zuge-
wiesen. Diese Unvollkommenheiten beseitigen wir folgendermafBen:
Offenbar kommt u abnehmend dem Wert 1 immer niher, je weiter
sich P nach rechts von O entfernt, und ebenso kommt p# dem Wert 1
zunehmend immer niher, je weiter sich P nach links von O entfernt
und beide Male kommt er dem Wert 1 beliebig nahe. Wir legen
daher der Geraden einen umendlich fermen (uneigentlichen) Punkt P,
bei; ihm kénnen wir die Zahl 4 = 1 zuweisen. Fillt ferner P in B, so
kann p keinen endlichen Wert haben; wie wir oben sahen, wird u
absolut genommen immer gréBer, je niher P von links oder rechts
an B riickt und es wird dabei absolut beliebig groB. Wir ergdnzen
daher auch das Zahlenkontinuum durch einen uneigentlichen Wert;
wir bezeichnen ihn durch oo und weisen ihm den Punkt B zul. Zwischen
dem so evweilerten Zahlenkontinwum und dem so erweitevten Punki-
kontinuum besteht dann in der Tat das oben behauptete eineindentige
Entsprechen. Insbesondere entsprechen den Werten

p=20,1,00, —1 die Punkte 4, P, B, M.

§ 4. Winkelrelationen.

Von jetzt an bis zum Ende des 12. Kapitels sollen sich alle unsere
Betrachtungen nur auf Gebilde beziehen, die simtlich in einer Ebene
liegen.

Zwei sich in einem Punkt O schneidende Geraden zerlegen die
Ebene in vier Winkelriume, von denen je zwei Scheitelwinkel zu
gleichen Winkeln gehéren. Einem Winkel geben wir einen Drehungs-
sinn, indem wir durch eine bestimmte Drehung den einen der beiden
ihn bildenden Halbstrahlen in den anderen iiberfithren, wobei der zu
dem Winkel gehérende Winkelraum iiberstrichen wird. Ein Drehungs-
sinn, etwa der zur Uhrzeigerdrehung entgegengesetzte, wird als positiver,
der andere als negativer Drehungssinn bezeichnet. Die Winkel messen
wir durch die Kreisbogen, die ihnen bei der Drehung auf dem um O
als Mittelpunkt gelegten Einheitskreis (vom Radius 1) entsprechen.
Auf diese Bogen lassen sich die in § 2 fiir die Gerade dargelegten Ent-
wicklungen iibertragen. Je nachdem dem Winkel ein positiver oder
negativer Drehungssinn anhaftet, kommt dem Bogen eine positive oder
negative Zahl zu, die seiner Linge und zugleich dem ihm zugehérigen
Drehungssinn entspricht.

Da der Kreis im Gegensatz zu der Geraden eine geschlossene Kurve
ist, so treten gegeniiber den Verhiltnissen bei Strecken wesentliche

1 Man konnte die Einfithrung dieses Symbols dadurch umgehen, daB man
sagt, bei Annidherung an B nehme 1/ allmihlich den Wert 4-0 an. Sachlich
kommt dies auf das'gleiche hinaus.
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Unterschiede hervor: Zwei Punkte 4 und B einer Geraden bestimmen
nur eine endliche Strecke AB, wihrend (Fig. 3a) zwei von O aus-
gehende Halbstrahlen @ und & an sich zwei Bogen AB, also auch zwer
Winkel (2b) liefern®. Sie unterscheiden sich durch den Drehungssinn

und erginzen sich, absolut ge-

@ & nommen, zu 2z. Ebenso gibt es
auch zwei solche Winkel (ba). An
c 5~ Stelle der einen Gleichung (2) von
Y § 2 haben wir also hier fiir das Ver-
b ¢ hiltnis von (ab) und (ba) zueinander
Fig. 3a. Fig. 3b.

mehrere Moglichkeiten; je nachdem
(ba) durch Drehung in demselben Sinn entsteht wie (ab) oder durch
Drehung im entgegengesetzten Sinne, haben wir

(7) (ad) + (ba) = +2x oder —2z oder 0.
Analog findet man fiir drei Halbstrahlen a, b, ¢ (Fig. 3a, 3b), daB
die Summe
(ad) 4- (bc) + (ca) =0 oder 427 oder 4=z
sein kann?, in allen Fillen also ein Vielfaches von 27, wofiir man auch
(ab) + (bc) 4 (ca)=0 mod2xn

schreibt. Es ist leicht, eine analoge Gleichung auf Grund von (7) fir
beliebig viele Halbstrahlen zu erweisen.

Die in den Gleichungen auftretende Unbestimmtheit werden wir
im Folgenden stets durch geeignete Festsetzungen zum Verschwinden
bringen, derart, daB3 nur Gleichungen von der Form

8 (ab) + (ba) =0
und
9) (@b) + (be) + (ca) =0

usw. analog wie fiir Strecken (§ 2) bestehen.

Die vorstehenden Betrachtungen iibertragen sich ohne weiteres auf
Geraden, die mit einer Richtung versehen sind (gerichiete Geraden, auch
Speere). Denn zwei gerichteten Geraden einer Ebene, etwa g und 7,
entspricht, falls wir nur einen Drehungssinn angeben, ein bestimmter
Winkel, wenn wir statt g und % die von ihrem gemeinsamen Punkt in
den gegebenen Richtungen ausgehenden Halbstrahlen betrachten. Die
Winkelrelationen werden nicht verindert, wenn wir statt g, %, k...
parallele und gleichgerichtete Geraden g’, %', &’ ... durch einen will-
kiirlichen Punkt O einsetzen.

1 Lassen wir Winkel zu, die gréBer als 2 sind, so gibt es sogar unendlich
viele. Davon wird hier abgesehen.

2 Bei- positivem Umlaufssinn umgekehrt zur Uhrzeigerrichtung ist die
Summe in Fig. 3a 2, in Fig. 3b 4.
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§ 5. Projektionen von Strecken.

Sei s eine gerichtete Gerade, deren Strecken nach § 2 Zahlen zu-
geordnet sind, AB eine Strecke. Werden durch 4 und B Parallelen
zu einer Richtung $ gezogen, die die Gerade s in A’ und B’ treffen
(Fig.4), so heilt A'B’ die Parallelprojektion

(kiirzer Projektion) von AB in der Richtung /\f9 Y,
p auf s. Wir bezeichnen sie durch A< \ g/ \
(10) A'B'=1I (4B, ,s) . S L N
Thr Wert ist positiv oder negativ, je nach- A Fij . &9

dem die Richtung A’B’ mit der Richtung
von s iibereinstimmt oder nicht, ihr Wert ist null, falls A B parallel zu p ist.

Wenn die Richtung $ und die Gerade s fiir die Projektion aller
in Betracht kommenden Strecken dieselbe ist, so kénnen wir die Pro-
jektion A’'B’ einfacher durch
(10a) A'B’ = I (AB)
bezeichnen; es gelten alsdann folgende bekannte elementargeometrische
Séitze, in denen die Eigenart der Geraden enthalten ist:

1. Ist CD parallel AB aber nicht parallel p, so ist
(11) A'B":AB=C'D":CD;
je nachdem AB und CD gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind,
sind es auch A’B’ und C'D’ auf s. Das Verhiltnis der Projektion zur
Strecke hat also fiir alle parallelen und gleichgerichteten Strecken den-
selben numerischen Wert. Ist er ¢, so haben wir
(12) . Il (AB) = A'B'=c-AB,
und es soll ¢ die Projektionskonstante fiir die zu A B parallelen Strecken
heiflen; fiir zu p parallele Strecken gilt ebenfalls (12) mit ¢ = 0.

2. Sei ABC ... LM irgendein Strecken-
zug (Fig. 5), so soll unter seiner Projektion 5 £
auf s die Summe der Projektionen der einzelnen \ : V4
Strecken verstanden werden. Man hat also /lﬁ_\ \
IIAB...IM)=A'B' +BC 4. .+ L'M' s—3 - ;
und gemil § 2 daher
(13) HAB...LM)=A'M =1I{(AM);
die Projektion des Streckenzuges ist also gleich der Projektion der Strecke,
die von seinem Anfangspunkt zum Endpunkt fiihre.

3. Ist der projizierende Strahl p senkrecht zu s, so heift die Pro-
jektion auch rechtwinklig. In diesem Fall ist
(14) A’'B" = ABcos(AB,s)!.

! Man beachte, daB die Richtungen AB und s zwar zwei verschiedene Winkel

bestimmen (§ 4), daB aber ihr Kosinus denselben Wert hat, also die Reihenfolge
von AB und s belanglos ist. .

Fig. 5.
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Fiir die senkrechte Projektion eines Streckenzuges AB ... LM besteht
daher die Gleichung

(15) II{AB...LM)=ABcos(4B,s)+ BCcos(BC,s)++++LMcos(LM,s) .

§ 6. Das Imaginire.

Schon die Auflosung quadratischer Gleichungen fithrt darauf, das
Zeichen ]/_———1 = ¢ in die Mathematik einzufithren und es in gleicher
Weise rechnerisch zu verwenden wie die reellen Zahlen. Bedeutung
und Berechtigung dieses Verfahrens bedarf freilich eingehender Be-
trachtung; hier beschrinken wir uns auf einige Hinweise.

Man zeigt leicht, da8 das Rechnen mit Ausdriicken a + b ]/—-—1 oder
(@ + b3) nach denselben Regeln ausfithrbar ist, die fiir reelle Zahlen
gelten; auch ist das Resultat der Rechnung immer ein Ausdruck der-
selben Form. Die so eingefithrten ,imaginiren (oder komplexen)
GroBen® bilden in diesem Sinne einen ,,Zahlkérper®, innerhalb dessen
Addition, Multiplikation usw. ausfithrbar sind und dieselben Regeln
erfilllen wie die Addition und Multiplikation reeller GroBen.

Den imaginiren GréBen werden wir auch in der analytischen Geo-
metrie begegnen, wenn ein Problem auf die Aufldsung quadratischer
oder hoherer algebraischer Gleichungen fithrt. Freilich miissen wir uns
hier mit diesem vorliufigen allgemeinen Hinweis begniigen und fiir
die Einzelheiten auf die kommenden Entwicklungen verweisen?.
Ubrigens werden wir das Eingehen auf Fille, in denen imaginire
GréBen vorkommen, auf das unabweislich Notwendige beschrinken.

1 Eine ausfithrliche Begriindung des Rechnens mit komplexen Gré8en findet
man z. B. in HurRwITz-CoURANT, Vorl. iiber allgemeine Funktionentheorie, Grund-
lehren, Bd. III.



Zweites Kapitel
Die Punktkoordinaten in der Ebene.

§ 1. Parallelkoordinaten (kartesische Koordinaten).

Seien (Fig. 6) X'X und Y'Y zwei gerichtete Geraden (Koordinaten-
achsen), die sich in einem Punkt O (Anfangspunkt) schneiden. Der
Winkel X0Y soll positiv und kleiner als & sein. Den Punkten auf X’X
und Y'Y ordnen wir nach Kap.I § 1 Zahlen zu. Diesen Punkten auf
OX und OY sollen die positiven Zahlen entsprechen. Der MaBstab
soll auf beiden Achsen der gleiche sein, das heiflt gleichen Zahlen sollen
gleiche Abstinde vom Anfangspunkt entsprechen. Durch einen Punkt P
der Ebene ziehen wir je eine Parallele zu den Achsen; sie mégen die Ge-
rade X'X (x-Achse) in Q und die Gerade Y'Y (y-Achse) in R schneiden;
es sei 0Q = a und OR = b. Dann heiBlen die so durch P bestimmten

Zahlen a und b die Koordinaten von P, und man y
schreibt R lp
(1) x=a, y=20b. s
Q,
Insbesondere heiit auch a die Abszisse und b die
Ordinate von P. o /0 (Zf X
Den Punkt mit den Koordinaten a, b be- 4 ’F ]
18. 6.

zeichnen wir durch («, b).

Jedem Punkt P entspricht also eindeutig ein Zahlenpaar a, b; ebenso
entspricht auch jedem Zahlenpaar eindeutig ein Punkt. Der Punkt mit
den Koordinaten x =3, y = 4 wird so erhalten, da8 man auf der
x-Achse die Strecke 0Q = 3, auf der y-Achse die Strecke OR = 4 be-
stimmt und durch Q und R Parallelen zu den Achsen zieht. Wir haben
so eine geometrische Vorschrift, die vom Punkt zum Zahlenpaar und
vom Zahlenpaar zum Punkt fithrt.

Das durch P und die Achsen bestimmte Parallelogramm OQPR
hat folgende evidente Eigenschaften: 1. Zwei seiner Seiten stellen
nach Linge und Richtung die x-Koordinate dar (nidmlich 0Q und RP),
die zwei anderen ebenso die y-Koordinate (OR und QP). 2. Jeder der
beiden Streckenziige, die von O nach P fithren, setzt sich aus zwei
Strecken zusammen, deren eine eine x- und deren andere eine y-Koordi-
nate darstellt. 3. Die Strecken OQ und OR sind Parallelprojektionen
von OP auf die Achsen (S.7); der projizierende Strahl ist fiir die
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Projektion OQ parallel zur y-Achse, fiir OR ist er parallel zur x-Achse.
Ferner leuchtet ein: 4. Ist Q, i7gendein Punkt der durch Q und P gehen-
den Geraden, so ist auch firr ihn x = OQ = a; ebenso hat y fiir jeden
Punkt R, der Geraden RP den Wert y = OR = b.

Der Winkel (xy) heiBt der Achsenmwinkel. Ist er ein rechter, so
heiflen die Koordinaten (zu einander) rechtwinklig oder orthogonal, sonst
schiefwinklig.

Wir ergidnzen das Parallelogramm der Fig. 6 zu dem Parallelo-
gramm PP, P,P; (Fig.7), dessen Seiten den Achsen parallel laufen,

y und dessen Mittelpunkt O ist; dann haben P,

B P P,, P,, P, die Koordinaten

2) a,b; —a,b; —a,—=b; a,—b.

X »x Hieraus folgt: 1. Zwei Punkte (@,0) und
(—a, —Db) liegen zentrisch-symmetrischt; und
falls die Achsen rechtwinklig sind, folgt auler-
dem: 2. Die Punkte (a, b) und (@, — b) liegen
spiegelbildlich (symmetrisch) zur x-Achse, ebenso
(@, b) und (— a, b) spiegelbildlich zur y-Achse.

Die vier Teile, in die die Ebene durch die Achsen zerfillt, heiBen
Quadranten; die Punkte P, P;, P,, P, liegen je im ersten, zweiten,
dritten, vierten Quadranten.

Der Anfangspunkt O hat die Koordinaten x = 0, y = 0; fiir alle
Punkte der x-Achse ist y = 0 und fir alle Punkte der y-Achse ist x = 0.

Beispiele. 1. Der Achsenwinkel sei 60°, so bilden die sechs Punkte (1, 0),
(0, 1), (—1, 1), (—1, 0), (0, —1), (1, — 1) die Ecken eines reguliren Sechsecks.

2. Firrechtwinklige Achsen bilden die vier Punkte (3, 4), (— 4, 3), (— 3, —4),
(4, —3) die Ecken eines Quadrats mit O als Mittelpunkt.

3. Der Achsenwinkel sei 45°; die drei Punkte (0, 0), (1, 0), (0, ]5) bilden
drei Ecken eines Quadrats; welches ist die vierte Ecke? '

% Y B
Fig. 7.

§ 2. Polarkoordinaten.

Den Polarkoordinaten liegt (Fig. 8) ein fester Punkt O (Pol oder
Anfangspunkt) und ein von ihm ausgehender Halbstrahl s (Polarachse)
: dessen Punkten Zahlen zugeordnet sind, zugrunde.
£77  Fin Punkt P bestimmt mit ihnen einen Abstand
‘ﬁ OP =7 und einen Winkel ¢ = (s, OP); die so ein-
% gefithrten Zahlen 7 und ¢ bilden die Polarkoordi-

naten von P. Um zu einem Wertepaar

Fig.8. (3) r=90, @=«
den zugehdrigen Punkt P zu finden, hat man durch O den Halbstrahl
g zu ziehen, fiir den der Winkel (sg) = « ist, und auf ihm OP = ¢ ab-

1 Zwei Punkte heilen zentrisch symmetrisch -(oder invers) in bezug auf O,
wenn ihre Verbindungslinie durch O geht und in O halbiert wird.
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zutragen. Damit ist wiederum einem Punkt ein Zahlenpaar und einem
Zahlenpaar ein Punkt zugeordnet. Eine Ausnahme bildet nur der
Punkt O, fiir den » = 0 aber der Wert fiir ¢ willkiirlich ist.

Die Zahlen, die sich fiir » und ¢ ergeben, erfiillen keineswegs das
ganze Zahlenkontinuum. Man gelangt zu jedem Punkt der Ebene,
wenn 7 alle Werte von 0 bis oo annimmt, wihrend ¢ die Werte von
0 bis 2x durchliuft?, also fir

(4) 07 <oo; 0=¢ < 2m.

Alle Punkte, fiir die » = ¢ ist, liegen auf einem Kreis um O mit
dem Radius @, und alle Punkte, fiir die ¢ = « ist, erfiillen den von O
ausgehenden Halbstrahl g. Kreis und Halb-

strahl bestimmen in ihrem Schnittpunkt den 4 P
Punkt P (o, a). ”

Wihlt man O als Anfangspunkt eines recht- X 4 x!
winkligen Koordinatensystems und s als die z
positive x-Achse, so bestehen zwischen den recht- ﬂl v

winkligen Koordinaten und den Polarkoordi-
naten die Beziehungen (Fig. 9)

X =7cosg, y = 7sing;

(5) @ = (x7),

r=x4y  tge=—_,

und es ist der Wert von ¢ durch das Vorzeichen von x und y eindeutig
bestimmt.

Beispiel. Eine Ecke P, eines reguliren Sechsecks mit O als Mittelpunkt habe
die rechtwinkligen Koordinaten #,, ,. Die iibrigen Ecken seien P;, P,, ..., Py.
Man hat, wenn @y, @,, ..., 5 die zugehdrigen Winkel sind, fur jeden Index #»

x
Pn = Qg+ 3 (n=1,2,3,4,5);
ihre Koordinaten sind daher

wecos T sin "7 . nn—{—ycosnn
X, = 08 —— — in—, = ¥ Sin—— —_.
n 0 3 Yo 3 Yn 1] 3 0 3

Bemerkung. Die Wertbeschriankung, der wir die Koordinatenwerte » und ¢
gemiB (4) unterworfen haben, ist keine notwendige. Es steht nichts im Wege,
fiir » auch negative Werte zuzulassen; solche Werte hat man auf dem Strahl g
von O aus in umgekehrter Richtung abzutragen. Allerdings bestimmen dann die
Werte

v¥=0, =« und r=-—p, g=0a+x

denselben Punkt P. Zu einem Punkt P gehéren also zwei Wertepaare (7, ¢), doch
streitet dies an sich keineswegs gegen den allgemeinen Koordinatenbegriff. Eine
noch weitergehende Verallgemeinerung bringt Kap. III, § 5.

1 Der Wert 2 selbst ist auszuschlieBen. Das Zeichen << bedeutet kleiner
oder gleich, das Zeichen > gréBer oder gleich.
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§ 3. Biangulare und bipolare Koordinaten.

Man kann den Punkten einer Ebene auf mannigfache Art Zahlen-
paare zuweisen, die sie geometrisch bestimmen. Zwei weitere einfache
Beispiele erhalten wir, wenn wir zwei feste Punkte O, und O, zugrunde
legen (Fig. 10) und als Koordinaten des Punktes P entweder die Ab-
stinde O, P und O,P benutzen (bipolare Koordinaten) oder die Winkel,
die diese Abstdnde mit der Geraden 0,0, bilden (biangulare Koordinaten).

Die biangularen Koordinaten

P (6) xPO,0,=¢, und <KPO0,=g¢q,
¢

&

sind durch den Punkt P eindeutig bestimmt, falls
o 8 P nicht mit O, oder 0, zusammenfillt; sie bewegen
sich beide von 0 bis 2z *. Umgekehrt entspricht
jedem Wertepaar @, = «,, ¢, = o, eindeutig ein
Punkt P, wenn ¢, und @, von 0 und 5 verschieden sind. Der Wert o,
bestimmt den Strahl g,, der mit 0,0, den Winkel «, bildet, ebenso «,
den durch 0, gehenden Strahl g,.
Die bipolaren Koordinaten

(7) O0,P=7, und O,P=r,

sind durch den Punkt P ausnahmslos eindeutig bestimmt. Die um-
gekehrte Beziehung ist nicht mehr eindeutig. Alle Punkte, fiir die
7, = 0, ist, liegen auf einem Kreis um O,, ebenso alle Punkte, fiir die
7y = 0y ist, auf einem Kreis um 0,, es ergeben sich also zu einem Zahlen-
paar 0,, 0, im allgemeinen zwei zugehérige Punkte. Reelle Punkte P
werden nur zu solchen Zahlenpaaren @,, 0, geliefert, fiir die ¢, +4- 0,
= 0,0, ist. Es treten also bei den Koordinatenbestimmungen von § 2
und § 3 Besonderheiten auf, die aber doch den Gebrauch dieser
Koordinaten an sich nicht hindern.

Fig. 10.

§ 4. Die charakteristischen Kurvenscharen.

Die Betrachtungen von § 3 zeigen, daB die Einfithrung von Koordi-
naten auf mannigfache Weise geschehen kann; sie sollen auBerdem
lehren, daB sie in allen Fillen aus derselben geometrischen Quelle flief3t.
Es treten in allen Fillen zwei Scharen von Kurven auf, die durch ihr
Schneiden die einzelnen Punkte der Ebene geometrisch bestimmen.

Fiir die Parallelkoordinaten sind es die beiden Geradenscharen,
die den Achsen parallel laufen. Wie wir S. 9 sahen, haben alle Punkte
der durch P und Q gehenden Geraden dieselbe Abszisse x = 0Q, ebenso
alle Punkte der durch P und R gehenden Geraden dieselbe Ordinate
v = OR. Die erste Gerade ist der x-Achse parallel, die zweite der y-Achse.
Wir kénnen dies auch so ausdriicken, daB die erste Parallele eine Ge-

* Der positive Sinn von @, ist ausnahmsweise wie der Uhrzeigersinn gew&hlt.
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rade x = const darstellt; die simtlichen Parallelen zur y-Achse bilden
mithin eine Geradenschar

(8) x=const oder x=1,

wo die Zahl 1 jeden Wert zwischen —oo und oo erhalten kann und
jeder solche Wert eine Parallele kennzeichnet. Ebenso bilden die simt-
lichen Parallelen zur x-Achse eine Geradenschar

(8a) =const oder y=pu,

wo auch u alle Werte zwischen — oo und + oo annehmen kann und
jeder Wert p eine dieser Parallelen bestimmt. Jede Gerade der einen
Schar schneidet jede Gerade der anderen Schar; die Geraden x = 1
und y = u schneiden sich insbesondere in dem Punkt (1, u).

Ebenso ist es bei den anderen Koordinatensystemen. Bei den
Polarkoordinaten sind die Kurven » = const =1 Kreise um 0, die
Kurven ¢ = const=u sind die von O ausgehenden Halbstrahlen.
Durch jeden Punkt der Ebene (mit Ausnahme von O) geht je einer
dieser Halbstrahlen und je ein Kreis, ihrem Schnittpunkt kommen
wieder die Koordinatenwerte » = 1, ¢ = u zu.

Bei den biangularen Koordinaten bilden sowohl die Kurven
¢, = const, wie auch ¢, = const je ein Biischel von Halbstrahlen; die
einen gehen durch O,, die anderen durch O,; jeder Strahl des einen
Biischels und jeder des anderen bestimmen einen Punkt P als gemein-
samen Punkt mit Ausnahme des Falles, daB beide Strahlen in der Ge-
raden 0,0, liegen. Bei den bipolaren Koordinaten sind die beiden Kur-
venscharen konzentrische Kreise um O, und 0,; durch jeden Punkt P
geht ein Kreis der einen Schar und einer der anderen. Wie wir bereits
erwihnten (S.12), schneiden sich zwei solche Kreise im Allgemeinen
in zwei Punkten; man wird also diese Koordinaten gerade bei solchen
Figuren gut verwenden konnen, die sich zu der durch O, und O, gehenden
Geraden symmetrisch verhalten.

In Verallgemeinerung hiervon gelangt man zu folgender Erwigung.
Hat man in der Ebene zwei Kurvenscharen (¢) und (¢/) von der Art,
daB man den Kurven der einen und der anderen Schar — nach irgend-
einem Verfahren — alle Zahlenwerte des Kontinuums oder auch einen
Teil von ihnen zuordnen kann, und schneidet jede Kurve ¢ der einen
Schar jede Kurve ¢’ der anderen Schar, so begriinden diese Kurven-
scharen eine Koordinatenbestimmung, und zwar so, daB den Schnitt-
punkten (c, ¢’) die beiden Zahlen als Koordinaten zugehéren, die den
beziiglichen Kurven ¢ und ¢’ zukommen. Hiermit ist das allgemeine
Prinzip der Koordinatenbestimmung fiir Punkte gekennzeichnet.,



Drittes Kapitel.

Die Kurvengleichung.

Vorbemerkung.

Eine Zahlengleichung zwischen x und y wird durch unendlich
viele Wertepaare befriedigt; man kann fiir eine der beiden GréBen
(z. B. x) einen beliebigen Zahlenwert einsetzen und die zugehérigen
Werte der anderen berechnen. Sind sie reell, so liefern sie einen oder
mehrere Punkte (%, y). Je mehr solcher Punkte man fiir eine Gleichung
zeichnet, je mehr pflegen sie sich einem gewissen ,,Kurvenbild* anzu-
nihern. So entsteht zu einer Zahlengleichung in x und y ein graphisches
Bildl. Zweierlei Aufgaben sind nun zu losen. Erstens sind aus der
Gleichung Art und Eigenschaften der ihr entsprechenden Kurve ab-
zuleiten; zweitens ist zu einer geometrisch definierten Kurve die zu-
gehorige Gleichung aufzustellen. Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel
nur mit einigen Beispielen zur zweiten Aufgabe; die Behandlung der
ersten wird einen Hauptteil der folgenden Kapitel einnehmen.

Dem mit der analytischen Geometrie unbekannten Leser wird geraten, die
Bilder zu folgenden Gleichungen zu entwerfen2: 1. y2 = x 4 5 (gemil § 2 eine
Parabel), 2. 2% — ¥ + 3 = 0 (gemaB § 4 eine Gerade), 3. y =¢* und ¥y = Inx.
Fir diese beiden Gleichungen erhalt man gestaltlich das gleiche Kurvenbild, nur
mit Vertauschung der »- und y-Achse.

§ 1. Kreis und Parabel.

Wir legen rechtwinklige Parallelkoordinaten zugrunde. Sei O Mittel-
punkt eines Kreises, ¢ sein Radius und P(x,y) einer seiner Punkte
(Fig. 11). Dann besteht die Gleichung (S. 11)

Y

p (1) 22 + 92 = 2.
‘ah Hier ist (x,y) ein beliebiger Punkt des Kreises. Die
o Gleichung (1) ist fir jeden Punkt des Kreises erfiillt.
Umgekehrt liegt zwar Punkt (x, ), dessen Koordi-

naten die Gleichung befriedigen, auf dem Kreis. Die
Fig. 11. Gleichung (1) heiBt deshalb die Gleichung des Kreises.

1 Wir haben bisher fiir beide Achsen dieselbe MaBeinheit benutzt. Es steht
aber nichts im Wege, verschiedene MaBeinheiten anzuwenden, was bei den graphi-
schen Darstellungen der Praxis auch vielfach geschieht.

2 Man benutzt zweckmiBig das sog. Koordinatenpapier.



§ 2. Ellipse und Hyperbel. 15

Durchliuft der Punkt P den Kreis, so andern sich seine Koordinaten
dauernd, aber so, daB} sie stets der Gleichung (1) geniigen. Sie heiBlen
daher verdnderliche (variable) oder laufende Koordinaten. Es ist eine
Eigenart der analytischen Geometrie, dafl sie den Punkt (x, y) bald als
einzelnen (festen) Punkt auffaBt, bald als Vertreter der vielen Punkte,
die einer Gleichung geniigen, und daB sie auch oft von der einen Auf-
fassung zur andern iibergeht.

2. Die Parabel ist der Ort aller Punkte, die von einer festen Ge-

raden (Direktrix) und einem festen Punkt (Brennpunki) y

gleichen Abstand haben. Die Achsen legen wir zweck- 4 %
maBig so (Fig. 12), daB das vom Brennpunkt F auf die
Direktrix d gefillte Lot FD die x-Achse gibt, und das o Y
Mittellot von FD die y-Achse. Die Richtung OF sei die 25 FI T
positive Achsenrichtung, endlich sei DF = $.

Ist LP das vom Parabelpunkt P auf die Direktrix \ o
gefillte Lot, so ist a \
(2) Fp=1LP Fig. 12.

die definierende Gleichung der Parabel. Sind 0Q = x, QP = y die Ko-
ordinaten von P, so hat man OF = 19, also FQ = x — 14, und daher

FPP= (x —3p)?+ 2, LP=1%p+%;

die vorstehende Gleichung geht also in

(2a) (x— 3PP+ y*= (3P + %)?
{iiber, woraus sich weiter
(3) yr=2px

ergibt als die Gleichung, die von den Koordinaten x, ¥ des beliebigen
Parabelpunktes P erfiillt wird. Umgekehrt hat jeder Punkt, dessen
Koordinaten die Gleichung (3) befriedigen, die definierende Eigen-
schaft (2) eines Parabelpunktes. Denn aus (3) folgt riickwirts (2a) und
daraus die Streckenbeziehung (2). Deswegen ist (3) die Gleichung der
Parabel.

Ist P’ der Punkt, dessen Koordinaten x und —y sind, der also
(S. 10) symmetrisch zu P in bezug auf die x-Achse liegt, so geniigen
auch seine Koordinaten der Gleichung (3). Die x-Achse ist daher eine
Symmetrieachse der Parabel, was auch unmittelbar aus der Definition
folgt. In der Gleichung kommt ferner zum Ausdruck, daB reelle Punkte
der Parabel nur fiir nichtnegative Werte von x existieren.

§ 2. Ellipse und Hyperbel.

Ellipse und Hyperbel fithren wir als geometrischen Ort eines Punktes
ein, fiir den Summe oder Differenz der Abstinde von zwei festen Punkten,
den Brennpunkten F, und F, einen konstanten Wert hat.
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Die Gleichungen beider Kurven kénnen gemeinsam abgeleitet wer-
den. Ihre definierenden geometrischen Gleichungen lauten (Fig. 13a,
13b)

(4) F1P+F2P = 2a
und
(4') F,P — F,P = 42a*,

Die erste Gleichung gilt fiir die Ellipse, die zweite fiir die Hyperbel.
Wir setzen noch F,F, = 2c. Wird die Gerade F,F, als x-Achse ge-
wihlt, und das Mittellot von F,F, als y-Achse, so ergibt sich fiir den
Punkt P(x,y)

FQ=c+x, FQ=x—c,
also

(5) FiPP=ri= (x+c)2+92, F,PP=r}=(x—c)2+4 )%

P

Y 5,
/ L
/ 2 SR 72
a £ | hec o
fr VA 0 A\LFE Q@ 1 % g d s jA
b
b
Fig. 13a. Fig. 13b.

Die so gewonnenen Werte sind in die Gleichungen (4) und (4') ein-
zusetzen. Um aber das Rechnen mit Wurzelzeichen zu vermeiden,
erheben wir die Gleichungen zunichst ins Quadrat und finden

(59 v} 27,75 72 = 4a% oder 7+ 7 — 4a% = 4-277,.

Durch nochmaliges Quadrieren folgt hieraus fiir beide Gleichungen (4a)
und (4')

(5") (7} + A2 — 8a2(r} + 7d) + 16a* = 4717}

oder endlich
(7 — ) — 823 + 13 + 164t = 0.

Aus den Gleichungen (5) erhalten wir
ntr=202+92+¢¥), 1—1nr=4cx,
und daher ergibt sich weiter
16¢2x2 — 1642 (x2 -+ 12 + ¢?) + 1644t =0,

* Das Doppelzeichen ist notig, weil sowohl F, P > F,P wie auch F; P < F,P
sein kann.
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woraus schlieBlich
(6) %% (a? — ¢?) + y2a? = a? (a® — c?),
also, wenn a? und a? — c¢2 nicht gleich null sind,

x2 y2

©) ata—a=1

hervorgeht. Diese Beziehung zwischen den Koordinaten eines Punktes
folgt also sowohl aus der geometrischen Beziehung (4) wie aus (4').
Aber aus der Gleichung (6) folgt fiir bestimmte @ und ¢ héchstens eine
der beiden Beziehungen. Denn fiir die Ellipse ist

(7) 71+72>F1F2,' 2a > 2c,

da die Summe zweier Dreiecksseiten groBer ist als die dritte; bei der
Hyperbel ist 7, — 7, die Differenz zweier Seiten und daher

(7a) |7, — 1| < FyFy;  2a<2c.

Also kann aus (6) fiir @ <C ¢ nicht (4) folgen, ebenso fiir @ > ¢ nicht
(4'). Wir wollen nun zeigen, daB auch umgekehrt fiir & > ¢ (6) eine El-
lipse darstellt, fiir 4 << ¢ eine Hyperbel. Es folgt zunichst aus (6) riick-
wirts die Giiltigkeit von (5") und durch Quadratwurzelziehen die Giiltig-
keit von einer der Gleichungen (5’) und endlich durch nochmaliges Qua-
dratwurzelziehen die Giiltigkeit von einer der Gleichungen (4) oder (4').
Also liegt jeder Punkt, dessen Koordinaten die Gleichung (6) befriedigen,
auf einer Ellipse oder einer Hyperbel. Eine Ausnahme bilden nur die
beiden Fille, wo 4 = 0 oder @ = cist. Im ersten Falle ergibt (6") x2 = 0,
die ins Quadrat erhobene Gleichung der y-Achse. Sie ist als Gleichung
der in die y-Achse ,,ausgearteten Hyperbel anzusehen, fiir deren
Punkte die Differenz der Abstinde von F, und F, gleich null ist. Die
Ellipse artet in diesem Falle in den Punkt x = y = 0 aus. Im zweiten
Falle ergibt (6’) y2==0, die ins Quadrat erhobene Gleichung der
x-Achse. Sie stellt gleichzeitig die ausgeartete Ellipse, fiir die die
Summe der Abstinde von F; und F, gleich F,F, ist (nimlich die
Strecke F, F,) und die ausgeartete Hyperbel dar, fiir die die Differenz
der Abstinde von F; und F, gleich F, F, ist (nidmlich die beiden von
F; und F, nach auBen gehenden Halbstrahlen).

Bei der Ellipse konnen wir

(8) a2 — = +b (a2=0%+ c?)
setzen; bei der Hyperbel konnen wir
(8a) @ — = —0 (2=a%+ b2
setzen, und so finden wir als Gleichung der Ellipse
x2 y2
- (9) ZtTr=1

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 2
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und als Gleichung der Hyperbel
2 2
(92) = =1
Uber die Gestalt beider Kurven l4Bt sich aus ihren Gleichungen
folgendes entnehmen:
1. Ellipsengleichung und Hyperbelgleichung enthalten nur Glieder
mit x% und y2 Daraus folgt, dal je vier Punkte

(10) @), @—=9, (=29, (=% —y)

zugleich auf unseren Kurven liegen; es sind also (S.10) sowohl die
x-Achse wie die y-Achse Symmetrieachsen der Kurven; die Strecke
(*,9), (—%, —y) wird durch O halbiert. Der Punkt O heiBt deshalb
Mittelpunkt der Ellipse oder Hyperbel.

2. Ellipse und Hyperbel enthalten die Punkte 4, und 4,(x = +a,
vy = 0); sie heiBen ihre Scheitel. Die Ellipse enthilt auch die Scheitel-
punkte B, und B,(x¥ == 0, y = +-b), zur Hyperbel gehéren dagegen
keine reellen Punkte der y-Achse. A4,4,(= 24) und B,B, (= 2b) heilen
grofe und kleine Achse der Ellipse; bei der Hyperbel wird 4,4, (= 24)
als ihre reelle Achse bezeichnet, 25 heifit auch ihre imagindre Achse?.

3. Fir weitere Schliisse setzen wir die Gleichungen (9) und (9a)
besser in die Form

2 2
(11) %zVi——% und %= %~1.
Sie zeigen, daB bei der Ellipse y nur reell ist, wenn x2 < 42 ist; ebenso
ist, fiir reelles #, ¥2 < b2, und so folgt, daB die Ellipse ganz in dem Recht-
eck A,4,B,B, enthalten ist. Aus Gleichung (8) findet man noch F,B,
= F\B, = FyB, = FyB, = a.

Bei der Hyperbel ist y nur reell, wenn x2 = a2 ist, die Hyperbel
liegt also ganz auBerhalb des Streifens, der von den Vertikalen durch 4,
und 4, gebildet wird. Mit x2 nimmt auch y? bestindig zu.

§ 3. Die Gerade.

Wir legen beliebige Parallelkoordinaten zugrunde und fassen die
verschiedenen Lagen der Geraden zu den Achsen gesondert ins Auge.
Die geometrische Eigenschaft, von der wir hier ausgehen, ist der in
Kap.I, § 5 enthaltene Projektionssatz fiir gleichgerichtete Strecken.

Moge die Gerade zunichst durch den Anfangspunkt gehen und
mit keiner der beiden Achsen zusammenfallen. Sind dann P (x, y) und
P, (%,, vy) zwei ihrer Punkte, so hat man nach I, § 5, (11) (Fig. 14)

OP:0P, = 0Q:00Q, = OR: OR,

1 Die GroBe b hat auch bei der Hyperbel eine geometrische Bedeutung;
vgl. Kap. X, § 6.
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und daher VIZ = Vyi%,
der Quotient y:x hat also fiir alle Punkte der Geraden denselben
Wert. Bezeichnen wir ihn durch #, so haben wir fiir jeden Punkt

Yy _ — .
(12) S=m,  y=mx;

umgekehrt liegt jeder Punkt, dessen Koordinaten

(12) geniigen, auf dieser Geraden. (12) ist also die
Gleichung einer durch O gehenden Geraden.

Beispiel. Die Halbierungslinien der Koordinatenwinkel
haben die Gleichungen ¥y = x und y = — .

Fig. 14.

Von den weiteren Fillen betrachten wir zunichst die, daB die
Gerade einer Koordinatenachse parallel ist. Fiir solche Geraden haben
wir die Gleichung schon abgeleitet (S. 9). Wir fanden, daB jede
Parallele zur y-Achse durch
(13) x = const
gegeben ist, und analog jede Parallele zur x-Achse durch eine Gleichung
(13a) y == const .

Es ist also noch der allgemeine Fall zu erledigen, daB3 die Gerade
jede Achse in einem besonderen Punkte

schneidet. Seien 04 = ¢ und OB = b die 7 A

Abschnitte auf der x- und y-Achse. Wir ]

gehen davon aus, daB fiir jeden Punkt P A

(Fig. 15) nach I, § 15

Lo PB:AB =RB:0B =(Q0: 40, 1o 2 <
RB:0Q =0B:04 Fig. 15.

ist; dies liefert, wenn wieder x, y die Koordinaten von P sind,

b—y):x=0b:a,
oder

x y
(14) ;—F?——-L

Diese Beziehung ist auch fiir die Punkte 4 und B erfiillt. Um-
gekehrt liegt jeder Punkt, dessen Koordinaten die Gleichung erfiillen,
auf der Geraden.

Aus dem Vorstehenden folgern wir noch, daB jede Gleichung

(15) Ax 4 By +C=0,

wn der A, B, C irgendwelche Zahlen sein kinnen, die Gleichung einer Ge-
raden ist, falls wicht A und B gleichzeitig Null sind. Ist zunichst keine

der drei Grofen A, B, C gleich Null, so 148t sich die Gleichung in
4. B

2%
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iiberfithren; gemdlB (14) stellt sie eine Gerade dar, die auf den Achsen
die Abschnitte a = —C/4, b = — C/B abschneidet.

Beispiel. Der Gleichung x + ¥ — 4 = 0 entspricht eine Gerade, fiir die beide
Achsenabschnitte die Lange 4 haben; ¥ — ¥ + 4 = 0 eine Gerade, firdiea = — 4,
b = 4 ist.

Ist nur C = 0, hat also die Gleichung die Form
Ax + By =0,

und ist B + 0, so konnen wir sie auch in die Form

_ A
y=—Fx=mx

setzen; sie stellt gemdfB (12) eine Gerade durch den Anfangspunkt dar.
Ist nur B = 0 oder nur 4 = 0, so hat die Gleichung eine der Formen

Ax"l—C:O, x:——g—:a’
C
By+C=0, —— =0

und stellt dann eine Parallele zur y-Achse oder zur x-Achse dar. Ist
auBerdem auch noch C = 0, so ergeben sich die Achsen selbst.

§ 4. Ellipse, Parabel, Hyperbel in Polarkoordinaten.

Ein erstes Beispiel fiir die Anwendung von Polarkoordinaten bilde
der Ort eines Punktes, fiir den die Entfernungen von einem festen
Punkt (Bremnpunkt) und einer festen Geraden
& (Direktrix) in einem konstanten Verhiltnis stehen
(Fig. 16).

- Wir nehmen den festen Punkt F als Pol

g1t £ @ 5 ynd das von F auf die Direktrix d gefallte Lot

Z Fig. 16. als Achse der Koordinaten; ihre positive Rich-
tung sei DF, und es sei DF = [. Der Wert des

konstanten Verhiltnisses sei ¢, und LP das Lot von P auf 4. Die

definierende Gleichung

(16) FP=¢-LP

geht wegen

LP=DF +FQ =1+ rcosg
unmittelbar in

el
(17) v=-el+ ercosg, 7:71_%@

iiber, und dies ist bereits die gesuchte Gleichung.
Fiir e = 1 ist der Ort gemiB § 1 eine Parabel; wie spater (Kap. X,
§ 1) gezeigt wird, ist er fiir ¢ < 1 eine Ellipse, fiir ¢ > 1 eine Hyperbell.

1 Genauer ein Hyperbelast; der andere entspricht dem Wert —e¢ (statt ¢).
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§ 5. Archimedische Spirale.

Als zweites Beispiel fiir die Anwendung von Polarkoordinaten be-
handeln wir die Frage, welche Kurve durch eine Gleichung

(18) Ar+Bep+C=0

dargestellt wird, die der allgemeinen Gleichung der Geraden nach-
gebildet ist. Dazu ist zunichst der in Kap. I, §2 entwickelte Koordi-
natenbegriff etwas zu verallgemeinern. Wir lassen némlich jetzt Winkel
beliebiger Grofie zu und denken sie so entstanden, daB sich die Achse s
beliebig oft in positivem Sinne um O herumdreht und der zugehérige
Bogen auf dem Einheitskreis alle Werte von 0 bis co annimmt. Jedem
positiven Wert von 7 zusammen mit einem beliebigen positiven Wert
fir ¢ entspricht dann immer noch eindeutig ein bestimmter Punkt P
der Ebene.

Wir wollen nun alle Punkte ermitteln, die bei der vorstehenden
Koordinatenerweiterung den die Gleichung (18) befriedigenden Koordi-
natenpaaren 7, ¢ entsprechen. Wir behandeln
zunéchst den Fall C == 0. Alsdann koénnen wir
die Gleichung in die Form

B
(19) vr=——@=Ce

setzen und nehmen insbesondere ¢ > 0 an. Wir
ziehen (Fig. 17) durch O einen Halbstrahl g unter
dem Winkel @, er entspricht dann zugleich
den Winkeln

o1+ 27 =¢@,, @1+ 47 = @3 usw.

und enthélt daher die simtlichen diesen Winkeln gema8 (19) zugehérigen
Punkte Py(ry, ¢;), Py(ry, @5), Py(rs, @s) .. .; dabei ist also

Fig. 17.

NN=CQ, Vy=C@y=cCc@+2nc=r+2ncC,

T3=CQ3=C@y+ 2nCc=7,+ 27:c, ...,
also

(20) 72—71:7’3——1’2:...:2750,

die Punkte Py, P,, Py, ... folgen also auf dem Halbstrahl g im konstanten
Abstand 2 nc aufeinander. Dies gilt fiir jeden von O ausgehenden Halb-
strahl; die Eigenart unserer Kurve besteht also darin, daB sie jeden
von O ausgehenden Halbstrahl g in unendlich vielen Punkten schneidet,
wobei in unserem Falle je zwei aufeinander folgende, abgesehen von 0,
den konstanten Abstand 2z ¢ besitzen. Eine solche Kurve heiBt Spirale,
unsere insbesondere Archimedische Spirale. Mit gegen Null abnehmen-
dem @ nimmt » gegen Null ab. Fiir den Punkt O ist in unserem Koordi-
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natensystem » = 0 und ¢ beliebig. Aus der Gleichung (19) folgt aber
fir » = 0 auch ¢ = 0. Das hat folgende geometrische Bedeutung: fiir
kleines » wird auch ¢ klein, d. h. die Verbindungslinie von O mit einem
sehr nahe an O gelegenen Punkt der Spirale bildet einen sehr kleinen
Winkel mit der Polarachse. Deswegen ist die Polarachse die Tangente
an die Spirale im Punkte O.

Auch die Gleichung
Ar+Be+C=0, (C+0)
stellt eine Archimedische Spirale dar, falls AB == 0 ist. Setzen wir niamlich
C=By, also B¢+ C=B(p+7) =By,
so nimmt unsere Gleichung die Form
Ar + By =0

an. Ziehen wir nun durch O eine neue Polarachse s’, so daB (s’s) = y ist, so ist
(s’g) = v, und unsere Gleichung stellt eine Archimedische Spirale dar, bezogen
auf eine Achse s’, die mit der Achse s den Winkel (s’s) = y bildet. Ist » = 0,

dann ist ¢ = — g , also ist der Winkel der Tangente im Anfangspunkt gegen die
Polarachse = —%.

Bemerkung. Die beiden in § 4 und § 5 behandelten Kurvengleichungen
unterscheiden sich in der Weise, daB in der ersten nur trigonometrische Funktionen
von ¢ auftreten, in der zweiten aber ¢ selbst und zwar algebraisch. Im ersten
Falle entspricht daher den Koordinatenwerten #, ¢ und #, ¢ - 2ma derselbe
Punkt; im zweiten sind es verschiedene Punkte. Darin ist der heterogene Cha-
rakter beider Kurvenbilder begriindet; man sieht auch, warum man als das Wert-
gebiet von @ im ersten Falle nur die Werte 0 =< ¢ << 2# zu betrachten braucht,

§ 6. Darstellung von Kurven mittels eines Parameters.

Es. gibt noch eine wesentlich andere Art, die Punkte eines geo-
metrischen Ortes durch Gleichungen darzustellen. Folgende Beispiele
mogen sie kenntlich machen:

1. Fiir den Punkt P(x, y) eines um den Anfangspunkt O mit dem
Radius a geschlagenen Kreises folgt aus (5) S. 11

(21) x=acosp, y=asing,

und wenn wir in diesen Gleichungen den Winkel ¢ alle Werte 0 << ¢ < 2x
durchlaufen lassen, so durchlauft der durch (21) dargestellte Punkt P
genau einmal den ganzen Kreis. Man hat auf diese Weise alle Punkte
des Kreises mittels einer einzigen neuen unabhingigen Variablen ¢ (Para-
meter) und mittels sweier Gleichungen (eine fiir x, eine fiir y) dargestellt.
Durch Quadrieren und Addieren (also durch Elimination von @) er-
hdlt man wiederum die Kreisgleichung

X2 V= a2,
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2. Ein Punkt moége sich so in der Ebene bewegen, daB er sich
im Nullpunkt der Zeit an der Stelle M(&,#n) befindet, und daB im
ibrigen seine Koordinaten der Zeit proportional zunehmen. Werde
die Zeit (d. h. die Zahl der Zeiteinheiten, z. B. der Sekunden) durch ¢
dargestellt. Da sich der Punkt zur Zeit ¢ = 0 in M befindet, haben
wir fiir jede andere Lage gemilB obiger Definition

x—&=uat, y—n=4pt,
wo « und f die Proportionalititsfaktoren sind. Die Gleichungen
(22) x=&+at, y=n-+pt

stellen daher die Koordinaten von P fiir den ganzen Verlauf der Be-
wegung dar. Durch Division erhilt man aus ihnen

I b g —ay—y=o,

also liegt P stets auf der durch diese Gleichung dargestellten Geraden,
und man erkennt sofort, daB P fiir passendes ¢ mit einem beliebig ge-
wihlten Punkte dieser Geraden zusammeniillt.

Ein letztes Beispiel seien die Gleichungen

(23) x=acose, y=>bsing,

in denen @, wie beim Kreis, eine WinkelgréBe darstellt, die alle Werte
0 =< ¢ < 27 annimmt. Die Achsen seien rechtwinklig. Fiir jeden Wert
von @ erhilt man sofort (durch Quadrieren

2

und Addieren)
d
b

Fig. 18.

o=,

es liegen also alle durch (23) dargestellten
Punkte auf einer Ellipse, und da zu
jedem Werte von ¢ ein Punkt gehort,
dessen Koordinaten (23) befriedigen, so
sind durch (23) auch alle Punkte der
Ellipse dargestelit.

Um zur geometrischen Bedeutung von
¢ zu gelangen, schlagen wir (Fig. 18) iiber der groBen Achse 24 einen
Kreis und verlingern die Ordinate QP bis zum Schnitt P’ mit dem
Kreis. Sind #’, ¥* die Koordinaten von P’, so ist

/7
\

¥ =x=acosp, also 9y =asing.

Wir finden daher ¢ = <C(x, OP'), woraus die geometrische Bedeutung
von @ erhellt. Legt man um O auch einen Kreis mit dem Radius &,
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ist P, sein Schnitt mit RP, und sind «x,, y; die Koordinaten von P,,

so ist
¥y, =7y =>bsing, also x = bcosgp.

Die vorstehenden Gleichungen ergeben noch
(24) vy =bra=12x%:%;
jede Ellipsenordinate ist also gegen die Ordinate des groBlen Kreises
im Verhdltnis b:a verkleinert, jede Abszisse im gleichen Verhiltnis

gegen die Abszisse des kleinen Kreises vergrofert.

Man kann die beiden Kreise zu einer punktweisen Zeichnung der Ellipse
benutzen. Zieht man durch O einen Halbstrahl, bestimmt auf ihm die Punkte P’
und P,, und zieht durch sie je eine Parallele zu den Achsen, so ist deren Schnitt-
punkt der Ellipsenpunkt P. Die Punkte P, P’, P, liegen auf einem Kreis iiber
P, P’, dessen Durchmesser den festen Wert a — b hat.



Viertes Kapitel.

Allgemeine Formeln fiir Parallel-
koordinaten.

§ 1. Strecken und Winkel.

Sei (x, g) der Winkel, den eine gerichtete Gerade g mit der von
der negativen Seite zur positiven Seite gerichteten x-Achse bildet (also
der Winkel, um den die gerichtete x-Achse im positiven Sinn zu drehen
ist, bis sie auch der Richtung nach mit g zusammenfillt oder gleich-
gerichtet ist). Ferner sei (xy) der Achsenwinkel, der nach unseren
Voraussetzungen (S. 9) positiv und kleiner als # ist. Dann soll
unter (yg) (S.6) der Winkel

(1) Vel =(yx) + (xg) = (xg) — (x )

verstanden werden. Damit ist der Winkel (yg) fiir alle Lagen von g
eindeutig definiert.

Seien nun P, (%, ¥,) und P,(x,,v,) zwei beliebige Punkte auf der
von P, nach P, gerichteten Geraden g, Q,, Q, und R,, R, ihre Pro-
jektionen auf den Achsen, und seien die Koordi-

%
naten zunichst rechtwinklig (Fig.19). Dann 7&[~
ist (S.7 und 9) A X,;
| 1
2) Q10 = % — %, = P Pycos(v, P, P,), 2 22
R\R, =y, — y, = P, Pycos(y, P, P,) . Fig. 19.

Setzen wir P\ Py =7 und ¥ (x, P\P,) = (x,g) = ¢, also (y,g) =p — 47
so wird

1)

(2a) Xy — Xy = ¥COSQ, Y, — Yy, =rsing.

Hieraus ergibt sich

(3) 7= (% — 27) + (v, — 31)2,
YoM

und wenn wir die Gleichungen (2) mit cosg und sing multiplizieren
und dann addieren,

(5) (%3 — %) cos@ + (y, — yy) sing = 7.
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Fiir schiefwinklige Achsen entnehmen wir die entsprechenden
Gleichungen dem Dreieck P, P,S (Fig. 20), wo SP, und SP, den Achsen
parallel sind; man erhilt zunichst

(P Py)? = (P1S)? + (SPy)?
+ 2P, S SP,cos(xv),
SP,:P,;S =sin (xg) :sin (gy)

und hieraus weiter
0) 7= (% —%)* + 3 —3)* + 2 (% — %) ( — ;) cos (xy) .
(6a) Yo = V1 _ sin (xg)
¥ — 2 sin(gy)’
Sei P(£,n) der Punkt, der die Strecke P, P, im Verhiltnis ¢ teilt
(S.4). Dann folgt fiir beliebige Achsen nach dem Projektionssatz
.0  RR_ PP

7) 0.0 " R,R ~ PP
oder

§—x =N
& — %, [/

p—t lu’
und daraus weiter
NS Sl i N

(73-) 5 - 1 — u ’ n = 1 — u *
Durch diese Formeln sind die Koordinaten eines Punktes auf g mit vor-
geschriebenem Teilungsverhiltnis in bezug auf P, P, gegeben. Ins-

besondere ist, wenn P die Mitte von P, P, ist, also fir p = —1
X%t A _ Nty
(8) E="070, =t

Dem Wert u =1 entspricht der S. 5 eingefithrte uneigentliche
Punkt P, auf der Geraden g. LiaBt man p alle Werte durchlaufen,
dann durchliuft der Punkt (&, 5) die ganze Gerade g. Die Gleichungen
(7a) stellen deswegen die Verbindungslinie der Punkte (%,,%,) und
(%5, vo) mit Hilfe des Parameters u dar.

Fiir den Schwerpunkt S (&, %) eines Dreiecks P, P, Py ist

(8a) §:x1+x2+x3 17:3’1‘1'3’2‘1'3’3_

3 ’ 3
Man erhilt diese Formeln, wenn man die Mitte M = ( & j Y2 Ve _2|— y 3)

von P, P, mit P, verbindet und P,M innerhalb im Verhiltnis 2: 1 teilt
(4 = —2). Der Teilpunkt hat den Gleichungen (7a) zufolge die Koordi-
naten:

Xy -+ %4 Y2+ Vs

—(— —(—2 73
E»_x] ( 2) 2 __x1+752+x3 T“y ( ) 2 :y1+3’2+3’3
=TT (=2 I ) 3

* Die Formeln (6) und (6a) sind hier nur fiir die spezielle, in Fig.20 angegebene
Lage der Punkte und Geraden abgeleitet. S.30 wird die Formel (6) allgemein
ohne Benutzung einer Figur abgeleitet.
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Ihre Symmetrie fir die drei Indizes zeigt, da8 die Konstruktiop von S
auch durch Benutzung der Mitten von P, P, und P, P; erfolgen kann;
dies liefert den Satz, daB sich die drei Seitenhalbierenden in einem
Punkt schneiden.

Beispiel. Das Dreieck der Punkte (2, 1), (3, —2), (—4, — 1) hat die Seiten-
mitten (5, —3%), (—1, 0), (—%, —%) und den Schwerpunkt (3, —%).

§ 2. Das Lot von einem Punkt auf eine Gerade.

Das Koordinatensystem sei beliebig, P (&, %) ein Punkt, g eine Ge-
rade (Fig. 21). Durch O ziehen wir den Halbstrahl » L g, der g in G
schneidet. Es sei OG = § und OG die positive n
Richtung von #. Dem von P auf die Gerade 7 P
g gefillten Lot LP =1 legen wir ebenfalls
ein Vorzeichen bel; wir rechnen [ positiv, 2
wenn die Richtung LP die gleiche ist wie
die Richtung OG, als negativ, wenn sie ihr /0 _ qQ
entgegengesetzt ist. Fig: 21.

Projizieren wir OP senkrecht auf die Gerade %, so ist diese Pro-
jektion nach S. 7 gleich der Projektion des Linienzuges OQP, also

9) II(OP, n) = II(OQP, n).
Gemill der Festsetzung iiber das Vorzeichen von 7 ist
II(OP, n)=0G + LP,

andererseits ist gemif S. 8, Gleichung (15)

II(OQP, n) = &cos(nx) + 5 cos(ny),
und so finden wir

0+ 1= _E&cos(nx) + ncos(ny),
(10) ! =¢&cos(nx) + ncos(ny) — 0.
In dieser Gleichung haben wir eine der wichtigsten Hilfsformeln der

analytischen Geometrie zu erblicken.

Beispiel. Der Achsenwinkel sei 120°, und es bilde % gleiche Winkel mit den
Achsen, so daB cos (nx) = cos(ny) = % ist; ferner sei 6 = 1. Fir jeden Punkt (£, n)

ist dann I=3t+3n—1

der Abstand des Punktes (£, ) von der Geraden, deren Richtung senkrecht zu x

und deren Abstand von O gleich 1 ist. Die Gleichung der Geraden ist
$ét+dn—1=0.

Fur den Punkt (2, 2) z. B., der auf # liegt, ist / = 1, was auch geometrisch evident ist.

§ 3. Die Transformation der Koordinaten.

Da das Achsensystem willkiirlich ist, so entsteht die Aufgabe, die
Koordinaten desselben Punktes P fiir verschiedene Achsensysteme mit-
einander zu vergleichen.
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Mogen die Achsen zweier Systeme zunichst parallel und gleich-
gerichtet sein; die Koordinaten von P fiir das eine System seien x, v,
fir das andere X, Y (Fig. 22); der Anfangspunkt O, des XY-Systems

habe im xy-System die Koordinaten

Rfmmeemefommm - 7/’ 04, =a, OB;=5b.
/ Man hat dann unmittelbar fiir die Koordi-
7 /01 // naten von P ein (x, y)-System
0Q = 04, + A,Q, OR = 0B, + B,R,
/0 41 Q alSOQ 1 IQ 1 1
Fig. 22.

(11) x=X+4+a, y=Y+5b.

Beispiele. 1. Die Gleichung y% — 2px — p2? = 0 stellt eine Parabel dar, fiur
die der Brennpunkt der Anfangspunkt ist; sie geht durch die Transformation
y=Y, =X —%pin Y2 - 2pX =0 tber. Fir p > 0 liegt die Parabel im
ersten und vierten Quadranten, fur p << 0 im zweiten und dritten.

2. Wir zeigen, daB sich die Parabel als Grenzfall der Ellipse oder Hyperbel
einstellt, wenn wir die Achsen unendlich gro8 werden lassen. Dazu fithren wir
in die Ellipsengleichung (S. 17) neue Koordinaten mit derselben x-Achse und dem
Scheitel 4, als Anfangspunkt ein (Fig.13a). Fur diese X, Y-Koordinaten folgt

rxr=X—a, y=Y;

setzen wir diese Werte in die Ellipsengleichung ein, so ergibt sich als Gleichung
fiir die X, Y-Koordinaten
(X —a)32 VY2 .
T Tl
und hieraus folgt weiter
v? b

2
ﬁXz——Z X4+ VY2=0.

a
Nun mégen @ und b unendlich gro werden, aber so, daB b%: ¢ einen festen end-
lichen Wert p bewahrt. Dann strebt b2: a? = p: @ gegen Null, und die Gleichung
geht in B2

Y2 —-2pX =0; p=~(;

uber. Dies ist die Parabelgleichung. Mit dem Scheitel 4, riicken auch F, und der
Mittelpunkt O ins Unendliche.

Dieselbe Parabelgleichung kann ebenso aus der Hyperbelgleichung mit 4,
als neuem Anfangspunkt abgeleitet werden.

Die Achsensysteme mogen zweitens denselben Anfangspunkt haben;
die x y-Achsen seien rechtwinklig, wihrend die x’y’-Achsen beliebig
bleiben (Fig. 23). Ein Punkt P habe im ersten System die Koordinaten
%, ¥, im zweiten die Koordinaten «’, ¥"*. Dann sind x, y die senkrechten
Projektionen von OP auf die x- und die y-Achse und daher (S. 7) gleich
den senkrechten Projektionen des Streckenzuges OQ'P; fiir die Pro-
jektion auf jede der beiden Achsen ist also

(12) I(0P) = IT(0Q) + I(Q'P).

* Es wird kein MiBverstindnis verursachen, wenn in den obigen Formeln
%, ¥, ¥, ¥ einmal als Koordinaten, einmal als Zeichen fiir die Achsenrichtungen
auftreten.
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Diese Gleichung wenden wir zuerst auf die x-Achse und dann auf die
y-Achse an. Da 0Q’ = x’in die x'-Achse fillt und Q"P’ =y’ der y'-Achse
parallel ist, so ergibt sich [S.8, Gleichung (15)]

(13) % = &’ cos (¥ x) + 9’ cos(y'x)

und ebenso
y = % cos(x'y) + 3y cos(y'y) .
Wir setzen noch 7 —>T
e =a, (y)=f, a0 Wy)=f—a, |
. Fig. 23
so wird

W) = (2) + (@7) = —da+ &, (Y)= (y2) + (x) = —i=n 4§,

und unsere Gleichungen verwandeln sich in

(133) {

Durch Auflosung nach x’ und 9’ ergibt sich hieraus

% = x cosa 4 ¥y cosfi,

y = #"sino + ¥ sinf .

(13b) sin(f — )4’ =  xsinf —ycosﬂ,
sin(f — »)y = —xsinx + ycos .
Sind auch die x’y’-Achsen rechtwinklig, und zwar (x'y) = =, ist

also f = %n + «, so erhalten wir die einfacheren Formeln

x = x'cosa — ¥ sink,
(14)

y = x"sinx + 9 cosx
und als Auflésung
¥ = xcosa + ysinx,

(144a) { , . Y ,
Yy = —xsinx + ycosx*.

Es wurde hier vorausgesetzt, daB <X (xy) = ('y’) =37 ist,
daB also die beiden Achsensysteme komgruente Figuren sind. Ist da-
gegen (x'y’') = — 37, so stellen beide Achsensysteme nur spiegelbildiich
(symmetrisch) gleiche Figuren dar'; man hat f# = & — §z, und die
Formeln (14) gehen in
(14Db) % =% cosx + y'sinev, y=2x"sina — 9 cosx
iiber; sie gehen formal aus (14) in der Weise hervor, dal man 9" durch
— ' ersetzt, was auch geometrisch evident ist.

Aus jeder der Gleichungen (14) und (14b) folgt

(15) Ay = a4y
man nennt diesen Ausdruck deshalb eine Invarianie der Transformation,
der geometrisch evidenten Tatsache entsprechend, daf3 der Abstand OP

* Diese Gleichungen ergeben sich auch direkt aus (14), indem man z, ¥y
mit #’, 9’ vertauscht und & durch (#"#) = — « ersetzt.
1 Hier wird nur die Beziehung in der Ebene selbst in Betracht gezogen.
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fiir alle rechtwinkligen Achsensysteme mit O als Anfangspunkt dieselbe
Darstellung hat.

Fiir die Determinante (Anhang III, § 3) der Gleichungen (14) und
(14b) folgt

cosa, —sin« | lcosa, sinal

5= =1 und 6= 1.

sin & , cosoc‘ sin o0, —cosoc’

Darin kommt der Gegensatz beider Transformationen analydisch zum
Ausdruck.

Auch in dem Falle, daB beide Achsensysteme schiefwinklig sind,
konnen wir die Transformationsformeln unmittelbar aus dem Projek-
tionssatz von S.7 entnehmen. Seien wieder x, ¥ und %', ¥’ die Ko-
ordinaten von P¥, so sind jetzt x und y die Parallelprojektionen von OP
auf der x-und y-Achse im Sinne von S. 9 und wieder gleich den analogen
Projektionen des Streckenzuges OQ’'P. Setzen wir insbesondere [vgl. I,

§5, (12)] IHOQ, x) =ax, IIQP, x)=0y,
IIoQ,yy=c«, HQP,y)=dy,

wo a, b, ¢, d die beziiglichen Projektionskonstanten sind, so ergibt sich
nach (12)

(16) x=ax + by, y=cx+dy.
Ganz analog findet sich mit analog bestimmten Projektionskonstanten
(16a) ¥=dx+0bVy, Vv=dx+dy,

die Koordinaten sind also durch eine lineave Substitution wmiteinander
verbunden.

Bemerkung. Die Koeffizienten a, b, ¢, d und a’, b’,¢’, @’ sind durch die
Achsenrichtungen bestimmt. Seien (Fig. 24) 4’ und B’ Punkte der #’- und y’-Achse,
so daB 04’ = 1, OB’ = 1 ist; es sind dann #’ = 1, 9’ = 0 die %/, y’-Koordinaten
von A’ und ¥’ = 0, ¥’ = 1 die #’, y’-Koordinaten von B’. Fiur ihre », y-Koordi-

naten folgt daher aus (16)

¥x=04=a, y=AA"=c¢c,
und aus dem Dreieck 044’ ergibt sich nun
a:c:1=sin(x'y) :sin(x#) :sin(xy).
Ebenso erhilt man fiir die #, y-Koordinaten von B’
80 O\ a 4 #=0B=b, y=BB =d,

und aus dem Dreieck OBB’ entnimmt man

Fig. 24. b:d:1=sin(yy):sin(x4’):sin(x y).

Setzen wir noch (¥9) = @, so gehen die Formeln (16) iiber in

sinw + ¥ = sin (#’ y) ¥ + sin (3’ ) ¥/,
(16b) { sinw - y = sin (¥ &)’ + sin(x y') ¥".
Analoges gilt fiir die Gleichungen (16a).

* Man benutze wieder die Fig. 23.
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Die allgemeinste lineare Substitution in der Form (16) stellt keine Transforma-
tion des Koordinatensystems dar. Denn die Winkel der’Achsen miteinander sind
durch drei Winkel, etwa (¥,%), (#', %) und (¥, #"), vollstindig bestimmt. Also
sind in den Gleichungen (16b) nur drei Koeffizienten willkirlich, und Ent-
sprechendes gilt von den Gleichungen (16), falls sie Koordinatentransformationen
darstellen sollen. Es ist leicht, Substitutionen anzugeben, denen keine Trans-
formationen des Koordinatensystems entsprechen. Setzt man z. B. ¥’ = #, ¥’ =2y,
so folgt aus #'= 0 auch x = 0, ebenso aus 9’ = 0 auch y = 0; es muB daher die
x#-Achse mit der #’-Achse und die y-Achse mit der y’-Achse identisch sein. Also
miiBten auch die #, - und #’, ’-Koordinaten identisch sein, was nicht der Fall ist.

Beispiele. 1. Eine Hyperbel heiBt gleichseitig, wenn in ihrer Gleichung (9a),
S.18 a = b ist; ihre Gleichung lautet also

2 — y% = a.
Wir nehmen die Halbierungslinien der Koordinatenachsen als #’, ”-Achsen; sie

sind rechtwinklig, und es sei (¥ ) = — —25. Man hat dann die Transformations-
gleichungen ]

x=}V2¥+ 412y, y=—1124 4312y
Sie fithren die Hyperbelgleichung in
24y = a?
iiber. Uber die Bedeutung dieser Gleichung und der Koordinatenachsen vgl.
Kap. X, § 6.

2. Mittels der Gleichungen (13) 148t sich ohne Benutzung einer Figur eine
Formel fiir den Abstand OP fiir schiefwinklige Koordinaten ableiten. Man erhalt
OP2= 22+ 92 = 42+ 92+ 24”9/ (cosa cos f§ + sinw sinf)
=2+ 924245y cos(#'y).

Durch Anwendung auf zwei schiefwinklige Systeme folgt
x/2 + y/2 + zx/y/ cos (x/ y’) —_ x”2 + y”2 + 2x1/ y” cos (xlly//) s

der vorstehende Ausdruck ist also wieder eine Invariante der Transformation.

Bei Koordinatensystemen mit verschiedenem Anfangspunkt und
beliebigen Achsenrichtungen fithrt eine Verbindung der vorstehenden
Formeln zum Ziele. Sei O’ der Anfangspunkt
der «',y’-Achsen. Will man die x, y-Koordi-
naten durch die ', y'-Koordinaten ausdriicken,
so nimmt man ein X, Y-Achsensystem mit O’
als Anfangspunkt zu Hilfe, das den x, y-Achsen
parallel ist (Fig. 25). Dann bestehen fiar die
x',y'~ und die X, Y-Achsen Formeln der Form

X=ax +by, Y=c«+dy; Fig. 25.

andererseits gelten fir die x,y- und die X, Y-Koordinaten (S. 28)
Formeln der Form

xr=X+4e, y=Y+H+/,
und daraus folgt schlieBlich
(17) x=ax + by +e, y=cx+de+1{.

Die allgemeinste Koordinatentransformation driickt sich also durch eine
lineare Substitution aus.
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§ 4. Der Dreiecksinhalt.

Zwei Punkte P,(%,y,) und P,(x,,y,) bestimmen mit dem An-
fangspunkt O ein Dreieck; sein Flicheninhalt § ist zu berechnen,

y zundchst fiir rechtwinklige Achsen. Es sei
P 45 OP, =7, OP,=17,. Wir legen die Flichen-
2 A formel (Fig. 26)
» 7
‘ L E 2% = OP,-0P,-sin(P,0P,)
Fig. 26. zugrunde. Hier ist

F(PLOPy) = g (r175) = (11%) + (x75) = (%75) — (x7y),
wir finden also
2% = 1,7, {sin(x7,) cos(x7;) — cos(x7,)sin(x7y)},

und daraus folgt gemaB S. 11

1 N
X3 Vo

Die rechte Seite dieser Formel dndert ihr Vorzeichen, wenn die
Indizes 1 und 2, also die Punkte P; und P,, vertauscht werden. Der
Dretecksfliche legen wir deshalb ebenfalls ein Vorzeichen bei; und zwar
ist § positiv, wenn sinP; OP, positiv ist, negativ, wenn sin P,0P,
negativ ist. Also ist das Vorzeichen von $ positiv, wenn der Halb-
strahl OP; dadurch in den Halbstrahl OP, {ibergeht, daB er in positivem
Sinn um einen Winkel <z gedreht wird; entsprechendes gilt fiir nega-
tives . Dem Drehsinn von #, nach 7, entspricht der Umlaufssinn
0, P,, P, des Dreiecks. Durch den Umlaufssinn wird das Vorzeichen
von ¥ in symmetrische Beziehung zu den drei Ecken des Dreiecks ge-
bracht. Wir bezeichnen deshalb genauer § mit $,,,, wenn der Inhalt
durch (18) berechnet wird, und erhalten

(19) o1z + Bozr = 0.

Sind die Achsen schiefwinklig, so fithren die Gleichungen (13) zum
Resultat; wir haben nur die in ihnen enthaltenen Werte in die De-
terminante (18) einzusetzen. Zunichst wird

(18) 2F = XY — %Yy =

%1 Y %1 cos (xx) + yicos(xy),  x]cos(yx) + y;cos(yy)
%y sl | eos(xx) +yjcos(xy),  xcos(yx’) + yicos(yy) |’
und daraus folgt gemidl dem Multiplikationssatz der Determinanten
% w| % %] [cos(ex),  cos(xy)
% v % ¥ cos(yx), cos(yy)|

Nun ist (xy) = 4z, also
@x) = —dn+ (¥¥) = —in — (¥x), OY)=—in+ (@),
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und daher erhilt die Determinante der Kosinus den Wert

cos (¥x) sin (¥y’) + cos(xy’) sin (x'x) = sin[(x'x) - (x9)] = sin(¥y').
Fir den Dreiecksinhalt ergibt sich daher
Vi

,|sin(xy).
2

(20) 28012 =

1
’
2

Liege allgemeiner ein aus drei beliebigen Punkten (xy,v,), (%s,¥2),
(%3, v4) gebildetes Dreieck vor; die Achsen seien beliebig. Wir legen durch
(%1, 9,) eine X- und Y-Achse, parallel zur »- und y-Achse, so kénnen
wir zunidchst die vorstehenden Gleichungen benutzen und erhalten

X, Y,
Xy Y,

2F125 = sin(XY) '

Andererseits ist gemdB (11)
X=x—2%, Y=y—y,

und daraus folgt weiter

Ny — %y Yy — }xl y1 1

(21) 2125 = sin(xy) 2 vooe ' = sin(xy) Xy Yy 1]
X3 — % Ys— N

X3 Vs 1}

oder durch Entwicklung der letzten Determinante nach den Elementen
der letzten Kolonne
(212)  2F1p5=sin(xy) {(%y5 — %3¥2) + (Fa¥1 — #1¥s) + (.72 — %71)}-
Diese Gleichung 148t eine einfache geometrische Deutung zu. Setzen wir
die Dreiecksflichen

OP, Py = Fos3, OP; Py = Fos1» OP, Py = Fo12,
so ergibt sich nach (20)

2F02s = sin(xy) (%2¥5 — %395) 28031 = sin (xy) (%3, — %193)
2Fo10 = SIN(xy) (%Y — %591) ,

%123 = %023 + %031 + %012

zur Folge hat, eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung ersicht-
lich ist.

Ahnlich erhilt man den Flicheninhalt § eines einfachen #-Ecks,
indem man von

Tizeoon = Borz + Foas + =« + Fows

ausgeht und die $y;; durch ihre Werte in den Koordinaten ersetzt.

was schlieBlich

Beispiel. Das Dreieck der drei Punkte (2, 1), (3, —2), (—4, —1) hat den
Inhalt —10.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl, 3
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Bemerkung. Fiir die drei Punkte P,, P,, P, gibt es bekanntlich sechs An-
ordnungen entsprechend den sechs Permutationen der Indizes 1, 2, 3. Bei den
zyklischen Permutationen andert sich die in (21) enthaltene Determinante nicht;
bei den anderen dndert sie ihr Vorzeichen, das hei3t, das Vorzeichen des Inhalts
andert sich mit dem Sinn des Umlaufs um das Dreieck.

§ 5. Doppelte Bedeutung der Transformationsformeln.

Lineare Substitutionen der Koordinaten wie die in § 3 lassen noch
eine zweite Deutung zu. Der Ableitung nach stellen sie Koordinaten
desselben Punktes fiir verschiedene Achsen dar, man kann sie aber auch
als Formeln fiir verschiedene Punkte in bezug auf dieselben Achsen
deuten. Wir beginnen mit den Formeln einfachster Art,

(22) x=x+a, y=y +0.

Die Achsen mogen beliebig sein. Die Beziehung zweier solcher Punkte
P(x,v) und P’(x’, y') zueinander ergibt sich aus Projektionssatz von
I, § 15, Fig. 22 (S.28), wenn man OO0;P durch einen Punkt P’ zum
Parallelogramm OO, PP’ erganzt; sie zeigt dann, daBl der Punkt P aus
P’ durch eine Schiebung (Translation) um die Strecke 00, = P'P
hervorgeht. Man sagt, daBl die Formeln eine Schiebung der Ebene um
die Strecke (den Vektor) 00, darstellen.
Wir gehen zu den Gleichungen

(23) x'zocx, y/:ﬁy (“:ﬁ’ O)

itber; das Achsensystem sei wieder beliebig. Man sagt, daB die Punkte
P’ zu den Punkten P eine affine Beziehung haben. Folgende Eigen-
schaften ergeben sich fiir sie ohne weiteres:

1. Bilden die Punkte P’ eine Gerade g’, so tun es auch die Punkte
P’ und umgekehrt; ist nimlich Ax" + By’ + C = 0 die Gerade g, so
erfiillen die Punkte P die Gerade Aax 4+ Bfy + C = 0. Den Punkten
einer Strecke P(Q entsprechen die Punkte der Strecke P'Q’. Daraus
folgt leicht, dal3 den Punkten, die die Fliche eines Dreiecks erfiillen,
Punkte entsprechen, die wieder die Fliche eines Dreiecks erfiillen?.

2. Die Flichen entsprechender Figuren stehen tn komstantem Ver-
hdltnis zueinander. Sind § und §' die Inhalte entsprechender Dreiecke,
so ist (§ 4)

E7E A ; (% Y 1 i
(24) W% = sin (xy) l x5 vy A ; tsin(xy) [x, v, 1
oy 1 Ky Yy 1

1 Wir werden spater lernen, daB einem Parallelogramm sogar ein Parallelo-
gramm entspricht. Vgl Kap. XII, § 3, wo die Affinitit ausfihrlicher zur Unter-
suchung gelangt.
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Bezeichnen wir die beiden Determinanten durch D’ und D, so folgt
aus dem Anhang II, § 3, daB D’ = a D ist; daher wird

(24a) &Y = ap = const.

Hiermit ist die Behauptung zunichst fiir Dreiecke erwiesen. Daraus
folgt sie durch die letzte Formel von § 4 auch fiir alle Polygone, und
auf Grund hiervon kann sie durch Grenziibergang auch fiir beliebige
Fliachenstiicke geschlossen werden?.

3. Sind P,, P,, P drei Punkte einer Geraden, so bleibt das Teilungs-
verhiltnis (P, P, P) ungeindert; die Gleichungen (7a) gehen nimlich
durch (23) in

;X — ux; , 1 — Uy

E=R =T
iiber. Mitte geht also in Mitte tiber, Schwerpunkt einer Figur in den
Schwerpunkt der entsprechenden Figur.

Beispiel. Aus der Gleichung
y:yY=bia=uwx:x

von S. 24 ist zu schlieen, da Kreis und Ellipse affine Figuren sind. Die Ellipsen-
punkte (¥, ¥) hingen namlich mit den Punkten (%, y’) des Kreises vom Durch-
messer 2a durch die Gleichungen

V=ux, y=oy

b
zusammen, mit den Punkten des Kreises vom Durchmesser 2b durch
b .
¥ = ;x , Vy1=1%;

jedes dieser Gleichungspaare hat die Form (23). Aus dem obigen Satz 2 erhilt
man far die Inhalte §§ = a?x des Kreises und §” der Ellipse

F:F=bra,
und daher findet sich fiir den Inhalt der Ellipse der Wert abx .

Die an die Gleichung (23) gekniipften Schliisse bleiben bestehen,
wenn wir sie allgemeiner so deuten, daf sie sich auf verschiedene Achsen-
systeme beziehen, auf ein xy-System und ein x'y’-System, die beliebig
in der Ebene liegen sollen (Fig.25). Auch dann noch wird durch sie
jedem Punkt P(x,y) ein Punkt P’(x’,y") zugeordnet, und es bleiben
die unter 1., 2. und 3. genannten Sitze in Kraft. An Stelle der
Gleichung (24) erscheint, wenn wir die in (24a) enthaltenen Determi-
nanten wie oben durch D’ und D bezeichnen, die Gleichung

(24Db) g =sin(x'v)D :sin(xy)D;

sie zeigt ebenfalls, dall §§" : §§ einen konstanten Wert hat. Die Zuordnung
heifit ebenfalls eine affine.

1 Man erkennt leicht, daB die Affinitat fir f= « in die Ahnlichkeit iibergeht.
3*
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Auch den Formeln (14) von § 3 kénnen wir eine analoge Deutung
geben ; sie stellen Drehungen um den Anfangspunkt dar. Seien die Achsen
vechtwinklig. Wir drehen die ganze Ebene um den Anfangspunkt; da-
durch gehe Punkt P in P’ iiber, und es sei der Drehungswinkel

(OP, OP') =0. Man hat dann unmittelbar (Fig. 27)

P’ (25) ¥ = rsin(p + &) = xcos& — ysinx,
o P Yy =rcos(p + &) = xsina + ycosx,
0 —> und dies sind die ndmlichen Formeln, die bei der

Drehung der Koordinatenachsen um den Winkel
— « auftreten.

Endlich lassen auch die Formeln (14b) eine derartige Deutung zu.
Sie gehen (S.29) aus (14) dadurch hervor, daB man y’ durch —y’ er-
setzt. Das bedeutet eine Spiegelung an der x’-Achse; sie entsprechen
also einer Drehung um den Winkel & und einer nachfolgenden Spie-
gelung. Eine solche Transformation heiBt Umlegung; sie kehrt den

Umlaufssinn um.

Fig. 27.



Finftes Kapitel.
Die gerade Linie.

§ 1. Gleichungsformen der Geraden.

Fir eine Gerade haben wir in Kap. I1I, § 3, die Gleichungen

x |y B
(1) LTy —1=0
und
(2) Ax+By+C=0

abgeleitet. Hier bedeuten @ und b die Abschnitte, die die Gerade auf
den Achsen abschneidet. 4, B, C sind Konstanten, die beliebige Werte
haben kénnen; die Abschnitte @ und b driicken sich aus ihnen durch

die Formeln o - c

bt=—a )
aus. Die Gleichung (2) heit die allgemeine Gleichung der Geraden.
Eine weitere vielfach niitzliche Gleichungsform ergibt sich aus der ersten
Gleichung, wenn man diese in die Form

b
3) y=mx -+ b, m=—_
setzt; aus der Fig. 15 (S.19) erhilt man fir m den Wert
_sin(xg) _sin(xg) *
Ga) “sinlgy) ~  sin(ve)

Fir rechtwinklige Koordinaten hat man einfacher nach Gleichung (1)
von S. 25

(3b) m=tgxg) =tga; o= (xg).
Wihrend die Gleichung (1) die Gerade durch zwei Punkte bestimmt,
ist sie in Gleichung (3) durch einen Punkt und ihre Richtung festgelegt;
m heillit auch Richtungskonstante.

Beispiel. Bei rechtwinkligen Koordinaten erhalten wir fir die Gleichung
x+9y —4=0die Werte a =4, b=4, m = —1, & = 135°.

Eine Gerade kann auch als Verbindungslinie zweier beliebiger
Punkte (x;, ;) und (x,,v,) definiert sein. Die dieser Definition ent-

* Eine von der Figur unabhingige Ableitung bringt § 2.
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sprechende Gleichung entnehmen wir aus dem vorstehenden durch die
folgenden, fiir das analytisch-geometrische Verfahren charakteristischen
Schliisse!. Sicher hat die Gleichung fiir gewisse noch unbekannte Werte

m und b die Form y—mx+ b

Da die Gerade durch (x,y;) und (x,y,) geht, bestehen auch die Gleichungen
Vo=mx% +b, y,=mx,+0b.

Aus ihnen lassen sich die Werte von m und & berechnen und dann in

die erste Gleichung einsetzen. Man hat also — anders ausgedriickt —

m und b aus den vorstehenden drei Gleichungen zu eliminieren. Dazu
bilden wir zundchst durch Subtraktion die Gleichungen

Yy=—yi=mE—x), y—Y=mE— L), Y=y = mE — %)

aus ithnen entsteht durch Division weiter

(4) V=W _ =% der YTV _FT M (qer YT ¥V
Y=Y XA Yo—V1 XM ¥—X XN
jede dieser Gleichungen stellt also die Gerade dar. Nach x und y ge-

ordnet erhilt sie, von welcher Gleichung wir auch ausgehen, die Form

(4a) %Yy — ¥1) — ¥ (% — %) + %9 — %y, = 0.
Diese Umformung 148t die gewonnene Gleichung als eine Gleichung
ersten Grades erkennen. Jede der Gleichungen (4) driickt unmittelbar
aus, da die Gerade erstens die Punkte (x;y,) und (#,y,) enthilt,
und daB sie zweitens die fiir sie grundlegende Eigenschaft hat, die
im Projektionssatz von S. 7 zum Ausdruck kommt. Sie kann auf
Grund dieser Erwigung auch unmittelbar hingeschrieben werden.
Eine zweite Betrachtung, die zur Gleichung einer Geraden durch
zwei Punkte fiihrt, ist folgende. Wir gehen davon aus, die Bedingung
zu suchen, daf drei Punkte Py (%v,e), P1(%191), Ps(%2y,) auf derselben
Geraden liegen, und wihlen diesmal 4x 4 By + C = 0 als Gleichung
der Geraden. Es ist dann, wie die Punkte auch liegen,

Axy+ By, + C=0
Ax, +By, +C=0
Axy+ By, +C=0.

Dies sind drei homogene Gleichungen fiir die GréBen 4, B, C. Sie be-
stehen in der Weise, dafl A, B, C Werte haben, die nicht simtlich
Null sind, und daraus folgt (Anhang III, § 3) die Determinantengleichung

(=m),

Xo Yo 1
(4b) % Y 1|=0
Xy Yy 1 ‘

! Fiir », = x, oder 9, =y, wird die Gerade einer Achse parallel; davon
wird wieder abgesehen.



§ 1. Gleichungsformen der Geraden. 39

als gesuchte Bedingung. Lassen wir den Punkt (x,v,) variabel werden,
und ersetzen ihn insofern durch (xy), so ergibt sich

x vy 1
(4 C) xl yl '1 = 0
2 Y2 1

als Gleichung der Geraden. Die Entwicklung der Determinante liefert
wiederum die Gleichung (4a). Die geometrische Bedeutung der Glei-
chung (4c¢) ist die, daB jeder Punkt (x, y) der Geraden mit den Punkten
(%,v,) und (x,y,) eine Dreiecksfliche vom Inhalt Null bestimmt (S. 33).

Beispiele. 1. Die durch (2, 3) und (5, — 4) gehende Gerade hat die Gleichung

y—3 —4-3 7 .
r—3- 52 = 3 oder 7x% + 3y — 23 = 0;
Achsenabschnitte und Richtungskonstante sind a =2, b =%, m = —§.
2. Als Gleichungen der Seiten des Dreiecks der Punkte (2, 1), (3, —2),
(—4, —1) findet man: ¥+ 7y +11=0,3y—x%—1=0,3x4+9y—7=0.
3. Man bilde die Gleichungen der drei Seitenhalbierenden dieses Dreiecks
[vgl. Kap. IV, Gleichung (8)].

Wir kniipfen nochmals an die Gleichungen (4) an. Fiihren wir in
die erste der drei Gleichungen den Wert der beiden einander gleichen
Quotienten ein, setzen also

Ym0 _F-H: __p
Y= ¥ — X ’

so erhalten wir daraus
_ Mk _ kY
(5) Y= R o YE TR o

Dies sind dieselben Gleichungen, die wir S. 26 gefunden haben. Sie

driicken (im Sinn von Kap. ITI, §6) die variablen Koordinaten x, y

mittels des Parameters 2 aus, und es ist 2 das Teilungsverhiltnis

(P, Py Py), das (S. 4) der Punkt (v, ¥) mit (x;9;) und (x,y,) bestimmt.
Eine allgemeinere Darstellung dieser Art ist

_a-ot _ b+ Bt .
(Sa) X = C+}’t’ y—c+7t: C'_}l:o)

auch ihr entsprechen alle Punkte einer Geraden. Dividiert man die
Zihler und Nenner beider Quotienten durch ¢ und setzt

_%i:k: %:xl’ %:xz» %—_—yl, g:yz:
so erkennt man, daB die Gleichungen (5a) in (5) iibergehen.
Fiir rechtwinklige Koordinaten bestehen insbesondere folgende
Gleichungen: Sei M (x,y,) ein beliebiger fester Punkt der Geraden. Wird

dann MP = s gesetzt und (xg) = ¢, so folgt gemiB S. 25

(6) X — % ==Sscosp, y—y =ssing,

und es ist s der variable Parameter, der alle Werte des Kontinuums
durchliuft.
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§ 2. Die Hessesche Normalform.

Wir kniipfen an die Formel (10) an, die wir in Kap. IV (S. 27)
fiir den Abstand eines Punktes (&, 1) von einer Geraden g gefunden
haben. Setzen wir abkiirzend

(7) N (&, n) = &cos(nx) + neos(ny) — 0,

so kénnen wir das dort gefundene Resultat folgendermaBen aussprechen:

Der Ausdruck N(&,n) hat fir alle Punkte (£,n) eine einheitliche
Bedeutung ; er stellt die entsprechend dev Festsetzung des Richtungssinnes
auf der Normalen von g mit Vorzeichen versehene Linge des von (&, %)
auf die Gerade g gefillten Lotes dar. Die Gerade g erscheint hier so be-
stimmt, daf3 sie von O den Abstand é hat, wihrend # die von O auf g
gefillte Normale ist. Auf der einen Seite der Geraden g ist der Aus-
druck N(&, n) positiv, auf der anderen negativ. Die erste Seite heif3t die
positive Seite von g, die andere die negative Seite von g.

Liegt ein Punkt P (x, y) auf der Geraden g selbst, so ist die Lange
des Lotes gleich Null und umgekehrt. Daraus folgt, daB

(7a) N(x,y)=0 oder xcos(xn)+ ycos(yn) —d=20

die Gleichung der Gevaden g st (Hessesche Normalform).

Die so gefundene Gleichung ist von groBer Wichtigkeit. Wir be-
handeln zunichst ihre Beziehung zu den anderen Gleichungsformen;
ausgehend von den beiden Gleichungen (Fig. 21, S.27)

acos(xn) =208, bceos(yn) =24,

die sich aus (14) von S. 7 ergeben. Diese Werte fithren von (7a) un-
mittelbar zur Gleichung

X Y .
;"|”b’——1—0.

Weiter erhilt man fiir m den Wert

b cos (¥ m)
M= ——=—— ‘.
a cos (yn)

Nun ist aber
(xm) = (xg) + (gn) = (xg) £ 37, (yn)= g+ (gn) =g Ltin*
und daher wird [vgl. Gleichung (3a)]

.. Sin(xg) _ sin(rg)

sin(yg)  sin(gy)
Die Beziehung der Normalform zur Gleichung

() Ax+By+C=0

* Da die Richtung von g hier unbestimmt bleibt, ist das doppelte Zeichen
notig.
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soll nur fiir rechtwinklige Achsen erortert werden; wir behandeln die
Aufgabe, die vorstehende allgemeine Gleichung einer Geraden in ihre
Normalform iberzufithren. Fir rechtwinklige Achsen ist

(ym) = (v#) + (¥m) = (wn) — 4 ;
setzen wir also (¥#) = «, so nimmt N (x, y) die einfachere Form
(9) N(x,v) = xcosax + ysina — 0
an, und die Normalgleichung lautet
(9a) xcosx + ysinad — 3 = 0.

Nun &ndert sich die durch eine Gleichung gegebene Beziehung zwischen
% und ¥ nicht, wenn die Gleichung mit einer Konstanten multipliziert
wird; demgemil suchen wir Gleichung (8) so mit einer GréBe 1 zu
multiplizieren, daB ihre linke Seite in die linke Seite von (9a), also in
den Ausdruck N (x,y) iibergeht; dazu muB

(9b) AA = cosa, AB =sina, AC = —9§.

werden. Dies geschieht, wenn A2(42% + B?) =1 ist, also ergibt sich
A . B C

10) cosa = mtg M= m 0T a

Hier ist nur noch das Vorzeichen der Wurzel zu bestimmen. Da é > 0,
also 1C < 0 ist, hat man der Wurzel das umgekehrte Vorzeichen von
dem zu geben, das C besitzt.

Fuar N(x,y) findet sich also der Wert

(11) N(xy) =287 C
VAZ + B
und die Normalgleichung, die der Gleichung (8) entspricht, ist
Ax 4+ By + C
12 e ==
(12 e

Bemerkung. Geht die Gerade durch den Anfangspunkt, so verliert die Fest-
setzung iiber das Vorzeichen der Wurzel ihren Inhalt. An sich kann man dann
das Zeichen noch beliebig wiahlen; es wird dadurch die Richtung der Normale #
festgelegt. Sollte diese Richtung bereits festgelegt sein, so ist dadurch auch das
Zeichen der Wurzel bestimmt. Je nachdem also im folgenden Beispiel die Fest-
setzung fiir alle Geraden b = 0 oder b << 0 gleichm#Big sein soll, mufl fir b = 0
die Wurzel negativ oder positiv gewahlt werden.

Vielfach wird auch g gerichtet angenommen und dann # durch X(ng) =4
bestimmt.

Beispiele. 1. Fur die Gleichung y = mx + b lautet die Normalform

mx —1Yy + b m . —1
—— =0 Ccosy = SN = —

Yi+m: Vit m? Vi+m

wo die Wurzel positiv oder negativ ist, je nachdem b negativ oder positiv ist.
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2. Das vom Punkte (&, #) auf die Gerade 4x — 59 + 2 = 0 gefillte Lot zu
bestimmen. Die Normalform lautet

1
——=@r—5y+2)=0; Ja1>o0,
1

V4
das Lot hat also die Liange

= —

. (48 =57+ 2).
Vat
Der Halbstrahl % ist durch cosgy = —4: }/4?, sin ¢ = 5:V41 bestimmt; er fallt
also in den zweiten Quadranten.

3. Die Hohen des Dreiecks vom Beispiel 2 (§ 1) haben die Langen ZVE,
]/50, 2]/16; der Anfangspunkt liegt innerhalb des Dreiecks. Dementsprechend er-
geben unsere Formeln die Langen alle mit negativen Vorzeichen.

§ 3. Zwei Gerade.
Seien g und g’ zwei verschiedene Geraden und
(13) Ax+By+C=0, Ax+By-+C=0
ihre Gleichungen. Ihr Winkel bestimmt sich geometrisch durch
(€g) = (gx) + (xg) = (xg) — (#9),
woraus

/. tglwe) —tg(xg)
tg(gg) = 1+ tg(xg)tg(xg)

folgt!. Fiir rechtwinklige Achsen ist insbesondere

A N, A
tglxg) =m=—"%, tgxg)=m'=—4,

und so folgt weiter
m —m  AB — BA’

(14) tg(gg) = Thimmw =~ AAFTBE -

Fir die Orthogonalitit (¢ L g’) ergeben sich also die Gleichungen
(15) 14 mm =0, AA"+BB =0,

fir den Parallelismus (g ||g’) ist

(16) m=mw';, AB —BA'=0;, A:B=A":B.

Diese Gleichungen gelten fiir beliebige 4, B, A’, B'.

Beispiele. 1. Die Gleichung einer Geraden g’ aufzustellen, die durch einen
Punkt (x;%;) geht und zu einer Geraden g parallel oder senkrecht ist. Ist die
Gerade gin der Form Ax + By 4 C = 0 gegeben, so wird man fur g’ die Gleichung

A'x 4+ By 4 C =0
ansetzen; da der Punkt (»,9;) auf ihr liegen soll, hat man zunachst auch
A% + By, + C' =0

1 Da g und g’ keine gerichteten Geraden sind, so kommt nur ein Winkel
(gg") < m in Frage.
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und erhilt durch Subtraktion
A'(x—m) + By —9)=0.%
Ist nun g’ || g, soist 4": B’ = A:B;ist g’ 1 g, soist A’: B"=—B: 4, und da-
her hat die gesuchte Gerade im einen und anderen Falle die Gleichung
A —2)+ By —») =0, Blx—m)— Ay —y)=0.

Ist die Gerade g als Verbindungslinie zweier Punkte (a, b) und (a,b,) gegeben,
so schlieBt man nach (4) folgendermaBen : Fiir die Gerade gist m = (b, — b) : (a— a) .
Ist also g’ || g, so hat man m’ = m, ist g’ L g, so hat man mm’ + 1 =0 und er-
halt als Gleichung von g direkt

Y=Y, & =4
by — b

2. Die Héhen des im Beispiel 2 von § 1 benutzten Dreiecks haben die Glei-
chungen

y=n_b—=0b_ . 4

= 0.
x—x% a—a x — X

74—y —13=0, 3x+y—7=0, 3y—x+1=0,

das Dreieck ist rechtwinklig, denn zwei Hohen sind mit zwei Seiten identisch.

Fiir die Beziehung zweier Geraden zueinander sind drei Félle
moglich. Sie haben keinen im Endlichen gelegenen Punkt gemein,
oder einen, oder zwei und damit alle. Wir wollen die analytischen
Bedingungen dafiir ableiten. Ist (%,,y,) ein gemeinsamer Punkt beider
Geraden, so ist %y, ¥, gemeinsames Losungssystem der Gleichungen (13),
und es ist (Anhang III, § 3)
|Cc 4] /4 B
¢ AL A B

Von den drei hier auftretenden Determinanten hingt das Eintreten
der drei genannten Fille ab. Seien zunichst alle drei Determinanten
gleich Null. Dann folgt

A""A=B:B=C".C.

B C
(17) xO:y0:1: B/ C/

Ist also # der gemeinsame Wert dieser Quotienten, so da8
A'=ud, B =uB, C'=uC

ist, so geht die zweite der Gleichungen (13) aus der ersten durch Mul-

tiplikation mit u hervor, und die zugehorigen Geraden sind identisch.
Sind die Geraden nicht identisch, so kénnen also nicht alle drei

Determinanten Null sein. Es ist dann zu unterscheiden, ob

AB’ — BA'Z0 oder AB'—BA'=0

ist. Im ersten Fall geben die Gleichungen (17) einen im Endlichen ge-
legenen Punkt (x,y,); im zweiten Fall jedoch nicht. Wie wir soeben
sahen, sind g und g’ dann parallel. Insbesondere sind also die Ge-
raden Ax+By+C =0, Ax + By + C' =0 fir C 2 C’ einander

* Man kann diese Gleichung auch unmittelbar ansetzen, auf Grund davon,
daB sie 1. vom ersten Grad in » und y ist, und 2. fiir die Werte x,, y, erfillt ist.
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parallel. So sieht man auch auf analytischem Wege ein, dal zwei ver-
schiedene nicht parallele Geraden stets einen gemeinsamen Punkt haben.
Bemerkung. Sind alle Koeffizienten mindestens einer der beiden Gleichungen
von Null verschieden, und sind zwei der in (17) stehenden Determinanten Null,
so ist es auch die dritte. Ein Beispiel, daB nur eine einzelne Determinante von Null
verschieden ist, ist folgendes. Fiir die Geraden
Ax 4+ C =0, A'x +C =0

ist B = 0 und B’ = 0, also sind es auch die beiden Determinanten, die B und B’
enthalten. Ist auch AC’ — A’C = 0, so fallen beide Geraden zusammen; ist
AC" — A’C = 0, so sind sie parallel und haben keinen endlichen Punkt gemein.

§ 4. Das Geradenbiischel.

Durch den Schnittpunkt zweier Geraden g und g’ gehen unendlich
viele Geraden; sie bilden ein Geradenbiischel oder Strahlenbiischel. Sind
die Geraden g und g’ wieder durch die Gleichungen (13) gegeben, so
wird jede von g und g’ verschiedene Gerade des Biischels durch

(18) Ax+By + C+AA'x+By+C)=0

dargestellt, wo ) einen endlichen Wert = 0 bedeutet.

Wir zeigen zuerst, daB3 der Gleichung (18) fiir jeden solchen Wert
von 1 eine Gerade durch den Schnittpunkt (g, g') entspricht. Zunichst
ist sie ndmlich eine Gleichung ersten Grades; sie hat, nach » und y
geordnet, die Form

(18a) (A + 245+ (B +AB)y + (C +AC) =o0.

Wir nehmen zunichst an, daB g und ¢’ sich in dem Punkte (x,, y,)
schneiden. Dann ist sowohl

Axy+ By, +C=0 wie A'xy+4 B'yy+ C" =0;

daher hat auch die linke Seite von (18) fiir die Koordinaten x,, ¥, den
Wert Null, und die entsprechende Gerade geht durch (x4y,) hindurch.

Zweitens 1Bt sich die Zahl 4 so bestimmen, daB die Gleichung (18)
eine beliebige von g und g’ verschiedene Gerade durch (xyy,) darstellt.
Eine solche ist so bestimmbar, dall sie noch einen von (xyy,) ver-
schiedenen Punkt (x,v,) enthdlt. Es mufl dann auch

Ax, + By, +C + 2(A'%, + By, +C)=0

sein, also
- Ax,+ By, +C
(19) O [y ol

womit der fragliche Wert 12> 0 bestimmt ist. Durch (18) konnen
auch g und g’ dargestellt werden, und zwar mit den Parameterwerten
4 = 0 und 1 = co. Das letzte bedeutet, daB man A zunéchst durch 1/p
ersetzt; dem Wert # = 0 entspricht dann die Gerade g’, also auch
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dem Wert 1 = oo. In diesem Sinn soll der Parameterwert 1 = oo in
diesem ILehrbuch angewendet werdent.
Aus (19) ergibt sich nach §2 (S. 40), daB

AT+ B

VYA’ 4 B2
ist, wo / und !’ die Abstinde eines Punktes der durch (18) dargestellten
Geraden, die wir mit /4 bezeichnen, von den Geraden g und g’ sind. Die
Vorzeichen dieser Abstinde hingen nach der Vorschrift des § 2 von der
Lage des Anfangspunktes O zu den Geraden g und g’ und der Lage
der Geraden % ab. Das Vorzeichen von / und I’ wechselt gleichzeitig,
wenn man auf der Geraden % durch den Punkt (x4, v,) hindurchgeht.
/I ist auch dem Vorzeichen nach auf 4 konstant, was iibrigens auch aus
der Formel ! 14T BE

(20) L=

hervorgeht, wenn man bedenkt, daB3 das Vorzeichen der Wurzeln nach
§ 2 nur von C und C’ abhingt, 1 aber fiir die ganze Gerade % konstant
ist. I/l ist positiv, wenn O in demselben von g und g’ gebildeten Winkel-
raum liegt wie % (Fig. 28a), und
ist negativ, wenn man, um von O
zu h zu gelangen, g oder g’ iiber-
schreiten muf (Fig.28b). Ferner ist

[ sin(gh)

V7 sin(g’h)’

und zwar mit dem richtigen Vor- ¢
zeichen fiir alle Werte von 1 (alle
Lagen von /), falls man die Winkel
so wihlt, daB bei der Drehung um den Winkel (g#) von g nach % und
ebenso bei der Drehung von g’ nach # um den Winkel (g’'%) der Punkt
O nicht iiberfahren wird. Im Falle a) sind beide Winkel positiv, im
Falle b) der eine positiv, der andere negativ.

Liegen die Gleichungen der beiden Geraden in der Normalform vor,
so erhdlt man

A
Fig. 28 a. Fig. 28b.

_ _ sin(gh)
(21) b= sin (g’k)

>

und wenn man insbesondere noch (gg’) = 1 n voraussetzt
(21a) 1 =tggh).

Das hier auftretende Verhiltnis sin (¢4) : sin{g'%) soll das Teilungs-
verhdlinis der Strahlen g, g’, hheilen und durch (gg’ %) bezeichnet werden.

. 1 Will man den Wert i = 00 umgehen, so wird man (18) in der Form
V(Ax+ By 4 C) + 4(4’x + B’y 4 C’) = 0 schreiben, dann werden g und g’
durch 2 = 0 und 2’ = 0 geliefert. Das Verhiltnis 1: 1" gibt die Werte des Textes.
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Es ist noch der Fall g | g’ zu erledigen. Dann konnen wir (18)
in die Form

Ax+By+C+ AAx+By+C)=0
setzen, und (18a) lautet:
A0+ Nx+B1+A0)y+ C+1C =0.

Sie stellt eine zu g und g’ parallele Gerade dar, und umgekehrt ist jede
zu g (und g') parallele Gerade in dieser Form enthalten. Alle Parallelen
stellen sich also in derselben analytischen Form dar, wie die Geraden
eines Biischels, das heifit alle Geraden durch einen Punkt. Wir werden
so dazu gefiihrt, zu sagen, daB alle zueinander parallelen Geraden einen
gemeinsamen (uneigentlichen), unendlich fernen, Punkt haben. Ferner
wollen wir sagen, daB alle unendlich fernen Punkte einer Ebene auf
der unendlich fernen Geraden liegen. Die Berechtigung dieser Ausdrucks-
weise geht aus folgender geometrischen Konstruktion hervor: wir pro-
jizieren die betrachtete Ebene ¢ von einem nicht auf ihr gelegenen
Punkt P auf eine nicht zu ihr parallele Ebene ¢. Dann schneiden
sich die Projektionen g’ und %4’ zweier zueinander parallelen (aber nicht
zu ¢ parallelen) Geraden g und % auf einer Geraden f’ von ¢. /' ist die
Schnittlinie von ¢ mit der zu ¢ parallelen Ebene durch P. Eine zu ¢
parallele Gerade von ¢ wird in eine zu /' parallele Gerade, ihr unend-
lich ferner Punkt in den unendlich fernen Punkt von f projiziert.
Durch diese Projektion werden also alle unendlich fernen Punkte von ¢
auf die Punkte von f, die unendlich ferne Gerade von ¢ auf die Ge-
rade /' projiziert.

Jetzt erkennen wir, daB durch die Einfithrung der unendlich
fernen Punkte und der unendlich fernen Geraden einer Ebene aus-
nahmslos in dieser Ebene die beiden fundamentalen Regeln gelten: zwei
voneinander verschiedene Punkte bestimmen stets eine und nur eine
(Verbindungs-)Gerade, zwei voneinander verschiedene Geraden be-
stimmen stets einen und nur einen (Schnitt-)Punkt. Aber wir diirfen
nicht {ibersehen, dalB diese unendlich fernen Elemente bis jetzt noch
kein Biirgerrecht in der analytischen Geometrie haben. Denn dem un-
endlich fernen Punkt auf eimer Geraden haben wir den Ausnahme-
zahlenwert oo zugeordnet. Dem unendlich fernen Punkt aller nicht
zu den Achsen parallelen Geraden in der Ebene wiirde hiernach
nur das eine Zahlenpaar (0o, oo) zugeordnet, dem unendlich fernen
Punkte der Geraden parallel zu den Achsen die Zahlenpaare (oo, )
bzw. (x, o). Unsere bisherige Methode der Koordinaten liefert also
fiir 2 Punkte der unendlich fernen Geraden je unendlich viele Zahlen-
paare, fiir alle ihre anderen Punkte aber ein und dasselbe Zahlen-
paar. Wir werden deswegen im 8. Kapitel neue Koordinaten einfiihren,
die gleichmiBig fur das endliche und unendliche Gebiet der Ebene
brauchbar sind.
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§ 5. Drei Gerade.

Drei voneinander verschiedene Geraden g, g’, g’ gehen entweder
durch denselben Punkt (1), oder sie besitzen drei voneinander ver-
schiedene Schnittpunkte (2). Sind die Geraden nicht alle verschieden,
so fallen entweder zwei zusammen (3) oder alle drei (4). Es sollen die
analytischen Bedingungen fir diese vier Fille gefunden werden, wenn
die Geraden durch die Gleichungen

[Ax +By +C =0
(22) {4'x +B'y +C =0
lA”x+B”y+C”:O
gegeben sind. Die Untersuchung stiitzt sich auf ausgiebige Benutzung
der Determinanteneigenschaften (vgl. Anhang III, § 3).

Seien zunichst die drei Geraden verschieden. Wir erinnern an
folgenden Determinantensatz: Setzen wir abkiirzend

B ¢ 4| A B
lB” cr| !C” | =P T
so gestattet die Determinante D der Gleichungen (22) die Darstellung
A B C|
(23) D=|A" B C(C|=Ax+Bp-+Cy.
4”7 B” C”

«, B, y sind nicht simtlich null, weil dann g’ und g die gleichen
Geraden wiren. Es sei zundchst y = 0, dann liegt (x,,7y,), der ge-
meinsame Punkt von g’ und g, im Endlichen. Er ergibt sich durch
Auflésung der beiden letzten Gleichungen (22); d.h., es ist
BI CI .fci A/ f.’A/ B/ ‘

B// C” : iC‘// A/l ! ' Al/ B// ;
Soll er auch auf der Geraden g liegen, so mufl 4%, + By, + C = 0 sein;
gemdB (23) ist also notwendig
(232) D=Ax+Bf+Cy=o0.
Ist v =0, so sind g’ und g parallel; sollen also g, g’, g"” durch denselben
Punkt gehen, so heiBt dies g || ¢ || g, also

A:B=A":B = A":B",
und es folgt ebenfalls D = 0 (Anhang, 14).

Ist also D = 0, so kénnen g, g', g" nicht durch denselben Punkt
gehen. Die Gleichung D = 0 bildet daher die notwendige Bedingung
dafiir, daB drei verschiedene Geraden durch einen und denselben (end-
lichen oder unendlich fernen) Punkt gehen.

Ko Vil = =ox:fliy.
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Die Bedingung ist aber hierfiir auch Ainreichend. Wir setzen jetzt
D = 0 voraus, und es sei zundchst wieder ¥ + 0 und (x,, v, der ge-
meinsame im Endlichen gelegene Punkt von g’ und g, also

Xg:Veil=0a:f:y.
Aus D =0 oder Ax-}- Bf + Cy = 0 folgt also weiter durch Division
mit y

Axy 4+ By, +C =0,

und damit ist (x,, ¥) als Punkt der Geraden g erwiesen.
Ist aber y =0, also g'||g", so kann man

A'x +By+C =0, A'x+4+By+4C"=0

als Gleichungen von g’ und g’’ annehmen, dann bleibt der Wert der
Determinante Null, weil die Koeffizienten von g"’ mit demselben Faktor
multipliziert wurden, und es ist

(x — B/(CU . C/) , ﬂ — A/(C/ _ C///) , }/ — O;

aus (23) und aus der Voraussetzung D = 0 folgt wegen C' < C””
AB'— BA'=0, also g||¢'||g" .

Die Falle (3) und (4) erledigen sich folgendermaBen. Moge im
Fall (3) g’ mit g” identisch sein, so ist

x=0, pf=0, 7=0;

also ist auch wieder D = 0. Die Determinante verschwindet daher jetzt
in der Weise, daB zugleich die drei Unterdeterminanten «, 8, y der
ersten Zeile den Wert Null haben. Ist umgekehrt &4 =0, =0, ¥ =0,
so folgt, daB g’ mit g’’ identisch ist, und es gibt daher notwendig min-
destens einen endlichen oder unendlich fernen Punkt, den g mit diesen
Geraden gemein hat.

Im Fall (4) sind alle drei Geraden identisch; es sind daher die

Unterdeterminanten aller drei Zeilen, also

«, By, &8, oS LY
samtlich gleich Null und daher auch D selbst. Beachtet man endlich,
daB die drei Geraden nicht simtlich identisch sind, wenn auch nur eine
Unterdeterminante einer der drei Zeilen von Null verschieden ist, so
folgt schlieBlich das Gesamtresultat.

Dann und nur dann, wenn D = 0 ist, gibt es mindestens einen gemein-
samen (endlichen oder unendlich fernen) Punkt der drei Geraden g, g, g"'.
Die Unterdeterminanten von D kinnen entweder fiir keine Zeile simtlich
verschwinden, oder fiir eine, oder fily alle drei. Im ersten Fall sind alle
drei Geraden verschieden, im zweiten Fall sind zwet und wur zwei Ge-
raden identisch, im dritten alle drei.
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Beispiel. Die drei Geraden
3#~4y+1=0, 27-4+y—3=0, x—5y+4=0

gehen durch einen Punkt. Denn, wird in der zugehorigen Determinante die
zweite und dritte Zeile von der ersten subtrahiert, so ergibt sich

3 —4 1! 0 0 0}
2 1t =3 =2 1 -3 =0.
1 =5 4 |1 —5 4

Keine zwei der drei Geraden fallen zusammen, da die Koeffizienten fiir keine
zwei proportional sind.

§ 6. Lineare Verbindungen der Gleichungen von drei
und vier Geraden.

Fiir drei durch denselben Punkt laufende Geraden besteht noch
ein zweiter wichtiger Satz. Wir setzen die Eigenschaft, auf die es
ankommt, zuerst an einem Zahlenbeispiel in Evidenz. Die drei Ge-
raden g, g’, g des vorstehenden Beispiels haben die Gleichungen

3x—4y+1=0, 2x+y—3=0, x—5y-+4=0.

Als Schnittpunkt der Geraden g’ und g’ ergibt sich der Punkt (1, 1).
Nun erfiillen die linken Seiten der drei Gleichungen offenbar die Relation

(24) 3 —4y +1=2x+y—3)+ (x — 5y + 4),

und zwar in dem Sinn, daB die rechte Seite durch Umordnung und
Zusammenfassung der Glieder mit x,y und den von x und y freien
Gliedern identisch in die linke iibergeht, daB3 also die Relation fiir alle
Werte von x und ¥ richtig ist®. Beide Seiten nehmen daher fiir jedes
Wertepaar x, y denselben Zahlenwert an. Fiir den Punkt (1, 1) haben
beide linearen Ausdriicke der rechten Seite den Wert Null, also auch
ihre Summe, und daher auch die linke Seite. Auf diese Weise 148t
sich also folgern, daB die Gerade g durch (1, 1) geht.

Bezeichnen wir die obigen drei linearen Ausdriicke allgemeiner durch

Gx,y), Gy, G'xv9v),
so daB also
Gx,y9)=0, Gxy=0, G’'(x,9)=0

die Gleichungen der Geraden g, ¢, g” sind, so nimmt die Gleichung (24)
die Gestalt

(24a) Gx,y) =G (x,9) +G'(x,9)

an, und es gilt von ihr wieder folgendes: 1. Die linke Seite stellt nur
eine Umordnung der rechten Seite dar; 2. die linke Seite hat fiir jedes
Wertepaar x, ¥ denselben Wert wie die rechte, nehmen insbesondere
G'(x,y) und G”(x,y) fiir (x,,y, den Wert Null an, so tut es auch

1 Ebenso wie z. B. (x — y) (¥ + y) = 2% — 32.
Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 4
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G(x,y). Man sagt, daB die Gleichung (242) identisch erfiillt ist, und
schreibt sie, um dies hervortreten zu lassen, auch in der Form

(24b) G, y) =G +G6"(x,9).
Aus ihr folgt noch
Gy — Gy —G6"(xy)=0,

und zwar wieder in dem Sinn, daB sich links bei der Umordnung und
Zusammenfassung alles gegeneinander weghebt.

Die Verallgemeinerung hiervon fithrt zu folgendem Satz:

Seien G(x,y) =0, G'(x,v) =0, G"(x,y) =0 die Gleichungen
dreier verschiedener Gevaden, so gehen sie dann und nur dann durch
einen und denselben Punkt, wenn es drei von Null verschiedene Zahlen
A, A, A gibt, so daf AG + X' G" 4 1"'G"" identisch gleich Null istt.

Werde zunichst die Gleichung

(25) AGH+ VG + VG =0
als bestehend angenommen; wir setzen sie in die Form
VG =—1G6 —1VG .

Dann haben wieder linke und rechte Seite fiir jedes Wertepaar %, y
denselben Wert; und wenn insbesondere die rechte fiir ein Wertepaar «x, y
gleich Null ist, so ist es auch die linke. Die Gleichungen

G’ (x,9)=0 und AG(x,v)+ VG (x,y) =0

sind daher fiir dieselben Werte (¢, y) erfilllt und also Gleichungen der-
selben Geraden. Die erste Gleichungsform zeigt, dal es die Gerade g’
ist, die zweite, daBl diese Gerade durch den endlich oder unendlich
fernen Schnittpunkt von g und g’ geht; und das war zu beweisen.

Weill man umgekehrt, daB g’ durch den Schnittpunkt von g und ¢’
geht, so 1aBt sich (S. 44) ihre Gleichung fiir geeignetes 1’ = 0 in die
Form

G(x,9) + 216G (x,y) =0

setzen. Diese Gleichung stellt also dieselbe Gerade dar, wie G” (x, y) = 0.
Die linken Seiten kénnen sich daher nur um einen konstanten Faktor
unterscheiden (S. 43); es gibt also eine geeignete Zahl (sie heile —1"),
so daB
—}“”G”(x) y) = G(x» y) + l’G,(x’ y)
ist oder aber
G+VG+ VG =0, .

und das ist die Behauptung.

1 In abgekiirzter Schreibweise wird G statt G (x, y) gesetzt.
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Betspiel. Man wahle die Seiten 04 und OB eines Dreiecks als Koordinaten-
achsen. Ist OA = 2a, OB =2b, so haben die drei Seitenhalbierenden die

Gleichungen
x y * y x y
——+5—1=0, —+ - —1=0, — =7 =0
2a+ b ! a +2b ! a b

werden sie mit -1, —1, +34 multipliziert und addiert, so hebt sich links alles
weg, und die Summe ist identisch Null. Sie gehen also durch einen Punkt.

Fiir vier Geraden gilt nun der folgende Satz: Sind
G=0, G =0, G'=0

die Gleichungen von dres Gevaden, die nicht durch einen Punkt gehen, und
ist H = 0 die Gleichung irgendeiney Geraden h, so besteht fiir geeignete
Werte &, &', &' die tdentische Relation

(26) H=oaG+ &'G + "G
Beweis: Die Gleichung H = 0 laute ausfithrlicher

H=hx+ hy+ hy=0.

Soll dann die Identitdt (26) bestehen, so miissen sich die &, &', &'’ aus

den Gleichungen

h=o0d+&A+a&"4", hy=aB-+a’B + "B

he=oaC + o'C' 4+ a”C”

als endliche GroBen bestimmen lassen. Da hier die Determinante (23)

nicht Null ist, so ist dies der Fall, und der Satz ist bewiesen.

Man kann das Resultat auch in folgender symmetrischen Form
aussprechen: Sind G, =0, G, =0, G; =0, G, = 0 die Gleichungen
von vier Geraden, dann besteht eine Identitit
(26a) WGy + 2,Gy + 1,6y + 1,G, =0,
in der nicht alle 4; gleich Null sind.

§ 7. Die Schnittpunktsitze fiir das Dreieck.

Wir stiitzen uns auf das folgende in § 2 gefundene Resultat: Seien
g, und g, zwei Geraden, N, (¥, y) = 0 und N,(x,y) = 0 ihre Normal-
gleichungen, (§%) ein beliebiger Punkt, und 7, und I,
die von ihm auf g, und g, gefillten Lote, so ist

Lh=DN.(En) und = N,(&y),

wenn wir die Lotlingen mit passendem Vorzeichen ver-
sehen. Hiervon machen wir zunichst in der Weise An-
wendung, dal wir (£ %) auf einer der beiden Halbierungs-
linien %" und w" des Winkels (g;¢,) annehmen; fiir
jeden solchen Punkt (£7) sind /; und /, absolut genommen einander
gleich; sie haben (Fig. 29) fiir den Winkelraum I, der den Anfangs-
punkt enthalten soll, und seinen Scheitelraum II dasselbe Vorzeichen,

Fig. 29.

4%
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fir die Winkelrdume III und IV entgegengesetztes. Im ersten Fall
ist also /; — I, = 0, im zweiten I; + I, = 0. Setzen wir hier die obigen
Werte ein, so folgt, daB alle Punkte (&%), fir die

(27)  Ny(En) — Ny(§n) =0 oder  N,(§n) + Ny(&y) =0
ist, die Halbierungslinie w’ der Winkel I und II oder die Halbierungs-
linie w"" von III und IV erfiillen. Es stellen also
(27 a) N,—Ny,=0 und N,4+N,=0
die berden Halbierungslinien der Winkel (g,g,) dar.
Seien nun g, g,, g; die drei Geraden eines Dreiecks und
N;=0, Ny,=0, N;=0

ihre Normalgleichungen; wir nehmen etwa an, daf3 der Anfangspunkt im
Innern des Dreiecks enthalten ist. Dann sind nach dem Vorstehenden

N,—Ny=0, Ny,—N3y=0, N3y—N,;=
die Gleichungen der drei Winkelhalbierenden und
N+ Ny,=0, Ny4+N;=0, N3+ N;=0
die Gleichungen der Halbierenden der drei AuBenwinkel. Nun ist
(Ny — Ny) + (N; — Ny) + (N3 — Ny) =0,

und damit ist bewiesen, daB die drer Winkelhalbierenden durch einen
Punkt gehen. Analog hat man

(N1 + Ny) — (Np + Ny) + (N3 — Ny) =
(N + Ng) — (N3 + Ny) + (N7 — Ny)
(Ng + Ny) — (N1 + Ny) + (N, — Ny) =0,
und folgert ebenso, dall die Halbierungslinien zweier Aufenwinkel und
des dritten inmeven Winkels ebenfalls durch je einen Punkt gehen.

Auf Grund des Vorstehenden gelangt man zu folgenden weiteren
Satzen. Die Gleichung

[

0
0

N1+Nz‘|‘Ns:O

ist eine Gleichung ersten Grades, stellt also eine Gerade dar. Offenbar
geht sie durch den Punkt, fiir den sowohl N, ++ N, =0 wie auch
N, = 0 ist; es ist der Punkt, in dem die Gerade g; von der Halbierungs-
linie des AuBenwinkels (g,g,) geschnitten wird. Die Gerade geht aber
auch durch den Schnittpunkt von N; = 0 und N, + N; = 0 und durch
den Schnittpunkt von N, =0 und N, + N; =0. Dies liefert den
folgenden Satz: Die Halbierungslinien der drei Aufenwinkel eines Drei-
ecks schuneiden die Gegenseiten in dvei Pumkten, die auf einer Gevaden
liegen?.

1 Es sind die drei duBeren Ahnlichkeitspunkte der drei duBeren Berithrungs-
kreise. Analoges gilt fir die drei folgenden Geraden.
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Je ein analoger Satz besteht fiir die Gleichungen
N,+N,—N;=0, N, —N,+N;=0, —N,+N;+4+N;=0
und die durch sie dargestellten Geraden.

Nach derselben Methode zeigt man, dall die drei Hohen oder die
drei Mittellinien durch einen Punkt gehen -(Fig. 30). Ist (£7) ein Punkt
der Héhe 7,, sind &,, &,, &, die Dreieckswinkel, und /; und I, wieder
die von (é#) auf g, und g, gefillten Lote, so
beweist man leicht, da@

I, : 1y = sin (g, hy) : sin (g, ) = cOSAy 1 COSK,y

ist, und daher wird — wir nehmen wieder O
innerhalb des Dreiecks an —

N,cosay — Nycosa, = 0 Fig. 30.
die Gleichung der Hohe. Ebenso haben die anderen beiden Hohen
die Gleichungen
N,cosay — Nycosag =0, Nycosa; — N;cosa, =0,
und die Summe der linken Seiten dieser drei Gleichungen verschwindet
identisch.
Fiir die Mittellinien erhilt man ebenso die Gleichungen
Nysina, — Nysinog = 0
Nysinay — N;sina, =0
N, sina, — Nysinax, = 0,

deren Summe gleichfalls identisch verschwindet.

§ 8. Geradenpaare.

Die Gleichung
(28) (Ax -+ By + C) (dyx + By + Cy) =0
wird befriedigt, wenn man entweder den ersten oder den zweiten Faktor
der linken Seite gleich Null setzt; also sowohl durch die Punkte der
einen wie auch der anderen so bestimmten Geraden. Die Gleichung
heiBt deshalb Gleichung eines Geradenpaars. Von besonderem Interesse
ist der Fall, dal3 beide Geraden durch den Anfangspunkt gehen. Eine
Gleichung
(29) ax?+ 2bxy +cy2=0
stellt ein solches Geradenpaar dar; man erhdlt die beiden Geraden,
indem man die linke Seite in Faktoren zerlegt.

Fiir geeignete Werte 4, B, 4,, B; muf} alsdann

(30) ax? + 2bxy + ¢y* = (Ax + By) (A, + Byy)
werden. Fiir ¢ = 0 erhalten wir sofort
(30a) 2bxy 4 cy? = (2bx +cy)y.
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Wir nehmen jetzt 4 < 0 an und erhalten die Gleichungen
(30Db) AAy=a, BB,=c¢, A4B,+ B4,=12b; also
(AB; — BA;)? = 4(b% — ac) .
Fir AB, und B4, ergeben sich hieraus die Werte
AB, =b+4V®—ac, BA,=b—V —ac,
und man erhélt schlieBlich
A:B=AA,:BA; = a:(b—b?—ac),
Ay:By = AA,: ABy = a: (b + Yb® — ac) .
Umgekehrt ist auch

(a.x + (b — Vﬁ‘—m)y)(ax + (b + 1/})‘2__’76)3,) =—a(ax® -+ 2bxv+cy?).

Fiir 2 — ac << 0 sind 4 : B und 4, : B, konjugiert komplex; man
sagt, daB auch in diesem Fall jedem Faktor von (30) eine Gerade ent-
spricht, und zwar eine imagindre (zwei konjugiert komplexe). Da man
mit den komplexen GréBen wie mit den reellen rechnen kann, so be-
halten die analytisch gewonnenen Formeln auch fiir solche Geraden
ihre Geltung. Dies darf jedenfalls als formale Berechtigung dés ein-
gefithrten Sprachgebrauchs dienen. Jede der beiden Geraden hat in
x =0, y = 0 ihren einzigen reellen Punkt.

Die Gleichungen (30a) und (30b) liefern unmittelbar die Bedingung,
daB die Geraden des Paares orthogonal sind (fiir rechtwinklige Achsen)
oder zusammenfallen; sie lauten

(31) AA,+BBy=a-+¢=0 resp. (AB;—BA,)2=4(b2—ac)=0.

Fir a 4+ ¢ =0 ist ac =< 0, also 42 — ac > 0. Wenn man also auch fiir
den Fall von imagindren Geraden die Bedingung 44, 4+ BB; = 0 als
zwei aufeinander senkrechte (zwei zueinander orthogonale) Geraden
charakterisierend ansieht, dann folgt, daBl durch die Gleichung (29) mit
reellen Koeffizienten nur reelle, zueinander orthogonale Geraden dar-
gestellt werden.

Gehen wir zu neuen rechtwinkligen x'y’-Achsen durch O iiber, so
wird die Gleichung (29) in

(32) a'x'?4+ 2%y +c'y2=0

ilbergehen; die Bedingungen fiir Orthogonalitit und Zusammenfallen
miissen sich jetzt durch

(324a) a +¢ =0 resp. b2—ac=0

darstellen. Dies mub sich auch analytisch ableiten lassen in dem Sinn,
daB sich die Gleichungen (32a) als Folgen der Bedingungen (31) und
der Transformationsformeln von S.29 ergeben. Die Gleichung (32)
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entsteht, wenn wir in (29) firr ¥ und y die Werte gemi8 diesen Formeln
einfithren; man erhdlt fur ', ", ¢’

2a’ = 2acos?x +2bsin2x +2¢sin2a =a 4+ ¢ + (a—c¢) cos2a +2bsin 2«
2¢" = 2asin?a —2bsin2a +2ccos?x =a + ¢ — (@—c) cos2x—2bsin2a
20 = (c —a)sin2a + 2bcos2e.

Hieraus folgt zunichst
(33) ad+c=a+4+c, a—¢=(@a—c)cos2a + 2bsin2«x.
Nun besteht die Identitit

402 —a'c) =402+ (@' — )2 — (2’ + ¢')?
und mittels der vorstehenden Gleichungen folgt weiter

402 4 (@' — )2 =402 + (a — ¢)?,

also insgesamt
(34) 40— a'¢) = 4B + (@ — 0)* — (a + )2 — 4(6* — o).

Man bezeichnet die GréBen a + ¢ und 5% — ac, weil sie bei der be-
trachteten Koordinatentransformation ihre Form nicht dndern, wieder
als Invarianten.

Als Anwendung behandeln wir die Aufgabe, zu einem durch (29)
gegebenen Geradenpaar das Paar der Halbierungslinien zu bestimmen.
Hat die Gleichung (29) die einfachere Form

y2 — m?x? = (y + mx)(y — mx) =0,
so fallen die Halbierungslinien in die Achsen; ihre Gleichung lautet also

xy = 0. DemgemiB wollen wir in Gleichung (29) neue «’, y’-Achsen
so einfithren, daB in (32) &' = 0 wird, also

alxlz _l-_ Cly/2 — O
die Gleichung des Geradenpaars ist; die Halbierungslinien sind dann
x/ =0 , yl =0.
Fir die so gewihlten neuen Achsen ist also die Aufgabe bereits ge-
lést, und es ist nur noch nétig, die Gleichungen der Geraden x’ = 0
und 3" = 0 fiir die %, y-Achsen zu finden. Dazu dienen die Trans-
formationsformeln (14a) von S.29. Wir kénnen in (29) b + 0 voraus-

setzen, weil sonst schon (29) die gewiinschte Form hat. Dann bestimmt
die Gleichung

;. _a-c
=0, also ctg2a =575

den Winkel & = (rx’). Ferner ist
® = xcosa + ysina, Yy = —xsina + ycosx,
und daraus folgt

®y = (v® — x?) cosasina + xy (cos?x — sin?a).
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Es 1st aber
cos?x — sin?wo
=L T —2ctg 2w,
COSx s«

also erhilt die Gleichung %'y’ = 0 die Form
by2+ (@ —c)wy — bx2=0.

Diese Gleichung hat eine hochst bemerkenswerte Eigenschaft. Ihre
Diskriminante (@ — ¢)% + 4 b2 ist positiv, welche Werte die Koeffizienten
a, b, ¢ auch haben mégen, abgesehen von dem Fall, dal a —¢c=5b=0
ist; also auch in dem Fall, daB die Gleichung (29) ein imaginires
Geradenpaar darstellt. Es entspricht dem oben gefundenen Resultat,
daB im Fall der Orthogonalitit das Paar (29) stets reell ist.

ImFalle a — ¢ = b= 0 stellt (29) das Geradenpaar (x +7y) (x —iy) =0
dar. Fiir dieses Geradenpaar werden die Halbierungslinien unbestimmt.
In der Tat hat das Geradenpaar x% 4 y%2 = 0 fiir jedes andere Achsen-
system auch die Gleichung x'2 4 "2 = 0, wie aus Gleichung (15), S. 29
folgt. Mit den Geraden x4-:y =0 werden wir uns im Kap. IX, §7
weiter beschiftigen.

Beispiel. Man bestimme das durch y? — 22y tgd — 2% = 0 gegebene Ge-
radenpaar.



Sechstes Kapitel.
Linienkoordinaten und Dualitét.

§ 1. Koordinaten der Geraden.

Wie der Punkt, so kann auch die Gerade durch ein Zahlenpaar
geometrisch bestimmt werden (Linienkoordinaten). Den Punkt faBten
wir (S. 12) als Schnitt zweier Geraden auf, und jede dieser beiden Ge-
raden lieferte uns eine der beiden Koordinaten. Analog fithren wir eine
Gerade als Verbindungslinie zweier Punkte ein, ndmlich ihrer Schnitt-
punkte mit den Achsen. Ihnen entspricht je ein Achsenabschnitt
a und b; an sich kénnte also dieses Zahlenpaar die Koordinaten der
Geraden liefern. Wir wihlen aber nicht @ und b selbst, sondern ihre
negativen veziproken Werte

1

(1) U= — a’ / b ;
bei dieser Koordinatenbestimmung wird fiir eine Achse die eine Koor-
dinate unbestimmt, die andere unendlich, fiir alle anderen Geraden
durch den Anfangspunkt werden beide Koordinaten unendlich. Deshalb
schlieBen wir von dieser Koordinatendarstellung die Geraden durch den
Anfangspunkt aus. Diese Ausnahmen entsprechen genau den Ausnahmen
bei der Darstellung durch Punktkoordinaten, nimlich den unendlich
fernen Punkten.

Als Beispiel betrachten wir etwa die Gerade, die den Koordi-
naten # =1, v = —}1 entspricht, sie schneidet auf den Achsen die Ab-
schnitte 2 = —1, b = 4 ab und ist so bestimmt. Die geometrische
Vorschrift, die dem Koordinatenbegriff der Geraden zugrunde liegt,
ist damit evident. Die Achsen kénnen beliebige Lage und Richtung
haben.

Ist die Gerade durch eine Gleichung

Ax 4+ By 4+ C=0
gegeben und ist C+ 0, so hat mana = —C: 4, b= —C: B, also

A B

(1a) W=7, V=75

u:v:1=A4:B:C,
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man kann daher die Koordinaten # und v auch so einfithren, dal man
von der Gleichung der Geraden ausgeht und die Koordinaten direkt
mittels der Gleichungen (1a) definiert®.

Beispiel. Fur die Gerade 3x — 4y + 1 = O ist u = 3, v = — 4; umgekehrt
entspricht den Koordinaten u = —3, v =2 die Gerade r — 4y — 2 = 0.

Der Winkel (g'g”) zweier Geraden ist nur bis auf Vielfache von =
bestimmt. Dagegen ist der Tangens dieser Winkel eindeutig; fiir recht-
winklige Achsen gilt (S. 42)

;o A’B” — B’A”
tg(g g’) - Z’A”t—f— BB

Dies kann leicht in eine Formel fiir die Koordinaten von g’ und g”
iibergefithrt werden. Nach (1a) ist

w:iv'=4":B" und wu":v"=4":B",
und so folgt

W’ — v u”’

A sy v
(2) tg (g g ) - wu’ + o
Die Geraden sind also parallel resp. semkrecht zueinander, wenn
(2a) w'v"” —v'u’ =0 resp. wu" +v'v’' =0

ist. Als zweite Aufgabe bestimmen wir (fiir rechtwinklige Achsen) die
Linge des Lotes, das man von einem Punkt (£%) auf eine Gerade (#v)
fillen kann. Auch hier fithrt eine frither abgeleitete Formel direkt
zum Ziel. Wir fanden (S. 41)

Z_A§+Bn+C

T oyAary B
und da A:B:C =wu:v:1 ist, so folgt

_uétougt+1
() b= et

§ 2. Gleichungen in Linienkoordinaten.

Eine Gleichung in # und » wird von unendlich vielen Wertepaaren
(#,v) befriedigt; jedem entspricht eine Gerade, und wir fragen, in
welcher Weise oder nach welchem Gesetz diese Geraden in der Ebene
verteilt sind, und welche geometrischen Gebilde durch sie bestimmt
werden.

1 Die Linienkoordinaten sind 1829 von J. PLUCKER eingefithrt worden.
Auch M. CuasLEs hatte um die gleiche Zeit die Idee dieser Koordinaten; er be-
nutzte dazu aber a und b selbst. PLUCKER ging den oben zuletzt angedeuteten
Weg; er ging von der Erwigung aus, daf eine Gerade ihrer Lage nach durch die
Konstanten 4, B, C ihrer Gleichung (genauer durch deren Verhiltnisse) bestimmt
ist. Darin liegt ein analytisches Prinzip, das sich auch auf Gleichungen anderer
Kurven ausdehnen laft.

* Fir das Zeichen der Wurzel gilt die Festsetzung von S. 41.
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1. Zunichst mége ein geometrisches Resultat fiir die Gleichung
(4) Au — By =0
abgeleitet werden. Diese Gleichung bedeutet, wenn wir # und v durch
ihre Werte von Gleichung (1) ersetzen,
4 B

=0 a:b=A4:B.

Jede Gerade, die der Gleichung (4) geniigt, schneidet also auf den
Achsen proportionale Stiicke @ und & ab; alle diese Geraden sind also
parallel und gehen mithin (S. 46) durch einen gewissen unendlich-
fernen Punkt G.. Ein unendlich ferner Punkt geniigt also einer Glei-
chung in Linienkoordinaten, ist aber in unseren Punktkoordinaten nicht
darstellbar; ebenso geniigt eine Gerade durch den Anfangspunkt einer
Gleichung in Punktkoordinaten, ist aber in unseren Linienkoordinaten
nicht darstellbar.

2. Als zweites Beispiel behandeln wir die Gleichungen
(5) w=1»~ resp. v=u,
in denen A und u irgendwelche Konstanten bedeuten. In die Gleichung
u = A geht v nicht ein; ihr entspricht also jede Gerade, fiir die » = 1
ist, wiahrend v einen beliebigen Wert haben kann. Alle diese Geraden
schneiden die x-Achse im Punkt ¢ = —1: 1; sie sind es also, die der
Gleichung # = 1 geniigen. Ebenso geniigen der Gleichung v = u alle
Geraden, die die y-Achse im Punkte b == —1: u treffen.

In beiden Beispielen gehen die simtlichen Geraden durch einen
und denselben Punkt; wir werden alsbald erkennen (§3), daf} dies
durch den linearen Charakter der Gleichungen und die definierenden
Gleichungen (1) und (1a) bedingt ist.

3. Eine Kurve haben wir bisher nur als Ort der Punkte aufgefaBt,
die auf ihr liegen; man kann aber auch die Tangenten ins Auge fassen,
von denen sie beriihrt wird, und die Gleichung suchen, der die Koordi-
naten aller dieser Tangenten geniigen. Wir behandeln als Beispiel den
Kreis (fiir rechtwinklige Achsen).

Ist (o, §) der Mittelpunkt des Kreises, ¢ sein Radius und (#, v)
irgendeine seiner Tangenten, so hat das von («, §) auf (x, v) gefillte
Lot die Lange ¢; man erhilt daher aus Gleichung (3)

0= au+pfv+1
oder Vo + o
(6) 0%(u? 4 v?) — (wu 4 fv 4 1)2=0.

Dieser Gleichung wird von den Koordinaten #, v jeder Kreistangente
geniigt und umgekehrt hat jede (6) geniigende Gerade den Abstand. o
vom Mittelpunkt (e, 8), ist also Tangente unseres Kreises. (6) heiBit
deshalb Gleichung des Kreises in Linienkoordinaten.

Fallt der Mittelpunkt (« 8) in den Anfangspunkt, solautet sie einfacher

(7) 02 (u2 + 12 — 1 = 0.
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§ 3. Gleichung des Punktes in Linienkoordinaten.
Wir gehen von der Gleichung
x y -
) 242 i=o0
aus; sie geht, wenn wir die Koordinaten #, v der durch sie dargestellten

Geraden in sie einfithren, in

(9) ux +vy4+1=0

itber. Hier haben also #, v bestimmite Werte, wihrend firr x, v die Ko-
ordinaten jedes Punktes der Geraden gesetzt werden konnen. Ist (£, #)
ein solcher, so ist

(10) &+ ovnp+1=0;
dies ist also die Bedingung dafiir, daB der Punkt (&, n) auf der Ge-
raden (#,v) liegt, oder — was dasselbe ist — daB die Gerade (u, v)

durch den Punkt (&, %) hindurchgeht (Bedingung der vereinigten Lage
fiir Punkt und Gerade). Halten wir jetzt (£, 1) fest und lassen (u, v)
variabel werden, so wird die Gleichung von unendlich vielen Werte-
paaren (#, v) befriedigt; jede zugehorige Gerade geht durch den Punkt
(¢, ), und die Koordinaten aller durch (£, ) gehenden Geraden be-
friedigen (10); die Gleichung (10) heilit deshalb Gleichung des Pumnkies
(&, ) in Linienkoordinaten®. Man kann sie auch als Gleichung des
durch (&, %) gehenden Strahlenbiischels bezeichnen.
Wir gehen zur allgemeinen Gleichung

(11) Au 4+ Bv 4+ C =0
mit C = 0 iiber. Setzt man sie in die Form
A

B
f—u:—c—v—{— 1=0,

so erkennt man, daB sie die Gleichung des Punktes € =A:C,n = B:C
in Linjenkoordinaten ist.

Beispicle. 1. uw — v = 0 ist die Gleichung eines Punktes Py in einer Richtung,
die den zweiten und vierten Quadranten halbiert; # + v = 0 die eines Punktes Qo
in der Richtung, die den ersten und dritten Quadranten halbiert (vgl. auch § 2,
Beispiel 1).

2. Gehen durch Drehung der rechtwinkligen Achsen die Koordinaten u, v
einer Geraden in u’, v’ @iber, so bestehen fiir jeden ihrer Punkte die Gleichungen

ux ~vy +1=0 und uw'z +vy +1=0,

und es geht ux + vy in u'x’ 4 v’y’ uber. TFuar 2/, " und x,y gelten die
Gleichungen (14) von S.29. Daraus folgen fiir ', v die Formeln

w = ucose -+ vsineg, v/ = —usinx + v cosx .

1 Um diese in Punkt- und Linienkoordinaten symmetrische Formel zu
erhalten, haben wir die in (1) und (1a) enthaltene Wahl von # und v getroffen,

2 Die unendlich vielen Geraden durch den Punkt (§#) kann man als Grenz-
fall der Tangenten eines Kreises fiir 0 = 0 auffassen. In der Tat geht die Gleichung(6)
fiir o = 0 in Gleichung (10) tber.

<
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Man folgert hieraus u? 4 v =u’2 + 0?2,
der Ausdruck #2 4 v2 ist also bei der Drehung rechtwinkliger Achsen invariani.
Beim Ubergang zu parallelen Achsen folgt aus (11) (S.28) ebenso

u ’ v

wa +vb+1’ ST Watobt+1t

§ 4. Dualistisches fiir Punkte und Geraden.

Die im vorstehenden auftretende Analogie zwischen Punkten und
Geraden durchzieht die gesamte ebene Geometrie; sie wird als Dualitit
bezeichnet. Analytisch kommt sie darin zum Ausdruck, daB alle Rech-
nungen und Schliisse, die wir in Kap. V mit den Punktkoordinaten #, v
und ihren Gleichungen ausfithrten, sich in der gleichen Weise fiir die
Linienkoordinaten #, v und ihre Gleichungen ausfithren lassen. Die fur
die Geraden und ihre Schnittpunkte gefundenen Sitze miissen sich daher
auf die Punkte und ihre Verbindungslinien iibertragen. Dies wird
durch die folgenden Beziehungen beleuchtet; das am Ende von §3
gefundene Resultat fithren wir nochmals an.

Die allgemeine Gleichung

Ax +-By 4+ C=0

Die allgemeine Gleichung
Au+ Bv +C =0

|

|
ist die Gleichung einer Geraden in | ist die Gleichung eines Punktes in
Punktkoordinaten, und zwar fiir | Linienkoordinaten, und zwar fiir
C =+ 0 der Geraden C #+ 0 des Punktes

!

;. B 4 ._ B
U—C, d~——c_. x——c—, '\V'—*C*.
Die Gleichungen Die Gleichungen
Ax +By +C =0 Au + Bv' +C =0
A'x +By+4+C =0 A'u +B'v+C' =0
stellen dann und nur dann die- | stellen dann und nur dann den-
selbe Gerade dar, wenn selben Punkt dar, wenn
A:B:C=A":B:C A:B:C=A":B:C

ist. Sind sie verschieden und ist | ist. Sind sie verschieden und ist
AB" +~4'B £ 0, so ergeben sich | AB'— A'B + 0, so ergeben sich
aus aus

BC|. |CcA4 -‘AB BC | |CA4 .’AB
BCllc4Al 4B pollcal 4B
die Koordinaten ihres Schnitt- | die Koordinatenihrer Verbindungs-
punktes (des Punktes, dessen | geraden (der Geraden, deren
Koordinaten beiden Gleichungen | Koordinaten beiden Gleichungen
geniigen, der also auf beiden Ge- | geniigen, die also durch beide
raden liegt). Punkte geht).

¥oiYoil =

uozv0:1zl
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Seien
Ax 4+ By +C =0
A'x +B'y +C" =0
A"x +B"y +C" =0
die Gleichungen dreier Geraden in
Punktkoordinaten. Sollen sie durch

einen und denselben Punkt gehen,

so muf}

’A B C “
D=|A"B C' | =
!A”B"C"

sein. Diese Bedingung ist notwen-
dig und hinreichend. Ebenso ist

x vy 1
A=1x" vy 1

17 .1

x" vy

die Bedingung, daB die Punkte
(x,v), (.9, (*",y”) auf einer
Geraden liegen, also fiir variables
(x,y) die Gleichung der Geraden
durch die Punkte («’,%") und
(x",v"), also ihrer Verbindungs-
linie usw.

=0

VI. Linienkoordinaten und Dualitit.

Seien

Au 4+ Bv +C =0
Auw +B'v 4-C' =0
A"u+ B"v 4 C" =0

die Gleichungen dreier Punkte in
Linienkoordinaten. Sollen sie auf
einer und derselben Geraden liegen,
so muB

4 B C |

D=|4"B C" =0

A" B"C"|
sein. Diese Bedingung ist notwen-
dig und hinreichend. Ebenso ist
u v 1 ;
u v A : =0
‘ u’ v’
die Bedingung, dafl die Geraden
(u, v), (w',v"), (”’,v") durch den-
selben Punkt gehen, also fiir varia-
bles (#, v) die Gleichung des Punk-
tes, der sowohl auf («’, v") wie auf
(", v"") liegt, also ihres Schnitt-
| punktes usw.

A:

Zu weiteren dualistischen Resultaten gelangen wir folgendermaBen.

1. Seien
(12) Auw+Bv+C =0,

A”M—I—B”'l)—}“c” =0

die Gleichungen zweier verschiedener Punkte, und sei, wie oben, (1, v,)
die Gerade, deren Koordinaten #,, v, beiden Gleichungen geniigen, die
also beide Punkte verbindet. Wir bilden die Gleichung

(13) Au+Bov+C +4(Ad"u+ B'v4-C") =0,
so ist dies die Gleichung eines Punktes, der auf (u,, v,) liegt. Sie ist
nimlich eine Gleichung ersten Grades in %, » und wird auBerdem durch
(1, vo) befriedigt.
2. Nach # und v geordnet geht (13) in
(A" +24"u+ (B+ABNv+C +1C"=0
iiber; ist (£, %) der durch sie dargestellte Punkt, so hat man
S—Al_}_ZA// _B/_{_lB//
S Yo B o Yo
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Nun seien P'(x’,%’) und P (x",y") die den Gleichungen (12) ent-
sprechenden Punkte, dann ist
A’ ;7 E P A 7” B

Y= Y=o ¥=g YV=¢

und man erhilt die Formeln

! 5 - A//C'+ ;»A/’/C”- C///C/ - x—ux
= 141 C7|C T 1 i
; = —i-C"C.
(14) - B//C/—‘— /:B”/C”- C///C/ - }i,:' uy” ’ Iu /
Ln= 14 4-C7|C T i

Durch sie wird auch die geometrische Bedeutung von 1 und die Lage
des Punktes (&, n) gekldrt; (£, %) ist der Punkt P, der mit den Punkten P’
und P’ das Teilungsverhiltnis (P’ P"' P) = u bestimmt, und da C’ und
C"” Konstanten sind, so kann man kurz sagen, daBl 1 dem Teilungs-
verhdlinis p proportional ist.

3. Die analogen Betrachtungen gelten dualistisch. Seien g’ (u’, v')
und g” (u”, v"") zwei Geraden mit den Gleichungen

(15) Ax+By+C =0, A'x+ B’y +4+C" =0;

eine durch ihren Schnittpunkt gehende Gerade sei %, ihre Koordinaten
u, v, und

(16) Ax+By+C 4+ 2Ad"x+B"y4+C")=0
ihre Gleichung. Wir erhalten dann in der gleichen Weise wie vorher

(17) = “7}!1 v = ”1 _“7” w=—A1C"|C".
Es dualisiert sich aber auch die Bedeutung von 1 und . Wie wir S. 45
sahen, ist der Parameter 1 von (16) dem Teilungsverhdltnis

(g'g""h) = sin(g"h) : sin (¢g' k)
proportional ; dasselbe gilt daher auch von u. Die beiden fiir das Teilungs-
verhiltnis eingefithrten Definitionen stehen sich also ebenfalls dualistisch
gegeniiber.

4. Wir fithren noch die Bezeichnung A - Bv + C = Q (u, v) ein
und ersetzen sie abkiirzend durch Q. Dann folgt aus dem Satz von
S. 50 das zu ihm dualistische Resultat:

Sind Q =0, Q" =0, Q" = 0 die Gleichungen dreier verschiedener
Punkte, so liegen die Punkte stets und nur dann auf einer und derselben
Geraden, wenn es drei von Null verschiedene Mulliplikatoren %, ', 1"
gibt, so daf identisch ist

(18) lQ—l—A,Q,—'—l”Q”EO.

Ebenso iibertrigt sich der Satz von S. 51 und die ihm entsprechende
identische Relation (26).
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§ 5. Vollstindiges Viereck und Vierseit.

Seien 1, 2, 3, 4 vier Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden
liegen. Sie bestimmen (Fig. 31) sechs Verbindungslinien (i £); diese bilden
2 die Seiten eines vollstindigen Vierecks. Die sechs
Seiten spalten sich in die drei Paare von Gegen-
seiten
12 @34; (13D 1H23.

Die beiden Gegenseiten jedes Paares liefern wieder
einen Schnittpunkt; diese drei Schnittpunkte
seien I, II, III; sie bilden das Diagonaldreieck
des vollstindigen Vierecks. FEbenso bestimmen
vier Geraden 1, 2, 3, 4, von denen keine drei
durch einen Punkt gehen, ein vollstindiges Vierseit.
Thre sechs Schnittpunkte (1%) zerfallen in drei Paare von Gegenecken,

ndmlich (12)34; (13E9; (14(23.

Jedem Paare entspricht eine Verbindungslinie I, 11, I11, und diese drei
Geraden bilden ein Dreiseit, das Diagonaldreiseit des vollstindigen Vier-
seits. Viereck und Vierseit sind dualistische Gebilde!; es mag geniigen,
einen sie betreffenden Satz nur fiir das Vierseit (also in Punktkoordi-
naten) zu beweisen. Folgendes sei vorausgeschickt:

Zwei Punktepaare 4, B und P, Q einer Geraden heilen harmonische
Punktepaare, wenn die Strecke AB durch P und @ innen und auflen
— absolut genommen — nach demselben Verhiltnis geteilt wird, wenn
also

(4BP) + (ABQ) =0

ist. Ebenso heilen zwei Strahlenpaare a,b und p, ¢ eines Biischels
harmonische Paare, wenn fiir ihre Teilungsverhéiltnisse

(adp) + (abg) = 0
ist?. Aus Gleichung (20) von S. 45 folgt daher, dal die Gleichungen
G=0, G=0, G—2G=0, G+iG =0

zwei harmonische Strahlenpaare bestimmen; und ebenso folgt aus (14)
von S. 42, daB

0=0, ¢'=0, Q-10'=0, Q+i¢'=0

zwei harmonische Punktepaare bestimmen.

1 % Punkte liefern $#(x — 1) Verbindungslinien; sie bilden das vollstindige
n-Eck. Ebenso liefern #» Gerade durch ihre i#(n — 1) Schnittpunkte das voll-
stindige #n-Seit. Dreieck und Dreiseit sind identisch.

2 Die eingehendere Betrachtung enthalt Kap. VII, § 2.
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Seien nun g, %, &, I die Seiten des Vierseits (Fig. 32), die drei Paare
von Gegenecken also

(gh) (R, (gk) (D), (g]) (hE).

Wir bestimmen die Gleichungen der Seiten I, I1, 111 des Diagonal-
dreiecks. Dazu fihrt die S. 51 abgeleitete Identitat (26a) zwischen den
linken Seiten der Gleichungen von vier Geraden.
Wir wollen sie hier in der Form

(19) G+H+K+L=0

annehmen. Diese Identitdt 146t sich in
G+H=—(K+1IL)

umschreiben; es stellen also die Gleichungen

G+H=0 und K+ L=0

dieselbe Gerade dar. Es ist die Diagonale [;
denn die linke Gleichung zeigt, dal sie durch
(gh) geht, die rechte ebenso, dal} sie durch (k) geht. Ebenso stellen

G+K=0 oder H+L=0
G+L=0 oder H+K=0

Fig. 32.

und

die Diagonalen II und III dar. Nun sind dem Obigen gemil
G=0, H=0, G+H=0, G—-—H=0
vier harmonische Strahlen. Andererseits ist auch
G—H=(G+ K)— (H+ K);

beide Seiten, gleich Null gesetzt, stellen also wieder dieselbe Gerade
dar. Die linke Seite zeigt, daB sie der vierte harmonische Strahl zu g, 4
und I ist, und gemiB der rechten Seite geht sie durch den Schnitt-
punkt der Diagonalen I/ und III.

Damit ist das abzuleitende Resultat gewonnen; im Punkt (g#)
bilden die Strahlen g und % mit den beiden Strahlen, die zu den Ecken

des Diagonaldreiecks laufen, zwei harmonische  Strahlenpaare. Man
erhilt also den folgenden Satz:

In jeder Ecke eines vollstindigen Vierseits bilden die beiden Seiten
mit den Strahlen, die zu den Ecken des Diagonaldreiecks laufen, vier har-
monische Strahlen.

Der analoge Satz fiir das vollstindige Viereck lautet:

Auf jeder Seite eines vollstindigen Vierecks bilden die beiden Ecken
mit den durch das Diagonaldreiseit ausgeschnittenen Pumkten zwei har-
monische Punktepaare.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 5
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Mit Hilfe des vollstindigen Vierseits (und Vierecks) lassen sich
vier harmonische Punkte und vier harmonische Strahlen mit ausschlieB3-
licher Verwendung des Lineals zeichnen; man sagt, sie sind linear be-
stimmt. Geht man z. B. von den drei Strahlen g, %, I von Fig. 32 aus
und sucht den vierten zu I zugeordneten harmonischen Strahl, so wird
man durch einen beliebigen Punkt von I zwei Strahlen £ und / ziehen,
dann die Geraden II und 11 und endlich (g/) mit ({1, I1I) verbinden.

Aufgabe: In der Konstruktion des vierten harmonischen Strahles zu g, % und I
ist der Punkt auf I beliebig, ebenso die beiden Geraden % und ! durch diesen Punkt.
‘Wihlt man nun den Punkt auf I an zwei verschiedenen Stellen, ebenso k2 und !
zweimal in verschiedenen Lagen, so ergibt sich doch jedesmal derselbe zu g, &
und I gehorende vierte Strahl. Wir erhalten so durch den Vierseitsatz einen
reinen Schnittpunktsatz. Wie beweist man ihn direkt mit der obigen Methode ?

§ 6. Die Schnittpunktsidtze von DesarcuUEs und PAscAL™.

Zwei Dreiecke mit den Seiten «, b, cund a’, b’, ¢’ sollen so liegen, daf3
die Schnittpunkte entsprechender Seitenpaare — also (aa’), (bd"), (cc’) —
in eine Gerade fallen; dann gehen die Verbindungslinien entsprechender
Ecken durch einen Punkt S. Dies ist der Safz von DESARGUES (1639).
DieGleichungen der Seiten seien (Fig. 33)

g
A=0, B=0, C=0;
A"=0, B =0, C =0,
4 (aa’), (bd'), (cc¢’) mogen auf der Geraden
2 c U =0 liegen. Dann ist
5 = U=14 + VA"= uB + wB' =vC ++'C'.
yz Aus diesen Identititen folgt
% ¢ wB—vC =vC — /B,
6 vC — A = VA" — (',
Fig. 33. lA—‘LLBE‘LLIB,—Z./A,,

und damit ist der Satz bereits bewiesen. Denn fiir jede dieser Identititen
stellen die beiden gleich Null gesetzten Seiten die Gleichung der Ver-
bindungslinie zweier entsprechenden Ecken dar, und da die Summe der
linken Seiten der Gleichungen identisch verschwindet, so gehen diese
drei Geraden durch einen Punkt. Die Dreiecke heillen perspektivisch,
die Gerade U = 0 die Perspektivititsachse und S das Perspekiivitils-
zentyum.

Von der Identitat (20) ausgehend kann man auf vier verschiedene Arten
Paare perspektiver Dreiecke bilden und erhilt vier Punkte S; einen z. B., indem
man setzt

uB -V C'=vC — B, vVC—i4d=/NA"—vC, i4d —uB =B -4’

1 Die obigen Satze besitzen grundlegende Bedeutung fiir den axiomatischen
Aufbau der Geometrie. Dariiber sowie iiber ihre Entstehung vgl. Enzyklopadie
der math. Wiss. Bd. III, 1, S. 450. 1907 bis 1910.
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Wie ist die so entstehende Gesamtfigur? Was entspricht dem Desarguesschen
Satz dualistisch? Man zeige, daB die Figur des Desarguesschen Satzes sich selbst
dual entspricht.

Zum Pascalschen Satz (fir zwei Gerade) gelangt man folgender-
maBen!, Auf der Geraden g nehme man drei Punkte 1, 3,  an, auf 4
ebenso drei Punkte 2, 4, 6 (Fig. 34). Dann zeichne man das Sechseck
1234561. Der Satz besagt, dall die Schnitt-

punkte der drei Paare von Gegenseiten, nimlich 7 g !
(12, 45), (23, 56), (34,61 g
wn eine Gerade fallen.
Die Gleichungen der Geraden g, % und (I 2) % — )
seien . 6
Fig. 34.
(21) G=0, H=0, A=0;

wir kénnen die linearen Funktionen G und H so bestimmen, daBl die
Gleichungen der Seiten (2 3) und (I 6) die Form
(23) A+H=0 und (61) A4+G=0

annehmen. Die Gleichungen von (3 4) und (6 §) werden

34 A+H4+pG=0, (66 A+G+pFH=0.
Fir die Seite (4 5) erhalten wir die zwei Gleichungen

49 A+pG+yH=0 und A+ fFH+yG=0;
die Gerade (45) geht also durch den Schnittpunkt von 4 + G =0
und H == 0 sowie durch den Schnittpunkt von 4 + y’G =0 und H = 0.
Da sie aber sicher nicht mit der Geraden H = 0 zusammenfillt, miissen
diese beiden Schnittpunkte zusammenfallen. Da nun beide Geraden
A+ pG=0und 4+ 7'G =0 durch den Schnittpunkt I von 4 =0
und G = 0, der nach Voraussetzung nicht auf G = 0 liegt, gehen, so
miissen diese beiden Geraden zusammenfallen, d. h., es muB 8 = ¢’ sein.
Ebenso folgt y = f#’; wir setzen die Gleichung in die Form

45 A+BG+pH=0.
Nun hat nach § 6 jede von g und % verschiedene Gerade die Gleichung
(22) A+1G+puH=0.
Wir bestimmen jetzt 1 und u so, dall diese Gerade durch die beiden
Punkte (23) (56) und (3 4) (6 1) geht, es miissen also Gleichung (22)

und die Gleichungen der Geraden (2 3) und (5 6) — ebenso die von
(34) und (6 1) — zugleich bestehen. Dies liefert die Gleichungen

1 yi 1 1 p
l1 0 1/=0 wund 11 0f=0
11 f KRN
oder )
A=) +nu=1 und i4p(1—p=1,
1 Vgl. auch den Pascalschen Satz von Kap. XII, § 6.
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woraus durch Subtraktion 48" — uf = 0 folgt. Diese Gleichung er-
gibt sich aber auch als Bedingung dafiir, da3 die Gerade (22) auch
den Schnittpunkt von (I 2) und (£ §) enthdlt. Denn diese Bedingung ist

1‘1 A ,u’ EUO
:’1 0 10 0 =pup—1f,
I

damit ist unser Satz bewiesen. Die Gerade heiBt Pascalsche Gerade.

Aus den sechs Punkten lassen sich durch Anderung der Reihenfolge mannig-
fache Sechsecke bilden; zu jedem gehort eine Pascalsche Gerade. Man beweise,
daB3 die drei Geraden, die den Sechsecken (123456), (125634), (1632654)
entsprechen, durch einen Punkt gehen®.

Wie lauten die dualistischen Satze? Man zeige, daB die Figur des Pascalschen
Satzes, durch die Pascalsche Gerade vervollstandigt, sich selbst dual entspricht.

1 Vgl. J. Prickers Gesammelte mathematische Abhandlungen, S.236ff.,
Leipzig 1895.



Siebentes Kapitel.
Doppelverhiltnis und projektive Beziehung.

§ 1. Das Doppelverhiltnis.

Sind A, B, P, Q vier Punkte einer Geraden (Fig. 35, S. 721), so be-
stimmen P und @ mit 4 und B je ein Teilungsverhiltnis

AP A
(ABP) = 45 =1, wnd  (ABQ) =52 = 4,
Den Quotienten u,: ¢, nennt man das Doppelverhiltnis (Dv) der vier
Punkte? und bezeichnet es durch (4BP(Q). Ist 1 sein Wert, so hat man

AP AQ _AP-BO _ .

“BP BQ BP-AQ "
In den Abszissen a, b, p,q von A, B, P,(Q erhilt es den Ausdruck

(1) (4BPQ)

S p—0b)g—a)’

Fiir zwel Punktepaare AB und PQ sind vier verschiedene Lagen
moglich; es kann AB innerhalb von P(Q liegen, oder P(Q innerhalb
von AB, oder jedes Paar auflerhalb des anderen oder endlich kein
Paar auBerhalb des anderen: im letzten Fall trennen sich die Paare
gegenseitig. Denn man kann in diesem Falle auch durch Uberfahrung
des unendlich fernen Punktes nicht von dem einen Punkte eines Paares
zu dem anderen Punkte dieses Paares gelangen, ohne iiber einen Punkt
des anderen Paares zu kommen. Es haben alsdann (S. 4) ¢, und p¢, ent-
gegengesetztes Zeichen, und das Dv ist negativ. Im ersten und dritten
Fall sind g, und w, positiv, im zweiten sind beide GroBen negativ, in
diesen drei Fallen ist also 4 positiv.

Einen besonders wichtigen Fall des Dv liefern zwei harmonische
Punktepaare (S. 64); fir sie ist 4 = —1, die Punkte P und Q teilen AB
innen und auflen im (absolut) gleichen Verhiltnis (§ 2).

(2) Z_KP““)(Q_@

1 Die Geraden durch O kommen spater in Betracht.

2 Das Dv wurde von A.F¥. M&Brus vor ungefahr 100 Jahren als grund-
legender Begriff in die Geometrie eingefithrt. M. CHASLES benutzte dafur den
Namen anharmonisches Verhiltnis. Man spricht auch (nach Cr. v. STAUDT) von
dem Wurf der vier Punkte.
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Das einfache Teilungsverhiltnis ist ein Sonderfall des Dv; es ent-
steht, wenn Q in den uneigentlichen Punkt Q. riickt. Es ist ndmlich

(ABPQ.) = (ABP):(ABQ.),
und da (ABQ..) = 1 ist (S. 5), so folgt in der Tat
(ABPQ.) — (ABP).

Man wird daher erwarten, da8 sich viele Eigenschaften des Teilungs-
verhiltnisses auf das Dv iibertragen. Wir beweisen zunichst den fol-
genden Satz: Werden 4, B, Q festgehalten, wihrend P das lineare
Kontinuum durchliduft, so durchliuft der Wert A des Dv alle Werte des
Zahlenkontinuums genau etnmal. Man hat nimlich

* A9
" 2 =5g"
Hier ist, da A, B, Q fest bleiben, u, eine Konstante; p, durchliuft, wie
I, § 3 gezeigt wurde, das Zahlenkontinuum, also auch ¢, :p#,=1. Man
folgert daraus, daB3 es nur einen Punkt P gibt, der mit 4, B, Q ein Dv
gleich (ABPQ) von gegebenem Wert J bildet. Fillt P insbesondere in die
Punkte 4, B, Q, so hat 1 die Werte 0,00, 1.

Andert man die Reihenfolge der Punkte des Teilungsverhiltnisses
oder des Dw, so wird sich im allgemeinen auch sein Wert dndern. Wir
betrachten zunichst das Teilungsverhéltnis (ABP). Es laBt sechs ver-
schiedene Anordnungen von A4, B, P zu, nimlich

(ABP), (BAP), (APB), (BPA4), (PAB), (PBA);
ihnen entsprechen, wenn (ABP) = p gesetzt wird, die sechs Werte

1 w—1 1 u
3) N T Ay
In der Tat ist zunichst
(BAP) = BP: AP — ;
4B _ 4P+ PB_
I R - e

fiir

(APB) =

Durch weitere Anwendung der in diesen Gleichungen enthaltenen
Regeln folgt:
1

(BPA):"—;—?, (PAB) = =, (PBA) =

w—1"

Auch das Dv nimmt bei Anderung der Reihenfolge seiner Punkte
nur die sechs in (3) auftretenden Werte an. Von den 24 verschiedenen
Permutationen der Punkte 4, B, P, besitzen ndmlich je vier das-
selbe Dv; man findet unmittelbar
(4) (ABPQ) = (BAQP) = (PQAB) = (QPBA).

Fiir die iibrigen Werte bestehen folgende Beziehungen. Offenbar ist
(5) (ABPQ) - (ABQP) =1,
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und aus der Gleichung (5) von S. 4 findet man mittels Division durch
AD - BC leicht

(6) (APBQ) + (ABPQ) — 1.

Danach ergeben sich fiir die sechs Dv

(7) (4BPQ), (ABQP), (APBQ), (APQB), (4QBP), (4QPB)
die Werte

(7a) 2 %, 1—1, 1 A—1 3

12’ T i—1

und zu jedem dieser sechs Dv gehéren gemil Gleichung (4) noch drei
andere, die ihm gleich sind.

Zu den Gleichungen (5) und (6), die zwei Dv derselben vier Punkte
miteinander verbinden, tritt als wichtige Relation noch eine Formel,
die sich auf fiinf Punkte und drei Dv bezieht, ndmlich

(8) (ABQR) (ABRP) (ABPQ) = 1;

sie folgt unmittelbar aus der Definition (1).

Man kann fragen, ob es Sonderfille fiir die Lage der Punkte 4, B,
P, Q gibt, in denen sich die sechs Werte (7a) auf eine geringere Zahl
von Werten reduzieren. Man erhilt sie, indem man / gleich einem der
finf anderen Werte setzt.

Fur 1 =1/4 ist A2=1, also 1= -41. Die Losung 1 =1 ist
keine eigentliche, da dann P in @ fillt, wihrend wir voraussetzen, daB3
die vier Punkte alle voneinander verschieden sind. Die Lésung 4 = —1
fithrt auf die oben erwihnten harmonischen Punktepaare AB und PQ.
Je zwei der sechs Werte (7a) sind einander gleich, namlich

1 A—1 1 A 1
h=,=—1, M—l=—7—=2, [ 3=7"7=75

Es gibt also nur dres verschiedene Werte des Dv, und es entspricht
je acht Permutationen derselbe Dv-Wert. Dasselbe ergibt sich, wenn
man =1 —4 oder 1 =171:(1— 1) setzt.

Die weiteren Sonderfille erhalten wir durch die Gleichungen

A—1

1
oder 1= —

=17

sie fithren alle auf
2—2+1=0, 1=3(+14+7=3)=

Wir stoBen also auf imaginire Werte A, die freilich keine reellen Punkte
liefern; wir lassen ihnen (analog der S. 54 gegebenen Begriindung)
imaginire Punkte entsprechen (dquianharmonische Punkte). Fiir diese
Werte 2 werden sogar je drei der Werte (7a) einander gleich; es gibt nur

* Aus 12— ]+ 1 =0 folgt 23+ 1 =0; ] ist also eine imaginare dritte
Wurzel aus —1.
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zwetr verschiedene Dv-Werte, den beiden Werten der in 1 auftretenden
Quadratwurzel entsprechend.

Der Begriff des Duv ist dualisierbar und 148t sich auf vier Strahlen
eines Strahlenbiischels {ibertragen. Als das Dv der vier Strahlen a, b,
P, g eines Biischels von sich schneidenden Geraden definieren wir den
Quotienten der beiden einfachen Teilungs-
verhaltnisse (S. 45), setzen also (Fig. 35)

smi(a sm{a

9) A= (abpg) = g{ﬁ‘((bfp; : %Ebgz

Wéhrend das Vorzeichen des einfachen
Teilungsverhaltnisses abhdngt von der posi-
tiven Seite der Strahlen ¢ und & (d. 1. der-
jenigen Seite, auf der die Abstinde positiv
gerechnet werden), ist der Quotient des Teilungsverhaltnisses, das Doppel-
verhiltnis, von dieser Festsetzung unabhingig und allein durch die Lage
der 4 Strahlen gegeben!. Das geht auch aus dem folgenden Satz hervor:

Werden viev durch einen Punkt O gehende Strahlen a, b, p, q von etner
(nicht durch O gehenden) Geraden g in den Punkten ABP(Q geschnitten,
so 1ist das Doppelverhiltnis der vier Strahlen gleich dem Doppelverhilinis
der vier Schwmittpunkte, also

(10) (abpq) = (ABPQ).

Nach S. 45 ist sin(ap) ”

sin(bg) /2’

wo IZ und I} die Abstinde eines Punktes P auf p von a resp. b be-

deuten. Ebenso ist ) o
sin(aq)  lo

sin(bg) 2’

wo Q ein Punkt auf ¢ ist. Es ist aber, auch dem Vorzeichen nach,

£ 4P

w T ag
ebenso

I, BP

i  BQ’

also durch Division:
AP AQ _ sin(ap) sin(agq)
BP "BQ  sin(bp) sin(bg)’

womit der Satz bewiesen ist. Wir folgern aus ihm, dafl alle von «, b,
), ¢ geschnittenen Geraden nach demselben Dwv geschnitten werden;

1 Das Teilungsverhiltnis auf einer Geraden ist auch dem Vorzeichen nach
bestimmt. Der Unterschied gegen das Teilungsverhiltnis bei drei Strahlen ent-
springt dem Umstand, daB auf der Geraden ein Punkt ausgezeichnet ist, der un-
endlich ferne Punkt.
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sind also A’, B’, P’, Q' die Schnittpunkte mit einer Geraden g’, so ist
(ABPQ) = (A'"B'P'Q’). (Satz von Pappus.)

Der Satz des Pappus gilt auch, wenn a, b, p, ¢ einander parallele
Geraden sind, und wir definieren das Dv von vier parallelen Geraden,
das bisher nicht eingefithrt war, durch das Dv der vier Punkte ABPQ,
in denen a, b, p, g von irgendeiner zu ihnen nicht parallelen Geraden
geschnitten werden.

Es bedarf keiner besonderen Erwihnung, dal die fiir das Dwv
(ABPQ) abgeleiteten Sitze sich insgesamt auf das Dv (abpq) tber-
tragen. Bemerkt sei nur, dafl 1 das Zahlenkontinuum durchlauft, wenn
die Gerade p bei festem a, b, ¢ einmal den Biischel iiberstreicht!. Es gibt
wiederum genau einen Strahl p, der mit a, b, ¢ ein Dv von gegebenem
Wert bestimmt; insbesondere nimmt 1 die Werte 0, oo, 1 an, wenn $
mit a, b, ¢ zusammenfillt. Einen ausgezeichneten Strahl, der dem
Punkt P, der Geraden entspricht, gibt es im Strahlbiischel nicht.
Dem einfachsten Fall 1= —1 entsprechen vier Strahlen, die vier
havmonische Strahlen (zwei harmonische Strahlenpaare) heiBen sollen.

§ 2. Harmonische Punkte und Strahlen.

Fiir zwei harmonische Punktepaare 4, B und P, P’ folgt aus (1)
(wegen 1 = —1) die Gleichung
(11) AP.BP + AP -BP =0.

Fiir die Abszissen a, b, p, p’ dieser vier Punkte lautet sie
p—a@ =0+ @F —aF—0=0 oder
(12) P —S@+b) @+ p)tab=o0.

Unter allen Punktepaaren P, P’ bei festem 4 und B gibt es ein
ausgezeichnetes; es ist das, von dem ein Punkt in P fillt. Der andere
fallt (Fig. 36) in die Mitte M von
AB (mit der Abszisse m). Wird 7 7 MP Y >
M als neuer Nullpunkt der MaB3be- Fig, 36

stimmung gewdhlt und p — m = u
gesetzt, so nimmt Gleichung (12) eine einfachere Form an, nimlich

(12a) wu = (p — m) (;b'um):(a;lz)z; m:a—;r—b.
Thr entspricht die geometrische Beziehung
(12b) MP-MP = MA? = MB2.

Sie zeigt, daB sich P und P’ zugleich an die Punkte A und B annihern
oder von ihnen entfernen; in A und B fillt P mit P’ zusammen.

! Es handelt sich hier um ungerichtete Geraden; p iiberstreicht also den
gesamten Strahlenbiischel schon bei einer Drehung um z.
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Sei Q, Q' ein zweites Paar, das zu A, B harmonisch ist, so be-
steht fiir dieses Paar die Gleichung

(13) 9 — 3@+ (¢g+q)+ab=o0.

Diese Gleichung und die Gleichung (12) lassen sich so auffassen, daB
sie zwei Gleichungen fiir a2 + b und ab darstellen, und daB man also,
wenn p, ' und ¢, ¢' gegeben sind, a + b und ab aus ihnen berechnen
kann. Durch a + & und b ist aber auch das Wertepaar 4, b eindeutig
bestimmt, und so folgt der Satz, dal es zu 2wei gegebenen Paaren P, P’
und Q, Q" nur ein Punktepaar A, B gibt, das mit beiden harmontisch ist.
Die ihm entsprechenden Werte a, b bestimmt man auf Grund der Er-
wigung, dal} sie die Wurzeln der quadratischen Gleichung

(14) 22— (a4+bz+ab=0

sind. Diese Gleichung ist also herzustellen, d. h. ihre Koeffizienten
sind aus (12), (13) durch p, ', g, ¢’ auszudriicken. Dazu beachte man,
daB (14), (12) und (13) drei homogene lineare Gleichungen fiir 1, a + b

und ab darstellen; daher muB3 ihre Determinante verschwinden, und
so erhalten wir die gesuchte Gleichung in der Form

PP B, 1)
‘M' tg+q), 1]=
/ 2 — 2z, ,1‘

Es ist noch die Realitit der Wurzeln zu priifen; statt zu diesem
Zweck die Diskriminante dieser Gleichung zu untersuchen, benutzen wir
zur Ableitung eines geometrischen, an die Lage der beiden Punkte-
paare P, P’, (, Q" ankniipfenden Resultates direkt die Gleichung (12a).

Wir entnehmen ihr
a — b\2

(b —m) (' —m) = (g — m) (¢ — m) = (“ 2] = .
a 4 b ist stets reell, nimlich nach (12) und (13)

at+b_  _ _pPV—qq

2 p—q+p—q"
es sind also ¢ und & dann und nur dann reell, wenn a — b reell ist;
dariiber entscheidet das Vorzeichen von #2. Mittels des Wertes von m

formen wir den Wert eines jeden Faktors von #2 um und finden ohne

Mihe -9 -~

—q+—4q)"

Die Realitdt der Wurzeln hingt von dem Vorzeichen des Zihlers von #2
ab, also von der Lage der Paare P, P’ und Q,Q’. Die Wurzeln sind
reell, wenn die Paare einander nicht tremmem (S. 69), denn dann sind
zwei Differenzen des Zihlers positiv und zwei negativ oder alle haben
das gleiche Vorzeichen. Trennen sie sich, so ist je eine ungerade An-

n? =
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zahl von Differenzen positiv oder negativ, und es gibt daher kein zu
beiden Paaren reelles harmonisches Paar.

Fir weitere Betrachtungen gehen wir so vor, daB wir jedes der
Punktepaare 4, B, P, P’, Q, Q" durch eine quadratische Gleichung dar-
stellen. Sei

ax?4+2px+y=0; —Za—ﬂ:a—{—b, %:ab
die Gleichung, die 4, b zu Wurzeln hat, und seien ebenso $, p’ die dem
Paar P, P’ entsprechenden Wurzeln der Gleichung
’ ’ 24 ’ d ’
wart2frty =05 —2—piy, L —pp.

“/

Durch Einsetzen der Werte fiir a 6, ab, $ + p’, p#’ in Gleichung (12)
verwandelt sie sich in

(15) ay =28 +ya’=0;
in dieser Form stellt sich also jetzt die Bedingung fir die harmonische
Lage beider Punktepaare dar.

Hieraus folgert man wiederum die Existenz eines Paares A, B,
das zu zwet gegebenen Paaren, nimlich P, P’ und dem durch die
quadratische Gleichung

“//xz + 2[8//x _J'_ }1/’: O

dargestellten Paar Q, Q', zugleich harmonisch ist. Seine quadratische
Gleichung muB solche Koeffizienten «, £, y haben, fiir die zugleich

(16) ay —28f +&’y=0 und &y’ —28p"+a"y=0

ist. Dies sind zwei lineare homogene Gleichungen fiirr &, 2f, y; aus
ihnen folgt

: ( “l y/ : ;ﬂl y/ .
“// y// ﬂ/’ '}/” i

NS

das gesuchte Paar besteht daher aus den Wurzeln der quadratischen
Gleichung

(16a) (“/ﬁ//_ “// )xz + (“/y/l_ ‘x//y/)x + (ﬂ/y//_ﬂ//y/) —_ O‘

Das so gefundene Paar ist sogar zu jedem Paar harmonisch, das
durch eine Gleichung

28 x4+ Y+ A"+ 28'x +97) =0,
d. i. durch die lineare Kombination der quadratischen Gleichungen fiir

die einzelnen Punktepaare, gegeben ist. Aus den Gleichungen (16)
folgt namlich durch Multiplikation mit 1, 1 und Addition

a(y +47") =28 + 1) +y(@ +4a") =0,
und dies ist die Behauptung.
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Die harmonische Beziehung zweier Strahlenpaare ist wiederum

durch die Gleichung 4 = —1, also
sin(ap) sin(ap’) sin(ap) |, sin(ap’)

(17) sin(bp) sin(bp’) —1 sin (b p) + sin(bp’) 0
gegeben. Unter allen Strahlenpaaren, die zu a, & harmonisch sind,
gibt es ein ausgezeichnetes Paar, ndmlich das orthogonale, das die
Winkel (ab) halbiert. Wird der eine Halbierungsstrahl durch s bezeich-
net, so besteht analog zur Gleichung (12b) von S. 73 die Gleichung

(18) tg (mp) - tg (mp’) = tg* (ma) = tg*(m?b).

Man erhilt sie in der Weise, dafl man das Strahlenbiischel mit dem
Scheitel O durch eine Gerade schneidet, die auf s senkrecht steht.
Es sind dann A, B, M, P« vier harmonische Punkte; wird dann
noch OM = 1 angenommen. so ergibt sich aus (12b) die Gleichung (18).

§ 3. Die projektive Beziehung.

Wir wollen die Punkte zweier Geraden g und g’ (Punktreihen) in
der Weise einander eineindeutig zuordnen, daB sie durch die einfachste
analytische Relation miteinander verbunden werden, also durch eine
bilineare Gleichung. Sind (auf beliebige Anfangspunkte bezogen) x und
x' zwei entsprechende Punkte von g und g, so sei

(19) axx' +bx+cx’'+d=0
diese Beziehung. Aus ihr folgt

; bx + d _ ﬁv’—# d
(192) YE T ar vy YT T axvtbe

die eine Variable driickt sich also durch die andere mittels einer linearen
Substitution aus. Die so eingefithrte Beziehung nennen wir eine projektive?l.

Die wichtigste Eigenschaft dieser projektiven Beziehung besteht
in der Invarianz der Dv-Werte entsprechender Punkte; sind P, P,,
P,, P, vier Punkte von g und P, P, P}, P, die entsprechenden Punkte
von g’ (Bildpunkte), so ist

(20) (P1P2P3P4):(P1P§P§P1)
oder

(v — %3) (v — 7g) (%] — x3) (v — %)
(202) ) b —w) (=) (F— )

Den Beweis fithren wir folgendermaflen. Zunichst sei bemerkt,
daB man drei einfachste Typen linearer Substitutionen unterscheiden

kann, namlich
p o A l__i
(21) ¥=x+1 x=mx, &=_.

1 Nicht jede eineindeutige Beziehung ist eine projektive; z. B. die Fest-
setzung &' = x fiur x >0, #" = Ax fur ¥ < 0(1 > 1).
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Fiir diese Substitutionen ist die Geltung der Gleichung (20a) sehr leicht
zu erkennen. Wir zeigen nun, daB sich eine beliebige Substitution aus
gewissen einfachsten Substitutionen der Form (21) zusammensetzen 138t.

Fiir die beiden Substitutionen
m

¥ =mx +n und x’:;
ist dies leicht ersichtlich; die erste ist die Folge von x; = mx und
%' = %; 4 n; die zweite ist mit x; = 1:x und %' = mx; dquivalent;
endlich durch die Kombination

1

’

X, = mMxX + 0 X =
1

ergibt sich unsere Behauptung fiir die Substitutionen der Form

ot
Y= x + "
Um es auch allgemeiner fiir
r__OX + ﬂ
(22) =)

zu erweisen, schreiben wir

, o x4+ o4 Y — x I'ii J
_ - = — - —_ — H —= —
e i 7'{1+x+z}’ YT v

und setzen der Reihe nach

y — , « ot
X =%+ %, Xy= o also &' = — 4 —-x,.

,
1 b4 7

Damit ist die Geltung der Gleichung (20a) und die Invarianz der
Dv-Werte auch fiir die Substitution (22) bewiesen. Dal} bei der letzten
Ableitung o + 0 und y = 0 vorausgesetzt wurden, bedeutet keine
Einschrinkung fir die Giltigkeit der Behauptung. Denn die Fille

=0 oder y =0 sind vorher erledigt worden. Wir haben aber auch
ay(x —v) = ad— fy =0 vorausgesetzt in unserer Ableitung. Nun ist
(Anhang III, § 3) «d — Sy die Determinante der Substitution. Also
folgt:

Bei jeder projektiven Beziehung wmit nichtverschwindender Determi-
nante ist das Dv von vier Punkten invariant.

Ist «d — By =0, also auch in der Beziechung (18) ad — bc = 0,
dann schreiben wir fiir 2 = 0 (18) in der Form

ax’ (ax + ¢y +b(ax+¢)=0
(ax +¢)(ax’' 4+ b) =0.

Das bedeutet aber: entweder ist ¥ = -—c/a, dann ist ¥’ ganz beliebig,
oder es ist x" = — b/a, dann ist x beliebig. Das kann man auch so aus-
driicken: einem beliebigen Punkt x ist stets der Punkt ' = —b/a zu-
geordnet, aber dem Punkt ¥ = —c/a jeder Punkt x’ und entsprechend
umgekehrt. Die durch die lineare Substitituon dargestellte projektive
Beziehung heilt ausgeartet. Ist in (18) a und ad — b¢ gleichzeitig = 0,

oder
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so mull entweder b oder c =0 sein und (18) stellt keine Beziehung
zwischen x und %" dar.
Eine ausgeartete Beziehung ist z. B.

¥ +x+2+1=0 oder (x+1)(-+1) =0

Wir werden in Zukunft nur projektive Beziehungen betrachten, die
nicht ausgeartet sind.

Der soeben bewiesene Satz ist umkehrbar; wir kénnen eine projek-
tive Beziehung als eine solche eineindeutige Beziehung der Punkte
zweier Geraden definieren, der die Invarianz der Dv-Werte zukommt.,
Seien namlich P;(i = 1, 2, 3, 4) vier beliebig ausgewihlte Punkte von g,
und P; ihre Bildpunkte auf g’, so besteht fiir sie nach Voraussetzung
die Gleichung (20a). Halt man nun die drei Paare %,, &}, %,, x5, %3, %}
fest und ersetzt das vierte Paar durch das variable Paar x, ', so geht
diese Gleichung, nach x und x’ geordnet, in eine bilineare Relation
iiber. Da die drei Paare P,, P}, P,, P, und P,, P, beliebig an-
genommen werden konnten, so folgt noch:

Eine projektive Beziehung zweter Punktreihen ist durch drei beliebig
wdhibare Paare entsprechender Punkte bestimmi.

Da nach dem Satz von Parrus bei Projektion einer Geraden auf
eine andere von einem Punkte aus das Doppelverhiltnis erhalten bleibt,
so wird also durch diese Projektion eine projektive Beziehung in unserem
Sinn erhalten. Auch bei mehrmaliger Projektion der Geraden g auf die
Gerade g’, von g’ auf g’ usw. bleibt das Doppelverhiltnis erhalten. Man
kann leicht nachweisen, daBl durch mehrmalige Projektion die allge-
meine projektive Beziehung zweier Geraden aufeinander erhalten werden
kann. Diese geometrische Tatsache ist der Grund fiir die Bezeichnung
,,projektive’ Beziehung.

Wenn bei einer projektiven Beziehung dem Punkt Q. von g der
im Endlichen gelegene Punkt Q' von g’ entspricht und dem Punkt Rf,
von g’ der infolgedessen ebenfalls im Endlichen liegende Punkt R von g,
so ist firr irgend zwei Punktepaare P, P’ und P,, P;

(PP Qo R) = (P' P{Q'R).
Nun ist
(PP, QR) = P,R: PR, (P PiQw) = P'Q:PQ.
Sind also ¢’ und 7 die Abszissen von Q" und R, so geht die vorstehende
Gleichung in
(23) PR-PQ = P;R-P{Q oder (r— x)(¢— «") = const
iiber; das Produkt PR - P’'Q’ hat also fiir jedes Paar entsprechender

Punkte einen koustanten Wert. Er heilit Potenz der projektiven Be-
ziehung. Die Punkte Q' und R heiBlen Fluchtpunktel.

1 Die Bezeichnung entstammt der darstellenden Geometrie.
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Die Gleichung (23) folgt aus der Beziehung (19), falls man sie fiir
a £+ 0 in die Form

c , b bec — ad
232) b o)) ="
bringt.
Ist in Gleichung (19) @ = 0, so entsprechen sich die unendlich
fernen Punkte; es wird also

(P,P,PyPs) = (P{P:P;PL),
woraus weiter

P,P,: P,Py = P|P}: P,P; oder P,P{—=g¢-P;P;

mit konstantem p folgt. Zwei Strecken der einen Geraden verhalten
sich wie die entsprechenden der anderen (affine oder d@hnliche Punkt-
reihen); ¢ soll das Dehnungsverhéltnis heilen. Fiir ¢ = 1 sind die Punkt-
reihen kongruent (oder gleich).

Die Ausdehnung der projektiven Beziehung auf den Strahlenbiischel
behandeln wir in § 6.

§ 4. Vereinigte Lage projektiver Punktreihen.

Fallen die Geraden g und g’ von § 3 zusammen, so haben wir auf
einer und derselben Geraden eine projektive Zuordnung ihrer Punkte;
jeder Punkt ist also doppelt zu rechnen, einmal als Punkt P von g,
einmal als Punkt Q' von g’. Wir setzen fest, daBl sich die Abszissen %
und ' auf denselben Nullpunkt und Einheitspunkt beziehen; einem
Wertepaar x = x’ entspricht dann ein Paar zusammenfallender ent-
sprechender Punkte P = P’ beider Punktreihen (Doppelpunkte). Jeder
solche Wert x ist, falls wir wieder die Beziehung in der Form (18)
annehmen, Wurzel der Gleichung

(24) ax® + (b+c)x+d=0.
Es gibt also zwes Doppelpunkte; je nachdem die Diskriminante
(244a) (b+¢)—4ad >0, =0 oder <O

ist, sind sie reell, zusammenfallend oder imaginidr. Die linke Seite von
(24a) ergibt durch Division mit % und Umformung

(3__0_>2+4b04ad

a a a? ’

hierbei ist 2¢ ;zad
(% — %)2 gleich dem Quadrat {iber dem Abstand der Fluchtpunkte. Fir
positive Potenz sind demnach die Doppelpunkte stets.reell und von-
einander verschieden; fiir negative Potenz nur, wenn das Quadrat iiber
dem halben Abstand der Fluchtpunkte groBer als die absolut ge-

nommene Potenz ist.

nach (23a) die Potenz der projektiven Bezichung,
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Die Doppelpunkte S und T seien voneinander verschieden. Sie
bilden mit jedem Punktepaar PP’ wvier Pumkie von festem Dv. Ist
nidmlich @, Q' ein zweites Paar entsprechender Punkte, so hat man

(STPQ) = (STFPQ).
Setzt man links und rechts fiir die Dv ihren ausfithrlichen Wert, so
148t sich die so entstehende Gleichung unmittelbar in die Form

(25) (STPP) = (STQQ)

iberfithren, und das ist unsere Behauptung.

Der Wert des Dv ist ohne Schwierigkeit auszurechnen, am besten
so, daB man P oder P’ unendlich fern annimmt. Aber der Wert ist
in den Koeffizienten der Substitution irrational, denn er hidngt un-
symmetrisch von S und T ab, deren Koordinaten die Wurzeln der quadra-
tischen Gleichung (24) sind. Deswegen ist der Wert auch nur dann
reell, wenn die Doppelpunkte reell sind.

Man erhilt einen rationalen Ausdruck in dem Dv (P'P"” P P"),
wo P ein beliebiger Punkt ist, P’ der ihm durch die Substitution ent-
sprechende, P’ wieder der P’ entsprechende, P'"" der P"' entsprechende
Punkt. DaB auch dieser Ausdruck von der Wahl von P unabhingig ist,
kann man leicht direkt durch seine Berechnung etwa mit Hilfe der
Formel (22) nachweisen. Um den Wert zu berechnen, geniigt es, P

speziell zu wihlen, etwa mit der Koordinate x = — %, dann ist

¢ = oo, x//:i’ ///:“3‘_2_;*‘/?7

Ve ay+ 6y
und 5_p
, 7 7 60 — py
(PP PP’)—(DH_G)Q
oder in den Koeffizienten der Beziehung (18)
J—— s ad—bc

also gleich dem Quotienten aus der negativen Potenz der projektiven
Beziehung, dividiert durch das Quadrat des Abstandes der Fluchtpunkte.

Dieser Ausdruck hat nun eine besonders wichtige Eigenschaft:
Wir denken uns die projektive Beziehung selbst projiziert, d.h. da von
einem Punkte aus g auf eine Gerade g projiziert wird, wobei die einander
entsprechenden Punkte P und P’ von g in die Punkte P und P’ auf g
iibergehen mogen. Die Beziehung P P’ ist dann ebenfalls eine projektive,
und es gehen vier einander sukzessive entsprechende Punkte P P’ P"" P
in vier desgleichen sich sukzessive entsprechende Punkte iiber. Das
obige Dv hat also fiir die projizierte projektive Beziehung denselben
Wert wie fiir die urspriingliche. Man nennt deswegen dieses Dv eine
projektive Invariante der projektiven Beziehung. Statt der Projektion
koénnen wir nach dem oben Gesagten auch eine analytische projektive
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Beziehung voraussetzen, etwa der Geraden g auf sich selber mittels der
Beziehung (22), durch die also ebenfalls die Invariante nicht ge-
dndert wird.

Man kann ohne Schwierigkeit zeigen, daBl diese Invariante die
einzige ist, d. h. daB im allgemeinen zwei projektive Beziehungen auf
g und g durch eine Reihe von Projektionen (oder durch eine projektive
Beziehung) ineinander iibergefithrt werden kénnen, wenn diese In-
varianten fiir sie den gleichen Wert haben (vgl. Anhang III, § 4).

Von diesem Satz gibt es aber zwei Ausnahmen: Ist & = ¢ =1 und
7 =0, dann ist ' = x + f und die Invariante =1, unabhingig von f.
Nun sind zwar alle Schiebungen mit von null verschiedenem £ in-
einander durch Projektion #iberfithrbar, aber nicht in die identische
Substitution &’ = x. Ist § & 0, dann fallen die Doppelpunkte in einen
Punkt zusammen. Ist f = 0, dann sind alle Punkte Doppelpunkte.

Der zweite Ausnahmefall wird im nichsten Paragraphen behandelt.
Bei ihm hat die Invariante den Wert co. Die beiden Fluchtpunkte
fallen zusammen.

§ 5. Die involutorische Beziehung.

Eine involutorische Beziehung ordnet die Punkte einer Geraden
projektiv und iiberdies so einander zu, daB, wenn der Punkt P dem
Punkte P’ zugeordnet ist, auch Q = P’ dem Punkte Q'= P zugeordnet
ist. Ihre Eigenart soll zunédchst an einigen einfachen Fillen geschildert
werden. Den einfachsten Fall bildet die Symmetrie. Ist O das Symmetrie-
zentrum, so besteht fiir jedes zu O symmetrisch liegende Paar P, P’
die Gleichung

OP - 0P =0 oder % 4+ x=0.

Einen allgemeineren Fall stellen alle Paare P, P’ dar, die zu einem
Paar A, B harmonisch liegen. In den Punkten 4 und B fillt je ein
Punkt P mit dem entsprechenden Punkt P’ zusammen, A und B heiBen
daher Doppelpunkte der Involutionl. Fir die Punkte 4, B, P, P’ be-
steht nach §2 Gleichung (15) die in x und &' symmetrische Relation

xx — i@+ b (x+x)+ab=0.

Beide so erhaltenen Gleichungen sind Sonderfille der Relation (18);
ihre Besonderheit besteht in der Gleichheit der mittleren Koeffizienten
b=c, so daf}

(26) axx’ +b(x + x)+d=0
die bilineare Relation ist. Jede einer solchen Relation entsprechende
projektive Beziehung heiBt #mvolutorisch?. Thr analytischer Charakter

1 Bei der Symmetrie sind O und P, die Doppelpunkte.
2 Die Bezeichnung entbehrt leider jeder geometrischen Bedeutung.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 6
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besteht darin, daf} sie symmetrisch in x und %’ ist, ihr geometrischer
Charakter darin, daB sich die Punkte x und %’ wechselseitig ent-
sprechen.

Wir wollen jetzt eine besondere projektive Beziehung auf Grund
des Satzes von S. 78 in folgender Weise herstellen. Von den drei be-
liebig wihlbaren Paaren nehmen wir das Paar P, P’ beliebig; vom
Paar Q, Q' falle Q in P’ und Q’ in P, das Paar R, R’ sei wieder beliebig.
Es bestehen dann die Gleichungen

app +bp+cp+d=0 und agq¢ +bg+cqd +d=0,

und zwar in der Weise, dall " = g und ¢’ = p ist. Durch Subtraktion
beider Gleichungen folgt daher

(b—c)y(p —p)=0 oder b—c=0.

Nach unserer Konstruktion entspricht das Paar P = Q’und P’ = @
sich doppelt, ndmlich einmal als Paar P, P" und einmal als Paar Q, Q'.
Aus dieser Annahme folgt aber wegen der Gleichung b — ¢ = 0 bereits
die Symmetrie der Beziehung zwischen zwei beliebigen einander zu-
geordneten Koordinatenwerten; entspricht daher R’ dem R, so ent-
spricht S’=R dem S =R’. Wir kénnen daher folgende Sitze aus-
sprechen:

1. Enispricht sich bei zwei vereimigt liegenden projektiven Punki-
vethen ein Punktepaar doppeli, so tun es alle; die Punktreihen stehen
in snvolutorischer Beziehung.

2. Eine tnvolutorische Beziehung zweter Punktreihen ist durch zwei
beliebig wihlbare Punktepaare bestimmi. Dies folgt unmittelbar aus der
vorstehenden Betrachtung; das eine Paar ist Q' = P, Q = P’, das
zweite R, R’, das gemil Satz 1 zugleich ein Paar S’ = R, S = R’ ist.

Da nur zwei Paare beliebig wihlbar sind, mufl zwischen drei Paaren
einer Involution eine Beziehung bestehen. Sind (x, #') (y, ) (2, ') die
drei Punktepaare, so gilt die Relation (26) fiir jedes von ihnen, und es
ist daher (Anhang III § 3)

x¥ x+x 1 ‘
(26a) Yy y+y 1]=o0,
22 244 1

Die rechnerische Uberfithrung dieser Gleichung in eine geometrische
Beziehung ist ziemlich umsténdlich; auf einem direkten geometrischen
Weg ergibt sie sich wie folgt. Wir bezeichnen die drei Paare durch
(4,4, (B,B), (C,C’). Dann ist — wegen des doppelten Ent-
sprechens —

(ABA’C) = (A’B’AC)
oder 44’ BC' A4 BC

B4 AC T BA AT
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Nun ist 44" 4+ A'A = 0; also folgt weiter
(27) BC'-CA"-AB'+ BC-C’'A-A'B=o0,

und dies ist die gesuchte Relation. Solcher Gleichungen bestehen noch
drei weitere, weil man jedes Paar (P, P’) auch als Paar (P}, P,) auf-
fassen kann.

Die involutorischen Punktreihen besitzen nach § 4 zwei Doppel-
punkte, gegeben durch die Wurzeln der Gleichung

a2 +2bz4-d=0.

Im Gegensatz zur allgemeinen projektiven Beziehung ist durch
diese Gleichung auch die Gleichung (26) eindeutig bestimmi; die Invo-
lution ist also bereits durch ihre Doppelpunkte gegeben — was auch
geometrisch einleuchtet. Je nachdem die Diskriminante & d — 2> 0
oder <C 0 oder = 0 ist, sind die Doppelpunkte reell oder imaginir oder
zusammenfallend. Die Involution heillt entsprechend Ayperbolisch oder
elliptisch oder parabolisch. Um die geometrische Bedeutung der Realitits-
bedingung abzuleiten, benutzen wir das besondere Paar, von dem ein
Punkt der unendlichferne ist. Der andere heilt Zentralpunkt, wir be-
zeichnen ihn durch C und seine Abszisse durch ¢. In ihm fallen die
beiden Fluchtpunkte Q' und R von S. 78 miteinander zusammen. Die
Relation (23) verwandelt sich also fiir involutorische Punktreihen in

(28) CP-CP' = (c—ux)(c— %)=k

Hat die Konstante den Wert +#%2, so gibt es rechts und links von C
je ein zusammenfallendes Punktepaar A = A’ und B = B’ im Ab-
stand k; die Doppelpunkte sind also reell, und die sich so ergebende
Gleichung

(28a) CP.CP = CA? = CB?

zeigt, daB die Involution aus allen Paaren besteht, die zu 4 und B
harmonisch liegen (hyperbolischer TFall); je zwei Paare P, P’ und Q, Q’
trennen ewmander nicht. Hat die Konstante den Wert —k2, so sind
reelle Doppelpunkte nicht vorhanden (elliptischer Fall); zwei Paare
P, P und Q, Q' trennen einander.

Der parabolische Fall entspricht einer ausgearteten projektiven Be-
ziehung (S. 77), da (26) fiir ad — b% = (0 eine ausgeartete Projektivitit
darstellt. Wir werden diesem Fall in Kap. IX, § 4 begegnen.

Sind auf derselben Geraden zwei Involutionen vorhanden, so gibt
es ein thuen gemeinsames Paay. Seien zunichst beide Involutionen
hyperbolisch, ferner A, B die Doppelpunkte der einen und A’, B’ die
der anderen. Das gemeinsame Paar muf dann sowohl zu 4, B wie
zu A’, B’ harmonisch sein; unser Satz ist also nur eine andere Fassung

6*
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des Resultates von S. 75. Das zeigt auch die analytische Behandlung.
Mogen die Gleichungen
aoxx +px+4)+d=0 und a, x4+ fix+2)+d,=0

die beiden Involutionen darstellen. Ihnen geniigt eime gemeinsame
Losung xx” und x 4 %', und diese Werte bestimmen das gemeinsame
Paar (x, x'). Wir bilden wie S. 74 die quadratische Gleichung, die es
als Wurzeln hat; also

22— (x+x)z+xx=0.

Aus ihr und den beiden vorstehenden Gleichungen folgt dann wieder

o B 0|
% Py 51{20
1 —z 2%

als die gesuchte quadratische Gleichung. Ausfiihrlicher lautet sie
(29) (afy — &1 ) 2%+ z2(& 0 — &, 0) + (B, — B,6) =0

und stimmt in der Tat mit der Gleichung (16a) von S. 75 iiberein.

Man kann daher auch die dort abgeleiteten Realitdtsbedingungen
auf die vorliegende Aufgabe iibertragen. Statt der Elemente p, p’
und ¢, ¢’ treten hier die Doppelelemente der beiden Involutionen auf.
Sind sie reell, sind also beide Involutionen hyperbolisch, so iibertrigt
sich das genannte Resultat unmittelbar; das gemeinsame Paar ist also
imagindr, wenn die Doppelpunkte einander #remmen, und reell, wenn
sie sich nicht trennen. Sind aber nicht beide Involutionen hyperbolisch,
so ist das gemeinsame Paar sfefs reell. Die Doppelelemente einer ellip-
tischen’ Involution haben ndmlich konjugiert komplexe Werte. Folg-
lich ist in dem Ausdruck fiir #? (S.74), wenn mindestens eines der
Paare pp’, q¢’ das Paar der Doppelelemente einer elliptischen Involu-
tion ist, der Zahler stets das Produkt zweier konjugiert komplexer
Zahlen, der Nenner das Quadrat der Summe zweier konjugiert kom-
plexer Zahlen, also #2 in diesem Fall stets positiv, gleichgiiltig, ob nur
eine Involution elliptisch ist oder beide.

§ 6. Dualistisches fiir Strahlbiischel und Punktreihen.
Seien
G=0, ¢=0, G+1G=0, G+puG =0

die Gleichungen von vier Strahlen g, g’, g;, g. eines Biischels nicht
paralleler Geraden. Nach S. 45 haben 1 und u die Werte

VA® + B® sin(gg;) yA4% + B? sin(gg,)

— >

 yA7+B” sin ('e1) 2  yar+B? sin(¢'g,,) ’
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und es stellt daher A: u das Dv der vier Strahlen dar. Dasselbe er-
gibt sich fir den Fall, dal g und g’ parallel sind, indem wir das Dv
ihrer Schnittpunkte mit einer der Achsen bestimmen. Den gleichen
SchluB kénnen wir (S. 61) fiir die analogen Gleichungen von vier Punkten
einer Punktreihe ziehen, und so folgt:

SindG=0,G'=0,G +4G'=0, Sind Q=0,Q'=0,0-+1Q'=0,
G 41 G’ =0 die Gleichungen von | Q 4 ©# Q' = 0 die Gleichungen von
vier Strahlen g, g’, g;, g. eines | vier Punkten P, P’, P;,, P, einer

Biischels, so stellt A:u das Dv | Punktreihe, so stellt 4: u das Dv
(§¢'g1 g.) dar; g und g’ sollen seine | (PP'P,P,) dar; P und P’ sollen

Grundstrahlen heilen. ihre Grundpunkte heillen.
Insbesondere sind G=0, G'=0, Insbesondere sind =0, Q'=0,

G—2G"=0, G+ AG' =0 vier | Q —1Q" =0, Q4 1Q" =0 vier

harmonische Strahlen. i harmonische Punkte.

Eine allgemeinere Frage betrifft das Dv von irgend vier Strahlen
des Biischels oder srgend vier Punkten der Punktreihe; sie seien durch

G+24G =0 und Q4+ 1,00 =0; i=1,234

gegeben. Wir erledigen sie dadurch, dafl wir sie auf den vorhergehen-
den Fall zuriickfithren. Wir betrachten zunichst die vier Strahlen
G + %4;G' = 0 und fithren mittels der Gleichungen

H(xy) =G+ b6, K(53) =6+ 46

neue lineare Funktionen (also auch neue Grundstrahlen % und ) ein.
Diese Gleichungen kénnen wir nach G und G’ auflésen und erhalten

GolllZhK o —HEE
Weiter wird : ! ? !
G4 1,6 = (Ag — 25)H — (4, — 43) K G4 1,6 = (la—A)H— (L — ) K

Is — Iy ’ B— iy ’

und die Gleichungen unserer vier Strahlen lauten jetzt

H=0, K=0, H— ;K_o H— _;K_o
- Y}

Damit ist die Bestimmung des Dv in der Tat auf den vorigen Fall
zuriickgefithrt. Dasselbe gilt dualistisch, und so folgt

Sind fir 2 =1,2,3,4 Sind fiir 1 =1,2,3 4
G+ 4G =0 Q+40Q0 =0
die Gleichungen von vier Strahlen | die Gleichungen von vier Punkten
g; eines Biischels, so ist P; einer Geraden, so ist
_ (A —A) (A — 2y) _ () (A —4y)
(g1gzg3g4)*(12wl)(;lﬂﬂ4) (P1P2P3P4)*m74)-
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Wir gehen zur projektiven Bezichung zweier Biischel oder Punkt-
reihen ilber; wir definieren sie fiir die Biischel durch die Invarianz
der Dy-Werte. Ordnen wir zwei Biischel

G+AG =0 und HH+AIH =0

in der Weise einander zu, dal} jedem Strahl g;, der dem Wert 1; ent-

spricht, der Strahl 4; zugewiesen ist, der demselben Wert A; entspricht,

so ist die Beziehung offenbar eine projektive, denn aus dem eben be-

wiesenen Satz folgt die Invarianz der Dv fiir beide Biischel unmittelbar.
Aber auch wenn wir die Strahlen der Biischel

(30) G+1G =0, H+VH =0

dann einander zuordnen, falls zwischen A und A’ die bilineare Relation
’ ’ A. ’___ ﬂ'l + 6

(31) all 4 By +y¥ + 6 = 0; /1_~M+y

besteht, ist die Zuordnung projektiv. Denn aus ihr ergibt sich nach
§3 (S.77) sofort
(32) (A — 23) (g — ) (A — 2) (45 — 2})
(g —23) (h — 29) (45— 25) (4] — %))
und damit wieder die Invarianz der Dv-Werte. Also folgt:
Zwei Strahlenbiischel
G+AG =0 H+VH =0

stehen in projektiver Beziehung,

Zwel Punktreihen
Q40" =0, RHW¥R =0

stehen in projektiver Beziehung,

wenn zwei Strahlen einander ent-
sprechen, deren 4; und 4; durch
die lineare Relation (31) verbunden
sind.

wenn zwel Punkte einander ent-
sprechen, deren 4; und 4; durch
die lineare Relation (31) verbunden
sind.

Die Ausdehnung dieser Resultate auf die harmonische Lage sowie
die involutorische Beziehung von Biischeln und Punktreihen bedarf
keiner niheren Ausfithrung. Drei Einzelresultate iiber involutorische
Strahlenbiischel sollen noch abgeleitet werden.

Sei durch eine projektive Beziehung dem Punkte Q = 0 der Punkt
Q'=0, dem Punkte R =0 der Punkt R'=0, endlich dem Punkte
Q -+ R = 0 der Punkt Q + o R’ = 0 zugeordnet, so haben wir ¢ R’ gleich
R’. Dann ist in der betrachteten projektiven Beziehung zwischen den
Punktreihen Q¢ 4 AR und Q 4+ 1'R’ fiir entsprechende Punkte 4 = 1.
Denn einmal erhalten wir jedenfalls eine projektive Beziehung durch
die Zuordnung 1’ = A, andrerseits entsprechen bei dieser projektiven
Beziehung ebenso wie bei der gegebenen den drei Punkten =0, R=0
und Q + R = 0 die drei Punkte Q'=0, R'=0, Q' -+ R'=0. Folglich
stimmt diese projektive Beziehung mit der gegebenen iiberein, weil
durch drei Paare entsprechender Punkte die projektive Beziehung voll-
stindig bestimmt ist. Wir haben also den Satz: Jede projektive Be-
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ziehung zweier Punkivethen kamn durch eine Zuordnung der Pumnkte
Q+AR=0und Q'+ V¥R =0, 1 = I dargestellt werden. Das analoge
gilt fiir die projektive Zuordnung zweier Strahlenbiischel.

In der Orthogonalitit zweier Strahlen fanden wir (S.76) eine
ausgezeichnete Eigenschaft eines Strahlenpaares im Biischel; sie tritt
in folgenden Sitzen hervor:

1. Fiir zwei projektive Biischel gibt es stets zwei Paare einander ent-
sprechender je aufeinander senkyechter Strahlen. 2. In jedem involutorischen
Strahlenbiischel gibt es ein rechtwinkliges Strahlenpaar. 3. Die Zuordnung
bei zwei vereinigt liegenden Biischeln, die jedem Strahl den zu ihm vechi-
winkligen zuovdnet, ist eine Involution.

Fiir den Beweis wihlen wir die Grundstrahlen eines jeden Biischels
zueinander senkrecht und setzen ihre Gleichungen in der Normalform
voraus. Seien alsdann

(33) N+IN'=0 und M+uM =0

die beiden Biischel. Die projektive Beziehung entsteht durch die Zu-
ordnung von Strahlen mit den Parametern 1 und g, die verkniipft
sind durch die Gleichung

(33a) adp+ pr+ypu+0=0.

Ist dann [ ein variabler Strahl des ersten Biischels und g der Grund-
strahl mit der Gleichung N = 0, so ist, da die Grundstrahlen des
Biischels orthogonal sind, gemiB Formel (21a) von S. 45 & = tg(gl);
tiir zwei zueinander orthogonale Strahlen / und 7, haben wir daher

(33b) A +1=0.
Analoges gilt fiir das zweite Biischel. Soll es also zwei Paare ent-
sprechender senkrechter Strahlen beider Biischel geben, und sind 1, 4;,

[, 4, die Parameterwerte, zu denen sie gehoren, so bestehen fiir diese
Werte aufler (33a) und (33b) noch die Gleichungen

ahypy+ Bl +ru+0=0 und pp+1=0.
Weiter folgert man leicht, indem man 4; und u; eliminiert,

@A+ 7)p+pri+0=0 und @A—Pu—yh+a=0
und hieraus endlich
69 ey O —1) — A2+ -yt &) =0,
Eine analoge Gleichung besteht fiir 4. Die Wurzeln von (34) liefern
die beiden Werte 1 und 1,; die Gleichung ist nidmlich eine reziproke,
und daher geniigen ihre Wurzeln der Gleichung (33b). Man erkennt
unmittelbar, daB ihre Diskriminante positiv ist; die beiden Wurzeln 1
und 2, sind also stets reell. Der erste Satz ist damit bewiesen, und da
eine involutorische Beziehung eine projektive ist, auch Satz 2.

Der Satz 3 ist ein Spezialfall des allgemeinen Satzes: Ordnet man
die Strahlen zweier vereinigt liegender Biindel so einander zu, daB der
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einem Strahl entsprechende Strahl durch Drehung um einen festen
Winkel aus dem ersteren hervorgeht, dann sind die Biischel ein-
ander projektiv zugeordnet. In der Tat haben je vier entsprechende
Strahlen das gleiche Dv. Im Falle, da3 der Drehungswinkel gleich z/2
ist, ist die Beziehung involutorisch. Um den Satz analytisch zu be-
weisen, kniipfen wir an die Gleichungen (33) an. Wir lassen die Strahlen
M=0, M'=0 mit N=0, N' =0 zusammenfallen und nehmen
in (33a) f =y an. Dann sind

N+IN'=0, N4+uN=0

involutorische Biischel. Setzen wir insbesondere £ = 0, & = ¢, so geht
(33a) in Au 4+ 1 =0 iiber, und in der so bestimmten Involution sind
nach Formel (21a) von S. 45 zwei entsprechende Strahlen orthogonal.
Thre (imaginidren) Doppelstrahlen sind durch 1% 4 1 = 0 gegeben; sie
werden also durch N — ¢N’ = 0 und N + ¢N’ = 0 dargestellt. Auf die
Eigenart und Bedeutung dieser Strahlen kommen wir in Kap. IX, §7
eingehend zuriick; man nennt sie auch absolufe Strahlen.

Man betrachte noch die Sonderfille x + 6 =0, f=py=0 und « =0,
d=0, f=y.
§ 7. Erzeugnisse projektiver Elementargebilde .
Seien Seien

(35) G+ AH=0 und G'+AH'=0

zwei projektive Biischel (Fig. 37)
mit den Scheitelpunkten S und S’.

Fig. 37.

Zwei demselben Wert 1 ent-
sprechende Strahlen seien / und /".
Fiir ihren Schnittpunkt (I, I) be-
steht die {(durch Elimination von 1
sich ergebende) Gleichung

(36) GH' — G'H =0.

(35a) P+1Q=0 und P'41Q'=0

zwei projektive Punktreihen auf
den Geraden g und g’ (Fig. 38).

L,

Fig. 38.

Zwei demselben Wert 1 ent-
sprechende Punkte seien L und L'.
Fiir ihre Verbindungslinie besteht
die (durch Elimination von 4 sich
ergebende) Gleichung

(36a) PQ' — P'Q=0.

1 Der Gedanke, projektive Elementargebilde zur Erzeugung von Kurven zu

benutzen, stammt von J. STEINER.
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Sieist in den Koordinaten %, y vom

zweiten Grade; es gibt daher im |
allgemeinen zwei Wertepaare %, y,

die ihr und der Gleichung K =0
einer beliebigen Geraden geniigen.
Somit folgt:

Zwei projektive Strahlenbiischel
evzeugen durch die Schwittpunkte
entsprechender Strahlen einen Punkt-
ort von der Avt, daf eine beliebige

Gerade zwei Punkte von ihm enthilt. |

Analog gilt auch umgekehrt:
Geht man von der Gleichung (36)
aus, so kann man zu ihr zwei pro-
jektive Biischel, wie (35) sie dar-
stellt, angeben.

Sie ist in den Koordinaten #, v vom
zweiten Grade; es gibt daher im
allgemeinen zwei Wertepaare %, v,
die ihr und der Gleichung R=10
eines beliebigen Punktes gentigen,
und so folgt:

Zwei projektive Punktreshen er-
zeugen durch die Verbindungslinien
entsprechender Punkte einen Strah-
lenort von der Art, daf3 durch einen
beliebigen Punkt zwei seiner Strahlen
hindurchgehen. '

Analog gilt auch umgekehrt:
Geht man von der Gleichung (36a)
aus, so kann man zu ihr zwei pro-
jektive Punktreihen, wie (35a) sie
darstellt, angeben.

Ein Sonderfall tritt ein, wenn in den Biischeln (35) die Verbindungs-
linie beider Biischelzentra sich selbst entspricht; wir kénnen dann als
Grundstrahl # = 4’ wihlen, und die Biischelgleichungen lauten

G+ iH =0,

G+AH=0.

Fir den Ort der Schnittpunkte der Strahlen Z, I’ folgt dann

(37)

G—-GYH=0;

er zerfillt in die Gerade H = 0 und die Gerade G — G’ = 0. Jeder
Punkt von H =0 gehért den zwei einander entsprechenden Strahlen
h="h an. Auf G = G’ =0 schneiden sich je zwei einander entsprechende
Strahlen. Die Schnittpunkte (/,1') der von A verschiedenen Strahlen-
paare erfilllen also eine Gerade. Sie heilt Perspektivititsachse (perspek-
tivische Lage beider Biischel).

Das analoge gilt fiir projektive Punktreihen, wenn der Schnitt-
punkt ihrer Tréger sich selbst entspricht. Die Verbindungslinien ent-
sprechender Punkte laufen dann simtlich durch denselben Punkt
(Perspektivitatszentrum), die Punktreihen liegen wiederum perspektivisch.

Man zeige, daB die Fig. 33 des Desarguesschen Satzes (S. 66) beiden vor-
stehenden Sonderfillen entspricht; als Scheitel der projektiven Biischel kann
man B und B’ wahlen, als Triger der projektierten Punktreihen AC und 4°C’.
S und s sind Zentrum und Achse der Perspektivitat. Welches sind die zugehorigen
projektiven Beziehungen?

§ 8. Doppelverhiltniskoordinaten.

Die folgenden Betrachtungen sollen die geometrische Bedeutung
der analytischen Entwicklungen von § 6 darlegen. Bisher bestimmten
wir einen Punkt P einer Geraden durch seinen Abstand OP = x von
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einem beliebig gewihlten Anfangspunkt O; er mag seine elementare
(kartesische) Koordinate heifen. Im Sinn von Kap. II (S. 13) 148t sich
aber auch das Teilungsverhdltnis u = (ABP) (bei festem A und B)
und ebenso auch das Doppelverhiltnis 4 = (ABPQ) (bei festem 4, B, Q)
als Koordinate von P ansehen; denn P und ¢, ebenso P und 4, sind ein-
eindeutig aufeinander bezogen, und wenn P die Gerade durchliuft,
so durchlaufen u und 1 das gesamte Zahlenkontinuum. Dies wollen
wir nunmehr ndher verfolgen.

Die Beziehung zwischen x, w, 1 ist durch folgende Gleichungen
gekennzeichnet. Fir 04 = a und OB = b ist
(38) M:g}—?:j_-g, also x = a1 _ﬂHb;
es hiangen also x und g durch eine lineare Substitution miteinander
zusammen; nach §3 folgt daher fiir vier Punkte P,, P,, P,;, P,

(71 — x5) (%2 — %) — (g — ug) (g — pq)
(%2 — #3) (%1 — #,) (s — pg) (1 — pg)
Ebenso besteht auch zwischen 4 und x eine lineare Substitution; denn
man hat, wenn 0Q = ¢ ist,

AP-B (x — a) (g —b)
“o L= B AG T
Die Gleichung (39) besteht also auch fir die 4; an Stelle der u;. Das
analoge gilt fiir den Strahlenbiischel; auch bei ihm koénnen wir das
Teilungsverhiltnis ¢ = (abp) und das Doppelverhiltnis 1 = (abpq) als
Koordinaten des Strahles p auffassen, und es ubertridgt sich auch auf
sie die Gleichung (39) ftir das Doppelverhiltnis von vier Strahlen.

Damit ist die geometrische Erklirung dafiir vorhanden, daB sich
das Dv von vier Strahlen und vier Punkten in den Formeln von § 6
sowohl durch die x; wie die u; und die 1, in derselben Weise ausdriickt,
und zwar so, wie es der Gleichung (39) entspricht. Dem so erlangten
Resultat geben wir durch zwei Sitze Ausdruck:

1. Kennt man das Dv von vier Punkten P, zu drei festen Punk-
ten 4, B, Q, und ist (ABP;Q) = ;, so bestimmt sich das Dv der vier
Punkte P; durch

(ll - 13) (]“2 _ 14)

(41) (P1P2P3P4)=mT4)-

2. Das Dv von vier Punkien einer Geraden driickt sich in den drver
verschiedenen Arten von Koovdinaten x , i, 4 in sibeveinstimmender Weise aus.
Endlich zeigen wir noch, in welcher besonderen Form sich die in
den Gleichungen von § 6 auftretenden analytischen Parameter als Dv
darstellen lassen. Der fiir den Strahlenbiischel benutzte Parameter 1
hat den Wert (S. 45)

(39) (P1P2P3P4):

Y A*+ B® sin(gh)

A= VA/2+§/—2 sin (g’h)
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fiir g und g’ als Grundstrahlen des Biischels; es erscheint also 1 zunichst
als Produkt aus dem Teilungsverhiltnis in eine fiir alle Strahlen kon-
stante GréBe. Dies Produkt 14Bt sich folgendermaBen in ein Dv ver-
wandeln. GeméiB der eineindeutigen Beziehung zwischen Teilungsver-
hiltnis und den Biischelstrahlen kann man einen Strahl ¢ bestimmen,
fir den
@ VAR sinleg

YA+ B sin (¢'q)

ist; man findet also
__sin{gh)  sin(gq)

(43) b= Sawn snigg)
und hat so i als Dv(gg'hq) dargestellt. Fillt # mit g, g’, ¢ zusammen,
so hat 1 die Werte 0, oo, 1; man nennt daher ¢ den Einheitssirahl.

Ebenso ist es fiir die dualen Verhiltnisse einer Punktreihe. Bei
ihr hat — fiir A und B als Grundpunkte — der Parameter 1 den Wert
(S. 63)

¢ AP

b=crBp

und erscheint daher ebenfalls als Produkt eines Teilungsverhiltnisses
und einer Konstanten. Wir bestimmen wieder einen Punkt Q durch

c’ A
(44) S=1: B—g-
und finden
AP A
(45) i=2% B—g — (ABPQ);

fiir 1 =0, oo, 1 fillt P mit A, B, Q zusammen, Q ist daher wieder der
Einheitspunkt.

Der so gedeutete Parameter 1 ist es, den man als Doppelverhiltnis-
koordinate oder projektive Koordinate bezeichnet.



Achtes Kapitel

Homogene Koordinaten.

§ 1. Homogene kartesische Punktkoordinaten.

Um den Ubergang von den gewéhnlichen Koordinaten zu den
projektiven auszufithren, nimmt man zweckmaBig eine rechnerische
Vervollkommnung des analytischen Apparats vor; sie besteht in der
homogenen Darstellung der Koordinatenwerte. Statt der GroBen x, y
fiihren wir zunichst drei GréBen #/, ¥/, 2’ (2 = 0) so ein, daB ihre Ver-
héltnisse den Punkt P (x, y) in derselben Weise festlegen, wie es x und y
selber tun. Dazu setzen wir

(1) x:%, y:jé,—, also x:y:1=4x":9":2,

dann soll jedes solche Wertsystem %', y’, 2’ ein Tripel homogener Ko-
ordinaten des Punktes (x, y) heien. Einem Tripel #', ¥, 2’ (mit 2’ = 0)
entspricht esn Wertepaar «x, y, also esn Punkt P; einem Punkt P ent-
sprechen aber jetzt unendlich viele gleichberechtigte Zahlentripel
¥y .2, die simtlich in demselben Verhiltnis zueinander stehen;
jedes geht aus irgendeinem durch Multiplikation mit einem Proportio-
nalititsfaktor hervor. Dem Punkt x = 2, y = —3 kommt sowohl das
Tripel 2, —3, 1, wie 4, —6, 2 oder —40, 60, —20 usw. zu; man kann

also allgemein

(1a) ¥=px, '=py, Z=p-1

setzen, wo o ein beliebiger von Null verschiedener (Proportionalitats-)
Faktor ist.

Durch Einfithrung der homogenen Koordinaten geht eine Gleichung
in x, vy in eine homogene Gleichung in %', y’, 2’ iiber. Die allgemeine
Gleichung einer Geraden lautet fiir sie

A¥ +By 4+CZ =0,
die allgemeine Gleichung zweiten Grades erhélt analog die Form
ax’? +by24-cd2+2dx"y +2ex2+ 2fy7 =0
usw. Wenn einer solchen Gleichung irgendein Tripel %', 3’, 2’ geniigt,
so tut es auch jedes zu ihm proportionale, und das sind wieder alle,
die einem und demselben Punkt P zugehéren.
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Im Endlichen gelegene Punkte, d. h. endliche Werte von x und y
fithren nur zu solchen Tripeln x', y’, 2/, fiir die 2’ 2 0 ist.

Der Hauptzweck der homogenen Koordinaten ist aber, auch den
unendlich fernen Punkten Koordinaten zuzuordnen. Wir gehen dazu
auf die Beziehungen (1) zuriick und betrachten alle Punkte auf der
Geraden g mit der Gleichung ax + by =0, oder in homogenen Ko-
ordinaten ax’ + by = 0. Fir jeden im Endlichen gelegenen Punkt
liefern die Gleichungen

die Proportion
¥y:d=0b:—oca:1,

oder wenn man vom Nullpunkt (6 = 0) absieht:
¥iy:id=b:—a: %
Dem unendlich fernen Punkt (6 = oo) ordnen wir jetzt die Proportion
¥:y:d=b:—a:0
zu. Wir miissen zunichst untersuchen, ob bei dieser Festsetzung die
homogenen Koordinaten eines unendlich fernen Punktes auch die Glei-
chung fiir alle zu g parallelen Geraden erfiillen, die doch nach unserer
Bestimmung {iiber unendlich ferne Punkte denselben unendlich fernen
Punkt wie g haben. Eine solche Gerade hat aber die Gleichung
ax+by—+c¢c=0
oder in homogenen Koordinaten
ax +by +c=0,
und diese Gleichung wird in der Tat durch Koordinaten, die in der
Proportion o,
¥:y:1=b:—a:0
stehen, erfiillt. Sodann untersuchen wir, ob auch in den neuen Ko-
ordinaten jede Gerade einer linearen Gleichung geniigt und umgekehrt,
jede lineare Gleichung eine Gerade darstellt. Aus

ax +by+4+c=0
folgt durch Einfithrung der homogenen Koordinate
ax’+ by +ci=0,
also geniigen die Koordinaten jeder im Endlichen gelegenen Geraden
einer linearen Gleichung in homogenen Koordinaten. Alle unendlich
fernen Punkte und nur diese haben die Koordinate Z=0. Also ge-

niigen auch die Koordinaten der unendlich fernen Geraden einer linearen
Gleichung. Umgekehrt folgt aus jeder linearen Gleichung

ax’+ by +cd=0,
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wenn nicht gleichzeitig @ und b verschwinden, eine lineare Gleichung
zwischen x und y, die Gleichung einer im Endlichen gelegenen Geraden.
Ist aber a=b=0, ¢+ 0, dann erhalten wir wieder die unendlich
ferne Gerade. Da von einer Beziehung zwischen den Koordinaten nur
die Rede sein kann, wenn mindestens einer der Koeffizienten von
Null verschieden ist, so erhalten wir auch fiir homogene Koordinaten
den Satz: jede lineare Beziehung zwischen den Koordinaten stellt eine
(endliche oder die unendlich ferne) Gerade dar und umgekehrt wird
jede Gerade durch eine lineare Beziehung dargestellt.

Wir haben jetzt drei Koordinatenachsen: x'= 0, die y-Achse;
y’ =0, die x-Achse und z’= 0 die unendlich ferne Gerade. Das Tripel
(0, 0, 0) erfiillt gleichzeitig die Gleichungen aller drei Achsen. Die drei
Geraden haben aber keinen gemeinsamen Punkt, denn die y-Achse und
die x-Achse haben nur einen, im Endlichen gelegenen Punkt gemein-
sam, auf der unendlichfernen Geraden liegen aber nur unendlichferne
Punkte. Dem Tripel (0, 0, 0) entspricht also kein Punkt. Wir missen
es als Koordinatentripel ausschlieBen.

Wir haben also zusammenfassend: allen (endlichen und unend-
lich fernen) Punkten entsprechen ein-eindeutig alle Proportionen
v, Xty :Z=£&:9:{ mit allen endlichen Werte-
s tripeln &, 9, {, ausgenommen 0, 0, 0. Wir
\ bezeichnen einen Punkt durch seine homogenen
){\gx Koordinaten mit (¥, y', ) oder (&, 7, {).
kY Die Gerade g, bildet (Fig. 39) zusammen

“Ae° mit der x- und y-Achse ein der Koordinaten-

bestimmung zugrunde liegendes Koordinaten-

dreieck. Seine Ecken sind O und die Punkte Y, und X, der y- und
x-Achse; und zwar sind (in einfachster Schreibweise)

0,0, 1; 0,1,0; 1,0,0

die Koordinaten dieser drei Punkte.

Die Gerade g. erscheint geometrisch als Grenzlage jeder Ge-
raden g, die parallel mit sich ins Unendliche riickt. Dies bestatigen
die Formeln von S. 42. GemiB Formel (15) ist sie auch zu jeder Ge-
raden g senkrecht; endlich zeigt (14), daB ihr Winkel mit irgendeiner
Geraden g einen bestimmten Wert nicht besitzt.

Fig. 39.

§ 2. Homogene kartesische Linienkoordinaten.
Ist die Gleichung einer Geraden g in homogenen Punktkoordinaten
ax + by + ¢ =0,
so bezeichnen wir #/, v/, w als zu g gehorende homogene kartesische
Linienkoordinaten, falls
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ist. Es besteht also entsprechend wie bei Punktkoordinaten, zwischen

diesen homogenen und den gewdéhnlichen Linienkoordinaten die Beziehung
u:%,,, v:%’, und o'=ou, vVY=o0v, wW=o0-1,

falls @’ + 0 ist.

Aus § 1 folgt, daB allen (endlichen und unendlich fernen) Ge-
raden ein-eindeutig alle Proportionen #':v':w'= a:b:c¢ mit allen
endlichen Wertetripeln a, b, ¢, ausgenommen (0, 0, 0), entsprechen.
Wir bezeichnen eine Gerade durch ihre homogenen Koordinaten mit
(W, v, w) oder (@, b, ¢). Die Geraden durch den Nullpunkt haben
die Koordinaten (a, &, 0), ihre unhomogenen Koordinate # und v sind
nicht beide endlich (s. S. 59). Den drei Seiten des Koordinatendreiecks
kommen die Koordinaten

0,0,1;, 0,1,0; 1,0,0

zu, und zwar sind 0, 0, 1 Koordinaten von g, 0, 1, 0 die der x-Achse,
1,0, 0 die der y-Achse. Die unhomogenen Koordinaten von g, sind
u=v und v =0.

In homogenen Koordinaten erhilt die Gleichung des Punktes die Form

(5) Aw +Bv+Cw' =0,
als Bedingung der vereinigten Lage fir (#', ', 2") und (#', v', @') er-
gibt sich
(53—) %/x/+ v/y/+ w/ziz 0.

Anstatt der bisher benutzten (vorldufigen) Bezeichnungen x’, ', 2’ und
#', v, w' sollen die homogenen Koordinaten von nun an einfacher durch

X, ¥V, %, U, v, w

bezeichnet werden. Den Ubergang zu nicht homogenen Koordinaten
kann man so vollziehen, daB man z =1 und w = 1 setzt; analog geht
man von den nichthomogenen Koordinaten zu den homogenen fiiber,
indem man %, y, u, v durch x/z, y/z, u/w, v/w ersetzt und dann die
Nenner durch Hinaufmultiplizieren beseitigt.

Die Bedingung (5a) der vereinigten Lage fiir Punkt und Gerade
lautet dann

(5b) ux +ovv 4 wz = 0;
sie fithrt zu folgender dualistischen Aussage:
Ist Ax+ By -+ Cz=0 die Ist Au + Bv 4+ Cw =0 die

Gleichung einer Geraden, so gilt | Gleichung eines Punktes, so gilt
fir ihre homogenen Koordinaten | fiir seine homogene Koordinaten

u:viw=A4:B:C; x:y:2=A:B:C;
A, B, Cist also ein zu der Geraden | 4, B, C ist also ein zu dem Punkt
gehérendes Koordinatentripel. gehérendes Koordinatentripel.
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Es sollen noch die Formeln abgeleitet werden, die dem Teilungs-
verhiltnis einer Strecke oder eines Winkels entsprechen. Fiir den
Punkt P(x, y), der die Strecke P, P, im Verhiltnis u teilt, fanden wir

_ F1iTux, Y1 #4Ys, _BP
r= 1—u Y= 1—u ’ T PP’
Die Einfiihrung homogener Koordinaten ergibt

¥ _ Ffzy— uxs|2, Yy _ Y1/ — 1Ys/2

2 1—u z 1—u
und dies 148t sich in

X % — WXy 2y/2 Y_ Nh— /U’z‘zl/zz

’

2 — 12y aalz 2 21— pay 22
iberfithren. Setzen wir noch pz,/z, = ', so erhalten wir
(6) xiyrz= (v — Wway): (1 — wyy): (21— W2); W=pzlz.
Die Konstante u’ ist also dem Teilungsverhdltnis p in der Weise pro-
portional, daB der Faktor z;:z, nur von den Punkten P; und P, ab-
hingt und damit firr alle Teilungspunkte P derselbe ist.

Analoge Formeln ergeben sich fiir eine Gerade %, die den Winkel
{g,82) in einem gegebenen Verhiltnis teilt. Aus den Gleichungen (17)
von S. 63 folgert man ebenso

7) wiviw = (g — ) (oy — o) : (wy — pwy),
und es ist auch hier ¢’ in dem vorstehend dargelegten Sinne dem Teilungs-

verhiltnis (g,g,4) proportional.

Beispiel. Von den Gleichungen Au + Bv =0, 4Au + Cw = 0,Bv 4+ Cw =0
stellt die erste einen Punkt auf g dar, die zweite einen Punkt der x-Achse, die
dritte einen der y-Achse.

P4

§ 3. Lineare projektive Koordinaten.

Seien A4, und A, zwei Punkte einer Geraden — sie sollen wieder
Grundpunkte heiBen — und P ein beliebiger Punkt von ihr. Wir sahen
(S. 90), daB wir das Teilungsverhéltnis (4,4, P) als Koordinate von P

auffassen konnen; dies gilt auch noch, wenn

0 4, 4, 7 wir es mit einer Konstanten multiplizieren.

Diesem Gedanken wollen wir jetzt analytischen
Ausdruck geben.

Sei OP = x, und seien ¢, und @, beliebige Konstanten =+ 0; ferner
mogen x,, ¥, zwel Zahlen sein, so daB (Fig. 40)

Fig. 40.

8 o AP olw—a)
X2 g, AP 0¥ — a,)

ist, so entspricht jedem Zahlenpaar x,, x,, auBer 0, 0, eindeutig ein
Punkt P der Geraden; umgekehrt gehoren zu jedem Punkt unendlich
viele Zahlenpaare von gleichem Verhéltnis. Damit ist auf der Geraden
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eine allgemeine homogene Koordinatenbestimmung -eingefithrt. Sie
hat folgende evidente Eigenschaften:
1. GemiB der Definition sind die Koordinaten x; und x, den mit je einer
Konstante ¢, und g, multiplizierten Abstdnden 4, Pund 4, P proportional.
2. Wir koénnen diese Proportionalitit durch die Gleichungen

) 0% =01(% —a)), 0% = 0(x — ay)
ausdriicken; darin bedeutet @ einen Proportionalititsfaktor in dem
Sinne, daB es zu jedem einzelnen Wertepaar x,, x, einen Wert ¢ und
einen Wert x gibt, der die Gleichungen (9) erfiilltl.

3. Der Wert x; = 0 liefert den Punkt A4,, ebenso x, =0 den
Punkt A4,. Fiir den Punkt P, ist %;: %, = 01 0,.

4. Die Gleichung (8) 148t sich in die Form

(10) ;l=91;’::“191
2 Q2 a2 02
setzen; daraus folgt
(10a) x:azé’le—‘h@lﬁ.
Q2% — Q142
es driickt sich also x,:x, mittels einer linearen Substitution (deren
Determinante nicht Null ist) durch x aus; analog mit khomogen linearen
Substitutionen auch x durch x, und x,. Es wird aber auch durch fede
lineare Substitution
fl_:zxx—{—g x:lexl—i-zxzﬁ
X rx 498’ Bywy + Baxy’
deren Determinante nicht verschwindet, eine homogene Koordinaten-
beziehung begriindet; da wir in diesem Fall a,, 4, und g, : 0, aus den
Substitutionskoeffizienten berechnen konnen. Ausnahmefille treten
ein, wenn f =y = 0 ist, dann ist

%«

Xy é 7’
oder wenn &« = & = 0 ist, dann ist

%n_ B

¥ yx’

Auch diese Fille wollen wir bei einer Koordinatenbestimmung zulassen.
5. Wir bestimmen noch den Einheitspunkt (S. 91), fiir den

%11 % =1 ist, und der jetzt E heiBen soll. GemiB Gleichung (8) be-

stimmt er sich durch
(11) AE AE =0,:0;-

Fithren wir dies in (8) ein, so wird

¥ AP A E
=l = L4, PE).

(12)

! Das Paar #, = 0, #, = 0O ist ausgeschlossen.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 7
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Es nwimmt also x,: x, die Bedeutung eines Dv und damil einer Doppel-
verhiltniskoordinate an; sie erhilt die Werte 0, o0, 1, wenn P in die
Punkte 4,, 4,, E fillt. Durch diese drei Punkte ist gemidB (12) die
Koordinatenbestimmung eindeutig festgelegt.
6. Die Gleichung
% — A%, =0

stellt gemaB (12) den Punkt P dar, firr den (4,4,PE) =4 ist. Sind
ferner P und Q zwei Punkte der Geraden, fiir die

(4,4,PE) =4 und (4, 4,Q0F) = u

ist, so folgt aus Gleichung (5) und (8) von S 71 (4,A4,PQ) = 1. p;
d. h., das Dv der vier Punkte
% =0, % =0, % —Ax=0, % —ux=20

hat den Wert A:u. Diese Beispiele mogen ein Beleg fiir die Tatsache
sein, daB alle frither abgeleiteten Resultate, die sich auf Dv-Werte be-
ziehen, fiir diehomogenen Koordinaten in gleicher Form bestehen bleiben.

7. Die gewohnliche Koordinatenbestimmung OP = x 1aBt sich in
die hier dargestellte einordnen. Wird auch fiir sie ein Einheitspunkt E
durch OF =1 eingefiihrt, so ist

(13) x = OP:0E = (OP.PE).

Damit ist auch % als Dv dargestellt und zugleich die elementare Ko-
ordinatenbestimmung als Sonderfall der projektiven erkannt.

Um die vorstehende homogene Koordinatenbestimmung auf die
Strahlen eines Strahlbiischels zu iibertragen, legen wir zwei Strahlen g,
und g, als feste Strahlen zugrunde (Grundstrahien). Ist h ein beliebiger
Strahl und sind I, und /, die von einem seiner Punkte auf g, und g,
gefallten Lote, so kénnen wir ihm ein Zahlenpaar u,, %, so zuweisen, daB

Uy 015 o1sin(g: k) @
(14) Uy oaly @aSin(geh) 0
ist fiir o, und g, als beliebig gewihlte Konstanten. Wenn wir wieder
einen Einheitsstrahl e so annehmen, daB fir ihn u,:u, =1 ist, also

(81825)

__sin(ge) _ o2

(148') (g1g2 (3) - Sil’l(gzﬁ) = o1 )
so verwandelt sich die Definition (14) in
(14b) i Sl 6T g

uy  sin(gyh) " sin(gye)
und es ist u, : #, wiederum in Form eines Dv dargestellt. Analog iiber-

tragen sich die ibrigen Resultate. Die Gleichungen #; = 0, #, =0
stellen die Strahlen g, und g, dar; der Gleichung

, — Aty =0

entspricht der Strahl 4, fiir den (g, g, he) = A ist usw.
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Die homogenen Koordinaten x,, x, und #,, #, stehen auch unter-
einander in enger Beziehung. Wir schneiden (Fig. 41) den Biischel
durch eine Gerade g; ihre Schnittpunkte mit den Strahlen g;, g,,
h, e seien Gy, G,, H, E. Wir nehmen G; und G, als Grundpunkte
homogener Koordinaten und E als Einheitspunkt; es ist dann

%1%y = (G, G,HE) .
AuBerdem ist fiir die Gerade %, also auch

fur den Punkt H 9y e )

uy ity = (§18:1€);
nach dem Satz auf S.72 ist daher G, g £l &\ H
(15) Xyt Xy = Uy iUy, Fig. 41.

Wir diirfen dies kurz so ausdriicken, daB sich die Koordinatenwerte
im Strahlbiischel durch Projektion unmittelbar auf die Gerade iibertragen.

§ 4. Anwendungen der linearen projektiven Koordinaten.

1. Wir beginnen mit der Einfithrung einer neuen Bezeichnung. Den
Punkt mit den Koordinaten &,:&, nennen wir auch den Punkt (8);
soll (£) mit dem Punkte (x) identisch sein, so muB

Xk =188 & — %6 =0

sein. Kirzer verwenden wir dafiir das Determinantensymbol
(16) x& =o0.
Dieses Symbol geht auch in den Ausdruck des Dvein. Sind p;, g, 7;, s; die
Koordinaten der Punkte P, Q, R, S, so folgt auf Grund der projektiven
Bedeutung unserer Koordinaten aus Gleichung (39) von S. 90 zunéichst

or (32~ 2% )
und daraus

_ (Prre —Par1) (G152 — @251) (p7) (gs)
('1621) (PQ‘RS) - (@172 — q271) (P15 — Pas1) o (g7) (ps)”

2. Eine lineare Gleichung
(17) Ay %y + ay%, =0
stellt einen Punkt dar, nimlich den Punkt #;:%, = —da,:4,. Eine
gleich Null gesetzte quadratische Form
(18) F(%) = a6 + 201, %, % + @y %5 =0
hat als Wurzeln ein Punktepaar. Es bestehe aus den Punkten (£) und
(7). Durch Zerlegung der quadratischen Form in ihre beiden Linear-
faktoren besteht dann die Gleichung
(18a) Ay %7+ 259 %, %y + g %5 = 0 (2 ) (¥17) = 0,
und es ist ,
obme=ay, @&+ &m) = —2a,, 08 =dy.
7*
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Die Gleichungen (#&) = 0 und (x%) = 0 liefern die beiden Punkte des
Paares. Sie sind identisch, falls die Diskriminante a,,ay, — a}, = 0 ist.
Werde durch
@(x) = by ¥ + 2b15%, %5 + bpe 23 = 0
ein zweites Punktepaar dargestellt; die Bedingung, daBl beide Paare

harmonisch sind, 148t sich unmittelbar den analogen Betrachtungen
von S.75 entnehmen. Sie lautet also
(18b) A1y bey — 2815 b1p + @by = 0.

3. Seien By, B, die Grundpunkte neuer projektiver Koordinaten y;.
Nach §3 stellt sich y,:y, linear durch x dar, ebenso auch x durch
%yt %y, es driickt sich also auch y;:v, linear durch x;:x, aus. Auf
derselben Grundlage folgt, dafl jede lineare Substitution, deren Deter-
minante nicht Null ist, der Einfithrung neuer Koordinaten entspricht.

In homogener Schreibweise sei sie durch
(19) 0Yy = O ¥+ Kqp¥p, OV = Ogy %) + Kgp Xy
dargestellt. Die geometrische Bedeutung der Koeffizienten ist leicht zu
erkennen. Der Punkt B, hat die Gleichung y, = 0, also in den Koordi-
naten x; die Gleichung a,;%; - a;5%,=0; ebenso ist dyx; + dg%, =0
die Gleichung von B,. Die Determinante a,;dy5 — @585 ist von Null
verschieden, weil B, von B, verschieden ist. Die auflosenden Glei-
chungen sind dann

(19a) Q% = Gop¥y — Kpp¥a, Q% = — &g Y1+ B3 Y-
4. Sei die Gleichung eines Punktes in den x; und y; dargestellt durch
U %+ Uy % =0 und vy, + v¥, =0,
so daBl —uy: #; und —v,: v; seine Koordinaten sind. Alsdann ergeben
sich fiir sie aus (19) die folgenden Transformationsformeln:
(19b) Oty = Ky Uy By ¥y, Oty = Gyp ¥y + KgpTp;
ihre Auflosungen sind
(19¢) 0"V = Qggtly — Ogytly,  O'Vy = —Qppy + &gy thy.
5. Eine der wichtigsten Aufgaben ist die, die neuen Variablen y,

und y, so einzufithren, daBl die Form (18) in eine Summe von mit
Koeffizienten multiplizierten Quadraten {ibergeht, also in eine Form
(20) Biyi+ Bay3=0.

Dies ist an sich auf mannigfache Weise moglich; hier soll zunichst
die geometrische Bedeutung der Transformation dargelegt werden.
Seien die Wurzelpunkte P; und P, von (18) insbesondere reell, dann
haben f; und B, verschiedenes Vorzeichen ; wir diirfen 8, = p3, f, = —p°
setzen, und die vorstehende Gleichung spaltet sich in

(20a) (Pay1 — D1Y2) (Pay1 -+ P1Y2) = 0.
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Sie zeigt, daB (S. 85) die beiden von ihr dargestellten Punkte zu y;, = 0
und y, = 0 harmonisch sind. Die Einfithrung von y, und v, geschieht
also so, daB die Grundpunkte B,, B, und die Wurzelpunkte P,, P,
zwel harmonische Paare bildenl.

6. Hieraus flieBt eine wichtige Folgerung. Sei wieder
(20b) @ (%) = by %] + 2015 % %, + by #3 = 0
eine zweite quadratische Form; ihre Wurzelpunkte seien Q;, Q,. Nun
gibt es (S. 74) ein Punktepaar B,, B,, das sowohl zu P,, P, wie zu
Q1, @, harmonisch ist; daher lassen sich zwei Punkte B, und B, als
Grundpunkte fiir y;, und y, so einfithren, daB beide Formen in den vy,
aus der Summe zweier quadvatischen Glieder bestehen.

Um dies auszufithren, kniipfen wir an einen S.75 bewiesenen
Satz an. Aus ihm folgt, daBl zugleich mit P;, P, und Q,, Q, auch jedes
Wurzelpaar der Gleichung
(21) (@ 2] + 28552, % + 5 %) + A0y 4] + 251,28, + byy 23) = 0
zu B, und B, harmonisch liegt. Der Gesamtheit dieser Paare gehort
aber auch jeder der beiden Punkte B; und B, (doppelt gerechnet) an;
soll die vorstehende Gleichung einen dieser Punkte darstellen, so muB
sie sich auf ein Quadrat einer einzigen Linearform reduzieren und
ihre Diskriminante Null sein (Anhang IIT § 3). Dies liefert die Gleichung

(ayy + by, G+ Aby, _
J @y + Abyy,  Ayy + Abyy
Sie ist eine quadratische Gleichung in 4; seien 4, und 4, ihre Wurzeln
und sei 4, # 4,. Die Linearformen, auf deren Quadrat sie sich redu-
ziert, lauten dann fiir 4; = 4, oder 4, bis auf einen Faktor

(@11 + 4b1a) %1 + (410 + AiDyp) %,

(@15 + Aibyy) %1 + (Agp + Aibyp) %, .
Sie entsprechen den Punkten B, (4; = 4,) und B, (4;= 4,); die gesuchte
Transformation kann daher etwa durch die Gleichungen
0y = (@a1 + A410y) %1 + (ag5 + 24 01) %, v
0¥y = (@1 + A3b1) %y + (@gg + 2505) %,
dargestellt werden, deren Determinante, weil wegen 4, # 4, auch B, + B,
ist, von Null verschieden ist. Den Faktor, durch den sich die rechten

Seiten der Transformationsformen von den Linearformen unterscheiden,
kénnen wir mit y, resp. y, vereinigen. Es wird dann

fHhe =9, [+ he=13
und es folgt weiter

(24) _ V=9 f:—%ﬂ+hﬁ

LAY R Ay — Ay

(22)

oder auch

(23)

! In der Tat ist auch (18b) erfillt.
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7. Als Ausdruck der projektiven Beziechung zweier Punktreihen er-
gibt sich zunichst die homogene bilineare Relation, die aus Gleichung (18)
(S. 76) durch Einfithrung von #,: %, hervorgeht; wir schreiben sie

(25) Bra®a %1+ Pra%s 85 + Bor %1% + PaaXaxs= 0.

Die zugehorige lineare Substitution setzen wir in die Form

OX] = Oy %y + GypXy,

0% = g %y + KppXy.

Von ausgearteten Beziehungen sehen wir ab, nehmen also die Determi-
nante ungleich Null an. Der Nachweis der Invarianz der Dv-Werte
kann auf dieser Grundlage sehr einfach geschehen. Seien x, v, z, ¢

vier Punkte der Geraden g und %, ', 7, # die entsprechenden Punkte
auf g’. Dann driicken sich die beiden Dv-Werte (S. 99) durch

e e -2

(25a)

aus. Nun ist nach dem Determinantenmultiplikationssatz (An-
hang III § 3)

9 0xy 0%% Gy1 % Kga¥y Koy Xy + Koy Xy Oqp Gaz| | %y %,

0 (x’ z’) = — = . I,
0% 0% Ky1 21+ GypZy Koy 2y Ko 2p Koy Koa| | 212 |

und daraus folgt

(26) (xyzt) = (¥ ).

8. Um die Doppelpunkte vereinigt liegender projektiver Punkt-
reihen zu ermitteln, nehmen wir fiir #, : %, und x, : x, wieder dieselben
Grundpunkte und denselben Einheitspunkt an. Die Doppelpunkte sind
dann durch #,:%, = %, :x, gegeben. Die Gleichungen (25a) miissen
also richtig sein, wenn wir #; und «x, durch x, und x, ersetzen. Freilich
braucht dies nicht fiir beliebiges ¢ erfiillt zu sein; es muB aber (S. 97)
einen Wert ¢ geben, fiir die es der Fall ist. Fur solches ¢ miissen
also die Gleichungen
(27) (013 — @) %1 + &g2% = 0 _ also ‘ &1 —Q g |

Kg1%y + (Kgy — 0) %y =0 &Koy Gog — 0
bestehen. Dies liefert zwei reelle, imaginire oder zusammenfallende,
WEEZEN 011 Kgy — K15 89 = 0 von Null verschiedene Werte o, und fiir sie
sind die Gleichungen (27) durch Werte #,, x, auflosbar, die nicht beide
Null sind. So erhalten wir die den Doppelpunkten entsprechenden Ko-
ordinaten x,: %,. Rechnerisch ergeben sie sich auch so, daBl man ¢ aus
den Gleichungen (27) eliminiert ; man erhilt so die quadratische Gleichung

(27a) Koy ¥ + (g — &qq) %1%y — Gyp%3 = 0.

9. Wir betrachten jetzt eine projektive Beziehung, wobei wir die
Koordinaten #,, %, auf ein, die Koordinaten x,, x, auf ein anderes,

=0



§ 4. Anwendungen der linearen projektiven Koordinaten. 103

geeignet gewihltes Koordinatensystem beziehen wollen. Da eine pro-
jektive Beziehung durch drei beliebig wihlbare Punktepaare festgelegt
ist (S.78), so kénnen wir den Punkten x, =0, x, = 0 die Punkte
%, =0, %, =0 zuweisen. Dies bewirkt in (25) f;; = 0 und B, = 0;
die bilineare Relation lautet also einfacher

Bra¥1 % + Parxe %] = 0.

Werden als dritte Punkte auch die Einheitspunkte einander zugewiesen,
so wird By, + B = 0, und unsere Gleichung geht in

4 / . . _ R4
X%y — XpXy = 0;  X1:%y = X{: %

iiber. Sie sagt aus, da — bei dieser Zuordnungsart — die projektiven
Koordinaten entsprechender Punkte gleiche Zahlenwerte besitzen.

10. Wir betrachteten ferner eine involutorische Beziehung mit reellen,
voneinander verschiedenen Doppelpunkten. Wir denken sie durch ihre
beiden Doppelpunkte bestimmt und wihlen dazu die Punkte x, = 0,
also auch x; = 0, und %, = 0, also x, = 0. Fiir die ihr entsprechende
bilineare Relation folgt dann f;; = f,, = 0, sie lautet daher einfacher

X%+ X1 =0 oder x;:x% Fx:x=0.

Dies ist formal dieselbe Gleichung, die in gewoéhnlichen Koordinaten
die Symmetrie auf der Geraden kennzeichnet (S. 81); die Punkte eines
Paares haben entgegengesetzt gleiche Dv-Koordinaten.

11. Wir setzen nun auf g eine Symmetrie voraus, gegeben (in ge-
wohnlichen Koordinaten) durch x + x" = 0. Weiter werde die pro-
jektive Abbildung von g auf % so hergestellt, daB den Punkten 0, oo, 1
drei Punkte A4,, 4,, E entsprechen; wir wihlen sie fiir %4 als Grund-
punkte und als Einheitspunkt der MaBbestimmung, also als Punkte
%, =0, % =0, % :% = 1. Der Symmetrie auf g entspricht dann als
Abbild auf % eine involutorische Beziehung mit 4, und 4, als Doppel-
punkten und mit der Gleichung x,: %, + 7 : %, = 0. Wir kommen so
wieder zu dem unter 9. abgeleiteten Resultat; die Involution auf %
stellt sich als ein projektives Abbild der Symmetrie auf g dar, und zwar
in der Weise, daB3 (bei geeignet gewihlten Koordinaten) auf g und %
dieselbe arithmetische GesetzmiBigkeit obwaltet.

Wir erkennen so die allgemeine Méglichkeit, Sitze von projektivem
Charakter dadurch zu gewinnen, daB wir sie zunichst fiir einen ein-
fachen Sonderfall ins Auge fassen und sie von ihm projektiv auf den
allgemeinen Fall iibertragen. Man spricht insofern von einem Uber-
tragungsprinzipl.

! Involutorische Beziehungen werden deshalb (nach H. WIENER) ebenfalls
als ,,Spiegelungen‘ bezeichnet. Man nennt sie auch Operationen der Periode zwei
und sagt, sie seien gemeinsam dadurch ausgezeichnet, daB ihr Quadrat gleich 1
ist. Das bedeutet folgendes: Geht durch eine Spiegelung ein Punkt P in P’ iber,
so fithrt dieselbe Spiegelung P’ wieder nach P (also in seine Ausgangsstelle) zuriick.
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Beispiel. Die Geraden g und g’ seien projektiv so aufeinander bezogen, daB
dem Punkt Py, von g der Punkt P’ von g’ entspricht. Nun denken wir uns auf g’
eine projektive Beziehung — sie moge kurz durch §’ bezeichnet werden —, einer
ihrer Doppelpunkte sei P’, der andere O’. Auf g entspricht ihr eine projektive
Beziehung P mit den Doppelpunkten Py, und O, also eine dhnliche Beziehung.
Sind Q und @, zwei entsprechende Punkte fiir sie, so ist 0Q; = & - 0Q; sei & < 1.
‘Wir wollen sagen, daB Q durch P in Q, iibergeht. Geht analog Q; durch % in Q,
iiber, so ist

00, =®00,=0a?0Q;

analog ist, wenn @, durch P in Q; ibergeht, OQ; = «30Q usw. Dabei werden sich,
wegen &< 1, die Punkte Qy,Q,, @5, ..., Q,, . . . beliebig dem Punkte O annihern;
man sagt, O sei der Grenzpunkt der Punktfolge {Q 1.

Ebenso 148t sich eine Punktfolge bestimmen, die das analoge Verhiltnis
zu Poo hat. Wird namlich durch Q_, der Punkt bezeichnet, der durch § in Q
tibergeht, ebenso durch @ _, der Punkt, der durch P in @ _, dbergeht usw., so ist

0Q_;=a"10Q, 0Q_,=a200Q,..., 0Q_,=a-"0Q,...

die Lange OQ _, wachst also mit # iiber alle Grenzen, und es ist P als Grenz-
punkt der Folge {Q_,} anzusehen.

Die Ubertragung dieses Tatbestandes auf die Gerade g’ liefert: Bestimmt
man auf g’ zu Q’ den Punkt Qf, in den Q' durch B’ iibergeht, zu @} analog den
Punkt Q) usw., so ist der Doppelpunkt O’ der Grenzpunkt der Punktfolge {0}
und ebenso P’ der Grenzpunkt der Punktfoige {Q”.}.

§ 5. Ebene projektive (homogene) Koordinaten.

Die Verallgemeinerung der homogenen Punktkoordinaten x, y, z
von § 1 erreichen wir so, dafl wir als Seiten des Koordinatendreiecks
drei beliebige Geraden gy, g;, g5 wihlen, die nicht durch einen Punkt
gehen (Fig. 42). Thre Gleichungen in homogenen
kartesischen Koordinaten seien

ax+by+c, =0,

(28) “2x+bzy+02:0,
azx +byy +c3=0.
7 93 Z\" Dije Determinante der a;, b;, ¢; ist von Null

Fig. 42. verschieden und ebenso auch die Determinante

der Unterdeterminanten 4;, B;, C; (Anhang III § 3), es ist also

a b ¢ ’Al B, C l
D={a, b, ¢,|=20 und 4d=|4, B, C,|=20.
a; by o [A3 B; Cs [

Die Schnittpunkte von g, g,, g5, also die Ecken des Koordinatendrei-
ecks, seien I, II, III; fir ihre Koordinaten folgt (S. 47)

xpyvpizr=A,:B1:Cy, xppvmizp=A45:8,:Cy, xpiymrznr=4s:Bg:Cy.
Sind ferner #;, v;, w; die Koordinaten von g;, so ist (S. 94)

UiV i W=y by 10y, UiVl Wy =yibyiCy, UyivUziWy= ay:bg:cy.
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Endlich sind
Ayuy + Byvy + Cywy =0, Aguty + Byvy + Cywy =0,
Aguy + Byvg + Cawg = 0

die Gleichungen der Punkte I, II, III in Linienkoordinaten. Alles dies
sind unmittelbare Folgen der Formeln von Kap. VI, § 4.

Seien nun p;, P,, p; die mit einem bestimmten Vorzeichen ver-
sehenen Lingen der Lote von einem Punkt P auf die Dreiecksseiten,
so wollen wir drei Zahlen x,, %,, %3 als Dreteckskoordinaten von P

bezeichnen, wenn sie (fiir 1;, 4,, 45 als beliebig, aber fest und von Null
verschieden gewihlte Konstanten) die Proportion

(29) %y Ky Xy = Ay Pyt Aeby t Ags
erfilllen; wir schreiben sie wieder kiirzer in der Form
(293-) o0X; = ]‘i?i L= 1,2,3.

Um dies als eine zulissige Koordinatenbestimmung zu erweisen,
ist zu zeigen, daB zwischen den Punkten P und den Tripeln #; die in
§ 1 geschilderte Beziehung obwaltet. Dazu benutzen wir die Normal-
gleichungen der Geraden g, g,, gs; sie seien

Ni(x,9) =0, Nylxy)=0, Nzxy)=0;
mit ihrer Hilfe nimmt die definierende Gleichung (29a) die Form
ox; = L Ny(x, )
an. Nun ist aber (S. 41)
Ni(x,y) = 2t by o
W=
Vai + BBNy(x,y) = ax + biy + ¢

Wiihlen wir nun die Koeffizienten der Gleichungen (28) so, dal

CE R

also

ist, so folgt

0% =% + by + ¢z
(30) 0% = A% + byy + Cp2

0%y = a3% + byy + c52.
Damit haben wir %, : %, : x3 durch «x, y und z ausgedriickt. Jedem Werte-
tripel x, ¥, z und damit jedem Punkt P entspricht also eindeutig ein
Tripel %, : %,: %3. Um auch das Umgekehrte zu zeigen, losen wir die

vorstehenden Gleichungen nach x, y, z auf; wegen D Z 0 ist dies

4
D

0 (A2 + Ay, + Ayxy),
0’ (By%, + Byxy + Byxs),
0" (Cy%; + Cyxy +- Cyxy)

moglich. Wir erhalten, wenn @' = 5 ist;

I

I

X
(31) y
2

I
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und es ergibt sich
(32) xiyiz= 2 Ax;: D Bix;: D Cix; ¥
Es driicken sich also x, y, z und #,, %,, ¥; homogen linear durch-
einander aus. Die Gleichung einer Geraden ist daher in den x; wiederum
vom ersten Grade. Insbesondere stellen

% =0, % =0, %=0 und % =0, 2 =0

Seiten und Ecken des Koordinatendreiecks dar; wiahrend

(33) 24 =0, 2Bx=0, 2Cx=0
die Gleichungen der Geraden x = 0, ¥ = 0, 2 = 0 in den x;-Koordinaten
sind.

Die Gleichung

Ci%y + Coxyg + Cyxy =0
ist die Gleichung von z = 0, also der unendlichfernen Geraden.

Analog gelangen wir zu allgemeinen homogenen Linienkoordinaten
(Fig. 43). Sind ¢,, g5, ¢; die Abstinde einer Geraden (, v, ) von den
Ecken I, II, 11T des Koordinatendreiecks, sind p, gy, t5 irgend drei
von Null verschiedene Konstanten und #%, . #,,
ug drei Zahlen, die die Proportion

Uy iUy Uy = 1 Gy " Bas’ U35,
also die Gleichungen
7~ (34) oy = Mg, t=1,2,3
erfiillen, so konnen sie uns die Dreieckskoordi-
naten der Geraden (u, v, w) abgeben. Um zu
zeigen, daB die Geraden (u, v, w) und die Tripel , , #,, u, sich eineindeutig
entsprechen, benutzen wir den S. 58 abgeleiteten Ausdruck fiir das von
einem Punkt auf eine Gerade gefillte Lot. Wie wir oben sahen, stellen
A,:B,:C;, Ay:B,:C,, A;:B;:C,
die kartesischen homogenen Koordinaten der Ecken I, II, III dar;
wir haben daher

7 93
Fig. 43.

__Au+ Bv+ Cw

AT EY

Wir setzen nun u, = C;, py, = C,, 3 = C,, wihlen also, da die Koeffi-
zienten der Gleichungen (28) und damit auch die C; bei der Bestimmung
der Punktkoordinaten durch die 4; festgelegt wurden, ein bestimmtes
zu dem System der Punktkoordinaten zugeordnetes System von Linien-
koordinaten. Es folgt dann

B

4;u 4+ B;v 4+ Cw
Vud 4 o
* D' A,x; ist Abkirzung fur 4, + Ay, + As%,.

Mgy =
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und die Gleichung (34) ergibt, wenn wir den Faktor Vuz + 2% in den
Proportionalititsfaktor eingehen lassen,

(35) oul:A@u—}—Bzv—i—C@w, $='1, 2, 3

Damit ist die verlangte, zu den Gleichungen (30) analoge lineare Be-
ziehung zwischen #, v, @ und den #; gefunden. Ihre Auflésung lautet
diesmal — fiir ¢’ als Proportionalititsfaktor —

w = o' (ayuty + aytty + azus)
(36) v = 0" (byuy + bytty + byug)

w =0 (C thy + Cythy + C3ls);
hieraus folgt schlieBlich
(37) wiviw = d;u;: D byt ;.

Es driicken sich also auch #, v, w und #,, #,, #; homogen linear
durcheinander aus. Die Gleichungen

Zaiui:O, Zbiui_—‘o, ZC,;%,;ZO

stellen wiederum die Punkte v =0, v =0, w = 0, also die Punkte
Xw, Yo, O in den homogenen #;-Koordinaten dar; wihrend die
Ecken I, II, III des Koordinatendreiecks und seine Seiten durch

=0, #,=0, #;=0 und u;=0, =0

bestimmt sind.

Wir haben durch unsere Ableitung den homogenen Punkt- und
Linienkoordinaten eine geometrische Bedeutung gegeben, sie sind pro-
portional mit Abstinden von Punkten und Geraden. Diese geome-
trische Bedeutung wird hinféllig, wenn einzelne Koordinatengeraden
oder -punkte oder die durch Koordinaten bestimmte Gerade oder
Punkte ins Unendliche fallen. Stets giiltig ist die analytische Definition
durch die Gleichung (32) oder (37).

Fur die Ecken des Koordinatendreiecks stellen die Werte
1,0,0; 0,1,0; 0,0,1

je ein Koordinatentripel dar. Als Einheitspunkt bezeichnen wir den Punkt mit
dem Koordinatentripel 1, 1, 1. Die u.-Koordinaten der Seiten sind analog

1,0,0;, 0,1,0; 0,0,1.

Den Koordinatenwerten u;:u,:u3 = 1:1:1 entspricht die Gerade x; 4 %, + %3
= 0; analog hat der Einheitspunkt die Gleichung u, 4 u, + u; = 0.

Da man auBer dem Koordinatendreieck auch die Gerade x; 4 x5 4 #3 = 0
willkiirlich wahlen kann, indem man die 1, (S.105) geeignet wahlt, so folgt
damit unmittelbar der S. 51 abgeleitete Satz. Setzen wir namlich abkirzend
%y -+ %y + %3 = — #,, so besteht fir die vier Geraden ¥, =0(i=1,2,3,4)
die identische Relation x; 4 %, + #; 4+ ¥, = 0, wobei wir die x, in den gewohn-
lichen Koordinaten ¥ und y ausgedriickt denken, das ist die Identitat (26a)
von S. 51.
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Die homogenen Parallelkoordinaten stellen einen Sonderfall homogener Drei-
eckskoordinaten dar. Wir wiahlen insbesondere g; | g,; die Gerade g, werde die
y-Achse und g, die x-Achse, wihrend g; parallel mit sich in goo tibergehen soll.
Dann ist zunachst fiir 1, =1, 1, =1

ex1=Mpr =%, exg=hpy=y, ex3=»I~p,.
Nun wahle man 1, = 1/§, wo § das von O auf g; gefallte Lot ist. Dann folgt
XXy Xy = X1V Ds[0;
riickt nun gz ins Unendliche, so wird § unendlich groB, wahrend zugleich p;: é
— fiir jeden beliebigen Punkt P — gegen den Grenzwert 1 strebt.

Fiir die u; folgt das gleiche nunmehr analytisch auf Grund des in (40) ab-
geleiteten Resultats fiir die Bedingung der vereinigten Lage. Sie behalt wéahrend
des geschilderten Grenziibergangs ihre Form u,%; + uy%, + u3x3 = 0. In der
Grenze geht sie in wyx + u,y 4 u, = O iiber, also w,:uy:u; in #:v:1.

Das gleiche 148t sich analog fiir beliebige Parallelkoordinaten erweisen.

Es steht zu erwarten, daB sich auch die so eingefithrten homogenen
Koordinaten als Duv-Koordinaten auffassen lassen. Es soll geniigen,
es fiir die x; zu zeigen. Wir benutzen dazu wieder den Einheitspunkt E,
der wegen x;:%,'%; =1:1:1 nicht in eine Seite des Koordinaten-

Ve dreiecks fillt. Seien e, ¢,, ¢; die von ihm auf
g1, €2, &5 gefillten Lote, so haben wir

Iz p & R TP I
£ 61.62.63——2.1—2.Z
T 95 AE - und konnen daher setzen (Gleichung 29a)
Fig. 44. (38) oxy=p1:6, QX =Dy 6, QX3=1P5:63.

Dies fithrt dazu, jeden Quotienten x,; : x; als Dv darzustellen. Sind (Fig. 44)
hyy; und ey die Strahlen, die die Punkte P und E mit dem Punkt 177
verbinden, so hat man

Y _Pi.a sin (g1 b)) . sin(giem)

(39) ¥y D2 s sin(gahg) sin(geen) (8182 Pz )

und somit ist x,: x, als Dv dargestellt. Ebenso findet man

X,

(39a) % = (gs&1 huren) -i = (g2 8s/re1) -

X

Das Produkt der drei Dv hat offenbar den Wert 1; also
(8285 hrer) (8581 emr) (8182 Pz errr) = 1-

§ 6. Folgerungen.

Folgende Eigenschaften, die die homogenen Koordinaten betreffen,
seien besonders hervorgehoben:

1. Jedes Gleichungssystem der Form (30) mit beliebigen a;, b;, ¢;
und D 2 0 liefert eine Koordinatenbestimmung. Denn die Ausgangs-
geraden g,, g,, g; als die drei Seiten eines Dreiecks konnten beliebig
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angenommen werden. Durch die Geraden g; und den Einheitspunkt
sind gemaB (38) die Koordinaten eindeutig festgelegt.

2. Die Bedingung fiir die vereinigte Lage einer Geraden (#;) und
eines Punktes (r;) hat die einfache Form

(40) Uy Xy + Ug Xy + Ug%, = 0.

Die linke Seite der Bedingung der vereinigten Lage in homogenen
kartesischen Koordinaten (S. 95, § 2)

ux + vy 4+ wz=0
geht nidmlich durch Einsetzen der Werte (32) und (37) in
DA% D agu; + D) Bix D buy + D Cox D ey
iber. Nun ist (Anhang III § 3)
Asa; + Bib+ Cie; =D, Ajap + Bibp + Cicp = 0

fir 1 = £. Der Ausdruck liBt sich also in die Form

bringen. Die vereinigte Lage des Punktes (x;) und der Geraden (u,)

hat also die Gleichung (40) zur Folge und umgekehrt folgt aus der
Gleichung (40) die Gleichung

ux +vy +wz=0,

also die vereinigte Lage des Punktes (x;) und der Geraden (u;)*.

3. Die Koordinaten eines Punktes, der eine gegebene Strecke im
Verhiltnis u teilt, ergeben sich aus den Formeln (6) von S. 96 folgender-
maBen: Seien x:y:2z und X : Y : Z die homogenen Parallelkoordinaten
der Streckenendpunkte und &:7: die des Teilpunkts, so folgt aus
den genannten Formeln

eb=x—pwX, on=y—pY, ol=z2—pZ.
Wir multiplizieren diese Gleichungen mit a;, b;, ¢; und addieren sie;
werden die homogenen Koordinaten der drei Punkte durch (x;), (X))
und (&;) bezeichnet, so findet sich, gemiB (30)

e&i=0' % —wo'X;  (i=1,29)
oder endlich

ofi=x+1X;; o=0:¢; A=—po":¢

Ebenso kénnen wir aus den Gleichungen (7) von S. 96 das dualistische
Resultat herleiten. Wird jetzt die Bezeichnung zweckmiBigerweise

1 Einfithrung und Wahl der Konstanten 1;, #; dienen gerade dem Zweck,
die obenstehende fur alle Koordinatenbestimmungen gleiche Form der Be-
dingungsgleichung fiir die vereinigte Lage zu erreichen.
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so gedndert, daB y; und z die Koordinaten der Streckenendpunkte
werden und x; die des Teilpunktes, so kénnen wir folgende Sitze aus-

sprechen:

Sind (y;) und (z;) zwei Punkte,
so stellen sich die Punkte ihrer
Verbindungslinie durch
(41) 0% =y; + 1z
dar, und es ist 1 dem zugehorigen
Teilungsverhiltnis proportional.

Insbesondere sind

Yir %, yi + 42
vier harmonische Punkte.

y: — Az,

Sind (v;) und (w;) zwei Gerade,
so stellen sich die Geraden durch
ihren Schnittpunkt durch

(41a)

dar, und es ist 1 dem zugehérigen
Teilungsverhiltnis proportional.
Insbesondere sind

Qo U; = vi—§—lw‘-

v; + Aw;

vier harmonische Strahlen.

v, w, v Awg,

4. Es bedarf nun keines weiteren Nachweises, daB alle Sidtze und
Relationen projektiver Natur, d. h. Sitze Giber die vereinigte Lage oder
iiber Doppelverhiltnisse und iiber projektive Beziehungen, fiir homo-
gene Koordinaten unverdndert erhalten bleiben; z. B. haben die vier
Punkte (oder Strahlen)

Vi Zi Yi— Az, yi—pzmo (v, wg,
das Dvi:u. Ferner sind

v — Aw;, U — pw),

oxi =Y+ Az, @¥=y;+ 1z
projektive Punktreihen, wenn eine bilineare Relation
AN + A+ yF +5=0
besteht; die projektive Beziehung wird fiir f =y, v, =¥}, 2, ==2; in-
volutorisch usw.

5. Fiir das folgende bezeichnen wir die Ecken des Koordinaten-
dreiecks durch G; . Sind ferner 7 und % zwei der Indizes 1, 2, 3, so soll
[ der dritte von ¢ und %k verschiedene Index sein. Auf der Seite g liegen
dann (Fig. 45) die Punkte G; und G;. Ferner seien 7, und ¢; die Geraden,
die G; mit einem beliebigen Punkt P und mit dem Einheitspunkt E ver-
binden, und H;, E; ihre Schnittpunkte mit
g . Fur den Punkt H; ist dann %, =0,
und firr x;, und x; gilt die Gleichung (39)
von S. 108, also

%% = (Gigk/mer) .
Nun werde auf g; eine lineare homogene
Koordinatenbestimmung eingefithrt mit G;

und G, als Grundpunkten und E,; als Einheitspunkt, und es seien
x; : %3, die Koordinaten von H;, dann ist (S. 108)

/1 le; ¢ \& A
Fig. 45.
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Nach dem Satz tiber die Beziehung zwischen dem Doppelverhiltnis
von 4 Geraden und dem Doppelverhiltnis von 4 Punkten sind aber
die beiden hier auftretenden Dv einander gleich, und so folgt

(42) AT A= AP

Wir sprechen dies kurz dahin aus, dal die Koordinaten x;:x; auch
homogene lineare Koordinaten auf der Seite g, des Koordinatendreiecks
darstellen.

Ein anderer Beweis dafiir ist der folgende. Die Dreieckskoordinaten
der Punkte von x; = 0 sind durch die Gleichungen (30) und %, =0
bestimmt; dabei entsprechen den Punkten G;, Gy, E; die Werte x; = 0,
% ==0, %2 =1:1. Durch diese Gleichungen sind aber (S. 97, 98)
auch die linearen Koordinaten auf x, = 0 eindeutig bestimmt, und
das ist die Behauptung.

Diese Folgerung 148t sich noch verallgemeinern. Alle im Beweis
benutzten Beziehungen sind von der besonderen Lage der Seite g
unabhingig, die Gerade g kann daher durch jede beliebige andere
Gerade der Ebene ersetzt werden, die nicht durch G, geht.

Auch dieses Resultat iibertrdgt sich dualistisch auf die Linien-
koordinaten #;. Im Strahlbiischel mit dem Scheitel #; = 0 stellen also
u; : #; homogene lineare Koordinaten fiir die Biischelstrahlen dar, so
daB #; = 0, u;; = 0 die Grundstrahlen und #;: %, = 1: 1 den Einheits-
strahl liefern.

6. Der Ubergang zu einem neuen Koordinatendreieck der Ge-
raden %y, Ay, h; und den ihnen entsprechenden Koordinaten y; wird
durch eime lineare Substitution bewirkt. Zwischen den homogenen
Koordinaten x, ¥, z und den x; und den v; besteht je ein Gleichungs-
system der Form (32); aus ihm folgen die eben behaupteten linearen
Relationen. Die zugehorige Determinante ist von Null verschieden.
Es bestehen also Gleichungen der Form

0Y1 = ap ¥y + Q9% + Ay3 %, a1y % Qg3
(43) JO¥s = @y %) + dgp % + Ag3%y; D = |ay ay Gy | Z0.
QY3 = Qg1 %y + Agp Xy + AgsXg 3 Az dgg

Die Auflosung liefert, wenn die A4;; die Unterdeterminanten der a;;
sind, fir x; die Gleichungen

o'%y = Apyy + Any, + As1ys ‘ Ay Ay Ay
(43a) y0'%, = Ay + Apyy + Agyyy; A= Ay Ay As Z 0.
0%y =AYy + AV + Aggys Ay Ay Ag

Den Transformationsformeln fiir die Linienkoordinaten #; und v,
legen wir wieder die Bedingung auf, daB sie die Gleichung der ver-
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einigten Lage > u;x;, =0 in > v;y; = 0 iiberfithren; sie miissen alsdann
denen von S.107 analog sein, und lauten also
OUy = Ay V) + Ay Uy + 5105, 0'vy = Ay + Agjpthy + Azuty
(44) Yotuy = a1v; + Ago ¥y + agy0;, 6’0y = Agyuy + Agptty + Apytty
Oty = Ayg¥y + AggVy + Aggvy, 003 = Agyoy + Aggtty + Agyt.

Umgekehrt wird aber auch durch jede solche lineare Substitution
mit nicht verschwindender Determinante eine Koordinatentransforma-
tion definiert. Ersetzen wir nidmlich in den Gleichungen (43) die x;
gemdlB den Gleichungen (30) durch x und ¥, so ergeben sich fir die v,
ebenfalls Gleichungen der Form (30) mit D 2 0.

Die Geraden y; = 0 sind die Seiten %, %,, %3 des neuen Koordinaten-
dreiecks; ebenso liefern die Gleichungen v; = 0 ihre Ecken in Linien-
koordinaten. Daraus folgt die geometrische Bedeutung der Substitutions-
koeffizienten. Die Koeffizienten

@11y Qg5 Ayg;  Agps Aoy, (og; gy, (g, Gy
sind die #;-Koordinaten der Seiten %, k,, %y, und
Ay, Ay Ay Agy, Agy, Agg; Agy, Asas Ass
die x;-Koordinaten der Ecken des neuen Koordinatendreiecks. Analog
liefern die Tripel

Ay, Ay, Ay Aga, Aggs Agg: Ay, Aoy, Agg
und
Ay1s 915 Q315 @qg, Qgg; Ag3; A3, oy, 33
die v;- und y;-Koordinaten der Seiten und Ecken des alten Koordinaten-
dreiecks im neuen Koordinatensystem.



Neuntes Kapitel.
Der Kreis.

§ 1. Die Kreisgleichung.

Die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt M(«,f) und
dem Radius ¢ in rechtwinkligen Koordinaten ergibt sich unmittelbar
aus der Formel (3) von S. 25, sie ist

(1) (¥ — &P+ (y—pPF—*=0.
Nach den Potenzen der Koordinaten geordnet lautet sie

2492 —28x — 2y + a2+ f2—p2=0,
wofiir man auch
(1a) R4y —20x—2fy +0=0; d=0o+f —¢
schreibt. Sie ist vom zweiten Grad in x und y; insofern heiBt der Kreis
eine Kurve der zweiten Ordnung. Von Gliedern zweiter Ordnung tritt

nur der Ausdruck x? + y? auf; daraus folgt, daB nur Gleichungen von
der Form

(2) Ax* 4y +2Bx+2Cy+D =0

Kreise darstellen kénnen. Wir wollen untersuchen, wann die Gleichung
(2) einen Kreis darstellt. Wir sehen nun durch Vergleich mit (1a), daB (2)
fiir A + 0 einen Kreis darstellt, dessen Mittelpunkt die Koordinaten

B C
(3) x=—, f=—7%
besitzt, wihrend sich fiir das Quadrat seines Radius
2 2 _
B Des—wipog, ¢-TFGTAD

ergibt. Ein reeller Kreis wird also fiir 4 # 0 durch (2) nur dargestellt,
falls

() B2+ C:—AD>0

ist. Im Fall B2 4- C2 — AD = 0 ist auch ¢ = 0; die Kreisgleichung
wird (x— o)+ (v — B2 =0,

ihr geniigt nur der eine reelle Punkt x = &, y = f (Nullkreis). Ist
endlich B2 4 C%2 — AD < 0, so kann die Gleichung (2) durch kein

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 8
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reelles Wertepaar x,y befriedigt werden; man sagt, der Gleichung (2)
entspreche ein imagindrer Kreis; sein Mittelpunkt (x,f) ist aber reell.

Far A = 0 artet die Gleichung (2) in die Gleichung einer Geraden
aus. Gehen wir zu homogenen Koordinaten x, y, z iiber, so wird sie

A2+ 92 +2Bxz+ 2Cyz+ D22 =0;
sie bleibt also auch fiir A = 0 eine Gleichung zweiten Grades, ndmlich
22Bx 4+ 2Cy 4+ D2) = 0.
Der ausgeartete Kreis besteht also aus zwei Geraden; zu der, die sich
aus (2) fir 4 = 0 ergibt, kommt noch g,, hinzu. Den Ubergang zu
homogenen Koordinaten werden wir immer dann vornehmen, wenn

die Beziehung des Kreises zur Geraden g, von Interesse ist.

Beispiel. Ein Kreis durch drei Punkte (¥;9:) (¢ = 1, 2, 3) 1aBt sich leicht
durch eine Determinantengleichung darstellen. Das Verfahren ist dem von S. 39

analog. Sei A(@2 +9?) +2Bx+2Cy+ D =0
fiir gewisse noch unbekannte 4, B, C, D die Kreisgleichung. Dann ist auch
Afx? +9%) +2Ba;+2Cy; + D=0; ©=1, 2, 3.

Aus diesen vier Gleichungen ist 4, B, C, D zu eliminieren; dies liefert die Glei-

chung des Kreises in Gestalt einer gleich Null zu setzenden Determinante.
Sei ¢ (Fig. 46) die Lange der Tangente, die von

einem Punkt P(§,7) an den Kreis gelegt werden

kann, so ist {2 = PM? — MT? oder

P (&P ) — B — ot
Liegt der Punkt (£7) im Innern des Kreises und
Fig. 46. ist s die halbe kleinste durch ihn gehende Sehne
(die also auf MP senkrecht steht), so folgt fiir ihr Quadrat ebenso
=0 (£ —a) —(n —p)*
Setzen wir abkiirzend
(5) E—ap+ @ — B —e =S5,

so haben wir

=Sy, $=-=S(En;

der Ausdruck S (§%) hat also fiir jeden nicht auf dem Kreise liegenden
Punkt eine einfache geometrische Bedeutung. Der Kreis selbst ent-
hilt die Punkte, fir die S(§») den Wert Null hat.

Zieht man durch P eine Gerade, die den Kreis (Fig. 46) in 4 und B
trifft, so ist bekanntlich fiir jede solche Gerade

2= PA.-PB, s2=—PA-.-PB

und daher in beiden Fillen '
(6) S(&y) = PA - PB.
Man nennt PA - PB die Potenz des Punktes P fiir den Kreis. Also folgt:
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Der Ausdruck S (En) stellt fiir jeden Punkt P (&%) die Potenz fiir
den Kreis mit dem Radius @ und dem Mittelpunki (x,[5) dar.

<

Dieser Satz 148t sich leicht analytisch ableiten. Durch den Punkt (&,7)
denke man eine Gerade gezogen; ihre Gleichungen seien (S. 39)

¥x=&+4 scosp, y=mn+ssing.

Wird dies in die Gleichung des Kreises eingesetzt, so ergibt sich

(E— o+ scosg)®+ (y — f -+ ssing)? — p®> =0,
also eine quadratische Gleichung in s, die durch ihre Wurzeln s; und s, die ge-
meinsamen Punkte von Kreis und Gerade liefert. Sie geht, nach s geordnet, in
Is? + 2ms + n = 0 iiber, und es ist

I=1, n=@E—af+ (@ —p"—e*=SEn.
Wegen / = 1 hat man

S8y =mn = S(&n).

Esist also s,s, unabhingig von @ gleich S(§7), und das ist der zu beweisende Satz.
Damit haben wir auch den oben benutzten elementar-geometrischen Satz ana-
lytisch abgeleitet.

§ 2. Kreis und Gerade. Tangente.

Seien ein Kreis K und eine Gerade g gegeben; die Gerade verbinde

die Punkte P, (&%) und P,(&%,). Wir stellen ihre Punkte P(x,v)
durch die Gleichungen

& —ué, M 49
(7) A= V= ‘1—:!72
dar (S.39), in denen u das Teilungsverhiltnis (P, P, P) bedeutet. Die
Punkte, in denen g den Kreis schneidet, seien P’ und P, und ', u'"
die ihnen entsprechenden Werte von u; sie sind Wurzeln der Gleichung,
die sich durch Einsetzen der Werte (7) in die Kreisgleichung ergibt. Da

Ch—a— g — ) _m—=B—um— P
Y= o y—ﬂ_—ﬂ—_

ist, erhidlt diese Gleichung die Form
- —ple— )P+ —F— p— AP — 0?1 — w2 =0;
nach u# geordnet lautet sie

(8) Seapt® — 25,4 + Sy = 0;
fur

Sp=( — )P+ (1 — p)? — 0* = S(&im),
Spe = (&g — )2+ (s — B)? — 0% = S(&1a) ,
Spp= (& — &) (&, — &) + (9, — ) (n, — ) — 2.

Die Berechnung von u’ und jt'’ ist jedoch ohne wesentliches Inter-
esse. Die Aufgabe, die wir l6sen wollen, ist vielmehr die, die Punkte P,
und P, so zu wihlen, daB P, P, Tangente in P; wird. Fillt P, auf
den Kreis, so ist S(&%;) = S;; = 0; eine der beiden Wurzeln g’ und

8*
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' ist Null. Es sei u'= 0. Die Gerade P, P, trifft dann den Kreis im
allgemeinen noch in einem von P, verschiedenen Punkt P”. Soll sie
aber Tangente in P, sein, so muB auch P mit P, zusammenfallen;
es wird auch u’=0, und die Gleichung (8) hat die Doppelwurzel Null.
Dies liefert S,, = 0 als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daB P, (&, 7,) auf der Tangente an dem Kreis im Punkte (£, 7,) liegt. Um
die Tangentengleichung in verdnderlichen Koordinaten x, y zu erhalten,
haben wir &, 7, durch %,y zu ersetzen; wir erhalten

9) (51—06)(96—06)+(7]1——/3)(y—ﬂ)—02:0,

das ist also die Gleichung der Tangente an den Kreis im Punkte (&1, 7).

Die Gleichung des von einem nicht auf dem Kreis liegenden Punkt
P, (&,m,) an den Kreis gezogenen Tangentenpaares ergibt sich folgender-
maBen. Wir fragen wieder, wie der Punkt P,(£,7,) liegen muB, damit
die Gerade P, P, eine Tangente des Kreises wird. Die Antwort lautet,
daB die Wurzeln ' und u’’ einander gleich sind. Es muB also die
Diskriminante von (8) verschwinden; dies liefert

(10) Sty — S13Se2 =0

als Bedingung fiir P,, in variablen &, 7, also die Gleichung des Tan-
gentenpaares?.

Beispiel. Seien (£1,%1) und (&5, 1) zwei Punkte des Kreises, und (xy, ;)
der Schnittpunkt ihrer Tangenten. Dann bestehen fur ihn gema8 (9) die beiden

Gleichungen
(1 —o)x — &)+ (g — P — ) —e*=0 und

(o= @) (m — &)+ (2 — A1 — ) — 0 =
Daraus folgt unmittelbar, da@3
E—a)m—a)+m—An—F —e*=0
in variablen &, 5 die Gleichung der Beriihrungssehne von (%, y;) ist; denn sie ist
Gleichung einer Geraden, und auf ihr liegt gemi den vorstehenden Gleichungen
sowohl (&1, 7;) wie auch (&, 7s).

Bemerkung. Der Kreis zerlegt die Ebene in zwei Gebiete, ein inneres und
ein dupBeres. Eine analytische Unterscheidung liefert, wie wir oben sahen, das Vor-
zeichen von S(&, 7). Eine andere ebenfalls analytische ist die, daB Gleichung (10)
fiir die auBeren Punkte ein reelles Tangentenpaar darstellt, fur die inneren nicht.

§ 3. Linie gleicher Potenzen.

Seien K und K’ zwei Kreise. Wir fragen nach den Punkten (x,y),
die fir K und K’ gleiche Potenz besitzen. Fiir sie muf}
S(xy) = S'(xy)
sein; oder einfacher geschrieben
(11) S—8=o0.

1 Man zeigt leicht, daB (10) ein Geradenpaar darstellt.
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Dies ist, da x2 + y? in der Differenz S — S’ wegfillt, eine Gleichung
ersten Grades in x und y; ausfithrlicher geschrieben lautet sie
(11a) 2(0 —a)x +2(8 — )y — (6 — &) =o0.
Die durch sie dargestellte Gerade heilt Linie gleicher Potenzen oder
Potenziinie beider Kreise (auch Chordale); die Tangenten, die sich von
ihren Punkten an K und K’ legen lassen, sind einander gleich. Wie
aus Gleichung (15) (S. 42) hervorgeht, steht sie auf der Verbindungs-
linie von M (x, ) und M'(«’, /') (der Zentrale beider Kreise) senkrecht.
Der Gleichung (11) geniigen insbesondere die Punkte, fiir die zu-
gleich S =0 und S’ =0 ist, d.h. die Schnittpunkte beider Kreise;
die Gerade (11) hat mit dem Kreise S=0 nur die Punkte gemeinsam,
fiir die auch S"= 0 ist. Schneiden sich also die Kreise reell, so ist die
Potenzlinie ihre gemeinsame Sekante, beriihren sie sich, so ist sie die
gemetnsame Tangente. Wie man die Potenzlinie in dem Fall geometrisch
konstruiert, dal die gemeinsamen Punkte imaginir sind, bleibt zunichst
offen; wir werden diesen Fall alsbald erledigen.

Bemerkung. Die Potenzlinie ist auch dann eine reelle Gerade, wenn einer
oder beide Kreise imaginar sind. Bei einem imaginiren Kreis ist iibrigens die
Potenz fiir jeden Punkt der Ebene positiv.

Wir gehen zu drei Kreisen K, K', K" iiber:
S=o0, S=0, S"=0

seien ihre Gleichungen, also
(12) S—S=0, §~-85=0, S§"—S5S=0
die Gleichungen ihrer Potenzlinien. Die Summe der linken Seiten dieser
drei Gleichungen ist identisch gleich Null, also gehen (S. 50) die drei
Potenzlinien durch einen Punkt. Es gibt also einen Punkt, der [ir alle
dretr Kreise die gleiche Potenz besitzt (Potenzpunkt der drei Kreise)l. Die
von ihm an die drei Kreise konstruierbaren Tangenten sind daher simt-
lich einander gleich.

Dieser Satz liefert die Potenzlinie zweier reellen Kreise K und K’,
die sich nicht reell schneiden. Man zeichne nimlich einen Kreis K’ so,
daB er sowohl K wie auch K’ schneidet, und ziehe die gemeinsame
Sekante fiir K, K" und K’, K", so ist ihr Schnittpunkt dem Satz gemi3
auch ein Punkt der Potenzlinie der Kreise K und K’, die Potenzlinie
selbst also das Lot von ihm auf ihre Zentrale.

§ 4. Das Kreisbiischel.
Die Gleichung
(13) S—iS=o,

oder ausfithrlicher
R4+y)1—A) —2(x—2a)x—2(—if)y+0—Ad =0,

! Der Punkt fallt ins Unendliche, wenn die drei Zentra auf einer Geraden liegen.
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stellt fiir 11 einen Kreis K" dar, dessen Mittelpunkt M"’ (", p'") die
Koordinaten e 4 1p
(14) === =T
besitzt. Er liegt auf der Zentrale von K und K’ und teilt die Strecke
MM’ im Verhiltnis 1 (S. 26). Jeder Kreis (13) geht durch die Schnitt-
punkte von K und K’. Alle Kreise, die den verschiedenen Werten
von 1 entsprechen, bilden ein Kreisbischel; die gemeinsamen Punkte
von K und K’ heien seine Grundpumkte. Dem Biischel gehort so-
wohl K an (fiir 1 = 0) wie auch K’ (fiir 2 = o0). Fiir 1 = 1 artet K"’
in die Potenzlinie von K und K’ aus; sie ist zugleich Potenzlinie fiir
wrgend zwei Kreise des Biischels. Wir rechnen sie als uneigentlichen
Kreis ebenfalls dem Biischel zu.

Ist (£,7) ein Punkt von K”, und setzen wir die Gleichung (13)

‘ in die Form 5(577)5/(577) — l,

so erkennen wir die geometrische Eigenschaft des Kreises K'; die
Potenz eines jeden seiner Punkte in bezug auf K hat zu der Potenz
in bezug auf K’ ein konstantes Verhiltnis.

Schneiden sich K und K’ reell, so gibt es unter den Kreisen des
Biischels einen kleinsten; sein Mittelpunkt fillt in die Poflenzlinie.
Beriithren sich die Kreise in einem Punkt, so berithren sich alle Kreise
des Biischels in ihm. Alle sich in einem Punkt berithrenden Kreise
bilden aber auch ein Biischel; ithm gehért der Berithrungspunkt als
Nullkreis an. Den Fall imaginirer Schnittpunkte von K und K’ be-
handeln wir in § 6.

Im Biischel sind im allgemeinen zwei Nullkreise enthalten; sie
entsprechen den Wurzeln 1 der Gleichung

” ” /s ;[0 — Ao/ \2 p—Ap\2 8 — A
(14a) 0”2 =24 72— :< 1= )“‘"( 1—7 >_ 1—1
Dem Vorstehenden gemiB sind sie fiir ein Biischel mit reellen Schnitt-
punkten imagindr; fiir ein Biischel sich beriihrender Kreise fallen sie
zusammen, fir ein Biischel mit imagi-

X @ niren Schnittpunkten sind sie reell
k (vgl. §6).

Das Kreisbiischel wird von jeder Ge-

’ raden g i Punktepaaren einer Involution

geschnitten; der Schnittpunkt mit der
Potenzlinie bildet das Zentrum C der In-
volution (Fig. 47). Sind ndmlich P, Q
und P’, Q' die Schnittpunkte von g mit zwei Kreisen K und K’, so
hat C fiir K und K’ gleiche Potenz, es ist also

CP.CQ=CP.C(,
und das ist (S.33) die definierende Gleichung der Involution.

= 0.

Fig. 47.
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Die Involution kann hyperbolisch, elliptisch und parabolisch sein.
Wird die Gerade g von Kreisen des Biischels beriihrt, so fallen in den
Berithrungspunkten 4 und B je zwei Punkte eines Paares zusammen;
sie sind die Doppelpunkte der Involution, und diese ist hyperbolisch.
Wird dagegen g von keinem Biischelkreis beriihrt, so ist die Involution
elliptisch. Der parabolische Fall tritt ein, wenn die Kreise sich reell
schneiden und die Gerade g durch einen dieser Schnittpunkte hindurch-
geht. Dann fillt C in ihn hinein, und die Involution artet aus; von
jedem Paar P, Q fillt ein Punkt in C.

§ 5. Winkel zweier Kreise.

Haben zwei reelle Kreise K und K’ mit den Mittelpunkten M
und M’ einen reellen Punkt P gemein, so soll (Fig. 48) der Dreiecks-
winkel M PM’ als der Schnittwinkel ¢ beider Kreise definiert werden.
Der Winkel MPM' ist gleich dem einen der beiden Winkel, den die
Tangenten der beiden Kreise in P miteinander bilden. Aus dem
Dreieck MPM'’ folgt

200/ cosp = @* + @2 — MM"? = 0* + o"* — (&« — &')* — (B — F)*;

daraus ergibt sich weiter

V2
(15) 209 cosp =200’ + 288 — (0 + &).
Die Kreise schneiden sich orthogonal, wenn
(15a) 2aa’'+288 —(6+ ) =0
Fig. 48.

ist (Orthogonalititsbedingung). Bei orthogonalem
Schneiden ist in den Schnittpunkten der Radius des einen Kreises die
Tangente des anderen.

Legen wir die Kreisgleichung in der Form

A2+ 4+ 2Bx+2Cy+ D=0
zugrunde, so erhilt die Orthogonalititsbedingung die Form
(16) 2BB + 2CC' — (DA’ + AD') =0,
und fiir den Winkel ¢ folgt

4 4 ’ /
(16a) ZQQ'COS(pzzBB +2C(341—4/(DA +AD).

Diese Formeln konnen auch fiir Kreise, die sich nicht reell schneiden oder
auch fiir nicht reelle Kreise angesetzt werden. Ein reelles Schneiden beider
Kreise tritt nur ein, wenn die Formel (15) fur cos ¢ einen Wert gibt, der dem
Intervall —1 <Zcos @ <1 angeh6rt. Fiir cosqp = 41 berithren sich beide
Kreise; ihre Konstanten befriedigen dann die Gleichung (& — &')2 + (8 — f’)2
= (0 &~ ¢)%, und man erkennt, daB es fiir cos¢ = —1 von auBen, fir
cos ¢ = + 1 von innen geschieht. Wir werden aber auch fiir die iibrigen Werte
von cos ¢ von einem (imaginiren) Schnittwinkel sprechen und ihn durch obige
Formel definieren:
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Sei M, (Fig. 49) ein Punkt der Potenzlinie von K und K'!. Legen
wir von ihm die Tangenten an beide Kreise und schlagen mit ihnen
(als Radius) einen Kreis K; um M, so schneidet er die gegebenen

Kreise K und K’ orthogonal. Und um-

gekehrt: wenn K, die Kreise K und K’
orthogonal schneidet, dann liegt sein
% Mittelpunkt auf der Potenzlinie von K und
2 K’. Denn nach (15a) ist in diesem Fall
2000 + 26— (0, + 0) =0,
20,0+ 28,8 — (0, + &) =0,

also
) 2a—o)ay+2(8—B)p—(6— ) =0
folglich liegt nach (11a) der Punkt (&, f3;)
auf der Potenzlinie von K und K'. Wir
" ~ lernen damit eine neue Eigenschaft der
Potenzlinie kennen ; sie ist Ort der Zentra
aller Kreise, die K und K’ orthogonal
schneiden. Haben K und K’ keinen reellen Schnittpunkt, so sind
die Tangenten an sie fiir jeden Punkt M, reell, also auch der gemein-
same Orthogonalkreis mit dem Zentrum M, auf der Potenzlinie.
Schneiden sie sich reell, so ist der gemeinsame Orthogonalkreis
mit einem Schnittpunkte als Zentrum ein Nullkreis; fiir einen
Punkt M, auf der Potenzlinie, der innerhalb von K und K’ liegt, ist
er imaginr.

Fiigen wir zu K und K’ irgendeinen dritten Kreis K", so ist der
Schnittpunkt ihrer drei Potenzlinien Zentrum eines Kreises, der alle
drei Kreise K, K’, K" orthogonal schneidet; zu drei Kreisen gibt es also
stets einen gemeinsamen Orthogonalkreis. Er kann imagindr sein und auch
in eine Gerade ausarten.

Die Gleichung des Orthogonalkreises zu drei Kreisen kann leicht gefunden
werden. Setzt man sie in der Form

22+ —26x —28y+0=0
voraus und bezeichnet man die Konstanten der gegebenen Kreise mit den
Indizes 1, 2, 3, so folgen aus der Orthogonalitatsbedingung die Gleichungen
& — 200, — 288, +8=0; i=1,2,3.
Dijes sind zusammen vier homogene lineare Gleichungen fir 1, —o, —p, 9;
durch das Nullsetzen ihrer Determinante erhalten wir die Gleichung des Ortho-
gonalkreises.

Der Winkel zweier Kreise ist eine GroBe, die vom Koordinaten-
system unabhingig ist, die Orthogonalitit eine vom Koordinaten-
system unabhdngige Bezichung. Dem miissen im Sinne von S.55

My

Fig. 49.

1 Ein Teil der Figur gehort zu § 6.
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Invarianten fir alle vechtwinkligen Achsensysteme entsprechen. Dies soll
jetzt analytisch nachgewiesen werden. Die Ausdriicke
S, s, S—-.¥
mogen fiir neue rechtwinklige Koordinaten x,,y, die Form
S, S, S, —15
annehmen. Nun enthilt das Biischel zwei Nullkreise; es miissen daher
dieselben Werte J die Gleichungen
S—18=0 wund S, —iS/=0
zu einem Nullkreis machen. Diese Werte 1 sind Wurzeln je einer
quadratischen Gleichung (14a), also von
(0 —4a2+ (8 —48)2— (11— (0 —Ai¥)=0 und
(0 — A& + (By — AB)* — (1 — 2) (6, — Ad)) = 0.
Diese Gleichungen miissen daher proportionale Koeffizienten von 12,

4, 1 besitzen; ihre geometrische Bedeutung wird sogar zeigen, daB diese
Koeffizienten resp. gleich sind. Es ergibt sich
MO =08, a4 =8 = ap o,
200 + 20 — (0 + &) = 20,6 + 28,81 — (8, + 7).

Die ersten beiden-Gleichungen haben die evidente Bedeutung 0% = @3,
0'? = 012, die dritte entspricht der Invarianz der Orthogonalitits-
bedingung. Ausallen drei zusammen folgt gemaB (15) auch die Invarianz
von cos .

Werden die so gefundenen invarianten Ausdriicke durch J;, [,
und J(, &) bezeichnet, so ist

*=Ji, 0*=Jy, 2Jx=Jk k), 2] =]JFK)
und daher
J&E) J (&, &)
2VJe VT VIR B - JHE)

cosp =

§ 6. Orthogonale Kreisbiischel.
Wie wir in § 4 sahen, ist die Potenzlinie von K und K’ auch Potenz-
linie fiir irgend zwei Kreise des Biischels
(17) S— 18 =o;
daraus ist bereits zu schlieBen, da der in § 5 betrachtete Kreis K,
um den Punkt M; jeden Kreis des Biischels orthogonal schneidet.

Analytisch ergibt es sich folgendermaBen. Da der Kreis K, zu K und
K’ orthogonal ist, so bestehen nach § 5 die Gleichungen

20000 + 288 — (0, + ) =0,
20,0 + 28,8 — (0, + ) = 0.
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Aus ihnen folgt — durch Multiplikation mit 1 und 4 und Subtraktion —
20 (¢ — &) + 28, (B — Af) — {0;(1 — ) + 6 — A} =0,
und dies ist, wie die Gleichungen (14) erkennen lassen, in der Tat die
Orthogonalitdtsbedingung fiir K, und einen beliebigen Kreis des Biischels.
Damit ist zugleich bewiesen: Ist ein Kreis zu irgend zwei Kreisen
eines Biischels orthogonal, so ist er zu jedem Kreis dieses Biischels

orthogonal. '
Sei M7 ein zweiter Punkt der Potenzlinie (Fig. 49) und Kj der um
ihn gelegte Kreis, der das Biischel orthogonal schneidet; ferner seien

S;=0 und S{=0
die Gleichungen beider Kreise. Sie bestimmen ebenfalls ein Biischel,
namlich
(18) S, —uSi=o0.

Die beiden so erhaltenen Biischel stehen in einer einfachen Beziechung
zueinander; jeder Kreis des eimen Biischels schmeidet jeden Kreis des
anderen orthogonal. Wir wissen nidmlich schon, daB jeder Kreis des
ersten Biischels zu zwei Kreisen des zweiten Biischels orthogonal ist,
also ist er nach dem eben Bewiesenen zu jedem Kreis des zweiten
Biischels orthogonal, und dies ist die Behauptung.

Solche Biischel heilen orthogonale Kreisbiischel. Die Potenzlinie
des ersten Biischels ist Ort der Kreismittelpunkte fir das zweite, und
ebenso umgekehrt. Die beiden Potenzlinien stehen aufeinander senk-
recht. Besteht insbesondere das eine Biischel aus einander beriihrenden
Kreisen, so auch das andere.

Die so gefundenen Kreisbiischel bilden zwei Kurvenscharen, wie
wir sie am Schlul von Kap. II behandelten, und die wir als Grundlage
fir Koordinatenbestimmungen erkannten. Deshalb leiten wir noch einige
weitere Eigenschaften fiir sie ab. Dazu legen wir die Koordinatenachsen
zweckmifBig so, daBl die beiden Potenzlinien in sie hineinfallen.

Die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt in einen Punkt
(¢,0) der x-Achse fillt, lautet

(19) 4+ —20x+0=0;

ebenso ist die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt (0,/) in
die y-Achse fillt,

(19a) 2492 —28y+ 6 =0.

Die Bedingung (15a), daBl je zwei solche Kreise orthogonal zueinander
sind, nimmt hier die einfache Form

§+0 =0
an. Setzen wir 6 = —y2 also 0’ = 472, so werden unsere Gleichungen

(20) ¥4y =20y —p2=0, #*+y2—28y+92=0.
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Wihlen wir nun »? als positive Konstante, so ergeben sich zwei Biischel
in der Lage, wie Fig. 49 sie zeigt. Allen Kreisen, die der ersten Gleichung
geniigen, gehoren die gemeinsamen Punkte von

22 +92—92=0 und x=0
an, sie bilden also ein Biischel, fiir das die y-Achse die Potenzlinie ist;
die Punkte auf ihr im Abstand -y von O sind die reellen Grundpunkte

des Biischels. Fir die Kreise des zweiten Biischels sind die Grund-
punkte durch die Gleichungen
By P=0, y=0

gegeben; ihre Potenzlinie ist die x-Achse, und ihre Grundpunkte sind
wmagindr; keine zwei Kreise dieses Biischels schneiden sich also reell.
Man erkennt weiter, da3 jeder Kreis des ersten Biischels reell ist; fiir
ihnist 0 = &2 4- y2 Dagegen ist fiir das zweite Biischel 02 = 2 — y2;
es enthélt daher zwei Nullkreise, den Mittelpunkten S = 4-y ent-
sprechend, wihrend die Kreise 2 <Cy2, deren Mittelpunkte also in
das Stiick der y-Achse fallen, das durch 4y und —y begrenzt ist, ima-
gindr sind; was auch geometrisch evident ist.

Fir y = 0 gehen die beiden Biischel in Biischel von Beriihrungs-
kreisen (mit O als Berithrungspunkt) iiber.

§ 7. Kreispunkte und Minimalgeraden.

Wir gehen von Gleichung (2) aus und setzen sie in die homogene
Form

A2 492 + 2Bxz42Cyz+ D2 =0. (4=0).
Fir die Schnittpunkte des Kreises mit z = 0 ist
(21) 22492 =0 oder (x4 7y)(x —1y)=0;

sie sind also zugleich Schnittpunkte von g, mit den beiden imaginiren
Geraden

(21a) x+iy=0 und x—iy=0.

Da dies Resultat von den Konstanten 4, B, C, D unabhingig ist, geht

jeder Kreis durch dieselben (imagindren) Punkte von g.; sie heiBen

deshalb Kreispunkte. Sie sollen durch §,, und [, bezeichnet werden.
Die Gleichung des Paares der Kreispunkte lautet in Linienkoordi-

naten

(21Db) (0 — vi) (w+ ve) =u2+ 12 =0.

Ihre Koordinaten sind ndmlichx: y:2=1: —7:0undx:y:2=1:7:0;

die Gleichungen in Linienkoordinaten sind daher (S.60) # — v¢ =0

und # +v7=0, und dies ist die Behauptung. Wie der Ausdruck x2 42,

so bleibt auch #2 92 bei rechtwinkligen Koordinatentransformationen
invariant (S. 61).
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Die Kreispunkte . und [, gehoren auch den ausgearteten
Kreisen an, die dem Fall 4 = 0 entsprechen. Alsdann ist nimlich die
ganze Gerade g,, ein Teil des Kreises, also auch ., und J..

Die beiden imaginidren Geraden

x4+1iy=0 und x—iy=0

haben sehr eigenartige Eigenschaften.
1. Sind (%, ¥;) und (x,, ¥,) zwei Punkte einer von ihnen, so ist

% +ty; =0 und «x,+7y,=0,
und daraus folgt
Xy — X E 1Yy — Y1) =05 (% — 2)2 4+ (¥, — y)? =
Die linke Seite der letzten Gleichung stellt den Abstand der beiden
Punkte (x,, ;) und (x,, y,) dar; man gelangt also zu dem (zunichst
paradox erscheinenden) Resultat, daB irgend zwei Punkte einer solchen
Geraden den Abstand Null besitzen. Die gleichen Eigenschaften haben
die durch Parallelverschiebung aus ihnen entstehenden Geraden durch
den Punkt (e, .
(> ) x—oa4tily—p=0.

Alle diese Geraden heifen deshalb Minimalgeraden. Sie bilden ein
wichtiges Untersuchungsmittel vieler geometrischen Probleme.

2. Wie die Formel (14) von S. 42 unmittelbar zeigt, wird der
Winkel, den eine Minimalgerade mit sich selbst bildet (weil auch der
Nenner verschwindet), unbestimmt.

3. Jeder Nullkreis zerfillt in zwel Minimalgeraden entsprechend
der Gleichung

(x—o)P+(y—p=k—a—ily—f)-[x—a+i(y—pl=0

4. Ein jeder Kreis wird von den durch seinen Mittelpunkt gehenden
Minimalgeraden in den Punkien o und [, beriihvt. Hierbei ver-
stehen wir unter der Beriihrung einer Kurve K und einer Geraden ¢im
Punkte T (a,b) genau nach dem Verfahren in § 2 (S. 115) die Erschei-
nung, daBl das Gleichungssystem fir K und ¢ eine Doppellosung (a, )
besitzt, wobei der Punkt (,0) nicht etwa ein Doppelpunkt von K
ist. In unserem Falle haben die beiden (in homogenen Koordinaten
geschriebenen) Gleichungen

(x —az)?+ (y — p2) — 02 =0
und )
x—oaz4i(v—pf2)=0
als einzige Losung (Doppelldsung)
x:yrz=1:—1:0,
(x — a2’ + (y — f2)? — 0?22 =0
x—az—1i(y —f2) =0

ebenso

und



§ 8. Die Inversion am Kreis. 125

als einzige Losung

Die Geraden

x:y:z=1:1:0.

x—az+i(ly—p2=0
x—az—i(y—f2)=0
beriithren also den Kreis auf der unendlich fernen Geraden z = 0.
Hieraus folgt unmittelbar: Konzentrische Kreise beriithren einander in
den Kreispunkten.

5. Die in Kap. VII (S. 88) auftretenden Doppelstrahlen einer
orthogonalen Involution sind zwei Minimalgeraden. Die dort benutzten
Gleichungen N =0 und N’ = 0 stellen zueinander orthogonale Geraden
dar; nehmen wir sie zu Achsen ¥ = 0 und ¥ = 0, so gehen die dort be-
nutzten Gleichungen in (21a) iiber.

und

§ 8. Die Inversion am Kreis.
Liege ein Kreis vom Radius ¢ mit der Gleichung
22 + y2 = g2
vor, und seien P, P’ zwei Punkte auf einem durch O gehenden Halb-
strahl, fir die (Fig. 50)

(23) OP-OP’:y-;/’:QZ

ist, so heiBen P und P’ Spiegelbilder voneinander
fiir den Kreis!. Aus den Gleichungen

x:r=x":7 und y:r=9v:7

folgt Fig. 50.
JVQZ yQZ ) ngz y/QZ
(24) o = PRI L y = Ry YT prigyre VTR

Die durch diese Gleichungen vermittelte Beziehung zwischen den
Punkten P und P’ heiBt Inversion (Spiegelung) am Kreis oder auch
Transformation durch reziproke Radien.

Um die Eigenschaften dieser Transformation abzuleiten, nehmen
wir zweckmiBig 0 = 1 an, legen also den Einheitskreis als spiegelnden
Kreis zugrunde?; seine Gleichung sei (x2+v2% — 1 = 0. Dann gilt:

1. Jeder Punkt des spiegelnden Kreises entspricht sich selbst.

2. Die Gleichung irgendeines Kreises, also

(25) A +9?) + 2By +2Cy + D=0
verwandelt sich durch die Substitutionen (24) (fiir 902 = 1) in
(25a) A+2Bx +2Cy + D249 =0;

ein Kreis geht also in einen Kreis iiber. Deswegen nennt man diese
Transformation eine Kreisverwandischaft. Allgemeinere solche Trans-

1 Fiir die Bezeichnung vgl. S. 103, Anm. 1.
%2 Dies bedeutet nur die Festlegung der MaBeinheit.



126 IX. Der Kreis.

formationen entstehen dadurch, daB3 man hintereinander mehrere In-
versionen an verschiedenen Kreisen ausfithrt. Ist in (25) D =0, so
stellt (25a) eine Gerade dar; jedem Kreis durch O entspricht also eine
Gerade, und umgekehrt.

3. Jeder Kreis, der den Einheitskreis orthogonal schneidet, geht in
sich selbst diber. Denn fiir einen solchen Kreis folgt aus der Orthogo-
nalititsbedingung von S.119 4 = D; die Gleichung (25a) ist also mit
(25) identisch?.

4. Orthogonale Kreise K und K’ gehen bei der Spiegelung in ortho-
gonale Kreise {iber. Die Orthogonalitdtsbedingung lautete

2BB +2CC — (AD + DA’) =0;
sie ist in 4, A" und D, D’ symmetrisch. Nun geht aber die Gleichung
(25a) des gespiegelten Kreises aus der urspriinglichen Gleichung (25)
durch bloBle Vertauschung von 4 und D hervor, und daher bleibt die
vorstehende Gleichung auch fiir die Spiegelbilder von K und K’ erfiillt.

5. Allgemeiner folgt, daB die Bildkreise sich unter dem gleichen
Winkel schneiden wie die urspriinglichen Kreise. Fiir diesen Winkel
besteht, wenn 4, B, C, D und A4,, B,, C;, D, die Konstanten der Aus-
gangskreise sind, die Gleichung (16a), also

244,00 ,cos9 = 2BB; -+ 2CC, — (4D, -+ DA4,),
und fiir den Winkel ¢’ der Bildkreise gilt analog

2DD, o’ ¢jcos¢’ = 2BB, +2CC, — (AD, + DA,).
Nun ist aber, wie aus (3a) (S.113) folgt,

B2+ C? — AD — A% = D?¢'?,

also Do'= +4- Ao, D,0i=+4,0,, und daher cosg = 4 cosg’, also
@'=¢ oder ¢’ = — @. Und zwar ergibt sich leicht, da D und 4
gleiches resp. ungleiches Vorzeichen haben, je nachdem O auflerhalb
oder innerhalb des Kreises liegt. Haben also die beiden Kreise die
gleiche Lage zu O, dann ist ¢'= ¢, andernfalls ¢’=7 — ¢. In jedem
Falle bilden die Tangenten an die beiden Bildkreise in ihrem Schnitt-
punkte die gleichen Winkel wie die Tangenten an die urspriinglichen
Kreise in ihrem Schnittpunkte. Die Verwandtschaft heiflt deshalb win-
keltren. Insbesondere gehen also Kreise, die sich beriihren, wieder in sich
berithrende Kreise iiber.

6. Man {iiberzeugt sich geometrisch leicht, daf3 das Dreieck dreier
Punkte P,, P,, P,, und das Dreieck Py, P;, P; der Spiegelbilder um-
gekehrten Anordnungssinn besitzen; die Kreisverwandtschaft bewirkt
daher eine Umlegung der Figuren.

7. Jedem Punkt Po entspricht als Punkt P’ der Mittelpunkt O;
hier hort das eineindeutige Entsprechen auf. Diese Eigenschaft,

1 Fest bleiben nur die zwei Schnittpunkte mit dem Einheitskreis.
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nicht durchaus eineindeutig zu sein, ist charakteristisch fiir alle durch
algebraische Beziehungen vermittelte Transformationen, falls sie nicht
projektive Transformationen sind. Wenn sie, wie die vorliegende, 7m
allgemeinen eineindeutig sind und nur fiir die Punkte auf einzelnen
Kurven diese Eigenschaft verlieren, nennt man sie birationale Trans-
formationen, weil die Koordinaten entsprechender Punkte sich in diesem
Falle wechselseitig rational durcheinander ausdriicken lassen. Sie spielen
in der Theorie der hoheren Kurven eine sehr wichtige Rolle. Ein sehr
merkwiirdiger Satz besagt, dal man jede solche Transformation aus
Inversionen (etwa am Einheitskreis) und projektiven Transformationen
zusammensetzen kann.

Die Inversion am Kreis 146t sich durch einfache Apparate mecha-
nisch vermitteln. Folgendes sei vorangeschickt:

Die mechanisch wnmittelbar ausfithrbare Bewegung ist nur die
Drehung einer Stange um einen ihrer Endpunkte. Werden mehrere
Stangen so verbunden, daB jede einzelne an sich um die Endpunkte
(Gelenke) drehbar bleibt, so spricht man von einem Gelenkmechanismus.
Den einfachsten Fall solcher Mechanismen bildet ein Gelenkviereck;
man kann ein solches Viereck ABCD z. B. so bewegen, da AB fest-
gehalten wird, wihrend C und D auf den Kreisen um B und A laufen.

Ein Gelenkmechanismus, in dem zwei Punkte sich so bewegen,
daf die von dem einen beschriebene Kurve ein Spiegelbild der anderen
Kurve fiir einen gewissen Kreis ist, heit Inversor.

Zwei einfache Inversoren sind die folgenden:

1. Der Inversor von PrAUcCELLIER. In Fig. 51 ist OBC ein
gleichschenkliges Dreieck und ABCA’ ein Rhombus!. Der Punkt O
ist fest; die Stangen sind in
den gemeinsamen Endpunkten
gelenkig verbunden. In allen
moglichen Lagen bleiben aber
die Punkte O, 4 und A’ auf
einer zu BC senkrechten Ge-
raden; ferner sind durch die
Lage von A die Lagen der
iibrigen Punkte bestimmt (zwangliufige Bewegung). Nun ist

04 =0F — AE, O0A"=O0E + AE,

also
0A-04" = OFE? — AE?* = OB%2 — A B? = const = 02,

es sind also 4 und A’ Spiegelbilder gegen einen Kreis um O vom Radius @.
Beschreibt A eine Kurve, so beschreibt 4’ die inverse. Man kann die
Bewegung von 4 mit der Hand (innerhalb eines gewissen Bereichs) be-
liebig beeinflussen.

! Der Punkt O’ und die Stange 0’4 bleiben zunichst auBer Betracht.
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2. Der Hartsche Inversor ist ein Gelenkviereck besonderer Art.
Er entsteht aus einem Parallelogramm ABCD in der Weise, da3 man
das Dreieck ABC um die Diagonale AC umschligt, so daBl das Anti-
parallelogramm von Fig. 52 entsteht. Ist %# die Hohe des Trapezes
ACBD, ist ferner AD = BC = a,
AB = CD = b, so hat man

AC =702 — h* + Va2 — B2,

BP =}t — 12 — Ya* — 12,
also
AC - DB = b2 — g2 = const.

Nun sei OPP'Q eine Parallele zwischen AC und BD, so ist 0P’ = P(Q.
Setzt man nun 40:0D: AD = j:u: (1 + u), so wird

OP:DB=ji:(A+pu). PQ:AC=pu:(A+ u,

A ’

also
OP.0OP :AC-DB = Ap: (L + p?,

und demnach schlieBlich, fallsO auf AD fest, also 4 : ¢ eine Konstante ist,
OP.0P = (12 — a®)Au: (1 + u)? = const = p2.

Die Punkte P und P’ sind also wieder Spiegelbilder fiir den Kreis um O
mit dem Radius ¢. Eine zwangliufige Bewegung ist so méglich, daB
O fest bleibt, also AD sich um O dreht, wahrend zugleich P eine vor-
gegebene Kurve (stiickweise) beschreibt.

Man benutzt die Inversoren insbesondere zu Geradfihrungen, d. h.
so, daB sich ein gewisser Punkt auf einer Geraden bewegt. Wie man
dies bewirken kann, zeigt Fig. 51. Das neue Gelenkstiick 0’4 dient
dazu; O’ ist ein fester Punkt des Materials, und 0’0 = 0'4. Es mufl
daher A bestindig auf dem Kreis bleiben, der durch O geht, und daher
lauft A’ auf einer Geraden.



Zehntes Kapitel
Ellipse, Hyperbel, Parabel.

Ellipse und Hyperbel in der S. 18 angenommenen Lage zum Ko-
ordinatensystem zerfallen durch die Koordinatenachsen in vier sym-
metrische Kurvenzweige ; wir kénnen davon in der Weise Nutzen ziehen,
daB wir die geometrische Betrachtung gelegentlich auf den Kurvenzweig
des ersten Quadranten beschrinken. Da die Parabel in der S. 15 an-
genommenen Lage nur fiir positives x reelle Punkte hat und die x-Achse
als Symmetrieachse besitzt, ist dies auch fiir die Parabel zuldssig. Ab-
kiirzend bezeichnen wir die drei Kurven durch E,, H,, P,.

§ 1. Die Direktrix.

Sei (v,y) ein Punkt einer Ellipse; gemiB vorstehender Festsetzung
soll x>0, y > 0 sein. Man hat dann (S. 16)

i—ri=4cx, 1, +r,=2a

und erhilt durch Division

c c
71——7’2227-?6:2376, €=,
also weiter

(1) n=a-+ex, ¥,=a—ex.
Fiir die Hyperbel ergibt sich analog

7y — ¥y = 2a, 71+72=2—2—x:26x,
also

(1a) n=ex+a, r,=ex—a.

Die hier eingefithrte GroBe e heiBt numerische Exzentrizitit, ¢ die
linearel. Fir die E, ist e << 1, fir die H, ist ¢ > 1.
Aus den Gleichungen (1) folgt fiir die E, weiter

(2) 71=e<x—}—%), 72:(3(%——95).

1 Da ¢ eine Strecke ist und e das Verhiltnis zweier Strecken.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 9
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Seien nun (Fig. 53) D; und D, die Punkte der x-Achse, fir die
(3) D,0O=0D,=a:e=1

ist, d, und d, die in ihnen errichteten Normalen auf der x-Achse und
L,P, L,P die von P auf sie gefillten Lote, so wandeln sich die Glei-
chungen (2) in

4 P 2z
» r Lz (4) F,P:L,P=¢, F,P:L,P=c¢,

P 4,/%1/ /,_-\\lz 2 und das ist genau die Eigenschaft, von

! [ “ der wir in Kap. III (S. 20) ausgingen.
Wegen e <1 ist [ > a, also liegt der
Scheitel 4, zwischen O und D,.

Fig. 3. Fiir die Hyperbel haben wir ebenso
(2a) 71:e<x—}—el), rzze(x—%),

und wenn wir wieder die Punkte D, und D, gemiB (3) bestimmen und
in ihnen die Normalen d, und d, auf der x-Achse errichten, so ergeben
sich ebenfalls die Gleichungen (4). Hier ist aber ¢> 1, also auch
! < a, und daher liegt D, zwischen O und A,. Also folgt:

Ellipse und Hyperbel bilden den geometrischen Ort esnes Punktes, dessen
Abstinde von einem festen Punki (Bremmpunkt) und einer festen Geraden
(Direktriz, Leitlinie) etn konstantes Verhiltnis e besttzen. Fiir ¢ <1 ist
der Ort eine Ellipse, fir e > 1 eine Hyperbel. Jedem der beiden Brenmn-
punkte entspricht eime Direkivix.

Auch bei dieser Definition erscheint die Parabel als Grenzfall zwischen Ellipse
und Hyperbel. Ein rein geometrischer Grund fiur diese Stellung ist der, daB alle
drei Kurven aus einem Rotationskegel durch Ebenen herausgeschnitten werden.
Darauf beruht ihre gemeinsame Definitionsméglichkeit und der gemeinsame Name
Kegelschnitte. Die E, entsteht, wenn die Ebene keiner Kegelkante parallel ist;
sie schneidet dann nur eine Kegelhilfte; die H,, wenn sie zu zwei Kegelkanten
parallel ist und also beide Kegelh#lften schneidet; die P, endlich, wenn sie nur
einer Kegelkante parallel ist, sie schneidet dann auch nur eine Kegelhilfte. Alle
drei Kurven entstehen also, wenn ein Kreis von einem Punkt aus auf eine Ebene
projiziert wird. Spidter werden wir leicht einsehen, daf umgekehrt jede Pro-
jektion des Kreises von einem Punkt P aus auf eine nicht durch P gehende Ebene
eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ergibt.

Man priife im AnschluB hieran, welche Kurve der Schatten einer Turm-
spitze an verschiedenen Orten der Erde beschreibt.

§ 2. Die Tangente.

Eine Gerade g sei als Verbindungslinie zweier Punkte (&, 7,) und
(&5, m,) gegeben. Ihre Punkte stellen wir, wie bei der analogen Kreis-
betrachtung (Kap. IX, §2), durch

& —ué M —
(5) FE=S— s Y=o
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dar; E, und H, kénnen gemeinsam durch

1
@

(6) A2+ By2=1; A= B'—*i—;‘z
ausgedriickt werden. Fiir die Punkte P’, P”, die sie mit der Geraden g
gemein haben, erhalten wir aus (5) und (6) die in # quadratische Gleichung

A& — u&)2 + Bn, — pyp)2 — (1 — u)2 =0,

deren Wurzeln @' und #” durch (5) die Punkte P’,P" liefern. Setzen
wir die vorstehende Gleichung in die Form

(7) Ly>—2Mup+ N =0,
so ist

L=AEZ+Byi—1, N=A&+ By —1, M=A&& + By, —1.

Wie beim Kreis (S. 115) suchen wir die Bedingung, unter der die
Gerade g Tangente in (§,,%,) wird. Lassen wir (&,,7n,) auf die Kurve
fallen, so ist N = 0, eine der Wurzeln g’ und p” ist Null; es sei 4’ = 0,
so daB P’ mit (£, n;) zusammenfillt. Soll die Gerade zur Tangente in
(&1, m,) werden, so muB auch p”= 0 sein, also auch M = 0; die dafiir
nétige Bedingung ist also:

A& &+ By, —1=0.
Als Gleichung der Tangente in (&, ;) in variablem x,y erhalten wir somit
(8) A& x + Byyy —1=0.
Die Gleichung des durch einen beliebigen Punkt (£, %,) gehenden
Tangentenpaares wird wieder, analog zum Kreis (S.116), durch
LN — M? = 0 dargestellt. p’

Gleichung (8) fithrt zu einer einfachen
Konstruktion der Tangente (Fig. 54). Sei T ihr
Schnitt mit der #-Achse und OT = x,, 0Q; = &;;
aus (8) folgt dann Ay 0 14, |4 7

§1%y =a*; d.h. 0Q-OT = A,0-04,,
die Paare 4y, A, und Q,, T sind also harmo-
nische Paare (S. 68). Dies gilt fir die E, wie Fig. 54.
fir die H,; bei der E, liegt Q, zwischen 4, und
Ay, bei der H, ist es 7. Damit ist T bestimmt. Die samtlichen Paare Q;, T’
bilden also eine Involution mit 4, und 4, als Doppelpunkten. Fir & == ¢ wird
%y = a%:¢ =1, fir den Brennpunkt F, ist also D, der zugehérige Punkt T,
ebenso D, fur F,.

Die Lage von T ist von b unabhingig, sie hingt nur von Q, ab, ist also fiir
alle Ellipsen mit derselben Achse 2a dieselbe. Wenn man daher den Kreis itber
2a als Durchmesser zeichnet, so geht die Kreistangente in dem Punkt P’, der ‘51
als Abszisse hat, ebenfalls durch 7. In dieser Weise 148t sich T gewinnen. Die
Unabhangigkeit des Punktes 7" von b hingt damit zusammen, daB bei der Affini-
tat (s. S. 35, Bsp.) M=%, 9 =oy

eine Ellipse mit den Achsen 24 und 20 in eine Ellipse mit den Achsen 2a
und 2¢.b tibergeht. Bei der Affinitat bleiben aber alle Punkte der x-Achse fest.

v

9*
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Ferner gehen die Tangenten an eine Kurve wieder in die Tangenten der affinen
Kurve tiber. Also bleibt T der Schnittpunkt der Tangente in P, mit der x-Achse
fest und ist auch ein Punkt der Tangente in dem entsprechenden Punkt der
affinen Kurve.

Aus Gleichung (8) gewinnen wir in einfacher Weise die Gleichung
von Ellipse und Hyperbel in Lintenkoordinaten, d.h. die Gleichung, der
die Linienkoordinaten der Tangente an der Kurve geniigen. Fiir die
Linienkoordinaten » und v der Tangente erhalten wir (S. 57)

u
u=—4&, v=—By; &= —g M= “1%~
Nun besteht aber fiir den Punkt (&, %,) die Gleichung (6); setzt man
die vorstehenden Werte in sie ein, so gilt die so entstehende Gleichung

2 2
9) GtE—1=0

fur jede Tangente und ¢st daher die gesuchte Gleichung.

Man kann von (9) auf dualem Weg zu (6) zuriickgelangen [durch
die Frage nach den Punkten, fiir die die beiden durch sie gehenden
(9) gentigenden Strahlen (u,v) zusammenfallen]. So folgt zugleich, daB
der Gleichung (9) nur von den Tangenten der E, und H, geniigt wird.

Als Gleichung der Parabeltangente im Punkte (&,,%,) erhalten wir
nach der gleichen Methode

(10) yij,—plx+ &) =0
In (7) ist nadmlich in diesem Fall
N=7ﬁ——21>51, Mzmnz—ﬁ(fﬁfl), L=n3—273§z;

aus M = 0 folgt die vorstehende Gleichung.

Zu den Tangenten der P, gehért auch die Gerade g.. Um das
nachzuweisen, gehen wir zu homogenen Koordinaten iiber; die P,-
Gleichung wird Y — 2pxz=0.

Gemall S. 124 sind also x = 0 und z = 0 Tangenten der P,, und es
liegen ihre Berithrungspunkte auf y = 0.

Bei der Parabel bestimmt sich der Punkt T durch die
Gleichung %, + &, = 0. Die Punkte Q; und T bilden also
wieder mit den Punkten O und Ps als Doppelpunkten
eine Involution. Ist (Fig.55) LP; das Lot von P, auf
die Direktrix, so hat man

7 |ONF 4y x FP,=LP,=p2+&=T0+p/2=TF,

es ist also TLP,F ein Rhombus. Wir erhalten folgende
a Satze: 1. die Tangente bildet mit FP; und LP; gleiche
Winkel; 2. die Diagonalen FL und TP; schneiden sich
auf der y-Achse (der Scheiteltangente) senkrecht; was man
auch folgendermaBen ausspricht: 3. der FuBpunkt  des vom Brennpunkt auf die
Tangente gefillten Lotes liegt stets auf der Scheiteltangente; 4. der FuBpunkt Q ist
die Mitte des Lotes vom Scheitel auf das Lot P;L von P, auf die Scheiteltangente.

4

Fig. 55.
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Der Scheitel O liegt in der Mitte zwischen dem Schnittpunkte T der Achse mit
der Tangente in P; und dem Lote von P, auf die Achse. Der Satz 4 gibt die ein-
fachste Konstruktion der Tangente an die Parabel zu P;, falls der Scheitel und
die Scheiteltangente gegeben ist.

Ist 7 der Winkel der P,-Tangente mit der x-Achse, so folgt aus (10)
m=tgr=1p:y, also y = pctgr.
Ferner ist 2&;: %, =n,:p = ctgr, und daher 148t sich (10) in
y = xtgr + Lpctgr
iiberfithren. Denken wir uns eine zweite Tangente, die zu der eben
betrachteten normal ist (r; =7 —+ 7), so lautet ihre Gleichung
y = —xctgr — Lptgr.
Fir den Schnittpunkt beider Tangenten bestehen beide Gleichungen,
also auch jede aus ihnen hervorgehende. Durch Subtraktion folgt
0= (x4 3p)(tgr + ctgr) oder O0=2x-F 1p,

dieser Gleichung gentigt daher der Schnittpunkt. Die Schnittpunkte
senkrechter Tangentenpaare erfiillen mithin die Direktrix.

§ 3. Die Brennpunkte.

Wir kehren zu Ellipse und Hyperbel zuriick und fillen von O
und von den Brennpunkten Lote auf die Tangente (Fig. 56). Das Lot
von O sei §, die Lote von F, und F, seien F; T, = ¢; und F, T, = §,.
Um sie zu berechnen, haben wir die Tangenten-
gleichung in ihre Normalform zu setzen; es
wird erreicht, indem wir Gleichung (8) mit
0 multiplizieren!. Wir erhalten also fiir die
Tangente im Punkte (£, 7)

(1) Ny ="Lo12s - os=0.

Nun haben die Koordinaten von F, und F, die Werte —¢, 0 und ¢, 0;
gemdB S. 27 erhalten wir also firr §; und 4§, die Werte

o =N(—00) =~ 2(¢+¢),

8, = N(c, 0) :—;g—g
Dies gilt gemeinsam fiir £, und H,. Fiir die E, folgt hieraus gemif (2)
(11a) B1:0, =1r,:7,.
Bezeichnen wir »; und 7, als Bremnstrahlen, so folgt: Die Ellipsen-
tangente t, bildet mit den beiden Brennstrahlen gleiche Winkel. Sie halbiert

1 Die Normalform mu3 — & als absolutes Glied haben,
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die Nebenwinkel des Winkels I, PF,, da F; und F, auf derselben Seite
der Tangente liegen.

Fir die H, folgt ebenso gemil (2a)
(11b) —~ 0,10, =7 :7,.
Bei der H, haben also die Lote entgegengesetztes Zeichen. Im Gegen-
satz zur E; liegen daher I, und F, auf verschiedenen Seiten der Tangente;
die Hyperbeltangente t, halbiert den von den Bremnstrahlen gebildeten
Winkel F,PF, selbst.

Aus den vorstehenden Satzen 1483t sich eine physikalische Folgerung ziehen.
Wir denken uns die Ellipse als eine spiegelnde Kurve, und es mégen von F,
Strahlen (z. B. Licht oder Wiarme) ausgehen, so wird jeder von F; auf einen
Ellipsenpunkt P auffallende Strahl nach F, gespiegelt; alle von F, ausgehenden
Strahlen vereinigen sich also in F,. Dies begriindet fur F, und F, die Bezeich-
nung ,,Brennpunkte’’. Bei der Parabel liegt ¥, im Unendlichen, es werden also
die von F, ausgehenden Strahlen samtlich parallel zur Achse gespiegelt und um-
gekehrt. Darauf beruht insbesondere die Verwendung der parabolischen Spiegel
fir Fernrohre und Scheinwerfer.

Es mag geniigen, bei der Ableitung einiger weiterer Eigenschaften
von Ellipse und Hyperbel nur die E, in Betracht zu ziehen.

1. Werde in Fig. 56 F, T, iiber T, hinaus und F, P iiber P hinaus
verlingert bis zum Schnitt G,, so ist F,PG, gleichschenklig und
Fo,T, = T,G,. Essind also O und T, die Mitten von F,F, und F,G,,
und daher ist

OT, = }(FyP + PGy) = 4(r, + 1) = a.

Die FuBpunkte der Lote, die man von einem Brennpunkt der Ellipse
{oder Hyperbel) auf ihre Tangenten fillen kann, erfiillen also den
Kreis um O vom Radius a, der wegen dieser Eigenschaft auch Fup-
punktekreis genannt wird. Bei der Parabel artet er, wie wir in § 2
sahen, in die Scheiteltangente aus.

2. Aus der Normalgleichung (11) der Tangente folgt, wenn & den
Winkel der Normalen 0 gegen die x-Achse bedeutet

é é
——gzcosoc, also ~§-=acosoc,
[75 a

) . é .
—bZ—:smoc, also -bﬂzbsmoc,

woraus sich weiter
02 = a?cos?x -+ b2sinZa

ergibt. Wir denken uns eine zweite Tangente, die auf der Tangente
in P normal ist; ist 8’ das von O auf sie gefillte Lot, so ist
0% = a2sin2x + b2 cosZor,
und es folgt durch Addition
02+ &% = a® + b2.
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Ist S der Schnittpunkt beider Tangenten, so findet sich
052 =8+ &2 =a? + b2 = const ;

die Schnittpunkte S aller rechtwinkligen Tangentenpaare einer E,
(oder H,) erfillen also einen Kreis um O vom Radius 1/42 -+ 5% oder

(]/“a2 — b2) .

Fir die Parabel artet dieser Kreis nach § 2 in die Direktrix aus.

§ 4. Konfokale Kegelschnitte.

Es gibt unendlich viele Ellipsen und Hyperbeln mit denselben
Brennpunkten F, und F,. Jeder Punkt P der Ebene bestimmt mit
F, und F, je einen Wert von

PF, + PF, und PF, — PF,,

{(s. Kap. I1I, § 2), und diesen Werten entspricht sowohl eine durch P
gehende E,, wie eine durch P gehende H, mit den gegebenen Brenn-
punkten (konfokale Ellipsen und Hyperbeln). Nach § 3 halbiert die
Hyperbeltangentein P den Winkel FF; PF,und die Ellipsentangente seinen
Nebenwinkel ; beide Tangenten stehen daher aufeinander senkrecht, d.h.:

Konfokale EUipsen und Hyperbeln schneiden
sich diberall senkrecht (Fig. 57). K%
&0 5

Sind 2 und b die Halbachsen einer einzelnen
Ellipse, @, und b, die einer zweiten, so hat
man ¢2 = a? — b2 = & — b}; wir konnen also

@ — a2 =0b— b =1

setzen, und wenn wir ¢ und b festhalten und
A als variablen Parameter einfithren, so stellen
@ = a® -+ und & = b2 4 1 die Halbachsenquadrate aller E, der Schar
von konfokalen Kegelschnitten dar; in

Fig. 57.

}‘72 2

y _
(12) Fri Ty —1=0

hat man also die Gleichung aller konfokalen E,. Allen Werten 1, fiir
die 42+ 1> 0 ist, entspricht eine E,; die simtlichen E, gehoren
also zu den Werten oo > 1 > — b2,

Die Gleichung (12) stellt aber auch die siamtlichen konfokalen H,
dar, und zwar fir die Werte —b52> 1> —a2; denn dann ist
@+ l=a;>0, BB+ 1=—-b0<0, g+ =a2—b2=c2 Fir die
Werte — a2 > 1 > — oo stellt die Gleichung (12) nur noch imaginire
Ellipsen dar. Fiir die Werte A = — 5% und 1 = — a2 ergibt sich je eine
doppeltzihlende Gerade; fir 1 = — b2 ist es 2 =0, fir 1 = —a? ist
es 2= 0. Die Bedeutung dieser Grenzfille erkennen wir genauer,
wenn wir die Gestaltinderung verfolgen, die den Ubergang des Para-
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meters 1 von -+ oo bis — oo begleitet. Fiir groBles 1 sind auch die
Achsen der Ellipsen sehr grofl; nahert sich 1 dem Wert —52, so zieht
sich die E, allmihlich auf das Stiick F, F, der x-Achse zusammen. Das
komplementidre Stiick der x-Achse bildet zugleich den Grenzfall der
Hyperbeln?!, wenn sich 1 von unten her dem Wert — 42 nihert. Bewegt
sich 4 von —b?% zu —a?, so entfernen sich die Zweige der H, mehr und
mehr von der x-Achse und gehen allmihlich von beiden Seiten in die
y-Achse iiber (vgl. auch die Betrachtung der Grenzfille in Kap. III § 2).

Zu weiterer Einsicht fithrt der Ubergang zu Linienkoordinaten.
Wir fassen also die Kurven als Tangentengebilde auf; fiir ihre Gleichung
ergibt sich aus (12) gemiB S. 132
(13) w(a + ) + 22+ 1) —1=0.
Sie stellt wiederum die sdmtlichen E, und H, in #,v-Koordinaten dar.
Sie ist in A vom ersten Grade und liefert fiir gegebenes u,v nur einen
zugehorigen Wert 1 (lineare Kurvenschar). Man folgert daraus, daB
es nur etne Kurve der Schar gibt, die eine gegebene Gerade als Tangente
hat, wihrend durch jeden Punkt zwei Kurven der Schar gehen.

Den Werten A = —b% und 1 = —a? entsprechen hier die Gleichungen

ut(a® — b2)=1 und 2(0® — a?) =1.
Die erste 148t sich in die Form (#¢ + 1) (#c — 1) = 0 setzen; das ihr
entsprechende Tangentengebilde ist also durch
1

1
= —— und U = —
c +0

gegeben. Es artet in zwei Strahlenbiischel aus; der Scheitel des einen
ist F,, der des anderen F,. In diese Biischel spaltet sich also die Ge-

samtheit der Ellipsentangenten im Grenzfall 1 = —52%; und dasselbe
gilt fiir die in die x-Achse ausartende H,.
Der Wert 4 = —a? liefert die Gleichung v2¢2 + 1 = 0 oder in

homogener Schreibweise v2¢? 4 w?= 0. Dieser Gleichung geniigt nur
eine reelle Gerade, nimlich die Gerade v = w = 0, d. h. die y-Achse.
Im iibrigen geniigen der Gleichung alle (imaginiren) Gerade, die
durch die Punkte mit den Koordinaten % =0, y = 44¢ hindurch-
gehen. Man kann diese, auf der y-Achse gelegenen Punkte auch als
die imaginiren Brennpunkte der Kurven der Schar auffassen.

Die konfokalen E, und H, sind (S.13) zwei orthogonale Kurvenscharen,
die zur Koordinatenbestimmung benutzt werden konnen. Die einer jeden Kurve
zugehorigen Zahlenwerte sind die Werte von 4, und jedem Punkt (x, ) ent-
sprechen die Werte 4, und 4, als Koordinaten, die fiir diese », y Wurzeln von (12)
sind (elliptische Koovdinaten).

Riickt der Punkt F, ins Unendliche, so gehen die £, wie die H, in konfokale
Parabeln iiber. Durch jeden Punkt gehen zwei dieser P,. Fiir den Brennpunkt Fy
als Anfangspunkt nimmt die Gleichung aller dieser Parabeln die Form

y2—2ix—~12=0

1 Dies ist in Fig. 57 durch die Liicken bei F; und F, angedeutet worden.
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an; . bedeutet hier geometrisch (S.28) den Parameter p. Fiir die Wurzeln 1,
und 4,, die den beiden durch einen Punkt (¥, y) gehenden Parabeln entsprechen,
bestehen die Gleichungen

Mo hy=—2x, Iih=—»%
aus denen das senkrechte Schneiden der Parabeltangenten in (x, y) nach S.133 ge-

folgert werden kann. Da 4; und 4, verschiedenes Vorzeichen besitzen, so &ffnet
sich die eine P, nach der positiven, die andere nach der negativen x-Achse.

§ 5. Konjugierte Durchmesser.
Den Gleichungen
(14) ek —1—0
a? - b2 -

gentigen je vier Punkte (x,v), (x,—v), (—x,v), (—=x, —y) zugleich. Die
Achsen erkannten wir daher als Symumetrieachsen; wir konnen dies
auch so aussprechen, dafl die Mittelpunkte der Sehnen, die zur einen
Achse. parallel sind, in die andere Achse fallen. Als Ort der Mitten
paralleler Sehnen heiflen die Achsen Durchmesser; insbesondere kon-
jugierte Durchmesser, insofern jeder die Sehnen halbiert, die dem
anderen parallel sind. Eine weitere aus der Gleichungsform (14) un-
mittelbar flieBende Folgerung ist die, dal die Geraden % = +a und
bei der Ellipse auch y = 4-b die Scheiteltangenten sind; es sind also
die Tangenten in den Endpunkten des einen dieser beiden konjugierten
Durchmesser dem anderen parallel.

Es fragt sich, ob es noch andere durch das Zentrum O gehende
Paare von konjugierten Durchmessern gibt, deren jeder also die Sehnen

H
2 4

NG G x

N

Fig. 58. Fig. 59.

halbiert, die dem anderen parallel sind. Ist es der Fall, und wird ein
solches Paar als (schiefwinkelige) X- und Y-Achse gewihlt, so gehéren
wiederum je vier Punkte

X, Y, X -Y), (-X,Y), (X, -Y)

der E, oder H, zugleich an, und die Kurvengleichung wird auch fiir
die X- und Y-Achse die Form

X2 Y?
(15) A—zi‘sz—1-—“0

besitzen. Es folgt auch wieder, daBl die Tangenten in den Endpunkten
des einen Durchmessers dem anderen parallel sind (Fig. 58, 59).
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Zwischen den x,y-Koordinaten und den X, Y-Koordinaten bestehen
die Formeln (13a) von S. 29, also

% =Xcosa + Ycosfi, y=Xsina+ Ysing,
wo & = (xX) und f = (xY) ist. Setzen wir dies in (14) ein, so sei
(152) LX? L 2MXY + NY2 =1

die so entstehende Gleichung; es ist dann

2 in2 2 2
chisgjismz({s N_cos/)’ smﬂ’
a b

(16) cosax - cosf |, sina -sinf

M = 2 + B2 .
Damit sich eine Gleichung der Form (15) einstellt, mul M = 0 sein, also

2

(17) cosoccosp’j:sm:x sin g —0 oder tga-tgf— :F‘%;

das obere Zeichen gilt fiir die F,, das untere fiir die H,. Je 2wei Achsen,
deren Richtungen dieser Gleichung entsprechen, liefern ein Paar konju-
gierter Durchmesser.

Die Gleichung (17) stimmt mit der Gleichung (17) von S. 76 {iber-
ein, wenn wir die x-Achse als den dort auftretenden Strahl m nehmen;
daher bilden alle Paare konjugierter Durchmesser eine Involution von
Strahlenpaaren. Bei der E, ist tga-tgf << 0; der eine der beiden
Winkel «, § ist also spitz, der andere stumpf (Fig. 58), die Involution
ist elliptisch. Bei der H, ist tga - tgf > 0, die Winkel &, £ sind ent-
weder beide spitz oder beide stumpf (Fig. 59); die Involution ist also
hyperbolisch'. Es treten daher auch zwei reelle Doppelstrahlen der In-
volution auf, also zwei Durchmesser, die sich selbst konjugiert sind.

Sie entsprechen den Werten
b? b
(18) te’y =5, gy ==L

a

jedes Paar konjugierter Durchmesser wird durch diese Doppelstrahlen
voneinander getrennt und liegt zu ihnen harmonisch (S. 83). Die
Hauptachsen bilden das in der Involution gemaB S. 87 vorhandene
orthogonale Paar. Weiter folgt, dall zwei verschiedene konjugierte
Durchmesserpaare bei der E, einander trennen; bei der H, trennen
sie sich nicht.

Fur die Ellipse 148t sich ein Paar konjugierter Durchmesser im Anschluf
an die Erzeugung der Ellipse von S. 23 folgendermaflen konstruieren. Seien
(Fig. 58) (&;,%,) und (&, %,) die Punkte G und H, also OG = 4, OH = B. Dann
ist zunéchst
(19) & =Acosx, = Asinx, &, = Bcosf, #,= Bsinf,
Gleichung (17) wandelt sich also in

(20) é‘_}é + ’71’72

=0.

1 Hier ist der Ursprung der Bezeichnung.
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Nun folgt aus den Gleichungen (23) von S. 23

(20a) & =acosg;, #u=>bsing,, Ey =acosg,, ny,=>bsing,,

und damit geht (20) fir den Fall der Ellipse in

(20D) cos (@ —1) =0, qy— @y =o4x

uber. Sind also G’ und H’ die Kreispunkte, die (S. 23) den Punkten G und H
entsprechen, so ist O0G’ | OH’. Damit ist ein einfaches Mittel gewonnen, um
fiir eine gezeichnet vorliegende E, Paare konjugierter Durchmesser zu konstruieren.
Sie entsprechen affin (S. 34) zwei senkrechten Kreisdurchmessern.

Die Eigenschaften der Durchmesser miissen auf die Parabel, als
Grenzfall von E, und H,, in gewisser Weise iibergehen. Wir kniipfen
daran an, daB die Tangente im Endpunkt eines Durchmessers den
von ihm halbierten Sehnen parallel ist. Da beim Grenziibergang zur
Parabel der Mittelpunkt auf der x-Achse ins Unendliche riickt, werden
die Durchmesser simtlich zur x-Achse parallel werden. Jeder einzelne
Durchmesser schneidet die Parabel noch in einem im Endlichen ge-
legenen Punkte, und es ist zu erwarten, daBl die Tangente in ihm den
von diesen Durchmesser halbierten Sehnen wiederum parallel ist.
Wihlen wir also den Durchmesser als X-Achse, seinen Schnittpunkt
mit der P, als Anfangspunkt und die Tangente in ihm als Y-Achse,
so wird voraussichtlich die Parabelgleichung in

Y2 — 26X =0
iibergehen. Dies wollen wir nun erweisen.
Die Gleichung y2 — 2px = 0 transformieren wir zunichst auf neue
x',v'-Achsen, die den x,y-Achsen parallel sind; ihr Anfangspunkt O’
sei (Fig. 60) ein Punkt (£,%) der Parabel, so daB
7% — 2$& = 0 ist. Die Transformationsgleichungen
x=A4& y=y -+
fithren demgemiB die Parabelgleichung in
Y2+ 29y —2px =0

ilber. Jetzt gehen wir zu neuen X, Y-Achsen durch
O’ iiber ; die X-Achse soll mit der 4’-Achse zusammen-

fallen, so daB < (x'X) = 0 ist, die Y-Achse bleibe zunichst beliebig.
Setzen wir < (x'Y) = f3, so lauten die neuen Transformationsgleichungen

(21) ¥ =X+ Ycosf, 9y =7Ysing;, Y)=2p;
sie verwandeln die vorstehende Gleichung in
Y2sin2f 4+ 2Y (ysinf — pcosf) — 2pX = 0.
Wird nun § so bestimmt, daB
nsinff — pcosf =0, tgf 25
ist, so ergibt sich die Gleichung
(21a) Y2sin?f — 29X = 0;

Fig. 60.
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ferner ist gemiaB S.133 f =7, d. h.,, die Y-Achse fillt in der Tat in
die Tangente von O’. Also folgt: 1. Jede Schar paralleler Sehnen der
Parabel wivd durch einen (zur Sehnenrichtung konjugierten) Durchmesser
halbiert; 2. die Tangente im Endpunkte eines Durchmessers ist den von
thm halbierten Sehmen parallel; 3. alle Durchmesser sind zueinander und
zur Achse parallel.

§ 6. Die Asymptoten der Hyperbel.

Die fiir die Hyperbel in § 5 gefundenen Doppelstrahlen der In-
volution der konjugierten Durchmesser (S.138) sind als Tangenten der
H, wn thren unendlich fernen Punkten (Asymptoten) anzusehen; es sind
die Geraden mit den Gleichungen (Fig. 61)

, rF_ Y K2 v
A (22) 2 5= 0 und L Ty =0
) Machen wir ndmlich Gleichung (14) homogen, so
L 7 lautet sie
7 M & AN x LAYE Yy 2
G ) e o,
£ woraus sich unmittelbar ergibt, daf8 die Geraden
Fig. 61. ¥
a ' b 0

je nur einen (doppelt zu zdhlenden) Punkt mit der Hyperbel gemeinsam
haben, niamlich Xiyiz=-a:b:0.

Dieser SchluB ist ebenso auf die homogene Form der Gleichung (15)
anwendbar; auch fiir sie stellen also

X Y X Y
?1——‘*35:0 und A’*—[‘*B*—O

(224a)
die beiden Asymptoten darl.

Die Aussagen tber konjugierte Durchmesser als Ort der Mitten
paralleler Sehnen lassen sich auf das als quadratische Kurve aui-
gefaite Asymptotenpaar iibertragen. Das Asymptotenpaar (22) wird

durch
x 2 2
(23) = =0

dargestellt. Hyperbelgleichung und Asymptotengleichung unterscheiden
sich also nur durch den Wert des konstanten Gliedes, und dies geht
in die Schlilsse von § 5 nicht ein. Konjugierte Durchmesser der Hyperbel
sind also zugleich konjugierte Durchmesser des Asymptotenpaares und
umgekehrt. Hieraus folgt: 1. Auf jeder Sehne sind die beiden Abschnitte
zwischen der H, und den beiden Asymptoten einander gleich; 2. das

1 Fir die E, sind die unendlich fernen Punkte und die Tangenten in ihnen,
wie beim Kreis, imaginér.
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zwischen den Asymptoten liegende Stiick einer H,-Tangente wird im
Berithrungspunkt halbiert (Fig. 62).

Die Hy-Gleichung nimmt fiir die Asymptoten als X, Y-Achsen eine
besonders einfache Form an. Die Transformationsgleichungen (13a)
(S. 29) lauten diesmal, wegen o =—y, fi =7,

%= Xcosy + Ycosy, y=—Xsiny + Ysiny.

Der so aus (14) entstehenden Gleichung geben wir
wieder die Form
LX? 4+ 2MXY +NY2=1
oder homogen geschrieben
LX2+2MXY 4+ NY?2 =22,

Nun haben die X- und Y-Achsen nur ihren unendlich fernen Punkt
mit der H, gemein, d.h. aus X =0 oder aus Y =0 soll stets Z =0
folgen, daher ist L =0 und N = 0, wihrend sich fir M — wegen
tgy =b:a — der Wert

__cos?y | sinfy 2
M= a2 e a4 b?
ergibt. Die Hyperbelgleichung erhilt also die Form
(24) 4XY = a? + b2.

Aus tgy = b:a folgt noch sin 2y = 2ab: (a® + b?); daher kann die
Gleichung in

(244a) 2XYsin2y = ab

iibergefithrt werden, mit 27 als Asymptotenwinkel. Sie hat eine ein-
fache geometrische Bedeutung. Zieht man namlich (Fig. 62) durch einen
ihrer Punkte P (X,Y) eine Tangente, so schneidet sie (dem obigen Satz 2
gemiB) auf den Asymptoten zwei Stiicke 04’ =2 X und OB’ =2Y
ab. Die linke Seite stellt daher den Inhalt des durch die Tangente und die
Asymptoten gebildeten Dreiecks OA’B’ dar; dieser Inhalt ist also konstant.
Man nennt die Hyperbeln mit den Gleichungen (Fig. 61)

x2 y2 y2 X2

@ i
konjugierte Hyperbeln. Sie haben dieselben Asymptoten, liegen aber
in verschiedenen Winkelrdiumen. Der Brennpunktsabstand ist bei
beiden derselbe. Da sich die Gleichungen (25) wiederum nur durch
den Wert des konstanten Gliedes unterscheiden, so sind konjugierte
Durchmesser der einen H, auch konjugierte Durchmesser der anderen.
Von den beiden Durchmessern eines Paares trifft jeder nur je eine der
beiden H,. Man kann deswegen bei einer H, einen Durchmesser mit
imaginirer Linge ersetzen durch den auf der gleichen Gerade liegenden
Durchmesser der konjugierten Hyperbel, der eine reelle Lange hat.

=1 und

(25)
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Auf ein solches Paar gemeinsamer konjugierter Durchmesser bezogen

lauten die Gleichungen beider H, und des gemeinsamen Asymptotenpaares

Xz Y? Y2 X2 X2 Y?

=" o=l Eom

Die Geraden X = 4-4 sind jetzt Tangenten der einen H,, die Ge-

raden Y = 4B die der anderen. Sie schneiden die Asymptoten in
denselben vier Punkten, nimlich in

(4,B), (A4,—B), (—A4,B), (—A4,—B).

Sie bilden also das Parellelogramm, das dem der E, umgeschriebenen
Tangentenparallelogramm der Fig. 58 von S. 137 entspricht.

=0.

§ 7. Affine Transformationen von Ellipse, Hyperbel

und Parabel in sich.

Eine affine Beziehung hatten wir S. 34 durch die Gleichungen

X =oax, ¥ =py

definiert, die sich auf irgendwelche x,y- und «x’,9'-Achsen beziehen;
jedem Punkt (x,y) im ersten System wird durch sie ein Punkt (x,9")
im zweiten System zugeordnet. Nun seien ,b und a’, &’ irgend zwei
Paare konjugierter Halbmesser einer E, oder einer H,. Wir wihlen
sie als x,y- und #’, y’-Achsen und setzen

x_r Y _Y
(26) ;_'a/) b v’
so gilt von diesen Gleichungen zweierlei: Erstens vermitteln sie eine
affine Beziechung, die die Richtungen der Durchmesserpaare einander
zuordnet; zweitens folgt aus ihnen

x2 2 x/Z ’2

TR R
zwei Punkte P (x,y) und P’ (x',y’), fiir die diese Ausdriicke den Wert 1
haben, gehoéren also im Fall der positiven Zeichen derselben E,, im
Fall der negativen Zeichen derselben H, an. Ellipse und Hyperbel gehen
daher durch die affine Bezichung (20) gleichzeitig in sich tiber. Das gleiche
folgt fir die konjugierte H, und die Asymptoten.

Fur die affine Beziehung ergab sich (S.34), daB entsprechende
Flichenstiicke ein konstantes Verhiltnis zueinander besitzen. Der Wert
dieses Verhiltwisses ist hier 1, da ja der Flichenraum der Ellipse in sich
iibergeht. Daraus folgt unmittelbar, daB3 das aus zwei konjugierten
Halbmessern gebildete Dreieck konstanten Inhalt hat; es ist also

(27) &'V sin(x'y’) = absin(xy),
und wenn man «, b als Hauptachsen nimmt, ist insbesondere

(27a) absin(x,y)=uab.
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Wir haben dieses Resultat hier mit Hilfe eines Grenzprozesses, der zu
dem Satz iber den Inhalt krummlinig begrenzter Flichen fiithrte, un-
mittelbar geschlossen. Man kann das Resultat natiirlich auch rein
algebraisch erreichen; eine solche Ableitung wird am Ende von §5
erhalten.

Weiter sind die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessers
dem konjugierten parallel und entsprechen sich in der Affinitit (26);
die Konstanz des Flicheninhalts gilt daher auch fiir alle der E, (oder
den beiden konjugierten H,) umschriebenen Tangentenparallelogramme,
deren Seiten konjugierten Durchmessern parallel sind. Bei der H, gilt
sie endlich auch fiir die Dreiecke, in die diese Parallelogramme durch
die Asymptoten zerfallen (Fig. 61). Dies liefert wieder den S. 141 be-
wiesenen Satz.

Da die Gleichungen

¥=oay, y=Ffx
aus den Gleichungen
X=ax, y =48y

durch eine Vertauschung der Koordinatenachsen entstehen, so stellen
nach S. 34 auch die Gleichungen

’ ’
(28) %:8%, %—:g’%, &2 :g’2:’1

eine affine Transformation dar. Die Koordinatenachsen sollen diesmal
beide in die Hauptachsen fallen; es werden also zwei Punkte mit den
rechtwinkligen Koordinaten x, ¥ und #’, y’ einander zugeordnet. Auch
diese Transformation fiht die E, in sich iiber, wihrend die konjugierten
H, ineinander iibergehen.
Fir die E, erhalten wir wie vorher das gleichzeitige Bestehen von
2 2 /2 /2
(29) %%—%:1 und :Z_? %
also gehéren die Punkte (x,y) und (', ¥') zugleich der Ellipse an.
Weiter folgert man aus (28) durch Multiplikation der rechten Seiten
mit den linken, wenn wir €&’ = —1 nehmen,

x ¥ y oy
(292) W a Ty e =0
Diese Gleichung stimmt aber abgesehen von der Bezeichnung mit (20)
liberein, falls wir in dieser Gleichung das obere Vorzeichen wihlen;
also stellen (x, y) und («’, y') die Endpunkte zweier konjugierter Durch-
messer dar. In dieser Weise geht daher die E, durch die affine Trans-
formation (28) in sich iiber.

Fur die H, folgern wir zundchst das gleichzeitige Bestehen von

2 2 /2 /2

(30) —Y=1 und Y, _y,

a? b b? a?
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auBerdem Dbesteht jetzt fir ¢’ = 41 die mit der mit dem unteren
Vorzeichen versehenen Gleichung (20) itbereinstimmende Gleichung
(30a) a5 =0

Die affine Transformation (28) mit ¢¢’ = -+1 14Bt also auch die kon-
jugierten H, in der Weise ineinander iibergehen, daf die Endpunkte
konjugierter Durchmesser sich gegenseitig vertauschen.

Auf Grund dieses Resultats kénnen wir den Gleichungen (28) die
Bedeutung geben, daBl sie die Endpunkte (x,9) und (x',y’) zweier
konjugierter Durchmesser 4’, b’ einer Ellipse (oder zweier konjugierter
Hyperbeln) miteinander verbinden. Die fiir diese Endpunkte bestehen-
den Gleichungen (29) und (30) lassen sich daher fiir die E, in die Form

x2 x/Z y2 y’2
ata=1 prE=1
setzen, fiir die H, lauten sie

x2 %2 y2 ’2

T =1 Y — 1.
Aus ihnen folgt

dh x2:tx’2+y2:}:y’2:a2:|:b2;

(31) LU= a4 b%

eine Relation, die ein beliebiges Paar ', " mit dem Hauptachsenpaar
verbindet und eine Invarianzbeziehung fir die Summe (Differenz) der
Quadrate der halben Durchmesser darstellt.

Entsprechend dem Umstand, daB die Asymptoten sich selbst kon-
jugierte Durchmesser sind, gehen sie bei der Transformation (28)
(e’ = 1) in sich iber.

Auch die Parabel gestattet affine Transformationen in sich; um
eine solche zu ethalten, kniipfen wir an die Gleichungen (S. 139)

y2 —2px=0 und Y?2sin?f—2pX =0
an. Setzen wir
(32) y=Ysinf, x=2X,

und beziehen die Koordinaten (x,y) und (X,Y) auf die zwei Achsen-
systeme, fiir welche die vorstehenden Gleichungen gelten, so wird
durch (32) eine affine Transformation der P, in sich dargestellt.



Elftes Kapitel.
Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.

§ 1. Ordnung und Klasse.

Eine homogene ganze Funktion f,(%;,%,,%;) #*" Grades, gleich
Null gesetzt, stellt in allgemeinen homogenen Punktkoordinaten (s. S.104)
einen Punktort (Kurve) der »'™ Ordnung dar; ebenso eine gleich Null
gesetzte ganze homogene Funktion @, (#,, #,, ;) #'** Grades in homo-
genen Strahlenkoordinaten einen Stahlemori (Kurve) der '™ Klasse.
Die Zahl # ist von der Wahl des Koordinatensystems wunabhingig.
Denn der Ubergang zu neuen Punktkoordinaten y; wird so vermittelt,
daB (S. 111) jedes #; durch eine lineare homogene Funktion der y; er-
setzt wird; aus einem Glied, das in #,, %,, %, zusammen vom #'® Grad
ist, gehen lauter Glieder hervor, deren jedes in den y; zusammen eben-
falls vom #'" Grad ist. Der Grad der Gleichung kann daher durch den
Ubergang zu den y; nicht steigen. Dasselbe gilt beim Riickgang von
den Koordinaten y; zu den urspriinglichen #;; wir schlieBen daher, daf3
er in beiden Fillen ungeidndert (smvariant) bleibt. Die Zahl # ist also
eine Zahl geometrischer Bedeutung. Worin sie besteht, erkennt man fiir
die Gleichung f,(x;) = 0, wenn man mit ihr die Gleichung einer Geraden

A% + Ay %y + agx%3 =10

zusammenstellt und die gemeinsamen Loésungen x; beider Gleichungen
in Betracht zieht. Es gibt der Vielfachheit nach gezihlt # solche
Tripel x;, die Zahl » bedeutet also die Zahl der Punkte, die eine Gerade
allgemeiner Lage mit dem Punktort gemein hat. Ebenso kann man mit
der Gleichung ¢,(#;) = 0 die Gleichung

ay g + gty 4+ agug = 0

eines Punktes zusammenstellen; man findet der Vielfachheit nach
gezdhlt n gemeinsame Losungstripel #; und erkennt, daB es # Strahlen
des Strahlenorts gibt, die durch einen Punkt allgemeiner Lage hin-
durchgehen.
Man kann zeigen — was freilich nur als Tatsache erwihnt werden
kann —, daf es zu jedem Punkt des Punktorts im allgemeinen eine
Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 10
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Tangente fiir ihn gibt, und daB ein Strahlenort im allgemeinen wieder
aus allen Tangenten eines Punktorts besteht. Die Gleichungen

(1) [n(%) =0 und @n(u;) =0

stellen also Gebilde derselben Art (Kurven) dar, einmal als Ort ihrer
Punkte, einmal als Ort ihrer Tangenten. Beispiele haben wir bereits
kennengelernt (S. 132). TFir die Gleichungen zweiten Grades werden
wir in § 8 einen allgemeinen Beweis dafiir liefernt.

Eine allgemeine homogene Gleichung #'" Grades besitzt +(n 1)

(n+-2) Koeffizienten. Die Zihlung geschieht am einfachsten so, daf3 wir
unhomogene Koordinaten benutzen. Die Gleichung hat dann eine Kon-
stante, zwei Glieder erster Ordnung, drei der zweiten usw. ; insgesamt also
(2) 14243+ - +nf+1=%n+1)n+2)
Glieder. Eine Kurve der #'" Ordnung wird also bestimmt sein, wenn
die Verhiltnisse dieser Koeffizienten bekannt sind. Sie 1aBt sich da-
durch bestimmen, daB sie -} (# 4 1) (» -+ 2) — 1 Punkte allgemeiner Lage
enthilt, was ebenso (mittels der Determinantensitze) bewiesen wird, wie
es fiir die einfacheren Fille der Geraden und des Kreises geschehen
ist (S.39 und 114). Ebenso kann eine Kurve der #** Klasse dadurch
bestimmt werden, daB sie - (# +1) (# + 2) — 1 Strahlen allgemeiner Lage
als Tangenten besitzt. Eine eingehendere Erorterung dieses Sachver-
halts muB freilich unterbleiben.

Wir werden die Kurve zweiter Ordnung durch C, bezeichnen, die
Kurve der zweiten Klasse durch I',. Ihre Gleichungen enthalten dem vor-
stehenden gemil sechs Koeffizienten. Eine C, ist deswegen durch fiinf
Punkte allgemeiner Lage bestimmt, d. h. es gibt genau eine Kurve C,,
die durch sie hindurchgeht; was auf anderer Grundlage in Kap. XII,
§ 6 bewiesen wird? (analog fiir I3).

§ 2. Hilfssitze.

Wir legen zunichst gewthnliche Parallelkoordinaten zugrunde. Fiir

sie gilt folgendes:
1. Der Ubergang von x,y-Koordinaten zu irgendwelchen x’, y’-Ko-

ordinaten ist (S.31) durch Formeln der Form

3) ¥=dx+Vy+e, yv=dx+dy-+f

1 Die allgemeinen Kurven zweiter Ordnung werden wir iiberdies als identisch
mit den allgemeinen Kurven zweiter Klasse erweisen. Fir n > 2 ist diese Identi-
tat nicht mehr vorhanden.

2 Ein Fall, in dem 5 Punkte mehr als eine Kurve bestimmen, ist der folgende.
Liegen 4 Punkte auf einer Geraden g, und ist P’ ein fanfter Punkt, so bildet g
mit jeder durch P’ gehcnden Geraden g’ ein Geradenpaar durch die 5 Punkte.

Wenn ein Kreis (also eine besondere C,) bereits durch 3 Punkte bestimmt
ist, so liegt es daran, daB er auch durch die beiden Kreispunkte geht, so da8
von den 5 Punkten fiir ihn nur 3 beliebig bleiben.
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gegeben. Die Gleichungen ' =0, ¥y’ == 0 liefern die %', y’-Achsen; im
%,y-System haben diese Achsen daher die Gleichungen
dx+Vy+e=0, ddx-+dy+f=0.
Hieraus ist zu folgern: Sollen zwei Geraden
Ax+By+C=0 und A4 x+By+C =0

die neuen %, y'-Achsen werden, so miissen die vorstehenden Gleichungen
dieselben Geraden darstellen wie die ihnen vorhergehenden Gleichungen.
Ihre linken Seiten kénnen sich also nur um einen Faktor unterscheiden,
die Gleichungen (3) lauten also jedenfalls

(3a) i =Ax+By+C, wuy=4,x+By+C,.
Dabei sind 4 und p gewisse Konstanten, deren Wert hier unbestimmt
bleiben kann.

Handelt es sich insbesondere um zwei rechtwinklige Achsensysteme
mit demselben Anfangspunkt, so bestehen statt (3) die Gleichungen
(4) &'==xcosax + ysina, ¥y =—xsina+ ycosx; &= (xx).
Soll nun eine Gerade Ax -+ By = 0 die neue x’-Achse werden, so hat
sie die Gleichung y' = 0, und wir erhalten zunichst

wy =Ax + By.
Diese Gleichung ist mit (4) in Ubereinstimmung zu bringen ; es muB also
=742 + B2 sina = 2 cosq D
=1 + B VA2 1+ B? VA% + B?

sein. Die Gleichungen (4) lauten daher

x,_BxkAy ,_ Ax+ By,

) T Vaim YT e

ihre Auflosungen sind

(52) x=BIEAY . —dviBy
yAr+ B2’ YA ¥ B?

2. Die Gleichung der C, nehmen wir in der Form
(6) @ X%+ 2015XY + Ao Y? + 24538 + 2453 + G55 = 0
an; fiir aj,, a3, agy soll im folgenden auch a,,, as, ag, geschrieben

werden. Wie vorweg bemerkt sei, hingt die Eigenart der durch (6) be-
stimmten C, wesentlich von zwei Determinanten ab, von

‘“11 A1p  dy3 ‘ a
| 11
(7) A= ay ay ay und 6=
| Aoy

l

| 831 d3p A3
I heiBt die Diskriminante der Gleichung; ihr Wert ist

M| 9.
= Ayy Agp — Ay,

oo

(7a) A= 2a,a 30,5 — (A 85 + ayyay) + 33 (A1 A9y — a3y) .
10%
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Beide Determinanten sind symmetrisch gegen die Diagonale. Daraus
ist ersichtlich, daB3 die Unterdeterminanten, die jeweils den beiden Ele-
menten a;, = dy,, As3 = A3y, A3 = @;5 entsprechen, ebenfalls einander
gleich sind. Wir konnen daher die Unterdeterminanten der neun Ele-
mente a;; der Reihe nach durch

A11¥A12’A13; A21’A22’A23; A31’A32’A33

so bezeichnen, dal wieder A;; = A;; ist. Insbesondere wird

Ao | Ao |
18— = Qg1 A3p — Agp03
Ay, By
3 A3p
C) Ay = = Qg1 Gy — 32011,
M1 Ggp
|
a a
11 %1e 9
Ag3= = ay,dyy — a3 = 0.
) o1 Qg
Ferner ist
) A= 3415 + a5 Ap3 + a3 Az, .

Von Wichtigkeit ist fiir uns besonders der Fall, daB zugleich
Ad=0 und d6=0
ist. Wegen 4 = 0 = 0 folgt dann aus (9)

13 (Agy Qg — Bgpyy) + g3(A31 019 — 350,;) = O
oder
2 2 _
2043091 Agp — Ap38yy — Aj3dyy = 0

und durch Multiplikation mit a;, wegen 0 = 0 hieraus
(ay5813 — @130:5)* =0,
ebenso durch Multiplikation mit a,,
(55815 — A13a95)°* = 0.
Es ergibt sich also in diesem Falle 4,3 =0 und 4,; = 0 und damit
(10) Ayy i Qg Oyg = Ggy * Goy  Gog .

Umgekehrt sind diese Bedingungen nu» dann erfiillt, wenn 4 =§ =0 ist.

§ 3. Transformation auf Mittelpunkt und Hauptachsen.

Zunichst soll untersucht werden, ob die durch (6) dargestellte
Kurvengattung C, noch andere geometrische Orter umfaBt als die uns
schon bekannten. Die Antwort wird verneinend lauten. Um zu diesem
Ergebnis zu gelangen, machen wir davon Gebrauch, daB bei Anderung
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des Koordinatensystems sich die Ordnung der Kurve nicht andert.
Es sollen nun neue Achsen so eingefithrt werden, dafl die Gleichung (6)
eine moglichst einfache Form annimmt. Vorweg sei noch bemerkt,
daB sie sich auch folgendermafBen schreiben ldBt:
%(a % + Ay + a13) + ¥ (A% + a5y + )
+ (a5, % + agy + a55) = 0.

Die neuen #’, y'-Achsen mégen den x,y-Achsen parallel sein; die

Transformationsgleichungen seien

x=u+& y=y -+,
so daB (&%) der neue Anfangspunkt O’ ist. Setzen wir diese Werte
in Gleichung (6) ein, so wird sie, nach %" und y’ geordnet, die Form

(12)  @ua® + 2007y + @y’ + 2ais8 + 204y + afg =0

annehmen; und es ist offenbar

(11)

(13) ay = @y,  We = Gy, A = dgy.
Ferner ist
a3 = an &+ apn + ag,
(14) Ay = A& + Age 7 + dy, _
dog = a3 82 + 20198 + Ape? + 28138 + 28557 + g
Der Wert aj; stellt die linke Seite von (6) fiir £, dar und es ist auch

@y = E(a118 + @121 + ay) + 1(a128 + agyn + ay3)
+ (138 + a5em + a) -

Kann nun der Punkt (£, %) so gewihlt werden, daB aj3 = 0 und a3 =0
ist, so lautet die Gleichung (12)
(15) ap®'® + 20,7y + apy't + aiy = 0;
ferner ergeben sich fiir £ und # aus (14) die Gleichungen
{“115 + apn + a5=0,

a1p€ + Aym + dyy = 0

und fiir 4 erhdlt man aus (14a) einfacher
(16a) A3 = G13& 4 Age7) + dgg .

Aus der Form von (15) flieBt ein wichtiges Resultat. Wird sie
durch die Koordinaten x',y" befriedigt, so auch durch —x’, —y’; der
Anfangspunkt O’ ist also ein Mittelpunkt der C, (S. 18), zu dem die C,
symmetrisch liegt, jede durch ihn gehende Sehne der C, wird in ihm
halbiert, wie es z. B. fiir Ellipse und Hyperbel der Fall ist.

Fassen wir in (16) £ und 7 als variabel auf, so stellen diese Glei-
chungen zwei Geraden dar; fiir sie gibt es (S. 46) entweder einen end-

(14a) {

(16)
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lichen oder einen uneigentlichen gemeinsamen Punkt, oder die Geraden
sind identisch, und jeder ihrer Punkte entspricht einer Losung (£,%) von
(16). Verabreden wir, jede solche gemeinsame Liosung als Mittelpunkt
zu bezeichnen, so lassen sich drei Gattungen C, unterscheiden; solche
mit einem eigentlichen, mit einem uneigentlichen und mit unendlich
vielen Mittelpunkten. Alle diese Kurven nach den Werten der Koeffi-
zienten a;;, erschopfend aufzuzdhlen, ist die Aufgabe, die hier erledigt
werden soll.

Wir beginnen mit dem Fall d 22 0. Fiir ihn soll gezeigt werden,
daB jede durch (15) dargestellte Kurve eine Ellipse, eine Hyperbel oder
ein Geradenpaar ist. Zunichst sei bemerkt, daB wegen d = 0 aus (16)
folgt ‘
(16b)  £:y:1— e L

@12 A3
\ 19 Ao ‘

. ’ RN

Ao Ao | | oz 1y

und daher aus (16a) und (19)
(17) Oty = ay3 Ay + gy oy + a3 dgy = A5 aly=4:9.

Wegen & + 0 ist nicht gleichzeitig a,;, 4;, und a,, gleich Null. Ist
a;; = 0 und a,, = 0, also a;, 22 0, so stellt (15) eine Hyperbel dar,
die (S.141) die Achsen als Asymptoten besitzt oder fiir a}; =0, d. h.
nach (17) A4 =0 ein Geradenpaar. Dieser Fall ist damit erledigt.

Sind nicht beide Koeffizienten a,; und a,, gleich Null, so sei ins-
besondere a,;; von Null verschieden (ist es nicht so, so vertauschen wir
die Achsen); wir diirfen auch die Festsetzung treffen, daB a,; > 0 istl
Wir diirfen die Achsen rechtwinklig annehmen, da der Ubergang von
schiefen zu rechtwinkligen Achsen mit dem Anfangspunkt O’ die
Form (15) nicht dndert und gehen zu neuen rechtwinkligen X, Y-Achsen
durch den Mittelpunkt iber. Ist < (x#'X) = &, so lauten die Trans-
formationsgleichungen

¥ = Xcosax — Ysina, 9 = Xsina + Ycosa,
und es moge die Gleichung (15) in X, Y die Form
(18) al X2+ 2a% XY + a% Y2 + afy =0
annehmen. Fiir die Koeffizienten ergibt sich (vgl. die gleichbe-
deutenden Formeln S. 55)
2a)) = ay; -+ Ay + (a3, — gp) COS200 -+ 244, SIN2
(19) 2a% = ay; + Ay — (a3, — Gg9) COS26 — 245,8IN2%
2afy = (ay, — ay;)sin2a + 2a,, cos2a
und auBerdem

00 0 0 0 0y _ 2
(20) ay + Ay = Ay + gy, Ay dy — (A1) = 43,899 — 3.

1 Ist a,; < 0, so wird die Gleichung mit —1 multipliziert.
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Wir wihlen nun « so, daBl af, = 0 ist; dann geht (18) in
(21) a X? -+ a Y2 + afy = 0
iber; die X, Y-Achsen fallen in die Hawuptachsen, und es bestimmt

sich & aus
. 2a
(22) (Ag — ayy) SIN200+ 25, cO8200 = 0;  tg2o = a——‘?;.l
11 — %12

Ferner haben wir jetzt fiirr a), und a3, gemiB (20)
(23) aly + a% = ayy + 4y, A} a% = ay, 4y — aly = 0,

und da ¢ == 0 ist, sind 4, und a3, von Null verschieden. Sie sind Wurzeln
der quadratischen Gleichung

(23a) 22— (ayy + ag) 2 + (ay; 4y, — afy) = 0.

Bemerkung. Aus (22) ergeben sich (aufler im Ausnahmefall, wenn tg2«
unbestimmt wird) zwei Werte fiir «, die sich um /2 unterscheiden; ebenso kann
man von den Wurzeln von (23a) eine beliebig als a?, oder a, wahlen. Ist aber
o« gewshlt, so sind a9, und a3, durch (19) eindeutig bestimmt, und ebenso ist es
umgekehrt. Geometrisch besagt die Wahl von 49, und a3,, welche der beiden
Hauptachsen die Rolle der X-Achse, und welche die der Y-Achse ibernimmt.
Wir werden so verfahren, daBl wir die eventuell zu treffende Festsetzung durch
die Wahl von a, bewirken.

Die weiteren Betrachtungen kniipfen an den Wert von 4 an.
Den ersten Hauptfall bildet 4 2 0; dann ist auch aj;, = 4:0 20,
und (21) kann in die Form
_ a3 __a3d

2 2 _ 4 —0- — It
mX2+nY 1=0; m R v

gesetzt werden; die Vorzeichen von # und » hingen also von den
Vorzeichen von aY;, a3,, 4, 4 ab. Wir unterscheiden weiter, ob 6 > 0
oder 4 << 0 ist.

Ist 0 = ayyayy — a}, > 0, 50 ist a;;a,, > a’, es haben also a,; und
ay, gleiches Vorzeichen, und da oben a;; > 0 angenommen ist, so
folgt auch as > 0. Wegen a} a3 = 0 > 0 haben auch 4% und 4,
gleiches Vorzeichen, und da af, + a3 = a;; + @ > 0 ist, so ist
a5, > 0, ay > 0. Mithin haben m und # das entgegengesetzte Zeichen
wie d: 4. Wir finden so die folgenden zwei Fille:

0>0, A4>0; m<0, n<<0, aj>0,
0>0, A4<0; m>0, n>0, ak<O.

Diesen beiden Fillen entsprechen die Gleichungen

2 2
% + % + 1 = 0 (imaginire Ellipse),
XZ

a2

(24) e
+ 5 —1=0 (reelle Ellipse).

1 FOr a;y — sy = 0, a5, =0 wird tg2x unbestimmt, und es stellt, wie
wir schon wissen, (15) einen Kreis dar. :
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Sei zweitens 0 < 0, also a),a% < 0. Es haben aj; und 4f,, also
auch m und 7 entgegengesetztes Zeichen; wir wihlen 4, so, daB
m > 0 ist, also # < 0, und finden die zwei Fille

0<0, 4>0; m>0, n<0, a},>0, a%<0, ay<o,
0<<0, 4<0; m>0, n<0, a,;<0, a%>0, ag>0
mit den Gleichungen

X2 Y2
‘ —& — 2 — 1 =0 (Hyperbel; X-Achse reelle Achse),

2
(25) (g oy
T + 1 = 0 (Hyperbel; Y-Achse reelle Achse).

Die Art der Kurve ist daher durch die Vorzeichen von 6 und A vollstindig
bestimmd.

Ist die Diskriminante 4 = 0, also auch az = 0, so schlieBen wir
wie vorher, daB im Falle 0 > 0 wiederum ay, > 0, a3 > 0 ist; im
Falle 0 << 0 haben 4}, und 4, wiederum verschiedenes Vorzeichen.
Wir finden so

2 2
6>0, 4=0; % + % = 0 (imaginires Geradenpaar),
(26) P
0<<0, 4=0; Pl 0 (reelles Geradenpaar).

Hieraus erhellt auch die geometrische Bedeutung von é << 0 und
0 > 0. Die C, von Gleichung (18) hat mit g, fiir a}; == 0 dieselben
Punkte gemein wie fiir aj; = 0; sie sind reell fiir 6 << 0, imaginir fiir
4 >0.

Beispiele (rechtwinklige Koordinaten). 1. Fiir die Gleichung

422y —92+8x+4y—8=0
finden wir 4 =44, § = —2, af; = —22. Fir den Mittelpunkt (&, ) bestehen
die Gleichungen
E+g+4=0 E—n+2=0; E=-3,9p=—1.
Die Lage der Hauptachsen ist durch tg2a =1, 200 = /4 oder 2« = 5x/4 be-
stimmt. Fiar af;, und af, findet sich
aly + a3y, =0, a};—ad=-—2, oalso a} = :i:VE’ a3y = ?f;]/z :
Die Kurve ist eine gleichseitige Hyperbel: ihre Gleichung kann in die Form
Xt Y2 _11}Y2=0 oder —X®4+VY2—11)2=0

gesetzt werden.

Es bleibt hier noch die Lage der reellen Achse zur z-Achse zu bestimmen.
Um sie zu kliren, miissen wir zu den Gleichungen (19) zuriickgehen. Nehmen
wir 24 = /4, also cos 24 = sin2a = 3}/ 2, so finden wir

24}, =2Y2, 24l =-—2V2,
so daB die Gleichung die Form
V2X?—y2Y2—22=0; X:—Y2=11}2

annimmt. Die reelle Achse der Hyperbel (die X-Achse) bildet also mit der
x-Achse den Winkel von z/8.
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2. Far die Gleichung 144® — 42y 4 1192 — 362 + 48y + 6 =0 ist £ = 1,
n = —2 der Mittelpunkt. Es ist § = 150, 4 = —600, die Hauptachsengleichung
lautet 242 4- 392 = 12.

3. Die Gleichung 11a% + 84xy — 24y% + 22x - 84y — 145 = 0 geht auf
die Hauptachsen transformiert in 342 — 442 = 12 iber.

§ 4. Die Parabel nebst ihren Ausartungen.
Es bleibt noch der Fall
0=ayay —aj, =0
zu betrachten. Da d die Diskriminante des die quadratischen Glieder
enthaltenden Ausdrucks a,,22+ 2a,, ¥y + a4, 92 ist, so besagt ihr Ver-
schwinden, daB8 diese Glieder ein vollstindiges Quadrat bilden. Wir
kénnen dem Ausdruck in diesem Falle die Form (Yay, x -- Vay, v)? geben.
Ist auch noch 4 =0, so ist gemiB § 2
A1y Tg - g == Gyp iy i gy ;
es gibt daher unendlich viele Losungen &, der Gleichungen (16) und
damit unendlich viele Mittelpunkte. Wir kénnen mit jedem von ihnen
die Gleichung der C, in die Form (15) iiberfithren und erhalten
(27) (au# + Yany ) + a5 = 0.
Hier ist aber noch der Wert von @ zu berechnen, da (17) versagt.
Wegen 4 = 0 haben wir von (16a), also von
g = ay3& - agyn - ay
auszugehen. Wird diese Gleichung der Reihe nach mit ay,, a;,, @5
multipliziert, so folgt mit Riicksicht auf (16)

2
Ay @y = i3 (g, & + ay,m) 4 @y a53 = Ay a5 — afy = Ay s
Ayp gz = o3 (A1, & ~+ A1y 1) 4 Aya sy = —ay5 a5 + ay, Ag3 = Ay,
_ — 2
Uop Wgg = o3 (A19 & + Agp M) - Ay gy = Ay gy — a5 = Ay,

wo Ay, Ay, Ay, die Unterdeterminanten von ayy, a5, @y, in 4 sind.
Es wird also

28) dy— Au A _ Ay

11 (4T [P

Vor der weiteren Erérterung betrachten wir den Fall, daB a,, = a,,
=dy =0 ist. Wir haben dann nur eine lineare Gleichung zwischen
den Koordinaten. Fiihren wir aber homogene Koordinaten ein, so haben
wir auch in diesem Falle eine quadratische Gleichung, namlich

2(2a13% + 2853y + a332) = 0.
Wir erhalten durch z=0 die unendlich ferne Gerade als einen Bestand-
teil unserer C,. Ein anderer Bestandteil ist die Gerade, deren Glei-

chung durch das Verschwinden der Klammer entsteht. Diese Gerade
ist endlich, wenn nicht auch a,; = a,; = 0 ist. Sie ist die unendlich
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ferne Gerade, wenn a,; = dy3 =0, a43 = 0 ist. Ist auch a,; = 0, dann
befriedigt jeder Punkt der Ebene die Gleichung.

Wenn nun a,,, 455, a5, Wie Wir jetzt voraussetzen, nicht zugleich
Null sind, dann gibt mindestens einer der Quotienten (28) einen be-
stimmten endlichen Wert fir a3;. Es sei aj; << 0, etwa = —k2; die
Gleichung nimmt dann die Form

(Yoo + Yoz y' -+ &) (Jan ¥ + Yazy' — k) = 0
an. Sie stellt zwes parallele Gerade dar; die Mittelpunkte (£7) erfiillen
die zugehorige Mittelgerade. Ist a3 > 0, so erhalten wir analog zwei

tmagindre parallele Geraden. Ist endlich a3, = 0, so stellt die Gleichung
eine Doppelgerade dar. Alsdann folgt aus (28) auch

Ay =0, 4,,=0, Ay =0;
es sind also alle Unterdeterminanten von 4 gleich Null, und es ist
(28a) Q11 Gy Gyg = (yg t Aop 2 gy = By 1 Agg i gy
Man kann in diesem Falle den Ubergang von (6) in das Quadrat

eines linearen Faktors folgendermaBen direkt ausfithren. GemilB der

letzten Gleichung darf man setzen

Ay =pod, Gp=paf, au=upp? ag=pcay, au=pfy, ag=muny,

wo u ein Proportionalitdtsfaktor ist, und die Gleichung (6) lautet
(ax 4y +7)*=0.

Es bleibt noch der Fall zu erértern, da 0 =0, aber 4 2 0 ist;
thm entspricht die Parabel. In der Tat folgt dann gemil der Schluf3-
bemerkung von § 2, daB es kein endliches Wertepaar (£, 7) gibt, das (16)
befriedigt; der Ubergang zu parallelen x’, y’-Achsen durch einen Mittel-
punkt ist also nicht moglich. Wir fithren in diesem Falle zuerst die
Achsendrehung um O aus und gehen dann zu neuen parallelen Achsen iiber.

Wegen 0 =0 laBt sich (6), wie wir am Anfang dieses Paragraphen
sahen, in . .

O"’“nx + Vs y>2 T 283X 4 2a53Y + ag3 =0
iiberfithren. Die neuen Achsen «’, y' legen wir nun so, daB} die Gerade
]/;l;x + y/azzy == (0 die x’-Achse wird, also die Gleichung y’ = 0 besitzt;
wie wir in § 2 zeigten, entsprechen dem die Transformationsgleichungen
(wegen 0 = 0, kann nicht auch ay; + ay5 = 0 sein, weil dann a;; = a,,
= a9 = 0, also auch 4 = 0 folgen wiirde)?!

)= S I 7* —
Ao ¥ — Va fa,x + Va . —Ja
5 — J 2/277777 1 1,172, / — li_m, sinx = ’F—Lu_,
Y + s Vay + az Vau + ag
. — . ~
_ ﬁzzx/ + Vany’ = Vau¥ +Vany Ve .
x = 1ot ) = PR cosH =
V“n + Ay Van + az Vay + az

1 Wegen der Vorzeichen der Wurzeln vgl. S. 41.
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die obige Gleichung verwandelt sich daher in

(29) (ay; + ag) V"% 4 2034 + 2a5y + ags = 0;
(29a) @)y = ﬁl&f—‘l"— a23l/ﬁ1}, . = et V“}l + gy Vg .
V“n + ag ]/an + Ay

Hier ist notwendig aj, 2 0, da aus a3 = 0 (wie amm Schlu8 von § 2)
A3 =0 und A, = 0, also auch 4 = 0 folgen wiirde.
Nunmehr gehen wir mittels der Gleichungen

¥=X+4+E& Y=Y+
zu parallelen Achsen {iber; wir erhalten die neue Gleichung
(A + ag) Y2 + 243X + 2a5Y +af; =0,
und zwar ist
aly = ajy, 4= (ay + ayp)n + i,
@ = Ay + A5) 19° + 2438 + 2a57 + ags.

Durch geeignete Wahl von » kénnen wir wegen a;; + dy, += 0 zu-
nichst a7, = 0 machen; alsdann bewirkt eine geeignete Wahl von &,
daB auch a3 = 0 wird. Dadurch reduziert sich (29) auf die Parabel-
gleichung, nimlich
(30) (@ + @) Y2 + 263X = 0;  afy =aj;2>0.

Insgesamt ergeben sich so fiir 0 =0 die Fille (wenn wir die oben

betrachteten Fille, daB3 die Gleichung inhomogen geschrieben in eine
lineare Gleichung ausartet, weglassen)
0 =0, 420; Parabel,
0=0, 4=0, a35<C0; zwel reelle parallele Geraden,
0=0, 4=0, aj3>0; zwel imaginire parallele Geraden,
0=0, 4=0, aj;=0; eine Doppelgerade.
Die letzten drei Fille sind auch durch das Verschwinden gewisser Un-
terdeterminanten gekennzeichnet: fir den ersten und zweiten ist
Aqg = Agg = A33 = 0; im letzten Fall verschwinden alle Unterdeter-
minanten, Ay, = Ay, = Ay = 413 = Apg = A3 = 0. Aus der Unter-
suchung aller moglichen Félle hier und in § 3 folgt, daB A4 = 0 die
notwendige und hinveichende Bedingung fiiv ein Gevadenpaar darstells.
Im Falle § =0 hat die C, mit g, stets zwei zusammenfallende
Punkte gemein, bestimmt durch yay,x + ]/amy =0 oder sie enthilt

g ganz.
Beispiele. 1. Fur die Gleichung

¥+ 2xy + 92+ 85+ 4y —8=0
ist § = 0, 4 = — 4, sie stellt also eine Parabel dar. Man kann sie direkt in die
Form (+ 9P+ 4+ )+ 4x =8 =0
bringen. Die Gleichungen der ersten Transformation lauten

Voy' =x+y, Ve2v=x—9;, Var=w+y. Voy=—x+7v,
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man erhilt also zunichst
Y24 3)Y2y +V24"—4=0.

Weiter ist /=Y — 3V§‘: 2, ¥=X-+17:2 VZ zu setzen; die Parabelgleichung
lautet dann Y2 +[/2X= 0. Der Winkel & = (x4’) ist durch cosot = — sinax = 1: }’/ 2
(zx =3 Z—) bestimmt.

2. Fiar die Gleichung #2424 — 6 =0 ist a;; =a;3=1, ag = —6;
Ay =Ayy=08=A=0. Ferner wird 4;; =0, 4,,=0,4y =—7, alsoag,=—7.
Dies gibt die Gleichung (¥ 4 1) — 7 = 0 und somit zwei parallele Geraden;
was man auch direkt erhilt.

§ 5. Die Invarianten.

Die GroBen
(31) ay +ap=7J und aya, —aj, =0
stellen die einfachsten Invarianten der C, speziell fiir Transformationen
kartesischer Koordinaten dar. Ihr Verschwinden hat eine einfache geo-
metrische Bedeutung. J; = 0 bedingt eine gleichseitige Hyperbel und
0 =0 schlieBt eine eigentliche Mittelpunktskurve aus. Analytisch ist J
die Diskriminante der Glieder zweiter Ordnung; ihr Verschwinden macht
diese Glieder zum Quadrat.

Um unsere Betrachtungen auf beliebige Achsensysteme auszudehnen,
wollen wir von der quadratischen Form a;,42 4 2a,,xy -+ a5,y2 aus-
gehen; durch die Transformationsformeln fiir schiefwinklige Koordi-
naten gehe sie in aj;x'2 + 2a,x'y'+ a3, y'? dber. Fiir jedes Paar ent-
sprechender Punkte (x,) und (#,%) besteht dann auf Grund dieser
Formeln die Gleichung

(32) Ay %% 4 20y, 8y + ayy? = ajx’% + 2a%°y + aky'®.

Nun gibt es noch eine besondere Quadratische Form, die auf Grund der
genannten Formeln ebenfalls in die entsprechende iibergeht; es ist die,
die den Abstand OP ausdriickt. Ist ¥<(xy) = @, ¥(x'y’) = o, so
ist fiir jedes Paar entsprechender Punkte

(32a) x% +y2 L 2xycosw = %% + y'2 4 24"y cosw'.
Daher ist auch
(32b) { Ay %% - 205,509 + dgyy? + (%% + ¥? + 22y cosw)

= a2+ 2008’y + aly'2 4 A(x'2 4 3% 4 24"y cos ),

und zwar fiir jedes A. Wihlt man 2 insbesondere so, daB die linke
Seite das Quadrat eines linearen Faktors wird, so ist fiir denselben
Wert von 1 auch die rechte ein solches Quadrat. Die Bedingungen
dafiir lauten links und rechts

a, + 4 a, -+ Acosw

Ay + AcOS® Ay + L

la, + 4 ajy + Acosa’

=0.
A1 i Acosa  ahy 4 2|

=0 und
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Dies sind zwei quadratische Gleichungen in 1, die dieselben Wurzeln
besitzen; ihre Koeffizienten sind daher einander proportional, d.h.
es ist

2 4 4
(33) ayy Qg9 — @i __ Au a3 — @3
sin?w sin?w’?
und Ay + Gy —2a,,C080  aly +ag,— 2aj;cos’
(333) 11 22 12 — 11 22 =712 .
sin? @ sin® @’

Damit ist die allgemeine Form der invarianten Ausdriicke (31) ge-
wonnen.

Es gibt eine dritte, wichtige GroBe von invariantem Charakter fiir
die Transformationen allgemeiner homogener Koordinaten; es ist die
Diskriminante A. Der Beweis wird im Anhang III, § 3 gefithrt werden.
Wir legen als Gleichung der C, _
F(#) = a4l + G9p 03 + Aga 23 + 2093 % %5 + 28136, % |- 24192 %

=Dagxim =10, &= ay
zugrunde; man hat auch
F(x) = (a2, + a2 + ay3%3) % + (A% + e %y T Gs3 %) %

+ (@31% + g%y + Ag3%3) X5
Werden nun neue Koordinaten x; durch die Substitution

% = Pir % + Biz%e + Lians
eingefithrt, so lautet die Invarianzgleichung
(35) A= |BuP4; A=ay].
Die neue Diskriminante ist also gleich der alten Diskriminante mul-
tipliziert mit dem Quadrat der Substitutionsdeterminante, einem Faktor,
der nur von der Substitution und nicht von den Koeffizienten der trans-
formierten quadratischen Form abhingt. Von diesem allgemeinen
Resultat kommt hier jedoch nur der engere Fall in Betracht, den wir
bisher stets ins Auge faBten, nimlich die Transformation zwischen zwei
Parallelkoordinatensystemen (x,4) und (x',y') mit demselben Anfangs-
punkt. Mogen die xy-Achsen wieder rechtwinklig sein, die x"y’-Achsen
beliebig; dann lauten die Transformationsformeln

x=oax +py, y=yx&+ 0y,
o =cos(x¥x), p=cos(xy), y=cos(yx), &=cos(yy).

In diesem Fall ergibt sich

o |

(34a) {

& p 0
|Bix] =]y 06 0|=ad—fy=siny),
0O 0 1

und Gleichung (35) wird
A =sin*(x¥'v)4.
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Nimmt man ein zweites System x”’, y"' an, so ist ebenso
A// = sin? (x//y//) /_] ,

AN A
(36) ginz (}/ y/) - sinz(x” y}/) >

oder aber

in voller Analogie zu den Gleichungen (33) und (33a).
Die groBe Bedeutung der Invarianten wird aus folgender An-
wendung hervorgehen. Wir setzen zunichst

__ @11+ Agp — 28,5 COS ({y)

(37) Ji= "5 :

sin?(x y)

2 g . | @11 1 Qg3
TR T ‘
= Gne ’ ]3 = a2z | Fer Gea Qa3
sin®*(vy) | q,, sin® (xy) |
| @31 A3z Qg3 |

(37a) J,

Aoy

der Index zeigt also den Grad der Invariante in den Koeffizienten an.
Fiir irgend zwei Achsensysteme %', 9" und "', 9" ist dann

Ji=J{, =Tl =Y.
Lassen wir diese Achsen mit zwei Paaren konjugierter Durchmesser a’, b’
und a”, "’ zusammenfallen, so nehmen die beiden ersten Gleichungen
die besondere Form

1 1 s 1 1 ars
(71',? + 3,?)5 sin®(x"y) = ((72 + 7)7;2)5 sin®(x”y") ,
1« 1
a’? ° b2
an. Die zweite Gleichung stellt den S. 143 bewiesenen Satz dar, daB

die aus zwei konjugierten Durchmessern gebildeten Parallelogramme
konstanten Inhalt haben. Weiter folgt durch Division

alz :i: b/2 — al/z :‘: b//z ,
und das ist die S. 144 abgeleitete Formel (31).

. 1 1 .
Dsin?(v'y) = —n - sin? (7))

§ 6. Die projektive Einteilung der C,.

Fir die Einteilung der C, bildete in §3 und § 4 die Frage, ob
0 = ac — b2 = 0 ist oder nicht, den Ausgangspunkt. Im ersten Fall
fiel der durch (16) bestimmte Mittelpunkt auf g.,, im zweiten ins End-
liche; es steht also die Gerade g, im Gegensatz zu den eigentlichen
Geraden. Darauf beruht auch die Sonderstellung der Parabel; sie be-
sitzt die Gerade g, als Tangente.

Im Kap. VIII lernten wir, daB dieser Gegensatz beim Ubergang
zu den allgemeinen projektiven Koordinaten schwindet. Diesen Uber-
gang wollen wir jetzt vornehmen. Es schwindet dann sowohl der
Gegensatz zwischen Ellipse und Hyperbel einerseits und der Parabel
andererseits, wie auch der Gegensatz zwischen Ellipse und Hyperbel
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selbst. Es bleiben aber die Gegensitze zwischen diesen Kurven einer-
seits und der imaginiren Ellipse, den zerfallenden Kegelschnitten andrer-
seits. Diese groBziigigere Einteilung der C, nennt man die projektive
Einteilung der C,.

Fir diese Einteilung ist die Diskriminante 4 von Bedeutung. Ihr
Nullwerden bedeutet, dal die Kurve in ein Geradenpaar oder eine
Doppelgerade ausartet. Das hat mit der Sonderstellung der g., nichts
zu tun; es bildet auch die Erklarung dafiir, daB3 die Invarianz von 4
fiir beliebige homogene Koordinatentransformationen Geltung hat; 4 ist
eine projektive Invariante.

Um zur projektiven Einteilung der C, zu gelangen, gehen wir von
Gleichung (34) aus, also von

Ay 2]+ gp %3 + Agu %3 + 293 Xo Xy + 20155, Xy + 205X %, = 0.
Von der linksstehenden quadratischen Form gelten nach dem An-
hang I1I, §5; 4. die folgenden beiden Sitze: 1. Durch geeignete lineare,
homogene, reelle Koordinatentransformation 148t sie sich in eine Summe
von positiven oder negativen Quadraten iberfithren, und 2. gilt fiir sie
das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen. Wird sie in eine Summe
von positiven oder negativen Quadraten umgewandelt, so kann deren
Zahl drei oder zwei oder eins sein; diese Summen sind wiederum nach
dem Vorzeichen der Quadrate zu unterscheiden, daraus folgt, daBB —
da man jede Gleichung mit —41 multiplizieren kann — nur fiinf pro-
jektiv zu unterscheidende Kurvengattungen auftreten, charakterisiert
durch die Gleichungsformen

Lai+a+a=0, 24+ —5=0,

3. #+ai=0. 4. H—ai=0, 5. 2=0.
Dem ersten Fall kann e'n reeller Punkt nicht geniigen, ihm entspricht
die imaginire C,; dem zweiten Fall entspricht die eigentliche C,. Fiir
diese beiden Fille ist 4 + 0, fiir die folgenden 4= 0. Die Fille 3.
und 4. gestatten die Zerlegung in zwei imaginire oder reelle Faktoren

(% +725) (4, — x5) = 0 und (%, + x,) (¥, — %) = 0,

ihnen entspricht das imaginire und das reelle Geradenpaar; der Fall 5.
endlich liefert die stets reelle Doppelgerade. DaB der Gegensatz von

reell und imaginir erhalten bleibt, beruht darauf, daB nur reelle Trans-
formationen in Betracht kommen.

(38)

§ 7. Das Polarsystem.

Wir gehen von einer nicht zerfallenden C, aus; ihre Gleichung
setzen wir in die Form (34a), also:

Fx) = %1 (ay %) + @195 + a13%;) -+ %5 (Ay %) -+ Age Xy + Aog%5)

+ %3 (a3 %) + A3 %, + ag3%;) = 0,

(39)
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und es soll A=\ag|=0
sein. Ferner seien (y) und (2) zwei beliebige Punkte, so wird (S. 110)
(40) ox; =y + Az

alle Punkte der durch (y) und (2) bestimmten Geraden darstellen. Fiir
ihre gemeinsamen Punkte mit der C, besteht die Gleichung

fy + iz2) =D ai(yi + 22)) (v + Az) = 0;
nach 4 geordnet moge sie
(41) L2 +2MA+ N =0
lauten, und zwar ist, wie die Ausmultiplikation direkt ergibt,
L :Zaikzizk: M :Z“ikyizkr N :Z“ikyiyk-
Der bilineare Ausdruck M 148t sich ausfithrlicher in der doppelten Form
(42) M =2yi(aiy 2y + Gin2y + @3 25) = 2 2(a;19; + 4159, + di3y3)

darstellen, ist also in den y; und z; symmetrisch aufgebaut.

Die beiden Wurzeln 4’ und 4" von (41) liefern, in (40) eingesetzt,
die Punkte (x') und (x"’), die die Gerade mit der C, gemein hat. Haben
die Punkte (y) und (2) insbesondere eine solche Lage, daf3

(43) V+1"=0 oder M=0

ist, so bilden (x) und (x”) mit (y) und (z) zwei harmonische Punkte-
paare; jedes Paar von Punkten (y) und (2), das diese Eigenschaft (43)
besitzt, soll ein Paar konjugierter Punkte filv die C, heillen.

Wir halten nun den einen Punkt, z. B. (y), fest und fragen nach
der Gesamtheit der Punkte (z), die zu (y) konjugiert sind. Sie bilden
— in variablen 2, — die durch M = 0 dargestellte Gerade. Sie hei3t
Polare von (y), und (y) ihr Pol. Wir haben das wichtige Resultat: Halt
man irgendeinen Punkt (2) dieser Geraden fest, so bilden alle zu ihm
konjugierten Punkte — in variablen y; — ebenfalls eine durch M = 0
dargestellte Gerade. Zu diesen Punkten gehort auch der Punkt (y), von
dem wir ausgingen, und so folgt:

Von zwei konjugierten Punkien liegt jeder auf der Polare des anderen.

Fallt der Punkt (y) auf die Kurve, so ist in (41) N = 0; wird also
der Punkt (2) wiederum der Bedingung M = 0 unterworfen, so liefert
die Gleichung (41) fiir 4 die Doppelwurzel 4 = 0; die Verbindungs-
linie von (y) und (z) hat alsdann mit der Kurve nur den doppelt zéihlen-
den Punkt (y) gemein, sie wird zur Tangente in (y), d. h.:

Die Polare eines Kurvenpunkies ist seine Tangente.

Man kann das Resultat auch so formulieren: Jeder Punkt (z) einer
Tangente der Kurve ist zu ihrem Beriihrungspunkte konjugiert. Die
Polare von (z) [als Ort aller zu (z) konjugierten Punkte] geht daher
durch die Berithrungspunkte der von (2) an die Kurve gelegten Tangenien.
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Die Linienkoordinaten #; der Polare von (y) erhalten wir aus (42)
gemiB Kap. VIII, §5; sie sind

(44) ou; = A1 Yy + @in¥s + Ai3Ys-
Wegen |a;z| 20 lassen sich diese Gleichungen nach den y; auflésen;
sind A4;; die Unterdeterminanten der a;;, so ist

(44a) oyr = Aypuy + Agpuy + Agpus.
Zu einer Geraden (#) gibt es also genau einen Punkt (y), der ihr Pol

ist: Das Ewnisprechen von Pol und Polare ist eineindeutig.
Beispiel. Fur einen Kreis 22 4+ y2 — p% = 0 lautet die Gleichung, die die
Polaritit liefert, wenn (&, ) und (#, y) konjugierte Punkte sind,
§x+ny —*=0.
Sie liefert 1. die Polare zu (&, #), 2. die Tangente, wenn (£, #) ein Kreispunkt
ist, 3. den Satz, daB8 die Polare auf der Verbindungslinie des Zentrums mit
(&, 7), also der Geraden nx — &y = 0 senkrecht steht.

§ 8. Die involutorischen Beziehungen im Polarsystem.

Die Polaritit bedingt eine Reihe tnvolutorischer Beziehungen. Sei g
eine beliebige Gerade ; wihlen wir sie als Gerade x; = 0 des Koordinaten-
dreiecks, so geht die Bedingung (43) fiir die konjugierte Lage zweier
Punkte (y), (2) von g in die einfachere Gleichung

Ayy V12 + a1 (V12 + Y2 %) + A5 Ve2, = 0

iber. Die y; und z; sind zugleich lineare Koordinaten fiir g selbst (S. 111);
demgemiB zeigt die vorstehende bilineare Gleichung, daBl die Paare
(), (¢) auf g eine Punktinvolution bilden. Dies ergibt sich auch folgen-
dermafen: Fassen wir g als Verbindungslinie der Punkte (x') und (x"’)
auf, die sie mit der C, gemein hat, so ist jedes auf ihr enthaltene Paar
(), (#) zu (x') und (x'') harmonisch; ihre Gesamtheit bildet also die
Involution mit (¥’) und (x”') als Doppelpunkten. Je nachdem die Gerade g
die Kurve in zwei reellen oder zwei imagindren Punkten schneidet, ist
die Involution hyperbolisch oder elliptisch. Ist die Gerade eine Tangente,
so ist die Involution parabolisch; in der Tat ist ja (S. 160) jeder Punkt
der Tangente zum Berithrungspunkt konjugiert.

Fiir die weiteren Betrachtungen wird zweck- P
maBig e Bezeich ingefithrt; di 7
g eine neue Bezeichnung eingefithrt; die
Polare eines Punktes P soll $ heiflen. Wir f R
nehmen an, die Kurve sei zeichnerisch gegeben, y
und wollen zunichst zu P die Polare p und zu Ay

p ihren Pol P konstruieren. Dazu dient der 74,
Satz von S. 65 iiber das Auftreten harmonischer
Punkte am vollstindigen Viereck. Durch P ziehen wir zwel Geraden;
ihre Schnittpunkte K,, K,, K,, K, mit der C, betrachten wir als vier
Ecken eines Vierecks und konstruieren dazu, wie es Fig. 63 zeigt, das
Diagonaldreieck. Eine Ecke fillt in P, die beiden anderen seien Q) und R.
Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 11

Fig. 63.
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Dann schneidet QR die beiden durch P gezogenen Geraden in Punkten,
die zu P konjugiert sind, und ist daher die Polare ; ebenso ist PR = ¢
die Polare von Q und PQ = die Polare von R. Im Diagonaldreieck PQR
sind also je zwei Ecken einander konjugiert, und jede Seite ist die Polare
der ihr gegeniiberliegenden Ecke (Polardreieck). Damit ist bereits zu
P die Polare p gefunden. Geht man umgekehrt von der Geraden p
aus, so wird man auf ihr einen Punkt Q beliebig annehmen, und nun
mit Q als Ausgangspunkt das zugehérige Polardreieck Q PR konstruieren,
so ist damit auch der Pol P gefunden.

Von den beiden Geraden ¢ und » geht jede durch den Pol der
anderen; sie heien konjugierte Geraden fur die C,. Lassen wir den
Punkt Q die Gerade p durchlaufen, so dreht sich gleichzeitig ¢ um P;
es durchliuft auch R die Gerade s, und es bleibt stets Q, R ein Paar
konjugierter Punkte; ebenso auch ¢,7 ein durch P gehendes Paar
konjugierter Strahlen. Alle diese Strahlenpaare (g, #) bilden wieder eine
Involution von Strahlenpaaren mit P als Scheitel; die von P an die C,
gezogenen Tangenten sind (S.160) ihre Doppelstrahlen. Man kann
dies so aussprechen, dall die Involution konjugierter Punkte auf $
der Schnitt mit der im Biischel um P vorhandenen Involution kon-
jugierter Strahlen ist.

Die so fiir eine C, nachgewiesene Polaritit enthdlt die Sitze {iber
konjugierte Durchmesser als Sonderfille. Fillt der Punkt P in einen
Punkt Q., so ist jeder zu ihm konjugierte Punkt Mitte einer durch
Q- gehenden Sehne, ihre Gesamtheit somit ein Durchmesser. Die
Durchmesser sind also Polaren der Punkte Q.,; umgekehrt entspricht
der Geraden g, als Pol der Kurvenmittelpunkt (bei der Parabel, die
von g. beriihrt wird, fallt ihr Pol in den Berithrungspunkt). Bei
einer nicht zerfallenden Mittelpunktskurve liegen zwei konjugierte
Durchmesser so, dafl jeder die Sehnen halbiert, die durch den Pol des
anderen gehen; sie sind also auch im Sinn des Polarsystems kon-
jugiert. Die Endpunkte der Paare konjugierter Durchmesser bilden also
die auf g, vorhandene Involution der konjugierten Paare (Q., R.).
Zwei konjugierte Durchmesser und g, bilden ein Polardreieck.

Beispiel. Fiir den Kreis #2 + y2 — 222 = 0 und fir (v, ¥, 2) und (¥, 9, /)
als konjugierte Punkte ist die Polaritatsgleichung

x¥ +yy — %22 =0; ferner ou=ux, ov =19, ow= —p%z.

Die Punktinvolution auf g, ist also durch x »’ + 49’ = 0 bestimmt. Die Involution
in Linienkoordinaten ##’ — vv’ = 0 bezieht sich auf das Strahlbiischel um O.
Je zwei konjugierte Strahlen sind normal zueinander. Die Doppelelemente sind
%2+ 9?2 =0 und #?+492=0, also die Kreispunkte und die Minimalgeraden.

Fir ein Polardreieck als Koordinatendreieck gestaltet sich die
Kurvengleichung besonders einfach. Die Ecken haben dann — in y;
geschrieben — die Koordinatenwerte

Y2 =0, ¥3=0; ¥3=0, ¥ =0; ¥Y1=0, ¥ =0;



§ 8. Die involutorischen Beziehungen im Polarsystem. 163

ihre Polaren sind daher nach (42)
@121+ Az2s + 432, =0 (1=1,2,3),
andererseits sind sie als Gegenseiten im Koordinatendreieck
7y=0, 2=0, 2z=0.

Durch Vergleich ergibt sich, daB alle a;;, deren Indices 7, 2 voneinander
verschieden sind, den Wert Null haben. Somit ist

(45) Ay %7+ App X3+ g 22 = 0

die Gleichung der C, fiir ein Polardreieck als Koordinatendreieck. Die
Transformation in eine Summe quadratischer Glieder von § 5 erhilt
damit thre geometrische Deutung.

Zwei konjugierte Durchmesser bilden mit g_ ein Polardreieck;
dementsprechend war die auf zwei konjugierte Durchmesser bezogene
(homogene) Gleichung von Ellipse und Hyperbel

Ax?+ By? — 22 =0.

Auch die Transformation auf die Hauptachsen 148t sich mittels der
Polarentheorie leicht behandeln. Zunichst folgt aus Satz 2 von S. 87
die Existenz der Hauptachsen; sie bilden das gemeinsame Paar der
Durchmesserinvolution und der orthogonalen Involution, das stets

reell ist (S. 84). Analytisch ergibt sie sich wie folgt. Wir gehen von
der Mittelpunktsgleichung fiir rechtwinklige Achsen aus; sie sei

(45a) A X2 205,8Y + Ay y? + 5522 = 0;

fur irgend zwei konjugierte Punkte x;:y,:2 und x,:9,:2, besteht
wieder die Gleichung (43); sie lautet hier

Xy (Ayy %y + @19 Y5) + V1 (A9 %y + A9y yp) + A33212, = 0.

Wihlen wir die beiden konjugierten Punkte als ein Paar Q.,, R, von
g und sind «;, ay die Winkel der Richtungen nach Qoo, Ry, mit der
x-Achse, so ist fiir 1 =1, 2

Xpiysi2 = cosorsing,: 0,
und die vorstehende Gleichung geht in
COS &y (@) COSGy + Ay SIN &) - SINK; (@5 COS A, + agy sine,) = 0

tiber. Sollen die Punkte Qo, R, zugleich auf den Hauptachsen liegen,
so mull &, — &; == L7 sein; also

COS&y « COSK, - Sin, - sinky, = 0.

Nun sind cosa, und sina, nicht zugleich Null; in den beiden letzten
Gleichungen sind daher die Faktoren von cosea, und sing, einander
proportional, fiir geeignetes 1 ist also

@11 COS Gy + @yy SINGy = A COSKy, Ay COSKy + Ayysina, = Asina,.

11%*
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Da cos«,, sina, nicht gleichzeitig verschwinden, erhalten wir fiir die
zugehodrigen Werte 1 die Bedingungsgleichung

ay, — 4 a : 9
J " N !:0; A2 — (ay; + ag) A - 24,859 — a3, = 0.
i Aoy Ay — 4|
Thre stets reellen, im allgemeinen voneinander verschiedenen Wur-
zeln 4; liefern die zwei Werte «;; fiir jeden von ihnen ist mithin

@y CO30; + ag,sina,; = A;cosa,,
(46?1) 1 . 12 ) ] ‘
@y COSK; + gy SINK; == A;8IN KX, .

Die so gefundene Gleichung fiir 4 ist dieselbe, die (S.151) A, und Ay,
zu Wurzeln hat. Dies ergibt sich auch aus der folgenden Betrachtung,
die die Hauptachsengleichung direkt liefert. Wir gehen zunichst zur
inhomogenen Gleichung (45a) zuriick, also zu

a3 %%+ 28150Y + AgY% - a5 = 0.
Ihre Glieder zweiter Ordnung schreiben wir
an ¥ + 28158y + a3 y* = x (% + apy) + Y (A x + a5,9) .

Nun sind «, und «, die Winkel der neuen X, Y-Achsen mit der
xz-Achse, daher lauten dis Transformationsgleichungen
(46b) %= Xcosa, + Ycosa,, y=Xsina; 4 Ysina,.
Mit Benutzung von (46a) ergibt sich aus ihnen

ap % + ay,y = Acos0, X 4 Ay cosx, Y,

Ay % + gy = Ay sine X 4 Ay sine, Y,
und hieraus folgt durch Multiplikation mit den Gleichungen (46b)
und Addition wegen oy — 0, = ¥7

Ay B+ 2a1,xY + Ay y? = 4 X2 4 L,Y2.

Bemerkung. Im Fall der Parabel ist wegen a,,a,, — a?, = 0 die eine der

beiden Wurzeln 2, und 4, Null; wird 2, = 0 gesetzt, so gehen die Glieder zweiter
Ordnung in das eine Quadrat 2, Y2 iiber; das ibrige folgt wie vorher.

§ 9. Dualistisches.

Das Entsprechen zwischen den Punkten und ihren Polaren ist
ein duales Entsprechen. Es entspricht ndmlich

einem Punkt P und einer Geradeng  eine Gerade p und ein Punkt Q,
der vereinigten Lage von P und ¢ vereinigte Lage von $ und 0Q,
allen Strahlen ¢ durch P alle Punkte Q auf

usw. Geht man also von einer Figur aus, die aus Punkten und Geraden
besteht und konstruiert zu jedem Punkt die Polare und zu jeder Geraden
ihren Pol, so entsteht eine dualistische Figur, die aus Geraden und
Punkten ebenso aufgebaut ist wie die Ausgangsfigur aus Punkten und
Geraden. Gemidl (44) geht iiberdies auch

ex;=v;+ Az, in  ou; = v; + dwy
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itber, also eine Punktreihe in einen zu ihr projektiven Strahlbiischel
und umgekehrt. In dieser Weise ist die Dualitit von J. V. PONCELET
gefunden worden.

Auf hohere Gebilde 1483t sich das Entsprechen- folgendermaBen
ausdehnen: Wir betrachten einen Punktort C, der #'® Ordnung aus
(§1), der durch g, (y) = 0 gegeben sei; eine Gerade ¢ enthilt » Punkte
von ihm. Jedem Punkt P des Ortes entspricht in bezug auf die
gegebene C, eine Polare p; alle diese Geraden bilden einen Strahlen-
ort, und ebenso wie #» Punkte P; von C, in eine Gerade ¢ fallen, so
werden die # Polaren $; simtlich durch den Pol Q von ¢ laufen. Das
polare Bild des Punktorts C, der #"" Ordnung ist also ein Strahlen-
ort I, der n'* Klasse. Seine Gleichung ergibt sich hochst einfach mittels
der Formeln (44), die die Koordinaten u; der Polare des Punktes (y)
liefern. Fiir die y; besteht die Gleichung g,(y) = 0. Setzen wir in sie
fir die y; ihre Werte (44a) in den #; ein, so ist diese Gleichung fiir die
Polaren aller Punkte (y) erfiillt, und ist daher bereits die Gleichung
@n(1t) = 0 des Strahlenorts. :

Sei insbesondere die Kurve C, die Kurve C, selbst. Jedem ihrer
Punkte entspricht seine Tangente als Polare; die Gleichung ¢(x) = 0
des Strahlenorts stellt also in diesem Falle die Kurve C, in Linien-
koordinaten dar. Diese Gleichung soll jetzt abgeleitet werden, indem
wir zunidchst von den Gleichungen (44) ausgehen; sie lauten

Oty == 311 + GypYy + A15Ys

Oy = Gg1 Y1+ AgpVy + Ag3Y3

Oty = Az Yy -+ AgpYy 1= dgY3.
AuBerdem haben wir auszudriicken, daB (y) der C, angehért, daB also
fir die y; die Gleichung (39) besteht. Wir multiplizieren dazu die
drei Gleichungen mit ¥, y,, y; und erhalten

Uy Yy A= gy A= Uzy3 =0,

eine Gleichung, die die vereinigte Lage fiir den Punkt (y) und die Ge-
rade (u) darstellt (also fir den Kurvenpunkt und seine Tangente).
Wir haben so vier Gleichungen, die fiir die y; erfiillt sein miissen; die

Elimination der y; aus ihnen liefert die gesuchte Beziehung fiir die #;,
also die Tangentengleichung der C,. Sie hat die Form

(47)

Q31 A3 dzg U

uy, Uy U3 0 |

Direkter erhalten wir sie durch Multiplikation der Gleichungen (44a)
mit u(k =1, 2, 3) und ihre Addition; so folgt

(47a) D Apuum =0 (s, = Agy) -
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Eine eigentliche Kurve der zweiten Ovdnung ist also zugleich etne
Kurve der zweiten Klasse.

Ist die Kurve C, auf ein Polardreieck bezogen, hat ihre Gleichung
also die Form (45), so lautet ihre Tangentengleichung
(471b)

2 2 2
u? u3 u3
— 4=+ —==0.

a1 Qoo as3

Die Formeln (44) lauten nidmlich in diesem Falle

OUy == Ay Y1,  OUpy = Gggly, Ol = dg3Ys,
woraus die Behauptung folgt.
Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich dualisieren. Wir gehen
dazu von der Gleichung eines nicht zerfallenden Strahlenorts I', der
zweiten Klasse aus; sie laute

@(u) = D bpuuy, = 05 by = by,

Wir werden damit beginnen, einer Geraden p (#;) einen Punkt P mit
der Gleichung 0= b;, u;v, in Geradenkoordinaten v, zuzuordnen,
und werden so das dualistische Bild der vorstehenden Resultate erhalten.
Nur zweierlei sei erwdhnt: Die im Strahlenbiischel auftretende involu-
torische Paarung der Strahlen (v), (w) hat die Gleichung

vy (by @y + Dy32w5) + 0 (byy 0y + byew,) = 0,

und zweitens: Der Strahlenort I', wird sich zugleich als ein Punktort C,
erweisen. Dies kommt folgendermafBlen zustande: Auf jedem Strahl
des Orts I, muB es einen Punkt geben, der der Tangente dualistisch
gegeniibersteht und den wir als Berdihrungspunkt des Strahls definieren
konnen, d. h. als einen Punkt, fiir den die beiden durch ihn ziehenden
Strahlen des Orts identisch sind. Die Gesamtheit dieser Beriithrungs-
punkte (x) wird dann durch die Gleichung

DEixix =0; By = By

b £ 0.

dargestellt sein, wo die B;, die Unterdeterminanten von |b;;| sind.
Damit ist die Identitdt der wicht zerfallenden Kurven zweiter Ovdnung
und zweiter Klasse in vollem Umfang erwiesen.

§ 10. Das ausgeartete Polarsystem.

Wenn die C, in ein Geradenpaar ausartet — es heifle G, —, so daBl
die Diskriminante A = 0 ist, so artet auch das Polarsystem aus. Als
Polare eines Punktes (y) definieren wir wiederum die durch (43) fir
variables z bestimmte Gerade; fiir ithre Koordinaten #; gilt also

Oty = Ay Yy + AysYs + A43Y3,
(48) Oty = Aoy Yy + AgeYp + A3,
Oty = Ag; Yy + A3 1 A33Ys-
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Wegen A = 0 bestehen fir die Unterdeterminanten A;;, die bei einem
Geradenpaar wicht alle verschwinden, die Gleichungen

(48a) Ay 1Ay i Ay = Ay Agyt Agy = Ayg: Agy i Ass;
und es ist fiir jedes ¢, k
(48b) Ayidyg + agidop + azi Az =0

daher folgt aus (48) fiir jeden Index %
Aypuy + Ayptty + Agpuz = 0.

Fithren wir nun den Punkt (&) ein, dessen Koordinaten durch die Ver-
hiltnisse (48a) gegeben sind, so ergibt sich fiir ihn aus der vorstehenden
Gleichung
(49) 51%1 + Ezuz -+ 53“3 =0,
und wegen (48b) ist zugleich

P18yt Ay + a138, =0, Ayt 458 + a8 =0,

@318y + a3y + a8 = 0.

Hieraus folgt zweierlei: 1. Da (y) ein beliebiger Punkt war, so gilt die
Gleichung (49) fiir jeden Punkt (y), die Polaren aller Punkte gehen
also durch den Punkt (&). 2. Fiir diesen Punkt werden in (48) alle
u; = 0, seine Polare wird daher wunbestimmt (singuldrer Punkt). Das
Polarsystem artet also in der Weise aus, daBl die Polare eines beliebigen
Punktes durch (&) geht, wihrend als Polare von (&) jede Gerade zu
betrachten ist.

Der Punkt (&) ist der Schnittpunkt des Geradenpaars. Wegen der
Gleichungen (49a) hat firr ihn der Ausdruck (39) den Wert Null; (&)
gehort also dem Geradenpaar an. Ist ferner (x') ein anderer Punkt des
G,, und wird wie S. 160

f(6+4x) =LA+ 2ML+ N

gesetzt, so ist jetzt 1. L = 0 und N = 0, weil (¢) und (x') auf dem G,
liegen, und 2. M = 0, weil die Polare von (x’) durch & geht. Daher
gehort der Punkt (£ 4 1x') fiir jedes 4, dem G, an; die durch & und %’
bestimmte Gerade ist also ein Teil von ihm. Dies gilt fiir jeden Punkt
(x') jeder der beiden Geraden des G,, in der Tat ist also (£) ihr Schnitt-
punkt.

Die Polardreiecke ergeben sich hier folgendermafen:

Je zwei durch (&) gehende Geraden, die mit den beiden Geraden
des Paares zwei harmonische Strahlenpaare bilden, sind einander kon-
jugiert; jede von zwei solchen Geraden ist die Polare der simtlichen
Punkte der anderen; je zwei Punkte zweier solcher Geraden sind also
ebenfalls zueinander konjugiert. Ein Polardreieck wird daher durch
den Punkt (§) im Verein mit irgend zwei konjugierten Punkten (y)
und (z) dargestellt.

(49a)
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Auch der in ein G, ausgearteten C, entspricht eine Gleichung in
Linienkoordinaten. Wie im allgemeinen Fall ist es die Gleichung, der
die Polaren aller Punkte des G, gentgen; zu ihr fithrt auch derselbe
. Weg wie dort. Er liefert wiederum die Gleichung (47a). Aber bei dem
G, befriedigen die 4;; die Gleichungen (48a); wir kénnen daher (vgl.

S 154) Ay =p&, Apg=pk&é
setzen, und so geht (47a) in diesem Fall in die Gleichung
(50) (yuy + Gyuy -+ E3u5)° =

iiber. Sie stellt den Schnittpunkt des G, {doppelt gerechnet) dar.

Wenn die C, in eine Doppelgerade ausartet, verschwinden alle
Unterdeterminanten A;;. Alsdann bestimmen die Gleichungen (49a)
nicht nur einen singuliren Punkt (£), sondern unendlich viele. Die
drei Gleichungen (49a) stellen jetzt (in variablen &;) eine und dieselbe
Gerade dar, und zwar die Doppelgerade, und es ist jeder ihrer Punkte
ein singuldrer. Die Gleichung (47) ist jetzt fiir jede Gerade (u) erfiillt;
ein besonderer Strahlenort existiert also nicht mehr.

§ 11. Das C,-Biischel.
Seien

(51) f=Dauxixp=0 und @ = Dbxx,=0

die Gleichungen zweier eigentlicher C,. Durch Elimination einer Ko-
ordinate aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir fir das Ver-
hiltnis der beiden anderen Koordinaten eine Gleichung 4*® Grades.
Es gibt deswegen vier Tripel x;, die beiden Gleichungen geniigen; sie
entsprechen den gemeinsamen Punkten der beiden C,. Wir beschrinken
uns ausdriicklich auf den einfachen Fall, daB die vier Punkte voneinander
verschieden sind. Sie gehoren zugleich jedem C, des durch die Gleichung

(52) f—ip =0
dargestellten Kurvenbiischels an (Grundpunkie oder Basispunkie).

Ist £ ein von den Grundpunkten verschiedener Punkt, so kann
A eindeutig so bestimmt werden, daB die C, durch (&) geht. Die
Gleichung 7 (&) — A¢(£) = 0 liefert in der Tat stets genau ein 1, aus-
genommen, wenn f (&) =0 und ¢(&) =0, d. h. (§) ein Grundpunkt ist.
Den Werten 1 =0 und 1 = oo entsprechen f =0 und @ = 0 selbst.
Durch jeden von den Grundpunkten verschiedenen reellen Punkt der
Ebene geht also eine und nur eine Kurve des Biischels mit reellem /.

Alle C, eines Biischels werden (wie beim Kreisbiischel, S. 118) von
einer beliebigen Geraden g in Punktepaaren einer Involution geschnitten.
Wihlen wir die Gerade als Seite x; = 0 des Koordinatendreiecks, so
ergibt sich fiir ihren Schnitt mit dem Biischel

1% + 28155, % + gy 23 — A(byy H] + 2615 %% + byp3) = 0.
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Zwischen dem Koeffizienten ay; -+ Ay, 2(a1o + Ad1,), dop + A0y, be-
steht- eine von 4 unabhingige homogene lineare Beziehung, also
zwischen der Summe und dem Produkt der Wurzeln x; : %, eine lineare
Beziehung. Also entsprechen den Wurzelpaaren die Punktpaare einer
Involution (s. S. 81); die Doppelpunkte sind die beiden Punkte, die
zu den beiden Paaren

Ay % 20595, % + Apex3 =0 und by a7 + 2b55%, %, + byl =0

zugleich harmonisch sind.

Die vier Grundpunkte des C,-Biischels bestimmen ein vollstdndiges
Viereck; je zwei seiner Gegenseiten bilden ein durch die vier Punkte
gehendes und daher dem Biischel angehérendes Geradenpaar. Solcher
Geradenpaare gibt es also drei. Ferner entspricht dem vollstindigen
Viereck (S. 64) ein Diagonaldreteck; an dieses Dreieck werden sich die
weiteren Betrachtungen wesentlich ankniipfen. Wir betrachten zunichst
seine Realitdtsverhiltnisse.

Die vier Schnittpunkte der beiden C, sind entweder simtlich reell
oder simtlich imagindr, oder es sind zwei reell und zwei imaginir.
In den beiden ersten Fillen ist das zu ihnen gehérige Diagonaldreieck
reell. Im ersten Fall ist das selbstverstindlich. Sind aber alle vier
Punkte imaginir, so bilden sie zwei konjugiert komplexe Paare, und
jede Gerade, die zwei der vier Punkte verbindet, ist entweder reell
oder konjugiert komplex zur Verbindungslinie der beiden anderen
Punkte. Zwei Gegenseiten des Vierecks haben mithin einen reellen
Schnittpunkt, und es gibt drei solche Punkte. Dieser Fall tritt immer
ein, wenn in dem C,-Biischel (fiir reelles 1) eine nullteilige C, existiert;
denn dann miissen alle vier Grundpunkte imagindr sein. Den drei
Geradenpaaren, die aus je 2 zueinander konjugierten Geraden be-
stehen, entsprechen in diesem Falle und iiberhaupt immer, wenn das
Diagonaldreieck reell ist, drei reelle Werte von 1 in der Darstellung (52)
der Kurven des Biischels. Denn die Geradenpaare haben je mindestens
einen reellen von den Grundpunkten verschiedenen Punkt. Ist end-
lich nur ein Paar imaginirer (also konjugiert komplexer) Punkte vor-
handen, so gibt es nur ein Geradenpaar, das einen reellen Schnittpunkt
liefert, ndmlich die Verbindungslinie des reellen Paares und die (reelle) Ver-
bindungslinie des Paares konjugiert komplexer Punkte. Vom Diagonal-
dreieck ist also nur eine Ecke reell, ebenso (dualistisch) eine Seite.

Ist das Diagonaldreieck reell, so ist es (S. 162) ein Polardreieck fiir
jede C, des Biischels, insbesondere auch fir f =0 und ¢ = 0. Wird
es als Koordinatendreieck gewidhlt, so gehen (§8) / und ¢ in je eine
Summe quadratischer Glieder iiber; es sei

(53)  F=ayit ayitayi, @ = byl + )5+ by
Wir wollen die Aufgabe losen, diese Transformation durchzufiihren.
Man kann die Aufgabe noch in der Weise vereinfachen, dafl man in (53)
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die &, als Multiplikatoren in die y; eingehen 14Bt, so daB sich fiir ¢
die einfachere Form

(53a) ¢ =9+ 5 + 93

ergibt. Allerdings koénnen die b; bei einer reellen Kurve ¢ = 0 nicht
samtlich dasselbe Zeichen haben, so daf3 die y; teilweise negative GroBen
sind. Unsere Festsetzung -geschieht auch nur, um gewisse Teile des
Beweises rechnerisch zu vereinfachen. Ist ein j} negativ, und setzen
wir dafiir (nach Ausfithrung der Rechnungen mit den y;) —2], so sind
die z; reell, und wir erhalten die Kurve in reeller Weise durch reelle
Koordinaten z; dargestellt?,

‘Um die vorstehende Transformation auszufiihren, ist dreierlei zu
leisten: die Ermittlung des gemeinsamen Polardreiecks, die Bestimmung
der Koeffizienten 4; und die Berechnung der Substitutionen, die den
Ubergang von den x, zu den y; (und z;) bewirken.

Die drei Geradenpaare des Biischels (52) ergeben sich, wenn wir
seine Diskriminante gleich Null setzen; sie entsprechen also den drei
Wurzeln der Gleichung
Sie seien 4/, A", A", fiir diese Werte zerfillt also f— ¢ in zwei lineare
Faktoren. Nun haben wir — in den Koordinaten y; —

(55)  f—Adp=(a,— D+ (& — ) yi+ (a3 — A)y; =0.

Soll diese Gleichung fiir i’, 4", ' ein Geradenpaar darstellen, so kann
die Form f — l¢ (§ 6) nur aus zwei quadratischen Gliedern bestehen;
es mufB daher einer der drei Koeffizienten a; — 4 fiir jede der drei
Waurzeln 1°, 2”7, 2’ den Wert Null haben. Da wir aber nach Voraus-
setzung vier voneinander verschiedene Grundpunkte des Biischels,
also auch drei voneinander verschiedene Geradenpaare im Biischel
haben, so miissen die drei aus zwei quadratischen Gliedern bestehenden
Formen voneinander verschieden sein. Daraus folgt, daB 4, 4”7, 1
bei unserer Voraussetzung voneinander verschieden sind und mit den
Koeffizienten a; iibereinstimmen. Es ist deswegen

(56) f=Vvi+Vy+ 273,

wihrend @ durch (53a) gegeben ist. Damit ist die Transformation
bereits geleistet. Das Biischel selbst erhilt die Gleichung

(57)  f—le=@F —Dy+ @ -+ (@ —Hy=0,
und die drei Geradenpaare sind durch
f __‘l/(p — (l//_ l/) y‘é) + (l///_ l’) yg _ 0
(578.) f l’/ (ll Z”) y2 + (;“///__ l/,) y;;, —0
L1 =2"p= =¥y + @ —1")y3=0

1 Das Beispiel von S. 172 wird dies am besten erldutern.



§ 11. Das C,-Biischel. 171

dargestellt. Fiir diese Werte 4', 2" A" zerfallen die linken Seiten, die
wir immer in den x; ausgedriickt denken, wie die rechten in je zwei
Faktoren. Fir die rechte Seite der ersten Gleichung findet man z. B.

V2= Wy VT =27 3,) (YU = W= VI = 77 33) = 0
diese Faktoren sind den Faktoren der linken Seite gleichzusetzen.
Damit gewinnen wir lineare Gleichungen zwischen den x; und den v;,
und damit auch die Transformationsformeln zwischen ihnen.

Endlich sind auch die Schnittpunkte der beiden C, damit gefunden.
Sie entsprechen den Werten y;, die den Gleichungen
=i+ Ay 4+ 2"y=0, ¢=y-+»%+y=0
zugleich geniigen; sie sind also gegeben durch
W = (W 2 (N — X (X = 1),
Diesen Gleichungen wird in der Tat durch wvier verschiedene Tripel vy,
geniligt.

Falls in dem Biischel eine nullteilige Kurve vorhanden ist, so
besteht fir die drei Wurzeln 1’, 1’, " der schon S. 169 abgeleitete,
wichtige Satz, daB sie sdmtlich reell sind. Wir werden hierfiir noch
folgenden Beweis geben. Zunichst sind die Wurzeln, da die vier Grund-
punkte des Biischels voneinander verschieden sein sollen und es mithin
drei Geradenpaare gibt, ebenfalls voneinander verschieden. Fiir den
Beweis der Realitit treffen wir die Vereinfachung, die genannte null-
teilige Kurve als ¢ = 0 zu wihlen und das Koordinatendreieck der
x; als ein Polardreieck dieser Kurve @ = 0 anzunehmen, also die Glei-
chung ¢ = 0 in der Form

A+ 23+ =0
vorauszusetzen. Nun bestehen fiir den Doppelpunkt (&) eines jeden
Geradenpaares die Gleichungen (49a); fiir die drei Geradenpaare
/ —Ap =0 lauten sie, da jetzt alle b; =1 und fir ¢ =k alle
bir = 0 sind,

(@ — 1) &+ arp &, + a8 =0

A1 &1+ (A — A) &5 + Ay 53 =0

g &y + agy + (a5 — 4) &5 = 0.
Seien nun (&), (§(”), (') die Doppelpunkte, die den drei Geraden-
paaren, also den Werten 1’, 1", 1" entsprechen. Fiir jede dieser Wurzeln

bestehen dann die vorstehenden Gleichungen; insbesondere lauten sie
fir ' und 1"

V& = a8 + a8 + iz &}
VE = an & + a;5 8 + ;58 .
Multiplizieren wir die drei ersten mit &, &', & und addieren sie,
ebenso die drei letzten mit &{, &, & und addieren sie ebenfalls, so

und
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stimmen die rechts entstehenden Summen [gemifl (42)] tiberein, und

es folgt (W — 1) (& + &E + &) =0
Nun ist A’ — 4” 2 0, also folgt weiter
(58) L&+ && + HE =

Hieraus kann die Realitit von 4’, 4/, '’ leicht geschlossen werden.
Hitte namlich Gleichung (54) komplexe Wurzeln, so miilten sie kon-
jugiert komplex auftreten; es sei z. B.

V=u+vi, V=p—vri.
Die zugehorigen Werte & und &7 sind dann wegen der Realitdt der
a;; auch konjugiert komplex; es sei insbesondere

&= i + ifi, &= Wi — lé-p
Aus (58) folgte dann

nmHad+n+8+B+E=o,

und dies ist, da alle #; und {; reell sind, nur fiir 3; = 0, {; = 0 erfiillt.
Diese Werte sind aber als Koordinatenwerte ausgeschlossen.

Ist das Polardreieck nicht reell, hat es also nur eine reelle Ecke
und eine reelle (gegeniiberliegende) Seite, so bleiben die analytischen
Betrachtungen, die sich an die drei Geradenpaare, das Polardreieck
und die drei Wurzeln i, A”, 1’ kniipfen, nach wie vor in Geltung —
bis auf den Satz iiber die Realitit der Wurzeln. Die Transformation
kann im Reellen nicht ausgefithrt werden. Es soll auf diesen Fall
nicht nidher eingegangen werdenl. ‘

Beispiel. Es sei
f=1042% — 9892 4 64x + 40 =0, @ = 9242+ 49y2 —8x — 68 =0.

Dann ist

1104 — 924 0 32+ 44
A4 = 0 —49(2 + 4) 0 s
32 4 44 0 40 + 681 |
und es ergeben sich aus A(l) = 0, also aus
(2 + 2){(104 — 924) (40 + 684) — (32 + 44)%} =0
die Wurzeln 2’ = —2, 1”7 = 1, i’ = —}. Die Gleichungen der drei Geradenpaare

in den y; lauten daher
=¥ o=f+20= 333+ §y3=0
P—Ve—f— g=—30— % =0
- [—=¥e=f+ip=—3yi+ 3yi=0.
1 Naheres findet man in den Vorlesungen iiber Geometrie von CLEBSCH,
herausgegeben von LINDEMANN, (1876) S. 120ff., in der Einfiithrung in die ana-
lytische Geometrie von KowALEWSKI, (1910) S. 189, in den Vorlesungen aus der
analytischen Geometrie der Kegelschnitte von GUNDELFINGER, herausgegeben von

DINGELDEY, (1895) S. 129 und in der Analytischen Geometrie der Kegelschnitte
von SALMON, herausgegeben von DINGELDEY (1918), Bd. 2, S. 1.
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Man ersetze nun, um zu reellen Substitutionen zu gelangen, 3%, ¥2, »2 durch
22, 22, —z2%, so stellen sich f und ¢ folgendermaBen dar:
fm—2s A +38, p=A4n—d

und die drei Geradenpaare durch

27

38— 48 =0, —3843A=0, —idfid=0.
‘Weiter ist (unter Verwendung der urspriinglichen Koordinaten)
4+ 2¢ = 2884% 4 48x — 96 = 3(23 — }2i),
und so ergibt sich, wenn wir die Ausdriicke in Faktoren spalten,
16(2x — 1) (37 + 2) = (& — VE25) (22 + V 325) ;

wir koénnen also setzen

2y — ]/_%23 =o0(2x — 1), 25+ ]/gz3 =o0(3x +2),
mithin

em=5r+1, enll=xr+3.

Um z; zu finden, benutzen wir die Gleichung

F+3p=—3@E—4) oder 2f+ ¢ =3(5— 7).
Hieraus erhalten wir

2f 4+ @ = 3(1004% — 4992 + 40x + 4) = 3 {(10% + 2)® — 492},
und daraus entnimmt man
2o+ 2 =0(10x 24 7y) 2, — 2z =06(10x + 2 — 79y);
ez =5¥+ 1, 0z =1Yy.
Das Polardreieck besteht also aus den Geraden
y=0, 5x+1=0, ¥4+3=0,
und die drei Geradenpaare sind
(2% + 6)2 — 499> =0, (10% +2)2 —49y* =0, (2x¥ —1)(3¥r +2)=0.
Die vorstehende projektive Behandlung des C,-Biischels betrachtet

nur die ausgearteten C, als ausgezeichnete Sonderfille; sie entsprechen
dem Nullwert der Invariante A (1). Fiir die speziellere metrische Auf-
fassung treten auch solche C, als ausgezeichnet auf, fiir die — bei
rechtwinkligen Koordinaten — die Invariante J, = 0 oder J, = 0 ist

(S.156), also gleichseitige Hyperbeln und Parabeln (oder ihre Aus-
artungen). Setzen wir die beiden C,-Gleichungen in die homogene Form

[=apa® + 2558y + dpp)® + 201552 + 20532 + 432" = 0
@ = b x4 2b15xY + byy¥® + 2by3%2 + 265,27 + by32? = 0,
so erhalten wir
J1(A) = ay — Abyy + agp — A0y,
(59) Ay~ Aby g — by, !
l) = I
J2(4) by |

gy — Aby  Agy — Abyy



174 XI. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.

Nun sind die Gleichungen

(59) J1(#) =0 und  Jy1) =0

in A vom ersten und zweiten Grad; in einem C,-Biischel sind daher
im allgemeinen zwei Parabeln und emme gleichseitige Hyperbel vor-
handen. Dazu kommen weiter die drei Geradenpaare.

Beispiele. 1. Das Kreisbiischel S — 15" = 0. Zwei Geradenpaare sind in
den Nullkreisen vorhanden; das dritte besteht aus der Potenzlinie und go. Diese
beiden Geraden stellen auch die gleichseitige Hyperbel dar, da g auf jeder end-
lichen Geraden senkrecht steht (S.94). Wir finden dieses Paar aber auch als
ausgeartete Parabel (da go auch jeder endlichen Geraden parallel ist).

Die analytische Betrachtung ergibt dies wie folgt: Sei die Zentrale beider
Kreise die x-Achse und die Potenzlinie die y-Achse. Die beiden Grundkreise
haben dann die Gleichungen

W24y —2axz 02 =0, 4+ 92 —2a'22+0622=0,
und man findet zunichst
A2y =1 —2) {81 — )2 — (0« —Aa’)?}=0.

Dem Faktor 1 — 1 = 0 entspricht das Geradenpaar ¥z = 0, den beiden anderen
Faktoren die Nullkreise.
Ferner wird

J12) =201 =45 J,(4) = (1 — 22,

die Parabeln werden daher durch das Paar xz = 0 (doppelt gerechnet) dargestellt.

2. Ist gleichzeitig ay; + @y, = 0 und by; + by, = 0, dann ist die Gleichung
J1(4) = o fur jedes 4 erfullt, alle Kurven des Biischels sind gleichseitige Hyperbeln
oder Paare von aufeinander senkrechten Geraden. Daraus folgt: Wenn vier Punkte
so liegen, daB3 zwei Geradenpaare durch die vier Punkte je ein Paar aufeinander
senkrechter Geraden darstellen, dann sind auch alle anderen C, durch die vier
Punkte gleichseitige Hyperbeln oder ein Paar aufeinander senkrechter Geraden,
namlich das dritte Paar von Geraden, das durch die vier Punkte hindurchgeht.
Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Hoéhenschnittpunktsatzes.

Damit J,(4) = 0 fiir alle 1 erfallt ist, miissen f = 0 und ¢ = 0 Parabeln mit
parallelen Achsen darstellen.

§ 12. Die Brennpunkte.

Das Problem der Bremmpunkie fihrt auf die Betrachtung eines
besonderen C,-Biischels, in dem die beiden C, als Tangentengebilde
aufgefalit werden.

Jedem Punkt kommt im Polarsystem gemidBl § 8 eine gewisse
Strahleninvolution zu. Unter den Strahlenpaaren einer Involution gibt
es stets ein orthogonales (S.87), wenn nicht etwa die Involution aus
lauter orthogonalen Paaren besteht, also eine orthogonale ist. TIhre
Doppelstrahlen sind dann zwei Minimalgeraden, die nach den Kreis-
punkten ., und [, laufen.

Als Brennpunkte F werden wir solche Punkte des Polarsystems
erkennen, fiir die die Strahleninvolution eine orthogonale ist. Die Doppel-
strahlen einer solchen Involution sind dann erstens Geraden durch
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Jeo und Jo, auBerdem aber (S.162) Tangenten an die C,. Jeder
Punkt F ist also Schnittpunkt einer Tangente durch §. und einer
durch J.. Nun gehen wiederum von jedem Kreispunkt zwei Tangenten
an die C,, und so gelangen wir zu vier Punkten
F; jeder ist Schnitt einer Tangente durch J.,
und einer durch J. (Fig. 64).

Da hier die C, als Tangentenort auftritt, be-
nutzen wir ihre Gleichung in Linienkoordinaten;
und da die Kreispunkte hineinspielen, so legen
wir homogene rechtwinklige Parallelkoordinaten
zugrunde. Wir beschrinken uns zunichst auf =
Ellipse und Hyperbel. Ihre gemeinsame Glei-
chung sowie die der Kreispunkte lauten

f=a 402 —w2=0, ¢@=u-+12=0;

die Tangenten (u,v), die wir suchen, sind die gemeinsamen Losungen
dieser beiden Gleichungen, also die gemeinsamen Strahlen, die ,,Grund-
strahlen‘ der durch

(60) ]‘~lq;:a2u2ib2v2—w2—l(u2—{—vz) =0

dargestellten Kurvenschar!l. Wir bestimmen sie mittels der drei Punkte-
paare der Schar, die das dualistische Analogon der drei Geraden-
paare von § 11 sind. Wie jede dieser Geraden zwei gemeinsame Punkte
der einen und der anderen C, verbindet, so schneiden jetzt sich in
jedem solchen Punkt die Geraden eines der drei Paare gemeinsamer
Tangenten von f =0 und @ = 0. Das ist aber gerade die Eigenart der
Punkte F; die drei Punktepaare entsprechen also den Ldsungen A der
Diskriminantengleichung A(1) = 0 zu (60), und damit sind sie bereits
bestimmt.
Die Gleichung A(4) = 0 lautet hier

a2 —1 0 0
0 B —4 0|=0; (@—D(LB—2)=0.
0 0 —1

Sie liefert die beiden Wurzeln2 A’ = 42, 1" = - b2.
Fir die Ellipse erhalten wir so die Lésungen

(@ —b0)u? —wt=0 und (a2 — 02024 w?=0.

! Dualistisch zum Begriff des Kurvenbiischels wird das Wort ,,Schar’ ge-
braucht, dementsprechend werden die Kurven Kap. X, § 4 (13) als ,,Schar kon-
fokaler Ellipsen und Hyperbeln bezeichnet.

? Zu diesen Wurzeln kommt noch 1/ = oo. Die dieser Wurzel entsprechende
Gleichung f— Ag = 0 lautet u? 4 92 = 0; sie liefert die Kreispunkte als drittes
Punktepaar der Schar.
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Fiir @ > b liefert nur die erste zwei reelle Punkte, namlich
(uya> = — w) (uya2 — b* -+ w) = 0;

es sind die Brennpunkte F, und F, der x-Achse (Fig. 13a); die beiden
anderen Brennpunkte F; und F, liegen auf der y-Achse, sind aber
imaginir!. Fiir die Hyperbel finden wir analog die Punktepaare

(@24 0)u? —w*=0 und (a®+ %) +w?=0
das erste liefert wiederum F; und F,, das zweite zwei imaginire Brenn-

punkte auf der y-Achse.

Wie aus S. 130 hervorgeht, sind F; und D,, ebenso F,, D, konjugierte Punkte
der auf der Hauptachse vorhandenen Involution. Die Polare von F, geht also
durch D,, die von F, durch D,; auBerdem gehen sie beide durch den Pol der Haupt-
achse; man folgert daraus, daB jede Direktrix die Polare eines Brennpunktes ist.

! Nur die Schnittpunkte konjugiert komplexer Geraden sind reell; in F;
und F, schneiden sich also zwei solche Geraden.



Zwolftes Kapitel.
Kollineare und reziproke Verwandtschaft.

§ 1. Die kollineare Beziehung.

Zwischen den Punkten (x) und (x") zweier Ebenen ¢ und &' (ebene
Felder) moge die lineare Substitution nicht verschwindender Determinante

0% = Ay %y + Ayp %y + Ay %,
(1) 0 %= Ay %y + Aga %y + Agz%y; A = IaiklZO*

0/ X5 = gy %y - Ayp %y + Ay %
bestehen. Sie ordnet jedem Tripel #; ein Tripel #; zu, also jedem Punkt P
von ¢ einen Punkt P’ von ¢’. Wegen D 2 0 lassen sich die Gleichungen (1)

nach den x; aufldsen, es entspricht also auch jedem Punkt P’ ein
Punkt P. Die auflésenden Gleichungen lauten

/ / . A
(1a) ox; = A%+ Agi %+ Ay x5 1=1, 2, 3; QZ?-

Aus dem linearen Charakter der Substitution folgt, da einer Gleichung
ersten Grades in den x; eine Gleichung ersten Grades in den x; ent-
spricht, allen Punkten einer Geraden g von ¢ also alle Punkte einer
Geraden g’ von &, ebenso umgekehrt. Dies soll die Bezeichnung
Kollineation aussagen. Nicht jede ein-eindeutige Zuordnung der
Punkte P, P’ ist eine Kollineation. Man kann aber zeigen, daB jede
ein-eindeutige Beziehung, die Geraden in Geraden iiberfiihrt, also eine
Kollineation ist, die Form (1) hat. Hat g die Gleichung

(2) D UKy = Uy %y + UsXy + Us%y = O
erfilllt, so hat g’ die Gleichung
(2a) S, = U - 2y iy = 0.

Die vorstehenden Gleichungen stimmen formal mit denen iiber-
ein, die uns in Kap. VIII, §5 beschéftigten. Dort entsprachen sie
einer Koordinatentransformation, betrafen also verschiedene Koordi-
naten desselben Punktes; hier verbinden sie die Koordinaten verschiedener
Punkte miteinander. Die analytischen Resultate, die. wir dort ableiteten,
gelten also auch hier, sie erfahren nur eine andere geometrische Deutung.
Es geniige deshalb, die Resultate, auf die es ankommt, anzufithren.

* Fir 4 = 0 heiBt die Kollineation ausgeartet; davon wird abgesehen.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 12
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1. Die Formeln, die die #; und %] miteinander verbinden, lauten:
o'ui=Apu, + Aus + Ayjzug
(3) o uy = Ayyuy + Agptty + Apzty
l o'uy= Ay uy + Aspuy + Agguts,
und analog ergibt sich fiir die u;
(3a) OU; = Ay Uy + Ayt + agus.

2. Den Geraden x, = 0 des Fundamentaldreiecks in &’ entsprechen
die Geraden a;;%, + @;,%; + @igxy = 0 von ¢; den Geraden x; =0
von ¢ die Geraden Ay;x] + Ap:%; + Az:ixs = 0 von &, und analog ist
es fiir die Ecken.

3. Entsprechende Punktveihen und Biischel beider ebenen Felder sind
projektiv. Die Gleichung eines Biischels G 4- 1H = 0 geht ndmlich in
G’ + 1 H’ = 0 iiber, ebenso eine Punktreihe ) 4+ AR =0inQ’ 4+ IR’ = 0.

4. Bei zwei einander entsprechenden Kurven ist die Punktgleichung
von gleichem Grad und ebenso die Tangentengleichung. Ordnung und
Klasse einer Kurve sind also gegemiiber kollinearen Transformationen
invariant.

5. LaBt man die Seiten der Fundamentaldreiecke von ¢ und &
aus je drei entsprechenden Geraden x; = 0 und x; = 0 bestehen, so er-
halten die Gleichungen (1) die einfachere Gestalt

W Sl P
(4) QX =1 %, QXp= lgXy, Q X3~ dg¥Xs.
Die Gleichungen (3) lauten analog
(5) U] = ayazu,, O up= a4, Uy, O Us= ayayits.

6. Die kollineare Beziehung ist durch vier Paare entsprechender
Punkte, von denen keine drei in eine Gerade fallen, ecindeutig bestimmi
und zu jeder solchen Zuordnwung gibt es auch eine Kollineation, die die
Punkte der Paare ineinander diberfiihrt (dasselbe gilt fiir vier Paare von
Geraden, von denen keine drei durch einen Punkt gehen).

Sind ndmlich P;, P,, P;und Pj, P;, Pj drei dieser Paare, so kann
man sie zu Fundamentalpunkten nehmen, und die Gleichungen der
Kollineation haben jedenfalls die Form (4). Das vierte Paar sei ), Q’;
seine Koordinaten seien &;, &; dann bestehen die Gleichungen

(5) ofi= &, o0&=a6, o0&=a3&,

und da Q und Q' nicht in eine Seite des Fundamentaldreiecks fallen,
so sind alle & und & von Null verschieden. Daher lassen sich die
Verhiltnisse der Koeffizienten a; als endliche von Null verschiedene
Werte aus den vorstehenden Gleichungen berechnen, und der Satz ist
erwiesen. Auch durch die Zuordnung von drei Paaren entsprechender
Punkte P, P’ die nicht in einer Geérade liegen, und einem Paar von
Gerade, die nicht durch die Punkte P resp. P’ gehen, ist die Kollineation
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eindeutig bestimmt und jede solche Zuordnung liefert eine Kollineation.
Dasselbe ist aber nicht mehr der Fall bei der Zuordnung von zwei
Paaren entsprechender Punkte und zwei Paaren entsprechender Geraden.
‘Wahlt man die Punkte Q und Q’ insbesondere beide als Einheitspunkte, so
werden alle a; = 1, und die Gleichungen lauten noch einfacher
(52) o¥ = X oul = u;.
Fur die konstruktive Bestimmung beliebig vieler Paare entsprechender Punkte
aus den vier gegebenen besitzt man die Mdbiussche Netzkonstruktion. Sind 1, 2, 3, 4
und 1’, &, 3, 4’ die vier Punktepaare, so entsprechen sich auch die Schnittpunkte
der Geradenpaare (1 2), (34) und (1’ 2), (3’ £), ebenso die der beiden anderen,
und man kann so durch fortgesetztes Verbinden und Schneiden immer neue Paare
entsprechender Punkte erhalten (vgl. Anhang II).

§ 2. Doppelelemente bei vereinigter Lage.

Wenn die Ebenen € und ¢’ vereinigt liegen, so ist jeder ihrer Punkte
doppelt in Betracht zu ziehen ; sowohl als Punkt P von ¢ wie als Punkt Q"
von &'. Der zu P gehorige Punkt P’ wird im allgemeinen von P ver-
schieden sein. Soll aber ein Paar entsprechender Punkte zusammen-
fallen (Doppelpunkt), so mul — falls die Koordinaten x; und «x; auf
dasselbe Koordinatendreieck und denselben Einheitspunkt bezogen sind
— das Tripel x; mit x} identisch sein. Fiir solche Tripel x; = «; nehmen
die Gleichungen (1) die Form an

@y — )% -+ a1 %, + ay3%3, =0
(6) Ay %yt (A — 0) %, + ay%3 =0
a3 % + a39%5 + (433 — 0) %3 = 0,

und jede Losung dieser Gleichungen liefert ein Paar zusammenfallender
Punkte P = P’. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die
Gleichungen (6) eine Losung haben, ist, daB ¢ der Gleichung geniigt

‘ Ay — Q@ Gy 3
(7) A(0) = a5 - g — Q0 dgg =0.
’ sy 39 33 — Q

Diese Gleichung dritten Grades heiBt die zu der kollinearen Beziehung
gehorende charakteristische Gleichung. Sie hat im allgemeinen drei ver-
schiedene Losungen 0. Sie hat, nach Potenzen von ¢ geordnet, die Form
(72) @ — @*(ay + gy -+ ag5) 4 0(Ayy + dpy + Ags) — 4 =0.
Da 4 nach Voraussetzung 0 ist, ist keine der Wurzeln gleich Null.
Zwei voneinander verschiedene Wurzeln o, und g, entsprechen zwei ver-
schiedenen Tripeln ;. Denn sonst folgt aus den fiir o, und g, gebildeten
Gleichungen
(01— 02) % = (01 — Q) %y = (0, — Q) %3 = 0, also % = x, = %, =0,
was ausgeschlossen ist.

12%
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Jeder Wurzel g entspricht durch die Gleichungen (6) nur ein Werte-
tripel x;, wenn nicht gleichzeitig alle zweireihigen Unterdeterminanten
von 4(p) gleich Null sind. Nun ist aber

[ [
Ay — Q0 Gy oo — O Qg apy — 0 O3 -

(7b) |ay Aap — 0 | Q32 33 — Q a3 33 — Q
30% — 20(ay + g + agy) + Ayy + Ayy + Agy

gleich der Ableitung von (7a) nach ¢. Sind also alle zweireihigen Unter-
determinanten von 4(g) gleich Null, dann ist fiir diese Werte von o
nicht nur (7a) erfiillt worden, sondern es ist auch die Ableitung von (7a)
nach ¢ gleich Null, also ¢ ist eine Doppelwurzel von (7a). Also gehort
zu jeder einfachen Wurzel ¢ auch nur ein Wertetripel x;. Wir werden
nachher sehen, daBl zu einer Doppelwurzel ¢ ein oder unendlich viele
Wertetripel x; gehéren konnen.

Sonach gibt es im allgemeinen drei Doppelpunkie der vereinigten
kollinearen Felder, also ein Doppelpunkisdreieck. Jede Seite dieses
Dreiecks entspricht sich gleichfalls selbst, ist also eine Doppelgerade,
es gibt also auch drei Doppelgeraden; wie auch daraus hervorgeht, da
man die vorstehende Betrachtung dualistisch durchfithren kann!.

Sind alle drei Doppelpunkte reell, so sind es auch die Doppel-
geraden; es gibt ein reelles Doppeldreieck. Nimmt man es als Koordi-
natendreieck fiir beide Ebenen, so haben die Gleichungen der Kollineation
die einfache Form (4)

(8) Q¥ = Ay %y, QX5 =dp¥y, Q%= AgXy.

Gibt es ein solches reelles Dreieck nicht, so ist doch eine der drei Wurzeln
reell; es gibt also einen reellen Doppelpunkt und — da wir die gleiche
Betrachtung dualistisch mit den Gleichungen (3a), zu denen dieselbe
charakteristische Gleichung gehért, vornehmen kénnen -— auch eine
und nur eine reelle Doppelgerade. Wihlen wir den reellen Doppel-
punkt als Punkt (0, 0, 1) und die reelle Doppelgerade als x;,= 0, so
erhdlt durch geeignete Wahl der Geraden x;, =0 und x,==0, eine
Transformation dieser Art die Gestalt

A
0¥ = Ay %+ dip%,
Y
(8a) QX = — A% + Ay %,
QX3 = A33X3 -

Hat die charakteristische Gleichung eine Doppelwurzel (aber keine
dreifache Wurzel), dann sind alle Wurzeln reell. Verschwinden fiir die
Doppelwurzel nicht alle zweireihigen Unterdeterminanten von A(o),
dann haben wir fiir jede der beiden Wurzeln nur einen, und zwar
reellen Doppelpunkt. Moge der Doppelwurzel der Punkt (1, 0, 0),

1 Auf jeder Doppelgeraden gibt es dann nur zwei Doppelpunkte, die beiden
Dreiecksecken; in Ubereinstimmung mit § 4 von S. 79.
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der einfachen Wurzel der Punkt (0, 1, 0) entsprechen, mdge ferner durch
die Transformation der Punkt (0, 0, 1) in den Punkt (1, 1, 1) itbergehen,
dann erhalten wir diese Transformation in der Gestalt

0x1= % + %
(9a) 0X5 = AgpXy + X3, gy F 1
x5 = X5

Verschwinden aber alle zweireihigen Unterdeterminanten von 4(o)
fiir die Doppelwurzel der charakteristischen Gleichung, dann folgen aus
einer Gleichung (6) die beiden anderen. Alle drei Gleichungen kénnen
nicht identisch erfiillt sein, sonst miilte 0 = a;; = @y = a5 eine drei-
fache Wurzel der charakteristischen Gleichung sein. Seien also die
Koeffizienten der ersten Gleichung (6) nicht alle gleich Null, dann sind
alle Punkte der Geraden (a;; — 0,)%; + @15%; + @334 = 0 Doppel-
punkte, wo o, die Doppelwurzel bedeutet. Wihlen wir diese Gerade als
die Koordinatenachse x; = 0, dann ist also a;; = 0;, a3, = 0, und da
die Koeffizienten der anderen Gleichungen denen der ersten proportional
sein miissen, auch

Uy =0, @ap=20 und a3 =2a5,=0, da50.
Wihlen wir den zu der einfachen Wurzel gehorenden Punkt als den
Punkt (0, 0, 1), dann ist auch a;5 = a,; = 0, und wir erhalten die Trans-
formation in der Gestalt
(9b) QX = A%y, Q%= dyfXy, QX3 = dgXs, gz ay.

Diese Kollineation hat bemerkenswerte Eigenschaften: die drei Punkte

(0,0,1), (#%q, %5, %3), (%7, %3, ¥5) liegen auf einer Geraden, denn es ist
die Determinante

0 0 1] | o 0 1
|
Xy Xy Xg i = % Xy %3 |=O0.
/ /7 !
X1 Xy X3 A%y Oy3%s  Az3X3

Also: Die Verbindungslinie zweier enisprechender Punkte geht durch den
Doppelpunkt, der der einfachen Wurzel der charvakteristischen Gleichung
entspricht. Diesen Doppelpunkt nennt man deswegen Zentrum der
Kollineation. Alle Geraden durch das Zentrum gehen in sich iiber, sind
also Doppelgeraden. Da jeder Punkt auf x; = 0 fest bleibt, so schneiden
sich entsprechende Geraden auf x4 =0, der Geraden, die simtliche Doppel-
punkte enthilt, die der Doppelwurzel entsprechen. Diese Gerade nennt
man Achse der Kollineation. Diese selbst heiBt zentrale Kollineation oder
Perspektivitdt. Der letztere Name hat folgende Bedeutung: Projiziert
man eine Ebene ¢ von zwei verschiedenen Punkten P, und P, auf eine
andere Ebene €', so besteht zwischen den beiden Bildern eine zentral-
kollineare Beziehung, bei der der Schnitt der Geraden P, P, mit ¢ das
Zentrum, die Schnittgerade von & und ¢’ die Achse ist. Eine Perspek-
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tivitdt ist bestimmt durch das Zentrum, die Achse und ein Paar ein-
ander entsprechender Punkte. Ist die Achse die unendlich ferne Ge-
rade, dann erhdlt in gewthnlichen Koordinaten die zentrale Kollineation

die Gestalt x’ = ax y/ =ay.

In diesem Falle haben wir also eine Ahnlichkeitstransformation.

Hat endlich die charakteristische Gleichung eine (notwendig reelle)
dreifache Wurzel, so muBl man drei verschiedene Fille unterscheiden,
je nachdem dieser Wurzel ein Punkt als Doppelpunkt, alle Punkte einer
Geraden oder alle Punkte der Ebene als Doppelpunkte entsprechen, d. h.
je nachdem sich fiir diesen Wert von ¢ die Gleichungen (6) auf zwei
oder eine Gleichung reduzieren oder alle drei identisch erfiillt sind. Dem-
entsprechend erhalten wir bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems
die drei Kollineationen

’ ; ;
0¥ = %1 -+ %, 0¥ = ¥y -+ %3 0% =X
0% = Xy + %3 0% = %o 0X; = X,

S S /
st = x3, Q?C3 = x3, st — x3 .

Die zweite Kollineation ist eine Perspektivitit, bei der das Zentrum
auf der Achse liegt, speziell wenn die Achse die unendlich ferne Gerade
ist, eine Parallelverschiebung. Bei der dritten Kollineation geht jeder
Punkt in sich iber.

Die perspektive Beziehung ist ein Mittel, um sich den Ubergang
kollinearer Figuren ineinander zu veranschaulichen. Mdge der Geraden
I, von ¢’ in ¢ die Gerade % (Fluchtlinie) ent- N 4

sprechen; da der Schnittpunkt (%) auf der \
Achse s der Perspektivitit liegt, ist Z][s.
Seien nun A = A’, B = B’ zwei Punkte von s
§

s

Fig. 65a. Fig. 65b. Fig. 65c.

(Fig. 65a); wir nehmen in & ein Dreieck ABC in drei verschiedenen
Lagen zu % an und zeichnen das entsprechende Dreieck in &*. Liegt
C zwischen % und s, so ist A’'B’C’ ein gewohnliches Dreieck; fillt C
auf %, so entspricht ihm ein Punkt C,, es werden A'C,, und B'CL
parallel (Fig. 65b), und wenn C jenseits % in C, fillt, so werden A4'C]

* Der Deutlichkeit halber sind die Dreiecke gesondert gezeichnet. Fig. 65b
und 65c¢ zeigen das Dreieck fiir den zweiten und dritten der obigen Falle; der
Leser wolle die einheitlichen Figuren selbst zeichnen.
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und B'C die Gerade &, schneiden, also das Unendliche durchziehen, und
ebenso ist es (Fig. 65¢) fiir die Dreiecksfliche.

Ersetzt man ABC durch einen Kreis, der die Achse s in P berithrt, und
148t man ihn wachsen, bis er % berithrt und dann % schneidet, so entspricht ihm
zunichst eine Ellipse, die in eine Parabel und dann in eine Hyperbel iibergeht.
Man kann, wenn der Kreis gezeichnet vorliegt, beliebig viele Punkte dieser Kurven
zeichnerisch bestimmen.

Die Kollineation heiBt snvolutorisch, wenn je zwei Punkte (x) und (x")
sich in beiderlei Sinn entsprechen: ist (x') = (y), so ist auch (y') = (x).
Die Verbindungslinie eines jeden solchen Paares entspricht sich als-
dann selbst und ist ein Doppelstrahl. Ebenso findet man, dal je zwei
einander zugeordnete Geraden sich in beiderlei Sinn entsprechen und ihr
Schnittpunkt ein Doppelpunkt ist. Diese besondere Kollineation werden
wir als Sonderfall der perspektiven Lage erkennen.

Wenn sich ndmlich je zwei Punkte (v), (') involutorisch ent-
sprechen, so stellen die Gleichungen (1) und (1a) dieselbe Zuordnung
dar, und es miissen ihre Koeffizienten proportional sein; d. h.

(10a) Aps = Aagy;

daraus folgt sofort das gleiche fiir (3) und (3a) und damit auch das
genannte involutorische Entsprechen je zweier Geraden. Nun sind die
a;; nur bis auf einen ihnen allen gemeinsamen Faktor bestimmt; wir
konnen ihn so wihlen, daB die Determinante |a;;|=1 ist. Dann ist
auch |4;;|=1; aus (10a) folgt daher A3==1, also 2=1; d. h.

(10b) Aps = a,.

Man wihle nun irgendein Paar sich entsprechender Geraden als
die Seiten x; = 0, x, = 0 des Koordinatendreiecks und eine Doppel-
gerade als x; = 0; es ist dann auch der Punkt %, =0, x, =0 ein
Doppelpunkt. Die Gleichungen (1) lauten dann

(10¢) OX] = Ayp%y, QX3 = Ay %y, Q%3 = Ag3Xy.
Aus ihnen folgen mit Hilfe von (10b) die Gleichungen
Ay = Agy = — Q1ply;, Gy = Ay = — Aypa53, Ay = Ayp = — Gy, 053,

und daraus ergibt sich a4; = —1, a4y = 1. Weiter findet man fiir
A(p) = 0 die Doppelwurzel g; == —1 ; fiir sie nehmen die Gleichungen (6)
die einfache Form

—X — A%y =0, —X—dn% =0, (0+1)x%=0
an; die ersten beiden sind identisch und liefern die durch %, + a,,%, =0
oder auch %, 4 a4, %, = 0 dargestellte Doppelgerade. Die dritte Gleichung
ist identisch erfullt. Wir erhalten also in der Tat die perspektive Lage.
Der Punkt »; = 0, %, = 0 ist ein Punkt der Achse, wihrend sich das
Zentrum auf x, = 0 befindet. Die Gleichungen lauten
, 1

J— /
QX% = %1, 00X = —X;.
12

(104) QX = Ay %y,
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Fithrt man neue Koordinaten
Y1 =X = Ap¥y, Yy = Xy, Y3 Xy T Gpp X

ein, so geht (10d) in der Tat in (9b) mit a,; = —a,, tiber. Bei dieser
Perspektivitit bilden auf jeder Doppelgeraden (Geraden durch das Zen-
trum) die sich involutorisch entsprechenden Punkte (x), (x") eine In-
volution, (x) und (x') werden harmonisch getrennt durch das Zentrum
und den Punkt auf der Achse. Entsprechendes gilt fiir die Geraden
durch einen Punkt auf der Achse.

§ 3. Affine Beziehung.

Wenn in den kollinearen Ebenen ¢ und &’ die Geraden g., und g,
einander entsprechen, so heif3t die kollineare Beziehung affin (Affinitdtl).
Zu ihrer Darstellung benutzt man zweckmifBig homogene Parallel-
koordinaten x, v, z. Da die Geraden z = 0 und 2z’ = 0 einander ent-
sprechen, lauten die Formeln (1) einfacher

0¥ = ayx + aypy + a2
(1) Y = an¥ + apy + ayz; A3 S0, 410y — G150y + 0

07 = A3y %
oder in nichthomogener Schreibweise, wenn wir a;;: a3 = b;; setzen,
(112) ¥’ =10y, 5 4-byoy +byg, V' = by ¥ by 4 bag; by gy — bygby + 0.

Einem Punkt P, entspricht jetzt ein Punkt P, , einem Parallelo-
gramm also ein Parallelogramm. Entsprechende Punktreihen sind ein-
ander dhnlich; die zugehoérige Dehnungskonstante (S. 79) ist von der
Richtung abhingig. Einer Kurve mit reellen unendlich fernen Punkten
kann nur eine Kurve mit ebenso vielen reellen unendlich fernen Punkten
affin sein, einer Ellipse also eine Ellipse, einer Hyperbel eine Hyperbel,
einer Parabel eine Parabel.

Die einfachste Form der Gleichungen (11) tritt wieder ein, wenn
wie in (4) zwei entsprechende Geradenpaare g, # und g, #’ als Koordi-
natenachsen gewihlt werden; sie lauten dann einfacher

(12) ¥y i d = A x Ay dgz
oder in unhomogener Schreibweise
(13) ¥=oax, y=4py.

Es sind dieselben Gleichungen wie die von S. 34; die Ubereinstimmung
der Definitionen ist damit erwiesen. Es iibertragen sich also auch die
dort erwdhnten Eigenschaften; die Invarianz des Teilungsverhiltnisses
(insbesondere Mitte bleibt Mitte) und der Satz, dall die Inhalte ent-
sprechender Flichenstiicke in konstantem Verhiltnis stehen.

1 Es wird sich zeigen, daB diese Definition sich mit der von S. 34 deckt.



§ 3. Affine Beziehung. 185

Da g, und g, einander entsprechen, ist nach §1, 6 eine affine
Beziehung von & und &' bereits durch drei Paare entsprechender
Punkte (oder Geraden) bestimmt.

Fiir ¥ (xy) = («'y’) und & = 8 geht die affine Beziehung in die
Ahnlichkeit tber; ist insbesondere & = f# =1, in die Kongruenz. Bei
entgegengesetztem Drehungssinn der beiden Achsenwinkel tritt noch
eine Umlegung (S. 36) hinzu.

Liegen zwei affine ebene Felder vereinigt, so ist g. = g, eine
Doppelgerade, und es liegt nur eine Ecke des Doppelpunktsdreiecks im
Endlichen. Gleichung (7) lautet jetzt

(14) (a3 — 0) {(“11 — 0)(a — 0) — “12“21} =0.

Die Wurzel ag3 — 0 = 0 liefert den im Endlichen gelegenen Doppel-
punkt O = O’ (Affinitiispol); die beiden anderen Wurzeln liefern die
Doppelpunkte auf g, * denn aus ¢ + a,; folgt 2 = 0. Sind sie reell,
so gibt es zwei reelle Doppelgeraden durch O = 0’; wihlt man sie als
Koordinatenachsen, so gehen die Gleichungen (11) wiederum in (12)
iber.

Wird die Affinitit zur Ahnlichkeit oder Kongruenz, so entspricht
einem Kreis wiederum ein Kreis; die Doppelpunkte auf g, fallen also
in die Kreispunkte. Fiir den noch vorhandenen reellen Doppelpunkt
ergibt sich das folgende: Liege er zunichst im Endlichen (O = 0’). Im
Fall der Kongruenz mufl dann ¢ durch Drehung um O in ¢’ iibergehen.
Fir zwei Punkte P’ und P gelten daher (fiir rechtwinklige Achsen)
die Gleichungen (25) von S. 36, d.h.

(15) ¥ =xcoso — ysinax, ¢ = xsina 4+ ycoso.

Fur dhnliche Systeme ist OP: OP' =y = const. Wird (Fig. 66)
auf OP' ein Punkt P; so bestimmt, daB OP;, = OP = yOP’ ist, so
gelten fiir P und P, die vorstehenden Gleichungen, o
und es folgt

yx = x, = xcosu — ysinx, 4G

15a
(152) yy =19, = xsina + ycosa . »

Fiir dhnliche Systeme kann der Doppelpunkt, o
der zu @ = a,; gehort, nicht im Unendlichen liegen. Fig. 66.
Seien ndmlich g und g’ zwei entsprechende Ge-
raden, und es sei (gg') als Punkt von ¢ ein Punkt 0. Thm entspricht in
¢ ein Punkt O’ von g’. Durch eine Schiebung um die Strecke 0’0
gehe ¢’ in eine Lage ¢ iiber, und zwar P’ in P”, dann ist (S.34)

(16) V=5 LE, Y=y 4.

* Die aus (11) durch Einsetzen von z = 0 entstehende Gleichung 148t sich
auch so deuten, daB man nur auf die Projektivitit g, in Betracht zieht.
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Fir die Ebenen ¢ und & ist jetzt O ein Doppelpunkt; es gelten also
fir P und P die Gleichungen (15a), und so wird weiter

(16a) yx’ 4+ y&==xcosx — ysina, ypy -+ yyp==xsina -}y cosa.

Der sich hieraus ergebende Doppelpunkt (x', ¥') = (x, y) liegt im End-
lichen, wenn die Determinante (cos® — y)2 + sin?a > 0 ist, fiir d4hn-
liche Systeme also immer (dhnlichkeitspol), fiir kongruente Systeme,
wenn wir ¥ = 1 setzen, immer dann, wenn & = 0 ist (Drehungspoll).
Fir o = 0 gehen die Gleichungen (16a) in (16) iiber, es geht also ¢
durch Schiebung in ¢’ iber, und der dritte Doppelpunkt fillt ebenfalls
auf g,. Es tritt ein Sonderfall der perspektiven Lage ein.

Beispiel. Alle Parabeln sind #hnliche Kurven; fiir alle konfokalen Parabeln
ist der Brennpunkt ein Ahnlichkeitspol. Dies folgt unmittelbar aus der Form

der Polargleichung (S. 20)
y=1[:(1 —cosg).

§ 4. Die reziproke Beziehung (Korrelation).

Die veziproke Beziehung zweier ebenen Feldey & und & beruht auf
der Dualitit. Sie ordnet jedem Punkt von & eine Gerade von &', jeder
Geraden von ¢ einen Punkt von &' ein-eindeutig so zu, daB die ver-
einigte Lage von Punkt und Gerade in die vereinigte Lage von Gerade
und Punkt iibergeht. Sie kommt analytisch so zustande, daB wir
einem Punkt (x) von ¢ eine Gerade (#’) von & durch eine lineare Sub-
stitution zuweisen, also mittels der Gleichungen

(17) o'l = a2, + @io%y + agxy; 1=1,2,3. A=|ag|=0.
Die auflosenden Gleichungen lauten
(17a) o%; = Ayiul + Ayui + Agyuz.
Da die Bedingung der vereinigten Lage in ¢ und ¢’ die Form

D=0 und Duix;=0
besitzt, so dreht sich (#') in & um einen bestimmten Punkt (x'), wenn
(¥) in € eine Gerade (u) durchlauft. Denn aus >'u;x; = 0 folgt durch
Einsetzen aus (17a)

wy D Ayt -y D Agyuy A ul D g = 0.

Wir erhalten also die Zuordnung der Geraden von ¢ zu den Punkten

von & durch die weiteren Formeln
7
o' x; = Ajyuy - Asathy - Aizuy,
Ou; = Ay %+ Ay x5 + Agi %5

(17b)

1 In diesen Fallen ist also nur ein reeller Doppelpunkt und eine reelle Doppel-
gerade vorhanden.
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In diesen Beziehungen kommt wieder die Dualitit einschlieBlich der
Invarianz der projektiven Beziehungen zum Ausdruck?. Wie in §1
folgern wir, daB jeder Punktreihe der einen Ebene ein projektiver
Biischel der anderen entspricht und umgekehrt, jeder Kurve nter Ord-
nung der einen eine Kurve nter Klasse der anderen usw. Die reziproke
Beziehung kann so hergestellt werden, dafl man vier Punkten der einen
Ebene, die ein Viereck bilden, vier Geraden der anderen, die ein Vier-
seit ausmachen, als entsprechend zuweist. Auch 148t sich wieder durch
geeignete Wahl der Koordinatendreiecke die Vereinfachung der Formeln
erreichen, die den Gleichungen (4) und (4a) analog ist.

Die Gleichungen (17) lassen sich durch die bilineare Relation

(17¢) Dapxpy; =0;  |a| =0

ersetzen. In der Tat entsprechen wegen (17c) einem festen Punkt (x) un-
endlich viele Punkte (y’); sie bilden eine Gerade, deren Linienkoordinaten

duI'Ch ’ 7
OU; = Ay %y -+ Gyp%g + Az %y

gegeben sind, und dies sind unsere Ausgangsgleichungen (17).

Wird eine Ebene ¢ reziprok auf ¢’ bezogen und &' wiederum rezi-
prok auf &', so sind ¢ und &'’ kollinear aufeinander bezogen.

Liegen ¢ und ¢’ vereinigt, so kann man nach den Punkten (x) von
¢ fragen, die auf die jhnen entsprechenden Geraden (u') fallen. Be-
nutzt manin ¢, & das gleiche Koordinatensystem, so folgt aus (17¢), daf3

(17d) Z“ikxixk = a4+ (gp + gy) %y Xy + -+ ==

sein muB, wo jedoch a;, im allgemeinen von a,; verschieden ist. Die
Punkte erfiillen also eine C,. Analog existiert eine Kurve I', mit der
Gleichung >'A;,u;u, = 0 als Umbhiillungsgebilde der fiir die Geraden
(#;) von ¢, die mit den ihnen entsprechenden Punkten (x') vereinigt
liegen, also der Gleichung u, %] -+ uyx5 4- #3x5 == O geniigen. Zwei ana-
loge Kurven muf es fiir ¢’ geben; man erkennt leicht, daB3 sie identisch
mit den vorstehenden sind und daB die Kurve C, iiberdies das rezi-
proke Bild von I3, ist. C, und [, sind nicht ein Paar beliebiger Kegel-
schnitte, denn von jedem Punkte von C, geht eine reelle Tangente an
die I',; jede Tangente an der I', schneidet die C, reell. Ohne Schwierig-
keit 148t sich nachweisen, dafl C, und I sich in zwei (speziell auch
zusammenfallenden) Punkten beriithren.

Fiir a;; = a;; gehen die Gleichungen (17) in die Gleichungen fiiber,
die sich S.161 fir die Polaritit ergaben; ist also noch & mit ¢ iden-
tisch, so wird die Korrelation zur Polaritit. Alsdann wird die Kurve C,
mit [, identisch; sie wird die Grundkurve der Polaritit.

1 Die Dualitat — unabhingig von ihrer Einfithrung mittels des Polarsystems
(S. 164) — tritt als allgemeines Grundprinzip bei GErRGONNE auf. Uber den an-
schlieBenden Streit zwischen GERGONNE und PoNCELET vgl. die vom Verfasser
besorgte Ausgabe der Werke von J. PLUckER, (1895) Bd. 1, S. 592.
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§ 5. Kollineare Transformation von Kurven in sich.

Ein Kreis geht durch Drehung um seinen Mittelpunkt in sich iiber,
eine Parabel kann in sich durch eine involutorische Perspektivitit iiber-
gefithrt werden, wenn man als Zentrum den Schnittpunkt von Achse
und Directrix, als Achse die Senkrechte durch F auf die Parabelachse
wihlt, Ellipse und Hyperbel werden bei gewissen affinen Transforma-
tionen in sich iibergefithrt (S.143). In Verallgemeinerung hiervon
suchen wir projektive Transformationen allgemeiner Art, die eine nicht
zerfallende C, in sich iberfithren.

Wir beginnen mit einer Zuordnung der Punkte der C, aufeinander.

Das Koordinatendreieck liege so, daB die C, die Gleichung
(18) X%y — x5 =10
besitzt; sie wird von den Seiten x; = 0, x; = 0 berithrt und besitzt
%y = 0 als Berithrungssehne. Denn auf x; = 0 oder x; = 0 liegt nur
der Punkt x, = x; = 0 resp. x, = x5 == 0 . Man kann die Gleichung (18)
durch
(19) X — A% =0, % —Ax;=0
ersetzen; die C, erscheint so als Erzeugnis (S. 88) zweier projektiver
Biischel (#) und (%) mit den Scheiteln H (¥; = 0, %, = 0) und K (¥, = 0,
%3 = 0). Aus (19) erhilt man weiter
(19a) Xyt Xyi g = A% A1,
Es entspricht also jedem Wert des Parameters 4 ein (19) und (18)
geniigendes Tripel #;, also ein Punkt der C,; umgekehrt auch gemiB (19)
jedem solchen Punkt, d. h. jedem Tripel x; ein Wert 4. Die C, ist daher
in gleicher Weise Trdger des arithmetischen Kontinuums wie die Ge-
rade. Den Werten 1 = 0,00, 1 entsprechen insbesondere die Punkte
H(©,0,1), K(1,0,0) und 1,1, 1.

Awuch der Begriff des Dv ldfit sich auf die C, wbertvagen. Sind h;
und %; vier Paare entsprechender Strahlen, so ist

(20) (gl = (EFEZY — (o).

;‘2 - ;“3) (;1 - }'4)
Seien nun (p), (9), (#), (s) die Punkte, in denen sich die vier Strahlen-
paare h;, k; auf der C, schneiden, so soll der gemeinsame Wert der
vorstehenden Dw als Dv der wvier C,-Punkie bezeichnet werden; wir
schreiben
(20a) Du(pgrs) = (A1dy454,).
Das so eingefithrte Duv ist also zunichst das Dv von vier Biischelstrahlen;
wir koénnen deshalb die iiber die Dwv abgeleiteten projektiven Sitze
auch auf die C, als Trdger ausdehnen. Man setze insbesondere

l,_{xl—[—ﬂ.

T oyi4 8

(21)
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durch diese Substitution gehe der zu A gehérige Biischelstrahl % in
einen zu A’ gehérigen Biischelstrahl 4’ iiber, ebenso % in %' und der
C,-Punkt x = (hk) in den C,-Punkt x' = (A'E')
(Fig. 67). Die Zuordnung der Strahlen #%, 2" (und
ebenso die der Strahlen £, £') ist dann eine projek-
tive, also (B hohshy) = (B Wy by '), und daher auch
(bgrs) = (P'q7S);

die Invarianz der Dv-Werte besteht also bei einer
Zuordnung der Punkte auf der C, gemaB der linearen
Beziehung (21) auch fir die C,.

Da (x') dem Parameterwert A’ entspricht, so ist
(22) ai:xprwg=A2: 01 = (axd 4 p)2:(xA + B)(yA + 9):(y4 + 9)%.

Wird rechts ausmultipliziert und dann 12: 1:1 durch x,: %, x5 ersetzt,
so folgt

o= otx, + 20 f 1, + fox,
(23) Qx§:0‘7x1+ (oc6+,8y)x2+/5’5x3
oxs= y2%, + 2ydx, + 6%x,.

Damit sind die (21) entsprechenden Transformationsformeln fiir die
Koordinaten x; und x; der C, gewonnen. Sie stellen zugleich eine
kollineare Beziehung fiirr die ganze Ebene dar. Die projektive Trans-
formation der C, in sich Lift sich also zu einer kollinearen Abbildung
der ganzen Ebene auf sich erweitern.

Umgekehrt stellt jede Abbildung der Ebene auf sich, die die
Form (23) hat, eine solche Transformation der C, in sich dar. Denn
die vorstehenden Rechnungen lassen sich in der Weise ausfithren, daB
man, ausgehend von den Gleichungen (23), unter x, : %, : x5 den Punkt
A2:2:1 der C, versteht; dann liefern diese Gleichungen den Punkt
w{:x5:x5=2A2:2":1, der mit 4 durch die Relation (21) verbunden
ist, und das ist die Behauptung. Unser SchluB beruht auf dem gleich-
zeitigen Bestehen der beiden Gleichungen

%%, —x3=0 und ¥x —x2=0
auf Grund von (23). Denn aus (23) folgt
0* (xixf — #7) = (m%3 — #3) (x0 — fy)2.
Fassen wir ¢ und ¢ als verschiedene Ebenen auf, so ergibt sich noch
eine weitere Folgerung: es entspricht den Gleichungen (23) eine solche
kollineare Beziehung von ¢ und &', bei der eine C, projektiv in eine ge-
gebene Cy idibergeht.

Unsere C, ist als das Erzeugnis der beiden projektiven Biischel (%)
und (k) von (19) eingefithrt worden; wir wollen zeigen, daB ihre beiden
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Scheitel durch beliebige Punkte der C, ersetzt werden konnen (Fig. 68).
Sei (y) irgendein Punkt der C,; er sei Schnitt zweier Strahlen %, und &,
mit den Gleichungen

X — uxy =0, X — uxy;=0.
J Jede durch diesen Punkt (y) gehende Gerade hat
eine Gleichung
% — ¥y + v(¥ — pxg) = 0.
Soll sie auch durch den Punkt (19a) der C, gehen,
so muB

A—p @A+ =0

sein, und wegen 1 — 4 = 0 folgert man v = —A4.
Die Verbindungslinie von (y) und (x) hat daher die Gleichung

Fig. 68.

Xy — Xy — A%y — ux3) =0,

Diese Gleichung stellt (fiir variables 1) ein Biischel dar mit dem Punkt (y)
als Scheitel, das zu den beiden Biischeln (19) projektiv ist. Damit ist
die Behauptung erwiesen. Wird irgendein fester Punkt (y) der C, mit
allen Cy-Punkten verbunden, so entsteht ein zu den Biischeln (19) projek-
tiver Biischel. Man sagt kiirzer, die C, werde von irgend zweien ihrer
Punkte durch projektive Biischel projiziert.

Als letzte Folgerung entnehmen wir hieraus den folgenden Satz:
Wenn eine kollineare Beziehung einer Ebene ¢ auf sich eine nicht zer-
fallende C, in sich iiberfiihri, so hat diese Zuordnung die Form (23). Moge
namlich die Kollineation die fiinf Punkte (%), (9), (¢), (), (s) der C,in die
fiinf ihr ebenfalls angehérenden Punkte (x), (), (¢'), (#'), (s') iiber-
fithren. GeméiB der kollinearen Beziehung gilt dann fiir die projizieren-
den Strahlen (in leicht verstindlicher Bezeichnung)

x(pqrs) = X (g7 .
Nun ist das Dv von vier Punkten einer C, durch das Dv der vier

Strahlen bestimmt, durch die sie von irgendeinem ihrer Punkte pro-
jiziert werden, und so folgt in der Tat
(24) Du(pgrs) = Du(p'q7’s)
und daraus die lineare Beziehung zwischen 1 und 1’ und daraus (23) als
kollineare Beziehung, die die 5 Punkte (x), (¢), (g), (#), (s) in (x),
"), (@), ("), (s') tberfiihrt, also mit der gegebenen identisch ist.
Die kollineare und reziproke Beziehung lassen sich in gleicher
Weise, wie es S.103 fiir Punktreihen und Strahlbiischel geschehen ist,
als Ubertragungsmethode verwenden. Als Beispiel geniige der Hinweis
auf den Gedankengang, der STEINER zur projektiven Erzeugung der
C, fiihrte. Beim Kreis sind die Strahlenbiischel, die zwei seiner Punkte
mit den iibrigen Punkten verbinden (nach dem Peripheriewinkelsatz)
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einander gleich, also auch projektiv, und so folgerte er es mittels kolli-
nearer Beziehung auch fir die allgemeine C,.

§ 6. Die Sitze von Pascal und Brianchon.

Nach Kap. XI, §1 ist eine C, durch finf Punkte, von denen
keine 3 auf einer Geraden liegen, bestimmt. Dies 148t sich auf pro-
jektiver Grundlage aus ihrer Erzeugung durch projektive Biischel ab-
leiten. Wihlt man ndmlich zwei Punkte als die Biischelzentra, so
bestimmen die drei andern Punkte drei Paare entsprechender Strahlen
und damit (S. 78) die projektive Zuordnung.

Da die C, durch fiinf Punkte bestimmt ist, muB} fiir sechs Punkte
auf ihr eine Beziehung bestehen. Sie bildet einen der wichtigsten geo-
metrischen Sitze (den Satz von Pascar). Seien (Fig. 69) 1, 2,3,4, 9,6
die sechs Punkte; wir fassen sie als Ecken eines Sechsecks auf.
Dieses Sechseck hat drei Paare von Gegenseiten

(12) (45), (23)(56), (43)(61);

wir wollen zeigen, daB ihre drei Schnittpunkte I,
II, 11T in dieselbe Gerade fallen. Der Pascalsche
Satz von S. 67 entspricht also dem Spezialfall
einer in zwei Gerade zerfallenden C,.

Wir verbinden die Punkte 7 und § mit 2, 3,
4,6, dann haben diese vier von 1 und 5 aus-
gehenden Strahlen nach §5 dasselbe Dvl. Sie
schneiden daher auch die Geraden (23) und (34) in je vier Punkten
von gleichem Dv. Bezeichnen wir den Punkt (4£8) (2 3) durch 4’ und
(34) (12) durch 2’, so sind es die Punkte

2,8, 4,11 wund 2,3 4, III.

In den so auf (23) und (34) vorhandenen projektiven Punktreihen
entspricht der Punkt 3 sich selbst, sie liegen daher perspektiv (S. 89),
und die Verbindungslinien entsprechender Punkte gehen durch den-
selben Punkt (das Perspektivititszentrum). Solche drei Verbindungs-
linien sind

Fig. 69.

(22) = (21), (44)= 45, (I,

es liegt also der Schnitt I von (I2) (45) auf (I111I), und das ist der
Satz, d. h.:

In jedem einer C, eingeschriebenen Sechseck fallen die Schnittpunkie
der dvei Paare gegewiiberliegender Seiten in dieselbe Gerade (Satz des
Pascal).

Die vorstehenden Betrachtungen sind insgesamt dualisierbar.
Dies ndher auszufithren, ist nicht erforderlich; doch soll der duale

1 Die Fig. 69 enthalt nur die Sechseckseiten und die Gerade I'IIIII.
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Satz selbst ausdriicklich erwidhnt werden. Er stammt von BRIANCHON
und lautet:

In jedem einer Cy (gemauer I'y) umschriebenen Sechsseit gehen die
drei Hauptdiagonalen (die Verbindungslinien der Gegenecken) durch einen
Punkt.

Ein analytischer Beweis des Pascalschen Satzes ist der folgende
(Fig. 70): Seien g, h, &, &y, hy, g, die sechs aufeinander folgenden Seiten

des Sechsecks; ! sei die Diagonale, die die Punkte

27T o\ (ggy) und (k%) verbindet. Die C, ist dann jedem
der beiden Vierecke (g, %, &, 1), (g1, 7y, Ry, 1) um-
schrieben; ihre Gleichung 148t sich daher in jede
der beiden Formen

GK +1HL =0, G,K,+ 3, H,L=0

setzen. Die linken Seiten kénnen sich also nur um
einen konstanten Faktor unterscheiden. Lassen wir
diesen Faktor in die linearen Ausdriicke G und H eingehen, so werden
die linken Seiten identisch, d. h. es ist

GK + 1HL =G, K, + A;H,L  oder
GK — G,K,=L(,H, —1H).

Die rechte Seite, gleich Null gesetzt, stellt ein Geradenpaar dar. Die
eine ist [, die zweite geht durch (h,%,); sie heille 2’1, Das Geradenpaar
der linken Seite enthilt die vier Punkte

(gg1), (gk), (Rg), (REy).

Von ihnen liegen (gg,) und (k%) auf /. Die beiden anderen liegen
nicht auf I und miissen daher auf 2’ liegen; es liegen also

(gk), (Rg), (hhy)

auf derselben Geraden (ndmlich /'), und das ist der Satz2

Der Pascalsche Satz gestattet, mittels fiinf gegebener C,-Punkte
beliebig viele andere linear zu zeichnen. Sind z.B. 1,2,3,4,5 in
Fig. 69 die gegebenen Punkte, und ist (I 6) ein beliebiger, durch I ge-
zogener Strahl (der aber nicht durch 2, 3, 4, 5 geht), so sind die
Punkte I und IIT linear bestimmt, damit auch der Punkt IT als Schnitt
der Geraden (IIII) und (23), und nun auch 6 als Schnitt von (I 6)
und (5 I1).

N

Fig. 70.

1 Fir Fig. 70 ist #’ die Gerade goo.

2 Man kann aus sechs Punkten durch Anderung der Reihenfolge sechzig
verschiedene Sechsecke herstellen (von den 6! = 720 Permutationen liefern alle
zyklischen wie alle inversen dasselbe Sechseck). Es gibt daher sechzig Pascalsche
Geraden zu den sechs Punkten, die mannigfach zu dreien durch je einen Punkt
gehen (fiinfzehn Steinersche Punkte) usw. Das analoge gilt dualistisch fir die
Brianchonschen Sechsseite.
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LaBt man zwei benachbarte Punkte des Sechsecks zusammen-
riicken, so geht die zugehdrige Seite in eine C,-Tangente iiber, und
man erhilt einen Satz iiber finf C,-Punkte und die Tangente in einem
von ihnen; ebenso gibt es einen Satz iiber vier Punkte und die Tangenten
in zweien!, iiber drei Punkte und die Tangenten in ihnen. Dieser letzte
Satz lautet: Bei einem der C, einbeschriebenen Dreiecke liegen die
Schnittpunkte der Seiten mit den Tangenten der Gegenecken auf einer
Geraden. Diese Sitze gestatten auch die lineare Konstruktion von
C,-Tangenten.

Alles dies tibertrdgt sich dualistisch auf den Brianchonschen Satz.

§ 7. Ausblicke.

Ein letztes Streben wissenschaftlichen Erkennens ist auf das Ein-
hestliche in der Fille der mannigfachen Gestalten gerichtet. In der
Geometrie ist dies Streben in den letzten hundert Jahren von groBem
Erfolg gekront gewesen. Dualitit, projektive Denkweise und Uber-
tragungsprinzipien, Dualisierung und Homogenisierung des Koordinaten-
begriffs sind seine Marksteine. In V. C. PoNCELET, J.D. GERGONNE,
A. F. MoB1us und J. PLUCKER haben wir die Lehrmeister zu erblicken,
die uns in erster Linie dahin fithrten. Die Erkenntnis der Dualitit
als eines den Raum beherrschenden Gesetzes verdanken wir GERGONNE?;
von PoNCELET? und M6BIUS? stammt der allgemeine Verwandtschafts-
begriff und die projektive Denkweise, endlich hat PLUCKER® das Ver-
dienst, daf er die Vervollkommnung der analytischen Methode schuf,
die den neuen Ideen gerecht wurde. Wir verdanken ihm insbesondere
die Einfihrung der Linienkoordinaten und den Begriff der homogenen
Koordinaten. Erst als die Dualitit und das Unendliche der analy-
tischen Methode zuginglich geworden waren, hat das projektive Denken
die Beherrschung der geometrischen Gebilde und die Gestaltungskraft
erlangt, die es heute besitzt.

In dlterer Zeit betrachtete man eine jede geometrische Figur
nur fiir sich allein, als eine Art starren Gebildes. Nicht nur Strecke

1 Vgl. das Beispiel 64 des Anhangs.

% Seine Artikel erschienen in GERGONNES Ann. de math. Bd. 16, S. 209. 1826
u. Bd. 18, S. 149. 1828. Vgl. auch S. 187, Anm. 1.

8 Die Hauptleistung Poncelets ist sein Traité des propriétés projectives
des figures, 1822; mit ihm war die projektive Denkweise geschaffen. Die in ihm
niedergelegten Ideen stammen zum Teil schon aus dem Jahr 1813, aus der Zeit,
in der PONCELET Kriegsgefangener in Ruflland war. ,,Cet ouvrage est le résultat
des recherches que j’ai entreprises, dés le printemps de 1813, dans les prisons
de la Russie', heiBt es in der Vorrede.

4 Vgl. Gesammelte Werke Bd. 1, S. 447. Herausg. von F. Klein. Die Haupt-
arbeit stammt aus 1829.

5 Vgl. Plickers Gesammelte mathematische Abhandlungen, besonders
S. 124ff., 159ff., 1781f.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 13
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und Winkel oder Punkt und Gerade galten als heterogene Objekte,
auch Ellipse, Parabel und Hyperbel stellten wesentlich ungleichartige
Einzelgebilde dar. Die letzte Auffassung ist lingst der Erkenntnis
gewichen, daBl wir bei projektiver Denkweise alle eigentlichen C, als
identisch anzusehen haben; angesichts der Dualitit haben wir aber
auch in Punkt und Gerade gleichwertige Elementargebilde eines und
desselben analytischen Operationsfeldes vor uns. Freilich kann es
scheinen, als ob die Dualitit von Punktreihe und Strahlenbiischel im
rein Metrischen versage; eine gewisse duale Analogie fiir Strecke und
Winkel ist uns aber doch vielfach entgegengetreten. Eine tiefere
Auffassung, die freilich jenseits dieses Lehrgangs bleiben muB, zeigt
auch fiir sie eine dualistische Analogie. Beide erweisen sich als ver-
schiedenartige Sonderfille eines und desselben Duv-Begriffes, der durch
einen und denselben analytischen Ausdruck in Punkt- und Linien-
koordinaten gegeben ist (vgl. den Schluf).

Einen letzten erfolgreichen wissenschaftlichen Gedanken bildet der
Invarianzbegriff, die Einstellung auf solche analytischen Ausdriicke, die
sich vom zufillig gewihlten Koordinatensystem unabhingig erweisen.
In ihnen allen muB ein eigentlich geometrischer Inhalt zum Ausdruck
kommen. Beispiele dafiir haben wir mannigfach kennengelernt®. Wie
wir sahen, besitzen aber die Formeln der Koordinatentransformation
eine doppelte geometrische Bedeutung. In ihrer allgemeinsten Form
stellen sie zugleich kollineare Beziehungen dar (S.177), in den For-
meln (16) von S. 30 haben wir affine (oder auch dhnliche) Beziehungen
erkannt (S.184), in den Formeln (14) von S.29 Bewegungen. Wir
koénnen die Invarianz der analytischen Ausdriicke also auch so deuten,
daB die von ihr getroffenen Eigenschaften bei kollinearer, affiner, dhn-
licher, kongruenter Transformation geometrischer Figuren ungedndert
bleiben. Man spricht insofern von projektiven, affinen, dhnlichen und
metrischen Eigenschaften der geometrischen Gebilde, und ist damit zu
einer auf projektiver Grundlage ruhenden inneren Einteilung und An-
ordnung der geometrischen Tatsachen gelangt®.

Eine nur metrisch invariante GroBe stellt z. B. der Abstand dar;
er andert seinen Wert schon bei dhnlicher Abbildung. Winkel und
Orthogonalitit sind Begriffe, die der dhnlichen Geometrie angehdren,
ebenso aber auch die Kreispunkte, da ja bei dhnlicher Abbildung ein
Kreis in einen Kreis iibergeht. Die affine Geometrie ist (S. 184) durch
die Invarianz von g, gekennzeichnet; es sind also Parallelismus,
Teilungsverhiltnis, Halbierungspunkt Begriffe der affinen Geometrie;

1 Die Invariantentheorie wurde wesentlich von den englischen Mathematikern
A.Caviey und J.J. SvivesTER um die Mitte des letzten Jahrhunderts be-
griindet.

2 Djes verdankt man den Arbeiten von F. KLEIN; vgl. Math. Ann. Bd. 43,
S. 63 (Wiederabdruck des sog. Erlanger Programms vom Jahre 1872).
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ebenso gehoren ihr die Satze iiber Mittelpunkt und Durchmesser der C,
an. Auch besitzen Ellipse, Hyperbel und Parabel in ihr noch ihre
Sonderexistenz. Von allgemeinem projektivem Charakter sind das D,
Ordnung und Klasse einer Kurve, alle reinen Lagenbeziehungen (z. B. drei
Gerade durch einen Punkt oder drei Punkte auf einer Geraden) usw.;
Ellipse, Parabel und Hyperbel verlieren ihren Sondercharakter und
verschmelzen in den einen projektiven Begriff der reellen eigent-
lichen C,. Es ist einleuchtend, daB alle projektiv invarianten Eigen-
schaften es auch in affiner usw. Hinsicht sind, aber nicht umgekehrt;
der Abstand besitzt die Invarianz nur fir die engste Klasse der be-
trachteten Transformationen, fiir die Bewegungen. Da Winkel, Ortho-
gonalitit und Kreispunkte fiir Bewegungen und Ahnlichkeitstrans-
formationen invariant sind, so 1iBt sich erwarten, da8 Winkel und
Orthogonalitdt sich in Beziehungen zu den Kreispunkten darstellen.
Das ist in der Tat der Fall; gerade darin kommt unser Einteilungs-
prinzip praktisch zur Geltung. Die GroBe eines Winkels 148t sich dar-
stellen durch das Dv, das von den Winkelstrahlen und den beiden Strah-
len zu den Kreispunkten gebildet ist.

Dieser Ausblick auf tiefere Probleme mag hier den Abschluf3 bilden.
Mége er fiir diese Probleme Verstindnis und Interesse erwecken?!.

1 Es sei dafiir auf die Vorlesungen von F. KLEIN iiber nichteuklidische Geo-
metrie, Berlin 1928, verwiesen.



Dreizehntes Kapitel.
Riaumliche Punktkoordinaten.

Vorbemerkungen.

Réaumliche Figuren, deren Punkte so aufeinander bezogen werden
konnen, dal3 entsprechende Punkte gleichen Abstand haben, sind ent-
weder kongruent (deckbar gleich), oder sie verhalten sich wie ein
Korper und sein Spiegelbild, wie linke und rechte Hand, Linksschraube
und Rechtsschraube. Sie heiBen dann spiegelbildlich (symmetrisch) gleich.
Wird in einer horizontalen Ebene von einem Punkt O aus je eine
positive x- und y-Achse gezogen und in O einmal nach oben, einmal
nach unten ein Lot errichtet, so sind die beiden aus den drei Halb-
strahlen gebildeten Dreikante nur spiegelbildlich gleich. Sie werden
als Rechtssystem und Linkssystem unterschieden. Daumen, Zeigefinger
und Mittelfinger der rechten Hand bilden, wenn sie ungefdhr senkrecht
zueinander gehalten werden, ein Rechtssystem, bei der linken Hand
ein Linkssystem. Legt man um O in der xy-Ebene einen Kreis, so
erscheint, von dem in O errichteten Lot aus gesehen, die Umlaufs-
richtung (xy) bei einem Rechtssystem umgekehrt zur Uhrzeigerdrehung,
bei einem Linkssystem wie die Uhrzeigerdrehung®; man sagt dann auch,
daB jener Umlaufssinn in der x, y-Ebene mit dem Lot ein Rechts-
bzw. ein Linkssystem bildet. Die Unterscheidung von Rechtssystem
und Linkssystem gilt in derselben Weise fir alle von drei Halbstrahlen
gebildeten Dreikante.

§ 1. Projektionen von Strecken und Flachen.

Die Projektionssitze von Kap. I, § 5 dehnen wir in der Weise auf
den Raum aus, da§ wir die projizierenden Strahlen durch projizierende
Ebenen ersetzen. Sei s eine gerichtete Gerade, AB eine Strecke. Durch
A und B lege man Ebenen parallel einer festen Ebene 7; treffen sie
die Gerade in 4’ und B’, so heit A’B’ wieder Parallelprojektion von
AB auf s. Wir schreiben

(1) A'B = II(4B,,s).

1 Fig. 72 (S.199) zeigt ein Rechtssystem, bei Vertauschung der x- und
y-Achse ein Linkssystem.
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Werden s und 7 festgehalten, so ergeben sich (unter den gleichen
Voraussetzungen wie in Kap. I) die folgenden Sdtze:
1. Ist AB||CD, so ist
4B _AB. 4B _CD.
DT CD’ AB — CD’
der konstante Wert des zweiten Quotienten heifle wieder Projektions-
konstante. Ist er ¢, so hat man

(2) A'B' =c-4AB.
2. Fir 9 L s (rechtwinklige oder orthogonale Projektion) ist
(2a) A’B'= ABcos(A4B, s) .1

3. Versteht man unter der Projektion des Streckenzuges ABC... LM
wieder die Summe der Projektionen der einzelnen Strecken, so ist

(3) II(ABC...LM)=A'B +BC +...+ LM =AM =II(AM);

die Projektion des Streckenzuges ist also gleich der Projektion der Strecke,
die von seinem Amfangspunkt zum Endpunkt fihrt.
4. Ist die Projektion insbesondere orthogonal, so gilt

II(ABC...LM)= ABcos(A4B, s) + BC cos(BC, s)
+---+ LMcos(LM,s).

5. Bei orthogonaler Projektion von AB sind 4’ und B’ zugleich
die FuBpunkte der von A und B auf s gefillien Lote.

Die Projektion von Flachenstiicken betrachten wir nur fiir den Fall,
daB die Fliche eines ebenen Polygons P orthogonal auf eine Ebene ¢
projiziert wird. Ist R’ die Projektion, so schreiben wir, analog zu (1),

(4) P =1I(P,e).

Der Bestimmung von ¥’ sei folgendes vorausgeschickt: Einer Polygon-
fliche legen wir gemiB S. 32 einen Umlaufssinn bei; damit wird auch
fir die Projektion P’ ein Umlaufssinn gemill der Aufeinanderfolge
der Projektionspunkte bestimmt. Es soll aber auch in der Ebene ¢ ein
thy eigentiimlicher Umlaufssinn vorhanden sein; er kann mit dem eben
genannten Sinn von %P’ identisch sein oder ihm entgegengesetzt und je
nachdem wird P’ positiv oder negativ gerechnet. Nun werde auf ¢ ein
Lot » .errichtet, das mit dem Umlaufssinn von ¢ ein Rechtssystem be-
stimmt; ebenso auf P ein Lot p, das mit dem Umlaufssinn von B ein
Rechtssystem bestimmt. Dann soll, wenn » die Ebene von ‘B ist, unter
dem Winkel (¢x) der Winkel (#$) verstanden werden?.

! Der cos(4B,s) ist, da 4B und s gerichtete Geraden sind, eindeutig be-
stimmt.

2 Da es sich im folgenden nur um Cosinuswerte des Winkels handelt, kann
der Winkel ohne Vorzeichen betrachtet werden. Ohne Festsetzung eines Umlaufs-

sinnes fiir' ¢ und # ist durch ¢ und % fiir den Winkel (¢,%) nur die Verbindung
=+ (&,%) 4 7 bestimmt.

(3a)
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Bei diesen Festsetzungen gelten die folgenden Sitze: 1. Zerfillt
die Polygonfliche  in zwei Teilflichen P, und PB,, so ist

(5) P =1I(B, &) = I (Py, &) + I (Py, &) = Bi+ Bi;

2. die Projektion $§’ hat fiir alle einander parallelen Ebenen mit gleichem
Umlaufssinn den gleichen Wert; 3. es besteht die Gleichung

(6) P’ = Peos(np) = Pcos(ex);

durch sie wird, wenn wir B eine positive Flichenzahl beilegen, auch
ein Vorzeichen fiir ' gemiB seinem Umlaufssinn in der Ebene ¢ be-
stimmt.

Nur der Satz 3 bedarf eines niheren Beweises. Sei P zunichst
(Fig. 71) ein Dreieck 4 = ABC mit dem Umlaufssinn ABCA, dessen
eine Seite AB in ¢ fillt; CD sei die Hohe, C'D
ihre Projektion in ¢. Fiir den doppelten Flichen-
inhalt ist dann — absolut genommen —

e 24 = AB-CD,
24/ = AB-C'D=AB-CDcos(C’'DC).

- Die Lote #» und p konnen wir im Punkte D er-
richten. Wenn dann der Umlaufssinn von 4’ mit
dem Umlaufssinn von ¢ iibereinstimmt, also '= A" >0 ist, so gehen
p und # nach derselben Seite von ¢ (in Fig. 71 beide nach oben); es ist
C'DC = (pn), und die obige Formel gibt genau (6) auch dem Vorzeichen
nach. Ist aber der Sinn von 4’ der entgegengesetzte wie der von &,
also P'= —A" < 0, so gehen $ und # nach verschiedenen Seiten von ¢;
es ist C'DC = (np) -7, und die Formel gibt wiederum (6) mit
richtigem Vorzeichen.
Sei B jetzt ein Dreieck ABC allgemeiner Lage. Durch die Punkte 4,
B, C lege man je eine zu ¢ parallele Ebene; die mittlere ¢ durchsetzt das
Dreieck und zerlegt es in zwei Teildreiecke. Fiir ihre Flichen 4, und
4, gelten die Formeln (5) und (6), man hat daher

B =II(4,, &) + II(4y, &) = A4, cos (p, n) + A, cos(p, n) = B cos(p, n).

Damit ist Gleichung (6) auch firr jedes einfache Polygon richtig;
denn jedes solche Polygon lift sich in Dreiecke spalten, und auf sie
148t sich wieder (5) und (6) anwenden.

Fig. 71.

§ 2. Parallelkoordinaten.

Wir legen drei durch einen Punkt O (dnfangspunkt) gehende Ebenen
zugrunde, die eine dreiseitige Ecke bilden (Fig. 72); ihre Schnittlinien
sollen x-Achse, y-Achse, z-Achse heiBen (Koordinatenachsen). Auf jeder
Achse sei eine (positive) Richtung festgelegt. Die die Achsen ver-
bindenden Ebenen (Koordinatenebenen) heilen xy-Ebene, xz-Ebene,
yz-Ebene. Im allgemeinen werden wir uns die xy-Ebene als horizon-
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tale Ebene anschaulich vorstellen und das Dreikant der positiven
Achsen als ein Rechtssystem, wie es Fig. 72 zeigt; die (xy)-Drehung er-
scheint also von der positiven z-Achse aus umgekehrt wie der Uhr-
zeigersinn. Man iiberzeugt sich leicht, daBl dies fiir die positive x-Achse
und die (y2)-Drehung und die positive y-Achse und die (z«)-Drehung
ebenso ist. Stehen die drei Ebenen (also auch die Achsen) aufeinander
senkrecht, so heien die Koordinaten rechiwinklig.

Auf den positiven Achsen seien Einheitspunkte in gleicher Ent-
fernung von O angenommen. Legen wir durch einen Punkt P des
Raumes Ebenen parallel zu den Koordinatenebenen, so seien @, R, S
die auf den Achsen entstehenderr Schnittpunkte; den drei Strecken 0Q,
OR, OS entsprechen dann dreiZahlen x, y, 2.
) %= 029 OR __0S

~0r,c YT oE, "7 OE,

x,v,2 sind dann die Parallelkoordinaten
des Punktes P. Jedem Punkt P entspricht
wieder eindeutig ein Zahlentripel. Um-
gekehrt entspricht jedem Tripel 4, b, ¢ auch
ein Punkt P; er ist Schnittpunkt der Ebenen,
die man parallel zu den Koordinatenebenen
durch die Punkte Q, R, S legt, fir die 0Q=a-0E,, OR=10-0E,,
0S =c¢-0FE, ist.

Die drei Koordinatenebenen durch O und die ihnen parallelen
Ebenen durch P bilden das Parallelepipedon der Fig. 72. Von ihm
leuchtet ein: 1. Je vier seiner Kanten stellen die x-Koordinate dar, je
vier die y-Koordinate, je vier die z-Koordinate. 2. In jedem von O nach
P fithrenden dreikantigen Streckenzug ist je eine x-Koordinate, eine
y-Koordinate und eine z-Koordinate enthalten. 3. Die Strecken O0Q,
OR, OS sind Parallelprojektionen von OP auf den Achsen, und zwar
so, daB die projizierenden Ebenen den Koordinatenebenen parallel sind.
Ferner gilt auch: 4. Fir jeden Punkt S; der Parallelepipedfliche durch S
und P hat z denselben Wert ¢, fiir jeden Punkt der analogen Ebene durch
Q ist ¥ = a, fiir jeden Punkt der analogen Ebene durch R ist y = b.

Analoge Beziehungen sind uns auch in Kap. II entgegengetreten;
hier kommen noch die folgenden hinzu: 5. Dem Punkt P,, der xy-Ebene
auf der Parallelen durch P zur z-Achse kommen in dieser Ebene die
Koordinaten ¥ = a, y = b zu; die x- und y-Koordinaten von P stimmen
also mit denen von P,y iiberetn. Das analoge gilt fir den Punkt P,
der xz-Ebene und den Punkt P,, der yz-Ebene. 6. In der Parallel-
epipedflache durch S und P mégen zwei durch S gehende, zur positiven
x- und y-Achse parallele Halbstrahlen eine positive x- und y-Achse
abgeben, so sind x = a, y = b die Koordinaten von P auch fiir diese
Achsen!. Analog ist es fiir die Ebenen durch Q und P und durch R und P.

Fig. 72.
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Durch die drei Koordinatenebenen zerfillt der Raum in acht
Oktanten; iber und unter jedem Quadranten der x, y-Ebene liegt je
einer. Andererseits gibt es acht Punkte, deren Koordinaten dieselben
absoluten Werte haben, nur mit verschiedenen Vorzeichen. Nehmen
wir a, b, ¢ als positiv an, so sind es die Punkte mit den Vorzeichen

+H+ =+ -+ ——+
tH— +—— —— ———.

In jeden Oktanten fillt je einer; je zwei tibereinanderstehende Tripel
entsprechen einem Punkt {iber und einem unter der xy-Ebene.

Beispiele. 1. Fir den Anfangspunkt ist ¥ = 0, ¥y = 0, 2 = 0. Fir jeden
Punkt der xy-Ebene ist z = 0, fiir die Punkte der yz-Ebene ist ¥ = 0, fiir die der
xz-Ebene ist y = 0. Endlich ist fiir jeden Punkt der x-Achse ¥y = 0 und 2z = 0,
fiir jeden der y-Achse ¥ = 0, £ = 0 und fiir jeden der z-Achse ¥ = 0, y = 0.

2. Zwei Punkte (x,%,2) und (—x, —y, —2z) liegen zentrisch symmetvisch zu O;
d. h. ihre Verbindungslinie geht durch O und wird in O halbiert. Zwei Punkte
(7,9, 2 und (—x, —y,2) liegen zentrisch symmetrisch zur z-Achse; ihre Ver-
bindungslinie ist der xy-Ebene parallel, schneidet die z-Achse und wird durch
den Schnittpunkt halbiert. Bei rechtwinkligen Achsen liegen zwei Punkte x,y, z und
(#,9, —2) symmetrisch zur ¥ y-Ebene. Analoges gilt fiirdie tibrigen Achsen und Ebenen.

Die ebenen Parallelkoordinaten konnten wir (S. 12) mittels zweier
Scharen von Geraden definieren, die den Achsen parallel liefen; sie
waren gegeben durch Gleichungen ¥ = 1 und ¥y = u, wo 4 und p alle
reellen Werte annehmen konnen. Analog haben wir es hier mit dres
Scharen paralleler Ebenen zu tun, den Scharen

(8) x=-const =1, y=const=pu, z=const=;

jede dieser Scharen erfiillt, wenn 4, u, v alle reellen Werte durchlaufen,
den ganzen Raum, und durch jeden Punkt des Raumes geht eine Ebene
der ersten Schar, eine der zweiten und eine der dritten. Die zu diesen

Ebenen gehdrenden Werte 4, 1, v sind die Koordinaten des beziiglichen
Punktes.

§ 3. Riaumliche Polarkoordinaten.

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem (Fig. 73) sei PP’ das
von P auf die xy-Ebene gefillte Lot; ferner seien OP' =¢ und
(%,0P’) = @ die Polarkoordinaten von P’ in der
xy-Ebene. Dann stellen die drei Zahlenwerte o,
R @, z ein im allgemeinen durch P bestimmtes
. Koordinatentripel dar (betr. der Unbestimmt-
;/ 4 heit von ¢ vgl. 11, § 2). Umgekehrt bestimmt
z ein solches Tripel eindeutig einen Punkt P; es

liefern ¢ und @ zunichst den Punkt P’, und
dann das Lot P'P =z den Punkt P. Die in Betracht kommenden
Zahlenwerte von ¢, ¢, z erfiillen die folgenden Teile des Kontinuums:

9) 0=p<oo; 0=@p<<2m;, —0<z<oo.

Fig. 73.
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Die Flichenscharen, die den eben betrachteten Ebenenscharen analog
sind, miissen den Gleichungen

(10) o = const, @ = const, z= const

entsprechen. Die GroBe ¢ konnen wir auch als Abstand des Punktes P
von der z-Achse auffassen, die Flichen @ = const sind daher Kreis-
zylinderflichen um die z-Achse. Der Winkel ¢ ist auch der Winkel
der durch die z-Achse gehenden Ebene OP’'P mit der xz-Ebene, die
Fliachen ¢ = const sind daher Halbebenen durch die z-Achse (den Halb-
strahlen der ebenen Koordinatenbestimmung analog); endlich sind
z = const Parallelebenen zur xy-Ebene. Je eine Fliche der ersten,
zweiten und dritten Schar schneiden sich, wie man leicht erkennt, in
je einem Punkt des Raumes (Zylinderkoordinaten).

Die Beziehung dieser Koordinaten zu den rechtwinkligen ist durch
die Gleichungen

(11) x=pcosgp, Yy =psing
gegeben; die z-Koordinaten stimmen itiberein. Man findet
(12) OP? = g% 22 = a2 + 92 + 22,

Das eigentliche rdumliche System von Polarkoordinaten kniipft an
die Bestimmung der Punkte der Erdoberfliche durch ihre geographische
Linge und Breite anl. Wir betrachten zunichst die Kurvenscharen,
die dieser Koordinatenbestimmung auf der Erdkugel oder einem Globus
zugrunde liegen. Die eine besteht aus den Breitenkreisen als den Kurven
konstanter Breite, die andere aus den Kurven konstanter Linge, also
den Meridianen; genauer den Halbmeridianen, da die geographische
Linge von 0 bis 27 liuft. Jeder Punkt der Globuskugel ist Schnitt
einer Kurve der einen Schar mit einer der anderen Schar. In dieser
Hinsicht kénnen die Kurven auch durch Flichen ersetzt werden. Den
Breitenkreis verbinden wir mit dem Kugelzentrum durch Halbstrahlen,
und ersetzen ihn so durch einen Rotationskegel (genauer Halbkegel),
der die Kugel im Breitenkreis durchdringt. Ebenso ersetzen wir den
Halbmeridian durch die Ebene (genauer Halbebene), die ihn mit der
Kugelachse verbindet. Damit ist jeder Punkt P der Kugel als Schnitt
von drei Flichen bestimmt. Die eine ist die Kugel selbst, die zweite
der Halbkegel, der aus der Kugel den Breitenkreis ausschneidet, die
dritte die Halbebene, die nun auf dem Breitenkreis den Punkt P be-
stimmt. Was aber fiir die Punkte des Globus gilt, gilt ebenso fiir jede
ihm konzentrische Kugel und jeden auf ihr gelegenen Punkt. Damit
ist unsere Koordinatenbestimmung auf jeden Raumpunkt ausgedehnt.
Als ihre drei Flichenscharen finden wir 1. die konzentrischen Kugeln,
2. die Halbkegel um die Globusachse und 3. die Halbebenen durch diese
Achse. Durch jeden Raumpunkt (mit Ausnahme der Punkte auf der

1 Lange und Breite stellen Koordinaten auf der Kugel dar.
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Achse) geht je eine Kugel, je ein Halbkegel und je eine Halbebene. Die
Halbebenen bestimmen wir wie die Meridiane durch einen Winkel ¢, der
von 0 bis 27 geht. Die Halbkegel bestimmen wir durch das Komplement
der geographischen Breite (Zenithdistanz); es geht von
0 (am Nordpol N) bis # (am Siidpol S) und heille .
Die erzeugenden Flichenscharen sind alsdann

(13) {

Um die Beziehung zu rechtwinkligen Achsen her-
zustellen, wihlen wir die Globusachse (von S nach N)
als 2-Achse und die xz-Ebene als Ebene ¢ =0
(Fig. 74). Ist dann P’ die Projektion von P in der xy-Ebene und ¢ der
Radius des Breitenkreises, so folgt

OP = o =vrsind, PP=z=rcosd.

Nun stimmen die xy-Koordinaten von P’ mit denen von P {iberein;
es ist also & = gcos@, ¥ = ¢sing, und demnach hat man insgesamt

¥ = const, @ = const, ¢ = const,

0=<=7 <oo, O=@<2n, 0=94<m.

Fig. 74.

(14) x¥ = rsindcosep, y=rsindsing, z=rcosd.

Fiirr x =19 = 0 ist = 0 und ¢ unbestimmt.

§ 4. Homogene Parallelkoordinaten.

Von den Koordinaten %, v, z gelangt man zu homogenen Parallel-
koordinaten, indem man wie in Kap. VIII, § 1 zunichst vier Zahlen
x',y', 2, ¢ durch die Gleichungen
(15) ’ xyzf x.y.%,.t oder,
¥ =p0%x, y=ey, Z=¢z, t=¢0; =0
einfithrt. Einer Gruppe #', y', 2’, ¢’ (fiir # 2 0) entspricht ein Raum-
punkt P; jedem Raumpunkt unendlich viele solche Gruppen, die ein-
ander proportional sind. Setzt man ¢ = 1, so wird dadurch diejenige
Gruppe ausgesondert, die mit x, y, z iibereinstimmt.

Die Gleichungen x" = 0,9’ = 0, 2’ = 0 stellen die drei Koordinaten-
ebenen ¥ = 0, ¥ = 0, z = 0 dar; die Punkte #' <0 sind simtlich un-
endlichfern (umeigentlich). Um aber anzugeben, zu welchem , Biindel
von parallelen Geraden ein bestimmtes Quadrupel %', y’, 2', 0 gehort,
miissen wir die Geraden im Raum analytisch darstellen. Das wird erst
in den nichsten beiden Kapiteln geschehen. Aus rein geometrischen
Erwigungen kommen wir dazu, alle unendlichfernen Punkte als auf
einer Ebene, der unendlichfernen Ebene €1, liegend anzunehmen. Denn
die Verbindungslinie der unendlichfernen Punkte der (einander nicht

1 Die unendlichferne Ebene &, wurde von J.V. PONCELET in seinem Traité
des propriétés projectives des figures (Paris 1822, § 580) eingefiihrt.
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parallelen) Geraden g und g’ ist die unendlichferne Gerade, die allen
zu g und g’ parallelen Ebenen gemeinsam ist. Also sind alle Punkte,
die auf der Verbindungslinie zweier unendlichfernen Punkte liegen, un-
endlichfern. Andererseits schneiden sich aber je zwei unendlichferne
Geraden g, und g..; denn sei g, die unendlichferne Gerade von ¢,
g+ die unendlichferne Gerade von &', dann sind ¢ und &’ nicht parallel,
falls g, und g, verschieden sind. Also haben ¢ und ¢ eine endliche
Gerade % gemeinsam, deren unendlichferner Punkt g, und g/, gemein
ist. Diese beiden Eigenschaften der Menge der unendlichfernen Punkte
im Raum charakterisieren sie unter allen anderen geometrischen Ge-
bilden als die Menge der Punkte einer Ebene. Die vier Ebenen %' = 0,
y'=0, 2’ =0, ' =0 bilden das Koordinatentetraeder der homogenen
Parallelkoordinaten. In ihm ist jede der sechs Kanten Schnittlinie
zweier Koordinatenebenen; fiir die Koordinaten ihrer Punkte haben
wir die Gleichungen

¥=0, ¥=0;, =0, 2Z=0;, ¥y=0, 2Z=0;
¥=0, ¢=0; y=0, ¢=0; Z=0, t¢=0.

Die letzten drei entsprechen den drei Kanten in . Fiir jede der
vier Tetraederecken haben drei Koordinaten den Wert Null; man stellt
sie abkiirzend durch 0001, 0010, 0100, 1000 dar. Hieraus
erkennen wir analog zu den Uberlegungen auf S. 94, daB das Werte-
quadrupel &’ = 9" = 2’ = ¢’ = 0 auszuschlieBen ist. Denn diesem Qua-
drupel entspriache ein Punkt, der den 4 Koordinatenebenen gemeinsam
wire. Aber die drei Koordinatenebenen %' =0, 9’ = 0, 2’ = 0 haben
nur einen, im Endlichen gelegenen Punkt gemeinsam, der also nicht
auf ¢ =0 liegt

Die (vorliufigen) Bezeichnungen %', y’, 2/, ¢ sollen im folgenden
wiederum durch x, v, z, £ ersetzt werden. Der Ubergang von den homo-
genen Koordinaten x, y, 2, ¢ zu den unhomogenen geschieht dann ein-
fach so, daBl man ¢ =1 setzt.



Vierzehntes Kapitel.

Allgemeine Formeln und Satze
fir raumliche Parallelkoordinaten.

§ 1. Formeln fiir Abstidnde.

Bei rechtwinkligen Achsen sind die Koordinaten x, y, z eines
Punktes P seine orthogonalen Projektionen auf den Achsen. Ist also
OP = 7 und setzt man (x7) = &, (y7) = f, (27) = y (Richtungswinkel),
so bestehen die Formeln
(1) Xx=7cosa, y=vrcosf}, z=rcosy.

Ferner fanden wir bereits (S.201) fiir » die Formel

(2) 72 = 2 4 42 | 22,

Die Verbindung beider Formeln ergibt weiter [durch Quadrieren und
Addieren von (1), sowie durch Multiplikation mit cosa, cosf, cosy]
3) cos?o + cos?f + cos?y =1,

(4) xcosx + ycosf 4 zcosy = 7.

Gleichung (4) ist tibrigens auch eine unmittelbare Folge des Projektions-
satzes; sie besagt, daB3 die orthogonale Projektion des Linienzuges ¥, y, 2
auf OP gleich OP ist.

Seien P, (x,y;%) und P, (x5Y92,) zwei Punkte. Wie sie auch liegen,
es folgt fiir die Projektion des Linienzuges OP, P, auf jede Achse

II(OP) + I (P, P,) :H(Opz)'
Fir die Projektionen Q,Q,, R, R,, S;S, auf den Achsen erhalten wir
daher wie S. 25
(5) Q10:=% — %, RR,=y,—y, S$5S=u5n—2.
Diese Gleichungen gelten fiir beliebige Achsen.

Sind die Achsen rechtwinklig, so werden x, — %;, Yo — ¥1, 23 — 2
die orthogonalen Projektionen von P, P,. Sind &, #, y die Richtungs-
winkel von P, P, mit den Achsen, und wird P, P, = 7 gesetzt, so folgt
wie oben
(5a) %y — %, =7cosx, Y,— Y, =7COSB, 8y — 2 == ¥COSY ;
durch Quadrieren und Addieren entsteht
(5b) 7= (% — x)* + (¥, — 1) + (3 — 7)%.
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Ebenso ergibt sich auch wieder
(5¢) (%, — x;) cosx + (Vg — Yq) COSB + (25 — 2,) cOSYy = 7.
Bei Vertauschung von P; und P, wechselt die Gerade P, P, die

Richtung, und es gehen «, 8, y in &« + 7, 8 +xn, y + = iber; es
wechseln also die linken wie die rechten Seiten in (5a) ihr Zeichen.

§ 2. Das Teilungsverhiltnis.

Sei P(&, n, {) der Punkt, der die Strecke P, P, im Verhiltnis u
teilt, so daB P,P: P,P = p ist. Die Achsen seien beliebig. Fir die
Projektionen von P,, P,, P auf den Achsen folgt dann gemiB dem
Projektionssatz (S. 197)

PP a =& Y1—7 2 —¢
(6) #:(P1P2P)=P2P=x2_,;;=y2_n=zz_é-’
und hieraus ergibt sich wie S. 26

__ % — uA, I Bl 24 . Yl 122
(6a) E= T T s e
Durchliuft p alle Werte des Kontinuums, so durchliuft P die Ge-
rade P, P,. Fiir die Mitte M von P,P,(u = —1) folgt wieder

(6b) §=Z1+_x% 7]—_—3)1_—‘_& é-:zl‘i'zz.

2’ 2 7 2
Fiir 4 = 1 erhalten wir den unendlichfernen Punkt der Geraden, fiir
p = oo den Punkt P,
(6a) liefert eine Parameterdarstellung der Punkte der Geraden P, P,.
Gehen wir zu homogenen Koordinaten iiber, so erhalten wir

(60) 0&=tyx,—1U1 %y, ON=loY1—11Y,, 0L =lo21—112,, 0T=01y (1—p).

Damit diese Darstellung auch fiir den unendlich fernen Punkt, also
fiir u =1 giiltig ist, miissen wir fiir diesen

(6d) & =%ty — %oty @ =tyy; — hZy, QL =ty2 — 12y, T =0
setzen. Damit haben wir dem unendlichfernen Punkt auf P,P, ein
Wertequadrupel angeordnet. Aber aus (5a) folgt leicht, daB zwei
parallele Geraden P,P, und P;P; dieselbe Proportion &:#:(:7 fiir
ihren unendlichfernen Punkt liefern. Also entspricht durch unsere
Zuordnung (6a) jedem unendlichfernen Punkt nur eine Proportion.
Nehmen wir speziell den Punkt P, im Punkte mit den gewdhnlichen
Koordinaten 0, 0, 0 an, so erhalten wir

& =1y, on =Wty, 0L =28y, 0T =0.
Daraus erkennen wir, daB3 jeder Proportion a:5:c:0 der unendlichferne
Punkt einer Geraden durch den Anfangspunkt der gewohnlichen Koordi-
naten und den Punkt mit den gewohnlichen Koordinaten a, b, ¢
entspricht. Wir haben also: Jeder Proportion a:b:c:d auBer 0:0:0:0
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entspricht ein und nur ein endlicher oder unendlichferner Punkt. Fir
die endlich und unendlichfernen Punkte auf den Verbindungslinien
zweier endlichen Punkte gilt die Parameterdarstellung (6c¢).
Beispiel. Fir den Schwerpunkt des Dreiecks P, P, Py ergibt sich
_ Mt NVt s _ At Ttz
§_~T¥’ '-—‘_h?_-’ g_ﬁ—_’
fiir den Schwerpunkt des Tetraeders P,P, P, P,
X+ x4+ x o Yo+ Y1+ Y+ s Zy+ 2 + 2+ 24
=, =", =,
4 4 4
Die Formeln (6a) gestatten im Raum die folgende Verallgemeine-
rung: Wir gehen von drei Punkten P,(x;y;%) aus, die eine Ebene ¢
bestimmen, P(&,7,C) sei ein beliebiger Punkt von ¢ und P’ (', y’, 2')
der Schnittpunkt von P; P, mit P;P. Seien ferner die Teilungsver-
héltnisse (P,P,P)=p und (PP,P)=y.

Man hat dann zunichst

X1 — ux — 25— Uz
x/:¥11 _M‘u_z’ y/:yl1 _M‘uyz’ S = 11 Hl"‘u_z,
E:_x'*l/ﬁ =y’—u’ys Z=5—M'Zs

1__‘“1 s 1»~‘u' H 1—‘1/.

Hieraus folgt, wenn noch (1 — u)p’ = v gesetzt wird,
_ X1 HH — VA _ V1 HY, —VYs __ %1 M3y — vy
7). &= 1—u—» ’ T 1l—p—r &= 1—u—v
Die Punkte von ¢ sind also mittels zweier unabhéngiger Parameter u, v
dargestellt. Dem Punkte P, entspricht ¢ = oo, dem Punkte Py v = co.

Ist # +v =1, so erhalten wir unendlichferne Punkte.

Die Parameter u, v stellen Koordinaten von P in & dar. Man bestimme die
Kurvenscharen # = const und » = const.

§ 3. Formeln fiir Flachenprojektionen.

Die Achsen seien rechtwinklig; ferner sei A eine Dreiecksfliche
und A4,,, 4,,, 4,, ihre Projektionen in den Koordinatenebenen. Wir
setzen fiir A eine Umlaufsrichtung und eine Normale # so voraus, daB
sie zusammen ein Rechtssystem bestimmen. Die Projektionen werden
(vgl. S.197) positiv oder negativ genommen, je nachdem ihr Sinn mit
dem Drehungssinn von der positiven x-Achse zur positiven y-Achse,
bzw. von der positiven y-Achse zur positiven z-Achse, resp. von der
positiven z-Achse zur positiven x-Achse tibereinstimmt oder nicht tiber-
einstimmt. Dann gelten gemiB S. 198 die Formeln

(8) 4,,=Adcos(nx), d,,=dcos(ny), A= Acos(nz);

aus ihnen folgt weiter

(8a) B+ By By = 12
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Nehmen wir auf der x,9,z-Achse je einen Punkt 4,B,C als Ecke von A an,
so sind 4,,, 4,,, 4,, die Flachen der Dreiecke OBC, 0CA4, OAB; die Formel (8a)
zeigt also, daB im Tetraeder OABC das Quadrat von ABC gleich der Summe
der drei Dreiecksquadrate der Seitenflichen ist (Pythagoreischer Lehysatz im Raum).

Ist das Dreieck durch seine Ecken P;, P,, P; gegeben, so haben
ihre Projektionen P;in der xy-Ebene dieselben x-y-Koordinaten wie die
Punkte P;; demgemif finden wir fir die Projektion 4,, (S.33)

‘xl y o1
9) 24,, = ‘x2 vy, 1| =2dcos(nz),
%5 y3 1 l

und es erscheint 4,, mit positivem oder negativem Zeichen, je nachdem
der Umlaufssinn von P;P;P; mit dem der xy-Ebene iibereinstimmt
oder nicht. Ebenso hat man

2 % 1 ‘ Y1 %4 1
(9a) 24, =2y % 1|, 24,,=|y, 2z 1
z3 x5 1 Y3 % 1

Die Verbindung dieser Determinantenwerte mit (8a) liefert eine Formel,
die A2 durch die Koordinaten der Ecken ausdriickt.

§ 4. Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene.

Das vom Punkt P (&,7,() auf eine Ebene ¢ gefillte Lot bestimmt
sich in der gleichen Weise wie in Kap. IV (S.27). Die Achsen seien
beliebig. Ferner sei (Fig. 75) der Halbstrahl # die von O auf ¢ gefallte
Normale, D ihr Schnitt mit ¢, OD =6 > 0 und LP =1 das von P
auf ¢ gefillte Lot, endlich 0Q =x, QP'=y, P'P =z, Die orthogonalen
Projektionen der beiden Streckenziige OQP'P
und ODLP auf # sind dann einander gleich.
Nun ist LP ||n, DL L n, und so folgt

&cos(nx) + neos(ny) + Lcos(nz) =6 41,

also

(10) 1= Ecos(nx) + ncos(ny) 4 L cos(nz) — 4.
Dem Lot LP haben wir dabei die gleiche Fig, 75.

positive Richtung erteilt wie der Normalen #;

es ist also positiv, wenn O und P auf verschiedenen Seiten von ¢ liegen,

negativ, wenn sie auf derselben Seite liegen. Fiir O selbst (§ =0,

7 =0, { = 0) gibt daher (10) einen negativen Wert, niamlich —4.
Geht die Ebene £ durch den Anfangspunkt, so ist zwar die Lage von » be-

stimmt, aber nicht die Richtung. Analytisch bedeutet dies, daB cos(nx), cos(ny),

cos (#z) nur bis auf das Vorzeichen bestimmt sind. Man kann dann eine der beiden

Richtungen von % beliebig als positiv wihlen, und damit auch wieder ein Vor-
zeichen fir /. Vgl. die Bemerkung auf S. 41.
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§ 5. Die Richtungswinkel der Geraden.

Die Achsen seien rechtwinklig. Sei g eine durch O gehende ge-
richtete Gerade. Im Interesse der Kiirze bezeichnen wir im folgenden
die Kosinus ihrer Richtungswinkel durch «, f, 7, setzen also

cos(xg) = &, cos(yg) =B, coslzg) =7.
Fiir einen Punkt P(x,y,2) von g ist dann gemiBl (1)
(11) x=uar, y=fr, z2=9yr.

Eine zweite durch O gehende Gerade g, habe die Richtungskosinus
%y, b1, V1; ist Py(%,y12,) einer ihrer Punkte, so ist analog

(11a) =01, N=PphN", H=nNnN.
Nun ist im Dreieck OPP,
27r,cos(gg,) =2 + i — PP}
=22+ 2 Ay 42— (4 —2) = () (= 2)
daraus folgt mit Riicksicht auf (11) und (11a)

(12) cos(ggy) = aay + Bpy + ynt
Insbesondere ist also
(12a) aoy; + Py Fyy =0

die Bedingung, daB g L g, ist (Orthogonalititsbedingung). Diese Formeln
iibertragen sich unmittelbar auf beliebige gerichtete Geraden 4 und 4,;
zieht man durch O die Halbstrahlen g und g, gleichgerichtet zu # und
hy, so gelten sie fiir < (gg,), also auch fur < (hh,).

Man bedarf auch einer Formel fiir sin(gg,). Sie beruht auf der
leicht beweisbaren Identitdt

(o2 + B2+ 72) (o + BT+ 2D) — (woq & BBy 4 y7)°
= By, — P17t + (y&y — 11 &) + (& ffy — x5,
die fiir beliebige GrofBen &, B, y, &y, B,, 7, erfilllt ist. Fiir die hier be-
nutzten &, f8, 7, &,, By, 7, hat die linke Seite gemi den Gleichungen (3)
und (12) den Wert 1 — cos?(gg,) = sin?(gg,); also folgt
(13) sinz(gg) = (Byy — Buy)® + (yoy — 116)* + (& fy — 64 8)° *.
Hieran schlieBt sich folgende Aufgabe. Man soll die Richtung &',

B’, 7' einer Geraden g’ bestimmen, die zu g und g, orthogonal ist. Fir
a’, B, 7' bestehen dann die Gleichungen

oo’ + pF+yy =0, oo+ pf + 11y = 0.

1 Man erhalt die Formel auch durch Projektion des Streckenzuges OQP’P
auf die Gerade g;.

* g und g, sind gerichtete Geraden; das Zeichen von (gg;) bleibt unbestimmt.
Die Formel andert sich nicht, wenn man die Richtung von g oder g; umkehrt.
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Aus ihnen folgt zunéichst
{

g v v ai & B
B vl In 0‘1i &
die Determinanten verschwinden nicht alle, wenn g und g; nicht par-
allel sind. Man kann also setzen

(14) A’ = (Byy — Buy), A = (yoy —p1a), Ay = (&fy — x,f)
und erhdlt durch Quadrieren und Addieren
(14a) ' A% = sin®(gg;).

Beispiel. Die Projektion der Strecke P, P,(x,f,7) auf die Gerade g (4, ¢, 7)
ergibt sich aus den vorstehenden Formeln folgendermaBen: Es ist far Py Py = 7
(in ausfithrlicher Schreibweise der Kosinus)

&y =

2

Xy — Xy = VCOSKX, Yy — Yy =7VCOSP, Zy— Z = ¥COSy.
Andererseits ist .
II(P, Py, g) = rcos(gr) = v {cosx cosA + cosf cosu + cosy cosy},
und daher
II(P,P,, g) = (¥, — x1)cosd 4 (¥, — 1) cosu 4 (2, — 2;) COS¥.
Die Formel folgt auch unmittelbar aus dem Projektionssatz.

§ 6. Die Transformation der Koordinaten.

Es sollen die Beziehungen gefunden werden, die zwischen den
Koordinaten desselben Punktes fiir mehrere Koordinatensysteme be-
stehen. Wie in Kap. IV bilden die Projektionssitze unseren Ausgangs-
punkt. Seien zunichst x,y,z und X, Y, Z parallele und kongruente
Achsensysteme (Dreikante), und es moge der Anfangspunkt M des
XY Z-Systems im xyz-System die Koordinaten &, %, { haben (Fig. 76).
Dann sind die projizierenden Ebenen, die die
Koordinaten eines Punktes P bestimmen, fiir
beide Systeme einander beziiglich parallel,
ebenso die Achsen, auf die projiziert wird.
Der Projektionssatz

(15)  ILI(OP)=IH(0OM) + II(M P)

liefert daher unmittelbar die Formel

(15a) x=X+&, y=Y+9y, 2=2Z-+¢.
Wir gehen zu Achsen xyz und x'y’ 2’ mit demselben Anfangspunkt O

iiber. Die xyz-Achsen seien orthogonal, wihrend das %'y’ z’-System be-

liebig bleiben soll. Nun ist die Projektion von OP auf jede Gerade s

gleich der Projektion eines aus %', 3, 2’ bestehenden Streckenzuges

(S.199); also

(15b) IIOP) =II(x)+ II(y) + Il (7).

Dies wenden wir auf die x,y,2-Achsen als Gerade s an und auf ortho-
gonales Projizieren. Die orthogonalen Projektionen von OP auf diesen
Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 14

Fig. 76.



210 XIV. Allgemeine Formeln und Sitze fiir raumliche Parallelkoordinaten.

drei Achsen sind %, y, z; fiir die rechte Seite haben wir Gleichung (3a)
von S.197 anzuwenden und finden so

[x = &' cos(xx’) -+ v cos(xy) + 2 cos(x2)
(16) { y = #' cos(yx’) -+ 9 cos(yy') + 2’ cos(yZ)
[z = «" cos(z«’) + 3 cos(z9) + 2 cos(z?).
Fiir den Sonderfall, daB auch die x'y’z"-Achsen orthogonal sind, setzen wir
cos(xx’) = &, cos(xy’) = oy, cos(x2) = o,
(17) cos(yx) = f, cos(yy) =Py, cos(yz)=p,
cos(zx) =y, cos(zy)=y,, cos(zZ)=7y,.
Jetzt driicken sich auch #’, 9/, 2z’ durch x, ¥y, z mittels Gleichungen
der Form (16) aus; wir erhalten daher insgesamt (Fig. 77)
[x =ax+ oy + a7 x=ax 4+ pfy+ yz
(18) iy =B¥ 4+ By + poF Y=o xF iyt a2
z=yx by ed D=t oy p2e
Fiir die hier auftretenden neun Kosinus besteht eine grofe Reihe
von Relationen!. Aus (3) folgt zunichst

o4y =1 a? -+ i+ ai=1
AN {ai+ M +ri=1 B+ i+ =1
, G+B+rn=1 2+ y+rn=1.

% Die Formel (12a), die fiir g L g, gilt, liefert,
wenn wir sie einerseits auf die Richtung von
irgend zweien der %', ¥’, 2-Achsen im xyz-
System anwenden, und andererseits auf

rgend zwei der x, y, z-Achsen in bezug auf das x'y’z’-System,

xo,+fp+yyi=0 af + oy fy -+ ayfy =0

(192) yov &+ B fa+y ye=0 und ay—+ &y + &y, =0

l“lo‘2+ﬂlﬁ2+y1y220 By + Buvi+ Pava = 0.

Die Relationen (19) und (19a) erhilt man auch dadurch, dal man
in (18) in den Gleichungen, die x', ', 2z’ durch x, ¥, z ausdriicken, fiir
x, 9, z ihre Werte in den %', y’, 2’ einsetzt, ebenso umgekehrt und beide
Male linke und rechte Seite vergleicht.

Zu weiteren Gleichungen fithren endlich die Gleichungen (14).
Wenn wir die ¥'- und z’-Achse den Geraden g und g; entsprechen lassen
und die x’-Achse der Geraden g’, erhalten wir

Ao = Biys — Poyy, R=sin?(yd)=1; 1==£1.

1 Man erkennt leicht, daB nur drei von ihnen willkiirlich sind; es bestimmen
zwei die Lage der #"-Achse und ein weiterer die Lage der y’-Achse. Die z’-Achse
ist damit ebenfalls der Lage nach bestimmt.
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Insgesamt gibt es neun solche Gleichungen; wir konnen sie durch
zyklische Vertauschung der Indizes und der Kosinus &, B, v entstehen
lassen; so finden wir

Ao = Biys — Povr, AB = p100 — yaty, Ay = 04y —
(20) 10‘1 Boy — B var Ar1=pa0 —y &y, Ay1=0f —af
=B y1— Py, Ap=y &1 —yix, Ays=& fy —af.
Hier ist nur noch der Wert von A nicht vollig bestimmt. Es wird sich
zeigen, daB x in allen neun Gleichungen denselben Wert hat und daB
1= 41 ist, wenn die beiden Achsensysteme kongruent sind, und
A =—1, wenn sie spiegelbildlich gleich sind.
Dazu wollen wir die letzte Formelgruppe noch auf eine zweite
Weise ableiten. Wir gehen von den Gleichungen

xa+pp+yy=1 xfy|
&0 + i f + y1y = 0; 0‘1/3171’:4'
a0 + foff + ypy =0 0‘2:8272!
aus und leiten aus ihnen Gleichungen fiir &, 8, y ebenso ab wie bei

der Auflésung eines linearen Gleichungssystems (Anhang 27). Fir «
erhdlt man so

1By
Aau =10 py yi|=Ppys—Pavi,
0 B2 ¥
also
(21) A=A4=-1.

Nun ist offenbar A eine stetige Funktion der neun Kosinus o, 8i, i,
dndern diese sich stetig, so dndert sich auch A stetig. Bei einer stetigen
Anderung der «;, f;, 7; kann daher A niemals von +1 zu —1 springen
und behilt also entweder stets den Wert -+1 oder aber den Wert —1.
Nun bewege man das x'y’2’-System so, daB allmihlich die positive
2’-Achse in die positive z-Achse fillt, und drehe es dann um die z-Achse,
bis die positive x’-Achse in die positive x-Achse fillt. Dann wird die
positive y’-Achse entweder auch in die positive y-Achse fallen (kon-
gruente Systeme) oder in die negative y-Achse (spiegelbildlich gleiche
Systeme). In beiden Fillen hat 4 fiir die Anfangslage und Endlage
der Achsen denselben Wert. Fir die Endlage ist aber

“ 0 O] 1.0 0
Azm 1 0l=+1 oder Ad=0—1 0= —1,
0 0 1] 0 0 1]

und damit ist die obige Behauptung erwiesen.
Sind beide Achsensysteme schiefwinklig, mit gememsamem An-
fangspunkt, so darf immer noch die Gleichung (15b) unseren Ausgangs-

14*
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punkt bilden. Fiir den Wert der rechtsstehenden Projektionen kommt
aber jetzt nicht (3a) von S. 197 in Betracht, sondern (2). Werden die
Projektionskonstanten fiir x’, 9’, 2’ in bezug auf die x-Achse durch
a, b, ¢ bezeichnet, in bezug auf die y-Achse durch «,, b, ¢; und in be-
zug auf die z-Achse durch a,, b,, ¢y, so folgt daher
x=ax+by+c?
(22) y=a %+ by -+
2= ay¥ + by + ¢,7 .
Mittels analoger Formeln driicken sich «’, 9, 2’ durch x, y, z aus.

Haben wir es endlich mit zwei beliebigen Systemen x, ¥, z um O
und %', ¥, 2’ um O’ zu tun, so schieben wir wie in Kap. IV (S. 31) ein
X, Y, Z-System ein, das zum x, y, z-System parallel ist und dessen
Anfangspunkt in O’ fillt, und finden, fir 4, d,, 4, als Koordinaten von
0’, durch Verbindung von (15a) und (22)

x=ax+by +cd+d
(23) y=ax +by +cd+d
2 == A% 4 byy €7 - dy .
Die Transformation erfolgt also durch eine lineare Substitution.

Man kann zu den Gleichungen (19) und (19a) auch in der Weise
gelangen, daBB man von der geometrischen Invarianz der Entfernung
fiir orthogonale Transformationen, also von
(24) OP2 = x2 4 y2 + 22 — y'2 + y'z + 72
ausgeht; hieraus flieBen mittels der Formeln (18) die genannten
Gleichungen. Fiir den Ubergang zu einem schiefwinkligen x'y’ z’-System
ergibt sich aus (16) gemaB (3) und (12)

(24a) OP2=x"2+y2+ 224297 cos(y'?)+224 cos(7x')+2x"y cos(xy').

Daraus kann die Invarianz der rechten Seite von (24a) fir alle Trans-
formationen (22) geschlossen werden. Beim Ubergang vom xyz-System
zu einem zweiten beliebigen 12’ y'’ z'’-System mittels der Gleichungen (16)
folgt fiir OP? eine zu (24a) analoge Gleichung; der Ausdruck auf der
rechten Seite von (24a) ist also invariant.

Die vorstehenden Transformationsformeln lassen sich auch so
deuten, daB sie sich auf verschiedene Punkte fir dieselben (oder auch
verschiedene) Achsen beziehen. Die Formeln (15a) entsprechen einer
Schiebung um die Strecke OM. Wir gehen davon aus, dafl sie den
analytischen Ausdruck der Gleichung (15) bilden. Vervollstindigen wir
in Fig. 76 das Dreieck OM P zum Parallelogramm OM PP’, so ist (15) mit

(25) ITOP) = IT(OP) + II(P'P); PP =0M

gleichwertig. Diese Gleichung 1aBt sich so deuten, daB der Punkt P
aus P’ mittels der Schiebung wm die threr Grifie und Richtumng nach be-
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stimmie Strecke P'P = OM hervorgeht. Durch Projektion von (25) auf
die Achsen folgt also

(252) x=#+E&, y=y+4y, z2=7+C,

wo &, 1,  die Projektionen von P’ P (die Komponenten der Schiebung)
sind, und sich alle Koordinaten auf die durch O gehenden Achsen be-
ziehen, und das ist die Behauptung.

Die Gleichungen (18) wollen wir als Formeln fiir eine Bewegung
um O als festen Punkt deuten; wir betrachten insbesondere die rechts-
stehenden, die «’, ', 2’ durch x, y, z ausdriicken. Das Dreikant (7)
der x, y, z-Achsen und das Dreikant (7”) der %', y’, z’-Achsen nehmen
wir als kongruent an. Es lafit sich also das Dreikant T mit 7" durch
eine geeignete Bewegung — sie heile § — zur Deckung bringen. Sei
nun P’ ein mit dem Dreikant T fest verbundener Punkt, und P der
homologe Punkt fiir T, so wird P durch die Bewegung £ nach P’ ge-
langen. Nun konnen wir in den genannten Gleichungen (18) x', 3', 2’
als Koordinaten von P’ fiir T’ ansehen; es sind dann %, 9, z in ihnen
die Koordinaten desselben Punktes P’ fiir 7. Da aber P und P’ homo-
loge Punkte fir 7 und 7" sind, so stimmen die Koordinaten von P’
fir 77 mit denen von P fir T iberein; wir diirfen also unter %', y’, 2’
auch die Koordinaten von P fiir T verstehen. Die betrachteten Formeln
lassen sich also so deuten, daf} sie sich auf die xyz-Achsen beziehen,
und dafl (xy2) aus (x'y’z’) durch dieselbe Bewegung hervorgeht, die T
in T" iiberfithrt, also (x"y’2") aus (xyz) durch die umgekehrte Bewegung;
und zwar ist die Lage von 7" gegen 7" durch die neun Kosinus «;, f;, 7;
bestimmt. '



Fianfzehntes Kapitel.
Ebene und Gerade in Punktkoordinaten.

§ 1. Die Gleichungsformen der Ebene.

Fiir das von einem Punkt P (£,%,{) auf eine Ebene & gefillte Lot
fanden wir (S. 207)

I = &cos(nx) + ncos(ny) + Lcos(nz) — o ;
n ist die von O auf & gefillte Normale und 6 = OD ihre Linge!. Fiir
die Punkte der Ebene selbst hat dies Lot die Linge Null, und so stellt
(1) xcos(nx) + vy cos(nx) + zcos(ny) —d =0

die Gleichung einer Ebene dar. Die Achsen konnen beliebig sein (Hesse-
sche Normalform).

Seien a, b, ¢ die (endlichen) Stiicke, die die Ebene auf den Achsen
abschneidet. Dann ist ¢ die orthogonale Projektion von a, b, ¢ auf

n, also 0 = acos(nx) = bcos(ny) = ccos(nz),

und die Gleichung (1) verwandelt sich, falls § + 0 und falls ¢ keiner
Achse parallel ist, in

x y z _
(2) ’&*+?+7—1——0.
Wir werden daraus folgern, daBl jede Gleichung
(3) Ax + By + Cz+ D =0,

wenn 4, B, C nicht simtlich Null sind, eine Ebene darstellt (aligemeine
Gleichung). Sind zunichst alle Koeffizienten von Null verschieden, so
haben a, b, ¢ die Werte
D ,__D __D

A4° B’ (O
Sei zweitens D = 0; dann geht die Gleichung (3) durch eine beliebige
Schiebung in die Gleichung von derselben Form

Ax+By+Cz+D'=0
iiber, wo D’ 0 ist. Da also durch Schiebung aus den Punkten, deren

Koordinaten (3) befriedigen, Punkte einer Ebene werden, stellt auch
die urspriingliche Gleichung eine Ebene dar.

a =

1 Von dem Fall § = 0 wird zunichst abgesehen; vgl. Kap. V, § 2.
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Ist C=0, A =20, B=20, lautet also die Gleichung
(3a) Ax+ By + D=0,
so kann man folgendermaflen schlieBen: In der xy-Ebene gibt es eine
durch (3a) dargestellte Gerade g’. Zieht man durch einen Punkt P’
von ihr eine Parallele p zur z-Achse, und ist P ein Punkt von p, so
geniigen auch seine Koordinaten der Gleichung (3a). Alle diese Paral-
lelen bilden eine zur z-Achse parallele Ebene durch g’; sie ist die Ebene
(3a). Analog ist es,wenn B=0, A 20, C Z 0 oder A =0, B= 0,
C 2 0 ist; die Ebene ist dann der y-Achse oder x-Achse parallel. Sind
zwei der Koeffizienten 4, B, C gleich Null, so hat (3) eine der Formen (8)
von S. 200; die Ebene (3) ist also einer Koordinatenebene parallel.

Nach Ubergang zu homogenen Koordinaten x, y, z, ¢ tritt an
die Stelle von (3) die Gleichung

Ax+ By + Cz+ Dt = 0.

Jetzt liefert auch der Fall 4 =0, B=0, C =0 ein geometrisches
Gebilde, nimlich die Ebene £ = 0, also éw.

Um die allgemeine Gleichung einer im Endlichen gelegenen Ebene
in die Normalform iiberzufithren, befolgen wir die Methode von S. 41.

Die Achsen seien rechtwinklig; ferner sei (xn) = &, (yn) =, (zn) =y,
so daB (1) die Form

xcosa + ycosf + zcosy — 0 =0
annimmt. Wir multiplizieren (3) mit 4 und bestimmen 1 so, daBl
(4) id =cosax, AB=cosfi, AC=cosy, AD=—4
wird; dies bedingt A2(42+ B2+4-C?) =1, also

A B C
COSx=———————, COSP) = ——————, COSYy = ——"—-—
(4a) Y42+ B+ C? P YA*+ B+ C* 4 YA+ B 4 C?
D
0= ——.
|/A2+B2+C2

Ist D> 0, so ist das Wurzelzeichen so zu wihlen, daB § > 0 ausfillt;
es hat also das entgegengesetzte Zeichen wie D, und es ist
B
(5) Ar+By+Cz+D_
YA+ B + C*

die Normalgleichung der Ebene (3). Fiir den Fall D = 0 bleibt das
Vorzeichen der Wurzel unbestimmt.

Die Gleichung einer Ebene, die durch drei Punkte P;(x;y;z)
(i =1, 2, 3) bestimmt ist, gewinnen wir nach der mehrfach benutzten
Methode. Die Ebene wird fiir gewisse Werte 4, B, C, D durch (3) dar-
gestellt (bei beliebigen Achsen), namlich fiir solche, die die Gleichungen
(6) Ax+By; +Cz;+D=0; 1=1,2,3
erfilllen. Die Verhiltnisse 4 :B:C:D miissen also diesen drei Glei-
chungen und der Gleichung (3) geniigen; die Determinante der vier
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Gleichungen ist also Null — was die gesuchte Ebenengleichung liefert.
Man kann die vier Gleichungen auch auf drei reduzieren, indem man
die letzte Gleichung (6) von den vorhergehenden und von (3) subtra-
hiert. Dies liefert

lA(x — %) + Bly —y3) +Clz —2)=0
(6a) iA(xl — %) + By, — y5) + Clzy — z5) =0,

A%y — %3) + By, — y3) + Clza — 23) = 0,

und so ergibt die erste und zweite Betrachtung fiir die Gleichung der
Ebene die beiden Formen

lx y oz 1|

. }x—x3 y —Y¥ % —Z
[% v & 1

(7) 'x v,z 15‘: oder "ﬁ—xs Yy1— ¥ %H —2%|=0.
!x. yz Zz 1‘ Xy — X, — Y Zy — 23
| %3 Vs %

Ersetzt man hier %, y, z durch %, ¥,, %, so ergibt sich die Bedingung,
daB wvier Punkie P,, P;, P,, P, in einer Ebene liegen.

Es gibt noch eine letzte wichtige Darstellung der Ebene; sie ist
in den Formeln (7) von S. 206 enthalten und stellt x, y, z durch zwe:
M%abhéingige Parameter dar. Sie lautet
(8) — KXy — 1’473 Yi— MUY — Vs 2 T HEy — v .

x: — R _ = =
oY 1—u—v 1—u—v

Daraus folgt, daB3 die drei Gleichungen

(8) x_a14—u2u+usv by + byu + byv ,_ 6 T ou + v
A, ¥ dyu + dgv’ ¥ T dy T doti L’ C T dy + dytt + dyo

fiir d; + O ebenfalls eine Ebene bestimmen. Setzt man ndmlich
@ b s ey s
dl’— v dl—‘yu dl—— i dl - ‘LL, dl - vV,

so gehen die Gleichungen (8a) in (8) iiber, falls die Formeln drei
Punkte (;, ¥;, z;) liefern, die nicht auf einer Geraden liegen.

Die Parameter # und v sind zu # und ¥ proportional, woraus ihre
Bedeutung erhellt.

Gehen wir wieder zu homogenen Koordinaten iiber, so kdnnen
wir (8a) in der Form schreiben

0% = a, + agu + azv, oy = by + byu + byv,
07 = ¢; + cu + cyv, ot =dy + dyu Fdgv
und daraus folgt

lx a, a, 431
b b b
;z C; €y 03‘
o, dy d
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diese Gleichung stellt immer dann eine Ebene dar, wenn nicht die
Koeffizienten von #, v, z und ¢, d. h. die dreireihigen Unterdeterminan-
ten aus den letzten drei Kolonnen simtlich verschwinden.

§ 2. Der Tetraederinhalt.

Der Inhalt V des Tetraeders, das der Punkt O mit drei Punkten
P,, P,, P, bestimmt, 1a8t sich mit Hilfe der Ebenengleichung (7) ab-
leiten. Die Achsen seien rechtwinklig. Wir formen die Gleichung
folgendermafBen um: Wir entwickeln die vierreihige Determinante von
(7) nach den Elementen der ersten Zeile. Die gemil dieser Formel
auftretenden Unterdeterminanten von x, v, z sind uns S. 206 bereits
begegnet; sie haben die Werte 24,,, —24,,, 24,,. Mithin erhalten
wir, wenn wir noch die Unterdeterminante von 1 mit 4,,, bezeichnen,

Z(xAyz + yAzx + ZAxy) - Axyz =0,
und hieraus folgt gemall (8) von S. 206 weiter
24{xcos (nx) + ycos(ny) + zcos(nz)} — Ay, = 0.

Diese Gleichung vergleichen wir mit der Normalgleichung unserer
Ebene, also mit

xcos (nx) -+ ycos (ny) + zcos(nz) — 6 =0
und erhalten
240 = 4d,,,.

Nun stellt aber 46 — absolut genommen — das Dreifache des Tetra-
ederinhalts V' dar, und so ergibt sich

| xl yl Zl ‘
) 6V:1x2 Yo ZQi.

| X3 Vs %3 |
Dem Inhalt kénnen wir wiederum ein Vorzeichen beilegen, abhingig
von der Umlaufsrichtung P, P, P;, und bestimmt durch das Vorzeichen
der Determinante von (9). Wie es bei der Flache des ebenen Dreiecks
(S. 34) der Fall war, dndert sich dieses bei zyklischer Vertauschung der
drei Punkte nicht, bei den anderen Vertauschungen geht es in seinen
entgegengesetzten Wert iiber. In dem speziellen Fall, daB die Punkte
P,, P,, P, die Koordinaten 1,0, 0; 0,1, 0; 0, 0, 1 haben, also in die
Einheitspunkte der Achsen fallen, erhalten wir

(100]
]010:1>o.

001

In diesem Fall bildet die Umlaufsrichtung P, Py P3 mit der Normalen #
von O nach der Ebene ein Rechtssystem, und ebenso ist es fiir die
drei Halbstrahlen OP,, OP,, OP,. Die Determinante mull daher fiir
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alle Tetraeder positiv sein, fiir die OP;, OP,, OP; ein solches Rechts-
system darstellen; denn zwei solche Tetraeder kénnen durch stetige
Umformung so ineinander iibergefithrt werden, daB8 der Inhalt niemals
Null wird; er behilt daher sein Vorzeichen.

Den Inhalt eines durch vier Punkte P,, P,, P,, P, bestimmten
Tetraeders finden wir nach derselben Methode, die in Kap.IV an-
gewandt wurde (S.33). Wir legen durch P, neue Achsen x’, y’, 2’
parallel zu x, v, z, so daB

7/ 4 4
X =X—=% Y =YY =22

ist. Der Tetraederinhalt ergibt sich, wenn man zunichst in der Deter-
minante (9) die #;, ¥;, z; durch «}, ¥}, Z; ersetzt. Die so gebildete De-
terminante geht auf Grund der vorstehenden Gleichungen in die zweite
Determinante von (7) iiber, die wieder der ersten gleich ist. Man findet
demnach

1
X1 — % Y1 — Yo %1 — 2 %o Yo 201
X Y %
(10) OV = | g — %y Vo — Vo % — 29 | =|
xz_xo 2_ 022—_20 Xy Yy 7 A
3 0o Y3 — Yo %3 0 Xy Vs 25 1

Je nachdem die Halbstrahlen P,P,, P, P,, P,P; ein Rechtssystem
oder Linkssystem bilden, ist V positiv oder negativ.

Zum Inhalt fiir beliebige Achsen x’, y’, 2’ gelangen wir mittels der
Transformationsgleichungen (16) von S.210. Setzen wir die in (16)
enthaltenen Werte in (9) ein, so finden wir auf Grund des Multiplikations-
theorems der Determinanten (Anhang III, § 3, 4) unmittelbar fiir den
Tetraeder OP, P, P,

cos(xx’) cos(xy’) cos(x2) EAR A
(11) 6V = | cos(yx) cos(yy) cos(yZ) |- | %% ¥5 2 |;
cos(zx’) cos(zy’) cos(z2) X5 Vs %

fir das Tetraeder PP, P, P, ergeben sich also die mit der Kosinus-
determinante multiplizierten Ausdriicke (10).

Der Tetraederinhalt ist eine geometrische GroBe; sein Ausdruck
muB daher die Invarianteneigenschaft besitzen. Das zeigt Gleichung (11)
unmittelbar; die Determinante (9) ist durch die Transformation (16) in
der Tat in sich {ibergegangen, multipliziert mit der Substitutionsdeter-
minante. Fiir rechtwinklige Transformation hat diese den Wert 1 und
verschwindet daher aus der Formel. Fiir diesen folgt dann weiter die
Invarianz auch fiir die erste in (10) enthaltene Determinante und damit
auch fir die zweite.

Eine Anwendung des vorstehenden ist die folgende: Analog zu
Kap. IV betrachten wir die Gleichungen

(12) ¥=uax, yY=py, Z=yz
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sie konnen sich auf dasselbe oder auch auf verschiedene Achsensysteme
beziehen. Sie ordnen jedem Punkt P(x, y, 2) einen Punkt P’ (x', y', 2) zu;
die so vermittelte Beziehung heilt wieder affin. Wir erkennen wieder-
um: 1. Erfiillen die Punkte P eine Ebene ¢, so erfiillen die Punkte P’
eine Ebene ¢; einer Geraden g als Schnitt von ¢ und &, entspricht also
eine Gerade g’ als Schnitt von & und & . 2. Das Teilungsverhiltnis
(P, P,P) dndert bei affiner Abbildung seinen Wert nicht; der Mitte
einer Strecke P, P, entspricht wieder die Mitte von P; P;. 3. Jedem
uneigentlichen Punkt Po entspricht ein uneigentlicher Punkt P';
parallelen Ebenen ¢ und &, entsprechen also wieder parallele Ebenen ¢’
und ¢}, ebenso parallelen Geraden g und 4 parallele Geraden ¢’ und 4’;
einem Parallelepiped also wieder ein Parallelepiped. 4. Endlich iiber-
trigt sich auch der Satz 2 von S.34. Zunichst folgt fiir Tetraeder
mit O und O’ als Ecken

4 7 ’
XL Y & !xl o4
’ 4 ’
(13) X2 Y2 2y :“/3’71% Yo 2 |
7 ’ 7
X3 Yo % |x3 Y3 23

d.h. V' = afyV; und dasselbe folgt ebenso fiir die Determinanten
von (10).
§ 3. Die Gerade.

Gleichungen einer Geraden sind in den Formeln (6) und (6a) von
S. 205 bereits vorhanden. Fiir variables &, 1, { geben sie die durch
zwei Punkte P, und P, bestimmte Gerade. Aus (6) erhalten wir fiir
sie die Doppelgleichung

Xo— X% Yo — UV 2
sie driickt die Grundeigenschaft der Geraden aus, daBl das Teilungs-
verhiltnis (P, P, P) bei Parallelprojektion auf eine Achse seinen Wert
behilt. Diese Eigenschaft besteht auch fir (P P,P,) und seine Pro-
jektionen; so stellt auch die Doppelgleichung

(14) e e b OF

¥—% _ V=% _ -4
(14a) Ho—% V2V 2 — 2
die Gerade durch P, und P, darl.
Aus (6a) von S. 205 folgen als Geradengleichungen

S Tl .22 :}/1“!!3/2 S Bl L2 N
in ihnen erscheinen x, y, z durch den Parameter g ausgedriickt. Man
folgert daraus, daBl auch die Gleichungen

a, + a,u by +byu ¢+ cou
15a g = DT v 2" .= 2
( ) dy+dyu y dy+dyu a,+dyu
1 Wie S. 38 wird davon abgesehen, da88 einer der Nenner in (14) oder (14a)
Null ist.
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fir 4 4 0 eine Gerade darstellen. Setzt man namlich

a; b, i s

q, " K g T Y g T A g =
so wandeln sich diese Gleichungen in die Gleichungen (15) um, falls
die Formeln zwei voneinander verschiedene Punkte (x;,v;, 2;,) liefern.
Eine wichtige Parameterdarstellung fiir rechtwinklige Achsen ist
folgende: Sei die Gerade durch einen ihrer Punkte M (&, %,{) und ihre
Richtung «, f, ¥ gegeben. Wird der Abstand M P = s als Parameter

gewahlt, so folgt aus (5a) von S.204
(16) x=§&+ scos&, y=mn-4scosf, z2=_+ scosy.

Ahnliche Formeln ergeben sich bei schiefwinkligen Achsen, wenn wir
gemidll dem Projektionssatz die Projektionskonstanten I, m, #» fiir die
Achsen einfithren (Richtungskonstanten). Es ist dann

(16a) x=¢&+1s, yv=n+4+ms, z=C+mns. 1
Durch Elimination von s erhalten wir hieraus die Doppelgleichungen

4

¥—& _y—m __z5—7

v — _ .
x—& _ET7  pd FoS_y—nm_ &—(
cos cosf cosy ) m n

(17)

und folgern, daBl auch die Gleichungen

¥—E& _y-—n __2-¢

A B C

eine Gerade darstellen, die durch (&,4,{) geht. Fiir schiefwinklige
Achsen gibt 4 : B: C das Verhdltnis : m: #; fir rechtwinklige das Ver-
hiltnis der drei Kosinus, woraus
A B C

'1 b Rt ——— _ o, - e
(17b) cos«x T e cosf N Ty cosy N
folgt. Das Zeichen der Wurzel bleibt unbestimmt entsprechend beiden
moglichen Richtungssinnen.

Wir gehen nochmals zu den Doppelgleichungen (14) und (14a)
zuriick. Jede von ihnen 148t sich in drei einfache Gleichungen auf-
losen; eine solche ist z. B.

(17a)

(,18) {lﬁx_ﬁyl—x

Diese Gleichungen stellen die Parallelprojektion von g in der xy-Ebene
dar. Sie sind ndmlich (wie 3a) zugleich Gleichungen einer Ebene, die
der z-Achse parallel ist. Thr geniigen auBerdem die Punkte von g; die
Ebene enthilt also g und schneidet die xy-Ebene in der genannten
Projektion. Analoges gilt fir die Projektionen in der xz- und yz-Ebene2.
Die Gerade ist gemeinsamer Schnitt der drei projizierenden Ebenen.

1 Diese Gleichungen entsprechen zugleich den Gleichungen (15a) fir d, = 0.

2 In der Sprache der darstellenden Geometrie stellen diese Gleichungen
Grundril, AufriB und Seitenri von g dar.
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Durch zwei von ihnen ist sie bereits bestimmt; man wihlt dazu viel-
fach die Projektionen in der x2z- und yz-Ebene mit den Gleichungen

(19) x=Ilz4+a, y=mz-+0b,
woraus fiir die dritte Projektion in der xy-Ebene

mx — ly =ma — b
folgt. Sie lassen sich (fiir / 2 0, m 2 0) in die Form

rx—a y—b 2z

/ m 1

(19a)

setzen, die einen Sonderfall von (17a) bildet. Die Gerade ist hier mittels
ihres Punktes (a,5,0), ihrer Spur in der xy-Ebene und der Richtungs-
konstanten zweier Projektionen dargestellt.

Eine Gerade kann auch als Schnitt von 2wei Ebenen bestimmt sein.
Seien (in homogenen Koordinaten)

(20) Ax + By+Cz+Dt=0 und A'x+By+Cz24-Dt=0
deren Gleichungen. Durch Elimination von %, y, %z, ¢ ergibt sich

(BA’— AB')y + (CA’ — AC) z + (DA’ — AD')t =0,

(
o (CB'— BC)z + (AB' — BA')x + (DB — BD)t = 0,
(AC' — CA)x + (BC'— CB)y + (DC’' — CD')t = 0,
(AD' — DA')x + (BD' — DB')y + (CD' — DC)z = 0.

Die drei ersten Gleichungen entsprechen wieder den Ebenen, die die
Gerade auf die yz-, zx-, xy-Ebene projizieren; sie gehen durch die
unendlich fernen Punkte X, Y., Z,, der drei Achsen. Die letzte
Gleichung entspricht einer Ebene, die durch die Gerade g und O geht,
also die Gerade von O aus projiziert. Jede dieser Ebenen verbindet also g
mit einer Ecke des Koordinatentetraeders fiir die homogenen Koordinaten.

Die Gleichungen (21) sind for alle %, y, z, ¢ erfillt, falls

A:B:C:D=A"B:C:D

ist; jede Gerade einer jeden Koordinatenebene kann dann als Projektion
der gemeinsamen Punkte beider Ebenen aufgefaBt werden. In der Tat
erfillt in diesem Falle jedes Wertequadrupel, das die eine der beiden
Gleichungen (20) erfiillt, auch die andere: die beiden Ebenen sind
identisch. Besteht aber diese Proportion nicht, dann sind die Ebenen
sicher nicht identisch. Denn ist etwa A:B + A’: B, dann liegt ein
Punkt der ersten Ebene (v, v, 0, 0), falls x und y beide 0 sind,
nicht auf der zweiten Ebene.

Die Richtungskonstanten der durch (20) gegebenen Geraden g be-
stimmen sich folgendermaBen. Sie sind dieselben wie fiir die Schnitt-
linie der zu (20) parallelen Ebenen

Ax+By+4+C2=0 und A'x+4 Byv+Cz=0.
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In diesem Fall ist D = 0, D’ = 0; es lassen sich deshalb die ersten drei
Gleichungen (21) als eine einzige Doppelgleichung schreiben, nimlich

d = Yo =% .
(22) BC'—B'C CA'—CA  AB'—A’B

Sie stellt die Parallele zu g durch den Anfangspunkt dar, und es folgt
fiir ihre Richtungskonstanten

(22a)  lim:n = (BC — B'C):(CA"— C'A):(AB’— A’B).

Seien endlich

¥—H _ Y= _ A x—¥ _y—y -7
/ - wm o und P2 7

die Gleichungen zweier Geraden, so sind sie parallel fiir

(23) lim:n=10:m:u.

Der Winkel, den sie bilden, wird — fiir rechtwinklige Achsen — durch
17+ ZIfLVﬂ’~|— ’}’Lj’L,

cos(gg) = ———— —
(gg) ]/Z2+m2—|—n2]/1’2—|—m’2+n’2

dargestellt; die Orthogonalitdtsbedingung ist daher
(24) Wamm +nnw=0.
Beispiele. 1. Den Schnittpunkt der Ebene Ax + By 4+ Cz 4 D = 0 mit der
Geraden zu finden, die durch
¥x—&E=1t, y—n=mt, z2—C_(=nt
gegeben ist. Der gesuchte Punkt entspricht dem Wert ¢, der auch die Gleichung
der Ebene befriedigt, fiir den also
t(Al+Bm +Cn)=AE+ By + CL+ D

ist. Fuir A7 + Bm + Cun = Oistg || &. IstauBerdemauch 4§ + By - C{+ D =0,
so ist die Gerade ganz in ¢ enthalten.

Die Orthogonalitat soll nur fiir rechtwinklige Achsen erdrtert werden.  Aus
g L & folgt g parallel zur Normalen auf ¢, und daher lautet die Bedingung

lim:n = cosx:cosf:cosy =A:B:C.

Eine Gerade durch den Punkt (a,b,¢), die auf der Ebene & senkrecht steht,

hat daher (fir rechtwinklige Achsen) die Gleichung

¥x—a y—b z—c¢

4 B ~ C
2. Eine Gerade sei durch einen Punkt M(a,b,c) und ihre Winkel («,8,7)
gegeben. Von einem Punkt P(§,7,{) werde ein Lot PL auf sie gefallt. Man soll
<L LMP = ¢ sowie die Lange von LP und ML finden. Sind o', p’,y" die Rich-

tungswinkel von MP(=7), so ist

—a — b L —c¢
coso’ = ¢ s COS/g'=n s cosy’ = >—,
v I 4 I 4

und daher folgt zunichst

& — —b {—c¢
E—a
cos @ = cosox + n cosfi + Z——cosy.
¥ v y
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Weiter ist
ML = rcosp = (§ — a)cosa + (n — b)cosf + ({ —c)cosy ;
endlich kann LP aus der Gleichung LP = rsing oder aus LP? = MP? — MIL?

ermittelt werden. Mittels ML ergeben sich auch die Koordinaten von L, und
aus L und P die Richtungswinkel von LP.

Seien g und g, zwei Geraden mit den Gleichungen

(25) ]x:a +scosx, y=0b4+scosf, z=c -+scosy,

lxl =a, + sycosy, Yy, =0b + s,cosf;, 2z =c + scosy,.
Sind sie windschief zueinander, so gibt es eine Gerade %, die g und g,
senkrecht schneidet. Fir ihre Winkel 4, &, v bestehen die Gleichun-
gen (14) von S.209. Wir wollen die Linge ! des gemeinsamen Lotes
berechnen. Mogen (xyz) und (x,y,2,) die Punkte sein, in denen % die
Geraden g und g, schneidet, so haben wir zunichst

% — % ==lcosi v, —y=1lcosp, 2 —z==1Icosy,
und gemal (25)
lcosk =a; —a -+ scos® — s, COSK,
(25a) lcesp = b; — b + scos f — s, cos f;
lcosy = ¢, — ¢+ scosy — §;COS y;.

Diese Gleichungen lassen sich als drei Gleichungen fiir /, s und s,
als Unbekannte auffassen; aus ihnen lassen sich also [, s, s, entnehmen
und damit gemdl (25) die FuBpunkte des gemeinsamen Lotes von g
und g,. Fir / erhdlt man auch direkt durch Multiplikation der Glei-
chungen (25a) mit cosi, cosy, cos¥ und mit Riicksicht auf die Glei-
chungen (12a) von Kap. XIV

(25Db) I = (a, — a)cosi -+ (b; — b)cosp + (¢; — ¢) cosw.

Setzt man hier fiir cosi, cospu, cosy gemifl (14), Kap. XIV, ihre Werte,

so ergibt sich 'a, —a cosx cosay |

(25¢) Isin(gg,) = ‘ by —b cosp cosp l.

|e; —c¢ cosy cosy;
Das Vorzeichen des Sinus bleibt unbestimmt. Ist [ =0, so schneiden
sich die Geraden; die Bedingung daftir ist also das Verschwinden der
Determinante von (25c¢). Die Determinante ist ebenfalls Null, wenn
sin(gg,) Null ist, also die Geraden parallel sind, d. h. einen Punkt
auf der unendlich fernen Ebene gemeinsam haben.

Beispiel. Sind die Gleichungen der beiden Geraden
x=lz+p, y=mztq, x=hLz+p., V=ma+q,

so wird man zweckmaBig die Spuren in der x,y-Ebene benutzen, also a = p,
b=gq, ay=1p,, by=q, ¢=¢=0. Die Kosinus berechnen sich aus

cosx:cosf:icosy =1Ilim:1, ... Man bestimme analog, indem man die Spuren
in der yz-Ebene benutzt, den kiirzesten Abstand fiir die Geraden

15% 4 20y = 32, 74x — 8z = 44; 15% 4 20y = 18, 25x + 152 = — 7.
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§ 4. Mehrere Ebenen.

Zwei Ebenen ¢ und ¢’ haben (nach § 3) entweder eine Gerade ge-
mein, oder sie sind identisch. Sind

(26) Ax+By+Cz+Dt=0, Ax+By+Cz+4+Dt=0
ihre (homogen geschriebenen) Gleichungen?!, so ergab sich (S. 221)
(264a) A:B:C:D=A4"B:C":D
als Bedingung fiir ihre Identitdt. Sind sie nicht identisch und liegt die
gemeinsame Gerade in ¢, dann sind sie parallel, und fiir jeden ge-
meinsamen Punkt ist £ = 0. Fir ¢ = 0 missen also die Gleichungen (26)
dieselben Werte x, y, z liefern; woraus
(26Db) A:B:C=4":B:C
folgt. Umgekehrt: falls (26b) erfiillt ist, sind die Ebenen parallel. Fiir
die Bestimmung des Winkels zweier nicht paralleler Ebenen nehmen
wir rechtwinklige Achsen an. Wir definieren <{(¢¢’) = <{(n#’)%; dann
folgt aus (12) (S.208) und aus (4a) (S. 215)
_ AA + BB 4 CC

VAT By YA B O
Als Bedingung der Orthogonalitit ergibt sich also
(27a) AA"+ BB 4 CC' =0.

Beispiele. 1. Die Gleichung einer Ebene, die zu Ax + By + Cz + Dt = 0
parallel ist und einen Punkt (a,b,c¢) enthalt, lautet

Ax —a)+ B(y—0b)+ C(z—c¢)=0.

2. Man soll die Bedingung finden, daB die Schnittgerade (¢¢’) zur xy-Ebene
parallel ist. Dann sind die Ebenen, die diese Gerade mit X, und Y, verbinden,
identisch, die beiden ersten Gleichungen (21) stellen also dieselbe Ebene dar,
und es folgt 4: B = A’": B’.

3. Die Gleichung einer Ebene ¢, die durch (a,b,¢) geht und zu & und ¢’ senk-
recht ist, hat jedenfalls die Form

Ayx —a) + By(y —b) 4+ Cy(z —¢) =0,

(27) cos(g¢)

und es ist
AA,+ BB, +CC; =0, A4+ B'B;+C'C;=0.

Die Elimination von 4., B;, C; aus diesen drei Gleichungen ergibt in Determinanten-
form die gesuchte Gleichung.

Fir die weiteren Betrachtungen setzen wir die Gleichungen einer
Ebene abkiirzend in die Form

Nx,v,2)=N=0 oder E(x,9,21t=E=0,
1 Es ist im folgenden zweckmafig, die Gleichungen bald unhomogen, bald
homogen zu benutzen.
2 % und #’ sind wie immer die von O ausgehenden Normalen; die in (27)
auftretenden Wurzeln sind danach zu bestimmen.
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und zwar soll
N(x,vy,2) = xcos(nx) + ycos(ny) + zcos(nz) — ¢,
E(x,y,2,t) = Ax + By + Cz + Dt

sein. Gemdl S. 215 ist, wenn N = 0 und E = 0 dieselbe Ebene ¢ dar-
stellen,

(28)

_ E(x’ y’ 2, 1) .
(283) N(x, v, Z) = V,WZ—_E_? 5
auBerdem bedeutet (S. 207)

E&,n.¢1)
28b N » Y, —_— = =
( ) (517 C) VA2+B2+C2
fir jeden Punkt (§,7,() das von ihm auf & gefillte Lot /.
Seien nun

E=A4x+ By +Cz+Dt=0, E=Ax+By+Cz2+Dt=0
zwei verschiedene Ebenen ¢ und €', so geht jede Ebene

(29) E4+1E =0

durch die Schnittlinie (¢¢’) hindurch. Wie in Kap. V zeigt man, daB
jede von ¢ und &’ verschiedene Ebene durch diese Schnittlinie fiir ge-
eignetes endliches 12> 0 durch (29) dargestellt wird; die Ebenen &
und ¢ entsprechen in dem S. 45 genannten Sinn den Werten 1 = 0
und 2 =oc. Die Gesamtheit dieser Ebenen bildet einen Ebenen-
biischel 1.

Wir suchen zunichst die Bedingung, daB drei verschiedene Ebenen
€, ¢, ¢”” demselben Biischel angehéren. Sie ist in dem folgenden (zu dem
Satz S. 50 analogen) Satz enthalten: Die drei Ebenen gehen dann und
nur dann durch eine und dieselbe Gerade, wenn es drei von Null verschie-
dene Zahlen L, 1', 1 gibt, so daf identisch ist

(30) 1E+1’E,+1”E//EO-
Besteht ndamlich die vorstehende Identitit, so ist auch
IE 4 VE = l/,E”;

linke Seite und rechte Seite, gleich Null gesetzt, stellen daher dieselbe
Ebene dar. GemiB der Darstellung durch die rechte Seite ist sie &”,
gemiB der Darstellung durch die linke Seite geht sie durch den Schnitt
von & und ¢’, und das ist die Behauptung. Geht umgekehrt die Ebene &”’
durch (e¢’), so kann sie sowohl durch

E'=0 wiedurch E+ZE =0 (¥Z=0)
dargestellt werden. Die linken Seiten beider Gleichungen miissen durch
Multiplikation mit einer Konstanten ineinander iibergehen; ist —i"
diese Konstante, so hat man

_l//E// = E + l/E/; E _"_ Z‘/E/ + l//E// = 0 .
! Hier wie im folgenden kann (¢¢’) auch in £, liegen.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 15
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Gehoren die drei Ebenen nicht einem Biischel an, so bestimmen
sie ein Dreikant und besitzen einen gemeinsamen Punkt. Seine Koordi-
naten ergeben sich durch Auflésung der Gleichungen E = 0, E' = 0,
E" = 0. Der Punkt fillt ins Unendliche, wenn die aus den 4, B, C,
A', B, C', A", B"”, C"” gebildete Determinante verschwindet. Denn dann
gehoren die zu den gegebenen Ebenen parallelen Ebenen durch den
Anfangspunkt:

Ax + By+ Cz=0
A’x + By + Cz=0
A"%x + B’y +C'z=10

zu einem Biischel. Nach Voraussetzung gibt es ndmlich eine von (0, 0, 0)
verschiedene Losung (¥, v, z) fur alle drei Gleichungen. Also gibt es
auBler (0, 0, 0) noch andere diesen drei Ebenen gemeinsame Punkte.
Diese drei Ebenen haben also eine Gerade g, gemeinsam. Also schneiden
sich die gegebenen Ebenen in Geraden, die zu g, parallel sind. Sie haben
also den unendlich fernen Punkt auf g, gemeinsam.

Falls die drei Ebenen einem Biischel nicht angehoren, iibertrigt
sich auch die in Kap.V, S.51 bewiesene Formel (26); jede andere
Ebene ¢, durch den Punkt (¢, ¢, &”) 14Bt sich mittels geeigneter, nicht
verschwindender Zahlen w, u’, u'’ durch

(30a) E,=upE + WE + u'E”
darstellen. Denn die drei Gleichungen

MA +”’A’+H//A//:A1,

ILLB + ILL’B/ + Iu//B// — Bl .

/,LC + M/C/ + [LLNC” — C]_
haben, da nach Voraussetzung die Determinante der Koeffizienten =0
ist, ein Losungssystem wp, u’, pu'’. Der Koeffizient D, in dem Aus-
druck E; ist aber durch A4,, B, C; gegeben, weil E; = 0 durch den
gemeinsamen Punkt von £ =0, E'=0 und E” = 0 gehen soll.

Die vorstehende SchluBweise 148t sich auf vier Ebenen ausdehnen;

es geniige, die Resultate auszusprechen.

1. Sind E =0, E' =0, E” =0 drei verschiedene Ebenen, die
nicht durch dieselbe Gerade gehen, so ist

(31) E+XE 4+ VE =0

eine Ebene durch den Punkt, der den drei Ebenen gemeinsam ist.
{(Das ist die Umkehrung von dem eben vorher gewonnenen Resultat.)
Alle diese Ebenen bilden ein Ebenenbiindel.

2. Sind E=0,E'=0,E"=0,E" = 0 vier verschiedene Ebenen,
von denen keine drei durch dieselbe Gerade gehen, so haben sie dann
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und nur dann einen Punkt gemein, wenn es vier nicht verschwindende
Zahlen 4, X', A", 1’ gibt, so daB identisch ist

(31 a) lE _{_ l/E/ _"_ l//E” + l///E/// = O .

3. Sind E =0,E'=0,E" = 0,E"" = 0 vier Ebenen, die ein Tetra-
eder bilden, so kann die Gleichung jeder anderen Ebene ¢; durch

(31 b) El = l,LE _{_ M’E/ + //L// 74 + ILL///E///
dargestellt werden.

Bemerkung. Beispiele bildet man sich am besten so, da man Ebenen ein-
facher Lage benutzt. Hat man es mit vorgegebenen Gleichungen zu tun, so hat
man in den Gleichungen (30) und (31a) die Koeffizienten von #, ¥, 2, ¢ gleich Null
zu setzen und zu priifen, ob man die 4 daraus dem Satz entsprechend bestimmen
kann.

Seien jetzt &, 5, €5 drei Ebenen, iiber deren Lage zueinander nichts
bekannt ist; dann bestehen folgende vier Moglichkeiten: 1. alle drei
Ebenen sind identisch; 2. zwei sind identisch, die dritte von den beiden
anderen verschieden; 3. keine zwei Ebenen identisch, und es gibt fiir alle
drei eine gemeinsame Gerade; 4. die Ebenen sind verschieden und haben
nur einen gemeinsamen Punkt. Es sollen die analytischen Bedingungen
fir das Eintreten dieser Fille abgeleitet werden. Ob die gemeinsamen
Punkte oder Geraden im Endlichen oder Unendlichen liegen, bleibe
auBer Betracht.

Die Gleichungen der Ebenen und die ihnen zugehérige Matrix I,
die dafiir entscheidend ist, seien

E, =42+ By +Ciz+4+ Dyt =0 |41 By C; D
(32) {Ey = Ay% + Byy + Coz + Dyt =0; M= |4, B, C, D,|.
E;=A4,% 4 Byy + Cy2+ Dyt =0 As By C; Dy

1. Ist &, = &, = &5, so ist fiir jede zwei Indices 1, 2, 3
Ai:Bi:Ci:Di :Ak:Bk: Ck:Dkr
es sind also alle zweireihigen Unterdeterminanten von IR gleich Null.
2. Sei &, = ¢&;; es sind dann in I die mit der zweiten und dritten Zeile
gebildeten Unterdeterminanten, also nur die eines Zeilenpaares, simt-

lich gleich Null. 3. Im dritten Fall gilt der oben (S.225) bewiesene
Satz. Es besteht daher eine Gleichung

ME, + LE, + 1,E;=0,
und fiir die Koeffizienten der linken Seite folgt
WA, + 2,45 + 2343 =0, 4B, + ,B, + 13B; =0,
LG+ HCy+ 43C; =0, 4,D, -+ 2,D, + 2,D; = 0.
Je drei dieser Gleichungen sind homogen und linear fiir die von Null

verschiedenen A;, und daher sind alle dreigliedrigen Determinanten
von I gleich Null. 4. Im vierten Fall endlich werden die Gleichungen (32)

15%
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durch genau eine Proportion x:y:z:¢ befriedigt, bei der %, v, 2, £ nicht
sdmtlich Null sind, es konnen also nicht alle dreireihigen Determinanten
von M verschwinden. Da jeder der obigen vier Félle die anderen simt-
lich ausschlieBt, so folgt zugleich, daf3 auch fir die Matrix It andere
Unterfille nicht in Betracht zu ziehen sindl.

Bemerkung. Es kann sehr wohl nur eine einzige Unterdeterminante dritter
Ordnung von Null verschieden sein. Fiur die Gleichungen

A,x + Byy + Dyt =0, Ayx 4+ B,y 4+ Dyt =0, Agx 4 Bgy + Dyt =0

ist es der Fall. Ebenso leicht bildet man Ebenen, fiir die nur je eine zweireihige
Unterdeterminante jeder Zeile von Null verschieden ist. Vgl. auch die Bemerkung
auf S. 44.

Beispiel. Die drei Ebenen

54+9y—2z—t=0, x+3y+5z2—2t=0, 2¥+3y—32=0

haben einen gemeinsamen Punkt in é5,; gegeben durch x:y:2:¢4=24: —13:3:0.
Ersetzt man in der ersten Gleichung —¢ durch 2 ¢, so besitzen die Ebenen eine
gemeinsame Gerade; die Losungen erhalten die Form

¥ =8z —2tf, 3y=4t—13z.

Wir gehen endlich zu vier Ebenen ¢,, €,, &;, £, iiber; die Gleichungen
seien

(33) E,:Atx—I—Bly—l—Ctz—l—D,t:O, 1:'1,2,3,4.

An der Stelle von I spielt hier die Matrix der 16 Koeffizienten der
A;, B;, C;, D; die entscheidende Rolle. Die moglichen Fille ergeben
sich folgendermaBen: 1. Alle vier Ebenen identisch; 2. drei identisch;
sel e, = £,=¢,; 3. zwel identische Paare; sei ¢, = ¢,, &5 =¢,; 4. nur ein
Paar identisch; sei ¢, = ¢,*. In allen iibrigen Fidllen sind alle vier
Ebenen wverschieden. Es gibt dann noch vier Moglichkeiten: 5. Alle vier
Ebenen durch eine Gerade; 6. drei Ebenen durch eine Gerade; es seien
£, &, &3; 7. keine drei Ebenen durch eine Gerade, aber alle vier
durch einen Punkt; 8. kein gemeinsamer Punkt; die Ebenen bilden
ein Tetraeder.

Die analytischen Bedingungen koénnen zumeist durch wiederholte
Anwendung der vorstehenden Sitze fiir drei Ebenen abgeleitet werden;
sie sollen nur in den vier letzten Fillen ausdriicklich genannt werden.
Wichtig ist, da8 in den ersten vier Fillen stets 4 =0 ist. Im Fall 5.
sind (dem obigen Fall 3. fiir drei Ebenen entsprechend) alle dreireshigen

1 Gemal Anhang II1, § 3, 5 hat im Fall 1 die Matrix den Rang 1, in den
Fallen 2 und 3 den Rang 2, im Fall 4 den Rang 3; man kann Fall 2 als Unter-
fall von 3 betrachten. In diesen beiden Fillen gibt es nur eine lineare Beziehung
zwischen den E;, im Falle 2 ist einer der Koeffizienten in dieser Beziehung gleich
Null. Im Fall 1 spricht man von 002, in den Fillen 2 und 3 von 00! gemeinsamen
Punkten der 3 Ebenen.

* Fiur &, &, & sind dann wieder die Unterfalle moglich, daB sie eine Ge-
rade oder einen Punkt gemein haben; fur die weitere obige Betrachtung ist dies
jedoch belanglos.
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Unterdeterminanten von A gleich Null; im Fall 6. nur die aus den
ersten drei Zeilen gebildeten, die also den Elementen einer Zeile (der
vierten) entsprechen. In diesen beiden Fallen ist auch wieder 4 = 0.
Im Fall 7. besteht eine Gleichung

LE;, + Ey + IgEy + 1,E, =0 ;

wir folgern auch aus ihr das Verschwinden von A, aber fiir keine
Elementenzetle A;, B;, C;, D; verschwinden die Unterdeterminanten
simtlich. 4 = 0 ist die notwendige und hinreichende Bedingung da-
fur, daB es mindestens ein Zahlenquadrupel x, y, 2z, ¢ gibt, das die
vier Gleichungen E; = 0 befriedigt, also die Bedingung dafiir, da8 es
mindestens einen Punkt gibt, der auf simtlichen Ebenen liegt. 420
ist also die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf3 die
vier Ebenen ein Tetraeder bilden, dessen Ecken, Kanten oder Flichen
ibrigens auch in &, fallen konnen (Fall 8.).

Beispiele. 1. Seien N = 0 und N’ = 0 die Gleichungen zweier Ebenen ¢
und ¢ und (£ 7,{) ein Punkt einer ihrer Halbierungsebenen. Fiir ihn folgt dann
aus (28Db)

N9 8) =N, 0);

das positive Zeichen gilt, wenn P in demselben Winkelraum liegt wie der Anfangs-
punkt, wofern dieser weder in ¢ noch in ¢ liegt. Die Halbierungsebenen haben
daher die Gleichungen N — N’ =0 und N 4+ N’ = 0.

2. Seien Ny = 0, N, = 0, Ny = 0 drei Ebenen, die eine korperliche Ecke
bilden, so entsprechen ihnen sechs Halbierungsebenen der Kantenwinkel und
ihrer Aullenwinkel. Thre Gleichungen sind

Ny4+Ny=0, Ny 4+Ny=0, N, N;=o0.
Es gehen dann je drei dieser Halbierungsebenen durch dieselbe Gerade, z. B.

Nl—N2=O, Nz-—Na=0, N3—N1=O
oder
N,—N,=0, Ny+N;=0, N;,+N, =0
usw.
3. Seien N, = 0, N, =0, N3 =0, N, = 0 vier Ebenen eines Tetraeders;
man leite die Sitze tiber die Halbierungsebenen der Flichenwinkel und ihrer
AuBenwinkel ab.



Sechzehntes Kapitel
Die rdumliche Dualitét.

§ 1. Ebenenkoordinaten.

Auch die Koordinaten der Ebene ¢ fithren wir zunichst als in-
homogene Koordinaten ein und gehen dann erst zur homogenen Dar-

stellung iiber.
Wir betrachten eine Ebene ¢

(1) Ax+ By +Cz+D =0,

die nicht durch den Anfangspunkt geht (also D % 0). Dann seien die
Koordinaten von & durch

2) w:v:w:1=A:B:C:D

bestimmt. Sind #, v, w & 0, so bedeuten sie geometrisch die negativen
reziproken Werte der Strecken, die ¢ auf den Achsen abschneidet. Dies
gilt fiir beliebige Achsen. Durch (2) geht die Gleichung (1) von ¢ in

(3) ux +vy+wz+1=0

iiber. Die so erhaltene Gleichung gilt der Ableitung nach fiir feste u, v, w,

namlich die Koordinaten von ¢, und variable x, vy, z, namlich fiir jeden

Punkt von ¢; sie stellt also die Bedingung dar, dal ein Punkt (x, y, 2)

und eine gegebene Ebene (u, v, w) vereinigt liegen (Bedingung der ver-

emmigten Lage). Geht man von der Ebenengleichung
Ax+By+ Cz+ D=0

aus, so sind die Koordinaten der Ebene (fiir D 2 0) durch

(3) wvw:l=A4:B:C:D

bestimmt.

Seien #, v, w und #’, v', w’ die Koordinaten zweier Ebenen € und &’.
GemiB den Formeln (26b), (27) und (27a) von S. 224 sind die Ebenen
parallel, wenn

W w =uviw
ist; Orthogomalitit besteht bei rechtwinkligen Achsen fiir

ui + v +ww =0.
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Allgemein ist ihr Winkel durch
cos(es') _ uu +vv 4 ww
V’l/tz"l-‘Uz +w2Vu/2+U/2+w/2
gegeben. Endlich erhalten wir firr das von einem Punkt (&, 7,¢) auf
die Ebene (, v, w) gefillte Lot gemdB S. 225 (fiir rechtwinklige Achsen)
E+ovnp+wi+1
et S & A Y

) Vu? + v? 4 w?

In Gleichung (3) wollen wir jetzt den x, ¥, z bestimmte Werte bei-
legen und #, v, w variabel werden lassen. Dann wird (3) durch unend-
lich viele Tripel #, v, w befriedigt und die durch sie bestimmten Ebenen
liegen sdmtlich mit x, y, z vereinigt; wir nennen Gleichung (3) tuso-
fern die Gleichung des Punktes x, vy, z in Ebenenkoordinaten (oder auch

Gleichung des Ebenenbiindels). Die allgemeine Gleichung ersten Grades
in Ebenenkoordinaten,

Nu 4+ Brv+Cw 4+ D=0

(wo ® 2 0 ist), ist daher ebenfalls die Gleichung eines Punktes, und
zwar des Punktes (x,7,z) mit den Koordinaten

x:y:2:1=A:B:€:D.
Fiir weitere Betrachtungen fithren wir homogene Ebenenkoordinaten
ein. Es geschieht (in vorldufiger Bezeichnung) mittels der Gleichungen

(5) wviwl=u:v:w:s
oder
(5a) wW=04, vV=9B, w=9C, §=pD.

Jedes Quadrupel ', v’, »’, s’ von vier nicht simtlich verschwindenden
Zahlen stellt eine Ebene dar, proportionale Quadrupel dieselbe Ebene.
Wie in Kap. VIII, § 2 erfahren die Fille, von denen wir zunichst ab-
sahen, nidmlich die durch D = 0 charakterisierten Ebenen durch den
Anfangspunkt, durch sie ihre Beriicksichtigung. Fihrt man gleichzeitig
homogene Punktkoordinaten x, y, z, ¢ ein, so lautet die Bedingung (3)
der vereinigten Lage

(3a) w'x 4+ vy +wz+s't=0.

Der Ebene &, kommen die Koordinatenwerte #' = 0, v = 0,
w’ =0 zu entsprechend 4 =B = (C=0. Jede einzelne der Gleichungen
u' =0, v"=0, w =0 stellt eine der Ecken X, Yoo, Zoo des homogenen
Koordinatentetraeders dar. Die Gleichung s’ = 0 stellt den Koordinaten-

anfangspunkt dar. Die vier Ebenen des homogenen Koordinatentetra-
eders haben daher die Koordinaten

1000, 0100, 0010, 0001,

Fiir jede der sechs Kanten des Koordinatentetraeders sind zwei Koordi-
naten gleich Null.
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In der Folge verwenden wir als homogene Ebenenkoordinaten
einfacher wiederum %, v, w, s; fiir s = 1 gehen sie in die unhomogenen
iiber. In homogenen Punkt- und Ebenenkoordinaten lautet dann die
Bedingung (3a) der vereinigten Lage

(6) ux + vy + wz + st =0.

Beispiele. 1. Jeder Gleichung A% + Bv + Cw = 0 entspricht ein Punkt Py
von & . 2. Wie alle Punkte, fiir die ¥ : ¥ : z = const ist, auf einer durch O gehenden
Geraden liegen, so gehen alle Ebenen, fiir die #: v: w = const ist, durch eine in
£oo enthaltene Gerade.

§ 2. Duale Sitze fiir Punkte und Ebenen.

In der Gleichartigkeit der analytischen Formeln, die das Vor-
stehende fiir Punkte und Ebenen aufweist, kommt die rdumliche Dualitdt
zum Ausdruck. Punkt und Ebene stehen einander als gleichwertige
Elementargebilde im Raum gegeniiber; der Punktgeometrie, die die
Lagen und Beziehungen von Punkten zueinander ins Auge falt, ent-
spricht eine Ebenengeometrie, die in analoger Weise die Lagen und
Beziehungen von Ebenen betrachtet. Die Gerade entspricht sich selbst;
sie erscheint einerseits als Verbindungslinie zweier Punkte (als Strahl),
andererseits als Schnittlinie zweier Ebenen (als Achse).

Die analytischen Entwicklungen der Punktgeometrie (in x, y, z, £),
die der Dualisierung fihig sind, fithren unmittelbar zu analogen Er-
gebnissen (in #, v, w, s) der Ebenengeometrie; die analytischen Be-
ziehungen sind davon unabhingig, ob wir die Variablen durch %, y, z, ¢
oder durch #, v, w, s bezeichnen. Die folgenden Beispiele werden In-
halt und Tragweite dieses Dualitdtsprinzips erkennen lassen.

Die Gleichung
Au + Bv +Cw + Ds =0

stellt einen Punkt dar ; seine Punkt-

Die Gleichung
Ax + By +Cz+ Dt =0

stellt eine Ebene dar; ihre Ebenen-

koordinaten sind
uiv:w:s=A4:B:C:D.
Den Gleichungen zweier verschie-
denen Ebenen
Ax + By +Cz + Dt =0
Ax+By+Cz24+Dt=0
geniigen ool Punkte!, die auf

beiden Ebenen liegen; sie bilden
ihre Schnittlinie.

1 Fir die Zeichen 00, 002, . . vgl

koordinaten sind
x:y:2:t=A4:B:C:D.
Den Gleichungen zweier verschie-
denen Punkte
Au -+ Bv +Cw + Ds =0
Au+Bv+Cw+ Ds=0

geniigen oo! Ebenen?!, die durch
beide Punkte gehen; sie bestim-
men ihre Verbindungslinie.

. S.228, Anm. 1.
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Setzen wir abkiirzend (analog zu S. 224)
(7) Au 4+ Bv+4 Cw+ Ds = Q(u,v,w,s) = Q,
so folgt weiter:
Alle Ebenen E + J'E'=0 Alle Punkte Q4 1'Q'=0
bilden, wenn keine Identitit | bilden, wenn keine Identitit

E 4 w'E’ = 0 besteht, einen Ebe-
nenbiischel von co! Ebenen; jede
von ihnen geht durch den Schnitt
von E =0 und E' = 0.

AlleEbenenE+A1'E'+1"E"=0
bilden, wenn keine Identitit
E+WwE 4-u"E” = 0 besteht, ein
Biindel von oo? Ebenen?, die simt-
lich durch den Schnitt von E = 0,
E' =0, E"” = 0 gehen.

Die Bedingung, daB vier Punk-
te Py(x;, ¥;, %, ;) derselben Ebene
angehoren, ist das Verschwinden
der aus den x;, y;, %, ¢; gebildeten
Determinante.

Drei  verschiedene Ebenen
E =0,E'=0, E" =0 gehen dann
und nur dann durch dieselbe Ge-
rade, wenn fir drei endliche, von
Null verschiedene Zahlen 4, ', 1"
die Identitit A\E +A1'E'4+1"E"=0
besteht usw.

Q + u'Q’ = 0 besteht, eine Punkt-
reihe von oo! Punkten; jeder von
ihnen liegt auf der Verbindungs-
linie von Q =0, Q' = 0.

AllePunkte@Q+44'Q"+2"Q""'=0
bilden, wenn keine Identitit
Q+4'Q"+p"Q" = 0 besteht, ein
Feld von oo? Punkten?!, die simt-
lich in der Ebene durch Q =0,
Q' =0, Q" = 0 liegen.

Die Bedingung, da8 vier Ebe-
nen (u;, v;, w;, s;) durch denselben
Punkt gehen, ist das Verschwinden
der aus den #;, v;, w;, s; gebildeten
Determinante.

Drei verschiedene Punkte
Q =0,0Q =0, Q"= 0liegen dann
und nur dann auf derselben Ge-
raden, wenn fiir drei endliche, von
Null verschiedene Zahlen 1, ', 1"’
die Identitit AQ+1'Q4+1"Q"=0
besteht usw.

Weitere Betrachtungen, die Inhalt und Tragweite des Dualitiits-
prinzips erhellen sollen, seien die folgenden:
Der Gesamtheit aller Punkte und Geraden eines ebenen Feldes

entsprechen die simtlichen Ebenen und Strahlen durch einen Punkt,
das Ebenen- und Strahlenbiindel. Einem ebenen #n-Eck entspricht eine
aus # Ebenen des Biindels bestimmte #-flichige Ecke (n-Flach), einem
ebenen #-Seit eine von n Strahlen des Biindels gebildete #-kantige
Ecke (n-Kant). Einer ebenen Kurve als Punktort entspricht eine
Kegelfliche als Ort ihrer Tangentialebenen, einer ebenen Kurve als
Tangentengebilde eine Kegelfliche als Ort ihrer Strahlen. Endlich be-
achte man, daB der speziellen Dualitat des ebenen Feldes (der ebenen
Dualitdt) eine Dualitat im Biindel entspricht: Ebene und Strahl stehen
im Biindel einander gegeniiber wie Punkt und Gerade in der Ebene
(Biindeldualitit).

1 Fiir die Zeichen oo!, oo?. .. vgl. S.228, Anm. 1.
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Auch die in der Ebene vorhandene kollineare Verwandtschaft (und
Reziprozitit) iibertrdgt sich durch Dualitit auf das Biindel. Eine
kollineare Verwandtschaft zweier Biindel ist daher bestimmt, wenn
man vier Ebenen oder vier Strahlen allgemeiner Lage des einen Biindels
vier analoge Ebenen oder Strahlen des anderen als entsprechende zu-
weist. Fir zwei kollineare Biindel, die denselben Scheitelpunkt haben,
gibt es im allgemeinen drei Doppelebenen und drei Doppelstrahlen,
die ein Dreikant bilden; entsprechende Ebenenbiischel oder Strahlen-
biischel zweier kollinearen Biindel sind projektiv usw.

In der allgemeinen raumlichen Dualitit stehen sich die wie die regelmaBigen
Korper zusammengesetzten Polyeder als duale Gebilde gegeniiber; das Tetraeder
ist sich selbst dual. Das Oktaeder, aus 8 f, 6 ¢, 12 k* bestehend, entspricht dem
Hexaeder mit 6 f, 8 e, 12 k; das Ikosaeder mit 20 f, 12 ¢, 30 £ dem Dodekaeder,
das 12 f, 20e, 30k Dbesitzt.

Die einfachste Reziprozitit eines Biindels ist die, bei der jeder Ebene ¢ ein
auf ihr senkrechter Strahl e entspricht. In den Formeln der sphirischen Trigono-
metrie, in denen sich die aus zwei Punkten gebildeten Kreisbogen und die von
zwei Hauptkreisen gebildeten Winkel entsprechen, tritt sozusagen der Schnitt
dieser Reziprozitit mit der Kugel in die Erscheinung.

§ 3. Projektive Beziehungen.

Sind &,, &, ¢ und & vier Ebenen eines Biischels und seien fiir
g, und &, bestimmte Seiten als positiv angenommen (vgl. Kap. V, §2
und § 4), so soll der Quotient

sin (
(8) S — (e 6e)

als das Teilungsverhilinis der drei Ebenen eingefithrt werden, und

sin (ey¢)  sin (& &)

4
- 1= c = (& &8¢
sin (g, ) * sin (¢, &) (er826¢)

(8a)

als das Dv der vier Ebenen €, &, €, €. Das Dy ist unabhingig von der
Wahl der positiven Seite von &, und &,. Statt der Winkel der Ebenen
konnen wir die gleichen Winkel der Geraden einfithren, die durch den
Schnitt der Ebenen mit einer zur Achse des Biischels senkrechten Ebene
entstehen. Die positive Seite der Ebene entspricht dann der positiven
Seite der Schnittgeraden. Damit konnen wir alle Dy-Sétze von Kap. V1
auf die Dv von Ebenenbiischeln iibertragen; ebenso auch die Definition
der projektiven Beziehung. Punktreihen, Strahlbiischel und Ebenen-
biischel erscheinen so als gleichwertige Elementargebilde, die sich ein-
heitlich, nidmlich auf Grund der Invarianz der Dv-Werte, einander
projektiv zuordnen lassen.
Seien nun
9) E, =0, E,=0, E+AIE;=0

* f, e, k bedeutet Flachen, Ecken, Kanten.
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die Gleichungen der Ebenen ¢, &, ¢, so gilt fiur die Lote /; und I,
die man vom Punkt (x,y,z) der Ebene ¢ auf &, und &, fillen kann (S. 225),

Ll — E (¥, 9,2,1) | Ex(x9,21) |
N NN VIR ek
fiir 4 folgt daher

1= _Exy21) _ LyAi+ B+ G

E,(#%,9,21) b y4Li+Bi+Ch

AuBerdem ist aber [,:l, = sin(¢¢):sin(e,¢), und so ergibt sich
schlieBlich
(9a) _ VAT BIHC sinae),

VAT+ B 1 Gl S

A=

es ist also 4 dem Teilungsverhiltnis (¢1&,€) proportional. Sind die Glei-
chungen von & und &, in der Normalform N, =0 und N, =0 ge-
geben, so ist — 4 direkt gleich dem Teilungsverhltnis.

Um das dualistische Resultat abzuleiten, befolgen wir die in
Kap. VI, § 4 (S. 62) gewihlte Methode; wir haben sie nur auf die dritte
Koordinate z auszudehnen und finden: Sind

(10) ¢,=0, 0, =0, Q1+192:0

die Gleichungen von drei Punkten P,, P,, P derselben Punktreihe, so
ist A dem Teilungsverhilinis (P, P,P) proportional. Nunmehr lassen
sich, in Verallgemeinerung der Resultate von Kap. VII, § 6, folgende
Sitze aussprechen:

Die vier Ebenen
E=0, E =0, E+4+AE =0,
E+4+uE =0

sind vier Ebenen eines Biischels
vom Dv A:u; insbesondere sind

E=0, E' =0, E—AE" =0,
E+IE =0

vier harmonische Ebenen.
Das Dv der vier Ebenen

E4+LE =0 (1=1,23,4)
hat den Wert

_ (=2 (2 — Ay
C1ea et = g, a4

ist also gleich dem Dwv der ent-
sprechenden Parameterwerte.

Die vier Punkte
Q=0, Q=0 Q+10 =0,
Q+rQ =0

sind vier Punkte einer Punktreihe
vom Duv A:p; insbesondere sind

Q=0, Q=0 Q—AQ =0,
Q+2Q =0

vier harmonische Punkte.
Das Dv der vier Punkte

Q+ 14,0 =0 (1=1,2234)
hat den Wert

_ (A —25) (A — 4y)
BPa PP = G,y — 20

ist also gleich dem Dv der ent-
sprechenden Parameterwerte.
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Zwei Ebenenbiischel Zwei Punktreihen
E4+1E =0, F+pF =0 OQ+1Q"=0, R+ puR =0
sind projektiv, wenn fiir 4 und p | sind projektiv, wenn fiir 4 und @
die Relation die Relation
xhp+Bi+yp+06=0 adpu+pA+yp+0=0
besteht (einfachster Fall = u). | besteht (einfachster Fall 1 = u).

Ebenso lassen sich auch die Begriffe und Sitze iiber involutorische
Beziehungen, iiber Doppelelemente usw. auf die Ebenenbiischel aus-
dehnen; fiir zwei projektive Biischel, die dieselbe Gerade g als Achse
haben, gibt es also im allgemeinen zwei sich selbst entsprechende
Ebenen usw.

Endlich seien folgende Formeln angefiihrt, die sich auf die Koordi-
naten von Punkten einer Punktreithe oder Ebenen eines Biischels be-
ziehen und die unmittelbaren Verallgemeinerungen der Formeln von
S.96 sind. Die Punkte einer Geraden P, P, haben die Koordinaten

xryizit= (1 — W) (yy — Wya): (3 — W) (b — pty),
und fiir die Ebenen eines Biischels (g ¢;) ist

wiviw:s = (g — pwuy): (v, — Wvy): (wy — pwy) i (s; — p'sy) 5
in beiden Féllen ist ¢’ dem beziiglichen Teilungsverhiltnis proportional.

Ebenenbiischel und Strahlenbiischel stehen auch in einfacher
metrischer Beziehung zueinander, die wir schon vorher erwihnt haben.
Wird ein Ebenenbiischel durch eine zu seiner Achse senkrechte Ebene
geschnitten, so bilden die Schnittlinien einen Strahlenbiischel. Be-
zeichnen wir fiir sie ¢,, &,, ¢ durch ¢;, ¢,, €, so ist < (¢,¢) = (eg¢) und
< (82€) = (ep¢); wir folgern daraus, daB alle besonderen metrischen
Arten von projektiven und involutorischen Beziehungen, die bei den
Strahlenbiischeln auftreten, in derselben Form auch bei den Ebenen-
biischeln vorhanden sind und sich unter Verwendung von Normal-
gleichungen in derselben Art darstellen lassen wie bei den Strahlen-

biischeln. Insbesondere gilt dies von den Sitzen

von S. 87 tiber orthogonale Eigenschaften.
Wird ein Ebenenbiischel durch eine Gerade g

in einer Punktreihe geschnitten, so gilt fiir sie

‘ .und den Ebenenbiischel die Gleichheit der Dy-

N Werte; ebenso fiir den Ebenenbiischel und einen

g~ durch eine beliebige Ebene ausgeschnittenen

Strahlbiischel. Wir haben darin die rdumliche

Verallgemeinerung des Satzes des PAPPUS zu erblicken und wollen sie

mit der ebenen Form des Satzes (S.72) ableiten. Sei (Fig. 78) S der

Ebenenbiischel und / seine Achse!. Durch die Gerade g legen wir eine
! In Fig. 78 ist die Ebene (gh) = y und (1) = ¢.

Fig. 78.
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Ebene y; sie schneide die Ebene ¢ des Biischels S im Strahl 4;.
Die Ebene y enthilt dann die Punkte P; = (g¢;) und die Strahlen
h, = (&), und es liegt P; auf 4;; nach dem angezogenen Satz des

Paprpus ist daher
(P1P2 P3P4) = (h1h2h3h4) .

Weiter schneiden wir den Biischel S durch eine zur Achse / und folg-
lich auch auf &; senkrechte Ebene 7; sie schneide ¢; in ¢; und die Ebene ¥
in g = (7). In der Ebene y liegen dann die beiden Geraden g und ¢’,
sowie auch %. Setzen wir noch P; = (g'%;), so folgt wieder

(P, P, Py Py) = (P{ Py P Py),

andererseits ist

(P{P; Py Pj) = (e e5650,) = (818, 858,);
insgesamt folgt demnach

(hyhahshy) = (P Py Py Py) = (g, 6565 ¢,) -
Damit ist die Behauptung erwiesen. In allen Punktreihen, die durch
eine Gerade g, und in allen Strahlenbiischeln, die durch eine Ebene y aus
dem Ebenenbiischel ausgeschnitten werden, haben die Quadrupel entsprechen-
der Elemente das gleich Dv. Die besondere Lage der drei Elementar-
gebilde (¢, g, P), die hier vorliegt, heillt fiir je zwei (analog zu S. 89)
eine perspektive Lage.

Ein analytischer Beweis kann fiir die Punktreihe folgendermalen ge-

fuhrt werden. Sei

E+AE=A+ 145+ B+ iB)y + (CH+ACY2+ (D +AiD)t =0
die Gleichung einer Ebene des Biischels, ferner

U+ pud)u+ B+ uB)v+ €+ p€)w+ (D4 ud)s=0
die Gleichung eines Punktes auf der Geraden g, so folgt aus der Be-

dingung der vereinigten Lage von Punkt und Ebene, daBl zwischen 1
und p die bilincare Beziehung

(4 +214) U+ p¥) + (B+ AB) (B + ¥
+(C +4C) (€ + pu€) + (D + D) (D + pD) =0

besteht. Also ist das Dv (1;4,434,) gleich dem Dv (u, u, u, uy) was
bewiesen werden sollte.

§ 4. Allgemeine homogene Koordinaten.

Allgemeine rdumliche homogene Koordinaten fiir Punkt und Ebene
lassen sich in der gleichen Weise einfithren wie im ebenen Gebiet; es
darf wieder im wesentlichen geniigen, die Formeln und Sitze zu nennen.
Wir gehen von vier Ebenen ¢; eines Tetraeders aus; ihre Gleichungen seien

(11) ax+by+ez+di=0; i=1,23,4.
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Sind $; die Lote von einem Punkt P(x,y,z) auf diese Ebenen, und
setzen wir (S. 105)

. o ax+bytcztd

(12) 0% = %Py = x; WWW*
mit #; als beliebiger nicht verschwindender Konstante, so sind die x;
homogene Punktkoordinaten (Tetraederkoordinaten) von P. Wir wihlen

a;, b, ¢, d;, so daB % = yai 4 b} + ¢ wird, dann wird

(123) ' oX; = ;X% + b,,y + C;3 + di!

und durch Auflésung folgt [analog zu (31a) von S. 106]
_ 24 _ 2B 2 Cix

(13) =Sbx’ YT 3Sba’ = SD

wo die 4;, B;, C;, D; die Unterdeterminanten der g;, b;, ¢;, d; sind.
Die Gleichung >'D;%; = 0 ist die Gleichung von &,

Analog fithrt man fiir eine Ebene &(u,v,%) homogene Ebenen-
koordinaten mittels der Lote ¢; ein, die man von den Ecken des Ko-
ordinatentetraeders auf die Ebene ¢ féllt. Zunichst sind als gemein-
same Losung von je 3 Gleichungen (11)

XYtz :Ai:B,;:Ci:Di
die Koordinaten der Tetraederecken. Man setze nun (S. 106)
Au+ Biv+ Cw 4+ D;
D, Yu? + 1?4 w?
und fiir g, = D; wird, wenn man ]/u7 4+ 92t w?in o eingehen 1408t,

(14) Uy = MG = My

als Auflésung ergibt sich
Zal Zb Uy _ Z’Ciui
(15) =S = Saw YT Sauw

Durch unsere Festsetzung iber #; und u; sind sie voneinander
abhingig geworden. Damit erreichen wir, daB die Bedingung der ver-
einigten Lage von S.231 in

(16) DKy = Uy Xy + Uy Xy + UgXy + %, = O
ibergeht. Der Beweis fiir die Behauptung wird genau so wie in der
Ebene (VIII, § 6) gefiihrt.

Von den zahlreichen hieraus flieBenden Folgerungen seien ins-
besondere die folgenden hervorgehoben:

1. Alle Punkte der Verbin- Alle Ebenen durch die Schnitt-
dungslinie zweier Punkte (y) und (2) | linie zweier Ebenen (v) und (w)
sind durch sind durch
(17) 0% = y; + Az (17a) o= v; + Aw;

dargestellt, wo 1 dem Teilungs- ' dargestellt, wo 1 dem Teilungs-
verhiltnis (yzx) proportional ist. | verhiltnis (vwu) proportional ist.
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2. Jede Koordinatentransformation stellt sich durch eine lineare
Substitution mit nicht verschwindender Determinante dar. Fiir (y;) und
(v;) als neue Koordinaten hat sie (mit A;; als Unterdeterminante von
a;;) die Form

(18) { 0V = 1% + A%y + Aig¥s + Aig%y

oV = Apy ¥y + Apothy + Apgtig + Agytty;

die auflésenden Gleichungen sind

{ 0% = Ayiyy + Asi¥s + Agi¥s + A4y
o'y = aypVy + dpr¥y + A3p¥5 + Aarly-

3. Wir iibertragen das S. 110 unter 5. abgeleitete Resultat; doch
mag es geniigen, es fiir eine Ebene x, = 0 auszusprechen. Die rdum-
lichen Koordinatenwerte x;(i = 1, 2, 3), die den Punkten von x, = 0
zukommen, stellen zugleich ebene homogene Punktkoordinaten fiir
diese Ebene dar. Das Koordinatendreieck bilden ‘die drei Geraden, in
denen x, = 0 von den Ebenen x, = 0, %, = 0, ¥3 = 0 geschnitten wird,
und den Einheitspunkt schneidet der Strahl x;:x,: 23 =1:1:1 aus.
Dies gilt ebenso fiir jede beliebige Ebene des Raumes, die mit den Ebenen
% =0, %, =0, %, =0 ein Tetraeder bestimmt. '

Durch Dualisierung erhalten wir: Im Ebenenbtindel mit dem
Scheitel #, = 0 stellen %, : u, : #; homogene Koordinaten fiir die Biindel-
ebenen dar, so daB %, = 0, u, = 0, #; = 0 die Grundstrahlen der Ko-
ordinatenbestimmung sind und #; : #,: #; = 1:1:1 den Einheitsstrahl
liefern. Damit sind wir zu einer Koordinatenbestimmung fiir die
Ebenen dieses und so auch jedes Biindels gelangt.

4. Eine Koordinatenbestimmung fiir die Strahlen des Biindels er-
gibt sich von hier aus folgendermaBen: GemiB § 2 ist im Biindel eine
Biindeldualitit vorhanden, die das Analogon der ebenen Dualitdt des
ebenen Feldes bildet. Im ebenen Feld kann man von den Punkt-
koordinaten #; mittels der Gleichungen > #;x; = 0 zu den Linien-
koordinaten #, iibergehen; ebenso kann man im Biindel mittels der
analogen Gleichung von den Ebenenkoordinaten zu den Strahlen-
koordinaten iibergehen. Damit ist das Prinzip der dualen Koordinaten-
bestimmung fir den Biindel grundsitzlich dargelegt; was hier ge-
niigen mag.

5. Hierzu kommen folgende im Raum neu auftretende Betrach-
tungen: Wir gehen von der Ebene

(19) E,=E+XE + V'E”

aus; die Ebenen ¢, ¢/, &” sollen eine Ecke bilden, und &, eine von ihnen
1 .17

verschiedene Ebene durch (¢¢’¢”’) sein. Fiir die Koordinaten v; von &
folgt dann

(19a) ov; = u; + Ny + Vul;

(18a)
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es wird also jede solche Ebene &, mittels zweier Parameter ', 1’ durch
die u;, u;, u; dargestellt. Analog ist zu folgern, daB3 ein Punkt y der
durch drei Punkte (x), (#'), (x”) bestimmten Ebene sich in der Form

(19b) oy =% + Xap + V'xf

darstellt. Man kann auch wieder A’, 1'" als Koordinaten der Ebene (v)
oder des Punktes (y) ansehen.

§ 5. Punktérter und Ebenenérter.

Einer Gleichung in Punktkoordinaten steht dualistisch eine Glei-
chung in Ebenenkoordinaten gegentiber; die einfachsten Fille stellen
die Gleichungen ersten Grades

(20) Da;x; =0 und Zaliui =0

dar; der ersten geniigen oo? Punkte einer Ebene, der zweiten co? Ebenen
durch einen Punkt. Aus der Formel (4) von S. 231 kann man die (in-
homogene) Gleichung entnehmen, der alle Tangentenebenen einer
Kugel geniigen. Jede hat vom Zentrum (&,f,7) den Abstand ¢; man
erhilt daher in

(21) o2 (u2 + v2 + w?) — (wax + v+ wy +1)2=0

die gesuchte Gleichung.

Alle Punkte, die einer homogenen Gleichung #nter Grades in den x;
geniigen, bilden einen Punktort (Fliche F,) der nfr Ordnung. Stellen
wir eine Gerade gemaB (17) durch

0% =Yy + A%

dar, so ergibt sich fiir ihre gemeinsamen Punkte mit der F, eine Gleichung
ater Ordnung in A. Der F, steht die Gesamtheit der einer Gleichung
nter Ordnung in #; geniigenden Ebenen dualistisch gegeniiber; sie bilden
einen Ebenenort @,, der als Fliche #'" Klasse bezeichnet wird. Wie
eine Gerade als Punktreihe mit der F, » Punkte gemein hat, so gibt
es in dem durch

ou; = v; + Aw;

dargestellten Ebenenbiischel #» durch eine Gleichung #'" Grades in 4
bestimmte Ebenen, die zugleich Ebenen der @, sind. Man kann auch
wieder beweisen, daB eine @, im allgemeinen von den Tangentialebenen
eines Punktorts gebildet wird.

Einfachste Punkt- und Ebenenorter dieser Art werden durch pro-
jektive Biischel und Punktreihen erzeugt. Wir gelangen damit zu fol-
gender rdumlichen Verallgemeinerung der Sitze von S. 88.

! Darin sind die Verallgemeinerungen der Formeln (8) von S. 216 enthalten.
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Seien
(22) E+AF,=0,E' 4 1F; =0
zwei projektive Ebenenbiischel.

Fiir die Schnittlinie zweier ent-
sprechender Ebenen besteht die
Gleichung

(23) EF| —E'F, = 0;

sie besteht ebenso fiir den Schnitt
von je zwei solchen Ebenen. Ihr
geniigen also ool Geraden; sie bil-
den die durch (23) dargestellte
Fliche. Sie ist in den Koordinaten
vom zweiten Grade, also eine F,
der zweiten Ordnung, d. h.:

Zwei projektive Ebenenbiischel
erzeugen n den Schmittlinmien ent-
sprechender Ebenen ool Geraden, die
als Punktort eine Fy bilden.
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Seien
(22a) Q + AR =0, Q"4+ AR =0

zwel projektive Punktreihen. Fir
die Verbindungslinie zweier ent-
sprechender Punkte besteht die
Gleichung

(232) QR — Q'R =0;

sie besteht ebenso fiir die Verbin-
dungslinie je zweier solcher Punkte.
Ihr geniigen also co® Geraden; sie
bilden die durch (23a) dargestellte
Fliche. Sie ist in den Koordinaten
vom zweiten Grade, also eine @,
der zweiten Klasse, d. h.:

Zwer projektive Punktreihen
erzeugen in den Verbindungslinien
entsprechender Punkte ool Geraden,
die als Ebenenort eine @, bilden'.

Falls die Achsen der beiden Ebenenbiischel, bzw. die Triger der

beiden Punktreihen zueinander windschief sind, gibt es in beiden Féllen
noch eine zweite Geradenschar, deren Punkte bzw. Ebenen denselben
Ort liefern; es geniige, sie fiir das Erzeugnis der Biischel abzuleiten?.
Geht man von den projektiven Biischeln

(24) E+uE=0, F4uF=0

aus, so bilden auch sie durch die Schnittlinien entsprechender Ebenen
einen Punktort, und zwar ebenfalls den durch (23) dargestellten. Die
beiden Geradenscharen, zu denen wir so gelangen, sind aber verschieden.
Bezeichnen wir die Geraden der ersten Schar durch %, die der zweiten
durch %, so wird sich zeigen: 1. Etne Gerade h und eine Gerade k schneiden
sich; 2. zwei Geraden derselben Schar liegen windschief zueinander.

Seien % und % zwel Geraden, die den Werten 4 und x entsprechen;
sie sind Schnittlinien der Ebenen

E 4 AF =0,
E+uE =0,

E+AF =0 und

F +uF =0.

Sollen % und % sich in P schneiden, so miissen diese vier Ebenen durch P
hindurchgehen; es mul also die Identitdt (31a) von Satz 2 von S. 227

! Wie beim Punktort jeder Punkt einer der oo! Geraden der F, angehort,
so geht jede Ebene durch eine der ! Geraden.
2 Vgl. Fig. 79, S. 255.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 16



242 XVI. Die raumliche Dualitat.

bestehen. Sind &, f, 7, 6 die in ihr auftretenden Multiplikatoren, so
miissen fiir sie, da zwischen E, E’, F, I’ nach Voraussetzung keine
Identitdt besteht, die folgenden Gleichungen erfiillt sein:

6«+y=0, BA+ou=0, lat+d=0, B+uyr=0,
und dem gentigen in der Tat die Werte
=1, y=—1, p=p, d=—1.

Also schneiden sich % und %. Sollen dagegen zwei Geraden 4 und A’
sich schneiden, so bedeutet dies, wenn wieder &, 8, v, ¢ die beziiglichen
Multiplikatoren sind, das Bestehen der Gleichungen

a+y=0, f+0=0, Aa+y¥=0, pi+ol=o0.

Diesen Gleichungen kann durch nicht verschwindende «, g8, 7, o
nur fir A = A’ geniigt werden. Dann sind aber 4 und 4’ identisch,
und das gleiche folgt fiir die Geraden k. Damit ist auch Satz 2 be-
wiesen.

Die beiden projektiven Ebenenbiischel schneiden nach §3 auf einer
Ebene zwei projektive Geradenbiischel aus, die nach VII, 7 eine reelle C,
erzeugen. Wir haben also das Resultat: jede Ebene schneidet die [y,
die durch Gleichung (23) dargestellt wird, in einer reellen (evtl. zerfallen-
den) C,. )

Durch drei zu einander windschiefe Geraden 4,, %,, &5 ist die F, ge-
geben. Denn durch jeden Punkt von %, geht nur eine Gerade, die 4,
und A, schneidet. Andererseits liegen irgendwelche drei zueinander wind-
schiefe Geraden A,, h,, h; auf einer F, mit der Gleichung (23). Denn
sind k£ und k' zwei Geraden, die %,, k,, A5 schneiden, dann entsteht
eine projektive Beziehung der Ebenenbiischel durch % und &', wenn
man den drei Ebenen (k,%;) die drei Ebenen (&', #;) zuordnet. Ent-
sprechende Ebenen der beiden Biischel schneiden sich in Geraden, die
auf einer F, mit der Gleichung (23) liegen. Auf dieser I, liegen nach
Konstruktion auch die ;. Dualisieren wir dies Ergebnis, so ergibt sich,
da windschiefen resp. sich schneidenden Geraden wieder windschiefe
resp. sich schneidende Geraden dual entsprechen, daB die F, und @,, als
Geradenorter betrachtet, identisch sind.

Schneiden sich die Achsen der beiden projektiven Ebenenbiischel in P, so gehen
auch alle Geraden kb durch diesen Schnittpunkt. In diesem Falle gehen die vier
Ebenen E = 0, E’ = 0, F = 0, F’ = 0 durch denselben Punkt P. Daher schneiden
sich auch die Achsen der beiden anderen erzeugenden Biischel, und es werdeén
die Geraden % mit den Geraden % identisch. Die F, ist in diesem Falle ein Kegel,
der aus der Verbindungsgeraden von P mit dem Punkte einer C, entsteht. Man
zeige dies analytisch, indem man von einer Gleichung aE +- bF - a’E’ -+ b'F' = 0
ausgeht und auf Grund davon «, g, v, § durch a, b, a’, b’ ausdriickt. Wie lauten
die dualistischen Sitze?
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§ 6. Die kollineare und reziproke Beziehung im Raum.

Je zwei Punkte (x) und (x') zweier Raumgebilde & und R’ mogen

durch dieselbe lineare Substitution

QX = Ay %y + Ayp%y + Ay3¥3 + g%,

x5 = X Ao X Aoy X

(25) Q: Ao Xy T AppXp + Ag3%3 + Ay %, AZIQHJZO

Q%3 == A3 %1 + Aga%, -+ Ag3%5 -+ A3 %,

OX 1= Ay %) + A%y + Ay ¥y + Ay %,
miteinander verbunden sein. Die Auflosung ergibt
(25a) 0% = Ayixi + Agixp + Aginh + Ayxy.

Die Punkte P und P’ der Raumgebilde sind also eineindeutig und
linear einander zugeordnet. Es darf wiederum geniigen, die wichtigsten,
den Sitzen von Kap. XII entsprechenden Verallgemeinerungen hier
anzufithren.

1. Da die lineare Substitution den Grad einer Gleichung invariant
1aft, so entspricht jeder Ebene &€ von R eine Ebene &’ von R’, jeder
Geraden von R also eine Gerade von R’; die Raumgebilde heiBen
deshalb wieder kollinear aufeinander bezogen. Geht die Gleichung

(26) Ddux; =0 in Dujxj=0
iiber, so besteht zwischen den entsprechenden w; und #; die zu (25)
kontragrediente Substitution, niamlich
o'y = gtV agith - aggady - ag}
oup = Aty + Aty -+ Ajguy + Ajyuy.
Wihlt man insbesondere die Ecken und Flichen der beiden Ko-

ordinatentetraeder als entsprechende Punkte und Ebenen, so lauten die
Gleichungen (25) und (27) einfacher

(27)

(28) o'x;=a;x;, o u;= au.

Die Raumgebilde i und R’ werden wir ibrigens durch den ganzen
Raum hindurch ausgedehnt denken; jede Stelle des Raumes ist dann
doppelt zu zdhlen, sowohl als Punkt (x) von R, wie als Punkt (x')
von R’

2. Jedem Ebenenbiischel von Rt entspricht ein projektiver Biischel
von §', jeder Punktreihe und jedem Strahlenbiischel eine projektive
Punktreihe und ein projektiver Strahlenbiischel; jedem Ebenenbiindel
ein kollineares, ebenso jedem ebenen Feld ein kollineares Feld. Alles
dies beruht auf dem linearen Charakter der Substitution. Fiir Ebenen-
biischel und Punktreihen folgt es auch daraus, daB die Gleichungen
E 4 AF =0 oder 4 1 R = 0 mit variablem / in Gleichungen derselben
Form iibergehen. Die Gleichungen fir die kollineare Beziehung der
Felder x;, = 0 und «; = 0 werden direkt durch die Gleichungen (28)

16*
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geliefert; die in ihnen verbleibenden x,, %5, %5, %1, %3, %3 stellen wieder-
um homogene Dreieckskoordinaten fiir die beiden ebenen Felder dar,
und zwar in dem in § 4 genannten Sinne. Ebenso ist es mit der projek-
tiven Zuordnung zweier Biindel. Auch iibertragen sich alle die Seiten
iiber homogene Koordinaten, diewir in Kap. VIII, § 6 ausgesprochen haben.

3. Die kollineare Beziehung von ® und R’ ist durch fiinf Paare
entsprechender Punkte (oder Ebenen) allgemeiner Lage bestimmt ; vier
davon kann man zu Koordinatenebenen machen; das fiinfte Paar 14Bt
sich benutzen, um die Koeffizienten «; in (28) und damit die kollineare
Beziehung zu bestimmen. Mittels der Mébiusschen Netzkonstruktion
(vgl. S.179) lassen sich aus den fiinf Punktepaaren beliebig viele neue
Paare konstruktiv herstellen.

4. Zwei kollineare Ridume % und R’ als unendlich ausgedehnte
Gebilde befinden sich stets in vereinigter Lage in unserem, als drei-
dimensional angenommenen Raum. Es gibt im allgemeinen vier Punkte
(x) und vier Ebenen (#), die mit ihren entsprechenden zusammenfallen
(Doppelpunkte und Doppelebenen). Denn beziehen wir die Punkte (x)
und (x') auf dasselbe Tetraeder und denselben Einheitspunkt, so be-
stehen fiir die Koordinaten x; der Doppelpunkte die Gleichungen

(@y — 0)% + Ap%s + 3% + ap %y =0

(29) Ay %y + (A — 0) % + Ag3¥3 Ay %y = 0
ag % + A%y + (@33 — 0) %3 + Aga %, = 0
ap% + Aya %y Ayz%y + (g — 0)%, = 0.

Das Nullsetzen ihrer Determinante A(¢) liefert im allgemeinen vier
verschiedene Wurzeln ¢ und damit die vier Doppelpunkte. Sie bilden
das Doppelpunkistetraeder; jede seiner Ebenen ist eine Doppelebene, jede
Kante eine Doppelgeradel.

Von den Wurzeln von A(¢) = 0 sind, falls sie simtlich verschieden
sind, entweder alle vier reell, oder nur zwei, oder keine. Die Doppel-
punkte und Doppelebenen konnen also simtlich imagindr sein; da-
gegen gibt es stets ein Paar reeller Doppelgeraden. Dies folgt daraus,
daB die Verbindungslinie zweier konjugiert komplexer Punkte reell ist,
was fir den Raum dhnlich bewiesen wird wie das analoge Resultat fiir
die Ebene.

5. Von den vielen Sonderlagen, die fiir kollineare Raume auf-
treten konnen, sollen die folgenden etwas niher erdrtert werden, freilich
nur in der Weise, daB wir ihre Eigenschaften durch Verallgemeinerung
aus den Sitzen iiber ebene kollineare Felder gewinnen?.

t In jeder Doppelebene gibt es, dem Satz von S. 180 entsprechend, drei
Doppelpunkte, durch jede Doppelgerade zwei Doppelebenen usw.

2 Die Fille der Sonderfalle geht aus der verschiedenen Zahl der Wurzeln
von A (p) = 0 sowie daraus hervor, da3 man die Gleichungen (29) als Gleichungen
von Ebenen auffassen kann und vier Ebenen mannigfache Lage zu einander
besitzen koénnen.
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Zwei kollineare Raume konnen perspektive (zemtrisch kollineare)
Lage besitzen. Ein Punkt S (Perspektivitits- oder Kollineationszentrum)
ist in der Weise Doppelpunkt, daB jede durch ihn gehende Gerade
(und Ebene) Doppelgerade (und Doppelebene) ist; dazu kommt eine
Doppelebene o (Perspektivitits- oder Kollineationsebene) von der Art,
daB jeder Punkt und jede Gerade in ihr ein Doppelelement ist; je zwei
entsprechende Ebenen (oder Strahlen) schneiden sich also in einer Ge-
raden (oder einem Punkt) von o.

Werden der Punkt S und die Ebene ¢ beliebig angenommen
und auBlerdem auf einer durch S gehenden Geraden ein Paar ent-
sprechender Punkte (x), (x"), so ist dadurch die perspektive Kollineation
bestimmt.

Die analytischen Betrachtungen, auf denen diese Schliisse ruhen,
ergeben sich durch unmittelbare Verallgemeinerungen von S.181. Es
gibt eine Wurzel ¢ = a von 4(g) = 0, die simtliche Doppelpunkte in &
liefert; sie ist eine dreifache Wurzel, und die von ihr verschiedene
einfache Wurzel ¢ =& liefert den Punkt S; alle daran in Kap. XII
gekniipften Schliisse iibertragen sich sinngemiB auf den Raum. Wihlt
man ¢ als x;, =0, S als x; == %, = 2, = 0, so hat die zentrale Kollinea-
tion die Form

(28a) ox;=ax; 1=1,2,3; pox,=2>0x,.
Die Gleichung A(g) = 0 lautet jetzt:
(@ —0f(b—g)=o0.

In der Tat erhalten wir aus (28a), wenn wir ¢ =a und «} = x,
setzen, x, =0, und x,, x,, x; bleiben beliebig. Setzen wir dagegen
¢ =0b und x} = x;, dann folgt x; = x, = %, = g, und x, ist beliebig.

Ist die Doppelebene die unendlichferne Ebene, so wird die zentrale
Kollineation zur Ahnlichkeitstransfomation.

Im allgemeinen entspricht der Ebene 7/, von R’ in %R eine end-
liche Ebene # (Fluchtebene), von der man, wie S. 182 beweist, daB sie
zu o parallel ist. Darauf beruht die Reliefdarstellung in der bildenden
Kunst. Sie benutzt die Fliche, auf der sich das Relief erhebt, als Ebene ¢
und eine vom Beschauer aus meist jenseits der Ebene o liegende Parallel-
ebene zu ¢ als Fluchtebene #. In der Parallelschicht zwischen o
und 7 muB also das Bild des ganzen abzubildenden Raumteiles ent-
halten sein. NaturgemiB erlaubt sich der bildende Kiinstler die durch
seine Sonderzwecke bedingten Abweichungen. Man kann die perspek-
tive Lage von & und R’ wieder benutzen, um den allmihlichen Uber-
gang eines Tetraeders ¥ in ein Tetraeder ¥’ zu veranschaulichen, das
bis zu 7, reicht oder auch 7., durchdringt; wenn insbesondere ¥
die Fluchtebene # durchdringt, so geht das kollineare Bild in ein
die 7%, durchziehendes ¥’ iiber.
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Wenn je zwei Punkte (%), (x") sich in beiderlei Sinne entsprechen,
wenn also (x')" wieder der Punkt (x) ist, heit die Kollineation involu-
torisch. Die Verbindungslinie jedes solchen Paares (x), (x') ist wieder
eine Doppelgerade; analog entsprechen sich auch je zwei Ebenen (u)
und (#') involutorisch, und ihre Schnittlinie ist ebenfalls eine Doppel-
gerade.

Es gibt zwei solche involutorische Kollineationen. Die vorstehende
zentrale Kollineation wird involutorisch, wenn jedes Punktepaar (x),
(¥") zu S und o harmonisch liegt; ist es bei einem der Fall, so bei jedem.
Die Beziehung ist dann das kollineare Abbild der Symmetrie gegen
eine Ebene; die Ebene der Symmetrie liefert die Perspektivitits-
ebene ¢, und das Perspektivititszentrum ist der unendlich ferne Punkt
der Lote auf der Symmetrieebene. Es gibt noch eine zweite einfache
Symmetrie, deren kollineare Verallgemeinerung einen involutorischen
Sonderfall liefert; es ist die Symmetrie gegen eine Gerade. Wir erhalten
sie, wenn wir je zwel entsprechende Punkte P, P’ so annehmen, daf
ihre Verbindungslinie die Symmetrieachse s senkrecht schneidet und
von ihr halbiert wird. AuBer s haben wir dann in &, noch eine zu s
senkrechte Doppelgerade. Das allgemeine kollineare Abbild dieser Sym-
metrie heiBit axiale involutorische Kollineation.

Um die Involutionen analytisch abzuleiten, unterscheiden wir
zwei Fille, je nachdem die Verbindungslinien PP’ und QQ’ zweier
geeigneter Punkte P und @ mit den ihnen entsprechenden P’ und Q’
sich nicht schneiden oder die Verbindungslinien PP’ und QQ’ sich stets
schneiden.

Im ersten Falle nehmen wir P, P’, Q und Q' als die Ecken des Ko-
ordinatentetraeders an und erhalten so die Transformation in der Form

s s S . A
QX = QypXp, Q0¥ = An¥Xy, OX3 = d31%,, QX = Ay3%5.

Da aber die Transformation involutorisch sein soll, so muB a;,a,, == a5,a,3
sein, etwa gleich . Wir erhalten entsprechend die Gleichung

A{o) = o* — 20 + 2 =0,
also eine Gleichung mit zwei Doppelwurzeln ¢ = j:}/ﬁ Die Doppel-
punkte sind dann gegeben durch die Gleichungen
+ V;‘_‘—xl = A%y, I V/:x:’. = Agq ¥y
oder durch die mit ihnen gleichwertigen Gleichungen
+ V/;xz =an%, &£ ]’/ﬁ’% = Az X3

Die Doppelpunkte erfiillen also ein Paar von reellen oder konjugiert
imaginidren Geraden, die Achsen, die iibrigens keinen Punkt gemeinsam
haben. Denn den Gleichungen mit +}u und —Vu gleichzeitig geniigt
nur das Wertequadrupel x; = 0.
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Unter diesen Fall fillt insbesondere auch die axiale Symmetrie.
Durch geeignete Wahl des Koordinatensystems 148t sich eine jede solche
Transformation entweder auf die Form

QX = — Xy, QXy=1Xy, QW= —%;, QX =%
oder auf die Form

OX = — Xy, QX;=1%;, QX = —Xx;, QX =3%
bringen.

Im zweiten Falle mogen sich PP’ und QQ’ etwa in S schneiden.
Da die Geraden P P’ und QQ’ in sich iibergehen, so geht auch S in sich
iiber. Sei R ein Punkt, der nicht in der Ebene (P, P’, Q, (', S) liegt und
der nicht in sich selbst {ibergeht. Dann muB nach Voraussetzung RR’
sowohl PP’ wie QQ' schneiden, also auch durch S gehen. Die Transfor-
mation liefert auf den drei Geraden SP, SQ, SR Involutionen, deren
einer Doppelpunkt jedesmal S ist, der zweite moége Sp, Sq resp. Sp
sein. Diese Punkte sind ebenfalls Doppelpunkte der Transformation.
Wir wollen S, Sp, Sy, Sg als Ecken des Koordinatentetraeders wihlen
und erhalten die Transformation in der Form

QX[ = — X, @M= Xy, QX;=%, Q¥ =X%.
Dem entspricht die Gleichung
4(e) = (e — 1)’ (e +1) =0,

und als Doppelpunkte fiir die dreifache Wurzel ¢ = 1 erhilt man alle
Punkte der Ebene x, =0, fiir die einfache Wurzel 9 = — 1 den Punkt S
oder x, = x3 = x4 = 0. Nehmen wir x, = 0 als &, so erhalten wir,
wenn wir fiir x,/x,, %,/%,, %3/x, die gewdhnlichen kartesischen Koordi-
naten anfiihren, die Symmetrie in bezug auf die (y, 2)-Ebene

4

¥=—x, ¥V=vy, 2=z

6. Die kollineare Beziehung ist eine affine, wenn die Ebenen &,
und ¢, einander entsprechen; von den Gleichungen (25) lautet die
letzte jetzt @xy = a4,%,. Ihr analytischer Ausdruck in nicht homo-
genen Koordinaten hat die Form

X =apx+ apy + a3z + ayy,
(30) V' =y %+ gy + g3 4y,

7= ay %+ gy + 537+ ay,.
Da ¢, und ¢, entsprechende kollineare Ebenen in vereinigter Lage
sind, so fallen drei Doppelpunkte in sie hinein. Die Gleichung, die
die Doppelelemente bestimmt, erhilt den Faktor (a,, — 0); er liefert den
stets reellen Affinititspol. Die drei anderen Wurzeln entsprechen den
drei Doppelpunkten in &,.

Da jedem P, von R ein P, von R’ entspricht, so behilt wieder-
um bei affiner Abbildung das Teilungsverhiltnis seinen Wert; Mitte
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bleibt Mitte, parallele Ebenen und Geraden bleiben parallel, ein Parallel-
epiped also ein Parallelepiped. Auch das Volumenverhilinis ist in-
variant, was ebenso bewiesen wird wie die Invarianz des Flichen-
verhéltnisses fiir die Ebene.

- 7. Die Ausdehnung der reziproken Beziehung (Korrelation) von der
Ebene auf den Raum fithrt zu den Formeln

o
Qu; = 1% + A%y + a;3%3 + a5,%,,

(31) , ,
0 % = Aysuy + Agsuy -+ Agiuf + Ay

und ihren Auflésungen; dabei ist >u;x; = 7T X u/x;. Man kann sie
wiederum (S. 187) durch die bilineare Gleichung

(31a) Da Xy =0

darstellen. Punkt und Ebene sind die einander entsprechenden Ele-
mentargebilde. Jeder Punktreihe der einen entspricht ein zu ihr pro-
jektiver Ebenenbiischel der anderen, jedem Feld ein kollineares Biindel
usw. Unsere Gleichungen liefern zugleich die analytische Begriindung
der allgemeinen rawmlichen Dualitéf'. In jedem Raum gibt es im all-
gemeinen eine F, mit der Gleichung

(32) Daip iy =0,

deren Punkte in die ihnen entsprechenden Ebenen fallen, und eine @,
von dualer Bedeutung. Fir a;, = a;; wird die Korrelation involuto-
risch; wir werden ihr alsbald (s. S. 278) als Polaritit fiir eine F, be-
gegnen. Die I, und @, werden identisch und liefern die Fliche, die
die Polaritdt bestimmt.

Einen sehr eigenartigen Sonderfall liefert die Beziehung a1+ a,;= 0,
a;; = 0 (Nullsystem). Aus den ersten vier Zeilen von (32) folgert man
unmittelbar die Gleichung

Xy + Xyt + Xguy + xu] =0 ;

es liegt also jeder Punkt (x¥) mit der ithm entsprechenden Ebene (#')
vereinigt ; die Gleichung (32b) ist fiir jedes Wertesystem x; erfllt, die
entsprechende F, erfiillt sozusagen den gesamten Raum. Die bilineare
Gleichung (32a) lautet jetzt

Ao (%1 Ve — % ¥1) + Ayp (%13 — %391) + Ayg (%Y, — %g1)

(33)
+ gy (%39 — %4Y3) + Ay (%4 Yp — %gVa) + Aoy (%53 — %3¥s) = O.

Vertauschen wir in diesen Gleichungen x; und y;, so dndert die linke Seite
nur das Vorzeichen. Dadurch zeigt sich, da, wie beim Polarsystem,
jedem Punkt dieselbe Ebene zugeordnet ist, ob man nun den Punkt

! Fiir die nahere Darstellung der Dualitat vgl. S. 235.
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zu R oder zu N’ rechnet; diese Ebene hcilt Nullebene des Punktes und
der Punkt ihr Nullpunkt.

Die fiir eine allgemeine Korrelation vorhandenen projektiven Eigen-
schaften kommen auch dem Nullsystem zu. Sind E und E, zwei Punkte,
so entspricht ihrer Verbindungslinie die Schnittlinie (e&)) (Ronjugierte
Geraden) und der Punktreihe auf EE, der ihr projektive Ebenenbiischel
durch (e¢,). Jeder Geraden durch E ist also eine Gerade von ¢ konju-
giert, jeder Ebene durch E entspricht ein Punkt von ¢ als Nullpunkt.
Anders ausgedriickt: Dem Biindel aller Ebenen und Strahlen durch
einen Punkt E entsprechen die Punkte und Strahlen der Nullebene ¢
von E.

Das Nullsystem besitzt wichtige metrische Eigenschaften; wir
gehen daher zu rechtwinkligen homogenen Koordinaten {iber und er-
setzen x; durch %, v, z, fund vy, durch &', ', 2, #'. So erhalten wir statt (33)

Ay (xy" — &'y) 4 ay3 (27 — 2'2) + ag(y2 — %)

(33&) z / s ’ / SN
+ ay, (v — &t) 4 ay (v — V) F a5, (2 — £t) = 0.

Sei nun E« der Nullpunkt von éw. Allen Geraden durch Ee
entsprechen, wie wir soeben sahen, alle Geraden in ¢,. Die Geraden
durch E, sind simtlich der durch E,, bestimmten Richtung % parallel.
Zu dieser Richtung gibt es in &« eine auf ihr orthogonale Gerade /, nim-
lich die Schnittlinie der zu % senkrechten Ebenen. Dieser Geraden !/
VOn & entspricht wieder ein bestimmter, durch E_, gehender Strahl.
Thn wollen wir zur 2-Achse wihlen; es wird dann / die unendlichferne
Gerade der xy-Ebene, und es sind / und die z-Achse konjugierte Geraden.
Setzen wir also in (33a) » = 0, y = 0, so muf} diese Gleichung durch
2’ == 0, ¥ = 0 befriedigt werden; dies liefert

Gy = Gyq = gy = Ay = 0,
und als Gleichung des Nullsystems erscheint (fir ¢ =¢ = 1)
(34) @y (¥Y — X'y) + ag(z — 7) = 0.

Hieraus ergeben sich zwei einfache invariante Eigenschaften -des
Nullsystems. Die Gleichungen

z=z+, =2+

stellen (S. 213) eine Schiebung lings der z-Achse um die Strecke ¢ dar;
sie filhren (34) in sich {iber, und so folgt, da8 das Nullsystem durch
diese Schiebung in sich iibergeht. Gelangt also bei der Schiebung ein

1 Fuar die Ebene gibt es einen analogen Fall nicht; es wird 4 = 0, wenn
a;; = 0 und a;;, = —a;, ist. Dasselbe tritt fiir alle 2# - 1-reihigen Determinanten
ein; vgl. Anhang III, § 6, 2b. (Das Nullsystem ist von Wichtigkeit fiir die Zu-
sammensetzung von Kraften im Raum.)
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Punkt E nach E,, so gelangt auch die Nullebene ¢ von E in die Lage
der Nullebene & von E;. In demselben Sinn fithrt auch die durch

X =% cosa — Yy, sin®, y=x sina 4 y,cosx

dargestellte Drehung um die 2-Achse die Gleichung (34) und damit
auch das Nullsystem in sich {iber.
Sei (x,0,0) ein Punkt der wx-Achse, so folgt fiir seine Nullebene
/— 4,7 =0 1 2t
Ma XY — Qg aso =
die Nullebene geht also durch die ¥-Achse, und fiir ihre Neigung ¢ gegen
die xy-Ebene folgt

tgqo:gﬁx:kx.

Mit Hilfe dieses Resultates kann man weiter folgern: 1. Die Nullebene
eines Punktes E enthilt das von E auf die z-Achse gefillte Lot EZ.
2. Die Neigung ¢ der Nullebene gegen die xy-Ebene ist gegeben durch
tgp = k- EZ; dies folgt unmittelbar daraus, da8 der Punkt (x,0,0)
durch die Schiebung lings der Achse und Drehung um die Achse in
alle Punkte im Abstand EZ von der z-Achse {ibergefithrt werden kann.



Siebzehntes Kapitel.
Die Fliachen der zweiten Ordnung.
§ 1. Gestaltliches.

Um das Verstindnis der allgemeinen Theorie der Flichen zweiter
Ordnung (F,) zu erleichtern, sollen die einfacheren gestaltlichen Eigen-
schaften der wichtigsten Flichentypen vorangestellt werden.

1. Sei («x,B,7) der Mittelpunkt einer Kugel, ¢ ihr Radius und
P(x,v,z) ein Punkt von ihr, so ist gemdB (5b) von S. 204
(1) (x—a)P+@—F+(E—y?—e=0.

Umgekehrt liegt jeder Punkt, dessen Koordinate die Gleichung (1) be-
friedigen, auf dieser Kugel. Dies ist also die Gleichung der Kugel. Fallt
der Mittelpunkt in den Anfangspunkt, so lautet sie

(1a) NI I S Y
Fir ¢ = 0 reduziert sich (1) auf die Gleichung
(x—a)p+(y =P+ (z—y?=0.

Ihr geniigt nur der eine reelle Punkt x = &, y = 8, z = y (Nullkugel).
Man kann Gleichung (1) in

{x2+y2+z2—2(xx—2/3y~—2yz+6=0,
5:0624—/92-1-?2—92

iiberfithren. Es stellt also auch

(2)

(3) Ax*+ 924+ 22) 4+ 2Bx +2Cy +2Dz+E =0
(fir 4 2 0) eine Kugel dar; denn ihr Mittelpunkt ist gegeben durch
_ B . C . D
&=—-7, /3_—7, y=—"7

wihrend sich ¢ durch

B4 C*+D*— AFE
F=a o= ;2

bestimmt, Fiir B2 4 C2? + D? < AE ist die Kugel imaginir, ihr Mittel-

punkt bleibt jedoch reell; fir B2 + C2 + D? — AE = 0 ergibt sich die

Nullkugel.
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Fir 4 = 0 artet die Fliche (3) in eine Ebene aus; genauer in ein
Ebenenpaar, dessen eine Ebene die Ebene ¢, ist. In homogener Schreib-
weise lautet namlich die Gleichung (3)

(3a) A(x% -+ 92+ 22) + 2Bxt + 2Cyi + 2Dzt + Ef2 =0,
dem Fall 4 = 0 entspricht also das Ebenenpaar
t{2Bx + 2Cy + 2Dz + Et} = 0.

Alle Kugeln schneiden die Ebene €., tn demselben (imagindren) Punki-
gebilde (Kugelkreis). Denn fir die Kugelpunkte von g, ist ¢ = 0, also
wegen (3a) auch (da wir A 2 0 annehmen)

(4) 22 4y 4 2% = 0

die Kugelpunkte der Ebene e, stellen also zugleich ihren Schnitt mit
dem durch (4) dargestellten Gebilde dar. Dieses Ergebnis ist von den
Konstanten der Kugel unabhingig und gilt daher fiir jede Kugel.
Damit ist die Behauptung erwiesen. Auf ¢ = 0 sind «, y, z nicht gleich-
zeitig Null. Andere reelle Koordinatenwerte x, v, z befriedigen aber
Gleichung (4) nicht. Der Kugelkreis besteht also aus lauter imaginiren
Punkten. Der Kugelkreis gehort auch den ausgearteten Kugeln an, da
diese die ganze Ebene ¢, enthalten.

Der Punktort der Gleichung (4) besteht aus lauter Minimalgeraden.
Die Ebene z = 0 enthilt von ihm die durch

A4y =(x-Fiy)(x —iy) =0

dargestellten Minimalgeraden. Das gleiche muB3 aber fiir jede Ebene
durch O gelten. Geometrisch folgt es aus der Symmetrie der Kugel
fir alle durch O gehenden Ebenen; analytisch ergibt es sich folgender-
maBen: Ist ¢ eine durch O gehende Ebene, so kann man sie zur Ebene
2z’ = 0 neuer orthogonaler Achsen durch O machen; dabei geht (4) in
x'% 4+ 9’2 4 2’2 = 0 iiber, und damit ist der Beweis erbracht. Es stellt
also (4) einen aus allen Minimalgeraden durch O bestehenden imagi-
ndren Kegel dar (absoluter Kegel).

Der Kugelkreis ist zugleich der Ort aller auf ¢, liegenden (imagi-
niren) Kreispunkte. Ist ndmlich ¢ eine beliebige Ebene, so sind die in
ihr liegenden Kreispunkte dieselben, die auch einer Ebene &’ || ¢ durch
O angehoéren, und deren Kreispunkte gehdéren dem Kugelkreis an.

Wie die Ebene, 1iBt sich auch die Kugel mittels zweter unabhingiger
Parameter darstellen. In den Gleichungen (14) von S. 202 ist eine
solche (nicht rationale) Darstellung bereits enthalten.

2. Eine in %, vy, z homogene Gleichung zweiten Grades

(5) A X%t gy VP F @32+ 205392 + 24152% - 2a555y = 0

stellt einen Kegel dar, dessen Scheitel in O fillt. Dies ergibt sich wie
folgt: Fiir die Punkte einer durch O gehenden Geraden g ist

xiy:z=1lm:n,
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wo [, m, n feste nicht zugleich verschwindende Zahlen sind. Soll nun
ein Punkt von g der Fliche (5) angehdren, so mufl

Ay PP agem? - agam? + 2a,mn -+ 2a5in 4+ 2a,,lm =0

sein. Ist aber diese Gleichung erfiillt, so ist (5) fiir jeden Punkt von
g erfilllt. Die Gerade g hat also mit der F, entweder nur den Punkt O
gemein, oder sie liegt ganz auf thm. Die F, ist also eine Kegelfliche.

Der Beweisgrund dieser Schliisse besteht in dem homogenen Charakter der
Gleichung (5). Sie bleiben fiir jede in #, y, 2 homogene Gleichung, von welchem
Grad sie auch sei, in Kraft; jede solche Gleichung stellt daher eine Kegelflache
mit O als Scheitel dar.

Eine in » — &, ¥ — %, z — { homogene Gleichung stellt einen Kegel durch
(5,7, &) dar, wie am einfachsten durch Parallelverschiebung des Koordinaten-
systems zum Punkt (&, 3, {) folgt.

3. Weiter betrachten wir eine Gleichung _
(6) apX® 4 28158 + AgY? + 203K + 2a5Y + 33, =0,

die z nicht enthilt. Die ihr geniigenden Punkte der xy-Ebene bilden
eine Kurve C,. Zieht man durch einen Punkt P’(x,y) dieser Kurve
eine Parallele  zur z-Achse, so hat jeder Punkt von $ dieselben x,y-
Koordinaten wie P’, und da z in (6) nicht vorkommt, gehort auch
jeder Punkt P der Parallelen p der Fliche an. Die Fliche ist eine
Zylinderflache mit der C, als Basiskurve, deren Erzeugenden zur z-Achse
parallel sind. Das analoge gilt fiir Gleichungen, die x oder y nicht ent-
halten.

Diese Schliisse sind einer weiten Verallgemeinerung fihig. Wir schlieBen
auf dieselbe Weise, dafl eine Gleichung @(x,y) = 0 eine zur z-Achse parallele
Zylinderflache darstellt, die die ¥y-Ebene in der Basiskurve ¢(x,y) = 0 schneidet;
ebenso sind ¥ (x,2) = 0, x(y,2) = 0 Zylinderflichen, die der y-Achse und der
x-Achse parallel laufen.

Fithrt man in die Gleichung (6) homogene rechtwinklige Koordi-
naten ein, dann geht sie iiber in

(6a)  a;#% 4 245Xy + g V2 - 2a55%E -+ 2a5,yt + Az 2 =0,

also in eine Gleichung von der Form (5), nur daB ¢ an der Stelle von 2z
steht. Es stellt also (6) oder (6a) einen Kegel dar, dessen Spitze der
unendlich ferne Punkt der z-Achse (x =y =1¢= 0) ist.

4. Es gibt drei reelle Flichen F, die den Mittelpunktskurven
(Ellipse und Hyperbel) analog sind (esgentliche Mittelpunktsfiichen);
sie haben die Gleichung

(7) Ax® 4+ Bv: 4 Cz2=1.

Fir die Konstanten 4, B, C kénnen vier Vorzeichenkombinationen ein-
treten, ndmlich

+++J _%__‘——: +—_—; — T T .
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Die den drei ersten Fillen entsprechenden Gleichungen schreiben wir

2 2 2
(8) g? + Ey? + % =1 (Ellipsoid, §,),
x2 y2 zz . . -
(8a) StE—a=1 (esmschaliges Hyperboloid, §,),
2 32 22 . . .
(8b) e —m—a= 1 (zweischaliges Hyperboloid, $3);

der letzten Kombination entspricht keine reelle Fliche (nullteilige F,).

Zunichst bilden wir uns eine Vorstellung von der Gestalt der Flichen.
Ohne weiteres ergibt sich aus der Gleichungsform (7): 1. Jede Koordi-
natenebene ist eine Symmetrieebene (Hauptschnitt). 2. Der An-
fangspunkt ist ein Symmetriezentrum (S. 200); jede durch ihn gehende
Sehne (Durchmesser) wird in ihm halbiert. Er ist also ein Mittelpunkt
der Fliche.

Weiter betrachten  wir die den Koordinatenebenen parallelen
Schnitte mit den Ebenen ¥ = &, y = 8, 2 = 9. Die Punkte, die die
Ebene z = ¥ aus der Flidche (7) ausschneidet, geniigen der Gleichung

Axt 4 By =1 — Cy?.
Gemif S. 199 konnen wir sie als Gleichung der Schnittkurve betrachten,
bezogen auf die Geraden als x- und y-Achse, in denen die Ebene z =
die xz- und yz-Ebene schneidet. Dasselbe gilt fiir die Schnittkurven
in den Ebenen ¥ = & und y = f.

Dies wenden wir auf die einzelnen Flichen an. Fiir das €, haben

die Schnittkurven der Ebenen z = y die Gleichung
2 2
-1
sie sind reell nur fir die Werte p2=-c¢2. Fiir ¥ = 0 haben wir eine
Ellipse E, mit den Halbachsen a und b; fiir beliebiges y sind die Halb-
achsen der E, gegeben durch

” 2 7
a?:a2(1—§>,<a2, b;:b2(1—-6§)éb2;

die Halbachsen nehmen also mit wachsendem %2 bestindig ab, und
zwar so, daf} @, : b, = a: b ist. Alle Schnittellipsen sind daher einander
dhmlich. Fir y = ¢ ist die E, auf einen Punkt zusammengeschrumpft.
Das analoge gilt fiir die anderen beiden Ebenenscharen; das Ellipsoid
ist also eine ganz im Endlichen enthaltene Fliche, eingeschlossen in
das Parallelepiped der Ebenen ¥ = +a, y =40, 2= -+c.

Das €, ist ein affines Abbild der Kugel. Durch

(9) x=ax, y=0by, z=cZ

geht es aus der Kugel 2 + y'2 + 2'2 =1 hervor. Mittels der Gleichungen
(14) von S.202 ergibt sich daraus die folgende Parameterdarstellung des €,

(9a) % = acospcos?, y=bsingcos?, z=csind.
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Das einschalige Hyperboloid §, wird von den Koordinatenebenen
in den Kurven
2 2 2 2 2 2
XYy, L _Z_q, Y_Z_
a? b2 a? 02 b2 c?
geschnitten; die erste ist eine E, (Kehlellipse); jede der beiden anderen
ist eine H, mit der z-Achse als imagindrer Achse. Die Ebenen z =y
schneiden sdmtlich in den reellen Ellipsen

xz y2 y2 .
& T =15
ihre Halbachsen, die sich aus
a2 2
ai = a2<1 +§) b = b2(1 + %)

ergeben, wachsen mit y2; fiir die Kehlellipse haben sie die kleinsten
Werte (2 und b). Alle diese E, sind wieder einander #hnlich. Die
Ebenen x = & schneiden in den Hyperbeln

y? 22 2

B2 2T YT e
Fiir o2 < a2 fillt die reelle Achse in die y-Achse wie fiir die H, in der
yz-Ebene (x = 0); fiir o? > 42 fillt sie dagegen in die z-Achse, was
Fig. 79 ersichtlich macht®. Fir die Ebene
x = a artet die H, in das Geradenpaar

2 (y_A\(y
Fmw=(G-E+9)=o
aus. Die Asymptoten aller H, sind diesen beiden
Geraden parallel; die H, der Teilscharen a2 =2 a2
liegen zu ihnen wie konjugierte Hyperbeln. Alle H, '
einer jeden Schar sind einander dhnlich. Analog
ist es fiir die Schnittkurven in den Ebenen y = §;
fiir g = b zerfdllt sie wieder in zwei Geraden.
Das so gestaltete §), ist eine sich ins Unendliche erstreckende, zu-
sammenhéingende Fliache, was die Bezeichnung einschalig ausdriicken soll.
Durch Vertauschung von x mit z und & mit ¢ erhilt die Gleichung (8b)
die Form

Fig. 79.

‘x2 y2 2'2
Die Koordinatenebenen schneiden es in den Kurven
pr 2 pr] 22 2 22
e Tata=lh —Hata=t

die erste ist eine nullteilige Kurve, die beiden anderen sind Hyperbeln,
deren reelle Achse die z-Achse ist. Die xy-Ebene schneidet also das $,

! Fur die in der Figur enthaltenen Geraden vgl. S.241.
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nicht veell; es zerfallt, wie das folgende genauer zeigt, in zwei getrennte
Stiicke, was die Bezeichnung zweischalig zum Ausdruck bringt.
Die Ebenen z = y schneiden in den Kurven

xZ yZ })2

a T R
sie sind reelle E, fir y2=c? es wird

2 2 3

af:az<%—1>, bf:bz(%——1>,

die Halbachsen der E, wachsen also mit y2. Die Ebenen vy = 4-¢ ent-

halten nur den einen, auf der z-Achse liegenden Punkt. Die Ebenen

x = o und y = /8 schneiden wieder in Hyperbeln; ihre Gleichungen sind
22 y2 0(2 ZZ }\72 ﬁZ
Tt e e =t

sie haben simtlich die z-Achse ihrer Ebene als reelle Achse. Alle Kurven

einer jeden Schar sind dhnliche Kurven.

Fir a = b gehen die Schnittellipsen in den Ebenen z =y bei allen drei
Flachen in Kreise iiber. Die Flachen sind Rotationsflichenl, man kann sie durch
Rotation einer E, oder H, um die z-Achse entstanden denken, deren Gleichungen
in der xz-Ebene
2 xZ
2 a2

22 22 42 52

= o=,

itz =1
sind. Das Rotations-§, entsteht durch Rotation der E,, das Rotations-$, und -}
durch Rotation der H,; ist die z-Achse die imagindre Achse wie bei der ersten
H,-Gleichung, so entsteht das $,, und wenn die z-Achse die reelle Achse ist wie
bei der zweiten H,-Gleichung, das §}. Daraus kann man eine anschauliche Vor-
stellung der Flachen gewinnen, wenn man beachtet, daB die allgemeine Flache
aus der gleichartigen Rotationsfliche durch eine affine Transformation hervor-
geht. Das gleiche gilt fiir das im folgenden zu betrachtende Paraboloid ‘B,.

5. Die Gleichungen (8a) und (8b) des $, und $, stehen in der
gleichen formalen Beziehung zueinander wie die Gleichungen zweier
konjugierter H, (5.141). Zwei solche H, besitzen ein gemeinsames
Asymptotenpaar; analog besitzen das $, der Gleichung (8a) und das
5 der Gleichung (9b) einen gemeinsamen Asymplotenkegel, dargestellt
durch

(’10) **+‘b“g—‘*v——0.
Denn gemil 2. enthilt der durch (10) dargestellte Kegel jede Gerade g
mit den Gleichungen
X =7C0oSA, Yy=7rcosu, Z=7¥COSV,
falls die Bedingung

cos? cos? u cos2y
(10a) p_ cost

a2 Tpr T 2
1 Eine analytische Darstellung der allgemeinen Rotationsflichen enthalten
die Beispiele 108 und 109 von § 5 des Anhangs.
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erfiilllt ist. Schreiben wir die Gleichungen des £, und $; homogen, so
lauten sie gemeinsam

/;VZ :V2 ZZ >
E T mEf=0.

Fir ihren Schnitt mit der Ebene f{= 0 besteht also ebenfalls die
Gleichung (10); Kegel, $, und $; schneiden also die Ebene ¢, in der-
selben Kurve. Schreiben wir auch die Gleichung von g homogen, indem
wir noch 7/s statt 7 einfithren, ndmlich

X:y:z1t = 7COSA:¥COSUI¥COSY:S,

so erhalten wir die Schnittpunkte von g und $, oder £; durch die
Beziehung zwischen » und s

72(%:)' 4 Cfog.ﬁ — 2;2’) 1s2=0.
Da aber der Faktor von #2 verschwindet, hat diese Gleichung die
Doppelwurzel s = 0; es fallen also beide Schnittpunkte in die Ebene
t =0. Daher ist g eine Tangente beider Hyperboloide in ihrem un-
endlichfernen Punkt. Wegen dieser Eigenschaft ist in der Tat (10)
der Asymptotenkegel beider Flichen.

Ersetzt man auf der rechten Seite von (7) die 1 durch 0, so stellt (7) einen
Kegel dar. Von den im Beginn von 4. genannten vier Vorzeichenkombinationen
liefern dann je zwei denselben Kegel (4 -~ und — — —, ebenso 4 - — und
— — ). Es entsteht so also nur ein reeller Kegel zweiter Ordnung.

6. Die formale Verallgemeinerung der Parabelgleichung fithrt auf
die beiden Gleichungen ‘

[ %2 + %2 =2z (elliptisches Paraboloid P,)
/’V2 y2

4 q

Die xz-Ebene und die yz-Ebene sind Symmetrieebenen beider Flichen,

die xy-Ebene ist es nicht.

Das Paraboloid %, wird von den Ebenen z =y in den Kurven

>0

(11)
=2z (hvperbolisches Paraboloid ;) g>0

XZ 2 xZ 2
,P,+Zq,:2}, oder FP_{—%?:
geschnitten, fiir y > 0 also in reellen E,, fir y < 0 in imaginiren.
Es liegt also ganz oberhalb der xy-Ebene. Die Ebene z = 0 enthilt
nur den Anfangspunkt. Die Halbachsen der E, wachsen mit y un-
begrenzt; alle E, sind wieder #hnliche Kurven. Die Ebenen x = &
und ¥ = f§ schneiden in Parabeln; die positive z-Achse gibt fiir alle die
positive Achsenrichtung.
Das Paraboloid $; wird von den Ebenen z = y in den Kurven
xZ yZ x‘.’ yZ .
?)——722;/ oder éfpy'_?[:1
Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 17



258 XVII. Die Flachen der zweiten Ordnung.

geschnitten, also in lauter Hyperbeln; fiir z = 0 zerfillt die H, in die
beiden Geraden
12 ., ALY .
12 R
die Asymptoten aller Hyperbeln laufen diesem Geradenpaar parallel.
Fir y > 0 ist die ¥-Achse die reelle Achse, fiirr y < 0 ist es die y-Achse;
die H, oberhalb und unterhalb der xy-Ebene liegen also zu ihren Asym-
ptoten wie konjugierte H,. Dies bewirkt, daf} das P, die Gestalt eines
Sattels besitzt (Fig. 80). Jede der beiden H,-Scharen besteht aus ihn-
lichen H, Die Ebenen x = « und y = g schneiden aus dem $, lauter
Parabeln aus; ihre positive Achse ist in der
einen Schar wie die positive z-Achse gerichtet,
in der anderen wie die negative?.

Fiir den Schnitt des §, und P, mit e
bestehen die Gleichungen

x2 y2 . xZ yZ _

—;5——6—7~0 und = 0.

Beim B, zerfillt der Schnitt in zwei imagi-
nire Geraden mit reellem Schnittpunkt Z,
beim 3, in zwei reelle, ebenfalls durch Z_; sie werden aus dem 9,
durch zwei Ebenen ausgeschnitten, denen die Gleichungen (12) zu-
kommen. Jede dieser Ebenen enthélt daher zwei Geraden des %3, eine
in der xy-Ebene liegende und eine unendlichferne.

Fig. 80.

§ 2. Kreise und Geraden auf den F,.
Folgender Hilfssatz sei vorausgeschickt. Alle eigentlichen C,, die
durch ap%® + 205Xy + g0 y* + 28338 + 2455y + g3 = 0

bei festem Verhiltnis a,,: a,y: ayy dargestellt werden, sind dhnliche
Kurven?. Ist zunichst ay;a, — a;, = 0, so sind die C, Parabeln, und
alle Parabeln sind dhnliche Kurven. Ist a,,a,, — a}, 2 0, so sind die
C, Mittelpunktskurven. Jhre Gleichung geht durch Transformation auf
den Mittelpunkt in a,;%'2 + 2a,,%'y" -+ a5y'% + a3 = 0 iber und die
Ahnlichkeitstransformation %’ = x X, ' = aY fithrt die Schar in sich
selbst tiber.

Hieraus werden wir folgern, daB eine F, von allen parallelen Ebenen
in dhnlichen Kurven geschnitten wird. Es geschieht am einfachsten,
indem wir uns die F, durch eine allgemeine Gleichung zweiten Grades
dargestellt denken; die Achsen seien so gewdhlt, daB eine Ebene der
betrachteten Schar die Ebene z = 0 sei. Jede Ebene der Schar hat

1 vgl. S.137.
2 Zwei konjugierte H, gelten hier als ahnlich; iibrigens wird der Satz nur
fur Kreise benutzt.
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dann die Gleichung z = y; setzt man dies in die Flichengleichung ein,
so entsteht eine Gleichung in x und y, die sich auf die Schnittkurve
bezieht, und zwar fiir die S. 199 genannten «x’, y’-Achsen. Durch die
Substitution z = y dndern sich die Koeffizienten von x2, 2xy, 92 nicht,
alle diese Gleichungen stimmen also in den Koeffizienten ay,, @3, as0
iiberein und beziehen sich auf parallele Achsen; somit ist die Behauptung
erwiesen.

Wird daher eine F, von irgendeiner Ebene in einem Kreis ge-
schnitten, so auch von jeder parallelen Ebene. Gibt es eine solche Ebene
insbesondere fiir eine Mittelpunktsfliche der Gleichung (7), so gibt es
auch eine Ebene durch den Mittelpunkt der F,, die die F, in einem
Kreis schneidet, dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt der F, ist. Diese
Ebene fillt im allgemeinen nicht in eine Koordinatenebene; und da die
Koordinatenebenen Symmetrieebenen der Fliche sind, so gibt es im
allgemeinen noch eine zweite Ebene durch O, die ebenfalls in einem
Kreise schneidet, und zwar vom gleichen Radius und mit demselben
Mittelpunkt. Dieser Kreis entsteht aus dem ersten durch Spiegelung
an der Symmetrieebene. Bei dieser Spiegelung geht jede Kugel um
den Mittelpunkt in sich iiber. Folglich gibt es zu jedem Kreisschnitt
mit O als Mittelpunkt einen zweiten Kreisschnitt mit demselben Mittel-
punkt, der mit ihm zusammen auf einer Kugel um O liegt. Es handelt
sich also nur darum, den Radius ¢ einer solchen Kugel zu ermitteln.

Sei
(13) e
diese Kugel. Jede lineare Kombination der linken Seite von (7) und
(13) verschwindet auch auf dem Schnitt der Kugel mit der F,. Ver-
schwindet andererseits fiir bestimmte (r,y,z) die linke Seite von (13)
und eine lineare Kombination von (7) und (13), dann verschwindet auch
fiir diese Werte die linke Seite von (7). Kénnen wir aus (7) und (13)
fiir einen bestimmten Wert ¢ durch lineare Kombination eine Gleichung
ableiten, die zwei Ebenen darstellt, so werden die Kreisschnittebenen
gefunden sein; denn der Schnitt der beiden Ebenen mit einer Kugel
besteht aus zwei Kreisen und ist aulerdem auch ihr Schnitt mit der F,.

Werde A < B < C angenommen. Durch Multiplikation von (13)
mit B und Subtraktion von (7) folgt

(A —B)a2+ (C— B)22 =1 — By?,
und fitr Be? = 1 erhalten wir
(14) (B—A)x® — (C — B)z* = 0.
Wegen 4 << B < C ist dies in der Tat ein Paar reeller Ebenen. Liegt B
nicht zwischen 4 und C, dann ist das Ebenenpaar nicht reell, also folgt :
Fiir jede Mittelpunkifliche gibt es zwei (reelle) Scharen paralleler

Ebenen, die sie in Kreisen schneiden; die durch den Mittelpunkt gehenden
Ebenen enthalten die zum wmittleren Koeffizienten gehivende Achse.

17%
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Die Gleichungen
(14a) x})B — A +2Y)C —B—1=0, xy)B—A—2)C—B —1=0

stellen die beiden Ebenenscharen dar.

Nehmen wir beim €,a > b > ¢, so ist die y-Achse die Achse des mittleren
Koeffizienten, dasselbe gilt fiir das §,, wenn a > b ist. Es trifft aber auch fir das
95 (9b) zu, wenn a > b ist; denn dann ist —a® < —b® < ¢% Bei dieser Flache
haben freilich die durch O gehenden Ebenen keine reellen Kreise mit ihr gemein,
und es ist auch die oben benutzte Kugel nicht reell, wohl aber das Ebenenpaar,
in dem also zwei imaginire Kreisschnitte liegen.

Aus den beiden Hyperboloiden und ihrem Asymptotenkegel werden
die Kreisschnitte durch dieselberr Ebenen ausgeschnitten; dies folgt un-
mittelbar aus dem anfangs bewiesenen Hilfssatz.

Von den Zylinderflichen kann nur die Flache mit elliptischer Basiskurve
Kreisschnittebenen besitzen; ihre Lage 1aBt sich durch eine einfache geometrische
Betrachtung (durch Drehung der Ebene der Ellipse, die durch eine zu den Er-
zeugenden senkrechte Ebene ausgeschnitten wird, um die groBe Achse der Ellipse)
leicht erkennen.

Auch die Werte 402 = 1 und Cp? = 1 fithren, wie bemerkt, zu Kreisschnitt-
ebenen, aber zu imaginiren; es gibt also, wenn diese mitgerechnet werden, sechs
solcher Scharen. Bei den Paraboloiden reduzieren sie sich auf vier.

Auch das Paraboloid SR, besitzt Kreisschnittebenen. Da der An-
fangspunkt kein Mittelpunkt ist, benutzen wir, um ihre Lage zu er-
kennen, eine andere Hilfskugel. Ihr Mittelpunkt sei ein Punkt z =y
der z-Achse, und der Anfangspunkt O soll ihr angehoren. Thre Gleichung
ist dann

(15) a2+ Y2 4 22 =2z,
Die Gleichung beider Paraboloide nehmen wir in der Form
(15a) Ax*+ By =2z

an mit 4 > B. Aus ihr und (15) folgt [durch Multiplikation von (15a)
mit y und Subtraktion]

22(Ay — 1)+ 2By — 1) — 22 =0.
Diese Gleichung muB wieder ein reelles Ebenenpaar darstellen. Dies

kann fiir das B, in der Tat eintreten, und zwar fir By = 1; die vor-
stehende Gleichung geht dadurch in

(16) x2(A—B)— B22=0

iiber, und wegen A > B > 0 stellt sie ein reelles Ebenenpaar dar.
Seine beiden Ebenen gehen durch die y-Achse (die zum kleineren Koeffi-
zienten gehodrende Achse).

Fiir das R, ist B << 0; es fithrt deshalb, wie man leicht bestétigt,
weder Ay —1 =0 noch By — 41 =0 zu einem reellen Ebenenpaar.
Doch aber werden wir auch auf ihm reelle, aber uneigentliche Kreis-
schnitte nachweisen.
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Das Paraboloid %}, und das Hyperboloid $, bilden ndmlich Bei-
spiele zu den Flachen, die wir S. 241 als Erzeugnisse projektiver Biischel
(oder Punktreihen) einfithrten. Das §, 148t die Darstellung

@ b2

zu; wiahlt man als lineare Funktionen E, F, E’, F’ von S. 241

%12 ' ¥ =12 o _F
E_a+c’E_1+b F=1 i F_a o
so geht (17) in der Tat in EF' — E'F = 0 iiber. Auf dem §, liegen
also zwei Geradenscharen (4) und (k) von der Art, dafl jede Gerade h
jede Gerade k schneidet (Fig. 79, S.255). Von diesen beiden Scharen
werden wir zeigen, dal sie den Geraden des Asymptotenkegels parallel laufen.
Dessen Geraden lassen sich ndmlich in dhnlicher Weise als Erzeugnisse
projektiver Biischel darstellen wie die des §,; solche zwei Biischel sind
X z y . - 7}\: . 7277 }L A,

(18 L4 _il=0 und A( )+ = 0;

a ¢ b

durch Elimination von 1 folgt aus ihnen die Kegelgleichung. Die Ebenen
dieser Biischel sind fiir jedes 1 den Biischelebenen des $,, nimlich

(18a) §_+,§,_2(1 +-§):o und /".(--Z—j—)+(1 +%>:o,
parallel; also sind es auch die entsprechenden Schnittgeraden. Das
gleiche gilt fiir die zweite Geradenschar des §,. Hieraus ziehen wir
zwei Folgerungen: 1. Es gibt zu jeder Geraden % des $), eine ihr parallele
Gerade k£ und umgekehrt. 2. Zieht man durch einen Punkt S alle Ge-
raden, die den Geraden (k) oder (%) parallel laufen, so bilden sie einen
zum Asymptotenkegel kongruenten Kegel (Richtungskegel).

Beim Paraboloid 9; werden die erzeugenden Biischel in der Be-
zeichnung von S. 257 durch

19 XY 4a=o, A(ﬁ L) 22=0
1) Vo Vo e i) T
und

19 4+ D)+ pu=o, <é—l) 22=0
(192) (wa Vq) # “We v 2

dargestellt. In diesem Fall sind alle Geraden % und alle Geraden k
je einer Ebene parallel. Fiir beide Scharen besteht ndmlich das erste
der beiden erzeugenden Biischel aus parallelen Ebenen; jede Gerade 4
liegt in einer Ebene des ersten Biischels und jede Gerade % in einer
des zweiten; alle diese Geraden sind daher je einer der beiden Ebenen

(19b) L2 =0 ud ZL4+X=o

v Ve bV
parallel (Richtungsebenen). Es sind die Ebenen, die aus dem $, die
Geraden (12) der xy-Ebene ausschneiden, und deren jede, wie wir in
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§ 1 sahen, zwei Geraden des %, enthilt, eine endliche und eine un-
endlichferne. Zwei solche Geraden stellen aber einen ausgearteten Kreis
dar, und daher kann man diese Ebenen und die ihnen parallelen Scharen
auch als Kreisschnittebenen auffassen.

Der Richtungskegel des §, ist beim B, in das Paar der Richtungs-
cbenen ausgeartet. Zieht man durch einen Punkt S alle Geraden, die
den Geraden (%) oder (k) parallel sind, so miissen sie in je eine Ebene
fallen, und zwar in eine Ebene, die der einen und der anderen Ebene
(19b) parallel ist.

Die Uberfithrung der Gleichung (7) in die Form (17) ist auch fiir das @,
und das §; moglich; jedoch nur so, daB E, F, E’, F’ imaginare Form erhalten.
Man sagt deshalb, daf auf ihnen zwei imaginire Geradenscharen enthalten sind.
Auch fir die Kugel ist es der Fall; der zugehdrige Richtungskegel ist der durch (4)
dargestellte absolute Kegel, und die beiden Scharen (%) und (k) bestehen aus
lauter Minimalgeraden.

§ 3. Einige Eigenschaften der allgemeinen Gleichung
zweiten Grades.

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades werden wir sowohl fiir
allgemeine Tetraederkoordinaten wie fiir Parallelkoordinaten (homogene
und unhomogene) in Betracht ziehen. In der ersten Form laute sie

(20) F(x) =Dagx2,=0; ag=ag, 1,k=12734.

Sie stellt (§1) eine Fliche F, der zweiten Ordnung dar. Wir setzen

abkiirzend fi(%) = a1 %1 + @ia%s + Ay X3 + Qg Xy

dann 138t sich (20) in

(20a) F(x) = 2,1, (%) + %212 (%) + %3 f5(%) + %4 /4(x)

umwandeln. Die weitere Untersuchung wird der von Kap. XI wesent-
lich parallel laufen; Ergebnisse, die sich durch unmittelbare Ver-
allgemeinerung aus ihr ergeben, bediirfen deshalb keines niheren Be-
weises. '

1. Da in Gleichung (20) zehn Koeffizienten auftreten, ist eine F,
durch neun Punkte allgemeiner Lage bestimmt. Ihre Gleichung ergibt
sich (S. 146) durch Nullsetzen einer 10-reihigen Determinante.

2. Jede Ebene enthilt eine der F, angehorige C,. Fiir die Ebenen
x; = 0 ist das evident; und da man jede Ebene durch Ubergang zu
neuen Koordinaten «; zu einer Ebene x; = 0 machen kann, so folgt
es allgemein.

3. Wird F (x) mittels neuer reeller Koordinaten y; in ein Aggregat
von Quadraten iibergefiihrt (Anhang III, § 5, 4), so kann deren Zahl
(ihr Rang) 4, 3, 2, 1 sein. Fiir den Rang 4 sind die so entstehenden
Gleichungen

(21) V¥ +13 92415 =0, VB+B+E—vi=0, y+y—yi—yi=0
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mit den Signaturen 4, 2, 0; fir den Rang 3 sind sie

(21a) i+ +y=0, M+y—1=0
mit der Signatur 3 und 1; fiir den Rang 2 und 1 hat man
(21b) ¥it+yi=0, »—2»=0 und »=0.

Darin ist zugleich die Einteilung aller F, vom projektiven Gesichts-
punkte aus geleistet. Rang und Signatur sind allgemeine projektive
Invarianten; die Invarianz der Signatur werden wir sofort als gleich-
wertig mit der Invarianz der Realititsverhiltnisse erkennen. Die Be-
ziehung zur &, ist keime projektive Invariante.

4. Die Gleichungen (21) stellen die eigentlichen F, dar; die erste
die nullteilige F, ohne reelle Punkte; die zweite die F, mit reellen
Punkten, aber ohne reelle Geraden; die dritte die I, mit reellen Punk-
ten und reellen Geraden. Sie liBt sich in die Form

(v1 + vs) (31 — ys) = (Vo + ¥2) (V4 — ¥2)

setzen, die die erzeugenden Ebenenbiischel (S. 241) erkennen 148t. Da-
mit ist die Bedeutung der Signatur fiir die Realitdtsverhiltnisse ge-
kennzeichnet. Ein €, und ein $; konnen reell kollinear aufeinander
abgebildet werden, aber nicht ein €, oder $; auf ein §,. Denn das H,
hat reelle Geraden, und das €, und 5 nur imaginire.

Man kann die S.245 genannte perspektive Beziehung benutzen, um sich
den Ubergang der Kugel in ein E,, ein P, und ein 7 zu veranschaulichen. Ruht
die Kugel auf der Ebene 0 so, daB sie sich zwischen ¢ und der Fluchtebene # be-
findet, so ist ihr kollineares Abbild ein (352. ‘Wiachst die Kugel, so wird das Bild
in ein B, tibergehen, wenn die Kugel die Fluchtebene beriithrt; durchdringt sie die
Fluchtebene, so ist das Bild ein 5.

Die Gleichungen (21a) sind (S. 252) Kegelflichen, die erste mit
imagindren, die zweite mit reellen Erzeugenden; ob der (stets reelle)
Scheitel im Endlichen oder Unendlichen liegt (Kegel oder Zylinder),
ist hier belanglos. Die Gleichungen (21b) stellen ein Ebenenpaar (reell
oder imaginir) und eine Doppelebene dar. Die gemeinsame Gerade des
Ebenenpaares ist stets reell, ebenso die Doppelebene.

5. Wir gehen nunmehr zur affinen und metrischen Auffassung
iiber, ersetzen also die x; durch die Parallelkoordinaten x, vy, z, ¢, die
wir nach Umstinden homogen oder unhomogen verwenden!. Wir
lassen uns zunichst wieder von dem analytischen Gesichtspunkt leiten,
die Form der Flichengleichung mdglichst zu vereinfachen. Ausdriicklich
werde festgesetzt, daB die Koeffizienten der Glieder zweiter Ordnung
in %, y, 2 nicht simtlich verschwinden. Ferner sei

(22) @(x,y,2) = apa® + G5y 4 Ay + 209397 + 243357 + 28,5

die aus diesen Gliedern zweiter Ordnung bestehende Form. Die Glei-
chung @ = 0 stellt den Schnitt der Ebene { = 0 mit der F, dar; ge-

1 Weil es sich vielfach um Fragen handelt, fiir die ¢ nicht in Betracht kommt.
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mifB S. 239 kénnen x, v, z direkt als ebene homogene Koordinaten der
Punkte P betrachtet werden, in denen die F, die & schneidet.
Uber die projektive Einteilung dieser C, entscheidet gemiB Kap. XI
die Diskriminante ¢ von ¢ *. Man sagt, da dem Fall § 2 0 eine F,
mit eigentlicher unendlichferner C, entspricht, dem Fall § = 0 eine F,
mit zerfallender (ausgearteter) unendlichferner C,.

6. Werde die Gleichung der F, zunichst inhomogen angenommen.
Mittels der Gleichungen
(23) x=x+E& yv=v+n, z=24+¢
gehen wir zu parallelen Achsen durch einen Punkt (&, 7, {) iber; aus F
gehe dadurch die quadratische Form F’ hervor. Die Koeffizienten der
Form ¢ bleiben dabei unverandert; fir die tibrigen Koeffizienten a;,
ergibt sich
aiy = apé + @l + agl + ayy = f1(E,7,0)
Wy = g1 & + Agel) + A3l + gy = [,(£, 1, 0)
@y = A5 & + agyt) + a5l + ag = [3(5,7, (),
ay =F(Enl) = +nfs+ s+ 1
die letzte Gleichung unter Benutzung von (20a).

7. Es handelt sich nun darum, Werte &, 9, { zu bestimmen, fiir die

(24) ajy = @y = ay =0
ist. Gibt es endliche Losungen &, 7, von (24), so geht die F,-Gleichung
durch (23) (inhomogen) in

%% + gy + gd? + 2a53Y'2 + 20,378 + 20,5y 4 ajy =0
itber. Gehort dieser F, ein Punkt (x', 9', 2} an, so auch (—x', —v’, —2');
der neue Anfangspunkt ist daher ein Mittelpunkt, woraus die geome-

trische Bedeutung unserer Transformation erhellt. Wir wollen aber
jetzt die Gleichungen (23a) in die homogene Form
aiy = ;& + aym + aggC + ag,t

setzen und wollen im folgenden jede Lésung &, 7, £, 7 von (24) als Mittel-
punkt bezeichnen; es kann also der Mittelpunkt auch in die Ebene e
fallen. Allerdings kann er dann zur inhomogenen Mittelpunktstrans-
formation (23) nicht benutzt werden.

8. Die Gleichungen (24) und die zugehérige Matrix M sind dann
in ausfithrlicher Darstellung

(23a)

} [“114t + ) + a3l + ayT=0 \‘ 4y hy A3 Ay ;
(24a) { g1 & + Agon) + Ayl + a7 =0; M= l A1 Ggg gz Aoy
l A& + Qg1 + a5l + a7 =10 lan ap ay  asy
Zugleich reduziert sich der Wert von ajy wegen f; = 0, f, = 0, f; = 0 auf
(24D) - Wy = an & + a1 + a0 + ay7.

* Eine andere Einteilung kommt fir die C, in feo nicht in Betracht.
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Wir stellen uns nun die Aufgabe, alle Losungen der Gleichungen (24a)
zu finden. Dazu werden wir &, #,<, 7 als variabel ansehen; die Glei-
chungen (24a) stellen dann drei Ebenen dar, und deren gemeinsame
Punkte stehen in Frage. Diese Aufgabe haben wir in Kap. XV, S. 227
eingehend behandelt; das Verschwinden der Unterdeterminanten von I
ist dafiir maBgebend. Im allgemeinen haben die Ebenen (24a) einen
eigentlichen oder uneigentlichen Punkt gemein; wir betrachten aber
zundchst die Sonderfille, in denen sie demselben Biischel angehdren
oder gar identisch sind. Die F, artet in diesen Fillen aus. Wir er-
halten unendlich viele Mittelpunkte; es kann vorkommen, da8 sie simt-
lich in és liegen, also zur Transformation (23) nicht benutzbar sind.
Es wird sich aber zeigen, dall dies fiir den hier vorliegenden Zweck
der Aufstellung aller beziiglichen Flachentypen ohne Belang ist; es wird
also nicht weiter darauf eingegangen werden.

§ 4. Die F, mit unendlich vielen Mittelpunkten.
Die Ebenengleichungen (24a) seien in abgekiirzter Form
E,=0, E,=0, E;=0.

Wir beginnen mit dem Fall, daf} alle drei Ebenen (&, ¢, &) identisch
sind; fiir jeden Index % ist also
(25) Ak = Qyk,  Azp = Q0dg.
Alle zweireihigen Unierdeterminanten von I verschwinden; ebenso ist
das Umgekehrte der Fall. Die drei Gleichungen (24a) sind einer ein-
zigen Gleichung dquivalent; jedes ihnen geniigende Wertsystem &, 7,
¢, 7 ist ein Mittelpunkt, und alle diese Mittelpunkte erfiillen eine Ebene.
Die Matrix I ist vom Ranmg 1. Den Gleichungen (25) liBt sich
(wegen a;;, = a,,) durch (S.154)

ag = poi, ag=pogeg;  1=1,23, k=1,2,34
geniigen. Dadurch geht F in
(26)  p(6y% + Xpy + &3z + 4t)° + a2 = 0; @l = ay, — po
Gber, also in die Gleichung eines Paares paralleler Ebenen. GemaB den
Festsetzungen im Beginn von § 3 iber die 4;;, kénnen &,, &,, &4 nicht
sdmtlich Null sein; die Ebenen liegen also beide im Endlichen. Hat

man auch noch aj, = 0, also a,, = ua?, so haben wir es mit einer
Doppelebene zu tun. Dann ist auch

(27) Qg1 yp: Qyzi gy = A1y Gyt Aygidyy,
es ist also auch noch die Ebene

Eiy=ané+ apn+apl+ay1=0
mit &, &, & identisch, und alle vier mit

06,8+ o + x50+ x,7=0.
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Gehoren die drei Ebenen (24a) demselben Biischel an, so koénnen
zunichst zwei von ihnen identisch sein. Sei insbesondere ¢, = &;, dann
sind in M die Unterdeterminanten A,;, 4, 415, A;q simtlich Null,
also alle A, fiir 4 = 1, aber nicht alle 4,;, fiir = 2 oder ¢+ = 3. Die
drei Gleichungen (24a) sind durch

(28) { apé + ayyn + agl + a7 =0

ap & + Ayt + Agsl + ayT =10
ersetzbar; ihre Matrix It ist vom Rang 2. Jedes ihnen geniigende
Wertsystem &, 7, £, 7 stellt einen Mittelpunkt dar; die Mittelpunkte

erfiillen eine Gerade. Ist
E;= uE,

die zwischen &, und &; bestehende Gleichung, so findet sich

_. — _ _ 2 _
(29)  ay = pay, Az = Udgy,  Azg = Mgy = [Fdgy,  Agq = Udgy-

Dadurch geht F (inhomogen) in
(29a) a3y %2+ 2a1,% (Y pz) gy (¥ + p2)2 -+ 281, 8+ 205, (y -+ p12) + 24 =0

iiber. Fiihren wir jetzt mittels der Gleichungen
(30) x=x, ytpz=y, z=7,

d.i. durch eine Affinitdt, neue Achsen durch O ein, so verwandelt sich
die gefundene Gleichung in

(30a) F = ay &%+ 2ap,%"y + a5y’ -+ 24544 + 285,y + ay = 0.

Dies ist gemiB S. 253 eine zylindrische Fliche, deren Erzeugende der
#'-Achse parallel sind. Also ist auch die urspriingliche F, eine Zylinder-
fliche. Ihre Basiskurve in der x’y’-Ebene ist eine durch (30a) gegebene
C,. Die C, ist durch eine allgemeine Gleichung zweiten Grades be-
stimmt und kann an sich jede in Kap. XI aufgefithrte Kurvenart sein.
Dafiir kommen die dort aufgefithrten Kriterien in Betracht, worauf
nicht niher eingegangen werden soll. Bemerkt sei nur, daB zwei sich
schneidenden Geraden als Basiskurve ein Ebenenpaar als I, entspricht,
und daB der Fall der Doppelgeraden und eines Paares paralleler Ge-
raden nicht eintritt, falls #nur &, = 5 ist, aber nicht & = & = ¢. Im
Fall des parabolischen Zylinders gehort die ganze Mittelpunktsgerade
der e, an. Ubrigens kann man die einzelnen Fille auch noch durch
das von e, aus der F, ausgeschnittene Gebilde kennzeichnen. Es ist
durch
4y ¥ % 4 20,7 Y -+ ayy? =0

bestimmt und liefert fiir hyperbolischen Zylinder und Ebenenpaar
zwei reelle Geraden, fiir elliptischen und imagindren Zylinder zwei
imaginire Geraden, fiir den parabolischen Zylinder die eben erwéhnte
Mittelpunktsgerade als Doppelgerade.
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AuBer der Gestalt der I, interessiert noch ihre Lage zu den Achsen
oder, was dasselbe ist, die Lage der x', 9’, 2’-Achsen. Sie sind durch
die Gleichungen

Y+ uz=0, z2 = 0; x =0, 2z =0; x =0, Y4 uz=0

bestimmt. Die x'-Achse und y'-Achse ist also mit der x- und y-Achse
identisch ; die 2’-Achse ist der Durchschnitt der yz-Ebene mit y + gz = 0,
ist also von der z-Achse verschieden. Daher ist die .
x"y'-Ebene mit der xy-Ebene identisch (Fig. 81).

Wir betrachten jetzt den Fall, daB E; = 0 ist, d. h.
alle Koeffizienten a,; Null sind und den Fall, daB
E,=FE;=0 ist, d. h. alle a,; und a;; Null sind. Im
ersten Fall haben wir einen Zylinder mit zur z-Achse
parallelen Erzeugenden, im zweiten Falle ein Paar von zur y-z-Ebene
parallelen Ebenen. Ist F;=FE,=FE;=0, so haben wir die doppelt zu
zihlende ¢... .

Sind endlich &, &, & drei voneinander verschiedene Ebenen eines
Biischels, so gibt es (S.225) zwei Zahlen 120 und p 20, so daB

Ey=1E, + uE,
ist. In I verschwinden alle dreiveihigen Delerminanten, wihrend die
zweireihigen Unterdeterminanten fiir keine Horizontale samtlich Null
sind. Die drei Gleichungen (24a) sind wiederum durch (28) ersetzbar,
und wie im zweiten Fall stellt jedes ihnen geniigende Wertsystem einen
Mittelpunkt dar; die Matrix 9 ist wiederum vom Rang 2!. Man hat jetzt
(31) U = hay + payy, Ay = Ay + pndyy, Gy = Aay, + iy,
gy = Aayy + gy = 2Py + 2ay,0 0 + azut.
Fir F ergibt sich daher '
Fo=an(®+ 422 4 201, (x 4 12) (y + p2) + ag(y + p2)?
+ 2814 (x + 42) + 2054 (y + pz) + a4 =0.

Die neuen #', y’, z’-Achsen fithren wir mittels der Gleichungen

Fig. 81.

x+lz=%, y+pz=y, z=12
ein, dadurch ergibt sich weiter
(312) I = anxp + 245,28y + a3,y + 24038 + 205,y + ay = 0;
die Gleichung stellt wieder eine Zylinderfliche dar, deren Erzeugenden
zur z'-Achse parallel sind. Thre Basiskurve in der x'y’-Ebene ist wie
vorher eine allgemeine C,, die jedem in Kap. X1 gefundenen Einzelfall

entsprechen kann. Alle oben fiir (30a) angestellten Betrachtungen
iibertragen sich auf sie.

! Analytisch erscheint also der vorige Fall als Unterfall dieses Falles (vgl.
S. 228, Anm. 1).
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Die neuen Achsen sind durch die Gleichungen
y+pz=0, 2=0;, x+4iz=0, 2=0; x+4+22=0, v+ uz=0

gegeben. Die «'- und y’-Achse ist wieder mit der »- und y-Achse iden-
tisch; die 2’-Achse ist von der z-Achse verschieden, fillt aber diesmal
nicht in eine Koordinatenebene (Fig. 82).

Beispiel. Fir die Gleichung
¥ yr -4zt £ 4y 4 dex + 25y + 87 4y —8 =0
findet man an Hand ihrer Matrix die Identitit

Fig. 82. Ey = — 2E, + 4E,

also 4 = —2, # = 4. Demgemiaf3 wandelt sich die Gleichung in
(¥ —222+2(x —22)(y +42) + (¥ + 422+ 8(x —22) + 4(y + 42) — 8 = 0.
Setzt man ¥ — 22 = %",y + 4z = y’, so ergibt sich

%% 4 25y + y2 4 8% 4+ 4y — 8 = 0.
Das ist die Parabelgleichung des Beispiels 1 von S. 155. Die F, ist also ein para-
bolischer Zylinder, die Richtung seiner Geraden ist durch

¥ —22=0, ¥+ 4z2=0
gegeben.

§ 5. Die F, mit einem einzigen Mittelpunkt.

Wenn die Gleichungen (24a) nur ein Losungssystem liefern, so
ist zu scheiden, ob ihm ein endlicher Punkt entspricht (r 2 0) oder
ein unendlichferner (r = 0). Die Matrix I hat jetzt den Rang 3. Analog
zu Kap. XI spielen die beiden Diskriminanten von F, und ¢, also

"(32) A= |ay|(,k=1,2,3,4) und &= ay|(@k=1,23)
eine entscheidende Rolle. Ubrigens ist in sdmtlichen in § 4 behandelten
Fallen 4 = 0.

Sei nun zunichst § 22 0, dann liefern die Gleichungen (24a) beim
Ubergang zu inhomogenen Koordinaten «, y, z ein endliches Tripel &, 1, &
44
(33) 0&=Ay, On=4d,, °l=4y; Ay = 5 = g
14
und die Mittelpunkistransformation 1ifit sich ausfiihren. Die Fy-Glei-
chung wird also, (wenn wir x, ¥, z statt x’, 3, 2’ schreiben)
(34)  F(x,9,2) = ay %+ ay)* + a552° + 2055y 2+ 281525+ 21,8y +-a34=0.
Wir unterscheiden nun aj, = 0 und aj, == 0; oder, was gemil (33)
dasselbe ist, 4 =0 und 4 2 0. Fiir 4 = 0 stellt (34) (S. 252) eine
Kegelfliche mit dem Anfangspunkt als Mittelpunkt dar; fiir 4 2 0 werden
wir in ihr die Gleichung einer der Mittelpunktsflichen von §1 erkennen.

Wir setzen die Achsen von nun an rechiwinklig voraus. Durch

einen Punkt (xg, vo, %) legen wir die Gerade g mit den Gleichungen

X = %3 + $COSX, y:y0+scosﬁ, Z =2y + scosy.
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Ihre Schnittpunkte mit der F, entsprechen den Wurzeln s, und s, der
aus (34) entstehenden quadratischen Gleichung

Ls? +2Ms+ N=0,
und zwar ist

M = x4{a,C080¢ - 2,,COS B + @1,C08)) 4 Vo (A9 COSK —+ AgCOS S+ dy5c08y)
+ zy(ay cosa + ag, cosfi + ay, cosy) .

Ist insbesondere M = 0, also s; + s, = 0, s0 ist (¥, Vg, 2, die Mitte

der auf g durch die Fliche bestimmten Sehne. Verschieben wir g parallel

zu sich, d. h. machen wir die GréBen =, v,, 2, variabel, so bleiben in M
die Koeffizienten von xg, g, 2z, unverindert; es liefert also

(35a) M (x4, ¥, 29) = 0

den Ort der Mitten (%g,9,,%,) paralleler Sehnen der Richtung («,f, ).
Er ist eine Ebene durch den Anfangspunkt. Die Mitten aller parallelen
Sehnen erfiillen also eine Ebene € durch den Flichenmittelpunkt (Durch-
messerebene) ; sie heiBt komjugiert zur Richtung (x,f,y). Fir die Rich-
tungswinkel 4, u, » ihrer Normale # folgt aus (35)

!gcos/’l = @y, COSK + dy, COSH -+ ay5 COSY

(35)

(35b)

Q COS L = @y, COSO - dyy COSP - Agq COSY
Q COSY = gy COSK - dgy COSP + @55 COSY .

Unter allen diesen Sehnen gibt es eine ausgezeichnete, nimlich den
durch O gehenden Durchmesser; er heiBt der zur Durchmesserebene &
konjugierte Durchmesser 4.

Sei nun g;(,, f,7;) eine zu ¢ parallele Gerade, so ist g; | #, also

cOS&, cosd + cospy cosp + cosy, cosv = 0;
hieraus folgt auf Grund von (35Db)

(@11 COSK 4,5 COS B4~ A15COSY) COS &g+ (Ag) COS &+ Agy COS f + @p5 COSY) COS B,
+ (agy cosax + agy cosf + ag cosy) cosy, = 0.

Diese Gleichung ist, wie die Umordnung nach «, f, v zeigt, in «, f3, »
und &, B, ¥, symmetrisch; die Beziehung von g zu g, ist daher die-
selbe wie die Beziehung von g, zu g. Wie g, zur Durchmesserebene ¢
parallel liegt, die zur Richtung von g konjugiert ist, so liegt g der Durch-
messerebene & parallel, die zur Richtung von g, konjugiert ist. Wir wollen
jetzt g und g, insbesondere selbst als Durchmesser d und d; annehmen,
so daB3 also 4, in der Ebene ¢ selbst enthalten ist. Wie dann auch d,
in ¢ liegen mag, immer geht & durch 4; 4 ist also gemeinsamer Schnitt
der zu allen moglichen in & gelegenen d; konjugierten Durchmesser-
ebenen ¢&,.

Hieraus kann die Existenz von sogenannten Tripeln komjugierter
Durchmesser geschlossen werden. Wir wihlen wieder den Durchmesser d
beliebig, den Durchmesser d; in ¢, und wihlen endlich die Gerade (e¢,)
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als den dritten Durchmesser d,. Die ihm konjugierte Ebene &, muf
dann die Ebene (dd,) sein; da namlich d, in ¢ liegt, geht &, durch 4,
und da d, auch in ¢, liegt, geht ¢, auch durch 4,, und das ist die Be-
hauptung. Jeder der drei Durchmesser ist also komjugiert zur Ebene der
beiden anderen. Fir drei solche Durchmesser als (im allgemeinen schief-
winklige) Koordinatenachsen X, Y, Z nimmt die F,-Gleichung die ein-
tache Form

(35¢) AX2+ BY? 4+ CZ:+ay =0
an; denn in dieser und nur in dieser Form ist jede Koordinatenebene

eine konjugierte Durchmesserebene zu den der dritten Achse parallelen
Sehnen.

Wir fragen nun, wieviel Durchmesser es gibt, die auf den zu ihnen
konjugierten Ebenen senkrecht stehen, wie es offenbar die Hauptachsen
unserer F, tun. Fiir jeden solchen Durchmesser miissen die Winkel «,
B, y mit 4, u, v iibereinstimmen; es bestehen also die Gleichungen

[ 0 COSK = dy; COSK - dy, COS + dy3 COSY
(36) 0 COSf = @y, COSK - gy COSP - ayy COSY
0 COSY = dy COSK -+ dgy COSfS -+ Agq COSY
und daraus folgt wieder, da cos «, cos f, cos y nicht zugleich null sind,

A3 —0 g a3 ‘
(36a) 5 App—Q dag = 4d(0) = 0;
| 431 A3 330 ‘

wir erhalten also fiir o die Gleichung

(36b) O — o(Ay + Ay + Ass) + 0% (A + g + az3) — > =0,

wo & = | a;; | die Diskriminante der Form ¢ von (22) ist, und die 4;;
die Unterdeterminanten der a;; fir 6 sind. Zu jeder Wurzel ¢ liefern
die Gleichungen (36) mindestens ein Losungssystem «, f, y.

Die so gewonnenen Gleichungen sind uns schon mehrfach begegnet,
einmal wie hier mit der Bedingung a,;, = a;; (S. 170), einmal ohne sie
(S.179). Im ersten Fall ergab sich, daB alle ihre Wurzeln reell sind.
Wir zeigen es hier ebenso wie dort: Sind ¢’ 2 ¢”' zwei ihrer Wurzeln
und &', 57, ¥, &”, B, y" zugehorige Winkel, so gelten fiir o', &', g/, ¥’
und o”, &, f”, " die Gleichungen (36). Multiplizieren wir die o'-
Gleichungen mit cosa’’, cosf”, cosy’’ und addieren sie, und die @"'-
Gleichungen analog mit cosa’, cosf’, cosy’, so ergibt sich rechts beide-
mal dasselbe, und so folgt
(37) (¢ — 0”)(cosa’cosa” + cosf cosf” + cosy cosy”) = 0.
Hieraus wird genau wic S. 171 die Realitit gefolgert. Weiter schlieBen
wir aus (37), daBl jede zu o' gehorige Achse auf jeder zu o gehorigen
senkrecht steht.
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Seien nun fiir eine Wurzel ¢ die Unterdeterminanten 4,z von 4(p)
nicht simtlich Null, so liefern die Gleichungen (36) eine Losung cos«,
cosf, cosy; man hat dann

cosa:cosficosy = Ayt Ay s (1=1,2,3),
und daraus schlieBt man (wegen 4;; = 4i;) wie S. 154, daB man

38) og-cos2a =y, ocos’f = Ay, ocos?y = Ay,

ogcosfcosy = dyy, ocosycosx =5, ocosacosf =,

setzen kann; aus den drei ersten Gleichungen folgt weiter
(38a) 0= Ay + Ay + Ay
Wir sehen daraus noch, dal Ay; + Ay, + g3 2 0 ist, wenn zu ¢ nur eine
Losung cos e, cosf, cosy gehort ; aus o = 0 wiirde allgemein 4;; =0 folgen.

Das weitere ergibt sich wie S. 180. Die drei Gleichungen (36) geben
nur dann zu einem Wert ¢ mehrere Losungen, wenn sie derselben linearen
Gleichung in cosx, cosf, cosy dquivalent sind und daher alle ihre
Unterdeterminanten 4;; fiir dieses ¢ verschwinden. Dann ist ¢ gemil

S. 180 eine Doppelwurzel von (36b). Wir erhalten wie S. 154 fiir die
Glieder von A(g) die Darstellung
(39) Uiy — T =247, Ay = Ay

Ubrigens folgt hier, d. h. fiir aix = a umgekehrt aus der Existenz
einer Doppelwurzel das Verschwinden aller 4, *. Wenn namlich zu zwei
Waurzeln ¢’ und ¢"" nur je eine Richtung («fy) gehort, so sind diese
zueinander senkrechten Richtungen auch zueinander konjugiert und be-
dingen daher in der Schnittlinie der beiden zu ihnen konjugierten Ebenen
eine dritte Richtung, die mit ihnen ein konjugiertes Tripel bildet; auBler-
dem muB sie auch zu beiden senkrecht sein. Wenn also jedes ¢ nur
eine Richtung bestimmt, kann eine Doppelwurzel nicht existieren.

Seien nun zunichst drei einfache Wurzeln g, ¢’, 0"’ vorhanden.
Wir wihlen die ihnen entsprechenden aufeinander senkrechten Rich-
tungen als Achsen neuer Koordinaten X, Y, Z. Fiir sie und x, vy, 2
bestehen dann, wenn im Interesse der Kiirze jetzt o, 8, y, . . ., wie S. 210
die Kosinus der Winkel sind, die Gleichungen

[X:ocx + By + yz x=aX+o'Y +a"Z
(40) Y=ox +fy+yz y=pX+fY +y'Z
iZ:oc”x—l—ﬁ”y—I—y"z, 2=yX +9YY +9"Z.
Aus den rechtsstehenden Gleichungen folgert man leicht gemiB (36)
[ ap® + apy + apz=o0Xp + o’ Yo' + &”Zg"
(41) A% + Gy + gz = X0+ Yo + p'Zo"
i U ¥ + Ay + agz =yXo + Yy Yo' +9y"Zg",

¥ Far a;x & ax; ist es gemaB S. 181 im allgemeinen nicht der Fall.
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und wenn dies mit x, y, z multipliziert und dann addiert wird, so er-
gibt sich links die Form.@(x,y,2) von (22), und gemil (40) wird
(42) F(x,v,2) = 0X2 + o' Y2 + 0" 22 + aj,.
Die neuen Koeffizienten sind die drei Wurzeln von (36b). Die Wurzeln
sind also den Halbachsenquadraten der Fldche umgekehrt proportio-
nall. Die transformierte Form kann daher okhne Berechnung der Sub-
stitutionskoeffizienten angegeben werden; darin besteht der rechnerische
Wert unserer Betrachtung.

Im Fall, daB eine Doppelwurzel 7 existiert, kann man direkt die
Werte (39) in (34) einsetzen und findet als Fy-Gleichung
(43) Fxy2) =1(@® + 92+ 2°) + (0% + 2y + %32)° +aly =0
die Richtung, die der Wurzel ¢ 2 7 entspricht, steht auf jeder Rich-
tung, die 7 entspricht, senkrecht. Alle diese Richtungen erfiillen also
eine Ebene; es mul3 die Ebene

Hy X+ %9y + %32 =0
sein. Wir fithren namlich neue Koordinaten X, Y, Z so ein, daB
1% A %yy A g2 = Vol 423 3 Z
ist. Andererseits ist
A2 4 y2 4 22 = X2 4 V2 4 22,
Dann erhilt man
CF=1(X2 Y+ 2 + (o + ) 22+ ay = 0.
Nun folgt aber aus (36b) @ 4 2T = ay; + 4, + @53, und es ergibt sich
aus (39) weiter
W T =ay + ag, +a, —2t=p.

Die F,-Gleichung geht daher in
(44) (X2 4 Y2) 4022+ a4, =0
iber, also in die Gleichung einer Rotationsfliche mit der Z-Achse als

Rotationsachse.
Die vorstehende Betrachtung verliert fiir »; 4 %3 4 #3 = 0, also
#, =0, #, =0, #; =0 ihren Sinn. Dann folgt aber direkt aus (39)

Uy = Agy = A3 =7, A =0, 0=7,
und als F,-Gleichung erscheint
(45) T + 92+ 2 +ay =0,
also die Gleichung der Kugel. Die Wurzel 7 ist jetzt eine dreifache

Waurzel von (36b) und umgekehrt haben wir im Falle einer dreifachen
Wurzel eine Kugel.

1 Sie heiBen auch Eigenwerte der quadratischen Form.
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Von hier aus gelangen wir, indem wir die Vorzeichen von g, o', 0"

4

und von ay in Betracht ziehen, zu den in § 2 betrachteten Mittel-
punktsflichen zuriick; z. B. entspricht der Fall, daB3 o, ¢’, 0" und Ai

(oder aiy) dasselbe Vorzeichen haben, einer imaginiren (nullteiligen)
Fliche. Ersetzen wir ndmlich ajy durch seinen Wert A:§, so erhilt
die Gleichung (42) die Form

00y | @8y 078 _
AX+AY+AZ+1—O,

die je nach den Vorzeichen von ¢, ¢’, ¢/, 4 und d die nullteilige F,
und die drei Flichen G,, ©,, H7 von S. 254 liefert.

Bei der Umformung selbst spielte der Wert von ay keine Rolle,
sie gilt also auch fir ay = 0. Dann ist die F, gemiB § 1 ein Kegel.
Dem Fall dreier ungleicher Wurzeln g, ¢’, 0"’ entspricht der allgemeine
(reelle oder imaginire) Kegel, dem Fall der Doppelwurzel ein Rotations-
kegel, dem Fall der dreifachen Wurzel der absolute Kegel von 'S. 252.

Wie beim §, und 3 gibt es fiir jede Mittelpunktsfliche einen Kegel,
der aus &, dieselbe Kurve ausschneidet wie die Fliche selbst, der
aber bei den anderen Flichentypen imaginir ist. Kegel und Kurve
werden durch @(x,y,2) = 0 dargestellt; die Kurve in &» dadurch,
daB wir x, y, z als homogene Koordinaten fiir &» deuten. Die Kurve
ist fiir die Mittelpunktsflichen eine eigentliche C,, die sowohl nullteilig
wie reell sein kann. Weitere Unterschiede treten nicht auf, da es in
der &« keine reellen ausgezeichneten Elemente gibt, wihrend in jeder
anderen Ebene die unendlich ferne Gerade ausgezeichnet ist.

Beispiel. Die Gleichung 2xy + 2xz + 292 + 2% + 29y 4+ 22 + 1 = 0 liefert
die Werte & = 1 = ¢ = — § als Mittelpunktskoordinaten, und fiir o, @/, 0”” besteht
die Gleichung @3 — 0% — 30 — 1 = 0. Die in & liegende C, ist ¥y + %z 4+ yz = 0;
sie hat die gleiche Lage zum Koordinatendreieck von & und damit zu den x, y, 2-
Achsen wie der im Anhang VII, Beispiel 57 behandelte C,.

Die Methode, die in Kap. X die Tangente der E,, H, und P, lieferte,
fiihrt zur Tangentialebene unserer zentrischen Flichen €,, $,, ;- Seien
die Flichen auf irgendein System konjugierter Durchmesser bezogen und
(46) Ax® + By 4+ C2 —1=0
ihre Gleichung; ferner sei

P Sy 1Y ok b—ebh

1—u 1—u 1—pu
eine durch Py(&;, 7, §;) und Py(&,, 7, £o) gehende Gerade. Die Werte u,
und 4, dieihren Schnittpunkten mit der F¥, entsprechen, seien Wurzeln von
(464a) Ly —2Mp+ N =0;
es ist dann

L=A48+ B+ Cl—1, N=A§+Byi+CH—1,
M = 4§ & + Byyn, + €6 — 1.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 18
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Wir lassen P; auf die F, fallen, so daf3 also IV = 0 ist, und bestimmen
wiederum (&,, %5, £o) so, daB @ = 0 eine Doppelwurzel wird; als Be-
dingungsgleichung erhalten wir M = 0, in variablen x, y, z also

(46Db) Aéx + By + CLiz—1=0.

Dies ist die Gleichung einer Ebene, und wir folgern so, daBl alle die F,
in (&, 71, ;) beriihrenden Geraden eine Ebene bilden (Tangentialebene).
Diese Ebene braucht keineswegs nur den Punkt (&, %,,,) von der F,
zu enthalten. Wenn nédmlich in der Gleichung (46a) auch L = 0 ist,
wird sie fiir jeden Wert u befriedigt, und es gehort daher die ganze
Gerade P, P, der F, an. Das kann nur bei den geradlinigen §, reell ein-
treten; man erkennt auch umgekehrt, daB jede der beiden durch einen
Punkt P, des $, gehenden Geraden in der Tangentialebene enthalten
ist. Ist namlich (&,, %s, £o) einer ihrer Punkte, so muB Gleichung (46a)
fiir jeden Wert u befriedigt sein; alle ihre Koeffizienten verschwinden,
und es muB auch M = 0 sein., Die Tangentialebene durchsetzt das §,;
das §, und seine Tangentialebene haben also an jeder Stelle eine dhn-
liche Lage zueinander wie ein sattelformiger Sitz an seiner tiefsten
Stelle und die horizontale Ebene durch diesen Punkt?!.

Mittels der Gleichung der Tangentialebene beweisen wir, dal es
unter den Kreisschnittebenen (§ 2) auch solche gibt, fiir die der Kreis
ein Nullkreis wird, also die Ebene eine Tangentialebene. Die Kreis-
schnittebenen der eigentlichen Mittelpunktflichen waren (S. 260)

xyB—A4 —2)C—B—1=0 und xYB—A+2)C—B—1=0.

Soll eine von ihnen Tangentialebene in einem Punkt (&7,{) sein, so
muB zunichst 7 = 0 sein, aulerdem bestehen fiir £ und ¢ die Glei-
chungen (46) und (46b), also

AxE+ Cz8 —1=0, A8+CP—-1=0.
Die beiden in x und z linearen Gleichungen sollen dieselbe Ebene dar-
stellen wie Ax& + Cz¢{ — 1 = 0, also folgt
AE:CE:1=YB—A: +)JC—B:1,
und wenn man dies mit 4£2 4+ Cf2 — 1 = 0 kombiniert, so ergibt sich

B(C — A) B—A4 C C—B 4
2 __ g 22— 4a4 b 2 - — D 4
B=—ge— AP=F—7-5. CC=c—y'5

Fiir das @, ergeben sich daraus vier reelle Punkte (£,0,¢), die
also in der xz-Ebene liegen. Sie heilen Nabelpunkte (oder auch Kreis-
punkte). Fiir das §, ergeben sich keine solchen reellen Punkte; dem

1 Da (S.262) jede Ebene mit der F, eine C, gemein hat, ist dies auch fur
die Tangentialebene der Fall; die C, besteht entweder aus zwei reellen Geraden,
wie beim §,, oder zwei imaginédren, wie beim €,, oder einer Doppelgeraden, wie
beim Kegel oder Zylinder.
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Umstand entsprechend, dall jede Tangentialebene das ©, in zwei Ge-
raden durchdringt. Fiir das $; erhalten wir wiederum vier reelle Nabel-
punkte in der xz-Ebene.
Ahnlich zeigt man, daB das B, zwei reelle Nabelpunkte, und zwar
ebenfalls in der xz-Ebene, besitzt. .
Beispiele (fir rechtwinklige Achsen). 1. Fir das vom Anfangspunkt auf die
Tangentialebene gefillte Lot § ist
O (A& + Byl + C*LY) =1.
2. Das in (&, 7y, {;) auf der Flache errichtete Lot heit Normale der Flache;
ihre Gleichungen sind
’V—Slzy—’hzz'—fl
A& By cLy
3. Sind ¢, f, y die Richtungswinkel der Normale, so ergibt sich, wie S. 134

5 cos?ex  cos?f  cos?y
A B C

Daraus folgert man, daB8 die Summe der Quadrate dieser Lote fiir drei zueinander
senkrechte Tangentialebenen konstant ist, also

2 /2 //2_._1 i _1_.
e e R e

die Schnittpunkte von je drei zueinander senkrechten Tangentialebenen erfiillen
also eine Kugelfliche, deren Mittelpunkt der Mittelpunkt der F, ist.

Nachdem wir im vorstehenden ausfithrlich alle fiir ¢ 2 0 auf-
tretenden Fille von Flichen zweiter Ordnung untersucht haben, bleibt
schlieBlich noch der Fall § = 0, d. i. die Fliche mit unendlich fernem
Mittelpunkt, zu behandeln; die drei Ebenen &, &,, & von § 4 haben also
einen in &, fallenden Punkt gemein, und die Gleichungen (33) versagen.
Wir werden finden, daf diesem Falle die beiden Paraboloide entsprechen.
Vorher soll noch gezeigt werden, daB} dann stets 4 = 0 ist. Dazu ziehen
wir auch die Ebene ¢, mit der Gleichung

Ey=apyé+ apn + axgl + ayt=0

in Betracht; die Determinante aller vier Ebenengleichungen ist also 4.
&, &, & haben nach unserer Voraussetzung einen und nur einen Punkt
auf €., d.h. 7 =0, gemeinsam. Denn sonst wiirden sie ein Biischel
bilden, ein Fall, der bereits im §4 behandelt wurde. Durch diesen
Punkt wiirde auch ¢, gehen, falls 4 = 0 sein wiirde. Dann miilte aber
ein Wertetripel &, 9, { die vier Gleichungen a;;&; -+ a2t + @is{ = 0 er-
fullen. Also wire A,4 = Ayy = Ay, = A4y =0. Wegen a; = a;
folgt aber hieraus Ay = A4 = Ay = Ay = 0 im Widerspruch zu
der Annahne, daB ¢, &,,-& kein Biischel bilden. Es kann also nur
der Fall A 2 0 vorliegen.

Nunmehr gehen wir zur Transformation der F,-Gleichung iber.
Wie in Kap. XI, § 4 fithren wir jetzt zuerst neue Achsen %', y', 2’ durch
O so ein, daB die homogene Funktion ¢(x,y,2) von (22) in eine Summe

18*
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quadratischer Glieder iibergeht. Wir behaupten, daB ihre Zahl (der
Rang von ¢) nicht gleich drei sein kann. Wire der Rang drei, so moge
@ die Form

anx® + apy? + apd?; @, 20, ap 20, ag=0

annehmen. Wir fassen nun @(x,y,2) = 0 als Gleichung zwischen homo-
genen Koordinaten in der Ebene auf, dann stellt diese Gleichung wegen
0 = 0 ein Geradenpaar dar (s. S. 155). Da die transformierte Gleichung
@ =0 auch ein Geradenpaar darstellt, muB auch das fiir diese Funktion
gebildete § = 0 sein. Das ¢ fiir die transformierte Funktion ist aber
di1050a35. Also mul einer der drei Faktoren gleich Null sein.

Um das Resultat der Transformation auf die durch O gehenden
neuen x'y’z’-Achsen zu erhalten, kénnen wir den vorher benutzten Weg
einschlagen, der an den Ort paralleler Sehnen ankniipft. Die Gleichung
(35) M = 0 4ndert sich zwar fiir die allgemeine in %, v, z geschriebene
F,-Gleichung, in der lineare Glieder in %, ¥ und z vorkommen, aber
doch nur so, daB in ihr auBer den ungeindert bleibenden Gliedern in
%9, Yo, % Doch ein von x,, v,, 2, freies Glied auftritt; die zugehorige
Ebene geht also nicht mehr durch 0. Dagegen bleiben die Gleichungen
(35b) umgedndert, und ebenso alle Schliisse, die wir an sie kniipften.
Es lassen sich also die zu den Sehnen normalen Durchmesserebenen
ebenso bestimmen wie vorher, nur wissen wir jetzt von vornherein,
daB ¢ = 0 eine der Wurzeln von A(¢) = 0 ist. Auch konnen wir die
Transformationsgleichungen (40) wieder in derselben Weise behandeln
wie oben. Liegt also der allgemeine Fall ¢’ 2 ¢’ 22 0 vor, so erhalten
wir als transformierte F,-Gleichung

47) X2+ o"Y2 4+ 20, X + 2ay Y + 2a3,7 +a,y =0,
und zwar ist
Aly = @14 COSK —+ ay, COSH - ag, COSY
(47a) Ay = A1, COS & + a,, cosf’ + ay, cosy’
Ay = a4 COSK” + ayycos B+ ag, cosy”,
und es ist notwendig aj, = 0, da F, sonst eine zylindrische Fliche
wire, also eine Fliche mit unendlich viele Mittelpunkten, was nach

Voraussetzung ausgeschlossen ist. Nunmehr verschieben wir die Achsen
parallel zu sich, und zwar sollen in den Gleichungen

(49) X=X +& Y=Y+4y, Z=2+¢

&, 1, £ so bestimmt werden, daB die Koeffizienten von X’ und Y’ und
ebenso das absolute Glied verschwinden. Dies liefert die Bedingungs-
gleichungen

dé+ay=0, @¢n+ay=0,

48a
(482) 0'52'}'9”7724‘2(“145—{—%177+ﬂ§4f)+“44=0 .
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und wegen ¢ < 0, 0’ 20, a2 0 lassen sich &, 7, { aus ihnen in
endlicher Form entnehmen. Der sich so ergebenden Gleichung

(48b) X2+ 0"Y2 4 2a{,Z =0

entsprechen in der Tat die beiden Paraboloide.

Ist o’ = ¢”, so verfahren wir, da alle oben benutzten Schliisse von
den Werten von ¢ unabhingig sind, wie vorher; hier folgt insbesondere
x4 #3 4+ %3 +7=p=0; und so erhilt die F,-Gleichung zunichst
die Form

(X2 + Y?) + 24X + 2a4, Y + 2a44Z + a,, =0,
die analog wie vorher schlieflich in
{48¢) (X2 4+ Y?) + 24,7 =0
tibergeht. Sie stellt ein Rotations-§, darl.

Wir haben also in dem Falle § = 0 auller den in § 4 behandelten
Fillen nur die beiden Paraboloide.

In der Ebene £ schneiden die Paraboloide je ein Geradenpaar durch
Z., aus, wie auch bereits S. 258 erwihnt ist; es ist reell oder imaginir,
je nachdem @' und " ungleiches oder gleiches Vorzeichen besitzen.

Beispiel. Die zu transformierende Gleichung sei

22+ y2 4 422 — 14xy — 2822 + 4yz + 42 + 12 = 0.

Sie liefert ein B, mit der Gleichung 3X2 — 4Y2 = 2Z.

Auch den Paraboloiden kommt in jedem Punkt (&, 7, &) eine
Tangentialebene zu; nach der S.273 benutzten Methode finden wir,
wenn wir die Gleichung des ¥, und %, gemeinsam

(49) Ax? 4 By —22=0
schreiben, fir M den Ausdruck

M = A&& + By, — (G + 8y).
und die Gleichung der Tangentialebene ist also
(49a) A&x + Byy — (& +2) =0.
Weiter folgert man wiederum, wie S.274, daB die Tangentialebene
des B, in jedem Punkt (£,1,{;) die beiden durch ihn gehenden Ge-
raden des %P, enthilt. Wie das §,, wird also auch das §, von der
Tangentialebene durchsetzt. Der Ubergang zu homogenen Koordinaten
zeigt, dall die Ebene ¢, fiir beide Paraboloide als Tangentialebene im
Punkt 7., anzusehen ist.

Es ergibt sich noch aus den Betrachtungen dieses und des vorher-
gehenden Paragraphen als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daf die Iy in einen Kegel, einen Zylinder, ein Ebenenpaar oder eine
Doppelebene ausartet, das Verschwinden der Diskriminante A.

1

0 = 0 kann keine Doppelwurzel sein, denn sonst wire die F, wieder ein
Zylinder.
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§ 6. Das Polarsystem.

Wir gehen von einer nicht ausgearteten F, mit der Gleichung

(50) F(x) =Dagxx, =0, 4d=|az/=0

aus und von einer Geraden g, die durch

(50a) 0x;=Yy; + Az

gegeben sei. Fiir den Schnitt der F, mit g besteht die Gleichung
(51) F(y + 12) =2 a; (y; + 22) (yp + Az) = 0;

nach Potenzen von 1 geordnet sei sie

(51a) L2+ 2Mi+ N =0,

und es ist

L=2agzz, N=awyye, 2M =2 a2+ yp2)-
Der bilineare Ausdruck 2 M 148t sich ausfithrlicher in der Form
(52) 2yilain s+ a2, ai5 23+ a1, 2) = 22i(Ai1 Y1+ Aig Yo+ Aig 231014 2)
darstellen; er ist aus den y; und z; symmetrisch aufgebaut.

Geniigen die Wurzeln 1’ und 1" von (51a), die mit (50a) die Schnitt-
punkte (x') und (x”) bestimmen, der Gleichung

(52a) N+ =0, also M=0,

so bilden sie mit (y) und (2) zwei harmonische Paare; (y) und (2) sollen
wieder konjugierte Punkte fiir die F, heiBen. Damit ist die analytische
Grundlage fiir die Theorie des Polarsystems analog zu Kap. XI, §7
gewonnen; es darf im wesentlichen geniigen, die dort abgeleiteten Re-
sultate sinngemif3 auf den Raum zu verallgemeinern. Nur das fiir den
Raum neu Auftretende soll ausfithrlicher erortert werden.

1. Alle Punkte (2), die zu einem festen Punkt (y) konjugiert sind,
erfiillen eine Ebene, die Polarebene von (y). Sie ist der Ort der vierten
harmonischen Punkte zu (x'), (¥”), (y). Liegt (2) in der Polarebene
von (y), so liegt auch (y) in der Polarebene von (z); diese involutorische
Beziehung folgt aus dem symmetrischen Charakter der Gleichung
M = 0. Die Ebenenkoordinaten der Polarebene von (y) sind

(53) Oy = A1 Yy + @iy + @izVs + g Va5
durch Auflssung folgt
(53a) 0yi = Aypty + Agrtty + Aggus + Agpuy.

Das Entsprechen zwischen den (y) und den (u) ist also eineindeutig;
jeder Ebene (#) entspricht ein Punkt (y), ihr Pol.

2. Fillt (y) auf die F,, so ist auch N = 0, die Gleichung (51a) hat
die Doppelwurzel 4 = 0, und daraus folgt, daB die Gerade (y2) fiir jeden
in der Ebene M = 0 gelegenen Punkt (2) zwei in (y) zusammenfallende
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Punkte mit der F, gemein hat. Sie ist eine Tangente der F,, und die
Gleichung M = 0 als Ort dieser Tangenten heillt die Tangentialebene
von (y)1. Die Polarebene eines Punktes dev F, ist also seine Tangential-
ebene. In diesem Fall ist der Punkt (y) zu allen Punkten (z) seiner
Tangentialebene konjugiert. Wie S. 160 folgert man hieraus, daBl die
Polarebene jedes solchen Punktes (z) auch den Punkt (y) enthilt, da8
also der Polarebene von (z) die Berithrungspunkte aller von (z) an die
F, gehenden Tangenten angehéren. Sie bilden somit eine ebene Kurve,
und da jede Ebene mit der F, eine C, gemein hat, insbesondere eine
C,; 4. h., die Beriihrungspunkte der von (z) an die I, gezogenen T angenten
erfiillen eine ebeme Cy. Der Ort aller dieser Tangenten ergibt sich, wenn
man die Bedingung sucht, daBl die Wurzeln 1" und 4" von (51a) ein-
ander gleich sind; sie lautet

LN — M2 =0.

Sie liefert fiir den Ort der Tangenten (bei festem z und variablem y)
einen Kegel zweiten Grades. Sein Schnitt mit der Polarebene von (2)
enthilt die Berithrungspunkte der simtlichen Tangenten, ist also die
soeben betrachtete C,.

3. Gemil 1. sind zwei Punkte (y) und (2) konjugierf, wenn jeder in
der Polarebene des anderen liegt; analog sollen zwei Ebenen konjugiert
heiflen, wenn jede durch den Pol der anderen geht. Denken wir uns
eine Gerade g als Verbindungslinie von (y’) und (y"’) gegeben und stellen
ihre Punkte (y) durch

(54) oy = yi + y{
dar, so sind die zugehorigen Polarebenen (#) gemifB (53) durch
(544a) cu; = ui -+ Auf

dargestellt ; sie bilden also einen durch die Achse (#'#'’) = & gehenden,
zur Punktreihe (y'y”) projektiven Ebenenbiischel. Die Geraden g
und % heiBen konjugierte Polaren fir die F,; enthdlt die eine einen
Punkt (y), so liegt die andere in der Polarebene (#) von (y) und umge-
gekehrt. Die involutorische Beziehung des Polarsystems ibertrigt sich
auch auf diese Geraden; 4 ist zugleich Ort der Pole der durch g laufenden
Ebenen. Jeder Geraden g durch einen Punkt P ist die Ebene & durch
P zugeordnet, die die Polare zu g enthilt, g geht durch den Pol von ¢.
g und ¢ heiBen konjugiert in bezug auf P.

4. Wir wollen wieder zu einfacheren Bezeichnungen iibergehen;
die Polarebene von P sei @. Ist dann Q ein Punkt von 7, so geht seine
Polarebene # durch P; ist R ein Punkt auf (#7), so geht seine Polar-
ebene ¢ durch P und Q; und ist endlich S der Punkt (x7p), so geht
die Polarebene ¢ durch P, Q, R. Die vier Punkte P, Q, R, S bilden also
ein Tetraeder, dessen Ebenen die Polarebenen der gegeniiberliegenden

1 Ist auch L = 0, so gehdrt die ganze Gerade (yz) der F, an.
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Ecken sind (Polartetraeder). Jede durch P gehende Kante ist zu der
Ebene der beiden anderen Kanten durch P konjugiert in bezug auf P.

5. Jedem Punkt P, entspricht eine Durchmesserebene als Polar-
ebene; der zu P, zugeordnete vierte harmonische Punkt fillt in die
Mitte von (x'), (x""). Damit erscheinen die in §5 abgeleiteten Sitze
als Sonderfille der Polaritdt. Der Polarebene é,, entspricht als Pol der
Mittelpunkt der F,; bei den Paraboloiden fallt er in den Punkt Z,, von
¢, in Ubereinstimmung damit, daB sich &, als Tangentialebene fiir
sie ergab (S.277). Sind ein Durchmesser und eine Durchmesserebene
im Sinne von S. 269 zueinander konjugiert, dann sind sie auch im Polar-
system zueinander konjugiert in bezug auf den Mittelpunkt; man
schlieBt daher, daB alle Durchmesserebenen des %§, und R, durch Z,
gehen, also der Hauptachse der Paraboloide parallel sind. Drei kon-
jugierte Durchmesser einer Mittelpunktsfliche bilden mit &, ein
Polartetraeder.

6. Fiir ein Polartetraeder als Koordinatentetraeder nimmt die
F,-Gleichung die einfache Form '

(55) ay %] + as x5 + azx + a3%] = 0

an; darin ist zugleich die geometrische Bedeutung der Transformation
auf eine Summe von Quadraten enthalten. Die Gleichungen (46) der
Mittelpunktsflichen benutzen ein Polartetraeder aus drei konjugierten
Durchmessern und &,,.

7. Die Polarititsbeziehung zwischen den Punkten und Ebenen und
den durch sie geformten Gebilden liefert rdumlich duale Figuren. Einer
aus Punkten, Geraden, Ebenen aufgebauten Figur entspricht polar
die aus Ebenen, Geraden und Punkten analog aufgebaute Polarfigur.
Einem Punktort F, der #*" Ordnung entspricht ein Ebenenort @, der
n** Klasse. Sein Aufbau aus den ihm angehorenden Ebenen erhellt
aus folgendem: Wie die in einer einzelnen Ebene ¢ liegenden co! Punkte
von F, eine Punktkurve C, der #%*" Ordnung bilden, so gibt es durch
den Pol E von ¢ (als Polarebenen dieser Punkte) co! Ebenen von @, die
eine Kegelfliche I, der »%*" Klasse als Tangentialebenen umbhiillen.
Ist F,(x) = 0 die Gleichung der F,, so ergibt sich durch Einsetzen der
Werte (53a) die Gleichung @,(#) =0 von &,. Wahlt man statt der
F, die F, selbst, die die Grundfldche der Polaritat ist, so erhdlt man
die Gleichung der F, in Ebenenkoordinaten. Wie S. 165 ergibt sich da-
fiir die zur dortigen Gleichung (47) analoge Determinantengleichung oder

(56) DAguwimy =0 (A = Ara),

wo die A;; diesmal die beziiglichen dreireihigen Unterdeterminanten
sind.

8. Artet die F, aus, so artet auch das Polarsystem aus. Es ge-
schehe zunichst so, dal3 A = 0 ist, aber nicht alle 4;; = 0 sind. Als
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Polarebene von (y) definieren wir wieder die durch M = 0 fiir variables
z bestimmte Ebene; ihre Koordinaten #; sind also wiederum

(57) Oy = a;1 Y1 + AeYs + A3ys + diays (0=1,2,3,4).
Da A = 0 ist, wihrend die A;; nicht sdmtlich verschwinden, hat man
Ayt Aot Aggt Ayy = Ayt Aog Asyt Ay,
und es ist fiir jedes Indicespaar 7, &
(57a) Ay Ay + agiAog + a3 sy + a4 445, = 0.
Aus (57) folgt mithin fir jeden Index %
Aggpvy + Agpts + Asprs +Agpus = 0.
Ist daher (&) der durch A;,: Ay, : Agr: Ay gegebene Punkt, so folgt
fiir ihn
(57D) Sy + Epuy + Eyug + Equy =0,

und wegen (57a) ist weiter

Dan&=0, Da;bi=0, Dap&=0, Dau&=0.

Wie S.167 ergibt sich hieraus, daBl die Polarebene jedes Punktes (y)
durch (&) geht (£ heit auch simgulirer Punkt), wihrend als Polar-
ebene von (&) jede Ebene zu betrachten ist. Ist ferner &’ irgendein
von (&) verschiedener Punkt der F,, so folgert man, wie dort, daB
F (& + Ax)) = 0 ist fiir jedes 1 und daher die Gerade (£x') ganz der
F, angehort. Die F, ist demnach eine Kegelfliche mit (&) als Mittel-
punkt?,

Ein Polartetraeder wird durch (£) und irgendein Tripel konjugierter
Punkte (oder dreier durch (£) gehender konjugierter Geraden) gebildet.
Jedes Paar konjugierter Geraden g, » durch (&) bildet mit den Strahlen,
in denen seine Ebene den Kegel schneidet, zwei zueinander harmonische
Paare. Fiir die Gleichung der F, in Ebenenkoordinaten folgt wie S. 168

(58) (Eruy + Equy + Eyug + & uy)* = 05
sie stellt den Scheitel des Kegels doppelt zihlend dar.

Verschwinden auch alle Unterdeterminanten A;; (aber nicht alle
der zweiten Ordnung), so daB (S.263) die F, in ein Ebenenpaar aus-
artet, so geht die Polarebene jedes Punktes (y) durch die Schnittlinie
beider Ebenen (singulire Gerade); das Ebenenpaar, die Polarebene und
die Ebene durch (y) bilden vier harmonische Ebenen durch die singulire
Gerade. Fiir die letzten beiden Ebenen ist jeder Punkt der einen Ebene
ein Pol der anderen. Eine beliebige Ebene (1) hat unendlich viele
Pole, namlich alle Punkte der singuliren Geraden.

Dem ebenen Feld als Ort seiner Punkte und Geraden entspricht dualistisch
der Biindel als Ort seiner Ebenen und Strahlen; der Polaritit des ebenen Feldes

! Da wir hier allgemeine x;-Koordinaten benutzen, kann (&) auch auf &
fallen, also F, eine zylindrische Fliche sein.
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fiir eine C, entspricht im Biindel die Polaritat seiner Strahlen und Ebenen fir
einen Kegel der zweiten Ordnung. Betrachten wir z. B. fiir raumliche Koordi-
naten x; den Bindel mit der Ecke (000) des Koordinatentetraeders, die also
der Ebene x; = 0 gegeniiberliegt. Jeder seiner Strahlen % ist durch ein Tripel
%1:%y:%; bestimmt; die einfachste Art, diese Koordinaten geometrisch zu deuten,
ist die, dafl man x;:%,:%; als Punktkoordinaten in der Ebene x, = 0 betrachtet,
und zwar far den Punkt, in dem x, = 0 vom Strahl % geschnitten wird. Dann
haben wir es mit homogenen Koordinaten #; in dieser Ebene zu tun und kénnen
auf sie die Betrachtungen von Kap. XI anwenden. In dieser Weise kann man
die (ausgeartete) Polaritiat fir den Kegel ebenfalls betrachten.

Es handele sich z. B. um die Polaritit fur den absoluten Kegel #2 -+ 2 4 22 = 0.
Die Gleichungen (53) haben die einfache Form ou = », 6v =9, ow = z, und
die bilineare Relation M = 0 lautet fiir zwei konjugierte Richtungen x':y":2’
und x"":y" 2"

x/x// + y/y// + Z’Z// — O .
Sie ist zugleich die Polaritat fiir den Kugelkreis. Fiir die den beiden Richtungen
entsprechenden Winkel o', 8, " und «”, g7, y”” ist also
cosa’ cos &’ 4 cosf’ cosf” + cosy’cosy” = 0.

Hieraus ergibt sich beildufig: Orthogonale Geraden g’, g7 durch O sind konjugiert
zum absoluten Kegel und zum Kugelkreis in £.. Dasselbe gilt fur irgend zwei
orthogonale Geraden, ebenso fir ¢ 1 & und fur & L &”.

§ 7. Einige kollineare Transformationen der F; in sich.

Zundchst sei bemerkt, dall man die ersten Sidtze von Kap. X, §7
auf eine Mittelpunktsfliche tbertragen kann. Daraus folgt wieder,
daf das durch drei konjugierte Durchmesser bestimmte Tetraeder fiir
alle solchen Tripel einen konstanten Inhalt besitzt.

Eingehender soll die folgende kollineare Transformation der gerad-
linigen Flachen in sich behandelt werden. Wir gehen von den Glei-
chungen

%=0, %=0, x=0, x=0
des Koordinatentetraeders aus und wihlen
(59) Xy Xy — %o¥g = 0
als Gleichung der F,. Sie ist (S.241) auf doppelte Weise Erzeugnis
von zwei projektiven Biischeln, ndmlich von
A, — %, =0, Axg—x,=0 und

(59a)

pux, — %3=0, ux,—2x,=0.
Hieraus folgt weiter
(59Db) Xy Xgi Ky %, =11 A1 pidp.
Die Parameter 4 und u begriinden daher eine Koordinatenbestimmung
auf der F,; die Punkte (x) der F, und die Parameterpaare 1, u ent-
sprechen sich eineindeutig. Weiter ist klar, daBl 1 = const und p = const

je eine Gerade der einen und der anderen Schar darstellt. Wir kénnen
also von den A-Geraden und den u-Geraden sprechen, und die genannte
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Koordinatenbestimmung kommt darauf hinaus, jeden Punkt der F,
mittels der Gleichungen (59b) als Schnitt der durch ihn gehenden i-
und p-Geraden aufzufassen.

Wir unterwerfen nun 1 und u den linearen Substitutionen
©0) i=210, u=SEEL (@s—pyto, w¥—py+O),
so werden 2’, u' ebenfalls Parameter einer Koordinatenbestimmung auf
der F, darstellen. Diese Tmnsformation fithrt die Fy kollinear in sich

’*I

tiber. Ist ndmlich (x') der zu i, u’ gehorige Punkt, so daB

xj:xé:x3:x4:1:l’:y T4
ist, so ergibt sich aus (59b) und (60) durch Einsetzen dieser x; fiir A’
und g’
ery =0y + )Y + &) =08+ ydx+ 0y s+ vy
oxy =o(@l + ) (Yp' + &) = f¥xi + ad'g + fy'5 + oy 5
(60&) ’ 7 7 Wi ’
oxy =oa(yV+ 0) (& w + ) =0 %+ yfx+ 00’ x; + ya'x;
ox, =c (el +P)(&’W+ ) =B %+ af 2+ fo’x; + aa'x]
Dies ist eine kollineare Transformation des Raumes, deren Deter-
minante nicht verschwindet, weil sie, wie leicht nachzurechnen, gleich
(cd — By)2 (o’6"— ['y)? ist. An dieser Kollineation hat die F, in
der Weise teil, daB die A-Geraden in sich und auch die u-Geraden in
sich iibergehen. Augenscheinlich kann man aber auch bewirken, daB
die A-Geraden in die u-Geraden und die p-Geraden in die -Geraden
ibergehen. Dies leisten die linearen Substitutionen
ak + 8 «w+
(©) 7S EE e &
was in der ndmlichen Weise gezeigt wird.

Auf dieser Grundlage ist von PLUCKER eine analytische Geometrie auf den F,
begriindet worden; die Bestimmung eines Punktes durch je zwei Gleichungen
A = const, u = const bildet den Ausgangspunkt. Ersetzt man A durch 7,:2,
und g durch y,:u,, so hat man

Xy iKgiXgixy = Aapagi et hotte i Ay puy s
und erhdlt in einer Gleichung f(4;, 455 ¢y, 5) = 0, die fiar 7, und 1, und ebenso
fiir uy und y, homogen ist, eine auf der F, verlaufende Kurve; der Grad in den A

und in den y; bestimmt, wie oft jede A-Gerade und jede u-Gerade von der Kurve
geschnitten wird.



Beispiele und Aufgaben.

(Zu Kap. II, III, IV.) 1. Sind P,(x;y,) vier Punkte, so ist

X1+ Xy 4+ X5+ %, Y1+ Yo+ Vs + Vs

4 T e

gemeinsamer Schnittpunkt von sieben Geraden. Welche sind es?
2. Fur » Punkte P, treten 2"—1 _ 1 Geraden auf, die sich samtlich in dem

analogen Punkt (&,%) schneiden.
3. Welche drei Transversalen des Dreiecks P, P, P; schneiden sich in

My ¥+ My Xy 4 My X _ My Y1+ MYy £ MY,
- F) _— T T T T .
my + my + my . my + my + Mg

4. Von den Gleichungen (16) (S. 30) ausgehend, soll man die Werte, die
a, b, ¢, d fiir rechtwinklige Achsen besitzen, nach der Methode von Kap. XIV, § 6
ableiten, also auf Grund von x2 4 y2 = 2’2 + 9’2, Man erhilt der Reihe nach

a2+ 2= +d>=1, ab+cd=0, ad—bc=-F+1.

&

‘Wird insbesondere ad — bc = 4 1 gesetzt, so folgt analog
2+ b2=c24+d?=1, ac+bd=0.

Daraus folgt a = d = cos(xx”), —b = ¢ = sin(xx").

5. Fur schiefwinklige Achsen folgert man ahnlich

a? 4 c® 4+ 2accos(xy) = b% 4+ d? + 2bdcos(xy) =1,
cos(x'y’) = ab + cd + (ad + bc) cos(xy) .

6. Es ist der Ort der Spitzen aller Dreiecke iiber die Grundlinie 4B zu

bestimmen fiir

a)ctgd +ctgB=m, b)tgd+tgB=m, c)tgd-tgB=m, d)4 -B=m.
Man wiahle AB als x-Achse und das Mittellot als y-Achse. Fiir a) ergibt sich eine

Parallele zur x-Achse, fiir b) eine Parabel, fiir c¢) eine Ellipse, fiir d) ein Kreis.
7. Dieselbe Aufgabe fiir

ctgd —ctgB=m, tgd—~tgB=m, tgd:tgB=m, A —-—B=wm.

Man erhilt fiir a) eine Gerade durch O, fiir ¢) eine Parallele zur y-Achse, fiir b) und
d) eine Hyperbel.

8. Durch den Punkt (§,%) ziehe man Geraden und durch ihre Schnitt-
punkte mit den Achsen Parallelen zu den Achsen. Die Schnittpunkte dieser
Parallelen bilden eine Hyperbel mit der Gleichung

nx + &y =xy.

9. Die Achsen seien rechtwinklig. Eine Gerade 4B der Lange / bewege sich
so, daB der Punkt 4 auf der x-Achse und der Punkt B auf der y-Achse bleiben.
Jeder andere Punkt P der Geraden beschreibt eine Ellipse mit den Achsen AP = b
und BP = a. Hierauf beruht die mechanische Zeichnung der Ellipse mittels des
,,Ellipsographen‘‘.
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10. Der Ort der Punkte P, fiir die das Produkt der Entfernungen F,P - F,P
konstant (= m?) ist, hat fiur F,F, = 2¢ die Gleichung (in rechtwinkligen Ko-

ordinaten) (% - 922 — 202(x2 — 9%) f-ct —mb— 0.

Fiir m = ¢ geht die Kurve durch O; sie heiBt Lemniskate und hat die Form einer
liegenden 8 und die Gleichung

(#2 -+ 22 — 26332 — 42) = 0.

In Polarkoordinaten lautet sie
72 = 2c% cos2¢p .

11. Durch einen Punkt O eines Kreises mit dem Mittelpunkt C und dem
Radius ¢ ziehe man eine Sehne OK und trage auf ihr von K aus nach beiden
Seiten ein Stick KP; = P,K = [ ab, wo [ eine Konstante ist. Die Polargleichung
der Punkte P, und P, fiir O als Anfangspunkt und OC als Polarachse lautet dann

¥ =2acosep + [,

die Kurve heiBt eine Pascalsche Schuecke.
Fiir den besonderen Fall / = 2a ist die Gleichung

v = 2a(1 + cosg),

die Kurve heiBt Kardioide; sie hat eine herzférmige Gestalt.

12. Sei P ein fester Punkt eines Kreises vom Radius @. Dieser liege so, daB
er die #-Achse in O berithrt und P in O fillt. Rollt der Kreis auf der x-Achse,
so beschreibt P eine Kurve, die Zykloide heiBt. Wenn fiir irgendeine Kreislage
P, die Lage von P und O’ der momentane Bertihrungspunkt ist, so mit der zum
Bogen P,0’ gehorige Zentriwinkel o den abgelaufenen Teil der Peripherie; er
soll den variablen Parameter darstellen. Sind (#,y) die Koordinaten von P,
so sind ¥=aw —asinw, Y=4a—acosw
die Kurvengleichungen. Die Kurve geht, da w alle Werte zwischen — oo und -+ oo
annehmen kann, nach links und rechts ins Unendliche; sie besteht aus lauter
kongruenten Teilen.

13. Man kann die Gerade durch einen festen Kreis ersetzen, auf dem der
bewegliche Kreis (¢ = a) von auBen oder innen abrollt (Epizykioide und Hypo-
zykloide). Man stelle deren Gleichungen auf.

(Zu Kap. V, VL) 14. Die Gleichung einer Geraden g sei gegeben; man soll
den Punkt P(&, ) finden, der Spiegelbild eines Punktes P fir g ist. Da PP’ | g
ist und von g halbiert wird, hat man zwei Gleichungen fiir & und 4’

15. Der Ubergang von Ax + By 4 C = 0 in die Normalgleichung 148t sich
fur schiefwinklige Achsen [< (#,¥) = w] folgendermafBen ausfihren. Die Normal-
gleichung sei wieder % cos(nx) + ycos(ny) — 8 =0,
weiter bestehen fiir den Multiplikator 1 zwei zu (9b) von S. 41 analoge Gleichungen.
Man projiziere ODQ auf die #-Achse und y-Achse und erhilt

%+ ycosw — dcos(xn) =0, xcosw-+y—dcos(yn)=0.
Die Determinante der drei vorstehenden Gleichungen muB verschwinden; dies
liefert den gesuchten Wert von 4, und zwar
_ sin?w
T A2+ B?—24Bcosw
Die Zeichenbestimmung der auftretenden Wurzel kann wie S.41 geschehen.
16. Eine Gerade 4 B schneide die Achsen so, da 04 + OB = g + b = const

ist. Der Ort der Punkte P, die die Strecke 4B im festen Verhaltnis u teilen, hat
die Gleichung (1 — u) (v + ) = a + b.

12
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17. In ein Dreieck ABC sei ein Rechteck A’B’A’’B’’ eingeschrieben; 4" B"’
falle in AB. Der Ort der Mittelpunkte M dieser Rechtsecke ist zu finden. Man
wiahle AB als x-Achse, die Héhe als y-Achse, und es sei OC = %,04 = p,0B = gq.
Man fiihve zundchst vaviable Hilfsgrifen ein; die Koordinaten von 4 seien &y,
die von B’ seien &”,%” (fur i’ = 5”), endlich x,y die von M. Man hat dann
die Gleichungen

§/ '7/ —_ §// ’7’/ — 4 % 4 7/ .
?+Z_1’ 7’*‘7—1, 2x =&+ &, 2y =9 =797

aus ihnen ergibt sich die Gleichung des Orts in der Form

2% + 2y -1
p+qg  h ’
Er enthilt die Mitte der Hohe und die Mitte der Grundlinie (Rechtecke der Hohe
Null und der Grundlinie Null).

18. Durch einen Punkt (£, %) ziehe man zwei Geraden g und g’, die auf den
Achsen die Abschnitte @, b und a’, b’ bestimmen. Gesucht ist der Ort der Schnitt-
punkte der Geraden, deren Achsenabschnitte @, b’ und a’, b sind. Fir ihn hat
man zunichst

x y ¥,y

a+—b,—~1 und —a,+~b—1.
Zugleich ist

3 Y 5 Y

;_i——l; 1 und ?_i-? t

Aus diesen beiden Gleichungspaaren erhédlt man

eI ERE R CEE R LA R
Na = @) T\ T ) T @) TG Ty T

woraus sich nach Anhang (4a) ¥y + ¥& = 0 als der gesuchte Ort ergibt.

19. Eine Gerade g ist so zu bestimmen, daB3 die von gewissen Punkten P;
auf sie gefallten Lote /;, mit gewissen Konstanten m; multipliziert, die Summe
Null ergeben. Ist xcosa + ysina — & = 0 die Gleichung von g, so wird

m;l; = my(¥;cosx + y;sinx — 9),
und man erhilt aus X m;l; = 0 die Gleichung
xCoSox Xmyx; + ysina >my; — & 2 m; =0
oder, mit Benutzung der Gleichung von g,
cosa {¥ Xm; — Xmx} + sina {y Jm; — Zmyg = 0.
Die Gerade geht durch den Schnitt von
xXmy— Zmxy =0, y2my— 2my; =0,

also durch den Punkt x = > mx;: D m;, ¥ = >m;y;r Dym;. (Er stimmt mit dem
Schwerpunkt der Punkte P; iiberein, wenn man jedem die MaBe #; beilegt.)
20. Den Punkt zu finden, in dem eine Gerade g die Verbindungslinie zweier
Punkte P’, P” schneidet. Jeder Punkt dieser Verbindungslinie wird durch
’ _ 7 ’_ 7
P ey O e
1—n 1—pu
dargestellt; soll er auch einer Gleichung Ax 4 By -+ C = 0 geniigen. so ergibt
sich fur den gesuchten Wert u

u = (Ax'+ By’ + C): (4x” + By” + C).
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Eine Anwendung dieser Formel ist folgende: Die Gerade schneide die Seiten
eines Dreiecks P’ P P"' in Qy, Q,, Q,; die zugehérigen Teilungsverhiltnisse seien

py = (P"P7Q1),  py = (P"P'Qy), us= (P'P’Q;).
dann ist (Satz des MENELAOS) p, iyt = 1 oder
Q1P”' szm' QSP/: le///. sz/' QsP”-

Wie lautet der durch Dualisierung entstehende Satz (Satz des CEvA)? Man kann
diese Gleichung auf ein ebenes Polygon iibertragen.

21. Die parallele Lage zweier Geraden g und g; ist eine affin invariante
Eigenschaft, die orthogonale eine metrisch invariante. Man beweise, daB3 die
Bedingungen (S. 42)

AB, —BA, =0 und AA,+ BB =0

beim Ubergang zu neuen Achsen diese Invarianz besitzen; die erste also fir die
Formeln (17) von S. 31, die zweite fiir (14) von S. 29.

22. Man iibertrage die Betrachtungen von S. 52 auf

NiEN, £ N+ Ny=0.
23. Man erértere (im AnschluB an Kap. V, § 4) die Bedeutung der Gleichungen
VG 4 1'G"=0, MG"H+I1G=0, iGLNVG =0
fir G = 0, G’ = 0, G” = 0 als die Geraden eines Dreiecks, ebenso von
lG i l’G’j: /".//Gll =0

und dualisiere diese Resultate.

24. Im AnschluB an den S. 66 enthaltenen Beweis des Desarguesschen Satzes
ist von PLUCKER folgender Satz ausgesprochen worden!: AuBer den drei in eine
Gerade fallenden Schnittpunkten zweier perspektivischen Dreiecke erhilt man
noch weitere sechs Schnittpunkte ihrer Seiten. Verbindet man je zwei dieser
sechs Punkte durch gerade Linien, so erhilt man 45 neue Schnittpunkte, von
denen (die drei erstgenannten mitgerechnet) 60mal drei in gerader Linie liegen.
Ein derartiges Tripel bilden z. B. die Punkte 4 = 0,C — B’ =0;B=0,4 — C'=0;
C =0, B— A’ = 0; die Gerade ,die sie enthalt, ist A + B + C — U = 0 2.

(Zu Kap. VII, VIIL) 25. Sind (a,b) und (c,d) zwei harmonische Strahlen-
paare und m, » die Halbierungslinien von (a,5) und (¢, d), so ist

cos{ab) cos(cd) = cos2(mn).

26. Man zeige, daB die Gleichung axx”  fx 4+ 74" + § = 0 in der Weise
fiir unendlich viele Wertepaare #;, #, und »{, x}; besteht, daB », — #, = », — #/
ist. In zwei projektiven Punktreihen gibt es also unendlich viele Paare gleicher
Strecken. Man zeige das gleiche dualistisch.

27. Man zeige, dal eine reelle projektive Beziehung zweier Strahlenbiischel
50 hergestellt werden kann, da8 den Minimalgeraden des einen zwei gegebene
konjugiert komplexe Strahlen des anderen entsprechen. Als Koordinate im Biischel
wahlt man zweckmillig tg @.

28. Eine Drehung um O ist, da die Kreispunkte fest bleiben, eine Projek-
tivitat, deren Doppelstrahlen die Minimalgeraden sind; eine Projektivitit im
Strahlenbiischel mit konjugiert komplexen Doppelstrahlen 148t sich also (nach 27)
auf eine Dehnung projektiv abbilden.

29. Entspreche fiir eine Drehung um O dem Strahl a der Strahl ¢’ und dem
Strahl 4’ der Strahl a” [so daB <((aa’) = (a’a”) ist]. Konstruiert man 4, so, daB

1 Gesammelte mathematische Abhandlungen 1895, S. 161.
2 Fur die Bezeichnungen vgl. S. 66.
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(aa”) und (a’a,) zwei harmonische Paare bilden, so bilden die Paare (a’a,) eine
orthogonale Involution, also eine Involution, die dieselben Doppelstrahlen hat
wie die Drehung (S.87). Man tbertrage den Satz auf eine Projektivitit im
Strahlenbiischel.

30. Auf einer Geraden g nehme man zunachst eine Ahnlichkeit an, gegeben
durch &%’ = g, und weise den zu (29) dualen Satz fiir sie nach; man zeige also,
daB die Paare (4,4’) eine Involution bilden, die dieselben Doppelelemente hat
wie die Ahnlichkeit. Durch Ubertragung ergibt sich der Satz dann auch fiir jede
Projektivitat mit veellen Doppelelementen.

31. Seien A, B, C drei Punkte einer Geraden, weiter A’, B’, C’ drei solche
Punkte, dal

(CBAA’)=—1, (ACBB')=-—1, (BACC)=—1

ist; es ist also 4, B’, C’ zu dem Tripel 4, B, C in drei verschiedenen Anordnungen
harmonisch. Man folgert daraus (4CBB’) = (ABCC’) usw.; hieraus a8t sich
zunichst weiter ableiten, daBl (B, C) und (B’, C’) zwei Paare einer Involution
mit 4 und A’ als Doppelpunkten sind. Es ist also auch

(C/B/A/A) =1, (A/C/B/B) =1, (B/A/C/C) = —1.

Die Paare 4, B, C und 4’, B’, C’ stehen somit in wechselseitiger Beziehung zu-
einander. Daraus ist endlich (geometrisch) abzuleiten, daB (44’), (BB’), (CC)
drei Paare derselben Involution sind.

32. In einer Projektivitat auf der Geraden g — sie heile 8 — moge dem
Punkt A der Punkt 4’ entsprechen; wir sagen kurz, die Punktreihe (4) sei pro-
jektiv zur Punktreihe (4’), und es werde (4) durch  in (4’) tibergefithrt. Weiter
entspreche in f dem Punkt 4’ der Punkt 4", dem A4’ wieder 4"’ usw., dann
sind auBer der Punktreihe (4’) auch die Punktreihen (A4’") ebenso (4’) zur
Punktreihe (4) projektiv; man bezeichnet diese projektiven Beziehungen durch
P2, B2 . .; durch P2 geht also 4 in 4" tber; durch B3 4 in A’ usw. Dann
kann es kommen, daf fiir ein gewisses # der Punkt A®™ auf 4 fallt; es fuhrt also
B* jeden Punkt in sich iber. Die Projektivitat § heit dann zyklisch, und man
schreibt " = 1 (Identitdt). Fir » = 2 hat man den Fall der Involution. Wir be-
trachten im folgenden den Fall # = 3, also §® = 1. Bezeichnen wir 4, 4/, 4"
jetzt durch A4, B, C, so folgt, daB die Projektivitat 5,B das Punkttripel

ABC in BCA, BCA in CAB, CAB in ABC
tbergehen 1a8t. Sind M und N die Doppelpunkte von P, so ist also
(MABC) = (MBCA) = (MCAB) oder (S. 71)

1 A—1 , ,
1:__1_1:——,{ , also 22— 14+1=0;
und analog folgt fur N
! . .
! =1—1 also wiederum A2 — 1 4+1=0.

i =1’
Die beiden Dv(MABC) und (NABC) sind also gleich einer dritten Wurzel aus —1;
M und N bilden daher mit 4, B, C je eine dquianharmonische Punktgruppe.
33. Die vorstehende zyklische Projektivitat kann (nach 28) so auf den Strahl-
bitschel abgebildet werden, daB den Doppelelementen M und N die Minimal-
geraden entsprechen, also die Projektivitat in eine Drehung iibergeht. Die ein-
fache Figur, die sich so ergibt, besteht aus den drei Diagonalen a, b, ¢ eines regularen
Sechsecks; die Projektivitat ist eine Drehung um 120°. Man zeige, daB in dieser
Abbildung sowohl (31) wie (32) realisiert ist; die dem Beispiel (31) entsprechenden
Strahlen a’, b’, ¢’ sind die Halbierungslinien der Winkel (ab), (bc), (ca).
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34. Analytisch 148t sich das vorstehende mittels der beiden Formen

w—ad = (% — %) (1 — £%) (vy — 2 2,) = O,

Y4y = (14 ¥2) 1+ e9) (91 + €295) = 0O

darlegen fiir ¢ als dritte Einheitswurzel. Man zeige, daB die Wurzeln (x'), (#”), (#”")
und (y), (¥"'), (¥”’) dieselbe geometrische Beziehung zueinander haben wie 4, B, C
und A4’, B/, C’, und daB die in (31) betrachtete Involution dieselbe ist wie die
von (32), im Strahlenbiischel also die orthogonale.

Man kann die vorstehenden Gleichungen noch so transformieren, daf3 ihre
Wurzeln samtlich reell werden. Dazu dient die Transformation

om=E&+1n, ex=§—in;
sie fithrt die gegebenen Gleichungen in
7(38 —7?)=0 und §(E—379%) =0

iiber. Die Wurzeln entsprechen derjenigen Lage des Sechsecks, bei der eine
Diagonale in die x-Achse fallt.

35. Ist B eine zyklische Projektivitit, fiir die " = 1 ist, soist das Dv (MNAA’)
fiir M und N als Doppelpunkte eine #' Einheitswurzel; die Projektivitit 148t sich
auf die Drehung eines Strahlenbiischels um den Winkel 2x/n abbilden.

36. Da die Doppelelemente vereinigter Punktreihen Wurzeln einer quadra-
tischen Gleichung sind, lassen sie sich mit Zirkel und Lineal konstruieren!; darauf
1aB8t sich die konstruktive Losung vieler geometrischer Aufgaben zuriickfiithren.

Man gehe von gewissen Geraden g, g,, g, . . und gewissen Punkten S, S}, S,. ..
aus. Durch einen Punkt 4 auf g ziehe man den Strahl a = (4 S), er schneide g;
in 4,, durch 4, ziehe man a; = (4,S,) usw.... Durchlauft dann 4 die Gerade g,
so beschreibt 4 den Biischel um S, 4, die Punktreihe g, a; den Biischel um S, usw.,
und nach dem Satz des Pappus sind je zwei solche Gebilde projektiv; man schreibt
dafur

¢(4) A S(a) A g4y A Sylan)- .- .

Entsteht so auf g, der Punkt 4,, ist wieder a, = (4, S,) und 4’ Schnitt von a,
und g, so ist auch g(4) A g(4"). In den Doppelpunkten von g(4) und g(4)’ fallt
A4 mit A’ zusammen. Auf diese Weise kann man z. B. folgende Aufgaben l6sen:
1. Gegeben zwei n-Ecke p, und ¢,; ein #-Eck zu konstruieren, das p, eingeschrieben
und ¢, umschrieben ist. 2. Ein #-Eck p, so zu zeichnen, daf es g, eingeschrieben
und zugleich umgeschrieben ist. 3. Ein #-Eck p, zu zeichnen, das sich selbst ein-
und umgeschrieben ist. Fiir » = 9 ist dies reell moglich.

37. Das Koordinatendreieck der Koordinaten x; (S. 105) zerlegt die Ebene
in sieben Gebiete, von denen je zwei durch das Unendliche zusammenhingen.
Man nehme den Ausgangspunkt O innerhalb des Dreiecks an und bestimme die
den sieben Gebieten zugehorigen Vorzeichenkombinationen der x;. Das analoge
ist fiir den Raum und die in ihm vorhandenen 15 Raumteile auszufiihren.

38. Bestimmt man in Fig. 45 (S. 110) den Punkt Ej so, daB (G;, G,) und
(E,, E}) zwei harmonische Paare sind, so liegen die drei Punkte E}, E}, E’ auf einer
Geraden (Harmonikale von E fiir das Dreieck). Man beachte, daB E ein beliebiger
Punkt der Ebene sein kann, der nicht auf dem Dreiecksumfang liegt. Der duali-
stisch zu bestimmende Punkt hei3t harmonischer Pol von e fir das Dreieck.

39. Seien GH = 0, G'H’ = 0, G""H"" = 0 drei Geradenpaare; sie bilden dann
und nur dann die drei Paare von Gegenseiten eines vollstindigen Vierecks, wenn
fir 120, =20, 1”7 =2 0 eine Relation A\GH + 1’G’'H’ -+ }”’G”H” = 0 besteht.

1 Ein einziger gezeichnet vorliegender Kreis geniigt sogar nach STEINER;
vgl. Werke, herausgegeben von WEIERSTRASz: Bd. 1, S. 461. 1881.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 19
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40. Sind far ein vollstandiges Viereck G = 0, H = 0, K == 0 die Gleichungen
der Seiten des Diagonaldreiecks, so haben die drei Geradenpaare die Gleichungen

H42K=0, K-+uG=0, G+vH=0,

und es ist Auy = 1. Diese drei Geradenpaare werden von jeder Geraden in drei
Punktepaaren einer Involution geschnitten. Ein Beweis folgt aus dem allgemeineren
Satz von S. 168 uber das C,-Biischel.

(Zu Kap. IX, X.) 41. Ein rechter Winkel bewege sich so, daf} der eine Schenkel
durch einen festen Punkt geht, und von beiden Schenkeln auf den Achsen gleiche
Stiicke abgeschnitten werden. Der Scheitel beschreibt einen Kreis.

42. Seien N; = 0, N, = 0, Ny = 0 die Seiten eines Dreiecks. Fiir welche
Dreiecksformen stellen (fiir rechtwinklige Achsen)
N,N,=N2 und N? 4 Ni= N}
einen Kreis dar, und welche Sitze sind hierin enthalten?

43. Seien S = 0, S’ = 0 zwei sich schneidende Kreise, P ein Punkt von S = 0,
p das Lot von P auf die gemeinsame Sehne und ¢ die Linge der Tangente von
P an §" = 0. Dann ist 2 =2ap.

44. Sei S — 1S’ = 0 ein Biischel mit reellen Grundpunkten. Sie sind harmo-
nisch zu jedem Punktepaar, in dem ein zum Biischel orthogonaler Kreis die Potenz-
linie trifft.

45. Die Gleichungen zweier Kreise K und K’ in Linienkoordinaten seien

(W +v?) —(uax +vf 12 =0, HuE+0v)— (uwa'tuvf 1=
Fiir ihre gemeinsamen Tangenten gilt
o(xu+ fv 1) = do(u + frv 4 1).

Auf Grund dieser Gleichung zeige man, daB die Zentrale beider Kreise von den
Schnittpunkten zweier Tangentenpaare im Verhiltnis der Radien geteilt wird
(Ahnlichkeitspunkte).

46. Alle Kreise, die sowohl einen Kreis K wie einen Kreis K; unter demselben
‘Winkel schneiden, schneiden auch jeden Kreis des durch K und K; bestimmten

Biischels unter festem Winkel, und einen davon insbesondere orthogonal.
47. Fur zwei konjugierte Halbmesser a’, b’ einer E, oder H, ist

alzzib2_62x2, :]:b’2=a2+82x2.

48. Das Produkt 7,7, der Brennstrahlen des Punktes P ist gleich b'2, wo b~
der zu OP konjugierte Halbmesser ist.

49. Das Produkt der von den Brennpunkten auf eine Tangente der E, oder H,
gefallten Lote ist 4+ b2; das Lot von O auf die Tangente ist ab: b’, wo b’ dieselbe
Bedeutung hat wie vorstehend.

50. Das Produkt der von einem H,-Punkt auf die Asymptoten geféllten
Lote ist konstant; das vom Brennpunkt auf eine Asymptote gefillte Lot ist gleich b.

51. Die Kreise, die durch die Scheitel 4, und A4, der E, und H, gehen, und
deren Mittelpunkte auf der ¥-Achse im Abstand &« = +¢€2?: a von O liegen, haben
in A4, und 4, vier zusammenfallende Punkte mit der E, und H, gemein. Fir
die Scheitel B; und B, der E, gibt es zwei analoge Kreise mit den Mittelpunkten
B = Fe%: b (Scheitelkviimmungskreise). Sie schmiegen sich eng an die E, an.
Zeichnet man sie, so kann man die E, mit den Achsen @ und b in guter Annaherung
mit der Hand herstellen.

52. Die Parabel 2 = 2 px und der Kreis #2 4+ y2 — 2 6x — 2y = 0 schnei-
den sich in O orthogonal; sie haben auflerdem noch einen reellen gemeinsamen
Punkt. Wie sind & und f zu wihlen, damit sich far diesen Schnittpunkt die
Gleichung ¥® — 4 ay — 8 b = 0 ergibt, bei gegebenem a und b? Dies liefert eine
Auflésung der vorstehenden Gleichung dritten Grades mit Hilfe des Kreises,
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wenn die Parabel gezeichnet vorliegt; eine angeniherte, wenn von der Parabel
eine groBere Reihe von Punkten vorhanden ist. Ahnlich kann man auch eine
Gleichung vierten Grades' behandeln.

(Zu Kap. XI, XII.) 53. Fur welche Lagen der Geraden N, = 0, Ny = 0,
N, = 0, N, = 0 stellen (bei rechtwinkligen Achsen)

N,N,=Ni, Ni+Nj=NI4N?

eine gleichseitige H, dar, und welche Sitze folgen daraus?

54. Man transformiere 5x2 L 4xy+y2—5x—2x—19=0 und
3224+ 4xy + 92— 3x — 2y -+ 21 =0 auf die Hauptachsen.

55. In der Gleichung x2 4+ 2bxy + y2 — 4 x —4y + 1 = 0 die Konstante &
so zu bestimmen, daB die Gleichung 1. ein Geradenpaar, 2. eine P,, 3. eine gleich-
seitige H, darstellt.

56. Hat eine C, die Gleichung

Ay X¥gX3 + Gy ¥3¥) + Az¥ 4y = 0,

so geht sie durch die Ecken des Koordinatendreiecks, ist ihm also umschrieben;
die Tangenten in seinen Ecken sind a;¥; + azx; = 0. Die Gerade

Lo R R

a, a, as
enthilt die Schnittpunkte der Dreiecksseiten mit den Tangenten in den gegen-
iiberliegenden Ecken. Man zeige, da3 darin ein Sonderfall des Pascalschen Satzes
enthalten ist. Welche Geraden sind durch a;x; — ayx, = 0 gegeben, und welcher
Schnittpunktssatz gilt fiir sie?

57. Die Formeln (19a) von S. 188 fithren auf die Vermutung, da8 auch die

Gleichungen 0x; = a; A2+ a;, ) +a;,

eine C, darstellen; dies ist zu beweisen. Sonderfalle ergeben sich, wenn man in
die Gleichungen (21) und (23) von S. 22 fiir ¢ den Parameter tg} ¢ = ¢ einfiihrt.
Fir den Kreis findet man so

ox =a(1—#), py=2at, pz=1-+£#.

58. Die Gleichung aller C, aufzustellen, die die (rechtwinkligen) Achsen in
¥ = a, y = b berithren, und fiir das so gebildete Biischel die Geraden, die P,
und die gleichseitigen H, zu bestimmen.

59. Die Gleichung #,#, — 4x,%, = 0 bildet ein Biischel von C,. Zwei Ge-
radenpaare entsprechen den Werten 0 und 00 von 4; wann gehért das dritte zum
Wert 4 = — 12

60. Es seien f = 0 und ¢ = 0 zwei P,; wann stellt f — 4¢ = 0 lauter P, dar?

61. Der Ort der Polaren eines Punktes P fiir alle C, eines Biischels f — Ap =0
ist ein Strahlenbiischel um den Punkt P’; diese Strahlenbiischel sind fiir alle
Punkte zueinander projektiv. Das analoge gilt dualistisch. P und P’ sind fiir
alle C, des Biischels konjugierte Punkte.

62. Man bestimme das gemeinsame Polardreieck fiir einen Kreis 2+ y2— ¢%2= 0
und eine gleichseitige Hyperbel ¥y — £2 = 0. Wie spezialisiert sich das Resultat
im Fall der Berithrung beider C,? Ebenso behandele man die Kreise #% + y2 — 22 =0
und #2 4 y? — 2412z = 0 und untersuche die Abhingigkeit der Realitit vom
Wert von «.

63. Sind (x), (y), (2) drei Punkte eines Dreiecks, so mogen (x7), (¥'), (¢) die
Ecken des Dreiecks sein, das von den Polaren der drei Eckpunkte gebildet wird.
Beide Dreiecke liegen perspektiv; die Geraden (vx”), (¥y’), (22') gehen durch einen
Punkt. Schreibt man die Gleichung M = 0 von S. 160 fir zwei konjugierte Punkte
ausfithrlicher M (y2z) = 0, so ist z. B.

M(yx') =0, M(zx+')=0,
19*
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und daraus folgt, daB die Gerade (x¥#’) in variablen Koordinaten §&;
M(Ey)M(xz) — M(§2)M (xy) = 0
lautet. Damit ist der Satz im wesentlichen bewiesen.

64. Man kann das Sechseck des Pascalschen Satzes auf zwei Arten in das-
selbe Viereck mit den Tangenten in zwei Gegenecken iibergehen lassen. Der so
sich ergebende Gesamtsatz lautet, daB die Schnittpunkte der beiden Paare von
Gegenseiten und der beiden Tangentenpaare in dieselbe Gerade fallen. Man zeige.
da3 der vorstehende Satz mit seinem dualistischen ‘identisch wird, wenn man
noch zu dem vollstindigen Viereck der vier C,-Punkte iibergeht.

65. Man leite die Satze von Kap. VI, § 5 durch kollineare Ubertragung aus
den metrischen Eigenschaften des Quadrats ab, indem man dem Quadrat das
Vierseit oder Viereck kollinear zuordnet.

66. Man zeige, daB die kollineare Zuordnung auch durch drei Punktepaare
und ein Geradenpaar (ebenso dual) bestimmt ist, aber nicht durch zwei Punkte-
paare und zwei Geradenpaare.

67. Welche Gleichungen bestehen fiir %, v und «’, v’ bei affinen Transforma-
tionen? Man leite damit die Gleichung der E, in %, v aus der Kreisgleichung ab.

68. Man leite alle Lagen ab, die es far zwei vereinigte spiegelbildlich gleiche
Ebenen gilt (alle Arten von Umlegungen); man unterscheide sie, je nachdem
ein Doppelpunkt im Endlichen vorhanden ist oder nicht, und bestimme das be-
zugliche Doppelpunktsdreieck (oder seine Ausartung). (Die Kreispunkte ver-
tauschen sich gegenseitig.)

69. Was sind die allgemeinsten ahnlichen, affinen oder projektiven Bilder
einer Schiebung, Drehung, Spiegelung einer Ebene?

(Zu Kap. XIII, XIV, XV.) 70. Ein Wiirfel um O habe die acht Ecken £ 1,
4~ 1, -4~ 1; eine seiner Diagonalen verbindet den Punkt 1, 1, 1 mit (— 1, — 1, — 1).
Durch geeignete Drehung um sie geht die x-Achse in die y-Achse, die y-Achse
in die 2-Achse, diese in die x-Achse iiber. Man zeige, daB P(x, ¥, 2) dadurch in
einen Punkt (¥,¥,z) Ubergeht, fiir den der Grdéfe nach

=2, V=%, 4H=Y
ist. Sagt man kurz, (¥yz) gehe in (zxy) iiber, so entsteht aus (zxy) durch Wieder-
holung dieser Drehung der Punkt (yz#), durch nochmalige Drehung wieder (¥y2).

71. Ein Wiirfel geht durch 24 Drehungen in sich tiber (je drei um die acht
Diagonalen) ; man stelle alle dadurch aus einem Punkt (xyz) entstehenden Punkte
auf (also auBer denen des Beispiels 70 noch 21 andere).

72. Man leite die Kosinusrelationen von S. 210 in der Weise ab, dal3 man
in die rechts stehenden Gleichungen (18) die Werte fiir x, y, z aus den linken
Gleichungen einsetzt.

73. Man zeige, daB3 die Determinante der neuen Kosinus (S.210), wenn maninihr
die Diagonalglieder «, ,6’1, ysdurch & — 1, ﬂl — 1, 7, — 1 ersetzt, den Wert Null erhilt.

74. Auf Grund davon folgt, daB den Transformationsgleichungen (18) durch
Werte » = 2/, ¥y = 9/, z = 2z’ geniigt wird; es ist fir sie

wiyiz=(p— Pl —79):(f— ).
Alle Punkte dieser Art bilden also eine Gerade. Sie hat fiir das ¥y 2-System und
das #’y’z’-System dieselben Koordinaten; durch Drehung um sie kann also das
eine System in das andere tbergefithrt werden.

75. Man {ibertrage Aufgabe 1 und 2 auf den Raum; ferner bestimme man
den Punkt

o hwy Ly + 13x§ Ly + Ly, - Lizy + 12 4 1324

T L L+ T L 4L L+0L,+1

und 16se dieselbe Aufgabe fiir vier Punkte (v;¥;2;).
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76. Eine Koordinatentransformation ist so vorzunehmen, daB die Ebene
x + ¥ + 2 = 0 die neue Ebene 2z’ = 0 ist. Die drei Kosinus fiir die z’-Achse sind
damit bestimmt. Da noch eine Achse in der x’y’-Ebene beliebig ist, wihle man
ihre Schnittlinie mit der xy-Ebene als neue x’-Achse, so daB cos(x'2) = 0 ist.
Die weiteren Kosinus sind zu ermitteln.

77. (Rechtwinklige Achsen.) Seien P;(#;9;2;) die vier Ecken eines Tetraeders.
Man zeige, daB aus der Orthogonalitit zweier Paare von Gegenkanten des Tetra-
eders die Orthogonalitit des dritten Paares folgt.

78. Man beweise, daB das sechsfache Volumen eines Tetraeders gleich dem
Produkt aus den Liangen zweier gegeniiberliegender Kanten, ihrem kiirzesten Ab-
stand und dem Sinus des von ihnen gebildeten Winkels ist (rechtwinklige Achsen).

79. (Rechtwinklige Achsen.) Die Koordinaten des Punktes P’ zu finden,
der Spiegelbild von P (g, 5, £) fur eine Ebene xcos & - ycosf + zcosy — § = Oist.

80. Zwei durch (£, 7, ) gehende Geraden haben die Gleichungen

¥—& y—n 2-¢ ¥—& y—9_ z2—0,
lﬁm—nund v ow T w

die Gleichung ihrer Verbindungsebene ist aufzustellen.

81. Die Gleichungen der Geraden durch P zu finden, die zwei Gerade g,
und g, schneidet.

82. Im Ebenenbiischel £ 4+ 1E’ = 0 eine Ebene so zu bestimmen, daB sie von
den Achsen ein Tetraeder von gegebenem Inhalt abschneidet (rechtwinklige Achsen).

83. Man beweise die metrische Invarianz fiir die Orthogonalitidtsbedin-
gung (27a), die affine fir die Parallelitatsbedingung (26b) und die projektive fiir
die Lagenbedingung 4= 0 (S.229) von Kap. XV.

(Zu Kap. XVI.) 84. Man leite die Transformationsformeln fiir %, v, w fir
Parallelkoordinaten ab, insbesondere bei Erhaltung des Anfangspunktes.

85. Man dualisiere die Betrachtungen iiber drei und vier Ebenen von S. 224 ff.

86. Seien Q; = 0, Qp = 0, Q, = 0 drei Punkte, die ein Dreieck bilden, so

telle .
steflen 49Qy — 430 =0, 130:—4,0:1=0, 4LQ —1% =0

drei Punkte dar, die aus den Seiten durch dieselbe Ebene ausgeschnitten werden.
Man iibertrage die Betrachtungen von S. 52 auf die Gleichung

201 + 40, + 4,0 =0.

87. Man dualisiere das Vorstehende auf drei Ebenen, die eine Ecke bilden,
und auf die Gleichung 1, E; 4- A,E, 4+ A;E; = 0.

88. Sind Q; = 0, Q; = 0, Q; = 0, Q, = 0 vier Punkte eines Tetraeders, so ist
zu zeigen, daB die sechs Punkte 1; Q; — 7z Or = 0 durch dieselbe Ebene auf den
sechs Tetraederkanten ausgeschnitten werden. Ebenso dualistisch.

89. Man deute (analog zum Beispiel 23) die Gleichung ¥1,Q; = 0 fir vier
Punkte Q; und die dualistische Gleichung 1, E; = 0.

90. Haben die erzeugenden Biischel von S. 241 die Gleichungen E 4 AF = 0,
E’+ JF = 0, so lautet die Gleichung des erzeugten Geradenorts (£ — E')F = 0.
Man iibertrage hierauf die Betrachtung von S.89; in welcher Art perspektiver
Lage befinden sich die beiden Biischel? Man dualisiere das Vorstehende.

91. Wie hat man die Gleichungen (27) von S. 243 zu deuten, damit sie eine
kollineare Beziehung zweier Biindel darstellen, und welche ist es? Gibt es fir
die Biindelgeometrie die Begriffe der Ahnlichkeit und Affinitit?

92. Fiir zwei spiegelbildlich gleiche Biindel stelle man (rechtwinklige Achsen)
die Gleichungen fiir vereinigte Lage auf und bestimme die Doppelstrahlen und Dop-
pelebenen fiir alle moglichen Falle mittels A4(0) = 0.

93. Das Beispiel 75 zeigt, daB es fiir zwei vereinigte kongruente Biindel
stets einen reellen Doppelstrahl gibt; was trifft ein, wenn es mehr als einen gibt?
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94. Fiir zwei kongruente Raume R und R’ folgert man analog wie vorstehend,
daB es im allgemeinen in &x = £ einen Doppelpunkt P, = P/, gibt; daraus folgt
die Existenz einer Doppelgeraden yu = u’ durch diesen Doppelpunkt. Durch
Drehung um # und Gleitung langs %, also auch durch Schraubung um u, geht R
in R’ tiber. Was tritt ein, wenn in &, mehr als ein Doppelpunkt vorhanden ist?
Man bestimme auf gleiche Art die Doppelelemente fiir spiegelbildlich gleiche
Raume.

(Za Kap. XVIL.) 95. Es ist zu zeigen, daB der Ausdruck S(§, %, {) = (§ — «)2?
+ (n — B+ (£ — 7)% — @? fir jeden Punkt P(&, %, ), analog zum Kreis, die
Potenz PA - PB von P fir die Kugel S = 0 bedeutet.

96. Man tibertrage die Siatze von Kap. IX, §§ 3, 4, 5 auf die Kugel; fiir zwei
Kugeln gibt es eine Ebene der Punkte gleicher Potenz, fiir drei eine Gerade, fiir
vier einen Punkt; jeder solche Punkt ist Zentrum einer Kugel, die alle beziig-
lichen Kugeln orthogonal schneidet. [Der Schnittwinkel wird ebenso definiert
wie fir zwei Kreise (S.119)]. Auch die Sitze iiber orthogonale Kreisbiischel
lassen sich auf Kugelbiischel und Kugelbiindel ausdehnen; ein Kugelbiindel
enthalt alle durch S + 4S5’ 4 ¢S = 0 dargestellten Kugeln.

97. Man dualisiere (fiir Parallelkoordinaten) den Satz 3 von S. 253. Wie also
einer Gleichung in %, ¥, 2, die z nicht enthilt, unendlich viele Geraden einer zylin-
drischen Flache (als Punktort) geniigen, so geniigen auch einer Gleichung in %, v, w,
die w nicht enthilt. 00! Geraden und die samtlichen durch jede Gerade gehenden
Ebenen. Was bilden die 00! Geraden?

98. Durch welche Gleichung in Ebenenkoordinaten sind die Tangential-
ebenen der zylindrischen Fliche Ax% 4+ By%? — 1 = 0 bestimmt?

99. Seien N; = 0, Ny, = 0, Ny = 0 die Normalgleichungen von drei Ebenen;
wann stellt die Gleichung

N? + N2 + N2 = const
eine Kugel dar?

100. Der Ort aller Punkte, die von zwei windschiefen Geraden gleichen
Abstand haben, ist ein P;, fir das p = ¢ ist (gleichseitig hyperbolisches ;).

101. Der Ort der Punkte, die von zwei windschiefen Geraden gleiches Ab-
standsverhaltnis besitzen, ist ein §,, dessen Kreisschnitte auf je einer Erzeugenden
senkrecht stehen. Fir seine Konstanten ist 1/a% 4+ 1/b% = 1/c? (orthogonales §,).

102. Eine Gerade bewegt sich so, daB drei ihrer Punkte auf je einer der
drei (rechtwinkligen) Koordinatenebenen bleiben; alle Lagen eines beliebigen
Punktes P von ihr erfilllen dann ein @,.

103. Fiir .drei zueinander senkrechte Halbmesser ¢, @/, 0’/ des E, besteht
die Gleichung 1 1 1 1 1 1
‘Q—Z‘-f—?g—l—?ﬁzﬁ—l—ﬁ-f-?z'-

104. Die zentrische Fliche Ax2 - By? + Cz2 = 1 wird durch eine Ebene

geschnitten, die durch eine Hauptachse geht; man bestimme die Hauptachsen

der Schnittkurve.
105. Die Gleichungen einer Kugel und eines auf die Hauptachsen bezogenen &,

seien o

%2 y? z
B+ 2=1, ;?—FF ==
Man kann das @, auf die Kugel affin abbilden durch
¥x=a&, y=0by, z=cC.

Drei zueinander senkrechten Halbmessern der Kugel entspricht ein Tripel kon-
jugierter Halbmesser a’, b’, ¢’ des §,. Nun seien (&;#,,) die drei Halbmesser-
endpunkte der Kugel, so ist

+mi+d=1 &+4+n+d8=1 &H+np+id=1
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Hieraus soll mit Hilfe der Kosinusrelationen die Gleichung
a/2+b/2+612:a2+b2+62
abgeleitet werden.

106. Wenn eine Gerade sich so bewegt, da3 sie bestindig drei windschiefe
Geraden g, %, k schneidet, erzeugt sie nach S. 242 ein §,. Man leite seine Gleichung
ab und wahle das Koordinatensystem folgendermaflen. Durch jede der drei Ge-
raden kann man Ebenen legen, die den anderen beiden parallel sind; diese sechs
Ebenen bilden ein Parallelepiped, und es gibt zwei Ecken von ihm, durch die keine
der drei Geraden g, %, £ hindurchgeht. Man nehme die Mitte des Parallelepipeds
als Punkt O und nehme die Achsen den drei Kanten in einer der beiden eben
genannten Ecken gleichgerichtet. Die Gleichungen von g, %, % sind dann y = b,
2= —¢; z2=¢, ¥=—a, ¥ =a, ¥y = —>b, und die Gleichung des $, wird
ayz + bzx 4 cxy + abc = 0.

107. (Rotationsflichen.) Die Achsen seien rechtwinklig; in einer Ebene durch
die 2-Achse denke man sich durch O eine zur z-Achse senkrechte s-Achse und eine
Kurve s = ¢ (2); fur jeden Punkt P(s, z) dieser Kurve ist also s der Abstand von
der z-Achse, und daher s? = % 4 92, Rotiert diese Kurve um die z-Achse, so
beschreibt jeder Punkt P(s, z) einen Kreis um die z-Achse, bei der sich die Koordi-~
naten z und s der Gro8e nach nicht andern. Fiir alle so aus P entstehenden Punkte
ist daher

P =gz, also x4y =gi(2),

und dies ist die Gleichung der Rotationsflache.

Man behandle folgende Beispiele: 1. Den Rotationskegel, den eine durch O
gehende Gerade erzeugt; 2. die F,, die durch Rotation einer E,, P,, H, um ihre
Achsen entstehen; 3. die Ringfliche, die durch Rotation eines Kreises um eine
in seiner Ebene liegende ihn nicht schneidende Gerade (z-Achse) entsteht. Fiir @
als Kreisradius und « als #-Koordinate seines Mittelpunktes ist ihre Gleichung

(7 + 92+ 2 — 0" — 40P (2 + %) = 0.

108. Die allgemeine F,-Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten stellt eine
Rotationsflache fiir

A11G93 — 19813  GppQ33 — Ga3fyy  G33039 — d31d39

@33 31 19
dar; wann ist a,392 4 a3,28 + a5 XY + 284X +20a9,Y + 2a3,2+ a,, = O eine
Rotationsflache?

109. Man zeige, daB der durch ayz + bzx + cxy = 0 (fiir rechtwinklige
Achsen) dargestellte Kegel unendlich viele Tripel zueinander senkrechter Kanten
besitzt. Was folgt daraus fiir ein §, mit der Gleichung ayz + bzx + cxy + d = 0?

110. Die Basis eines Kreiszylinders habe die Gleichungen

¥ =acosep, y=asing; x4 y2=a,

Aufihm bewege sich ein Punkt so, daB seine Steigung l4ngs der z-Achse der Drehung
um die z-Achse, also zum Winkel ¢ proportional wichst. Entspricht dem Wert
@ = Oder Wertz = 0,s0istz = 1. Die Kurve heiBit Schraubenlinic; sie schneidet
die Erzeugenden des Zylinders unter konstantem Winkel. Das Stiick %, um das 2z
wichst, wenn ¢ um 2z zunimmt, hei8t Ganghdhe; es ist also & = 2x1. Dem-
gemif sind

. h
X% =acosq, =asing, 2=——¢
Y @ 2w

die Gleichungen der Schraubenlinie.

111. Wird der Zylindermantel in eine Ebene ausgebreitet, so bleiben die
Erzeugenden parallel, und es geht der ersten Schiaubengang (d. h. das Stiick
0 =< ¢ << 2a) in eine Gerade iiber, die alle Erzeugenden wiederum unter dem
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Winkel ¢ schneidet. Sie ist Diagonale eines Rechtecks von der Grundlinie 2a =
(Basiskreis) und der Hoéhe % (Ganghohe); es ist also

h i

tgy = 2ax a
Unter diesem Winkel schneidet also die Schraubenlinie in jedem Punkt P des
Zylinders die durch ihn gehende Erzeugende; wir wollen die Zylindertangente
in P, die ebenfalls die Erzeugende unter dem Winkel ¢ schneidet, die Tangente
der Schraubenlinie nennen. Man folgert daraus folgenden Satz fiir die Nullebene
eines Punktes E (S.250): Sie steht senkrecht auf der Tangente der Schrauben-
linie durch E, die auf dem Zylinder um die z-Achse liegt und die Ganghohe
h = 2 A=z besitzt. Die Ganghohe ist also fiir alle in Betracht kommenden Punkte E,
also fiir alle Schraubenlinien, dieselbe.

112. Wird in den letzten Gleichungen a als variabler Parameter # gewonnen,
so daf3

3
¥ =ucosp, ¥y =using, z=—<p=—2———arctg%
T

wird, so ergibt sich ein Punktort, dem die samtlichen oo! Schraubenlinien an-
gehdren, die den Werten 0 =<C u <C oo entsprechen; alle haben dieselbe Gang-
hoéhe. Der Ort ist eine geradlinige Fliche. Wie die letzte Gleichung zeigt, ergibt
sich fiir ihren Schnitt mit einer Ebene z = ¢

¥ 27

> = tg e {=tgo; ‘
sie schneidet also aus der Fliche eine die z-Achse senkrecht kreuzende Gerade
heraus. Diese Geraden bilden die Fliche. Sie entsteht, wenn eine der xy-Ebene
parallele Gerade langs der z-Achse gleitet und sich zugleich proportional zu dieser
Gleitung um die z-Achse dreht (da ¢ proportional zu ¢ wichst). Die Fliche heifit
Schraubenfliche.

113. Seien 1, 2, 3, 4 vier Punkte. Die Geraden (12) =g, (23) =&, (34) =k
wahle man als drei Kanten des Koordinatentetraeders; ihre Gleichungen seien
% =0, #3=0; % =0, #3 = 0; ¥3 = 0, #, = 0. Die drei projektiven Ebenen-
biischel

X — ¥y =0, X—2Ax3=0, x3—Aixg=0

erzeugen in den Schnittpunkten von je drei entsprechenden Ebenen einen Punktort.
Er hat die Gleichungen
Xy iAgiHgix, =1:1414%:1 73,

und ist der Schnitt der beiden §, %, — 42 = 0 und x,v, — »; = 0, die beide
die Gerade (23) gemein haben. In einer beliebigen Ebene ¢ liegen drei Punkte
von ihm (namlich drei gemeinsame Punkte der beiden C,, in denen die beiden £,
von & geschnitten werden); der vierte fillt in die Gerade (2 3) (Raumbkurve drittey
Ordnung). Man folgert weiter, daB auch durch die Gleichungen

ox; = a; + bjA + c;A* + d; 3
eine solche Raumkurve dargestellt wird.
114. Die Gleichungen eines §, und einer durch seinen Mittelpunkt O gehen-
den Ebene & seien

PEIY. I
?+ﬁ+c-2=1(a>b>c) und Ax 4+ By 4+ Cz=0;
ferner seien &’ und b’ die Halbachsen der durch ¢ aus € ausgeschnittenen E,.
Dann gilt die Beziehung

a=a'=b=0=c.
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Geometrisch ist dies leicht einzusehen. Bei allgemeiner Lage hat die Ebene ¢
mit jeder Koordinatenebene eine Gerade gemein; die E, enthdlt daher von
jedem der drei Hauptschnitte zwei Punkte. Ist P ein solcher Punkt in der
xy-Ebene, so ist a = OP>=b, und ebenso folgt fur einen analogen Punkt P
der yz-Ebene b =0 P’>c¢; und daraus ist der Satz bereits zu folgern.

Ein scharferer algebraischer Beweis ist der folgende. Sei P zunachst irgend-
ein Punkt der E, und OP = 7, so ist #* = % + y% + 2%, wo zugleich », ¥, z den
obigen Gleichungen des §, und von ¢ geniigen. Fur den Vektor # in der #y-Ebene
folgt insbesondere

PR

— 2 . L2 2 —

z2=0, r*=2x%49y%, - ﬁ—h also
”2 P N 2

¥ .
e ptEp=agte=1 =0

Dies gilt fiir jede Lage von ¢. Das Maximum von »? fiir alle diese Ebenen ist

also sicher nicht kleiner als b? (fur die yz-Ebene ist es gleich b2), Fiir den Vektor »

in der yz-Ebene ist analog

y2 2
x=0, =yt 42" —I)?+—c?=1'

woraus ebenso #2 << b2 gefolgert wird. Das Minimum von #? fiir alle Ebenen £
ist also micht grdfer als b2 (fiir die xvy-Ebene ist es gleich b2.
Setzt man x = a§, ¥y = b1y, z = ¢{, so ergibt sich
52_}_”2_}_52:1, 72=a2§2+b2n2—}—62C2,
und die vorstehenden Maximum-Minimum-Resultate gelten in dem Sinn, daB
sie sich auf die Werte der quadratischen Form a2g2 ++ 5292 4 ¢%2(? beziehen,
wahrend zugleich &2 + 92 + (2 = 1 ist. Man wird (mittels Transformation auf

die Hauptachsen) leicht beweisen, da3 sie analog fiir jede quadratische Form
zon x, ¥, z gelten, die einer zentrischen Fliche entspricht.



Anhang.
I. Ubersicht.

Im folgenden soll zunichst der Inhalt der analytischen Geometrie
in systematischer Ordnung, nicht etwa nach seiner historischen Ent-
wicklung dargestellt werden. Wie schon in den ersten Worten dieses
Buches gesagt, besteht die Aufgabe der analytischen Geometrie darin,
geometrische Erscheinungen durch algebraische Methoden zu behandeln.
Nur soweit die geometrischen Erscheinungen einer rein algebraischen
Betrachtung zuginglich sind, kothmen sie in der analytischen Geometrie
vor. Die Grenze wird {iberall da gebildet, wo zur Definition der geo-
metrischen Erscheinung unbegrenzt viele Dinge, etwa Punkte, notig
sind, wie z. B. beim Begriff des Inhalts krummlinig begrenzter Ge-
bilde, bei der Messung der Linge von Kurvenbdgen, also vor allem da,
wo der analytische Begriff des Integrals eingefithrt werden muB. Das
Wort ,,analytische Geometrie” ist deswegen schlecht gewihlt, weil es
das MiBverstiandnis leicht macht, es wiirde hier die Behandlung geo-
metrischer Probleme mit Hilfe der Analysis gelehrt, zu der ja als wich-
tigster Begriff der des Integrals gehort. Der Name ,,algebraische Geo-
metrie’’ wire besser!.

Wir wollen die einfachsten geometrischen Gebilde aufzihlen: ein-
zelne Punkte, Punktepaare, Punktetripel usw., eine Gerade, Geraden-
paare, Geradentripel usw., eine Ebene, eine Anzahl Ebenen, alle Punkte
einer Geraden, alle Geraden einer Ebene, alle Ebenen durch eine Ge-
rade, alle Geraden, die zwei zueinander windschiefe Geraden schneiden
usw., der Kreis und seine Projektion von einem Punkt auf eine Ebene,
d. h. der allgemeine Kegelschnitt, Kegel, Zylinder, die Kugel, die Ro-
tationsflichen zweiten Grades, die geradlinigen Fliachen zweiten Grades
als Ort der Punkte auf den Geraden, die drei feste Geraden schneiden,
alle Kreise einer Ebene durch zwei Punkte, alle Kegelschnitte durch
vier Punkte, alle Kugeln durch drei Punkte usw., eine Tangente an
einen Kegelschnitt, eine Tangentialebene an eine Fliche zweiten Grades,
alle Tangenten an einen Kegelschnitt, alle Tangentialebenen an eine
Kugel usw.

Alle diese Gebilde werden mit Hilfe eines Koordinatensystems be-
schrieben durch lineare oder quadratische Beziehungen zwischen zwei,

t Uber die Entstehung der Bezeichnung s. S. 391.
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drei oder vier Verdnderlichen. Es ist also nétig, diesen Teil der Al-
gebra, die sogenannte lineare Algebra, zu entwickeln, um die einfachsten
geometrischen Erscheinungen behandeln zu konnen.

Eine zweite Reihe geometrischer Erscheinungen von ganz ur-
spriinglichem Charakter sind die geometrischen Transformationen:
z. B. durch die Projektion von einem Punkt einer Ebene ¢ werden die
Punkte einer Geraden in ¢ auf die Punkte einer anderen Geraden in &
bezogen (Perspektive), durch eine Reihenfolge solcher Projektionen von
verschiedenen Punkten werden die Punkte einer Geraden auf die Punkte
einer anderen Geraden auf derselben Ebene oder einér anderen Ebene,
die Punkte einer Ebene auf die Punkte einer anderen Ebene bezogen,
oder es werden die Punkte einer Geraden oder einer Ebene aufeinander
bezogen (allgemeine projektive Verwandtschaft). Eine spezielle Art von
solchen projektiven Verwandtschaften sind die Bewegungen, die dadurch
charakterisiert sind, da8 bei ihnen die Entfernung je zweier Punkte
unverdndert bleibt. Alle diese Beziehungen driicken sich algebraisch
durch lineare Transformationen aus, deren Theorie den wichtigsten
Teil der linearen Algebra bildet.

Durch die algebraischen Beziehungen selbst wird man dazu gefiihrt,
nicht urspriinglich anschauliche geometrische Gebilde ins Auge zu
fassen, so z. B. alle Gebilde, die durch quadratische Beziehungen zwischen
den Koordinaten dargestellt werden, wodurch die geometrische Welt
um die allgemeine Fliche zweiten Grades bereichert wird. Aber auch
Gebilde hoheren als zweiten Grades reizen zur Betrachtung. So ent-
steht die Theorie der allgemeinen algebraischen Kurven und algebra-
ischen Fldchen, die Theorie héherer Verwandtschaften, z. B. der quadra-
tischen Transformationen, deren Behandlung eine weiterentwickelte
Algebra benoétigt. Zunéchst ist dabei die Einfithrung komplexer Zahlen
nicht zu umgehen, und es entsteht die Notwendigkeit, zu den komplexen
Zahlen, Zahlenpaaren usw. entsprechende Punkte auf der Geraden, in
der Ebene und im Raume einzufithren. Anschaulich geht das gut nur
fir die Gerade dadurch, daf man die Gesamtheit reeller und komplexer
Punkte auf eine Kugelfliche abbildet. Aber die komplexen Punkte
einer Ebene milssen durch ein vierdimensionales Gebilde, die komplexen
Punkte des Raumes durch ein sechsdimensionales Gebilde dargestelit
werden. Eine geometrische Darstellung gelingt noch fiir das vier-
dimensionale Gebilde, etwa durch die Gesamtheit aller Geraden, die
eine Kugelfliche schneiden. Aber hier ist die Darstellung schon abstrakt,
das unmittelbare geometrische Interesse schwach.

Die weiterentwickelte Algebra wiederum verlangt funktionen-
theoretische Uberlegungen, der Begriff des Integrals ist vielleicht
vermeidbar, aber zur Klirung und Vereinfachung auBerordentlich
wichtig. Der Rahmen der gewdchnlichen analytischen Geometrie wird
gesprengt.
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In der analytischen Geometrie werden meistens auch einzelne nicht-
algebraische Kurven behandelt, obwohl ihre Definition nicht rein
algebraisch moglich ist. Um z. B. die Spiralen (s. S. 21) zu definieren,
ist es notig, WinkelmalBl und Lingenmal miteinander in Verbindung zu
bringen oder, was dasselbe ist, die ,,Ldnge’ des Kreisbogens zu defi-
nieren. Dies kommt auch dadurch zum Ausdruck, da3 die Spiralen durch
transzendente, d.h. nichtalgebraische Gleichungen zwischen gewohn-
lichen Koordinaten dargestellt werden. Die Spiralen werden hier be-
handelt, weil sie einfache Beispiele fiir den allgemeinen Koordinaten-
begriff liefern. Dagegen werden kinematische Kurven, etwa die Zykloide,
nicht behandelt, ebensowenig die Roll- oder Schraubbewegungen.

Nachdem wir nun den Umfang der geometrischen Erscheinungen
angegeben haben, die in der analytischen Geometrie durch algebraische
Gebilde dargestellt werden, wollen wir uns eine Ubersicht verschaffen
iiber die Leistung dieser algebraischen Darstellung fiir die Beherrschung
der geometrischen Erscheinungen. Wir denken zunichst an die Bestim-
mung der geometrischen Gebilde durch ,,Stiicke, d. h. durch einzelne
charakteristische Zahlen oder andere geometrische Gebilde, also z. B.:
die Bestimmung der Kegelschnitte durch die Achsen oder ein Paar
konjugierter Durchmesser oder durch fiinf Punkte, die Bestimmung
eines Punktepaares durch den Schnitt eines Kegelschnittes und einer
Geraden, eines Geradenpaares durch die Tangenten von einem Punkt
an einen Kegelschnitt, die Bestimmung einer Bewegung durch Schie-
bungs- und DrehungsgroBen oder durch zugeordnete Punkte und Ge-
raden. Untrennbar damit verbunden ist die Aufgabe, aus der algebra-
ischen Darstellung die charakteristischen Stiicke der geometrischen Ge-
bilde zu bestimmen, also etwa aus einer quadratischen Gleichung zwischen
den Koordinaten die Achsen des durch die Gleichung dargestellten Kegel-
schnittes resp. der Fliche zweiten Grades. Da bei geometrischen Ge-
bilden die Darstellung nur ein Hilfsmittel ist, kommt es uns gerade auf
die Eigenschaften der geometrischen Gebilde an, die unabhingig von
der Darstellung sind, d. h. wir miissen die ,,Invarianten® aufstellen, die
allen algebraischen Darstellungen desselben Gebildes gemeinsam sind.
Zu solchen Invarianten kommen wir z. B., wenn wir die Darstellung
eines Kegelschnittes in einem beliebigen rechtwinkligen Koordinaten-
system untersuchen oder wenn wir die projektiven Transformationen
in einem beliebigen projektiven Koordinatensystem darstellen.

Hieran schlieBt sich auf Grund der Anordnung im Gebiet der In-
varianten die Anordnung der geometrischen Gebilde. Wir erhalten eine
Ubersicht iiber die verschiedenen Typen von Kurven, Flichen und
Transformationen. Was wir unter einem Typus zusammenfassen,
hingt von den speziellen Gesichtspunkten ab: Wir fassen vielleicht ein-
mal alle nicht zerfallenen Kegelschnitte als einen Typus auf, ein ander-
mal nur die reellen, ein drittes Mal unterscheiden wir Ellipse, Hyperbel
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und Parabel, ein viertes Mal nehmen wir aus den Ellipsen noch speziell
die Kreise heraus, aus den Hyperbeln die gleichseitigen Hyperbeln. Die
Anordnung geschieht aber in der analytischen Geometrie in der Wechsel-
wirkung von algebraischer Darstellung und geometrischer Betrachtung.

Die Verdnderung der Darstellung eines festen Gebildes kann auch
aufgefaBt werden als Veridnderung des Gebildes bei festem Bezugs-
system. Jeder Verdnderung des Koordinatensystems entspricht eine
Transformation des Raumes. Die Invarianten kénnen deswegen auch
aufgefalBt werden als Stiicke der Gebilde, die bei gewissen Transforma-
tionen derselben unverindert bleiben!. Die Gesamtheit von Trans-
formationen, die ein solches Stiick unverindert lassen, haben eine be-
sondere Eigenschaft. LiBt eine Transformation 7" ein Stiick unver-
dndert, dann auch die umgekehrte T-1; 14Bt eine Transformation T,
ein Stiick unveridndert und ebenso die Transformation T,, dann auch
die Transformation, die dadurch entsteht, daB man erst 7, und dann
T, anwendet. Hieraus folgt, daBl die Gesamtheit von Transformationen,
die ein Stiick unverdndert lassen, eine Gruppe bilden. Zu jeder Gruppe
gehoren andererseits auch bestimmte Invarianten der betrachteten Ge-
bilde. So kann man auch von den Transformationsgruppen ausgehend
die Untersuchung der geometrischen Gebilde anordnen. Solche Gruppen
sind z. B.: die Gruppe aller projektiven Transformationen der Ebene,
sie 1a8t nur die Eigenschaft des Zerfallens resp. des Nichtzerfallens
eines Kegelschnittes invariant. Ferner die Gruppe der reellen Affini-
téten, bei der die unendlich ferne Gerade in sich {ibergeht; bei ihr bleibt
das Verhiltnis der Kegelschnitte zum Unendlichfernen invariant,
Ellipse, Parabel, Hyperbel gehéren zu verschiedenen Typen. Weiter
die Gruppe der Ahnlichkeitstransformation, bei der die imaginiren
Kreispunkte in sich iibergehen, die Kreise in Kreise, die gleichseitigen
Hyperbeln in gleichseitige Hyperbeln. Ferner die Gruppe der Be-
wegungen, bei der der Abstand zweier Punkte invariant bleibt. Endlich
die Gruppe der Kreisverwandtschaften, bei der der Winkel erhalten
bleibt usw. '

AuBerhalb dieser Problemreihe sind zu allen Zeiten ,,Eigenschaften‘
der geometrischen Gebilde, geometrische oder algebraische, entdeckt
und abgeleitet worden. Aber zu einem Abschlu kommt diese Ent-
deckertatigkeit doch erst, wenn diese Eigenschaften systematisch ein-
geordnet sind; ein solches Einordnungsprinzip liefert die obige Problem-
reihe: Bestimmung, Aufstellung der Invarianten, Anordnung in Typen.

Wir werden im folgenden die lineare Algebra systematisch entwickeln
und iiberall die Verbindung mit der Geometrie und ihren Problemen
zeigen. Aber vorher wollen wir erdrtern, wie es iiberhaupt moglich ist,
von der Geometrie zur Algebra zu kommen, welche geometrischen Eigen-
schaften die Darstellung der geometrischen Erscheinungen durch al-

1 Hier haben wir eine Art Relativititsprinzip in der gewohnlichen Geometrie.
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gebraische Gebilde herbeifithren kénnen, d. h. wir werden die Grund-
legung der analytischen Geometrie behandeln.

Damit sind aber die Aufgaben dieses Anhanges noch nicht er-
schopft. Die ersten beiden Teile (II. und III.) enthalten gleichsam eine
,,dogmatische** Darstellung unserer Disziplin. Die Art und Weise, wie
die Mathematiker sich heute diesen Teil ihrer Wissenschaft systematisch
aufbauen, was sie von der Grundlegung fordern, was sie fiir die wich-
tigsten Elemente des Baues selbst halten, das wird hier auseinander-
gesetzt. Es ist notwendigerweise sehr subjektiv und zeitbedingt. Der
Leser kann mehr verlangen. Und so fiigen wir noch drei weitere Teile
hinzu. In dem ersten von ihnen (IV.) wird die Geschichte der analy-
tischen Geometrie kurz behandelt, hier betrachten wir also die Stellung
der Mathematiker vergangener Zeit zu dem Problem unserer Wissen-
schaft, wir versuchen, einzusehen, auf welchen Wegen die heutigen
Mathematiker zu ihren Ideen gekommen sind.

In einem weiteren Teil (V.) wollen wir versuchen, gleichsam einen
Blick hinter die Kulissen zu werfen. Wir wollen ganz einfache Fille
der handwerklichen Tétigkeit eines Geometers beobachten, wir sehen,
welche heuristische Methoden angewandt werden, um den Weg zum Ziel
abzustecken, bevor er wirklich im einzelnen verfolgt wird.

Im letzten Teil endlich (VI.) zeigen wir, daf3 die Abgeschlossenheit
des Lehrgebiudes nur scheinbar ist, daBl es noch weite Gebiete der
Geometrie gibt, deren algebraisch-analytische Darstellung bisher keines-
wegs gelungen ist.

So versuchen wir durch Betrachtung der Vergangenheit, Gegen-
wart und Zukunft die dogmatische Starre des Vorgetragenen zu lésen.

II. Grundlegung der analytischen Geometrie.

Im folgenden wollen wir keine Grundlegung der Geometrie geben,
kein System von Postulaten etwa, aus dem dann auch die algebraische
Darstellung der geometrischen Gebilde gefolgert werden kann'. Wir wollen
vielmehr nur den Proze der Verbindung von Zahlen und geometrischen
Dingen moglichst genau verfolgen und besonders darauf achten, wie
aus der anfinglich einfachen Verbindung der beiden Vorstellungen tief-
wirkende Folgen fiir beide Teile entstehen. So entsteht aus der Ver-
bindung der beiden nach und nach die Erweiterung der Zahlenwelt
zu der Welt der reellen Zahlen, die Vervollkommnung der geometrischen
Welt zum Kontinuum, so wichst die Zahlenwelt durch die Verkniipfung
ihrer Elemente, die sie urspriinglich von der Geometrie her empfangen
hat, iiber die anschaubare Welt der Geometrie heraus.

1 Fir die Grundlegung der Geometrie siehe vor allem HiLserr, Grund-
lagen d. G. 7. Aufl. Leipzig 1930; ferner Pascr-DEnN, G. d. G. 2. Aufl. Berlin
1926; HESSENBERG-SCHWAN, G. d. G. Berlin 1930.
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1. Ganze positive (natiirliche) Zahlen — Skala auf der Halb-
geraden. — Einfiihrung der Null. Die einfachsten Eigenschaften der
natiirlichen (ganzen, positiven) Zahlen einerseits, die einfachsten Eigen-
schaften der Streckenabtragung andererseits setzen wir als gegeben
voraus. Wie betrachten nur die Verbindung des Zihlens und Ab-
tragens. '

Auf einer Halbgeraden tragen wir vom Anfangspunkt O aus gleiche
Strecken 0A4,, A, 4,, A, 4,4, ... ab. Wir bezeichnen 04, mit s, und
ordnen dieser Strecke die Zahl (Anzahl) # zu. Der Addition der Zahlen »
und m soll die Verlingerung der Strecke s, um die Strecke s,, ent-
sprechen; wir schreiben auch

) Sn Tt Sm = Snim
und es ist

Sn+m = Smin -

Der Kommutativitit der Addition zweier natiirlicher Zahlen entspricht
die Kommutativitit der Verschiebung: ob man erst die Gerade um
die Strecke s,, dann um die Strecke s,,, beidemal in derselben Richtung,
vorschiebt, oder erst um s,, dann um s,, in derselben Richtung, ist fiir
das Endresultat gleichgiiltig.

Entsprechend fithren wir die Multiplikation einer Strecke mit
einer natiirlichen Zahl ein, indem wir setzen

S+ S+ sSp(lmal) =1Is, = s = Sim,
und es ist
1Sy, = ms;.
Ferner erhalten wir

l(sn + sm) = lsn+m = Sin+m) = Sint+im = Sin + Sim = lsn + lsm-

Hier haben wir das distributive Gesetz fiir die natiirlichen Zahlen be-
nutzt. Wir kénnen auch das distributive Gesetz fiir Strecken voraus-
setzen und erhalten daraus das distributive Gesetz fiir die natiirlichen
Zahlen.

Man kann das distributive Gesetz auch rein lineargeometrisch
deuten: Die Gruppe der Schiebungen wird durch die Multiplikation mit
einer ganzen Zahl isomorph auf sich abgebildet. (Unter einer isomorphen
Abbildung einer Gruppe verstehen wir eine solche, bei der dem aus zwei
Elementen zusammengesetzten Element das aus den Bildern dieser
Elemente zusammengesetzte Element entspricht.) Damit haben wir das
distributive Gesetz gleich allgemein fiir die Multiplikation der Summe
irgendwelcher Strecken mit einer natiirlichen Zahl ausgesprochen:

n(s + ) =ns+ns.
Wir werden die erste Erweiterung des Bereiches der natiirlichen

Zahlen (Anzahlen) vornehmen durch die Einfithrung der Null mit
Zeichen 0, indem wir dem Punkte O die Zahl 0 zuordnen. Das fiihrt
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uns auch dazu, eine Nullstrecke s, einzufithren, eine ausgeartete Strecke,
bei der die beiden Begrenzungspunkte zusammenfallen. Wir haben dann

O+m=m-+0=m und s34+ 5,=:,
Om=0 08, =5,.
2. Positive rationale Strecken und positive rationale Zahlen. Wir
definieren eine rationale Strecke OA,,, = s, durch die Beziehung
MmO Appm =MSpim = Sy, .
Sam 1St also eine Strecke, die mit s multipliziert der Strecke s, gleich
wird. s, ist hierdurch eindeutig definiert. Denn gébe es noch eine
zweite solche Strecke s” und wire etwa s’ groBer als s,,,, dann wire auch
ms’ groBer als ms,,,, also groBer als s,, gegen die Voraussetzung. Bei
diesem Schlusse benutzen wir das Postulat ,,GréBeres zu GroBerem ad-
diert gibt GroBeres®. '

Es folgt I Supm = 1Sy = Sy -

Nach unserer Definition ist aber
IMStajim = Stn -
Daraus folgt wegen der eben bewiesenen Eindeutigkeit

. Spim = Sinflm -
Es ist nun

My Spyymy, = Sny s My Spaims ™ Sny s
also nach dem distributiven Gesetze fiir Strecken:

m1m2 (snllml _I_ S”z/mz) = m2s7bl + mlsne = snﬂ’i’lz + snzm, = sn1m2+ng;m1 >
andererseits ist auch
mlnl2sn1mz+”zm1 = Sn,mz+nzm1 ’

also ist Mt

Spym, -+ Snafme = s"_ﬂw_l .
My M
Wir ordnen jetzt der Strecke s, das Symbol #/m zu, das wir auch
als rationale Zahl oder Bruch mit dem Zihler » und dem Nenner m
bezeichnen. Da zwei gleichen Strecken stets gleiche Zahlen entsprechen
sollen, so ist nach dem oben Abgeleiteten: '
n in
m . Im
zu setzen. Wir haben hiermit die rationalen Zahlen geometrisch ein-
gefithrt. Man kann auch die rationalen Zahlen als Zahlenpaare definieren,
wobei dann zwei Zahlenpaare (#,m) und (In, Im) als gleich anzusehen
sind. Diese Einfithrung konnen wir etwa so begriinden, daB wir durch

die Beziehung mx —n

eine ,,ideale’” Zahl x neu einfithren. Es ist aber mifllich, daB diese
,idealen* Zahlen gar keine anschauliche Bedeutung haben. Denn
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wenn wir dann Rechnungsregeln fiir sie einfithren, sind wir, jedenfalls
zunichst, nicht sicher, daB diese Rechnungsregeln nicht zu Wider-
spriichen fithren.

Aus unserer Zuordnung folgt sofort

n
m-—=1mn
m
Ny m Ny My + By Wy
my my, mymy )

Wir haben bisher die Strecken miteinander nur durch Addition
verkniipft (die Multiplikation mit einer natiirlichen Zahl wurde durch
fortgesetzte Addition erklirt). Jetzt wollen wir zur eigentlichen Mul-
tiplikation tibergehen, indem wir Strecken einander mit Hilfe von
rationalen Zahlen zuordnen. Fir diese Zuordnung benutzen wir das
Zeichen X und definieren eine neue Strecke

n
SEX%I X S,

n
m

durch die Beziehung:
m(ﬁ X sa) = m(sa X ﬁ) =nSs,.
m m

Hierdurch ist die neue Strecke aus demselben Grunde wie bei den
fritheren Schliissen am Anfang dieser Nummer eindeutig definiert. Wir
erkennen, daBB

(1) N X Sy = NS,

ist, daB also, falls die rationale Zahl #/m eine ganze Zahl ist, die durch
das X-Zeichen ausgedriickte Multiplikation der Strecke die n-fache
Addition bedeutet. Es folgt ferner:

n
m (% X sn1/m1) = nsnx/ml’

n
mmy (ﬁ X Sndﬂh) = Spny 5

also nach unserer fritheren Definition

n (01
(2) . . X Smpmy = Snoymm, = my X Snjm -
Ferner ist ”
m(ﬁ X sa) = NS,
m( 2 xs,) = ns,:
m b — bs

also

m(%Xsa—l-%Xsb):”(sa‘i‘sb)}

aber da auch

m (7% X (g + Sb)) = n(sq + )

ist, so folgt
n

3) X (Sa 5 = =X Sy e X 5

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 20
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Ferner ist: ",
Wy |—— X Sg| = 74
1 (ml a) 1°a

also
ny ) 23 .
Myt |- = X Sq + 5 X Sq) = (mymy + nymy) s,
1 "y

andererseits ist nach dem oben Bewiesenen

Ny Ny MMy + Ba¥y
"y m; Wy My

also auch
(41 g
WMy g [ [—- + —=
! z(( "y + 2

daher ist endlich
M Ny

(4) -ﬁ;xsa+:¢—ixsa=(—+—)><sa.

My o

) Xsa) = (nlmz + %27’}11) Sa s

Es gilt also das distributive Gesetz sowohl, wenn wir eine Summe
von rationalen Zahlen mit einer Strecke multiplizieren, als auch, wenn
wir eine rationale Zahl mit einer Summe von Strecken multiplizieren.

Indem wir dieser Multiplikation einer rationalen Zahl » mit einer
Strecke s, wieder die Multiplikation der rationalen Zahl » mit der
rationalen Zahl #* zuordnen, erkennen wir aus (2), dal die Multipli-
kation zweier rationaler Zahlen wieder eine rationale Zahl ergibt und
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