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ВВЕДЕНИЕ 

Механика разрушения в настоящее время становится все
объемлющей наукой о твердом: теле, вбирающей в себя подобно 
полноводной реке многочисленные и разрозненные частные дис
циплины о твердом теле: теорию упругости, теорию пластичности, 
теорию ползучести и вязкоупругости, сопротивление материалов 
и др. Конечной целью механики разрушения является оптималь
ное проектирование конструкций. 

Эта книга представляет собой исследование авторов по меха
нике разрушения, охватывающее довольно широкий круг актуаль
ных проблем, представляющих непосредственный практический 
интерес, прежде всего для машиностроения. Однако ряд резуль
татов может быть использован и в других областях, например 
в строительном и горном деле и в металлургии. 

В книге применен комплексный подход к проблеме разрушения: 
в зависимостА от конечной цели исследования используются как 
классические представления о бездефектном материале, так и 
современные представления о разрушении как о процессе раз
вития внутренних дефектов материала. Для решения ряда вопро
сов прочности и проектирования можно вполне обойтись без 
более точных, но зато и г-ораздо более сложных, структурных 
теорий, учитывающих развитие трещин и дефектов в материале. 

Математический аппарат, используемый в данной книге, 
весьма разнообразен. Он включает в себя методы решения раз
личных граничных задач для обыкновенных дифференциальных 
уравнений и для уравнений в частных производных (как линей
ных, так и нелинейных, а в ряде случаев с неизвестной заранее 
границей), методы нелинейнаго дискретного программ:ирования, 
асимптотические методы, методы теории функций комплексного 
переменного. 

В рамках классических теорий прочности рассмотрены вопросы 
оптимального проектирования конструкций. Подход основан на общем принципе равнопрочности, введенном ранее одним из 
авторов. Рассмотрены некоторые конкретные примеры конструкций: стержневые системы, безмоментные оболочки вращения, 
безопорные мосты, трубопроводы, навитые из волокон сосуды 
давления и др. Для решения обратной задачи теории упругости 
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применен принцип равнопрочности: определена форма отверстий 
и выточек из условия, что концентрация напряжений минимальна. 
Рассмотрены различные конкретные задачи. Показава тесная 
связь равнопрочных конструкций с конструкциями минималь
ного веса. 

Рассмотрены аварийный и безаварийный режимы работы 
многослойных клееных оболочек (первый из них представляет 
особый интерес в вопросах живучести пораженных конструкций). 

Общий метод математической физики - метод внешних и 
внутренних разложений применен для вывода общих уравнений 
деформирования дискретно-армированного континуума. Из этого 
метода естественно вытекает основное представление механики 
хрупкого разрушения о коэффициенте интенсивности напряжений 
как о параметре, контролирующем локальное разрушение в устье 
трещины. 

В книге изложена теория одного наиболее часто встречающегося 
типа трещин технологического происхождения, так называемых «го
рячих» трещин. Дефекты такого рода имеют первоетеленное зна
чение в сварочном и металлургическом производствах. Дан про
стой общий метод точного решения автомодельных динамических 
задач теории упругости. В качестве примеров рассмотрены неко
торые контактные задачи и задачи о трещинах. Рассмотрена ди
намическая прочность толстостенных цилиндрических оболочек 
при статических, динамических и случайных нагрузках. Приве
дено точное решение пространствеиной задачи теории упругости 
для внешности эллипсоидального отверстия, находящегося в тя
желом полупространстве. Для наиболее интересных частных 
случаев получены общие условия устойчивости выработок. Пред
лагается теория горного удара, а на ее основе- некоторые меры, 
которые могут служить для управления этим явлением. 

Содержание ;гл. 1 представляет собой цикл лекций, подгото
вленных для школы- симпозиума по механике разрушения 
(Польша, 1 974 г). 



Гл а в а  1 
ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ 

КОНСТРУКЦИ Й * 

§ 1. ПРИНЦИП РАВНОПРОЧНОСТИ 

Оптимальное проектирование конструкций является обратной 
задачей механики твердого тела, и в этом ее основная сложность. 
Рассмотрим общий подход к оптимальному проектированию кон
струкций, позволяющий в простейших случаях свести проектиро
вание к строго поставленным математическим задачам, а в более 
сложных случаях- помогающий искусству конструктора. Целе
вое назначение конструкции и внешние условия ее эксплуатации  
составляют основу технического задания для проектирования. 
На основе технического задания инженер, опираясь на опыт, 
создает начальный проект конструкции с неопределенными сво
бодными параметрами, оптимальные значения которых определя
ются детальными расчетами. В результате, если конструкция 
не удовлетворяет всем условиям технического задания, необходимо 
изменить начальный проект. 

Работоспособность конструкции зависит от следующих основ
ных факторов, тесно связанных между собой: геометрии конструк
ции, материала, максимального уровня внешних нагрузок, харак
тера внешней нагрузки (длительности, числа циклов и т. п. ), 
температуры внешней среды, агрессивности среды, интенсивности 
электромагнитного излучения. 

Пусть свободные параметры х1 , х2 , . . .  , Хп описывают эти 
факторы для начального проекта конструкции. Прямая задача 
расчета заключается в следующем: в пространстве параметров (х1 , х2 , . . . , Хп) требуется найти область безопасной работы 
конструкции. Если такая область существует, то надо найти 
оптимальный проект, т. е. определить такие геометрические пара
метры и материалы, для которых выполнялось бы определенное 
условие мини-макса (например, условие минимальной массы 
или минимальной стоимости конструкции). Прямой и очевидный 
метод решения задачи оптимального конструирования заклю
чается в решении  бесконечно большого (или весьма большого 
числа прямых задач для различных комбинаций геометрических 
параметров (и материалов) и в последующем сравнении получен
ных решений по требуемому мини-максу с целью выделения един-

* Эта глава написана совместно с д. Г. Таги-заде. 
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ственного решения. Задача конструктора заключается в том, 
чтобы разумно сузить круг конкурирующих проектов, подвергае
мых точному расчету и испытаниям. 

В рамках примерно заданных геометрических параметров кон
струкции полезен эвристический принцип равнопрочности, сразу 
приводящий к пекоторой прямой математической проблеме 
относительно оставшихся неопределенными геометрических пара
метров искомого решения (например, толщины оболочки). 

Примем следующие допущения. 
1 .  Конструкция сделана из достаточно надежного материала, 

т. е. не содержит опасных трещинаподобных дефектов металлурги
ческого или технологического происхождения, не обнаруженных 
методами неразрушающего контроля. 

2. Конструкция работает в условиях, исключающих опасное 
развитие в ней эксплуатационных трещин за требуемый промежу
ток времени (к эксплуатационным относятся усталостные, корро
зионные, водородадиффузионные и другие трещины). 

Эти допущения позволяют считать конструкцию «бездефект
ной» и для определения условия локального разрушения пользо
ваться феноменологическими теориями, в которых отсутствуют 
параметры, характеризующие структурные несовершенства ма
териала (размер трещины, величину зерен или пор и т. д.). Все 
феноменологические теории (в сопротивлении материалов их 
называют теориями прочности) имеют характер функциональной 
зависимости между критическими значениями напряжений alf• 
деформаций вiio температуры Т и времени t, полностью описыва
ющими состояние элементарного объема. Иначе говоря, существует 
зависимость 

f (aif• вii, Т, t) = О (i, j = 1 ,  2, 3) ( 1 )  

такая, что при f < О локального разрушения н е  происходит, 
при f = О происходит разрушение рассматриваемого элементар
ного объема, а состояние f >О- невозможно. 

Зависимость ( 1 )  определяется опытным путем на гладких 
образцах; размер образца, состояние материала, вид нагружения 
и внешние условия должны имитировать соответствующие условия 
для рассматриваемого элемента конструкции. Перечислим основ
ные теории прочности. 

Теория Галилея. Разрушение не происходит, если 
(2) 

здесь cr1 , cr2 , cr3- главные напряжения; сrв- временное сопро
тивление. Эта теория, как и теория Понселе, применима в основ
ном в тех случаях, когда разрушение происходит от растяжения. 

Теория Понселе. Разрушение не происходит, если 

(3) 
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здесь в1, 82, в3 - главные деформаций, 88- предельно допустимая 
деформация . 

Теория Кулона. Разрушение не происходит, если 
max (тп -1 an 1 tg р) < k, (4) 

здесь 'tn и an - касательное и нормальное усилия ·на площадке � 
с вектором нормали n, максимум ищется среди всех возможных � 
ориентаций вектора n в данной точке; k - коэффициент сцепле-
ния; р - угол внутреннего трения . · 

При р = О, что можно принять, например , для металлов, 
из неравенства ( 4) получается следующее: 

max (i а1- a2l• 1 а1- аз 1 . 1 а2- аз 1) < 2k. (5) 

Теория Кулона применима в основном в тех случаях ,  когда 
разрушение происходит от сдвига .  

Теория Мора. Разрушение не  происходит, если 
max [тп- f (ап)] < О, (6) 

где функция f (ап) определяется экспериментально . 
В рамках этих теорий длительность и степень нестационар

ности нагружения , температуру ,  внешнюю среду и другие факторы 
можно учесть,  считая , что постоянные материала а8, 't8, k, р 
и др .  зависят также от длительности действия нагрузок, от числа 
циклов, от температуры, от внешней среды и т .  п . ,  причем эту 
зависимость определяют экспериментально . 

Например , согласно экспериментальным данным для одноос
ного растяжения постоянной нагрузкой величина а8 для металлов, 
полимеров и горных пород зависит от абсолютной температуры Т 
и длительности действия нагрузки t: 

U RT t 0'8 =у - -'У- lп -:r;;- (t > 't 0) , (7) 

где U- энергия активации ;  у- структурная постоянная ; R 
газовая постоянная ; т 0 - время пробега упругой волны на меж
атомное расстояние (т0 ......- 1 0-12с) . Согласно условию (7) разруше
ние происходит при любой сколь-угодно малой нагрузке .  

Существенным недостатком теорий прочности является то , что 
в случае сложного напряженного состояния локальное разруше
ние (т. е. нарушение условий вида ( 1 )-(6)] часто не приводит 
к разрушению всей конструкции .  Фактически в опасной точке 
появляется либо пластическая зона, либо образуется трещина , 
которые развиваются с увеличением нагрузок. Поэтому расчеты 
на прочность дают неудовлетворительные разультаты для надре
зов , выточек и других  концентраторов напряжений .  

3 .  Допускаем, что локальное разрушение приводит к разруше
нию или потере работоспособности конструкции в целом. Тем 
самым пренебрегаем устойчивым развитием пластических зон и 
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трещин от момента их возникновения до потери несущеИ способ
ности всей конструкции ;  это допущение идет в запас прочности .  

Конструкцию, удовлетворяющую допущениям (пп .  1, 2 ,  3), 
будем называть равнопрочной , если она спроектирована так, что 
разрушение [т .  е . , нарушение условий (1)-(6)] начинается в ней 
одновременно во всех точках конструкции (или же, если послед
нее невозможно, в максимально большой части конструкции). 
В такой конструкции весь материал «работает» равномерно и для 
заданного материала условие равнопрочности я вляется также 
условием минимальной массы конструкции .  Иначе говоря , кон
струкции минимальной массы суть равнопрочные конструкции *. 
Указанное требование, предъявляемое к конструкции при ее 
проектировании ,  будем называть принципом равнопрочности. 
Этот принцип сводится к принципу равнонапряженности лишь 
в простейших случаях; последний применяли для расчета формы 
сосудов давления , навитых из волокон , арок, дисков и др . Заметим, 
что минимум-макс , получаемый на основании принципа равнопроч
ности , будет условным или локальным в зависимости от исходных 
геометрических параметров конструкции. Поэтому необходимо 
стремиться к использованию этого принципа в проектировании 
на наиболее ранней стадии и в наиболее общих геометрических 
формах . 

§ 2. ПРОСТЕЙШ И Е  СТЕРЖНЕВЫЕ СИСТЕМЫ 

Оптимальное проектирование большинства статически опреде
лимых систем удается выполнить достаточно просто на основе 
принципа равнопрочности,  если известно решение прямой задачи .  
Рассмотрим вначале некоторые простейшие стержневые системы. 

1. Тяжелый стержень. Пусть стержень длины l (рис. 1) нахо
дится под действием силы тяжести собственного веса  и силы Р, 
приложенной к его концу при z = l (другой конец при z = О 
закреплен) . Ускорение свободного падения и сила Р направлены 
вдоль оси стержня . Требуется определить площадь поперечного 
сечения S (z) равнопрочного стержня . 

Имеем уравнение равновесия �� = -pgS (8) 

и условие равнопрочности 

(9) 

где pg -- удельный вес ; N - усилие.  Решая эту систему уравне
ний с условием N = Р при z = l ,  получаем 

(10) 

* Обрат ное утвС'рждение, вообще говоря, неверно. 
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. Итак, площадь поперечного сечения равнопрочного стержня 
убывает экспоненциально с ростом z. 

Применим полученное решение для проектирования трос а  
минимального веса в связи с проблемой исследования океанских 
глубин при помощи батискафа . Пусть вес батискафа вместе с эки
пажем равен Р = 98 · 1 03Н . Оцинкованная сталь ,  используемая 
в тросах ,  имеет временное сопротивление около 1 96 · 1 о-5 Н/м2• 
С учетом коэффициента запаса ,  который для тросов обычно при 
нимают равным 4 ,  величина 0'8 в формуле ( 1 0) будет равна 49 Х 
х 1 0-5 Н/м2• Для троса  0'8 = 98 · 1 0-7 Н/м3 (с за .пасом) . Архиме
давой силой пренебрегаем , что также идет в запас прочности 
(примерно 1 0%) . Глубину океана примем равно .:/.�' ����(LЦ� 1 0  000 м (примерная глубина Марианекой впа
дины,  самой глубокой в мире) . Отсюда , со
гласно формуле ( 1 0) площадь поперечного 
сечения равнопрочного троса ,  удерживающего 
�ш�, -

S = Smaxe-Лz, Л = 2 · 1 0-4 м-I, 

( 1 1 ) 

здесь Smax и Smtn- наибольшая и н�именьшая 
величины площади поперечного сечения троса 
соответственно на поверхности океана и около 
батискафа . Технология  производства такого 
троса легко осуществима практически .  Заметим, 

S(z} 

р 
Рис. 1. Тяжелый 
равнопрочный стер. 

жень с груз ом 

что применение обычного троса постоянного сечения при ука
занных выше данных позволяет опускать батискаф лишь на глу
бину до 5000 м .  2. Вращающийся стержень. Пусть теперь тот же стержень 
длиной l вращается с угловой скоростью ro вокруг оси z = О. 
На конце стержня имеется сосредоточенная масса М ,  силой тяже
сти пренебрегаем . Поперечное сечение S равнопрочного стержня 
в данной задаче определяем из следующих уравнений :  

dN 2 S - = -pro z d-г ' 

при z = l N = Mro2l . 
Отсюда находим 

S = Mro2l 
е" (l'-z') 

<rв ' 
pro2 

где А = -2<rв ' 

( 1 2) 

( 1 3) 

Формула ( 1 3) позволяет р ассчитать , например , площадь по
перечного сечения равнопрочных лопаток в турбинах .  

3.  Примеры стержневых систем. В шарнирных безмоментных 
стержневых системах (рис .  2) усилия в соответствующих стержнях 
будут следующими: 

9 



для статически-определимой системы (рис . 2 ,  а) 

N1= P cosep( 1  -t ctgф) , N2 = - Р ��::; 
для статически-неопределимой симметричной системы 

( 1 4) 

(рис . 2 ,  б) материал предполагается упругим до р азрушения , 

( 1 5) 

Здесь S, 11 и Е - площадь поперечного сечения ,  длина и 
модуль Юнга (индекс 1 ,  2 отвечает номеру стержня ) .  

t, 2 2 В последнем случае напря-
жения во всех стержнях будут 
растягивающими , так что рав
нопрочность системы достигает
ся при выполнении следующе
го условия : 

а} 
Рис. 2. Равнопрочные стержневые си

стемы: 

E2l1 = E1l 2 cos ер. ( 1 6) 

Для упругопластического 
а- кронштейн с грузом; б -фермснная материала условие ( 1 6) при 

статически-неопределимая система 0'8 = 0'5 будет условием ОДНО· 
временного перехода в пласти

ческое состояние стержней 1 и 2. В случае, изображенном на  
рис .  2, а, потеря работоспособности стержня 2 может произойти 
или вследствие потери устойчивости (для достаточно тонкого 
стержня) или же вследствие разрушения материала от сжимаю
щего напряжения .  Принимая критическую силу равной эйле
равой силе, запишем 

( 1 7) 

отсюда при помощи принципа р авнопрочности находим следующие 
параметры (рис .  см. 2, а) : 

р sl = - cos ер ( 1 + ctg ф ) ; ( 1 8) Uв 

S _ Pcos <p n2El 
2 - если О'сжS2 < -l-2 - , О'сж sin '\'' 2 

Здесь О'сж - прочность стержня 2 на одноосное сжатие; 
Е/- изгибная жесткость стержня 2. Величины S 2 и 1 зависят 
от формы поперечного сечения стержня . 

4 .  Осевое сжатие, кручение и иэгиб стержня. На основе прин
ципа р авнопрочности можно определить форму поперечного 
10  



сечения стержня , для которой кри.пtческая сила потери устойчи
всети будет максю1альной для заданной площади поперечного 
сечения S , длины стержня l и массы материала т Это будет тонко
стенный полый круговой цилиндр , для которого величины S, т 
и момент инерции 1 

S = nr2, т = 2nprhl, 1 = nr2h, ( 1 9) 

где r и h - радиус и толщина стенки полого цилиндра; р -
плотность. Действительно, искомое сечение должно быть асе
симметричным, т. е. иметь форму кольца ;  иначе потеря устойчи
вости будет происходить всегда в плоскости наименьшей жест
кости стержня , и часть стержня вблизи нейтральной пло
скости заведомо не будет «работать» . Для заданной площади 
сечения наибольший момент инерции и, следовательно, иэгиб
ную жесткость имеет тонкое кольцо, охватывающее заданную 
площадь. Отсюда согласно формуле ( 1 7) получаем требуемый 
результат. 

Тонкостенные полые круговые цилиндры ,  как легко доказать 
из аналогичных соображений ,  имеют также наибольшую крутиль
ную жесткость ,  т .  е .  сопротивляемость кручению, по сравнению 
со стержнями той же длины, но любой другой формы (сделанных 
из той же массы того же материала) . Приведем соответствующие 
значения крутильной жесткости k1 и изгибной жесткости Е 

1 
для прямолинейных стержней оптимальной формы: 

kt = JJ.pml ' Е/ = mES 
• 2npl 

Здесь 1.1.- модуль сдвига . 
Напомним физический смысл kt и Е 

1: 

М = k1q>, М = Elx, 

(20) 

(21) 
эдесь М - величина крутящего или изгибающего момента; q> и 
х - угол кручения и кривизная стержня , полностью характери 
зующие деформацию стержня . 

Тонкостенные круглые трубы обладают еще одним оптималь
ным геометрическим свойством :  конструктивная эффективность 
тонкостенного полого кругового цилиндра наибольшая по сравне
нию с тонкостенными цилиндрами одинаковой толщины любой 
другой формы (той же длины) ,  сделанными из того же количества 
материала. Конструктивной эффективностью А. цилиндрической 
оболочки называют отношение объема V, заключенного внутри 
оболочки , к массе оболочки т (V и т приходятся на единицу 
длины) :  

v !!. = -. 1n (22) 
11 



Эта оптимальная конструктивная эффективность 

�=-'-=�. 2plt 4:rtp2h2 (23) 
Толщину h стенки определяют из расчета на прочность, тепло

защиту и т. п .  
Для сравнения приведем конструктивную эффективность ци

линдрической оболочки прямоугольного поперечного сечения 
с измерениями а и Ь и сферической оболочкой той же толщины 
соотве.тственно (в последнем случае V и т относятся ко всей 
сфере) : 

�= аЬ - .!!!!...&�· (24) 2ph(a+ Ь) - т -= 16р2!!2' 

� --'-- т'/, 
(25) - 3ph - 6 v :rt(ph)•;, ' 

где r - радиус сферы .  
Для замкнутых оболочек конструктивная эффективность сферы 

будет наибольшей . В условии  (24) знак равенства относится к квад
ратному поперечному сечению. 

Конструктивная эффективность является одним из важнейших 
параметров, определяющих практическое применение оболочки 
той или другой формы, когда целевым назначением конструкции  
я вляется транспортирование или хранение. Чем больше величина 
�. тем рациональнее конструкция . Именно максимальной кон
структивной эффективностью и наибольшей прочностью объяс
няется широкое распространение круговых цилиндрических обо
лочек в природе и в практике (стебли растений ,  кровеносные со
суды, трубопроводы, камеры сгорания ракетных Двигателей 
и др . ) .  

Строительство жилых зданий и сооружений в форме вертикаль
но стоящих полых круговых цилиндров гораздо рациональнее и 
экономичнее, чем в форме параллелепипедов .  Например , согласно 
формулам (23) и (24) при одинаковой жилой площади и кубатуре  
возведение стен здания в форме кругового цилиндра на 28% де
шевле,  чем в форме параллелепипеда с квадратным основанием 
(пр11 одном и том же строительном материале) . Для других па
раллелепипедов разница будет еще более ощутимой . Видимо , 
города будущего будут состоять из многоэтажных цилиндриче
ских зданий .  

В заключение рассмотрим осевое сжатие прямолинейного 
сплошного стержня радиуса r. Очевидно, при достаточно малой 
относительной длине l/r стержня потеря его работоспособности 
будет происходить вследствие разрушения , т. е. критическая 
сила N будет равной О'сж nr2 (для металлов величина О'сж имеет 
порядок предела текучести о5) . При достаточно большой относи
тельной длине 1/r стержня потеря работоспособности происходит 12 



вследствие потери упругой устойчивости ,  т .  е .  критическая cи.Jtfi 
будет равна эйлеравой (при шарнирно-опертых концах) :  

(26) 

Аппроксимируя эти два предельных механизма разрушения 
на всю область llг, находим относительную длину стержня ,  разде
ляющую зоны преимущественного влияния того или другого 
механизма : 

l n у---в -�- --�1 0-;. 20. 
2r 4 О'сж (27) 

Величина отношения Еlасж для большинства конструкцион
ных материалов имеет порядок 1 00-500 . Чтобы построить более 
полную теорию устойчивости стержня ,  следует учитывать развитие 
пластических зон или трещин при изгибе стержня . 

§ 3. РАВНОПРОЧНАЯ БЕЗМОМЕНТИдЯ Н ИТЬ 

Рассмотрим гибкую тяжелую нить попеременного сечения , 
провистую между двумя неподвижными опорами . Эта модель 
хорошо описывает многие реальные конструкции (провода на  
линиях электропередач ,  канаты, цепи , арки ,  некоторые безопор
ные мосты и т .  д . ) .  В данной задаче принцип равнопрочности 
11риводит к требованию, чтобы растягивающее напряжение во 
всех точках нити было одинаковым. Определены форма прогиба 
и поперечное сечение равнопрочной нити . В качестве иллюстра
ции полученного решения возьмем проект равнопрочного висячего 
моста . 

1 .  Введение и постановка задачи. Рассмотрим  гибкую тяжелую 
нить перемениого сечения , провистую между двумя неподвижными 
опорами (рис .  3) . Расстояние между опорами , находящимися на 
одном уровне, равно 2L .  Выберем начало координат гz в середине 
пролета ; ось z направлена перпендикулярно к линии ,  соединяющей 
точки опоры (г - расстояние от оси z) . Направление силы тя
жести совпадает с направлением оси z . Максимальный прогиб 
нити будет при г = О, обозначим его через а. Кривую прогиба 
нити будем обозначать через М, а текущую длину дуги кривой -
через s (условимся ,  что при г = О будет s = 0) . 

Запишем уравнения равновесия 
dN d5 + P t  = О , N + R Рп = О . (28) 

Здесь N = усилие ; R - радиус кривизны; P n и P t - нормаль
ная и тангенциальная (к кривой М) составляющие силы тяжести 
(см. рис .  3) , т .  е .  

Р n = pgS cos сх:, Pt  = pgS sin сх:, (29) 
13 



где pg- удельный вес материала нити; а- угол, составляемый 
нормалью к кривой М с осью z, S - площадь поперечного сече
ния нити . 

Пусть уравнение кривой М имеет вид 

Тогда 

z = z (s) , r = r (s) . (30) 

dr . dz 1 z" (s) (3 1 ) COStX = ds' SШtX = ds '  R = ?(s) '  
Подставляя формулы (29) и (3 1 )  в уравнения (28) , получим 

N' (s) + pgSz' (s) = О; ] Nz" (s) + pgS (r' (s))2 = О; (32) 
(r' (s))2 + (z' (s))2 = 1 .  

При S = const уравнения (32) были проинтегрированы Бер
нулли ,  который нашел цепную линию. Нить постоянного сечения 

ZL обрывается всегда вблизи точек 
опоры, так как в этих точках 

О растягивающее напряжение будет 

z 

максимальным. Поставим следую
щую задачу : определить площадь 
сечения и форму прогиба нити , 
в которой растягивающее напря
жение было бы постоянным. Такую 

Рис. 3. Равнопрочная тяжелая цепь нить будем называть равнопроч-
ной, весь материал которой «рабо

тает» р авномерно. Очевидно, что равнопрочная нить для за
данного материала с а .. будет также нитью минимального веса ,  
хотя доказать это весьма сложно, так как по существу для  этого 
нужно решить задачу (32) для  произвольной функции S (а) с до-

z 
полнительным условием минимума функцианала J S (s) ds (в об-

о 
ласти N < a11S), где 2l - длина всей нити . Для заданного веса 
равнопрочная нить будет иметь наименьшее напряжение по срав
нению с максимальным напряжением в других нитях .  В данной 
задаче со г лас но принцилу равнопрочности должно выполняться 
следующее соотношение.  

(33) 

Четыре уравнения (32) и (33) образуют замкнутую систему, 
служащую для нахождения неизвестных функций z (s), r (s), N (s) и S (s). 

14 



2 .  Решение задачи. Подставив соотношение (33) в первое урав
нение (32) и проинтегрировав его, получим 

S = S0 e-Лz (Л= �: ) , (34) 

где S 0 - площадь поперечного сечения нити вблизи опор . 
Подставляя формулы (33) и (34) во второе уравнение (32), 

находим 
z" + Лr'2 = О. (35) 

Исключая r' из этого уравнения и третьего уравнения (32), 
получаем 

z " - Лr'2 = -Л. 

Это уравнение сводится к следующему : 

dz 
ds 

При этом было использовано условие 
при 

s = О dzl ds = О. 

(36) 

(37) 

(38) 

Интрегрируя уравнение (37) и считая , что z = а при s = О, 
находим 

1 z = а- Т ln ch Лs. (39) 

Подставляя соотношение (37) в последнее уравнение (32) и 
решая его, получаем 

r = � ( arctg еЛs - : ) ( 40) 

(r = О при s = 0). 
Длину всей нити 21 и максимальный прогиб а найдем из сле

дующего условия: 
при 

s = l z = О; r = L . (4 1 )  

Отсюда по формулам (39) и (40) получаем 

l � + ln tg � : + + ЛL ) , J а = Т Inch Лl. 
(42) 
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Площадь поперечного сечения равнопрочной нити согласно 
формулам (34) и (39) 

ch Лs S = So ch Лl • (43) 

Формулы (33) ,  (39) , (40) , (42), (43) дают полное решение по
ставленной задачи .  Как видно, форма прогиба равнопрочной 
нити определяется единственным образом, а площадь ее попереч
ного сечения зависит от произвольного множителя S 0 ,  задающе
го масштаб . 

На рис . 4 изображена кривая прогиба равнопрочной нити 
в безразмерных переменных z* и '* [ (см .  формулы (39) , (40) 
и (42) ] :  

ch In tg (Т + + ЛL ) 
ch ln tg ( : + + r *) 

z* = 'Лz, '* = 'Лr. 

= ln cos '* 
cos ЛL (44) 

Решение задачи имеет физический смысл только при выполне
нии условия 

'ЛL < n/2 . (45) 

При ЛL > n/2 решения поставленной задачи не существует .  
Шарнирная опора может быть расположена в любом месте единой 
кривой прогиба; выбор точки опоры соответствует заданию L и а. 

3 .  Проект равноорочиого бе-'�2 .. r 1 1 �:s\� 1 ���:ннио:о 
п�::::�ет п��������� 

.. - . зировать, в частности , возмож-

о 

ности проектирования равно
прочных безопорных (висячих) 

л: .IC r* мостов ,  строительство которых 
71 2 во много раз дешевле обычных 

Рис.  4. Форма прогиба равнопрочной опорных мостов .  Пусть в каче-
тяжелой нити стве несущего нагрузку мате-

риала используются стальные 
тросы, временное сопротивление которых равно примерно 
1 96· 1 0-5 Н/м2 , а коэффициент запаса 4-5. Поэтому величи
ну рабочего напряжения <18 в тросах можно принять равной 
392 ·1 о-в Н/м2 • Величину удельного веса pg = 1 1 8 · 1 о-о Н/м3 
(считая ,  что общий вес дополнительного груза, не несущего на
грузки , равен половине веса несущих тросов) . Дополнительный 
груз р аспределяется вдоль моста по закону (43) .  

В рассматриваемом случае 

\б 



При помощи формул (42) и (43) определим для различных про
летав моста 2L максимальный прогиб а и отношение SmaxiSm,n• 
где Smax и Sm1n- общая площадь поперечного сечения несущих  
тросов вблизи опоры ( при  r = L) и при  r = О соответственно 
(Smax = So): 

2L, км . .  
а, м . .  

Sma>.ISmln 

2 
150 

1,045 

4 
640 

1,212 

Для строительства равнопрочных (висячих) мостов наиболее 
выгодно использовать естественные перепады высот (если исполь
зуется решение только при О < r < L) или же естественные 
возвышения (если используется решение при - L < r < L ,  
как показано на рис .  3) . Для оценки безопасной величины Smln 
можно ис пользовать вторую формулу (28) и выражение (3а) 

S __ RPN __ r' (О) PN _ PN 
mln - О'в 

-
cr8z" (О) - Ла8 ' 

Здесь PN- неучтенная в р асчете (аварийная) нагрузка на 
единицу длины моста , сосредоточенная в том сечении  моста ,  где 
площадь сечения несущих тросов минимальна .  Примем, что PN = 
= 98 000 Н/м; тогда Sm1n � 1 м2• Существенно, что прогиб р авно
прочного моста зависит только от одного параметра pgL/a8 , а про
пускная способность его может быть взята любой за  счет выбора 
параметра S0• Простые оценки показывают, что применевне более 
легких композитных материалов в качестве несущих нагрузку 
(вместо стальных тросов) позволяет проектировать висячие мосты 
с длиной до 1 0-1 5 к м и максимальным прогибом около 600 м .  

§ 4. ПОДВОДНЫЕ ТРУБОПРОВОДЫ 

Транспортировка газа или нефти при помощи подводного 
трубопровода , укладываемого на дне моря ,  экономически гораздо 
более выгодна ,  чем при помощи специальных судов-танкеров . 
В связи с сооружением подводных трубопроводов в последние  
25 лет возникли две основные проблемы: как  оптимально проек
тировать трассу трубопровода и его параметры в морских усло
виях?; какова оптимальная конструкция трубопровода ? Решению 
этих проблем посвящен этот параграф .  

1 .  Постановка и анализ задачи. Пусть требуется проложить 
трубопровод между пунктами А и В,  разделенными водным бас
сейном. Выберем декартову прямоугольную систему координат 
так, чтобы плоскость ху совпала с уровнем моря ,  а направление 
оси совпало с направлением силы тяжести (рис. 5) . Дно моря пред
ставляет собой заданную поверхность 

� Г. П. Черепанов 
z = F (х, у), (46) 
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проходящую через точки А и В , расположенные на уровне моря . 
Уравнение искомой кривой трубопровода , лежащей на  этой 
поверхности,  можно записать в виде 

х = Х0 (s), у = Уо (s), z = Z0 (s) . (47) 

Здесь s - длина дуги кривой, отсчитываемая от точки А. 
Длину всего трубопровода (от А до В) обозначим через L .  

8 
lj 

Рис. 5. Схема подводного 
трубопровода между пун

ктами А и В 

Нефть (или газ) транспортируется под 
действием перепада давления 

Llp = РА- Рв. (48) 

где РА и Рв- давление газа в точках А 
и В. В нутреннее давление  нефти в 
трубе можно считать линейной функцией 
длины дуги :  

(49) 

(влиянием кривизны трубопровода на 
течение нефти или газа в трубе можно пренебречь) . 

Внешнее давление воды на  трубу 

Р о = P ogZo (s), (50) 

где р�- удельный вес морской воды. 
Расход газа Q (масса газа, протекающая через поперечное 

сечение трубы в единицу времени) в установившемся режиме 

Q = лpur2• (5 1 )  

Здесь р и u - плотность и средняя скорость газа;  r - радиус 
трубы. Скорость газа будет примерно постоянной по сечению 
трубы для развитых турбулентных течений ,  т. е. при достаточно 
больших числах Рейнольдса :  

(52) 

Здесь 1..1. - вязкость газа, сильно зависящая от температуры 
газа Т, 

1..1. = f..to (Т) ; (53) 

f..to (Т) - заданная функция .  Уравнение состояния газа 
р = pRT, (54) 

где R - универсальная газовая постоянная . В случае нефти 
сжимаемостью можно пренебречь (нетрудно также учесть ее, 
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считая nлотность р эмnирически задаваемой функцией давления р, 
т. е . р = Р (р)) . 

Градиент давления газа вдоль трубы dp/ ds является некоторой 
функцией числа Рейнольдса :  

:� = - Р�2 с, (Re) .  (55) 

Коэффициент трения с, (Re) определяют опытным путем ;  
здесь он задан .  Отсюда для установившегася режима течения 
нефти , считаемой несжимаемой жидкостью, при изотермическом 
процессе Т = const и трубы постоянного сечения r = const 
согласно условиям (5 1 )  и (52) получается линейная зависимость 
(49) . 

Уравнение энергии для потока газа в трубе имеет вид 
dT Т0 - Т (R ) dS = r а, е· (56) 

Здесь Т 0 - температура  трубы в р ассматриваемой точке; 
а, - коэффициент теплообмена , определяемый опытом . 

Система уравнений (5 1 )-(56) позволяет легко построить поле 
всех параметров установившегася течения нефти или газа в круг
лой трубе постоянного сечения в зависимости от s при заданном 
РА и ТА, если величину Т0 считать известной функцией s, что 
верно только для заданной траектории  трубопровода . В случае 
рассматриваемой здесь обратной задачи будем предполагать, 
что Т 0 постоянно и равно средней температуре воды на дне моря 
(т . е. около 280-290 К) . Отметим соотношение, являющееся 
результатом решения этой системы, 

Рпри s=L = РВ· (57) 

2 . Определение параметров равноорочиого трубопровода. Вели
чины Р А• р8, Q определяются при проектировании  техническим 
заданием. Трубопровод представляет собой круговую цилиндри
ческую оболочку из металла,  покрытую изоляционной обмоткой 
из битума, стеклопластика и др . Требуется определить радиус r 
и толщину стенки оболочки h (s). 

Соотношение (57) представляет собой зависимость между про
ектируемыми величинами r и L, для несжимаемой жидкости при 
Т = Т 0 оно имеет вид 

(58) 

В цилиндрической трубе в данном случае имеется только 
окружное усилие 

(59) 

а осевое усилие равно нулю (предполагается ,  что труба полностью 
лежит на дне) . Местные контактные напряжения пренебрежимо 
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малы. В данной задаче согласно принципу равнопрочности I!o 
всех сечениях трубопровода должно выполняться  следующее 
соотношение :  

(60) 

Здесь 0'8 - временное сопротивление металла трубы с учетом 
коэффициента запаса ,  который в конструкциях подобного рода 
следует брать равным 5-1 0 (прочностью обмотки пренебре
гаем) . 

При помощи соотношений (59) и (60) условие равнопрочности 
трубопровода запишется в виде 

h (s) = -'- [р (s) - Pogzo (s)] .  Uв 
(6 1 ) 

Если трасс а трубопровода задана,  функции р (s) и Т легко 
определить из  уравнений (5 1 )-(56) . Функцию z0 (s) и величину L 
находят из геометрических соображений . Радиус r равнопрочного 
трубопровода вычисляют из соотношений вида (57) или (58) , 
а толщину h стенки , являющуюся функцией длины дуги s, - соот
ношением (6 1 ) .  

Предлагаемый расчет позволяет обходиться без промежуточ
ных компрессорных станций на дне моря ,  строительство и эксплуа
тация которых дороги .  В том случае, когда по технологическим 
соображениям (связанным, например, с трудностями укладки 
труб большой толщины и диаметра на начальном участке трубо
провода) строительство компрессорных станций оказывается неиз
бежным, этот расчет можно использовать для пролета между 
двумя ближайшими компрессорными станциями .  Однако, прежде 
чем идти на сооружение таких станций ,  следует изучить также 
возможность применения на начальном участке более дорогих 
труб того же поперечного сечения , но повышенной прочности и 
гибкости (например, металластеклопластиковые трубы с несущей 
композитной обмоткой из стекловолокна;  с паренные, строенные 
и т .  д. , трубы с центрами в одной и той же плоскости) . 

3. Выбор трассы трубопровода. Критер ием оптимальности 
проекта является минимум стоимости строительства всего трубо
провода , т. е .  минимум следующей величины: 

L 
Г = J [ер (s) + 'i' (z)] ds .  (62) 

о 

Здесь ер (s) - стоимость единицы длины трубы,  зависящая от 
материала и конструкции трубопровода (в частности ,  от диаметра 
труб и толщины стенок) , но не зависящая от способа ее укладки 
на дне моря ; '\J (z) - стоимость прокладки единицы длины трубо
провода , зависящая от глубины z (s) моря и надежного с пособа 
укладки (прежде всего, от использования вс помогательных соо-
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ружений и плавучих средств) . Функцию ')J (z) при одном и том же 
способе прокладки можно ап проксимировать линейной функцией 

')J (z )  = а + bz (s) . (63) 

Здесь а и Ь - постоянные коэффициенты, зависящие от при
меняемого способа прокладки .  

Для оптимального проектирования трассы трубопровода (и, 
в частности ,  величины L) наиболее удобен следующий метод, 
который легко и быстро осуществить ,  применяя ЭВМ. Каждый 
из проектов, отличающихrя с пособами укладки и ВI:>rбором трассы, 
должен содержать некоторое конечное число неопределенных 
параметров (величины r, РА. р8, L характеристики материала 
и транспортируемого углеводорода ; геометрические параметры 
трассы) . Функции с,  и а, подбирают так, чтобы можно было урав
нения (5 1 )-(56) проинтегрировать аналитически .  После этого 
при помощи соотношения (46) функционал Г становится обычной 
функцией неопределенных параметров. Исследование этой функ
ции на  минимум в заданной области изменения переменных при
водит к типичной задаче нелинейнаго программирования , для 
решения которой разработано много различных алгоритмов. 
Практически наиболее удобно получить вначале грубое аналити
ческое решение, используя дополнительные упрощающие допуще
ния . Последнее можно использовать в качестве нулевого прибли
жения в точном решении .  Предположим,  что глубина  моря по
стоянна и равна z0 , а температура газа в трубе постоянная и равна 
Т 0• Интегрирование системы (5 1 )-(56) дает 

2 2 2 2 2 ( 2Q ) Р =PA - -RTosp v c, Re = - . r n�-tr 

Отсюда согласно (57) и (6 1 )  получаем 

р2 _ р2 = 2ct (Re) 
RT LQ2• А в л;2r• о • 

(64) 

(65 ) 

(66) 

Предположим дополнительно , что величина !р прямо про
порциональnа h, т .  е .  !р = бh, где б не зависит от s, тогда 

Г = L [ ')J (z0)- � p.gzo J + 
+ л:2бr6 [ 3 ( 2 2ctRToLQ2 )'/•J = 

ЗавсtRТ oQ2 РА- РА- л;2rо 
л;2rо { 1 ( 2 2 ) = CfRTQ2 т'l'(zo) РА-Рв + 

+ :в [ + (р� -Р1)-+ pogzo (р� -Р1)]}. (67) 
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В частном случае, когда 

РА » Рв. РА » Pogzo , (68) 

по формулам (65)-(67) находим 

Г = L [ 1jJ (Zo) + : (/>А J · (69) 

Здесь q>A - стоимость единицы длины трубы в начальном пунк
те А. 

Заметим, что при постоянной толщине труб по всей трассе 
общая стоимость строительства существенно больше 

Г = L [ф (z0) + q>A] . (70) 

В этих оценках не был учтен тот факт , что прокладка более 
толстых труб дороже. Если принять, что величина ф (z 0) прямо 
пропорциональна h, то получим следующую оценку для общей 
стоимости строительства : 

2 
Г = 3 L [ф (z0) +ерА]· (7 1 ) 

Таким образом, строительство равнопрочного трубопровода 
оказывается примерно на 30 % дешевле строительства трубопро
вода из труб постоянной толщины. Трасса трубопровода будет 
геодезической линией, т. е. отрезком прямой,  проведеиной между 
пунктами А и В. Использование р азработанного выше точного 
подхода при помощи ЭВМ может значительно улучшить эти 
оценки . 

4. Некоторые соображения об оптимальной конструкции тру
бопровода. Известны два основных способа укладки подводного 
трубопровода :  при помощи специального многотоннажного судна
трубоукладчика с использованием стингеров (американский спо
соб) и при помощи укладки сразу больших плетей методом S-об
разной кривой с использованием поитонов и нескольких мало
тоннажных неспециализированных барж (французский способ) . 
Первый с пособ более надежен , но дорог, и требует больших 
начальных затрат. Второй способ дешевле, почти не требует на
чальных затрат,  но требует точного управления многими плаву
чими средствами . 

Во всяком случае, чем меньше изгибпая жесткость трубопро
вода , тем проще и надежнее его укладка . Рассмотрим вопрос о том, 
при каких условиях применение спаренных труб может оказаться 
более рациональным. Для определенности ограничимся случаем, 
когда внутреннее давление газа не превышает порядка 98 Х 
Х Iо-з Н/м2 , а перепад давления в трубе весьма мал . Площади 
поперечных сечений спаренной и одинарной трубы считаем оди
наковыми .  Изгибпая жесткость Е! и масса т единицы длины спа-
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ренного и одинарного равнопрочных трубопроводов при этом 
будут равны соответственно 

(R = Jl2r), (72) 

т. е .  

Итак, расход материала на трубы одинаков и пропускпая с по
собность газопроводов также одинакова , но изгибная жесткость 
спаренного трубопровода в 2 раза меньше. В случае применения 
трубопровода, состоящего из  n одинаковых равнопрочных труб, 
центры которых в поперечном сечении лежат на  одной линии, 
изгибпая жесткость уменьшается в n раз при том же расходе ма
териала на трубы и той же пропускной с пособности . Следователь
но, вместо применяемых в настоящее время толстостенных трубо
проводов большого диаметра рациональнее и надежнее сооружение 
спаренных , строенных и т. д. трубопроводов рассмотренной кон
струкции меньшего диаметра и с более тонкими стенками . К этому 
нужно добавить еще, что вероятность хрупкого разрушения для 
толстых труб больше из-за наличия масштабного эффекта. 

§ 5. СОСУДЫ ДАВЛ ЕНИЯ, НАВИТЫЕ ИЗ ВОЛОКОН 1 

Рассмотрим оптимальное проектирование некоторых сосудов 
давления , навитых из волокон .  Общий анализ работы корпуса 
ракетного двигателя на твердом топливе (РДТТ) с точки зрения 
принципа равнопрочности приводит к выводу о том, что РДТТ 
минимального веса  должен иметь специфическую конструкцию 
С-двигателя .  

1 . Общий анализ работы корпуса РДТТ 2• Составной корпус 
Р ДТТ схематично можно представить в виде круговой цилиндри
ческой оболочки , состоящей из двух слоев : металлической обечайки 
(обычно сталь ,  алюминий или титан) и композиционной обмотки 
(рис. 6, а) .  Последняя получается наматыванием высокопрочного 
волокна (обычно из специальных сортов стекла ,  иногда из дакрона, 
металлических нитей , или из  волокон на  основе бора ,  графита , 
карбида кремния и др . )  со связующим на  обечайку . Связующее 
(обычно эпоксидная смола или полиуретаны) полимеризуется 
в течение векоторого времени после намотки . Начальное натяжение 

1 G. Р. Cherepanov. Optimal deslgn of some filamentary cy!indrical shells. 
Abstracts. Intern. Astronautical Congress, Amsterdam, 1974. 2 В качестве эталона берется один иэ расnространенных вариантов. 
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нитей падает в течение этого же времени ,  приближаясь к некото
рому постоянному значению, зависящему в основном от периода 
полимеризации и физических свойств связующего .  Существует 
оптимальное соотношение волокна и связующего ,  при котором 
достигается максимальная прочность армированной пластмассы 
(примерно 80 % волокна и 20 % связующего в объемных долях) . 
При одноосном армировании прочность композита в направлении 
армирования достигает ( 1 47 - 392) - 1 0-5 Н/м2 и более . 

�� 
U) _' 

� 

lf) 3 2 

fJ 

Наибольший интерес представ
ляет удельная прочность материала, 
т .  е .  отношение временного сопротив
ления а8 к удельному весу р. Кон
структивная эффективность идеаль
ной равнопрочной оболочки из 
волокон, нагруженной только вну
тренним давлением р , нeзaBUt;UMO 
от формы оболочки, 

�-� - Зрр' (73) 

где V - объем, заключенный внутри 
оболочки весом Р ;  � - конструктив
ная эффективность (чем больше А 
при заданном р , тем более совер
шенна конструкция с точки зрения 

Рис.  6.  Схема корпуса одноза- минимального веса) . 
рядного С-двигателя: Выведем эту важную форму л у .  

а -одна из тра�иционно применяе� мых конструкций (1 - цилин· 
дрическая металлическая оболочка. 2 - сопло. 3 - композиционная 
обмотка, 4 - полезный груз, 5 -
твердое топливо); б- схема С-дви· 
гателя (1 - композиционная ци· 
лиtiдрическая оболочкз, 2- полез
ный груз, 3 -сопловое устройство); в - поперечное сечение корпуг:а 

С·двигател� 

Пусть имеется прl)извольная замк
нутая оболочка, навитая из воло
кон ; весом и прочностью связую
щего пренебрегаем . При действии 
внутреннего давления в нитях воз
никает относительное удлинение в и 
напряжение а; это напряжение во 
всех нитях будет одинаковым со

гласно условию равнопрочности . Энергия деформации всех ни
тей будет 

р И = LSaв = - ав. р (74) 

Здесь L - общая длина всех нитей ; S - площадь попе
речного сечения одной нити ; р и Р - удельный и общий вес 
нитей .  

Вследствие равномерного относительного удлинения всех эле
ментов оболочки на в объем V, занимаемый ею, увеличится 
н а  бV: 

бV ЗVв. (75) 
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При этом внутреннее давление р произведет работу 
А = рб V. (76) 

По закону сохранения энергии И = А; отсюда при помощи 
формул (74)-(76) находим 

v О' 
р = Зрр. 

(77) 

По существу , пока было использовано лишь условие равно
напряженности нитей . Теперь потребуем, чтобы разрушение 
оболочки произошло из-за одновременного р азр�ша всех нитей 
(условие равнопрочности) ; это налагает дополнительные ограниче
ния на конструкцию, исключающие разрыв вдоль связующего 
или потерю устойчивости . Отсюда получается искомое выражение 
для конструктивной эффективности (73) . 

Конструктивная эффективность реальных изделий существенно 
меньше идеальной по двум основным причинам: а) наличие метал
лической обечайки (удельная прочность которой в несколько раз 
меньше, чем у высокопрочных композиционных материалов) ;  
б) наличие большого пассивного веса (прежде всего сопл, неравно
напряженных днищ с различными усиливающими элементами , 
а также громоздких устройств, служащих для стабилизации 
и управления ракетой) . 

Твердое горючее в камере сгорания по своим физическим 
свойствам представляет собой резинаподобное тело, способное 
к большим деформациям до разрушения . При отсутствии нача.riь
ных трещинаподобных дефектов, которые могут привести к про
гарам и к механическому разрыву топлива (т . е .  к перасчетному 
режиму горения , сопровождающемуся резким повышением дав
ления в камере и, возможно, к последующему разрушению кор
пуса) ,  давление в камере сгорания монотонно возрастает, а затем 
монотонно убывает во времени (сравнительно мало изменяясь 
на основном стационарном участке работы двигателя) .  Без боль
шой ошибки можно считать, что это давление (как по закону 
Паскаля )  передается резинаподобным топливом на корпус двига
теля .  Кривую давления (и, прежде всего, максимальное давление р, 
необходимое для расчета корпуса минимального веса) в первом 
приближении будем считать задаваемой величиной, которая 
определяется поверхностью горения ,  объемом камеры сгорания , 
критическим сечением сопла  и т .  п .  Градиентом давления вдоль 
образующей на  первом этапе расчета пренебрежем. 

В таком квазистатическом приближении можно считать ,  что 
цилиндрический корпус должен выдерживать следующие растя
гивающие усилия от внутреннего давления в камере сгорания : 

1 N2 = 2 pr, NЧ> = pr. (78) 

Здесь r - радиус цилиндра ;  z и ер - осевое и окружное на
правления . 

25 



При обмотке волокна лишь в окружном направлении осевое 
усилие полностью воспринимается стальной обечайкой , так как 
прочность связующего примерно на два порядка меньше проч
ности волокна .  Окружное усилие почти полностью воспринима
ется волокнами . Последнее объясняется особенностями совмест
ной работы разномодульных (стальной и стеклопластиковой) 
оболочек и наличием технологического натяжения волокон,  сжи
мающих обечайку .  Если в момент работы двигателя это натяжение 
будет слишком мало, то почти все окружное усилие будет воспри
нято более жесткой стальной обечайкой . Этот режим крайне 
перацианален с точки зрения принципа равнопрочности · (хотя 
волокна будут равнонапряжены) . При достаточно высоком натя
жении  волокон в стальной обечайке имеют место значительные 
сжимающие напряжения , облегчающие ее работу и приводящие 
к первоначальному разрушению обмотки . Разумеется ,  существует 
такая величина натяжения волокон, которая обеспечивает про
порциональную совместную работу обечайки и обмотки и их 
одновременное разрушение (т . е .  равнопрочность этой конструк
ции) . Однако вследствие ползучести пластмассы натяжение воло
кон убывает со временем хранения , которое является существенно 
неопределенным параметром при расчете изделия . Таким образом, 
в рамках у казанного конструктивного решения на основании 
принципа равнопрочности невозможно сколь-нибудь приблизиться 
к идеальной конструктивной эффективности (73) . 

2. Схема С-двигателя. Рассмотрим общую схему С-двигателя ,  
основанного на  следующих конструктивных признаках: отсутствие 
металлической обечайки ; многозарядиость камеры сгорания ; боль
шая относительная длина зарядов (Lir ;:::: 50, где L - длина ци
линдрического заряда, r - его радиус) ;  расположение единого 
соплового устройства впереди многозарядной камеры сгора
ния . 

Каждый заряд (шашка) помещен в жаропрочный кожух и 
в кор пус из  высокопрочного композиционного материала ;  заряды 
изолированы друг от друга ,  и время начала горения каждого 
заряда определяется оператором (человеком или по заранее 
заданной программе) . После сгорания твердого топлива в шашке 
оставшийся корпус заряда выбрасывается .  Схема присоединения 
зарядов к сопловому устройству и само сопловое устройство могут 
быть р азличными в зависимости от назначения изделия . Например , 
сопловое устройство может представлять собой некоторое число 
осесимметрично расположенных отдельных насадок;  наконец, 
оно может представлять собой единое осесимметричное сопло 
формы, схематично изображенной на рис .  6 , б. Во всех случаях 
сила тяги , прикладываемая к соплу, создается за  счет реакции 
отбрасываемых назад продуктов сгорания ,  движущихся со сверх
звуковой скоростью. Принцип его работы тот же, что и у сопла 
Лаваля , однако точный расчет несколько усложняется вследствие 
трехмерности течения . 
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С-двигатель имеет следующие очевидные преимущества прин
ципиального порядка перед стандартной схемой,  кратко рассмо
тренной в предыдущем параграфе : 

а) при правильной системе намотки волокон на  каждый от
дельный заряд конструктивная эффективность С-двигателя при 
достаточно больших L/r может быть получена весьма близкой 
к идеальной ; 

б) многозарядиость камеры сгорания и расположение сопло
вого устройства впереди дает возможность более эффективно 
управлять ракетой и задавать различные режимы .тяги (в частно
сти ,  становятся ненужными некоторые сложные системы стабили
зации и управления) ;  

в )  большая относительная длина зарядов, многозарядиость и 
наличие единого соплового устройства позволяет отказаться от 
многоступенчатых двигателей , конструктивная эффективность ко
торых принципиально не может быть близка к идеальной ; 

г) цилиндрические заряды небольшага радиуса (без металли
ческой обечайки) технологически легче осуществимы, чем такие 
же заряды большого радиуса ; 

д) устройство С-двигателя представляет большие возможности 
в варьировании параметров двигателя (максимальная тяга , время 
работы, масса горючего, параметры маневрирования и ускоре
ния) и ,  тем самым, позволяет расширить область применеимя 
РДТТ; 

е) устройство отдельного порохового заряда (удлиненный 
цилиндр с центральным отверстием) позволяет обеспечить высокое 
давление газа в течение более короткого времени горения и при 
большей полноте сгорания (за счет большей поверхности горения 
и длинного канала) ; поэтому требования к калорийности и без
дефектности твердого топлива могут быть значительно снижены, 
так как развитие осевых трещин - разрывов или прогаров в ша
шке приведет к меньшим колебаниям в давлении ,  чем в случае 
монолита примерно одинаковых размеров по всем направлениям 
(напомним, что скорость роста трещины не может превышать при
близительно полови ны скорости звука в твердом теле, а скорость 
звука в резинаподобном смесевом топливе имеет порядок или 
даже меньше скорости звука в продуктах сгорания) .  

Рассчитаем основные параметры С-двигателя .  Определим вна
чале при помощи принципа равнопрочности оптимальное р аспо
ложение волокон ,  составляющих вместе со связующим корпус 
отдельного заряда .  Будем считать ,  что цилиндрическая оболочка 
из армированной пластмассы восПринимает осевое и окружное 
усилие N2 и Nrp, целиком приходящиеся на волокна . При непре
рывной намотке натянутого волокна на цилиндрическую матрицу 
оно рас полагается вдоль геодезических линий цилиндра ,  т. е. 
вдоль винтовых линий .  Напомним, что винтовая линия в каждой 
своей точке направлена под одним и тем же у г лом к образующей 
цилиндра .  Пусть армирующие нити составляют два семейства 
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винтовых линий * , одно из которых направлено под углом +б 
к оси цилиндра , а другое - под углом -б . Число нитей в каж
дом семействе одинаково . При любых б волокна будут равно
напряжены (начальное технологическое натяжение постоянно) ,  
однако обмотка будет равноорочной только в том случае, когда 
число волокон в поперечном сечении цилиндра будет в Nzf N'f! 
раз больше, чем в продольном сечении оболочки (из расчета на 
единицу длины) . Отсюда получаем 

tg б = N'PIN2 • (79) 

Для замкнутой цилиндрической оболочки , подверженной по
стоя нному внутреннему давлению, согласно (78) будет tg б = 2 ,  
т .  е . 

(80 ) 
При других углах армирования произойдет разрушение (вдоль 

связующего) или потеря устойчивости (из-за больших деформа
ций) до исчерпания несущей способности равнонапряженных 
нитей . Технологически этот угол армирования легко осуществить, 
придавая поступательное и вращательное движения цилиндри
ческой матрице, так чтобы выполнялось соотношение 

ror = v tg б, т .  е .  ror = 2v. (8 1 )  
Здесь ro - угловая скорость вращения ; v - скорость посту

пательного перемещения .  
Процесс полимеризации (которым можно управлять, задавая , 

например , температуру окружающей среды) должен продолжаться 
в течение времени ,  необходимого для того, чтобы начальное натя 
жение волокон упало до значения , близкого к нулю. Прочность 
р авноорочной цилиндрической оболочки в осевом и окружном 
направлениях будет 

т .  е .  

О" в а - --,----.,.---::-.......,. z - 1 + tg б '  
0"8 tg б (J'f! = 1 + tg б ' (82) 

Здесь а8 - временное сопротивление при одноосном растяже
нии в направлении армирования (при рабочей температуре) .  

Отсюда можно найти толщину р авноорочной обмотки 

(83) 

Легко видеть, что при достаточно больших L/r, когда относи
тельный вес днища будет пренебрежимо мал , конструктивная 

* Этот случай имеет чисто иллюстративное значение ; на практике его не 
применяют из- за неустойчивости волокон . 
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эффективность корпуса отдельного заряда будет равна идеальной , 
определяемой формулой (73) . Конструктивная эффективность 
камеры сгорания в целом будет той же, если пренебреqь ( пассив
ным) весом соплового устройства и дополнительных конструктив
ных элементов ,  соединяющих заряды вместе . Для заданного 
миделя полезного груза ,  определяющего сопротивление ракеты 
в целом в гиперзвуковом режиме, диаметр поперечного сечения 
камеры сгорания также задан ;  оптимальное же число зарядов 
и их диаметр 2r определяются конструкцией соплового устройства, 
а также технологическими и экономическими �оображениями . 
Длина L зарядов определяется назначением двигателя (количе
ством горючего) ; по существу , она ограничена лишь требованием 
устойчивости от осевого сжатия ,  возникающего при торможении .  
Различные неучтенные факторы (градиент температуры и давления 
вдоль оси заряда ,  дополнительные инерционные нагрузки , неосе
симметричные возмущения ,  возможность горения в аварийном 
режиме и т. п . )  естественно усложняют расчет, однако не изменяют 
общих выводов . 

§ 6. БЕЗМОМЕНТН ЬI Е ОБОЛОЧКИ 

Рассмотрим заданные бе<Jмоментные оболочки переменной тол
щины, определяемой таким образом, чтобы в каждой точке обо
лочки выполнялся принцип равнопрочности .  Проектирование 
равнопрочной безмоментной оболоч- 0 
ки удается выполнить достаточно 2d�-'-
просто, если в уравнения равнове
сия не входит толщина оболочки . 
В качестве примера таких объектов 
рассмотрим часто встречающиеся на 
практике оболочки вращения ,  на - ��с.:.�.:: 

l ходящиеся под действием внутрен
него гидростатического давления .  

Пусть уравнение средней поверх- Рис. 7. Равнопрочная безмомент-
ности тонкой оболочки задается ная оболочка вращения 

уравнением r = r (z) в цилиндриче-
ских  координатах rz (рис . 7 ) .  Кривая r = r (z) предполагается 
всюду вогнутой вниз (т . е .  r " < О всюду на  кривой) . Оболочка 
подвержена постоянному внутреннему гидростатическому давле
нию р. Тогда вдоль линий параллелей будут действовать главные 
усилия N 1 ,  а вдоль линий меридианов - главные усилия N 2; 
сдвигающие усилия на этих  линиях будут равны нулю. Простой 
безмоментный расчет этой оболочки дает следующие растягива
ющие усилия : 

N _ r [rr" + 2 ( l + r' 2) ]  
з - Р  2 V 1 + r' 2 (84) 
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Применяя общие уравнения (2) к данному случаю, для искомой 
толщины 2h (z ) равнопрочной оболочки вращения получаем 

или 

2h (z) = 2
Р' 

max {V1 + r' 2 , 
rr" ; 2 :( \ + ' ' 2 ) } (85) О'в 1 + r'2 

1 V 1 + r'2 , если rr" + r' 2 + 1 < О; 
2h (z) = ....!!!.._ rr" + 2 V 1 + r' 2 2сrв если rr" + r' a  + 1 > О .  V 1 + r' 2 ' 

(86) 

Выражение (86) справедливо лишь для однородной и изотроп
ной оболочки .  Если равнопрочная оболочка однородна , но орто
тропна , причем прочностные свойства сохраняют осевую симме
трию задачи , то ее толщина определяется из следующего уравне
ния : 

(87) 

где cr81 , cr82 - временные сопротивления материала оболочки 
для меридионального и параллельного волокон соответственно. 

Рассматриваемый случай встречается в некоторых композит
ных конструкциях ,  когда тонкая металлическая оболочка вра
щения обматывается волокном только вдоль параллелей (и ,  может 
быть, вдоль меридианов) . 

Для ортатропной оболочки при помощи (87) и (84) получаем 1-1 V1 + r'2, если rr" + (2 - О'в2 ) ( 1 + r'2) < О 
О'в1 О'в1 

2h (z) = Р; rr" + 2 ( l + г::) ,  если rr" + (2 - сrв2 ) ( 1 + r'2) > О.  О'вz V 1 + r - О'в1 
(88) 

Формулы (88) справедливы только в том случае, когда проч
ностью начальной металлической матрицы (на которой происхо
дит обмотка) можно пренебречь. Однако в большинстве случаев ее 
нужно учитывать, что петрудно сделать при помощи тех же фор
мул (88) . Действительно, пусть толщина металлической оболочки 
равна 2h1 , а толщина композитного слоя с временным сопротивле
нием сrвк равна 2h2 • Считаем, что величина h1 задана (например , 
из соображений устойчивости при обмотке) , а величина h 2 варьи
руетс я .  Возможны следующие два механизма разрушения обо
лочки * при увеличении внутреннего давления р : 1 ) оболочка 
разрывается до разрушения композитного слоя ; 2) оболочка и 

* Случай , когда металлическая оболочка nродолжает р аботать· nосле разрыва 
комnозитного слоя, является самым неоnтимальным с точки зрения nринциnа 
равноnрочности. 
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композитный слой разрываются одновременно . В первом случае 
толщину h2 определяют по формуле (88) с величиной 0'8 , равной 
nрочности композита О'вк· Во втором случае, который предпочти
тельней , так как соответствует принципу равнопрочности ,  имеем 

О'вh = O'sh l + (h - ht} О'вк • (h = h1 + h 2) ,  (89) 

где 0'5 - предел текучести пластичного металла (перед разрывом 
композита металл находится в пластическом состоянии) . 

Подставляя величину 0'8 (в направлении меридиана или парал
лели) в формулу (88) ,  получаем уравнение относительно искомой 
толщины оболочки 2h; решая это уравнение, находим 

если 

2h (z) = h1 ( 1 - �) + -2 pr V 1 + r'2 , (90) Uвк 1 Uвк 1 

rr" + ( 1 + r' 2) ( 2 - Uвк 2 ) + 2crsh1 V1 + r'2 ( Uвк 2 - 1 ) < О; (9 1 ) Uвк 1 pr Uвк 1 

если 

2h (z) = hl ( 1 - �) + pr [rr" -t- 2 ( 1 + r' 2) ]
' Uвк 2 2сrвк 2 V 1  + r ' 2 

rr" + ( 1  + r2) (2 _ Uвк 2 )  + 2ash1 у1 + r' 2 ( Uвк 2 _ 1 ) > О . 
Uвк 1 pr Uвк 1 

Здесь О'вк 1 и О'вк 2 - временное сопротивление композита вдоль 
меридионального и параллельного волокон (металлическая обо
лочка считается изотропной) . Рассмотрим  некоторые частные 
случаи .  

1 . Э.л.липтическая оболочка. Пусть меридиональное сечение  
оболочки представляет собой эллипс 

r = Т V 2bz - Z2 (О < z < 2Ь , Ь > а) (92) 

с главными диаметрами , равными 2а и 2Ь ; центр эллипса  распо
ложен в точке r = О, z = Ь . Тогда 

, а2 (Ь - z) r = b2r ' 
11 а4 r = - [j2(3 · (93) 

Подставляя формулу (93) и (92) в (86) , (88) ,  (9 1 ) и (90) , полу
чаем толщину равнопрочной эллиптической оболочки . В простей
шем случае однородного изотропного материала имеем 

rr" + r'2 + 1 = 1 - ::1 > О 

и ,  согласно (86) получаем 

2h (z) = _р_ 2  [br + а2 ( 1 - z/b) ] 2 - а4
. 2а8 Vb4r2 + a4 (Ь - z) 2 

(94) 
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При z = Ь толщина равнопрочной оболочки будет наиболь
шей , а при  z = О и z = 2Ь  - наименьшей . 

2. Параболическая оболочка. Пусть меридиональное сечение 
оболочки представляет собой параболу 

r = V2&, (95) 

где б - параметр параболы (б > 0) . 
В э'Гом случае 

, l\ r = ....., , 
l)2 

r" = - --,з · 

Для однородного и изотропного матери ала согласно (86) 
имеем 

2h (z) = р Vб ll + 4z + 4 V2& . 

2сrв Vll + 2z 
(96) 

Итак, толщина равнопрочной параболической оболочки моно
тонно возрастает с увеличением z . В пекотором сечении ( z  = const) 
оболочка вращения может быть сопряжена с другими конструк
тивными элементами .  В рассматриваемых оболочках положитель
ной гауссовой кривизны краевой эффект будет затухать по мере 
удаления от края (а при  с пециальных условиях  сопряжения 
шарнир плюс отсутствие смещения - может отсутствовать вовсе, 
что является наиболее желательным при проектировании кон-
струкции) . · 

3 . Оболочка специальной формы. Пусть меридиональное сече
ние оболочки дано следующим уравнением: 

r = k0z V 1 - ;ь (О < z < 2Ь , k0 > 0) . (97) 

Вблизи точки z = О оболочка совпадает с конусом, угол кото
рого 2 arc tg k 0 ,  а вблизи точки z=2b  она имеет плавное закругле
ние, как у эллиптической оболочки . 

В этом случае 

r' = ko 
1 - 3z/(4b) , 

V I - z/(2b) 
(9�; ' " Jl'l 

Подставляя формулы (9'1) и (98) в (90) и (9 1 ) ,  находим толщину 
ортатропной оболочки минимального вес а с композитной об-, 
моткой . 

4 .  Замкнутая тороидальная оболочка. Пусть средняя  поверх
ность оболочки представляет собой тор , осью симметрии  которого 
является ось z. Меридиональное сечение этой поверхности вра
щения представляет собой две одинаковые окружности радиуса 
а, симметричные относительно оси z (расстояние между центрами 
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этих окружностей равно 2d) .  Внутри оболочки действует постоян
ное гидростатическое давление р.  В этом случае р астягивающие 
усилия 

N 1 = + ра ( 1 + +) , N 2 = + ра, (99) 

причем N 1 > N 2 • Применяя общие уравнения (2) к данному 
случаю, находим следующее выражение для толщины равнопроч
ной торомдальной nболочки :  

2h = .f!E.._ ( 1 + �) . ( 1 00) 
20'8 r 

Толщина монотонно убывает с удалением волокна от оси вра
щения . Материал оболочки предполагается однородным и изо
тропным. 

5 . Вращение оболочки. Пусть произвольная оболочка вра
щается с угловой скоростью ro вокруг своей оси z . В этом случае 
вследствие сил инерции в оболочке возникают следующие растя
гивающие усилия : 

( 1 0 1 )  

р - плотность материала, а соответствующие напряжения 
а 1 = О,  0'2 = p ro2r2 • ( 1 02) 

В этом случае р авнопрочности можно достигнуть (для оболочки 
любой толщины) только путем применения  неоднородного матери 
ала и расположения его в оболочке таким образом, чтобы величина 
0'8/р равнялась ro2r2 • 

§ 7. ОБЩИЕ УРАВН ЕНИЯ ТЕОРИ И РАСТЯЖЕН ИЯ 
РАВНОПРОЧ Н ЬIХ ПЛ АСТ И Н И БЕЗМОМЕНТН ЬI Х ОБОЛОЧ Е К 

Появление новых клеев , соединяющих металлы, в значитель
ной мере стимулировало развитие многослойных конструкций ,  
позволяющих варьировать их свойства и добиваться оптимального 
ешения .  В частности ,  технологически легко выполнимы оболочки 
�ременной толщины (со слоями различной протяженности в плане) . 

. ·:.пользование р авнопрочных оболочек переменной толщины 
риводит к значительному снижению веса конструкции и эконо-

I
и материала .  
Рассмотрим тонкие пластины переменной толщины, находя

неся  в обобщенном плосконапряженном состоянии .  Пластина 
может иметь отверстия , выточки и т .  п .  К краям пластины при 
ложены растягивающие усилия . Обозначим через х и у декартовы 
координаты в срединной плоскости пластины, я вляющейся пло
скостью симметрии ,  а через 2h (х, у) - искомую толщину пла
стины. Деформации пластины будем считать · упругими вплоть 
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до разрушения , а главные напряжения - растягивающими во 
всех точках пластины. 

При этих условиях общие уравнения теории равнопрочных 
пластин будут иметь следующий вид: 

уравнения равновесия 
дNх + дNху + Х = О дNху + дNу + у = О · ( 1 03) дх ду ' дх ду 

' 

закон Гука 

N _ 2Eh ( ди + v ..E!:.._ ) . х - 1 - v2 дх ду ' 

N _ 2Eh (� + v ди ) . 
У - 1 - v2 ду дх ' 

N - _Е!!_ ( ди + _Е!!_) . ху - 1 + 'V ду дх ' 

условие равнопрочности 

( 1 04 )  

max {N х + Nu -+- "Jf(N x - Ny)2 + 4N;u } = 4ha8 • ( 1 05) 

Здесь N х• N , N xu - соответствующие нормальные и сдви
гающие усилия (приходящиеся на  единицу длины) ;  и и v - смеще
ния ; Х и У - компоненты вектора внешней нагрузки (прихо
дящейся на  единицу площади срединной поверхности) по осям  х 
и у; Е и v - модуль Юнга и коэффициент Пуассона; сrв - проч
ность на разрыв (с учетом коэффициента запаса) .  

Шесть уравнений ( 1 03)-( 1 05) образуют замкнутую систему 
относительно шести неизвестных функций и,  v, h, N х• N и• N xu· К этим уравнениям надо присоединить также граничные условия . 

Приведем общие уравнения теории равнопрочных безмомент
ных оболочек: 

уравнения равновесия 
д � д м 

да (BNa) - N� да + д� (ANa�) + Na�-щr + АВра = О , ( 1 06) 

д дА д дВ дif (AN�) - Na д� + да (BNa�) + Na� да + АВр13 = О , 

Na + Nв -t- р = О · R1 R2 z ' 

условче равнопрочности 

max {Na + N� ± "Jf(Na - N�)2 + 4N��} = 4ha8 • ( 1 07) 

Здесь а ,  � - криволинейные ортогональные координаты на  
срединной поверхности оболочки толщины 2h (а , �) . совпадающие 
с линиями главных кривизн этой поверхности ;  z - нормаль 
к срединной поверхности (а ,  � . z образуют правую систему коор-
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динат) ; R 1 и R 2 - главные радиусы кривизны срединной поверх
ности обоJJочки ; А и В - коэффициенты первой квадратичной 
формы этой поверхности ;  N а• N 13 ,  N af\ - соответствующие нор
мальные и сдвигающая силы (приходящиеся на  единицу длины) ; 
Ра• р13,  Pz - компоненты вектора внешней нагрузки ,  приходя• 
щейся на  единицу площади срединной поверхности по осям  а , � и z . Главные усилия предполагаются растягивающими во всех 
точках оболочки . 

Четыре уравнения  ( 1 06) , ( 1 07) образуют замкнутую систему 
относительно четырех неизвестных функций N а • N 13,  N af\• h. 
В отсутствие объемных сил эта система р асщеплЯется на  систему 
( 1 06) и уравнение ( 1 07) ,  служащее для определения h. Последний 
случай для оболочек вращения был рассмотрен в предыдущем 
параграфе . Уравнения ( 1 06) справедливы при любом поведении 
материала (упругого, пластичного, вязкого и т .  д. ) .  

Полученные уравнения нелинейны, и поэтому общего решения 
их найти не удается . Аналитическое исследование возможно лишь 
для некоторых частных случаев (в основном для осесимметричных 
задач) . В общем случае нужно прибегпуть к численному решению 
при помощи ЭВМ. 

В качестве примера точного расчета рассмотрим осесимметрич
ную задачу о равнопрочном неравномерно нагретом тонком ди
ске, вращающемся вокруг начала координат с угловой скоростью 
ro. Диск представляет собой кольцо а .::;;; r .::;;; Ь в полярных коор
динатах r, е .  Считаем, что при r = а задано сжимающее напря
жение ar = -Ра (например , от посадки н а  вал) , а при r = Ь 
задано растягивающее напряжение ar = Рв (например , от р аспре
деленной вдоль внешнего контура  дополнительной массы типа 
лопаток и обода , как это имеет место в турбинах) . 

Уравнение равновесия может быть записано в следующем 
виде :  

( 1 08) 

Здесь ar и а8 - радиальное и окружное напряжения ;  р 
плотность материала диска . 

Закон Гука можно записать так: 
1 

вr = Е  (ar - va8) + at, 

( 1 09) 

Здесь Br и в8 - радиальная и окружная деформации ;  Ur -
радиальное смещение; а - коэффициент температурного расши
рения ;  t - температура , я вляющаяся заданной функцией радиуса . 

Условие равнопрочности имеет вид 

3* 
max (а8 , ar) = а... ( 1 1 0) 
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Из уравнений ( 1  09) легко получить следующее соотношение: 

+ (а, - va6) + at = :, {r [ + (а6 - vo,) + at ] } . ( 1 1 1 ) 

Требуется найти функцию h (r) из уравнений ( 1 08) , ( 1 1 0) и 
( 1 1 1 ) при условии ,  что 

при r = а а, = - Ра• при r = Ь а, =  а5 •  ( 1 1 2) 

Будем считать, что функция t (r) монотонно возрастает с ро
стом r (это отвечает физическим условиям нагрева в дисках тур
бин) . Тогда из физических соображений ясно ,  что будет сущест
вовJть некоторый промежуточный радиус r = с ( Ь ::;:::,: с ::;:::,: а) и 
такой ,  что при r < с будет а6 > а,, а при r > с будет а, > а6 • 
Следовательно, уравнения ( 1 1 0) и ( 1 1 1 ) сводятся к следующим:  

при а ::;;:;; r ::;;:;; с а6 = ав 

( 1 1 3) 

у (а в - va 6) + at = :, {r [у ( а6 - va8) + at ] } . ( 1 1 4) 

Сравнивая ( 1 1 4) с граничным условием при r = Ь , получаем 

Рь = ав . ( 1 1 5) 

Это условие должно выполняться всегда при наличии второй 
зоны. 

Найдем решение линейных уравнений ( 1 1 3) и ( 1 1 4) : 
r 

о, = 1�1/v J r1fv [ ( 1 + v) а8 + aErt' (r)] dr -
vr а 

г 
а6 = 1�v J rv [ 1 + v) а в - aErt' (r)] dr + r с 

( 1 1 6) 

Величину с определяют из условия непрерывности при а , = ав 
это условие, согласно ( 1 1 6) ,  приводит к следующему уравнению 
для отыскания с:  
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Величина с, как видно, не зависит от Ь .  Поэтому при Ь < с 
второй зоны, определяемой формулой ( 1 1 7) ,  не существует .  

Теперь из уравнения ( 1 08) легко найти искомую толщину 
равнопрочного диска : 

а' + poo2r + а - а г-1 

! r ] h (r) = ha ехр - J ' а� 8 ,) dr . ( 1 1 9) 

Здесь функции а, (r) и а8 (r) определены формулами ( 1 1 6) 
и ( 1 1 7) ;  2ha - толщина  диска при r = а. 

Величину ha определяют из дополнительного условия при r = Ь :  

2a,h = N8, ( 1 20) 

где N ь - заданное усилие (например , при наличии сосредото
ченной массы, р авномерно распределенной вдоль края диска, Nь = mro2 b) ;  т - масса , приходящаяся на  единицу длины.  

Отсюда пр и помощи ( 1 1 6) ,  ( 1 1 7) и ( 1 1 9) получаем следующие 
формулы: 

при Ь < с 

f ь 
] 

' 2 -1 
h _ Nь s a, +  рФ r + (а8 - а,) г d . а - 2 ехр l r ' аr/при r=b а а, 

при Ь > с 

h Nь (sc а; + роо2г + (ав - а,) г1 
d 

+ 
а = -2 - ехр ____ ;.....__ _ _;..._ r ав 

а 
а, 

( 1 2 1 )  

( 1 22) 

. Здесь функции а, (r) и а8 (r) определяются формулами ( 1 1 6) 
и ( 1 1 7) .  

Рассмотрим простейшие частные случаи . 
1 .  Сплошной диск в однородном температурном поле. Пусть 

а = О, t' (r) = О. Тогда согласно формулам ( 1 1 6) ,  ( 1 2 1 )  и ( 1 20) 
получаем всюду в диске 

( 1 23) 
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2 .  Бесконечная покоя щаяся пластина с круговым отверстием. 
Пусть w = О, t' (r) = О, Ь -+ оо .  Тогда согласно формуле ( 1 1 6) 
находим [ ( а ) I t-I/v J а а, = ав 1 - r - r Ра · а, <. ае = ав .  ( 1 24) 

При r -+ оо будет а, = а8; это условие, аналогичное соотно
шению ( 1 1 5) ,  показывает, что максимальное напряжение а8 не 
может быть меньше задаваемого на границе (в данном случае при 
r -+  оо) . Величина h определяется по формулам ( 1 20) ,  ( 1 2 1 )  при 
условиях  ( 1 24) .  

Рассмотрим подробнее при t' (r) = О уравнение ( 1 1 8 ) ,  которое 
определяет области существования различных аналитических 
решений ( 1 1 6) и ( 1 1 7) .  В этом случае его можно записать как 

( 1 25) 

Единственным действительным корнем этого уравнения яв
ляется с = оо .  Следовательно, в однородном температурном поле 
всегда реализуется только решение ( 1 1 6) .  

В общем случае неоднородного температурного поля уравнение 
( 1 1 8) можно преобразовать к виду 

с 
ара cl /V + al+l/V = а.Е r r< I+l/V ) t' (r) dr, О'в О'в 8 ( 1 26) 

Пусть температурное поле аппроксимируется степенной функ
цией 

t (r) = Ar11, ( 1 27) 

где А и n - известные константы. В этом случае уравнение ( 1 26) 
запишется в виде 

ара cifv + a!+Ifv = a.nAE (cn+I+Ifv _ an+I+Ifv ) . ( 1 28) О'в О'в (n + 1 + 1 /v) 

Это уравнение легко решается в радикалах при v = 1/3 , n = 2, 
а также при v = 1/4, n = 3. Эти случаи представляют практиче
ский интерес . 

§ 8. ОБЩИ Е  УРАВН ЕН ИЯ Т ЕОР И И  ИЗГИБА 
РАВНОПРОЧНЫХ ПЛАСТИН И ОБОЛОЧЕК 

При проектировании большинства конструкций не удается 
обойтись без изгибнога напряженного состояния пластин или 
оболочек. Рассмотрим вначале с точки зрения принцила равно-
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лрочносtи отдельныА малыА произвольно взятыА элеменt тонкоА 
пластины или оболочки 2h dr:x. d� (рис . 8) .  Напомним, что при 
любой структуре этого элемента его напряженное состояние 
характеризуется четырьмя усилиями Na, Nf3, Na.f'>• Nf3a.; четырьмя 
моментами Ма., Mf3, Maf3 • Mf3a. и двумя перерезывающими силами 
Qa., Qf3 (где r:x.�z - прямоугольная декартова система координат 
в рассматриваемой точке срединной поверхности оболочки ,  z -
нормаль к этой поверхности) . 

В случае однородного и изотропного материала распределение 
напряжений по толщине пластины (по координате z) описывается 
двумя слагаемыми .  Первое слагаемое не зависит от z; оно описы
вает равномерное по z растяжение (сжатие) элемента в плоско-

dcx 

Рис. 8. Элемент оболочек 

z 

'\ 
-

� ot "" 
.. - г-- о 

. / 2 
Рис. 9. Поперечное сечение трех
слойной р авнопрочной оболочки 

сти r:x.� .  Второе слагаемое представляет собой линейную функцию z; 
оно описывает чистый изгиб элемента по некоторым двум перпен
дикулярным направлениям (вообще говоря ,  не совпадающим 
с r:x. и �) .  Поэтому вследствие такого неравномерного распределения 
напряжений по z максимальные растягивающие напряжения 
в рассматриваемой точке при наличии изгиба всегда будут до
стигаться лишь на  одной из поверхностей оболочки * . Следова
тельно, лишь одно волокно на поверхности z = +h или z = -h 
может быть предельно напряженным, весь  остальной материал 
«работает» не до конца . Таким образом, при изгибе однородная 
оболочка не может быть равнопрочной . 

Только применение оболочек, склеенных из  слоев различных 
материалов, позволяет подойти к решению проблемы проектирова
ния равнопрочной оболочки при изгибе. При этом на  основании 
аналогичных соображений очевидно, что локальная структура  
элемента равнопрочной оболочки должна быть следующей . В трех
слойной оболочке два крайних слоя должны быть максимально 
тонки , а средний слой - максимально толст (рис .  9) . Жесткость 

• От перерезывающих сил имеются также параболически распределенные по z 
касательные напряжения 't"a.z и 't"f3z·  
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и прочность крайних (несущих) слоев должны быть как можно 
больше, а средний слой (заполнитель) может иметь сравнительно 
малую жесткость и прочность. Заполнитель соединяет крайние 
слои в единое целое; материал заполнителя можно выбирать 
с малой плотностью. Большая часть нагрузки должна приходиться 
на  крайние слои, причем слой, находящийся в состоянии растя 
жения ,  может быть навит из волокон ,  имеющих наиболее высокую 
удельную прочность .  В качестве материала крайнего слоя , рабо
тающего на сжатие, оптимальным с точки зрения удельной проч
ности является материал типа стекла .  Если последнее невозможно 
конструктивно или технологически, следует использовать прочные 
стали .  Материал заполнителя выбирают из  композитных материа
лов . 

Таким образом, идеальная равнопрочная оболочка, работа
ющая на изгиб и растяжение, должна удовлетворять следующим 
требованиям:  трехслойность (между слоями - жесткое сцепле
ние) ; в крайних (несущих) слоях отсутствует изгиб, они работают 
как безмоментвые оболочки , одна - на растяжение, другая -
на сжатие; средний слой (заполнитель) работает в основном на  
сдвиг и на сжатие; толщина каждого слоя (а  следовательно, 
и всей оболочки) переменна и подлежит определению в процессе 
решения . 

Для определения толщины слоев служат дополнительные усло
вия равнопрочности, которые имеют следующий вид: 

для слоя 1 ,  работающего на  растяжение, 

( 1 29) 

для слоя 2, работающего на сжатие, 

( 1 30) 

для заполнителя О 

max 1 crz ± У Uz + 4 ( 't� + -r�) 1 = 2-r�. ( 1 3 1 ) 

Здесь N 1 и N 2 - главные усилия ,  cr2, 'taz и 'ttJz - соответ
ствующие нормальное и касательные напряжения в заполнителе; 
cr8 , 't8 , -r 0 - постоянные прочности соответствующих слоев; 2h1 
и 2h2 - толщина крайних слоев; 2h 0 - толщина заполнителя .  
На  основе принцила равнопрочности легко сформулировать со
ответствующие условия также на тот случай , когда оба крайних 
слоя имеют напряжения одного знака (растяжение или сжатие) 
или же когда в одном и том же слое имеются напряжения различ
ных знаков . 

Сформулируем общую систему уравнений теории изгиба рав
нопрочных пластин и оболочек . 
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где 

Слой 1 :  
уравнения равновесия 

д ( N 
дВ д А дА 1 

да В а1 - Ntн да + д� ( Natн) + Na/31 дjr + 

+ ABPat = О , (Pat = -таz + Ра1) ,  
д дА д дВ 

дjr (AN131 - Nat д� + да (BNa131) + Na131 да + t + АВр131 = О (Р/31 = -т/3z + Р131) , 
Nщ 

+ 
NJ31 + О ( +. ) · Jf; """"R; Pz1 = Pz1 = -(Jz Pz1 • J 

уравнения закона Гука 

N 2E1h1 ( v1 !1 + ) . al = 1 + "I 1 - 2v1 еаа ' 

N 2E1h1 ( v1 !1 + ) . /3l = 1 + v1 1 - 2v1 е1313 ' 

N E1h1 а/31 = 1 + v1 еа/3• 

1 ди1 + 1 дА + W1 • ) 
еаа = А да АВ д� v1 R 1 ' 

_ 1 дv w1 1 дВ . е1313 - В  д� + R2 + АВ да u1 ,  

( 1 32) 

( 1 33) 

еа/3 = � :� 
( � )  + ��а ( � ) ; ( 1 34) 

1 [ д д !1 = АВ да (Bu1 ) + дjf (Av1) + 

+ АВ ( �� + �2 ) ro1 ] ; 
условие равнопрочности 

max [ Nal + N131 --+- V(_N_a_l __ N_/31....,)2'. +-4-N'�·��-� = 2aвhl . ( 1 35 ) 

Слой 2: 
уравнения равновесия 

д дВ д дА 
да (BNa2) - N132 да + дjr (ANa132) + Nal\2 дjf + 

+ АВра2 = О (Ра2 = 'taz + Ра2) , 
д дА д дВ дj:\ (AN 112) - N а2 д� + да (BN а132) + N aJ32 дrх. + ( 1 36) 

+ АВр132 = О (Р/32 = тJ3z + Р132) ,  
Na2 + Nl\2 + _ О ( + ) · � � Pz2 - Pz2 = (Jz Pz2 • 
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где 

условие равнопрочности 

max 1 Na.2 + N�2 ::±:: V-(N-a.2--N-�!.....,)2:-+--4N--:-:-�-�2 1 = 4твh2 . 

Слой О [заполнитель ] :  

уравнения равновесия 

д д дт � = 0 � = 0 � = О· 
дz ' дz ' дz ' 

уравнения закона Гука 
и1 - и2 ( Е0 ) 'ta.z = /-!о 2h0 ' /-!о = 2 ( 1 + 'Vo) ; 

vi - z:t2 • 't'�z = /-!о 2h ' о 

условие равнопрочности 

max 1 а z ::±:: V а-;;"+-4--:('""'т�;;--+-т"�""7z) J = 2тб. 

( 1 37) 

( 1 38) 

( 1 39) 

( 1 40) 

( 1 4 1 )  

( 1 42) 

Здесь приняты следующие обозначения : а� - криволинейные 
ортогональные координаты на  срединной поверхности слоя О 
(заполнителя) ,  совпадающие с линиями главных кривизн этой 
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nоверхности: z - нормаль к этоii поверхности ,  направление � 
выбирают так, чтобы rx ,  � .  z составляло правую систему координат ;  
R 1 и R 2 - главные радиусы кривизны срединной поверхности ; 
А и В - коэффициенты первой квадратичной формы этой поверх
ности (ds2 = А 2 drx2 + В2 d�2 , где ds - дифференциал длины 
дуги на  поверхности) , Na., Nf'>,  Na.f'> с дополнительными индек
сами 1 или 2 - соответствующие усилия в безмоментных обо
лочках 1 или 2; и, w, ro - компоненты вектора смещения по осям  
а, � и z (индексы 1 и 2 соответствуют слоям 1 и 2) ;  Е 0 , Е 1 , Е 2 ,  
v 0 , v 1 , v 2 - соответствующие модули Юнга ·И коэффициенты 
Пуассона ; Ра. • PtJ • Pz с индексами 1 или 2 - соответствующие 
компоненты вектора внешней (поверхностной и объемной) на
грузки ,  приходящейся на единицу площади поверхности и отно
сящейся к безмоментным оболочкам 1 или 2 .  

При выводе уравнений ( 1 32)-( 1 42) предполагали также: 
а) толщина заполнителя мала по сравнению с характерным линей
ным размером оболочки (например , радиусом кривизны или ха
рактерным размером в плане) , б) толщина крайних слоев мала по 
сравнению с толщиной заполнителя ,  в) напряжения от объем
ной силы в заполнителе малы по сравнению с напряжениями 
от других внешних нагрузок, г) выполняется соотношение 
drx d� » hд. 

В случае криволинейных оболочек общая система уравнений ( 1 32)-( 1 42) содержит всего 18 уравнений относительно 18 неиз
вестных функций :  h0 , h1 , h 2 , 't'az • .'t'fJz• az, N а.• N f'> • N а., f'> •  v, u , ro 
(последние шесть функций с индексом 1 и 2) . Следовательно,  си
стема уравнений замкнута . В случае плоских пластин эта система 
уравнений сводится к следующей системе (запись системы дается 
в прямоугольных декартовых координатах ху) . 

Уравнения равновесия (слой 1) 

( 1 43) 

Уравнения равновесия (слой 2) 

1 
! 

( 1 44

) 
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Уравнения закона Гука (слои 1 и 2, индексы оnущены) 

N 2Eh [ < 1  ) ди -f ди J х = ( 1 + v) ( 1 - 2v) - v дх - v ду ; 

2Eh [ ди ди J Ny = ( l + v) ( 1 - 2v) ( 1 - v) ду + v  дх ; 

N - � (!.!!.._ ди ) ху - 1 + 'V дх + ду • 

( 1 45 )  

В остальных уравнениях ( 1 35) , ( 1 39) , ( 1 4 1 )  и ( 1 42) нужно лишь 
изменить индексы � ---> х, � ---> у. Эти уравнения вместе с урав
нениями ( 1 43)-( 1 45) составляют замкнутую систему относительно 
тех же 18 неизвестных функций .  Можно составить более точные 
уравнения , учитывающие изгиб оболочки, в крайних  слоях ,  однако 
такая конструкция не отвечает принципу равнопрочности . Если 
все же по экономическим или технологическим соображениям 
применение такой оболочки неизбежно ,  то наиболее рациональ
ную ее толщину следует определять из обычных уравнений тео
рии оболочек переменной толщины плюс одно условие «равно
прочности» . Последнее формулируется следующим образом: макси
мальное растягивающее напряжение в одном из крайних волокон 
оболочки постоянно во всех точках оболочки (т . е . при всех � и �) .  

Как видно, уравнения теории равнопрочных пластин и оболо
чек (см .  § 7 и этот параграф) я вляются существенно нелинейными . 
Поэтому аналитическое решение возможно лишь для небольшого 
круга задач, обладающих высокой степенью симметрии .  Некото
рые из таких задач были рассмотрены выше (§ § 2-7) , другие 
(а таких большинство) - еще ждут своего решения . Наибольшие 
надежды связаны с применением ЭВМ и численных методов 
анализа . 

§ 9. ИЗГИБ РАВНОПРОЧНЫХ БАЛОI( И ПЛАСТИН 

Пусть поперечное сечение балки имеет две оси симметрии ,  
совпадающие с осями Ou и Oz (начало координат совпадает с цен
тром сечения , ось Ох направлена вдоль центральной оси балки) . 
Для определенности будем считать, что изгиб балки происходит 
вдоль плоскости Охи· Запишем основные соотношения теории из
гиба балок : 

d2u М (х) dM d2M 
dx2 = -т ' Тх = -Q (х) , dx2 = q (х) , 

М (х) J J  2 d d О'х = - -1- у, 1 = У У Z. 
SF 

( 1 46) 

Здесь v - смещение центральной оси балки;  Е - модуль 
Юнга материала ; 1 - момент инерции поперечного сечения 
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балки ;  Sp; М ,  Q и q - момент, перерезывающая сила и рас
пределенная нагрузка соответственно; ах - напряжение. 

Балку будем считать достаточно длинной , так что можно 
пренебречь касательными напряжениями . 

Пусть форма поперечного сечения Sp балки задана; требуется 
определить оптимальное распределение р азмеров этого сечения 
вдоль оси балки (балка перемениого поперечного сечения) . В дан
ном случае равнопрочность конструкции по всему объему недо
стижима,  поэтому будем добиваться , чтобы равнопрочным было 
наиболее растянутое внешнее волокно балки во всех ее сечениях ;  
иначе говоря ,  чтобы 

О'х = 0'8 при у = -h (х) , ( 1 47) 
где 2h - высота балки . 

На основании соотношений ( 1 46) и ( 1 47) получаем основные 
уравнения теории равнопрочных балок 

М (х) h = 0'8/ (h) , ( 1 48) 
d2v О"в 
dx2 = Eh .  ( 1 49) 

Первое уравнение является алгебраическим; разрешая его 
относительно h, находим h (х) ; подставляя h (х) во второе уравне
ние, получаем общее решение 

0"8 J d J dx 
V = Е Х h (x) ' ( 1 50) 

зависящее от двух  произвольных постоянных, определяемых из 
условий закрепления на торцах .  Рассмотрим конкретный случай. 

Прямоугольное поперечное сечение [пластина ] .  В этом случае 

( 1 5 1 )  

где 2а - толщина  поперечного сечения балки . 
Если а задано ,  то решая ( 1 48) и ( 1 47) совместно, находим 

h (х) = �З V М (х) .  ( 1 52) 
2 acr0 

Если сечения балки заданы подобными 
а = fao ,  h = fh o , ( 1 53) 

где а0 и h 0 - заданы, то коэффициент подобия будет отыскивае
мой функцией , равной согласно ( 1 48) и ( 1 50) 

f (x) = [ ЗМ (х)2 ] 1/З .  ( 1 54) 
4a0a8h0 

Формулы ( 1 52)-( 1 54) позволяют по эпюре моментов сразу 
найти размеры равноорочной балки.  
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Для достижения минимального йеса можно варьировать пара
метр а (в первом случае) и параметры а0 , h 0 (во втором случае) . 
Так как объем стержня равен J ah dx, нужно требовать мини
мума величины соответственно 

� J УМ (х) dx, � J [М (х)]2/З dx. -v- [ ] 1/3 
Uв h0u8 ( 1 55) 

При заданных внешних нагрузках нужно минимизировать 
множители , стоящие перед знаком интеграла (учитывая , что при 
слишком малой толщине балки возникает потеря устойчивости) . 

При учете массовых сил (например , тяжести или инерции) 
величина М в формуле ( 1 48) будет зависеть также от h .  Например , 
для балки длиной 21, провисшей под действием только собствен
ного веса ,  нагрузка q = pgah (где pg - удельный вес) и уравне
ния задачи будут следующими :  

d2 (ah)2/dx2 = -'Aah, d2v/dx2 = 08/Eh, Л = 3pg/4o8 • ( 1 56) 

Первое уравнение служит для определения размеров равно
прочной балки.  Опуская выкладки,  запишем его решение для упо
мянутых выше двух случаев : 

x = J 
, r-s h dh х = v 3 V (а - задано) ;  

cl - Лhs 

3/2 df 
V (сечения балки подобны) . 

С2 - (6Лj5h0) /5 

( 1 57) 

( 1 58) 

Здесь с1 и с 2 - произвольвые постоянные . Формулы ( 1 57) 
и ( 1 58) определяют f и h как неявные функции х (интегралы в зам
кнутом виде не берутся ,  поэтому требуется численное интегриро
вание) . Постоянные с1 и с2 определяют из граничных условий .  
Например , если балка длиной 21 свободно оперта на концах ,  а се
редина балки совпадает с началом координат, то можно найти 
следующие значения этих постоянных : 

з 6Л fs cl = 'Ahmax • с2 = 5ho m a x •  

где fmax и hшах - наибольшие значения соответствующих 
ций (в середине балки) . Получаем соответственно 
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h V'З h dh s' 3f2 df Х = V Л ( h�3,. - h3} '  Х = V (6Лf5ho) {f�aJt - f5) • 

hmax fmax 
Момент в произвольнам сечении х 

х 
М = -pg J ah dx (х ::;.,. 0) . 

l 

( 1 59) 

фу н к-

( 1 60) 

( 1 6 1 )  



Отсюда при помощи ( 1 48) и ( 1 5 1 )  находим следующее уравне
ние для определения fmax и hmax : 

1 
Л J ah dx = ah2 , ( 1 62) 

о 

здесь а и h определяются формулами ( 1 60) . 
Аналогично можно рассматривать другие сечения , различ

ные нагрузки и граничные условия .  Двутавровое сечение при  
изгибе с точки зрения конструкций минималь,ной массы пред
ставляет наибольший интерес .  Его также можно рассматривать 
изложенным методом, при  котором оптимальное решение находят 
из решения некоторой прямой (но нелинейной) задачи ,  минуя 
анализ напряженного состояния и прогибов . Легко убедиться 
непосредственной проверкой , что функция h (х) или f (х) для 
равнопрочной балки минимизирует общую массу балки по еравне
юно с другими наперед заданными функциями h (х) или f (х) .  

П р и м е ч а н и е .  Намотка в форме «Кокона» позволяет избежать этих 
недостатков ,  однако появляется большой мидель поперечного сечения ,  так как 
согласно принципу равнопрочности корпус РДТТ наибольшей эффективности 
при такой намотке должен быть близок к сфере . Следует отметить , что в зад· 
ней части корпуса С-двигателя может находиться вспомогательное сопло. 



Г л а в а  1 1  
РАВНОПРОЧ НЫ Е  ОТВЕРСТИЯ В УПРУГИХ 

ТЕЛАХ 

§ 1. ПОСТАНОВ I(А ЗАДАЧ И  И ОСНОВН Ы Е  СООТНОШЕН ИЯ 

Пластины с отверстиями часто встречаются в различных кон
струкциях .  Разрушение таких конструкций обычно начинается 
в местах наиболее резкой концентрации напряJКений вблизи от
верстий .  Представляет интерес определение формы равнопрочных 
контуров отверстий ,  на которых технологически неизбежная 
концентрация напряJКений была бы наименьшей по сравнению 
со всеми другими контурами . 

Рассмотрим состояние в бесконечной изотропной и однородной 
упругой пластине, ослабленной криволинейными отверстиями , 
число которых может быть любым . ПредполоJКим, что к краям 
отверстий приложены постоянные нормальные и касательные 
усилия 

( 1 63) 
а на бесконечности действует однородное поле постоянных напря
жений * 

( 1 64) 
Здесь ху - прямоугольные декартовы координаты; t и n -

касательная и нормаль к контуру отверстия (образующие правую 
систему n t) ;  <1х, ау, 'txu• а1 , <1no 'ttn - соответственно компоненты 
тензора напряJКения . 

Поставим следующую задачу : найти форму отверстий и их  
взаимное расположение такое, чтобы тангенциальное нормальное 
напряJКение cr1,  действующее на этих контурах, было постоянной 
величиной, одинаковой для всех отверстий .  Таким образом, тре
буем, чтобы на всех контурах отверстий выполнялось условие 

а1 = а = coпst . ( 1.65) 
Такие отверстия называют равнопрочными [ 83 ] .  Величина cr,  

как и сами отверстия ,  подлеJКит определению. На равнопрочных 
отверстиях  пластическая зона возникает одновременно по всему 

* В случае двоякопериодического ряда отверстий условия, заменяющие 
( 1 64) , приведены в п. 5 данной главы. Эта глава основана на работе [90] . 
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контуру .  Постановка и решение некоторых задач такого типа 
имеется в работах [ 1 9 ,  33-35, 59, 83-86, 1 34 ] .  

Компоненты напряжений представим [ 6 1 ]  через потенциалы 
Колосова-Мусхелишвили Ф (z) и 'ф (z) 

ах + ау = 4 Re Ф (z) , (z = х + iy) ;  

ау - ах + 2i-cxy = 2 (zФ' (z) + 'l' (z) ] .  ( 1 66) 
Функции согласно условиям ( 1 64) при стремлении в бесконеч-

ность (при z ---+ сх ) * . 

Ф (z) = + (а; + а;) + О (z-2) ,  

'l' (z) = Ь + О (z-2) , ( 1 67) 
ь l ( 00 00) . 00 

где = 2 ау - ах + t't • 
Используя известные соотношения [ 6 1 ]  

at + an = ах + ау. 
а, - an + 2i'ttn = e2ia (ау - ах + 2i'txy) ,  ( 1 68) 

где а - угол между внешней нормалью к контуру и осью х, 
отсчитываемый от х к n. Граничные условия ( 1 63) и ( 1 65) на не
и звестных контурах L 0 отверстий можно представить в виде 

4 Rе Ф  (z) = а  + р, (z Е L 0) ;  ( 1 69) 
iФ' (z) + 'l' (z) = ae-2ia, (z Е L 0) , ( 1 70) 

где а = + (а - р) + i-c. 
Если аналитическая функция ограничена внутри области 

(в том числе, в бесконечно удаленной точке) , а на  границе области 
ее действительная часть постоянна ,  то сама эта функция постоянна . 
Следовательно, решение краевой задачи ( 1 67 ) ,  ( 1 69) для функции 
имеет вид 

причем 

Ф (z) = + (а +  р) , ( 1 7 1 )  

а = а'; + а; - р. ( 1 72) 
Краевое условие ( 1 70) с учетом формулы ( 1 7 1 )  запишем в виде 

причем 
e2ia 'ф (z) = а, (z Е L 0) ,  ( 1 73) 

'ф (z) = Ь + О (z-2) при z - оо . 

• Случай бесконечносвязной области является особым, и его следует рассма
тривать отдельно. 
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§ 2. МЕТОД РЕШЕН ИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧ И  

Перейдем н а  параметрическую плоскость комплексного пере
мениого � при помощи конформного преобразования , осуществляе
мого аналитической функцией ro ( �) 

z = (J) ( �) . ( 1 74) 
Напомним основные факты из теории конформных отображений 

многосвязных областей [ 46 ] : а) всякую п-связную область ,  
включающую бесконечную удаленную точку , всегда можно кон
формно отобразить на внешнем виде некоторых n разрезов, парал
лельных действительной оси ,  с соответствием бесконечно удалену ) n д 0 _ � 

ных точек; б) при n :;;... 3 это 
отображение единственное, если 
задать поведение отображающей 
функции на бесконечности при 
� � оо : 

(J) ( �) = � + о ( 1 ) . х 

_ функция ro ( �) задает взаимно 
ф 1 � м  Будем считать, что искомая 

------+-----·... однозначное соответствие упругой 
м щnггг???????д области на  плоскости z и виет-

Рис. 1 0. I<онтуры равнопрочных от- него вида соответствующего числа 
веретий в физической плоскости z разрезов М на  плоскости � .  па
и в параметрической плоскости � раллельной действительной оси 

(рис .  1 0) . 
Определим е21а. Дадим приращение точке на плоскости z 

в направлении нормали к контуру L 0 :  
d z  = ela 1 dz 1 · ( 1'75) 

Соответствующая точка плоскости � в силу канформности ото
бражения переместится по нормали к разрезу , т. е. к действи
тельной оси 

d� = ± i  1 d� 1· 
При помощи ( 1 75) и ( 1 76) находим 

l dz ro' (�) d� • ro ' (�) е а = ldzТ = 1 ro' (� ) 1 1  d� 1 = :±: t 1 ro' (�) 1 
Следовательно : 

e2la = _ ro' (�) • 
ro' (�) 

( 1 76) 

( 1 77) 

Краевую задачу ( 1 73) при помощи ( 1 77) запишем теперь так:  

-ф ( �) ro ' ( �) = aro' ( �) ( �  Е М) ;  ( 1 78) 
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здесь ф (�) = '1' [ ro ( �) ] . Функции ф ( �) и ro ( �) подлежат опреде· 
лению из краевой задачи ( 1 78) . 

Возьмем действительную и мнимую часть в выражении ( 1 78) , 
в результате получим 

Re F' ( �) = О ( �  Е М) ;  ( 1 79) 

I m  G' ( �) = О ( �  Е М) .  ( 1 80) 

Здесь введены следующие обозначения : 

F' ( �) = ф ( �) ro ' ( �) + aro ' ( �) .  1 · 
G' Щ = ф ( �) ro' ( � ) - oro ' ( � ) .  

( 1 8 1 )  

Функции F '  ( �) и G '  ( �) аналитичны всюду во внешности раз
резов М . В окрестности бесконечно удаленной точки они ограни
чены, так как функции ф ( �) и ro' ( �) ограничены при � -->  оо . 

Поведение функций F' ( �) и G' ( �) в концах разрезов М опре
деляется требованиями , накладываемыми на искомые контуры 
отверстий L 0 • Будем требовать, чтобы все контуры отверстий L 0 
были гладкими,  т .  е. не содержали точек возврата и угловых 
точек . При этом дополнительном условии функция ф ( �) будет 
ограничена всюду в окрестности точек разрезов М ,  а функция 
ro' ( �) ограничена всюду , за исключением концов разрезов М ,  
в окрестности которых функция ro (�) б у дет иметь степенную 
особенность порядка 1/ 2 • В соответствии с этим условием на основе 
( 1 8 1 )  аналитические функции F' ( �) и а· ( �) будут ограничены во 
всей плоскости � .  за исключением концов разрезов М , в которых 
они будут иметь степенную особенность порядка 1/ 2 • Например , 
если  точка �м - конец одного из разрезов М ,  то при � --> �м 

F' (�) -= O (
V 
1 )• G' (�) = O (

V 
1 ) ·  ( 1 82) 

� - �м � - �м 

Краевые задачи ( 1 79) и ( 1 80) представляют собой классические 
задачи Дирихле для внешности разрезов , причем решение этих 
задач найдем в классе функций ,  ограниченных на  бесконечности 
и имеющих особенность вида ( 1 82) в концах разрезов . Именно 
к такой математической задаче приводит гидродинамическая 
проб.гrема обтекания решеток профилей потенциальным потоком 
идеальной несжимаемой невесомой жидкости [ 73 ] .  При этом 
функциям  F и G соответствует комплексный потенциал скорости 
потока жидкос rи .  

Таким образом, краевая задача ( 1 79) или  ( 1 80) в математи
ческом отношении совершенно аналогична следующей гидроди
намической задаче : система М плоских профилей нулевой толщины 
в плоскости � обтекается потенциальным бесциркуляционным 
потоком идеальной несжимаемой жидкости (скорость потока на 
бесконечности ограничена) , требуется найти комплексный потен
циал течения .  
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Лосле того как функции F ( �) и О (�) будут найденьt , искомые 
функции ф ( �) и ro (�) определяют при помощи уравнений ( 1 8 1 )  
п о  следующим формулам: 

ro (�) = � s [F' Ш - G' (�) ] d� = � [F (�) - G (�)] + с0; ( 1 83) 
2а 2а 

- F' (�) + G' I0 ф Ш = а F ' (�) - G' (�) ( 1 84) 

(с0 - произвольпая постоянная ) .  
Выясним еще одно условие, которое вытекает из физического 

требования отсутствия дислокаций при обходе контура  ка1Кдого 
отверстия . Из выра1Кения для комплексного вектора смещения 
[ 6 1 ] и формулы ( 1 7 1 )  легко получить следующие условия , которым 
дол1Кна удовлетворять функция ro ( �) .  

ф ro' ( �) ф ( �) d�  = О .  ( 1 85) 

Здесь контурный интеграл берется по контуру ,  охватывающему 
один из р азрезов М .  Число условий ( 1 85) равно числу разрезов . 
Деформируя контур интегрирования в верхний и НИ1КНИЙ берега 
соответствующего разреза и используя условие ( 1 79) , получим 

ф ro ' ( �) d� = О .  ( 1 86) 

Так как разрезы М параллельны мнимой оси ,  d� = d� следова
тельно, условие ( 1 86) означает ,  что функция ro ( �) дол1Кна быть 
однозначной при обходе любого из разрезов М .  Однако это усло
вие у1Ке содер1Кится в требовании конфермиости отобра1Кения ,  
осуществляемого функцией ro ( � ) .  Поэтому требование отсутствия 
дислокаций в многосвязной упругой области в данном случае 
вытекает из условия однозначности функции ro (�) .  

Поле упругих напря1Кений согласно формулам ( 1 66) , ( 1 7 1 ) ,  
( 1 72) , ( 1 78) и ( 1 8 1 )  находим и з  следующих соотношений : 

+ оо + оо +2 . F' (�) + G' I0 
( 1 87) ах ау =  Ux ау ,  ау - ах tТ:ху = 00, (�) • 

Таким образом, развитый подход позволяет находить эффек
тивное решение обратных задач плоской теории упругости для 
любого числа отверстий и при любом их  располо1Кении . 

§ 3 . ОДНО ИЛ И ДВА ОТВЕРСТИЯ 

Двухсвязную и трехсвязную область всегда можно конформне 
отобразить на внешность соответствующего числа разрезов вдоль 
действительной оси [ 82 ] .  

1 .  Одно отверстие. В случае одного отверстия на плоскости 
будет один разрез ,  который без потери общности МО1КНО считать 
разрезом (-1 , +1 )  вдоль действительной оси .  
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Пусть nри � --+  С>О lfMeeм ro ( �) = с1 � + О  ( � -1) . Величину С1 
можно считать действительной . Это условие вместе с заданием 
длины разреза согласно теореме Римана исчерпывает возможный 
произвол в описании конформного преобразования двух заданных 
областей . 

Согласно ( 1 8 1 )  при � --+  оо 
F' ( �) = ( Ь + а) с1 + О ( �-2 ) ; 

G' (�) = (Ь - а) с1 + О ( � -2) .  ( 1 88) 

Решение краевых задач ( 1 79) и ( 1 80) для внешности указанного 
разреза при условиях ( 1 82) и ( 1 88) имеет следующий вид [ 73 ] : 

:.·(::) с:с:::ь(� :��+ ,:::,�:��: :� . !  ( 1 89) 
�2 - 1  

Здесь при � --+  оо имеем V�2 - 1 = 6 + О (s -1) .  Действи· 
тельные постоянные d1 и d2 произвольны. 

Интегрируя выражения ( 1 89) , находим 

F ( �) = ic1 � I m ( Ь + а) + с1 V �2 - 1 Re ( Ь + а) + 

G (� )  = с 1 � Re ( Ь - а) + ic1 V �2 - 1 I m  ( Ь - а) + 

+ ida lп (�  + V�2 - 1 ) .  

Отсюда при помощи ( 1 83) ,  полагая с0 = О , получаем 

где ml = 1 - Ь/а, т з  = 1 + ь/а. 

( 1 90) 

( 1 9 1 ) 

Функция ro ( �) должна быть однозначной во внешности раз
реза (- 1 , +1 ) .  Согласно решению ( 1 9 1 )  это условие выполняется 
лишь в том случае, если d 1 = d 2 = О, что и предполагаем в даль· 
нейшем. 
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Уравнение конtура отверстия в параметрическом виде лолу
чается из формулы ( 1 9 1 )  при d1 = d2 = О 

x -= { c1 (� Re m1 -+- V1 - �2 1m m2) 1 
( 1 92) 

У = i:c1 (� Im m1 -+- � Re m2) (- 1  < � < 1 ) 

или в комплексном виде 

Z = + c1 (m1� ::±: im2 V1 - �2) , ( 1 93) 
где � - действительный параметр,  меньший единицы (верхний 
знак в ( 1 92) отвечает верхнему берегу разреза, нижний -
нижнему) .  

Исключая в формулах ( 1 92) параметр � . приходим к кривой 
второго порядка , которая представляет собой эллипс ,  так как 
на основании уравнения (1 93) любым значениям параметра � .  
по модулю меньшим единицы, отвечают конечные значения ком
плексного вектора кривой . Найдем основные параметры этого 
эллипса ,  представляющего собой искомый контур отверстия .  
Фокусы эллипса представляют собой точки ветвления на  двулист
ной римановой поверхности функции � = � (z ) ,  обратной функ
ции ( 1 9 1 ) . Отсюда находим комплексные векторы фокусов 

( 1 94) 

Центр эллипса (середина отрезка, соединяющего фокусы) 
совпадает с началом координат .  Угол , под которым большая 
ось эллипса наклонена к оси абсцисс , 

1 ( 2 2) а.р = Т arg m1 - m2 . ( 1 95) 

1 Точка z = Т с1т1 согласно (1 93) лежит на эллипсе. Согласно 
фокальному свойству эллипса сумма расстояний от этой точки 
до фокусов равна большому диаметру эллипса  2а, т. е . 

а1 = + с1 ( / V т1 - т� + m1 l + 1 т1 - У т� - т� / ) . ( 1 96) 

Полудлина малой оси эллипса равна Vai - 1  Zp 1 2 •  
Таким образом, контуры искомого отверстия представляют 

собой семейство подобных эллипсов (так как с1 - произвольвый 
действительный параметр) ,  ориентация и основные параметры 
которых даны формулами ( 1 94)-( 1 96) . В случае 't00 = 't = О, 
когда величины m1 и m2 будут действительными , получается ре
зультат, полученный ранее другим методом [ 83 ] . 

2 .  Два отверстия. Внешность двух отверстий в плоскости z 
конформно отобразим на внешность двух разрезов (Л1 , Л2) и 
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(Л3 , Л4) вдоль действительной оси плоскости � с соответствием 
бесконечно удаленных точек. Не ограничивая общность ,  коэф
фициент с1 в условии на бесконечности ( 1 88) можно считать дей
ствительным и положительным. Решение задач Дирихле ( 1 79) 
и ( 1 80) для указанных разрезов при условиях на бесконечности 
( 1 88) имеет вид 

F' (�) = ic1 I m (Ь + a> +  c1�2 Re (a + Ь> + d1� + d2 
, V (� - Л1) (� - Л2) (� - Л3) (� - Л4) 

G' (�) = c1 Re (b - a) +  ic1�2 I m (Ь - a) + id3� + id 1 • ( 1 97) 
V(� - Л1) (� - Л2 ) ) � - Аз) (� - Л 1 )  

Здесь d1 , d 2 , d3 , d4 произвольвые действительные постоянные,  
корень в формулах ( 1 9'i)  ведет себя как �2 + О (�) при � -> оо .  
Постоянные Л 1  и Л 2 в данном 
случае можно положить лl = о 0 

у t t 6;' 
И Л 2 - 1 .  Lo L o 

В формулах ( 1 97) содер- 6; 
жится всего семь действитель
ных постоянных . Четыре из 
них определяют из двух ком
плексных условий однозначнос
ти функции ro ( �) [см .  формулу 
( 1 87) ] . Постоянная с 1 ,  задаю
щая масштаб в физической 
плоскости z, неопределенна по 
самой постановке задачи . � 

в '  

с 

с '  

6 ""  }( -
---

Остаются две постоянные, для w 

ТZ 1 определения которых на  иско-
мые контуры и их взаимное ��"ZiVZi??Z??Zt?-> --;;;0,+-�czuzи����Z:JJt--�· 
расположение нужно наклады- -Z -1 1 Z � 
вать дополнительные требова- Рис. 1 1 .  Два равнопрочных отверстия  
ния . Таким образом, в общем в однородном поле напряжений 
несимметричном случае конту-
ры искомых отверстий образуют семейств'J ,  зависящее от двух 
произвольных действительных параметр · JВ .  Громоздкий резуль·· 
тат интегрирования в эллиптических rрункциях опустим. 

Рассмотрим подробнее симметричю,r : случай ,  когда 't"" = 't = О 
(рис . 1 1 ) .  Здесь контуры обоих 0 1  J•_рстий будут симметричны 
относительно осей абсцисс и ординат . Для определенности будем 
считать ,  что одно отверстие целикоы расположено в левой полу
плоскости (х < О) , а другое - r Рмметрично в правой (х > 0). 
В фор мулах ( 1 97) можно полож• rть (без ограничения общности) 

Л1 = -2, Л 2 = -- 1 , Л3 = 1 , Л4 = 2, ( 1 98) 

d1 = d3 = d4 = () ( I m  а = О , I m  Ь = 0) . 
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Последнее соотношение является следствием симметрии задачи 
и условия dyld� при 1 � 1 < 1 . 

В результате получим 

F' Ю = с1� 2 (Ь + а) +  d2 G' (�) = cl (Ь - а) . ( 1 99) Y(�2 - I ) (�2 - 4) ' 

Отсюда при помощи формулы ( 1 83) вычисляем функцию ro ( �) ; 
постоянную с0 выбираем из условия , чтобы ro (О) = 0 :  

ro (�) = �� {� (a - Ь) + 2 (a + Ь) E (arcsin �. %) -
- [ (а + Ь) - 2 + -}  d2 J F (arcsin �. 1/2)} .  (200) 

Здесь F и Е - эллиптические интегралы первого и второго 
рода соответственно. По формуле (200) при � = 1 можно получить 
координату точки В на контуре правого отверстия (рис . 1 1 ) : 

Хв = �� {а - Ь + 2 (а + Ь) Е (1/2) -

(20 1 )  
Формулу контура удобнее определить непосредственно по 

формулам ( 1 99) и ( 1 83) ; находим (при х > О и у > О) [ 24 ] 

где 

1 
х = Хв + Т  с1 ( 1 - Ь!а) (� - 1 ) , 

l r 1 ь s� (�2 + dz) d� у = - т сl _( + !а) Y<52 - I ) (4 - 52) 1 
= - +cl ( 1  + Ь!а) [2Е (ер , q) + -}-d2F (ер , �3 ) -

- т  V<4 - �2) (�2 - 1 ) ,  (202) 

2 V� ер = arcsin v- . � - 3 

При 6 = 2 , т .  е .  при ер = n/2, координата у контура отверстия 
(в точке с) должна равняться нулю. Это условие служит для 
определения неизвестной константы d 2 ; при помощи второй 
формулы (202) находим 
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Внося это значение d2 в формулы (20 1 )  и (202) , окончательно 
получим 

где 

Хв = -с1 ( 1 , 23 + 0,23 Ь/а) ; 
1 х = хв + т c1 ( 1 - b/a) (s - 1 ) ; 

у = - -}- с1 ( 1  + bja) [ 2Е (ер, VЗ/2) -

- 1 , 1 23 (ер , VЗ/2) - + V<4 - s2) (s2- I ) ] , 

2 V s2 - 1 · 
ер = arcsin 

V 
( 1  < s < 2) .  

s 3 

(204) 

Таким образом, в случае симметричного расположения двух  
равнопрочных отверстий решение определяется с точностью до 

у 
Ci 

0,20 

0, 10 

о 

1 
1 

.!J= -0.2 а ' 
..,--r.... v 

\ 
/ 

j_ 
1 1 

1 1 
0.4 

' 
12.=-0.4 а . 
г--... 

f1t-o.б ' 

/ \ "'\ � §=-0,8 

� \ � 9= -0,9 
1 +- 1 1\ -.... 0.8 1,2  1,6  х 

Рис. 1 2. К:онтур одного из двух р авнопрочных отверстий при р азличных ] 
значениях Ь!а и при  у > О 

одной произвольной положительной постоянной с1 , задающей 
масштаб. Контур отверстия определяется уравнениями (204) . 

Отметим некоторые ограничения , которым должны удовлетво
рять внешние нагрузки, чтобы решение (204) имело физический 
смысл . Согласно самим формулам (204) для этого необходимо, 
чтобы имели место неравенства 1 Ь1 а 1 < 1 ,  г де 

ь а; - а; - =  
а а; + а;' - 2р 

(205) 

На рис .  1 2  по формулам (204) построены контуры семейства 
равнопрочных отверстий при различных значениях Ь!а (для 
х >О и у >О) . 
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§ 4. П ЕРИОДИЧЕСI(МI ЗАДАЧА 
Если все контуры отверстий имеют общую ось симметрйи ,  

пересекающую их ,  то область любой связности ,  расположенная 
вне этих отверстий ,  конформно отображается на  внешность раз
резов вдоль одной и той же прямой (то же самое справедливо 
для многосвязных областей, обладающих циклической симме
трией) . В этом случае задача Дирихле имеет простое замкнутое 

А '  у 
решение. Рассмотрим периоди
ческую задачу , когда одинако
вые отверстия с некоторым пе
риодом 2L расположены вдоль 
оси х, необязательно являю-

в -�-��-....L.-----..;71-+-c-- щейся их  осью симметрии из-за 
х наличия касательных напряже

ний (рис .  1 3) .  

'l 

м 
7С 

Рис.� 1 3 . Периодическая система р ав
ноnрочных отверстий в однородном по
ле напряжений (один период в физиче-

ской и параметрической плоскости) 

При помощи конформного 
отображения z = ro ( �) перейдем 
на внешность периодической 
системы разрезов М вдоль дей
ствительной оси плоскости � 
(период решетки можно взять 
равным n) . 

В качестве условия на бес
конечности по-прежнему ис-
пользуем условия ( 1 88) ;  следует 
иметь в виду , что вторые слагае
мые в этих формулах в данном 
случае будут описывать экспо
ненциальное убывание на бес-
конечности, а не степенное, как 

в случае �конечного числа отверстий .  Постоянную с1 в рассмат
риваемом случае, очевидно, можно считать действительной и по
ложительной. Решение краевых задач ( 1 79) и ( 1 80) при допол
нительных условиях ( 1 82) и ( 1 88) легко найти на бесконечнолистной 
римановой поверхности функции siп � . разрезанной вдоль отрезка 
(sin е1, sin е 2) действительной оси на всех листах.  Функция 
sin � конформно преобразует внешность периодической системы 
разрезов М плоскости � на указанную риманову поверхность. 
Общее решение этих задач имеет вид 

f'(�) = i с1 I т (Ь + а) + 
с1 sln � Re (Ь + а) + d1 

V ( sin � - sin е1) ( s in � - sln е2) ' 

0' (�) = cl Re (Ь - а) + icl sin � Im (Ь - а) + id2 (206) 
V ( sin � - sin е1) ( s in � - sin е2) 

Здесь с1 , d1 ,  d2 ,  е 1 , е 2 - неопределенные действительные по
стоянные; при s in � ---> оо корень в формулах (206) ведет себя как 
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sin � + О  (sin -1�) .  Функция ffi ( �) определяется формулой ( 1 83) 
при дополнительном условии ffi (-л/2) = -L для отыскания 
постоянной с0 (рис .  1 3) :  

t 
(!) (�) = - L f- ...!.о- J [f' I0 - G' (�) ] d� .  (207) 

2а -я./2 

Функция ffi ( �) должна удовлетворять двум дополнительным 
условиям :  а) условие однозначности ffi ( �) при обходе разреза 
(/ 1 , 1 2) ; б) условие соответствия точек с и с' , имеющЕ;е вид ffi (л/2) = 
= L .  Эти условия служат для отыскания четырех (из пяти) не
определенных коэффициентов в формулах (206) и (207) . Таким об
разом, в общем несимметричном случае периодической задачи 
решение определяется с точностью до одной произвольной по
стоянной, т . е .  равнопрочные контуры образуют семейство, за
висящее от одного свободного параметра .  

Рассмотрим подробнее симметричный случай ,  когда 't00 = 't = 
= О . Контур искомого отверстия L 0 в основном периоде (рис .  1 3) 
будет симметричен относительно осей абсциLс и ординат, а соот
ветствующий ему отрезок М на плоскости � будет симметричным 
разрезом вдоль (-1 0 , 1 0) с длиной, равной 21 0 •  В силу указанной 
симметрии в формулах (206) можно положить 

1 1 = -1о ,  1 2 = 1 о ,  d1 = d2 = О ( Im  а = Im Ь = 0) . 

Следовательно, находим 

F' (1") с1 (а + Ь) sin � G' (1") = с1 (Ь _ а) ·, � = J( sin 2 � - sin 2 to ' � 

1 
ffi (�) = - L + 2 с1 ( 1  - Ь/а) (� + л/2) -

- + с1 ( 1  + Ь/а) arcs in (cos �/cos l0) 

(ffi (--. л/2) = - L) . 

(208) 

(209) 

Из условия соответствия точек с и с' (см .  рис .  1 3) ,  т. е. когда 
ffi (л/2) = L ,  nри помощи (209) получим 

с1 = -(2аЦ/(лЬ) . (2 10) 

Найдем диаметр 2х0 равнопрочного отверстия в сечении у = О; 
положив � = 1 0  в формуле (209) , получим 

1 Хо = n l0L ( 1 - ajb) . (2 1 1 ) 

59 



При помощи формул (209)-(2 1 1 ) запишем уравнение равно
прочного контура в следующем параметрическом виде (для у > О, 
l x l < L) : 

1 X = - L ( 1 - a/b} 6; n 

у = - _1 L ( 1 + а/Ь} ln ( cos � + 1 f cos2 � - 1 . n cos l0 У cos2 l0 . (2 1 2) 

Семейство кривых (2 1 2) зависит от одного положительного 
параметра  ! 0 , меньшего n/2 .  Найдем диаметр 2у0  равнопрочного 
отверстия в сечении х = О ;  положив 6 = О во второй формуле (2 1 2) ,  
получим 

Уо = - _1 L ( 1 + ajb) ln 1 + sin lo • n cos l0 (2 1 3) 

Согласно физическому смыслу задачи величины х0 и У о должны 
быть положительными (кроме того, очевидно, х0 < L) ; отсюда 
на основании формул (2 1 1 )  и (2 1 3) внешние нагрузки должны удо
влетворять следующему условию: 

_ 1 < � <  _ lo а n - 10 (2 1 4) 

Это неравенство приводит к следующим условиям существова
ния искомого решения : 

а) р > а;:', (n - 2/о) а;' < na'; - 2plo; 

б) а'; >  р , (л - 2/о) а;' > na'; - 2plo .  (2 1 5) 

Рассмотрим предельный случай одного отверстия в бесконеч
ной плоскости из найденного периодического решения следующим 
предельным переходом в формулах (208)-(2 1 3} :  

L -+ оо ,  1 0 -+ О ,  �-+ О, 

(2 1 6) 

где с1 - (лроизвольно заданная) положительная постоянная ; 
� - новое комплексное переменное. В частности ,  контур отвер
стия становится эллипсом: 
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1 ] х = 2 с1 ( 1  - Ь/а) t ;  
(- 1 < t < 1 )  

У =  f с1 (1  + Ь/а) V 1 - t2• 
(2 1 7) 



Последнее решение существует при условии 1 Ь/а 1 < 1 (сравним 
с соответствующим условием (2 1 4) для периодической задачи) . 

На рис .  1 4  по формулам (2 1 2) построены контуры семейства 
равнопрочных отверстий при различных значениях 1 0 и Ь!а (для 
L > х > О, у >  0) .  

� я �--�----�--�� l L 

о 0,25 0,5 

у т 

о 

а) 
у 
I 

0,10 

0,25 

.!l. = -ав а ' 

0, 75 f 

Рис. 1 4. Четверть контур а  одного из периодической системы рав
нопрочных отверстий при р азличных значениях Ь/а и 10 

§ 5. ДВОЯ КОП ЕРИОДИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА 

Пусть система равнопрочных отверстий образует дваякопе
риодическую прямоугольную pe:llieткy с основным периодом 
2 (L + iH) в плоскости z (рис .  1 5) .  Из соображений удобства ре
шения временно будем считать, что в точке х = О, у =  Н (и дру
гих ,  ей соответствующих) заданы напряжения ,  т. е .  при 

z �  iH ах =  а; ,  au = а;, 'rxu = 't' .. . (2 1 8) 

Здесь а; ,  а;, 'W .. - некоторые постоянные величины. 
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Пусть конформное отображение z = ro ( �) преобразует в упру
гую область плоскости z внешность дваякопериодической системы 
разрезов плоскости � с  соответствием трех точек основных периодов 

А +--+ А' , В +--+ В' , D +--+ D ' . (2 1 9) 

Период прямоугольной решетки на плоскости � .  не ограничивая 
общности,  можно считать р авным 2 + 2hi .  

Указанными требованиями искомая функция ro ( �) опреде
ляется однозначно (для заданного контура отверстия L 0) .  Внеш
ность контура L 0  в основном периоде плоскости z отображается 
на внешность разреза (l 1 , 1 2) вдоль действительной оси пло
скости �. 

Согласно формулам ( 1 66) ,  ( 1 8 1 )  и (2 1 8) имеем : 
при � --.  ih  ro ( �) = iH + с1 ( � - ih) + · · · ,  ) 

'\' ( �) = Ь + О ( � - ih) , F� ( �) = ( Ь + а) с1 + О ( � - ih) , (220) 

G' ( �) = ( Ь - а) с1 + О (� - ih) . 
Здесь с1 - пекоторая положительная величина, обозначе

ния а и Ь совпадают с припятыми выше. 
Пусть модуль 

К CV 1 - k2) = hK (k) , (22 1 )  
а величина 

а =  1 /К (k) . (222) 

ЭJJлиптический синус w = sn ( �/а, k) конформно преобразует 
внешность указанной дваякопериодической системы разрезов 
плоскости � на бесконечнолистную риманову поверхность w, 
разрезанную вдоль отрезка (w 1 , w 2) действительной оси на всех 
листах 

причем бесконечно удаленной точке на основном листе римановой 
поверхности соответствует точка � = ih .  

Используя риманову поверхность w и условия (220) , общее 
решение краевых задач ( 1 79) и ( 1 80) можно записать так: 

F' (�) = ict Im (Ь + а) + clw Re (Ь + а) + dl (224) 
Y(w - w1) (w - w2) 

G' (�) = с1 Re (Ь _ а) + ic1w Im (Ь - а) + id2 
(225) 

Y(w - w1) (w - w2) ' 

где w = sn ( �/а,  k) ,  при w --+  оо корень в (225) ведет себя как 
w + О ( 1 ) ;  с1 , d1 , d2 ,  w1 , w2 - неопределенные действительные 
постоянные. Функцию ro ( �) определяем по формуле ( 1 83) , причем 
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постоянную с 0 находим из условия соответствия точек А и А ' .  
Четыре из указанных выше постоянных находим и з  условия одно
значiюсти функции ro ( �) при обходе разреза ( / 1 ,  l 2) и из условия 
соответствия точек В и В' .  Постоянная h находится из условия :  
функция ro ( �) -+ iH  при  � -+  ih. Таким образом, в общем несим
метричном случае дваякопериодической задачи решение опреде
ляется  с точностью до одной произвольной постоянной, т .  е. ре
шетка равнопрочных контуров образует семейство, зависящее от 
одного свободного п араметра .  

До сих пор напряженное 
состояние считалось заданным 
в точке z = iH, что не отвечает 
физическому смыслу задачи . 
Определим дополнительные � А в 

)( 
условия , которые адекватны 
постановке задачи и могут слу
жить для определения постоян- Е:-����::"7c2.�L��7,7,ij��' Ez 

1 �------���------� 
ных а�. а'; и 't00 в полученном 
решении . Рассмотрим мысленно 
упругий прямоугольник со сто
ронами 2mL и 2nH, состоящий 
из mn перфорированных пря
моугольников Е 1Е 2Е3Е4 (т и 

' lz 

А '  
lt 

JJ 

0 в '  
м lz � 

;.: 
2 

n - целые числа ,  которые будем 
считать весьма большими) .  К Рис. 1 5. Дваякопериодическая систе-

ма равнопрочных отверстий (один песторонам этого прямоугольника риод в физической и параметрической 
приложены постоянные нор- плоскости) 
мальные нагрузки N х• N у и 
постоянные касательные нагрузки N ху и N ух · ! :На расстояниях, 
равных примерно двум периодам решетки, краевой эффект 
затухает и напряженное состояние становится практически иден
тичным тому , которое имеет место в идеально бесконечной решетке. 

Условия равновесия всех внешних нагрузок, действующих на  
указанный прямоугольник, при т -+ оо и n --> оо приводят к сле
дующим условиям :  

1 )  J а у dx = J а У dx = 2L N У ; 
в.в. в,в.  

2) J ах dy = J ах dy = 2Н N х; 
в,в. в .в. 

3) J 'txy dx = J 'tлу dx = 2LN ху; 
в. в. в , в. 

4} J 'fxy dy = J 'tлg dy = 2Н N ух• 
в , в. в.в. 

(226) 

Кроме того , должно выполняться уравнение равновесия в мо
ментах 

4HL (Nxu - N0x) = М . (227) 
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Здесь М - суммарный момент, производимый внешними каса
тельными нагрузками 't' на контуре отверстия L 0 : 

rt, � _. M = 't' :y l r + ds l . Lo 
-+ _. 

(228) 

где r - радиус-вектор кривой L 0 , а ds - вектор-элемент ее дуги .  
Рассмотрим подробнее симметричный случай, когда 't' = О, 

N xu = N их = О . Здесь контур искомого отверстия L 0 в основном 
периоде (см. рис .  1 5) будет симметричным относительно осей х и у, а соответствующий ему контур М на плоскости � будет раз
резом вдоль (-10 , 1 0) .  Симметрия относительно осей абсцисс и орди
нат сохранится на плоскости � и  поверхности w. В формулах (225) 
можно принять 

1 1 = - 10 , 1 2 = 1 0 , d1 = d2 = 0, 
't'00 = О ( I m а = I m Ь = 0) . 

Следовательно, получаем 

(229} 

F' (�) = cl (а + Ь) sn (�/а., k) ' G' (�) = cl (Ь - а);  (230) 
V sn2 (�/а., k) - sn2 ( l0ja., k) 

t 
(1) (�) = - L + + J [F' (�) - G' (�)] d� = а - 1 

l l = - L + Т  с1 ( 1 - Ь/а) (� + 1 ) + Т с1 ( 1 + Ь/а) I (�) . (23 1 ) 

Здесь 

t = 

t J sn (�fa., k) d� 
l ( �) = _1 V sn2 (Ьfа., k) - sn2 Uofa., k) 

k 

а, J dt 
dn (lofa., k) V (t2 - б2) ( 1 _ t2) ' 

11 
dn (�/а., k) б = V 1 - k2 
dn Uofa., k) ' dn (10/а., k) ' (б < 1 ) . (232) 

Корень V ( t2 - б2) ( 1  - t2) в комплексной плоскости t пред
ставляет собой функцию, аналитическую во внешности разрезов 
вдоль действительной оси (-1 ,  -б) и (б , 1 ) ;  взята та ветвь этой 
функции ,  которая положительна на верхнем берегу разреза 
(б , 1 )  действительной оси .  

При этом были использованы известные соотношения из теории 
эллиптических функций (второй аргумент для кратности опу 
скаем) 
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d dn '() d� = - k2 sn � cn � .  
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При помощи эллиптического интеграла 1 -го рода интеграл 
(232) можно записать так: 

сх ( . Vt2 - 62 1 Ш = d ( l 1 k) F arcsш V , n o ct, t 1 - l\2 (234) 

На основании формул (23 1 )  и (234) диаметр отверстия 2х 0 
в сечении у = О плоскости z легко найти из условия ro ( -1 0) = 
= -х 0; получаем 

Х0 = L - + С1 ( 1 - +) ( 1 - /0) + 

1 ( Ь ) cxk (V 1 - l)2 )  
+ 2 Ct 1 + а dn ( lo/ct, k) • (235) 

Из соответствия точек В и В' (рис .  1 5) ,  т .  е. ro ( 1 )  = L , при 
помощи (23 1 )-(234) находим 

( Ь ) ( Ь ) cxk (V 1 - 62) 2L = Ct 1 - а - 2cl 1 + а dn Uo/CX, k) • (236) 

Из соответствия точек D и D ' (рис . 1 5) ,  т .  е. ro ( ih) = iH, 
используя формулы (23 1 )-(234) ,  находим при � ---. ih t ---. оо :  

l = d n  ( /�а, k) [j V (t' -� ( 1 - 1') + ] V(t' - � ( 1 - I'J = 

сх [k <V-1 62) + . OOJ dt 

] dn (l0jcx, k) - L 1 V (t2 - l)2) (t2 _ 1 ) = 

dn ( l:cx. k) [ k  (V 1 - 62) + ik (б) ] , 

( Ь ) ( Ь ) cxk (б} 2Н = cth 1 - а + ct 1 + а dn (lofcx, k) (237) 

Уравнение равнопрочного контура L 0 в основном периоде 
(при -L < х < О ,  х < О ,  у > О) на основании формул (23 1 )  
и (232) можно записать в следующем параметрическом виде :  

х + iy = -х0 + + С1 ( 1 - bja) ( �  + 10) + 

t 
icxc1 ( 1  + bja) J dt 

+ 2 dn (10/сх, k) V (t2 _ l)2) (t2 _ 1 )
' 

1 

t = dn <6/сх, k) _ у 1 - k2 snz (6/сх, k) 
dn (l0/ct, k) - 1 - k2 sn2 (l0/cx, k) ' 

5 Г .  П .  Черепанов 65 



т . е .  [ 26 ] 
1 1 

х = - х0 + 2 с1 ( 1  - Ь/а) (� + 10) ; 
c1Cl ( 1 + bja) ( . 1 ( t� - 1 ) (238) у = 2 dn Uo/<l, 

k) F arcs l� у t2 - 62 '  б 
(- 10 � � � 0). 

Осталось определить постоянные а;' и а'; .  Для этого доста
точно использовать только первые два уравнения равновесия 
(226) ,  которые при помощи формул ( 1 87)  можно записать так:  

J ау dx = (а; + а;') (L - х0) + 
в . в. 

-lo 
+ J [Е' ю + G' IOJ d� = 2LN у ·  

-1 

J ax dy = H (a;' + a';) + F , F, 
- 1+i h 

+ i J [F' (�) + G' IOJ d� = 2Н N х ·  
- 1 

(239) 

Используя решение задачи в форме (230)-(232) , вычислим 
интегралы в формулах (239) 
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-lo J [F' Ю + G' (�) ] d� = с1 (Ь - а) ( 1 - 10) + 
- 1  

+ c1<l (а + Ь)  k 
(Vт-=б2) . 

dn (lo/<l, k) ' 

-l+lh 
J [F' (�) + G' (�)] d� = ic1h (Ь - а) +  

-1 
-I+lh 

+ с1 (а + Ь) J sn (�/<l , k) d (�/<l, k) d� 

_ 1 V sn2 (�/<l, k) - sn2 ( lo/<l, k) 

о 
. h (Ь ) + ш1 (а + Ь) J dt = tc1 - а  dn ( l0/<l, k) V (t2 - 62) ( 1 - t2) = 

б 

= ic1h (Ь _ а) + 
i<lc1 (а + Ь) k (6) 

dn Uo/<l, k) (240) 



Подставляя вычисленные интегралы в уравнения (239) ,  полу
чим следующие соотношения : 

2 (а + р) (L - Х0) + С1 (Ь - а) ( 1 - l0) + 1 
+ ас1 (а +  Ь) k V 1 - б2 = 2LN . 

dn (l0ja, k) У ' t f (24 1 )  
2Н (а + р) - c1h (Ь - а) -

J _ ас1 (а + Ь) k (б) _ 2HN dn ( lofa, k) - х· 

При помощи второй формулы (238) найдем диаметр отверстия 
2у 0 в сечении х = 0 :  

где 

ас1 ( 1 + bja) F (q>0, б) 
Уо = 2 dn (l0ja, k) ' 

. v t5 - 1 
ср0 = arcsш -2--2 , tо - б  

1 to = dn ( l0ja, k) 

(242) 

Четыре уравнения (236) , (237) и (24 1 )  служат для определения 
четырех постоянных. Одна из постоянных остается свободным 
параметром как и ранее. Анализ этой системы дан в §  7 .  

§ 6. ПРИЛОЖЕИ НЕ 1( ТЕОРИИ I(ОНСТРУI(ЦИЙ 
МИН ИМАЛЬНОЙ МАССЫ 

Пусть конструкция или некоторый ее элемент представляют 
собой пластины с отверстиями,  находящиеся в плоском напря
женном состоянии .  Толщина пластин считается постоянной . 
Предположим, что задано некоторое предельно допустимое нор
мальное напряжение (с учетом коэффициента запаса) , определяе
мое из упругого расчета конструкции .  Заметим, что во всех кон
струкциях ,  рассчитываемых на длительную работу, пластические 
зоны обычно не допускаются . Форма отверстий по технологиче
ским причинам обычно бывает круговой .  

В указанных допущениях ,  которые весьма часто реализуют на 
практике, нетрудно оценить выигрыш в массе конструкции ,  
получаемый при  использовании равнопрочных отверстий вместо 
стандартных круговых . Сравнение равнопрочных отверстий с дру
гими показывает ,  что напряжен�е at на них минимально по сравне
нию с максимальной величиной Clt на любых других контурах 
отверстий * . В этом смысле равнопрочное отверстие также обла
дает свойством наибольшей прочности (по сравнению со всеми 
другими отверстиями) . 

* Это утверждение следует рассматривать как интуитивно очевидный факт, 
nроверениый во многих случаях. Строгое доказательство его авторам неизвестно . 
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Отсюда вытекает следующее : конструкция с равнопрочными 
отверстиями обладает наименьшим весом по сравнению с анало
гичными конструкциями ,  имеющими неравнопрочные отверстия .  
Действительно, две аналогичные конструкции с отверстиями раз
личной формы из пластин разной толщины (естественно, из одного 
и того же материала) будут эквивалентны по прочности , если 
максимальное напряжение cr1 на контуре отверстий в этих кон
струкциях будет одним и тем же . Равнопрочные же отверстия 
позволяют применять пластины наименьшей толщины для любого 
заданного предельно допустимого напряжения .  Приведем кон
кретные оценки .  Пусть бесконечная пластина толщиной h 0 с кру
говым отверстием, свободным от нагрузок, подвержена однород
ному растяжению, которое полностью описывается усилиями Р 
и �Р , действующими по главным направлениям (� - некоторое 
число ,  � � 1 ) . 

В этом случае максимальное напряжение на контуре отверстия 
dfax = (3 - �) P!ho.  (243) 

Аналогичная величина в случае равнопрочного отверстия в пла
стине толщиной hmtn со г лас но форму л е ( 1 72) 

. dfax = (1 + �) P!hmtn ·  (244) 
Приравнивая эти две величины для конструкций,  эквивалент

ных по прочности ,  получаем 
hmln = (1 + �) h o (3 - � ) .  (245) 

Следовательно, применение равнопрочного отверстия вместо 
кругового позволяет уменьшить вес рассматриваемого элемента 
конструкции на 

g = 200 ( 1  - �)/(3 - �) . % ,  (246) 
не изменяя прочности . Например , если одно главное усилие 
в 2 раза больше другого , т .  е .  � = 1/ 2 , использование равнопроч
ного отверстия вместо кругового позволяет уменьшить массу 
пластины на 40 % с сохранением прочности . Можно показать, что 
с увеличением числа отверстий и при наличии границ величина g 
увеличивается .  Поэтому формулу (246) можно рассматривать как 
нижнюю оценку возможного "уменьшения массы конструкции .  

§ 7 .  Ч ИСЛ ЕНН Ы Е  ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА НЕI(ОТОРЫХ 
ПЕРФОРИРОВАННЫ Х  ПЛАСТИН С ДВОЯI(ОПЕРИОДИЧЕСI(ОЙ 

СИСТЕМОЙ РАВНОПРОЧНЫХ ОТВЕРСТИЙ 
Уравнение семейства контуров равнопрочных отверстий 

в дваякопериодической задаче, рассмотренной в § 5 ,  имеет сле
дующий вид: 

1 ) 

G8 

х = - х0 + 2 с1 ( 1 - Ь/а) (s + l0) ; ) 
Ш\ ( 1 + bfa) . t2 - 1 • у = 2 dn (lofa, k) F ( arcsш У t2 - б2 ' б) ' (247) 



где 

t _ -v 1 - k2 sn2 (�fa, k) -
1 - k2 sn2 (l0fa, k) - lo < � < О . 

Решение определено с точностью до одного произвольнога 
параметра,  в качестве которого можно взять с1 • Введем следу
ющие безразмерные переменные: 

Х0* = � ,  L* = ..!:.._ , Н* = .!!_ · 1  
cl cl cl 

'· � � ' �: � z: ' :· � + '  1 
а* = р ' У = N х • J 

(248) 

При помощи этих обозначений уравнения (см .  § 5), служащие 
ДЛ Я определения ПОСТОЯ ННЫХ [ 0 , h, а , k, а* ' Ь*' Х о* ' б , d, МОЖНО 
записать в следующем виде : 

h = k (Vт=-k2> . 1 J: d v
-
1 k2 

К (k) ' а = к (k) ; u = - ; 

d = 
1 

V 1 - k2 sn2 (lofa, k) - dn Uofa, k) 

L* = -} ( 1  - Ь*) - ad ( 1  + Ь*) k (V I - б2) ;  
2Н* = h ( 1  - Ь*) + da ( 1 + Ь*) k (б) ; 

211*L* = 2 ( 1  + 1 /а*) (L* - х0*) + 
уа* 

+ ( 1  - 10) (Ь* - 1 )  + ad ( 1  + Ь*) k (V 1 -- б2) , 

2Н* = 2Н* ( 1  + 1 /а*) - h (Ь* - 1 ) - ad ( 1  + Ь*) k (б) .  (249) 
уа* 

Параметры L*,  Н* ' Л* ' f..t* ' у заданы. Они могут изменяться 
в следующих пределах :  

о < L* < оо , о < н* < оо , о < л* <  оо , } 
-00 < f..t* < + оо , - 00 < у < + 00 . (250) 

Однако область изменения этих параметров, в которой суще
ствует решение системы (249) ,  гораздо уже; границы этой области 
определяются из решения системы (249) ,  удовлетворяющего 
следующим очевидным физическим уёловиям: 

1 > 1 0 > О, 1 > k > О, 1 > б >  О, } 
(25 1 )  L* > Хо* > о, + 1 > ь* > - 1 .  
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L .  1 х • • 1 
0 ,42 0,28 
0 ,50 0 ,3 1  
0 ,59 0 ,34 
0 ,67 0 ,37 
0 , 7 1  0 ,38 
0,77 0 ,4 1  
0 ,84 0 ,44 
0 ,9 1  0,46 
1 ,00 0 ,50 

L • l х • •  1 
0 ,46 0,45 
0 ,56 0 ,50 
0 ,63 0 ,54 
0 , 72 0 ,59 
0 , 77 0 , 62 
0 ,83 0 ,65 
0 ,9 1  0 ,70 
0 ,93 0 ,7 1  
1 ,00 0,75 

l • 1 х • •  1 
0 , 67 0 , 66 
0 , 73 0 ,69 
0 , 79 0 ,73 
0 ,84 0 ,77 
0 ,89 0 ,80 
0 ,94 0 ,83 
0 ,98 0 ,86 

- - . 
10 

Результаты численного решения 
для дноякопериодической системы отверстий 

lo 1 
0,33 
0 ,36 
0 ,38 
0 ,4 1 
0 ,42 
0 ,44 
0,46 
0,48 
0,49 

'· 1 
0 ,52 
0 ,57 
0 ,60 
0 ,63 
0 ,65 
0 ,68 
0 ,70 
0 , 72 
0 ,74 

'• 1 
0 ,72 
0 ,75 
0 ,78 
0 ,80 
0 ,83 
0 ,85 
0 ,87 

л.. = 1 ; ft· = 1 ; у =  2 

k 1 'Х 1 h 

0,97 0 ,36 0 ,38 
0,94 0 ,4 1  0,47 
0 ,9 1  0,45 0 ,55 
0 ,88 0 ,49 0 ,62 
0 ,84 0 ,5 1 0 , 69 
0 , 8 1  0 ,54 0 ,76 
0 , 78 0 , 57 0 ,83 
0 , 75 0 ,59 0 ,90 
0 , 72 0 , 6 1  0 ,97 

л.. = 1 ; 1-L. = 1 ; у =  4 

k 1 'Х 1 h 

0 ,97 0 ,36 0 ,38 
0 ,94 0 ,4 1 0 ,47 
0 ,9 1 0,45 0 , 55 
0 ,88 0 ,49 0 ,62 
0 ,84 0 ,5 1  0 ,69 
0 ,8 1  0 ,54 0 , 76 
0 , 78 0 ,57 0 ,83 
0 , 75 0 ,59 0,90 
0 ,72 0 ,6 1 0 ,97 

л.. = 1 ; 1-L. """ 1 ;  у =  8 

k 1 а 1 h 

1 

0 ,9 1  0,45 0 ,55 
0 ,88 0,49 0 , 62 
0 ,84 0 ,5 1 0 ,69 
0 , 8 1  0 ,54 0 , 76 
0,78 0 ,57 0 ,83 
0 , 75 0,59 0,90 
0 ,72 0 ,6 1 0 ,97 

1 б 1 
0 ,35 
0 ,47 
0 , 55 
0 , 62 
0 , 67 
о, 7 1  
0 ,75 
0 , 79 
0 ,8 1  

1 б 1 
0 ,52 
0 , 65 
0 ,73 
0 ,79 
0 ,83 
0 ,87 
0 ,89 
0,92 
0 ,93 

1 {; 1 
0 ,85 
0 ,89 
0 ,92 
0 ,94 
0 ,96 
0 ,97 
0,98 

Таблица 1 

ь.  1 а. 

-0,66 -0 ,66 
-0, 70 -0,63 
-0,74 -0, 6 1  
-0, 78 -0,59 
-0,82 -0,57 
-0,86 -0,55 
-0,90 -0,54 
-0,94 -0,52 
-0,98 -0,5 1  

ь.  1 а. 

-0, 73 -0,53 
-0, 76 -0, 5 1  
-0,78 -0,48 
-0,8 1  -0,46 
-0,85 -0,45 
-0,88 -0,43 
-0,9 1  -0,4 1 
-0,95 -0,39 
-0,99 -0,38 

ь.  1 а .  

-0, 8 1  -0,59 
-0,83 -0, 56 
-0,86 -0, 54 
-0,89 -0,5 1  
-0,92 -0,49 
-0,95 -0,47 
-0,99 -0,44 



Результаты численного решения системы (249) при некоторых 
значениях параметров приведены в табл . 1 .  

Рассмотрим некоторые контуры равнопрочных отверстий в два
якопериодической квадратной решетке, подвергнутой всесторон
нему сжатию, при различных значениях внутреннего давления 
(рис . 1 6) . 

-0,2 к/L 

о.� 

0,2 

y/L 
-------� y/L 

0,006 

H = L  О,ООЧ 
Nx=Nv p =BNx 0,002 
x0=0,88L 

-0,6 -0," -0,2 к/L 
Рис. 1 6 . Четверть контура одного из дваякопериодической системы равно

прочных отверстий при нескольких значениях параметров 

Когда размеры отверстия малы по сравнению с периодами L 
и Н решетки , получим результат, найденный в §  3 .  Действительно ,  
при [ 0 --> О 

sn (10/а, k) = ..!.!.  , dn (/0/а , k) = 1 ;  
а 

При 1 0 ..... О уравнения (247) принимают следующий вид: 

1 . ) х = 2 cl (s) ( 1  - Ь!а) ;  

1 1 , r  2 2 (253) 
у = у с1 (1 + bja) V _lo - s ; (- lo < s < 0) . 

Это параметрическое уравнение эллипса ,  совпадающее с урав
нениями (2 1 7) ,  если в (253) произвести замену s - l 0 t , с 1 -> l 0c 1 • 

7 1 



§ 8 . ИНТЕГРАЛ ЬНОЕ УРАВНЕН ИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧ И  
ПЛОСI(ОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ * 

Как известно [ 44 ] ,  всякую п-связную область S на комплекс
ной плоскости z переменного, включающую бесконечно удаленную 
точку , можно отобразить на каноническую область ,  получаемую 
из плоскости � переменной выбрасыванием n кругов . При n > 2 
отображение ro 0 ( �) .  имеющее вид ro 0  ( �) = с� + ro ( �) [ где ы ( �) 
ограничена на бесконечности ] ,  зависит от Зп действительных 
параметров, шесть из которых (например , одну окружность, фикси
рованную точку на ней и центр еще одной окружности) можно 
задать произвольно (с - масштабный множитель) .  Следовательно, 
система равнопрочных контуров, если она существует, образует 
(Зп - 6) параметрическое семейство . Границы изменения пара
метров определяются из геометрических соображений .  При нали
чии симметрии число параметров может уменьшиться . 

Для определения компонент напряжения на  границе Г об
ласти S имеем [ 62 ]  соотношения 

а, +  а6 = 4 Rе Ф0 ( �) ; (254) 

а6 - а, + 2i't = 2 (� -(��) (ro0 (�) Ф (�) + w0 (�) lf0 (�) . (255) rkroo 

Здесь а,, а6 , 't,6 - нормальные и касательные напряжения 
в полярной системе координат с полюсом в центре ak k-й окруж
ности с радиусом rk и границей Гk, k = 1 ,  2 ,  . . . , n .  Если на бес
конечности задано однородное напряженное состояние с компо
нентами напряжений ах, ау, 'txy• то [ 62 ] :  

Ф 0 ( �) = 1 /4 (ах +  ау) + Ф ( �) ; 

'1'0 ( �) = 1 !2 (ау - ах) +  'У ( �) .  

где Ф ( �) и 'l' ( �) - голаморфны в области S и при z --.  оо имеют 
асимптотику О (z-2 ) . Принимая , что а, = р на всех контурах,  
положим а 0 = ах + ау - р, тогда (254) имеет решение [87 ] 

Ф0 ( �) = l /4 (ах + ау) , 

а соотношение (255) сводится к соотношению 
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acr% ar%ro Ю 
(� - ak) 2 + (� - ak)2 = сЬ + ro Ш 'l' (�) ; 

а = l /2 (ах + ау) - р + i't, Ь = l /2 (ау - ах) + i'txy · (256) 

* Этот параграф основан на  работе [ 1 5 ] . 



Рассмотрим в формуле (256) второй член слева . Заметив ,  что 
nри � E Гkr�/(� - ak)2 = - d�/d� заnишем его в виде 

2 ' r kro (�) 
= - 1 ' �� ro (� + ��) - ro (�) = - _!!__ ( ?-

) (� - ak) 2 I Ш  �� �� d� Ш ':> . 

Подставляя (257) в (256) и интегрируя , лолучим 

ь ,� 
F Ш + ш Ш = - с - t - с  � + (� E Fk) + dk 

а - ak 

(257 )  

(k = 1 ,  2 ,  . . . , n )  (258) 

F ( �) - голаморфна в S+, F' ( �) = -ш' ( �) 'ф (�)/а , dk произволь· 
ные постоянные .  Изменяя nри необходимости dk, добьемся ,  чтобы 
огр аниченные функции F ( �) и ш ( �) убывали на бесконечности . 
Для решения краевой задачи (258) , следуя данным [ 1 03 ] , функции 
F ( �) и ш ( �) представим интегралами типа Коши :  

1 f и ( t) 1 J и (t) F Ш = 2ni t - � dt ; ш Ш = 2ni t - � dt ' 
г г 

(259) 

где и ( t) - гладкая комплекснозначная функция на границе Г . 
Условия убывания на  бесконечности удовлетворяются nред

ставленнем (259) . Подставляя (259) в (258) , получим 

) 1 f d 1 t - � d ь 'k и (� + -2 . и (t) n -t -?' - k = - с - t - с � . (260) nt - .., а - ak г 

Постоянные dk определим соотношением 

dk = 2 
1 J и (t) ds; ds = 1 dt 1 ·  

ЛГk 
гk 

(26 1 )  

Уравнение (260) - фредгольмово с вещественным симметрич
ным ядром . Отделяя  в нем вещественную и мнимую части ,  получим 
пару интегральных уравнений относительно nотенциалов двой
ного слоя f.t ( t) и v ( t) видоизмененной задачи Дирихле в классе 
ограниченных непрерывных в области S функций .  Эти уравнения 
однозначно разрешимы [ 62 ] ,  поэтому уравнение (260) при усло
вии (26 1 )  также разрешимо для любой правой части . 

В случае n = 1 имеется решение [ 87 ] 
ш ( �) = ьа-1�-1 , F ( �) = � . 

ffi o ( �) = с ( � + ьа-1 �-1) , 
которое совладает с решением, полученным в § 3 ,  если доnолни
тельно преобразовать внешность единичного круга на  внешность 
отрезка [ -1 , 1 ] функцией Жуковского. 
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При n > 1 для решения (260) методом наименьших квадратов 
в L 2Г удобно (поскольку Г состоит из окружностей) задаться 
конечномерными приближениями в виде 

т 

� { (t�:k) P  
+ ( 1  �:k)P} + '\'k (t E Гk) · 

р=1 

Значения '\'k определяются независимо '\'k = J f ( t) ds и гk 
в дальнейшем не рассматриваются , f ( t) - правая часть (260) . 
Перенумеруем неизвестные apk и �pk по правилу 

Х2 (р-1 ) п+2k- 1 = apk , Xz (р-1 ) n+2k = �pk · 
р = 1 ,  2 ,  . . .  , т,  k = 1 ,  2 ,  . . .  , n .  

Обозначая apk• �Pk = xi ; au1 , �ul = х1 ,  получим 
при i + j - 1 четном 

n 
а�· �· = 21'"' J ds = - "" , r (а - ak)-1 (а - az)-1 + . .  (t - ak) P (t - al)u � s s s 

Г S=1 

+ �(- 1 )Р ( � ) P'k + �rz и ) ; k =/= l; (262) (ak - az/+ р + и - 1 
при + j - 1 нечетнам 

aif = 21 ..... J ds 
" (t - ak )P (t - az)u г 

� ' (- 1 )и r � (q - 1 ) ( Р - 1 ) х � s i:i u - 1  p + u - q - 1 
(r;/( as - az) )u-q (az - as)p-q -l х + � ·  с,; - ( ak - as) ( as - az))P+и-q (263) 

Интегралы в (262) и (263) вычислены с помощью вычетов ; 
штрих означает, что под знаком суммы опущены члены с S = k, l \ ai 1 j  - симметричная матрица нормальной системы. Выражения 
для свободного члена ,  имеют аналогичную, но более простую 
структуру .  Для решения системы методом квадратных корней со
ставлена программа и проведены расчеты на ЭВМ «Минск-22» . 
Некоторую трудность представляет то обстоятельство ,  что на 
практике, кроме числа отверстий ,  заранее задаются их относи
тельными размерами и взаимным расположением - геометрией 
области,  причем последняя  лишь неявно зависит от ak и rk - вход
ных параметров программы.  Накопленный опыт расчетов позво-
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Рис.  1 7. Результаты численного рас
чета равнопрочного контура для 

случая двух отверстий 

Рис. 1 9 . Результаты численного 
расчета равнопрочного контура для 
случая трех и шести циклически-

симметричных отверстий 

Рис.  1 8 . Результаты чис
ленного р асчета равно
прочного контура для:слу
чая четырех циклически
симметричных отверстий 
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ляет утверждать, что если отверстия не слишком близки между 
собой,  параметры следует выбирать, перенося на плоскость � 
заданную геометрию плоскости z. В противном случае параметры 
выбирают из нескольких вариантов расчета .  

Метод быстро сходится при любом относительном расположе
нии отверстий .  

В качестве иллюстрации метода рассмотрим случай n цикли
чески-симметрично расположенных отверстий в случае ar = р 
тrв = О (равномерное давление на контурах отверстий при от
сутствии усилий на бесконечности) . Обозначим т = 2тr./n, 1 ak 1 = 
= Н . Имеем 

поэтому 

rxpk = e-lт:rxp . k-1 ; �pk = еtт:�р . k-1 · 
и порядок системы (262) при фиксированном т понижается до 2m. 
При решении (262) т = 3 + 1 5 . На рис .  1 7- 19  построены искомые 
кривые при n = 2, 3, 4, 6 соответственно, для разных значений 
единственного независимого параметра 

'А = Н sin т 1 2 1 г ('А � 1 ) .  

При 'А )) 1 уравнение (260) для данных граничных условий 
имеет очевидное решение 

n 
F ( �) = � ( � - ak) -1 ; 

k=1 
( � Е  Г1) . (264) 

Штрих означает, что в сумме опущен член с k = l. Расклады
вая (264) в ряд по степеням 'А, приходим к решению задачи , полу
ченному в работе [ 4 7 ] более сложным путем . 



Г л а в а I I I  
ОПТИМАЛ ЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИ Е  Н ЕКОТОРЫХ 

МНОГОСЛОЙНЫХ МАТЕРИАЛОВ* 

§ 1 .  ПРИНЦИП РАВНОПРОЧНОСТ� 

Примем следующие допущения . 
А .  Материал не содержит опасных трещинаподобных дефектов 

металлургического или технологического происхождения , не об
наруженных методами неразрушающего контроля . 

В .  Материал работает в условиях,  исключающих опасное 
развитие в нем эксплуатационных трещин за требуемый промежу
ток времени .  К 9Ксплуатационным относятся  усталостные, кор
розионные, водородадиффузионные и другие трещины. 

Эти допущения позволяют считать материал «бездефектным» 
и для определения условия локального разрушения пользоваться 
феноменологическими теориями , в которых отсутствуют структур
ные параметры, характеризующие структурные 11есовершенства 
материала (размер трещины, величину зерен или пор и т. д . ) . 

При этом критерий разрушения определяют опытами на  глад
ких образцах ; размер образца, состояние материала, вид нагруже
ния и внешние условия должны соответствовать натуральным 
условиям для рассматриваемого элемента конструкции .  

Существенным недостатком теорий прочности является то, что 
в случае сложного напряженного состояния локальное разрушение 
часто не приводит к разрушению всей конструкции .  Фактически 
в опасной точке появляется либо пластическая зона, либо обра
зуются трещины, которые развиваются с увеличением нагрузок .  
Поэтому теории прочности дают неудовлетворительные результаты 
в местах надрезов, выточек и других концентраторов напряжений.  

Примем еще одно допущение .  
С .  Локальное разрушение приводит к разрушению или потере 

работоспособности конструкции в целом . 
Тем самым, пренебрегается устойчивым развитием пластиче

ских зон и трещин от момента их возникновения до потери несу
щей способности всей конструкции .  Очевидно, это допущение 
идет в запас прочности . 

Материал, удовлетворяющий допущениям А ,  В ,  С, будем 
называть равнопрочным, если он спроектирован так , что разру
шение начинается одновременно во всех точках конструкции 

* Эта глава написана совместно с А. Г. Таги-заде и В . М. Смольеким [88 , 
89 ' 1 1  0- 1 1 4  J .  
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(или же, если последнее невозможно , в максимально большой 
части конструкции) . 

Очевидно, что в такой конструкции материал «работает» наи
более равномерно и для заданного материала равнопрочность яв
ляется также необходимым условием минимального веса кон
струкции .  Указанное требование, предъявляемое к материалу 
при его проектировании ,  будем называть принципом равнопроч
ности . Этот принцип сводится к принципу равнонапряженности 
лишь в простейших частных случаях ;  последний применялея для 
расчета формы сосу до в давления ,  навитых из волокон [ 1 25 , 1 39 ] . 
Замtтим ,  что минимум веса ,  получаемый на основании принципа 
раЕ нопрочности,  вообще говоря ,  будет условным или локальным 
в силу зависимости от исходной геометрии конструкции .  Поэтому 
необходимо стремиться к использованию принципа в проектиро
вании на как можно более ранней стадии и в наиболее общих гео
метрических формах . 

Для многих важных случаев постановка принципа равнопроч
ности позволила сформулировать прямые математические проб
лемы для отыскания оптимальной переменной толщины оболочки 
(пластины) , а также ее формы. Несмотря на нелинейность эти 
проблемы были решены во многих интересных случаях [ 88-90, 
1 1 0-1 1 2 ] .  

Следует подчеркнуть, что при использовании различных мате
риалов минимум массы может быть достигнут и на неравнопро I
ных конструкциях или материалах .  Именно такой случай рас 
сматривается ниже в § 4-6. 

§ 2. ВЫБОР МАТЕРИАЛОВ 

Выбор оптимального материала зависит от назначения кон
струкции .  При этом определяющими являются соображения прин
ципа равнопрочности (т . е .  конструктивные соображения) ,  эко
номические и технологические соображения . Следует подчеркнуть ,  
что конструкционный анализ, основанный на каких-либо идеа
лизированных и, может быть, практически трудно реализуемых 
предположениях ,  представляет интерес вне зависимости от эконо
мических или технологических соображений, поскольку послед
ние обычно носят преходящий характер . 

Процесс выбора оптимальных материалов, в идеале, может 
быть алгоритмизирован следующим образом .  Все имеющиеся 
материалы, удовлетворяющие технологическим соображениям, 
нужно разбить на конкурирующие сочетания .  Каждому сочета
нию отвечает свой проект равнопрочной конструкции,  размеры 
которой определяются при помощи теории равнопрочности . Затем 
проекты сравниваются по нескольким признакам.  Основные И 3  
них  следующие: технические возможности (например , скорость, 
управляемость и т . п . ) ;  экономические (общая стоимость кон
струкции ,  окупаемость и т .  п . ) ;  эстетические и т .  д. 
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Один из конкретных признаков должен быть признан в ка
честве основного признака сравнения , а для всех остальных - 
должны быть установлены приемлемые границы. Те проекты , 
которые не удовлетворяют последним, выходят из игры. В тех 
случаях ,  когда основной признак имеет меру ,  т. е. измерим, 
этот алгоритм приводит к простому перебору равнопрочных 
проектов, допущенных к сравнению по какому-либо мини-максу . 
Если признанный в качестве основного признак имеет естествен
ную границу ,  то возможен выход на эту границу нескольких 
конкурирующих проектов.  В этом случае ср�ди оставшихся 
признаков следует выдЕ'лить основной и повторить по нему 
процесс перебора .  В тех случаях,  когда признак неизмерим 
(удобство управления ,  качество, ком-
фортабельность и т. п . ) ,  можно вое- � Р  
пользоваться системой оценки его по  � 
баллам аналогично тому , как это при- 21 
нято, например , в спортивной гимнас-
тике. Весьма часто качественный при-
знак оценивают по двоичной системе tP 
(«ПЛОХО» ИЛ И  «ХОрОШО») . а) 

о) 

Этот процесс выбора можно проил- Рис. 20.  Схема разрушени я  
люстрировать на простейшей задаче о клеевых соединений: 
выборе оптимального клея , которую а - растяжение - отрыв; fj 
можно сформулировать следующим обра- изгиб - поперечный надр ыв 

зом. Пусть задано два слоя 1 , 2 конкрет-
ных материалов, которые можно склеить, применяя клеи марок А 1 , 
А 2 , • • •  , A n с соответствующей стоимостью q 1 , q 2 , • • •  , qn на еди
ницу поверхности (включая технологические затраты, связанные, 
например , с предварительной обработкой поверхности) . Техноло
гические возможности клеев оцениваем по двум основным призна
кам : сопротивлению нормальному отрыву (рис. 20, а) и сопротив
лению переходу трещин из материала 1 в материал 2 (рис .  20, б) . 

Возможно сравнение также по другим признакам (по сопро
тивлению сдвигу , сопротивлению переходу трещины из слоя 2 
в слой 1 , длительной прочности , теплостойкости и т .  д . ) .  Считаем, 
что по этим признакам свойства конкурирующих клеев находятся 
в приемлемых границах .  

Какой из признаков считать основным? Это зависит от назна
чения данного элемента конструкции и, следовательно, от ха
рактера нагрузок, которые должен выдерживать клей . В случае, 
изо браженном на рис .  20, б, основным признаком, очевидно, 
будет сопротивление развитию трещины. Этот случай часто встре
чается на практике в изгибаемых многослойных пластинах, бал
ках и оболочках .  Если металлический слой 1 подвергается не
стационарному (циклическому, случайному и т .  п . ) нагружению, 
то с поверхности в глубь слоя 1 обычно разви вается усталостпая 
трещина .  Скорость ее роста зависит от коэффициента интенсив
ности напряжений .  При выходе трещины на  границу слоев даль-
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нейшее развитие ее может происходить дваяко в зависимости от 
свойств клея . Если клей недостаточно прочен , то трещина вначале 
пойдет по границе слоев и раздвоится ;  при этом коэффициент 
интенсивности напряжений в конце трещины уменьшится в не
сколько раз, что существенно задержит время перехода трещины 
из слоя 1 в слой 2.  Если клей весьма прочен , то трещина сразу 
перейдет из одного слоя в другой ,  не раздваиваясь .  Очевидно 
клеи , вызывающие раздваивание трещины, лучше; поэтому клеи , 
не обладающие этим свойством, нужно исключить из рассмотре
ния . Неправильный выбор клея может лишить многослойную 
конструкцию ее преимуществ перед однослойной . Оставшиеся 
клеи наиболее целесообразно сравнивать по сопротивлению сдвигу 
(чтобы не происходило расслаивания ,  сопротивление сдвигу 
должно быть достаточно велико) . Клеи , удовлетворяющие и 
этому признаку ,  следует сравнивать по стоимости и выбирать 
наиболее дешевый .  

В случае растяжения ,  изображенном н а  рис .  20 , а ,  основным 
признаком, очевидно, будет сопротивление отрыву или уста
лостпая прочность .  Условию равнопрочности будет удовлетворять 
тот клей , прочность которого равна прочности слабейшей из 
склеиваемых компонент . Если разрыв произошел не вдоль пло
щадки склеивания ,  то такой клей следует считать удовлетвори
тельным. Дальнейшее сравнение производят по стоимости .  Эко
номический критерий  может заранее ограничить применение 
слишком дорогих клеев , в особенности для маловажных элемен
тов . Этот процесс можно использовать также для выбора оптималь
ного метода сварки или какого-либо другого технологического 
способа сцепления двух материалов . 

§ 3. ПЛОСI(ОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ МНОГОСЛОЙНЫХ 
КЛЕЕНЫХ ПАИЕЛЕЙ 

Пусть паиель представляет собой пластину постоянной тол
щины h, составленную из k различных упругих склеенных слоев 
толщины hi (i = 1 ,  2 ,  . . . , k) . Будем считать, что срединная пло
скость паиели является плоскостью симметрии задачи (включая 
внешние нагрузки и геометрию панели ) .  Таким образом, рассмо
трим обобщенное статическое плосконапряженное состояние па
нели (прямая задача) . Анализ этого состояния позволит нам 
в дальнейшем перейти к постановке и решению обратных задач 
оптимального проектирования многослойных панелей . 

Введем следующее основное допущение: средние смещения и, v 
и средние деформации ех, еу и "Ухи всех слоев одинаковы в соответ
ствующих точках, расположенных на одной и той же нормали 
к срединной плоскости (ху - прямоугольные декартовы коорди
наты в этой плоскости) . Это допущение справедливо в том случае, 
когда взаимное проскальзывание слоев невозможно, а величина h 
гораздо меньше размеров пластины в плане. Определяющие урав-
во 



нения в рассматриваемом приближении будут иметь следующий 
вид: 

уравнения равновесия 

закон Гука 

дN( i ) дN( i > __ х_ + _..!.!!.._ + XU> = О  дх ду , 

дN( i ) дN( i ) 
__EL + __ У_ + у и> = о·  

дх ду , 

N< t >  = 2Ethi (� + v !!:.... ) . х 
1 - "� дх i ду , 

' 

N < t > = 2E;ht (!!:.... __�_ v ди ) . у 
1 2 ду 1 i дх ' - vi 

N < i > -= Etht ( ди + !!:.... ) ху 1 -j- Vj ду дх • 

(265) 

(266) 

Здесь Et ,  v 1 - модуль Юнга и коэффициент Пуассона i-го слоя ; 
N�l ) ,  Ntl ) ,  Ni� - соответствующие компоненты усилий ,  прило
жеиных к i-му слою в его плоскости ; х< 1 > , yU > - компоненты 
реакции соседних слоев на i-й слой плюс объемная внешняя сила 
(на единицу поверхности слоя) .  

Отметим также следующие очевидные зависимости : 

N< t >  _ 0< t >h N< t > __ 0< t >h х - х l • у - у l • 

N ( i ) ( i )h ху -= Т:ху i •  
k k 

N � N< t > N � м< t > х = "'-1 х • у = "-!  
У • 

l =l i=l  
k 

� ( i ) 1 N ху = "'-! N ху , О'х = h N х • i=l 
1 1 

оу -= h Ny ,  т:ху = т Nху· 

(267) 

Здесь величины без верхнего индекса относятся к паиели в це
лом, oi1 1 ,  ot1 > , т:�� - компоненты напряжений i-го слоя .  

Дальнейшее основано также н а  следующем допущении : коэф
фициенты Пуассона всех слоев одинаковы : 

(268) 

Напомним, что коэффициенты Пуассона большинства металлов 
весьма близки по величине. В этом случае, суммируя (265) и (266) , 
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легко найти обычные уравнения теории плосконапряженного со
стояния 

(269) 

Здесь 

1 k 
Е = т � ЕЛ ; i=l (270) 

Х, У - компоненты внешней силы, действующей на панель .  
Таким образом, получилась  хорошо изученная плоская задача тео
рии упругости ;  напряжения в слоях согласно (267) и (266) 

IТ( i ) - 1Т .§_ ( i )  Et vy - vy Е , О"х = О"х Е '  ( i ) Et 
Т:ху = Т:ху Е • (27 1 )  

В частности ,  в случае сквозных трещин нормального разрыва 
коэффициент интенсивности напряжений в каждом слое 

ки> к Et (к 1 � h к< i > ) J = J т  � = т "'-" i ! .  i=l (272 ) 

Величину К1 вычисляют в зависимости от геометрии и внешних 
нагрузок [ 92 , 1 40 ,  1 43 ] . 

Можно показать, что формулы (27 1 )  и (272) справедливы также 
в том случае, когда многослойная паиель образует произвольную 
криволинейную оболочку , находящуюся в безмоментнам состоянии 
(ху - декартовы координаты в касательной плоскости к среди нной 
поверхности оболочки в рассматриваемой точке) . 

§ 4. НЕКОТОРЫ Е ЗАДАЧ И ОПТИМАЛЬНОГО 
ПРОЕI(ТИРОВАНИЯ 

Определим вначале прочность растягиваемой многослойно й 
панели . Будем р азличать два основных режима ее р аботы : безава
рийный, когда паиель можно считать бездефектной и нужно при
менять обычную теорию прочности , и аварийный, когда паиель 
имеет сквозной дефект (например , устзлостную трещину ,  брешь от 
метеорита или снаряда и т .  п . ) .  Сквозной дефект можно моделиро
вать разрезом - трещиной даже в тех случаях ,  когда его фактиче
ская форма довольно далека от математического разреза [ 66 ] . 
В зависимости от назначения конструкции тот или другой режим 
будет определяющим при оптимальном проектировании .  

Безаварийный режим. Пусть сплошн ая плоская паиель подверг
нута одностороннему растяжению напряжением а . Примем следу-
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ющее основное допущение: каждый слой работает на разрушение 
так же, как если бы его боковые поверхности были свободны от 
напряжений .  Это допущение справедливо только для хорошо по
добранных клеев , соединяющих слои (см .  выше раздел 2) ,  когда 
клей сравнительно слабо сопротивляется складывающим напря
жениям,  так что при разрушении одного из слоев в соседних  не
разрушенных слоях можно пренебречь концентрацией напряже
ний на продолжении разрыва вследствие образования поперечной 
трещины вдоль клея (см .  рис . 20) . Это допущение выполнялось ,  
например , в опытах Кауфмана по определению вязкости разруше
ния многослойных клеевых па н елей [ 43 ] .  В указанном допущении 
диаграмма а-в для многослой- 6 
ной паиели будет кусочио-линей
ной (рис . 2 1 ) ,  если можно прене- 63 
бречь пластичностью. Угловые f3z t-----� 
точки на диаграмме соответ
ствуют последовательному раз
рушению слоев . Величины в 1 ,  
в 2 ,  • • •  суть предельные деформа
ции отдельных слоев в момент 
раз рушения , перенумерованных 
в порядке убывания их жесткос
ти . Отметим, что условие равно
прочиости выполняется только 
в том случае, когда в 1 = в 2 = 
= · · · = вk .  Однако в большин
стве случаев наибольшей удель-

Диаграмма а-в-пластины, 
составленной из нескольких разно

родных слоев 

ной прочности <J8/h можно добиться на неравнопрочных панелях .  
Найдем последовательно напряжения а 1 , а 2 , • • •  на диаграмме 

а-в (рис . 2 1 ) : 

(273) 

Пусть наибольшее напряжение 0'8,  выдерживаемое панелью, 
достигается при разрыве т-го слоя , т .  е .  

k 
1 ,� ( i ) О'в = h . �  !1-i<J (вт) -L = m  

(274) 

Отсюда удельная прочность, приходящаяся на единицу массы 
панели ,  

р (275) 
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где P i - плотность материала i-го слоя ; a U > (е) - зависимость 
а-в материала i-го слоя . 

В случае линейно-упругого поведения всех слоев будет 
k 

О' в - = В 
р т 

� hiEi 
i=т 

k 
� hiPi 
i=l 

(276) 

Удельная прочность материала является одной из важнейших 
характеристик материала, определяющей перспективу его приме
нения в космической и авиационной технике [ 43 ] .  

Поставим следующую задачу проектирования оптимальной 
панели .  Пусть имеется n заготовок-листов, каждая из которых ха
рактеризуется величинами P i • hi , e i ,  a< i > (вт) (i = 1 ,  2 , . . .  , n) и 
задана матрица взаимного склеивания 11 ci i 11 1 1 , если лист i склеивается с листом j , 

ci; = О, если склеивания листов i и j 
невозможно. 

(277) 

(Склеивание может оказаться невозможным также по экономиче
ским соображениям . )  

Введем n двоичных независимых переменных xi ,  которые ха
рактеризуют присутствие i-й заготовки в панели ,  

х . = { 1 ,  если i - я  заготовка имеется в панели , 
� О, если i-й заготовки в паиели нет. 

(278) 

Требуется найти величины xi и т, чтобы удельная прочность 
была максимальной , т. е. требуется максимизировать функцию 

(279) 

при следующих ограничениях :  

(280) 

( 28 1 ) 

в) выполнено условие склеивания листов в паиель (282) 
Условия (280) и (28 1 )  требуют ,  чтобы несущее усилие паиели 

и ее  вязкость разрушения были не меньше некоторых величин ,  за
данных из конструктивных соображений .  Для разрушения пане-
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лей с весьма жесткими отдельными слоями справедлива концепция 
критической длины, аналогичная соответствующей концепции для 
композитов с волокнами [ 46, 58 ,  1 1 9 ,  1 29 ] . А именно, жесткие 
слои разделяются трещинами на отдельные участки , длина кото
рых в направлении растяжения меньше критической длины 

l _ crihl 
* - 2't"s ' 

где 'ts - прочность клея на  сдвиг .  

(283) 

Заметим, что к ограничениям (280)-(282) могут быть добав
лены и совсем другие условия ;  например , из конструктивных сооб
ражений толщина паиели может быть задана в некоторых допусти
мых границах .  

Аварийный режим. Пусть по каким-л ибо непредвиденным при 
чинам в паиели образовалась сквозная трещина ;  требуется так 
спроектировать панель ,  чтобы работоспособность (живучесть) 
конструкции с трещиной была максимальной. Отметим, что тре
щиной можно с достаточно большой точностью моделировать бреши 
и пробоины, по форме существенно отличающиеся от разреза [ 92 ] .  

Развитие образовавшейся трещины в панели ,  подвергнутой не
которому растяжению, зависит от коэффициента интенсивности 
напряжений на краю трещины. Со г лас но (272) и условию локаль
ного хрупкого разрушения развитие трещины вначале произойдет 
в том случае, в котором впервые будет достигнуто равенство 

K< i > к < l > к в к 1 = l c ' т. е . 1 = 7fl l c • (284) 

Это продвижение фронта трещины вызовет перераспределение 
напряжений и дальнейшее поэтапное развитие фронта трещины 
проследить трудно .  Однако ясно, что предельный стационарный 
режим роста трещины, когда локальное разрушение на фронте 
трещины во всех слоях происходит одновременно, отвечает усло
вию равнопрочности,  так как каждый из слоев предельно сопро
тивляется разрушению на фронте трещины.  Заметим, что асимпто
тика, соответствующая поведению в конце трещины, в данном 
случае реализуется на расстоянии r от конца сквозной трещины, 
таких что r » 11 ,  h « r « l,  где 11 - характерный линейный раз
мер «языка» фронта трещины, l - длина трещины (рис . 22) . 

Стационарному распространению равнопрочной трещины отве
чает напряжение 

а = Л. v� '  
1t l 

(285) 

где k 
К - -1 � h ·K< i ) .  с - h i=1 ' с ' (286) 

Л. - некоторый безразмерный множитель ,  зависящий от формы 
паиели в плане и расположения трещины; величина k�l > характе-
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р изует предельное сопротивление i-го слоя развитию трещины . 
Он а зависит от толщины h1 слоя ; характерная зависимость К�1 1  
от h 1  для металлов изображена на рис .  23 . Эта зависимость со г лас но 
до пущению, сформулированному в начале анализа безаварийного 
режима работы, может быть определена в опытах на одном свобод
ном слое. 

Рис. 22 . Структур а сквозной трещины в многослойной пластине;  фронт 
трещины имеет сложное строение (однако вполне стандартное для каждой 
конкретной пластины и характеризующее согл асно условию равнопроч-

ности максимально возможное сопротивление р азвитию трещины) 

Таким образом, если действующее в паиели напряжение меньше 
а, определяемого формулой (285) ,  то образование щели длиной 21 
не приведет к мгновенному хрупкому разрушению.  Удельная проч
ность паиели со сквозной трещиной, равная а/р при одинаковой 
геометрии паиели и трещины согласно (285) , прямо пропорцио
нальна множителю 

k '""' h .кu > '-- 1 с 
i=l (287) 

Поэтому при расчете и прогнозе аварийных ситуаций для обес
печения максимума живучести конструкции следует проектировать 
паиель  так, чтобы величина (287) была максимальной . 

о 
Рис. 23 .  Зависимость величины 

Кс i -го слоя от его толщины 

Таким образом, в случае n 
заготовок - листов заданной тол
щины h1 приходим к следующей 
задаче оптимального проектиро
вания : требуется максимизировать 
функцию 

(288) 

по переменным х1 при ограничениях (280)-(282) . 
Если толщина листов может быть любой, т .  е .  завод-изготови

тель заранес заказывает нужные ему листовые заготовки , то рас
смотрение рис .  23 показывает, что оптимальная толщина листов 
равна величине h10 , соответствующей максимуму вязкости разру-
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шения слоя . Если по технологическим или экономическим при
чинам этого достичь нельзя , т .  е .  для всех заготовок hi > hio • то 
оптимальная толщина . листов отвечает минимальной возможной 
величине hi . 

§ 5. МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ И  ОПТИМАЛ ЬНОГО 
ПРОЕI(ТИРОВАНИЯ 

Получающиеся задачи дробио-линейного программирования 
решаются в дальнейшем методами исследования операций .  При 
малом числе заготовок задачу легко решить полным перебором всех 
вариантов, задавая порядок перебора от n = 1 ,  к n = 2 , n = 3 
и т .  д. 

Нетрудно заметить , что из n заготовок без учета ограничений 
n 

можно создать � c�k !12 � f .  n ! /2 различных панелей . Ясно, что 
k=l 

уже при n = 7 решать задачу полным перебором нерационально, 
поэтому для решения задачи применяют метод частичного перебора .  
Для выбранных листов паиели проверка условия склеивания яв
ляется достаточно сложной задачей . Поэтому вычислительный ал
горитм, решающий поставленную задачу , для выбранного набора 
листов сначала должен проверить выполнение ограничений (280)
(28 1 ) ,  затем увеличение функции (279) или функции (278) и ,  нако
нец, как самое трудоемкое, выполнение условия склеивания . Как 
предложено в работе [ 1 1 7 ] ,  проверку ограничений  и увеличения 
функции лучше проводить одновременно, т .  е .  решать серию задач 
на линейные неравенства :  

n 
max � . � (pi� - K�i >) hixi < О, i= l  

при ограничениях (280)-(28 1 ) .  

(289) 

Эта задача решается гибкой процедурой перебора с правилом 
Балаша [ 1 38 ] .  

В процедуре перебора каждая переменпая приобретает наиме
нование: свободная , выбранная или помеченная . В случае нашей 
задачи свободные и помеченные переменные имеют значение О , 
а выбранные переменные равны единице. Состояние поиска харак
теризуется списком и ранее определенным допустимым решением. 
Список содержит номера выбранных и полученных переменных, 
причем помеченные переменные отличают знак минус перед номе
ром; свободные переменные в список не вносятся . Например , спи
сок 

{ 2 , 4 ,  6,  -8, -7, 1 0 , 1 1 , 1 4 ,  -3, -5,  -1 } (290) 
определяет переменные х2 = х4 = х6 = х 1 11  = х1 1  = х14 = 1 , как 
выбранные, х8 = х7 = х3 = х5 = х1 = О , как помеченные, Xg = 
= х1 2 = х13 = О, как свободные переменные; тем самым, списком 
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определяются значения всех переменных. По значениям перемен
ных можно составить величину невыполпения ограничений d. 

Так, для нашей задачи 

где 
n 

Sr = � (K�i ) - Pt�) htxt .  (29 1 ) 
i=l 

Малая постоянная 1 0-7 обеспечивает d1 < О при невыполнении 
строгого неравенства (289) ,  что соответствует первому ограниче
нию (289) , остальные di строятся аналогично, а именно, если огра
ничение записано в виде si :::... О,  то 

_ { si , si < О, 
dl - о , о j = 2 ,  3 .  Sl ::>- ' (292) 

Допустимым решением считается набор значений переменных, 
для которых выполнены ограничения (d = 0) . Цель процедуры 
перебрать допустимые решения с большими значениями максими
зируемой функции .  Перед начальным шагом процедуры список 
пуст (все переменные свободны) и � = О. Затем последовательно 
осуществляются шаги процедуры. Шаг процедуры состоит из ана
лиза списка , его изменения и проверки допустимого решения , если 
оно встретится . 

При анализе списка определяется возможность выполнения 
о�раничений ,  если некоторым или всем свободным переменным при
дать з"начение 1 .  Так, если для нашей задачи для списка невыпол
пена условие (289) (d 1 < 0) , то, придав значение 1 только тем сво
бодным переменным, для которых K� i > - P t �  > О, подсчитаем 
снова d1 . Если d1 < О, то выполнить ограничения , в частности пер
вое, свободными переменными нельзя . Аналогично проверяются и 
другие ограничения . 

Если ограничения можно выполнить свободными переменными , 
то определяется та свободная переменпая , перевод которой в вы
бранные и внесение в список сделает для нового списка максималь
ной величину d. Если для нового списка d = О, то он определяет 
допустимое решение; для этого решения вычисляется максимизи
руемая функция и сравнением с d определяется ,  фиксировать ли  
новое допустимое решение (и менять � )  или  нет . Так, например , 
если список (290) допускает выполнение ограничений и в выбран
ную переменную надо обратить х1 2 ,  то новый список будет 

{ 2 ,  4 ,  6, 1 5 , -8, -7, 1 0 , 1 1 , 1 4 , -3, -5 , -1 , 1 2 } . 

Если  ограничения выполнить свободными переменными нельзя , 
то определяют, есть ли в списке выбранные переменные. При отсут-
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ствии их  поиск заканчивается . Если выбранные переменные 
в списке есть ,  то из последней группы (крайней справа) выбранных 
переменных переводится в фиксированные та, которая для нового 
списка сделает максимальной величину d . Новая фиксированная 
переменная ставится в списке в конце группы (справа) выбранных 
переменных , к которой она принадлежала ;  все фиксированные 
переменные справа от нее переименовываются в свободные (исклю
чаются из списка) . Так, если для списка (290) в фиксированную 
надо перевести переменную х1 1 , то новый список будет 

{ 2, 4 ,  6, 1 5 , -8, -7 , 1 0 ,  1 4 , -Н } .  

Итак, на каждом шаге либо в список вносится одна переменная 
и возможно допустимое решение, либо с писок не увеличивается 
и возможен конец поиска . В процессе поиска осуществляется ча
стичный просмотр допустимых решений . 

В процессе решения задачи каждое допустимое решение «про
веряется на склеиваемость» следующим образом . Составим матрицу 
из тех элементов c1i , для номеров i и j которых х1 = xi = 1 .  Полу
ченную матрицу дополняем единичными строкой и столбцом и ну
левым элементом по диагонали . В этой матрице порядка n 1 = 

n 
= � х1 + 1 требуется отыскать n 1 элементов, которые равны еди-

i=l  
нице и из которых можно составить замкнутый маршрут, т .  е .  так 
упорядочить, чтобы номер столбца предыдущего элемента совпадал 
с номером строки последующего и номер столбца последнего эле
мента совпадал с номером строки первого . Для решения этой задачи 
использован алгоритм ветвления , аналогичный использованному 
в работе [ 58 ] .  Объектом ветвления является набор элементов ис
ходной матрицы и матрица, порядок которой равен разности n 1 
и числа элементов в наборе (в начальный момент набор элементов 
объекта пуст) . Для объекта определяют возможность ветвления :  
если матрица содержит нулевую строку или  столбец, то  ветвление 
объекта заканчивается . 

Для ветвления объекта определяют элементы ветвления и замы
кания . .  Элемент ветвления c1 i = 1 является единственной едини
цей в строке i или столбце j ,  а если такого элемента в матрице нет ,  
то для него сумма элементов в строке и столбце наименьшая . 

Элемент замыкания с некоторыми или всеми элементами набора 
и элементом ветвления составляет замкнутый маршрут. Ветвление 
объекта А сводится к получению двух объектов . Один объект со
держит тот же набор элементов, что и объект А, а матрица его 
отличается лишь элементом c1i = О . Набор другого объекта содер
жит набор А и элемент cii . Матрица другого объекта получается из 
матрицы объекта А исключением строки i и столбца j и обращением 
в нуль элемента замыкания . Алгоритм заключается в ветвлении 
объекта, набор которого содержит наибольшее число элементов. 
Если закончено ветвление всех объектов, то выбранные листы обра-
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зовать клееную паиель не могут. Если матрица одного из объектов 
единичная , то листы склеиваются в панель ;  порядок склеивания 
предписывается набором элементов . 

Физический смысл алгоритма проверки условия склеивания 
заключается в том, что к отобранным коммуникациям всегда до
бавляется такая , чтобы оставшиеся разрешенные коммуникации 
создавали как можно больше склеиваемых комбинаций .  

Поскольку процедура перебора обеспечивает скорейшее вы
полнение ограничений  (280)-(282) и вязкость разрушения у заго
товок большой толщины меньше, первое допустимое решение 
имеет минимальную Ф среди всех допустимых решений .  Затем алго
ритм перебирает части допустимых решений и для каждого из них 
проверяют условие склеивания . 

§ 6. ЦЕЛЕВОЙ АЛ ГОРИТМ П ЕРЕБОРА 
В гибкой процедуре перебора при переходе от одного набора 

переменных к другому используется правило равномерного выпол
нения ограничений и критерия (правило Балаша) . Допустимое 
решение можно искать и с помощью другого правила, учитываю
щего только критерий .  При таком поиске удобно расположить 
переменные в порядке убывания критерия (удельной вязкости раз
рушения или удельной прочности) . 

Правило перебора сводится к следующему . Если для текущего 
набора переменных ограничения можно удовлетворить свободными 
переменными , то в список вводится и становится выбранной пере
менпая с наименьшим порядковым номером.  Если ограничения 
для этого набора  переменных выполнены или свободными перемен
ными их удовлетворить нельзя , то из с писка исключаются справа 
все помеченные переменные до ближайшей выбранной , которая 
переводится в помеченные. Таким образом, порядок переменных 
в с писке всегда определяется их номером, и потому список пол
ностью определяется знаками на местах соответствующих перемен
ных . Например , список { +. +• -, -, +} определяет перемен 
ные х1 = х2 = х5 = 1 как выбранные, х3 = х4 = О как помечен
ные; остальные переменные свободные. Весь список можно задать 
числом в двоичной системе и количеством переменных в списке, что 
удобно при применении вычислительной техники . 

Поиск с таким правилом выгодно применять, когда допустимых 
решений много (много одинаковых заготовок или ограничения и 
условия склеивания не обременительны) . Оптимальное решение 
определяется быстрее, однако проверка его оптимальности требует 
большего перебора ,  чем при решении с правилом равномерного 
выполнения ограничений и критерия . 

§ 7. I(ОМПРОМИССНЫЙ I(РИТЕРИЙ  
Кроме указанного однокритериального подхода (по безаварий

ному или аварийному режимам работы) можно применять также 
подход, основанный на компромиссноf-1 критерии ,  представляющем 
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собой некоторую комбинацию критериев (279) и (288) . При этом 
nодходе целесообразно вначале найти величину Fmax в безаварий
ном режиме, затем величину Фmах - в аварийном режиме; окон
чательным решением будем считать такое решение, которое мини
мизирует следующую функцию; 

'ф = ер
2 + Л,f?· 

( Фmах - Ф 
ер = ' Фmах 

f = Fmax - F  ) ·  
Fmax (293) 

Здесь Л - некоторое число, оnределяющее относительную важ
ность аварийного или безаварийного режима .  

В качестве комnромиссного критерия можно взять также кри
терий минимальной вероятности разрушения . Выведем его . 

Пусть,  в каждом режиме для значения относительного уклоне
ния критерия от оnтимального известны вероятности и разрушения 
конструкции [ре (f) для аварийного режима и р0 (ер) для безаварий
ного режима] . Если еще известны вероятности того, что в момент 
разрушения конструкция работала в аварийном или безаварийном 
режиме (Ре и р 0 соответственно) , то по формуле nолной вероятно
сти , вероятность разрушения конструкции 

Р = РеРе (f) + Р оР0 (ер) (294) 

(Ре + Р о = 1 ) ,  

и в качестве критерия надо взять минимум этой функции .  По
скольку ре (f) и р0 (ер) не являются монотонно убывающими функ
циями, вероятностный критерий (294) nри Ре• близком к единице, 
не совnадает с F (и  nри Ре• близком к нулю, не совnадает с Ф) . Тем 
не менее, он является nриемлемым комnромиссным критерием 
в nромежуточной области изменения Ре (когда величины Ре и Р о  
сравнимы) . Возможны и другие варианты комnромиссного крите
рия [ 20 ] .  

§ 8. Ч ИСЛ ЕННЫЕ ПРИМЕРЫ 

На ЭЦВМ М-20 по данному алгоритму численно сконструиро
ваны четыре nаиели из десяти наборов одинаковых заготовок и трех 
материалов (алюминиевые и титановые сnлавы, характеристики 
которых даны в табл . 2) .  В каждом наборе имелось по две заготовки . 
Требовалось создать по две паиели с максимальной удельной вяз
костью разрушения при ограничениях на их толщины 2 см .::;;: h .::;;: 
.::;;: 4 см и 4 см .::;;: h .::;;: 6 см соответственно, для одной из этих  паие
лей возможность склеивания не проверялась ,  а для другой условия 
склеивания предписывались фиктивной матрицей (табл . 3) . Удель
ная вязкость разрушения паиелей и номера входящих в них заго
товок представлены в табл . 4. Проверка на склеиваемость при фик
тивной исходной матрице значительно увеличивает время счета 
задачfl . Так, определенflе оптимальt�ой паiiели с указаiiiiыми гра-
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N'• заготовки 1 1 

Материал Сталь 
B I<C- 1 

Состав, % 0,39% с, 
1 ,75% Cr, 
1 ,08% Si , 
0 ,6% N i ,  
0,83% Mn, 
0,07% v. 
0,53% Мо 

Состояние материала Закалка 
940° с и 
охлажде-

ние на 
воздухе, 

отпуск 3 ч 
при 270° С 

р · 1 03, кг/см8 7,79 · 10-8 

в;_Н/см2 2009 · 1 0- 6  

cro,2• Н/м2 1 53 ,86 · 1 0- 7 

О'в, Н/м2 1 8 1 3 · 10- 8 

б, %  1 5 

h, м 1 2 · 1 08 

-----
К с, Н/см?/2 77 665 · 1 03 

92 

1 

Характеристика 

2 1 3 1 41 
Алюминиевый сплав 1 20 1  

5 ,8-6,8% Cu, 0,3% Mn, 
0,02-0, 1 % Ti , 0, 1 -0,25% Zr, 

0,05-0, 15% V, 0,2% Si, 
0,3% Fe, 0,2% Mg 

Закаленное и состаренное 

2,6 · 1о-8 

7 1  834 · 10- 8  

235,2 · 1о- 8 

352, 8 · 1 0- 8 

6 

35 · 1о- •  6 · 10- 1!  1 · 1 о- 2 

62 8 1 8 · 103 5243 · 1 04 45 668 · 1 0=1 1 - 1 

-

-

-



Таблица 2 

материалов 

1 
5 1 6 1 7 1 !\ 1 9 1 1 0  1 1 1  1 1 2  

-
Титановый сплав ·ВТ 1 4  Сталь Алюми ниевый сплав 7075- Т6 

ВЛI Д 

-
3 ,5-5,5% А! ,  0 ,3% с, 5-7% Zп, 1 , 8-2,8% Mg, 
2,5-3,8% Мо, 0,9% Мп, 1 ,4-2,0% Си, 0 ,2-0,6% Мп, 

О- 1 ,5% V, 0,0 1 -0, 1 % Zr 1 ,0% Ni, 0 , 1 -0,25% Cr 
1 ,07% w, 
0,9% Si ,  
0 ,5% Cr, 
0 ,5% Мо 

Закаленное и состарен- Закалка Закаленное и охлажденное ДО 
ное 930° С, исходного состояния 

охлажде-
ние на 

воздухе, 
отпуск 3 ч 
при 2 10° С 

4,52 · 10- 8 7, 9 · 10- 8 2,6 · 10-18 

1 1 21 . ю- ' 2009 · 10- 6 6958 · 10- 7 

1 1 76 · ю- 8 1 372 · 10- 8  4 1 1 ,6 · 10- 8 

1 274 · 10- 8 1 675 ,8 · 10- 8 490 · 10- 8 

6 7 8 

1 2 · 1 Q- 4  14 · 10- &  24 · 1о- • 2 · 10- 8 26 · 1 0- •  3 - ю- 8 4 · 10- 8 5 - 1 o- s 

8722 · 1 04 796 1 52 Х  562 9 1 2 Х  1 8  424 · 104 89 8 1 8 Х  8 1 9  966 Х 755 972 Х 686 · 106 
х 1 02 х 102 х 1 03 х 102 х 102 

-
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Таблица 3 
Резуяьтаты расчета 

Проводилась 
Ограни- проверка Номера з аготовок, входящих l(ритерий 

чения условий в оптимальную паиель (см "/• )  склеивания 

Нет 1 2, 9 ,  1 0 ,  1 1 '  1 1 ' 10 ,  9, 2 1 3,00 1 · 108 
2-4 см 

1 1 Да 4, 9 ,  10 ,  1 1 ,  1 1 '  10 ,  9 ,  4 2,48 · 106 

Нет 1 3, 9, 10 ,  1 1 , 1 2 ,  1 2 ,  1 1 , 10 ,  9, 3 1 2, 743 · 108 

2-6 СМ 

1 1 
Да 5, 3, 2 ,  6, 9,  10,  1 1 ,  1 1 ,  10 ,  9 ,  6, 2 ,56 · 106 

2 ,  3 , 5 

lАвар ийный 1 ,  2 ,  3 ,  5, 9 ,  10 ,  1 1 , 1 2 ,  12 ,  1 1 ,  1 0 ,  9 ,  5 ,  2 ,53 · 108 
режим 3 , 2 ,  1 

Безавар ий- 1 ,  5 ,  6 ,  7, 8, 8,  7, 6, 5,  1 25 200 
ный режим 

Таблица 4 
Фиктивная матрица скяеивания 

(i - номер заготовки , см. табл . 3) 

ницами толщин паиели для ис
тинной матрицы потребовало 
0 , 4 и 3 мин, а для фиктивной 
матрицы склеивания - 8 и 34 
мин соответственно. l 1 2  3 4 5 6 7 9  

2 о 1 о о 1 о 
3 1 о 1 1 о о 
4 о 1 о о о 1 
5 о 1 о о 1 о 
6 1 о о 1 о о 
7 о о 1 о о о 
9 о 1 1 о 1 о 

10  1 о о L о о 
1 1  о о 1 о о 1 
1 2  о о о {) 1 о 

1 0  1 1  

о 1 о 
1 о о 
1 о 1 о 1 о 
1 о о 
о о 1 о 1 о 
1 о 1 
о 1 о 
о 1 о 

1 2  

о 
о 
о 
о 
1 
о 
о 
1 
о 
о 

В двух других примерах из 
всего множества материалов 
(см .  табл . 1 )  сконструированы 
две паиели для работы в ава
рийном (N 0 = 0, 1 47 Н/м2) и 
безаварийном (Ко = 9800 Н/м2 ) 
режимах . Условие склеивания 
не проверялось .  Как видно из 
табл . 2 две последние паиели 
состоят в основном из различ
ных листов. 

Следует заметить, что при 
малом числе ограничений изложенный выше алгоритм следует 
применять при «дефиците» заготовок в наборе .  Если допустить 
произвольвое число заготовок в наборе ,  то во всех примерах оп
тимальной цо критерию максимума удельной вязкости разруше
ния будет паиель из однотипных заготовок N!! 9 (см .  табл . 1 ) ,  а 
при учете склеивания - паиель из заготовок N!! 9 и N!! 1 0 склеен
ных поочередно: 9-1 0-�-10_-9 для 2 см � h � 4 см.  



Г л а в а IV 
МЕТОД ВНЕШНИХ И ВНУТРЕННИХ РАЗЛОЖЕНИЙ 

В МЕХАНИI(Е РАЗРУШЕНИЯ * 

§ 1 .  ОБЩИЙ МЕТОД 

Метод внешних и внутренних разложений широко применяют 
в аналитических исследованиях краевых задач математической 
физики , описываемых эллиптическими системами дифференциаль
ных уравнений !3 частных производных . Рассмотрим при:менение 
этого метода для вывода общих уравнений деформирования диск
ретно-армированного континуума (пространство, армированное 
оболочками или стержнями, оболочка, армированная стержнями) ; 
размерность армирующего тела предполагается меньшей размер
ности связующего материала .  Строгая теория таких объектов пред
ставляет интерес в связи с изучением композиционных мате
риалов . 

Пусть в некоторой области D трехмерного пространства тре
буется найти решение определенной краевой задачи для эллиптиче
ской системы дифференциальных уравнений  в частных производ
ных . Пусть область D обладает следующим свойством: в ней 
:можно ввести безразмерный (геометрический) малый параметр 
О � в « l . 

Этот па раметр представляет собой отношение в = l/ L ,  где l и 
L - некоторые характерные линейные размеры области D (l 
будем называть внутренним параметром, а L - внешним) . 

Метод вн ешних и внутренних разложений заключается в сле
дующем. Из области D образуются две более простые области 
(которые обозначим через D 1 и D L) ; они получаются при помощи 
следующих предельных переходов :  

D1 = l im D (l  конечно) ; (295) 
L � oo 

(L конечно) . (296) 

Данную краевую задачу для рассматриваемой системы диффе
ренциальных уравнений решаем отдельно для области D 1 и области 
DL· Соответствующие решения обозначим через S1 (r, l) и SL -+ -+ 
SL (r, L) ,  где r - радиус-вектор точки в области D (решение S1 
будем называть внутренним, а решение SL - внешним) . 

* Изложение этой главы основано на работе [93 ] . 
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Будем исходить из того, что решение исходной краевой задачи -+ 
для области D (обозначаемое через S 0 (в , r) )  существует и оно 
единственно. Найдем следующие асимптотики полученных ре
шений :  

-+ -+ 
S/ ( r, l) = Sz (r, l) при r )) l , 
о -+ -+ 

SL (r, L) = SL (r, L) при r « L. 

(r2 = xi + х� + х�) . 

(297) 

(298) 

Здесь предполагается ,  что начало декартовой системы коорди
нат х1 , х 2 , х3 выбрано в точке «наибольшей вариации», т .  е .  в той 
точке, где решение исходной краевой задачи для области D ме
няется наибольшим образом . (В этой точке функция дS 0/дв имеем 
максимум . )  Обычно точку «наибольшей вариацию> нетрудно уга
дать заранее из физических соображений .  В случае плоских или 
лакально-плоских краевых задач координату х3 можно считать 
равной нулю. -+ о -+ 

Функции S/ (r, l) и SL (r, L) будем называть внутренним и 
внешним разложением соответственно. Из теоr емы существования 
и единственности исходной краевой задачи для области D вытекает 
следующее: 

1 ° . Внутреннее и внешнее разложение совпадают, т .  е .  
-+ о -+ 

S/ (r, l) = SL ( r, l) . (299) 

2° . Внутреннее решение определяется с точностью до несколь
ких неопределенных постоянных, определяющих его поведение на 
бесконечности (при r --.  оо) . 

зо. Общее число неопределенных пестояиных и сами разложе-
ния Si и s� с точностью ДО коэффициентов определяются из об 
щего решения краевой задачи для области D 5 : 

Ds = l im D.  (300) 
L� oo l -> 0  

Краевая задача для области Ds называется сингулярной ,  а ее 
решение - сингулярным решением. Теория сингулярных реше
ний в линейной теории упругости и некоторые ее приложения даны 
в работе [98 ] .  

Решение сингулярной задачи не единственно и определяется 
с точностью до нескольких неопределенных коэффициентов ; неко
торые сингулярные решения  отбрасываются по физическим сообра
жениям.  

4° .  Внешнее решение единственно, если его асимптотика в нуле 
(при r --.  О) совпадает с сингулярным решением, удовлетворяющим 
дополнительным физическим условиям .  
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Решение исходной задачи «сшивается» из внутреннего и внеш
него решений вдоль векоторого слоя или «пояса» (охватывающего 
начало координат) при помощи «условия сшивания»  (299) . Геоме
трическая форма и размеры этого «пояса» зависят от конкретной 
задачи .  Внутри «пояса» справедливо внутреннее решение, а вне 
«пояса» - внешнее решение .  

Некоторые обобщения метода. а) Параметры l или L могут 
быть свя заны не с геометрией области D, а с физическ ими процес 
сами , отраженными в коэффициентах решаемой системы дифферен
ци альных уравнений и граничных условий .  В этом случае величины 
l или L будут характеризовать область действия того или иного 
физического эффекта . б) Областью «наибольшей вариации» может 
быть не точка (как предполагалось  до сих пор ) ,  а линия или  по
верхность .  

В обоих указанных случая х данное выше описание метода 
полностью сохраняется с точностью до несущественных и совер 
шенно очевидных изменений . 

При предельных переходах (295) ,  (296) или (300) упрощается 
не только область, но также сами дифференциальные уравнения . 
Поэтому этот метод представляет большие возможности для анали
тических исследований .  Ниже рассмотрим некоторые его прило
жения в теории упругости и механике разрушения . 

§ 2. УРАВНЕНИЯ ДЕФОРМИРОВАН ИЯ 
ДИСI(РЕТНО-АРМИРОВАННОГО I(ОНТИН УУМА 

Континуум, армированный оболочкой. Рассмотрим область 
в трехмерном пространстве , заполненную двумя упругими мате
риалами, одно из которых занимает область D 1 типа тонкого кри
волинейного слоя или оболочки , так что справедливо условие 

h « R. (30 1 )  

Здесь h - характерная толщина оболочки ; R - характерный ра
диус кривизны срединной поверхности оболочки . Вдоль границы 
контакта упругие материалы жестко сцеплены . 

В данном случае малым параметром е является отношение 
hl R. Область D 1 при больших R и конечных h представляет собой 
классическую оболочку , изучаемую в специальных курсах теории 
оболочек * .  Составляющие (х; ,  х; ,  Х�) вектора интенсивности 

* Строго говоря , при N � оо получается бесконечный плоский слой постоян
ной толщины в бесконечном упругом пространстве.  В нутренние разложения в на 
пряжениях будут представлить собой некоторые ограниченные величины, раз-
личные при х� -> + оо и х�-+ - оо и удовлетворяющие только условиям р авно
весия . Таким образом, тонкая оболочка получается безмоментной и не влияющей 
на распределение напряжений. Подход, излагаемый в тексте, позволяет учесть 
эффект самостоятельной передачи упругой энергии вдоль оболочки ; этот подход 
справедлив в том случае, когда модуль Юнга оболочки существенно больше модуля 
Юнга основного материала. 
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приведеиной
, 
п?�ерхностной нагрузки по осям подвижной системы 

координат Х1Х2Хз 
(302) 

Здесь ось х� направлена по нормали к срединной поверхности 
оболочки , ос и х� и х; лежат в касательной плоскости ; 't , , х1х3 1 
't , " а , - соответствующие компоненты напряжения в основ-х2хз ха 
ном материале; скобки [ А ] означают скачок величины А при пере
сечении оболочки в направлении положительной нормали 

( /z = h/2 ) , , 
т. е .  А z = -h/2 . Считаем, что координаты х1 и х2 образуют 

криволинейную ортогональную систему координат на  срединной 
поверхности оболочки . 

Обозначим через v1 ,  v 2 , v3 составляющие вектора смещения 
срединной поверхности оболочки по осям х � , х; , х� . Общие урав
нения теории оболочек можно записать в виде * 

LtiVi = х; (i , j = 1 ,  2 , 3) .  (303) 
Здесь Lii - определенные линейные дифференциальные опера
торы по х� и х; (см. , например , книгу [ 17 ]) ;  они зависят 
от геометрии оболочки и от упругих постоянных. В случае 
линейной вязкоупругости упругим постоянным соответствуют не
которые линейные операторы по времени ,  характерные для мате 
риала оболочки . 

По известному полю v1 ,  v2 , v3 при помощи соотношений теории 
оболочек можно полностью установить возмущающее поле дефор
маций и напряжений в оболочке. Наложение на него составляющих 
't , , ,  't , , а , (равных соответствующих напряжениям, взятым xaxl х2х3 ха 
из внешнего решения при z = -h/2) дает искомое поле напряже
ний в оболочке . 

Пусть х1 , х2 , х3 образуют некоторую неподвижную прямоуголь
ную декартову систему координат. Тогда согласно (303) компоненты 
Х1 ,  Х 2 ,  Х3 поверхностной нагрузки по этим осям  координат будут 
следующими : 

(304) 
Здесь tX mn - косинус угла между осями х� и Xn , т .  е .  векото

рая геометрическая характеристика оболочки . 
Область DL, которая получается при h --+  О (R конечно) , пред

ставляет собой всю область D , разрезанную вдоль срединной по-

* По nовторяющемуся индексу nроизводится суммирование. 
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верхиости оболочки (математический разрез нулевой толщины) . 
Противоположные берега разреза сцеплены в соответствующих 
точках ,  лежащих на одной и той же нормали ;  в точках разреза 
к телу приложена внешняя сила интенсивности (-Х1 , -Х 2, 
-Х3) . Последнее вытекает из уравнений равновесия и является 
аналогом «условия сшивания» внутреннего и внешнего решений .  

Уравнения теории у пругости для области D L с объемной силой 
(уравнения Ляме) можно записать в виде 

MiPi = - Xtfo (Xl, Xz , Х8) (i ,  i = 1 , 2 ,  3) ,  (305) 

где fo = б [xl - (jJl (х� , х�) .  Х2 - qJz(x� , х�) . хз - qJз (х; ,  х;) ] .  
Здесь u1 , и 2 , u8 - составляющие вектора  смещения по осям  х1 , 

х 2 , х8 ;  M lf - определенные линейные дифференциальные опера
торы второго порядка по х1 , х 2 , х8 , зависящие от у пругих постоян
ных; эти операторы можно найти в учебниках по теории упругости .  
В случае линейной вязкоупругости упругим постоянным соответ
ствуют некоторые линейные операторы по времени,  характерные 
для основного материала .  Уравнения 

Х1 = (j)t (х� ,  �) (i = 1 , 2, 3) (306) 

представляют собой уравнения срединной поверхности оболочки . 
Функция f 0 (х1 , х 2 , х3) в правой части (305) представляет собой 
дельта-функцию, определяемую следующим образом : 

J F (x l ,  Х 2 ,  х3 ) fo (xl ,  Х 2 , Хз )  dx1 dx2 dхз = 
DL 

= F [qJ1 (х! , х2) , (jJ2 (xi , х2) , qJз (х! , х2 ) , ( 307 )  

где F (х 1 , х 2 ,  х3) - произвольная непрерывная функция .  
Уравнения (305) описывают внешнее решение исходной задачи . 

Согласно условию жесткого сцепления смещение срединной поверх
ности оболочки,  определяемое из решения внутренней задачи (304) , 
т .  е. вектор (v1 , v 2 , v3) , должен : равняться смещению соответст
вующей точки той же поверхности,  определяемому из решения 
внешней задачи (305) , т .  е .  вектору (u 1 , u 2 ,  u3) . Следовательно, на  
поверхности (306) должно выполняться условие 

vk = a.k1u/(k , l = 1 ,  2, 3) . (308 ) 

При помощи этого соотношения уравнение (304) запишем так : 

X t = a.t1L1ka.kzUt ( i , j, k, l = 1 ,  2 ,  3) . (309) 

Здесь использовано то обстоятельство, что дифференцирование 
в опер аторах L1k производится только по переменным х! и х2 
[ т .  е .  вдоль поверхности (306) I .  
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Подставля я тепер ь величины Xi из (309) в (305) , находим иско
мые уравнения деформирования  упругого или вязкоу пругого 
конти нуума, арми рованного оболочкой :  

M i pj = -б (x l - (j) 1 , Х 2 - (j)2 ,  Ха - {/Jз)  aiiLi�rlktU t ·  (3 1 0) 

( i , j , k ,  l = 1 ' 2 ,  3) . 

В предельном случае, когда модуль Юнга основного материала 
стремится к нулю, отсюда получаются обычные уравнения теории  
оболочек для армирующей компоненты . В другом предельном 
случае, когда изгибпая и продольная жесткость оболочки стре
мится к нулю, получаются обычные уравнения теории упругости .  

Оболочка, армированная криволинейными стержнями. Совер
шенно аналогичный метод позволяет вывести следующие общие 
уравнения теории оболочек, армированных стержнями : 

L1pi = - б  [xi - 'Ф1 (s), х2 - ф2 (s)] N1pi (3 1 1 )  

( i ,  j = 1 ,  2 ,  3) . 

Здесь уравнение главной оси растяжения криволинейного 
стержня (которая по предположению расположена на срединной 
поверхности оболочек) дается уравнениями xi = ф{ (s) ,  где i = 
= 1 , 2 .  Величины v1 ,  v 2 ,  v3 представляют собой составляющие 
вектора  смещения по осям  xi ,  х2 , хЗ соответственно; Nii - изве
стные линейные дифференциальные операторы по s, зависящие 
также от геометрии стержня и его упругих постоянных . Осталь
ные обозначения пояснены выше. 

Континуум, армированный стержнями. Приведем еще общие 
уравнения деформирования упругого или вязкоу пругого конти
нуума, армированного тонкими криволинейными стержнями, сде
ланными из другого упругого или вязкоупругого материала ;  эти 
уравнения выводятся методом, совершенно аналогичным изложен
ным выше : 

м,рj = -б [ x l - x l  (s) , х 2 - % 2  (s) , Хз - XJ (s) ] N i {X• jkuk 

( i ,  j , k = 1 ,  2 ,  3) . ( 3 1 2 ) 

Здесь х 1 = х1 (s) - уравнения главной оси стержня ; aik 
косинус угла между осями xi и Xk , оси х2 и хЗ совпадают с глав
ными осями инерции сечения стержня , ось xi направлена вдоль 
главной оси растяжения стержня ;  остальные обозначения иден
тичны припятым выше . 

Уравнения (3 1 0)-(3 1 2) представляют собой общие уравнения 
деформирования линейного дискретно-армированного континуум?. . 
Все они содержат в качестве коэффициентов при некоторых членах 
дельта-образные функции .  Уравнения автоматически учитывают 
структуру неоднородного контиуума, поэтому граничные условия 
для него, как и для однородного тела ,  ставятся только на границе 
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области D .  В частности , арми рованной может быть граница об
л асти D или некоторая часть границы . Нетрудно написать также 
соответствующие динамические уравнения ,  рассматривая силы 
инерции как некие массовые силы.  

Развитая теория дискретно-армированного континуума позво
ляет поставить в рамках строгого подхода многие интересные за
дачи оптимального проектирования и материаловедения . Теория  
годитс я ,  очевидно, для тех случаев , когда модуль Юнга армирую
щей компоненты велик (или хотя бы сравним) с модулем Юнга 
основного материала .  

§ 3 .  ОТВЕРСТИЯ И ПОЛОСТИ В УПРУГИХ ТЕЛАХ 

В том случае, когда модуль Юнга инородного включения суще
ственно меньше модуля Юнга основного материала ,  а также, когда 
предел пластичности ( прочности) включения значительно меньше 
напряжений,  действующих в основном материале, требуется до
полнительное исследование. Предположим, что включение по
прежнему залегает в виде тонкого слоя или стержня в основном 
материале. В этом случае самостоятельной передачей упругой 
энергии вдоль слоя (дальнодействием слоя ) можно пренебречь ,  
нужно учитывать лишь локальную работу слоя на растяжение 
(сжатие) и на сдвиг .  Граничные условия при этом с границы сцеп
ленного контакта можно переносить на срединную поверхность 
оболочки (что соответствует предельному переходу h ---+ О к об
ласти D L для внешнего решения ,  где h - толщина слоя ) .  

Внутреннее решение (для плоского слоя толщиной h )  получается 
однородным, пр и чем - [vl) - о· 1 'rx;_x� - f..t -h - • [ 'rx;_x� ] - • 

[v2J О 'rx;x; = 

E

f..t [:а] ' [
[
-rx;x� ]  -0 ; 1 

ах'  = -h- ' ах' ] = . 3 3 
' 

(3 1 3)  

Внешнее решение представляет собой решение соответствующей 
краевой задачи теории упругости для области D с математическим 
разрезом вдоль срединной поверхности оболочки ; на  разрезе долж
ны выполняться граничные условия (3 1 3) .  Нетрудно составить 
граничные условия также для того случая , когда слой находится 
в пластическом состоянии или же на границе контакта допускается 
проскальзывание с трением (или без трения) . В частном случае 
при Е --+ О получается трещино-подобная полость со свободными 
от нагрузок берегами .  

Пусть теперь в области D имеется полость (или включение) , 
все измерения которой одного порядка (характерный линейный 
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размер ее равен 1) . Через L обозначим характерный линейный 
размер самого тела .  Начало координат возьмем в центре поJюсти .  
Тогда п ри  l/ L « 1 внутреннее решение состоит в решении соответ· 
ствующей краевой задачи для данного отверстия , лежащего в без· 
граничном пространстве ; в качестве условия на бесконечности 
принимается ,  что поле напряжений и деформаций в бесконечно 
удаленной точке совпадает с первыми членами тэйлоровского раз
ложения в начале координат решения задачи для области D без 
полости . Внешнее решение заключается в решении  исходной задачи 
для области D без полости, но с особенностью в начале координат, 
полностью определяемой асимптотикай убывания внутреннего 
решения на бесконечности .  Последнее решение позволяет опреде· 
лить влияние отверстия на поле деформаций и напряжений во всей 
области .  

Замечание. I(ак видно, во внешней задаче смещения дискретно-армирован
ного тела непрерывны всюду внутри области D; разрыв терпят лишь производ
н ые от смещений (на поверхности или линии армирования) . В случае р ыхлого 
включения р азрыв терпят сами смещения. 

§ 4. ПРИЛОЖЕИ НЕ 1( МЕХАН И I(Е РАЗРУШ ЕНИЯ 

Практически все материалы имеют плоские дефекты типа тре· 
щипаподобных разрывов или полостей . Перечислим некоторые из 
них.  

1 .  Микротрещины в стекле (их продольный размер варьируется 
в пределах 1 0-7- lо-з см) . 

2 .  Трещины сдвига - дислокации - в металлах (размером 
порядка 1 0-8- 1 0  см) . 

3 . Технологические трещины в металлах и полимерах (разме
ром 1 0-3- 1 0  см) . К технологическим трещинам относят сварочные 
трещины; трещины, возникающие при термообработке, запрес
совке, ковке и других процессах ;  зоны окисленного металла и пр . 

4 .  Эксплуатационные трещины в металлах и полимерах (раз
мером 1 0-3- 1 0  см) . К эксплуатационным трещинам относят уста
лостные трещины; коррозионные трещины; диффузионноводород
ные трещины и т. п .  

5 .  Трещины в -металлах ,  возникающие в металлургическом 
процессе (размером 1 0-5- 1 см) . •· К ним относят раковины и пу
стоты, возникающие при остывании  металла в слитках ;  зоны окис 
ленного металла;  зоны охрупченного металла; инородные включе
ния , прочность· которых меньше прочности основного металла,  и пр .  

6 .  Трещины сдвига в земной коре, возникающие при земле
трясениях (размером 1 0+5- 1 0+7 см) . 

7 .  Тектонические трещины в земной коре (размером 1о+з_ 
1 0+8 см) .  

8 . Рыхлые прослойки в горной породе (размером 1 - 1 04 см) . 
9 .  Структурные трещины в полимерах и горных породах (раз

мером 1 0-7- 1 см) . 
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1 0. Выработки в горной поро.де, I<огда одно из измерений выра
ботки гораздо меньше двух других .  Именно такую форму имеют 
выработки, возникающие при добыче полезного ископаемого , за
легающего в виде слоя (например , угля) .  

Поле напряжений и деформаций в телах с трещинеподобными 
полостями можно представить себе [98 ] склеенными из двух  реше
ний,  одно из которых описывает детально все особенности струк
туры вблизи края трещины (внутреннее разложение) ,  а другое 
описывает поле напряжений и деформаций в теле с математическим 
разрезом нулевой толщины, проведеиным вдоль срединной поверх
ности полости (внешнее разложение) . Предельные асимптотики 
того и другого решения с точностью до множителей представляют 
собой решение канонической сингулярной задачи теории упруго
сти для полубесконечного плоского разреза с прямолинейным 
краем. Это решение имеет следующую структуру : 

f = K1f1 (r , 8) + Kнfz  (r, 8) + Кшfз (r, 8) .  (3 1 4) 
Здесь f - искомая функция (напряжения , деформации ,  сме

щения) ;  r, 8 - полярные координаты с центром в конце разреза; 
f1 , f z , fз - некоторые определенные функции ,  К1 , К1 1 , Кш 

проиэвольные множители .  
Условие склеивания внутреннего и внешнего решений  приводит 

к трем условиям равенства соответствующих множителей в и х  
асимптотиках. Эти три условия представляют собой дополнитель
ное условие на бесконечности для отыскания единственного вну
треннего разложения . 

Вследствие концентрации напряжений разрушение начинается 
на краю полости,  т .  е .  в области действия внутреннего разложе
ния . Неэависимо от внутреннего разложения критериальное со
стояние разрушения согласно (3 1 4) определяется некоторым соот
ношением вида 

F (К1 , К1 1 , К1 1 1 ) = О . (3 1 5) 
Здесь функция F и фигурирующие в ней постоянные зависят 

от внутреннего разложения (но из самого разложения эти функции 
определить, очевидно, нельзя) .  

Практически удобнее проводить опыты на образцах с трещи
нами , моделирующими данную полость и структуру ее края , чем 
(также в опытах) определять критерий  начала разрушения где-то 
внутри области действия внутреннего разложения .  По существу , 
внутреннее разложение можно определять только теоретическим 
путем, применяя какую-либо модель механизма локального раз
рушения .  

Таким образом, наиболее прямым и безошибочным с пособом 
является определение функции F опытным путем . Например , 
в случае трещин нормального разрыва, когда К1 1  = Кш = О , 
эта функция имеет вид 

К1 - К1 с  = О, 
эдесь К1с - пекоторая опытная константа .  

(3 1 6) 



Г л а в а  V 
ТЕОРИЯ « ГОРЯ Ч ИХ» ТРЕЩИН 1 

§ 1 .  ПОСТАНОВ I(А ЗАДАЧ И 

Иногда при остывании сварочного шва в нем развиваются так 
называемые «горячие» трещины, которые приводят к браку изде
лия .  Аналогичное явление образования «раковин» и пустот в слит
ках наблюдается в металлургическом процессе .  

Рассмотрим теоретическую модель ,  в рамках которой можно 
решить задачу об образовании и развитии горячей трещины. 
Решение этой задачи позволит сравнить различные тепловые ре
жимы и выбрать наиболее благоприятный . 

Пусть в начальный момент времени t = О в контакте с твердым 
металлом, имеющим некоторую постоянную температуру Т = О , 
находится расплав, который мгновенно затвердевает, так что его 
температура в начальный момент постоянна и равна Т = Т 0 •  
Вследствие остывания горячего металла в заполненной им области 
возникают растягивающие напряжения ,  так как на границе кон
такта металлы предполагаются жестко сваренными .  С течением вре
мени растягивающие напряжения возрастают, вызывая рост на
чальной наиболее опасной трещины или какого-либо эквивалент
ного дефекта . При t _, оо остаточные напряжения и размер горя
чей трещины будут максимальными . Будем считать металлы термо
упругими телами, чтобы все пластические эффекты были сосредо
точены лишь в малых областях вблизи контура  трещин .  В этом 
случае поставленная задача о развитии горячей трещины может 
быть решена в рамках механики хрупкого разрушения . 

Введем также следующие допущения :  а) все термаупругие по
стоя нные не зависят от температуры и являются одинаковыми 
как для холодного, так и для горячего металла ;  б) металлы пред
ставляют собой однородное и изотропное тело; в) это тело нахо
дится в плосконапряженном состоянии (тонкая пластина) . 

Эти допущения не имеют принципиального характера , однако 
позвол�ют найти простое эффективное решение многих практически 
интересных задач и выявить некоторые основные качественные 
эффекты. Полученные решения ,  как известно, можно использо
вать также для случая плоской деформации ,  если заменить упру
гие коэффициенты . 

1 Эта г лава основана на работе [5 1 ) .  
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Сформулируем у прощенную задачу . Пусть в момент t -- О 
произвольная область S в бесконечной однородной и изотропной 
упругой пластинке мгновенно нагревается до постоянной темпе
ратуры Т = Т 0 • Остальная часть тела имеет температуру Т = О 
при t = О . На границе области S нет скачка смещения ;  это соот
ветствует физически замене области S, нагретой шайбой точно 
таких же размеров. Требуется определить развитие начальной 
трещины во времени .  Перемещения , напряжения и главный век
тор сил (а также вращение) в бесконечно удаленной точке счи
таются равными нулю. 

§ 2. К.И Н ЕТ И К.А РОСТА ГОРЯ Ч ЕЙ ТР ЕЩИН ЬI 

Пусть область S в приведеиной выше постановке задачи пред
ставляет собой прямоугольник со сторонами 2х0 и 2у 0 •  Начало 
декартовых координат х и у выберем в центре прямоугольника ,  
ось х направим параллельна 
той стороне, длина которой 
равна 2х0 (рис .  24) . Пусть на
чальная трещина длиной 2l 
расположена вдоль оси х с 
центром в начале координат. 
Берега трещины свободны от 
внешних нагрузок. Коэффи
циент интенсивности напря- <"� 
жений на конце трещины в 
данной задаче с точностью, 
примерно равной 1 0 % , годит

� 

2Хо 

-l  

у 

Т= То Т=О 

+ [  х 

ся  также для того случая , 
когда вдоль оси у будет сво
бодная от внешних нагрузок 
граница тела или области . 

Рис. 24 . «Горячая» трещина ,  образующая
ся при остывании расплавленного метал

ла в прямоугольной матрице 

Порядок решения задачи 
будет следующим .  Вначале определяем температурное поле; затем 
из уравнений термаупругости для тела без трещины находим 
напряжение ау при у = О 1 х 1 < l ; это напряжение с обратным 
знаком подставляем в известное общее выражение для коэффициен
та интенсивности напряжений в случае изолированной трещины и 
изотермического процесса .  Зависимость константы Кс от темпера
туры вне интервала хладноломкости можно интерполировать сле
дующей линейной функцией : 

Кс = Кс0 + А Т  ( l ,  О , t) , ( 3 1 7) 

где Ксо - есть константа Кс прп Т = О ,  А - некоторая эмпири
чес кая постоянная . Приравнивая Kr = Кс согласно условию 
Гриффитса-Ироина ,  получаем в неявной форме искомую зависн 
�юсть длины трещины от времени ,  
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Решение краевой задачи 
д2Т д2Т 1 дТ 
дх2 + ду2 = -; аг (- оо < х. У < + оо) , (3 1 8) 

т = { 
Т0 = const (х, у Е S) 

О (х, у Е/: S) 

будет следующим :  

Т ( t) = :!.! [Erf ( х + Хо ) + х, у, 4 2 Vat 
) 

+ Erf ( х - Хо )] [Erf ( У -+: У о ) + Erf ( У о - У  )] , 2 V at � V at 2 V at t 
Erf (z) � :.J exp (- u') du ,  J 

(3 1 9) 

где а - коэффициент температуропроводности .  
Компоненты тензора напряжения ах, ау, -rxy выражаются через 

термаупругий потенциал перемещений � в виде 
-- д2ф д2ф д2ф . ах -- - 20 ду2 ' ау = - 20 дх2 ' 'l:xy = 20 дх ду ' (320) 

�� = ( 1  + v) r:x.T, (32 1 )  
где О - модуль сдвига ; v - коэффициент Пуассона; rz - коэффи
циент линейного расширения . 

Дифференцируя (32 1 )  по t и учитывая (3 1 8) ,  получим 

� [ �; - ( 1 + v) rzaT J = О.  (322) 

Как видно , функция д�!дt - ( 1  + v) rzaT является гармониче
ской по всей плоскости и, следовательно, может быть либо постоян
ной величиной, либо некоторой функцией времени g ( t) . Без нару
шения общности функцию g ( t) можно считать р авной нулю, так 
как вместо потенциала � можно ввести потенциал 
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t 
�' = � - J g (-r:) d-r:. 

о 
Таким образом, для потенциала � получается уравнение 

д
д� = ( 1  + v) rzaT. 

Интегрирование его приводит к формуле 
t 

� = ( 1  + v) rza J Т d t + � о (х, у) , 
о 

(323) 



где ')1 0  (х, у) - потенциал перемещениИ, соответствующий началь
ной температуре, т. е .  дф 0 = ( 1 + v) а.Т 0 внутри области S, вне 
области S д')J0 = О. 

Отсюда получаем 

')J0 (x, у) == - О +2� схТо J f tn ( k  ) d� dYJ , (324 )  

где R = V<x - �)2 + (у - YJ)2 • 
При помощи (3 1 9) ,  (323) , (324) и (320) находим 

а = - G ( l + v) cxTo {4 Vnx (x, y) + � [arctg ( У + Уо ) + У 4 V n V n х + хо 

+ arctg ( У о - У ) + arctg ( Уо - У ) + arctg ( Уо + У ) J -� - х � + х � - х 

t 

S 1 [ ( (х + х0) 2 ) -
-& Va-& (х + х0) ехр � 4а-& + 

о 

+ (хо - х) ехр (- (хо - х) 2 ) J [Erf ( и + Уо ) + 4а-& 2 Va-& 

+ Erf ( �\7а� )] dт} , 

{ 1 (х, у Е S) 
х (х, у) = О (х, у � S) . . 

(325) 

Так как коэффициент интенсивности напряжений для изоли
рованной трещины 

l 1 s V l + x d K1 = - V nl ay (x , O , t) l - x х, -l 
то,  используя (325) , находим 

К, � GT,�� •) a (nl + � j [ arctg ( ; '('х, ) + 

l t 
+ arctg ( х0 � s ) J V � + � d� - 2 � S S х ; ах [ (� + - l о 

( '+хо ) 2 
+ хо) е- 4ах + (х0 - �) е 

(х
�-;;-;

> • ] Erf ( V ) V l + s dx d�} · 2 ах l - � 
(326 )  
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0.8 

0,2 

о 

При t ··-• оо имеем 

К1 � GT u ( 1  + v ) а V лl .  (327) 

Длина образовавшейся горячей трещины согласно (327) 
2 

l _ Кс t "' - :rт [GT0 ( 1  + v) а ] 2 при  ___ , оо .  (328) 

Предполагаем, что трещина не выходит из области S .  
Для любого момента времени на основании критерия локаль

v, v- -/2 v 
/J 1/ 

tO 

1--

20 30 

ного разрушения К1 = Кс 
и (3 1 7) ,  (326) находим 

К со { 1 + ::: Erf Х 

Х ( У о ) [Erf ( l + Хо ) + 
2 V at 2 Vat 

+ Erf (;oV а:)] } = К1 (l , t) . 

(329) 
Рис 25.  Кинетика роста «горячей» трещины 

Здесь правая часть определяется формулой (326) .  На рис .  25 
в безразмерных переменных /* = !/!"' и t* = 4а t!хб приведены 
кривые 1-3 кинетики роста горячей трещины, построенные при 
помощи уравнений ·(326) и (329) для следующих значений параме
тров : 

соответственно. 
Отметим, что вычисления проведены на БЭСМ-4 в течение не

скольких минут. 

§ 3. АС ИМПТОТ ИЧЕС КИЙ РАЗМЕР ГОРЯЧИХ ТРЕЩИН 

Докажем вначале одну теорему из теории термаупругости для 
произвольной односвязной области S .  

Теорема. Пусть при  t = О 
Т (х, у, О) = Т 0 внутри области S и Т (х, у, О) вне области S .  (330) 

Тогда при t __, оо 
ау = ах = -G ( 1 + v) а Т 0 ,  Тлу = О внутри области S . 

Доказательство. Решение уравнения теплопроводности (3 1 8) , 
удовлетворяющее условиям (330) ,  имеет вид 
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Т (х,  у, i) � 4:�, f J exp (-R2/4at) ds d1'J .  (33 1 ) 
s 



Аналогично предыдущему при помощи (32 1 )-(324) находим 
потенциал 

- 2 J J ln (Т) d� dr] .  
s 

(332) 

Так как контур области S не зависит от вр�мени t , получаем 

'iJ (х, у, t) = ( 1 +:� а То J J  [ 1 + ехр (- R2/4a•) d• -
s о 

- 2 ln (Т)] d� drJ . (33 3) 

При помощи (320) находим наnряжения внутри области S 

O'u = - G ( l + v) aTo - G ( l �;) aTo u l2 (y - 1J) 2 ; (x - 6)2 + 

+ j 4a�'t3 [ (х - �)а - 2а•] ехр ( - R2/4a•) d•l d� dr]; 

О'х = - G ( l + v) aTo - G ( 1  �;) аТо Jj 12 (х - 6) 2 ;4 (У - 11 ) 2 + 

+ j 4a�t3 [ (у - YJ)2 - 2а•] ерх (- R2/4a•) d•} d� dч; (334) 

_ _  2G ( l + v) aT0 J J (x - 6) (Y - 1'J) •xu - - n R4 Х 
s 

R4 1 2 [ 
t 

] Х 1 - l ба2 j 71 ехр (- R J4a•) d• d� drJ . 

Вычисляя внутренние интегралы в формулах (334) , имеем 

au = - G ( 1 + v) aT0 p + � J) �4 [ (y - rJ)2 - (x - �)2 +  

+ 2 (х - �)2Г (2 , R2/4at) - R2 ехр (- R2/4at)] d� drJ} ; 
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Ох = - 0 ( 1 + v} c.tTo { t + � J) �4 [(х - s)2 - (у - 'YJ)2 --/-

+ 2 (у - 'УJ}2Г (2 , R2/4at) - R2 ехр (- R2/4at)J ds d'Y)} ; (335) 

-r:J<y = _ G ( 1  ��) схТо J J  4 (х -�}У- ТJ) ( 1  - Г  (2 , R2/4at) ]  ds d'Y); 
s 

00 
Г (а, х) = J e-t ta-1 dt . 

х 
Так как Г (2 ,  R2/4at) --+ 1 при t --+  оо ,  то, переходя к пределу 

при t --+  оо в (335) , получаем 
ау = ах = -0 ( 1 --/- v) а Т 0 , 'rxy = О . (336) 

Таким образом, в области S при t --+  оо остаточные напряжения 
создают состояние всестороннего равномерного р астяжения . За
метим, что двустороннее растяжение способствует хрупкому раз
рушению в большей степени ,  чем одностороннее . 

Доказанная теорема позволяет указать асимптотический раз
мер /.,. горячей трещины при t --+ оо для произвольной области S ;  
этот размер , очевидно, по-прежнему дается формулой (328) , если 
только трещина не выходит из области S .  Отсюда следует, что если 
длина начальной трещины 2/ 0 меньше, чем 2/.,. , т .  е .  выполняется 
условие 

к2 
lo < n [GT0 ( 1 + v) сх] 2 ' (337) 

то начальная трещина не развивается . Формула (337) дает простой 
достаточный критерий ,  при выполнении которого горячая трещина 
не образуется . Отметим, что характеристики материала / 0 и Кс 
в (337) соответствуют остывшему металлу при Т = О . 

§ 4. ХРУП КОЕ РАЗРУШ ЕН И Е  ОТ ЛО I(АЛ ЬНОГО НАГРЕВА 

Пусть при t = О на границе области S возникает скачок нор 
мального смещения ,  соответствующий мгновенному нагреванию 
шайбы S до температуры Т 0 , _  если шайба до нагревания была встав
лена без натяга (температура  остальной части тела равна нулю при 
t = 0) . В результате при t = О в теле вне области S возникнут 
растягивающие напряжения , которые могут привести к образова
нию трещины. Напряжения в шайбе будут сжимающими . При 
t = О напряжения во всем теле в этом случае, очевидно, будут стре
миться к нулю. При t = О напряжения будут наибольшими, при
чем в шайбе реализуется состояние всестороннего равномерного 
сжатия :  

ах = ау = -G ( 1 + v) aT0 , 'rxy = О . (338) 
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Очевидно, что трещина в данном случае образуется мгновенно 
при t = О и в дальнейшем не развивается .  

Описанный механизм хрупкого разрушения типичен для ло
кального нагрева ненарушенного материала (например , образова
ние трещины в толстостенном стакане с быстро налитой горячей 
водой) . 

В большинстве практически интересных случаев для хрупких 
материалов длина трещины, образующейся от локального нагрева ,  
гораздо больше характерного линейного р азмера области S .  В этом 
последнем случае можно применить простой асимптотический ме
тод решения задачи , основанный на «принцИ:пе микроскопа». 
Представим себе, что к контуру�области S в точках А и С выходят 

А 

х 

Рис. 26 .  Обр азование хрупких трещин от быстрого локаль
ного н агрева области s 

трещины (рис . 26) . Для простоты примем, что область S симме
трична относительно осей х и у. К границе области S будут при
ложены нагрузки (со стороны шайбы) , определяемые формулой 
(338) . Определим размеры асимптотически больших трещин .  На 
основе принципа микроскопа, применимом в том случае, когда 
линейные размеры области S малы по сравнению с длиной трещины 
(или же с ее радиусом в осесимметричном случае) , приходим к сле
дующим сингулярным задачам . 

Плоская задача. Пусть к противоположным берегам прямо
линейной сквозной трещины длиной 21 , находящейся в бесконечной 
пластине, приложены равные и противоположно направленные 
сосредоточенные силы Р; сила Р действует в середине трещины 
перпендикулярно к ее поверхности . На бесконечности напряже
ние отсутствует . При помощи (338) находим главный вектор нагру
зок, приложеиных к дуге АВС со стороны нагретой области S (см .  
рис . 26) : 

P = G ( I  + v) aT0 J cos (ny) ds = G ( I + v) aT0L ,  (339) 
АВС 

где L - длина проекции дуги АВС на ось х .  
В рассматриваемом случае коэффициент интенсивности напря

жений  
(340) 

щ 



Согласно критерию локального разрушения длина хрупкой 
трещины определяется условием К, = Кс, 

Кс = 1t ; 21 
(34 1 )  

Отсюда находим длину асимптотически больших трещин 

l = J_ [ GTo O + v) aL J 2 . (342) 
2 nKc 

Осесимметричная задача. Пусть некоторая обл асть V, имею
щая три плоскости симметрии ,  в начальный момент времени мгно
венно нагрелась  до температуры Т 0 • В результате мгновенного 
хрупкого разрушения образовалась дискообразная трещина,  и 
в том наиболее часто встречающемся случае, когда ее радиус велик 
по  сравнению с размером области V, на основании метода внешних 
и внутренних разложений приходим к следующей задаче. 

Пусть к противоположным поверхностям круговой дискооб

разной трещины радиуса R , находящейся в бесконечном теле, при
ложены равные и противоположно направленные сосредоточенные 
силы Р ;  сила Р действует по оси круглой дискообразной трещины. 
В этом случае 

P = G ( I + v) GtT0 J f  (n, ,  ds) = G ( I + v) GtT0S0 , (343) 

где S 0 - площадь проекции границы области V на плоскость тре

щины . 
Коэффициент интенсивности напряжений 

К 1 = (n�312 (344) 

При помощи критерия локального разрушения К, = Кс нахо 

дим радиус дискообра зной трещины 

R = :rcl [ а ( 1 + v) aToSo J 2/3 . 
К!с 

Например , в случае эллипсоидальной области V имеем 

S _ 4 Ь R _ _1 [ 4G ( l+v) ааЬТ0 ] 2/3 о - а ' - :rt К 
• 

! с  

(345) 

(346) 

Здесь а и Ь - главные полуоси эллипса в сечении эллипсоида 

дискообразной трещиной . 



Г л а в а V I  
НЕКОТОРЫ Е ДИНАМИЧ ЕСКИ Е ЗАДАЧ И 
МЕХАНИ КИ ХРУП КОГО РАЗРУШЕНИЯ 1 

§ 1 .  ОБЩИ Е ПРЕДСТАВЛ Е Н И Я. МЕТОД РЕШ ЕН И Я  

На основе функционально-инвариантных решений волнового 
уравнения ,  предложенных В .  И. Смирновым и С. Л. Соболевым, 
в этой г лаве излагается замкнутое решение широкого класса авто
модельных проблем динамической теории упругости . Этот класс 
охватывает следующие задачи :  а) полуплоскость ,  произвольно 
нагруженная на границе (в том числе случай,  когда концы нагру
женных участков движутся с произвольными постоя нными скоро
стями) ; б) контактная задача для полуплоскости ,  когда концы 
контактных площадок перемещаются с произвольными постоян
ными скоростями ; в) совокупность произвольно нагруженных 
разрезов вдQль одной и той же прямой, движущихся с постоянными 
скоростями,  причем скорости разных концов разрезов могут быть 
различными . 

Решение указанных задач сводится в простейших случая х 
к совокупности задач Дирихле или смешанных задач Келдыша -
Седова теории  аналитических функций комплексного переменного . 
Процедура нахождени я  решения  оказ.ьшается принципиально не 
более сложной , чем для аналогичных задач статики и стационар
ной динамики . Вначале выводятся  общие представления реше
ния через аналитические функции комплексного перемениого для 
произвольнога индекса автомодельности и дано описание общего 
метода решения . Затем метод демонстрируется на некоторых кон
кретных задачах из  указанного класса .  Рассмотрение ограничено 
плоскими задачами для однородного и изотропного тел , однако 
метод нетрудно обобщить на случай анизотропного кусочио-одно
родного тела .  когда верхняя и нижняя  полуплоскости имеют 
различные упругиР постоянные . 

В пп .  6, 7 ,  8 этой главы дано решение  некоторых дин амически х 
(в том числе, неавтомодельных) задач методом Винера-Хопфа . 

В 1 932 г .  В .  И .  Смирнов и С.  Л.  Соболев обнаружили класс 
решений  волнового уравнения , в котором решение представляется 
через аналитическую функцию комплексного перемениого [ 72 ] 
(см . § 5 этой главы) . В этот класс входят, в частности,  автомодель
ные задачи . Методом Смирнова-Соболева было проанализи ровано 

1 Эта глава основана на  р абота л [94-9 7 ,  1 1 5] . 
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несколько интересных задач из теории дифракции упругих пло
ских волн на разрезе [ 8 1 , 78 1 и у г л е, однако в большинстве 
решений динамических задач теории упругости ,  полученных за 
последние 20 лет ,  использованы гораздо более громоздкие методы, 
требующие большого объема вычислительных работ . Вот некото
рые наиболее известные из таких решений .  

Решена задача о внезапном появлении прямолинейного полу
бесконечного неподвижного разреза в постоянном поле растяги
вающих напряжений [ 1 33 1 ,  а также задача , в которой тот же раз
рез двигался с неизменной скоростью с момента его появления 
[ 1 07 1 .  Исследовано [ 1 08 ] распространение разреза с постоянной 
скоростью в обе стороны, при этом начальная длина его равна 
нулю, а поле растягивающих напряжений считается постоянным 
(соответствующая осесимметричная задача рассмотрена в работах 
[ 49 , 1 1 6 ] . Аналогичные задачи рассмотрены в работах [ 1 04, 1 27 , 
94 ] .  В работе [ 1 4 1 ] рассмотрены некоторые динамические задачи 
о р аспространении трещин и приведен довольно подробный обзор 
литературы. В работах [ 1 05 ,  1 06, 1 09 ]  задача Браберга [ 1 08 ] 
была обобщена на случай анизотропного материала и на  случай 
произвольно заданной на щели нормальной нагрузки, сохраняю
щей автомодельпасть задачи . Все указанные решения автомодельны 
с индексом (0, О) (см .  монографию [ 9 1  ] ) .  

К этим задачам примыкают также контактная задача об  ударе 
клином по полуплоскости [ 48 ] ,  задача о движении с постоянной 
скоростью сосредоточенной силы по границе полуплоскости ,  на
чиная с векоторого начального момента [ 23 1 ,  контактная задача 
об ударе плоского штампа о полуплоскость [ 1 9  1 .  В задачах [ 48, 
23 , 80 1 индекс автомодельпасти иной.  Большое число аналогичных 
автомодельных задач рассмотрено для акустического приближе
ния ,  которому соответствует сложный сдвиг в теории упруго
сти [ 69 1 .  

В недавних работах [ 1 1 8 , 95 ] одновременно и независимо была 
решена задача о движении с постоянной скоростью полубесконеч
ного р азреза (как в задаче Бейкера) ; к берегам разреза приложены 
сосредоточенные силы. Это решение можно использовать в качестве 
функции Грина в случае произвольных статических нагрузок. 
Используя характерное свойство коэффициента интенсивности 
напряжений в полученном решении ,  удалось обобщить его на слу
чай произвольной непостоянной скорости движения разреза при 
произвольных внешних нагрузках [ 1 1 8 1 .  

В данной работе изложен общий подход к указанным задачам 
динамической теории упругости ,  который позволяет получать их  
решение весьма просто в замкнутом виде. Этот подход основан на  
общих Представлениях решения через аналитические функции ком
плексного переменного, которые позволяют сразу формулировать 
указанные автомодельные задачи как некоторые проблемы Ри
мана-Гильберта для полуплоскости (в простейших случаях полу
чается задача Дирихле и смешанная задача Келдьrша-Седова) . 
I H  



Проблема Римана-Гильберта для полуплоскости легко решается 
при помощи стандартных методов [ 22, 62 ] .  В § 2-4 этой главы 
рассмотрены также некоторые конкретные задачи о штампах ,  
о движущихся нагрузках и щелях .  Указанный общий подход при
меняли ранее для решения различных частных задач [ 6, 4 , 8 ] .  Его 
можно обобщить также на соответствующие осесимметричные за
дачи .  

Пусть однородное и изотропное упругое тело находится в усло
виях  плоской деформации .  Основные уравнения динамической 
теории упругости в данном случае имеют следуf?ЩИЙ вид: 

и = и 1 + и 2 , v = v1 + v 2 , 

(347) 

(� = а�: + :;2 ) . (348) 

Здесь и (х, у, t) и v (х, у, t) - составляющие смещения по 
осям х и у декартовых координат соответственно; с 1  и с 2 скорости 
продольной и поперечной волн (с1 > с 2) 

Компоненты О'х , О'у , 'rxy тензора напряжений согласно закону 
Гука (ft - постоянная Ляме) 

(J' х = "" [ �: ( �� + �; ) - 2 :; ] ; 
- [ cr ( ди . дv ) ди ] . 

О' У - ft с� дх -j- ""дУ - 2 дх ' (349) 

Укажем класс автомодельных плоских задач динамической 
теории упругости ,  решение которых при помощи комплексных 
переменных z 1 и z 2 , где 

xt - iy Vt2 - ck2 (х2 + у2) 
Zk = х2 + у2 (k = 1 ,  2) (350) 

сводится к краевой задаче Римана-Гильберта из теории аналити
ческих функций одной комплексной переменной (в простейших 
случаях - к задаче Дирихле или к смешанной задаче Келдыша
Седова) . Этот класс охватывает следующие задачи [9 1  ] . 

Первая ГJсновная задача (задача А) : а) бесконечное упругое 
полупространство у :;:.. О имеет любое число нагруженных участков 
вдоль оси х, концы этих участков, имеющие координаты Xm пере-
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мещаются с постоянными скорсетями vп , так что Xn = t'11 t (в част
I I Ости ,  скорости некоторых концов могут быть равными нулю) ; б) в начальный мсыент времени t = О I Iолупрсстранство покоится ;  
в) нормальные и касательные нагрузки н а  указанных участках 
представляют собой произвольвые линейные комбинации следую
щи х функций :  

dmfn (х) dkiz ( t )  
dxrn dtk { О при � < _о 

fi Ш с-= � i  при � > О . 

(35 1 )  

(352) 

Здесь k, l ,  т, n - произвольвые целые положительные ЧИСJlа .  
Вторая основная задача (задача В) : а) бесконечное упругое 

пространство имеет любое число разрезов вдоль оси х,  концы раз
резов Х11 перемещаются с постоя нными скоростями v" ' так что 
Х11 = vn t (в частности ,  некоторые Vп могут равняться нулю) ; 
б) в начальный момент времени t = О пространство покоится ;  
в) нормальные и касательные нагрузки на  р азрезах представляют 
собой произвольвые линейные комбинации функций (35 1 )  (см . 
также (352) ) , при этом нагруженные участки могут не совпадать 
с разрезами , а двигаться со своими скоростями . 

Контактная задача (задача С) :  а) бесконечное у пругое полу
пространство у ::;;.. О имеет любое число нагруженных участков 
оси х, концы этих участков, имеющие координаты Хп перемещаются 
с постоянными скоростями , так что Xn = vп t ; б) в начальный мо
мент времени t = О пространство покоится ; в) на нагруженных 
участках поставлены граничные условия одного из трех типов : 
1 )  нормальное и касательное смещения заданы как некоторые про
извольные линейные комбинации из функции вида  (35 1 ) ,  (352) 
(шероховатый штамп) ; 2) касательное напряжение р авно нулю, 
а нормальное смещение является линейной комбинацией функции 
вида (35 1 ) ,  (352) (гладкий штамп) ;  3) касательное напряжение 
прямо пропорционально нормальному напряжению (т . е .  задается 
кулонов закон сухого трения 'txy = kcry) ,  а нормальное смещение 
линейная комбинация функции вида (35 1 ) ,  (352) . 

При  т > n первый сомножитель в (35 1 )  с точностью до числен
ного коэффициента представляет собой (т - n + 1 ) -ю производ
ную дельта-функции Дирака;  это же замечание относится ко вто
рому сомножителю с очевидным соответствием индексов т _, k ,  
n _ _  , l .  

Тип автомодельности задачи А, В uли  С определяется двумя 
числами т-п и k-l . Пару чисел (т-п , k-l) будем называть 
индексом автомодельности задач А ,  В , С. При решении  задач 
указанного выше типа следует вначале определить индекс автомо
дельности граничной задачи или же представить граничные усло
вия в виде линейной суперпозиции автомодельных задач с различ
ными индексами . Затем для  каждого индекса надо вывести соответ-
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ствующие общие представления через аналитические функции , 
а потом уже решать конкретные краевые задачи теории аналитиче
ских функций ,  получающиеся из  граничных условий .  В общем слу
чае граничных условий ,  приведеиных выше, приходится решать 
краевую задачу Римана-Гильберта с р азрывными коэффициен
тами для одного комплексного перемениого на  полуплоскости ; 
эта задача хорошо изучена ,  и ее замкнутое решение не доставляет 
трудностей [22 ,  62 ] .  

Отметим сразу же следующие два обстоятельства .  
1 .  Произвольная непрерывная функция двух_ переменных х и t 

в любой замкнутой области может быть равномерно аппроксими
рована некоторым многочленом, т .  е .  суммой членов вида xm tn .  
Каждому такому числу в граничных условиях задач А, В и С [ см .  
(35 1 )  и (352) ] отвечает определенный индекс автомодельности . 
Следовательно, случай ,  когда заданные нагрузки или смещения 
представляют собой произвольвые непрерывные функции ,  сводится 
к р ассматриваемому . Кроме того , произвольную функцию х и t 
можно представить в виде линейной· суперпозиции 6, 0-образных и 
6 1-образных функций ,  для каждой из которых решение будет 
автомодельным и может быть использовано в качестве функции 
Грина .  

2 .  Из решения краевых задач А, В и С решения соответствую
щих статических и стационарных динамических задач плоской 
теории упругости получаются как некоторые предельные случаи .  
Укажем соответствующие предельные переходы . 

Предельная квазистатическая задача 
(353) 

Предельная квазистационарная динамическая задача 
vll =- v + 8 11 ,  Е л --> О , t -> оо , Епt - )  all , (354) 

здесь v и ал - некоторые константы . 
Следовательно, указанный класс решений динамической теори и  

упругости , п о  существу ,  является некоторым аналогом плоской 
статической задачи для полуплоскости [ 6 1  ] ,  а также плоской 
стационарной динамической задачи для полуплоскости [ 2 1 ,  1 37 ] . 

Выведем общие представления для наиболее употребительных 
типов автомодельности . Из анализа размерностей следует, что для 
каждого индекса автомодельности существуют функции ,  удовлет
воряющие волновому уравнению и являющиеся однородными 
функциями х, у и t нулевого измерения .  Это следующие функции :  

1 ° . смещения и и v задача С, индекс ( 1 , 0) ;  
2 ° .  напряжения О"х , О"у , 'txu задачи А и В ,  индекс (0 ,0) ;  
3° .  потенциалы смещения <р и Ф, задачи А и В ,  индекс ( 1  ,0) ;  на

помним, что 

д!р дФ ll = - + -дx ду ' 
д!р дФ . v = �  ду - (fX •  (355) 
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4° . функции Lи и L v, задача С, индекс (т ,  n) 
5°. функции Lox o  Lou , L-r:xy задачи А п В , индекс (т ,  n) . В 4° и 5° под L подразумевается следующий линейный диффе

ренциальный оператор :  
ат+п  

L = дxm дtn . (356) 

Указанные однородные функции х, у, t нулевого измерения 
представляем в виде суммы дву х  слагаемых; одно из них, очевидно, 
удовлетворяет волновому уравнению для продольных волн ,  
а другое - волновому уравнению для поперечных волн .  Первое 
из этих слагаемых может быть представлено как действительная 
часть пекоторой аналитической функции от z 1 , а второе - как 
действительная часть другой аналитической функции от z 2 [ см .  
§ 5 этой главы и формулу (464) ] . При у = О имеем 

z 1 = z 2 = t/x (у = 0) . (357) 

Вводя комплексное переменное z , вещественная часть которого 
равна t!x, граничные задачи вида А, В или С одного индекса сводим 
к краевой задаче Римана-Гильберта от одного комплексного пере
мениого z , но для нескольких функций .  Впрочем , в рассматривае
мых случаях все функции могут быть выражены через одну ,  и за
дача приводится к стандартной задаче Римана-Гильберта для од
ной функции .  В простейших случаях получается задача Дирихле и 
смешанная задача Келдыша-Седова .  

Найдем общие представления для указанных пяти случаев . 1 ° . Смещения и и v - однородные функции .  Согласно форму
лам (348) и (350) имеем 

и = R e f/ 1 (z l) + fz (z z} ] , v = Re [fз (z l) + f, (z 2) ] . (358) 

: Четыре неизвестные функции комплексных переменных должны 
удовлетворять двум условиям (347) , которые принимают следую
щий вид: 
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Re [ f! (zr) �i J = Re [ /3 (zr ) �; J ; 
Re [ f2 (z2) а;: J = - Re [ f4 (z2) �; J . 

Дифференцируя (457) , найдем 
, ----"--" 

дzk zk У с;2 -:- z% 
дх = z l Г -2 2 у k - х V ck - zk 

(k = 1 ' 2 } , 

(359) 

(360) 



отсюда у с12 - z�f� (zi) = Ztf; (zi) ; 

z2f� (z2) = - V с22 - �f� (z2) . (36 1 )  

Таким образом, однородные смещения и и v при помощи (358) 
представляют'ся через четыре аналитические функции ,  связанные 
двумя равенствами (36 1 ) .  А представления для напряжений полу
чаются из (358) , (360) , (36 1 )  по формулам (349) : 

[cz-2 - 2 ( cj2 - zi) , дz1 , . дz2 ] ах =- f l  Re 
zi 

ft (z r )  дх + 2f2 (z2) дх ; 

2° . Напряжения  crx o  ау , 'txu - однородные функции . Согласно 
закону Гука, первые производные смещений по координатам будут 
также однородными функциями . Следовательно,  и х  можно предста
вить в виде 

ди rди f f . дх = Re [ft (zt) + f2 (z2)] , ду '"= Re [ s (zi) + , (z2) ] ,  

�� = Re [f5 (zi) + fe (z2)] , �� = Re [f7 (zi) + fв (z2) ] .  (363) 

Восемь неизвестных функций комплексных переменных в (363) 
должны удовлетворять следующим шести условиям, четыре из ко
торых - следствия  (347) : 

д ( ди ) д ( ди ) д ( ди ) д ( ди ) • ау дх = дх ду • ау ах = ах ду • 
д ( ди1 ) _ д ( ди1 ) ду дх - дх дх ' J_ (_5_) = _j_ (!:2. ) . ду ду дх ду ' 

:х ( �:2 )  = - :у ( �; ) . (364) 

Окончательно, используя формулы (360) , находим представле
ния 

ди ди дх = Re [gi (zi) + g2 (Z2) ] ;  ду = Re [gз (zi) + g,. (z2 } J ;  

ди дv дх = Re [gз (z1) + g5 (z2) ] , ду = Re [g6 (z1) - g2 (z2) ] .  (365) 

1 1 !1 



Здесь шесть неизвестных функций комплексного переменнога 
должны удовлетворять следующим четырем равенствам, вытекаю
щим из (364) , 

z 1g� (zi) = Vc12 - zig; (z1 ) ;  z1g� (zi) = Vc12 - ifg� (z i ) ;  

z2g; (zz) = - Vc22 - z�g� (z2) ; 
z2g� (zz) = - ус22 - z�; (z2) . (366) 

Подставляя (365) в формулы (349) , получим напряжения 

ах = � t  Re { :� [g1 (z1 )  + g6 (z1) ] - 2g6 (z1 )  + 2g2 (z2)} ; 

ау = � Re { :� [gl (zl) + gв (z1) J - 2g1 (zl) - 2g2 (z2)} ; 

't xy = � Re ( 2gз (zi ) + g4. (z2) + g5 (z2) j . (367 ) 
3° .  Потенциалы q> и Ф - однородные функции .  Так как q> удов

летворяет волновому уравнению для продольных волн ,  а Ф - для 
поперечных волн, то функции q> и Ф можно представить в виде 

q> = Re f l(z l) , Ф = Re f 2 (z з) · (368) 
Подставляя (367) в (349) и (355) , получим • 

и = Re [ fi (zi ) �: + f2 (z2) �; J ; 
v = Re [ fi (z1) �; - f2 (z2) �; J ; (369) 

(370) 

4 о .  Функции Lи,  L v - однородные. В этом случае для любого 
линейного дифференциального оператора L будут, очевидно, спра
ведливы представления (358) , (362) , в которых вместо смещений 
и ,  v и напряжений ах, ау , 'tхч нужно подставить Lи ,  L v и Laxo 
Lay , Lтху соответственно . 

5° . Функции Laxo Lau , Lтху - однородные . В этом случае бу
дут иметь место представления (365)-(367) , в которые вместо сме-
1 �0 



щений и , v и напряжений ал а,1 , Т:ху нужно подставить Lи ,  L v и 
Lax o La11 , Lтху соответственно . 

Таким образом, во всех указанных представлениях , по суще
ству, участвуют только две независимые неизвестные функции 
комплексного переменного , как и в статических  задачах теории 
упругости . 

Общие представления задач, симметричных относительно оси х. 
Выделим достаточно широкий класс задач динамической теории 
упругости (симметричных относительно оси х) , при решении кото
рых ставится граничное условие 

Т:ху = О при у =  О . (37 1 ) 

В этом случае можно получить общее представление решения 
через одну аналитическую функцию (одного и того же вида для 
всех указанных выше типов автомодельности) . 

Граничное условие (37 1 )  на основании представлений (358) и 
(362) , (363) и (367) , (368)-(369) приводит к следующему дополни
тельному равенству :  

однородные смещения 

2 ycl2 - z2 ус22 - z2f; (z) + (с22 - 2z2) 1; (z) = О; (372) 

однородные напряжения 
2g3 (z) + g4 (z) + gs (z) = О ; (373) 

однородные потенциалы 

2z ус12 - z2f; (z) + (с22 - 2i) f; (z) = О . (374)  

Это равенство вместе с р авенствами (36 1 ) ,  (366) или (368) позво
ляет выразить все величины только через одну неизвестную анали
тическую функцию комплексного переменного . 

Аналогичный класс задач в статической теории упругости был 
найден Вестергардам [ 1 45 ] .  

Введем следующие обозначения :  
в случае, когда функции Lи, L v однородны, 

и0 = Lи , v0 = L v , 

о L о L о L "  ах =- ах, ау = ау ,  Тху = Т:ху> 

а в с.лучае, когда функции Lax, Lay, Lтху однородны, 

о д L о д L и = дt и, v -= 7f[ v, 

о д о д ах = дt Lax. ау = дt Lo11 , о д L . Т:у = 7f[ Т:ху о 

(375) 

(376) 

1 2 1  



в случае, когда потенциалы <р, Ф однород1IЫ, 
t t 

u0 = J и (х, у, т) dт, v0 = J v (х, у, т) dт, 
о о 

t t 
а� = J Ох (х , у, т) dт, а� = J Оу (х, у, т) dт, 

о u 
t 

Txu = J Тху (х, у, т) dт. 
о 

(377) 

Во всех указанных случаях функции u0 и v0 будут однородными. 
При помощи введенных обозначений все общие представления 
через одну аналитическую функцию можно привести к следующему 
одному виду : 

и0 = Re [И1 (z1) + И2 (z2)] , v0 = Re [V1 (z1) + V2 (z2) J ;  1 

0 _ � { [ cz-2 - 2 ( с12 - zi) ] ( cz-2 - 2zf) 1 0х - -2 Re -2 2 Х t С2 С 1 - zl ( (378) 

1 
о fl { (с22 - 2ZI)2 • дz1 2 дzв } 

)
1 О у = _2 Re _2 2 W (z1 ) -д- +  4z2W (z2) -д- ; 

с2 cl - zl У У 
fl R с2 ( -2 2 2) W' ( ) дzl (379) Тху = 

с_2 е \ С2 - Z1 Zr дх -
2 

1 ( -2 2) • дzs ) - 2 С2 - 2z2 W (z2) дх j · 

Здесь функции Uk (z) и Vk (z} выражаются ч ерез функцию W (z) 
так: 

z (с-2 - 2z2) с-2 2 - 2z2 
V! (z) = 2 

W' (z) , V! (z) = _2 W' (z} ,  
Cz2 v cl2 - z2 С2 

2z у cz-2 - z2 2 2 
V2 (z) = - _2 W' (z) ,  V2 (z} -= �2 W' (z) . (380) 

с2 с2 
Функции vn (х, О, t) и а� (х, О , t} выражаются через функцию 

W (z} следующим образом: 
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у = О, U0 = Re W (z) (z = tlx} ; (38 1 }  

У = , ау = -t е - -=2 z . о 0 _ 1 R { fl zS (z) W' ( >} с2 V c12 - z2 
(382) 



Здесь и в дальнейшем через S (z) обозначается функция 

S (z) = (с22 - 2z2)2 + 4i Vc12 - z2 ус22 - z2, (383) 

аналитическая во внешности разрезов (-с2\ -с11 ) и (с11 , с21) 
плоскости z и действительная вне этих р азрезов при Im z = О.  

Отметим, что единственным действительным корнем урав
нения S (z) = О является величина, обратная скорости волн 
Рейли .  

В задачах с заданными внешними нагрузками удобно исполь
зовать функцию F (z) , аналитическую в верхней (и нижней) 
полуплоскости 

F (z) = -: �2 
zS (z) W' (z) . (384) 

cz У c12 - z2 
Отметим следующую формулу, вытекающую из соотноше

ний (382) и (384) : 
у = О, cr� = Г1 Re F (z) (z = t/x) . 

§ 2. П ЕРВАЯ ОСНОВН АЯ ЗАДАЧА 

(385) 

Граничные условия основной задачи для полуплоскости будут 
следующими : 

О' у = f 1 (х , t) , 'txy = {2 (х, t) при у = О . (386) 
Задача 2. 1 .  Задача о действии мгновенного сосредоточенного 

импульса / ,  приложеиного к границе полуплоскости , формули
руется следующим образом: 

О'у = - /fJ 1r(x) f1 1  ( t) ,  'txy = О  при У =  О, (387) 
где fJ1 (х) - функция Дирака. Эта классическая задача Лэмба. 

В этом случае потенциалы <р и Ф будут однородными, и можно 
использовать формулы (377)-(385) . При помощи формул (385) 
и (377) граничные условия (387) запишутся так: 

Im z = O, Re"F;(z) = -·/б1 (+) (г = +) · (388) 

Здесь использовано соотношение tб 1 (х) = б 1 (Т) из теории 
обобщенных функций. 

У слови е (388) можно записать -так: 

Im z = О , Re F ( +) = - 1 б1 (z) . (389) 

Решение задачи Дирихле (389) имеет вид [22 ,  62 1 

F (-1 ) = - ..!.L ,  F (z) = - !.!:_ z .  (390) __ z :-cz - :-с 
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По формуле (384) находим 

V -2 2 
i !c-2 cl - z 

W' ( ) 2 
z = ---n;:t S (z) ( 39 1 ) 

Задача 2. 2. Пусть постоянная сосредоточенная сила Р при 
t � О приложена перпендикулярно к границе полуплоскости и 
движется с постоянной скоростью v вдоль оси х,  при t < О  полу
плоскость покоилась . Граничные условия этой задачи будут 
следующими : 

ау -= - Рб1 (х - vt) б0( t) , 'txy =- О при у =  О, (392) 
где ба ( t) - функция Хевисайда . По определению, ба ( t) = б 1 ( t) . 

В этом случае смещения очевидно будут однородными функ
циями . 

Согласно формулам (385) и (375) , в которых L = 1 ,  гранич
ные условия (392) можно записать так: 

Im z = О,  Re F (х) = -Р б 1 (х - vt) tб 0 ( t) (393) 
(z = tlx, t > 0) . 

Так как при t > О Im z = О, Re F (+) = -Р б 1 (z - v) ,  
то граничное условие (397) запишется так: 

Im z = О ,  Re F ( + ) = - Рб1 (z - v) .  (394) 

Решение задачи Дирихле (394) имеет следующий вид: 

F 
( 1 ) _ Pi 

z - - л (z - v) ' 
!'.:! 

т. е .  
iPv-1z 

F (z) = - л (v-1 - z) · 

По формуле (384) имеем 

(395) 

W
' ) Pic22v-l V с12 - z2 

(396) (z =-
щ.tS (z) (v-1 - z) 

Смещения и напряжения находим отсюда по формулам (375) , 
(378)-(380) при L = 1 .  При v = О из (396) получается соответ
ствующее решение для неподвижной силы. Решению задачи 2 . 2  
методом интегральных преобразований посвящена статья [23 ] . 

Задача 2. 3. Пусть на границе полуплоскости у > О с постоян
но� скоростью v в обе стороны оси х распространяется постоянное 
давление р; при 1 х 1 > vt граница свободна от нагрузок: 
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ау =  - р, 'txy = О при у = О, 1 х 1 < vt;  

ау = О ,  'txu = О при у =  О, 1 x l > vt . (397) 



В этой задаче напряжения , очевидно, будут однородными 
функциями .  Согласно формулам (376) и (385) , в которых нужно 
положить L = 1 , граничные условия (397) примут вид 

Im z = О , R e F (z) = - p v t [ б 1  (х - vt) + б1 (х + v t) ] 

(z = tlx, t > 0) . (398) 
Так как при t > О 

tб1 (х - vt) = б1 ( + - v) , tб1 (х + vt) = б1 (-У + v ) , 
граничные условия (398) можно записать так : 

Im z = O , Re F (+) = - pv [б1 (z - v) + б1 (z + v)] . (399) 

Решение задачи Дирихле (399) имеет следующий вид: 

т .  е .  

F (-1 ) _ _ pvi 
z - n (z - v) 

pvi 
n (z + v) ' 

F 
2pv-Чz 

(z) = - n (v 2 - z2) ' 

2pv-Ic-2i 1 r с-2 - z2 

W' 
2 V t (z) = щ.t (v 2 - z2) S (z) 

(400) 

Смещение и напряжения находим отсюда по формулам (376) , 
(378)-(380) при L = 1 .  

§ 3. ЗАДАЧ И СО ЩЕЛЯМИ 

Рассмотрим некоторые задачи о движении трещин с постоян
ными скоростями ; эти задачи представляют интерес для механики 
разрушения . 

Задача 3. 1. Пусть в начальный момент времени t = О в начале 
координат появляется разрез и начинает распространяться с по
стоянной скоростью v в обе стороны оси х; берега разреза под
вержены постоянной нормальной нагрузке р (рис. 27) . Примем 
v < cR , где cR - скорость поверхностных волн Рейли . 

Граничные условия задачи для полуплоскости у > О имеют 
вид 

ау = - р , 'txu = О; при у = О , 1 х 1 < vt ;  

V = O, 'txy = O  при у = О, l x l > vt .  (40 1 )  
При этом в невозмущенной области 

2 2 ..,_ 2t2 а .. = ау = 'txy = О при х + У ;:;;о С1 • (402) 
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В этой задаче напряжения , очевидно, будут однородными 
функциями . Согласно формуле (376) при L = 1 ,  а также (38 1 )  
и (382) , граничные условия (40 1 )  приводят к следующей краевой 
задаче: 

Irn z = O, / R e z l < v-\ Re W (z) = O; 

Irn z = O, / Re z / > v-1, Im W' (z) = O. (403) 

Для решения этой задачи необходимо знать поведение анали
тической функции W (z) при 1 z 1 ----> v-1 и при z - оо . Беско
нечно удаленной точке плоскости z соответствует начало коор-

-vt 

t t t динат физической плоскости , где 
р смещение и = О, а смещение v огра-

ничено . Принимая во внимание пред
ставления (376) , (379) , и (380) , отсюда 

о vt  

имеем 
z -·=, Re W (z) = О ( 1 ) ,  

Irn WJz) = О . (404) 

Интегрируя второе условие (403) 
с учетом (404) , его можно записать 
так: 

Рис. 27. Трещина в однородном 
поле р астяжения (задача Бро

. берга) 

Im z = O,  1 Re z l  > v-1 , 

Irn W (z) = О. (405) 
Смещение v вблизи конца щели х = vt обращается в нуль 

и прямо пропорционально [9 1 ) множителю (v t - х)112 ; следо
вательно, согласно формулам (376) , (378) и (380), функция W (z) 
ведет себя так. 

W (z) = О [ (z :±: v-1)-112 ] при z - ::::;::: v-1 • (406) 

Решение краевых задач (403)-(406) имеет вид [22, 62 ] 

W (z) = Az + B  ; Vz2 - v 2 

(407) 

где А и В - некоторые постоянные (постоянная А - вещественна) . 
Согласно условию симметрии смещение v на щели четная функ
ция х, поэтому отсюда согласно формулам (38 1 )  и (407) находим 
В = О . Следовательно: 
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z2 - v 2 (z2 - v-2) (408) 



При помощи формул (38 1 )  и (382) отсюда находим смещение 
на щели и напряжение ау на продолжении щ�ли : 

v = Av-1 V(vt)J - х2 при у = О , 1 х 1 � vt , (409) 
tjx 

а = А  ( �)2 Re J S (•) d• 
У JJ. v _1 1 rc12 _ •2 (•2 - v-2)3/2 

с1  V 
при у = О, vt < x < c1t . (4 1 0 )  

Постоянную А определим из условия (40 1 ) ,  · которое с уче
том (4 1 0) принимает вид 

(4 1 1 ) 
Вычисление интеграла в (4 1 1 ) ,  существующего в смысле глав

ного значения , приводит к следующему выражению: 

А =  Е ,  1 = _1 ( -� 2) { [
с24 + 4с!2 (v-2 - с!2) ]  К (ro1) -

�c�I v v - с1 

- [с24 - 4v-2 (с!2 + с22) + 8v-4 ] Е (ro!) -
- 4с22 (v-2 - С!2) к (ro2) + 8v-2 (v-2 - с!2) Е (ro2) } ,  

(k = 1 ,  2) . (4 1 2) 

Здесь К и Е - полные эллиптические интегралы первого и 
второго рода соответственно. Вычисление всех величин ,  пред
ставляющих физический интерес, дано в работе Браберга [ 1 08 ] , 
решение которого гораздо более сложно . 

Если на полученное решение наложить однородное р астя
жение ау = р ,  то, очевидно, получится решение задачи о р аспро 
странении разреза со свободными берегами . 

Предположим теперь ,  что нагрузка на  р азрезе в задаче Бра
берга возрастает прямо пропорционально времени , т. е . вместо (40 1 )  
имеется граничное условие ау = -pt, где р = const . Решение, 
этой задачи получается , очевидно. из решения задачи Броберга: 
если в последнем смещения и напряжения заменить соответственно 
на скорости и производвые по времени от напряжений. 

Задача 3.2.  Найдем решение задачи Бейкера ( 1 07) : полубеско
нечный разрез х < О ,  у = О появляется внезапно в момент вре
мени t = О и начинает распространяться вдоль оси х с постоянной 
скоростью v (рис. 28) . 
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Граничные условия имеют вид 
f1y· == О , 'txy = О при у -= О ,  х < vt ;  
v = O, 'txy = O  при у = О, x > vt .  (4 1 3) 

При помощи (38 1 )-(385) условия (4 1 2) приводят к следующей 
краевой задаче Гильберта : 

l m z = O; Re z < c!\ Re z > v-I , Re F (z) -= 0; 

I m z = O, c21 ..;;: Re z ..;;: v-I , Im F (z) = O; 

I -1 R -1 m z = O , с1 < e z ..;;: c2 , F (z) Im S(Z) = О . ( 4 1 4) 

Решение этой задачи ,  симметричное относительно действи
тельной оси , при асимптотическом условии ( 406) имеет вид [22 ,  62 ] 

А · (z г1) 
F (z) = 1 - R ехр Г (z) ; 

yz - cjl (z - v-1)3/2 

-1 
1 

с2 4't2 v ( 't2 - С22) ( С2
2 - 't2) Г (z) = - - J arctg 

( _2 2) 2 n _1 с2 - 2't 
с
1 

d't (4 1 5) 't - Z  

Здесь радикал V z - v 1 однозначен в плоскости z с разре
зом (-оо , v-1) вдоль вещественной оси , при �/z - v 1 > О при 

!J Im z = О, Re z > v-l ; А - вещест
венная постоянная , определяемая из 

х 

Рис . 28. Полубесконечн ая тре
щин а в однородном поле р астя

жения (задача Бэйкера) 

условия при х2 + i ;?': cit2 (рис . 28) 
и равная 

А --= -j- ,  
г� ( 't - с;1) ехр г- ('t) 

1 = Re 1 't' V't - C11 (v-� - 't)3/2

dт, 

(4 1 6) 
где г- (z) - предельное значение 
функции Г (z) снизу. 

Исследование решения можно 
найти в работе Бейкера [ 1 07 ] , в которой для отыскания реше
ния была применена громоздкая техника Винера-Хопфа . 

Задача 3. 3. Пусть под действием мгновенных сосредоточенных 
в начале координат импу.пьсов величины /, направленных вдоль 
оси у и в противоположном направлении симметрично относи
тельно оси х, начинает распространяться разрез -v t ..;;: х ..;;: 
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� vt, у = О .  Берега разреза свободны от нагрузок, начальные 
условия - нулевые . Граничные условия для полуплоскости у > О 
имеют вид 

ау = - /6 1 (х) 6 1 ( t) ,  'txy = О при  у = О , 1 х 1 < vt ;  

v = O, 'txy = O при у = О, j x / > vt ( v < cя) · (4 1 7) 

В этом случае потенциалы смещения 1.р и Ф будут однород
ными функциями .  Согласно (38 1 ) и (382) придем к следующей 
задаче : 

Im z = О,  1 Re  z 1 < v-\ Re  W'  (z) = О; 

Im  z = О, 1 Re z 1 > v-I , 

Im [ zS 
(z) W' (z)] = I

cz
2 

61 (...:._) (z =- t/x) . (4 1 8) yz2
_ c(

2 f1 t 

Задача (4 1 8) может быть записана в виде 
Im z = O , I Re z l < v , 

/ -2 

I т -1 W' ( -1 ) = - с2 61 (z) ;  
z2 z 2f1 (c-z2 - cj1) 

Im z = O , I Re z l > v, Re * W' (+ ) = o, (4 1 9) 

так как S (z) = -2i (с2
2 

- cj
2
) + О ( 1 ) при z --.  оо . 

На основании формул (377) и (382) при z ----. v-1 функция W (z) 
имеет порядок О (V z - v 1) , так как напряжение ау в конце 
трещины имеет особенности вида r-112 • 

Решение задачи Келдыша-Седова (4 1 9) при указанном асимп
тотическом условии имеет вид 

1 -2 ·v -2 -2 

_1_ Т.V' _1 ) = 
с2 

z - v 

Z2 ( Z 2Лf1 ( Cz2 - cj2) 
(420) 

(42 1 ) 

Смещения и напряжения определяются при  помощи представ
лений (377)-(382) .  Например , смещения берегов разреза 

I
c-z

2v-1 

v = --..,---."...--n:-
2
лf1 (c-z

2 - cj2
) 

(у = О, / х 1 < vt) . (422) 

9 Г. П Ч ер е п а н о в  1 2Q 



Для механики разрушения основной интерес представляет 
поле напряжения вблизи конца разреза, описываемое коэффи
циентом интенсивности напряжений К1 : 

К1 = I im [ ау V2n (х - vt) ] .  (423) X-+Vt 
В рассматриваемом случае 

IS (v- 1 ) 
К1 = - 2'It i /2v-I/� (v-2 _ с!2) (с22 _ С!2) 1з;2 · (424) 

Задача 3.4 .  Приведем решение задачи ,  аналогичной предыду
щей , считая , что разрез распространяется под действием возра
стающей во времени силы pt, сосредоточенной в н ачале координат. 

Граничные условия  будут следующими : 

а и = - рtб 1 (х) , 'txy = О  при у =  О, 1 х 1 < vt ;  

v = O, 'txu = O при у = О, l x l > vt ( v < cR) ·  (425) 
В этом случае, очевидно, напряжения - однородные функции. 
Решение граничной задачи (425) находим аналогично преды

дущему, оно имеет вид 
рс22 z2 W' (z) = ( _2 _2) 312 • (426) 2n!J. с2 - с2 ( z2 - v-2) 

При этом, согласно (376) , (378) и (426) получено смещение 
берегов разреза (при у = О, 1 х 1 < vt) и коэффициент интенсив
ности напряжений 

PC22t [ l vt + V(vt) 2 - x2 1  V(vt) 2 - x2 ]  
v = lп  - 2 . ( 427) 2'It!J. ( с22 - ci2) Х Vt 

pS (v-l) tl /2 
К, = - 2nl/2 (v-2 - с12) 1 /2 (с22 - с}2) . (428) 

При помощи развитого метода нетрудно построить также реше
ния для движущейся щели с движущимися импульсами или 
сосредоточенными силами . Используя эти решения в качестве 
функций Грина,  можно построить аналитическое решение задачи 
в случае произвольно нагруженной щели .  

§ 4 .  I(OHTAI(TH ЬI E  ЗАДАЧ И 

Задача 4. 1 .  Пусть клиновидный штамп с у глом раствора с по
стоянной скоростью v0 вдавливается в полуплоскость (рис .  29) . 
Клин считается тупым и симметричным относительно оси у. 
В начальный момент времени t = О вершина клина совпадала 
с началом координат. Трение между клином и упругой полу
плоскостью отсутствует. Начальные условия нулевые . 
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Граничные условия задачи таковы: 

v = v0 t - ctg а 1 Х 1 , 'txy = О при у = О, 1 х 1 < vt; 

ау = О, 'txy = О при у = О, 1 х 1 > vt . (429) 

Ограничимся случаем v < cR , величина v подлежит опреде
лению из решения . 

В рассматриваемой задаче скорости являются однородными 
функциями, поэтому будем пользоваться Представлениями (375) , 
(378)-(385) при L = д!дt .  

Граничные условия (429) при
водят к следующей краевой задаче : 

Im z = O, I Re z l < v-1 , 

Re F (z) = O ; х 
Im z = O, I Re z l > v-1 , 

Im F (z) = О .  (430) 

Ищется то решение краевой за- р 29 д ис. . инамическое внедрение 
дачи (430) , которое удовлетворяет клина в упругое полупростр анство 
следующим физическим условиям: 
1 )  напряжение ограничено вблизи площадки контакта х = -+- vt; 
2) в угловой точке х = О напряжения имеют интегрируемую 
особенность ; 3) напряжения ау (х, О , t) на контактной площадке 
представляют собой четную функцию х. Эти условия ,  как можно 
показать, позволяют построить единственное решение краевой 
задачи (430) в следующем виде (А - вещественная постоянная) 

Az 
F (z) = - V z2 = v- 2 • 

(43 1 )  

Величины А и v найдем и з  следующих условий под штампом: 
дv дv (f[ = V0 , ax = - ctg a при у = О, O < x < vt .  (432) 

Эти условия при помощи (375) , (38 1 )  и (384) принимают вид 

9* 

Acz-2 
-- Re f1 

А -2 v - • 
с2 J -11 - Re 

- 1  c l 

ер (т) dт: 
s (т:) 

"ПР ('t) dт: = ctg а, s (т:) (433) 
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Из (433) получим постоянную А и уравнение для v :  

А - � 1 I (v) t . ) 
- с-2/ ' /2 (v) = Vo g а,  

2 1 

(cz-2 - 2т2) 2  (jJ (т) dт 
s ('t') S1 (т) 

(434) 

При помощи формул (43 1 ) и (385) при L = д!дt получим рас
пределение давления под штампом и величину суммарной силы 

A I 1 vt + Y(vt) 2 - x2 1 
О 1 1 t (435) ау = - n х при у = , х � v ; 

vt 
р = - J au (х , О ,  t) dx = :rtAvt . -vt (436) 

Эта задача ,  но более сложным путем рассмотрена, Б .  В .  Ко
стровым [49 ] .  Однако автор принял значение скорости рав
ным v = v 0tg а , в то время как величина v должна находиться 
из решения  задачи согласно уравнению (434) . 

Задача 4. 2. ! Рассмотрим равно
ускоренное вдаливанне в полуплос
кость симметричного относительно 
оси у параболического штампа 
(рис .  30) . Начальные условия счи
таются ну левыми .  Х Граничные условия задачи 

Рис. 30. Дин амическое внедре
ние параболического штампа  в 

упругое полупространство 

v = 1 /2gt2 - Ьх2 , Т:ху = О 
при у =  О, 1 х 1 < vt ;  

Оу = О, Т:ху = О 
при у = О ,  1 х 1 > v t, (437) 

где Ь и g - заданные постоянные. 
Величина v должна быть определена в процессе решения . 

В этой задаче ускорения будут однородными функциями, так 
что следует применять представления (375) , (378)-(385) при 
L = д'!дt2 • 

Граничные условия (437) приводят к краевой задаче (430) 
для функции F (z) . Ищем решение этой задачи ,  удовлетворяющее 
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следующим физическим условиям: 1 )  напряжения  ограничены 
вблизи концов площадки контакта х = :±:: vt и в начале координат 
при х = О; 2) напряжение аи (х, О , t) н а  контактной площадке 
представляет собой четную функцию х. Эти дополнительные 
условия позволяют построить единственное решение краевой 
задачи ( 437) в следующем виде : 

Здесь А - вещественная постоянная.  Величины А и 
из условий под штампом, вытекающи х из (437) , 

д2v д2v 
дt' = g, д.Хi" = - 2Ь при у = О, l xl < vt .  

(438 ) 

v найдем 

(4-39-) 
Эти условия при помощи формул (375) ,  (438) , (38 1 ) и (384) 

можно привести к следующим соотношениям: 

А = __EL /1 (v) _ g 
С22/1 ' /2 (v) - 2Ь '  

v Т:2 - С22 dт; 

s (т:) (v- 2 _ т;2)З/2 ' 

(440) 

которые служат для определения А и v (второе является урав
нением относительно v) . Из (438) и (385) найдем распределение 
напряжения под штампом и величину суммарной силы, действую· 
щей на  штамп ,  

; ау = - 2A V(vt)2 - х2 при у =  О , 1 х 1 < vt , (44 1 ) 
vt 

р = - J ау (х, О ,  t) dx -=  nAv2t2 • (442) 
-vt 

Заметим, что на основании ( 435) и ( 44 1 )  распределение давле
ния под штампом в р ассмотренных динамических задачах совпа
дает со статическим, если ширйну контактной площадки брать 
равной 2vt .  

Задача 4. 3. Рассмотрим динамическую задачу о расклинивании 
хрупкого тела .  Пусть в упругой плоскости в начальный момент 
времени t = О начинает расширяться с постоянной скоростью V 0  
в обе стороны перпендикулярно к оси х полубесконечный клин 
(рис. 3 1 ) .  Одновременно из  конца клина на его продолжении 
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начинает распространяться с постоянной скоростью v прямоли
нейная трещина ;  берега щели свободны от напряжений .  Началь
ная толщина клина считается равной нулю; остальные начальные 
условия - также нулевые. Задача симметрична относительно 
оси х, поэтому достаточно найти решение в полуплоскости у > О. 

Граничные условия задачи имеют вид 

v =- V0 t ,  Т:ху = О при  у = О, Х > О; ) 
ау = О, Т:ху = О при у =  О, - vt < х < О; 

v = О, Т:ху = О при у =  О, х < - vt .  
(443) 

В этой задаче скорости будут однородными функциями,  
поэтому будем пользоваться формулами (375) и (378)-(382) 

у при L = д!дt . 
21.1Q t Первое граничное условие 

_.,..�".,.;�:f?/"-,: в (44 3) можно представить в 
----��----n�- виде 
- v t ���"4""""' х iJ2v � 

Рис. 3 1 .  Динамическое р аеклиниванне 
упругого тела 

дt2 = V0u1 (t) при у =  О, х > О. 
(444) 

Граничные условия (443) с учетом (444) приводят к краевой 
задаче Келдыша-Седова: 

Im z = О, -- оо < Re z < -- v-1 , Im W' (z) = О; 

Im z = O, - v-1 < Re z < oo, Re W' (z) = v 0б 1 (z) . (445) 

Ищем решение этой задачи ,  которое удовлетворяет следующему 
условию: напряжения имеют интегрируемую особенность в конце 
трещины при х = -vt и в конце клина при х = О. Можно пока
зать , что это дополнительное условие позволяет построить един
ственное решение краевой задачи (445) ; которое имеет вид 
[22, 62 ] 

. -1/2 А 1 W' (z) = t v0v - z -
л; z (z + v-I)Э/2 ' (446) 

где А - вещественная постоянная ; радикал V z + v 1 > О на 
нижнем берегу разреза (-v-I , +оо) вещественный оси . Эту по
стоянную определим из условия 

ау = О при у = О,  -vt < х < О ,  
которое принимает вид 
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Из (447J получим 

-v- t 
+ J d

d
� [ cp1:'t) J ----"-::d,.-'t=- _ сро; 

-1 • • V 't + v-1 
-с2 

-1 
-с2 -v- • 

/2 = J ср2 (•) d-r + J :'t [cpl (-r)] 
-1 1 -С1 -с2 

2cz-3 • 2S (,;) 
(j)o = 1 Г  2 -2 ( -1 -1) ' cp1 (-r) =  у 2 2 V 't - С1 V - С2 't' - С1 

{ cz-2 _ 2,;2)2 
� W = �� 

v't'2 - cl2 ('t' + v-1)3/2 

По формулам (376) , (38 1 ) ,  (382) с учетом (446) и (423) находим 
смещение верхнего берега щели и коэффициент интенсивности 
напряжений в конце динамической трещины: 

V =  2�о [ ( 1  + � )  у1 х 1 (v� + x) + t arctg v· vt1;1x ]  
(у = О, - vt <: x <: O) ,  (449) 

К _ _ 2 V2/1vo (1 - Av-1) S (v-1) t 1 '2 
1 - 1 /2 -2 -1/2 ( -2 -2) 1/2 • :rt с2 V V - с1 

(450) 

Г .  В .  Колосовым, Н. И. Мусхелишвили ,  Г .  М. Вестергардом, 
Л.  А. Галиным и И .  Р. Радока был открыт класс статических 
и стационарно-динамических задач упругости , эффективное ре· 
шение которых находилось при помощи теории функции комплекс
ного переменного . Развитый выше подход, основанный на функ
цион�льно-инвариантных решениях Смирнова-Соболева ,  позво
ляет применить эти методы для эффективного решения аналогич
ного класса динамических задач теории упругости . 

§ 5. Ф УН КЦИОНАЛЬНО-ИНВАРИАНТН Ы Е  РЕШЕНИЯ 
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим волновое уравнение в плоском случае (а-1 - ско
рость распространения волн) 

(45 1 ) 
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Ищем решения во.'!нового уравнения следующего вида [72, 1 45 ] :  
и (х, у, t) = f (т) , (452) 

где f (т) - аналитическая функция т; переменная т определяется 
уравнением 

l (т) t + т (т) х + n (т) у + р (т) = О. (453) 

Здесь l (т) , т (т) , n (т) , р (т) - некоторые аналитические 
функции комплексного перемениого т. Уравнение (453) опреде
ляет т как функцию переменных х, у и t .  

Вычисляя вторые производвые по х, у и t от функции и при 
помощи (453) и подставляя и х  в уравнение (45 1 ) ,  получим урав
нение вида (штрих  означает дифференцирование по т) 

_1_ � [ t ( ) m2 ('I) + n2 ('I) - а212 ('I) J - о· 
б' д,; 1 т 

б' - ' 

б' = l ' (т) t + т' (т) х + n' (т) у + р' (т) = О. (454) 

Из (454) следует, что f (т) - решение волнового уравнения (45 1 ) ,  
если коэффициенты вспомогательного уравнения (453) удовлет
воряют соотношению 

т2 (т) + n2 (т) - a2l 2 (т) = О. (455) 

Очевидно, как вещественная , так и мнимая части функции f (т) 
в отдельности тоже удовлетворяют волновому уравнению (45 1 )  [72 ] .  

Построенные решения f (т) волнового уравнения были впер
вые найдены В .  И .  Смирновым и С. Л. Соболевым в 1 932 г. [ 72 ] .  

Рассмотрим частный случай функционально-инвариантных ре
шений волнового уравнения ,  когда функции р (т) = О .  

Учитывая (455) , положим · 

l (т) = 1 ,  т (т) -= - z, n (т) = - V а2 - z2 • (456) 

Тогда уравнение (453) примет вид 

t - zx - Va2 - z�y -= о, (457) 
или 

1 - zs - V а2 - z21') -= О ('6 = x/ t, 11 = ylt) . (458) 

Здесь ветвь радикала фиксирована условием (z - новая комп
лексная переменная) 

V а2 - z2 = iz + О (z-1) . 
Из (457) видим, что решения волнового уравнения f (z) будут 

функциями аргументов s и 1') , т. е. однородными функциями х, у, t нулевого измерения .  
Исследуем подробно уравнение (458) . Радикал V а2 - z2 

однозначен в плоскости комплексного перемениого z с р азре-
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зом (-а, +а) вдоль вещественной оси. Решая уравнение (458) 
относительно z , получим 

Здесь радикалы имеют положительный знак при 

i V t2 - а2 (х2 + у2) > О, х2 + у2 > a- 2t2 , у - + О .  (460) 

При фиксированных ; и 'У) в силу (458) имеем прямую. Будем 
рассматривать ту часть прямой,  на  которой t > О, и назовем 
полупрямую лучом. Согласно (460) эти лучи образуют кониче
ский пучок с вершиной в начале координат и с углом р аствора  
arctg а-1 при вершине, причем ось  пучка - ось t . Уравнение (458) 
или ( 459) приводит в соответствие лучам этого пучка комплекс
ные значения плоскости z с разрезом (-а, +а) вдоль веществен
ной оси . Отметим, что лучам, образующим повер хность пучка: 

;z  + fJ 2 = а2 или х2 + у2 = a- 2 t2 , (46 1 )  

соответствуют точки р азреза плоскости z .  Оси пучка х = у = О 
или ; = 'У) = О соответствует бесконечно далекая точка плоско
сти . Полуплоскости у > О (у < О) соответствует полуплоскость 
Im z < О ( Im z > 0) . 

Исследуем значения z для точек (; , 'YJ ) , которые лежат вне 
упомянутого пучка, т .  е .  для точек, в которых выполнено нера
венство 

(462) 

Уравнение (458) при условии (462) дает два вещественных 
корня ,  принадлежащих отрезку (-а, +а) :  

6 ± '1] V а2 (62 + '1]2) - 1 xt ± у V a--,2:-(,--x2::--+-:--y"""'2)-_-,.,t 2 
(463) Zt ,  2 = 

62 + '1]2 
= х2 + у2 • 

Пусть М0 (х 0 , у0 , t 0) - векоторая точка вне конического 
пучка , при этом ее координаты удовлетворяют неравенству (462) ,  
а z 10 и z 2 0 - соответствующие значения z согласно (463) . Под
ставляя значения z = z 1 0 ,  z = z 2 0 в уравнение (458) , имеем две 
плоскости в пространстве xyt, проходящие через точку М 0• От
сюда всякому значению z 0 , находящемуся на  р азрезе (-а, +а) 
соответствует векоторая плоскость в пространстве xyt .  Эта пло
скость будет проходить через луч поверхности конического пучка, 
соответствующий значению z = z 0 ,  и касаться поверхности . 
В противном случае плоскость пересекла бы эту поверхность и 
ее часть пошла бы внутрь конического пучка. Тогда получилось бы, 
что точкам, лежащим внутри пучка, соответствует вещественное 
значение z = z 0 • Согласно (459) и (460) этого быть не может. 
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Пусть f (z) - аналитическая однозначная функция на пло
скости с разрезом (-а, +а) и соответствующее решение 

и (х, у, t) = Re f (z) (464) 

определено внутри конического пучка (460) . Укажем способ 
непрерывного продолжения этого решения в пространстве вне 
конического пучка (462) . Проведем семейство полуплоскостей Рн 
касательных к поверхности пучка (46 1 )  одного направления ,  
взяв в (463) , например , только верхний знак плюс. Эти каса
тельные полуплоскости не будут пересекаться и заполнят часть 
пространства вне пучка. На одной из таких плоскостей f (z) сохра
няет постоянное знаЧение и можно определить однозначным обра
зом решение и (х, у, t) вне пучка, пользуясь той же формулой (464) , 
которая дает решение внутри конического пучка. Аналогичным 
способом можно продолжить решение вне конического простран
ства по полуплоскостям р_ другого направления .  Можно функ
цию и разбить на  два слагаемых и = и 1 (z) + и 2 (z) и продолжить 
одно из них  по полукасательным Р+ • а другое по полукасатель
ным р_ . Отсюда следует, что способов продолжения имеется 
бесчисленное множество . 

§ 6. УСТАНОВИВШИЕСЯ I(ОЛ ЕБАНИЯ ПРОСТРАНСТВА 
С РАЗРЕЗОМ 

Приложеине методов теории функций комплексной перемен
ной к задачам теории упругости , начатое Г. В .  Колосовым и 
Н .  И .  Мусхелишвили ,  в значительной мере стимулировало инте
рес к проблеме Римана ,  к которой, как оказалось, приводятся 
многие задачи теории упругости . Усилиями Т. Карлемана ,  
Ф.  Д .  Гахова, Н .  И .  Мусхелишвили ,  И .  Н.  Векуа и многих дру
гих авторов была создана стройная теория краевой задачи Ри
мана .  Почти одновременно выяснилось , что многие другие задачи 
математической физики приводятся к этой же проблеме, если 
применить метод Винера-Хопфа или же его модификацию -
метод Джонса [ 1 36 ] .  

При помощи указанных методов рассмотрим проблему дифрак
ции упругих волн на полубесконечном прямолинейном разрезе, 
свободном от внешних нагрузок [97 ] .  Вначале строим решение 
для стационарного случая , которое используется ниже для реше
ния общей нестационарной задачи .  В случае плоской деформации 
стационарную задачу другим методом изучал А. В. Мауе [ 1 35 ] ; 
в случае продольного сдвига решение этой задачи (точнее, мате
матически эквивалентной ей оптической задачи о дифракции 
волны на экране) было получено А .  Зоммерфельдом [ 1 42 ] . 

Рассмотрим стационарный волновой процесс в плоскости ху, 
считая , что зависимость от времени всех переменных физических 
величин выражается множителем ехр (-iro t) , где ro - частота 
колебаний, t - время . 
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Уравнения плоской теории упругости имеют вид [72 ]  

�Ф + ki, Ф = О, �'1' + k�'l' = О. (465) 

Здесь Ф (х,  у) и '1' (х, у) - потенциалы продольной и попереч
ной волн соответственно; k 1 и k 2 - волновые числа ;  � - опе
ратор Лапласа; ху - прямоугольные декартовы координаты. 

Будем пользоваться следующими соотношениями [72 ] :  

V = дФ _ д'Jl . 
ду дх ' 

..!!д_ - - (-1 k?i �) ф - д2'Jl . 
2�-t - 2 + дх2 дх ду ' 

(466) 

Здесь v - составляющая смещения по оси у; ау 
и 'l:xy - напряжения ;  1.1. - модуль сдвига [мно
житель ехр (-iro t) в этих формулах опущен] . 

Пусть монохроматическая волна сжатия или 
растяжения с максимальным напряжением amax с 
двух сторон падает на  полубесконечный разрез 

о х 

Рис. 32. Ди
фракция плос
кой волны н а  
неподвижной 

щели 

вдоль отрицательной полуоси х под прямым углом (рис .  32) . Для 
простоты выкладок задачу считаем симметричной относительно 
ОСИ Х. 

Сингулярная граничная задача имеет следующий 

ау = 'l:xy = О при у -= О ; х < О; 
'l:xy = О ,  V = О при у = О ,  Х > О; 
Фо = crnkl�x eik ,y , Ч'о = О (у > О) ; 

1-t 2 
при r = V х2 + у2 -> оо ;  

Ф = О (rЗ/2 ) ,  '1' = О (,З/2 ) 
при r �  О (условие на  ребре [94] ) .  

вид: 

(467) 

(468) 

(469) 

Методом разделения переменных ветрудно прийти к следу
ющему виду решения : 

Ф = Ф 0  + Ф1 ; 
+Jco ( 1 2 2 )  i ( лx+lrk�-д2 y ) 

Ф1 = - R (Л) 2 k2 - Л е V dЛ (у > О) ; 
- со  

- со  
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Здесь R (Л) - неизвестная функция ; функция V k2 - Л2 ана
литична в комплексной плоскости Л с двумя полубесконечными 
разрезами вдоль действительной оси (-оо , -k) и (k , оо) ; подра
зумевается ветвь этой функции ,  действительная и положительная 
при -k < Л < k ,  т. е .  положительно мнимая н а  верхнем берегу 
левого разреза и на нижнем берегу правого разреза. Контур инте
грирования в (470) показан н а  рис .  33 . 

Решение (470) удовлетворяет дифференциальным уравнениям 
( 465) , условию излучения [ 1 36 ,  1 42 ]  и граничному условию 'txu = О 
при у =  О .  

Выберем функцию R (Л.) так ,  чтобы удовлетворить оставшимен 
граничным условиям, условию на бесконечности и условию на 
ребре .  

Рис. 3 3 .  К:онтур интегриро. 
вания в комплексной плос

кости л 

По формулам (466) находим при у = О величины ау и v ,  соот
ветствующие потенциалам Ф1 и '\jJ :  

где 
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+ оо �� = J R (Л) А (Л) еiЛх dЛ., 
-оо 

+оо 
v = J R (Л) В (Л) еiЛх dЛ. (при у =  0) ,  

1 k2 1 Г-k2� В (Л) = - 2 2 V 1 - "' · (47 1 ) 

Отсюда , используя обратное преобразование Фурье, получаем 

+оо 1 А (Л) R (Л) = -2
1 J ( a

2u ) е-iлх dx = Q+ (Л) +  Q-(Л) ; л f-t u= O .1 
Н472) 

1 
+оо 

В (Л) R (Л) = 21л J (v)y=O е-iЛх dx = v+ (Л) +  v-Л.; 



о ) 
Q+ (Л) = _1_ J ( ау ) е-iЛх dx; 2:rt 2fJ u =O 

.. 
Q- (Л) = _1_ J ( ау ) е-iЛх dx; 2:rt 2fJ u =O о 

о 
1 • 

v+ (Л) = - J (v) о е-iЛх dx· 2:rt У =  ' 
- 00  

00 
v- (Л) = + J (v)u-o е-i Лх dx . :rt о 

-

(473) 

Искомые функции Q- (Л) и v+ (Л) аналитичны соответственно в ни2Кней и верхней полуплоскостях комплексной переменной Л. 
Напомним, что граница, разделяющая эти полуплоскости , про
ходит так, как показано на  рис. 33 (в частности , точке Л = О,  
Л =  -k 1 , Л = -k 2 принадле2Кат ни2Кней полуплоскости , а точки 
Л = k 1 и_ Л = k 2 - верхней полуплоскости) . 

Оставшиеся неудовлетворенными граничные условия (467) 
запишутся так: 

( cr2
u ) = - cr2

max пр и у = О , х < О; fJ u=O fJ 
( ) • k1crmax О О v u=O = - t fJk2 х п ри у =  , х > . 

Подставляя эти значения в Q+ (Л) и v- (Л) находим 

Q+ (Л) = _ O"maxi 
4:rtЛfJ ' 

(474) 

(475) 

При вычислении брали конечную часть расходящегося инте
грала ,  как обычно в теории волн [ 1 36 ] . 

Подставляя найденные функции в соотношения (472) , исклю
чая из них R (Л.) и обозначая через F (Л.) функцию 

F (Л) = 2 [Л2 - ( + k� - 'J.}y , (476) 
k� - k! V (k! - л2) (k� - л2) 

приходим к следующей краевой задаче Римана :  

i ( 1 - kt ) , rk� - Л2F (Л) v+ (t..) - �Г (Л) = - icrmax + 
k� V 4:rtfJЛ 

(477) 
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Функции F (Л) и V k� - Л2 представим в виде произведений 

F (Л) = р+ щ р- (Л) . vk� _ Л2 = vk2 + л  vk2 - л . (478) 

Здесь р+ (Л) и р- (Л) - функции ,  аналитические соответственно 
в верхней и нижней полуплоскости Л .  Согласно выбору ветви 
функции vk� - Л2 и контура,  разделяющего нижнюю и верхнюю 
полуплоскости Л (см . рис .  33) , V k 2 + Л будет аналитической 
функцией в верхней полуплоскости (разрез вдоль у = О, -k 2 > 
> Л > -оо ) , а V k 2 - Л - аналитической функцией в нижней 
полуплоскости (разрез вдоль у = О, оо > Л > k 2) . 

Задачу факторизации функции F (Л) решил А .  В .  Мау� [ 1 35 ] , 
воспользуемся его результатом 

F± ( � ) -- 'AR + Л [ 1 +sk• t ( + k� - z2 у dz ] "' ехр - arc g -- , 
k2 ± Л 

л =Fk , 
z2 V ( z2 - ki) (k� - z2) z - Л 

(479) 

где ЛR = ro/cR, cR - скорость распространения поверхностных 
волн Рейли (cR < с2) .  

С учетом факторизации уравнение (477) можно записать так: 

( 1 - k! ) Vk2 + �р+ (Л) [ iv+ (Л) - k1am;x ] = 
� ��� 

g- (Л) iamax (480) 

Так как второй член в правой части этого уравнения имеет 
полюс при Л = О, а точка Л = О согласно рис.  33 принадлежит 
нижней полуплоскости,  преобразуем этот член следующим обра
зом : 

1 42 

iamax _ ____:ia�max + 
4щ.tЛF- (О) V k2 

+ iO'max [р- (0)  Vk; - р- (Л) v� (48 1 )  
4щ.tЛF- (Л) V k2 - ЛF- (О) V k2 

• 

Здесь значение функции р- (Л) в точке Л = О 

р- (О) = р+ (О) = k2 Vk; = с1 V� . (482) у 2k1 (k� - k�) V 2с2 (ci - с�) 



Учитывая это преобразование, уравнение Винера-Хопфа 
можно записать в такой форме: 

( 1 _ _1) Vli;-t�F+ f iv+ (Л)- klamax 
J 

+ 
k2 2n" k2Л.Z 2 г 2 

g- (Л) 
р- (Л) Vk2 - л 

icrmax [F- (О )  Vii; - F- (Л) V�J 
4щtЛF- (Л) V k2 - 'AF- (О) V k2 (483) 

Левая часть этого уравнения представляет собой функцию, 
аналитическую в верхней полуплоскости Л, а правая часть 
функцию, аналитическую в нижней полуплоскости Л . Согласно 
принцилу непрерывного продолжения левая и правая части этого 
уравнения являются аналитическим продолжением друг  друга .  
Осталось выяснить поведение определенной таким образом функ
ции ,  аналитической во всей плоскости Л , в бесконечно удаленной 
точке. Для этого воспользуемся следующим известным соотно
шением [ 1 36 ] . Если  при - 1  < l) < О 

то 

здесь 

(х - + О ) а (х) = Ах6 , Х -+ оо  

1 Л- оо ' 
Q (Л) = АГ (б + l ) Л-б-1 � Л _____, О ) , 

"" 
Q (Л) = J а (х) е-А.х dx; 

о 

(484) 

Г (б + 1 ) - гамма-функция .  В этих формулах  нужно брать 
либо верхние, либо нижние предельные переходы. 

Согласно условию на  ребре (469) и формулам (484) аналити
ческая функция стремится к нулю на бесконечности .  Следова
тельно, по теореме Лиувилля она тождественно равна нулю во 
всей плоскости . Таким образом, получаем 

Q- (Л) = icrmax r 1 - р- (Л) Vii;=Т ] . 
, 4щ.tЛ р- (О) V k2 

(485) 

При помощи преобразования Фурье восстанавливаем напря· 
жение ау на  продолжении разреза и смещение v его берегов,  отве-
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чающие исходной граничной задаче и описываемые потенциа
лами Ф и '\jJ :  

+ оо  ' А.х  ik10'max O'max J е1 dЛ • 
v = - �tk� х - v- ( ki ) л v k2 + лр щ · 

4:rt!J. k2F- (О) 1 --2 - оо 
k2 

+ оо 
iO'max J 1 Vk �-�"р- { � ) i 'Лх d� ау = amax - v -.- 2 - "' "' е "' ·  

2лF- (О) k2 Л - оо  
(486) 

Теперь определим коэффициент интенсивности напряжений К1 , 
представляющий наибольший интерес для приложений . 

Найдем сначала ,  что 

Q- (Л) O'max Л-1/2 при А ---> оо .  (487) = 4nf1F- (О) V k2 
Так как при х -->  +О ау = K1/V2nx, то отсюда можно окон

чательно найти (с учетом опускаемого ранее экспоненциального 
множителя) 

у2с2 (ci - c�) v-
K - ( 1 + i) a � e-lrot  � -- max V 00 • cl cl 

(488) 

Здесь с1 и с2 - скорости продольной и поперечной волн .  
Эта формула годится не только для полубесконечных разре

зов, но также и для конечных трещин при наличии пограничного 
слоя , т. е. когда ro » c1/l ,  где l - длина трещины. 

В случае р азрезов конечных размеров наиболее эффективным 
образом является метод асимптотических  р азложений  иско
мого решения уравнений ( 465) по малым и большим волновым 
числам. Разложение по малым параметрам ki и k� приводит 
к цепочке стандартных граничных задач статической теории упру
гости с объемными силами, определяемыми предыдущим прибли
жением . При больших волновых числах (малый параметр при 
старшей производной) вблизи фронта трещины возникает погра
ничный слой ,  где требуется точный анализ задачи для полубеско
нечного разр�за ;  вне пограничного слоя решение по аналогии 
с геометрической оптикой строится элементарно. Склеивание 
асимптотических  разложений при малых и больших частотах 
позволяет получить эффективное решение для всей области частот. 

§ 7. ВОЗДЕЙСТВИЕ ИМП УЛ ЬСНЫХ НАГРУЗОI( НА РАЗРЕЗ 

Для решения динамических задач о воздействии произволь
ных ударных (импульсных) нагрузок, например ударных волн,  
на неподвижные разрезы применим следующий метод. Ударный 
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импульс cr (t ) ,  движущийся в упругом теле, представляет собой 
«пакет» монохроматических  волн,  которому соответствует комп
лексная спектральная функция 

+оо 
- 1 s cr (ro) -= V 2n cr (t) e iffit dt . 

- оо 
(489) 

Ширина спектра t1ro и длительность импульса L1 t  связаны 
соотношением неопределенностей, аналогичным принципу Гей
зенберга в квантовой механике: 

t1ro L1t R1 2n . (490) !/ 
Следовательно, чем более «разма

зан» импульс cr ( t) ,  тем более ком
пактен спектр , и наоборот. 

Величина а (ro) dro/V2n пред-

т t 

ставляет собой амплитуду монохро
матической волны ехр (-iro t) в 
этом «пакете» ; она создает коэф- 0 
фициент интенсивности напряжений 

Рис.  34 . Зависимость коэффи
циента интенсивности напряже
н ий от времени для прямо· 
угольного импульса напряжений 

К1 (ro) dro ехр (-irot) на фронте тре
щины. При этом коэффициент К1 (ro) ,  
соответствующий монохроматической 
волне с частотой ro , определяется из 
решения задачи об установившихся колебаниях ,  рассмотренной 
выше. Отсюда , применяя принцип суперпозиции,  находим коэф
фициент интенсивности напряжений К 1 ( t) в вершине трещины 
при произвольнам динамическом ударе: 

+оо 
К1 (t) = V�n S К1 (ro) e- iffit dro . (49 1 )  

- 00  
Аналогично можно найти и другие величины. 
Рассмотрим, например , задачу о воздействии произвольных 

ударных нагрузок на  полубесконечную щель ,  расположенную 
вдоль у = О, х < О , используя при этом полученное выше точное 
решение этой задачи в случае установившихся колебаний .  Огра
ничимся лишь выражением для коэффициента интенсивности 
напряжений ,  представляющим наибольший интерес для механики 
разрушения . Формулы для напряжений и смещений в упругом 
пространстве опустим .  При помощи ( 488) получим 

+ оо 
KI (t) = ( l + i) V2c�ci - c�) s v�ay (ro) e- iffit dro , (492) с1 2nc1 ro 

- оо 
Здесь функция ау (ro) определяется заданным импульсом 

cru ( t) посредством формулы (489) . 
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Рассмотрим некоторые конкретные частные случаи общей 
формулы (492) . 

Пусть импульс напряжений аи (t) имеет прямоугольную 
форму: { О при t < О и t > Т 

0У (t) = 
00 при О < t < Т, 

(493) 

где 00 и Т - постоянные 

Спектральная функция этого импульса 
- (J а (w) = о . (el roT - 1 ) . и V 2шro 

(494) 

Подставляя это значение в формулу (492) и вычисляя интег
рал, находим в этом случае 

К1 (t) = 4�с2 V cf - с� Re (Vt - Vt - Т) .  (495) cl :rtcl 
Следовательно, при t < Т коэффициент интенсивности напря

жений прямо пропорционален Vt. а при t > Т прямо пропор
цианален VТ- V t - Т. График функции у = R е (VT-V t -Т) 
изображен на рис .  34 .  

Наиболее интересны следующие предельные частные случаи 
этой задачи .  

1 .  Бесконечно длинный импульс. При этом Т -• оо и 

К1 (t) = 4aV Vt Vci - с� .  (496) 
cl :rtcl 

Этот случай физически соответствует мгновенному образо
ванию полубесконечного разреза в бесконечной упругой плоско
сти , подвергнутой однородному растяжению напряжением 00 •  
Непосредственное решение этой автомодельной динамической 
задачи теории упругости можно получить , используя общий 
метод § 1 .  

2 .  Мгновенный импульс. При этом Т ____. О, так что О0Т ---> р ,  
где р - величина суммарного импульса, и 

к (t) 
2рс2 V 2 2 1 = у Ct - С2 · с1 :rtc1 t (497) 

Эта задача тоже автомодельна .  Соотношение (497) справед
ливо также для произвольнога импульса при больших време
нах t » !J. t, где !J. t  - продолжительность импульса . 

Трещины, присутствующие в у пругом теле, «срезают» частоты: 
w � c1/l , где l - характерная длина трещины. Трещина длиной l 
полностью отражает колебания с частотой w » c1/l, являясь 
для них своеобразным «зеркалом». Трещиноватое упругое тело, 
таким образом, непроницаемое для звуковых частот w � c 1/l ; 
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поэтому оно моделирует ударные импульсы, «срезая» высоко
частотную часть и х  спектра .  В силу принципа неопределенно
стей наибольшей модуляции подвергаются короткие импульсы 
с крутыми фронтами .  При прохождении через трещиноватое тело 
форма импульса сглаживается и округляется . 

Эти свойства трещин - полостей и трещиноватых тел могут 
представлять интерес, например , для обнаружения внутренних 
дефектов типа трещин в напряженных конструкция х  посредством 
звукового облучения высокой частоты, для создания искусствен
ных полостей - «зеркал» в горном массиве в ц�лях  облегчения 
сейсморазведки, для определения средней трещиноватости гор
ных пород, для защиты сооружений от взрывов путем создания 
искусственных трещинаобразных полостей и т .  п .  

§ 8 .  РЕШЕН ИЕ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧ И БЭЙ I(ЕРА 

Рассмотрим решение задачи, когда в ·упругом теле внезапно 
появляется и развивается с постоянной скоростью с (с < cR) 
полубесконечная трещина под действием сосредоточенной силы. 
Рассматриваемая задача со смешанными граничными условиями 
на полуплоскости решена методами преобразований, включаю
щими аппарат Винера-Хопфа . Очевидно, ее можно решить также 
общим методом, изложенным в § 1 данной г лавы. 

Рассмотрим сингулярную граничную задачу для полубеско
нечного разреза в подвижной системе координат х, у: 

и = v =: О, t � О; 

ау = Т б (х) Н ( t) , х � О, у = О, t > О, 

б (х) - дельта-функция Дирака . 

н ( t) = { 1 для t > о, 
о для t � о, 

'txy = О, - :::>0 < Х < оо , У = О, t > О, 

v = о, х :>- о, у = о, t > о, (498) 

Начало неподвижной системы х' , у' лежит в точке, в которой 
находится конец трещины в момент ее появления  при t = О . 
Подвижная система координат х, у выбрана так, чтобы ее начало 
все время оставалось в вершине трещины, т .  е .  х = х' - ct; 
у =  у' . 

Задачу можно также сформулировать в потенциалах переме
щений qJ и Ф [75 ] .  Эти потенциалы удовлетворяют обычным 
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волновым уравнениям в неподвижной системе координат, но 
если определить новые функции f и g как 

f (х, у, t) = ер (х' , у' , t) , g (х, у, t) = Ф (х' , у' , t) , (499) 

то эти функции будут удовлетворять следующим 
в подвижной системе координат: ( с2 • 1 

1 - ё2) fп + {уу = С2 ( - 2cfxt + fu) ; ' 1 1 

Скорость волн сжатия и сдвига 

c2t = л +  2�t . с22 = L 
р , р ' 

уравнениям 

(500) 

(50 1 )  

(502) 

где ').. и f.L - упругие постоянные Ляме; р - плотность материала. 
Индексы в уравнениях (500) , (50 1 )  обозначают производвые 

по указанным переменным. 
Уравнения в частных производных (500) и (50 1 )  при помощи 

преобразований Лапласа и Фурье приводим к виду 

1уу = [ S2 -t- cl� (р + ics)2] 7 =: "л (s , р) f; (503) 

[ 2 1 ( + . )2 ] = - 2 ( ) gyy = S -t- 2 р lCS g = ')'2 S , р g , с2 
решения которых 

7 = А1 (s , р) e+v ,y + А (s , р) e-'I'•Y, 

g = 81 (s , р) e+v.Y + В  (s, р) e- v.Y . (504) 

Здесь первое преобразование - преобразование Лапласа по 
времени - обозначается одной черточкой : 

со 
f = f (x, у, р) = J f (x, у, t) e-Pi dt , (505) 

u 

где комплексное число р имеет положительную действительную 
часть . Второе преобр азование - экспоненциальное преобразо
вание Фурье по координате х обозначается двумя черточками 

со 
7 = 7 (s , у, р) -= J f (х, у, р) e i sx dx, 

- со  
где s = (а + i,;) - комплексное число . 
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Так как общее решение для функций f, g имеет при 
ip ip ip ip S -= - -- S = -- И S = --- , S = --

c1 - с  ' с1 + с с2 - с с2 + с 

точки ветвления , соответственно, то надо произвести разрез 
в плоскости s = а + iт: так, чтобы функции (504) представляли те 
решения уравнений (503) , которые после обратных преобразо
ваний дадут функции f (х ,  у, t) и g (х, у, t) , удовлетворяющие 
всем условиям задачи . 

Разрезы будем делать так, 
как показано на  рис . 35. 
Тогда с помощью аналити
ческого продолжения найдем, 
что у -+ + 1 s 1 при а ->  :±: оо 
и ,  следовательно , решение 
(504) будет ограниченным 
при у-+оо для всех s , если вы
брать А 1 (s , р) = В 1 (s ,  р) = О. 
Значит решение (504) имеет 
вид 

1 = А (s , р) е-·м, 

g = В (s , р) е-·м. (507) 

ip 
- с,-с. t P  

- cz-C.  
� 
с8-с 

Вид функций А (s ,  р) , 
В (s , р) определяется соглас
но граничным условиям .  

Рис.  3 5 .  Разрезы в комплексной плоскости 
s, служащие для выделения необходимых 
ветвей двузначных функций у1 (s) и у2 (s) 

Применяя преобразования Лапласа и Фурье к 
для напряжений и перемещений ,  имеем 

соотношениям 

ау
= 

(Л + 2f-t) fuy - Лs2[+ ::isgy; 1 
Т:ху = f-t (- 2 isfy + s2g + gyy) ; 

v = 7у + isg. 

Согласно граничным условиям (498) получаем 

Тху 1 У=О = О, vl У=О = v- (s) ; 
= т ау 1 У=О = Q+ (s) - - ехр (- isl) ; р 

( v- (s) -= f (V}y=O eisx dx, Q+ (s) = j (Gy)y=O ei sx dx) . 
\ - оо О 

(508) 

(509) 

Найденное значение для ау! У = О соответствует сосредото
ченной силе, приложенной в точке (х + l ,  0) . Поэтому в решении 
делаем предельный переход l -+ О . 
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Учитывая (507) ,  (509) в (508) (при у = 0) , находим 

- .!_ ех р (-- isl) + Q+ (s) = А [ (Л + 2�-t) yi - Лi] - 2�tisy2B ;  (5 1 0) р 

Исключая из систем уравнений А и В и обозначая через F (s) 
функцию 

1 
[ 52 + (Р + ics)2 ] 2 ) 2с� � 1 

F (s) = - D 
[ 2 (р + ics)2 J 1 /2  [ ; (р + ics )Z J 1 ' 2 - S"J -( --:-ip-:-\-;;-2 ; s + . s + .  s - - ) 

L �  с� с , 
D = ( cz ) 1/2 ( L2 ) 1/2 ( с2 ) 2 • 

1 - - 1 - - - 1 - -
cf с� 2с� 

( с2 ) 1 /2 ( cz ) 1 / 2 
1 - - 1 - -

\ cf !'� 

приходим к следующему уравнению Винера-Хопфа : 

(5 1 1 ) 

- 4��§ � F (s) [ s2 + ( р --:;cs)z J 1 12 v- (s) = Q+ (s) + Q- (s) ; (5 1 2) 

Q- (s) = _ I__ ехр (- isl) .  р 
Задачу факторизации для функции F (s) решил Бэйкер [ 1 07 ] ,  

воспользуемся его результатом 

F (s) = р+ (s) р- (s) ;  
s 1 - + --

F± (s) = i� - cR � с Х 
- + --ip - с2 + с 

у2 = [ ( 1 + ;2 ) s - � ] 1 /2 ; 

(5 1 3) 

2 [ 2 + (p + ics)2 ] 1 /2 + - + [ ( t c ) s + ip ] 1/2 �· = s �· = �·2 �·2 '1(2 = - - -1 с! 1 2 1 1 с
2 

с
2 

(cR - скорость распространения поверхностных волн Релея) .  
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С учетом факторизации (5 1 3) уравнение (5 1 2) принимает вид 

4рс� р- ( ) _ ( ) _ ( ) Q+ ( s) + g- (s) (5 ! 4) - c2D s '\'2 s v s = vt (s )  р+ (s) р+ ( s) vt (s) . 

Второе слагаемое в правой части этого уравнения представ
ляет расходящуюся волну на бесконечности Im s > О. 

Рассмотрим функцию 

g- ( s )  
� (s) = 

р+ ( s) vt ( s ) . 

При помощи интеграла типа Коши функцию � (s) можно пред
ставить в виде 

+oo ±iro 
� (s) = �+ (s) -- �- (s) ; 1 �± (s) = _l . J � Ш d�· 

(5 1 5) 2ш � - s ' 

(- Re p < - ro:;: s < ro < Re p ) ·  J � - с � + с  

Функции �± (s) аналитичны в вер хней и нижней полупло
скости s СО)тветственно .  

Согласно (5 1 5) уравнение Винера-Хопфа (5 1 4) можно за
писать так: 

Левая часть этого уравнения представляет собой функцию, 
аналитическую в нижней полуплоскости s , а правая - функцию, 
аналитическую в верхней полуплоскости s . Согласно принцилу 
непрерывного продолжения левая и правая части этого уравне
ния являются аналитическим продолжением друг  друга . Оста
лось выяснить поведение определенной таким образом функции , 
аналитической во всей плоскости s в бесконечно удаленной точке . 
Для этого применяем теорему а бел ев а типа [ 1 36 ] . Согласно 
условию [98 ] на «ребре» при r = V х2 + у2 -----. О, a,k = O (r- 1 12) 
нетрудно показать , что аналитическая функция стремится к нулю 
на бесконечности . Тогда в силу теоремы Лиувилля она тожде
ственно р авна нулю во всей плоскости s . 
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Таким образом, находим 

g+ (s) = -'l(t (s) р+ (s) �+ (s ) ;  

_ c2D � - (s ) v (s) = 41-lc� р- ( s) У2 ( s) . 
Найдем коэффициент интенсивности напряжений (формулы 

для напряжений и смещений в упругом пространстве опустим) , 
который имеет особый интерес для механики разрушения .  

Используя теоремы абелева типа и упругую особенность в конце 
трещины [9 1 ] , после предельного перехода находим 

K, (t) =  T V2 ( l - cjc2 ) при t > O .  
р+ ( l jc) V сл t 



Г л а в а VI I  
НЕI(ОТОРЫ Е  ДИ НАМИЧ ЕСI<И Е ЗАДАЧИ 

ПРОЧ НОСТИ УПРУГИХ ТОЛСТОСТЕННЫХ 
I(ОНСТРУI(ЦИ Й ЦИЛИ НДРИЧ ЕСI(ОЙ ФОРМЫ * 

§ 1 .  ОБЩИЕ ПОЛОЖЕН ИЯ 

Сложность конструктивных форм,  многообразие действующих 
нагрузок, высокие требования к надежности конструкций создают 
большие трудности при расчете пространствеиного напряженного 
состояния цилиндрических тел на  основе методов точной теории 
упругости . Однако используемые зачастую в инженерной прак
тике различные варианты . упрощенной теории упругости даже 
при решении  задач статики не всегда дают удовлетворительные 
результаты. Оказывается , только часть статических  характери
стик, рассчитанная по этим теориям, может быть достаточно 
точным приближением к решению задач, основанному на класси
ческой теории упругости [47 ) . 

Что касается задач динамики , то сопоставление результатов 
исследований  свободных колебаний полого упругого цилиндра ,  
проведеиное н а  основе уравнений линейной теории упругости и 
р азличных теорий толстостенных оболочек [ 1 20 ,  1 22 ] , показы
вает, что , когда отношение внутреннего р адиуса цилиндра  к внеш
нему радиусу меньше 0 ,5 ,  то только точная теория дает полную 
характеристику распределения напряжений .  В связи с этим 
предъявляются повышенные требования к методам динамиче
ского расчета прочности, устойчивости и напряженно-деформи
рованного состояния толстостенных конструкций цилиндриче
ской формы . 

При анализе напряжений и деформаций,  возникающих в тол
стостенных цилиндрических конструкциях  в зависимости от 
формы конструкции и условий ее нагружения ,  выделяют две 
основные задачи :  определение напряженно-деформированного со
стояния цилиндрических элементов конструкции в случае осе
симметричного нагружения и в случае общего динамического 
нагружения [76, 1 23 ] .  

Значительные успехи в постановке и решении указанных выше 
задач были достигнуты в связи с использованием численных 
методов и ЭВМ [ 1 20 ,  1 22 ] .  Не будем останавЛиваться на анализе 
отмеченных работ, которые в основном посвящены рассмотрению 
собственных колебаний конструкций цилиндрических форм, и 

* Эта глава написана совместно с Г. А. Б русиловской . 
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перейдем к исследованию вынужденных колебаний , возникающих 
вследствие динамического нагружения боковых поверхностей 
конструкции .  В качестве расчетной схемы за элемент конструкции 
в дальнейшем принимаем полый упругий круговой цилиндр . 

Уравнения движения изотропного упругого цилиндра возьмем 
в виде [56 ] 

где 

( д2 1 д 1 д2 ) д2 
Ан = fL дr2 + Г дr + 7 д<р2 + (Л. + 2fl) дх2 ;  

А = Л. - - = А  · А  = Л.  - - - · 1 д2 ( д2 \ д ) 12 ( + !t) r дх д<р 21 • 13 ( + f.l.) дх дr + ,  дх • 

А = Л.  3 - - - - = А · ( 1 д 1 д2 ) 23 ( + f.l.) ,2 д<р + 2r дr д<р 32 • 

д2 ( д2 l д 1 ) А31 = (Л. +  f.l.) дх дr ; А33 = (Л. + 2f.l.) дr2 + Г  дr - f2 + 

(5 1 7) 

На боковой поверхности цилиндра рассмотрим три компо
ненты напряжения ,  действующие в радиальном направлении .  
Соотношения между ними и деформациями имеют вид 

(5 1 8) 
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Здесь и , v ,  w перемещения соответственно в осевом (х) , тан
генциальном (�р) и радиальном (r) направлениях (рис .  36) ; Л , 1.1. 
постоянные Ляме; р - плотность материала .  

W/fl 

O,f  

0,05 

Рис. 36. Зависимость ради
ального перемещения от 

безразмерной частоты х х, \ А 
о 0,5 1,0 

§ 2. НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ 
ПОЛОГО ЦИЛ ИНДРА БЕСI(ОНЕЧНОЙ ДЛ ИН Ы 

ПРИ СТАЦИОНАРНОМ НАГРУЖЕНИИ  

'-'к 

Рассмотрим осесимметричную задачу об определении реакции 
полого упругого цилиндра ,  когда на его боковые поверхности 
действует стационарная по времени нагрузка . Не ограничивая 
общности предлагаемого метода , граничные условия примем 
в виде 

'fгх = т = g1 (х) eioot при r = а; 1 
(Jrr = (J = -g2 (х) e ioot при r = а; 
'fгх = (Jrr = о при r = ь . 

Здесь а, _ь - соответственно внутренний и внешний 
цилиндра ;  ro - частота вынуждающей нагрузки . 

(5 1 9) 

радиусы 

Предположим далее, что g1 (х) - нечетная функция аргу
мента х, а g2 (х) - четная ,  т .  е .  нагружение внутренней боковой 
поверхности симметрично относительно среднего сечения х = О, 
и функции g1 (х) и g2 (х) удовлетворяют условиям разложения 
функций в ряд Фурье .  

Тогда , полагая 

и (r, х , t) = и13 (r) sin � xei rot ; ] 
R (520) 

w (r , х,  t) = w13 (r) cos � xeioot , 
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для касательных и нормальных напряжений будем иметь 

т (r , х, t) = т11 (r) s in � xei rot ; 

о (r , х, t) = о13 (r) cos � xelrot . 

На основании (5 1 9) ,  (520) система (5 1 7) примет вид 

= р 
д2и

в 

дt
2 

д2w8 
дt2 

при следующих граничных услрвиях: 

•11 = fl (- � w/1 + �:) = b11etrot , при r = а; 

(52 1 )  

(522) 

о11 _ (Л + �!l) ar:: + Л  ( w: + � u11 ) = -a11etrot при r = а ;  (523J 
•11 (r) = о11 (r) = О ,  при r = Ь . 

Здесь 

A ll - - - - - · � ( д 1 ) 
13 - а дr + r ' 

All  = (Л -+- 2 • • ) 1 � · 3 1 • г а дr ' 

A ll = Л 2 - - - - - - - · ( д2 1 д 1 ) �2 
33 ( + fl) дr2 + r дr ,2 fl а2 • 

а11 , Ь11 - коэффициенты р азложения функций g1 (х) и g2 (х) 
в ряд Фурье .  

Далее , используя соотношения (520) , (52 1 )  уравнения коле
баний (522) преобразуем к системе обыкновенных дифферен
Циальных уравнений канонического вида, где в качестве неза
висимых переменных входят как перемещения ,  так и напряже
ния H 2 J 

при граничных условиях 
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Здесь 6 = r/d - безразмерная переменная ; d - отношение 
внешнего радиуса цилиндра к внутреннему ; Е - модуль упру-� � 
гости ; М , N - прямоугольные матрицы вида (4 х 2) ; у 1 , у 2 -
заданные векторы, определяющиеся граничными условиями (5 1 9) 
и соответственно (523) . Элементы матрицы А (6 ,  ro) = [aii ] вы· 
числяют по формулам 

а1 1  = а14 = а23 = О , а1 2 = -а43 = �. а13 = 2 ( 1  + v) ; 
( 1  + v)  ( 1 - 2v) 

а24 = . 1 - v ; 

а 
- �з ..., 2 а - а - v� 

з1 - 1 _ v2 - ,., • з2 - 41 - ( 1 _ v2) i • 
1 

аsз = - т ; 
1 2 ( 1 - 2v) • 

а42 = -=-�.:-· (.,-:1---v2",..) - х ' а44 = - ( 1 - vH ' 

где v - коэффициент Пуассона, х2 = a2ro 2  � • 

(526) 

Суперпозиция решений системы (522) ,  (524) в зависимости 
от значений параметра � дает решение для симметричного загру
жения  боковой поверхности . 

Остановимся подробнее на  случае � =1= О , т .  е .  будем рассма
тривать как радиальные , так и продольные колебания цилиндра 
(индекс � в дальнейшем опускаем) . 

Для каждого фиксированного ro общее решение системы (524) 
с граничными условиями (525) представляем в виде 

(527) 

� 
где u 0  (6) - частное решение системы, удовлетворяющее гранич-
ному условию на внутренней поверхности цилиндра ;  щ (6) -
совокупность линейно-независимых решений системы уравне
ний (524) . 

Интегрируя численно системы 

� 
duk � df = А (6 , ro) uk , 

(528) 

с соответствующими начальными условиями в каждой точке интер
вала интегрирования определяется решение краевой задачи по 
формуле (527) , если известны постоянные ck , которые опреде· 
ляются из неоднородной системы алгебраических уравнений,  
полученной путем удовлетворения (527) граничным условиям 
при s = d.  
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При численном интегрировании задач Коши (528) может воз
никнуть неустойчивость процесса интегрирования . В результате 
влияние вычислительной погрешности не всегда удается с доста
точной точностью получить решение на другом конце интервала 
интегрирования и, следовательно , определить постоянные ck .  -+ -+ 
Путем соответствующего выбора частных решений u 0 Ш и uk (�) 
можно построить устойчивый алгоритм решения краевой задачи ,  
проводя в некоторых промежуточных точках интервала ортонор--+ 
мираванне векторов щ (Ю по схеме Грамма-Шмидта . 

Пусть в которой точке � 1 имеем n векторов 
� _. _. ---"' -)о Уо (�1) = Uo (St) , У1 (�д = u1 (�1) . . .  Уп = (�1) = Un (�1> · (529) 

Проортанормируем (529) следующим образом: 

-+ J -+  -+ -+ -+ z = - (у - ro 1Z1 - ro 2Z2 - • • • - ro 1Z 1) n OOnn n n n n, т- n- • 
-+- -+ _. -+ -+ -+ 

Won = (Уо• Zп) Zo = Уо - WoZ1 - Wo2Z2 - • • • - WonZn . 

(530) 

В формулах (530) скобками обозначено скалярное произведе--+ 
ние векторов . Следует отметить, что у 0  не нормируется . Полу--+ 
ченные в процессе ортанормирования векторы zi используются 
как начальные условия при интегрировании по следующему 
участку . 

Как частный случай при однородных граничных условиях (5 1 9) 
и соответственно (525) следует задача о собственных колебаниях 
полого упругого цилиндра .  Действительно, в этом случае при 
� = d из (527) будем иметь систему однородных алгебраиче
ских уравнений и ,  следовательно,  для нетривиальных ck ,  напри
мер при свободной от напряжений  внешней криволинейной по
верхности получаем уравнение для определения собственных 
частот 

1 и3 1 (d , ro ) , и3 2 (d , ro) 1 
W (d ro) = = 0  ' ин (d , ro ) ,  U42 (d , ro) · (53 1 )  

Здесь и далее в обозначении элемента ui i ; i - компонента 
решения ; j - номер решения . 

Уравнение (53 1 )  решается численным методом (методом проб), 
сущность которого состоит в следующем. Для исходных зна-
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чений Е ,  v ,  d задается ряд последовательных значений параме
тра ro .  Для каждого ro вычисляется величина  определителя W (ro) . 
Значения ro ,  соответствующие пересечению кривой W = f (ro) 
оси абсцисс, дают искомые величины частот. Значения ron обра
зуют бесконечную последовательность собственных частот . 

Граничные условия типа  (5 1 9) могут быть заданы как на 
внутренней, так и на  внешней криволинейных поверхностях 
цилиндра .  При этом изменяется система линейно-независимых 
векторов uk (0) , берущаяся в качестве начальных условий для -+ 
задач Коши, вектор u 0(s) , соответственно элементы частотного 
определителя (53 1 ) ; в то же время алгоритм решения сохраняется 
неизменным . 

Итак, при каждом фиксированном ro ,  не совпадающем с соб
ственной частотой цилиндра (определение собственных частот 
является частным случаем приводимого алгоритма) , можно по 
формулам (520) , (52 1 ) , (527) определить перемещения и напря
жения , возникающие в полом упругом цилиндре при динамиче
ском воздействии . 

Чтобы иметь возможность рассчитывать указанные характе
ристики на  резонансных (собственных частотах) , необходимо 
учесть р ассеяние энергии в материале цилиндра .  Примем в каче
стве гипотезы внутреннего трения получившую широкое р аспро
странение в строительной механике гипотезу комплексного мо
дуля упругости [ 78 ] ,  согласно которой Е* = Е  ( 1 + iy) , где у 
есть логарифмический декремент колебаний ,  деленный на число n. 
Тогда, с учетом р азделения действительных и мнимых частот -+ 
компонентов исходного вектора и (s) , приходим к краевой задаче 
такого же вида , но с порядком системы, р авным восьми , причем 
алгоритм решения полученной системы остается прежним [ 1 4 ] .  
Следовательно, учет р ассеяния энергии в материале цилиндра 
позволяет определя'IIЬ реакцию полого толстостенного упругого 
цилиндра на действие гармонической нагрузки на любых часто
тах, включая резонансные. Полагая ro = О, приходим к задаче 
статики цилиндра .  Таким образом, приведенный алгоритм позво
ляет одновременно определять как перемещения ,  так и напря
жения по толщине цилиндра .  

На основе изложенного алгоритма р ассчитаны частотные 
характеристики для цилиндра бесконечной длины с параметрами v = 0,3 , d = 1 , 5 . Рассмотрена внешняя нагрузка вида 

� g1 (x) = O, g2 (x) = a0 cos - x, где 0'0 =- 0,00 1 , � = 1 . а 

-+ -+ 
Отсюда у 1 = { 0 ,  -а 0} , у 2 - нулевой вектор , 

[00 1 0 ] M = N = 000 1 ' 
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На рис. 36 построена амплитудно-частотная характери
стика для перемещений с двумя пиками на двух низших соб
ственных частотах цилиндра .  На рис .  37 показана аналогич ная 

амплитудно-фазовая чa-Re w статная характеристика в 0,80 0,70 
-1,0 

0, 755 

Im w 
Рис. 37.  Амплитудно-фазовая частотная ха

р актеристи ка цилиндра 

окрестности тех же соб
ственных частот. 

В качестве характер
ной точки на  рис .  37 при
нимали также, как и на  
рис .  36 точку на  внутрен
ней поверхности цилинд
ра .  Цифры на рис .  37 озна
чают безразмерные частоты 
х вынуждающей нагрузки . 

На  р ис. 38 показаны 
изменения  мнимых  частей 
и/а и w!a по толщине ци
линдра на первой и вто

рой резонансных частотах, пронормированные для каждого тона 
колебаний к максимальному значению перемещения .  

Указанные характеристики полностью совпадают с собствен-
ными формами колебаний ( Im : отвечают штриховые линии ,  
цифры 1 ,  2- указывают номер формы. По оси абсцисс отложе
на относительная координата вдоль толщины цилиндра ,  от
считываемая от внутренней по- и 
верхности) . Ima 

Достоинством предлагаемых Im� 
алгоритмов является одновре- а 5  
менное определение значений ' 
и, w, 't и а, что позволяет легко 
находить другие характеристи- о 
ки,  обусловливающие динами
у:еский  эффект (например , де-

) -0,5 формации ,  напряжение а6 : 

�, 
......... 1�2 1-- - -

0,2 0,4 

l-? !----

- -

- - - - -

О, б 0,8 х 

L---� 
1--

( ди дw ) Рис 38 Im �. Im � н а первой резо-. · а а 
х ах + аг  и пр .  н аненой частотах 

Заметим также, что приведеиные алгоритмы можно легко 
использовать и в других р асчетных схемах , например , при опре
делении напряженно-деформированного состояния цилиндра по 
р асчетной схеме, принятой в р аботе [78 ] .  

Результаты изменения напряжения а6 в случае внешнего или 
внутреннего воздействия приведены на  рис. 39, 40. 
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На рис .  39 представлена зависимость мнимых частей напря 
жения а8/ Е на первой резонансной частоте соответственно для 
d = 1 , 5 и d = 5: По оси абсцисс отложена относительная коор
дината вдоль толщины цилиндра ,  отсчитываемая от внутренней 
поверхности . Приведеиные кривые полностью совпадают с соот
ветствующими собственными формами колебаний .  

J-J 
- 1  ' 1  

Uo Рис. 39. Поведен и е  Im Е 
н а  первой р езон ансной ча

стоте 

14 

12 

10 

8 

б 

" 

2 

а 
Рис .  40. Зависимость Im у 
от величины отношения Ь!а 
н а первой резон ансной ча-

стоте 

Зависимость напряжения I m [ а; J от отношения Ь/а на 
первой резонансной частоте иллюстрирует рис .  40 (на рис .  39, 40 
сплошными линиями обозначены результаты внешнего давления ,  
штри ховыми - внутрен него. Цифра 1 - соответствует точке вну
тренней поверхности , 2 - точке внешней поверхности) . В ка
честве характерной точки  взята точка, находящаяся в среднем 
сечении цилиндра  (х = О) и отстоящая от внутренней поверх
ности на расстоянии , р авном 1/5 толщины цилиндра .  

§ 3 .  ДИНАМИ I(А ПОЛО ГО ЦИЛ ИНДРА БЕС I(ОНЕЧНОЙ ДЛ ИНЫ 
ПРИ Н ЕСТА ЦИОНАРНОМ НАГРУЖЕН ИИ БОI(ОВОЙ 

ПОВЕРХНОСТИ 

Рассмотрим осесимметричную задачу об определении напря
женно-деформированного состояния полого упругого кругового 
цилиндра ,  когда внешня я  нагрузка является произвольной функ-
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цией времени , т. е . ур авнения колебаний (5 1 7) рассмотрим при 
следующих граничных условиях :  

't = а = О при r = а, 
't = g1 (х) р 1 ( t) при r = Ь , (532) 
а = g2 (х) Р 2 ( t) при r = Ь . 

Пусть начальные условия имеют вид 
ди дw и = w = дt = дt = о . 

(Здесь и в дальнейшем используются принятые выше обозначе
ния . ) f 1 ( t) ,  f2 ( t) - произвольные непрерывные функции времени ;  
g1 (х) , g2 (х) - соответственно нечетная и четная функции .  

Полагая аналогично (520) 

и = ( r, х,  t) = и13 (r , t) s in � х ;  

w (r , х,  t) = w13 (r, t) cos � х; 

-r (r , х, t) = -r13 (r ,  t) s iп � х; 

a (r ,  х, t) = a13 (r, t) cos � х, 

(533) 

приходим к системе вида (522) при следующих граничных и на
чальных условиях :  

't13 = Ь13р 1 ( t) при r = Ь ;  
а/3 = -а13р2 ( t) при r = Ь ;  

-r13 = а13 = О при r = а; 
ди13 дw13 иf} = w13 = дt = дi = О. 

(534) 

(535) 

Для решения настоящей задачи о вынужденных колебаниях 
цилиндра под действием динамических нагрузок типа  (532) и ,  
следовательно (534) , приложеиных к боковой поверхности , заме
ним Ь13р 1 ( t) и а13р 2 ( t) объемными силами , действующими соот
ветственно в осевом и радиальном направлениях .  Эти нагрузки 
считаем приложеиными в тонком кольце Ь - в ,..;: r ,..;: Ь так, 
что граничные условия (534) станут однородными,  а уравнения (522) 
неоднородными . 

Если затем введем безразмерные переменные � = r/a, 't = -v Е = а Р ( 1 + v) ( 1 _ 2v) t , то, используя (533) и (534) , систему 
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(522) преобразуем к матричному виду аналогично (524) , где в ка
честве независимых переменных входят как перемещения ,  так 
и напряжения 

(536) 

при граничных условиях 

(537) 

и начальных условиях (535) . 
Неиулевые элементы матрицы А Ш = 1 1 ai i (�) 1 1 определяют 

по формулам (526) , за исключением а3 1  (�) и а42  (�) . в которых 
вторые слагаемые будут р авны нулю, 

-+ 
G� = \01� , G2� · О , 0} ,  G113 = р1 (,;) б (� - d), 

G213 = -P s (,;) б (� - d) , 

где б (� - d) является дельта-функцией Дирака; 

[о о J 
[ oo t o ] 

М = Е 0 ; И1= Иs= 000 1 
; Е - единичная матрица (2 х 2) . 

Суперпозиция решений системы (535) , (536) , (537) для раз
личных значений параметра � дает искомое решение (индекс � 
в дальнейшем опускаем) . 

Решение системы (535) , (536) , (537) возьмем в виде 

(538) 

-+ 
Здесь q>i (,;) - искомые функции времени ;  ui (�) - собствен-

ные формы колебаний .  Собственные частоты колебаний roi опре
деляют из характеристического определителя , которые в случае 
граничных условий (537) имеют вид (53 1 ) .  

Для собственных форм Ut (�) петрудно получить следующее 
условие ортогональности : 

d J (uiui , + wlwi) 6 d� = О, i =1= j . 
1 

(539) 

Применяя к системе (536) метод Бубнова-Галеркина и ис
пользуя соотношение (539) для искомых функций q>t (1:) , получим 

1 1 * 
(540) 
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Здесь 

Pi (т) = Р2 (1) wi ( l ) - Pi (т) ui  ( l ) .  
В (540) точками обозначено дифференцирование по т . 
Для учета рассеяния энергии в материале цилиндра приме-

rjЕ 

1,0 

0,6 

о 0,5  1,0 

\�ЛА 1Л,Л,ЛА1 " ' "  

j 
1 

_j 
1,5 (,j7, 

Рис.  4 1 . Зависимость касательного напряжения т/Е от безразмер
ного параметра т;/Т1 

ним аналогично предыдущему гипотезу комплексного модуля 
упругости [78 ] .  

Тогда уравнение (540) примет вид 

ai [<i)i (т) + 11; ( l  + iyi) срд (т)] = Pi (т) , (54 1 )  

где Yi - логарифмический декремент собственных колебаний, 
деленный на число л .  

В соответствии с (535) решение (54 1 )  можно записать в виде 
't -'1' · 11 · ( 't-'t ) 1 1 1 1 

cpi (т) = - а; J е 2 Pi (т) sin 'tli (-r - т1) dт1 . (542) 
о 

Таким'"'образом, формулы (533) , (538) и (542) позволяют опре
делить напряженно-деформированное состояние цилиндрической 
конструкции ,  имеющей вид полого упругого цилиндра .  
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Результаты расчетов по изложенной методике приведены на  
рис. 4 1 , где показаны изменения касательного напряжения т:/Е 
в зависимости от безразмерного параметра t/T 1 , где Т 1 = 2n/f.. 1 • 
Параметры цилиндра полагали р авными v = 0,3 ,  Ь/а = 1 ,2 , 
g1  (х) = О, g2 (х) = cos х, р 2 ( t) - единичная функция Хеви
сайда . Декремент колебаний "ri на всех точках полагали одина
ковым и равным 0,05 .  В качестве характерной точки принята 
точка, находящаяся на р асстоянии 0, 476 от внутренней поверх
ности . В расчетах учитывали шесть членов ряда (538) . 

Далее приведем аналитическое решение рассмотренной за
дачи (536)-(537) ,  полученное авторами на основе решения спек
тральной задачи типа [ 1 3 ]  

due d�' ro) = [А (6) - ro2M] U8 (6, ro) + MGe (6, ro) . (543) 
Граничные условия имеют вид (537) . 
Легко убедиться, что система (543) получена из (536) при 

помощи обобщенного комплексного преобразования Фурье [ 1 6 ] :  

F (и (;, т) ] � U. (< , : ) �] е'•'-" и (6 , т) dт, 1 (uв (6 ,  rо)Г1 = 2� _[ e-i w,;(i (6 , ro + ie) dro 
J 

(индекс е в дальнейшем опускаем) . 

(544) 

Решение задачи (543) при граничных условиях (537) запишем 
следующим образом [ 66 ] :  

2 d 
u (6, ro) = � cku (S) + J р (6, х, ro) f (х , ro) dx. (545) 

k=l 1 

Элементы матрицы р (6, х, ro) вычисляем по формуле 

f 2 ; � uik (6, ro) zki (х , ro) + 
k=l 

4 

Pt i (6, х, ro) = + � uik (6 , ro) zki (х, ro) при 1 � х < 6 � d:  (546) 
k=З 

2 - + � uik (6, ro) zki (х, ro) при 1 � 6 < х � d : 
k= l 

f (х , ro) = { 0 , О , 01 (х, ro) ,  G2 (х, ro) \ , 

где и = 1 1 uik 11 - фундаментальная матрица решений однород
ной системы дифференциальных уравнений ,  соответствующей 
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системе (543) , причем первые два решения и 1 и и 2 фундаменталь
ной системы тождественно удовлетворяют граничным условиям 
при s = 1 , и-1 = 1 1 Z; i 1 1 · 

Коэффициенты с1 и с2 определяем из условия удовлетворения 
общего решения (545) граничным условиям  при s = d . 

Поставим далее найденные коэффициенты в соотношение (545) 
и воспользуемся Миттаг-Лефлеровским разложением мераморф
ной функции Q (s , х, ro) ,  полученной после подстановки с 1 и с2  
в (545) . Полюсы последней образуют бесконечную последова
тельность чисел rok ,  ro! - квадраты собственных частот . 

Затем после обратного преобразования по второй формуле 
(544) решение задачи (535)-(537) принимает вид 

� а � 
и (6 , 't) = � S R (s .ro:· ro!) S sin rok ( 't - 't1) М G (х, 't) d't1 dx .  (54 7) 

k=1 1 о 

Здесь R = 1 1 ri i 11 = R es [g; i (х, 6 . ro) ] ; 
2 4 4 

. .  (У: ) _ _ � � � U i s ( � . ro) Vsl ( d , ro) U[p ( d , ro) Zpj (х ,  ro) g, J .., , Х, ro - i.J i.J i.J W (d , ro) 
S=l l=3 Р=3 

определяется по формуле (53 1 ) ;  V5z - алгебраическое дополне
ние элемента Uz5 определителя W (d , ro) . Теперь на основании 
формулы (547) легко найти динамические характеристики ци
линдра ,  используя соотношения (533) и, следовательно, построить 
решение рассматриваемой задачи .  

При исследовании напряженно-деформированного состояния 
упругой цилиндрической конструкции под действием динамиче
ских ,  в том числе и импульсивных нагрузок, часто возникают 
затруднения из-за сложности конструкций .  Точное исследование 
деформаций и напряжений ,  возникающих в цилиндрических кон
струкциях для общих случаев загружения ,  затруднено . 

Ниже рассмотрим задачу для кольца в случае плоского напря
женного состояния под действием неосесимметричных нагрузок 
и задачу о плоской деформации толстостенной упругой круговой 
цилиндрической конструкции под действием случайного нагру
жения .  Результаты исследований показывают, что принимая 
различные упрощения в части математической постановки задачи, 
можно с достаточной точностью приблизиться к решению конкрет
ной технической задачи . 

§ 4. НАПРЯЖЕН ИЯ И ДЕФОРМАЦИ И, ВОЗН И I(АЮЩИЕ 
В УПРУГОМ I(ОЛЬЦЕ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 

ДИНАМИЧЕСКОГО НАГРУЖЕН ИЯ 

Итак, в предположении ,  что нагрузка неосесимметрична ,  
р ассмотрим задачу о кольце (случай плоского напряженного 
состояния) . 
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Приняв вместо � пар аметр Л.* = 2"-!L основная система 
Л + f.t ' 

уравнений (5 1 7) принимает вид 

Здесь 

A2z А2з д2v 
и дt2 ( 1 - 'V) р 

АЗz АЗз 
2 G д2w 

v дt2 
А ' - 1 - v (.!:... _!_ � - �) � � . 22 - 2 дr2 + r дr r2 + r2 д!р2 ' 
А' 1 а 1 а2 ( 1 - v) а2 • 23 = ""(2 д!р + r дr д!р - -2- д!р2 д!р ' 

АЗz = : а��!р - :2 :!р - ( 1 2r " ) [ + :!р - а:�!р ] ; 
А' - .!:._ + __!_ � - � + ( 1 - v) .!:._ зз - дг2 г дг r2 2r2 д!р2 • 

(548) 

Пусть граничные условия имеют вид и = w = О при r = а 

о, = -gl�(rp, t) , 'trx = g2 (rp, t) при r = Ь , (549) 

где g1 (rp , t) ,  g2 (rp, t) - удовлетворяют условиям разложимости 
функций в ряд Фурье. 

Не ограничивая общности решения,  для простоты изложения 
начальные условия полагаем нулевыми . 

Решение уравнений (548) при граничных условиях  (549) 
возьмем в виде [ 58] 

v (r, t ,  �) � •�: v. (r, 1) (cos n� + s ln n�] ;  1 
� (550) 

w (r, t , ер) = � Wn (r, t} [ s in nrp - cos nrp] . n = l  
Функции g1 ( t , ер)  и g2 ( t ,  ер)  можно разложить в бесконечные 

ряды по синусам и косинусам: 
ro ro 

gi (rp ,  t) = L g��> ( t ) sin пер + L gin ( t) cos nrp (i -= 1 , 2) . (55 1 ) n =O n.=O 

Здесь функции gin соответствуют симметричному относительно 
rp = О нагружению боковой повер хности ; g��>- антисимметрич
ному . 

Используя (550) и (55 1 ) , преобразуем систему (548) к виду 

(552} 
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nри грюшчных условиst х  

(553) 

В соотношениях (552) , (553) �={ r; ,  :п , -t�z , � } , Оп= 
= {G Jn ,  Gzn . О ,  О \ , причем G1п = g}� (,;) б (6-d) , G2п = g�� (,;) б (6-d) 
для системы (552) ,  соответствующей симметричному относитель-
но <р = О загружению и G1п = - g�� б (6 - d) , G2п = g��б (6 - d) 
при антисимметричном относительно <р = О загружении 

м = 11 �� �� · u1 = 11 ���� �� · u2 = / 1 ���� �� · 
An (6) -= 1 1 au 1 1 ; 

'V 'V 1 - 'V 
ан = - т ·  а12 = - т n  = - ам; аlз = -2- ; 

2n ( l - v) аз2 = �2 = а41 •  
( 1 - v)  2n2 ( 1  + v) as4 = - s ' а42 = 62 

а24 = а43 = О. 

Безразмерные переменвые и параметры системы соответствуют 
припятым выше обозначениям.  

Решение последней задачи будет иметь вид 
00 
� ( 1 )  Uin (r ,  t) = ,"-1 \j) in (t) Иiп (r) 
i=1  

для осесимметричных колебаний и 
00 
� (2 ) Uin (r, t) = ."-! 'Фi (t) Uin (r) 
i=1 

(554) 

(555) 

для антисимметричных колебаний;  'ljJ< 1 > ( t) - искомые функции � 
времени ;  ui (r) - собственные формы колебаний (l = 1 ,  2) . 

Характеристический определитель при граничных условиях 
(553) имеет вид (53 1 ) ,  в качестве линейно-независимых векторов 
для соответствующих задач Коши следует взять векторы { 0, 
О ,  1 ,  0 } , { 0 , О, О, 1 } . 

Используя далее соотношения типа (539) по методу Бубнова
Галеркина, приходим к уравнениям для искомых функций 

Ь;п [ ф�� (1:) + t..7п ( 1 + 'I'Jiп) \jJ}� (,;) ] = р�� (,;) (l = 1 ,  2) . (556 ) 
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Здесь 
d 

b i l  = J (v7n + W�пН d(;;  
1 

р�� ('t) = - d (g��� (,;) Vi (d) - g\�) ('t) Wi (d ) ] ; 

fJ'��� ('t) = - d [g�;> ('t) Vi (d) - gj�> ('t) Wi (d ) ] . 

Из соотношений  (556) аналогично (542) будем иметь 

'& -ТJ · "- · ('&-'& ) < L >  d J е т m 1 < L >  . 
'\'in = Т 2 Pin (,;) s ln 'Ain ('t - 't1) d't1 . 

о 

(/ = 1 , 2) . 

(557) 

Отсюда на  основании (550) , (554) , (555) , (557) следует решение 
исходной задачи .  

§ 5. СЛ УЧАЙНОЕ НАГРУЖЕН ИЕ ТОЛСТОСТЕННОЙ УПРУГОЙ 
ЦИЛ ИНДРИЧЕСI(ОЙ I(ОНСТРУI(ЦИИ. ПЛОСI(АЯ ЗАДАЧА 

В простейшем случае плоской задачи теории упругости ра
диальное и тангенциальное напряжения выражаются через де
формации в, = дwlдr и вФ = w/r по известным формулам [56 ] 
и дифференциальное уравнение радиальных колебаний принимает 
вид 

(')." + 2 ) ( д2w + _1 дw _ _!!!_ ) _ д2w 
fL дr2 r дr r2 - Р дt2 • 

Рассмотрим уравнение (558) при граничных условиях 
дw л 

r дr + Л + 2,_., w = - р (t) , при r = а, 

дw л 
r дr + Л + 2,_., w = О, при r = Ь 

и начальных условиях  
дw w = дt = О, при t = О 

(Здесь сохранены р анее припятые обозначения) . 

(558) 

(559) 

(560) 

Действие поверхностной силы р0 ( t )  заменим объемной р а
диальной силой F (r ,  t) ,  приложен:ной в тонком кольце ,  прилега
ющем к данной повер хности а ..,.;: r ; ..,.;:  а + 'А. 

Положим 
-

pF (r, t) = { 
- Ро ( t ) � Л , при а ..,.;: г ..,.;:  а + "' •  

О , при a + 'A ...; r ...; b .  
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Переходя к пределу при Л ____. О ,  получим решение, соответ
ствующее давлению, приложеиному к внутренней поверхности . 

Следовательно , вместо (558) будем иметь 
� ( д2w 1 дw w ) д2w ("' + 2�-t) --а;:г + 2- дr - f2 + pF (r, t) = р дt2 ,  (56 1 ) 

граничные условия примут вид 
дw . л о ь r дr -t- л + 21-t w = , при r -= а, . (562) 

Для начальных условий по-прежнему справедливо (560) . 
Решение задачи (56 1 ) , (562) , (560) будем искать в виде разло

жения в ряд по собственным функциям 
00 

w (r , t) = � Si (t) Ri (� i r) . (563) i=l 

Здесь Si (t)  - искомые функции времени ;  
Rt (� . r) = [�Yi (� tb) + hYt (Etb) J j (�tr) -

- [� i j '  (� ib )  + hj (� ib ) ] У1 (� ir) ; (564) 

�i - корни векоторого трансцендентного уравнения [57 ] ;  h = л 
= а (Л + 2/А-) , У 1 (х) , J1 (х) - функции Бесселя .  

Подставляя ряд  (563) в уравнение (56 1 ) и учитывая рассеяние 
энергии в материале цилиндра ,  которое происходит в реальных 
процессах,  получим уравнение, описывающее поведение функ
ций si  ( t) : 

где 
ь J F (r, t) Ri r dr 

Qi (t )  = -"-а--;:ь--J R�r dr 
а 

(565) 

(566) 

v� = 
Л + 2"" ,  �i - характеристики затухания ,  р авные логарифР 

мическим декрементам соответствующих форм собственных коле-
баний ,  деленным на 2л: . 

1 70 
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(567) 



Предnоложим далее, что р 0 (t) - раtнюмерно распредеJiенно� 
внутреннее давление является случайной функцией времени с из
вестной корреляционной функцией 

(Черта сверху означает осреднение по ансамблю реализаций 
случайной функции . )  

Тогда на основании соотношений (566) ,  (567) корреляционная 
функция правых частей (565) будет иметь вид . 

a26;s7Ri (s ia) Ri (sia) кQ iQj ul . t2) = p2Li ( si ) Lj (sj) кР.Р. иl ,  t2) , (568 ) 

где за  Li (� ; )  обозначен интеграл , который стоит в знаменателе 
выражения (566) и определяется по формуле 

Остановимся подробно на  случае, когда внутреннее давление 
р0 ( t) представлено стационарной случайной функцией времени 
и переходвый процесс прекращается за конечное время за счет 
рассеяния энергии .  Процесс н а  выходе рассматриваем как ста
ционарный. Без ограничения общности можно принять для мате
матического ожидания внутреннего давления М [р 0 ( t) ]  = О . 
Корреляционная функция будет зависеть лишь от разности 
t2 -- t 1 = 't', что позволяет ввести преобразование Фурье 

со 
КРоРо ('t') = + J ФРоРо (ш) eit'il't dш; 

- оо  

со 
фРоРо ( (J)) = -k- J (570 ) - со  

Имея в виду формулу (569) , для спектральной плотности сил 
Q; ( t) получим следующее выражение: 
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Далее, используя передаточную функцию системы, на основа
нии (570) , (57 1 )  получим для искомых функций времени корреля
ционную функцию 

� 2 2 к ( ) _ 1 a"R i  (6ia) 6 iRi (6p} 6j s s T -· - Х i i 2 p2Li (si ) Lj ( sj) 

(572) 

Наибольший практический ин1'ерес, очевидно , представляют 
значения корреляционной функции (572) при t 1 = t2 , следова
тельно, при 't = О . 

В заключение приведем пример вычисления средних квадра
тов радиального и тангенциального напряжений ,  а также ра
диальных перемещений ,  когда внутреннее давление р 0  (t) пред
ставляет собой стационарный процесс с корреляционной функ
цией 

КРоРо (т) = е-а '' ' · м [Ро (t) ] = о. 
Тогда на  основании (572) будем иметь 

a2Ri (6ia) s7R i (sia) s7 sisi = Ksisi (О) = 2лpLj (s i ) Li (sj ) 
х 

Здесь roi  = �i v2 .  
Используя далее теорию вычетов и основываясь на взаимном 

расположении собственных частот (предельный период располо-
• Т n жени я корнеи трансцендентного уравнения �-= а (d _ 1 ) при 

а )) �i взаимной корреляцией можно пренебречь и ,  обозначив 
интеграл в правой части формулы (573) за Yii •  для Уи имеем 

у i i = -
(
-6-I

z '-
2 
)-4 -а-::

[
:-п-� -+......,.( -

�
-.
�
-

�

-:
)
-,2:-

J:-;:
2--

4
-
�
2-
i
п-7 ....,.( -v-2�-�-)....,2:- + 

( а )
2 2 2 2 2 

� + ni - 2n i � i - 2ni� i 
+ 2':ol (574) 

4 (6 iv2)5 � in� [ ( t'�� У + п7 - 2ni �7 j + ni � i  ( 1 - �7) 

и отсюда на основании формул (563) , (573) , (574) для среднего 
квадрата радиальных перемещений получим 
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00 
w
2 (!") = � Ks .s . (O) R; (� ir) . 
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Аналогичные формулы nолучаются для средних квадратов 
тангенциального и радиального напряжений .  Следует заметить, 
что сходимость ряда (575) , а также рядов, представляющих сред
ние квадраты перемещений и напряжений ,  ухудшится при 
увеличении d = Ь/а. На рис .  42 
приведены графики значений 1 0:8 1 fбef!-1..:..:·10:.... __ , -.-----т--,.--.--, 
в зависимости от величины d, при-
чем сплошные линии соответствуют 
давлению на внешнюю поверхность , t,O 
а штриховые на внутреннюю. Кри-
вые 1 определяют 1 ое 1 при r = а, O.B I---+---'---+-t-++-'lг-t-1 
а кривые 2 при r = Ь . В расчетах 
полагали Е = 1 960 Н/м2; � i = 0 ,05 ;  
v = 0 ,33; а =  1 ;  Ь = 0 ,75 м .  Вели- П.б l----+---+---iгt--+--'\"1 
чина d варьировалась в пределах 
1 -<: d -<: 3 .  При d = 1 , 25 для по
лучения точности 1 0- 3 требовалось O.lf 
взять четыре члена .  Для практиче
ских приложений такое решение мож
но считать точным. 

Из приведеиных графиков видно, 
что для обоих случаев нагружения 2,5 
1 ое 1 при r = а с увеличением d сна
чала возрастает, а затем для внут
реннего давления становится очень 
малым. При давлении на внешнюю 

Рис. 42 . Зависимость модуля 
тан генциального н апряжения от 

величины отношен ия  Ь/а 
поверхность 1 ое 1 в точке r = а с увеличением d достигает весьма 
больших значений ,  что соответствует результатам, приведеиным в 
работе Сузуки [76 ] для нестационарного загружения боковых 
поверхностей цилиндра .  



Г л а в а VI I I  
К ТЕОРИ И УСТОЙЧИ ВОСТИ ВЫРАБОТОК 

В ГОРНОМ МАССИВЕ 1 

§ 1 .  ПОСТАНОВI(А ЗАДАЧ И 

Рассмотрим однородное, изотропное, упругое тело, которое 
содержит отверстие в форме трехосного эллипсоида с полуосями 
а, Ь, с (а :;;.. Ь ::;:... с) . Выберем в качестве центра прямоугольной, 
прямолинейной системы координат центр эллипсоида, а оси 
системы координат направим по осям эллипсоида, как показано 
на рис .  43 .  Поверхность эллипсоида считаем свободной от внеш
них нагрузок .  Предположим, что на бесконечности тело подвер
гается линейно зависящим от координат напряжением, чьи глав
ные оси параллельны осям координат, т .  е. 

ах = a l + а1 1х + а12У + а1зZ ;  ау = az + а21Х + azzY + а 2зZ ;  

(576) 

Здесь ai и au - заданные постоянные. 
Математически ,  при отсутствии объемных сил ,  задача сво

дится к определению во внешности эллипсоида поля перемещений 
V (u ,  v ,  w) , удовлетворяющего уравнениям Лямэ 

� 1 . -> 
11 u  + 1 _ 21' grad е =  О ,  е = d1v u ,  (577) 

и такого , что поле напряжений ,  
а = 2'�' 11  е ··t- 2 1 1  _j!!_ х 1 - 2у r дх ' 

связанное с ним форму лам и 

1:лу = f1 ( �� + �� ) , . . .  , (578) 

удовлетворяет на  бесконечности условиям (576) , а на повер хности 
эллипсоида не создает касательных и нормальных напряжений .  

Постановка и решение этой задачи представляет интерес , по  
крайней мере, для следующих приложений :  а) р астяжение и 
изгиб балок или пластин с эллипсоидальной внутренней по
лостью; б) равновесие горного массива с эллипсоидальной выра
боткой ;  в) хрупкое разрушение тел с плоскими трещинами, 
имеющими в плане форму эллипса; г) стоксова движение эллип
соидального пузыря в вязкой жидкости . 

1 Эта глава основана на р абота х [ 6 0 ,  99, 1 00] . 
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В 1 949 г .  М. А .  Садовский  и Е .  Штернберг [ 1 38 ]  решили ука
занную задачу при a; i  = О в функциях  Лямэ нулевой , первой 
и второй степени [ 62 ] .  Решение задач было сведено к системе из 
пяти линейных алгебраических уравнений относительно неизвест
ных коэффициентов .  

В частном случае сплющенного эллипсоида - щели (когда 
с = О) решение этой задачи значительно упрощается , если ис
пользовать результаты исследований А. И .  Лурье [52 ] и 
Л. А.  Галина [20 ] (см . книгу [23 ] ) по теории  потенциала .  Сле
дует отметить также р аботу М. К. Кассира  и Г. С .  Си [ 1 28 ] ,  
в которой получены результаты, аналогичные результатам 
Л. А. Галина [20 ] .  Независимо от работ [ 20 ,  52 ] А . Е. Грин и 
И .  Н .  Снеддон [ 1 23 ]  дали решение задачи о растяжении упругого 
тела с плоской трещиной эллиптической формы в плане, исполь
зуя математическую аналогию этой задачи с проблемой обтекания 
плоской эллиптической пластины несжимаемой идеальной жидко
стью. Решение этой задачи хорошо известно [ 1 30 ] .  Д. Р. Ир вин 
[ 1 26 ] вычислил коэффициент интенсивности напряжений в задаче 
Д. Е .  Грина к И. Н. Снеддона, используя их решение . 

r В дальнейшемl'решаем задачу (576) в предположении ,  что 
а1 = а 2 = а3 = О. Решение общей задачи (576) получается су
перпозицией полученного ниже решения [99 ] с решением М. А. Са
довского и Е .  Штернберга * . 

§ 2. МЕТОД РЕШЕН ИЯ ЗАДАЧ И 

Используем [ 1 49 ]  эллипсоидальные координаты (а 1 , а 2 ,  а3) , 
причем в дальнейшем предполагаем строгую упорядоченность 
полуосей от большей к меньшей (рис. 43) : 

Здесь введены следующие обозначения [ 1 46 ] :  
1 1 St = R sп al ' S2 = dп ( a2R ' )  ' Sз = sn аз . 

dп а1 iR '  sп (а2, R ' )  С1 = С2 = - С3 = СП а3 , iR sп а1 ' dп (а2, R ' )  ' 

d = сп а1 _  d = R '  сп ( а2, R ' )  d d 1 i sп al ' 2 dп ( а2, R ' )  ' з = n аз , 

(579) 

* В связи с этим следует упомянуть выполнен ные приблизительно одновре
менно с [99] исследования П. А. Кунина и В . И. Подильчука, которые независимо 
предложили свои методы решения аналогичного класса трехмерных задач . Однако 
указанные авторы, по существу,  ограничились чисто методологической стороной 
вопроса,  не заботясь о каких-либо приложениях и пра ктических рекомендациях.  
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- V 2 - Ь2 R = V acfj2 R' = V 1 - R2 т - а ' V а2 - с2 ' ' 

� 1 = а 1 + iK' , � 2 = К + ia z , �з = аз, 

Si = SП �i • Cj = СП �i • dj = dn �i ( j  = 1 ,  2, 3) , (580) 

где s n  а cn а dn а - эллиnтические функции Я коби ,  соответ
ствующ�е модулю R ;  sn (а , R ' ) ,  cn (а , R ') , dn (а ,  R ' ) - эллиn

тические функции Якоби , со
ответствующие модулю; 4К 
и 2iK' - действительный и 
мнимый nериоды функций 
sn � · 

Из формул (579) легко 
!/ nолучить 

х2 у2 R2z2 
m2S� -

m2c� 
- m2d� = 1 1 1 

Рис. 43 . Выемка в форме эллипсоида в 
бесконечном пространстве 

= 1 (j = 1 , 2 , 3 ) .  (58 1 )  

Отсюда видно, что коорди
натные nоверхности аi = const 

nредставляют ортогональное семейство эллиnсоидов, одноnолост
ных и двуnолостных гиnерболоидов . Преобразование (579) отобра
жает взаимно-однозначно nараллелеnиnед (О < а 1 <: К,  О <: а 2 <: 
<: К' , О <: а3 <: К) nространства а 1 , а 2 , а3 на  nервый октант 
(х � О , у � О, z � О) nространства xyz . Если а� выбрать так, что 

S
o ( о . ') 1 а 1 = sn а1 = tk -= 0 = - , R sn а.1 т (582) 

то из формул (58 1 )  nри j = 1 nолучаем уравнение эллиnсоида 
с nолуосями а, Ь, с . Если а 1 ---> О, то (х, у ,  z) - оо . Отсюда следует, 
что внешность нашего эллиnсоида в новой системе координат 
отображается на  область О < а1а� , где а? оnределяется форму
лой (582) . 

Дифференциальные соотношения no х, у, z нетрудно nривести 
к новым координатам nри nомощи коэффициентов Гауссовой 
квадратичной формы: 

Здесь 
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ds2 = __ 1 h · j=1 1 

(583) 

(584) 



В частности , оператор Лапласа можно записать так: 
3 

L\<p = Rmh,hzhз � q� д� . 
j=l д�j 

( 585) 

Используем общие решения уравнений Ляме (577) в форме 
Буссинеска-Папковича-Нейбера [ 2 1 , 53 ] :  

-+ 
а) 2f-I.U = х grad Х - (3 - 4)') Х grad х; 

-+ 
Ь) 2f-I.U = у grad У - (3 - 4)') У grad у;  

-+ 
с) 2�u = z grad Z - (3 - 4)') Z grad z ; 

-+ d) 2�u = grad F. (586) 

Здесь Х, У,  Z,  F - произвольные, гармонические во внеш
ности эллипсоида функции .  

При помощи формул (578) , (584) и (586) можно получить сле
дующие представления компонент тензора напряжения -ri i в эллип
соидальной системе координат. 

Случай а: 
1: _ _ s1s2s3 д2Х + c1d1s2s2 [ s2 ( 1 1 ) + 2] дХ 

11 - Rmq�q§ даr Rmq�q� 1 
q� 

-
q� 

да-;_ -

Случай h:  

_ s1s2s3s2c2d2 i дХ _ s1s2s3s3c3d2 дХ + 
Rmqyq; да2 Rmqr� да2 

(587 ) 

(588) 

( 2 Г .  fl. Ч epcnatJO� 1 77 



1 . д2F s2c2d2 дF 't - t - - -12 - J<2т2q1q2q� даl да2 J<2m2q1q2cfз даl 
s1c1d1 . дF 

J<2т2q!q2q§ t да2 , . . . • 

(589) 

(590) 

Здесь приведены только компоненты напряжений  т 1 1  и т1 2 , 
другие компоненты напряжений получаются из них круговой 
заменой индексов у функций s , с, d ,  q и заменой знаков частного 
дифференцирования по следующей схеме: 

_д _ _, (- i) -д- � ->  i � � --> _д_ да 1 да2 ' да2 да3 ' да3 да1 
(здесь- и в дальнейшем «M-N »  означает М заменить на  N) . 
ФункцИи Х , У, Z, F удовлетворяют уравнению Лапласа Llcp = О ,  
решение которого имеет вид [ 1 46 ) 

3 
ер = п и . (� · ) .  j =l 1 1 (59 1 ) 
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Здесь каждая функция ui ( �) представляет собой решение 
уравнения Ляме: 

d2u · 
-; = [ n (п + l ) R2s� - р ( I + R2) ]  ui .  (592) d�j 

Каждому целому n соответствует 2n + 1 значений р ,  при 
которых уравнение (592) имеет периодическое решение. Обозначим 
это решение - функцию Ляме первого рода степени n и типа р -
через Л� (cx. i) (связь cx.i с � i  дана формулами (580) .  Другое линейно
независимое с этим решение уравнения (592) - функцию Ляме 
второго рода степени n - можно получить известной квадратурой 

at 
А� (cx.t )  .= л� (cx. i) J Р -� (т) ]- 2 dт. 

о 
(593) 

Поле напряжений (576) создает на поверхности эллипсоида 
следующие напряжения : при сх. = сх.� 

1 [ (  ' )2 2d2 2 2 2d2 2 2 2 2d2d2 ] . Т1 1 = - (R' )2 2 2 R O"xCr rSzSJ + O"ySr 1С2Сз - O"zSrCr 2 J , (594) q2q3 

где crX I cry , crz определены формулами (576) и (579) . Остальные 
компоненты напряжений получаются круговой заменой индексов . 

Будем искать поле напряжений ,  исчезающих на бесконечностn 
и удовлетворяющих с обратным знаком граничному условию 
(594) . Наложение этого поля и напряжений (576) дает искомое 
распределение напряжений .  

Указанное поле будем строить в виде линейной комбинации 
основных полей напряжений ,  каждое из которых отвечает одной 
гармонической функции Х, У,  У или F в общем решении .  Согласно 
формулам (587)-(590) и (594) основные напряжения симметричны 
по переменным сх. 2 , сх.3 , кроме того , они должны быть периодичны 
по этим переменным в силу выбора системы координат. Поэтому 
гармоническая функция в формулах (587)-(590) должна иметь 
вид 

Согласно условию ri i __, О при сх. 1 -� О, получаем, что Ь 1 = О .  
Поэтому будем использовать только такие гармонические функ
ции :  

(595) 

Граничным условиям (594) можно удовлетворить , если в реше
ниях  впда а, Ь , с использовать функции Ляме степени О и 2 ,  а в ре-
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шения х вида ( 1 ) - функции Ляме степени 1 и 3 .  Напомним, что 
в задаче Садовского и Штернберга в решениях вида (а} , (в) , (с) 
были использованы функции Ляме первой степени ,  а в решениях 
вида ( d) - функции Ляме степени О и 2 .  

Таким образом, метод решения заключается в том, что решение 
задачи ищется в виде линейной комбинации функций Ляме ука
занной степени ;  коэффициенты при этих функциях  должны быть 
выбраны так, чтобы точно у давлетварить граничным условиям 
(594) на  повер хности эллипсоида . При этом решение задачи 
сводится к решению линейной алгебраической системы уравнений 
относительно искомых коэффициентов .  

Дальнейшее упрощение решения представляется , если ис
пользовать следующее обстоятельство . Предположим, что функ
ции Х ,  У, Z, F уже выбраны и при формальной замене функций 
Я коби 

s --. ic, с __, d! R , d _ _, - iRs (596) 
заменяются на функции У,  Z,  Х, F соответственно, с точностью 
до постоянных множителей (возможно , чисто мнимых) . Тогда 
при формальной замене (596) в формулах (587)-(590) решения 
(а) , (Ь) , (с) , ( d) переходят соответственно в решения (Ь ) ,  (с) , (а) ,  
( d) с точностью до постоянных множителей (опять, возможно 
чисто мнимых) .  Отсюда следует, что достаточно определить основ
ные решения в случае, когда 

<J 1 1  =/= О, <J 2 1  +. О, <J3 1 =/= О, а остальные aii = О, (597) 

так как, осуществляя в этих основных решениях  формальную 
замену переменных (596) , можно получить основные решения для 
всех остальных случаев . 

§ 3. ПОСТРОЕН ИЕ РЕШЕН ИЯ 

Подставим условия (597) в формулы (576) и (594) . Мы видим, 
что в формуле (594) для 'tн содержатся произведения SzSзcM 

2 2 и s2s.,d2dJ . Поэтому будем выбирать те основные решения,  кото-
рые содержат эти произведения в 1: 1 1 .  Учитывая все предыдущие 
замечания , для случая (597) получаем следующий набор основных 
решений :  
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т im S d У =-=  - !Г S3SzC2c3c3; Z =- R2R ' 2s2d2S3 3 ;  

Х = mC:i ( а;,с� +- Рзd�/ R2) (азе� +- p:;d�/ R2) ;  

Х = mCi (а4с� +- P4d�/R2) (а4с� +- p4d�/R2) ;  

F = Rm2 D�s2 ( а5с� + Psd�/ R2) sJ ( а5с� + Psd�/ R2) ; 

F = Rm2D�s2 (а6с� +- Pt:d�/R2) sJ (абс� + pбd�/R2) ;  
Х =-= ma 1 ;  F = Rm2Ss 2sз . (598) 



Здесь пары постоянных ai , �i ( j = 3, 4 ,  5 ,  6) связаны соотно
шениями 

aj + �j = 1 j = 3 ,  4, 5 ,  6 

и условиями того , что 

(aic2 + �id2/R2) , i = 3 , 4 и s (aic2 j--- �id2/R2) , j = 5 , 6 

являются решениями уравнения Ляме (592) . Осуществив необхо
димые выкладки ,  получаем для них следующие значения : 

аз,<� = 3�12 ( 1 + R12 ± V 1 - R12 +- Rыt ;  

as , G  = 5�12 ( 1 + 2R12 ± V 1 - R12 + 4Rи \ . (599) 

Большими буквами обозначены функции Ляме второго рода , 
которые легко вычисляются интегрированием 

c:t ,  
sl  = C!dl J dт: - -1- {с d [ R12a - ( 1 -1- R2) Е (а ) ] _ L  сf (т;) df {т:) -- R 14 t 1 1 1 1 1 г 

о 

c:t ,  ,.3 , 4 ( 2 Ad2/R2) J ит: L I  = ас1 + 1" 1 0 ( ас� + �df !R2)2  = 

ЗR2 (acf + �df/R2) [ 1 J c1d1 
2Rl2 (а _ �/R2) ai + 2R2 + � (Е (а1)-а1)  - � ,  

а = а3,4 ; � = �3. 4 •  
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Решение 1 :  
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а: ,  
Е (а1 ) = J dn2т: dт:. 

о 
а = as,o ; � = �ь .в ·  

+ 2у (si + ci) (R2ci - di) � + J 
+ c1d1s2s3c�c§ [ _!_ _ _ 1 _ _ 2 - 2у J R (R ' ) 2 q§q§ q§ q� cj ' 

' s3s2s3 ( cfci d2 [ 2 ( 2 2) Т:22 = R (R ' ) 2 с1 t qtq� 2 2s2 + 4у С2 - s2 ] + 

+ 2у (s� + с�) (R2c� - d�) ) -
J 

_ c1d1s2s8c�c§ [-'- + �] 
R (R' ) 2q�q� q§ cr ' 

-1- 2 2 + src§ \ - )'Sз -.- • • q'}, } 

(60 1 )  



Решение 2 :  

Решение 3 и 4 : 

,..3 , 4 
• 1 1  

s�d� 2) 
- R�q� - 2уsз) . 

+ 
s� � + с1 d1 ф2s3 ( ас� + �d:; R2) (ас� + �d�/ R2) Х о:с� + �1dr!R2 J Rq�q� (acJ + �di!R2 ) 

х [ :� - :� + 2 � 2у J ; 
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1 64 

2c1s1s2s3 ! (ас� +  �di/R2) ( ас� f- �d�/R2) Х 
R (ас� + �dj/R2) \ q�q� 

2 2 [ s2 J Х сзdз 4у - 2 -- acg + �dUR2 + 

+ �d�/R2) + ( 1  - 2у) (a;ci + �di/R2) s�] + 

+ [ 2s� - s� (ас� �� �d�JR2) + ( 1 - 2у) (ас� + �d�/R2) J s1} ; 

+ ( 1 - 2у) sHac� + �d�/R2) ] ;  

-r3 ,4 = Цзdз (а2с� + �d�/R2) {- 2с с d 1  [sM + ( 1 - 2у) si Х 
31 Rq1q�qз (асу + �di!R2) 1 1 

Х (ас� +  �d�/R2) + ( 1 - 2у) s� (aci + �di/R2) ]  + 

+ s 1 [ 2s� + s� (ас� �/d§! R2) + ( 1 - 2у) (ас� + �d�/ R2) ] } ; 



Решение 5 и 5 ' :  

c1d1s2s8 (ас� + �d§!R2) (ас§ + �d�!R2) 
RqM (ас� + �di/R2) 

2d2 [ 2 s§ J А (d2 2 2)2 Х С3 3 - ас§ + �d§! R2 + a.l-' 3 - R С3 Х 
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т;б _ sic1d1s2s8 [� _ _ 1_ ] . т;б _ s1s2c3d3 [ 2 _ 2 + AJ . 
22 - .Rq�q§ si q§ ' 31 - .Rqlq�qз у q� 

' 

т;б = sic1d1s2s8 [� + _1_ ] т;б = s1c2d2s3 [ 2 _ 2 _ si J 
3 .Rq�q§ sj q� ' 12 .Rq1q2q§ у q� • 

Решение 7 :  

7 _ c1d1s2s3 • 7 s1c2d2s3 
Т:33 - .Rq2qg , т:12 = - .Rq1q2q'A • 

Как уже отмечалось, в формулах (60 1 )  приведены основные 
решения  для случая (597 ) .  Для остальных случаев основные реше
ния получаются формальной заменой эллиптических функций 
(596) как в формулах (60 1 ) ,  так и в функция х  Ляме второго рода.  
Поэтому в формулах (60 1 )  di - R2c� и т .  д. не заменяются постоян
ными,  так как при указанной замене переменных их значения 
меняются . 

Итак,  мы получили восемь основных решений .  Постараемся 
теперь пекоторой линейной комбинацией этих решений  удовлетво
р ить граничным условиям на поверхности эллипсоида (594) , т. е . 
подберем константы А 1 ,  • • •  , А7,_А ь так, чтобы было 

7 
� Aiт:{i = т:н, при а = а� (i = 1 ,  2 ,  3) . (602) 

j=5, 1 
Это условие приводит к линейной алгебраической системе из 

1 1  уравнений с восьмью неизвестными ,  среди которых семь урав
нений линейно независимы. Поэтому для построения решения 
достаточно семь основных решений  и одно решение можно отбро
сить; мы отбросим решение 5 ' . 

Таким образом, при помощи (594, (60 1 ) ,- (602) мы приходим 
к следующей системе линейных уравнений относительно неизвест
ных А 1, А 2 , • • •  , А 7 :  
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0112 [ (К1 + 1 )  d1 - 2ysz (s� + с�) (d! - R2c!) ] А1 -" cl 

- .Rl�d1 
[ (Kz + 1 )  R2c1 + 2ys2 (d! - R2c!) (di + R2s!) ] А2 + 

+ [ (- К3 + (а3с� +8!3dU.R2) ) (a3cf �1::dU.R2) + 



KtAt - KzAz - R12K3A3 - R12K4� - R12KsAs =�� 

= s�c1d1 (cr3tR2 + crнR12 - crzr) ; 

2А di А 2R12A 2R12A Rr2A О· Ct 1 - R2 2 + St 3 + St 4 + 5 = , 

R112 [ Kt - 1 + 2ys3d1 (� + ci) ] A t + tX3 { 1 - К3 + 

3 [ s� ] } + ( 1 - 2у) [ 1 - 2CtCtStdr ] 1 + asci + �зdifR2 Аз + 

(603) 

+ �4 { 1 - К4 + ( 1 - 2у) [ 1 - 2cisrcrdt ] [ 1 + а4с� ;ъ4d�fR2 ] } А4 + 

+ �5 {- Ks - а5с� + l�sdi/R2 2D�Ctdt [ 1 + ascr ;ЪsdifR2 ] } As = 
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Здесь 

К 1 = ( 1 - 2у) - sзd 1 [ 2s� + 4у (с� - s�) ] .  

Здесь 

(604) 

Окончательно решение исходной задачи (576)-(578) в напря
жениях записывается следующим образом : 

1 [ (R')2 2d2 2 2 zdz 2 2 2 2d2d2 ] Тн = - (R' ) 2 2 2 О'хС1 1S2Sз + O'yS1 1С2С2 - O'zS1C1 2 3 + q2q3 

где постоянные А представляют собой решение линейной системы 
(603) . Это решение можно было бы записать при помощи формул 
Крамера ,  которые опускаем ввиду их громоздкости . Удобнее 
решать систему (603) непосредственно для каждого конкретного 
случая , применяя стандартные методы приближенных вычислений 
и счетно-решающие устройства .  
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§ 4. ПРОСТРАНСТВО С ЭЛЛ ИПТИЧ ЕС КОЙ ТРЕЩИНОЙ 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ИЗГИБА 

Используем полученное решение для определения коэффи
циента интенсивности напряжений  около эллиптической трещины, 
находящейся в линейном поле напряжений .  Для получения эллип
тической трещины (рис .  44) из эллипсоидального отверстия надо 
устремить к нулю меньшую полуось эллипса, или ,  что то же са-

мое, устремить а? к К. Так как формулы (604) и коэффициенты 
системы (603) содержат эллиптические z 
функции Якоби , удобно ввести малый 
параметр е следующими равенствами : 

сп а� = е ; 

(606) 
Рис .  44 . Трещин а эллип
тической формы в плане  

IШК предельный случай 
сплющенного эллипсоида 

Подставим эти значения эллиптических функций в форму
лы (604) и в коэффициенты системы (603) , получаем 

Sз = i�: [ 2ai - ( 1 + R112 )  Е (а1) J + О  (е) ;  

j = З , 4 ; 

К 1 = 1 - 2у + О ( 1 ) ;  (607) 

1 
К; = 2 - 2у - rx1R12 + 0 (e2) , j = 3, 4 ; 
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х [Е ( r:Д) - а?] ) А4 + a15As = a31Rm ;  

l - 2y A 
l - 2y ( 1 )  """Rr2 1 + � А2 - 2 - 2у - �ХзR12 Аз -

( l ) R2 
- 2 - 2у - �X4Rl2 А4 + �XsRt2 Ао = О; 

(608) 

(609) 

(6 1 0) 

(6 1 1 ) 

(6 1 2) 

(6 1 3) 

Выражение для коэффициента а15 не приводится , так как 
оно не оказывает влияния на дальнейшее решение.  Полагаем 
теперь в = О; после этого система легко решается . Из (6 1 0) и 
(6 1 1 )  следует 
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А 1 = А а + А4, 
Затем из (6 1 2) находим 

АБ = о. 

А 2у ( �з А + �" А ) 2 = - -2 4 { -' 3 - 4 } .  - '\' t �Хз IX4 J 

(6 1 5) 

(6 1 6) 



Далее из (609) получаем зависимость между А 8 и А4 
1 - 2Rl2  + 1 /а3 • 

А4 = - 1 _ 2R12 + 1 1а4 
Аз, (6 1 7) 

теперь из (608) после несложных преобразований находим 

где 

А _ mRa81 ( 1 - 2Rl2 + 1 /а4) • з - f ( 1 /a4 - 1 /a3) ' 

А = _ mRcr31 ( 1 - 2Rl2 + 1 /аз) . А = о· (6 1 8) 4 f ( 1 /a4 - 1 /a8) ' 5 ' 

А _ mRcr31 • А _ 2-ymR3cr81 • А _ О · 
� - f ' 2 - ( 1 - 2-y) f ' в - ' 

4-у - 1 ( о ( R2 ) ( о) ) f = 1 _ 2-у 
R l а1 + R12 - 1 Е а1 j . (6 1 9) 

Постоянная А 7  не имеет значения, так как не влияет на  р ас
пределение напряжений  в малой окрестности контура трещины. 

Формула (605) с полученными константами Ai дает распреде
ление напряжений около контура эллиптической трещины. 
С целью определения коэффициента интенсивности напряжений,  
вычислим напряжение в плоскости трещины на  ее продолжении. 

Уравнение внешности эллипса в его плоскости будет а2 = 
= К' (d 2 = О) и в эллиптических функциях записывается так: 

1 R '  
s2 = R '  с2 = iR ' d2 = О. 

Поэтому надо вычислить напряжение 't"1 1 • Близость точки, 
в которой вычисляется напряжение, к точке контура трещины 
характеризуется тем же малым п араметром е и соотношениями 
(606) . Подставим значения (606) и (6 1 9) в формулы (602) для 't"�2 
( j = 1 ,  2, 3 , 4 ,  7) . Получаем 

(620) 
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Используя значения постоянных (6 1 8) ,  составим линейную 
комбинацию (605) . В ней, в силу уравнений (6 1 0) ,  (6 1 1 )  и (6 1 4) 
(пр и 8 = О) коэффициенты при �2 и R

1
1 2 - :5 обращаются 

в нуль.  Получаем 

R3R'ms3 { ( 2 2 2) ( 1 ) + вd§ Аз азсз + �зdз/ R R12a.3 - 1 + 

+ А4 (а4с� + �4d�/R2) ( R1�a.4 - 1 ) } + О  ( 1 )  = 

4у - 1 R2ms3a81 + О ( 1 ) RR'msзaat L 0 ( 1 ) (62 1 )  = 1 - 2у вR'f -:-: в [R12a.Y - (Rl2 - R2) Е (а.Ш т · 

Найдем зависимость между малым пар аметром 8 и малым 
расстоянием r точки от контура трещины. Осуществим прираще
ние (-.1\а) по аргументу а 1 в точке (а 1 = К, а 2 = К' , а3 - про
извольно) так, чтобы 

или ,  разлагая в ряд по .1\а функцию d 1, в точке а 1  = К 
R2s1 (К) с1 (К) .1\а + О ((.1\а)3) = __;.. . ' 

Следовательно , 8 = К' .1\а . 
Определим, какое r соответствует малому приращению .1\а 
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d2sl (К) а mR12 2 Llx = Rm 
2da.i 

(Lla) s2s3 = 2lГ s3 (.1\а) , 

Rm d2c1 (К) л 2 mR' 
.1\ 2 

.1\у = -- /Г 
2daJ (L1a) С2Сз = 2R С3 ( а) • 

Здесь s 2 и с 2  берутся в точке а 1 = К' из формулы (6 1 9) 

2 2 2 m2R12 2 4 mR' 2 r (.1\х) + (.1\у) = 4""R"2 d3 (Lla) , r = 2R dз (Lla) . 

Итак, получаем 

1 /  2rRR' 8 = J" mdз " 

(622) 
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На контуре трещины 
т R' т d2 2 R12 2 х = R sз,  у = -т ез , з = сз + sз -= 

(624) 

Подставим эти значения е и s3 в формулу (62 1 ) ,  находим 

R2R 'xa31 ( 2 у2 ) I/4 
't'22 = V [ 12 о ( 12 2) ( 0) х + Rl4 + О ( 1 ) .  (625) 2r R а1 - R - R Е а1 

Выразим х и у на контуре трещины через полярный угол � .  
отсчитываемый от оси Х . Тогда х = а cos � .  у = Ь s in  � ·  Так как 
смещение Lla в силу ортогональности системы координат взято 
по нормам к контуру трещины, то коэффициент интенсивности 
напряжений К 1а связан с постоянной а3 1 следующей формулой 

_ v- V R' R2 cos � ( ьz 2 . 2 ) 1/4 К1а - 0'31а ал; [ a�R' 2  + (R2 _ R' 2) Е (аШ (i2 COS � + SIП � • 

( 626) 
Напомним, что здесь а1 и Е (а!) - полные эллиптические инте

гралы первого и второго рода . 
Коэффициент интенсивности напряжений  для случая , когда 

ось изгибающего момента совпадает с большой полуосью эллипса, 
можно получить, используя формальное преобразование (596) 
к формулам (60 1 )  и коэффициентам линейной системы (603) , 
а ·затем переходя к аналогичным пределам с учетом формул (606) 
и (6 1 9) .  Однако его можно получить путем формальной замены 
полуосей и следующих перестановок: 

А 11: iR а --+ Ь , �-'-т - �• R -
R! '  

в формуле (626) . Проделав это, получим 

к _ а32Ь VьлR2 • ( Ь2 2 2 ) 1 /4 
1 Ь - ( 1 + R2) Е _  aR ' 2 SIП � (i2 COS � + sin � . 

(627) 

(628) 

Рассмотрим некоторые предельные частl!ые случаи полученных 
фор мул . 
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Если учесть разложения полных эллиптических интегралов 

Е = Т [ 1 - �2 
+ O (R3) ] , а =  ; [ 1 + �2 + О (R3) ] , (629) 

то из формул (626) и (628) легко получается значение коэффициента 
интенсивности напряжений для круглой трещины, находящейся 
в линейном поле напряжения (Ь � а, R ___, О, R ' _______. 1 )  

к 4а Va ( А 1 • А) 1 = V а31 cos t-' 1 а32 sш t-' • 
3 л (630) 

При а �оо, R ' --> О эллипс вырождается в две параллельные 
прямые dRн __, О. Поэтому из (628) мы получаем формулу для 

/(za 
а Vii1f631 

0,5 1<=0,8 

�2 ��--���--� 
0, 1 t---r--1----4-� 

о 
Рис. 45. Зависимость безр азмер
ного коэффициента интенсивно
сти н апряжений н а краю тре
щины от угл а при  cr32 = О (см .  

формулу 626) 

l<z6 
IJ ViiЬ 6з2 

0,5 
�Ч t-������� 
�J t--г-+7�-.�� 
�Zt-���,_-4--� 

. о  18 36 5'1 72ft,гpau 
Рис. 46. Зависимость безр аз
мерного коэффициента интен · 
сивности напряжений н а  краю 
трещины от угла при cr3 1  = О 

(см . формулу 628) 

коэффициента интенсивности напряжений около линейной пло
скости трещины, находящейся в условиях плоской деформации 
и подверженной моменту а = cr3 2y на  бесконечности. 

На  рис .  45 и 46 изображены графики фунщций K1ala3 1a Van 
и К1 ьiЬ Vhna3 2 в зависимости от угла � при р�зличных отноше
ниях  Ь!а. 

§ 5. ПРОСТРАНСТВО С ЭЛЛ ИПТИЧЕСI(ОЙ ТРЕЩИНОЙ 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ РАСТЯЖЕН ИЯ 

Аналогичным методом разложения по малому параметру основ
ных решений и коэффициентов линейной системы уравнений 
можно получить коэффициент интенсивности напряжений около 
внутренней эллиптической трещины из решения М. А. Садовского 
и Е. Штернберга [ 1 38 ] .  Система линейных уравнений [ 1 38 ] , 
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формула (50) при помощи соотношений (606) приводится к сле
дующему виду : 

-2yR2 (a. - E) 2yR2 (R ' 2a. - E) 
R '  

--
R , 

( 1 - 2у) , ( 1 - 2у) , 

Ri" '  
1 - 2у 

R2 

1 
R4 ' 

R ' 2 
fi.2 '  

( l - 2y) R ' 2 
R2 

R '4 

"R4 '  

( '-2 __ ...."
2y;-;.)_R-'-2_E -
R '  ' О , ats 

- ( 1 - 2у) ,  О , a2s 

о 
о 
о 
о 

е2 
Ri" '  

( 1 - 2у) в2 
R2 ' 
е2 
R4 ' 

О , р 
о,. -Р 

( 63 1 )  

Здесь приведены только первые члены р азложения п о  в коэф
фициентов линейной системы. Выражения для коэффициентов 
а15,  а25 , а;;5 не выписаны, так как они не влияют на дальнейшее 
решение. Полагаем в = О, тогда из третьеrо и четвертого ур авне
ний легко получаем А5 = О, А = R11A 2 , а из второго уравне
ния А 8 = R2A 2 • Окончательно решение получим в виде 

crR12 cr crR crR12 А1 = 2RE , А2 = - 2RE , А3 = - 2Е ,  А4 = - 2Rзв . (632) 

Основные решения (607)-(6 1 1 ) работы [ 1 38 ]  в случае р астя
жения с учетом соотношений (606) и (6 1 9) имеют следующие 
разложения по в :  

1 RR's2 RR's2 [ 1 1 1 J -ru = - езd� 3 + ed� 3 2У - т - 2R ' 2 + d� + 0 ( l ) ; 
2 RR'c2 RR'c2 [ 1 1 1 J 't22 = - еЗd§

3 - ed§
3 2У - т - 2R ' 2 + d� + 0 ( 1 ) ; 

з ( 2 - 2v) R '  + 0 ( 1 ) . 't22 = -
Re ' 

4 R3R ' R ' R3 [ 1 1 1 J 't22 = - e3d§ - ed§ 2 + 2R' 2 - d§ + О ( 1 ) · 

Составим теперь линейную комбинацию 

1 3 * 

4 
't22 = L 't�2Aj. j=l 

(633) 

(634) 
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1 1 1 В силу уравнений (63 1 )  коэффициенты при 2R , 2 - d� + 2 , 
1 

-3- обр ащаются в нуль ,  поэтому получаем 8 

R'в [ '2 2 2 2] R 'в = вЕ d� 'VR Sз + 'VСз + ( 1 - 'V) dз = еЕ .  (635) 

Окончательно, используя формулу (624) , находим 

т. е .  

а Vь ( . 2 Ь2 2 ) 1/4 't22 , =  v- sш � + -2 cos � , Е 2r а 

коэффициент интенсивности напряжений в 

а V лЬ ( . 2 Ь2 2 ) 1 /4 К1 = -Е- sш � + l.i2 cos � . 

данном случае 

(636) 

В итоге, на  основе формул (626) , (628) и (636) получаем коэф· 
фициент интенсивности напряжений для эллиптической трещи-

М ны, находящейся в упругом 
--.,_..�:�а-� пространстве под совместным 

действием растя гивающих на
пряжений и изгибающих мо
ментов :  

К 1 = ( �: cos2 � + 

a3 1 a cos �R2 
+ aR' 2 + E (R2 - R ' 2) + 

Рис. 47. Изгиб и р астяжение бруса 
с внутренней трещиной эллиптической 

формы в плане 

где а, Ь - полуоси эллипса (а > Ь) см. рис .  44; � - поляр
ный угол, отсчитываемый от большей полуоси ; 
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R' = _!!_ . R = V 1 - R'2; 
а ' 

1 
а: = s -;r;;==;::;=dx==:===;;;:;;=;;=v ( 1 - х2) ( 1 - R2x2) ' 

о 

1 
в - S l f i - R2x2 d . 

- Jl l - x2 Х, 

о 
(638) 



cr - растягивающее напряжение, нормальное к плоскости тре
щины; 

Мь . <1зi = fь •  Ма • <1з2 = --т; • 

Ма, Мь - действующие моменты с осями изгиба , совпадающими 
с полуосями а и Ь эллипса соответственно; 1 а •  1 ь - моменты 
инерции поперечного сечения относительно оси а или Ь соответ
ственно (рис. 47) .  

§ 6 .  ПРИЛОЖЕИНЕ 1( ГОРНОМУ ДЕЛ У 

Для горного дела полученное решение представляет наиболь
ший интерес в том случае,  когда в формулах (576) отличны от нуля 
только коэффициенты cr 1 ,  <1 2 , cr3, <1 1 1 ,  <1 2 2  и <1 8 3 ,  а остальные коэф
фициенты равны нулю. При этом 
получается задача о концентрации 
напряжений в окрестности выра- z 1 J'!/ 
ботки (рис .  48) , находящейся в f 
упругом горном массиве и имею- ::z::: 
щей форму произвольнога трех
осного эллипсоида , одна из осей 
которого совпадает с направлением 

у силы тяжести (в частности , это мо-
гут быть шаровая выемка, беско
нечный туннель произвольнаго 
эллиптического поперечного сече- Х 
ния ,  сплющенный эллипсоид, по 
очертанию в плане имеющий форму Рис. 48.  Эллипсоидальная выемка 
произвольнаго эллипса, и т. д . ) .  с тяжелом полупространстве 

Все эти проблемы с большим 
трудом поддаются эффективному математическому решению и по
этому , несмотря на то, что постановка их известна уже больше 
ста лет, их решения не были получены до сих пор , за исключе
нием простейших частных случаев . 

Для тяжелого упругого полупространства поле напряжений 
вдали от выработки определяется следующими формулами :  

<1х = <1у = - ( l 2_ y) pg (H - z) , <12 = - pg (H - z) ; 

Т:ху = Т:уz = Т:zх = О . (639 ) 

Здесь Н - расстояние от центра эллипсоида до свободной 
поверхности ; р - средняя  плотность горного массива; g - уско
рение свободного падения ; у - средний коэффициент Пуассщiа 
горного массива .  
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Следовательно, в формулах (576) и в полученном решении 
нужно брать такие значения коэффициентов : 

-ур�Н . crl = а2 = - -1-- ,  cr3 = - pgH; 
- -у  

(J (J -урц . 13 = 23 = -1-- ,  - -у 
(J33 = pg. (640) 

Дальнейший анализ полученных решений позволит дать обос
нованные критерии устойчивости (и безопасности) выработок или 
выемок указанного типа  в прочных скальных породах .  

Полезные ископаемые, в особенности уголь ,  ч асто залегают 
в виде пластов небольшой толщины.  Поэтому горные выработки 
часто имеют форму, близкую к плоским математическим разрезам 
(размеры, выработки в плане велики по сравнению с мощностью 
пласта) . Для таких выработок условие устойчивости (или безопас
ности) формируется особенно просто , если обратиться к механике 
разрушения [99 ] .  А именно, если коэффициент интенсивности 
напряжений К 1 меньше Kic по абсолютной величине, то разруше
ния не происходит; как только К1 достигает величины Kic . про
исходит разрушение в пекоторой окрестности той точки контура 
выработки ,  где К1 равно Kic по модулю. 

Итак,  локальное условие устойчивости (или безопасности) 
имеет следующий вид [99 ] 

1 KI I -< к;с . (64 1 ) 

Можно показать, что к;с равно следующей величине 

к;с = 11as Vli. (642) 

Здесь crs - абсолютная величина наименьшего сопротивления 
сдвигу в системе «пласт-порода» (это может быть пласт, порода 
и ,  чаще всего, контакт пласта с породой) ; h - мощность (толщина) 
пласта; 'I'J - безразмерный коэффициент, зависящий от внутрен
ней структуры пласта и окружающих пород в р ассматриваемой 
окрестности тупика выработки ,  а также от отношения упругих 
и прочностных . характеристик породы пласта к окружающей. 
Коэффициент 'I'J по величине имеет порядок единицы. 

Коэффициент интенсивности напряжений  К1 вычисляется для 
математического разреза нулевой толщины, форма которого 
в плане точно соответствует контуру выработки . 

Таким образом, на  основе общего решения (637) и общего 
локального критерия устойчивости (64 1 )  петрудно получить кри
терий  безопасности (или критерий  устойчивости) для следующих 
двух типов выработок . 

.. ,.Учет начальных напряжений разного масштаба (в частности , внутризерен
ных напряжений) может существенно изменить эту оценку. 
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Горизонтальная выработка эллиптической формы в плане 
(рис .  49) . 

Критерий безопасности имеет вид 

рдН у пЬ ( Ь2 ) 1/4 v-
E s iп2 � + li2 cos2 � < 'YJO"s h.  (643) 

Условие (643) должно выполняться в любой точке контура ,  
т .  е .  при любых углах � · Так как наиболее опасная точка будет, 

Рис.  Горизонтальная выработ
ка эллиптической формы в плане 

очевидно, при � = ±n/2, то из  
(643) легко получить следующее 
достаточное условие безопасности :  

pgH V nb < чЕаs Vh". (644) 

z 

Рис.  50. Вертикальная выр а
ботка эллиптической формы в 

плане 

Напомним, что Е здесь обозначает эллиптический интеграл (638) · 
В частности , когда выработка имеет форму круга , будет 

а = Ь , Е = n/2 и условие (644) принимает вид 

2pgH V nb < 'Л'УJО"з Vli. (645) 

Аналогично , когда выработка имеет в плане форму полосы, 
будет а/Ь -> оо ,  Е __, 1 и условие (644) запишется так: 

pgH V bn < 'YJO"s Vli. (646) 

Критерии (644)-(646) позволяют сформулировать определен
ные практические рекомендации по прогнозированию опасности 
наступления явлений обрушения выброса и горного удара . 

Вертикальная выработка эллиптической формы в плане 
(рис. 50) . Критерий  безопасности имеет такой вид: vpg v-bn ( sin2 � + _Ь2 cos2 �) 1 14 Х �(�1 --�v�) а2 

[ Н ЬR2 sin � J v
-

X Е -- ( 1 + R2) E - a (R ' ) 2 < чаs h. (647) 
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Наиболее опасной точкой ,  очевидно , является точка � = n/2. 
Поэтому достаточное условие безопасности на основании (647) 
б у дет следующим :  

ypg v- [ н bR2 J v-
1 - -v bn у - ( 1 + R2) E - a (R ') 2 < fJO's h. (648) 

В частности , для выработки, имеющей в плане форму круга, 
будет а = Ь и R ---. О , так что условие (648) запишется в виде 

2ypg у т ( 2 ) v--- - Н - - Ь  < fJa h. 1 - у :rt 3 s (649) 

Когда выработка имеет форму вертикальной полосы постоян
ной толщины h и ширины 2Ь ,  будет а/Ь ---. оо , Е ---. 1 ,  а условие 
(648) будет таким: ypg v-( ь ) v-( l - y) b n Н - 2  < fJa5 h.  (650) 

Полученные точные критерии позволяют дать приближенные 
оценки безопасности (устойчивости) также для выработок более 
сложной формы. К ним относятся , например , выработки прямо
угольной формы в плане, совокупность выработок такой формы и др 

§ 7. УСТОЙЧ ИВОСТЬ ГОРНЫХ OTI(OCOB И OT I(PbiТЬIX 
ВЬIРАБОТОI( 

Для проектирования открытых выработок весьма важной 
является проблема выбора оптимального угла откоса , удовлетво
ряющего технологическим условиям и требованиям безопасности . 
До сих пор проблема устойчивости откосов решается на  основе 
теории предельного состояния [73 ,  79 ] , согласно которой в момент 
потери устойчивости некоторые сплошные области горного мас
сива переходят в предельное состояние, определяемое законом 
Кулона со сцеплением . Однако на  практике в большинстве слу
чаев потеря устойчивости возникает не вследствие перехода 
в предельное состояние сплошных массивов ,  а вследствие сколь
жения по поверхности раздела различных областей ,  не находя
щихся в предельном состоянии .  Таким образом, в более точной 
теории следует изучать р азвитие поверхностей скольжения (или 
трещин сдвига) , причем противоположные берега трещин должны 
взаимодействовать согласно закону Кулона со сцеплением. 

В продолжение р абот [50, 1 00 ,  1 0 1 ] на одном важном частном 
случае рассмотрим точную постановку задачи о развитии поверх
ностей сдвига в горном массиве и некоторые приближенные 
оценки этого решения ,  позволяющие найти простые критерии  
устойчивости в зависимости от  высоты и угла  откоса, а также 
от физических и геометрических характеристик горного мас
сива. 
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Постановка точной задачи. Рассмотрим  край открытой выра
ботки глубиной Н с у глом откоса а. (рис. 5 1 ) .  Ограничимся пло
ской деформацией, считая , что все характеристики задачи не
изменны вдоль оси z и можно ограничиться рассмотрением одного 
сечения массива в плоскости ху (х, у - декартовы прямолинейные 
координаты, ось х совпадает с дневной поверхностью, сила тяжести 
действует в направлении ,  противоположном оси у) . Это ограни
чение не принципиально, однако оно позволяет сделать изложение 
более наглядным . Обычно горный массив бывает неоднородным 
и анизотропным; н аиболее опасным и часто встречающимся слу
чаем является тот, когда неравномерные слои с р азличными проч
ностными свойствами наклонены под некоторым у г лом � .  мень
шим, чем а. (рис. 5 1 ) .  

Потеря устойчивости откоса происходит обычно вследствие 
развития поверхности сдвига, которая проходит поj участкам, 
наиболее неблагаприятным с точки 
зрения интенсивности горного дав
ления и прочности прослоек (на
пример , в тектонических трещинах 
или между слоями массива) .  За 
дачу о развитии поверхности сдви
га решаем в следующей последо
вательности : вначале анализируем 

!/ 

D 

напряжения и деформации в мае- т-:�'11""'"'-----......_ ____ .... 
сиве в отсутствие поверхности 
сдвига, который с учетом тектони-

х 

ческих напряжений позволяет Рис. 5 1 . Откос с криволинейной 
определить место возникновения трещиной скольжения 
первичного сдвига ,  т. е .  наиболее 
слабое место ; затем при помощи методов механики разрушения 
рассматриваем задачу о развитии поверхности сдвига из найден
ного первичного разрыва. 

На обоих этапах решения задачи с помощью ЭВМ (например , 
с помощью метода конечных элементов или некоторых его моди
фикаций) можно учесть все основные факторы: прочностные 
свойства, неоднородность , анизотропию и неупругие свойства 
массива, нагрузки,  воданасыщенность и т. п . ,  если разумеется , 
будет известно распределение этих характеристик в горном мас
сиве . В результате численного решения определяем критическую 
глубину или угол откоса выработки в зависимости от физических 
и геометрических параметров задачи .  

Однако обычно свойства и строение массива известны заранее 
лишь весьма приблизительно . Поэтому приобретают большое 
значение достаточно простые и надежные оценки устойчивости , 
основанные на некоторых идеализированных предположениях  
о горном массиве . 

Выделим четыре основных способа установления таких  оце-
но к .  
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1 .  Ограничиваются первым этапом решения задачи (без по
верхности разрыва) и считают, что , как только в какой-либо 
точке массива будет достигнуто условие Кулона 

max ('tn - an tg б) = k (65 1 ) 

откос потеряет устойчивость. Здесь 't'n и an - касательное и 
нормальное напряжение в этой точке на площадке с вектором -+ 
нормали n ,  б и k - соответственно угол внутреннего трения и коэффициент сцепления материала в данной точке . 

2 .  Материал массива считают жесткопластическим, при этом 
в момент потери устойчивости сплошная зона вблизи поверхности 
откоса и всего бокового выступа переходит в предельное состоя
ние с локальным условием (576) .  Поверхность скольжения опре
деляют при этом как огибающую поверхностей слабого разрыва 

- в  области предельного состояния [ 53 ,  1 38 ] .  
3 .  Материал массива считают жесткопластическим ,  при этом 

в момент потери устойчивости в предельное состояние переходят 
только узкие слои массива (толщиной их  пренебрегают) , соеди
няющие дневную поверхность с боковой поверхностью откоса . 
Выбор этих поверхностей скольжения основывается на анализе 
геологического строения массива .  

4 .  Материал массива считают упругопластическим, при этом 
с увеличением глубины выработки сплошная зона предельного 
состояния развивается из окрестности точки А ,  где пересекаются 
дно и боковая поверхность . Потере устойчивости откоса отвечает 
выход зоны предельного состояния на дневную поверхность . 

Из всех указанных подходов наиболее предпочтительным 
является третий ,  так как он наиболее прост, гибок и ближе стоит 
к точной постановке. С точки зрения запаса прочности первый 
подход наиболее приемлем , однако лишь в условиях  наличия 
достаточно полной информации о массиве . 

Упругое решение для тяжелого клина. Пусть тяжелое одно
родное и изотропное упругое тело занимает сектор О < r < оо ,  
л + а < е < 2л (см .  рис .  5 1 ) ,  где r, е - полярные координаты. 
По прочностным свойствам тело может быть произвольно неодно
родным и анизотропным. Границы клина при е = О и е = л + а  
свободны от нагрузок, т .  е .  а6 = 'tr6 = О . Напряжения в этом 
теле будут следующими (дневная поверхность при е = 0) :  

+ 
3 s in 8 + sin (8 - 2c:t) ar а6 = 2 s iп 2 c:t pgr; 

+ i [ 1 _ e2 i ( 6-а) _ 1 �;::�c:t ( 1  _ e2i ( 6-а) (2 _ e-2ia)) J } . (652) 
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Здесь а, , а6 , а,6 - компоненты напряжения ; р - плотность; 
g - ускорение свободного падения ; i - мнимая единица . 

Это решение используем для оценки критерия устойчивости 
согласно первому методу , считая что поле напряжений (652) 
имеет место вблизи края выработки с конфигурацией , изображен
ной на рис. 5 1 . Это допущение неточно, так как при этом не учи
тывается сдерживающее влияние материала,  находящегося на 
дне выработки в области л: < е < л: + сх. ;  однако ясно , что оно 
идет в запас прочности . Решение (652) легко обобщить на случай 
произвольной упругой аназотропии и на некоторые случаи упру
гой неоднородности ; для наших целей в данном случае это не 
имеет значения . 

Условие (65 1 )  для плоской дефор
мации изотропного в прочностном от
ношении тела можно привести к виду 

1 /4 (а г - ае)2 + 't�e = 

= 1 /4 sin2 б (аг + 

+ ае + 2h) 2 ,  h = k ctg б. (653) 

Подставляя (652) в (653) и проверяя 
все наиболее опасные точки (с учетом 
прочностной неоднородности , т. е. зави

Рис .  52. Схема р асположе
ния области предельного со
стояния в окрестности откоса 

симости б и k от координат r и е ) , находим то место , в кото
ром впервые воаникает локальное разрушение .  

Если тело однородно по прочности , то сдвижка впервые про
изойдет в точке А с координатами е = л: + сх. , r = H/s in сх. .  
Отсюда при  помощи (579) и (580) можно найти критерий устой
чивости откоса ; в данном случае он будет следующим : 

Н 2k siп 2 а cos б pg -<= s in б + 1 (654) 

Анализ решения (652) показывает, что область, в которой на
рушается условие предельного равновесия (65 1  ), начинается на 
некоторой глубине, а вблизи вершины клина предельное состоя
ние никогда не достигается (рис .  52) .  Примерно такую же форму, 
очевидно, будет иметь область предельного состояния для одно
родного изотропного упругопластического тела при всюду непре
рывном решении (четвертый подход) . 

Слоистый трещиноватый массив. Приведем образец примене
шнi третьего подхода на одном частном, но практически важном 
примере. Пусть горный массив перерезан тектоническими трещи
нами, расположенными под углом � к дневной поверхности (см . 
рис. 5 1 ) .  В этом случае при проведении открытой выработки воз
никает опасность обрушения бортов карьера ,  если сх. > �. так как 
прочность заполнителя трещин обычно гораздо меньше проч
ности основных пород. Скольжение очевидно будет происходить 
по плоскости трещины, исходящей из точки А .  Пренебрегая 
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упругими смещениями самого массйва, можно считать , что в мо
мент потери устойчивости весь заполнитель в узкой полоске 
между берегами рассматриваемой тектонической трещины пере
ходит в предельное состояние, а весь остальной материал остается 
абсолютно жестким. В данном случае, очевидно, второй (обще
принятый) подход неприменим. 

Условие равновесия треугольной области AOD (см . рис .  5 1 ) ,  
очевидно будет следующим: 

pgS (s in � - cos � tg б) < kL .  (655) 

Здесь S - площадь треугольника A OD ;  L - длина AD ; коэф
фициенты k и б описывают взаимодействие берегов трещины. 

Из решения треугольника имеем 
З, б 

t :0::: � 2,8 
� 
С>, 
� 
� 2,0 

а. --
Рис. 53. Оценка безопасной 
области устойчивости откоса 
согласно приближенным кри-

териям (657) и (658) 

S = I /2H2 (ctg � - ctg а) ,  

L = H/sin � · (656) 

На основании (655) и (656) условие 
устойчивости откоса примет вид 

pgH sin 2� (ctg � - ctg а) (tg � -

- tg б) < 4k .  (657) 

Интересно сравнить критерий (657) с 
критерием, получающимся по первому 
подходу , согласно которому потеря 
устойчивости произойдет в тот момент, 
когда в точке А на площадке , накло
ненной под углом � к дневной по
верхности , будет достигнуто предель

ное условие (65 1 ) .  В последнем случае на основе (652) и 
(65 1 ) условие устойчивости будет 

pgH [ sin (2а - 2� + б) - sin б ]  < 2k cos б sin2 а. (658) 

Положим,  например , � = 45° , б = 30° . В этом случае границы 
безопасных областей, которые согласно I<ритериям (657) и (658) 
имеют вид 

I l2pgH/ k < f (а , �. б) (659) 

изображены на рис .  53. Кривая 1 отвечает критерию (657) ,  кри
вая 2 - критерию (658) . Из фактических соображений ясно, что 
в данном случае критерии (657) и (658) представляют собой оценки 
сверху и снизу соответственно истинного критерия ,  получающе
гося из решения задачи в точной постановке . Сравнение этих 
критериев, полученных на основе различных приближенных 
подходов,  показывает, сколь велико расхождение между ними и 
насколько велика потребность в точном исследовании,  учитыва
ющем постепенное развитие поверхностей сдвига .  
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§ 8. ПРИРОДА ГОРНОГО УДАРА В ПОДЗЕМН ЫХ 
ВЬIР АБОТI(АХ 

Горным ударом называют взрываобразное внезапное разруше
ние породы в окрестности выработки, происходящее без выделе
ния газа ;  это одно из проявлений горного давления тем опаснее , 
чем больше глубина горных работ и прочность породы. Горные 
удары наблюдаются при прохождении подготовительных вырабо
ток в их действующих забоях, еще более часты горные удары 
в целиках различного назначения ,  в забоя х  очи�тных выработок.  
В подготовительных выработках горные удары с выбросом горной 

Рис. 54. Поnеречное сечение края гори
зонтальной выемки nрямоугольной формы 

массы происходят в забоях, стен
ках выработок и в почве . В старых 

Рис. 55 .  Схема р асnределения по  
глубине сил  горного давления ,  вы
зывающих горный удар , и суммар
ных сил соnротивления р азрушению 

выработках, в старых целиках эти удары,  как правило , весьма 
большой мощности . Часто горные удары не сопровождаются 
выбросом массы и выработки ,  а проявляются лишь в виде 
сейсмической волны, аналогичной землетрясению. Сила толчка 
способна в эти х случаях травмировать, повредить оборудование 
и т .  д. Достаточно полное представление о состоянии этой про
блемы и ее связи с другими аспектами горного дела можно полу
чить из работ [ 1 ,  26 ] .  

Механизм возникновения горного удара можно уяснить из 
следующей простейшей теоретической схемы [2, 1 03 ] .  Пусть 
в горном массиве , который представим для простоты однородным 
и изотропным телом, проводится горизонтальная выработка высо
той h (рис. 54) .  Считаем, что выработка имеет прямоугольную 
форму и находится в поле горного давления ( <1 1  = xvH - боко
вое , <1 2 = уН - вертикальное) ;  размеры выработки в плане 
существенно превышают h,  при этом все процессы деформирова
ния и разрушения будем рассматривать в плоскости чертежа 
плоская задача) . Мысленно вырежем прямоугольную область 
ABCD длиной Л на продолжении выработки (см. рис. 54) и при
ложим к границам этой области АВ, ВС и CD нормальные и ка
сательные нагрузки , равные соответствующим напряжениям 
в сплошном теле. 
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Рассмотрим равновесие этой области в зависимости от пара
метра Л .  Единственное уравнение равновесия имеет вид 

N (Л) = Т (Л) , (660) 

где N и Т - суммарные нормальная и касательная нагрузки . 
Остальные нагрузки, не указанные на рис .  54, очевидно, 

не дают вклада в уравнение равновесия .  Анализ поля упругих 
напряжений показывает, что функция N (Л) качественно имеет 
вид, изображенный на рис .  55 на расстоянии Л* примерно равном 
( l -2) h, имеется максимум N (Л) . Физический смысл N (Л) 
сила давления , вызывающая горный удар 

N (Л) = � (Л) hyH. (66 1 ) 

Здесь � - безразмерный коэффициент концентрации напря
жений ,  зависящий от формы выработки, а также от расположения 
и типа крепи (его определяют из решения соответствующей задачи 
теории упругости или опытным путем) ;  у - средний удельный 
вес горной породы; Н - глубина заложения выработки .  

Величина Т (Л) представляет суммарную силу сопротивления 
горному удару (разрушению) , очевидно, она не может превосхо
дить некоторой предельной величины т, (Л) ,  характеризующей 
прочность породы.  Функция Т,(Л) монотонно возрастает с увели
чением Л и имеет вид (рис . 55) 

т, (Л) = а (Л) Лас . (662) 

Здесь а - безразмерная функция Л, зависящая также от 
формы выработки ; ас - предел прочности на одноосное сжатие . 

Из элементарных физических соображений а (Л) монотонно 
убывает от 

а = 1 при Л = О (663) 

до 

а ......., 1 /2 при Л ......., h. (664) 

Из указанного характера  кривых очевидно, что явление гор
ного удара объясняется первоначальным касанием кривых N (Л) 
и т, (Л) не в начале координат, а при некотором Л* 4= О . Если 
бы равенство N (Л) = Т (Л) впервые достигалось при Л* = О, 
то проблемы горного удара не существовало бы, так как при 
Л* = О происходило бы явление,  аналогичное обрушению кровли .  
Управление процессом обрушения кровли не  представляет труд
ностей вследствие его равномерности и маломощности . 

Таким образом , необходимое условие возникновения горноrо 
удара можно записать как 

N = �yhH > Tt = аЛсrс при Л* > О. (665) 

Усложняющие факторы - неоднородность и неизотропность 
горной породы, естественная трещиноватость, неупругость дефор-
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мационных свойств породы , различные формы выработки и крепи
значительно затрудняют количественное описание возникновения 
горного удара ,  но не влияют на указанную выше качественную 
картину .  Условие (665) сохраняется и в последующих случаях, 
однако теперь уже � и сх существенно зависят от указанных фак
торов . 

Целесообразно отметить , что последний фактор (различные 
формы выработки и крепи) наиболее эффективно и единообразно 
учитывают в расчетах в том случае , когда выполняется условие 
тонкой структуры L » h, где L - характерный ·линейный размер 
выработки в плане. При этом сила ,  вызывающая горный удар , 
описывается единственным параметром поля напряжения в окрест
ности края выработки - ирвиновским коэффициентом интен
сивности напряжений к! ,  который определяют из решения соот
ветствующей упругой задачи при h = О . В этом случае условие 
возникновения горного удара 

К1 > бас Vfi. (666) 

Здесь б зависит лишь от формы закругления забоя выработки 
и относительных характеристик прочности породы. 

Динамика горного удара. В связи с особенностями роста тре
щин в сжатых телах [ 1 00 ,  1 24 ]  горному удару всегда предшествует 
устойчивое квазистатическое развитие трещин ,  что используется 
для обнаружения угрозы горного удара регистрацией звуковых 
импульсов . Согласно имеющимся наблюдениям [ 4 1 ] для горных 
ударов в прочных породах наиболее характерной является частота 
звуковых импульсов :  при числе «щелчков» меньше 20 в 1 ч 
горного удара не бывает; при 30 звуковых импульсах и больше 
горный удар возможен ,  а при 80 импульсах в 1 ч горный удар 
неизбежен ;  примерно за 1 ч до наступления горного удара насту
пает тишина и звуковые импульсы полностью отсутствуют. 

Динамика разрушения вслед за потерей устойчивости равнове
сия описывается в рамках общей теории самоподдерживающегося 
разрушения [ 1 24 ] .  Приведем вытекающие из нее полезные оценки 
максимальной скорости движения v отдельных частиц разруша
ющейся породы 

V = �maxgH/c 
и их  средний линейный размер 

ro � ЗТЕ/(��ах"/Н2) .  

(667) 

(668) 

Здесь с - скорость распространения продольных волн ;  �max -
наибольшее значение функции � (Л) ; Т - удельная поверхност
ная энергия ; Е - модуль Юнга.  

Предупреждение и использование горных ударов при помощи 
энергии взрыва. Приведенный выше анализ механизма возникно
вения горных ударов наталкивает на мысль использования энер-
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гии взрыва в целях управления горным ударом. Возможны сле
дующие принципиальные схемы (подробнее см . следующий пара
граф) . 

1 .  Создание продольных полостей в плоскости выработки . 
Такие полости, как бы удлиняя выработку и выходя в очаг 
сжимающих напряжений,  разгружают породу и смягчают горный 
удар , в пределе сводя его к разрушению типа обрушения кровли .  

2 .  Создание поперечных полостей ,  перпендикулярных к на
правлению движения выработки,  в области максимума силы N (Л) , 
вызывающей горный удар . Этот способ более эффективен по сравне
нию с предыдущим, так как, не изменяя предельной силы т, (Л) 
сопротивления разрушению, позволяет «срезать» максимум на 
кривой N (Л) (см . рис .  55) . 

3 .  Взрывание достаточно мощных зарядов в области макси
мума N (Л) (при Л = Л* или несколько г лубже при Л > Л*) так, 
чтобы поднять пик кривой N (Л) до предельной кривой т, и тем 
самым вызвать горный удар ограниченной мощности , регулируя 
систему взрывания (взрывы в различных местах с задержкой 
воспламенения) .  

Еще более перспектинной для проходки глубоких выработок 
представляется комбинация способов 2 и 3: почти одновременное 
создание поперечной полости на расстоянии �2Л* и разрушение 
породы при помощи взрыва и горного удара на расстоянии л* . 

§ 9. ПРЕДУПРЕЖДЕН ИЕ ГОРНЫХ УДАРОВ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЭНЕРГИИ  ВЗРЫВА 

Повышение глубины горных работ связано с увеличением 
вероятности возникновения горных ударов вследствие перенапря
женного состояния пород [73 ] .  Возникновение таких ударов 
особо опасно при проходке подготовительных горных выработок,  
нарушающих первоначальное естественное устойчивое состояние 
горных пород и при определенных условиях ведущих  к мгновен
ной разгрузке среды - горному удару. 

Для решения задачи предупреждения горных ударов важное 
значение имеет оценка деформационных свойств горных пород. 
Такая оценка возможна на основе общей модели горных пород как 
сплошной упругопластической среды. В таких средах при напря
жениях,  меньших векоторого напряжения а s • как сжатие ,  так 
и разгрузки горных пород происходят упруго (рис. 56) , а при 
а > а, - примерно по закону 

as + (а - f1s) 
В = у К ' 

(669) 

где е - деформация среды; а s - предельное напряжение упругой 
деформации ;  Е - модуль упругости ; а - общее напряжение ; 
К - коэффициент упрочнения среды. 
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Когда а < а 5 ,  при снятии нагрузки среда возвращается 
в исходное состояние без остаточных деформаций ,  при а > 0'5 
в среде сохраняются остаточные деформации ,  величина которых 
зависит от максимальных напряжений, достигаемых при сжатии .  
В горных породах,  как показывают эксперименты, достижение 
предела упругости наблюдается при относительных деформациях 
о' 0002-0'  0003 . 

Важнейшим условием профилактики горных ударов является 
соотношение 

(670) 

где O'np - предел прочности породы на сжатие . 
В общем случае соблюдение этого условия для скальных пород 

не представляет трудностей, поскольку 
anp является величиной довольно значи
тельной , тогда как а , в соответствии с 
гидростатической теорией давления на 
глубине даже 2-3 км не превышает 0,78-
0,98 Н/м2 • 

Однако задача значительно осложняет
ся наличием в горных породах тектони
чески нарушенных участков, на которых 
O'np в естественных условиях залегания 
значительно снижается . В то же время 
положение усугубляется тем , что на 
участках, прилегающих к забою вырабо
ток ,  формируется местная зона концентра
ции напряжений, вызывающая резкое 
увеличение действующего напряжения по 
отношению к остальным вмещающим по-

Рис . 56. Схематичная диа
гр амма cr-e упрочняю
щейся упруго-пластиче-

ской горной nороды 

родам.  Наличие таких местных зон концентрации напряжений, 
где действующие усилия превышают необходимые для разрушения 
среды, и является основной причиной возникновения горных 
ударов . В этих случаях соблюдение условия (670) достаточно 
затруднено. Возникает задача предупреждения горных ударов 
разгрузкой пород до и х  естественного упругого состояния при 
оживлении в среде системы естественных статистически распре
деленных микро- и макротрещин ,  способных резко ослабить 
местную концентрацию напряжений .  

Для обоснования и физического объяснения методов преду
преждения горных ударов изобразим процесс накопления упругой 
энергии в породах как периодически повторяющийся процесс 
в координатах энергия-время (рис. 57) .  Тогда можно отметить, 
что в некоторый момент времени t ,  приуроченный к вскрытию 
перенапряженных горизонтов, массив горных пород характери
зуется энергией устойчивого состояния W0 • По мере течения 
времени t в массиве пород наблюдается накопление упругой 
энергии сжатия W 1 ,  ведущей к неустойчивому состоянию горных 
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пород. И ,  наконец, при накоплении энергии W 2 ,  достаточной для 
деформации горных пород за пределами упругости, происходит 
мгновенная разгрузка пород в форме горного удара .  После этого 
процесс повторяется . Намеченная схема дает основание к выбору , 
по крайней мере ,  двух  основных направлений предупреждения 
горных  ударов. Одним из таких направлений является разгрузка 
перенапряженного массива горных пород с энергией на предвари
тельно формируемую в среде щель (трещину) . Такая разгрузка 
среды переводит ее в более устойчивое состояние, характеризуемое 
энергией W 0 без накопления энергии W 2 , при которой наступает 
горный удар . 

w 

Рис. 57. Процесс изменения упругой энергии горной породы в ок
рестности края выработки как периодически повторяющийся 
процесс (пр и  достаточно большой глубине выработки,  когда гор
ный удар неизбежен , если не проведены пр.офилактические меро-

приятия) 

Однако после закрытия трещин в среде снова происходит 
интенсивное накопление упругой энергии с W0 до W2 , которое 
по времени может быть более интенсивным, чем первоначальное, 
ввиду более высокой сжимаемости среды . При этом по мере уве
личения глубины горных пород и приближения общей энергетиче
ской ситуации к W�, W� и т .  д. разгрузка горных пород на воз
буждаемую искусственно трещиноватость будет все менее эффек
тивной ,  поскольку из разгруженного состояния w� и w� среда 
все быстрее возвращается в опасное по горным ударам энергети
ческое состояние W 2•  Это и обусловливает второй, более целе
сообразный в данном случае , метод борьбы с горными уда
рами . 

Сущность второго направления предупреждения горных уда
ров заключается в искусствеiшом инициировании  самого горного 
удара переводам среды из энергетического состояния W1, w; 
или W� в состояние W2, достигаемое взрывом в возможном очаге 
горного удара заряда ВВ ,  который по своей энергии достаточен 
для перевода среды имеющей энергию более или менее устойчивого 
состояния W11 W� или W� в состояние W2, характерное для 
горного удара ,  

(67 1 )  
2 1 0  



Таким образом, следует различать два принципиальных на
правления предупреждения горных ударов: пассивный, когда 
за счет разгрузки среды идет снижение ее напряженного состоя
ния , и активный ,  когда за счет взрыва заряда ВВ в возможном 
очаге горного удара идет повышение напряженного состояния 
среды вплоть до момента инициирования самого горного удара 
с последующим ослаблением напряженного состояния среды. 

Пассивное предупреждение горных ударов. Разгрузка горных 
пород в зоне коuцентрации напряжений возможна при условии 
предварительного взрывания серии зарядов ВВ в шпурах  для 
формирования в массиве щели достаточной ширИны, на которую 
была бы возможна разгруз- N. 
ка перенапряженной поро- 1 
ды. При этом серия заря- ����Щ���-
дов ВВ должна быть до- i'> 
статочна для оживления \ 
естественной системы тре
щин и роста новых трещин, 
достаточных для разгруз
ки среды. 

Анализ показывает 

Nz 

[ 1 00 ] ,  что при проведении 
горизонтальной выработки 
высотой h, имеющей фор
му, близкую к прямоуголь

Рис. 58. Внутренний очаг н аибольшей кон
центраци и  упругой энергии на продолжении 

выработки 

ной , в поле горного давления ,  слагаемого из бокового давления N 2 
и вертикального гидростатического давления N 1 ,  впереди вы
работки на расстоянии ,  равном ( 1 -2) h, имеется внутренний 
очаг концентрации упругой энергии и сжимающих напряжений О'* 
(рис .  58) . Напряжение, действующее в очаге концентрации напря
жений ,  имеющем размеры h, может быть оценено как 

1 
cr* = 2 h (N1�1 + N2�2) ,  (672) 

где h - высота выработки ; N 1 - вертикальное горное давление 
как следствие гидростатического давления ;  N 2 - боковое горное 
давление,  являющееся следствием действия главным образом 
тектонических напряжений ;  � 1 и � 2 - коэффициенты концен
трации напряжений .  

Под действием указанного напряжения в этом очаге · могут 
распространиться сдвигавые трещины АО и ОВ (рис .  58) . Этот 
период, предшествующий горному удару, сопровождается треском 
и формированием клина А ОВ, который затем выжимается горным 
давлением . Второй этап характеризуется катастрофическим вы
ходом трещин из точек А ОВ к углам выработки ,  где также имеются 
местные очаги концентрации напряжений ,  и последующим выбо
ром породы. Непосредственно перед вторым этапом происходит 
перераспределение напряжений ,  приводящее к увеличению О'* 
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и уменьшению расстояния до очага концентрации напряжений Л, 
т . е .  выработка продвигается вперед. 

Таким образом , причиной горного удара является внутренний 
очаг концентрации упругой энергии и сжимающих напряжений 
впереди выработки в зоне ( 1 -2) h .  Поэтому опасность горного 
удара может быть в значительной степени снижена изменением 
формы забоя выработки путем сведения ее на конус. В этом слу
чае представляется возможным вывести очаг концентрации напря
жений  на острие конуса, вследствие чего при разрушении про
исходило бы немедленное обрушение породы и накопления упру
гой энергии в среде не было бы . Однако эти рекомендации не 
устраняют в целом возможности стреляния породы из вершины 
конуса , не говоря уже о технических трудностя х проведения 
выработки с коническим выбоем в скальных породах .  

Более радикальным решением в данном случае представляется 
использование разгрузочного взрывания ,  в результате которого 
в очаге концентрации напряжений формируется щель ,  на которую 
возможна разгрузка сжатой среды. При этом деформация раз
грузки должна превышать или ,  по крайней мере, равняться де
формации сжатой в очаге концентрации напряжений среды. 

Деформация среды, сжатой в очаге концентрации ,  может быть 
определена из условий (669) и (672) :  

(673) 

Необходимая деформация разгрузки может быть определена 
из условий разгрузки очага конструкции напряжений 

!!.. 
8 = h ,  (674) 

где tJ. - ширина разгрузочной щели ;  h - характерный размер 
очага концентрации напряжений ,  примерно равный высоте выра
ботки . 

Тогда общим условием предупреждения горных ударов методом 
разгрузочного взрывания должно быть 

(675) 

Формирование щели при разгрузочном взрывании является 
главным образом следствием разгрузки пород на свободный объем 
зоны местного действия взрыва .  В этом случае средняя ширина 
трещин в объеме действия скважин или шпуров разгрузочного 
взрывания может быть определена из уравнения 

atJ. = лd�/4 , (676) 

где а - расстояние между шпурами ; dк - диаметр зоны местного 
действия взрыва .  
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Диаметр зоны местного действия взрыва при коэффициенте 
заряжения,  близком к единице , меняется в зависимости от на
чального диаметра зарядной камеры и механической прочности 
окружающих пород как 

d� = d� [ ���� ] ' (677) 
О' еж 

где dc - диаметр скважин ;  о сж - сопротивление 
осиому сжатию .  

При  изменении коэффициента заряжения 

К = d�L/d�L, 
зависимость (676) принимает вид 

5 
d2 _ d2 [ 1 000 ] 3 , 8s VR к - с о 75 ' 0сЖ 

пород одно-

(678) 

(679) 

где l - длина заряженной части шпуров разгрузочного взрыва
ния; L - общая длина шпуров разгрузочного взрывания ; d0 -
диаметр заряда . 

Тогда из формул (676)-(679) получаем 
ry 5 _  

Д = лd� [ 1 00� ] 0 , 85 VK . 
4 ()'0 , 7J еж 

(680) 

Из условия (675) получаем общую формулу для определения 
проектных взрывных работ, направленных на формирование 
щели заданных размеров с целью разгрузки среды в очаге кон
центрации напряжений 

5 
лd2 [ 1 000 

J
- 0 , 85 VR � + о* - о5 

__ с О ,  75 ;;::::: Е К · 4ah О'сж 
(68 1 )  

Так как основной целью разгрузочного взрывания является 
снятие напряжений в очаге их концентрации (рис. 58) , удаленном 
от забоя выработки на расстояние ( 1 -2) h в глубь массива, длина 
разгрузочных шпуров должна составлять в этом случае ( 1 , 5-2) h .  
Разгрузочные шпуры бурят по центру забоя выработки .  Расстоя
ние между шпурами определяют по формулам (674)-(68 1 ) .  

Заряжение шпуров п р и  формировании щелей наиболее целе
сообразно осуществлять по методике патрон через патрон , при
нимая 1 0 % -ную забойку по длине шпуров . 

Наряду со специфической методикой бурения и заряжения 
шпуров разгрузочное взрывание предусматривает и специальную 
последовательность взрывания .  Чтобы избежать инициирования 
неуправляемого горного удара, сначала надо взрывать заряды 
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в разгрузочных шпурах на глубине ( 1  , 5-2 ,0) h, затем с коротким 
замедлением ( 1 7-20 м с) - отбойные шпуры на г луб и не h. Таким 
образом , в результате проведеиных работ подвигание за  цикл 
с учетом коэффициента использования шпура (к. и. ш. ) составит 
(0 ,8-0,9) h и разгрузка пород на г луб и ну ( 1  , 5-2 ,0) h (рис .  59) . 

Активное предупреждение горных ударов. Сущность этого 
метода заключается в искусственном инициировании самого гор
ного удара за счет взрыва заряда ВВ ,  достаточного по своей энер

J 
2 

lh �� JO 0 0  
гии для перевода среды в 
энергетическое состояние, 
характерное для горного 

� удара :  
� 'f--....J о z.o о2Ь <?1 1 /7 

г · 6'o.Jo' ёlо1о 
l J  

о о oJo о о 
h 

Рис. 59 . Схема методики разгрузочного взры
вания с целью формирования щели 

Е = W2 - W1 , (682 ) 
где Е - энергия взрыв
чатого разложения ВВ ;  
W 2 - энергия упругопла
стического напряженного 
состояния горных пород, 
характерного для горных 
ударов; W 1 - энергия 
упругопластического на
пряженного состояния гор 
ных пород, характерного 
для сравнительно устой-
чивого их состояния .  

Для определения энергии Е,  W 2 и W 1 можно воспользоваться 
моделью сплошной упругопластической среды (см . рис .  56) . 
Плотность энергии , характерная для сравнительно устойчивого 
состояния горных пород, может быть определена эксперимен
тально из диаграммы сжатия породы: 

(683) 

или 

(684) 

где а 0 - предел упругого поведения горных пород; 8 0 - пре
дельная деформация упругости ;  р 1 - напряжение горных пород, 
предшествующее горному удару ; 8 1 - деформация ,  предшеству
ющая горному удару . 

Аналогично можно определить и плотность энергии горных 
пород во время самого горного удара :  

(685) 
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где cr* и е* - напряженное состояние пород и деформация пород 
во время горного удара .  

Практически энергия устойчивого состояния горных пород 
может быть определена методом акустического каротажа либо 
методом разгрузки . Энергия сжатия пород в период горного 
удара может быть определена на  основе обработки результатов 
имевших место горных ударов в предположении ,  что вся потен
циальная энергия сжатой среды W 2 перешла в кинетическую 
энергию выброса : 

-у In KPc5V 
Wz = 2g (686) 

где у - объемный вес горных пород; КР - коэффициент р азрых
ления ;  с 0 - начальная скорость выброса продуктов разрушения ; 
V - объем выброса; g - ускорение свободного падения .  

Более удобно определять энергию горного удара с помощью 
сейсмических приборов [26 ] .  При наличии надежной корреляции 
между определяемой сейсмической энергией и общей выделя 
ющейся энергией взрыва этот способ позволяет быстро и достаточно 
точно определить энергию горного удара .  

П о  формулам (685) и (686) можно установить напряженное 
состояние пород в период горного удара в предположении ,  что 
данное напряжение равномерно р аспределено по очагу концен
трации напряжений  высотой h: 

(687) 

Зная общий объем зоны концентрации напряжений,  можно 
установить и общий запас потенциальной энергии сжатой среды: 
W 1 = cr 1 V0 и W 2 = a* V0 • 

Тогда необходимая для искусственного инициирования горного 
удара энергия взрывчатого р азложения ВВ должна составить 

Е = a*Vo - cr 1V 0 •  

При  этом энергию Е взрывчатого р азложения ВВ можно пред
ставить формулой Е = QQ�+11, где Q - вес заряда ВВ ;  Qv -
потенциальная энергия ВВ ;  'У\ - коэффициент полезного исполь
зования энергии взрыва (обычно 'У\ = 0 ,04 +0,06) . 

Учитывая , что удельный расход ВВ в зоне местной концентра-
Q cr� - cr1 ции напр�жений  q = -v , получаем q = t + n  , что дает осио-о Qy 

вание установить необходимый и достаточный удельный р асход ВВ 
для искусственного возбуждения горных ударов в зоне местной 
концентрации напряжений для р азгрузки среды в этом очаге. 

Анализ полученных зависимостей показывает, что для опре-
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деления р асчетных параметров взрыва, направленного на ис
кусственное инициирование горных ударов, необходимо знать 
напряженное состояние среды в момент возможного горного удара 
cr*  и в момент относительно устойчивого состояния среды cr 1 , 
потенциальную энергию ВВ Qv и коэффициент 'У) .  

В отличие от метода р азгрузочного взрывания метод искус
ственного инициирования горных ударов должен предусматри
вать принципиально иную методику как бурения ,  так и взрыва
ния ,  заключающуюся в следующем. По контуру горной выработки 

/]_ 
1""" 

- 1 на  р асстоянии 40-45 см о ? о о о �о производят бурение кон-g 1 ц 1) о-2 8 турных шпуров на  г лy-g�g� �ь1g бину h .  Затем по площади 
g 0 0 0°0 0 0 g} забоя р авномерно обури

1 
] 2h 1 вают шпуры для р азмеще

ния заряда ВВ ,  иници
ирующего горный удар 
на  глубину 2h . В контур
ные шпуры заряды вв 
помещают по методике 
патрон через патрон,  а в 
основные шпуры - сплош
ной заряд на глубину 2h 
длиной h . 

1 

1 

2 
2 
2 
2 
z 

Рис . 60. Схема методики взрывания для ис
кусственного инициирования горных ударов 

При взрывании мгно
венно производят взрыв контурных шпуров на глубину h ,  созда
вая тем самым ослабление прочностных связей в массиве, а затем 
с замедлениями 1 7-20 мс внутри массива производят мощный 
взрыв для инициирования р аботы потенциально сжатой среды 
на глубине ( 1 -2) h, благодаря чему обеспечивается уходка за 
цикл h и р азгрузка горных пород также на  глубину 2h (рис. 60) .  

Результаты выполненных исследований позволяют сделать 
следующие выводы. 

1 . Возникновение горных ударов является следствием перена
пряженного состояния пород в окрестностях забоя выработки, 
вероятность которого увеличивается с повышением глубины 
горных работ. 

2. Предупредить горные удары можно двумя методами: пас
сивной разгрузки горных пород на предварительно формируемую 
взрывом щель и активной разгрузки горных пород инициирован
ным горным ударом при взрыве определенного заряда ВВ .  

3 .  Разработанные методы расчета параметров активной и пас
сивной разгрузки пород, склонных к горным ударам, подлежат 
широкой производственной проверке в соответствующих горно
технических условиях. 
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