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Vorwort. 
Die Biegung von Platten ist in der Fachliteratur ausfiihrlich be

handelt; doch sind dabei Platten von veranderlicher Dicke kaum unter
sucht worden. In vorliegender Schrift ist der Versuch gemacht, die 
Biegung von kreissymmetrischen Platten veranderlicher Dicke zu be
rechnen. Dabei wurde neben theoretischen Untersuchungen Wert auf 
die Durchbildung von Naherungsverfahren gelegt und ffir eine besondere 
Klasse von Profilen, auf die sich viele praktisch vorkommende Profile 
zuriickfiihren lassen, die Berechnung numerisch vollstandig durch
gefiihrt und kurvenmaBig festgelegt. Die beigefiigten Kurven und 
Zahlentafeln gestatten eine rasche Ermittlung der Durchbiegung und 
Spannungen fiir viele Platten veranderlicher Dicke. 

Herrn Professor Dr. Grammel spreche ich an dieser Stelle meinen 
besonderen Dank aus fiir die wirksame Unterstiitzung bei den Kor
rekturen. 

Neu-Rossen bei Merseburg, 
im Marz 1928. 

o. Pichler. 
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Einleitung. 
Die Theorie der elastischen Platten ist eine der am weitesten aus· 

gebauten Theorien der Elastizitatslehre. Neben den klassischen Arbei
ten von Germain, Lagrange, Navier, Kirchhoff, Poisson, 
Love usw. sind es in neuerer Zeit vor aHem die Arbeiten von Bach, 
Foppl, Marcus, Nadai und anderen, die das Problem der Platten
biegung weitgehend gefOrdert haben, so daB man heute in der Lage 
ist, die meisten praktisch vorkommenden Aufgaben zu losen. Fast 
aIle Arbeiten aber beschranken sich auf Platten konstanter Dicke, 
und nur in vereinzelten Fallen wird die Aufgabe behandelt, die Biegung 
einer Platte von nicht konstanter Dicke zu ermitteln. So behandelt 
Stodola l die Durchbiegung von Dampfturbinenscheiben mit hyper
bolischem Profil und Nielsen 2 berechnet mit Hilfe der Differenzen
rechnung quadratische Platten mit veranderlicher Dicke. Dann hat 
in neuester Zeit Huggen berger 3 Versuche iiber halbkreisformige 
Platten angestellt und auf Grund dieser Rechnungsverfahren fiir solche 
Platten abgeleitet. Ferner teilt Grammel 4 ein graphisches Verfahren 
mit, das die Berechnung von rotierenden Scheib en beliebigen Profils 
gestattet und sich leicht auf die Untersuchung von Platten ver
anderlicher Dicke ausdehnen laBt. 

Ein weit aHgemeineres Problem behandelt Geckeler in seiner Unter
suchung uber die Festigkeit achsensymmetrischer Schalen 5. Er steHt 
die Differentialgleichungen fur dieses Problem auf, das als Sonderfall 
auch die ebene kreissymmetrische Platte mit veranderlicher Dicke 
umfaBt. Die strengen Losungen lassen sich fiir einige Sonderfalle (Kugel, 
Kegel und Ringflache mit konstanter Dicke) finden; fUr eine beliebige 
Schale mit veranderlicher Dicke gibt Geckeler eine Naherungslosung 

1 Stodola, A.: Dampf- und Gasturbinen I). Auf!., S. 899ff. Berlin: Julius 
Springer 1922. 

2 Nielsen, N. J.: Spaendiger i. Plader, Kopenhagen 1920. 
3 Hugenberger, A.: Festigkeit halbkreisformiger Platten und Dampf

turbinenlaufrader. Forschnngsarbeiten auf dem Gebiet des Ingenieurswesens 
1926, Heft 280. 

4 Grammel, R.: Ein nenes Verfahren zur Berechnung rotierender Scheiben. 
Dinglers Polytechnisches Journal 1923, Heft 25/26. 

5 Geckeler, J.: tiber die Festigkeit achsensymmetrischer Schalen. For
schungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens 1926, Heft 276. 
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2 Einleitllng. 

an, die jedoch bei flaehen Sehalen schlecht konvergiert, und fur die 
ebene Platte ganz versagt 1. Die Biegung von kreissymmetrischen 
Platten nieht konstanter Dickc soll nun im folgenden fiir ein beliebiges 
Profil untersucht werden. Zunaehst wird die Differentialgleiehung fUr 
eine beliebige, nich t symmetrisehe Belastung aufgestellt und ihre 
Lasung fiir ein beliebiges Profil bei symmetrischer Belastung mittels 
Reihenentwicklungen gegeben. Fur eine Klasse von haufig vor
kommenden Sonderprofilen werden dann die Biegungsspannungen und 
die elastisehen Flachen bis zum zahlenmaBigen Ergebnis durch
gereehnet und kurvenma13ig dargestellt. Ferner wird fur beliebige 
Profile ein graphisches und ein numerisches Naherungsverfahren 
angegeben und an einem Zahlenbeispiel die Brauehbarkeit und die 
Genauigkeit dieser Verfahren gezeigt. Zuletzt wird noeh das Problem 
der Platte gleicher Festigkeit erartert und ein Profil gefunden, das 
die Forderung gleicher Festigkeit in weitgehendem MaBe erfullt. 

1 Ebenda S. 28 (siehe FuBnote 5 S. 1). 



1. Biegungsgleichung kreissymmetrischer Platten. 
1m Folgenden solI zunachst die Biegungsgleichung einer kreissymme

trischen Platte aufgestellt werden, die durch Krafte senkrecht zu ihrer 
Ebene belastet wird. Unter Plattenebene wird dabei die Ebene ver
standen, langs welcher die Platte aufgelagert ist. Es soll hier immer 
vora usgesetzt werden, daB eine solche Ebene vorhanden ist, und zunachst 
wenigstens angenommen werden, daB die Platte symmetrisch zu einer 
als die "Mittelebene" zu bezeichnenden Ebene ist, ferner sollen die in 
der Plattentheorie allgemein iibliehen Voraussetzungen gemacht werden, 
namlich daB die Dicke h einer Platte klein gegen die iibrigen Abmessun
gen ist, und daB sie sich langs der Platte nicht sprunghaft andert, sowie 
daB die Punkte einer zur Mittelebene senkrechten Geraden nach der 
Biegung wieder auf einer Geraden liegen, die normal ist zu der Flache, 
in die die Mittelebene im verbogenen Zustand iibergeht. Diese Flachc 
werde die elastische Flache der Platte genannt, und ihre Ordinaten 
sollen als die Durchbiegungen der Platte angesehen werden. Wenn 
diese klein gegen die Dicke der Platte sind, so sind die Dehnungen der 
MittelfIaehe klein gegen die Dehnungen, welche im Abstande z von ihr 
auftreten1• Um die Formanderungen zu beschreiben, die eine kreis
symmetrisehe Platte unter den gemachten Voraussetzungen erleidet, 
wahlen wir ein Zylinderkoordinatensystem r, IX, z, dessen z-Achse 
senkrecht zur Plattenebene ist, positiv im Sinne der Durchbiegungen 
gerechnet. Wir ermitteln zunachst die Dehnungen eines Plattenelemen
tes, das durch zwei benaehbarte Zylinderschnitte r = eonst und zwei 
Meridiansehnitte oc = const begrenzt ist (Abb. 1). 

Die Neigung der Tangentialebene der elastischen Flache w = f (r, oc) 

ist in radialer Richtung durch ~~ und in tangentialer Riehtung durch 

iJw gegeben. EinElement, das sieh imAbstand z von der Mittelflache 
roa: 
befindet, wird infolge der Kriimmung um den Betrag + z ~: nach 

dem Mittelpunkt hin versehoben, die radiale Dehnung er hat daher den 
Betrag iJ9 w 

e = -Z-. 
r iJr" 

1 VgI. hierzu N adai, A.: Elastische Platten S.19und 270. Berlin: Julius Sprin
ger 1925. 

1* 



4 Biegungsgleichung kreissymmetrischer Platten. 

lnfolge der Neigung der elastischen FHiche in tangentialer Richtung 
erleidet das Element ferner eine tangentiale Dehnung yom Betrag 

- z ~2iJW 2' Da sich aber das Bogenelement rd(J. auch infolge der Neigung 
r ex 

ao; urn den Betrag ~~ da verkiirzt, erleidet das Plattenelement im 

Abstand z von der Mittelflache eine zusatzliche Dehnung vom Betrag 

- ~ °aw, so daB die gesamte Dehnung in tangentialer Richtung gege ben r r 
ist durch 

!I 

Abb.1. 

AuBer diesen Dehnungen Sr und et erleidet das Element aber auch 
noch eine Schiebung Yrt' die der Anderung des rechten Winkels zwischen 
den Flachen r = const und IX = const gleich ist. Wenn wir in Abb. 2 
die Winkel A Be und A' B'C', die diese Flachen vor und nach der 
Durchbiegung miteinander bilden, vergleichen, so setzt sich die Anderung 
des rechten Winkels aus drei Anteilen y', y", y"' zusammen 1. 

Der Anteil y' riihrt davon her, daB sich der Endpunkt des Elements dr 
o ( 1 iJW) gegen seinen Anfangspunkt urn or - Z r iJex dr verschoben hat; 

somit ist 
)' I = _ z ~ (~ ~~\) . 

or r 0" 

Der Anteil y" hat seine Ursache darin, daB sich der Endpunkt des 
1 ow 

Fahrstrahls 0 B urn die Strecke - Z r Oft verschoben hat, daraus 
folgt, daB 

" 
z ow 

)' = r' vex 

1 Vgl. hierzu N adai, A.: Elastische Platten S.191ff. 



Biegungsgleichung kreissymmetrischer Platten . 5 

ist. Die Winkelanderung 1'''' endlich erkliirt sich aus cler Verschiebung 

des Endpunktes des Elementes rdoc um den Betrag L (- z ii~) r d(f. 
r il a (lr 

gegenuber seinem Anfangspunkt. Daher ist 

Man hat somit 

oder 

r r t = r' - rtf + r'" 
[0 (low) iiw iJ2 w ] 

= - Z or r 0" - r" iia + r iJr 0" 

iJ (1 iJ W\ 
'If =-2z - - - 1 
, rt or r oaJ' 

11' 
-z azro 1'''' r()rdoc. = • 

A \ 

-z dr 
Abb.2. 

Den Dehnungen er und Et und der Schiebung Yrt entsprechen nun 
Normalspannungen (JT und at (siehe Abb.l) bzw. Schubspannungen .rl, 
die durch folgende GIeichungen miteinander verbunden sind: 

Daraus folgt 

E er = a r - vat 
E et = at - v or 

Grrt = Trt 

1 
E Elastizitatsmodul t 
V Poissonsche Zahl r' 
G Gleitmodul 

Die Biegungsspannungen a p die senkrecht zu einem Zylinderschnitt 
wirken, lassen sich zusammenfassen zu einem biegenden Moment mrrdoc, 
ebenso die Spannungen at zu einem Moment mt dr und schlieBlich die 
Schubspannungen .rt bzw. T tr zu einem scherenden Moment mrt rdoc 



6 Biegungsgleichung kreissymmetrischer Platten. 

hzw. Intr dr, je nachdem man die der GroBe naeh gleichen Schub
spannungen Trt oder Ttr betrachtet. Der Pfeilsinn der Momente ist aus 
Ahb.l ersiehtlich, ihr Betrag ist definiert dureh 

h +-
2 

In/,= Io,.zdr, 
h 

Setzt man die Werte von a" at und Taus Gleiehung (1) in die obigen 
Integrale ein und fuhrt die Abkiirzung 

Eh" 
N= 12(1-1'2) 

(Biegungsfestigkeit der Platte) ein, so kommt 

[02W (1 ow 1 02W)] 
m,. = - N orf + v r Tr + r20a2 , 

m = _ N[v 02W ~ ow ~ 02W] 
t or2 + r or + r2 0 a2 , 

o (1 OW) m rt = -N(l-v)ar rod' 

(2) 

(3) 

Bei der Ableitung des Ausdrueks fUr m rt ist noeh zu beach ten, daB 
2 G = Ej(1 +v) ist. 

Wir betrachten nun das Gleichgewicht der Krafte und Momente, 
die an dem Plattenelement angreifen. Dabei ist zu beriieksichtigen, 
daB auBer den Momenten In" Int , m rt auch noeh Querkrafte Prrdoc 
und Ptdr an dem Element angreifen, herriihrend von den Schub
spannungen T r .. und T t ., die senkrecht zur Plattebene wirken. Und 
zwar ist unter Pr die Querkraft verstanden, die auf die Langeneinheit 
eines Zylinderschnittes wirkt; Pt ist die Querkraft fiir die Langeneinheit 
eines Meridianschnittes; Pr und Pt hangen mit den entsprechenden. 
Schubspannungen zusammen dureh die Gleichungen 

h 
+2" 

P = I't dz r I'Z' 
h 
2 

h 
+ -2 

Pt = I'ttz dz . 
h 
2 

AuBer diesen Kraften und Momenten sei das Plattenelement noch 
durch eine auBere Last Prdrdrl. belastet. 

Aus Abb. 3 ergibt sieh nun fur das Gleichgewicht der Momente 
in tangentialer Riehtung unter Vernachlassigung der Glieder hoherer 
Ordnung 

r Pr da dr = oOr (rmr)drx dr - m t dudr + !~: rdrxdr. 
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Fur die Momente in radialer Richtung gilt 

a omt 
rptdadr = or (rm,) dadr + mrt dadr+ ;;:-eja rdadr. 

r 
da: 

L. 

7Tl. r ni()!;+ a~(m.rrritJ(;)dr 

11Irt dr+ ~ (mrt;d;j rda:. 
r vo< 

Abb.3. 

7 

Ganz entsprechend erhii.lt man fur das Gleichgewicht der Krafte 
(s. Abb. 1) 

a 0 
,,(Prrda)dr + -,,- (ptdr)rda + prdrda = O. ur r va 

Kiirzt man mit dem Faktor rdrdrx, so lassen sich die Gleichgewichts. 
bedingungen in folgender Form anschreiben 

P _ omr + mr-m, +..!.. om,t 
,. - or r r oa ' 

= omrt + 2 mrt + ..!.. omt 
Pt or r r oa ' 

oPr 1 1 OPt Tr+ rP"+r oa = -po 

Fuhrt man fur m., mt und mrt die Werte aus (3) ein, so kommt, wenn 
man berucksichtigt, daB die Platte kreissymmetrisch sein Boll, daB 

oN 
also - verschwindet, oa 

Dabei ist unter Llw die Abkiirzung verstanden 

LI w _ iPw +..!.. OW+..!..02W 
- org r or r' 0 a9 • 
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Fiir die Platte konstanter Dicke ist dN = 0 und man bekommt die dr 
bekannte Form der Plattengleichung: 

IL1w= k 
Dber die Randbedingungen ist Folgendes zu bemerken: Am Platten

rande treten die Biegungsmomente mr und m t , die Randschermomente 
mrt , sowie die Querkrafte Pr auf. Nun lassen sich die Randscher
momente in bekannter Weise ersetzen durch Ersatzscherkrafte p/ 
gemaB der Beziehung1 

Man hat daher fUr die Stiitzkrafte am Rande 

+ omrt 
qr = Pr r oa 

= - N°~rw + (1 - v)N r:a (~::) - ~: (O;r~ + ~ °o~ + ;2 ~2;) . 
Fiir die wichtigsten SonderfiHle ergeben sich hiermit folgende Rand
bedingungen : 

I. Rand vollkommen eingespannt: 

w=O; ow = 0 or . 

II. Rand vollkommen frei: 

m - 02W _ 11 (~Ow ~ 02W) - 0 
r - or2 -l r or + r2 oa2 - , 

= oLl W + (1 _ v) ~ (~ OW) = 0 
q or r 001 r oa ' 

III. Rand frei aufgestiitzt, Randkurve eben: 

w=O; 

Da in den erwahnten Fallen nirgends eine Ableitung von N nach r 
vorkommt, so ergibt sich, daB sich die Randbedingungen genau in 
derselben Form anschreiben lassen, wie bei den Platten konstanter 
Dicke. 

Es solI nun die einschrankende V oraussetzung gemacht werden, 
daB die Belastung ebenfalls kreissymmetrisch seL Dann 
hii.ngt P nur von r ab und auch die Durchbiegungen w werden kreis
symmetrisch, d. h. aHe Ableitungen von w nach 11. verschwinden und 

1 Vgl. Nadai, A.: Elastische Platten S.33££. u. 8.193. 



Biegungsgleichung kreissymmetrischer Platten. 9 

d 2 w I dw man hat, wenn unter ,;j w jetzt die Abkiirzung fUr - + ver. 
dr9 r dr 

standen wird, die Bezieh ung 

N L1 L1 w + dN (2 d8 w + 2+ v d2w _ ~ d W\ 
dr dr3 r dr" r9 dr / 

d" N (d9 W I' dw\ + dr2 (17 + r dr) = P 
oder 

1 d ( "lNd (d~w + 1 dw) + dN (d'w + I' dW)]) ( rdr r dr dr9 -:"-dr dT\dT rdr =p. 4) 

m = _ N(d2W+ ~ dW) 
r dr" r dr ' 

( dOw 1 dw) 
mt == - N v dr2 + r dr ' 

PI" = - Nd~rw + dd~ (~~ + ~- dd~)J 
__ [N!-- (d2w + ~ dw\ + dl!... (d2w + y dw)] 
- dr \ dr2 r dr j dr dr" r dr ' 

a = r 

a= t 

mrt =Pt = 0, 
Ez (d'w v dw' I-=- y2 dr2 + r- dr ) , 

Ez (d.w 1 dW) 
I -,;2 'JI dr' + r' dr . 

h Die groBten Werte von aT hzw. at bekommt man fur z = ±- zu r 

) 

(5 ) 

(6) 

(7) 

Die Gleichung (4) li:i.Bt sich sofort einmal integrieren und man er· 

halt, wenn man mit rp = ddy! die Neigung der elastischen Fli:i.che ein. ,r 
fiihrt, 

r 

N d. (d'P + '£) + dN (drp + v ."'-\ = !.. [fpr d r + C,]. 
dr dr r dr dr r / r ' 

(Sa) 
r/ 

Die Bedeutung der Integrationskonstanten Ci ergiht sich, wcnn wir 
Gleichung (Sa) fiir den Innenrand (der mit einem kreisformigen Loch 
versehenen Platte) anschreihen. Es kommt unter Berucksichtigung 
von (5) 

rN ~_ (d'P + ."'--) -I-- c£l!. (r!.~ + 'JI £)] = - P.' = .!. c, . 
_ dr dr r ' dr dr r . r=ri ' , rl' 

C; -= - riP •. , 



10 Biegungsgleichung kreissymmetrischer Platten. 

]'iihren wir mit Pi = 2nri P,; die gesamte Auflagerkraft (positiv von 
unten nach oben gerechnet) ein, so wird 

(9a) 

Ganz entsprechend konnen wir, wenn wir die Auflagerkraft 

einfiihren, die Differentialgleichung der elastischen Platte in folgender 
]'orm schreiben: 

r 

d (d cp cp ) dN (drp cp ) 1 [S -J N- -+- +- -+,,- =- prdr+C dr dr r dr dr r r a , 
(8b) 

(9b) 

Das Problem der Plattenbiegung liiBt sich also in diescm Falle 
auf eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung zuriickfiihren. 
Die Werte der Konstanten C, sowie die der bei der Integration neu 
hinzukommenden Integrationskonstanten ergeben sich dabei auf folgende 
Weise aus den Randbedingungen: 

I. AuBenrand fest eingespannt, Innenrand vollkommen frei: 

m = drp + ,,~ = 0 . 
,. dr r ' Pri= 0i= 0, 

cp = o. 

II. AuBenrand frei aufliegend, Innenrand vollkommen frei: 

r = r.: m = ~ +,,1'. = o· 
• r dr r ' P"i=Oi=O, 

drp rp 
r = r u : fflr = dr + '/I r = 0 . 

III. AuBenrand vollkommen frei, Innenrand fest eingespannt: 

r=ri:ip=O, 
drp rp 

r=r :m =-+'/1- =0' 
U ,. dr r ' P =0 =C. ra a 

IV. AuBenrand vollkommen frei, Innenrand frei aufliegend: 

drp rp 
r = ri : ffl_ = dr + '/I r = 0 , 

r = r : m = drp ...L '/I !L = 0 . 
a ,. dr I r ' P =0 =0. ra a 
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V. Auflenrand fest eingespannt, Innenrand frei aufliegend: 

drp 'P 
r = r i : mr = dr- "+ " r" = 0, 

r = ra: ({J = 0, 
ra 

f f1Jdr = O. 
rj 

VI. AuBenrand frei aufliegend, Innenrand fest eingespannt: 

r = rj : ({J = 0, 
. drp 'P 

r = ra . mr = d- + ,,- = 0, r r 
ra 

ffIJdr=o. 
rj 

VII. Beide Rander frei aufliegend: 

drp 'P 
r = ri : mr = dr +" "r"" = 0, 

_ . _ drp 'P 
r-r.m ---"+,,-=0 a r dr I r ' 

r. 

J f1Jdr = O. 
rj 

VIII. Beide Rander fest eingespannt: 

r = r j :fIJ = 0, 
r=ra:({J=O, 

r. 

J f1Jdr = 0 
Tj 

Die Durchbiegungen w ergeben sich im Fall I und II zu 
T 

w=ffIJdr , 
r. 

im Fall III und IV zu 
r 

W = f ({Jdr; 
rj 

im Fall V bis VIII lassen sie sich gemaB 
r r 

W =f q;dr oder W =f q;dr 

berechnen. 

11 

1st eine Platte ohne Bohrung vorgelegt, so ist folgendes zu be· 
riicksichtigen. Zunachst ist fUr den Plattenmittelpunkt r = 0 auch 
cp = O. Dann gilt fur das Gleichgewicht eines jeden kreisformig be· 
grenzten, mit dem auBeren Rande konzentrischen Teiles der Platte, 
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die auJ3er der kontinuierlichen Belastung p in der Mitte noeh eine 
Einzellast P tragen soIl, 

oder 

r 

P + 2:n f p r dr + 2 :n r Pr = 0 
o 

r 

Pr = -+[fprdr + 2~J· 
o 

Die Konstante 0 in (Sa) wird daher Co = in' und Gleichung (Sa) lii.Bt 

sich schreiben 
r 

N:r(~~ +:)+dd~(~~+Y:)= !-[fprdr+CoJ, (Be) 

Die Randbedingungen lauten nun: 

1. AuBenrand fest eingespannt: 

o 

r=O:9/=O; r=ra:q;=O. 

II. AuBenrand frei aufliegend: 

r=O:9/=O, 
drp rp 

r=ra:mr=Tr + r ~ O. 

Die Durch biegung w betragt 
r 

W = f cpdr. 
'a 

Urn die Gleiehungen (8a), (8b) und (8e) auf eine dimensionslose 
Form zu bringen, sollen folgende GroBen eingefiihrt werden: 

(lOa) 

wo a der AuBenradius der Platte ist; 

(lOb) 

wo ho die Plattendicke an einer bestimmten Stelle bedeutet; ferner 
eine dimensionslose GroBe f;(x) lund analog fa(x) und fo(x)] dureh 
die Gleichung 

~POfi(X)= !PXdX = a~fprdr, (10e) 
Xi '; 
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wo Po die Dimension kg/em 2 hat; weiter an Stelle del' Konstanten Ci in 
den Gleiehungen (Sa), (8b), (8e) die Zahl 

und entspreehend 

endlieh 

2 0,. 
C =--
u Po all 

2 0; 
c·=--

• Po a9 , 

und 

N _ Eh~ 
0-12(1-1'2)' 

6(1-I'2)a 3 po poa3 

q = Ehg = 2No • 

(10 d) 

(10d) 

(lOe) 

(10£) 

Mit diesen Bezeiehnungen ergibt sieh dann nach einigem Umformen 
aus den Gleiehungen (Sa), (8b), (Se) 

d9 rp + (~ + d log y3) _d'l' 
dx 9 x dx dx 

-(;9-: dl~~y3)T=x~3(x2f(X)+C), 
(11) 

Fur den Sonderfall, daB die Flaehenbelastung p = Po konstant 
ist, wird 

Ii (x) = l-(~r, 
1 

fa (x) = 1- x2 ' 

fo(x) =1. 

Die Randbedingungen lassen sieh mit den Abkiirzungen 

9Jr = ~: +,,: I 
drp rp 

9Jt = 'P dX + x 
in folgender Weise ansehreiben: 

I. AuBenrand fest eingespannt, Innenrand vollkommen frei: 

x = Xi : CPr = 0; ci = 0 , 

x=l:cp=O. 

II. AuBenrand frei aufliegend, Innenrand vollkommen frei: 

x = xi: gJr = 0; Ci = 0, 

X= 1 : CPr=O. 

(12) 

(13) 
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III. AuBenrand voIlkommen frei, Innenrand fest eingespannt : 

x = xi:tp = 0, 

x = 1 :tpr = 0; Cu = O. 

IV. AuBenrand voIlkommen frei, Innenrand frei aufliegend: 

x = Xi : tpr = 0, 

x=l:tpr=O; ca=O. 

V. AuBenrand fest eingespannt, Innenrand frei aufliegend: 

X=Xi:rpr=O, 
x=l:rp=O, 

1 

f cpdx = 0. 
XI 

VI. AuBenrand frei aufliegend, Innenrand fest eingespannt: 

x=X;:rp = 0, 

x = 1 :rpr = 0. 
1 

f cpdx ==- 0. 
XI 

VII. Beide Rander frei aufliegend: 

X=Xj:rpr=o, 

x = 1 : CPr = 0, 
X 

f cpdx = O. 
XI 

VIII. Beide Rander fest eingespannt: 

X =xi:rp = 0, 

x=x,.:rp = 0, 
x 

f tpdx = 0. 
Xi 

FUr die Durchbiegnngen gilt wieder 

X X 

U' = a f cp dx bzw. U' = a f cp d x, 
1 XI 

je nachdem der AuBen- oder Innenrand aufliegt. 



Biegungsgleichung kreissymmetrischer Platten. 

Fur die Platte ohne Bohrung gilt 

2 Co P 
Co = Po a2 = n a2 Po 

Die Randbedingungen lauten: 

I. AuBenrand fest eingespannt: 

x=O:rp=O, 

x ~= 1: rp = O. 

II. AuBenrand frei aufliegend: 

Die Durchbiegung ist 

x=O:rp =0, 

x = 1 : rpr = O. 

x 

W = aJ rpdx. 
1 

Hi 

Durch die Differentialgleichung (11) und ihre Randbedingungen 
wird das Problem der Biegung kreissymmetrischer Platten bei kreis. 
symmetrischer Belastung vollkommen beherrscht. 1st die Losung rp, 
die den Randbedingungen geniigt, gefunden, so erhalt man die Werte 
fur die Biegungsmomente, Biegungsspannungen, Querkrafte und Auf. 
lagerkrafte mit Hilfe cler Gleichungen: 

m = _ .No y3 (drp +- l' rp ) 
r a dx ;;; 

m = _ No y!l ( 'I' ~ rp +-'E) 
t a \ dx x 

mit 1f) = y3 (dT + 'I' .~) 'r dx x 
und 

( _ 6No (drp rp) 
O'rmax = +) aho' y dx +- 1'---;; 

( _)6No (drp '1') 
O'tmax= ,+ ahgY\Yc(X--+':;; 

mit ( dT T) 8=y ~+Y-
d:r x 

und 

C, a~p P __ 0 c. 
ri = - r; = ---- 2 r l t' 

Pi = - 2nCi 

P a = -+- 2nCa 

IIJ = y:l ('I' drp +- _~) . 
rt dx x' 

(_) 6 No 
= + ah 2 8, 

o 

=(-) 6No t + ah 2 o 

(14) 
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Die allgemeine Losung der Gleichung (II) liWt sich stets darstellen 
in der Form 

Zur Bestimmung der GroBen a, b, c erhii.lt man aus den Randbedin
gungen 3 lineare Gleichungen von der Form 

(i = 1,2,3) 

Man erkennt daraus, daB a, b und (qc) linear mit q wachsen, caber 
unabhiingig von q ist. Daraus folgt unmittelbar, daB auch q;, qJr und q;, 
linear von q abhangen. Man erkennt daraus mit Hille der Beziehungen 
(14), daB 

mr und mt linear wachsen mit a 2 Po' 
poa 2 

a,. und at linear wachsen mit h(f' 

Pr linear wachst mit a Po' 

Pi und Pa linear wachsen mit 0. 2 Po' 

q; linear wachst mit 

w linear wachst mit 

1 - '1'2 Po a3 

~ ht-' 
1_'1'2 poa4 

lr-hl--' 

Hat man daher Versuchsergebnisse fiir eine bestimmte Platte, so 
lassen sich diese mit Hille obiger Beziehungen auf eine andere Platte 
von anderem Material und anderen Dimensionen iibertragen, wenn nur 
beide Platten geometrisch ahnliche Profile und ahnliche Belastungs
verteilungen aufweisen. 

Zuletzt moge noch der Ausdruck fUr die Formanderungsarbeit 
einer kreisformigen Platte bei kreissymmetrischer Belastung aufgestellt 
werden. Fiir die Formanderungsarbeit einer Platte gleicher Dicke gilt 
bei Verwendung von rechtwinkeligen Koordinaten 

A=NfJ[(LlW)2 _(1_'P)(02W02W -(~)2)Jdxd . 
2 ox2 oy2 fJxfJy Y 

Dieser Ausdruck liiBt sich ohne weiteres auf Platten nicht konstanter 
Dicke anwenden, wenn man die jetzt veranderliche Biegungssteifigkeit N 
hinter das Integralzeichen setzt. Fiihrt man zugleich Zylinderkoordina
ten ein, so wird1 

1 Siehe Stodola, A.: Dampf- und Gasturbinen, 5. Aufl., S.906. Berlin: 
.Julius Springer 1922. 
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1st die Belastung wieder kreissymmetrisch, so vereinfacht sich der 
Ausdruck zu 

T. 

J [CAw? ) 1 d2 w dwJ A = 2n N ~- - (1- ']I ------- rdr. 
2 r dr2 dr 

Ti 

Es lii13t sich nun mit Hilfe des Satzes vom Minimum der Formanderungs
arbeit die Biegungsgleichung ableiten. Erteilt man der Durchbiegung w 
die Variation ~w, so leisten die auBeren Krafte dabei die Arbeit 

2nf prdrbw+P.bw, 

wo Peine im Mittelpunkt der Platte angreifende Einzellast bedeutet. 
Vorausgesetzt dabei ist, daB entweder die Plattenrander aufgelagert 
sind oder daB keine auBeren Kriifte am Rande wirken. Diese Arbeit 
mu13 nun gleich der Anderung der Formanderungsarbeit bei der Variation 
~w sein, d. h. man hat 

T. 

bA = 2 n J pr drbw + Pbw 
Ti 

oder 
Ta Ta 

J~~ -fprdr(lw-p~w=o. 
ri ri 

Fur ~~ liiBt sich aber, wenn man beriicksichtigt, daB 

o d 2 w = d 2 t5w 
dr2 dr2 

und 

ist, schreiben 
Tu 

oA f [ dW] d2 (jw - = N r L1 w - (1 - v) -- -2- d r 2", dr dr 
T, 

Pichler, Platten. 2 
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Das erste Integral kann man durch partielle Integration, wie folgt, 
umformen: 

f'~ [r L1 w - (1 - 'P) dw] d2 /,w dr 
dr dr" 

'1 
fa 

= N [r L1 w - (1 - 'P) ~;] <5 (~;) I 
fj 

f. fr ( dAw d2w) dN( dW)ldr5w - N r --+ A w - (1 - Y) - + - r L1 W - (1- Y) - - d r L dr dr2 dr dr ~ dr 
'1 

'a 
= Nr (d2W + ~ dW) b (dw)' I 

dr2 r dr dr 
11 

ra 

[ ( dLlw d2W) dN ( , dW)] I - N r~-+-Aw-(1-Y)- +,- rAw-(l-v) - bw dr ' dr2 dr dr! 

r. 

+f[N(r d2AW + 2 dLlw _ (1- y) dSw) 
d~ dr • d~, 

11 

rl 

dN( dLlw d2w) d2 N( . dW)J +--- Zr-+2Aw-Z(1-Y)- +--, rAw-(1-v)- bwdr. dr dr dr2 dr' dr 

In derselben Weise lii.Bt sich das zweite Integral behandeln und es 
wird 

fra ( d2W) dow I' ( d2W) Jra 
N Aw- (1-v)dr' Tr=LN Aw-(1-Y)dr2 bw 

~ ~ 

r. 

f[ (dLl w dSW) dN ( d'W)] - N -- (l-v)-. +- AW-(1-Y)-. <5wdr. dr dr dr dr 
fl 

Man hat also fur ~~ den Ausdruck 
r. 

IlA=fl-NAAW +d'N(ZdSU:+2+vd2w _ 1..dw) 
2"" dr drS r dr2 r2 dr 

1i ra 

+d2N(d2w +--,,-dW)]r<5wdr+[Nr(d2W+.!..dW)<5(dW)] 
'dr' dr2 r dr dr2 r dr dr 

ri 
Ta 

_ r [N dLl w + dN (d2W -L.!.. dw)] b W I. 
dr dr dr' I r dr 

~ 
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Setzt man diesen Ausdruck in 

ein und beriicksichtigt, gemaB (5), daf3 

m =-N --+--[d2 W V dw] 
r dr2 ' r dr ' 

_ N dAw dN (d2w v dw) 
Pr - - -----a:r - dr- dr2 + -;.- dr- , 

so erhalt man als Biegungsgleichung die oben auf anderem Wege hel'
geleitete Biegungsgleichung der Platte: 

N LI LI w + jN (2 d3w + 2+v d2w _}_ dw) + d2~ (d2 w ---L~ dW)_ 
dr dr3 r dr2 r2 dr dr2 dr2 I r dr - P . 

Die Randbedingungen ergeben sich fiir die Platte mit Bohrung (also 
P = 0) aus 

'Fa To 

mr c5 ~: I = mr b rp I = ° , 
'Fi Ti 

'. 
Pr c5w 1=0, 

'; 

d. h. auf jedem Rande muB entweder mr oder rp = 0 sein und ebenso 
muB entweder Pr oder w verschwinden. 

rst die Platte ohne Bohrung, so folgt aus 

r. 

(rPr- :,Jdw!=O, 
o 

daB fur r = ° die GroBe Pr wie 2P unendlich wird, da dw nicht ver-
. rn 

schwindet. Ferner muB wieder aus. Symmetriegriinden im Mittelpunkt 
rp = 0 sein, wahrend am Plattenrand neben w entweder rp oder mr 

verschwinden muf3, je nachdem die Platte eingespannt ist oder frei 
aufliegt. 

Zum Schluf3 moge noch darauf hingewiesen werden, daB die Platten
gleichung abgeleitet wurde unter der Voraussetzung, daB die Platte 
symmetrisch ist zu 'einer Ebene, die als die Mittelebene der Platte be
zeichnet wurde. Da wir uns aber immer auf Platten beschranken, deren 
Dicke klein gegeniiber ihren ubrigen Abmessungen ist, so lassen sich 
die Entwicklungen dieses Abschnittes auch auf solche Platten iiber
tragen, die keine Symmetrieebene besitzen. 

2* 
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2. Integration der Biegungsgleichung bei 
kreissymmetrischer Belastung. 

1m folgenden beschranken wir uns auf den Fall, daB die Belastung 
kreissymmetrisch ist. Die Biegungsgleichung laBt sich dann zUrUck
fiihren auf die Form (II) von S. 13: 

d2~ + (~+ dlogy3) dq; _ (~_.!.. dlogy3) = ...!L(xl!f(x) + 0). 
dx~ x dx dx x 2 X dx cP xy8 

Wir wahlen fiir das Profil y den Ansa tz 

QC .4./. ",;. 
Ao I-a 1.=1 3 .. y=x e 

mittels dessen sich wahl die meisten praktisch vorkommenden Profile 
darstellen lassen. Setzt man 

in die Differentialgleichung ein, so kommt, wenn man sich zunachst 
auf die homogene Gleichung ohne zweiten TeiI beschrankt und mit X2 

erweitert, 
d 2 cp co dcp co 

x2 _d 2 +x(1+ZA.xl.)d--(1-vZA .. xl.)cp=O. 
x o·x 0 

Macht man einen Losungsansatz mit 

so wird 

Es muB also gelten 

ex> 

cp = xe .2 a i xi , 
i=o 

co 

cp = xe .2 a i xi , 
i=O 

x:: = xe . .2 (e + i) aixi, 
~=O 

xl! :::' = xei~ (e + i)(e + i -1)ai x i , 

co QC QC 

xe.2 (e + i + 1) (e + i - 1)ai x i + xl! 2 .2 (e+i+ v) A./. ai xHJ. = o. 
;=0 ;.=0 i=O 
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Setzt man i + A = n oder A = n - i, wobei i nie groBer als n werden 
darf, da negative A nicht vorkommen, so liiBt sich fur obigen Ausdruck 
auch schreiben 

00 n 
x(! 2J 2J [(e + i + v) An- i ai + (e + n + l)(e + n - 1) an] x" = O. 

n=ui=O 

Diese nach Potenzen von x fortschreitende Reihe verschwindet aber 
dann und nur dann fiir jedes x, wenn die Koeffizienten der einzelnen 
Potenzen gleich Null sind. Es gilt daher 

n 
.2 (e + i + v) An -i a i + (e + n + 1) (e + n - 1) an = 0 

i=O 
(n = 0, 1, 2, 3, ... ). 

Schreibt man die Gleichung fiir n = 0 an, so wird, da ao nicht ver
schwinden darf, wenn nicht die ganze Losung identisch Null sein soll 

oder 
(e+,,)Ao +(fI+ 1)(e- 1)=O 

e 2 + Ao e - (1 - v Ao) = 0. 

Daraus erhiilt man fUr 12 die beiden Werte 

Fuhrt man nur zur Abkiirzung ein 

so hat man zur Berechnung der Koeffizienten an das Gleichungs
system 

(e + v) Al ao + fo (I] + 1) al = 0, 

(e + v) A2 ao + (e + " + 1) Al al + fo (e + 2) u2 = ° , 

Daraus lassen sich, wenn ao (als Integrationskonstante) beliebig an
genommen wird, sowohl fur e = fl1 als auch fiir e = e2 die Koeffizienten 
an berechnen und man erhalt so zwei Fundamentallosungen der Bie
gungsgleichung. Fiir den Koeffizienten an liiBt sich der Ausdruck an
schreiben 

(15) 
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wo (-It dll (Q) = 
(e+ v)A1 t~(e-I 1) 0 0 0 

(e+ v)A2 (e+ v+1)A1 (0(e+ 2) 0 0 

(e+ v ) An_1(e+ v+ 1) A n - 2 (e+ v+ 2)A,._a • (e+v + n- 2)A1 (0(e+ n - 1) 
(e+ v)An (e+"+ 1) An-l (e+v+ 2) An - 2 • (e+,,+n-2)A2 (e+v+ n - 1)A1 

Zu dieser Entwicklung ist noch folgendes zu bemerken: Wenn sich 
die Wurzeln e1 und e2 urn eine ganze Zahl unterscheiden (beispielsweise 
fur Ao = 0), so kann es vorkommen, daB die Koeffizienten an teilweise 
unendlich groB werden. In diesem Fall bleibt die Losung CPl' die zu 
dem groBeren Wert 121 gehOrt, bestehen, fur die .zweite Losung CP2 hat 
man n=ctl 

'P2 = xe,l) eja~, + an 19 x) xn. 
n=O 1]=12, 

Die Bedingung dafur, daB die Koeffizienten teilweise unendlich 
werden, also eine logarithmenbehaftete Losung auf tritt, istl 

LI" (e) + 0 
und 

groB 

Fur die allgemeine Losung der Differentialgleichung mit zweitem 

Teil erhiilt man schIieBlich, wenn F(x) = ----'La-(x2(x) + c) gesetzt wird xy 
und CPl' CP2 die beiden zu c1 , c2 gehorenden partikuliiren Integrale be
deuten, 

cp = A <PI + B cpo + cplff~~~~-a,=-, - CP2f ,'P' F(x) dx,_ ; 
- 'P , 'P9 - 'PI 'P 2 'P , 'Po - 'PI 'P 2 

hierbei sind A und B (auBer ao) noch zwei Integrationskonstanten. 
Setzt man speziell Ao = - 3 A; Al = A2 = Aa = ... = 0, so be

kommt man fur das Sonderprofil y = x-I, 

(>1 =-~J.+ ViA!! + (1-- 3d), 

e2 = {J. - V{A2 + (1- 3"J.), 
a1 = ae = a3 = ... = 0 . 

Ferner wird 
;;:3.(X2 ((x) + c) = q x 3 1.-1 (X2 (x) + c). 

Die allgemeine Losung liiBt sich daher in folgender Form anschreiben 

cP = A X(!l + B xl?· 

+ -q -{Xl?l J x 3J.-el(x2 (x) + c) dx-xl? J x 3J.-e'(x2 ((x) + c) dx}. 
1i,-li2 

1 Hort, W.: Die Differentialgleichungen des Ingenieurs, 2. Auf!. 1925, S. 158. 
Berlin: Julius Springer. 

(16) 
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Weiter wird 

cp,. = A (!?l + ,,) Xfl-l + B (!?2 +,,) X Il,-1 + CPor' 

CPt = A (1 + vel) xe,-l + B (1 + "!?2) Xe,-l + CPot' 
wo 

CPo r = e;! 112 [(!?l + V)Xe,-l J X 31.-(>, (x2 f(x) + c) dx 
- (!?2 +,,) xe.-1 f X S ),-e. (X2 f(x) + c) ax], 

CPot = (It ~ Il. [(1 +" !?1) x e.-1 J x 31-e, (x2 ((x) + c) dx 
- (1 + "!?2) XIl.-1 f XS ),-e. (X2 f(x) + c) ax]. 

Die Integrale lassen sich in den praktischen Fallen meist leicht aus
werten. SolI beispielsweise der Biegungspfeil einer unter dem EinfluB 
ihres Eigengewichtes sich durchbiegenden Platte (horizontale Dampf
turbinenscheibe) ermittelt werden, so wird 

p=rh=rhoY' 
wo 'Y das spezifische Gewicht des Plattenmaterials bedeutet, und man 
bekommt, wenn man die Platte am AuBenrand als frei ansieht, ge
maB (10) 

x '" 

x2
2 Po fa (x) = j pxdx = r hoI x 1-l. dx = ; ~f. (x 2-l. - 1) 

1 1 

oder, wenn man Po = 'Y ho setzt, 
" x 2- i·-l 
x·fu(X)=~-. 

Die in den Ausdriicken fur cP, 'Por und CPot auftretenden Integrale lassen 
sich damit leicht angeben1 . 

Macht man schlie13lich noch die weitere einschrankende Annahme, 
daB). = 0 ist, so erhalt man eine Platte konstanter Dicke, und 
es kommen die bekannten Gleichungen 

cP = Ax + : + ~S xax f(Xf(x) + -;) dx 

= Ax + : + ~S xax S x f(X) ax + ~Cxlgx, 
B 

'P, = (1 + ,,) A - (1 - ,,) x, + CPor' 
(17) 

Von der Richtigkeit dieser Losungen iiberzeugt man sich leicht durch 
Einsetzen in die Differentialgleichung. Fiir eine Platte ohne Bohrung, 

1 Dieser Fall ist behandelt von A. Stodola, Dampf- und Gasturbinen. 
5. Auf!. 1922, S.899ff. 
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mit gleichmiiBig verteilter Fliichenbelastung Po, wird 

f(x) = 1 , 

c=o, 

mo - !l.x3 
T -S ' 

3+v 2 
'Por = -s-qx 

1+3" 2 
Tot = -s--q x 

j 
(18) 

~o l' A). xl 
Es ist oben gezeigt worden, wie man fur das Profil y = x 3 e ;.=1:1 I. 

die Losung der Biegllngsgleiohung findet. Es bleibt nun noch ubrig, 
zu zeigen, wie sich ein beliebig vorgelegtes Profil y = G (x) in obiger 
Form darstellen HiBt. ~. 

Es ist immer moglich, von dem gegebenen Profil einen Faktor x 3 

so abzuspalten, daB 
g(x) = G (x) 

AD 

fur x = 0 weder verschwindet, noch unendlich wird. Da femer y defi
niert ist durch 

h 
Y=h:' o 

wo ko die Scheibendicke an einer belie big gewiihlten Stelle bedeutet, 
so laBt sich ohne Einschrankung der Allgemeinheit stets annehmen, 
daB 

g(O) = 1. 

Entwickelt man nun logg(x) nach Mac Laurin in eine Reihe, so 
kommt, da log g (0) = log 1=0 ist, 

d x 2 d2 x). d().) 
log g (x) = x dx log g ~~o + 2! dXi log g xC:l + ... + T! dx). log g x~l' 

Andererseits solI aber gelten 
",A xi. 

logg (x) = .L.J -t T . 

Man findet daher durch Koeffizientenvergleichung 

Ai = 3 dd log g (x) = 3 g'«oo» = 3 g' (0), 
x .,=0 g 

d 2 2 
A2 = 3 (tx' log g ~~o = 3 (g" (0) - [!I' (0)] ). 

3 d().) 

A,t = (l=t-) I dx;.logg(x). 
. =u 



Integration der Biegungsgleichung bei kreissymmetrischer Bell1stung. 25 

Beispielsweise sei (Abb. 4) 

dann wird 
Y = 1 - cx; c < 1, 

g(x) = 1 - cx, 
g'(x) = - c, 

g"(x) = g"'(x) = ... = 0, 

d(.l)logg (x) = ( _ 1)1.-1 (l _ 1) 1 [g~ (x) ] 'A. , 
dx i. g (x) 

dl.l~~~(X) = (_ 1)'-1 (l -1) 1 (- c)'-
(.:=0) 

= - (l -l)lCI. . 

Daraus folgt dann 
A,- = -3 cl.. 

Das Profil y = 1 - c x laBt sioh also darstellen durch 

1st die Profil
kurve y = F (x) 
analytisch gege
ben, so laBt sich 

Abb.4. 

eine solche Entwicklung immer erzwingen. Doch kann die Berechnung 
der At zuweilen auf Umstandlichkeiten fiihren; es ist dann eine andere 
Methode vorzuziehen, die auch in Fallen anwendbar ist, wo die Profil
kurve etwa nur graphisch gegeben ist. Es handle sich zunachst um eine 
Platte ohne Bohrung, fUr diese wird Ao = o. Man wahle sich n (etwa 
aquidistante) Punkte 

und bestimme die n Koeffizienten AI ' A2 • •• An aus den n-linearen 
Gleichungen 

(k = 1,2 .... ,n) 

Hat die Platte eine Bohrung nnd weist sie nur geringe Dickenunter
schiede auf, so kann man auf dieselbe Weise zum Ziele kommen. Wenn 
sie sich aber nach einem Rande zu stark verjiingt, kommt man unter 
Umstanden mit weniger Gliedern aus, wenn man sich n + 1 (womoglich 
wieder aquidistante) Punkte 
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wahlt und die Koeffizienten Ao, AI' .. An diesmal aus den (n + 1) 
Gleichungen 

n 

3logYk=Aologx" + .2:4"-Xkl. (k=O, 1, 2, ••• n) 
A=1 

bestimmt. 

3. Losung der Biegung~gleichung fur das Sonderprofil 
p",' 

y=e --0 einer Platte obne Bohrung bei gleichma6iger 
Flachenbelastung P=PO' 

1m vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, wie sich die Biegungs
gleichung fUr ein beliebigeB Profil mit Hilfe von Reihenentwicklungen 
lOsen laBt. Einen besonders einfachen Fall stellte das Profil y = x-A 

dar; hier lieB sich die Biegungsgleichung geschlossen integrieren. Aber 
auch fiir solche Profile, die sich wenigstens angenahert durch die Funk
tion y = x-)' darstellen lassen, wird man eine gute Naherungslosung 
bekommen, wenn man die Profilskurve durch die Kurve y = x-i. 
ersetzt. Unter Umstanden kann man dies Profil auch abteilungsweise 
durch verschiedene Kurven 

ersetzen und die einzelnen Losungen unter Beachtung der Randbedill
gungen aneinanderfugen. Wie dies zu geschehen hat, wird weiter unten 
gezeigt werden, wo daB vorgelegte Plattenprofil durch Profile mit 
konstanter Dicke ersetzt wird. 

Die Losung fur y = x-i. versagt aber im allgemeinen, sobald man 
es mit Platten ohne Bohrung zu tun hat, da dann fUr}. =F 0 die Platten
dicke in der Mitte entweder Null oder unendlich wiirde. In diesem 

_pxo 
Fall wird sich aber das Plattenprofil haufig durch die Kurve y = e 6 

angenahert darstellen lassen. 1m folgenden nun solI die Losung fur 
dieses Profil unter der Annahme aufgestellt werden, daB die Flachen
belastung p konstant ist. Ein partikulares Integral fur eine be
liebige Belastung laBt sich leicht durch graphische Integration finden. 

fix' 
Das Profil y = e -6 verjiingt sich bei positivem p nach auBen hin; 
fiir diese Plattenmitte ist die Scheibendicke 

am AuBenrande betragt sie 
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1/ - fI • 
Fur x = y -: hat y = e -: einen Wendepunkt; 

dort h 
h = ~ = 0,6065 ho . 

t e 

die Plattendicke ist 

Abb.5 zeigt das Plattenprofil fUr p = + 4; in Tabelle 1 und Tafell 
sind die Profilkurven fur 

P= +4, +3, + 2, +1,0, -1, - 2, - 3,-4 

numerisch bzw. graphisch gegeben (S.34). 

>x 
Abb.5. 

/31;' 
Setzt man den Ausdruck y = e -6 in die Biegungsgleichung 

d 2 q; + (~+ dlOgya) dQ; _ (2- _ ~ dlogy3\ = L (x2 ((x) + c) 
dx' x dx dx x' x dx ) f{J xy8 

ein und beriicksichtigt, daB unt,er den oben erwahnten Vorausset-
zungen 

((x) = 1 und c = 0, 
so bekommt man 

dBtp I I \ dtp (1) /lx' 
dx. + ~ x - fJ x) dX -;;2 + v {J f{J = q x e 2 . 

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung liefert der Reihen-
00 

ansatz g; = xe 2: a" x". Die Koeffizienten an und die GroBe 12 bekommt 
,,=0 

man ohne weiteres aus den Entwicklungen des vorhergehenden Ab-
schnittes, wenn man dort 

A2 = . - {J; Ao = At = As = A. = ... = Au = 0 

setzt. Man erhiilt dann zur Berechnung der Koeffizienten an die Rekur
sionsformel 

- (12 + n - 2 + v) fJa .. - 2 + (12 + n + l)(e + n - 1) an = 0, 
oder ,B(e+ v + n - 2} 

an = (e+n+I}(e+n-l)a .. -2· 
(19) 

Da die Enwicklung mit :xf! beginnen solI, ao also nicht verschwinden 
darf, muB fiir n = 0 gelten 

Dara us ergibt sich 
(e + 1)(12 - 1) = o. 

121 = + 1, 
e2 = - 1. 
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Mit el = + 1 erhiilt man dann die Rekursionsformel fiir die Koeffi-
zienten an 

p(n+v-I) a - a ,,- n(n+2) n-Il· 

Fiir a" folgt aus (15) (S. 21) 
ao LI .. (l!1) 

Dabei ist 
fo(n+e)=n(n+2), 

also 

ferner 

o 1·3 

-(1+v),8 0 

e=l!l 

fo(e t + 1) = 1·3, 
fo ((}t + 2) = 2 . 4 , 

A,,(eJ) = 

o 

( _ W 0 - (2 + v),8 
2·4 
o 

o 
o 
o 

o 
o 
o 

(19 a) 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o (n-1)(n + 1) 
-(n-l+v),8 0 

Diese Determinante verschwindet, wie sich leicht durch SchluB von 
n auf (n + 1) zeigen lii.Bt, fiir aIle ungeraden n, wii.hrend man fur aIle 
geraden Werte 

Aa,,(et ) = (1 + ')1) (3 + v) ... (2n - 1 + ')1)-1.3 ... (2n - 1)(2 n + 1),8" 

bekommt. Es wird somit 
(I +,,)(3+v) ... (2 n - 1 + v) 

a!ln= 2.4.4.6 ... 2n.2n.(2n+2)' (20) 

eine Beziehung, die sich auch direkt aus der Rekursionsformel (19a) 
durch SchluB von n auf (n + 1) gewinnen lieBe. Eine zweite Losung 
erhii.lt man fur (1 = (12. Da sich nun (11 und e2 um eine ganze Zahl 
unterscheiden, ist zu untersuchen, ob diese Losung mit einem Logarith
mus behaftet ist. Dies ist (s. S.22) der Fall, wenn 

Nun wird 

An ((1) 9= 0 fiir n = !?l - ell = + 1 - (- 1) = 2 

und e = ell = - 1 . 

All (- 1) = I (I ~,,)P -01 I = (1- v) p. 

Die Losung 'P2 der Biegungsgleichung ist folglich hier mit einem Logarith
mus behaftet, wird also fiir x = 0 unendlich groB. Da die Platte aber 
keine Bohrung haben soll, kommt diese Losung nicht in Betracht; 
somit ist 'Pa = 0 zu nehmen; was weiter berechnet wird, ist die Losung qJl . 



LOsung der Bi€gungsgleichung fiir ein Sonderprofil einer Platte. 29 

Es sollen zunachst die Koeffizienten an auf eine etwas andere Form 
gebracht werden, die es ermoglicht, den EinfluI3 der Materialkon
stanten 11 besser abzuschatzen. Zu diesem Zwecke fiihren wir die 
Abkiirzungen ein 

(1 +,,)(3 +v) ... (2 n-l+v) 
)',,= I.3 ... (2n+I)-- (n= 1, 2,3 ... ) (21) 

)'0 = 1, 

wobei die bei der numerischen Berechnung brauchbare Beziehung gilt 

und 
1·3· ... (2n-1) 

a =-n 2.2.4.4 ... . 2n.2n(n+ 1) 
(2 n)! 

2 3n (n!)3 (n+ 1) , 
wobei 

2n+I 
an + 1 = ~2n+2)(2n+4)an 

ist. Mit diesen Abkiirzungen wird 

(21a) 

(22) 

(22a) 

')'n hangt von dem Plattenmaterial ab, wahrend die iibrigen Faktoren 
unabhangig davon sind. Die Losung der Differentialgleichung laBt 
sich jetzt anschreiben zu 

(23a) 

Da 

ist, so konvergiert der Ausdruck (23) fur jedes endliche x und fur jedes {J 
gleichmaBig. Es ist daher auch erlaubt, diesen Ausdruck zu differen-

zieren und zu integrieren, und die erhaltenen Werte stellen dann dd:' 
bzw. f 1jJ1 dx dar. 

Da 

ist, und da 1jJ1 nur im Intervall 0 ~x ~ 1 benotigt wird, so ist der Fehler, 
wenn die Reihe nach dem Gliede a2n abgebrochen wird, kleiner als 

an X 2n+1 (q x 2 + q2 X4 + ... ) 
qx2 

= a x2n+l. __ _ 
n I-qx2 

< a x 2n+1._q_. 
n 1-q 
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Wiihlt man weiterhin den in technischen FiiJIen die Regel biIdenden 

Wert v = 0,3, so erhiilt man fur die ersten 10 Koeffizienten a~n = Jnn, 
wenn ao willkiirlich = I gesetzt wird, folgende Zahlen: 

ao ,= 1,00000 
a;. = 1,62500.10-1 

a4 = 2,23438 . 10-2 

a~ = 2,46712 . 10-3 

a; = 2,25125.10- 4 

aIo = 1,72472. 10-1> 
af2 = 1,17353-10-6 

al4 = 6,96783.10- 8 

afs = 3,70166.10-9 

al8 = 1,77885 _10-10 

a;o = 7,80270.10-12 • 

Die Koeffizienten b2n und c2n der Reihen 

und 

Ix ~oo IXn'lnpn 2)00 
m dx = a -2---2 X 2n+2 = a c pnx2n+2 
,1 0 n+ 0 2n 

o n=O n=O 

lauten dementsprechend: 

bO = 1,60000 
b2 = 4,87500.10-1 

b, = 1,11719.10-1 

b6 = 1,72698.10-2 

b8 = 2,02612.10-3 

b10 = 1,91919.10-4 

b1\!= 1,52559.10-0 

b14 = 1,04517.10-6 

b16 = 6,29282.10-8 

b18 = 3,37982 .10-9 

b20 = 1,63857.10-10 

Co = 5,00000.10-1 

C2 = 4,06250.10-2 

C,. =3,72396.10-3 

C6 = 3,08390.10-4 

Cs = 2,25125.10-5 

C10 = 1,45393.10-6 

C12 = 8,38235.10-8 

C14 = 4,35489.10-9 

C16 = 2,05648.10-10 

CIS = 8,89426.10-12 

C20 = 3,54668.10-13 

(23b) 

(23 c) 

Fiir kleinere Werte von p konvergieren die Reihen im Intervall 
0= ;::; x;::; I recht gut; fur hOhere Werte von f3 (etwa von f3 = 4 ab) 
und fur x = I muG eine gr6Bere Anzahl von Gliedern beriicksichtigt 
werden. 
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Es lassen sich iibrigens noch andere Reihenentwicklungen fur rp 
angeben, die zwar nicht mehr so iibersichtlich gebaut sind, aber unter 
Umstanden besser konvergieren. Setzt man z. B. 

!.x· 

qJ = e2 ianxn+l , 
n=O 

so wird a l = a3 = ... a2n+l = 0, und man erhalt fur die geraden n 
die Rekursionsformel 

n (n + 2) an + [2 A n - f3 (n - 1 + v)] an- 2 + A (2 - (3) a,,_4 = O. 

Fur A = P wird 

Wahlt man dagegen 

,t= l+~p, 
4 

so erreicht man, daB a2 verschwindet. 
Die Werle von 

x 

und !rptdx 
1 

sind fur y = 0,3 und p = 0, ± 1, ± 2, ± 3 und ± 4 berechnet worden 
und in den Tabellen 2 bis 4 zusammengestellt. Die entsprechenden 
Kurven sind in Tafel 2 bis 4 aufgezeichnet. Kennt man noch ein parti
kulares Integral der Biegungsgleichung, so laBt sich die Losung unter 
Berucksichtigung der Randbedingungen leicht angeben. 

1st die Belastung p konstant, also f (x) = 1, so ist, wie man leicht 
durch Einsetzen verifizieren kann, 

fix' 
q ""2 qJ =----xe 

o (3 - v) (J 124a) 

ein Integral der Differentialgleichung 

fix' 
(Pcp (1 )d fP '1) -~ + - - f3 x - - (- + y P qJ == q x e 2 . 
(lx"' x dx x" 

Man findet ohne weiteres, daB 

fJx' 
d!E2 = _q_ (.I_ + X2) e2 
dx 3 - v {J (24 b) 

und 
x 

w J q (fJ2
x' f) 

aO = qJodx = (3-v)fJ2 e - e . (24c) 

1 
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Nun kann die Losung der Biegungsgleichung vollends leicht gefunden 
werden. Es ist 

Belastungsfall I: Platte am AuBenrand eingespannt: 

x=l:cp=O, 

1 !!.... 
=---:--,: e 2 

A (3 - v) {J 
1=- <Pi (1) 

Belastungsfall II: Platte am AuBenrand frei aufliegend: 

d<p 'P x=l:m =m =-+v-=o 
r Tr dx x ' 

f3 
l+v+p e2 

An = _ ~ - v) fJ~~_ . 
<Pi r (1) 

(25 ) 

(26) 

Fiir jI = 0,3 und p = ± 4, ± 3, ± 2, ± 1, ° erhitlt man folgende 
Werte der Integrationskonstanten AI bzw. Au: 

(1= 4 3 2 1 ° AI = - 0,3045 - 0,3112 - 0,3500 - 0,5142 - 0,1250 

Au = - 0.4955 - 0,5070 - 0,5480 - 0,7112 - 0,3173 

(1= -1 -2 -3 -4 

AI = + 0,2619 + 0,09109 + 0,04159 + 0,02112 

All = + 0,07782 - 0,08157 - 0,1164 - 0,1205. 

z 

Damit konnen auch die Werte fUr IP, :: und ;- = S cp dx leicht berech. 
1 

net werden; ebenso lassen sich die Werte fur 

und 

vollends leicht finden. 

d", <P 
m =-+v
Tr dx x 

d", <P 
IPt= dx + x 

Fiir die Biegungsmomente und Spannungen bekommt man schlie13· 
lich [so Gleichung (14), S. 15] 
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6N 
a,. = - ah~ 8, 

6N 
at = - -h~-t, 

a u 

p~ p~ 

111 = e -6 (v drp + !!!...) t = e -6 (1'!!.J? .-1- .'E.). 
Tt dx x' dx I .c 

(27) 

Die Werte von~, .!und ~ sind in den Tabellen5 bis 7 fiir beide Be-q q aq 
lastungsfiUle zusammengestellt und in den Tafeln 5 bis 7 aufgezeiehnet. 
Man erkennt, daB im Belastungsfall II fiir kleinere positive p das 
Spannungsmaximum in der Mitte liegt, wahrend es etwa von p = + 4 
ab naeh auBen hin wandert. Fiir den Biegungsfall ergibt sieh 

p= 4 3 2 1 ° I: ~= 0,0801 
uq 

0,0639 0,0505 0,0398 0,0313 

II: ~=02233 uq , 0,1944 0,1692 0,1471 0,1273 

p= -1 -2 -3 -4 

I: ~ =00246 uq , 0,0192 0,0152 0,01195 

II: Y!...- = 0,1098 
uq 

0,0937 0,0791 0,06605. 

1st nun ein beliebiges Plattenprofil gegeben, so zeiehnet man dieses 
affin auf Pauspapier so urn, daB die Dieke iIi der Mitte 1 em und der 

fix' 
Radius 5 em betdigt, und versueht es mit einer der Kurven y = e-6 
in Tafell zur Deekung zu bringen. 1st dies ohne zu groBe Abweiehungen 

{ix' 

moglich, so laBt sich der Wert {3 derjenigen Kurve y = e -6 angeben, 
die sich dem Profil am besten ansehmiegt. Unter Umstanden ist ein 
Zwischenwert (3 durch Interpolation zu bestimmen. Aus den Tafeln 
und Tabellen 5, 6 und 7 lassen sieh dann ohne weiteres die Werte 

~, !.. und ~ entnehmen; die endgiiltigen Werte der Durehbiegungen 
q q uq 
und Spannungen sind dann 

( _) 3Poa2(8) 
a rmax = + ----,;:r- q , 

_) 3 Po a 2 ( 8 \ 
atmax =(+ -~ q)' 

w = a (~) = Po u4 (Y!...-) = ~poa4 (1- v 2) (~) . 
q a q 2 No u q E hg a q 

Pichler, Platten. 3 
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!J 

o 

Zahlentafel J. 

{J x=O,O x =O,1 x=0,2 x=0,3 1 X=0,4 / x=0,5 x=0,6 1 x = 0,7 j x=0,8 ! x=0,91 x=I,O 

I' I I 
4 1,0000 0,9933 0,9736 0,9420 0,8988 1°,8465 0,7866 1 0,7213 0,6526 1 0,5827 0,5134 
3 1,0000 0,9950 0,9802 0,9561 0,9231 , 0,8825 0,8353 : 0,7827 0,7261 10,6670 0,6065 
2 1,0000 0,9967 0,9868 0,9704! 0,9581 : 0,9201 0,8869 : 0,8492 0,8078 : 0,7634 0,7164 
1 1,0000 0,9983 0,9933 0,9851! 0,9737 1 0,9692 0,9420 0,9215

1
°,8988 , 0,8737 0,8465 

° 1,0000 1,0000 1,0000 1,000°11,00°°11,0000 1,000°11,0000 , 1,000° ' 1,0000 1,0000 
1 1,0000 11,0017 1,0067 1,0151 11,027°11,0425 1,0618 1,0851 11,1126 11,1445 1,1813 
2 1,0000 1,0033 1,0134 1,0305 1,0547 1,0869 1,1275 , 1,1774 1,2377 11,3100 11,3956 
3 1,0000 1,0050 1,0202 1,0460 11,0833 1,1331 1,1972 11,2776 1,3771 11,4993 11,6487 
4 1 0000 ; 1 0067 1 0270 1 0618 1 1120 1 1813 1 2712 13804 1 ·5321 ' 1 7160 1 9477 I ' , ' , ' 

2 ~--+---~----4---~---+----~--~----+---;---/~ 

- 8 

1 - 0 

11 

t 
00 0,1 02 03 D,lf 0,5 0,6 07 0,8 0,9 ~O 

00 

Zahlentafel 2. 'PI = .2 an Yn fJ n x2n + 1 (fiir .' = 0,3). 
o 

{J I x = O,O x=O,1 x=0,2 x=0,31 x=Q,4 [ x=0,5 x=0,6 x=0,7 x=0,8 x=0,9 X= 1,0 

4 0,0000 1°,1006 0,2053 0,3185 0,44551 0,5938 0,7733 f 0,9988 1,2926 1,6899 2,2471 
3 0,0000 0,1005 0,2040 0,3137 0,4334 0,5678 0,7230 1 0,9073 1,1322 1,4144 1,7782 
2 0,0000 0,1003 0,2026 0,3090 0,4218 0,5436 0,6777 0,8283 1,0004 1,2007 1,4384 
1 0,0000 0,1002 0,2013 0,3044 0,4106 0,5210 0,6369 0,7597 0,8911 1,0329 1,1875 
° 0,0000 0,1000 0,2000 0,3000 D,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000 

-1 0,0000 0,0998 0,1987 0,2957 10,3898 0,4804 0,5666 0,6478 0,7236 0,7936 0,8576 
-2 0,0000 0,0997 0,1974 0,2915 1°,3801 0,467° 1 0,5362 0,6071 1 0,6592 0,7076 0,7478 
-3 0,0000 0,0995 0,1962 0,2873 0,3708 0,4449 0,5087 0,.5618 0,6046 0,6377 0,6622 
- 4 0,0000 0,0994 0,1949 0,2833 0,3618 0,4288 0,4835 0,.5262 0,5577 0,.5795 0,5932 



I fJ 
/ 

/ 
6' 

{J 

4 
3 
2 
1 

° - 1 
-2 
- 3 
- 4 

4 
3 
2 
1 
° 

-1 
- 2 
- 3 
- 4 

/ 

/ fJ - 3 

I / 
V V 

/ 

2 

d(jl1 

/ 
V v ~ IfJ 

dx V ---1 L---:::::: ~ ~ ~ VJ 
~ - In 

rlx ~ 
1 I fa 

I 
1 

-~ I 1 -

- 2 

- 1 

q,z 0,'1-

- 0 
--1 
- -2 
--8 

~'fJ - -i/-

Zahlentafel 3. d'Pl = ~b lI"x2n dx L.; 2nl' 
(fur v = 0,3) . 

" 
x=O,O x=O,l 1 x=0,2 x= 0,3 1 X= 0,41 x=0,5 1 x = 0,6 1 X = 0,7 1 x = 0,8 i x=0,9 i X= 1,0 

1,0000 1,0197 1,0809 1,1908 11,3626 11,6187 11,9953 12,5512 3,3832 14,6541 16,6433 
1,0000 1,0147 1,0601 1,1401 1,2618 1,4364 1 1,6816 2,0238 2,5035 3,1828 4,1589 
1,0000 1,0098 1,0397 1,0915 1,1680 1,2740 1.4160 1,6035 1,8494 2,1728 2,5997 
1,0000 I 1,0049 1,0193 1,0448 1,0809 1,1291 1,1908 1,2678 1,3626 1,4783 1,6187 
1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 
1,0000 0,9951 0,9810 0,9570 0,9248 0,8848 0,8382 0,7860 0,7296 0,6701 0,6088 
1,000°10,9903 0,9617 0,9158 0,8549 0,7821 0,7009 0,6148 0,5277 0,4421 0,3608 
1,0000 1°,9855 1°,9431 0,8762 0,7899 0,6905 0,5846 0,4782 0,3768 0,2863 0,2034 
1,0000 . 0,9807 , 0,9248 , 0,8382 0,7296 , 0,6088 0,4857 1 0,3688 0,2640 0,1749 0,]027 

- p ",' 
Zahlentafel !'l b. Belastungsfall II. + = e- 6- ( ;: + v :) (fiir v+ 0,3). 

0,5238 0,5248 0,5275 0,5312 0,5333 0,.53] 2 0,5164 0,4848 0,4120 0,2690 0,0000 
0,4986 0,4981 0,4965 0,4925 0,4848 0,4702 0,4442 0,3993 0,3241 0,2006 0,0000 
0,4716 0,4698 0,4641 0,4616 0,4421 0,4142 0,3775 0,3261 0,2528 0,1485 0,0000 
0,4430 0,4400 0,4304 0,3951 0,3903 0,3633 0,3177 0,2637 0,1952 0,1086 0,0000 
0,4125 0,4084 0,3960 0,3754 0,3465 0,3094 0,2640 0,2104 0,1485 0,0784 0,0000 
0,3804 0,3752 0,3603 0,3359 0,3030 0,2626 0,2162 0,1650 0,1108 0,0553 0,0000 
0,3468 1°,3409 0,3239 0,2961 0,2611 ,0,2196 0,1736 0,1267 0,0806 0,0380 0,0000 
0,3117 1°,3054 0,287° 1°,2578 1°,2209 i 0,1791 0,1359 0,0940 0,0565 0,0250 I 0,0000 
0,2770 0,2703 0,2507 0,2206 ! 0,1836 ,0,1433 10,1033 0,0675 0,0375 ,0,0151 0,0000 

3* 
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- fJ x' 

Zahlentafel 6a. Belastungsfalll. ; = e- S - (1' ~: +.;-) (fUr l' = 0,3). 

x=o,O lx=O,1 x=0,2 x=0,3 x=0,4 x=0,5 x=0,6 x=0,7 

0,2753 10,2738 0,2717 0,2599 0,2456 1 0,2244 0,1915 0,1454 
0,2440 1°,2422 0,2363 0,2262 0,2107 0,1883 0,1568 0,1126 
0,2146 0,2122 0,2058 0,1971 0,1804 0,1570 0,1257 0,0854 
0,1869 10,1846 0,1779 0,1604 0,1498 0,1289 0,0991 0,0636 
0,1625 10,1602 0,1530 0,1412 0,1245 0,1032 0,0770 0,0462 
0,1410 0,1385 0,1312

1

0,1193

1

°,1029 0,0827

1

0,0590 I 0,0321 
0,1223 0,1197 0,1123 0,1003 0,0844 0,0646 0,0445 0,0215 
0,1064 0,1038 0,0964 0,0844 0,0691 0,0516 0,0332 0,0147 
0,0930 0,0903 0,0828 0,0710 0,0564 0,0403 . 0,0241 10,0090 

x=0,8 I x=0,9 

0,0734 - 0,0379 
0,0503 - 0,0388 
0,0326 - 0,0370 
0,0198 - 0,0337 
0,0105 -0,0298 
0,0041 - 0,0246 
0,0000 - 0,0217 

- 0,0028 - 0,0181 
- 0,0043 , - 0,0149 

x=I,O 

- 0,2154 
- 0,1672 
- 0,1290 
- 0,0988 
- 0,075 ° 

3 
- 0,0565 
- 0,042 
- 0,031 
- 0,023 

5 
2 

0,0 as 0.8 1,0 

! 
t 

0,2 Cf_-+-_~-=_-: 

----....:-- ---_-_ .... ...l.~::j - - -. /J--2 

~~1~1~ 
- fJ ",' 

Zahlentafel6b. Belastungsfall II. ; = e- s - (1' :: +;-) (fUr l' = 0,3). 

{J x=O,O x=O,1 x~0,2 x=0,3 x=O,4 x=0,5 x=0,6 x=0,7 x=0,8 x =0,9 x =I,O 

4 0,5238 0,5229 0,5201 0,5153 0,5071 0,4949 0,4752 0,4476 0,4013 0,3266 0,2006 
3 0,4986 0,4973 0,4932 0,4860 0,4751 0,4593 0,4367 0,4044 0,3584 0,2913 0,1923 
2 0,4716 0,4700 0,4648 0,4580 0,4470 0,4247 0,3987 0,3653 0,3213 0,2632 0,1857 
1 0,4430 0,4409 0,4347 0,4182 0,4086 0,3924 0,3623 0,3295 0,2893 0,2400 0,1802 ° 0,4125 0,4102 0,4030 0,3912 0,3745 0,3532 0,3270 0,2962 0,2605 0,2202 0,1750 

-1 0,3804 0,37" 0,3699

1

0,357'1',38" 0,3180 0,2927 0,2647 0,2342 0,2023 0,1698 
-2 0,3468 0,3438 0,3354 0,3217 0,3042 0,2839 1°,2594 0,2329 0,2098 0,1868 0,1640 
-3 0,31l7 0,3087 0,3000 0,2862 0,2683 0,2478 0,2266 0,2056 0,1865 0,1700 0,1570 
-4 0,2770 0,2739 0,2649 0,2508 .0,2334 0,2144 0,1955 0,1784 0,1642 ,0,1543 0,1488 



1,0 

Zahlentafel 7 a. Belastungsfall I. 

p x - 0,0 x = 0,1 , x = 0,21 x = 0,3 x = 0,4 : x = 0,5 x=0,6 Ix =0,7 x = 0,8 1 x = 0,9 0=1,0 

4 0,0801 1°,0792 1°,0760 1°,0708 0,0633 0,0538 0,0429 1°,0298 0,0167 0,0051 0,0000 
3 0,0639 0,0631 '0,0602 0,0556 0,0492 0,0412 0,0320 0,0219 0,0119 0,0037 0,0000 
2 0,0505 0,0497 iO,0473 0,0432 10,0379 0,0308 0,0237 0,0158 0,00811 0,0025 0,0000 
1 0,0398 0,0391 1°,0370 10,0335 1 0,0290 i 0,0235 0,0175 10,0115 0,0058 0,0017 1°,0000 
° 0,0313 0,0306 0,0288 10,0259 I 0,0221 10,01761°,0127 10,0081 0,0041 0,0021 0,0000 

-1 0,0246 0,0240 10,0224 !0,0205 1°,0168 1°,0138 0,009l! ' 0,0058 0,0028 0,0008 1°,0000 
-2 0,0192 0,0187 0,0174 \0,0153 0,0126 ,0,0096 10,0067 1 0,0041 0,0019 0,0005 0,0000 
- 3 0,0152 0,0148 0,0136 0,0118 0,0096 0,0072 0,0049 0,0029 0,0013 0,0003 1°,0000 
-4 0,01195 0,0116010,01059 ,0,00906\ 0,007221 0,005291 0,00349 0,00175 0,00086 0,00021 0,0000 

qo 0.2 0.'1- 0.8 

0.25 

Zahlentafel7b. Belastungsfall II. 

p x = 0,0 1 x = 0,1 1 x = 0,2 x = 0,3 1 x = 0,4 x=0,5 X= 0,6 x = 0,7 X= 0,8 X= 0,9 x = 1,0 

4 0,2233 0,2215 10,2153 0,2051 1°,1854 0,17l0 0,1471 0,117l 0,0823 0,0424 0,0000 
3 0,1944 0,1924 10,1867 0,1770 0,1634 0,1455 0,1237 0,0977 0,0678 0,0348 0,0000 
2 0,1692 0,1673 10,1619 0,1529 0,1403 0,1236 0,1044 0,0817 0,0562 0,0285 ,0,0000 
1 0, 1471 0,1454 10,1403 0,1319 10,'203 0,1056 0,0883 0,0684 0,0466 0,0236 0,0000 
0 0,1273 0,1259 1°,1211 0,1134 0,1028 0,0897 0,0742 0,057l 0,0386 0,0203 0,0000 

-1 0,1098 0,1083 0,1039 0,0970 0,0874 0,0758 0,0624 0,0476 0,0320 0,0160 0,0000 
-2 0,0937 0,0924 1°,0885 0,0822 0,0736 0,0635 1°,0518 0,0394 0,0263 0,0130 0,0000 
-3 0,0791 0,07789 0,07439 0,06870 0,061340,05246 0,04264 0,03215 0,021380,01061 0,0000 
-4 0,066050,064990,06186 0,0569610,050540 ,04299 ,0,03466 0,02603 0,017240,008520,0000 
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4. Analytisehe Niiherungslosung fur Platten ohne 
1 '" ",. 
-lJA1-

Bohrung mit dem Profil y = e 3 1 A 

Man kann die Losung der Differentialgleichung 

dB 'I' 00 drp 00 qx 
x'-d ~ +X(l+..2 A• x.l)-d -(l-"..2.AAX.l)qJ=.f(x) 

x 1 X 1 Y 

sofort angeben, wenn die rechte Seite die Form hat 

also, wenn 

((x) = Fn(x) = r [X2 ddB~ .. + x(i +.i A).x).)~d"ip .. - (i-"J;A.).X;·)lPn]. 
qx x 1 X 1 _ 

1st fjJn gewahlt, so hat man damit F n (x), also Fl (x), F2 (x) . .. Nun 
hat aber f(x) meist nicht gerade die Form F n (x). Wegen der Super
position der Losungen infolge des linearen Charakters der Differential
gleichung wird man versuchen, t (x) moglichst gut (im Sinne des klein
sten Fehlerquadrats) anzunahem durch eine Summe 

Dabei wird sich dann zeigen, daB die 0i besonders einfach werden, 
wenn Funktionen Fi (x) ein Orthogonalsystem bilden. Man kann aber 
leicht - wiederum durch lineare Kombination - von den Funktionen 
F; auf ein orthogonales System It iibergehen. Nun driicken sich die 
zu den f; gehorigen Losungen qJi geradeso linear in den fjJi aus, und die 
zu (xl gehorige Losung qJ wird 

n 

qJ = ..2 OJ CPi • 
i=1 

Fiir fjJn wahlen wir - in Anlehnung an die Losung fiir die Platte mit 
konstanter Dicke - den Ansatz 

iii = 1 (xn+2 - B x) 
Tn y8 n 

co .l 
-.zJA). ~ 

= q (xn+2 _ Bnx)e 1 ). 

Man kann dann iiber Bn noch so verfiigen, daB die Randbedingungen 
erfiillt sind. Beispielsweise wird fiir Bn = I: 

lPn = 0 fur x = 0 und x = i, 
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d. h. wir haben den Fall der am Rande eingespannten Platte. ~etzen 
wir dagegen 

B= n 

so gilt 
- dCj5,. + q?n 0 fiir x = 1 rp"r = dx "'x = 

und 
fur x = 0, 

d. h. wir haben jetzt den Fall der am Rande frei aufliegenden Platte. 
Wir erhalten nun mit 

00 }, 

-.2;A;.~ 
fPn=q(xnt2-B"x)e 1 }, 

'" }, 
d- '" '" -ZA,,~ 
d'P; =q[-,2A,\x1ltHl+Br..2A"xl·+(n+ 2)x n- 1 -B .. le 1 ", 

1 1 

dq?: =q[+i iA"A"x n +x+I.-Bn.2 iA"A"XHx-1 
dx <=1 x=1 ).=1 x=1 

- i A,\ (2 n + 3 + 2)x"+).+B .. 2JA" (1 + 2) X).-1 
1 

sofort 

Fn (x) = - iCn + 2 + 2 - .")A,,X .. H - 1 
1.=1 

+ Bn.2 (1 + 1 - y) A,\ X).-2 + (n + 1) (n + 3) x .. - 1 • (28) 

Daraus folgt, wenn wir voraussetzen, daB f(x) nirgends unendlich 
werden solI, d. h. den Fall, daB die Platte in der Mitte eine Einzellast 
trii.gt, ausschlieBen, 

1 >2 und n> 1. 

Wir bilden nun aus den Funktionen F n (x) folgende andere Funk
tionen, 

(29) 
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Den Funktionen f entsprechen die Funktionen 

1 _ 
;-!PI = !PI' 

I 

1 +_ 
a-!P2 = ({J I a llll fJJ2 , 

9 

~-!Ps = ({JI + a3 \1 ({J" + a33 ~3' 
3 

(30) 

Die Koeffizienten (X sollen dabei so bestimmt werden, daB die Ortho
gonalitatsbedingungen 

1 

ffJkdx=O 
o 

fiir 
(31) 

=1 fUr 

erfiillt sind. Dies ist ohne weiteres moglich. Zunachst hat man namlich 

a2 =_1 __ . 
1 JF12 dx' 

(32a) 

multipliziert man dann die nte Gleiohung von (29) mit f1 und integriert 
zwischen den Grenzen x = 0 und x = 1, so kommt 

I 

J fl Fn dx 
o 

Ganz analog erhalt man fiir OCni 

1 

(n = 2, 3, ... ). 

ani = - annI f;Fn dx, (i < n) 
o 

(32b) 

(320) 

woraus OCni bestimmt ist, sobald mit (Xi auch fi bekannt ist. Um schlieB
lich noch atn zu erhalten, quadriert man die nte Gleichung von (29), 
und integriert wieder, so folgt unter Beriicksichtigung von (31) 

an = + 1: Va~n/F;;dX - (1 + a;;2 + ... + a~.n-l)· 
Bildet man nun n 

!P = 2} 0 igJi' 
i=1 

(32d) 

(33) 

so hat man eine Losung der Plattengleichung mit der Belastungs
funktion _ n 

f(x) = 2} 0; ~. (34) 
i=1 
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Die Koeffizienten 0i sollen dabei so bestimmt werden, daB sich die 
Funktion 1 (x) im Intervall 0 < x ~ 1 moglichst gut an die vorgegebene 
Belastungsfunktion (x) anschmiegt. Zu diesem Zweck fordern wir, 
daB das Fehlerintegral 

1 

J = J (f(x) - ((X))9 dx 
o 

ein Minimum werde. Die Bedingung hierfiir ist, daB 

oJ 1 n 
00 = 2 J (2) 0kfk - f)f; = O. (i = 1, 2, ... , n) 

i 0 1 

Daraus foIgt wegen (31) 
1 

Ci = f ((x)f;(x)dx. 
o 

Da 

wird, so ist tatsachlich ein Minimum vorhanden. 1st spezieII die Be
lastung konstant, so ist f (x) = 1 und es wird 

1 

Ci = f f;(x)dx. 
u 

Hierzu ist noch foIgendes zu bemerken: Da gemaB (32c) die Werte 
CXI , CX2' ••• (In positiv oder negativ sein ktinnen, gibt es verschiedene 
orthogonale Systeme: 

f l , f2 ,· ." ( ... 

Welches davon zu wahlen ist, foIgt bei der Berechnung praktischer 
FaIle leicht aus der Forderung, ein moglichst giinstiges Minimum zu 
erzielen. 

Fiir den Sonderfall der Platte gIeicher Dicke wird y = 1, somit 
in (28) A .. = 0, und man bekommt 

F .. (x) = (n + l)(n + 3)x"-1, 
Fl (x) = 8, 
F2 (x) = 15x, 
Fa (x) = 24 x9 , 

1 
(X =-' 

1 8' 
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Fiir die uhrige Funktion fn (x) gilt 
I 

J fl (x) fi(x) dx = 0, 
u 

also wegen fl (x) = 1 

1 

J fi(x) dx = OJ = o. 
u 

(i = 2,3, ... , n) 

(i=2,3, ... ,n) 

SOInit hat man fur den Fall der am Rande eingespannten Platte 
mit BI = + I 

was in der Tat die exakte Losung der Differentialgleichung 

d2 rp 1 drp 1 
dx' + x dx - x-Ii qJ = qx 

mit den Randbedingungen 

qJ = 0 fiir x = 0 und x = 1 
darstellt. 

Fiir die am Rande frei aufliegende Platte kommt mit BI = i !~ 
q(3 3+1') q;=gX -l+1'x. 

Die auf Grund einer Minimalforderung ermittelte Funktion f (x) 
stellt fur die Zahl n der dazu beniitzten Funktionen fn die bestmog
liche Annaherung der Funktion 1 (x) an f (x) in dem Intervall 0 < x < I 
dar. Man kommt hier unter Umstanden bei derselben Ge
nauigkeit mit einer viel geringeren Rechenarheit zum 
Ziele als mit Hilfe der in Abschnitt 2 ermittelten Reihen
entwicklung. Der Grund hierfur liegt darin, daB die Reihenentwick
lung im ganzen Intervall 0 ;£ x < 00 giiltig bleibt, wahrend die hier 
geschilderte Methode sich damit begniigt, die gesuchte Funktion nur 
in dem praktisch wichtigen Bereich darzustellen. Trotzdem kann man 
auch hier auf numerisch muhsame Rechnungen stoBen, die sich aber 
zuweilen vermeiden lassen, wenn man sich mit einer geringeren Ge
nauigkeit begniigt und dann, wie folgt, vorgeht. In der Funktion 

n 
F(x) =.2 C(,.j F j 

i~1 

sollen die Koeffizienten rt.i so bestimmt werden, daB fur die im Inter
vall 0 ;£ x < I befindlichen aquidistanten Punkte 

F (x) = ((x) erfiillt ist. 
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Man hat dann zur Bestimmung der n Werte rf..i die n linearen Glei
chungen n 

l)a i Fi (x/c) = ((x k )· (k = 1, 2, ... , n) 
i=l 

Fur q; folgt daraus 
n 

cp= l)aiIPi' (35) 
i=1 

Wie unten an einem Beispiel gezeigt wird, erreicht man hierfiir den 
Fall konstanter Flachenbelastung mit bedeutend geringerer Rechen
arbeit fast dieselbe Genauigkeit wie bei der genaueren Rechnungs
weise. Wir wahlen das Profil 

/1 x' 
y=e-T 

fur {J = 1 und fiir den Fall der am Rande eingespannten Platte; dann 
wird in (28) 

A2 .~ - (j; Ai = Aa C~ A{ = ... ~ 0: Bn = 1 

und man hat, wenn man v = 0,3 setzt, 

Fl (x) = 4,7 x'! +- 5,3, 

F2 (x) =c 5,7 x 3 +- 15 x - 2,7, 
F3 (xl = 6,7 X4 +- 24 x 2 - 2,7, 

F"(x)-c (n +- 3,7)· x n+1 + (n -1- 1) .(n +- 3) x n- 1 - 2,7. 

Beschrankt man sich zuniichst auf zwei Funktionen F 1 und F 2 

und nimmt p = const., somit ((x) = 1 an, so erhiilt man daraus auf 
folgende Weise die zwei orthogonalen Funktionen r~ und (2' 

Es ist nach (32a) 
a1 = 0,1427; 

so mit wird 
t~ = O,670li x2 + 0,7563. 

Ferner berechnen sich a22 und a2 aus (33b) und (33d) zu 

a22 = - 0,1378 a2 = 1,611 

und man bekommt 

(2 _ .. - 1,266 x:l + 1,080 x 2 - 3,330 x +- l.S18. 

Ferner wird 
1 

01 = f (1 dx = 0,9798, 
o 

1 

02 = J f2 dx = 0,1964 
tJ 
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und 
- II 
f (a:) = Z 0, f; (a:) = - 0,249 a:3 + 0,869 :1:' - 0,604 a: + 1,098 • 

1 

Berechnet man zum Vergleich 
II 

F(z) = .2"i F, (z) 
1 

a.ua der Bedingung, daB F (a:) fur die heiden Punkte 

a:1 =0,20; z, = 0,70 

den Wert F (z) = 1 o.nnehmen solI, so kommen fiir 1X1 , IXs die Bestim
mungsgleichungen 

mit den Wurzeln 

und <laher wird 

0,094"1 + 1,139", = 1, 

7,944"1 + 10,9&&"t = 1, 

"1 = 0,1879, at = 0,04499 ; 

F(z) = - 0,256:1:s + 0,883 Zl - 0,675:1: + 1,117. 

In folgender Tabelle sind die Werte von f (:I:) und F (x) fUr einige 
Werte x berechnet: 

Z= 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

I 
f(z) = I Cd. = 1,098 1,000 0,959 0,964 1,003 1,064 

1 

s 
F(z) = I «. ,. = 1,1175 1,016 0,973 0,976 1,013 1,069 

1 

Die groBten Abweichungen vom Wert 1 betragen etwa 10%; sie 

sind fur F (x) um etwa. 1 % groBer als fiir f (x). Man erreicht also bei 
weit geringerer Rechenarbeit fast dieselhe Genauigkeit. Will man die 
Genauigkeit noch weiter treiben, so kann man eine dritte Funktion 
Fa(x) hinzunehmen. Dabei hat man zur Berechnung von fa (x) schon 
eine betrachtliche Rechenarbeit zu leisten, do. die IX-Werte teilweise 
als Differenz von zwei Zahlen erscheinen, die in den ersten beiden Stellen 
iibereinstimmen. Es soIl daher lediglich die Funktion 

3 

F(x) = .2"; Pi (x) 
1 

so berechnet werden, daB sie fur 

z = 0,0 ; 0,& ; 1,0 
den Wert 1 annimmt. 
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Man erhalt 

1X1 = 0,1738; IX!! = - 0,0083 ; 1X3 = - 0,0209 

und also 
8 

F(x) = .2lXi F, = - O,1401x4 - 0,0474 x8 + 0,3149 x'l. 
1 

- 0,1247x + 1,0000. 

Daraus ergibt sich folgende Tabelle: 

X= 0,0 0,2 0,4 0,5 0,6 0,8 

F(x) = 1,0000 0,9871 0,9940 1,0000 1,0094 1,0207 

1,0 

1,0000 

Die Abweichung von 1 betragt also im ungunstigsten Fall 2 %. 
Mit den Werte lXI' lXa, eta laSt sich nun qJ berechnen. Man erhiilt 

1 rp 1 _ 
--qx = x .2 lXi 'Pi z2 

= (- 0,0209 x" - 0,00831:1:3 + 0,1738 x 3 - 0,1446) e"6. 

In untenstehender Tabelle sind einige Werte dieser Funktion ein

getragen und mit den exakten Werten! f., die sich aus der Reihen
q x 

entwicklung (Abschnitt 3) ergeben, verglichen. 

x= 0,0 I 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

q.!!!.... (genihert): 
x -0,1446 - 0,1388 -0,1208 - 0,0918 - 0,0513 -0,0000 

q.!!!.... (genau): 
x -0,1438 -0,1398 -0,1267 -0,1024 -0,0627 -0,0000 

Die fibereinstimmung ist recht befriedigend; sie lieBe sich durch 
Hinzunahme weiterer Funktionen F i ohne allzu groBe Rechenarbeit 
beliebig verfeinern. 

5. Graphisehes Niiherungsverfahren fiir ein 
beJiebiges Profil. 

Mit den bisher entwickelten Verfahren ist es moglich, die Durch
biegungen und die Biegungsspannungen fiir ein beliebiges Profil zu 
berechnen. Wahrend fur bestimmte Profile dieser Weg sehr rasch 
zum Ziele fiihrt, verursacht er in andern Fallen ziemlich langwierige 
Rechnungen. Es soIl daher noch ein graphisches Verfahren abgeleitet 
werden, das bei allen Profilen sehr rasch eine LOsung liefert. Dieses 
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Verfahren hat groBe Almlichkeit mit einem von Prof. Grammel 
zur Berechnung von rotierenden Scheiben gefundenen; seine Anwend. 
barkeit auf die Berechnung von Platten hat ihren Grund in der weit· 
gehenden Analogie zwischen ebenen Spannungszustanden und dem 
Biegungszustand von Platten. 

Wir betrachten zunachst einmal die Biegung einer Platte konstan. 
ter Dicke y mit dem Innenradius Xi und dem AuBenradius 

x" (O~ Xi < xa < 1). 

Die Plattengleiohung lautet fiir diesen Fall 

d9 ", 1 d", '" q ( t () ) 
d x9 + ~ dx - x9 = X y8 X f X + (} 

und hat die allgemeine Ltisung (S. 23) 

B 
qJ = A x + x + 91q 

mit 
q f f qc 910= xy8 xdx Xf(x)dx+ 2yS xlgx. 

(17) 

qJo kann dabei stets durch graphisohe oder numerische Integration 
gefunden werden. 

FUr eine Platte ohne Bohrung mit Xi = 0 folgt, da aus Symmetrie. 
griinden im Mittelpunkt qJ verschwinden muB, B = O. 

Wir betraohten nun die Funktionen 

'P=y391, 

'Po = y3910' 

'Pr = yS 91,., 

'Pt = yS 91t. 

(36) 

Dann kommt, wenn man neue Integrationskonstanten C und D ge· 
maB 

einfiihrt, 

C=(1+v)A y 3, 

D= - (1-- V)B y3 

o D 1 
V' = 1 +v x - I-v x + V'o' 

V'o= !fxdxSf(x)xdx+Q2Cxlgx, 

d~ ~ D 
11) - - -t- v - - C + - + tI, Tr - dx x - x 2 TOr' 

dtp ~ D 
11. -'1'-+- - C - - +.17 
Tt - dx x - X 2 TOt' 

(37) 
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wo 

Die Funktionen "Po, "Por' "Pot sind unabhiingig von y. Fuhrt man 
nun die Abkurzungen ein 

so folgt 

qJr='f/Jr-"Por' l 
qJt = 'f/Jt - 'ljJOt. 

v = ~., I 
qJr=O+Dv, 

.pt = 0 - Dv. 

(38) 

(39) 

Wiihlt man (Abb.6) in einem Koordinatensystem v als Abzisse, 
qJr bzw. (/It alB Ordinaten, so sind die Funktionen qJr und (/It durch 
zwei Gerade dargestellt, die {Jr tit 
sich auf der Ordinatenachse 
im Abstand 0 vom Ursprunge 
schneiden und symmetrisch 
zu einer Parallelen zur Ab
szissenachse liegen. Kennt 
man die Werte (/Ir und qJt ffir 
irgendeine Stelle, so kann man 
durch eine einfache geometri
sche Konstruktion den Verlauf 
von (/Ir und (/It fur die ganze 
Platte finden. Aber auch der 
Wert von rp UiBt sich an jeder 
Stelle leicht angeben. Man 
erkennt niimlich mit Hilfe 
von (36) und (37), daB 

__ x_V',-vV'r 
cP - I-v' y3 (39a) 

/J 

Abb.6. 

ist. Triigt man - "Por und - "Pot in Abhiingigkeit von v ebenfalls in 
das Koordinatensystem ein und zeichnet sich auBerdem noch in einem 
andern Koordinatensystem u, "Pr die Gerade u = v'ljJr auf (S. 54), so 
kann man im ersten System ohne weiteres 'ljJr =qJr + "POr mit demZirkel 
angreifen, daraus sofort mit Hilfe der Geraden u = v"Pr im zweiten 
System v"Pr finden und e.benso rasch wieder im ersten System den Wert 
"Pt - v"Pr abstechen. Daraus liiBt sich dann cp mit dem Rechenschieber 

Pichler, Platten. 4 
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leicht berechnen. Aus den so gefundenen rp- Werten findet man die 
Durchbiegungen w durch eine einfache graphische oder numerische Inte
gration, wahrend die Werte "Pr und 1jJt mit den Biegungsmomenten mr 
und mt verhaltnisgleich sind, da nach (14) 

Fiir die Biegungsspannungen dagegen gilt 

wo 

und 

_) 6N 
a =1.+ --h"s, r ' a 0" 

6N 
at = ( + ) aTe t, 

o 

t 1j1, 
= YCfJt =-". y 

Urn nun fur eine Platte konstanter Dicke bei beliebig gegebener Be
lastung zu einer graphischen Lasung der Biegungsaufgabe zu kommen, 
kann man folgendermaBen vorgehen: Man berechnet zunachst (gra
phisch oder analytisch) die Funktionen "Po, "POr> "Pot, nimmt dann 
fUr irgendein x bzw. v beliebige Werte von Wr und (Pt an und bestimmt, 
wie oben gezeigt, den Verlauf von Wr und Wt fUr die ganze Platte, und 
erhalt damit eine partikulare Lasung der Plattengleichung mit zweitem 
Teil, sodann setzt man "Por = "Pot = 0 und bestimmt auf dieselbe Weise 
eine partikulare Losung der homogenen Gleichung. Durch Super
position lassen sich ohne weiteres die Randbedingungen befriedigen. 
Praktisch wird man meist so vorgehen, daB man die beliebigen Werte 
am Innen- und AuBenrand annimmt, und zwar so, daB dort schon die 
Randbedingungen befriedigt sind. 

Hierzu ist noch folgendes zu bemerken: Liegt die Platte am Innen
und AuBenrand auf, so ist c unbekannt und muB aus den Randbedin
gungen erst ermittelt werden. Man setzt nun zunachst c = 0 und 
sucht, wie oben, zwei partikulare Losungen. Dann nimmt man 

qc 
"Po = 2 xlg;(5 

mit belie big gewahltem c, bestimmt ein drittes partikulares Integral 
und kann wieder durch Superposition samtliche Randbedingungen 
erfiillen. Hat die Platte keine Bohrung, so folgt, wie oben gezeigt, 
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daB in Gleichung (17) die Konstante B, und somit auch D verschwindet, 
daB also 

ist. 
tP .. = fPt = 0 

Die hier entwickelte Methode liiBt sich leicht auf ein beliebiges 
Plattenprofil ausdehnen. Zu diesem Zweck ersetzt man die Platte 
durch eine Reihe ebener, ringformiger Platten, so daB ein treppen
fOrmiges PIattenprofil entsteht, das sich dem gegebenen Plattenprofil 
moglichst nahern soU. Man beginnt wieder in der soeben geschilderten 
Weise am auBeren oder inneren Rande (oder allgemein an einer beliebigen 
Stelle), mit beliebigen (,/Jr- und fPt-Werten und bestimmt den Verlauf 
von tPr und fPt fiir eine Teilplatte. Dann ist es aber ohne weiteres 
moglich, aus den Randwerten von fPr und tPt auf die entsprechenden 
Werte des anstoBenden Randes der Nachbarplatte zu schlieBen. Es 
muB namlich einmal das durchgeleitete Biegungsmoment an der Tren
nungsstelle fiir beide Platten gleich groB sein, d. h. mr darf keinen 
Sprung erleiden, ferner solI die elastische Flache an dieser Stelle keinen 
Knick erleiden, es solI also auch der Biegungswinkel f(J sprungfrei 
bleiben. Wir haben mithin die beiden Forderungen zu erfiillen: 

Nun ist 

also gilt auch 

Ferner hat man 

also 

oder, da 

Llmr = 0, Llf(J = o. 

X VJt - VVJr 
q; = 1 -- v2 ----y:.- , 

LJ1jJr=O ist, 

LI y8 
LI V't = 7- (1jJt - v'ljJr)· 

Dabei ist unter L1 ya der Ausdruck 

zu verstehen. 
Da "Por und "Pot von y3 unabhangig sind, erleiden sie beim tJbergang 

zur nachsten Teilplatte keinen Sprung und man hat somit 

(40) 

4* 
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Der Wert "Pt - 'IIV'r lii.llt sich, wie weiter oben gezeigt, sofort aus 
der Zeichnung mit dem Zirkel abgreifen und man erhii.lt Lld), durch 
eine einfache Rechenschieberablesung. Damit kennt man die Rand
werte von d)r und.pt fiir die nii.chste Teilplatte und kann nun auf genau 
dieselbe Weise fortfahren, bis man eine partilrulii.re Losung fiir die ganze 
Platte erhii.lt. Wie man dies auf einfache Weise bewerkstelligen kann, 
solI an einem Beispiel gezeigt werden. 

Wir wahlen, um einen Vergleich mit der exakten Losung zu ermog
lichen, eine am AuBenrande frei aufgelegte Platte mit dem Profil 

Pre" 
Y = e - 6'" mit p = + 3 und einer konstanten Flachenbelastung p = const. 
Dann wird [so Gleichung (12), S. 13] 

((z) = 1 
und damit 

"Po = f/ ztlz! f(x) xdx = q:, 
.Il = a'Po _1_ 'II 'Po = 3 + " qZ'l. 
TOr ax 1 x 8 ' 

a'Po + 'Po 1 + 8" \I 
"POt = " di x = -8- qz . 

Man ersetzt nun das gegebene Profil durch eine treppenformige Naherung 
(s. Tafel 8) und legt sich am besten ein die Zeichnung begleitendes 
Rechenschema (Tabelle 8) an, in dessen erste 5 Spalten man fur die 
einzelnen Querschnitte die Werte von x, X2, V, 'l'or' 'l'ot eintragt. In 
3 weitere Spalten tragt man die Werte y und y3 fiir die einzelnen ring-

formigen Teilplatten und die Werte LI ~8 fiir die Querschnitte ein, in 
y 

denen die Teilplatten zusamlilenstoJlen. 
Man zeichnet sich nun ein Koordinatensystem, auf dessen Abszissen-

achse man v = -; abtragt, wahrend man ale Ordinaten die Werte x 
iPr und iP, auftragt. (In Tabelle 8 sind die negativen Werte nach oben 
q q 

abgetragen.) AuJlerdem werden noch die Werte - 'l'or und - 'Po, 
uber den einzelnen Querschnitten aufgetragen. Man beginne etwa im 
Mittelpunkt der Platte und wahle dort lPr = (P, = -1 (s. S.51); 
fiir die innerste Teilpla tte 0 - 1 ist der Verlauf von (P r und d) t dann 
durch ein und dieselbe Parallele zur Abszissenachse dargestellt, die im 
Punkte (VI' 1) beginnt und ins Unendllche lauft, da fur z = 0 naturlich 
V = unendlich wird. Nun greift man, wie oben gezeigt, mit dem Stech
zirkel den Wert von V't - 'II 'l'r fur den Querschnitt 1 ab, tragt ihn in 
eine 'Weitere Spalte des Rechenschemas ein, und berechnet dar~us 

Ay· 
A (P, = 7 ("P, - 'P"P,.). 
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Damit kennt man den Sprung von tPt am Querschnitt 1 und damit 
auch den Wert von tPc fiir den Rand der niichsten Teilplatte. tP, erleidet 
keinen Sprung. Man kann jetzt fiir die Teilplatte zwischen den Quer
schnitten 1 und 2 den Verlauf von tP, und tP" wie oben gezeigt, leicht 
einzeichnen und im Querschnitt 2 genau in derselben Weise auf die 
nachste Teilplatte iibergehen. Fahrt man so fort, so bekommt man 
nach wenigen Schritten den Verlauf von tP, und 4>t fiir die ganze Platte. 
Ratte man nun am Innenrand von tP, und tPt zufallig richtig gewahlt, 
so waren am Aullenrande die Randbedingungen erfiillt gewesen. Dies 
wird aber im allgemeinen nicht der Fall sein. Man nimmt dann am 
Innenrand einen neuen Wert tP,' = tPc' an (in dem durchgerechneten 
Beispiel ist hierbei der Wert - 0,5 gewahlt) und fiihrt den ganzen 
Rechnungsgang ein zweites Mal durch, wobei man aber 'Por = 'Pot = 0 
setzt. Die tatsachliche Losung ist nun dargestellt durch 

tP~= 4> .. +atP':, f'Pt*=tPt +a4>/. 
Der Faktor at bestimmt sich hierbei aus den Randbedingungen, und 
zwar ist fiir den Fall der am AuBenrande eingespannten Platte da
selbst 

cp* = qJ +aqJ'=O, 

wahrend fiir die am AuBenrande frei aufgelagerte Platte gilt 

m,. = 'P: = ° 
oder 

'P .. + a'Pr' = 0. 

In dem gewahlten Beispiel ergibt sich 

tfJ .. = - 0,412, 
'Pr' = - 0,404 fiir z = 1. 

Daraus folgt, wenn man annimmt, daB die Platte am AuBenrand frei 
aufliegt 

- 0,412 +a(- 0,404) = 0 
oder 

a = -1,01. 

Damit lassen sich nun die endgiiltigen Werte von "Pr und 'Pt berechnen 
gemaB "P: = 'P .. + a'Pr', 

* ( + LJ tl>t) + ( , + A iPl) "Pt = "Pt -2- a "Pt -2-' 

Es ware etwas genauer, aber auch etwas umstandlicher, die 
Werte aus der Mitte der einzelnen Teilplatten zu entnehmen wegen 
der fur tPc an den Trennungsstellen auftretenden Unstetigkeiten. 
Praktisch diirfte aber der oben angegebene Weg geniigen. 
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Zu bemerken ist noch, daB auch am AuBenrand der Wert von ,1IPt 
noch berechnet werden muB, da der Mittelwert von y fur die au/3erste 
Teilplatte nicht mit dem von y am AuBenrand tibereinstimmt. In 
dem Rechenschema ftir das gewahlte Beispiel ist die Berechnung in 
Klammern beigefiigt. In die Spalte 11 bis 14 sind die Werte von "Pr 
und "Pt, sowie die Werte, 

8 'Pr '1't q = y.' q y2 
eingetragen. 

In Spalte 15 finden sich schlieBlich noch die Werte 

X 'PI - V'Pr 
q; = 1 - v2 -ya~ . 

Daraus kann - etwa nach der Sehnentrapezregel - der Biegungs
pfeil 

w = alJ(pLlx 

berechnet werden. Die Intervallbreite ,1 x ist in dem Beispiel zu 
LI x = 0,2 gewahlt worden in Vbereinstimmung mit der Breite der 
Plattenelemente. Genauere Werte wird man nattirlich durch die 
Tangententrapezregel oder Simpsonsche Regel erzielen. 

Um ein Urteil tiber die Genauigkeit des Verfahrens zu bekommen, 
sind in folgender Tabelle die erhaltenen Werte von 8, t mit den weiter 
o ben genau berechneten verglichen: 

X= 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

~ geniihert • 
q 

0,495 0,498 0,486 0,444 0,324 0,000 

8 
0,499 0,497 0,485 0,444 0,324 0,000 q genau 

t "h - gena. ert . 
q 

0,495 0,485 0,471 0,436 0,362 0,215 

t 
0,499 0,493 0,475 0,437 0,358 0,192 q genau .. 

Der Biegungspfeil wist genahert gleich 0,197· a q, wogegen sein 
genauer Wert 0,1944·aq betragt. Man erkennt, daB die Genauigkeit 
auBerordentlich groB ist, der Fehler betragt im ungunstigBten Fall 
etwa 1 %, wahrend er bei 8 Bogar meist kleiner als 0,1 % ist. 

Man darf also daraus schlieBen, daB das Verfahren durchauB brauch
bar ist, zumal da es sich sehr einfach durchfiihren laBt und raBch zum 
Ziele fiihrt. Man beherrscht damit alle Belastungsfalle fur kreiBBymme
trische Platten, soweit die allgemeinen Annahmen der elementaren 
Biegungstheorie uberhaupt zutreffen. 
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6. Flatten gleicher Festigkeit. 
FUr verschiedene praktische Aufgaben der Technik ist es von 

Wichtigkeit, Konstruktionsteile mit einem geringsten Materialaufwand 
zu entwerfen. Zu diesem Zweck stellt man in der Regel fur die zu 
entwerfenden Korper die Forderung auf, daB sie Karper gleicher 
Festigkeit bilden, d. h. daB iiberall die gleichen Spannungen in ihnen 
auftreten sollen. Diese Forderung auf Platten angewandt, heiBt ein 
BOlches Profil zu finden, daB iiberall 

or = at = const 

wird, oder da die oben eingefiihrten GraBen (s. 8.15) 

8 = y (~: + " :) I 
iL ' 

t = Y (" -.!e. + ~) iLx x 

mit Clr bzw. at verhaItnisgleich sind 

8=t=COnst. 

(14) 

Eliminiert man cp aus den beiden Gleichungen (14), so erhaIt man die 
"Vertraglichkeits bedingung" 

( ,U d8) y' (l+,,)(s-t)=x --v- -X-(t-V8) dx dx y , (40) 

wo y' = ~: bedeutet. 
Fiihrt man andererseits die GroBen 8 und t in die Plattengleichung 

rPqI + (~+ dlogy8) dql _ (~_ ~ d log yB) = ~ (x! rex) + c) 
d x9 \ x dx dx Xi X dx cP X yl 

ein, so erhaIt man, wie sich leicht verifizieren lii.Bt 

d 
dx (x y'J s) - y'lt = q(:.r;'J (x) + c), (41) 

eine Gleichung, die sich auch ohne weiteres aus der Momentengleichung 
(S.7) ergiht, wenn man dort an Stelle der Biegungsspannungen die 
Biegungsmomente, sowie dimensionslose GraBen einfiihrt und beriick
sichtigt, daB die Belastung kreissymmetrisch, also unabhangig von at 

sein solI. 
Die Belastung p ergibt sich gemaB (10) (S.12) zu 

P = Po (r(x) + ; d~~X)). 
FUr eine Platte konstanter Festigkeit wird nun verlangt, daB 

8 = t = const, 
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also 
dB = de = 0 
dx dx 

sein solI. 
Geht man damit in (40), so folgt 

y' =0 
oder 

y =oonst. 

Gleichung (41) tiefert dann entweder den trivialen Fall 

q=O 
oder 

f(:r:) = - ~ 
und 

P = -cp (~-~)=O. o x. x. 
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Wir kommen damit zu dem Ergebnis, daB die Forderung 

nur fur eine Platte gleicher Dicke erfullt werden kann, 
und zwar nur dann, wenn p = 0 ist, die Platte also nur 
durch Randmomente beansprucht wird. 

In den praktisch wichtigen Fallen laBt sich also ein Profil fur eine 
Platte gleicher Festigkeit nicht finden. Dies leuchtet auch ohne weitere 
Rechnung ein, wenn man bedenkt, daB in den meisten Fallen die be
lastete Platte an ihren Randern entweder frei aufliegt oder eingespannt 
ist, die Spannung (1r also am Rande oder an einer Stelle im Platten
innern Null werden muB. Man kann jedoch die Forderung befriedigen, 
daB die Spannungen im Platteninnern moglichst wenig von einem Mittel
wert abweichen und erst in der Nahe des Randes auf Null herabsinken 
sollen. Betrachtet man beispielsweise fUr eine Plattenschar (ohne 

Pz' 
Bohrung) mit dem Profil y = e-s die Spannungsverteilung gemaB 
Tafel 5, 6 oder den Tabellen 5, 6, so erkennt man, daB fiir {J = 4 die 
Spannungen im PIa tteninnern sich sehr wenig andern, und erst ganz 
in der Niihe des Randes abfallen. Kommt es also darauf an, fiir eine 
gleichmaBig belastete Platte, die am AuBenrande frei aufliegt und keine 
Innenbohrung aufweist, ein Profil mit einem moglichst geringen Material-

2z2 

aufwand zu finden, so wird man das Profil y = e -, wahlen. Die groBte 
Spannung erhiilt man fur x = 0,4. An dieser Stelle ist 

8 = 0,5333q. 
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Daraus ergibt sich die tatsachliche Spannung zu 

6No 
0rmax = ---.:g q 8 a 1.0 

3 \J 8 
= Po" 11,2 

o 
3 Il 0,5333 

= poa~. 
o 

1st beispielsweise eine zulassige Hochstspannung O',max = kb vorgeschrie
ben, so foIgt daraus fiir die Plattendicke in der Mitte eine gewisse 

GroBe ""0' 
FUr eine Platte konstanter Dicke mit demselben Durchmesser und 

derselben Belastung Po tritt die groBte Spannung in der Mitte auf; 
man hat dort 

Daraus folgt 
8= 0,4125 q. 

_ \J 0,4125 
o,max - 3 Po a ~. 

o 

Gleiches Material vorausgesetzt, haben wir daher jetzt eine Platten
dicke .",~ zu wahlen gemaB 

h' = 1/ 0,4125 II, 
o y 0,5333 0 

= 0,879 11,0. 
_px2 

Nun ist das V olumen einer Platte mit dem Profil y = e 6 gegeben 
durch 

Fur p = 6 folgt daraus 

1 

V = na~ 11,0 J 2 xy dx 
o 

=na2ko: (1- y(l)). 

V = 0,730:n all ho . 

Andererseits ist das Volumen einer Platte mit iiberall gleicher Dicke 
h~ = 0,879 11,0 

V' = 0,879:n a2 11,0. 

Man erkennt daraus, daB dieses Volumen um etwa 20% groBer ist als 
2x' 

das Volumen einer Platte mit dem Profil y = e s, obgleich die groBte 
auftretende Biegungsspannung in beiden Fallen die gleiche ist. Wenn 
es also darauf ankommt, eine Platte mit moglichst geringem Gewicht 
zu konstruieren, so ist dieses Profil zu bevorzugen. 

Zum Schlusse moge noch ein Sonderfall behandelt werden, der 
eigentlich mehr theoretisches Interesse hat, aber unter Umstanden 
brauchbare partikulare Liisungen fUr praktische Falle liefem kann. Es 
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sol1 namlich gefordert werden, daB die radiale und die tangentiale 
Biegungsspannung in jedem Punkte einander gleich sei, daB also 

a =a r t 
und damit auch 

8=t 
sei fiir aHe Werte von x. 

Der Einfachheit halber werde vorausgesetzt, daB die Platte keine 
Bohrung habe und im Mittelpunkt keine Einzellast P trage, daB also 
in der Plattengleichung (II) die Konstante c verschwinde. 

Geht man in die Vertraglichkeitsbedingung (40) mit 8 = t ein, so 
kommt 

ds dy 
s y 

oder mit einer Konstanten A. 

t=8=),Y, 

d. h. die Spannungen an den verschiedenen Stellen sind der Platten
dicke proportional. Da aber 

so gilt 

oder 

8 = Y CPr = Y (:: + V ~) , 
t = Y CPt = Y (Y :: + ~), 

also mit einer Konstanten {t 
cP ={tx. 

Ferner folgt aus Gleichung (41) 

d - (1 xy8) - ),y~ = qx'J f(x) 
dx 

oder 
f(x) = ~ dys 

qx dx 
und also 

_ pol [1 dy3 d2yS] 
p- 2q xdx+ dx2 • 

Daraus liiBt sich die zu diesem Spannungszustand 8 = t = A. y ge
horige Belastung finden, wenn y gegeben ist. Umgekehrt bestimmt 
sich daraus y, wenn p bzw. f(x) vorgegeben ist, gemaB 

x 

y3 = J. f f(x)xdx + yg. 
o 
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Bt'ispicle: 

1. 

:!. 

H. 

Zusammenfassung. 

y = const; 

y:l = (Ix; 

y:l = {x~; 

p=f(x)=O, 
Po). P 

p = 2qx' 

PoP ). p = --- = const . 
q 

Zusammenfassung. 

(siehe oben) 

1. Es wird die Differentialgleichung fiir die Biegung einer kreis
symmetrischen Platte nicht konstanter Dicke aufgestellt, und ihre 
Losung fur kreissymmetrische Belastung mit Hilfe von Reihenentwick
lungen angegeben. 

2. Fur eine Klasse von Sonderprofilen werden die Losungen der 
Biegungsgleichung numerisch ausgeftihrt. 

;{. Es wird ein numerisches und ein graphisches Naherungsverfahren 
Hir beliebige Profile angegeben_ 

4. Das Problem der Platte konstanter Festigkeit wird diskutiert und 
ein Profil angegeben, das die Forderung gleicher Festigkeit praktisch 
geniigend erfiillt. 
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