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Vorwort. 
Der Deutsche Stahlbau-Verba,nd hat bei seinen jahrzehntelangen Bestrebungen, die 

Forschung auf dem Gebiet des Stahlbaues tatkriiftig zu fOrdern, festgestellt, daB auf seinem 
engeren Fachgebiet Gelegenheit zur Veroffentlichung umfangreicher theoretischer Abhand
lungen fehlt. Dem soIl die Herausgabe von Forschungsheften abhelfen, die in zwangloser 
Reihenfolge erscheinen werden. Abhandlungen aus dem Stahlbau, aus der Statik, Festigkeits
lehre, mathematischen Elastizitatslehre und del' MeBtechnik, die fiir die Veroffentlichung 
in einer Fachzeitschrift zu umfangreich sind und verdienen, moglichst bald der Fachwelt 
bekanntgegeben zu werden, finden in diesen Forschungsheften ihre geeignete Erscheinungs
form. Davon sind selbstverstandlich auch die leider so seltenen kritisch-systematischen 
Untersuchungen konstruktiver Einzelfragen des Stahlbaues keineswegs ausgeschlossen. 
Dagegen werden reine Versuchsberichte nach wie vor in den ebenfalls vom Deutschen 
Stahlbau-Verband herausgegebenen Berichtsheften des Deutschen Ausschusses fiir Stahlbau 
erscheinen und Bauwerksbeschreibungen den Fachzeitschriften vorbehalten bleiben. 

Das erste Heft behandelt eine. stabilitatstheoretische Untersuchung, die sich aus einer 
praktischen Bauaufgabe (Flugsteighalle Tempelhof) entwickelt hat. Sie diirfte ganz be
sonders geeignet sein, die Art der in den Forschungsheften zu veroffentlichenden Aufsatze 
zu kennzeichnen, indem sie einen wichtigen Beitrag nicht nur filr die rein wissenschaftlich 
interessierten Kreise, sondern auch fill' die Praxis darstellt. Sie ist auBerdem auch zeit
gemaB, denn die stabilitatstheoretischen Probleme stehen gerade jetzt mit im Vordergrund 
des fachlichen lnteresses und werden die Weiterentwicklung der wissenschaftlichen Grund
lagen des Stahlbaues maBgebend beeinflussen. 

Die Anregung zur Herausgabe der Forschungshefte ging von Herrn Professor Dr.-lng. 
Kloppel aus, dem wir an dieser Stelle unseren besonderen Dank aussprechen. Herr Professor 
Dr.-lng. Kloppel wird auch allen Fachkollegen fiir Anregungen und Unterstiitzungen zum 
zielsicheren Ausbau dieser Einrichtung sehr dankbar sein, insbesondere aber auch fiir die 
Bereitstellung geeigneter Abhandlungen zur Veroffentlichung in den Forschungsheften. 

Mogen diese Hefte z,ur Forderung von Forschung und Lehre und zur Befruchtung 
der Praxis des Stahlbaues ebenso beitragen wie die bewahrten Berichtshefte des Deutschen 
Ausschusses fill' Stahlbau. 

Unser besonderer Dank gilt Herrn Dr.-lng. Schleusner filr die Veroffentlichung seiner 
Arbeit in dem ersten Forschungsheft und del' Verlagsbuchhandlung Julius Springer fill 
die vorziigliche Ausgestaltung dieser Druckschrift. 

Berlin, im Oktober 1938. 

Deutscher Stahl bau -Verb and 
Berlin. 
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Einleitung. 
Die Berechnung der Knickfestigkeit eines mehrfeldrigen, elastisch gestiitzten geraden 

Stabes mit feldweise veranderlichem Tragheitsmoment unter der Wirkung axialer, feldweise 
veranderlicher Stabkrtifte ist seit langem bekanntl. Die in der Literatur angefiihrten Bei
spiele beschranken sich jedoch auf eine geringe Zahl der Felder und Offnungen und setzen 
obendrein durchweg Symmetrie zur Stabmitte voraus, wodurch die Zahl der unbekannten 
GroBen, die bestimmt werden miissen, auf die Halfte vermindert wird. Bei mehr als drei 
bis hochstens vier Offnungen un9. beim Fehlen der Symmetrie aber wird die Rechnung 
ungeheuer umstandlich, ja praktisch undurchfiihrbar. Man pflegt sich dabei im allgemeinen 
durch vereinfachende Annahmen zu helfen, etwa indem man Tragheitsmomente und Stab
krtifte iiber mehrere Felder oder Offnungen hin durch einen konstanten mittleren Wert 
ersetzt. Es kann aber sein, daB die erforderliche Genauigkeit solche Vereinfachungen 
nicht zulaBt. 

Ein Verfahren, in solchen Fallen die Rechnung durchfiihrbar zu machen, haben F. und 
H. Bleich, Wien, entwickelt 2• Aber auch dort beschranken sich die Beispiele auf symmetri
sche Falle und sind auch sonst stark vereinfacht. 

1m folgenden solI die Rechnung fiir einen nichtsymmetrischen Stab mit sechs Offnungen 
nach dem Verfahren von Bleich durchgefiihrt werden 3. Zuvor soli der Ansatz nach dem 
iiblichen Verfahren entwickelt werden, um einen Vergleich der praktischen Rechenmoglich
keiten bei den beiden Verfahren zu gewinnen. 

§ 1. Das Problem. 
Gegeben sei ein an beiden Enden gelenkig gelagerter Stab auf sieben Stiitzen, die wir 

von links nach rechts mit 0, 1,2, ... ,6 bezeichnen (Abb. 1). Die Endstiitzen ° und 6 seien 
fest, die fiinf anderen elastisch. Die J'fiifze 0 1 . 2 3 If S 

Stiitzenwiderstande in t cm-1 seien rel0'1 reId! rlllo'J /7:10''1 relo'S 
A, ('JI = 1,2, ... ,5). Die sechs Offnun
gen bezeichnen wir nach der N ummer 
der Stiitze am rechten Ende mit 1 
bis 6. Aile Offnungen seien einfeldrig, 
d. h. innerhalb jeder Offnung 'JI 

seien das Tragheitsmoment des Quer- Abb. 1. 
schnitts Iv, der Elastizitatsmodul Ev 
und die Stabkraft S. (als Druck positiv) konstant. Wir werden bei der Rechnung den 
Elastizitatsmodul iiber den ganzen Stab hin als konstant annehmen: El = E2 = Ea = ... 
= E6 = E, wollen aber den Ansatz fiir veranderlichen Elastizitatsmodul schreiben, dadies 
die Formeln in keiner Weise kompliziert. Aile Felder mogen die gleiche Feldweite l haben. 
Doch werden wir auch hier die Ansatze zunachst fiir veranderliche Feldweiten~, l2' la, ... , l6 

1 VgI. z. B. R. Mayer: Die Knickfestigkeit. Berlin 1921 (im folgenden mit "M" zitiert) nnd Ratzers
dorfer: Die Knickfestigkeit von Staben und Stabwerken. Wien 1936 (im folgenden mit "R" zitiert). 

a F. u. H. Bleich: Beitrag zur Stabilitatsnntersuchung des punktweise elastisch gestiitzten Stabes. Stahl
bau Bd.lO (1937) H.3 u. 4 (im folgenden mit "B" zitiert). 

3 Dieser Stab ist der Druckgurt der Stahlbinder bei der neuen Tempelhofer Flugsteighalle [vgl. Stahlbau 
(1938) H. 12]. Die Priifung dieser Bindernntergurte auf Knickfestigkeit gab den nnmittelbaren AnlaB zu der 
folgenden Untersuchnng, die jedoch im Verlauf der Rechnnng weit iiber ihren urspriinglichen Zweck hinauswuchs. 

ForschUDge!hefte aus dem Gebiete des Stahlbaues. Heft 1. 1 



2 Die Knickdeterminante. 

6 

ansehreiben. Die Gesamtlange des ganzen Stabes sei L = J; lv' Folgende Zahlen sollen der 
Reehnung zugrunde gelegt werden: v = 1 

(A) 

L = 36m; l = 6m = 0,6'103 em; E = 2,15' I03tem-2 ; 

S1=I34t; S2=262t; S3=39It; S4=512t; S5=653t; S6=94It; 

11 =43,4' 103 em4; 12 = 43,4' 103 em4; 13 = 65,1 . 103 em4; 14 = 92,8'103 em4 ; 

15= 92,8' 103 cm4; 16 = 112,2' 103 em4 ; 

Ao=oo; A1=15,I2tcm-1; A 2 =IO,3tcm-1; A3=7,55tcm-1; A4=5,78tcm-1 ; 

A5 = 17,2 tern-I; A6 = 00. 

Um die Knicksicherheit des durch diese GroSen gegebenen Stabes zu bestimmen, fiihren 
wir alle Stabkrafte S. mit einem gemeinsamen Faktor It multipliziert in die Reehnung ein. 
Die Aufgabe ist dann, den kleinsten Wert von It zu bestimmen, bei dem unser Stab ausknickt. 

§ 2. Die Knickdeterminante. 
In Abb. 2 sind zwei benachbarte Offnungen (eines Stabes mit allgemein n Offnungen) 

dargestellt. Es sei M. das Moment an der Stiitze 11, Q. die Querkraft im Felde v, r;. die 
Senkung des Stiitzpunktes v, x. (von 0 bis l. zahlend) die Abszisse im Felde v und Yv die 
Ordinate der Biegelinie im Felde v. Dann ist die Bedingung fUr das Gleichgewicht 
der Momente 
(1) M (xv, Y.) = M.-I -It S. (Y.-r;.-I) - Q. x. (v = 1,2, ... , n) . 
Auf den Stiitzpunkt v bezogen lautet diese Gleiehung 
(2) M. = M.-l -It S. (r;. -r;.-I) - Q.l. (v = 1,2, ... , n). 
Ersetzt man das Moment im Punkte x., Y. wie iiblich naherungsweise durch E.1.· y;', 

(v-t) (v) (Jl+J) so ergibt (1) die Differentialgleichung der Biegelinie 
l",-~-

x"i 
Z2 Z2 

(3) y~' + i' Y.- ).S:l;· (M._I-Q. x. + ItS.r;.-I) = 0, 

Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt 

(4) z. = l.' -V ~.SI. 
(vgl. "R", § 25, S, 265f. und "B", wo y. fUr z,. steht), 

Integration von (3) mit den Integrationskonstanten A. und B" ergibt 

A ' x. B x. 1 (M ' (5) y.= •. smz.z.-+ •. eosz.z.-+ ).S.· .-I-Q.Xv+ltS.r;.-I)' 

Fiihrt man weiter abkiirzend die GroSen 

(6) 
, Z. z. cos z. - sin z. 

1p. = E I' Z2 sin z ' 
I' V 11 V 

,, _ _ Z._. sinz.-z. 
1p. - E I Z2 sin z v v v v 

ein, eliminiert Q. mittels (2) und bestimmt A. undBv aus y, (0) = r;v-I' Y. (l.) = r;., so ergibt 
sich fUr die Gleichung der elastisehen Linie im Felde v 

1 S M.-1 cos Z. - M.. x. M x. M x 
(7) Y.'A .= sinz ·smz.y- .-I'eoszvT-[ .-I-M.-ItS.(r;.-r;.-I)]'-Z' + 

v "V 11 

+ (M.-I +ltS.r;.-I) (v = 1,2, .. . ,n) 
und fUr die Tangenten an den Feldenden, 

(8a) Y; (0) = 17. -":.-1 + M.- I 1p;+ M.1p;' 1 
'7 ,., (v = 1, 2, ... , n). 

(8b) y'(l)= '-'1'-1 -M "_M' • • Z. .-I1p. .1p. 
Da an der Stiitze v die Tangente sich stetig andern muS, da also Y; (l.) = Y;+1 (0) sein muS, 

folgt die Stetigkeitsbedingung an der Stiitze v 

(9) M'~I1p;' + M. (1p; + 1p;+I) + M.+ I 1p;' +1 + r;.-l . :. -r;.' (-ZI + -ZI ) + r;V+l . -ZI = 0 
, • '+1 .+1 

(v = 1,2, ... ,n-I). 



Der neue Energieansatz. 3 

An jeder der funf elastischen Stutz en wirkt die Reaktionskraft A • . 17. (vgl. Abb. 3). Daraus 
ergibt sich als Bedingungsgleichung fur das Gleichgewicht del' Vertikalkrafte an 
der Stutze v 

(10) (v= 1,2, .. . ,n-1). 

Mit den Gleichungen (2), (9)und (10) haben wir die Maglichkeit, aIle unbekannten 
GraBen bis auf einen unbestimmt bleibenden gemeinsamen Faktor zu bestimmen. Wir 
haben allgemein 3n-2, in unserm Fall 16 unbekannte GraBen: n-1 = 5 Knotenpunkts
momente Mv (v = 1, ... , 5), n -1 = 5 Knotenpunktsverschiebungen 17. (v = 1, ... ,5) und 
n = 6 Querkrafte Q. (v = 1, ... ,6). Ebenso haben wir 3n-2 = 16 Gleichungen: n = 6 Gleich
gewichtsbedingungen (2) (11 = 1, ... , 6), n -} = 5 Stetigkeitsbedingungen (9) (v = 1, ... , 5) 
und n-1 = 5 Stutzengleichungen (10) (v = 1, ... ,5). Eliminiert man aus (2) und (10) 
die Querkriifte, so erhiilt man endlich 2n -1 = 11 Gleichungen mit 11 Unbekannten: 
n - 1 = 5 Knotenpunktsmomenten M" (v = 1, 2, ... ,5) und n = 6 Neigungen del' Feld-

sehnen rlv_-~~ZV_=-l (v = 1,2, ... ,6). Bei anderen Stutzbedingungen werden es 

2 n + 1 = 13 Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten (vgl. z. B. "M", 
§ 36, S. 178f.). Es bleiben also 11 bis 13 homogene lineare Gleichungen 
mit ebensovielen Unbekannten. Diese Gleichungen haben dann und nul' 
dann nicht verschwindende Lasungen, wenn die Determinante del' Bei
werte verschwindet. In den Beiwerten erscheint, teils in algebraischer, 
teils in transzendenter Form [vgl. Gleichung (4)] del' Parameter A. Die 
Beding;ung des Verschwindens del' Determinante ergibt also eine tran
szendente Gleichung zur Bestimmung von A. Die kleinste positive Wurzel 
diesertranszendenten Gleichung bestimmt die Knickgrenze unseres Stabes. 
Die Gleichung ist auBerordentlich verwickelt und im allgemeinen nur durch 
Probieren zu lasen. Das aber bedeutet, daB man eine elf- bis dreizehn

2n = 12 oder 

(v) 
I 
I 

4711 I it {!Jl+T 

-i 
t 

Ap'7Jp 

Abb.3. 

reihige Determinante so oft auswerten muB, bis man eine NullsteIle mit hinreichender Ge
nauigkeit bestimmt hat und bis man sich weiter versichert hat, daB diese Nullstelle die 
kleinste positive unter den im allgemeinen unendlich vielen Nullstellen ist. Diese Rechen
arbeit ist praktisch einfach undurchfuhrbar, abgesehen davon, daB die Gefahr von Rechen
fehlern ganz auBerordentlich groB ist. Die bekannten Versuche, die Determinante der Rech
nung zugiinglicher zu machen, beschriinken sich auf symmetrische Systeme mit symme
trischer Belastung1 . Das wurde in unserm Fall bedeuten, daB man mit einem zwolffeldrigen 
Stab rechnen muBte, also eine 23reihige Determinante erhielte. Damit wird die Rechnung 
erst recht praktisch undurchfuhrbar. 

Nun gibt Ratzersdorfer ("R", S. 268f.) ein praktisch sehr wertvolles Verfahren an, 
durch Elimination del' Knotenpunktsverschiebungen 17. die Zahl der Unbekannten und del' 
Gleichungen von vornherein zu vermindern. Dies Verfahren ist aber nur anwendbar, wenn 
mehrere Felder in einer Offnung liegen, also gerade in dem von uns betrachteten Falle nicht. 

Dagegen fuhrt das oben erwiihnte Verfahren von F. und H. Bleich zum Ziel. Zwar 
bleibt auch hier die Rechenarbeit noch immer sehr umfangreich. Abel' die Rechnung wird 
praktisch durchfuhrbar und dabei in viele Teilschritte zerlegt, von denen jeder den andel'll 
kontrolliert, so daB Rechenfehler verhiiltnismaBig rasch erkannt und verbessert werden 
kannen. 

§ 3. Der neue Energieansatz. 
Praktisch ist das Wesentliche des Bleichschen Verfahrens, daB del' Stab zuniichst 

ohne Berucksichtigung del' Zwischenstutzen berechnet wird und diese erst zum 
SchluB in die Rechnung eingefiihrt werden. Dadurch wird nicht nul' die Rechnung uber
sichtlicher und einfacher, sondern man erhiilt dadurch auch wichtige Aufschlusse uber den 
EinfluB del' Stutzung auf die Sicherheit des Systems und zugleich eine einfache Maglich· 
keit, diesen EinfluB konstruktiv zu berucksichtigen. 

1 Vgl. z. B. Kriso: Die Knicksicherheit der Druckgurte offener Fachwerkbriicken. Internationale Ver
einigung fiir Briickenbau und Hochbau. Abhandlungen, III. Bd. (1935). 

1* 



4 Der neue Energieansatz. 

Theoretisch besteht das Besondere des Bleichschen Verfahrens in einer Umkehrung 
del' iiblichen Fragestellung. E, 1 und S mogen irgendwelche ge~ebenen Funktionen von x 
(also nicht notwendig feldweise konstant) sein. Del' Stab habe n Offnungen (n + 1 Stutzen), 
und wir nehmen del' Allgemeinheit wegen zunachst auch die Endstutzen als elastisch an. 
Dann ist del' iibliche Ansatz fiir die potentielle Energie des Gesamtsystems del' folgende: 

L L n 

JJ =~. J E(x) I (x) y"2dx- ~).. J S(x) y'2dx + ~ . ~ Av'l};' 
o 0 v=O 

Del' erste Summand stellt die Arbeit del' Biegungsmomente dar, del' zweite die Arbeit del' 
Stabkrafte, del' dritte die Arbeit der Stiitzenwiderstande. (Sind die Endstiitzen fest, so 
leisten sie keine Arbeit und in del' Summe fallen daher die auf sie beziiglichen Summanden 
fiir 'jI = 0 und 'jI = n fort.) Die Stabkrafte sind mit einem Proportionalitatsfaktor ). multi
pliziert, dessen Wert an del' Knickgrenze zu bestimmen ist. Die iibliche Fragestellung lautet 
also: Wie groB diirfen die Stabkrafte hochstens werden, wenn del' Stab bei 
gegebenen Stiitzenwiderstanden nicht ausknicken solI. F. und H. Bleich 
machen dagegen folgenden Ansatz fiir die potentielle Energie: 

L L n 

(11) II = {- . J E (x) I (x) y" 2 d x - ~ . J S (x) y' 2 d x + ~ W ~ Av'l}; . 
o o v=o 

Hier sind (statt del' Stabkrafte) die Stutzenwiderstande mit einem gemeinsamen Pro
portionalitatsfaktor fh versehen, dessen Wert an del' Knickgrenze zu bestimmen ist. Die 
Bleichsche Fragestellung lautet demnach: Wie stark miissen die Stiitzenwider-
stande mindestens sein, wenn del' Stab bei gegebenen Stabkraften nicht 
ausknicken solI. Die Frage nach del' Knicksicherheit wird also durch die Frage nach del' 
Stiitzensicherheit ersetzt. Wir werden spateI' (vgl. § 11 a und § 12 c) sehen, wie man am Ende 
del' Rechnung in einfachster Weise zu der urspriinglichen Fragestellung zuriickkehren kann. 
Die Ergebnisse miissen letzten Endes selbstverstandlich die gleichen sein, von welcher 
Fragestellung man auch ausgeht. Das heiBt, bestimmt man aus dem iiblichen Ansatz den 
kritischen Wert von). und fiihrt man dann ).. S statt S in den Bleichschen Ansatz (11) 
ein, so muB man aus diesem fh = 1 erhalten. Und umgekehrt: bestimmt man aus (11) den 
kritischen Wert von fh und setzt man dann in dem iiblichen Ansatz fh' Av an Stelle von A" 
so muB man). = 1 erhalten. 

Del' Energieansatz fiihrt auf ein Variationsproblem. Die tatsachlich eintretende Ver
formung des Stabes ist dadurch VOl' allen anderen denkbaren Verformungen ausgezeichnet, 
daB bei ihr die potentielle Energie zum Minimum wird. Die Bestimmung del' Biegelinie 
y(x) und des kritischen Wertes vom fh erfordert also die Losung des Variationsproblems 

(12) bII=O. 

Die Losung wird mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens gesucht. Jede Funktion, die ge
wissen Stetigkeitsbedingungen geniigt, die unsere Biegelinie y sichel' erfiillt, kann in eine 
(hochstens mit Ausnahme del' Randpunkte) gleichmaBig konvergente Reihe nach den Eigen
funktionen q;(i) (x) jedes Randwertproblems vom Sturm-Liou villeschen Typus entwickelt 
werden: 
(13) y (x) = a1 . q;(1) (x) + a2 ' q;(2) (x) + a3 ' q;~3) (x) + '" in info 

Es kommt nur darauf an, das Funktionensystem q;(i) (x) so zu wahlen, daB wenige Glieder 
del' Reihe (13) eine ausreichend genaue Darstellung del' Biegelinie und eine ausreichend genaue 
und einfache Bestimmung des kritischen Wertes von fh gestatten. F. und H. Bleich wahlen 
als Funktionenfolge q;(i) die Eigenfunktionen des Hilfsproblems 

L L 

(14) bll*=O; ll*= ~ 'JE(x)I(x)q;ff 2(x)dx- ~).'JS(x)q;'2(x)dx 
o o 

bei geeigneter Wahl del' zugeordneten Randbedingungen. 
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Die Variationsgleichung des Problems (14) ist 
d2 d 

(15) d X2 [E (x) I (x) <p"] + A' (IX [8 (x) <p'] = O. 

Das aber ist gerade die Differentialgleichung des geraden Stabes mit der Biegesteifigkeit 
E (x)· I (x) und der axialen Druckbelastung S (x). Das Bleichsche Hilfsproblem ist also -
wie iibrigens auch ein Vergleich von (11) und (14) unmittelbar zeigt - nichts anderes als 
der untersuchte Stab selbst nach Entfernung samtlicher elastischen Stiitzen. 
Es bleibt nur noch iibrig, dem Hilfsproblem (14) bzw. (15) Randbedingungen zuzuordnen, 
die moglichst nahe mit den Randbedingungen des Hauptproblems iibereinstimmen. Sind, 
wie in unserm Fall, die Enden des Stabes gelenkig fest gestiitzt (bzw. fest eingespannt), 
so nehmen wir den Hilfssta b (14) bzw. (15) an den Enden in der gleichen Weise 
gelagert, also ebenfalls gelenkig fest gestiitzt (bzw. fest eingespannt) an. 
Dann erfiillt jede der Eigenfunktionen <p(i) des Hilfsproblems die Randbedingungen des 
Hauptproblems streng und die Reihe (13) konvergiert daher mit EinschluB der Randpunkte 
gleichmaBig. In dem Fall, daB ein Ende des Stabes oder beide elastisch gestiitzt (bzw. 
elastisch eingespannt) sind, konnte man auch bei dem Hilfsstab die betreffenden Enden in 
derselben Weise elastisch gesttitzt (bzw. elastisch eingespannt) annehmen. Man hatte dann 
den Vorteil, daB die Funktionen <p(i) wiederum die Randbedingungen des Hauptproblems 
streng erfiillen. Doch diirfte der Nachteil, daB die Rechenarbeit bei der Gewinnung der 
<p(i) erheblich vergroBert wird, iiberwiegen. F. und H. Bleich nehmen in diesem Fall das 
betreffende Ende des Hilfsstabes als vollkommen frei an. Die <p(i) erfiillen dann zwar nicht 
alle Randbedingungen des Hauptproblems. Doch sind die von den <p(i) nicht erfiillten Be
dingungen nattirliche Randbedingungen des Hauptproblems, so daB das Verfahren gegen 
eine alle Randbedingungen des Hauptproblems befriedigende Losung konvergiert (vgl. "B"). 
Dadurch ist auch in diesem Fall die gleichmaBige Konvergenz der Reihe (13) mit EinschluB 
der Randpunkte gesichert. 

Nach dem Bleichschen Verfahren ist also die Aufgabe gestellt, zunachst eine groBere 
Anzahl der Eigenwerte A(i) und der Eigenfunktionen <p(i) des Hilfsproblems (14) bzw. (15) 
zu berechnen. Dieses ist wesentlich einfacher als das Hauptproblem. In unserem Beispiel 
wird sich die Knickdeterminante des Hilfsproblems - die wir zur Bestimmung der A(i) 

brauchen - als sechsreihige Determinante ergeben. Diese ist unvergleichlich leichter 
zu behandeln als die elfreihige des Hauptproblems. Allerdings brauchten wir bei dem Haupt
problem nur einen einzigen Eigenwert, den kleinsten. Die Berechnung von Eigenfunktionen 
ist dort zur reinen Bestimmung der Knicksicherheit iiberhaupt nicht erforderlich. Will man 
ein affines Bild der Biegelinie haben, so braucht man nur die erste Eigenfunktion <pel) zum 
Eigenwert )Y). Bei dem Hilfsproblem brauchen wir eine groBere Zahl von Eigenwerten 
(in unserem Fall, wie wir sehen werden, vier) und zu jedem die zugehorige Eigenfunktion, 
auch wenn wir nur die Knicksicherheit des Ha~ptstabes ermitteln wollen und auf das affine 
Bild seiner Biegelinie verzichten. Vier, unter Umstanden noch mehr Wurzeln einer sechs
reihigen Determinante zu ermitteln, in die die Unbekannte in verwickelter vVeise transzendent 
eingeht, ist im allgemeinen zeitraubend und umstandlich. Aber es ist immerhin moglich. 
Dagegen ist es praktisch so gut wie unmoglich, auch nur eine einzige Wurzel einer elfreihigen 
Determinante zu bestimmen, in die die U nbekannte in entsprechend verwickelter Weise eingeht. 

Die Hauptarbeit bei dem Bleichschen Verfahren besteht also in der Losung des Hilfs
problems. Leider weisen F. und H. Bleich (vgl. "B") auf diesen Umstand nicht mit der 
erforderlichen Deutlichkeit hin. Sie machen bei allen Beispielen, die sie bringen, sehr stark 
vereinfachende Annahmen (Symmetrie zur Stabmitte, nur zwei verschiedene 8 nnd I oder 
gar konstantes 8 und I, wie in beiden gerechneten Zahlenbeispielen) und geben selbst fiir 
diese einfachen Fane die Eigenfunktionen <p(i) des Hilfsproblems an, ohne ihre Ableitung 
vorzufiihren1 . Wir werden sehen, welche erheblichen Schwierigkeiten bei unserem Problem 

1 Die Eigenfunktionen "B", S. 19, 2. Spalte, fiir das mittlere Feld sind nicht richtig angegeben. So muB 
es z. B. in Gl. (17) richtig heiBen: 

fiir den Bereich 0 < X 2 < l2 

und entsprechend in Gl. (20). 
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an diesel' Stelle zu iiberwinden sind. Nur wenn die Stabenden nicht eingespannt sind und 
wenn iiberdies aIle Felder gleichen Elastizitatsmodul, gleiches Tragheitsmoment und gleiche 
(konstante) Stabkraft haben, kann man die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Hilfs
problems ohne jede Rechenarbeit sofort anschreiben. In diesem FaIle ist das Bleichsche 
Verfahren miihelos anwendbar. 

1st dagegen das Hilfsproblem einmal gelOst, d. h. sind die A(i) und rp(i) bekannt, so bietet 
die Lasung des Hauptproblems keine Schwierigkeiten mehr. Man macht fiir y dann den 
Ansatz (13) mit zunachst unbekannten Beiwerten ai' Flihrt man diesen Ansatz in den Aus
druck (11) fiir die potentielle Energie II ein, so wird diese auf Grund del' Orthogoralitats
beziehungen del' Funktionen rpCi) (vgl. "B") 

(16) 
L . ) 

1 _ J (d C') 2 1 """' """' n II=-2'Lia;(A(i)-I)' S(x) dx dX+-2-WLJi"'::;'; .aiaj· 1: Av·l;i)f~i)· 
o J .-0 

Dabei bedeutet I~i) den Wert del' Eigenfunktion rpCi) an del' Stiitze p. Mit 

( 17) 

(18) 

wird Gleichung (16) zu 

(21 ) 

L (. J d (1»)2 
Ni =(A(i)-I)· S(x) -Ix dx, 

o 
n 

(X • • = )' A . I(i) lei) 
~J .:..... v v v 

-p -0 

(i = 1,2,3, ... ) 

Dieses System homogener linearer Gleichungen hat dann und nul' dann ein nicht ver
schwindendes Losungssystem, wenn seine Determinante verschwindet: 

(22) 

Nl 
(Xu +-it 

=0. 

Gleichung (22) ist eine Bestimmungsgleichung fiir fl. Die Determinante ist von unendlich 
hoher Ordnung. Dm die Rechnung zu vereinfachen, schlagen F. und H. Bleich VOl', sich 
ein ungefahres Bild von del' Halbwellenzahl, mit del' del' Stab auslmickt, mit Hilfe del' 
EngeBerschen Formel l 

4/ Ell 
(23) W = JT' 1 -y 

zu verschaffen. Dabei bedeutet w die Lange del' Halbwelle. Die Zahl del' Halbwellen ware 
somit iiberschlagig durch 

(24) m = [-~] 
ausgedriickt, wobei die eckigen Klammern bedeuten, daB m die dem eingeschlossenen 
Ausdruck nachst benach barte ganze Z ahl ist. In (23) ist gegebenenfalls fiir den 

1 Enge B er: Die Zusatzkriifte und Nebenspannungen eiserner Fachwerkbrucken, II. Berlin 1893. 
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Elastizitatsmodul E del' Knickmodul T zu setzen. Die Gleichung gilt nur fill konstantes 
E, I, 1 und A. Man miiBte also, wenn diese GraBen stetig odeI' feldweise veranderlich 
sind, mit Mittelwerten rechnen odeI' besser das Maximum und das Minimum des Aus
drucks (23) bestimmen. 

Wir werden spateI' sehen, daB und warum diese Abschatzung der Wellenzahl irrefiihrend 
ist und werden (in § 10d) eine andere, sehr einfache obere Grenze fur die Zahl der zu berech
nenden Eigenwerte angeben k6nnen. 

1m allgemeinen wird es genugen, fill y nach (13) naherungsweise einen dreigliedrigen 
Ansatz zu machen. 1st das System sowohl wie seine Belastung symmetrisch, so kann das 
Ausknicken nur entweder ebenfalls symmetrisch oder antimetrisch erfolgen. Man braucht 
dann im Rahmen derjenigen Eigenfunktionen, die man zur Konkurrenz zulassen muB [nach 
dem nicht richtigen Vorschlag von F. und H. Bleich waren es die Eigenfunktionen, deren 
Ordnung del' aus (24) gewonnenen Zahl m benachbart sind], nur mit allen Kombinationen 
je dreier benachbarter symmetrischer und je dreier benachbarter antimetrischer Eigenfunk
tionen zu rechnen. 1st das Problem nicht symmetrisch, so sind auch die Eigenfunktionen 
nicht symmetrisch und antimetrisch und man muB die Rechnung mit jeder Kombination 
je dreier benachbarter Eigenfunktionen durchfiihren, soweit diese zur Konkurrenz zu
gelassen werden mussen. 

Bei dreigliedrigen Ansatzen ergibt (22) eine kubische Gleichung fill l/ft. Der gr6Bte positive 
Wert, del' sich fur ft ergibt, bestimmt die Stutzensicherheit. Bezeichnen wir die gr6Bte 
positive Wurzel aus der ersten Rechnung mit !tv aus del' zweiten mit /12 usw., den graBten del' 
Werte !lv mit it, so ergeben die Stutzenwiderstande Ii' Ao, #' AI' .. " ii· An die Knickgrenze. 
Ergibt sich it = 1, so befindet sich das System mit den SWtzenwiderstanden A v , von denen 
wir ausgingen, an del' Knickgl'enze. Ergibt sich it> 1, so knickt das System aus. Wird 
dagegen it < 1, so ist das System bei den gewahlten Stutzenwiderstanden stabil und 1/p, gibt 
die SWtzensicherheit an. Wir fuhren daher noch 

(25) 
1 

fJ =--
f1, 

in unsel'e Gleichungen ein. Dann wil'd (22) 

i otn + N I • fJ 

(26) L:f (fJ) = i ot21 

i ot31 

otl3 

ot23 

N fJ = O. 
ot33 + 3' ••. 

Wir bezeichnen analog wie oben nunmehr mit !iv die kleinste positive Wurzel von (26) 
i~ v-ten Rechnungsgang und mit !i den kleinsten del' Werte !iv. Dann ergibt 1J unmittelbar 
dIe gesuchte SWtzensicherheit. 

§ 4. Formulierung des Hilfsproblems. 
Als Hilfsproblem verwenden wir, wie oben bemerkt, den in Abb. 1 dargestellten Stab 

mit gelenkig fest gesWtzten Enden ohne irgendwelche Zwischenstutzen. Dann gilt 
fur jedes del' funf innel'en Feldenden (v = 1, 2, ... , 5) eine Gleichung (9), wobei 

(27) Mo = 0 = M6 

ist. Mit cp;,i) bezeichnen wir die i-te Eigenfunktion des Hilfspl'oblems im Felde v, mit I;i) 
wie vol'her ihre Ordinate an del' SWtze V. Dann haben wir in (9) Iv fur 'Y)v zu setzen, und es ist 

(28) cp~i) (1,,) = f~i) = cp~it 1(0) ; f~i) = 0 = t~i) (i = 1, 2, ... ) . 

Fur die pl'aktische Rechnung geben wir (9) noch eine ubersichtlichere Gestalt. Da der 
sechsfeldrige Hilfsstab nur noch eine Offnung hat, sind aIle Querkrafte Qv einander gleich: 

(29) 
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Daher vereinfachen WIT das Problem wesentlich, wenn WIT aus (9) mit Hilfe von (2) die 
Durchbiegungen Iv eliminieren: 

(30) iV-l-iv = Mv-Mv_l + Q._l_ 
lv lv·AS. ASv 

(v = 1,2, ... ,6). 

Ferner greifen WIT fur die 1p; und 1p;' in (9) auf ihre Bestimmungsgleichung (6) zuruck und 
fuhren folgende Abkurzungen ein: 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

- l liS;-Z.=.· TT' 
• v 

.Q. lv 
'U'~=ET' • • 
(1v =-{t.COSZv , 

Zv = zv' VX, 

{t = ~v = _l._ . ~ 
v z. SIn z. Ev Iv Z. sln Zv ' 

(1.,.+1 = (1. + (1.+1' 

Dabei sind also die' a., a., .+1 und die uberstrichenen GraBen durch das Problem gegebene 
Konstanten, unabhangig von dem als variabel anzusehenden Wert von A.. Dagegen ist z. 
eine algebraische, Bo., (1., 12.,.+1 transzendente Funktionen von A.. Mit (29) bis (34) nimmt (9) 
die folgende Gestalt an: 

(35) (v = 1, 2, ... ,5). 

Da unser Hilfsstab nur noch eine OHnung besitzt, kannen wir den auf S. 3 erwahnten 
Kunstgriffvon Ratzersdorfer auf dasHilfsproblem anwenden. Wir multiplizieren(30)mitl.: 

(36) (v = 1, 2, ... , 6) 

und addieren die sechs Gleichungen (36). Dann heben sich auf der linken Seite samtliche 
Durchbiegungen bis auf 10 und 16 heraus, die ihrerseits nach (28) beide verschwinden. Wir 
erhalten also, indem WIT mit -A. multiplizieren, 

6 

(37) MI' a12 + M 2· a23 + Ma' aa4 + M4· a45 + M 5· aS6 - Q. 2; lv a. = O. 

Gleichung (37) und die fum Gleichungen (35) sind sechs homogene line are Gleichungen 
fur die sechs Unbekannten Mv M 2, ... , M 5 , Q. Sie haben dann und nur dann nicht samtlich 
gleichzeitig verschwindende Lasungen, wenn ihre Determinante verschwindet. Das ergibt 
die Knickdeterminante des Hilfsproblems, die eine transzendente Gleichung zur Bestim
mung der Eigenwerte },(i) des Hilfsproblems liefert. 

Bisher haben wir von der Gleichheit der Feldlangen lv keinen Gebrauch gemacht. Sie 
vereinfacht lediglich die Gleichung (37) ein wenig. Wir schreiben fur diesen Fall das Glei
chungssystem (35)/(37) noch einmal vollstandig an und erhalten mit der Abkurzung 

(38) 

(I) 

(II) 

(III) 

(IV) 

(V) 

(VI) 

6 

2;a.=I, 
.=1 

+ Q. au _ 0 
A - , 

+ Q. a1 3 = 0, 

+ Q. a34 _ 0 A - , 

M a ·{t4 +M4·e45+MS·{t5 +Q'~¥=O, 

M 4· {t5 + M 5· (156 + Q. a~6 = 0, 

M 1 ' au + M 2· a23 + Ma' aa4 + M 4· a45 + M 5· a56 - Q·l I = o. 
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Die Eigenwertgleichung des Hilfsproblems ist also, wenn wir die letzte Spalte der Deter
minante noch mit ), multiplizieren, 

el2 {}2 0 0 0 0'l2 

{}2 e23 {}3 0 0 0'23 

0 {}3 e34 {}4 0 0'34 
(39) L1 (),) == =0. 

0 0 {}4o e45 {}S 0'45 

0 0 0 {}S e56 0'5G 

0'l2 0'23 0'34 0'45 O'SG ~)'ll: 

Es bleibt also statt der elfreihigen Determinante, auf die das Hauptproblem bei unmittel
barer Behandlung ftihren wiirde, nur eine sechsreihige Determinante zu untersuchen. Da
durch, daB wir den variablen Faktor ), von vornherein von den gegebenen Kraften S. ab
getrennt und zweimal mit), multipliziert haben, sind 10 der 24 nicht verschwindenden 
Elemente der Determinante von ), unabhangig geworden. Das vereinfacht die folgende 
Rechnung wesentlich. Bei Ratzersdorfer dagegen sind samtliche (in unserem Fall 24) 
Elemente von), abhangig (vgl. etwa das Beispiel "R", S. 270). Die zweimalige Multiplikation 
mit), miiBte nur bei einer Betrachtung der Stelle), = 0 beriicksichtigt werden, die aber im 
allgemeinen nicht interessiert, da ihr nur die triviale Lasung des Problems (unverformter 
Stab) entspricht. 

Die Wurzeln der Gleichung (39) sind die Eigenwerte ),(i) des Hilfsproblems. Wir zahlen 
sie der GraBe nacho 

Gleichung (39) ist eine sehr verwickelte transzendente Gleichung in )" deren Wurzeln nur 
durch Probieren zu finden sind. Stets wird man versuchen, aus den Eigenheiten des Pro
blems zunachst einen ungefahren Uberblick iiber die vermutliche Verteilung der Wurzeln zu 
gewinnen. Dann kannte man mit einem solchen Naherungswert mittels der Gleichungen 
(II) bis (VI) Ml und M 2 durch Q ausdriicken und sodann aus Gleichung (I) eine neue Nahe
rung fiir den betreffenden Eigenwert gewinnen. Das Verfahren ist jedoch nicht zu empfehlen, 
denn einmal hangt seine Konvergenz wesentlich von der Giite der ersten Naherungen ab 
und zweitens gewinnt man dabei nicht den geringsten Uberblick iiber den Gesamtverlauf 
der Funktion L1 ()'). Man miiBte dann, wenn man eine Nullstelle gefunden hat, erst durch 
umstandliche Untersuchungen feststellen, um welche Nullstelle es sich eigentlich handelt. 

Das zweite magliche Verfahren, mit dem die folgende Rechnung durchgefiihrt wurde, 
gibt automatisch einen vollstandigen Uberblick iiber den Gesamtverlauf der Funktion L1 (A) 
und damit eine fiir die praktische Rechnung fruchtbare Ubersicht iiber das Gesamtproblem. 
Es besteht darin, aus (39) eine graB ere Anzahl Werte von L1 (),) unmittelbar zu berechnen 
und die Nullstellen durch geeignete, jeweils den besonderen Umstanden angepaBte Inter
polationsverfahren aus diesen Werten zu ermitteln. Zu diesem Zweck muB man die Deter
minante (39) auswerten. Wir fiihren noch die folgenden Abkiirzungen ein: 

(40) 

(41) 

Li. = {}.')' ll: + 2 0.-1,.' 0.,.+1, 

8.,.+1 = {} •. 0.+1,v+2-{}.+1· 0.-1,.' 

Weiter ordnen wir nach den auftretendenProdukten der Diagonalglieder in (39) und fassen 
die Summanden nach dem Charakter dieser Produkte zu Gruppen zusammen, die wir mit 
ramischen Ziffern numerieren. Dann geht (39) iiber in 

(42) 

2 

3 

4 

5 

L1 (.Ie) -
- el2 e23 e340 e45 e56')' ll: 

e23 e34 e45 e5S' O'i2 

- e12 e34 e45 e56' 0'~3 
- e12 e23 e45 e56' 0'~4 
- el2 e23 e34 e56' 0'~5 
- e12 e23 e34 e45 • 0~6 (Fortsetzung siehe nachste Seite.) 
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(42) L1 (A) == 
(Fortsetzung) IIII 

3 

3 

4 

IV1 

2 

3 

VI 
2 

VII 
2 

VIII 
2 

VIllI 
2 

3 

IXI 
2 

Xl 
2 
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+ 
+ /212 

/234/245/256' {}2 A2 

/245/256' {}3 A 3 

+ /212/223 

+ /212/223 /234 

+ /234/245 

+ /223/234 

+ /234 

+ 1212 1234 

/256' {}4 A 4 
· {}5 A5 

• {)~ • a~6 
· {f~ . ai 2 

/256 • {f~ . a~5 
· {f~ . a~3 

/256'{)~'ai2 
/245 • {f~ . a~ 6 

/256 • {}2 {f4 . ({f2 A4 - 8 34 ' 20'12) 

1234 '{}5{}2'({}5 A 2+{)2' 2a45 a 56) 

· {}3 {}5' ({}3 A5 - 8 45 • 20'23) 

{}~ 8~5 
{f~ 8~ 3 

+ {}~ {)~ . a~ 4 

{}2 {f3 {f4 {}5' 20'120'56 =0. 

Wir werden die einzelnen Summanden kunftig nach der Numerierung in (42) kurz als 
Summand III2 , Summand II4 usw. bezeichnen. Die Indizes bedeuten in (42) stets - auch 
in den Doppelindizes - die Feldnummer des Stabes. Da es gleichgiiltig ist, ob wir die Felder 
von links oder von rechts zahlen, muD (42) in sich selbst ubergehen, wenn wir in allen Indizes 
1 mit 6, 2 mit 5, 3 mit 4 vertauschen. Man erkennt leicht, daD dies der Fall ist. Jede Gruppe 
geht dabei offensichtlich in sich selbst uber, wobei (mit Ausnahme der Gruppe X, bei der 
jeder Summand in sich selbst ubergeht), die Reihenfolge der Summanden umgekehrt wird. 
Zu beachten ist, daD nach (34) /2dl,. = + /2.,v+1, nach (31) a v+ 1,. = -av,v+! und nach (41) 
8 v +1, v = + 8 v,..+1 ist. Gruppe VIII geht also uber in 

- 1256' {}4 {}2' ({}4 A 2 + 8 23 .20'45) 

(42a) -1234 . {}2 {}s • ({}2 A5 + {}5 . 2 0'12 ad 
- /212 • {}5 {}3' ({}5 A3 + 8 34 ' 20'56)' 

wenn man den dritten Summanden zuerst, den ersten zuletzt schreibt. Fuhrt man die Aus
drucke (40) und (41) fur A" und 8 v,..+1 ein, so uberzeugt man sich leicht, daD die Ausdrucke 
(42) und (42a) fiir VIII identisch sind. Da fast aIle bei del' Rechnung verwendeten GroDen 
in den Beiwerten von VIII auftreten, ist die doppelte Berechnung diesel' Beiwerte nach (42) 
und (42a) eine ausgezeichnete und bequeme RechenkontroIle, die bei der weiteren Rechnung 
stets angewendet wurde. Als "Beiwert" bezeichnen wir hier bei jedem Summanden die
jenigen Faktoren, die nach Abtrennung samtlicher Faktoren /2v,,'+1 ubrigbleiben. 

Man beachte ferner, daD in unserer Indexschreibweise - auDer bei den av, .+l! - das 
Auftreten des Index 'I' stets besagt, daD in der betreffenden GroDe {}v linear enthalten ist, 
bei einfachen Indizes als einziges {), beim Doppelindex '1', 'I' + 1 additiv verbunden mit {}v+1' 

Das wird die weiteren Untersuchungen gelegentlich erheblich erleichtern. 
Nach (31), (32) und (33) bestimmen wir als Grundlage der Zahlenrechriung zunachst 

die von A unabhangigen GroDen, die wir zur Berechnung des Ausdrucks (42) brauchen. Wir 
werden dabei im allgemeinen mit 7 geltenden Ziffern rechnen. Wir mussen die A(i) - be
sonders die hoheren Eigenwerte - so genau bestimmen, weil spater, bei der Auflosung des 
Gleichungssystems (I) bis (VI) sich eine groDere Zahl geltender Ziffern fortheben wird. 
Aus den gegebenen Zahlen der Tabelle A in § 1 ergibt sich: 
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12 Zwei Uberschlagsrechnungen. 

Mit den a;,v+l haben WIT bereits ffir aile Werte von A die Beiwerte del' Gruppe II. WIT 
haben diese Zahlenreihe daher entsprechend numeriert und durch Fettdruck hervorgehoben. 

§ 5. Zwei Uberschlagsrechnungen. 
Bevor WIT die Rechnung weiterfiihren, versuchen WIT, einige ungefahre Anhaltspunkte 

zu gewinnen. Obgleich, wie erwahnt, die iiberschlagige Bestimmung del' Halbweilenzahl, 
mit del' del' Stab ausknickt, aus (23) und (24) irrefiihrend ist, sei diese Rechnung hier nach 
dem Vorschlag von F. und H. Bleich durchgefiihrt, um ihre Ergebnisse spateI' mit unseren 
Ergebnissen vergleichen zu konnen. 

In unserm Fall sind I und A feldweise verschieden. Wir suchen nach del' Tabelle A 
erstens dasjenige Feld, bei dem sich del' groBte Wert von w ergibt, zweitens dasjenige Feld, 
bei dem wir den kleinsten Wert von w erhalten, und drittens bilden WIT das arithmetische 
Mittel aller Iv und aller Av und setzen diese Werte in (23) und (24) ein. Daim erhalten wir 

L 
wmax = 1193 cm, w '"'"' 3,0 also als Halbwellenzahl 3, 

(C) Wmitt = 1014 cm, 
L 

3 bis 4, w'"'"'3,5 " " " 
835,5 cm, 

L 
4 bis 5. wmin = -'"'"'42 

" " " w- , 

Darnach hatten wir mit wahrscheinlich vier, hochstens fiinf Halbwellen zu rechnen. Nach 
F. und H. Bleich miiBte daraus der SchluB gezogen werden, daB als auBerste Kombination 
noch mit 

y = a5 cp(S) + as cpC6i + a7 cp(7) 

zu rechnen ware. Das heiBt, wir miiBten die sieben ersten Eigenwerte des Hilfsproblems, 
die sieben kleinsten positiven Wurzeln von (39) bzw. (42) berechnen. Tatsachlich abel' 
brauchen wir, wie WIT sehen werden (vgl. § 10d), zur Bestimmung der Stutzensicherheit 
nur die vier ersten Eigenwerte. Da in diesem Fall jedoch das Problem: und das Bleichsche 
Verfahren in ihrer ganzen Breite und Tiefe untersucht werden sollten, wurden die Eigen
werte sogar bis einschlieBlich des achten bestimmt. 

Nunmehr wollen wir uns einen Anhaltspunkt ffir die Lage der Nullstellen des Hilfsproblems 
verschaffen. Die Gleichung der Eigenfunktionen ist 

( ) " , S (x) 
43 cp + '" . EI(X)" cp = 0 . 

Ware :)7~) konstant, so konnten WIT sofort die Eigenwerte von (43) zu den Rand

bedingungen cp(O) = cp(L) = 0 angeben. Sie waren dann 

(44) 

WIT betrachten nun eine Losung y der Differentialgleichung y" + P (x) . Y = 0 und eine 
Losung z der Differentialgleichung z" + q (x) . z = 0, beide im Intervall 0 ;;::;; x ;;::;; L. Beide 
Losungen mogen fiir x = 0 verschwinden. 1st dann in dem ganzen Intervall p(x) ;;;;; q(x) > 0 
und ist p (x) nicht identisch gleich q (x), so besagt eines der Osziilationstheoreme fiir Sturm
Liouvillesche Differentialgleichungen, daB die erste innere NulIstelIe von y vor der ersten 
von z liegt, die zweite NulIstelIe von y VOl' der zweiten von z usw. Daraus folgt unmittelbar: 
Sind zwei Randwertprobleme y" + A p (x) . y = 0 und y" + fl, q (x) . y = 0 gegeben, beide 
mit den Randbedingungen y(O) = y(L) = 0, und stehen p und q in del' oben betrachteten 
Beziehung zueinander, so ist jeder Eigenwert A(i) des ersten Problems kleiner als der ent
sprechende fl,(i) des zweiten Problems. Das Theorem wird zwar im allgemeinen nur ffir stetige 

Fu~ktione~ p. und q ausgesprochen. Doch gilt es auch in unserem Fall, in dem :)7;) stiick
Weise stetlg 1st. 

Bei uns ist E konstant, aber :(~i von Feld zu Feld variabel. Nehmen wir in (43) ~ i;~ 
im ganzen Intervall 0 ;;::;; x ;;::;; L konstant gleich seinem groBten Wert an und bestimmen aus (44) 
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die zugehorigen Eigenwerte, so mussen diese nach dem erwahnten Theorem samtlich 
kleiner sein als die entsprechenden Eigenwerte unseres Problems. Damit bekommen wir 

also untere Schranken fUr unsere Eigenwerte. Nehmen wir dagegen ~ i:~ im ganzen Inter

vall konstant gleich seinem kleinsten Wert an, so erhalten wir umgekehrt aus (44) fur jeden 
unserer Eigenwerte eine obere Schranke. 

Tabelle A entnehmen wir, daB S/1 seinen groBten Wert im Felde 6 hat. Dort ist mnd 
S/1 = 8,39 .10-3 und damit ergibt sich aus (44) 

(D) 
).(21 ).(6) ).(7) 

0,20 0,78 1,76 3,13 4,88 7,03 9,57 12,5 

Das sind also untere Schranken fiir die gesuchten Eigenwerte. Sodann fuhren wir die
selbeRechnungmitdemkleinsten Wert, denSj1 annimmt, durch,mit dem Wert S/1 = 3,09'lO-3 

(Feld 1). Damit erhalten wir als obere Schranken fiir unsere Eigenwerte 

(E) 1 
___ }.cl) 

---cA'--;(v):-- 0,52 
).(3) AlS) 

2,07 4,66 8,28 12,9 18,6 25,4 33,1 

J eder Eigenwert unseres Hilfspro blems m u B nach dem 0 ben Gesagten zwischen den 
entsprechenden Ziffern der Tabellen D und E liegen. Die Schranken sind weit. Aber sie 
werden uns trotzdem wichtige Dienste leisten. Nur bei den ersten Eigenwerten allerdings 
werden wir sie unmittelbar als ersten Anhaltspunkt fur die Rechnung benutzen konnen. 

§ 6. Die Pole der Funktion LI (2). 
Um mit Sicherheit sagen zu konnen, ob zwischen einem positiven und einem negativen 

Wert von L1 (A) eine Nullstelle zu suchen ist, mussen wir wissen, ob die Funktion in diesem 
Intervall stetig ist. Da in (39) A nur rational und in trigonometrischen Funktionen eingeht, 
sind die einzigen moglichen Singularitaten Pole. Sie konnen nach (33) an denjenigen Stellen 
auftreten, an denen einer der sechs sinzv verschwindet, also fiir diejenigen Werte von A, 
die eine der sechs GroBen Zv gleich einem ganzen Vielfachen von n machen. Da nach (32) 
Zv = ZV VI ist und alle Zv voneinander verschieden sind, muB an jeder solchen Stelle sich tat
sachlich ein Pol befinden. Wir werden weiter sehen, daB aIle diese Pole einfache Pole sind. 
Die Stellen der Pole bezeichnen wir mit ~~n). Der untere Index gibt an, welches z, gleich 
einem Vielfachen von n, d. h. welches {}, unendlich wird. Der obere Index gibt an, gleich 
welchem Vielfachen von n das betreffende Zv wird. Wir setzen also 

(45) z = z . V~(n) = n n v v v , (n=1,2, ... ). 

Die sechs Pole fur n = 1 entsprechen also gerade den Eulerlasten der sechs Einzelfelder 
--(1) n 2 

Av . Sv = If . EJ •. 

Eine Uberschlagsrechnung mit dem Rechenschieber ergibt fur n = 1 

I -X~1) -X~1) -X~1 1 

1

10,68 8,38 7,03 

{}4 -+ 00 {}. -+ 00 (}6 -+ 00 

(F) 

W) ).~1) J~) 
--

19,1 9,76 9,81 

{}l-+ 00 {}z -+ 00 (}a -+ 00 

Der ldeinste der Werte ~2) ist mithin ~~2) = 28,1. Dieser Wert ist fast so groB wie die obere 
Schranke 33,1, die Tabelle E fiir den groBten in Betracht zu ziehenden Eigenwert A(8) ergibt. 
Wir beschranken unsere Betrachtungen daher auf den Bereich A < 28,1, d. h. auf die ersten 
sechs Pole, n = 1, und konnen infolgedessen den oberen Index bei den ~, kunftig fortlassen. 

Um ein klares Bild von dem Gesamtverlauf der Funktion L1 (A) zu erhalten, berechnen 
wir die Residuen der sechs Pole. Mit wenig Muhe konnen wir im gleichen Rechnungsgang 
die bei Annahemng an den Pol endlich bleibenden Glieder von L1 (A) berechnen, die uns teil
weise spater zu Interpolationszwecken nutzlich sein werden. Analytisch bedeutet dies, daB 



14 Die Pole der Funktion Ll (}.). 

wiT 11 (A) in del' Umgebung des Poles ~v in eine Laul'entsehe Reihe entwiekeln. Die be
hauptete Einfaehheit del' Pole zunaehst vorausgesetzt, hat diese Reihe die Form 

(46) 

Darin bedeutet Rv das Residuum und g,. (It) eine Funktion von It, die in del' Umgebung von A" 
regular, also insbesondere besehrankt und stetig ist. Da - wie man sieh leieht uberzeugt -
in (42) mit (40) und (41) kein fJv in einer hoheren Potenz als del' zweiten auf tritt, konnen wir 
andererseits setzen 

(47) 

wobei Zv, Yv, Xv von fJv unabhangig sind und fur It --?-Itv stetig bleiben. Vergleieht man (46) 
und (47) unter Berueksiehtigung von (33), so ergibt sieh, daB Y,,(ltv) bis auf einen von It 
unabhangigen, positiven ]1-"aktor gleieh dem Residuum Rv ist. Denn aus (45) folgt mit 

(48) 

(49) 

Ergibt sieh mithin Y,,(Av) positiv, so sinkt mit zunehmendem A bei Annahel'ung an A, 
del' Wert von 11 (A) unter aile negativen Sehranken. Bei negativem Y,.(A,,) dagegen wachst 
11 (A) mit wachsendem A bei Annaherung an ltv uber aIle positiven Sehranken. Allgemein folgt 
aus (49) und (47) 

(50) 

Dabei ist wieder vorausgesetzt, daB aIle Pole wirklieh einfaehe Pole sind. Ais notwendige 
und hinreiehende Bedingung fUr die Richtigkeit diesel' Behauptung folgt aus (47), daB 
Zv (It) • {}; bei Annaherung von A an ~v beschrankt bleibt. Das schlieBt als notwendige Be
dingung ein, daB ZV (XJ verschwindet. Die Beschranktheit von Zv (A) . fJ; fur A -7- ~v werden 
wiT fiir jeden Pol, bei dem uberhaupt quadratische Glieder auftreten, naehzuweisen haben. 

Aus dem Vergleich von (46), (47) und (50) el'gibt sich dann, daB die am Pol Xv endlieh 
bleibenden Glieder den Wert 

Xp(ltv) + limZv(A)' fJ; 
.l.-+Jv 

haben. Naeh diesen allgemeinen Bemel'kungen konnen wir die Untersuchung del' einzelnen 
Pole beginnen. 

a) Der erste Pol (*6)' 
Unsere Indexsehreibweise del' Gleichung (42) laBt uns sofort ubel'sehauen, daB beim 

ersten Pol, del' naeh Tabelle F bei As = 7,03, also bei Zs = 'l( liegt, quadratische Glieder 
uberhaupt nicht vorkommen. Nach (47) ist also 

Zs(A)-O 

zu setzen. Diesel' Pol ist demnach sicher von erster Ordnung. In den Beiwerten tritt {}6' 

das an diesem Pol uber aIle Schranken wachst, nicht auf. Es kommt lediglich in (156 VOl'. 

Wir setzen also 

(51) 



Der sechste Pol (DI ). 

Damit erhalten wir aus (42), wenn wir den Faktor von e56 mit B6 bezeichnen, 

(52) Y6 p.) = B6 (A) . cos Z6 

und somit, da lim Z6 = n ist, 

( 53) 

Darin bedeutet nach (42) B6 die folgende Funktion von A: 

(54) B6 (A) = 
- e12 e23 e34 e45 . }, l I 

e23 e34 e45 . ai2 
- e12 e34 e45' a~3 
- e12 e23 e45 . a~4 
- e12 e23 e34 . a!5 

+ e34e45'-&2 A 2 
+ e12 e45' -&3 A3 
+ e12 e23 . -&4 A 4 

+ e45·e~3 
+ e12 . e~4 
+ (l34' -&~ . a! 5 

+ e23 '-&!'ai2 
. -&2 -&4' (-&2 A4 - 6134 . 2 au) 

15 

In (54) ist bei jedem Summanden angegeben, aus welchem Glied der Gleichung (42) 
er herstammt. 

FUr die am ersten Pol endlich bleibenden Glieder folgt aus (51), (42) und (47) wegen 
Z6 (A) = 0 lediglich 
(55) X 6(},) = B6(A)' e5 + E6(A). 
Dabei bedeutet nach (42) E 6 die folgende Funktion von A: 

(56) E6(A) = 

- e12 e23 e34 (l45' a~6 

+ e12 e23 e34 . -&5 A5 

+ e12 e23 ·e!5 

+ e34 e45' -&~. a~6 
+ e23e34 '-&5' ai2 

+ e12 e34 . -&~. a~3 

+ e12 e45 . -&~ • a~6 

e34 . -&5 -&2' (-&5 A2 + -&2. 2 a45 a56 ) 
-(l12 '-&3-&5' (-&3 A5- e 45' 2a23) 

-&~ e~5 
-&~ e~3 

+ -&~-&~. ai4 
2 -&2 -&3 -&4 1)5' 2 a12 a56 

b) Del' sechste Pol (ift ). 

FUr denjenigen Pol, bei dem -&1 tiber aIle Grenzen wachst, mtissen nach dem oben Gesagten 
die Gleichungen (52) bis (56) ihre Gtiltigkeit behalten, wenn nur tiberall in den Indizes 1 
ftir 6, 2 ftir 5 und 3 ftir 4 gesetzt wird und umgekehrt. Durch diese Indexvertauschung geht 
B1 aus B6 und E1 aus E6 hervor. Bei den Gliedern der Gruppe VIII ist wieder zu beachten, 
daB a.+1,. = - a.,v+l ist. Aus der Indexvertauschung folgt weiter, daB aueh Z1 (A) = 0 zu 
setzen und somit aueh dieser Pol ein einfacher Pol ist. Aus Tabelle F ergibt sieh, daB dieser 
Pol der letzte der seehs betrachteten Pole ist, da A1 der groBte der Werte Av ist. 
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c) Der zweite Pol (#51. 
- -

Der zweite der Werte Av ist nach TabeIle F der Wert A5, in dessen Umgebung {}5 iiber aIle 
Grenzen wachst. Wir haben also in (42) die Glieder mit dem Index 5 auszusondern. Wir 
beachten dabei, daB nach (34) die folgenden Beziehungen gelten: 

!?45 = -#5' COSZ5 +!?4 

!?56 = -#5' COSZ5 +!?6 

!?45' !?56 = #~. COS2Z5 -#5' (!?4 + !?6) COSZ5 +!?4' !?6' 

Die Summanden, die !?45 . !?56 enthalten, liefern also sowohl einen Beitrag zu den in #5 
quadratischen, wie zu den in #5 linearen Gliedern und ebenso zu den Gliedern, die von #5 
frei sind. Die Summanden mit !?45 und !?56 liefern line are Glieder in #5 und von #5 freie 
Glieder. Man beachte dabei, daB bei den Summanden, bei denen in den!? = Produkten der 
Index 5 vorkommt, dieser Index in den Beiwerten (auBer eventueIl bei den 0'.,.+1> die kon
stante GroBen sind), nicht auftritt. Wir bezeichnen den Faktor von !?45' !?56 mit -A5(A), 
den Faktor von !?45 mit + B5 CA), den Faktor von !?56 mit + C5 (Ii), den Faktor von #5 aus 
denjenigen Gliedern, bei denen #5 in den Beiwerten linear auf tritt, mit + D5 (A) und die 
Summe aIler Glieder, in denen der Index 5 (auBer eventuell bei den 0'.,v+1) iiberhaupt nicht 
auf tritt, mit + E5 (A). Fiir den Faktor von #~ aus denjenigen Gliedern, bei denen 11~ in den 
Beiwerten vorkommt, brauchen wir keine besondere Bezeichnung. Er ergibt sich gleich 
+ A5 (A), da das Glied Xl sich gegen den aus IXI herriihrenden Anteil mit #~ forthebt. 
Wir erhalten also schlieBlich 

(57) Z5 (A) = + A5 (A) . sin2 Z5' 

(58) - Y5 (A) = + A5 (A)' (!?4 + !?6) cos Z5 - B5 (A)' cos Z5 - C5 (A)' cos Z5 + D5 (A), 

(59) X5 (A) = -A5 (A) '!?4!?6 + B5 (A)' !?4 + C5 (A)' !?6 + E5 (A). 

Aus dies en drei Gliedern setzt sich gemaB (47) der Wert von Ll (A) zusammen: 

Ll (A) = Z5 (A) . #~ -Y5 (A) . #5 + X5 (A). 

Die Berechnung der Funktionen A 5, B5 , ••• aus (42) ergibt: 

(60) 

I bzw. aus 

III " 
II2 " 
Il3 " 

aus 

IIII " " 
IlI2 " " 
IVI " 

(61) 

(62) 

IlI4 
V2 

VI2 
IVa 

VIII2 
VIlla. 

IX2 

Il5 
VI 

VII2 

Il4 
IlI3 
IV2 

VII 
VIII 

VIllI 

A5(A) = 

+ !?12 !?2a !?34 . AlE 

+ !?2a!?34'O'i2 
+ !?12 !?34 . O'~a 

+ !?12 !?23 • 0'~4 

!?34'#2 A 2 

- !?12 '#3 A3 

e~3 

B5 (A) = 

- !?12 !?23 !?34 . 0'~6 
+ ' !?34 . #~ 0'~6 

+ !?12 . #~ 0'~6 

- !?12 !?23!?34 . 0':5 

+ !?12 !?23 . #4 A 4 

+!?12 . e~4 
+ !?34' #~0':5 
+ !?23 '#:O'i2 

#2 #4' (#2 A4 - e3 ;· 2 0'12) 
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(63) Ds (A) = 
aus III4 + e12 e2a ea4 ·2 a45 a56 

" IVa - el2 e2a . {}4 ·2 aa4 a56 

" 
VIIIz ea4 . {}~ . 2 a4 5 a56 

" 
VIlla - e12 . {}aea4 . 2 as 

" 
IXI + {}~ {}4 . 2 aa4 aS6 

X 2 {}2{}a{}4' 2 au a56 

(64) E5 (A) = 
aus IVa + e12 e2a . {}~ a56 

" 
IXI {}~ {}~ a~6 

LaBt man A gegen As streben, so strebt Z5 gegen n [vgl. (45)], also sin Zs gegen 0 und cos Z5 

gegen -1. Demnach wird nach (57) Zs (As) = O. Aus (57), (32), (33) und (45) ergibt sieh 

(65) li~ Z5 (;') . {}~ = -ZI· As 0:5)' 
A~A. 

Die quadratischen Glieder bleiben also bei Annaherung an den Pol beschrankt. Damit ist 
bewiesen, daB auch dieser Pol ein einfacher Pol ist. Fiir das Residuum ergibt sieh bis auf 
den positiven, von A unabhangigen Faktor zU{}s aus (58) 

zi, . Ll (Je) - - - - -
(66) -c -. R5 = -hm --0- = Ys (;')s = + As (As) . (e4 + (6) - Bs (A5) - 0 5 (A5) - D5 (A5)' 

(}5 J. -..l, 5 

d) Der dritte Pol (*2)' 
Der dritte Polliegt nach Tabelle F bei A = A2• An dieser Stelle wachst {}z iiber aIle Grenzen. 

Die Gleichungen (57) bis (66) behalten ihre Giiltigkeit, wenn iiberall die Indizes lund 6, 
2 und 5, 3 und 4 miteinander vertauscht werden. Zu beachten ist bei den aus Gruppe VIII 
kommenden Gliedern wiederum, daB a.+1,. = -a.,.+1 ist. Aus der Indexvertausehung 
ergibt sieh, daB B2 (A) der Faktor von e2a und O2 (A) der Faktor von e12 ist. Die Bedeutung 
der Funktionen A2 (A), D2 (A), E2 (A) diirfte Zweifel oder Irrtiimer nieht aufkommen lassen. 
Aus der Ubertragung der Gleiehung (65) folgt weiter, daB aueh der dritte Pol ein ein
facher Pol ist. 

e) Der vim'te Pol (*3)' 
Der vierte Pol liegt nach TabeIle F bei ;. = 1a. An dieser Stelle wachst {}a iiber aIle 

Grenzen. Wir verfahren in analoger Weise wie beim zweiten Pol. Mit - Aa (A) bezeichnen 
WIT den Faktor von e2a . ea4' mit + Ba (A) den Faktor von e34' mit + Oa (A) den Faktor von eZ3' 
mit + Da (A) den Faktor von {}a aus denjenigen Summanden, die {}a linear in den Beiwerten 
enthalten, und mit + Ea (A) die Summe aller jener Glieder, in denen der Index 3 (auBer 
eventuell in den a.,d1) iiberhaupt nicht vorkommt. Dann wird 

(67) Za (A) = + Aa (A)' sin2 za' 

(68) - Y3 (A) = + A3 (A) . (e2 + e4) cos Z3 - B3 (A) . cos Z3 - 0 3 (A) • cos Za + Da (A), 

(69) X3 (A) = - A3 (A) . e2 e4 + Ba (A) . e4 + Oa (A) . e2 + Ea (A). 

Dabei bedeuten As, Ba, • . • die folgenden Funktionen von A: 

(70) Aa (A) = 

I bzw. aus III2 + e12e45e56' Al 1: 
III " 

IVI + e45 e56' ai2 
II4 " " 

IV2 + e12 eS6'a~5 
II5 " 

VII2 + e12 e45 . a~6 
III4 " 

aus VIII a - etz . {}sAs 
V2 " " 

IX2 {}~ ai 2 

]'orschungshefte aus dem Gebiete des Stahlbaues. Heft 1. 2 
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(71) 
II2 

III! 

V! 
VI! 
VI2 

VIII2 

(72) 
IIa 

lIla 
IVa 

VII! 

(73) 
aus III2 

" IV! 

" 
IVz 

" 
VIII! 

" VIlla 

" 
IXz 

X 2 

(74) 
aus IV1 

" 
IVz 

" VIII! 
IX! 

Die Pole der Funktion Lf (A). 

B3 (l) = 

0 3 (l) = 

Da (l) = 

Es (l) = 

- 1hz e45 e56· O"~s 
+ e45 e56· {}z A z 
+ e45 . {}~ 0"~6 
+ e56· {}~ 0":5 
+ e12 • {}~ O"~s 

. {}5 {}2· ({}5 A2 + {}2 . 2 0"45 0"56) 

- e12 e45 e56 ·0";4 
+ e12 e56· {}4 A4 

+ e12 . e: 5 

+ e56·{}~O"i2 

+ e12 e45 e56· 2 0"2S O"S4 
e45 e56· {}2· 2 0"12 O"S4 

- e12 e56 • {}4 ·2 0"2S 0"45 
+ e56 • {}2 {}4 ·20"120"45 

+ en ·{}5 e45· 2 0"2S 
+ {}2 {}~ . 2 0"!2 0"34 

{}2 {}4{}5 . 2 0"12 0"56 

+ e45 e56 .1J~ 0":4 

+ e!2 e56 . {}~ O"~s 
e56· {}2{}4· ({}2 A 4 + {}4· 20"12 0"2S) 

{}~ e: 5 

Beim Grenzubergang A --+ As strebt wieder Zs gegen Null und die quadratischen Glieder 
Zs (A) • {}; bleiben beschrankt: 

(75) 

Damit ist erwiesen, daB auch der vierte Pol ein einfacher Pol ist. Fiir das Residuum ergibt 
sich aus (68) 

z~ . Lf V.l - - - - - -
(76) =--. Ra = - hm #- = Ya (As) = + As (As) . (e2 + e4) - Bs (As) - Os (Aa) - Da (Aa) . 

{fa A-+ A~ a 

f) Der funfte Pol (#4). 

Fur den fiinften Pol, A = A4 , bleiben wiederum die Gleichungen (67) bis (76) bestehen, 
wenn uberall die Indizes 1 und 6, 2 und 5, 3 und 4 miteinander vertauscht werden (man 
beachte wieder 0".+1,. = - 0".,.+1)' B4 (A) wird dabei der Faktor von ea4' 0 4 (A) der Faktor 
von e45' Da auch Gleichung (75) nach der Indexvertauschung erhalten bleibenmuB, folgt, 
daB auch der funfte Pol, der letzte von uns noch nicht untersuchte, ein einfacher Pol ist. 

Damit ist der angekundigte Nachweis erbracht, daB J (A) nur einfache Pole besitzt, 
obgleich aus der expliziten Form (42) ersichtlich ist, daB vier der sechs GroBen {}v quadratisch 
auftreten. 

g) Die SchluEfolgernngen fur die Bestimmnng der Nullstellen. 
Der Sinn dieser Polbetrachtungen fur die Berechnung der Nullstellen, auf die es uns 

ja zunachst allein ankommt, ist der folgende: Finden wir bei der Berechnung der Werte 
J (},) aufder einen Seite einer GroBe X. einen positiven, auf der anderen einen negativen 
Wert von J, so ha ben wir zwischen diesen beiden Werten keine N ullstelle von J zu erwarten, 
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da LI in diesem Intervall nicht stetig ist. Um uns diese Sicherung gegen unntitze Rechen
arbeit zu verschaffen, hatten wir allerdings nur die GraBen ~v selbst zu berechnen brauchen. 

Um die Bedeutung der Residuen klar zu erkennen, berechnen wir diese zunachst zahlen
maBig nach den in a) bis f) entwickelten Formeln. Gleichzeitig berechnen wir die an dem 
betreffenden Pol endlich bleibenden Glieder, wobei zu beachten ist, daB auch die quadra
tischen Glieder am Pol einen endlichen Beitrag liefern. Bei {}1 und {}6 treten keine quadra
tischen Glieder auf. Beim ersten und sechsten Pol sind daher A (A) und Z (A), wie bereits 
bemerkt, identisch gleich Null zu setzen. Zur Durchftihrung dieser Rechnung sind vorerst 
die GraBen Av genau,er zu bestimmen als in der tiberschlagigen Tabelle F. In Tabelle G 
sind die Ergebnisse der Rechnung zusammengestellt. 

(G) 
1. Pol 
2. Pol 
3. Pol 
4. Pol 
5. Pol 
6. Pol 

!s= 7,0281149 
}'5 = 8,3766524 
~2 = 9,76390871 
A3 = 9,81386123 
I4 = 10,68350578 
Xl = 19,09062817 

In der Tabelle sind nicht die Resi-
duen selbst, sondern die ihnen nega- NA) 
tiv proportionalen Faktoren von {}v, 

- 1';, eingetragen [vgl. (47)]. Die 
Vorzeichen der Spalte - 1';, geben 
also unmittelbar an, in welchem 
Sinne LI unendlich wird, wenn wir 
uns mit wachsendem A dem Pole Av 
nahern. Da aIle Pole, wie wir gezeigt 
haben, einfach sind, wechselt LI an 
jedem Pol das Vorzeichen. Beim 
ersten Pol etwa sinkt LI, wenn man 
sich mit wachsendem A der Stelle A6 
nahert, unter aIle negativen Schran-
ken. Nach Uberschreiten der Stelle A6 
nimmt LI yom Unendlichen her zu 

Xv (Xv) + ~; . Av (Xv) 
:n 

1077,45 . 10-24 + 17004,3 · 10-30 

+ 58577,6 . 10-24 + 33779,4 · 10-30 

+ 609165,4 .10-24 - 3705889,3 · 10-30 

- 1354304,1 .10-24 + 3185992 · 10-30 

+ 124837,842 .10-24 + 2495320,0 .10-30 

7. 

79,677 497 . 10-24 + 128,091009. 10-30 

Oie runkfion fJ (;t) 

Z. J. 'I. s: 

\ J I \ I 
\ I I \ I 

\ / J \! ,_/ r \_ .... 

is} ! ,,' 
,/ " ,./ 
"'s I I·Z 

I 
• I 

I 
I 

I 
Z. 3. "I. 

Abb 4. 

fl.lnlervoll 

", ... ----..... 

s. 8. Po/ 

positiven Werten abo Es ergibt sich also das Bild der in Abb. 4 ausgezogenen Linien. 
In Abb. 4 sind die Abszissen.lt. nicht maBstablich eingetragen, da einige Pole, besonders 

der dritte und vierte, so eng beieinander liegen, daB man bei maBstablicher Zeichnung 
das Verhalten der Funktion LI zwischen den Asymptoten nicht mehr darstellen kannte. 

Wir entnehmen der Tabelle G (vgl. Abb.4), daB zwischen dem ersten und zweiten, 
zwischen dem dritten und. vierten, zwischen dem vierten und ftinften und zwischen dem 
fiinften und sechsten Pol je eine gerade Anzahl von Nullstellen liegen muB, zwischen dem 
zweiten und dritten Pol dagegen eine ungerade Zahl. Insgesamt muB also zwischen dem ersten 
und sechsten Pol eine ungerade Anzahl von Nullstellen liegen. Die durch die Ordinatenachse 
und die sechs Asymptoten gebildeten sechs Intervalle numerieren wir in der in Abb. 4 ange
deuteten Weise. Das gesamte zwischen dem erst en und sechsten Pol gelegene Intervall wollen 
wir auBerdem als das Polintervall bezeichnen. Dann muB also im Polintervall eine ungerade 
Zahl von Nullstellen liegen. Setzen wir Tabelle D mittels Gl. (44) nach rechts fort, so ergibt 
sich als untere Schranke fUr die neunte Nullstelle 15,8 und fUr die zehnte 19,5. Die zehnte 
Nullstelle kann also nicht mehr in das Polintervall fallen. Andererseits ist die obere Schranke 
der dritten Nullstelle nach Tabelle E gleich 4,66. Diese Nullstelle kann also auch nicht mehr 
in das PolintervaU fallen. 1m ersten Intervall liegen mithin mindestens drei Nullstellen. 

Wir stellen nunmehr fest, ob LI zwischen Null und der ersten Nullstelle positiv oder negativ 
ist. Nach Tabelle D ist 0,20 eine untere Schranke fUr die erste Nullstelle. Wir berechnen also 

2* 
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fiir irgendeinen positiven Wert von X, del' kleiner als 0,20 ist, nach (42) den zugehorigen 
Wert von Ll (A). Da es nul' auf das Vol'zeichen von Ll ankommt, geniigt es, diese Rechnung 
mit dem Rechenschieber durchzufUhren. Es wurde A = 0,16 gewahlt. Das Ergebnis ist 
(77) Ll (0,16) = + 25600000.10-30 • 

Zwischen A = 0,16 und dem el'sten Pol A = A6 ist Ll sicherstetig. Fiir A = 0,16 ist Ll > 0. 
Aus del' Berechnung del' Residuen folgte, daB fiir geniigend kleine e sichel' Ll (?c6 - e) <: ° 
ist. Also muB zwischen A = 0,16 und dem ersten Pol eine ungerade Zahl von Nullstellen 
liegen. Da 0,16 kleiner als eine untel'e Schl'anke fiir die erste Nullstelle war, sind das aIle 
Nullstellen des ersten Intel'valls. Die Zahl del' Nullstellen im ersten Intervall muB also 
ungerade sein. Da die Zahl del' N ullstellen in diesem Intervall mindestens dl'ei ist und nach 
Tabelle D die siebente Nullstelle l'echts yom el'sten Pol liegen muB, ist die Zahl del' Null
stellen im ersten Intel'vall entwedel' dl'ei oder fUnf. 

Wir berechnen weiter iiberschHtgig das Vorzeichen von Ll (It) in del' Mitte des sechsten 
Intervalls und finden 

(77a) Ll (14,89) = + 2650.10-30 • 

Da Ll (It) an beiden Enden dieses Intel'valls unter aIle negativen Schranken sinkt (vgl. 
Tabelle G und Abb. 4), miissen im sechsten Intervall mindestens zwei Nullstellen liegen. 

Links von del' ersten Nullstelle ist Ll positiv [vgl. (77)] und am sechsten Pol sinkt Ll 
unter aIle negativen Schranken. Also ist die Zahl del' Vol'zeichenwechsel zwischen It = ° 
und dem sechsten Pol ungerade. An jedem del' flinf ersten Pole wechselt Ll sein Vorzeichen. 
Also ist die Zahl del' Nullstellen zwischen It = ° und dem sechsten Pol gel'ade. Infolgedessen 
kann auch die neunte Nullstelle nicht mehr im Polintervall liegen. Dagegen ist dies nach 
Tabelle E fiir die sechste Nullstelle sichel' del' Fall. Links yom sechsten Polliegen mithin 
entweder sechs odeI' acht Nullstellen. Ferner wissen wir nunmehr, daB zwischen dem 
zweiten und sechsten Pol mindestens drei Nullstellen liegen miissen. Da die vierte Null
stelle nach Tabelle E links yom zweiten Pol liegt, so folgt daraus: 

Links yom sechsten Pol liegen genau die ersten acht NuIlstellen von Ll (It) 
und keine weitel'e Nullstelle. 

Es ist von entscheidender Bedeutung, diese Tatsache Val' dem Beginn del' Rechnung mit 
Bestimmtheit angeben zu konnen. Denn dadurch sind wir am Ende del' Rechnung sichel', 
daB wir keine Nullstelle und kein Paar von Nullstellen iibersehen haben (vgl. § 9i). Wil' 
konnen abel' noch mehr aussagen. Da zwischen dem zweiten und dl'itten Pol eine ungerade 
Anzahl von Nullstellen liegt, die vierte abel' links yom zweiten Pol, so folgt namlich weiter: 

Zwischen dem fiinften und sechsten Pol liegen die Nullstellen 7 und 8 
und keine weitere Nullstelle. Zwischen dem vierten und fiinften und zwischen 
dem dritten u~d vierten Pol liegen keine Nullstellen. Zwischen dem zweiten 
und dritten Pol liegt die Nullstelle 6 und keine weitere Nullstelle. 

Damit kennen wir in groBen Zligen den gesamten Verlauf del' Funktion Ll (It) zwischen 
A = ° und dem sechsten Pol, ausgenommen allein die Lage del' Nullstellen 4 und 5. Wir 
wissen jedoch, daB diese beiden Nullstellen im gleichen Intervall liegen miissen und daB 
die vierte Nullstelle sicher links yom zweiten Polliegt. Foiglich liegen die Nullstellen 4 und 5 
entweder beide links yom erst en Pol odeI' beide zwischen dem ersten und zweiten Pol. 
Finden wir also (vgl. § 7 d) die vierte Nullstelle links yom ersten Pol, so wissen wir, daB 
auch die fUnfte N ullstelle links yom ersten Polliegen muB (vgl. § 7 e). Die Ergebnisse diesel' 
Untersuchung sind in Abb. 4 durch die gestrichelten Linien schematisch dargestellt. 

Zugleich haben wir fUr die Nullstellen 6,7,8 gegeniiber den Werten del' Tabellen D und E 
wesentlich verbesserte obere und untere Schranken gefunden. Besonders wertvoll ist es, 
zu wissen, daB wir im vierten und fiinften Intervall iiberhaupt nicht nach Nullstellen zu 
suchen brauchen. Denn zwischen nahe benachbarten Polen ist die Rechnung besonders emp
findlich, die Konvergenz del' Rechnung gegen eine eventuelle Nullstelle besonders schlecht. 
WiiBten wir z. B. nicht im Voraus, daB im vierten Intervall keine Nullstelle sein kann, 
so miiBten wir zahlreiche Werte Ll berechnen, ehe wir einigermaBen sichel' sein konnten, 
daB die Kurve nicht doch vielleicht die Abszissenachse eben noch schneidet. 

Wir wenden uns nunmehr del' Berechnung del' Nullstellen zu. 
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§ 7. Die Eigenwerte des Hilfsproblems. 
Die Eigenwerte des Hilfsproblems sind die NuIlstellen der Funktion LI (it). Zu ihrer Be

stimmung mlissen wir zahlreiche Werte LI (it) nach (42) berechnen. Die Rechnung ist, wie 
ein Blick auf Gleichung (42) zeigt, auBerordentlich umstandlich und zeitraubend. Man er
leichtert sie sich sehr, wenn man ein iibersichtliches Rechenschema entwickelt, das man 
bei der standigen Wiederholung der Rechnung mit immer neuen Werten von A. benutzt. 
Von der Wiedergabe des hier entwickelten Rechenschemas muBte aus Raumgriinden ab
gesehen werden. 

Es empfiehlt sich, die Summe der positiven und die der negativen Summanden einzeln 
festzusteIlen, damit man durch die Zahl der geltenden Ziffern, die sich bei der Differenz 
fortheben, einen ungefahren MaBstab gewinnt, wieviel Ziffern der gesuchten NuIlstelle man 
als gesichert ansehen kann. 

Wegen der groBen Zahl von Rechenoperationen bei der Berechnung eines Wertes LI 
wurden im allgemeinen eine oder zwei Ziffern mehr als die gesicherten mitgenommen, um 
ein Anwachsen des Fehlers durch Abrundungen nach Moglichkeit zu vermeiden. Da die 
Rechnung mit wachsendem it immer empfindlicher wird, wurde die Rechengenauigkeit 
mit wachsendem it gesteigert. Mehr als insgesamt sieben Ziffern konnen bei y1 jedoch nie 
als sicher angesehen werden, da die Rechengrundlagen (Tabelle B) nur im Rahmen dieser 
Genauigkeit berechnet wurden. Die unsicheren Stellen sind bei der Wiedergabe der Ergeb
nisse durch einen Strich abgetrennt. Wenn wir also die erste Nullstelle mit 

it(l) = 0,240 [47 

angeben werden, so heiBt dies: 0,240 ist als sicher anzusehen, doch wurde die weitere Rechnung 
mit 0,24047 durchgefiihrt, um ein weiteres Anwachsen des Fehlers durch Abrundungen 
moglichst zu vermeiden. Die Endergebnisse endlich miissen auf drei bis vier geltende Ziffern 
gekiirzt werden, da die Daten der ganzen Rechnung (Tabelle A, § 1) nur diese Genauigkeit 
haben. 

Durch die fortlaufende Verbesserurrg des Rechenschemas und der Rechenmethoden 
konnte die zur Berechnung eines LI-Wertes erforderliche Zeit von anfanglich etwa 6 Stunden 
auf schlie61ich etwa 5 Stunden gesenkt werden. Dabei wurden aIle erdenklichen Rechen
kontrollen standig angewandt. Es handelt sich dabei um die reine Rechenarbeit nach voll
standiger Einrichtung der Rechenbogen. Es ist daraus leicht zu sehen, welche ungeheure 
Rechenarbeit und welcher Zeitaufwand zur Losung des Hilfsproblems notig sind. In dem 
Aufsatz, in dem F. und H. Bleich ihr Verfahren mitteilen (vgl. "B"), wird das nicht einmal 
angedeutet. 

a) Die erste Nnllstelle. 
1m vorigen Paragraphen hatten wir einen ersten Wert von LI berechnet [vgl. (77)], der 

hier wiederholt sei, und zwar unter getrennter Angabe der Summe der positiven und der 
Summe der negativen Summanden von LI: 

(77) 

+ 625500000.10-30 

- 599900000.10-30 

LI (0,16) = + 25600000.10-30 • 

Die Tabellen D und E legen nahe, den nachsten Versuch mit it = 0,25 zu machen. Es ergibt 
sich 

(78) LI (0,25) = 

+ 93080 160 . 10-30 

- 93621320.10-30 

541160. 10-30 • 

Durch lineare Interpolation ergibt sich aus (77) und (78) it = 0,2483. Wir erkennen jetzt 
bereits, daB das Fortheben einer geltenden Ziffer bei der SchluBsubtraktion ungefahr die 
Sicherheit einer Ziffer bei it anzeigt. Die Null vor dem Komma und die beiden ersten Ziffern 
hinter dem Komma andern sich bei der Interpolation nicht. Dnd in (78) heben sich in der Tat 
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ungefahr drei geltende Ziffern fort, da wir die 93 rund wie 100 bewerten k6nnen. Allerdings 
miissen wir mit den Schliissen noch vorsichtig sein, da der mit dem Rechenschieber berechnete 
Wert (77) doch sehr unsicher ist. DaB der interpolierte Wert noch recht ungenau ist, zeigt 
die nachste Rechnung: 

(79) L1 (0,248) = 

+ 96585270.10-30 

- 97030400 . 10-30 

445130· 10-30 • 

Obgleich dieser Wert wenig besser als der vorhergehende ist, bestatigt er doch im wesent
lichen unsere SchluBfolgerungen iiber das MaB der Konvergenz. Denn lineare Interpolation 
ergibt .1=0,2382. Die nachste Rechnung wurde nicht mit dem interpolierten, sondern mit 
dem kleineren Wert A = 0,23 durchgeftihrt. Es ergab sich 

(80) 

+ 133736730 . 10-30 

- 133117200.10-30 

L1 (0,23) = + 619530.10-30 • 

Lineare Interpolation ergibt A = 0,24047. Unsere Betrachtungen tiber das Konvergenz
maB k6nnen wir nunmehr als gesichert ansehen. Zwischen (79) und (80) hatten wir inteT
poliert, zwischen (78) und (79) dagegen extrapoliert. Also ist der letzte, interpolierte Wert 
sicherer als der vorletzte. Der Vergleich der beiden letzten Werte von A zeigt, daB wir nun
mehr auch die dritte Stelle hinter dem Komma als sicher ansehen k6nnen. Wir haben also 
die erste Nullstelle von L1 (A), den ersten Eigenwert des Hilfsproblems gefunden: 

(81) .1(1) = 0,240147. 

b) Die zweite Nullstelle. 
Nach den Tabellen D und E machen wir den ersten Versuch mit A = 1. Es ergibt sich 

+ 152784,05.10-30 

- 161734,45· 10-30 

(82) L1 (1) = 8950,40.10-30 • 

Wir befinden uns also (vgl. Abb. 4) noch vor der Nullstelle. Aus unseren Konvergenz
betrachtungen k6nnten wir schlieBen, daB wahrscheinlich schon 1,1 jenseits der Nullstelle 

/1 liegt. Der nachste Wert wurde jedoch mit .1= 1,21 berech-
///: net, da dann VI = 1,1 ist und eine ganze Anzahl Rechen-

_-i-__ A!>olvy/ ! operationen bequem im Kopfe durchgeftihrt werden k6nnen. 
/~ 1,117 1,21 Es ergibt sich 

/ z 
/ 

I / 
~/ 

Abb.5. (83) 

+ 61147,652' 10-30 

- 54088,677 . 10-30 

L1 (1,21) = + 7059,0 .10-30 • 

Lineare Interpolation ergibt A = 1,1174. Es folgt 

+ 89472,85.10-30 

- 86746,70.10-30 

(84) L1 (1,1174) = 2726,2· 10-30 • 

Nachdem wir nunmehr drei Werte haben, k6nnen wir uns ein Bild von der Krtimmung 
an der Nullstelle machen (vgl. Abb. 5), das uns eine Beschleunigung der Konvergenz erm6g
licht. Lineare Interpolation ergibt aus (83) und (84) Al = 1,06 und aus (81) und (84) A2 = 
1,09. Die nachste Rechnung wurde daher mit dem Mittelwert .1= 1,075 durchgeftihrt: 

(85) L1 (1,075) = 

+ 107708,89 . 10-30 

- 108212,24.10-30 

503,35 . 10-30 • 
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Bei 1,075 sind also bereits zwei Stellen hinter dem Komma sicher. Bei dem Wert, den 
wir aus (84) und (85) durch lineare Interpolation gewinnen, durfen wir mithin drei Dezimal
stellen als sicher ansehen. Wir erhalten so 
(86) .1(2) = 1,081161. 

C) Die dl'itte Nullstelle. 
Die Tabellen D und E werden jetzt unbrauchbar. Die obere Grenze fiir .1(3) liegt schon 

erheblich uber der unteren Grenze fiir ,,(4). Bei einem Stab mit konstantem E, I, S sind, 
von Null ausgehend, die zweiten Differenzen der Eigenwerte konstant. Wir werden also mit 
konstanten zweiten Differenzen aus 0, ,,(1), ,,(2) eine erste Naherung A fiir den dritten Eigen
wert gewinnen konnen: .1=2,52342. 

Wir beginnen daher die Rechnung mit A. = 2,523: 
+ 1641,5812.10-30 

- 1685,6585.10-30 

(87) .,1 (2,523) = - 44,077' 10-30 • 

Da .,1 negativ ist, befinden wir uns bereits hinter der Nullstelle (vgl. Abb.4). Nach 
unseren Konvergenzbetrachtungen ist eine Stelle hinter dem Komma gesichert. Als nachsten 
Wert nehmen wir daher A. = 2,500. Es ergibt sich 

+ 1751,3399. 10-30 

- 1641,9385' 10-30 

(88) .,1 (2,5) = + 109,401 . 10-30 • 

Lineare Interpolation zwischen (87) und (88) ergibt A. = 2,516395. Wir beginnen jetzt, 
die Genauigkeit zu steigern und fiihren die Rechnung daher noch einmal mit dem inter
polierten Wert durch: 

(89) 

+ 1672,7960 . 10-30 

- 1673,3082.10-30 

.,1 (2,516395) = - 0,512.10-30 • 

Hier heben sich zwei Ziffern mehr fort als in (87). Wir diiden daher erwarten, daB der 
durch Interpolation aus (87) und (89) gewonnene Wert .1= 2,516317 gewiB wieder zwei 
sichere Dezimalen mehr hat als der aua (87) und dem recht schlechten Wert (88) gewonnene, 
daB wir also jetzt funf Dezimalstellen sicher haben: 

(90) .1(3) = 2,5163117. 

d) Die vierte Nnllstelle. 
Eine erste Naherung fiir die vierte Nullstelle verschaffen wir uns, indem wir, von 0, 

04(1), 04(2), ,,(3) ausgehend, mit konstanter dritter Differenz extrapolieren: A. = 4,53750. 

+ 14024,034 . 10-30 

- 14038,285· 10-30 

(91) .,1 (4,53750) = - 14,25.10-30 • 

Zwei Stellen hinter dem Komma sind bereits gesichert. Wir befinden uns bei negativem .,1 
(vgl. Abb. 4) vor der Nullstelle. Um die Nullstelle einzuschlieBen, brauchen wir ein Argument, 
das uns einen positiven Wert von .,1 liefert, also einen um etwa + 15 groBeren Wert von 
.,1 (.,1 = + 0,75). Um einen ungefahren Anhalt fiir ein solches Argument zu gewinnen, 
wurde von folgender einigermaBen plausiblen Annahme ausgegangen: Es wurde zunachst 
an der dritten Nullstelle untersucht, in welchem Verhaltnis die dort auftretenden GraBen 
sich beim Vergleich der Gleichungen (87) und (89) andern. Wir bezeichnen den Wert von 
A. in (87) mit AI' jn (89) mit 042 und mit "0 den Mittelwert beider. Als relative Anderung des 
Arguments ergibt sich dann 

Al -Ae 0,0066 
---;;- = 2,52 = 0,00262 . 



24 Die Eigenwerte des Hilisproblems. 

Damit wurde die Anderung del' Funktion L1 verglichen, relativ zur GroBe des positiven und 
des negativen Summanden, die sich an del' Nullstelle aufheben. Bezeichnen wir diesen 
Summanden mit So, so ergibt sich die relative Anderung del' Funktion zu 

_Ll(Az)-Ll(A1L_ 43,56 =00260 
So - 1673 ' , 

also etwas weniger als zehnmal so groB wie die relative Anderung des Arguments. Es wurde 
nun angenommen, daB das Verhaltnis der relativen Anderungen von Funktion und Argument 
an del' vierten Nullstelle etwa das gleiche sei wie an der dritten. Wir wiinschen eine absolute 
Anderung der Funktion urn + 15, also nach (91) eine relative Funktionsanderung urn 

15 15 
S~ = 14030 = 0,001 07. 

Dem miiBte nach unserer Annahme eine Argumentanderung von etwas mehr als dem zehnten 
Teil dieser GroBe entsprechen, also wenn wir den Wert von A in (91) mit A~, den gesuchten 
Wert von A mit A~, die bereits sichergestellten Ziffern von A mit A~ bezeichnen: 

_A; - A~ = ,1;- 4,53750 = 0 000108 
A~ 4,54 ' . 

Daraus erhalten wir 1.=4,54240: 

(92) 

+ 14144,423 . 10-30 

- 14130,148 . 10-30 

L1 (4,54240) = + 14,28' 10-30 • 

Lineare Interpolation zwischen (91) und (92) ergibt 1.= 4,539948. Nach den Erfahrungen 
an der dritten Nullstelle diirfen wir annehmen, daB del' interpolierte Wert gewiB zwei sichere 
Dezimalen mehr hat als die Werte (91) und (92). Wir haben also 
(93) 1.(4) = 4,5399148. 

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB wir schon an diesel' Stelle die Rechnung hatten 
abbrechen konnen, wenn es uns lediglich auf die Bestimmung del' Stiitzensicherheit ange
kommen ware (vgl. § 10 d). 

e) Die fiinfte Null stelle. 
Wir wissen nunmehr (vgl. § 6g), daB auch die fiinfte Nullstelle VOl' dem ersten Pol liegt, 

da sie sich im gleichen Intervall wie die vierte befinden muB. Damit haben wir eine gute 
obere Schranke fiir die fiinfte Nullstelle gewonnen und wissen obendrein, daB wir auch 
zwischen dem ersten und zweiten Pol nicht nach Nullstellen zu suchen brauchen. Dagegen 
versagt jetzt auch das Verfahren del' Extrapolation mit konstanten Differenzen, da wir 
damit A = 7,15030 erhalten. Diesel' Wert liegt bereits jenseits des ersten Pols. 

Urn einen einigermaBen brauchbaren Ausgangswert zu bekommen, wurde folgendermaBen 
vorgegangen: Am ersten Pol gibt es keine quadratischen Glieder. Gleichung (47) hat hier 
also die Form 
(94) 
Liegt die Nullstelle 1.(5) sehr nahe bei dem Pol, so werden die in del' Umgebung des Pols 
stetigen Funktionen Xs und Ys ihre Werte vom Pol bis zur Nullstelle nul' wenig andern. 
Schreiben wir Gleichung (94) fUr die Nullstelle 1.(5) an, so werden wir daher keinen groBen 
Fehler machen, wenn wir die Funktionswerte X s (A(5») und Ys (A(5») durch die Werte am Pol 
ersetzen: 

o = - y;, (1.(5») • f}s + Xs (A~5») ,...., - Ys (A.~) . {}s + Xs (is). 

Diese Gleichung konnen wir nach {}s auflosen und erhalten dann mit (33) eine Bestimmungs
gleichung fiir den Wert von Zs an der Nullstelle 1.(5): 

{} ___ L _ + X 6 (J,s) 
6 - Zs sin Zs - Y60:S)' 

Liegt die Nullstelle sehr nahe beim Pol, so liegt Zs = ZS VA(5) sehr nahe bei 2:s yis = 7C. Dann 
konnen wir sin Zs durch 7C - Zs ersetzen und erhalten eine quadratische Gleichung fiir zs. Mit 

(95) 
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erhalten wir, wenn wir die auftretende Quadratwurzel in eine Reihe entwickeln (das wird 
sich als moglich erweisen) und nach (32) Zs = i6 v'X einfuhren, als Naherungswert fur V.:t(5) 
den Wert 

(96) ,/.:t= -!!'-. (1- w - w2 - 2w3 _ •• • ). 
V Zs 

Auf dieser Grundlage ein Iterationsverfahren zur Bestimmung von .:t(5) aufzubauen, 
erwies sich als unmoglich, da das Verfahren nicht konvergiert. Die Werte von Zs und #s 
finden wir in Tabelle B (S_ 11), die Werte von Xs(Xs) und Ys(Xs) in Tabelle G (S. 19). Damit 
ergibt sich aus (95) und (96) der Ausgangswert von.:t. Bei der Rechnung wurde versehent-
lich statt des richtigen Wertes Xs(is) = + 17004,3 - 10-30 der Wert + 21170,3' 10-30 

verwendet. Damit ergibt sich .:t = 6,846645. Mit diesem Wert wurde gerechnet. Er ist 
wesentlich kleiner als der wirkliche Wert der Nullstelle, den wir gleich 6,98 ... finden werden. 
Mit dem richtigen Wert von X60~S) erhalt man ein noch kleineres .:t (etwa 6,79), so daB der 
Irrtum sich fUr die weitere Rechnung eher fordernd als st6tend ausgewirkt hat. 

Fur samtliche gerechneten Werte in der Nahe des ersten Pols wurden die Funktions
werte Xs (.:t) und Ys (.:t) einzeln bestimmt. Das war ohne viel Muhe moglich, da {}s explizit 
in (42) nicht vorkommtr sondern nur in es s enthalten ist. Die GroBe e5 s = es + es wurde 
daher zunachst nicht mit ihrem Zahlenwert eingesetzt, sondern durch die ganze Rechnung 
als Symbol mitgefUhrt. Man erhalt so am Ende X6(?lino'er(JmfTebunfTo'eslI'0Is 

20000''1 v" ~ 
LI (6,846645)=+ 7573,92'10-30 + 1736,97 -10-24 • (e5+ es) - -10-JO 

Fuhrt man in diese Gleichung es = - {}s cos Zs und die t 
Zahlenwerte fUr e5 und cos Zs ein", schlieBlich auch noch 10000 

den Zahlenwert fUr {}s, so ergibt sich %". 

1 
Xs (6,846645) = + 13490,65' 10-30 

(97) Ys (6,846645) = - 1735,52.10-24 Or-~~--~~--~----~ 
6,9 7,0 7,1 7,2 

LI (6,846645) = + 47600,91-10-30 • 

Um mit Hilfe der Funktionen Xs und Ys einen neuen 
Wert von.:t gewinnen zu konnen, der der Nullstelle naher 
liegt als der erste, muB man den ungefahren VerIauf dieser 
Funktionen auf beiden Seiten des Pols kennen. Es muBte 
daher zunachst ein Wert rechts vom Pol gerechnet wer
den. Dazu wurde der obenerwahnte Wert .:t = 7,1503 
gewahlt. Die Rechnung ergab 

1 
Xs (7,1503) = + 19819,17' 10-30 

(98) Ys (7,1503) = + 4048,27 - 10-24 

LI (7,1503) = + 136695,56 - 10-30 • 
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Die drei Werte von X6(.:t) und Ys(A), die wir in (97), -zooo 1.Po/ 
Tabelle G und (98) berechnet haben, tragen wir graphisch Abb. 6 b. 
auf (vgl. Abb_ 6). Man sieht, daB Ys kurz vor dem Pol 
verschwindet, und zwar etwa bei.:t = 6,969. X6 ist in dem ganzen betrachteten Bereich positiv. 
Also ist nach (94) an der Nullstelle von Ys sicher LI > o. Aus (94) folgt weiter, daB Ys positiv 
sein muB, wenn LI verschwinden soIl, da {}6 vor dem ersten Pol sicher positiv ist und erst am 
Pol sein Vorzeichen wechselt. Also liegt die Nullstelle von LI rechts von der Nullstelle von 
Ys (vgl. auch Abb. 4; LI geht an dieser Nullstelle von positiven zu negativen Werten uber). 
Mit der Nullstelle von Y6 , A = 6,969 haben wir also eine untere Schranke fur .:t(5). Eine 
obere Schranke gewinnen wir folgendermaBen: Wir berechnen uberschlagig den Wert von 
{}6 an der Nullstelle von Y6 , {}s = + 56,8 . 10-6• Aus Abb. 6a lesen wir ab, daB Xs rechts 
von der Nullstelle von Y6 etwa den Wert + 16000 - 10-30 hat. Dann folgt aus (94) fur die 
Nullstelle von LI etwa Y6 = + 282· 10-24• Aus Abb. 6b lesen wir zu diesem Wert von Y6 

etwa.:t = 6,986 abo Das ware die Nullstelle von LI, wenn {}6 an dieser Stelle denselben Wert 
wie an der Stelle 6,969 hatte. Nun wachst aber {}6 bei Annaherung an den ersten Pol mit 
wachsendem A monoton uber alle positiven Schranken, d. h. an der Stelle .:t = 6,986 ist 
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{}6 > + 56,8, mithin nach (94) LI (6,986) < O. An dieser Stelle haben wir also die Nullstelle 
von LI bereits uberschritten: 
(99) 6,969 < .1(5) < 6,986. 

Wir wahlen daher als nachsten Wert fiir die Rechnung .1= 6,98 und erhalten 

j Xs (6,98) = + 16017,15' 10-30 

(100) Ys (6,98) = + 175,62.10-24 

LI (6,98) = + 3065 .10-30 • 

Wir befinden uns also in der Tat in unmittelbarster Nahe der Nullstelle. Daher wurde 
hier ein Versuch mit dem Iterationsverfahren gemacht. Mit den Werten X6 und Y6 aus (100) 
ergeben (95) und (96) .1= 6,9892215. Dieser Wert fallt auBerhalb der Schranken (99), 
wurde aber trotzdem fiir die weitere Rechnung gewahlt, wei! es fiir das im folgenden zu 
entwickelnde Interpolationsverfahren nutzlich erschien, in groBerem Abstand von der Null
stelle zwischen ihr und dem Pol einen Wert von LI zu kennen: 

(101) I X6 (6,9892215) = + 16205,41' 10-30 

Y6 (6,9892215) = + 338,65'10-24 

LI (6,9892215) = - 14681 . 10-30 • 

Die Konvergenz der Rechnung wurde jetzt durch folgendes Verfahren wesentlich ge
steigert. Nach (99) ist 

1.1(5) -I61 ;;;;;;: 16,969 -7,028! = 0,059. 

Also muB die Laurentsche Reihe (46) fiir LI in dem von uns betrachteten Gebiet sehr 
rasch konvergieren, und es erscheint gerechtfertigt, sie naherungsweise nach dem ersten 
Glied mit positivem Exponenten abzubrechen. Wir setzen also, indem wir etwas umgrup
pieren, naherungsweise 

(102) 

Sind zwei zusammengehorige Wertepaare A, LI gegeben, liefert (102) zwei nichthomogene 
lineare Gleichungen fiir a und b, die im allgemeinen deren eindeutige Bestimmung ermog
lichen. Setzt man nach der Bestimmung von a und b die rechte Seite von (102) gleich Null, 

Abb.7. 

so ergibt sich eine quadratische Gleichung fur A. Die eine der beiden 
Wurzeln dieser Gleichung muB eine Naherung fUr die gesuchte Null
stelle von LI darstellen. Geometrisch bedeutet dies: Wir ersetzen 
die Kurve LI (A) naherungsweise durch eine Hyperbel (wir wollen 
daher kurz von hyperbolischer Interpolation sprechen), die mit der 
Kurve LI zwei Punkte und eine Asymptote gemeinsam hat. AuBer
dem haben die beiden zusammenfallenden Pole der Hyperbel und 
der Kurve LI das gleiche Residuum. Aus dem Vergleich der hyper

boIisch und der linear interpolierten Werte konnen wir muhelos ablesen, wieviel Ziffern des 
Eigenwertes jeweils sicher sind. 

Das Residuum des Pols bestimmen wir aus (50) mit den Zahlenwerten der Tabellen B 
und G fur v = 6: 
(103) Rs = + 1908,34 . 10-30 • 

Interpolieren wir nun mittels (102) hyperboIisch zwischen den Werten (100) und (101), 
so wird die eine der beiden Wurzeln groBer als I6 und scheidet dadurch aus. Die andere 
liefert als Naherungswert fur die gesuchte Nullstelle von LI (A) 

.1= 6,9817418 (hyperbolisch interpoliert), 

.1= 6,9815927 (linear interpoliert). 

Der liIfear interpolierte Wert muB in diesem Fall der kleinere der beiden Werte sein, 
wovon man sich leicht an Hand einer Skizze (Abb. 7) uberzeugt. Drei Stellen hinter 
dem Komma ergeben sich als gesichert. 
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Der hyperbolisch interpolierte Wert ergibt I X6 (6,9817418) = + 16052,383' 10-30 

(104) Y6 (6,9817418) = + 206,036' 10-24 

L1 (6,9817418) = + 287,392' 10-30 • 

Aus (100) und (104) erhalt man 
A = 6,98191793 (hyperbolisch interpoliert), 
A = 6,98192202 (linear interpoliert). 
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J etzt sind bereits vier Dezimalstellen gesichert. DaB diesmal der linear interpolierte 
Wert der gr6Bere der beiden sein muB, macht eine Skizze (Abb. 8) sofort verstandlich. Es 
folgt: 

(105) 
r X6 (6,98191793) = + 16055,983' 10-30 

1 Y6 (6,98191793) = + 209,145' 10-24 

L1 (6,98191793) = - 7,769 ,10-30 • 

Die Interpolation zwischen (104) und (105) ergibt: 

A = 6,98191325 (hyperbolisch interpoliert), 
A = 6,98191329 (linear interpoliert). 

Abb.8. 

Wir haben also jetzt sieben Dezimalstellen sicher. Das ist mehr, als erforderlich 
ist. Ubrigens liegt die achte Stelle bereits auBerhalb der Genauigkeit der Rechengrundlagen 
und der bei der letzten Rechnung eingehaltenen Rechengenauigkeit. Man iiberzeugt sich 
davon leicht durch einen Blick auf Abb. 7, die schematisch auch flir unsere letzte Interpolation 
zutrifft. Danach miiBte die linear interpolierte Stelle der kleinere der beiden Werte sein, 
wahrend das umgekehrte der Fall ist. 

Damit ist also die fiinfte Nullstelle, bisher die schwierigste von allen, bestimmt: 

(106) A(5) = 6,981913215 (± 0,00000005). 

f) Die secbste Nullstelle. 
Diese N ullstelle liegt, wie wir wissen, zwischen dem zweiten und dritten Pol. Sie wird 

also aller Voraussicht nach naher an jedem von ihnen liegen als die fiinfte Nulistelle an dem 
ihr benachbarten ersten Pol. Wir haben demnach hier noch wesentlich gr6Bere Schwierig
keiten zu erwarten als bei der vorigen NuIlsteIle. Dabei versagen jetzt aIle Mittel, die uns das 
Aufsuchen der fiinften NuIlstelle so wesentlich vereinfacht haben. Da wir uns zwischen zwei 
nahe benachbarten Polen befinden, miiBten wir, urn die Methode des vorigen Abschnitts 
in entsprechend modifizierter Form anwenden zu k6nnen, fiir jeden Wert die Rechnung 
zweimal durchfiihren, urn sowohl Xs und Y5 als auch X 2 und Y2 in jedem FaIle zu bestimmen. 
AuBerdem treten sowohl {}5 wie {}2 in L1 auch quadratisch auf; d. h. wiT miiBten auBerdem 
noch jedesmal Z5 und Z2 berechnen. Dadurch wird die Rechnung so umstandlich, daB wir 
es vorzogen, das Intervall zunachst auf gut Gliick abzutasten. Von der hyperbolischen 
Interpolation konnte man sich hier bei der groBen Nahe eines zweiten Pols auch nicht viel 
versprechen. So haben wir uns denn durchweg auf lineare Interpolation beschrankt. 

Als Ausgangspunkt wurde ein Wert gewahlt, der urn etwa ein Fiinftel der Intervallbreite 
zwischen den beiden Polen vom dritten Pol entfernt ist. Ais Fiinftelpunkt ergibt sich etwa 
A = 9,487. Gerechnet wurde mit A = 9,4864, weil dieser Wert ein vollstandiges Quadrat 
ist (VI = 3,08). Es ergibt sich 

+ 350303632,6 '10-30 

- 347723845,1' 10-30 

(107) L1 (9,4864) = + 2579787,5' 10-30 • 

Als nachster Wert wurde A = 9 gewahlt: 

+ 79048708,05 . 10-30 

- 79642413,15' 10-30 

(108) L1 (9) = - 593705,10' 10-30 • 
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Sodann wurde mit A = 9,089570 gerechnet. Es ergibt sich 

+ 80500626,71 . 10-30 

- 80955178,93 . 10-30 

(109) LI (9,089570) = - 454552,22' 10-30 . 

Del' letzte Wert (109) wurde zur Interpolation sowohl mit dem Wert (108) wie mit dem 
Wert (107) verbunden. Bezeichnen wir das erste Interpolationsergebnis mit All das zweite 

.... ~ mit A2 , so ist aus del' Krummung zu schlieBen (vgl. Abb. 9), 
//! daB die wirkliche N ullstelle naher an Al als an A2 liegt. Es wurde 

.... , 
/ : daher gerechnet mit A = Al _l4 (AI -A2 ) = 9,325. Das Ergebnis ist 

9. 9.08 A.4.-// : 
i 1-;;:~/,il 9,'18 + 109411663,2' 10-30 

:...- - 109215700,6' 10-30 
Abb.9. 

(110) LI(9,325)=+ 195962,6'10-30 • 

Die Interpolation zwischen (109) und (110) ergibt A = 9,2540784: 

+ 98397717,89 '10-30 

- 98425056,32' 10-30 

(111) LI (9,2540784) = - 27338,43' 10-30 • 

Lineare 
A = 9,263: 

(112) 

Interpolation liefert A = 9,2627611. Gerechnet wurde mit 

+ 100129612,5' 10-30 

- 100121088,4' 10-30 

LI (9,263) = + 8524,1' 10-30 • 

dem runden Wert 

Interpoliert man zwischen (Ill) und (112), so erhalt man A = 9,2608794. Es wurden 
daher die beiden Werte A = 9,2608 und A = 9,2609 gerechnet. Es ergibt sich 

+ 99692858,42 . 10-30 

- 99693352,62' 10-30 

(113) LI (9,2608) = - 494,20'10-30 . 

+ 99712496,92 .10-30 

- 99712586,36' 10-30 

(114) LI (9,2609) = - 89,44' 10-30 • 

Das Ergebnis del' linearen Interpolation ist A = 9,260922. Wiederholt man die Rechnunfl: 
noch einmal mit dies em Wert, so erhalt man schlieBIich 

+ 99716848,20' 10-30 

- 99716848,36 .10-30 

(115) LI (9,260922) = - 0,16' 10-30 • 

Das ist genau gleich Null. Denn den beiden Stellen hinter dem Komma kommt keine 
Bedeutung zu. Wir muBten neun Werte von LI berechnen, ehe wir diese Nullstelle mit der 
erforderlichen Genauigkeit bestimmen konnten. Das bedeutet mehr als eine Woche Arbeit 
fur eine volle Arbeitskraft, uln diese eine - allerdings besonders kritische - Nullstelle zu 
berechnen! Das Ergebnis ist: 
(116) A(G) = 9,2609220[0. 

g) Die siebente Nullstelle. 
Die beiden letzten Nullstellen, die siebente und achte, liegen, wie wir wissen, in dem 

Intervall zwischen dem fiinften und sechsten Pol (vgl. Abb. 4). Die erste Aufgabe ist, sie 
zu trennen, d. h. einen positiven Wert von LI zu finden. Wir wissen bereits [vgl. (77a)], 
daB in del' Intervallmitte A = 14,887066975 der Wert von LI positiv ist. Die genaue Rech· 
nung ergibt 

(117) 

+ 10560,166085' 10-30 

7915,616109' 10-30 

LI (14,887066975) = + 2644,549976' 10-30 • 
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Das naehste Ziel ist, die siebente Nullstelle einzuschlieBen. Der erste Versuch wurde 
mit dem Intervallviertel A = 12,78528638 gemacht. Es ergab sich 

(118) 

+ 46946,56231· 10-30 

- 60520,30580 . 10-30 

LI (12,78528638) = -13573,74349.10-30 • 

Lineare Interpolation zw!schen (117) und (118) ergibt A = 14,54435126. Der Wert ist 
der Krlimmung wegen sieher zu groB (vgl. Abb. 4 und Abb. 10). Daher wurde die naehste 
Rechnung mit A = 14,4 durchgeflihrt: 

(119) 

+ 14407,844061' 10-30 

-12172,865329.10-30 

LI (14,4) = + 2234,978732' 10-30 • 

Vergleieht man (117) und (119), so erkennt man, daB die Kurve LI in der Intervallmitte 
14,8 ... eine nahezu waagerechte Tangente haben muB. Unter dieser Annahme lieB sieh 
mittels der drei gerechneten Punkte (117), (118), (119) und mit Berlicksichtigung der Asym
ptote am flinften Pol ein wesentlieh genaueres Bild als die vorige fSkizze (Abb. 10) gewinnen. 
Aus dieser Zeichnung wurde abgelesen, daB die Nullstelle in der Nahe von A = 13,8 liegen 
muB. Mit diesem Wert ergibt sich 

(120) 

+ 21762,870421' 10-30 

- 21335,235374' 10-30 

LI (13,8) = + 427,635047' lO-30. 

Auch dieser Wert wurde nun in die zu der vorigen graphischen Interpolation benutzte 
Zeichnung eingetragen. An der so verbesserten Kurve wurde als Nullstelle A = 13,72 abge
lesen. Damit erhalt man 

+ 23054,404024. 10-30 

- 23057,545883 . 10-30 

(121) LI (13,72) = - 3,141859' 10-30 • 

Lineare Interpolation zwischen den beiden letzten Werten 
ergibt A = 13,72058348: 

+ 23044,689804' 10-30 

- 23044,467 555· 10-30 

(122) LI (13,72058348) =+ 0,222249 '10-30 • 

s.Pol 
'0,8 

Abb.lO. 

Die SehluBinterpolation wurde wieder hyperbolisch durchgefiihrt. Flir das Residuum 
am flinften Pol folgt aus (50) mit den Zahlenwerten der Tabellen B und G flir v = 4: 

(123) R4 = - 406373,207' 10-30 • 

Damit ergab sieh aus (121) und (122) 

A = 13,72054446 (hyperbolisch interpoliert), 

A = 13,72054493 (linear interpoliert). 

Der linear interpolierte Wert ergibt sieh im Einklang mit der Krlimmung (vgl. Abb. 10) 
als ein wenig zu groB. Wir dliITen daher auch die siebente Dezimale des hyperboliseh inter
polierten Wertes noch als sieher ansehen: 

(124) A(7) = 13,7205444\6. 
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h) Die achte Nullstelle. 
Das Residuum des sechsten Pols er,gibt sich aus (50) und den Zahlenwerten der Tabellen B 

und G fUr 'jJ = I zu 

( 125) Rl = + 991,012700' 10-30• 

Mit Hilfe der dem sechsten Pol am nachsten kommenden Werte (ll7) und (ll9) wurde 
durch hyperbolische Interpolation der erste grobe Anhalt fUr die Lage der achten Nullstelle 
zu A = 18,93793575 gewonnen: 

(126) 

+ II 792,339138 - 10-30 . 

-23694,616977 -10-30 

L1 (18,93793575) = -ll902,277839-1O-30 • 

Offenbar lohnt es sich noch nicht, weitere Werte durch Interpolation zu bestimmen. 
Um weiterzukommen wurde daher die Tatsache benutzt, daB wir in (126) ungefahr denselben 
Wert fUr L1 erhalten haben wie in (ll8) am ersten Viertelspunkt des Intervalls. Der nachste 
Versuch wurde daher mit der Annahme gemacht, daB die achte Nullstelle etwa ebensoweit 
vom Punkte A = 18,938 entfernt sei wie die siebente vom Punkte A = 12,785. Das ergabe 
ftir die achte Nullstelle den Wert A = 18,00: 

(127) 

+ 3018,329065 - 10-30 

- 3207,145076 - 10-30 

L1 (18) = - 188,8160ll - 10-30 _ 

Hyperbolische Interpolation zwischen (126) und (127) ergibt, auf zwei Dezimalen abge
rundet, A = 17,97: 

(128) 

+ 2984,097138 - 10-30 

- 3105,573189 - 10-30 

L1 (17,97) = - 121,476051- 10-30 • 

Aus (127) und (128) folgt durch hyperbolische Interpolation A = 17,91442156. Mit 
diesem Wert wurde die Rechnung durchgeftihrt und sodann aus dem Ergebnis und (128) 
durch hyperbolische Interpolation der Wert A= 17,92080403 ermittelt: 

+ 2931,951976-10-30 

- 2948,267339 . 10-30 

(129) L1 (17,92080403) = - 16,315363' 10-30 • 

Dadurch, daB die vier letzten Werte in eine Zeichnung eingetragen wurden, wurde offen
sichtlich, daB bei der Rechnung mit dem Wert 17,914 ... ein Rechenfehler untel'laufen 

\ 
Abb.l1. 

war. Er muBte also aus der weiteren Rechnung ausscheiden. 
Hyperbolische Interpolation zwischen (128) und (129) ergab 
A = 17,91303858: 

(130) 

+ 2924,135718 - 10-30 

- 2 924,405 004 - 10-30 

L1 (17,91303858) = - 0,269286.10-30 • 

Die Interpolation zwischen (129) und (130) liefert 

A = 17,91290793 (hyperbolisch interpoliert) 
A = 17,91290826 (linear interpoliert). 

Die beiden Werte stimmen in sechs Dezimalstellen tiberein. Nach der Krtimmung an 
diesel' Nullstelle zu urteilen, muB die line are Interpolation den kleineren der beiden Werte 
ergeben (vgl. Abb. II). Da das umgekehrte der Fall ist, gehen die beiden letzten Dezimalen 
bereits tiber den Rahmen der Genauigkeit der angewandten Rechenmethoden hinaus. Die 
letzte Nullstelle, die wir berechnen wollten, ist also auf sechs Dezimalen genau 

(131) A(8) = 17,912907193. 
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AbschlieBend seien noch einmal die acht ersten Eigenwerte des Hilfsproblems zusammen
gestellt: 

J,(l( = 0,24047 
J,(2) = 1,08161 
J,(3) = 2,516317 

(H) 
J,(4) = 4,539948 
J,(5) = 6,98191325 
J,(6) = 9,26092200 
J,(7) = 13,72054446 
J,(8) = 17,91290793 

§ 8. Die Knotenpunktsmomente des Hilfsstabes. 
N achdem wir die Eigenwerte kennen, konnen wir aus dem Gleichungssystem (I) bis (VI) 

(S.8) die Knotenpunktsmomente Mv berechnen. Zu jedem Eigenwert gibt es ein Losungs
system, das bis auf einen willkiirlich bleibenden konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist. 
Mit anderen Worten heiBt dies: Aus funf dieser Gleichungen konnen wir fUnf der Unbekannten 
durch die sechste ausdrucken. Die sechste Gleichung muB dann eine Identitat sein. Da 
ein solches Losungssystem nur existiert, wenn die Determinante L1 verschwindet, so ist die 
Erfullung der sechsten Gleichung eine Pro be fur die ganze bisherige Rechnung. 
Wir konnen die Erfullung dieser Gleichung natiirlich nur im Rahmen der Genauigkeit 
erwarten, mit der wir die betreffende Nullstelle der Determinante bestimmt haben. Die 
Ungenauigkeit wird weiter dadurch gesteigert, daB - wie bereits fruher bemerkt - mit 
wachsender Ordnung des Eigenwertes eine wachsende Zahl geltender Ziffern sich bei der 
Auflosung des Gleichungssystems durch Subtraktionen heraushebt. 

Der Bau der Gleichungen (I) bis (VI) legt es nahe, als Unbekannte die funf Momente 
Mv zu wahlen. Dadurch wird die Querkraft Q zum willkiirlich bleibenden Proportionali
tatsfaktor, und wir bringen daher in allen sechs Gleichungen das Glied mit Q auf die rechte 
Seite. Ebenso liegt es nahe, die Gleichungen (I) bis (V) zur Bestimmung der Unbekannten 
zu verwenden, die uberzahlige Gleichung (VI) zur Probe. 

Zunachst mussen wir nun zu jedem Eigenwert J/i) die zugehorigen Werte ev,v + lund fJ. 
berechnen, die wir mit e~:~ + 1 und fJ~il bezeichnen. Ebenso bezeichnen wir die aus (I) bis (V) 
zum Eigenwert Xi) sich ergebenden Momente Mv mit M;il. 1m folgenden werden die Ergeb
nisse der Rechnung zusammengestellt. 

a) Del' erste Eigenwert. 
Fur den ersten Eigenwert J, (1) ist das Ergebnis der Rechnung das folgende: 

Mil) = - 1062,3293' Q 
M~l) = - 2296,2532 . Q 

(132) M~l)=-3174,1358'Q 

M~1) = - 3308,3779' Q 
Mhl) = - 2407,2445' Q 

Setzt man diese Werte in Gleichung (VI) ein, die durch sie identisch befriedigt sein 
muB, so ergibt sich 

Linke Seite von Gleichung (VI) = + 11206,7126' 10-3 • Q 
Rechte Seite von Gleichung (VI) = Q·l J: = + 11 030,546 . lO-3. Q . 

Die Gleichung ist also mit zwei geltenden Ziffern erfullt. Die SchluBgleichung des Eli
minationsprozesses lautete 

- 3,156259 '1l1~1) = + 10442,0976' Q . 
Dagegen hatten samtliche e~:)v + 1 und fJ;ll zwei geltende Ziffern vor dem Komma. Bei 

der Elimination ist also eine geltende Ziffer verlorengegangen. Daher konnen wir aus der 
Probe schlieBen, daB J,(1) auf drei Ziffern richtig war, ubereinstimmend mit Gleichung (81). 
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b) Del' zweite Eigenwert. 
Die Rechnung ergibt: 

(133) 

M~Z) = - 2726,8366· Q 
M~2) = - 4449,9764· Q 
M~2) = -1256,0116. Q 
M~2) = + 4556,0161· Q 
M~2) = + 6593,8636· Q 

Die Probe ergibt: 
Linke Seite von Gleichung (VI) = + 11292,6198.10-3 • Q 
Rechte Seite von Gleichung (VI) = Q ·1 J: = + 11 0:m,546 . 10-3 • Q. 
Bei der Elimination sind ein bis zwei Stellen verlorengegangen. Gleichung (VI) stimmt 

mit zwei geltenden Ziffern. Also ist ,1(2) auf drei bis vier Ziffern genau, ubereinstimmend 
mit Gleichung (86). 

Es ergibt sich 
c) Del' dritte Eigenwert. 

Mi3) = - 2870,1491 . Q 
M~3) = - 1412,8474. Q 

(134) M~3) = + 4559,4040· Q 
M~3) = + 2136,1003 . Q 
M~3) = - 5212,3631 . Q 

Linke Seite von Gleichung (VI) = + 11 029,7334.10-3 • Q 
Rechte Seite von Gleichung (VI) = Q·1 J: = + 11 030,546 .10-3 • Q . 
Die funfte geltende Ziffer ist um knapp eine Einheit falsch. Bei der Elimination ist eine 

geltende Ziffer verlorengegangen, ,1(3) ist also etwa in sechs geltenden Ziffern genau. Das 
stimmt gut mit Gleichung (90) uberein. 

d) Del' vierte Eigenwert. 
M~4) = - 4162,5884· Q 
M~4) = + 2286,3572 . Q 

(135) M~4) = + 3283,9015· Q 
M~4) = - 7246,9631 . Q 
M~4) = + 4991,4437. Q 

Linke Seite von Gleichung (VI) = + 11029,2145.10-3 • Q 
Rechte Seite von Gleichung (VI) = Q·1 J: = + II 030,546 .10-3 • Q. 
Vier geltende Ziffern sind genau richtig, die funfte ist um etwas mehr als eine Einheit 

falsch. Bei der Elimination heben sich jetzt schon zwei Ziffern fort. ;,(4) kann also als auf 
sechs Ziffern genau angesehen werden, die siebente ist noch nahezu richtig. Das bedeutet, 
daB A(4) um eine Stelle genauer ist, als wir aus seiner Berechnung schlossen [vgl. (93)]. 

(136) 

e) Del' fnnfte Eigenwert. 
Mi5) = - 4146,8139 
M~r;) = + 4692,3502 
M~6) = - 4090,3199 

.Q 

.Q 

.Q 
M~) = + 1632,45471 . Q 
M~r;) = - 77,868831 . Q 

Linke Seite von Gleichung (VI) = + 11 030,3121 . 10-3 • Q 
Rechte Seite von Gleichung (VI) = Q. 1 J: = + II 030,546 . 10-3 • Q. 
Fum Ziffern sind genau richtig, der Fehler der sechsten betragt etwa zwei Einheiten. 

Zwei bis drei geltende Ziffern haben sich bei der Elimination fortgehoben. A(5) ist daher 
auf etwa acht geltende Ziffern genau, ubereinstimmend mit dem Ergebnis in Gleichung (106). 
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f) Del' sechste Eigenwert. 
M~6) = - 3741,4558' Q 
M~6) = + 4048,3681' Q 

(137) M~6) = - 4503,8539' Q 
M~6) = + 5844,5751' Q 
M~6) = - 4758,1148' Q 

Linke Seite von Gleiehung (VI) = + 11 030,522 9· 10-3 • Q 
Rechte Seite von Gleichung (VI) = Q ·11: = + 11030,546 . 10-3 • Q. 
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Hier sind sechs geltende Ziffern genau richtig. Bei der Elimination haben sich zwei 
bis drei geltende Ziffern fortgehoben. Daraus folgt, daB in ,1(6) aeht bis neun Ziffern genau 
sind, in sehr guter Ubereinstimmung mit Gleichung (116). 

g) Del' siebente Eigenwert. 
Mi7) = - 5124,69784' Q 
M~7) = - 3409,66454' Q 

(138) M~) = + 14577,0872 . Q 
M7) = - 22393,8205 . Q 
M~7) = + 26838,8156 . Q 

o 

Linke Seite von Gleiehung (VI) = + 11032,01389.10-3 • Q 
Rechte Seite von Gleichung (VI) = Q . 11: = + 11030,546 . 10-3 • Q. 
Hier sind vier Stellen genau,die ftinfte fast richtig. Bei der Elimination gehen jetzt 

schon drei geltende Ziffern verloren. Sieben bis aeht Ziffern von ,1(7) sind also als riehtig 
anzusehen. Demnach ware unsere Schatzung der richtigen Stellenzahl in (124) etwas zu 
gtinstig gewesen. 

h) Del' achte Eigenwel't. 
Mi8) = - 547,809331 . Q 
Mh8) = - 6838,24839 . Q 

(139) M~8) = + 8329,85772 . Q 
M~8) = - 1270,614371' Q 
M~8) = - 10499,90957 . Q 

Linke Seite von Gleiehung (VI) = + 11 030,68646' 10-3 • Q 
Rechte Seite von Gleiehung (VI) = Q ·11: = + 11030,546 .10-3 • Q. 
Hier sind ftinf Stellen genau richtig, die sechste beinahe. Zwei bis drei Stellen sind durch 

die Elimination verlorengegangen, so daB wir 11.(8) auf etwa acht bis neun geltende Ziffern 
als sieher ansehen konnen. Das ist etwa eine Stelle mehr, als wir bei Ableitung des Wertes 
(131) ftir 11.(8) geschatzt hatten. 

§ 9. Die Eigenfnnktionen des Hilfsproblems. 
Die Gleichung der Eigenfunktion q;(i) zum Eigenwert ,1(i) erhalten wir (vgl. den Anfang 

von § 4), wenn wir in Gleiehung (7) 'v fUr 'i]v setzen und aIle dort auftretenden GroBen auf den 
Eigenwert ,1(i) beziehen. Ftihren wir noch Gleichung (2) in (7) ein und berticksichtigen, daB 
in unserem Fall aIle 1y die gleiche GroBe 1 haben, setzen wir ferner 

M(i) j(i) 

(140) M(i)=_y ,-(i) =_v 
v Q' v Q ' 

so erhalten wir schlieBlich fUr die Eigenfunktion zum Eigenwert ,1(i) im Felde v: 

(i) ( ) _ 1 
q;y Xv - ),,(i) S X 

[
-(i) (i) -(i) v ] 

X MV_I'C,OSZ~ -Mv .sin(z(i)'~)-M(i) 'COS(Z(i).~)_X + (M(i) +,1(i)S ,-(i») .Q 
• (,) v l v-I v l v v-I v v-I 

SID Zv 

(141) 

(v = 1,2, ... ,6) . 
Forschuugshefte aus dem Gebiete des Stahlbaues. Heft 1. 3 
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Dabei ist zu beriicksichtigen, daB sich die erste und letzte (sechste) dieser Gleichungen 
wegen (27), Mo = 0 = M6 , noch etwas vereinfachen. Fiir die weitere Rechnung fiihren wir 
ferner die folgenden Abkiirzungen ein: . 

(142) t(i) = M(i) + A(i) S -/(i) uri) = (M(i) . cos Z(i) _M--(i»). z~i). 
'V l' - 1 y v-I, V l' - 1 y v . ('~)' 

SIll Zv 

(1' = 1, 2, ... , 6). 

Dann nimmt die Gleichung del' Eigemunktion die folgende Gestalt an: 

1 r uri) . ) v(i) ( ] (143) cpCi) (x) = -.-" -'-' .. sin (z(") . __ T,,- _ .-"~. cos 7(i). XI') _ x + tci ) • Q 
v v A(') Bv . z~t)I' l z~'!) ~v l I' V 

(1' = 1,2, ... ,6). 

Fiir den Differentialquotienten erhalten wir daraus 

drp~i) (xv) 1 [. ( .. X) . (. X) ] (144) .-''- = --. _. u(t). cos Z(1). --"- + vet) • sin z{')· .. .". -l . Q 
d Xv l},Ct) Bv v v l v v l (1'=1,2, ... ,6). 

Setzen wir darin Xv = 0, so erhalten wir die Tangenten an die Eigenfunktion rpCi) an den 
linken Feldenden, d. h. jeweils am Knoten (1' -1). Bezeichnen wir die Tangente am Knoten 
l' mit I~i)', so ergibt sich: 

(145) l (i) J drp. (i)' 1 Ci) 
dx. xv=O=IV-l= U(i)B • (1tp -l)·Q 

• 
(1'=1,2, ... ,6) . 

Wollen wir endlich noch die Tangente am Knoten 6, d. h. am rechten Stabende berechnen, 
so haben wir in (144) l' = 6 und X6 = l zu setzen und erhalten 

\ 

[ drp~i) 1 = I(i)' . _1_ . (U(i) cos Z(i) + V(i) sin z(i) -l) . Q = 
d X6 X = I 6 l ,(t) B 6 6 6 6 

(146) , r. 6 (i 

__ ~_IM(i) (~-1) _A(i) S /(il]. Q. 
- l A(t) B6 l 5 sin Z~') 6 5 

Die Durchbiegungen I~i) an den Knotenpunkten berechnen wir aus Gleichung (36), die 
mit (140) die folgende Form annimmt: 

(147) I(i) - ICi) = -.!-. [(M(i) - M(i) ) + l] • Q 
v-I v A(t) B" v v-I 

(1' = 1,2, ... ,6). 

Da die Durchbiegungen an den beiden Endpunkten verschwinden [vgl. (28)], also bekannt 
sind, sind das sechs Gleichungen fiir die fiim Unbekannten I~i) (1' = 1,2, ... , 5). Die iiber
zahlige Gleichung muB identisch erfiillt sein. Sie ist genau erfiillt, wenn die iiberzahlige 
Momentengleichung (VI) (vgl. den vorigen Paragraphen) genau erfiillt ist. Sie wird also 
praktisch nur in dem MaBe richtig sein, das del' Genauigkeit entspricht, mit del' A(i) bestimmt 
wurde. Da wir in (147) die Differenzen del' an sich schon unsicheren Momente zu bilden 
haben, wodurch sich die Fehler addieren konnen und unter Umstanden weitere geltende 
Ziffern verlorengehen, da wir sodann zur Auflosung del' Gleichungskette (147) benachbarte 
Werte und damit auch ihre Fehler addieren miissen, wird die sichere Stellenzahl del' I~i) 
recht gering. Wir werden die Durchbiegung I~i) des mittleren Knotens 3 zweimal berechnen, 
einmal vom linken Stabende her und einmal vom rechten. Die Zahl del' Ziffern, in denen 
beide Werte iibereinstimmen, ist ein MaB fiir die Genauigkeit, mit der wir die Eigenfunk
tionen erhalten haben. Wir werden dann das arithmetische Mittel beider Werte mit I~i) 
bezeichnen und mit diesem Wert weiterrechnen; d. h. wir nehmen den Ausgleich des Fehlers 
in den beiden mittleren Feldern 3 und 4 VOl'. 

a) Die erste Eigenfunktion. 
Aus (147) und (132) wurden die Durchbiegungen del' Knotenpunkte bestimmt. Es ergab sich 

(148) 

N) = + 14,347813' Q 
1~1) = + 24,409595 . Q 
1~1) = + 26,998749' Q 
1~1) = + 22,849514' Q 
n) = + 13,289793' Q 

{ von links 1~1) = + 27,365045 . Q 
von rechts t~l) = + 26,632453' Q 
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Ferner wurden aus (145) und (146) die Knotenpunkts-
tangenten bestimmt zu 

t&l)' = + 0,025068248' Q 
til)' = + 0,021616920' Q 
t~l)' = + 0,010594548' Q 

ersle Eigenfunklion fjJ/.:J Tur 12=1 
x---

Z J 'I- 5 
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(149) t~l)' = - 0,001372808' Q 
til)' = - 0,011304522' Q 
t~l)' = - 0,020107418' Q 
t~l)' = - 0,023188322' Q 

20 7000CTrL 
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Mit (148) und (149) konnte die erste Eigenfunktion Abb.12. 
sehr genau gezeichnet werden (vgl. Abb. 12). Fur die 
Zeichnung ist in diesem Fane wie bei allen weiteren Eigenfunktionen der willkurlich bleibende 
Proportionalitatsfaktor Q gleich 1 gesetzt worden. 

b) Die zweite Eigenfunktion. 
Die Knotenpunktsordinaten der zweiten Eigenfunktion folgen aus (147) und (133) zu 

ti2) = + 14,674342 . Q 

(150) 
t~2) = + 18,637686 . Q 
t~2) = + 9,5454337' Q 
ti2) = - 2,1542809' Q 

J von links t~2) = + 9,6665834' Q 
I von rechts t~2) = + 9,4242840' Q 

t~'1.) = - 5,8890676' Q 

t~2)' = + 0,027582155' Q 
li2)' = + 0,018382380' Q 
t~2)' = - 0,007052463' Q 

(151) n2 ), = - 0,020526765' Q 

\ 
ti2)'= -0,015105757·Q 
1~2)' = + 0,003700216' Q 
If)' = + 0,013124773' Q 

Der MaBstab der Zeichnung (vgl. Abb. 13) ist 
gleiche wie in Abb. 12. 

der 
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-s 

/(f;o/en! Z 6' 
O·~-+--~~--A---~~--

1000CTrL 
15 

20 
Abb.13. 

c) Die dritte Eigenfunktion. 
Die Knotenpunktsordinaten und -tangenten der dl'itten Eigenfunktion findet man zu 

ti3) = + 6,7326220' Q 

(152) 

(153) 

t~3) = 3,6120706' Q 
t~~) = - 3,0677001 . Q I I~q) = - 1,6523194' Q 
1~3) = + 2,4546963' Q 

t~3)' = + 0,014837679' Q 
tP)' = + 0,004459638' Q 
t~3)' = - 0,013229188' Q 
I~~)' = - 0,004578750' Q 
ti3)' = + 0,008031759' Q 
1~3)' = + 0,001779355' Q 
1~3)' = _ 0,007661929 . Q 

I von links 1~3) = - 3,0678616' Q 
I von rechts 1~3) = - 3,067 538 6 . Q 

-5 
driffe fijenTunkfion fJJr!:J Tur {!4 

~~0~-+--+7~--~~r-~--

J 5 

10 
1000CTrL 

Abb.14. 

Der MaBstab del' Zeichnung (Abb. 14) ist derselbe wie in Abb. 12 und 13. 
3* 
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d) Die vierte Eigenfunktion. 
Fiir die vierte Eigenfunktion ergibt sieh 

fi4) = + 5,8561201' Q 
f~4) = - 0,0700210' Q 

(154) f~4) = _ 0,9698385' Q {von links f~4) = -0,9699853· Q 
fi4) = + 3,3026524' Q von reehts f~4) = -0,9696917' Q 

f~4) = - 1,0279377' Q 

-10 ;-ierle &iJeflfIJflkfiO!7 ,;j:J ftlr (]=! f~4>' = + 0,01584' Q 
fi4)' = - 0,00097 . Q 

10 
1000Cm. 

Abb.15. 

(154a) 
f(4)' - - 0 01128 . Q 2 - , 

f~4)' = + 0,00906' Q 
fi4)' = - 0,00050 . Q 
f~4)' = - 0,00717' Q 
f~4>' = + 0,00827' Q 

Abb. 15, die den gleiehen MaBstab wie die Abb. 12 bis 14 hat, stellt die vierte Eigenfunk
tion im Bilde dar. 

(155) 

c) Die ftinfte Eigenfunktion. 
fi5) = + 3,7910469 . Q 
N) = -1,3690493 . Q 
f~5) = + 1,6283616 . Q {von links f~5) = + 1,6283447' Q 

von reehts f~5) = + 1,6283785' Q 
f~5) = - 0,14035861' Q 
f~5) = + 0,10317669 . Q 

fi/flffe fiiJeflilJ!7kfio!7 '1/l/iii!' (!=! 
2 x-

-~hS5 

f~5)' = + 0,01377 . Q 
fi5)' = - 0,00586' Q 
f~5)' = - 0,00052 . Q 
f~5)' = + 0,00336' Q 
n>' = - 0,00602' Q 
f~5)' = + 0,00584' Q 
h5)' = - 0,00614 . Q 

rp,(5JO--"(7l\:::7 
! 2 

(155a) 

IJ I I 

1000cm. 
Abb.16. 

Abb. 16 gibt ein Bild von dem Verlauf der fiinften Eigenfunktion. Der MaBstab der 
Ordinaten ist doppelt so groB wie bei Abb. 12 bis 15. 

(156) 

f) Die sechste Eigenfunktion. 
fi6) = + 2,5314650 . Q 
f~6) = - 0,92631475' Q {von links f~6) = + 1,26981256' Q 
f~6) = + 1,2698139 . Q von reehts f~6) = + 1,26981526' Q 
f~6) = - 1,0392043 . Q 
f~6) = + 0,61484857 . Q 

J'ecilSfe fige!7funkfion ,f:: fiJI' fl.~ 1 

2 x--

f:~ 
f~6)' = + 0,01267 . Q 
fiG)' = - 0,00862 . Q 
f~6)' = + 0,00711 . Q 
f~6)' = - 0,00712 . Q 
f~6)' = + 0,00555' Q 

'I I I 

1000cm 
Abb.17. 

(156a) 

f(6)' - - 000666· Q 5 - , 

f~6)' = + 0,00720' Q 

Abb. 17 zeigt das Bild der seehsten Eigenfunktion, wie es sieh aus den Knotenpunkts
ordinaten (156) und den Knotenpunktstangenten (156a) ergibt. Der MaBstab der Ordinaten 
ist der gleiehe wie in Abb. 16, also doppelt so groB wie der in den Abb. 12 bis 15. 
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(157) 

(157a) 

g) Die siebente Eigenfunktion. 
ji1) = + 2,4610103' Q 
If) = + 1,8170122' Q {von links 1(7) = -1 6476061. Q 
j<1)=-16476596'Q 3' 
3' von rechts 1(7) = - 1 647 713 1 . Q 
Ir) = + 3,5297002' Q 3' 

If) = - 2,0322787' Q 

1~7)' = + 0,02634' Q 
N)' = - 0,02441' Q 
Ir)' = + 0,02474' Q 
1~7)' = _ 0,01900' Q 

1 
Ir)' = + 0,01208' Q 
1~7)' = + 0,00501 . Q 
1~7)' = _ 0,01611 . Q 

Das Bild der siebenten Eigenfunktion (Abb. 18) ist im gleichen OrdinatenmaBstab 
gezeichnet wie die Bilder der fiinften, sechsten und achten Eigenfunktion (Abb. 16, 17, 19). 
Es ist auffallend, daB bei der siebenten Eigenfunktion die Maximalordinaten, die sonst mit 
wachsender Ordnung der Eigenfunktionen ziemlich regelmiiBig abnehmen, auBergewohnlich 
groB sind. Ahnliche Erscheinungen werden wir auch bei anderen zum siebenten Eigenwert 
gehOrigen GroBen finden (vgl. § 10 b und c, a77 und N7 ). 

(158) 

(158a) 

h) Die achte Eigenfunktion. 

I fiB) = - 0,021743125' Q 

I 1~8) = + 1,1907475 . Q { r 1 1(8) = -1060569660, Q 
1(8) _ • Q von In \:s 3 ' 

3 - - 1,0605736 von rechts j<8) = -1060577 582· Q 
1(8) - - 0079215588. Q 3' 4 - , 

N) = + 0,65851204 . Q 
odJfe flgenftJnktion r;: for (!~ 1 

1~8)' = + 0,01136' Q 
li8)' = - 0,01214 . Q 
1~8)' = + 0,00579 . Q 
1s8 )' = + 0,00334' Q 
fiB)' = - 0,00711 . Q 
f~8)' = + 0,00157 . Q 
168)' = + 0,00540' Q 

-2 x-roo/em A! /"\. 'C\, 5 5 
f~ ~v ~:;/'i-

/I 
L---J 

1000cm 

Abb.19. 

Damit finden wir fiir die achte Eigenfunktion das in Abb. 19 dargestellte Bild. Der 
MaBstab der Ordinaten in dieser Abbildung ist der gleiche wie in Abb .. 16 bis 18, also doppelt 
so groB wie der in den Abb. 12 bis 15. 

* * * 
Vergleicht man die beiden Werte, die sich jeweils fUr f~i) ergeben, wenn man einmal 

vom linken, das andere Mal vom rechten Ende des Stabes her rechnet, vergleicht man sie 
insbesondere bei den beiden ersten Eigenwerten, dann erkennt man, daB bei der ~estimmung 
der Nullstellen von Ll (A) eine auBergewohnliche Genauigkeit notig war, wenn man die Er
gebnisse der Rechnung auch nur auf drei bis vier Stellen genau haben wollte. 

i) Eine lUethode zur Identifiziernng der Eigenwerte. 
Wir konnten nach einem der Sturm-Liouvilleschen Satze und den Vorzeichen der 

Residuen der Pole schon vor dem Beginn der eigentlichen Rechnung mit Sicherheit die 
Ordnung jedes Eigenwertes angeben, den wir in einem bestimmten Intervall finden wurden. 
Wir konnten insbesondere mit Sicherheit sagen, daB sich links vom sechsten Pol acht und 
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nicht mehr als acht Nullstellen von Ll (2) befinden, daB also unterhalb der Schranke 19,09 '" 
genau acht Eigenwerte des Hilfsproblems liegen. Wir wissen daher mit Sicherheit, 
daB wir wirklich aIle Eigenwerte in dem untersuchten Intervall gefunden 
haben. 

In anderen Fallen wird unter Umstanden das hier angewandte Verfahren zur Identi
fizierung der Eigenwerte nicht zum Ziel fuhren. Dann kann man einen anderen Weg ein
schlagen, der nicht so elegant ist und erhebliche Rechenarbeit erfordert, dafiir abel' immer 
anwendbar ist. 

Angenommen z. B., wir wuBten nicht mit Sicherheit, ob die letzte von uns berechnete 
N ullstelle von Ll (2) wirklich die achte ist, ob wir nicht vielleicht eine oder ein Paar von 
Nullstellen ubersehen haben. Dann brauchten wir nur fur den letzten berechneten Eigen
wert 17,912 ... samtliclie Wurzeln der Gleichung cp'=O zu suchen. Diese Gleichung hat 
nach (144) die Form 

Av' cos Yvx,. + B,.· sin Yvxv + Cv = O. 

Dabei sind A", B" Cv , Yv innerhalb jedes Feldes Konstante. Diese GraBen muBte man nach 
(144) fiir jedes Feld zahlenmaBig bestimmen und fUr jedes Feld aIle Wurzeln del' letzten 

Gleichung im Intervall 0 ;;;;: _~v_ ;;;;: 1 bestimmen. Das macht grundsatzlich keine Schwierig

keiten. Hat man samtliche Wurzeln von q/ = 0, so hat man damit samtliche Extrema der 
untersuchten Eigenfunktion cpo Aus (143) muBte man dann zu jedem Extremum das Vor
zeichen der Ordinate bestimmen. (Auf den genauen Wert der Ordinate kommt es nichtan.) 
Zwischen jedem Maximum mit positiveI' Ordinate und dem nach links wie dem nach rechts 
benachbarten Minimum mit negativer Ordinate muB dann je genau eine Nullstelle von cp 
liegen. DaB man auf diese Weise wirklich aIle Nullstellen von cp erhalt, folgt aus dem RoIle
schen Satz, nach dem zwischen zwei Nullstellen einer stetigen und differenzierbaren Funktion 
ihre Ableitung mindestens einmal verschwinden muB. Und wir hatten vorausgesetzt, daB 
wir aIle Nullstellen von cp' ermittelt haben. Hat man auf diese Weise festgestellt, daB cp 
genau k innere Nullstellen besitzt, so folgt aus einem der Sturm-Liouvilleschen Satze, 
daB die Ordnung del' Eigenfunktion cp die (k + 1 )-te ist. Mit anderen Worten heiBt dies, 
daB der zu cp geharige Eigenwert 2 genau die (k + l)-te Wurzel del' Gleichung Ll (2) = 0 ist. 
Haben wir auBer diesel' Wurzel noch k kleinere positive Wurzeln von Ll (J,.) = 0 gefunden, 
so sind wir sichel', daB wir Imine Wurzel verloren haben. Haben wir jedoch weniger als k 
kleinere positive Wurzeln gefunden, so sind entsprechend viele Wurzeln ubersehen worden. 
Man kann dann durch Wiederholung dieses Verfahrens mit den ubrigen berechneten Eigen
werten feststellen, in welchem Intervall die ubersehenen Eigenwerte zu suchen sind. 

§ 10. Die Losung des Hauptproblems. 
Nachdem nunmehr das Hilfsproblem vollstandig ge]ast ist, kannen wir das Hauptproblem 

verhaltnismaBig einfach lOsen. An diesel' Stelle des Rechnungsganges erst beginnen die 
Zahlenbeispiele von F. und H. Bleich (vgl. "B" S. 29/3]) 

Wir machen fur y den Ansatz (13), del' hier noch einmal wiederholt sm: 

(159) y(x) = a1 . cpill (x) + a2 ' cpl21 (x) + as' cp(3) (x) + ... 
Dabei wollten wir uns naherungsweise mit einem hachstens dreigliedrigen Ansatz fiir 

y begnugen. Das fiihrte uns auf die Determinante (26) (oder genauer: auf endliche Teilstucke 
von ihr), zu deren Berechnung wir die GraBen Ni (17) und (J.ii (18) brauchen. Diese Glei
chungen lauteten fur den Fall stetiger Veranderlichkeit von S (x) 

n 
(160) (J. .. = 1: A . llil lUI 

'l J v V J..' 

v=o 

L 

(161 ) J (dmUI)2 . -
Ni=(X"-I)' S(x) * dx=(2'iI-1)·N;. 

o 



Die Transformation del' Eigenwerte bei proportionaler Veranderung der Stabkrafte. 39 

(160) bleibt ungeandert, wenn S feldweise konstant ist und sich von Feld zu Feld sprung
weise andert. In (161) miissen wir in diesem Fall das Integral iiber den ganzen Stab in eine 
Summe von Integralen iiber die einzelnen Felder zerlegen: 

L n Iv 

(162) -- J (d CP(i)) 2 """ - J (d CPljl) 2 Ni = S (x) --;;;--x dx = £.J S.· dX; dx,. 
o .=1 0 

AIle GraBen, die in (160), (161), (162) auftreten, sind uns nach der Losung des Hilfs
problems bekannt. Bevor wir jedoch mit der Berechnung der GraBen Ni und OCij beginnen, 
ist noch eine Frage zu klaren. 

a) Die Transformation del' Eigenwerte bei proportionaler Veranderung 
del' Stabkrafte. 

AIle unsere Berechnungen sind fUr die gegebenen, im Stabe maximal tatsachlich auf
tretenden Stabkrafte S. durchgefiihrt. Fiihren wir die Rechnung so zu Ende, so erfahren 
wir, wie groB die Stiitzensicherheit bei den maximal auftretenden Stabkraften ist. Eine ganz 
andere Frage ist jedoch, um das wievielfache die maximalen Stabkrafte iiberschritten werden 
diirfen, ohne daB der Stab bei gegebenen Stiitzenwiderstanden ausknickt. 

Will man sicher sein, daB die Stabkrafte gefahrlos noch den k-fachen Betrag der maximal 
erwarteten GroBe S (x) annehmen konnen, so muB man statt S die Stabkraft k· S in die 
Rechnung einfiihren. Ergibt sich auch dann noch die Stiitzensicherheit (eben die am Ende 
des § 3 eingefiihrte GroBe p) groBer als 1, so ist der Stab auch bei k-facher Belastung noch 
knicksicher. Mathematisch ergibt sich da:raus die Frage: Wie andern sich aIle von uns berech
neten GraBen, insbesondere die Eigenwerte ').(i) und Eigenfunktionen q/i) des Hilfsproblems, 
wenn wir aIle Stabkrafte Sv gleichzeitig mit k multiplizieren? 

Fiir die Eigenwerte und Eigenfunktionen konnen wir die Frage unmittelbar aus der 
Differentialgleichung E I cp" + '). S cp = 0 beantworten, wenn wir sie in der Form E I cp" + 
(').jk) . (k S) cp = 0 schreiben. Bezeichnen wir aIle GraBen des transformierten Problems mit 
einem Stern, so folgt aus dem Vergleich der beiden miteinander identischen Differential
gleichungen, da aIle Randbedingungen homogen sind, unmittelbar: 1st 

S: = k· S,., 
so ist 

1(i)* _ ~. 1(i) 
/I. - k /I. , 

cp;i)* (x) = cp~i) (x) . 

Wir wollen jedoch weiter feststellen, wie sich die Transformation auf die einzelnen GraBen 

unserer Rechnung auswirkt. Wir fiihren daher S: = k· Sv, ').(0* = {. ').(i) und die daraus 
folgende Beziehung 

in die Gleichungen des Paragraphen 4 ein. Aus (32), (33), (34) folgt sodann sukzessive 

Dagegen ergibt sich aus (31) und (38) 

£*=-t-·£· 
Weiter folgt 

a* a 
v,v+l v,v+l 

7il*=)!i> 
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Das bedeutet, daB sich die Gleichungen (I) bis (V) uberhaupt nicht andern. In Gleichung (VI) 
erhalt jeder Summand den Faktor 11k, der sicher nicht verschwindet, also herausgehoben 
werden kann. Das ganze Gleichungssystem (I) bis (VI) bleibt demnach bei dieser Trans
formation ungeandert. Daher andern sich auch die durch dieses Gleichungssystem be
stimmten Momente M. nicht: 

Aus (36) folgt sodann, da Q nur die Rolle eines willkiirlich bleibenden Proportionalitats
faktors spielt, l von der Transformation gar nicht beruhrt wird, die M(i) und das Produkt 
A,(i). Sv dabei ihren Wert nicht andern, daB auch die Durchbiegungen· der Knotenpunkte 
ungeandert bleiben: 

f (i)* = f(i) 
v v • 

Aus (160) folgt weiter, daB die (Xij ihren Wert nicht andern: 

(X7j = (Xij' 

BIeiben die Eigenfunktionen, wie wir sahen, ungeandert, so gilt das gleiche fur ihre Diffe
rentialquotienten. Also folgt aus (161) 

Nt = (}.(i)* -1) ·Nt = (! .A,(i)-I). i (k' Sv)' jV (d:~~*r dx. = (A,(i)_ k)· ± Sv' /' (~~J2 dx, 
.=1 0 .=1 0 

(163) 

Man beachte, daB in dieser Gleichung ~ die nach (162) mit einfachen Stabkraften 
berechneten GraBen sind und ebenso A,(O die zu den einfachen Stabkraften sich ergebenden 
Eigenwerte, so daB die Abhangigkeit von k sich einzig in dem in (163) explizit auftretenden k 
ausdruckt. 

Zusammenfassend konnen WIT sagen: Wollen WIT mit k-facher Stabkraft rechnen statt 
mit einfacher, so konnen wir aIle fur einfache Stabkraft berechneten GraBen benutzen. 
Von denjenigen GraBen, die wir fur unsere weitere Rechnung brauchen, bleiben die M~i), 
f~il, rp~i)(X,.), (Xij ungeandert. Einzig die GraBen Ni andern sich, aber auch sie transformieren 
sich in der einfachsten Weise. 

Wir werden die Rechnung zunachst parallel fur zwei FaIle durchfiihren, einmal mit 
einfacher Stabkraft und zweitens mit doppelter, also mit k = 2. Der zweite Fall entspricht 
zweifacher Knicksicherheit. Die Werte (Xij brauchen wir dabei nur einmal zu berechnen; 
sie gel ten dann in beiden Fallen. Fur die GraBen ~ haben wir 

(164) ~=(A,(i)-1)'~' Ni=(A,(i)-2)·Ni . 

b) Die Werte aij • 

Wir werden im folgenden, wie bereits mehrfach erwahnt, ein einfaches Kriterium ableiten, 
nach dem man die in Betracht zu ziehenden Kombinationen von Eigenfunktionen 1 und 
damit die Zahl der zu berechnenden Werte (Xij von vornherein stark beschranken kann. 
In diesem Fall aber soIlte das Bleichsche Verfahren von allen Seiten untersucht und dar
gestellt werden. Zu den spateren Darstellungen brauchen WIT aIle in den betrachteten Be
reich fallenden Kombinationen je dreier benachbarter Eigenfunktionen, und deshalb wurden 
auch samtliche in Frage kommenden Werte (Xij berechnet. Obgleich, wie in § 3 begrundet 
wurde, in unserem Fall die von F. und H. Bleich empfohlenen Kombinationen rein sym
metrischen und rein antimetrischen Charakters unverwendbar sind, sollen auch sie zum Ver
gleich mitgerechnet werden. Das waren also die Kombinationen 1, 3, 5; 2, 4, 6; 3, 5, 7; 4, 6, 8. 

1 Wir schreiben im folgende:l kurz "Kombination p, q, r" fUr den Ansatz 

y = ap ' q/P) (x) + aq · rp(q) (x) + ar ' rp(r)(x). 
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Die Berechnung der lXii erfolgt nach (160), wobei die Stiitzenwiderstande Av der Tabelle A 
(§ 1) zu entnehmen sind. Die Ergebnisse sind im folgenden zusammengestelIt. 

lXu = + 20808,6507 
1X12 = + 8184,3822 1X22 = + 8144,9877 
1X13 = + 2086,2719 1X23 = + 1738,06033 

lXu = + 1278,99471 
1Xl5 = + 815,19443 

1X26 = + 426,02218 
1X33 = + 1010,21795 
1X34 = + 541,05236 1X44 = + 606,89927 

(I) 1X35 = + 302,96554 1X45 = + 320,23698 
1X46 = + 184,80896 

1X37 = + 236,77201 
1X4S = - 8,173217 

IXss = + 256,92670 
1X56 = + 175,712792 1X66 = + 130,649911 
IXS7 = + 88,717940 1X67 = + 18,370905 

1X6S = - 14,921185 

l 
1X77 = + 289,12823 
1X7S = + 10,034845 IXss = + 30,598518. 

AuffalIend ist die GroBe von 1X77 , die den auBergewohnlich groBen Ordinaten der 
siebenten Eigenfunktion entspricht (vgl. § 9 g). 

c) Die Werte N i , Ni und Ni. 
Die Werte N;, Ni und N; werden aus (164) und (162) berechnet. Die Werte N; teilen 

wir besonders mit, da sie den spateren Rechnungen fiir beliebig proportional veranderliche 
Stabkrafte zugrunde liegen. Die Integration in (162) kann in geschlossener Form ausgefiihrt 
werden. Quadriert man (144), integriert von 0 bis lund multipliziert mit Sv, so erhalt man 

1 

S . r (d cp~i»)2 d X = __ ,_1_ -, ,[-~ tl(i)' . (z(i) --L sin Z(i) cos Z(i») + ~ V(i)'. (Z(i) _ sin Z(i) cos z(i») + 
v. d Xv v l },,(')' S z(,) 2 v "I V v 2 v v v v 

o . . p v 

+ l2 • Z(i) + tl(i) vii) • sin2 Z(i) - 2 1I(i) l· sin z(i) - 2 v(i) l • (1 - cos z(i»)] • 
v 1!V V V V V v 

Es ergeben sich die folgenden Werte: 

Fur beliebiges Vielfache 
der Sta bkrafte gil t: 

Nl = + 494,65863 

N2 = + 322,183424 

(K) ~ 
Ns =+ 91,189948 

N4 =+ 95,441923 

N5 =+ 48,525782 

N6 =+ 65,310971 

N7 = + 390,250472 

Ns =+ 52,363121 

Fur einfache Sta bkriifte 
(Ie = 1) folgt: 

NI =- 375,70807 

N2 =+ 26,293389 

N3 =+ 138,27287 

N4 =+ 337,85944 

Ns =+ 290,27702 

N6 =+ 539,52884 

N7 = + 4964,1985 

Ns =+ 885,61265 

Fur doppelte Stabkridte 
(k = 2) folgt: 

N{ = - 870,36670 

N; = - 295,89003 

N; = + 47,082920 

N; = + 242,41752 

N/, = + 241,75124 

N;=+ 474,21787 
N; = + 4573,9480 

N; = + 833,24953 

Auch hier falIt die auBergewohnIiche GroBe von N7 auf (vgl. § lOb und § 9g). 

Offensichtlich sind die GroBen N; [vgl. (162)] positiv definit und konnen nur fiir cp - const 
verschwinden. Die Ni konnen also nur dann negativ werden, wenn },,(i) - k < 0 ist. Diese 
Feststellung wird uns im folgenden die Moglichkeit zu einer wesentlichen Vereinfachung 
der Rechnung bieten. 
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d) Die kleinste positive Wurzel der Gleichung J (13) = O. 
Wir haben nun mit jeder Kombination, die wir zur Untersuchung heranziehen wollen, 

die Determinantengleichung (26) LI (fJ) = 0 zu losen und ihre kleinste positive Wurzel zu 
suchen. Diese Gleichung soIl zunachst aIlgemein untersucht werden, und zwar fiir ein be
liebiges Vielfache k der Stabkrafte. 

Wir beginnen mit der denkbar grobsten Naherung, die zwar praktisch meist ganz un
brauchbar sein wird, aber aIle grundsatzlichen Probleme in besonders einfacher und durch
sichtiger Form zeigt, indem wir die Biegelinie y durch eine einzige Eigenfunktion anzu
nahern suchen: 

(166) 

Gleichung (26) wird in diesem FaIle einfach 

r IXpp + Np ' fJ = 0, 

(167) 1 fJ = - rJ.;;. 
Offensichtlich kann sich fJ nur dann positiv ergeben, wenn Np < 0 ist. Denn nach (160) 

sind die lXii positiv definit, da die Stutzenwiderstande A. wesentlich positive GroBen 
sind: 

(168) IX' . = A . l(i)2 + A . l(i)2 + A . l(i)2 + ... + A . I(i)' 
H 00 11 22 n n' 

Die GroBe Np = (",(P) -k)' Np kann aber nach dem unter c) Bemerkten nur dann negativ 
werden, wenn ).(P) < kist. Da die ).(i) als Eigenwerte eines Randwertproblems vom Sturm
Liou villeschen Typus mit wachsender Ordnungszahl i iiber aIle positiven Schranken 
wachsen, brauchen also nur endlich viele Ansatze der Form (166) untersucht zu werden. 
Es brauchen daher von vornherein nur diejenigen Eigenwerte berechnet zu werden, die 
kleiner als die geforderte Knicksicherheit k sind: 

(169) 

Wiirde man bei unserem Problem zweifache Knicksicherheit fordern, so waren (vgl. 
TabeIle H) nur die beiden ersten Eigenwerte zu berechnen, da schon del' dritte groBer als 2 
ist. Wiirde nur einfache Knicksicherheit gefordert, so brauchte sogar nur der erste Eigen-
wert berechnet zu werden, da schon der zweite groBer als 1 ist. . 

Der kleinste Eigenwert ).(1) des Hilfsproblems bestimmt die Knicklast des Hilfsstabes, 
also des Stabes nach Entfernung aIler elastischen Zwischenstiitzen. 1st die geforderte Knick
sicherheit kleiner als der erste Eigenwert, so wiirde demnach der Hauptstab selbst beim 
Fehlen der Zwischenstiitzen nicht ausknicken. Beim Vol'handensein del' Stiitzen ist er dann 
also a fortiori knicksicher. Gleichung (167) ergibt in diesem Fall fiir keinen Wert von p 
ein positives fJ. Das heiBt: Aus der Bleichschen Fragestellung konnen wir dann unmittel
bar keine Antwort mehr auf die Frage nach der Stiitzensicherheit erhalten. Das ist nicht 
verwunderlich, da ja diese Fragestellung lautet: Mit welchem Proportionalitatsfaktor l/fJ 
miissen die Stutzenwiderstande multipliziert werden, urn das System an die Knickgrenze 
zu bringen. 1st aber die geforderte Sicherheit kleiner als der kleinste Eigenwert des Hilfs
problems, ist also der Stab selbst nach Entfernung aller elastischen Stiitzen knicksichel', 
so gibt es eben keinen positiven Faktol' l/fJ, der das leisten konnte. 

Nach (167) und (168) kann fJ auch im allgemeinen nicht verschwinden. Anderungen der 
Stiitzenwiderstande Av andern nach (168) zwar den Wert von <l.pp und damit nach (167) 
auch den Wert von fJ, konnen aber das Vorzeichen von IXpp und damit das Vorzeichen von fJ 
nicht andern. Sie konnen also niemals eine evtl. vorhandene sehr kleine negative Wurzel 
fJ durch Null zu positiven Werten fiihren. Darin driickt sich aus, daB durch geringfiigige 
Anderungen der Stiitzenwiderstande ein stabiles System nicht instabil werden 
kann, wenn es sich nicht von vornherein unmittelbar an der Stabilitatsgrenze 
befand. ,Durch eine Anderung von k, d. h. von Np kann fJ zwar von positiven zu negativen 
Weden gefiihrt werden, aber, wie aus (167) folgt, niemals iiber Null sondern nul' iiber Unend
lich. Darin drlickt sich die Tatsache aus, daB auch durch geringfiigige Anderungen 



Die kleinste positive Wurzel der Gleichung Li ({n = o. 43 

der Stabkrafte ein stabiles System niemals instabil werden kann, wenn es sich 
nicht von vornherein unmittelbar an der Stabilitatsgrenze befand. 

fl kann nach (167) nur dann verschwinden, wenn ('J.pp verschwindet. Und das ist nach 
(168) nur dann maglich, wenn aIle W) gleichzeitig verschwinden, d.h. wenn esEigenfunktionen 
des Hilfsproblems gibt, die in j edem Knotenpunkt eine Nullstelle haben. 1m allgemeinen 
wird das nicht der Fall sein. Bei sehr weitgehender Symmetrie des Systems kann dieser 
}1'all jedoch eintreten. Wir werden weiter unten naher darauf eingehen (vgl. § 11, d). 

Sodann stellen wir die Biegelinie naherungsweise durch die Uberlagerung zweier Eigen
funktionen des Hilfsproblems dar: 

(170) y = ap' rp(P) (x) + aq' rp(q) (x). 

Dabei bedeuten p und q (q> p) zwei natiirliche Zahlen, die nieht notwendig aufeinander 
zu folgen brauchen. Gleichung (26) wird dann 

(171) X(tJ) ~ 1 ((Xpp + Np' 1'1) (Xpq 1 = 0. 
(Xqp ((Xqq + N q· fl) 

Daraus ergibt sieh 

(172) Np Nq· fl2 + (Np' (Xqq + Nq· (Xpp)' fl + ((Xpp (Xqq - (Xffiq) = 0, 

(173) fl i = - -~. (~p'L + _r:f.IlIl_') ± 1. 1 /('~pp_ + r:f.qq)2 _ 4. r:f.pp r:f.qq - r:f.~q • 
2 2 Np Nq 2 V Np Nq Np Nq 

Wir behaupten zunaehst, daB der Ausdruck (Xp p (Xq q - (X~ q positiv definit ist, wie auch 
die Indizes p und q gewahlt sein magen. Urn dies nachzuweisen, setzen wir fiir die ('J. nach 
(160) ihre Ausdriicke in den tv ein und ordnen naeh den auftretenden Produkten AI' ' A v· 
Es zeigt sieh, daB die Beiwerte der A; identisch versehwinden, und man erhalt endlieh 

1 
t~P) t~P) 12 \ t6P) t<t) 12 I i~) tit) 12 \ t~) t<:}:) \2 

(174) (Xpp (Xqq- (X~q = Ao·A I · hq) N)i + Ao' A 2' t~q) N) + Ao' A 3 '1 t~) t~q) +". + Ao' An' t~q) f<;{) 

\ 
fiP) t~P) \2 \ t~P) tit) 12 I t~P) f<:}:) 12 + AI' Az ' N) f~q) + AI' A 3 • N) f~q) + ... + AI' An . I tiq) t~q) 

+... +".+ ... 

Da die Av wesentlich positive GraBen sind, folgt aus (174) die Behauptung. Wie bei 
eingliedrigem Ansatz ergibt sieh damit aus (172), daB keine positive Wurzel dieser Gleichung 
dureh proportionale Anderung der Stutzenwiderstande in negative Werte libergefiihrt 
werden kann, und daB der Vorzeichenwechsel einer solchen Wurzel, det durch Anderung des 
Stabkraftvielfachen k herbeigefiihrt werden kann, niemals iiber Null, sondern stets liber 
Unendlich erfolgt. 

Da nach (174) (Xpp(Xqq - (X~q und nach (168) (Xpp und (XlJq positiv definit sind, folgt nach 
(173) fiir die Vorzeiehen der beiden Wurzeln I'll und fl2: 

k < },(P); Np > 0, Nq> 0; fli < 0, 
k = ?c(p); Np = 0, Nq > 0; fli = =t==, 

(175) ?c(P) < k < ?c(q); Np < 0, Nq > 0; flI> 0, 
k=A(q); Np<O, Nq=O; flI>O, 

A(q) < k Np < 0, Nq < 0; flI> 0, 

fl2 < ° 
fl2 < ° 
fl2 < ° 
fl2 = =t= = 
fl2> ° 

Man braucht daher von vornherein die Eigenwerte des Hilfsproblems nur bis zum ersten 
Eigenwert zu berechnen, der graBer als die verlangte Knicksieherheit kist, wenn man 
Kombinationen je zweier benachbarter Eigenfunktionen betrachtet, bzw. bis zum zweiten 
Eigenwert, der graBer als kist, wenn man mit rein symmetrischen und rein antimetrischen 
Kombinationen rechnen will. 
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1m Faile unseres Beispiels brauchte man also bei doppelten Stabkraften nur die drei 
ersten Eigenwerte zu berechnen. 

Nach (174) kann rt.pp rt.qq -r4q nur dann verschwinden, wenn samtliche zweireihigen 
Unterdeterminanten der Matrix 

I lir) liP) l<t) . . . IC:2.1 Ie:) I 
I (q) I(q) f(q) I(q) I(q) 
o 1 .2 ... n-l n 

gleichzeitig verschwinden, d. h. wenn es mindestens eine Eigenfunktion cp(P) (x) des Hills
problems gibt, die an allen Knotenpunkten des Stabes NuIlstellen besitzt, oder wenn es 
mindestens zwei Eigenfunktionen gibt, deren Knotenpunktsordinaten einander proportional 
sind (vgl. § 11 d). 

In noch besserer Annaherung stellen wir die Biegelinie durch die Uberlagerung drejer 
Eigenfunktionen des Hilfsproblems dar: 

(176) y = ap ' cp(P) (x) + aq ' cp(q) (x) + ar • cp(r) (x). 

p, q und r bedeuten dabei drei naturliche Zahlen, die nicht notwendig aufeinander zu folgen 
brauchen (r> q > p). Dann wird Gleichung (26) 

(rt.pp +Np ·{3) rt.pq 

(177) Li ({3) ~ rt.qp (rt.qq + N q • (3) 

Daraus ergibt sich fUr {3 eine kubische Gleichung 

(178) 

mit folgenden Beiwerten: 

r B3=+ NpNqNr 

B 2 = [NqNr • rt.pp + RrNp ' rt.qq + Np N q • rt.rrJ 

rt.pr 

rt.qr 

(rt.rr + N r . (3) 
=0. 

(179) 1 Bl = + [Np ' (rt.qq rt.rr - rt.~r) + N q · (rt.rr rt.pp - rt.;p) + NT' (rt.pp rt.qq - rt.;q)] 

Bo= + [rt.p l' (rt.qq rt.rr-rt.;r) + rt.qq (rt.rrrt.pp - rt.;p) + rt.rr (rt.1'P rt.qq - rt.1'q)2 - 2 (rt.pp rt.qqrt.rr- rt.p q rt.qr rt.rp)J 

Bo ist hier eine homo gene Form sechsten Grades in den Iv. Wir behaupten wiederum, 
daB sie positiv definit ist. Setzt man in Bo fur die rt. ihre Ausdrucke nach (160) ein und ordnet 
nach den auftretenden Produkten A" . AI-' . Av, so findet man, daB die Beiwerte der AX 
und der Ax' AI-' samtlich identisch verschwinden, und man erhalt 

(180) 

hP) I~}) I~P) 

Bo = .L A; . . AI-" Av' !lq) !~q) !;q) 
/" (-!,v 

wobei die Summe uber aIle Kombinationen dreier verschiedener Indizes A, p, 'V von Null 
bis n zu erstrecken ist. Damit ist der positiv definite Charakter von Bo bewiesen. Wir 
schlieBen daraus wie vorher auch fur den Fall der Kombinationen zu dritt: Eine kleine 
proportionale Anderung der Stutzenwiderstande oder der Stabkrafte kann 
ein System, das sich nicht von vornherein an der Stabilitatsgrenze befand, 
niemals instabil machen. 

Aus (180), (174) und (168) folgt, daB fur k < A(P) aIle GraBen Bv in (179) positiv werden, 
(178) also keine positive Wurzel haben kann. Daraus ergibt sich ahnlich wie vorher: 1st 
A(P) der groBte Eigenwert des Hilfspro blems, der kleiner als die verlangte Knick
sicherheit kist, so braucht man die Eigenwerte bei Kombination je dreier be
nachbarter Eigenfunktionen nur bis einschlieBlich A(p+2) zu berechnen (bzw. bei 
rein symmetrischen und rein antimetrischen Kombinationen zu dritt nur bis 
einschlieBlich A(P+4»). 
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FUr die Vorzeichen der drei Wurzeln von (178) ergibt sich ~us Uberlegungen, die den 
friiheren entsprechen: 

(l81) 

k < A,(P); 

k=A,(P); 
A,(p) < k < A,(q); 

k = A,(q); 

A,(q) < k < A,(r); 

k = A,(r); 

iter) < k 

Np > 0, 
Np=O, 

Np < 0, 
Np < 0, 
Np < 0, 
Np < 0, 
Np < 0, 

Nq > 0, 
Nq> 0, 
Nq > 0, 
Nq=O, 

Nq < 0, 
Nq < 0, 
Nq < 0, 

N,. > 0; 
N,. > 0; 
Nr > 0; 
N,. > 0; 
Nr > 0; 
N,. = 0; 
N,. < 0; 

PI < 0, 
PI ==Foo, 
PI> 0, 
PI> 0, 
PI > 0, 
PI> 0, 
PI> 0, 

P2 < 0, 
P2 < 0, 
P2 < 0, 
P2 ==Foo, 
P2> 0, 
P2> 0, 
/32> 0, 

Pa < 0 
Pa < 0 
P3 < 0 
P3 < 0 
Pa < 0 
Pa ==F 00 

Pa> 0 

Nach (180) kann Bo nur verschwinden, wenn aIle dreireihigen Unterdeterminanten der 
Matrix 

I (P) I(P) ItP) I(P) I(P) o 1 2 ... n-I n 

I (q) I(q) I(q) I(q) I(q) o 1 2 •.. n-I n 

1 ('1') 1('1') 1('1') 1('1') 1('1') o I 2 ... n-I n 

gleichzeitig verschwinden. Auf die Bedeutung dieses Falles kommen wir, wie gesagt, in 
§ 11 d zuriick. 

e) Die Stiitzensicherheit. 
Da in unserem FaIle A,(3) bereits graBer als 2 ist (vgl. Tabelle H), scheiden nach unseren 

allgemeinen Betrachtungen bei doppelter Stabkraft die Kombinationen 3, 4, 5 - 4, 5, 6-
5,6,7 - 6,7,8 - 3,5,7 und 4, 6, 8 aus der weiteren Rechnung aus, da sie keine positive Wurzel P 
ergeben kannen. Bei einfacher Stabkraft scheiden auBerdem noch die Kombinationen 2, 3, 
4 und 2, 4, 6 aus, da A,(2) bereits graBer als 1 ist. Wir hatten also, da nach friiheren Uber
legungen die rein symmetrischen und rein antimetrischen Kombinationen in unserem Fall 
nicht in Betracht kommen, von vornherein nur die vier ersten Eigenwerte zu be
rechnen brauchen (also gerade die, die die wenigste Miihe machen), wenn es uns lediglich 
auf die Untersuchung der Stabilitat des vorgelegten Stabes angekommen ware. 

Die weitere Rechnung mage zuerst fiir doppelte Stabkraft durchgefiihrt werden, also 
mit den Werten Ni aus Tabelle K. Es ergab sich fUr die 

Kombination 1,2,3. 
Bo = + 64592482000 
BI = - 4638328400 
B2 = - 363505420 
Ba = + 12125398 

Die Gleichung hat nach (181) eine negative und zwei positive Wurzeln. Die kleinere 
positive Wurzel wurde bestimmt zu 

(182) PI = + 9,2720809. 

Weiter ergab die Rechnung fUr die 

Kombination 2,3,4. 
Bo = + 1528941800 
BI = + 1323283000 
B2 = + 12047864 
Ba = - 3377207,3 Abb.20. 

Die Gleichung hat nach (181) eine positive und zwei negative Wurzeln. Bezeichnen wir 
die linke Seite von (178), dividiert durch B 3 , mit F (P), so hat die Kurve F (P) bei positiven 
Abszissen ein Minimum mit negativer Ordinate (vgl. Abb. 20). Die Abszisse des Minimums 
wurde zu 12,68 berechnet. Die einzige positive Wurzel {32 muB offenbar rechts von diesem 
Minimum liegen. Da schon die Abszisse des Minimums groBer als PI ist [vgl. (182YJ, so eriibrigt 
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sich eine genauere Bestimmung des W·ertes von ~2' da wir den kleinsten aller Werte Pi 
suchen. Wir stellen also lediglich fest: 

(183) {J2> 12,68> {JI· 

Dadurch scheidet auch die Kombination 2, 3,4 aus del' weiteren Rechnung aus. Damit 
ware unsere Aufgabe an sich schon gelost. Doch sollen, wie bereits bemerkt, zum 
Vergleich auch noch die von F. und H. Bleich empfohlenen Kombinationen 1,3,5, die 
rein symmetrischen Charakter hat, und 2,4, 6, die rein antimetrischen Charakter hat, 
gerechnet werden. 

Kombination 1,3,5. 

Bo = + 2731843000 
BI = + 4104103700 
B2 = + 13760519 
B3 = - 9906822,2 

Die Gleichung hat nach (181) ebenfalls eine positive und zwei negative Wurzeln. Del' 
Charakter des Verlaufs del' Kurve F (fJ) ist del' gleiche wie del' in Abb. 20 dargestellte. Die 
Abszisse des Minimums ergibt sich zu + 12,2. Damit erlibrigt sich eine genauere Bestim
mung del' positiven Wurzel fJ3. Sie wurde grob geschatzt zu ungefahr 25. 

(184) fJ3> 12,2> fJ1 
Endlich wurde noch berechnet die 

Kombination 2,4,6. 

Bo = + 245167790 
BI = + 1769022540 
B2 = + 841808100 
B3 = - 34015139 

Auch diese Gleichung hat nach (181) eine positive und zwei negative Wurzeln, und wieder 
ist del' Verlauf del' Kurve F(fJ) generell del' in Abb. 20 dargestellte. Die Abszisse des Mini
mums wurde zu + 17,5 berechnet, die positive Wurzel fi4 grob auf etwa 37 geschatzt. Es folgt 

(185) 

In diesem Fall ist die eine negative Wurzel dem Betrage nach so klein (~-0,13), daB 
man die groBten Bedenken fill die Stabilitat des Systems haben mliBte, wenn wir uns nicht 
im vorigen Abschnitt (§ IOd) schllissig davon liberzeugt hatten, daB diese Wurzel unter 
keinen Umstanden durch geringfligige Anderung del' Stlitzenwiderstiinde odeI' del' Stab
krafte libel' Null zu positiven Werten geflihrt werden kann. 

Damit sind aIle in Betracht zu ziehenden Kombinationen zu dritt flir den Fall verdoppelter 
Stabkrafte berechnet. Aus (182) bis (185) folgt, daB die kleinste liberhaupt sich ergebende 
positive Wurzel P1 ist: 

(186) fJ = fJI = 9,27. 

Gleichung (186) besagt, daB die geforderte zweifache Knicksicherheit liber
reichlich gewahrleistet ist. 

Mathematisch besagt sie, daB selbst dann, wenn aIle Stabkrafte doppelt so groB wlirden 
wie sie unter Berlicksichtigung aller denkbaren Belastungsmoglichkeiten maximal werden 
konnen, daB selbst dann noch die elastische Stlitzung neunmal weichel' gemacht werden 
mliBte als sie ist, um das System an die Knickgrenze zu bringen. Praktisch ist das natlirlich 
nicht realisierbar, da dann die FlieBgrenze langst liberschritten ware. 

Damit ist die gestellte Aufgabe gelost. Es bleibt nur noch librig, zum Vergleich 
die einzige Kombination dreier benachbarter Eigenfunktionen zu untersuchen, die sich bei 
einfacher Stabkraft als moglich erwies, die Kombination 1,2,3. Auf die Berechnung 
del' einzigen sonst noch bei einfacher Stabkraft moglichen Kombination zu dritt, 1, 3, 5 
kann nach den Ergebnissen del' vorangehenden Rechnung verzichtet werden. Die positive 
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Wurzel muB bei diesel' Kombination wesentlich groBer werden als bei del' Kombination 
1,2,3. Bei einfacher Stabkraft steht also in unserm Fane von vornherein fest, daB die -
nach (181) einzige - positive Wurzel del' Kombination 1, 2, 3 die Stiitzensicherheit 
bestimmt. Es ergibt sich fiir diese Kombination: 

Bo = + 64592482000 
Bl = + 12655089000 
B2 = - 357460360 
Ba = - 1365947,7 

Die positive Wurzel wurde berechnet zu 

(187) tfl = tJ = 35,63. 
Del' Vergleich mit (186) zeigt: Wird doppelte Knicksicherheit im iiblichen Sinne, d. h. 

in bezug auf die Stabkriifte gefordert, so geht die Stiitzensicherheit keineswegs auf die Halfte 
zuriick, sondern z. B. in unserem Fall auf etwa den vierten Teil. Die Forderung zweifacher 
Knicksicherheit im Sinne del' Sicherheit bei verdoppelten Stabkriiften ist also etwas ganz 
anderes als die Forderung zweifacher Sicherheit del' Stiitzenwiderstande bei einfacher Stab
kraft. Daraus folgt, daB bei dem Bleichschen Verfahren die Bestimmung del' Stiitzen
sicherheit stets unter Beriicksichtigung des geforderten Sicherheitsfaktors zu erfolgen hat. 
Nur wenn sich dann fJ > 1 ergibt, erfiillt das System die geforderten Stabilitatsbedingungen. 

Del' Vergleich von (184) und (185) mit (182) zeigt, welchen Fehler man machen wiirde, 
\venn man nach dem Vorgang von F. und H. Bleich nul' Kombinationen rein antimetrischen 
odeI' rein symmetrischen Charakters zum Vergleich heranziehen wiirde. Man erhielte eine 
viel zu groBe Zahl fiir die Stiitzensicherheit und konnte dadurch unter Umstanden in die 
Lage gebracht werden, ein instabiles System als stabil anzusehen. Diese Methode ist nur 
(dann abel' auch sichel') am Platze, wenn das zu untersuchende System und seine Belastung 
selbst symmetrisch sind. Ubrigens wird sie bei F. und H. Bleich auch nur auf solche FaIle 
angewendet, da andere Beispiele. iiberhaupt nicht behandelt werden. 1st das zu unter
suchende System odeI' seine Belastung nicht symmetrisch, so muB man jeweils drei be
nachbarte Eigenfunktionen kombinieren, wenn man sich nicht gefiihrlichen Fehlschliissen 
aussetzen will. 

§ 11. Die Knickgrenze bei proportionaler Andernng 
der Stabkrafte nnd der StUtzenwiderstande. 

a) Die Knickgirlande. 
Mit Hilfe del' in § 10d gewonnenen Ergebnisse kann man mit verhaltnismaBig wenig 

Miihe einen guten Einblick in das Verhalten des untersuchten Stabes bei proportionaler 
Anderung del' Stabkriifte und del' StiitzenwideTstande gewinnen. WiT halten zunachst 
die Stiitzenwiderstiinde, also die GraBen lI.ij fest und lassen den Proportionalitatsfaktor k 
der Stabkrafte alle positiven Werte von Null bis Unendlich durchlaufen. Praktisch be
schranken wir uns dabei auf das 1ntervall bis etwa zum sechsten Pol del' Determinante Ll (A), 
also auf 0;;;; k;;;; 20. Wir werden sehen, daB wir das Gebiet sogar noch weiter einschranken 
konnen. Wir beginnen die Rechnung wieder mit dem Ansatz (166), also mit del' Approxi
mation del' Biegelinie durch eine einzige Eigenfunktion. 

Nach (167) berechnen wir fiir p = 1,2, ... , 8 zu einer groBeren Anzahl von Werten k 
im 1ntervall AfP) < k;;;;;; 20 die zugehorigen positiven Werte fJ. Die lI.pp entnehmen wir del' 
Tabelle I, die Werte Np del' Tabelle K und berechnen die Np aus Np = (A(P) - k) . Np- Wir 
erhalten acht Hyperbeln (vgl. Abb. 21). Die Abszissen ihrer senkrechten Asymptoten sind 
die acht ersten Eigenwerte unseres Hilfsproblems. An jeder Stelle k bestimmt del' dort 
niedrigste Kurvenzweig die Stiitzensicherheit p. Bei k = 5 etwa erhalt man 

aus del' Kurve fiir A(l); fJ = 8,84 
"0' " A(2): fJ = 6,46 
" "" A(3): fJ = 4,48 
" " " "A(4): fJ = 13,82. 
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Die SWtzensicherheit ist also 13 = 4,48 und wird durch den Ansatz y = as' cp(3) (x) geliefert. 
Zu beliebigem k bestimmt der girlandenartige untere Rand der Hyperbelschar in Abb. 21 
die Stiitzensicherheit. Wir nennen ihn kurz die Knickgirlande. 

1st die Stiitzensicherheit groBer als 1, wie im Beispiel, so knickt der Stab nicht aus. Er 
bleibt unverformt. Es gibt nun zwei Moglichkeiten, den Stab an die Knick
grenze zu fiihren: Entweder wir behalten die Belastung mit fiinffacher 
Stabkraft bei und fragen, wieviel schwacher wir die Stiitzenwiderstande 
machen miissen, urn an die Knickgrenze zu gelangen. Darauf gibt uns das 
Bleichsche Verfahren die unmittelbare Antwort: Wir miissen aile SWtzenwiderstande mit 
1/(3, also im Beispiel mit 1(4,48 = 0,223 multiplizieren. Die zweite Moglichkeit, das System 
an die Knickgrenze zu fiihren, ist die folgende: Wir behalten die Stiitzenwiderstande 
unverandert bei und £ragen, wieweit wir die Belastung steigern miissen, 

o 1 

i!L!J,7Z 
1.8117,97 

(J) 

urn an die Knickgrenze zu gelangen. Das 
ist die urspriingliche Fragesteilung, die erst durch 
das Bleichsche Verfahren durch die Frage nach 
der Stiitzensicherheit ersetzt wurde. Mit Hilfe der 
Abb. 21 konnen wir jetzt leicht zu dieser urspriing
lichen FragesteIlung zuriickkehren. Das System 
knickt bei festgehaltenen SWtzenwiderstanden bei 

Eifler!pii%;l7r1e dem Wert von k aus, bei dem sich fJ = 1 ergibt, 
y~ai fjJr.r) also bei demjenigen k, bei dem unsere Knickgirlande 

die Ordinate 1 hat. Aus Abb. 21 lesen wir ab, 
daB als erste die Hyperbel fiir ,1.<4) auf die Ordi
nate 1 heruntersinkt, und zwar an der Abszisse 
k = 10,9. Wachsen also die Stabkrafte auf etwa 
das elffache der in TabeIle A (§ 1) angegebenen 

30 3S 

Betrage,. so knickt unser Stab bei den ge
gebenen Stiitzenwiderstanden aus. 

Unsere Ergebnisse sagen aber noch mehr 
aus. Bei k = 5 erhielten wir die Stiitzen
sicherheit 4,48 aus der Kurve fiir AP). Sie 
entsprach dem Ansatz y = as' cp(3) (x). Fiihren 

wir also den Stab bei fiinffachen Stabkraften dadmch an die Knickgrenze, daB wir die 
Stiitzen urn das 4,48fache nachgiebiger machen, so knickt der Stab in der Gestalt der 
dritten Eigenfunktion, also mit drei HalbweIlen aus (vgJ. Abb. 14). Lassen wir dagegen die 
Stiitzenwiderstande ungeandert und steigern die Stabkrafte auf den 10,9fachen Betrag der 
mspriinglich gegebenen, so knickt der Stab entsprechend der vierten Eigenfunktion, also 
mit vier HalbweIlen aus (vgl. Abb. 15). 

AIle diese Ergebnisse gelten natiirlich nur im Rahmen derjenigen Genauigkeit, mit der 
man die Biegelinie des Hauptstabes dmch eine einzige Eigenfunktion des Hilfsproblems 
annahern kann. Wir werden sehen, daB diese Genauigkeit sehr gering und dementsprechend 
die zahlenmaBigen Ergebnisse sehr schlecht sind. 

Unsere Zeichnung (Abb. 21) bleibt auch verwendbar, wenn wir aIle Stiitzenwiderstande 
proportional andern. Setzen wir die neuen Stiitzenwiderstande A: gleich dem ,u-fachen 
der alten 

A; = fl·A., 

so multiplizieren sich nach (168) auch die (f.pp mit fl: 

oc;,p = fl . cxpp • 

Aus (167) folgt sodann 
(3' = fl" (3. 

Fiir die fl-fachen Stiitzenwiderstande bleibt also Abb. 21 bestehen, wenn man lediglich 
die MaBskala der Ordinaten (3 mit l/fl multipliziert. Macht man Z. B. die -Stiitzenwiderstande 
halb so stark wie urspriinglich (fl = 0,5), so ist (3' = 1 in unserer Zeichnung (Abb. 21) durch 
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die Ordinate fJ = 015 . fJ' = 2 gegeben, und wir lesen ab, daB das Ausknicken etwa bei k = 7,6, 

und zwar mit vi~r Halbwellen erfolgt. 
AIle diese Uberlegungen bleiben bestehen, wenn wir nun in besserer Annaherung an die 

wirkliche Biegelinie zu den Kombinationen je zweier und je dreier benachbarter Eigen
funktionen iibergehen. DaB insbesondere 
auch die Affinitat der Figuren bei propor
tionaler Anderung der Stiitzenwiderstande 
erhalten bleibt, lehrt ein Blick auf die 
Determinanten (171) bzw. (177). Bei Multi
plikation aller Ap mit f-l multiplizieren sich 
nach (160) aIle (Xij ebenfalls mit f-l. Da die 
Ni von den Stiitzenwiderstanden unab
hangig sind, machen (171) bzw. (177) offen
sichtlich, daB auch fJ mit f-l zu multiplizieren 
ist. J (fJ) multipliziert sich dann mit f-l2 
bzw.,u3 , und wenn Ll(fJ) verschwand, so 
verschwindet auch fl2. :a (fJ) bzw. f-l3. :a (fJ)· 

Die Berechnung der Figuren fiir die 
Kombinationen zu zweit und zu dritt erfolgt 
nach (173) bzw. (178), wobei die (Xii der 
Tabelle I zu entnehmen sind, die Ni der 
Tabelle K, und die Ni aus Ni = (AU) - k) . ~ 
zu berechnen sind. 

Das Bleichsche Verfahren bestimmt 
den Wert 73 aus dem Minimum der poten
tiellen Energie des elastischen Gesamt
systems. Dieses Minimum wird tatsachlich 

Zweiergir/(]nde 
(t) (t+1) 

!/-fLttp(X)+ai+! W.:r:J 

I!J' 

I I I I 
o : S I II 1f IS zo 

I I"'ff k---
2S 30 

Knick/oJ/ beim : : l'Knick/usl bei les/en J'fii/zen 
rehienl'lln i I knick/Qslbeidllppellen J'liilzenwitlersltintien 
Zwiscliensftilzcn I 'Knick/usl bel einfiIchen .YttilzenwitierslUntien 

l/{nick/as! bei /i([/Oen .Yltilzenwidersliinden 
Abb.22. 

nur durch die wirkliche Biegelinie hervorgebracht, zu deren Darstellung wir eine unendliche 
Reihe aus sam tlichen Eigenfunktionen brauchten. Bei jeder Approximation durch endlich 
viele Eigenfunktionen miissen wir Oreier!lir/ande (!lanz) 
daher sowohl fiir die Stiitzen- _ . fi} . fi+!} . fi+Z} 

sicherheit fJ bei vorgeschriebenem 
Belastungsvielfachen k wie auch, 
da die Knickgirlande monoton 1S 

ist, fiir das Lastvielfache k an 
der Knickgrenze bei gegebenen 
Stiitzenwiderstanden einen zu 
groBen, d. h. einen zu giinstigen 110 
Wert erhalten. Es ist deshalb 
wichtig, einen ungefahren MaB- f3 
stab fiir die Giite der Konvergenz 

y-fLL 'fJ(Jl+fLt +! 'PrJl +fLl+z'!+X} 
i3);!~ -;Is) 

S,8,7 0,7,8 

bei wachsender Anzahl der be
riicksichtigten Eigenfunktionen 
zu haben. Man gewinnt ihn durch 
Vergleich der Werte, die sich 
aus den Einzelfunktionen, den 
Kombinationen zu zweit und 
den Kombinationen zu dritt er
geben. Je mehr Glieder man in 
der Entwicklung der Biegelinie 
nach Eigeniunktionen beriick

1 
~, __ ~-.-1-, __ ,-~,-~,~~~~,~~~~~,-~::= 

o I 1 2 J ¥ of fJ, 7 ~ * 9 10 11 12 
I 'k- ,k 

Knick/ost lJeimt=elt/efl Knick/os! bei defl je!1ebeflen Knick/oslbeifes/e!7 
der Zwiscneflsltilzefl J'liilzeflwidersliindefl J'iiitzen 

Abb.23. 

sichtigt [vgl. (159)], urn so naher wird man ihrer wirklichen Gestalt kommen. In jedem 
Fane muB also das Minimum der potentiellen Energie, das man aus allen denkbaren Kombi
nationen zu zweit berechnet, dem wirklichen Minimum naher liegen, also kleiner sein als 

Forschungshefte aus dem Gcbiete des Stahlbaues. Heft 1. 4 
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das aus den Einzelfunktionen berechnete. Die Kombinationen zu dritt miissen wiederum 
dem wirklichen Minimum noch naher kommen, also in jedem Fall noch kleinere Ergebnisse 

t 
f1 

2,0 

1,5 

1,0 

o,s 

f}, . ';1 m (.7i. '1!J!/t// liefern als die Kombinationen zu zweit. Unsere 
'f'e/erfJIfl'On. 'e eh v, I in den Abb. 22, 23 und 24 dargestellten Er-

gebnisse bringen das deutlich zum Ausdruck. 
_ . (t) . (i+1). (l+2) Abb. 23 zeigt in den ausgezogenen Linien 

y-at 'l'fX)+at+7,!(J:) +tZt+z'i'rX) k f 11 ein vollstandiges Bild der Kurven f3 ( ) iir a e 
Kombinationen je dreier benachbarter Eigen
funktionen. Der untere Rand dieser Kurven
schar ist die Knickgirlande. Wirnennen sie kurz 
die Dreiergirlande. Die gestrichelten Linien 
geben die aus den Kombinationen zu zweit sich 

o I 

If : S 7 8, * 9 10 11 1t 
I Ik k~ 

linir:klost oe;der i l(r;icklosf bel : 
!tii/fte derJ'fiilzen- werdoppe/len: 

ergebenden Kurven wieder. Man sieht, daB 
die Zweiergirlande ganz oberhalb der Dreier
girlande liegt, daB sie sich aber fiir nicht zu 
groBe Werte von k nicht allzusehr von der 
Dreiergirlande unterscheidet. Bis etwa k = 2,5 
konnte man sich sogar unbedenklich auf Kom
binationen zu zweit beschranken. Zieht man 
auch noch die Einergirlande (Abb.21) zum 
Vergleich heran, so sieht man, daB der Untel'
schied zwischen den aus der Dreier- und 
Zweiergirlande sich ergebenden Wert en im un
giinstigsten Fall (fur die groBten betrachteten 
Werte von k) nur noch etwa ein Achtel des 
Unterschiedes zwischen den aus der Zweier
und Einergirlande gewonnenen Wert en aus-
macht. Man darf daraus schlieBen, daB die 

Wldersftinde Wtla-enlwiter:l'1. i 
!Wick/ost bel rlen ge- Ifnick/ost bel feslen J'lrJtzen 

gebenen J'ltllzenlYlitersl. 
Abb.24. 

weitere Verbesserung, die man mit Kombina
tionen zu viert erzielen konnte, unwesentlich 
ist und daB man - wenigstens in dem fiir 
praktische Bedurfnisse in Betracht kommen

den Bereich - mit Kombinationen zu dritt vollkommen auskommt. In der folgenden 
Tabelle, die das auch zahlenmaBig veranschaulichen solI, sind die Knicklasten, die sich aus 
den drei Girlanden bei den gegebenen, bei halb so starken und bei doppelt so starken 
Stutzenwiderstanden ergeben, zusammengestellt. 

(L) 
Aus der Einergirlande . 
Aus der Zweiergirlande 
Aus der Dreiergirlande. 

Lastvielfaches k an der Knickgrenze 

bei halben I 
Stiitzenwiderstanden 

7,6 
4,98 
4,73 

bei einfachen I 
Stiitzenwiderstanden 

10,9 
6,35 
6,03 

bei doppelten 
Stiitzenwiderstanden 

Als Stiitzensicherheit fur doppelte Stabkrafte (k = 2) ergibt sich aus der Einergirlande 
p = 23,9, aus der Zweiergirlande ~ = 9,5, aus der Dreiergirlande p = 9,27. 

Deutlich ist aus Abb. 23 und 24 zu sehen, daB die Kurve n -1, n, n + 1 sich anfangs 
eng an die Kurve n -1, n, fur groBe k dagegen an die Kurve n, n + 1 anschmiegt, also die 
Girlandenecke zwischen beiden ausgleicht. 

Abb. 22 zeigt die Zweiergirlande mit stark vergroBertem OrdinatenmaBstab, Abb. 24 
ebenso die Dreiergirlande, wobei die Zweiergirlande wieder gestrichelt zum Vergleich 
mit eingetragen ist. Die Ablesung der Werte der Tabelle List in den Abb. 22 und 24 
markiert, in Abb.23 nur die Ablesung der Knickbelastung bei den gegebenen Stiitzen
widerstanden. 
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b) Der Grenzfall verschwindender Stiitzenwiderstande. 
1st k < A,(1) gegeben, so erhalten wir aus unseren Figuren (ebenso natiirlich aus den For

meln) keinen zugehorigen positiven Wert von fJ mehr, wie bereits vorher bemerkt, da dann 
die Bleichsche Fragestellung ihren Sinn verliert. Doch liefert uns das Bleichsche Ver
fahren beim Grenziibergang zu verschwindenden Stiitzenwiderstanden richtig die Knicklast 
des Stabes ohne Zwischenstiitzen. 

Setzen wir wieder A~ = fL' A. und lassen fL gegen Null streb en, so erhalten wir nach dem 
friiher Gesagten die zu jedem Wert von fL gehorige Knicklast als Abszisse der Knickgirlande 
zur Ordinate l/fL' Fiir verschwindendes fL gibt uns daher die senkrechte Asymptote des 
Girlandenzuges die Knicklast, und diese Asymptote hat die Abszisse A,(l). Wir erhalten also 
in der Grenze fiir verschwindende Stiitzenwiderstande als Knicklast den kleinsten Eigen
wert des Hilfsproblems, d. h. richtig die Knicklast des Stabes ohne Zwischenstiitzen, und 
zwar bei jedem der drei Girlandenziige. 

Auch unsere Gleichungen sprechen das deutlich aus. Fiir A. -+ 0 verschwinden nach 
(160) aIle OCij' (26) ergibt also bei einem Ansatz fiir beliebig viele (t) Eigenfunktionen: 

N . N. . . 1\T • fJt - 0 1 2' •• .LVt -. 

Sind gar keine Zwischenstiitzen vorhanden, so muB diese Gleichung fiir beliebiges fJ be
stehen. Das ist aber nur moglich, wenn eine der GroBen Nt = (A,(i) - k) . ~ verschwindet. 
Daraus folgt, da Ni positiv definit ist, 

k = A,(i). 

Die kleinste dieser Wurzeln erhalten wir fiir i = 1, also die Knicklast zu 
k = A,(l). 

c) Der Grenzfall fester Zwischenstiitzen. 
Nicht so einfach liegen die Verhaltnisse bei dem anderen Grenzfall, bei festen Zwischen

stiitzen. Da Bo nach (180) positiv definit ist, kann (178) im allgemeinen niemals eine 
Wurzel fJ = 0 ergeben. Es kann auch kein Zweifel bestehen, daB unsere Schliisse auf jede 
Kombination einer beliebigen endlichen Anzahl von Eigenfunktionen ausgedehnt werden 
konnen. Lassen wir also fL in A~ = fL . A. iiber alle Grenzen wachsen, so wachst das an 
unserm Girlandenzuge zur Ordinate I/fL abzulesende, die Knicklast bestimmende Kraft
vielfache k ebenfalls iiber aIle Grenzen. Andererseits aber wissen wir, daB unser Stab 
auch bei festen Stiitzen eine ganz bestimmte, endliche Knicklast hat, die durch k = k* 
bestimmt sein moge. Fiir k > k* kann daher der Stab bei beliebig festen elastischen 
Stiitzen unmoglich stabil sein. Dieser scheinbare Widerspruch verschwindet, sob aId man 
an die Besonderheit der Bleichschen Fragestellung und den Naherungscharakter unserer 
Losung denkt. 

Sei fJ* die zu k* gehorige Girlandenordinate. Dann hat fJ* fiir jede Kombination endlich 
vieler Eigenfunktionen im allgemeinen sicher einen positiven, nicht verschwindenden Wert. 
Wir geben nun ein positives fJo < fJ* vor. Dann ergibt die Knickgirlande dazu einen bestimmten 
Wert ko> k*. Nach der Problemstellung besagt dies: Haben die Stiitzenwiderstande die Werte 

A; = ;0 ·A., so miiBte man die Stabkrafte bis zum ko-fachen Betrag steigern, um den Stab 
durch Nachgeben der Stiitzen zum Ausknicken zu bringen. Wir wissen im iibrigen 
nur, daB der Stab bei festen Stiitzen, also ohne N achge ben der Stiitzen schon fiir 
k = k* < ko ausknickt. Darin liegt also kein Widerspruch. Doch konnen wir auf Grund 
der bisherigen Betrachtungen auch keine zwingenden Schliisse iiber das Verhalten des 
Stabes bei Lastvielfachen in der Nahe von k* ziehen, wenn wir bedenken, daB die wirkliche 
Biegelinie Komponenten nach allen Eigenfunktionen des Hilfsproblems besitzt, wahrend 
wir nur Kombinationen endlich vieler Eigenfunktionen untersuchen. Wir miissen vielmehr 
folgende beide Moglichkeiten offen lassen: 

Schreiten wir von den Kombinationen zu dritt fort zu Kombinationen 
zu viert, zu fiinft, zu sechst usw. in inf., so strebt {3* sic her einem Grenzwert 

4* 
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/3* zu, da P* bei diesem ProzeB, wie oben erwahnt, nul' abnehmen, anderer
seits abel' nicht negativ werden kann. Es gibt zwei Moglichkeiten: 1. fJ* > 0, 
') R* - ° i-J. fJ - • 

1. ~* >0. Dann folgt aus den vorangehenden Betrachtungen, daB del' 

Stab fur A~ > fJ\;-' Av durch Nachgeben del' Stutzen erst bei k = ko > k* aus

knicken wurde, daB er abel' tatsachlich bereits bei k = k* wie ein Stab auf 
festen Stutzen, d. h ohne Nachgeben del' Stutzen ausknickt. 

2. ~* = 0. Dann nimmt die wirkliche Kurve fJ(k), die wir durch un sere 
Girlanden nul' naherungsweise darstellen, fur k-+k* stetig den Grenzwert ° 
an und verschwindet fUr k> k* identisch. In diesem Fall gehort zu jedem 
beliebigen endlichen Vielfachen liP del' Stutzenwiderstande ein eindeutig 
bestimmter endlicher Knickwert k < k*, und es ist lim k = k*. Das wurde 

}->-oo 
bedeuten, daB del' Stab bei endlichen Stutzenwiderstanden immer durch 
Nachgeben del' Stutzen ausknickt. 

Zu entscheiden, we1che diesel' heiden Mog1ichkeiten wirklich zutrifft, bzw. unter welchen 
Bedingungen die eine odeI' die andere eintritt, ware eine theoretisch interessante Frage, 
abel' fur die Praxis ziem1ich bedeutungslos, da wohl kein Ingenieur ein System mit e1astischen 
Stutzen konstruieren durfte, dessen Belastung in solcher Nahe del' Knicklast des fest ge
stutz ten Systems liegt, daB die hier erorterte Frage entscheidende Wichtigkeit erlangt. 

Sichel' ist jedenfaIls, daB ein elastisch gestutztes System nicht stabil sein kann, wenn das 
entsprechende fest gestiitzte System ausknickt. k ---: k* ist also in jedem FaIle die obere 
Grenze desjenigen IntervaIls, in dem unsere Rechnung noch einen Sinn hat. Kennen wir die 
Kurve l1(k) in dem Intervall ,1(1) < k ~ k*, so kennen wir das elastische Verhalten des unter
suchten Stabes bei jeder beliebigen proportionalen Anderung derStutzenwiderstande, vom 
stutzenlosen bis zum fest gestutzten Zustand. Die Kenntnis von k* ist daher unerlaBlich 
und muB bei praktischen Rechnungen stets mit zum ersten gehoren, was berechnet wird, 
falls man sich nicht auf die bloBe Bestimmung del' Stutzensicherheit bei vorgeschriebenem 
Sicherheitsgrad k beschranken will. Wie wir sahen, konnen wir den Wert von k* aus dem 
Bleichschen Verfahren selbst (jedenfalls mittels Kombinationen zu dritt) nicht gewinnen. 
Wir berechnen ihn daher nach del' ublichen Theorie des fest gestutzten Stabes, d. h. aus den 
Gleichungen (9) fUr v = 1, 2, ... ,5 mit Mo= M6= 0, 'f}r= ° fur t'= 0,1,2, ... ,6. Dabei konnen 
wir uns mit einem MindestmaB von Genauigkeit begnugen. NUl' wenn die verlangte Knick
sicherheit in del' Nahe des grob berechneten Wertes von k* liegen sollte, muB diesel' genauer 
bestimmt werden. Die uberschlagige Berechnung wird dadurch sehr erleichtert, daB fur 
den variablen Faktor del' GroBen 'IjJ; und 'IjJ;: [vgl. (6)] Tabellen vorhanden sind (vgl. z. B. 
"R", S.321). 

Mit 'IjJ:, + 'IjJ;+1 = 'IjJ~,v+l erhalten wir aus (9) und (6) in diesem Fall die folgende Knick
determinante: 

,1* (') _ +' , , , , 
LJ A = 'lp12 'ljJ23 'ljJ34 'ljJ45 'ljJ56 

, , 
- 'ljJ12 'ljJ23 

-'ljJ~2 

+ 'IjJ~2 
+ 
+ 

Diese Determinante hat an denselben Stellen Pole wie L1 (A) (§ 6). Die Abszissen del' 
Pole sind (vgl. § 6) die Knicklasten del' Einzelfe1der bei ge1enkig fester Lagerung. Nun 
werden wir im Abschnitt f) dieses Paragraphen zeigen, daB bei gleichen Feldlangen und 

, S .. 
konstantem E I del' Stab bei del' Eulerlast des Einzelfeldes ausknickt. Nach den Uber-

legungen des § 5 ergibt denmach die Eulerlast des schwachsten Feldes eine untere Schranke 
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fur k*; d. h. links yom ersten Pol kann keine positive Nullstelle von LI* (J,) liegen. Es 
wurden nun die Residuen del' ersten beiden Pole von LI* (A) bestimmt. Beide ergaben sich 
positiv. Da auch in diesem Falle alle Pole einfache Pole sind, folgt, daB die erste Nullstelle 
von LI* (A) zwischen den beiden ersten Polen liegen muB. Die weitere Rechntmg ergab 

LI*(7,7) = + 6715250.10-30 

LI*(8,2) = - 6488560.10-30 • 

Unter Berucksichtigung der vermutlichenKrummungsverhaltnisse wurde daraus roh geschatzt 

k* = 8,05. 

Dieser Wert ist in den Abb. 21 bis 24 als obere Grenze des zu untersuchenden Intervalls 
eingetragen. Man bemerkt, daB in der Nahe von k = 8 die Knickgirlande ganz besonders 
steil abfallt und der Unterschied zwischen Zweier- und Dreiel'girlande besonders groB ist. 
Das legt die Vermutung nahe, daB (wenigstens in dem vorliegenden Fall, dann aber wahr
scheinlich immer) die zweite der oben erorterten Moglichkeiten Cf3* = 0) tatsachlich ein
tritt. 1m folgenden wird diese Vermutung weitere wesentliche Stutzen erhalten. 

d) Der Grenzfall versclnvindendel' Wurzeln /3. 
Besonders elegant wird das Bleichsche Verfahren dann, wenn - bei beliebigen 

Feldlangen Tv - E,I und S in allen Feldern gleich sind, oder auch nur E(~/;~X) -langs des 
ganzen Stabes konstant ist. Eigenwerte und Eigenfunktionen des Hilfsproblems, deren 
Berechnung in anderen Fallen die groBte Muhe macht, kann man dann ohne jede Rechen
arbeit sofort angeben: 

( 0) • 2 E 1 - in x A ~ = ~2n . L2 S' q;(t) (x) = sin--r (L = il.). 
v=l 

Auch wenn E, lund S nur wenig veranderlich sind, wird man mitunter durch die Annahme 
s 

eines konstanten mittleren Wertes von E I zu guten Naherungslosungen gelangen konnen. 

Sind aber auBer den Werten von E, lund S auch noch die Feldlangen aIle gleich, 
oder in gewissen Fallen auch nur symmetrisch zur Stabmitte, so tritt der oben zu
ruckgestellte Sonderfall ein, daB man verschwindende Wurzeln fJ erhalt, da in LI (fJ) der von fJ 
unabhangige Summand verschwindet. Notwendig und hinreichend dafur ist, wie oben fest
gestellt, daB es entweder mindestens eine Eigenfunktion gibt, deren Ordinate an samt
lichen Knotenpunkten verschwindet, oder daB es mindestens zwei Eigenfunktionen gibt, 
deren Ordinaten an samtlichen Knotenpunkten einander proportional sind. In den ge
nannten Fallen sind entweder beide Bedingungen odeI' wenigstens eine von ihnen erfullt. 

Wir gehen wieder von dem eingliedrigen Ansatz y = a p ' g/P) (x) aus und nehmen an, 
daB wir iXpp = 0 erhalten. Gleichung (167) ergibt dann fur fJ den Wert Null, auBer wenn gleich
zeitig Np verschwindet, d. h. k = A(P) ist. In diesem Fall wird fJ unbestimmt. Die Bedeutung 
del' formalen Losungen unserer Gleichungen kann man nur durch Grenzbetrachtungen klaren. 

p moge del' Index der erst en Eigenfunktion sein, bei der aIle f~p) verschwinden. Wir 
denken uns das betreffende System ein wenig gestDrt (in den angefuhrten Beispielen etwa 
eine der Zwischenstutzen ein wenig verschoben, so daB die Feldlangen nicht mehr aIle gleich 
sind). Dann wird nach (168) iXpp positiv, wie klein die Storung auch sei. Bei kontinuierlich 
veranderlichem Kraftvielfachen k stellt also (167) eine Hyperbel mit sehr kleiner Brennweite 
und senkrechter Asymptote in k = A(P) dar, deren Ordinaten fUr k < A(P) negativ, fur k > A(P) 

positiv sind (vgl. Abb. 25). Da wir zu jedem k die kleinste positi ve Wurzel fJ suchen, scheidet 
der negative Hyperbelast bei der Untersuchung der Stabilitat des Systems aus. Fur k < A(p) 

sind nur die Werte fJ, die von kleineren Eigenwerten als A(p) herruhren, heranzuziehen. In 
Abb. 2;) ist noch del' betreffende Hyperbelast fiir A(P -1) angedeutet, und das so sich ergebende 
Stuck del' Knickgirlande stark ausgezogen. Stellen wir jetzt durch stetige Veranderungen des 
gestorten Systems· das ursprungliche System wieder her, so ruckt iXpp gegen Null. Dabei 
schmiegt sich die Hyperbel fur A(P) immer enger in den rechten Winkel zwischen der senk
rechten Asymptote und del' lc-Achse. Abb. 26 stellt die Grenzkurve fur verschwindendes iXpp 
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dar (stark ausgezogen). Der Wert fJ = 0, der sich aus (167) auch fUr k < A,(p) ergibt, spielt 
dort also fUr die Stabilitatsuntersuchung keine Rolle, da er Grenzwert negativer Werte 
von fJ ist. Dagegen folgt aus dem Grenzubergang, daB das System fUr jeden Wert von k > A,(P) 

bei endlichen Stutzenwiderstanden als instabil anzusehen ist. Denn dann ist der aus (167) 

Knickgirlonde ffir (Xjfjf =0 

---\ 
\ 
I 

Abb.25. 

sich ergebende Wert fJ = 0 der Grenzwert positiver Werte von fJ, 
also fur die Stabilitat entscheidend. 

Es macht keine Muhe, diese Betrachtung auf Kombinationen 
beliebig vieler Eigenfunktionen und damit zugleich auf den Fall 
der Proportionalitat der Knotenpunktsordinaten m€hrerer Eigen
funktionen zu ubertragen. Ais allgemein gultig ergibt sich: 

Erhalt man bei der Rechnung nach dem Verfahren von 
Bleich fur einen Wert von k verschwindende Wurzeln, 
fJ = 0, so muB man die Vorzeichen aller (zwei bzw. drei) 
Wurzeln an dieser Stelle bestimmen. Man stellt an Hand 
von (175) bzw. (181) fest, wieviele positive Wurzeln an 
dieser Stelle vorhanden sein mussen. Hat man eben
soviele positive, nicht verschwindende Wurzeln gefun-

lr den, so kann die Wurzel fJ = 0 nur Grenzwert negativer 
Werte von fJ sein und scheidet daher bei der Beurteilung 
der Stabilitat des Systems aus. Hat man dagegen zu 
wenig positive Wurzeln gefunden, so muB eine Wurzel 

fJ = 0 Grenzwert positiver Werte von fJ sein, und das System ist bei der 
betreffenden Belastung k instabil. 

/(nickgirlonde ffir {Xpp=O 
Ergibt k = leI die obere Grenze der Knicklast bei beliebig groBen 

endlichen Stutzenwiderstanden, so folgt durch Grenzubergang zu 
unendlich festen Stutzen, daB der Stab auch dann fur k >k' nicht 
stabil sein kann. Es folgt also weiter: 

Der kleinste Wert von k, fur den man auf die oben 
beschriebene Weise 13 = 0 findet, entspricht der Knicklast 
des untersuchten Stabes bei festen Zwischenstutzen, ist 
also gleich k*. 

In . diesem FaIle kann demnach k* unmittelbar mit Hilfe des 
Bleichschen Verfahrens berechnet werden, wie noch an Beispielen 
gezeigt werden solI [vgl. e) und f)]. Damit wird fast zur GewiBheit, 
daB man auch in den unsymmetrischen Fallen bei Berucksichtigung 

;!PJ=k* lr aller Eigenfunktionen fUr p* den Grenzwert Null und damit auch die 
Abb.26. Grenzbelastung k* fUr feste Zwischenstutzen erhalt. 

e) Der symmetrische zweifeldrige Stab bei elastischer 
nnd fester Mittelstiitze. 

Ein zahlenmaBig leicht zu verfolgendes Beispiel liefert der gelenkig fest gelagerte, sym
metrische Stab mit konstantem E, I, S und nur einer elastischen Zwischenstutze genau in 
der Mitte (vgl. Abb. 27 a). Die Eigenwerte des Hilfsproblems sind dann 

Xi) _ i2 n 2 • EI_ 
- 412 S 

und die Eigenfunktionen des Hillsproblems 
(") ( . i:n x cpt x) = Slll21' 

AIle Eigenfunktionen gerader Ordnung haben am Knoten die Durchbiegung Null (vgl. 
Abb. 27b) und aIle Eigenfunktionen ungerader Ordnung abwechselnd ± 1. Nach (160) ist also 

()(ll = ()(33 = ()(55 = ... = + A , ()(22 = ()(44 = ()(66 = ... = 0, 
()(13 = ()(35 = ()(17 = ... = - A , ()(24 = ()(46 = ()(26 = ... = 0 , 
()(15 = ()(37 = ()(19 = ... = + A , ()(12 = ()(34 = ()(14 = ... = 0 . 
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Hier wird p = 2 und daher der kritische Eigenwert 
EI 

~(2) _",,2._ 
/l. - '0 Z2 S . 
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Nach den Untersuchungen des vorigen Abschnitts ist also der Stab fiir k ~ n 2 • :~ als instabil 

anzusehen, welchen endlichen Wert der Stutzenwiderstand A 
auch haben mage, und die Knickbelastung bei fester Mittel
stutze ist gegeben durch 

EI 
k* = A(2) = n 2 ',FIr ' 

d. h. sie ist gleich der Eulerlast des Einzelfeldes bei gelenkig 
fest gestutzt gedachten Endpunkten. 

Wendet man dagegen die Stetigkeitsbedingungen in der 
Form der Gleichungen (9) an, so ergibt sich aus der Knick
determinante dieser Gleichungen fiir n = 2, Mo = M2 = 0, 
rJo = rJl = rJ2 = ° und gleiches l, E, lund Sin beiden Feldern [die Knickdeterminante wird 
dann einfach 2 "P' = O,vgl. (6)] 

k~ = 2,0457n2 • :~. 
Dieser Wert ist mehl' als doppelt so groB wie der soeben abgeleitete. Er entspricht der 

Knicklast des Einzelfeldes bei gelenkig fester Lagerung am einen Ende, bei fester Einspan
nung am anderen. 

Bevor wir jedoch zu endgultigen Schlussen kommen, mussen wir noch untersuchen, 
wie sich das Ergebnis andert, wenn wir statt einzelner Eigenfunktionen Kombinationen 
mehrerer betrachten. Schon bei Kombinationen zu zweit erhalten wir in diesem Fall vallige 
grundsatzliche Klarheit. 

Da das als Beispiel behandelte System (Abb. 27) im geometrischen Aufbau wie in der 
Belastung symmetrisch ist, brauchen nul' rein symmetl'ische und rein antimetrische Kom
binationen herangezogen zu werden. Fur die Kombination 1, 3 folgt aus (172) 

NI Na . f32 + (NI + N3) A . f3 = 0 , f3I = 0 , f32 = ( - N~ - ~3) . A . 

Allgemein haben wir in diesem Fall 
21 . 2l 

-i _ .j(drp(t»)2 _ .i2 n 2 S.j 2 ina; _ i2 n 2 S 
1\ - S d a; d X - 4Z2 cos 2 1 d X - 41 • 

o 0 

Also wird die zweite Wurzel 

4 [ 1 1 1 AZ 
f32 = n 2 ' k-}.«(j- 9(;.(3)-k) 's' 

Diese Wurzel vel'schwindet fur einen Wert von k im Intervall IlP) < k < A(3), den man leicht 
berechnet zu 

k* 2 O~O 2 EI 
1 = ,on' 12 S • 

Das ist mit groBer Genauigkeit der oben aus den Gleichungen (9) fur feste Mittelstiitze 
abgeleitete Wert. Aus der Kombination 1, 3, 5 erhalt man diese Nullstelle noch genauer zu 

k '" 2 04'"' 2 EI I=,ln' Z2S ' 

Offenbar konvergiert also diese Nullstelle mit wachsender Zahl der berucksichtigten sym
metrischen Eigenfunktionen gegen die Knicklast des Einzelfeldes bei gelenkig fester Lage
rung am einen Ende und fester Einspannung am anderen. 

Abb.28 zeigt schematisch den Verlauf der Wurzel f32' wahrend f3I bestandig Null ist. 
Aus (175) wissen wir, daB es im Intervall A(l) < k < JL{3) immer genau eine positive Wurzel 
gibt, daB also f32'= ° fur k < kt der Grenzwert negativer Werte von f3 ist, fur k> ki dagegen 
del' Grenzwert positiver Werte von f3. Als Knickgirlande fur symmetrisches Knicken ergibt 
sich also der in Abb.28 stark ausgezogene Linienzug, und zwar unter Berucksichtigung 
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beliebig vieler symmetrischer Eigentunktionen. Dieses Ergebnis wiirde bedeuten, daB die 
Knicklast bei elastischer Mittelstiitze mit unbegrenzt wachsendem Stiitzenwiderstand stetig 
in die des Einzelieldes bei einseitig tester Einspannung und gelenkig tester Lagerung am 
anderen Ende iibergeht. 

Das Bild andert sich jedoch, wenn wir auch die Moglichkeit antimetrischen Knickens 
beriicksichtigen. Machen wir den Ansatz gleich fiir beliebig viele (t) antimetrische Eigen
tunktionen, so ergibt sich aus (26) 

(N2 . N4 . N6 ..... N2t ) . fJt = ° . 
Das bedeutet, daB samtliche Wurzeln fJ bestandig verschwinden, auBer wenn k gleich 

einem antimetrischen Eigenwert ist. Daraus tolgt, daB tiir k> }.(2) die Stiitzensicherheit 13 
jJ I bestandig Null ist, da dann mindestens eine der Wurzeln fJ = ° Grenz-

I wert positiver Werte von fJ sein muB. Abb. 29 zeigt (die Knickgirlande 
I stark ausgezogen) das maBstablich genaue Bild fUr den Grenziall der 
I Beriicksichtigung aller Eigentunktionen. Berechnet man die Ordinate 
I an der Stelle k = }.(2) unter Beriicksichtigung aller symmetrischen 
I Eigelliunktionen, so erhalt man 

fJ (}.(2)) - ~~. za A . (_1_ _ 1 _ . __ .J. - . _ ... in int )' 
-:n;4 EI 4-1 9(9-4) 25(25-4) .. 

Nun ist 

1 1 [1 IJ 1 [1 ( 1 1 ') IJ 
n2(n2-4) = ·4' n2 -4 - n2 = 4' 4 n-2 - n+2 - n2 . 

Abb. 28. Fiihren wir diese Zerlegung ein, so erhalten wir 

2 _ 4l3 A .f ..!. _1_ _1_ ..... f fJ (). ( )) - :n;4 E I \1 + 9 + 25 + 49 + mIll. 

+J. 
3 

- ! . [ ( 1- .!) + ( ! - ; ) + ( ~- - -~.) + ... in inf.]}. 

Man erkennt, daB sich in der eckigen Klammer paarweis die positiven und negativen Sum

manden aufheben, mit Ausnahme von 1 + + = :. Sodann ergibt sich ! - ! . : = 0, und 

/(nickgirihnde fiJI' den ,floo es bleibt nur die erste Reihe, die bek~nntlich (vgl. z. B. die 
mifl1iffelsfiJ/.ze(molJstiiblich) FormelsammlungvonLaska, BraunschweIg 1888-1894, S. 30, 4) 

I die Summe j[2j8 hat. Also ist 

t 0,10 
jJ 

qos 

J'iflb mil einer l1ilfe!slulze. 1 l3 A l3 A 
symmefriscllgebouluntl fJ (}.(2)) = -. - = ° 0507 . -- . 
beflnspr.unier 8erucksicl!- 2 :n;2 E I ' E I 
ligung siimllicller Bgen· 
flinktionen 

Abb.29. 

Insbesondere ist dabei zu bemerken, daB diese Ordinate nicht 
etwa mit wachsender Zahl der beriicksichtigten Eigenfunktionen 
gegen Null konvergiert. 

Aus unserer Rechnung tolgt: Bei endlichen Stiitzen
widerstanden kann der Stab nur stabil sein, wenn 

k < }.(2) , d. h. k· S < j[2. ~~ ist, also wenn die Belastung 

kleiner als die Eulerlast des (an beiden Enden gelenkig 
test gelagert gedachten) einzelnen Feldes ist. Bringt 
man dann den Stab durch Verminderung des Stiitzen
widerstandes an die Knickgrenze, so knickt er sym
metrisch aus. Ebenso knickt er symmetrisch aus, 
wenn man ihn durch VergroBerung der Stabkraft an 

die Knickgrenze bringt, sofern der Stiitzenwiderstand A < 2 j[2. ~/- ist. 1st 

dagegen der Stiitzenwiderstand A > 2 j[2. ~~ und steigert man die Sta bkratt 

bis zur Eulerlast des Einzelfeldes, k· S = j[2 • ~;, so wird der Stab insta bil. 
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Bei der geringsten weiteren Steigerung der Stabkraft knickt der Stab in 
einer reinen Sinuslinie antimetrisch (mit zwei Halbwellen) aus, welchen 
endlichen Wert auch der Stiitzenwiderstand A oberhalb der angegebenen 
Schranke haben moge (vgl. Abb. 27b). 

Aus den Untersuchungen des vorigen Abschnitts folgt weiter, daB auch bei fester 

Mittelstlitze die Knicklast unseres Stabes k*· S = n 2 • ~: und seine Biegelinie 

eine antimetrische Sinuslinie mit zwei Halbwellen ist. 
Dieses Ergebnis ist seit langerer Zeit bekannt (vgl. z. B. "R", S. 280/282) und wird im 

iibrigen durch Laboratoriumsversuche bestatigt. Beachtenswert ist jedoch, daB sich aus 
dem Bleichschen Verfahren ergibt, daB der Stab schon bei genligend groBem endlichen 
Widerstand der Mittelstiitze die gleiche Knicklast besitzt und wie ein Stab mit fester Mittel
stiitze, d. h. ohne Nachgeben der Stiitze, ausknickt. Aus den Uberlegungen des vorigen 
Abschnitts folgt unmittelbar, daB fUr einen Stab mit beliebig vielen einfeldrigen Offnungen, 
der die notwendigen Symmetriebedingungen erfiiIlt, grundsatzlich das gleiche gilt. Auch 
in diesem Fall ist das Ergebnis fiir feste Zwischenstiitzen seit langerer Zeit bekannt (vgl. 
z. B. "R", S. 272/273 und S. 282/287). Aber auch hier ist bemerkenswert, daB nach unseren 
Ergebnissen der elastisch gestiitzte Stab bei geniigender Starke der Zwischenstiitzen bereits 
die gleiche Knicklast wie der fest gestiitzte Stab besitzt und wie dieser, also ohne Nach
geben der Zwischenstiitzen ausknickt. Es ware zu wiinschen, daB diese Ergebnisse des 
Bleichschen Verfahrens einmal durch Laboratoriumsversuche gepriift wiirden. 

f) Del' n-feldrige Stab mit festen Zwischenstiitzen 
bei gleichen Feldliingell und konstantem E, I, S. 

AuiS der formalen Anwendung der Gleichungen (9) auf den symmetrischen zweifeldrigen 
Stab mit fester Mittelstiitze hatten wir einen zu groBen Knickwert k~ erhaIten. Bei dieser 
Ableitung muB also eine kleinere positive Wurzel der Gleichung L1 (A) = 0 verloren gegangen 
sein. In der Tat folgt unsere Losung auch aus den Ansatzen des § 2, wenn man die Ableitung 
der Gleichungen (9) beachtet. Die Rechnung soIl hier fiir eine beliebige Zahl der (stets ein
feldrig gedachten) Offnungen durchgefiihrt werden. Ihre Zahl sei n. 

Setzt man zur Bestimmung der Integrationskonstanten Av und B. in (5) fiir den Stab 
mit fest en Zwischenstiitzen (1]. = 0 fUr aIle v) die Bedingung Y. (0) = Yv (lv) = 0 an, so folgt 

(a) 
1 

B. = - AS • . M p - l 

(b) Av • sin Zv = + A~v . -M.-I . cos z. - A~v • Mv' 

Die zweite Gleichung liiBt zwei Moglichkeiten zu: 

1. sin Zv =t= O. Diese Moglichkeit fiihrt zu den Gleichungen (6) und ergibt fiir n = 2 bei 
konstantem E, I, S und l1 = l2 die im vorigen Abschnitt abgeleitete Knicklast kr· S. 

2. sin Zv = O. Diese Annahme macht die Gleichungen (6) unmoglich. Sie ergibt Zv = 

in (i = 1,2,3, ... ), nach (4) sodann AU) = i2 n 2 • !"~; . Der kleinste positive Wert von A ergibt 

sich fiir i = 1, namlich A(l) = n 2 • ESpIz; . Da A fU: ~lle Felder das gleiche ist, ist diese Losung . '. 
ftir alle Felder gleichzeitig (auf diesen Fall wollen wir uns hier beschranken) dann und nur 

dann moglich, wenn ~;l~ in allen Feldern den gleichen Wert hat, also insbesondere dann, 

wenn aIle Felder gleiche Lange, gleiches E, lund S haben. Aus Gleichung (b) folgt mit 
sin Zv = 0 

(c) 

(d) 

Ap beliebig 

M" = -1l1,,-1 fiir aIle v 
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und daraus fur den Stab mit gelenkig fest gelagerten Enden (Mo = Mn = 0) 

(e) 

Aus Gleichung (a) ergibt sich damit 

(f) Bv=O fur aile v 

und aus Gleichung (2), da aile 'YJv verschwinden, 

(g) fUr aIle v. 

Setzt man unter Berucksichtigung von (e), (f) und (g) nach Gl. (5) die Bedingung fur die 
Stetigkeit der Tangente am Knoten v an, Y~-I (l) = Y~ (0), so folgt 

(h) Al = -A2 = Ag = -A4 ='" = (-It-I. An = A . 

Die Biegelinie wird mithin nach (5) 

(i) 

+A . nX1 
YI = 'sm-(-

A . nX2 Y2 = - . sln-z-

+A . nXa yg = . sln-z-

I A beliebig. 

Das aber ist bei einem n-feldrigen Stab eine reine Sinuslinie mit n Halbwellen (fUr n = 2 
in Abb.27b, dargesteIlt).· Diese Knicklinie erhielten wir fUr die Knicklast 

(k) 
EI k* . S = 1.(1) • S = 7/:2 • ----z2 • 

Diese Belastung ist kleiner als die aus der ersten Moglichkeit, sin Zv + 0 sich ergebende 

Knicklast. FUr den zweifeldrigen Stab ist diese, wie wir wissen, k;· S = 2,0457 7/:2 • ~/ , 

und auch fUr jede andere Felderzahl ist sie groBer als 7/:2 • ~/. Daraus folgt, daB die aus 

sinzv 9= 0 gewonnene Knickfigur instabil ist, daB die tatsachliche Knicklast die durch Glei
chung (k) bestimmte, und die wirkliche Knicklinie die durch die Gleichungen (i) dargestellte 
ist, ubereinstimmend mit dem aus dem Bleichschen Verfahren in der Grenze fur unendlich 
starke Zwischenstutzen gewonnenen Ergebnis. 

§ 12. Die Biegelinie. 
a) Knicken dUl'ch proportionale Verminderung del' Stiitzenwiderstande. 

Wir hatten [vgl. (182) und (186)] bei doppelten Stabkraften (k = 2) die kleinste positive 
Wurzel (J, also die Stutzensicherheit des untersuchten Stabes zu 9,2720809 gefunden. Sie 
ergab sich bei der Kombination 1,2,3. Fuhren wir den Stab dadurch an die Knickgrenze, 
daB wir die Stutzenwiderstande auf den 9,27-ten Teil herabsetzen, so knickt er demnach 
mit einer Biegelinie aus, die im Rahmen aller Kombinationen zu dritt am genauesten dar
gestellt wird durch den Ansatz 

(188) Y (x) = a l . <p(1) (x) + a2 • <p(2) (x) + ag • <p(3) (x) . 

Dabei sind die Beiwerte av a 2, ag, nach (21) - doppelte Stabkrafte vorausgesetzt -
durch folgende Gleichungen bestimmt: 

(189) 

1 

(1X1l + N~ (3) . al + 1X12 • a2 + 1X13 • ag = 0 

1X21' al + (1X22 + N;(J) • a2 + 0(23' ag = 0 

IXsl' al + IXg 2' a2 + (1X33 + N~(J)' a3 = O. 
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Fiir die (f.ij sind darin die Werte der Tabelle I, fiir die Ni die Werte der Tabelle K zu 
setzen, fiir (J der Wert (186) bzw. (182). Wir erhalten also die folgenden Gleichungen: 

(190) + 8184,3822' ~ + 5401,4714' a2 + 1738,0603' a3 = 0 I + 12738,5402' ~ + 8184,3822' aa + 2086,2719' a3 = 0 

+ 2086,2719' ~ + 1738,0603' a2 + 1446,7746' aa = O. 

Mittels zweier dieser Gleichungen kann man zwei der drei Unbekannten durch die dritte 
ausdrucken, die als willkiirlich bleibender Proportionalitatsfaktor in das Ergebnis eingeht. 
Die uberzahlige Gleichung muB mit den so bestimmten Werten zu einer Identitat werden. 
Das Ergebnis ist 

(191) I ~ = -0,58355726'a2 

a2 =+1 . 'aa 
a3 = - 0,35983557' aa' 

Dabei haben wir denjenigen der Werte ai, der sich als der groBte ergab, zum gemeinsamen 
Proportionalitatsfaktor gewahlt. Nach (188) erhalten wir nun fiir die Biegelinie 

f Y (x) = [- 0,58355726' qP) (x) + Biegelinie beig8geoenen Slobkrtiflenundbei 
(192) 1 + !p(2) (x) _ 0,359 835 57 '!p(3) (x)] • a2 • -15 Jlerm("derl"g derSltilzenwidersl1nde ftiraz·R.-l 

In (141) fanden wir, daB die !p(i) den willkiir
lich bleibenden gemeinsamen Proportionalitats
faktor Q haben. In (192) ist also insgesamt 
der Proportionalitatsfaktor Q. ail willkiirlich. 
Wir erhalten demnach nur ein affines Blld der 
Biegelinie, nicht diese selbst, insbesondere 
auch kein MaB fiir die absolute GroBe der 
tatsachlich eintretenden Durchbiegungen. Das 
kann nicht anders sein, nachdem wir eingangs 
[vgl. die Bemerkungen zu Gleichung (3)] 

y--O,S8'f'f'/:j+ ";-0,.160';: 

I 

AU-co A,-I5,72 Ar'D,J A3-7,.15 Ars,7B A{"l7,l Aroo tcm.- f 

Sliilzenwidersftinde 
Abb.30. 

den Differentialausdruck fur die Krummung naherungsweise durch y" ersetzt haben. 
Nach (192) konnen wir nunmehr auch das affine Blld der Biegelinie beliebig genau 

zeichnen. In Abb. 30 ist die Biegelinie dargestellt. Dabei wurde der willkiirlich bleibende 
Faktor Q . a 2 gleich 1 gesetzt. 1m ubrigen hat Abb. 30 denselben MaBstab wie die Abb. 12, 
13, 14 derjenigen Eigenfunktionen, aus deren Superposition die Biegelinie entsteht. Diese 
vier Abblldungen sind also unmittelbar miteinander vergleichbar. Abb. 30 wurde folgender
maBen gewonnen: Zunachst wurden die Durchbiegungen 'YJ. an den elastischen Stutzen 
berechnet, indem in (192) fiir die !p(i) ihre Werte an den Stutzen, !~i), nach (148), (150), (152) 
eingesetzt wurden. Es ergab sich 

(193) 

'YJl = + 3,878935' Q. a2 

'YJ2 = + 3,093539' Q. a2 
'YJa = - 5,106015' Q • a2 

'YJ4 = - 14,893717 . Q . a2 

'YJs = -14,527710' Q. a2 

Ferner wurden durch Differentiation von (192) und Einsetzen der Werte !;i)' aus (149), 
(151), (153) die Tangentenneigungen 'YJ~ an den Stutzpunkten bestimmt: 

(194) 

'YJ~ = + 0,007614272' Q • a2 

'YJ~ = + 0,004162933' Q. a2 

'YJ~ = - 0,008474656' Q. a2 

'YJ~ = - 0,018078056' Q. a2 

'YJ4 = - 0,011399034' Q. a2 
'YJ~ = + 0,014793771' Q. a2 
'YJ~ = + 0,029413522' Q. a2 
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Die sehr genaue Zeichnung der drei ersten Eigenfunktionen in Abb. 12, 13, 14 erlaubte 
aber auBerdem, noch andere Werte 91(i) (x) mit ziemlicher Sicherheit auf zwei Dezimalstellen 
genau abzulesen und damit fast ohne Rechenarbeit aus (192) weitere Werte y(x) zu ge
winnen. Auf diese Weise wurden als dritter Anhalt fUr die Zeichnung die Ordinaten in den 
Feldmitten bestimmt. Bezeichnen wir die Ordinate in der Mitte zwischen den Stiitzen l' 

und (v + 1) mit Yv, v+ 1> so war das Ergebnis 

(195) 

YOl = + 2,16' Q • a2 

Y12 = + 4,87' Q . a2 

Y2S = - 0,32· Q . a2 

YS4 = - 10,16' Q . a2 

Y45 = - 16,53' Q. a2 

YS6 = - 8,11' Q • a 2 

Mit den Ordinaten (193) und (195) und den Tangenten (194) konnte die Biegelinie sehr 
genau gezeichnet werden. Die Starke der Komponente 91(2) ist offensichtlich, die Kurve 
hat ausgesprochen zweiwelligen Charakter, wahrend wir nach Bleich gemaB den aus der 
EngeBer-Formel (23) gewonnenen Werten der Tabelle C vier Halbwellen zu erwarten 
gehabt hatten. 

Auffallend am Bilde der Biegelinie ist, daB sie in der rechten Stabhalfte wesentlich 
starker ausbiegt als in der linken, wahrend bei samtlichen Eigenfunktionen des Hilfsproblems 
die Amplituden yom linken zum rechten Stabende hin im Durchschnitt erheblich abnehmen 
(vgl. Abb. 12 bis 19). Mathematisch riihrt das von den beiden Minuszeichen in (192) her. 
Sie bewirken, daB sich am linken Ende, wo aIle drei Eigenfunktionen das gleiche Vorzeichen 
haben, die groBen Betrage gegeneinander fortheben, wahrend am rechten Ende, wo 91(1) 

und 91(3) entgegengesetztes Vorzeichen wie 91(2) haben, sich die kleineren Betrage addieren. 
Physikalisch hangt das zweifellos damit zusammen, daB die Stiitzenwiderstande As und 
A4 wesentlich schwacher sind als aIle anderen (vgl. Tabelle A und Abb. 30). Diese Tatsache 
konnte bei den Eigenfunktionen deshalb nicht zum Ausdruck kommen, weil sie aus einem 
Hilfsproblem gewonnen wurden, das gerade von samtlichen elastischen Stiitzen abstrahierte. 
Es ist auBerordentlich aufschluBreich, durch den Vergleich der Abb. 12 bis 19 mit Abb. 30 
zu beobachten, wie stark und in welchem Sinne das Bild sich in dem Augenblick andert, 
in dem der EinfluB der Stiitzen erstmalig in die Rechnung eingefiihrt wird. Solange man 
keine Stiitzen hat, wird die Wirkung des Anwachsens der Stabkrafte nach dem rechten Ende 
zu mehr als ausgeglichen durch die Zunahme der Tragheitsmomente. Zwei relativ starke 
Stiitzen am linken Ende, eine wesentlich schwachere in der Mitte und eine noch schwachere 
als nachste rechts neben ihr geniigen, um den EinfluB der Tragheitsmomente so stark auf
zuheben, daB das Bild sich genau umkehrt, der EinfluB des Anwachsens der Stabkrafte 
zu voller Geltung kommt. Eine solche Moglichkeit, durch die Rechnung nicht nur Ergeb
nisse zu erzielen, sondern zugleich die Wirksamkeit der verschiedenen Faktoren gegenein
ander abzuwagen, ist sehr wertvoll und gestattet unter Umstanden weitgehende Folge
rungen fiir die konstruktive Gestaltung. 

b) Konstruktive Folgerungen. 
Beliebige, nicht proportionale Anderung der Stiitzenwiderstande. 
Die Eigenheit des Bleichschen Verfahrens, die Stiitzenwiderstande erst ganz zum 

SchluB in die Rechnung einzufiihren, macht es moglich, mit sehr wenig Rechenarbeit den 
EinfluB einer beliebigen, nicht mehr proportionalen Anderung der Stiitzenwiderstande auf 
das elastische System zu priifen.Wir erhalten dann zwar ein ganz anderes Problem, und 
die Abb. 21 bis 24 und die ihnen entsprechenden Rechnungen sind dann nicht mehr verwend
bar. Aber das Hilfsproblem, das mehr als neun Zehntel der Arbeit beansprucht, bleibt 
das gleiche. Damit bleiben die Eigenwerte und Eigenfunktionen sowie die ~ unverandert, 
und ebenso gehoren zu jedem Wert von k dieselben Werte ~ wie vorher. Einzig die GroBen 
('J.ij sind nach (160) mit den neuen Werten Av neu zu berechnen und aus den neuen ('J.ij und 
den alten ~ das neue 11 zu bestimmen. 
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Man kann etwa die Aufgabe stellen, die Konstruktion so zu andern, daB eine bestimmte, 
z. B. die erreehnete Stutzensieherheit 9,27 mit durchschnittlich moglichst schwa chen 
Stiitzen erreieht wird. In vielen Fallen wird das Materialersparnis bedeuten. Unsere Biege
linie (Abb. 30) zeigt, daB die rechte Stabhalfte erheblieh starker ausgebogen wird als die 
linke. Wir wollen als Beispiel prufen, wie sieh das Verhaltnis von Stutzensieherheit und 
mittlerer Stutzenstarke andert, wenn wir die Durehbiegungen der beiden Stabhalften mog
liehst ausgleiehen. 

Offenbar ist die Stiitze 4 diejenige Stutze, auf deren Verstarkung es in erster Linie 
ankommt. Gleichzeitig wird man die Stutzen·1 und 2 naehgiebiger machen. Es wurden 
daher zunaehst aIle Zwisehenstutzen gleieh stark angenommen, und zwar der guten 
V ergleich~ar~{~it wege~ gleie~ deI~. ari~hmetisehen Mittel 8ifJ!Je/inie bei flicl7! pro port Ahderllfl/l 
del' ursprunghchen Stutzenwlderstande. dfJrSfii!zeflwidersfIJf1rfe fiJrad2=1 

(196) A v =11,19tcm-1 (v=I,2, .•• ,5). -15 

10 

15 

Ein allen Stutzenwiderstanden gemeinsamer Prop or
tionalitatsfaktor ist, wie wir wissen, gegebenenfalls naeh
traglich in einfachster Weise zu berueksichtigen. Rechnen 
wir wieder mit zweifacher Sieherheit (k = 2), so wissen 
wir - da das Hilfsproblem das gleiehe bleibt -, daB nur 
die Kombinationen 1,2, 3 und 2, 3, 4 in Frage kommen 
k6nnen. Wir brauehen also die !Y..ij nur bis !Y..u zu bereeh
nen. Es ergibt sieh o Z 3 ¥ S fj 

(197) I 
Daraus 

(198) 

!Y..ll = + 2229,34·A 
!Y..12 = + 795,71·A 
!Y..1 3 = + 96,82·A 

!Y..33= + 
!Y..34 = + 
folgt 

76,542·A 
34,169 ·A 

!Y..22 = + 693,14 ·A 
!Y..23 = + 125,94 ·A 
!Y..24= + 74,311·A 

{ Kombination 1,2, 3 fJI = 8,69 
Kombination 2, 3,4 fJ2> 13,01 

Also fJ = PI = 8,69. Die Stutzensicherheit ist etwas ge
ringer geworden. Fur die Biegelinie erhalt man 

(199) Y = [- 0,467' qP) (x) + qJ(2) (x) - 0,735' gP) (x)] . a2 • 

ArWZ 

~rT!,!9 

ArJ,f9 

4,-.f,19 

l4-1D,3 ~F7,.fS iAr.f,70' A/-17,2 

1-%-11,/9 14-11,19 ~r1l,l9 Ar1l,I9 

t1z-8,l9 ~.r11,l9 ~¥m k--1J,l 

.,J[8,19 IArl1,19 ~r24Jl ~.t7!'l 

J'lrJtzenwiriers/unrie 
Abb.31. 

tGm1 

tGlTL1 

tGm' 

tGm' 

Das Bild der Biegelinie ist (_ .. _) in Abb. 31 zugleieh mit unserer fruheren Biegelinie 
(stark ausgezogen) dargestellt. Man sieht, daB die Ausbiegung des Stabes schon wesent
lieh ausgeglichener ist als vorher. Aber offenbar ist Stiitze 4 immer noch relativ zu schwach. 

Es wurde daher weiter mit linear von links naeh reehts zunehmenden Stutzenwider
standen gereehnet, derart daB das aritlunetisehe Mittel wieder 11,19 t em-I ist: 

(200) Al = 5,19 A2 = 8,19 A3 = 11,19 A4 = 14,19 A5 = 17,19 (t em-I). 

Es ergibt sich 

(201 ) 

(202) 

(203) 

1 
!Y..ll = + 24551 
!Y..12 = + 5662,5 
!Y..13 = + 323,5 

!Y..22 = + 5644 !Y..3.3 = + 589,7 
!Y..23 = + 539,0 !Y..34 = + 115,26 
!Y..24 = + 334,9 !Y..44 = + 361,72 

{ Kombination 1,2,3 
Kombination 2, 3, 4 

- -

fJI = 11,22 = fJ 
ti2 > PI 

Die Stutzensicherheit ist also wesentlich groBer geworden. Reduziert man sie durch 
proportionale .Anderung del' Stutzenwiderstande auf 9,27, so erhalt man, alsMittel der Stutz en
widerstande 9,24, eine wesentlich giinstigere Zahl als die urspriingliehe (11,19). Man erkennt 
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deutlich den EinfluB der Verteilung der Stiitzenwiderstande auf die Sicherheit des Gesamt
systems. Die Biegelinie ist· ebenfalls in Abb. 31 eingetragen (_. -). Der Ausgleich der 
Durchbiegungen der beiden Stabhalften ist jetzt schon beinahe erreicht. Urn ihn vollig 
herzusteIlen, muB Stiitze 4 noch starker gemacht werden, wahrend offenbar eine Verstarkung 
der Stiitze 5 so gut wie nichts ausmacht. 

Es wurde daher weiter der Widerstand der Stiitze 4 verdoppelt, aIle anderen Stiitzen 
dagegen unverandert wie im letzten FaIle beibehalten: 

(204) A4 = 28,38 t cm-1, aIle anderen Av wie in (200). 

Das arithmetische Mittel wurde in diesem FaIle nicht auf den friiheren Wert reduziert, 
urn die Wirkung der Anderung einer einzigen Stiitze anschaulich zu machen. Die IXij sind 
jetzt in einfachster Weise aus den letzten Werten (201) zu gewinnen, indem man zu jedem 
IXij in (201) noch einmal den aus der letzten Rechnung schon bekannten Summanden 
+ 14,19' Iii) tY) addiert. Man findet: 

(205) 

(206) 

(207) 

f IXU = + 31956 

1 :~: + 4~~::~ 
IX22 = + 5710 
IX23 = + 589,5 
IX24 = + 234,1 

Cf.S3 = + 628,44 
Cf.S4 =+ 37,86 
IXu = + 516,62 

- -

{ Kombination 1,2,3 
Kombination 2, 3, 4 

~1 = ~4,00 = fJ 
fJ2 > fJl 

Auch diese Biegelinie ist in Abb. 31 (- - -) eingetragen. Der Ausgleich der Durch
biegungen ist jetzt vollstandig gelungen. Stiitze 4 ist nun relativ stark genug, urn den Ein
fluB der von links nach rechts anwachsenden Stabkrafte auszugleichen. Reduziert man die 
Stiitzensicherheit auf den urspriinglichen Wert 9,27, d. h. multipliziert man aIle Stiitzen
widerstande mit 9,27/14,00 = 0,662, so erhalt man als Mittel der Stiitzenwiderstande 9,3, also 
etwas mehr als im vorigen Fall. Die linear von links nach rechts zunehmenden Stiitzen
widerstande ergeben demnach in diesem FaIle die gewiinschte Stiitzensicherheit bei dem 
geringsten Durchschnittswert der Stiitzenwiderstande. 

c) Knicken durch propol'tionale Vergrofierung del' Stabkl'afte. 
Wir fragen nunmehr, wann und wie unser Stab ausknickt, wenn wir die urspriinglichen 

Stiitzenwiderstande unverandert beibehalten, aber die Stabkrafte proportional anwachsen 
lassen. Wir erhalten die Knicklast k, wie wir wissen, wenn wir in Abb. 24 (oder in Abb. 23) 
die Abszisse aufsuchen, an der die Knickgirlande die Ordinate fJ = 1 hat. Wir finden 

(208) k = 6,03 

und steIlen fest, daB dieser Wert von der Kombination 3,4, 5 geliefert wird. Der Stab 
knickt also mit den gegebenen Stiitzenwiderstanden beim 6,03-fachen der Belastung aus, 
die unserer Rechnung zugrunde lag (Tabelle A, § 1), d. h., er hat im iiblichen Sinne die 
Knicksicherheit 6,03. Die Biegelinie, mit der er beim Uberschreiten dieser Belastung 
ausknickt, erhalten wir aus dem Ansatz 

(209) 

durch Auflosen des Gleichungssystems 

1 
[IX33 + (A(3)-k)· N3 • fJla3 + IX34 • a4 + 0(35· a5 = 0 

(210) 0(43: a 3 + [IXu + (A(4)_~). N 4' fJJ . a 4 + (5)IX45 • ~5_.. 0 
IX53 as + IX54 a 4 +[IX55+(A -k)NsfJJ a 5-O 

mit k = 7c = 6,03 und fJ = 1. Man erhalt 

(211) Y = [- 0,570038" qP) (x) + <p(4) (x) - 0,487967' <p(5) (x)] . a4 " 
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Die Biegelinie ist in Abb. 32 dargestellt. Die relative Schwache der Stiitze 4 ist wieder deut
lich erkennbar. Das Ausknicken erfolgt in diesem FaIle mit 4 Halbwellen, in ausgezeichneter 
Ubereinstimmung mit den aus der EngeBer-Formel (23) gewonnenen Werten (vgl. Tabelle 0, 
§ 5). Aus der Abbildung lesen wir weiter ab, daB die kleinste Halbwellenlange etwa 740 cm 
entspricht, die groBte etwa 1040 em. Aueh das stimmt gut mit den naeh EngeBer ge
wonnenen Uberschlagswerten der Tabelle ° uberein. Dagegen zeigt sich, daB die Empfehlung 
von F. und H. Bleich, nach dieser Formel uberschlagig zu bestimmen, bei welcher Halb-

wellenzah~ w~~ die ~leinste W urz~l li fi~den IJiegeltilie beigegebeflen %/tJlz8nwioers/uflriefllJfld 
werden, _ lrrefuhrend 1St. Denn dlese klemste -If bei.4flwucnsen oerJ'lubkrtifie k-o,flJ fur ad!~l 
Wurzel fJ ergibt sich nicht aus der Kombination -3 

von Eigemunktionen, mit der der Stab bei An
wachsen der Sta bkrafte ausknickt (diese -z 
Wellenzahl allein kann die EngeBer-Formel 
liefern), sondern aus derjenigen Kombination, 
mit der er bei Abschwachung der Stutzen
widerstande ausknickt. Wollte man nur fest
stellen, ob das System mindestens die geforderte 
zweifache Knicksicherheit besitzt - und auf diese 
Feststellung wird man sich in praktischen Fallen 
meist beschranken wollen - so wurde man durch 
die Verwendung der EngeBer-Formel in dem 

3 I-
1000cm, 

I 
Abb.32. 

von Bleich empfohlenen Sinne geradezu zu unnutzer Rechenarbeit, namlich zur Berechnung 
unverwendbarer Eigenwerte und Eigenfunktionen verleitet. 

d) Die Biegelinie bei festen Zwiscbenstiitzen. 
Wir wissen aus fruheren Uberlegungen, daB unsere Rechnung in der Nahe der Knick

last k*, die festen Zwischenstiitzen entspricht, unsicher wird. Einmal ist der Wert k* = 8,05 
nur ganz roh bestimmt. Andererseits wurden wir zu der Vermutung gefuhrt, daB bei Be
rucksichtigung samtlicher Eigenfunktionen die Knickgirlande (Abb.24) fUr k = k* die 

Ordin~te fJ* = ° hat, wahr~nd wIT ?ei Ko~binatione:l Nri/JerlJng fiir rile 
zu dntt dort durchaus endhche Ordmaten fmden. WIr IJiegelirlie beimsleflZwiscneflSltJfzen 
durfen daher nicht erwarten, an den Stutzstellen die -3 Fur a(j'f!~l I I 
Ordinaten Null zu erhalten, wenn wir mittels dreigliede- -2 I I J 
riger Ansatze das Gleichungs~ystem (21) fur k = 7c* mit -1 _ .r~ 
dem zugehorigen Wert fJ = fJ* losen. y ol!-.m_u_'lze_lf---t21---I_--l_---f_~ 

Zunachst wurde die Rechnung mit denjenigen Werten 1 
7c und fJ durchgefuhrt, bei denen der Steilabfall der Dreier- 1 

girlande gegen den Wert fJ = ° aufhort. Nach Abb. 24 2 

wurde dazu der Wert 7c = 11,95 gewahlt. Die Kombina- J 

tionen 4, 5, 6 und 5, 6, 7 ergeben an dieser Stelle fast den 
gleichen Wert von fJ. Rechnet man mit beiden Kombina
tionen, so zeigt sich, daB man mit 5, 6, 7 im Durchschnitt die kleineren Stutzpunktsordinaten 
erhalt. Diese Kombination wurde daher der Darstellung (Abb.33) zugrunde gelegt. Man 
erhalt zunachst 

(212) fJ = 0,012224. 

Die Gleichung der Biegelinie wird sodann 

(213) Y = [- 0,748191' q;<5) (x) + gJ(6) (x) + 0,161328' q/1) (x)] . a6 • 

Insbesondere findet man die Stutzendurchbiegungen zu 

(214) 1)1 = + 0,092; 1)2 = + 0,391; 1)3 = - 0,214; 1)4 = - 0,365; 1)5 = + 0,210. 

Die Stutzendurchbiegungen verschwinden also keineswegs. Aus den oben erwahnten 
Grunden ist das aueh nicht verwunderlich. Immerhin sind sie gering im Vergleich mit den 
maximalen Ordinaten. DaB sich bei festen Stutzen ein Ausknicken in sechs Halbwellen 
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ergibt, entspricht der Anschauung. Man kannte ein anderes Ergebnis nur dann erwarten, 
wenn ein einzeInes Feld relativ so schwach ware, daB es fiir sich allein ausknickt, und zwar bei 
den Endfeldern wie ein einseitig, bei den Mittelfeldern wie ein beiderseits eingespannter Stab. 

Ferner wurden die Gleichungen (21) mit k = k* = 8,05 gelast. Man findet 

(215) 13 = 0,284696. 

Dieser Wert ergibt sich aus der Kombination 4, 5, 6, die - wie Abb. 24 zeigt - an dieser 
Stelle die Dreiergirlande bestimmt. Ais Biegelinie erhalt man 

(216) Y = [- 0,375079' 91(4) (x) + 91(5) (x) - 0,694638' 91(6) (x)] . as' 

Sie ist in Abb. 34 dargestellt. Das Bild ist im ganzen - wie bei dem groBen Wert von ji, 
den der dreigliedrige Ansatz noch fiir k* ergibt, nicht anders zu erwarten ist - wesentlich 

ungiinstiger als das vorige (vgl. Abb. 33). Die sechste 
Ralbwelle zeigt sich nur eben angedeutet (am linken 
Ende der Abb.34). Die K.notenpunktsordinaten sind 
die folgenden: 

(217) {'YJ1_ -0,164;. 'YJ2 _ -0,699; 'YJa=+l,llO; 
'YJ4 - - 0,657, 'YJs - + 0,062. 

2 Diese groBen Werte erweisen mit aller Deutlichkeit, 
Abb.34. daB in der Nahe der Knicklast des fest gestiitzten Stabes 

der dreigliedrige Ansatz fur die Biegelinie nicht ausreicht, 
um zuverlassige Ergebnisse zu gewinnen. Um ein sicheres Urteil iiber ihre Genauigkeit zu 
erhalten, muB man die gesuchte Stiitzensicherheit sowohl aus den dreigliedrigen wie aus 
den zweigliedrigen Ansatzen bestimmen. 1st der Unterschied zwischen den beiden Er
gebnissen praktisch gering, so kann man sich mit dem Ergebnis des dreigliedrigen An
satzes begniigen. Erscheint der Unterschied zu groB, so liegt der verlangte Sicherheitsgrad 
zu nah bei der Knicklast des fest gestiitzten Stabes. Dann muB man weiter zu vier- und 
mehrgliedrigen Ansatzen greifen, bis sich die Stiitzensicherheit praktisch nicht mehr andert. 

Schln13bemerknng. 
Zusammenfassend ist zu sagen, daB das neue Verfahren, wie wir gesehen haben, frucht

bare Einblicke in die inneren Zusammenhange der Probleme gestattet, die mit anderen 
Verfahren nicht leicht zu gewinnen sind. Es ermaglicht, in einfacher Weise den EinfluB 
der Stiitzung auf die Sicherheit des Systems zu iiberschauen und konstruktiv zu beriick
sichtigen. Es macht iiberdies die Rechnung durch ihre Gliederung iibersichtlicher und der 
Kontrolle zuganglicher. Raben aIle Felder des Stabes gleichen Elastizitatsmodul, gleiches 
Tragheitsmoment und gleiche Stabkraft, so macht das Verfahren (unabhangig davon, ob 
auch die Feldlangen einander gleich sind oder nicht) weniger Arbeit als irgendein anderes 
bisher bekanntes Verfahren. Sind diese GraBen jedoch feldweise verschieden und ist die 
Felderzahl groB, ohne daB das Problem symmetrisch ist, so wird die Rechenarbeit sehr 
erheblich. Aber auch dann ist sie geringer als bei den theoretisch bekannten, in der Praxis 
bei so verwickelten Fallen kaum wirklich anwendbaren Verfahren. 
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Anhang. 
Del' Rechnungsgang. 

Die Angaben beziehen sieh zunaehst auf die bloBe Bestimmung del' Sttitzensieher
heit bei unsymmetrisehen Problemen. Die Anderungen, die bei einer Gesamtunter
sue hun g des vorgelegten Systems notwendig sind, sind in eekigen Klammern beigeftigt. 
Die zitie1'ten Gleiehungen sind unverandert nul' verwendbar, wenn die Enden des Stabes 
gelenkig fest gelagert und wenn E, I, S feldweise konstant sind. 

Gegeben: E(x), I(x), S(x), lv, Ap und die verlangte Sieherheit k. 
1. Ubersehlagige Bestimmung del' Knieklast k* bei festen Zwisehensttitzen. 1st k nur 

wenig kleiner als k*, genaue Bestimmung von k* (§ 11 e, erster Anhalt naeh § II f). 
2. Aufstellung del' Determinante Ll (A). Ftir jeden beliebigen seehsfeldrigen Stab mit ge

lenkig fest gelagerten Enden kann (42) verwendet werden. Nur ist, wenn die Feldlangen ver-
H 

sehieden sind, in (VI), (:39), (40) und (42) 2lv av statt l'~ zu setzen. Bei andere1' Felder-
v=1 

zahl ist nach § 4 die Determinante neu zu berechnen. Dabei erhalt man aueh die den Glei-
ehung611 (I) bis (VI) entsprechenden Gleiehungen. 

3. Feststellung del' Lage del' Pole von Ll (A). Bereehnung del' Residuen aller Pole bis 
zum ersten oberhalb k [bis zum ersten oberhalb k*] (§ 6). 

4. Gewinnung von Schranken ftir die Eigenwerte (§ 5). Wenn moglich, genaue Fest
legung del' Zahl del' Eigenwerte bis zum zweiten, del' groBer ist als k [bis zum zweiten, del' 
g1'oBer ist als k*] (§ 6 g). 

5. Bereehnung aller Eigenwe1'te bis einschlieBlieh A(P -)- 2), wobei A(P) del' groBte Eigen
wert ist, del' sieh kleiner als k [kleiner als k*] ergibt (§ 7). 

6. Berechnung del' M~i) aus (I) bis (VI) bzw. den ihnen entsprechenden Gleichungen, 
die man bei del' Aufstellung von Ll gewann. Damit erhalt man zugleieh eine Probe ftir die 
Riehtigkeit del' Eigenwe1'te und ftir ih1'e Genauigkeit (§ 8). 

7. Bereehnung del' t~i) aus (36) bzw. (147). 
8. Identifizierung del' Eigenwerte naeh § 9 i, falls diese Identifizierung unter 4. noeh 

nieht restlos gelungen sein sollte. 
9. Berechnung del' N; naeh (162), (163). [Berechnung del' ~ naeh (162) und del' Ndk) 

fiir eine groBere Zahl von Werten k im Intel'vall A(i-2) < k ;;:;: k* naeh (163).] 
10. Bereehnung del' (Xii (160). 
II. Bestimmung von 13v und 13 aus dreigliedrigen und zweigliedrigen Ansatzen (§ 10d, e). 

Unterseheiden sieh beide Werte iJ zu stark, Wiede1'holung mit viergliedrigen Ansatzen (§ 12d). 
[Bereehnung von (3 (k) naeh § 10d und Zeiehnung del' Kniekgirlande (§ II a).] 

SolI auBerdem die Biegelinie gezeiehnet werden: 
12. Bereehnung del' ai nach (21) mit (25) fUr die Kombination, aus del' man 13 erhielt. 
13. Bereehnung del' t~i)' nach (145), (146) fUr die drei q;<i), die 13 lieferten. Zeichnung del' 

Biegelinie (§ 12a). 

SolI die Konstruktion evtl. geandert werden: 
14. Wiederholung del' Reehnung von 10. an mit anderen Sttitzenwiderstanden. 

In dem Sonderfall, daB E(~;i(x)- langs des ganzen Stabes konstant ist, fallt die 

Reehnung von 2. bis 8. fort (vgl. § II d). 
Sind auBerdem die Feldlangen gleich, so faUt auch die Rechnung unter l. fort 

(§ llf). 

jl'orschungshefte aus dem Uebietl' des Stahlbaucs. Heft 1. 5 
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