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Vorwort.

Der Deutsche Stahlbau-Verband hat bei seinen jahrzehntelangen Bestrebungen, die
Forschung auf dem Gebiet des Stahlbaues tatkréftig zu fordern, festgestellt, daf auf seinem
engeren Fachgebiet Gelegenheit zur Veroffentlichung umfangreicher theoretischer Abhand-
lungen fehlt. Dem soll die Herausgabe von Forschungsheften abhelfen, die in zwangloser
Reihenfolge erscheinen werden. Abhandlungen aus dem Stahlbau, aus der Statik, Festigkeits-
lehre, mathematischen Elastizitdtslehre und der MeBtechnik, die fiir die Verdffentlichung
in einer Fachzeitschrift zu umfangreich sind und verdienen, méglichst bald der Fachwelt
bekanntgegeben zu werden, finden in diesen Forschungsheften ihre geeignete Erscheinungs-
form. Davon sind selbstverstindlich auch die leider so seltenen kritisch-systematischen
Untersuchungen konstruktiver KEinzelfragen des Stahlbaues keineswegs ausgeschlossen.
Dagegen werden reine Versuchsberichte nach wie vor in den ebenfalls vom Deutschen
Stahlbau-Verband herausgegebenen Berichtsheften des Deutschen Ausschusses fiir Stahlbau
erscheinen und Bauwerksbeschreibungen den Fachzeitschriften vorbehalten bleiben.

Das erste Heft behandelt eine stabilitétstheoretische Untersuchung, die sich aus einer
praktischen Bauaufgabe (Flugsteighalle Tempelhof) entwickelt hat. Sie diirfte ganz be-
sonders geeignet sein, die Art der in den Forschungsheften zu versffentlichenden Aufsitze
zu kennzeichnen, indem sie einen wichtigen Beitrag nicht nur fiir die rein wissenschaftlich
interessierten Kreise, sondern auch fiir die Praxis darstellt. Sie ist auBerdem auch zeit-
gemifl, denn die stabilitdtstheoretischen Probleme stehen gerade jetzt mit im Vordergrund
des fachlichen Interesses und werden die Weiterentwicklung der wissenschaftlichen Grund-
lagen des Stahlbaues mafigebend beeinflussen.

Die Anregung zur Herausgabe der Forschungshefte ging von Herrn Professor Dr.-Ing.
Kléppel aus, dem wir an dieser Stelle unseren besonderen Dank aussprechen. Herr Professor
Dr.-Ing. Kloppel wird auch allen Fachkollegen fiir Anregungen und Unterstiitzungen zum
zielsicheren Ausbau dieser Einrichtung sehr dankbar sein, insbesondere aber auch fiir die
Bereitstellung geeigneter Abhandlungen zur Verdffentlichung in den Forschungsheften.

Mogen diese Hefte zur Foérderung von Forschung und Lehre und zur Befruchtung
der Praxis des Stahlbaues ebenso beitragen wie die bewihrten Berichtshefte des Deutschen
Ausschusses fiir Stahlbau.

Unser besonderer Dank gilt Herrn Dr.-Ing. Schleusner fiir die Veréffentlichung seiner
Arbeit in dem ersten Forschungsheft und der Verlagsbuchhandlung Julius Springer fiir
die vorziigliche Ausgestaltung dieser Druckschrift.

Berlin, im Oktober 1938.

Deutscher Stahlbau-Verband
Berlin.
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Einleitung.

Die Berechnung der Knickfestigkeit eines mehrfeldrigen, elastisch gestiitzten geraden
Stabes mit feldweise verdnderlichem Trigheitsmoment unter der Wirkung axialer, feldweise
verinderlicher Stabkriifte ist seit langem bekannt!. Die in der Literatur angefiihrten Bei-
spiele beschrinken sich jedoch auf eine geringe Zahl der Felder und Offnungen und setzen
obendrein durchweg Symmetrie zur Stabmitte voraus, wodurch die Zahl der unbekannten
GroBen, die bestimmt werden miissen, auf die Hilfte vermindert wird. Bei mehr als drei
bis hochstens vier Offnungen und beim Fehlen der Symmetrie aber wird die Rechnung
ungeheuer umsténdlich, ja praktisch undurchfithrbar. Man pflegt sich dabei im allgemeinen
durch vereinfachende Annahmen zu helfen, etwa indem man Trégheitsmomente und Stab-
kréfte iiber mehrere Felder oder Offnungen hin durch einen konstanten mittleren Wert
ersetzt. Es kann aber sein, daf die erforderliche Genauigkeit solche Vereinfachungen
nicht zulafBlt.

Ein Verfahren, in solchen Fillen die Rechnung durchfithrbar zu machen, haben F. und
H. Bleich, Wien, entwickelt2. Aber auch dort beschrinken sich die Beispiele auf symmetri-
sche Fille und sind auch sonst stark vereinfacht.

Im folgenden soll die Rechnung fiir einen nichtsymmetrischen Stab mit sechs Offnungen
nach dem Verfahren von Bleich durchgefiihrt werden® Zuvor soll der Ansatz nach dem
iiblichen Verfahren entwickelt werden, um einen Vergleich der praktischen Rechenmdoglich-
keiten bei den beiden Verfahren zu gewinnen.

§ 1. Das Problem.

Gegeben sei ein an beiden Enden gelenkig gelagerter Stab auf sieben Stiitzen, die wir
von links nach rechts mit 0, 1, 2, ..., 6 bezeichnen (Abb. 1). Die Endstiitzen 0 und 6 seien
fest, die fiinf anderen elastisch. Die ) _

Stifze 0 7 2 3 3 5 I3

Stiitzenwiderstéande ip tcm—}. seien Fold Flde | flds  fal Folls Fallé
A,(v=1,2,...,5). Diesechs Offnun- ;J; 5 5 515, ‘W‘g’ ‘5:"‘53 5
. >
D7

gen bezeichnen wir nach der Nummer

der Stiitze am rechten Ende mit 1 i , = , % ¢
bis 6. Alle Offnungen seien einfeldrig, L1, 4 Yyl

d. h. innerhalb jeder Offnung » - L '
seien das Trigheitsmoment des Quer- Abb. 1.

schnitts I,, der Elastizitdtsmodul £,

und die Stabkraft S, (als Druck positiv) konstant. Wir werden bei der Rechnung den
Elastizititsmodul iiber den ganzen Stab hin als konstant annehmen: E, = B, = HE;=---
= E; = E, wollen aber den Ansatz fiir verdnderlichen Elastizitdtsmodul schreiben, da dies

die Formeln in keiner Weise kompliziert. Alle Felder mogen die gleiche Feldweite [ haben.
Doch werden wir auch hier die Ansiitze zunichst fiir veriinderliche Feldweitenly, 1y, 15, . . ., lg

[ )

svv‘:&

NV

1 Vgl. z. B. R. Mayer: Die Knickfestigkeit. Berlin 1921 (im folgenden mit ,,M* zitiert) und Ratzers-
dorfer: Die Knickfestigkeit von Stdben und Stabwerken. Wien 1936 (im folgenden mit ,,R* zitiert).

2 F, u. H. Bleich: Beitrag zur Stabilitdtsuntersuchung des punktweise elastisch gestiitzten Stabes. Stahl-
bau Bd. 10 (1937) H. 3 u. 4 (im folgenden mit ,,B* zitiert).

3 Dieser Stab ist der Druckgurt der Stahlbinder bei der neuen Tempelhofer Flugsteighalle [vgl. Stahlbau
(1938) H. 12]. Die Priifung dieser Binderuntergurte auf Knickfestigkeit gab den unmittelbaren Anla zu der
folgenden Untersuchung, die jedoch im Verlauf der Rechnung weit iiber ihren urspriinglichen Zweck hinauswuchs.

Forschungshefte aus dem Gebiete des Stahlbaues. Heft 1. 1



9 Die Knickdeterminante.

6
anschreiben. Die Gesamtlinge des ganzen Stabes sei L= >'l,. Folgende Zahlen sollen der
Rechnung zugrunde gelegt werden: v=1

L =36m; l=6m=0,6-10%cm; E=2,15-103tcm™2;
Sy = 134t; S, =262t; S;=391t; &, —512t; S5=653t; 5= 941t;
(A) I, =43,4-103 cm4; I,=43,4-103cm?*; I;=651-103cm?; I,=928-103 cm?;
I,—92,8-103cm?; [y = 112,2- 103 cm? ;
Ay=o0; 4;=1512tecm™; 4,= 10,3tem™; A;=17,56tcm?; 4,=5,78tcm™;
A;=172tcm™t; Ay = oo.
Um die Knicksicherheit des durch diese GroBen gegebenen Stabes zu bestimmen, fiihren

wir alle Stabkrifte S, mit einem gemeinsamen Faktor A multipliziert in die Rechnung ein.
Die Aufgabe ist dann, den kleinsten Wert von A zu bestimmen, bei dem unser Stab ausknickt.

§ 2. Die Knickdeterminante.

In Abb. 2 sind zwei benachbarte ()ffnungen (eines Stabes mit allgemein n Offnungen)
dargestellt. Es sel M, das Moment an der Stiitze », @, die Querkraft im Felde », #, die
Senkung des Stiitzpunktes », «, (von 0 bis I, zihlend) die Abszisse im Felde » und y, die
Ordinate der Biegelinie im Felde ». Dann ist die Bedingung fiir das Gleichgewicht
der Momente
(1) M(xw :l/,,)——_—M,,_l—AS,(y,,——’I?,,_l)—'Q,,xV (1}:1’2’-“;”)-
Auf den Stiitzpunkt » bezogen lautet diese Gleichung
(2) M, =M, —18,(,—n_1)—@Q1 v=1L12,...,n).
Ersetzt man das Moment im Punkte z,, y, wie iiblich néherungsweise durch £,7,-y,,

(v-7) ) (+1) so ergibt (1) die Differentialgleichung der Biegelinie

%

(3) Yy + Lg Y,—

m'(MV~1_Qv‘xv+1Sunv~l):0'

Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt

A8,
(4) a=1, 1/ 5x

(vgl. ,, R, § 25, S. 265f. und ,,B*“, wo v, fiir 2, steht).
Integration von (3) mit den Integrationskonstanten 4, und B, ergibt

. Y » 1 -
(5) y,= A, -sinz, 7" + B,-cosz, P+ g (M, 1 — Q@ + A8, n, 1)
Fiihrt man weiter abkiirzend die GréBen

, b zcosz,—sing, v b sin z, —z,

(6) W=TH,1,  Zsing Y = E,1, Zsing

ein, eliminiert @, mittels (2) und bestimmt 4, und B, aus y, (0) =#,_1, ¥, (,) = ,, so ergibt
sich fir die Gleichung der elastischen Linie im Felde »

M,,__ v_‘Mv . v v v
(T) 428, = TR e i, M,y 082, 7 [Moy— M, — 18, (= n-0)] 7+
+(Mv—l +ASvnv—1) (721,2,...,71)
und fiir die Tangenten an den Feldenden,
(82) Yo (0) = P L MLy MLy
' e — ey u " T (V:l,2,...,n).
(Sb) Yy ( 1’) - 1, - v—1Py — » P

Da an der Stiitze » die Tangente sich stetig &ndern mul, da also ¥, (1,) =y, (0) sein muB,
folgt die Stetigkeitsbedingung an der Stiitze »

17 7 i 7" 1 1 1 ]_
9) M_yv + M (py+ 1) + My, +1+77v—1‘f—777'<l7+ ***** >+77p+1' =0




Der neue Energieansatz. 3

An jeder der fiinf elastischen Stiitzen wirkt die Reaktionskraft 4, - 5, (vgl. Abb. 3). Daraus
ergibt sich als Bedingungsgleichung fiir das Gleichgewicht der Vertikalkrafte an

der Stitze »
(10) . Av.nv:Qv-Fl—Qv (V=1,2,...,’}’l,——'1).

Mit den Gleichungen (2), (9) und (10) haben wir die Moglichkeit, alle unbekannten
Grofen bis auf einen unbestimmt bleibenden gemeinsamen Faktor zu bestimmen. Wir
haben allgemein 37 —2, in unserm Fall 16 unbekannte GroBen: n» —1 = 5 Knotenpunkts-

momente M, w=1,...,5), n—1= 5 Knotenpunktsverschiebungen #, (v=1,...,5) und
n = 6 Querkrifte @, (v =1, 6). Ebenso haben wir 3n—2 =16 Gleichungen: n = 6 Gleich-
gew1chtsbed1ngungen (2) (v = 1 6), n—1 = 5 Stetigkeitsbedingungen (9) (v =1,..., 5)
und n—1= Stutzenglelchungen (10) (»=1,...,5). Eliminiert man aus (2) und (10)
die Querkrifte, so erhidlt man endlich 27 ~——1 = 11 Gleichungen mit 11 Unbekannten:
n — 1 = 5 Knotenpunktsmomenten 3, (v=1,2,...,5) und n = 6 Neigungen der Feld-
sehnen 7~ '” +(»=1,2,...,6). Bei anderen Stutzbedlngungen werden es 2n = 12 oder
2n 4+ 1= 13 Glelchungen mit ebensovielen Unbekannten (vgl. z. B. ,, M, o)

I

§ 36, S.178f.). Es bleiben also 11 bis 13 homogene lineare Gleichungen |
mit ebensovielen Unbekannten. Diese Gleichungen haben dann und nur o 0
dann nicht verschwindende Losungen, wenn die Determinante der Bei- ym !
werte verschwindet. In den Beiwerten erscheint, teils in algebraischer,

teils in transzendenter Form [vgl. Gleichung (4)] der Parameter 4. Die

Bedingung des Verschwindens der Determinante ergibt also eine tran-

szendente Gleichung zur Bestimmung von A. Die kleinste positive Wurzel

dieser transzendenten Gleichung bestimmt die Knickgrenze unseres Stabes. Ay Ty

Die Gleichung ist aulerordentlich verwickelt und im allgemeinen nur durch Abb. 3.
Probieren zu l6sen. Das aber bedeutet, dafl man eine elf- bis dreizehn-

reihige Determinante so oft auswerten muf}, bis man eine Nullstelle mit hinreichender Ge-
nauigkeit bestimmt hat und bis man sich weiter versichert hat, daB diese Nullstelle die
kleinste positive unter den im allgemeinen unendlich vielen Nullstellen ist. Diese Rechen-
arbeit ist praktisch einfach undurchfithrbar, abgesehen davon, daB die Gefahr von Rechen-
fehlern ganz auBerordentlich grof ist. Die bekannten Versuche, die Determinante der Rech-
nung zugénglicher zu machen, beschrinken sich auf symmetrische Systeme mit symme-
trischer Belastung!. Das wiirde in unserm Fall bedeuten, dafl man mit einem zwolffeldrigen
Stab rechnen miilte, also eine 23reihige Determinante erhielte. Damit wird die Rechnung
erst recht praktisch undurchfiihrbar.

Nun gibt Ratzersdorfer (,,R“, S. 268f.) ein praktisch sehr wertvolles Verfahren an,
durch Elimination der Knotenpunktsverschiebungen #, die Zahl der Unbekannten und der
Gleichungen von vornherein zu vermindern. Dies Verfahren ist aber nur anwendbar, wenn
mehrere Felder in einer Offnung liegen, also gerade in dem von uns betrachteten Falle nicht.

Dagegen fiihrt das oben erwihnte Verfahren von F. und H. Bleich zum Ziel. Zwar
bleibt auch hier die Rechenarbeit noch immer sehr umfangreich. Aber die Rechnung wird
praktisch durchfithrbar und dabei in viele Teilschritte zerlegt, von denen jeder den andern

kontrolliert, so daB8 Rechenfehler verhéltnismaBig rasch erkannt und verbessert werden
kénnen.

§ 3. Der neue Energieansatz.

Praktisch ist das Wesentliche des Bleichschen Verfahrens, daB der Stab zunichst
ohne Beriicksichtigung der Zwischenstiitzen berechnet wird und diese erst zum
SchluB in die Rechnung eingefiihrt werden. Dadurch wird nicht nur die Rechnung iiber-
sichtlicher und einfacher, sondern man erhélt dadurch auch wichtige Aufschliisse iiber den
Einflul der Stiitzung auf die Sicherheit des Systems und zugleich eine einfache Méglich-
keit, diesen Einflul} konstruktiv zu beriicksichtigen.

1 Vgl. z. B. Kriso: Die Knicksicherheit der Druckgurte offener Fachwerkbriicken. Internationale Ver-
einigung fiir Briickenbau und Hochbau. Abhandlungen, III. Bd. (1935).

1*



4 Der neue Energieansatz.

Theoretisch besteht das Besondere des Bleichschen Verfahrens in einer Umkehrung
der iiblichen Fragestellung. E, I und S mogen irgendwelche gegebenen Funktionen von x
(also nicht notwendig feldweise konstant) sein. Der Stab habe n Offnungen (n + 1 Stiitzen),
und wir nehmen der Allgemeinheit wegen zunichst auch die Endstiitzen als elastisch an.
Dann ist der iibliche Ansatz fiir die potentielle Energie des Gesamtsystems der folgende:

L L n
1 1
Il = *%'/E(x)l(x) yrdz—yi [S@yede+5 D A,n8.
3 0 v=0

Der erste Summand stellt die Arbeit der Biegungsmomente dar, der zweite die Arbeit der
Stabkrifte, der dritte die Arbeit der Stiitzenwiderstinde. (Sind die Endstiitzen fest, so
leisten sie keine Arbeit und in der Summe fallen daher die auf sie beziiglichen Summanden
fir v =0 und v = n fort.) Die Stabkrifte sind mit einem Proportionalitdtsfaktor 4 multi-
pliziert, dessen Wert an der Knickgrenze zu bestimmen ist. Die tibliche Fragestellung lautet
also: Wie grofl dirfen die Stabkréfte hochstens werden, wenn der Stab bei
gegebenen Stitzenwiderstdnden nicht ausknicken soll. F. und H. Bleich
machen dagegen folgenden Ansatz fiir die potentielle Energie:

L L n
1 1 1
(11) ]I=—2—-'[E(x)l(x) y"%lx——g-fS(x) yrde+ su E A,
0 0

y=20

Hier sind (statt der Stabkrifte) die Stiitzenwiderstinde mit einem gemeinsamen Pro-
portionalitétsfaktor u versehen, dessen Wert an der Knickgrenze zu bestimmen ist. Die
Bleichsche Fragestellung lautet demnach: Wie stark miissen die Stiitzenwider-
stinde mindestens sein, wenn der Stab bei gegebenen Stabkriften nicht
ausknicken soll. Die Frage nach der Knicksicherheit wird also durch die Frage nach der
Stiitzensicherheit ersetzt. Wir werden spéter (vgl. § 11a und § 12¢) sehen, wie man am Ende
der Rechnung in einfachster Weise zu der urspriinglichen Fragestellung zuriickkehren kann.
Die Ergebnisse miissen letzten Endes selbstverstéindlich die gleichen sein, von welcher
Fragestellung man auch ausgeht. Das heilt, bestimmt man aus dem iiblichen Ansatz den
kritischen Wert von 4 und fithrt man dann 4- 8 statt S in den Bleichschen Ansatz (11)
ein, so mufl man aus diesem u = 1 erhalten. Und umgekehrt: bestimmt man aus (11) den
kritischen Wert von y und setzt man dann in dem iiblichen Ansatz u- 4, an Stelle von 4,,
so muBl man 4 =1 erhalten.

Der Energieansatz fiihrt auf ein Variationsproblem. Die tatséchlich eintretende Ver-
formung des Stabes ist dadurch vor allen anderen denkbaren Verformungen ausgezeichnet,
daB bei ibhr die potentielle Energie zum Minimum wird. Die Bestimmung der Biegelinie
y(z) und des kritischen Wertes vom u erfordert also die Losung des Variationsproblems

(12) SIT=0.

Die Losung wird mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens gesucht. Jede Funktion, die ge-
wissen Stetigkeitsbedingungen geniigt, die unsere Biegelinie y sicher erfiillt, kann in eine
(h6chstens mit Ausnahme der Randpunkte) gleichméBig konvergente Reihe nach den Eigen-
funktionen ¢ (x) jedes Randwertproblems vom Sturm-Liouvilleschen Typus entwickelt
werden :

(13) ¥ (@) = a;, - @O () + ay- ¢@ (x) + ag- ¢ (2) + -+ in inf.

Es kommt nur darauf an, das Funktionensystem ¢® (x) so zu wihlen, dall wenige Glieder
der Reihe (13) eine ausreichend genaue Darstellung der Biegelinie und eine ausreichend genaue
und einfache Bestimmung des kritischen Wertes von u gestatten. F. und H. Bleich wihlen
als Funktionenfolge ¢® die Eigenfunktionen des Hilfsproblems

L L
(14) S+ =0; I*=5- [B@)I(2)g" (@)dz—zi [8(x)¢?(@)da

bei geeigneter Wahl der zugeordneten Randbedingungen.



Der neue Energieansatz. 159

Die Variationsgleichung des Problems (14) ist
d? 17 d ’
(15) T E@) I (2)¢"]+ 2 5, [S@)¢]=0.

Das aber ist gerade die Differentialgleichung des geraden Stabes mit der Biegesteifigkeit
E () I(x) und der axialen Druckbelastung S (x). Das Bleichsche Hilfsproblem ist also —
wie iibrigens auch ein Vergleich von (11) und (14) unmittelbar zeigt — nichts anderes als
der untersuchte Stab selbst nach Entfernung simtlicher elastischen Stiitzen.
s bleibt nur noch iibrig, dem Hilfsproblem (14) bzw. (15) Randbedingungen zuzuordnen,
die moglichst nahe mit den Randbedingungen des Hauptproblems iibereinstimmen. Sind,
wie in unserm Fall, die Enden des Stabes gelenkig fest gestiitzt (bzw. fest eingespannt),
sonehmen wir den Hilfsstab (14) bzw. (15)an den Enden in der gleichen Weise
gelagert, also ebenfalls gelenkig fest gestiitzt (bzw. fest eingespannt) an.
Dann erfiillt jede der Eigenfunktionen ¢® des Hilfsproblems die Randbedingungen des
Hauptproblems streng und die Reihe (13) konvergiert daher mit Einschlu der Randpunkte
gleichmifig. In dem Fall, daB ein Ende des Stabes oder beide elastisch gestiitzt (bzw.
elastisch eingespannt) sind, kénnte man auch bei dem Hilfsstab die betreffenden Enden in
derselben Weise elastisch gestiitzt (bzw. elastisch eingespannt) annehmen. Man hitte dann
den Vorteil, daB die Funktionen ¢® wiederum die Randbedingungen des Hauptproblems
streng erfiillen. Doch diirfte der Nachteil, daB die Rechenarbeit bei der Gewinnung der
¢ erheblich vergréfert wird, tiberwiegen. F. und H. Bleich nehmen in diesem Fall das
betreffende Ende des Hilfsstabes als vollkommen frei an. Die ¢ erfiillen dann zwar nicht
alle Randbedingungen des Hauptproblems. Doch sind die von den ¢ nicht erfiillten Be-
dingungen natiirliche Randbedingungen des Hauptproblems, so dafl das Verfahren gegen
eine alle Randbedingungen des Hauptproblems befriedigende Losung konvergiert (vgl. ,,B%).
Dadurch ist auch in diesem Fall die gleichméBige Konvergenz der Reihe (13) mit Einschluf
der Randpunkte gesichert.

Nach dem Bleichschen Verfahren ist also die Aufgabe gestellt, zunichst eine groBere
Anzahl der Eigenwerte A® und der Eigenfunktionen @9 des Hilfsproblems (14) bzw. (15)
zu berechnen. Dieses ist wesentlich einfacher als das Hauptproblem. In unserem Beispiel
wird sich die Knickdeterminante des Hilfsproblems — die wir zur Bestimmung der A®
brauchen — als sechsreihige Determinante ergeben. Diese ist unvergleichlich leichter
zu behandeln als die elfreihige des Hauptproblems. Allerdings brauchten wir bei dem Haupt-
problem nur einen einzigen Eigenwert, den kleinsten. Die Berechnung von Eigenfunktionen
ist dort zur reinen Bestimmung der Knicksicherheit iiberhaupt nicht erforderlich. Will man
ein affines Bild der Biegelinie haben, so braucht man nur die erste Eigenfunktion ¢® zum
Bigenwert A©. Bei dem Hilfsproblem brauchen wir eine groflere Zahl von Eigenwerten
(in unserem Fall, wie wir sehen werden, vier) und zu jedem die zugehorige Eigenfunktion,
auch wenn wir nur die Knicksicherheit des Hauptstabes ermitteln wollen und auf das affine
Bild seiner Biegelinie verzichten. Vier, unter Umstéinden noch mehr Wurzeln einer sechs-
reihigen Determinante zu ermitteln, in die die Unbekannte in verwickelter Weise transzendent
eingeht, ist im allgemeinen zeitraubend und umstindlich. Aber es ist immerhin moglich.
Dagegen ist es praktisch so gut wie unméglich, auch nur eine einzige Wurzel einer elfreihigen
Determinante zu bestimmen, in die die Unbekannte in entsprechend verwickelter Weise eingeht.

Die Hauptarbeit bei dem Bleichschen Verfahren besteht also in der Losung des Hilfs-
problems. Leider weisen F.und H.Bleich (vgl. ,,B¢) auf diesen Umstand nicht mit der
erforderlichen Deutlichkeit hin. Sie machen bei allen Beispielen, die sie bringen, sehr stark
vereinfachende Annahmen (Symmetrie zur Stabmitte, nur zwei verschiedene S und I oder
gar konstantes S und I, wie in beiden gerechneten Zahlenbeispielen) und geben selbst fiir
diese einfachen Fille die Eigenfunktionen ¢ des Hilfsproblems an, ohne ihre Ableitung
vorzufithren!. Wir werden sehen, welche erheblichen Schwierigkeiten bei unserem Problem

1 Die Eigenfunktionen ,,B*, S. 19, 2. Spalte, fiir das mittlere Feld sind nicht richtig angegeben. So mufl
es z. B. in Gl (17) richtig heiflen:
T2

.. . 8 1 1 Sy
fiir den Bereich 0<<w,<I, zp(x2)=S—2' " eosys g, —1+5-
2 1

cos->
2

und entsprechend in Gl. (20).
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an dieser Stelle zu iiberwinden sind. Nur wenn die Stabenden nicht eingespannt sind und
wenn iiberdies alle Felder gleichen Elastizitatsmodul, gleiches Tréigheitsmoment und gleiche
(konstante) Stabkraft haben, kann man die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Hilfs-
problems ohne jede Rechenarbeit sofort anschreiben. In diesem Falle ist das Bleichsche
Verfahren miihelos anwendbar.

Ist dagegen das Hilfsproblem einmal geldst, d. h. sind die A2 und ¢D bekannt, so bietet
die Losung des Hauptproblems keine Schwierigkeiten mehr. Man macht fiir ¥ dann den
Ansatz (13) mit zunéchst unbekannten Beiwerten a;. Fiihrt man diesen Ansatz in den Aus-
druck (11) fiir die potentielle Energie 7 ein, so wird diese auf Grund der Orthogonalitits-
beziehungen der Funktionen ¢® (vgl., B*)

L
1 ; dep® )2 1 n o
a6) =y S 00— (8@ (8 ) dett e 3 S ey Z 4,009

Dabei bedeutet f* den Wert der Eigenfunktion ¢ an der Stiitze ». Mit

I :
@\ 2
(17) N = (9 —1)- [ S() (ggx—> dz,
0

(18) %ij = %AV ’ fﬁ‘i) ffaj) (o7 = o)
wird Gleichung (16) zu
(19) HZ’%"ZL'G/?‘M"I'—’;’ILL'ZiZjaiajaij.
Die Variationsgleichung (12) geht dann iiber in das Gleichungssystem
(20) i _y (=1,2,3,..)
oder ausgeschrieben

Ny :

<°‘11+"ﬁ]‘>'“1+ Opp Qg + gtz + =0
N,

o1 R R

310y + “32'“2+<°€33+'if’)'“s‘*‘"':()

Dieses System homogener linearer Gleichungen hat dann und nur dann ein nicht ver-
schwindendes Losungssystem, wenn seine Determinante verschwindet:

N i
i 19 TR
I N, 1
J o T
(22) ) 21 2o + " %o3 | —0.
3
%31 %32 dgg + u

i
I

Gleichung (22) ist eine Bestimmungsgleichung fiir 4. Die Determinante ist von unendlich
hoher Ordnung. Um die Rechnung zu vereinfachen, schlagen F.und H. Bleich vor, sich

ein ungefihres Bild von der Halbwellenzahl, mit der der Stab ausknickt, mit Hilfe der
EngelBerschen Formel®

L JETI
(23) w=ama-|/ 5

zu verschaffen. Dabei bedeutet w die Linge der Halbwelle. Die Zahl der Halbwellen wiire
somit iiberschligig durch

(24) m— [fﬂ

ausgedriickt, wobei die eckigen Klammern bedeuten, daB m die dem eingeschlossenen
Ausdruck néchst benachbarte ganze Zahl ist. In (23) ist gegebenenfalls fiir den

! EngeBer: Die Zusatzkrifte und Nebenspannungen eiserner Fachwerkbriicken, II. Berlin 1893.
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Elastizititsmodul £ der Knickmodul 7' zu setzen. Die Gleichung gilt nur fiir konstantes
E, 1,1 und 4. Man miiite also, wenn diese Gréflen stetig oder feldweise verdnderlich
sind, mit Mittelwerten rechnen oder besser das Maximum und das Minimum des Aus-
drucks (23) bestimmen.

Wir werden spéter sehen, daff und warum diese Abschitzung der Wellenzahl irrefiihrend
ist und werden (in § 10d) eine andere, sehr einfache obere Grenze fiir die Zahl der zu berech-
nenden Eigenwerte angeben kénnen.

Im allgemeinen wird es geniigen, fiir ¥ nach (13) ndherungsweise einen dreigliedrigen
Ansatz zu machen. Ist das System sowohl wie seine Belastung symmetrisch, so kann das
Ausknicken nur entweder ebenfalls symmetrisch oder antimetrisch erfolgen. Man braucht
dann im Rahmen derjenigen Eigenfunktionen, die man zur Konkurrenz zulassen mufl [nach
dem nicht richtigen Vorschlag von F.und H. Bleich wiren es die Eigenfunktionen, deren
Ordnung der aus (24) gewonnenen Zahl m benachbart sind], nur mit allen Kombinationen
je dreier benachbarter symmetrischer und je dreier benachbarter antimetrischer Eigenfunk-
tionen zu rechnen. Ist das Problem nicht symmetrisch, so sind auch die Eigenfunktionen
nicht symmetrisch und antimetrisch und man mufl die Rechnung mit jeder Kombination
je dreier benachbarter Eigenfunktionen durchfiihren, soweit diese zur Konkurrenz zu-
gelassen werden miissen.

Bei dreigliedrigen Ansétzen ergibt (22) eine kubische Gleichung fiir 1/u. Der groBte positive
Wert, der sich fiir u ergibt, bestimmt die Stiitzensicherheit. Bezeichnen wir die groBte
positive Wurzel aus der ersten Rechnung mit 4, aus der zweiten mit e usw., den groften der
Werte p, mit 4, so ergeben die Stiitzenwiderstidnde u-Ag, u-4,, -+, u- 4, dle Knickgrenze.
Ergibt sich 4 = 1, so befindet sich das System mit den Stutzenw1derstanden A,, von denen
wir ausgingen, an der Knickgrenze. Ergibt sich 4> 1, so knickt das System aus. Wird
dagegen y < 1, so ist das System bei den gewéhlten Stiitzenwiderstinden stabil und 1/u gibt
die Stiitzensicherheit an. Wir fithren daher noch

%31 U39 gy + Np-f---

(25) =

in unsere Gleichungen ein. Dann wird (22)
i oy + Ny B Oy s %3

(26) = ‘o cmtNeh —0.
|
|

Wir bezeichnen analog wie oben nunmehr mit g, die kleinste positive Wurzel von (26)

im »-ten Rechnungsgang und mit g den kleinsten der Werte B,. Dann ergibt A unmittelbar
die gesuchte Stiitzensicherheit.

§ 4. Formulierung des Hilfsproblems.

Als Hilfsproblem verwenden wir, wie oben bemerkt, den in Abb. 1 dargestellten Stab
mit gelenkig fest gestiitzten Enden ohne irgendwelche Zwischenstiitzen. Dann gilt
fiir jedes der fiinf inneren Feldenden (v =1, 2, ..., 5) eine Gleichung (9), wobei

(27) My=0= M,

ist. Mit ¢ bezeichnen wir die i-te Eigenfunktion des Hilfsproblems im Felde », mit f*
wie vorher ihre Ordinate an der Stiitze ». Dann haben wir in (9) f, fiir %, zu setzen, und es ist

(28) o0 (1) =10 =%, 0);  j=0=/ (=1,2,...).

Fiir die praktische Rechnung geben wir (9) noch eine iibersichtlichere Gestalt. Da der
sechsfeldrige Hilfsstab nur noch eine Offnung hat, sind alle Querkriifte @, einander gleich:

(29) ’ Q1=Qz="'=Qs=Q-
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Daher vereinfachen wir das Problem wesentlich, wenn wir aus (9) mit Hilfe von (2) die
Durchbiegungen f, eliminieren:

y— _'fv Mv_Mv—- 1
(30) bl - Memtomr | g w=1,2,...,6).

t4

Ferner greifen wir fiir die v, und ¢; in (9) auf ihre Bestimmungsgleichung (6) zuriick und
fithren folgende Abkiirzungen ein:

1 1 1
(31) G"=—S_,,’ Gr,v+1= 0v+1—0v=m_?ﬂ)
— S, _ =
(32) 2, = lv' E_vjv—’ 2, =2, ]/}H
= . 1
(33) 4, = E,I° ¥, = z,8inz,  B,I, zsinz,’
(34) Qv:——’ﬁvCOSZ‘,, Qv,v+1: 0v+9v+1'

Dabei sind also die‘s,, 0, ,+; und die iiberstrichenen Gréfen durch das Problem gegebene
Konstanten, unabhiingig von dem als variabel anzusehenden Wert von A. Dagegen ist z,
eine algebraische, 9,, o,, 0, ,+1 transzendente Funktionen von A. Mit (29) bis (34) nimmt (9)
die folgende Gestalt an:

(35) Mv—l'ﬁv_}"Mv'gv,v+1+Mv+1'0v+1+Q'%=0 (V=1,2:---,5)-

Da unser Hilfsstab nur noch eine Offnung besitzt, kénnen wir den auf S. 3 erwihnten
Kunstgriff von Ratzersdorfer auf das Hilfsproblem anwenden. Wir multiplizieren (30) mit/Z,:

(36) fomr—ty= g5 (M~ M) + Q1] ¢?=12...,6

und addieren die sechs Gleichungen (36). Dann heben sich auf der linken Seite simtliche
Durchbiegungen bis auf f, und f; heraus, die ihrerseits nach (28) beide verschwinden. Wir
erhalten also, indem wir mit —A multiplizieren,

6
(37) M1'0'12+M2‘023+M3'0’34+M4'_0'45+M5'056—Q'§lv0'v=0-

Gleichung (37) und die fiinf Gleichungen (35) sind sechs homogene lineare Gleichungen
fiir die sechs Unbekannten M;, M,, ..., M,, Q. Sie haben dann und nur dann nicht simtlich
gleichzeitig verschwindende Losungen, wenn ihre Determinante verschwindet. Das ergibt
die Knickdeterminante des Hilfsproblems, die eine transzendente Gleichung zur Bestim-
mung der Eigenwerte A9 des Hilfsproblems liefert.

Bisher haben wir von der Gleichheit der Feldldngen I, keinen Gebrauch gemacht. Sie
vereinfacht lediglich die Gleichung (37) ein wenig. Wir schreiben fiir diesen Fall das Glei-
chungssystem (35)/(37) noch einmal vollstindig an und erhalten mit der Abkiirzung

(35) So=2,

@) My orp+ My 8, +Q-F =0,
(IT) M0y + My 055 + My 9y +Q- 2 =0,
(I1T) My-0y + My oy + M, 9, +Q- 2 =0,
(IV) My 9y + My 005+ M5 95 + Q% =0,
(V) My 95 + My 056+ Q-7 =0,

(VI) My 015+ My 005+ My 054+ My 045+ My 056—Q-12=0.
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Die Eigenwertgleichung des Hilfsproblems ist also, wenn wir die letzte Spalte der Deter-
minante noch mit A multiplizieren,

012 Dy 0 0 0 O12
2 Q23 2 Y 0 Og3
(39) AQ) = 0 U4 Q34 0y 0 O34 —o0.
0 Y ¥y 045 Vs Oys
0 0 0 CF 056 Os6
O12  Ogs O34 Oy5 o5  —AZ

Es bleibt also statt der elfreihigen Determinante, auf die das Hauptproblem bei unmittel-
barer Behandlung fiihren wiirde, nur eine sechsreihige Determinante zu untersuchen. Da-
durch, dal wir den variablen Faktor A von vornherein von den gegebenen Kriften S, ab-
getrennt und zweimal mit A multipliziert haben, sind 10 der 24 nicht verschwindenden
Elemente der Determinante von A unabhingig geworden. Das vereinfacht die folgende
Rechnung wesentlich. Bei Ratzersdorfer dagegen sind sdmtliche (in unserem Fall 24)
Elemente von A abhéi,ngig (vgl. etwa das Beispiel ,,R*, S. 270). Die zweimalige Multiplikation
mit 4 miilte nur bei einer Betrachtung der Stelle A = 0 beriicksichtigt werden, die aber im
allgemeinen nicht interessiert, da ihr nur die triviale Losung des Problems (unverformter
Stab) entspricht.

Die Wurzeln der Gleichung (39) sind die Eigenwerte A® des Hilfsproblems. Wir zéihlen
sie der GroBe nach.

Gleichung (39) ist eine sehr verwickelte transzendente Gleichung in 4, deren Wurzeln nur
durch Probieren zu finden sind. Stets wird man versuchen, aus den Eigenheiten des Pro-
blems zuniichst einen ungefihren Uberblick iiber die vermuthche Verteilung der Wurzeln zu
gewinnen. Dann kénnte man mit einem solchen Naherungswert mittels der Gleichungen
(IT) bis (VI) M; und M, durch ¢ ausdriicken und sodann aus Gleichung (I) eine neue Nihe-
rung fiir den betreffenden Eigenwert gewinnen. Das Verfahren ist jedoch nicht zu empfehlen,
denn einmal hingt seine Konvergenz wesentlich von der Giite der ersten Naherungen ab
und zweitens gewinnt man dabei nicht den gerlngsten Uberblick iiber den Gesamtverlauf
der Funktion 4(4). Man miiite dann, wenn man eine Nullstelle gefunden hat, erst durch
umstidndliche Untersuchungen feststellen um welche Nullstelle es sich eigentlich handelt.

Das zweite moghche Verfahren, mit dem die folgende Rechnung durchgefiihrt wurde,
gibt automatisch einen vollstindigen Uberblick iiber den Gesamtverlauf der Funktion A (l)
und damit eine fiir die praktlsche Rechnung fruchtbare Ubersicht iiber das Gesamtproblem.
Es besteht darin, aus (39) eine groflere Anzahl Werte von 4 () unmittelbar zu berechnen
und die Nullstellen durch geeignete, jeweils den besonderen Umstédnden angepafBte Inter-
polationsverfahren aus diesen Werten zu ermitteln. Zu diesem Zweck muBl man die Deter-
minante (39) auswerten. Wir fiihren noch die folgenden Abkiirzungen ein:

(40) Av:ﬁv'zlz—}— 2Ov—l,v'ov,v+1’
(41) 0v,v+1 :19,,'0,,+1’,,+2'-'l9,,+1'0,,_1,,,.

Weiter ordnen wir nach den auftretenden Produkten der Diagonalglieder in (39) und fassen
die Summanden nach dem Charakter dieser Produkte zu Gruppen zusammen, die wir mit
romischen Ziffern numerieren. Dann geht (39) iiber in
(42) A4 A) =

I — 012023 034 45 056" AL X

11, - 023 034 Q45 056 ° 012
— Q12 034 045 056" O33
— Q12023 045 056" 034
— Q12023034 Q56" 045
— 012 023034045 1026 (Fortsetzung siehe niichste Seite.)

[N VUR L)
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(42) 4(4) =
(Fortsetzung) III1 + 034 045 056 " U Ay
3 + 012 045056 " V35
3 + 012 023 056" V444
s + 012 023 034 545
1V, + 045 056" @33
0 + 012 256" O34
3 + 012 023 *Ois
Vv, + 034 Q45 ’ ﬁ? 36
2 T+ 023034 $05 oty
VI, , + 034 056" 93" 035
0 + 012 034 "5 03
VII, +  0ss 056 * Ui 012
2 + 012 045 "5 03
VIII, — 056" 929y Dy 4y — O34 2095)
2 —_ 034 50y (F5 45 + Dy 2 045056)
: . 0395+ (B3 A5 — @5 2 0p5)
IX, — 93015
: - 9101,
X, = 9303 o34
2 — Dy 0304052015054 =0.

Wir werden die einzelnen Summanden kiinftig nach der Numerierung in (42) kurz als
Summand III,, Summand II, usw. bezeichnen. Die Indizes bedeuten in (42) stets — auch
in den Doppelindizes — die Feldnummer des Stabes. Da es gleichgiiltig ist, ob wir die Felder
von links oder von rechts zidhlen, mul} (42) in sich selbst iibergehen, wenn wir in allen Indizes
1 mit 6, 2 mit 5, 3 mit 4 vertauschen. Man erkennt leicht, daf dies der Fall ist. Jede Gruppe
geht dabei offensichtlich in sich selbst iiber, wobei (mit Ausnahme der Gruppe X, bei der
jeder Summand in sich selbst iibergeht), die Reihenfolge der Summanden umgekehrt wird.
Zu beachten ist, daB nach (34) 9,4, = + ¢,,,+1, nach (31) 0,4, , = —o0, ,+; und nach (41)
0,:1,= + 0, ,4, ist. Gruppe VIII geht also iiber in

l VIIL, — 056" 040y (4 45+ Ogy- 2 045)
(42a) 2 — Q34 "y V5 (Vg A5 + 05+ 2 075 0y3)
l 3 — Q12 “5 0y (95 A3 + Oy * 2 055),

wenn man den dritten Summanden zuerst, den ersten zuletzt schreibt. Fiithrt man die Aus-
driicke (40) und (41) fiir 4, und 6, , ;, ein, so tiberzeugt man sich leicht, daBl die Ausdriicke
(42) und (42a) fiir VIII identisch sind. Da fast alle bei der Rechnung verwendeten Grofen
in den Beiwerten von VIII auftreten, ist die doppelte Berechnung dieser Beiwerte nach (42)
und (42a) eine ausgezeichnete und bequeme Rechenkontrolle, die bei der weiteren Rechnung
stets angewendet wurde. Als ,,Beiwert’’ bezeichnen wir hier bei jedem Summanden die-
jenigen Faktoren, die nach Abtrennung sémtlicher Faktoren g, ,., iibrigbleiben.

Man beachte ferner, daf3 in unserer Indexschreibweise — aufler bei den o, ,.,! — das
Auftreten des Index » stets besagt, dafl in der betreffenden GroéBe ¢, linear enthalten ist,
bei einfachen Indizes als einziges ¢}, beim Doppelindex », » + 1 additiv verbunden mit 9, ;.
Das wird die weiteren Untersuchungen gelegentlich erheblich erleichtern.

Nach (31), (32) und (33) bestimmen wir als Grundlage der Zahlenrechnung zunichst
die von A unabhéngigen Grofen, die wir zur Berechnung des Ausdrucks (42) brauchen. Wir
werden dabei im allgemeinen mit 7 geltenden Ziffern rechnen. Wir miissen die 1Y — be-
sonders die hoheren Kigenwerte — so genau bestimmen, weil spéter, bei der Auflésung des
Gleichungssystems (I) bis (VI) sich eine groBere Zahl geltender Ziffern fortheben wird.
Aus den gegebenen Zahlen der Tabelle A in § 1 ergibt sich:
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Mit den o} ,+, haben wir bereits fiir alle Werte von 4 die Beiwerte der Gruppe II. Wir
haben diese Zahlenreihe daher entsprechend numeriert und durch Fettdruck hervorgehoben.

§ 5. Zwei Uberschlagsrechnungen.

Bevor wir die Rechnung weiterfithren, versuchen wir, einige ungefihre Anhaltspunkte
zu gewinnen. Obgleich, wie erwihnt, die iiberschligige Bestimmung der Halbwellenzahl,
mit der der Stab ausknickt, aus (23) und (24) irrefithrend ist, sei diese Rechnung hier nach
dem Vorschlag von F. und H. Bleich durchgefiihrt, um ihre Ergebnisse spiter mit unseren
Ergebnissen vergleichen zu kénnen.

In unserm Fall sind I und 4 feldweise verschieden. Wir suchen nach der Tabelle A
erstens dasjenige Feld, bei dem sich der grote Wert von w ergibt, zweitens dasjenige Feld,
bei dem wir den kleinsten Wert von w erhalten, und drittens bilden wir das arithmetische
Mittel aller 7, und aller 4, und setzen diese Werte in (23) und (24) ein. Dann erhalten wir

Whnax = 1193 cm, %g 3,0 also als Halbwellenzahl 3,
L .
() Wpip = 1014 em, =35 ,, ., 3 bis 4,
Wnin = 835:5 cm, %’; 4;2 ) 5 B 4 bis 5.

Darnach hitten wir mit wahrscheinlich vier, hochstens fiinf Halbwellen zu rechnen. Nach
F. und H. Bleich miilte daraus der Schlul gezogen werden, dafl als &ulerste Kombination
noch mit »
Y = a5 ¢ + ag ¢© + a, ¢

zu rechnen wire. Das heifit, wir miifiten die sieben ersten Eigenwerte des Hilfsproblems,
die sieben kleinsten positiven Wurzeln von (39) bzw. (42) berechnen. Tatséichlich aber
brauchen wir, wie wir sehen werden (vgl. § 10d), zur Bestimmung der Stiitzensicherheit
nur die vier ersten Eigenwerte. Da in diesem Fall jedoch das Problemi und das Bleichsche
Verfahren in ihrer ganzen Breite und Tiefe untersucht werden sollten, wurden die Eigen-
werte sogar bis einschlieBlich des achten bestimmt.

Nunmehr wollen wir uns einen Anhaltspunkt fiir die Lage der Nullstellen des Hilfsproblems
verschaffen. Die Gleichung der Eigenfunktionen ist

(43) P A gy e =0.

Wire ; I( )) konstant, so konnten wir sofort die Eigenwerte von (43) zu den Rand-
bedingungen ¢ (0) = ¢ (L) = 0 angeben. Sie wiren dann

(44) A0 =2t g (51

Wir betrachten nun eine Losung y der Differentialgleichung y"’+ p(x) -y = 0 und eine
Losung 2z der Differentialgleichung 2"+ ¢ (z)-z =0, beide im Intervall 0 < x < L. Beide
Loésungen mdogen fiir 2 = 0 verschwinden. Ist dann in dem ganzen Intervall p(x) = ¢ (x) > 0
und ist p () nicht identisch gleich ¢ (), so besagt eines der Oszillationstheoreme fiir Sturm-
Liouvillesche Differentialgleichungen, daf} die erste innere Nullstelle von y vor der ersten
von z liegt, die zweite Nullstelle von y vor der zweiten von z usw. Daraus folgt unmittelbar:
Sind zwei Randwertprobleme %" 4 Ap(x)-y =0 und %'+ ugq(x)-y=0 gegeben, beide
mit den Randbedingungen y(0) = y (L) = 0, und stehen p und ¢ in der oben betrachteten
Beziehung zueinander, so ist jeder Eigenwert 19 des ersten Problems kleiner als der ent-
sprechende u® des zweiten Problems. Das Theorem wird zwar im allgemeinen nur fiir stetige

; I(T)) stiick-

Funktionen p und ¢ ausgesprochen. Doch gilt es auch in unserem Fall, in dem

weise stetig ist.

<) S ()
I (@)

im ganzen Intervall 0 <z < L konstant gleich seinem grofiten Wert an und bestimmen aus (44)

Bei uns ist £ konstant, aber 7~ 5 von Feld zu Feld variabel. Nehmen wir in (43)
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die zugehorigen Eigenwerte, so miissen diese nach dem erwiéhnten Theorem sédmtlich

kleiner sein als die entsprechenden KEigenwerte unseres Problems. Damit bekommen wir
. S .
also untere Schranken fiir unsere Eigenwerte. Nehmen wir dagegen % im ganzen Inter-
vall konstant gleich seinem kleinsten Wert an, so erhalten wir umgekehrt aus (44) fiir jeden
unserer Eigenwerte eine obere Schranke.
Tabelle A entnehmen wir, dal S/I seinen groften Wert im Felde 6 hat. Dort ist rund

S/I = 8,39-10~% und damit ergibt sich aus (44)
e8] | 2@ | A3 | @) | A5 ) A6 l A i A®

(D) 2 ] 020 | 0,78 | L76 | 3,13 | 4,88 703 | 957 | 125

Das sind also untere Schranken fiir die gesuchten Eigenwerte. Sodann fiihren wir die-
selbe Rechnung mit dem kleinsten Wert, den S/I annimmt, durch, mit dem Wert S/I= 3,09-10-3
(Feld 1). Damit erhalten wir als obere Schranken fiir unsere Eigenwerte

(E)

AL | 2@ i 16)) | A | j16)) 1 A6 A0 | A8
A ] 052 | 207 | 466 | 828 | 129 | 186 ‘ 254 | 331

Jeder Eigenwert unseres Hilfsproblems mufl nach dem oben Gesagten zwischen den
entsprechenden Ziffern der Tabellen D und E liegen. Die Schranken sind weit. Aber sie
werden uns trotzdem wichtige Dienste leisten. Nur bei den ersten Eigenwerten allerdings
werden wir sie unmittelbar als ersten Anhaltspunkt fiir die Rechnung benutzen kénnen.

§ 6. Die Pole der Funktion 4 (2).

Um mit Sicherheit sagen zu kénnen, ob zwischen einem positiven und einem negativen
Wert von A4 (1) eine Nullstelle zu suchen ist, miissen wir wissen, ob die Funktion in diesem
Intervall stetig ist. Da in (39) A nur rational und in trigonometrischen Funktionen eingeht,
sind die einzigen moglichen Singularititen Pole. Sie kénnen nach (33) an denjenigen Stellen
auftreten, an denen einer der sechs sinz, verschwindet, also fiir diejenigen Werte von 4,
die eine der sechs GroBlen z, gleich einem ganzen Vielfachen von # machen. Da nach (32)
2, =2, V}T ist und alle z, voneinander verschieden sind, muf} an jeder solchen Stelle sich tat-
sidchlich ein Pol befinden. Wir werden weiter sehen, daB alle diese Pole einfache Pole sind.
Die Stellen der Pole bezeichnen wir mit A’. Der untere Index gibt an, welches z, gleich
einem Vielfachen von s, d. h. welches ¥, unendlich wird. Der obere Index gibt an, gleich
welchem Vielfachen von n das betreffende z, wird. Wir setzen also
(45) Q=% ViV =na, I =n-T n=1,2,...).
Die sechs Pole fiir » = 1 entsprechen also gerade den Eulerlasten der sechs Einzelfelder
W08, =" B,1,.

Eine Uberschlagsrechnung mit dem Rechenschieber ergibt fiir n = 1

2(11) 1(21) j_‘(gl) ] z;l) IS:,D I 7_%1)
(F) i 19,1 9,76 9.81 | 10,68 8,38 7,03
P —>o0 | B, 00 193——>oo’194—>oo D5 —> 00 | Bg—> 00

Der kleinste der Werte 2 ist mithin 2 = 28,1. Dieser Wert ist fast so grof} wie die obere
Schranke 33,1, die Tabelle E fiir den gro8ten in Betracht zu ziehenden Eigenwert A® ergibt.
Wir beschrinken unsere Betrachtungen daher auf den Bereich A < 28,1, d. h. auf die ersten
sechs Pole, n = 1, und kénnen infolgedessen den oberen Index bei den A, kiinftig fortlassen.

Um ein klares Bild von dem Gesamtverlauf der Funktion 4(4) zu erhalten, berechnen
wir die Residuen der sechs Pole. Mit wenig Miihe kénnen wir im gleichen Rechnungsgang
die bei Annéherung an den Pol endlich bleibenden Glieder von A (1) berechnen, die uns teil-
weise spiter zu Interpolationszwecken niitzlich sein werden. Analytisch bedeutet dies, daB
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wir A(4) in der Umgebung des Poles 2, in eine Laurentsche Reihe entwickeln. Die be-
hauptete Einfachheit der Pole zunichst vorausgesetzt, hat diese Reihe die Form

R, R,

(46) AR =577 F et al—a) +ep A=)+ =" +g,(2).

A—A,

Darin bedeutet R, das Residuum und g, (1) eine Funktion von 4, die in der Umgebung von A,
regulir, also insbesondere beschrankt und stetig ist. Da — wie man sich leicht iiberzeugt —

in (42) mit (40) und (41) kein ¢, in einer hoheren Potenz als der zweiten auftritt, kénnen wir
andererseits setzen

(47) AQ)=2,4)-9;—Y,(2) -9, + X, (),

wobei Z,, ¥,, X, von 9, unabhingig sind und fiir 2 — 1, stetig bleiben. Vergleicht man (46)

und (47) unter Beriicksichtigung von (33), so ergibt sich, daB Y,(4,) bis auf einen von A
unabhéngigen, positiven Faktor gleich dem Residuum R, ist. Denn aus (45) folgt mit

(48) z’u - ﬂ——Cy)
9, 9, 1 1
—H ) == F ) =Tl
(49) 7 :
. s s\ By . 9,
lim [(—4) - (~L@WO)] = + LG5 + %)L =R,
A=Ay

Ergibt sich mithin Y, (4,) positiv, so sinkt mit zunehmendem A bei Anniherung an 2,
der Wert von 4 (1) unter alle negativen Schranken. Bei negativem Y,(4,) dagegen wichst
4(2) mit wachsendem 2 bei Anniherung an 4, iiber alle positiven Schranken. Allgemein folgt
aus (49) und (47)

(50) im4® — _yiy=—_3 R

o
A—>dy 19,, ﬂi‘

Dabei ist wieder vorausgesetzt, daB alle Pole wirklich einfache Pole sind. Als notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Richtigkeit dieser Behauptung folgt aus (47), daB

Z,(2) - 92 bei Anndherung von A an 1, beschrinkt bleibt. Das schlieBt als notwendige Be-

dingung ein, daB Z,(4,) verschwindet. Die Beschrinktheit von Z,(3) - 92 fiir 2 — 2, werden
wir fiir jeden Pol, bei dem iiberhaupt quadratische Glieder auftreten, nachzuweisen haben.

Aus dem Vergleich von (46), (47) und (50) ergibt sich dann, da8 die am Pol 1, endlich
bleibenden Glieder den Wert

X,(4,) +1lim Z, () - 97

R
haben. Nach diesen allgemeinen Bemerkungen kénnen wir die Untersuchung der einzelnen
Pole beginnen.
a) Der erste Pol (&).

Unsere Indexschreibweise der Gleichung (42) 1aBt uns sofort iiberschauen, daB beim

ersten Pol, der nach Tabelle F bei A, = 7,03, also bei zg = m liegt, quadratische Glieder
iitberhaupt nicht vorkommen. Nach (47) ist also

Zg(2) =0

zu setzen. Dieser Pol ist demnach sicher von erster Ordnung. In den Beiwerten tritt 9,

das an diesem Pol {iber alle Schranken wiichst, nicht auf. Es kommt lediglich in g, vor.
Wir setzen also

(1) 056 = 05 -+ 06 = 05 — T * COS 2.
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Damit erhalten wir aus (42), wenn wir den Faktor von g;¢ mit By bezeichnen,

(52) Y5 (4) = Bg(4) - cos 2
und somit, da lim z; = & ist,
Ao de
(53) Ys (Zs) = Bs (ls) .
Darin bedeutet nach (42) By die folgende Funktion von 4:
(54) By(h) =
I — 012023034 045 AL X
11, - Q23 034 045" 022
2 — O12 934945'0223
3 — Q12023 Q45" 034
4 — 012023 034 " 035
1L, + 034 045" Py
2 + 012 045" V3 A3
3 + 012 023 9,4,
1v, + O45° 03,
2 + 012 034
VI, + 034 93 015
V11, + Q23 9% 0%s
VIII, - 0Py (9 Ay — Oz4° 2 01,)

In (54) ist bei jedem Summanden angegeben, aus welchem Glied der Gleichung (42)
er herstammt.

Fiir die am ersten Pol endlich bleibenden Glieder folgt aus (51), (42) und (47) wegen
Zg(A) = 0 lediglich

(55) Xg(A) = Bg(4) - 05 + Eg(4).
Dabei bedeutet nach (42) E, die folgende Funktion von A:
(56) Eg(2) =
114 — 012023 034 045 O34
111, + 012 023 034 95 A5
1V, + 012 023 : 025
A + 934945'193."’56
2 + 023 034 P50 07y
VI, + 012 034 9% - 034
VII, + 012 045° V3 036
VIII, — 034 “05 Dy (95 Ay + Dy 2 045056)
3 — Q12 Dy 05 (O3 A5 — Oy5 2 0yy)
IX, — 93 015
2 — 93 034
Xy + 9393 034

(3]

V039405 2 01505

b) Der sechste Pol ().

Fiir denjenigen Pol, bei dem #, iiber alle Grenzen wichst, miissen nach dem oben Gesagten
die Gleichungen (52) bis (56) ihre Giiltigkeit behalten, wenn nur iiberall in den Indizes 1
fir 6, 2 fiir 5 und 3 fiir 4 gesetzt wird und umgekehrt. Durch diese Indexvertauschung geht
B; aus By und E; aus Eg hervor. Bei den Gliedern der Gruppe VIII ist wieder zu beachten,
daB 0,41, =—o0,,+1 ist. Aus der Indexvertauschung folgt weiter, dal auch Z,(1) =0 zu
setzen und somit auch dieser Pol ein einfacher Pol ist. Aus Tabelle F ergibt sich, daf} dieser

Pol der letzte der sechs betrachteten Pole ist, da 4, der groBte der Werte A, ist.
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¢) Der zweite Pol (4.

Der zweite der Werte 4, ist nach Tabelle F der Wert 25, in dessen Umgebung 9, iiber alle
Grenzen wichst. Wir haben also in (42) die Glieder mit dem Index 5 auszusondern. Wir
beachten dabei, daB nach (34) die folgenden Beziehungen gelten:

045 = —T5-cosz; + 04
056 = — U5 cos 25 + g4
045° 056 = U3 cos?25— D5+ (04 + 06) COS 25+ 04 Qg-

Die Summanden, die g,; - 054 enthalten, liefern also sowohl einen Beitrag zu den in 9,
quadratischen, wie zu den in 95 linearen Gliedern und ebenso zu den Gliedern, die von ¥,
frei sind. Die Summanden mit g, und g;, liefern lineare Glieder in #; und von ¢, freie
Glieder. Man beachte dabei, daB bei den Summanden, bei denen in den ¢ = Produkten der
Index 5 vorkommt, dieser Index in den Beiwerten (auller eventuell bei den o, ,.;, die kon-
stante GroBen sind), nicht auftritt. Wir bezeichnen den Faktor von g, * 054 mit —A4;(4),
den Faktor von g,; mit + B;(4), den Faktor von gs¢ mit + C;(4), den Faktor von ¥, aus
denjenigen Gliedern, bei denen 9; in den Beiwerten linear auftritt, mit + Dy(4) und die
Summe aller Glieder, in denen der Index 5 (auBler eventuell bei den o, ,;) iberhaupt nicht
auftritt, mit -+ E(1). Fiir den Faktor von 97 aus denjenigen Gliedern, bei denen 93 in den
Beiwerten vorkommt, brauchen wir keine besondere Bezeichnung. Er ergibt sich gleich
4 A, (4), da das Glied X; sich gegen den aus IX; herrithrenden Anteil mit 93 forthebt.
Wir erhalten also schliefilich

(57) Zg(A) = + A5 (4) - sin%z;,
(58) — Y5 () =+ A4;5(4) - (01 + 0¢) cO8 25— B; (4) - cos z; — U5 (4) - cos z; + Dy (),
(59) X5(A) =—A54) a0+ Bs(A) - 0s + C5(4) - 06 + E5 (4).
Aus diesen drei Gliedern setzt sich gemifl (47) der Wert von 4 (1) zusammen:
AQ) =25 A) 95—Y; (2) - 05 + X5 (4).

Die Berechnung der Funktionen A4;, B;, ... aus (42) ergibt:

(60) A5(2) =
I bzw.aus III, + 012023034 ALY
I, V, 4+ 0230317012
o, ., VI, + 012 0347033
I, , aus IV, + 012023 ' 034
I, ,, ,, VIII, —_ 034" P A,
T, ,, ,, VIII; — 012 c 9y Ay
v, IX, — O35
(61) B (2) =
11, — 012023 034" 036
\'A + ‘034" 93036
VII, + 012 " 930356
(62) Cs(A) =
11, — Q12023 034" 015
111, + 012 023 Py Ay
1v, + 012 :%,4
VI, + 034" 93045
VIIl + Q23 ' 292 0?.2
VIIIL, - By By (B4, — O34 2 015)
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(63) Dy (1) =
aus III, + 012 023 034" 2 045055
’s IV3 — Q12 023 '/ﬁ4'2634656
,, VIIIL, — 034" 032045054
’s VIIIs — Q12 - 193034 "2 O3
,  IXy + 9394 203,056
X, — Dy P3Py 2015 056
(64) Es (1) =
aus IV; + 012 023" U7 056
. IXg — 395056

LaBt man 4 gegen 1; streben, so strebt z; gegen z [vgl. (45)], also sin z; gegen 0 und cos z;
gegen —1. Demnach wird nach (57) Z; (4;) = 0. Aus (57), (32), (33) und (45) ergibt sich

(65) | lim Z, (A) - 93 = 2% - 4, (3).

A—>Ag
Die quadratischen Glieder bleiben also bei Annidherung an den Pol beschrinkt. Damit ist
bewiesen, dafl auch dieser Pol ein einfacher Pol ist. Fiir das Residuum ergibt sich bis auf
den positiven, von A unabhingigen Faktor z}/¢; aus (58)

2 . AQ 5 . - - -
(66) - Ry =—lim %5 = ¥y (2)y = + A (1) (ou + o) — By (2) — Cis () — D (Ae)-
A=Ay ‘
d) Der dritte Pol (9,).

Der dritte Pol liegt nach Tabelle F bei A = 4,. An dieser Stelle wichst 9, iiber alle Grenzen.
Die Gleichungen (57) bis (66) behalten ihre Giiltigkeit, wenn iiberall die Indizes 1 und 6,
2 und 5, 3 und 4 miteinander vertauscht werden. Zu beachten ist bei den aus Gruppe VIII
kommenden Gliedern wiederum, daBl o¢,,,,= —o0,,+; ist. Aus der Indexvertauschung
ergibt sich, da3 B,(A) der Faktor von g,3 und C,(4) der Faktor von g,, ist. Die Bedeutung
der Funktionen 4, (1), D, (1), E, (1) dirfte Zweifel oder Irrtiimer nicht aufkommen lassen.
Aus der Ubertragung der Gleichung (65) folgt weiter, daB auch der dritte Pol ein ein-
facher Pol ist.

e) Der vierte Pol (2;).

Der vierte Pol liegt nach Tabelle F bei 4 =14;. An dieser Stelle wichst 9, iiber alle
Grenzen. Wir verfahren in analoger Weise wie beim zweiten Pol. Mit — 4, (1) bezeichnen
wir den Faktor von gy3 - 034, mit + B; (1) den Faktor von g;,, mit + C5(4) den Faktor von g,j,
mit + D, (1) den Faktor von ¥; aus denjenigen Summanden, die ¢, linear in den Beiwerten
enthalten, und mit + F;(1) die Summe aller jener Glieder, in denen der Index 3 (auler
eventuell in den o, , ;) iiberhaupt nicht vorkommt. Dann wird

(67) Zg(A) = + A5 (1) - sin?z,,
(68) — Y3 () = 4 45(4) - (05 + 04) cOSs 23— Bj (1) - cos z,— C4 (A) - cos z3 + Dy (1),
(69) Xy () =—A5(4) - @204+ B3 (A) - @a + C3(1) - 05 + Ey (2).
Dabei bedeuten Az, Bj, ... die folgenden Funktionen von A:
(70) A5 (1) =
I bzw.aus III, + 012045056 ALY
Im, ., . IV + 045056 012
Im ., . IV, + 012 0567 i
1L, VII, + 012 045 " 034
IIT, ,, aus VIII, — 012 95 Ay
V2 ” 1B IX2 - "9% 0%2

Forschungshefte aus dem Gebiete des Stahlbaues. Heft 1. 2
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(71) By (1) =
11, — Q12 045 056" 33
III, + 045 056" D3 As
vV, + Q45 93 036
VI, + 056 93 045
VI, + 012 * 9% 033 :
VIII, — c Oy By (F5 Ay + P9 2045 056)
(72) C, (A) = .
11, — 012 045 056" T34
111, + 012 056" P4 A4
IV, + 012 015
VIIL, + 056" 93 01»
(73) D, (1) =
aus III, + 012 045 056" 2 023 034
”» 1v, - 045 056° D2+ 2015034
»» 1V, — Q12 056" Dy 2043045
»»  VIIL + 056" D20y 2015045
,», VI + 012 05045 2 095
), IX, + D992 - 2075 034
X, - Py 9405 2 015 056
(74) By (1) =
aus IV, + 045 056" U3 034
» 1V, + 012 056" 93033
,,  VIIL — 056" D20y (Fy Ay + D4+ 2095 033)
IX, — 95 015

Beim Grenziibergang A — 4 strebt wieder Z, gegen Null und die quadratischen Glieder
Z4 () - 9% bleiben beschrinkt:
%

(75) Hm Zg (1) 93 =3 Ay (&) -

A=A
Damit ist erwiesen, daB auch der vierte Pol ein einfacher Pol ist. Fiir das Residuum ergibt
sich aus (68)

(76) ;j Ry = —lim 419(:‘) =Y (}“3) = fia (13) (02 + 04) — Bs (/T:;) — G, (23) — D, (13) .

3 A1,

f) Der fiinfte Pol ().

Fiir den fiinften Pol, A = 4,, bleiben wiederum die Gleichungen (67) bis (76) bestehen,
wenn iiberall die Indizes 1 und 6, 2 und 5, 3 und 4 miteinander vertauscht werden (man
beachte wieder ¢,.;,= —0,,+1). By (A) wird dabei der Faktor von g;,, C, (1) der Faktor
von p,5. Da auch Gleichung (75) nach der Indexvertauschung erhalten bleiben muf, folgt,
daB auch der fiinfte Pol, der letzte von uns noch nicht untersuchte, ein einfacher Pol ist.

Damit ist der angekiindigte Nachweis erbracht, dall 4 (1) nur einfache Pole besitzt,
obgleich aus der expliziten Form (42) ersichtlich ist, daB vier der sechs GréBen 4, quadratisch
auftreten.

g) Die SchluBfolgerungen fiir die Bestimmung der Nullstellen.

Der Sinn dieser Polbetrachtungen fiir die Berechnung der Nullstellen, auf die es uns
ja zunichst allein ankommt, ist der folgende: Finden wir bei der Berechnung der Werte
A()) auf der einen Seite einer GroBe 1, einen positiven, auf der anderen einen negativen
Wert von 4, so haben wir zwischen diesen beiden Werten keine Nullstelle von A zu erwarten,
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da 4 in diesem Intervall nicht stetig ist. Um uns diese Sicherung gegen unniitze Rechen-
arbeit zu verschaffen, héitten wir allerdings nur die GroBen 2, selbst zu berechnen brauchen.

Um die Bedeutung der Residuen klar zu erkennen, berechnen wir diese zunichst zahlen-
méBig nach den in a) bis f) entwickelten Formeln. Gleichzeitig berechnen wir die an dem
betreffenden Pol endlich bleibenden Glieder, wobei zu beachten ist, daB auch die quadra-
tischen Glieder am Pol einen endlichen Beitrag liefern. Bei ¢ und ¢, treten keine quadra-
tischen Glieder auf. Beim ersten und sechsten Pol sind daher A4 (1) und Z (1), wie bereits
bemerkt, identisch gleich Null zu setzen. Zur Durchfiihrung dieser Rechnung sind vorerst
die GréBen 1, genauer zu bestimmen als in der iiberschligigen Tabelle F. In Tabelle G
sind die Ergebnisse der Rechnung zusammengestellt.

_ - A o
: —%, (1) = +11ij 3, X, (L) + 12;; A, (1)
1. Pol Zﬁs = 17,0281149 — 1077,45 - 1024 + 17004,3 - 1030
(&) 2. Pol 7, = 8,3766524 +  58577,6 . 102 4+ 337794 . 10-30
3. Pol Ay = 9,76390871 + 609165,4 - 10— — 3705889,3 - 1030
4. Pol Ay = 9,81386123 — 1354304,1 - 1024 + 3185992 - 1080
5. Pol A, = 10,68350578 + 124837,842 - 1072 -+ 2495320,0 - 10-30
6. Pol A, = 19,09062817 — 79,677497 - 10—24 -+ 128,091009 - 10—30
In der Tabelle sind IE’liC}-lt die Resi- Die Funktion A(3)
duen selbst, sondern die ihnen nega- )
tiv proportionalen Faktoren von #,, 1 Z g4 & Glnferval
— Y, eingetragen [vgl. (47)]. Die '
Vorzeichen der Spalte — Y, geben
also unmittelbar an, in welchem NS ! N
Sinne A wunendlich wird, wenn wir - / ~7
uns mit wachsendem A dem Pole 7, y W,W lﬂ\ﬁ/’ 7T -
nihern. Da alle Pole, wie wir gezeigt N30T 30 T A T Al A7 AN |2 A
haben, einfach sind, wechselt 4 an R 8 ' \
jedem Pol das Vorzeichen. Beim !
ersten Pol etwa sinkt 4, wenn man
sich mit wachsendem A der Stelle /g
ndhert, unter alle negativen Schran- 7 2 3 v 5 &l
ken. Nach Uberschreiten der Stelle 7, " Abb 4.

nimmt 4 vom Unendlichen her zu
positiven Werten ab. KEs ergibt sich also das Bild der in Abb. 4 ausgezogenen Linien.
In Abb. 4 sind die Abszissen 4 nicht maBstéblich eingetragen, da einige Pole, besonders
der dritte und vierte, so eng beieinander liegen, daBl man bei maBstdblicher Zeichnung
das Verhalten der Funktion A zwischen den Asymptoten nicht mehr darstellen koénnte.
Wir entnehmen der Tabelle G (vgl. Abb. 4), daBl zwischen dem ersten und zweiten,
zwischen dem dritten und vierten, zwischen dem vierten und fiinften und zwischen dem
finften und sechsten Pol je eine gerade Anzahl von Nullstellen liegen muf3, zwischen dem
zweiten und dritten Pol dagegen eine ungerade Zahl. Insgesamt muf also zwischen dem ersten
und sechsten Pol eine ungerade Anzahl von Nullstellen liegen. Die durch die Ordinatenachse
und die sechs Asymptoten gebildeten sechs Intervalle numerieren wir in der in Abb. 4 ange-
deuteten Weise. Das gesamte zwischen dem ersten und sechsten Pol gelegene Intervall wollen
wir aullerdem als das Polintervall bezeichnen. Dann muf also im Polintervall eine ungerade
Zahl von Nullstellen liegen. Setzen wir Tabelle D mittels Gl. (44) nach rechts fort, so ergibt
sich als untere Schranke fiir die neunte Nullstelle 15,8 und fiir die zehnte 19,5. Die zehnte
Nullstelle kann also nicht mehr in das Polintervall fallen. Andererseits ist die obere Schranke
der dritten Nullstelle nach Tabelle E gleich 4,66. Diese Nullstelle kann also auch nicht mehr
in das Polintervall fallen. Im ersten Intervall liegen mithin mindestens drei Nullstellen.
Wir stellen nunmehr fest, ob 4 zwischen Null und der ersten Nullstelle positiv oder negativ
ist. Nach Tabelle D ist 0,20 eine untere Schranke fiir die erste Nullstelle. Wir berechnen also

9%
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fiir irgendeinen positiven Wert von 4, der kleiner als 0,20 ist, nach (42) den zugehérigen
Wert von 4 (A). Da es nur auf das Vorzeichen von 4 ankommt, geniigt es, diese Rechnung
mit dem Rechenschieber durchzufiihren. Es wurde 2 = 0,16 gewihlt. Das Ergebnis ist
(77) A(0,16) = + 25600000 - 10-30,

Zwischen A = 0,16 und dem ersten Pol 2 = 4 ist A sicher stetig. Fiir 2 = 0,16 ist 4 > 0.
Aus der Berechnung der Residuen folgte, daB fiir geniigend kleine & sicher A (1 — &) < 0
ist. Also muf} zwischen 2 = 0,16 und dem. ersten Pol eine ungerade Zahl von Nullstellen
liegen. Da 0,16 kleiner als eine untere Schranke fiir die erste Nullstelle war, sind das alle
Nullstellen des ersten Intervalls. Die Zahl der Nullstellen im ersten Intervall muB also
ungerade sein. Da die Zahl der Nullstellen in diesem Intervall mindestens drei ist und nach
Tabelle D die siebente Nullstelle rechts vom ersten Pol liegen muB, ist die Zahl der Null-
stellen im ersten Intervall entweder drei oder fiinf.

Wir berechnen weiter iiberschlagig das Vorzeichen von 4 (1) in der Mitte des sechsten
Intervalls und finden

(77a) A (14,89) = -+ 2650 - 10-30,
Da A(2) an beiden Enden dieses Intervalls unter alle negativen Schranken sinkt (vgl.
Tabelle G und Abb. 4), miissen im sechsten Intervall mindestens zwei Nullstellen liegen.

Links von der ersten Nullstelle ist 4 positiv [vgl. (77)] und am sechsten Pol sinkt A
unter alle negativen Schranken. Also ist die Zahl der Vorzeichenwechsel zwischen 4 = 0
und dem sechsten Pol ungerade. An jedem der fiinf ersten Pole wechselt A sein Vorzeichen.
Also ist die Zahl der Nullstellen zwischen 4 = 0 und dem sechsten Pol gerade. Infolgedessen
kann auch die neunte Nullstelle nicht mehr im Polintervall liegen. Dagegen ist dies nach
Tabelle E fiir die sechste Nullstelle sicher der Fall. Links vom sechsten Pol liegen mithin
entweder sechs oder acht Nullstellen. Ferner wissen wir nunmehr, daB zwischen dem
zweiten und sechsten Pol mindestens drei Nullstellen liegen miissen. Da die vierte Null-
stelle nach Tabelle E links vom zweiten Pol liegt, so folgt daraus:

Links vom sechsten Pol liegen genau die ersten acht Nullstellen von 4(4)
und keine weitere Nullstelle.

Es ist von entscheidender Bedeutung, diese Tatsache vor dem Beginn der Rechnung mit
Bestimmtheit angeben zu kénnen. Denn dadurch sind wir am Ende der Rechnung sicher,
dafl wir keine Nullstelle und kein Paar von Nullstellen iibersehen haben (vgl. § 9i). Wir
konnen aber noch mehr aussagen. Da zwischen dem zweiten und dritten Pol eine ungerade
Anzahl von Nullstellen liegt, die vierte aber links vom zweiten Pol, so folgt nimlich weiter :

Zwischen dem fiinften und sechsten Pol liegen die Nullstellen 7 und 8
und keine weitere Nullstelle. Zwischen dem vierten und fiinften und zwischen
dem dritten und vierten Pol liegen keine Nullstellen. Zwischen dem zweiten
und dritten Pol liegt die Nullstelle 6 und keine weitere Nullstelle.

Damit kennen wir in groBen Ziigen den gesamten Verlauf der Funktion 4 (1) zwischen
A =0 und dem sechsten Pol, ausgenommen allein die Lage der Nullstellen 4 und 5. Wir
wissen jedoch, dal diese beiden Nullstellen im gleichen Intervall liegen miissen und daf
die vierte Nullstelle sicher links vom zweiten Pol liegt. Folglich liegen die Nullstellen 4 und 5
entweder beide links vom ersten Pol oder beide zwischen dem ersten und zweiten Pol.
Finden wir also (vgl. § 7d) die vierte Nullstelle links vom ersten Pol, so wissen wir, daB
auch die fiinfte Nullstelle links vom ersten Pol liegen muf3 (vgl. § 7e). Die Ergebnisse dieser
Untersuchung sind in Abb. 4 durch die gestrichelten Linien schematisch dargestellt.

Zugleich haben wir fiir die Nullstellen 6, 7, 8 gegeniiber den Werten der Tabellen D und E
wesentlich verbesserte obere und untere Schranken gefunden. Besonders wertvoll ist es,
zu wissen, daf} wir im vierten und fiinften Intervall iiberhaupt nicht nach Nullstellen zu
suchen brauchen. Denn zwischen nahe benachbarten Polen ist die Rechnung besonders emp-
findlich, die Konvergenz der Rechnung gegen eine eventuelle Nullstelle besonders schlecht.
Wiiliten wir z. B. nicht im Voraus, da im vierten Intervall keine Nullstelle sein kann,
so miilten wir zahlreiche Werte 4 berechnen, ehe wir einigermafen sicher sein kénnten,
dafl die Kurve nicht doch vielleicht die Abszissenachse eben noch schneidet.

Wir wenden uns nunmehr der Berechnung der Nullstellen zu.



Die Eigenwerte des Hilfsproblems. 21

§ 7. Die Eigenwerte des Hilfsproblems.

Die Eigenwerte des Hilfsproblems sind die Nullstellen der Funktion 4(4). Zu ihrer Be-
stimmung miissen wir zahlreiche Werte 4 (1) nach (42) berechnen. Die Rechnung ist, wie
ein Blick auf Gleichung (42) zeigt, auBerordentlich umstédndlich und zeitraubend. Man er-
leichtert sie sich sehr, wenn man ein iibersichtliches Rechenschema entwickelt, das man
bei der stindigen Wiederholung der Rechnung mit immer neuen Werten von A benutzt.
Von der Wiedergabe des hier entwickelten Rechenschemas muflte aus Raumgriinden ab-
gesehen werden.

Es empfiehlt sich, die Summe der positiven und die der negativen Summanden einzeln
festzustellen, damit man durch die Zahl der geltenden Ziffern, die sich bei der Differenz
fortheben, einen ungefihren MafBstab gewinnt, wieviel Ziffern der gesuchten Nullstelle man
als gesichert ansehen kann.

Wegen der groBen Zahl von Rechenoperationen bei der Berechnung eines Wertes 4
wurden im allgemeinen eine oder zwei Ziffern mehr als die gesicherten mitgenommen, um
ein Anwachsen des Fehlers durch Abrundungen nach Moglichkeit zu vermeiden. Da die
Rechnung mit wachsendem A immer empfindlicher wird, wurde die Rechengenauigkeit
mit wachsendem A gesteigert. Mehr als insgesamt sieben Ziffern kénnen bei 2 jedoch nie
als sicher angesehen werden, da die Rechengrundlagen (Tabelle B) nur im Rahmen dieser
Genauigkeit berechnet wurden. Die unsicheren Stellen sind bei der Wiedergabe der Ergeb-
nisse durch einen Strich abgetrennt. Wenn wir also die erste Nullstelle mit

M = 0,240|47

angeben werden, so heiBt dies: 0,240 ist als sicher anzusehen, doch wurde die weitere Rechnung
mit 0,24047 durchgefiihrt, um ein weiteres Anwachsen des Fehlers durch Abrundungen
moglichst zu vermeiden. Die Endergebnisse endlich miissen auf drei bis vier geltende Ziffern
gekiirzt werden, da die Daten der ganzen Rechnung (Tabelle A, § 1) nur diese Genauigkeit
haben. ‘

Durch die fortlaufende Verbesserung des Rechenschemas und der Rechenmethoden
konnte die zur Berechnung eines A-Wertes erforderliche Zeit von anfanglich etwa 6 Stunden
auf schlieBlich etwa 5 Stunden gesenkt werden. Dabei wurden alle erdenklichen Rechen-
kontrollen stindig angewandt. Es handelt sich dabei um die reine Rechenarbeit nach voll-
stindiger Einrichtung der Rechenbogen. Es ist daraus leicht zu sehen, welche ungeheure
Rechenarbeit und welcher Zeitaufwand zur Lésung des Hilfsproblems nétig sind. In dem
Aufsatz, in dem F. und H. Bleich ihr Verfahren mitteilen (vgl. ,,B*), wird das nicht einmal
angedeutet.

a) Die erste Nullstelle.

Im vorigen Paragraphen hatten wir einen ersten Wert von A berechnet [vgl. (77)], der
hier wiederholt sei, und zwar unter getrennter Angabe der Summe der positiven und der
Summe der negativen Summanden von 4:

-+ 625500000 - 1030
— 599900000 - 10-30

(77) A(0,16) = -+ 25600000 - 10-3°,

Die Tabellen D und E legen nahe, den niichsten Versuch mit 4 = 0,25 zu machen. Es ergibt
sich

+ 93080160 - 10-39
— 936213201030

(78) A(0,25) = — 541160 -10-30,

Durch lineare Interpolation ergibt sich aus (77) und (78) 4 = 0,2483. Wir erkennen jetzt
bereits, daB das Fortheben einer geltenden Ziffer bei der Schluflsubtraktion ungefihr die
Sicherheit einer Ziffer bei A anzeigt. Die Null vor dem Komma und die beiden ersten Ziffern
hinter dem Komma #ndern sich bei der Interpolation nicht. Und in (78) heben sich in der Tat
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ungeféhr drei geltende Ziffern fort, da wir die 93 rund wie 100 bewerten kénnen. Allerdings
miissen wir mit den Schliissen noch vorsichtig sein, da der mit dem Rechenschieber berechnete
Wert (77) doch sehr unsicher ist. DaB der interpolierte Wert noch recht ungenau ist, zeigt
die nichste Rechnung:

-+ 96585270 - 10-30

— 97030400 - 1030

(79) A(0,248) = — 445130 - 10730,

Obgleich dieser Wert wenig besser als der vorhergehende ist, bestétigt er doch im wesent-
lichen unsere SchluBfolgerungen iiber das MaB der Konvergenz. Denn lineare Interpolation
ergibt 1=0,2382. Die nichste Rechnung wurde nicht mit dem interpolierten, sondern mit
dem kleineren Wert 2 = 0,23 durchgefiihrt. Es ergab sich

-+ 133736730 - 1030
— 133117200 - 10-3°

(80) A(0,23)= +  619530-10-30,

Lineare Interpolation ergibt 4 = 0,24047. Unsere Betrachtungen iiber das Konvergenz-
mal kénnen wir nunmehr als gesichert ansehen. Zwischen (79) und (80) hatten wir inter-
poliert, zwischen (78) und (79) dagegen extrapoliert. Also ist der letzte, interpolierte Wert
sicherer als der vorletzte. Der Vergleich der beiden letzten Werte von 1 zeigt, dafl wir nun-
mehr auch die dritte Stelle hinter dem Komma als sicher ansehen kénnen. Wir haben also
die erste Nullstelle von A4(4), den ersten Eigenwert des Hilfsproblems gefunden:

(81) A = 0,240 47.

b) Die zweite Nullstelle.
Nach den Tabellen D und E machen wir den ersten Versuch mit A = 1. Es ergibt sich

+ 152784,05 - 10-3°
— 161734,45 - 10-30

(82) A(1)= — 8950,40- 10730,

Wir befinden uns also (vgl. Abb. 4) noch vor der Nullstelle. Aus unseren Konvergenz-
betrachtungen koénnten wir schlieBen, daf wahrscheinlich schon 1,1 jenseits der Nullstelle
A liegt. Der nichste Wert wurde jedoch mit 4 = 1,21 berech-

net, da dann /A =1,1 ist und eine ganze Anzahl Rechen-
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_ 7 operationen bequem im Kopfe durchgefiihrt werden koénnen.
! A T 7 Es ergibt sich
Lo -+ 61147,652 - 10-30
b7 — 54088,677 - 10-30
%
Abb. 5. (83) A(1,21) = + 7059,0 -10-30,

Lineare Interpolation ergibt 4 = 1,1174. Es folgt

-+ 89472,85-10-30
— 86746,70 - 1030

(84) A(1,1174) = 4+ 2726,2 - 10-3°,

Nachdem wir nunmehr drei Werte haben, kénnen wir uns ein Bild von der Kriimmung
an der Nullstelle machen (vgl. Abb. 5), das uns eine Beschleunigung der Konvergenz ermog-
licht. Lineare Interpolation ergibt aus (83) und (84) 4, = 1,06 und aus (81) und (84) A, =
1,09. Die nichste Rechnung wurde daher mit dem Mittelwert 4 = 1,075 durchgefiihrt:

+ 107708,89 - 10-30
— 108212,24 - 10-30

(85) A(1,075) = — 508,35 10-30,
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Bei 1,075 sind also bereits zwei Stellen hinter dem Komma sicher. Bei dem Wert, den
wir aus (84) und (85) durch lineare Interpolation gewinnen, diirfen wir mithin drei Dezimal-
stellen als sicher ansehen. Wir erhalten so

(86) - A® =1,081|61.

¢) Die dritte Nullstelle.

Die Tabellen D und E werden jetzt unbrauchbar. Die obere Grenze fiir A® liegt schon
erheblich iiber der unteren Grenze fiir AY. Bei einem Stab mit konstantem E, I, S sind,
von Null ausgehend, die zweiten Differenzen der Eigenwerte konstant. Wir werden also mit
konstanten zweiten Differenzen aus 0, AV, A® eine erste Ndherung A fiir den dritten Eigen-
wert gewinnen kénnen: 1 = 2,52342.

Wir beginnen daher die Rechnung mit 1 = 2,523:

+ 1641,5812 - 10-80
— 1685,6585 - 1030
(87) A(2,528) = — 44,077 -10-30,
Da A negativ ist, befinden wir uns bereits hinter der Nullstelle (vgl. Abb. 4). Nach

unseren Konvergenzbetrachtungen ist eine Stelle hinter dem Komma gesichert. Als niichsten
Wert nehmen wir daher 2 = 2,500. Es ergibt sich ‘

+1751,3399 - 10-80
— 1641,9385 - 10-30
(88) A(2,5) = + 109,401 -10-30,

Lineare Interpolation zwischen (87) und (88) ergibt A = 2,516395. Wir beginnen jetzt,
die Genauigkeit zu steigern und fithren die Rechnung daher noch einmal mit dem inter-
polierten Wert durch:

+ 1672,7960 - 10-30
— 1673,3082 - 10-30
(89) A(2,516395) = — 0,512 -10-%0,

Hier heben sich zwei Ziffern mehr fort als in (87). Wir diirfen daher erwarten, dafl der
durch Interpolation aus (87) und (89) gewonnene Wert 1 = 2,516317 gewiB wieder zwei
sichere Dezimalen mehr hat als der aus (87) und dem recht schlechten Wert (88) gewonnene,
daB wir also jetzt fiinf Dezimalstellen sicher haben:

(90) A® —2,51631]7.

d) Die vierte Nullstelle.

Eine erste Naherung fiir die vierte Nullstelle verschaffen wir uns, indem wir, von 0,
AP, AP, 2® ausgehend, mit konstanter dritter Differenz extrapolieren: 4 = 4,537 50,

-+ 14024,034 - 10-39
— 14038,285 - 10-30

(91) A (4,53750) = — 14,25 -10-30,

Zwei Stellen hinter dem Komma sind bereits gesichert. Wir befinden uns bei negativem A
(vgl. Abb. 4) vor der Nullstelle. Um die Nullstelle einzuschlieSen, brauchen wir ein Argument,
das uns einen positiven Wert von A liefert, also einen um etwa - 15 groBeren Wert von
A4 (4 = +0,75). Um einen ungefihren Anhalt fiir ein solches Argument zu gewinnen,
wurde von folgender einigermafBen plausiblen Annahme ausgegangen: Es wurde zunichst
an der dritten Nullstelle untersucht, in welchem Verhiltnis die dort auftretenden GréSen
sich beim Vergleich der Gleichungen (87) und (89) éndern. Wir bezeichnen den Wert von
A in (87) mit 4;, in (89) mit 4, und mit A, den Mittelwert beider. Als relative Anderung des
Arguments ergibt sich dann

d—2y  0,0066

Jo 2,52

= 0,00262 .
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Damit wurde die Anderung der Funktion A verglichen, relativ zur GroBe des positiven und
des negativen Summanden, die sich an der Nullstelle aufheben. Bezeichnen wir diesen
Summanden mit S, so ergibt sich die relative Anderung der Funktion zu
A —A() 43,56
2 oA = 1673 — 0,0260,

also etwas weniger als zehnmal so grof3 wie die relative Anderung des Arguments. Es wurde
nun angenommen, daf das Verhéltnis der relativen Anderungen von Funktion und Argument
an der vierten Nullstelle etwa das gleiche sei wie an der dritten. Wir wiinschen eine absolute
Anderung der Funktion um - 15, also nach (91) eine relative Funktionséinderung um

15 15
s = Ta030 = 0,00107.

Dem miifte nach unserer Annahme eine Argumentédnderung von etwas mehr als dem zehnten
Teil dieser Grofle entsprechen, also wenn wir den Wert von A in (91) mit 4], den gesuchten
Wert von A mit 1;, die bereits sichergestellten Ziffern von 1 mit i) bezeichnen:
A—2A  A4—4,53750
=" g = 0,000108.

Daraus erhalten wir A = 4,54240:

+ 14144,423 - 10-30
—14130,148 - 10-30

(92) A (4,54240) = + 14,28 - 10730,
Lineare Interpolation zwischen (91) und (92) ergibt 4 = 4,539948. Nach den Erfahrungen

an der dritten Nullstelle diirfen wir annehmen, dafl der interpolierte Wert gewill zwei sichere
Dezimalen mehr hat als die Werte (91) und (92). Wir haben also

(93) A = 4,5399|48.
Es sei nochmals darauf hingewiesen, dal wir schon an dieser Stelle die Rechnung hétten

abbrechen kénnen, wenn es uns lediglich auf die Bestimmung der Stiitzensicherheit ange-
kommen wire (vgl. § 10 d).

e) Die fiinfte Nullstelle.

Wir wissen nunmehr (vgl. § 6g), daBl auch die fiinfte Nullstelle vor dem ersten Pol liegt,
da sie sich im gleichen Intervall wie die vierte befinden mufB3. Damit haben wir eine gute
obere Schranke fiir die fiinfte Nullstelle gewonnen und wissen obendrein, dafl wir auch
zwischen dem ersten und zweiten Pol nicht nach Nullstellen zu suchen brauchen. Dagegen
versagt jetzt auch das Verfahren der Extrapolation mit konstanten Differenzen, da wir
damit 2 = 7,15030 erhalten. Dieser Wert liegt bereits jenseits des ersten Pols.

Um einen einigermallen brauchbaren Ausgangswert zu bekommen, wurde folgendermafen
vorgegangen: Am ersten Pol gibt es keine quadratischen Glieder. Gleichung (47) hat hier
also die Form
(94) A() ==Y, () 0y + X, (3).

Liegt die Nullstelle 1® sehr nahe bei dem Pol, so werden die in der Umgebung des Pols
stetigen Funktionen X und Y; ihre Werte vom Pol bis zur Nullstelle nur wenig éndern.
Schreiben wir Gleichung (94) fiir die Nullstelle 4® an, so werden wir daher keinen groBen

Fehler machen, wenn wir die Funktionswerte X4(4®) und Y;(A®) durch die Werte am Pol
ersetzen:

= —Y;(A®) - 9 + X (AP) =— Ye()*;) P + Xs(is) .
Diese Gleichung kénnen wir nach &, auflésen und erhalten dann mit (33) eine Bestimmungs-
gleichung fiir den Wert von z; an der Nullstelle A®:

_ b ()
P = 2g8in zg + Yo (%) -
Liegt die Nullstelle sehr nahe beim Pol, so liegt z, = z, J/A® sehr nahe bei z; }/1; = . Dann
kénnen wir sin zg durch &z — 24 ersetzen und erhalten eine quadratische Gleichung fiir z;. Mit

(95) o= 5OZ'YG(Z-B)

72 X (4e)
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erhalten wir, wenn wir die auftretende Quadratwurzel in eine Reihe entwickeln (das wird

sich als méglich erweisen) und nach (32) zg =24 /4 einfiihren, als Néherungswert fiir 1//1(_5)
den Wert

(96) ]/l—"—" (l—w—w?—2w3—--).

Auf dieser Grundlage ein Iterationsverfahren zur Bestimmung von A®) aufzubauen,
erwies sich als unméglich, da das Verfahren nicht konvergiert. Die Werte von z; und 196

finden wir in Tabelle B (S. 11), die Werte von X; (4¢) und Y, (1) in Tabelle G (S. 19). Damit
ergibt sich aus (95) und (96) der Ausgangswert von 1. Bei der Rechnung wurde versehent-

lich statt des richtigen Wertes X;(4s) = -+ 17004,3 - 10-3° der Wert 4 21170,3 - 10-3¢
verwendet. Damit ergibt sich A = 6,846645. Mit diesem Wert wurde gerechnet. Er ist
wesentlich kleiner als der wirkliche Wert der Nullstelle, den wir gleich 6,98 . .. finden werden.

Mit dem richtigen Wert von X, (4,) erhiilt man ein noch kleineres 4 (etwa 6,79), so dal der
Irrtum sich fiir die weitere Rechnung eher fordernd als storend ausgewirkt hat.

Fiir simtliche gerechneten Werte in der Nihe des ersten Pols wurden die Funktions-
werte X4(4) und Y, () einzeln bestimmt. Das war ohne viel Miithe maéglich, da 94 explizit
in (42) nicht vorkommt; sondern nur in g5, enthalten ist. Die GroBle g;5= 05+ 05 Wurde
daher zunichst nicht mit ihrem Zahlenwert eingesetzt, sondern durch die ganze Rechnung

als Symbol mitgefithrt. Man erhilt so am Ende R A7) hﬂ?fﬂ/ﬂjﬂé{Wﬁ

A (6,846 645) = +7573,92-10-30+ 1736,97 - 10-24- (0, + 05). 5y
Fihrt man in diese Gleichung pg = — ¥4 cos 2z und die /
Zahlenwerte fiir o5 und cos 24 ein, schliefflich auch noch T woo |-
den Zahlenwert fiir d¢, so ergibt sich &
X, (6,846 645) = + 13490,65 - 10-30
(97) Y, (6,846645) = — 173552 10-% oH—7z L L S
A (6,846 645) = + 47600,91 - 1030, ' ColA—
Um mit Hilfe der Funktionen X, und Y; einen neuen Abb 6;/]0/
Wert von A gewinnen zu kénnen, der der Nullstelle ndher Y
liegt als der erste, muBl man den ungefihren Verlauf dieser ¥(3) in der Ymgebunyg des 1.Pols
Funktionen auf beiden Seiten des Pols kennen. Es mufite wagy
daher zunichst ein Wert rechts vom Pol gerechnet wer- ';”m_
den. Dazu wurde der obenerwihnte Wert 4 = 7,1503
gewihlt. Die Rechnung ergab Izm—
X (7,1508) = 4+ 19819,17 - 10-30 s emr”
(98) Y, (7,1503) = + 4048,27 - 10-2¢ AP 7
A(7,1503) = + 136695,56 - 1030, - S8 |
Die drei Werte von X(4) und Y;(4), die wir in (97), ~#W 1Al
Tabelle G und (98) berechnet haben, tragen wir graphisch Abb. 6b.

auf (vgl. Abb. 6). Man sieht, daB} Y; kurz vor dem Pol

verschwindet, und zwar etwa bei 2 = 6,969. X ist in dem ganzen betrachteten Bereich positiv.
Also ist nach (94) an der Nullstelle von Y sicher 4 > 0. Aus (94) folgt weiter, dal Y, positiv
sein muB, wenn A verschwinden soll, da 9, vor dem ersten Pol sicher positiv ist und erst am
Pol sein Vorzeichen wechselt. Also liegt die Nullstelle von A rechts von der Nullstelle von
Y, (vgl. auch Abb. 4; A geht an dieser Nullstelle von p051t1ven zu negativen Werten iiber).
M1t der Nullstelle von Y,, 1= 6,969 haben wir also eine untere Schranke fiir A®. Eine
obere Schranke gewinnen wir folgendermaﬁen Wir berechnen iiberschligig den Wert von
9 an der Nullstelle von Y, 9 = + 56,8 - 10-. Aus Abb. 6a lesen wir ab, dal X, rechts
von der Nullstelle von Y; etwa den Wert + 16000 - 10-3° hat. Dann folgt aus (94) fiir die
Nullstelle von 4 etwa Y6 = | 282 -10-2%¢, Aus Abb. 6b lesen wir zu diesem Wert von Y;
etwa A — 6,986 ab. Das wire die Nullstelle von A, wenn ¢4 an dieser Stelle denselben Wert
wie an der Stelle 6,969 hitte. Nun wiichst aber ¢ bei Anndherung an den ersten Pol mit
wachsendem A monoton iiber alle positiven Schranken, d.h. an der Stelle 1 = 6,986 ist
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¥ > -+ 56,8, mithin nach (94) 4 (6,986) < 0. An dieser Stelle haben wir also die Nullstelle
von A bereits iiberschritten:

(99) 6,969 < A® < 6,986.
Wir wéhlen daher als ndchsten Wert fiir die Rechnung A = 6,98 und erhalten

X, (6,98) = + 16017,15 - 10-30
(100) Y,(6,98) =+ 175,62-10-%
A(6,98) = + 3065 -10-39,

Wir befinden uns also in der Tat in unmittelbarster Nihe der Nullstelle. Daher wurde
hier ein Versuch mit dem Iterationsverfahren gemacht. Mit den Werten X und ¥; aus (100)
ergeben (95) und (96) 2 = 6,9892215. Dieser Wert fillt auBlerhalb der Schranken (99),
wurde aber trotzdem fiir die weitere Rechnung gewihlt, weil es fiir das im folgenden zu
entwickelnde Interpolationsverfahren niitzlich erschien, in groferem Abstand von der Null-
stelle zwischen ihr und dem Pol einen Wert von 4 zu kennen:

X, (6,9892215) = + 16205,41 - 10-30
(101) Y, (6,9892215) = + 338,65 1024
A(6,9892215) = — 14681 - 10-30

Die Konvergenz der Rechnung wurde jetzt durch folgendes Verfahren wesentlich ge-
steigert. Nach (99) ist

|A® — 2| < 6,969 —17,028| = 0,059.

Also muB die Laurentsche Reihe (46) fiir 4 in dem von uns betrachteten Gebiet sehr
rasch konvergieren, und es erscheint gerechtfertigt, sie ndherungsweise nach dem ersten
Glied mit positivem Exponenten abzubrechen. Wir setzen also, indem wir etwas umgrup-
pieren, niherungsweise

(102) AQ)=a—+bi+ T

A—2

Sind zwei zusammengehorige Wertepaare A, 4 gegeben, liefert (102) zwei nichthomogene
lineare Gleichungen fiir @ und b, die im allgemeinen deren eindeutige Bestimmung ermog-
lichen. Setzt man nach der Bestimmung von @ und b die rechte Seite von (102) gleich Null,
so ergibt sich eine quadratische Gleichung fiir . Die eine der beiden
Waurzeln dieser Gleichung mul eine Néherung fiir die gesuchte Null-
stelle von 4 darstellen. Geometrisch bedeutet dies: Wir ersetzen
die Kurve A4 () niherungsweise durch eine Hyperbel (wir wollen
daher kurz von hyperbolischer Interpolation sprechen), die mit der
Kurve A zwei Punkte und eine Asymptote gemeinsam hat. Aufler-

Abb. 7. dem haben die beiden zusammenfallenden Pole der Hyperbel und

der Kurve A das gleiche Residuum. Aus dem Vergleich der hyper-

bolisch und der linear interpolierten Werte kénnen wir miihelos ablesen, wieviel Ziffern des
Eigenwertes jeweils sicher sind.

Das Residuum des Pols bestimmen wir aus (50) mit den Zahlenwerten der Tabellen B
und G fir » = 6:

(103) Ry = + 1908,34 - 1030,

Interpolieren wir nun mittels (102) hyperbolisch zwischen den Werten (100) und (101),

so wird die eine der beiden Wurzeln gréBer als i, und scheidet dadurch aus. Die andere
liefert als Niherungswert fiir die gesuchte Nullstelle von A4 (4)

A =6,9817418 (hyperbolisch interpoliert),
A =16,9815927 (linear interpoliert).

Der linear interpolierte Wert muB in diesem Fall der kleinere der beiden Werte sein,
wovon man sich leicht an Hand einer Skizze (Abb. 7) iiberzeugt. Drei Stellen hinter
dem Komma ergeben sich als gesichert.
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Der hyperbolisch interpolierte Wert ergibt
X, (6,9817418) = + 16052,383 - 10-30
(104) Y, (6,9817418) = 4+ 206,036 - 102
A(6,9817418) = + 287,392~ 1030,

Aus (100) und (104) erhélt man

1 =6,98191793 (hyperbolisch interpoliert),
2 =6,98192202 (linear interpoliert).

Jetzt sind bereits vier Dezimalstellen gesichert. Dafl diesmal der linear interpolierte
Wert der groBere der beiden sein muB, macht eine Skizze (Abb. 8) sofort verstindlich. Es
folgt:

X, (6,98191793) = + 16055,983 - 10-30
(105) Y, (6,98191793) = + 209,145 - 10-2¢
I 4 (6,98191793) = — 7,769 - 1039,

Die Interpolation zwischen (104) und (105) ergibt:

1= 6,98191325 (hyperbolisch interpoliert),
2 =6,98191329 (linear interpoliert).

Wir haben also jetzt sieben Dezimalstellen sicher. Das ist mehr, als erforderlich
ist. Ubrigens liegt die achte Stelle bereits auBerhalb der Genauigkeit der Rechengrundlagen
und der bei der letzten Rechnung eingehaltenen Rechengenauigkeit. Man iiberzeugt sich
davon leicht durch einen Blick auf Abb. 7, die schematisch auch fiir unsere letzte Interpolation
zutrifft. Danach miiBte die linear interpolierte Stelle der kleinere der beiden Werte sein,
wihrend das umgekehrte der Fall ist. :

Damit ist also die fiinfte Nullstelle, bisher die schwierigste von allen, bestimmt:

(106) A® = 6,981913215 (4 0,00000005).

Abb. 8.

f) Die sechste Nullstelle.

Diese Nullstelle liegt, wie wir wissen, zwischen dem zweiten und dritten Pol. Sie wird
also aller Voraussicht nach niher an jedem von ihnen liegen als die fiinfte Nullstelle an dem
ihr benachbarten ersten Pol. Wir haben demnach hier noch wesentlich groBere Schwierig-
keiten zu erwarten als bei der vorigen Nullstelle. Dabei versagen jetzt alle Mittel, die uns das
Aufsuchen der fiinften Nullstelle so wesentlich vereinfacht haben. Da wir uns zwischen zwei
nahe benachbarten Polen befinden, miilten wir, um die Methode des vorigen Abschnitts
in entsprechend modifizierter Form anwenden zu kénnen, fir jeden Wert die Rechnung
zweimal durchfithren, um sowohl X und ¥; als auch X, und Y, in jedem Falle zu bestimmen.
AuBerdem treten sowohl ¥ wie 9, in A auch quadratisch auf; d.h. wir miiten auBerdem
noch jedesmal Z; und Z, berechnen. Dadurch wird die Rechnung so umsténdlich, dafl wir
es vorzogen, das Intervall zundchst auf gut Glick abzutasten. Von der hyperbolischen
Interpolation konnte man sich hier bei der groBen Nihe eines zweiten Pols auch nicht viel
versprechen. So haben wir uns denn durchweg auf lineare Interpolation beschrénkt.

Als Ausgangspunkt wurde ein Wert gewiihlt, der um etwa ein Fiinftel der Intervallbreite
zwischen den beiden Polen vom dritten Pol entfernt ist. Als Fiinftelpunkt ergibt sich etwa
A = 9,487. Gerechnet wurde mit A = 9,4864, weil dieser Wert ein vollstindiges Quadrat
ist (1/4 = 3,08). Es ergibt sich

-+ 350303632,6 - 10-3°
— 347723845,1 - 1030

(107) A(9,4864) = + 2579787,5- 1039,
Als nichster Wert wurde A =9 gewshlt:

-+ 79048708,05 - 10-30
—79642413,15- 10730

(108) A(9) = — 593705,10 - 10-30,
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Sodann wurde mit 1 = 9,089570 gerechnet. Es ergibt sich

-+ 80500626,71 - 10—30
— 80955178,93 - 10-30

(109) A(9,089570) = —  454552,22 - 10-30

Der letzte Wert (109) wurde zur Interpolation sowohl mit dem Wert (108) wie mit dem
Wert (107) verbunden. Bezeichnen wir das erste Interpolationsergebnis mit 4,, das zweite

1 mit A,, so ist aus der Kriimmung zu schlieBen (vgl. Abb. 9),

e : daB die wirkliche Nullstelle ndher an 4, als an 4, liegt. Es wurde

- /lz,// i daher gerechnet mit A = 4, —1 (4, —4,) = 9,325. Das Ergebnis ist
] 948 . -+ 109411663,2 - 1030
L~ ' — 109215700,6 - 10-30

Abb. 9.

(110)  A(9,325) = +  195962,6-10-3°,
Die Interpolation zwischen (109) und (110) ergibt A = 9,2540784:

1 98397717,89 - 10-30
— 98425056,32 - 1030

(111) A(9,2540784) = —  27338,43 - 10-30.
Lineare Interpolation liefert 4 = 9,2627611. Gerechnet

A =9,263: +100129612,5 - 10-3°
— 1001210884 - 10-30

wurde mit dem runden Wert

(112) A(9,263) = + 8524,1 - 10-30,
Interpoliert man zwischen (111) und (112), so erhilt ma

n A= 9,2608794. Es wurden

daher die beiden Werte 4 = 9,2608 und 4 = 9,2609 gerechnet. Es ergibt sich

+ 09692858,42 - 10-30
— 99693352,62 - 10-30

(113) A(9,2608) = — 494,20 - 10-30.

+ 99712496,92 - 10-3°
—99712586,36 - 1030

(114) A4(9,2609) = — 89,44 - 10-30
Das Ergebnis der linearen Interpolation ist 2 = 9,260922.
noch einmal mit diesem Wert, so erhilt man schlieBlich

+ 99716848,20 - 1030
— 99716848,36 - 10-30

Wiederholt man die Rechnung

(115) A(9,260922) = — 0,16 - 10-30.

Das ist genau gleich Null. Denn den beiden Stellen hinter dem Komma kommt keine
Bedeutung zu. Wir muflten neun Werte von A berechnen, ehe wir diese Nullstelle mit der
erforderlichen Genauigkeit bestimmen konnten. Das bedeutet mehr als eine Woche Arbeit
fiir eine volle Arbeitskraft, um diese eine — allerdings besonders kritische — Nullstelle zu

berechnen! Das Ergebnis ist:
(116) : A9 =9,2609220]0.

g) Die siebente Nullstelle.

Die beiden letzten Nullstellen, die siebente und achte, liegen, wie wir wissen, in dem

Intervall zwischen dem fiinften und sechsten Pol (vgl. Abb.

4). Die erste Aufgabe ist, sie

zu trennen, d. h. einen positiven Wert von 4 zu finden. Wir wissen bereits [vgl. (77a)],

daB in der Intervallmitte 4 = 14,887066975 der Wert von 4
nung ergibt

positiv ist. Die genaue Rech-

4 10560,166085 - 10-30

— 7915,616109 - 10-30

(117) A (14,887066975) = + 2644,549976 - 10-30,
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Das nichste Ziel ist, die siebente Nullstelle einzuschlieBen. Der erste Versuch wurde
mit dem Intervallviertel 2 = 12,78528638 gemacht. KEs ergab sich

4 46946,56231 - 10-30
—60520,30580 - 10-30

(118) A(12,78528638) = —13573,74349 - 1039,

Lineare Interpolation zwischen (117) und (118) ergibt 1 = 14,54435126. Der Wert ist
der Kriimmung wegen sicher zu gro (vgl. Abb. 4 und Abb. 10). Daher wurde die nichste
Rechnung mit A = 14,4 durchgefiihrt:

-+ 14407,844 061 - 1030
—12172,865329 - 10-30

(119) A(14,4) = + 2234978732100,

Vergleicht man (117) und (119), so erkennt man, da die Kurve 4 in der Intervallmitte
14,8 ... eine nahezu waagerechte Tangente haben mufl. Unter dieser Annahme lieB sich
mittels der drei gerechneten Punkte (117), (118), (119) und mit Beriicksichtigung der Asym-
ptote am fiinften Pol ein wesentlich genaueres Bild als die vorige Skizze (Abb. 10) gewinnen.
Aus dieser Zeichnung wurde abgelesen, dafl die Nullstelle in der Néhe von 4 = 13,8 liegen
muBl. Mit diesem Wert ergibt sich

+ 21762,870421 - 10-30
—21335,235374 - 1030

(120) A(13,8) = +  427,635047 - 10-30,

Auch dieser Wert wurde nun in die zu der vorigen graphischen Interpolation benutzte
Zeichnung eingetragen. An der so verbesserten Kurve wurde als Nullstelle 4 = 13,72 abge-
lesen. Damit erhilt man

+ 23054,404024 - 10-20 A v
— 23057,545883 - 10-30 g
(121)  A(13,72) = —  3,141859-10-20, g
Lineare Interpolation zwischen den beiden letzten Werten ‘
ergibt A= 13,72058348:
+ 23044,689804 - 10-3

—23044,467 555 - 10-30
(122) A (13,72058348) =+ 0,222249 - 10-30.

Abb. 10.

Die SchluBinterpolation wurde wieder hyperbolisch durchgefiihrt. Fiir das Residuum
am fiinften Pol folgt aus (50) mit den Zahlenwerten der Tabellen B und G fiir » = 4:

(123) R, = —406373,207 - 10-3°,
Damit ergab sich aus (121) und (122)

A =13,72054446 (hyperbolisch interpoliert),
A =13,72054493 (linear interpoliert).

Der linear interpolierte Wert ergibt sich im Einklang mit der Kriimmung (vgl. Abb. 10)
als ein wenig zu groB. Wir diirfen daher auch die siebente Dezimale des hyperbolisch inter-
polierten Wertes noch als sicher ansehen:

(124) AN =13,7205444 (6.
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h) Die achte Nullstelle.

Das Residuum des sechsten Pols ergibt sich aus (50) und den Zahlenwerten der Tabellen B
und G fir y=1 zu

(125) R, = + 991,012700 - 10-3,

Mit Hilfe der dem sechsten Pol am néchsten kommenden Werte (117) und (119) wurde
durch hyperbolische Interpolation der erste grobe Anhalt fiir die Lage der achten Nullstelle
zu A= 18,93793575 gewonnen:

+11792,339138 - 10-30
—23694,616977 - 1030

(126) A (18,93793575) = — 11902,277839 - 10-3°.

Offenbar lohnt es sich noch nicht, weitere Werte durch Interpolation zu bestimmen.
Um weiterzukommen wurde daher die Tatsache benutzt, daf wir in (126) ungefahr denselben
Wert fiir 4 erhalten haben wie in (118) am ersten Viertelspunkt des Intervalls. Der néchste
Versuch wurde daher mit der Annahme gemacht, dal die achte Nullstelle etwa ebensoweit
vom Punkte 4 = 18,938 entfernt sei wie die siebente vom Punkte A = 12,785. Das ergibe
fiir die achte Nullstelle den Wert 4 = 18,00:

+ 3018,329065 - 1030
—3207,145076 - 10-30

(127) A(18) = — 188,816011-10-%,

Hyperbolische Interpolation zwischen (126) und (127) ergibt, auf zwei Dezimalen abge-
rundet, A = 17,97:
-+ 2984,097138 - 10-30
—3105,573189 - 10-30

(128) ’ A(17,97) = — 121,476051 - 10-3°,
~ Aus (127) und (128) folgt durch hyperbolische Interpolation A= 17,91442156. Mit

diesem Wert wurde die Rechnung durchgefithrt und sodann aus dem Ergebnis und (128)
durch hyperbolische Interpolation der Wert 4 = 17,92080403 ermittelt:

+ 2931,951976 - 10-30
—2948,267339 - 10-30

(129) A4(17,92080403) = — 16,315363 - 1039,

Dadurch, daB die vier letzten Werte in eine Zeichnung eingetragen wurden, wurde offen-
sichtlich, daB bei der Rechnung mit dem Wert 17,914... ein Rechenfehler unterlaufen
war. Er muBte also aus der weiteren Rechnung ausscheiden.
Hyperbolische Interpolation zwischen (128) und (129) ergab
A=17,91303858:

+2924,135718 - 10-30
—2924,405004 - 10-30

InterpolationstyperteP N (130) A(17,91303858) = —  0,269286- 10-3°,
AN
A Die Interpolation zwischen (129) und (130) liefert
N\ 2 =17,91290793 (hyperbolisch interpoliert)
Abb. 11. 2 =17,91290826 (linear interpoliert).

Die beiden Werte stimmen in sechs Dezimalstellen iiberein. Nach der Kriimmung an
dieser Nullstelle zu urteilen, muB die lineare Interpolation den kleineren der beiden Werte
ergeben (vgl. Abb. 11). Da das umgekehrte der Fall ist, gehen die beiden letzten Dezimalen
bereits iiber den Rahmen der Genauigkeit der angewandten Rechenmethoden hinaus. Die
letzte Nullstelle, die wir berechnen wollten, ist also auf sechs Dezimalen genau

(131) 2® =17,912907|93.
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Abschlieend seien noch einmal die acht ersten Eigenwerte des Hilfsproblems zusammen-
gestellt:
A= 0,24047
2® = 1,08161
I® = 2516317
A® = 4539948
1® = 6,98191325
A® = 9,26092200
A0 = 13,720 54446
A® — 17,91290793

(H)

§ 8. Die Knotenpunktsmomente des Hilfsstabes.

Nachdem wir die Eigenwerte kennen, kénnen wir aus dem Gleichungssystem (I) bis (VI)
(S. 8) die Knotenpunktsmomente M, berechnen. Zu jedem Eigenwert gibt es ein Losungs-
system, das bis auf einen willkiirlich bleibenden konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist.
Mit anderen Worten heifit dies : Aus fiinf dieser Gleichungen kénnen wir fiinf der Unbekannten
durch die sechste ausdriicken. Die sechste Gleichung muf dann eine Identitédt sein. Da
ein solches Losungssystem nur existiert, wenn die Determinante A verschwindet, so ist die
Erfilllung der sechsten Gleichung eine Probe fiir die ganze bisherige Rechnung.
Wir kénnen die Erfillung dieser Gleichung natiirlich nur im Rahmen der Genauigkeit
erwarten, mit der wir die betreffende Nullstelle der Determinante bestimmt haben. Die
Ungenauigkeit wird weiter dadurch gesteigert, dal — wie bereits frither bemerkt — mit
wachsender Ordnung des Eigenwertes eine wachsende Zahl geltender Ziffern sich bei der
Auflésung des Gleichungssystems durch Subtraktionen heraushebt.

Der Bau der Gleichungen (I) bis (VI) legt es nahe, als Unbekannte die fiinf Momente
M, zu wihlen. Dadurch wird die Querkraft @ zum willkiirlich bleibenden Proportionali-
tatsfaktor, und wir bringen daher in allen sechs Gleichungen das Glied mit ¢ auf die rechte
Seite. Ebenso liegt es nahe, die Gleichungen (I) bis (V) zur Bestimmung der Unbekannten
zu verwenden, die iiberzdhlige Gleichung (VI) zur Probe.

Zungchst miissen wir nun zu jedem Eigenwert 1 die zugehorigen Werte o, , . ; und 9,
berechnen, die wir mit o, , ; und 9,” bezeichnen. Ebenso bezeichnen wir die aus (I) bis (V)
zum Eigenwert A” sich ergebenden Momente M, mit M. Im folgenden werden die Ergeb-
nisse der Rechnung zusammengestellt.

a) Der erste Eigenwert.
Fiir den ersten Eigenwert A ist das Ergebnis der Rechnung das folgende:

MP =-—1062,3293-Q
MP =—2296,2532- Q
(132) MP =-—3174,1358-Q
MP =—3308,3779-Q
MP = —2407,2445- Q

Setzt man diese Werte in Gleichung (VI) ein, die durch sie identisch befriedigt sein
mul}, so ergibt sich

Linke Seite von Gleichung (VI) = 4+ 11206,7126-10-3- @

Rechte Seite von Gleichung (VI) =@ -12 = + 11030,546 -10-3-Q .

Die Gleichung ist also mit zwei geltenden Ziffern erfiillt. Die SchluBgleichung des Eli-
minationsprozesses lautete
—3,156259 - MD — + 10442,0976 - Q .
Dagegen hatten simtliche o, ,; und 9" zwei geltende Ziffern vor dem Komma. Bei
der Elimination ist also eine geltende Ziffer verlorengegangen. Daher kénnen wir aus der
Probe schlielen, dafl A auf drei Ziffern richtig war, iibereinstimmend mit Gleichung (81).
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b) Der zweite Eigenwert.
Die Rechnung ergibt:

M® = —21726,8366 - Q
MO = — 44499764 - Q
(133) MY =—1256,0116-Q

MO = 4 4556,0161 - @
MO = 4 6593,8636-
Die Probe ergibt:
Linke Seite von Gleichung (VI) = + 11292,6198-10-3- @
Rechte Seite von Gleichung (VI) = Q-1X = + 11030,546 -10-3-Q).

Bei der Elimination sind ein bis zwei Stellen verlorengegangen. Gleichung (VI) stimmt
mit zwei geltenden Ziffern. Also ist A® auf drei bis vier Ziffern genau, tibereinstimmend
mit Gleichung (86).

¢) Der dritte Eigenwert.
Es ergibt sich

M@ = —2870,1491- Q
M® = —1412,8474- Q
(134) M® = + 4559,4040 - Q
MP = + 2136,1003 - Q
M® = —5212,3631- Q
Linke Seite von Gleichung (VI) = 4 11029,7334- 103 Q

Rechte Seite von Gleichung (VI)= @ -1X = 4 11030,546 -10-3-Q.

Die fiinfte geltende Ziffer ist um knapp eine Einheit falsch. Bei der Elimination ist eine
geltende Ziffer verlorengegangen, A® ist also etwa in sechs geltenden Ziffern genau. Das
stimmt gut mit Gleichung (90) tiberein.

d) Der vierte Eigenwert.

M® = — 4162,5884 - Q
MP = 4 2286,3572 - Q
(135) M® = + 3283,9015- Q
M® = —17246,9631 - Q
M® = 4 4991,4437- Q
Linke Seite von Gleichung (VI) = 4 11029,2145-10-3- Q

Rechte Seite von Gleichung (VI) = Q-1 = + 11030,546 -10-3- Q.

Vier geltende Ziffern sind genau richtig, die fiinfte ist um etwas mehr als eine Einheit
falsch. Bei der Elimination heben sich jetzt schon zwei Ziffern fort. A kann also als auf
sechs Ziffern genau angesehen werden, die siebente ist noch nahezu richtig. Das bedeutet,
daB A® um eine Stelle genauer ist, als wir aus seiner Berechnung schlossen [vgl. (93)].

e) Der fiinfte Eigenwert.

MO = —4146,8139 - Q
MO = + 4692,3502 - Q
(136) M® = —4090,3199 -Q
M® = 4+ 1632,45471 - Q
M® = —  77,868831-Q
Linke Seite von Gleichung (VI) = -+ 11030,3121-10-3-Q

Rechte Seite von Gleichung (VI) = @ 12 = 4 11030,546 -10-3-@).

Fiinf Ziffern sind genau richtig, der Fehler der sechsten betrigt etwa zwei Einheiten.
Zwei bis drei geltende Ziffern haben sich bei der Elimination fortgehoben. A® ist daher
auf etwa acht geltende Ziffern genau, tibereinstimmend mit dem Ergebnis in Gleichung (106).
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f) Der sechste Eigenwert.

M® = — 3741,4558- Q
M® = 4 4048,3681- Q
(137) Mg‘” = —4503,8539- @
MO = 4 58445751 Q
M® = —4758,1148- Q
Linke Seite von Gleichung (VI) = -+ 11030,5229-10-3- Q

Rechte Seite von Gleichung (VI)= @ -12 = + 11030,546 -10-3-Q.

Hier sind sechs geltende Ziffern genau richtig. Bei der Elimination haben sich zwei
bis drei geltende Ziffern fortgehoben. Daraus folgt, daB in A® acht bis neun Ziffern genau
sind, in sehr guter Ubereinstimmung mit Gleichung (116).

g) Der siebente Eigenwert.

MDD = — 5124,69784-Q
MO = — 3409,66454-Q
(138) MO = 4 14577,0872 - Q
MP = —22393,8205 - Q
MO = + 26838,8156 - Q
Linke Seite von Gleichung (VI) = 4 11032,01389-10-2%- @

Rechte Seite von Gleichung (VI)= @ -1X = + 11030,546 -10-3-Q.

Hier sind vier Stellen genau, die fiinfte fast richtig. Bei der Elimination gehen jetzt
schon drei geltende Ziffern verloren. Sieben bis acht Ziffern von A" sind also als richtig

anzusehen. Demnach wére unsere Schitzung der richtigen Stellenzahl in (124) etwas zu
giinstig gewesen.

h) Der achte Eigenwert.

M® = — 547,809331 - Q
M® — — 6838,24839 - Q
(139) M® = + 8329,85772 - Q
M® = — 1270,614371 - Q
M(58) = —10499,90957 - @
Linke Seite von Gleichung (VI) = -+ 11030,68646 - 10-3- Q)

Rechte Seite von Gleichung (VI)= @12 = + 11030,546 -10-3- Q.
Hier sind fiinf Stellen genau richtig, die sechste beinahe. Zwei bis drei Stellen sind durch
die Elimination verlorengegangen, so daBl wir A®® auf etwa acht bis neun geltende Ziffern

als sicher ansehen konnen. Das ist etwa eine Stelle mehr, als wir bei Ableitung des Wertes
(131) fiir A® geschiitzt hatten.

§ 9. Die Eigenfunktionen des Hilfsproblems.

Die Gleichung der Eigenfunktion ¢® zum Eigenwert A® erhalten wir (vgl. den Anfang
von § 4), wenn wir in Gleichung (7) f, fiir 5, setzen und alle dort auftretenden GroBen auf den
Eigenwert A® beziehen. Fiihren wir noch Gleichung (2) in (7) ein und beriicksichtigen, daB
in unserem Fall alle 7, die gleiche GroBe I haben, setzen wir ferner

i M’('i) (@) f ’(’i)
(14:0) Mv _‘—_Q—a fv _75

so erhalten wir schlieflich fiir die Eigenfunktion zum Eigenwert A® im Felde »:

ﬂ(i) .+ COS z(i)—ll—](i)
MERRY . Nz —. P — . — .
(141) 5 | 22120 i (zw-—;) — M9, - cos (zﬁ” .—;—) o, (MO, 28,70 )] - @
v
v=1,2,...,6).
Forschungshefte aus dem Gebiete des Stahlbaues. Heft 1. 3
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Dabei ist zu beriicksichtigen, dafl sich die erste und letzte (sechste) dieser Glemhungen

wegen (27), My = 0 = M, noch etwas vereinfachen. Fiir die weitere Rechnung fithren wir
ferner die folgenden Abkiirzungen ein:

20
(142) t(z) M(t) /'L(” S, f(z) . uuz) — (M(” cosz M(z)) : (z) M(” 20

sin z(’) ’
w=1,2,...,6).
Dann nimmt die Gleichung der Eigenfunktion die folgende Gestalt an:

o 1 ul® o '
i i v
(143) ¢ (@)= g | 7o - sin (47 57) — <5 - cos (o0 2¢) V—|—t“)] Q (=1,2,...,6).

Fiir den leferentlalquotlenten erhalten wir daraus

(z)
() 1
(144) dwv = 5. [u“’ COS( G | >+vu> Sm( .2 >~l]~Q w=1,2,...,6).

Setzen wir darin x, = 0, so erhalten wir die Tangenten an die Eigenfunktion ¢® an den
linken Feldenden, d. h. jeweils am Knoten (»—1). Bezeichnen wir die Tangente am Knoten
v mit f%, so ergibt sich:

~

dey 0% 1 (i)
(145) T, Joy 0= =1 =g (" —1) @ (»=12,...,6).

Wollen wir endlich noch die Tangente am Knoten 6, d. h. am rechten Stabende berechnen,
so haben wir in (144) » = 6 und x4 =1 zu setzen und erhalten

dof’ @ 1 @ G
— _ ) (@)
[dxs mo =16 =75G *(ug) cos 20 4 v sin 2y —1) - Q =

120 8,
Iy ) G q 0.
= 120 SG[ ® <sinz§;“ L) =4 8efs)- @

Die Durchbiegungen f? an den Knotenpunkten berechnen wir aus Gleichung (36), die
mit (140) die folgende Form annimmt:

(146)

(147) D=1 = Ms MP — MM ) +1]-Q (v=1,2,...,6).

Da die Durchbiegungen an den beiden Endpunkten verschwinden [vgl. (28)], also bekannt
sind, sind das sechs Gleichungen fiir die fiinf Unbekannten f& (v =1, 2, ..., 5). Die iiber-
zéhlige Gleichung mufl identisch erfiillt sein. Sie ist genau erfiillt, wenn die iiberzihlige
Momentengleichung (VI) (vgl. den vorigen Paragraphen) genau erfiillt ist. Sie wird also
praktisch nur in dem Mafle richtig sein, das der Genauigkeit entspricht, mit der A bestimmt
wurde. Da wir in (147) die Differenzen der an sich schon unsicheren Momente zu bilden
haben, wodurch sich die Fehler addieren kénnen und unter Umstinden weitere geltende
Ziffern verlorengehen, da wir sodann zur Auflésung der Gleichungskette (147) benachbarte
Werte und damit auch ihre Fehler addieren miissen, wird die sichere Stellenzahl der f{
recht gering. Wir werden die Durchbiegung /(" des mittleren Knotens 3 zweimal berechnen,
einmal vom linken Stabende her und einmal vom rechten. Die Zahl der Ziffern, in denen
beide Werte iibereinstimmen, ist ein MaB fiir die Genauigkeit, mit der wir die Eigenfunk-
tionen erhalten haben. Wir werden dann das arithmetische Mittel beider Werte mit f{
bezeichnen und mit diesem Wert weiterrechnen; d. h. wir nehmen den Ausgleich des Fehlers
in den beiden mittleren Feldern 3 und 4 vor.

a) Die erste Eigenfunktion.
Aus (147) und (132) wurden die Durchbiegungen der Knotenpunkte bestimmt. Es ergab sich
U = 4 14,347813 -
f = 4+ 24,409595 -
(148) O = + 26,998749 -
fO = + 22849514 -
fO = + 13,289793 -

von links f{ = + 27,365045 -
von rechts f{ = 4 26,632453 - Q)

DO
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Ferner wurden aus (145) und (146) die Knotenpunkts-

erste Eigenfunktion @) fir =1
tangenten bestimmt zu

—_—

A
N R R

f" = + 0,025068248 -
" = +0,021616920 - Q
9 = 4 0,010594548 - Q

(149) i = —0,001372808 - Q
fD = —0,011304522 - Q
fO = —0,020107418 - Q g
f = —0,023188322 - @

Mit (148) und (149) konnte die erste Eigenfunktion Abb. 12.

sehr genau gezeichnet werden (vgl. Abb. 12). Tiir die

Zeichnung ist in diesem Falle wie bei allen weiteren Eigenfunktionen der willkiirlich bleibende
Proportionalitdtsfaktor @ gleich 1 gesetzt worden.

b) Die zweite Eigenfunktion.
Die Knotenpunktsordinaten der zweiten Eigenfunktion folgen aus (147) und (133) zu

[® = 4 14,674342 - Q
[ = + 18,637686

3

f@ = —0,015105757 -
f& =+ 0,003700216 -
f& = 4 0,013124773 - Q

Q .
links f» = + 9,6665834 - Q
150 ™ | 95454337-Q | OO 3 ;
e ;Em = i 2’1’522809.3 von rechts f{ = + 9,4242840- @
f& = — 5,8890676-Q
& = 4 0,027582155 - Q o o
f§2)’ = + 0,018382 380 - Q ZW&/_fE ﬁgeﬂﬁ/ﬂkflﬁﬂ Pix) f(l/’g=/
2) . -5t -
f§ >,— —0,007052463 - P e Y
(151) f& = — 0,020526765 - o
@
@

 SR—
7000 tm

Der Mafistab der Zeichnung (vgl. Abb. 13) ist der
gleiche wie in Abb. 12.

Abb. 13.

¢) Die dritte Eigenfunktion.
Die Knotenpunktsordinaten und -tangenten der dritten Eigenfunktion findet man zu

[ = 4 6,7326220 - Q
f§) = 4+ 3,6120706- Q

| von links f§) = —3,0678616- @

(152) f®» = —3,0677001- Q 3 _ .
10— 16523194 ¢ | von rechts f§) = —3,0675386 Q
[$ = + 2,4546963 -
{3 — 1 0,014837679 - Q ;. dite Eigenfunktion o) fiir -1
£ = + 0,004459638 - Q - L
) sen 7 V4
[ = —0,013229188 - Q P IR m\f/ﬁ_
(153) O = — 0,004578750 - Q s
f& = +0,008031759 - Q "
1 = +0,001779355 - Q o
[ = —0,007661929 - Q ADD- 14

Der Maflstab der Zeichnung (Abb. 14) ist derselbe wie in Abb. 12 und 13.
3*
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d) Die vierte Eigenfunktion.
Fiir die vierte Eigenfunktion ergibt sich

f® = 4 5,8561201 - Q
@) — .
s 0,0700210°Q " 0 Jinks f9 — —0,0609853 - Q
(154) 9= —0,9698385 - Q 5
f9 — 4 33026524 @ | VOP Techts /;7 =—0,9696917- ¢
4 3
9 = —1,0279377 - Q
~UT vierfe Eigenfunktion %/;) fir §=1 W=+ 0,01584-Q
s P f& = —0,00097 - Q
7" 2~ 4 S~ f" = —0,01128- Q
.0 P —+—A 2
l S \/ (154a) gi)’ = -+ 0,00906 - @
& = —0,00050 - Q
o, @y _ .
Abb. 15. fi? = 1 0,00827-¢

Abb. 15, die den gleichen Mafstab wie die Abb. 12 bis 14 hat, stellt die vierte Eigenfunk-
tion im Bilde dar.

¢) Die fiinfte Eigenfunktion.

{ 1 = +3,7910469 - Q
5) — .
155 %5) S iﬁggggi g von links /i = +1,6283447- ¢
(155) f?s) _ 0,14035861 Q von rechts f{) = + 1,6283785-Q .
4 — T Y
{5 = 4 0,10317669 - Q
Finfte Eigenfunktion g2 fiir =1 fO¥ = 4 0,01377- Q
» T fOr = —0,00586- Q
i NE RN fO = —0,00052+ Q
7, AN (155a) f$Y = +0,00336 - Q
l 4 £ = —0,00602 - Q
7000cm, & = +0,00584 - Q
Abb. 16. 9 = —0,00614 - Q

Abb. 16 gibt ein Bild von dem Verlauf der fiinften Eigenfunktion. Der Mafistab der
Ordinaten ist doppelt so groB wie bei Abb. 12 bis 15.

f) Die sechste Eigenfunktion.
f» = 4-2,5314650 - Q
f» = —0,92631475 - Q
f® = +1,2698139 - Q
f® = —1,0392043 - Q
f® = 4 0,61484857 -

von links f® = 4 1,26981256- Q

(156) von rechts /® = -+ 1,26981526 - Q

, W g 1O = +0,01267- Q
B Jeoﬁ;/fﬁyeﬂf?/z/ﬁ/:;% fiir §-1 £ — _0.00862- Q
fraten? 3 5/N\6 & = +0,00711- Q

g’ (156a) f& = —0,00712 - Q
)2 fO = 4 0,00555 - Q
! 70006, f& = —0,00666 - Q
Abb. 17. 1O = 4 0,00720- Q

Abb. 17 zeigt das Bild der sechsten Eigenfunktion, wie es sich aus den Knotenpunkts-
ordinaten (156) und den Knotenpunktstangenten (156a) ergibt. Der MaBstab der Ordinaten
ist der gleiche wie in Abb. 16, also doppelt so groB wie der in den Abb. 12 bis 15.
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g) Die siebente Eigenfunktion.

£ = + 2,4610103 - @
0 — .
) T TR
(157) ;?7) = ; 3’529 7002- Q von rechts f = —1,6477131- Q
4= ? )
[0 = —2,0822787 - Q ”
4 — 4+ 0,02634- Q -y s/eéeﬂ/eﬁ"qenfUﬂ/r)Zbﬂ;ﬂ,ﬂ Fir §-)
' -2 )
(7= —0,02441- @ o Wotn? ¢ ¢
, o
£ = +0,02474 - Q J ,
(157a) £ = —0,01900- Q Yy
(7 — .
Y = +0,01208-Q —
f& = 4 0,00501 - @ Abb. 18.
f{¥ = —0,01611- Q

Das Bild der siebenten Eigenfunktion (Abb.18) ist im gleichen OrdinatenmaBstab
gezeichnet wie die Bilder der fiinften, sechsten und achten Eigenfunktion (Abb. 16, 17, 19).
Es ist auffallend, daB bei der siebenten Eigenfunktion die Maximalordinaten, die sonst mit
wachsender Ordnung der Eigenfunktionen ziemlich regelmiBig abnehmen, auergewdhnlich
groB sind. Ahnliche Erscheinungen werden wir auch bei anderen zum siebenten Eigenwert

gehérigen Groflen finden (vgl. § 10b und ¢, «;, und N,).

h) Die achte Eigenfunktion.

f(13> = —0,021743125- Q
® — .
v BTG e ot
(158) ;?& = 0,079215588 g von rechts f§® = —1,060577582 - @
4 = T ’

[ = 4 0,65851204 - Q
i achte Ligentunktion %/Z} fir -1

®" — 1+ 0,01136- Q ) T—
;(%: i ; g,géi i; g ¢ﬂ9)0 ir0tent, 2 ; ¢ 5 6
5 = ) 2
(158a) & = 4 0,00334 - Q | '
® — —0,00711-Q g
f& =+ 0,00157 - Q Abb. 19.
£ = 4 0,00540 -

Damit finden wir fiir die achte Eigenfunktion das in Abb. 19 dargestellte Bild. Der
MaBstab der Ordinaten in dieser Abbildung ist der gleiche wie in Abb..16 bis 18, also doppelt
so groB wie der in den Abb. 12 bis 15.

% *
%

Vergleicht man die beiden Werte, die sich jeweils fiir f{? ergeben, wenn man einmal
vom linken, das andere Mal vom rechten Ende des Stabes her rechnet, vergleicht man sie
insbesondere bei den beiden ersten Eigenwerten, dann erkennt man, daf bei der Bestimmung
der Nullstellen von 4 (4) eine auBergewohnliche Genauigkeit nétig war, wenn man die Er-
gebnisse der Rechnung auch nur auf drei bis vier Stellen genau haben wollte.

i) Eine Methode zur Identifizierung der Eigenwerte.

Wir konnten nach einem der Sturm-Liouvilleschen Sitze und den Vorzeichen der
Residuen der Pole schon vor dem Beginn der eigentlichen Rechnung mit Sicherheit die
Ordnung jedes Eigenwertes angeben, den wir in einem bestimmten Intervall finden wiirden.
Wir konnten insbesondere mit Sicherheit sagen, daB sich links vom sechsten Pol acht und
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nicht mehr als acht Nullstellen von 4 (A1) befinden, daB also unterhalb der Schranke 19,09 ...
genau acht Eigenwerte des Hilfsproblems liegen. Wir wissen daher mit Sicherheit,
dafl wir wirklich alle Eigenwerte in dem untersuchten Intervall gefunden
haben.

In anderen Fillen wird unter Umstdnden das hier angewandte Verfahren zur Identi-
fizierung der Eigenwerte nicht zum Ziel fithren. Dann kann man einen anderen Weg ein-
schlagen, der nicht so elegant ist und erhebliche Rechenarbeit erfordert, dafiir aber immer
anwendbar ist.

Angenommen z. B., wir wiillten nicht mit Sicherheit, ob die letzte von uns berechnete
Nullstelle von A (1) wirklich die achte ist, ob wir nicht vielleicht eine oder ein Paar von
Nullstellen iibersehen haben. Dann brauchten wir nur fiir den letzten berechneten Eigen-
wert 17,912 ... simtliche Wurzeln der Gleichung ¢'=0 zu suchen. Diese Gleichung hat
nach (144) die Form

A4, -cosy,x,+ B, -sinyx, + C,=0.

Dabei sind 4,, B,, C,, y, innerhalb jedes Feldes Konstante. Diese Gréen miilte man nach
(144) fiir jedes Feld zahlenmifig bestimmen und fiir jedes Feld alle Wurzeln der letzten

Gleichung im Intervall 0 < ,’”l’: <1 bestimmen. Das macht grundsétzlich keine Schwierig-

keiten. Hat man sdmtliche Wurzeln von ¢’ = 0, so hat man damit simtliche Extrema der
untersuchten Eigenfunktion ¢. Aus (143) miilte man dann zu jedem Extremum das Vor-
zeichen der Ordinate bestimmen. (Auf den genauen Wert der Ordinate kommt es nicht .an.)
Zwischen jedem Maximum mit positiver Ordinate und dem nach links wie dem nach rechts
benachbarten Minimum mit negativer Ordinate mufl dann je genau eine Nullstelle von ¢
liegen. Dall man auf diese Weise wirklich alle Nullstellen von ¢ erhilt, folgt aus dem Rolle-
schen Satz, nach dem zwischen zwei Nullstellen einer stetigen und differenzierbaren Funktion
ihre Ableitung mindestens einmal verschwinden muB. Und wir hatten vorausgesetzt, daB
wir alle Nullstellen von ¢’ ermittelt haben. Hat man auf diese Weise festgestellt, daBl ¢
genau k innere Nullstellen besitzt, so folgt aus einem der Sturm-Liouvilleschen Sitze,
dafl die Ordnung der Eigenfunktion ¢ die (k- 1)-te ist. Mit anderen Worten heit dies,
daf} der zu ¢ gehorige Eigenwert 4 genau die (k + 1)-te Wurzel der Gleichung A (1) = 0 ist.
Haben wir aufler dieser Wurzel noch % kleinere positive Wurzeln von 4 (1) = 0 gefunden,
so sind wir sicher, dal wir keine Wurzel verloren haben. Haben wir jedoch weniger als &
kleinere positive Wurzeln gefunden, so sind entsprechend viele Wurzeln iibersehen worden.
Man kann dann durch Wiederholung dieses Verfahrens mit den iibrigen berechneten Eigen-
werten feststellen, in welchem Intervall die iibersehenen Eigenwerte zu suchen sind.

§ 10. Die Losung des Hauptproblems.

Nachdem nunmehr das Hilfsproblem vollstéindig gelést ist, konnen wir das Hauptproblem
verhéltnismdBig einfach l6sen. An dieser Stelle des Rechnungsganges erst beginnen die
Zahlenbeispiele von F.und H. Bleich (vgl. ,,B*“ S. 29/31)

Wir machen fiir y den Ansatz (13), der hier noch einmal wiederholt sei:

(159) Y(@) = ay @V (x) + ay- ¢* (2) + a5 ¢ (x) + . . .

Dabei wollten wir uns niherungsweise mit einem héchstens dreigliedrigen Ansatz fiir
y begniigen. Das fiihrte uns auf die Determinante (26) (oder genauer: auf endliche Teilstiicke
von ihr), zu deren Berechnung wir die GroBen N; (17) und «;; (18) brauchen. Diese Glei-
chungen lauteten fiir den Fall stetiger Verédnderlichkeit von S(z)

(160) wi= XA, L1 (=),

y=0

L
(161) N = (" -1)-]S(x) (dd(p:)zdx_—_ (A" —1)- N,
9
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(160) bleibt ungedndert, wenn S feldweise konstant ist und sich von Feld zu Feld sprung-
weise éndert. In (161) miissen wir in diesem Fall das Integral iiber den ganzen Stab in eine
Summe von Integralen iiber die einzelnen Felder zerlegen:

Iy

(162) NiszS () (dd(p;)ydx:jS,,-/(%})dev.
0 v=1

0

Alle GroBen, die in (160), (161), (162) auftreten, sind uns nach der Lésung des Hilfs-
problems bekannt. Bevor wir jedoch mit der Berechnung der GroBen N; und o;; beginnen,
ist noch eine Frage zu kldren.

a) Die Transformation der Eigenwerte bei proportionaler Verinderung
der Stabkriifte.

Alle unsere Berechnungen sind fiir die gegebenen, im Stabe maximal tatsichlich auf-
tretenden Stabkrifte S, durchgefiihrt. Fiihren wir die Rechnung so zu Ende, so erfahren
wir, wie grof} die Stiitzensicherheit bei den maximal auftretenden Stabkriften ist. Eine ganz
andere Frage ist jedoch, um das wievielfache die maximalen Stabkrifte {iberschritten werden
diirfen, ohne daB3 der Stab bei gegebenen Stiitzenwiderstinden ausknickt.

Will man sicher sein, dafl die Stabkrifte gefahrlos noch den k-fachen Betrag der maximal
erwarteten Grofe S(x) annehmen koénnen, so mull man statt S die Stabkraft k- S in die
Rechnung einfiihren. Ergibt sich auch dann noch die Stiitzensicherheit (eben die am Ende
des § 3 eingefiihrte GroBe ) grofler als 1, so ist der Stab auch bei k-facher Belastung noch
knicksicher. Mathematisch ergibt sich daraus die Frage: Wie dndern sich alle von uns berech-
neten GréBen, insbesondere die Eigenwerte A9 und Eigenfunktionen ¢® des Hilfsproblems,
wenn wir alle Stabkrifte S, gleichzeitig mit & multiplizieren ?

Fiir die Eigenwerte und Eigenfunktionen kénnen wir die Frage unmittelbar aus der
Differentialgleichung £ I ¢+ 28 ¢ = 0 beantworten, wenn wir sie in der Form EI¢” +
(A/k) - (k S) @ = 0 schreiben. Bezeichnen wir alle Groflen des transformierten Problems mit
einem Stern, so folgt aus dem Vergleich der beiden miteinander identischen Differential-
gleichungen, da alle Randbedingungen homogen sind, unmittelbar: Ist

Sy=k-8,

so 1ist

. 1.
M = ),

" (x) = ¢ ()

Wir wollen jedoch weiter feststellen, wie sich die Transformation auf die einzelnen GroBen

unserer Rechnung auswirkt. Wir fithren daher S =k - S,, A®* — *Ilc" A und die daraus
folgende Beziehung

AO* §F = 2@ 8,
in die Gleichungen des Paragraphen 4 ein. Aus (32), (33), (34) folgt sodann sukzessive
Z:::Z,,; 19'3‘:19,,, Q:‘:Qv; Q:jv-i-l:Qv,v-{—l-

Dagegen ergibt sich aus (31) und (38)

1
¥ __ = L4 * —_ . . *
0y =7 0, Oy yt1 = k Ornv+1s D= X

Weiter folgt
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Das bedeutet, daB sich die Gleichungen (I) bis (V) iiberhaupt nicht &ndern. In Gleichung (VI)
erhilt jeder Summand den Faktor 1/k, der sicher nicht verschwindet, also herausgehoben
werden kann. Das ganze Gleichungssystem (I) bis (VI) bleibt demnach bei dieser Trans-
formation ungeéndert. Daher dndern sich auch die durch dieses Gleichungssystem be-
stimmten Momente M, nicht:

R
MO* = MO,

Aus (36) folgt sodann, da @ nur die Rolle eines willkiirlich bleibenden Proportionalitéts-
faktors spielt, I von der Transformation gar nicht berithrt wird, die M und das Produkt
A®. 8, dabei ihren Wert nicht &dndern, daB auch die Durchblegungen der Knotenpunkte
ungeéndert bleiben:

o =19
Aus (160) folgt weiter, daB die o;; ihren Wert nicht dndern:
ES
O(.” = O(ij.

Bleiben die Eigenfunktionen, wie wir sahen, ungedndert, so gilt das gleiche fiir ihre Diffe-
rentialquotienten. Also folgt aus (161)

Nf = (9% _1)- N¥ — <_ ,1(1)_1> Z(k 5)- /<d¢ )*> i, — (0 — k). ZS /<d<p,,>

vi=1

Dk

(163) N} = (0 — k) N, = S5 N

Man beachte, daB in dieser Gleichung N; die nach (162) mit einfachen Stabkriften
berechneten Groflen sind und ebenso A% die zu den einfachen Stabkriften sich ergebenden
Eigenwerte, so dafl die Abhéngigkeit von k sich einzig in dem in (163) explizit auftretenden k&
ausdriickt.

Zusammenfassend konnen wir sagen: Wollen wir mit k-facher Stabkraft rechnen statt
mit einfacher, so konnen wir alle fir einfache Stabkraft berechneten GréB8en benutzen.
Von denjenigen GroBen, die wir fiir unsere weitere Rechnung brauchen, bleiben die M®,
19, 0@ (2,), «;; ungedndert. Einzig die GroBen N; dndern sich, aber auch sie transformleren
swh 1n der einfachsten Weise.

Wir werden die Rechnung zunéchst parallel fiir zwei Fille durchfiihren, einmal mit
einfacher Stabkraft und zweitens mit doppelter, also mit k& = 2. Der zweite Fall entspricht
zweifacher Knicksicherheit. Die Werte o;; brauchen wir dabei nur einmal zu berechnen;
sie gelten dann in beiden Fillen. Fir die Gré8en N; haben wir

(164) Ny=(@"—1)-N, N =(@"—2)-N,.

b) Die Werte o,;.

Wir werden im folgenden, wie bereits mehrfach erwéhnt, ein einfaches Kriterium ableiten,
nach dem man die in Betracht zu ziehenden Kombinationen von Eigenfunktionen! und
damit die Zahl der zu berechnenden Werte «;; von vornherein stark beschrinken kann.
In diesem Fall aber sollte das Bleichsche Verfahren von allen Seiten untersucht und dar-
gestellt werden. Zu den spiteren Darstellungen brauchen wir alle in den betrachteten Be-
reich fallenden Kombinationen je dreier benachbarter Eigenfunktionen, und deshalb wurden
auch sdmtliche in Frage kommenden Werte «;; berechnet. Obgleich, wie in § 3 begriindet
wurde, in unserem Fall die von F. und H. Bleich empfohlenen Kombinationen rein sym-
metrischen und rein antimetrischen Charakters unverwendbar sind, sollen auch sie zum Ver-
gleich mitgerechnet werden. Das wiren also die Kombinationen 1, 3, 5; 2,4, 6; 3,5,7; 4, 6, 8.

1 Wir schreiben im folgenden kurz ,,Kombination p, ¢, »* fiir den Ansatz

Y = ap - o0 () + a, - @ (2) 4 a, - p() ().
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Die Berechnung der «;; erfolgt nach (160), wobei die Stiitzenwiderstinde 4, der Tabelle A
(§ 1) zu entnehmen sind. Die Ergebnisse sind im folgenden zusammengestellt.

oy = -+ 20808,6507
0, = + 8184,3822 oys = -+ 8144,9877
0y = + 2086,2719 oy = -+ 1738,06033
0yy = + 1278,99471
a5 =+ 81519443
ap= | 426,02218
oags = + 1010,21795
a5, = + 541,05236 0, =+ 606,89927
I g5 = |+  302,96554 o0 = + 320,23698
0,6 =+ 184,80896
0y, =+  236,77201 '
0= — 8173217
a5 =+ 256,92670
0 =+ 175,712792 ags = + 130,649911
%5, =+  88,717940 ag, =+ 18,370905
gy = — 14,921185
0, =+ 289,12823
=+  10,034845 g = +  30,598518.

Auffallend ist die GréBlie von o, die den auBergewohnlich groBen Ordinaten der
siebenten Eigenfunktion entspricht (vgl. § 9g).

¢) Die Werte N;, N; und ;.

Die Werte N;, N; und N/ werden aus (164) und (162) berechnet. Die Werte &, teilen
wir besonders mit, da sie den spéteren Rechnungen fiir beliebig proportional verdnderliche
Stabkrifte zugrunde liegen. Die Integration in (162) kann in geschlossener Form ausgefiihrt
werden. Quadriert man (144), integriert von 0 bis 7 und multipliziert mit S,, so erhélt man

dwi"’>2 1
(165) S/ (%— 4, = g
; g

41220 + u®d oD - gin2 2D — 24D ] - gin 20 — 29 [+ (1 — cos 29 )} .

1, L . 1oy o .
5 D" (20 + sin 2{Y cos 2{Y) + 5 v (2P —sin 2} cos 2Y) +

Es ergeben sich die folgenden Werte:

Fiir beliebiges Vielfache Fiir einfache Stabkrafte Fir doppelte Stabkrafte
der Stabkrafte gilt: (k=1) folgt: (k=2) folgt:

N, = -+ 494,658 63 N, = — 375,70807 N/ = — 870,36670

N, = -+ 322,183424 N, =+ 26,293389 Ny = — 295,89003

Ny = -+ 91,189948 N, = -+ 138,27287 Ny = 4+ 47,082920
(K) N, =+ 95441923 N, =+ 337,85944 N/ =+ 24241752

N, = 1+ 48,525782 N, = + 290,27702 N, = + 241,75124

N, = -+ 65,310971 N, = -+ 539,52884 N, =+ 474,21787

N, = + 390,250472 N, = -+ 4964,1985 N; = 4 4573,9480

Ny= + 52,363121 N, = 4 885,61265 N{ =+ 833,24953

Auch hier fillt die auBlergewohnliche GroBle von N, auf (vgl. § 10b und § 9g).

Offensichtlich sind die GroBen N; [vgl. (162)] positiv definit und kénnen nur fiir ¢ = const
verschwinden. Die N; konnen also nur dann negativ werden, wenn A® — k < 0 ist. Diese
Feststellung wird uns im folgenden die Moglichkeit zu einer wesentlichen Vereinfachung
der Rechnung bieten.
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d) Die Kkleinste positive Wurzel der Gleichung 4(8)=0.

Wir haben nun mit jeder Kombination, die wir zur Untersuchung heranziehen wollen,

die Determinantengleichung (26) A4 (8) = 0 zu lésen und ihre kleinste positive Wurzel zu
suchen. Diese Gleichung soll zunédchst allgemein untersucht werden, und zwar fiir ein be-
liebiges Vielfache k der Stabkrifte.

Wir beginnen mit der denkbar grébsten Néherung, die zwar praktisch meist ganz un-
brauchbar sein wird, aber alle grundsétzlichen Probleme in besonders einfacher und durch-

sichtiger Form zeigt, indem wir die Biegelinie y durch eine einzige Eigenfunktion anzu-
néhern suchen:

(166) Yy =a, ¢? (x).
Gleichung (26) wird in diesem Falle einfach
[ %y + N, =0,
(167) ] g = °‘mo .

1’

Offensichtlich kann sich # nur dann positiv ergeben, wenn N, < 0 ist. Denn nach (160)

sind die o;; positiv definit, da die Stiitzenwiderstinde A, wesentlich positive GroBen
sind :

(168) di= Ay [ A [ Ay O A

Die GroBle N, = (A”’ —k) - N, kann aber nach dem unter ¢) Bemerkten nur dann negativ
werden, wenn AP’ < k ist. Da die AV als Eigenwerte eines Randwertproblems vom Sturm-
Liouvilleschen Typus mit wachsender Ordnungszahl ¢ iiber alle positiven Schranken
wachsen, brauchen also nur endlich viele Ansédtze der Form (166) untersucht zu werden.
Es brauchen daher von vornherein nur diejenigen Eigenwerte berechnet zu werden, die
kleiner als die geforderte Knicksicherheit £ sind:

(169) < k.

Wiirde man bei unserem Problem zweifache Knicksicherheit fordern, so wiren (vgl.
Tabelle H) nur die beiden ersten Eigenwerte zu berechnen, da schon der dritte grofer als 2
ist. Wiirde nur einfache Knicksicherheit gefordert, so brauchte sogar nur der erste Eigen-
wert berechnet zu werden, da schon der zweite grofer als 1 ist.

Der kleinste Elgenwert A des Hilfsproblems bestimmt die Knicklast des Hilfsstabes,
also des Stabes nach Entfernung aller elastischen Zwischenstiitzen. Ist die geforderte Knick-
sicherheit kleiner als der erste Eigenwert, so wiirde demnach der Hauptstab selbst beim
Fehlen der Zwischenstiitzen nicht ausknicken. Beim Vorhandensein der Stiitzen ist er dann
also a fortiori knicksicher. Gleichung (167) ergibt in diesem Fall fiir keinen Wert von p
ein positives f. Das hei3t: Aus der Bleichschen Fragestellung kénnen wir dann unmittel-
bar keine Antwort mehr auf die Frage nach der Stiitzensicherheit erhalten. Das ist nicht
verwunderlich, da ja diese Fragestellung lautet: Mit welchem Proportionalititsfaktor 1/8
miissen die Stiitzenwiderstinde multipliziert werden, um das System an die Knickgrenze
zu bringen. Ist aber die geforderte Sicherheit kleiner als der kleinste Eigenwert des Hilfs-
problems, ist also der Stab selbst nach Entfernung aller elastischen Stiitzen knicksicher,
so gibt es eben keinen positiven Faktor 1/8, der das leisten konnte.

Nach (167) und (168) kann g auch im allgemeinen nicht verschwinden. Anderungen der
Stiitzenwiderstinde A, indern nach (168) zwar den Wert von «,, und damit nach (167)
auch den Wert von g, kénnen aber das Vorzeichen von a,, und damit das Vorzeichen von f
nicht édndern. Sie konnen also niemals eine evtl. vorhandene sehr kleine negative Wurzel
B durch Null zu positiven Werten fiihren. Darin driickt sich aus, dal durch geringfiigige
Anderungen der Stiitzenwiderstdnde ein stabiles System nicht instabil werden
kann, wenn es sich nicht von vornherein unmittelbar an der Stabilititsgrenze
befand Durch eine Anderung von k, d. h. von N, kann g zwar von positiven zu negativen
Werten gefuhrt werden, aber, wie aus (167) folgt, memals iiber Null sondern nur iiber Unend-
lich. Darin driickt sich die Tatsache aus, daB auch durch geringfiigige Anderungen
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der Stabkrdfte ein stabiles System niemals instabil werden kann, wenn es sich
nicht von vornherein unmittelbar an der Stabilitdtsgrenze befand.

B kann nach (167) nur dann verschwinden, wenn «,, verschwindet. Und das ist nach
(168) nur dann méglich, wenn alle /) gleichzeitig verschwinden, d. h. wenn es Eigenfunktionen
des Hilfsproblems gibt, die in jedem Knotenpunkt eine Nullstelle haben. Im allgemeinen
wird das nicht der Fall sein. Bei sehr weitgehender Symmetrie des Systems kann dieser
Fall jedoch eintreten. Wir werden weiter unten niher darauf eingehen (vgl. § 11, d).

Sodann stellen wir die Biegelinie nidherungsweise durch die Uberlagerung zweier Eigen-
funktionen des Hilfsproblems dar:

(170) y=a, ¢ (x) + a, 9@ ().

Dabei bedeuten p und ¢ (¢ > p) zwei natiirliche Zahlen, die nicht notwendig aufeinander
zu folgen brauchen. Gleichung (26) wird dann

i (tpp + Ny B) %pg 1
171 A = =0.
(171) B) tep (094 + N, B)
Daraus ergibt sich
(172) Ny Ny 2+ (N ogq + Ny oty ) B4 (% p %gq —opg) = 0,
1 o o oyp Lgg — O
(173) ﬂé:-«f ( (2 qq>:}: - V<app + “qq> 4. ppl\;;qu pg

Wir behaupten zunichst, daB der Ausdruck o, ,o,,—op, positiv definit ist, wie auch
die Indizes p und ¢ gewihlt sein mégen. Um dies nachzuweisen, setzen wir fiir die « nach
(160) ihre Ausdriicke in den f, ein und ordnen nach den auftretenden Produkten 4, - 4,.
Es zeigt sich, daB die Beiwerte der A? identisch verschwinden, und man erhilt endlich

L s 11 e 110
(14) oty 0= 0= Ao o o) oot i o | + o oo o] oo o
f(lp)f(gp) 2 f(lp)]‘z(gp) 2 ) f
A jo T A Ao o] T DA T fo
_&_... ++.
f(p) fsnl’) 2
+ Ap-r Ao f(q) f;bq)

Da die 4, wesentlich positive Groflen sind, folgt aus (174) die Behauptung. Wie bei
eingliedrigem Ansatz ergibt sich damit aus (172), dal keine positive Wurzel dieser Gleichung
durch proportionale Anderung der Stiitzenwiderstinde in negative Werte iibergefiihrt
werden kann, und daB der Vorzeichenwechsel einer solchen Wurzel, der durch Anderung des
Stabkraftvielfachen £ herbeigefiihrt werden kann, niemals iiber Null, sondern stets iiber
Unendlich erfolgt.

Da nach (174) «,,u,,— o5, und nach (168) «,, und «,, positiv definit sind, folgt nach
(173) fir die Vorzeichen der beiden Wurzeln g, und f,:

k<i»;  N,>0,  N,>0;, p,<0, fa <0

k=21?; N,=0, N,>0; fi=Foco, B<0

(175) AP < k< 2@, N, <0, N,>0; p;>0, Bs < 0
k=219; N, <0, N, = 0; f1>0 - By=

D <k ; N, <0, N, < 0; B> 0, By >0

Man braucht daher von vornherein die Eigenwerte des Hilfsproblems nur bis zum ersten
Eigenwert zu berechnen, der grofer als die verlangte Knicksicherheit k£ ist, wenn man
Kombinationen je zweier benachbarter Eigenfunktionen betrachtet, bzw. bis zum zweiten

Eigenwert, der grofer als k£ ist, wenn man mit rein symmetrischen und rein antimetrischen
Kombinationen rechnen will.
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Im Falle unseres Beispiels brauchte man also bei doppelten Stabkriften nur die drei
ersten Eigenwerte zu berechnen.

Nach (174) kann o, ,®,,—o;, nur dann verschwinden, wenn sémtliche zweireihigen
Unterdeterminanten der Matrix

ORI o D
f(()q) fgq) f;q) . ;q)_l ]‘;g)

gleichzeitig verschwinden, d.h. wenn es mindestens eine Eigenfunktion ¢® (z) des Hilfs-
problems gibt, die an allen Knotenpunkten des Stabes Nullstellen besitzt, oder wenn es
mindestens zwei Eigenfunktionen gibt, deren Knotenpunktsordinaten einander proportional
sind (vgl. §11d).

In noch besserer Anniherung stellen wir die Biegelinie durch die Uberlagerung dreier
Eigenfunktionen des Hilfsproblems dar:

(176) Y =0, 9P (@) + 0, 9 (@) + @, ¢ (2).

P, q und r bedeuten dabei drei natiirliche Zahlen, die nicht notwendig aufeinander zu folgen
brauchen (r > ¢ > p). Dann wird Gleichung (26)

_ (@pp + Ny ) Xpg %pr
(177) A(pf) = Uy p (g + N, - B) gy = 0.
%y g %y q (“rr+M'ﬂ)

Daraus ergibt sich fiir § eine kubische Gleichung
(178) By 2+ By 2+ By p+ By =10
mit folgenden Beiwerten:

By—+ N, N,
(179) By=+ [N, N, otpp + N, Ny oty + Ny Ny 0t,,]
l By=+ [Ny (g % — og,) + Ny (tr 0pp — 07,) + N (0t 0t — 07)]

By= + [oty p (0t g Ot r—00,) F 0 (0 10— 07) 0ty (0t p Otg g — 0t )2 — 2 (0 Oty O p— Ot g Oy 1 Oy ) ]

B, ist hier eine homogene Form sechsten Grades in den f,. Wir behaupten wiederum,
daB sie positiv definit ist. Setzt man in B, fiir die « ihre Ausdriicke nach (160) ein und ordnet
nach den auftretenden Produkten 4;-4,-A4,, so findet man, daf} die Beiwerte der A}
und der A - A4, simtlich identisch verschwinden, und man erhalt

f/:lm ff}’) fﬁp) 2
(180) BOZA%VAA'Au'Av' f}(bq)f;(;m ﬁCI) )
0 19 £

wobei die Summe tiiber alle Kombinationen dreier verschiedener Indizes 4, u, ¥ von Null
bis n zu erstrecken ist. Damit ist der positiv definite Charakter von B, bewiesen. Wir
schliefen daraus wie vorher auch fiir den Fall der Kombinationen zu dritt: Eine kleine
proportionale Anderung der Stiitzenwiderstinde oder der Stabkridfte kann
ein System, das sich nicht von vornherein an der Stabilitdtsgrenze befand,
niemals instabil machen.

Aus (180), (174) und (168) folgt, dafl fiir £ < A® alle Gréfen B, in (179) positiv werden,
(178) also keine positive Wurzel haben kann. Daraus ergibt sich dhnlich wie vorher: Ist
AP der groBte Eigenwert des Hilfsproblems, der kleiner alsdie verlangte Knick-
sicherheit k ist, so braucht man die Eigenwerte bei Kombination je dreier be-
nachbarter Eigenfunktionen nur bis einschlieBlich A?*% zu berechnen (bzw. bei
rein symmetrischen und rein antimetrischen Kombinationen zu dritt nur bis
einschlieBlich A?+9),
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Fiir die Vorzeichen der drei Wurzeln von (178) ergibt sich aus Uberlegungen, die den
fritheren entsprechen:

k<a®; N,>0, N,>0, N,>0; <0, B2 <0, Bs <0

k=i®;, N,=0, N,>0, N,>0;, B =Fo, <0, Bs <0
M < k<)@, N,<0 N,>0 N, >0; f,>0  p,<0, <0
(181) k=19, N,<0, N,=0 N,>0; ;>0 fy=Fco, <0
@ <k<i”, N,<0 N,<0, N >0, p,>0  f,>0, Bs <0

k=i1"; N,<0, N,<0, N,=0; p>0 - B,>0, Bs =
A0 <k ; N,<0, N,<0, N, <0; B >0, B. >0, Bs>0

Nach (180) kann B, nur verschwinden, wenn alle dreireihigen Unterdeterminanten der

Matrix
\f(()p) f(lp) f;p) . ﬁbp)_l ﬂlp)

f(()q) f(lq) f;q) f(q) f(q)
101 L

gleichzeitig verschwinden. Auf die Bedeutung dieses Falles kommen wir, wie gesagt, in
§ 11d zuriick.

e) Die Stiitzensicherheit.

Da in unserem Falle A® bereits groBer als 2 ist (vgl. Tabelle H), scheiden nach unseren
allgemeinen Betrachtungen bei doppelter Stabkraft die Kombinationen 3, 4,5 — 4,5, 6 —
5,6,7 — 6,7,8—3,5,7und 4, 6,8 aus der weiteren Rechnung aus, da sie keine positive Wurzel
ergeben kénnen. Bel einfacher Stabkraft scheiden auBerdem noch die Kombinationen 2, 3,
4 und 2, 4, 6 aus, da A® bereits groBer als 1 ist. Wir hétten also, da nach fritheren Uber-
legungen d1e rein symmetrischen und rein antimetrischen Kombmatmnen in unserem Fall
nicht in Betracht kommen, von vornherein nur die vier ersten Eigenwerte zu be-
rechnen brauchen (also gerade die, die die wenigste Miihe machen), wenn es uns lediglich
auf die Untersuchung der Stabilitit des vorgelegten Stabes angekommen wire.

Die weitere Rechnung moge zuerst fiir doppelte Stabkraft durchgefiihrt werden, also
mit den Werten N; aus Tabelle K. Es ergab sich fiir die

Kombination 1, 2, 3.
By = -+ 64592482000
By = — 4638328400
B,= — 363505420
B, =+ 12125398

Die Gleichung hat nach (181) eine negative und zwei positive Wurzeln. Die kleinere
positive Wurzel wurde bestimmt zu

b
(182) ﬂl + 9,2720809.
Weiter ergab die Rechnung fiir die - //5;
Kombination 2, 3, 4. / \ f Vi
By = + 1528941800 |
= 4 1323283000 !
B, = 1204786
2= T 0 4 Abb. 20.

By, = — 33772073

Die Gleichung hat nach (181) eine positive und zwei negative Wurzeln. Bezeichnen wir
die linke Seite von (178), dividiert durch Bj, mit F (8), so hat die Kurve F (f) bei positiven
Abszissen ein Minimum mit negativer Ordinate (vgl. Abb. 20). Die Abszisse des Minimums
wurde zu 12,68 berechnet. Die einzige positive Wurzel f, muB offenbar rechts von diesem
Minimum liegen. Da schon die Abszisse des Minimums groBer als g, ist [vgl. (182)7, so eriibrigt



46 Die Loésung des Hauptproblems.

sich eine genauere Bestimmung des Wertes von f,, da wir den kleinsten aller Werte f;
suchen. Wir stellen also lediglich fest:

(183) Be > 12,68 > ;.

Dadurch scheidet auch die Kombination 2, 3, 4 aus der weiteren Rechnung aus. Damit
wire unsere Aufgabe an sich schon gelést. Doch sollen, wie bereits bemerkt, zum
Vergleich auch noch die von F. und H. Bleich empfohlenen Kombinationen 1, 3, 5, die
rein symmetrischen Charakter hat, und 2, 4, 6, die rein antimetrischen Charakter hat,
gerechnet werden.

Kombination 1, 3, 5.

B, = -+ 2731843000
B, = + 4104103700
B,= + 13760519
B, = — 99068222

Die Gleichung hat nach (181) ebenfalls eine positive und zwei negative Wurzeln. Der
Charakter des Verlaufs der Kurve F' () ist der gleiche wie der in Abb. 20 dargestellte. Die
Abszisse des Minimums ergibt sich zu 4 12,2. Damit eriibrigt sich eine genauere Bestim-
mung der positiven Wurzel g,. Sie wurde grob geschitzt zu ungefiihr 25.

(184) Bs>12,2> B, (Bs ~ 25).
Endlich wurde noch berechnet die

Kombination 2, 4, 6.

B, = + 245167790
B, = -+ 1769022540
B, = + 841808100
By, = — 34015139

Auch diese Gleichung hat nach (181) eine positive und zwei negative Wurzeln, und wieder
ist der Verlauf der Kurve F (8) generell der in Abb. 20 dargestellte. Die Abszisse des Mini-
mums wurde zu -+ 17,5 berechnet, die positive Wurzel 8, grob auf etwa 37 geschitzt. Es folgt

(185) By> 115> P (By ~ 37).

In diesem Fall ist die eine negative Wurzel dem Betrage nach so klein (~—0,13), daB
man die groBten Bedenken fiir die Stabilitidt des Systems haben miiite, wenn wir uns nicht
im vorigen Abschnitt (§ 10d) schliissig davon iiberzeugt hitten, dal diese Wurzel unter
keinen Umstinden durch geringfiigige Anderung der Stiitzenwiderstinde oder der Stab-
krafte iiber Null zu positiven Werten gefiihrt werden kann.

Damit sind alle in Betracht zu ziehenden Kombinationen zu dritt fiir den Fall verdoppelter
Stabkrifte berechnet. Aus (182) bis (185) folgt, daBl die kleinste iibérhaupt sich ergebende
positive Wurzel 8, ist:

(186) B=p=9,21.

Gleichung (186) besagt, dal die geforderte zweifache Knicksicherheit iiber-
reichlich gewédhrleistet ist.

Mathematisch besagt sie, daf selbst dann, wenn alle Stabkrifte doppelt so gro wiirden
wie sie unter Beriicksichtigung aller denkbaren Belastungsmoglichkeiten maximal werden
konnen, dal selbst dann noch die elastische Stiitzung neunmal weicher gemacht werden
miiBte als sie ist, um das System an die Knickgrenze zu bringen. Praktisch ist das natiirlich
nicht realisierbar, da dann die Fliegrenze ldngst tiberschritten wire.

Damit ist die gestellte Aufgabe geldst. Es bleibt nur noch iibrig, zum Vergleich
die einzige Kombination dreier benachbarter Eigenfunktionen zu untersuchen, die sich bei
einfacher Stabkraft als moglich erwies, die Kombination 1, 2, 3. Auf die Berechnung
der einzigen sonst noch bei einfacher Stabkraft moglichen Kombination zu dritt, 1,3, 5
kann nach den Ergebnissen der vorangehenden Rechnung verzichtet werden. Die positive
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Wurzel mufl bei dieser Kombination wesentlich groBer werden als bei der Kombination
1, 2, 3. Bei einfacher Stabkraft steht also in unserm Falle von vornherein fest, daff die —
nach (181) einzige — positive Wurzel der Kombination 1, 2, 3 die Stiitzensicherheit
bestimmt. Es ergibt sich fiir diese Kombination:

-+ 64592482000
+ 12655089000
— 357460360
— 1365947,7

0

o

o

o e b e

Il

3
Die positive Wurzel wurde berechnet zu
(187) p,=p = 35,63.

Der Vergleich mit (186) zeigt: Wird doppelte Knicksicherheit im iiblichen Sinne, d. h.
in bezug auf die Stabkrifte gefordert, so geht die Stiitzensicherheit keineswegs auf die Hilfte
zuriick, sondern z. B. in unserem Fall auf etwa den vierten Teil. Die Forderung zweifacher
Knicksicherheit im Sinne der Sicherheit bei verdoppelten Stabkriiften ist also etwas ganz
anderes als die Forderung zweifacher Sicherheit der Stiitzenwiderstinde bei einfacher Stab-
kraft. Daraus folgt, dafl bei dem Bleichschen Verfahren die Bestimmung der Stiitzen-
sicherheit stets unter Beriicksichtigung des geforderten Sicherheitsfaktors zu erfolgen hat.
Nur wenn sich dann g > 1 ergibt, erfiillt das System die geforderten Stabilititsbedingungen.

Der Vergleich von (184) und (185) mit (182) zeigt, welchen Fehler man machen wiirde,
wenn man nach dem Vorgang von F. und H. Bleich nur Kombinationen rein antimetrischen
oder rein symmetrischen Charakters zum Vergleich heranziehen wiirde. Man erhielte eine
viel zu groBe Zahl fiir die Stiitzensicherheit und kénnte dadurch unter Umsténden in die
Lage gebracht werden, ein instabiles System als stabil anzusehen. Diese Methode ist nur
(dann aber auch sicher) am Platze, wenn das zu untersuchende System und seine Belastung
selbst symmetrisch sind. Ubrlgens wird sie bei F. und H. Bleich auch nur auf solche Fille
angewendet, da andere Beispiele -iiberhaupt nicht behandelt werden. Ist das zu unter-
suchende System oder seine Belastung nicht symmetrisch, so muB man jeweils drei be-

nachbarte Eigenfunktionen kombinieren, wenn man sich nicht gefihrlichen Fehlschliissen
aussetzen will.

§ 11. Die Knickgrenze bei proportionaler Anderung
der Stabkriifte und der Stiitzenwiderstiinde.

a) Die Knickgirlande.

Mit Hilfe der in §10d gewonnenen Ergebnisse kann man mit verhéltnisméBig wenig
Miihe einen guten Einblick in das Verhalten des untersuchten Stabes bei proportionaler
Anderung der Stabkrifte und der Stiitzenwiderstinde gewinnen. Wir halten zunichst
die Stiitzenwidersténde, also die GroBen «;; fest und lassen den Proportionalititstaktor k
der Stabkréfte alle positiven Werte von Null bis Unendlich durchlaufen. Praktisch be-
schrinken wir uns dabei auf das Intervall bis etwa zum sechsten Pol der Determinante A (1),
also auf 0 < £ < 20. Wir werden sehen, dal wir das Gebiet sogar noch weiter einschrinken
konnen. Wir beginnen die Rechnung wieder mit dem Ansatz (166), also mit der Approxi-
mation der Biegelinie durch eine einzige Eigenfunktion.

Nach (167) berechnen wir fiir p =1,2,..., 8 zu einer groBeren Anzahl von Werten k
im Intervall A" <k <20 die zugehorigen posmven Werte . Die «,, entnehmen wir der
Tabelle I, die Werte N, der Tabelle K und berechnen die N, aus N, = (A® —k)- N,. Wir
erhalten acht Hyperbeln (vgl. Abb. 21). Die Abszissen ihrer senkrechten Asymptoten sind
die acht ersten Eigenwerte unseres Hilfsproblems. An jeder Stelle k& bestimmt der dort
niedrigste Kurvenzweig die Stiitzensicherheit 8. Bei k = 5 etwa erhilt man

aus der Kurve fiir AV: g = 8,84
b o AP B =6,46
s e ), . A®: B =448
5 s " , AP B =13,82.
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Die Stiitzensicherheit ist also § = 4,48 und wird durch den Ansatz y = a,- ¢® (2) geliefert.
Zu beliebigem £ bestimmt der girlandenartige untere Rand der Hyperbelschar in Abb. 21
die Stiitzensicherheit. Wir nennen ihn kurz die Knickgirlande.

Ist die Stiitzensicherheit groBer als 1, wie im Beispiel, so knickt der Stab nicht aus. Er
bleibt unverformt. Es gibt nun zwei Méglichkeiten, den Stab an die Knick-
grenze zu fithren: Entweder wir behalten die Belastung mit fiinffacher
Stabkraft bei und fragen, wieviel schwicher wir die Stiitzenwiderstinde
‘machen miissen, um an die Knickgrenze zu gelangen. Darauf gibt uns das
Bleichsche Verfahren die unmittelbare Antwort: Wir miissen alle Stiitzenwiderstinde mit
1/, also im Beispiel mit 1/4,48 = 0,223 multiplizieren. Die zweite Moglichkeit, das System
an die Knickgrenze zu fiihren, ist die folgende: Wir behalten die Stiitzenwiderstinde
unverdndert bei und fragen, wieweit wir die Belastung steigern miissen,

” um an die Knickgrenze zu gelangen. Das
Asaz A ist die urspriingliche Fragestellung, die erst durch
T 29 I das Bleichsche Verfahren durch die Frage nach
e A’ W U der Stiitzensicherheit ersetzt wurde. Mit Hilfe der
# rz -, A2 191 Abb. 21 kénnen wir jetzt leicht zu dieser urspriing-
w-y) ‘ lichen Fragestellung zuriickkehren. Das System
5 o knickt bei festgehaltenen Stiitzenwiderstinden bei
1 I Linergir, /,Z””"’ dem Wert von k aus, bei dem sich g=1 ergibt,
= 907 LAY also bei demjenigen £, bei dem unsere Knickgirlande
Z5 7] die Ordinate 1 hat. Aus Abb. 21 lesen wir ab,
- daB als erste die Hyperbel fiir A® auf die Ordi-
- 5 o nate 1 heruntersinkt, und zwar an der Abszisse
Y, Z k=10,9. Wachsen also die Stabkrifte auf etwa
7 a das elffache der in Tabelle A (§1) angegebenen
s @ L_: _ Betriige, -so knickt unser Stab bei den ge-
73 — , =" ( = gebenen Stiitzenwiderstinden aus.
01 5 ':/r Y/ 7% P % 2 5 Unsere Ergebnisse sagen aber noch mehr
Hnickias? ter Fosten Stitzen aus. Bei k=5 erhielten wir die Stiitzen-
Abb. 21. sicherheit 4,48 aus der Kurve fiir 1®. Sie

entsprach dem Ansatz y = a3 ¢® (x). Fiihren
wir also den Stab bei fiinffachen Stabkriiften dadurch an die Knickgrenze, daB wir die
Stiitzen um das 4,48fache nachgiebiger machen, so knickt der Stab in der Gestalt der
dritten Eigenfunktion, also mit drei Halbwellen aus (vgl. Abb. 14). Lassen wir dagegen die
Stiitzenwiderstdnde ungeéindert und steigern die Stabkréfte auf den 10,9fachen Betrag der
urspriinglich gegebenen, so knickt der Stab entsprechend der vierten Eigenfunktion, also
mit vier Halbwellen aus (vgl. Abb. 15).

Alle diese Ergebnisse gelten natiirlich nur im Rahmen derjenigen Genauigkeit, mit der
man die Biegelinie des Hauptstabes durch eine einzige Eigenfunktion des Hilfsproblems
annéhern kann. Wir werden sehen, daf diese Genauigkeit sehr gering und dementsprechend
die zahlenméBigen Ergebnisse sehr schlecht sind.

Unsere Zeichnung (Abb. 21) bleibt auch verwendbar, wenn wir alle Stiitzenwiderstinde

proportional &ndern. Setzen wir die neuen Stiitzenwiderstinde A/, gleich dem u-fachen
der alten

A4, =u-4,,
so multiplizieren sich nach (168) auch die a,, mit pu:
Uy = i Uy
Aus (167) folgt sodann
B=p-p.

Fiir die u-fachen Stiitzenwiderstinde bleibt also Abb. 21 bestehen, wenn man lediglich
die Mafskala der Ordinaten g mit 1/u multipliziert. Macht man z. B. die ‘Stiitzenwiderstinde
halb so stark wie urspriinglich (4 = 0,5), so ist 8’ = 1 in unserer Zeichnung (Abb. 21) durch
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die Ordinate f = 0—15 - B’ =2 gegeben, und wir lesen ab, daB das Ausknicken etwa bei k=1,6,

und zwar mit vier Halbwellen erfolgt.

Alle diese Uberlegungen bleiben bestehen, wenn wir nun in besserer Annéherung an die
wirkliche Biegelinie zu den Kombinationen je zweier und je dreier benachbarter Eigen-
funktionen iibergehen. Daf} insbesondere

. - ; . , Zweiergirlande
auch die Affinitdt der Figuren bei propor- a0 7 %’:{‘w ey
tionaler Anderung der Stiitzenwiderstande 751 ) T

erhalten bleibt, lehrt ein Blick auf die
Determinanten (171) bzw. (177). Bei Multi-
plikation aller 4, mit x4 multiplizieren. sich
nach (160) alle «;; ebenfalls mit x. Da die
N; von den Stiitzenwiderstdinden unab-
héngig sind, machen (171) bzw. (177) offen-
sichtlich, dafl auch f mit x zu multiplizieren
ist. A(f) multipliziert sich dann mit g2
bzw. u3, und wenn A(B) verschwand, so
verschwindet auch u2- A4(8) bzw. u®- A(B).
Die Berechnung der Figuren fiir die
Kombinationen zu zweit und zu dritt erfolgt
nach (173) bzw. (178), wobei die o;; der N
Tabelle I zu entnehmen sind, die N; der |
Tabelle K, und die N; aus N; = (A —k) - N; 0 5 E I ;éi 5w 5 & & W
|

. | ! i f—
zu berechnen sind. , Hoiohtosy beim | | Wicklast b Festen Stitzen
Das Bleichsche Verfahren bestimmt esbown | | huisklastberdogpelten Stitzenwidtrstinden
[

[ Wnickiast bei einfacten Stitzernmwiderstinden
Anichlast bei halben Stiizenmwiderstinden

Abb. 22.

den Wert § aus dem Minimum der poten- Zwswhenstitzen
tiellen Energie des elastischen Gesamt-

systems. Dieses Minimum wird tatsichlich

nur durch die wirkliche Biegelinie hervorgebracht, zu deren Darstellung wir eine unendliche
Reihe aus simtlichen Eigenfunktionen brauchten. Bei jeder Approximation durch endlich
viele Eigenfunktionen miissen wir Dreiergirlande  (ganz)

daher sowohl fir die Stiitzen- Y= gl 0 e gl

. B . . i Pl i+ Yy Lit2 Yxy
sicherheit 8 bei vorgeschriebenem ) W 2
Belastungsvielfachen k wie auch, A
da die Knickgirlande monoton s
ist, fiir das Lastvielfache k£ an
der Knickgrenze bei gegebenen
Stiitzenwiderstdnden einen zu
groBBen, d. h. einen zu giinstigen
Wert erhalten. Es ist deshalb |
wichtig, einen ungefihren MaB- g
stab fiir die Giite der Konvergenz
bei wachsender Anzahl der be-
riicksichtigten Eigenfunktionen
zu haben. Man gewinnt ihn durch N
Vergleich der Werte, die sich id
aus den Einzelfunktionen, den 77T~ ——"T———— ==
Kombinationen zu zweit und , 1 ; 2 2
den Kombinationen zu dritt er- . ) ' o
geben. Jo mehr Glieder man in  ZELETERE L o (e

der Entwicklung der Biegelinie Abb. 23

nach Eigenfunktionen beriick- T

sichtigt [vgl. (159)], um so ndher wird man ihrer wirklichen Gestalt kommen. In jedem
Falle muB also das Minimum der potentiellen Energie, das man aus allen denkbaren Kombi-
nationen zu zweit berechnet, dem wirklichen Minimum néher liegen, also kleiner sein als

Forschungshefte aus dem Gebiete des Stahlbaues. Heft 1. 4
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das aus den Einzelfunktionen berechnete. Die Kombinationen zu dritt miissen wiederum
dem wirklichen Minimum noch niher kommen, also in jedem Fall noch kleinere Ergebnisse
. s liefern als die Kombinationen zu zweit. Unsere
Uretergintande (71t in den Abb. 22, 23 und 24 dargestellten Er-
gebnisse bringen das deutlich zum Ausdruck.
6, 6, i+ Abb. 23 zeigt in den ausgezogenen Linien
A e R vollstétndgiges Bild der Kl%rvei B (k) fir alle
Kombinationen je dreier benachbarter Eigen-
20\ funktionen. Der untere Rand dieser Kurven-
s schar ist die Knickgirlande. Wirnennen sie kurz
die Dreiergirlande. Die gestrichelten Linien
geben die aus den Kombinationen zu zweit sich
ergebenden Kurven wieder. Man sieht, daB
die Zweiergirlande ganz oberhalb der Dreier-
girlande liegt, daf sie sich aber fiir nicht zu
groBe Werte von k£ nicht allzusehr von der
Dreiergirlande unterscheidet. Bis etwa k = 2,5
koénnte man sich sogar unbedenklich auf Kom-
binationen zu zweit beschrinken. Zieht man
auch noch die Einergirlande (Abb. 21) zum
Vergleich heran, so sieht man, dal der Unter-
schied zwischen den aus der Dreier- und
Zweiergirlande sich ergebenden Werten im un-
giinstigsten Fall (fiir die groBten betrachteten
Werte von k) nur noch etwa ein Achtel des
Unterschiedes zwischen den aus der Zweier-
, N . o und Einergirlande gewonnenen Werten aus-
%{%%%_ f:%%%i macht. Man darf daraus schliefen, da8 die
1iderstinde  titzenmiderst | ) ) weitere Verbesserung, die man mit Kombina-
}Zﬁﬁg%&(iﬁ%ysz Hnictastbel Festen Stirzen pionen zu viert erzielen kt’innte, u_nwesentlich
Abb. 24. ist und dal man — wenigstens in dem fiir
praktische Bediirfnisse in Betracht kommen-
den Bereich — mit Kombinationen zu dritt vollkommen auskommt. In der folgenden
Tabelle, die das auch zahlenm#Big veranschaulichen soll, sind die Knicklasten, die sich aus
den drei Girlanden bei den gegebenen, bei halb so starken und bei doppelt so starken
Stiitzenwiderstéinden ergeben, zusammengestellt.

25

065

I

‘3

Lastvielfaches ¥ an der Knickgrenze

bei halben bei einfachen bei doppelten
Stiitzenwiderstinden Stiitzenwiderstinden Stiitzenwiderstdnden
(L)
Aus der Einergirlande . . 7,6 10,9 14
Aus der Zweiergirlande . 4,98 6,35 8,00
Aus der Dreiergirlande. . 4,73 6,03 7,40

Als Stiitzensicherheit fiir doppelte Stabkréifte (k= 2) ergibt sich aus der Einergirlande
B =23,9, aus der Zweiergirlande p = 9,5, aus der Dreiergirlande § = 9,27.

Deutlich ist aus Abb. 23 und 24 zu sehen, dal die Kurve n—1,7n,7 + 1 sich anfangs
eng an die Kurve n —1,n, fiir groe k dagegen an die Kurve n,n + 1 anschmiegt, also die
Girlandenecke zwischen beiden ausgleicht.

Abb. 22 zeigt die Zweiergirlande mit stark vergréBertem OrdinatenmaBstab, Abb. 24
ebenso die Dreiergirlande, wobei die Zweiergirlande wieder gestrichelt zum Vergleich
mit eingetragen ist. Die Ablesung der Werte der Tabelle L ist in den Abb. 22 und 24
markiert, in Abb. 23 nur die Ablesung der Knickbelastung bei den gegebenen Stiitzen-
widerstdnden.
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b) Der Grenzfall verschwindender Stiitzenwiderstiinde.

Ist & < AV gegeben, so erhalten wir aus unseren Figuren (ebenso natiirlich aus den For-
meln) keinen zugehérigen positiven Wert von g mehr, wie bereits vorher bemerkt, da dann
die Bleichsche Fragestellung ihren Sinn verliert. Doch liefert uns das Bleichsche Ver-
fahren beim Grenziibergang zu verschwindenden Stiitzenwiderstinden richtig die Knicklast
des Stabes ohne Zwischenstiitzen.

Setzen wir wieder 4, = - A4, und lassen u gegen Null streben, so erhalten wir nach dem
frither Gesagten die zu jedem Wert von x4 gehorige Knicklast als Abszisse der Knickgirlande
zur Ordinate 1ju. Fir verschwindendes u gibt uns daher die senkrechte Asymptote des
Girlandenzuges die Knicklast, und diese Asymptote hat die Abszisse AV. Wir erhalten also
in der Grenze fiir verschwindende Stiitzenwiderstinde als Knicklast den kleinsten Eigen-
wert des Hilfsproblems, d. h. richtig die Knicklast des Stabes ohne Zwischenstiitzen, und
zwar bei jedem der drei Girlandenziige.

Auch unsere Gleichungen sprechen das deutlich aus. Fiir 4,—0 verschwinden nach
(160) alle o;;. (26) ergibt also bei einem Ansatz fiir beliebig viele (¢) Eigenfunktionen:

NNy« ...-N-g=0.
Sind gar keine Zwischenstiitzen vorhanden, so muB diese Gleichung fiir beliebiges 8 be-

stehen. Das ist aber nur moglich, wenn eine der Gréfien N; = (A% —k) - N; verschwindet.
Daraus folgt, da N; positiv definit ist,

k=219,
Die kleinste dieser Wurzeln erhalten wir fiir ¢ = 1, also die Knicklast zu
s

¢) Der Grenzfall fester Zwischenstiitzen.

Nicht so einfach liegen die Verhéltnisse bei dem anderen Grenzfall, bei festen Zwischen-
stiitzen. Da B, nach (180) positiv definit ist, kann (178) im allgemeinen niemals eine
Wurzel f = 0 ergeben. Es kann auch kein Zweifel bestehen, daB unsere Schliisse auf jede
Kombination einer beliebigen endlichen Anzahl von Eigenfunktionen ausgedehnt werden
konnen. Lassen wir also x4 in A4, = p- A, iber alle Grenzen wachsen, so wichst das an
unserm Girlandenzuge zur Ordinate 1/u abzulesende, die Knicklast bestimmende Kraft-
vielfache k ebenfalls iiber alle Grenzen. Andererseits aber wissen wir, daB unser Stab
auch bei festen Stiitzen eine ganz bestimmte, endliche Knicklast hat, die durch k= k*
bestimmt sein moge. Fiir k> k* kann daher der Stab bei beliebig festen elastischen
Stiitzen unmoglich stabil sein. Dieser scheinbare Widerspruch verschwindet, sobald man
an die Besonderheit der Bleichschen Fragestellung und den Niherungscharakter unserer
Losung denkt.

Sei f* die zu k* gehorige Girlandenordinate. Dann hat 8* fiir jede Kombination endlich
vieler Eigenfunktionen im allgemeinen sicher einen positiven, nicht verschwindenden Wert.
Wir geben nun ein positives 8, < p* vor. Dann ergibt die Knickgirlande dazu einen bestimmten
Wert k> k*. Nach der Problemstellung besagt dies: Haben die Stiitzenwiderstinde die Werte

A= ~1; *4,, so miiBte man die Stabkrifte bis zum %,-fachen Betrag steigern, um den Stab

durch Nachgeben der Stiitzen zum Ausknicken zu bringen. Wir wissen im iibrigen
nur, dal der Stab bei festen Stiitzen, also ohne Nachgeben der Stiitzen schon fiir
k = k* <k, ausknickt. Darin liegt also kein Widerspruch. Doch kénnen wir auf Grund
der bisherigen Betrachtungen auch keine zwingenden Schliisse iiber das Verhalten des
Stabes bei Lastvielfachen in der Nihe von k* ziehen, wenn wir bedenken, daB die wirkliche
Biegelinie Komponenten nach allen Eigenfunktionen des Hilfsproblems besitzt, wihrend
wir nur Kombinationen endlich vieler Eigenfunktionen untersuchen. Wir miissen vielmehr
folgende beide Méglichkeiten offen lassen:

Schreiten wir von den Kombinationen zu dritt fort zu Kombinationen
zu viert, zu fiinft, zu sechst usw. in inf., so strebt f* sicher einem Grenzwert

4*
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B* zu, da f* bei diesem ProzeB, wie oben erwdahnt, nur abnehmen, anderer-
seits aber nicht negativ werden kann. Es gibt zwei Moglichkeiten: 1. g*> 0,
2. p*=0.

1. p*>0. Dann folgt aus den vorangehenden Betrachtungen, dafBl der
Stab fir A;>?;;-Av durch Nachgeben der Stiitzen erst bei k=k,>k* aus-

knicken wiirde, daBl er aber tatsidchlich bereits bei k=k* wie ein Stab auf
festen Stiitzen, d.h ohne Nachgeben der Stiitzen ausknickt.

2. p*=0. Dann nimmt die wirkliche Kurve f(k), die wir durch unsere
Girlanden nur ndherungsweise darstellen, fiir k—k* stetig den Grenzwert 0
an und verschwindet fir k> k* identisch. In diesem Fall gehort zu jedem
beliebigen endlichen Vielfachen 1/ der Stiitzenwiderstinde ein eindeutig
bestimmter endlicher Knickwert k< #k*, und es ist lim k=k*. Das wiirde
bedeuten, daBl der Stab bei endlichen Stiitzenwiderstinden immer durch
Nachgeben der Stiitzen ausknickt.

Zu entscheiden, welche dieser beiden Moglichkeiten wirklich zutrifft, bzw. unter welchen
Bedingungen die eine oder die andere eintritt, wire eine theoretisch interessante Frage,
aber fiir die Praxis ziemlich bedeutungslos, da wohl kein Ingenieur ein System mit elastischen
Stiitzen konstruieren diirfte, dessen Belastung in solcher Nédhe der Knicklast des fest ge-
stiitzten Systems liegt, daBl die hier erorterte Frage entscheidende Wichtigkeit erlangt.

Sicher ist jedenfalls, daf} ein elastisch gestiitztes System nicht stabil sein kann, wenn das
entsprechende fest gestiitzte System ausknickt. k& = k* ist also in jedem Falle die obere
Grenze desjenigen Intervalls, in dem unsere Rechnung noch einen Sinn hat. Kennen wir die
Kurve g (k) in dem Intervall A <k < k*, so kennen wir das elastische Verhalten des unter-
suchten Stabes bei jeder beliebigen proportionalen Anderung der Stiitzenwiderstinde, vom
stiitzenlosen bis zum fest gestiitzten Zustand. Die Kenntnis von k* ist daher unerlidBlich
und muBl bei praktischen Rechnungen stets mit zum ersten gehoren, was berechnet wird,
falls man sich nicht auf die blofe Bestimmung der Stiitzensicherheit bei vorgeschriebenem
Sicherheitsgrad k beschrianken will. Wie wir sahen, kénnen wir den Wert von k* aus dem
Bleichschen Verfahren selbst (jedenfalls mittels Kombinationen zu dritt) nicht gewinnen.
Wir berechnen ihn daher nach der iiblichen Theorie des fest gestiitzten Stabes, d. h. aus den
Gleichungen (9) firv=1,2,..., 5 mit M= M;=0, n,=0{fir»=0,1,2,...,6. Dabei kénnen
wir uns mit einem Mindestmall von Genauigkeit begniigen. Nur wenn die verlangte Knick-
sicherheit in der Ndhe des grob berechneten Wertes von k* liegen sollte, muf3 dieser genauer
bestimmt werden. Die iiberschligige Berechnung wird dadurch sehr erleichtert, daf fiir
den variablen Faktor der Groflen y, und g, [vgl. (6)] Tabellen vorhanden sind (vgl. z. B.
,» R, 8. 321).

Mit o, + v, .1 =1, , ., erhalten wir aus (9) und (6) in diesem Fall die folgende Knick-
determinante :

A% (2) = + iz ¥as ¥ia ¥is Yho

4 4 ’ . Il2
— Y12 Y23 Y34 Vs
4 4 ’ . 112
— Y12 P23 Y56 * Y4
4 ’ 4 . 712
— Y12 Va5 Y56 * Y3
’ ’ ’ . /[2
- Y34 Y45 Y56 ° Y2
’ . ’ s
-+ Yo Y3 2 Y5
/ . "9 7
+ Y34 Y5 “ Yo
4 . ’rQ 79 ___
+ Ys6 * Yo O Py = 0.

Diese Determinante hat an denselben Stellen Pole wie 4 (1) (§ 6). Die Abszissen der
Pole sind (vgl. § 6) die Knicklasten der Einzelfelder bei gelenkig fester Lagerung. Nun
werden wir im Abschnitt f) dieses Paragraphen zeigen, daBl bei gleichen Feldlingen und

konstantem E"S_I der Stab bei der Eulerlast des Einzelfeldes ausknickt. Nach den Uber-
legungen des § 5 ergibt demnach die Eulerlast des schwichsten Feldes eine untere Schranke
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fiir £*; d. h. links vom ersten Pol kann keine positive Nullstelle von 4% (1) liegen. Es
wurden nun die Residuen der ersten beiden Pole von A% (1) bestimmt. Beide ergaben sich
positiv. Da auch in diesem Falle alle Pole einfache Pole sind, folgt, daf die erste Nullstelle
von A4*(A) zwischen den beiden ersten Polen liegen mufl. Die weitere Rechnung ergab

A*(7,7) = + 6715250 - 10-30

A%(8,2) = — 6488560 - 10-39,
Unter Beriicksichtigung der vermutlichen Kriismmungsverhiltnisse wurde daraus roh geschétzt
I* — 8,05.

Dieser Wert ist in den Abb. 21 bis 24 als obere Grenze des zu untersuchenden Intervalls
eingetragen. Man bemerkt, dal in der Néhe von k= 8 die Knickgirlande ganz besonders
steil abfillt und der Unterschied zwischen Zweier- und Dreiergirlande besonders grof ist.
Das legt die Vermutung nahe, dafl (wenigstens in dem vorliegenden Fall, dann aber wahr-
scheinlich immer) die zweite der oben erorterten Moglichkeiten (B* = 0) tatséichlich ein-
tritt. Im folgenden wird diese Vermutung weitere wesentliche Stiitzen erhalten.

d) Der Grenzfall verschwindender Wurzeln g.

Besonders elegant wird das Bleichsche Verfahren dann, wenn — bei beliebigen
Feldlangen!l,— E,I und S in allen Feldern gleich sind, oder auch nur ‘E’_% langs des

ganzen Stabes konstant ist. Eigenwerte und Eigenfunktionen des Hilfsproblems, deren
Berechnung in anderen Fiéllen die groBite Mithe macht, kann man dann ohne jede Rechen-
arbeit sofort angeben:

KD — 2 q2.

. n
fz{g ,  ¢W(x) = sin Hzx <L = 210) .

r=1

Auch wenn £, I und S nur wenig verdnderlich sind, wird man mitunter durch die Annahme

. . N .
eines konstanten mittleren Wertes von z7 zu guten Néaherungslosungen gelangen konnen.

Sind aber aufler den Werten von E, I und S auch noch die Feldlingen alle gleich,
oder in gewissen Fallen auch nur symmetrisch zur Stabmitte, so tritt der oben zu-
riickgestellte Sonderfall ein, dall man verschwindende Wurzeln g erhilt, da in A (8) der von f
unabhingige Summand verschwindet. Notwendig und hinreichend dafiir ist, wie oben fest-
gestellt, daBl es entweder mindestens eine Eigenfunktion gibt, deren Ordinate an sdmt-
lichen Knotenpunkten verschwindet, oder daf} es mindestens zwei Eigenfunktionen gibt,
deren Ordinaten an sdmtlichen Knotenpunkten einander proportional sind. In den ge-
nannten Fillen sind entweder beide Bedingungen oder wenigstens eine von ihnen erfiillt.

Wir gehen wieder von dem eingliedrigen Ansatz y =a,-¢® (x) aus und nehmen an,
daf} wir «,, = 0 erhalten. Gleichung (167) ergibt dann fiir # den Wert Null, auler wenn gleich-
zeitig N, verschwindet, d. h. k = A% ist. In diesem Fall wird g unbestimmt. Die Bedeutung
der formalen Losungen unserer Gleichungen kann man nur durch Grenzbetrachtungen kldren.

p moge der Index der ersten Eigenfunktion sein, bei der alle /%’ verschwinden. Wir
denken uns das betreffende System ein wenig gestért (in den angefithrten Beispielen etwa
eine der Zwischenstiitzen ein wenig verschoben, so dafl die Feldldngen nicht mehr alle gleich
sind). Dann wird nach (168) oy positiv, wie klein die Stérung auch sei. Bei kontinuierlich
verdanderlichem Kraftvielfachen k stellt also (167) eine Hyperbel mit sehr kleiner Brennweite
und senkrechter Asymptote in k= A% dar, deren Ordinaten fiir k < A® negativ, fiir & > A®
positiv sind (vgl. Abb. 25). Da wir zu jedem k die kleinste positive Wurzel g suchen, scheidet
der negative Hyperbelast bei der Untersuchung der Stabilitidt des Systems aus. Fir k < A®
sind nur die Werte B, die von kleineren Eigenwerten als A®) herriihren, heranzuziehen. In
Abb. 25 ist noch der betreffende Hyperbelast fiir A7 —1 angedeutet, und das so sich ergebende
Stiick der Knickgirlande stark ausgezogen. Stellen wir jetzt durch stetige Verdnderungen des
gestorten Systems das urspriingliche System wieder her, so riickt oz; gegen Null. Dabei
schmiegt sich die Hyperbel fiir A®?) immer enger in den rechten Winkel zwischen der senk-
rechten Asymptote und der k-Achse. Abb. 26 stellt die Grenzkurve fiir verschwindendes o5
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dar (stark ausgezogen). Der Wert f = 0, der sich aus (167) auch fiir £ <A® ergibt, spielt
dort also fiir die Stabilitdtsuntersuchung keine Rolle, da er Grenzwert negativer Werte
von B ist. Dagegen folgt aus dem Grenziibergang, daB das System fiir jeden Wert von & > A®
bei endlichen Stiitzenwiderstinden als instabil anzusehen ist. Denn dann ist der aus (167)
sich ergebende Wert f = 0 der Grenzwert positiver Werte von g,
also fiir die Stabilitdt entscheidend.

Es macht keine Miihe, diese Betrachtung auf Kombinationen
beliebig vieler Eigenfunktionen und damit zugleich auf den Fall
der Proportionalitit der Knotenpunktsordinaten mehrerer Eigen-
funktionen zu tibertragen. Als allgemein giiltig ergibt sich:

Erhédlt man bei der Rechnung nach dem Verfahren von
Bleich fiir einen Wert von k verschwindende Wwurzeln,
B =0, so muBl man die Vorzeichen aller (zwei bzw. drei)
Wurzeln an dieser Stelle bestimmen. Man stellt an Hand
von (175) bzw. (181) fest, wieviele positive Wurzeln an
~— dieser Stelle vorhanden sein miissen. Hat man eben-
& soviele positive, nicht verschwindende Wurzeln gefun-
den, so kann die Wurzel =0 nur Grenzwert negativer
! Werte von f sein und scheidet daher bei der Beurteilung
Abb. 25. der Stabilitit des Systems aus. Hat man dagegen zu
wenig positive Wurzeln gefunden, so mull eine Wurzel
=0 Grenzwert positiver Werte von B sein, und das System ist bei der
betreffenden Belastung & instabil.

Ergibt k=L’ die obere Grenze der Knicklast bei beliebig groBien
Hnickgirlande fir 0655=0  endlichen Stiitzenwiderstdnden, so folgt durch Grenziibergang zu
unendlich festen Stiitzen, dafl der Stab auch dann fiir £ >%' nicht
stabil sein kann. Es folgt also weiter:

Der kleinste Wert von k, fir den man auf die oben
beschriebene Weise § =0 findet, entspricht der Knicklast
des untersuchten Stabes bei festen Zwischenstiitzen, ist
also gleich k*.

In diésem Falle kann demnach %* unmittelbar mit Hilfe des
Bleichschen Verfahrens berechnet werden, wie noch an Beispielen

HKnickgiriande fiir oz ~0

= gezeigt werden soll [vgl. e) und f)]. Damit wird fast zur GewiBheit,
A A daf man auch in den unsymmetrischen Féllen bei Beriicksichtigung
Ptk oaller Eigenfunktionen fiir * den Grenzwert Null und damit auch die

Abb. 26. Grenzbelastung £* fiir feste Zwischenstiitzen erhilt.

e) Der symmetrische zweifeldrige Stab bei elastischer
und fester Mittelstiitze.

Ein zahlenmiBig leicht zu verfolgendes Beispiel liefert der gelenkig fest gelagerte, sym-
metrische Stab mit konstantem E, I, § und nur einer elastischen Zwischenstiitze genau in
der Mitte (vgl. Abb. 27a). Die Eigenwerte des Hilfsproblems sind dann

A = 272 B1

4128
und die Eigenfunktionen des Hilfsproblems .
@ (z) = sin l%u— .
Alle Eigenfunktionen gerader Ordnung haben am Knoten die Durchbiegung Null (vgl.
Abb. 27b) und alle Eigenfunktionen ungerader Ordnung abwechselnd -+ 1. Nach (160) ist also

0611=0c33=o(55—_:--.=—]—A’ “22:0(44:“66:"':0,
a13:a35:a17:---:-—A, 0(2420(46:0(26:-..:()’
d15:m37:o(19:...:+A’ “1220534:(1142"'20,
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Hier wird p = 2 und daher der kritische Eigenwert

EI
@) — 2.
M =n e

Nach den Untersuchungen des vorigen Abschnitts ist also der Stab fiir k£ = 72 - % als instabil
anzusehen, welchen endlichen Wert der Stiitzenwiderstand A4 . 7

l
auch haben mége, und die Knickbelastung bei fester Mittel- l
stiitze ist gegeben durch T El i
E1 a
k* =29 =a% g /\_‘
d. h. sie ist gleich der Eulerlast des Einzelfeldes bei gelenkig 5 P
fest gestiitzt gedachten Endpunkten. I\/
Wendet man dagegen die Stetigkeitsbedingungen in der g2 b
Form der Gleichungen (9) an, so ergibt sich aus der Knick- Abb. 27a und b.

determinante dieser Gleichungen fir n =2, M,= M, =0,

7o =11 = 7y = 0 und gleiches I, B, I und § in beiden Feldern [die Knickdeterminante wird
dann einfach 2y’ = 0,vgl. (6)]

k% = 2,0457 2 l]ffs, .

Dieser Wert ist mehr als doppelt so grol wie der soeben abgeleitete. Er entspricht der
Knicklast des Einzelfeldes bei gelenkig fester Lagerung am einen Ende, bei fester Einspan-
nung am anderen.

Bevor wir jedoch zu endgiiltigen Schliissen kommen, miissen wir noch untersuchen,
wie sich das Ergebnis dndert, wenn wir statt einzelner Eigenfunktionen Kombinationen
mehrerer betrachten. Schon bei Kombinationen zu zweit erhalten wir in diesem Fall vollige
grundsétzliche Klarheit.

Da das als Beispiel behandelte System (Abb. 27) im geometrischen Aufbau wie in der
Belastung symmetrisch ist, brauchen nur rein symmetrische und rein antimetrische Kom-
binationen herangezogen zu werden. Fiir die Kombination 1, 3 folgt aus (172)

1 1
NNy 24 (N, + N)A-p=0, pr=0, ﬂ2=<“_N:_W;>.A'

Allgemein haben wir in diesem Fall
21

21 .

= d(pm 2 2a2 S T 2n2 S

M-=S-f< dm)dx: vy fcos de=—7.
0 0

21 41

Also wird die zweite Wurzel

4 1 1 VAL
Po=ca |50 — 9P —ky| S

Diese Wurzel verschwindet fiir einen Wert von k im Intervall AV <k < A®, den man leicht
berechnet zu

EI

. 7S

Das ist mit groBer Genauigkeit der oben aus den Gleichungen (9) fiir feste Mittelstiitze

abgeleitete Wert. Aus der Kombination 1, 3, 5 erhilt man diese Nullstelle noch genauer zu
bt = 2,04772 L

Offenbar konvergiert also diese Nullstelle mit wachsender Zahl der beriicksichtigten sym-

metrischen Eigenfunktionen gegen die Knicklast des Einzelfeldes bei gelenkig fester Lage-

rung am einen Ende und fester Einspannung am anderen.

Abb. 28 zeigt schematisch den Verlauf der Wurzel Bas wéhrend g, bestéindig Null ist.
Aus (175) wissen wir, da es im Intervall A® <%k < A® immer genau eine positive Wurzel
gibt, daB also f, = 0 fiir k <k} der Grenzwert negativer Werte von f ist, fir £ > k* dagegen
der Grenzwert positiver Werte von f. Als Knickgirlande fiir symmetrlsches chken ergibt
sich also der in Abb. 28 stark ausgezogene Linienzug, und zwar unter Beriicksichtigung

k¥ = 2,050 72-
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beliebig vieler symmetrischer Eigenfunktionen. Dieses Ergebnis wiirde bedeuten, daB die
Knicklast bei elastischer Mittelstiitze mit unbegrenzt wachsendem Stiitzenwiderstand stetig
in die des Einzelfeldes bei einseitig fester Einspannung und gelenkig fester Lagerung am
anderen Ende iibergeht.

Das Bild #dndert sich jedoch, wenn wir auch die Méglichkeit antimetrischen Knickens
beriicksichtigen. Machen wir den Ansatz gleich fiir beliebig viele (¢) antimetrische Eigen-
funktionen, so ergibt sich aus (26)

(NZ'N4'N6' 'Nzt)'ﬂt:()-

Das bedeutet, daBl simtliche Wurzeln 8 bestéindig verschwinden, auBer wenn k gleich
einem antimetrischen Eigenwert ist. Daraus folgt, daBl fiir k> A®» die Stiitzensicherheit §

| bestindig Null ist, da dann mindestens eine der Wurzeln # = 0 Grenz-
| wert positiver Werte von g sein mul. Abb. 29 zeigt (die Knickgirlande
| stark ausgezogen) das mafstdablich genaue Bild fiir den Grenzfall der
Beriicksichtigung aller Eigenfunktionen. Berechnet man die Ordinate
an der Stelle k= A® unter Beriicksichtigung aller symmetrischen
Eigenfunktionen, so erhilt man
16 BA 1 1 1 T
B (A®) = FT (4_ T—99—4) s5@5_4) — 0 1nf.>.
| Nun ist
1 11 1] 1 1/ 1 1 1
LZ.”/ Y n2(n2—4) 4 |n*—4  n?| 4 [4 (n——2— n—{—2>—n2 :
Abb. 28’. Fithren wir diese Zerlegung ein, so erhalten wir
434 .
B (A?) = =~ BT {1+ + 55 25 + = 49 + -+ in inf.
+ '3‘
1 1 1 1 1 1 o
R e ]

Man erkennt, daB sich in der eckigen Klammer paarweis die positiven und negativen Sum-

1
manden aufheben, mit Ausnahme von 1+ 5 =

1 4

%. Sodann ergibt sich
es bleibt nur die erste Reihe, die bekanntlich (vgl. z. B. die

Knickgirlonde fir den Stab
mit Mitfelstitze (malistiblics)

Q15| | Stab mit einer Mittelstitze,
R Symmelrisch gebaut und
178 beanspr. unfer Berdicksich-
Higung sdmthicher Ligen-
t mt Funtdionen
s
Symmelr: Aickung
s L,
antimely;
0,007 B ichun
: w2er b
I ;k,’iws % 'ﬁ
“afy) .zf[[ z) .z[[ /} T
A= ;k 4% s A=95 75
Abb. 29.

die Knickgrenze bringt,

dagegen der Stiitzenwiderstand 4 > 2 #2-

bis zur Eulerlast des

Formelsammlung von Laska, Braunschweig 1888—1894, S. 30, 4)
die Summe #?/8 hat. Also ist

BU®) = 4oy 4 — 0,0507 - £4.
Insbesondere ist dabei zu bemerken, dafB diese Ordinate nicht
etwa mit wachsender Zahl der beriicksichtigten Eigenfunktionen
gegen Null konvergiert.

Aus unserer Rechnung folgt: Bei endlichen Stiitzen-
widerstdnden kann der Stab nur stabil sein, wenn

E<2®, d. h. ]C'S<7t2‘%§l‘ ist, also wenn die Belastung

kleiner als die Eulerlast des (an beiden Enden gelenkig
fest gelagert gedachten) einzelnen Feldes ist. Bringt
man dann den Stab durch Verminderung des Stiitzen-
widerstandes an die Knickgrenze, so knickt er sym-
metrisch aus. Ebenso knickt er symmetrisch aus,
wenn man ihn durch Vergré6f8erung der Stabkraft an

sofern der Stiitzenwiderstand 4 < 2 x2- Ist
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