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Yorwort des Verfassers.

In dem vorliegenden Werke ist der Versuch gemacht worden,
innerhalb des beschriinkten Raumes eines einzelnen Bandes das
Gebiet der modernen Optik unter Berticksichtigung der Arbeiten
von Gauss, Listing, Maxwell, Helmholtz und Abbe mog-
lichst vollstindig zu behandeln. Leider konnte vieles in theore-
tischer und praktischer Hinsicht Interessante der gestellten Grenzen
halber nicht beriicksichtigt werden. Die Gegenstinde sind thun-
lichst in natiirlicher Reihenfolge, von den einfachsten zu den all-
gemeinsten und verwickeltsten Problemen tibergehend, behandelt
worden. So geht die Besprechung der Reflexion und Refraktion
einzelner Strahlen derjenigen der entsprechenden Eigenschaften von
Strahlenbiischeln vorauf, und der vollstindigen angeniherten Theorie
der Linsen folgen die Kapitel tiber Kaustiken und Aberrationen
und diesen wieder die Theorie enger Strahlenbiischel. Die aus-
fiithrliche Behandlung heterogener Medien, welche streng genommen
kaum in das Gebiet der Optik gehort, ist in das letzte Kapitel
verlegt worden. Die Gauss’sche Theorie der Linsen ist zuvoérderst
auf elementar-geometrischem Wege behandelt worden, um deren
Studium auch den mit héherer Mathematik Unvertrauten verstind-
lich zu machen, wihrend, unbeschadet unvermeidlicher Wieder-
holung, Gauss’s eigene elegante Entwicklung in einem besonderen
Kapitel nachfolgt. Der Behandlung enger Strahlenbiischel nach
Maxwell’scher Methode geht eine kurze Untersuchung der all-
gemeinen Eigenschaften aller engen Strahlenbiischel, welche nicht
Systeme von Normalen bilden, voraus. Ich habe ein Verzeichnis
vorausgeschickt der wichtigsten, diesen Gegenstand behandelnden
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Aufsitze und Werke, welche ich meist zu Rathe zu ziehen Ge-
legenheit hatte!). Das Verzeichnis macht keinen Anspruch auf
Vollstindigkeit; indessen sind eine grosse Anzahl von Abhand-
lungen so oft in Lehrbiichern benutzt worden, dass es nicht néthig
ist, diese Quellen besonders anzufiihren. Erwiihnt sei aber Lloyd’s
»Lreatise on Light and Vision“, ein werthvolles, wenngleich seltenes
Werk, das mir besondere Dienste geleistet hat. Das Kapitel iiber
sphérische Aberration und die allgemeine Beschreibung der In-
strumente sind hauptsichlich diesem Werke entlehnt. Cayley’s
Abhandlungen iber Kaustiken, Maxwell’s Aufsitze iber enge
Strahlenbiischel, Helmholtz’s Physiologische Optik und Abbe’s
Schriften iiber das Mikroskop bilden die Grundlage fiir die Be-
handlung der betreffenden Gegenstinde.

Angaben von Unrichtigkeiten und Winke, welche geeignet
sind, die Niitzlichkeit des vorliegenden Buches zu fordern, werden
mit grosstem Danke beriicksichtigt werden.

Mason College, Birmingham, April 1887.
R. S. Heath.

1) Dieses Verzeichnis ist wegen seiner Unvollstindigkeit als kaum niitzlich
in der deutschen Ausgabe fortgelassen worden. R. K.



Yorwort des Herausgebers.

Die vorliegende Ausgabe ist im Wesentlichen eine Ueber-
setzung des englischen, unter dem Titel ,A Treatise on Geometrical
Opties® i. J. 1887 in Cambridge erschienenen Originals; indessen
habe ich mich bemiiht, bei der Bearbeitung dieser Ausgabe mit
kritischer Sorgfalt vorzugehen und moglichst zur Korrektheit,
Uebersichtlichkeit und zum Verstindnis des Buches beizutragen.

Man wird es vielleicht als eine Schwiche des Buches em-
pfinden miissen, dass es fast ginzlich vom Standpunkte des
Mathematikers geschrieben ist, eine Schwiche, die sich namentlich
in den leider sehr unvollstindigen Kapiteln iiber optische In-
strumente fiihlbar macht. Gern hitte ich mich der grosseren
Arbeit unterzogen, das Gleichgewicht zwischen diesen Kapiteln
und dem rein theoretischen, geometrisch-optischen Theile des
Buches herzustellen. Einerseits wire dies aber nicht moglich ge-
wesen, ohne dem Original Gewalt anzuthun, andererseits fiihlte
ich mich vor der Hand dieser Arbeit nicht gewachsen. Ich
musste mich also damit begnigen, das Vorhandene moglichst klar
in’s Deutsche zu iibertragen, an einigen Stellen fiihlbare Liicken
auszufiillen und vorgefundene - Fehler und Ungenauigkeiten zu
beseitigen.

Wiihrend der Drucklegung dieses Buches erschien indessen
das die Theorie der optischen Instrumente auf weit vorge-
schrittener Basis behandelnde Werk von Dr. S. Czapski und ich
fihle mich um so leichter bei der unvollkommenen Behand-
lung dieser Kapitel im vorliegenden Buche beruhigt, als ich
glaube, dass selbst in dieser Form ein Durchblick derselben
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immerhin eine niitzliche Vorstufe fir das Studium jenes Werkes
sein wird.

Zur Erleichterung des Studiums habe ich alle zu weiteren
Folgerungen benutzten Formeln in jedem Kapitel fortlaufend be-
ziffert und bei Hinweisen auf eine in einem vorhergehenden
Kapitel enthaltene Formel der Formelziffer die betreffende Kapitel-
nummer beigefiigt. Es bedeutet demnach z. B. (1): Formel (1)
im namlichen Kapitel, (11, III): Formel 11 im III. Kapitel.

Ich unterlasse es als uninteressant, die von mir eingefiihrten
Aenderungen besonders anzufiihren. Grossere Abweichungen und
Zusitze finden sich auf den folgenden Seiten: 29—31, 84, 85,
108—111, 225, 314, 315, 316, 321, 322, 323, 324, 326, 327, 329,
331, 339.

Die Figuren haben durch die Bereitwilligkeit des Herrn Ver-
legers eine bedeutende Vermehrung erfahren und sind siammtlich
neu gezeichnet und hergestellt worden.

Herr Dr. Czapski in Jena wies mich zur Zeit meiner Thitig-
keit als technischer Assistent an der dortigen Optischen Werkstitte
von Carl Zeiss auf das Heath’sche Original hin und regte mich
zu dessen Uebersetzung an, wie er auch bei derselben mit Rath
und That mich unterstitzte; so rithren ausser einer allgemeinen
Durchsicht und Korrektur der Uebersetzung mehrere Anmerkungen
und Einschaltungen von ihm her. Er hat mir dadurch einen neuen
Beweis seiner freundschaftlichen Gesinnung gegeben, fiir welchen
ich mich ihm ausserordentlich verbunden fiihle.

Dem Herrn Verleger gehért mein voller Dank fiir die sorg-
filtige Einrichtung und schone Ausstattung des Buches.

Zum Schlusse spreche ich Herrn Dr. Heath und den Herren
C. J. Clay & Sons meinen Dank aus fiir die freundliche Be-
willigung der Herausgabe des Werkes in Deutschland, sowie fiir
die mir hierbei eingerdumte Freiheit.

London, im Februar 1894.
R. Kanthack.
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Kapitel L.

Das Wesen und die allgemeinen Eigenschaften des
Lichtes.

& 1. Das Licht wollen wir schlechthin definiren als ein ausser-
halb unseres Auges befindliches Agens, welches, indem es seine
Wirkung auf unser Auge erstreckt, in unserem Gehirn jene Empfin-
dung hervorruft, welche wir mit dem Worte ,Sehen“ bezeichnen.
Verschiedene Zeiten der Entwickelungsgeschichte optischer Forschung
haben auch verschiedene und zum Theil einander schroff gegeniiber-
stehende Theorien tiber das Wesen des Lichtes entstehen lassen.
Die gegenwiirtige Optik baut sich auf der Hypothese auf, dass das
Licht die Wirkung sei einer eigenthiimlichen schwingenden Bewegung
eines iiberaus elastischen, den Weltenraum erfiillenden Mediums, das
einige der Eigenschaften fester Korper besitzt und das man vor-
liufig als Aether bezeichnet hat. Gingen und gehen nun auch die
Meinungen tiber das Wesen des Lichtes auseinander, so haben wir
doch einige seiner wesentlichsten Eigenschaften durch die Beob-
achtung als Wahrheiten kennen gelernt, und es bilden diese unbe-
streitbaren, von allen Hypothesen unabhéingigen Wahrheiten das
Fundament, auf welchem wir das Gebdude der Optik aufbauen
konnen. Nur diejenige Theorie tiber das Wesen des Lichtes kann
eine allgemeine Annahme finden, welche vollkommen ausreicht, um
alle Ergebnisse der Beobachtung zu erkldren. Die Aufgabe nun der
geometrischen Optik ist es, auf dem Wege der mathematischén
Deduktion aus den gegebenen allgemeinen Eigenschaften des Lichtes
weitere Schliisse zu ziehen auf die den verwickelteren Erscheinungen
zu Grunde liegenden Gesetze und die Ergebnisse solcher Unter-
suchungen auf die Herstellung optischer Instrumente zu iibertragen,
die dazu-dienen sollen, sei es unsere Sehkraft zu unterstiitzen oder
sei es die Priifung solcher Gegenstinde zu erméglichen, welche das
unbewaffnete Auge vermoge ihrer Kleinheit oder ihrer grossen Ent-

fernung nicht deutlich zu unterscheiden vermag.
Heath-Kanthack. 1
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§ 2. Jeder Raum, durch den das Licht hindurchgehen kann,
gleichgtiltig ob dieser mit Materie ausgefiillt ist oder nicht, heisst
ein Medium. In jedem homogenen Medium pflanzt sich das Licht
geradlinig mit gleichmissiger Geschwindigkeit fort.

Das Licht besteht aus trennbaren und von einander unab-
héngigen Theilen. Wird ein Theil des von einem leuchtenden
Korper ausgehenden Lichtes durch einen undurchsichtigen Gegen-
stand abgeschnitten, so wird hierdurch der tibrige Theil des Lichtes
nicht im Geringsten beeinflusst. In demselben Sinne koénnen auch
zwei verschiedene leuchtende Korper ihr Licht auf ein und dem-
selben Wege aussenden, ohne dass dabei gegensitzliche Wirkungen
auftreten. Diese beiden auf dem Wege des Experimentes festge-
stellten Thatsachen zeigen, dass das Licht quantitativ bestimmbar
ist. Fiir's Erste werden wir annehmen, dass das Licht, mit welchem
wir uns beschiftigen, gleichartig und homogen ist und dass seine
Quantitét oder Intensitit nach Einheiten einer festen Scala gemessen
werde.

Wenn Licht durch ein sinnlich wahrnehmbares Medium tritt,
so wird ein Theil desselben durch das Medium absorbirt, wihrend
ein anderer Theil durchgelassen, transmittirt wird. Im Folgenden
indessen sollen, wo nicht anders diesbeziiglich das Entgegengesetzte
ausdriicklich bemerkt wird, die Media als vollkommen durchsichtig
angenommen werden, d. h. derart, dass sie simmtliches auf sie ein-
fallende Licht transmittiren.

Die leichtere Uebersicht erfordert es oft, dass man den Theil
des Lichtes, welcher sich lings einer bestimmten Linie fortpflanzt,
von seiner Umgebung loslost und fiir sich betrachtet; ein so fiir
sich betrachtetes Element nennt man einen Strahl und es soll mit
diesem die Vorstellung eines unendlich spitzen Kegels, dessen Axe
eben jener Strahl ist, verbunden werden. FEine Gruppe von Strahlen,
welche wihrend ihres ganzen Verlaufes um ein unendlich Geringes
von der Richtung eines bestimmten, als festliegend gedachten cen-
tralen Strahles abweichen, wird ein Strahlenbiindel genannt, und
jener centrale Strahl heisst die Axe des Strahlenbiindels. Schneiden
sich die Strahlen eines Biindels in einem Punkt, so nennt man
diesen den Focus oder Vereinigungspunkt des Strahlenbiindels.

Da wir im Verlaufe unserer Untersuchungen fortwihrend Ver-
anlassung haben werden, das Auge zu erwihnen, so wird ein kurzer
Hinweis auf die Wirkungsweise des Auges schon hier am Platze
sein; eine vollstindige Ausfithrung dieser Theorie miissen wir uns
allerdings fiir einen spiteren Zeitraum aufsparen.

Das von einem Punkt ausgehende und durch die Oeffnung der
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Pupille begrenzte Strahlenbiindel wird dureh die Krystalllinse des
Auges auf der Retina in einem Punkte vereinigt, und infolge dieses
Strahlenganges und seiner Einwirkung auf die Retina wird jener
Punkt sichtbar. Jedem Punkte einer ausserhalb des Auges befind-
lichen Fliche entspricht ein solcher Abbildungspunkt und wir er-
halten auf diese Weise den Eindruck einer gesehemen Fliche.

§ 3. Die Beobachtung fiihrt uns auf die Unterscheidung ge-
wisser Korper, deren Vorhandensein durch die von ihnen auf unsere
Gesichtsorgane ausgeiibten Eindriicke bedingt werden und welche
wir als selbstleuchtende Korper bezeichnen wollen. Xorper,
welche an und fiir sich nicht leuchtend sind, werden in diesen Zu-
stand {iibergefiihrt durch die Gegenwart solcher selbstleuchtender
Korper und werden dadureh fiir uns sichtbar. Diese Unterscheidung
ist indessen im Hinblick auf unseren gegenwirtigen Zweck unwesent-
lich; denn bei der Untersuchung der von einem Korper ausgehenden
Lichtstrahlen bleibt es gleichgiiltig, ob dieser selbstleuchtend ist oder
ob er sein Licht von einer anderen Quelle empfingt; die Gesetze
des Strahlenganges sind in beiden Fillen die nimlichen.

s sei dQ eine Lichtmenge, welche von einem hellen Punkte
oder einem unendlich kleinen Element einer leuchtenden Fliche
innerhalb eines sehr kleinen Kegels mit dem korperlichen Oeffnungs-
winkel dw, dessen Apex mit der Lichtquelle zusammenfillt und
dessen Axe in einer gegebenen Richtung liegt, ausgestrahlt wird;

d
es giebt dann der Quotient a% ein Maass flir die Ausstrahlungs-

intensitdt in dieser Richtung.

Ein leuchtender Kérper sendet nach allen Richtungen Licht-
strahlen aus, aber die Intensitit des ausgestrahlten Lichtes dndert
sich mit der Richtung der Ausstrahlung. Das Gesetz der Ausstrahlung
lasst sich leicht durch einen bekannten Versuch demonstriren.
Gliihende (selbstleuchtende) Koérper erscheinen uns mit unveréinderter
Helligkeit, welchen Winkel auch immer die leuchtende Fliche mit
der Gesichtslinie einschliessen mag. Bringt man daher z. B. einen
cylinderformigen Korper aus Silber zur Weissglut und damit auch
zum Leuchten, so wird man ihn in einem dunklen Raume nicht von
einem flachen Stabe unterscheiden konnen; und in ganz analoger
Weise wird eine leuchtende Kugel (man denke an die durch den
Nebel sichtbare Sonnenscheibe) uns als eine kreisrunde, gleichmissig
helle Scheibe erscheinen. Dasselbe Experiment findet Anwendung
auf die Intensitdt der von einem Korper ausgehenden Wirmeaus-
strahlung.

Aus diesem Experiment leiten wir das folgende Gesetz ab:

1*
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Die Ausstrahlungsintensitit des wvon irgend einem Element einer leuchienden
Fléche nach irgend einer Richtung ausgestrahlten Lichtes ist proportional dem
Kosinus des Winkels, welchen diese Richtung mit der Normalen zu jemem
Flachenelement einschliesst.

Um uns eine Vorstellung von der Richtigkeit dieses Satzes zu
verschaffen, denken wir uns einen leuchtenden Korper durch eine
Rohre von sehr enger Oeffnung betrachtet. Wenn die Rohre eine
solche Stellung hat, dass die Sehrichtung normal zur leuchtenden
Fliche ist, so mag die Grésse des sichtbaren Flichenelementes mit w
bezeiclinet sein; wird dagggen die Rohre so aus ihrer normalen
Lage gedreht, dass die Sehrichtung mit der Normalen zur leuchten-
den Fliche einen Winkel @ einschliesst, so wird das dann durch die

Rohre sichtbare Flichenelement die Grosse w,:c—(l)us? haben. Be-

zeichnen wir mit fi4) die Intensitét des von der Fldcheneinheit in
einer mit der Normalen zum Flichenelement einen Winkel 6 ein-
schliessenden Richtung ausgestrahlten Lichtes, so ist das ganze zum
Auge gelangende Licht, wenn das leuchtende Flichenelement um
den Winkel 6 von der Normallage zur Sehrichtung abweicht, aus-
gedriickt durch das Produkt:

w
cos6 Yoy

Dieses Produkt ist aber erfahrungsgemiiss und wie bereits her-
vorgehoben unabhingig von 6 und es muss daher Je) direkt pro-
portional cosf sein.

§ 4. Bedeutet dS ein Element der leuchtenden Fliche und
pdS die Helligkeit des von diesem leuchtenden Flichenelemente in
der Richtung der Normalen zur letzteren ausgestrahlten Lichtes, so
mag g als die specifische Helligkeit des Elementes bezeichnet
werden.

Es sei in Fig. 1 AB das besagte Element, OZ

die Normale dazu und OP eine Richtung, welche

? einen Winkel 6 mit der Normalen OZ einschliesst,

50 zwar, dass die Ebene POZ einen Winkel @ mit

einer gegebenen durch OZ gelegten Ebene ein-

schliesst. Um OP als Axe denke man sich einen

Kegel mit dem sehr kleinen Oeffnungswinkel dw

Fig. 1. beschrieben. Dann ist die Helligkeit der innerhalb

dieses Kegels in der Richtung OP ausgestrahlten
Lichtmenge nach § 3:

z

4038

dQ

dw

= udS cose,
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somit die innerhalb dieses Kegelelementes ausgestrahlte Lichtmenge

dQ = udS cos 6dw I

oder 1

dQ==udS cos 6 sin 6d6dd l
Die Integration dieses Ausdruckes innerhalb der Grenzen

=0 bis &=27

und
—0 bis e:%

ergiebt die Gesammtmenge des durch das Flichenelement dS aus-
gestrahlten Lichtes. Wir erhalten also hierfiir die Grosse:

Q=pudS [ [ sin 6 cos 6dsde

oder nach ausgefiihrter Integration

1
Q=pudS2n.5 |
oder 2 N )]

Q=pundS

als die gesammte, von dem Flichenelement dS ausgestrahlte Licht-
menge.

Bezeichnen wir daher die ganze pro Flicheneinheit von dem
Element ausgestrahlte Lichtmenge mit p', so driickt sich die Inten-
sitdt der Ausstrahlung pro Flicheneinheit, wenn die Richtung der
Ausstrahlung einen Winkel ¢ mit der Normalen einschliesst, aus

! !
% cos #, und es ist somit 7":— die specifische Hellig-
keit der Lichtquelle.

Bezeichnet man endlich die nach allen Richtungen von einem

n

leuchtenden Punkte ausgestrahlte Lichtmenge mit p", so wird 57

durch: p cos 0=

die Grosse der Intensitit einer allseitigen Ausstrahlung bedeuten.
§ 5. Bedeutet dQQ die Lichtmenge, welche auf ein einen ge-
gebenen Punkt einer beleuchteten Fliche umgebendes Theilchen dA

. . d .
dieser Fliche ausgestrahlt wird, so nennt man dT(i die Beleuch-

tungsintensitit der Fliche in jenem Punkte.

Wir bestimmen nun zunichst die durch ein leuchtendes Flichen-
element dS hervorgebrachte Beleuchtung eines Flichenelementes dA.
Es sei in Fig. 2 O der Mittelpunkt des betrachteten Elementes der
leuchtenden Fliche, C der Mittelpunkt des beleuchteten Flichen-
elementes dA und die Entfernung OC sei mit r bezeichnet. Ferner
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sei die Neigung von OC zu der Normalen in O mit #, diejenige
von OC zur Normalen in C mit @ bezeichnet.

Schliessen nun sdmmtliche von O nach dA

(‘/ gehenden dussersten Randstrahlen den korperlichen

V Winkel dw bei O ein, so ist die von O aus auf dA
ausgestrahlte Lichtmenge nach (1)
dQ=udS cos 6dw,
p
wo p wieder die specifische Helligkeit des leuch-
tenden Elementes bedeutet.
Es ist aber, da dw die Grosse der orthogo-
6 nalen Kegelschnittfliche im Abstande 1 von O be-
\6 deutet,
25 dw:dAc;)sd’_"
Fig. 2. r

daher die von dem Element dS auf dA ausgestrahlte Lichtmenge

€Oos 6 cos P
72 )

dQ=dedA

Es ist daher dieser Werth symmetrisch in Bezug auf die bei-
den Elemente und wiirde daher auch die von dem Elemente dA auf
dS ausgestrablte Lichtmenge darstellen, unter der Voraussetzung,
dass ersteres die specifische Helligkeit ¢ hat.

Schliessen die von dem leuchtenden Flichenelement dS nach C
gehenden #Hussersten Randstrahlen den korperlichen Winkel do ein,

so dass also
__dScos 6
T

do ,
so hat die durch das Element hervorgebrachte Beleuchtungsintensitéit
der Fliche dA die Grosse

dl=wudocosd . . . . . . . . . (3

§ 6. Wir gehen nun iiber zur Bestimmung der Beleuchtung
einer sehr kleinen Fliche dA durch eine endliche leuchtende Fliche
von gleichmissiger Helligkeit.

Man gehe wieder von einem um O als Mittelpunkt gedachten
Element der leuchtenden Fliche aus und bezeichne mit de den
Oeffnungswinkel eines zwischen C als Spitze und iiber jenem Ele-
mente als Grundfliche beschriebenen Kegels, Es sei ferner & der
von OC und der Normalen in C eingeschlossene Winkel. Als die
von der Ausstrahlung des leuchtenden Elementes herrtihrende Hellig-
keit der beleuchteten Flicheneinheit ergiebt sich dann nach (3)
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dl=ucosds. . . . . . . . . . 4

Denkt man sich eine Kugel vom Radius 1 um C als Mittel-
punkt beschrieben, so wird der zwischen O und C liegende Kegel
auf dem Mantel dieser Kugel ein Flichenelement von der Grosse do
abschneiden und do cos @ ist dann die Projektion des Schnittfliichen-
elementes auf die Ebene der beleuchteten Fliche in C. Bezeichnet
man diese Projektion, also do cos @, mit d&, so wird

Al=udQ. . . . . . . . ...

Durch Integration dieses Ausdruckes gelangen wir dann zu
folgender Bestimmungsmethode der von einer endlichen leuchtenden
Fliche herriihrenden Beleuchtung eines in C befindlichen Elementes.

Von C aus denke man sich nach sémmtlichen Begrenzungs-
punkten der von C aus sichtbaren leuchtenden Fliche Radien ge-
zogen. Der so entstehende Kegel schneidet die mit dem Radius 1
um C beschriebene Kugel in einer Schnittfliche, welche, auf die
Ebene des beleuchteten Elementes projicirt, die Fliche £ ergiebt.
Als Helligkeit des beleuchteten Elementes erhélt man dann:

I=pQ . . . . . . . . .. ®

Soll z. B. die durch eine sphirische Lichtquelle hervorgebrachte
Beleuchtung bestimmt werden, so verfihrt man folgendermaassen:

Es sei « der halbe Oeffnungswinkel des Kegels, welcher seine
Spitze in dem Mittelpunkte C der beleuchteten Fliche hat und die
leuchtende Kugel tangirt. Die durch den Kegelmantel auf der Ober-
fliche der um den Punkt C beschriebenen Kugel mit dem Radius 1
abgeschnittene Flache ist ein Kreis mit dem Radius sin @, hat also
die Grosse = sin?a.

Bezeichnet man dann noch mit ¢ die Zenithdistanz der Licht-
quelle, so ist 7 sin?acos 6 die Horizontalprojektion dieser Fliche und
somit nach unserer oben gefundenen Formel (6) die Beleuchtungs-
intensitiit einer kleinen Horizontalfliche

I=an sin%e«cos 6.

§ 7. Leuchtende Kirper erscheinen uns in jeder Entfernung mit unver-
dnderter Helligkeit. Die scheinbare Helligkeit eines Kérpers bestimmt
sich als der Quotient der gesammten von diesem Kérper in das
Auge gelangenden Lichtmenge und der Flichengrosse des auf der
Retina gebildeten Bildes jenes Korpers. Es sei in Fig. 3 P irgend
ein Punkt des sichtbaren Korpers, p der zugehorige Punkt des
Bildes auf der Retina. Wir werden alsbald sehen, dass die Ver-
bindungslinie stets durch einen festen Punkt O, das optische Centrum
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des Auges, tritt. Bezeichnen wir mit S die Fliche eines sehr kleinen

Objektes, mit s diejenige seines Bildes, fermer mit R den Objekt-
abstand OP und mit » den Bild-
abstand Op, so erhalten wir
die Proportion:

S s

» R~
Es gelangt aber ins Auge,
das eine Oeffnung von der Fli-

Fig. o o .
i 8 chengrosse « haben moge, die
Lichtmenge
g=L5e
R
Da aber | = 52 st so kénnen wir hierfiir setzen
_ uso
9= T2

Dividiren wir diesen Werth der in das Auge tretenden Licht-
menge durch s, so ergiebt sich L2 als die specifische Helligkeit des
g e P

Bildes. Wir machen hierbei die vorldufige Annahme, dass sieh,
wihrend das Auge sich auf verschiedene Distanzen akkommodirt,
uw

72

r nicht dndert. Unter dieser Voraussetzung ist konstant und

wir diirfen behaupten:

Die scheinbare Helligheit leuchtender Kirper ist im Allgemeinen unab-
hingig von deren Entfernung.

Die Oeffnung des Auges verdndert sich mit der Helligkeit des
Lichtes. Stellen wir uns aber vor, dass die Oeffnung unverfindert
bleibe, wihrend das Objekt fortgeriickt werde, so ist in der Hellig-
keit keine Veriinderung vorgegangen und die Oeffnung des Auges
bedarf nun keiner weiteren Akkommodation.

Ist die Entfernung des Objektes eine sehr grosse, so wird das Bild im
Auge ein iiberaus kleines, so dass infolge des begrenzten Unter-
scheidungsvermogens der Sehnerven der Eindruck einer Fliche in
denjenigen eines Punktes tibergeht. In solchem Falle sind Hellig-
keit und Lichtmenge der Grésse nach gleichbedeutend; und nach
dem Vorhergehenden ist dann die Helligkeit umgekehrt proportional R?,
dem Quadrat der Entfernung.
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Reflexion und Refraktion der Lichtstrahlen.

§ 8. Beim Uebergange eines Lichtstrahles von einem Medium
in ein anderes wird der Strahl im Allgemeinen in dreifacher Weise
beeinflusst und giebt dadurch zu verschiedenen Erscheinungen
Anlass:

1. Ein Theil wird in das erste Medium zurtickgeworfen
oder reflektirt und zwar stets in einer nach einem bestimmten
Gesetze zu ermittelnden Richtung.

2. Ein zweiter Theil geht in das zweite Medium iiber, wobei
der Strahl seine Richtung nach einem zweiten Gesetze dndert; dieser
Theil der von einem in einh anderes Medium tibergehenden Strahlen
nennt man die gebrochenen Strahlen.

3. Ein dritter Theil wird durch die Trennungsfliche der
beiden Medien zerstreut oder diffundirt; hierdureh wird die
Trennungsfliiche beleuchtet und wirkt selber wie eine nach allen
Richtungen Lichtstrahlen aussendende Lichtquelle. Fallt ein Licht-
strahl auf einen vollkommen undurchsichtigen Korper, so kommt
der zweite Theil in Wegfall; es wird also séimmtliches Licht ent-
weder reflektirt oder diffus gemacht. Die reflektirte Lichtmenge
héngt von der Beschaffenheit der reflektirenden Fliche ab; je
glatter dieselbe und je vollkommener die auf ihr erzielte Politur ist,
um so mehr Licht wird zurtickgeworfen. Die Diffusion des Lichtes
lasst sich mit Wahrscheinlichkeit auf die Unebenheit der Fliche
zurlickfithren; das auffallende Licht wird von den einzelnen Theil-
chen der Oberfliche reflektirt, indem letztere ganz so wie unzihlige
unregelmissig tiber die Flidche vertheilte und nach allen denkbaren
Richtungen geneigte Spiegelelemente wirkt. Durch diese Zer-
streuung des Lichtes eben erklidrt es sich, dass nicht leuchtende
Korper sichtbar werden, sobald sie sich im Bereiche eines leuchten-
den Korpers befinden.

§ 9. Die Ebene, welche den einfallenden Strahl und die Nor-
male zur Trennungsfliche der beiden Medien einschliesst, heisst die
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Einfallsebene; der von der Normalen und dem einfallenden
Strahl eingeschlossene spitze Winkel heisst der Einfallswinkel
und der zwischen der Normalen und dem reflektirten Strahl liegende
spitze Winkel der Reflexionswinkel. Wenn die Richtung eines
Lichtstrahles durch Reflexion oder Brechung verindert wird, so
nennt man den Winkel, welchen die Verlingerung des einfallenden
Strahles mit der Richtung des reflektirten oder gebrochenen Strahles
bildet, die Ablenkung des Strahles.

Das Gesetz, nach welchem ein Strahl von einer Fliche reflek-
tirt wird, ldsst sich folgendermaassen ausdriicken:

Einfalls- und Reflexionswinkel liegen in derselben Ebene und sind ein-
ander gleich.

Es ist dies ein Erfahrungsgesetz, dessen Richtigkeit durch
direkte Beobachtung leicht nachgewiesen werden kann. Am ge-
nauesten ldsst sich das Reflexionsgesetz experimentell mit Hiilfe
eines astronomischen Transitionsinstrumentes und des kiinstlichen
Horizontes, d. h. eines mit Quecksilber gefiillten Behélters, demon-
striren. Das Fernrohr wird zunichst auf den Stern, dessen Hohe
gemessen werden soll, gerichtet und dann gegen den Quecksilber-
behalter, welcher so aufgestellt wird, dass der Stern durch Re-
flexion an der Oberfliche des Quecksilbers gesehen werden kann.
Es werden die zwei diesen beiden Einstellungen entsprechenden
Ablesungen gemacht und man findet, dass die Differenz der beiden
Ablesungen gleich der doppelten Hohe des Sternes ist. Da nun die
Oberfliche des Quecksilbers vermoge der Wirkung der Schwere
eine horizontale Ebene darstellt und, da die von einem Stern aus-
gehenden Strahlen als parallel anzusehen sind, so miissen nach dem
Reflexionsgesetz der auf die Oberfliche des Quecksilbers einfallende
und der von derselben reflektirte Strahl mit der Normalen zur
Oberfliche des Quecksilbers gleiche Winkel einschliessen. Das
Transitionsinstrument lisst Husserst genaue Messungen zu und bis
zu dem Grade seiner Genauigkeit haben sich die Resultate der
Messungen als mit dem Reflexionsgesetz streng ibereinstimmend
heraunsgestellt.

§10. Fir den auf eine Ebene einfallenden Strahl lisst sich
durch eine einfache geometrische Konstruktion die Richtung des
zugehorigen Reflexionsstrahles finden. Ist in Fig.4 P irgend ein
Punkt in der Richtung des einfallenden Strahles P Q und fillt man
von P aus ein Perpendikel PN auf die reflektirende Ebene und ver-
lingert dieses bis P', so dass PN=NP', so folgt ohne Weiteres,
dass die Verlingerung von P'Q die Richtung des reflektirten
Strahles ist. ‘
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Ist die reflektirende Fldche nicht eine Ebene, sondern eine be-
liebige krumme Fliche, so wird man immer das den in Frage
kommenden Punkt umgebende Flidchenelement als eine Ebene an-
sehen konnen, und es gilt dann die die gegebene Fliche im Punkte
Q tangirende Ebene als die reflektirende Ebene.

§11. Um zu einem allgemeinen Ausdruck fiir das Reflexions-
gesetz zu gelangen, wollen wir in dem Folgenden dasselbe analy-
tisch behandeln.

Fig. 4. Fig. 5.

s sei in Fig. 5 ON die Normale zur reflektirenden Fldche, das
sogenannte Einfallsloth, PO und OQ der einfallende resp. reflektirte
Strahl und @ der Einfallswinkel. Nimmt man nun OQ und OP
gleich der Lingeneinheit an und verbindet P und Q, so wird nach
dem Reflexionsgesetz die Verbindungslinie PQ durch das Einfalls-
loth ON im Punkte N halbirt und ON steht senkrecht auf PQ,
so dass

ON =cos &.

Bezeichnet man mit 7, ly, I, die Richtungskosinusse des Ein-

fallslothes und mit s z'y, i, resp. 7, T T, diejenigen des einfallen-
den resp. reflektirten Strahles, bezogen auf ein riumliches recht-
winkeliges Koordinatensystem, dessen Koordinatenursprung mit dem
Fusspunkt O des Einfallslothes zusammenf#llt, so sind auch, da OP
und OQ die Lingeneinheit darstellen, ¢_, i, 1, die Koordinaten von
p, r,, r,, v, die Koordinaten von Q und ON[, Ole, ON/ die-
jenigen von N. Beriicksichtigt man die Thatsache, dass N der

Mittelpunkt der Linie PQ ist, so erhdlt man die Gleichungen:

i+,
5 =ON./,
i -7
y y__
5 —ON.ly,
I'.z+rz
=O0N.l,

2 z
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und hieraus durch Einsetzung des Werthes von ON:
i, +r,=2cosdl, 1
)

iy +ry =2cos<1=ly

i, +r, =2cosdl,

Setzt man nun in (1) fiiv cos @ seinen Werth, ausgedriickt durch
die Richtungskosinusse der ihn einschliessenden Geraden nach den
beiden Gleichungen:

cos =1 1 +i, 1, 41, L ‘l
@
cos b =r, lx—l—ry l+r,l, J,

so erhdlt man lineare Gleichungen nach i_, i i, und 7, Ty Ty
Kennen wir nun die Richtungskosinusse des Einfallslothes und des
Einfallsstrahles, so ergeben sich aus diesen Gleichungen die Rich-
tungskosinusse des reflektirten Strahles. Die Gleichungen (1) lassen
sich durch nur zwei unabhingige Gleichungen ersetzen; denn mul-
tipliciren wir sie der Reihe nach mit 7 , s [, und addiren die Re-
sultate, so erhalten wir eine Identitdt. Die aus den Gleichungen sich

ergebenden Werthe fiir r_, r,, 7, geniigen der Bedingung:
rxﬂ—i—ry?—i—rz?:l P )

§ 12, Wird ein Strakl von einer Ebene reflektirt, so schliessen der ein-
Jallende und reflektirte Strahl gleiche spitze Winkel ein mit irgend einer in der
reflektirenden Ebene liegenden oder zw ihr parallel gerichieten Linie.

Es ldsst sich dies leicht auf elementarem Wege nachweisen:

Es seien in Fig.6 PO und O Q) die Richtungen des einfallenden
und reflektirten Strahles und MON sei die Schnittlinie der Einfalls-

e
Fig. 6.

ebene mit der reflektirenden Ebene; ferner sei AOB eine durch O
gehende zur gegebenen Linie parallele Gerade. Auf den Richtungen
des einfallenden und reflektirten Strahles trage man die gleichen
Strecken PO und OQ ab und lege durch die Punkte P und Q zwei
zu MN senkrechte Ebenen, welche MN in M resp. N und die Linie AB
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in A resp. B schneiden moégen. Da nun OP = 0Q und £ POM =
A QON, so folgt ohne Weiteres, dass OM = ON und PM = QN,
hieraus wieder, dass AO= 0B, MA =NB, weiterhin, dass AP =BQ
und hieraus schliesslich, dass die Dreiecke AOP und BOQ kon-
gruent sind, somit £ AOP = £ BOQ.

Umgekehrt kénnen zwei Linien PO und O(Q, welche in einer
zur reflektirenden Ebene senkrechten Ebene liegen und mit irgend
einer in der ersteren Ebene liegenden Linie gleiche spitze Winkel
einschliessen, als einfallender resp. reflektirter Strahl angesehen wer-
den. Der Beweis wiirde dem vorhergehenden analog zu fiihren sein.

Bei der analytischen Behandlung dieser beiden letzten Sitze
lassen wir das Einfallsloth zur Z-Axe des rdumlichen Koordinaten-
systems werden, wihrend der Fusspunkt desselben wieder mit dem
Nullpunkt zusammenfillt, so dass unter Beibehaltung der friiheren
Bezeichnungen 7, = cos 90°=0 und [ = cos 90° =0 wird.

Aus der Formel (1), ¢ + r,=2 cos @1 _, wird nun

4+ 7r,=0. . . . . . .. .. &

Diese Gleichung gilt fir jede beliebige Richtung der X-Axe
und es geht aus ihr hervor, dass der einfallende Strahl mit irgend
einer als X-Axe gewdhlten Linie, unter der Voraussetzung, dass die
Z-Axe durch die Normale gebildet wird, Supplementwinkel ein-
schliessen.

Um die Richtigkeit der Umkehrung des Satzes nachzuweisen,
lassen wir die Einfallsebene mit der XZ-Ebene zusammenfallen und
nennen die Richtungskosinusse der gegebenen Linie (4, /ly, 2,=0).
In diesem Falle ist ¢, = cos 90° =0 und ebenfalls r = cos 90° =0,
und da PO und OQ mit der Linie (4, Ay, A,=0) Supplementwinkel
einschliessen, so ist

by dy 4 dyi, A Ay, 4 Ay, =0,
—— ——
=0 =90
somit
Ay (G, + 1,) =0
oder
b+ r,=0. . . . . .. ... (B

Das bedeutet aber nichts anderes, als dass PO und OQ sich
genau so verhalten, wie einfallender und reflektirter Strahl

Aus dem letzten Satz lisst sich folgender Schluss ziehen:

Wenn ein Lichistrahl in beliebiger Weise an zwei ebenen Fldchen nach
etmander reflektirt wird, so schliessen der eintretende und austretende Strahl
gleiche Winkel mit der Schnittlinie der beiden Flichen ein.
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§18. Wenn ein Lichtstrahl von einer Fliche reflektirt wird, so folgen
auch die Projektionen des einfallenden und reflektirten Strahles auf irgend eine
durch das FEinfallsloth gelegte Ebene dem Gesetze der Reflexion.

Trigt man nidmlich auf der Richtung des einfallenden und
reflektirten Strahles gleiche Strecken OA = 0B ab (Fig. 7) und stellt
N O das Einfallsloth dar, OP und OQ die Projektionen des einfallenden
und reflektirten Strahles auf irgend eine beliebige, durch das Ein-
fallsloth gelegte Ebene, so folgt ohne Weiteres, dass PN=NQ und
daher OP und OQ mit dem Einfallsloth NO gleiche Winkel ein-
schliessen. Ferner folgt aus der Kongruenz der beiden Dreiecke
AOP und BOQ, dass £AO0P=4ABOQ ist; mit andern Worten:
Der einfallende und reflektirte Strahl schliessen gleiche Winkel mit irgend einer
durch das Einfallsloth gelegten Ebene ein.

o
Fig. 7. Fig. 8.

§ 14. Bestimmen wir nun die Richtung eines von zwei ebenen
Spiegeln beliebig oft reflektirten Strahles und betrachten wir zu-
nichst den Fall, wo simmtliche Strahlen in einer senkrecht zu den
spiegelnden Flichen stehenden Ebene, also innerhalb eines Haupt-
schnittes, liegen.

AO und OB deuten in Fig. 8 die Lage der beiden reflektirenden
Spiegel an, PQRST ... den Gang des successive bei Q, R, 8, T ...
reflektirten Strahles. Der Winkel zwischen den beiden Spiegeln sei
mit ¢ bezeichnet und 6,, 6,, 6, ... seien die spitzen Winkel, welche
die Strahlen der Reihe nach mit den reflektirenden Flichen ein-
schliessen, so dass also 6, sich auf die beiden gleichen Winkel bei
Q, 05 auf jene bei R u.s. f. bezieht. Man findet dann ohne Weiteres:

02:01 +E,
O3 =06, + ¢,
6, = 6; 4 ¢ ete.
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Diese Gleichungen lassen sich auch in dieser Form schreiben:

6, — 6, =5,
b3 — Oy =7¢,
O, — O3 =¢,
O g1 = Oy =8,

und man erhilt daher durch Addition:

Opypq—6G1==me. . . . . . . . . (6

Wenn m eine gerade Zahl ist, so beziehen sich 6,1 und 6,
auf von demselben Spiegel reflektirte Strahlen und es stellt daher
On+1— 0, die Grosse des Winkels zwischen der Richtung des ein-
fallenden und zuletzt reflektirten Strahles dar; daher ist die gesammte
Abweichung ein m-faches der Neigung der beiden Spiegel zu einander. Die
Abweichung bleibt also bei ein und demselben Spiegelpaar unver-
dndert, welches auch immer der Einfallswinkel sein mag. Hieraus
folgt: Jedes Strahlenpaar schliesst nach der Reflexion denselben Winkel ein,
unter welchem die Strahlen vor dem Einfoll zu einander geneigt waren,

Wenn der Strahl zweimal reflektirt wird, einmal an jedem
Spiegel, so betrigt der Ablenkungswinkel das Doppelte der Neigung
der beiden Spiegel zu einander. Hierauf beruht die Einrichtung des
Hadley’schen Spiegelsextanten.

Bei jeder Reflexion wichst der Werth des Winkels 6 um e.

Wenn 0 grosser als % wird, so beginnt der Strahl zuriickzukehren,

im Allgemeinen auf einem anderen Wege, als er eintrat; nur dann
wenn der Winkel 6 so gew#hlt wird, dass der nach einer Reihe von

Reflexionen auftretende Einfallswinkel genau % wird, wird der

betreffende Einfallsstrahl in sich selbst zuriickgeworfen und kehrt
somit infolge der weiteren Reflexionen auf demselben Wege, auf
welchem er eintrat, zurtick. Sobald 6 grosser wird als m, horen die
Reflexionen auf, denn der Strahl wird entweder parallel zu einem
der Spiegel gerichtet oder trifft diesen nur in seiner Riickwiirts-
verlingerung.

Wenn der einfallende Strahl nicht in einer zur Schnittlinie der
beiden Spiegel senkrechten Ebene, dem Hauptschnitt, liegt, so gilt
das eben Ausgefiihrte fiir die Projektion des Strahlenganges auf
eine solche senkrechte Ebene. Wenn wir ferner beriicksichtigen,
dass die Neigung der Strahlen zu dieser Ebene genau in derselben
Weise sich #ndert, als ob sie selber die reflektirende Ebene wire,



16 Kapitel H.

wie dies in § 13 ausgefiihrt wurde, so ldsst sich die schliessliche
Richtung des austretenden Strahles vollstéindig bestimmen. Nach
einer beliebigen geraden Anzahl von Reflexionen schliesst der Strahl
mit der Hauptebene denselben Winkel ein wie zu Anfang, und nach
einer ungeraden Anzahl von Reflexionen entsteht der gleiche Winkel
auf der anderen Seite der Ebene.

§ 15. 'Tritt ein Lichtstrahl von einem Medium in ein anderes
tiber, so nennt man den Lichtstrahl in dem ersten Medium den ein-
fallenden, denjenigen in dem zweiten Medium den gebrochenen
Strahl, und die spitzen Winkel, welche beide mit dem Einfallsloth
einschliessen, beziehungsweise Einfalls- und Brechungswinkel.

Finfalls- und Brechungswinkel liegen immer in derselben Ebene und das
Verhdlinis ihrer Sinusse ist konstant.

Dieses ist das sogenannte Brechungsgesetz. Wie wir spiiter
sehen werden, giebt es sehr sichere Mittel, um die Richtigkeit des
Satzes experimentell nachzuweisen.

Das konstante Sinusverhiltnis hiingt von der Beschaffenheit
der beiden Medien und der Art des transmittirten Lichtes ab und
wird als der dem Uebergange des Lichtes von dem ersten in das
zweite Medium entsprechende Brechungsexponent bezeichnet.

Tritt ein Lichtstrahl aus dem Vakuum in ein gegebenes
Medinum tiber, so nennt man jenes konstante Sinusverhiiltnis den
absoluten Brechungsexponenten dieses Mediums. ‘

Bezeichnet man mit ¢ den Einfallswinkel, mit ¢ den Brechungs-
winkel beim Uebergange eines Strahles von einem Medium in ein
anderes, so ldsst sich das Brechungsgesetz folgendermaassen aus-
driicken: )

%:71,..........(7)
wo n den Brechungsexponenten fiir den Uebergang von einem
Medium in das andere bedeutet.

§ 16. Ein empirisches Gesetz lehrt, dass der Gang eines Licht-
strahles umkehrbar ist; mit anderen Worten, wenn ein Strahl auf
dem Wege des urspriinglich gebrochenen Strahles aus dem zweiten
in das erste Medium iibergeht, so beschreibt er nach der Brechung
in das erste Medium einen Weg, welcher sich vollstindig mit dem-
jenigen des urspriinglich einfallenden Strahles deckt.

Bezeichnen wir die beiden Media mit A und B, den dem Ueber-
gange des Lichtstrahles von A nach B entsprechenden Brechungs-
index mit n43, denjenigen fiir den Uebergang von B nach A mit
nyq, 50 erhalten wir unter Beibehaltung der oben gewéhlten Be-
zeichnungen:
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sin ¢ sin '
=n =, . « . - . . (8

sin ¢' ab?  ging ba

oder, wenn wir ¢ und ¢' eliminiren,
Ny *Me=1 . . . . . . ...

§ 17, Weiter lehrt die Beobachtung, dass, wenn ein Licht-
strahl durch eine beliebige Anzahl von Medien, welche von parallelen
Ebenen begrenzt sind, hindurchgeht und das erste und letzte Medium
gleicher Art sind, die Richtungen des Strahles im ersten und letzten
Medium parallel sind. Bezeichnet also in Fig. 9 A das erste, B, C...
die folgenden Medien, ¢ den Einfallswinkel fiir den Uebergang von A

A4 D c V] A

ZQ

St

/g

Fig. 9.

nach B, ¢, den zugehorigen Brechungswinkel, so ist ¢, auch der Ein-
fallswinkel in Bezug auf C, 4, der zugehorige Brechungswinkel und
auch der Einfallswinkel in Bezug auf D u.s.f. Der schliessliche
Brechungswinkel fiir das dem ersten gleichartige letzte Medium ist
nun erfahrungsgemsiss gleich dem Einfallswinkel 7.

Uebertragen wir die oben bei den Formeln (8) angewandte
Bezeichnungsweise auch auf diesen Fall, so erhalten wir die
Gleichungen:

sing

sin 7 ab?
sin 7, "
sin 4, be?
sind, "
sin 4 cd?
sing,
sin ¢ ka

Heath-Kanthack. 2
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Aus der Multiplikation dieser simmtlichen Gleichungen mit
einander ergiebt sich:

10)

I=mn,  ny, g -+ ... n
Sind nun drei Medien vorhanden, so lautet diese Beziehung:

Ny« Ny + Ny = 1,

oder
n n 1
LA = —
a C nca
oder

P = Mg » e +

Setzen wir z. B. die drei Medien Luft, Glas und Wasser voraus
und kennen wir deren Brechungsexponenten fiir den Uebergang von
Luft in Glas und ebenso von Luft in Wasser, welche wir beziehungs-
weise mit », und n,, bezeichnen wollen, so lisst sich aus der letzten
Gleichung der Brechungsexponent fiir den Uebergang von Glas nach
Wasser bestimmen. Man hat nur in die Gleichung

n_=n n,

qw gt * Clw
die Werthe
Ny = —5—
und :
4
M = g~
einzusetzen und erhilt dann
o 2 4 8
"wT gy T 9

d. h. der Brechungsexponent fiir den Uebergang von Glas in Wasser
.. 8 . .
ist 5~ Bezeichnet man ferner die absoluten Brechungsexponenten

der Medien A und B mit » und »' und deutet der Index v an, dass
der Uebergang aus dem Vakuum erfolgt, so ist n,=n_ .7, . Nun
ist aber n, der reciproke Werth von n_, also auch derjenige von
n, somit

a ?

3
l

1
T

oder
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d. h. der relative Brechungsexponent zwischen zwei Medien ist gleich dem
Quotienten, welcher entsteht durch Division des absoluten Brechungsexponenten
des zweiten durch denjenigen des ersten Mediums.

Wir erhalten hierdurch ein Mittel, das Brechungsgesetz in mehr
symmetrischer Form unter Zugrundelegung der Begriffe der ab-
soluten Brechungsexponenten n und n' zweier Media zum Ausdruck
zu bringen und gelangen somit, wenn wir die fiir Einfalls- und
Brechungswinkel gewé#hlten Bezeichnungen beibehalten, zu der Re-
lation:

asini=n'sind'. . . . . . . . . (11

§18. Angenommen #»' >n, d. h. B sei ein stirker brechendes
Medium als A, so lautet bei gegebenem Winkel ¢ die Gleichung zur
Bestimmung von i':

sin ¢' = —- sin <.
n

Dieser Werth ist immer kleiner als die Einheit, was auch immer
der Werth von ¢ sein mag, so dass fiir irgend einen Werth von
immer der zugehorige Werth von i' gefunden werden kann. Wenn
daher ein Lichtstrahl aus irgend einem Medium in ein stirker
brechendes Medium iibergeht, so liefert die Anwendung des Bre-
chungsgesetzes in allen Fillen einen Richtungswerth fiir den ge-
brochenen Strahl.

Geht dagegen der Strahl aus einem dichteren Medium B in
ein diinneres A tiber, und nehmen wir an, dass der Winkel ¢' ge-

geben sei, so dass
U

o . n ., sin ¢'
sin¢ = — sin ¢’ =
n

()

so kann der Fall eintreten, dass sin ¢ > und es wird dann der

zugehorige Werth von siné grosser als 1, so dass das Brechungs-
gesetz dann nicht mehr im Stande ist, einen Werth fiir die Richtung

des gebrochenen Strahles zu ergeben. Den Winkel aresin %,.d. h.

den grossten, unter welchem ein Lichtstrahl aus einem stirker in
ein schwicher brechendes Medium iibergehen und noch gebrochen
werden kann, nennt man den Grenzwinkel.

Tritt ein Lichtstrahl unter einem grésseren Winkel als dem
Grenzwinkel aus einem stidrker brechenden in ein schwiicher brechen-
des Medium tiber, so wird simmtliches Licht an der Trennungsfliche
der beiden Medien reflektirt; der gebrochene Theil existirt nicht.
Diese Erscheinung nennt man totale Reflexion.

Q¥
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§19. Ebenso wie bei der Behandlung der Reflexionsgesetze,
so lassen sich auch hier allgemeine Formeln aufstellen zur Bestim-
mung der Richtungskosinusse des gebrochenen Strahles bei gegebenem
Richtungskosinus des einfallenden Strahles und des Einfallslothes.

Es stelle in Fig. 10 MQN die Normale zur brechenden Fliche dar,
PQR den Gang des Lichtstrahles. Auf den Richtungen des einfallen-

Fig. 10.
den und gebrochenen Strahles trage man die Strecken PQ und QR ab,
P
so zwar, dass %}:— = % (unter » und »' wieder die Brechungsexpo-

nenten der beiden Medien verstanden) und ziehe PM und RN senk-
recht zum Einfallsloth. Da nun

nsin ¢ = n' sin ¢/,
so muss auch PM=RN sein.

Ferner ist die Projektion von PQ auf irgend eine Gerade gleich
der Projektion der gebrochenen Linie PMQ wund ebenso die Pro-
jektion der Linie QR auf diese Gerade gleich der Projektion der
gebrochenen Linie QNR. Die Projektionen aber der Theile PM
und RN auf jene Gerade sind einander gleich, da diese Theile ein-
ander gleich und parallel sind. Somit muss die Differenz der Pro-
jektionen von PQ und M(Q ebenso gross sein als die Differenz der
Projektionen von QR und QN.

Bezeichnet man mit 7, ly, I, die Richtungskosinusse des Ein-
fallslothes, mit ¢_, iy, ¢, und r_, Tyr Ty beziehungsweise die Richtungs-
kosinusse des einfallenden und gebrochenen Strahles und beriick-
sichtigt, dass PQ, QR, MQ und QN beziehungsweise proportional
sind n, n', n cos ¢ und n' cos ¢, so ergeben sich folgende Gleichungen
fir die Werthe der Differenz der Projektionen von PQ und QR
einerseits und MQ und QN andererseits auf die Axe des Koordi-
natensystems:

ni, —n'r, = (ncos ¢—n'cosi')
ni, — n'ry = (n cos ¢ —n' cos i) bove - oo o (12)

. T — KR | .
ni, —a'r, = (ncos¢—n'cosi)



Reflexion und Refraktion der Lichtstrahlen. 21

Substituiren wir in diesen Gleichungen die Werthe von cos:
und cosi', ndmlich
cos ¢ =1, I, + zyly + 4,7,
g
cosi'=r_ I - T, ly—l— r, .,

so erhalten wir lineare Gleichungen nach ¢, ¢, ¢ und 7, 7, 7.
Diese Gleichungen lassen sich indessen durch nur zwei unabhingige
Gleichungen ersetzen; denn multipliciren wir die drei Gleichungen
der Reihe nach mit  , ly, l, und addiren sie, so erhalten wir eine
Identitiat. Die aus den Gleichungen sich ergebenden Werthe fiir
T4y Ty» T, geniigen der Bedingung:

r,t+ 4 =1

Setzen wir n' = — n, so wird {= —1', d. h. aus der Refraktion
wird eine Reflexion. Setzen wir diese Werthe in die allgemeinen
Gleichungen fiir die Richtung des gebrochenen Strahles, so stimmen
die hierdurch erhaltenen Gleichungen mit den entsprechenden fiir
die Reflexion gefundenen (leichungen iiberein. Alle folgenden Sétze
iiber Refraktionserseheinungen kénnen durch Anwendung der Sub-
stitution n' = —n auch auf die Reflexionserscheinungen iibertragen
werden.

§ 20. Wir fithren zwei weitere bemerkenswerthe Sitze tiber
die Brechung eines Strahles an, welche sich aus Formel (11) ableiten
lassen. Wir ziehen aber die folgenden einfacheren Beweise vor.
Die Sitze lauten:

I. Die Winkel, welche der einfallende und gebrochene Strahl mit irgend
einer durch die Normale zur brechenden Fliche gelegten Ebene einschliessen,
Jolgen dem DBrechungsgesetz.

II. Die Projektionen des einfallenden und A
gebrochenen Strahles auf irgend eine durch die
Normale gelegte Fbene sind einem dem Brechungs-
gesetz analogen Glesetz unterworfen, wobei aber
als Brechungsexponent ein anderer von der Nei-
gung des einfallenden Strahles zu jener Ebene ab-
hangiger Brechungsexponent gilt. B

Trigt man ndmlich, wie in Fig. 11 dar-
gestellt, auf der Richtung zweier beliebiger
gebrochener Strahlen die im Lingenver- g v
hiltnissvon n zu n', den Brechungsexpo- Fig. 11.
nenten der beiden Medien, zu einander
stehenden Strecken AO und OB ab und zieht AM und BN von A
und B senkrecht zum Einfallsloth, so sind AM und BN einander
gleich und parallel.
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Es seien ferner PO und OQ die Projektionen von AO und OB
auf irgend eine durch die Normale gelegte Ebene, wobei P und Q
die Projektionen der beiden Punkte A resp. B sein sollen. Es sind
dann die Dreiecke APM und BQN kongruent.

Bezeichnet man mit », ' die spitzen Winkel, welche der ein-
fallende und der gebrochene Strahl mit dieser Ebene einschliessen,
mit @, @ die spitzen Winkel zwischen den Projektionen dieser
Strahlen auf die Ebene und dem Einfallsloth, so ist AP =mnsiny,
BQ=n'siny und daher, da AP=BQ,

nsin;;:n’sin;;’, Ce e e e e e (13)
was die Richtigkeit des ersten Satzes beweist. Ferner ist

OP=ncosys, 0Q=n'cosy,

oder
MP NQ , ,
_Sin(p——ncos;;, OQ_sinc.b'_n cos 7',
oder, da MP=QN,
neosysindd=n'cosy' sina’, . . . . . . (14)

was den zweiten Satz beweist. Man beachte, dass der Brechungs-
exponent fiir den projicirten Strahl stets grosser als fiir den ge-
brochenen Strahl ist.

§ 21. DBei jeder DBrechung entspricht dem grésseren Einfallswinkel
immer die grossere Ablenkung. Denn sind ¢, ¢’ der Einfalls- resp. Bre-
chungswinkel, so ist

sin ¢ =n sin ¢’

und daher 5
sini—sin¢'  n—1
sin{+sin¢' = n-+1’
oder
tai(._.,)
STV a1
- H
tg%(@'—i—z") n+1
oder endlich
1 n_ n—1 1 ,
tgf(l—l)—n—l-ltg?(l—l_z)

i—1' stellt aber die Ablenkung dar. Einem Wachsthum von
¢, und somit auch von ¢', entspricht daher ein Wachsthum von

tg 5 (i+i"), da %(i+¢')<_’2’_. Es nimmt also die Ablenkung mit

wachsendem Einfallswinkel zu.
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Tritt der Strahl in ein diinneres Medium iiber, so haben wir
nur den Strahlengang umzukehren. Da nun der Brechungswinkel
mit dem Einfallswinkel wichst, so bildet dieser Fall keine Aus-
nahme von dem eben bewiesenen Satze.

Dieser Satz ldsst sich auch nachweisen durch Logarithmirung
und Differentiation der Gleichung sini==mnsin{', woraus sich ergiebt:
di de
i i
und hieraus folgt, dass di>di', d. h. d (i — ') immer einen positiven
Werth haben muss. Mit anderen Worten: Die Ablenkung wdchst mit

dem Einfalls- und Brechungswinkel.

Durch Differentiation der Gleichung

sin¢z=mnsin ¢’
erhalt man ferner:
cosidi=ncost di'

oder
di __ cosi’
i " cosi ?
und daher
di\* ,1—sin%i' 2?—sin2¢
(W) T Teos?i T cos?i !
oder

di\?  n%*—1+4 cos?i n?—1
(W) - cos?; =1+ oer

Hieraus konnen wir den Schluss ziehen, dass 7y it dem

Einfallswinkel wichst, und zwar: Ldsst man- den Brechungswinkel stetig
zunehmen, so wdchst die Ablenkung in steigendem Maasse.

§ 22. Die beiden letzten Sitze lassen sich geometrisch be-
weisen :

In Fig. 12 sei C der Mittelpunkt irgend eines Kreises mit dem
Radius r, O sei ein solcher Punkt ausserhalb des Kreises, dass OC
=nr. Man ziehe nun irgend eine Linie OPQ durch O, welche den
Kreis in P und Q schneiden moge, und verbinde C mit P und Q.
Bezeichnet man dann den Winkel CPQ mit ¢ und den Winkel COP
mit ¢', so ist

sin¢:sine'=CO:CP==n:1,
oder
sini=mnsin¢'.

Die Winkel ¢ und ¢' stehen also in demselben Verhiltniss zu

einander, wie Einfalls- und Brechungswinkel eines Lichtstrahles.
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Die Ablenkung ist dargestellt durch den Winkel PCO, den wir mit
4 bezeichnen wollen. Lésst man die Linie OPQ aus der Lage OAB
in die Lage der Kreistangente OT iibergehen, so wichst dabei der

Winkel ¢ von O bis ~72'— und wihrend dieses Wachsthums von ¢

wichst auch die Ablenkung 4. Hiermit ist auch nachgewiesen, dass
die Ablenkung mit dem FEinfallswinkel wéchst. Der Brechungs-
winkel wichst von O bis zum Werthe COT; dieser Winkel stellt
also den Grenzwinkel dar.

Ferner {war zu beweisen, dass, wenn ¢ oder ¢’ stetig zunehmen,
die Ablenkung in einem schneller wachsenden Verhéltniss zunimmt.

i

7

Q
B ! "\'\
\j |

Fig. 12.

Ist Opg eine andere, von OPQ um ein Geringes entfernte
Sehne des Kreises, so ist die Versinderung des Winkels dargestellt
durch den zum Bogenstiick Pp gehorigen Centriwinkel. Da nun
Winkel PCQ =7 — 21, so ist ein Wachsthum von ¢ dargestellt durch

den Bogen —;—(Qq—i— Pp) und daher die Zunahme von ¢', d. h. i—4,

durch den Bogen —;—(Qq + Pp) — Pp=—;~(Qq — Pp). Nehmen wir

an, 4, i’ und 4 seien um z, z' und ¢ gewachsen, so besteht das Ver-

hiltniss :
d 1 Qq
T - { =L 41 }

oder, wenn man Q¢O und PpO als dhnliche Dreiecke ansieht,

z 1 (Ogq
T—T{W+1}’

daher schliesslich bei unendlich kleiner Verschiebung von OQ

z 1 [0Q
T_7{0T>+11’



Reflexion und Refraktion der Lichtstrahlen. 25

und analog
z! 1 (0Q
R T{g_l}'

Wihrend aber P sich von A nach T bewegt, nidhert sich OQ

. N . z .
immer mehr der Grosse von OP; d. h. es wird —5 resp. —~ immer

kleiner.

Die in diesem Paragraphen angegebene Konstruktion riihrt von
Prof. P. G. Tait her.

§28. Jedes durch zwei sich schneidende Ebenen begrenzte
Medium wird ein Prisma genannt. Der Neigungswinkel der beiden
Ebenen zu einander heisst der brechende Winkel des Prismas.
Vor der Hand werden wir nur den Gang derjenigen Lichtstrahlen
verfolgen, welche in einer zu beiden Prismenflichen und somit auch
zur Kante des Prismas senkrechten Ebene, dem sogenannten Haupt-
schnitt, verlaufen.

Tritt ein Lichtstrahl durch ein Prisma, welches stirker brechend ist als
das dasselbe umgebende Medium, so erfolgt in allen Fdllen die Ablenkung
von dem brechenden Winkel nach dem dickeren Theile des Prismas zu.

PQRS stelle den Gang eines in einem Hauptschnitt durch ein
Prisma gehenden Strahles dar. Q und R seien die Fusspunkte der
Einfallslothe, welche sich in L schneiden moégen. Es treten nun
drei Fille auf, je nachdem das Dreieck OQR ein spitzwinkliges
oder rechtwinkliges oder stumpfwinkliges ist.

Fig. 13. Fig. 14.

In dem erstgenannten Falle (Fig. 13) liegen die Strahlen PQ
und RS auf der von dem Scheitel O abgekehrten Seite und daher
erfolgen die Ablenkungen sowohl beim Eintritt als auch beim
Austritt des Strahles in einer von der Prismenkante abgekehrten
Richtung.
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In dem zweiten Falle (Fig. 14) ist einer der Winkel des Drei-
eckes OQR ein rechter; wo dieser seinen Scheitelpunkt hat, findet
also beim FEintritt gar keine Ablenkung statt, wihrend bei dem
anderen Eintrittspunkt die Ablenkung nach der vom Scheitel O ab-
gekehrten Seite erfolgt.

Im letzten Falle (Fig.15), wo einer der Winkel, ORQ, ein
stumpfer, der andere also ein spitzer ist, liegt der Strahl SR auf der
dem Scheitel O zugekehrten Seite des Einfallslothes, so dass die
zugehorige Ablenkung nach dem Scheitel zu liegt, wihrend bei O
die Ablenkung vom Scheitel fort gerichtet ist. Der Brechungswinkel
bei Q ist immer grosser als derjenige bei R, indem der erstere ein
Aussenwinkel des Dreieckes QRL, der letztere ein Innenwinkel ist.
Es ist daher die Ablenkung bei Q grosser als bei R, so dass die
resultirende Ablenkung nach der von O abgekehrten Richtung
erfolgt.

0

Fig. 15. Fig. 16.

Hat das Prisma ein geringeres Brechungsvermogen als das das-
selbe umgebende Medium, so gilt fiir die angefiithrten Brechungser-
scheinungen das Umgekehrte.

§ 24. Der eben ausgefiihrte Satz kann auch durch den Ver-
gleich der Wirkung eines Prismas mit derjenigen einer Platte be-
wiesen werden.

Dringt ein Lichtstrabl in eine von zwei parallelen Ebenen be-
grenzte Platte, so ist der austretende Strahl dem eintretenden parallel.
Ist PQRS (Fig. 16) der Weg eines Strahles durch eine von den
zwei Ebenen AB und CD begrenzte Platte, RN das Einfallsloth zur
zweiten Ebene und denkt man sich nun diese zweite Ebene um R
nach AB hin gedreht, so dass hierdurch ein Prisma entsteht, dessen
Kante senkrecht zur FEinfallsebene des Strahles ist, und RN' die
Lage der Normalen zur zweiten Ebene, RS’ der neue austretende
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Strahl wird, so hat diese Drehung, wie die Figur zeigt, eine Zu-
nahme des Einfallswinkels zur Folge; es ist also die Ablenkung an
der zweiten Ebene vergrossert. Wie oben tritt daher auch hier eine
Ablenkung nach dem dickeren Theile des Prismas auf.

In analoger Weise stellt sich eine Verminderung der Ablenkung
an der zweiten Ebene ein bei einer Drehung derselben in dem ent-
gegengesetzten Sinne und wir gelangen zu dem n#mlichen Resultate.

§ 25. In Fig.17 sei PQRS der Gang eines Strahles durch ein
Prisma, dessen Kante in O liegt und dessen brechender Winkel

4

Fig. 17.

mit a bezeichnet sein mag. NR und MQ seien die Einfallslothe in
R resp. Q zu den Prismenflichen. Ferner bezeichne

¢ den Einfallswinkel bei Q,

i' den Brechungswinkel bei Q,

7' den Eintrittswinkel bei R,

¢, den Austrittswinkel bei R.

Wir wollen ¢ und 4 als positiv ansehen, wenn sie von dem
Einfallsloth aus nach dem diekeren Theile des Prismas gemessen
werden, so dass also ¢ und 7’ ebenfalls als positiv anzusehen sind,
wenn sie von dem Einfallsloth nach dem Scheitel O gemessen werden.
In der Figur sind ¢ ', ¢, ¢’ demnach alle positiv. Nach dem
Brechungsgesetz haben wir

sin¢ = nsing'
}. (15)
sin 4 = nsing,’

Da ferner

AORQ+4'+O0QR+i==a
und ebenfalls
AORQ+O0QR+e=m,
so ist
=, . . . . . . . .. (16)
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Diese Relation besteht auch dann, wenn das Dreieck OQR ein
stumpfwinkliges ist; in diesem Falle ist indessen einer der Winkel
¢' oder i,' negativ.

Bezeichnet y den Werth des Grenzwinkels der Brechung, so
kénnen ¢' und %' niemals grosser als y sein. Wenn daher der
brechende Winkel des Prismas grosser als 2y ist, so kann kein
Strahl durch das Prisma hindurch treten. Ist @>y, so miissen ¢’
und ¢, stets beide positiv sein.

4 sei die gesammte, durch das Prisma hervorgebrachte Ab-
lenkung. Bei der ersten Brechung wird der Strahl wm ¢—¢' abge-
lenkt und bei der zweiten betrigt die Ablenkung i, —1,'.

Somit ist

d=i—3i"+4 —7'
oder
d=itii—ea . . . . « . . . @0

Durch die Gleichungen (15), (16) und (17) ist der Strahlengang
durch ein Prisma innerhalb eines Hauptschnittes vollstindig cha-
rakterisirt.

§ 26. Die Ablenkung wird ein Minimum, wenn der Strahl symmetrisch
durch das Prisma tritt.

Untersuchen wir die Richtigkeit des Satzes. Wird fiir diesen
symmetrischen Strahlengang der Werth des Winkels ¢ mit ¢ be-
zeichnet und lisst man nun diesen Winkel ¢, allm&hlich anwachsen,
s0 hat ein bestimmtes Wachsthum des Winkels ¢' eine gleichgrosse
Verminderung des Winkels ¢' zur Folge, indem ja ¢'+4,' die kon-
stante Summe a darstellt. Wiahrend also bei wachsendem Winkel ¢
der Winkel ¢’ immer grosser wird als 7', wichst (vgl. § 21) die
Ablenkung an der ersten Flidche in einem schnelleren Grade, als die
Ablenkung an der anderen Fliche abnimmt; es wird somit die ge-
sammte Ablenkung grosser.

Zu demselben Schluss gelangt man, wenn sogar i’ mnegativ

wird (wenn es iiberhaupt negativ wird, ehe ¢ den Werth%erreicht).

Wihrend also ¢ von dem Werthe ¢, aus wichst, nimmt die Ablenkung
stetig zu.

Lidsst man nun ¢ von 4, aus abnehmen, so wéchst i, von ¢, aus
und wir haben nur den umgekehrten Weg zu verfolgen, um zu
demselben Schluss zu gelangen.

Wenn daher der Lichtstrahl symmetrisch durch das Prisme tritt, so
liegt das einzig mogliche Minimum der Ablenkung vor.

Dieser Satz kann auch durch die Formeln des vorigen Para-
graphen bewiesen werden. Nach Gleichung (15) haben wir:
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sini =nsin¢’
siné, = nsinz’'
Aus der Addition dieser beiden Gleichungen ergiebt sich

sin ¢ -+ sin ¢, = n (sin ¢' + sin ¢;),

oder
i i—4 Ly i—q
28in —— cos ———=2nsin cos
2 2 2 2
das heisst
cos v
n -——A+a n Sin ——a —~——2
) = . g 3 .
2 2 cog L4
08 —5—

&

Angenommen, ¢ und 2'1 seien ungleich, etwa i>i1, so ist die
Ablenkun i—1' Osser als die Ablenkun 3 —2'1' somit ¢—1
1 ? 1
rosser als ¢ —¢,' und daher auch
1
i — il

i— 4
CoSs CoSs
R )

. i — T —1 . . .
Ebenso ist cos— L > cos 5 L, wenn i, >i, daher in allen

Vi} .
_;a > n sin % Wenn aber

Fillen, wo ¢ und ¢, ungleich sind, sin
i=1,, ist
d+e

. . (14
sin —5— =nsin 5. . .. ... (18)

Daher ist 4 ein einziges Minimum, wenn ¢=1;, d. h. wenn der
Strahlengang ein symmetrischer ist.

Es lisst sich der direkte Beweis unter mehreren anderen auch so
fithren, dass man ¢+ als Funktion von ¢' ausdriickt und den ersten
Differentialquotient dieser Funktion — 0 setzt. Der Gang der Rechnung
ist folgender:

Die Ablenkung ist nach Gleichung (17) 4=1¢ -+, — « und es ist die
Bedingung zu finden, unter welcher 4 ein Minimum wird.

Nach Gleichung (15) ist:

sin¢ = nsind’
H
sin¢g =nsins,’
somit
¢ = arcsin (n sin ')

74, = arcsin (n sin 4;')
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oder

¢, = arcesin [» sin (@ — ¢')],
daher

4 =114 — e=arecsin [nsin{"] 4 aresin [z sin (¢ — )] — .

Differentiirt man und setzt den ersten Differentialquotienten = 0, so
ergiebt sich:

dd —n cos¢’ cos (@ — ') 1——0
di' V1= n?sin?;' V1—n%sin*e—1i") |
Hieraus:
cos ¢’ cos (¢ —1')
_———— — ?
V1 —n?sin?’ V1 —n2sin2(e —1")
oder
1—sin?%' 1—sin?(e—1')
1—n?sin%’ ~ 1 —nisin®(e—<')
oder
1 —sin?¢' — n2sin?(e¢ — ') 4+ n?sin2¢’' sin? (e — 1)
=1—sin?(e —1') —n?sin?¢' + n?sin?:' sin?(e¢ — ')
oder

(n?—1)sin%' = (n? — 1) sin?(e — ¢'),
und hieraus
V' =a—1,
oder endlich

il = —;
—g— die Bedingung fiir ein Maximum
oder Minimum liefert, bilden wir die zweite Derivirte.

Wir erhalten dann:

Um zu bestimmen, ob ¢' =

—n?sin¢’' cos i’

— V1 —an2sin?’. sini' — cos i' ————==
V1 —n2sin?’

1 —n?sin?q’

f(i’)” =n l

n2sin (¢ —1') cos(e—1')
sin(¢ —<¢) V1 —n?sin?(e — ') — cos (¢ — ¢’
(= (=) =) i e —i)
- 1—n¥sin?(« — i) ’

Hierfiir erhalten wir unter gleichzeitiger Einsetzung des Bedingungs-

werthes ' = %
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— (1 —n2sinz- & sinﬁ—i—n?sinﬁ cos? Y
g 2 2 2 2
‘@ =N o
(?) (1—"251n§)l/1—n2sin2%

— {1—n2sgin2-%) sin & 2gin % cos 2 &
(1 n2sin 2)sm2—|—n sm200s 5

« ’
l—nzsin—) __n24in2. %
( 9 Vl n?sin 3

o « . o« . ¢4
2n?sin - cos?— —2 |1 —n?sin?—| sin -
2 2 2 2

.o ’
(l—n2S1n§) V 1__n2sin2_g_

[24 . [£4
n2cos?§ —1-4 n2s1n?§

= 2 sin— =
2 (1—712sini) 1—n2gin? %
9 n“sin 9

n?—1
(1——n2sin2i) 1—n?gin? <
2 2

Da nun n stets grosser als 1 und = sin —-=n sin{' auch in seinem

grosstmoglichen, durch den Grenzwinkel gegebenen Werth kleiner als 1
ist, so ist die zweite Derivirte positiv.

o

Es ist daher ¢'= 9

die Bedingung dafiir, dass 4 ein Minimum wird.

. « . « . . .
Ist aber ¢'=——, so muss auch ¢'=—— sein, da nach (16) '+ '=u¢,

2 2
d. h. es muss der Strahlengang ein symmetrischer sein.

§ 27. Wenn der brechende Winkel des Prismas klein ist, so
kann auch die Ablenkung nur klein sein. Da nun nach (16) und (17)

W=a—1
und
h=a+4—1,
s0 ist
sin (¢ + 4 —¢)=sini, =nsin¢'=n sin (¢« — 1),
oder, da a und 4 klein sind,

(¢ + d)cosi—sini=necosi' —nsinq',
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oder
Acosi=a{ncosi'—cosi};
daher
cos ¢’
A:«{"cosz —1}. e )

Tritt der Strahl fast senkrecht zu den brechenden Flichen
durch das Prisma, so werden ¢ und ¢, beide klein, so dass man die
hoheren Potenzen vernachlidssigen kann, und die Ablenkung hat

dann den Niherungswerth
d=m—Dea . . . . . . . . . (20

und es ist, wie man sieht, dieser Anndherungswerth unabhdngig von dem
Einfallswinkel.

§ 28. Wir wollen nun den Fall betrachten, wo der Strahl nicht
in einer zur Schnittlinie der brechenden Flichen senkrechten Ebene,
also nicht in einem Hauptschnitt liegt.

Es gelte fiir die Projektion des Strahlenganges auf diesen Haupt-
schnitt die auf den vorigen Fall angewandte Bezeichnungsweise.
Bedeuten ausserdem 7, »' die Neigungen des einfallenden und ge-
brochenen Strahles zum Hauptschnitt bei der ersten Ablenkung,
£, & die Neigungen des gebrochenen und einfallenden Strahles zu
dieser Ebene bei der zweiten Ablenkung, so ist nach (13)

siny=mnsinz'
sin & =n sin &'

Da nun aber &' und »' die Neigung ein und desselben Strahles
zur selben Ebene bezeichnen, so ist §' = %' und somit nach der letzten
Gleichung &£=7. Hieraus ist ersichtlich, dass der einfallende und aus-
tretende Strahl dieselbe Neigung zum Hauptschnitt, somit auch zur brechenden
Kante des Prismas haben.

Ferner bestehen fiir die Brechung nach (14) die folgenden
Relationen:

sin 7 cos y = n sin ¢’ cos 5
sing cosy=mnsing'cosy {. . . . . . . (21)

und o
'+ =

Aus diesen drei Gleichungen lisst sich der Strahlengang durch
ein brechendes Prisma in jedem einzelnen Fall ableiten.

§ 29. Wir gehen nun iiber zur Bestimmung der durch das
Prisma hervorgerufenen Ablenkung, wieder unter der Voraussetzung,
dass der einfallende Strahl in einer zum Hauptschnitt beliebig ge-
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neigten Ebene liegt. Bezeichnet 4, die Ablenkung der auf einen
Hauptschnitt projicirten Strahlen, so haben wir

' do=14+1 —a.

Es sei in Fig. 18 OAB der Hauptschnitt, OA und OB die
Projektionen des einfallenden und austretenden Strahles, OP und
OQ diese Strahlen selbst und man nehme an, dass
die Endpunkte dieser Linien auf einer um O als
Mittelpunkt beschriebenen Kugel liegen. Der Bogen
AB stellt dann 4, und der Bogen PQ die wirkliche
Ablenkung dar. Die Bégen AP und BQ sind aber
jeder gleich 7, so dass PQ die Linie AB in N halbirt. ¢
Wir erhalten dann aus dem rechtwinkligen Dreieck
PAN die Gleichung

Z

4,
COS -5~ == COS —.COS 7

2 2
Fig. 18.
als Bestimmungswerth der gesammten Ablenkung. *

Aus dieser (leichung lidsst sich der Schluss ziehen, dass 4
immer grosser als 4; ist. Die Bedingung fiir den kleinsten Werth
von 4, ldsst sich analog dem in § 26 behandelten Fall auffinden.
Die Ablenkung wird némlich ein Minimum, sobald {=¢, wird; fiir
diesen Fall erhalten wir dann fiir die Ablenkung nach (18) und (21)
die Gleichung:
dy+ e

2

o

cos y=nsin 5

sin cosy. . . . . . (22

Setzen wir in dieser Gleichung 7»==0, so gelangen wir zu dem-
selben, die minimale Ablenkung kennzeichnenden Werth, den wir
oben fiir den im Hauptschnitt verlaufenden Strahl fanden; es ist
dieser Werth kleiner als 4,, da cos# >>cosy. Wir gelangen also
zu folgendem Resultat:

Die durch ein Prisma hervorgerufene Ablenkung ist ein Minimum, wenn
der Lichtstrahl in einem Hauptschnitt verlduft und wenn der Einfalls- und
Austrittswinkel einander gleich sind.

Heath-Kanthack. 3
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Reflexion und Brechung centraler Strahlenbiischel.

§ 80. Bisher haben wir nur die Reflexion und Brechung eines
einzelnen Strahles betrachtet; wir werden nun zu untersuchen
haben, welchen Einfluss die Reflexion und Brechung auf ein Strahlen-
biischel austibt.

Reflexion eines Strahlenbiischels an einer Ebene.

QR (Fig. 19) sei ein beliebiger von einem festen Punkt Q aus-
gehender Strahl und RS die Richtung des zugehorigen reflektirten
Strahles. Man ziehe QM senkrecht zur Spiegelebene und verlingere

S‘
5

Fig. 19.

RS riickwirts, so dass es die Linie MQ in ¢ schneidet. Diese Kon-
struktion wird unter allen Umstéinden moglich sein, da die Linien QM,
QR und RS, d. h. die Richtungen des einfallenden und reflektirten
Strahles sowie des Einfallslothes, in einer Ebene liegen. Nach dem
Reflexionsgesetz ist dann der Winkel gRM=QRM, und somit sind
die Dreiecke QRM und ¢RM einander kongruent, so dass also
gM=QM. Die Lage bleibt, wie man leicht erkennt, dieselbe fiir
jeden von Q ausgehenden Strahl, so dass das Strahlenbiischel nach
der Reflexion von ¢ auszugehen scheint. Mit anderen Worten: Die
Vereinigungspunkte des einfallenden und reflektirten Strahlenbiischels
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liegen auf derselben Senkrechten zur Spiegelebene, auf entgegen-
gesetzten Seiten derselben und in gleichen Abstiéinden von ihr.

§ 81. Reflexion eines zwischen zwei ebenen Spiegeln befindlichen Punktes
(Fig. 20). Dureh den zwischen zwei parallelen Spiegelebenen befind-
lichen leuchtenden Punkt Q denke man sich eine zu denselben senk-
rechte Gerade AQB von unbegrenzter Linge gelegt. Nimmt man dann
Ag' =AQ, so ist ¢' der Vereinigungspunkt aller von Q ausgehenden,
durch den ersten Spiegel reflektirten Strahlen. Diese reflektirten
Strahlen, welche von ¢' auszugehen scheinen, fallen auf den zweiten
Spiegel. Nehmen wir daher B¢'' =Bg¢' an, so ist ¢'' der Vereinigungs-
punkt aller zum zweiten Male reflektirten Strahlen, und so fort.

¢ lﬂ 3

Fig. 20.

Ferner haben die von Q ausgehenden, auf den zweiten Spiegel fallen-
den Strahlen den Vereinigungspunkt ¢,, wobei wieder Bg, =BQ; die
von diesem Vereinigungspunkt ausgehenden und auf den ersten Spiegel
fallenden Strahlen haben den Vereinigungspunkt g,, wobei Ag, =
Ag, u.s. f. Man erhdlt somit eine unendliche Anzahl von Vereini-
gungspunkten, welche simmtlich auf der Geraden AB liegen und
nach jeder Reflexion in immer weiteren Entfernungen von den
Spiegeln liegen. Die Abstinde Qg', Q¢'' ... kénnen leicht berechnet
werden. Denn macht man QA=a, QB=56 und AB=a¢+b=c¢, s0
findet man:

Q' =24Q=2q,

Q¢" =BQ+B¢' =Q¢ +2BQ=2a-+2=2c¢,

Qq" :AQ+A9H =Qq" +2AQ=2¢ + 2q,
Q¢"=BQ+B¢"=Q¢"+2BQ=2a-+26+2c=4c¢... u.8.f.
Analog ergiebt sich:

Qg,=26; Qgq,=2¢; Qq,,=2c+2b; Qg,,=4c...u.s.f

§ 82, Reflexion eines zwischen zwei ebenen, zu einander geneiglen Spiegeln
befindlichen leuchtenden Punktes; Lage und Anzahl der Vereinigungspunikte
der reflektirten Straklen (Fig.21). OA und OB seien die Schnittlinien
zweier Spiegel mit einer durch den leuchtenden Punkt Q rechtwinklig

3*
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zu ihnen gelegten Ebene. Man fille von Q aus ein Loth auf den
Spiegel OA und verlingere dasselbe, so dass Qg¢' durch den Spiegel
halbirt wird. Es ist dann ¢' der Vereinigungspunkt der Strahlen
nach der ersten Reflexion durch OA. Fillt man nun ferner ein
Loth von ¢' auf OB und verlingert es bis ¢", so dass ¢'¢" von der
Spiegellage OB halbirt wird, so ist ¢'' der Vereinigungspunkt der
Strahlen nach der zweiten Reflexion u. s. f. In ganz derselben Weise
erhalten wir eine zweite Reihe von Vereinigungspunkten g¢,, g¢,,,
Q- - -, Wwenn wir die auf OB fallenden Strahlen verfolgen.

Fig. 21.

Aus der Konstruktion folgt ohne Weiteres, dass O¢'==0Q und
ebenso dass 0¢"'=0¢'=0Q ist. Der geometrische Ort aller Ver-
einigungspunkte ist also ein Kreis mit dem Mittelpunkte O und dem
Radius OQ. Um die Lagen der Vereinigungspunkte zu bestimmen,
bezeichnen wir den Bogen QA mit ¢, QB mit ¢' und AOB mit a.

Es ist dann Bogen

Q¢ =2QA=2¢,
Q¢"=BQ+By'=Q¢ +2BQ=2¢+2¢' =2,

Q" =QA+Ag"=2QA+Qq¢"=2c¢+2¢ us. £

Analog ist:
Qg!:2¢') qu=2“7 Q91v7:2“+2¢' u. s f.

Allgemein sind die Abstéinde in der ersten Reihe:

Qg(2")=2na, Qg(2"+1)=2na+2¢,
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und in der zweiten Reihe:

Qg@@:?nu, Qg(2n+1)=2na—l—2¢'.

Die Anzahl der Spiegelbilder ist eine beschrinkte; denn sobald
irgend eines der Bilder auf das zwischen den Verlingerungen der
Spiegelschnitte liegende Bogenstiick f#llt, so liegt es hinter beiden
Spiegeln und daher findet in diesem Falle keine Reflexion mehr

statt. Ist das mit q(2 ™ bezeichnete Bild das erste, welches auf den

Bogen ab fillt, so muss, da dieses eines derjenigen Bilder ist, welche

(2n)

hinter dem zweiten Spiegel liegen, der Bogen Qg grosser als

QBa sein, d. h. 2na>=n— ¢, oder,

T—9
D

20>

Liegt das erste auf den Bogen ab fallende Bild hinter dem
ersten Spiegel und bezeichnet man es mit ¢®"*Y, so muss
Qq®™*Y grosser als QAD sein; d. h. 2na-+2¢9>n—¢', oder

2na-+g+¢ >n—g¢, oder schliesslich 2n+1>7"17,

«

Dieser Ausdruck stimmt mit dem fiir den anderen Spiegel er-
haltenen tiiberein, indem 2n die Anzahl der Bilder in dem ersten,
2n+ 1 in dem zweiten Fall bezeichnet. Die Gesammtanzahl der in
der ersten Reihe moglichen Bilder ist somit gegeben durch die

dem Werthe ~—2 zunichst liegende ganze Zahl; und ebenso er-
giebt sich als die Anzahl der in der zweiten Reihe moglichen Bilder

die dem Werthe ——

7 zunichst liegende ganze Zahl.

Sind e und = kommensurabel, ist also % eine ganze Zahl, so
betréigt die Anzahl der in jeder Reihe erzeugten Bilder %, da *g*
und —(Z—’ echte Briiche sind, so dass also die Gesammtanzahl der Bilder

2
T:l betrigt. In diesem Falle aber fallen zwei der Bilder der ver-

schiedenen Reihen zusammen. Denn ist -, eine gerade Zahl, etwa
2n, so ist

QY+ Qo =2na+2ne=2xn,

und es fallen daher die Bilder ¢®™ und 9, ZUsammen. Wenn
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dagegen % eine ungerade Zahl ist, etwa 2n+ 1, so ist

Q" U+ Quy,y=4nc+2(p+¢)=@An+2e=2m7,

und es fallen somit die Bilder ¢®"+" und 9(2n 4 1) ZUSAIMMEN.

Wenn wir daher den leuchtenden Punkt in die Anzahl der
Bilder einrechnen, so ist die Gesammtanzahl der Vereinigungs-

2n
punkte 0

Auf den in diesem Paragraphen enthaltenen Ausfiihrungen be-
ruht die Einrichtung des Kaleidoskops.

§ 33. Von dem Fall eines einzelnen Strahlenbiischels aus-
gehend, gelangen wir nun zur Abbildung irgend eines Objektes
durch Reflexion an einem ebenen Spiegel.

Befindet sich ein Objekt einem ebenen Spiegel gegeniiber, so
gehen von jedem Punkte des Objektes Strahlen aus; wenn nun die
von irgend einem Punkte ausgehenden Strahlen an dem Spiegel
reflektirt werden, so werden sie von einem auf der entgegenge-
setzten Seite befindlichen Vereinigungspunkte auszugehen scheinen,
so zwar, dass die beiden zusammengehorigen Vereinigungspunkte
auf derselben Senkrechten zur Spiegelebene und in gleichen Ab-
stinden von letzterer liegen. Jedem Punkte des Objektes entspricht
ein solcher Vereinigungspunkt und das Aggregat dieser Vereini-
gungspunkte nennt man das Bild des Objektes. Dieses Bild deckt
sich nun vollkommen mit dem abgebildeten Objekte, da die sdmmt-
lichen zusammengehorigen Objekt- und Bildpunkte zum Spiegel
symmetrische Lagen einnehmen. Dagegen wird, da die Bildfliche
und die abgebildete Objektfliche einander zugekehrt sind, der Be-
griff von rechts und links im Spiegelbilde eine Umkehrung erfahren.
Befindet sich das Auge in einer solchen Stellung, dass es reflektirte
Strahlen empfingt, so werden letztere denselben Eindruck hervor-
rufen, als ob sie von einem hinter dem Spiegel liegenden, an Stelle
des Bildpunktes befindlichen wirklichen Objektpunkte ausgingen.
Um den Strahlengang, vermdge dessen das Auge das Spiegelbild
eines Objektes erblickt, zu konstruiren, zieht man ein Linienbiischel
von der Pupille aus bis zur Spiegelebene in der Richtung des dem
betreffenden Objektpunkte zugehorigen Bildpunktes und verbindet
dann die Schnittpunkte jenes Linienbiischels und der Spiegelebene
mit dem Objektpunkte. '

§ 34. Bei der nun folgenden Untersuchung von Strahlen-
biischeln werden wir von der Voraussetzung ausgehen, dass die
Strahlen nur eine geringe Divergenz besitzen oder, mit anderen
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Worten, dass der von den Randstrahlen eingeschlossene Winkel ein
sehr Kkleiner ist.

Wenn nun die Axe eines solchen Strahlenbiischels zur Fliche,
auf welche es auffillt, normal gerichtet ist, so nennt man es ein
centrales Strahlenbiischel; in allen anderen Fillen hat man es mit
schiefen Strahlenbiischeln zu thun.

Jm Allgemeinen gehen die Strahlen eines Strahlenbiischels
nach der Reflexion oder Brechung nicht genau durch einen Punkt;
es giebt aber viele wichtige Félle, wo der Strahleneintritt ein cen-
traler ist, wo daher die Strahlen sehr angen#ihert in einem Punkte
sich schneiden. Wir wollen zuniéchst einige von diesen Fillen in
unsere Betrachtung ziehen.

Brechung enger centraler Lichtbtischel durch eine
brechende Ebene (Fig. 22).

4 ¢ 97

Fig. 22.

Von dem Punkte Q aus divergire ein Strahlenbiischel, dessen
Axe AQ normal zur brechenden Fliche ist. QRS sei der Weg
irgend eines Strables und die Rickwirtsverlingerung von RS treffe
AQ in ¢. Es ist dann der Winkel AQR gleich dem Einfallswinkel
des Strahles, und der Winkel A¢gR gleich dem Brechungswinkel.
Bezeichnen » und »' die Brechungsexponenten der beiden Medien,
so ldsst sich das Brechungsgesetz bekanntlich durch die Gleichung

asine=n'sine . . . . . . . . . ()
ausdricken.
Hierfiir kénnen wir nun setzen:

nl

n

RQ  Rg’

Betrachten wir verschiedene Strahlen des Biischels, so #ndert

sich damit auch die Lage des Punktes R, und somit auch diejenige

des Punktes ¢. Stellen wir uns aber das Strahlenbiischel als ein so

enges vor, dass die Quadrate und hoéheren Potenzen der Winkel-

werthe von ¢ und ¢' vernachlissigt werden konnen, so konnen wir,

sofern es sich nur um ein praktisches angenihertes Resultat handelt,
RQ=AQ und Rg= Agq setzen und es wird dann
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e )]

worin ¢ und o' die Abstinde AQ und Agq bedeuten. TUnter der
dieser Ann#herungsformel zu Grunde liegenden Voraussetzung hat ¢
eine unveridnderliche Lage, so dass die Riickwirtsverlingerungen
aller gebrochenen Strahlen sich in demselben Punkte ¢ der Axe AQ
schneiden. Der Punkt ¢ ist also der Vereinigungspunkt des ge-
brochenen Strahlenbiischels. Man kann alsdann auch ¢ den Bild-
punkt von Q nennen. Ferner bezeichnet man auch Q und ¢ auf
einander bezogen als konjugirte oder einander zugeordnete
Punkte.

Wir werden somit zu dem folgenden Schluss gefiihrt:

Ein Punkt und sein Bild liegen auf derselben Normalen zur brechenden
Fliche und auf derselben Seite derselben; dndert sich die Entfernung des
Punktes von dieser Fliche, so dndert sich auch der Abstand des Bildpunktes
in gleichem Verhdltniss, und Objektpunkt wnd Bildpunkt verschieben sich in
gleicher Richtung.

§ 85. Aus dem tiber ein einzelnes Strahlenbiischel Gesagten
ldsst sich nun ohne Schwierigkeit erkennen, wie und wo das Auge
ein Objekt erblickt, welches sich in einem Medium befindet, dessen
Brechungsindex von dem der Luft verschieden ist, z. B. einen
Gegenstand unter Wasser. Jeder Punkt des Objektes unter Wasser
sendet Lichtstrahlen aus. Beim Uebergang der Strahlen aus dem
Wasser in die Luft erhalten die Strahlen eine solche Richtung, dass
sie von einem dem gegebenen Punkte konjugirten Punkte auszu-
gehen scheinen. Nimmt man den Brechungsindex von Wasser zu
Luft als ¢, an, so liegt der dem gegebenen Punkte konjugirte Ver-
einigungspunkt der Strahlen auf derselben Normalen zur brechen-
den Fliche, aber in einem scheinbaren Abstande, welcher %, der
wahren Tiefe entspricht. Jedem Punkte des Objektes ist ein solcher
Bildpunkt zugeordnet und das Aggregat dieser Vereinigungspunkte
stellt das Bild des Objektes dar. Ein in Luft befindliches Auge
empfingt denselben Eindruck, als ob die Strablen von einem die
Lage des Bildes des Objektes einnehmenden Objekte ausgingen.
Die Strahlen, vermittelst deren das Auge irgend einen Objektpunkt
durch eine brechende Fliche erblickt, lassen sich leicht konstruktiv
darstellen: Man zieht nimlich von der Pupille des Auges aus
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Strahlen nach dem entsprechenden Bildpunkt und zwar bis zur
brechenden Fliche, und verbindet dann die Schnittpunkte simmt-
licher Strahlen und der brechenden Fldche mit dem Objektpunkt.

Die der verschiedenartigen Gestaltung des Objektes ent-
sprechenden verschiedenen Bilder lassen sich nach dem soeben Ge-
sagten geometrisch konstruiren. Man sieht ohne Weiteres ein, dass
das Bild einer Ebene wieder eine Ebene wird, wobei beide Ebenen
sich unter verschiedenen Neigungswinkeln in einer in der brechen-
den Ebene liegenden Geraden schneiden; einer Kugel entspricht ein
Rotationsellipsoid, dessen Rotationsaxe senkrecht zur brechenden
Fldche steht.

Diese Darstellung des Abbildungsvorganges ist nur in be-
schrinktem Sinne richtig; denn von den von irgend einem Punkte
ausgehenden Strahlen sind es nur die anndhernd centralen, welche
von dem Bilde ausgehend ins Auge gelangen. Das Objekt muss
daher als klein und fast direkt unter dem Auge befindlich voraus-
gesetzt werden, damit simmtliche Strahlen in einer zur brechenden
Fliche fast senkrechten Richtung austreten koénnen. Die genauere
Untersuchung dieser Erscheinung konnen wir indessen erst spiter
folgen lassen.

§ 86. Untersuchen wir jetzt die Reflerion und Refraktion eines
engen cenlralen Strahlenbischels an einer sphdrischen Fldche.

Allgemein wird dieser Fall sich nicht planimetrisch behandeln
lassen; es ist indessen zweckmissig, der Untersuchung im Raum die
planimetrische Untersuchung zu Grunde zu legen. Wir wollen zu-
nichst ein von einem leuchtenden Punkte der Axe der sphérischen
Flidche ausgehendes Strahlenbiischel betrachten. Das ganze System
wird dann zur Axe symmetrisch sein, und wir brauchen nur die in
einer durch die Axe gelegten Ebene liegenden Strahlen einer Be-
trachtung zu unterwerfen und uns darauf das ebene System um die
Axe rotirend zu denken. Wir werden finden, dass nach der Reflexion
oder Brechung das Strahlenbiischel unter gewissen Voraussetzungen
nach einem ebenfalls auf der Axe liegenden Vereinigungspunkt
konvergirt. Befindet sich der leuchtende Punkt nicht in der Axe
der sphérischen Fliche, so verbindet man denselben mit dem Mittel-
punkt der brechenden Kugelfliche; die Verbindungslinie bildet die
Normale zur Fliche und kann alsdann selber als eine Axe ange-
sehen werden, und wir gelangen so wieder zu dem Problem, von
welchem wir ausgingen.

§ 87. Reflexion enger centraler Lichtbiischel an einer Kugelfliiche. Wir
behandeln, wie gesagt, diesen Fall zunichst planimetrisch (Fig. 23).

Q sei der Ausgangspunkt des einfallenden Strahlenbiischels,
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dessen Axe durch QA dargestellt wird, O sei der Mittelpunkt, A der
Scheitel der reflektirenden Kugelfliche. Bezeichnen wir nun noch
den Punkt, in welchem der einfallende Strahl QR nach seiner

Fig. 28.

Reflexion bei R die Axe schneidet, mit Q' und setzen AQ =z,
AQ' =<' und den Kriimmungsradius gleich r, so ist, da nach dem
Reflexionsgesetz das Einfallsloth den Winkel QRQ' halbirt,

RQ _ QO
RQ ~ QO

Setzen wir nun das Strahlenbiischel als ein sehr enges voraus,
so dass wir die Potenzen der sehr kleinen Abweichungen von der
Axe vernachldssigen konnen, so kénnen wir

RQ=AQ und RQ =AQ

setzen und erhalten sodann die obige Gleichung in dieser Niherungs-
form:

x . X —7T
= r—a’
oder
z(r—az) = az'(z—7),
wofiir wir schreiben kénnen:
1 1 2

Begniigen wir uns also mit dem oben angedeuteten Grade der
Genauigkeit, so konnen wir sagen: Alle durch Q gehenden Strahlen
schneiden sich nach der Reflexion in Q' und umgekehrt. Die Punkte
Q, Q' heissen konjugirte Punkte und jeder von ihnen kann als
das Bild des anderen angesehen werden.

§ 88. Die oben abgeleiteten Formeln fiir das Abhéingigkeits-
verhiltniss der Abstéinde konjugirter Punkte von der reflektirenden
Fliache schliessen alle Fille ein, welche vorkommen kénnen. Wenn
z. B. die reflektirende Fliche konvex ist, so hat man nur das Vor-
zeichen von r in Formel (83) zu verdndern. Alle von A aus nach
rechts gemessenen Abstinde sind als positiv, die nach links
gemessenen als negativ anzusehen.
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Wenn die Einfallsstrahlen parallel zur Axe gerichtet sind, so
dass also = unendlich gross und positiv oder negativ ist, so wird der
entsprechende Werth von ' in einem jeden Falle:

N O

Wenn F daher der Mittelpunkt von AQ ist, so stellt F' den
Vereinigungspunkt fiir axiale parallele Strahlen dar. Man nennt
diesen Punkt den Brennpunkt des Spiegels.

Unter Zugrundelegung axialer paralleler Strahlen kann die
Formel (3) auch in dieser Form geschrieben werden:

1,11

x @' f’
oder

za'—af—a f=0,
oder

@G—NE—FH=f . . . . . ... 0

Bezeichnet man die Abstéinde eines Paares konjugirter Punkte
von dem Brennpunkte beziehungsweise mit » und «', so dass also

u=x—f
u’—_—m'—f’
so ist nach (5)
R T ()]

Hiernach lassen sich simmtliche Sitze tiber die Reflexion an
sphirischen Flichen, einerlei ob konvex oder konkav, oder ob das
einfallende Lichtbiischel konvergent oder divergent ist, in Kiirze
durch die Relation der Lage zweier konjugirter Punkte zur Brenn-
punktslage ausdriicken. Ist ndmlich, wie gesagt, F' der Brennpunkt
des sphérischen Spiegels, d. h. bei der von uns gewihlten Néherungs-
rechnung der Mittelpunkt der zwischen Scheitel und Mittelpunkt der
Kugelfliche liegenden Strecke, so liegt ein Paar konjugirter Punkte
stets auf derselben Seite von F und in solchen Abstinden w und u' von F,

. ”
dass uwu' = f2, worin f=-5"

Da Q und Q' harmonische Punkte in Bezug auf A und O dar-
stellen, so lisst sich nach einer wohlbekannten geometrischen Kon-
struktion die einer gegebenen Lage des Punktes Q entsprechende
Lage des Punktes Q' in einfachster Weise mittelst des Lineals be-
stimmen. Denn zieht man (Fig. 24) von A und O aus irgend zwei
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Gerade, welche sich in L. schneiden mégen, und von Q aus irgend
‘eine Gerade, welche AL und OL in B resp. C schneidet, so trifft
eine durch M, den Schnittpunkt von AC und BO, gelegte Gerade
LM die Gerade AOQ in dem gesuchten Punkt Q'. Die Gleichung
(z —f) (¢ —f)=r? ist dann dargestellt durch die Relation FQ.FQ'
=FO02?=FA? so dass F der Mittelpunkt und A und Q die Doppel-
punkte der Involution mit den Fundamentalpunkten Q und Q' sind.

4 Fg o0 g
%
B
L
Fig. 24.

Wird nun das System um seine Axe QOA rotirt, so ist damit
der Verlauf aller von  ausgehenden Strahlen bestimmt.

§ 89. Man denke sich nun die Axe QOQ'A um den Punkt O
als Drehpunkt in allen nur moglichen Ebenen einen kleinen Winkel
beschreibend. Da hierbei die Axe unverindert senkrecht zur rotiren-
den Fldche bleibt, so bleiben auch Q und Q' konjugirte Punkte.
Alle festen Punkte der um O rotirenden Geraden beschreiben Kugel-
flichenelemente, welchen O als gemeinsamer Mittelpunkt zukommt.
Bei dem Grade der Genauigkeit, auf welchen wir uns beschrinken,
konnen die Flichenelemente als zur Axe AO senkrechte Ebenen
angesehen werden. KEinem Kkleinen in Q befindlichen Objekt ent-
sprechend, erhalten wir ein ebenes Bild bei Q'; Bild und Objekt
sind #dhnlich und liegen so zu einander, dass die einander zugeord-
neten Punkte immer auf einer Geraden liegen, welche durch den
Mittelpunkt des Spiegels geht. Der Brennpunkt F beschreibt eben-
falls ein kleines Flichenelement. Die durch dieses Flidchenelement
gelegte Ebene nennt man die Brennebene. Die Vereinigungspunkte
saimmtlicher aus parallelen Strahlen bestehenden Biischel, welche
nur eine geringe Neigung zur Axe des Spiegels aufweisen, liegen
in dieser Brennebene.

§ 40. Stellen § und B’ die linearen Dimensionen des Objektes
und seines Bildes dar, so erhélt man, da einander zugeordnete Punkte
auf derselben, durch den Kugelmittelpunkt gehenden Geraden liegen,
die Relation: '
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£ __9Q

ﬂl’— OQH
oder angenihert

& AQ

ﬁ'_ AQY’
d. h.

8 z

i
oder

B8 B'

7—}—7:0..........(7)

Wir werden bei der Behandlung der Brechung enger cen-
traler Strahlenbiischel an einer sphirischen Fliche niher auf die
Eigenschaften und die graphische Bestimmung der Lagen konjugirter
Punkte eingehen; was dort in Bezug auf die Brechung gesagt werden
wird, gilt, entsprechend modificirt, fiir den vorliegenden Fall.

§ 41. Brechung eines centralen engen Strahlenbiischels durch eine zwei
verschiedenartige Medien trennende sphdrische Fldche.

Es sei in Fig. 256 O der Mittelpunkt der sphirischen Fliche,
welche zwei Medien mit den Brechungsexponenten » und =’ trennt.

Fig. 25.

Q sei der Ausgangspunkt und QOA die Axe eines einfallenden
Strahlenbiischels; ferner stelle QP einen Strahl im ersten Medium
dar, und dieser werde von dem Objektpunkt Q ausgehend bei seinem
Uebergange in das zweite Medium in die Richtung PR gebrochen;
man denke sich diese Richtung PR riickwérts verlingert, so dass
die Verlingerung die Axe in Q' schneidet. Der Kugelradius PO ist
hier identisch mit dem Einfallslothe im Punkte P. Bezeichnet man
nun den Einfallswinkel mit ¢, den Brechungswinkel mit i, so ist
nach Gleichung (1)

nsins=n'sin¢'".

Bezeichnet man ferner den Winkel AOP mit ¢, so erhilt man
aus den Dreiecken OPQ und OPQ' die Relationen:
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sin ¢ 0Q
sin y QP
und H
sini' _ OQ’
siny = Q'P
und hieraus nach Gleichung (1)
oQ _ ,o¢
"Qp T " qp’

Vernachlissigen wir unter der Voraussetzung, dass die Neigung
der in Betracht gezogenen Strahlen zur Axe eine sehr kleine ist,
die quadratischen Funktionen von v, so kénnen wir QA = QP und
Q'A=Q'P setzen, so dass wir, so lange uns dieser Grad der Ge-
nauigkeit gentigt, alle in der Ebene der Axe verlaufenden, von Q
ausgehenden Strahlen als nach der Brechung in dem Punkte Q'
homocentrisch werdend betrachten kénnen, und wir erhalten fiir die
Lagen des Objekt- und Bildpunktes die folgenden Relationen:

n—g—ﬁzn’%(&

Es ist dieses Verhiltniss zwischen den Punkten Q und Q' ein
umkehrbares, und man nennt diese Punkte konjugirte Punkte.

Fig. 26.

Setzt man nun AQ==, AQ =z und AO=r, wobei r, z und
#' bei einer Messung von links nach rechts als positiv angenommen
sein sollen, so ist mit Bezug auf Fig. 26

0Q=zs—7r und O0Q =z'—r,

und es kann die Relation (8) in dieser Form geschrieben werden:

z—7 =7
n =n T

und daher

O N )
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Diese Gleichung zeigt, dass = und 2’ gleichzeitig zu- oder ab-
nehmen miissen, mit anderen Worten: Die Verschicbung eines Poaares
konjugirter Punkte auf der Aze erfolgt stets in gleichem Sinne, d. k. auf ein-
ander folgende Objektpunkie in dem ersten Medium werden stets in derselben
Reihenfolge in dem zweiten Medium abgebildet.

Wir hiitten bei der letzten Entwicklung auch vom Kugelmittel-
punkte O ausgehen koénnen. Setzt man nsmlich 0Q=p, 0Q =p'
und behilt beziiglich der Vorzeichen die der Gleichung (9) zu Grunde
gelegten Annahmen bej, so erhdlt man, wenn man die Gleichung (8)

. A 'A . . .
in der Form »' gQ = n ?)Q' schreibt, die Relation:
n' p—r = P’_ r ,
v P
oder
n' 3 n'—n
7_%zr........(w)

§ 42. Es ist oft bequemer, der Bestimmung der Vorzeichen eine
andere Konvention zu Grunde zu legen. Wir nehmen an, der Strahlen-
gang erfolge von links nach rechts, und setzen QA==z, QA=2'
(Fig. 27), wobei # als positiv anzusehen ist, wenn Q vor A, wihrend

T 8 . T T

q 4 4 [
Fig. 21.

z' einen positiven Werth hat, wenn Q' hinter A liegt, die Be-
griffe ,vor* und ,hinter® auf die Richtung des Strahlenganges be-
zogen, und sehen r als positiv an, wenn der Scheitel dem Objekt-
punkte zugekehrt ist. Unter diesen Voraussetzungen erhiilt Glei-
chung (9) die Form:

n' n' —a

n
T T r

(1D

Unter Brennpunkten haben wir die den in der Unendlich-
keit liegenden Punkten konjugirten Vereinigungspunkte der Strahlen
in den beiden Medien zu verstehen; wie wir sehen werden, nehmen
die Brennpunkte eine sehr wichtige Stellung in den dioptrischen
Untersuchungen ein.

Zunidchst wollen wir annehmen, dass z' unendlich gross wird,
also nach der Brechung in das zweite Medium die Strahlen parallel
verlaufen. Die Lage des Punktes, welcher einem in der Unendlich-
keit liegenden Punkte zugeordnet ist, bestimmt sich aus (11), wenn
man hierin z' = o setzt, und man hat dann
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nr
r =

n'—n

Umgekehrt, wenn die Strahlen im ersten Medium parallel zur
Axe sind, so werden sie im zweiten Medium im Punkte Q' zu-
sammenlaufen. Wir charakterisiren diesen Fall durch die Gleichung

Wenn z und z' diese speciellen Werthe annehmen, seien sie
mit f und f' bezeichnet und wir haben dann die Relationen

Fe nrl

n'—n
(12)

n'r

f=

und .
n'—n J

Die durch diese Gleichungen bestimmten Punkte nennt man
die Brennpunkte der brechenden Fliche und f und /' die Brenn-
weiten derselben. Die Formel (11) ldsst sich auch folgendermaassen
umschreiben:

nr n'r

n'—n n'—n

oder hierfiir nach (12)

LA
=L L. (1)

R

Der Gang der Strahlen ist stets umkehrbar, so dass die
Gleichung (13) sich auch auf die Fille erstreckt, wo die Strahlen
eine konkave Kugelfliche treffen.

Die Brennweiten sind, wie man ohne Weiteres aus (12) er-
kennt, entweder beide positiv oder beide negativ, so dass also das Pro-
dukt ff' immer positiv ist. Beide sind positiv, wenn das durch die
konvexe Flidche begrenzte Medium stirker brechend ist als das
andere, d. h. wenn »' >n, beide dagegen negativ, wenn das durch
die konvexe Fliche begrenzte Medium weniger stark brechend ist
als das andere Medium, d. h. wenn »' <<= ist.

§ 43. Die Abbildungsvorginge lassen sich in sehr einfacher
und bequemer Weise durch das Verhiltnis zwischen den Abstinden
eines Paares konjugirter Punkte von den zugehérigen Brennpunkten
charakterisiren.
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s sei in Fig. 28 A der Scheitel der sphérischen Fliche, welche
die beiden Medien trennt, F und F' seien die Brennpunkte dieser
Fliche, Q der Ausgangspunkt der Strahlen im ersten Medium, Q' der
diesem Punkte zugeordnete Vereinigungspunkt im zweiten Medium.

x x’

6 2 F ¥ 47 F s ¢

Fig. 28.

Ferner sei QF =u und Q' F' =u' gesetzt und man sehe u als
positiv an, wenn Q vor F, u' dagegen als positiv, wenn Q' hinter F'
liegt. Das in Gleichung (13) enthaltene Abhiingigkeitsverhiltnis
zwischen z und «' kann auch in dieser Form ausgedriickt werden:

(x—=f) (" =) =[S"

Setzen wir nun fir # —f und 2 —f' ihre oben gewihlten
Bezeichnungen, so erhalten wir die folgende sehr einfache und
bequeme Relation:

wu'=fFf. . . . . . . . ... (19

§ 44. Die Diskussion der Gleichung (14) verschafft uns eine
Vorstellung von den relativen Lagen konjugirter Punkte. Da nim-
lich f und f' immer gleiche Vorzeichen haben, so miissen auch noth-
wendigerweise » und u' gleiche Vorzeichen haben. Es sind hier
zwei Fille zu unterscheiden. Als ersten Fall setzen wir denjenigen
voraus, wo das durch die konvexe sphirische Fliche begrenzte
Medium, d. h. also dasjenige Medium,- in welchem der Krimmungs-
mittelpunkt liegt, das stirker brechende Medium ist, so dass in
diesem Falle nach dem in § 42 Gesagten beide Brennweiten f und
f' positiv sind (Fig. 29).

4 pad
Fig. 29.

4

Befindet sich Q in unendlichem Abstande links von A, so fillt
der Q zugeordnete Punkt Q' mit dem Brennpunkt F' zusammen.
Q und Q' erfahren immer eine Verschiebung in gleichem Sinne, da
einer Vergrosserung von u immer eine Verminderung von u' ent-
spricht und umgekehrt, indem ja das Produkt uwu' ein konstantes
ist, so dass also, wihrend Q aus einer unendlichen Ferne der
brechenden Fldche genihert wird, Q' tiber F' hinaus zuriicktritt, bis
Q den Brennpunkt F erreicht, wo dann Q' in einem unendlichen
Abstande auf der rechten Seite von A liegt. Lésst man Q iiber F

hinaus treten, so wird » negativ und hat anfinglich einen sehr kleinen
Heath-Kanthack. 4
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Werth, so dass u' ebenfalls negativ ist, dagegen einen anfinglichen
sehr grossen Werth hat; Q' liegt hierbei demmnach im Grenzfalle auf
der linken Seite von A in unendlich grosser Entfernung und folgt
der Verschiebung des Punktes Q in gleichem Sinne. Befindet sich
Q in A, so fillt es mit Q' zusammen. Léisst man nun Q tber A
hinaus gehen, so folgt Q' dieser Verschiebung, aber in einem lang-
sameren Maasse als Q, und gelangt Q schliesslich in eine unendlich
grosse Entfernung auf der rechten Seite von A, so fillt Q' mit F
zZusammen.

So lange als Q im ersten Medium liegt, bilden die Strahlen im
letzteren ein von @Q divergirendes Strahlenbiischel; sobald aber Q
tiber A hinaus in das zweite Medium hiniibertritt, bilden die Strahlen
in dem ersten Medium ein Strahlenbiischel, welches in seiner Riick-
wirtsverlingerung nach Q' konvergiren wiirde; da aber die Strahlen
von der brechenden Fliche abgeschnitten werden, so werden sie
niemals wirklich in Q zusammenlaufen. In diesem Falle nennt man
Q einen virtuellen Vereinigungspunkt. Das soeben Gesagte
gilt auch fiir den Punkt Q'; derselbe stellt nur dann einen reellen
Vereinigungspunkt dar, wenn er in dem zweiten Medium, einen
virtuellen Vereinigungspunkt dagegen, sobald er links von A im
ersten Medium liegt. Als zweiten Fall wollen wir annehmen, dass
J und f' beide negativ sind, dass also F auf der rechten Seite von A
im zweiten Medium, ¥’ links von A im ersten Medium liegt (Fig. 30).

7 4 F
Fig 30.

Denken wir uns Q von rechts her aus der Unendlichkeit kon-
tinuirlich nach links in eine unendlich grosse Entfernung sich ver-
schiebend, so lisst sich die jeweilige Lage des Punktes Q' mit genau
denselben Worten kennzeichnen, wie bei dem oben betrachteten
Falle. Q' wird nur dann reell sein, wenn es links von A liegt, in
allen anderen Fillen ist Q' ein virtueller Vereinigungspunkt.

Die Aenderung des Vorzeichens, wie solehe aus der Gleichung (13)

L
hervorgeht, lisst sich auch durch eine graphische Konstruktion ver-
folgen (Fig. 31).

K sei ein Punkt mit den Koordinaten (f, f'). Es ldsst sich der
durch die letztgenannte Gleichung bedingte Werth von « und '
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durch die Strecken OP und OQ darstellen, welche irgend eine
durch K gelegte Gerade auf den Axen abschneidet. Es gilt némlich
fiir jede Lage der Geraden durch K die Proportion:

S =7
z 7
das heisst
: !
L_i_j_':l_
X X

Fig. 31.

Lassen wir nun die Gerade um den gegebenen Punkt K sich
drehen, so erhalten wir damit ein bequemes Mittel, um graphisch
unsere Gleichung in Bezug auf die Veréinderung der Vorzeichen und
der Grosse der Variablen & und #' zu diskutiren.

§ 45. Ein der Formel (13) dhnlicher Ausdruck zur Bestimmung
der Lage eines Paares konjugirter Punkte lisst sich durch Zugrunde-
legung irgend eines festen Punktpaares als Koordinatenurspriinge
finden.

w
—

—
¢ v € g F Fdad F F g & V@

Fig. 32.

G, G' (F'ig. 32) bezeichne ein solches gegebenes Paar konjugirter
Punkte, deren Abstinde von den Brennpunkten beziehungsweise g, ¢'
sein mogen. Es ist dann nach (14)

99'=1r"

Die Entfernungen der Punkte Q und Q' von G und G' seien
beziehungsweise mit » und o' bezeichnet, so zwar, dass auch hier

fir das Vorzeichen die bisher zu Grunde gelegten konventionellen
4*
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Annahmen gelten moégen. Unter Beibehaltung der friiheren Be-
deutung von » und «' erhalten wir dann die Gleichungen:

U=v —g

W= ’U’—-g' J ’
und die Relation zwischen den Abscissen konjugirter Punkte wird
dann

—9 ' —g)=1"=yg4',

welche auch in dieser Form geschrieben werden kann:

!

A R )
v v

§ 46, Gehen wir nun zur Betrachtung solcher Punkte iiber,
welche ausserhalb der Axe der brechenden Kugelfliche liegen.

Man denke sich die Linie OA um O als Drehpunkt innerhalb
eines sehr kleinen Winkels oscillirend, so dass also die Punkte Q, Q',
F, F' und A gleiche Bogenwinkel beschreiben. Die Linie OA wird
auch hier in ihrer neuen Lage senkrecht zur brechenden Fliche
bleiben und Q und Q' erleiden daher beziiglich ihrer Lagen als kon-
jugirte Punkte keinerlei Veriinderung. Lésst man in dieser Weise
die Linie OA alle nur moglichen Lagen annehmen, so dass sie einen
Kegel mit kleinem Oeffnungswinkel beschreibt, so beschreiben auch
die Punkte Q, Q', F und ¥’ kleine Kugelflichenelemente. Vernach-
ldssigen wir, wie friither, die Quadrate kleiner Grossen, so konnen
diese Kugelflichenelemente als zur Axe senkrechte Ebenen ange-
sehen werden. Die durch Q und Q' gelegten, zur Axe senkrechten
Ebenen wollen wir als konjugirte oder einander zugeordnete
Ebenen bezeichnen. Von einem Punkte einer dieser Ebenen ausgehende
Strahlen werden nach der Brechung an einer Kugelfliche in einem Punkte
einer dieser Ebene konjugirten Ebene homocentrisch.

Einem kleinen in einer zur Axe senkrechten Ebene liegenden
Objekt entspricht ein dem letzteren dhnliches Bild in der jener Ebene
konjugirten Ebene, und sé#mmtliche Verbindungslinien einander kon-
Jugirter Objekt- und Bildpunkte gehen durch den Kriimmungsmittel-
punkt der brechenden Fliche.

Die durch F und F' gelegten, zur Axe senkrechten Ebenen
nennt man die Brennebenen. Alle von irgend einem Punkte der
Brennebenen ausgehenden Strahlen werden nach der Brechung in
dem zweiten Medium parallel und umgekehrt wird jedes in dem
ersten Medium parallel verlaufende Strahlensystem in einem Punkte
der Brennebene des zweiten Mediums homocentrisch. Wir haben
bis jetzt das in Betracht gezogene, den Scheitel A umgebende
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sphérische Flichenelement als angen#dhert eben angesehen und
werden auch den ferneren Untersuchungen diese Voraussetzung zu
Grunde legen. Wir nennen eine solche durch A gelegte Ebene die
Hauptebene der brechenden Fliche.

§ 47. Wir koénnen nun einige einfache geometrische Kon-
struktionen geben fir die Bestimmung der Lage des einem ge-
gebenen Punkte konjugirten Punktes, sowie der Richtung des aus-
tretenden Strahles, wenn der Eintrittsstrahl gegeben ist.

Es sei in Fig. 33 P der gegebene Punkt und es soll der ihm kon-
jugirte Punkt gefunden werden. Gelingt es uns, den Verlauf nur

e

173

Fig. 33.

zweier beliebiger von P ausgehender Strahlen aufzufinden, so ist der
Schnittpunkt der gebrochenen Strahlen der gesuchte Punkt. Als den
einen dieser Strahlen wihlen wir den zur Axe der brechenden Fliche
parallelen Strahl PM, welcher die Hauptebene in M schneiden moge.
MY’ ist der zugeordnete Austrittsstrahl. Als zweiten Strahl nehmen
wir den durch den Brennpunkt F' gehenden, welcher die Hauptebene
in dem Punkte M' treffen moge und von da aus nach der Brechung
parallel zur Axe verlduft. Zieht man daher M'P’ parallel zur Axe,
80 ist der Schnittpunkt P’ von MP' und M'P' der gesuchte Punkt.

An Stelle eines dieser beiden Strahlen hiitten wir auch einen
durch den Kriimmungsmittelpunkt O gehenden Strahl PO wiihlen
konnen; wir erhalten dann einen Strahl, welcher ohne Ablenkung
in das zweite Medium iibertritt.

Eine zweite Konstruktionsweise, welche sich darauf griindet,
dass parallel einfallende Strahlen im zweiten Medium in der Brenn-
ebene homocentrisch werden, erhdlt man auf folgende in Fig. 34 dar-
gestellte Weise.

PQ sei irgend ein von P ausgehender Strahl, welcher die erste
Brennebene in Q schneiden moége; der dem Punkte Q konjugirte
Punkt und die Lage des austretenden Strahles lassen sich nun durch
folgende Konstruktion auffinden:

Man ziehe durch den Krimmungsmittelpunkt den Strahl PO;
derselbe tritt geradlinig in das zweite Medium iiber und der dem
gegebenen Punkt P konjugirte Punkt liegt also jedenfalls auf der
Geraden PO. Zieht man jetzt durch O parallel dem Eintrittsstrahl PQ
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die Gerade ROQ', welche die zweite Brennebene in Q' treffen moge,
verbindet dann O mit Q und zieht von Q' aus Q' P' parallel zu OQ,
so stellt dieses Q'P' den dem Eintrittsstrahl P(Q zugeordneten Aus-
trittsstrahl dar und es schneidet letzterer die Verlingerung von PO
in dem gesuchten, dem gegebenen Punkt P konjugirten Punkte P'.
Denn da gemiss der Konstruktion RO und PQ vor der Brechung

Fig. 84.

parallel sind, so werden sie nach derselben in der zweiten Brenn-
ebene homocentrisch; somit geht der Strahl P Q nach seiner Brechung
durch Q. Ebenso stellen PQ und QO zwei von einem Punkte einer
Brennebene ausgehende Strahlen dar; sie miissen also nach der
Brechung im zweiten Medium parallel verlaufen, und zwar, da QO
durch den Kriimmungsmittelpunkt geht und keine Ablenkung er-
leidet, parallel zu QO; und hieraus ergiebt sich, dass Q'P' der ge-
suchte Austrittsstrahl, P' der gesuchte, dem Punkte P konjugirte
Punkt ist.

§ 48. Die Lage des Austrittsstrahles kann ferner noch auf
folgende Weise bestimmt werden:

Der Eintrittsstrahl schneide die Hauptebene in M (Fig. 35). Man
ziehe parallel dem Einfallsstrahl PM den Strahl FN, welcher die

I74

FI 4 7
Fig. 35.

Hauptebene in N treffen mag; es wird dann die Fortsetzung dieses
von dem Brennpunkt ausgehenden Strahles FN im zweiten Medium die
zur Axe parallele Richtung NS erhalten und die zweite Brennebene
in 8 schneiden. Da aber PM und FN vor der Brechung parallel
sind, so miissen sich beide in der zweiten Brennebene schneiden,
und zwar in dem Punkte S und MS ist daher der gesuchte Aus-
trittsstrahl.

Diese Konstruktionsmethoden werden wir spéter verallge-
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meinern, um dadurch ein Mittel zu gewinnen, die Lage des einem
gegebenen Punkte konjugirten Punktes, sowie diejenige des Awus-
trittsstrahles nach einer Reihe von Brechungen durch ein System
centrirter Kugelflichen zu bestimmen.

§ 49. Bezeichnen in Fig. 36 2 resp. /' die linearen Dimensionen
des Objektes resp. seines Bildes und sieht man 8 resp. 8 als positiv
oder negativ an, je nachdem sie iiber oder unter der Axe liegen,

P
B~
¢

T~ e
4 \!ﬁ,’
P

Fig. 36.

so folgt aus der Figur, welche sich auf die anfangs des § 47 be-
sprochene Konstruktion griindet, aus der Aehnlichkeit der Dreiecke
PQF und M'AF, sowie der Dreiecke P'Q'F' und MATF', dass
PQ:QF=AM":ATF,
und
P'Q:QF =AM:AF';

d. h. wenn wir die fritheren Bezeichnungen einfiihren,

B _ B
w f
und )
_F__ B
ul fY
oder
B _ v
B8 f
und N ¢ )
B
g

§ 50. Nach Helmholtz lasst sich das Abbildungsverhiltniss
als Funktion der Konvergenzwinkel der Strahlen vor und nach der
Brechung, also als eine von den Abstinden der konjugirten Punkte
von den brechenden Flichen, sowie von deren Brennweiten, unab-
héingige Relation ausdriicken.

Stellen in Fig. 37 PQ und P'Q' Objekt und Bild dar, welche
einander dhnlich sind und in eine solche Lage zu einander gebracht
sind, dass #: 8 =0Q:0Q', wo O der Kriimmungsmittelpunkt ist, so
ist nach (8)
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0Q Q0
n QI:n'QT&’
und daher, wenn wir QA durch z, Q'A durch &' ersetzen,
ng  a'g
e T € (4

ein Ausdruck, welcher sich sehr zweckmiissig verwenden lisst.

, P i
P :
b ¢ ¢ QP o \4 @
I
Fig. 37. Fig. 38.

Wenn aber der Konvergenzwinkel irgend eines durch Q ge-
legten Strahles mit «, der Konvergenzwinkel des zugeordneten durch
Q' gehenden Strahles mit o' bezeichnet wird (Fig. 38), so ist

1 1

tg“:thIT:T’
und daher erhilt man nach (17) die bekannte Helmholtz’sche
Formel

nptge=n'g'tge, . . . . . . . . (18)
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Flementare Theorie der Brechung durch Linsen.

§ 51. Unter einer Linse versteht man den Theil eines
brechenden Mediums, welcher durch zwei Rotationsflichen mit ge-
meinsamer Axe, Linsenaxe genannt, begrenzt ist. In den aller-
meisten praktischen Féllen sind diese Rotationsflichen sphiirisch
oder eben. Wenn sich die Begrenzungsflichen nicht schneiden, hat
man sich die Linse als einen an seinen beiden Enden durch die
eben definirten Flidchen begrenzten Cylinder vorzustellen, dessen
Axe mit derjenigen der Rotationsflichen zusammenfillt.

Den Abstand der Begrenzungsflichen, gemessen als Abschnitt
auf der Axe, nennt man die Dicke der Linse. Die Dicke wird im
Vergleich mit den Kriimmungsradien der Begrenzungsflichen im All-
gemeinen klein sein.

Man unterscheidet und benennt die Linsen nach ihrer Form.
Eine von zwei konvexen Flichen begrenzte Linse nennt man eine
Bikonvexlinse, eine von zwei konkaven Flichen begrenzte da-
gegen eine Bikonkavlinse. Eine Linse, deren eine Fliche konvex,
die andere konkav ist, heisst eine konvex-konkave oder eine
konkav-konvexe Linse, je nachdem das Licht zuerst auf die
konvexe oder konkave Fliche fillt. Die Bezeichnungen plan-
konvex, konvex-plan, plan-konkav und konkav-plan be-
diirfen hiernach keiner weiteren Erlduterung.

§ 52. Untersuchen wir zundchst die Brechung des Lichtes
durch eine einzelne bikonvexe Linse, deren Kriimmungsradien mit r
und ' bezeichnet sein mégen. In der Folge werden wir uns der
Kiirze halber der folgenden aus (12, IIT) fiir den Uebergang aus
Luft in ein anderes Medium sich ergebenden Bezeichnungen be-
dienen:

ﬁ:f; ;T:Tzf' F T (1)
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und setzen nc fiir die Dicke der Linse, wobei » der Brechungsex-
ponent des Linsenmaterials ist, denjenigen der Luft als Einheit
vorausgesetzt.

Wie wir sehen werden, liegen auf der Axe zwei Punkte, deren
Eigenschaften ein bequemes Mittel liefern, um die Lagen konjugirter
Punkte sowie die Richtung zusammengehoriger Ein- und Austritts-
strahlen zu bestimmen. Es sind diese Punkte ein Paar konjugirter
Punkte, welche die Eigenthtimlichkeit besitzen, dass jeder durch
einen derselben gehende Eintrittsstrahl als zu letzterem parallel ge-
richteter Austrittsstrahl durch den anderen Punkt geht. Man be-
zeichnet solche Punkte als Knotenpunkte, und auch infolge einer
weiteren ihnen zukommenden Eigenthiimlichkeit, welche spiter be-
handelt werden soll, als die Hauptpunkte der Linse. Um nun die
Lage und Eigenschaften jener Knotenpunkte zu bestimmen, ziehen
wir in Fig. 39 zwei beliebige parallele Radien OQ und O'Q' nach
den beiden sphirischen Linsenflichen, verbinden Q mit Q' und be-

Fig. 39.

zeichnen den Schnittpunkt dieser.letzteren Verbindungslinie und der
Axe mit C. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 0CQ und O'CQ’' er-
giebt sich die Proportion:

0C:0'C=r:7s';

es ist somit C ein festliegender Punkt. Jeder bei seinem Durchtritt
durch die Linse durch C gehende Strahl tritt in einer zu seiner ur-
spriinglichen Richtung parallelen Richtung aus der Linse hervor,
indem die Tangentialebenen in Q und Q' zu einander parallel sind
und die Linse in diesem Falle genau wie eine plan-parallele Platte
wirkt. Nehmen wir also an, N und N’ seien die dem Punkte C kon-
jugirten Punkte in Bezug auf jede der beiden Linsenflichen, so
wird ein von N ausgehender Lichtstrahl nach der ersten Brechung
durch C gehen, und daher nach der zweiten Brechung durch N'
und parallel zu seiner urspriinglichen Richtung wieder aus der
Linse hervortreten; mit anderen Worten: N und N' sind die
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Knotenpunkte der Linse. Den Punkt C nennt man den Mittel-
punkt der Linse.

Es ldsst sich nun leicht die Lage der XKnotenpunkte be-
stimmen. Der Abstand zwischen den Kriimmungsmittelpunkten der
brechenden Kugelflichen von einander ldsst sich, wie man ohne
Weiteres aus der Figur ersieht, durch die Gleichung ausdriicken:

00 =r—+42'—nc,

wobei die Kriimmungsradien von den Scheiteln aus in die Linse
hinein als positiv gemessen werden. Ferner, da

0C:0C+O0'C=r:r-+4r,

so ist
r o .
00=m(r+r nc),
ner
=7 — T
r-+r
somit ist
o _ mer _ mcf
AC=y Oc_r-i—r'_f+f'l
und analog B )]
ol 1
A'C— ner =?zc_f }
r+r S

Bezeichnet man mit 2 den Abstand zwischen N und A, mit 7'
denjenigen zwischen N' und A', und misst man beide Entfernungen
von den Linsenflichen auswirts und giebt also diesen Abstinden
ein negatives oder positives Vorzeichen, je nachdem die Abmessung
der Abstinde durch die Linse hindurch oder auswérts erfolgt, so
hat man, da N und C konjugirte Punkte sind, nach (11, TIT) die
Relation:

I

und hieraus nach Gleichung (1) und (2)

L
ST g e
Hieraus folgt als Werth von A:
- ¢
h= f+f'——(:’
analog ist B )
h= cf

=TFEr—e
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§ 53. Einem gegebenen Objekt entsprechen zwei Bilder in-
folge der zweimaligen Brechung an den beiden Linsenflichen; wir
wollen bei der folgenden Untersuchung der Abbildungsvorgéinge
uns einer symmetrischen Bezeichnungsweise fiir die Lagen der
Bilder auf der Axe bedienen.

z und z' bezeichnen den Abstand des Objektes und seines
ersten Bildes vor beziehungsweise hinter der Fliche A; mit y und ¥’
sei der Abstand des zweiten und ersten Bildes hinter resp. vor der
zweiten brechenden Fliche bezeichnet. Nach der Formel (11, III)
fiir die Brechung an einer einzelnen sphérischen Fliche erhalten
wir die Gleichungen

L n n—1
x 2 r
1 n  a—1 L. . .. . . .. @
e = —
Y Y r
' 4y =nc

Denkt man sich rechtwinklig zur Axe durch die Knotenpunkte
Ebenen gelegt, so entspricht diesen Ebenen, wie wir sehen werden,
das Abbildungsverhéltniss 1, d. h. irgend ein in der ersten der
beiden Ebenen liegendes Objekt erzeugt in der zweiten der ge-
nannten Ebenen ein ihm kongruentes Bild. Es ldsst sich dieser
Satz in der folgenden, etwas modificirten Form zum Ausdruck
bringen: Die Verbindungslinie der Schnittpunkte des einfallenden und aus-
tretenden Strahles mit der ersten resp. zweiten der erwdihnten Ebenen ist
parallel der Aze des Systems. Diese beiden Ebenen heissen die Haupt-
ebenen und die Punkte, in welchen dieselben die Axe schneiden
(und welche in diesem Falle mit den Knotenpunkten identisch sind),
bezeichnet man dementsprechend als Hauptpunkte.

Um fiir diesen Satz einen Beweis zu liefern, bezeichnen wir
die linearen Dimensionen des Objektes und seines ersten und
zweiten Bildes der Reihe nach mit 2, 5, und 8. Wir erhalten dann
nach der Helmholtz’schen Formel (17, III) fiir unseren Fall nach
gehoriger Berticksichtigung der Vorzeichen die Beziehungen:

Lo mh o
X x
, )
L-I— n;fl —0
Y Y

und hieraus durch Division
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T

B _ oy . B

'

An den Knotenpunkten ist aber nach (2) das Verhiltniss "2

!

gleichbedeutend mit % .

Aus den Gleichungen (4) folgt aber dann:

n—1 1
a' 7 Py
'l I — 1’
r X
hieraus
n—1— 1 = n——1—~f’—,

v y

oder
7 7!

Ty’
und hieraus

X r

v

Es ist somit
E A
Yy o 7 7
daher nach (5a)
ad .1/" 'ﬁ’ =1,
yz 8
oder
g =4

§ 54. Eliminirt man z und y aus (4), so erhilt man fir ¢
folgenden Werth:

1 1
S W R W 3 ©
f T ooy
oder
_Je [y
M
Dieser Ausdruck reducirt sich auf die bequemere Form:
ey(f+rf'—o—fy(f'—o)—rSa(f—=cff.. . . (T

Mittelst dieser Formel lassen sich die Fokalabstinde be-
stimmen; es sind dies die Abstéinde derartig gelegener Punkte, dass
die von ihnen divergirenden Strahlen nach der Brechung durch die
Linse eine parallele Richtung erhalten; mit anderen Worten, sie
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bestimmen die Lage der beiden Punkte, welche den auf beiden
Seiten der Linse in unendlichen Entfernungen liegenden Punkten
konjugirt sind; man nennt diese Punkte die Brennpunkte der
Linse. Nehmen wir y als unendlich gross an, so erhalten wir aus
(7) als Werth des ersten Fokalabstandes:

_ [ —9
g f_i_fY_c
und analog T )]
o S =0
N ENET ,

als Gleichung fir den zweiten Fokalabstand, wenn man z unend-
lich gross werden lisst.

Die Entfernung zwischen dem ersten Brennpunkt und dem
ersten Hauptpunkt ist, wie sich aus (3) und (8) ergiebt, gleich der-
jenigen zwischen dem zweiten Brennpunkt und dem zweiten Haupt-
punkt und wird als die Brennweite der Linse bezeichnet. Be-
zeichnen wir diese Brennweite mit @, so muss nach dem eben Ge-
sagten die Relation bestehen:

b=g—h=yg" — '

denn wenn man die Werthe von ¢ und % resp. ¢' und %' aus (8)
und (3) einsetzt, so erhdlt man in beiden Fillen

Jr
o == FEF—e oot 9)
oder schliesslich
1_1 + 1_ e 9a)
<+ A A

Fiihren wir nach der Division der Gleichung (7) durch f+f'—¢
die Bezeichnungen ¢, ¢' und~ @ ein, so gewinnt die Gleichung (7)
die Form:
vy—gy—ga=cd,
oder

A ! A
(W~y)<y~9’)=c"’+99':cq’+;ﬁ(ﬁf’_¢)c' 7{—1-(];”':)6

N G Y N R 7
—o VR e

und schliesslich nach (9)
(z—)y—gh=9% . . . . . . . . (10
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Bezeichnet man die Abstinde eines Paares konjugirter Punkte
vor resp. hinter den Brennpunkten mit » beziehungsweise mit v, so
lasst sich das Abhingigkeitsverhiltnis dieser Abstinde durch die
einfache Relation ausdriicken:

wo=<, . . . . . . . . L. . (1D

Bezeichnet man schliesslich die Abstinde eines Paares konju-
girter Punkte von den Hauptpunkten mit ¢ resp. & und verfihrt
beziiglich der Vorzeichen analog den bisher in diesem Kapitel be-
handelten Fillen, so hat man ohne Weiteres

u=¢— P, v=¢ —
und somit nach (11)
(e — ) (s —d)=?
oder
1 1 1
e e e (1))

§ 55. Wir besitzen nunmehr die Mittel, durch geometrische Kon-
struktion die Lage des einem gegebenen Punkte P konjugirten Punktes
P’ zu bestimmen. F und ¥ (Fig. 40) seien die Brennpunkte, H und

Ir\\\\i?""ar y

Fig. 40.

H' die Hauptpunkte der Linse. Gelingt es uns, den Gang nur zweier
von P ausgehender Strahlen nach der Brechung durch die Linse
darzustellen, so ergiebt sich aus dem Schnittpunkt dieser der ge-
suchte Punkt P'. Als den einen dieser Ausgangsstrahlen withlen
wir den zur Axe parallelen Strahl PR, welcher die erste Hauptebene
in dem Punkte R schneiden moge; es wird dann der zugehorige
austretende Strahl durch R' treten, wenn PR' die geradlinige Ver-
langerung von PR bis zur zweiten Hauptebene darstellt. PR und
QH sind aber zwei parallel einfallende Strahlen und miissen daher
nach der Brechung in dem Punkte F' homocentrisch werden; somit
stellt R'F' die Richtung des fraglichen Austrittsstrahles dar. Als
zweiten Strahl nehmen wir den Strahl PF, welcher die erste Haupt-
ebene in S schneiden mag; es wird dann der Austrittsstrahl parallel
zur Axe sein und geht durch 8', die Projektion des Punktes S auf
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die zweite Hauptebene. Hierdurch ist die Lage des Punktes P' ohne
Weiteres bestimmt.

§ 56. Bezeichnen £ und j3' die linearen Dimensionen des
Objektes PQ und seines nach der oben angegebenen Methode kon-
struirten Bildes P'Q' und sieht man diese Grossen als positiv an,
wenn sie tiber der Axe, als negativ, wenn sie unter derselben liegen,
so ergeben sich aus der Aehnlichkeit der Dreiecke PQF und SHF,
sowie der Dreiecke P'Q'F’ und R'H'F' die Proportionen:

PQ:QF = SH:HF,

und
P'Q:QF = RH:HF.

Da aber PQ=p, QF=u, SH=P'Q =—F, QF =y,
RH =PQ=/ und HF=H'F' =@, so lassen sich die letzteren
Relationen auch in dieser Form schreiben:

B8 U
@
und B e &3
g v
?_’_ b

§ 57. Zwei Specialfille seien hier besonders behandelt: Nehmen
wir als ersten Fall an, die Dicke der Linse sei gegeniiber den
Kriimmungsradien ihrer Flichen sehr klein; eine solche Linse Dbe-
zeichnen wir als eine diinne Linse. In diesem Falle kann man die
Scheitelpunkte als mit C zusammenfallend ansehen und ebenso
decken sich, wie unmittelbar aus (3) hervorgeht, indem ¢=0, die
Knotenpunkte mit den Scheiteln A und A'. Wir haben in diesem
Fall nach (4) die Gleichungen:

und
z'+y' =0.

Durch Addition verschwinden «' und ' und man erhilt dann

nach (1)

1
+ s

—
s
I
—
3
l
—
| =

~

y— r T
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daher nach (9a)
1 1 1 1

- 7:(7»—1){%4—7}:—(;. S (19

Wie oben ausgefiihrt, erhalten wir auch hier zwei Brennpunkte,
deren jeder sich in einem Abstande @ von der Linse befindet.
Bezeichnen » und » die Abstéinde eines Paares konjugirter Punkte
von diesen Brennpunkten, so dass also

U=z —eP l
v=y — P J ’
so ist nach (10), da in dem vorliegenden Falle @=g,
uv ==

§ 58. Zweitens sei die Linse eine vollstindige Kugel. In
diesem Falle messen wir alle Abstinde von dem Mittelpunkte der
Kugel.

z und z' seien die Abstinde des Objektes und seines ersten
Bildes vor beziehungsweise hinter dem Mittelpunkt, y und y' die
Abstéinde des letzten und ersten Bildes hinter beziehungsweise vor
dem Mittelpunkt der Kugel. Wir erhalten in diesem Falle nach
(10, III) die Beziehungen:

Y Y r
xv_l_yr:o
Hieraus
1,1 _2@—1
xr Y nr
. 1 f4+f'—e¢ r ,
Nach (9) ist aber = FF und da nach (1) f=-——3=/f

2r .
und nc=2r, also c=——, 80 ist

n—1 n 2(n—1)
i= r 7 nr ;
#= ()
mithin
1 1 1
?—I—@ﬂ:z. N ¢ 1))

Heath-Kanthack. 5)
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Setzt man in Fig. 41 OF =0F'= @, so dass F und F' als die
Brennpunkte anzusehen sind und bezeichnet PF und P'F', die Ab-
stinde zweier konjugirter Punkte P und P' von den zugehorigen

>

T T L

i’ F o F
Fig. 41.

Brennpunkten F und F', mit » und », so besteht auch hier die im
letzten Paragraphen angegebene Relation:

wo=< . . . . . . . . .. . (16)
indem wieder

U=g— P
und

v=y — P.

§ 59. Wir wollen an dieser Stelle an der Hand der im Vor-
hergehenden erhaltenen Formeln die Lagen der Kardinalpunkte fiir
verschiedene Linsenformen bestimmen.

I. Bikonvexe Linsen (Fig. 42).

Es liegt hier der typische Fall vor, welchen wir unserer Unter-
suchung zu Grunde legten; wir haben die Radien » und »' hier beide
als positiv anzusehen. Wir nehmen an, dass in diesem wie in allen
folgenden Féallen das Licht von links nach rechts gehe und wollen
dementsprechend die Reihenfolge der brechenden Flichen durch die
Ziffern 1 und 2 unterscheiden.

7 A@ﬁ 7

Fig. 42.

Die Abstinde der Hauptpunkte gemessen von den brechenden
Flichen durch den Linsenkorper hindurch sind nach (3) und (1)
beziehungsweise

_ cf o “a 1 cr
_f—i—f'—c_ T 7! r+r"—m—1)c¢

n—l+?—T— (17)

h

und

er'

r7r—m—1c¢

W=
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Der Abstand zwischen den Hauptpunkten von links nach rechts
gemessen ist demnach nc — 2 — &', d. h.

o m—1ec@+7 —nc) )

HH = r+r—@m—1e¢ (18)
Ebenso ergiebt sich fiir die Brennweite aus (9)
o=t rr a9

= (n—l){r—l—r’—(n-—l)c} '

Ist die Dicke der Linse kleiner als =+, d. h. r-+ ¢ >nc,
so haben %, #', @ und @ alle einen positiven Werth und die in Be-
tracht kommenden Punkte liegen in der durch Fig. 42 veranschau-
lichten Reihenfolge.

In dem Grenzfall, wo einer der Radien unendlich gross wird,
tritt die Linse als plan-konvexe Linse auf. Wenn z. B. r als unend-
lich gross angenommen wird, so ist /' =0, so dass in diesem Falle
einer der Hauptpunkte auf der sphiirischen Fliche liegt.

II. Bikonkave Linse (Fig. 43).

Bei dieser sind » und ' beide negativ, so dass &, 2’ und a alle
positiv sind, @ dagegen ein negatives Vorzeichen hat. Die Reihen-
folge der Kardinalpunkte ist durch Fig. 43 gekennzeichnet. Wenn

7 2

7 ﬁ 7

Fig. 43.

der Kriimmungsradius einer der Flichen unendlich gross ist, so
wird die Linse eine plan-konkave Linse und einer der Hauptpunkte
liegt alsdann auf der gekriimmten Fléche.

III. Konvex-konkave Linse.

Betrachten wir den Fall, wo » positiv, ' negativ ist. Der um-
gekehrte Fall ldsst sich dann aus diesem in der Weise ableiten, dass
man sich den Strahlengang als in umgekehrter Richtung verlaufend
vorstellt; die Lagen der Kardinalpunkte werden in beiden Fillen
die n#dmlichen sein. Der bequemeren Uebersicht halber schreiben
wir uns wiederum die Werthe fiir #, »', ¢ und @ mit entsprechend

verdnderten Vorzeichen von » hin. Es sind diese demnach
5*
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er
r—rt—m—1)c '’

—cr'

T
W= r—r' —(@m—1)c ’

_ (n—1)c(r—r'"—nc)
A — g § PR

— !

= (n—1) {r——r’ — (n—1) c} )

Betrachten wir die verschiedenen Fille einzeln fiir sich:
1. r sei kleiner als »' (Fig. 44). In diesem Falle ist 2 negativ,
a ist positiv und ebenfalls @ positiv. Die relative Lage der Kriim-

7 a2

HH]

F XK 173 77

Fig. 44,

mungsmittelpunkte und der Kardinalpunkte ist in Fig. 44 ange-
deutet. Eine solche Linse hat ihre grosste Dicke in der Mitte,
wihrend sie nach dem Rande zu diinner wird.

2. r sei grosser als ', aber der Kriimmungsmittelpunkt der
Fliche 1 liege hinter dem Krtimmungsmittelpunkt der Fliche 2
(Fig. 45).

Fig. 45.

Hierdurch wird bedingt, dass »>7'+nc¢ oder r — 7' >ne¢ und
a fortiori r —r' > —1)c.

Der Werth von % wird positiv, a ebenfalls positiv, » und @ da-
gegen negativ. Die relativen Lagen der Kriimmungsmittelpunkte
und der Kardinalpunkte fiir diesen Fall sind in Fig. 45 angedeutet.
Diese Linse wird in der Mitte am diinnsten sein und nach dem
Rande zu ihre grossere Dicke haben.

3. r sei grosser als »', aber der Kriimmungsmittelpunkt der
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Fliche 1 liege vor demjenigen der Fliche 2. In diesem Falle ist
r—1r'<<nc, kann aber ebensowohl kleiner als grosser als (r—1)¢ sein.

a) Nehmen wir den ersteren Fall an, dass also r—r'<<(n—1)¢c
ist, so erhilt 2 einen negativen, « einen positiven und ebenfalls @
einen positiven Werth, und dieser Fall stimmt mit jenem unter (1)
diskutirten tiberein.

B) Setzen wir den anderen Fall voraus, ist also r—r'<<nc, aber
r—r'>(n—1)¢, so stellen sich @ und o als negativ, % als positiv
heraus. Die Kardinalpunkte sind in Fig. 46 ihrer Lage nach an-
gegeben. Die unter 3. betrachtete Linse hat ihre grosste Dicke in
der Mitte.

{12
Fap T B B P
Fig. 46.

Fassen wir die Resultate der letzten Diskussionen der Glei-
chungen fiir %, 4, ¢ und @ zusammen, so gelangen wir zu dem
folgenden Schluss:

Digjenigen Linsen, welche positive Brennweiten haben, haben in der Mitte
thre grissten Dicken, wéhrend solche Linsen, welche in der Mitte ihre geringste
Dicke haben, negative Brennweiten haben.

Diese Schlussfolgerungen sind indessen nicht ohne Weiteres
umkehrbar; denn es giebt, wie wir sub 3 ) gesehen haben, eine
Linsenform, bei welcher die grosste Dicke in der Mitte der Linse
auftritt und die Linse dennoch eine negative Brennweite hat.

§ 60. In derselben Weise, wie die Untersuchung einer einzelnen
Linse in § 53 u. s. f. vorgenommen wurde, lisst sich auch der Fall
eines Systems mehrerer Linsen behandeln.

Es seien in Fig. 47 H und H' die Hauptpunkte und f die Brenn-
weite der ersten Linse; ferner seien mit K und K' die Hauptpunkte und

I r

——N— ——N—
J,—fl—l I 7 x y’rfl & . L
W0 8 RS B o & s

Fig. 47.

mit /' die Brennweite der zweiten Linse bezeichnet. P sei ein leuch-
tender Punkt, P, der ihm infolge der Brechung durch die erste Linse
konjugirte Punkt, Q der infolge der Brechung durch die zweite Linse
dem letzteren konjugirte Bildpunkt. Bezeichnet man ferner mit z
und &' die Abstinde der Punkte P und P; von den Hauptpunkten H
und H' beziehungsweise, wobei diese Abstiinde wie bisher beziiglich
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ihrer Vorzeichen gemessen sein sollen, und bezeichnet man endlich
mit y und y' die Abstéinde der Punkte Q und P; von den Haupt-
punkten K resp. K', so ist, wenn man fiir H' K' die Bezeichnung ¢
wihlt, #' +y' = c¢. Ferner ist, da nach (11) uv =s2, (z—f) (2" —f) =17
und hieraus

1 11
A

und analog T ¢ 1)}
1 11
v Ty T

Eliminirt man z' und ', so erhilt man die Gleichung:

1 1
A R

tr 11
ooz 'y
woraus nach gehoriger Umformung entsteht:
ey(f+f'——fy(f'—o—=fa(f—e)—eff'=0.. . @)
Um die Lagen der Brennpunkte zu bestimmen, lassen wir ein-
mal z und dann y unendlich gross Werden, lassen wir y unendhch
gross werden, so erhalten wir als Ausdruck fiir den ~rsten Fokal-

abstand, bezogen auf den ersten Hauptpunkt der erst a Linse, wenn
wir z=g¢ setzen,

= ’

g LU0
f+f—c
und analog - (22)
S =9 ]
(Y =y

wenn y=g' den zweiten Fokalabstand, bezogen auf den zweiten
Hauptpunkt der zweiten Linse, bezeichnet,

Bedeuten 8, 5, und ' der Reihe nach die linearen Dimensionen
des Objektes P und seiner successiven Bilder P, und Q, so ist ge-
miss der Definition der Hauptpunkte

BB
x £
und B (25
B _ A
y y'

Die Hauptpunkte entsprechen, wie bereits angefiihrt und in
§ 53 bewiesen wurde, dem Abbildungsverhiltnis 1, und um die Lage
der Hauptpunkte des Systems zu bestimmen, haben wir demnach
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nur 3=/ zu setzen; unter dieser Voraussetzung miissen auch die

!

v
ohne Weiteres aus (23) ergiebt, und aus (20) folgt, dass diese beiden

Quotienten gleichbedeutend mit f—f, sind. Es ist also %=~§~,, und

daher auch Lj,i=i—;—f Beriicksichtigen wir endlich, dass

zugehorigen Abscissen der Bedingung geniigen %z wie sich

&' +y' =¢, 50 erhalten wir als schliessliche Werthe von #' und y':

o=

und analog ' T ]
i ¢f
y= f+fv

Bezeichnen %2 und %' die Werthe von z und y, welche diesen
soeben charakterisirten Werthen von &' und %' entsprechen, so haben
wir nach (20) und (24):

1 f+r 1

T A
hieraus
cf
N T
und analog I ¢}
/lvz__"f;
fH+f—c

als die Abscissen der Hauptpunkte des Systems, bezogen auf den ersten Haupt-
punkt der ersten resp. zweiten Hauptpunkt der zweiten Linse.
Bedeutet @ die Brennweite des. Systems, so ist

P=g—h=g' =W
und somit

Jr'
¢=m..........(26)

Die Lage simmtlicher Kardinalpunkte des Systems ist hiermit
bestimmt und es ist damit das Problem vollstindig gelost.

Die Lage der Hauptpunkte H und H' und die Brennweite f
konnen nun ebensowohl auf irgend ein Linsensystem wie auf eine
einzelne Linse bezogen werden, und dieselbe Bemerkung gilt fiir
die Hauptpunkte K und K' und die Brennweite /. Diese Unter-
suchung eines Systems zweier Linsen giebt uns somit ein Mittel,
zwel beliebige Systeme von Linsen zu verbinden.
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§ 61. Wir stellen uns nun die Aufgabe, das Abhingigkeits-
verhiltnis zwischen den Abscissen und Dimensionen eines Objektes
und seines Bildes nach der Brechung an einer beliebigen Anzahl von cen-
trirten brechenden Kugelfiichen zu bestimmen. Als besonderer Fall lisst
sich hieraus die Brechung durch eine beliebige Anzahl centrirter
Linsen beliebiger Dicke ableiten.

7 % Tm-2 V-t
n /:l, n, ' /"m-i /’ln
= 7
2 ny 7,2, | ngly n.ql»..yx 7 Um

Fig. 48.

Wir wollen annehmen, es seien m brechende Flichen vor-
handen und bezeichnen die absoluten Brechungsexponenten der ver-

schiedenen Medien mit n, n;, ny ....n_, die m Radien der brechen-
den Fldchen mit 7, r,, 5. .. 7, _, und setzen der Kiirze halber
n— 1y
=k
r 0y
ny — Ny
kl )
™
n,_ _ n,
m—1 m — km .
Tm—1

Ferner seien die Dicken der Medien auf der Axe gemessen
der Reihe nach mit n; ¢, ngty, .... 7, _,t. _, bezeichnet. Endlich
bezeichnen wir den Abstand des Objektes von der ersten Fliche
mit »v, den Abstand des ersten Bildes, ebenfalls von der ersten
Fliche gemessen, mit n, v;, den Abstand des zweiten Bildes, ge-
messen von der zweiten Fliche, mit n, v, u. s. f. und schliesslich den
Abstand des letzten Bildes von der letzten Fliche mit »_ v, , wobei
wir in der Richtung des einfallenden Lichtes gemessene Abstinde
als positiv ansehen, und verfolgen wir nun von dem letzten Bilde
ausgehend die Abbildungsvorginge riickwirts, um das Abhiingig-
keitsverhiltnis dieser Grossen zu bestimmen, so erkennen wir unter
Bezugnahme auf Fig. 48 als die Abstinde der beiden letzten Bilder

von der letzten Fliche ohne Weiteres

nmvm und — (nm—l lm—-l —7lqn—1v7n—1)=nm—1 (vm——l— tm—l)’
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und da dies die Abstinde Kkonjugirter Punkte in Bezug auf die
letzte brechende Fliche sind, so ist nmach (11, III):

nm o "m— 1 . nm - nm -1
My Umy My —1 (vm—l_tm—l) Tm—1
oder
1 1
————— =k
Um Vm—1" b1 "
Diese Gleichung ldsst sich nun auch in dieser Form schreiben:
1
vm—1=tm-—-1+ 1
km —1 +
m
In ganz analoger Weise lisst sich zeigen, dass
1
’U,m_ 9= tm —2 -+ 1 ’
]”m -2 +
v’m— 1
und daher
1
Up—g ™= tm -2 -+ 1
Lm -2 -+ 1
tm —1 -+ 1
Lm—- 1 +

Setzen wir diese Untersuchung rickwirts weiter fort, so ge-
langen wir schliesslich zu dem Ausdruck:

1

vy =1t + 1

by +

t, -
1

I —
km—l+v—

m

Da aber die Abstinde nv und hl v; als Abscissen konjugirter
Punkte in Bezug auf die erste Fldche durch die Relation
noooom_ n—m

nv v r

verbunden sind, so ist
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und daher

ky +

t+
2 1
Byt ...

1
km—l +

vm

§ 62. Sind % und % die beiden letzten Niherungswerthe

des Kettenbruches

ko 4+

t + i

kl+.‘.’4_i—

km— 1 + v_m
so dass gemiss der Eigenthiimlichkeit eines solchen Ke’ctenbrucheé,
dessen sdmmtlichen Theilzdhler gleich 1 sind, ¢! —hkk=1, so er-
giebt sich der Werth von » aus der Gleichung:

1 v,k+y
Der besseren Uebersicht halber bezeichnen wir den Abstand
des Objektes und seines letzten Bildes von der ersten resp. letzten
Fliache mit § und §', so dass §==nv und §'=n'v, wo n' an Stelle
von n,  fiir den Brechungsexponenten des letzten Mediums treten
moge. Die Relation zwischen £ und &' ist dann nach (27), wenn
man Zihler und Nenner der rechten Seite mit »' multiplieirt,
n  Ek4a'g °
T—‘m . . . . . . . . (—8)
oder
ke +n'gt—nlg —an'h=0. . . . . . (29

§ 63. Die Brennebenen des Systems sind die den in unend-
licher Entfernung befindlichen Ebenen konjugirten Ebenen.

Um die Lage der ersten Brennebene zu bestimmen, miissen
wir £' unendlich gross werden lassen; es werden dann die Strahlen
im letzten Medium parallel sein miissen. Der dieser Bedingung ent-
sprechende Werth von ¢ ist nach (29), wenn man diese Gleichung
durch &' dividirt,
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und analog ist

J,........(so)

indem §==-oco die Bedingung fiir den Parallelismus der Strahlen im
ersten Medium liefert.

Das Abhingigkeitsverhiltnis von § und §' kann nach (29)
nun folgendermaassen geschrieben werden:

ss’+’%——"§—%’=o,
oder nach (30) ‘
s — sy =""00
oder
(7)) @ — gy ="0 k]9
=_%{gz—/¢k},

d. h., da fiir den vorliegenden Kettenbruch gl —hk=1 ist,
nn'

EC—mE—y)=——7 - - - . . . . @

Bedeuten u und «' die Abstinde zweier konjugirter Ebenen
von den Brennebenen, wobei die bisherigen Annahmen beziiglich
der Vorzeichen beibehalten werden sollen, so ist u=y, — & und

- U
uw' =& — 7,. Setzt man ferner f=—~:- und f'= — ~Z—, s0 nimmt

die Beziehung zwischen den Abscissen - konjugirter Punkte die
Form an:

wu'=ff. . . . . ... .. (32
§64. «, a, o, .... seien der Reihe nach die Konvergenz-
winkel eines durch  verschiedene Medien verlaufenden Strahles;
b, by, by.... bedeuten der Reihe nach die entsprechenden Axen-

abstinde der Punkte, in welchen der Strahl die sphirische Flidche
trifft, die sogenannten Einfallshohen; ferner beniitzen wir die Sub-
stitutionen:

ntga=pg; mtgae =4 ....

In Fig. 49 stelle QA A, die Axe des Systems dar, QP den
einfallenden Strahl, Q,PP; die Richtung des erstmals gebrochenen
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Strahles in seiner Riickwirtsverlingerung bis zum Schnittpunkt Q
mit der Axe. Es ist dann
b bn

A==

Hieraus ergiebt sich die Relation

n 8

AQ b

Analog ldsst sich. zeigen, dass

P )

n y n—n n—mn
AQ T AQ T - T
oder
1
Fod
und hieraus
h=g+kb.

Aus Fig. 49 ist ferner ohne Weiteres ersichtlich, dass

by=b—+mttg e
das heisst
by==0b-41tp.
In ganz analoger Weise lisst sich zeigen, wenn man die Relation
zwischen den Abstinden A,Q, und A,Q, bestimmt, dass

Br=p1+k by,
52261 + tgﬂg . S. f.
§ 65. Aus diesen Gleichungen lassen sich die Grossen fy, b,

Ba, by ... simmtlich als Funktionen von & und 2 ausdriicken; es
erhalten jene Grossen hierbei folgende Werthe:
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Bi=rhob+ 8, ‘
[’1=(k0t1+1)b+t151

(33)

ﬂ2={kl(k0t1+1)+ko}b+(k1 t+1)8 ws.f l

Die Faktoren von & und 8 in diesen Gleichungen erkennt man

ohne Weiteres als die Zihler beziehungsweise Nenner der auf ein-
ander folgenden Niherungswerthe des Kettenbruches

1
ko—l— 1 ’
t -+
1
ky -+ 1
t
s+ k4. .
.+ kl
m—~—1
indem
k,
bo=-1-
1 kot, +1
kg—l—"?:%,.
: 1 hkt+k+k kb Get4D+k
ko + = S = k1 w 8. f.
tl+T1

Bezeichnet man diese Niéherungswerthe der Kiirze halber mit
P P2 P

PR so dass also
pr=k,
n=1,
pe=koty +1,
g2=1,
ps=k1 (ko ty + 1) + ko,
gg=tk+1....... ,

so lassen sich die Gleichungen (33) folgendermaassen ausdriicken:
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Bi=pb+qp
by==pyb+qp
Br=psb+ g3 B
by=p, b+ ¢, 8 N G 2]

bm»~—1=p2m—2 b_l—q2m——2/9

B =Pam—1b+ 92,18

wo m die Anzahl der vorhandenen brechenden Flichen bedeutet.

Bezeichnen wir die beiden letzten N&herungswerthe mit ;ZL

und und beachten, dass gemiiss der Eigenthiimlichkeit eines

k
A
Kettenbruches, dessen Theilzidhler simmtlich =1 sind, g/— Ak =1
ist, und fiihren wir endlich fiir die Endwerthe b, —1, f» und n, bezw.
die Bezeichnungen &', #' und »' ein, so erhalten die beiden letzten

Gleichungen der Gruppe (34) die Form:

[,’ng+/tﬂ} (35)

'=kb+ g

Losen wir diese Gleichungen nach b und 8 auf, so ergiebt sich

unter Beriicksichtigung der Relation g!—hk=—1,
b=1Ib'—hp

f ]. (36)

p=—kt'+gp]

§ 66. Suchen wir nun einen Ausdruck fiir das Abbildungs-
verhiltnis eines Punktes und seines Endbildes.

Bezeichnen 7, 7, 7, . . . die linearen Dimensionen eines Objektes
und seiner Bilder der Reihe nach, so ist nach der Helmholtz’schen
Formel (18; III)

aptge=mn mtge,=nymtgey, . . . . . (37)
das heisst
nB=mh=mnp=....78, . . . . . . 39

worin 7' die lineare Grosse des letzten Bildes bedeutet. Nach (35)
wurde bereits als Werth von #' gefunden 8'=kb+ 1A Aus Fig.49

aber geht ohne Weiteres hervor, dass b=— §tga= —%, und es

ist daher
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5B
f=—k-—+18
oder
v kB [l .
ﬂ__T{T—§}. N € )
Nach (30) aber ist
nl

—i=n—§

und fithren wir, wie in § 63, fiir diese Differenz die Bezeichnung u

ein und setzen jf= —%, so nimmt die Gleichung (39) die folgende
Form an:
g u \
e U C: (1]
5 7 (40)

Das Abbildungsverhéiltnis charakterisirt sich nach (38) dem-
nach durch die Relation

(A
= f_......,..(41)

Hieraus leitet sich unter Bezugnahme auf (32) die Gleichung ab:

! '

7 u
e
7 f’ ( )
§ 67. Machen wir v = — f und daher nach (32) w'=—f, so
ergiebt sich aus den letzten beiden Gleichungen y==y'; hieraus geht
hervor, dass die den Abscissen u=—f und %' = — f' entsprechen-

den Ebenen dem Abbildungsverhiltnis 1 entsprechen; mit anderen
Worten, jeder beliebige durch das System tretende Strahl schneidet
diese beiden Ebenen in zwei Punkten, welche derart gelegen sind,
dass ihre Verbindungslinie parallel zur Axe gerichtet ist. Man nennt
sie die Hauptebenen und die Punkte, in welchen sie von der Axe
geschnitten werden, die Hauptpunkte des Systems.

H und H' seien die Hauptpunkte, Q und Q' irgend ein Paar
konjugirter Punkte; ferner sei QH=2 und Q H' =2/, wobei die

x

—_— ——N—
é u 1" £ H vy Vs Il' w é‘

Fig. 50.

Messung der Abstinde als in dem bisher iblichen Sinne vorge-
nommen vorausgesetzt wird (Fig. 50).

Die Gleichung (32): ww' =j/" ist dann gleichbedeutend mit
(x—7) (& —f) =/, woraus wir die Beziehung ableiten:
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-+ — = 1. e e e e e e (43)

Die Abstinde f und /' nennt man die Brennweiten des
Systems.

§ 68. Wir konnen jetzt die Lage des Vereinigungspunktes,
welcher einem gegebenen Punkte konjugirt ist, sowie die Richtung
des einem gegebenen Eintrittsstrahl zugeordneten Austrittsstrahles
graphisch bestimmen.

Es seien in Fig. 51 F und F' die Brennpunkte, H und H' die Haupt-
punkte des Systems. P sei ein gegebener Punkt und es ist der ihm
konjugirte Punkt graphisch zu bestimmen. K&nnen wir den Verlauf
nur zweier von P ausgehender Strahlen graphisch bestimmen, so ist
damit der Punkt P’ bestimmt. Zunichst denke man sich einen
Strahl durch F gelegt und es schneide dieser die erste Hauptebene

2 R ___®
ST 7'
Fig. 51.

in 8. Man ziehe alsdann S8’ parallel zur Axe und bezeichne mit S’
den Schnittpunkt dieser Parallelen mit der zweiten Hauptebene.
Da nun die Strahlen FH und FS von demselben Punkte einer
Brennebene divergiren, so werden beide Strahlen schliesslich parallel
austreten; ziehen wir daher S'P’ parallel zur Axe, so muss diese
Linie den dem Strahl PF zugeordneten Austrittsstrahl représentiren
und wird somit durch den gesuchten Punkt gehen. Zieht man als-
dann als zweiten Strahl PR parallel zur Axe, bezeichnet dessen
Schnittpunkt mit der ersten Hauptebene mit R und zieht RR' parallel
zur Axe bis zum Punkte R' der zweiten Hauptebene, so ist R'F' der
entsprechende Austrittsstrahl. Verldingert man nun R'F' bis zum
Schnitte mit S'P’ in P’, so ist P' der gesuchte Punkt.

§ 69. Der Austrittsstrah! kann auch auf folgende Weise be-
stimmt werden:

Es sei in Fig. 52 QPR der Einfallsstrahl, welcher die erste Brenn-
ebene in P und die erste Hauptebene in R schneiden mdge. Man ziehe
RR’ parallel zur Axe bis zum Schnitt mit der zweiten Hauptebene
in R'. Der Austrittsstrahl geht dann durch R'. Ferner ziehe man
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von F aus einen dem erstbetrachteten parallelen Strahl, welcher die
erste Hauptebene in S treffen moge. Man ziehe SS'T parallel zur
Axe, 50 dass S' der Schnittpunkt dieser Geraden mit der zweiten
Hauptebene, T derjenige mit der zweiten Brennebene ist; S'T ist

g F H a 77

dann der dem Strahl FS zugeordnete Austrittsstrahl. PR und FS
sind aber parallel und mtiissen daher nach der Brechung in einem
Punkte der durch F' gelegten Brennebene homocentrisch werden.
Es ist somit R'T der gesuchte Austrittsstrahl.

§ 70. Zu einer besonders eleganten Konstruktion gelangen
wir, wenn wir von den sogenannten Knotenpunkten ausgehen.
Es sind dies zwei Punkte, deren Abscissen die Werthe « = — ' und
u' = — f haben. Bezeichnen wir sie mit N und N', so sind N und
N’ nach (32) einander konjugirt. Sie besitzen die fernere Figenthiim-
lichkeit, dass ein durch N hindurchgehender Einfallsstrahl parallel zur Einfalls-
richtung durch N' heroustritt.

Es lasst sich dies darlegen, indem man nach Fig. 53 den Aus-
trittsstrahl, welcher dem durch N gehenden Eintrittsstrahl zugeordnet

Fig. 53.

ist, konstruirt. Man konstruirt die Punkte R’ und T zun#ichst in der-
selben Weise, wie dies in § 69 geschah; es wird dann der Austritts-
strahl durch die Verbindungslinie R'T dargestellt. Wenn aber N' der
zweite Knotenpunkt ist nach der Bedingung, dass u' = —f, so ist
F'N'=FH und somit sind die Dreiecke TN'F' und SFH einander
kongruent. Ferner ist HN'=HN und es ergiebt sich daraus die
Kongruenz der Dreiecke R'N'H' und RNH. Somit liegen, da FS
und PR einander parallel sind, die Linien N'T und N'R' in der-
selben geraden Linie. Es ist hiermit bewiesen, dass der dem Strahl
PN zugeordnete Austrittsstrahl durch N' hindurchgeht und zur

Richtung des Einfallsstrahles parallel gerichtet ist.
Heath-Kanthack. 0
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Sind das erste und letzte Medium gleichartig, so ist f=yf', und es follen
dann die Knotenpunkte mit den Hauptpunkten zusammen.

§ 7. Es sei in Fig. 54 PQ irgend ein durch P gehender Ein-
trittsstrahl und N und N’ seien die Knotenpunkte. PQ moge die erste
Brennebene in Q schneiden. Man ziehe N'Q' parallel PQ bis zum
Schnitte mit der zweiten Brennebene in Q' und ziehe Q'P' parallel
QN, verbinde dann P und N und ziehe N'P’ parallel zu NP bis zum
Schnitte mit dem Strahl Q'P' im Punkte P'; es ist dann P' dem
Punkte P konjugirt. Denn zieht man RN parallel zu PQ und N'R'
parallel zu Q'P’, so miissen die einander parallelen Strahlen PQ und
RN nach der Brechung in der zweiten Brennebene zur Vereinigung
kommen. N'Q’' entspricht aber dem Strahl RN und der Austritts-

ﬁ,

Fig. 54.

strahl geht daher durch Q'. Ferner stellen PQ und QN zwei von
einem Punkte der ersten Brennebene ausgehende Strahlen dar und
werden somit parallel zu einander zum Austritt gelangen miissen.
QN wird parallel zu seiner urspriinglichen Richtung heraustreten
und somit ist der Austrittsstrahl Q'P' parallel dem Strahl QN. Der
Strahl PN endlich verlduft von N' aus in einer zu seiner urspriing-
lichen Lage parallelen Richtung und somit ist P' dem Punkte P
konjugirt.

§ 72. In allen Fillen, wo es sich um Brechung durch Linsen
in Luft handelt, sind Anfangs- und Endmedium gleicher Art, somit

n=n', f=f=— % und die Relation zwischen den Abscissen kon-

Jjugirter Punkte wird
R I %9

Die Knotenpunkte decken sich in diesem Falle mit den Haupt-
punkten, und es ergeben sich séimmtliche Konstruktionen in sehr
einfacher Weise aus der Lage von vier Ebenen und der Schnitt-
punkte derselben mit der Axe, ndmlich der beiden Brennebenen
und der beiden Brennpunkte, der beiden Hauptebenen und der
beiden Hauptpunkte.



Kapitel V.
Die Gauss’sche Theorie der Linsen.

§ 3. Die Theorie der Brechung durch eine beliebige Anzahl
sphirisch begrenzter centrirter Medien wurde zuerst von Gauss ent-
wickelt; wir werden im Folgenden seine Methode einer Besprechung
unterziehen.

Wir verlegen zunichst die X-Axe des Koordinatensystems in
die Axe des brechenden Systems. Die Abscissen der Scheitel der
brechenden Flichen seien mit a, @, a,..... und deren Radien mit

-1

r 7 5 Tn-2
n 7, 7, oy \ 2m
L 7L, XA 18-
1 / /

Ty Ty Togan... bezeichnet (Fig. 55); n, ny, ny..... seien die Brechungs-
exponenten der verschiedenen Medien und der Kiirze halber be-
dienen wir uns der Substitutionen

Fig. 55.

n—

‘—*—:k

o o
ny — Ny

n, —n
m—1 m
___.k

r m— 1

m—1

und bezeichnen die Dicken der Medien, gemessen als Strecken auf
der Axe, der Reihe nach mit n, ¢, nyty..... , so dass
6*
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o —a=mnt

G—a;=mngly (. . . . . . . . .. ©®

Irgend ein einfallender Strahl, welchen wir als einen sehr
kleinen Winkel mit der Axe einschliessend voraussetzen wollen, sei
bestimmt durch die linearen Gleichungen:

y=%(w—a)+b }
N )
e regae ]
p= (x—a)+ ¢
und nach der Brechung an der ersten Fliche seien die Gleichungen
des Strahles

Y= By (x —a)+6'
ny @

—_ N 1
2= nl(m a)+¢

Fig. 56.

Bezeichnen wir in Fig. 56 mit # die Abscisse des Einfallspunktes
P und mit # den dem Bogen AP der Kugelfliche zugehorigen Centri-
winkel, wobei ersterer von A, dem Scheitel der Kugelfliche, aus
gemessen wird, so ist:
z=0C—BC
oder
x=a + r (1 — cos ).

Da dieser Werth von x die Lage des Schnittpunktes des ein-
fallenden und gebrochenen Strahles kennzeichnet, so ergeben die
allgemeinen Gleichungen (3) und (4), wenn man darin fiir « den
soeben gefundenen Werth einsetzt, die folgende Identitiit:
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b B —coso)— b+t
n n,

r (1 — cos 6)

®)
c_l_Lr(l.._cos()):(;’—kﬂr(l—cosﬁ)
n ny

Da aber 5 und B, (resp. y und ;) und ebenso 0 sehr kleine
Grossen darstellen, so darf man in die fir 5 cos 6 substituirte
go*  go
‘2'!_+‘4T—— .....
dritter Ordnung 6°3 vernachlissigen und es wird dann b'=25 und

Maclaurin’sche Reihe 2 — die sehr kleine Grosse

Fig. 57

ebenso ¢ =c¢. b und ¢ sind somit Koordinaten des Einfallspunktes
des Strahles in Bezug auf die erste Fliche. Die Richtungskosinusse
des Einfallslothes sind demnach mit Riicksicht auf Fig. 57:

cos 93 —cosBPC:——%; —cosCPD=~%-

Fiir die Richtungskosinusse des Einfallsstrahles PQ ergeben
sich unter Bezugnahme auf Fig. 58 die folgenden angeniherten
Werthe:

Fig. 58.

cos PQX =1; cos QPE=%, worin £=a — ¢; ¢ findet sich aus

der Gleichung des Einfallsstrahles, wenn man hierin y=0 setzt; in
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diesem Falle wird z=¢=0a— —b—, folglich & = %, mithin
() (7]
Y

B8
cos QPE= £ . Analog findet man cos QPF = -, und fiir den aus-

n
n

tretenden Strahl die Richtungskosinusse 1, %, Ris immer aber

1 ny
nur unter der Voraussetzung, dass die Konvergenz der Strahlen eine
sehr geringe ist.
Wir haben demnach unter den vorausgesetzten N#herungs-
bedingungen kurz wiederholt die folgenden Richtungskosinusse:

fiir das Einfallsloth: cos 8, —%, - %;

fir den Einfallsstrahl: 1, —7’/%, %;

fir den gebrochenen Strahl: 1, _sl_’ %
1 1

Driicken wir die Beziehung zwischen den Richtungskosinussen
nach Analogie der Formeln (12, II) aus, so haben wir

b . .
p——ﬁlz-——T(ncosz—nlcosz)

und

c . .y
y—yl=~—7(ncosz—nlcom)

oder, wenn wir uns mit dem oben definirten Grade der Anniherung
begniigen, wo dann cosi=cos¢' =1 wird,

n—ny

B—pfi=— ”
und A ()

n—n

. b

y—yp=— e

Die Werthe von £, und y; lassen sich hiernach und nach (1)
folgendermaassen schreiben:

191:.3'*‘]5017]

. (M
n=y-+ke J

und damit sind die Gleichungen des Strahles vor und nach der
ersten Brechung vollstindig bestimmt.

Sind @, by, ¢; die Koordinaten des Punktes, in welchem der ge-
brochene Strahl die zweite Fliche trifft, so dass sich die Gleichungen
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dieses gebrochenen Strahles nach Analogie der Gleichungen (3) und
(4) folgendermaassen ausdriicken lassen:

y:i_l(x—al)_l—bl 1
1

) ©)
B0y te |

so gelangen wir durch Vergleichung dieser Gleichungen mit den

unter (4) gegebenen Formeln der gleichbedeutenden Gleichungen
zu den Beziehungen:

i 7y

1)’——’31—a=bl——il—(z1 l

und

1
d -—La—c —l—al
Ny 7y

oder, wenn wir uns erinnern, dass b' =05, ¢’ =¢,

b P — B g l

7y m

und
¢— g — ¢, — wen a, ’
n n
und daher nach (2):
by =105+ Bt
. )
e ==c+yih

Fiihren wir diese Untersuchung in dem angedeuteten Sinne
weiter, so werden die sich hierbei ergebenden Gleichungen immer
auf die Form der Gleichungen (7) und (9) gebracht werden koénnen,
so dass also

Ba=p1+ ki b, ]
yo=y1+ ke, I
und
=b; + Baty ]
Cy=0 -+ yaly I
u. s. f.

Alle diese Grossen £y, By..... y by, byt lassen sich der Reihe
nach als Funktionen der ersten beiden Grossen B und b darstellen
und es ist dann nach (7)
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pr= kob + 8,
nach (9)
b=ty +1)0+1,8
f \ ~ $(10)
Br= 1]*'1 (koty -+ 1) -+ kof b+ kty+1)p8
by == {kl (Rotyta +2) =+ Ko (8 + 8) + 1} b+ {tl (ta + 1)+ t?} 8
Bezeichnen Z—’ ) —Zq— ..... der Reihe nach die Néherungs-
1 2
werthe des Kettenbruches
1
ko + 5
t -+ i
ky + i
b+ ———
Ey -
. + 1
km —-1 ’
so dass also
ko _ P
1 @’
. _1_ kit +1 P2
kot 4y 4 o
1 ky (koty 4 1) + ko s
ko -+ — 1 0'1 =4i3
t -+ %; bty +1 g3
ko 1 — ky (hoty by +-t5) + ko (4 +2) +1 — Ps
0 1 Hkto+1) 4+ 9’
bty
SR
2

so erkennt man ohne Weiteres, dass die Gleichungen der Gruppe (10)
sich durch die folgenden ersetzen lassen:

Bi=pb+qp
b =p, b+ @ 8
By=psb6+ g8
by=pyb+gs B

bm-—]=p2m—2b+ q2m—2‘8
Br=Pon—10F 99,15
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Fiir das letzte Gleichungspaar wollen wir setzen:
b'=gb+ "B
g=kb+18|
Gemiss der Eigenthiimlichkeit eines Kettenbruches mit dem

Theilzidhler 1 ist gl —Ak=1. Durch einen ganz analogen Gang
der Untersuchung gelangen wir zu den Formeln:

d=gc+hy
y'=kc+1ly ’

Losen wir diese Gleichungen unter Beriicksichtigung der Re-
lation g/ — hk=1 nach b und B, resp. ¢ und y auf, so ist:

b=1b'—hg'
11
p=—kt' +ygp 4
und
c=lc' —hy ]
12)

y=—ke+gy |

Wir haben also, um die erhaltenen Resultate kurz zusammen-
zufassen, als Gleichungen des einfallenden Strahles:

y:%\(w—a)—l—b l

, , 13)
g=- (x—a)+c l
als diejenigen des Austrittsstrahles
!
y="Ltr@—a)+¥ 1
iy , (14)
z:;ﬂ,—(x—a')—kc' J
worin
B =gb+hp
. 15
g'=kb+18 (15
und
c'=gec+hy
. (16)
y=kc+ly

In der weiteren Behandlung der Theorie wird es geniigen,
wenn wir uns auf die Verfolgung einer der Gleichungen des ein-
fallenden Strahles beschrinken; denn es werden in allen Fillen die
aus dieser Gleichung sich ergebenden Schlussfolgerungen auch fiir



90 Kapitel V.

die andere Gleichung gelten. Ebenso werden wir zur Untersuchung
des Austfittsstrahles von nur einer der gegebenen Gleichungen
ausgehen.

§ 4. Es eristiren zwei zur Aze senkrechte Ebenen, welche die Figen-
thiimlichkeit besitzen, dass die Punkte, in welchen der Einfallsstrahl die erste
und der diesem zugehdrige Austrittsstrahl die zweite trifit, derarti gelegen
sind, dass die sie verbindende Gerade zur Axe parallel gerichtet ist. Diese
Ebenen erleichtern ungemein die Bestimmung des einem gegebenen
Einfallsstrahl entsprechenden Austrittsstrahles. Wir werden nun zu-
nichst das Vorhandensein solcher Ebenen nachzuweisen, sowie deren
Lagen zu bestimmen haben.

Die Gleichung des Austrittsstrahles (14) lisst sich nach Ein-
setzung der in (15) gegebenen Werthe von &' und §' folgender-
maassen schreiben:

kb+1
P w—a)+gb+i,

. k(r—a
y=%{l(w—a’)‘+n’h}+ b{Ln,a—)—}—g}. . .an
Um nun den Punkt zu bestimmen, in welchem der Austritts-
strahl die Ebene, deren Abscisse z=2a' sein moge, trifft, haben wir
nur in dieser letzten Gleichung «' fiir # zu setzen. Ferner ist die
Gleichung des zugehorigen Einfallsstrahles

y:—fb(m-—a)—l—b.

Bs lassen sich stets Werthe von z und z' bestimmen, bei
welchen bei jedem beliebigen Werthe von 8 und &, d. h. fiir alle
Strahlen, jene Werthe von y identisch werden. Setzt man die Koef-
ficienten von 8 einerseits und b andererseits einander gleich, so er-
geben sich als die noéthigen Bedingungen fiir diese Identitit der
Werthe von y die Gleichungen:

l(x’—a’)—}—n’h_w—-a
n' I R O 1)
k@'—a)+ag=n

Aus der letzteren Gleichung ergiebt sich ohne Weiteres der
Werth von «':

T
x'=a’+~z—(1——g)=p2. P ¢ £21 )

Aus den Gleichungen (18) folgt ferner:
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r— as

!
= A —g+h;

n
hieraus unter Berlicksichtigung der Relation g/ — 2 k=1

r—a 1—1

n k

und hieraus schliesslich

.t=a‘—%(1—l)=p1. N ¢ 1)

Die durch diese Abscissen charakterisirten Ebenen heissen die
Hauptebenen und die Punkte, in welchen sie von der Axe ge-
schnitten werden, die Hauptpunkte. Sie besitzen die Eigenthtim-
lichkeit, dass der Einfalls- und Austrittsstrahl je eine der beiden
Ebenen in Punkten schneiden, deren jeder als die Projektion des
anderen auf diese Ebene anzusehen ist.

§ W5, Wenn die Einfollsstrahlen einander parallel sind, so kommen
die Austrittsstrahlen in einem Punkte zur Vereinigung, und fir sammitliche
verschiedenen Gruppen paralleler Strahlen legen die Vereinigungspunkte in
einer zur Axe senkrechten Ebene. Umgekehrt missen, wenn die Austritts-
strahlen einander parallel gerichtet sind, die Einfallsstrahlen von einem Punkte
einer festen, zur Axe senkrechten Ebene ausgehen. Solche Ebenen be-
zeichnet man als Brennebenen und die Punkte, in welchen sie
von den Axen geschnitten werden, als die Brennpunkte. Um die
Lage der den parallel einfallenden Strahlen entsprechenden Brenn-
ebenen zu bestimmen, nehmen wir an, dass 8 konstant, b dagegen
ein variabler Parameter ist. Als Gleichung des Austrittsstrahles
hatten wir nach (17) gefunden:

y=%{l(z—a’)+n'h}+b{£@;ﬂ+g}
und da b variabel ist, ist es klar, dass die Bedingung dafiir, dass
der Strahl immer durch einen festen Punkt hindurchgeht, gegeben
ist durch die beiden Gleichungen:
2 '
HE =, |

und J .

y= ﬁ, {l(;t——a')—i—n'h}
Die Gleichung fiir den Abstand der Brennebene ist somit:

z=a — ”k-" =g . . . . . .. (20D
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Um die Gleichung fiir den Abstand der anderen Brennebene
zu finden, miissen wir die Austrittsstrahlen als parallel verlaufend
annehmen und haben dann /£’ als konstant, ' dagegen als variabel
anzusehen. Driicken wir die Gleichung des Einfallsstrahles (13) in
derselben Weise, wie es bei Bildung der Gleichung (17) geschah, in
Funktionen von #2' und &' aus, wobei wir uns der Gleichung (11)
bedienen, so erhalten wir die Gleichung

y=i¥{g(x—a)—nh}——b'{k(—x;;ﬂ——l]

n ?

und als Bedingung dafiir, dass die Strahlen von einem Punkte
ausgehen,
ka—a) _,_q
13
und
ﬂ’
n

y= {g(x——a)——n/e}

und schliesslich als Abstand der ersten Brennebene

a:=a—|—ﬁk£=gl. e e . e .« . . (20a)
Den Abstand der ersten Brennebene vor der ersten Haupt-
ebene nennt man die erste Brennweite, den Abstand der zweiten
Brennebene hinter der zweiten Hauptebene nennt man die zweite

Fig. 59.

Brennweite. Wir wollen diese beiden Brennweiten durch die
Buchstaben f und f' unterscheiden. Ihre Werthe ergeben sich un-
mittelbar aus den Gleichungen fiir die Abscissen der Brennebenen
und Hauptebenen. Es ist dann nach (19a) und (20a), resp. (19b)
und (20b), wie in Fig. 59 dargestellt:

21 —5’1:—T=f
(21)

— == — —— !

g2 Pa k f
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§ 76. Es befinden sich auf der Axe zwei weitere Punkte,
welche -fiir die Untersuchung der einfallenden und gebrochenen
Strahlen verwerthbare Eigenthiimlichkeiten aufweisen. Sie besitzen
niimlich die Eigenschaft, dass einem durch den einen derselben
gehenden Einfallsstrahl ein diesem parallel gerichteter, durch den
anderen Punkt verlaufender Austrittsstrahl zugeordnet ist. Diese
Punkte wurden von Listing entdeckt und von ihm Knoten-
punkte genannt.

Um die Lage dieser Knotenpunkte zu bestimmen, haben wir
zunéchst festzustellen, in welchen Fillen der Austrittsstrahl dem ein-
fallenden Strahl parallel ist.

Die Bedingung hierfiir ist nach (3) und (4)

—%—:%..........(22)

Ersetzen wir in dieser Gleichung A' durch seinen in Glei-

chung (15) gegebenen Werth, so ist

n'
kb+ip=—8,
und hieraus
_ B i)
b= P A |
Substituiren wir diesen Werth in (8), die Gleichung des ein-
fallenden Strahles, so nimmt diese die Form an:
B o nl]
e L N
Aus dieser Gleichung erhellt, dass, was auch immer die Rich-
tung des einfallenden Strahles sein mag, derselbe durch einen be-
stimmten Punkt der Axe geht, und wir erhalten, wenn wir y =0
setzen, als Abscisse dieses Punktes:

n' nl ;
¥=a—-— —I——]Tzfl e e e e e (23

Der Entwicklung der letzten Formel fiir den Eintrittsstrahl
folgend erhalten wir fiir den Austrittsstrahl der Reihe nach folgende
Gleichungen:

Aus (22)

no,
= 7 B
aus (11)
f=— k' g =,

hieraus
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o [gn
o k k|’

und aus (14)
2l n_, "y

—_— ) N .
Y=\ T Ty T

und es geht daher der Austrittsstrahl durch einen Punkt der Axe,
dessen Abscisse bestimmt ist durch die Gleichung

!
g=a + - — "k =% . . . . . (28h)

Die Lage der Knotenpunkte ist somit dureh deren Abscissen
bestimmt. Aus ihren Werthen und den Gleichungen (21) und (20)
folgt ohne Weiteres

L—g=r

go—L=7

24)

Die Knotenpunkte liegen somit innerhalb der Brennpunkte und
zwar in Abstéinden von denselben, welche beziehungsweise f und f'
gleich sind. In dem praktisch besonders wichtigen Falle, in welchem
die dussersten Medien gleichartig sind, d.h. wo n==n' ist, ist nach
(21) f=/f" und es fallen somit alsdann die Knotenpunkte und Haupt-
punkte zusammen. Andere Methoden, um die Lagen dieser Kardinal-
punkte zu bestimmen, werden spéter gegeben werden.

§ 77. Geht ein System von Einfallsstrahlen von einem Punkte
aus, so miissen auch die diesen entsprechenden Austrittsstrahlen in
einem Punkte homocentrisch werden. Solche Punkte heissen kon-
jugirte Punkte; oder man sagt auch, der eine ist das Bild des
anderen.

Wie wir in dem vorhergehenden Paragraphen gesehen haben,
sind die Gleichungen fiir die eintretenden und austretenden Strahlen
lediglich von den Grossen f, b, y und ¢ abhiéingig. Die Bedingung
dafiir, dass der Einfallsstrahl durch einen Punkt (§, ¥, {) geht, ldsst
sich nach (3) durch die Gleichung

nyg=g(E—a)y+nb . . . . . . . . (2D)

und durch eine &#hnliche Relation zwischen & und { ausdriicken.

Die Bedingungen ferner, dass der austretende Strahl durch den

Punkt (§ 7' ') hindurchtritt, sind nach (17) durch die Gleichung
n';i':[g{l(;i’——a')—l—-n’/z}—i— b{k(S'—a’)—}—n’g} . . (26)

und eine dhnliche Relation zwischen & und {' gegeben. Es lassen
sich nun fir (§', 9, ') immer solche Werthe finden, dass die zweiten
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Bedingungsgleichungen mit den ersten identisch werden. Dies be-
dingt die Relationen:
'y ' IE —ad)+n'h kE —ad)+nlyg
ng  nl E—a - n .

@0

Sobald diese Bedingungen erfiillt sind, nehmen die Punkte
(&, 3, £) und (&, 7, {') eine solche Lage zu einander ein, dass alle
Strahlen, welche bei ihrem Eintritt in das System durch den einen
Punkt gehen, nach dem Austritt aus dem System durch den anderen
Punkt verlaufen. Mit anderen Worten, die beiden Punkte sind ein-
ander konjugirt.
Aus der Gleichung
77’ CI
T_T,.,........(2S)
welche unmittelbar aus den letzten Gleichungen folgt, kénnen wir
den Schluss ziehen, dass ein Objektpunkt und dessen zugehiriger Bildpunkt
in einer durch die Axe gelegten Ebene liegen.
§ 78. Die Beziehung zwischen den Abscissen konjugirter
Punkte lasst sich nach (27) darstellen durch die Gleichung:

EE—a)y@F' —a)+n'gE—a)—nl(E —a)—na'h=0. . (29)

Aus dieser Gleichung lisst sich die Lage der Brennpunkte ab-
leiten und die Bezugnahme auf diese gestattet eine wesentliche Ver-
einfachung der Beziehungsgleichungen. Um nun die Brennpunkte
zu bestimmen, sehen wir zuerst die einfallenden und dann die aus-
tretenden Strahlen als parallel verlaufend an; zu diesem Zwecke
lassen wir nach einander € und & unendlich gross werden. Die
Abscissen der zugeordneten Bildpunkte werden dann nach der
letzten Gleichung, nachdem man diese durch & resp. ¢ dividirt hat,
sein miissen:

(30)

Die Relation zwischen £ und &', wie dieselbe in der Gleichung
(29) enthalten ist, l4sst sich nach (30) auch folgendermaassen dar-
stellen:

nn'h

(E—a) ¢ —a)— (s — @) E— ) — (s — @) ¢ —a) ="

und hieraus entsteht durch entsprechende Umformung:
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I(S“a) (91—01)] [(u —a') — (gz—a)}—-(gl—a)(gz—a')-;- nn'h ,
{ I
_ 'g nn’/z
-5 'T'*' ’
:nn,h—k]??g—lz_ ;:;’7

oder schliesslich nach (21):
E—g)E—gy=—Fff. . . . . . . (3

Fig. 60.
Bezeichnen wir die Abstidnde der konjugirten Punkte vor bezw.
hinter der Brennebene des Systems mit « und «' (Fig. 60), so ist
u=g —§& 1’1'=§'_g2

und daher
wu'=ff. . ... ... (32

§ 79. Kehren wir nun zu den anderen Koordinaten der kon-
jugirten Punkte zuriick, so finden wir nach (27)
_WL C’_/ﬂ(é'———a’)—i—n'g

-~
=y
S

o
—— 7% nach (30) und (1),

das heisst

! ZY '
%:T:”%‘ N G5\
Nach (32) folgt dann hieraus
L N

E A
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Aus den beiden letzten Gleichungen folgt, dass, wenn v = — f,
und daher «' = — /', dann auch y=7% und {=1Z' sein muss. Nach
unserer frilheren Definition kennzeichnen daher die Gleichungen
u=—fund v = — ' die Lage der Hauptebenen.

Bezeichnet man, wie in Fig. 61, die Abstéinde irgend eines
Paares konjugirter Punkte beziehungsweise vor und hinter den
Hauptebenen mit # und z', so ist u=a—f, v'=2 —f und aus
der Multiplikation beider Relationen ergiebt sich nach (32)

(—) @ —fH=uwi'=ff . . . . . . (8D)

oder, wie man hierfiir schreiben kann,

S e

Fig. 61.

Beziiglich der Anwendung der gefundenen Resultate auf die
graphische Bestimmung einander zugeordneter einfallender und aus-
tretender Strahlen, sowie der Lagen konjugirter Punkte verweisen
wir auf die §§ 68—71.

§ 80. Es lisst sich stets eine einzelne Fliche oder eine diinne
Linse finden, welche, mit ihrem Scheitel in den ersten Hauptpunkt
des Systems verlegt, den einfallenden Strahlen genau dieselben
resultirenden Richtungen ertheilt, wie dieses durch das ganze
System erfolgt, so dass, wenn wir uns den Abstand der beiden
Hauptebenen als nieht vorhanden denken, die dadurch erhaltene
einzelne brechende Fliche oder Linse ohne Dicke dieselbe voll-
stindige Gruppe von Austrittsstrahlen liefert, wie das ganze System
brechender Fliachen. Eine solche Fliche oder Linse bezeichnet man
als dem ganzen System brechender Flichen #dquivalent. Das
System wird hierbei einer einzelnen brechenden Flédche #dquivalent
sein, wenn das erste und letzte Medium verschiedener Art sind,
dagegen ist es einer diinnen Linse &#quivalent, wenn erstes und
letztes Medium gleichartig sind.

Um djese Siitze zu beweisen, suchen wir die Gleichungen der
Strahlen auf in Bezug auf die Hauptpunkte als Koordinatenurspriinge.

Die Gleichung (3) des einfallenden Strahles lisst sich durch Ein-
Heath-Kanthack. ird
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setzung des Werthes von ¢ aus (19a), nimlich a= pl—f—%(l—l),
auch auf die folgende Form bringen:

y=Llo—p+ =)+,

oder
y="L )+ L=+,
oder
y=%(w—p1)+ﬂ%‘—“‘i;
und schliesslich nach (15):
y=%(x_pl)+¥ C .. (3T

und der zugehérige Austrittsstrahl erhilt die Gleichung:

O e S C 14

Der dem Schnittpunkt der Strahlen mit der Hauptebene ent-
sprechende Werth von y ist hiernach, da fiir diesen Fall z=p,
resp. = p,,

= by,

woraus
B P . 1,

Eben diese Gleichung wiirden wir aber erhalten haben, wenn
wir der Untersuchung eine Brechung an einer einfachen sphirischen
Fliache zu Grunde gelegt hitten. Ein vergleichender Blick auf die
fritheren Gleichungen iiberzeugt uns von dieser Thatsache. Sind =
und n' die Brechungsexponenten der Medien und r der Radius der
brechenden Fliche, so hat & den Werth:

n—n'

k=

und daher

Dieser Werth von r wird vom Scheitel aus in der Richtung des

einfallenden Lichtes gemessen. Das System ist daher &#quivalent

!
einer einzelnen brechenden Kugelfliche, deren Radius - % “ ist und

deren Scheitel mit dem ersten Hauptpunkt des Systems zusammenfillt.
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§ 81. Wenn das erste und letzte Medium gleicher Art sind, so
hat man sich den Fall einer diinnen, mit ihrem Scheitel in den
Hauptpunkt gelegten Linse vorzustellen. Die der Brechung durch
eine diinne Linse entsprechenden Gleichungen lauten:

=8+ kobo [vgl (D],
bl = bO’
B =Py + ki by,
und somit
B'=py=8+ (ko k) by.
Diese Gleichung entspricht nach (38) der verlangten, durch das
System hervorgerufenen Brechung, vorausgesetzt, dass

k=ky4 k.

Ist nun »' der Brechungsexponent der Linse, » und »' die
Radien ihrer beiden Flichen in der Richtung des Lichteinfalls als
positiv gemessen, so ist nach (1)

n—n' n'—n

ko4 k= r -+ P

oder

1 1
ko + k= k:(n——n') (7—7) e e e (39)
Ist @ die Brennweite der diinnen Linse im Sinne der bisher
gegebenen Definition, bezogen auf den ersten Brechungsexponenten
des ersten Mediums, so ist nach § 57 unter gehoriger Beriicksichti-
gung der Vorzeichen

L=— 93] ?
oder endlich
n
= (40)
Die Brennweite der Adquivalenten Linse ist daher 2 Sie

k

wird eine Sammellinse sein, wenn — -~ einen positiven, und eine

Zerstreuungslinse, wenn — —— einen negativen Werth hat.

§ 82. Es giebt einen Fall, in welchem die Bezugnahme auf
die betrachteten Hilfspunkte nicht zulissig ist, und da dieser Fall

7*
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in der Praxis hiufig vorkommt, wird es nothig sein, ihn einer Be-
trachtung zu unterwerfen. Es handelt sich um den Fall, wenn %
verschwindet; es liegen dann nimlich simmtliche Hilfspunkte in der
Unendlichkeit. Wird =0, so haben wir nach § 73:

gi=1,
ﬂ'=lﬂ,
o'=gb—+ hp.

Sind nun die Gleichungen des einfallenden Strahles wie in (8)

y=-"(—a+0 l

e |

so werden diejenigen des zugeordneten Austrittsstrahles in dem vor-
liegenden Falle nach (4)

{
y= 5, (x—a')+gb+hg

Y@ —d)+ getiy

n

~
=1

n'h

!
ten Gleichungen in folgender Form geschrieben werden:

Setzen wir hierin a =a' — ein, so kénnen die beiden letz-

=t e )b
oder
y=" @—+g0
und analog N €3 §)
e tge

n

5
P4

Gehen wir wieder, wie es oben geschah, iiber zur Bestimmung
des Bildes eines Punktes (£, », {), so erhalten wir als Relation
zwischen (&, 7, {) und den Koordinaten des Bildpunktes (¢', %', {')
ohne Weiteres aus (27) die Gleichungen:

"h
l(;"-——a——- n )—l—n'/z o ,
l — (' — @) :_n’g. 42)

IL'?;' n'e!
ny ng f—a E—a n

Durch Division mit ~~ erhilt man hieraus die Gleichungen:
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7: 3 =9,
oder, da gl=1,
U 1
und aus (42)
(¢ —e)=n'g@E—a). . . . . . . . (4D

Hieraus folgt, dass das Verhdltnis der linearen Dimensionen des
L, . 1
Bildes zu denjenigen des Objektes den konstanten Werth —% oder - hat,

was auch immer die Lage des Objektes sein may.

Der soeben betrachtete Fall liegt dann vor, wenn z. B. ein weit-
sichtiges Auge durch ein Fernrohr sehr entfernt liegende Objekte
betrachtet. Aus den Formeln ergiebt sich, dass ein urspriinglich
paralleles Strahlenbiischel auch beim Austritt seine Parallelitit bei-
behilt. In dem Falle eines Fernrohres haben wir n==7', und somit
verhilt sich nach dem Gesagten die Tangente des Konvergenz-
winkels des Einfallsstrahles zur Tangente des Konvergenzwinkels
des Austrittsstrahles wie 1:I. Hieraus ist gemiss der frither ge-

. 1 .
gebenen Definition ! oder 7 die Vergrosserung des Fernrohres.

Ist I positiv, so ist das Bild ein aufrechtes, dagegen ein umgekehrtes,
wenn ! negativ ist.

Einfache Theorie dquivalenter Linsen.

§ 83. Eine Linse wird als einem System von einer beliebigen
Anzahl centrirter Linsen dquivalent bezeichnet, wenn sie, in eine
bestimmte Lage gebracht, dieselbe Ablenkung der unter kleinem
Winkel zur Axe des Systems geneigten Strahlen bewirkt, wie diese
durch die Linsen des Systems erfolgt.

Wir nehmen zun#chst an, dass die Einfallsstrahlen zur Axe des
Systems parallel gerichtet sind, in welchem Falle die Lage der dqui-
valenten Linse ohne Belang ist.

Die Ablenkung, welche eine diinne Linse bewirkt, ldsst sich
nun dadurch bestimmen, dass man die Linse als ein diinnes Prisma,
welehes durch die an dem Einfalls- und Austrittspunkt an die Kugel-
flichen gelegten Tangentialebenen gebildet wird, ansieht. Die Ab-
lenkung wird daher unabhiingig sein von dem Einfallswinkel, sofern
man es mit kleinen Einfallswinkeln zu thun hat. Um die Grosse
der Ablenkung zu finden, nehmen wir an, der Einfallsstrahl verlaufe
parallel zur Axe, und es muss in diesem Fall der Austrittsstrahl
durch den Brennpunkt der Linse gehen. Ist y der Abstand des
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Einfallspunktes von der Axe, also die Einfallshohe, und f die Brenn-
weite der Linse, so ist offenbar die Ablenkung

J:———;J~,......,...(45)
wenn man die Linse als Sammellinse ansieht. Dieser Ausdruck fiir
die durch die Linse hervorgerufene Ablenkung gilt somit fiir jeden
Einfallsstrahl.

Angenommen nun, es seien n diinne Linsen mit den Brenn-

weiten fi, fo..... J, in den Abstinden @, a;..... a, . auf der Axe

angeordnet. Der Kiirze halber sei lc=—% und es moégen analoge

Abkiirzungen fiir alle iibrigen, durch die verschiedenen Indices unter-
schiedenen Grossen gelten. Die Einfallshéhen irgend eines zur Axe
urspriinglich parallelen Strahles seien der Reihe nach mit y, y,...%,
bezeichnet und es mogen ¢y, d,...9, die entsprechenden Gesammt-
ablenkungen des Strahles nach seiner successiven Brechung durch
die Linsen bedeuten. Dann ist nach (45), wenn man die Einfalls-
hoéhen yy, y;... durch die Ablenkungen ausdriickt:

1
0\1:"‘“&:]51.7/1

Si
Ye=a; di+ 4
dh=1d + _j':jz =kyys -+ d
Ys=as s+ >

(46)

d‘m:k'm,ym_k‘ Jm—-l

Aus diesen Gleichungen erkennt man unschwer y,, 0y, ¥a, 0,
Y3, O3.... als die Theilzihler der successiven Naherungswerthe, o
schliesslich als den Theilzéhler des letzten Naherungswerthes des
Kettenbruches: »

K2
1

1+
k4

1
a; +

]L‘)_,_

m
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Ist F, die Brennweite der einem System von m Linsen &qui-
3 . y N 1
valenten Linse, so ist ¢ —-——A, oder, wenn man K fir — -
m Fm m Fm
\)TL

setzt, 6,=y, K . Es stellt dann Km:y— den Theilzdhler des letz-
1

ten Ndherungswerthes des Kettenbruches:
1

1+

dar.
Die Werthe der ersten Theilzdhler sind unter Beriicksichtigung
der Gleichungen (46) der Reihe nach

1 A=y,

Y%

J 1
o B_,_ 1 _ .
- Y i F, K3

3. y =a, k +1;

1

B kT e e — — LK s
4. yT_alLILZ-;-Lg-HI_ Fz_Kg, (47)
5. 'Zi‘:alazklkz'l‘%(k1+k2)+a1k1+1§

1
) ' -

6. Tyizalazk1k2k3+a2k3(k1+k2)+alkl(kz+k3)+

1

1
by = — = K,
3

Hieraus ergeben sich fiir die Werthe der dquivalenten Brenn-
weiten die folgenden Beziehungen:

1 1 1 a
= —K,=-" 4.
F, ) S1 fo hfe’
1 1 1 1 a [ 1 1
= Ry e e — (—+~—)
F, A S Js A\ I3

_ @ (1 1 a4 ay
7 (f1+ ‘z)+f1f2fs' ce s @
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Diese Ergebnisse lassen sich auch direkt aus den gegebenen
Gleichungen ableiten.

§ 84. Es ldsst sich nun eine Formel auffinden, weleche zwei
auf einanderfolgende Glieder der Reihe K;, K, .... K mit ein-
ander verbindet und welche uns ein bequemes Mittel an die Hand
giebt, ihre Werthe zu bestimmen. Denn nach (46) haben wir:

d‘m Z“m Jm + Jm-—l ’
Y= Qo —1 d\m-—l +ym—1 ’

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen y_, so er-

hilt man

m?

d ——(1+11 k )')\m—l_,—kmym——l’

m m—1 "m

oder nach (45)

N
m—1

d\m:(l—l—am—lkm)d\ —1 + km(lk

m

hm—1

Substituirt man hierin Ky=20 fiir alle Indices von K und 9,
also Ky fir 6,, K _, ¥ fir J so erhalten wir die letzte Glei-

m? m—17?

chung in der Form:

de—-l
s . 49)

m-—1

K,—(1+a, k)K,_,+Fk

m—1 "m

wodurch K bestimmt ist, sobald man K __, kennt. Z. B. wire
nach (49) und (47) fiir vier Linsen, also fir m=4:

K, =(1+ a3k4){k1 -y Ry - g Ky (- k) A By (R ) - @y ag Ko By k3} +
4 k4{1+a2(k1—|—k2)+a1k1—|—a1a2k1k2},
oder
RKiy=k +hyt+byd-by4ay (b by + kb ks + b k) +ag by ks + Ry kg + Ky By 4
A ky ky) b ag Ry kg ko kg k) - asay (R by by + &y ks k) 4+ az o (R R by +
F ik k) Fayay by ko ky ki ko k) ey ayagky ko ks by,
was gleichbedeutend ist mit

TR )
(e G- ) |
g (G d) e ()
aa, |1 1 a, as as
+.f1.f;(7;+7)'m‘
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Dieser Ausdruck -charakterisirt eine Linse, welche vier ge-
gebenen, in Abstinden a;, a,, a; von einander angeordneten Linsen
dquivalent ist.

§ 85. Besteht das einfallende Strahlenbiischel aus beliebig ge-
neigten Strahlen, so ist die Lage der dquivalenten Linsen nicht
mehr, wie bei einem aus parallelen Strahlen bestehenden Licht-
biindel, gleichgiiltig und muss daher bestimmt werden. Bezeichnen
wir den Konvergenzwinkel des einfallenden Strahles mit ¢ und be-
dienen uns derselben Bezeichnungen wie bisher, so bleiben simmt-
liche unter (46) gegebenen Gleichungen unverdndert mit Ausnahme
der ersten derselben, indem diese die Form

d
f)‘l=k1yl—!—d‘———y1(lgl+*) N 30
Y
annimmt, und es wird daher der schliessliche Werth von 4, unver-

indert bleiben, wenn man fiir 4, seinen neuen Werth kl-%——y— ein-
1

filhrt. Bezeichnet man den reciproken Werth der Brennweite der
dquivalenten Linse mit K, so wird, da K eine Funktion erster Ord-
nung von k; ist, der neue Werth von K sein:

d dK

ok

so dass O 5 )
dK

dk

K'=K 4

Ii'g/l: d‘wL:Kyl—'_J

Bedeutet « den Abstand der &4quivalenten Linse hinter der
ersten Linse des Systems, so trifft der Einfallsstrahl die Linse in
einem Abstande y, -0 von der Axe und der Konvergenzwinkel
der durch dieselbe gebrochenen Strahlen wird demnach sein:

I =Ky +zd)+d
=Ky +01+Ka).

Setzt man diesen Werth demjenigen von 4, in (52) gleich,

S0 ist
dK
drl,

1 [{dK
,v:f(ﬁ—l).. )

1+Ko=

und hieraus

Dieser Ausdruck bestimmt die Lage der Linse, welche dem
gegebenen System von Linsen #quivalent ist.
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Allgemeine Sitze, Brennlinien und Brennebenen.

§ 86. Erfihrt ein Strahl bei seinem Verlaufe von einem
Punkte A nach einem anderen Punkte B durch beliebige Medien
eine beliebige Anzahl von Reflexionen oder Brechungen, so bedingt
das Reflexions- sowohl als das Brechungsgesetz, dass 2 (np) ein
Grenzwerth (in speciellem Falle ein Minimum) wird, wenn p die
Weglinge des Strahles in einem Medium vom Brechungsexponenten n
‘bedeutet. Erfolgt umgekehrt der Strahlengang derart, dass d 2 (np)
=0 wird, so ist auch damit gleichzeitig die Bedingung dafiir ge-
geben, dass der Strahlengang nach den durch die Empirie aufge-
stellten Gesetzen flir die Reflexion und Brechung verlduft. Den
Ausdruck np nennt man auch die optische Weglénge.

Wir geben zunichst einen elementaren (angeniherten) Beweis
fir die Richtigkeit dieses allgemeinen Satzes fiir eine einzelne
Reflexion und eine einzelne Brechung und werden spiter diese
Untersuchung auf eine beliebige Anzahl von Reflexionen oder
Brechungen ausdehnen.

B

Fig. 62.

Es sei in Fig. 62 APB der Weg eines Lichtstrahles, welcher in
einem homogenen Medium von einem Punkte A ausgehend nach
einem Punkte B verlduft und hierbei eine Reflexion an der Fliche
CD erleidet. Unsere Behauptung geht nun dahin, dass der Gesammrt-
weg, welchen der von A ausgehende Strahl wihlt, um von CD
reflektirt nach B zu gelangen, ein Grenzwerth ist, d.h. AP+ PB,
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die Summe der Theile des wirklichen Strahlenverlaufes, von irgend
einer anderen, einer unendlich kleinen Verschiebung des Punktes P
um das Bogenelement PQ entsprechenden, Verbindungslinie AQB
zwischen A und B garnicht oder nur um kleine Grossen zweiter
Ordnung abweicht.

Es sei AQB der einer unendlich kleinen Verschiebung inner-
halb der Ebene APB entsprechende Strahlengang. Die Differenz
AQ— AP ist dann bis auf Grossen von mindestens der zweiten
Ordnung der Kleinheit gleich der Projektion von PQ auf AP, und
ebenso ist die Differenz PB — PQ, unter gleicher Voraussetzung,
gleich der Projektion von PQ auf PB. Diese Projektionen sind aber
einander gleich, da AP und PB gleiche Neigungswinkel mit PQ
einschliessen. Es ist somit AQ -+ QB = (AP -+ PB), woraus hervor-
geht, dass fiir eine verschwindend kleine Verschiebung des Kinfalls-
punktes aus der dem Reflexionsgesetz entsprechenden Lage die
hierdurch verursachte Variation des optischen Weges, d. h. der
Summe AP + PB, verschwindet. Die optische Weglinge stellt somit
ein Maximum, Minimum oder Xkeines von beiden dar. Bis auf
Grossen zweiter Ordnung liegt also jedenfalls ein Grenzwerth vor
und in jedem speciellen Falle wird man zu bestimmen haben, ob
dieser Grenzwerth ein Maximum oder Minimum reprisentirt.

Zu einem analogen Schluss
gelangen wir, wenn wir annehmen,
dass der Strahl bei seinem Ver-
laufe von A nach B an der Fliche
CD eine Brechung erleidet. Sind
n und »' die Brechungsexponenten
der beiden Medien, so stellt, wenn
unsere Behauptung richtig ist, die
optische Weglinge nAP + n'PB
einen Grenzwerth fiir den Strahlen-
gang dar.

Es wird auch hier gentigen,
nur den Fall einer Betrachtung zu
unterziehen, wo @ in der Ebene
APB liegt.

Man ziehe in Fig. 63 das Ein- Fig. 63.
fallsloth PN und bezeichne den
Einfalls- und Brechungswinkel mit ¢ und ¢. Es ist dann nach dem
Brechungsgesetz nsiné=n'sini. Nehmen wir nun AQB als den
einer verschwindend kleinen Verschiebung des Einfallspunktes ent-
sprechenden Strahlengang von A nach B an und bilden die Differenz
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von AP und der Projektion von AQ auf AP, sowie diejenige von
BP und der Projektion von BQ auf BP, so ist:
nAQ—nAP=nPQsind
n"BP —2'BQ=2'PQsin7.

Somit wird die Aenderung in der gesammten optischen Weg-
linge bei einer verschwindend kleinen Verschiebung des Einfalls-
punktes

nAQ—+n'BQ— (nAP + #'BP)=PQ (nsini — »' sin ') =0.

Hieraus geht hervor, dass fiir eine verschwindend kleine Ver-
schiebung des Eintrittspunktes ldngs der brechenden Fliche die
durch diese Verschiebung verursachte Variation verschwindet, worin,
wenn wir auch hier wie bei der Reflexion von einer streng analy-
tischen Untersuchung absehen, die Bedingung dafiir gegeben ist,
dass die optische Weglinge, d.h. nAP + »'PB, einen Grenzwerth
fiir den Strahlengang darstellt.

Z

Der fiir die Reflexion bewiesene Satz ist nur als ein specieller
Fall des letzten Satzes anzusehen. Man hat nimlich nur fiir jenen
Fall n' = —n zu setzen, um ihn von dem letzteren, als dem allge-
meineren, Satze abzuleiten.

Ehe wir die soeben besprochenen Fille auf eine beliebige An-
zahl von Reflexionen oder Brechungen ausdehnen, mag noch folgen-
der analytischer Beweis fiir zwei Specialfiille, den der Reflexion an
einer konvexen Fliche und den der Brechung an einer Ebene, ein-
gefiigt werden.

Es seien mit Bezugnahme auf Fig. 64 zwei Punkte A und B
im Raume durch ihre Koordinaten (a;, b;, 0) und (a,, by, 0) und
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eine konvexe Fliche z=f(z, y) gegeben. Ein Strahl gehe nun von
A aus und werde bei P von der Fliche z=/f(z, ) nach B reflektirt.
Um zu zeigen, dass diese Lage des Punktes P der Fliche z=7(z, v)
ein Minimum fiir die Weglinge AP + PB ergiebt, beziehen wir die
gegebenen Grossen auf ein Koordinatensystem, dessen XY-Ebene
mit der Einfallsebene zusammenfillt, wihrend die XZ-Ebene die
Tangentialebene im Punkte P an die reflektirende Fliache darstellt
und die X-Axe durch den Punkt P geht.
Die Abscisse des Punktes P sei mit x bezeichnet, es ist dann

f@=AP+PB=V(e—a) + b*+ V(e —a)’ + bs".
Als Bedingung dafiir, dass f(¢) moglicherweise ein Maximum

oder Minimum wird, ergiebt sich hieraus:

z—aq x—ay

Vo—a)+bF  Ve—a)P+b

f @)=

)

(x — ay)* + b,* _ (& — ay)* + b5

i

(v —ay)? (& — ay)?
b,? b,?
Te—ar = ey’
und hieraus
T—0, _ T—ay
b b

Diese Gleichung bedeutet aber nichts anderes, als dass
tg APN = tg BPN,
oder
Aa=4g
und als entsprechenden Werth von x haben wir:

byay—byay

51“52

€Xr =

Um zu bestimmen, ob dieser Werth von z ein Maximum oder
Minimum verursacht, bilden wir den zweiten Differentialquotienten:

T — a

VE—af + b — (@ —ay) Vo—ay+be N

(@ —a)* + by

7" @)=

V=gt b __T=@
(@"‘02) + b — (v — ay) Vo—a)+ by

@— @i+ b

-+

7
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o b,? -+ by*
:(w—al)2+ }'123 Viw—a) + b7 3(99—02)2 + 1’223 Vie—a) + b

Hieraus erkennen wir ohne Weiteres, dass f'' (z) einen positiven
Werth hat; es ist also a=p die Bedingung dafiir, dass AP +PB
ein Minimum ist; denn fiir eine Verschiebung des Punktes P in der
Richtung der Y-Axe wird die Strecke AP + PB offenbar grosser.

Ganz analog ldsst sich der Fall behandeln, wo der Strahl in
seinem Verlaufe von A nach B durch eine Ebene gebrochen
wird. Wieder seien zwei Punkte durch ihre Koordinaten (e, b;, 0)
und (a,, by, 0) gegeben. Wir setzen voraus, dass der Strahl von A
nach P, dem Punkte der brechenden Ebene, und von da nach B
verlduft, dass durch die Ablenkung bei P dem Brechungsgesetz ge-
niigt wird, und behaupten, dass unter dieser Voraussetzung nAP
+n'PB ein Minimum wird. Die XY-Axe bilde, wie im vorigen
Falle, die Tangentialebene, also hier die brechende Ebene selbst

Y

N

Fig. 65.

und der Einfallspunkt liege demnach in der X-Axe. Verfahren wir
nun ganz shnlich wie im vorigen Falle, so erhalten wir mit Bezug-
nahme auf Fig. 65 die folgende Entwicklung:

F(@)=nAP +2'PB=nl(z—a,)’ + b +n'V(w—ay® + b}*;

r—a r—ay
f'(x):n—————l—~— - — =0
Vw—a)? + b V(e —as)? + b5

(r—ay)’ — (x — ap)?
(¢ —a)? + b* (@ —a?+ 6’

n2
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n? n'?

by? o i !
L G DU
- (x — ay)? i (& — ay)?
das heisst,
n® o n'?
1+ectg2e = 14ctg?g’
oder
nsine = »'sin g

ist die Bedingung dafiir, dass f(¢) moglicherweise ein Maximum
oder Minimum wird.
Setzen wir in den zweiten Differentialquotienten

n 0% n' by?

—
V@—af+ b Va—ap+ b J@—a)+ b2 Va—a) + b

£ (@)=

die Wurzel der auf O reducirten ersten Derivirten ein, so erkennen
wir ohne Weiteres, dass f''(z) einen positiven Werth hat. Es ist
somit nsin o =n'sin # die Bedingung dafiir, dass nAP +n2'PB ein
Minimum darstellt. Fir eine Verschiebung des Punktes P in der
Richtung der Y- Axe ist dies evident.

Nehmen wir nun den Fall, es treten in dem Verlaufe des
Strahles von A nach B eine beliebige Anzahl von Reflexionen oder
Brechungen auf. Es sei mit ¢ die Wegldnge eines Strahles in
irgend einem Medium mit dem Brechungsexponenten n bezeichnet.
Nachdem nun bereits gezeigt worden ist, dass X' n¢ einen Grenz-
werth darstellt fiir die Verschiebung der Einfallspunkte zwischen je
zwei benachbarten Medien, so wird dieser Ausdruck nach dem
Principe der Superposition kleiner Verschiebungen auch dann einen
Grenzwerth darstellen, wenn eine Reihe von gleichzeitigen Ver-
schiebungen zugelassen wird. Die optische Weglinge Xng der
zwei Punkte verbindenden Strahlen stellt also einen Grenzwerth
dar. Findet eine kontinuirliche Verdnderung des Brechungsexpo-
nenten statt, so gilt dasselbe Gesetz, und der Strahl verlduft dann
in der Weise, dass Sn ds ein Grenzwerth oder 6Snds=0 ist.

§ 87. Ein anderer, von Malus aufgestellter Satz ergiebt sich
ohne Weiteres aus dem Vorgehenden. Er lautet:

Jedes System wvon normal zu einer Fldche einfallenden Strahlen behdlt
auch nach einer beliebigen Anzahl von Reflexionen und Brechungen an beliebig
gestalteten Flichen stets die Eigenschaft bei, dass die Strahlen desselben Nor-
male zu einer Fldche sein kdnnen.
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Die allgemeine Theorie der Liniensysteme wird spéter be-
handelt werden; wir konnen aber schon an dieser Stelle anfiihren,
dass ein doppelt unendliches System von Linien nicht auch im All-
gemeinen ein System von Senkrechten darstellt.

Es seien in Fig. 66 ABCDE....,
A'B'C'D'E' die Richtungen einer Reihe
von Strahlen, welche senkrecht zu einer
durch A gehenden Fliche gerichtet sind
und eine beliebige Anzahl von Reflexionen
und Brechungen erleiden. Von diesen
Strahlen denke man sich derartig bis EE'
Wegestrecken abgegrenzt, dass 2ng fiir
jede derselben den gleichen Werth hat;
nach dem Malus’schen Satze sollen dann
die Strahlen schliesslich alle Senkrechte zur
Fliche EE' sein. Um dies zu beweisen,
ziehen wir A’'B und E'D. Nach unserer
Voraussetzung hat 2ng sowohl fir ABCDE als auch fiir A'B'C'D'E/
denselben Werth. Da aber 2 ng¢ fiir den Strahlengang A'B'C' D' E
ein Minimum darstellt, somit fiir eine unendlich kleine Verschiebung
BB' die erste Variation verschwindet, so hat X'n ¢ fiir den Strahlen-
gang A'BCDE' und A'B'C'D'E' und daher auch fir ABCDE
den gleichen Werth. Subtrahirt man von den beiden Strahlenwegen
A'BCDE und ABCDE die beiden gemeinsamen Strecken, so hat
man, wenn #» und »' die Brechungsexponenten der beiden Hussersten
Medien sind, die Gleichung nA'B+#'E'D=nAB+2'DE. Da
aber A B senkrecht zur Fldche A A' gerichtet ist, so muss fiir un-
endlich benachbarte Strahlen A'B=A B, daher auch DE=DZE'
sein; das ist aber nur dann der Fall, wenn E E' senkrecht zu D E
ist. Dasselbe ldsst sich fiir jeden anderen dem Punkte E benach-
barten Punkt darlegen und es ist somit die Fliche E E' senkrecht
zum Strahl D E und zu jedem anderen Strahl des Systems, wie sich
auf ganz analoge Weise zeigen lisst.

§ 88. In dem Folgenden geben wir eine analytische Behand-
lung dieser Sitze. :

Ein Lichtstrahl gehe durch mehrere Medien mit verschiedenen
Brechungsexponenten hindurch. Sind (¢, 5, 7,) die Richtungs-
kosinusse des einfallenden Strahles und (z,, #,, ) die Koordinaten
eines Punktes auf demselben, so kann man (e, 5;, r,) als bekannte
Funktionen von (x, #,, 2,) ansehen. Es treffe dieser Strahl die
erste brechende Fliche in dem Punkte (&, 7, &), und (ag, B, 72)
seien die Richtungskosinusse des in das zweite Medium gebrochenen

Fig. 66.
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Strahles. Es sind dann nach (12, II) die Richtungskosinusse der
Strahlen unter einander verbunden durch die Gleichungen:

ny e — Ny g = (y COS &y — 7Ny COS &5) Ay l
Ny By — My By = (g COS 4y — My COSE) gty ¢, - . - . (1)
0y 1 — Ny g = (R COS &y — Ny COS i) 7y J
worin (4, py, v;) die Richtungskosinusse des Einfallslothes zur ersten
brechenden Fliche bedeuten.

Ferner ist:
MdE A+ pmdn+ndi=0. . . . . . . (2

und daher, wenn man die Gleichungen (1) der Reihe nach mit d &,
d5, und d& multiplicirt und sie dann addirt,
(ny ey — gy ) A& 4 (ny By —ng fo) Ay + (ny yr — nay2) d &y = 0.. 3

Bezeichnet man mit 7, den Abstand zwischen (2, y,, 7)) und
(&, 7, &) und mit ' den Abstand zwischen (¢, 7, {) und
(-73'2, Ya» 22), so ist:

== (& — @)* + (. — y1)? + (& — #)* |

. (4)
Pt = (g — E) A (e — m)P A+ (e — &)° [
Ferner ist
it By —§
o = 7‘1 oy = ~
_m—un _%—m .
B1 " . B ~ S (3)]
_bh—~ _a—h
Y17 7'1 Ve = 7.1!

Aus der Differentiation der Gleichungen (4) und aus Glei-
chungen (5) ergiebt sich:
dry==a; (d& — day) + gy (dm — dy) + v, (A4 — dz) 1 ©)
dry'= q (dy — d5) + o (A — dn) + 72 (42 — &) ]
Hieraus folgt unter Beniitzung von (3)
ny dry  ng dry' =y (@ A%y = By diys ~+ 7y d2g) — ny (e Ay + By dy; + y1 d2)).
Ist ferner r, der Abstand des Punktes (xp, y5, 2,) von der
nichstfolgenden Fliche und r,' der Abstand zwischen dieser Fliche
und einem Punkte (z;, y;, 2;) auf dem gebrochenen Strahl in dem
nichsten Medium, so haben wir wieder:

ng dry ~+ ng dry = ny (a5 dxy + 3 dys + 3 d2g) — ny (@ A2y + By dys + 72 d2)
Heath-Kanthack. 8
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u. s. f. Bezeichnet man daher mit ¢,, ¢, 95 ....9, ;, ¢ die ge-
sammten optischen Wegldngen in den verschiedenen Medien, d. h.
0. ="y, 0=1 +ry, @=ry+r;.... etc., so ergiebt sich durch

Addition aller nach Analogie der beiden letzten Gleichungen ge-
bildeten Beziehungen :

ndoy +nydog+ ... ... +n'do'=n' (¢ da' + p' dy' +y' d&') —
— iy (ey doy+ Bydy, +yde). . .o o o .o (D)

Wenn », (a, dz, + 8, dy, -+ y, dz;) ein vollstindiges Differential
ist, so muss auch #' (a'da’ + ' dy' 4 y' d2') ein solches darstellen;
mit anderen Worten: Straklen, welche einmal innerhalb ihres Verlaufes als
Normale zu einer brechenden Fliche auftreten, haben fir den ganzen Strahlen-
gang die Figenschaft, Normale zu einer Fliche zu sein.

Setzen wir

ny (¢p doy + gy dyy + yy d2))=dV,
W (' da’+ g dy +-y' d2)y=dV',
so folgt hieraus und aus (7) durch Integration:
V —V=23(no).

Die zwischen je zwei Normalfliichen eingeschlossene optische
Weglinge ist somit fiir alle Strahlen des Systems die némliche.

Ist die Lage des Ausgangs- und Endpunktes des Strahlen-
ganges eine unverdnderliche, so verschwinden dz,, dy,, dz;, und
ebenso da', dy', dz', es wird nach (7) 2 (ndg)=0 und es stellt so-
mit bis auf kleine Grossen 2. Ordnung 2 (ng), oder die optische
Weglinge, einen Grenzwerth fiir den Strahlengang dar.

Die Funktion V bezeichnet man als die charakteristische
Funktion des Systems.

§89. Von hier ausgehend kénnen wir das allgemeine Gesetz
des Strahlenganges fiir irgend ein heterogenes Medium bestimmen.

Der Strahlengang wird immer ein solcher sein, dass Snds oder V

ein Minimum wird. Die Strahlen werden sdmmtlich zur Fliche V
= konstant lothrecht sein.

Kennen wir V als eine Funktion von z, y, z fir alle durch
ihre Koordinaten (z, y, 2) bestimmten Punkte des Raumes, so kennen
wir damit auch die Richtung des Strahles in irgend einem Punkte.

Denn

av _av _ . av _
dz =" Tdy T A P

und daher
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[ ) =
dx dy dz ’
wodurch n, a, 8 und y bestimmt sind.

© § 90. Ein Strahlensystem, welches sich rechtwinklig von einer
Fliche schneiden lisst, wollen wir als ein orthotomisches System
bezeichnen. Ein System von einem Punkte ausgehender Strahlen
oder solcher Strahlen, welche durch irgend eine katoptrische oder
dioptrische Anordnung zur Vereinigung in einem Punkte gebracht
werden koénnen, ist, wie ohne Weiteres einzusehen ist, stets ortho-
tomisch; denn es wird eine Kugelfliche, deren Mittelpunkt in dem
Vereinigungspunkt der Strahlen liegt, sdmmtliche Strahlen unter
rechtem Winkel schneiden.

Wenn die Strahlen eines von einem Punkte ausgehenden
Strahlensystems nach einer beliebigen Anzahl von Reflexionen und
Brechungen wieder in einem anderen Punkte homocentrisch werden,
so hat Xng, die optische Weglinge von einem Punkte zum anderen,
denselben Werth fiir alle Strahlen.. Um daher Strahlen, welche von
einem Punkte S ausgehen, mit Hilfe einer einfachen Reflexion an
einer krummen Fliche in einem zweiten Punkt H zu sammeln,
wihlen wir unsere Fliche derartig, dass SP -+ PH fiir alle Strahlen-
wege denselben Werth hat und finden somit, dass diese Fldche ein
Rotationsellipsoid mit den Brennpunkten S und H sein muss (Fig. 67).

Fig. 67. Fig. 68.

Sind die Strahlen parallel, so liegt der Punkt S in der Unend-
lichkeit, die Fliche ist somit ein Rotationsparaboloid, dessen Axe
parallel zur gemeinsamen Strahlenrichtung gerichtet ist.

Bestimmen wir nun die Form einer brechenden Fliche, durch
welche alle von einem Punkte S ausgehenden Strahlen in einem
Punkte H vereinigt werden. Sind » und »' die Brechungsexponenten
der Medien und ist in Fig. 68 P irgend ein Punkt der brechenden
Fliche, so muss die Fliche der Gleichung

2SP 4+ 2»'HP =¢

gentigen.
8%



116 Kapitel VI

Diese Gleichung charakterisirt aber eine Rotationsfliche, deren
Erzeugende ein Cartesianisches Oval mit den Brennpunkten S und
H ist.

Als besonderen Fall nehmen wir an, dass die Strahlen parallel
sind, so dass S in unendlicher Entfernung liegt. Man denke sich
eine Ebenee MX rechtwinklig durch die Strahlenrichtung gelegt
(Fig. 69) und verldngere irgend einen Strahl bis zu seinem Schnitt-
punkt M mit jener Ebene. Es ist dann

nSP 4+ #»HP =c.

M £ \S

Fig. 69.

Es ist aber auch nSP +nPM konstant. Wahlt man nun die
Lage der Ebene MX so, dass diese konstante Grosse ebenfalls gleich
¢ wird, so ist ”’ HP==PM, d. h. die Fliche ist eine Rotationsfliche,
deren Erzeugende ein Kegelschnitt mit dem Brennpunkt H und der
Direktrix MX ist und deren Rotationsaxe durch die grosse Axe des
Kegelschnittes gebildet wird.

§91. Im Allgemeinen schneiden sich wunendlich benachbarte
Strahlen nicht. Fassen wir aber unendlich benachbarte Strahlen
eines orthotomischen Systems, welche die rechtwinklig durch sie
gelegte Fliche in Punkten einer Kriimmungslinie treffen, ins Auge,
so werden sich diese Strahlen schneiden und eine Kurve, die so-
genannte Brennlinie, einhiillen.

Unendlich benachbarten Krimmungslinien desselben Systems
entsprechen unendlich benachbarte Brennlinien und diese stellen in
ihrer Gesammtheit eine Brennfliche dar, welche von jedem Strahl
des Systems tangirt werden. Ebenso bestimmt die andere Gruppe
von Kriimmungslinien eine zweite Brennfliche. Jeder Strahl des
Systems tangirt somit zwei Brennflichen.

Sind die Strahlen symmetrisch um eine Axe gruppirt, so ist
die orthogonale Fliche eine Rotationsfliche. Die eine Gruppe von
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Kriimmungslinien bilden die Meridiankurven und -die ibnen ent-
sprechende Brennfliche entsteht geometrisch durch die Rotation der
Evolute der Meridiankurve um die Symmetrieaxe. Die andere Gruppe
von Krimmungslinien sind Kreise, deren Mittelpunkte auf der Axe
liegen. Diejenigen Strahlen, welche in Punkten einer dieser Kreis-
linien die orthogonale Fliche rechtwinklig durchschneiden, vereinigen
sich in einem Punkte der Axe und bilden einen Rotationskegel. s
wird daher die zweite Brennfliche durch einen Theil der Symmetrie-
axe dargestellt.

§ 92. Der Charakter eines begrenzten Strahlenbiischels ist in
Figur 70 dargestellt; BAB' sei die orthogonale Fliche, F der Riick-
kehrpunkt der Brennlinie.

b}

Fig. 70.

Wird das Strahlenbiischel von einem senkrecht zur Axe auf-
gestellten Schirm aufgefangen, so ldsst sich die Form der Brennfliiche
feststellen, indem man, wihrend man den Schirm von DD’ nach F
verschiebt, den hellen Lichtfleck auf dem Schirm beobachtet. In
seiner Stellung bei DD’ zeigt der Schirm einen kreisférmigen Licht-
fleck, welcher von einem helleren Ring umgeben ist, und wihrend
man nun den Schirm von DD’ nach F verschiebt, verengt sich all-
méhlich dieser Ring. Sobald C erreicht ist, wird der andere Theil
der Brennfliche sichtbar und ein heller Lichtpunkt zeigt sich in der
Mitte des hellen Fleckes. Wenn die Stelle EE' erreicht ist, so hat
der Lichtkreis seine geringste Ausdehnung; man nennt diesen Kreis
den kleinsten Zerstreuungskreis. Wéhrend der Verschiebung
des Schirmes tiber diese Stelle hinaus erweitert sich die Peripherie
des ganzen Lichtfleckes, wihrend sich gleichzeitig der helle Ring
verengt. Ueber F hinaus horen die Unterschiede in der Helligkeit
des von dem Schirm aufgefangenen Lichtes auf.

§ 98. Trifft irgend ein Strahl BCE' die Axe in C, so bezeichnet
man FC als die longitudinale Aberration dieses Strahles. In-



118 Kapitel VL

folge des symmetrischen Strahlenganges ist FC eine gerade Funktion
der Neigung des Strahles zur Axe und, wenn das Strahlenbiischel
ein enges ist, so konnen wir die longitudinale Aberration als dem
Quadrat jener Neigung proportional ansehen. Bedeutet daher = die
Tangente der Neigung des Strahles zur Axe und vernachlissigen
wir die hoheren Potenzen der kleinen Grosse m, so ist die longitudi-
nale Aberration angenshert gegeben durch die Gleichung I'C=cm?.
Nimmt man nun F als Koordinatenursprung und F A als die X-Axe
eines rechtwinkligen Koordinatensystems an, so haben wir als Glei-
chung des Strahles:
y=m@—cm?. . . . . . . . . . 9

Suchen wir die Umhiillungskurve zu dieser Linie auf, wihrend
wir m als einen variablen Parameter ansehen, so bildet diese die
Brennlinie in der N#he von F. Differentiiren wir (9) nach m, so
ergiebt sich

0=z —3cm?
und aus (9), wenn wir hierin m eliminiren:
Mey?=42* . . . . . . . . . (10

als die Gleichung der Umhiillungskurve.

Die Brennlinie hat, wie uns diese Gleichung erkennen lidsst, an
threr Spitze die Gestalt einer semikubischen Parabel.

§ 94. Um die Grosse und Lage des kleinsten Zerstreuungs-
kreises zu finden, miissen wir den Schnittpunkt irgend eines Strahles
mit dem Hussersten Strahl bestimmen; lassen wir dann die Ordinate
dieses Schnittpunktes ein Minimum werden, so finden wir damit die
Lage und den Radius des gesuchten Kreises.

Der Husserste Kreis habe nach Analogie der Relation (9) die
Gleichung:

y=kzx—ck® . . . . . . . . . 1Y

und irgend ein anderer Strahl, wie in (9), die Gleichung
y=max — cmd.
Eliminirt man mittelst dieser beiden Gleichungen z, so hat man

y (m— k) =cmk (m?* — k%),
hieraus
y=ck (m? 4 km),

L\2 2
y—-—:ck{(m—l—~2—) ———4—}

oder
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Hieraus erkennen wir ohne Weiteres, dass y seinen kleinsten
Werth erreicht, wenn m = — <5 wird, und als Radius des kleinsten

Zerstreuungskreises ergiebt sich somit

,=_%fck3:~r. N ¢ &)

Als zugehoriger Werth von # ergiebt sich aus (11)

x:fz;ck% 6 -5
Der Abstand des Mittelpunktes des kleinsten Aberrationskreises
von dem Riickkehrpunkt der Brennkurve betrigt somit drei Viertel
der Longitudinal-Aberration des &dussersten Strahles.
Um die Lateral-Aberration des Hussersten Strahles zu finden,
haben wir nur in der Gleichung (11) fiir diesen Strahl x=0 zu

setzen und finden dann
y=—cek . . . . . . ... 19

Der Radius des kleinsten Zerstreuungskreises betragt somit ein Viertel
der Lateral-Aberration des dussersten Strahles.

§ 95. Wenn nun ein Spiegel oder eine Linse, worin die Aber-
ration nicht vollstindig korrigirt worden ist, als Theil eines optischen
Instrumentes auftritt, so werden, wie sich leicht aus der soeben ge-
gebenen Untersuchung erkennen ldsst, symmetrische Strahlenbiischel
im Allgemeinen nicht in einem Punkte vereinigt, vielmehr stellt ein
Schnitt eines solchen Strahlenbiischels eine kleine Kreisfliche dar.
Soll ein moglichst scharfes Bild gewonnen werden, so muss dafiir
gesorgt werden, dass dieser Kreis moglichst klein wird; es muss
mit anderen Worten der auffangende Schirm sich in der Ebene
des Kkleinsten Aberrationskreises befinden. Das im mangelhaft
korrigirten Instrument sichtbare Bild eines Objektes wird somit
nicht deutlich sein; es besteht vielmehr aus einer Reihe kleiner, ein-
ander tiberdeckender kreisformiger Lichtflecken. Dieser Uebelstand
ist indessen nicht so gross, als man annehmen koénnte; denn der
kleinste Aberrationskreis ist nicht gleichmiissig hell, sondern er hat
seine grosste Helligkeit im Mittelpunkt und es nimmt diese nach
dem Umfange zu sehr schnell ab; das Bild eines Punktes reducirt
sich deshalb, schwaches einfallendes Licht vorausgesetzt, fast auf
diesen Mittelpunkt selbst.

Um das Gesagte ndher zu begriinden, wollen wir einen ein-
fachen Fall niherungsweise geometrisch untersuchen. Unter Bei-
behaltung unserer bisherigen Bezeichnungsweise wollen wir einen
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Ausdruck fiir die Apertur des Strahlenbiischels an der orthogonalen
Fliche finden. Ist 7 der Radius dieser Apertur und a die Abscisse
des Scheitels dieser Fliche, so ist nach (11), wenn man hierin z=a«a
und y =7y setzt, angenihert

n=ka— ¢k,

und somit erhalten wir, da ck® verschwindend Kklein im Vergleich
zu ka ist, als Ndherungswerth von z

p=Fka. . . . . . . . .. . (1)

Der zugehorige Radius des Kkleinsten Aberrationskreises ist
nach (12)
1

yZTCkS. L (153)

Betrachten wir nun die zwischen zwei Kreisen mit den Radien 5
und 7 -+ dy liegenden Strahlen. Die Fliche der durch diese Kreise
abgegrenzten Zone ist 2zydy, diejenige. der entsprechenden Zone
auf dem auffangenden Schirm 27ydy. Vorausgesetzt nun, dass die
von der orthogonalen Fliche ausgehende Lichtmenge proportional
der Fliche der Zone auf jener Fliche ist, so wird die Helligkeit
der kleinen Zone des Kkleinsten Aberrationskreises proportional sein
dem Quotienten

Sandy _ ndy
2Qaydy  ydy '’
d. h. nach (15) und (12)
a?kdk oder 16 o 1
1 .8 . 3 e e
—ICL .ZCL dk

y ist aber, wie wir gesehen haben, %® proportional, und somit
ist die Helligkeit des kleinsten Aberrationskreises umgekehrt pro-
portional y%; sie nimmt also vom Mittelpunkt nach dem Umfange ab.

Diese letztere Untersuchung ist zwar nur niherungsweise richtig,
sie gentigt aber immerhin, um eine Erklidrung dafiir zu liefern, warum
Bilder auch dann noch ihre Deutlichkeit behalten, wenn ein kleiner
Aberrationsfehler vorhanden ist.

§ 96. Untersuchen wir jetzt fir einige einfache Fille die
Gleichungen und Eigenschaften der Brennlinien fiir Strahlengruppen,
welche von einem Punkte ausgehen und von einer Fliche reflektirt
oder gebrochen werden!

Eine Gleichung der Brennlinie fiir die Reflexion von einem
leuchtenden Punkte ausgehender Strahlen an einem Kreise ent-
wickelte Lagrange in folgender Weise:
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Ist C der leuchtende Punkt und AOB der durch C gehende
Durchmesser des reflektirenden Kreises (Fig. 71), so wird irgend ein
auf den Kreis in P auffallender Strahl CP in die Richtung P Q reflek-
tirt, derart, dass CP und PQ mit dem Radius OP gleiche Winkel
einschliessen. Bezeichnet man den Winkel AOP mit «, setzt OC=c¢

1 ’ 1
= und OA=a=-, so lassen sich die Gleichungen des ein-

fallenden und reflektirten Strahles in Polarkoordinaten folgender-
maassen schreiben:
l—:u:Acosa-}—Bsina fir CP,

r
1

<

—=wu=Acos ¢+ Bsiné, l
oder fiir P Q.

—%ﬂ—:u:Acos@a—0)+Bsin(2a—~0)!

Fig. 71.

Denn schliessen zwei Leitstrahlen mit PO gleiche Winkel ein,
so ist die Summe ihrer Polarwinkel 64 #'=2a« und es sind somit
die durch die beiden letzten Gleichungen gegebenen zusammen-
gehorigen Werthe von » einander gleich. Die Konstanten A und B
bestimmen sich durch die Bedingung, dass der Einfallsstrahl durch
die Punkte C und P hindurchgeht. Setzt man daher beziehungs-
weise 0 =0 und 0=«a, so ergiebt sich aus der Gleichung fiir CP;

1
—=r=4
1

a

=k=Acosca-}+ Bsine.

Setzen wir die hieraus sich ergebenden Werthe von A und B
in die Gleichung des reflektirten Strahles ein, so erhalten wir

usine=*%sin (2« — 6) — p sin (e — 6).
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Setzen wir noch 2a — 0=2 @, so dass a= 0+ ;, 50 ergeben
sich die folgenden Gleichungen:
. 6 . 6 .
u sin (4:—!—7) —+ psin (4»—?) =/ sin 2 &

(u - p) cos —g— sin ¢» 4 (¢ — p) sin AZ* cos

2k sin & cos & =1
(u+p) COS% (v — p) sin%
2kcos + 2 ksin & =1
oder, wenn man sich der beiden Substitutionen
6
(u—+ p) cos ——
2
P= 2L
.. . . . . (162)
.8
(u — p) sin ——
g DT
o 2k
bedient, so ist schliesslich
P Qe
cos &> sin ¢

Der willkiirliche Parameter a erscheint in dieser Gleichung
nur als in @ enthalten. Um daher die Einhiillende des reflektirten
Strahles zu finden, differentiiren wir (16) nach ¢ und setzen den
ersten Differentialquotienten gleich O, woraus sich ergiebt

P sin ¢ Qcos &>

cos?d  sinies =0
und hieraus
P Q
cosSd  sindd

Setzt man die hieraus sich ergebenden Werthe von P und Q,
nimlich P=4cos*@® und Q=~4sin3@, in (16) ein, so wird A=1 und
man hat somit

P Q

cos®dp ~ sinddp ~

Eliminirt man @, indem man die aus dieser Relation sich
. Y .
ergebenden Werthe cos =P und sin @= Q" in (16) einsetzt, so
erhilt man die Beziehung

P2/3_|_Q2/3=1. B ¢ V)
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In Parallelkoordinaten ausgedriickt, heisst das nach (16a)

[ —l—J(u-—p) sin _Q_} -—(QL) .

I (u +p) cos - 5

2

Um die irrationale Gleichung (17) auf eine rationale Form zu
bringen, erheben wir beide Seiten der Gleichung in die dritte
Potenz; sie erhilt dann die Form

P2 Q@+ 3P Q5 (P 4 Qh) =1,
oder
1—P2— Q*=3PhQh,
Erheben wir diese Gleichung abermals in die dritte Potenz, so
erhalten wir schliesslich
A—PP— QP=2TPTQ% . . . . . . . (18)
Nach einer einfachen Transformation lisst sich diese Gleichung

auch durch Parallelkoordinaten ausdriicken. Es ist ni#mlich nach
(16a), da

1_,
p 2
und
— ==,
und
-1
=7
ist,
a 1 1 ']
P=-3 (T+T) €08 5~ o
Q—-L __L_i suli ( )
2 r 3 ¢ 2
und somit
a? [1 1 2 6 ]
2 2 = ) S S 2 __
P24+ Q 41r2+c2 + e (Qcos 5 I)J,
a? [ 1 1 2
=i .—|——+——cos6
a2
:m{CZ—f—r?—l—Qc(rcosa)},
oder

2
PP+ Q=5 {7" +6‘+26z} B 1)
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Ferner folgt aus (19) durch Multiplikation der Werthe von
P und Q

2
a? o~
PQ—W\CQ—'T‘)Slna

oder
2

PQ:S—;—?(CZ—T“’)y. R 33

Wir erhalten somit nach (18), (20) und (21) als Gleichung der
Brennlinie

{(402——11’-‘)7“2— 2a‘~’cm—a202}3=27a4c2(c2—r2)2y2
oder
{(4 Ea?) (22 ) — 20 e —a? c2}‘3: 9T ab 2y (a2 2 — 22 (22)

§ 97. Setzen wir in die Gleichung fiir die Brennlinie (18)

0 =0 und somit nach (16a) Q=0 und P:u_g—lpr so wird jene

(1—Pp=0,
und hieraus ergiebt sich P=1 oder
udp=-2k . . . . . . . . . (2)

und es stellt jeder dieser Punkte einen dreifachen Punkt dar.
Durch a und ¢ ausgedriickt, erhélt man hieraus, wenn man fiir u,

1 1 1 .
p und k% ihre betreffenden Werthe iy und -, ¢insetzt, als
Werthe fiir die Abstinde dieser Punkte von dem Mittelpunkte des
Kreises
(24)

ac
und 7= — .
2¢—a 2¢—a

Diese Ausdriicke bestimmen die Lage der Kuspidalpunkte
der Katakaustik. .

Wollen wir indessen die Schnittpunkte der Katakaustik mit
dem Kreise, fiir welchen die Relation u=p gilt, bestimmen, so er-

. 6
halten wir, da nach (16a) fiir diesen Fall Q=0 und P=% €08 5
als Gleichung der Katakaustik nach (18):
(1—P*»¥=0 oder P=1

und hieraus
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pCOS%'Zik ]

oder (25)

a Cos —g— =+ c ’
Jeder der hierdurch bestimmten Punkte ist ein dreifacher
Punkt, der reflektirte Strahl tangirt daher den Kreis r=c und der zuge-
horige Einfallsstrahl steht senkrecht zu OC. Diese dreifachen Punkte
sind Kuspidalpunkte und die durch die Spitze gelegte Tangente
zur Kurve steht senkrecht zum Radiusvektor; sie werden imaginér,
sobald ¢ grosser als a wird, d. h. wenn der leuchtende Punkt sich
ausserhalb des kreisférmigen Reflektors befindet.

§ 98. Um die Richtungen der Asymptoten zu bestimmen,
lassen wir in der Gleichung der Kurve v =0 werden. Die Werthe
von P und Q sind dann nach (16a)

=P cos P — % st
P 005 g =1, 055 l
und ) (26)
Py a0
Q= o Sb 5= — 5 - sin 5 J

und aus der Gleichung (18) fiir die Katakaustik ergiebt sich dann
unter KEinsetzung dieser Werthe von P und Q die folgende
Gleichung:

1 a? cos ? o o sin2i 3~—27 ot sin g cos o)
42 2 : T 16 2 2

oder
a’\3 at .,

(1 — 17) =27 Gz‘zz sin“ég,
und endlich

Matsinto= A4 —a?s . . . . . . . (20)

Diese Gleichung charakterisirt die Richtung der Asymptoten

‘ . - a .
und zeigt, dass sie imagindr werden, wenn ¢ kleiner als 5 Ist.

Wir wollen nun die Linge des von dem Ursprunge aus auf
sie errichteten Lothes bestimmen. Differentiiren wir die Glei-
chung (17), d. h. also die Gleichung

2 2
(u—}—zo)cos—g—l/3 [(u—p)sin%/3
ok ) T |2 =5
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setzen dann w=0 und dividiren durch gemeinsame Faktoren, so
erhalten wir

L[ cos P ogin 2| —
( 7] )1/3 do 2 2 2
CoS ——
2] | |
1 d H /]
sin -9 s {dﬂ St 3 g~ ¢0s 2_}=0'
2
Hieraus entsteht durch Reduktion:
di . [ 6\ 2/3_6_ /A 7] 1
16 (smT cos 7) {eos 5~ — sin TJ -+
+ % {cos%—g— — sin%%} =0
oder
du o \'h P ]
a6 (sm7 cos —2—) =—5 (cos /3——2— —+ sin /3?) )

oder nach (26)

und nach (17)

Somit ist
du 1 1 [c\%
i (P N
76 (sing) p (a) )
und hieraus folgt aus (27)

du _[4F—a®

aw) s — L

Bezeichnen wir die Linge des Lothes von dem Mittelpunkte
auf die Asymptote mit y, so haben wir demnach
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4 (',2 — a2
=7 — 9,
7 1/ 3 S 224

Diese Asymptoten werden imagindr, sobald ¢ kleiner als %

. . . a .
wird, und sie fallen mit der X-Axe zusammen, wenn ¢=—5- wird.

§ 99. Wir gehen nun iiber zur Bestimmung der Schnittpunkte
der Katakaustik und des reflektirenden Kreises. Dieser Unter-
suchung legen wir zweckmissigerweise das Cartesianische Koordi-
natensystem zu Grunde. Substituiren wir in der Gleichung (22) fiir
die Katakaustik o? fiir 22+ 32, so erhiilt dieselbe die Form:

(Ba?c? —at — 2a%c 2y =2Ta*¢*(a* — ?)? (@® — 2?)
oder nach gehoriger Erweiterung und Division durch e,
8a?3ad — P2 (1Da*t —18a2¢? — 2T ¢+ 6 e (B¢ — a?)? +
+a?+18af¢* —2Tat¢t=0

oder schliesslich
(¢cox— a”)“’{Sa?cac—!—a‘—{— 18a? ¢ — 27 c“}:O. N 1)

Die Katakaustik beriihrt somit den reflektirenden Kreis in
Punkten, welche durch die Gleichung c¢z=a? bestimmt sind; es
sind dies die Berihrungspunkte der durch den ausserhalb des
reflektirenden Kreises liegenden leuchtenden Punkt an den reflek-
tirenden Kreis gelegten Tangenten. Diese Bertihrungspunkte werden
imagindr, wenn der leuchtende Punkt innerhalb des reflektirenden
Kreises liegt. Der andere Schnittpunkt ist bestimmt durch die aus
(29) sich ergebende Gleichung

27c*—18a% ¢! —a*
8a?c

Dieser Werth von x ist numerisch kleiner oder grésser als a,
je nachdem . ¢ grosser oder kleiner als a ist, d. b. ‘je nachdem
der leuchtende Punkt ausserhalb oder innerhalb des reflektirenden
Kreises liegt.

In den folgenden Figuren ist die den verschiedenen Lagen des
leuchtenden Punktes entsprechende Form der Brennkurven dar-
gestellt. In Fig.72 ist fiir das einfallende Strahlenbiischel paralleler
Strahlengang vorausgesetzt; die anderen Figuren zeigen, in welcher
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Weise sich die Gestalt der Katakaustik wihrend einer allmihlichen
Annsherung des leuchtenden Punktes an den Mittelpunkt des Kreises

dndert.

Fig. 72.

a
Fig. 4. c=a. Fig. 75. c<a> 5

A

. e . a
Fig. 76. c="g Fig. 77, c=3

§ 100. Die Katakaustik fiir den Kreis lisst sich in zwei Fillen
auch auf elementar-geometrischem Wege bestimmen; erstens nimlich,
wenn die Einfallsstrahlen parallel sind; zweitens wenn sie von einem

Punkte des Kreisumfanges ausgehen.
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Wenn die Einfallsstrahlen parallel sind, ist die Katokaustik eine durch
Rollen eines Kreises auf einem anderen vom doppelten Radius des ersteren
erzeugte Epicykloide.

Zieht man némlich, wie in Fig. 78 dargestellt, vom Mittelpunkte
C des reflektirenden Kreises den Radius CA parallel zur Richtung des
einfallenden Strahles, so ist die Katakaustik in Bezug auf CA sym-
metrisch. Ist SP irgend ein einfallender Strahl, welcher im Punkte P
vom Kreise in die Richtung PQ reflektirt wird, und verbindet man C
mit P, so muss nach dem Reflexionsgesetz P C den Winkel SPQ hal-
biren. Um C als Mittelpunkt beschreibe man einen Kreis mit einem
Radius, welcher halb so gross ist wie der Radius des gegebenen Kreises;
es wird dieser dann die Radien CA und CP in B resp. R halbiren.
Ueber PR als Durchmesser beschreibe man einen zweiten Kreis,
welcher den reflektirten Strahl in @ schneiden
moge; man verbinde Q mit R. Da SP parallel
CB ist, so ist der Winkel SPC gleich dem
Winkel PCB und mithin auch Winkel QPR
gleich dem Winkel PCB. Der Peripherie- 2, 5
winkel QPR steht auf dem Kreisbogen QR
und der Centriwinkel RCB auf dem Kreis-
bogen BR; da aber der zweite Kreis einen ¢
doppelt so grossen Radius hat, wie der erste,
so ist der Bogen QR gleich dem Bogen RB,
und ldsst man den Kreis PQR auf dem Kreise
RB sich abrollen, so miissen schliesslich die
Punkte Q und B zusammenfallen. In dem
Augenblick nun, wo Q anfingt, sich zu be-
wegen, kann man den Bertihrungspunkt der
beiden Kreise als momentan festliegend an- " Fig. 8.
sehen, so dass die Bewegung von Q in einer
zu QR senkrechten Richtung erfolgt; es stellt somit der reflektirte
Strahl PQ eine Tangente an die von Q durchlaufene Bahn dar.
Diese Betrachtung gilt aber fiir jede Lage des Punktes P. Der geo-
metrische Ort von Q ist also eine Epicykloide und diese ist daher
die gesuchte Katakaustik.

8§ 101. Gehen die Einfallsstrahlen von einem Punkte des Umfanges
des reflektirenden Kreises aus, so stellt die Katakaustik eine Kardioide dar,
oder in anderen Worten, die Katakaustik hat die Form einer Epi-
cykloide, deren Rollkreis ebenso gross ist wie der unbewegliche Kreis.

Ist in Fig. 79 O der Ausgangspunkt des Einfallsstrahles und OCA
der Durchmesser des reflektirenden Kreises, so ist die Katakaustik in

Bezug auf OCA symmetrisch. Ist OP irgend ein Kinfallsstrahl,
Heath-Kanthack. 9
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welcher von P aus durch den Kreis in die Richtung PQ reflektirt
wird, und verbindet man C mit P, so ist nach dem Reflexionsgesetz
CP die Halbirungslinie des Winkels OPQ. Um C als Mittelpunkt
und mit einem Radius, welcher ein Drittel des Radius des gegebenen
reflektirenden Kreises betrigt, beschreibe man einen Kreis, welcher
CA und CP in B resp. R schneiden moge; iiber PR als Durchmesser
beschreibe man einen zweiten Kreis, welcher den reflektirenden Kreis
in Q schneide, und verbinde Q mit R. Die Radien der beiden klei-
neren Kreise sind nach der Konstruktion einander gleich. Da nun
das Dreieck CPO ein gleichschenkliges ist, so ist der Aussenwinkel
PCB doppelt so gross wie der Winkel CPO, also auch doppelt so
gross wie der Winkel QPR. Es stehen somit auf den Bogen RB
und QR gleichgrosse Centriwinkel gleichgrosser Kreise und es miissen

P

q
R
Fig. 79.

daher diese Bogen einander gleich sein. Lisst man nun den Kreis
PQR auf dem Kreis RB sich abrollen, so miissen die Punkte Q und
B zur Deckung gelangen. In dem Augenblicke nun, wo der Kreis
PQR zu rollen beginnt, hat man den Beriihrungspunkt R als
momentan feststehend anzusehen und Q erfihrt daher eine Ver-
schiebung in der zu QR senkrechten Richtung PQ. Hieraus folgt,
dass der reflektirte Strahl die von dem Punkte Q beschriebene Kurve
beriihrt. Dies gilt aber fiir jede beliebige Lage von P. Der geo-
metrische Ort von Q ist also eine Kardioide und es stellt diese
somit die gesuchte Katakaustik dar.

§ 102. Es giebt zwei Fille, in welchen wir unschwer die Kata-
kaustik fiir einen an einem Kreise beliebig oft reflektirten Strahl
bestimmen koénnen; es sind dies die beiden Fille, wo die Strahlen
parallel einfallen oder von einem Punkt des Kreisumfanges divergiren.

Angenommen G,G; (Fig. 80) sei der Weg des erstmals von
einem Punkt des Kreisumfanges nach einem anderen Punkt des-
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selben reflektirten Strahles, und es schliesse diese Richtung mit der
positiven Richtung der X-Axe einen Winkel 4, ein, und Winkel
G,0X sei mit 6, bezeichnet. 6 und ¥ seien die entsprechenden zu-
sammengehorigen Winkel fiir die mte Reflexion. Als Gleichung dieses
mten Strahles haben wir dann, wenn ¢ der Radius des Kreises ist,

y=Rzr+g¢,

=uxtg y -+ (csin 6 — ccos 6 tg y)
oder
y — csin 6 =1tg y (r — ¢ cos 6)
und hieraus
yeosy — zsiny + csin (y — 6) =0.

l__—
Fig. 80.

Bezeichnet man ferner den Winkel OG,G,; mit @, so ist

6=6,-+m(@n—2d) =6, + mn —2md,
und
Yy=y,+m@a—2d)=1yy+2mn—2md.
Hiernach wird die Gleichung fiir den mten reflektirten Strahl
x sin (yy — 2m b)) — y €0s (1, — 2md) = ¢ sin (Y, — 6, + mn) =
—(—L"esin(Po—6). . . . . . . . (30)
Fallen die Strahlen parallel zur X-Axe ein, so setzen wir in
der letzten Gleichung 6,= @ und @,= = und diese erhilt dann die
Form:
zsin2mep + yeos2mdb=(—1)"csined. . . . . (81)

Um die Einhiillende dieser Linien zu bestimmen, differentiiren
wir die Gleichung in Bezug auf den Parameter @ und erhalten
hierbei die Gleichung:

9#



132 Kapitel VI

2 cos 2meb — y sin 2mp = (— 1)™ ceosp.. . . . (3la)

2m

Diese Gleichung in Verbindung mit der Gleichung des Strahles
kennzeichnet die Gestalt der Katakaustik.

Losen wir die Gleichung nach # und y auf, so ist jeder Punkt
der Kurve bestimmt durch die Koordinaten

z=(—=1" ﬁ{(?m—f— 1) cos 2m —1)db — (2m—1) cos 2m —I—l)tb}l

. (31Db)
y=(— )™ z%{——(?m—l— 1)sin(2m—1)4’+(2m——1)sin(2m—|—1)<lx}J

Die Gleichung aber einer Epicykloide, fiir welche der feste
Kreis den Radius @, der rollende den Radius & hat, ist

z = (a + b) c0s § — b.cos a_ll:b 0
(8lc)
y=(a -+ b) sin 9 — bsin a—})—b ]

Beide Gleichungspaare (31b) und (31¢) lassen sich auf dieselbe
Form bringen, wenn man — (2m — 1) @ an Stelle von 6 setzt. Um
ferner die Identitit der Gleichungspaare zu vervollstindigen, miissen
wir haben

2
gt pm e 2m 1
4m
2m —1
b=c 4m
somit
1
a=c

2m

Die Katakaustik ist somit eine Epicykloide.

Ist m eine gerade Zahl, so liegt der Riickkehrpunkt auf der
X-Axe und zwar auf der positiven Seite des Ursprunges. Ist m da-
gegen eine ungerade Zahl, so hat man die Vorzeichen von z und y
zu vertauschen; die Epicykloidenspitze zeigt dann nach der entgegen-
gesetzten Richtung und zwar liegt nun der Riickkehrpunkt auf der
negativen Seite des Koordinatenursprunges.

§ 103. Nehmen wir ferner an, die Strahlen divergiren von dem
Punkte A des Kreisumfanges, so ist ,—0 und y,== — @, und die
Gleichung des reflektirten Strahles wird dann nach (30)

zsin (2m—+ 1) &+ y cos (2m + 1) b = (— 1)" ¢ sin .
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Die Einhiillende dieser Linie bestimmen wir wieder durch
Differentiation der Gleichung nach dem variablen Parameter @. Wir
erhalten dann als Gleichung der Einhiillenden:

zeos@m+1)b —ysin @m+1) b= (—1)" ¢ cos &

2m+1
und aus beiden Gleichungen ergeben sich fiir die Koordinaten der
Kurvenpunkte folgende Werthe:

(—D"c {

:v:m l(m+1) c052mtb—mcos(2m+2)¢}

(32)

y:—(g—r%fc—{——(m+1)sin2m<b—i—msin(2m+2)rb}

Diese Gleichungen charakterisiren wiederum eine Epicykloide,
deren fester und rollender Kreis beziehungsweise die Radien haben

C m

= Smri’ T Gmy1

Ist m eine gerade Zahl, so liegt der Riickkehrpunkt auf der
positiven Seite des Koordinatenursprunges, ist m dagegen eine un-
gerade Zahl, so liegt er auf der negativen Seite des Ursprunges.

In dem Falle, wo m=1 ist, werden die Werthe von « und &
einander gleich und die Epicykloide wird zur Kardioide.

§ 104. Im Allgemeinen sind, wie wir gesehen haben, die
reflektirten und gebrochenen Strahlen die Normalen einer Kurven-
schaar, welche man auch als sekundidre Brennlinien bezeichnet.
Zu einer jeden dieser Kurven stehen die reflektirten und gebrochenen
Strahlen lothrecht; es ist somit die Brennlinie die Evolute der Kurven-
schaar. Die sekundire Brennlinie lisst sich in der Regel leichter
bestimmen als die Brennlinie selber; so ist z. B. die sekundire
Brennlinie fiir Strahlen, welche an einer geraden Linie gebrochen
werden, eine Ellipse, und fiir an einem Kreise gebrochene Strahlen
ein Cartesianisches Oval.

Die sekundiren Brennlinien fiir Strahlen, welche von einem
Punkte ausgehen und von einer Kurve reflektirt oder gebrochen
werden, lassen sich sehr bequem graphisch bestimmen.

Ist PT in Fig. 81 die Tangente in irgend einem Punkte einer
Kurve und S der leuchtende Punkt, so ziehe man ST senkrecht zur
Tangente und mache die Verlingerung dieser Senkrechten TR =8T.
Man verbinde ferner S mit P und R mit P und verlingere RP nach
Q hin. SP und PQ stellen dann beziehungsweise den bei P einfallen-
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den und reflektirten Strahl dar. Da ferner SP=DPR, so ist der
geometrische Ort von R die durch die Gleichung

e+o'=0

bestimmte orthotomische Fliche.

Der geometrische Ort des Punktes R ist eine der Fusspunkt-
linie der reflektirenden Kurve #hnliche Kurve von doppelter linearer
Ausdebnung. Die Evolute dieser Kurve ist die gesuchte Brennlinie.

In dem ZFalle eines Kreises ldsst sich die Gleichung' des
geometrischen Ortes von R in der Form r=2 (¢ —ccosf) aus-
driicken, wo a der Radius des Kreises und ¢ der Abstand des
leuchtenden Punktes von dem Mittelpunkte des Kreises ist; fiir einen
reflektirenden Kreis ist somit die Brennlinie die FEvolute einer ,Limagon“

(Fig. 82).

A
£ 2 0 o
/A
S
Fig. 81. Fig. 82.

§ 105. Um auf dhnliche Weise die Brennlinie fiir die Brechung
an einer Kurve graphisch zu bestimmen, liefert uns die durch die
Gleichung

no—4n'o =0

bestimmte orthotomische Kurve ein bequemes Mittel.

Diese Kurve ldsst sich in einfacher Weise folgendermaassen
konstruiren (Fig. 83):

Um irgend einen Punkt der brechenden Kurve als Mittelpunkt
beschreibe man einen Kreis vom Radius p', so dass #' p'=np und
p=28P; es ist dann die Einhiillende dieser Kreise fiir verschiedene
Lagen des Punktes P die gesuchte orthotomische Kurve.

Wir werden im Folgenden einige geometrische Untersuchungen
der durch Brechung an einer Linie und am Kreise hervorgerufenen
Brennlinien ausfiihren.

§ 106. Bestimmung der Brennlinie fir die Brechung an einer  geraden
Linie fiir Strahlen, welche von einem Punkte ausgeken.
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In TFig. 84 sei S der leuchtende Punkt. Man ziehe SC senkrecht
zur brechenden Linie und verlingere diese Senkrechte bis H, derart,
dass 8C=CH ist. SQ sei ein beliebiger Einfallsstrahl, QR der zu-
gehorige gebrochene Strahl. Um das Dreieck SH(Q beschreibe man
einen Kreis, welcher QR in P schneiden moége; P(Q halbirt dann
den Winkel SPH, da Bogen SQ=QH ist. ¢ sei der Einfalls-, i/ der
Brechungswinkel bei Q; es ist dann A POS=i und i=ALHSQ
=AHPQ=4SPQ. Mithin

SO:8P=sini:sin7,

und daher
nSO=n'SP.

Fig. 83. Fig. $4.
Da aber der Winkel bei P halbirt ist, so besteht die Proportion
HO:HP=S0:SP,
mithin ist
nHO=x"HP.
Da aber
2SO0 =n'SP,
so ergiebt sich aus der Addition beider Relationen
WSH=n»'(SP -+ HP).

Der geometrische Ort von P ist somit eine Ellipse mit den
Brennpunkten S und H; PQ ist eine Normale zur Ellipse und daher
die Ellipse eine orthotomische Kurve. Die Evolute dieser Ellipse ist
die gesuchte Brennlinie.

Ist das zweite Medium stirker brechend als das erstere, so
erscheint, wie sich durch eine analoge Untersuchung nachweisen
lasst, die Brennlinie als die Evolute einer Hyperbel mit den Brenn-
punkten S und H.
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§ 107. Bestimmung der Brennlinie fir die Brechung am Kreise fiir Strahlen,
welche von einem Punkte ausgehen.. O sei in Fig. 85 der Mittelpunkt des
brechenden Kreises, S der lichtaussendende Punkt, SQ ein einfallen-
der, QR der zugehdrige gebrochene Strahl. Man beschreibe durch
S einen Kreis, welcher den Radius OQ in Q tangirt, und welcher
OS in H, den gebrochenen Strahl QR in P schneidet. Es ist dann
OH.08=0Q? und somit H ein festliegender Punkt. Ferner folgt
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke OQS und OHQ, dass QS:HQ
=085:0Q, und somit %%# ein Kkonstantes Verhdltnis darstellt.
¢ sei der Einfalls-, ¢ der Brechungswinkel. Verlingert man OQ
nach T hin, so ist i=AL SQT =4 QPS; und analog ist f =4LPQT
=AQHP=4 7 — QSP.

Fig. 85,

In dem Dreiecke QSP ist
QS sinQPS  sin+

QP — sinQSP  sind ’

welches ein konstantes Verhdltnis darstellt; und somit ist auch

. . . 5 .
ein konstantes Verhiltnis, da nach Obigem —%—ﬁ konstant ist.

QH
QP
Nun ist nach einem bekannten Satze
QH-SP+QS-PH=SH-QP,
und setzt man daher SP=p, PH=p, so ist

H s

Q8

QH __ o —
oder, wenn man —Qf,———m, *QT—m und SH =c setzt,

mo—+m' o' =c.
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Der geometrische Ort von P ist somit ein Cartesianisches Oval
mit den Brennpunkten S und H. Da ferner PQ den Winkel zwischen
den Leitstrahlen in zwei Theile theilt, deren Sinus in dem Verhiiltnis
der Sehnen QS und QH stehen, d.h. in dem Verhiltnis m':m, so
ist PQ eine Normale zur Kurve. Die Diakaustik ist somit die Evolute
eines Cartesianischen Ovals mit den Brennpunkten S und H.

§ 108. Diese Konstruktion wird in dem Falle unmdglich, wenn
die Strahlen parallel sind. Die Gleichung der Brennlinie ldsst sich
indessen in diesem Falle nach einer anderen Methode analytisch
bestimmen. ¢ und ¢ seien Einfalls- und Brechungswinkel fiir irgend

i
Fig. 86.

einen zur X-Axe parallel einfallenden Strahl, so dass sin ==k sin i,

n . .
wenn k=_;. Nehmen wir dann den Mittelpunkt des Kreises als

Koordinatenursprung an, so finden wir als Gleichung des gebrochenen
Strahles unter Bezugnahme auf Fig. 86:
y=(tgc)z+q,
oder
y=tg(@{—i)a+TO—-TS,
oder
y=tg (¢ —{)x -+ asini—qcositg (! —1');

und hieraus

y=asini+tg ({ —)(x —acosi),
oder ’

yeos ({— 1) —xsin (i —i') =asin ¢

Driicken wir ¢ als elliptische Funktion aus und setzen demnach
i=amu, so wird
sin ¢ = ksnu, coss' =}1— k?sn?u=dnu.
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Somit erhalten wir als Gleichung des gebrochenen Strahles:
y (enudnu + ksn?v) — 2z (dnw — kenw) snu = aksnu.

Multiplicirt man beide Seiten dieser Gleichung mit kenw + dnw,
so erh#lt man ohne Weiteres

y (enu + kdnw) — zk'*snu=aksnu (kenu -+ dnw)
Y

oder, wenn man durch snu dividirt,

( eny 4+ kdnw
y|l—
snu

) —ak'? =ak (kenw -+ dnuw).

Um die Einhiillende dieser Kurve zu finden, differentiiren wir
nach » und erhalten dann

dnu 4 kenu
—y

= — ak?snu (dnv + kenw),
Snu

woraus sich ergiebt
y=ak*sn3u.

Substituiren wir diesen Werth von y in die Gleichung des ge-
brochenen Strahles, so ist
—k2x=qak (kenu+ dnwu) — ak?sn?u (cnu - kdnw)
=a (k?cndu -+ kdndu).

Wir kénnen nun leicht » mit Hilfe dieser Gleichungen elimi-
niren und erhalten als Gleichung der Brennlinie

2/3 3/2 k 2/3 3/2
N YT TS MR \ g [Fy)
B2x=ak {1 (ak”) | —|—ak{1 (a) I )

oder, wenn wir fiir £ und %' ihre Werthe einsetzen:
?

(n2 —_ 71'2) r= (n"/B a2/3 _— n'4/3 y2/3)3/2 +n (n'% a2/3 —_ n2/3 y2/3>3/2 . (33)

Diese Gleichung riihrt von St. Laurent, der angegebene Gang
der Entwickelung von Glaisher her.

s . na .
Vertauschen wir in (33) » und »' und schreiben - fur a, so

erhilt die Gleichung die Form:
(W —n)z=n (”,2/3 als — pils y2/3)3/2 -+ (’n% als — p'hs y2/3)3/2 ,

und es charakterisirt diese Gleichung dieselbe Kurve, wie die durch
Gleichung (33) dargestellte; denn bringen wir die Gleichung auf
eine rationale Form, so verschwindet die Anomalie beziigl. der Vor-
zeichen.
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Die Diakaustik fir parallel auf einen Kreis vom Radius a und einem
!
Brechungsexponenten _nn_ einfallende Strahlen ist identisch mit derjenigen fur

an

einen ihm koncentrischen Kreis mit dem Radius und dem Brechungs-

n
n
exponenten Ok

Weiteres iiber diesen Gegenstand findet sich in Prof. Cayley’s
»2Memoirs on Causties, Phil. Trans. 1856.

§ 109. Besttmmung der Katakaustik fir eine Ellipse, in deren Mittel-
punkt sich der leuchtende Punkt befindet.

/>

Fig. 87.

Bezeichnen wir in Fig. 87 mit RP(Q die Richtung des reflektirten
Strahles, mit Q den Punkt, in welchem er die Katakaustik tangirt, mit
R den zugeordneten Punkt auf der sekund#ren Brennlinie, so ist
RQ der Kriimmungsradius der letzteren, d. h. RQ=2p, wenn p der
Kriimmungsradius des geometrischen Ortes von Y, dem Fusspunkt des
Lothes von C auf die Tangente, ist. Bedeutet nun o die Lénge des
in Y auf die Tangente an den geometrischen Ort von Y errichteten
Lothes und r den Kriimmungsradius der Ellipse, so ist o7 =p? oder,
wenn man differentiirt,

do dr
EFT""‘O‘FP‘———QP.
Es ist aber
__pdp rdr _ a?b?
0o=" und ) e
Somit ist
2 2[)2
LA LY
¢ r pp?
oder
a*b? —o_ T 20—r1
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Sind (», v) die Koordinaten von R, so findet man, wenn man
den Excentricitdtswinkel fiir P mit @ bezeichnet, als deren Werthe
. 2ablcos b
Y= 2?sin?e + b2cosih
2 ba?sin &

V= < .
a’sin?gp + b2cos?d

Sind ferner (z, y) die Koordinaten von Q, so ist

T —u o y—u QR _ 2
r—acosd  y—bsind QP 2p—r’
somit
r—u _ 2pPE 272
z—acosd  ab? @4+ br—r2’

indem gemiss der Eigenschaft der Ellipse
p? (a% + 62 — r?) =a? b

Durch entsprechende Umformung erhalten wir die Beziehungen

z(@+8—8r)=u(@®+ 62— —2r2acos p.
Nun ist
u(@? 4 6% — r?) =u (a?sin?¢d + b2 cos? ) =2ab?cos P,

und somit
@ (a? + b2 — 872 =2a cos b (b2 — %) = — 2 g cos3 b (a® — 42).

Auf analoge Weise findet man
y(a®+ 6 — 872 =2asin & (@ — %) = 2 b sind &b (a? — 4?).

Hieraus ergiebt sich durch Division

Eliminirt man ferner aus jenen beiden Gleichungen @ durch

Addition, so erhilt man
2 2
{ ( z ) h (,-’L) /3} (@ + b — 8,2k = {2 (& — 1)2)}2/3,

b

a

und hieraus
2, 2, 3],
{(” ) 5 (i)/} S 0 — 81— 2 (a? — 49).

@ b
Es ist aber
22 (i)%—l— 5 (%)2/3
rP=a?cos?d + b2sin?dp = * 3
(x ) Js (y )2/3

Q
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Man erhilt somit schliesslich

G G ) () ol ()
+ o (%—)2/3}] —=2(a— ),

[ BT ()= [ ()] oo

als Gleichung der gesuchten Diakaustik fiir die Ellipse.

§ 110. Bestimmung der Bogenldnge einer Brennlinie. Es lésst sich
stets die Bogenlidnge einer Brennlinie irgend eines orthotomischen
Strahlensystems fiir eine Ebene bestimmen; denn die Brennlinie ist
nichts weiter als die Evolute der orthogonalen Kurven. Nehmen
wir an, es werde eine Gruppe von Strahlen, welche von einem
Punkt ausgehen oder normal zu einer gegebenen Fliche gerichtet

2,

Q\ p.]
Fig. 88.

sind, einer beliebigen Anzahl von Reflexionen oder Brechungen
unterworfen! Tiir einen jeden Strahl der Gruppe bilden wir die
Funktion 2ne¢ und setzen V=2Xng. Ferner sei der Brechungs-
exponent des letzten Mediums mit » bezeichnet und V=1V, stelle
die Gleichung einer orthogonalen Kurve in diesem Medium, sagen
wir der Kurve PQ, dar. AB (Fig. 88) sei ein beliebiges Kurven-
stiick der Brennlinie, welche von den Strahlen PA und QB in den
Punkten A und B tangirt wird. Es ist dann geméss der KEigen-
schaft der Evoluten AB=QB — PA. Ferner ist

V,=V,+nPA,

V=V, +2QB;
und hieraus ergiebt sich durch Subtraktion

Vp—V,= 2AB.

§ 111. Wir konnen nun mit Hilfe der Brennlinien uns eine
etwas klarere Vorstellung dariiber verschaffen, in welcher Art und
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Weise und in welcher scheinbaren Lage ein ausserhalb des Wassers
befindliches Auge ein unter der Wasserfliche befindliches Objekt
erblickt.

Angenommen z. B., das Wasser sei durch eine horizontal
liegende, nicht sehr tiefe Bodenfliche begrenzt; auf dem Boden be-
finde sich ein Objektpunkt P (Fig. 89). Man errichte in P das Loth
PM und untersuche den Strahlengang fiir die Ebene EPM. Man
konstruire nun innerhalb dieser Ebene die Brennlinje, welche von ge-
brochenen, urspriinglich von P divergirenden Strahlen bertihrt wird.
Ziehen wir nun die beiden &dussersten in das Auge gelangenden
Tangenten an die Brennlinie, so begrenzen diese den die Luft

Fig. 89.

durchschneidenden Theil des Strahlenbiischels; verbinden wir die
Schnittpunkte dieser Tangenten und der Wasseroberfliche mit P,
so werden diese Verbindungslinien das durch das Wasser ver-
laufende Strahlenbiischel begrenzen. Die beiden Tangenten zur
Brennlinie schneiden sich nahezu in dem beiden fast gemeinschaft-
lichen Beriihrungspunkt p. Ein ausserhalb des Wassers befindliches
Auge erblickt daher den Punkt P in p.

Beleuchtungskurven.

§ 112. Fallen Lichtstrahlen auf eine Reihe dicht neben ein-
ander liegender reflektirender Kurven oder Kurvenflichen, derart
dass das reflektirte Licht ins Auge des Beobachters gelangt, so
wird dieser eine oder mehrere jene Kurven oder Rinnen durch-
kreuzende Kurven von besonderer Helligkeit bemerken. Diese
Beobachtung kann man tagtiglich machen, wenn glinzende Stangen,
z. B. die Speichen eines Velocipedrades in hellem Sonnenlicht sich
drehen. Untersuchen wir nun, wie diese hellen Kurven entstehen
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und in welcher Weise ihre Gestalt von derjenigen der reflektirenden
Kurve abhéngt.

Jeder Punkt einer reflektirenden Kurve diffundirt einen Theil
des auf dieselbe auffallenden Lichtes und wird dadurch auch fir
ein nicht in der Richtung reflektirter Strahlen befindliches Auge
sichtbar; es werden aber in das Auge gleichzeitig auch solche
Strahlen gelangen, welche von einem oder mehreren Punkten jener
Kurve direkt nach dem Reflexionsgesetz in die Richtung, in welcher
sich das Auge befindet, reflektirt werden. Von einem soléchen Punkt
der Kurve wird mehr Licht in das Auge gelangen als von den
anderen Punkten derselben, und es wird somit jener Punkt heller
leuchtend erscheinen als der tibrige Theil der Kurve. Der geome-
trische Ort dieser hellen Punkte bildet eine helle Kurve und es
fragt sich nun, wie bestimmt sich die Gestalt derselben.

Zu diesem Zweck sei das System reflektirender Kurven darge-
stellt durch die Gleichung @ (v, %) =a, wo a ein willkiirlicher Para-
meter ist, und das einfallende Licht gehe von einem leuchtenden
Punkt Q aus. E sei ferner der Punkt, in welchem sich das Auge
des Beobachters befindet, und P .irgend ein Punkt auf einer der
reflektirenden Kurven. Man lege in der Ebene der reflektirenden
Kurve im Punkt P eine Tangente an die reflektirende Kurve.
Denkt man sich nun an Stelle der Kurve eine sehr kleine Rinne
oder ein diinnes Stibchen, so wird man durch jene Tangente un-
endlich viele Tangentialebenen an die Rinne oder das Stidbchen
legen konnen. Lisst sich nun eine dieser Ebenen so legen, dass sie
einen von Q ausgehenden Lichtstrahl in die Richtung P E reflektirt,
so wird P ein heller Punkt sein. Damit dieser Fall eintritt, miissen
die Bedingungen dafiir erfiillt sein, dass ein im Punkt P auf die
reflektirende Rinne errichtetes Loth in der Ebene QPE liegt und
den Winkel QPE halbirt. Ist diese Bedingung erfiillt, so schliessen
die Strahlen QP und PE gleiche Winkel mit der Tangente in P
ein; umgekehrt ist nach Analogie des in § 12 behandelten Falles,
wenn diese Bedingung erfiillt ist, auch den beiden anderen damit
geniigt.

Es seien (z, y, O) die Koordinaten des Punktes P, (f, g, %) die-
jenigen des Punktes Q und (e, b, ¢) diejenigen des Punktes E.
Sind dann /, m, O die Richtungskosinusse der Tangente in P, so ist

b, +mdb, =0 . . . . . .. .. (3

und die Bedingung, dass die Linien QP und EP gleiche Winkel
mit der Tangente in P auf entgegengesetzten Seiten derselben ein-
schliessen, lisst sich durch die Gleichung ausdriicken:
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(=)l —ym @—D)l+G—gn
Vi—af+ =+ Va—af+G—yp+e

Das Verhéltniss —— lisst sich mit Hilfe von (34) eliminiren und
wir erhalten alsdann

(f—a) b, —(g—y P, L Db 0y,
V= +ta—p+l Ve +O—yrte
als Gleichung der gesuchten hellen Kurve.

§ 118. Dieselben Gleichungen lassen sich auf kiirzerem Wege
entwickeln, wenn man von dem Satz ausgeht, dass die optische
Weglinge zwischen zwei Punkten ein Minimum darstellt.

Denn ist P der helle Punkt, so muss die optische Weglinge
QP+ PE ein Minimum sein, wihrend gleichzeitig die Bedingung
gestellt wird, dass P stets auf der Kurve & (z,y) = a liegt.

Sind (z, y, O), (f, 9, 2) und (a, b, ¢) der Reihe nach die Koordi-
naten von P, Q und E, so ist

=0 . (35)

QP+ PE—V(a— -+ — ) + P+ Via— af + G — 07 + ¢

Damit dieser Ausdruck ein Minimum darstellt, wihrend gleich-
zeitig der Bedingung beziiglich der Lage des Punktes P geniigt
wird, setzen wir den ersten Differentialquotienten jeder Gl_eichung
gleich 0. Wir erhalten dann die Gleichungen:

b, dz+ b dy= 0,

@—pde+@y—gdy | @—agdo+y—bdy _
Vie =72+ (y— g2+ 2 Vie—a?+@y— b2+ &

Eliminiren wir hierin das Verhiiltniss Z—; , so erhalten wir wie-

der als Gleichung der hellen Kurve:
(@ —f)b,—y—9 P, L (x—a)b,—y—0) P,
Ve—fP+@—g+r  Ve—a'+G—0r+c

§ 114. Beispielsweise wollen wir die Resultate dieser letzten
Untersuchung auf die Bestimmung der hellen Kurven, welche man
auf den blanken Speichen eines im Sonnenlicht rotirenden Velociped-
rades oft zu beobachten Gelegenheit hat, anwenden.

Man denke sich die Radaxe in die Z-Axe des Koordinaten-
systems verlegt und nehme an, die Sonnenstrahlen fallen in einer
durch die Richtungskosinusse (/, m, n) bestimmten Richtung auf jene
Radspeichen, wihrend die Lage des Auges durch die Koordinaten
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(a, b, ¢) bestimmt sei. Sieht man nun ferner die Radspeichen als alle
in einer Ebene liegend an, so hat man als Gleichung der reflektiren-
den Kurven y == tg 0, und daher, wenn man die Thatsache bertick-
sichtigt, dass einfallende und reflektirte Strahlen gleiche Winkel mit
der durch die Richtungskosinusse (cos 6, sin 6, O) bestimmten Linie
einschliessen,

(a—a)cos 6+ (b—y)sing

lcos - msin 6 -+
Va—aP + b—yF+¢&

Eliminirt man hierin 6, so erhiilt man

(la;—l—my)ﬁ{(a—x)2—|—(b—y)2+02}={(a—w)x+(b—y>y}2

als die Gleichung der hellen Kurve.

Heath-Kanthack. 10
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Aberration centraler Strahlenbiischel.

§ 115. Wenn Lichtstrahlen, welche von einem Punkte ausgehen,
auf eine ebene, reflektirende Fliche treffen, so vereinigen sie
sich bekanntlich simmtlich nach der Reflexion in einem anderen
Punkte, den wir schon friither als den dem Ausgangspunkte der
Strahlen konjugirten Punkt bezeichneten. Trifft dagegen ein von
einem Punkte ausgehendes Strablenbtischel auf eine ebene,
brechende Fliche oder auf eine sphéirische reflektirende oder
brechende Fliche, so sind es nur die axialen Strahlen des Strahlen-
biischels, welche man nach der Reflexion oder Brechung als durch
einen einzigen Punkt gehend ansehen kann; die iibrigen reflektirten
oder gebrochenen Strahlen sind die Tangenten an eine Brennfldche.
Wir wollen annehmen, dass das einfallende Strahlenbiischel die
reflektirende oder brechende Fliche innerhalb eines Kreises mit
dem sehr kleinen Radius y schneide, und wir wollen diesen Kreis
als die Apertur der Flidche bezeichnen.

In Fig. 90 sei g der Vereini-

vg gungspunkt der axialen Strahlen,

Pq¢' der Husserste Strahl des Bii-

schels nach der Reflexion oder

| g Brechung, ¢' dessen Schnittpunkt

4| q’\’]:\ mit der Axe und ¢ endlich der

Schnittpunkt derselben mit einer

senkrecht zur Axe durch ¢ geleg-

Fig. 90. ten Ebene. Es stellt dann ¢ ¢' die

sogenannte Longitudinalaber-

ration des Strahles Pg¢', gt dessen Lateralaberration dar. Die

Grossen dieser Aberrationen lassen sich annidhernd durch die Apertur
ausdriicken, vorausgesetzt, dass dieselbe klein ist.

Es gentigt, wie wir sehen werden, wenn wir die Aberration fiir
solehe Strahlenbtischel bestimmen, welche von Punkten der Axe
divergiren; denn divergirt ein Biischel von einem ausserhalb der
Axe liegenden Punkte, so hat man sich nur zu vergegenwirtigen,
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dass das Bild auf einer Linie liegt, welche die Lichtquelle mit dem
Mittelpunkt der reflektirenden oder brechenden Fliche verbindet;
diese Linie kann dann als die Axe des Biischels angesehen werden
und es liésst sich die Longitudinalaberration in Bezug auf diese neue
Axe ohne Weiteres bestimmen. Die so gefundene Aberration hat
man dann nur auf die urspriingliche Axe zu projiciren, indem man
deren Grosse mit dem Kosinus der Neigung der Hiilfsaxe zur
urspriinglichen Axe multiplicirt. Da diese Neigung nach unserer
Voraussetzung nur eine sehr kleine ist, so wird man ihren Kosinus
als Multiplikator der sehr kleinen Aberration gleich 1 setzen konnen,
und danach ist die Longitudinalaberration, sofern wir uns auf unser
Naherungsverfahren beschrinken wollen, die n#mliche fir alle
Punkte, welche in einer zur Axe senkrechten Ebene liegen.

§ 116. Bestimmung der Aberration eines centralen Strahlenbiischels
durch Reflexion an einer sphdrischen Fldche.

Fig. 91.

QPR sei in Fig. 91 der Weg des dussersten Strahls des Biischels
und es sei ¢' der Punkt, in welchem die Riickwirtsverlingerung des
Strahls PR die Axe trifft.

Ist ferner O der Mittelpunkt der reflektirenden Kugelfliche,
QAO die Axe des Einfallsbiischels, O0Q=p, O¢'=p', OA=r, und
bezeichnet man den Winkel POA mit 6 und den Einfallswinkel des
Strahles QP mit &, so ist

r sin (¢ — 6)
P sne

)

v sin(e+6) |

p' T sing

und hieraus erhalten wir durch Addition die Beziehung:
10*



148 Kapitel VIL.

-—T——!—‘L,: sm(rlz——f)).—l—sm(tb—i—a) —%cos6,
P P s <
oder
1 1 2cos 6
— ="
p P 7

Denken wir uns ¢ verschwindend klein und bezeichnen den
entsprechenden Werth von p' mit p,’, so erhalten wir

1 1 2
._l_.

—_—=— . .. ... L (2
P @
und daher schliesslich aus (1) und (2)
1 1 2
— = —=—{(l=—cos6). . . . . . . 3
o T p , ) G

In dieser Gleichung konnen hohere Potenzen von # vernach-
liassigt werden; berlicksichtigen wir ferner, dass p' anniihernd gleich
Py ist, so dass wir p' p)’ =p'? setzen konnen, so erhilt Gleichung (3)
die Form:

pP—p' _ 6"
pIZ - r 7

und da angendhert y=rsin 6 =r6, so erhalten wir schliesslich

Y
99‘—73

3 3

Dijes ist der Werth der Longitudinalaberration des &Hussersten
Strahls. Wir bemerken, dass ¢¢' dasselbe Vorzeichen hat wie r;
dies bedeutet: wenn wir vor einem Spiegel stehen und nach dessen Mittel-
punkt hin blicken, so lduft die Brennlinie in allen Féllen in der Sehrichtung
in einen Punkt aus.

Fallen die Strahlen parallel zur Axe des Spiegels ein, so fillt
g mit dem Brennpunkt des Spiegels zusammen, so dass Og die
Brennweite / darstellt; in diesem Falle hat die Longitudinalaberration
die Grosse

2

Y
qq—8f..........(5)

§ 117.  Bestimmung der Aberration eines an einer ebenen Fldche ge-
brochenen centralen Strahlenbiischels.

QPR (Fig. 92) stelle den #Hussersten Strahl des Biischels dar, so
dass AP als der Radius der Apertur anzusehen ist. Der Strahl PR
schneide in seiner Riickwirtsverlingerung die Axe in ¢' und ferner sei
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AQ=u, A¢'=u und AP=y. Bezeichnet man mit ¢ und ¢ Ein-
falls- resp. Brechungswinkel, so ist

sin = AP
=g
sin i’ =
(2 P_({I )
und somit, da siné=mnsin 7,
Py =nPQ.

Fiihren wir in diese letztere Beziehung die Grossen u, w' und y
ein, so erhalten wir
w4 =00’ + ),
oder

| 9.2 o
Ay =i = lrﬂu'—i— (n?—1) yz} .

R

T

Fig. 92.

Solange die Apertur sehr klein ist, konnen alle hheren Potenzen
von y vernachlissigt werden, und wir erhalten dann niherungsweise
aus der Entwickelung der Binomialreihe:

y‘l
nw

u’=nu+%(nz—1) 6)

Nehmen wir aber y=0 an, so geht Aq¢' in Ag¢ iiber und wir
erhalten als Werth von Ag: i

Ag=nu. . . . . . . . . .. 0
Hieraus folgt durch Subtraktion:
i 1/ 2 -1/2
gg=lr2(lz—1)—ﬁ.. P €<}

Diese Formel stellt die Longitudinalaberration des &Hussersten
an einer ebenen Fliche gebrochenen Strahls dar.

§ 18,  Bestimmung der Aberration eines an einer Kugelfiiche ge-
brochenen centralen Strahlenbiischels.

OPR (Fig. 93) sei wiederum der Weg eines beliebigen Strahls
eines Biischels mit der Axe QAO und der gebrochene Strahl PR
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schneide die Axe in dem Punkte ¢g. Ferner sei 0Q=p, O¢g=4¢ und
AO=r.

Die Formel fiir die Aberration des dussersten Strahls lisst sich,
wie wir bald erkennen werden, wesentlich vereinfachen, wenn wir
die Grossen p, ¢, r durch ihre
reciproken Werthe ersetzen; es
seien diese der Reihe nach durch
u, v, p ausgedriickt. Bezeichnen
wir schliesslich den Winkel POA
mit ¢ und den Einfalls- und
Brechungswinkel wie bisher mit
¢ und ', so ist

"

sin¢ QO sind _ ¢O
q

sing QP ’ sine ¢gP’

Fig. 93.

und daher nach dem Brechungsgesetz

Qo _ 40
QP " ¢P°
Fiihren wir in diese Relation die -Grossen p, ¢, r ein und
quadriren, so wird hieraus
P = n? g’
p* 41— 2precoso ¢ +r*—2rqcoso’

oder, wenn wir die reciproken Werthe von p, g, r einfiihren,
v’ +o?—2vpcos=mn?(u'+ *—2upgcosh), . . . (9

eine Gleichung, aus welcher sich fiir jedes 6 das Abhingigkeitsver-
hiltnis von » und » bestimmen lésst.

§ 119. TUnter Umstéinden ist indessen der Werth von v» unab-
hiingig von 6; dies ist, wie man aus (9) erkennt, dann der Fall,
wenn v=n?u, indem dann der Faktor von cos @ verschwindet.
Setzen wir diesen speciellen Werth von » in die Gleichung (9) ein,
so erhalten wir n*u? + p?2=n?u?+n?p? und hieraus nu=p, d. h.

1 1
— =n- -~ oder endlich p=mnr. Die Bedeutung dieser Formel ist

in dem folgenden Satze ausgesprochen: Wenn ein Strahlenbiischel nach
einem Punkte convergirt, dessen Abstand von dem Mittelpunkt der brechenden
Kugelfiiche das n-fache des Radius ist, so gehen alle gebrochenen Strahlen
genaw durch einen anderen Punkt, unter welchem Winkel sie auch immer
einfallen mdgen.

Wenn wir in Gleichung (9) 6=0 werden lassen, so er-
halten wir
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vo—o=nm—g), . . . . . . . . (10

—1 i
- R gebracht mit
r P o

derjenigen fiir die Beziehung der Abscissen conjugirter Punkte fiir
solche Strahlen, die nur wenig von der Axenrichtung abweichen,
tbereinstimmt (vergl. § 41).

Um einen genaueren Werth von » zu finden, denken wir uns
die Apertur so klein, dass die hoheren Potenzen unbeschadet der
gentigenden Genauigkeit vernachlissigt werden konnen. Die
Gleichung (9) ldsst sich dann in dieser Form schreiben:

eine Gleichung, welche auf die Form

(v—9)2+090“=n2{(u—9)?+ue02],

oder wenn man aus beiden Seiten nach dem binomischen Lehrsatz
die Quadratwurzel zieht,

o 1 vod® | . up6?
(v Q)ll +————2<U_9)gjﬁn(u o) 1'+—————2(u_9)2 .

Mit Hiilfe der Gleichung (10) konnen wir diese Gleichung wesent-
lich vereinfachen und wir erhalten dann:

v_e(,:%@a?{u’fg — vig}. R ¢ & §

Diese Formel konnen wir als die Fundamentalformel fiir die
Bestimmung der sphirischen Aberration bei der Brechung an einer
Kugelfliche ansehen.

§ 120. Es ist im Allgemeinen bequemer, die Abstéinde von der
brechenden Fliche und nicht von deren Mittelpunkt zu messen. Die
Formel (11) lisst sich ohne. Schwierigkeit unter Einfiihrung dieser
neuen Variablen umformen. Bezeichnen a und £ die reciproken
Werthe der Abstinde AQ und Ag von der brechenden Fliche aus
nach rechts gemessen, so ist

1 1 1
« o u
und B ¢ 23
1 1 1
B e v

Aus Gleichung (10) wird durch Einsetzung der Werthe von u
und v aus (12) in dieselbe:

e—o=n(B—g), - . . . . . . . (13
aus Gleichung (11) durch dieselbe Operation:
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1,
dv=§~0~{n¢x—ﬂ}. e € 1)
Aus der Differentiation der Gleichung (12), %_—_L — _%, er-
¢
giebt sich aber
g _ _ dv
132 - v
Somit ist
dv=— —::}% dg,
oder, da nach (12)
"= iﬂ@ ’
9‘3
do=— ———dB8.
° (B—ep p

Setzen wir hierin fiir dv den in (14) gefundenen Werth ein
und 16sen die so entstandene Gleichung nach d /3 auf, so ist

1 ;
=g 06— —na),

oder, da der sehr kleine Winkel 6= % =y ¢ gesetzt werden kann,

1 -
dﬂ=7(ﬂ—g)2(ﬁ—nu)y?. A ¢ )

Eliminirt man in dieser Gleichung A mit Hiilfe von (13), so
gelangt man zu dem schliesslichen Resultat:

n—1
dﬁ:rl'QT(g—(z)?[gf(n+l)r4]y2. N ()

als Gleichung fir die Aberration eines durch eine Kugelfliche gebrochenen
Strahlenbiischels.

§ 121. Aberration in Folge der Brechung centraler Strahlenbiischel
durch Linsen.

Bezeichnen a und B die reciproken Werthe der Abstinde der
Punkte, in welchen die Axe von dem einfallenden und gebrochenen
Strahl geschnitten wird, von der ersten Linsenfliche aus gemessen,
und bedeuten B', a' &dhnliche Grossen in Bezug auf die zweite
Linsenfliche, ist ferner = der reciproke Werth der Linsendicke und
bedeuten ¢ und ¢' die reciproken Werthe der Kriimmungsradien
der Linsenflichen, so bestehen, unter der Voraussetzung, dass-die
Apertur eine sehr kleine ist, nach (13) unter diesen Grossen die
folgenden Relationen:
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«—e=n(B—@, «—¢=n(—4¢),
1 11 . .an

B g T

und

Sind ferner y und y' die Radien der Aperturen der ersten resp.
zweiten Fliche, so lidsst sich a' als eine Funktion der beiden Va-
riablen ' und y' ansehen und wir erhalten dann auf dem Wege
partieller Differentiation:

da—(d‘ﬂ, o8+ Gy v (18)

Differentiiren wir aber die beiden letzten von den Glei-

chungen (17), so erhalten wir
de' dp' _dg
?ﬁ;—n, BT T g 19)

Wird die Veriinderung von 3, welche durch eine Verinderung
der Apertur an der ersten Linsenfliche verursacht wird, mit x y?
und unter der Annahme, dass £’ unverindert bleibt, die durch eine
Verinderung der Apertur der zweiten Linsenfliche verursachte Ver-
snderung von o' mit x'y'? bezeichnet, so ist df=xy? und daher
nach den Gleichungen (19):

' 12
(d—a,) dp'=n ﬂﬁ(_, 2 Y%

und ferner

! 2
(%) dy =x'y?=24 f;vz'yzy

letzteres indem, in Folge Aehnlichkeit der Dreiecke,

v L1
vy il : ﬂ'

Fihren wir diese Werthe in Gleichung (18) ein, so wird

r2 2
dn’:gf[nz/;z + o 5,2. R L)
1

Wir haben nun hierin die Werthe von x, x', die sich aus den

friheren Untersuchungen ergeben, einzusetzen. Aus df=x3* und
(15) ergiebt sich

dﬂ:xy2=%(ﬁ—-e)g(ﬂ-—na)y%

und eliminiren wir hierin ¢ mittelst der Gleichung (13), so ergiebt
sich als Werth von x
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1
=m(ﬁ—a)2(‘3—na). N 223
Den Werth von ' erhdlt man durch Substitution von A’ und
o' fir ¢ und B, sowie von % fir » in die letzte Gleichung und

man erhilt dann den Ausdruck

!

n
Y=gty

'—&)? (B —nd).

Setzen wir die fiir x und »' gefundenen Werthe in (20) ein, so
wird hieraus

3 2 2 2
de =5—4 %(ﬂ—a)?(ﬂ—na)— 5,2<ﬂ'—a')2<ﬂ'—na'> 22)

2(n—1)*
und wir erhalten somit einen allgemeinen Ausdruck fiir d «', welcher
fiir jede beliebige Linse gilt, von welcher Dicke sie auch sein moge.
Die Grossen 8 und 8' lassen sich nun auch durch «, ¢, o' und o'
ersetzen und wir erhalten dann fiir da' einen Ausdruck, welcher
eine symmetrische Funktion von «, ¢ und a', ¢' darstellt,

§ 122, Solange als die Dicke der Linse als unwesentlich nicht
in Betracht kommt, kann A'=/ gesetzt werden; in diesem Falle
erhilt Gleichung (22) die Form:

de' = Q(n )2[09 af(f—na)—(@—a(@E—nda)) (22a)

Multiplicirt man den Klammerausdruck aus, so entsteht daraus
(1) (' — ) 2 — @n+1) (@ — ) p+ (e — o)

wir erhalten also fiir da’

d av= n ((t 1)1 J [(n_|_ 2) ‘82

2 (n—
—@Crn+Ne+)g+n(?tad +ad] . . . . (28)

Dieser Ausdruck fiir die Aberration einer diinnen Linse ldsst
sich in eine mehr symmetrische Form bringen, wenn man A elimi-
nirt. Aus den Gleichungen (17) unter Einsetzung von f==4', d. h.

c—o=n(f—yg), & —o=n(—0o)
finden wir
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n—1
ﬁ—a=T(g———a),

n—1
ﬂ—na——«T [e — (n+1) ],
und
p—o=""1— ),
B—ne'= n—1 [o'— (+1)e'l

Substituiren wir diese Werthe in (22a), so erhiilt jene Gleichung
die Form:

de' = n2—21 y? [(g —a)? {g —(@m+1) a} — (o' — ')? lg —(n+1) a'} (24)

Durch diese symmetrische Gleichung in Verbindung mit der
aus (17) sich ergebenden Relation
 —ae=@—1—9) . . . . . . . (2D

ist die sphiirische Aberration diinner Linsen vollstindig bestimmt.

§123. Wenn die einfallenden Strahlen parallel sind, so ist
=0 und a' = @=(n—1) (¢ —¢'); da' erhilt in diesem Falle nach
(24) den Werth

dd=

n2-—7;2112 [93—1— {n(g —g')— 9}2 {n2 (o —o) —g}}

Fiihrt man innerhalb der Klammer die Multiplikation aus,
so wird

dep =

p — 1
772 ek [” (e —¢Y {”3 e—eP—nCnr+1(e—ele+(+2 02}]
und daher schliesslich

n—l(e_ey) yz{(Q——Q'ﬂz—I—”g)Q?—‘” (n+2712_2n3)001+n39v2}. (26)

db= 2n

§ 124. Die letzte Formel giebt uns ein Mittel, um die Vor-
theile, welche die einzelnen Linsenformen beziiglich der Grosse der
Aberrationsfehler bieten, mit einander zu vergleichen. In einer plan-
sphirischen Linse, welche ihre flache Seite dem einfallenden Lichte
zugekehrt hat, ist o=0. In diesem Falle ist nach (26) wenn der
Radius der Kugelfliche mit ¢ bezeichnet wird,

d(b:——;—n?(n—l)@y?.
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Es ist aber in diesem Falle nach § 123

b=—m—1)p
und daher

1 ) LT

Fir eine plan-sphérische Linse, welche ihre gewdlbte Seite
dem einfallenden Licht zugewendet hat, ist ¢' =0 und daher
nach (26)

n—1
db= 5= @ =20+ 2) ¢* y;

und da aus (25) @=(» — 1) ¢, so wird hieraus

_ md—2n742 -

Fir eine Bikonvexlinse mit gleichen Flichen ist ¢'=— ¢ und
der Werth von d @ wird in diesem Fall

n—1

dd= 4n—4n®—n+2)0%92

n
Oder, da in diesem Falle nach § 123 @=(n—1)29,

_4n3——4n2—n+2 -
dd= §ntn— 1y L ¢ 11 )]

Unter der Annahme, dass die Linse aus Crownglas hergestellt
wird, wo n =3/, (ungefihr), haben die Koefficienten von @3y® in
den verschiedenen angefiihrten Fillen die Werthe %, "/, 5%,. Nun

. 1 d .

ist @:77, so dass also d@=—7{;. Die Werthe der Aberra-
9/ .9

tionen in den drei Féllen sind daher beziehungsweise — —”‘j#,

— 7/;‘7/2 und — L;yj

Somit ist von den angefiihrten Typen die plan-sphérische
Linse, welche ihre sphirische Seite dem einfallenden Licht zukehrt
(Typus II), als der beste anzusehen, und die Aberration tritt am
stérksten bei derselben Linse auf, wenn diese ihre plane Fliche
dem einfallenden Licht zukehrt.

Wir fiigen hier ein, dass bei einer diinnen Glaslinse, deren
halber Durchmesser ¥y und deren Brennweite f ist, die Dicke der

Linse gleich 1} ist. Denn aus den Eigenschaften zweier sich

schneidender Kreise erhilt man als deren Werth
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t=r —Vrt—y 4o ——Vr’z—gﬁ
2 2
oder als angendherten Werth fiir die Dicke der Linse —57--—2‘,”7,,
wenn man die Wurzeln mittelst der Binomialreihe auflést und hier-
bei héhere Potenzen vernachlissigt.
Ferner ist nach (14, IV) fiir eine diinne Crownglaslinse vom
Brechungsexponenten n=1,5

Dot )o b
2

und daher die Dicke einer solchen Glaslinse angeniihert —'977.

Wir fiigen dies ein, um die Bedeutung der oben gewonnenen
Formeln zu veranschaulichen.

§ 125. Wir wollen nun die Form einer Linse festzustellen
suchen, welche ein von einem gegebenen Punkte ausgehendes
Strahlenbiischel in einem anderen gegebenen Punkt vereinigt unter
gleichzeitiger Erfiillung der Bedingung, dass die hierbei auftretende
Aberration ein Minimum darstelle.

Hier sind « und ' gegeben und A ist die Variable, deren
Werth ein Minimum fiir da' verursachen soll. Wir miissen dem-
nach B so wihlen, dass in (23) der Ausdruck

m+2)2—Cn+1)(e+ ") g+ n(c?+ «d' 4+ '?)

ein Minimum wird.
Setzt man den ersten Differentialquotienten gleich O und 16st
nach # auf, so ist
Cn+1)(e+ ")
2(n—+2)

der Bedingungswerth fiir die Entstehung eines Minimums.
Dies in den obigen Ausdruck eingesetzt, giebt

n—}—? {(n2+212)(a2+aa’+a'2) — (n2+n+%) (e + a')ﬂ}

- nj-Q {(n_.'i_) (@ — ) —(n— 1)2tm’}'

Das Minimum der Aberration findet also statt, wenn

1
nie—e) [ "y

| R 4 ! 2 ! -
da——Q(n—l—?) Yy l(n——l)?(“_“) ——aa}. ... @0

Um die dieser Forderung entsprechende Form der Linse zu
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finden, haben wir nur den soeben fiir # ermittelten Werth, welcher
ein Minimum fiir da' verursacht, in die unmittelbar aus (17) sich
ergebenden Gleichungen

n—1op=ng—c 1

28)
(—1)o'=npg—d |
einzusetzen und wir erhalten
¢ =pa+qe]
d=pe-+gd]
worin .. @
202 4 n 2902 —n —4

P=o-1a+2 T 20—1)@+9

als die reciproken Werithe der Krummungsradien einer Linse, welche ein von
einem Punkte ausgehendes Strahlenbiischel derartiq in einem anderen Punkte
vereinigt, dass die hierbei auftretende Aberration ein Minimum wird.

§ 126. Die Gestalt einer solchen Linse hiingt ab von der Lage
des Punktes, von welchem das Licht ausgeht, sowie desjenigen
Punktes, in welchem sich die Strahlen vereinigen.

Wenn die einfallenden Strahlen parallel sind, so ist a=0,
o' =@, wobei @ den reciproken Werth der Brennweite bedeutet,
und als kleinsten Werth von da' haben wir dann nach (27)

w(n—)
dd = 4 342

2(n+2)(n— 1) Y

(30)

Fiir eine Crownglaslinse hat n etwa den Werth 3/, und es wird,

15
wenn man diesen Niherungswerth einfiihrt, d@=1—4 @3 y2,  Die
. .o 15 42 .
Grosse der Aberration ist also in diesem Fall — BV gA . Die Form

dieser Linse bestimmt sich nach (29) durch die Gleichungen ¢=p @,
o'=q®. Es ist also das Verhdltnis der Linsenkrimmungen unabhdngig
von der Vergrdsserung; vielmehr hat man

_(i-—_(]__ 2n2 —n—4

0 p— 20?2+ n

Fiir n =23/, wird dieses Verhiltnis

Die beiden Linsenflichen sind in diesem Fall in entgegengesetztem Sinne
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gekrummt. Die Linse ist also entweder bikonvex oder bikonkav und der Krim-
mungsradius der hinteren Fldche betrdgt % desjenigen der vorderen Fliche.

Ist der Brechungsexponent derart, dass er der Gleichung
2n? —n—4=0 geniigt, d. h. ist n= —i— -+ V%) ~ 1,686, was un-

gefahr der Werth von n flir stark brechende Glasarten ist, so wird
¢=0, somit auch ¢'=0 und die Linse erhélt dann eine plane hin-
tere Fliche. Bei einer Glaslinse mit entgegengesetzt gekriimmten
Flichen vom mittleren Brechungsexponenten n=15 betragt die
15 2

14 F
wihrend bei einer plan-konvexen Linse aus gleichem Material, deren

gekriimmte Fliche dem einfallenden Licht zugekehrt ist, die Ab-
7 2
erration — o %— ist. Die plan-konvexe Linse ist daher fast ebenso

Aberration fiir parallele Strahlen, wie wir bereits fanden, —

gut als die bikonvexe oder bikonkave Linse, sie ist indessen weit
leichter herzustellen und erfreut sich daher einer viel allgemeineren
Verwendung.

Wenn plan-konvexe Linsen in Objektiven fiir Mikroskope ver-
wendet werden, so gehen die Strahlen von einem der Linsenober-
fliche sehr nahegeriickten Punkte aus und treten fast zu einander
parallel wieder hervor, so dass die flache Seite diejenige ist, welche
dem Objekt zugekehrt sein muss.

§ 127. Die Aberration bei irgend einer dimnen Linse 1dsst sich unter
Beibehaltung der Bezeichnungen des letzten Paragraphen in einer
einfachen Form ausdriicken. Die Forderung, dass die Aberration
einer Linse ihren kleinsten Werth erhilt, bedingt, wie wir in § 125
fanden, die Relation:

2n 41

= PICER) (e + a').

B8

Nehmen wir daher an, es sei ganz allgemein fiir jede be-
liebige Linse

2n 41

. n—1
F=5r2)

! S
(¢ +e') + pan R

G2Y)

setzen wir diesen Werth von 2 in Gleichung (23) ein und fiihren in
die daraus sich ergebende Gleichung die Substitutionen

n— L
n 4 ¢
e S R

ein, so wird nach entsprechender Reduktion
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de' = %m (' — &) y? {y (¢ —e)? —ae + 62}. .. . (88)
Die Linsenkriimmungen lassen sich durch a, &' und ¢ aus-
driicken, wenn man in die Gleichungen (28)

_ @n+1) =1
P=gmyg @t + g

einsetzt und in dem sich hieraus ergebenden Ausdruck die Sub-
stitutionen mit p und ¢ aus (29) und m aus (32) vornimmt. Man
gewinnt dann fiir die Kriimmungsradien die Gleichungen:
o =pd+ge + msl
. (34)
o'=pa +qge+ msJ
§128. Wird die Forderung an uns gestellt, eine aplanatische
Linse herzustellen, d. h. eine solche, bei welcher die Aberration ver-
schwindet, so ergiebt sich aus (33), indem wir da' = 0 setzen, hier-
fiir die Bedingungsgleichung:
E=ad —pu—e? . . . . . . .. (3D

Die erste Bedingung besteht also darin, dass a und o' gleiches
Vorzeichen haben; und ferner miissen beide Grossen in einem sol-
chen Verhiltnis zu einander stehen, dass ae' >n (a' — a)? ist.

Diese Bedingungen lassen sich fiir parallelen Strahlengang
niemals verwirklichen; denn in diesem Falle ist a =0, «' = @ und
der Werth von & wiirde sich sodann aus der Gleichung

2= —n?

bestimmen miissen und es ergdbe sich somit fiir ¢ ein imaginiirer
Werth.

§ 129.  Aberration eines durch eine beliebige Anzahl centrirter Kugel-
Jldchen gebrochenen centralen Strahlenbischels.

Es seien n, ', n'' ... der Reihe nach die Brechungsexponenten
der Medien; « und 2 seien die reciproken Werthe der Abstinde des
Objektpunktes bezw. seines ersten Bildes von dem Scheitel der ersten
Kugelfliche; p sei der reciproke Werth des Kriimmungsradius der
letzteren und es bedeuten die mit Indices versehenen Buchstaben
die némlichen Grossen in Bezug auf die ibrigen brechenden Kugel-
flichen, wobei simmtliche Abstinde von links nach rechts als positiv
gemessen werden. Aus der Fundamentalgleichung (11, IIL.) ergeben
sich dann ohne Weiteres die Relationen:
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n(e—g) =n'(3—0),
W@ —e)=un"@ —9o) . . . . . . (36
n” (lZ” —_ Q”) — n!” (ﬁ” — Q”);
Bezeichnen wir die reciproken Werthe der Dicken der zwischen

den Flichen liegenden Medien mit 7, ©' ..., so miissen ferner die
Beziehungen bestehen:

111 ]
T =
g T 67
1 1 1
I
Sind die Radien der Aperturen der verschiedenen Flichen,
durch welche das Strahlenbiischel geht, mit y, %', "' ... bezeichnet,
so hat man aus der Aehnlichkeit der Dreiecke
1 1 1 1
N L
g.y_-ﬂ.a,, y iy ﬁ,.f‘,,....etc.
d. i.
By=c'y
. 38
ﬂl y!zaﬂ ,’/”

Wir werden zunichst unsere Aufmerksamkeit auf nur drei
brechende Kugelflichen beschrinken. In diesem IFalle wiirde es
sich darum handeln, die Verinderung von f" in Folge Aenderung
der Aperturen der successiven Kugelflichen zu bestimmen. Zu
diesem Zweck sehen wir 3" als eine Funktion von «" und der
Apertur 3" an. Die der Apertur y' entsprechende Verdnderung
von ' hat die Grosse x'y''2. Somit erhalten wir durch partielle

Differentiation:
1"
dﬂH:ZHy”?_*_ ( gf‘”) (j\aH‘

Die Apertur y"” ldsst sich nach (88) auch durch die erste
Apertur y ausdriicken und wir erhalten dann:

"2 88\,

Aus der Differentiation der Gleichungen (36) und (37) er-
giebt sich

8[3” . TI,” (}‘(l” o Jﬁ’

aan"“ niT: PUEE [3'2

Heath-Kanthack. 11
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Fiihrt man diese Werthe in den Ausdruck fiir d 3" ein, so wird

! 2 i n” (Z” 2
(Zﬂ”:Z” (ﬁi”) y)’_l_ 7L”’ ( ﬁ’ ) dﬂ"

Ganz analog erhidlt man als Verinderung von f'

dg=+y'?+ (——8/9 )J(x',

0d
BN (2 SR B R
—_d(a') y‘+nu (ﬁ) d g;
und endlich
dp = zy*

Setzen wir nun die Werthe von df und df' in den letzten
Ausdruck fiir d3'" ein, so wird dieser

rotye myz "2
n"d gl =y [nv 4 (%) + oy ( i";') 4 M ( j i” ) ] .

Bestimmt man nun auf eine der in § 121 vorgenommenen Ent-
wickelung der Formel (21) ganz analoge Weise den Werth von x,
indem man anstatt von den Gleichungen (17) von den Gleichungen
(86) ausgeht, so hat x den Werth:

1 1 }({
Z:‘g(n—y—)g(ﬂ—“)? (ﬂ— nn ),

R
n

und es ist daher
, 1 nn' \?
"“25(7:7)@*@ﬂ£f—§ﬂ’
und ganz #dhnliche Ausdriicke findet man fiir »'" ' und »'"' x".
Sind ¢ + 1 brechende Flichen vorhanden, so gestaltet sich die
entsprechende Formel folgendermaassen:

ro () 2
(g+1) @ _ ol.r. e "
n dﬂ =Y I:nz(ﬂﬂ'ﬂ”"'ﬁ(qu)) -+
0] rom ' ()] 2
"yt ‘Ba”a”'.,,a " ﬂﬂa ...
o 1 ol alt (g—1) o 1o an (e —1)
afp ... eea B7...8

1 alt (g—1) \2
BEB" ... 8 H )

(1+1) ()
e et xd ( ayauam'.'a(q)

§ 130. In derselben Weise ldsst sich auch ein System diinner
Linsen untersuchen. Sind « und S beziehungsweise die reciproken
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Werthe der Entfernungen des Objektpunktes und seines ersten Bildes
von der ersten Linse, bezeichnet @ den reciproken Werth der Brenn-
weite der Linse und gelten #hnliche Bezeichnungen fiir die folgenden
Linsen, so haben wir nach (14, IV) die Bedingungsgleichungen:

p—a = <&
‘B'——(z':q)'
........... L (0)
1 1 1
B o 7

1 . . . . .
wo der Abstand zwischen der ersten und zweiten Linse ist; fir

die iibrigen Linsenpaare erhalten wir analoge Gleichungen. Fiir
g Linsen lisst sich dann auf ganz analoge Weise, wie es in § 129
geschah, die folgende Endformel entwickeln:

.. D)2 g ... AU ,
dﬂ<q 1):."/2 1 ot (g —2) ’ I ol plf (g —2) e M
ﬂﬂ’ﬂ”--‘ﬂ(q_ﬁ) 2,('1—”
- (M' A St * cee s @D
Die Werthe von x, x' ... waren bereits im Vorhergehenden

bestimmt worden. Nach (33) erhilt man, da df==xy°, wenn man
in jener Gleichung «' durch # und da' durch dp ersetzt,

z:—;—m(ﬂ—-a)[‘u(ﬂ—64)2—(4‘34—52], RN )}

und #hnliche Werthe ergeben sich fir ', ' .... Die Krimmungs-
radien der Linsen sind nach (84) bestimmt durch die Gleichungen:

("—“Pﬂ-l‘ga—i—ms] 3)

g':pu—l—qﬂ—i—ms]
und analoge Gleichungen fiir die tibrigen Kriimmungsradien.
Beriihren sich die Linsen, so wird a'=#, o"=§ uw.s.f,
so dass die Koefficienten von #, »' ... der Gleichung (41) sdmmtlich
gleich 1 werden und es erhilt dann diese Gleichung die Form:

Qp V=g Lot a4 L@

Um daher ein System sich bertihrender Linsen aplanatiseh
zu machen, miissen wir
B S | P ¢ 1)
11*
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werden lassen, so dass die unbekannten Grossen &, &' .... an nur
eine Bedingung gebunden sind. Die Linsen koénnen daher so ge-
wihlt werden, dass sie noch (¢ — 1) weiteren Bedingungen geniigen.

§ 181. Wir wollen den Fall zweier sich beriihrender Linsen
néher untersuchen. Die Bedingung fiir den Aplanatismus ist nach

(45) in diesem Falle
x4+#=0.. . . . . . . . . (4ba)

Setzen wir hierin aus (42) die Werthe von x und x' ein und
nehmen nach (40) die Substitution §—a=@, B'—a'= @' vor, so
erhalten wir nach (42) als Bedingungsgleichung fir den Aplanatismus
zweier sich bertihrender unendlich diinner Linsen:

mp(@—af+pud)+m' P (& —ed g+ u &H=0. . . (46)

Wir haben also hier zwei willklirliche Gréssen ¢ und &' und
nur eine Gleichung zu ibrer Bestimmung. Wir diirfen somit noch
eine weitere Bedingung einfiihren.

In der Praxis ist es hier sehr tiiblich, diese darin bestehen zu
lassen, dass man den einander zugekehrten Linsenflichen gleiche
Kriimmungsradien giebt, so zwar, dass die eine konvex, die andere
konkav wird und man die beiden Linsen zusammenkitten kann.
Diese Bedingung ist ausgedriickt durch ¢' =¢"', wenn wir die bis-
herige Bezeichnungsweise beibehalten. Fiir ¢' = ¢" konnen wir nach

(43) schreiben
patgft+me=p' g+ +me . . L L 4D

und durch diese Gleichung in Verbindung mit (46) sind ¢ und &'
vollstindig bestimmt und somit auch die Kriimmungen sémmtlicher
Linsenflichen.

§ 132, Der Annehmlichkeit dieser Rechnungsmethode stehen
indessen praktische Bedenken gegeniiber. Eine nach dieser Methode
hergestellte verkittete Linse ist der Gefahr der Verzerrung ausge-
setzt, indem die beiden Gliser bei einer Temperaturdnderung sich
ungleichartig ausdehnen oder zusammenziehen. Man hat daher als
zweite Bedingung d (x + x') =0 vorgeschlagen, damit die Linse nicht
nur fiir einen bestimmten Werth von e aplanatisch sei, sondern auch
dann noch, wenn « eine kleine Verdnderung erleidet.

Um die Bedeutung dieser Gleichung zu ermitteln, setzen wir

die Werthe von x und x' aus (42) in die Gleichung
dx  da'
de v aa="

ein.

Beriicksichtigt man ferner, dass da=df=dda =df’, so er-
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hilt man durch Differentiation von Gleichung (46) die Bedingungs-
gleichung
d ds'
m¢{2sﬁ——— (a—i—ﬂ)}—l—m' &' {26' Hi“, — (e' + 8" } =0.

Differentiirt man nun die als Funktionen von @, 2, ¢ und
o/, f, & ausgedriickten Werthe von ¢ und ¢' aus (43), so ist

de
ds'
m'da' Pg=0 l

. . . d
Setzt man die hieraus sich ergebenden Werthe von mﬁ— und

d '
m' d% in die letzte Gleichung ein und schreibt nach (29) der Kiirze

wegen :
n+1
200 + =4, 5= ]
B L)
Vo +1_ 1

so wird unsere Bedingungsgleichung fiir den Aplanatismus
q>{zs+m(a+ﬁ>}+q)'{z'y+m'(a'+ﬂ')}:0.. T

Die Grossen ¢ und &' sind somit vollstindig bestimmt und aus
ihnen lassen sich die Kriimmungsradien der verschiedenen Linsen-
flichen berechnen.

§ 188, Wenn die einfallenden Strahlen parallel sind, ist fiir den
im letzten Paragraphen behandelten Fall

a=0, B=d =, g=¢+

und es lautet dann nach (46) die Bedingungsgleichung fiir den Apla-
natismus :

m"’{62+#‘1’2}+m'4){e'2—¢(¢+4:')+p'4»'2}:0
oder nach (49) (50)
‘1’{l€+ ?714’}+4J'{l'e'+m'(24’—l—4")}_—_0.

Aus diesen Gleichungen lassen sich ¢ und &' bestimmen, und
nach Einsetzung der gefundenen Werthe in die Gleichungen
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o=pP—+me, o' =¢ P+p (P+D)+n's,
o=qgP+me, o"=p' L-+¢ (b+P)+m's,

welche sich aus (43) ergeben, ist die gekittete Linse vollstindig be-
stimmt und wird nicht nur fiir parallel einfallende Strahlen apla-
natisch, sondern auch fiir solche, welche von einem in endlichem
und betrdchtlichem Abstande liegenden Punkte divergiren.

Wir bemerken hier, dass die angegebenen Gleichungen zur Be-
stimmung der Linsenkriimmungen nicht die Brennweiten der beiden
Einzellinsen in irgend ein gegenseitiges Abhingigkeitsverhiltnis
bringen, dass ihnen also immer gentigt werden kann, was auch
immer die Werthe von @ und @' sein mogen.

§184. Die Grosse, welche wir in dem Vorhergehenden zu be-
stimmen suchten, war die von der Apertur hervorgerufene Verdinde-
rung des reciproken Werthes des Abstandes des Schnittpunktes des
austretenden Strahls mit der Axe. Bezeichnen wir diese Grisse mit
— K2, wo y die halbe Apertur der -ersten Linse ist, und ist

1 .
a'= —r» 80 haben wir

o[L)=—xr,
und daher
da'=K-az"y. . . . . . . . . . B

Diese Grosse da' stellt die Longitudinalaberration dar und ihr
Werth -wird bekannt, wenn wir fiir K an der Hand der vorher-
gehenden Paragraphen dessen Werth einsetzen.

Ist Af (Fig. 94) der Husserste
A Strahl, welcher die Axe in f und
das im geometrischen Fokus F zur

Axe errichtete Loth in T schneidet,
Y fﬁ: ‘ so,ist Fr die Longi‘Fudinalaberration

de' und FT stellt die Lateralaberra-
tion dar. Zieht man Am senkrecht
zur Axe, so dass Am die Apertur
der letzten Linse darstellt, so folgt
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke:

FT:Ff=Am:mf,

Fig. 94.

oder angen&hert
. yl dw!

FT N 5%)

x

wenn y' die halbe Apertur der letzten Linse darstellt.
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Bedeuten ferner o und 2 die reciproken Werthe der Abstinde
des Objektpunktes und seines ersten Bildes von der ersten Linse,
o' und ' die entsprechenden Grossen fiir die zweite Linse u. s. f,,
80 ist

¥ BB
y ——‘(C(‘C'a”...,
oder sagen wir
!
%:M...........(JS?,)

Substituiren wir demnach in (52) die Werthe von dz' und y'
aus (51) und (58), so erhalten wir als Werth der Lateral-

aberration
FT=MKz'y . . . . . . . . .

Grosse und Lage des kleinsten Aberrationskreises wurden
schon friiher bestimmt; es wurde dort dargethan, dass der Radius
dieses Kreises ein Viertel der Lateralaberration des Hdussersten
Strahls betrigt und dass der Abstand seines Mittelpunktes vom
geometrischen Vereinigungspunkt dreiviertel der Longitudinalaber-
ration des Hussersten Strahls betrigt.
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Gestalt und Eigenschaften enger Strahlenbiischel
im Allgemeinen.

Allgemeine Theorie der Brechung diinner Biischel.

§ 185. Das diinne Strahlenbiischel, welches den Gegenstand
der folgenden Untersuchung bildet, denken wir uns derartig kon-
stituirt, dass in demselben im Allgemeinen nur ein einziger Strahl
durch einen gegebenen Punkt geht, dass ferner die dasselbe bilden-
den Strahlen von einem als festliegend gedachten Strahl, dem Haupt-
strahl, nur um ein geringes entfernt sind und dass die Neigung
simmtlicher Strahlen zum Hauptstrahl kleine Grossen "erster Ord-
nung darstellen. Die im Folgenden entwickelte Theorie riihrt von
E. E. Kummer her.

Nehmen wir den Hauptstrahl als Z-Axe eines rdumlichen
Koordinatensystems an, bezeichnen mit (a, 8, y) die Richtungs-
kosinusse irgend eines dem Hauptstrahl unendlich benachbarten
Strahls des Lichtbtischels, wihrend (z, y, 0) die Koordinaten des
Punktes darstellen, in welchem dieser Strahl die X Y-Ebene schneidet,
so sind nach unserer Voraussetzung « und S kleine Grossen erster
Ordnung und angenihert ist y=1. Da nun aber, wie hervorgehoben,
nur ein einziger Strahl durch irgend einen bestimmten Punkt gehen
kann, so sind die Koordinaten z, y als Funktionen der Richtungs-
kosinusse a, 8 anzusehen und lassen sich nach dem Maclaurin’-
schen Theorem in eine Reihe nach « und B entwickeln. Vernach-
ldssigen wir hierbei die Potenzen der kleinen Grossen e und £, so
erhalten wir die Gleichungen:

A
T e dg ‘8]

_ dy I
y—w“‘l-—@—ﬂ

M
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oder (sagen wir)

.z‘-":ea—l-fﬂ} @

y=rla+g8

wo e, f, f' und ¢ von der Beschaffenheit des Strahlenbiischels ab-
hingige Konstanten sind.

§136. Im Allgemeinen schneiden sich unendlich benachbarte
Strahlen nicht; es lisst sich aber immer ein Punkt auf dem Haupt-
strahl bestimmen, welcher den geringsten Abstand von allen, den
letzteren umgebenden unendlich benachbarten Strahlen hat. Wir
werden alsbald sehen, dass diese Punkte kleinsten Abstandes sémmtlich
innerhalb eines (durch zwei bestimmte Punkte) begrenzten Theiles des Haupt-
strahls liegen. Ist némlich z der Abstand desjenigen Punktes auf dem
Hauptstrahl vom Ursprunge, in welchem dieser von dem durch seine
Richtungskosinusse («, 3, ) bestimmten unendlich benachbarten Strahl
seinen geringsten Abstand hat, und stellen (4, g, v) die Richtungs-
kosinusse der Linie dieses kleinsten Abstandes zwischen den beiden
Strahlen dar, so ist die Richtung der Linie (4, g, v) senkrecht zu
derjenigen des Hauptstrahls und des Strahls (a, £, y) und somit

le+up+vy=0
oder, da
»=0,
ist
le+up=0. . . . . . . . . (8
Die Gleichung einer Ebene, die durch den Strahl («, 3, 7), so-
mit auch durch den Punkt (z, y, z) und jene Strecke kiirzesten Ab-
standes (4, p, v), deren Punkte die Koordinaten &, », £ haben mogen,
gelegt wird, ist:
E=2)Br—yw+ o=y Fi—aer)+(C—2)(ep—1p=0

oder, da hier z==0 und v=0,
—E—uy+@—yiry +i(ep—1p=0.

Diese Ebene schneidet den Hauptstrahl in dem gesuchten Fuss-
punkt des kiirzesten Abstandes. Um seine Lage zu finden, hat man
nur in der letzten Gleichung =0, =0 zu setzen und in z iiber-
gehen zu lassen; man erhdlt dann, wenn man ausserdem fiir y
seinen Niherungswerth 1 sétzt,

slepuy—Af)=Ay—ux.

Mit Hilfe der Gleichung (3) lassen sich hieraus A und p elimi-
niren und man erhilt
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2@+ ) =—(ex-+BY),
oder nach (?)
| ——{ew@+G+reprgp).
Bezeichnet ¢ den Winkel, welchen eine paraﬂel zum Strahl

(¢, B, 7) durch den Hauptstrahl gelegte Ebene mit der XZ-Ebene

. . I3 3
einschliesst, so hat man zunéchst tgt‘)‘:%:’% und, wenn man

diese Beziehung in die letzte Gleichung einfiihrt, und noch durch
a® + 9* beiderseits dividirt,

2= —{ecos“d‘—l—(f—f—f’) sin J'cos d + ¢ sin? J}.

Diese Gleichung erhilt eine einfachere Form, wenn man das
mittlere Glied des Ausdrucks fortschafft. Zu diesem Zweck sub-
stituiren wir -+ @ fiir ¢, wo w einen vorldufig unbekannten Winkel
darstellt. 'Wir erhalten dann fir die letzte Gleichung:

z:—cos’rp{ecos2w+(f+f’) sianOSw—I—gsin?w}—
—sin24>{esin2w-—(f+f’) SinchSw—I—gCOszw}——
——sin«bcossb{,(f—l-f’)cosQw—(e—g) sin2w}.

‘Wihlt man nun @ so, dass

(e—g)=kcos2w

und N )]
(f+fHY=ksin2w

mithin
B=(e— g+ (F+ £

wird, so verschwindet der Koefficient von sin @ cos @, der Koefficient

von cos? @ wird

—%{e(l+cos2w)+(f+f')sin2w—|—g(1—cos2w)},
oder

1
— 5 C+g+,
und als denjenigen von sin?® findet man
1 "
— 5 le+g—h).

Fihrt man diese Koefficienten in Gleichung (4) ein, so erhilt man:

2=r 08P ry8in?p, . . . . . . . . (6)
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wenn hierin

1
7y 2 (e !] k)
(6a)

re=— (e g — )

Es liegt somit der Punkt kiirzesten Abstandes innerhalb be-
stimmter, durch die Gleichungen z=r, fir @=0, und z=r, fir

0= % charakterisirter Grenzen. Man bezeichnet daher diese Punkte

als die Grenzpunkte des Strahls, und die entsprechenden, zwei un-
endlich benachbarten Strahlen parallelen Ebenen, d. h. die beiden

Ebenen, fiir welche =0 und (l)=—g—ist, heissendie Hauptebenen

des Strahls.

§ 187. In dem Strahlensystem sind nun zwei Strahlen vorhanden, fiir
welche der erste Naherungswerth der kirzesten Abstinde von dem Hauptstrahl
verschwindet. Die Lénge des kiirzesten Abstandes zwischen dem Strahl
(a, 2, y) und dem Hauptstrahl ist 2z + py. Dieser erste Ndherungs-
werth verschwindet also nach (2), wenn

Mee+fR+u(f'atgp) =0

oder
A .

7(€a+]ﬁ)+f'“+yﬂ =0

)
wird.

Eliminirt man das Verhéltnis 4: 4, indem man aus (3) hierin
A .

. ij = — tg 0 einsetzt, so erhiilt man

e ftg b f g0

=] tg J g==Y,
oder
f'eos?d+ (g —e)sindeos §— fsin?d =0,

oder

(g—esin2d+ (f+f)cos2d=f—f".

Substituiren wir hierin w + @ fiir J, so erhdlt diese Gleichung
die Form:

COS24){(f—|—f’)0082w—|—(g——e)sin?w}—l—

+sin24:{(9~e)c052w—(f+f’)sin2w} _——
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Hieraus ergiebt sich, da aus (5)
g—esin2w=— (f4fHeos2w

und
(e—9)cos2w—+ (f+f)sin2w =14,
—ksin2db=f—7". . . . . . ...
Setzt man hierin
'.—.
sin s = fk ‘f:
so ist
& KA &
‘1’-——2~ Oder—-—~—2——§. e e e e e e (8)

Es lassen sich somit durch den Hauptstrahl zwei Ebenen legen, welche
beide auch noch einen unendlich benachbarten Strahl enthalten. Diese Ebenen
nennt man die Fokalebenen des Strahls und die Punkte, in welchen
die unendlich benachbarten Strahlen den Hauptstrahl schneiden,
bezeichnet man als die beiden Brennpunkte des Strahls. Die beiden
Fokalebenen liegen symmetrisch in Bezug auf die Hauptebenen des Strahls 5
mit anderen Worten, die den Winkel zwischen den Hauptebenen
halbirende Ebene halbirt auch den Winkel zwischen den Fokal-
ebenen.

Sind ¢, und ¢, die Abstinde der Fokalebenen vom Ursprung,

so ist nach (6)
01 =71, 0082 + 7, 5in?p 1
9
0s =7y 8in%db + 7, cos2p J
worin nach (7)
sin2 =

f—
k

und '
oFe=r+r . . . . ... . .09

Hieraus geht hervor, dass die Brennpunkte zu den Grenzpunkten
eine symmetrische Lage einnehmen, oder mit anderen Worten, der in der
Mitte zwischen den Grenzpunkten liegende Punkt liegt auch in der
Mitte zwischen den Brennpunkten. Aus der Charakteristik der
Grenzpunkte folgt, dass die Brennpunkte zwischen den Grenzpunkten
liegen miissen.

§ 138. Die Fokalabstinde lassen sich bequemer nach einer
anderen Methode bestimmen. Schneidet der durch (z, y, 0) gehende
Strahl die Ebene z=¢ im Punkte (&, 7), so miissen die Gleichungen
bestehen :

=z4pa=(+o) a+ S8 l

. (10)
n:y+eﬁ=f'w+(g+9)ﬂj
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Ist nun der Punkt z=¢ ein Brennpunkt, so ist z=g¢ auch die
Bedingung dafiir, dass der unendlich benachbarte Strahl den Haupt-
strahl schneidet, und es ist in diesem Falle §=0 und y=0. Hier-
nach specialisiren sich die Gleichungen (10) folgendermaassen:

(e-l-e)w-f—fﬁ:O]
flet@+ep=0]

Eliminirt man hierin das Verhéltnis a:/3, so erhilt man die
quadratische Gleichung

(e+o)g+o)=rf . . . . . . . . 1D

als Bestimmungsgleichung fiir die Fokalabstéinde.

§ 189. Alle Strahlen eines engen Strahlenbiischels gehen, wie wir im
Folgenden zeigen werden, durch zwei feste Linien, welche den Hauptstrahl
in den Brennpunkten unter rechtem Winkel schneiden. Diese Linien nennt
man Brennlinien und zwar liegt die erste Brennlinie in der zweiten
Fokalebene und die zweite Brennlinie in der ersten Fokalebene.
Um dies darzulegen, haben wir den Schnittpunkt irgend eines Strahls
mit der Ebene z=yg¢, zu bestimmen. Die Koordinaten eines solchen
Schnittpunktes sind:

f=xr+49 ¢
=Y+ B
(=0

Legt man durch diesen Punkt und den Hauptstrahl eine Ebene,
so zeigt es sich, dass die Lage einer solchen Ebene unabhingig ist
von dem betreffenden Strahl. Es ist némlich die Gleichung der
Ebene nach Analogie von (10)

f({‘/“‘?lﬁ):’i(x"‘(’l @),
oder

retedetrpf=¢lfet Gredgfs - . . . (9
und setzt man in die nach Analogie von (11) gebildete Gleichung
(e+o) (9+o)=//"

e+ o0 S
= =m, . . . . . . . (18
S! g+o 15)

so erhilt man, wenn man in (12) e+ ¢, durch mf' und g -+ ¢, durch

_._f_ ersetzt:
m
E=my . . . . . . .. .. 1
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als die Gleichung der den Hauptstrahl und den Schnittpunkt des
betrachteten Strahls mit der Ebene z=yg¢, enthaltenden Ebene, und
die Lage derselben ist, wie wir hieraus erkennen, unabhingig von
a und p.

Hieraus ergiebt sich, dass alle Strahlen die Ebene z=g¢, in
Punkten schneiden, welche auf einer durch den Brennpunkt gehen-
den Linie liegen; wir wollen diese Linie als die erste Brennlinie
bezeichnen. Auf analoge Weise lidsst sich nachweisen, dass alle
Strahlen eine #hnliche, durch den anderen Brennpunkt gehende
zweite Brennlinie durchschneiden.

Es leuchtet ein, dass die erste Brennlinie in der zweiten Fokal-
ebene liegt, indem diese zwei in dem zweiten Brennpunkt sich
schneidende Strahlen enthilt und jeder dieser Strahlen die Brenn-
linie schneidet. Umgekehrt liegt die zweite Brennlinie in der ersten
Fokalebene.

§ 140. Wir gelangen nun zu der Theorie der Strahlen-
dichtigkeit, welche analog ist der Gauss’schen Messung ge-
krimmter Raumkurvenflichen. Die Dichtigkeit der Strahlen fiir
irgend einen zum Hauptstrahl rechtwinkligen Schnitt wollen wir
folgendermaassen definiren. Wir nehmen zunichst an, der ebene
Schnitt des Strahlenbiischels stelle eine kleine krummlinig begrenzte
Ebene dar. Denkt man sich nun von dem Mittelpunkt einer Kugel
vom Radius 1 parallel zu den &dussersten Strahlen des Biischels
Linien nach der Fliche der Kugel gezogen, so schneiden diese auf
ihr ein durch eine geschlossene Kurve begrenztes Flichenelement
ab. Das Verhiltnis nun der Fliche dieses Kugelelementes zu der
Flache jenes ebenen Schnittes giebt uns ein Maass fiir die erwihnte
Dichtigkeit der Strahlen.

Lassen wir das Strahlenbiischel durch die Ebene z=R ge-
schnitten werden und schneidet der durch den Punkt (z, y, 0)
gehende Strahl diese Ebene in (§, 7), so bestehen die Gleichungen

‘;‘Zx—l—Ral

1=y+Rg|’
oder nach (2)
f=C+Re+/p

1=fe+(g+R) 8
und somit

nd'g—;‘dq:(ﬁda—«dﬂ){(e—I-R)(g—I—R)—ff'}.

Aus der Integration dieses Ausdrucks ergiebt sich:
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(mas—san={@de—adpie+R)G+R—7f].

J(Bda — adf) nun stellt die Grosse der vorerwihnten kleinen
krummlinigen Fliche auf der Kugel vom Radius 1 dar, wihrend
S (pd & — &dn) den Inhalt des ebenen Schnittes des Strahlenbiischels
bedeutet. Bezeichnet man somit die Dichtigkeit mit 0, so ldsst sich
die letzte Gleichung auch folgendermaassen schreiben

frde—&dn 1

T@da—adp 0 N HREFNFeg—IT,

oder, da nach (6a) e+ g=— (¢, +0,) und nach (13) ff'=-cg — ¢, 0,,
1
T—_—(R——gl)(R——Qg), B ¢ 15)]

wo p, und p, die Fokalabstinde darstellen.

§ 141. Fir die praktischen Zwecke der Optik ist nun der
wichtigste Fall derjenige, wo die Strahlen des Biindels eine Gruppe
von Normalen zur Fliche darstellen. Untersuchen wir nun, in
welcher Weise die zuletzt gewonnenen Resultate fiir diesen Fall zu
specialisiren sind.

Die Bedingung, dass die Strahlen von einer Fliche unter
rechtem Winkel geschnitten werden, ist, dass adz + f3dy ein totales
Differential darstellt. Dieser Bedingung wird geniigt, wenn

de  dg
dy dx

Differentiiren wir die Gleichungen (1) nach z und y, so erhalten
wir die Gleichungen

_dx de de dp

1="4e da A dw
_dy de dy dg
O=¢ dr Tdg ds
O__d;(? da dx ﬁ

T de dy " dp dy

T de dy ' dpdy

1=y de  dy df

Aus dem ersteren Gleichungspaar ergiebt sich

ag 5 _dy

dx de’
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aus dem zweiten

de dzx
ay ' =
d (z, y)

wo J das Jacobin’sche Differential darstellt.

(e, f)
Die Bedingung, dass die Strahlen senkrecht zu einer Fliche
stehen, ist somit

oder, wenn wir hierfiir die in den Gleichungen (1) und (2) ent-
haltenen Bezeichnungen einfiihren, f=f".
Die Gleichung fiir die Azimuthe der Fokalschnitte wird somit

nach (7) sin 2 @ =0, woraus folgt, dass ®=0 oder -g—. Es fallen

somit in diesem Fall die Brennpunkte mit den Grenzpunkten zu-
sammen und die Fokalebenen schneiden einander unter rechtem
Winkel. Jeder Strahl einer Gruppe von Normalstrahlen geht daker durch
2wei senkrecht wzum Hauptstrahl gerichtete gerade Linien, welche in Ebenen
liegen, die auch zu einander senkrecht sind. »

Die beiden Brennpunkte fallen zusammen, wenn f=0 und f' =0
und in diesem Falle schneiden sich alle Linien des engen Strahlenbiischels
in einem Punkt.

§ 142. Um uns eine Vorstellung von dem Charakter eines
engen Strahlenbiischels zu bilden, wollen wir fiir einige einzelne
Fille die Gleichung fiir die Mantelfiiiche des Biischels aufstellen.

Wir nehmen an, das Strahlenbiischel schneide auf der ortho-
gonalen Fliche eine kleine Ellipse ab, deren Axen in den Haupt-
ebenen liegen. Die Richtung der Z-Axe verlegen wir, wie vorhin,
wieder in diejenige des Hauptstrahls, der Punkt, wo dieser Strahl
die orthogonale Fliche schneidet, sei der Nullpunkt, und die X Z-
und Y Z-Ebene seien durch die erste und zweite Fokalebene darge-
stellt. Bezeichnet man dann die Fokalabstinde mit »; und v»,, so
lauten die Gleichungen der Begrenzungskurven des Strahlen-
biischels:

‘,1/-2 12
Er

e ] (16)

o
v
s
—_—

amn

8
|
)
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(18)

Jede Erzeugende der Mantelfliche muss diese Begrenzungs-
kurven schneiden. Nimmt man somit als Gleichungen irgend einer
Erzeugenden der Mantelfliche

z=—Az-+3B ]
y=Cz+D [ ’

so miissen, da diese Linie die durch die Gleichungen (16), (17) und
(18) bestimmten Kurven schneiden, A, B, C und D den folgenden
Forderungen geniigen:

A1‘1+B~401
(19b)
Cov,+D= J

Aus den beiden letzten Gleichungen lassen sich A und C durch
B und D ausdriicken und man erhilt dann als Gleichungen fiir die
Erzeugende

(20)

Eliminiren wir nun hierin die beiden Konstanten B und D
mit Hilfe der Gleichungen (20) und (19a), so ist

o4 2

Fiad y
—+ —n=1 . . ... @D
ﬁb——f mﬁ—
v vy

§148. Nimmt man fiir z verschiedene Werthe an, so lidsst
sich die Gestalt der Begrenzungskurven normaler Schnittflichen be-
stimmen. Diese werden im Allgemeinen die Form von Ellipsen
haben; sie kénnen aber auch als Kreise auftreten. Der letztere Fall
liegt vor, wenn man z so wihlt, dass der Gleichung

2 > \2
=)
1 ]
geniigt wird.

Man erhilt somit immer zwei kreisformige Schnitte des Licht-

biischels, von denen der eine stets zwischen den Brennlinien liegt.
Heath-Kanthack. 12
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Denn angenommen, v, sei grosser als ¢; und setzen wir nach der
letzten Gleichung
a (—Z‘—l) = (1— ud ):r,
v, vy

so erhalten wir damit ¢inen kreisfsrmigen Schnitt, dessen Lage und
Radius bestimmt sind durch die Gleichungen

a—i—b_a /;l

z 7, Uy @)
V=0 _ v Vy
r  a + b ’

Aus der ersteren Gleichung ergiebt sich ohne Weiteres, dass =
zwischen », und v, liegt.

Man bezeichnet diesen Kreis auch als den Kreis kleinster
Verzerrung. Wir kommen hierauf weiter unten wieder zuriick.

§ 144. Es weist indessen nicht jedes enge Strahlenbiischel
eine derartige kreisformige Schnittfliche auf; die im letzten Kapitel
gepflogene Betrachtung gilt nur fiir symmetrisch verlaufende Strahlen-
biischel. Ist z. B. die Schnittkurve des Strahlenbiischels mit der
orthogonalen Kurve eine Ellipse, deren Axen nicht in der
Fokalebene liegen, so haben wir als allgemeine Gleichung der
Schnittkurve:

ax®+2hey+ byP=1 ]

z=0 l,
und folgern hieraus nach Analogie des vorigen Falles

ax? 4+ 2hxy i byt

e A e L e Rl )

vy oA Vg vy
als die Gleichung des Mantels des Strahlenbiischels. Welchen kon-
stanten Werth wir anch immer z geben mdogen, kann die Gleichung
des Schnittes niemals auf die Form der Kreisgleichung gebracht
werden.

In optischen Instrumeénten sind indessen die orthogonalen
Flichen stets Rotationsflichen, deren Axen mit der optischen Axe
des Instrumentes zusammenfallen, und die erste Fokalebene eines
kleinen Theils eines symmetrisch verlaufenden Strahlenbiischels ist
ein Meridianschnitt, so dass das enge Strahlenbiischel die nothige
Symmetrie erhdlt und in Folge dessen einen kreisférmigén Quer-
schnitt besitzt.

=1
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§ 145. Wie wir gesehen haben, werden im Allgemeinen nicht
die sdmmtlichen Strahlen eines aus einem optischen System aus-
tretenden Strahlenbiischels in einem Punkte homoecentrisch; vielmehr
haben wir frither gesehen, dass alle Strahlen durch zwei Brenn-
linien gehen. Untersuchen wir nun weiter die Eigenschaften und
die Lage des von einem solchen Strahlenbiischel herriihrenden
Bildes eines Objektes! Wir nehmen zu diesem Zwecke an, es werde
einer der engen Strahlenbiischel von einem Schirm aufgefangen.
Fiallt die Schirmebene mit der ersten Brennlinie zusammen, so er-
giebt der Schnitt des Strahlenbiischels eine kleine Linie, etwa eine
horizontale Linie. Wird eine Anzahl solcher von verschiedenen
Punkten eines Objektes ausgehenden Strahlenbiischel von dem
Schirm aufgefangen, so entspricht jedem Strahlenbiischel eine kurze
Horizontallinie auf dem Schirm, und es wird in Folge dessen die
Breite des Bildes gegeniiber der Linge desselben stark iibertrieben
erscheinen. Bringt man dagegen den Schirm in die andere Brenn-
linie des Strahlenbiischels, so wird jeder Punkt des Objektes auf der
Bildfische als kleine Vertikallinie abgebildet, und jetzt wird es die
Linge des Bildes sein, welche gegeniiber der Breite desselben stark
iibertrieben erscheint. Die so erhaltenen Bilder sind beide mangel-
haft, indem in beiden Fillen das Bild verzerrt erscheint. Das beste
Bild erhilt man, wenn der Schirm sich in der Ebene des Kreises
kleinster Verzerrung befindet; in diesem Falle entsteht n#mlich,
entsprechend jedem Punkte des Objektes, ein kleiner kreisférmiger
Lichtfleck auf dem Schirm und, ist der Kreis kleinster Verzerrung
sehr klein, so wird hierdurch der Werth des Bildes nicht wesentlich
beeintrachtigt. Das Bild stellt sich somit dar als das Aggregat der
einander iiberdeckenden Kreise kleinster Verzerrung. Die Grosse
des Kreises Kkleinster Verzerrung kann als Maass fiir die Undeut-
lichkeit des Bildes dienen.

-§ 146. Der Charakter eines engen Strahlenbiischels lisst sich,
allerdings in einer weniger befriedigenden Weise, auch mit elementar-
geometrischen Mitteln untersuchen. Wenn das Strahlensystem um
eine Linie als Axe symmetrisch gruppirt ist, so ist, wie wir gesehen
haben, die orthogonale Fliche eine Rotationsfliche. Wir wollen im
Folgenden ein enges Strahlenbiischel, dessen Strahlen die orthogo-
nale Fliche in einem kleinen Flichenelement schneiden, unter-
suchen und nehmen hierbei an, die Schnittkurve des Strahlenbiischels
mit der orthogonalen Fliche habe die Form einer kleinen Ellipse
mit den Axen 2a und 2b und dem Mittelpunkt C.

MCN, PRS.... (Fig. 95) seien die Kriimmungslinien des Systems
von Kreisen, deren Mittelpunkte auf der Axe liegen. Es werden

12%

et
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dann solche Strahlen, welche von allen Punkten der Linie MCN aus-
gehen, die Axe in einem Punkt ¢, schneiden, und da die Fliche
sehr klein ist, so kann man M CN als gerade Linie ansehen, und
somit liegen alle durch M CN gehenden Strahlen in der Ebene
¢s M N und schneiden sich in ¢,. Ebenso liegen alle Strahlen, welche
die orthogonale Fliche in der Linie P RS schneiden, in einer Ebene
g P S und schneiden die Axe im Punkte ¢. m ¢, n sei die Schnitt-
linie beider Ebenen. Wenn die Linie PR S bis zum Zusammen-
fallen mit M CN verschoben wird, so gelangt die Schnittlinie m g, n
in eine bestimmte Grenzstellung; und da die auf der orthogonalen
Fliche abgeschnittene Flidche sehr klein ist, so gehen alle Ebenen
wie P ¢S sehr angenidhert durch diese Grenzlage der Linie m g, n.

) N %
S

Fig. 95.

Wir Dbezeichnen diese Linie als die erste Brennlinie und der
Punkt ¢,, in welchem sie von dem Hauptstrahl geschnitten wird,
heisst der erste Brennpunkt. Es gehen somit alle Strahlen des
Strahlenbiischels sehr angenidhert durch die erste Brennlinie. und
konnen als thatséchlich durch dieselbe gehend behandelt werden.

§ 147. Ferner schneiden alle Strahlen des Strahlenbiischels die
Axe und man koénnte somit die Axe als die zweite Brennlinie
ansehen; dies ist indessen nicht zweckméssig, da diese Linie zum
Hauptstrahl des Strahlenbiischels nicht senkrecht gerichtet ist. Der
Schnitt des Strahlenbiischels mit einer durch g, gelegten, zum Haupt-
strahl senkrecht stehenden Ebene weicht kaum von einer geraden
Linie ab; streng genommen hat dieser Schnitt die Form einer Kurve
mit zwei Schleifen, in Gestalt einer langgezogenen, schmalen ,8%
shnlich. Denn da alle von MCN ausgehenden Strahlen durch g¢,
gehen, so verschwindet die Breite der Schnittfliche bei g, Die von
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der Linie PRS ausgehenden Strahlen aber schneiden sich in ¢ und
werden folglich bereits wieder auseinandergegangen sein, ehe sie
die Ebene des Schnittes treffen, woraus sich eine Schnittfliche von
der grosseren Breite prs ergiebt; und ebenso, gehen wir von einer
Kriimmungslinie unterhalb MCN aus, so schneiden sich die von dieser
ausgehenden Strahlen in einem {iiber ¢, hinausliegenden Punkt der
Axe und werden daher noch nicht zur Vereinigung gelangt sein,
wenn sie die Schnittebene erreichen. Es ergiebt sich hieraus, dass
die Figur sowohl oberhalb als auch unterhalb sich ausbuchtet; wir
werden aber durch die folgende Untersuchung zeigen, dass die Breite
der Schnittfliche eine kleine Grosse der zweiten Ordnung ist und
dass man somit die Breite vernachlissigen und daher den Schnitt
als eine gerade Linie ansehen kann.

Die Breite des Schnittes ergiebt sich mit Riicksicht auf die
Figur aus der Betrachtung #hnlicher Dreiecke. Ist 6 die Neigung
des Hauptstrahles zur Axe, so ist

pr _ gqr __ qyreotgé
PR~ 4R~ ¢R
indem der Winkel ¢rg, sehr angendhert ein rechter Winkel ist.
Ferner ist
Q2T G1Ga __ Va1
CR Cq o '

wo v; und v, mit den Abstinden Cg¢; und Cg, identisch sind. Setzt
man daher hieraus den Werth von ¢,7 in die erste dieser Gleichungen

ein, so erhilt man
__PR.CR v —u

pr= /R . “1"1 cotg 6.
b und a sind die grossten Werthe von PR und CR und ¢R ist
angendhert gleich v,, so dass pr dem Grade nach mit i»b%?;rvll
1%2

identisch ist. « und & sind aber im Vergleich mit », und v, sehr
klein und es ist daher die Breite pr immer eine kleine Grosse
zweiter Ordnung.

Man nennt diese Linie die zweite Brennlinie und den Punkt
g, den zweiten Brennpunkt. Die durch C und die Axe gelegte
Ebene heisst die erste Fokalebene und die zu dieser senkrecht
gerichtete und durch den Hauptstrahl gelegte Ebene nennt man die
zweite Fokalebene. Somit enthilt die erste Fokalebene die zweite
Brennlinie, wihrend die erste Brennlinie immer in der zweiten Fokal-
ebene liegt.
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§ 148. Wihlen wir einen Schnitt zwischen den beiden Brenn-
linien derart, dass die Breite des Schnittes in der ersten Fokalebene
gleich ist derjenigen in der zweiten Fokalebene, und setzen wir
voraus, dass dieser Schnitt kreisformig ist, so ldsst sich die Lage
und Grésse des Kreises kleinster Verzerrung auf elementar-geometri-
schem Wege finden.

In Fig. 96 sei mhnk ein zum Hauptstrahl senkrechter Schnitt
und kok und mon seien die Breitendimensionen dieses Schnittes
innerhalb der ersten resp. zweiten Fokalebene.

Fig. 96.

Setzt man jede dieser gleich 2+ und z=Co, so ergiebt sich
aus der Aebnlichkeit der Dreiecke HK ¢, und % k¢, einerseits und
M N ¢, und mn ¢, andererseits:
hk:HK=0¢ :Cq }

und
mn:MN=o0g¢y:Cq,

7 z— v
a v

d. h.

Diese Gleichungen bestimmen die Lage und den Radius des
Kreises kleinster Verzerrung, und man erhilt aus ihnen dieselben
Resultate wie oben (s. Gl. 22), némlich

a+b6 a b

2 v vy
Ve —1v 1 Uy
7 a b

Ist der Schnitt, welchen das Strahlenbiischel mit der ortho-
gonalen Fliche bildet, kreisformig, so ist ¢ =5 und man erhilt dann
fiir diesen Specialfall die Gleichung
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2 1 1
=t — . . . . . ... . (29

g Uy Vg

und es stellt somit z das harmonische Mittel zwischen », und ¢, dar.

§ 149. Wir wollen nun auf elementar-geometrischem Wege die
Lage des ersten und zweiten Brennpunktes eines von einem Punkte
ausgehenden, an einer ebenen oder sphérischen Fliche reflektirten
oder gebrochenen engen Strahlenbiischels bestimmen.

Wird ein enges Strahlenbiischel, welches auf eine Ebene schief
auffillt, von dieser reflektirt, so gehen, wie wir wissen, die reflek-
tirten Strahlen simmtlich durch einen Punkt, so dass also in diesem
Falle die beiden Brennpunkte zusammenfallen. In diesem Falle ist
also auch kein Kreis geringster Verzerrung vorhanden; das Bild des
Punktes ist wieder ein Punkt und die Definition ist somit eine voll-
kommene.

Als zweiten Fall nehmen wir an, das Strahlenbiischel werde
von einer ebenen Fliche gebrochen.

QP sei in Fig.97 der Hauptstrahl des Strahlenbiischels, ¢,P dessen
Richtung nach der Brechung. ZEinfalls- und Brechungswinkel dieses

B

e

Fig. 97.

Strahles seien mit 7 bezw. ¢’ bezeichnet. QP' sei ein dem Haupt-
strahl unendlich benachbarter, in der ersten Fokalebene verlaufen-
der Strahl und wir nehmen an, es schneide dieser Strahl nach der
Brechung den Strahl ¢, P in ¢,. In dem Grenzfalle, wo P' mit P
zusammenfillt, wird ¢; der erste Brennpunkt. Zieht man nun QA
senkrecht zur brechenden Ebene und wird diese Linie von dem ge-
brochenen Strahl in seiner Riickwirtsverlingerung im Punkte g,
geschnitten, so stellt ¢, den zweiten Brennpunkt dar. Nimmt man
nun QP=u, ¢P=v und ¢P=v,, so erhilt man folgende Re-
lationen:
Zunichst ist bekanntlich

nsini=n'sin 7',
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und hieraus
ncosidi=mn'cosz'di'.

Bezeichnet man PP’ mit =, so ist, da d¢ ein unendlich kleines
Wachsthum des Winkels ¢, also den Winkel PQP’ darstellt,

1 ! K
di— zsin PP'Q oder  di— rcost l
u u
und analog :
di' — z cos i’ J
1

Setzen wir diese Werthe von di und di' in die letzte Gleichung
ein, so erhalten wir, wenn wir ausserdem beiderseitig durch z divi-
diren,

N m! PN
neos®i _ mcost' L@
@ [
Ferner ist
sin¢=— ,
. ., AP
sing' =—"—"—,
2
und hieraus, da nsinéi=n'sin?,
n n'

—1;:72,..........(25)
wodurch die Werthe von », und v, bestimmt sind.

§ 150. Endlich werde das Strahlenbiischel an einer Kugelfliche
vom Radius » gebrochen.

QP sei in Fig. 98 der Hauptstrahl und ¢,¢, P seine Richtung nach
der Brechung. Ist QP’' ein in der ersten Fokalebene verlaufender,
dem Hauptstrahl unendlich benachbarter Strahl und schneidet der zu-
gehorige gebrochene Strahl den Hauptstrahl in ¢,, so wird im Grenz-
falle, wo QP und QP’' zusammenfallen, ¢, zum ersten Brennpunkt,
und wenn Pg¢, die Axe in ¢, schneidet, so ist g, der zweite Brenn-
punkt. O sei der Mittelpunkt der Kugelfische und, wie oben, setzen
wir QP =u, ¢,P=v,, ¢,P=v,. Die Winkel, welche der Einfalls-
strahl QP, der gebrochene Strahl ¢,P und der Radius OP mit der
Axe einschliessen, seien der Reihe nach mit y, 7', 6 bezeichnet.
Sind dann ¢ und ¢’ der Einfalls- und Brechungswinkel, so ist
i=0—y,i'=0—y%".

Nach dem Brechungsgesetz ist

nsini=n'sin:’
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und hieraus
neosidi=n'cosi' di'.

Ersetzen wir di und di' durch ihre Differentialwerthe nach
%, 7, 0, so erhalten wir aus der letzten Relation die Gleichung:

neosidy —n' cosi'dy' = (ncosi—n'cosi')dé.

Bezeichnen wir nun den Bogen PP' mit «, so erhalten wir die

& COS T s cos 1’ @ s

—TTZ—, d Z':‘%_U*i und d0=17und substituiren
1

wir diese Werthe in die letzte Gleichung, so ergiebt sich hieraus

nach der Division mit z:

Relationen dy =

n Ccos*7 n' cos?i’  mcosi— ' cosi’

(26)

u v r

Fig. 98.

Diese Gleichung bestimmt den Werth von »,. Ferner ist
dpPO—4QP0=4¢PQ;
driicken wir die Orossen dieser Flichen durch u, v, und r aus, so
wird
vyr Sin ¢' — w7 sin ¢ = w v, sin @' — 7).

Nach dem Brechungsgesetz ist aber nsini=n'sini’ und fihrt
man diese Relation in die letzte Gleichung ein, indem man dieselbe
mit na' multiplicirt, so erhilt sie die Form:

m'?'r—n’ur:uvg{ncosi—n'cosi'},

oder

n n' neost—n' cosi'

—_— s Q7
" P - B 1))
und es ist damit auch der Werth von », bestimmt.

§151. Den Fall der Reflexion an einer sphirischen Fliche

kénnten wir in genau derselben Weise behandeln, wie das eben fiir
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die Brechung geschah, oder aber wir leiten die Formeln fiir die

Reflexion aus jenen fiir die Brechung ab, indem wir »'=—n und
i'=1 setzen. Wir erhalten sodann aus (26) und (27)

(28)

Allgemeine Theorie der Brechung diinner Strahlenbiischel.

§ 152. Es wurde bereits nachgewiesen, dass alle Strahlen eines
engen Strahlenbiischels, welches sich von einer Fliche unter rechtem
Winkel schneiden lisst, durch zwei Linien gehen, der Art, dass die
durch diese Linien und den Hauptstrahl gelegten Ebenen rechte
Winkel einschliessen. L#sst man die Axe des Strahlenbiischels mit
der Z-Axe, die Brennebenen mit der XZ- und YZ-Ebene zusammen-
fallen (Fig. 99), so dass alle Strahlen des Biischels durch eine Linie
z=0, z=a als die eine Brennlinie und y =0, z=15 als die andere
Brennlinie gehen; schneidet ferner irgend einer der Strahlen die Ebene
XY in einem Punkt (z, y), so hat dieser Strahl die Gleichung

y S—x _1—y ¢ _
« 8 ¥ ’
wo r den Abstand des Schnittpunktes (z, y)
von dem Punkt (&, 7, {) bedeutet und es ist
, daher, da der Strahl die erste Brennlinie schnei-
,,’i" det, also fiir £=0 und {=a,

z a bq ar-4-x=0

/-

Y r=a
/ und daher

Y a
2 Analog ist fiir den Schnitt mit. der zwei-
Fig. 9. ten Brennlinie, d. h. fiir =0 und é=15
o
7 b’
und daher
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Es ist aber bei dem unserer Entwickelung zu Grunde gelegten
Grade der Genauigkeit y=1, und wir erhalten, wenn V, wie in § 88,
die charakteristische Funktion darstellt, nach 8, VI die Gleichungen

AdV=n(edr—+ gdy-+yda2)

:n(dz—— zda ydy)
a b

und daher

VZK+n(Z——‘”i~ ”) C @

2a 26

Die charakteristische Funktion fiir ein beliebig gerichtetes
enges Biischel lasst sich aus diesem letzteren Ausdruck durch Trans-
formation der Axen bestimmen. Zunidchst seien die X- und Y-Axe
um die Z-Axe in der Richtung von X mach Y um einen Winkel &
gedreht; als Gleichung fiir die charakteristische Funktion erhils
man dann

V=K+n(z— 2“}—23’; — “Cy) S .80
worin
2 in?
71(: coz ] + suz ] ]
%I Sifj" + 00226 S .. (30
—é~=(%———:—) sin 6 cos 6

Umgekehrt lassen sich, wenn die charakteristische Funktion in
der Form der Gleichung (30) gegeben ist, die Werthe von 6, ¢ und
b aus diesen Gleichungen bestimmen; mit anderen Worten, die
Richtungen der Fokalebenen und der beiden Fokalabstinde lassen
sich durch A, B und C ausdriicken.

Hierauf denke man sich die Axen um die Y-Axe um einen
Winkel 7 in der Richtung von X nach Z gedreht; es lisst sich dann
die Gleichung ableiten:

(@ cos ¢ +- 2 sin 7)?

V=K 4n|zc087—xsini — S A —

__JL y (x eos i+ zsin )
2B C ’

@D

und es stellt diese Gleichung einen allgemeinen Ausdruck fiir die
charakteristische Funktion eines engen Strahlenbiischels dar.
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§ 158. Bestimmung der Relationen zwischen den Konstanten A, B, C,
0,4, A', B', C', 0', @ fir den einfallenden und gebrochenen Strahl.

Man nehme das Einfallsloth als Z-Axe und die Einfallsebene
als XZ-Ebene, so dass, wenn ¢ der Einfallswinkel des Hauptstrahls
ist, die charakteristische Funktion fiir das einfallende Strahlen-
biischel die Form der Gleichung (81) haben wird. Die Form der
charakteristischen Funktion fiir den gebrochenen Strahl ist dieselbe
wie diejenige fiir den Austrittsstrahl, nur treten die Grossen A', B',
C, 6', i an Stelle von A, B, C, 0, i. Ist die Gleichung eines den
Einfallspunkt umgebenden Fléchenelementes

2

2=

Ed ¥ zy
oP TeqQ TR
und beriicksichtigt man, dass die charakteristische Funktion inner-
halb dieser Fliche kontinuirlich ist, somit V=V', so erhilt man,
wenn man in die Gleichung
V_V'=0

den Werth von z aus der Gleichung fiir die Fliche einfiihrt und
die hoheren Potenzen von « und y vernachlissigt,

2

_K a? y Y\ 008t — n' 008 i) — & (n Sini — o' sing’
K K+(2P+2Q+ R )(ncom n'cosi') — & (nsine — 2'sind')
[ w%cos?l y? 2y eos 7
"( 9A Tep T TC )
xz?cos?i’ 2 xycosi'

+ ( oA éyE" JC’ ) =0 (32)

Diese Gleichung behilt fiir alle Werthe von z und y ihre
Giiltigkeit. Setzt man die einzelnen Koefficienten der Reihe nach
gleich 0, so findet man

K=K/
nsini=n'sin¢', . . . . . . . . (33)
n cos?7 n' cos?i’  meosi—n' cosd’
A Al o P
n 2" meosi—n'cosi’ 34
B B Q L
n oS 7 n' cos 7' neost —n' cos i’
C C' - R

In der Gleichung (33) erkennen wir das bekannte Brechungs-
gesetz wieder und es ist hiermit ¢' bestimmt; aus den Gleichungen
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(34) lassen sich dann die Werthe der Konstanten A', B', C' be-
stimmen und aus diesen wieder koénnen alle tibrigen dem Strahlen-
biischel zukommenden Grossen berechnet werden.

§ 154. In der letzten Untersuchung wurden Einfalls- und
Brechungsebene des Hauptstrahls in die XZ-Ebene verlegt. Stellt
diese Ebene gleichzeitig eine Hauptkriimmungsebene der brechenden

1 . . .
Ebene dar, so ist E:O. In diesem Falle miissen, wenn die Brenn-

linien des einfallenden Strahls beziehungsweise in der Einfallsebene
liegen oder zu dieser senkrecht gerichtet sind, auch die Brennlinien
des Austrittsstrahls beziehungsweise in dieser Ebene liegen oder

: ; . . 1 1
senkrecht zu ihr gerichtet sein. Denn, wenn 6-20 und Aﬁzo, SO

1
muss nach (34) auch o =0 sein. Ist die brechende Fliche eine

Ebene oder eine Kugelfliche, so ist die  Kinfallsebene stets eine
Hauptkrimmungsebene, und wenn die brechende Fliche durch eine
Rotationsfliche gebildet wird, so stellt die Einfallsebene in dem
Falle eine Hauptkriimmungsebene dar, wenn der Hauptstrahl die
Axe schneidet. In diesen Féllen miissen daher, wenn die Brenn-
linien des Einfallsbiischels beziehungsweise in der Einfallsebene
liegen oder senkrecht zu dieser gerichtet sind, auch die Brennlinien
des Austrittsbiischels in dieser selben Ebene liegen oder zu derselben
senkrecht gerichtet sein. Hierbei ist es gleichgiltig, ob das Einfalls-
biischel von einem Punkt divergirt oder nach einem Punkte con-
vergirt.

§ 155. Ist die brechende Fliche eine Kugelfliche, so ist

1
+ =0 und P=Q=r, wo r der Radius der Kugel ist. Die Ver-
bindungsgleichungen (84) zwischen den Konstanten des einfallenden
und gebrochenen Strahlenbiischels erhalten in diesem Fall die Form

ncos?i n' cos?’ neosi —n' cos i’
A A o 7
! . ! N
n n neost—n' cos i .
—*B —_— *B' = o . . . (30)
ncos i n' eos i’ 0
C C -

Liegen die Brennlinien des eintretenden Strahlenbiischels in

s ., 1 .
resp. senkrecht zu der Meridianebene, so ist T:‘O’ und somit auch

1 .
FZO’ so dass die Brennlinien des Austrittsbiischels ebenfalls In
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oder senkrecht zu der Meridianebene liegen. Dasselbe gilt von
einem Strahlenbiischel, dessen Strahlen von einem Punkt divergiren;

1
denn in diesem Falle ist a=1b0, so dass nach (30a) T:O und

A=B. Wenn wir, wie oben, den Abstand des leuchtenden Punktes
von der brechenden Fliche mit w», die Abstinde der Brennlinien
mit v, ¢' bezeichnen, so erhalten die Gleichungen (34) die Form

n cos2z n' cos2s’ ncost—n' cosi’
w v 7

u o r

n 7' mneosi—n'cosi’ J’
woraus sich die Uebereinstimmung dieser Gleichungen mit den
Gleichungen (26) und (27) ergiebt.

§ 136. Bestimmung der Brennlinien eines engen Strahlenbiischels nach
der Brechung durch ein Prisma.

Wir setzen zunichst voraus, die Axe des Strahlenbiischels liege
in einer zu beiden Prismenflichen senkrechten Ebene und nehmen
an, das Strahlenbiischel trete in so geringem Abstande von der
brechenden Kante durch das Prisma, dass der in das Prisma fallende
Theil des Strahlenweges als verschwindend klein vernachlissigt wer-
den kann. ¢ und ¢' seien der Einfalls- und Brechungswinkel des
Hauptstrahles in Bezug auf die erste Prismenfliche, ¢’ und 7, die-
selben Winkel in Bezug auf die zweite Prismenfliche. Die Einfalls-
ebene ist, der gemachten Voraussetzung entsprechend, fiir beide
Brechungen dieselbe. Die charakteristische Funktion fiir das ein-
fallende Strahlenbiischel, dessen Hauptstrahl in der Richtung der
Z-Axe liegen soll, habe die Form

und es sei V, die entsprechende Funktion fiir das Strahlenbiischel
nach der ersten Brechung, so dass

Vi=K-+n (z—i———q—‘—— :ry),

K _.r ¥y ay
V*IH'(Z SA T 9B C’)’

wobei die positive Richtung der Z-Axe in jedem Falle derjenigen
des transmittirten Lichtes entgegengesetzt ist. Es bestehen dann
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nach der ersten Brechung zwischen A, B, C und A,, B;, C, nach (35)
die Verbindungsgleichungen

cos2¢ n cos?i’
A A,
1 7
B B, ’
cosi _ ncosi'
c C,

und zwischen A, B;, C; und A', B’, C' nach der zweiten Brechung

ncos?y’  cos?y
A, A
n 1
B, B
neosty' oSt
C, o

Eliminirt man A,, B;, C; aus diesen Gruppen von Gleichungen,
so erhidlt man die Beziehungen

1 cos® 1 cos®;
A cos?e' T A" cos?iy’
1 1
BTE @9
1 cosi 1 cosi
C cost¢' = C' cos?,

Durch diese Gleichungen ist das Strahlenbiischel seiner Lage
und Form nach vollstindig bestimmt.

1 1
Wenn on ist, so ist auch FZO’ d. h. wenn die Brenn-

linien des Einfallsbiischels parallel resp. senkrecht zur Prismenkante
gerichtet sind, so miissen auch die Brennlinien fiir das austretende
Biischel parallel resp. senkrecht zur Prismenkante gerichtet sein.

Divergirt das Einfallsbtischel von einem Punkte aus, so dass ~C—=O

und A =23, so wird im Allgemeinen das austretende Biindel nicht
von einem Punkte divergiren, sondern vielmehr von einem Paar von
Brennlinien, welche beziehungsweise parallel und senkrecht zur
Prismenkante gerichtet sind. Wenn aber der Hauptstrahl derartig
durch das Prisma tritt, dass er hierbei das Minimum seiner Ab-
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lenkung erfiihrt, so wird bekanntlich i=1i und ¢ =74,', somit auch
nach (36) A=A' und daher auch A'=B'. In diesem Falle wird
das Austrittsbiischel von einem Punkte divergiren. Die Abstinde
der beiden Brennpunkte von der Prismenkante sind beziehungsweise
A und A', beide in der Richtung des Strahlenganges gemessen; es
liegen somit die Brennpunkte in gleichem Abstande von dem
brechenden Winkel des Prismas.

§ 157. Untersuchen wir jetzt die Brechung eines engen Strahlen-
biischels durch eine diinne Linse, deren brechende Flichen beide
cylindrisch sind und eine derartige Lage zu einander einnehinen,
dass die Erzeugenden der beiden Cylinder unfer einem Winkel 24
zu einander geneigt sind.

Die Radien der beiden Cylinderflichen seien ¢ und & und in
dem vorliegenden Falle seien diese Radien und alle Abstéinde nach
der der Richtung des einfallenden Strahlenbiischels entgegengesetzten
Richtung gemessen. Die Linsenaxe werde durch die Z-Axe darge-
stellt, und man denke sich die Linse so gelegt, dass der spitze
Winkel zwischen den Erzeugenden der beiden Cylinderflichen von
der YZ-Ebene halbirt wird. Das urspriingliche Strahlenbiischel sei
charakterisirt nach Analogie der Gleichungen (30a) durch die Kon-
stanten A, B und C, nach der ersten Brechung durch A,, B,, C,,
nach der zweiten Brechung durch A’, B, C'. Die Werthe von P,
Q, R sind dann fir die erste Fliche '

P cos?e
- a
sin 2
Q=—T% (37)
R— sin & cos «
_ a
und fiir die zweite Fliche
, cos?a
Pl= b
sin?
Q=" (38)
e sin e cos «
Ri= b

Ferner sind Einfalls- und Brechungswinkel sehr klein, so dass
man mit geniigender Genauigkeit cos i=1 und cosi' =1 setzen
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kann, und die Verbindungsgleichungen zwischen den einzelnen
Konstanten lauten dann nach (34):

n 1 (n—1)cos?e
AN T e
n 1 (n—1)sin’e

B, B a 39
mn 1  (e—1sinccose
C, c a

und ferner

1 . (1—mn)cos’e

ATTA Ty

1 n (1 —mn)sin?e

B T 10

1 a2 (d-—mnsinecos«

¢ c b

Eliminiren wir aus den beiden letzten Gruppen von Glei-
chungen A;, B;, C; durch Addition der entsprechenden Gleichungen,
so erhalten wir schliesslich

1 1 1 1
T_Iz(n—l)cosﬁa(—:;—T)

1 1 . 1 1
~B_’_?:(n.—1)s1n2u(-—a—————b—) e e . (41)
1 1 . 1 1
Er—T:(n—l)smozcomz(-‘;~—i-7;—)

Bezeichnet man mit » und v die Abstinde der beiden Brenn-
linijen von der Linse, mit & den Winkel zwischen der Y Z-Ebene
und der im Abstande u liegenden Brennlinie von der Y-Axe nach
der X-Axe zu gemessen, so ist nach (30a)

1  cos?d + sin?¢

AT v

1 sin%g cos?6

‘BT=u+v N )]
L— L——}» sin 6 cos 6

c\w v

und divergirt das Strahlenbiischel von einem im Abstande z von

der Linse liegenden Punkte, so ist
Heath-Kanthack. 13
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11
AT o
1 1
1
o =0

Subtrahirt man daher die ersten und zweiten Gleichungen der
Gruppen (41) und (42) und beriicksichtigt, dass nach (43) 7}:%,
so erhdlt man
1 1 1 1
(7——7) cos20=(n—1)cos2« (T_T)
und .. 44

(_1___1_) Sin20=(n—1)sin2e (L+
v a

(23

>
~——

aus der dritten Gleichung dieser Gruppen.
Eine Linie dieser Art vereinigt ein von einem Punkt aus-
gehendes Strahlenbiischel nicht in einem Punkt; man bezeichnet sie

. . 1 1
als astigmatisch und der Werth von - -—- - kann daher als

Astigmatismus angesehen werden.

Um den Werth dieser Grisse zu bestimmen, haben wir nur
die beiden Gleichungen (44) zu quadriren und die so entstehenden
Quadrate zu addiren; es wird dann

1 1 1 1 2

T——T:<TZ—1)“/?+‘ZT"—WCOS4(C.. .o (45)
. O . | Lo

Ist die zweite Flédche eben, so ist —-=0 und in diesem TFalle

wird

= S € 1))

Eine Linse der letzteren Art ist von Prof. Stokes als eine
astigmatische Linse bezeichnet worden und die durch den Mittel-
punkt der Linse in der Richtung der Erzeugenden der cylindrischen
Fliche gelegte Linie als die astigmatische Axe der Linse.

§ 158. Bestimmung der Brennlinien eines engen, in schiefer Richtung
durch den Mittelpunkt einer dimnen Linse einfallenden wund von dieser ge-
brochenen Strahlenbiischels.

Der Mittelstrahl des Strahlenbiischels geht durch den Mittel-
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punkt der Linse und wird daher parallel zu seiner urspriinglichen
Richtung zum Austritt gelangen. Verlegt man die Richtung des
Einfallsstrahls in die Z-Axe und reprisentirt die X Z-Ebene die
Einfallsebene, so lassen sich die charakteristischen Funktionen fiir
den einfallenden, einmal und zweimal gebrochenen Strahl der Reihe
nach durch folgende Gleichungen darstellen:

_ oy
V—K+{z AT OB C}’

I x* a :-’_
Vl——K—}—nlz—~AT—2BI Cl},

wenn n der Brechungsexponent der Linse ist und die Abstinde auf
der Z-Axe in dem der Richtung des transmittirten Lichtes entgegen-
gesetzten Sinne gemessen werden. Ist ferner ¢ der Einfalls- und Aus-
trittswinkel des Hauptstrahls, :' der Brechungswinkel innerhalb der
Linse, und berticksichtigt man, dass die Einfallsebene fiir beide
Brechungen dieselbe ist, so gilt fiir die erste Brechung nach (35)

cos?’ ncos*i’  cosi—ncosi'
A A T r ?
1 n _ Co8i{—neosi’
B B, r ’

cost ncosiy'
=0

C G ’

und fiir die zweite Brechung

n cos? i’ cos?’ _ ncosi' — cos?
A, AT 7! ’
n 1  ncost —cosi
B, B 7! ’
neosi  cosi 0
C, c 7

unter 7 und ' die Kriimmungsradien der sphirischen Flichen ver-
standen.

Eliminirt man in den letzten Gleichungen A, B, und C,;, so
erhiilt man die folgenden Relationen zwischen den Konstanten des
einfallenden und austretenden Strahls:

13#
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1 L] i cosiy] L _ 1]
o ’{A' — J——(ncosz cosz)l - o I
11 (1 1) AT
5 — = (ncosi —cosz){—r—--—TI €3
11
T C
§ 159. Geht das einfallende Strahlenbiischel von einem im Ab-
stande » von der Linse befindlichen Punkt aus, so ist —é— =0 und
A=B=u. Es ist dann auch % =0, so dass die Brennlinien des

austretenden Biischels beziehungsweise in und rechtwinklig zu der
Einfallsebene liegen. Sind » und »' die Abstinde der Brennlinien
von der Linsenfliche, so ist nach (47)

1

(1 1) 1 1 . 1
2, — == —_— = r_ -
cos L{ » v " u (ncosi €08 7) ( , r,). (48)

Fiir den Fall, dass ¢ und ¢' sehr kleine Werthe annehmen,
. , 1 , 1

konnen wir cosi=1— 57, cos i'=1— 5 i'? und nach dem Bre-
chungsgesetz ¢ =ni' setzen und es wird dann

'ed

cost' =1 — —.
202

Setzen wir fiir cos ¢ und cos ¢' ihre Werthe nach ¢ ein, so er-
halten wir

ncosi’—cosi:(n——l){l—l——;;}.

Bezeichnen wir daher die Brennweite der Linse mit f, so

dass nach (14, IV)
1

so folgt aus (48)

49)

§ 160. Einer von den Mingeln, welcher dem Bild eines durch
eine Linse betrachteten Objektes anhaftet, besteht darin, dass das
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Multiplicirt man die erstere Gleichung mit cos? und subtrahirt
die letztere, so erhilt man:

gn_ QN _ 1 o »
Cp.Cyq CP.CQ—f{l 3 1—’”2}

Cp.Cgq hat aber den Grenzwerth Cp? und es wird, wenn
dieser erreicht ist,
Cp.Cgit={C p.i}Qzﬂg
und analog
CP.CQi2:{CP.z‘}?=17N2,

und wir erhalten aus der letzten Gleichung:

gn QN _ 2%k+41

pnt PN 2f

Bezeichnen wir mit ¢ und ¢' die Kriimmungsradien des Ob-
jektes und seines Bildes, so ist nach Newton’s Theorie der Kriim-
zi_n—?, 2—1:@—2, und wir haben somit
pn ¢ PN
als Verbindungsgleichung zwischen den Kriimmungen des Objektes
und seines Bildes

1
mungen im Grenzfalle 5y

11 @k

0 0 J

- (51)
Die Krimmung des Bildes ist unabhdngiq von der Lage des Objektes;
denn wie wir aus der letzten Gleichung ersehen, ist das Verh&ltnis
zwischen den Kriimmungen des Objektes und seines Bildes unab-
hingig von den Abstinden » und .
Ist das Objekt eben, so dass die Krimmung des Objektab-
schnittes verschwindet, so ist ¢ = 0 und somit

1 @k+Y
o' ;o

Der Kriimmungsradius hat also das entgegengesetzte Vor-
zeichen wie f.

Der Werth von k hiéngt, wie die Gleichungen (50) zeigen, von
der Lage des Brennpunktes, in welchen das Bild fallen soll, ab; fiir

. . 1 . .
einen ersten Brennpunkt ist k=1+ 5, fiir einen zweiten Brenn-
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Bild eines ebenen Objektes gekriimmt erscheint. Wir wollen im
Folgenden die Kriimmung eines Bildes in der Nahe der Axe
bestimmen; mit anderen Worten, wir wollen die Krtimmungen der
durch eine beliebige durch die Axe gelegte Ebene entstehenden
Schnittflichen des Objektes und seines Bildes vergleichen. Diese
Kriimmung des Bildes h#éngt zum Theil von der Schiefe der von
den ausseraxialen Punkten des Objektes ausgehenden Strahlen-
biischel ab.

u sei der Abstand des Dbetrachteten Objektpunktes von dem
Mittelpunkt der Linse und ¢ die Neigung des Iauptstrahls des
Biischels. Es werden im Allgemeinen zwei im Abstande » und o'
vom Mittelpunkte der Linse liegende Brennlinien vorhanden sein,
und es ist dann nach (49)

v

1 1 1
= 7{1“” (1+ﬂ)}
1 1 )
W _7{1 T} N 1)
oder
1 1 ]

wenn man die Lage beider Brennpunkte durch eine gemeinsame
Gleichung kennzeichnen will. P und p seien in Fig. 100 einander

Fig. 100.

entsprechende Punkte der Abschnitte PQ und pg des Objektes und
seines Bildes, Q und ¢ die Punkte, in welchen diese Abschnitte von
der Axe geschnitten werden. Man ziehe die Ordinaten PN und pn
senkrecht zur Axe. Fir die Punkte ¢ und @ ist die Strahlenschiefe
i=0 und daher nach (50)
1 11
Ty CQT S

und fiir die tiibrigen korrespondirenden Punkte besteht die Be-
ziehung :

—_— 1 L 22
cp —cp— F AFED
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punkt ist kzoin und fiir den Kreis kleinster Verzerrung stellt der

Werth von k das Mittel zwischen beiden dar.
Fiir den geometrischen Brennpunkt ist x=0 und daher

1 1 N 1
' e /

§ 161. Mittelst der charakteristischen Funktion ldsst sich die
Theorie eines jeden um eine Axe symmetrisch angeordneten opti-
schen Instrumentes entwickeln.

Zu diesem Zwecke nehme man auf der Axe zwei feste Punkte
O und O', im ersten und letzten Medium als Koordinatenurspriinge
an, wihrend die Axe des Instrumentes zur Z-Axe wird, und zwar
lasse man die positive Richtung der von O ausgehenden Z-Axe der-
jenigen des einfallenden Lichtes entgegengesetzt sein, dagegen die
positive Richtung der von O' ausgehenden Axe mit derjenigen des
austretenden Lichtes tibereinstimmen. Betrachtet man nun die cha-
rakteristische Funktion fir den zwischen zwei Punkten (z, y, z) und
(«', ', 2') liegenden Theil irgend eines Strahls im ersten und letzten
Medium, und schneidet der durch diese Punkte gehende Strahl die
durch O resp. O' gelegten X Y-Ebenen in den Punkten (&, ») resp.
(€', %), so ldsst sich, wenn V; den Werth der charakteristischen
Funktion zwischen O und O' darstellt, der Werth der charakteristi-
schen Funktion innerhalb der Punkte (£, ) und (£', ') nach dem
Taylor’schen Theorem folgendermaassen entwickeln:

dV av ., dv av L @V
V=Vo+&_—+ 7777]——!—5' dE n' iy T 2 8 e
a2V 1 v L2V BV
8 ey o g 8 gy T Gay
@V v 1., &V av 1 BV
& d&'dy +an dndy 9 fyzgé‘ﬁ—l“ &'y 'd"d 7 —|--—2—7]""’—(ﬁE ......

—+ Glieder mit hoheren Potenzen von §, 5, &, 7.

Nimmt man an, dass bei der Entwicklung dieser Reihe in
ssmmtlichen Koefficienten £ und 7 nach der Differentiation gleich 0
gemacht worden sind, so dass die Koefficienten Konstanten dar-
stellen, so kann man den Werth von V auch in dieser Form schreiben:

1 1 ,
V=Votfé+gn+/+gn+galtcin+ 5 b +pid+qid+

ptsny —I—%a"'z—i—t §'rz'+ 1 AR SRR
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Bezeichnet man mit U die charakteristische Funktion fir den
Strahl innerhalb der Punkte (z, y, z) und (@, ¥, 2'), so ergiebt sich
aus der Definition dieser Funktion

U=V+ n{ (=& 4+ @Y—n?+ 22}1/2 + n'{ (@' — &P+ (y — ')+ 2" }1/2
oder

U=Votn{@—8r+ G-t )"

+n' { (@ — P4 (@ — )+ 27 }]/2

+fE+gn+fE+g'y

L

1
+tgaftcin+5

2
2 b

FpEE Hgéy +rEntsyy

Da aber die Funktion in Bezug auf die Z-Axe symmetrisch ist,
so miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

f=0, g=0, f'=0, ¢'=0; ¢=0, ¢'=0; ¢=0, r=0;
a="b, o =14, p=s.

Die charakteristische Funktion erhdlt daher, wenn man diese
Bedingungen einfiihrt und die Wurzeln in der Gleichung fiir U nach
dem binomischen Satz entwickelt, die folgende vereinfachte Form:

n

U=V,+nz+n'2 + 2z{(w—§)2+ (y—r;)"’}

T @ =G [ S e@ ) [ 6

~
Z

1 .
+5 @)+ pEE )+

Die charakteristische Funktion bleibt fiir kleine Verénderungen
von &, 7, &, 7' unveréndert; vernachlissigt man daher die hoheren
Potenzen kleiner Grossen, so erhilt man die folgenden Gleichungen:



Gestalt und Eigenschaften enger Strahlenbiischel im Allgemeinen. 901

(®3)

n' y'
prj—i—(a' —|—?)n'=n’iﬁ

Lost man die erste und dritte dieser Gleichungen nach & und
& auf, so erhilt man:

Dgzﬂ(a'+ i’,)— L ‘

z 2
[
() ne [
D&-Z, (a+ ) > P
worin
!
D=(a+%) (a'—l——ZT)-—p?, coe e . (Bda)

und analoge Formeln erhilt man fiir  und 7', wenn man die zweite
und dritte Gleichung nach y und y' auflost.
s ist somit

n'a'p

D@—§= a(a'—{— %)—}ﬂ}x—l— o l

f
|
(64
N n N nap J
el e 2] plentze
Die charakteristische Funktion U ldsst sich aber nach ent-

sprechender Umformung der Gleichung (52) auch folgendermaassen
schreiben:

] m!
U———Vo-l—nz—i—n'z'—l—%(x2——2x§)+~2%(x'?—2x’§')
1 n ,,} 1.,/ . , n' ,}
+§El(a+7)§+p§ +§§1p§+ a—|—7§ ......
- dhnliche Glieder nach y und #; oder nach (53)

7

! !
Lo

U—~=Vo+nz+n'z'+%(m—§)+

+ dhnliche Glieder nach y und 7.
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Setzen wir hierin fiir # — & und 2’ — & deren aus (54) sich er-
gebende Werthe nach x und ', so wird

. ' ' )
U::Vo—l—nz—l—n'z'—}—i l'[a a’—l—L, — ;2_19024—2””,1;90.7,’-]—
o | 2 J 2

2D z
n' n ol s
+7‘,{a’ (a + —Z—) —p-}x’z]
-+ #hnliches Glied nach y+4-4 . . . . . . (55)

Fiihren wir in diese Gleichung die folgenden Substitutionen ein:

_ na , . na
9= p?—aa’ 9= p? —aad
' y oo« o« . . (56a)
__ " reme P
J= pP—aad’ / p? — ad'

was wir, da die Symbole f, f', ¢, ¢' in keiner anderweitigen Be-
deutung mehr in der Untersuchung vorkommen, anstandslos thun
konnen; multipliciren wir dann in dem Ausdruck fiir U Zshler und
Nenner des Bruches mit z2' und dividiren beide durch aa' — p2, so
ergiebt sich als Werth von U:

1 2@ —g)a?+n'(c—g)a?+ (fu' 4+ ) aa'
U=Vi+netn 2+ : :
0 2 C—9E—g)—1r
1L n@@ =gV +n'(e—9) g+ (' n)yy

2 e—g) (" —g)—1f

. (56)

§ 162. Bezeichnet man mit (i,, ¢, ¢) die Richtungskosinusse des

durch (z, y, z) gehenden Einfallsstrahls, so ergiebt sich aus der
Natur der charakteristischen Funktion die Proportion:

dV dV 4V

YT g Yy T de

z Tyt Tz =
Setzen wir der Kiirze halber
z—g =u
]7
ZV ___gl — u! I

so folgt, da nach (56a) fn'= f'n, aus der Differentiation der Glei-
chung (56) nach z, y, z .

dV_ n@a+f'a) dV_ 2 y+fy) dv
ody T wd —ff 7 d=

da wu' —ff
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Aus der Proportion zwischen ¢, 4, i, ergeben sich somit die
Gleichungen
7, . & . 2,
o+ T dy+fy wd —ff

C)

Auf ganz analoge Weise erh#lt man fiir den austretenden Strahl,
wenn dessen Richtungskosinusse mit 7, 7,, r, bezeichnet werden,

Tx . 7‘1/ 7

1 _ z
wr' —fo wy —fy  wd —ff°

Denkt man sich nun den einen der beiden Punkte, etwa (z, y, 2)
als festliegend, wéhrend die Richtung des durch ihn gehenden Strahls
sich 4ndert, so ist durch die Gleichungen (57) der Punkt bestimmt,
in welchem ein beliebiger Strahl die Ebene z=2¢' schneidet.

Wihlt man aber &', ', 2' so, dass die Nenner der Quotienten
verschwinden, d. h. so, dass

(58)

uvx:_ftxrl
vy=—=r'y
wu' =ff'

wird, so wird jeder Werth des Verhiltnisses ¢, : 7, : ¢, den Gleichungen
(57) geniigen; mit anderen Worten, es wird, was auch die Richtung
des durch (z, ¥, 2) gehenden Einfallsstrahls sein mag, derselbe durch
den durch die Gleichungen bestimmten Punkt («', 3, 2') hindurch-
gehen. Aus den Gleichungen fiir das Verhiltnis 7, : 7, : 7, erkennt
man unschwer, dass diese Relation eine umkehrbare ist. Es sind
somit (z, y, 2) und (2, y', 2’) konjugirte Punkte. Ihre Koordinaten
sind also durch folgende Gleichungen verbunden:

wu =ff'
vy v
2y 2 O (5 )
&y v
oy S

Diese Gleichungen bestimmen die Lage und charakteristischen
Figenschaften der Kardinalpunkte des Systems, welche wir bereits
in dem Kapitel iiber die Gauss’sche Theorie centrirter Linsen-
systeme behandelt haben. Lassen wir also «= oo werden, so wird
dadurch «' =0, und umgekehrt, so dass Strahlen, welche im ersten
Medium parallel sind, alle im zweiten Medium durch einen Punkt
in der Ebene ' =0 hindurchgehen; mit anderen Worten, »' =0 ist
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die Gleichung der zweiten Brennebeme. Analog ist u=0 die
Gleichung der ersten Brennebene.

Lassen wir ferner » = — f und somit «' = — /' werden, so wird
nach (59)
z=ua'
y=y'
Hieraus geht hervor, dass jeder Strahl die Ebenen w = — f und
u' = —f' in solchen Punkten schneidet, deren Verbindungslinie

parallel zur Axe des Systems gerichtet ist. Diese Ebenen sind
daher die Ebenen, welchen das Abbildungsverhiltnis 1 entspricht,
also die Hauptebenen.

Von diesen Kardinalpunkten ausgehend, kénnen wir die Lage
der Knotenpunkte bestimmen und ferner lassen sich auch hier die
simmtlichen in fritheren Kapiteln behandelten Konstruktionsmethoden
zur Bestimmung der Lage des einem gegebenen Punkte konjugirten
Vereinigungspunktes, sowie der Richtung des einem gegebenen Ein-
fallsstrahl zugeordneten Austrittsstrahls anwenden.

§ 163. Jene Konstruktionsmethoden lassen sich aber in dem
Falle nicht anwenden, wo p?—aa’ wird; denn dann werden die
Werthe der Koordinaten der Kardinalpunkte und der Brennweiten
unendlich gross. Die Gleichung (55) fiir die charakteristische Funk-
tion reducirt sich in diesem Falle auf die Form:

1 na'

U=V0—I—nz+n’z'+TD—- e az?+2pza’ +ax'?,

oder, wenn man hierin den Werth von D aus (54a) einfiihrt,

1 aa?+2pra’ +ad a'?
2 az az
+—+1

n n

U=Vy+nz+un'2 +

-+ #hnliches Glied nach y und y'.

Differentiirt man die Gleichung der charakteristischen Funktion
in dieser Form nach #, ¥ und 2z, so erhilt man fiir die Richtungs-
kosinusse des einfallenden und austretenden Strahls die folgenden
Gleichungen:
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i, iy i,
A T > T
ax+px ay+py n(a~ " az' +1)
n n
und .. . (60)
7, T, r,
T da T T
pr+da  py+ay n,(anz " an’z +1)

Durch einen ganz dhnlichen Schluss, wie bei der Behandlung
des allgemeinen Falles, gelangt man zu folgenden Verbindungs-
gleichungen zwischen einem Paar konjugirter Punkte:

ax—+px'=0
ay+py =0

[N
az +az' +1=0
n n

Aus den beiden ersten dieser letzten Gleichungen gewinnen
wir dann die einfachen Beziehungen:

=z ¥ __ P
oy a
' ' (61)
r Yy P
zx  y a

Es ist also in diesem Falle die lineare Vergrisserung fir alle mog-
lichen Lagen des Objektes konstant, und zwar ist

T __ P _
—=—1 N (2
Ferner ist, wie ohne Weiteres aus (60) folgt,

y '
ni, n Tx

ral?

ar—+pa sz +a
wofiir wir, da p?=aa' ist, setzen konnen

ni 'r

a p

Eine &hnliche Verbindungsgleichung lésst sich zwischen i,
und 7, aufstellen und als Verbindungsgleichung zwischen den
Richtungskosinussen des einfallenden und austretenden Strahls ge-
winnen wir dann die Relation:
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_nN

n'

l. N )

nN
n'
Gleichung besagt also, dass fiir p2=aa' oder fiir parallel einfallende
Strahlen die Winkelvergrosserung konstant ist. Strahlen, welche im
ersten Medium parallel sind, sind es auch im letzten. Als Beispiel
fir diesen Fall haben wir ein fiir ein normales Auge auf einen
Stern eingestelltes Fernrohr.

§ 164. Destimmung der charakteristischen Funktion fir ein enges
Strahlenbiischel nach seinem Durchiritt durch irgend ein heterogenes Medium.

Wir wollen annehmen, die beiden dussersten Medien, deren
Brechungsexponenten = und =»' sein modgen, seien homogen.
O sei ein unbeweglicher Punkt auf dem Hauptstrahl im ersten Me-
dium und O’ ein ebensolcher Punkt auf demselben Strahl im letzten
Medium. Wir verlegen die Koordinatenurspriinge nach O und O’
und lassen die Richtungen des Hauptstrahls in den beiden Medien
in die Z-Axe fallen. Im ersten Medium soll die der Richtung des
einfallenden Lichtes entgegengesetzte Richtung der Z-Axe, im letzten
Medium dagegen die mit der Richtung des Lichtes fibereinstimmende
Richtung der Z-Axe als positiv angesehen werden. Ein beliebiger
Strahl treffe die durch O gelegte X Y-Ebene im Punkt (z, y) und
die durch O' gelegte X Y-Ebene in (z', y'). Stellt U den Werth der
charakteristischen Funktion fiir die Grenzen von (z, y) bis (z', y')
und U, fir die Grenzen von O bis O' dar, so lidsst sich U nach
dem Taylor’schen Theorem folgendermaassen entwickeln:

Der Ausdruck

symbolisirt die Winkelvergrosserung; die

2
U=, 42804 Uy U a0 10T

dy dy "2 7 dat
fay U 1 @U 2T dT
Wizdy T2 Vay dada "V dzdy

@U@ L L RU L BU 1@y
+xydtvdy Yy dyu’y’+ Gl d;v’2+m‘ydw'dy’+ 99 dy"

~+ Glieder mit hoheren Potenzen von z, y, 2, y'.

Hierfiir lidsst sich schreiben:
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U=U0+fx—l—gy—|—f’x'—i—g'y'—l—%ax?—l—cxy—l—éAby?

+pxa:'—|—gxy'—|—rm'y+syy'—I—%a’xz—l—c'ar'y'-}—A;—é'y'?—l—...,

worin die Konstanten von der Natur des Mediums abhingige Funk-
tionen sind und als bekannt vorausgesetzt werden.
Ist

- R x? _ y? Ty
V—K+”F‘5K §E"EJ

die charakteristische Funktion des einfallenden Strahls,

2 r2 g0
K o Yy
V=K +n & A 2P C')

diejenige fiir den austretenden Strahl, so erhalten wir unter ge-
horiger Beachtung der Richtung der Z-Axe die Gleichung

U=V+V
d. h.

K+K'=Uo—|—fx—l—gy—|—f'x'—I—g'y’—I—-;«’uw?—l—yxy

1
+ g By Fpaa +gry +ray+syy

—I——;—rc'.’lfw—l— y'x'y’—l—%ﬂ'y’z—l— ceny

worin

und a', 8, ¥ analoge Werthe im zweiten Medium bedeuten.

Dem Begriffe der charakteristischen Funktion entsprechend, be-
hilt diese Gleichung auch dann noch ihre Giiltigkeit, wenn man
die Punkte (z, y) und (#', y") kleine Verschiebungen erfahren lisst.
Durch Differentiation ergeben sich folgende Gleichungen:

«r+yy+pa+qy +f=0
yr+py+ra+sy +9=0
px—l—ry—|—a’.z"+y'y’—|—f'=0
gr4+syty'e+py+g'=0
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Da aber z, y, 2' und y' simmtlich verschwinden, so wird auch
F=0, g=0, f'=0 und g'=0.

Losen wir die beiden ersten dieser Gleichungen nach # und y
auf und setzen 6 =a S — y? so finden wir

vd=(ry—pp)a'+(y—qgBy
yd=@py—re)z'+(gy —se)y

Aus der Substitution dieser Werthe in die beiden ersten
Gleichungen jener Gruppe ergiebt sich:

' (a' d+pry—p p4rpy—rte)+y (Y d+psy—pgp+qry —rse) =0;
'y d+qry—pygp+spy—sra)+y (' d+qgsy— @B+ gsy—sa)=0.

Diese Gleichungen gelten fiir jeden Strahl, d. h. fiir jeden Werth
von &' und y' und somit ist:

o d=p*'p—2pry—+rie
7' od=pef—(@ps+qnNy+rse
Bo=¢p—2¢sy+stc«

Durch diese Gleichungen sind die Koefficienten @', 8', ' be-
stimmt; sie dienen ihrerseits zur Bestimmung von A’, B’ und C,
sowie der iibrigen fiir das Austrittsbtischel in Betracht kommenden
Grossen. .

Die Koordinaten (z, y) und (z', y') sind durch eine lineare
Transformation unter einander verbunden. Wird daher das enge
Biischel . durch die dem Ursprung O zukommende X Y-Ebene in
einer Ellipse geschnitten, so wird auch der Schnitt-des Biischels
durch die dem Ursprung O' entsprechende X Y-Ebene eine Ellipse
sein. Hieraus folgt, dass, wenn in irgend einem Punkt des Biischels
der Normalschnitt elliptisch ist, dann auch séimmtliche Normal-
schnitte des Biischels Ellipsen darstellen.
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Dispersion und Achromasie.

§ 165. In unseren bisherigen Untersuchungen wurde das Licht
als etwas in allen seinen Theilen Gleichartiges behandelt. Indessen
ist das Sonnenlicht nicht homogen, sondern zusammengesetzt. Jeder
einzelne Strahl des Sonnenlichts besteht aus einer unendlich grossen
Anzahl homogener Elementarlichtstrahlen, welche von einander in
Farbe und Brechungsvermégen verschieden sind. Diese Thatsache
wurde zuerst von Newton festgestellt.

Bei seinen diesbeziiglichen Versuchen verdunkelte Newton
einen Raum und liess ein Sonnenlichtbiindel durch eine kleine kreis-
formige Oeffnung, welche in einem der Fensterliden angebracht
war, in den dunklen Raum einfallen. Dieses Lichtbiindel bildete
einen kleinen weissen Fleck auf der gegeniiberliegenden Wand. Er
setzte nun ein dreiseitiges Glasprisma mit seiner brechenden Kante
nach unten und rechtwinklig zur Strahlenrichtung dicht vor die
Oecffnung im Fensterladen und richtete das Prisma so, dass die
Strahlen dicht an der Kante durch dasselbe drangen. Der Licht-
fleck an der Wand war nun nicht mehr kreisformig und weiss, viel-
mehr erhielt Newton eine in die Linge gezogene, in lebhaften
Farben glinzende Fliche. Seitlich war dieses farbige Bild oder
Spektrum durch gerade, zur Prismenkante senkrechte Linien be-
grenzt, die Enden desselben dagegen erschienen als halbkreisformige
Bbégen. Die Breite des Spektrums stimmte mit dem Durchmesser
des urspriinglichen weissen Flecks iiberein, wihrend seine Linge
etwa fiinfmal so gross war.

Diese Verlingerung des Bildes kann man sich nur erkliren,
wenn man die Strahlen des Sonnenlichtes als mit verschiedenartiger
Brechbarkeit behaftet ansieht.  Die Sonnenstrahlen sind bekanntlich
nicht streng parallel. Wird aber das Prisma in seine Stellung
kleinster Ablenkung gebracht, so bringt eine kleine Differenz im

Einfallswinkel keine merkliche Differenz in der Ablenkung mit sich;
Heath-Kanthack. 14
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folglich wird die Neigung der austretenden Strahlen zu einander
dieselbe wie diejenige der einfallenden Strahlen sein; wenn daher
das Lichtbiindel aus gleichartigen Strahlen bestdnde, so wiirde in
Folge seines Durchtritts durch das Prisma auf der auffangenden
Wand ein kreisformiger Fleck von weissem Licht von derselben
Grosse wie vorher, aber in einer der Ablenkung entsprechenden ver-
schobenen Lage sichtbar werden.

Dieses Experiment beweist ferner, dass diejenigen Strahlen,
welche in ihrer Brechbarkeit verschieden sind, auch in ihren Farben
von einander abweichen; es ist nidmlich das farbige Spektrum roth
an seinem unteren oder den am geringsten gebrochenen Strahlen
entsprechenden Ende, und von hier aus geht die Farbenskala in
unmerklich feinen Abstufungen allméhlich durch gelb, grtin, blau,
bis zum oberen oder der stirksten Brechung entsprechenden Ende,
dem Violett, tiber. Newton unterschied sieben primire Farben;
dieses waren, nach steigender Brechbarkeit aufgereiht, folgende:
roth, orange, gelb, griin, blan, indigo, violett. Unter ihnen sind
orange und gelb die am hellsten leuchtenden, es folgen dann roth
und griin, wéhrend indigo und violett die lichtschwéchsten Farben sind.

§ 166. Nach verschiedenen, auf die Gewinnung einer Erklirung
fiir diese Erscheinungen gerichteten Versuchen gelangte Newton
schliesslich zu dem folgenden experimentum crucis, das wir fast
in seinen eigenen Worten wiedergeben wollen.

Er nahm zwei Bretter und stellte das eine dicht hinter dem
Prisma am Fenster auf, so dass das Licht durch ein in das Brett
geschnittenes kleines Loch hindurchtreten und auf das zweite Brett
fallen konnte, welches in einer Entfernung von ungefihr zwolf Fuss
von dem ersteren aufgestellt war und ebenfalls mit einer kleinen
Oeffnung versehen war, welche einem beschrinkten Theil des durch
die Oeffnung im ersten Brett einfallenden Lichtes den Durchtritt ge-
stattete. Er stellte hinter diesem zweiten Brett ebenfalls ein Prisma
so auf, dass das durch die beiden Oeffnungen hindurchgehende Licht
durch das zweite Prisma treten musste und einer zweiten Brechung
unterworfen wurde, ehe es die auffangende Wand erreichte. Nach-
dem dies geschehen, drehte er das erste Prisma um seine Axe lang-
sam hin und her und erreichte dadurch, dass die Theile des auf das
zweite Brett projicirten Bildes der Reihe nach getrennt durch die
Oeffnung in demselben traten, wodurch er ein Mittel gewann, die
Stelle der auffangenden Wand, nach welcher die einzelnen Gattungen
der von dem Spektrum ausgehenden Strahlen durch die Wirkung
des zweiten Prismas projicirt wurden, zu beobachten. Er entdeckte
hierbei, dass die dem violetten Ende des Spektrums entsprechenden
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Lichtstrahlen erheblich stiirker gebrochen wurden, als die von dem
rothen Ende ausgehenden Strahlen. Hieraus schloss er, dass Sonnen-
licht nicht homogen sei, dass es vielmehr aus Strahlen von ver-
schiedener Farbe und verschiedener Brechbarkeit bestehe.

§ 16%7. In der soeben beschriebenen Form ausgefiihrt, hat das
Experiment den Nachtheil, dass die farbigen, lings einer geraden
Linie angeordneten Sonnenbilder eine betrichtliche Grésse haben;
die farbigen Bilder iiberdecken daher einander theilweise und man
erhdlt nicht mehr vollig getrennte Farben. Das Spektrum ist ein
unreines. Wir wollen nun zeigen, auf welche Weise man ein reines
Spektrum erhalten kann.

Die Sonne bewegt sich stindig relativ zur Erde und somit
dndert sich bestdndig fiir einen Punkt der Erde die Richtung der
Sonnenstrahlen. Diese Verdnderlichkeit der Richtung lisst sich
durch einen Heliostaten korrigiren; dies Instrument besteht aus
einem Spiegel, welcher durch ein Ubrwerk derartig gedreht wird,
dass das Licht in eine konstante Richtung reflektirt wird. Die so
reflektirten Sonnenstrahlen ldsst man nun auf eine konvexe Linse
von kurzer Brennweite fallen, wodurch ein sehr kleines Bild der
Sonne im Brennpunkte der Linse entsteht; dieses Bild kann man
leicht so klein werden lassen, dass es als Punkt angesehen werden
kann. Ein schmales Biischel lisst sich von den durch diesen Punkt
hindurchtretenden Strahlen auswihlen, indem man sie dureh einen
sehr engen, durch zwei dusserst sorgfiltig bearbeitete Plittchen ge-
bildeten Spalt fallen ldsst. Bedient man sich einer mit ihren Er-
zeugenden zum Spalt parallel gerichteten ecylindrischen Linse, so
konnen die Strahlen auf dem Spalt seiner ganzen Linge nach kon-
centrirt werden und man erhilt ein sehr schmales, helles Strahlen-
biischel. Dieses Lichtbiischel lisst man auf ein Prisma in der Niahe
der zum Spalt parallel gestellten brechenden Kante einfallen. Das
Prisma muss in seine Stellung kleinster Ablenkung fiir Strahlen
mittlerer Brechbarkeit gebracht werden, und es wird dann an-
ndhernd in einer der minimalen Ablenkung fiir alle Strahlen-
gattungen entsprechenden Lage sein. Man will hierdurch erreichen,
dass die mittleren austretenden Strahlen von Punkten und nicht von
Paaren von Brennlinien ausgehen.

In Fig. 101 sei Q die kleine Brennfliche oder der Spalt, in wel-
chem die Strahlen koncentrirt sind. Es werden dann nach der Bre-
chung durch das Prisma A die rothen Strahlen von einem Punkt r, die
violetten Strahlen von einem Punkt v ausgehen, wobei Av=Ar=AQ.
Fingt man die Farben auf einem Schirm auf, so werden sie einander
theilweise iiberdecken und wenngleich man sie durch Entfernung des

14%
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Schirmes von der Prismenkante mehr und mehr trennen kann, so
werden sie hierbei immer lichtschwicher und undeutlicher. Man
lisst daher das Lichtbiischel durch eine achromatische Linse (deren
Konstruktion spiter beschrieben werden wird) mit dem Mittelpunkt
B treten, so dass nach der Brechung die rothen Strahlen in einem
Punkte 7', die violetten in einem Punkte o' konvergiren, wobei r B »'
und » Bv' gerade Linien sind. Die Farben sind jetzt vollstindig
getrennt, aber das Spektrum »' 7' ist ein sehr Kkleines, so dass es,
wenn es genaue Messungen gestatten soll, vergrossert werden muss.
Man betrachtet daher das Spektrum durch eine andere Linse, ein
Okular (welches ebenfalls fiir chromatische Dispersion korrigirt ist).
Die beiden Linsen bilden ein gewdhnliches astronomisches Fernrohr.
Wenn daher die von dem Prisma kommenden Strahlen von einem
Fernrohr aufgenommen werden, indem man letzteres auf das Spektrum

Fig. 101.

einstellt, so wird man ein reines Spektrum beobachten kénnen. Will
man das Spektrum auf einen Schirm projiciren, so muss das Okular
entfernt werden. In diesem Falle schaltet man zweckméissig zwischen
Q und A eine Linse ein, deren Brennpunkt mit Q zusammenfllt.
Es werden dann die Strahlen, nachdem sie durch diese Linse ge-
treten sind, parallel und die Punkte » und r befinden sich in unend-
licher Entfernung; indem man nun den Schirm von A entfernt, kann
man die Farben‘ mehr oder weniger trennen, ohne ihre Intensitiit zu
beeintrichtigen.

§ 168. Untersucht man ein reines Spektrum genau, so findet
man, dass es nicht, wie Newton annahm, ein kontinuirliches Farben-
band darstellt, dass es vielmehr in bestimmten Intervallen lichtlose
Stellen aufweist, welche als dunkle, das Spektrum durchkreuzende
Linien auftreten. Diese Linien sind stets unregelmissig iiber das
Spektrum vertheilt, was auch immer die brechende Substanz sein
mag. Mit dem brechenden Kérper dndert sich auch die Lage der
Linien; aber sowohl sie, wie die Farben treten immer in derselben
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Aufeinanderfolge auf, so dass man jede Linie identificiren kann. Da
diese Linien deutlich und scharf begrenzt erscheinen, so lassen sie
sich vortheilhaft zur Bestimmung von Brechungsexponenten be-
nutzen; die Brechungsexponenten fiir die Strahlen, welchen die
Linien entsprechen, konnen in der That fiir eine jede Substanz mit
der Genauigkeit astronomischer Messungen bestimmt werden. Die
Lagen dieser Linien sind, wenigstens fiir etwa 700 derselben, sorg-
faltig von Fraunhofer und Anderen gemessen und zusammen-
gestellt worden und man hat fiir eine sehr grosse Zahl von brechen-
den Substanzen die verschiedenen Strahlen entsprechenden Brechungs-
exponenten bestimmt. Mittelst Prismen gleicher Substanz, aber von
verschiedenen brechenden Winkeln bestitigte Fraunhofer experi-
mentell das Brechungsgesetz fiir die den verschiedenen charakte-
ristischen Linien entsprechenden Strahlen mit #usserster Genauigkeit.
Diese dunklen Linien bilden kein Charakteristicum fiir das Licht
im Allgemeinen, sondern nur fiir Sonnenlicht; beleuchtet man nimlich
den Spalt durch eine Gasflamme, so erhilt man ein vollstindig kon-
tinuirliches Spektrum.

Die Helligkeit des Sonnenspektrums ist keineswegs gleich-
mssig; es hat seine grosste Helligkeit in den gelben und benach-
barten Farben, orange und hellgriin, und fillt von da nach beiden
Seiten allmihlich ab. Wir bemerken hier, obgleich dies streng-
genommen nicht zur geometrischen Optik gehort, dass die in ein
Spektrum zerlegten Sonnenstrahlen auch in ihren kalorischen und
chemischen Wirkungen ein verschiedenes Verhalten zeigen. Die
kalorische Wirkung wichst in dem Maasse, als wir von den violetten
zu den rothen Strahlen tibergehen, und nimmt auch noch zu, wenn
bereits das rothe Ende des sichtbaren Spektrums iiberschritten ist.
Ebenso wenn man die Wirkung der verschiedenen Strahlen auf
lichtempfindliches Papier beobachtet, ist die Wirkung der rothen
Strahlen eine sehr schwache, wihrend die blauen und violetten
Strahlen kriiftig wirken, und es erstreckt sich diese photo-chemische
Wirkung der Strahlen noch um ein Betrichtliches iiber das violette
Ende des sichtbaren Spektrums hinaus.

§169. Es giebt drei verschiedene Arten von Spektren, welche
von der Natur der benutzten Lichtquelle abhingig sind.

I. Das Sonnenspektrum ist, abgesehen von dem dasselbe durch-
ziehenden System dunkler Linien, ein kontinuirliches. Die Spektra
der Fixsterne weisen ebenfalls derartige dunkle Linien auf, welche
fiir verschiedene Sterne verschieden sind.

II. Die von glihenden festen und fliissigen Substanzen her-
rithrenden Spektra sind kontinuirlich und enthalten Licht aller mdog-
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lichen Grade der Brechbarkeit von dem #ussersten roth bis zu einer
hoheren, durch die Temperatur bedingten Grenze.

III. Flammen, in welchen keine festen Theilchen sechwebend
enthalten sind, sondern nur das Licht glithender Gase ausstrahlen,
liefern diskontinuirliche Spektra, welche aus einer bestimmten Anzahl
heller Linien oder Banden bestehen.

§ 170. Neuere Versuche haben gezeigt, dass das Fehlen von
Strahlen in dem Sonnen- und #hnlichen Spektren auf Absorption
beruht. Denn bekanntlich absorbirt jede Substanz, welche aus-
schliesslich Strahlen bestimmter Gattungen aussendet, nur Strahlen
der von ihr ausgestrahlten Art; ist die Temperatur in beiden Féllen
die nimliche, so sind ausgestrahltes und absorbirtes Licht quantitativ
einander gleich. Werden die leuchtenden Dimpfe. einer Substanz,
welche nur Strahlen ganz bestimmter Brechbarkeit aussenden,
zwischen das beobachtende Auge und eine intensive, ein kontinuir-
liches Spektrum liefernde Lichtquelle eingeschaltet, so absorbiren
jene gliithenden Dampfe von dem einfallenden Licht gerade diejenigen
Strahlen, welche sie selbst ausstrahlen, derart, dass das von dem
Gase ausgestrahlte Licht an die Stelle des von ihm absorbirten
Lichtes tritt. Es hingt von der relativen Helligkeit der beiden
Lichtquellen ab, ob nun die von dem Gase ausgehenden Strahlen
ein Plus oder Minus aufweisen. Sind die beiden Lichtquellen an-
ndhernd gleich an Helligkeit, so werden diese Strahlen stark iiber-
wiegend vorhanden sein und als helle, das Spektrum durchkreuzende
Linien auftreten; denn es bilden diese Strahlen das gesammte Licht
der einen, dagegen nur einen sehr geringen Bruchtheil des Lichtes
der anderen Lichtquelle. Vermindert man aber die Helligkeit des
eingeschalteten Dampfes, wihrend man diejenige der das kontinuir-
liche Spektrum liefernden Quelle gentigend verstirkt, so werden die
von dem Dampfe ausgestrahlten Strahlen eine geringere Helligkeit
haben, als die von ihm absorbirten und es erscheinen somit in Folge
dieser Unterschiedlichkeit die entsprechenden Linien des Spektrums
nicht mehr hell, sondern dunkel. Es lassen sich hiernach die dunklen
Linien in dem Sonnenspektrum dadurch erkléren, dass man an-
nimmt, dass der Haupttheil des Sonnenlichtes von dem inneren Kern
derselben kommt, welcher ein kontinuirliches Spektrum liefert, wih-
rend eine denselben umgebende Gashiille solche Démpfe enthilt,
welche bestimmte Strahlen absorbiren und so jene dunklen Ab-
sorptionslinien entstehen lassen.

Fiir Weiteres iiber den Gegenstand der Spektralanalyse miissen
wir auf die darauf beziigliche Speciallitteratur verweisen.

§ 171. Fsllt ein Sonnenstrahl auf ein Glasprisma, so wird er,
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wie wir gesehen haben, in Strahlen verschiedener Farben zerlegt;
man bezeichnet diese Erscheinung als die Dispersion oder Zer-
streuung des Lichtes. Wir wollen nun einen geeigneten mathe-
matischen Ausdruck fiir die Dispersion oder das Zerstreuungsver-
mogen einer Substanz auffinden.

s wird hierbei zunichst ndthig sein, einen bestimmten Strahl
des Spektrums als Normalstrahl fiir die Untersuchung auszuwéhlen,
und es wiirde sich hierzu am besten der einer bestimmten, deut-
lichen Linie aus der Mitte des Spektrums entsprechende Strahl
eignen. Es habe dieser Normalstrahl den Brechungsindex n.

Da ein Ausdruck fiir die Dispersion einer Substanz unabhiingig
von dem brechenden Winkel des bei der Bestimmung benutzten
Prismas sein muss, so nimmt man hierzu ein Prisma von Kkleinem
brechenden Winkel a. Ist D der Ablenkungswinkel des Normal-
strahls, so ist, vorausgesetzt, dass das Licht in einer zu den Prismen-
flichen fast senkrechten Richtung durch das Prisma tritt, nach (20, II)

D=m—1)e.

Gelten nun fiir irgend einen anderen Strahl des Spektrums die
entsprechenden Bezeichnungen D' und »', so ist

D'=@ —1)«
und somit erhalten wir als Differenz der beiden Grossen D und D'
D—-—D'=e«(n—n"

oder
AD=cdn.

Um « zu eliminiren, dividiren wir diesen Ausdruck durch D
resp. seinen Werth und erhalten

AD _ d» _
D a—1

Diese Gleichung liefert einen Ausdruck fiir die Dispersion des
brechenden Korpers fiir den Strahl, dessen Brechungsexponent
n -+ dn ist, und bezeichnen wir die Dispersion mit w, so lautet

unsere Formel:

1 dn
1’—w—m.. PN . e e . (1)

§ 172. Ferner lidsst sich unseren Bestimmungen eine Normal-
substanz zu Grunde legen. Herschel schlug vor, man solle Wasser
bei seiner Temperatur grosster Dichte als Norm benutzen, so dass
demnach ein jeder beliebiger Strahl durch seinen auf Wasser be-
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zogenen Brechungsexponenten oder, wie wir sagen koénnten, durch
seine Stellung in der Skala des Wassers definirt werden koénnte.

Bezeichnet man mit # den Brechungsindex des Normalstrahles,
bezogen auf diese Normalsubstanz und mit » den Brechungsexponenten
desselben Strahls, bezogen auf irgend eine andere Substanz, so muss
n eine Funktion von z sein, deren Form von der Art des Mediums
abhingig ist. Wir haben somit

n=7 ),
und bezeichnen nun z+ 4z und n~+ dn die irgend einem anderen
Strahl entsprechenden Brechungsexponenten, so ist
n+dn=f( + dx)
=f@+Ade+BUdaP+CldapP+....,
wo A, B,C..... von dem Wachsthum 4z unabhingige Funktionen

von z darstellen.
Es ist daher

An:AAx—I—B(AxP—I—C(A??)‘”‘—I—....,

und hierfiir kénnen wir, da z und » konstante Grossen sind, schreiben:

dn dzx dzx \’2 o d=z \? 5
n—l_a;v——l_l_b(x——l, +°(bv—1)+""’ - @
worin a, b, ¢..... von der Art des Mediums abhingige Konstanten
darstellen.
Um die Werthe der Konstanten «, o, ¢..... fiir jedes der ver-

schiedenen Medien zu bestimmen, miissen wir mehrere zusammen-

gehorige Werthe der Grossen ndjl und x—d_% kennen. Fraun-

hofer’s Beobachtungen iiber die Brechungsexponenten fiir Strahlen,
weleche den verschiedenen Absorptionslinien des Spektrums ent-

sprechen, liefern alle erforderlichen Daten. Da der Bruch w;l—:vl
immer klein ist, und ebenfalls die Konstanten a, b, ¢.... sich als
nicht sehr gross ergeben, so koénnen wir, ohne einen merklichen
Fehler zu begehen, alle Summanden des letzten Ausdruckes ausser
den beiden ersten vernachldssigen. Der erste Summand ist der
weitaus wichtigste und wir ersehen daraus, dass das Verhiltnis der
Dispersionen fast konstant und gleich « ist, so dass man e als die
Dispersion der Substanz fiir alle Strahlen, bezogen auf die Normal-
einheiten, ansehen kann. Dieses Verhiltnis ist indessen nicht streng
konstant und man bezeichnet diese Thatsache als die Disproportio-
nalitdt der Dispersion. Stellt man zwei Prismen her, eins aus
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der als Vergleichsnorm gewé#hlten und das andere aus der zu unter-
suchenden Substanz, und untersucht man das von jedem derselben
herriihrende Spektrum, so treten die Linien und farbigen Strahlen
in beiden in derselben Ordnung der Aufeinanderfolge auf; da aber
die relative Dispersion fiir gleichwerthige Strahlen nicht auch fiir
verschiedene Substanzen einen proportionalen Gang aufweisen, so
werden auch die Spektren in geometrischem Sinne von einander ab-
weichen miissen. Werden die beiden Prismen neben einander an-
geordnet in der Weise, dass man zwei iiber einander liegende gleich
lange, mit ihren &ussersten Strahlen sich deckende Spektra erhilt,
so werden die zwischenliegenden Strahlen nicht genau in ihrer Lage
tibereinstimmen.

§ 178. Wir gehen nun {iiber zur Bestimmung der von der
Brechung durch ein Prisma herriihrenden Dispersion eines Sonnen-
lichtstrahls.

Um diese Untersuchung sowohl moéglichst allgemein als auch
symmetrisch zu gestalten, wollen wir annehmen, es werde das Licht
zerstreut, bevor es in das Prisma gelangt. Es bedeuten ¢ und ¢
Einfalls- und Brechungswinkel an der ersten, ¢' und 7, dieselben
Winkel an der zweiten Prismafliche fiir den Normalstrahl mit dem
Brechungsindex n. Ist a wieder der brechende Winkel des Prismas,
so sind diese Grossen nach (15 und 16, II) unter einander ver-
bunden durch die Relationen:

sin i ==nsin ¢’
sin{;—=nsin ¢’
U+ N =«
Bedeuten
i+0di, '4+0¢, 4 +07 und '+ 01

die entsprechenden Winkel fiir irgend einen anderen Strahl, dessen
Brechungsindex n -+ 9= ist, so erhalten wir durch Differentiation der
obigen Relationen zwischen den Grossen ¢, ¢, ¢, 7' und = die

Gleichungen:
cosidi=0nsini'-+ncosi' 04’

cosi, 0, =0nsine'+ necosi,' 04}
07+ 014/ =0
Aus diesen Gleichungen lassen sich 0¢' und 0:' eliminiren,

indem man die erste Gleichung mit cos ¢, die zweite mit cosé' mul-
tiplicirt und beide dann addirt; auf diese Weise erhalten wir
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cosicost' 0i-+cosdycost’ 0 =0n {sin i’ cos ' -+ sin 7’ cos i’}
—dnsin (' + 1),
und daher
cosicosy' 0i— cosi, cosi' @i =0nsine. . . . . (3)

Diese Gleichung charakterisirt die Relation zwischen den Dis-
persionen der einfallenden und austretenden Strahlen.

Wo der einfallende Strahl iiberhaupt keine Dispersion erleidet,
lisst man 0¢ verschwinden und die Gleichung fiir die Dispersion
erhilt dann die Form

Onsin e

o4 = cos?, cosi S

In Worten heisst das:

Die Dispersion ist umgekehrt proportional dem Produkte der Kosinusse
der Brechungswinkel an den beiden Prismenfliichen.

§ 174. Fidllt der Strahl senkrecht auf die erste Fliche, so ist
i'=0, also ¢’ =a und somit sin {, = n sin &, so dass dann nach (4)

0% den Werth hat
Bz’l—antgz'l. S ),

T n
Die Bedingung dafiir, dass fir den Normalstrahl ein Minimum

der Ablenkung stattfindet, ist, dass i'=z’1’=%, somit dass
. . . 2 .. .
sine=2sin¢' coss = - sing cos ',

oder, nach Einsetzung dieses Werthes von sin a in (4),

. 20n .
Q=" tgh e (6)

Newton nahm an, dass der Stellung kleinster Ablenkung auch
diejenige kleinster Dispersion entspriche; die Formeln (5) und (6)
zeigen indessen, dass diese Annahme unrichtig war. Um die durch
die kleinste Dispersion bedingte Stellung des Prismas zu finden,
miissen wir den Nenner des Ausdrucks (4), d. h. cos 4 cos ¢, ein
Maximum werden lassen. Setzen wir den ersten Differentialquotienten
dieses Ausdrucks gleich O, so erhalten wir

tg 7, 84, +tgi' i’ =0.
Setzen wir in diese Gleichung

. .y
0i'=—20¢1,
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80 wird daraus
tgh 0 =tgdo4. . . . . . . . .

Die Winkel ¢ und 7, sind aber durch die Relation sini,=nsini,’
unter einander verbunden und differentiirt man beide Seiten dieser
Relation, nachdem man sie logarithmirt hat, so erh#lt man

04, 0%

— = ——,
tgy  tgg

Durch Division dieser Gleichung mit (7) fallen ¢4, und @7’ fort
und man erhilt die Gleichung

tgta =tgd'tge’, . . . . . . o L (8

welehe in  Verbindung mit den beiden anderen Bedingungen
sin 4, =nsin ¢’ und ¢ +¢'—=a die der Kkleinsten Dispersion ent-
sprechende Stellung des Prismas vollstindig bestimmt.

Die Elimination von 4 und 7' lisst sich auf folgende Weise
erreichen:

Zwischen ¢ und ¢’ besteht die Relation

sin ¢, =nsin ¢/,
oder, wenn man die Sinusse durch die Tangenten ersetzt,

tg24, n? tg 2y’

1+tg%,  1+tgti"’

und wenn man hierin fiir tg?7, seinen Werth aus (8) einsetzt, so er-
geben sich folgende Relationen:

tg ' (1+1tg%,") |

n2to g —— 2
M =T e g,
hieraus
n? o i e tg i - tg 4 (14 tgi' tg ') —tg
°1 1-+tgi'tg i, ’
tgi' —tg

2 . Py —
(}’l 1) tg U 1+tg i'tg Z'IH

=tg (' —1i'),
oder endlich, da ' +i{'=a,
P —1tgi =tg(@—24") « « . . . . . 9

Es ist dies eine kubische Gleichung nach tgi’, aus welcher
sich ¢,' bestimmen lisst.
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§ 175. So lange der brechende Winkel des Prismas kleiner
als der Grenzwinkel fiir das betreffende Glas ist, existirt immer ein
solches Minimum der Dispersion. Denn fillt der einfallende Strahl
fast parallel zu den brechenden Flidchen ein, und nehmen wir an,
der Einfallswinkel liege auf der von der brechenden Kante abhge-

kehrten Seite des Prismas, so ist nahezu =5 und daher, wenn

man den Grenzwinkel mit y bezeichnet, i’ =y. Dies ist der grosste
mogliche Werth von ' und es hat dann gleichzeitig 7' seinen
kleinsten Werth. Ist aber a<Cy, so ist ¢’ und ebenso i, negativ
und letzterer hat dann seinen gréssten numerischen Werth. In diesem
Falle ist daher cosi; cosé' ein Minimum und daher nach (4) die Dis-
persion ein Maximum. '

In dem Maasse, wie der Einfallswinkel abnimmt, wéchst cos i’
bestéindig, bis ¢'=0 und damit cosi'=1 wird; von hier ab nimmt
i' einen negativen Werth an und cos ¢’ nimmt seinerseits von 1 bis
cos (y —a) ab. Ferner wichst cosi; zuerst bis zur Einheit, wo
¢ty =0 ist; hierauf wird ¢, positiv und nimmt bis % zu, so dass cos?;
von 1 bis O abnimmt. Es wird somit anfinglich die Dispersion
kleiner, sie erreicht darauf ihr Minimum und nimmt darauf unbe-
grenzt zu.

Da die Dispersion durch die Anordnung der Prismenstellung in
Bezug auf den einfallenden Strahl bis ins Unendliche vergrossert
werden kann, so gelangen wir zu dem Schluss:

Die durch ein Prisma mit ganz beliebig grossem brechenden Winkel er-
zeugte Dispersion ldsst sich durch die Dispersion eines anderen Prismas
gleichen Materials mit beliebig kleinem brechenden Winkel aufheben.

§ 176. Bestimmung der Dispersion, welche zwei mit ithren brechenden
Kanten parallel gestellte Prismen erzeugen.

Es sei o' der brechende Winkel des zweiten Prismas und »'
der dem Normalstrahl entsprechende Brechungsexponent fiir die
Substanz, aus welcher dieses Prisma besteht; ¢,, 4, &, 4, seien die
den Winkeln ¢, i, ¢, 7' bei dem ersten Prisma entsprechenden
Winkel fiir das zweite Prisma. Es bestehen dann zwischen den
Winkeln die folgenden Relationen:

sind=mnsind, sindg=nsing', siniy=rn'sin,,
N P 0o e T
sine=—n Sini,, vy =, 9 + 13 —¢.

Ferner, bedeutet ® die Neigung zweier benachbarter Prismen-
flichen zu einander, so ist
: OG+5,=9.
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Suchen wir das fiir einen Strahl mit dem Brechungsexponenten
n40n resp. '+ @n' bestehende Abhingigkeitsverhiiltnis aller dieser
Grossen auf, so erhalten wir nach (3) die Gleichungen:

cos? cos' 07+ cosi;cosi’ 04 =0nsine

€08 4308 73’ 01—+ €08 ¢ €08 ¢,/ 0 &5 ==0 n'sin «' (10)
und

01+ 0i,=0

Um nun 07 und 04 zu eliminiren, haben wir nur deren Werthe
aus den beiden ersten Gleichungen in die letzte zu substituiren und
die daraus sich ergebende Gleichung enth#lt nur @7 und @4 und
charakterisirt daher die Dispersionen des einfallenden und austreten-
den Strahls.

§ 177. In ganz analoger Weise konnen wir die von einer
Kombination einer beliebigen Anzahl von Prismen mit parallel ge-
stellten Axen herriihrenden Dispersionen bestimmen.

Der Kiirze halber bedienen wir uns der Substitutionen:

sin e cosicosd,
cosicoss’ U7 Cosicosi,’

q

wo die Winkel ¢, ', 4, ¢/ und « sich auf irgend eines der Prismen
beziehen, und nehmen wir an, es seien m, symbolisch durch die
Indices (1), (2), (8) ....(m) von einander unterschiedene, Prismen
vorhanden. Wenden wir auf jedes dieser m Prismen der Reihe nach
die bereits ermittelten Gleichungen an, so erhalten wir aus (10),
wenn wir die ganze Gleichung durch cosi' cosé, dividiren, folgende
Gleichungen:

p(m) Z i(m) +0 il(m) =0 n(m) 9m)

p\m—l) Z i(m—l) +0 il(m——]) =0 n(fn-— 1) g(m-—l)

Pig) gy + Oty =Dy qiq)

Py i)+ 8y =y gy
0 il(m_1> + 0 i(m) =0
Dy gy =0 ipy_py =0

(m—

81’1(1)-{— 81'(2) =0
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Multipliciren wir die erste Gruppe der Gleichungen der Reihe
nach mit

L Pwyr Py Pon—1)r Py Pon—1)Plm—2)s + -+ » P Pam—1) * + * + Plays

und addiren die dadurch entstehenden Gleichungen, so verschwinden
gemiss den Gleichungen der zweiten Gruppe alle Winkel bis auf
9 iy, und 04y, so dass demnach

sty F Py Pan—1y - - - - PPy 0isy = 80my Gy + 001y G — 1) P()
+ 000 9y Yn—2) Py P — 1)

+ . -+ Bnd) 91) Pm) P —1)
..... T ¢ 51

Diese Gleichung charakterisirt das Abhangighkeitsverhdltnis zwischen den
Dispersionswinkeln des Strahlenbiindels beim Eintritt und Austriti.

§ 178. Wenn der brechende Winkel der Prismen nur klein ist
und der Strahl fast senkrecht durch jedes derselben hindurchgeht,
so erhélt der Ausdruck fiir die Grosse der Dispersion eine sehr ein-
fache Form. Sind nimlich «, o', " .... die brechenden Winkel der
Prismen und », »', »".... die dem Normalstrahl entsprechenden
Brechungsexponenten fiir die verschiedenen Substanzen, aus denen
die Prismen hergestellt sind, so ist die durch das erste Prisma her-
vorgerufene Ablenkung nach (20, II)

D=@n—1)«,

und é#hnliche Ausdriicke gelten fiir alle folgenden Ablenkungen.
Bezeichnen wir die gesammte Ablenkung mit D,, so erhalten wir
durch Addition der einzelnen Ablenkungen

Diy=(n—De+G'—1)+@"—1)e"+.....

und somit ist fiir irgend einen Strahl anderer Brechbarkeit die Dis-
persion gegeben durch die Gleichung

0D,=0na+0n'¢ +0n"" +.....

1 1 . . . .
Stellen T T e die relativen Dispersionen der ver-

schiedenen Substanzen fiir diesen Strahl dar, so ist nach (1)
1 1 ,
ODy=——(n—Det @ =D+ . L (12)

der Werth der gesammten Dispersion.
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§ 179. Laisst man einen Lichtstrahl durch zwei Prismen nach
einander treten, so ist es immer moglich, ihre brechenden Winkel
so zu wéhlen, dass die von dem ersten herriihrende Dispersion an-
nihernd durch die des zweiten aufgehoben wird, und es ist somit
ein Mittel gegeben, den austretenden Strahl farblos erscheinen zu
lassen.

Newton hielt dieses Resultat ftir unmoglich, ohne auch gleich-
zeitig eine gegenseitige Aufhebung der Ablenkungen der beiden
Prismen, somit ein Verschwinden der gesammten Ablenkung des
Strahlenbiischels, herbeifithren zu miissen. Er scheint auf diese irr-
thiimliche Annahme durch einen zufélligen Umstand bei einem Ex-
periment gefiihrt zu sein, bei welchem er die brechende Wirkung
eines Glasprismas dadurch aufhob, dass er es mit einem Wasser-
prisma umgab. Er hatte dem Wasser Bleizucker zugesetzt, um sein
Brechungsvermogen zu erhdhen und hatte ihm damit auch ein gros-
seres Zerstreuungsvermogen verliehen, und hierbei allerdings trat
die Achromasie des austretenden Strahls erst ein, wenn durch die
gehorige Einstellung des brechenden Winkels des Wasserprismas der
austretende Strahl dem eintretenden parallel gemacht worden war.
Hieraus schloss nun Newton, dass die Dispersion aller Substanzen
der Ablenkung des mittleren Strahls proportional sei, dass daher die
Dispersion niemals aufgehoben werden konne, so lange iiberhaupt
noch Brechung der Strahlen stattfinde. Aus diesem Grunde gab er
es auch auf, auf eine Verbesserung dioptrischer Fernrohre zu sinnen,
und er widmete nun seine Aufmerksamkeit der Ausbildung der
Spiegelteleskope.

Newton’s Irrthum entdeckte zuerst der Englinder Hall, wel-
cher das erste achromatische Fernrohr herstellte. Diese Entdeckung
verfiel indessen wieder in Vergessenheit, bis das Experiment von
Dollond, einem Londoner Optiker, wieder aufgenommen wurde.
Diesem gelang es, die Dispersion aufzuheben, ohne die Brechung zu
beeintrichtigen, und damit die Unrichtigkeit der Newton’schen
Schlussfolgerung darzulegen.

Wir haben indessen gesehen, dass verschiedenfarbige Strahlen
nicht durch verschiedene Substanzen in demselben Verhiltnis zer-
streut werden, oder in anderen Worten, dass die von Prismen aus
verschiedenem Material herrtihrenden Spektra nicht geometrisch
ghnlich sind. Wenn daher die Prismen so angeordnet werden, dass
sie zwei Strahlengattungen (z. B. die dussersten rothen und die Hus-
sersten violetten Strahlen) in dem Austrittsstrahl vereinigen, so wird
immer noch eine, wenn auch verminderte, Dispersion der tibrigen
Strahlen vorhanden sein. Es wird somit das Lichtbiischel, anstatt
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ganz farblos auszutreten, ein zweites, aber erheblich kleineres Spek-
trum bilden; man nennt dieses Spektrum das sekundére Spektrum.
Ferner ermoglicht die Anwendung dreier Prismen von verschiedenem
Material die Vereinigung dreier Strahlen des austretenden Biischels
(z. B. der rothen, griinen und violetten Strahlen); aber es werden
immer noch, infolge der Disproportionalitit der Dispersion, die tibrigen
Strahlen nicht ganz vereinigt, und hieraus ergiebt sich ein noch
kleineres Spektrum, das sogenannte tertiire Spektrum; diese
Betrachtung liesse sich bis ins Unendliche fortsetzen. In der Theorie
ist daher vollkommene Achromasie ohne die Anwendung einer sehr
grossen Anzahl verschiedener Medien unméglich; bei der praktischen
Ausfiihrung nehmen diese successiven Spektra an Lichtstirke dusserst
schnell ab und werden alsbald praktisch wirkungslos, und zwar in
dem Maasse, dass es in den meisten Féllen tiberfliissig erscheint,
mehr als zwei Strahlen zu vereinigen. Als die zu vereinigenden
Strahlen wird man in dem letzteren Falle nicht die dussersten. rothen
und violetten Strahlen wihlen, da diese ohnehin sehr lichtschwach
sind; sondern es ist zweckmissiger, diejenigen beiden Strahlen zu
vereinigen, deren Helligkeit und Farbendifferenz am grossten ist,
z. B. einen Strahl aus dem gelb-orangen mit einem solchen aus dem
griin-blauen Theil des Spektrums.

Der erste erfolgreiche Versuch, das sekundédre Spektrum zu
beseitigen, wurde von Blair angestellt; einen Bericht seiner Arbeit
enthalten die Phil. Trans. Edinb., 1791. Er fand in dem Spektrum
der Salzsiure eine Kontraktion des stirker brechbaren Theils des
Spektrums (griin bis violett) und eine Expansion des weniger brech-
baren Theils gegeniiber dem Spektrum der meisten metallischen
Losungen, und durch Mischung von Antimon- und Quecksilber-
chlorid in geeignetem Verhdltnis mit Salzsdure oder mit Salmiak
erhielt er eine Fliissigkeit, welche bei einer von der des Crown-
glases abweichenden absoluten Dispersion ein Spektrum ergab, wel-
ches demjenigen des Crownglases geometrisch dhnlich war. Kom-
binirte man daher zwei Linsen oder Prismen aus einer solchen
Flissigkeit und Crownglas derart, dass in dem austretenden Strahlen-
biischel zwei verschiedenfarbige Strahlen vereinigt wurden, so war
auch das austretende Lichtbiischel vollstindig farblos. Blair’s Ob-
jektive wurden seiner Zeit als etwas sehr Werthvolles angesehen,
aber wegen der Unbequemlichkeit, welche die Anwendung fliissiger
Linsen im Gefolge haben, kamen sie niemals in Gebrauch.

Was Blair mit fliissigen Linsen gelang, erreichte Prof. Abbe
in Jena durch seine Entdeckung neuer Glasarten. Im Jahre 1881
unternahm Prof. Abbe, unterstiitzt durch Dr. Schott und Dr. Carl
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Zeiss eine Untersuchung der optischen Eigenschaften aller Glas-
arten, d. h. aller bekannten Substanzen, welche sich verglasen lassen
und zu einer amorphen, durchsichtigen Masse erstarren. Diese Arbeit
wurde fortgesetzt bis Ende 1883 und richtete sich auf die Losung
zweier praktischer Aufgaben. Die erste derselben bestand in der
Herstellung solcher Flint- und Crownglaspaare, bei welchen der
Gang der Dispersion in den verschiedenen Regionen des Spektrums
fiir jedes Paar ein moglichst proportionaler sei. Die zweite Aufgabe
hatte als Ziel die Gewinnung einer grosseren Mannigfaltigkeit an
Abstufungen in dem Charakter optischer Gliser, in Bezug -auf die
wichtigsten optischen Konstanten, den Brechungsexponenten und die
mittlere Dispersion, um hierdurch dem rechnenden Optiker einen
grosseren Spielraum fiir seine Rechnungen zu gewihren. Die erstere
Aufgabe ist in befriedigender Weise gelost worden, mit dem Er-
gebnis némlich, dass die Benutzung der neuen Gliser die Herstellung
achromatischer Linsen weitaus vollkommenerer Art gestattet, als dies
vorher jemals moglich war; auch die zweite Aufgabe ist mit Erfolg
verwirklicht worden und és stehen dem Optiker bereits eine ganze
Reihe neuer Gliser mit abgestuften Eigenschaften zur Verfiigung.
Als ein besonderer Fortschritt muss wohl auch der Umstand an-
erkannt werden — und es wird sich derselbe noch immer mehr als
ein wesentlicher Fortschritt geltend machen, wenn erst die aus-
fiihrende Optik auf die zu seiner vollen Verwerthung unumginglich
erforderliche theoretische und rechnerische Stufe der Entwicklung
gebracht sein wird —, dass das Abbe-Schott’sche Schmelzverfahren
dem Optiker Glédser liefert, in welchen bei gleichem Brechungsindex
die Dispersion, bei gleicher Dispersion der Brechungsindex einen er-
heblichen Spielraum fiir die Auswahl gewdhrt, wihrend bekanntlich
bei den bis dahin allein angewandten Silikatglisern, der Einartig-
keit ihrer chemischen Zusammensetzung entsprechend, eine Zunahme
des Brechungsexponenten auch eine entsprechende Zunahme der
Dispersion im Gefolge hatte, abgesehen von ganz minimalen Ab-
weichungen, welche keine praktische Bedeutung haben.

§ 180. Wir werden nun die Bedingungen aufsuchen, unter
welchen ein durch ein Prismenpaar fallender Sonnenlichtstrahl als
farbloser Strahl wieder austritt.

Zu diesem Ende untersuchen wir zunichst die Bedingung, unter
welcher zwei der hellsten Strahlen sich beim Austritt aus dem Prismen-
system vereinigen lassen, und wir werden hierbei annehmen, dass
das sekundire Spektrum so klein ist, dass es vernachlissigt werden
kann. Man wihle einen der Strahlen als Norm und driicke, wie

bisher, den Brechungsindex des anderen Strahls aus durch eine,
Heath-Kanthack. 15
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eine kleine Abweichung vom mittleren Strahl charakterisirende Be-
zeichnung. Wir haben dann, da die einfallenden und austretenden
Strahlen chromatisch vereinigt sind, 6+=0 und 0i;=0.

Die Gleichungen (10) erhalten somit die Form:

cos ¢, cosi' 04, = Onsine l
€OS 75 C08 13' 01y, = On'sin '
87.1 -+ 81/3 =0

Eliminiren wir in diesen Gleichungen 07, und 04,, indem wir
deren aus denselben sich ergebenden Werthe addiren, so finden wir

Onsin ¢ cosiycosty + On'sine' cosscosd' = 0. . . . (18)

Die Winkel 7, ', 4 und ', welche in dieser Gleichung vor-
kommen, sind unter einander verbunden durch die Relationen:

sin7 = asing' = nsin (¢ —<'),
sind, = a'sing’ = »'sin (¢’ — '),

so dass, wenn n und »' gegeben sind, vier unabhingige Winkel in
der Bedingungsgleichung vorkommen, ndmlich a, o', 4 und 4. Wenn
daher Form und Stellung des ersten Prismas gegeben sind, so dass
bei ihm das Licht unter einem bekannten Einfallswinkel einfillt, so
sind damit die Winkel « und 4 gegeben und nur die Winkel o' und
i, bleiben unbestimmt. Der Bedingungsgleichung kann daher auf
zweierlei Weise geniligt werden: Entweder man wihlt fiir das zweite
Prisma eine bestimmte Stellung und verdndert entsprechend der
durch die Forderung der Achromasie bedingten Gleichung die Grosse
des brechenden Winkels, oder man nimmt den brechenden Winkel
als unverénderlich an und bestimmt die der Gleichung (13) geniigende
Stellung des Prismas. Bestehen beide Prismen aus gleichem Material,
80 dass dann On==07', so ldsst sich dennoch der Austrittsstrahl nach
der einen sowohl als nach der anderen Methode achromatisiren.

Bringt man beide Prismen in ihre Lage kleinster Ablenkung
in Bezug auf den mittleren Strahl, so gestaltet sich die Bedingungs-
gleichung fiir die Achromatisirung der Prismen wesentlich einfacher.
In diesem Falle ist bekanntlich

. . 24 . . «
'=4'= -~ und 4/ =14¢'=—,

2 2
und die Bedingungsgleichung (13) erhilt die Form.

!

. . . [ . . ¢4
On sin & cos i, cos 5 + On' sin o' cos 7, cos - = 0.
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!
Dividiren wir nun jede Seite durch 2 cos —% cos % und beachten,

dass

!
sini:nsin%, Sini?———n’sin%, B ¢ 3]
so erhilt die Bedingungsgleichung die einfache Form:
nontgi 4+ non'tgy, =20,. . . . . . . (15

wo ¢ und ¢, ihrerseits durch die Gleichungen (14) bestimmt sind.

§ 181. Sind m Prismen vorhanden, so lassen sich nach Analogie
der eben dargelegten Untersuchungen die Bedingungen fiir die
Achromatisirung auffinden. Sollen zwei Strahlen vereinigt werden,
von denen der eine als mittlerer Strahl gewéhlt ist, wihrend der
andere ein Strahl ist, fir welchen der Brechungsexponent der ver-
schiedenen Medien von demjenigen fiir den mittleren Strahl um ein
Geringes abweicht, so haben wir nur in Gleichung (11) @4, = 0 und
O,y =0 werden zu lassen, und wir erhalten hierdurch als Bedin-
gungsgleichung

9 1) Gmy + 0 M — 1) 1) Pom) & ) Um ) P Pln—t) + + -+ -
s 0Ny 9y Py Pty - -+ - Py=0. . . . . (16)

Wenn ein Strahl fast senkrecht durch ein System von Prismen
von sehr kleinem brechenden Winkel tritt, so erhélt die Gleichung
(16) die einfache Form:

9 nq) gy ~+ O myg) Ggy+ o Oy e, =0.. . . . (17)

Bei einer gegebenen Anzahl von m Prismen lisst sich eine An-
ordnung auffinden, welche es ermdglicht, m Strahlen des Spektrums
zu vereinigen. Denn angenommen, die Substanzen und brechenden
Winkel aller Prismen seien vorgeschrieben, und ferner sei die Stel-
lung des ersten Prismas gegeben, so dass das Licht auf dasselbe
unter einem gegebenen Einfallswinkel einf#llt, so bleiben uns noch
die Winkel zwischen den benachbarten Seiten auf einander folgen-
der Prismen als Variablen zur Verfiigung. Diese m—1 verinder-
baren Winkel liefern uns ein Mittel, um die (m—1) Gleichungen zu
befriedigen, welche die Bedingungen enthalten, dass m—1 Strahlen
des Spektrums in der Richtung des mittleren Strahls austreten.
Stellt man simmtliche Prismen aus gleichem Material her, so ist

an(m)zan(m_]): e =8n(l),

und wenn daher die Kombination fiir nur ein Paar farbiger Strahlen

achromatisch ist, so werden alle Farben vereinigt werden. In diesem
15*
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Falle lasst sich vollkommene Achromasie erreichen durch nur eine
Relation zwischen den Winkeln, welche uns als Variable zur Ver-
fiigung stehen.

Achromasie der Linsen.

§ 182. Durch eine zweckmissige Verbindung von Linsen ldsst
sich die Dispersion verschiedenfarbiger Strahlengattungen nahezu
aufheben; ebenso wie in dem Falle des Strahlenganges durch zwei
Prismen, so ldsst sich die durch eine Linse hervorgerufene Dispersion
angenshert durch die von einer zweiten Linse herrtihrende kompen-
siren, so dass das austretende Strahlenbiischel farblos erscheint.

Wir werden zunichst unsere Aufmerksamkeit auf die approxi-
mative Untersuchung solcher Linsen beschridnken, in welchen die
Dicke der Linse vernachliissigt werden kann, die Hauptpunkte somit
als in einem Punkte, dem Linsenmittelpunkt, zusammenfallend ange-
sehen werden diirfen. Es wird n#mlich die strenge Durchfiihrung
der Untersuchung der Dispersion bei Linsen darum so sehr kom-
plicirt, weil die Hauptpunkte der Linsen, von denen aus bekannt-
lich gewohnlich alle Abstinde gemessen werden, selbst eine variable
Lage einnehmen, je nach dem Brechungsexponenten fiir denjenigen
einzelnen Strahl, welchen wir unserer Untersuchung zu Grunde legen.

In allen Fillen wollen wir » als den Brechungsexponenten
des mittleren Strahls, und »-+09n als den Brechungsexponenten
irgend eines anderen Strahls annehmen. Die Brennweiten der
Linsen wollen wir als eine Funktion des dem mittleren Strahl ent-
sprechenden Brechungsexponenten ansehen.

Wir untersuchen zun#chst die Veréinderung, welche die Brenn-
weite einer Linse erleidet, entsprechend dem Uebergange von dem
mittleren zu irgend einem anderen Strahl. Die Grosse der Brenn-
weite einer Bikonvexlinse mit den Kriimmungsradien r und s ist
nach (14, IV) durch die Gleichung

1

7
gegeben, wo n der Brechungsexponent der Linsenmasse in Bezug
auf den mittleren Strahl ist. L#sst man » um ein Geringes zu-

nehmen, so dass es »—+0n wird, so folgt aus der letzten (leichung
durch Differentiation:

I s

(n—1) (%+%)

on ) 1
i1 7
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und hieraus ergiebt sich, wenn wir das Zerstreuungsvermogen des
. L1 . . .
Mediums mit —- bezeichnen, als die Verinderung der Brennweite

nach (1) ) )
3(T)=-VT. L .....(18)

§ 183. Wenn ein Bild durch eine Linse oder ein System von
Linsen entsteht, welches nicht achromatisirt ist, so wird es, das Licht
als nicht monochromatisch vorausgesetzt, in zweifacher Hinsicht
durch die Dispersion beeinflusst. Erstens, die verschiedenen far-
bigen Bilder reihen sich auf verschiedenen Punkten der Axe des
Systems hinter einander auf, und zweitens die verschiedenen far-
bigen Bilder haben verschiedene Dimensionen. In gewissen Fillen
lassen sich diese Mé#ngel beide beseitigen, in anderen lisst sich nur
dem einen derselben begegnen, und um zu entscheiden, welche von
den beiden Korrektionen vorgenommen werden muss, hat man den
besonderen Zweck, dem das System dienen soll, in’s Auge zu fassen,
und dementsprechend den in dem besonderen Fall schwerstwiegen-
den Fehler zu korrigiren.

Bei Fernrohrobjektiven kommen zwei Linsen in Anwendung
und sind so dicht neben einander angeordnet, dass sie als nur eine
Linse wirken. Es liegt dann ein Punkt und sein Bild immer auf
derselben durch den Linsenmittelpunkt gelegten Linie, so dass,
wenn die Linse derart korrigirt wird, dass die verschiedenfarbigen
Bilder alle in derselben zur Axe senkrechten Ebene liegen, sie auch
alle dieselbe Grosse haben werden. Es gentigt daher, nur die
erstere Korrektion vorzunehmen, indem die zweite sich hieraus von
selbst ergiebt.

Diese Objektive setzt man gewdhnlich zusammen aus einer
susseren Bikonvexlinse von Crownglas und einer mit ihr verkitteten
Bikonkavlinse von Flintglas, das eine grossere Dispersion hat als
das Crownglas. Man erkennt an diesem Beispiel unschwer das
Princip der chromatischen Korrektion. Durch die Bikonvexlinse
entstehen die farbigen Bilder in verschiedenen Abstinden ldngs der
Axe, so zwar, dass das violette Bild das der Linse zunéchst liegende,
das rothe Bild das am weitesten abliegende ist. Die Wirkung der
konkaven Linse auf diese Bilder besteht nur darin, dass sie sie von
der Linse entfernt, und die Wirkung auf das violette Bild ist hier-
bei eine stirkere als die auf das rothe Bild ausgeiibte. Durch eine
richtige Wahl und Kombination der Linsen l#sst sich das resultirende
violette Bild zur Deckung mit dem resultirenden rothen Bild bringen,
oder es lassen sich irgend zwel andere Farben in dem letzten Bilde
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vereinigen. Wiren beide Linsen aus demselben (Glas herzustellen,
wahrend gleichzeitiz an sie die Forderung gestellt wird, dass die
durch die eine hervorgerufene Dispersion durch die der anderen
wieder aufgehoben werde, so mitissten die Linsen derartig dimen-
sionirt werden, dass mit der Aufhebung der Dispersion auch eine
gegenseitige Aufhebung der den einzelnen Linsen zukommenden
Ablenkungen verbunden sein wiirde, und eine solche Kombination
wiirde tiberhaupt nicht als Linse wirken. Wir haben aber gesehen,
dass fiir verschiedene Glasarten die Dispersion nicht der Ablenkung
proportional ist, dass vielmehr Flintglas ein stérkeres Zerstreuungs-
vermogen besitzt als Crownglas, so dass es moglich ist, die Farben-
zerstreuung zu kompensiren, ohne damit auch die Ablenkung auf-
zuheben. '

§ 184. Untersuchen wir jetzt die Bedingung, unter welcher
eine Verbindung zweier aus verschiedenen Glasarten hergestellten
und dicht neben einander angeordneten Linsen fiir zwei Farben
achromatisirt werden kénnen.

Wir nehmen an, dass die eine dieser Farben derjenigen eines
mittleren Strahls entspricht und bezeichnen die Brennweiten der
beiden Linsen mit f und f'. Es werden zwei Bilder entstehen, wo-
von das erste das von der ersten Linse herrihrende Bild des Ob-
jektes, das zweite das durch die zweite Linse erzeugte Bild des
ersten Bildes ist. Sind z und z' die Abstinde, um welche das Ob-
jekt und sein erstes Bild vor bezw. hinter dem Mittelpunkt der
ersten Linse liegen, y', y die Abstinde, um welche das erste und
zweite Bild vor bezw. hinter dem Mittelpunkt der zweiten Linse
liegen, so ist nach (0, IV)

1,1 1
z T F
1 1 1
____l___—_—__,___
y oy
Vernachlissigen wir die Linsendicken und die Abstinde
zwischen den Linsen, so ist ' = — &' und daher
1 1 1 1
el 6 1
sy T Ty )

Die Bedingung fiir die Achromatisirung des Systems liegt in
der Identitit von y fiir zwei verschiedene Farben und ist daher, da
z von der Farbe unabhiingig ist, gegeben durch die Gleichung
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()]0

11
Vf Vlfr"‘_

oder nach (18)
0.. « v v v . . .. (0

Diese Gleichung enthilt die Bedingung fir die Achromasie der
Kombination, sofern man die Linsendicken und die Abstinde der
Linsen von einander vernachlissigen kann.

Es ist diese Bedingungsgleichung unabhiingig von « und y, so
dass sie als Bedingung fiir die Achromasie fir eine jede Stellung des Objektes
gilt. Es ist auch fir die Achromatisirung gleichgiiltig, in welcher
Aufeinanderfolge die Linsen verbunden werden.

Bei der Konstruktion mikroskopischer Objektive werden achro-
matische Paare dieser Art sehr allgemein verwendet; es besteht hier-
bei jedes aus einer plan-konkaven Linse aus Flintglas, welche mit
einer Bikonvexlinse von Crownglas verkittet ist, wobei die plane
Linsenfliche dem einfallenden Licht zugekehrt wird.

§ 185. Hat man die Kombination zweier in Kontakt angeord-
neter Linsen fiir die Dispersion tiberkorrigirt, d. h. befindet sich das
durch das Linsenpaar hervorgerufene violette Bild in einem grosseren
Abstande von demselben als das rothe Bild, so lidsst sich der Fehler
dadurch kompensiren, dass man zwischen den verkitteten Linsen
einen dem begangenen Fehler entsprechenden geringen Zwischen-
raum schafft. Dieser Zwischenraum zwischen den beiden Linsen
darf indessen nur ein sehr geringer sein, oder es wird eine Korrektion
der farbigen Bilder in Bezug auf deren Abstéinde eine Differenz in
dem Abbildungsverhiltnis zur Folge haben. ‘

Es gelten hier dieselben Gleichungen wie die in § 184 ange-
fiihrten, ndmlich

&£ x! f
;. (21)
1,11
y oy S
und ausserdem besteht die Gleichung
2 4+y=a, . . .. ... .. 22

wo a jenen kleinen Zwischenraum zwischen den beiden Linsen be-
deutet. Nehmen wir nun an, die farbigen Bilder entstéinden in einem
gleichen Abstande von der Linse, so ist 0z=0 und dy=0 und da-
her nach (18):
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_ea 1
@ uf
Loy 1]
@2

oder, da nach (22) 0a'+ 0y =0

WP + WPy = 0.

Setzt man hierin fiir ' seinen Werth ¢ — ' und vernachliissigt
die Quadrate des Quotienten 7 S0 erhilt man fiir diese Glei-

chung die N#éherungsform
_?_a_ — ' _.,1_ -+ ,1_
vay = Vf Vrfr ’

oder, wenn man hierin nach (21) @' durch seinen Werth nach =z und

f ersetzt,
el L)L,
T T T
Hiernach ist der Abstand nicht unabhingig von dem Objekt-
abstand; tritt aber das Linsenpaar als Objektiv eines Fernrohrs auf,
so ist der Objektabstand x sehr gross im Vergleich mit den Brenn-
weiten. Vernachlidssigt man daher den reciproken Werth von z, so
erhilt man als Bedingungsgleichung fiir die Achromatisirung solcher
Linsenglieder, welche in einem geringen Abstande von einander an-

geordnet sind:

(23)

1
s

_2a _ 1 1
AT i
1

l’, f!

fast denselben Werth hat wie — 1

oder, da nach (20) S

2a 1 1
——-’7;—74—”,—}”.. (24)

Dies zeigt, dass, wenn die Korrektion méglich sein soll, 711—0 + f’lff
einen negativen Werth haben miissen.

Wenn aber in der urspriinglichen, durch Gleichung (19) charak-
terisirten Linsenkombination 0y die Aenderung von y darstellt, welche
eine Aenderung 9n in dem Brechungsexponenten verursacht, so ist

dy 1 1,
At
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es muss daher 0y positiv sein. Die violetten Strahlen vereinigen
sich zu einem Bilde, welches in einem grosseren Abstande von der
Linse liegt, als das den rothen Strahlen entsprechende; d. h. die
urspriingliche Linse war tiberkorrigirt.

§ 186. Verbindet man drei diinne, aus Medien von verschie-
denem Dispersionsvermdgen hergestellte Linsen zu einer einzigen,
so lidsst sich das System in einem noch hoheren Grade der An-
néherung achromatisiren; es lassen sich n#mlich die drei verschie-
denen Farbengattungen entsprechenden Bilder vereinigen. Ganz
allgemein gesagt, wenn m Linsen zu einem Linsensystem verbunden
werden, dessen Dicke vernachlissigt werden kann, so ldsst sich das
System achromatisiren fiir die Strahlen, deren Brechungsexponenten
n und n -+ On sind, vorausgesetzt, dass

1
2 -0

Dies lasst sich nach Analogie des Vorhergehenden darlegen.
Der Bedingungsgleichung lisst sich fiir m—1 Gruppen von Werthen
von 9n geniigen und somit lisst sich die Achromatisirung auf die
m Linien des Spektrums entsprechenden Bilder ausdehnen.

§ 187. Wenn zwei Linsen, welche zusammen ein System bilden
sollen, durch einen Zwischenraum getrennt sind, so ist es unmdglich,
beide Arten der Korrektionen fiir die Dispersion gleichzeitig zu er-
reichen. Denn bedeuten in Fig. 102 z und #' die Abstinde des Ob-
Jektes und seines ersten Bildes beziehungsweise vor und hinter der

Fig. 102.

ersten Linse, ' und y diejenigen des ersten und zweiten Bildes, be-
ziehungsweise vor und hinter der zweiten Linse und stellen £, 3,
und A die linearen Dimensionen des Objektes und seiner successiven
Bilder dar, so bestehen nach (23, 1V) die Gleichungen:

—ﬂ_ o x
B z'
B y' ,
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und daher

R Ay

Wenn die den Brechungsexponenten » und » + dn entsprechen-
den Bilder in gleichem Abstande entstehen und auch die gleiche
Grosse haben sollen, so muss

0ox =20
0y=20 ’
ebenso
0 (x';y’) = 0;
ry
und daher

1/
o(L) =o

sein. Es ist aber, wenn mit ¢ der Abstand zwischen den beiden
Linsen bezeichnet wird, «' -+ 3' = a, so dass J0y' und 02’ beide ver-
schwinden miissen. In anderen Worten, es muss jede Linse fiir sich
achromatisch sein. Dies ldsst sich aber nur dadurch erreichen, dass
man jede Linse des Systems fiir sich als ein verkittetes, achromati-
sirtes Linsenpaar ausfiihrt.

§ 188. Oft wird es indessen nothwendig, ein System von zwei
durch einen Zwischenraum getrennten Linsen auf Dispersionsfehler
s0 weit als moglich zu korrigiren und man hat sich dann zu fragen,
welche der zweierlei Arten von Korrektionen man vorzunehmen hat
und welche man unterlassen kann.

In diesem Falle ist es iiblich, die Verhiltnisse so zu wihlen,
dass die farbigen Bilder dieselbe Grosse haben; denn bekanntlich
vermag das Auge besser die Grosse eines Objektes, als seine Ent-
fernung abzuschitzen.

Bedienen wir uns der bisherigen Bezeichnungsweise, so ist

o)
die Bedingung fiir eine gleiche Bildgrosse.

Wir haben aber gesehen, dass

g _ =y
T
oder, da
1 1 1
—t =
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_tf’_zj_{_?/'__l}.
ﬂl x! fl

Ferner ist ' + ' = ¢ und somit
Y
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oder endlich
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Setzen wir das Differential dieses Ausdruckes der obigen Be-
dingungsgleichung entsprechend gleich O, so erhalten wir nach (18)

x% (x—*—a)% ax(%—l—%)
f -+ f' S ff’ e e e e (26)

Dieser Ausdruck stellt daher die Bedingung fir die partielle
Achromatisirung der beiden Linsen dar. Im Allgemeinen ist sie
nicht unabhidngig von dem Objektabstande.

§ 189. Ziehen wir die Konvergenz der Strahlen in Bezug auf
die optische Axe an Stelle des Abbildungsverhéltnisses in unsere,
auf die Feststellung der Bedingungen fiir die Achromasie gerichtete
Untersuchung hinein, so ldsst sich auch auf diese Weise die Be-
dingung dafiir aufstellen, dass zwei farbige, von dem Objekt aus-
gehende Strahlen parallel zu einander zum Austritt gelangen.

Sind n#mlich « und o' die Konvergenzwinkel fiir den ersten
und letzten Strahl und schneiden diese die Axe in den durch die
Abscissen # und y bestimmten Punkten, so ergiebt sich sofort aus
einer Figur oder aus der Helmholtz’schen Formel fiir das Ab-
bildungsverhiltnis und (5a, IV), dass

!

tg o' Y
B8« 2y L@

g tge 2y

so dass, wenn der Bedingung 6(—;:«)=0 oder der in (26) ent-

haltenen geniigt ist, damit auch die, dass 0a' =0, erfiillt wird; das
aber bedeutet, die Strahlen treten aus der achromatischen Linse als
parallele Strahlen wieder heraus.
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§ 190. TIhre niitzlichste Anwendung findet diese Bedingungs-
gleichung bei der Achromatisirung von Okularen. Die Strahlen
fallen von dem durch das Objektiv erzeugten Bilde ausgehend excen-
trisch auf das Okular. Die durch die Linsen des Okulars erzeugten
Bilder entstehen in derselben Weise, als ob die Strahlen von einem
wirklichen Objekt ausgingen, abgesehen davon, dass die von irgend
einem Punkte des Bildes kommenden Strahlen nicht die ganze Linse
fillen.

Der Mittelpunkt des Objektivs ist gewohnlich sehr weit entfernt
von dem Okular im Vergleich mit den Brennweiten der Linsen des
Okulars. Dividiren wir daher die Bedingungsgleichung (26) durch «
und lassen x = co werden, so wird aus (26)

1.1
I IS VLA
A T
oder
1
ST
a=2 @8)

Es erscheint als besonders vortheilhaft, die Linsen aus der-
selben Glasart herzustellen, indem dann, wenn man zwei farbige
Bilder zur Deckung bringt, alle farbigen Bilder vereinigt werden.
Die Bedingung fiir die Achromatisirung wird dann nach (28)

a:f;f',.........(29)

oder in Worten ausgedriickt, der Abstand zwischen den aus derselben
Glasart hergestellten Linsen muss gleich der halben Summe ihrer Brenn-
weiten sein,

§ 191. Die Bedingungen fiir die Achromatisirung irgend eines
Systems centrirter dicker sowohl als diinner Linsen lassen sich leicht
aus der Gauss’schen Theorie ableiten.

Denn es lassen sich nach §§ 78 und 79 die Relationen zwischen
den Koordinaten eines Punktes und seines Bildes in den Formen
ausdriicken:

EE—a)yl' —ad)+a'glé—a)—nl{E" —a)—an'h =0
und
n_§_kE—a)tay

}]! E' n

Nehmen wir nun den Punkt (¢, 7, ) als fest an, so miissten
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bei vollkommener Achromasie die Koordinaten des konjugirten
Punktes unabhingig von dem besonderen, der Rechnung zu Grunde
gelegten Strahl sein; und dies gilt fiir alle Werthe von &, 7, £
Diese Bedingungen lassen sich fiir zwei Strahlen dadurch erfiillen,
dass man

a(”kg):o, a(';j)zo, a(’l’jc’l)=o, a(l”',—)=o, 9g—0

macht.
Diese Relationen sind gleichbedeutend mit

0g=—0, 8(nk)—=0, a({:}):o und a(%z)zo.

Die Grossen ¢, h, k, I sind aber unter einander verbunden

durch die Gleichung
gl—hk=1,

woraus man durch Multiplikation mit —ZT erhilt:

ni k n
I\w) T =

woraus sich ohne Weiteres die Bedingung ergiebt:

0 (%) —0.

Dieser Bedingung ldsst sich aber nur geniigen, wenn man das
erste und letzte Medium gleichartig sein ldsst; in den meisten
optischen Instrumenten liegt dieser Fall thatséchlich vor. Die an-
gefilhrten Bedingungen lassen sich dann auf drei der vier folgenden
zuriickfithren:

0g=0, 0(nh)=0, 8(%):0, 01=0.

Vergleicht man hiermit die Werthe der Koordinaten der Kar-
dinalpunkte des Systems, so erkennt man ohne Weiteres, dass.die
angefiihrten Bedingungen damit gleichbedeutend sind, dass man die
Hauptpunkte und Brennweiten des Systems fiir die beiden Farben
gleichwerthig macht.
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Das Auge und das Sehen durch Linsen.

§ 192, Das Auge ist ein optisches Instrument, welches im
Wesentlichen aus einer Reihe brechender, durch krumme Flichen
begrenzter Medien und einem &usserst empfindlichen, einen Theil
des Sehnervs bildenden Netz von Nervenféserchen besteht. Ein in
das Auge gelangendes Strahlenbiischel wird an den krummen
Fliachen gebrochen und auf jenem Netz zu einem Bildpunkt ver-

Fig. 103.

einigt und der dadurch erzeugte Eindruck durch den Sehnerv dem
Gehirn ibermittelt. :

Das menschliche Auge, dessen fiir unsere Betrachtung wichtig-
sten Theile im ideellen Durchschnitt in Fig. 103 dargestellt sind, hat
eine annihernd kugelformige Gestalt, die vordere Fliche ausge-
nommen, wo es mit einer etwas stirkeren Rundung aus dem tibrigen
Theil hervortritt. Es ist von einer dicken ziihen Hiille S umkleidet,
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welche, den vorderen hervorstehenden Theil ausgenommen, weiss
und undurchsichtig ist und die Sehnenhaut oder Sclerotica heisst.
Dieselbe ist in dem lebenden Auge theilweise entblosst und wird
in der Umgangssprache als das ,Weisse* des Auges bezeichnet. Der
stiarker vortretende Theil des Augapfels ist mit einer dicken, starken,
durchsichtigen Haut C, der sogenannten Cornea oder Hornhaut
bedeckt.

§ 193. Der Augapfel ist ausserdem mit noch zwei anderen
Bekleidungen versehen; unmittelbar innerhalb der Sclerotica liegt
ein diinnes Hiutchen Ch, die sogenannte Aderhaut oder Choroidea,
und innerhalb dieser wieder liegt ein anderes diinnes H&iutchen, die
Retina oder Netzhaut R.

Die Innenfliche der Aderhaut ist mit einem schwarzen Pigment
bedeckt, welches derselben ein sammetartiges Aussehen verleiht.
Die Funktion dieses Pigmentes besteht darin, durch die Retina ge-
drungene Lichtstrahlen zu absorbiren und zu verhindern, dass sie
von der Retina reflektirt werden, was die Deutlichkeit der erzeugten
Bilder beeintridchtigen wiirde. Der vordere, von der Sclerotica sich
abhehende Theil der Aderhaut ist verdeckt und bildet die zusammen-
ziehbare, durch eine centrale Oeffnung, die sogenannte Pupille, durch-
brochene Iris oder Regenbogenhaut I. Der #ussere Rand der Iris
ist fest mit dem Auge verbunden, wihrend der innere Rand mittelst
eines starken Muskelbandes, von welchem derselbe umsidumt ist, zu-
sammengezogen werden kann, um so die Grosse der Pupille zu
reguliren. Die Iris hat die Bestimmung, die Lichtmenge zu reguliren,
welche auf den empfindlichen Theil des Auges fallen soll. Bei
hellem Licht zieht sich die Pupille automatisch zusammen, wihrend
sie sich bei schwachem Licht erweitert. Die vordere Fliche der
Iris ist bei verschiedehen Menschen verschieden gefirbt und tritt in
allen Niianecen von blau, braun und grau auf. Ihre hintere Fliche
ist mit schwarzem Pigment belegt, welches wieder dazu dient,
fremdes, von inneren Reflexionen oder anderen Ursachen herriihren-
des Licht zu absorbiren. Kurz bevor die Aderhaut sich von der
Sclerotica abhebt, spaltet sich die erstere in zwei Schichten; die
vordere davon stellt die Iris dar, wihrend die hintere ein Kkreis-
formiges Faltensystem ¢ bildet, welches halskrausenartig den dusseren
Rand der (weiter unten beschriebenen) Linse umschliesst. Diese
Falten, 70 bis 72 an der Zahl, nennt man die Ciliarfortsitze.
Unter diesem dunklen Faltenring und daher in Bertihrung mit der
Sclerotica liegt ein mit radial auslaufenden Kasern versehenes
Muskelband, der sogenannte Ciliarmuskel.

§ 194. Die Retina ist eine zarte, halbdurchsichtige - Membrane,



240 Kapitel X.

welche durch die Verbreiterung des Sehnervs gebildet wird, und

besteht aus den Endfasern dieses Nervs und aus Nervenzellen; sie

bedeckt das ganze Innere des Augapfels bis zu den Ciliarfortsitzen.

Genau im Centrum der Retina befindet sich ein runder gelblicher,

etwas erhabener Fleck, welcher ungefihr 1,25 mm im Durchmesser

misst und eine kleine Einkerbung, die sogenannte Fovea centralis,

trigt. Es ist dieses der Punkt des deutlichen Sehens und die Fovea

centralis ist der empfindlichste Theil der Retina. Ungefihr 2,5 mm

innerhalb dieses gelben Flecks befindet sich der Punkt, von wo aus

der Sehnerv seine die Retina bildenden Fasern aussendet; es ist

dieses der einzige Punkt auf der Retina, welcher fiir Lichtstrahlen

ganz unempfindlich ist, und wird daher als der blinde Fleck be-

zeichnet.

§ 195. Im Innern des Auges, etwas hinter der Iris, schwebt

ein weicher, durchsichtiger Korper, die Krystalllinse, L, welche die

Gestalt einer Bikonvexlinse hat, deren vor-

dere Fliche weniger gewdlbt ist. als die hin-

tere. Die Krystalllinse ist in eine diinne, durch-

sichtige Kapsel eingehiillt und wird durch die

Ciliarfortsitze in ihrer Lage gehalten. Die Sub-

@ stanz, aus welcher die Krystalllinse besteht,

ist doppelbrechend und wirkt wie ein uni-

axialer, senkrecht zu einer Axe gespaltener

Krystall. Sie ist aus einer Reihe von iiber-

Fig. 104. einanderliegenden Schichten zusammengesetzt,

deren Brechungsexponent nach dem Mittel-

punkt hin zunimmt; hier befindet sich der feste Kern, welcher einen

sehr kleinen Kriimmungsradius hat und das Licht am stérksten bricht.

Es ist unschwer einzusehen, dass die Wirkung der Linse ver-

moge dieser Zusammensetzung eine stirkere ist, als wenn sie aus

einer homogenen Masse bestinde, welche denselben Brechungsexpo-

nenten besitzt, wie der Kern. Denn man kann, wie in Fig. 104 an-

gedeutet, die Linse als eine Kombination einer Bikonvexlinse ¢ mit

zwei anderen, konkaven Linsen ¢ und b ansehen. Diese konkaven

Linsen heben bis zu einem gewissen Grade die Wirkung der Linse ¢

auf, aber nicht in dem Maasse, als wenn ihre Brechungsexponenten

ebenso gross wie derjenige von ¢ wiren. Die Brennweite der Linse

lasst sich experimentell feststellen, und ist ihre Form bekannt, so

lisst sich auch ihr sogenannter totaler Brechungsexponent bestimmen,

d. h. der Brechungsexponent, welchen die Linse haben wiirde, wenn

sie homogen wire. Aus dem Angefiihrten folgt, dass dieser totale
Brechungsexponent grosser als derjenige des Kerns ist.
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Die Zunahme des Brechungsvermogens bei dem Uebergange
von den dusseren zu den inneren Schichten der Linse dient theil-
weise dazu, um die Aberration zu korrigiren, indem infolge dieses
Umstandes die Konvergenz der Strahlen von dem Rande nach der
Axe des Strahlenbiischels hin stirker zunimmt.

§ 196. Der Zwischenraum zwischen der Cornea C (Fig. 103) und
der Krystalllinse L ist mit einer durchsichtigen wasserdhnlichen
Flissigkeit, der wisserigen Feuchtigkeit oder dem humor
aqueus, A, angefiillt. Den Zwischenraum zwischen der Krystall-
linse L und der Retina R fiillt eine andere durchsichtige Fliissig-
keit V von einer im Vergleich mit der erstgenannten Fliissigkeit
etwas mehr dickfliissigen Natur aus; dieselbe wird als Glaskorper
oder humor vitreus bezeichnet. Diese beiden Fliissigkeiten, ebenso
wie die Krystalllinse, sind in durchsichtige, dusserst zarte Membranen
eingekapselt.

Beziiglich ihres Brechungsexponenten unterscheiden sich der
Glaskorper und die wésserige Fliissigkeit nur wenig vom Wasser,
wihrend der totale Brechungsindex der Krystalllinse ein wenig
grosser ist als derjenige des Wassers.

§ 197. Um zu untersuchen, welche Verdnderungen ein Strahlen-
biischel, welches in das Auge gelangt, infolge der Brechung erleidet,
miissen wir die Brechungsexponenten der verschiedenen Medien, aus
denen das Auge zusammengesetzt ist, und Gestalt und Lage der die-
selben begrenzenden Flichen kennen. Die Brechungsexponenten
der verschiedenen Medien lassen sich in iiblicher Weise bestimmen,
nachdem man sie aus dem Auge herausgenommen hat. Es hat sich
indessen herausgestellt, dass die Krimmungen der Begrenzungs-
flichen in dem todten Auge erhebliche Verdnderungen erleiden, und
man ist somit genothigt, die erforderlichen Messungen an dem leben-
den Auge vorzunehmen. Die Einzelheiten dieser Messungsmethoden
anzugeben, wiirde tiber den Rahmen dieses Buches hinausgehen und
wir miissen uns daher damit begniigen, kurz das Princip der Methode
anzudeuten. Der Kriimmungsradius einer Fliche ldsst sich aus der
Grosse eines durch Reflexion an derselben hervorgerufenen Bildes
eines Objektes, dessen Grosse und Abstand bekannt sind, bestimmen.
Die Schwierigkeit der Messung der Bildgrdssen liegt in der stéren-
den Beweglichkeit des Auges. Helmholtz hat nun ein Instrument
erfunden, das Ophthalmometer, welches sich zu diesem, wie zu
vielen anderen Zwecken verwenden lésst. Die Konstruktion dieses
Instrumentes beruht auf der Thatsache, dass ein in schriger Rich-
tung durch eine dicke Glasplatte betrachteter Gegenstand in seiner

natiirlichen Grosse, aber etwas seitlich verschoben, dem Auge sicht-
Heath-Kanthack. 16
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bar wird, wobei diese Verschiebung eine um so grossere ist, je
grosser der Einfallswinkel der auf jene Glasplatte einfallenden
Strahlen ist. Das Ophthalmometer besteht aus einem auf kurzen
Objektabstand adjustirten Fernrohr, vor dessen Objektiv zwei dicke
Glasplatten derartiz angebracht sind, dass die eine Platte die eine
Halfte des Objektivs, die andere Platte die andere Hilfte desselben
bedeckt. Die Platten lassen sich um ihre aneinander stossenden
Kanten drehen; dreht man sie in entgegengesetztem Sinne, so ent-
stehen zwel Bilder und der Abstand zwischen diesen beiden Bildern
lasst sich nach den Neigungswinkeln der Platten zur Fernrohraxe
berechnen. Ist nidmlich %2 die Dicke der Platte, a der Einfalls- und
8 der entsprechende Brechungswinkel, so betréigt die scheinbare Ver-
hsin (¢ — B)
cos 8
weit gedreht, dass jedes Bild um seine halbe Linge verschoben wird
und somit die einander gegeniiberliegenden Bildenden zusammen-
fallen. Die Linge des Bildes ist dann gleich dem Abstande zwischen
den beiden Bildern.

§ 198. Der Abstand zwischen der Oberfliche der Cornea und
der Ebene der Iris ldsst sich messen, indem man das durch die
Cornea reflektirte Bild eines hell erleuchteten Objektes beobachtet.
Der Abstand zwischen der Cornea und dem hellen Bilde ist bekannt;
betrachtet man nun dieses Bild von verschiedenen Punkten aus, so
wird es auch auf verschiedene Stellen der Iris projicirt und wenn
man die Abstinde dieser Projektionen von dem Rande der Iris misst,
so lasst sich der Abstand der Irisebene bestimmen. Niheres tiber
diesen Gegenstand giebt |[das ,Handbuch der physiologischen Optik
von Helmholtz“.

Die vordere Fliche der Cornea hat sehr annidhernd die Gestalt
eines Segmentes eines Rotationsellipsoids, dessen Rotationsaxe sich
mit der grossen Axe der Ellipse deckt. Die Gestalt der hinteren
Fliche hat sich bis jetzt noch nicht ganz genau feststellen lassen.
Indessen sind die beiden Flichen der Cornea fast parallel, und da
die vordere Fliche immer durch Wasser, dessen Brechungsindex
mit demjenigen der wisserigen Feuchtigkeit {ibereinstimmt, feucht
gehalten wird, so wirkt die Cornea wie eine brechende, planparallele
Platte und verursacht keine Ablenkung eines einfallenden Strahls.
Man kann daher die optische Wirkung der Cornea vollstindig unbe-
riicksichtigt lassen und kann bei optischen Untersuchungen des Auges
annehmen, dass die wisserige Feuchtigkeit sich bis zur vorderen
Fliache der Cornea erstreckt.

Die vordere Flache der Krystalllinse ist der Form nach ein

schiebung des Objektes: Die Platten werden nun so-
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Segment eines abgeflachten Sphiroids, und die hintere Flache sieht
man als ein Segment eines Rotationsparaboloids an.

§ 199. Es sind somit drei Flichen vorhanden, an denen Bre-
chung stattfindet, nidmlich an der ersten Fliche der Cornea und an
den beiden Flichen der Krystalllinse. Die Mittelpunkte dieser
Flichen liegen fast genau in einer geraden Linie, der optischen
Axe. Solange als die Richtung der Strahlen nicht erheblich von
derjenigen der Axe abweicht, kann man die brechenden Flichen
als mit den durch die entsprechenden Secheitelpunkte gelegten
sphirischen Kriimmungsflichen zusammenfallend ansehen. Die
Gauss’sche Theorie der Brechung an einer beliebigen Anzahl cen-
trirter Kugelflichen lisst sich daher auch auf diesen Fall anwenden
und die Lage der Brennpunkte, der Hauptpunkte und der Knoten-
punkte ldsst sich rechnerisch feststellen, sobald die Kriimmungs-
radien, die Lagen der brechenden Flichen und die Brechungsex-
ponenten der Medien bekannt sind. Listing hat die folgenden
Zahlen als sehr angenidherte Werthe fiir ein normales Auge ange-
geben; bei diesen Angaben ist fiir die Brechungsexponenten derjenige
der Luft als Bezugseinheit angenommen.

a) Die Krimmungsradien der Begrenzungsflichen haben die
folgenden Werthe:

1. Fiir die vordere Fliche der Cornea 8 mm
2. Fir die vordere Fliche der Linse 10 -
3. Fiir die hintere Fldche der Linse 6 -

b) Die Abstiéinde zwischen den brechenden Fldchen betragen:
Zwischen der vorderen Fliche der Cornea

und der vorderen Fliche der Linse . . 4 mm
Dicke der Linse . . . . . . . . . . 4 -
Zwischen der hinteren Fliche der Linse

und der Retina. . . . . . . . . . 13 -

¢) Die Brechungsexponenten der Medien sind:
. . . ., 103
1. Fir die wisserige Feuchtigkeit A
ST 16
2. Fiir die Linse (total) =i
3. Fir den Glaskorper. —17072

Aus diesen Daten berechnete Listing die Lagen der Kardinal-
punkte nach der Gauss’schen Theorie und fand die folgenden
Werthe :

1. Der erste Brennpunkt liegt 12,8326 mm vor der Cornea und

16*
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der zweite Brennpunkt 14,6470 mm hinter der hinteren Fliche
der Linse.

2. Der erste Hauptpunkt liegt 2,1746 mm, der zweite 2,5724 mm
hinter der Cornea; der Abstand zwischen beiden ist somit 0,3978 mm.

3. Der erste Knotenpunkt liegt 0,7580 mm, der zweite 0,3602 mm
vor der hinteren Fliche der Linse.

4. Die erste Brennweite betriigt somit 15,0072 mm, die zweite
20,0746 mm.

Die optische Wirkung dieses typischen Auges stimmt sehr an-
gendhert mit derjenigen eines nattirlichen Auges tiberein, und be-
riicksichtigt man die individuelle Unterschiedlichkeit des Auges, so
stellen die oben angefiihrten Zahlen eine vollstindig geniigende
Anniherung an das natiirliche Auge dar.

- § 200. Wir sehen aus Obigem, wie in Fig. 105 dargestellt, dass
die beiden Hauptpunkte, ebenso wie die beiden Knotenpunkte sehr

Fig. 105.

dicht neben einander liegen, so dass man, ohne einen erheblichen
Fehler zu begehen, in beiden Fillen dieselben als zusammenfallend
ansehen kann. Unter Zugrundelegung dieser Annahme gelangen wir
zu noch einfacheren Werthen, welche dem Listing’schen reducirten
Auge entsprechen. Der Hauptpunkt liegt hier 2,3 mm hinter der Cornea
und der Knotenpunkt 0,5 mm vor der zweiten Fliche der Linse. Ein
solches Auge ist dquivalent einer einzelnen brechenden Kugelfliiche,
deren Scheitel mit dem Hauptpunkte und deren Mittelpunkt mit dem
Knotenpunkte des Auges zusammenfillt, den Brechungsexponent wie

vorher ‘zu ~g7 vorausgesetat. Ein Punkt und dessen Bild auf der

Retina miissen in einer durch den Knotenpunkt gehenden Linie
liegen; wenn wir daher feststellen wollen, in welcher Richtung ein
Objektpunkt liegt, dessen Bild beziiglich seiner Lage auf der Retina
gegeben ist, so haben wir nur den Bildpunkt mit dem Knotenpunkte
zu verbinden und diese Linie auswirts zu verlingern.

§ 201, Wenn das Auge unthétig ist, so ist es klar, dass die
Bilder nur solcher Punkte, welche innerhalb einer einzigen Fliche
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liegen, genau auf die Retina fallen kénnen. Die Gestalt und Lage
dieser Fldche ldsst sich auns den optischen Konstanten des Auges
berechnen. Jedem in dieser Fliche liegenden Objekt entspricht ein
der urspriinglichen Figur #hnliches, aber umgekehrtes Bild auf der
Retina, wobei die Linien, welche zusammengehorige Objekte und
Bildpunkte verbinden, alle durch den Knotenpunkt gehen. Wenn
aber ein Punkt nicht auf dieser Fliche liegt, so wird - auch sein
Bild nicht auf der Retina liegen, sondern vor oder hinter derselben.
In beiden Féllen schneidet die Retina das gebrochene Strahlen-
biischel nicht in einem einzigen Punkt, sondern innerhalb eines
diffusen Lichtkreises. Hieraus folgt, dass ein unbewegliches Auge
nur solche Objekte deutlich sehen kann, welche in einer bestimmten
Fliche liegen, und ziehen wir nur Lichtstrahlen in Betracht, welche
kleine Winkel mit der Axe des Auges einschliessen, so kann man
diese Fldche als eine Ebene ansehen. Alle ausserhalb dieser Ebene
liegenden Objekte oder Theile von Objekten geben undeutliche
Bilder, in welchen Diffusionskreise leuchtenden Punkten des Ob-
Jjektes entsprechen.

Die Erfahrung hat uns indessen gelehrt, dass ein Auge fihig
ist, fast in jeder Entfernung deutlich zu sehen; es muss daher eine
Vorrichtung vorhanden sein, welche das Auge verindert und ihm
gestattet, willkiirlich in verschiedenen Entfernungen zu sehen. Diese
IFshigkeit des Auges, sich gegebenen Bedingungen entsprechend zu
verdndern, bezeichnet man als sein Akkommodationsvermdégen.
Man hat noch nicht mit absoluter Genauigkeit feststellen konnen,
auf welche Entfernung ein unthiitiges, d. h. nicht in Folge seiner
Bethiitigung akkommodirtes, Auge eingestellt ist, aber man nimmt
allgemein an, dass ein passives normales Auge auf unendlich fern
liegende Objekte eingestellt ist, so dass in dem ruhenden Auge der
zweite Brennpunkt des Auges sich auf der Retina befindet. Hieraus
folgt, dass, wihrend das Auge sich auf nahe Objekte akkommodirt,
Akkommodation nur in einer Richtung stattfindet.

§ 202. Experimentell hat es sich feststellen lassen, dass die
Akkommodation durch Verinderung der Gestalt der brechenden
Fldachen des Auges bewirkt wird. Wiahrend das Auge sich auf nahe
Objekte akkommodirt, wolbt sich die vordere Fliche der Krystall-
linse etwas stirker und nihert sich der Cornea; dieses ist besonders
bei demjenigen Theil der Linse der Fall, welcher nicht von der
Iris bedeckt ist und sich so durch die Pupille hindurch wolbt.
Diese Verdnderungen lassen sich mit Hilfe des folgenden Experi-
mentes beobachten. Wird ein brennendes Licht seitlich neben das
Auge gestellt in einem im Uebrigen verdunkelten Raume und sieht
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man von der anderen Seite aus in das Auge, so erblickt man in
Folge der Reflexionen an den brechenden Flichen des Auges drei
Lichtbilder der Flamme; das erste, ein virtuelles, aufrechtstehendes
Bild, riihrt von der vorderen Fliche der Cornea her; das zweite,
ebenfalls aufrechtstehende, aber bedeutend schwichere und etwas
grossere Bild riihrt von der vorderen Fliche der Linse her; das
dritte ist heller und ist ein umgekehrtes reelles Bild und entsteht
durch Reflexion an der zweiten Fliche der Linse. Wenn nun das
Auge erst einen sehr fernen und dann einen ganz nahe liegenden
Gegenstand fixirt, so wird das zweite Bild sichtlich kleiner und
nidhert sich dem ersten Bilde, ein Beweis, dass die vordere Fliche
der Linse sich stirker gewolbt und der Cornea genihert hat.

Statt einer Flamme wendet man besser einen mit zwei Léchern
durchbohrten Schirm an, durch welchen man das Licht hindureh-
fallen ldsst; der Abstand zwischen den reflektirten Bildern dieser
Punkte ldsst sich mittelst des Ophthalmometers messen.

§ 208. Die folgende Tabelle veranschaulicht die wihrend der
Akkommodation auftretenden Verinderungen in den optischen Kon-
stanten des Auges; die Abstéinde der Kardinalpunkte sind hierbei
auf den Scheitel der Cornea bezogen und in mm ausgedriickt. Die
Brechungsexponenten der Medien sind dieselben wie die oben an-
gegebenen.

Akkommodirtes
Rl.lhendes Auge, Auge, eingestellt
eingestellt auf aufnaheliegende
Fernsicht Gegenstinde
Kriimmungsradius der Cornea. . . . . . . 8 8
- - vorderen Linsenfliche . 10 6
- - hinteren - 6 5,5
Lage der ersten Linsenfliche . 3,6 3,2
- - zweiten - . 7,2 7,2
- des ersten Brennpunktes —129 —112
- - - Hauptpunktes 1,9 2,0
- - zweiten - . 2,4 2,6
- - ersten Knotenpunktes . 7,0 6,5
- - zweiten - . 7,4 7,0
- - - Brennpunktes . 22,2 20,2
Erste Brennweite . .o 14,9 13,3
Zweite - 19,9 17,8

§ 204. Wie wir wissen, ist, wenn sich das Auge in irgend
einer Stellung in Ruhe befindet und fiir einen Gegenstand akkom-
modirt ist, das Sehen nur fiir einen Punkt, die Fovea centralis, deut-
lich; dies gilt aber auch nur von einer sehr kleinen, diesen Punkt
umgebenden Fliche. Das Auge ist indessen mit einer sehr grossen
Beweglichkeit begabt und bringt in einem unglaublich kurzen Zeit-
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theilchen die verschiedensten Punkte entfernter Gegenstinde in den
Kreis des deutlichen Sehens. Wir sind hierdurch f#hig, uns eine
klare Vorstellung von einem Korper oder einer Fliche von betréicht-
licher Ausdehnung zu machen. Hierbei wird das Auge wesentlich
unterstiitzt durch die Dauer des Lichteindrucks, welchen dasselbe
empfingt. Experimentell hat man festgestellt, dass diese Dauer von
der Art des Lichtes abhiingt. Fiir starkes Licht giebt Helmholtz
/o4 Sekunde und fiir schwaches Licht !/, Sekunde als die Dauer des
Eindrucks an. Lissajou und Andere bezeichnen !/;, Sekunde als
die untere Grenze fiir die Dauer eines Lichteindrucks. Wenn daher
ein Fleck auf der Retina periodisch Lichteindriicke empfiingt, so
werden sich diese Lichteindriicke, wenn die Periodicitit geniigend
klein ist, zu einem kontinuirlichen Eindruck summiren, welcher die-
selbe Intensitdt aufweist, welche entstehen wiirde, wenn das ganze
einfallende Licht irgend einer Periode gleichférmig iiber dieselbe
vertheilt wire.

§ 205. Betrachten wir ein Auge in einer festen Stellung, so
ist das Gebiet des deutlichen Sehens nur klein und man kann die
Kriimmung der Retina innerhalb dieses Sehfeldes vernachlissigen
und die Lage eines Punktes auf derselben auf ein ebenes Koordi-
natensystem beziehen.

Das Auge ist indessen in seinem Sockel beweglich, so zwar,
dass seine Axe bis zu fast 55° allseitig aus seiner Mittelstellung
schwingen kann. Den entsprechenden korperlichen Winkel, inner-
halb dessen also Gegenstinde vermoége der Beweglichkeit des Auges
gesehen werden konnen, nennt man das Sehfeld. Das durch #dussere
Eindriicke in einem einzelnen Auge erzeugte Bild liesse sich voll-
stindig darstellen durch Punkte und Linien auf einer sphirischen
Fliche, deren Mittelpunkt eben jener Punkt ist, um welchen das
Auge drehbar angeordnet ist; es ist indessen fiir praktische Zwecke
bequemer, die gesehenen Gegenstiinde auf eine ebene, statt auf eine
sphirische Fliche zu projiciren. Denken wir uns in einiger Ent-
fernung von einem bis zum Boden reichenden grossen Fenster stehend,
und nehmen wir ferner an, es seien die durch ein einzelnes Auge
durch das Fenster gesehenen Gegenstinde auf das Glas gemalt genau
in den Stellungen, in welchen sie dem Auge durch das Glas er-
scheinen, so wird eine solche Darstellung eine perspektivische
Ansicht des Gesehenen reprisentiren. Die Projektion irgend eines
Punktes ist derjenige Punkt, in welchem die Ebene des Fensters
von einer jenen Punkt mit dem Mittelpunkt des Auges verbindenden
Linie geschnitten wird. Die Projektion einer geraden Linie wird
daher wieder eine gerade Linie sein miissen; denn wir haben nur
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eine Ebene durch den Mittelpunkt des Auges und die gegebene
gerade Linie gelegt zu denken, es kann diese Ebene die Bildebene
nur in einer geraden Linie schneiden und eben diese gerade Linie
stellt die Projektion der gegebenen geraden Linie dar. Vereinigen
sich eine Reihe von Linien in einem Punkt, so laufen auch ihre Pro-
jektionen in einem Punkt zusammen, und es ist dieser Punkt die
Projektion des Schnittpunktes der gegebenen Linien. Insbesondere,
wenn die gegebenen Linien parallel sind, so laufen ihre Projektionen
in einem Punkt zusammen. Um diesen Punkt durch eine geo-
metrische Konstruktion zu bestimmen, ziehen wir von dem Centrum
des Auges aus parallel den Linien unseres Systems eine gerade Linie
nach der Bildebene. Diesen Punkt nennen wir den Fluchtpunkt
des Systems. Vertikale Linien projiciren sich wieder als vertikale
Linien. In diesen Bemerkungen liegt der Grundgedanke der Lehre
von der linearen Perspektive, und aus den hier dargelegten Prin-
cipien lassen sich leicht die gewdohnlichen einfachen Regeln fiir die
Konstruktion der Projektionen von Umrissen gegebener Objekte
ableiten.

§ 206. Die Retind beider unserer Augen nehmen Eindriicke
auf, wenn wir auf irgend einen Gtegenstand blicken, und in gewissen
Stellungen der Augen sehen wir zwei von den beiden Retin# her-
rithrende Bilder, wihrend wir in anderen Stellungen nur ein Bild
erblicken. Jedem Punkte der einen Retina ist ein Punkt der an-
deren Retina, ein sogenannter Deckpunkt, zugeordnet. Wenn nun
die von den beiden Augen herriihrenden Bilder eines Objektpunktes
auf solche Deckpunkte fallen, so sehen wir nur einen Punkt, in
jedem anderen Falle dagegen zwei Punkte. Die Punkte auf der
Retina eines Auges lassen sich auf zwei Meridiane, welche wir uns
als von zwei durch die Axe des Auges gelegten Ebenen gebildet
denken, beziehen. Wird das Auge in horizontaler Lage vorwiirts
gerichtet, so entsprechen den Punkten auf dem Horizont Bildpunkte,
welche auf einem Meridian liegen, welchen wir als den Netzhaut-
horizont bezeichnen wollen. Ebenso erscheinen gewisse Linien
dem Auge als vertikale Linien; das Netzhautbild solcher vertikaler
Linien auf der Retina stellt einen Meridian dar, welchen wir den
scheinbar vertikalen Meridian nennen. Durch Versuche ist
Helmholtz zu dem Schlusse gelangt, dass der Netzhauthorizont
fiir beide Augen wirklich horizontal ist, dass aber die scheinbar
vertikalen Meridiane nicht genau rechtwinkelig zum Netzhauthorizont
gerichtet sind, vielmehr an ihrem oberen Ende nach aussen diver-
giren. Die Neigung eines jeden dieser Meridiane zur wirklichen
Vertikalen ist die gleiche und beide schliessen mit einander einen
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Winkel von 2°22' bis 2°33' ein. Helmholtz hat auch gefunden,
dass bei normalen Augen sowohl die Punkte des deutlichen Sehens,
als auch die Netzhauthorizontale und scheinbaren Vertikalen in bei-
den Augen aus Deckpunkten bestehen; dass ferner das Nimliche
gilt von Punkten auf dem Netzhauthorizont bei gleichem Abstande
vom Ursprung, ebenso wie von Punkten auf den scheinbaren Ver-
tikalen bei gleichem Abstande von dem Ursprunge. Da nun das
deutliche Sehfeld nicht gross ist und wir die Retind in der Gegend
der Fovea centralis als nahezu eben ansehen konnen, so haben wir
auf jeder derselben ein Paar natiirlicher schiefwinkeliger Axen, auf
welche wir alle anderen Punkte beziehen koénnen. Das Auge ver-
mag sehr wohl die Parallelittit von Linien zu beurtheilen und wir
konnen hieraus den Schluss ziehen, dass Parallele auf der Retina
als Parallele erscheinen, so dass aus den obigen Bemerkungen folgt,
dass Punkte, deren Koordinaten in den beiden Retind die gleichen
sind, Deckpunkte sind. Oder der symmetrischen Anordnung der
Axen entsprechend koénnen wir sagen: Deckpunkte sind von jedem
der Netzhauthorizontalen und von jedem der scheinbaren vertikalen
Meridiane gleich weit entfernt.

§ 207. Was nun auch immer die Richtungen sein mogen, nach
welchen die Augen gedreht sein mégen, es werden stets solche Ob-
jektpunkte vorhanden sein, welche man als einfache Punkte erblickt;
den geometrischen Ort solcher Punkte nennt man das Horopter.
Wir werden sehen, dass dieses Horopter im Allgemeinen eine ge-
schlungene kubische Kurve ist, welche wir uns als Schnitt zweier
Hyperboloide mit einer gemeinsamen Erzeugenden denken konnen.

ity 4 Viar-
1] ]

Y ¥ /

! ll
1 |
1 3
1 1
' V-
4
7 X 4 X
Fig. 106. Fig. 107,

Nehmen wir in beiden Augen die optische Axe als die Z-Axe,
den Netzhauthorizont als die X-Axe eines rechtwinkeligen Koordi-
natensystems an und bezeichnen, wie in Figuren 106 und 107, mit
6 die Neigung des scheinbaren vertikalen Meridians zum Horizont
der einen Netzhaut, so dass m—0 diejenige des Horizontes der an-
deren Netzhaut ist, so erhalten wir als die Gleichungen der schein-
baren Vertikalen:
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xzsing —ycos =0 1
z'sin 6 + y'cos 6 =0 I

Ferner sind (z, y) und (', y") die Koordinaten von Deck-
punkten, vorausgesetzt, dass

Y=y,
und
x sin 6 — y cos 6 = &' sin 6 + y' cos 6.

Decklinien auf den Netzhiiuten lassen sich dann folgender-
maassen charakterisiren:

T, (@sing—ycos6) +r, y 4+ r,=0,

7, (¢'sin 6 —y'cos 6) -+ 7y y—+r,=0.

Verbindet man nun Deckpunkte auf den beiden Netzhiuten
durch gerade Linien mit den Knotenpunkten der beiden Augen, so
kann man diese Linien als korrespondirende Sehlinien be-
zeichnen. Schneiden sich beide in ihrer Verlingerung nach aussen,
so erscheint der Schnittpunkt als einfaches Bild. Ganz analog erhilt
man, wenn man Decklinien auf der Netzhaut mit den Knotenpunkten
verbindet, zwei Ebenen, welche man als korrespondirende Seh-
ebenen bezeichnen kénnte. Jedes innerhalb solcher korrespondiren-
den Ebenen gelegene Linienpaar erscheint als einfache Linie.

Sind

=0, y=0, s=¢; 4'=0, y=0, =¢
die Koordinaten der Knotenpunkte, so erhélt man ohne Weiteres als
Gleichungen eines Paares korrespondirender Sehebenen

r,(@siné—ycos) + r,y + 1, (e —c) =0,
7, (z'sin 6 —y'cos6) + 7, y' + 1, (¢'—c) =0,

denn beide Ebenen gehen durch den Knotenpunkt und schneiden
die Netzh#dute in Decklinien. :
Bislang haben wir unseren Gleichungen ein besonderes Axen-
system fiir jedes Auge zu Grunde gelegt; es ist indessen zweck-
méssig, alle Punkte auf ein festes Axensystem im Raum zu beziehen.
Angenommen, dass nach erfolgter Transformation die Ausdriicke

xsing —yecosd, y, z2—c

die Form P, Q, R annehmen, cos P, Q, R lineare Funktionen der
Koordinaten sind und dass eine analoge Bezeichnungsweise fir die
iibrigen Koordinaten gilt, so erhalten die Gleichungen eines Paares
korrespondirender Sehebenen die Form:
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7, P+ ryQ—i—rzR:O,
7, P47, Q+ r,R'=0.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass sich durch irgend
einen Punkt im Raume eine Linie ziehen lisst, welche als einzelne
Linie erblickt wird. Denn substituirt man in den Ausdriicken fiir
P, Q, R, P, Q, R die Koordinaten jenes Punktes, so dienen die
beiden Gleichungen dazu, um die Verhiltnisse r_: r, a7, zZu be-

stimmen.. Diese Gleichungen erhalten indessen eine unbestimmte
Form, sobald

PR —P'R=0,
QR —Q'R=0,

und als Folge hiervon
PQ—-P' Q=0

wird; sobald diese Bedingungen erfillt sind, lassen sich unendlich
viele Linien durch den gegebenen Punkt ziehen, welche alle als
einfach gesehene Linien erscheinen miissten, woraus sich ergiebt,
dass der Punkt selbst als einfacher Punkt erblickt wird. Die letzte
Gleichungsgruppe bestimmt das Horopter.
Die Gleichungen
PR —P'R=0,

QR — Q' R=0,
stellen Hyperboloide mit gemeinsamer, durch die Gleichungen
R=0 ]
R'=0 |
bestimmter Erzeugenden dar.

Eliminiren wir R' in den Gleichungen der Hyperboloide, so
erhalten wir die Gleichung

PQ—-PQR=0;
ist daher R nicht gleich O, so haben wir die dritte Gleichung
PQ —P' Q=0.

Die Punkte auf der geschlungenen, durch die beiden ersten
(leichungen bestimmten kubischen Kurve geniigen daher auch der
dritten Gleichung. Das Horopter hat daher die Gestalt einer ge-
schlungenen kubischen Kurve. Die Form der Gleichungen zeigt,
dass die Kurve durch die Knotenpunkte beider Augen geht.

Die zwei beliebige Punkte des Horopters verbindende Linie
erblickt man als einzelne Linie; hieraus folgt, dass durch irgend
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einen Punkt des Horopters unendlich viele, einzeln erblickte Linien
gelegt werden koénnen und dass diese Linien auf einem Konus zweiter
Ordnung, dessen Spitze mit dem gegebenen Punkt zusammenfillt,
liegen.

§ 208. Bei einer bestimmten Stellung der Augen kann der
Fall eintreten, dass das Horopter eine Ebene darstellt. Dieses ist
dann der Fall, wenn beide Augen horizontal gegen den Horizont
gerichtet sind. In diesem Falle konnen wir den Koordinatenursprung
in einen in der Mitte zwischen den Augen und in der Ebene der
Netzhéiute liegenden Punkt verlegen, wihrend die Z-Axe in die ge-
gebene horizontale Richtung fillt und parallel zu den Axen beider
Augen gerichtet ist und die Y-Axe vertikal steht. Ist ¢ der Abstand
zwischen den beiden Augen, ¢ der Abstand des Knotenpunktes von
den Netzhiuten, so lautet die Gleichung eines Paares korrespondiren-
der Sehebenen

rm{(x——a)sina—ycosa} +ry+r,(e—¢ =0,
rx{(x—l—a)sina—kycosa} + r,y +r,le—c)=0.

Diesen Gleichungen ist fiir simmtliche Werthe von r :7 :7

gentigt, vorausgesetzt, dass o
_ ' yeosd + asin =20
ist. Die Gleichung des Horopters ist somit:
y=—atgo. . . . . . . . . . Q)

Dasselbe ist eine zum Horizont parallel gerichtete Ebene, welche durch
den Schrittpunkt der scheinbaren vertikalen Meridione geht.

Nach Helmholtz fallt beim normal konstituirten Menschen
diese Ebene sehr angen#shert mit der Fussbodenebene zusammen
und es ist nicht unwahrscheinlich, dass die Obliquitiit der schein-
baren vertikalen Meridiane in dieser Relation der Fusspunktebene
zu den Augen ihre Begriindung findet.

§ 209. Unsere Fiahigkeit, die Entfernungen sichtbarer Korper
abzuschiitzen, beruht in erster Linie auf der Thatsache, dass wir
zwei Augen haben. Wihrend wir successive den Blick auf Punkte
verschiedener Entfernung richten, miissen wir die Konvergenz der
Axen beider Augen verindern, und der Grad der Konvergenz dieser
Axen, wihrend der Blick auf irgend einen Punkt gerichtet ist, ver-
schafft uns eine Vorstellung von der Entfernung dieses Punktes.
Entfernungen vermag indessen auch das einzelne Auge abzuschiitzen,
indem es die den Veri#nderungen der Stellung des Beobachters ent-
sprechenden Lagenidnderungen der Objekte beobachtet.
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Unsere Vorstellung der Korperlichkeit beruht auf dem Vor-
handensein zweier Augen. Die jedem der beiden Augen sich dar-
bietenden Ansichten weichen um ein Weniges von einander ab, ent-
sprechend der kleinen Abweichung der Stellung der Augen zum
Objekt; durch die Verschmelzung der von den Retind aufgenommenen
Eindriicke erhalten wir die Vorstellung der Korperlichkeit. Dieser
Vorgang lisst sich in leichter Weise am Stereoskop veranschaulichen.
Dieses Instrument wurde von Wheatstone erfunden behufs Ver-
einigung zweier verschiedener auf photographischem Wege herge-
stellter Bilder, deren jedes von je einem Auge betrachtet wird.
Diese beiden Bilder stimmen nicht vollkommen {iiberein; vielmehr
sind dieselben mit Hilfe einer photographischen Kamera hergestellt,
welche mit zwei in geringem Abstande von einander gefassten Linsen
versehen ist, so dass die mit diesem Apparat gemachten Aufnahmen
zwel verschiedene Ansichten eines Gegenstandes darstellen, wie diese
sich thatsdchlich bei einer Betrachtung mit dem einen oder anderen
Auge dem Beobachter darbieten. Mittelst Spiegel oder Prismen
werden diese beiden Bilder zur Deckung gebracht und erzeugen
dadurch den nimlichen Eindruck, als habe man koérperliche Objekte
vor sich, d. h. jeder Gegenstand erscheint dem Auge plastisch. Soll
die stereoskopische Darstellung eine vollkommene sein, so miissen in
unendlicher Entfernung liegende Punkte bei parallel gerichteten
Augenaxen auf Deckpunkte der beiden Netzhiute fallen. Werden
nun die Bilder innerhalb derselben Ebene in eine Entfernung von
einander geriickt, welche noch kleiner ist als die soeben bestimmte,
s0 entspricht der hierdurch erhaltene Eindruck demjenigen eines

Reliefbildes.
//P\

gy ¢

R — - ——A4
j a a
Fig. 108.

§ 210. Die Verinderungen, welche bei der Anniiherung zweier
stereoskopischer Bilder gegen einander auftreten, lassen sich unter
Zugrundelegung eines Axensystems sehr wohl analytiseh untersuchen.

A und A’ seien in Fig. 108 die Mittelpunkte beider Augen, 2a
deren Abstand von einander.
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Man nehme O, den Mittelpunkt von A A’, als Koordinaten-
ursprung, OA als die positive Richtung der X-Axe und eine durch
O gelegte Horizontale als Z-Axe. Ist nun P irgend ein Punkt, Q
und Q' die Schnittpunkte der Linjen AP und A'P mit der Ebene
z="5, so sind Q und Q' als die stereoskopischen Projektionen des
Punktes P anzusehen. Sind (&, 5, {) die Koordinaten von P, (v, v, b)
und (v, o', b') diejenigen von Q und Q', so hat AP die Gleichung

r—a y 2z

§—a n ¢
Setzen wir daher z==15, so ergeben sich aus den Gleichungen

=— und Lt fiir v und v die Werthe
E—a ¢ n ¢

¢

N ),
b
v:TW ]

Analog finden wir nach entsprechender Verinderung des Vor-
zeichens von a

u=a—l—-b—(§—a) l

u'=—a+%(§+a) l

)
! |

Durch Kombination beider Gleichungspaare erhalten wir

v =

| o

2a+w—u=2zb=&... N O

Diese Grosse ¢ nennt man die stereoskopische Differenz.
Sie ist konstant fiir alle Punkte innerhalb jeder beliebigen, zu OZ
senkrecht gerichteten Ebene und verschwindet fiir unendlich ent-
fernte Punkte.

Kennen wir die Koordinaten der Projektionen Q und Q', so
sind damit diejenigen des Punktes P bekannt. Denn bezeichnen
wir mit « das arithmetische Mittel zwischen = und u', so folgt aus
@), (3) und (4)
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Fe— g 29
4
o 2a
1="0v—
f— 4 2a
e
oder
£ _ =
b
n v
_C_:_b_..,.......(5)
1 e
t " 2ba

§ 211. Denkt man sich nun das rechtsseitige Bild nach links,
das linksseitige nach rechts verschoben und zwar beide um die
Strecke 7, so wird ¢ unveridndert bleiben, wihrend ¢ den neuen
Werth e+ 27 erhdlt. Nehmen wir ferner an, der Maassstab der
urspriinglichen Zeichnung werde im Verhiltnis von 1:7 verjlingt,
so dass wir fiir &, 7, { der Reihe nach n &, ny, n{ setzen miissen,
und bezeichnen die Koordinaten des dem Punkte .(£, 7, {) kor-
respondirenden Punktes nach der angenommenen Transformation
mit (¢', 7, {'), so ist

& _ = &

Cl—b_‘ c’

N &

¢ e

1 e+2y7 1 ]
—E‘?ab—ng‘_'_ab"""(fi)

. . b .
Setzen wir der Kiirze halber in (6) “T: p, so ist

1 1
n;+7.........(7)

1
;I

Hieraus folgt, dass alle urspriinglich in unendlich grosser Ent-
fernung liegenden Punkte nach der Transformation Punkten der
Ebene

Q
I
s

entsprechen.



256 Kapitel X.

Diese Ebene hat man als die Hauptebene des Reliefbildes
bezeichnet.

Jede Ebene des urspriinglichen Systems stellt sich nach der
Transformation wieder als Ebene dar. Denn die Gleichung

At+By+Ct+D=0

erhilt, wenn man die Grossen (&', #, {') einfiihrt, und durch ¢
dessen Werth sich aus (7) ergiebt, dividirt, die Form

& ' {n n}
s 4 BL plt _2l_yp
A z + B ¢ ~+ C+ o P y

oder

A'§'+Br;’+(C— {'+Dn=0.

nD )
p

Es lidsst sich leicht nachweisen, dass die Transformation einer
Reihe von Ebenen, welche durch eine Linie hindurchgehen, wieder
eine Reihe von Ebenen ergeben, welche durch eine Linie gehen.

Eine Reihe paralleler Ebenen erh#lt man, wenn man D als
variablen Parameter auftreten lédsst. Die transformirten Ebenen
gehen dann, wie ohne Weiteres einzusehen ist, durch eine durch die
Gleichungen :

A +By+Cl =
{'=p
bestimmte Linie.

Hiermit ist eine Reihe von parallelen Ebenen in eine Reihe
von Ebenen transformirt, welche durch eine in der Hauptebene
liegende Linie gehen.

Ferner bleibt jede durch den Ursprung gelegte Ebene von der
Transformation unberiihrt. Dies erhellt, wenn wir in den vorher-
gehenden Gleichungen D =0 werden lassen.

Aus diesen Sitzen folgt ohne Weiteres, dass eine Reihe von
Linien, welche sich in einem Punkte schneiden, bei der Trans-
formation in eine andere Reihe in einem Punkte sich schneidender
Linien iibergehen, und dass eine Reihe paralleler Linien durch die
Transformation zu einem System von Linien wird, welche sich inner-
halb der Hauptebene in einem Punkte schneiden.

Ferner folgern wir aus Gleichung (7)

{= C'y
unter der Voraussetzung, dass

1 a—1)_ 1
t o |7 p
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oder
e pn=1

n

! !

ist. Ferner ist in demselben Fall £§=¢', =y, so dass ein jeder
Punkt der Ebene

-
bei der Transformation keine Verschiebung erfihrt. Diese letztere
Ebene bezeichnet man als die Kongruenzebene.

Riickt die Kongruenzebene unendlich nahe an die Hauptebene
heran, d. h. wird » unendlich gross, so wird aus dem Reliefbild
eine perspektivische Zeichnung.

Ein Reliefbild, bei welchem die Entfernungen und Tiefen sehr
viel kleiner sind als bei dem Original, bringt in Bezug auf Form
und Grossenverhéltnisse, selbst bei binokularer Betrachtung, den
Eindruck des korperlichen Originals hervor und stellt daher eine
weit vollkommenere Nachbildung des Objektes dar, wenigstens, was
dessen Gestalt anbetrifft, als dies bei der ebenen Darstellung jemals
moglich ist.

Das Sehen durch eine diinne Linse.

§ 212. Bestimmung des Sehwinkels, unter welchem ein in der Linsen-
axe liegendes Auge ein Objekt erblickt.
Bedeuten in Fig. 109 S und 5 die linearen Dimensionen des

Fig. 109.

Objektes und seines Bildes, « und z' deren Entfernungen von dem
ersten resp. zweiten Hauptpunkt, so ist

Bezeichnet man mit & den Abstand des Auges von dem zweiten
Hauptpunkt, so dass § — ' den Abstand des Bildes von dem Auge

darstellt, so ist die Grosse des Winkels #, unter welchem der auf
Heath-Kanthack. 17
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einer Seite der Axe liegende Theil des Bildes von dem Auge er-
blickt wird, gegeben durch die Gleichung:

0= ﬁ’ = A
tb(’“‘é’—_?—__g_' B )]

X

Mathematisch ldsst sich daher die Grosse des Winkels ¢ be-
liebig derjenigen eines rechten Winkels ndhern, wenn man nur z' fast
ebenso gross wie & werden lisst. Der physiologische Vorgang des
Sehens setzt indessen dieser beliebigen Ann#herung an den rechten
Winkel eine Grenze, indem das Auge, sobald ein bestimmter Ab-
stand unterschritten wird, das Bild nicht mehr deutlich zu erkennen
vermag. Bezeichnet A den kleinsten zuliissigen Abstand fiir das
deutliche Sehen, so erhilt man als grossten Werth fiir 6, wenn man
¢ — 2'= 21 werden ldsst, ndmlich

tgazu—%%-%g. S 11)

Das Minuszeichen deutet an, dass das Bild ein umgekebrtes ist.

§ 213. Fillt das Bild auf die andere Seite der Linse, so wird
z' negativ und 6 erhélt dann seinen grosstmoglichen Werth, wenn
man das Auge moglichst nahe an die Linse bringt. In diesem Falle
ist € so klein, dass man es gewohnlich vernachlissigen kann, und
man erhilt dann aus (9) als angeniherten Werth von 6

p— B
tgo=-"- . . . . . .. ...

Hieraus folgt, dass wir rein geometrisch tg 6 durch Verkleine-
rung von z einen beliebig grossen Werth geben konnen. Es ist nun
nach (14, IV)

1 1 1

T =7

12)

und setzt man hierin «' = — A, so erhilt man als die Gleichung fiir
den Fall, dass z' seinen kleinsten Werth erreicht hat,
1

1,1,
T 7

1
X

Der grosste Sehwinkel, unter welchem ein Objekt deutlich ge-
sehen werden kann, ist somit nach (11) bestimmt durch die Formel

tgf):ﬂ(%—l-—fl—). B ¢ &)
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Die Tangente des Sehwinkels, unter welchem das in die Lage

des Bildes gebrachte Objekt erscheinen wiirde, ist % Das Verhélt-

nis der Tangenten beider Sehwinkel stellt die Vergrdsserung
oder das Abbildungsverhdltnis dar. Fiir diese Grosse erhalten
wir somit
A
N=i+G oo ()

Fiir Konvexlinsen ist f positiv und somit erscheint das Objekt
durch die Linse vergrossert; fiir Konkavlinsen dagegen ist f negativ
und durch die Linse betrachtet erscheint in diesem Falle das Objekt
verkleinert.

§ 214, Substituiren wir in Formel (9) fiir «' seinen Werth
aus (12), so wird daraus

tgo——F L (1m)

Aus dieser Formel erkennt man unschwer, in welcher Weise
der Sehwinkel sich entsprechend verschiedenen Stellungen des Ob-
jektes und des Auges &ndert.

Wir erkennen, dass die Formel in Bezug auf z und § symme-
trisch ist, so dass man Auge und Objekt beziiglich ihrer Lagen in
jedem Falle vertauschen kann, ohne dass dadurch eine Aenderung
des Sehwinkels eintritt.

Befindet sich das Auge in einem der Brennpunkte, so ist die
scheinbare Grosse unabhéingig von der Lage des Objektes; und um-
gekehrt, wenn das Objekt mit einem der Brennpunkte zusammen-
fallt, so ist die scheinbare Grosse unabhéngig von der Lage des
Auges. Is ist namlich in beiden Féllen die scheinbare Grosse die
némliche, wie in dem Ialle eines mit dem blossen Auge gesehenen
Objektes, das sich in Brennweitenabstand von dem Auge befindet.
Setzen wir namlich in Formel (15) «=f oder &=f, so erhalten wir
in beiden Féllen

tgo——"— . . . . . .. .. (1ba)

Andererseits ist, wenn das Objekt oder Auge sich unmittelbar
vor der Linse befinden, die scheinbare Grosse dieselbe, in welcher
das Objekt von dem blossen Auge gesehen wiirde. Denn in diesen
Fallen miissen wir & oder z als sehr klein ansehen, und es wird
somit nach (15)
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§ 215. In jedem Falle ist aber der Sehwinkel nothwendiger-
weise durch die Apertur der Linse beschrinkt; es ist némlich, wenn
y die halbe Apertur der Linse bedeutet, der grosste Werth von tg 6

. . y . . . . .
angenidhert gleich T' Die grosste lineare Ausdehnung eines bei

beliebiger Liage durch eine Linse betrachteten Objektes bezeichnet
man als das (lineare objektive) Gesichtsfeld. Einen Ausdruck fiir

seine Grosse erhilt man alsbald, wenn man in die Formel (15) %

fiir tg 0 einsetzt. Der grosste zuldssige Werth von 8 wird somit

1 1 1
ﬂ:yx(T—l— : -—7—) N ¢ £9))

Unter sonst gleichen Bedingungen ist also das lineare objektive
Gesichtsfeld der Apertur der Linse proportional.

Befindet sich das Objekt in dem (vorderen) Brennpunkt der
Linse, so ist z=/ und somit 8 :%/i Befindet sich dagegen das
Auge in dem (hinteren) Brennpunkte der Linse, so ist die lineare
Ausdehnung des Sehfeldes gleich der Apertur der Linse, was auch
immer die Lage des Objektes sein mag. Denn wenn &=f, so ist
nach (16) f=y.

Riickt man das Objekt dicht an die Linse, so wird = ver-
schwindend klein und £ wird nahezu gleich y, so dass in diesem
Falle die Ausdehnung des Sehfeldes von der Lage des Auges unab-
hingig ist. Andererseits wird, wenn das Auge dicht an die Linse
herangeriickt wird, d. h. wenn man & verschwindend klein werden

lisst, das Sehfeld sehr gross.

Brillen- und Lesegléser.

§ 216. Die Deutlichkeit der durch das blosse Auge aufge-
nommenen Bilder beruht auf der Genauigkeit der Vereinigung der
Strahlen verschiedener Strahlenbiischel in Punkten der Retina. Wir
haben . bereits angefithrt, dass das Auge mit einem Mechanismus be-
gabt ist, welcher ihm ermdglicht, Objekte in verschiedenen Entfer-
nungen deutlich zu erkennen. Ein normales, d. h. nicht akkommo-
dirtes, Auge ist fiir aus grosser Entfernung kommende, sagen wir
fiir parallele Strahlen eingestellt; um in der Nihe liegende Objekte
deutlich wahrzunehmen, muss es das Akkommodationsvermogen zu
Hilfe nehmen. In normalen Féllen liegt der Bereich des deut-
lichen Sehens zwischen 125 bis 150 mm und oco. Augen, fir welche



Das Auge und das Sehen durch Linsen. 261

die grosste Entfernung des deutlichen Sehens endlich ist, nennt man
kurzsichtig oder myopisch; solche Augen kénnen nur divergente
Strahlen auf der Retina in einem Punkte vereinigen. Augen dagegen,
welche nicht nur parallele, sondern auch konvergente Strahlen auf
der Retina zur Vereinigung zu bringen vermdgen, bezeichnet man
als weitsichtig oder hypermetropisch. Die hervorgehobenen
Mingel finden in beiden Arten von Augen ihren Ursprung in Fehlern
in der Linge der Augenaxe; bei kurzsichtigen Augen ist diese zu
lang, bei weitsichtigen Augen dagegen zu kurz. Sowohl im kurz-
sichtigen als auch im weitsichtigen Auge kann hierbei das Akkom-
modationsvermégen ein vollkommen normales sein. Wenn dies der
Fall ist, konnen die Kurzsichtigkeit und Weitsichtigkeit hervor-
rufenden Fehler des Auges durch die Anwendung von Brillen voll-
stindig kompensirt werden.

§ 217. Die Grenzen des deutlichen Sehens fiir das blosse Auge
seien durch die Abstinde ¢ und & des Objektpunktes gegeben. Fiir
das normale Auge ist b unendlich gross, in dem kurzsichtigen Auge
ist b endlich und positiv, fiir ein weitsichtiges Auge dagegen ist &
endlich und negativ. FErblickt das Auge ein Objekt durch eine un-
mittelbar vor das Auge gesetzte Linse von der Brennweite f, und
setzen wir f als positiv voraus fiir eine Sammellinse, als negativ fir
eine Zerstreunungslinse, so haben wir, wenn z, =’ die Abstinde eines
Objektes resp. seines Bildes von dem Auge (oder von der Linse)
nach aussen gemessen darstellen, nach (14, IV) die Beziehung:

1 1 1
T_TZT“,..“...M

Die in das Auge gelangenden Strahlen erscheinen nun als von
dem Bilde divergirend; die Strahlen werden daher vereinigt, vor-
ausgesetzt, dass z' zwischen den Grenzen ¢ und b liegt Substituiren
wir in (17) fir #' die Werthe a resp. b, so ergeben die hieraus re-
sultirenden Werthe von x die Grenzen des deutlichen Sehens durch
Brillen.

Ist das Akkommodationsvermégen ein vollkommenes, so haben
wir nur f so zu wihlen, dass die Grenze des weitesten Sehens in
der Unendlichkeit liegt. Wir miissen daher fiir #' =125, z unendlich
gross annehmen, und als Brennweite des Brillenglases ergiebt sich
somit aus (17) f=—b. Als Grenzwerth fir .den Abstand beim
Sehen in der Nihe erhilt man dann aus (17), indem man ' = a setzt,

ab N ¢ 1)

b—a’
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es erstreckt sich somit der Umfang des deutlichen Sehens durch

bis oo,

Brillenglédser von ba_ba

Bei kurzsichtigen Menschen ist & endlich und positiv, somit f
negativ; diese miissen daher Zerstreuungslinsen anwenden, gew6hn-
lich in Gestalt von Bikonkavlinsen, deren Brennweiten gleich der
grossten, deutliches Sehen bei blossem Auge noch zulassenden Ent-
fernung sein miissen. Stellen daher in einem gegebenen Falle Ab-
stinde vom Auge von 75 und 150 mm die Grenzen des deutlichen
Sehens dar, so ermoglicht die Anwendung einer Konkavlinse mit
einer Brennweite von 150 mm deutliches Sehen zwischen den Grenzen
150 mm bis oe.

Bei einem weitsichtigen Auge ist dagegen & negativ und daher
J positiv. Wenn z. B. die deutliche Sehweite sich von 300 mm, durch
unendlich bis — 300 mm erstreckt, so miissen die gewihlten Brillen-
gliaser Sammellinsen von 300 mm Brennweite sein. Setzen wir diese
Werthe in die allgemeine Formel (17) oder (18), so ergeben sich als
Grenzen der Sehweite 150 mm und oe.

Ein einfaches praktisches Mittel, um die fiir ein kurzsichtiges
oder weitsichtiges Auge passenden Gliser zu finden, besteht darin,
dass man den Patienten das Auge auf einen fernen Gegenstand
richten ldsst; das schwichste Konkavglas, durch welches einem kurz-
sichtigen Auge der entfernte Gegenstand deutlich erscheint, oder an-
derseits, das stirkste Bikonvexglas, mittelst dessen ein weitsichtiges
Auge den fernen Gegenstand deutlich erkennt, kann dann als das
passende Glas angesehen werden.

Die Grenzen der deutlichen Sehweite lassen sich dadurch be-
stimmen, dass man den Patienten durch derartig gewéhlte Konvex-
linsen blicken lisst, dass die fraglichen Punkte innerhalb 300 mm
von dem Auge zu liegen kommen, worauf man an einer Skala ihre
Abstdinde vom Auge ablesen kann. Im Allgemeinen sind diese Ab-
stinde nicht fiir beide Augen dieselben, so dass die beiden Augen
auch verschiedener Gliser bediirfen.

Kurzsichtige Personen, welche sehr feine Arbeiten zu verrichten
haben, haben oft die Gegenstinde sehr dicht an die Augen zu fiihren;
in solchem Falle sollten reichlich schwichere Konkavgliser als die
nach der oben angegebenen Methode ermittelten zur Anwendung
kommen. Zu gleichem Zwecke verwendet man auch prismatische
Gliser, welche ihre dicken Enden der Nase, die diinneren den Schlifen
zukehren, indem mittelst dieser die Objekte unter geringerer Kon-
vergenz der Augenaxen beobachtet werden kodnnen.

§ 218. In dem Maasse, wie das Alter eines Menschen fort-
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schreitet, verliert das Auge allmihlich einen Theil seines Akkommo-
dationsvermogens; man nimmt an, dass die dusseren Schichten der
Krystalllinse ihre Elasticitit verlieren und dass dadurch die Fiahig-
keit der Linse, ihre Gestalt und Krimmung willkiirlich zu ver-
andern, vermindert wird. Diesen Fehler bezeichnet man als Pres-
byopie. Die Presbyopie hat nichts mit der oben beschriebenen
Weitsichtigkeit zu thun, wenn auch bejahrte Personen als weitsichtig
bezeichnet zu werden pflegen. Die Structur des Auges dndert sich
nicht mit dem steigenden Alter, so dass ein mit normalen Augen
begabter Mensch im Alter noch entfernte Gegenstinde erkennt, da-
gegen erleidet das Akkommodationsvermogen eine Verminderung,
so dass das Auge nicht mehr Strahlen, welche von nahe liegenden
Punkten kommen, auf der Retina vereinigen kann; mit anderen
Worten, die untere Grenze der deutlichen Sehweite hat sich von
dem Auge entfernt. Presbyopische Augen bediirfen daher konvexer
Gliser, um sie nahe Gegenstéinde erkennen zu lassen, wie es beim
Lesen und Schreiben erforderlich ist; diese Gliser miissen aber bei
Seite gelegt werden, sobald die Entfernung des betrachteten Gegen-
standes eine grossere wird. In der Regel wihlt man die Gliser so,
dass die geringste deutliches Sehen zulassende Entfernung von dem
Auge 250 mm bis 300 mm betriagt. Bei sehr hohem Alter, bei welchem
das Gesicht seine Schirfe verloren hat, wendet man oft zweckméssig
Brillen an, welche die untere Grenze der deutlichen Sehweite auf
200 bis 175 mm oder weniger bringen, so dass die Objekte unter
einem grosseren Winkel betrachtet werden konnen. Nach dem
eben Gesagten ist es einleuchtend, dass Presbyopie gleichzeitig
neben den anderen oben erwihnten Fehlern auftreten kann. Sowohl
weitsichtige als auch kurzsichtige Augen lassen sich, wie wir ge-
sehen haben, mit Hilfe einer Brille korrigiren. Tritt indessen Pres-
byopie ein, so bediirfen diese Augen zweier verschiedener Paare
von Brillen, eines fiir das Sehen im Freien, das andere zum Lesen
und Schreiben.

§ 219. Vergrossernde Konvexlinsen von grosser Apertur wer-
den oft zum Lesen oder zur Betrachtung kleiner Objekte ange-
wandt. Solehe Linsen koénnen sowohl beil kurzsichtigen, als auch
bei weitsichtigen Augen zur Anwendung kommen. Angenommen
nédmlich, die Linse werde in eine solche Lage zum Objekte gebracht,
dass das letztere sich im Brennpunkte derselben befindet, so werden
die aus der Linse tretenden Strahlen parallel. Néhert man nun die
Linse etwas dem Objekte, so werden die Austrittsstrahlen divergent
und lassen sich im kurzsichtigen Auge in einem Punkte der Retina
vereinigen; entfernt man dagegen die Linse etwas von dem Objekte,
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so werden die Strahlen konvergent und verhelfen somit dem weit-
sichtigen Auge zum deutlichen Sehen. In jedem Falle wird hier

. A . - . .
nach (14) die Vergrosserung 1 -  sein, wenn hierin 4 die kleinste

deutliche Sehweite, f die Brennweite der Linse bedeutet.

Der Astigmatismus.

§ 220. Abgesehen von den beschriebenen Fehlern des Auges
kommt auch oft der Fall vor, dass das Auge in Bezug auf seine
Axe nicht symmetrisch ist, und ferner leidet es auch, wie andere
optische Instrumente, an sphérischer Aberration. Alle aus diesen
Ursachen resultirenden Fehler des Auges fasst man unter dem Namen
Astigmatismus zusammen?).

Blickt eine Person nach einem entfernten kleinen, hellen Punkt,
wihrend ihre Augen auf einen niher liegenden Gegenstand akkom-
modirt sind, so miisste man erwarten, dass ein kleiner kreisférmiger
Lichtfleck auf der Retina erscheint; oft aber erblickt man anstatt
eines solchen kreisférmigen Lichtflecks ein sternartiges, vier bis acht
Strahlen aussendendes Gebilde. Die Form dieser Figur ist bei ver-
schiedenen Individuen und meistens auch fir beide Augen ver-
schieden. Ist das Licht weiss, so treten an den Ridndern der hellen
Theile der Figur blau gefirbte Siume auf, wihrend die nach der
Mitte zu liegenden rothlich-gelb gefdrbt erscheinen. Ist das Licht
nur schwach, so sind nur die hellen Theile der Figur sichtbar und
die Augen erblicken dann mehrere Bilder des leuchtenden Punktes.
Die bekannte Erscheinung, dass uns ein Stern oder ein entferntes
Licht nicht als eine scharfe Figur, sondern als ein glitzerndes Ge-
bilde erscheint, ist mit dieser Anomalie in der Struktur der Augen
eng verkniipft. Ist umgekehrt das Auge fiir eine grossere Entfer-
nung als die des leuchtenden Punktes akkommodirt, so erblickt man
eine andere sternartige Figur; selbst wenn das Auge sich auf den
leuchtenden Punkt akkommodiren kann, so treten, vorausgesetzt,
dass das Licht gentigend stark ist, dieselben Erscheinungen auf.
Stellt das Objekt eine ferne leuchtende Linie dar, so lassen sich die
Formen, in welchen die Linie den Augen erscheint, leicht aus den
fritheren Erscheinungen folgern; man sieht mehrere Bilder der Linie;
bei den meisten Augen betrdgt die Anzahl der Bilder wenigstens zwei.

In einigen Fillen rithren diese Erscheinungen von Feuchtigkeit
auf der Cornea her, und es lidsst sich dann durch das Blinzeln mit

1) In Deutschland nicht. Man bezeichnet hier mit diesem Worte nur die
nachstehend beschriebenen Fehler. Caz.
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den Augenlidern Abhilfe schaffen. In den meisten Fillen beruhen
diese Erscheinungen auf Unregelmissigkeiten in dem Bau der Kry-
stalllinse.

Diese Erscheinungen bezeichnet man als irregulidren Astig-
matismus; sie lassen sich durch optische Hilfsmittel nicht beseitigen.

Donders untersuchte das Wesen dieser Anomalien, indem
er durch einen engen Spalt Licht in das Auge treten liess und
hierbei den Spalt in verschiedene Meridianebenen brachte. Er fand,
dass gewohnlich jeder Sektor der Linse die einfallenden Strahlen in
einem Punkt vereinigt, dass aber die Vereinigungspunkte fiir ver-
schiedene Sektoren nicht zusammenfallen. Ferner fand er, dass
selbst innerhalb eines einzelnen Sektors nicht eine streng genaue
Strahlenvereinigung stattfindet, dass vielmehr ein Vereinigungspunkt
fiir in der Néhe der Augenaxe einfallende Strahlen weiter von der
Linse entfernt liegt als ein solcher fiir in der Nahe des Pupillen-
randes zum Eintritt gelangende.

§ 221. Die Fehler im Bilde, welche von einer mangelhaften
Symmetrie in der Kriimmung der brechenden Flichen herriihren,
nennt man regulidren Astigmatismus. Diese Art des Astigmatis-
mus kommt in fast allen Augen vor. Das Auge ist im Allgemeinen
nicht geeignet, horizontale und vertikale Linien gleichzeitig mit
gleicher Schirfe zu sehen. Blickt man auf eine Figur, welche aus
mehreren, von einem Punkt ausgehenden Linien besteht, so werden,
wenn sich irgend eine dieser Linien scharf und deutlich hervorhebt,
die anderen unscharf erscheinen, und in dem Maasse, wie sich die
Entfernung 4ndert, tritt bald die eine, bald eine andere als die deut-
lichste hervor. Oder blickt man auf eine aus einer Anzahl von kon-
centrischen, durch kleine Zwischenriume getrennte Kreise, so nimmt
man in der Figur noch eine eigenthiimliche sternartige Zeichnung
wahr. Fiir die weissen Strahlen treten die Grenzlinien zwischen den
schwarzen Kreisen und den weissen Intervallen scharf hervor und
diese Deutlichkeit nimmt in dem Maasse ab, als man sich den dunk-
leren Strahlen ndhert. Lisst man die Akkommodation des Auges
sich #ndern oder bringt man die Figur in eine grossere Entfernung
vom Auge, so erscheinen andere Theile der Figur deutlich und wir
erhalten den Eindruck, als ob die deutlicheren Strahlen hin- und
herschwankten.

Hierfiir giebt uns die Theorie diinner Strahlenbiischel eine
Erklirung. Verfolgen wir den Verlauf eines von einem Punkte der
Retina ausgehenden engen Strahlenbiischels von dem Auge aus nach
aussen, so finden wir, dass das austretende Strahlenbiischel ortho-
gonal ist und zwei Brennlinien hat, welche zur Axe des Biischels
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senkrecht gerichtet sind und in Ebenen liegen, welche durch die
Axe des Biischels gehen und senkrecht zu einander gerichtet sind.
Fir den jeweiligen Akkommodationszustand des Auges reprisen-
tiren die Lagen dieser Brennlinien die Abstéinde, in welchen sich
zu ihren Riehtungen parallel gerichtete Linien am deutlichsten er-
kennen lassen. Bezeichnen wir die Abstinde dieser Brennlinien von

1 1
dem Auge mit p und ¢, so kénnen wir nach § 157 5T als ein Maass

fir den Astigmatismus des Auges fiir den betreffenden Akkommo-
dationszustand ansehen. Setzt man eine Linse vor das Auge, so

1 1 . .
wird dadurch der Werth von i nicht beeinflusst, so dass wir
annehmen diirfen, dass, wihrend der Zustand der Akkommodation

. 1 1 .
sich dndert, der Werth von 7 fast konstant bleibt.

§ 222. Diese Form des Astigmatismus ldsst sich durch eine
passend gewihlte astigmatische Linse korrigiren. Setzen wir vor
das Auge eine Linse solcher Art, dass einem von einem leuchtenden
Punkt ausgehenden, durch dieselbe tretenden Strahlenbiischel ein
Paar Brennlinien entsprechen, welche mit den bereits fiir das Auge
gefundenen zusammenfallen, so wird das Strahlenbiischel bei seinem
Eintritt in das Auge derartig gebrochen, dass die Strahlen sich in
einem Punkte vereinigen.

Bei den zu diesem Zweck verwendeten Linsen ist die eine
Flache cylindriseh. Nach (45, VIII) ist das Maass des Astigmatismus
einer cylindrischen Linse mit den Kriimmungsradien ¢ und b und
dem Neigungswinkel 2 « zwischen den Erzeugenden der beiden
Cylinderflichen durch die Formel

1 1 , 1 1 2
———?———(‘72—1) ‘/?—*—*b?———ﬁcoslla

ausgedriickt, oder fiir den Fall, dass die hintere Fldche eben ist
(46, VIII), durch die Gleichung

_1 1 n—1

Eine Linse dieser letzteren Art ldsst sich immer finden, um
den Astigmatismus des Auges aufzuheben. Der Radius der cylindri-
schen Fliche muss dann der Bedingung geniigen:

L1 a1 a9
p s a
§ 228. Verbindet man zwei astigmatische Linsen, eine kon-
kave und eine konvexe, derartig, dass ihre ebenen Flachen zu-
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sammenfallen, so erh#lt man damit wieder eine cylindrische Linse
wie im ersteren Falle. Sind die Radien der cylindrischen Flichen
einander gleich, also a¢=1b, so ist
9 (m— 1) i
L1 _20=Dsm3e (e

w v a

Diese Linsen konnen nun so gefasst werden, dass sie um ihre
gemeinsame Axe gedreht werden konnen, so dass man « verindern
kann. Der Astigmatismus der Kombination kann dann verschiedene

2(n—1
Werthe annehmen und zwar von O fiir 2a=0 bis zu ‘(n~a—*) fiir
2a= ,;L .

Man gewinnt hiermit ein sehr bequemes Mittel, um den Astig-
matismus eines Auges zu bestimmen. Man Ildsst den Patienten durch
eine Konvexlinse eine durch eine Reihe von einem Punkt ausgehen-
der Linien gebildete Figur betrachten und schiebt diese Figur all-
méhlich so weit zuriick, bis der Hdusserste Punkt erreicht ist, bei
welchem der Patient noch irgend eine der vorhandenen Linien deut-
lich erkennen kann. Es wird nun ein Paar astigmatischer Linsen
der eben beschriebenen Art eingeschaltet und diese dann um ihre
gemeinsame Axe so weit gedreht, bis alle Linien sichtbar geworden
sind; der Astigmatismus des Auges lidsst sich alsdann durch den-
jenigen der Kombination corrigiren und ein Maass fiir die Grosse
des Astigmatismus erhilt man, indem man den Winkel zwischen
den Erzeugenden der cylindrischen Flichen misst!).

§ 224. Die Richtung der Brenpnlinien des Auges lassen sich
durch die Beobachtung bestimmen. Lassen wir die Brennebenen
mit den Koordinatenaxen zusammenfallen, so ist, wenn wir uns der
im § 157 angenommenen Bezeichnungen bedienen, 6=0. Somit ist

sin 2a=0 und hieraus «=0 oder % .

Lassen wir die Erzeugende der cylindrischen Fliche mit der
Richtung der entfernter liegenden Brennlinie zusammenfallen, so ist
o= % und

= 1 1 (n—1)

p 4 @

Hieraus ersehen wir, dass a negativ, somit die cylindrische
Fliche konvex sein muss.
Soll die Fliche dagegen konkav sein, so miissen wir a =20

1 In Deutschland sind andere Verfahren iblich. S. die Lehrbiicher der
Augenheilkunde. Cz.
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werden lassen, d. h. die Richtung der Erzeugenden der cylindrischen
Flache muss mit der Richtung der n#her liegenden Brennlinie zu-
sammenfallen.

Die zweite Fliche des Brillenglases kann anstatt eben auch
sphérisch geschliffen werden. Die Wirkung einer solchen Linse ist
dieselbe, wie die einer aus einer astigmatischen Linse und einer ge-
wohnlichen plan-sphirischen Linse bestehenden Doppellinse. Durch
Anfiigung einer solchen Linse wird die Grosse des Astigmatismus nicht
beeinflusst und durch geeignete Wahl der Linsenkriimmung erhélt
man daher ein Mittel, um mittelst eines Brillenglases gleichzeitig
den Astigmatismus und Myopie, Hypermetropie oder Presbyopie zu
kompensiren.

Die Anwendung cylindrischer Linsen, um die aus dem Astig-
matismus entspringenden Fehler zu korrigiren, wurde zuerst von
Airy empfohlen.

Das Sehen durch eine beliebige Anzahl von Linsen.

§ 225. Um zu bestimmen, auf welche Weise ein Objekt durch
ein beliebiges System von Linsen von dem Auge erblickt wird, hat
man den Verlauf eines Strahlenbiischels von irgend einem Punkte
des Objektes zu verfolgen; die verschiedenen Vereinigungspunkte
dieses Strahlenbiischels bestimmen die Lagen der verschiedenen
Bilder des Objektes. Das Gesichtsfeld, die wirksamen Aperturen
der Linsen, der Gesichtswinkel, unter welchem das Objekt gesehen
wird, und die beste Stellung des Auges lassen sich alle ermitteln,
sobald man den Verlauf der Axen dieser verschiedenen Strahlen-
biischel verfolgt. Diese Axen treten alle durch die Knotenpunkte
des Objektivs?), d. h. der ersten Linse des Systems, und lassen sich
daher als ein von dem zweiten Knotenpunkt dieser Linse ausgehen-
des Strahlenbiischel ansehen. Die dussersten Strahlen dieses Biischels
bestimmen das Gesichtsfeld und die wirksamen Aperturen der an
die erste Linse sich anreihenden Linsen. ,

Wir haben bereits die Lage des Vereinigungspunktes eines
engen, von einem Punkt ausgehenden und durch eine beliebige
Anzahl von Linsen verlaufenden Strahlenbiischels untersucht. In
unserem optischen System sind die beiden Hussersten Medien gleich-
artig und es fallen somit die Hauptpunkte mit den Knotenpunkten
zusammen und die beiden Brennweiten sind einander gleich.

1) Anders nach der Abbe’schen Theorie des Strahlenganges. 8. Czapski,
Theorie d. opt. Instr. Kap. VIL
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§ 226. Unter der Vergrosserung eines Fernrohres versteht
man das Verhéltnis zwischen dem Winkel, unter welchem ein Objekt
einem durch das Fernrohr blickenden Auge erscheint, und dem bei
Betrachtung mit blossem Auge. Hierbei ist vorausgesetzt, dass die
lineare Ausdehnung eines Objektes und seines Bildes, nicht deren
Flichengrossen mit einander verglichen werden. Um dies ausdrick-
lich hervorzuheben, spricht man von der linearen Vergroésserung
eines Instrumentes.

Die Axen der #dussersten, in die Objektivlinse tretenden Strahlen-
biischel bestimmen den Winkel, unter welchem ein Objekt fiir ein
in dem Mittelpunkt des Objektivs befindliches Auge sichtbar wird;
in dem Falle eines Fernrohrs weicht dieser Winkel nur unerheblich
von demjenigen ab, unter welchem das Objekt von einem thatsdch-
lich durch das Fernrohr sehenden Auge erblickt wird, indem die
Lange des Fernrohres gegeniiber dem Objektabstand in der Regel
vernachlissigt werden kann.

Unter Benutzung der bei der Untersuchung der allgemeinen
Gauss’schen Theorie gewéhlten Bezeichnungen denken wir uns die
Axe eines der &ussersten Strahlenbiischel bestimmt durch die
Grossen 2 und b fiir das eintretende Biischel, durch 3, und 3, 5,
und b, .... 5 und &' fir die successive Brechung durch die folgen-
den Trennungsflichen der verschiedenen Medien. Da nun die Axen
aller einfallenden Strahlenbiischel durch den ersten Knotenpunkt
des Objektivs hindurchgehen, so ist zunfchst angenshert b=0, in-
dem der erste Knotenpunkt eine sehr geringe Entfernung von der
Flidche des Objektivs hat. Ftihren wir diesen Werth von & in die
Gleichung (15, V)

g=kb-+18
ein, so ist
13!
= 1 (21

1 stellt somit das Abbildungsverhdlinis des Insirumentes dar.

§ 227. Das im Instrument erscheinende Bild der Objektiv-
fliche wird als Augenkreis bezeichnet. Jeder Strahl, welcher
durch das Instrument tritt, gelangt innerhalb dieses Augenkreises
zum Austritt und zwar in dem Bilde desjenigen Punktes, in welchem
der Strahl die Objektivlinse trifft.

Richtet man das Instrument auf eine leuchtende Fliche oder
gegen den Himmel, so erhilt ein jeder Punkt des Augenkreises Licht
von den Ausgangspunkten aller solcher Strahlen im Raume, welche
durch das Instrument treten koénnen, das heisst von allen Punkten
im Raume, welche mit Hilfe des Instrumentes erblickt werden
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konnen. Giebt man dem Auge eine solche Stellung, dass sein Mittel-
punkt im oder dicht an dem Centrum des Augenkreises liegt, so
wird das Auge daher das gesammte Gesichtsfeld des Instrumentes
iiberblicken. Der Mittelpunkt des Augenkreises entspricht somit der
besten Stellung des Auges; man bezeichnet ihn als Augenpunkt.

‘Wie wir bereits hervorhoben, bilden die Axen der verschie-
denen, auf die Objektivlinse auffallenden Strahlenbiischel ein von
dem zweiten Knotenpunkte der Objektivlinse ausgehendes Strahlen-
biischel. Der schliessliche Vereinigungspunkt dieses Strahlenbiischels
nach seinem Durchtritt durch das Instrument liegt dicht an dem
Mittelpunkt des Augenkreises; bei dieser Disposition gelangt in das
Auge die grosstmogliche Anzahl von Axen der von dem Objekt aus-
gehenden Strahlenbiischel. '

Um die Grosse und Lage des Augenkreises zu bestimmen,
haben wir in (29, V) £=a zu setzen und wir erhalten dann

n'h
c! !
§'==a — /

(22)

Fiir diesen Punkt ergiebt sich ferner aus (27, V) die Beziehung

L
Wy "I
ny - n ’
d. h. da gl —hk=1 ist,
! 1
%:7. Y 25

! aber reprisentirt, wie wir wissen, die dem Fernrohr zu-
kommende Vergrosserung. Die durch das Instrument erzielte Vergrosserung
ist somit gleich dem Verhdlinis des Radius der Objektivlinse zu demjenigen
thres im Fernrohre erscheinenden Bildes.

Wir erhalten hierdurch eine praktische Methode zur Bestimmung
der Vergrosserung eines Teleskops. Wir richten das Teleskop auf
eine beleuchtete Fldche und messen den Durchmesser des Augen-
kreises mittelst eines Mikrometers, d. h. einer durch eine Lupe ab-
zulesenden Skala. Der Durchmesser der Objektivlinse ldsst sich
ebenfalls leicht messen und das Verhiltnis des letzteren zum ersteren
bestimmt die durch das Teleskop erlangte Vergrosserung.

§ 228, Das Gesichtsfeld ist durch die Axen der Hussersten,
in das Objektiv gelangenden Strahlenbiischel bestimmt. Die wirk-
samen Aperturen der verschiedenen brechenden Flichen ergeben
sich aus den entsprechenden Werthen von 6. Bedeutet 8 die Neigung
der #ussersten Axen der einfallenden Strahlenbiischel, so sind, da b
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verschwindet, die wirksamen Aperturen durch die folgenden, aus
den Gleichungen des § 73 sich ergebenden Formeln bestimmt:

Bi=28, by=p1t,

Be = B1 -+ ky by, by="b; + B2 ts,

B3 == Py + ks ba, by =10, B3 13,

lg’.——-[gm —1 +km— 1 bm—l; b'zbm—2+fgm—l tm—— 1.
Diese Gleichungen bestimmen b, by, .... 5"

Aus der Addition der ersteren Gruppe von Gleichungen er-
giebt sich
Bl — B==ky by kyby 4 oo Ak by,

wofiir wir nach der zweiten der Gleichungen 15, V schreiben koénnen:
(=)=l by dlybs+ ..o Fhy_ by _qvne - - (28

In Worten ausgedriickt heisst das: Das Gesichtsfeld nimmt mit
der Anzahl der konvewen Linsen kontinuirlich zw; denn fiir beide Flichen
einer konvexen Linse ist k positiv.

Wird die Apertur irgend einer der Linsen der Kombination
verringert, so werden damit auch die Werthe simmtlicher ibrigen
Aperturen sowie die Grosse des Gesichtsfeldes in gleichem Verhaltnis
kleiner. Es ist also zwecklos, die Apertur irgend einer Linse der
Kombination grosser zu nehmen als deren wirksame Apertur.

§ 229. Zuweilen kommt es vor, dass der Augenpunkt inner-

halb des Fernrohres liegt, d.h. vor der nach aussen gerichteten
h

!
positiv ist, denn dann wird nach (22) €' —d' mnegativ. Das Auge
kann hier nicht mit dem Augenpunkt zusammenfallen, sondern man
muss sich damit begniigen, dasselbe moglichst nahe an den Augen-
punkt zu riicken; es nimmt daher seine Stellung unmittelbar vor
der Augenlinse. Bei der Bestimmung des Gesichtsfeldes muss dann
an Stelle des Radius der #usseren Fliche der Augenlinse der Radius
der Pupillensffnung in Rechnung gezogen werden. Es darf auch
nicht die Objektivlinse als die gemeinsame Eintrittsfiiiche der das
Bild auf der Retina erzeugenden Strahlenbiischel angesehen werden,
da ein gewisser Theil der Lichtbiischel abgeblendet wird. Vielmehr
hat man das durch das Instrument erzeugte Bild der Augenpupille
als die gemeinsame Basis simmtlicher einfallender Strahlenbiischel
anzusehen. Dieses Bild hat man die Eintrittspupille genannt. Die
Axen simmtlicher eintretenden Strahlenbiischel, welche das Bild er-

Fliche der Augenlinse. Dieser Fall wird dann eintreten, wenn



272 Kapitel X.

zeugen, treten durch den Mittelpunkt der Eintrittspupille und das
Gesichtsfeld ist durch den von diesem Punkt ausgehenden und die
Objektivlinse fiillenden Strahlenkegel begrenzt.

Helligkeit der Bilder.

§ 280. Stellen B und ' die linearen Dimensionen eines Ob-
jektes und seines durch Brechung an einer sph#rischen Fliche,
welche zwei Medien vom Brechungsexponenten » und »' trennt,
entstehenden Bildes dar und sind « und ' die Xonvergenzwinkel
zweier einander zugeordneter Strahlen in den beiden Medien, so
ist nach (18, III)

nptge=n'g'tgd.

Mit anderen Worten, der Werth von nStg a erleidet in Folge
der Brechung keine Verdnderung. Die letztere Gleichung gilt dem-
nach fiir eine jede beliebige Anzahl von Brechungen, d. h. es ist

nptge=n'g'tgc,

wenn 7', 5’ und «' sich auf das letzte einer beliebigen Anzahl von
Medien beziehen.

Da « und o' kleine Grossen bedeuten, kénnen wir, ohne einen
erheblichen Fehler zu begehen, fiir die letztere Gleichung schreiben

nef=n'c¢pg. . . . . . . . . . (2D

Stellen nun dS und d8' Flichenelemente des Objektes und
seines Bildes, welche wir als senkrecht zur Axe stehend voraus-
setzen, dar, so dass

dS:dS' =p?:8",

bezeichnen wir ferner mit d w den kleinen, von dem von dS aus-
gehenden Strahlenbiischel eingeschlossenen kérperlichen Winkel und
mit dw' den entsprechenden Winkel fiir das austretende Strahlen-
biischel, mit I schliesslich die Helligkeit des Objektes, mit I' die-
Jjenige seines Bildes, so stellt

L=IdSde
die von dem Objektelement ausgehende Lichtmenge dar,
L'=TdS' dw'

diejenige, welche aus dem System hervortritt.
Unter der Voraussetzung, dass durch die Medien des Systems
kein Licht absorbirt wird, ist Li=1L', somit

IdSdo=T1'dS' dw'.
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Nach Obigem aber ist

dS:dS' =p?: 8",

ferner
do:dow =ca*:c?;

daher
T2 g =T "

Nach (25) erhalten wir hieraus die Gleichung:

Iew2=T:n% . . . . . . . . . (20

Sind erstes und letztes Medium gleichartig, was bei optischen
Instrumenten fast immer der Fall ist, so ist

I=I,. . . . . . . ... (%a

d. h. die Helligkeit eines durch Brechung von Strahlen geringer Konmvergen:
in einem beliebigen optischen System hervorgerufenen Bildes ist gleich derjenigen
des Objektes.

§ 281. Dieses Gesetz behilt aber auch dann seine Giiltigkeit,
wenn wir es mit einem weitwinkligen aplanatischen System zu thun
haben, wenn also die oben geforderte Beschrinkung, dass die
Strahlen nur geringe Konvergenz besitzen, wegfillt.

Denn bestinde seine Giiltigkeit nicht, so wire damit die Mog-
lichkeit gegeben, ein optisches Instrument zu konstruiren, das ein
durch dasselbe betrachtetes Objekt heller erscheinen liesse als das
mit blossem Auge gesehene. Das aber steht im direkten Widerspruch
mit den Resultaten aller mit den verschiedensten brechenden Kérpern
vorgenommenen Versuche. Wire eine solche Moglichkeit fiir Licht
vorhanden, so bestinde sie auch fiir Wirmestrahlen, deren Emissions-
und Brechungsgesetze mit denjenigen des Lichtes sich decken; wir
stiessen somit auf einen Widerspruch des Gesetzes der Ausstrahlungs-
gleichung zwischen Korpern gleicher Temperatur. Hieraus schliessen
wir, dass die obige Gleichung fiir die Helligkeit

Iin?=T:n'?

fiir alle aplanatischen Systeme gilt.

§ 232, Wir diirfen nunmehr das Abhingigkeitsgesetz fiir die
Konvergenzwinkel des eintretenden und austretenden Strahlenbiischels
auch auf weitwinklige Systeme iibertragen.

Untersuchen wir wieder, wie oben, die von einem Element d S
der senkrecht zur Axe gerichteten hellen Fliche ausgesandte Licht-
menge. Die Ausstrahlungsintensitit fiir irgend eine Richtung ist

bekanntlich dem Kosinus des Neigungswinkels dieser Richtung zur
Heath-Kanthack. ' 18
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Axe proportional. Somit ist die gesammte, innerhalb eines Kegels
vom halben Oeffnungswinkel « ausgestrahlte Lichtmenge

14
L:Idecose.QnsinedO,
0

oder
L=#rIdSsin?e.

Fiir das entsprechende austretende Strahlenbiischel haben wir

die Formel
L'=n1'dS'sin?«'.

Setzen wir beide Ausdriicke einander gleich, so wird
1dSsin?e=1'dS'sin?¢'.
Es ist aber
I:n2=1":2",

und ferner :
dS:p2=dS': 8"

Somit erhalten wir schliesslich die Gleichung:

nBsine=a'g'sine. . . . . . . . . (20

Diese Gleichung driickt fiir weitwinklige aplanatische Systeme
das Abhingigkeitsverhéltnis zwischen den Konvergenzwinkeln des
ein- und austretenden Strahlenbiischels aus, wihrend Gleichung (25)
dasselbe Verhiltnis fiir Strahlen geringer Konvergenz charakterisirt.
Sind die Konvergenzwinkel sehr klein, so koénnen wir unbeschadet
der Genauigkeit a oder tg a fiir sin « schreiben.

Dieser Satz wurde 1874 zuerst von Helmholtz und unab-
hingig von ihm von Abbe aufgestellt.

§ 233. Bei Instrumenten, welche starke Vergrosserungen
liefern, tritt oft der Fall ein, dass das austretende Strahlenbiischel
die Pupille des Auges nicht vollstindig ausfiillt. In diesem Falle
wird das Bild auf der Retina eine geringere Helligkeit besitzen, als
wenn die Pupille von den Strahlen vollstandig erfiillt ist.

Bedeutet namlich I, die Helligkeit des Bildes bei vollstindig
mit Lichtstrahlen ausgefiillter Pupille, A die Entfernung des Bildes
vom Auge, so ist wA%2sin?«’ die Grosse eines in der Ebene der Pupille
durch das Strahlenbiischel gelegten Schnittes. Ist ferner p der
Radius der Pupillensffnung, so ist

I:l,=na%sin?e' :mp?



Das Auge und das Sehen durch Linsen. 27

[o1

woraus sich ergiebt

A\2a®r g% .,
I=Io (T) 7L,—3‘ . —EESHI‘({.

Das letzte Medium zwischen dem Auge und dem Instrument

ist Luft, so dass »' =1. Bezeichnet man ausserdem das Abbildungs-
!
verhéltnis % mit N, so ist
A n’sinea

P ' NZ

(28)

Diese Gleichung werden wir bei der Behandlung optischer In-
strumente anzuwenden Gelegenheit haben.

18*
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Optische Instrumente.

§ 234. Nachdem wir uns den Gang der Strahlen beim Sehen
durch eine einfache Linse klar gemacht und unsere Untersuchungs-
resultate auf Brillengldser und Lupen iibertragen haben, gehen wir
einen Schritt weiter und betrachten das einfache Mikroskop.

Befindet sich ein Objekt im Brennpunkt einer Konvexlinse, so
gelangen die Strahlen der verschiedenen Strahlenbiischel parallel
zu einander zum Austritt und jedes Strahlenbiischel findet somit
ohne Anstrengung des Auges seinen Vereinigungspunkt auf der Retina.
Bei dieser Lage des Objektes wird dasselbe von dem Auge unter dem-
selben Winkel erblickt, unter welchem ein im Brennweitenabstand
befindliches Auge dasselbe erblicken wiirde. Es entsteht somit ein
deutliches und vergrossertes Bild. Eine in dieser Weise angewandte
stark vergrossernde Linse nennt man ein einfaches Mikroskop.

Bezeichnet man mit / die lineare Ausdehnung des Objektes, so

ist ° die Tangente des Winkels, unter welchem dasselbe durch die

7

!
Linse hindurch erblickt wird, wihrend -~ die Tangente desjenigen

Sehwinkels ist, unter welchem es bei der Betrachtung mit blossem
Auge im kleinsten, deutliches Sehen noch zulassenden Abstande 4

. .. A
gesehen wiirde. Als Maass der Vergrosserung haben wir somit — -

/

Einfache Linsen lassen sich in dieser Weise noch ganz wohl ver-
wenden, so lange deren Brennweite nicht weniger als ca. 25 mm
betrdgt. Sobald aber stirkere Vergrosserungen verlangt werden,
sind Verbindungen aus mehreren Linsen vorzuziehen.

§ 235. Eine einfache Lupenart, welche manche Vorziige gegen-
iiber der bikonvexen Linse aufzuweisen hat, ist die wohlbekannte
Coddington’sche Lupe. Die Lupe ist sphirisch geschliffen; die
Strahlen gehen aber annihernd durch den Mittelpunkt der Linse.
Die Grundidee dieser Linsenform riihrt von Wollaston her; der-
selbe machte den Vorschlag, man solle zwei halbkugelférmige Linsen
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mit ihren ebenen Flichen zusammenkitten und zwischen beiden ein
Diaphragma einschalten, dessen centrale Oeffnung im Durchmesser
ein Fiinftel der Brennweite messen solle. Dasselbe lisst sich nach
Brewster auf zweckmissigere Weise dadurch erreichen, dass man
in den cylindrischen Mantel der sphirischen Linse eine tiefe Rinne
einschleift und diese dann mit irgend einer undurchsichtigen Masse
ausfillt. Der grosse Vortheil dieser Lupe besteht darin, dass sowohl
schief als auch central einfallende Strahlenbiischel normal zur Linsen-
fliche einfallen, wodurch Aberrationsfehler nur in geringem Maasse
auftreten. :

Die Stanhope’sche Lupe wird durch einen Cylinder gebildet,
dessen Enden zu sphérischen Konvexlinsen ungleicher Krimmung
geschliffen sind. Die Linge des Cylinders ist” so bemessen, dass,
wenn das stirker konvexe Ende dem Auge zugekehrt wird, an das
andere Ende geklebte oder sonstwie befestigte Objekte sich im Brenn-
punkt der Linse befinden. Man erhélt hierdurch ein bequemes Mittel,
um ohne Weiteres leichte Korper behufs Untersuchung an ihr anzu-
bringen.

Eine Variation der Stanhope’schen Lupe, bei welcher die
hintere Fliche eben ist, wurde vielfach in Frankreich (und wird
noch jetzt viel in Deutschland) verwendet, um kleine, direkt auf der
ebenen Fliche auf photographischem Wege hergestellte Bilder ver-
grossert zu zeigen. Man nannte eine solche Lupe ein ,Stanhoskop®.

§ 236. Wollaston verwendete zuerst anstatt einer einfachen
Linse eine Kombination zweier Linsen. Diese Kombination ist noch
unter dem Namen Wollaston’sches Doublet bekannt. Angeregt
wurde es durch die Umkehrung des weiter unten zu beschreiben-
den Huyghen’schen Okulars. Es besteht aus zwei plan-konvexen
Linsen, deren Brennweiten sich wie 1:3 verhalten und deren plane
Fliachen dem Objekt zugekehrt sind, wobei die Linse von Kkiirzerer
Brennweite dem Objekte zunichst liegt. Der Abstand zwischen den
beiden Linsen betrigt etwa 3, der kiirzeren Brennweite.

Pritchard stellte vorziigliche Doublets von 200 bis 300facher
Vergrosserung her, bei welchen der Abstand zwischen den Linsen
gleich der Differenz ihrer Brennweiten war, wihrend das Verhiltnis
der letzteren eine Variation von 1:3 bis 1:6 zuliess.

Ein besseres Doublet konstruirte Chevalier in der Weise, dass
er zwei plan-konvexe Linsen von gleicher Breniweite, aber ver-
schiedenem Durchmesser sehr dicht iiber einander fasste und zwischen
beide eine Blende einschaltete. _

Dreifache Lupen, Triplets, sind nach demselben Princip her-
gestellt worden. Bei geniigender Sorgfalt giebt die Kombination
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dreier plan-konvexer Linsen sogar noch bessere Resultate, als mit
zwei Linsen erreichbar ist. Sie lassen sich fiir die in Frage kommen-
den Zwecke geniigend frei von sphirischer sowohl als chromatischer
Aberration herstellen. Sie weisen indessen gegentiber dem modernen
zusammengesetzten Mikroskop manche Mingel auf, so dass man sie
meist nur zu oberflichlichen Untersuchungen oder zum Pripariren
verwendet.

Besondere Erwidhnung verdient die Steinheil’sche aplana-
tische Lupe. Sie besteht, wie Fig. 110 zeigt, aus zwei gleichen

konvex-konkaven Flintglaslinsen, zwischen welchen
\§>\/\>\/>>>>,\>$§: faine g.leic‘hseitige CI".ownglas.bikonvexli"nse eingekittet
X ist. Die inneren Flichen sind ungefdhr doppelt so
Fig. 110. stark gekrimmt wie die Husseren. Diese Lupe liefert
sehr schéne, reine und flache Bilder und zeichnet sich

durch ein grosses Gesichtsfeld und grossen Objektabstand aus.

§ 237. Das dioptrische Fernrohr und das zusammengesetzte
Mikroskop bestehen in ihrer einfachsten Form aus zwei Linsen. Die
dem Objekt zunichst liegende Linse erhilt Strahlen von dem Objeks
und erzeugt ein reelles umgekehrtes Bild von ihm. Diese Linse
nennt man das Objektiv. Das umgekehrte Bild wird durch eine
zweite Linse, Okular genannt, mit dem Auge betrachtet. Dieses
Okular verindert die Divergenz der engen, das erste Bild erzeugen-
den Strahlenbiischel in der Weise, dass sie sich ohne Anstrengung
fiir das Auge auf der Retina vereinigen lassen, und es vergrossert
den Gesichtswinkel, unter welchem das Bild erblickt wird. Im All-
gemeinen ist das Auge fiir parallel gerichtete Strahlen akkommodirt
das Okular ist somit so anzuordnen, dass das erste Bild in der Brenn-
ebene des Okulars liegt. Beim Mikroskop, wo es wesentlich auf
Erzielung einer starken Vergrdsserung ankommt, ist das Instrument
so eingerichtet, dass das zuletzt erzeugte Bild in einem Abstande
von ca. 250 mm vom Auge zu Stande kommt. Dieser Abstand ist ein
willkiirlicher, er dient aber als Basis fiir den Vergleich verschiedener
Instrumente beziiglich ihrer Vergrosserungen unter gleichen Ver-
haltnissen.

(24

Das astronomische Fernrohr.

§ 238. Das gewothnliche astronomische Fernrohr, dessen Kon-
struktion zuerst von Kepler erkliart wurde, besteht im Wesentlichen
aus zwei, in einer Rohre befestigten Konvexlinsen. In Fig. 111 ist
BAC die dem Objekte zugekehrte Linse, welche daher das Objektiv
genannt wird. Diese Linse erzeugt ein umgekehrtes Bild pg von
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dem Objekt und es liegen einander zugeordnete Punkte des Objektes
und seines Bildes auf derselben durch A, den Mittelpunkt der Linse,
gehenden Geraden. Bg, Ag und Cg¢ sind drei, von einem beliebigen
Punkt des Objektes ausgehende Strahlen, welche nach der Brechung
durch das Objektiv sich in ¢, dem dem Objektpunkt zugeordneten
Bildpunkt, schneiden. Nach ihrem Schnitt bei ¢ fallen die Strahlen
auf die Konvexlinse bac, das sogenannte Okular, durch welches
sie in den meisten Fillen zu einander parallel gerichtet zum Austritt
gelangen. Diesen letzteren Strahlengang erreicht man dadurch, dass
man das Okular so adjustirt, dass das Bild pg in dessen Brenn-
ebene liegt.

Der Winkel g A p ist der auf den Mittelpunkt der Objektivlinse
bezogene Gesichtswinkel des Objektes; geniigend grossen Objekt-
abstand vorausgesetzt, wird sich die Grosse desselben nicht wesent-
lich #ndern, wenn man ihn auf das Auge bezieht. Bedeuten be-
ziehungsweise f und f' die Brennweiten des Objektives und des Oku-
lars, so wiirde demnach das blosse Auge das Objekt unter einem

Winkel erblicken, dessen Tangente £ ist, unter A8 die lineare

S
Ausdehnung des Objektivbildes verstanden. Durch das Okular wird

das Bild pg unter einem Winkel gesehen, dessen Tangente‘% ist,

was auch immer die Lage des Auges sein mag, vorausgesetzt, dass
pq in der Brennebene der Okularlinse liegt. Das Vergrdsserungs-
verhéltnis ist demnach
_f
5
§ 239. Das Gesichtsfeld ist begrenzt durch die Axen der
sussersten, noch durch das Okular zum Austritt gelangenden Strahlen-
biischel. Seine Grosse ist somit bestimmt durch den Oeffnungs-
winkel des Kegels, dessen Spitze in dem Mittelpunkt der Objektiv-
linse liegt und dessen Grundfliche die freie Oeffnung der Okularlinse
bildet. Bedeutet daher b' (Fig. 112) den Radius dieser Oeffnung und
0 den halben Gesichtsfeldwinkel, so stellt

M

m =
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die Grosse des Gesichtsfeldes dar.

Damit das Auge die ganze Ausdehnung des Gesichtsfeldes
tiberblicken kann, muss sich dasselbe in dem Punkte befinden, in
welchem die Axen der von dem Mittelpunkt der Objektivlinse aus-
gehenden dussersten Strahlenbiischel bei ihrem schliesslichen Austritt

Fig. 112.

aus dem Teleskop die Axe desselben schneiden. Das Auge befindet
sich in diesem Falle in dem Punkt, welcher dem durch das Okular
erblickten Mittelpunkt der Objektivlinse konjugirt ist. Bezeichnet z
den Abstand dieses Punktes von der Okularlinse nach auswirts ge-
messen, so ist nach (14, IV):

111
S~
oder
o=L G o ®
S

Dieser Umstand wird bei der Konstruktion des Fernrohrs be-
riicksichtigt, und um dem Auge seine richtige Lage anzuweisen,
versieht man das Okular mit einer Blendendffnung, vor welcher sich
bei der Beobachtung das Auge befinden muss.

§ 240. Die volle Ausdehnung des sichtbaren Feldes ergiebt
sich aus der Bestimmung des Verlaufes aller tberhaupt durch
die beiden Linsen tretenden Strahlen. Verbindet man nimlich die
Randpunkte und den Mittelpunkt der Objektivlinse mit einem Rand-
punkte der Okularlinse und schneiden die Verbindungslinien die
gemeinsame Brennebene in den Punkten r, ¢ und s (Fig. 113), so
gelangen alle von der Objektivlinse ausgehenden und innerhalb ps
liegenden Strahlen in das Okular; aber nur die Hilfte derjenigen
Strahlen, welche in ¢ sich schneiden, gelangen in das Okular, wihrend
nur einer von den in r sich schneidenden Strahlen das Okular trifft.,
Es ist somit das gesammte innerhalb As liegende Gesichtsfeld ein
von ganzen Strahlenbiischeln gebildetes, wihrend das zwischen As
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und Ag¢ liegende nur aus Theilen von Strahlenbiischeln, die grosser
sind als die Hilfte der Strahlenbiischel, das zwischen Ag und Ar
liegende Gesichtsfeld aber aus Theilen von Strahlenbiischeln, die
kleiner sind als die Hélften der letzteren, sich zusammensetzen.
Zieht man parallel zur Axe des Fernrohrs durch einen Randpunkt
des Okulars die Linie mnb, so ergiebt sich aus der Aehnlichkeit der

Fig. 113.

Dreiecke Cmbd und snb, dass Cm:mb=sn:nb. Bezeichnet man ps
mit y und die Halb6ffnungen der beiden Linsen mit & und &', so
gestaltet sich die letztere Relation folgendermaassen:

b+b b —y

r+r
oder hieraus
I e
Oy

Bezeichnet man mit 6' und 6" die Grésse des halben hellen
Gesichtsfeldes resp. diejenige des halben iiberhaupt sichtbaren Feldes,
so ist y=76'; daher

TV =]
6 = - YR . . . . . . . . 4
FF+ ) @

Um den Werth von 6" zu finden, hat man nur das Vorzeichen

von b umzukehren und erhilt somit

" __,_1!‘_' +f’ b =
IES ) )
Werden die Verhiltnisse so gewéihlt, dass %————;;4, d. h. sind

die Aperturen der Linsen ihren Brennweiten proportional, so ver-
schwindet 6'; in diesem Falle nimmt die Helligkeit des Gesichts-
bY !

feldes von dem Centrum nach dem Umfange zu ab. Ist 7}—<$,
so erhilt ¢' einen negativen Werth, und es wird in diesem Falle
kein Theil des Gesichtsfeldes von vollen Strahlenbiischeln erleuchtet.

Das durch die Axen der Randstrahlenbiischel begrenzte Ge-
sichtsfeld liegt innerhalb der Linie Ag, und aus einer elementar-
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mathematischen Betrachtung oder aus der Summirung der fiir #' und
0" gefundenen Werthe ergiebt sich

0 +6"'=26. . . . . .. ... (6

In der Praxis wird das Gesichtsfeld auf die Grosse des hellen
Gesichtsfeldes durch Einschaltung einer in die Brennebene der
Objektlinse verlegten Blendung mit einem Oeffnungsradius

FU =
y:f+f,.........(7)
reducirt. Hierdurch werden die Bilder simmtlicher von partiellen
Strahlenbiischeln gebildeten Punkte abgeblendet.

In astronomischen Fernrohren befindet sich in der Regel ein
aus feinen Drihten bestehendes Netz in der Brennebene der
Objektivlinse. Das durch die Objektivlinse erzeugte Bild des
Objektes fillt somit in die Ebene des Fadennetzes und beide werden
dann zusammen durch das Okular betrachtet. Man erhilt hierdurch
ein Mittel, um sich genau tiber die Lage des Bildes irgend eines
Punktes zu orientiren.

Galileo’s Fernrohr.

§ 241. Dieses nach seinem Erfinder, Galileo, benannte Fern-
rohr war das erste, dessen Konstruktion auf Grund theoretischer
Principien erklirt wurde. Es unterscheidet sich von dem astrono-
mischen Fernrohr hauptsichlich durch die Form seines Okulars,
welches als Bikoncavlinse auftritt und sich zwischen dem Objektiv

Fig. 114,

und dessen Brennpunkt befindet. Ein von dem Objekt ausgehendes
Strahlenbiischel wird durch das Objektiv vereinigt; ehe aber die
Strahlen diesen Vereinigungspunkt erreichen, wird ein Theil des
Strahlenbiischels von dem Okular aufgefangen. In Fig. 114 stelle
BAC die Objektivlinge, bac die Okularlinse, pg ein durch das
Objektiv erzeugtes umgekehrtes Bild des Objektes dar, wobei ein-
ander zugeordnete Punkte des Objektes und seines Bildes auf der-
selben durch A, den Mittelpunkt dieser Linse, gehenden Linie
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liegen. Bg, Ag und Dg seien drei von irgend einem Punkt des
Objektes ausgehende Strahlen, weleche sich nach der Brechung
im Punkte ¢, dem zugeordneten Bildpunkt, schneiden. Diese
Strahlen fallen auf das Okular, und man Ilisst sie im Allgemeinen
parallel zum Austritt gelangen. Man erreicht dies, wenn man das
Okular so anordnet, dass das Bild p¢ in seinem Brennpunkt liegt.
Ist das Fernrohr auf fernliegende Gegenstinde gerichtet, so kann
man pg als auch im Brennpunkt des Objektivs liegend ansehen und
es ist dann der Abstand zwischen den beiden Linsen gleich der
Differenz zwischen den Brennweiten beider Linsen.

Ist, wie in Fig. 114 dargestellt, S8 die lineare Dimension des
Bildes p ¢, und sind f und f' die Brennweiten der Objektivlinse des
Okulars, so wiirde ein bei A befindliches Auge das Objekt unter
dem Winkel p A ¢ erblicken und es wird dieser Winkel nicht merk-
lich von demjenigen abweichen, unter welchem das Objekt von dem
Auge in seiner thatsiichlichen Stellung erblickt wird. Die Tangente

dieses Winkels ist ——ir. Ferner wird das Bild p ¢ durch das

Okular unter einem Winkel gesehen, dessen Tangente —% ist.
Das Vergrosserungsverhaltnis ist somit wieder )
m= 7fr. N ()]

Das Vergrosserungsverhéltnis ist somit dasselbe wie bei einem
astronomischen Fernrohr, dessen Linsen dieselben Brennweiten haben
wie diejenigen des Galilei’schen Fernrohres. Das letztere hat den
Vorzug verminderter Linge. Wéhrend n#mlich bei dem astrono-
mischen Fernrohr der Abstand .zwischen den Linsen gleich der
Summe ihrer Brennweiten gemacht werden muss, ergiebt sich der-
selbe bei dem Galilei’schen Fernrohr als die Differenz der Brenn-
weiten.

Ein noch grosserer Vorzug dieses Instrumentes ist darin zu
suchen, dass mittelst desselben die Objekte aufrecht und nicht, wie
bei dem astronomischen Fernrohr, umgekehrt erblickt werden. Diese
Thatsache ldsst sich ohne Weiteres erkennen, wenn man den Ver-
lauf der Axen der Randstrahlenbiischel von dem Mittelpunkt des
Objektivs aus verfolgt. Durch den Durchtritt durch das Okular wird
die Divergenz noch vermehrt. Das von dem obersten Theile des
Objektes ausgehende Strahlenbiischel trifft auf den unteren Theil
der Retina und umgekehrt. Das Objekt wird also dem Auge in der-
selben Lage sichtbar wie beim Erblicken mit blossem Auge. Aus
diesem Grunde eignet sich das Instrument besonders zur Betrach-
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tung irdischer Objekte. Der gewdohnliche ,,Operngucker® besteht aus
einem Paar mit ihren Axen parallel angeordneter Galilei’scher
Fernrohre, welche behufs Einstellung auf verschiedene Entfernungen
der Objekte eine Verinderung des Abstandes zwischen den Linsen
gestatten.

§ 242. Das Gesichtsfeld ist bei diesem Konstruktionstypus ein
sehr begrenztes. Denn, da die Axen der von den verschiedenen
Theilen des Objektes ausgehenden Strahlenbiischel von dem Mittel-
punkte der Objektivlinse aus divergiren und die Divergenz nach
der Brechung durch die Okularlinse zunimmt, so fallen die Strahlen
grosstentheils ausserhalb der Pupillenéffnung, gelangen also niecht in
das Auge. Damit nun eine moglichst grosse Anzahl dieser Axen in
das Auge gelangen, muss dasselbe moglichst nahe an den Punkt
geriickt werden, von welchem die Axen divergiren. Dieser Punkt,
welcher dem Augenpunkt entspricht, liegt aber innerhalb des In-
strumentes; man wird sich daher damit begniigen miissen, das Auge
moglichst nahe an die Okularlinse zu riicken. Die wirksame Apertur
der Okularlinse reducirt sich somit auf diejenige der Pupille und es
ist daher ganz nutzlos, dem Okular eine grdssere Apertur zu geben
als sie die Pupille besitzt. ‘

Bestimmt man das durch das Instrument erzeugte Bild
der Pupille, so miissen alle Strahlenbiischel, welche schliesslich
vollstindig in die Pupille gelangen, innerhalb dieses Bildes zum
Durchtritt gelangen. Man kann daher dieses Bild als die Eintritts-
pupille bezeichnen, und die Axen aller Strahlenbiischel treten bei
ihrem Eintritt durch den Mittelpunkt dieser Eintrittspupille. Das
Gesichtsfeld ist daher durch einen Strahlenkegel, welcher von dem
Mittelpunkt der Eintrittspupille ausgeht und das Objektiv fiillt,
begrenzt?).

’ Bezeichnet man den Abstand der Eintrittspupille von dem Ob-
jektiv mit # und sieht die Augenpupille als ortlich mit dem Okular
zusammenfallend an, so hat man nach (14, IV):

IE S S
S=r x  f
und daher
1 /!
¢ = FG=7Y ©)

1) Wegen einer vollstéindigeren Darlegung der fiir das Gesichtsfeld des
Galilei’schen Fernrohrs maassgebenden Faktoren sehe man Czapski, Theorie
der opt. Instrumente S. 248 und die auf 8. 251 daselbst angefihrten Ab-
handlungen. Coz.
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Bedeutet daher 6 das durch die Axen der dussersten Strahlen-
biischel bestimmte Gesichtsfeld und b den Oeffnungsradius des Ob-
jektivs, so ist

f
St (10)

F—=r

Dieser Ausdruck giebt indessen nicht ein Maass fiir das ge-
sammte, von allen itberhaupt durch das System tretenden Strahlen
gebildete Gesichtsfeld. Dieses lidsst sich in derselben Weise wie beim
astronomischen Fernrohr bestimmen. Diejenigen Strahlenbiischel,
welche die Pupille vollstéindig ausfiillen, sieht man als ganze Strahlen-
biischel, diejenigen, welche die Pupille nicht vollstindig austiillen,
als Theile von Strahlenbiischeln an, das Objektiv begrenzt also das
Gesichtsfeld.

Wir nehmen an, & und b' (Fig. 115) seien die Oeffnungsradien
der Linsen; die letztere Grosse stelle also auch gleichzeitig den Oeff-

S

~

Fig. 115,

nungsradius der Pupille dar. Man verbinde einen Randpunkt der
Objektivlinse mit den beiden Randpunkten & und ¢ und dem Mittel-
punkt a der Okularlinse und es seien r, s und ¢ der Reihe nach
die Schnittpunkte der Verbindungslinien und der Bildlinie p g.
Sammtliche, nach irgend einem innerhalb pr liegenden Punkt kon-
vergirenden Strahlen fiilllen die Okularlinse aus, nach Punkten des
Theiles 7 ¢ konvergirende Strahlenbiischel fiillen mehr als die Hilfte,
nach Punkten des Theiles ¢ s konvergirende Strahlenbiischel weniger
als die Hilfte der Okularlinse aus. Bezeichnet man daher mit #'
das halbe helle Feld, mit 0" das halbe visuelle Feld, so ist

g PT g DS
7

Aus der Dreiecksdhnlichkeit ergiebt sich ebenso wie in dem
Falle des astronomischen Fernrohrs, dass
fl b ——f b
r=

f—r 7

so dass



286 Kapitel XI.

o STo—=r1¥
FU=r -
Den Werth von 6" erhilt man, indem man das Vorzeichen von
b' umkehrt; man findet somit
](‘I b + f‘b'
"= . Coe Ce ... (12
FU=7 42
Bei diesem Fernrohr ist der Brennpunkt des Objektivs ein

virtueller; es lassen sich somit hier weder eine Blendung noch ein
Fadenkreuz anwenden.

(11)

Objektivlinsen.

§ 243. Wir wollen nun die soeben angestellten theoretischen
Betrachtungen auf die Herstellung guter Objektivlinsen anwenden.

Ein Vorzug des Fernrohrs gegeniiber dem blossen Auge, wenn
es darauf ankommt, entfernte Gegenstdnde zu erkennen, besteht zu-
nichst darin, dass eine grossere Lichtmenge in das Auge gelangt.
‘Wiahrend ndmlich das blosse Auge nur ein enges, von jedem Punkte
des Objektes ausgehendes Strahlenbiischel aufnimmt, welches gerade
gross genug ist, um die Pupille zu fiillen, gelangt in das Fernrohr
ein Strahlenkegel, welcher gross genug ist, um das ganze Objektiv
zu fiillen. Mittelst des Fernrohrs lassen sich daher Sterne erkennen,
welche wegen ihrer Lichtschwiche fiir das blosse Auge unsichtbar
sind. Je grosser nun die Apertur des Objektivs, um so mehr Licht
gelangt in dasselbe. Die erste Forderung, die wir an ein Fernrohr-
objektiv stellen, ist daher die einer grossen Apertur. \

Wir haben bereits erkannt, dass die Helligkeit eines Bildes
gleich derjenigen des Objektes ist, so dass, wenn das Licht des
Bildes ebenso wie dasjenige des Objektes die Pupille vollstindig
ausfillt, beide Lichtquellen gleiche Helligkeit besitzen. Hat indessen
das Instrument eine starke Vergrosserung, so fiillt das austretende
Strahlenbiischel niemals die Pupille ganz. Wird das Fernrohr gegen
eine helle Fliche gerichtet, so fiillt das austretende Strahlenbiischel
den Bildkreis. Ist » dessen Radius, p der Radius der Pupille, so ist,
wie bereits hervorgehoben wurde, r gewohnlich kleiner als p, und
die scheinbare Helligkeit wird eine kleinere sein als die Helligkeit
des Objektes und zwar im Verhiltnis der Bildkreisfliche zu der-
jenigen der Pupille. Die Helligkeit ergiebt sich somit aus der

Gleichung
-\ 2
[
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Ist aber m die Vergrosserung, b der Oeffnungsradius des Ob-

. b -
jektivs, so ist m= - somit
b r

1210(7:7). ¢ )

Es ist also die Helligkeit abhéngig von der Vergrdsserung und
der Apertur des Objektivs, und ist die Vergrosserung eine hohe, so
muss auch die Apertur entsprechend gross gemacht werden; anderen-
falls verliert das Bild an Helligkeit.

Bei dem Galilei’schen Fernrohr wird das Auge unmittelbar
vor die Okularlinse gehalten und die Pupille ist mit Licht ausgefiillt,
wenn Punkte des Objektes vermittelst ganzer Strahlenbiischel ge-
sehen werden; es ist hier daher die Helligkeit des Bildes fast gleich
derjenigen des Objektes und ist von der Apertur des Objektivs un-
abhingig. Bei diesem Instrument ist dagegen das Gesichtsfeld von
der Apertur des Objektivs abhingig. Der Grosse dieser Apertur ist
indessen eine enge Grenze gesetzt, da die Brechung durch die Linse
excentrisch ist, und macht man die Apertur gross, so werden die
dussersten Strahlenbiischel in einer solchen Entfernung von der Axe
gebrochen, dass dadurch die chromatische Aberration eine unbequem
grosse wird.

§ 244. Objektivlinsen werden in der Regel aus zwei Linsen,
einer konvexen aus Crownglas und einer konkaven aus Flintglas,
hergestellt. Die Strahlenbiischel fallen centrisch auf die erste Linse;
wire daher ein Zwischenraum zwischen den Linsen vorhanden, so
wiirde dadurch der Strahlengang durch die zweite Linse ein ex-
centrischer. Da dies fir die Wirkung der Linse nachtheilig sein
wiirde, so werden die Linsen gewohnlich dicht neben einander gefasst.

Wir haben also fiir die Berechnung des Objektivs vier variable
Grossen, niamlich die Kriimmungsradien der vier Linsenflachen.

An die Wahl der Brennweiten der beiden Einzellinsen kniipfen
sich die beiden wesentlichen Bedingungen, dass das Objektiv eine
gegebene Brennweite haben und achromatisch sein muss. Sind fund
J' die Brennweiten der Einzellinsen und F diejenige des Systems,
so ist nach (26, IV), indem in dieser Gleichung fir den vorliegen-
"den Fall ¢=0 ist,

Lelalo L w

Die Bedingung fiir den Achromatismus giebt ferner die Formel
(20, IX):
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1 1
=0 )

Aus diesen beiden Bedingungen ergiebt sich der Werth von f
und f', so dass eine weitere Bedingung, welche irgend welche Be-
ziehungen zwischen f und f' vorschreibt, nicht erfiillt werden kann.

Untersuchen wir nun die Aberrationsfehler. Die Mingel eines
durch eine einzelne Linse hervorgerufenen Bildes sind:

1. Verzerrung infolge der Kriimmung des Bildes;
Undeutlichkeit infolge schiefen Strahlenganges in den #dus-
seren Theilen des Gesichtsfeldes;

3. Undeutlichkeit infolge sphérischer Aberration in der Axe.

In dem vorliegenden Falle ist eine lineare oder angulare Ver-
zerrung nicht vorhanden, da der Strahleneintritt centrisch erfolgt
und daher Objekt und Bild parallele Schnitte desselben Kegels dar-
stellen.

Nach § 160 ist aber, wenn ¢ und ¢' die Kriimmungsradien des
Objektes und seines Bildes in den centralen Theilen des Feldes
darstellen,

1 1 [2k+1 2k 41
J. .

=

i

(16)

Da aber dieser Ausdruck eine Relation zwischen den Brenn-
weiten der Einzellinsen enthilt, so ldsst sich der Mangel einer ge-
kriimmten Bildfliche nicht beseitigen.

Untersuchen wir nun die Wirkung des schiefen Strahlenganges.
Nach schiefer centrischer Brechung an einer Linse konvergiren die
Strahlenbiischel nicht nach einem Punkt, sondern nach zwei Brenn-
linien. Um diesen Fehler zu korrigiren, hat man den Strahlengang
so erfolgen zu lassen, dass die Brennlinien nach der Brechung durch
die beiden Einzellinsen sich decken. Nach (50, VIII) bestehen, wenn
v und o' die Abstinde der Bremnlinien von dem Mittelpunkte einer
einzelnen Linse bedeuten, fiir ein von einem im Abstande u gelegenen
Punkt ausgehendes Strahlenbiischel die Gleichungen

11 1
T.—*uiv—Tl\l + @ (1+ 2/1)"
1 1 1, &)
Erai i Tl b

wo f die Brennweite der Linse darstellt, @ den Konvergenzwinkel
des betreffenden Strahls, welche aber so klein ist, dass die iiber die
dritte hinausgehenden Potenzen von @ vernachlissigt werden koénnen.
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Damit die Brennlinien nach erfolgter Brechung durch beide Linsen
zusammenfallen, muss daher die Relation bestehen:

[ 1 1 1
Ty TRk

J /! 2n 4

Diese Gleichung bedingt aber wieder eine Relation zwischen
den Brennweiten der Einzellinsen. Es kann also nur in dem Falle,
dass @==0 ist, vollkommene Deutlichkeit erzielt werden.

Der aus der sphirischen Aberration sich ergebende Fehler lisst
sich dahin korrigiren, dass man die Aberration fiir parallele Strahlen
verschwinden lisst. Aus § 130 wissen wir, in welcher Weise die
Aberration des Linsenpaares von den beiden Gréssen ¢ und &,
welche beide von den Brennweiten unabhingig sind, abhingt. Um
nun die Aberration fiir parallele Strahlenbiischel verschwinden zu
lassen, hat man eine einzelne Relation zwischen den Groéssen ¢ und
¢' zu schaffen und hat dann noch die Moglichkeit, einer weiteren
Bedingung zu geniigen. Es stehen uns hierbei zwei Wege offen.
Wir kénnen den Linsen zwei gleiche Krimmungsflichen geben, so
dass sie zusammen verkittet werden konnen; oder, wie bei der Be-
handlung der Aberration im VII. Kapitel dargelegt wurde, wir konnen
die Aberration nicht nur fiir parallele, sondern auch von einem
Punkte in endlicher, aber betrichtlicher Entfernung ausgehende
Strahlen verschwinden lassen.

PO T e

Okulare.

§ 245. Bei dem astronomischen Fernrohr kommt in der Regel
statt einer einfachen Okularlinse eine Kombination zweier durch
einen Zwischenraum getrennter Linsen zur Anwendung. Die Ein-
fiihrung einer dritten Linse zwischen dem Objektiv und dem Okular
bringt eine Vergrosserung des Gesichtsfeldes mit sich. Man be-
zeichnet diese Linse in der Regel als Kollektivlinse.

Der Eintritt der Strahlenbiischel in diese Linse ist nicht ein
centrischer, so dass man keinen Vortheil dadurch erzielt, wenn man
dieselbe unmittelbar neben das Okular riickt. Die beiden Linsen
eines zweitheiligen Okulars sind daher durch einen Zwischenraum
getrennt.

Es stehen uns somit fiir die Berechnung des Fernrohrokulars
tinf variable Gréssen zur Verfiigung, ndmlich die vier Kriimmungs-
radien der vier Linsenflichen und der Abstand zwischen den Linsen.

Bedeuten f und /' die Brennweiten beider Linsen, ¢ den Ab-
stand zwischen ihnen, so haben wir nach (48, V) als Ausdruck fiir

die Brennweite der dquivalenten ILinse
Heath-Kanthack. 19
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1 1 1 a

FTF T

Die Brennweite des Systems erweist sich somit als eine ge-
gebene Grosse, welche als die eine Relation zwischen den Kon-
stanten anzusehen ist.

Der bei Weitem schwerwiegendste Mangel, welcher aus der
Anwendung nur einer Linse entspringt, besteht in den auf chroma-
tischer Aberration beruhenden Fehlern. Diese Fehler sind zwei-
facher Art: Einmal liegen die farbigen Bilder nicht in derselben,
senkrecht zur Fernrohraxe gerichteten Ebene; und zweitens weichen
sie in ihrer Grosse von einander ab. Der eine oder der andere
dieser Fehler ldsst sich wohl beseitigen, nicht aber ist dies mit bei-
den gleichzeitig moglich. Da nun der erstere Fehler der weniger
nachtheilige ist, so kann man ihn vernachlissigen. Man stellt
zweckmissigerweise beide Linsen aus gleichartigem Glase her;
denn gelingt es, die Linsen fiir zwei Farben zu achromatisiren, so
ist damit das Linsenpaar ein vollkommen achromatisches, da eine
Disproportionalitdt der Dispersion nicht vorhanden ist.

Nach (29, IX) ist die Bedingung fiir diese unvollkommene
Achromatisirung zweier aus gleichartigem Material hergestellten
Linsen durch die Relation

(18)

a::f%f'(lf))
gegeben.

Hiermit gewinnen wir eine zweite Relation zwischen den Kon-
stanten.

Die aus der sph#rischen Aberration resultirenden Fehler sind
komplicirter als die im Objektiv auftretenden gleicher Art, weil bei
dem Okular die Strahlenbiischel excentrisch und mit erheblicher
Schiefe einfallen.

Der erste Fehler ist die aus der sphérischen Aberration der
schieferen Strahlenbiischel entspringende Undeutlichkeit des Bildes.
Bei richtigem Abstande des centralen Theils des Bildes von dem
Okular liegen die Randtheile in einer zu grossen Entfernung; wenn
daher der centrale Theil des Gesichtsfeldes deutlich ist, so sind die
Randtheile undeutlich; schiebt man dagegen das Okular einwirts,
um die Randtheile deutlich zu sehen, so wird dadurch der cen-
trale Theil undeutlich.

Der zweite Fehler dussert sich als Kriimmung des Bildes!).

) Gerade die Krimmung des Bildes ist es, welche sich in der vorstehend
beschriebenen Weise dussert. Die sphirische Aberration der schiefen Biischel zeigt
sich als Unschirfe der Randtheile des Sehfelds bei jeder Einstellung.
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Der dritte Fehler ist. die lineare und angulare Verzerrung. Die
Axen der dussersten, von dem Mittelpunkt des Objektivs ausgehen-
den Strahlenbiischel werden infolge der sphirischen Aberration des
Okulars die Axe des Fernrohrs in einem geringeren Abstande
schneiden als diejenigen der axialen Strahlenbiischel. Das Ver-
haltnis der Gesichtswinkel wird daher fiir die Randpartien des Ge-
sichtsfeldes grosser sein als fiir das Centrum desselben. Die Rand-
partien des Gesichtsfeldes erscheinen daher unverhiltnismissig stark
vergrossert und das Objekt erscheint verzerrt?).

Ein vierter Fehler rihrt von dem Astigmatismus schiefer
Strahlenbiischel her. Die Strahlenbiischel bilden nach ihrem Durch-
tritt durch das Instrument zwei Brennlinien, und das Netzhautbild
eines durch ein solches Strahlenbiischel abgebildeten Punktes ist im
Allgemeinen eine Ellipse, welche sich indessen unter Umstéinden als
Kreis specialisirt. _

§ 246. Ohne weiter in die Einzelheiten dieser Mingel einzu-
dringen, geniigt es, uns hier die leicht ersichtliche Thatsache zu
vergegenwirtigen, dass im Allgemeinen die Fehler sich durch Ver-
ringerung der Aberrationen der dussersten Strahlenbiischel vermindern
lassen und dass, wenn die Gestalt der Linsen gegeben ist, man diese
Wirkung dadurch erzielen kann, dass man ihre Anzahl vermehrt
und dadurch die Brechung der Strahlen vertheilt: Die resultirende
Aberration wird, caeteris paribus, ein Minimum, wenn man die ge-
sammte Ablenkung der Strahlen gleichmaéssig unter die Linsen vertheilt.

Die Bedingung fiir eine gleichmissig vertheilte Brechung lésst
sich ohne Schwierigkeit aufstellen. Wir wollen uns zunéchst auf
die Untersuchung des Falles nur zweier Linsen beschrinken.

Bezeichnen wir die Abstinde, in welchen die beiden Linsen
von einem urspriinglich zur Axe parallelen Strahl getroffen werden,

1
mit y und y', so sind -zT und —‘Jyﬁ die durch die beiden Linsen her-
1
vorgerufenen Ablenkungen und gefordert wird, dass %:% Ist

aber 6 der Konvergenzwinkel des Strahls zwischen den Linsen,

deren Abstand mit e bezeichnet sein mag, so ist nach Fig. 116
y'=y—a6 und 6=—Qf~;

daher

y’=y(1—%);

1y Diese Deduction ist nicht ganz vollstindig. Die Verzerrung kann trotz der
sphirischen Aberration — ja sogar mittels derselben — aufgehoben sein.

19*
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hieraus und der Forderung %:% folgt:

oder endlich

a=f—f.. . . . . . .. .. Q0

In Worten ausgedriickt fordert diese Bedingung, dass der Ab-
stand zwischen den beiden Linsen gleich der Differenz zwischen
ihren Brennweiten sei. Nach diesem Princip wurde das Huyghen-
sche Okular konstruirt.

Fig. 116.

Die eben aufgestellten Bedingungsformeln beziehen sich nur
auf die Brennweiten und die Abstinde der Linsen von einander und
sind von deren Gestalt unabhiingig. Die Aberrationen hingen aber
wesentlich von der Gestalt der Linsen ab. Die Korrektion der ver-
schiedenen oben aufgefiihrten Fehler bedingt nun im Allgemeinen die
Anwendung verschiedener und oft gegenséitzlicher Linsenformen. Es
bleibt daher nichts weiter iibrig, als von der Vervollkommnung des
Instrumentes nach der einen Richtung abzustehen, um dadurch die
Moglichkeit zu gewinnen, es nach einer anderen, fiir den jeweiligen
Zweck wichtigeren Richtung zu vervollkommnen. Die hierher ge-
horende Theorie ist indessen sehr verwickelt und es wird ihr auch
in der Praxis nur ein geringer Grad von Beachtung geschenkt. Die
zur Anwendung gelangenden Linsen sind fast ohne Ausnahme plan-
konvexe oder #dqui-konvexe Linsen.

§ 247. Verbinden wir die Bedingung fiir die Achromatisirung
der Linsen (19) mit derjenigen fiir die gleichgrosse Ablenkung durch
jede der beiden Linsen (20), so erhalten wir die beiden Gleichungen

a="5(f+ /" ]
a=f—r" |
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich:

f=3f, a=2f". . . . . . . . 2D
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Das Okular besteht daher aus zwei Linsen, von denen die
hintere eine dreimal so grosse Brennweite hat als die dem Auge
zuniichst liegende und deren Abstand von einander gleich der
doppelten Brennweite der vorderen Linse ist. Dieser Typus ent-
spricht dem Okular, welches Huyghens konstruirte, um die Wirkung
der Aberration dadurch unschidlich zu machen, dass er die gesammte
Ablenkung der Strahlen auf beide Linsen gleichméssig vertheilte.
Spater machte Boscovich darauf aufmerksam, dass die Kombination
den weiteren Vortheil der Achromasie besisse. ‘

Dieses Okular wird gewohnlich aus plan-konvexen Linsen her-
gestellt, deren Planflichen dem Auge zugekehrt sind (Fig. 117). Von
dem Objektiv ausgehende Strahlen wiirden sich in ¢ schneiden, wenn
pq in der Brennebene des Objektivs liegt. Die Strahlen werden in-
dessen von der hinteren Okularlinse aufgefangen, ehe sie in ¢ zur
Vereinigung gelangen und werden in ¢', einem Punkte in der Brenn-
ebene der vorderen Linse, vereinigt, so dass demnach die Strahlen

Fig. 117.

als parallelstrahliges Biindel zum Austritt gelangen. Bedeuten A
und B die Mittelpunkte der beiden Linsen, AF die Brennweite der
Linse A, so ist, da AF=3f und AB==2/', Punkt F auch der
Brennpunkt der Linse B. Da ferner ¢'p' in der Brennebene der
Linse B liegt, so ist Bp' =1, AB. Ferner, da p und p' in Bezug
auf die Linse A konjugirte Punkte sind, so ist nach (14, 1V)

1 1
Ay Ap — 3/

und Ap'=j'. Es ist somit
p

A[):g—f'ziAB, N 22
p ist somit der Mittelpunkt von AF.
Die hintere Okularlinse muss demnach so gefasst werden, dass
sie sich zwischen dem Objektiv und dessen Brennpunkt, in einem
Abstande ihrer halben eignen Brennweite von dem Brennpunkte des

Objektivs, befindet.
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“

Die Anwendung dieses Okulars ist indessen in den Féllen
nicht rathsam, wo mit Hilfe von Fadenkreuzen Fernrohrmessungen
angestellt werden sollen; denn der Brennpunkt des Objektivs ist
virtuell. Die Ebene des Fadenkreuzes darf nicht mit derjenigen des
Bildes p ¢ zusammenfallen, weil der Strahlendurchtritt durch die Augen-
linse des Okulars Verzerrungen des Bildes verursacht, wéhrend das
Bild des Objektes infolge des excentrischen Strahlenganges sowohl
durch die hintere als auch vordere Okularlinse Verzerrungen erleidet.
Fadenkreuz und Objekt erscheinen daher in verschiedenem Grade
verzerrt, und man wiirde daher fir die Lage eines Punktes im Ge-
sichtsfelde ein verkehrtes Maass gewinnen, wollte man dieselbe mit
dem Fadenkreuze vergleichen. In allen fiir Messungen bestimmten,
mit Fadenkreuzen versehenen Fernrohren muss die hintere Okular-
linse zwischen der vorderen Linse und dem Brennpunkt des Objektivs
liegen. Findet jetzt eine Verzerrung des Bildes und des Faden-
kreuzes statt, so ist diese gleicher Art und es tritt kein Fehler in
die Messung ein.

§ 248. Bei dem gewdhnlichen, als das Ramsden’sche Okular
bekannten, astronomischen Okular haben die beiden Linsen gleiche
Brennweiten und die Bedingung fiir die Achromasie besteht dem-
nach nach (19) in diesem Falle darin, dass der Abstand zwischen
den Linsen gleich der Brennweite der Linsen ist. Da aber bei
einer solchen Anordnung das Kollektiv sich genau in dem Brenn-
punkt der Augenlinse befindet, so wiirde ein zufillig auf dem
ersteren liegendes Staubkoérnchen oder irgend eine fehlerhafte Stelle
im Glase durch die Augenlinse vergrossert werden und das Bild
undeutlich machen. Aus diesem Grunde nimmt man den Abstand
zwischen den Linsen etwas kleiner als die Brennweite der Linsen;
wenn auch hierdurch die Achromasie beeintrichtigt wird, so ist die
dabei gemachte Einbusse nicht von Belang. Man wihlt in der
Regel plankonvexe Linsen, deren konvexe Flichen einander zuge-
kehrt sind, und fasst sie in einem Abstande gleich zwei Drittel ihrer,
wie gesagt gleichen, Brennweiten von einander.

Die von dem Objektiv ausgehenden Strahlen schneiden sich,
wie in Fig. 118 gezeigt, in einem Punkte ¢ der Brennebene des
Objektivs und gelangen nach der Kreuzung bei ¢ in das Kollektiv.
Die Richtung der Strahlen dndert sich nun, so dass sie von ¢' aus-
zugehen scheinen. Man wihlt nun die Verhéiltnisse des Okulars so,
dass dieser Punkt in der Brennebene der Augenlinse liegt, so dass
die Strahlen als parallelstrahliges Biindel zum schliesslichen Austritt
gelangen. Bezeichnet man mit A und B die Mittelpunkte der Linsen
und ist AF =/ die Brennweite jeder der beiden Linsen, so ist AB
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=2/,f. Da ferner ¢'p' im Brennpunkt der Linse B liegt, so ist
Bp' =/, so dass Ap'=1/;f. Ferner sind p und p' konjugirte Punkte
in Bezug auf die Linse A und daher nach (14, IV)

S SN S S
Ap Ay
hieraus, da
Ap'=14f, Ap='f . . . . . . . (29

‘Wie hieraus ersichtlich, befindet sich das Kollektiv ausserhalb
des Brennpunktes des Objektivs und zwar in einem Abstande von
demselben, welcher ein Viertel seiner eigenen Brennweite betrigt.

Fig. 118,

Die Radien der Linsenkrimmungen lassen sich so wihlen, dass
die Aberrationsfehler mdoglichst unschidlich gemacht werden. Die
aus diesen Fehlern entspringende Undeutlichkeit lésst sich bei diesem
Okular weit besser korrigiren als in irgend einem anderen der
tiblichen Typen.

§ 249. Ein aligemein verbreitetes Okular ist das viertheilige
terrestrische Fernrohrokular. Das terrestrische Fernrobr unterscheidet
sich von dem astronomischen in der That nur dadurch, dass es statt
eines gewohnlichen ein bildumkehrendes Okular besitzt.

=9

Fig. 119,

Figur 119 stellt eine Form des bildumkehrenden Okulars dar?).
A und B sind zwei Konvexlinsen von gleicher Brennweite, welche
sich in beliebigem Abstande von einander befinden kénnen. p g ist
das durch das Objektiv erzeugte Bild. Die Linse A ist so justirt,
dass pg in ihrer Brennebene liegt. Da nun die Strahlen zwischen
A und B parallel verlaufen und A und B gleiche Brennweiten
haben, so erzeugt die Linse B ein umgekehrtes Bild p’ ¢’ von p ¢ im
Abstande ihrer Brennweite von B, das von derselben Grosse ist wie

1) Der Strahlengang zwischen ¢ und ¢' weicht in der Figur nicht uner-
heblich von dem thatsichlichen ab.
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pg, so dass Bp'=Ap und pg=7p'¢. Ausser diesen beiden Linsen
hat das Okular noch zwei ein gewchnliches Huyghen’sches Okular
bildende Linsen, welche genau wie bei dem astronomischen Okular
auf das Bild p'¢' einzustellen sind. Die Abstéinde zwischen den
vier Linsen sind unveridnderlich; sie werden gewohnlich in eine
Rohre gefasst, die sich dann entsprechend den Entfernungen der
Objekte in dem Fernrohrtubus verschieben lisst.

§ 250. Die Stellung und Vergrosserung eines fiir deutliches
Sehen eingestellten aus zwei Linsen zusammengesetzten Okulars
lisst sich bestimmen, wenn man die successiven, durch den Strahlen-
gang erzeugten Bilder untersucht.

Nehmen wir an, das Instrument sei auf fernliegende Objekte
gerichtet!) und so justirt, dass die Strahlen als parallelstrahliges
Biischel schliesslich zum Austritt gelangen und daher das erste Bild
in der Brennebene des Objektivs, das letzte Bild in der Brennebene

der Augenlinse liegt. Bezeichnen wir nach Fig. 120 mit » den Ab-
stand des ersten Bildes vor, mit «' den Abstand des letzten Bildes
hinter der Kollektivlinse, ferner mit 8 und S' die linearen Dimen-
sionen dieser Bilder, mit « und «' die urspriingliche und schliess-
liche Konvergenz der Axen der #ussersten Strahlenbiischel, mit f,
J' und " die Brennweiten der drei Linsen und schliesslich mit « und
a' deren Abstinde von einander, so erhalten wir folgende Relationen:

a=z+f |
a':l"—{—f” J
und nach (14, 1V)
1,1 _ 1
x ' f
Die Grossen ¢ und «¢' sind daher durch die Gleichung

1 1 1
i = e e e e . (24
s —] + a'—f” ]-: ( a)

mit einander verbunden.

1 In der Figur ist der Anschaulichkeit wegen das Objekt relativ nahe am
Objektiv gelegen gezeichnet.
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Durch entsprechende Umformung gelangen wir zu dem Ausdruck
f+—a)(f'+f"—a)y=f% . . . . . . @2

Die Bestimmungsgleichungen fiir die Konvergenz der Eintritts-
und Austrittsstrahlenbiischel lauten

o« = *'3:*
I
W —
f” ’
und ferner ist nach (ba, IV)
b
T A

Das Abbildungsverhiltnis ist daher

_ ¢ B
N—‘ « - /3 fll >
oder
2 f
N_"ixk "f”-

Es ist aber gleichzeitig nach (14, IV)

und daher

N:—f{f I (25)

Zu diesem Ausdruck hitte man auf direktem Wege gelangen
konnen, wenn man die beiden Linsen des Okulars nach (47, V)
durch deren dquivalente Linse ersetzt und dann die bereits fiir das
Abbildungsverhiltnis bei dem aus zwei Linsen bestehenden astro-
nomischen Fernrohr entwickelte Formel (1) eingefiihrt hétte.

In ganz analoger Weise ldsst sich zeigen, dass

1 (1 1 a |
D A A TN b

Multipliciren wir Gleichungen (25) und (26) mit einander, so
ergiebt sich daraus der in Gleichung (24) enthaltene Ausdruck.

Das Objekt wird, wie beim gewohnlichen astronomischen Fern-
rohr, umgekehrt erscheinen, es sei denn, dass e grosser als f—+ f,
d. h. der Abstand zwischen den beiden ersten Linsen grosser ist als
die Summe ihrer Brennweiten ist.

(26)
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Sind die Brennweiten der Linsen und die Vergrisserung ge-
geben, so sind damit auch die Abstéinde der Linsen von einander
festgelegt; denn aus den Gleichungen (25) und (26) folgt:

e LI
a _f-l_ f -I_ f” N

und @7

r_— £ 1 f’f”N
ad=f-+f -I—————f

§ 261, Das Gesichtsfeld ldsst sich in derselben Weise be-
stimmen wie beim gewohnlichen astronomischen Fernrohr, voraus-
gesetzt, dass die beiden ersten Linsen die fiir die Berechnung des
Fernrohres maassgebenden sind. Man hat in diesem Falle die Apertur
der dritten Linse so zu wihlen, dass simmtliche Strahlen zum Aus-
tritt gelangen. Wenn daher 6 die Grosse des auf die Axen der
sussersten Strahlenbiischel bezogenen Gesichtsfeldes bedeutet, 4’ und
b'"" die Oeffnungsradien der Kollektivlinse und der Augenlinse dar-
stellen, so ist

0=

a
Bezeichnet ferner a' den Konvergenzwinkel fiir die Axe des
dussersten Strahlenbiischels nach dem Durchtritt durch die erste
Linse, so ist ' — 6 die durch jene Linse hervorgerufene Ablenkung

und somit
/)/

o =6 — 7,7.
Ferner ist '
="+ a u',
daher
rtr
TP
oder
!
b= ¢ {a+a'_%}, e e e (28

wodurch die Apertur der Augenlinse bestimmt ist.

Die Apertur der Augenlinse, welche dem maximalen Gesichts-
feld entspricht, und die Grésse des' hellen Feldes lassen sich in
analoger Weise bestimmen.

Beim Galilei’schen Fernrohr ist die zur Anwendung gelangende
Augenlinse stets eine einfache Konkavlinse oder auch ein verkittetes
achromatisches Linsenpaar!).

1) Ausser bei dem ,panorthischen® Fernrohr von Steinheil.
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Die Spiegelteleskope oder Reflektoren.

§ 252. Wendet man statt einer konvexen Objektivlinse einen
Konkavspiegel an, um die von einem Objekt ausgehenden Strahlen
aufzufangen, so erzeugt ein solcher Spiegel ein Bild des Objektes,
welches, vorausgesetzt dass die Apertur des Spiegels gentigend gross
ist, sich wie bei den Refraktoren durch ein in geeigneter Stellung
angebrachtes Okular betrachten lidsst. Dies ist der Grundgedanke
des von Herschel konstruirten einfachsten aller Reflektoren.

Damit nun durch den Kopf des Beobachters ein moglichst
kleiner Theil der von dem Objekt ausgehenden Strahlen abge-
halten werde, ist die Axe des Spiegels zur Axe des Rohres, in
welchem derselbe befestigt ist, ein wenig geneigt; hierdurch ent-
steht das Bild in der Ndhe des Tubusrandes und lédsst sich von dem
seinen Riicken dem Objekt zukehrenden Beobachter mittelst eines
Okulars betrachten. Die Schiefe des einfallenden Strahlenbiischels
zur Spiegelaxe hat eine geringe Verzerrung des Bildes zur Folge!);
aber die aus diesem Umstande entspringenden Fehler sind in den
sehr grossen Instrumenten, fiir welche allein dieser Typus in Frage
kommt, kaum wahrnehmbar.

Wir setzen voraus, das Objekt befinde sich in sehr grosser Ent-
fernung, so dass das durch den Spiegel erzeugte Bild in die Brenn-
ebene des Spiegels fillt. Ferner nehmen wir an, das Instrument
sei fiir normale Augen eingestellt, so dass die Strahlen parallel aus-
treten, also das Okular so eingestellt ist, dass das erst erzeugte
Bild in seinen Brennpunkt fillt.

Der Gesichtswinkel, unter welchem das Objekt vom Mittelpunkt
des Spiegels, also mit blossem Auge gesehen wird, ist durch den

Quotienten ———g; bestimmt, wo S die lineare Grosse des ersten
Bildes, F' die Brennweite des Spiegels bedeutet. Der Winkel, unter

welchem das Bild vom Auge erblickt wird, ist if—, wo f die Brenn-
weite der Okularlinse ist. '
Das Vergrosserungsverhiiltnis ist durch das Verhiltnis beider
Winkel dargestellt und ist somit
F

N=— Do @)

Dieses Instrument liefert daher ein umgekehrtes Bild.
Figur 121 stellt schematisch die Anordnung des Spiegels und

1) Nicht so sehr die eigentliche Verzerrung (Distortion), als vielmehr etwas
Astigmatismus auch in der Axe des Bildes.
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der Okularlinse dar. BAC ist der grosse sphirische Reflektor, OA
dessen Axe und O dessen Krimmungsmittelpunkt. AP ist die Axe
der Reflektorrdhre, A o« diejenige des Okulars und beide Axen sind
unter gleichem Winkel zur Spiegelaxe A O geneigt. B¢, A¢g und Cgq
sind drei durch den Reflektor in ¢ vereinigte Strahlen. Da ¢ ein
Brennpunkt der Okularlinse ist, so gelangen die Strahlen nach
ihrem Durchtritt durch die Linse als parallelstrahliges Biindel in
das Auge. Der Brennpunkt ¢ und der ihm entsprechende Objekt-
punkt liegen auf derselben durch O, den Mittelpunkt des Reflektors,
gezogenen Linie.

Fig. 121.

§ 258. Das auf die Axen #usserster Strahlenbiischel als Be-
grenzungselemente bezogene Gesichtsfeld dieses Fernrohrs lisst sich
bestimmen, indem man die dussersten Randpunkte des Okulars mit
dem Mittelpunkt des Spiegels verbindet. Der Abstand zwischen der
Linse und dem Spiegelmittelpunkt ist sehr angenshert F' — f; denn
AO=2F und Ap="F, wihrend die Neigung von Ap zu AO eine
nur sehr geringe ist. Bezeichnet man daher mit a die halbe Apertur
der Okularlinse und mit # das halbe Gesichtsfeld, so ist

N 10

Die Brennweite der Okularlinse ist indessen im Vergleich zu
derjenigen des Spiegels sehr klein und das Gesichtsfeld ist daher ange-
ndhert gleich dem Oeffnungswinkel eines Kegels, der seine Spitze im Scheitel
des Spiegels hat und dessen Basis die Oeffnung der Okularlinse ist.

Zu einem Ausdruck fiir die Grosse des gesammten Gesichts-
feldes gelangt man, indem man den Rand der Okularlinse mit dem-
jenigen des Spiegels verbindet. Der von diesem Kegel begrenzte
Theil der in dem gemeinsamen Brennpunkte des Spiegels und der
Linse errichteten Senkrechten zur Kegelaxe stellt die lineare Grisse
der von allen beliebigen, von dem Objekte ausgehenden Strahlen
beleuchteten Fliche, und der diese Senkrechte einschliessende
Winkel bei O stellt die Grosse des Gesichtsfeldes dar. Seine Grosse
wird in genau derselben Weise bestimmt, wie das beim astrono-
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mischen Fernrohr geschah, und wir kénnen demnach auch hier die
in jenem Falle entwickelte Formel (5) benutzen und schreiben

o AS+aF

C=FE g 31)
wo A die halbe Apertur des Spiegels und ' das halbe totale Ge-
sichtsfeld bedeutet. Vernachlidssigen wir f gegeniiber der Grosse

F .
von F und substituiren N fiir b so lautet diese Formel:

0'=~%‘—{a+fANf},. B ()]
welche bei Instrumenten mit starker Vergroésserung nur wenig von
den bereits fiir die mittlere Grosse des Gesichtsfeldes aufgestellten
Formeln abweichende Resultate liefert.

Herschel’s grosses Fernrohr wurde im Jahre 1789 konstruirt;
es war 40 Fuss engl. = 12,2 m lang und der Reflektor hatte einen
Durchmesser von 50 Zoll == 1,27 m. Die Lichtstiirke war bei diesem
Instrument so gross, dass Herschel Okulare von erheblich kiir-
zerer Brennweite anwenden konnte, als das bis dahin moglich ge-
wesen war.

Das Teleskop von Lord Rosse hat einen Spiegel von 53 Fuss
engl. = ca. 16 m Brennweite und 6 Fuss = 1,8 m Durchmesser.

Newton’s Teleskop.

§ 254. Die Beobachtung von vorne, wie sie bei dem zuletzt
beschriebenen Fernrohr die Konstruktion gestattet, ist auf Instru-
mente mit sehr grosser Apertur beschréinkt; bei Instrumenten ge-
ringerer Apertur ist der Dbeschriebene Konstruktionstypus ausge-
schlossen. Bei dem von Newton ersonnenen und konstruirten
Teleskope werden die von dem Spiegelobjektiv reflektirten Strahlen
von einem kleinen, zwischen dem Spiegelobjektiv und seinem Brenn-
punkt angeordneten Planspiegel aufgefangen. Die Ebene des letz-
teren Spiegels ist unter 45° zur Axe des Teleskops geneigt und die
Strahlen, welche ohne die Einschaltung des Planspiegels sich in dem
Brennpunkt des Spiegels zu einem Bilde vereinigen wiirden, werden
seitwirts reflektirt und erzeugen ein jenem Bilde kongruentes und
in Bezug auf den Planspiegel symmetrisch gelegenes Bild in der
Niahe des Tubusrandes. Dieses Bild, dessen Ebene zur Fernrohraxe
parallel ist, wird nun durch ein seitlich am Instrument angebrachtes
Okular betrachtet. An Stelle eines Planspiegels benutzte Newton
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ein gleichschenklig-rechtwinkliges, total reflektirendes Prisma. Da
die Reflexion an der Hypotenuse eine totale ist, so ist mit der An-
wendung eines solchen Prismas ein weit geringerer Lichtverlust
verbunden, als dies bei der Reflexion an einem Metallspiegel der
Fall ist.

Fig. 122 zeigt die Anordnung der Spiegel und des Okulars.
BAC stellt das Spiegelobjektiv, B'A'C’' den Planspiegel und bac
die Okularlinse dar. Die parallel bei A, B und C einfallenden
Strahlen werden nach der Reflexion an dem Objektivspiegel im
Punkte Q vereinigt, indem PQ die Lage der Brennebene andeutet.

Fig. 122.

Ehe indessen die Strahlen in Q zur Vereinigung gelangen, werden
sie durech den Planspiegel reflektirt und in ¢ zur Vereinigung ge-
bracht. Nach der Kreuzung bei ¢ erfolgt der Eintritt in die Okular-
linse und hierauf parallelstrahliger Austritt aus derselben. Der
Punkt Q und der zugeordnete Objektpunkt liegen auf der durch
den Mittelpunkt des Reflektors gehenden Geraden. Ferner liegen
das erste und das zweite Bild ¢ p in Bezug auf den Spiegel B'A'C’
symmetrisch und ¢p und PQ sind gleich gross.

Bezeichnen wir mit F und f die Brennweiten des Spiegel-
objektivs und des Okulars, mit ¢ und ¢ deren Abstinde von dem
geneigten Planspiegel, so ist mit Riicksicht auf die Figur

A’P:F——e]

U
indem das erste Bild in der Brennebene des grossen Spiegels, das
zweite in derjenigen der Okularlinse liegt. Da nun A'P=A'p, so ist
e+ =F 7. . . . ... .. (3%

Diese Gleichung enthilt die Bedingung fiir das deutliche Sehen
bei parallelem Strahlenaustritt.
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Die Vergrosserung lidsst sich genau in derselben Weise be-
stimmen wie bei dem Herschel’schen Fernrohr. Wir erhalten
wieder fiir dieselbe den Ausdruck

F
N~7._....,....(34)

§ 255. Der Kkleinere Planspiegel muss geniligend gross sein,
um das ganze Hauptstrahlenbiischel, d. h. den im Brennpunkt des
Spiegelobjektivs zusammenlaufenden Strahlenkegel reflektiren zu
kénnen; der Spiegel darf indessen nicht grosser gemacht werden,
als zu diesem Zweck erforderlich ist, da sonst die Helligkeit des
mittleren Theils des Gesichtsfeldes beeintrichtigt wird. Der Spiegel
muss daher nur so gross gemacht werden, dass er einen unter 45°
zur Axe gelegten Schnitt mit seinem vollen, von dem Reflektor nach
dessen Brennpunkt konvergirenden Strahlenkegel vollstdndig deckt.
Der Spiegel muss also eine elliptische Form haben.

Bezeichnen wir nach Fig. 123 den halben Oeffnungswinkel des
vollen Kegels mit 6, so ist

tg‘ 6 —= A ?
F
unter A die halbe Apertur des Reflektors verstanden.

Fig. 123 stelle einen durch die Axe senkrecht zur Ebene des

Planspiegels gelegten Schnitt des Lichtkegels dar, und zwar sei

B
yac A
P x’
N
C
Fig. 128.

MN der Schnitt durch den Planspiegel, also die grosse Axe der
elliptischen Spiegelfiiche. Bezeichnet man nun die zu beiden Seiten
der Axe AP liegenden Theile der Ellipsenaxe mit # und 2', d.h.
A'M mit #, A'N mit &', und A'P mit d, so ist

_ dsing _ dJ2tge _ Ad)2
sin (45° — 6) 1—tgs =~ F—A '

und
dsin g dV2tge AdV2

n —_ j—

?

TSm0+ 1+tge  F+A
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und daher, wenn ¢ und & die halben Ellipsenaxen bezeichnen,

o4 AFdY2 .
a~2-F2__A2,......(30)

Bezeichnet y die Breite des zu der in der Figur dargestellten
Ebene senkrechten Schnittes bei A', so ist

52 ¥
a? zax

y ist aber der Radius des in A' durch den Kreiskegel gelegten
Ad
Orthogonalschnittes, d. h. y = —4~ und daher

bH? F?2 — A2

a® 2 F:

Setzen wir fiir ¢ seinen Werth aus (35) ein, so ergiebt sich als
zugehoriger Werth von &:

b B 38

VT — A

Beriicksichtigt man nun, dass die Apertur des Objektivspiegels
im Vergleich mit seiner Brennweite klein ist, so kann man A? gegen-
tiber F? vernachldssigen. Die Naherungswerthe von ¢ und b lassen
sich daher durch folgende Formeln ausdriicken:

AdVVé]

— el

, (87
Ad

=" ‘

und die Werthe von @ und & verhalten sich daher wie V2 : 1.

. § 256. Das #usserste Gesichtsfeld ist bei "dem Newton’schen
Fernrohr durch den das Okular und den nach Formel (37) be-
stimmten Planspiegel tangirenden Kegel begrenzt. Der von diesem
Kegel begrenzte Theil der durch den Brennpunkt der Okularlinse
senkrecht zu deren Axe errichteten Ebene p q stellt die grosste
Ausdehnung der von allen beliebigen, von dem Objekt aus-
gehenden und durch das Okular tretenden Strahlen beleuchteten
Bildfliche dar. Also reprisentirt der Winkel, welchen die Axe
und ein von dem Centrum des Reflektors nach Q gehender Strahl
einschliessen, die halbe Grosse des Gesichtsfeldes. Ist y die Grosse
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jenes ersten Bildes, a die halbe Apertur der Okularlinse, A' der loth-
rechte Abstand des dussersten Punktes B' des Spiegelrandes von der
Linsenaxe A'a, so ergiebt sich aus der Aehnlichkeit der Dreiecke

a—y _ y—A
f d—A

wo d sowohl den Abstand A'P als auch A'p bezeichnet. Vernach-
lassigt man A' gegentiber d, so ergiebt sich aus dem letzten Ausdruck

ad+A'f
d--f

Bezeichnet man mit 6 das halbe sichtbare Gesichtsfeld, so ist
demnach

B e o )

P=TFTTF O A4sT

Substituiren wir in die Gleichung fiir y den aus (37) sich er-

CAd
gebenden Niherungswerth A' = ¢ und vernachldssigen f als im

Vergleich zu d praktisch von geringem Einfluss, so erhalten wir

yza—&—ATf

und nach (34)

ol A
y=a N7

und es ist wie bei dem Herschel’schen Teleskop

0=%(a+%).. T G 1))

Das Gregory’sche Teleskop.

§ 25%. Die Erfindung des Spiegelteleskops schreibt man ge-
wohnlich James Gregory zu, welcher den nach ihm benannten
Typus in seinem Werke ,Optica promota“, im Jahre 1663 versffent-
licht, beschrieb.

Gregory’s Teleskop besteht aus zwei ihre Konkavflichen ein-
ander zukehrenden, centrirten Hohlspiegeln, welche sich in einem
Abstande von etwas mehr als der Summe ihrer Brennweiten von
einander befinden. In dem Scheitel des grosseren Objektivspiegels
befindet sich eine kreisférmige Durchbohrung, welche die das Okular
enthaltende Rohre tragt. Wird die Axe des Fernrohrs auf ein ent-

ferntes Objekt gerichtet, so entsteht im Brennpunkt des Objektiv-
Heath-Kanthack. 20
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spiegels ein Bild. Die von diesem Bilde divergirenden Strahlen fallen
auf den Kkleineren Hohlspiegel und durch Reflexion entsteht ein
zweites Bild in der Nihe des Scheitels des grossen Spiegels, und
dieses Bild ‘wird durch eine im Abstande ihrer Brennweite von dem-
selben angeordnete Okularlinse beobachtet.

Fig. 124 stellt die Anordnung der Spiegel und der Linse dar;
es ist hier BC der Objektivspiegel, B'C' der kleinere Spiegel und
bc das Okular. Die von dem Objektpunkt ausgehenden Strahlen
werden von dem grossen Spiegel reflektirt und in Q vereinigt, wenn
PQ die Brennebene des Spiegels darstellt. Q und der zugeordnete
Objektpunkt liegen auf derselben durch den Spiegelmittelpunks
gehenden Geraden. Nach der Kreuzung bei Q divergiren die
Strahlen, fallen auf den kleineren Spiegel und gelangen bei ¢ zur

Fig. 124.

Vereinigung; analog dem ersten Falle liegen einander zugeordnete
Punkte auf derselben durch den Kriimmungsmittelpunkt o des kleine-
ren Spiegels gehenden Geraden. Die Okularlinse erhiilt eine solche
Stellung, dass das Bild pg sich in ihrer Brennebene befindet und
somit die Strahlen als parallelstrahlige Strahlenbiindel zum Austritt
gelangen.

In der urspriinglichen Beschreibung des Instrumentes wurde
der grosse Reflektor als ein Rotationsparaboloid dargestellt, der
kleinere als ein ldngliches Sphiroid und deren Brennpunkte nach P
resp. p, den beiden Bildpunkten, verlegt. Bei einer derartigen Ge-
staltung der Spiegelflichen sind die centralen Strahlen frei von
Aberration. Man verzweifelte indessen anfinglich an der Herstellung
solcher Spiegel und erst nach der Erfindung des Newton’schen
Teleskops gelangte das Gregory’sche zur Ausfithrung.

Das Gregory’sche Teleskop wird meist dem Newton’schen
vorgezogen. Seine Bevorzugung beruht zum grossen Theil darauf,
dass die Anwendung zweier Hohlspiegel ein Mittel liefert, um
Unregelméssigkeiten in der Form des einen durch absichtliche
Fehler in dem anderen zu kompensiren; das Newton’sche Férnrohr
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dagegen enthilt kein Element, das eine Korrektion von Fehlern im
Spiegelobjektiv erméglicht, und erfahrungsmissig -gehdren genau
sphérische Spiegel zu den grossen Seltenheiten.

§ 258. Sind F, F'' und f beziehungsweise die Brennweiten der
beiden Spiegel und der Okularlinse, ¢ und ¢ die Abstinde des
Objektivspiegels und der Okularlinse von dem kleineren Spiegel
und z und z' die Abstinde der beiden Bilder von demselben Spiegel,
s0 bestehen, vorausgesetzt, dass das Instrument fiir ein normales
Auge auf die Ferne eingestellt ist, die folgenden Relationen

z==¢—F
= —f

Da aber z und «' die Abscissen konjugirter Punkte in Bezug
auf den kleineren Spiegel sind, so ist nach (3, III)

1 1 1
7;7--;—3,——_?7, . . . . . . . (40a)
oder, wenn man hierin z und z' eliminirt,

1 1 1

P ety (40)

In dieser Gleichung ist die Bedingung fiir das deutliche Sehen
beim Gregory’schen Teleskop enthalten. Die Gleichung erinnert
in ibhrer Form an die bei der Behandlung der aus drei Linsen be-
stehenden Refraktoren entwickelte Gleichung (24a).

Das Okular wird in der Regel unverriickbar angeordnet und
die Einstellung auf deutliches Sehen durch Verschiebung des kleinen
Spiegels mittelst Mikrometerschraube erreicht.

Bedeuten 2 und S8 die linearen Dimensionen des ersten und

zweiten Bildes, so ist —Fi der Winkel, unter welchem das Objekt
!

mit blossem Auge gesehen wird, \';— der Winkel, unter welchem das

zweite Bild erblickt wird. Als Vergrosserung des Instrumentes hat

man demnach

—_ 8K 41
N=——te (41)
Nach (7, III) lisst sich aber fiir die Reflexion am sphirischen
Spiegel die Relation zwischen den linearen Dimensionen eines Ob-

Jektes und seines Bildes durch die Gleichung

20*
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B

x

1
+f—o
X

ausdriicken; somit ldsst sich der Gleichung (41) die Form geben

Nzgﬂ% (42)

Ferner ist aus (40a)

z' 2 ¢ —F

— =0 1=~F,w———1

daher
1 1 ¢

N:—F%7+T¢~ﬂﬁy C .. (43
Auf analoge Weise erhilt man

1 1 1 e

Die aus diesen Gleichungen sich ergebenden Werthe von e

und ¢ sind

FF P F'FfN
7N und ¢ =F'+f+ — 7o

wodurch bei gegebenen Brennweiten und gegebener Vergrisserung
die Abstéinde zwischen den Spiegeln und der Linse bestimmt sind.
Aus Formel (43) ldsst sich ein einfacher Niherungswerth fiir
die Vergrosserung gewinnen. Da namlich das erste Bild fast in den
Brennpunkt des kleineren Spiegels, das zweite fast in den Scheitel
des grossen Spiegels fillt, so ist angenidhert ¢ — F' — f=TF, somit
ergiebt sich aus (43) der Niherungswerth:
F2
T/

e=F+F + (45)

N= (46) .

Da das zweite Bild in Bezug auf das erste ein umgekehrtes,
das erste in Bezug auf das Objekt ebenfalls ein umgekehrtes ist, so
erblickt man durch dieses Teleskop ein aufrechtes Bild.

§ 259. Der kleinere Spiegel muss eine geniigend grosse Fliche
besitzen, um den ganzen von dem grossen Spiegel nach dessen
Brennpunkt konvergirenden Strahlenkegel aufzufangen. Giebt man
dem Spiegel eine grossere Fliche, so wird ein unnothig grosser
Theil der einfallenden Strahlen abgeschnitten. Die Apertur A' des
kleineren Spiegels bestimmt sich daher durch die Gleichung

) &€ - 4
A:AMF_A#F—Q.... ... @D
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Die im Scheitel des grossen Spiegels angebrachte Oeffnung darf
nicht grosser sein als die Apertur des kleineren Spiegels, da ja sonst
einfallendes Licht direkt in die Okularlinse gelangen wiirde; es ist
daher iiblich, die Oeffnung im grossen Spiegel gleich der Apertur
des kleinen Spiegels zu machen, um auf diese Weise eine moglichst
grosse Apertur der Okularlinse -und somit auch ein moglichst grosses
Gesichtsfeld zu gewinnen.

§ 260. Die Grosse des dussersten Gesichtsfeldes beim Gregory’-
schen Teleskop lisst sich bestimmen, indem man den kleinen Spiegel
und die Okularlinse in einen Kreiskegel einhiillt, d. h. die Linie B'b
zieht; die durch diese Gerade abgeschnittene Strecke p ¢ giebt uns
ein Maass fiir die Grosse des Gesichtsfeldes. Ist @ der Oeffnungs-
radius der Okularlinse und A die halbe lineare Ausdehnung des
zweiten unter den vorliegenden Bedingungen zu Stande kommenden
Bildes, so ergiebt sich aus der Dreieckséhnlichkeit

a—p . g — A
T
somit ist
,_ ad A

g +f
oder, da f im Vergleich mit &' nur klein ist, annidhernd
7{'
L r_J .
13 —=a + A .LL"
o~ s ,__Aw e
Nach (47) ist A'= 5, somit ist nach (42)
ﬁ':a—f—f‘g,. B G 1))

unter N die Vergrosserung des Fernrohrs verstanden.
Ferner folgt aus Formel (41)

R I
=N =N,

wo 0 die Grosse des halben Gesichtsfeldes bedeutet. Es ist somit
schliesslich

1 A

Der zweite Summand des Klammerausdrucks ist im Allgemeinen

klein im Vergleich zum ersten; als Niherungsformel fiir das Gesichts-
feld kann man somit aufstellen

6=

N7 (50)
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§ 261. Eine andere Form des Spiegelteleskops wurde, wahr-
scheinlich unabhiingig von Gregory und Newton, einige Jahre
nach der Konstruktion der nach den letzteren benannten Teleskope
von dem Franzosen Cassegrain erfunden. Cassegrain’s Te-
leskop unterscheidet sich von dem Gregory’schen nur dadurch,
dass bei ihm der kleinere Spiegel konvex anstatt konkav ist und
sich zwischen dem grossen Spiegel und dessen Brennpunkt befindet.
Die Anordnung der Spiegel und die Lage der erzeugten Bilder ist
in Figur 125 dargestellt.

Die bei der Untersuchung der Abbildungsvorginge beim
Gregory’schen Fernrohr aufgestellten Formeln zur Bestimmung
der Lagen der Spiegel und Linsen fiir deutliches Sehen, der Ver-
grosserung und des Gesichtsfeldes lassen sich ohne Weiteres auf

Fig. 125.

das Cassegrain’sche Teleskop iibertragen; man hat n#mlich nur
das Vorzeichen von F', der Brennweite des kleineren Spiegels, in
allen Fillen entgegengesetzt zu nehmen wie dort.

Das Bild ist hier wie beim astronomischen Teleskop ein um-
gekehrtes.

§ 262. Der von Cassegrain angegebene Typus ist nicht zu
verbreiteter Anwendung gelangt, trotzdem er gegeniiber der
Gregory’schen Konstruktion gewisse Vorzlige besitzt. Bei gleicher
Vergrosserung ist das Cassegrain’sche Teleskop das kiirzere von
beiden; der grosste Vortheil, den das Cassegrain’sche Tele-
skop bietet, besteht aber darin, dass bei ihm die sphirischen Aber-
rationen der beiden Spiegel entgegengesetzter Art sind, so dass sie
kompensirend auf einander wirken, widhrend bei dem Gregory’-
schen Teleskop beide Aberrationen sich summiren. Bei der Unter-
suchung der Aberration normaler Strahlenbiischel (§ 116) sahen wir,
dass bei einem normal zu einer sphérischen Spiegelfliche auffallenden
Strahlenbiischel die Katakaustik sich von dem Spiegel nach dessen
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Centrum zuspitzt. Werfen wir einen Blick auf die Figur 124 in § 257,
80 erkennen wir, dass das erste Bild P Q in Folge der sphirischen
Aberration des grossen Spiegels eine Verschiebung erfihrt und
diesem Spiegel genidhert wird. Der Abstand z erfihrt daher ein
positives Wachsthum dz und ist y die halbe Apertur des grossen
Spiegels, so ist nach (5, VII) '

_ ¥
dz = 3F"

Abgesehen von der sphirischen Aberration des kleinen Spiegels
ergiebt sich hieraus eine Verschiebung von z'. Da namlich

1 1 1
T
ist, so ist auch
duf d g 0.
x- X"

Wir erhalten somit als Verschiebung der Bildlage

Ausser dieser Verschiebung des zweiten Bildes ist noch eine
zweite vorhanden, welche ihren Ursprung in der sphirischen Aber-
ration des kleinen Spiegels findet. Bezeichnen wir den Oeffnungs-
radius dieses Spiegels mit y' und ist O' der Kriimmungsmittelpunkt
des Spiegels, so erfihrt z' in Folge der sphdrischen Aberration des
Spiegels das Wachsthum

y'? ;
Ao’ = — g7 (09

Die gesammte Verinderung des Werthes z' setzt sich also aus
den Theilen da’ und 42 zusammen. Bei Gregory’s Teleskop
haben diese Grossen gleiche Vorzeichen, bei dem Cassegrain’schen
Teleskop dagegen sind, da das Vorzeichen von F' das entgegen-
gesetzte ist, die Vorzeichen von da' und 4« umgekehrt.

Das zusammengesetzte Mikroskop.

§ 263. In seiner einfachsten Gestalt besteht das zusammenge-
setzte Mikroskop ebenso wie das astronomische Fernrohr aus zwei
Linsen, der Objektivlinse und der Okularlinse. Das Objektiv hat
eine sehr kurze Brennweite und das Objekt befindet sich in einem
die Brennweite um ein Geringes iibertreffenden Abstande. Unter
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dieser Bedingung erzeugt die Objektivlinse ein reelles, umgekehrtes
Bild des Objektes, welches sich durch die Okularlinse betrach-
ten lasst.

Das Objektiv ist gewohnlich aus einem System von Linsen zu-
sammengesetzt behufs Reduktion der chromatischen und sphérischen
Aberration. In manchen Fillen verwendet man drei Doublets, deren
jedes aus einer Bikonvexlinse aus Crownglas und einer plan-kon-
kaven Flintglaslinse besteht; diese sind so angeordnet, dass das
System fiir die centralen Strablenbiischel achromatisirt ist. Diese
Doublets kehren dem einfallenden Licht ihre planen Flichen ent-
gegen, das Doublet kiirzester Brennweite ist das dem Objekt zu-
nichstliegende und die Aperturen der Linsenpaare nehmen von
dieser Linse aus nach aussen zu. Hierbei lassen sich nun die Aper-
turen so wihlen, dass ein die erste Linse ausfiillendes Strahlen-
biischel die tibrigen Linsen der Reihe nach ausfiillt.

§ 264. Die im VII. Kapitel fiir die Grosse der Aberration auf-
gestellten Formeln sind vollstéindig werthlos, wollte man sie auf
Mikroskop-Objektive anwenden. Bei der Entwicklung jener Formeln
gingen wir némlich von der Voraussetzung aus, dass die Konvergenz
der Strahlen eine so geringe sei, dass man die dritten Potenzen der
Konvergenzwinkel in Bogenmaass ausgedriickt vernachlissigen kénne.
Bei Mikroskop-Objektiven aber, wo der Einfallskegel einen halben
Oeffnungswinkel bis 60° oder selbst 70° hat, ist jene Voraussetzung
natiirlich nicht zuldssig. Es lassen sich dennoch gute Objektive her-
stellen, welche bei einem Oeffnungswinkel von 105 bis 110° in Luft
noch gentigend frei von sphérischer Aberration sind.

Die Erkldrung dieser interessanten Thatsache wurde von J. J.
Lister in den Philosophical Transactions von 1830 verdffentlicht
und die Schlussfolgerungen, zu denen man dadurch gelangte, bil-
deten die Wegweiser fiir weitere Vervollkommnungen!). Lister
konstatirte, dass in einer achromatischen Objektivlinse des oben
beschriebenen Typus zwei Axenpunkte vorhanden sind, in Bezug
auf welche das Linsenpaar bei méssigen Aperturen aplanatisch ist.
Der eine aplanatische Punkt liegt in einem etwas grosseren Abstande
von der ebenen Fliche der Linse als deren Brennweite, der andere
befindet sich nidher der Linse. Ferner fand er, dass, wenn der

1) Die Lister’sche Entdeckung wird gewohnlich in Bezug auf ihren prak-
tischen Werth sehr iiberschitzt. Niemals, soviel hekannt, sind nach seinen un-
mittelbaren Angaben Objektive mit Erfolg ausgefihrt worden und fir starke
Systeme musste {berhaupt sein Konstruktionsprincip verlassen und dasjenige
Amici’s angewandt werden. Cz.
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lenchtende Punkt zwischen den aplanatischen Punkten liegt, eine
Ueberkorrektion der sphérischen Aberration eintritt, d. h. dass die
letztere das umgekehrte Vorzeichen von demjenigen enthilt, welches
unter gewohnlichen Umstinden der sphérischen Aberration einer
Sammellinse zukommt; liegt aber der leuchtende Punkt ausserhalb
dieser beiden aplanatischen Punkte in der einen oder anderen
Richtung, so resultirt daraus eine Unterkorrektion der sphérischen
Aberration.

Die sphérische Aberration einer Kombination zweier solcher
achromatischer Linsen ldsst sich daher durch Verschiebung der
Linsen kompensiren. Denn ordnet man die erste Linse so an, dass
sie Strahlen empfingt, welche von einem in dem der Linse zunéchst
liegenden aplanatischen Punkt befindlichen Objekt ausgehen, giebt
aber der zweiten Linse eine solche Lage, dass das in dieselbe ge-
langende Strahlenbiischel von dem entfernteren aplanatischen Punkt
kommt, so ldsst sich dadurch nahezu vollkommene Korrektion der
Aberration erreichen. Nahert man von dieser Stellung der Linsen
aus dieselben einander, so tritt Ueberkorrektion, im entgegenge-
setzten Falle Unterkorrektion ein.

Bei der Konstruktion der Objektive mit den jetzt tiblichen
grossen Aperturen benutzt man diese Thatsache in der Weise, dass
man die unvermeidlichen IFehler der Linsen starker Vergrésserung
dadurch kompensirt, dass man absichtlich bei den Linsen schwicherer
Vergrosserung entsprechende entgegengesetzte Aberrationsfehler ein-
fithrt. Bei den modernen Objektiven von ungewo6hnlich hoher Aper-
tur besteht ein sehr verbreiteter (von Amici herriithrender) Typus
in einer einzelnen fast halbkugeligen Vorderlinse, an welche sich ein
stark tiberkorrigirtes Linsensystem anreiht. Dieses letztere System
besteht entweder aus zwei Doublets oder aus einem Doublet und
einem Triplet oder sogar aus einem vorderen Triplet, einem mittleren
Doublet und einem hinteren Triplet. Soll aber diese komplicirte Zu-
sammensetzung gute Resultate liefern, so ist ganz besondere Sorg-
falt auf das Schieifen und Centriren der Linsen zu verwenden.

Die Farbenkorrektionen werden in #hnlicher Weise vorge-
nommen. Neben -den sekundéren Spektren besteht -bei dem
Mikroskop noch eine Fehlerquelle, auf welche Prof. Abbe aufmerk-
sam machte und welche er als die chromatische Differenz der
sphirischen Aberrationen bezeichnete. Mit diesem Ausdruck
charakterisirt er die Thatsache, dass bei Linsensystemen, in welchen
die sphiirische Aberration fiir die Strahlen mittlerer Brechbarkeit
korrigirt ist, noch ein Fehlerrest fiir- alle Strahlen geringerer oder
grosserer Brechbarkeit vorhanden ist; die Linsen werden also in
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diesem Fall fir rothe Strahlen unterkorrigirt, fiir violette Strahlen
tiberkorrigirt - sein. In einem Aufsatz tiber diesen Gegenstand legt
er dar, in welcher Weise sich durch zweckmissige Wahl der Linsen-
abstinde dieser Fehler nahezu beseitigen lisst.

§ 265. Bei der Berechnung von Linsensystemen grosser Apertur
wird es nothwendig, die aus der Anwendung von Deckglisern fiir
mikroskopische Priparate resultirende Aberration in Rechnung zu
ziehen. Tritt ndmlich ein Lichtstrahl durch eine planparallele Platte,
so sind Ein- und Austrittsstrahl parallel gerichtet, aber beide gehen,

A4

NS
N

Fig. 126.

wie aus Fig. 126 ersichtlich, von scheinbar verschiedenen Punkten
aus; ein von einem Punkte ausgehendes Strahlenbiischel divergirt
nach dem Durchtritt durch die Platte demnach nicht mehr von einem
Punkte, sondern von einer Reihe von Punkten der Axe des Systems,
deren Lagen sich etwa folgendermaassen bestimmen lassen. Ein
vom Objektpunkt O (Fig. 127) aus-

gehender Strahl treffe die Platte von
BB der Dicke d in A und gelange bei B
7 ///' X777 A /,',/’//;/5; zum Austritt. Hierbei ergebe sich
7 7 @272 ) eine axiale Verschiebung y des Ob-
7 7,
i S 200, jektpunktes O im Bilde. Aus Fig. 127
J %4 ergiebt sich dann:
o AB—— % ___d
" sin (90° —4') cosi' ’
AB _ AB _ sini
Fig. 127, AC — y  sin(i—1{)
Hieraus

Y

__dsin({—1') —al1 sinicos< —al1 cos ¢
T sinicosi’ nsintcosd' | ncos '

—_—d(l—— cos ¢ )

o ot 9. )
Vn* —sin?;
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Bis auf kleine Grossen 2. Ordnung erhilt man somit

y——d(l-— cosi)

n

35
MSUTE

Fir :=0 findet man also den bekannten Ausdruck fiir senk-
recht einfallende Strahlen:

y=d=——"

Der durch das Deckglas verursachte Fehler hat denselben
Charakter wie die sphirische Aberration einer Linse und ldsst sich
daher durch Justirung der Linsen korrigiren. Es ist iiblich, einen
Theil des Systems gegen den iibrigen Theil verschiebbar zu lassen,
so dass sich das System auf die jeweilige Dicke des Deckglases ein-
stellen ldsst.

§ 266. FEinen bedeutenden Fortschritt in der Mikroskopie
machte man durch die Einfiihrung sogenannter Immersions-
systeme. Bei diesen wird ein Fliissigkeitstropfen zwischen das
Deckglas und die vorderste Linsenfliche gebracht. Zuerst wen-
dete man als Immersionsflissigkeit Wasser an; man erreicht aber
wesentlich giinstigere Resultate durch Anwendung homogener
Immersion. Prof. Abbe fand nach vielen Versuchen, dass Cedern-
holz6l von geeigneter Konsistenz annshernd denselben Brechungs-
index und dasselbe Dispersionsvermégen besitzt wie das gebriuch-
liche Deckglasmaterial, so dass bei der Anwendung einer solchen
homogenen Immersionsfitissigkeit der aus dem Deckglas hervor-
tretende Strahlenkegel keine Veriéinderungen infolge von Refraktion
oder Lichtverluste durch Reflexion erfihrt und somit sé#mmtliche
Strahlen unter ihrem urspriinglichen Winkel in das Objektiv ge-
langen; selbst die schrigsten Strahlen gelangen auf diese Weise
noch ungebrochen in das Objektiv und werden erst beim Verlassen
der hinteren Fliche der Vorderlinse gebrochen. Dieses Mittel er-
moglicht die Erzielung weit grosserer Aperturen, als dies bei irgend
einem Trockenobjektiv moglich wire.

Hierin liegt indessen nicht der einzige Vorzug der Immersions-
systeme.

Nach (28, X) ist die Helligkeit eines Bildes ausgedriickt durch
die Formel:
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e * N? ’

I=1I,

wo n den Brechungsindex des Mediums darstellt, in welchem das
Objekt eingeschlossen ist. Aus der Formel erkennt man ohne
Weiteres den Vortheil eines hohen Brechungsexponenten; und in
der That hat Clausius sowohl fir Wirme wie fiir Licht nachge-
wiesen, dass die Ausstrahlung eines Koérpers in einem Medium dem
Quadrate des Brechungsindex proportional ist. Ein nach dem
Principe der Immersion konstruirtes Objektiv kann daher eine
grossere Anzahl von Strahlen aufnehmen, als dies bei den Trocken-
systemen mdoglich ist. Prof. Abbe’s Erkldrung des hierbei statt-
findenden physikalischen Vorganges griindet sich auf Ausstrahlung
gebeugten Lichtes. Bei Trockensystemen kann der Verlust von
Strahlen niemals durch Verstiirkung der Beleuchtung ersetzt werden;
denn die einmal verlorenen Strahlen haben andere physische Eigen-
schaften als die durch irgend eine noch so intensive Lichtquelle
innerhalb eines Mediums wie Luft gelieferten Beleuchtung.

§ 267. Die bei dem Mikroskop angewendeten Okulare sind
die ndmlichen wie diejenigen der Teleskope. In den meisten I'dllen
benutzt man nach dem Huyghens’schen Princip konstruirte Okulare;
das Ramsden’sche Okular ist namentlich da zweckmissig, wo es
sich um Messungen handelt.

Fiir die sogenannten Apochromatobjektive, welche zuerst
nach den Rechnungen Prof. Abbe’s durch die bekannte optische
Werkstitte von Carl Zeiss hergestellt wurden, sind hesondere
Okulare konstruirt worden, welche dazu dienen, einen den Objek-
tiven anhaftenden Fehlerrest oder eine absichtliche Ueberkorrektion
durch Unterkorrektion zu kompensiren und daher von Prof. Abbe
Kompensationsokulare genannt worden sind. Wir werden auf
diese Kompensationsokulare in Verbindung mit einer kurzen Be-
sprechung der Apochromatobjektive nochmals zurtickkommen.

Aus der zuletzt citirten Formel fiir die Helligkeit des Bildes
erkennen wir, dass einer Verstdrkung der Vergrosserung eine Ver-
dunklung des Bildes entspricht, und zwar ist, caeteris paribus, die
Helligkeit des Bildes dem Quadrat der Vergrosserung umgekehrt
proportional. Es sind daher beim Mikroskop Mittel zur Erzielung
einer starken kiinstlichen Lichtkoncentration unentbehrlich. Ein
durch einen Plan- oder Konkavspiegel in die optische Axe gewor-
fener Lichtkegel wird durch eine Linsenkombination auf die Unter-
seite des Objektes koncentrirt; das wihrend seines Durchtrittes durch
das Objekt infolge der Kontraste in dem Brechungs- und Absorptions-
vermogen differentiirte Strahlenbiindel gelangt alsdann in das In-
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strnment. Mancherlei Formen von Beleuchtungsapparaten sind kon-
struirt. Der interessanteste von diesen ist ohne Frage der von Abbe
angegebene und nach ihm benannte Beleuchtungsapparat. Genauere
Beschreibungen dieses Apparates finden sich u. A. in Dippel’s Werk
iiber ,Das Mikroskop“.

Die Vergrosserung beim Mikroskop.

§ 268. Ein genaues Maass fiir die durch ein Instrument ge-
lieferte Vergrosserung erhilt man, wenn man die Dimensionen des
Netzhautbildes, welches bei bewaffnetem und blossem Auge zu Stande
kommt, mit einander vergleicht. Soll aber ein solcher Vergleich
moglich sein, so miissen wir uns vor Allem dariiber klar sein, wo
das Objekt resp. das durch das Linsensystem erzeugte Bild sich be-
finden solle, damit sich eine Bestimmung der Vergrésserung vor-
nehmen lésst. Damit der Vergleich einen quantitativen Werth erhiilt,
muss die Wirkung des blossen Auges mit derjenigen der Verbindung
des Auges mit dem Instrument unter moglichst gleichen Bedingungen
verglichen werden. Diese Bedingungen lassen sich herbeifiihren,
wenn man den Vergleich unter moglichst giinstigen Verhé#ltnissen
fir die Beobachtung anstellt; ein Fall, der dann eintritt, wenn die
Netzhautbilder moglichst gross sind. Bei der Beobachtung mit
blossem Auge wird man also das Objekt in den kleinsten Abstand
deutlichen Sehens bringen. Nun ist dieser Abstand bei verschiedenen
Individuen ein sehr verschiedener, wihrend die einem Instrument
zukommende Vergrosserung von dieser Individualitit unabhingig
sein muss. Man giebt daher dem Objekt einen konventionell fest-
gesetzten Abstand, und zwar hat man diesen Abstand so gewéihlt,
dass das Netzhautbild noch geniigend ann#shernd seinen grossten
Werth hat und dass sich ein normales Auge ohne Anstrengung auf
langere Zeit auf die Bildebene akkommodiren kann. Man hat dem-
nach 25 cm als diesen Abstand festgesetzt und ihn als ,deutliche
Sehweite“ ein fiir alle Mal fixirt. Diese Bezeichnung ist keine gliick-
liche, denn das Auge vermag in jeder Entfernung, auf welche es
sich akkommodiren kann, gleich deutlich zu sehen. Diesen Abstand
muss nun auch das durch das Linsensystem erzeugte Bild haben.
Die in beiden Féllen entstehenden Netzhautbilder werden dann den
linearen Dimensionen des Objektes und seines Bildes proportional sein.

Bezeichnen wir mit z und ' die Abstinde des Objektes und
des resultirenden Bildes von dem ersten resp. zweiten Hauptpunkte
des (scil. ganzen Mikroskop-) Systems, mit f dessen Brennweite, so ist
bekanntlich
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Sind ferner f und S’ die linearen Dimensionen des Objektes
und seines Bildes, so ist

Bezeichnet schliesslich & den Abstand des Auges von dem
zweiten Hauptpunkt, so wird das Bild unter einem Gesichtswinkel
erblickt, fiir welchen

S g
R
z |1 — =

x!

Fiir ein sehr kleines f wird #' negativ und das Auge liegt un-
weit des Hauptpunktes, so dass man —i—, vernachlissigen kann und

somit fiir 6 den Niherungswerth

erhiilt.
Riickt man ferner das Bild in den konventionellen Abstand A,
sodass ' = — A, so wird
tgo=28 (_1_ -+ L) .
A S
Bei der Betrachtung des Objektes mit blossem Auge hat der
Gesichtswinkel den Werth

tgaoz%

und man hat somit als Ausdruck fiir die Vergrosserung die Gleichung:

A
N=14—2-. . . . . . . . .. (61
7 (61)
Im Allgemeinen ist f im Vergleich mit A sehr klein und wir
erhalten somit als hinreichend genauen Ausdruck fiir die Vergros-
serung

N=="-. . . . . ... ... (52
Die Bestimmung der Apertur des Mikroskops.

§ 269. Als Gleichung fiir die Helligkeit des mikroskopischen
Bildes hatten wir in § 266 die Formel
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=1, :Z . ,"f%gi‘i
aufgestellt. Hierin bedeutet 2 den konventionellen Bildabstand, p
den Radius der Augenpupille, N die Vergrosserung und « den halben
Oeffnungswinkel des von einem Objekte, welches sich in einem
Medium vom Brechungsexponenten n befindet, ausgehenden Strahlen-
kegels. Bei einem Instrument, dessen Vergrosserung vorgeschrieben
ist, ist daher I proportional (n sin «)? und somit ldsst sich = sin a als
ein numerisches Maass der Apertur ansehen.

In diesen Ausdruck fiir die Apertur lassen sich nun auch die
Brennweite des Objektivs und der Durchmesser des durch dasselbe
tretenden Strahlenkegels einfiihren. Der Durchmesser des Strahlen-
kegels dndert sich ununterbrochen wihrend des Durchtritts des letz-
teren durch das Objektiv. Wir gehen von dem Durchmesser des
Kegels in der Ebene des Strahlenaustritts aus der hintersten Linsen-
fliiche des Objektivs aus. Diese Ebene fillt bei den Objektiven der
iiblichen Konstruktion so angenihert mit der zweiten Brennebene
des Systems zusammen, dass man von der Differenz der Abstéinde
ganz absehen kann. Wir nehmen daher an, b, der halbe Durch-
messer der letzten Linse, sei der Radius des Strahlenkegelschnittes
in der zweiten Brennebene des Objektivs und f stelle die Brenn-
weite des Objektivs dar. Ist nun u' der Abstand des Bildes von
dem zweiten Brennpunkt, so besteht nach (40, IV) die Relation

ﬂ! u!

8 f
Nach der Abbe-Helmholtz’schen Formel ist
npsine==n'g" sin ¢
daher
ﬂ!

nsine=—n' ?sin o'

oder
J

nsine= — - u'sin e’ .
f
Der Winkel o' ist beim Mikroskop immer sehr klein, betragt
nur wenige Grade, so dass u' sin @' nicht wesentlich von «' tg a' ab-
weicht; da aber b= — v’ tg o' ist, so wird aus der letzten Gleichung
n'b

nsin ¢ = ——

f‘
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Da das letzte Medium immer Luft ist, so ist #' =1 und man
erhélt also schliesslich die einfache Formel

nsina:%. B G 5]

§ 270. Die Rationalitit dieses von Prof. Abbe eingefiihrten
Begriffs der numerischen Apertur leuchtet unschwer ein, sobald
wir uns vergegenwirtigen, dass das numerische Maass der Apertur
dem Durchmesser des Strahlenkegels proportional sein muss. Nehmen
wir den Fall an, wir hitten zwei Objektive von gleicher Oeffnung,
aber verschiedenen Brennweiten. Verfolgen wir nun bei beiden
Objektiven die Strahlen von dem Bilde aus rickwirts. In dieser
Umkehrung gelangen die Strahlen als fast paralleles Biindel zum
Eintritt in das Objektiv und da bei beiden Objektiven die Oeffnungen
die namlichen sind, so gelangt bei der Umkehrung des Strahlen-
ganges die gleiche Anzahl von Strahlen in jedes der beiden Objektive.
In dem Falle der Linse Kkiirzerer Brennweite werden aber diese
Strahlen auf eine kleinere Fliche koncentrirt wie bei dem Objektiv
grosserer Brennweite, wihrend die Helligkeit in beiden Féllen die
gleiche ist. Kehren wir nun zum thatsidchlichen Strahlenverlauf
zurtick, so gelangen von der kleineren Objektfliche ebenso viele
Strahlen in das Objektiv von kiirzerer Brennweite, als das andere
Objektiv Strahlen von der grosseren Fliche aufnimmt. Die that-
sidchliche Apertur differirt daher bei den beiden Objektiven im um-
gekehrten Verhéltnis ihrer Brennweiten.

b
Der Werth wa ist unabhiingig von dem Medium, in welchem

sich das Objekt befindet; dasselbe mag nun Luft, Wasser, Balsam
oder irgend ein anderes Immersionsmedium sein. Die Einheit der
numerischen Apertur wiirde einem in Luft zum Eintritt gelangenden
Strahlenkegel, dessen Oeffnungswinkel 180° Dbetrigt, gleich sein,
wihrend bei homogener Immersion dieselbe Apertur einem Oeffnungs-
winkel von 82°17' entsprechen wiirde. Bei modernen Objektiven
hat man es bis zu Aperturen von 1,40 und mehr gebracht. Carl
Zeiss hat 1889 sogar ein Immersionssystem nach Angaben von
Prof. Abbe hergestellt, welches die Apertur 1,63 hat. Einen Kkleinen
interessanten Aufsatz tiber dies System und zugleich tiber die bei
der Konstruktion von Objektiven grosster Apertur sich darbietenden
Gesichtspunkte verédffentlichte Dr. 8. Czapski in der Zeitschrift fiir
wissenschaftliche Mikroskopie wund fiir mikroskopische Technik,
Band VI, 1889, S. 417—422.

§ 271. Die Vergrosserung eines Objektivs lisst sich fiir eine
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bestimmte Lage des Bildes finden, wenn man das Bild eines Objekt-
mikrometers auf ein Okularmikrometer projicirt. Mit Hilfe der so
gewonnenen Grosse lidsst sich dann nach der Formel

. N
nsin ¢« — T
(72

die numerische Apertur bestimmen. Man hat ndmlich nur ein Hilfs-
mikroskop auf die Brennebene einzustellen und den linearen Durch-
messer 25 des austretenden Strahlenbiischels in jener Brennebene
7zu messen. Misst man nun noch ', den Abstand der Brennebene
von dem Bilde, welchem die Vergrosserung N zukommt, so hat man
damit alles zur Bestimmung von »sin a Erforderliche.

Kennen wir umgekehrt die numerische Apertur, so ldsst sich
die Brennweite des Objektivs ohne Weiteres messen. Wir haben
namlich nur den Durchmesser 26 des Strahlenbiischels da, wo es
die Brennebene verlisst, mikrometrisch zu bestimmen und diesen
Werth in die Formel

n sin u:—?
einzusetzen. '

Fiir unseren Zweck geniige das iiber das Mikroskop Gesagte.
Im Uebrigen verweisen wir auf das Werk Dippel’s ,Das Mikro-
skop“, dasjenige von Néigeli und Schwendener gleichen Titels,
Dr. Czapski’s ,Theorie der optischen Instrumente“ und auf die
leider zerstreuten Aufsitze Prof. Abbe’s, welche namentlich im
sJournal of the Royal Microscopical Society“ zu finden sind. Prof.
Abbe verdanken wir die eigentliche Theorie der mikroskopischen
Abbildung und die hervorragendsten praktischen Verbesserungen
des Mikroskops.

Es sei hier nur noch in kurzen Worten der sogenannten ,apo-
chromatischen“ Objektive erw#hnt, welche nach Berechnungen Prof.
Abbe’s zuerst von der bekannten Firma Carl Zeiss in Jena unter
Benutzung der nach dem Abbe-Schott’schen Verfahren hergestellten
Glasarten ausgefiihrt wurden. Wéahrend bei den achromatischen
Linsensystemen, wie sie bisher konstruirt wurden, die Achromati-
sirung sich auf die Vereinigung zweier verschiedener Farben des
Spektrums in einem Punkte der Axe beschrinkte und die sphérische
Aberration nur fiir eine und zwar die hellste Farbe des Spektrums
korrigirt war, gelang es Prof. Abbe, mit Hilfe seiner in § 179 be-
sprochenen Glasarten einen Linsentypus zu formuliren, welcher durch
die gleichzeitige Vereinigung von drei verschiedenen Spektralfarben
in einem Axenpunkt (d. h. Aufhebung des bei den achromatischen

Linsen als farbige Sdume sich dokumentirenden sekundiren Spek-
Heath-Kanthack. 21
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trums) und die Korrektion der sphirischen Aberration fiir zwei ver-
schiedene Farben charakterisirt ist. Wir haben also in den Apo-
chromatobjektiven nicht nur eine technische Verbesserung der bisher
bekannten achromatischen Objektive, sondern wir begegnen hier
einem principiellen Fortschritt. Aus der Apochromasie ergeben sich
praktisch wichtige Vortheile, die wir kurz auffiihren wollen. Be-
kanntlich ist es bei achromatischen Objektiven nur fiir eine Zone
desselben moglich, eine gute Farbenkorrektion herbeizufiihren; bei
den Apochromaten ist die Farbenkorrektion fiir alle Zonen eine
gleichmissig vollstindige. Ein zweiter Vortheil besteht bei den apo-
chromatischen gegeniiber den achromatischen Systemen darin, dass
bei den ersteren ein gleichméssig scharfes Bild fiir nahezu alle
Farben des Spektrums entworfen wird, wiihrend dies bei den achro-
matischen Systemen nur fiir die Strahlen einer Farbengattung gilt.
Hieraus erklirt sich die vorziigliche Leistungsfihigkeit der apochro-
matischen Systeme in der Mikrophotographie. Wihrend drittens bei
den achromatischen Objektiven infolge der beschrinkten Farben-
korrektion die den verschiedenen Farben entsprechenden Bilder
immer nur paarweise an dieselbe Stelle fallen und daher eine be-
trichtliche Focusdifferenz aufweisen, ist bei apochromatischen Ob-
jektiven die Koincidenz der Bilder fiir die ganze Reihe der Spektral-
farben vom kalorisch wirksamen durch den visuellen bis zum
chemisch wirksamen Theil, eine fiir alle praktischen Zwecke hin-
reichend vollkommene. Eine Konsequenz der auf diese Weise her-
beigefiihrten sehr vermehrten Lichtkoncentration der Apochromate
ist u. A. die Moglichkeit, in Verbindung mit ihnen Okulare zu be-
nutzen, welche. eine bis 18fache Uebervergrosserung des Objektiv-
bildes liefern.

Die fiir diese Apochromatobjektive bestimmten sogenannten
Kompensationsokulare dienen dazu, um den bei der Konstruktion
von Objektiven von grosser Apertur unkorrigirbaren Farbenfehler
fir die ausseraxialen Strahlen zu ,kompensiren“. Dieser Fehler, die
chromatische Differenz der Vergrésserung, entspringt daraus, dass
das von dem Obhjektiv- entworfene Bild des Objektes sich aus ver-
schieden grossen Bildern zusammensetzt, indem n#mlich das blaue
Bild grosser ist als das rothe. Diesen Fehler besitzen auch die apo-
chromatischen Objektive von grosserer Apertur, und da hat nun Prof.
Abbe denselben Fehler auch in den Objektiven von geringerer
Apertur absichtlich eingefiihrt, um so ein Mittel zu gewinnen, durch
Anwendung von Okularen, welche den entgegengesetzien Fehler be-
sitzen, d. h. fiir roth stirker als fiir blau vergréssern, die chromatische
Differenz der Vergrosserung zu kompensiren.
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Optische Instrumente.
Bestimmung der Konstanten optischer Instrumente.

§ 272. Lisst man durch eine sehr kleine Oeffnung in einen
verdunkelten Raum Lichtstrahlen, welche von den ausserhalb des
Raumes befindlichen Objektpunkten ausgehen, eintreten und auf
einen Schirm fallen, so entsteht ein umgekehrtes Bild jener Objekte
auf dem Schirm. Von jedem Objektpunkt geht entsprechend der
Kleinheit der Oeffnung ein enges Strahlenbiindel aus, fillt in
geradliniger Richtung durch die Oeffnung auf den Schirm wund
erzeugt dort ein Bild des Objektpunktes. Infolge des beschrinkten
Lichtdurchganges ist ein so entstehendes Bild verhéltnisméssig
lichtschwach. Vergrossert man nun die Oeffnung, so tritt zwar
mehr Licht durch dieselbe, das Bild wird aber infolge der Super-
position der durch die Vermehrung der engen Strahlenbiindel ent-
stehenden vielen Bilder ein verschwommenes, und bei gentigender
Grosse der Oeffnung verschwindet das Bild ganz und man erblickt
nur einen hellen Fleck. Um bei grosser Oeffnung ein scharfes Bild
auf dem Schirm zu gewinnen, hat man sich dioptrischer Mittel zu
bedienen und zwar einer Linse, welche so beschaffen ist, dass sie
von den auf der einen Seite derselben befindlichen Objekten auf
der anderen Seite reelle, also auffangbare Bilder entwerfen kann.
Threm Urwesen nach ist die so benutzte Linse, das Projektions-
system oder photographische Objektiv, also nichts weiter als
eine einfache Kollektivlinse. Wenn nun das photographische Ob-
jektiv thatséichlich mehr oder weniger zusammengesetzt ist und in
mannigfaltigen Konstruktionsformen auftritt, so riihrt das davon her,
weil ein vollkommenes photographisches Objektiv den folgenden
durch seinen Zweck bedingten Anforderungen zu geniigen hat:

1. Es muss achromatisch sein und zwar miissen die chemisch
wirksamen Strahlen (etwa H-Linie des Spektrums) und die
optisch hellsten Strahlen (etwa D-Linie) homocentrisch

21%
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werden, damit die scharfe Einstellung des sichtbaren Bildes
auch die scharfe Einstellung in Bezug auf die empfindliche
Platte darstellt.
2. Es soll moglichst lichtstark sein; das ist zu erreichen
durch moglichst grosse Oeffnung, moglichst kleine Anzahl
von Linsen, moglichst farbloses Glas.
Es muss sphérisch korrigirt sein.

4. Es soll unter Umstéinden innerhalb eines sehr weiten Winkels
(bis 110°) liegende Objekte ohne Verzerrung zur Abbildung
bringen koénnen.

5. Das Bild soll innerhalb eines moglichst grossen gleichméssig
beleuchteten Sehfeldes scharf und naturgetreu sein (ortho-
skopiseh, frei von Astigmatismus).

6. Innere Reflexionen sollen moglichst unschéddlich gemacht
werden.

7. Das Objektiv soll fiir manche Zwecke grosse Tiefenschiirfe
besitzen; es soll in weiten Abstéinden hinter einander liegende
Objekte in einer Ebene scharf zur Abbildung bringen.

Betreffs der zur Verwirklichung dieser Anforderungen zur An-
wendung gelangenden Mittel miissen wir auf die ausgedehnte Lite-
ratur iiber photographische Optik und auf die betreffenden Patent-
schriften verweisen.

Bei der bekannten Laterna magica oder dem Sonnen-
mikroskop wird das zu projicirende Bild oder Objekt in einem die
Brennweite eines Sammellinsensystems um ein Geringes iibertreffen-
den Abstande vor dem Linsensystem eingestellt und dann durch
kiinstliches oder Sonnenlicht, das man mittelst geeigneter Reflek-
toren in die optische Axe projicirt, intensiv beleuchtet. Ein reelles
umgekehrtes und vergrossertes Bild entsteht dann in einer gewissen
Entfernung von dem Linsensystem und lédsst sich auf einer Wand
innerhalb eines verdunkelten Raumes auffangen. Sind Objekt und
auffangende Wand unverriickbar, so ldsst sich der Apparat durch
Verschiebung des Linsensystems innerhalb einer Schiebhiilse mittelst
einer Schraube oder durch Zahn und Trieb einstellen. Eine Ein-
stellung lisst sich stets erreichen, solange der Abstand des Schirmes
von dem Objekt mindestens das Vierfache der Brennweite des Linsen-
systems betrigt.

§ 293. Die Wollaston’sche Camera lucida ist ein In-
strument, das vielfach von Zeichnern bei der Aufnahme von Archi-
tekturen u. dgl. benutzt wird.

Es Dbesteht, wie in Fig. 128 angedeutet, im Wesentlichen aus
einem vierseitigen Prisma, dessen Winkel A ein rechter, der gegen-

w
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tiberliegende ein Winkel von 135° ist, widhrend die beiden anderen
Winkel einander gleich sind, so dass jeder von ihnen 67,5° betréigt.
Strahlen, welche die Fliche A D senkrecht treffen, werden successive
von D C und CB reflektirt und gelangen in einer zu A B senkrechten
Richtung zum Austritt.

Stellt PRSTTU einen solchen
Strahlengang dar und PQ ein Kkleines
senkrecht zu PR gerichtetes Objekt,
so entsteht zunichst infolge der Bre-
chung an der ersten Fldche ein Bild gp.
Die von ¢p ausgehenden Strahlen wer-
den von der Fliche D C reflektirt und
gehen dann scheinbar von einem zu gp
in Bezug auf die Fliche D C symme-
trisch liegenden Bilde ¢, p; von gleicher
Grosse wie ¢gp aus. Die von ¢y p, aus-
gehenden Strahlen werden dann durch
die Fliche CB reflektirt und es entsteht
ein anderes Bild ¢' p'. Bei dem Ueber-
gange der von ¢'p' ausgehenden Strahlen Fig. 128.
aus dem Prisma in Luft findet wieder
Brechung statt und die Strahlen gehen dann scheinbar von dem
Bilde P'Q' aus. Bezeichnet man PR, den Abstand des Objektes
von der ersten Fliche, mit x und UP', den Abstand des definitiven
Bildes von der letzten Fliche A B, mit 2/ und stellen %, » und w
die Wegléingen des Strahls innerhalb des Prismas dar, so ist zunédchst
pR=nz. Ferner ist

Up'=nex+utvt+w=na

und somit
ukedw LW

n

=z -+

d. h. in Worten: Die Differenz zwischen den Abstinden des Objekies und
dessen. definitiven Bildes von der vertikalen resp. horizontalen Seite des Prismas
ist gleich der Weglinge des Strahls innerhalb des Prismas dividirt durch
dessen Brechungsexponenten.

Das Prisma wird gewohnlich in einem Messinggehéiuse ein-
gefasst und dieses um die Prismenaxe drehbar mit einem Stativ
verbunden, dessen unteres Ende sich an einer Tischplatte fest-
klemmen lisst. Die Lénge des Stativs lisst sich mittelst Schieb-
hiilse verindern. Ueber der oberen Klidche des Prismas befindet
sich ein Okulardeckel mit sebhr kleiner Oeffnung, welche durch
die Kante B halbirt wird. Hierdurch wird nur ein sehr kleiner



326 Kapitel XII.

Theil der Fliche AB benutzt, wihrend der tibrige Theil bedecks
ist. Wird die vertikale Fliche auf das Objekt gerichtet, so erblickt
der durch das Okular schauende Beobachter gleichzeitig das Bild
des Objektes durch den nichtbedeckten Theil des.Prismas und die
Zeichenfliche durch die andere Hilfte des Okulardeckels. Das Bild
ist ein aufrechtes, da die von dem oberen Theile des Objektes
kommenden Strahlen dem oberen Theil des Bildes entsprechen.

Da die Dimensionen des Prismas im Vergleich mit der Ent-
fernung des Objektes sehr klein sind, so kann man die Abstéinde
des Objektes und der Bildebene vom Prisma als einander gleich an-
sehen. Ist aber die Entfernung des Objektes vom Prisma erheblich
grosser als der Abstand des letzteren von der Tischfliche, so kann
man Bild und Zeichenfliche nicht mit gleicher Schirfe erkennen.
Diesem Uebelstande kann man leicht dadurch abhelfen, dass man

Fig. 129.

unter dem Prisma eine Konvexlinse anbringt, deren Brennweite
gleich dem grossten Abstande des Prismas von der Tischfliche ist.
Befindet sich nun die Zeichenfliche in dem Brennpunkt der Linse,
so wird dessen Bildfliche in eine unendlich grosse Entfernung ge-
riickt und fillt daher ann#hernd mit der Ebene des durch das Prisma
entworfenen Bildes eines entfernten Objektes zusammen. Zu dem-
selben Ende kann man auch eine Konkavlinse von derselben Brenn-
weite vor die vertikale Fliche des Prismas einschalten. Die aus
der Entfernung kommenden Strahlen werden divergent gemacht und
gehen nun von einem Bilde aus, dessen Abstand gleich der Brenn-
weite der Linse ist. Dieses Bild fallt daher infolge der Prismen-
wirkung in die Zeichenebene. Die Konvexlinse ist bei normalen,
die Konkavlinse bei kurzsichtigen Augen anzuwenden.

Fiir in die Nihe geriickte Objekte besteht die Regulirung der
Abstinde in einer Verschiebung des Prismas zur Zeichenfliche.

Eine sehr einfache und zweckmissige Camera lucida hat Prof.
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Abbe fir die Zwecke der Mikroskopie ersonnen. Der kleine Ap-
parat, welcher dem Okular des Mikroskops aufgesetzt wird, besteht,
wie in Fig. 129 gezeigt, aus einem verkitteten Doppelprisma ABCD
und dem Spiegel S, welcher von einem vom Prismengehiuse aus-
gehenden Arm getragen wird. Die Flache AC des oberen Prismas
ABC ist versilbert; nur da, wo die Axe des Mikroskops durch die
Prismen geht, befindet sich in der Versilberung eine kleine Oeffnung.
Durch diese gelangt das mikroskopische Bild direkt in das Auge.
Gleichzeitig wird die Zeichenfliche durch zweimalige Reflexion, erst
an der Spiegelfliche S und dann an der versilberten Hypotenuse
der Prismen, in das Auge projicirt, und befindet sich die Zeichen-
fliche in gleichem Abstande vom Auge wie das mikroskopische Bild,
was sich mittelst eines kleinen Zeichenpultes leicht erreichen Iisst,
so erblickt ein normales Auge beide mit gleicher Schérfe.

§ 274. Der Winkelspiegel. Das Princip dieses einfachen In-
strumentes griindet sich auf die Thatsache, dass die Stellung der
Bilder gerader Ordnung, welche ein zu einander geneigtes Spiegel-
paar erzeugt, durch eine Drehung des letzteren um die Schnittkante
keine Verdnderung erfahren, indem, wie wir in §§ 14 und 32 zeigten,
die Abstinde der Bilder gerader Ordnung, also des 2ten, 4 ten,
bten..... 2n ten Bildes vor dem Objektpunkt sich durch den Aus-
druck 2na (wo a den Winkel zwischen den Spiegeln bedeutet) dar-
stellen lassen, also nur von diesem konstanten Winkel abhingen.
Wéhlt man nun, wie das bei dem zu Feldmessungen benutzten
Winkelspiegel der Fall ist, den Winkel a=45° so wird der Abstand
zwischen dem Objekt und dem zweiten Bilde 2 « =90°. Hat man
also dafiir gesorgt, dass der Winkel zwischen den Spiegeln genau
45° betrdgt, so hat man in dem Instrument ein sicheres Mittel, um
von einem gegebenen Punkte einer geraden Strecke aus einen
rechten Winkel abzustecken. Der in der Geodésie benutzte Winkel-
spiegel besteht aus zwei kleinen, genau eben geschliffenen Spiegeln,
welche in gemeinsamem Gehiuse gefasst sind und sich unter 45°
schneiden. Das Geh#use trigt unten eine Handhabe mit Senkel, so
dass man es senkrecht tiber einen bestimmten Punkt halten kann.
Es ist natiirlich wesentlich, dass man die Spiegel genau unter 45°
zu einander einstellen kann und zu diesem Zwecke ist einer der
Spiegel um seine Kante verstellbar eingerichtet. Die Genauigkeit
der Einstellung lédsst sich folgendermaassen priifen: Man steckt
rechtwinklig zu einer Strecke von einem" Punkte C aus nach beiden
Seiten je einen Stab A und B aus. Der Winkelspiegel ist nur dann
richtig eingestellt, wenn A, C und B in gerader Linie liegen, d. h.
beim Visiren sich decken.
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Hadley’s Sextant (Fig. 130) ist ein Instrument, das dazu
dient, um die Entfernung zweier entfernter Punkte in Bogenmaass
zu bestimmen. Es besteht aus einem Gestell in Gestalt eines Kreis-
sektors (daher der im Uebrigen sehr willkiirliche Name), welches eine
Winkelskala trigt und mit zwei zur Ebene des Sektors senkrecht
gerichteten Spiegeln versehen ist. Kiner der Spiegel A ist um eine
dem Mittelpunkt des Sextantbogens entsprechende Axe drehbar an-
geordnet und ist mit einem Arm verbunden, an dessen Ende sich
ein Nonius D befindet. Der andere Spiegel I ist fest und ist dem
Spiegel A parallel gerichtet, wenn der denselben tragende Arm auf
dem Nullpunkt der Sextantenskala bei E steht. Von dem letzteren
Spiegel ist nur die untere Hilfte versilbert, so dass Strahlen, welche

auf die obere Hilfte treffen, direkt in das auf die Halbirungslinie
dieses Spiegels gerichtete Fernrohr G gelangen.

Um den Winkel zwischen zwei Punkten P und Q zu messen,
wird zunéchst das Instrument in gleiche Ebene mit ihnen gebracht
und dann das Fernrohr G direkt durch den durchsichtigen Theil
des Spiegels I auf den einen der Punkte, sagen wir Q, gerichtet.
Der Spiegel A wird nun soweit gedreht, bis das durch zweimalige
Reflexion an den Spiegeln A und F in das Fernrohr gelangende
Bild des Punktes P mit Q zusammenfillt. Bei dieser Anordnung
entspricht der Bogen zwischen den Punkten P und Q der aus der
zweimaligen Reflexion resultirenden Ablenkung und diese ist gleich
dem doppelten Drehungswinkel des Spiegels A. Dieser Winkel ldsst
sich an der Skala ablesen. Wird die Skala so getheilt, dass jeder
halbe Grad als ganzer Grad beziffert wird, so ldsst sich die Ent-
fernung zwischen zwei Punkten in Bogenmaass ohne Weiteres am
Sextanten ablesen.
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Der Heliostat.

§ 27, Ein Heliostat ist ein Instrument, welches dazu dient,
Sonnenstrahlen in eine konstante Richtung zu reflektiren, also den
Einfluss der relativen Sonnen- und Erdbewegung auf die Strahlen-
richtung zu kompensiren.

Sieht man von der kontinuirlichen Variation der Deklination
der Sonne innerhalb eines Tages ab, so beschreibt die Sonne um
die Polaxe der Erde scheinbar einen Kreis.

Alle bisher konstruirten Heliostaten haben das Gemeinsame,
dass bei ihnen eine zur Erdaxe parallel gerichtete Axe durch ein
Uhrwerk mit einer der Sonnenbewegung entsprechenden Geschwin-
digkeit in konstanter Drehung gehalten wird.

Der einfachste Heliostat ist der Fahrenheit’'sche. In diesem
Instrument ist ein Planspiegel fest mit der Drehungsaxe verbunden
derartig, dass die Normale zur Spiegelebene mit der Axe einen
Winkel einschliesst, welcher gleich der halben Poldistanz der Sonne
ist. Stellt man nun diese Normale so ein, dass sie dieselbe Rekt-
ascension hat wie die Sonne, so werden beide gleiche Rektascension
behalten und der Spiegel reflektirt wihrend des Tages, fiir den die
Einstellung gemacht ist, in eine zur Erdaxe parallele konstante
Richtung. Mittelst eines zweiten festen Spiegels kann man dann den
Strahlen eine beliebige Richtung geben.

Der Griiel’sche Heliostat besteht aus einer der Erdaxe parallel
zu richtenden Axe, welche einen zu ihr parallelen Planspiegel SS
trigt. Hier ist, wie wir sehen werden, die Richtung der reflektirten
Strahlen auf den Mantel eines Kreiskegels beschrinkt, dessen halber
Oeffnungswinkel gleich der Poldistanz der Sonne ist und dessen
Axe mit der des Instrumentes zusammenfiillt.

Ist in Fig. 131 GB die Axe des Instrumentes und somit auch
die der Erde (indem gegeniiber der Entfernung der Sonne die Ent-
fernung zwischen Erd- und Instrumentaxe vernachlissigt werden
kann) und ¢ die Poldistanz der Sonne, so beschreiben die ein-
fallenden Strahlen infolge der relativen Bewegung der Sonne um
die Axe GB einen Kreiskegel von der halben Winkelsffnung .

S8, D sei ein zur Axe MB senkrechter Querschnitt, also eine
Kreisfliche. Es werden dann auch die Radien CS8, CS; ete. dieses
Kreises senkrecht zu Axe sein. Von der Peripherie dieses Kreises
nun gehen die Strahlen nach dem Punkte M, werden dann durch
den Spiegel GG, welcher von der Axe AB getragen wird und zu
dieser parallel gerichtet ist, reflektirt, und zwar fordert der Zweck
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des Instrumentes, dass der reflektirte Strahl immer in eine unver-
inderliche, ihm ertheilte Richtung M S, fillt.

Soll das erreicht werden, so miissen zunichst S,, ein jeweilig
einfallender Strahl und das beiden zugehorige Einfallsloth in einer
Ebene liegen, d. h. es miissen S,, 8 und N und ebenso S,, S, und
N, in einer Ebene liegen. Da der Spiegel stets parallel zur Achse
ist und das Einfallsloth stets senkrecht auf der Spiegelebene steht,
so steht das Einfallsloth N resp. N, ete. auch stets senkrecht auf
der Axe AB. Es liegen somit die Einfallslothe innerhalb einer zur
Kreisfliche S8, D parallelen Ebene. Die Frage ist nun die: Wird
die Ebene SMS,N um die festliegende Linie MS,, MS, um den
Winkel N M N, =2z gedreht, wie gross wird dann der entsprechende

~

4 H .
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Fig. 131, Fig. 132.

Winkel 8C8S,? Verlingert man S,M bis zum Kegelkreis, so wird
S,MD den letzteren tangiren. Da S, M, S. und N in einer Ebene
liegen, so liegt auch DS in derselben Ebene. DS und MN liegen
demnach in einer Ebene und sind einander parallel. Dasselbe gilt
von DS, und MN,. Winkel SD§, ist somit gleich NMN, =z. Da
aber Winkel SDS, =1, SCS, =, v, so folgt' daraus, dass der einem
bestimmten Zeitraum entsprechende Drehungswinkel des Spiegels
gleich dem halben von der Sonne in demselben Zeitraum beschrie-
benen Bogenwinkel sein muss, d. h. es muss sein: z==1/, .
Foucault’s Heliostat ist so eingerichtet, dass er die Sonnen-
strahlen in jede beliebige horizontale Richtung reflektirt. O (Fig. 132)
ist ein fester Punkt, OA die Drehungsaxe. OB ist ein mit der
Drehungsaxe fest verbundener Arm; dieser schliesst mit der Axe
einen Winkel ein, welcher sich auf die Poldistanz der Sonne ein-
stellen l¥sst. Bei entsprechender Einstellung der Rektascension der
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Ebene OBA stellt OB die Richtung der Sonnenstrahlen fiir den be-
treffenden Tag dar.

Es sei OC die horizontale Richtung, in welche die Sonnen-
strahlen reflektirt werden sollen, und C sei der Drehpunkt eines
Spiegels; ein Stab, welcher normal zur Spiegelfiiche gerichtet ist,
ist mit OB in einem Punkt B derartig verbunden, dass OC= OB.
Schliesslich trigt der Spiegel einen in dessen Ebene liegenden ge-
schlitzten Arm CD, dessen Lage von der Stellung der durch ihn
hindurchgehenden Stange B D abhiingt. Da nun OC=0B, so
schliessen OB und O C gleiche Winkel mit BC ein und beide Theile
liegen in einer Ebene mit der Normalen zum Spiegel. Sonnen-
strahlen, welche in einer zu O B parallelen Richtung auf den Spiegel
auffallen, werden daher in der konstanten Richtung OC reflektirt.

§ 276. Der Silbermann’sche Heliostat (Fig. 133) reflektirt
Sonnenstrahlen in jeder gewiinschten Richtung. Es sei auch hier
O A die Drehungsaxe, OB ein mit dersel-
ben feststellbar verbundener Arm, der sich
so einstellen lésst, dass er bei entsprechen-
der Stellung der Drehaxe mit der Rich-
tung der Sonnenstrahlen zusammenfillt.
OR ist ein zweiter Arm, welcher in jeder
beliebigen Richtung, in welche die Strah-
len reflektirt werden sollen, durch eine
Schiebhiilse R festgehalten werden kann.
Oach ist ein Rhombus von Gelenken, wo-
bei & und b feste Drehpunkte auf den Fig. 133.

Armen OR und OB sind, wihrend ¢ sich

innerhalb eines Schlitzes in der Richtung der Normalen ON zur
Spiegelfliiche verschieben lisst. Wie man leicht erkennt, wird hier-
durch die Richtung OR der reflektirten Strahlen konstant gehalten.

§ 277. Ein in neuerer Zeit sehr beliebt gewordener Heliostat
ist der in Fig. 134 schematisch dargestellte Fuess’sche, der eben-
falls Reflexion nach jeder Richtung gestattet.

Derselbe hat eine Azimuthaxe OD, welche mittelst Nivellir-
schrauben und Libelle so eingestellt wird, dass sie durch den Erd-
mittelpunkt geht. Mit dieser Axe ist eine zweite, EE', fest ver-
bunden unter einem Winkel, welcher die geographische Breite des
betreffenden Ortes représentirt; oder, soll das Instrument ein Uni-
versalinstrument sein, so kann auch die Axe EE' verstellbar ange-
ordnet sein. EE' muss jedenfalls in die Richtung der Erdaxe ge-
bracht werden, was mit Hilfe einiger einfacher Manipulationen leicht
zu erreichen ist. Man hat nidmlich nur den um O drehbaren Arm AO
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direkt gegen die Sonne zu richten, zu welchem Zweck die Axe
EE' einen getheilten Kreisbogen trdgt, und nun das ganze In-
strument so weit um die Azimuthaxe zu drehen, bis die Sonnen-
strahlen in die Richtung A O fallen, was sich mit Hilfe der Diopter p
und ¢ erreichen ldsst. Ein Spiegel ist nun in einer Gabel bei B
und mittelst der Fiihrungsstange AB so aufgehiingt, dass AO=03B
und die Spiegelaxe B stets senkrecht zu OB gerichtet ist. Da AO
auf die mittlere Sonnenhohe eingestellt ist, #0 wird, wenn die Axe

V4 D

Fig. 184,

EE’' durch ein Uhrwerk so gedreht wird, dass sie in 24 Stunden
eine vollstindige Drehung macht, AO die bleibende Richtung des
einfallenden Sonnenstrahls sein und dieser liegt daher stets in der
Ebene AOB. Da nun OB festliegt, a= #=y und die Spiegelebene
vermoge der Spiegelaufhidngung bei B stets senkrecht zu Ebene AOB
ist, so wird ein unter dem Winkel «a=/3==y einfallender Strahl in
die konstante Richtung OR reflektirt.

Fresnel’sche Linsen.

§ 298. Diese Linsen, welche bei Beleuchtungsapparaten fiir
Leuchtthiirme ausgedehnte Verwendung gefunden haben, wurden
zuerst von Fresnel im Jahre 1822 beschrieben. Ein solcher Be-
leuchtungsapparat besteht aus einer Plankonvexlinse und einer Reihe
von dieselbe umgebenden koncentrischen Ringen, deren Aussen-
flichen sich treppenstufenférmig an einander reihen. In dem mitt-
leren Theile der Figur 135 ist eine solche Fresnel’sche Linse im
Schnitt dargestellt. Die Riickseite der zusammengesetzten Linse ist
eben, die Vorderfliche des mittleren Theils sphirisch. Die kon-
vexen Flichen der Ringe sind dagegen nicht. sphérisch; vielmehr
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sind diese ringformigen Flichen aufzufassen als Rotationsflichen,
entstanden durch Rotation von Kreisb6gen, welche in der Ebene der
Linsenaxe liegen, ihren Mittelpunkt aber in einer Reihe von Punkten
haben, welche bei wachsendem Durchmesser der einzelnen Ringe
sich immer weiter von der Axe entfernen. Fresnel berechnete die
Koordinaten der Mittelpunkte der einzelnen Bogen in der Weise,
dass die dussersten Strahlen parallel zur Axe zum Austritt gelangen.
Durch diese Annidberungsmethode lisst sich die Aberration fast voll-
stindig beseitigen. Bei den Linsenapparaten grosser Leuchtthiirme
entspricht dem Durchmesser dieser Linsenkombination ein Winkel
von 57° im Mittelpunkt der Lichtquelle.

Fig. 135. Fig. 136.

§ 279. Um die Gestalt des Querschnittes irgend eines Ringes
in einer Fresnel’schen Linsenkombination zu bestimmen, nehmen
wir an, Q (Fig. 136) sei der leuchtende Punkt, ABCD der Me-
ridianschnitt eines der Ringe des Systems. Wir nehmen an, OAPR
und QSCT seien die dussersten Strahlen, welche innerhalb der be-
trachteten Ebene durch den Ring treten, und wir setzen voraus,
dass die Fldche CD eine solche Form hat, dass die Austrittsstrahlen
PR und CT parallel zur Linsenaxe sind. Ferner sei E der Kriim-
mungsmittelpunkt des Bogens CP und die Radien EP und EC
mogen Winkel ¢ und ¥ mit der Axe einschliessen.

Bezeichnen « und ¢ Einfalls- und Brechungswinkel bei A, f
und o jene bei S und setzt man QO =, BC=t¢ und AB=b, so0 ist

b=f(tgp—tge)+ttgo
und
nsin g =sin«, nsine=sing.
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Ferner haben wir bei P als Einfalls- und Brechungswinkel
¢ — o und ¢, und bei C 9 — ¢ und ¥, so dass also

singp=mnsin(p — ), siny=mnsin(y —od),

daher
_ msing
tgq/_ncosg—l’
und
tor ) nsin ¢
Y= coso—1 "

wodurch ¢ und vy bestimmt sind.
Zieht man nun ferner CM parallel AB bis zum Schnitt mit
AP, so ist
CM=/b—1ttgo,
und fiir die Grosse der Sehne C[P im Dreieck CPM erhilt man die
Gleichung
CMcos o

COS{%(¢+¢)—~9}'

CP= o)

Ist daher r der Kriimmungsradius des Bogens CP, so haben
wir fiir CP den Werth
Yv—e

CP=2rsin 5

und daher schliesslich
(b—ttg o) cosp
QSinw_qJ cos ('ﬁ-*—w_e)

r=

@

2 2

Die Koordinaten des Mittelpunktes E in Bezug auf O als Null-
punkt sind

und

EH=rcosy—¢
®)

OH=rsiny— ftgp—ttgo

Durch die Gleichungen (2) und (3) sind die Kriimmung der
Ringfliche und die Lage des Kriimmungsmittelpunktes bestimmt.

Fiir den Durchschnitt eines von der Linsenkombination losge-
losten Prismas ist ¢=0.

§ 280. Ueber und unter der Linse sind eine Reihe total reflek-
tirender Zonen von dreieckigem Querschnitt angeordnet. Von diesen
Zonen sind eine grossere Anzahl vorhanden, so dass oberhalb und
unterhalb der Lichtquelle nur ein kleiner Zwischenraum frei bleibt,
innerhalb dessen das Licht nicht aufgefangen und in horizontale
Richtung abgelenkt wird.
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Wir wollen nun im Folgenden nach Fresnel’scher Methode
die Querschnittsform der reflektirenden Zonen bestimmen. ~Die
reflektirende Fliche ist gekriimmt; anstatt der wahren Kurve gelangt
aber aus Grinden der Herstellung ein Kreisbogen zur Anwendung.
ABC sei der Querschnitt der total reflektirenden Zone und Q sei
der leuchtende Punkt; AK und CH seien die dussersten aus dem
Prisma in horizontaler Richtung zum Austritt gelangenden Strahlen.
Den Winkel AQB bezeichnen wir mit «, den Einfalls- und Bre-
chungswinkel fiir den Strahl QA bei A mit 6 resp. ' und 0 sei
der Winkel DAK, welchen die Verlingerung von QA mit dem
horizontalen Strahl AK einschliesst.

Zur Vermeidung von iiberfliissiger Verwendung von Glas sind
die Seitenflichen, wie in Fig. 187 gezeigt, so angeordnet, dass AB

N

.-
P

&

Fig. 137.

mit der Richtung des bei B gebrochenen und reflektirten Strahls
QB, AC mit derjenigen des bei A gebrochenen Strahls Q A zu-
sammenfillt. In diesem Ialle sind die Winkel BAK und CAQ
einander gleich und daher auch £ BAQ=A CAX. Ferner ist

ABACz»ZQL-!— 0'. Der iiberstumpfe Winkel QAKX hat somit die

Grosse

QAK:QBAQ—{—BAC:Q(%—- a) +%+0’=n+ J,

oder hieraus
r— T
0 =26+¢ 5
und daher
sin § =n sin (26—|—d‘——72'7).

Aus dieser Gleichung ldsst sich der Werth des Winkels 6
bestimmen.
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Bezeichnen wir nun mit ¢ und ¢' den Einfalls- resp. Brechungs-
winkel fiir den Strahl QB bei B, so ist ¢ =6 — a und daher

nsin ¢' =sin (6 — «).

Da nun die Austrittsstrahlen CH und AK einander parallel
gerichtet sind, so mtissen auch die Einfallswinkel innerhalb des
Prismas bei A und C einander gleich sein und zwar haben beide
den Werth 6'. :

Ziehen wir nun von den Punkten B und C der reflektirenden
Kurve aus deren Kriimmungsradien nach dem Krimmungsmittel-
punkt E und verbindet B und C, so finden wir alsbald aus dem
Strahlengange in Folge der Brechung und Reflexion

ABE:—;—(€~+(¢") und ACE:—%—(%-{—()')-

Ferner ist £ BEC=BAC — (ABE+ ACE) und, wenn man

die betreffenden Werthe einsetzt,

6+ q'
2

&

BEC=¢'—

?

!

6 —
2

Die Winkel EBC und ECB sind daher jeder gleich
bt 1
5T )
und somit
A ABC=EBC —ABEz—i—(n —6'—g")
und

A ACB=ECB— ACE= —i~(7l——~36’+cp').

In dem Dreieck QAB miissen wir die Seite QA und. die
Winkel AQB und QAB als bekannt voraussetzen. Es ist somit auch
AB bekannt. Im Dreieck ABC kennen wir die beiden Winkel B
und C und die Seite ABj; hierdurch bestimmt sich auch BC.

Aus der oben gefundenen Grosse des Winkels BEC bestimmt
sich dann der Kriimmungsradius des Kreisbogens.

§ 281. Im Vorhergehenden haben wir nur den Querschnitt des
Apparates beriicksichtigt. Denken wir uns nun diesen Querschnitt
um eine vertikale, mit dem Centrum der Lichtquelle zusammen-
fallende Axe gedreht, so entsteht ein Rotationskdrper, welcher sich
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dazu eignet, um von einem Leuchtthurm mit feststehendem Licht
Strahlen horizontal nach allen Seiten auszusenden. Bei Leucht-
thiirmen mit Blinkfeuern odnet man die Linsen in der Regel so an,
dass sie ein achtseitiges hohles Prisma bilden; jede Seite desselben
besteht aus einer Fresnel’schen Linse, welche durch Rotation des
beschriebenen Durchschnittes um eine horizontale Axe entstanden
zu denken ist, und einer Reihe total reflektirender Prismenzonen,
welche Rotationskorper, entstanden durch Rotation der besprochenen
Querschnittsform um einen Winkel von 45° um eine vertikale Axe,
darstellen. Dieser ganze Apparat dreht sich nun langsam um seine
vertikale Axe.

Methoden fiir die Bestimmung von Brechungsexponenten.

§ 282. Die am allgemeinsten verbreitete Methode der Be-
stimmung der Brechungsexponenten fester Korper fiir eine bestimmte
Farbe besteht darin, dass man aus dem fraglichen Material
ein Prisma herstellt und die kleinste Ablenkung eines durch das-
selbe tretenden Strahls jener Farbe beobachtet. Aus Friiherem
wissen wir bereits, dass die Ablenkung eines Strahls dann ein
Minimum ist, wenn der Strahlengang in Bezug auf das Prisma
symmetrisch ist. Unter Benutzung der im § 26 angewandten Be-
zeichnungen haben wir fiir diesen Fall die Beziehungen:

T=1, 1'=1,
und daher nach (17, II) und (16, II)
d4+a=27
e=27
Ist » der Brechungsexponent des Mediums, so ist
sin {=mnsin ¢
und somit

4+«

sin
2

:nsin%—.. B )

Wenn wir also «, den brechenden Winkel des Prismas, und 4,
die kleinste Ablenkung, gemessen haben, lisst sich n berechnen.

§ 283. Das hierzu benutzte Instrument besteht im Wesentlichen
aus einem horizontalen getheilten Kreise und einem horizontal ge-
richteten Fernrohr, das derartig um die vertikale Axe des getheilten
Kreises drehbar ist, dass seine optische Axe sich stets mit der

ersteren Axe schneidet. Das Versuchsprisma kittet man nun mit
Heath-Kanthack. 292
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Wachs oder Balsam auf ein Tischchen, welches sich iiber der
Mitte des getheilten Kreises befindet. Das Licht tritt durch einen
Kollimator, welcher aus einem sehr engen, im Brennpunkt “eines
achromatischen Objektivs befindlichen vertikalen Spalt besteht. Die
Axe des Kollimaters schneidet die vertikale Axe des Kreises in
gleicher Hohe wie diejenige des Fernrohrs dies thut.

Man bestimmt zunichst den brechenden Winkel des Prismas
in folgender Weise. Man stellt zun#chst das Fernrohr direkt auf
den Spalt ein, indem man das Prisma so dreht, dass ein Theil
des Lichtes ungebrochen an dem Prisma vorbei in das Fernrohr
gelangt, Man stellt dann das Prisma so, dass das durch den
Kollimator tretende Licht an beiden Prismenflichen reflektirt wird.
Man stellt nun das Fernrohr so, dass das an der einen Fliche des
Prismas reflektirte Bild des Kollimatorspaltes sich mit dem Faden-
kreuz des Fernrohrs deckt. Der Winkel nun, um welchen man das
Fernrohr drehen muss, damit sich das an der anderen Prismenfliche

Fig. 188.

reflektirte Bild des Spaltes mit dem Fadenkreuz deckt, ldsst sich an
dem getheilten Kreis direkt ablesen. Es ist ohne Weiteres aus
Fig. 138 ersichtlich, dass '
ABAX=1QAX
und
ACAX=1,RAX,

wenn P A X die Richtung des einfallenden Strahls, A Q der an der
Fliche AB, AR der an der Fliche A C reflektirte Strahl ist. Es

ist daher
ABAC=1,4QAR.

§ 284, Man hat nun die kleinste Ablenkung eines Strahls von
bestimmter, einer gegebenen Linie des Spektrums entsprechender
Brechbarkeit zu bestimmen. Prisma und Fernrohr werden zu dem’
Zwecke soweit gedreht, bis ein Bild des Spaltes durch das Prisma
hindurech im Fernrohr sichtbar wird; jetzt wird das Prisma so ge-
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dreht, dass das Bild sich der Richtung des direkt in das Fernrohr
gelangenden Lichtes nihert; wihrend der Drehung des Prismas
folgt man dem Bilde mit dem Fernrohr. Man erhilt schliess-
lich eine Prismenstellung, bei welcher die geringste Links- oder
Rechtsdrehung des Prismas eine Vermehrung der Abweichung der
Fernrohraxe von der Richtung des direkt einfallenden Lichtes zur
Folge hat. Diese Prismenstellung entspricht somit der kleinsten
Ablenkung und zwar stellt man dieselbe fiir die gegebene Linie
des Spektrums her, d. h. indem man auf diese das Fadenkreuz decs
Fernrohrs eingestellt hélt. Der Winkel, durch welchen das Fern-
rohr aus seiner Parallellage zur Kollimatoraxe gedreht worden ist,
lasst sich am getheilten Kreis ablesen und stellt die gesuchte
kleinste Ablenkung dar.

Das Abbe’sche Refraktometer. Dieser von Prof. Abbe
urspriinglich fiir seine eigenen ausgedehnten Untersuchungen er-
sonnene sinnreiche Apparat griindet sich auf die Beobachtung der
durch eine zwischen zwei Prismen eingeschlossene Flissigkeit her-
vorgerufenen Totalreflexion.

A und B (Fig. 139) seien zwel aus gleichartigem, stark brechen-
dem Flintglase hergestellte rechtwinklige Prismen von genau gleicher
Form, also auch von gleichen Winkeln. Zwischen den an einander
gelegten Hypothenusenflichen der Prismen befindet sich eine diinne
Schicht der zu untersuchenden Flissigkeit. O sei ein Objektiv, in
dessen Brennebene sich ein beleuchteter Spalt S befindet. Die von
diesem Spalt ausgehenden Strahlen treten, so lange Winkel y nicht
den Grenzwinkel erreicht, ungehindert und parallel zur Eintritts-
richtung aus dem Prismenpaar bei C heraus. Das Prismenpaar wirkt
hier als blosse plan-parallele Platte. Sobald aber durch Drehung des
Prismenpaares Winkel y den Werth des Grenzwinkels erreicht, so
wird ein unter dem entsprechenden Einfallswinkel ¢ eintretender
Strahl an der Zwischenschicht total reflektirt und, da dasselbe fiir
nur wenig zum Hauptschnitt geneigte Strahlen gilt, so erscheint der
Spalt einem bei C befindlichen Auge dunkel. Hat man die Mittel,
die Grosse des Winkels e zwischen der Fornrohraxe und der

22%
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Eintrittsnormalen -im Moment der eintretenden Verdunkelung des
Spaltes S zu bestimmen, so lisst sich aus dem Werthe von ¢, dem
bekannten Winkel @ und dem Brechungsexponenten des Prismen-
glases der Brechungsexponent der zu untersuchenden Substanz be-
stimmen.

Man findet ndmlich
gin e

sin = )

n
y=a-1i

Die Bedingung aber dafiir, dass y ein Grenzwinkel ist, liefert
die Gleichung

n'

siny:T,
und mithin ist
n' ==nsin y.

Dies ist der Grundgedanke des Abbe’schen Refraktometers.
Durch die Weiterentwickelung desselben hat Prof. Abbe die prak-
tische Ausfiihrung und Handhabung des Instrumentes noch sehr
vereinfacht.

Denken wir uns nédmlich, das Prismenpaar habe eine solche
Lage, dass die Totalreflexion gerade fiir diejenigen Strahlen beginnt,
welche von S ausgehen und somit durch O als parallelstrahliges
Biindel austreten. Nichts #ndert sich an diesem Vorgange, wenn
wir den Strahlenverlauf umkebren, d. h. die parallelstrahligen Biindel
durch das Prismenpaar hindurch in das Objektiv parallel zur Axe
desselben eintreten und im Brennpunkt S zur Vereinigung gelangen
lassen. Dasselbe gilt fiir die zum Hauptschnitt wenig geneigten
Strahlenbiischel, also auch fiir solche Biindel paralleler Strahlen,
welche in den ausserhalb der Axe liegenden Punkten des Spaltes
vereinigt werden. KEs ist daher leicht einzusehen, dass in der ge-
dachten Stellung tiberhaupt keine Strahlen durch das Objektiv zum
Spalt gelangen konnen.

Lassen wir nun Strahlen von einer beliebig ausgedehnten Licht-
quelle durch das Prismenpaar in das Objektiv gelangen und ersetzen
den Spalt durch ein gewdshnliches Okular, so erblicken wir in dem
Moment, wo die Totalreflexion fiir die der Axe parallel verlaufenden
Strahlenbiindel eintritt, eine helle und eine dunkle Gesichtsfeldhilfte;
denn die Mittellinie des Gesichtsfeldes reprisentirt den erwihnten
Spalt; die helle Hilfte entspricht den noch durch das Prismenpaar
transmittirten Strahlen, die dunkle Hilfte den total reflektirten
Strahlen. Die exakte Lage der Mittellinie ldsst sich durch ein Okular-
fadenkreuz feststellen.
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In seiner thatsichlichen Form, wie es von der Firma Carl
Zeiss geliefert wird, ist das Refraktometer so eingerichtet, dass man
nicht den Winkel ¢, sondern direkt die Brechungsexponenten fiir die
Fraunhofer’sche D-Linie (Natronflamme) abliest.

Derselbe Apparat ist auch mit einem Dispersionsapparat aus-
geriistet, mittelst dessen man im Stande ist, die Dispersion fiir das
Interval n, bis n, zu bestimmen.

Ausfiihrliches iiber diesen Apparat und die Anwendung des-
selben Principes auf andere Apparate findet man in Abbe, Neue
Apparate zur Bestimmung des Brechungs- und Zerstrewungsvermigens fester
und flissiger Kirper, Jena 1874.

§ 285, Will man den Brechungsexponenten einer Fliissigkeit
spektrometrisch bestimmen, so bringt man dieselbe in ein Hohlprisma
aus Glas, welches aus verkitteten Glasplatten besteht. Da aber die
beiden zur Messung benutzten Seiten des Prismas niemals genau
plan-parallele Flichen haben, so hat man von der beobachteten
Ablenkung noch die kleine, durch das leere Hohlprisma verursachte
Ablenkung in Abzug zu bringen.

Man hat nach &hnlichen Methoden auch die Brechungsexpo-
nenten von Gasen unter gegebenen Bedingungen in Bezug auf Tem-
peratur und Spannung bestimmt. Man brachte die Gase in Réhren
und verschloss deren Enden mit zwei zur Axe der Rohre stark ge-
neigten Glasplatten.

Die Versuche von Biot und Arago tiber die Brechungsexpo-
nenten von Gasen haben gezeigt, dass bei diesen die Grosse n? —1
der Dichtigkeit der Gase proportional ist, ein Gesetz, welches
Newton aus seiner Emissionstheorie auf mathematischem Wege ab-
geleitet hatte. Eine vollstindigere Zusammenstellung der Methoden
fiir die Bestimmung der Berechnungsindices auf dioptischem Wege
(aus der Feder von Dr. C. Pulfrich) findet man in dem von Winkel-
mann herausgegebenen Handbuch der Physik Bd. II, 8. 302—321.

§ 286. Bestimmung der Brennweite einer dinnen Konvexlinse.

Diese wird gewdohnlich dadurch gemessen, dass man die Linse
so auf ein Objekt einstellt, dass der Abstand des Bildes vom Objekt
ein Minimum wird. Dieser Abstand stellt das Vierfache der Brenn-
weite dar. Denn bezeichnen in Fig. 140 » und v die Abstéinde des
Objektes vor resp. hinter der Linse, so ist nach der bekannten
Formel (14, IV)

4,11
u v f
wihrend
- wt+v=ux

die Gleichung fiir den Abstand zwischen Objekt und Bild ist.
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Aus der Kombination beider Gleichungen ergiebt sich

uv=uf
und daher
(0 —vP=a?—42f . . . . . . . . B

Die Grosse (u—v)? ist stets positiv, der kleinstmogliche Werth
von « daher 4 f.

< V==Y~ ——>
- ————— — - m——— —
Fig. 140.

Ist die Linse konkav, so verbindet man sie mit einer unmittel-
bar neben dieselbe geriickten Konvexlinse, welche dem System eine
sammelnde Wirkung ertheilt. Die Brennweite der Kombination ldsst
sich nun in derselben Weise bestimmen, wie im vorigen Falle. Sind
J und f' die Werthe der Brennweiten der beiden Linsen, F die-
jenige der Kombination, so ist nach (26, IV) oder (47, V)

1 _ 1 1
P

und kennt man f', so ist dadurch auch f bestimmt.

Experimentelle Bestimmung der Brennweite und der Kar-
dinalpunkte eines optischen Instrumentes.

§ 287. Wir wissen, dass sich die Lage und Grosse eines jeden
durch ein symmetrisches optisches Instrument erzeugten Bildes eines
Objektes durch geometrische Konstruktion: oder durch einfache
Formeln bestimmen lassen, sobald die Lagen der beiden Brenn-
punkte und der beiden Hauptpunkte gegeben sind, und es ist daher
das optische System vollstéindig definirt, sobald man die Absecissen
der Brennpunkte und die Brennweiten des Systems kennt. Um diese
drei Grossen zu bestimmen, hat man (nach Gauss) drei Versuche anzu-
stellen. Bezeichnen ¢ und ¢' die Abscissen der beiden Brennpunkte,
bezogen auf irgend einen Punkt als Ursprung, § und §' die Abscissen
des Objektes und seines Bildes und f die Brennweite des Systems,
so ist nach (44, IV) .
G—9E —gH)=r~
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Um symmetrische Ausdriicke zu gewinnen, beziehen wir alle
Abstinde auf einen festen Punkt mit der Abscisse e gemessen

und. setzen
e—é=a, g—e=),

e—g=p, ¢ —e=g,

so dass p, ¢ und f die zu bestimmenden Konstanten darstellen.
Bestimmen wir durch Versuche die Lage des Bildes fiir drei
verschiedene Lagen des Objektes, so erhalten wir die drei Glei-
chungen:
(a—p)(b—g)=/3
(@ —p) (' — =1
(@' —p) ("' —g=r?

wo a', ' und ', b der zweiten und dritten Objektlage entsprechen.
Die Grossen a, b, o', b', &', b lassen sich alle direkt messen und es
geniigen daher diese drei Gleichungen, um die Werthe von p, ¢ und
Jf als Vielfache bekannter Grossen zu bestimmen. Eliminiren wir f2
aus der ersten und zweiten Gleichung und ebenfalls aus der ersten
und dritten Gleichung, so erhalten wir zwei Gleichungen ersten
Grades nach p und ¢, welche eindeutige Werthe fiir diese
Grossen liefern. Wir konnen dann f? aus irgend einer derselben
bestimmen. Das Vorzeichen von f bleibt somit noch unbestimmt. Dieses
ergiebt sich aus der Stellung des Bildes; ist dasselbe ein aufrechtes,
s0 haben &' — ¢’ und f entgegengesetzte Vorzeichen, dagegen gleiche
Vorzeichen, wenn das Bild ein umgekehrtes ist.

§ 288. Bei der Aufstellung der zuletzt behandelten Formeln
wurde angenommen, dass bei den drei Messungen der Bildabstinde
das Objekt auf ein und derselben Seite der Linsen liegt. Ist in
irgend einem Falle das Objekt auf der anderen Seite, so lassen sich
Objekt und Bild vertauschen und die Anordnung ist dann die nim-
liche wie im vorigen Falle. Praktisch kommen hierbei nur reelle
Bilder in Frage; im Falle einer Einzellinse sind wir daher auf eine
Sammellinse angewiesen, sofern nicht besondere Methoden zur Be-
stimmung virtueller Punkte nutzbar gemacht werden. Es ist in-
dessen immer moglich, das System mit einer einzelnen Sammellinse
so zu verbinden, dass das ganze System eine sammelnde Wirkung
erhilt, um dann nach Bestimmung der Konstanten der Kombination
diejenigen des urspriinglich gegebenen Systems zu berechnen.

Um Beobachtungsfehler moglichst unschédlich zu machen, sollte
man durch zweckmissige Wahl der verschiedenen Objektstellungen
eine moglichst grosse Ungleichartigkeit der drei Gleichungen erstreben.
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§ 289. Bei einer einzelnen Linse oder einem achromatischen
Objektiv, welches aus verkitteten Linsen besteht, ist der Abstand
zwischen den Hauptpunkten in der Regel klein. Ist dieser Abstand,
den wir mit A bezeichnen wollen, bekannt, so geniigen zwei Ver-
suche. Denn wir haben nun die Gleichung

pHq=2f+1
neben den beiden anderen
(a—p) (6 —g=r*
(@' —p) (b — @) =72
Eliminiren wir hierin p und ¢, so erhalten wir.

@b —a—0F ' ' .
@G [reatbrdi—2nf

—(a+ b —)(d+b—1)=0,

eine im Allgemeinen in Bezug auf f quadratische Gleichung. Richten
wir aber unsere Versuche so ein, dass o' +b' —a —b=0 wird, d.h.
so, dass der Abstand zwischen Objekt und Bild in beiden.Fillen
bei verdnderter Stellung der Linse derselbe ist, so redueirt sich
unsere Gleichung auf eine Gleichung des ersten Grades. Ist ¢ der
Abstand zwischen Objekt und Bild, so ist a=c¢—b, a'=c—%' und
unsere Gleichung erh&lt die Form:
4fc—N=(c—A—4b —b)(c —i—b +0),
oder
(¢ =52

1
f=ge=D—y—y

)
Die Werthe von p und ¢ sind dann

pz—;—@f—i—c—i—l——[;-—lﬂ)
) ®)
g=-5 @Qf—cH+i+b+1b)

§ 290. Sehr zweckmissig verfihrt man bei der Ausfiihrung
dieser Versuche in der Weise, dass man zunichst das Objekt in sehr
grosse Entfernung bringt, in welchem Falle die Strahlen nach dem
zweiten Brennpunkt konvergiren, wodurch der Werth von ¢ ohne
Weiteres gegeben ist. Hierauf kehre man die Linse um und messe
den Abstand des Bildes desselben Objektes, wodurch p bestimmt
ist.- Diesen beiden Versuchen hat ein dritter zu folgen zur Gewin-
nung von Werthen fiir die Gleichung

@—p.b—g =7
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damit sich f bestimmen ldsst. Der Abstand A ergiebt sich nun aus
der Gleichung:

i=p+q—2Va—plb—q). « « o . . O

Fir die meisten Félle ist hiermit die Bestimmung vollstindig.
Ist aber eine besonders genaue Bestimmung erforderlich, so hat man
die oben beschriebene Untersuchung als eine Vorstufe fiir die Aus-
fuhrung der im letzten Paragraphen angegebenen Methode anzusehen.

Gauss empfiehlt fiir den dritten Versuch den folgenden Gang:
Auf einem Bogen Papier beschreibe man einen Kreis von annihernd
demselben Durchmesser wie derjenige der Linse und zeichne in
dessen Mittelpunkt ein Kkleines, deutliches Kreuz. Hierauf lege man
die Linse unmittelbar auf’s Papier, so dass sie mit dem gezeichneten
Kreise koncentrisch ist und betrachte das Kreuz mittelst eines mit
Fadenkreuz versehenen kleinen Mikroskops, welches sich in der
Richtung der Linsenaxe einstellen lisst. Man stelle alsdann das
Mikroskop so ein, dass das Bild des gezeichneten Kreuzes mit dem
Fadenkreuz im Mikroskop zusammenfillt. Hierauf entferne man die
Linse und mache wieder eine Einstellung. Die Verschiebung, welche
das Mikroskop hierbei erfiahrt, ist §'—&. Nimmt man den Kreuzungs-
punkt des Fadenkreuzes als Ausgangspunkt, so ist
,  b=F—s.

a=20

Photometrische Messungen.

§ 291. Wird ein Flichenelement von einer im Abstand r be-
findlichen Lichtquelle beleuchtet, welche eine Ausstrahlungsintensitit
I hat, und schliesst die Axe des Beleuchtungskegels einen Winkel 0
mit der Normalen zu jenem Flidchenelement ein, so ist die Beleuch-
tungsintensitit bekanntlich proportional

T cos e
72 )

Wir wissen aus der Erfahrung, dass das Auge an und fiir sich
das Verhéiltnis der Intensitiiten zweier Lichtquellen nicht zu schitzen
vermag; wohl aber besitzt das Auge in hohem Maasse die Fédhigkeit,
zwei unmittelbar neben einander grenzende beleuchtete Fléchen
beztiglich ihrer Helligkeit zu vergleichen. Sammtliche photome-

1) Auch iiber den Gegenstand dieses und der folgenden Abschnitte findet
man eingehendere Mittheilungen (von F. Auerbach, E. Brodhun, 8. Czapski
und R. Straubel) in dem oben citirten Handbuche der Physik herausgegeben
von A. Winkelmann, Breslau 1893, Bd. II, oder in dem Lehrbuche der Physik-
von Violle (Deutsche Uebersetzung). Berlin 1894, Bd. II, 2.



346 Kapitel XII.

trischen Methoden griinden sich daher auf die Ausgleichung von
Beleuchtungsintensititen.

Um z. B. die Intensititen zweier Lichtquellen zu vergleichen,
beleuchtet man je eine der beiden Hilften einer diinnen Porcellan-
scheibe durch eine der zu vergleichenden Quellen derart, dass das
Licht entweder senkrecht auf das Scheibchen fillt oder die Einfalls-
winkel in beiden Fillen die nimlichen sind. Die Abstinde der
Lichtquellen von den Scheibchen werden nun durech Versuche so
gewdhlt, dass beide Scheibchen dem Auge gleich hell beleuchtet
erscheinen. Die Intensititen der Lichtquellen verhalten sich dann
umgekehrt wie die Quadrate ihrer Entfernungen von den Porcellan-
scheibchen. Hierauf griindet sich die Einrichtung der Photometer
nach Ritchie und Foucault.

§ 292. Ritchie’s Photometer (Fig. 141) besteht aus einem an
beiden Enden offenen Kasten, in dessen Deckel ein schmaler Streifen

J/\B

Fig. 141.

Porcellan oder geéltes Papier eingelegt ist. Das Instrument wird
nun zwischen die beiden zu vergleichenden Lichtquellen gestellt
und deren Licht wird durch die beiden unter 45° zur Axe des
Kastens geneigten, vollkommen gleichartigen Spiegelstiicke gegen
die Unterseite des Porcellanstreifens geworfen. Der Kasten wird
nun zwischen den beiden Lichtquellen so lange verschoben, bis die
beiden Porcellanhilften gleichmissig beleuchtet erscheinen, und da-
rauf der Abstand der Lichtquellen gemessen.
§ 293. Bei dem Photometer von Fou-
%1’ cault (Fig. 142) wirken die beiden zu ver-
gleichenden Lichtquellen jedes fiir sich
auf zwei verschiedene Theile derselben
vertikal aufgestellten, diinnen, durchsich-
ZZ tigen Porcellanscheibe PQ. RS ist eine
undurchsichtige vertikale Wand, welche
, beide Lichtquellen von einander trennt.
a é Wird nun diese Wand so eingestells, dass
¢

die Vertikalebenen A Sm und BS=, welche
die von den beiden Lichtquellen A und B
einzeln beleuchteten Theile der Porcellan-
scheibe begrenzen, sich unmittelbar vor der Scheibe PQ schneiden,
80 ldsst sich der dunkle Streifen beliebig schmal machen. Die Ab-
stinde der Lichtquellen A und B werden dann so regulirt, dass

Fig. 142,
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die rechts und links von dem dunklen Streifen liegenden Theile der
beleuchteten Porcellanscheibe gleich hell erscheinen.

§ 294. Beim Rumford’schen Photometer werden die Tiefen
der Schatten, welche durch einen vertikalen, von zwei Lichtquellen
beleuchteten Stab auf einen Schirm geworfen werden, mit einander
verglichen. Die Lichter werden so aufgestellt, dass die Schatten
dicht nebeneinander fallen und der von der einen Lichtquelle her-
rithrende Schatten wird durch die andere Lichtquelle erhellt. Richtet
man nun die Verhéltnisse so ein, dass die Schatten gleiche Intensitit
haben, und misst man die Abstinde der Lichtquellen von den
Schatten, so ldsst sich aus dem Verhéltnis der Quadrate der Ab-
stinde ein Maass fiir die Leuchtkrifte gewinnen.

Bunsen hat ein sehr einfaches Photometer angegeben. Bringt
man auf einem Bogen Papier einen Oelfleck an, so ldsst sich dieser
bei beiderseitig gleich intensiver Beleuchtung kaum erkennen. Die
Lichtquellen werden auf den entgegengesetzten Seiten des Papier-
schirmes aufgestellt und ihre Abstinde so ausprobirt, dass der durch-
scheinende Oelfleck verschwindet; es verhalten sich dann die Hellig-
keiten der Lichtquellen umgekehrt wie die Quadrate ihrer Abstinde
vom Papierschirm. Die Einstellung nimmt man zweckméssiger
Weise erst von der einen und dann, nachdem man den Schirm
umgedreht hat, von der anderen Seite des letzteren vor, so dass
man in beiden Fillen dieselbe Seite des Papiers beobachtet. Man
umgeht hierdurch Fehler, welche sich aus Verschiedenheit in
der Absorptionsfihigkeit der beiden Papierflichen ergeben wiir-
den. Das Mittel aus beiden Messungen giebt ein ziemlich genaues
Resultat.

§ 295. Bei allen Versuchen der beschriebenen Art sind gleich-
artige Lichtquellen vorausgesetzt, indem im anderen Falle ein Ver-
gleich nicht moglich ist. Ein strenger Vergleich zwischen den Leucht-
kriften zweier ungleichartiger, zusammengesetzter Lichtquellen liesse
sich nur in der Weise anstellen, dass man die relativen Helligkeiten
fiir alle Farben der Spektra beider Liechtquellen bestimmt und die
Resultate in einer Tabelle zusammenstellt.

§ 296. Die ersten Schritte zur photometrischen Bestimmung
der Helligkeit des 'Sternenlichtes unternahm Herschel. Derselbe
liess das Licht des Mondes auf eine Linse von kurzer Brennweite
fallen und projicirte so ein kleines Mondbild in die Brennebene der
Linse. Dieses Mondbildchen benutzte er als kiinstlichen Stern und
verglich mit seiner Helligkeit diejenige der Sterne. Die Linse liess
sich nun auf verschiedene Abstinde einstellen und es liess sich eine
Stellung finden, bei welcher das Mondbildchen und der Stern gleiche
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Helligkeit zeigten. Die Abstéinde der Bilder fiir verschiedene Sterne
liefern ein Mittel zum Vergleich ihrer Helligkeiten.

Dr. Seidel benutzte ein Instrument, welches sich im Princip
von dem Herschel’schen nur wenig unterschied, aber bequemer zu
handhaben war. FEr theilte das kleine Objektiv eines Fernrohrs in
zwei Hilften, deren eine sich in der Richtung der Axe verschieben
liess. Zwei mit einander zu vergleichende Sterne wurden durch
einen Reflektor in annihernd derselben Richtung sichtbar gemacht.
Die Strecke, um welche die eine halbe Objektivlinse verschoben
werden musste, damit beide Bilder gleiche Helligkeit aufwiesen,
lieferte hinreichend genaue Data fiir den Vergleich von Stern-
helligkeiten.

§ 297. Neuerdings hat Professor Pritchard am Observatorium
zu Oxford eine Methode zum Vergleich von Sternhelligkeiten an-
gegeben, welche sich auf die Thatsache griindet, dass die Absorption,
welche Licht bei seinem Durchtritt durch ein dichtes Medium erfihrt,
eine Funktion der Dicke dieses Mediums ist. Prof. Pritchard schaltet
einen diinnen Keil homogenen und fast neutral-farbigen (Rauch-)
Glases ein und beobachtet das im Brennpunkte des Fernrohrs ent-
worfene Sternbild durch den Keil. Mittelst einfacher Vorrichtungen
ldsst sich nun mit grosser Genauigkeit die Dicke des verschiebbaren
Keils bestimmen, bei welcher das Licht der teleskopischen Stern-
bilder ausgeloscht wird. Auf diese Weise ldsst sich das Licht irgend
eines Sternes ohne Weiteres mit demjenigen irgend eines Sternes
bekannter Helligkeit vergleichen und eine Tabelle von Sterngrossen
zusammenstellen.

Methoden zur Bestimmung der Geschwindigkeit des Lichts.

§ 298. Man kann die Geschwindigkeit des Lichtes durch
optische Versuche nach zweierlei Methoden bestimmen; es sind dies
die Methoden von Fizeau und Foucault. Fizeau’s Experimente
wurden im Jahre 1876 von M. Cornu wiederholt und spiter wurde
eine Modifikation der Fizeau’schen Methode von Dr. Young und
Prof. Forbes in Schottland benutzt. Die Geschwindigkeit des Lichtes
wurde auch von A. A. Michelson nach dem Vorbilde der Foucault’-
schen Methode bestimmt.

§ 299. Bei den Fizeau’schen Versuchen (Fig. 143) sind zwei
astronomische Fernrohre in mehreren Kilometer Entfernung von ein-
ander so aufgestellt, dass ibre optischen Axen in einer Linie liegen
und ibre Objektive einander zugekehrt sind. In dem Brennpunkt des
Objektivs des einen Instrumentes befindet sich ein zur Fernrohraxe
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genau senkrechter Spiegel. Der Beobachter nimmt vor dem anderen
Fernrohr Steliung. Hier befindet sich eine unter einem Winkel von
45° zur Fernrohraxe geneigte plan-parallele Glasplatte zwischen dem
Okular und dem Brennpunkt des Objektivs. Die von einer seitlich
von dem Instrument befindlichen Lichtquelle ausgehenden Strahlen
werden so auf die geneigte Glasplatte geworfen, dass sie nach der
Reflexion in dem Brennpunkt des Objektivs zur Vereinigung ge-
langen und als zur Axe paralleles Strahlenbiindel aus dem Objektiv
hervortreten. Dieses Strahlenbiindel gelangt in das Objektiv des
anderen Fernrohrs, wird dort durch den rechtwinklig zur Axe ange-
brachten Spiegel in der urspriinglichen Richtung zuriickgeworfen
und einige dieser Strahlen passiren nach dem Durchtritt durch das
Objektiv die geneigte Glasplatte und gelangen so durch das Okular
in das Auge. Ein mit einer grossen Anzahl kleiner Zihne versehenes
Zahnrad wird in einer zur optischen Axe rechtwinkligen Ebene so in

Fig. 143.

Rotation versetzt, dass der Zahnkranz den Brennpunkt des Objektivs
durchschneidet. Versetzt man dieses Zahnrad in verhiltnismissig
langsame, aber doch geniigend schnelle Rotation, damit das inter-
mittirend auf das Auge wirkende Licht in diesem die Empfindung
einer kontinuirlichen Lichteinwirkung hervorruft, so erblickt das
Auge ein Bild der Lichtquelle. Es ist ndmlich die Zeit, welche das
Licht gebraucht, um nach dem entfernten Fernrohr und zuriick zu
gelangen, von so kurzer Dauer, dass Licht, welches wahrend einer
gewissen Phase der Rotation eine Zahnliicke passirte, durch dieselbe
Liicke zuriickkehrt, ohne dass das Rad sich merklich gedreht hiitte.
Wir setzen voraus, dass Zahnbreiten und Zahnliicken gleich gross
sind. Vergrossert man nun allmihlich die Umdrehungsgeschwindig-
keit, so wird schliesslich der Fall eintreten, dass Lichtstrahlen,
welche eine Zabnliicke passirten, auf dem Riickwege auf einen Zahn
des inzwischen weiter gerfickten Zahnkranzes stossen. In solchem
Falle gelangt kein Licht in’s Auge. Wird die Umdrehungszahl nun
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stetig weiter vergrossert, so erscheint das Bild der Lichtquelle all-
mihlich wieder und verschwindet ebenso wieder, und so fort bei
kontinuirlich steigender Umdrehungszahl. Bezeichnen wir nun mit
21 den Gesammtweg des Lichts vom rotirenden Zahnkranz nach
dem. entfernten Fernrohr und zuriick bis zum Ausgangspunkt, mit »
die Geschwindigkeit des Lichts, so ist die w#hrend eines vollstin-

digen Hin- und Herganges des Lichtes verflossene Zeit % Ist m

die Anzahl der im Rade vorhandenen Zihne, n die Umdrehungszahl
1

des Rades pro Sekunde, so ist "oy, die Anzahl der Sekunden,

welche ein Zahn gebraucht, um den Brennpunkt zu passiren. Lisst
man nun die Umdrehungszahl so gross werden, dass sie eine erste
Verfinsterung hervorruft, so wird

20_ 1

v 2mn
oder

v=4mnl,

und bringt n eine pte Verfinsterung hervor, so ist

__iimnl
v= 5,—1°

(10)

Die Entfernung ! lisst sich messen und die sekundliche Um-
drehungszahl kann man beobachten, so dass sich der Werth von o
aus dieser Formel bestimmen lésst.

Ein Uebelstand dieser Methode besteht darin, dass praktisch
eine totale Verfinsterung kaum eintritt. Im Allgemeinen bemerkt
man nur eine starke Verminderung der Helligkeit, ein bestimmter
der Berechnung zu Grunde zu legender Zeitpunkt fiir die Verfinste-
rung ldsst sich demnach nicht mit Sicherheit feststellen.

§ 300. Young und Forbes stellten diesen Versuch in der
Weise an, dass sie in fast gerader Linie mit einem Fernrohr, welches
wie das zuletzt beschriebene Instrument mit einem rotirenden Zahn-
rade versehen war, zwei Reflektoren in gewissem Abstande von ein-
ander aufstellten. Bei diesem Verfahren handelte es sich nun darum,
dem Zahnrade eine solche Umdrehungsgeschwindigkeit zu geben,
dass die beiden Spiegelbilder gleich hell erschienen.

Ist E die Helligkeit des Bildes bei ausgehobenem Rade, so ist

%1 die Helligkeit des Bildes bei langsam rotirendem Rade.

Die sekundliche Umdrehungszahl sei wieder mit » bezeichnet
und ¢ sei die auf den Hin- und Herweg des Lichtes entfallende
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Zeit; ferner sei &k die Breite jedes Zahns und jeder Liicke des Rades.
Innerhalb des Zeitraums ¢ legt somit der Umfang des Rades die
Strecke 2mn kt zuriick. Ehe die erste Verdunkelung eintritt, wirkt
die Rotation ganz in derselben Weise, als ob das Rad sich langsam
drehte, dabei aber jeder Zahn eine Breite k4 2mmnkt hitte. Ist
daher I die Helligkeit des erblickten Lichtes, so ist

1
I::?E{l——ant}-

Bedeutet N die Umdrehungszahl bei der ersten Verdunkelung,
so ist

1—2metN=0,
oder hieraus
1 v
N= Omi dmi

In der ersten Phase ist daher

- dope %)

In der zweiten Phase, wo also # den Werth von N iiberschritten
hat, nimmt I zu und hat den Werth

I=%E{%——1}-

Allgemein liésst sich fiir die pt Phase der Verdunkelung, diese
als eine ungerade Zahl vorausgesetzt, die Formel aufstellen:

1 n
I:§E{ '—"N"},

oder, wenn p eine gerade Zahl ist,

1 n ’ |
I—gE{—ﬁ———-p—l-lj-

Fiir das zweite Fernrohr, das wir im Gegensatze zu dem ersten,
A, mit B bezeichnen wollen, mégen E', 7, ¢/, N', I' als die den Grossen
E, [, ¢, N, I analogen Bezeichnungen gelten. Das Fernrohr A sei das
von beiden entferntere. Wir haben fiir das Fernrohr die Glei-
chungen

1 n
[ N1 —_
I—QE{” K

und
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1 [

1= Bl 1),

je nachdem p eine ungerade oder gerade Zahl ist.

Vergleicht man die Ausdriicke fiir I und I', so erkennt man,
dass die rte Gleichheit der Intensititen in die rte Phase fiir B und
die (r 4+ 1) te Phase fiir A fallen kann.

Ist r eine gerade Zahl, so ist die Bedingung fiir die rte
Gleichheit:

1
2

L1l 1pfm \
B+t - =g Blg -1

und die Bedingung fir die (r+ 1)te Gleichheit ist

FRl e e S )

Aus der Subtraktion dieser Gleichungen ergiebt sich:

[n—!—n

n -4 n')
EY

N’ Jy

—(2r+2)}=E'{2r—

oder
E E'

1 r
?(n—f-n){ﬁ—l—w}:(r—i—l)E-i-rE'.

Diese Formel erfihrt eine wesentliche Vereinfachung, wenn
man die beiden Abstinde ! und 7' so wihlt, dass
I _r+1

A r

wo r eine gerade ganze Zahl ist. Bei den thatsiichlichen Versuchen
von Young und Forbes war /:1' =13:12.
!
In diesem Falle wird %___r _'T—_—l und unsere Bedingungsglei-

chung lautet

EUPRN S

g () mr=1,
oder
n-+n' ]

2r

N' =

Wir wissen aber, dass N ’=74—i-17; wir erhalten somit hieraus
und der letzten Gleichung fiir v die Formel

=2ml'(n—|—n’)

. (1
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Aus diesen Versuchen ergab sich fir » der Werth 301,382,000 m
pro Sek. Cornu, welcher nach der Fizeau’schen Methode Ver-
suche anstellte, fand 300,400,000 m pro Sek. als die Geschwindigkeit
des Lichtes.

§ 301. Im Folgenden sei die von Foucault befolgte Methode
zur Bestimmung der Geschwindigkeit des Lichtes beschrieben.

Ein Biindel Sonnenlicht wurde mit Hilfe eines Spiegels durch
eine kleine quadratische Oeffnung P im Fensterladen in ein dunkles
Zimmer geworfen und nach dem Durchtritt durch die Linse C
(Fig. 144) von einem Spiegel m o n aufgefangen. Der Spiegel m o n
war so angeordnet, dass er um die in o zur Zeichenebene senk-
rechte Axe in schnelle Rotation versetzt werden konnte. Verfolgen

Fig. 144.

wir nun den Verlauf eines kleinen, von dem Punkt P der Fenster-
offnung ausgehenden Strahlenbiischels, so haben wir zunichst p als
den dem Punkt P konjugirten Punkt. Infolge der Einschaltung des
Drehspiegels m on werden aber die Strahlen, bevor sie in p homocen-
trisch werden, durch den Spiegel reflektirt und kommen in p' zur
Vereinigung, so dass op=op'. p' ist gleichzeitig ein Punkt eines
Konkavspiegels, der dort so angeordnet ist, dass sein Kriimmungsradius
~op ist und sein Mittelpunkt auf o fillt. Durch diesen Spiegel wird
das Strahlenbiischel wieder in derselben Richtung zuriickgeworfen,
und befindet sich der Drehspiegel in Ruhe, so gelangt das Strahlen-
biischel auf seinem urspriinglichen Wege nach P. Zwischen P und
der Linse C befindet sich eine unter einem Winkel von 45° zur
Axe P C geneigte Glasplatte, so dass ein Theil des zuriickkehrenden
Strahlenbiischels durch dieselbe reflektirt wird und im Punkte p''
zur Vereinigung kommt, wo es mittelst eines dort aufgestellten
Fernrohrs beobachtet wird. Wird der Spiegel m on in langsame

Drehung versetzt, so wird das Licht dann zuriickgeworfen, wenn
Heath-Kanthack. 23
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der Spiegel mon eine solche Stellung einnimmt, dass er Licht nach
dem kleinen Hohlspiegel p' reflektiren kann; man erblickt daher bei
p'" ein intermittirendes Bild. Wird indessen die sekundliche Drehungs-
zahl auf ca. 30 erhoht, so empfingt das Auge den Eindruck eines
kontinuirlichen Bildes. So lange der Spiegel sich mit méissiger Ge-
schwindigkeit dreht, ist die Zeit, welche das Licht gebraucht, um
von o nach p' und wieder zuriick zu gelangen, so kurz, dass das
zuriickkehrende Lichtbiischel den Spiegel erreicht, ehe derselbe seine
Lage messbar verdndert hat Lisst man aber die Rotationsgeschwin-
digkeit so gross werden, dass der Spiegel einige hundert Drehungen
pro Sekunde macht, so beschreibt der Spiegel einen kleinen Winkel,
wihrend das Strahlenbiischel von o nach p' und wieder zuriick ge-
langt. Das nun von p' ausgehende Strahlenbiischel wird von dem
Spiegel in dieser verdnderten Stellung reflektirt und divergirt nach
der Reflexion vom Punkte ¢, welcher so liegt, dass og=op'; die
Linse C bringt die Strahlen im Punkt Q auf der Linse ¢ C zur Ver-
einigung; das durch Reflexion im Fernrohr erscheinende Bild be-
findet sich daher bei ¢' anstatt bei p"' und p" ¢"=P Q.

Ueber der Oeffnung, durch welche das Licht eintrat, ist ein
feiner Draht gespannt, dessen Lage durch P angedeutet ist, und die
Verschiebung p'' ¢'' dieses Drahtes ldsst sich mit Hilfe des Fernrohrs
bestimmen. Die Grosse dieser Verschiebung soll mit & be-
zeichnet sein.

§ 802. n sei die Anzahl der Umdrehungen des Spiegels pro
Sekunde; dieselbe ldsst sich mittelst einer Sirene bestimmen. Ferner
sei CP=ga, CO=25% und op'=r. Ist v dann die Geschwindigkeit
des Lichtes, so haben wir als Ausdruck fiir die Anzahl der Sekunden,
welche das Licht gebraucht, um von o nach p' und wieder zuriick
zu gelangen:

Wihrend dieser Zeit dreht sich der Spiegel um einen Winkel
dnnr

2ant oder

Die Punkte p, ¢, p' liegen auf einem um o als Mittelpunkt be-
schriebenen Kreise und die Linien p p' und ¢ p' sind beziehungsweise
senkrecht zu den beiden Stellungen des Spiegels und somit ist der
Winkel pp' g gleich dem von den beiden Spiegelstellungen gebil-

4 .
T2T.  Hieraus folgt, dass der Winkel

deten Winkel, also gleich

8nnr , . .
pog= ist, und es ist somit
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8 nr?
v

Pe=
Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke P Q C und p¢C ergiebt sich:

PQ:pg=a:b—+r,
und hieraus
8anr?a

v(b+7)

PQ=
Fir diese Linge PQ, welche gleich p''¢" ist, findet man durch
Beobachtung den Winkel d; die Formel zur Bestimmung der Ge-
schwindigkeit des Lichtes lautet somit:
8nnria
7):_—0‘(6+r) T & 23

Foucault fand nach dieser Methode als die Geschwindigkeit
des Lichts 298,000,000 m pro Sekunde. Michelson, welcher das
Foucault’sche Verfahren etwas modificirte, fand hierfiir den Werth
299,940,000 m pro Sekunde.

Die von Foucault angegebene Methode ldsst sich auch zur
Bestimmung der Geschwindigkeit des Lichtes in anderen transparenten
Medien, z. B. Wasser, benutzen. Zu diesem Zwecke fiillt man eine
Rohre, deren Enden durch Glasplatten verschlossen sind, mit Wasser,
schaltet dieselbe zwischen dem rotirenden Spiegel und dem kleinen
sphéirischen Spiegel ein, so dass der Strahlenverlauf theilweise durch
Wasser statt Luft erfolgt. Man hat hierbei gefunden, dass Licht sich
im Wasser langsamer als in der Luft fortpflanzt und zwar verhalten

sich die Geschwindigkeiten umgekebrt wie die Brechungsexponenten
der Medien.

23+
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Brechung durch Medien von variabler Dichtigkeit.
Meteorologische Optik.

§ 803. Variirt das brechende Medium kontinuirlich nach einem
gegebenen Gesetze, so ldsst sich der fiir irgend einen Punkt giiltige
Brechungsexponent als eine gegebene Funktion der Koordinaten
jenes Punktes ansehen. Setzt man diese Funktion gleich einer
Konstanten, so erh#lt man die Gleichung einer Fliche, fiir welche
der Brechungsindex konstant ist; die Gestalt dieser Fliche charakte-
risirt die Art der Schichtung des Mediums. Untersuchen wir nun
die Brechung eines Strahls bei seinem Uebergange von einer Schicht
von gleichférmigem Brechungsvermogen zu einer ihm unendlich be-
nachbarten Schicht, so werden wir dadurch auf eine Differential-
gleichung fiir den Strahlengang gefiihrt und die Auflosung dieser
Gleichung bestimmt den gesammten Strahlenverlauf.

Fig. 145,

§ 304. Wir wollen zunichst annehmen, das Medium sei um
einen Punkt symmetrisch in Bezug auf sein variables Brechungs-
vermogen, also in koncentrischen Kugelflichen geschichtet, und der
Strahl verlaufe in einer durch diesen Punkt gehenden Ebene.

In Fig. 145 seien PQ und QR zwei einander unendlich benach-
barte Richtungen des Strahls vor und nach seiner Brechung an einer
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um O als Mittelpunkt beschriebenen Kugelfiiiche. Sind nun ¢ und ¢’
Einfalls- und Brechungswinkel, so ist

nsini=n'sin?"
Bedeuten p und p' die Lingen der von O auf die Richtung

des Strahls vor und nach der Brechung gefillten Perpendikel, so
erhiilt die letzte Gleichung die Form
np=n'p'.

Diese Relation gilt fiir jede beliebige Brechung; verlduft daher
der Strahl in einem Medium, das aus koncentrisch um einen Punkt O
gruppirten Hohlkugeln von stetig wachsendem Brechungsvermogen
besteht, so lisst sich die Gleichung fiir den Strahlenverlauf folgen-
dermaassen ausdriicken:

np=a, . . . . . . . . . . @D
worin ¢ konstant ist.

Hieraus ldsst sich die Verinderung des Brechungsexponenten
in dem Medium berechnen, welche einem gegebenen Strahlenverlauf
entspricht. In der Gleichung der Kurve lisst sich p durch ein Viel-
faches von r ersetzen und man erhilt dann als Gleichung fiir die
Verinderung des Brechungsexponenten:

a )
R=——" .« . . . e ... (2
» 2)

§ 305. Um eine Vorstellung zu gewinnen iiber die Art und
Weise, in welcher ein in einem heterogenen Medium befindliches
Objekt erblickt wird, wollen wir den Strahlenverlauf fiir ein Medium

untersuchen, fiir welches
b

e
worin ¢ und b Konstanten darstellen. Auf diese Gleichung wurde
Maxwell durch die Untersuchung eines Fischauges gefiihrt. Die
Gleichung fir den Verlauf irgend eines Strahls ist np = konstant,
oder

bp b
e konstant = O

wenn hierin ¢ eine willkiirliche, von einem Strahl zum anderen sich
dndernde Konstante bedeutet. Die Gleichung fiir irgend einen Strahl
ist daher

2pc=a’+ 1%

woraus folgt:
rdr

dp

=c.
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Die Relation zeigt, in Worten ausgedriickt, dass der Kriimmungs-
radius der Kurve der nimliche ist fiir alle Punkte derselben, so
dass der Strahlenweg einen Kreis mit dem Radius ¢ bildet. Es ist
in der That leicht ersichtlich, dass die Beziehung zwischen » und p
fiir irgend einen Punkt eines Kreises, dessen Radius ¢ ist und dessen
Mittelpunkt sich im Abstande ¥ vom Ursprung befindet, sich durch
die Gleichung

P=riq2—2cp
ausdriicken lisst, so dass
a?=c? — }2

Ist daher A O A’ eine Sehne des Kreises, welche durch den
Ursprung geht, so ist das Rechteck A O.O A'=a% Dieses Resultat
gilt fiir jeden beliebigen Strahl, und es sind somit A und A’ ein-
ander konjugirte Punkte. Jedes Paar konjugirter Punkte liegt daher
auf derselben durch den Mittelpunkt der sphérischen Straten gehen-
den Linie, und das Produkt ihrer Abstinde von jenem Centrum ist a2

Fig. 146.

Angenommen nun, das Auge betrachte einen Gegenstand durch
ein derartig zusammengesetztes Medium und es befinde sich in einer
kleinen, von orthotomischen Flichen begrenzten Einsenkung und
zwar in Luft dicht neben der Fliche der Einsenkung.

Ist in Fig. 146 A B ein kleines Objekt, A’'B' dessen Bild und
E die Stellung des Auges, so wird man, wenn das Auge auf das
Objekt gerichtet wird;, das letztere aufrecht stehend erblicken; wird
das Auge dagegen von dem Objekt abgewendet, so wird es immer
noch in seiner Lage A'B' sichtbar bleiben, aber in umgekehrter
Stellung. Verfolgen wir ferner die Strahlen, durch welche das letz-
tere Bild dem Auge sichtbar wird, so erkennen wir alsbald, dass
dieselben von der Riickseite des Objektes kommen; man erblickt
demnach bei A'B' die Riickseite des Objektes.

Den so erzeugten Bildern kommt noch eine andere Eigenthtim-
lichkeit zu. Es wird nédmlich im Allgemeinen die Divergenz in der
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Ebene der Zeichnung nicht die némliche sein wie in der zu dieser
senkrecht gerichteten Ebene; die Strahlen weisen daher fiir Hohe und
Breite verschiedene Divergenzen auf.

§ 806. Mit astronomischer Refraktion bezeichnet man
den Winkel, welchen die scheinbare Richtungslage eines durch die
Atmosphére erblickten Sternes mit derjenigen Richtung einschliesst,
in welcher der Stern erblickt werden wiirde, wenn keine Atmosphire
vorhanden wiére.

Man kann, ohne einen merklichen Fehler zu begehen, die Erde
als sphirisch gestaltet ansehen, und ebenso kann man annehmen,
die Atmosphiire sei um den Erdmittelpunkt hohlkugelférmig ge-
schichtet. Es wurde oben bereits gezeigt, dass fiir den Verlauf eines
Strahls in einem derartig konstituirten Medium die Gleichung besteht:

np = const,,

worin p das Loth von dem Erdmittelpunkt auf die Tangente zur
Kurve des Strahlenganges in dem Punkte, fiir welchen der Brechungs-
exponent n ist, darstellt. = sei der von dem Mittelpunkt nach
irgend einem Punkt des Strahlenverlaufs gezogene Radius vector;
der Radius vector wird dann eine Normale zum betreffenden sphéri-
schen Stratum sein; ¢ sei der Winkel zwischen dem Strahl und
dieser Normalen. Die letzte Gleichung lésst sich dann folgender-
maassen schreiben:
nxsing=mngasinz, . . . . . . . . &)

wo ny, a, z die Werthe von =, z, ¢ an der Erdoberfliche darstellen.

Ist ferner ¢ der Winkel, welchen ein unendlich benachbartes
Element des Strahlenweges mit der Normalen einschliesst, so stellt
die Ablenkung ¢ —3' die Zunahme in der atmosphérischen Refraktion
dar. Bezeichnen wir daher die atmosphirische Refraktion mit », so
ist i—¢'=0r. Das Gesetz fiir die Brechung lautet also

nsini=n+ 0n)sin (! — o r),
oder
nsin¢=(n—+ 0n)(sin¢— 0 r cos ),
oder
dnsini—ndrcosi=0,
woraus folgt
dr tge
dn

O

Substituiren wir hierin ¢ nach z aus Gleichung (3), so er-
halten wir
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dr 1 7y @ Sin 2
—n 3 - ’
dn n VYnlx? —n,2a’sin?s
sinzdn
r=nya —_— . . . . . . . D
372 2,0 4in?,
. nVnix nya®sin?z

Um dies Integral zu losen, hat man die Relation zwischen »
und e zu kennen.

§ 80Y. Simpson nahm an, dass die Dichtigkeit der Atmo-
sphire derartig abnimmt, dass eine gewisse Potenz des Brechungs-
exponenten der Entfernung vom Erdmittelpunkt proportional sei.
Diese Hypothese ist durch die Gleichung

(i)m“zi, N ()

7y
dargestellt.
Aus dieser Gleichung folgt
n m
sin ¢ = (——) sin 2.
o
Logarithmiren und differentiiren wir diese Gleichung, so er-
halten wir

di mdn
= n N )
somit
ar=2 L ®
m

Um fiir diese Gleichung die Integrationsgrenzen zu finden,
nehmen wir an, dass in grosser Entfernung vom Erdmittelpunkt die
Luft so diinn wird, dass ihre brechende Wirkung vernachlédssigt
werden kann. Ist 6 der Werth von ¢ fiir den Theil des Strahlen-
ganges, wo eine Ablenkung nicht mehr stattfiandet, so ist nach (7)

1 m
sin 6 = (A) sin z.
g

Hieraus ergiebt sich durch Integration von (8)

z
dq 1
r=\ o= G

[}

und daher ist schliesslich, wenn man die Substitution fiir 6 vor-
nimmt, die astronomische Refraktion
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g™

;[z—arcsin(smz)].. R !

Dies ist Simpson’s Formel zur Bestimmung der astronomischen

Brechung.
§ 308. Bradley gab dieser Formel eine andere Form. Fiir
Simpson’s Formel ldsst sich schreiben

sin .
—_—— = nO
sin (z —m7)

Es ist daher

sing—sin(z—mr)  n"—1
sinz+sin(c—mr) ~ pmyq’
hieraus
mr g —1 ( mr)
tg = r |2 — ,
g5 " 41 g 3
oder angenihert
o
p— 2m ltg(z—ﬂ‘i). R (1)
m nm—l—l 2

Bradley schrieb diesen Ausdruck in der Form:
r=gtg—fr . . . . . . . . . 1A

und fand, dass fiir den durchschnittlichen Zustand der Luft bei
einem Druck von 752 mm und einer Temperatur von 15,5° C. man
mit ziemlicher Genauigkeit

g==57,036", f==3 . . . . . . .. (12
nehmen kann.

§ 309. Biot und Arago haben experimentell nachgewiesen,
dass, wenn » der Brechungsexponent, ¢ die Dichtigkeit der Atmo-
sphére ist,

n?—1=4ko, . . . . . . . . . (1%

wo 4k eine empirische Konstante ist, welche den Werth hat

4k=-000588768. . . . . . . . . (14

Driickt man die Dichtigkeit nach z aus, nach der Theorie des
atmosphirischen Gleichgewichtes, so ldsst sich die genaue Relation
zwischen 7 und # bestimmen. Dies geschah durch Laplace und
noch vollstindiger durch Bessel; diese Untersuchung ist aber sehr
verwickelt und gehért kaum ins Gebiet der Optik. Ausfiihrliches
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iiber Bessel’s Untersuchung findet sich in Chauvenet’s Astronomie,
Vol. 1.

§ 810. Untersuchen wir nun den Fall, wo ein Strahl in einer
Ebene verlguft in einem Medium, welches in Bezug auf die Ebene
symmetrisch ist. Es ist die Gleichung fiir den Strahlenverlauf zu
bestimmen.

Wir nehmen zunichst an, der Brechungsexponent folge einem
bekannten Gesetz

n=F(@y).

In Fig. 147 sei P der Einfallspunkt des Strahls in irgend einem
Stratum von konstantem Brechungsvermogen. QP sei die Richtung
des Strahls vor, Q' PR nach der Brechung und beide Richtungen
schliessen Winkel 0 resp. 840 6 mit der X-Axe ein.

V.
7 o 9 g b\ X
Fig. 147.

Man ziehe die Tangente P T und errichte die Normale NP N’
zu der durch P gehenden Kurve von gleichem Brechungsexponenten,
und PT schliesse einen Winkel v mit der Axe ein. Nach dem
Brechungsgesetz ist dann

nsin QPN = (n+ 0 n)sin RPN' = (n 8 ) sin Q' PN
oder .
n €08 (6 — )= {(n -+ 0 n) cos (6 + 0 6 — ).

Vernachldssigt' man die hoheren Potenzen von 0n, 06, so er-
hélt man aus dem letzten Ausdruck:

8ncos(a—1p):1‘z80sin(6—zp).

Da ferner P T die Tangente an eine Kurve von der Gleichung
n=const. ist, so ist

dn dn
—(ﬁ—cosw—i-d—ysml/;_o

und
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dy

dx .
COSﬂz—d?, sin § = H

und aus diesen drei Gleichungen folgt

dn dy dn dz
tgo—tgy  dy ds dr ds
1+tgotgy  dn do dn dy

dy ds dx ds

tg (6 —y)=

wofiir sich schreiben lisst

dn dn dz dn dy
Tswt*’ (6—170)_@ R P el
An Stelle der Gleichung fiir die Brechung 1lisst sich aber
schreiben

wo ¢ der Kriimmungsradius des Strahlenverlaufs ist. Die Gleichung
des Strahlenverlaufs lautet somit

n _ dn dx dn dy

o dy ds dz ds

d; dr . . .
Da nun — E% und ds die Richtungskosinusse der Normalen,
in der Richtung von ¢ gemessen, sind, so kann man fiir diese
Gleichung schreiben

wo v ein Element der Normalen zur Kurve ist; oder endlich

-i—:% dogm). . . . . . . . . . (1b)

§ 811. Ist das Medium aus horizontalen Schichten zusammen-
gesetzt, so ist der Brechungsexponent eine Funktion von y allein
und der Winkel # ist dann gleich 0. Aus der fritheren Untersuchung
ergiebt sich dann

Oncos=nd6sine,
oder
0(ncos 6)=0.

Hieraus erhalten wir durch Integration
neos f=c,

wo ¢ eine Konstante ist; diese Gleichung hitte man direkt aus dem
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Brechungsgesetz ableiten konnen. Die Differentialgleichung des
Strahlenweges ist daher

i 2] LYAY
e+ ()]
oder
dx dy
T_i Vn2-——c'2

Sobald » als Funktion von y gegeben ist, kann diese Gleichung
integrirt und die Gleichung fiir den Strahlenverlauf bestimmt werden.
Die Gestalt der Kurve ist symmetrisch in Bezug auf eine zur
Y-Axe parallel gerichtete Axe. Um die Lage des Scheitels zu be-
stimmen, haben wir nur die Tangente horizontal werden zu lassen, d. h.

dy
Y _o
dz
zu setzen, und es wird dann
n? = ¢’

Lassen wir den Strahl durch einen Punkt (0, ), z. B. das Auge
gehen, so finden wir einen geometrischen Ort fiir die Scheitelpunkte.
Schreibt man Q(y) fiir n2, so lautet die Gleichung fir einen durch
den Punkt O, b gehenden Strahl

! d
$=Cj—__y_—2-
< Vb, —¢

Den Scheitel dieser Kurve findet man aber, wenn man deren

Gleichung mit der anderen
Py = ¢’

verbindet und es ist daher, wenn man mit (£, 7) den Scheitel irgend
eines ins Auge gelangenden Strahls bezeichnet,

7
. dy
,g:]/(p(y)j._—l-———. P ¢ ()]
b

bV Py — P

Um zu bestimmen, in welcher Lage ein dicht am Horizont be-
findliches Objekt erblickt werden wiirde, wenn das Auge sich mit
demselben auf gleichem Niveau befinde, haben wir die Scheitel-
kurve fiir simmtliche Strahlen, welche ins Auge gelangen, zu ver-
folgen und die Punkte zu bestimmen, wo sie von einer in der Mitte
zwischen Objekt und Auge befindlichen Vertikalen getroffen wird;
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jeder der Schnittpunkte ist ein Scheitelpunkt des Verlaufs eines
Strahls, mittelst dessen das Objekt erblickt wird. Neigt sich an
einem dieser Punkte die Scheitelkurve dem Auge entgegen, so
kreuzen sich zwei benachbarte Strahlen und es entsteht ein umge-
kehrtes Bild; neigt sich dagegen die Scheitelkurve vom Auge fort,
so kreuzen sich die benachbarten Strahlen nicht und das entstehende
Bild erscheint somit aufrecht.

§ 812. Im Allgemeinen nimmt die Dichtigkeit der Luft mit
der Hohe iiber dem Boden ab. In sandigen Gegenden tritt jedoch
h#ufig der Fall ein, dass der Sand sich erhitzt, dann die ihm zu-
néchst liegenden Luftschichten erhitzt und verdiinnt, so dass die
Dichtigkeit der Luft von dem Boden nach oben zu bis zu einer ge-
wissen Grenze zunimmt, dann aber wieder abnimmt. In der Hohe,
wo die Dichtigkeit ein Maximum ist, ist » unverinderlich, so dass

hier ng = 0; aus der Gleichung des Strahls schliessen wir danmn,
d*z . .

dass Ey—i=0 ist, so dass der Strahlenverlauf einen Wendepunkt

besitzt.

Fig. 148.

Ist S in Fig. 148 ein Gegenstand, O des Beobachters Auge,
welche beide tiber der Schicht grosster Dichtigkeit liegen mogen,
so wird ein von S nach O durch die oberen Luftschichten verlaufen-
der Strahl dem Horizont gegeniiber eine konkave Kurve beschreiben.

Verfolgen wir den Verlauf von Strahlen, welche in geringerer
Neigung zum Horizont von S ausgehen, so werden einige konkav
bleiben, dagegen werden die zum Horizont stirker geneigten Strahlen
unter Umstinden einen Wendepunkt haben und in diesem TFalle
kann ein Strahl, wenn er in seinem Verlauf durch den Boden unter-
brochen wird, das Auge auf einem zweiten Wege erreichen. Ks
wird dann der Beobachter das Objekt direkt und aufrechtstehend
durch den oberen Strahlenweg in der Richtung O 8", und ein um-
gekehrtes Bild in der Richtung O 8’ vermoge des unteren Strahlen-
verlaufs erblicken. Man gewinnt hierbei den Eindruck, als wiirde
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ein oberes, aufrecht stehendes Objekt bei 8" in einem Spiegel oder
einer Wasserfliche reflektirt.

Auf See tritt diese Erscheinung oft in umgekehrter Form auf.
Hier nimmt die Dichtigkeit der Luft von der Wasserfliiche aus schnell
ab. Das Bild eines entfernten Schiffes oder der Kiiste wird daher
oft aufrechtstehend durch die fast gleichférmigen unteren Luft-
schichten erblickt, wihrend gerade iiber demselben ein umgekehrtes
Bild entsteht, welches von den Strahlen herriihrt, welche durch die
oberen Schichten verlaufen. Diese Erscheinungen sind unter dem
Namen Luftspiegelungen bekannt und wurden zuerst von Monge
erklirt.

§ 818. Der Brechungsexponent sei zundchst ganz allgemein
durch

n=f (@, ¢ 2)

ausgedriickt.

Ein jeder Strahl wird so verlaufen, dass Snds ein Minimum wird.

Es sei V =5’n ds fir den Strahlenverlauf zwischen zwei Punkten A

und B. Erfihrt nun der Strahlenverlauf eine kleine Aenderung,
so wird

aV=56nds+5’na(fls).

Da ferner

ds=V (da)’+ (dy)*+ (d2),
so ist auch

5(ds)=%6(dx)—I——%@(dy)—l—%@(dz),

und das zweite Integral ldsst sich daher in folgender Weise um-
formen:

dz dy dz

Es ist aber 0 (dz)=d (0 z).
Durch partielle Integration erh#lt man daher

ds

(1 (082) gy @ () g [
jlds n— 0+ rrl G 8y—|—TS L 0zl ds.

Nach gehériger Reduktion erhilt man als Werth von 0V

dz , dy de , 1B
[n%8.1+7zd—88y+ na?az}A
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(I~ B
2o,
RIS

—i—{%—%(n%}laz] ds.

av——[ (ff da+ 2

Es muss aber 0V fiir alle unendlich kleinen Verschiebungen
des Strahlenweges verschwinden, so dass fiir alle Punkte der Kurve
die Relationen bestehen:

A (,42) _dn
ds ds|  dux
A (,2y) _dn
ds ds _dy
_d_ dz dn
ds ds s

Fir Eintritt und Austritt lautet dann die Endgleichung
dx dy ds o

Nehmen wir an, A und B seien gezwungen, sich auf Flichen
zu bewegen, fiir welche V konstant ist, so ist diese Gleichung die
Bedingung dafiir, dass beiderendig der Strahl senkrecht zur Fléche
V = konstant gerichtet ist.

Aus der Integration irgend zweier der obigen allgemeinen
Gleichungen ergiebt sich die Gleichung fiir den Strahlenverlauf.

Die Richtungskosinusse des Kriimmungsradius des Strahlenver-
laufs sind

e d*y &z
eqE Cge o egw

Ist dm ein Element dieser Hauptnormalen, so ist

dn Idzar dn | d*ydn | dzdn)__ da\?  (d\? [dP2\?)
an —Casdr Tae ay Taw a0 \aw) T\aw) Tae |

dn [dx d*z  dy d’y dz dz n
rn s de T aE T

ds dst " ds ds' ' ds dst| o
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Hieraus ergiebt sich

1 d -
T=W(Iogn) B ¢

als die Differentialgleichung des Strahlenverlaufs.

Der Regenbogen.

§ 814, Die erste befriedigende FErklirung des Regenbogens
lieferte Antonius de Dominis, Erzbischof von Spalatro, in seinem
Werke ,De Radiis Visus et Lucis“ (1611). Er weist hierin nach,
dass der innere Bogen durch zwei Brechungen und eine dazwischen
liegende Reflexion des Sonnenlichtes im Regentropfen entstehe,
wihrend der #ussere Bogen von zwei Brechungen und zwei da-
zwischenliegenden Reflexionen herriihre. Descartes nahm ebenfalls
diese Erklirung an und bestitigte deren Richtigkeit experimentell
durch mit Wasser gefiillte Glaskugeln, welche so aufgestellt waren,
dass sie einen kiinstlichen Regenbogen hervorriefen. Newton ver-
vollstindigte die Theorie, indem er das Auftreten der Farben er-
kldrte. Die vollstindige Theorie fiihrt auf Erdrterungen, welche in
die physikalische Optik gehoren, und wurde von Airy durchgefiihrt.
Wir miissen uns hier mit der approximativen Theorie begniigen.

§ 315. TFallen die parallel gerichteten Sonnenstrahlen auf einen
Wassertropfen, so wird ein Theil des Lichtes an der dusseren Fliche
des Tropfens diffus gemacht und bewirkt, dass der Tropfen sichtbar
wird; ein anderer Theil dringt in den Tropfen ein und wird ge-
brochen; von diesen Strahlen wird wieder ein Theil beim Austritt
aus der entgegengesetzten Fliche des Tropfens gebrochen, wihrend
der andere Theil in den Tropfen reflektirt wird; dieser Vorgang
wiederholt sich beliebig oft. Verfolgen wir nun die Strahlen, welche
innerhalb einer Symmetrieebene zum Eintritt gelangen und welche
nach einer Reflexion durch Brechung aus dem Tropfen treten; es
ist leicht ersichtlich, dass nicht alle Strahlen in derselben Richtung
zum Austritt gelangen, denn bekanntlich héingt die Ablenkung von
dem Einfallswinkel ab. Ferner, nimmt der Einfallswinkel -gleich-
méssig zu, so dndert sich die Ablenkung bald schneller, bald lang-
samer; je langsamer die Ablenkung sich #ndert, um so geringer
wird die Divergenz der austretenden Strahlen sein. Féngt man
daher die austretenden Strahlen auf einem Schirm auf, so erscheint
die beleuchtete Fliche nicht gleichméssig hell; vielmehr wird sie da
am hellsten sein, wo die Divergenz am geringsten ist, d. h. da, wo
die Ablenkung die langsamste Verinderung erfihrt. Die Verinde-
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rungen der Ablenkung erfolgen aber immer in der N#he eines
Maximums oder Minimums am langsamsten; die Lichtfliche wird
demnach da am hellsten sein, wo die Ablenkung ein Minimum ist.
Innerhalb der Richtung Kkleinster Ablenkung wird iiberhaupt kein
Lieht transmittirt.

Wird anstatt eines einzelnen Tropfens eine ganze Schaar von
Tropfen von Sonnenstrahlen beleuchtet, so werden diejenigen Tropfen,
aus welchen vermoge ihrer Stellung die Strahlen in der Richtung
nach dem Auge mit minimaler Ablenkung austreten, heller leuchtend
erscheinen als andere und heben sich gegen die Wolke als besonders
hell ab. Diese Erscheinung ist dieselbe fiir alle durch die Verbin-
dungslinie zwischen Sonne und dem Auge des Beobachters gelegten
Ebenen, und es wird daher die Vereinigung der hell erglinzenden
Tropfen einen Kreisbogen bilden, dessen Mittelpunkt auf dieser Ver-
bindungslinie liegt und dessen Radius vom Auge aus gemessen nur
von dem Brechungsexponenten abhingt. Dieser ist aber nicht fiir
alle Strahlengattungen des Sonnenlichtes der n#émliche, sondern hat
seinen grossten Werth fiir die violetten, seinen kleinsten Werth fiir
die rothen Strahlen, und es wird daher die Lage des leuchtenden
Bogens nicht fiir alle farbigen Strahlen dieselbe sein. Es entsteht
daher eine Reihe von farbigen, ein Spektrum darstellenden Banden.
Dies ist das Princip der Erklirung des Regenbogens.

7
s P
s — o 7~ p
72
R/
Fig. 149.

§ 816. S P sei in Fig. 149 ein Lichtstrahl, welcher bei P auf
einen Wassertropfen fillt, P Q sei der in dem Tropfen gebrochene
Strahl. Ein Theil des Lichtes tritt durch Brechung bei Q in der
Richtung Q Q' aus, wihrend ein anderer Theil bei Q in der Rich-
tung QR reflektirt wird, wo wieder theilweise Reflexion und Brechung

stattfindet, und so fort; ¢ sei der Einfallswinkel bei P, ' der zuge-
Heath-Kanthack. 24
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horige Brechungswinkel, so dass sin i=nsini'. Die Ablenkung bei
P ist dann ¢ —i'. Beim Eintritt bei Q ist der Einfallswinkel i', und
der Theil der Strahlen, welcher-bei Q zum Austritt gelangt, erfihrt
wieder eine Ablenkung ¢—i¢' in derselben Richtung wie vorher.
Fir den bei Q reflektirten Theil ist die Ablenkung aber = — 27’,
und da, wo der Strahl die Fliche wieder bei R trifft, ist der Einfalls-
winkel wiederum ¢'. Erfihrt der Strahl daher m innere Reflexionen
und tritt dann durch Brechung wieder hervor, so wird die Gesammt-
ablenkung:
D=2(G—iY+mr—2i". . . . . . . (18)

Die wirksamsten Strahlen sind, wie wir gesehen haben, die-
jenigen, welche die Ablenkung ein Maximum oder Minimum werden
lassen. Um fiir solche Strahlen den Einfallswinkel zu finden, diffe-
rentiiren wir D nach ¢ und setzen den Differentialquotienten gleich O.

Es wird dann
di'

0=1—(m+1)m7. N ¢ 1))

Aus der Relation sin ¢ = n sin ¢’ folgt durch Differentiation

a
cosi-——ncosi’%. B (1))

und daher aus (19) und (20)

neost' =(m—41)ecos¢. . . . . . . . (21
Ferner ist
nsin¢' =sinqd.

Durch Quadratur und Addition beider Seiten dieser Gleichungen
findet sich
n? = (m + 1)? c0s? + sin?,
und hieraus
n?—1
m?

i el (22)

€os ¢ ==

Da ¢ zwischen den Grenzen O und % liegt, so hat ¢ einen un-
zweideutigen Werth.

§ 817. Fir Wasser hat » ungefihr den Werth %, und damit

¢ einen reellen Werth hat, muss der Zihler in (22) kleiner sein als

der Nenner; es muss also sein (m -+ 1)?>n? oder m + 1> é Es muss

also m wenigstens gleich 1 sein und das in diesem Falle bei Q aus
dem Tropfen tretende Licht hat weder maximale noch minimale
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Ablenkung und bildet daher keinen Regenbogen. Fir m existirt
keine obere Grenze und theoretisch kénnen Bogen nach jeder be-
liebigen Anzahl von inneren Reflexionen entstehen.

§ 318. Wir haben noch festzustellen, ob der in (22) gegebene
Werth von ¢ fiir D ein Maximum, Minimum oder keines von beiden
verursacht. Wir haben also noch den zweiten Differentialquotienten
auf dessen Vorzeichen zu untersuchen.

Durch successive Differentiation von (18) erhalten wir:

dD d1

=9 — y
4 2(m—+1) T
d?D d?i
g = T 2m+ Do

Nach (20) ist aber
511’7_ oS ¢
di ~ neost

und hieraus
.t
. . . . . (2

Y. —ncost sint 4 nsini' cos s ——-
d*' + di

di n2cos?i’

. d*D . . .
Das Vorzeichen von —77  1ist somit dasselbe wie dasjenige von

7!

cosi sin ¢ — sinz"cosiT-
ar

di’ - . .
Fir —-- dessen Werth substituirt, ergiebt sich fiir den letzten

di
Ausdruck
n c0s?4' sin i — cos?i sin ¢’
ncose' '

e . T, . .
Da nun ¢' immer kleiner als 5~ Ist, so ist der Nenner dieses

Bruches positiv. und der Bruch nimmt also das Vorzeichen des

Zihlers an, also von
ncos?i' sin ¢ — cos?isin ¢’

oder
n (1 —sin?¢')sini — (1 — sin?;) sin ¢’

oder

.. sin ¢

nsin ¢ — y
oder schliesslich von
oL.mr—1
Sin ¢

24 %
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Fiir Regentropfen’ ist n=—.§- und daher verursacht, da ¢ immer
positiv ist, der in (22) gegebene Werth von ¢ fir D ein Minimum
fir jede beliebige Anzahl von inneren Reflexionen. Die Ablenkung
erfolgt naturgeméiss in verschiedenen Richtungen, je nachdem die
obere oder untere Hilfte des Tropfens getroffen wird.

§ 819. Wir haben nun die Aufeinanderfolge der Strahlenfarben
festzustellen, indem wir die Ver#inderungen in der Richtung der
wirksamsten Strahlen fiir verschiedene Brechungsexponenten be-
stimmen. Stellt 4 die kleinste Ablenkung dar, so ist nach (18)

d=mn~+2:—2(m-+1)¢"-
und nach (1)
necost' = (m-+ 1)cosz.

Aus der ersteren Gleichung ergiebt sich

dd :Q{dz

dn dn

di

ferner aus der Differentiation der Beziehung sini==nsin '

cosiii———ncosi’ i +sin s’
dn dn
und daher
dd4 2 .y s . A did' o 2¢in g’ .
Tn T cost sin i’ + {ncose —(m-l—l)coszjﬁ = osi
das heisst
da_ 2
dn n °

. d4 e . .
Hieraus folgt, dass 4, Positiv ist; es nimmt also 4 mit n zu

und die Ablenkung ist somit am stidrksten fiir die violetten, am
geringsten flir die rothen Strahlen.

§ 320. Es wurde bereits gezeigt, dass zur Erzeugung eines
Regenbogens mindestens eine Reflexion innerhalb des Regentropfens
erforderlich ist. Bei jeder weiteren Reflexion geht ein Theil des
Lichtes verloren und die entsprechenden Regenbdgen erscheinen
lichtschwicher. Den durch eine innere Reflexion erzeugten Bogen
nennt man den Hauptregenbogen. Der Einfallswinkel fiir die
wirksamsten Strahlen ergiebt sich aus der Formel (22), wenn man
hierin m =1 setzt; es ist also

cosi—]/n?——1
— T
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und fir die Ablenkung haben wir die Formel:
D=2(—i)+n— 24,

welche sich aus (18) ergiebt.

Die Brechungsexponenten von Wasser fiir rothe und violette

. 108 109 o s
Strahlen sind beziehungsweise 81 und B Setzen wir diese Werthe

von n in die beiden letzten Formeln ein, so ergeben sich folgende
Werthe fiir die den rothen wund violetten Strahlen entsprechenden

Ablenkungen
D, = 137058 20"

D, =187°43'20".

Ist O in Fig. 150 das Auge des Beobachters und SO §' eine die
Richtung der Sonnenstrahlen darstellende Linie, und machen wir den

R

S5 [7) S
Fig. 150.

Winkel 8' OR gleich dem Supplement von Dy, also gleich 42°1' 40",
so ist RO die Richtung, in welcher die wirksamsten Strahlen ins Auge
gelangen. Ist ferner S'OV ein Winkel, welcher gleich dem Supple-
ment von Dy, also gleich 40°16'40" ist, so ist VO die Richtung, in
welcher die wirksamsten violetten Strahlen ins Auge gelangen. Die
dazwischen liegenden farbigen Strahlen gelangen in Richtungen,
welche zwischen O R und OV liegen, in’s Auge.

Lisst man ferner die Linien OR und OV sich um die Linie OS'
als Axe drehen (Fig. 150), so ist klar, dass alle Tropfen, welche auf
der durch Rotation von OR entstandenen Kegelfliche liegen, rothe
Strahlen ins Auge senden; und Aehnliches gilt fir die tibrigen
Farben. Das Auge erblickt daher eine Reihe von verschieden farbigen
Bogen, deren violetter der am weitesten nach innen gekehrte ist.

Die Wirkung derjenigen Strahlen, welche das Auge mit grosserer
Ablenkung treffen, besteht darin, dass sie eine Wolke innerhalb des
Bogens mit schwachem Licht beleuchten, wihrend kein Licht von
Tropfen ausserhalb des Bogens in das Auge gelangt.

Die Trennung der Farben ist nicht eine vollstdndige; sie tiber-
decken einander, so dass einige derselben kaum erkannt werden
konnen. Diese Erscheinung findet, genau wie beim Newton’schen
Prismenexperiment, ihren Grund darin, dass die Sonne einen Durch-
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messer von 33' hat und, da jeder Punkt der Sonne Strahlen aus-
sendet, so erhalten wir, entsprechend den verschiedenen Elementen
der Sonnenoberfliche, eine Reihe von einander iiberdeckenden und
in einander verschmelzenden Regenbogen.

Ausser den bereits betrachteten ist noch eine andere Gruppe
von Strahlen vorhanden, welche mit kleinster Ablenkung durch den
Tropfen treten; es ist dies diejenige Gruppe von Strahlen, welche
den Tropfen auf dessen Unterseite im gleichen Winkel wie vorher
treffen. Diese werden nach der Brechung von der Erde abgelenkt
und sind einem auf der Erde stehenden Beobachter nicht sichtbar,
obgleich sie Bogen erzeugen, welche bisweilen bei Ballonfahrten
oder auf tiber die Wolken sich erhebenden Bergspitzen erblickt
werden. Steht die Sonne hinreichend tief, so ldsst sich in dieser
Weise zuweilen ein vollstindiger Kreis beobachten.

§ 321, Erfahren die Strahlen zwei innere Reflexionen, so er-
zeugen sie einen Regenbogen, den man als den sekundéren oder
Nebenregenbogen bezeichnet. Lisst man m=2 werden und
setzt die entsprechenden Werthe fiir #» ein, so erhiilt man nach (18):

Dy, — 2309 58' 50"
D, =23409'20"".
Da diese Ablenkungen grésser als 180° sind, so erkennt man
ohne Weiteres, dass diejenigen Strahlen, welche in das Auge eines

auf der Erde stehenden Beobachters gelangen, auf der Unterseite
des Tropfens zum Eintritt gelangen.

S - [/ S5’
Fig. 151,

Ist SO®' in Fig. 151 eine in der Richtung der Sonnenstrahlen
durch das Auge des Beobachters gezogene gerade Linie und stellen
die Winkel S'OR und $'OV beziehungsweise die Winkelgrossen
Dy — 180°=150°58' 50" und D, — 180°=154°9'20" dar, so sind RO
und VO die Riehtungen der wirksamsten rothen und violetten Strahlen
und die Erscheinung des sekundiren Bogens lidsst sich durch Rota-
tion der Linien OR und OV um OS' als Axe ableiten. Die Auf-
einanderfolge der Farben ist in diesem Falle die umgekehrte wie vor-
her; das Violett bildet den #Husseren, das Roth den inneren Saum.
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Die Strahlen, welche das Auge unter grosserer Ablenkung treffen, be-
leuchten eine ausserhalb des Bogens befindliche Wolke. Der Neben-
bogen ist weniger hell als der Hauptbogen, aus zwei Grinden: ein-
mal erfihrt das Licht infolge zweimaliger innerer Reflexion eine
Abschwichung, dann aber auch ist die Dispersion der Strahlen bei
diesem Bogen grosser als bei dem Hauptbogen.

§ 822. Diese beiden Regenbdgen sind die einzigen, welche
unter gewohnlichen Umstéinden sichtbar werden, wenn auch in der
Theorie die hoheren Bogen vorhanden sind. Die dritten und vierten
Bogen werden nur unter ganz besonderen Umstinden sichtbar.
Denn nehmen wir m=3, so wird fiir rothe Strahlen D = 318924’
=360 — 41°36'. Die Richtung der Strahlen f#llt somit hinter die
Wolken und wiirden einem dort befindlichen Beobachter gegentiber
dem weit helleren direkten Sonnenlicht verloren gehen.

Fir m=4 ist D=2360°-+44°13". Der Fall vierer innerer Re-
flexionen unterscheidet sich daher nur wenig von dem letzten Fall.
Die wirksamen Strahlen treten in die obere Hilfte des Tropfens und
fallen wieder hinter die Wolken.

Fir den fiinften Bogen ist D=2360 + 126° Der Bogen hat
also einen Radius von 54° und kann ausserhalb des Nebenbogens
bemerkt werden; namentlich tritt dies bei Wasserfillen ein, wo die
Tropfen sich in der Niahe der Augen befinden. Die Bogen hoherer
Ordnung lassen sich nur in Laboratorien unter sorgfiltig vorberei-
teten Bedingungen sichtbar machen.

Ho6fe und dhnliche Erscheinungen.

§ 823, Ausser dem Regenbogen, welcher seine Entstehung
Brechungen und Reflexionen des Sonnenlichts an in der Luft be-
findlichen Wassertropfen verdankt, giebt es andere Erscheinungen
dhnlicher Art, welehe sich auf die Gegenwart von das Sonnenlicht
brechenden und reflektirenden Eiskrystallen in der Luft zurtick-
fiihren lassen. Wir wollen im Folgenden diese Erscheinungen kurz
behandeln.

Die am hiufigsten vorkommenden sind die sogenannten Hofe.
Es sind dies farbige Ringe, welche um die Sonne und auch um den
Mond sichtbar werden. Der am héiufigsten zu beobachtende Hof
hat einen Radius von 22° Die Farben folgen vom inneren roth bis
fusseren violett. Diese Erscheinung, welche in nérdlichen Breiten
eine sehr gewohnliche ist, lisst sich auch in unserem Klima beob-
achten; meteorologische Stationen vermogen gewohnlich mehrere
wdchentliche Fiélle anzufiihren,



376 Kapitel XT1L.

Ein anderer Kreis, dessen Winkel 46° betréigt, umgiebt den
ersteren und enthélt die Farben in derselben Aufeinanderfolge.

Die nichst dieser am hiufigsten vorkommende Erscheihung ist ein
Kreis weissen Lichtes, welcher durch die Sonne geht und dem Hori-
zont parallel gerichtet ist. Man nennt ihn den parhelischen Kreis.

Auf dem parhelischen Kreis bemerkt man mehrere weisse oder
farbige Bilder der Sonne; an den Punkten, wo der Kreis den inneren
Hof trifft, beobachtet man zwei farbige Bilder der Sonne, deren
inneren Sdume roth erscheinen. Diese Bilder treten deutlich hervor,
wenn die Sonne am Horizont steht; bei hoherer Stellung bemerkt
man sie etwas ausserhalb der Schnittpunkte. Man nennt diese Bilder
der Sonne Parhelia oder Nebensonnen.

Seltener erblickt man zwei dhnliche Bilder, ebenfalls auf dem
parhelischen Kreise und zwar an den Schnittpunkten desselben mit
dem #usseren Hof. '

Noch seltener erblickt man auf dem parhelischen Kreise Punkte,
welche sich durch eine plotzliche Zunahme in der Helligkeit be-
merkbar machen. Diese Punkte sind ihrer Lage nach nicht unver-
inderlich; sie liegen zwischen 90 und 140° von der Sonne. Sie
heissen Paranthelia. Das Anthelion ist ein weisses Bild, welches
auf dem parhelischen Kreise der Sonne gerade gegeniiber erscheint.

Ausserhalb des parhelischen Kreises sieht man oft Kurven,
welche weniger einfach gestaltet sind als die Hofe oder der parhe-
lische Kreis. Von den Parhelien des inneren Hofs gehen zwei schrige
Bogen aus, welche man als Lowitz’sehe Bdgen bezeichnet.

Zu anderen Zeiten erblickt man an den oberen und unteren
Theilen jedes Hofs tangentiale Bogen. Diejenigen des inneren
Hofs erscheinen zuweilen verlingert und bilden dann gewisser-
maassen einen elliptischen Hof. Der Hof von 46° hat auch Tan-
gentialbdgen; diese treten aber niemals verlingert auf.

Schliesslich lassen sich an den Seiten des Hofes von 46° supra-
laterale und infra-laterale Tangentialb6gen beobachten.

§ 324. Diese Phiinomene lassen sich nicht auf kleine Wasser-
tropfen zuriickfiihren. Bei den meisten derselben treten Farben-
erscheinungen auf, ein Beweis, dass sie auf Brechung beruhen.
Ferner kommen sie in unseren Himmelsstrichen 6fter im Winter als
im Sommer vor; in den Polargegenden scheinen sie mit einer Leb-
haftigkeit, welche wir nie zu beobachten Gelegenheit haben.

Mariotte fiihrte einige der beobachteten Erscheinungen auf
die Anwesenheit von winzigen Eiskrystallen in der Luft zuriick und
andere Phinomene hat man derselben Ursache zugeschrieben. Einige
von den hierbei gemachten Annahmen sind zwar willkiirlich, aber
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Galle und Bravais haben diese Theorie auf eine so feste Basis
gestellt, dass sie kaum mehr bezweifelt werden darf.

Man hat die Eiskrystalle sorgfiltig untersucht und hat konstatirt,
dass eine Krystallform o6fters vorkommt als alle anderen; es ist dies
die hexagonale Siule, und zwar entweder in ihrer ldnglichen Form
als Nadel, oder in ihrer flachen Form als hexagonales Blittchen.

Aus diesen Formen von Eiskrystallen resultiren drei Arten von
brechenden Winkeln. " Zwei benachbarte Seiten schliessen einen
Winkel von 1209 zwei nicht benachbarte Seiten einen Winkel von
60° mit einander ein, wihrend die Seiten mit der Basis einen Winkel
von 90° einschliessen.

§ 825. Der Hof von 22° wurde von Mariotte erklidrt. An-
genommen, die Atmosphére sei mit nach allen Richtungen geneigten
Eiskrystallen erfiillt, so wird unter diesen sich stets eine grosse An-
zahl solcher Krystalle befinden, deren Axen senkrecht zu einer die
Sonne und das Auge des Beobachters verbindenden Geraden ge-
richtet sind. Nun stellt aber ein Winkel von 22° die kleinste Ab-
lenkung fiir einen durch ein Prisma mit einem brechenden Winkel von
60° tretenden Strahl dar. Hiernach wiirde also fiir alle Richtungen,
welche einen Winkel von 22° mit der Auge und Sonne verbindenden
Geraden einschliessen, ein Maximum fiir das transmittirte Licht be-
stehen. TFerner ist der Winkel kleinster Ablenkung fiir rothe Strahlen
Kleiner, als fiir violette und es wird daher der Hof farbig, und zwar
roth innen, violett aussen erscheinen miissen.

Cavendish erklirte den Hof von 46° als von der Licht-
brechung durch Flichen herriihrend, welche unter 90° zu einander
geneigt sind; bei einer solchen Brechung ergiebt sich 46° als klein-
ster Ablenkungswinkel. Diese Erscheinung lisst sich im Uebrigen
genau so wie die frithere erkldren, und man erhilt auch hier die-
selbe Aufeinanderfolge der Farben. Da aber der brechende Winkel
fiir den #usseren Hof grosser als fiir den inneren ist, so wird im
ersteren Falle das Licht stirker diffundirt. Hieraus erkliart sich,
dass der Hof von 46° weniger lichtstark ist, denn das Licht ver-
theilt sich tiber eine Ringfliche von doppelt so grossem Radius und
doppelt so grosser Breite.

§ 826. Die beiden Hofe sind die beiden einzigen Phinomene,
deren Erkldrung die Annahme zuldsst, dass die Eiskrystalle in allen
moglichen Richtungen angeordnet sind. Es ist indessen sehr wohl
denkbar, dass gewisse Richtungen vorherrschen, indem die nadel-
formigen Krystalle vermége ihrer Schwere sich mit Vorliebe in ver-
tikaler Stellung gruppiren werden, wihrend die flachen Krystalle sich
bestreben werden, sich mit ihren Grundflichen vertikal zu stellen.
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Die Reflexion des Lichtes an den nach allen Richtungen ver-
theilten, aber mit ijhren brechenden Flidchen vertikal gerichteten
Eisprismen bringt den parhelischen Kreis hervor. Sind diese ver-
tikalen Flichen sehr zahlreich, so rufen sie im Auge den Eindruck
eines vollstindigen Kreises hervor. Die Reflexion an den Vertikal-
flichen der flachen Siulen fiihrt zu derselben Erscheinung. Diese
Erklirung wurde von Young geliefert.

§ 827. Die Parhelia wurden von Mariotte erklirt. Sie sind
auf die Anwesenheit von vertikal gruppirten, nadelférmigen Krystalien
zuriickzufiihren. Angenommen, es sei eine grosse Anzahl vertikal
gestellter Prismen mit einem brechenden Winkel von 60° vorhanden
und es befinde sich die Sonne am. Horizont, so werden die Sonnen-
strahlen auf den Hauptschnitt der Prismen fallen. Die kleinste -Ab-
lenkung fiir solche Strahlen ist 22° so dass die Parhelia sich nicht
nur auf dem parhelischen Kreise, sondern auch auf dem Hof von
220 befinden. Befindet sich die Sonne iiber dem Horizont, so liegen
die Sonnenstrahlen nicht in einer Hauptebene; sobald sie aber aus
den Prismen hervortreten, schliessen sie denselben Winkel mit den
brechenden Kanten, also mit der Vertikalen, ein wie beim Eintritt,
so dass die Strahlen scheinbar von Punkten auf dem parhelischen
Kreise ins Auge gelangen. Die kleinste Ablenkung in Bezug auf
den Azimuth ist grésser als 22° und héngt von der Hohe der Sonne
ab. Da die kleinste Ablenkung fir verschiedene Farben .eine ver-
schiedene ist, so werden die Farben ein Spektrum bilden, dessen
rother Bezirk der Sonne zugekehrt ist; auf der von der Sonne ab-
gekehrten Seite tiberdecken die Strahlen einander, so dass sie einen
Schweif weissen Lichtes bilden, welcher i{iber 10 bis 200 lings des
parhelischen Kreises sich erstreckt. Die Parhelia sind heller als
die Hofe, da die vertikalen Prismen zahlreicher sind als die nach
allen Richtungen geneigten.

Die von Lowitz beobachteten schrigen Bogen wurden von
Galle und Bravais erklirt und kleinen Oscillationen der vertikalen
Prismen um ihre mittlere vertikale Axe zugeschrieben. Die Kon-
sequenzen dieser Anschauung sind indessen noch unvollkommen
durch die Beobachtung bestiitigt worden.

Die Parhelia von 46° sind sehr selten zu beobachten und man
kennt ihre Lage mit wenig Bestimmtheit. Bravais nimmt an, sie
entstehen bei 44° infolge der wie die Sonne wirkenden Parhelia
von 22°.

§ 328. Um eine Erklidrung fir die Entstehung der Paranthelia,
der Punkte auf dem parbelischen Kreise, welche eine grossere Hel-
ligkeit besitzen als der iibrige Theil des Kreises, zu finden, haben
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wir diejenigen Krystallformen ins Auge zu fassen, welche eine kon-
stante Ablenkung in den Lichtstrahlen hervorrufen. Bekanntlich tritt
dies bei zwei Reflexionen an ebenen Flichen auf; denn wird ein
Lichtstrahl an jeder von zwei ebenen Flichen reflektirt, so erfihrt der
Strahl eine Ablenkung, welche gleich dem doppelten Winkel zwischen
den reflektirenden Flichen ist. Eisprismen aber, deren Axen vertikal
sind und welche sich an zwei Flachen beriihren, weisen #usserlich
zwei reflektirende Flichen auf, welche um 120° gegen einander ge-
neigt sind. Strahlen, welche an diesen Flichen reflektirt werden,
erfahren eine Ablenkung von 240° Hierdurch entstehen zwei weisse
Bilder der Sonne auf dem parhelischen Kreise, jedes in einer Ent-
fernung von 120° von der Sonne.

Dieselbe Wirkung wird durch Reflexion an den inneren Flichen
eines Prismas hervorgerufen. Denn tritt ein Strahl an der Fliche «
ein, wird dann bei b reflektirt, dann bei ¢ und gelangt schliesslich
bei d zum Austritt, so sind, wenn man die Winkel zwischen den
Seiten mit (e b), (b¢) und (¢ d) bezeichnet und voraussetzt, dass

(@b)+ (cd)=(bo),

Einfalls- und Austrittswinkel bei ¢ und d einander gleich sind mit
entgegengesetzten Vorzeichen und daher die Ablenkung gleich dem
doppelten Winkel (b ¢), also konstant ist. Prismen von Dreiecksquer-
schnitt oder sternférmigem Querschnitt liefern die hierzu erforder-
lichen Bedingungen. '

Fig. 152.

Figur 152 stellt zwei in Kontakt befindliche Prismen von drei-
eckigem Querschnitt dar, Fig. 153 einen sternformigen Krystall mit
sechs Spitzen. In jedem der beiden Félle betrigt die hervorge-
rufene Ablenkung 240° und die Kombination erzeugt daher ein
weisses Sonnenbild auf dem parhelischen Kreise in einem Abstande
von 120° von der Sonne.

Verfolgen wir nun den Verlauf eines Strahls durch einen
Krystall, dessen orthogonaler Querschnitt ein gleichseitiges Dreieck
(Fig. 154) ist, und nehmen wir an, der Strahlengang erfolge innerhalb
einer Hauptebene, der Strahl treffe zuerst die Basis, werde dann durch
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die beiden anderen Seiten reflektirt und gelange schliesslich in der
Basis wieder zum Austritt, so erkennt man alsbald, dass in einem
solchen Falle ¢ + 1 die gesammte Ablenkung darstellt, wenn hierin
¢ und ¥ beziehungsweise den Einfalls- resp. Austrittswinkel be-
zeichnen.

Fiir diese Ablenkung besteht ein Minimum, wenn sie 98° mit
der Richtung der Sonnenstrahlen einschliesst; es entsteht dann ein
farbiges Bild der Sonne auf dem parhelischen Kreise, in einem Ab-
stande von ungefidhr 98° von der Sonne.

Fig. 153. Fig. 154,

Befindet sich die Sonne nicht am Horizont, so ldsst sich die
letztere Untersuchung auf die Projektion des Strahlenganges auf
eine horizontale Ebene anwenden, indem man an Stelle des Ver-
héltnisses n:1 das Verhiltnis n cos ' : cos » einfiihrt, so dass

sin y = n sin #'.

§ 3829. Das Anthelion ist ein heller weisser Lichtfleck von un-
deutlichen Kontouren und erscheint oft grosser als der scheinbare
Durchmesser der Sonne. Es befindet sich auf dem parhelischen

y/ ¢ C

N

! A//d/“ i
Fig. 155.

Kreis der Sonne diametral gegeniiber. Um hierfiir eine Erklirung
zu finden, hat man anzunehmen, dass die sechsseitigen flachen
Prismen so gruppirt sind, dass die Axe horizontal, eine der drei
Diagonalen dagegen vertikal ist. Verfolgen wir nun die Lichtstrahlen,
welche nach dem Durchtritt durch eine der vier vertikalen Flichen
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des Krystalles innerhalb desselben zweimal an Krystallfiichen, welche
unter rechtem Winkel gegen einander geneigt sind, reflektirt werden
und schliesslich an der Eintrittsfliche wieder zum Austritt gelangen,
so erkennt man ohne Weiteres, dass die Strahlen beim Austritt
parallel zur Eintrittsrichtung gerichtet sind (Fig. 155).

Diese Riickkehrstrahlen veranlassen das Anthelion. Befindet
sich die Sonne iiber dem Horizont, so gilt das soeben Bemerkte in
Bezug auf die horizontale Projektion des Strahlenweges.

§ 830. Die Tangentialbogen wurden von Young, der sie er-
kliarte, Krystallen mit brechendem Winkel von 60° und horizontaler
Axe zugeschrieben. Sind von solchen Krystallen eine grosse Anzahl
so gruppirt, dass deren horizontale Axen alle moglichen Lagen ein-
nehmen, so erzeugen sie eine unendlich grosse Anzahl von Parhelien,
von denen eines das Parhelion von 22° ist und auf dem hdochsten
Punkt des inneren Hofes liegt. Diese Reihen von Parhelien bilden
zwei den Hof tangirende Bigen, welche sich zuweilen zu einem
kontinuirlichen Bogen vereinigen. Ist eine grosse Anzahl von mit
ihren Axen horizontal gerichteten Prismen vorhanden, so werden
die winzigen Seiten dieser Prismen nur eine geringe Menge Licht
transmittiren, so dass die Lichtstirke der Bogen verglichen mit der-
jenigen des parhelischen Kreises nur schwach ist.

Die den Hof von 46° tangirenden Bogen werden ofter sichtbar
und leuchten dann mit grosserer Helligkeit; sie entstehen durch
Lichtbrechung bei einem brechenden Winkel von 909, welchen die
nicht zugespitzten vertikalen Prismen darbieten; diese Prismen
kommen in der Atmosphire sehr oft vor. Jedes System von Prismen,
deren Kanten zu einer bestimmten Richtung innerhalb einer horizon-
talen Ebene parallel gerichtet sind, erzeugt einen Lichtpunkt, und das
Aggregat dieser Punkte bildet den Tangentialbogen an den Hof.

Die seitlichen Tangentialbdgen rithren von flachen, mit ihren
Axen horizontal gerichteten Prismen her.

Wegen niherer Ausfiihrungen tiber diese Erscheinungen und
ihre Theorie sei auf die Abhandlungen von Fraunhofer, Theorie
der Hofe, Nebensonnen und verwandter Phidnomene in Schumacher’s
Astron. Abh. 8. Heft, S. 31—92, 1825 (Ges. Schriften hrsg. v. Lommel,
Miinchen 1888, S. 181-—232), Bravais, Ueber Hofe, Journ. de I'Ecole
polytechn. t. XVIII, 1847, und das Werkchen von Clausius, Die
Lichterscheinungen der Atmosphére (Beitrige zur meteorologischen
Optik, hrsg. v. Grunert I, 4, S. 367—462), Leipzig 1850, verwiesen.
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jektionen des einfallenden und ge-
brochenen Strahls 21, 22.

— Beziechung zwischen ZEinfalls- und
Brechungswinkel und Ablenkung 22.

— Graphische Untersuchung dieser Be-
ziehungen 24.

Brechungswinkel 16.

Brennebenen 44, 52, 74, 91.

Brennfliche 116.

Brennlinie 116, 120 ff.

— Bogenlinge der —, 141.

Brennlinien fir die Reflexion s.
kaustik.

— — Brechung s. Diakaustik.

— sekundire 133.

— (allgemeine Theorie enger Strahlen-
biischel) 178, 180.

— centraler enger Strahlenbiischel bei
Prismen 190,

Kata-
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Brennlinien schiefer enger Strahlenbiischel
bei Linsen 194.

Brennpunkt 43, 48, 91.

Brennpunkte eines Strahls (allgemeine
Theorie enger Strahlenbiischel) 172,
180.

— Lage derselben bei der Reflexion an
einer Ebene 183.
— — bel der Brechung an einer Ebene
183.
— — — an einer Kugelfliche 184.

Brennweite 48, 62, 80, 92.

— einer dimnen Linse,
der —, 340.

— eines optischen Instrumentes, experi-
mentelle Bestimmung der —, 342.

Brewster’sche Lupe 277.

Brillen 260.

Bestimmung

Camera lucida, Abbe’s 326.

— Wollaston’s 324.

Cassegrain’sches Teleskop s. Fernrolu.

Cayley 139.

Charakteristische Funktion 114.

— fir die Brechung dimner Strahlen-
biischel 186.

— deren Anwendung auf die Theorie
symmetrischer optischer Instrumente
199.

— Bestimmung derselben fiir heterogene
Medien 206.

Chevalier’sches Doublet 277.

Choroidea 239.

Ciliarfortsitze 239.

Coddington’sche Lupe 276.

Cornea 239.

Cylindrisch stratificirtes Medinm 362.

Cylindrische Linse, Brechung enger Strah-

lenbiischel bei einer solchen 192.

Czapski 268, 284, 320, 321.

Deckglas s. Mikroskopobjektive.
Deckpunkt 248.
Diakaustik fiir eine Gerade 134.
— am Kreise fir von einem Punkte
ausgehende Strahlen 136.
— — fiir parallele Strahlen 137.
Dispersion 209, 215.
— beim Prisma 215.
— bei Anwendung zweier Prismen 220.
— bei Anwendung einer beliebigen An-
zahl von Prismen 221.
— Disproportionalitit derselben 216.
Dollond 223.
Donders 265.
Diinne Linse 64.
— Das Sehen durch eine —, 257.
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Einfallsebene 10.
Einfallswinkel 10.

Fernrohr, Astronomisches 278.
— Cassegrain’sches 310.
— Galilei’sches 282.
- Gregory’sches 305.
— Herschel’sches 299.
— Kepler’sches 278.
— Newton’sches 301.
— Objektivlinsen 286, 287.
— — Helligkeit 287.
— -Okulare"s. Okulare.
Fluchtpunkt 248.
Fokalabstand 61.
Fokalebenen eines Strahls (allgemeine
Theorie enger Strahlenbiischel) 172.
Fovea centralis 240.
Fraunhofer 213, 216.
Fresnel’sche Linsen 332.

Galilei’sches Fernrohr s. Fernrohr.

Gauss 83.

Gauss’sche Theorie der Linsen 83.

Geometrische Optik, Aufgabe derselben 1.

Geschwindigkeit des Lichts, Methoden
zur Bestimmung der —, 349.

— Fizeauw’sche Methode 349.

— Young und Forbes’sche Modifikation
350.

Gesichtsfeld einer dimnen Linse 260.

— der Fernrohre s. letztere.
Glaskérper des Auges 241.
Gregory’sches Teleskop s. Fernrohr.
Grenzpunkte eines Strahls (allgemeine

Theorie enger Strahlenbiischel) 171.
Grenzwinkel der Brechung 19.

Hadley’s Sextant 328.
Hall 228.
Hauptebenen 53, 60, 79, 91.

— eines Strahls (allgemeine Theorie

enger Strahlenbiischel) 171.

— eines Reliefbildes 256.
Hauptpunkte 58, 60, 79, 91.
Hauptregenbogen 372.
Hauptstrahl 171.
Heliostat 329.

— Fahrenheit’scher 329.

— Foucault’scher 330.

— Fuess’scher 331.

— Gruel’scher 329.

— Silbermann’scher 331.
Helligkeit einer Lichtquelle 5.
— einer beleuchteten Fliche 5.
— scheinbare, eines Korpers 7.

— specifische 4.

Sach- und Personenregister.

Helligkeit, Unabhingigkeit derselben von
der Entfernung 8.
-— bei sehr grosser Entfernung des Ob-
jektes 8.
— der Bilder bei der Brechung an einer
Kugelfliche 272.
Helmholtz 55, 241, 242, 248, 252, 274.
Helmholtz’sche Formel fir das Abbil-
dungsverhiltnis 56.
— Ophthalmometer 241, 242.
Herschel 215, 347.
Herschel’s Teleskop s. Fernrohr.
Heterogenes Medium, Strahlengang 356.
Hof v. 220 375.
— v. 46° 377,
Hornhaut 239.
Horopter 249.
Humor aequeus 241.
— vitreus 241.
Huyghens’sches Okular s. Okulare.
Hypermetropie 261.

Immersion 315.
- homogene 315.
Immersionssysteme 315,
objektive.
Instrumente, Optische 269.
— Abbildungsverhiltnis 269.
— Augenkreis 269.
— Augenpunkt 270.
— lineare Vergrosserung 269.
— Gesichtsfeld 270.
— Helligkeit 278.
— Konvergenzwinkel, Abhéingigkeit der
—, 278.
— Vergrbsserung 269, 270.
Tris (des Auges) 239.

s. Mikroskop-

Katakaustik am Kreise 120.

— — fir parallelstrahligen Eintritt 128.
— — fir von einem Punkte des Kreises
ausgehende Strahlen 129.

— — fir mehrfache Reflexion am Kreise

131.
— an der Ellipse 139.
Kleinste Ablenkung beim Prisma s. Prisma.
Kleinster Zerstreuungskreis 117.
Knotenpunkte 59, 81, 93.
Kompensationsokulare 816, 322 s. Mikro-
skop.
Konj ugirte Punkte, Definition 40, 42, 46,
94.
Kongruenzebene eines Reliefbildes 207.
Konvergenzwinkel eintretender und aus-
tretender Strahlenbiischel, Abhiingigkeit
der — 278.
Konvex-konkave Linse, Lage der Kar-
dinalpunkte bei derselben 67.
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Korrespondirende Sehebenen 250.

— Sehlinien 250.

Kreis kleinster Verzerrung 178.

Krystalllinse 240.

Kugelflichen, Brechung durch ein System
centrirter —, 72.

— — Graphische Bestimmung der Lage

konjugirter Punkte 80.
— — Gauss’sche Entwicklung 83.

Lagrange 120.
Lateralabberation 146, 166.
Lesegliser 263.
Licht, Begriff desselben 1.
Lichtmenge, ausgestrahlte 5.
Linse 57.
— diquivalente 97.
— — Theorie derselben 101.
— Sehen durch eine dinne — 257.
— Khnotenpunkte einer 59.
— Mittelpunkt einer 59.
— Brechung durch eine bikonvexe —
58.
— — Scheitelpunktsgleichung 60.
— — Brennpunktsgleichung 63.
-— — Hauptpunktsgleichung 63.
— Lage der Knotenpunkte (Hauptpunkte)
59.
— Fokalabstinde 61.
— Brennweite 62.
-— Graphische Bestimmung der Lage
konjugirter Punkte 63.
— Abbildungsverhaltnis 64.
— Brechung durch eine diinne Linse

— Brechung an einer Kugel 65.
Linsenaxe 57.
Linsendicke 57.
Linsenformen 57.
-— verglichen in Bezug auf Aberration
155.
— Lage der Kardinalpunkte fir ver-
schiedene — 66.
Linsensystem, Brechung duarch ein —, 69.
— Achromasie desselben 236.
Lissajou, Periodicitit eines Lichteindrucks
241.
Listing 93, 243.
— Bemessung des Auges 243.
— Reducirtes Auge 243.
Longitudinale Aberration 117, 146, 166.
Lowitz’sche Bogen 376.

Malus’scher Satz 111.
Mariotte 376, 377. '
Maxwell’s Untersuchung am Fischauge
357.
Medium, Definition 2.
Heath-Kanthack,
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Meridian, scheinbar vertikaler 248.
Mikroskop, Einfaches 276.
— zusammengesetztes 311.
— Kompensationsokulare 316, 322.
— Vergrésserung 317.
Mikroskopobjektive 312.
— Korrektion der sphérischen Aberration
in denselben 312.
— Chromatische Korrektion 313.
— Chromatische Differenz der sphiiri-
schen Aberration 313.
— Einfluss des Priparatendeckglases
auf die Korrektion 314.
— Immersionssysteme 315.
— Homogene Immersion 315.
— Relation zwischen Helligkeit und
Brechungsexponent 316.
— Apochromatobjektive 316, 321.
— Apertur, Bestimmung derselben 318.
— Numerische Apertur 320.
Myopie 261.

Nebenregenbogen 374.
Netzhaut 239.

— horizont 248.
Newton 209, 212, 218, 223, 303.
— Experimentum crucis 210.
— ’sches Teleskop s. Fernrohr.

Okular 289.

— Achromasie desselben 236.

— Gesichtsfeld 298.

— Huyghens’sches 292.

— Kompensationsokular 316, 322.

— Ramsden’sches 284.

— Vergrosserung des zweilinsigen Oku-
lars 296.

— Viertheiliges
295.

Optik, geometrische s. Geometrische.

Optische Instrumente s. Instrumente.

— Weglinge 106.

— als Grenzwerth 107, 111.

— ein Minimum bei der Reflexion an
einer konvexen Fliche 108.

— ein Minimum bei der Brechung an
einer Ebene 110.

— Analytische Gleichungen 112.

Orthotomisches System 115.

terrestrisches  Okular

Paranthelia 376, 379.

Parhelia 376, 378.

Parhelischer Kreis 376.

Perspektive, lineare, Princip derselben
247.

Photographisches Objektiv 323.

Photometer, Ritchie’s 346.

— Foucault’s 846.

25
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Photometer, Bunsen’sches 347.
Photometrische Messungen 345.
— am Sternlicht 347.
Presbyopie 263.
Prisma 25.
— Ablenkung hei kleinem brechenden
‘Winkel 381.
— Brechender Winkel 25.
— Definition des Begriffs Prisma 25.
— Grosse der Ablenkung 28.
— Hauptschnitt 25.
— XKleinste Ablenkung im Hauptschnitt
28.
— — bei beliebigem Durchtritt 33.
— Strahlengang 1m Hauptschnitt 25.
— — bei beliebigem Durchtritt 33.
Prismen, Achromasie bei s. Achromasie.
Pritchard’s Doublet 277.

Ramsden’sches Okular s. Okulare.

Reeller Vereinigungspunkt 50.

Reflektoren s. Fernrohre.

Reflexion, Abbildung eines Objektes durch
38.

-— Allgemeines 9.

— an einer Ebene 9, 34.

— an zwei parallelen Ebenen 14, 85.

—- an zwei geneigten Ebenen 35.

— an einer Kugelfliche 41.

Reflexionsgesetz 10.

— Analytische Behandlung 11.

— Einfallender und reflektirter Strahl
schliessen gleiche Winkel ein mit
irgend einer zur reflektirenden Ebene
parallelen Linie 12.

— — Umkehrung 13.

— — Analytische Behandlung 13.

— Experimentelle Bestitigung 10.

— Giltigkeit in Bezug auf die Projek-
tionen der Strahlen 14.

— Graphische Untersuchung 10.

— Richtung der Strahlen zu einer Ge-

raden in der reflektirenden Fliche

12.

Reflexionswinkel 10.
Refraktion 9 s. Brechung.
Refraktometer, Abbe’sches 339,
Refraktoren s. Fernrohre.
Regenbogen 368.
Regenbogenhaut (am Auge) 239.
Re%iefbilder, Analytische Behandlung 253.
— Hauptebene 256.

— Kongruenzebene 257.
Retina 239.
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Sc'?}’li(ihten, Strahlengang durch horizontale
64.
Sclerotica 238.
Sehen, durch eine diinne Linse 257.
— durch eine beliebige Anzahl von
Linsen 268.
— Grenzen fir das deutliche 261.
Sehfeld beim Auge 247.
Sehwinkel bei einer diinnen Linse 257.
Sehnenhaut 238.
Sekundire Brennlinien 113.
Sextant 328.
Simpson’sche Formel fiir astronomische
Refraktion 360.
Spektrum 209.
— Sekundires 224.
Sphiirische Aberration s. Aberration.
— Chromatische Differenz der sphiri-
schen Aberrationen 313.
Spiegelteleskope s. Reflektoren.
Stanhope’sche Lupe 277.
Steinheil 298.
Steinheil’sche Lupe 278.
Stereoskopische Differenz 254.
Stereoskopischer Eindruck 253.
Stereoskopisches Sehen 253.
Stokes 194.
Strahl, Definition 2.
Strahlenbiindel, Definition 2.
Strahlenbiischel, Charakter eines begrenz-
ten 117.
— Allgemeine Theorie enger 168, 186.
Strahlendichtigkeit, Theorie der 174.

Tait, P. G. 25.
Tangentialbogen 376.
Totalreflexion, Definition 19.

Vergrisserung einer dimnen Linse 259.
— eines Fernrohrs 269.

— lineale 269.

— mikroskopische 317 s. Mikroskop.
Verzerrung, Kreis kleinster 178.
Virtueller Vereinigungspunkt 50.

‘Wisserige Feuchtigkeit (im Auge) 241.
‘Wheatstone 253.

Winkelspiegel 327.

Wollaston’sche Camera lucida 324.
Wollaston’s Doublet 277.
Wollaston’sche Lupe 276.

Zeiss 225, 316, 320.

Zerstrenungskreis, kleinster 117.
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