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V orwort des Verfassers. 

In dem vorliegenden Werke ist del' Versneh gemaeht worden, 
innerhalb des besehrankten Raumes eines einzelnen Bandes das 
Gebiet del' modernen Optik unter Berueksiehtigung del' Arbeiten 
von Gauss, Listing, Maxwell, Helmholtz und Abbe mag
liehst vollstandig zu behandeln. Leider konnte vieles in theore
tiseher und praktiseher Hinsieht Interessante del' gestellten Grenzen 
halber nieht berueksiehtigt werden. Die Gegenstande sind thun
liehst in naturlieher Reihenfolge, von den einfachsten zu den all
gemeinsten und verwiekeltsten Problemen ubergehend, behandelt 
worden. So geht die Bespreehung del' Reflexion und Refraktion 
einzelner Strahlen derjenigen del' entspreehenden Eigensehaften von 

Stl'ahlenbuscheln vorauf, und del' vollstandigen angenaherten Theol'ie 
del' Linsen folgen die Kapitel uber Kaustiken und Aberrationen 
und diesen wieder die Theorie engel' Strahlenbiisehel. Die aus
fuhrliehe Behandlung heterogener Medien, welehe streng genom men 
kaum in das Gebiet del' Optik gehart, ist in das letzte Kapitel 
verlegt worden. Die Ga uss'sehe Theorie der Linsen ist zuvarderst 
auf elemental' -geometrisehem Wege behandelt worden, um deren 
Studium aueh den mit haherer Mathematik Unvertrauten verstand

lieh zu machen, wahrend, unbesehadet unvermeidlieher Wieder
holung, G a us s's eigene elegante Entwicklung in einem besol1derel1 

Kapitel naehfolgt. Del' Behal1dlul1g engel' Strahlel1busehel nach 

::Uaxwell'seher Methode geht eine kurze Untersuchul1g del' all

gemeinel1 Eigensehaftel1 aIler el1gel1 Strahlenbusehel, welche nieht 

Systeme von Normalel1 bildel1, voraus. Ieh habe eil1 Verzeiehl1is 

vorausgesehiekt del' wiehtigstel1, diesel1 Gegel1stal1d behal1dell1del1 



IV Vorwort. 

Aufsatze und Werke, welehe ieh meist zu Rathe zu ziehen Ge
legenheit hatte 1). Das Verzeiehnis maeht keinen Ansprueh auf 
Vollstandigkeit; indessen sind eine grosse Anzahl von Abhand
lungen so oft in Lehrbiiehern benutzt worden, dass es nieht nothig 
ist, diese Quellen besonders anzufiihren. Erwahnt sei aber Lloyd's 
"Treatise on Light and Vision", ein werthvolles, wenngleich seltenes 
"r erk, das mir besondere Dienste geleistet hat. Das Kapitel iiber 
spharisehe Aberration und die allgemeine Beschreibung der In
strumente sind hauptsaehlieh diesem Werke entlehnt. Cay ley's 
Abhandlungen iiber Kaustiken, Maxwell's Aufsatze iiber enge 
Strahlenbiischel, Helmholtz's Physiologische Optik und Abbe's 
Sehriften iiber das Mikroskop bilden die Grundlage fiir die Be
handlung del' betrefl'enden Gegenstande. 

Angaben von Unrichtigkeiten und ,\Vinke, welche geeignet 
sind, die Nutzlichkeit des vorliegenden Buches zu fordern, werden 
mit grosstem Danke beriicksichtigt werden. 

Mason College, Birmingham, April 1887. 

R. S. Heath. 

I) Dieses Verzeichnis ist wegen seiner Unyollstandigkeit als kallln niitzlich 
in del' deutschen Ausgabe fortgelassen worden. R. K. 



V orwort des Herausgebers. 

Die vorliegende Ausgabe ist im Wesentlichen eine Ueber
setzung des englischen, unter dem 'ritel "A Treatise on Geometrical 
Optics" i. J. 1887 in Cambridge erschienenen Originals; indessen 
habe ich mich bemiiht, bei del' Bearbeitung diesel' Ausgabe mit 
kritischer Sorgfalt vorzugehen und moglichst zur Korrektheit, 
U ebersiehtlichkeit und zum Verstandnis des Buches beizutragen. 

Man wird es vielleicht als eine Schwache des Buches em
pfinden miissen, dass es fast ganzlich yom Standpunkte des 
Mathematikers geschrieben ist, eine Schwache, die sieh namentlich 
in den leider sehr unvollstandigen Kapiteln tiber optische In
strumente fiihlbar macht. Gem hatte ich mich del' grosseren 
Arbeit unterzogen, das Gleichgewicht zwischen dies en Kapiteln 
und dem rein theoretischen, geometrisch -optischen Theile des 
Buehes herzustellen. Einerseits ware dies abel' nicht moglich ge
wesen, ohne dem Original Gewalt anzuthun, andererseits ftihIte 
ich mieh VOl' del' Hand diesel' Arbeit nieht gewaehsen. Ieh 
musste mieh also damit begnugen, das V orhandene mogliehst klar 
in's Deutsche zu iibertragen, an einigen Stellen fiihlbare Lucken 
auszufullen und vorgefundene, Fehler und Ungenauigkeiten zu 
beseitigen. 

Wahrend del' Drueklegung dieses Buehes ersehien indessen 
das die 'rheorie del' optisehen Instrumente auf weit vorge
sehrittener Basis behandelnde Werk von Dr. S. C zap ski und ieh 
fiihle mieh um so leiehter bei del' unvollkommenen Behand
lung diesel' Kapitel im vorliegenden Buche beruhigt, als ieh 
glaube, dass selbst in diesel' Form ein Durehbliek derselben 



VI Vorwort. 

immerhin eme niitzliche Vorstufe fiir das Studium jenes Werkes 

sein wird. 
Zur Erleichterung des Studiums habe ich aIle zu weiteren 

Folgerungen benutzten Formeln in jedem Kapitel fortlaufend be
ziffert und bei Hinweisen auf eine in einem vorhergehenden 
Kapitel enthaltene Formel del' Formelziffer die betreffende Kapitel
nummer beigefiigt. Es bedeutet demnach z. B. (1): Formel (1) 
im namlichell Kapitel, (11, III): Formel 11 im III. Kapitel. 

Ich unterlasse es als uninteressant, die von mil' eingefiihrten 
Aenderungen besonders anzufiihren. Grossere Abweichungen und 
Zusatze find en sich auf den folgenden Seiten: 29-31, 84, 85, 
108-111,225, 314, 315, 316, 321, 322, 323, 324, 326, 327, 329, 
331, 339. 

Die Figuren haben durch die Bereitwilligkeit des Herrn Ver
legers eine bedeutende Vermehrung erfahren und sind sammtlich 
neu gezeichnet und hergestellt worden. 

Herr Dr. Czapski in Jena wies mich zur Zeit meiner Thatig
keit als technischer Assistent an del' dortigen Optischep Werkstatte 
von Carl Zeiss auf das Heath'sche Original hin und regte mich 
zu dessen Uebersetzung an, wie er auch bei derselben mit Rath 
und That mich unterstiitztei so riihren ausser einer allgemeinen 
Durchsicht und Korrektur del' Uebersetzung mehrere Anmerkungen 
und Einschaltungen von ihm her. Er hat mil' dadurch einen neuen 
Beweis seiner freundschaftlichen Gesinnung gegeben, fiir welchen 
ich mich ihm ausserordentlich verbunden fiihle. 

Dem Herrn Verleger gehort mein voller Dank fiir die sorg

faltige Einrichtung und schone Ausstattung des Buches. 
Zum Schlusse spreche ich Herrn Dr. Heath und den Herren 

C. J. Clay & Sons meinen Dank aus fiir die freundliche Be

willigung del' Herausgabe des Werkes in Deutschland, sowie fiir 
die mil' hierbei eingeraumte Freiheit. 

London, im Februar 1894. 

R. Kanthack. 



Inhaltsverzeichnis. 

Seile 

Kapitel1. 

Das Wesen und die allgemeinen Eigenschaften des Lichtes. 

Licht. Aufgabe cler geometrischen Optik . 1 
:Medium, Strahl, Strahlenbiindel, Axe, Vereinigllngspllnkt 2 
Gef'ctz (Ier Ausstrablllng, Ausstrahlungsintensitat 3, 4. - Ausgestrahlte 

Lichtmenge, Helligkeit 4. - Beleuchtungsintensitiit 5. - Beleuchtung 
pines Flachenelemontes durch ein IOllchtondes FIachenolement 5. - Be
lenchtllng ciner sehr kleinen Flache durch eine endliche Flache 6. -
Scheinbare Helligkeit eines Korper8 7. - Unabh1ingigkeit dersolben 
Yon der Entfernllng 8. Helligkeit hoi sehr grosser Entfernung des 
Ol)jektos 8. ... 2-8 

Kapitel II. 

Re:flexion und Refraktion der Lichtstrahlen. 

Rofloxion 9. - Einfallsehene, Einfallswinkel, Roflexionswinkol 10. 
Reflexionsgesetz 10. - Exporimentelle Bostatigung clesselhcn 10. 
Graphische Bestimmung der Richtung clos reflektirten Strahls 10. 
Analytische Behandlung des Reflexionsgesetzes 11. - Einfallender uncl 
reflektirter Strahl schliessen gleicho ·Winkel ein mit lrgeml cineI' zur 
reflektirenden Ebene parallel gerichteten Linie 12. - Umkehrung diesos 
Satze" 13. - Analytischo Behandlung dieser Satze 13. - Giltigkeit 
<lesselhen in Bezug auf die Projektionen cles einfallenden unci reflektirten 
Strahls 14. - Reflexion an zwoi ebenen Spiegeln 14.. 9-1G 

H ro c h nn g 16. - Einfalls- und Brechungswil1kel, Brechungsgesotz, Brechungs
exponent, Umkehrharkeit des Strahlenganges 1G. - Relativer Brechullgs
exponent, Ableitung desselhen aus absoluten \Verthen, Brechung durch 
cine beliebige Amahl yon Medien 17-19. - Grenzwinkol der Brechung 
19. - Totalreflexion Ul. -- Allalytische Behandlung des Brechungs
gesetzes 20. - Giltigkeit (lesselhen in Bezug auf clie Winkel, welche 
cler einfallende Hnd gebrochene Strahl mit einer tlurch die Normale ge
legten Ebene oinschliossen 21. -- Anwendbarkoit auf die Projektionen 



VIII Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

des einfallenclen und gebrochenen Strahls 22. - Beziehung zwischen 
Einfalls- und Brechungswinkel und Ablenkung 22. - Graphische Unter-
suchung dieser Beziehungen, Konstruktion von P. G. Tait 24. . 16-25 

Strahlengang in einem PrisnHL 25. - Grosse del' Ablenkung 27. -
Minimum der Ablenkung innerhalb eines Hauptschnittes 28. - Ablen
kung bei kleinem brechenden "\Vinkel 31. - Strahlendurchgang ausser
halb eines Hauptschnittes 32. - Kleinste Ablenkung bei beliebigem 
Durchtritt 33. . 25-33 

Kapitel III. 

Rellexion und Brechung centraler Strahlenbiischel. 

34 
35 

Reflexion eines Strahlenbiischels an einer Ebene 
Reflexion an zwei parallelen ebenen Spiegeln 
Reflexion an zwei ebenen geneigten Spiegeln, Lage der Bilder, Anzahl del' 

35-38 Bilder . 
Abbildung eines Objektes durch Reflexion 38 
Brechung enger centraler Lichtbiischel clllrch eine brechende Ellene, Kon-

jugirte Punkte . B9 
Abbildung eines Objektes durch Brechung 40 
Heflexiol1 enger centraler Lichtbiischel an einer Kugelflache 41. - Konj ugirte 

Punkte 42.- Brennpunkt 43. - Geometrische Konstruktion konjugirter 
PLmkte 43. - Relation der Lagen und Dimensionen konjugirter Objekte 
unit Bilder 44. . 41-43 

Bl'echung eines centralen angen Strahlenbiischels clurch eine Kugelflache 45. -
Brennpunkte 47. - Brennweiten 48. - Reeller, virtueller Vereinigungs
punkt 50. -- Lage konjugirter Punkte in Bezug auf irgend ein gegebenes 
konjugirtes Punktpaar 51. - Abbilclung extraaxialer Punkte 52. 
Brennebene 52.- Hauptebene 5B. 45-53 

Geometrische Konstruktionen zur Bestimmung der Lagen konjugirter Punkte 5B-55 
Ahbildungsverhaltnis, Helmholtz'sche Formel. 55-56 

Kapitel IV. 

Elementare Theorie der Brechung durch Linsen. 

Lin s e, Linsenaxe, Linsendicke, Linsenformen 57 
Brechung durch eine Bikonvexlinse 57. - Lage der Knotenpunkte 

38. - Hauptpunkte unll Hauptebenen 60. - Fokalabstande 61. -- Brenn
weite 62. - Lage konjugirter Punkte in Bezug auf die Brennpunkte 63. 
- Lage konjugirter Punkte in Bezug auf die Hauptpunkte 63. 57 -63 

Geometrische Bestimmung der Lag-en konjugirter Punkte 63 
Ahbildungsverhaltnis 64 
Gleichung konjugirter Punkte bei einer dunn en Bikom-exlinse 64 
Gieiclllmg konjugirter Punkto bei einer K u g e !linse . 65 
Lagen der Kardinalpunkte fiir verschiedene Linsenformen . 66 



Illhaltsven~eichll ie'. IX 

Seite 

1. Bikonvcxe Linse GG 
II. Bikonkaye Linse G7 

III. Kom'ex-konkave Linse G7 
13rechung durclt ein System zweier centrirter Linsen G9-71 
Breclnmg an ciner beliebigen Anzahl centrirter Kugelfhichen. 72-80 
Graphische Bestimmung konjugirter Punkte und Strahlcu hei ciner beliebigen 

Amahl centrirter Kllgelflachcn . . 80-82 

Kapitel V. 

Die Ganss'sche Theorie der Linsen. 

Brcchung an einer beliebigen Anzahl centrirter Kllgelfbchen 83. 
chung des oinfallenden und austretonden Strahls 89. 

.Lage del' Hauptebenen . 
Lage (ler Brennpunkte und Brennebenon; Brennweiten. 
Lage der Knotenpunkte . 
Allgemeine Gleichung konjugirter Punkte 

Glei-
83·-89 

90 
~n-92 

9i 
Bt'ziehung zwischen den Abscissen konjugirter Punkte ~)O. - Gleichung der 

einem System centrirter Kllgelflachen aquivalenten :B'lache oder dunnen 
Linse 97. \)0--101 

Einfacho Theorie aquivalenter Linsen . 101-100 

ILLpitel VI. 

Allgemeine Sitze. Brennlinien nnd Brennebenen. 

Optische WegHinge bei der Reflexion und Brechung 10G-111 
Dcr lIallls'sche Satz 111. - Charakteristische Funktion cines Systems 1H. 111-115 
",,'onnen reflektirencler und hrechender Kun'en, clurch welche yon emom 

Pnnkto ausgehende Strahlen in einem Pllnkte yereinigt werden . 115 
Brcnnlinien uncl Brennflachen. 117 
Longituc1inal- nnd Lateralaberration, Kleinster Zerstreuungskreis 117. -

Einflnss der Al)errationen bei Spiegeln oder Linsen optischer lnstrn-
mente 119. 117-120 

Gleichung der Brennlinie fiir clio Reflexion yon einem leuchtenden Pnnkte 
aUBgehencler Strahl ell . 120 

Katakaustik am Kreise fur parallele Eillfallsstrahlen uu(l fiir von einem 
Pllnkte des reflektirenden Kreises ausgehende Strahl en 129 

Katakaustik am Kreise fLir heliebig oft reflektirte Strahlen, welche parallel 
einfallell oder yon einem PUllkte de,.; Kreise,; ausgehpll 130 

Sekuncliire Brennlinien 133 
Gleichnng cler Brennlinie fur die Brechung an ciner gcraclell I,inie fiir von 

einem Punkte ausgehencle Strahl ell 135 
Diakaustik fiir den Kreis 13G 
KataktUlstik fLir die Ellipse 1m) 
Bogenlilnge einer Brennlil1ie H1 
Belenchtungskun-cn 142 



x Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

Kapitel VII. 

Aberration centraler StrahlenbiischeI. 

Definition: Longitudinalaberration, Lateralaberration . 14G 
Aberration'durch Reflexion an einer Kugelflache . 14 7 
Aberration durch Brechnng an einer ebenen Flache . 148 

Aberration durch Brechung an einer Kugelflache . 149 
Aberration bei der Brechnng dnrch Linsen . 152 
Aberration bei der Brechung durch eine (liinne Linse 15·1-157 
Aberration bei parallelstrahligem Dllrchtritt durch eine clunno Linse 155 
Vergleich verschiedener Linsenformen in Bezug auf Aberration 155 
Form einer Linse, clamit die Aberration ein Minimum wire! 158 
Aberration bei irgend einer Linse . 159 
Bedingung filr den Aplanatismus 160 
Aberration bei einer beliebigen Anzahl centrirter Kugeltlachen 160 
Aberration bei einem System centrirter, dunner I~im;en 163 
Aberration bei sich beruhrenden, dunnen, centrirten Linsen, Bcclingung fLir 

den Aplanatismlls 163 
Aberration bei zwei sich beriihrenden, dunnen, centrirten Linsen, Be(lingung 

fLir den Aplanatismus 164 
Latcralaberration 1GG 

Ka pi tel VIII. 

Gestalt und Eigenschaften enger Strahlenbiischel im Allgemeinen. 
Allgemeine Theorie der Brechllng dunner Biischel. 

Definition eines engen Buschels, allgemeine Vorallssetzungen nnll Glei-
chungen. 

Lage der Grenzpllnkte und Haupto bencn eines Strahls. 
Brennpunkte . 
Fokalabstande . 
Brennlinien 
Strahlendichtigkeit . 
Anwendung der Theorie auf ein System von Kormalon 
Charakter cines engen Strahlenbuschels, Gleichung der Mantelfliiche dt's 

168 
169 
171 
172 
173 
174 
175 

Buschels 176 
Kreis kleinster Verzerrnng . 177 

Allgemeine Schnittkurve eines engen Strahlenbiischels 178 
Eigenschaften und Lage eines Bildes 179 
Elementar-geometrische Untersuchung der Eigenschaften eines eng-en Strahlen-

biischels 179 
Elementar-geometrische Untersuchung cines an einer ebenen Flache reflek-

tirten engen Strahlenbuschels . 183 
Ebenso emos an cmor ebenen Flache gebrochenen Strahlenbuschels 183 
Ebenso eines an cmer Kugclflache gebrochenen Strahlellbuschels 184 
Ebenso emes an emer Kugelflitche reflektirten Strahlenhuschels 185 



Inhaltsverzeichnis. XI 

Seite 

Allgemeine Theorie cler Brechung dunner Strahlenbiischel. 

Allgemeine Form cler charakteristischen Funktion fiir enge Stmhlenl)uschel 186 
Allgemeine Brechung engel' Stmhlenbuschel 188 
Brechnng an einer Kugeltlache 189 
Brechnng an einem Prisma 190 
Brechnng an einer cylindrischen Linse, Astigmatische Linse 1!)2 
Brennlinien eines schiofen, centrisch dnrch eine diinne Linse tretenden engen 

Bilschels 194 
Diesbeziigliche Nahenmgsformelll 196 
Bildkrihnmung . 197 
Amvenclung del' charakteristischen Funktion auf die TheOl'ie aller symmetri-

schen optischen Instrumente 199 
Bestimmung der charakteristischen Funktion fur ein enges, durch ein hetero-

genes Medium tretendes Stmhlenbuschel 206 

Kapitel IX. 

Dispersion und .Achromasie. 

Chromatische Heterogenitat des Lichts, Das Spektrum 209 
Newton's Experimentum crucis 210 
Herstellnng eines reinen Spektrums 211 
Absorptionslinien, Fraunhofer'sche Linien, Variable Helligkeit des Spektrums 212 
Verschiedenheit der Spektren, Absorptionsspektren 213 
Bestimmung cler Dispersion 214 
Disproportionalitat cler Dispersion . 216 
Dispersion beim Prismtt . 217 
Bec1ingnng fUr ein Minimum der Dispersion 218 
Dispersion hei zwei parallelkantigen Prismen 220 
Dispersion bei einer beliebigen Anzahl von parallelkantigen Prismen. 221 
Achromatismus, Sekundilres, tertiares Spektrum, Blair, Abbe, Apochroma-

tismus 
Bedingnng filr den Achromatismus an 7.Wel Prismen 
Ehcnso flir In Prismen . 

Achromasie del' Linson. 

223 
225 
227 

Chromatische Brennweitenclifferenz bei einer dunnen Linse 228 
Chromatische Differonz cler Bildebenen und chromatische Differenz der Ver-

griisserung bei diinnen Linsen . 229 
Achromatisirung zweier sich berLihrender Linsen . 230 
Achromatisirung einer beliebigen Anzahl sich heriihrender Linsen 233 
Achromatisirung zweier durch einen Zwischenraum getrennter Linsen, An-

wendung auf Okulare . 233 
AchromatisirLlllg irgend eines Systems von Linsen 236 



XII Inhaltsverzeichnis. 

Kapitel X. 

Das .A.uge und das Sehen durch Linsen. 

Beschreibung des Auges in physiologischer uncI optischer Beziehung 238. -
Sclerotica 239. - Cornea 239. - Iris 239. - Ciliarfortsatze 239. -

Seite 

Fovea centralis 240. - Krystalllinse 240. 
241. - Glaskorper 241. . 

Bemessung des Auges, Listing'sche Zahlen 
Akkommoclation 

Wasserige Feuchtigkeit 
238-241 
241-244 

244 
Perioclisches Licht. 24G 
Sehfelcl, Princip cler Linearperspektive 
Stereoskopisches Sehen, Deckpunkt, N etzhauthorizont, Vertikaler Meridian 
Horopter, Korresponclirende Sehlinien uncl Sehe benen 

247 
248 
249 

Stereoskopischer Einc1rnck, Das Stereoskop . 
Princip der Reliefbilcler 253. - Stereoskopische Differenz 254. 

ebene 256. - Kongruenzebene 257 .. 
Das Sehen clurch eine chinne Linse 

253 
Haupt-

253-257 
257 

Brillen uncl Leseglaser 260. - Myopie 261. - Hypermetropie 261. .- Pres-
byopie 263. 2GO-264 

Astigmatismns . 
Das Sehen dnrch eine belie bige Anzahl von Linsen . 
Vergrosserung eines optischen Instrumentes . 
Augenkreis und Angenpunkt 
Gesichtsfeld . 
Helligkeit des Bildes 
Konvergenzverhaltnis bei weitwinkligen aplanatischen Systemen 
Helligkeit bei nicht ausgenutzter Pupille . 

Kapitel XI. 

Optische Instrumente. 

Einfaches Mikroskop 276. - Coddington'sche Lupe 276. - Stanhope'sche 
Lupe 277. - 'Vollaston'sches Douhlet 277. - Lupen nach Pritchard, 
Chevalier, Steinheil 277. 

Das astronomische Fermohr 
Das Galilei'sche Fernrohr . 
Objektivlinsen 

Ramsden'sches Okular 294. 

264 
2G8 
269 
269 
270 
272 
273 
274 

276 
278 
282 
286 

Okulare 289. - Huyghens'sches Okular 292. -
- Znsammengesetztes Okular 295. 28~)-298 

Reflektoren, Allgemeines, Herschel'sches Fernrohr 
Newton'sches Fernrohr . 
Gregory'sches Fernrohr . 
Cassegrain'sches Fernrohr 
Das zusilmmengesetzte Mikroskop 
Einfluss des Deckglases der Praparate 

299 
301 
305 
B10 
311 
314 



Inhaltsver7:eiclmis. 

Homogene Immersion 
Mikroskopokulare . 
Vergrosserung beim Mikroskop 
Bestimmung der Apertur beim 1iikroskop 
Praktische Bestimmung del' mikroskopischen Vergrosserung 
Einige Bemerkungen itber Apochromatsysteme . 

Kapitel XII. 
Optische Instrnlllente und Bestillllllung optischer Konstanten. 

XIII 

Seite 

315 
316 
317 
318 
321 
321 

Dio photographischo Kammer. 323 
Wollaston's Camera lucida 324. - Abbe-Zeiss'sche Camera lucida 327. 324 
Del' Winkelspiegel 327 
Der Hadley'sche Sextant 328 
Holiostaten nach Fahrenheit, Foucault, Gruel, Silbermann, Fuoss 329 
Fresnel'sche Linson, Anwendung auf Leuchtthiirmen 332 
Bestimmung von Brechungsexponenten 337 
Abbe'sches Refraktometer . 3m) 
Bestimmung der Brennweite einer dilnnen Konvexlinse. 341 
Experimentelle Bestimmung der Brennweite uml der Kardinalpunkte cines 

optischen Instrumentes 342 
Photometrische Messungen, Photometer nach Ritchie, Fouclmlt, Rumford, 

Bunsen . 345 
Astro-photometrische Messungen 347 
Bestimmung der Geschwindigkeit des Lichts 348 

Ka pi tel Xlli. 

Brechung durch Medien von variabler Dichtigkeit. 
Meteorologische Optik. 

Strahlenvorlauf in einem heterogenen Medium . 356 
Maxwell's Untersuchung am Fischauge 357 
Astronomische Refraktion, Simpson'sche Formel, Bradley'sche Formel 358 
Strahlengang in einem cylindrisch stratificirten Medium 362 
Strahlengang durch horizontale Schichten, Luftspiegelungen . 363 
Strahlengang in einem allgemeinen, kontinuirlich variirenclen Medium 366 
Der Regenbogen 368 
HMe uncl ahnliche Erscheinungen, Parhelischer Kreis, l'arhelia, Paranthelia, 

Anthelion, Tangentialbogen . 375 

Register 382 



Kapitel I. 

Das Wesen ond die allgemeinen Eigensehaften des 
Liehtes. 

§ 1. Das Lich t wollen wir schlechthin definiren als ein ausser
halb unseres Auges befindliches Agens, welches, indem es seine 
Wirkung auf unser Auge erstreckt, in unserem Gehirn jene Empfin
dung hervorruft, welche wir mit dem Worte "Sehen" bezeichnen. 
Verschiedene Zeiten del' Entwickelungsgeschichte optischer Forschung 
haben auch verschiedene und zum Theil einander schroff' gegentiber
stehende Theorien ttber das 1Vesen des Lichtes entstehen lassen. 
Die gegenwartige Optik baut sich auf del' Hypothese auf, dass das 
Licht die Wirkung sei einer eigenthtimlichen schwingenden Bewegung 
eines tiberaus elastischen, den "\Veltenraum erftillenden Mediums, das 
einige del' Eigenschaften fester Kcirper besitzt und das man vor
HlUfig als Aether bezeichnet hat. Gingen und gehen nun auch die 
Meinungen tiber das "\Vesen des Lichtes auseinander, so haben wir 
<loch einige seiner wesentlichsten Eigenschaften <lurch die Beob
achtung als Wahrheiten kennen gelernt, und es bilden diese unbe
streitbaren, von allen Hypothesen unabhiingigen Wahrheiten das 
Fundament, auf welchem wir das Gebaude del' Optik aufbauen 
konnen. Nur diejenige Theorie tiber das Wesen des Lichtes kann 
eine allgemeine Annahme finden, welche voIlkommen ausreicht, urn 
aIle Ergebnisse del' Beobachtung zu erklaren. Die Aufgabe nun del' 
geometrischen Optik ist es, auf dem Wege der mathematischen 
Deduktion aus den gegebenen allgemeinen Eigenschaften des Lichtes 
weitere Schltisse zu ziehen auf die den verwickelteren Erscheinungen 
zu Grunde liegenden Gesetze und die Ergebnisse solcher Unter
suchungen auf die Herstellung optischer lnstrumente zu tibertragen, 
die dazu· dienen sollen, sei es un sere Sehkraft zu untersttitzen odeI' 
sei es die Prtifung solcher Gegenstande zu ermoglichen, welche das 
unbewaffnete Auge vermoge ihrer Kleinheit odeI' ihrer grossen Ent
fernung nicht deutlich zu unterscheiden vermag. 

Heath-Kanthack. 1 



2 Kapitel 1. 

§ 2. Jeder Raum, durch den das Licht hindurchgehen kann, 
gleichgiiltig ob dieser mit Materie ausgefiillt. ist oder nicht, heisst 
ein Medium. In jedem homogenen Medium pfianzt sich das Licht 
geradlinig mit gleichmlissiger Geschwindigkeit fort. 

Das Licht besteht aus trennbaren und von einander unab
hlingigen Theilen. Wird ein Theil des von einem leuchtenden 
Karper ausgehenden Lichtes durch einen undurchsichtigen Gegen
stand abgeschnitten,' so wird hierdurch der iibrige Theil des Lichtes 
nicht im Geringsten beeinfiusst. In demselben Sinne kannen auch 
zwei verschiedene leuchtende Karper ihr Licht auf ein und dem
selben Wege aussenden, ohne dass dabei gegenslitzliche Wirkungen 
auftreten. Diese beiden auf dem Wege des Experimentes festge
stellten Thatsachen zeigen, dass das Licht quantitativ bestimmbar 
ist. Fiir's Erste werden wir annehmen, dass das Licht, mit welchem 
wir uns beschliftigen, gleichartig und homogen ist und dass seine 
Quantitlit oder Intensitlit nach Einheiten einer festen Scala gemessen 
werde. 

Wenn Licht durch ein sinnlich wahrnehmbares Medium tritt, 
so wird ein Theil desselben durch das Medium absorbirt, wlihrend 
ein anderer Theil durchgelassen, transmittirt wird. 1m Folgenden 
indessen sollen, wo nicht anders diesbeziiglich das Entgegengesetzte 
ausdriicklich bemerkt wird, die Media als vollkommen durchsichtig 
angenommen werden, d. h. derart, dass sie slimmtliches auf sie ein
fallende Licht transmittiren. 

Die leichtere Uebersicht erfordert es oft, dass man den Theil 
des Lichtes, welcher sich llings einer bestimmten Linie fortpfianzt, 
von seiner Umgebung 10slOst und fiir sich betrachtet; ein so fiir 
sich betrachtetes Element nennt man einen Strahl und es soH mit 
diesem die Vorstellung eines unendlich spitzen Kegels, dessen Axe 
eben jener Strahl ist, verbunden werden. Eine Gruppe von Strahlen, 
welche wlihrend ihres ganzen Verlaufes um ein unendlich Geringes 
von der Richtung eines bestimmten, als festliegend gedachten· cen
tralen Strahles abweichen, wird ein Strahlen biindel genannt, und 
jener centrale Strahl heisst die Axe des Strahlenbiindels. Schneiden 
sich die Strahlen eines Biindels in einem Punkt, so nennt man 
diesen den Focus oder Vereinigungspunkt des Strahlenbiindels. 

Da wir im Verlaufe unserer Untersuchungen fortwlihrend Ver
anlassung haben werden, das Auge zu erwlihnen, so wird ein kurzer 
Hinweis auf die Wirkungsweise des Auges schon hier am Platze 
sein; eine vollstlindige Ausfiihrung diesel' Theorie miissen wir uns 
allerdings fiir einen spateren Zeitraum aufsparen. 

Das von einem Punkt ausgehende und durch die Oeffnung der 
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Pupille begrenzte Strahlenbtindel wird durch die Krystalllinse des 
Auges auf der Retina in einem Punkte vereinigt, und infolge dieses 
Strahlenganges und seiner Einwirkung auf die Retina wird jener 
Punkt sichtbar. Jedem Punkte einer ausserhalb des Auges befind
lichen FHiche entspricht ein solcher Abbildungspunkt und wir er
halt en auf diese Weise den Eindruck einer gesehenen FHiche. 

§ 3. Die Beobachtung ftihrt uns auf die Unterscheidung ge
wisser Korper, del' en Vorhandensein durch die von ihnen auf unsere 
Gesichtsorgane ausgetibten Eindrticke bedingt werden und welche 
wir als selbstleuchtende Korper b.ezeichnen wollen. Korper, 
welche an und fUr sich nicht leuchtend sind, werden in diesen Zu
stand tibergefUhrt durch die Gegenwart solcher selbstleuchtender 
Korper und werden dadurch fUr uns sichtbar. Diese Unterscheidung 
ist indessen im Hinblick auf unseren gegenwartigen Zweck unwesent
lich; denn bei del' Untersuchung der von einem Korper ausgehenden 
Lichtstrahlen bleibt es gleichgtiltig, ob dieser selbstleuchtend ist oder 
ob er sein Licht von einer anderen Quelle empfangt; die Gesetze 
des Strahlenganges sind in beiden Fallen die namlichen. 

Es sei dQ eine Lichtmenge, welche von einem hell en Punkte 
oder einem unendlich kleinen Element einer leuchtenden Flache 
innerhalb eines sehr kleinen Kegels mit dem korperlichen Oeffnungs
winkel dw, des sen Apex mit del' Lichtquelle zusammenfallt und 
dessen Axe in einer gegebenen Richtung liegt, ausgestrahlt wird; 

es giebt dann der Quotient :~ ein Maass fUr die Ausstrahlungs

intensitat in diesel' Richtung. 
Ein leuchtender Korper sendet nach allen Richtungen Licht

strahlen aus, abel' die Intensitat des ausgestrahlten Lichtes andert 
sich mit der Richtung der Ausstrahlung. Das Gesetz der Ausstrahlung 
lasst sich leicht durch einen bekannten Versuch demonstriren. 
Gltihende (selbstleuchtende) Korper erscheinen uns mit unveranderter 
Helligkeit, welchen Winkel auch immer die leuchtende Flache mit 
der Gesichtslinie einschliessen mag. Bringt man daher z.B. einen 
cylinderfOrmigen Korper aus Silber zur Weissglut und damit auch 
zum Leuchten, so wird man ihn in einem dunklen Raume nicht von 
einem flachen Stabe unterscheiden konnen; und in ganz analoger 
Weise wird eine leuchtende Kugel (man denke an die durch den 
Nebel sichtbare Sonnenscheibe) uns als eine kreisrunde, gleichmassig 
helle Scheibe erscheinen. Dasselbe Experiment findet Anwendung 
auf die Intensitat del' von einem Korper ausgehenden Warmeaus
strahlung. 

Aus diesem Experiment lei ten wir das folgende Gesetz a b: 
1* 
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Die AusstrahZungsintensitat des von irgend einem Element einer leuchtenden 
Flache nach irgend einer Richtung ausflestrahlten Lichtes ist proportional dem 
Kosinus des lVinkels, welch en diese Richtung mit der Normalen zu jenem 
Flachenelement einschliesst. 

Urn uns eine Vorstellung von der Richtigkeit dieses Satzes zu 
verschaffen, denken wir uns einen leuchtenden Korper durch eine 
Rohre von sehr enger Oeffnung betrachtet. Wenn die Rohre eine 
solche SteHung hat, dass die Sehrichtung normal zur leuchtenden 
FHiche ist, so mag die GrQsse des sichtbaren Flachenelementes mit w 

bezeichnet sein; wird dag~gen die Rohre so aus ihrer normalen 
Lage gedreht, dass die Sehrichtung mit del' Normalen zur leuchten
den Flache einen Winkel {} einschliesst, so wird das dann durch die 

w 
Rohre sichtbare Flachenelement die Grosse w' = coso haben. Be-

zeichnen wir mit f(o) die Intensitat des von del' Flacheneinheit in 
einer mit del' Normalen zum Flachenelement einen Winkel {} ein
schliessenden Richtung ausgestrahlten Lichtes, so ist das ganze zum 
Auge gelangende Licht, wenn das leuchtende Flachenelement urn 
den Winkel {} von der NormaHage zur Sehrichtung abweicht, aus
gedriickt durch das Produkt: 

Dieses Produkt ist abel' erfahrungsgemass und wie bereits her
vorgehoben unabhangig von {} und es muss daher f(o) direkt pro
portional cos {} sein. 

§ 4. Bedeutet dS ein Element del' leuchtenden l!,lache und 
I'-dS die Helligkeit des von dies em leuchtenden Flachenelemente in 
del' Richtung del' Normalen zur letzteren ausgestrahlten Lichtes, so 
mag I'- als die specifische Helligkeit des Elementes bezeichnet 
werden. 

z 

A 0 

Fig. 1. 

Es sci in Fig. 1 A B das besagte Element, 0 Z 
die N ormale dazu und 0 Peine Richtung, welche 

P einen Winkel {} mit del' Normalen OZ einschliesst, 
so zwar, dass die Ebene POZ einen Winkel (f) mit 
einer gegebenen durch OZ gelegten Ebenc ein
schliesst. Urn OP als Axe denke man sich einen 
Kegel mit dem sehr kleinen Oeffnungswinkel dw 
beschrieben. Dann ist die Helligkeit del' innerhalb 
dieses Kegels in del' Richtung 0 P ausgestrahlten 

Lichtmenge nach § 3: 
dQ 
~l~ = ft dS cos 0, 

( W 
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somit die innerhalb dieses Kegelelementes ausgestrahlte Lichtmenge 

dQ = fldS cos Odw 
oder . . . (1) 

dQ = fldS cos 0 sin ododc/, 

Die Integration dieses Ausdruckes innerhalh der Grenzen 

cJ' = 0 bis cP = 211 

und 
0=0 bis 

ergiebt die Gesammtmenge des durch das FHichenelement dS aus
gestrahlten Lichtes. Wir erhalten also hiermr die Grosse: 

Q = fl d S f f sin 0 cos 0 dOd cJ' 

oder nach ausgefii.hrter Integration 

Q=fl dS211 . ~ .). . . . . . . . . . . (2) 

Q=fl11dS 

oder 

als die gesammte, von dem FHichenelement dS ausgestrahlte Licht
menge. 

Bezeichnen wir daher die ganze pro Flacheneinheit von dem 
Element ausgestrahlte Lichtmenge mit fL', so druckt sich die Inten
sitat der Ausstrahlung pro Flacheneinheit, wenn die Richtung der 
Ausstrahlung einen Winkel {} mit der Normalen einschliesst, aus , , 
dnrch: fL cos {} = £- cos {}, und es ist somit L die specifi.sche Hellig-

11 11 

keit der Lichtquelle. 
Bezeichnet man endlich die nach allen Richtungen von einem 

" leuchtenden Punkte ausgestrahlte Lichtmenge mit fL", so wird f-; 
die Grosse del' Intensitat einer allseitigen Ausstrahlung bedeuten. 

§ 5. Bedeutet d Q die Lichtmenge, welche auf ein einen ge
gebenen Punkt einer beleuehteten Flache umgebendes Theilchen dA 

dieser Flache ausgestrahlt wird, so nennt man ~~ die Beleuch

tungsintensitat del' Flache in jenem Punkte. 
Wir bestimmen nun zunachst die durch ein leuchtendes Flachen

element dS hervorgebrachte Beleuchtung cines Flachenelementes dA. 
Es sei in Fig. 2 0 der Mittelpunkt des betrachteten Elementes del' 
leuchtenden Flache, C del' Mittelpunkt des beleuchteten Flachen
elementes d A und die Entfernung 0 C sei mit r bezeichnet. Ferner 
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sei die N eigung von 0 C zu der N ormalen in 0 mit (), diejenige 
von 0 C zur N ormalen in emit (jJ bezeichnet. 

o 
Fig. 2. 

Schliessen nun sammtliche von 0 nach dA 
gehenden aussersten Randstrahlen den korperlichen 
Winkel dw bei 0 ein, so ist die von 0 aus auf dA 
ausgestrahlte Lichtmenge nach (1) 

dQ={-ldS cos odw, 

wo p. wieder die specifische Helligkeit des leuch
tenden Elementes bedeutet. 

Es ist aber, da dw die Grosse der orthogo
nalen Kegelschnittfiache im Abstande 1 von 0 be
deutet, 

dA cos 'I> 
dw= 2 ; r 

daher die von dem Element dS auf dA ausgestrahlte Lichtmenge 

d Q = IJ d S d A cos 0 ~os </> • 
,- r2 

Es ist daher diesel' Werth symmetrisch in Bezug auf die bei
den Elemente und wurde daher auch die von dem Elemente dA auf 
dS ausgestrahlte Lichtmenge darstellen, unter der Voraussetzung, 
dass ersteres die specifische Helligkeit p. hat. 

Schliessen die von dem leuchtenden Flachenelement dS nach C 
gehenden aussersten Randstrahlen den korperlichen Winkel d (j ein, 
so dass also 

d _ dS cos 0 
u- r"J ' 

so hat die durch das Element hervorgebrachte Beleuchtungsintensitat 
del' ]<'lacbe dA die Grosse 

dI = {-l do cos </> • • • • • • • • • (3) 

§ 6. Wirgeben nun uber zur Bestimmung del' Beleuchtung 
einer sehr kleinen Flache dA durch eine endliche leuchtende Flache 
von gleicbmassiger Helligkeit. 

Man gehe wieder von einem urn 0 als Mittelpunkt gedachten 
Element der leuchtenden Flache aus uud bezeichne mit d (j den 
Oeffnungswinkel eines zwischen C als Spitze und uber jenem Ele
mente als Grundfiache beschriebenen Kegels. Es sei ferner (jJ der 
von 0 C und del' N ormalen in C eingeschlossene Winkel. Als die 
von del' Ausstrahlung des leuchtenden Elementes herl'uhl'ende Hellig
keit del' beleuchteten Flacheneinheit el'giebt sich clann nach (3) 
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dI = p, cos <Pda. . . . . . . .• (4) 

Denkt man sich eine Kugel vom Radius 1 um C als Mittel
punkt beschrie ben, so wird del' zwischen 0 und C liegende Keg.el 
auf dem Mantel diesel' Kugel ein FHichenelement von del' Grasse d IJ" 

abschneiden und dlJ" cos (/) ist dann die Projektion des SchnittfH.ichen
elementes auf die Ebene del' beleuchteten Flache in C. Bezeichnet 
man diese Projektion, also dlJ" cos (/), mit da, so wird 

dI=p,da. . . (5) 

Durch Integration dieses Ausdruckes gelangen wir dann zu 
folgender Bestimmungsmethode der von einer endlichen leuchtenden 
Flache herriihrenden Beleuchtung eines in C befindlichen Elementes. 

Von C aus denke man sich nach sammtlichen Begrenzungs
punkten der von C aus sichtbaren leuchtenden 'Flache Radien ge
zogen. Der so entstehende Kegel schneidet die mit dem Radius 1 
um C beschriebene Kugel in einer Schnittfiache, welche, auf die 
Ebene des beleuchteten Elementes projicirt, die Flache a ergie bt. 
Ais Helligkeit des beleuchteten Elementes erhalt man dann: 

I = p,a. . . . . . . . . . . (6) 

SolI z. B. die durch eine spharische Lichtquelle hervorgebrachte 
Beleuchtung bestimmt werden, so verfahrt man folgendermaassen: 

Es sei a del' halbe Oeffnungswinkel des Kegels, welcher seine 
Spitze in dem Mittelpunkte C del' beleuchteten l<'lache hat und die 
leuchtende Kugel tangirt. Die durch den Kegelmantel auf del' Ober
fiache del' um den PunktC beschriebenen Kugel mit dem Radius 1 
abgeschnittene Flache ist ein Kreis mit dem Radius sin a, hat also 
die Grasse 7r sin 2 a. 

Bezeichnet man daIm noch mit (} die Zenithdistanz del' Licht
quelle, so ist 7r sin 2 a COS (} die Horizontalprojektion diesel' Flache und 
somit nach unserer oben gefundenen Formel (6) die Beleuchtungs
intensitltt einer kleinen Horizontalfiache 

I = /In sin 2 a cos o. 

§ 7. Leuchtende K1Jrper erscheinen uns in jeder Entjernung mit unver
anderter Helligkeit. Die scheinbare Helligkeit eines Karpel's bestimmt 
sich als del' Quotient del' gesammten von diesem Karpel' in das 
Auge gelangenden Lichtmenge und der l<'lachengrosse des auf del' 
Retina gebildeten Bildes jenes Karpel's. Es sei in Fig. 3 P irgend 
ein Punkt des sichtbaren Karpel's, p del' zugehOrige Punkt des 
Bildes auf del' Retina. Wir werden alsbald sehen, dass die Ver
bindungslinie stets durch einen festen Punkt 0, das optische Centrum 
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des Auges, tritt. Bezeichnen wir mit S die Flache eines sehr kleinen 
Objektes, mit s diejenige seines Bildes, ferner mit R den Objekt

Fig. 3. 

Lichtmenge 

abstand 0 P und mit r den Bild
abstand Op, so erhalten wir 
die Proportion: 

S 

Es gelangt abel' ins Auge, 
das eine Oeffnung' von del' Fla
chengl'osse w haben moge, die 

S 8 
Da aber W = 1:2 ist, so konnen wir hiel'ftir setzen 

fl8W 
q=--' r2 

Dividiren wir diesen Werth del' in das Auge tretenden Licht

menge dul'ch s, so ergie bt sich fl ~ als die specifische Helligkeit des 
r 

Bildes. Wir machen hierbei die vorlaufige Annahme, dass sich, 
wahl'end das Auge sich auf verschiedene Distanzen akkommodirt, 

r nicht andert. Unter dieser Voraussetzung ist ,u~ konstant und 
1'· 

wir diirfen behaupten: 
Die scheinbare Helligkeit leuchtender Korperist irn Allgerneinen unab

hiingig von deren Entjernung. 

Die Oeffnung des Auges verandert sich mit der Helligkeit des 
Lichtes. SteIl en wir uns aber vor, dass die Oeffnung unverandert 
bleibe, wahrend das Objekt fortgeriickt werde, so ist in der Hellig
keit keine Veranderung vorgegangen und die Oeffnung des Auges 
bedarf nun keiner weiteren Akkommodation. 

Ist die Entjernung des Objektes eine sehr grosse, so wird das Bild im 
Auge ein iiberaus kleines, so dass infolge des begrenzten U nter
scheidungsvermogens del' Sehnel'ven del' Eindl'uck einer FHiche in 
denjenigen eines Punktes iibergeht. In solchem FaIle sind Hellig
keit und Lichtmenge der Grosse nach gleichbedeutend; und nach 
clem Vorhergehenden ist dann die Helligkeit umgekehrt proportional R2, 
dern Quadrat der Entjernung. 
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Reflexion nud Refraktion der Lichtstrahleu. 

§ 8. Beim Uebergange eines Lichtstrahles von einem Medium 
in ein anderes wird del' Strahl im Allgemeinen in dreifacher Weise 
beeinflusst und giebt dadurch zu verschiedenen Erscheinungen 
Anlass: 

1. Ein Theil wird in das erste Medium zurtickgeworfell 
odeI' 1'0 flektirt und zwar stets in einer nach einem bestimmtell 
Gesetze zu ermittelnuen Richtung. 

2. Ein zweiter Theil geht in das zweite Medium tiber, wobei 
del' Strahl seine Richtung nach einem zweiten Gesetze andert; diesel' 
Theil del' von einem in ein anderes Medium tibergehenden Strahl en 
nennt man die gebrochenen Strahlen. 

3. Ein dritter Theil wird durch die Trennungsflache del' 
beiden MediGn zerstreut odeI' diffundirt; hierdurch wird die 
Tl'ennungsflache beleuchtet und wil'kt selbeI' wie eine nach allen 
Richtungen Lichtstl'ahlen aussendende Lichtquelle. Fallt ein Licht
strahl auf einen vollkommen undurchsichtigen Karpel', so kommt 
del' zweite Theil in Wegfall; es wil'd also sammtliches Licht ent
wedel' reflektirt odeI' diffus gemacht. Die reflektirte Lichtmenge 
hangt von del' Beschaffenheit del' l'eflektirenden Flache ab; je 
glattel' dieselbe und je vollkommener die auf ihr erzielte Politur ist, 
um so mehr Licht wird zurtickgewol'fen. Die Diffusion des Lichtes 
lasst sich mit Wahrscheinlichkeit auf die Unebenheit del' Flache 
zurtickftihren; das auffallende Licht wil'd von den einzelnen Theil
chen del' Oberflache reflektirt, indem letztere ganz so wie unzahlige 
ul1l'egelmassig tiber die Flache vertheilte und nach allen denkbaren 
Richtungen geneigte Spiegelelemente wirkt. Durch diese Zer
streuung des Lichtes eben erkHirt es sich, dass nicht leuchtende 
Karpel' sichtbar werden, sobald sie sich im Bereiche eines louchten
den Karpel's befinden. 

§ 9. Die Ebene, welche den einfallenden Strahl und die N"or
male zur Trennungsflache del' beiden Medien einschliesst, heisst die 
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Einfallsebene; del' von del' Normalen und dem einfallenden 
Strahl eingeschlossene spitze Winkel heisst del' Einfallswinkel 
und del' zwischen del' N ormalen und dem reflektirten Strahlliegende 
spitze Winkel del' Reflexionswinkel. Wenn die Richtung eines 
Lichtstrahles durch Reflexion odeI' Brechung verandert wird, so 
nennt man den Winkel, welchen die Verlangerung des einfallenden 
Strahles mit del' Richtung des reflektirten odeI' gebrochenen Strahles 
bildet, die A blenkung des Strahles. 

Das Gesetz, nach welchem ein Strahl von einer Flache reflek
tirt wird, lasst sich folgendermaassen ausdrucken: 

Einjalls- und Bejlexionswinkel liegen in derselben Ebene und sind ein
ander gleich. 

Es ist dies ein Erfahrungsgesetz, dessen Richtigkeit durch 
direkte Beobachtung leicht nachgewiesen werden kann. Am ge
nauesten lasst sich das Reflexionsgesetz experimentell mit Hulfe 
eines astronomischen Transitionsinstrumentes und des kunstlichen 
Horizontes, d. h. eines mit Quecksilber gefiillten Behaltel's, demon
stril'en. Das Fel'nrohl' wird zunachst auf den Stern, dessen Hohe 
gemessen werden solI, gel'ichtet und dann gegen den Quecksilber
behaltel', welcher so aufgestellt wil'd, dass del' Stern durch Re
flexion· an del' Oberflache des Quecksilbers gesehen werden kann. 
Es werden die zwei diesen beiden Einstellungen entspl'echenden 
Ablesungen gemacht und man findet, dass die Diffel'enz del' beiden 
Ablesungen gleich del' doppelten Hohe des Sternes ist. Da nun die 
Obel'flache des Quecksilbel's vel'moge del' Wil'kung del' Schwel'e 
eine horizontale Ebene dal'stellt und, da die von einem Stern aus
gehenden Stl'ahlen als parallel anzusehen sind, so mussen nach dem 
Reflexionsgesetz del' auf die Obel'flache des Quecksi1bers einfallende 
und del' von del'selben reflektirte Strahl mit del' Normalen zur 
Oberflache des Quecksilbers gleiche Winkel einschliessen. Das 
Transitionsinstrument lasst aussel'st genaue lVIessungen zu und bis 
zu dem Grade seiner Genauigkeit haben sich die Resultate der 
lVIessungen als mit dem Reflexionsgesetz streng ubereinstimmend 
herausgestellt. 

§ 10. Fur den auf eine Ebene einfallenden Strahl lasst sich 
durch eine einfache geometl'ische Konstruktion die Richtung des 
zugehOrigen Reflexionsstrahles finden. 1st in Fig. 4 P irgend ein 
Punkt in der Richtung des einfallenden Strahles P Q und fallt man 
von P aus ein Perpendikel PN auf die reflektirende Ebene und ver
langert dieses bis pI, so dass PN=NP ', so folgt obne Weiteres, 
dass die Vel'langerung von P' Q die Richtung des l'eflektirten 
Stl'ahles ist. 
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1st die reflektil'ende Flache nicht eine Ebene, sondern eine be
lie bige kl'umme Flache, so wird man immer das den in Frage 
kommenden Punkt umgebende Flachenelement als eine Ebene an
sehen konnen, und es gilt dann die die gegebene Flache im Punkte 
Q tangil'ende Ebene als die reflektil'ende Ebene. 

§ 11. Um zu einem allgemeinen Ausdl'uck fUr das Reflexions
gesetz zu gelangen, wollen wir in dem j1-'olgenden dasselbe analy
tisch behandeln. 

t>/ 
p' 

Fig. 4. Fig. 5. 

Es sei in Fig. 5 ON die Normale zur reflektirenden Flache, das 
sogenannte Einfallsloth, POund 0 Q der einfallende resp. reflektirte 
Strahl und t,P der Einfallswinkel. Nimmt man nun OQ und OP 
gleich der Langeneinheit an und vel'bindet P und Q, so wird nach 
dem Reflexionsgesetz die Vel'bindungslinie PQ durch das Einfalls
loth ON im Punkte N halbil't und ON steht senkrecht auf PQ, 
so dass 

ON=cos CPo 

!3ezeichnet man mit lx' ly, lz die Richtungskosinusse des Ein
fallslothes und mit ix' iy , iz resp. r x, ry , rz diejenigen des einfallen
den resp. reflektirten Strahles, bezogen auf ein raumliches recht
winkeliges Koordinatensystem, dessen Koordinatenursprung mit dem 
Fusspunkt 0 des Einfallslothes zusammenfallt, so sind auch, da 0 P 
und OQ die Langeneinheit darstellen, ix' iy , iz die Koordinaten von 
P, rx ' ry, rz die Koordinaten von Q und ONlx ' ONly, ONl. die
jenigen von N. Bertlcksichtigt man die Thatsache, dass N del' 
lVIittelpunkt del' Linie PQ ist, so erhalt man die Gleichungen: 

i +r 
~=ON.lx' 

iy+r y 
--2- =ON .ly, 

iz + r z 
--2-=ON .Z., 
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und hieraus durch Einsetzung des Werthes von 0 N : 

~., + r., = 2 cos cP 1", 1 
~y + r y = 2 COS rIlly 

i. + r. = 2 cos cP 1. 

. . . . . . . (1) 

Setzt man nun in (1) fUr cos (JJ seinen Werth, ausgedriickt durch 
die Richtungskosinusse der ihn einschliessenden Geraden nach den 
beiden Gleichungen: 

. . . . . . (2) 

so erhalt man line are Gleichungen nach i"" iy ' i. und r"" .1.11 , rz• 

Kennen wir nun die Richtungskosinusse des Einfallslothes und des 
Einfallsstrahles, so ergeben sich aus diesen Gleichungen die Rich
tungskosinusse des reflektirten Strahles. Die Gleichungen (1) lassen 
sich durch nur zwei unabhangige Gleichungen ersetzen; denn mul
tipliciren wir sie der Reihe nach mit l." ly, l. und addiren die Re
sultate, so erhalten wir eine Identitat. Die aus den Gleichungen sich 
ergebenden Werthe fiir r"" r1/' rz geniigen der Bedingung: 

. (3) 

§ 12. Wird ein Strahl viJn einer Ebene rejlektirt, so schlie8sen der ein
jallende und r~flektirte Strahl gleiche spitze Winkel ein mitirgend einer in der 
rejlektirenden Ebene liege.nden oder zu ihr parallel gerichteten Linie. 

Es lasst sich dies leicht auf elementarem Wege nachweisen: 
Es seien in Fig. 6 PO und 0 Q die Richtungen des einfaloonden 

und reflektirten Strahles und M 0 N sei die Schnittlinie der Einfalls· 

Fig. 6. 

ebene mit der reflektirenden Ebene; ferner sei AOB eine qurch 0 
gehende zur gegebenen Linie parallele Gerade. Auf den Richtungen 
des einfallenden und refiektirten Strahles trage man die gleichen 
Strecken PO und OQ ab und lege durch die Punkte P und Q zwei 
zu MN senkrechte Ebenen, welche MN in M resp. N und die Linie AB 
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in A resp. B schneiden mogen. Da nun 0 P = 0 Q und .& PO M = 

.& QON, so folgt ohne Weiteres, dass OM = ON und PM = QN, 
hieraus wieder, dass A 0 = 0 B, MA = NB, weiterhin, dass AP = B Q 
und hieraus schliesslich, dass die Dreiecke AOP und BOQ kon
gruent sind, somit .& A 0 P = Li. B 0 Q. 

Umgekehrt konnen zwei Linien PO und OQ, welche in einer 
zur reflektirenden Ebene senkrechten Ebene liegen und mit irgend 
einer in del' ersteren Ebene liegenden Linie gleiche spitze Winkel 
einschliessen, als einfallender resp. reflektirter Strahl angesehen wer
den. Del' Beweis wiirde dem vorhergehenden analog zu fUhren sein. 

Bei del' analytischen Behandlung diesel' beiden letzten Satze 
lassen wir das Einfallsloth zur Z-Axe des raumlichen Koordinaten
systems werden, wahrend del' Fusspunkt desselben wieder mit dem 
Nullpunkt zusammenfallt, so dass unter Beibehaltung del' friiheren 
Bezeichnungen lx = cos 90 0 = 0 und ly = cos 90° = 0 wird. 

Aus del' Formel (1), ix+ 1'x=2 cos ('pZx' wird nun 

ix + l' x = o. . . . . . . . . . (4) 

Diese Gleichung gilt fUr jede beliebige Richtung del' X-Axe 
und es geht aus ihr hervor, dass del' einfallende Strahl mit irgend 
einer als X-Axe gewahlten Linie, unter derVoraussetzung, dass die 
Z-Axe durch die Normale gebildet wiI'd, Supplementwinkel ein
schliessen. 

Um die Richtigkeit del' Umkehrung des Satzes nachzuweisen, 
lassen wir die Einfallsebene mit del' XZ-Ebene zusammenfaIlen und 
nennen die Richtungskosinusse del' gegebenen Linie (Ax' Ay, Az = 0). 
In dies em FaIle ist iy = cos 90 0 = 0 und ebenfaIls ry = cos 90 0 = 0, 
und da PO ulld 0 Q mit del' Linie C}'x' \' Az = 0) Supplementwinkel 
eillschliessen, so ist 

)'x ix + Ay 'iy + Ax r x + Ay r y = 0, 
'------ '-.---" 
=0 =0 

somit 

odeI' 
ix + r x = O. . . . . . . . . . (5) 

Das bedeutet abel' nichts anderes, als dass PO und OQ sich 
gellau so verhalten, wie einfallender und reflektirter Strahl. 

Aus clem letzten Satz lasst sich folgender Schluss ziehen: 
lVenn ein Lichtstrahl in beliebige1' Weise an zwei ebenen Fliichen nach 

einande1' rejlekti1'tu,ird, so schliessen der eintretende und aust1'etende Strahl 

gleiche Winkel mit de1' Schnittlinie der beiden Fliichen ein. 
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§ 13. Wenn ein Lichtstrahl von einer Pliiche reflektirt wird, 80 folgen 
auch die Projektionen des einfallenden und 1'ejlektirten Strahles auf irgend eine 
durch das Einfallsloth gelegte Ebene dem Gesetze der R~flexion. 

Tragt man namlich auf der Richtung des einfallenden und 
refiektirten Strahles gleiche Strecken 0 A = 0 B ab (Fig. 7) und stellt 
NO das Einfallsloth dar, OP und OQ die Projektionen des einfallenden 
und refiektirten Strahles auf irgend eine beliebige, durch das Ein
fallsloth gelegte Ebene, so folgt ohne Weiteres, dass P N = N Q und 
daher OP und OQ mit dem Einfallsloth NO gleiche Winkel ein
schliessen. Ferner folgt aus der Kongruenz der beiden Dreiecke 
AOP und BOQ, dass b.:AOP=dBOQ ist; mit andern Worten: 
Der einfallende und reflektirte Strahl schliessen gleiche Winkel mit irgend einer 
durch das Einfallsloth gelegten Ebene ein. 

o 
Fig. 7. 

B 

~ O~A 

Fig. 8. 

§ 14. Bestimmen wir nun die Richtung eines von zwei ebenen 
Spiegeln beliebig oft refiektirten Strahles und betrachten wir zu
nachst den Fall, wo sammtliche Strahlen in einer senkrecht zu den 
spiegelnden Flachen stehenden Ebene, also innerhalb eines Haupt
.schnittes, liegen. 

A 0 und 0 B deuten in Fig. 8 die Lage der beiden refiektirenden 
Spiegel an, PQRST ... den Gang des successive bei Q, R, S, T ... 
refiektirten Strahles. Der Winkel zwischen den beiden Spiegeln sei 
mit c bezeichnet und Ol' °2 , °3 , •• seien die spitz en Winkel, welche 
die Strahlen der Reihe nach mit den refiektirenden Flachen ein
schliessen, so dass also 0l . sich auf die beiden gleichen Winkel bei 
Q, °2 auf jene bei R u. S. f. bezieht. Man findet dann ohne Weiteres: 

()2=()1 +f, 
()3=()2+ f, 

()4 = ()3 + E etc. 
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Diese Gleichungen lassen sich auch in diesel' Form schreiben: 

und man erhalt daher durch Addition: 

. . . (6) 

Wenn m eine gerade Zahl ist, se beziehen sich ()m+l und ()1 

auf von demselben Spiegel refiektirte Strahl en und es stellt daher 
()m + 1- ()J die Grosse des Winkels zwischen der Richtung des .ein
fallenden und zuletzt refiektirten Strahles dar; daher ist die gesammte 
Abweichung ein m-jaches der Neigung der beiden Spiegel zu einander. Die 
Abweichung bleibt also bei ein und demselben Spiegelpaar unver
andert, welches auch immer der Einfallswinkel sein mag. Hieraus 
folgt: Jedes Strahlenpaar schliesst nach der Rejlexion denselben lVinkel ein, 
unter welchem die Strahlen vor dem Einjall zu einander geneigt u·aren. 

Wenn der Strahl zweimal refiektirt wird, einmal an jedem 
Spiegel, so betragt der Ablenkungswinkel das Doppelte del' Neigung 
der beiden Spiegel zu einander. Hierauf beruht die Einrichtung des 
Hadley'schen Spiegelsextanten. 

Bei jeder Refiexion wachst der Werth des Winkels () urn e. 

Wenn () grosser als ; wird, so beginnt der Strahl zuriickzukehren, 

im Allgemeinen auf einem anderen Wege, als er eintrat; nul' dann 
wenn del' Winkel () so gewahlt wird, dass del' nach einer Reihe von 

Refiexionen auftretende Einfallswinkel genau ; wird, wird del' 

betreffende Einfallsstrahl in sich selbst zuriickgeworfen und kehrt 
somit infolge del' weiteren Refiexionen auf demselben Wege, auf 
welchem er eintrat, zuriick. Sobald () grosser wird als 11, horen die 
Refiexionen auf, denn del' Strahl wird entweder parallel zu einem 
del' Spiegel gerichtet odeI' trifft diesen nul' in seiner Riickwarts
verlangerung. 

Wenn del' einfallende Strahl nicht in einer zur Schnittlinie del' 
beiden Spiegel senkrechten Ebene, dem Hauptschnitt, liegt, so gilt 
das eben Ausgefiihrte fiir die Projektion des Strahlenganges auf 
eine solche senkrechte Ebene. Wenn wir ferner beriicksichtigen, 
dass die Neigung del' Strahl en zu diesel' Ebene genau in derselben 
Weise sich andert, als ob sie selbeI' die refiektirende Ebene ware, 
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wie dies in § 13 ansgefUhrt wurde, so li:isst sich die schliessliche 
Richtung des austretenden Strahles vollstandig bestimmen. Nach 
einer beliebigen geraden Anzahl von Reflexionen schliesst der Strahl 
mit der Hauptebene denselben Winkel ein wie zu Anfang, und nach 
einer ungeraden Anzahl von Reflexionen entsteht der gleiche 'Winkel 
auf der anderen Seite der Ebene. 

§ 15. Tritt ein Lichtstrahl von einem Medium in eill anderes 
uber, so nennt man den Lichtstrahl in dem erst en Medium den eill
fallenden, denjenigen in dem zweiten Medium den gebrochenen 
Strahl, und die spitz en Winkel, welche beide mit dem Einfallsloth 
einschliessen, beziehungsweise Einfalls- und Brechungswinkel. 

EinJalls- und Brechungswinkel liegen immer in derselben Ebene und das 
Verhiiltnis ihrer Sinusse ist konstant. 

Dieses ist das sogenanllte Brechullgsgesetz. Wie wir spateI' 
sehen werden, giebt es sehr sichere Mittel, urn die Richtigkeit des 
Satzes experimentell nachzuweisen. 

Das konstante Sinusverhaltnis hangt von der Beschaffenheit 
der beiden Medien und der Art des transmittirten Lichtes ab und 
wird als del' dem Uebergange des Lichtes von dem erst ell in das 
zweite Medium entsprechende Brech ungsexponent bezeichnet. 

Tritt ein Lichtstrahl aus dem Vaku um in ein gegebenes 
Medium uber, so nennt man jenes konstante Sinusverhaltnis den 
ahsoluten Brechungsexponenten dieses Mediums. 

Bezeichnet man mit i den Eillfallswinkel, mit i' den Brechungs
winkel beim Uebergange eines Strahles von einem Medium in ein 
anderes, so lasst sich das Brechungsgesetz folgendermaassen aus
drucken: 

sin i 
sini' = 11, 

. . . (7) 

wo n den Brechungsexponenten fur den Uebergang von einem 
Medium in das andere hedeutet. 

§ 16. Ein empirisches Gesetz lehrt, dass der Gang eines Licht
strahles umkehrbar ist; mit anderen Worten, wenn ein Strahl auf 
dem Wege des ursprunglich gebrochenen Strahles aus dem zweiten 
in das erste Medium ubergeht, so beschreibt er nach del' Brechung 
in das erste Medium einen Weg, welcher sich vollstandig mit dem
jenigen des ursprunglich einfallenden Strahles deckt. 

Bezeichnen wir die beiden Media mit A und B, den dem Ueber
gange des Lichtstrahles von A nach B entsprechenden Brechungs
index mit nab, denjenigen fUr den Uebergang von B nach A mit 
nba, so erhalten wir unter Beihehaltung del' oben gewahlten Be
zeichnungen: 
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sini 
sin i' = nab' 

sin i' 
-.-. = nb . . . . • . (8) 

SIn ~ a 

oder, wenn wir i und i' eliminiren, 

. . . . . (9) 

§ 17. We iter lehrt die Beobachtung, dass, wenn ein Licht
strahl durch eine beliebige Anzahl von Medien, welche von parallelen 
Ebenen begrenzt sind, hindurchgeht und das erste und letzte Medium 
gleicher Art sind, die Richtungen des Strahles im ersten und letzten 
Medium parallel sind. Bezeichnet also in Fig. 9 A das erste, B, C ... 
die folgenden Medien, i den Einfallswinkel fUr den Uebergang von A 

A .D (J B A 

z 

IT 
Fig. 9. 

nach B, i1 den zugehorigen Brechungswinkel, so ist i1 auch der Ein
fallswinkel in Bezug auf C, i2 der zugehorige Brechungswinkel und 
auch der Einfallswinkel in Bezug auf D u. s. f. Der schliessliche 
Brechungswinkel fUr das dem ersten gleichartige letzte Medium ist 
nun erfahrungsgemass gleich dem Einfallswinkel i. 

Uebertragen wir die oben bei den Formeln (8) angewandte 
Bezeichnungsweise auch auf diesen ]'all, so erhalten wir die 
Gleichungen: 

sin i 
sini! =nab , 

Heath· Kanthack. 2 
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Aus der Multiplikation dieser sammtlichen Gleichungen mit 
einander ergiebt sich: 

l=nab·nbc·ncd·· .• · nka ...... (10) 

Sind nun drei Medien vorhanden, so lautet diese Beziehung: 

oder 

oder 

Setzen wir z. B. die drei Medien Luft, Glas und Wasser voraus 
und kennen wir deren Brechungsexponenten fiir den Uebergang von 
Luft in Glas und ebenso von Luft in Wasser, welche wir beziehungs
weise mit nlg und n1w bezeichnen wollen, so lasst sich aus del' letzten 
Gleichung del' Brechungsexponent fiir den Uebergang von Glas nach 
Wasser bestimmen. Man hat nur in die Gleichung 

die Werthe 

und 

einzusetzen und erhalt dann 

248 
ngw=s's=T' 

d. h. der Brechungsexponent fiir den Uebergang von Glas in Wasser 

ist + . Bezeichnet man ferner die absoluten Brechungsexponenten 

del' Medien A und B mit n und n' und deutet der Index van, dass 
der Uebergang aus dem Vakuum erfolgt, so ist nab = nav ' nvb' Nun 
ist aber nav der reciproke Werth von nva ' also auch derjenige von 
n, somit 

odeI' 

1 , 
nab=n·n 
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d. h. der relative Brechungsexponent zwischen zwei Medien ist gleich dem 
Quotienten, welcher entsteht durch Division des absoluten Brechungsexponenten 
des zweiten durch denjenigen des ersten Mediums. 

Wir erhalten hierdurch ein Mittel, das Brechungsgesetz in mehr 
symmetrischer Form unter Zugrundelegung der Begriffe der ab
soluten Brechungsexponenten n und n' zweier Media zum Ausdruck 
zu bringen und gelangen somit, wenn wir die fUr Einfalls- und 
Brechungswinkel gewahlten Bezeichnungen beibehalten, zu der Re
lation: 

n sin i = n' sin i'. . . . . . . . . (11) 

§ 18. Angenommen n' > n, d. h. B sei ein starker brechendes 
Medium als A, so lautet bei gegebenem Winkel i die Gleichung zur 
Bestimmung von i': 

.., n .. 
smt =---;;;smt. 

Dieser Werth ist immer kleiner als die Einheit, was auch immer 
der Werth von i sein mag, so dass fiir irgend einen Werth von i 
immer der zugehorige Werth von i' gefunden werden kann. Wenn 
daher ein Lichtstrahl aus irgend einem Medium in ein starker 
brechendes Medium iibergeht, so liefert die Anwendung des Bre
chungsgesetzes in allen Fallen einen Richtungswerth fiir den ge
brochenen Strahl. 

Geht dagegen der Strahl aus einem dichteren Medium B in 
ein diinneres A iiber, und nehmen wir an, dass der Winkel i' ge
ge ben sei, so dass 

.. n'.. sin i' 
sm t = --;- sm t' = (:') , 

so kann der Fall eintreten, dass sin i' >~, und es wird dann del' n 
zugehorige Werth von sin i grosser als 1, so dass das Brechungs
gesetz dann nicht mehr im Stande ist, einen Werth fiir die Richtung 

des gebrochenen Strahles zu ergeben. Den Winkel arcsin~, ,d. h. n 

den grossten, unter welchem ein Lichtstrahl aus einem starker in 
ein schwacher brechendes Medium iibergehen und noch gebrochen 
werden kann, nennt man den Grenzwinkel. 

'Tritt ein Lichtstrahl unter einem grosseren Winkel als dem 
Grenzwinkel aus eineIil. starker brechenden in ein schwacher brechen
des Medium iiber, so wird sammtliches Licht an der Trennungsflache 
der beiden Medien reflektirt; der gebrochene Theil existirt nicht. 
Diese Erscheinung nennt man totale Reflexion. 

2* 
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§ 19. Ebenso wie bei der Behandlung der Reflexionsgesetze, 
so lassen sich auch hier allgemeine Formeln aufstellen zur Bestim
mung der Richtungskosinusse des gebrochenen Strahles bei gegebenem 
Richtungskosinus des einfallenden Strahles und des Einfallslothes. 

Es stelle in Fig. to MQN die Normale zur brechenden ]'l1iche dar, 
PQR den Gang des Lichtstrahles. Auf den Richtungen des einfallen-

N 

Fig. 10. 

den und gebrochenen Strahles trage man die Strecken PQ und QR ab, 

so zwar, dass ~~ = :' (unter n und n' wieder die Brechungsexpo

nenten der beiden Medien verstanden) und ziehe PM und RN senk
recht zum Einfallsloth. Da nun 

n sin i = n' sin i', 
so muss auch PM = RN sein. 

Ferner ist die Projektion von P Q auf irgend eine Gerade gleich 
der Projektion der gebrochenen Linie PMQ und ebenso die Pro
jektion der Linie QR auf diese Gerade gleich der Projektion der 
gebrochenen Linie QNR. Die Projektionen aber der Theile PM 
und RN auf jene Gerade sind einander gleich, da diese Theile ein
ander gleich und parallel sind. Somit muss die Differenz del' Pro
jektionen von PQ und MQ ebenso gross sein als die Differenz der 
Projektionen von QR und QN. 

Bezeichnet man mit lx' ly, lz die Richtungskosinusse des Ein
fallslothes, mit ix' iy , iz und r x, ry , rz beziehungsweise die Richtungs
kosinusse des einfallenden und gebrochenen Strahles und beriick
sichtigt, dass PQ, QR, MQ und QN beziehungsweise proportional 
sind n, n', n cos i und n' cos i', so ergeben sich folgende Gleichungen 
fiir die Werthe del' Differenz der Projektionen von P Q und QR 
einerseits und M Q und QN andererseits auf die Axe des Koordi
natensystems: 

nix - n'rx = en cos i - n' cos i') l~ 

n iy - n' r y = (n cos i - n' cos i') ly 

n iz - n' r z = en cos i - n' cos i') lz 

) . (12) 
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Substituiren wir in dies en Gleichungen die Werthe von cos i 
und cos i', namlich 

cos i = ix lx + iy ly + iz lz , 

cosi '= rxlx + ryly+ rzlz , 

so erhalten wir lineare Gleichungen nach ix' iy ' iz und r x' ry ' rz • 

Diese Gleichungen lassen sich indessen durch nul' zwei unabhangige 
Gleichungen ersetzen; denn multipliciren wir die drei Gleichungen 
del' Reihe nach mit lx' ly' lz und addiren sie, so erhalten wir eine 
Identitat. Die aus den Gleichungen sich ergebenden Werthe fUr 
r x' ry ' rz gentigen der Bedingung: 

rx 2 + r/+ rz2 = 1. 

Setzen wir n' = - n, so wird i = - i', d. h. aus del' Refraktion 
wird eine Refiexion. Setzen wir diese Werthe in die allgemeinen 
Gleichungen fUr die Richtung des gebrochenen Strahles, so stimmen 
die hierdurch erhaltenen Gleichungen mit den entsprechenden fUr 
die Refiexion gefundenen Gleichungen tiberein. AIle folgenden Satze 
tiber Refraktionserscheinungen konnen durch Anwendung der Sub
stitution n' = - n auch auf die Refiexionserscheinungen tibertragen 
werden. 

§ 20. Wir fUhren zwei weitere bemerkenswerthe Satze tiber 
die Brechung eines Strahles an, welche sich aus Formel (11) ableiten 
lassen. Wir ziehen aber die folgenden einfacheren Beweise vor. 
Die Satze lauten: 

I. Die TVinkel, welche der einfallende und gebrochene Strahl mit irgend 
einer durch die Normale zur brechenden Flache gelegten Ebene einschliessen, 
folgen dem Brechungsgesetz. 

II. Die Projektionen des einfallenden und 
gebrochenen Strahles auf irgend eine durch die 
Normale gelegte Ebene sind einem dem Brechungs
gesetz analogen Gesetz un terworfen , wobei aber 
als Brechungsexponent ein anderer von der Nei
gung des einfallenden Stmhles zu jener Ebene ab
hangiger Brechungsexponent gilt. 

Tragt man namlich, wie in Fig. 11 dar
gestellt, auf der Richtung zw~ier beliebiger 
gebrochener Strahlen die im Langenver- f(L-.----'" 

haltnissvon n zu n I, den Brechungsexpo- Fig. 11. 

nenten der beiden Medien, zu einander 
stehenden Strecken AO und OB ab und zieht AM und BN von A 
und B senkrecht zum Einfallsloth, so sind AM und BN einander 
gleich und parallel. 
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Es seien ferner POund 0 Q die Projektionen von A 0 und 0 B 
auf irgend eine durch die Normale gelegte Ebene, wobei P und Q 
die Projektionen der beiden Punkte A resp. B sein sollen. Es sind 
dann die Dreiecke APM und BQN kongruent. 

Bezeichnet man mit "I), "I)' die spitzen Winkel, welche der ein
fallende und der gebrochene Strahl mit dieser Ebene einschliessen, 
mit i!J, i!J' die spitzen Winkel zwischen den Projektionen dieser 
Strahlen auf die Ebene und dem Einfallsloth, so ist AP = n sin "I), 
BQ=n' sin "I)' und daher, da AP=BQ, 

n sin >J= n' sin >J', . (13) 

was die Richtigkeit des ersten Satzes beweist. Ferner ist 

o P = n cos >J, 0 Q = n' cos >J', 

oder 
MP NQ . 

OP=-.-=ncos>Ji OQ=-.-,=n'cos>J', sm cP sm cP 

oder, da MP = QN , 

n cos >J sin cP = n' cos >J' sin CP', • . • • • . (14) 

was den zweiten Satz beweist. Man beachte, dass der Brechungs
exponent fiir den projicirten Strahl stets grosser als fiir den ge
brochenen Strahl ist. 

§ 21. Bei jeder Brechung entspricht dem grosseren Einjallswinkel 
immer die grossere Ablenkung. Denn sind i, i' der Einfalls- resp. Bre
chungswinkel, so ist 

und daher 

oder 

oder endlich 

sin i= n sin i' 

sini- sini' n-1 
sini+ sini' - n + l' 

1 (. .,) tg 2 t-t n-1 

1 =n+1' 
tg 2 (i+ i') 

t 1 C· .,) n -1 t 1 C· .,) g2 t-t =n+1 ~2 t+t . 

i - i' stellt aber die Ablenkung dar. Einem Wachsthum von 
i, und somit auch von i', entspricht daher ein Wachsthum von 

tg ~ (i + i'), da ~ (i + i') < ;. Es nimmt also die Ablenkung mit 

wachsendem Einfallswinkel zu. 
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Tritt der Strahl in ein dunneres Medium uber, so haben wir 
nur den Strahlengang umzukehren. Da nun der Brechungswinkel 
mit dem Einfallswinkel wachst, so bildet dieser Fall keine Aus
nahme von dem eben bewiesenen Satze. 

Dieser Satz lasst sich auch nachweisen durch Logaritnmirung 
und Differentiation der Gleichung sin i = n sin i', woraus sich ergiebt: 

di di' 
tgi = tgi' , 

und hieraus folgt, dass di> di', d. h. d (i - i') immer einen positiven 
Werth haben muss. Mit anderen Worten: Die Ablenkung wiichst mit 
dem Einjalls- und Brechungswinkel. 

Durch Differentiation der Gleichung 

sin i = n sin i' 

erhalt man ferner: 
cosidi=ncosi'di' 

oder 
di cos i' 
di' = n cosi ' 

und daher 

(!!i) 2 = n31 - sin 2 i' = n2 - sin 2 i 
d i' cos 2i cos 2 i ' 

oder 

(!!i)2= n2-1 + cos 2 i = 1+ n2-1 . 
di' cos 2 i cos 2 i 

di 
Hieraus kannen wir den Schluss ziehen, dass mit dem di' 

Einfallswinkel wachst, und zwar: Liisst man den Brechungswinkel stetig 
zunehmen, so wiichst die Ablenkung in steigendem Maasse. 

§ 22. Die beiden letzten Satze lassen sich geometrisch be
weisen: 

In Fig. 12 sei C der lVIittelpunkt irgend eines Kreises mit dem 
Radius r, 0 sei ein solcher Punkt ausserhalb des Kreises, dass 0 C 
= nr. Man ziehe nun irgend eine Linie 0 P Q durch 0, welche den 
Kreis in P und Q schneiden mage, und verbinde C mit P und Q. 
Bezeichnet man dann den Winkel CPQ mit i und den Winkel COP 
mit i', so ist 

sini: sini' = CO: CP=n: 1, 
oder 

sin i = n sin i'. 

Die Winkel i und i' stehen also in demselben Verhaltniss zu 
einander, wie Einfalls- und Brechungswinkel eines Lichtstrahles. 
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Die Ablenkung ist dargestellt durch den Winkel PCO, den wir mit 
.1 bezei~hnen wollen. Lasst man die Linie OPQ aus der Lage OAB 
in die Lage der Kreistangente 0 T iibergehen, so wachst dabei der 

Winkel i von 0 bis ; und wahrend dieses Wachsthums von i 

wachst auch die Ablenkung .1. Hiermit ist auch nachgewiesen, dass 
die Ablenkung mit dem Einfallswinkel wachst. Der Brechungs
winkel wachst von 0 bis zum Werthe COT; dieser Winkel stellt 
also den Grenzwinkel dar. 

Ferner ~war zu beweisen, dass, wenn i oder i' stetig zunehmen, 
die Ablenkung in einem schneller wachsenden Verhaltniss zunimmt. 

__ ---.,T 

lJ o 

Fig. 12. 

1st Opq eine andere, von OPQ um ein Geringes entfernte 
Sehne des Kreises, so ist die Veranderung des Winkels dargestellt 
durch den zum Bogenstiick Pp gehorigen Centriwinkel. Da nun 
Winkel PCQ = 7"C - 2 i, so ist ein Wachsthum von i dargestellt durch 

den Bogen -} (Qq + Pp) und daher die Zunahme von i', d. h. i-.1, 

durch den Bogen -}CQq+Pp) - Pp=-}(Qq-Pp). Nehmen wir 

an, i, i' und .1 seien um x, x' und iJ gewachsen, so besteht das Ver
haltniss: 

oder, wenn man QqO und PpO als ahnliche Dreiecke ansieht, 

daher schliesslich bei unendlich kleiner Verschiebung von 0 Q 



Reflexion und Refraktion del' Lichtstrahlen. 25 

und analog 

Wahrend aber P sich von A nach T bewegt, nahert sich OQ 
x x' 

immer mehr del' Grosse von 0 P; d. h. es wird ---;r resp. ---;r immer 

kleineI'. 
Die in dies em Paragraphen angegebene Konstruktion riihrt von 

Prof. P. G. Tait her. 
§ 23. Jedes durch zwei sich schneidende Ebenen begrenzte 

Medium wird ein Prisma genannt. Der Neigungswinkel der beiden 
Ebenen zu einander heisst del' brechende Winkel des Prismas. 
Vor der Hand werden wir nur den Gang derjenigen Lichtstrahlen 
verfolgen, welche in einer zu beiden Prismenflachen und somit auch 
zur Kante des Prismas senkrechten Ebene, dem sogenannten Haupt
s chnitt, verlaufen. 

Tritt ein Lichtstrahl durch ein Prisma, welches starker brechend ist als 
das dasselbe umgebende Medium, so erftilgt in allen Fallen die Ablenkung 
von dem. brechenden lVinkel nach dem dickeren Theile des Prismas zu. 

P QRS stelle den Gang eines in einem Hauptschnitt durch ein 
Prisma gehenden Strahles dar. Q und R seien die Fusspunkte der 
Einfallslothe, welche sich in L schneiden mogen. Es treten nun 
drei FaIle auf, je nachdem das Dreieck OQR ein spitzwinkliges 
odeI' rechtwinkliges odeI' stumpfwinkliges ist. 

o 

s p 

Fig. 13. Fig. 14. 

In dem erstgenannten FaIle (Fig. 13) liegen die Strahl en PQ 
und RS auf der von dem Scheitel 0 abgekehrten Seite und daher 
erfolgen die Ablenkungen sowohl beim Eintritt als auch beim 
Austritt des Strahles in einer von der Prismenkante abgekehrten 
Richtung. 
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In dem zweiten Falle (Fig. 14) ist einer der Winkel des Drei
eckes OQR ein rechter; wo dieser seinen Scheitelpunkt hat, findet 
also beim Eintritt gar keine Ablenkung statt, wahrend bei dem 
anderen Eintrittspunkt die Ablenkung nach der vom Scheitel 0 ab
gekehrten Seite erfolgt. 

1m letzten Falle (Fig. 15), wo einer der Winkel, ORQ, ein 
stumpfer, der andere also ein spitzer ist, liegt der Strahl SR auf der 
dem Scheitel 0 zugekehrten Seite des Einfallslothes, so dass die 
zugehOrige Ablenkung nach dem Scheitel zu liegt, wahrend bei 0 
die Ablenkung vom Scheitel fort gerichtet ist. Der Brechungswinkel 
bei Q ist immer grosser als derjenige bei R, indem der erstere ein 
Aussenwinkel des Dreieckes QRL, der letztere ein Innenwinkel ist. 
Es ist daher die Ablenkung bei Q grosser als bei R, so dass die 
resultirende Ablenkung nach der von 0 abgekehrten Richtung 
erfolgt. 

o p 

Fig. 15. Fig. 16. 

Hat das Prisma ein geringeres Brechungsvermogen als das das
selbe umgebende Medium, so gilt fUr die angefiihrten Brechungser
scheinungen das Umgekehrte. 

§ 24. Der eben ausgefUhrte Satz kann auch durch den Ver
gleich der Wirkung eines Prismas mit derjenigen einer Platte be
wiesen werden. 

Dringt ein Lichtstrahl in eine von zwei parallelen Ebenen be
grenzte Platte, so ist der austretende Strahl dem eintretenden parallel. 
1st PQRS (Fig. 16) der Weg eines Strahles durch eine von den 
zwei Ebenen AB und CD begrenzte Platte, RN das Einfallsloth zur 
zweiten Ebene und denkt man sich nun diese zweite Ebene um R 
nach AB hin gedreht, so dass hierdurch ein Prisma entsteht, dessen 
Kante senkrecht zur Einfallsebene des Strahles ist, und RN' die 
Lage der Normalen zur zweiten Ebene, RS' der neue austretende 
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Strahl wird, so hat diese Drehung, wie die Figur zeigt, eine Zu
nahme des Einfallswinkels zur Folge; es ist also die Ablenkung an 
der zweiten Ebene vergrossert. Wie oben tritt daher auch hier eine 
Ablenkung nach dem dickeren Theile des Prismas auf. 

In analoger Weise stellt sich eine Verminderung der Ablenkung 
an der zweiten Ebene ein bei einer Drehung derselben in dem ent
gegengesetzten Sinne und wir gelangen zu dem namlichen Resultate. 

§ 25. In Fig. 17 sei PQRS der Gang eines Strahles durch ein 
Prisma, dessen Kante in 0 liegt und dessen brechender Winkel 

o 

M 

Fig. 17. 

mit a bezeichnet sein mag. NR und MQ seien die Einfallslothe in 
R resp. Q zu den Prismenflachen. Ferner bezeichne 

den Einfallswinkel bei Q, 
i' den Brechungswinkel bei Q, 
iI' den Eintrittswinkel bei R, 
il den Austrittswinkel bei R. 

Wir wollen i und il als positiv ansehen, wenn sie von dem 
Einfallsloth aus nach dem dickeren Theile des Prismas gemessen 
werden, so dass also i' und it' ebenfalls als positiv anzusehen sind, 
wenn sie von dem Einfallsloth nach dem Scheitel 0 gem essen werden. 
In der Figur sind i, i', iI, it' demnach aIle positiv. Nach dem 
Brechungsgesetz haben wir 

sini = nSini'} 
. . . . . . • . (15) 

sin il = n sin iI' 

Da ferner 
Ll.. ORQ + iI' + OQR +i' =n 

und ebenfalls 
Ll.. ORQ + OQR+ a=n, 

so ist 
i' + i'r = a. . . . . . . . . . (16) 
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Diese Relation besteht auch dann, wenn das Dreieck 0 QR ein 
stumpfwinkliges ist; in diesem FaIle ist indessen einer der Winkel 
i' oder iI' negativ. 

Bezeichnet r den Werth des Grenzwinkels der Brechung, so 
konnen i' und i/ niemals grosser als r sein. Wenn daher der 
brechende Winkel des Prismas grosser als 2 r ist, so kann kein 
Strahl durch das Prisma hindurch treten. 1st a> r, so miissen i' 
und iI' stets beide positiv sein . 

.1 sei die gesammte, durch das Prisma hervorgebrachte Ab
lenkung. Bei der erst en Brechung wird der Strahl um i-i' abge
lenkt und bei der zweiten betragt die Ablenkung i l -i/o 

Somit ist 

. . . . . . (17) 

Durch die Gleichungen (15), (16) und (17) ist der Strahlengang 
durch ein Prisma innerhalb eines Hauptschnittes voIlstandig cha
rakterisirt. 

§ 26. Die Ablenkung wird ein Minimum, wenn der Strahl symmetrisch 
durch das Prisma tritt. 

Untersuchen wir die Richtigkeit des Satzes. Wird fUr dies en 
symmetrischen Strahlengang derWerth des Winkels i mit io be
zeichnet und lasst man nun diesen Winkel io allmahlich anwachsen, 
so hat ein bestimmtes Wachsthum des Winkels i' eine gleichgrosse 
Verminderung des Winkels iI' zur Folge, indem ja i' + i/ die kon
stante Summe a darstellt. Wahrend also bei wachsendem Winkel i 
der Winkel i' immer grosser wird als i/, wachst (vgl. § 21) die 
Ablenkung an der ersten Flache in einem schnelleren Grade, als die 
Ablenkung an der anderen Flache abnimmt; es wird somit die ge
sammte Ablenkung grosser. 

Zu demselben Schluss gelangt man, 1 wenn sogar i/ negativ 
n 

wird (wenn es iiberhaupt negativ wird, ehe i den Werth 2 erreicht). 

Wahrend also i von dem Werthe io aus wachst, nimmt die Ablenkung 
stetig zu. 

Lasst man nun i von io aus abnehmen, so wachst i l von io aus 
und wir haben nur den umgekehrten Weg zu verfolgen, um zu 
demselben Schluss zu gelangen. 

Wenn daher der Lichtstrahl symmetrisch durch das Prisma tritt, so 
liegt das einzig mogliche Minimum der Ablenkung vor. 

Dieser Satz kann auch durch die Formeln des vorigen Para
graphen bewiesen werden. Nach Gleichung (15) haben wir: 
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sin i = n sin i' } 

.. ."' SIn ZI = n SIn II 

Aus der Addition dieser beiden Gleichungen ergiebt sich 

oder 

das heisst 

sin i + sin i l = n (sin i' + sin i/), 

. i + il i - il • i' + it' i' - i/ 
2 sm --2- cos --2- = 2 n sm--2- cos --2-' 

. L1+a . a sm--2-- = nsm 2 · 

i'-t't' 
cos--2--

i- il cos--2--

29 

Angenommen, i und i1 seien ungleich, etwa i > ii, so ist die 
Ablenkung i - i' grosser ais die Ablenkung i l - ii', somit i-it 
grosser ais i' - it' und daher auch 

0' ., .. 
t - ZI Z -11 

cos --2-- > cos --2- . 

i'-il ' i-it 
Ebenso ist cos --2-- > cos --2-' wenn i1 > i, daher in allen 

F II . d' I . h . d . .:J+a . a W b a en, wo Z un 't ung mc sm, sm --2- > n sm 2' enn a er 

i=i!, ist 
. L1+a . a 

sm --2-- = n sm 2' . • . . (18) 

Daher ist LI ein einziges Minimum, wenn i = ii, d. h. wenn der 
Strahlengang ein symmetrischer ist. 

Es llisst sich del' direkte Beweis unter mehrel'en anderen auch so 
fiihren, dass man i + il als Funktion von i' ausdriickt und den ersten 
Difi'erentialquotient diesel' Funktion = 0 setzt. Del' Gang del' Rechnung 
ist folgender: 

Die Ablenkung ist nach Gleichung (17) L1 = i + il - a und es ist die 
Bedingung zu finden, unter welcher L1 ein Minimum wird. 

somit 

Nach Gleichung (15) ist: 

sin i = n sin i' } 

sini! =nsinil ' , 

i = arcsin (n sin i') 

i1 = arcsin (n sin i/) 
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oder 
il = arcsin [n sin (a - i')], 

daher 
d = i + il - a = arcsin [n sin i'] + arcsin [n sin (a - i')]- a. 

Differentiirt man und setzt den ersten Differentialquotienten = 0, so 
ergiebt sich: 

dLl { cos i' 
-d;,=n , V1- n2sin~i' 

Hieraus: 

cos i' 

oder 
1- sin2i' 

oder 

oder 

cos (a - i'l 1 
Vl-n2sin~(a-i') J=o. 

cos (a - i') 

1- sin 2 (a - i') 
1- n"sin2(a - i') 

und hieraus 
:;,' == a -i', 

oder endlich 

i' 
a 
2' 

Um zu bestimmen, ob i' = + die Bedingung fiir ein Maximum 

oder Minimum liefert, bilden wir die zweite Derivirte. 
Wir erhalten dann: 

- n2 sin i' cos i' 
f - V 1 - n 2 sin 2 i' . sin i' - cos i' -:-;=o===:==o==:::=c:VI - n 2 sin 2i' 

~("')" = n 1---------::------0--;---::-:.---'---------1- n 2sin 2i' 

- n 2sin(a-i') cos(a-i') 
sin(a-i')V1-n 2 sin 2 (a-i')-cos(a-i') 1/ • , ) 

r 1-n 2 sm 2 (a -~') 

Rim'fiir erhalten wir unter gleichzeitiger Einsetzung des Bedingungs-

h " a 
wert es ~ =2 
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(1 o· 0 a) . a o. a 0 a -n'sm'- sm - + n' sm - COS"---2 2 2 2 

c, 
2 n sin 2 

- -n"Sm - sm- +n sm-cos -(1 o· 2 a) . a 2' a 2 a 
2 2 2 2 

(1-n2Sin~),/ 1 2' 2 a 
2 V -n sm 2 

(1 2' 2 a ) ,/ . a -n sm 2 V I-n2 sm L 2 

31 

Da nun n stets grosser als 1 und n sin + = n sin i' auch in seinem 

grosstmoglichen, durch den Grenzwinkel gegebenen Werth kleiner als 1 
ist, so ist die zweite Derivirte positiv. 

Es ist daheri' = -]-- die Bedingung dafiir, dass.::J ein Minimwn wird. 

I b ·' a h ., a . d h 16 ' , st a el't = -2' so muss auc ~l = 2 sem, a nac ( ) i + i 1 = a, 

d. h. es muss der Strahlengang ein symmetrischer sein. 

§ 27. Wenn der brechende Winkel des Prismas klein ist, so 
kann auch die Ablenkung nur klein sein. Da nun nach (16) und (17) 

und 

so ist 

'/ "' ~l =a-~ 

i1 = a + Ll- i, 

sin (a + .::J - i) = sin i1 = n sin ii' = n sin (a - i') , 

oder, da a und Ll klein sind, 

(a + Ll) cosi - sin i = n a cos i' - n sin i', 
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oder 

daher 
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L1 cosi= a {ncosi' - cos i}; 

L1 = a { n cos ~' _ 1} . 
cos z 

. (19) 

Tritt der Strahl fast senkrecht zu den brechenden Flachen 
durch das Prisma, so werden i und i 1 beide klein, so dass man die 
h6heren Potenzen vernachlassigen kann, und die Ablenkung hat 
dann den Naherungswerth 

L1 =(n -1) a . . . . . (20) 

und es ist, wie man sieht, dieser Anniiherungswerth unabhiingig von dem 
Einfallswinkel. 

§ 28. Wir wollen nun den Fall betrachten, wo der Strahl nicht 
in einer zur Schnittlinie der brechenden Flachen senkrechten Ebene, 
also nicht in einem Hauptschnitt liegt. 

Es gelte fUr die Projektion des Strahlenganges auf diesen Haupt
schnitt die auf den vorigen Fall angewandte Bezeichnungsweise. 
Bedeuten ausserdem "I, "I' die Neigungen des einfallenden und ge
brochenen Strahles zum Hauptschnitt bei der ersten Ablenkung, 
~, ~' die Neigungen des gebrochenen und einfallenden Strahles zu 
dieser Ebene bei der zweiten Ablenkung, so ist nach (13) 

sin '1=nsin '1' } 

sin ~ = n sin ~' 

Da nun aber ~' und "I' die Neigung ein und desselben Strahles 
zur selben Ebene bezeichnen, so ist ~' = "I' und somit nach der letzten 
Gleichung ~ = "I. Hieraus ist ersichtlich, dass der einfallende 1tnd aus
tretende Strahl dieselbe Neigung zum Hauptschnitt, somit auch zur brechenden 
Kante des Prismas haben. 

Ferner bestehen fUr die Brechung nach (14) die folgenden 
Relationen: 

und 

sin i cos '1 = n sin i' cos '1' 1 
sin i l cos '1 = n sin it' cos '1' • 

i' +il'=a 

. . . . . . (21) 

Aus diesen drei Gleichungen lasst sich der Strahlengang durch 
ein brechendes Prisma in jedem einzelnen Fall ableiten. 

§ 29. Wir gehen nun iiber zur Bestimmung der durch das 
Prisma hervorgerufenen Ablenkung, wieder unter der Voraussetzung, 
dass der einfallende Strahl in einer zum Hauptschnitt belie big ge-
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neigten Ebene liegt. Bezeichnet Llo die Ablenkung der auf einen 
Hauptschnitt projicirten Strahl en, so haben wir 

Es sei in Fig. 18 OAB der Hauptschnitt, OA und OB die 
Projektionen des einfallenden und austretenden Strahles, 0 P und 
OQ diese Strahl en selbst und man nehme an, dass z 
die Endpunkte dieser Linien auf einer urn 0 als 
Mittelpunkt beschriebenen Kugel liegen. Der Bogen 
AB stellt dann Llo und der Bogen P Q die wirkliche 
Ablenkung dar. Die Bogen AP und BQ sind aber 
jeder gleich r;, so dass P Q die Linie AB in N halbirt. 
Wir erhalten dann aus dem rechtwinkligen Dreieck 
PAN die Gleichung 

Ll Llo 
cos 2 = cos 2' cos 'I 

als Bestimmungswerth der gesammten Ablenkung. 
Fig.1S. 

Aus dieser Gleichung lasst sich der Schluss ziehen, dass Ll 
immer grosser als Llo ist. Die Bedingung fiir den kleinsten Werth 
von Llo lasst sich analog dem in § 26 behandelten Fall auffinden. 
Die A blenkung wird namlich ein Minimum, so bald i = i 1 wird; fiir 
dies en l<~all erhalten wir dann fiir die Ablenkung nach (18) und (21) 
die Gleichung: 

. Llo + a . a , 
Slll--2- cos 'I = n sm 2" cos 'I . . (22) 

Setzen wir in dieser Gleichung 1) = 0, so gelangen wir zu dem
selben, die minimale Ablenkung kennzeichnenden Werth, den wir 
oben fiir den im Hauptschnitt verlaufenden Strahl fanden; es ist 
dieser Werth kleiner als Llo, da cos r;' > cos r;. Wir gelangen also 
zu folgendem Resultat: 

Die dureh ein Prisma hervorgernjene Ablenkung ist ein Minimum, wenn 
der Lichtstrahl in einem Hauptschnitt verlaujt und wenn der Eirifalls- und 
Austrittswinkel einander gleich sind. 

Heath-Kanthack. 3 
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Reftexion nnd Breehnng eentraler Strahlenbiisehel. 

§ 30. Bisher haben wir nur die Reflexion und Brechung eines 
einzelnen Strahles betrachtet; wir werden nun zu untersuchen 
haben, welchen Einfluss die Reflexion und Brechung aufein Strahlen
biischel ausiibt. 

Reflexion eines Strahl en biischels an einer Ebene. 
QR (Fig. 19) sei ein beliebiger von einem festen Punkt Q aus

gehender Strahl und R S die Richtung des zugehorigen reflektirten 
Strahles. Man ziehe QM senkrecht zur Spiegelebene und verHingere 

$' 

Fig. 19. 

RS riickwarts, so dass es die Linie MQ in q ~chneidet. Diese Kon
struktion wird unter allen Umstanden moglich sein, da die Linien QM, 
QR und RS, d. h. die Richtungen des einfallenden und reflektirten 
Strahles sowie des Einfallslothes, in einer Ebene liegen. Nach dem 
Reflexionsgesetz ist dann del' Winkel qRM = QRM, und somit sind 
die Dreiecke QRM und qRM einander kongruent, so dass also 
qM= QM. Die Lage bleibt, wie man leicht erkennt, dieselbe fiir 
jeden von Q ausgehenden Strahl, so dass das Strahlenbiischel nach 
del' Reflexion von q auszugehen scheint. Mit anderen Worten: Die 
Vereinigungspunkte des einfallenden und reflektirten Strahlen biischels 
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liegen auf derselben Senkrechten zur Spiegelebene, auf entgegen
gesetzten Seiten derselben und in gleichen Abstanden von ihr. 

§31. Rejlexion eines zwischen zwei ebenen Spiegeln befindlichen Punktes 
(Fig. 20). Durch den zwischen zwei parallelen Spiegelebenen befind
lichen leuchtenden Punkt Q denke man sich eine zu denselben senk
rechte Gerade AQB von unbegrenzter Lange gelegt. Nimmt man dann 
Aq' =·AQ, so ist q' der Vereinigungspunkt aller von Q ausgehenden, 
durch den erst en Spiegel reflektirten Strahlen. Diese reflektirten 
Strahlen, welche von q' auszugehen schein en, fallen auf den zweiten 
Spiegel. N ehmen wir daher B q" = B q' an, so ist q" der Vereinigungs
punkt aller zum zweiten Male reflektirten Strahl en , und so fort. 

Fig. 20. 

Ferner haben die von Q ausgehenden, auf den zweiten Spiegel fallen
den Strahlen den Vereinigungspunkt q" wobei wieder Bq,=BQ; die 
von diesem Vereinigungspunkt ausgehenden und auf den ersten Spiegel 
fallenden Strahlen haben den Vereinigungspunkt q,,, wobei Aq" = 
A q, u. s. f. Man erhalt so mit eine' unendliche Anzahl von Vereini
gungspunkten, welche sammtlich auf der Geraden AB liegen und 
nach jeder Reflexion in immer weiteren Entfernungen von den 
Spiegeln lie gen. Die Abstande Qq', Qq" . .. k6nnen leicht berechnet 
werden. Denn macht man QA = a, QB = b und AB = a + b = c, so 
findet man: 

Qq' =2AQ=2a, 

Qq" =BQ+Bq' =Qq' +2BQ=2a+2b=2c, 

Qq'" =AQ+Aq" =Qq" +2AQ=2c +2a, 

Qq""=BQ+Bq'''=Qq'''+ 2BQ=2a+2b+2c=4c ... u. s. f. 

Analog ergie bt sich: 

Qq,=2b; Qq" =2c; Qq",=2c + 2b; Qq"" =4c ... u. s. f. 

§ 32.. Rejlexion eines zwischen zwei ebenen, zu einander geneigten Spiegeln 
befindlichen leuchtenden Punktes; Lage und .Anzahl der Vereinigungspunkte 

der rejlektirten Strahlen (Fig. 21). OA und OB seien die Schnittlinien 
zweier Spiegel mit einer durch den leuchtenden Punkt Q rechtwinklig 

3* 
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zu ihnen gelegten Ebene. Man falle von Q aus ein Loth auf den 
Spiegel OA und verlangere dasselbe, so dass Qq' durch den Spiegel 
halbirt wird. Es ist dann q' der Vereinigungspunkt der Strahlen 
nach der ersten Reflexion durch 0 A. Fallt man nun ferner ein 
Loth von q' auf OB und verlangert es bis q", so dass q' q" von der 
Spiegellage OB halbirt wird, so ist q" der Vereinigungspunkt der 
Strahl en nach der zweiten Reflexion u. s. f. In ganz derselben Weise 
erhalten wir eine zweite Reihe von Vereinigungspunkten q" qll' 
q", ... , wenn wir die auf 0 B fallenden Strahlen verfolgen. 

'/'" qN 

}'ig. 21. 

Aus der Konstruktion folgt ohne Weiteres, dass 0 q' = 0 Q und 
ebenso dass Oq" = Oq' = OQ ist. Der geometrische Ort alIer Ver
einigungspunkte ist also ein Kreis mit dem Mittelpunkte 0 und dem 
Radius OQ. Um die Lagen der Vereinigungspunkte zu bestimmen, 
bezeichnen wir den Bogen QA mit fjJ, QB mit fjJ' und AOB mit a. 

Es ist dann Bogen 
Qq'=2QA=2q-, 

Qq"=BQ+Bq'=Qq' +2BQ=2rp+ 2'1" =2a, 

Qq'" = QA + Aq" = 2 QA + Qq" = 2 a + 2 'I' u. s. f. 

Analog ist: 

Qq,=2rp', Qq,,=2a, Qq,,,=2a+2q-' u.s.f. 

Allgemein sind die Abstande in der ersten Reihe: 
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und in del' zweiten Reihe: 

Die Anzahl derSpiegelbilder ist eine beschrankte; denn sobald 
irgend eines del' Bilder auf das zwischen den VerHingerungen del' 
Spiegelschnitte liegende Bogenstltck falIt, so liegt es hinter beiden 
Spiegeln und daher findet in diesem FaIle keine Refiexion mehr 

statt. 1st das mit q(2 n) bezeichnete Bild das erste, welches auf den 
Bogen ab falIt, so muss, da dieses eines derjenigen Bilder ist, welche 

hinter dem zweiten Spiegel liegen, del' Bogen Qq(2n) grosser als 
Q B a sein, d. h. 2 n a > 'It - p, oder; 

2n>n-11' . 
a 

Liegt das erste auf den Bogen ab fallende Bild hinter dem 
ersten Spiegel und bezeichnet man es mit q (2 n + 1) , so muss 

Qq(2n+1) grosser als QAb sein; d. h. 2na+2p>'It-p', odeI' 

2 n a + p + p' > 'It - p, odeI' schliesslich 2 n + 1 > n - 11'. 
a 

Diesel' Ausdruck stimmt mit dem fill' den anderen Spiegel er
haltenen ltberein, indem 2 n die Anzahl del' Bilder in dem ersten, 
2 n + 1 in dem zweiten Fall bezeichnet. Die Gesammtanzahl del' in 
del' ersten Reihe moglichen Bilder ist somit gegeben durch die 

dem Werthe n - 11' zunachst liegende ganze Zahl; und e benso er-
a 

giebt sich als die Anzahl del' in del' zweiten Reihe moglichen Bilder 
n-I1" 

die dem Werthe -- zunachst liegende ganze Zahl. 
a 

Sind a und 'It kommensurabel, ist also ~ eine ganze Zahl, so 
a 

betragt die Anzahl del' in jeder Reihe erzeugten Bilder~, da £ 
a a. 

I 

und ~ echte Brltche sind, so dass also die Gesammtanzahl del' Bilder a 
2n 
--;: betragt. In diesem FaIle abel' fallen zwei del' Bilder del' ver-

schiedenen Reihen zusammen. Denn ist ~ eine gerade Zahl, etwa 
a 

2 n, so ist 

Qq(2n) + Qq(2n) = 2 n a + 2na=2 n, 

und es fallen daher die Bilder q(2 n) und q zusammen. 
(2 n) Wenn 
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n 
dagegen a eine ungerade Zahl ist, etwa 2 n + 1, so ist 

Qq(2n+1) + Qq(2 n+l) = 4n a+ 2 (rp + rp') = (4 n+ 2) a= 2 n, 

und es fallen somit die Bilder q(2 n + 1) und q(2 n + 1) zusammen. 
Wenn wir daher den leuchtenden Punkt in die Anzahl der 

Bilder einrechnen, so ist die Gesammtanzahl der Vereinigungs-
2n 

punkte -. 
a 

Auf den in diesem Paragraphen enthaltenen Ausfiihrungen be
ruht die Einrichtung des Kaleidoskops. 

§ 33. Von dem Fall eines einzelnen Strahlenbiischels aus
gehend, gelangen wir nun zur Abbildung irgend eines Objektes 
durch Reflexion an einem ebenen Spiegel. 

Befindet sich ein Objekt einem ebenen Spiegel gegeniiber, so 
gehen von jedem Punkte des Objektes Strahl en aus; wenn nun die 
von irgend einem Punkte ausgehenden Strahlen an dem Spiegel 
reflektirt werden, so werden sie von einem auf der entgegenge
setzten Seite befindlichen Vereinigungspunkte auszugehen scheinen, 
so zwar, dass die beiden zusammengehorigen Vereinigungspunkte 
auf derselben Senkrechten zur Spiegelebene und in gleichen Ab
standen von letzterer liegen. Jedem Punkte des Objektes entspricht 
ein solcher Vereinigungspunkt und das Aggregat dieser Vereini
gungspunkte nennt man das Bild des Objektes. Dieses Bild deckt 
sich nun vollkommen mit dem abgebildeten Objekte, da die sammt
lichen zusammengehOrigen Objekt- und Bildpunkte zum Spiegel 
symmetrische Lagen einnehmen. Dagegen wird, da die Bildflache 
und die abgebildete Objektflache einander zugekehrt sind, der Be
griff von rechts und links im Spiegelbilde eine Umkehrung erfahren. 
Befindet sich das Auge in einer solchen SteHung, dass es reflektirte 
Strahlen empfangt, so werden letztere denselben Eindruck hervor
rufen, als ob sie von einem hinter dem Spiegel liegenden, an Stelle 
des Bildpunktes befindlichen wirklichen Objektpunkte ausgingen. 
Um den Strahlengang, vermoge dessen das Auge das Spiegelbild 
eines Objektes erblickt, zu konstruiren, zieht man ein Linienbiischel 
von der Pupille aus bis zur Spiegelebene in der Richtung des dem 
betreffenden Objektpunkte zugehOrigen Bildpunktes und verbindet 
dann die Schnittpunkte jenes Linienbiischels und der Spiegelebene 
mit dem Objektpunkte. 

§ 34. Bei der nun folgenden Untersuchung yon Strahlen
biischeln werden wir von der Voraussetzung ausgehen, dass die 
Strahlen nur eine geringe Divergenz besitzen oder, mit anderen 
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Worten, dass der von den Randstrahlen eingeschlossene Winkel ein 
sehr kleiner ist. 

Wenn nun die Axe eines solchen Strahlenbiitlchels zur Flache, 
auf welche es auffallt, normal gerichtet ist, so nennt man es ein 
centrales Strahlenbiischel; in allen anderen Fallen hat man es mit 
schiefen Strahlenbiischeln zu thun. 

1m Allgemeinen gehen die Strahlen eines Strahlenbiischels 
nach der Reflexion oder Brechung nicht genau durch einen Punkt; 
es giebt aber viele wichtige FaIle, wo der Strahleneintritt ein cen
traler ist, wo daher die Strahlen sehr angenahert in einem Punkte 
sich schneiden. Wir wollen zunachst einige von diesen Fallen in 
unsere Betrachtung ziehen. 

Brechung enger centraler Lichtbiischel durch eine 
brechende Ebene (Fig. 22). 

Fig. 22. 

Von dem Punkte Q aus divergire ein Strahlenbiischel, des sen 
Axe A Q normal zur brechenden Flache ist. Q R S sei der Weg 
irgend eines Strahles und die Riickwartsverlangerung von R S treffe 
AQ in q. Es ist dann der Winkel AQR gleich dem Einfallswinkel 
des Strahles, und der Winkel A q R gleich dem Brechungswinkel. 
Bezeichnen n und n' die Brechungsexponenten der beiden Medien, 
so lasst sich das Brechungsgesetz bekanntlich durch die Gleichung 

n sin i = n' sin i' . . (1) 

ausdriicken. 
Hierftir konnen wir nun setzen: 

Betrachten wir verschiedene Strahlen des Biischels, so andert 
sich darnit auch die Lage des Punktes R, und sornit auch diejenige 
des Punktes q. Stellen wir uns aber das Strahlenbiischel als ein so 
enges vor, dass die Quadrate und hoheren Potenzen der Winkel
werthe von i und i' vernachlassigt werden konnen, so konnen wir, 
sofern es sich nur urn ein praktisches angenahertes Resultat handelt, 
RQ=AQ und Rq=Aq setzen und es wird dann 
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AQ Aq 
-n-=-----:;r-' 

oder, wie wir der bequemeren Uebersicht wegen schreiben wollen, 

a a' 
---;-===7' . (2) 

worin a und a' die Abstande AQ und Aq bedeuten. Unter der 
dieser Annaherungsformel zu Grunde liegenden Voraussetzung hat q 
eine unveranderliche Lage, so dass die Ruckwartsverlangerungen 
aller ge brochenen Strahlen sich in demselben Punkte q der Axe A Q 
schneiden. Der Punkt q ist also der Vereinigungspunkt des ge
brochenen Strahlenbuschels. Man kann alsdann auch q den Bild
punkt von Q nennen. Ferner bezeichnet man auch Q und q auf 
einander bezogen als konjugirte oder einander zugeordnete 
Punkte. 

Wir werden somit zu dem folgenden Schluss geftihrt: 
Ein Punkt und sein Bild liegen au! derselben Normalen zur brechenden 

Flache und au! derselben Seite derselben; andert sich die Entjernung des 
Punktes von dieser Flache, so andert sich auch der Abstand des Bildpunktes 
in gleichem Verhaltniss, und Objektpunkt und Bildpunkt verschieben sich in 
gleicher Rich tung. 

§ 35. Aus dem tiber ein einzelnes Strahlenbuschel Gesagten 
lasst sich nun ohne Schwierigkeit erkennen, wie und wo das Auge 
ein Objekt erblickt, welches sich in einem Medium befindet, dessen 
Brechungsindex von dem der Luft verschieden ist, z. B. einen 
Gegenstand unter Wasser. Jeder Punkt des Objektes unter Wasser 
sendet Lichtstrahlen aus. Beim Uebergang der Strahlen aus dem 
Wasser in die Luft erhalten die Strahl en eine solche Richtung, dass 
sie von einem dem gegebenen Punkte konjugirten Punkte auszu
gehen schein en. Nimmt man den Brechungsindex von Wasser zu 
Luft als % an, so liegt del' dem gegebenen Punkte konjugirte Ver
einigungspunkt der Strahlen auf derselben Normalen zur brechen
den FHtche, abel' in einem scheinbaren Abstande, welcher % del' 
wahren Tiefe entspricht. Jedem Punkte des Objektes ist ein solcher 
Bildpunkt zugeordnet und das Aggregat diesel' Vereinigungspunkte 
stellt das Bild des Objektes dar. Ein in Luft befindliches Auge 
empfangt denselben Eindruck, als ob die Strahlen von einem die 
Lage des Bildes des Objektes einnehmenden Objekte ausgingen. 
Die Strahl en, vermittelst deren das Auge irgend einen Objektpunkt 
durch eine brechende Flache erblickt, lassen sich leicht konstruktiv 
darstellen: Man zieht namlich von del' Pupille des Auges aus 
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Strahl en nach dem entsprechenden Bildpunkt und zwar bis zur 
brechenden FHiche, und verbindet dann die Schnittpunkte sammt
licher Strahlen und der brechenden Flache mit dem Objektpunkt. 

Die der verschiedenartigen Gestaltung des Objektes ent
sprechenden verschiedenen Bilder lassen sich nach dem soeben Ge
sagten geometrisch konstruiren. Man sieht ohne Weiteres ein, dass 
das Bild einer Ebene wieder eine Ebene wird, wobei beide Ebenen 
sich unter verschiedenen Neigungswinkeln in einer in der brechen
den Ebene liegenden Geraden schneiden; einer Kugel entspricht ein 
Rotationsellipsoid, dessen Rotationsaxe senkrecht zur brechenden 
Flache steht. 

Diese Darstellung des Abbildungsvorganges ist nul' in be
schranktem Sinne richtig; denn von den von irgend einem Punkte 
ausgehenden Strahlen sind es nur die annahernd centralen, welche 
von dem Bilde ausgehend ins Auge gelangen. Das Objekt muss 
daher als klein und fast direkt unter dem Auge befindlich voraus
gesetzt werden, damit sammtliche Strahlen in einer zur brechenden 
Flache fast senkrechten Richtung austreten konnen. Die genauere 
Untersuchung diesel' Erscheinung konnen wir indessen erst spateI' 
folgen lassen. 

§ 36. Untersuchen wir jetzt die Rejle.rion und Rejraktion eines 
engen centralen Strahlenbuschels an einer spharischen Flache. 

Allgemein wird dieser Fall sich nicht planimetrisch behandeln 
lassen; es ist indessen zweckmassig, del' Untersuchung im Raum die 
planimetrische Untersuchung zu Grunde zu legen. Wir wollen zu
nachst ein von einem leuchtenden Punkte del' Axe der spharischen 
Flache ausgeherides Strahlenbuschel betrachten. Das ganze System 
wird dann zur Axe symmetrisch sein, und wir brauchen nur die in 
einer durch die Axe gelegten Ebene liegenden Strahl en einer Be
trachtung zu unterwerfen und uns darauf das ebene System urn die 
Axe rotirend zu denken. Wir werden finden, dass nach del' RefLexion 
odeI' Brechung das Strahlenbuschel unter gewissen Voraussetzungen 
nach einem ebenfalls auf del' Axe liegenden Vereinigungspunkt 
konvergirt. Befindet sich der leuchtende Punkt nicht in del' Axe 
del' spharischen }1-'lache, so verbindet man denselben mit dem Mittel
punkt del' brechenden KugelfLache; die Verbindungslinie bildet die 
N ormale zur Flache und kann alsdann selbeI' als eine Axe ange
sehen werden, und wir gelangen so wieder zu dem Problem, von 
welchem wir ausgingen. 

§ 37. Rejlexion enger centraler lichtbuschel an einer Kugeljlache. Wir 
behandeln, wie gesagt, dies en Fall zunachst plan,imetrisch (Fig. 23). 

Q sei del' Ausgangspunkt des einfallenden Strahlenbuschels, 
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dessen Axe durch QA dargestellt wird, 0 sei del' Mittelpunkt, A del' 
Scheitel del' reflektirenden Kugelflache. Bezeichnen wir nun noch 
den Punkt, in welch em del' einfallende Strahl QR nach seiner 

Fig. 23. 

Reflexion bei R die Axe schneidet, mit Q' und setzen A Q = x, 
A Q' = x' und den Kriimmungsradius gleich r, so ist, da nach dem 
Reflexionsgesetz das EinfaIlsloth den Winkel QRQ' halbirt, 

RQ QO 
RQ' = Q'O . 

Setzen wir nun das Strahlenbiischel als ein sehr enges voraus, 
so dass wir die Potenzen del' sehr kleinen Abweichungen von del' 
Axe vernachlassigen konnen, so konnen wir 

RQ=AQ und RQ'=AQ' 

setzen und erhalten sodann die obige Gleichung in diesel' Naherungs
form: 

odeI' 

X x-r 
7== 'J~-x' , 

x (r - x') = x' (x - r), 

wofiir wir schreiben konnen: 

Begniigen wir uns also mit dem oben angedeuteten Grade del' 
Genauigkeit, so konnen wir sagen: AIle durch Q gehenden Strahl en 
schneiden sich nach del' Reflexion in Q' und umgekehrt. Die Punkte 
Q, Q' heissen konjugirte Punkte und jeder von ihnen kann als 
das Bild des anderen angesehen werden. 

§ 38. Die oben abgeleiteten Formeln flir das Abhangigkeits
verhaltniss del' Abstande konjugirter Punkte von del' reflektirenden 
Flache schliessen aIle FaIle ein, welche vorkommen konnen. Wenn 
z. B. die reflektirende Flache konvex ist, so hat man nur das Vor
zeichen von r in Formel (3) zu verandern. AIle von A aus nach 
rechts gemessenen Abstande sind als positiv, die nach links 
gemessenen als negativ anzusehen. 
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Wenn die Einfallsstrahlen parallel zur Axe gerichtet sind, so 
dass also x unendlich gross und positiv odeI' negativ ist, so wird del' 
entsprechende Werth von x' in einem jeden FaIle: 

x'=-;-=f. . . (4) 

Wenn F daher del' Mittelpunkt von A 0 ist, so stellt F den 
Vereinigungspunkt fUr axiale parallele. Strahl en dar. Man nennt 
dies en Punkt den Brennpunkt des Spiegels. 

Unter Zugrundelegung axialer paralleler Strahlen kann die 
l<'ormel (3) auch in diesel' Form geschrieben werden: 

oder 

oder 

111 -+-=-
x x' f' 

x x' - x f - x' f = 0, 

(x - f) (x' - f) = f2. . . . . . . (5) 

Bezeichnet man die Abstande eines Paares konjugirter Punkte 
von dem Brennpunkte beziehungsweise mit u und It', so dass also 

U=x- f }, 
u'=·1;'-f 

so ist nach (5) 
UU' = p ........... (6) 

Hiernach lassen sich sammtliche Satze tiber die Refiexion an 
spharischen Flachen, einerlei ob konvex oder konkav, oder ob das 
einfallende Lichtbtischel konvergent oder divergent ist, in Ktirze 
durch die Relation del' Lage zweier konjugirter Punkte zur Brenn
punktslage ausdrticken. 1st namlich, wie gesagt, F der Brennpunkt 
des spharischen Spiegels, d. h. bei der von uns gewahlten Naherungs
rechnung der Mittelpunkt der zwischen Scheitel und Mittelpunkt del' 
Kugelfiache liegenden Strecke, 80 liegt ein Paar konjugirter Punkte 
stets auf derselben Seite von Fund in solchen Abstanden u und u' von F, 

dass u u' = p, worin f= -;- . 

Da Q und Q' harmonische Punkte in Bezug auf A und 0 dar
stell en, so lasst sich nach einer wohlbekannten geometrischen Kon
struktion die einer gegebenen Lage des Punktes Q entsprechende 
Lage des Punktes Q' in einfachster Weise mittelst des Lineals be
stimmen. Denn zieht man (Fig. 24) von A und 0 aus irgend zwei 
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Gerade, welche sich in L schneiden mogen, und von Q aus irgend 
eine Gerade, welche AL und 0 L in B resp. C schneidet, so trifft 
eine durch M, den Schnittpunkt von A C und B 0, gelegte Gerade 
L M die Gerade A 0 Q in dem gesuchten Punkt Q': Die Gleichung 
(x - f) (.x' - f) = f2 ist dann dargestellt durch die Relation FQ. FQ' 
= F02 = F A2, so dass F der Mittelpunkt und A und Q die Doppel
punkte der Involution mit den Fundamentalpunkten Q und Q' sind. 

Fig. 24. 

Wird nun das System urn seine Axe Q 0 A rotirt, so ist damit 
der Verlauf aller von Q ausgehenden Strahlen bestimmt. 

§ 39. Man denke sich nun die Axe Q 0 Q' A urn den Punkt 0 
als Drehpunkt in allen nur moglichen Ebenen einen kleinen Winkel 
beschreibend. Da hierbei die Axe unverandert senkrecht zur rotiren
den Flache bleibt, so bleiben auch Q und Q' konjugirte Punkte. 
AIle festen Punkte der um 0 rotirenden Geraden beschreiben Kugel
fiachenelemente, welchen 0 als gemeinsamer Mittelpunkt zukommt. 
Bei dem Grade der Genauigkeit, auf welchen wir uns beschranken, 
konnen die Flachenelemente als zur Axe AO senkrechte Ebenen 
angesehen werden. Einem kleinen in Q befindlichen Objekt ent
sprechend, erhalten wir ein e benes Bild bei Q'; Bild und Objekt 
sind ahnlich und liegen so zu einander, dass die einander zugeord
neten Punkte immer auf einer Geraden liegen, welche durch den 
Mittelpunkt des Spiegels geht. Der Brennpunkt F beschreibt eben
falls ein kleines Flachenelement. Die durch dieses Flachenelement 
gelegte Ebene nennt man die Brennebene. Die Vereinigungspunkte 
sammtlicher aus parallelen Strahlen bestehenden Buschel, welche 
nur eine geringe Neigung zur Axe des Spiegels aufweisen, liegen 
in dieser Brenne bene. 

§ 40. Stell en {3 und {3' die linearen Dimensionen des Objektes 
und seines Bildes dar, so erhalt man, da einander zugeordnete Punkte 
auf derselben, durch den Kugelmittelpunkt gehenden Geraden liegen, 
die Relation: 
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oder angenahert 

d. h. 

oder 

L+~=o. 
x x' 

(7) 

Wir werden bei der Behandlung der Brechung enger cen
traler Strahlenbiischel an einer spharischen Flache naher auf die 
Eigenschaften und die graphische Bestimmung der Lagen konjugirter 
Punkte eingehen; was dort in Bezug auf die Brechung gesagt werden 
wird, gilt, entsprechend modificirt, fiir den vorliegenden Fall. 

§ 41. Brechung eines centralen engen Strahlenbuschels durch eine zwei 
verschiedenartige Medien trennende sphiirische Fliiche. 

Es sei in Fig. 25 0 der Mittelpunkt der spharischen Flache, 
welche zwei Medien mit den Brechungsexponenten n und n' trennt. 

Fig. 25. 

Q sei der Ausgangspunkt und Q 0 A die Axe ei'nes einfallenden 
Strahlenbiischelsj ferner stelle QP einen Strahl im ersten Medium 
dar, und dieser werde von dem Objektpunkt Q ausgehend bei seinem 
Uebergange in das zweite Medium in die Richtung PR gebrochen; 
man denke sich diese Richtung PR riickwarts verlangert, so dass 
die Verlangerung die Axe in Q' schneidet. Der Kugelradius PO ist 
hier identisch mit dem Einfallslothe im Punkte P. Bezeichnet man 
nun den Einfallswinkel mit i, den Brechungswinkel mit i', so ist 
nach Gleichung (1) 

nsini=n'sini'. 

Bezeichnet man ferner den Winkel A 0 P mit 1/1, so erhalt man 
aus den Dreiecken OPQ und OPQ' die Relationen: 
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sini OQ 
sin l/J QP 

und 
sin i' OQ' 
sin l/J Q'P 

und hieraus nach Gleichung (1) 

OQ ,OQ' 
n QP = nQ,p 

VernachHissigen wir unter der Voraussetzung, dass die N eigung 
der in Betracht gezogenen Strahlen zur Axe eine sehr kleine ist, 
die quadratischen Funktionen von 1/J, so konnen wir QA = QP und 
Q' A = Q' P setzen, so dass wir, so lange uns dieser Grad der Ge
nauigkeit geniigt, aIle in der Ebene der Axe verlaufenden, von Q 
ausgehenden Strahlen als nach der Brechung in dem Punkte Q' 
homocentrisch werdend betrachten konnen, und wir erhalten fUr die 
Lagen des Objekt- und Bildpunktes die folgenden Relationen: 

OQ ,OQ' 
n QA = n Q'A' . . . . (8) 

Es ist dieses Verhaltniss zwischen den Punkten Q und Q' ein 
umkehrbares, und man nennt diese Punkte konjugirte Punkte. 

}'ig.26. 

Setzt man nun AQ=x, AQ'=x' und AO=r, wobei r, x und 
x' bei einer Messung Von links nach rechts als positiv angenommen 
sein solI en, so ist mit Bezug auf Fig. 26 

o Q = x - r und 0 Q' = x' - r, 

und es kann die Relation (8) in dieser Form geschrieben werden: 

n x - r = n' x' - r 
x x' , 

und daher 
n n' n-n' 
x x' r 

. . . . . . . . (9) 
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Diese Gleichung zeigt, dass x und x' gleichzeitig zu- oder ab
nehmen miissen; mit anderen Worten: Die Ve,'schiebung eines Paares 
konjngirter Punkte au! der Axe erfolgt stets in gleichem Sinne, d, h, auf ein
ander folgende Objektpunkte in dem ersten Medium werden stets in derselben 
Reihenfolge in dem zweiten Medium abgebildet, 

Wir hatten bei der letzten Entwicklung auch yom Kugelmittel
punkte 0 ausgehen konnen, Setzt man namlich 0 Q = p, 0 Q' = p' 
unO. behalt beziiglich derVorzeichen die der Gleichung (9) zu Grunde 
gelegten Annahmen bei, so erhalt man, wenn man die Gleichung (8) 

, d F I Q A Q' A h 'b d' R 1 ' m er orm n ~ = n ~ sc rm t, Ie e atlon: 

p-r p'-r n'--=n--, 
p p' 

oder 

, . . . . . . . (10) 

§ 42. Es ist oft bequemer, der Bestimmung der Vorzeichen eine 
andere Konvention zu Grunde zu legen.Wir nehmen an, der Strahlen
gang erfolge von links nach rechts, und setzen QA = x, Q' A = x' 
(Fig. 27), wobei x als positiv anzusehen ist, wenn Q vor A, wahrend 

, 
II 

Fig. 27. 

x' einen positiven Werth hat, wenn Q' hinter A liegt, die Be
griffe "vor" und "hinter" auf die Richtung des Strahlenganges be
zogen, und sehen r als positiv an, wenn der Scheitel dem Objekt
punkte zugekehrt ist. Unter diesen Voraussetzungen erhalt Glei
chung (9) die Form: 

. . . . (11) 

Unter Brennpunkten haben wir die den in del' Unendlich
keit liegenden Punkten konjugirten Vereinigungspunkte der Strahlen 
in den beiden Medien zu verstehen; wie wir sehen werden, nehmen 
die Brennpunkte eine sehr wichtige Stellung in den dioptrischen 
Untersuchungen ein. 

Zunachst wollen wir annehmen, dass x' unendlich gross wird, 
also nach der Brechung in das zweite Medium die Strahl en parallel 
verlaufen. Die Lage des Punktes, welcher einem in del' Unendlich
keit liegenden Punkte zugeol'dnet ist, bestimmt sich aus (11), wenn 
man hiel'in x' = 00 setzt, und man hat dann 
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nr 
·7l=n'_n· 

Umgekehrt, wenn die Strahlen im ersten Medium parallel zur 
Axe sind, so werden sie im zweiten Medium im Punkte Q' zu
sammenlaufen. Wir charakterisiren diesen Fall durch die Gleichung 

n'r x'=--· n'-n 

Wenn x und x' diese speciellen Werthe annehmen, seien sie 
mit I und I' bezeichnet und wir haben dann die Relationen 

und 

nr 1 1= n'-n . 

n'r j 
1'= n'-n 

. • . . . . . . . (12) 

Die durch diese Gleichungen bestimmten Punkte nennt man 
die Brennpunkte der brechenden Flliche und I und I' die Brenn
weiten derselben. Die Formel (11) llisst sich auch folgendermaassen 
umschreiben: 

oder hierfiir nach (12) 

nr 71' r 
n'-n n'-n 
---+---=1 x x' , 

I I' -+-=1. 
II! .7l' 

. . . (13) 

Der Gang der Strahlen ist stets umkehrbar, so dass die 
Gleichung (13) sich auch auf die Flille erstreckt, wo die Strahlen 
eine konkave Kugelflliche treffen. 

Die Brennweiten sind, wie man ohne Weiteres aus (12) er
kennt, entweder beide positiv oder beide negativ, so dass also das Pro
dukt II' immer positiv ist. Beide sind positiv, wenn das durch die 
konvexe Flliche begrenzte Medium stlirker brechend ist als das 
andere, d. h. wenn n' > n, beide dagegen negativ, wenn das durch 
die konvexe Flliche begrenzte Medium weniger stark brechend ist 
als das andere Medium, d. h. wenn n' < n ist. 

§ 43. Die Abbildungsvorglinge lassen sich in sehr einfacher 
und bequemer Weise durch das Verhaltnis zwischen den Abstlinden 
eines Paares konjugirter Punkte von den zugehorigen Brennpunkten 
charakterisiren. 
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Es sei in Fig. 28 A der Scheitel der spharischen Flache, welche 
die beiden Medien trennt, F und };~' seien die Brennpunkte diesel' 
Flache, Q der Ausgangspunkt del' Strahl en im erst en Medium, Q' del' 
diesem Punkte zugeordnete Vereinigungspunkt im zweiten Medium. 

q~;.==r=1~;r==r=b· 
Fig. 28. 

};'erner sei QF = u und Q' F' = u' gesetzt und man sehe u als 
positiv an, wenn Q VOl' F, u' dagegen als positiv, wenn Q' hinter F' 
liegt. Das in GIeiclmng (13) enthaItene AbhiingigkeitsverhaItnis 
zwischen x und .x' kann auch in dieser Form ausgedrtickt werden: 

C-x - I) (x' - I') =//'· 

Setzen wir nun fUr x - fund x' - f' ihre oben gewahIten 
Bezeichnungen, so erhalten wir die folgende sehr einfache und 
bequeme Relation: 

1/1/' =If'. . . . . . . (14) 

§ 44. Die Diskussion del' GIeichung (14) verschafft uns eine 
VorsteIlung von den relativen Lagen konjugirter Punkte. Da nam
lich lund f' immer gleiche Vorzeichen haben, so mtissen auch noth
wendigerweise u und u' gleiche Vorzeichen haben. Es sind hier 
zwei FaIle zu unterscheiden. Als ersten Fall setzen wir denjenigen 
voraus, wo das durch die konvexe spharische Flache begrenzte 
Medium, d. h. also dasjenige Medium, in welchem del' Krtimmungs
mittelpunkt liegt, das starker brechende Medium ist, so dass in 
diesem FaIle nach dem in § 42 Gesagten beide Brennweit.en fund 
f' positiv sind (Fig. 29). 

A 
Fig. 29. 

Befindet sich Q in unendlichem A bstande links von A, so faIlt 
del' Q zugeordnete Punkt Q' mit dem Brennpunkt :B" zusammen. 
Q und Q' erfahren immer eine Verschiebung in gleichem Sinne, da 
einer Vergrosserung von u immer eine Verminderung von u' ent
spricht und umgekehrt, indem ja d,as Produkt u u' ein konstantes 
ist, so dass also, wahrend Q aus einer unendlichen Ferne del' 
brechenden Flache genahert wird, Q' tiber F' hinaus zUrUcktritt, bis 
Q den Brennpunkt F erreicht, wo dann Q' in einem unendlichen 
Abstande auf der rechten Seite von A liegt. Lasst man Q itber F 
hinaus treten, so wird u negativ und hat anfanglich einen sehr kleinen 

Heath·Kanthack. 4 
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Werth, so dass n' ebenfalls negativ ist, dagegen einen anfiinglichen 
sehr grossen Werth hat; Q' liegt hierbei demnach im Grenzfalle auf 
del' link en Seite von A in unendlich grosser Entfernung und folgt 
del' V erschie bung des Punktes Q in gleichem Sinne. Befindet sich 
Q in A, so fiillt es mit Q' zusammen. Liisst man nun Q fiber A 
hinaus gehen, so folgt Q' dieser Verschiebung, abel' in einem lang
sameren Maasse als Q, und gelangt Q schliesslich in eine unendlich 
grosse Entfernung auf del' rechten Seite von A, so fiillt Q' mit F 
zusammen. 

So lange als Q im ersten Medium liegt, bilden die Strahl en im 
letzteren ein von Q divergirendes Strahlenbfischel; sobald abel' Q 
fiber A hinaus in das zweite Medium hinfibertritt, bilden die Strahl en 
in dem erst en Medium ein Strahlenbfischel, welches in seiner Rfick
wiirtsverliingerung" nach Q' konvergiren wfirde; da abel' die Strahl en 
von del' brechenden Fliiche abgeschnitten werden, so werden sic 
niemals wirklich in Q zusammenlaufen. In diesem FaIle nennt man 
Q einen virtuellen Vereinigungspunkt. Das soeben Gesagte 
gilt auch fUr den Punkt Q'; derselbe stellt nur dann einen reellen 
Vereinigungspunkt dar, wenn er in dem zweiten Medium, einen 
virtuellen Vereinigungspunkt dagegen, sobald er links von A im 
ersten Medium liegt. Als zweiten Fall wollen wir annehmen, dass 
/ und!' beide negativ sind, dass also F auf del' rechten Seite von A 
im zweiten Medium, :B" links von A im erst en Medium liegt (Fig. 30). 

J 
Fig 30. 

Denken wir uns Q von rechts her aus del' Unendlichkeit kon
tinuirlich nach links in eine unendlich grosse Entfernung sich ver
schiebend, so liisst sich die jeweilige Lage des PunktesQ' mit genau 
denselben Wort en kennzeichnen, wie bei dem oben betrachteten 
FaIle. Q' wird nul' dann reell sein, wenn es links von A liegt, in 
allen anderen Fiillen ist Q' ein virtueller Vereinigungspunkt. 

Die Aenderung des Vorzeichens, wie solche aus del' Gleichung (13) 

hervorgeht, liisst sich auch durch eine graphische Konstruktion ver
fOlgen (Fig. 31). 

K sei ein Punkt mit den Koordinaten (f, I'). Es liisst sich der 
durch die letztgenannte Gleichung bedingte Werth von ,'/: und x' 
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durch die Strecken 0 P und 0 Q darstellen, welche irgend eine 
durch K gelegte Gerade auf den Axen abschneidet. Es gilt namlich 
fUr jede Lage der Geraden durch K die Proportion: 

f x'-f' 
x x' 

das heisst 

r 

x 

Fig. 31. 

Lassen wir nun die Gerade um den gegebenen Punkt K sich 
drehen, so erhalten wir damit ein bequemes Mittel, um graphisch 
un sere Gleichung in Bezug auf die Veranderung der Vorzeichen und 
del' Grosse del' Variablen x und x' zu diskutiren. 

§ 45. Ein del' Formel (13) ahnlicher Ausdruck zur Bestimmung 
del' Lage eines Paares konjugil'tel' Punkte liisst sich durch Zugrunde
legung irgend eines festen Punktpaares als Koordinatenurspriinge 
finden. 

F~F=Y=:r=r=)r=7=~~' 
Fig. 32. 

G, G' (Fig. 32) bezeichne ein solches gegebenes Paar konjugirter 
Punkte, deren Abstande von den Brennpunkten beziehungsweise g, g' 
sein mogen. Es ist dann nach (14) 

gg'=jj'. 

Die Entfernungen del' Punkte Q und Q' von G und G' seien 
beziehungsweise mit v und v' bezeichnet, so zwar, dass auch hier 
fUr das Vorzeichen die bisher zu Grunde gelegten konventionellen 

4* 
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Annahmen gelten mogen, Unter Beibehaltung del' fruhel'en Be
deutung von It und It' erhalten wir dann die Gleichung'en: 

u=v-g 1 
u'=v'-g' J' 

und die Relation zwischen den Abscissen konjugirter Punkte wird 
dann 

(v - g) (v' - g') = ff' = gy', 

welche auch in diesel' ]'orm geschrieben werden kann: 

JL+J!~=1. 
v v' 

(Hi) 

§ 46.. Gehen wir nun zur Betrachtung solcher Punkte tiber, 
welche ausserhalb del' Axe del' brechenden Kugelflache liegen, 

Man denke sich die Linie OA urn 0 als Drehpunkt innerhalb 
eines sehr kleinen Winkels oscillirend, so dass also die Punkte Q, Q', 
F, F' und A gleiche Bogenwinkel beschreiben. Die Linie OA wird 
auch hier in ihrer neuen Lage senkrecht zur brechenden Flache 
bleiben und Q und Q' erleiden daher bezuglich ihrer Lagen als kon
jugirte Punkte keinerlei Veranderung. Uisst man in diesel' Weise 
die Linie 0 A aIle nur moglichen Lagen annehmen, so dass sie einen 
Kegel mit kleinem Oeffnungswinkel beschl'eibt, so beschreiben auch 
die Punkte Q, Q', Fund F' kleine Kugelflachenelemente. Vernach
lassigen wir, wie fruher, die Quadrate kleinel' Grossen, so konnen 
diese Kugelflachenelemente als zur Axe senkrechte Ebenen ange
sehen werden. Die durch Q und Q' gelegten, zul' Axe senkrechten 
Ebenen wollen wir als konjugirte odeI' einander zugeordnete 
Ebenen bezeichnen. Von einem Punkte einer dieser Ebenen ausgehende 
Strahlen werden nach der Brechl~ng an einer Kugeljliiche in einem Punkte 
einer dieser Ebene konjugirten Ebene homocentrisch. 

Einem kleinen in einer zur Axe senkrechten Ebene liegenden 
Objekt entspricht ein dem letzteren ahnliches Bild in del' jener Ebene 
konjugirten Ebene, und sammtliche Verbindungslinien einander kon
jugirter Objekt- und Bildpunkte gehen durch den Krtimmungsmittel
punkt del' brechenden Flache. 

Die durch ]' und F' gelegten, zul' Axe senkrechten Ebenen 
nennt man die Brennebenen. AIle von irgend einem Punkte del' 
Brennebenen ausgehenden Strahlen werden nach del' Brechung in 
dem zweiten Medium parallel und umgekehrt wird jedes in dem 
erst en Medium parallel verlaufende Strahl en system in einem Punkte 
del' Brennebene des zweiten Mediums homocentrisch. Wir haben 
bis jetzt das in Betracht gezogene, den Scheitel A umgcbende 
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spharische Flachenelement· als angenahert eben angesehen und 
werden auch den ferneren Untersuchungen diese Voraussetzung zu 
Grunde legen. Wir nennen eine solche durch A gelegte Ebene die 
Hauptebene der brechenden FHtche. 

§ 47. Wir kannen nun einige einfache geometrische Kon
struktionen ge ben fUr die Bestimmung der Lage des einem ge
gebenen Punkte konjugirten Punktes, sowie del' Richtung des aus
tretenden Strahles, wenn del' Eint.rittsstrahl gegeben ist. 

Es sei in Fig. 33 P del' gegebene Punkt und es soIl del' ihm kon
jugirte Punkt gefunden werden. Gelingt es uns, den Verlauf nul' 

Fig. 33. 

zweier beliebiger von P ausg·ehender Strahl en aufzufinden, so ist del' 
Schnittpunkt del' gebrochenen Strahlen del' gesuchte Punkt. Als den 
einen dieser Strahlen wahlen wir den zur Axe del' brechenden J1'Hiche 
parallelen Strahl PM, welcher die Hauptebene in M schneiden mage. 
~IF' ist del' zugeordnete Austrittsstl'ahl. Als zweiten Strahl nehmen 
wir den durch den Brennpunkt F gehenden, welcher die Hauptebene 
in dem Punkte M' treffen mage und von da aus nach der Brechung 
parallel zur Axe verlauft. Zieht man daher M' P' parallel zur Axe, 
so ist der Schnittpunkt P' vou MP' und M' P' del' gesuchte Punkt. 

An Stelle eines dieser beiden Strahl en hatten wir auch einen 
durch den Krii.mmungsmittelpunkt 0 gehenden Strahl PO wahlen 
kannen; wir erhalten dann einen Strahl, welcher ol111e Ablenkung 
in das zweite Medium ii.bertritt. 

Eine zweite Konstruktionsweise, welche sich darauf grii.ndet, 
dass parallel einfallende Strahl en im zweiten :Medium in del' Brenn
ebene homocentrisch werden, erhalt man auf folgende in Fig. 34 dar
gestellte Weise. 

P Q sei irgend ein von P ausgehender Strahl, welcher die erste 
Brennebene in Q schneiden mage; der dem Punkte Q konjugirte 
Punkt und die Lage des austretenden Strahles lassen sich nun durch 
folgende Konstruktion auffinden: 

:Man ziehe durch den Krii.mmungsmittelpunkt den Strahl PO; 
derselbe tritt geradlinig in das zweite :Medium ii.ber und der dem 
gegebenen Punkt P konjugirte Punkt liegt also jedenfalls auf der 
Geraden PO. Zieht man jetzt durch 0 parallel dem Eintrittsstrahl PQ 
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die Gerade ROQ', welche die zweite Brennebene in Q' treffen mage, 
verbindet dann 0 mit Q und zieht von Q' aus Q'P' parallel zu OQ, 
so stellt dieses Q' P' den dem Eintrittsstrahl P Q zugeordneten Aus
trittsstrahl dar und es schneidet letzterer die Verlangerung von PO 
in dem gesuchten, dem gege benen Punkt P konjugirten Punkte P'. 
Denn da gem ass der Konstruktion ROund P Q vor der Brechung 

Fig. 34. 

parallel sind, so werden sie nach derselben in der zweiten Brenn
e bene homocentrisch; somit geht del' Strahl P Q nach seiner Brechung 
durch Q'. Ebenso stellen PQ und Q 0 zwei von einem Punkte einer 
Brennebene ausgehende Strahlen dar; sie mlissen also nach del' 
Brechung im zweiten Medium parallel verlaufen, und zwar, da Q 0 
durch den Kriimmungsmittelpunkt geht und keine Ablenkung er
leidet, parallel zu QO; und hieraus ergiebt sich, dass Q'P' del' ge
suchte Austrittsstrahl, P' del' gesuchte, dem Punkte P konjugirte 
Punkt ist. 

§ 48. Die Lage des Austrittsstrahles kann ferner noch auf 
folgende Weise bestimmt werden: 

Der Eintrittsstrahl schneide die Hauptebene in M (Fig. 35). Man 
ziehe parallel dem Einfallsstrahl PM den Strahl F N, welcher die 

Fig. 35. 

Hauptebene in N tl'effen mag; es wil'd dann die Fol'tsetzung dieses 
von dem Brennpunkt ausgehenden Stl'ahles FN im zweiten Medium die 
zul' Axe parallele Richtung NS erhalten und die zweite Brennebene 
in S schneiden. Da abel' PM und F N VOl' del' Brechung parallel 
sind, so miissen sich beide in del' zweiten Brennebene schneiden, 
und zwar in dem Punkte S und MS ist daher del' gesuchte Aus
trittsstl'ahl. 

Diese Konstruktionsmethoden werden wir spateI' verallge-
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meinern, urn dadurch ein Mittel zu gewinnen, die Lage des einem 
gegebenen Punkte konjugirten Punktes, sowie diejenige des Aus
trittsstrahles nach einer Reihe yon Brechungen durch ein System 
centrirter Kugelflachen zu bestimmen. 

§ 49. Bezeichnen in Fig. 36 (3 resp. (3' die linearen Dimensionen 
des Objektes resp. seines Bildes und sieht man /3 resp. /3' als positiy 
odeI' negatiy an, je nachdem sie tiber odeI' unter del' Axe liegell, 

Fig. 36. 

so folgt aus del' Figur, welche sich auf die allfangs des § 47 be
sprochene Konstruktion grtindet, aus del' Aelmlichkeit del' Dreiecke 
P QF und lVI' AF, sowie del' Dreiecke P' Q' F' und MA F', dass 

FQ:QF=AM':AF, 
und 

F'Q': Q'F' = AM: AF'; 

d. h. wenn wir die frtiheren Bezeichnungell einftihren, 

und 

odeI' 

und 

+=- j' 1 

- ~: = j, l' 
~, = - ; 1 

J 
. . . . . . . . . (16) 

{3' u' 
T=-j' 

§ 50. Nach Helmholtz lasst sich das AbbildungsverMltniss 
als Funktion del' Konvergenzwinkel del' Strahl en YOI' und nach del' 
Brechung, also als eine yon den Abstanden del' konjugirten Punkte 
von den brechenden Flachen, sowie von deren Brennweiten, unab
hangige Relation ausdrticken. 

Stollen in Fig. 37 PQ und P' Q' Objekt und Bild dar, welche 
einander ahnlich sind und in eine solche Lage zu einander gebracht 
sind, dass (3: (3' = OQ: OQ', wo 0 del' Krtimmungsmittelpunkt ist, so 
ist nach (8) 
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OQ ,Q'O 
IIQA=nQ'A' 

und daher, wenn wir QA durch x, Q' A durch x' ersetzen, 

n' p' 
7' . (17) 

ein Ausdruck, welcher sich sehr zweckmassig vel'wenden lasst. 

(l , 

X I .r 
I 

Fig. 37. :Fig.38. 

Wenn abel' del' Konvergenzwinkel irgend eines durch Q ge
legten Stl'ahles mit a,der Konvergenzwinkel des zugeordneten dul'ch 
Q' gehenden Strahles mit a' bezeichnet wird (}<"'ig. 38), so ist 

1 1 tg CI : tg a' = - : - ,-, 
x x 

und daher el'halt man nach (17) die bekannte Helmholtz'sche 
Formel 

II 13 tg (I = n' 13' tg (I', . . . . . . . . (IS) 
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Elemental'e Theol'ie del' Bl'echung dUl'ch Linsen. 

§ 51. Unter einer Lin s e versteht man den Theil eines 
brechenden Mediums, welcher durch zwei RotationsfHichen mit ge
meinsamer Axe, Linsenaxe genannt, begrenzt ist. In den allcr
meisten praktischen Fallen sind diese Rotationsflachen spharisch 
odeI' eben. Wenn sich die BegTenzungsfliichen nicht schneiden, hat 
man sich die Linse als einen an seinen beiden Enden durch die 
eben definirten Flachen begrenzten Cylinder vorzustellen, dessen 
Axe mit derjenigen del' Rotationsflachen zusammenfiillt. 

Den Abstand del' Begrenzungsflachen, gemessen als Abschnitt 
auf del' Axe, nennt man die Dicke del' Linse. Die Dicke wird im 
Vergleich mit den Krummungsradien del' Begrenzungsflachen im All
gemeinen klein sein. 

Man unterscheidet und benennt die Linsen nach ihrer Form. 
Eine von zwei konvexen Flachen begrenzte Linse nennt man eine 
Bikonvexlinse, eine von zwei konkaven Flachen begrenzte da
gegen eine Bikonkavlinse. Eine Linse, deren eine Flache konvex, 
die andere konkav ist, heisst eine konvex-konkave odeI' eine 
konkav-kon vexe Linse, je nachdem das Licht zuerst auf die 
konvexe odeI' konkave Flache fallt. Die Bezeichnungen plan
konvex, konvex-plan, plan-konkav und konkav-plan be
durren hiernach keiner weiteren Erlauterung. 

§ 52. Untersuchen wir zunachst die Brechung des Lichtes 
durch eine einzelne bikonvexe Linse, deren Krummungsradien mit r 
und r' bezeichnet sein mogen. In del' Folge werden wir uns del' 
Kttrze halber del' folgenden aus (12, III) fUr den Uebergang aus 
Luft in ein anderes ¥edium sich ergebenden Bezeichnungen be
dienen: 

r r' 
n _ f = f; n _ 1 = f' . . . . . . . (1) 
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und setzen n c fUr die Dicke del' Linse, wobei n del' Brechungsex
ponent des Linsenmaterials ist, denjenigen del' Luft als Einheit 
vora usgesetzt. 

Wie wir sehen werden, liegen auf del' Axe zwei Punkte, deren 
Eigenschaften ein bequemes Mittel liefern, urn die Lagen konjugirter 
Punkte sowie die Richtung zusammengehoriger Ein- und Austritts
strahlen zu bestimmen. Es sind diese Punkte ein Paar konjugirter 
Punkte, welche die Eigenthiimlichkeit besitzen, dass jeder durch 
einen derselben gehende l"iJintrittsstrahl als zu letzterem parallel ge
richteter Austrittsstrahl durch den anderen Punkt geht. Man be
zeichnet solche Punkte als Knotenpunkte, und auch infolge einer 
weiteren ihnen zukommenden Eigenthiimlichkeit, welche spateI' be
handelt werden solI, als die Hauptpunkte der Linse. Urn nun die 
Lage und Eigenschaften jener Knotenpunkte zu bestimmen, ziehen 
wir in Fig. 39 zwei beliebige parallele Radien 0 Q und 0' Q' nach 
den beiden spharischen Linsenfiachen, verbinden Q mit Q' und be-

0' 
o-=~~~~~------------~~ 

Fig. 39. 

zeichnen den Schnittpunkt diesel'. letzteren Verbindungslinie und del' 
Axe mit C. Aus del' Aehnlichkeit der Dreiecke 0 C Q und 0' C Q' er
giebt sich die Proportion: 

OC: O'C=r: T'; 

es ist somit C ein festliegender Punkt. Jeder bei seinem Durchtritt 
durch die Linse durch C gehende Strahl tritt in einer zu seiner ur
spriinglichen Richtung parallelen Richtung aus del' Linse hervor, 
indem die Tangentialebenen in Q und Q' zu einander parallel sind 
und die Linse in dies em FaIle genau wie eine plan-parallele Platte 
wirkt. Nehmen wir also an, N und N' seien die dem Plmkte C kon
jugirten Punkte in Bezug auf jede der beiden Linsenfiachen, so 
wird ein von N ausgehender Lichtstrahl nach del' ersten Brechung 
durch C gehen, und daher nach der zweiten Brechung durch N' 
und parallel zu seiner urspriinglichen Richtung wieder aus del' 
Linse hervortreten; mit anderen Worten: N und N' sind die 
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Knotenpunkte del' Linse. Den Punkt C nennt man den Mittel
punkt del' Linse. 

Es lasst sich nun leicht die Lage del' Knotenpunkte be. 
stimmen. Del' Abstand zwischen den Krtimmungsmittelpunkten del' 
brechenden Kugelfiachen von einander lasst sich, wie man ohne 
,Veiteres aus del' Figur ersieht, durch die Gleichung ausdrticken: 

00' =r+r' - nc, 

wobei die Krtimmungsradien von den Scheiteln aus in die Linse 
hinein als positiv gemessen werden. Ferner, da 

so ist 

somit ist 

und analog 

OC:OC +O'C=r:r+1", 

OC = __ r_ (r+r' - ne), 
r+1" 

ncr 
-r----· - r+r" 

AC=1'-OC=~=~ 
r+r' /+/' 

ncr' n c f' A'C------·- r+r' -1+1' 

. . . (2) 

Bezeichnet man mit h den Abstand zwischen N und A, mit Ii' 
denjenigen zwischen N' und A', und misst man beide Entfernungen 
von den Linsenfiachen auswarts und giebt also diesen Abstanden 
ein negatives odeI' positives Vorzeichen, je nachdem die Abmessung 
del' Abstande durch die Linse hindurch odeI' auswarts erfolgt, so 
hat man, da N und C konjugirte Punkte sind, nach (11, III) die 
Relation: 

1 n n-1 
T+AC=-r-' 

und hieraus nach Gleichung (1) und (2) 

1 1+1' 1 
-~----+-Ii - cf j" 

Hieraus folgt als Werth von h: 

analog ist 

c/ 
h=-I I' ; + -c 

el' 
"'=-/ /' . + -(" 

(3) 
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§ 53. Einem gegebenen Objekt entsprechen zwei Bilder in
folge der zweim~ligen Brechung an den beiden Linsenflachen; wir 
wollen bei del' folgenden Untersuchung del' Abbildungsvorgange 
nns einer symmetrischen Bezeichnungsweise fiir die Lagen del' 
Bilder auf del' Axe bedienen. 

x und x' bezeichnen den Abstand des Objektes nnd seines 
erst en Bildes vor beziehungsweise hinter del' ];~lache A; mit Ii und y' 
sei del' Abstand des zweiten nnd ersten Bildes hinter resp. VOl' del' 
zweiten brechenden Flache bezeichnet. N ach del' Formel (11, III) 
fiir die Breclmng an einer einzelnen spharischen Flache erhalten 
wir die Gleichungen 

1 71 71-1 -+-=--x x' r 

. . . . . . . . (4) 1 71 71-1 -+-=--
11 y' r' 

.x' +y'=nc 

Denkt man sich rechtwinklig zur Axe durch die Knotenpunkte 
Ebenen gelegt, so ~ntspricht diesen Ebenen, wie wir sehen werden, 
das Abbildungsverhaltniss 1, d. h. irgend ein in del' erst en del' 
beiden Ebenen liegendes Objekt erzeugt in der zweiten del' ge
nann ten Ebenen ein ihm kongruentes Bild. Es lasst sich diesel' 
Satz in del' folgenden, etwas modificirten Form zum Ausdruck 
bringen: Die Verbindungslinie der Schnittpunkte des einfallenden und aU8-
tretenden Strahles mit der ersten re8p. zweiten der erwiihnten Ebenen ist 
parallel der Axe des Systems. Diese beiden Ebenen heissen die Haupt
ebenen und die Punkte, in welchen dieselben die Axe schneiden 
(und welche in dies em FaIle mit den Knotenpunkten identisch sind), 
bezeichnet man dementsprechend als Hauptpunkte. 

Urn fiir diesen Satz einen Beweis zu liefern, bezeichnen wir 
die linearen Dimensionen des Objektes und seines ersten und 
zweiten Bildes del' Reihe nach mit (3, (31 und (3'. Wir erhalten dann 
nach del' Helmholtz'schen Formel (17, III) fiir unseren Fall nach 
gehoriger Beriicksichtigung der Vorzeichen die Beziehungen: 

und hieraus durch Division 
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fJ x y' 
7= yx'" 

(5a) 

x' 
An den Knotenpunkten ist aber nach (2) das Verhaltniss -, 

y 

gleichbedeutend mit --;-. 
7' 

Aus den Gleichungen (4) folgt aber dann: 

n --1 1 
x' 7' -7'-,---:;-

11=7= n-1_ 1 ' 
7' .1: 

hieraus 
7' 7" 

1/-1-- = n--1·--· ;:(; y 
oder 

r r' 
x y 

und hieraus 
X 7' 

y=--:;;'-' 
Es ist somit 

x y' 7' 7" 
-·----·--1 y x' - r' 7' - , 

daher nach (5 a) 
x y' fJ 
--=-=1 y x' {J' , 

odeI' 
{J = {J'. 

§ 54. Eliminirt man x und y aus (4), so erhalt man fiir c 
folgenden Werth: 

odeI' 

1 1 
c = ----,-1---c1- + -1'--1 

7----;; 

c=~+1JL_. 
x-f y-f' 

. . . . . . . (6) 

Diesel' Ausdruck reducil't sich auf die bequemel'e Form: 

xy (f+ f' - c) - fy (f' - c) -f' x (f - c) = eff' .. .. (7) 

Mittelst diesel' Formel lassen sich die .E' 0 k a 1 a b s tan d e be
stimmen; es sind dies die Abstande derartig gelegener Punkte, dass 
die von ihnen divergirenden Strahl en nach del' Brechung durch die 
Linse eine parallele Richtung erhalten; mit anderen Worten, sie 
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bestimmen die Lage der beiden Punkte, welche den auf beiden 
Seiten der Linse in unendlichen Entfernungen lieg'enden Punkten 
konjugirt sind; man nennt diese Punkte die Brennpunkte der 
Linse. N ehmen wir y als unendlich gross an, so erhalten wir aus 
(7) als Werth des erst en Fokalabstandcs: 

g= 
IU' - c) 

1 1+1' -c 
und analog (8) 

g'= I' U - c) 

1 1+1' -c 

als Gleichung fiir den zweiten Fokalabstand, wenn man x unend
lich groiils werden lasst. 

Die Entfernung zwischen dem ersten Brennpunkt und dem 
ersten Hauptpunkt ist, wie sich aus (3) und (8) ergiebt, gleich der
jenigen zwischen dem zweiten Brennpunkt und dem zweiten Haupt
punkt und wird als die Brennweite der Linse bezeichnet. Be
zeichnen wir diese Brennweite mit f]J, so muss nach dem eben Ge
sagten die Relation bestehen: 

<P = 9 - h = g' - h'; 

denn wenn man die Werthe von .1 und h resp. .1' und h' aus (8) 
und (3) einsetzt, so erhalt man in beiden Fallen 

II' </> = . . . . . . . . . (9) 
I+/'-c 

oder schliesslich 

Fiihren wir nach del' Division del' Gleichung (7) durch f+ l' - c 

die Bezeichnungen .1, g' und- f]J ein, so gewinnt die Gleichung (7) 
die Form: 

x y - 9 Y - g' x = c <P, 

odeI' 
f(f' - c) 1" (f- c) 

(x - g) (y - g') = c <P + 9 g' = C </) + i -+- I' - c· f +'/' -.:. c 

_<p{(f'-C)(f-C) +c}=<p fl' 
- I+/'-c) f+I'-c 

und schliesslich nach (9) 

(x - g)(y - g') = cp2. . . . . . . . . (10) 
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Bezeichnet man die Abstande eines Paares konjugirter Punkte 
vor resp. hinter den Brennpunkten mit u beziehungsweise mit v, so 
lasst sich das Abhangigkeitsverhaltnis dieser Abstande durch die 
einfache Relation ausdrucken: 

u v = cp2 • ••.• . . (11) 

Bezeichnet man schliesslich die Abstande eines Paares konju
girtel' Punkte von den Hauptpunkten mit c l'esp. c' und vel'fahrt 
bezuglich del' Vorzeichen analog den bisher in diesem Kapitel be
handelten Fallen, so hat man ohne Wei teres 

U = f - CP, V = t' - cp 

und somit nach (11) 
(~ - cp) (~' - cp) = cp2 

oder 
111 
-f-+7=~. . ....... (12) 

§ 55. Wir besitzen nunmehr die .!\fittel, durch geometrische Kon
struktion die Lage des einem gegebenen Punkte P konjugirten Punktes 
P' zu bestimmen. Fund F' (Fig. 40) seien die Brennpunkte, H und 

Fig. 40. 

H' die Hauptpunkte der Linse. Gelingt es uns, den Gang nur zweier 
von P ausgehender Strahl en nach der Brechung durch die Linse 
darzustellen, so ergiebt sich aus dem Schnittpunkt dieser der ge
suchte Punkt P'. Ais den einen dieser Ausgangsstrahlen wahlen 
wir den zur Axe parallelen Strahl PR, welcher die erste Hauptebene 
indem Punkte R schneiden moge; es. wird dann der zugehol'ige 
austl'etende Strahl durch R' treten, wenn PR' die geradlinige Ver
langel'ung von PR bis zul' zweiten Hauptebene dal'stellt. PR und 
QH sind aber zwei parallel einfallende Strahl en und mussen daher 
nach der Brechung in dem Punkte F' homocentrisch werden; somit 
stellt R' F' die Richtung des fraglichen Austrittsstrahles dar. Ais 
zweiten Strahl nehmen wir den Strahl PF, welcher die erste Haupt
ebene in S schneid en mag; es wird dann der Austrittsstrahl parallel 
zur Axe sein und geht durch S', die Projektion des Punktes S auf 
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die zweite Hauptebene. Hierdureh ist die Lage des Punktes P' ohne 
Weiteres bestimmt. 

§ 56. Bezeiehnen {3 und {3' die linearen Dimensionen des 
Objektes P Q und seines naeh del' oben angegebenen Methode kon
struirten Bildes P' Q' und sieht man diese Grossen als positiv an, 
wenn sie iiber del' Axe, als negativ, wenn sie unter derselben liegen, 
so ergeben sich aus del' Aehnliehkeit del' Dreieeke PQF und SHF, 
sowie del' Dl'eieeke P' Q' It" und R' H' It" die Proportion en: 

PQ:QF = SH:HF, 

und 
P'Q': Q'F' = R'H': R'F'. 

Da aber PQ={3, QF=u, SH=P'Q'=~{3', Q'F'=v, 
R' H' = P Q = 13 und HF = H' F' = rP, so lassen sieh die letztel'en 
Relationen aueh in diesel' It'orm sehreiben: 

~ u 

~' '/> 

und (13) 

~' v 

~ </' 

§ 57. Zwei Speeialflille seien hier besonders behandelt: Nehmen 
wil' als el'sten Fall an, die Dicke del' Linse sei gegeniiber den 
Kriimmungsl'adien ihrer Fll1ehen sehr klein; eine solehe Linse be
zeiehnen wir als eine d ii nne Linse. In dies em FaIle kann man die 
Seheitelpunkte als mit C zusammenfallend ansehen und ebenso 
deeken sieh, wie unmittelbar aus (3) hervorgeht, indem c = 0, die 
Knotenpunkte mit den Seheiteln A und A'. Wil' haben in dies em 
Fall naeh (4) die Gleiehungen: 

1 n n-1 
-+-=--

.T x' r 

1 n n-1 --+--=--
y y' r' 

und 
.T'+y'=O. 

Dureh Addition vel'sehwinden x' und y' und man erhl1lt dann 
naeh (1) 

1 1 n-1 n-1 1 1 -+----+----+--x y - l' r' - f f" 
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daher nach (9a) 

1 1 {1 I} 1 -+-=(n-1) -+,- =-...... (14) 
x y r r <p 

Wie oben ausgeflihrt, erhalten wir auch hier zwei Brennpunkte, 
deren jeder sich in einem Abstande qJ von der Linse befindet. 
Bezeichnen u und v die Abstande eines Paares konjugirter Punkte 
von diesen Brennpunkten, so dass also 

u=x-<Pl 

v=y-<Pj' 

so ist nach (10), da in dem vorliegenden Falle qJ= g, 

UV=<p2. 

§ 58. Zweitens sei die Linse eine vollstandige Kugel. In 
dies em Falle messen wir alle Abstande von dem Mittelpunkte der 
Kugel. 

x und x' seien die Abstande des Objektes und seines ersten 
Bildes vor beziehungsweise hinter dem Mittelpunkt, y und y' die 
Abstande des letzten und ersten Bildes hinter beziehungsweise vor 
dem Mittelpunkt der Kugel. Wir erhalten in diesem Falle nach 
(10, III) die Beziehungen: 

n 1 n-1 -+-=--
x x' r 

n 1 n-1 -+-=--y y' r 

x'+y'=O 

Hieraus 
~+~= 2(n-1) 
x y nr 

. 1 f+f'-c r 
Nach (9) 1st aber--;P=7F' und da nach (1) f=n_1=i' 

2r . 
und ne = 2r, also c = ---;:-, so 1st 

1 
<p 

mithin 

Heath·Kanthack. 

2r 21' 
n-1 -n 

111 
~--+-=-. 
x Y </, 

2 (n -1) . 
nr 

. . (15) 

5 
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Setzt man in Fig. 41 OF = OF' = (/J, so dass Fund F' als die 
Brennpunkte anzusehen sind und bezeichnet PF und P'F', die Ab
stande zweier konjugirter Punkte P und P' von den zugehorigen 

, 
p o 

Fig. 41. 

Brennpunkten Fund F', mit u und v, so besteht auch hier die im 
letzten Paragraphen angegebene Relation: 

. . . . . . . . (16) 
indem wieder 

u=x-cp 

und 
v=y - CPo 

§ 59. Wir wollen an diesel' Stelle an del' Hand del' im Vol'
hergehenden erhaltenen Formeln die Lagen del' Kal'dinalpunkte fitr 
verschiedene Linsenformen bestimmen. 

1. Bikonvexe Linsen (Fig. 42). 

Es liegt hier del' typische Fall VOl', welchen wir un serer Untcr
suchung zu Grunde legten; wir haben die Radien r und r' hier beide 
als positiv anzusehen. Wir nehmen an, dass in diesem wie in allen 
folgenden Fallen das Licht von links nach rechts gehe und wollen 
dementsprechend die Reihenfolge del' brechenden Flachen durch die 
Ziffern 1 und 2 unterscheiden. 

I ~& p .F 

Fig. 42. 

Die A bstande del' Hauptpunkte gemessen von den brechenden 
Flachen durch den Linsenkorper hindurch sind nach (3) und (1) 
beziehungsweise 

und 

cf 
It = f f', . + -c 

r 
c n-l 

r r' 
n-=-1+ n_T- c 

cr' 
It' = --~--;---=-" + r' - (n - 1) c 

cr 
r + r' _ ('-I -_-1-CC)-(;-

(17) 
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Der Abstand zwischen den Hauptpunkten von links nach rechts 
gemessen ist demnach no - h - h',d. h. 

RR' =a = (n -1) e(1"+ r' - ne) 
r + r' - en - 1) c 

Ebenso ergiebt sich fiir die Brennweite aus (9) 

. . . . (is) 

ff' rr' 
<P = f f' = 1 . . . . (19) +. -e (n-l){r+r'-(n-l)cf 

1st die Dicke der Linse kleiner als r + r', d. h. r + r' > n e, 

so haben h, h', a und (/J aIle einen positiven Werth und die in Be
tracht kommenden Punkte liegen in der durch :B~ig. 42 veranschau
lichten Reihenfolge. 

In dem GrenzfaIl, wo einer der Radien unendlich gross wird, 
tritt die Linse als plan-konvexe Linse auf. Wenn z. B. r als unend
lich gross angenommen wird, so ist h' = 0, so dass in diesem FaIle 
einer der Hauptpunkte auf der spharischen FHiche liegt. 

II. Bikonkave Linse (Fig. 43). 

Bei dieser sind 1" und r' beide negativ, so dass h, h' und a alle 
positiv sind, (/J dagegen ein negatives Vorzeichen hat. Die Reihen
folge der Kardinalpunkte ist durch Fig. 43 gekennzeichnet. Wenn 

j; H P 

Fig. 43. 

der Kriimmungsradius einer der Flachen unendlich gross ist, so 
wird die Linse eine plan-konkave Linse und einer der Hauptpunkte 
liegt alsdann auf der gekriimmten Flache. 

III. Konvex-konkave Linse. 

Betrachten wir den Fall, wo 1" positiv, r' negativ ist. Der Ull1-
gekehrte Fall lasst sich dann aus diesem in del' Weise ableiten, dass 
man sich den Strahlengang als in ull1gekehrter Richtung verlaufend 
vorstellt; die Lagen del' Kardinalpunkte werden in beiden Fallen 
die namlichen sein. Del' bequell1eren Uebersicht halber schreiben 
wir uns wiederull1 die Werthe fiir h, h', a und (/J mit entsprechend 
veranderten V orzeichen von r hin. Es sind diese demnach 

5* 
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h = cr 
r - r~ - (n -1) c ' 

-cr' 
h'=--~-""7-~-

r - r' - (n - 1) c ' 

(n-l) c(r-r' -nc) 
a = ---'------'-;,'--;--:;.,-----!.-

r - r' - (n - 1) c 

-rr' 
</>= • 

(n-l) {r-r' - (n-l) c} 

Betrachten wir die verschiedenen Fll.lle einzeln fiir sich: 
1. r sei kleiner als r' (Fig. 44). In dies em Falle ist h negativ, 

a ist posjtiv und ebenfalls rP positiv. Die relative Lage der Kriim-

HH~ 'OJ b 

Fig. «. 

mungsmittelpunkte und der Kardinalpunkte ist in Fig; 44 ange
deutet. Eine solche Linse hat ihre grosste Dicke in der Mitte, 
wll.hrend sie nach dem Rande zu diinner wird. 

2. r sei grosser als r', aber der Kriimmungsmittelpunkt der 
FIll.che 1 liege hinter dem Kriimmungsmittelpunkt der FIll.che 2 
(Fig. 45). 

)7 ~~. b' 7J F' 

Fig. 45. 

Hierdurch wird bedingt, dass r> r' + nc oder r - r' > nc und 
a fortiori r - r' > (n - 1) c. 

Der Werth von h wird positiv, a ebenfalls positiv, h und rP da
gegen negativ. Die relativen Lagen der Kriimmungsmittelpunkte 
und der Kardinalpunkte fiir diesen Fall sind in Fig. 45 angedeutet. 
Diese Linse wird in der Mitte am diinnsten sein und nach dem 
Rande zu ihre gross ere Dicke haben. 

3. 1· sei grosser als r', aber der Kriimmungsmittelpunkt der 
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Flliche 1 liege vor demjenigen der Flache 2. In dies em FaIle ist 
r-r'<nc, kann aber ebensowohl kleiner als grosser als (n-1)c sein. 

a) Nehmen wir den ersterenFall an, dass also r-r'«n-1)c 
ist, so erhalt h einen negativen, a einen positiven und ebenfalls f/J 
einen positiven Werth, und diesel' Fall stimmt mit jenem unter (1) 
diskutirten tiberein. 

(3) Setzen wir den anderen Fall voraus, ist also r-r' < nc, abel' 
r - r' > (n -1) c, so stellen sich f/J und a als negativ, h als positiv 
heraus. Die Kardinalpunkte sind in Fig. 46 ihrer Lage nach an
gegeben. Die unter 3. betrachtete Linse hat ihre grosste Dicke in 
del' Mitte. 

'~ FJ A o oj Jj' Jj 

Fig. 46. 

Fassen wir die Resultate del' letzten Diskussionen del' Glei
chungen fUr h, h', a und f/J zusammen, so gelangen wir zu dem 
folgenden Schluss: 

Diejenigen Linsen, welche positive Brennweiten haben, haben in der Mitte 
ihre gross ten Dicken, wiihrend solche Linsen, welche in der Mitte ihre geringste 
Dicke haben, negative Brennweiten haben. 

Diese Schlussfolgerungen sind indessen nicht ohne Weiteres 
umkehrbar; denn es giebt, wie wir sub 3 (3) gesehen haben, eine 
Linsenform, bei welcher die grosste Dicke in del' Mitte der Linse 
auftritt und die Linse dennoch eine negative Brennweite hat. 

§ 60. In derselben Weise, wie die Untersuchung einer einzelnen 
Linse in § 53 u. s. f. vorgenommen wurde, lasst sich auch del' Fall 
eines Systems mehrerer Linsen behandeln. 

Es seien in Fig. 47 H und H' die Hauptpunkte und f die Brenn
weite del' ersten Linse; ferner seien mit K und K' die Hauptpunkte und 

Fig. 47. 

mit l' die Brennweite der zweiten Linse bezeichnet. P sei ein leuch
tender Punkt, PI del' ihm infolge del' Brechung durch die erste Linse 
konjugirte Punkt, Q del' infolge del' Brechung durch die zweite Linse 
dem letzteren konjugirte Bildpunkt. Bezeichnet man ferner mit x 
und x' die Abstande del' Punkte P und PI von den Hauptpunkten H 
und H' beziehungsweise, wobei diese Abstande wie bisher beztiglich 
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ihrer V orzeichen gem essen sein soIl en , nnd bezeichnet man endlich 
mit y nnd y' die Abstande del' Punkte Q und PI von den Haupt
punkten K resp. K', so ist, wenn man fUr H' K' die Bezeichnung c 
wahIt, x' + y' = c. Ferner ist, da nach (11) uv = f2, (x-f) (x'·-f) Pi 
und hieraus 

und analog 

111 --+-=-
;1' x' f 

111 -+--=
y y' f' 

. . . . • . . (20) 

Eliminirt man x' und y', so erhalt man die Gleichung: 

1 1 
C=~l--~l-+ ~1--~1-' 

f x 

woraus nach gehoriger Umformung entsteht: 

xyU+ f'- c) -fy (f'- c) - f'x U - c) -cff' =0 ... (21) 

Um die Lagen del' Brennpunkte zu bestimmen, lassen wir ein
mal .x und dann y unendlich gross werden; lassen wir y unendli.ch 
gross werden, so erhalten wir als AusdruckfUr den '"\rsten Fokal
abstand, bezogen auf den ersten Hauptpunkt del' erst il Linse, wenn 
wir x = 9 setzen, 

und analog 

fU'-c) 1 g= f+f'-c 

_-,:-f'-"U~--,-c)_ J. ,. . . . . . . . (22) 
g'= 

f+I'-c 

wenn y = g' den zweiten Fokalabstand; bezogen auf den zweiten 
Hauptpunkt del' zweiten Linse, bezeichnet. 

Bedeuten {3, ;31 und {3' del' Reihe nach die linearen Dimensionen 
des Objektes P und seiner successiven Bilder PI und Q, so ist ge
mass del' Definition del' Hauptpunkte 

und . . . . . . . . . . (23) 

Die Hauptpunkte entsprechen, wie bereits angefiihrt und in 
§ 53 bewiesen wurde, dem Abbildungsverhaltnis 1, und um die Lage 
del' Hauptpunkte des Systems zu bestimmen,haben wir demnach 
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nur /3 = {3' zu setzen; unter dieser Voraussetzung mtissen auch die 
x x' 

zugehOrigen Abscissen der Bedingung gentigen - =,-, wie sich . y y 
ohne Weiteres aus (23) ergiebt, und aus (20) folgt, dass diese beiden 

Quotienten gleichbedeutend mit f, sind. Es ist also :: = j, , und 

x'+y' 1+1' 
daher auch -x-' - = -1- Berticksichtigen wir endlich, dass 

,v' + y' = c, so erhalten wir als schliessliche Werthe von x' und y': 

el x'=-----
/+1' 

und analog . . . . . . . . . . (24) 
ef' 

y' = ~f~+~j="-

Bezeichnen h und h' die Werthe von x und y, welche diesen 
soeben charakterisirten Werth en von :r;' und y' entsprechen, so haben 
wir nach (20) und (24): 

1 1 + f' 1 
-+--=~-, 

It ef f 

hieraus 
cf 

It=-~~~-
f+.f'-c 

und analog . . . . . . . . (25) 

l ' -=--_c--"lo-'_ 
t =-f+.f'-c 

als die Abscissen del' Hauptpunkte des Systems, bezogen auf den ersten Hmtpt
punkt der ersten resp. zweiten Hauptpunkt der zweiten Linse. 

Bedeutet fj} die Brennweite des Systems, so ist 

<I>=g- 1I=g' -It', 
und somit 

ff' 
<I>=f+f'-c' . . (26) 

Die Lage sammtlicher Kardinalpunkte des Systems ist hiermit 
bestimmt und es ist damit das Problem vollstandig gelOst. 

Die Lage der Hauptpunkte H und H' und die Brennweite f 
k6nnen nun ebensowohl auf irgend ein Linsensystem wie auf eine 
einzelne Linse bezogen werden, und dieselbe Bemerkung gilt fUr 
die Hauptpunkte K und K' und die Brennweite 1'. Diese Unter
suchung eines Systems zweier Linsen giebt uns somit ein Mittel, 
zwei beHebigeSysteme von Linsen zu verbinden. 
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§ 61. Wir stell en uns nun die Aufgabe, das Abhangigkeits
verhaltnis zwischen den Abscissen und Dimensionen eines Objektes 
und seines Bildes nach der Brechung an einer beliebigen Anzahl von cen
trirten brechenden Kugeljliichen zu bestimmen. Als besonderer Fall lasst 
sich hieraus die Brechung durch eine beliebige Anzahl centrirter 
Linsen beliebiger Dicke ableiten. 

11. 

P nv 

Fig. 48. 

Wir wollen annehmen, es seien m brechende Flachen vor
hand en und bezeichnen die absoluten Brechungsexponenten del' ver
schiedenen Medien mit n, nl, n2 •••• n m , die m Radien der brechen
den Flachen mit r, rl , r2 ••• r 110 _ 1 und setzen der Kiirze halber 

'II -711 -k 
r - 0, 

11m _ I -11m 
----k r - 110-1· 

110-1 

Ferner seien die Dicken der Medien auf der Axe gem essen 
del' Reihe nach mit nl t1 , n2 t2 , •••• nm _ 1 tm _ 1 bezeichnet. Endlich 
bezeichnen wir den Abstand des Objektes von der ersten Flache 
mit nv, den Abstand des ersten Bildes, ebenfalls von der ersten 
FHiche gemessen, mit n1 VI, den Abstand des zweiten Bildes, ge
mess en von der zweiten Flache, mit n2 v2 u. s. f. und schliesslich den 
Abstand des letzten Bildes von der letzten Flache mit nm vm' wobei 
wir in der Richtung des einfallenden Lichtes gemessene Abstande 
als positiv ansehen, und verfolgen wir nun von dem letzten Bilde 
ausgehend die Abbildungsvorgange riickwarts, um das Abhangig
keitsverhaltnis dieser Grossen zu bestimmen, so erkennen wir unter 
Bezugnahme auf Fig. 48 als die Abstande del' beiden letzten Bilder 
von del' letzten Flache ohne Weiteres 
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und da dies die Abstande konjugirter Punkte in Bezug auf die 
letzte brechende Flache sind, so ist nach (11, III): 

oder 

nrn nm _ 1 n -n m 'In -1 ----
n", vrn nm_ 1 (vm_ 1 - t"'_I) 

1 1 
--~--=-km_l· 
vm _ 1 -t",_1 

Diese Gleichung lasst sich nun auch in dieser Form schreiben: 

In ganz analoger Weise lasst sich zeigen, dass 

1 
vm - 2 =tm - 2 +-------,1,--' 

k",-2+-v-
m-l 

und daher 
1 

vm - 2 = t'll' - 2 + --------:1:----
k",_2+ 

Setzen wir diese Untersuchung rtickwarts weiter fort, so ge
langen wir schliesslich zu dem Ausdruck: 

1 
VI = tl + ------~-l----~ 

kl + -----~-:;------
1 t2 + -----------c-1-

k2 + .... ----1,
k +-m-l vm 

Da aber die Abstande n v und nl VI als Abscissen konjugirter 
Punkte in Bezug auf die erste Flache durch die Relation 

n nl n-nJ 
~---=---
nv nlvl r 

verbunden sind, so ist 
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und daher 

§ 62. 

Kapitel IV. 

1 1 
-v- = ko + ~---- ~~~·-cl~~~~~-

tl + ~~~-·-~-~~1-----
kl + ----------::-~ 

1 

q k 
Sind h und -z- die. beiden letzten Naherungswerthe 

des Kettenbruches 
1 

1 
tl + -~~------cl--

kl + .... k 1 
·m-l+ v 

m 

so dass gemass der Eigenthumlichkeit eines solchen Kettenbruches, 
des sen sammtlichen Theilzahler gleich 1 sind, 9 1 - h k = 1, so er
giebt sich der Werth von v aus der Gleichung: 

1 
v 

. (27) 

Der besseren Uebersicht halber bezeiclmen wir den Abstand 
des Objektes und seines letzten Bildes von der ersten resp. letzten 
:B'lache mit ~ und ~', so dass ~ = n v und ~' = n' v m' wo n' an Stelle 
von nm fUr den Brechungsexponenten des letzten Mediums treten 
moge. Die Relation zwischen ~ und ~' ist dann nach (27), wenn 
man Zahler und Nenner der rechten Seite mit n' multiplicirt, 

oder 

;' k+n'q 
;' Z + n' It 

. . . . . . . . (28) 

k ~ ;' + n' 9; - n Z ~' - n n' It = 0 . . . . . . (29) 

§ 63. Die Brennebenen des Systems sind die den in unend
licher Entfernung befindlichen Ebenen konjugirten Ebenen. 

Um die Lage der erst en Brennebene zu bestimmen, muss en 
wir ~' unendlich gross werden lassen; es werden dann die Strahlen 
im letzten Medium parallel sein mussen. Der dieser Bedingung ent
sprechende Werth von ~ ist nach (29), wenn man diese Gleichung 
durch ~' dividirt, 
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~ =T=Yl 

und analog ist 

nil 

l' 
. . . . . . . . (30) 

'I n' 9 
~ =-T=Y2 

indem ; = 00 die Bedingung fUr den Parallelismus del' Strahl en im 
ersten Medium liefert. 

Das Abhangigkeitsvel'haltnis von ; und ;' kann nach (29) 
nun folgendermaassen geschrie ben werden: 

odeI' nach (30) 

odeI' 

n' 9 ~ n l tl n n' Ii ~~,+_. ___ -;; --- =0 
k k k ' 

( t ) (t' ) _ n n' It n 11' I 9 
s - Yl , - Y2 - ---r:- -~ 

_ nn' { .1 --v gl-ltk J , 

d. h., da fUr den vorliegenden Kettenbruch g l - h k = 1 ist, 

. (31) 

Bedeuten u und u' die Abstande zweier konjugirtel' Ebenen 
von den Bl'ennebenen, wobei die bisherigen Annahmen beziiglich 
del' Vorzeichen beibehalten werden sollen, so ist u = rl -; und 

1 t:' S .. ,n din' . u =" - h etzt man ~erner f= - T un f = --- -c' so mmmt 

die Beziehung zwischen den Abscissen konjugirter Punkte die 
]'orm an: 

'uu'=jj'. . . _ (32) 

§ 64. (J., (J.I, (J.2 • • •• seien del' Reihe nach die Konvergenz
winkel eines durch verschiedene Medien ,verlaufenden Strahles; 
b, bl , b2 •••• bedeuten del' Reihe nach die entsprechenden Axen
abstande del' Punkte, in welch en del' Strahl die spharische Flache 
triift, die sogenannten Einfallshi:ihen; ferner beniitzen wir die Sub
stitutionen: 

In Fig. 49 stelle QAAI die Axe des Systems dar, QP den 
einfallenden Strahl, Q1PPldie Richtung des erstmals gebrochenen 
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Strahles in seiner RtickwartsverHingerung bis zum Schnittpunkt Ql 
mit der Axe. Es ist dann 

oder 

b b n 
AQ = tga =~fi-' 

Hieraus ergiebt sich die Relation 

n _ fi 
AQ-b' 

Analog lasst sich zeigen, dass 

__ - r----

Fig. 49. 

Nach (11, III) aber ist 

L_A=-ko 
b b 

und hieraus 
fil = fi + ko b. 

Aus Fig. 49 ist ferner ohne Weiteres ersichtlich, dass 

das heisst 
bI = b + tl fil' 

In ganz analoger Weise lasst sich zeigen, wenn man die Relation 
zwischen den Abstanden A1 Q1 und A1 Q2 bestimmt, dass 

fi2 = fil + kI bI> 

b2 = bI + t2 fi2 U. S. f. 

§ 65. Aus diesen Gleichungen lassen sich die Grossen (31' b1 , 

(32' b2 • •• sammtlich als Funktionen von b und (3 ausdrtickenj es 
erhalten jene Grossen hierbei folgende Werthe: 
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PI =kob + p, 1 
b1 = (ko tl + 1) b + tl p, J' . . (33) 

P2 = {kJ (kotJ + 1) + ko} b + (kl tl + 1) P u. s. f. 

Die Faktoren von b und (3 in dies en Gleichungen erkennt man 
ohne Weiteres als die Zahler beziehungsweise Nenner der auf ein
ander folgenden Naherungswerthe des Kettenbruches 

indem 

1 
ko + -------c----------

1 
tl + ------:0-1--

kl + ------:;---

k k - 0 0--1-' 

1 

1 
"'+-k--

m-l 

kl (kotl+1)+ko 
tl kl + 1 

u. s. f. 

Bezeichnet man diese Naherungswerthe der Kiirze halber mit 

l!l P2 P3 dass also 
'11 ' q;' q;"" so 

PJ=ko, 

ql = 1, 

P2 = ko tl + 1, 

q2 = t1 , 

P3=kl (ko tl + 1) + ko, 

q3 = tJ kl + 1 . . . . . . . , 

so lassen sich die Gleichungen (33) folgendermaassen ausdriicken: 
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{l1 = PI 6 + ql {l 

61 = P2 6 + q2 {l 

{l2 = Pa 6 + qa {l 

b2 = P4 b + q4 {l 

bm __ 1 = P2m-2 b + q2m-2 {l 

{In, = P2m-l 6 + q2m-l {l 

. . . . . (34) 

wo m die Anzahl der vorhandenen brechenden }<'lachen bedeutet. 

Bezeichnen wir die beiden letzten Naherungswerthe mit ~ 
k 

und -z- und beachten, dass gemass der Eigenthiimlichkeit eines 

Kettenbruches, dessen Theilzahler sammtlich = 1 sind, g 1- h k = 1 
ist, und fiihren wir endlich fiir die Endwerthe bm -1, /3m und nm bezw. 
die Bezeichnungen b', /3' und n' ein, so erhalten die beiden letzten 
Gleichungeu der Gruppe (34) die Form: 

b' = g b + It {l } • 
. . . . . . . . (35) 

{l' = k 6 + l {J 

Losen wir diese Gleichungen nach b und /3 auf,. so ergiebt sich 
unter Beriicksichtigung der Relation g 1- h k = 1, 

b = I h' - II {J' 1 
J. . . . . . . . . (36) 

fJ = - k b' + g {l' 

§ 66. Suchen wir nun einen Ausdruck fiir das Abbildungs
verhaltnis eines Punktes und seines Endbildes. 

Bezeichnen Tj, Tjl, Y)2 ••• die linearen Dimensionen eines Objektes 
und seiner Bilder der Reihe nach, so ist nach der Helmholtz'schen 
Formel (IS; III) 

(37) 

das heisst 
'7 {l = '71 {ll = '72 {J2 = .... 1]' {l', . (38) 

worin Tj' die lineare Grosse des letzten Bildes bedeutet. Nach (35) 
wurde bereits als Werth von /3' gefunden (3' = k b + 1/3. Aus Fig. 49 

aber geht ohne Weiteres hervor, dass b = - ~ tg (J. = - ft, und es n 

ist daher 
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Nach (30) abel' ist 

~' = -'k it + I R - 11, ~, 

nl 
T-~=Yl-~' 

. . . . . . . (39) 

und fiihren wir, wie in § 63, fUr diese Differenz die Bezeichnung u 

ein und setzen f = - ~ so nimmt die Gleichung (39) dl'e "olgende k ' ~, 

Form an: 
~' 
~ 

u 
(40) f' 

Das Abbildungsverhaltnis charakterisirt sich nach (38) dem
nach durch die Relation 

'7 /1, -;r - f' . . . . . . " .. (41) 

Hieraus leitet sich unter Bezugnahme auf (32) die Gleichung ab: 

r/ /1,' --;;-=-7" .... . . . (42) 

§ 67. Machen wir u = - fund daher nach (32) u' = -!" so 
ergiebt sich aus den letzten beiden Gleichungen r; = r;'; hieriws geht 
hervor, dass die den Abscissen u = - fund u' = -!' entsprechen
den Ebenen dem Abbildungsverhaltnis 1 entsprechen; mit anderen 
Worten, jeder beliebige durch das System tretende Strahl schneidet 
diese beiden Ebenen in zwei Punkten, welche derart gelegen sind, 
dass ihre Verbindungslinie parallel zur Axe gerichtet ist. Man nennt 
sie die Hauptebenen und die Punkte, in welch en sie von del' Axe 
geschnitten werden, die Hauptpunkte des Systems. 

H und H' seien die Hauptpunkte, Q und Q' irgend ein Paar 
konjugirter Punkte; ferner sei QH =.x und Q' H' = x', wobei die 

Fig. 50. 

Messung del' Abstande als in dem bisher iiblichen Sinne vorge
nommen vorausgesetzt wird (Fig. 50). 

Die Gleichung (32): u u' = f j' ist dann gleich bedeutend mit 
(x - f) (x' - j') = f j', woraus wir die Beziehung ableiten: 
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i i' -+-, =1. x x 
. . . . . . (43) 

Die Abstande i und f' nennt man die Brennweiten des 
Systems. 

§ 68. Wir konnen jetzt die Lage des Vereinigungspunktes, 
welcher einem gegebenen Punkte konjugirt ist, sowie die Richtung 
des einem gegebenen Eintrittsstrahl zugeordneten Austrittsstrahles 
graphisch bestimmen. 

Es seien in Fig. 51 J<~ und F' die Brennpunkte, II und H' die Haupt
punkte des Systems. P sei ein gegebener Punkt und es ist der ihm 
konjugirte Punkt graphisch zu bestimmen. Konnen wir den Verlauf 
nur zweier von P ausgehender Strahlen graphisch bestimmen, so ist 
damit der Punkt P' bestimmt. Zunachst denke man sich einen 
Strahl durch F gelegt und es schneide dieser die erste Hauptebene 

.P 

. p' 

Fig. 51. 

in S. Man ziehe alsdann S S' parallel zur Axe und bezeichne mit S' 
den Schnittpunkt dieser Parallelen mit der zweiten Hauptebene. 
Da nun die Strahl en FH und FS von demselben Punkte einer 
Brennebene divergiren, so werden beide Strahlen schliesslich parallel 
austreten; ziehen wir daher S' P' parallel zur Axe, so muss diese 
Linie den dem Strahl PF zugeordneten Austrittsstrahl reprasentiren 
und wird somit durch den gesuchten Punkt gehen. Zieht man als
dann als zweiten Strahl PR parallel zur Axe, bezeichnet dessen 
Schnittpunkt mit der ersten IIauptebene mit R und zieht RR' parallel 
zur Axe bis zum Punkte R' der zweiten Hauptebene, so ist R'F' der 
entsprechende Austrittsstrahl. Verlangert man nun R' F' bis zum 
Schnitte mit S'P' in P', so ist P' der gesuchte Punkt. 

§ 69. Der Austrittsstrahl kann auch auf folgende Weise be
stimmt werden: 

Es sei in Fig. 52 QPR der Einfallsstrahl, welcher die erste Brenn
ebene in P und die erste Hauptebene in R schneiden moge. Man ziehe 
RR' parallel zur Axe bis zum Schnitt mit der zweiten Hauptebene 
in R'. Der Austrittsstrahl geht dann durch R'. Ferner ziehe man 
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von F aus einen dem erstbetrachteten parallelen Strahl, welcher die 
erste Haupte bene in S treft'en mage. Man ziehe S S' T parallel zul' 
Axe, so dass S' der Schnittpunkt diesel' Geraden mit. del' zweiten 
Hauptebene, T derjenige mit del' zweiten Brennebene ist; S'T ist 

P~E=: 
~--"-=====_r e F H H P' 

Fig. 52. 

dann del' dem Strahl FS zugeordnete Austrittsstrahl. PR und FS 
sind abel' parallel und miissen daher nach del' Brechung in einem 
Punkte del' durch F' gelegten Brennebene homocentrisch werden. 
Es ist somit R'T del' gesuchte Austrittsstrahl. 

§ 70. Zu einer besonders eleganten Konstruktion gelangen 
wir, wenn wir von den sogenannten Knotenpunkten ausgehen. 
Es sind dies zwei Punkte, deren Abscissen die Werthe u = - l' und 
u' = - j haben. Bezeichnen wir sie mit N und N', so sind N und 
N' nach (32) einander konjugirt. Sie besitzen die fernm'e Eigenthu1It
lichkeit, dass ein durch N hindurchgehender Einjallsstrahl parallel zur Einjalls
richtung durch N' heraustritt. 

Es lasst sich dies darlegen, indem man nach Fig. 53 den Aus
trittsstrahl, welcher dem durch N gehenden Eintrittsstrahl zugeordnet 

p 
Fig. 53. 

ist, konstruirt. Man konstruirt die Punkte R' und T zunachst in del'
selben Weise, wie dies in § 69 geschah; es wird dann del' Austritts
strahl durch die Vel'bindungslinie R'T dal'gestellt. Wenn abel' N' del' 
zweite Knotenpunkt ist nach del' Bedingung, dass u' = - j, so ist 
F'N' = FH und somit sind die Dreiecke TN' F' und SFH einandel' 
kongruent. Ferner ist H' N' = HN und es ergiebt sich daraus die 
Kongruenz del' Dreiecke R'N'H' und RNH. Somit liegen, da FS 
und PR einander parallel sind, die Linien N'T und N'R' in del'
selben geraden Linie. Es ist hiermit bewiesen, dass del' dem Strahl 
PN zugeordnete Austrittsstrahl durch N' hindurchgeht und zur 
Richtung des Einfallsstrahles parallel gerichtet ist. 

Heath-Kanthack. Ij 
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Sind das erste und letzte Medium gleichartig, so ist f = f', und es fallen 
dann die Knotenpunkte mit den Hauptpunkten zusammen. 

§ 71. Es sei in Fig. 54 PQ irgend ein durch P gehender Ein
trittsstrahl und N und N' seien die Knotenpunkte. PQ moge die erste 
Brennebene in Q schneiden. Man ziehe N'Q' parallel PQ bis zum 
Schnitte mit der zweiten Brennebene in Q' und ziehe Q' P' parallel 
QN, verbinde dann P und N und ziehe N'P' parallel zu NP bis zum 
Schnitte mit dem Strahl Q' P' im Punkte P'; es ist dann P' dem 
Punkte P konjugirt. Denn zieht man RN parallel zu P Q und N'R' 
parallel zu Q'P', so miissen die einander parallelen Strahl en PQ und 
RN nach der Brechung in der zweiten Brennebene zur Vereinigung 
kommen. N' Q' entspricht aber dem Strahl RN und der Austritts-

p 

III 

Fig. 54. 

strahl geht daher durch Q'. Ferner stell en PQ und QN zwei von 
einem Punkte der ersten Brennebene ausgehende Strahl en dar und 
werden somit parallel zu einander zum Austritt gelangen miissen. 
QN wird parallel zu seiner urspriinglichen Richtung heraustreten 
und somit ist der Austrittsstrahl Q'P' parallel dem Strahl QN. Der 
Strahl PN endlich verHiuft von N' aus in einer zu seiner urspriing
lichen Lage parallelen Richtung und somit ist P' dem Punkte P 
konjugirt. 

§ 72. In allen Fallen, wo es sich um Brechung durch Linsen 
in Luft handelt, sind Anfangs- und Endmedium gleicher Art, somit 

n = n', f=!, = - + und die Relation zwischen den Abscissen kon

jugirter Punkte wird 
uu' = f2. . . . . . . . . . (44) 

Die Knotenpunkte decken sich in diesem FaIle mit den Haupt
punkten, und es ergeben sich sammtliche Konstruktionen in sehr 
einfacher Weise aus der Lage von vier Ebenen und der Schnitt
punkte derselben mit del' Axe, namlich der beiden Brennebenen 
und der beiden Brennpunkte, der beiden Hauptebenen und der 
beiden Hauptpunkte. 



Kapitel V. 

Die Gauss'sche Theorie der Linsen. 

§ 73. Die Theorie del' Brechung durch eine beliebige Anzahl 
spharisch begrenzter centrirter Medien wurde zuerst von G a us s ent
wickelt; wir werden im Folgenden seine Methode einer Besprechung 
unterziehen. 

Wir verlegen zunachst die X-Axe des Koordinatensystems in 
die Axe des brechenden Systems. Die Abscissen del' Scheitel del' 
brechenden Flachen seien mit a, ai, a2 ••••• und deren Radien mit 

n 

Fig. 55. 

1"1'1'1'2 ..... bezeichnet(Fig.55); n, n1 ,n2 ..... seiendieBrechungs
exponenten del' verschiedenen Medien und del' Kiirze halber be
dienen wir uns del' Substitutionen 

. . . • . . • . (1) 

und bezeichnen die Dicken del' Medien, gemessen als Strecken auf 
del' Axe, del' Reihe nach mit n1 t l , n2 t2 ••••• , so dass 

G* 
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Irgend ein einfallender Strahl, welchen wir als einen sehr 
kleinen Winkel mit der Axe einschliessend voraussetzen wollen, sei 
bestimmt durch die linearen Gleichungen: 

y = ! (x - a) + b 1 ' 
• . . . . . . (3) 

z=L(x- a) + c 
n 

und nach der Brechung an der ersten FHiche seien die Gleichungen 
des Strahles 

y=J!!... (x - a) + b' 1 
111 

. . . . . . . (4) 

z = --.1l (x - a) + c' 
nl 

a 

Fig. 56. 

Bezeichnen wir in Fig. 56 mit .'1: die A bscisse des Einfallspunktes 
P und mit () den dem Bogen AP der Kugelflache zugehOrigen Centri
winkel, wobei ersterer von A, dem Scheitel del' Kugelfl1:tche, aus 
gemessen wird, so ist: 

x=OC-BC 
oder 

x = a + r (1 - cos 0). 

Da diesel' Werth von x die Lage des Schnittpunktes des ein
fallenden und gebrochenen Strahles kennzeichnet, so ergeben die 
allgemeinen Gleichungen (3) und (4), wenn man darin fiir x den 
soeben gefundenen Werth einsetzt, die folgende Identit1:tt: 
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b + L r (1 - cos 0) = b' + A r (1 - cos 0) ) n n1 

c + L r (1 - cos 0) = 0' + ~ r (1 - cos 0) 
n n1 

. . . (5) 

Da abel' /3 und /31 Crespo r und r1) und ebenso () sehr kleine 
Grossen darstellen, so darf man in die fUr /3 cos () su bstituirte 

:M:aclaurin'sche Reihe /3 _ ~~2 + ~~4 - ..... die sehr kleine Grosse 

dritter Ordnung {)2j3 vernachlassigen und es wird dann b' = b und 

IJ 
z 

x 
a 

Fig. 57 

ebenso c' = c. b und c sind somit Koordinaten des Einfallspunktes 
des Strahles in Bezug auf die erste Flache. Die Richtungskosinusse 
des Einfallslothes sind demnach mit Riicksicht auf Fig. 57: 

cos 0; - cosBPC=-~; -cosCPD=-~. 
r . r 

Fiir die Richtungskosinusse des Einfallsstrahles P Q ergeben 
sich unter Bezugnahme auf Fig. 58 die folgenden angenaherten 
Werthe: 

z 

Fig. 58. 

cosPQX=l; COSQPE=+, worin~=a-q; qfindetsichaus 

del' Gleichung des Einfallsstrahles, wenn man hierin y = 0 setzt; in 
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dies em FaIle wird 
b 

x=q=a-(~), folglich mithin 

cos Q P E = L. Analog findet man cos QPF = Lund fUr den aus-n n 

tretenden Strahl die Richtungskosinusse 1, A, ~, immer aber 
n1 n1 

nur unter der Voraussetzung, dass die Konvergenz der Strahl en eine 
sehr geringe ist. 

Wir haben demnach unter den vorausgesetzten Naherungs
bedingungen kurz wiederholt die folgenden Richtungskosinusse: 

fUr das Einfallsloth: cos f} , - ~ , 
r 

fiir den EinfaIlsstrahl: 1, fJ L. 
n ' n 

fiir den gebrochenen Strahl: 

C 

r ' 

Driicken wir die Beziehung zwischen den Richtungskosinussen 
nach Analogie der Formeln (12, II) aus, so haben wir 

und 

fJ - fJl = - + (n cos i - n1 cos i ') ) 

c (. ") /' - /'1 = - r n cos t - nl cos t 

oder, wenn wir uns mit dem oben definirten Grade der Annaherung 
begniigen, wo dann cos i = cos i' = 1 wird, 

und 

Die Werthe von /31 und rl lassen sich hiernach und nach (1) 
folgendermaassen schreiben: 

fJl = fJ + ko b 1 
1'1 =1'+ koc f 

. . (7) 

und damit sind die Gleichungen des Strahles vor und nach der 
ersten Brechung vollstandig bestimmt. 

Sind aI, b1 , C1 die Koordinaten des Punktes, in welchem der ge
brochene Strahl die zweite Flache trifi't, so dass sich die Gleichungen 
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dieses gebrochenen Strahles nach Analogie der Gleichungen (3) und 
(4) folgendermaassen ausdriicken lassen: 

. . . . . . . (8) 

so gelangen wir durch Vergleichung dieser Gleichungen mit den 
unter (4) gegebenen Formeln der gleichbedeutenden Gleichungen 
zu den Beziehungen: 

und 
h' - !: a = 6, - !: a, 

11 

c' - ~ a = C, - ~ a, 
n, 11, 

oder, wenn wir uns erinnern, dass b' = b, c' = c, 

und 

und daher nach (2): 

b, = b + p, t, } 

C, = C+ y,t, 
(9) 

.B'iihren wir diese Untersuchung in dem angedeuteten Sinne 
weiter, so werden die sich hierbei ergebenden Gleichungen immer 
auf die Form del' Gleichung.en (7) und (9) gebracht werden konnen, 
so dass also 

P2 = P, + k, 6, 1 
1'2 =1'1 + k, c, f 

und 

62 = 6, + P2 t2 1 
C2 = C, + Y2t2 f 

u. s. f. 
Alle diese Grossen (31' (32' .... , bl , b2 ••••• lassen sich der Reihe 

nach als Funktionen del' ersten beiden Grossen (3 und b darstellen 
und es ist dann nach (7) 
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PI=kob+p, 
naeh (9) 

Kapitel V. 

. PI P2 Bezewhnen -, -..... del' Reihe naeh die Niiherungs-
ql q2 

wel'the des Kettenbl'uches 

ko+ 
t, + 

kl + 

so dass also 

1 
1 

1 
1 

t2 + 
k2 + 

k, (kot! + 1) + !.-O 
kl tl + 1 

kl (kotl [2 + (2) + ko(tl + (2) + 1 
tl (kl t2 + 1) + t2 

so el'kennt man ohne Wei teres, dass die Gleiehungen del' Gruppe (10) 
sieh dureh die folgenden ersetzen lassen: 

PI =PI b + ql P 

bl = P2 b + q2 {J 

{J2 = Pa b + qa {J 

b2 =P4 b+ q4P 

bm _ 1 =P2m- 2 b + q2m-2 P 

Pn, =P2m-l b + q2m-l p. 
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Fur das letzte Gleichungspaar wollen wir setzen: 

b' =gb +h~}. 
~' =k b + l fJ 

89 

Gemass der Eigenthumlichkeit eines Kettenbruches mit dem 
Theilzahler 1 ist 9 l - h k = 1. Durch einen ganz analogen Gang 
del' Untersnchung gelangen wir zu den Formeln: 

c' =gc+ 1Iy 1 
y'=k c+ l Y f' 

Losen wir diese Gleichungen unter Berucksichtigung der Re
lation 9 l - 11 k = 1 nach b und f3, resp. c und r auf, so ist: 

und 

b = l b' - 11~' } 
. . . . . . . . (11) 

~=-kb' + g~' 

c = l c' - It y' 1 
f.. . . . . . . . (12) 

y=- kc'+gy' 

Wir haben also, um die el'haltenen Resnltate kurz zusammen
zufassen, als Gleichungen des einfallenden Strahles: 

y=+,(x-a)+b 1 
z=L(x-a)+c 

n l' 
. . . . . . . (13) 

als diejenigen des Anstrittsstl'ahles 

wol'in 

und 

y = ~: (x - a') + b' 1 
r . . . . . . . (14) , 

z = L (x - a') + (/ 
n' 

b' = g b + It fJ} . 
. . . . . . . . (15) 

~' =k b + lfJ 

c' =g c+ 1Iy }. 

y'=kc+ ly 
. . . (16) 

In der weiteren Behandlung del' Theorie wird es genugen, 
wenn wir nns auf die Verfolgung einer del' Gleichungen des ein
fallenden Strahles beschranken; denn· es werden in allen Fallen die 
aus dieser Gleichung sich ergebenden Schlussfolgel'ungen auch fUr 
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die andere Gleichung gelten. Ebenso werden wir zur Untersuchung 
des Austrittsstrahles von nnr einer der gegebenen Gleichungen 
ausgehen. 

§ 74. Es existiren zwei zur Axe senkrechte Ebenen, welche die Eigen
thiimlichkeit besitzen, dass die Punkte, in welchen der Einjallsstrahl die erste 
und der diesem zugehorige Austrittsstrahl die zweite trifft, derartig gelegen 
sind, dass die sie verbindende Gerade zur Axe parallel gerichtet ist. Diese 
Ebenen erleichtern ungemein die Bestimmung des einem gegebenen 
EinfaIlsstrahl entsprechenden Austrittsstrahles. Wir werden nun zu
nachst das Vorhandensein solcher Ebenen nachzuweisen, sowie deren 
Lagen zu bestimmen haben. 

Die Gleichung des Austrittsstrahles (14) lasst sich nach Ein
setzung der in (15) gegebenen Werthe von b' und (3' folgender
maassen schreiben: 

kb+lfJ 
y=-~,- (x-a')+g b +hfJ, 

n 

y = ~, { 1 (x - a') + n'h } + b { k (x;; a') + g }. . . (17) 

Um nun den Punkt zu bestimmen, in welch em der Austritts
strahl die Ebene, deren Abscisse x = x' sein moge, triift, haben wir 
nur in dieser letzten Gleichung .'E' fur x zu setzen. Ferner ist die 
Gleichung des zugehorigen EinfaIlsstrahles 

fJ 
y=~(.'E·-a)+ b. 

n 

Es lassen sich stets Werthe von x und x' bestimmen, bei 
welchen bei jedem beliebigen Werthe von (3 und b, d. h. fUr aIle 
Strahlen, jene Werthe von y identisch werden. Setzt man die Koef
ficienten von (3 einerseits und b andererseits einander gleich, so er
geben sich als die nothigen Bedingungen fUr diese Identitat der 
Werthe von y die Gleichungen: 

l(x'-a')+n'lt 
n' . . . . . . (18) 

Aus der letzteren Gleichung ergiebt sich ohne Weiteres der 
Werth von x': 

x'=a'+ ~' (1-g)=P2' ...... (19b) 

Aus den Gleiclmngen (18) folgt ferner: 



Die Gauss'sc.he Theorie der Linsen. 

X- aJ 1 
-n-=k(l-g)+h; 

hieraus unter Berticksichtigung der Relation 9 1 -- h k = 1 

.r.-a 1-1 
n k 

und hieraus schliesslich 
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n 
,r:=a·-T(1-1)=Pl' . . (19a) 

Die durch diese Abscissen charakterisirten Ebenen heissen die 
Hauptebenen und die Punkte, in welchen sie von der Axe ge
schnitten werden, die Hauptpunkte. Sie besitzen die Eigenthtim
lichkeit, dass der Einfalls- und Austrittsstrahl je eine der beiden 
Ebenen in Punkten schneiden, deren jeder als die Projektion des 
anderen auf diese Ebene anzusehen ist. 

§ 75. Wenn die Einjallsstrahlen einander parallel sind, so kommen 
die Austl'ittsstrahlen in einem Punkte zur Vereinigung, und for sammtliche 
verschiedenen Gruppen paralleler Strahlen Ziegen die Vereinigungspunkte in 
einer zur Axe senkrechten Ebene. Umgekehrt mussen, wenn die Austritts
.strahlen einander parallel gerichtet sind, die Einjallsstrahlen von einem Punkte 
einer jesten, zur Axe senkrechten Ebene ausgehen. Solche Ebenen be
zeichnet man als Brenn e benen und die Punkte, in welchen sie 
von den Axen geschnitten werden, als die Brennpunkte. Urn die 
Lage der den parallel einfallenden Strahlen entsprechenden Brenn
ebenen zu bestimmen, nehmen wir an, dass f3 konstant, b dagegen 
ein variabler Parameter ist. Als Gleichung des Austrittsstrables 
hatten wir nacb (17) gefunden: 

Y= ~, {l(<t-a')+n'h}+b{ k(X;;a') +g} 

und da b variabel ist, ist es klar, dass die Bedingung dafUr, dass 
der Strahl immer durch einen festen Punkt hindurchgeht, gegeben 
ist durch die beiden Gleichungen: 

und 

k (x - a') 
--'-c-, -'-- + 9 = 0 , 

n 1 
,'I = + { 1 (r - a') + n' II } J . 

Die Gleichung fUr den Abstand der Brennebene ist somit: 

n'g 
:r;=a'--'-=g. 

A: " 
. . . . . . . (20b) 
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Um die Gleichuug ftir den Abstand del' anderen Brennebene 
zu finden, mtissen wir die Austrittsstrahlen als parallel verlaufend 
annehmen und haben dann ;3' als konstant, b' dagegen als variabel 
anzusehen. Drticken wir die Gleichung des Einfallsstrahles (13) in 
derselben Weise, wie es bei Bildung del' Gleichung (17) geschah, in 
Funktionen von ;3' und b' aus, wobei wir uns del' Gleichung (11) 
bedienen, so erhalten wir die Gleichung 

p' { 1, { k (x - a) 1 
y = --;;: g (x - a) - n It f - b n - l f' 

und als Bedingung daftir, dass die Strahlen von einem Punkte 
ausgehen, 

k(x-a) -l=O 
'It ' 

und 

y = ~' {g (x - a) - nit} 

und schliesslich als Abstand del' erst en Brennebene 

nl 
a:=a+T=gl' . . . . . (20a) 

Den Abstand del' ersten Brennebene VOl' del' ersten Haupt
ebene nennt man die erste Brennweite, den Abstand del' zweiten 
Brennebene hinter del' zweiten Hauptebene nennt man die zweite 

r--- ---j1,-

~-g,- --f---

I r lui r' 

1--------- ----- j1r--

r-------------- --ffi---

Fig. 59. 

Brenn weite. Wir wollen diese beiden Brennweiten durch die 
Buchstaben I und I' unterscheiden. Ihre Werthe ergeben sich un
mittelbar aus den Gleichungen fUr die Abscissen del' Brennebenen 
und Hauptebenen. Es ist dann nach (19a) und (20 a) , resp. (19b) 
und (20 b), wie in Fig. 59 dargestellt: 

n 
p,-gl=-T=i 

. . . . . . . . (21) 
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§ 76. Es befinden sich auf del' Axe zwei weitere Punkte, 
welche . fiir die Untersuchung del' einfallenden und gebrochenen 
Strahl en verwerthbare Eigenthiimlichkeiten aufweisen. Sie besitzen 
namlich die Eigenschaft, dass' einem durch den einen derselben 
gehenden Einfallsstrahl ein diesem parallel gerichteter, durch den 
anderen Punkt verlaufender Austrittsstrahl zugeordnet ist. Diese 
Punkte wurden von Listing entdeckt und von ihm Knoten
punkte genannt. 

Urn die Lage diesel' Knotenpunkte zu bestimmen, haben wir 
zunachst festzustellen, in welchen Fallen del' Austrittsstrahl dem ein
fallenden Strahl parallel ist. 

Die Bedingung hierfUr ist nach (3) und (4) 

. (22) 

Ersetzen wir in diesel' Gleichung (3' durch seinen in Glei
chung (15) gegebenen Werth, so ist 

n' 
kb+lfJ=-~fJ, 

n 
und hieraus 

b-~f~ __ !!JJ 
- 11 l k k f' 

Substituircn wir diesen Werth in (3), die Gleichung des ein
fallenden Strahles, so nimmt diese die Form an: 

fJ f n' n l I 
Y=nlx-a+T-T f' 

Aus diesel' Gleichung erhellt, dass, was auch immer die Rich
tung des einfallenden Strahles sein mag, derselbe durch einen be
stimmten Punkt der Axe geht, und wir erhalten, wenn wir y = 0 
setzen, als A bscisse dieses Punktes: 

n' n l 
:v=a-T+T=fl ••• (23 a) 

Del' Entwicklung del' letzten Formel fiir den Eintrittsstrahl 
folgend erhalten wir fUr den Anstrittsstrahl del' Reihe nach folgende 
Gleichungen: 

Aus (22) 

aus (11) 
n 

p = - k f/ + 9 p' = 7 p', 

hiel'aus 
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b'=L{~_~} 
n' k k' 

Y=LJ x-a' _~+_!!:~_[J. 
n' l k k J' 

und es geht daher der Austrittsstrahl durch einen Punkt der Axe, 
des sen Abscisse bestimmt ist durch die Gleichung 

n n' g 
x = a' + T - --y.:- = f2• . (23b) 

Die Lage der Knotenpunkte ist somit durch deren Abscissen 
bestimmt. Aus ihren Werthen und den Gleichungen (21) und (20) 
folgt ohne Weiteres 

fl - gl =/' 1 
f.. . . . . . . . . (24) 

g2 - f2=/ 

Die Knotenpunkte liegen somit innerhalb der Brennpunkte und 
zwar in Abstanden von denselben, welche beziehungsweise / und j' 
gleich sind. In dem praktisch besonders wichtigen Falle, in welchem 
die aussersten Medien gleichartig sind, d. h. wo n = n' ist, ist nach 
(21) /=j' und es fallen somit alsdann die Knotenpunkte und Haupt
punkte zusammen. Andere Methoden, urn die Lagen dieser Kardinal
punkte zu bestimmen, werden spater gegeben werden. 

§ 77. Geht ein System von Einfallsstrahlen von einem Punkte 
aus, so miissen auch die diesen entsprechenden Austrittsstrahlen in 
einem Punkte homocentrisch werden. Solche Punkte heissen kon
jugirte Punkte; oder man sagt auch, der eine ist das Bild des 
anderen. 

Wie wir in dem vorhergehenden Paragraphen gesehen haben, 
sind die Gleichungen fUr die eintretenden und austretenden Strahl en 
lediglich von den Grossen 13, b, r und c abhangig. Die Bedingung 
dafUr, dass der Einfallsstrahl durch einen Punkt (~, 'Yj, ') geht, lasst 
sich nach (3) durch die Gleichung 

n r; = fJ (~ - a) + n b . . . . . . . (25) 

und durch eine ahnliche Relation zwischen ~ und , ausdriicken. 
Die Bedingungen ferner, dass der austretende Strahl durch den 
Punkt (~' 'Yj' n hindurchtritt, sind nach (17) durch die Gleichung 

n' r/ = fJ { l (~' - a') + n' It } + b { k W - a') + n' g} . . (26) 

und eine ahnliche Relation zwischen fund " gegeben. Es lassen 
sich nun fitr (~', 'Yj', ") immer solche Werthe finden, dass die zweiten 
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Bedingungsgleichungen mit den ersten identisch werden. Dies be
dingt die Relationen: 

kW -a')+n' 9 
n 

(27) 

Sobald diese Bedingungen erfiillt sind, nehmen die Punkte 
(;, '1, ~) und (f, '1', t:') eine solche Lage zu einander ein, dass alle 
Strahlen, welche bei ihrem Eintritt in das System durch den einen 
Punkt gehen, nach dem Austritt aus dem System durch den anderen 
Punkt verlaufen. Mit anderen Worten, die beiden Punkte sind ein
ander konjugirt. 

Aus der Gleichung 

. . . (28) 

welche unmittelbar aus den letzten Gleichungen folgt, konnen wir 
den Schluss ziehen, dass ein Objektpunkt ~md dessen zugehoriger Bildpunkt 
in einer durch die Axe gelegten Ebene liegen. 

§ 78. Die Beziehung zwischen den Abscissen konjugirter 
Punkte lasst sich nach (27) darstellen durch die Gleichung: 

k (~- a) W - a') + n' 9 (~- a) - n l (~' - a') - n n' It = o. . (29) 

Aus dieser Gleichung lasst sich die Lage der Brennpunkte ab
lei ten und die Bezugnahme auf diese gestattet eine wesentliche Ver
einfachung der Beziehungsgleichungen. Urn nun die Brennpunkte 
zu bestimmen, sehen wir zuerst die einfallenden und dann die aus
tretenden Strahl en als parallel verlaufend an; zu dies em Zwecke 
lassen wir nach einander g und g' unendlich gross werden. Die 
Abscissen der zugeordneten Bildpunkte werden dann nach der 
letzten Gleichung, nachdem man diese durch ; resp. ;" dividirt hat, 
sein mtissen: 

~' = a' - n~g = g21. 

~ = a + nkl = g1 j 
. . . . . . . (30) 

Die Relation zwischen ; und ;', wie dieselbe in der Gleichul1g 
(29) enthaltel1 ist, lasst sich nach (30) auch folgendermaassel1 dar
stellen: 

(.; - a) (~' - a') - (g2 - a') (; - a) - (g1 _ a) (~' _ a') = n ~ It , 

und hieraus entsteht durch entsprechel1de Umformung: 
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f(;-a)-(gl-a»)f(~'-a') _ (gz-a')}=(gl-a)(gz-a') + nn'lz, 
l fl k 

n l n' 9 n n' h 
=---.-+-~, 

k k k 

, , ( lz 9 l ) =nn ---,;-y' 

=nn' 
hk-gl 

P 
nn' 

=-~, 

oder schliesslich nach (21): 

(;-gl)(;,-g2)=-//' .. ; ..... (31) 

- -. - -. -fir - -.----. 
r,,-u-- iF 

----Ur'----

p' '0 

_ .. ..1;----

Fig. 60. 

Bezeichnen wir die Abstande der konjugirten Punkte VOl' bezw. 
hinter der Brennebene des Systems mit u und u' (Fig. 60), so ist 

u = 91 -~, u' = ~' - g2 
und daher 

uu'=//'. . . . . . . . (32) 

§ 79. Kehren wir nun zu den anderen Koordinaten del' kon
jugirten Punkte zuruck, so finden wir nach (27) 

'I' 

" 
k (;' - a') + n' 9 

'I 
, n' 

n' 9 
~'-a'+--

k 
n' 
k 

e- , 
= - jF nach (30) und (21), 

das heisst 
r/ " 

u' 
(33) 

'I 
, -7 

Nach (32) folgt dann hieraus 

'I' u 
7=7=-7· . . . . . . . (34) 
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Aus den beiden letzten Gleiclmngen folgt, dass, wenn 1t = - /, 

und daher u' = - 1', dann auch r; = r;' und r; = C' sein muss. N ach 
unserer fritheren Definition kennzeichnen daher die Gleichungen 
u = - fund n' = - l' die Lage del' Hauptebenen. 

Bezeichnet man, wie in Fig. 61, die Abstande irgend eines 
Paares konjugirter Punkte beziehungsweise VOl' und hinter den 
Hauptebenen mit x und x', so ist u = x - f, u' = x' - l' und aus 
del' Multiplikation beider Relationen ergiebt sich nach (32) 

(x-f) (x'-f')=1tU'=ff' .. " .. (35) 

oder, wie man hierfitr schreiben kann, 

~ + ~: = 1. . . . . . . . . (36) 

~'ig. 61. 

Bezitglich del' Anwendung del' gefundenen Resultate auf die 
graphische Bestimmung einander zugeordneter einfallender und aus
tretender Strahl en, sowie del' Lagen konjugirter Punkte verweisen 
wir auf die §§ 68-71. 

§ 80. Es lasst sich stets eine einzelne l!,Hiche odeI' eine dttnne 
Linse finden, welche, mit ihrem Scheitel in den ersten Hauptpunkt 
des Systems verlegt, den einfallenden Strahlen genau dieselben 
resultirenden Rich tungen ertheilt, wie dieses durch das ganze 
System erfolgt, so dass, wenn wir uns den Abst~nd del' beiden 
Hauptebenen als nicht vorhanden denken, die dadurch erhaltene 
einzelne brechende Flache odeI' Linse ohne Dicke dieselbe voll
standige Gruppe von Austrittsstrahlen liefert, wie das ganze System 
brechender Flachen. Eine solche Flache oder Linse bezeichnet man 
als dem ganzen System brechender 1!~lachen aquivalent. Das 
System wird hierbei einer einzelnen brechenden Flache aquivalent 
sein, wenn das erste und letzte Medium verschiedener Art sind, 
dagegen ist es einer d itnnen Linse aquivalent, wenn erstes und 
letztes Medium gleichartig sind. 

Urn diese Satze zu beweisen, such en wir die Gleichungen der 
Strahlen auf in Bezug auf die Hauptpunkte als Koordinatenurspritnge. 
Die Gleichung (3) des einfallenden Strahles lasst sich durch Ein-

Heath·Kanthack. 7 
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setzung des Werthes von a aus (19a), namlich a = PI + ~ (1-1), 

auch auf die folgende Form bringen: 

y=f{x-PI + ~ (l-l)}+ b, 

oder 
(3 (3 

Y=- (X-PI) + -k (1-1) + b, '11 • 

oder 

und schliesslich nach (15): 

(3 (3'-(3 
Y = - (X-PI) + --k-. 11 . • 

. (37 a) 

und der zugehOrige Austrittsstrahl erhalt die Gleichung: 

(3' (3' - (3 
y=-, (x-P2)+--k-" ..... (37b) 

'11 • 

Der dem Schnittpunkt der Strahlen mit der Hauptebene ent
sprechende Werth von y ist hiernach, da fur diesen Fall x = PI 
resp. X=P2, 

woraus 

(3' - (3 
V=--k-=bo, 

(3' = (3 + k boo • • • • • • • • . (38) 

Eben diese Gleichung wurden wir aber erhalten haben, wenn 
wir der Untersuchung eine Brechung an einer einfachen spharischen 
Flache zu Grunde gelegt hatten. Ein vergleichender Blick auf die 
fruheren Gleichungen uberzeugt uns von dieser Thatsache. Sind n 
und n' die Brechungsexponenten der Medien und r der Radius del' 
brechenden Flache, so hat k den Werth: 

und daher 

'11-'11' 
k=--, 

r 

'11-'11' 
r=-k-' -0 

Dieser Werth von r wird vom Scheitel aus in der Richtung des 
einfallenden Lichtes gemessen. Das System ist daher aquivalent 

'11-'11' 
einer einzelnen brechenden Kugelflache, deren Radius -k-' - ist und 

deren Scheitel mit dem ersten Hauptpunkt des Systems zusammenfallt. 
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§ 81. Wenn das erste und letzte Medium gleieher Art sind, so 
hat man sieh den Fall einer dunn en , mit ihrem Seheitel in den 
Hauptpunkt gelegten Linse vorzustellen. Die der Breehung dureh 
eine dunne Linse entspreehenden Gleiehungen lauten: 

und somit 

fJl = {1 + ko bo [vgl. (7)], 
b1 = bo, 

{12 = fJl + kl b1 , 

fl' = fJ2 = fJ + (ko + k1) bo• 

Diese Gleiehung entsprieht naeh (38) der verlangten, dureh das 
System hervorgerufenen Breehung, vorausgesetzt, dass 

k=ko+ k1 • 

1st nun n' der Breehungsexponent der Linse, l' und r' die 
Radien ihrer beiden FHiehen in der Riehtung des Liehteinfalls als 
positiv gemessen, so ist naeh (1) 

odeI' 

n-n' n'-n 
kO+"1=--+--' r r' 

ko + k, = k = (n - n') (~-~). 
r r' 

(39) 

1st (/J die Brennweite del' dunnen Linse im Sinne der bisher 
gegebenen Definition, bezogen auf den ersten Breehungsexponenten 
des erst en Mediums, so ist naeh § 57 unter gehoriger Berueksiehti
gung der V orzeichen 

~= (~-1) (~-~). C/J n r r' 

Hieraus in Verbindung mit (39) folgt: 

odeI' endlieh 
11 

</,= --k . . . . . . (40) 

Die Brennweite del' aquivalenten Linse ist daher - ~ . Sie 

11 
wird eine Sammellinse sein, wenn - T einen positiven, und eine 

Zerstreuungslinse, wenn - ~ einen negativen Werth hat. 

§ 82. Es giebt einenFall, in welehem die Bezugnahme auf 
die betrachteten Hilfspunkte nieht zulassig ist, und da diesel' Fall 

7* 
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in der Praxis haufig vorkommt, wird es nothig sein, ihn einer Be
trachtung zu unterwerfen. Es handelt sich urn den Fan, wenn k 
verschwindet; es liegen dann namlich sammtliche Hilfspunkte in der 
Unendlichkeit. Wird k = 0, so haben wir nach § 73: 

gl=1, 

fi'=lfi, 

b'=gb+hfi· 

Siud nun die Gleichungen des einfaIlenden Strahles wie in (3) 

Y = I (x - a) + b ) • 11 

:::=L(x-a)+c 
n 

, 

so werden diejenigen des zugeordneten Austrittsstrahles in dem vor
liegenden FaIle nach (4) 

y= l:, (x-a') +96+l!fi). 

:::=~(x-a') + gc+lty 
n 

S . h·· , n'1I. k ·d 1 etzen Wlr lenn (/. = a - ~l- em, so onnen die bel en etz-

ten Gleichungen in folgender Form geschrie ben werden: 

odeI' 

[ l I' ( n' It ) ] y=----;:;; x-a-~l- +gb+/tfi 

lfi 
y= ---,-- (x - a) + gb 

n 

und analog . . . . . . . . . . (41) 

ly 
z =~- (x - a) +gc 

n' 

Gehen wir wieder, wie es oben geschah, iiber zur Bestimmung 
des Bildes eines Punktes (~, TJ, (), so erhalten wir als Relation 
zwischen (~, TJ, () und den Koordinaten des Bildpunktes (~', TJ', n 
ohne Wei teres aus (27) die Gleichungen: 

n'~' 
l ( , n'l! ) , 1 ; -a - ~l- +n It 

~-a 

n' 
Durch Division mit ~ erhalt man hieraus die Gleichungen: 

n 



Die Gauss'sche Theorie der Linsen. 101 

r/ " -=-=g, 
'I , 

oder, da gl=l, 

(43) 

und aus (42) 
nlW - a) =n'g (~- a). . . . . (44) 

Hieraus folgt, dass das Verhiiltnis der linearen Dimensionen des 
g 1 

Bildes zu denjenigen des Objektes den konstanten Werth 1 oder That, 

was auch immer die Lage des Objektes sein mag. 
Del' soeben betrachtete Fall liegt dann VOl', wenn z. B. ein weit

sichtiges Auge durch ein Fernrohr sehr cntfel'llt liegende Objekte 
betrachtet. Aus den Formeln ergiebt sich, dass ein urspriinglich 
paralleles Strahlenbiischel auch beim Austritt seine Parallelitat bei
behaIt. In dem FaIle eines Fel'llrohres haben wir n = n', und somit 
verhalt sich nach dem Gesagten die Tangente des Konvergenz
winkels des Einfallsstrahles zur Tangente des Konvergenzwinkels 
des Austrittsstrahles wie 1: l. Hieraus ist gem ass der friiher ge-

l 
gebenen Definition l odeI' - die Vergrosserung des Fel'llrohres. 

g 
1st l positiv, so ist das Bild ein aufrechtes, dagegen ein umgekehrtes, 
wenn l negativ ist. 

Einfache Theorie aquivalenter Linsen. 

§ 83. Eine Linse wird als einem System von einer beliebigen 
Anzahl centrirter Linsen aquivalent bezeichnet, wenn sie, in eine 
bestimmte Lage gebracht, dieselbe Ablenkung der unter kleinem 
Winkel zur Axe des Systems geneigten Strahl en bewirkt, wie diese 
durch die Linsen des Systems erfolgt. 

Wir nehmen zunachst an, dass die Einfallsstrahlen zur Axe des 
Systems parallel gerichtet sind, in welchem FaIle die Lage del' aqui
valenten Linse ohne Belang ist. 

Die Ablenkung, welche eine diinne Linse bewirkt, lasst sich 
nun dadurch bestimmen, dass man die Linse als ein diinnes Prisma, 
welches durch die an dem Einfalls- und Austrittspunkt an die Kugel
fiachen gelegten Tangentialebenen gebildet wird, ansieht. Die Ab
lenkung wird daher unabhangig sein von dem Einfallswinkel, sofel'll 
man es mit kleinen Einfallswinkeln zu thun hat. Urn die Grosse 
del' Ablenkung zu finden, nehmen wir an, del' Einfallsstrahl verlaufe 
parallel zur Axe, und es muss in diesem Fall der Austrittsstrahl 
durch den Brennpunkt del' Linse gehen. 1st 1/ del' Abstand des 
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Einfallspunktes von der Axe, also die EinfallshOhe, und I die Brenn
weite der Linse, so ist offenbar die Ablenkung 

J'= -1-' .......... (45) 

wenn man die Linse als Sammellinse ansieht. Dieser Ausdruck fUr 
die durch die Linse hervorgerufene Ablenkung gilt somit fUr j eden 
Einfallsstrahl. 

Angenommen nun, es seien n ditnne Linsen mit den Brenn
weiten 11' 12" .. . I m in den Abstanden al> a2 ••••• am _ 1 auf der Axe 

1 
angeordnet. Del' Kitrze halber sei k = - 7 und es mogen analoge 

Abkitrzungen fUr aIle itbrigen, durch die verschiedenen Indices unter
schiedenen Grossen gelten. Die Einfallshohen irgend eines zur Axe 
urspritnglich parallelen Strahles seien del' Reihe nach mit Yl' Y2'" Ym 

bezeichnet und es mogen 01 , O2 ,,, Om die entsprechenden Gesammt
ablenkungen des Strahles nach seiner successiven Bl'echung durch 
die Linsen bedeuten. Dann ist nach (45), wenn man die Einfalls
hohen Y2, Ya •.. durch die Ablenkungen ausdritckt: 

. . . . . . (46) 
-Y2 

,)'2 =,)'1 + -;;- = k2 Y2 + ,)'1 

Y3 = a2 ,)'2 + Y2 

Aus diesen Gleichungen erkennt man unschwer Yl' 01 , Y2, O2 , 

Y3, 03 •••• als die Theilzahler del' successiven Naherungswerthe, 0,,, 
schliesslich als den Theilzahler des letzten Naherungswerthes des 
Ketten bruches: 

VI 

1+ 
1 

1 
kl + 1 

aJ + 
k2+ . 
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1st F m die Brennweite der einem System von m Linsen aqui-
Y 1 

valenten Linse, so ist am = - :F-' oder, wenn man Kilt fiir - T 
m m 

d' 
setzt, a = 1f1 K . Es stellt dann K = -"': den Theilzahler des letz-

m . m m Yl 

ten Naherungswerthes des Kettenbruches: 
1 

dar. 

1 
1 + -------c-1---

1.:,+---
1 

111+--·_·-
1.:2+, . 

Die Werthe del' erst en Theilzahler sind unter Bertlcksichtigung 
del' Gleichungen (46) der Reihe nach 

3. ;lf2 = al 1.:1 + 1; 
Yl 
~ 1 

4 . ....!.=al 1.:1 1.:2 +1.:2+ 1.:1 = - -F =K2; 
;lfl 2 

5. .1fn = al a2 1.:1 1.:2 + a2 (1.:1 + 1.:2) + al 1.:1 + 1; 
YI 
d' 

6. -.l. = al a2 1.:1 1.:2 1.:3 + a2 1.:3 (1.:1 + 1.:2) + al kl (1.:2 + 1.:3) + 
YI 

1 
+ 1.:1 +1.:2+ 1.:3=- F3 = K 3· 

(47) 

Hieraus ergeben sich fitr die Werthe der aquivalenten Brenn
weiten die folgenden Beziehungen: 

1 1 1 al 
-= -K?=-+----; 
F2 • 1~ 12 Id2 

~=-Kl=~+~+~-!l!.. (~+~)-
F3 . 1, 12 13 II 12 h 

. . (48) 
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Diese Ergebnisse lassen sich auch direkt aus den gegebenen 
Gleichungen ableiten. 

§ 84. Es lasst sich nun eine Formel auffinden, welche zwei 
auf einanderfolgende Glioder del' Reihe K1 , K2 . . . . K", mit ein
ander verbindet und welche uns ein bequemes Mittel an die Hand 
giebt, ihre Werthe zu bestimmen. Denn nach (46) haben wir: 

Y",=a",-Iu,n-l +Y",-I' 

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen Y"" so er
halt man 

odeI' nach (45) 

Substituirt man hierin K y = iJ fiir aUe Indices von K und 0, 
also K", y fiir iJ"" K", _ 1 Y fiir 0", -1' so erhalten wir die letzte Glei
chung in del' Form: 

wodurch K", bestimmt ist, sobald man K m _ 1 kennt. Z. B. ware 
nach (49) und (47) fiir vier Linsen, also fur Tn = 4: 

K4 = (1 + a3 k4) { kl + k2 + ka + a2 k3 (kj + k 2) + aj kj (k2 +k3) + al a2 kl k2 k3} + 

+ k4 { 1 + a2 (kl + k2) + aj kl + aj a2 kj k2} , 

odeI' 

~=~+~+~+~+~~~+~~+~~+~~~+~~+~~+ 

+~~+~~~+~~+~~+~~~~~+~~~+~~~~~+ 

+ kj k3 k4) + al a2 (k1 k2 k3 + kl k2 k4) + aj a2 a3 kl k2 k3 k4' 

was gleichbedeutend ist mit 

1 1 1 1 1 al ( 1 1 1 ) 
F=- K4=7:+-Y;+j;+-X--7: -y;+j;+7: -

-a2(~1 + ~J (~3 + .~J- ;: (~l + ~2 + ~J+ 
(50) 

az a3 ( 1 1) a3 a1 ( 1 1 ) +- -+- +-'- --+- + 
13J~ /, /2 j~j~ 12 /a 
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Diesel' Ausdruck charakterisirt eine Linse, welche vier ge
gebenen, in Abstanden ai, a2 , a3 von einander angeordneten Linsen 
aquivalent ist. 

§ 85. Besteht das einfallende Strahlenbiischel aus belie big ge
neigten Strahlen, so ist die Lage der aquivalenten Linsen nicht 
mehr, wie bei einem aus parallelen Strahlen bestehenden Licht
biindel, gleichgiiltig und muss daher bestimmt werden. Bezeichnen 
wir den Konvergenzwinkel des einfallenden Strahles mit 0 und be
dienen uns derselben Bezeichnungen wie bisher, so bleiben sammt
liche unter (46) gegebenen Gleichungen unverandert mit Ausnahme 
der erst en derselben, indem diese .die :B~orm 

d~=klYl+rY=Yl (k1 + :;) . . . (51) 

annimmt, und es wird daher del' schliessliche Werth von om unver

andert bleiben, wenn man fitr kl seinen neuen Werth k + ~ ein-
I Yl 

fithrt. Bezeichnet man den reciproken Werth del' Brennweite del' 
aquivalenten Linse mit K, so wird, da K eine Funktion erster Ord
nung von kl ist, del' neue Werth von K sein: 

so dass . . . . . . (52) 

Bedeutet :1; den Abstand der aquivalenten Linse hinter der 
erst en Linse des Systems, so trifft del' Einfallsstrahl die Linse in 
einem Abstande ?It + x ° von der Axe und der Konvergenzwinkel 
der dnrch dieselbe gebrochenen Strahl en wird demnach sein: 

(J' = K (Yl + X rY) + d' 

= K Zll + rY (1 + K x). 

Setzt man diesen Werth demjenigen von 0", in (52) gleich, 
so ist 

dK 
1 + Kx= dk1 ' 

und hieraus 

1 (dK ) ;17=K dk1 -1 . . . . (53) 

Diesel' Ausdruck bestimmt die Lage del' Linse, welche dem 
gegebenen System von Linsen aquivalent ist. 
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Allgemeine Sitze, Brennlinien nnd Brennebenen. 

§ 86. Erfahrt ein Strahl bei seinem Verlaufe von einem 
Punkte A nach einem anderen Punkte B durch beliebige Medien 
eine beliebige Anzahl von Reflexionen oder Brechungen, so bedingt 
das Reflexions- sowohl als das Brechungsgesetz, dass 2: (n p) ein 
Grenzwerth (in specieIlem FaIle ein Minimum) wird, wenn p die 
WegHinge des Strahles in einem Medium vom Brechungsexponenten n 
bedeutet. Erfolgt umgekehrt der Strahlengang derart, dass d 2: (n p) 
= 0 wird, so ist auch damit gleichzeitig die Bedingung dafUr ge
geben, dass der Strahl en gang nach den durch die Empirie aufge
stellten Gesetzen fUr die Reflexion und Brechung verlauft. Den 
Ausdruck np nennt man auch die optische Weglange. 

Wir geben zunachst einen elementaren (angenaherten) Beweis 
fUr die Richtigkeit dieses aIlgemeinen Satzes fitr eine einzelne 
Reflexion und eine einzelne Brechung und werden spater diese 
Untersuchung auf eine beliebige Anzahl von Reflexionen oder 
Brechungen ausdehnen. 

A 

c j) 

Fig. 62. 

Es sei in Fig. 62 APB del' Weg eines Lichtstrahles, welcher in 
einem homogenen Medium von einem Punkte A ausgehend nach 
einem Punkte B verlauft und hierbei eine Reflexion an del' Flache 
CD erleidet. Unsere Behauptung geht nun dahin, dass del' Gesammt
weg, welchen del' von A ausgehende Strahl wahlt, urn von CD 
reflektirt nach B zu gelangen, ein Grenzwerth ist, d. h. AP + PB, 
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die Summe der Theile des wirklichen Strahlenverlaufes, von irgend 
einer anderen, einer unendlich kleinen Verschiebung des Punktes P 
urn das Bogenelement PQ entsprechenden, Verbindungslinie AQB 
zwischen A und B garnicht oder nur um kleine Grossen zweiter 
Ordnung abweicht. 

Es sei AQB der einer unendlich klein en Verschiebung inner
halb der Ebene APB entsprechende Strahlengang. Die Differenz 
AQ - AP ist dann bis auf Grossen von mindestens der zweiten 
Ordnung der Kleinheit gleich der Projektion von PQ auf AP, und 
ebenso ist die Differenz PB - PQ, unter gleicher Voraussetzung, 
gleich der Projektion von PQ auf PB. Diese Projektionen sind aber 
einander gleich, da AP und PB gleiche Neigungswinkel mit P Q 
einschliessen. Es ist somit AQ + QB = CAP + PB), woraus hervor
geht, dass fiir eine verschwindend kleine Verschiebung des Einfalls
punktes aus der dem Reflexionsgesetz entsprechenden Lage die 
hierdurch verursachte Variation des optischen Weges, d. h. der 
Summe AP + PB, verschwindet. Die optische Weglange stellt somit 
ein Maximum, Minimum oder keines von beiden dar. Bis auf 
Grossen zweiter Ordnung liegt. also jedenfalls ein Grenzwerth vor 
unci in jedem speciellen FaIle wird man zu bestimmen haben, ob 
dieser Grenzwerth ein Maximum oder Minimum reprasentirt. 

Zu einem analogen Schluss 
gelangen wir, wenn wir annehmen, 
dass der Strahl bei seinem Ver
laufe von A nach B an der Flache 
CD eine Brechung erleidet. Sind 
n und n' die Brechungsexponenten 
der beiden Medien, so stellt, wenn 
unsere Behauptung richtig ist, die 
optische WegHinge nAP + n'PB 
einen Grenzwerth fUr den Strahlen
gang dar. 

Es wird auch hier geniigen, 
nur den Fall einer Betrachtung zu 
unterziehen, wo Q in der Ebene 
APB liegt. 

Man ziehe in Fig. 63 das Ein
fallsloth P N und bezeichne den 

JJ 

Fig. 63. 

Einfalls- und Brechungswinkel mit i und i'. Es ist dann nach dem 
Brechungsgesetz n sin i = n' sin i'. N ehmen wir nun A Q B als den 
einer verschwindend kleinen Verschiebung des Einfallspunktes ent
sprechenden Strahlengang von A nach B an und bilden die Differenz 
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von AP und der Projektion von AQ auf AP, sowie diejenige von 
BP und der Projektion von BQ auf BP, so ist: 

nAQ - nAP=nPQ sini, 

n'BP - n'BQ = n'PQ sin i'. 

Somit wird die Aenderung in der gesammten optischen Weg
Hinge bei einer verschwindend kleinen Verschiebung des Einfalls
punktes 

nAQ +n'BQ - (nAP + n'BP)=PQ (nsini-n' sini') =0. 

Hieraus geht hervor, dass fur eine verschwindend kleine Ver
schiebung des Eintrittspunktes langs der brechenden Flache die 
durch diese Verschiebung verursachte Variation verschwindet, worin, 
wenn wir auch hier wie bei der Reflexi9n von einer streng analy
tischen Untersuchung absehen, die Bedingung. dafur gegeben ist, 
dass die optische Weglange, d. h. nAP + n'PB, einen Grenzwerth 
fiir den Strahlengang darstellt. 

Z 

y 
Fig. 64. 

Der fur die Reflexion bewiesene Satz ist nur als ein specieller 
Fall des letzten Satzes anzusehen. Man hat namlich nur fur jenen 
Fall n' = - n zu setzen, um ihn von dem letzteren, als dem allge
meineren, Satze abzuleiten. 

Ehe wir die soeben besprochenen FaIle auf eine beliebige An
zahl von Reflexionen oder Brechungen ausdehnen, mag noch folgen
der analytischer Beweis fUr zwei Specialfalle, den der Reflexion an 
einer konvexen Flache und den der Brechung an einer Ebene, ein
gefugt werden. 

Es seien mit Bezugnahme auf Fig. 64 zwei Punkte A und B 
im Raume durch ihre Koordinaten (aI, bl , 0) und (a2, b2, 0) und 
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eine konvexe FHiche :::: = f(.v, y) gegeben. Ein Strahl gehe nun von 
A aus und werde bei P von der FHiche z = f (v, y) nach B reflektirt. 
Urn zu zeigen, dass diese Lage des Punktes P der Flache z = f (x, '!I) 
ein Minimum fUr die Weglange AP + PB ergiebt, beziehen wir die 
gegebenen Grossen auf ein Koordinatensystem, dessen XY·Ebene 
mit der Einfallsebene zusammenfallt, wahrend die XZ-Ebene die 
Tangentialebene im Punkte P an die reflektirende Flache darstellt 
und die X-Axe durch den Punkt P geht. 

Die Abscisse des Punktes P sei mit x bezeichnet, es ist dann 

f(x) = AP + PB= J/(x-a1)2 + b12 + J/(x-az)2 + b22• 

Als Bedingung dafUr, dass f('v) moglicherweise ein Maximum 
odeI' Minimum wird, ergiebt sich hieraus: 

(x - a1 )2 + b12 

(x - a1)2 
(x - az)2 + b22 

(x - a2):3 -, 

b 2 -1 hl 
1 + ( 1 )2 - + ( )" x-a1 .1'-a2~ 

und hieraus 

odeI' 

Diese Gleichung bedeutet abel' nichts anderes, als dass 

tg-APN = tg-BPN, 

,lu=fJ 

und als entsprechenden Werth von x haben wir: 

Urn zu bestimmen, ob dieser Werth von .v ein Maximum odeI' 
Minimum verursacht, bilden wir den zweiten Difi'erentialquotienten: 
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b12 622 

-.-;-----:-;;--:-;~;-;:;==~==;=:;;+--;--:---:-:---=-::-;-'-:-======~ 
ICx-al)2+ 612 ( V(X-a1)2 + b12 lCX-a2)2 + b221 VCX-a2)2 + b22 

Hieraus erkennen wir ohne Weiteres, dass /" (X) einen positiven 
Werth hat; es ist also a = f3 die Bedingung dafnr, dass AP + PB 
ein Minimum ist; denn fiir eine Verschiebung des Punktes P in der 
Richtung der Y-Axe wird die Strecke AP + PB offenbar grosser. 

Ganz analog lasst sich der I:!~all behandeln, wo der Strahl in 
seinem Verlaufe von A nach B durch eine Ebene gebrochen 
wird. Wieder seien zwei Punkte durch ihre Koordinaten (aI' bI , 0) 
und (a2 , b2 , 0) gegeben. Wir setzen voraus, dass der Strahl von A 
nach P, dem Punkte der brechenden Ebene, und von da nach B 
verlauft, dass durch die Ablenkung bei P dem Brechungsgesetz ge
nngt wird, und behaupten, dass unter dieser Voraussetzung nAP 
+ n'PB ein Minimum wird. Die XY -Axe bilde, wie im vorigen 
Fane, die Tangentialebene, also hier die brechende Ebene selbst 

H' 

N 
Fig. 65. 

und der Einfallspunkt liege demnach in der X -Axe. Verfahren wir 
nun ganz ahnlich wie im vorigen I:!'alle, so erhalten wir mit Bezug
nahme auf Fig. 65 die folgende Entwicklung: 
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1)2 

I 2 
t °l 

1 ,. -c-' ---)2 ,t -a1 

das heisst, 

n'2 

1 + ctg 2 " 1 + ctg" fJ ' 

odeI' 
1) sin a = n' sin fJ 

ist die Bedingung dafiir, dass f(.T) moglicherweise ein Maximum 
odeI' Minimum wird. 

Setzen wir in den zweiten Differentialquotienten 

die Wurzel del' auf 0 reducirten erst en Derivirtenein, so erkennen 
wir ohne Weiteres, dass f" (.T) einen positiven Werth hat. Es ist 
somit n sin (f. = n' sin (3 die Bedingung dafiir, dass nAP + n' P B ein 
Minimum darstellt. ~liir eine Verschiebung des Punktes P in del' 
Richtung del' Y -Axe ist dies evident. 

N ehmen wir nun den Fall, es treten in dem Verlaufe des 
Strahles von A nach Beine beliebige Anzahl von Refiexionen odeI' 
Brechungen auf. Es sei mit ~ die Weglange eines Strahles in 
irgend einem Medium mit dem Brechungsexponenten n bezeichnet. 
Nachdem nun bereits gezeigt worden ist, dass ~ n ~ einen Grenz
werth darstellt fitr die Verschiebung del' Einfallspunkte zwischen je 
zwei benachbarten Medien, sci wird diesel' Ausdruck nach dem 
Principe del' Superposition kleinel' Verschiebnngen auch dann einen 
Grenzwerth darstellen, wenn eine Reihe von gleichzeitigen Ver
schiebungen zugelassen wird. Die optische Weglange ~ n ~ del' 
zwei Punkte verbindenden Strahl en stellt also einen Grenzwerth 
dar. Findet eine kontinuirliche Veranderung des Brechungsexpo
nenten statt, so gilt dasselbe Gesetz, und del' Strahl verlauft dann 

in del' Weise, dass 5 n d 8 ein Grenzwerth oder (] 5 n d s = 0 ist. 

§ 87. Ein anderer, von Malus aufgestellter Satz ergiebt sich 
ohne Weiteres aus dem Vorgehenden. Er lautet: 

Jedes System von normal zu einer Fliiche einfallenden Strahlen behiilt 

auch nach einer beliebigen Anzahl ~70n Rejle.Tionen und Brechungen an beliebig 

gestalteten Fliichen stets die Eigenschaft bei, dass die Strahlen desselben Nor
male zu einer Fliiche sein kCinnen. 
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Die allgemeine Theorie der Liniensysteme wird spateI' be
handelt werden; wir konnen abel' schon an diesel' Stelle anfiihren, 
dass ein doppelt unendliches System von Linien nicht auch im All
gemeinen ein System von Senkrechten darstellt. 

)c 
~ A\ 

~ \ 

Fig. 66. 

Es seien in Fig. 66 ABCDE .... , 
A' B' C' D' E' die Richtungen einer Reihe 
von Strahlen, welche" senkrecht zu einer 
durch A gehenden ]'lache gerichtet sind 
und eine beliebige Anzahl von Refiexionen 
und Brechungen erleiden. Von diesen 
Strahl en denke man sich derartig bis E E' 
Wegestrecken abgegrenzt, dass 1,' n Q fiir 
jec1e derselben den gleichen Werth hat; 
nach dem Malus'schen Satze soIl en dann 
die Strahlen schliesslich aIle Senkrechte zur 
Flache E E' sein. Um dies zu beweisen, 
ziehen wir A' B und E'D. Nach unserer 

Voraussetzung hat 1:nQ sowohl fiir ABCDE als auch fiir A'B'C'D'E' 
denselben Werth. Da abel' 1: n Q fiir den Strahlengang A' B' C' D' E' 
ein Minimum darstellt, somit fiir eine unendlich kleine Verschiebung 
B B' die erste Variation verschwindet, so hat 1: n Q fiir den Strahlen
gang A' BCD E' und A' B' C' D' E' und daher auch fiir ABC D E 
den gleichen Werth. Subtrahirt man von den beiden Strahlenwegen 
A' BCD E und ABC D E die beiden gemeinsamen Strecken, so hat 
man, wenn n und n' die Brechungsexponenten del' beiden aussersten 
Medien sind, die Gleichung n A' B + rt' E' D = nAB + n' D E. Da 
abel' A B senkrecht zur Flache A A' gerichtet ist, so muss fiir un
endlich benachbarte Strahlen A' B = A B, daher auch DE = DE' 
sein; das ist abel' nul' dann del' Fall, wenn E E' senkrecht zu DE 
ist. Dasselbe lasst sich fiir jeden anderen dem Punkte E benach
barten Punkt darlegen und es ist somit die Flache E E' senkrecht 
zum Strahl D E und zu jedem anderen Strahl des Systems, wie sich 
auf ganz analoge Weise zeigen lasst. 

§ 88. In dem Folgenden geben wir eine analytische Behand
lung diesel' Satze. 

Ein Lichtstrahl gehe durch mehrere Meclien mit verschiedenen 
Brechungsexponenten hindurch. Sind (ai, /31, rl) die Richtungs
kosinusse des einfallenden Strahles und (XI' YI' ZI) die Koordinaten 
eines Punktes auf demselben, so kann man (ai, (31) rl) als bekannte 
Funktionen von (Xl' 1ft, Zj) ansehen. Es trefl'e diesel' Strahl die 
erste brechende Flache in dem Punkte (~I' ~I' (I), und (a2, (32' r2) 
seien die Richtungskosinusse des in das zweite Medium gebrochenen 
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Strahles. Es sind dann nach (12, II) die Richtungskosinusse der 
Strahlen unter einander verbunden durch die Gleichungen: 

1 111 i31 - 112 i32 = (111 cosil - '11 2 cos i 2) ttl l' 
1/1 1'1 - 1/2 1'2 = (Ill COS i1 - J!2 cos i2) VI 

· . . . (1) 

worin (All fLI' VI) die Richtungskosinusse des Einfallslothes zur ersten 
brechenden FHiche bedeuten. 

Ferner ist: 
).1 d ~1 + ttl d'ii + VI d ~I = 0 · . . . (2) 

und daher, wenn man die Gleichungen (1) der Reihe nach mit d ~I' 
d 7)1 und d (I multiplicirt und sie dann addirt, 

(Ill ((1 - 112 ((2) d ~1 + ('Ill (31 - n2 (32) d'ii + (ni 1'1 - li2 1'2) d ~I = 0.. (3) 

Bezeichnet man mit r l den Abstand zwischen (XI' Yl' ZI) und 
(~l' 7)1, (I) und mit 1.1' den Abstand zwischen (~I' 7)1, ~I) und 
(.X2' Y2' Z2), so ist: 

r l 2 = (~I - Xl? + ('11 - YI)2 + ('I - ZI)2 1 

rt' 2 = (3:2 - ~1)2 + (Y2 - '11)2 + (Z2 - ~I)2 f· · . . . (4) 

Ferner ist 

. . . . . (5) 

Aus der Differentiation der Gleichungen (4) und aus Glei
chungen (5) ergiebt sich: 

drl = ((I (d~1 - dx1) + i31 (d'li - dYI) + 1'1 (d ~I - dz1) 1 
J.. . (6) 

dr1'= ((2 (dX2 - d~l) + (32 (dY2 - d'lI) + 1'2 (dZ2 - d~l) 

Hieraus folgt unter Beniitzung von (3) 

111 drl + 112 drt' = 112 (a2 dX2 + i32 dY2 + 1'2 dz'J) - 1/1 (al dX1 + i31 dYI + 1'1 dzI)· 

1st ferner r 2 der A bstand des Punktes (X2' Y2, Z2) von der 
nachstfolgenden Flache und r 2' der Abstand zwischen dieser Flache 
und einem Punkte (xa, Ya, za) auf dem gebrochenen Strahl in dem 
nachsten Medium, so haben wir wieder: 

112 dr2 + 113 dr2' = 113 (a3 dX3 + i3a dY3 + 1'3 d za) - 1/2 (a2 dX2 + i32 dY2 + 1'2 dz2) , 
Heath·Kanthack. R 
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u. s. f. Bezeichnet man daher mit Q I, Q2, Q3 • • • • Il In -1' Il' die ge
sammten optische.n Weglangen in den verschiedenen Medien, d. h. 
III = r1 , 112 = rt' + r2 , 113 = r2' + r3 .... etc., so ergiebt sich durch 
Addition aIler nach Analogie del' beiden letzten Gleichungen ge
bildeten Beziehungen: 

fl, dl.!l + flZ dl.!2 + ...... + fl' dl.!' = n' (a' dx' + 13' dy' + y' d2') -

- III (a1 dte1 + 13, d y, + Y1 d 21)" • • • (7) 

Wenn 111 (al dX1 +;31 dYI + rl dz1) ein voIlstandiges Differential 
ist, so muss auch n' Ca' d,r;' +;3' dy' + r' dz') ein solches darsteIlen; 
mit anderen Worten: Stralilen, welche einmal innerhalb ihres Verlaufes als 
Normale zu einer brechenden Fliiche auftreten, haben fur den ganzen Strahlen

gang die Eigenschaft, Normale zu einer Fliiche zu sein. 

Setzen wir 

111 (a, dIl + 131 dy, + Y1 de,) = dV , 

n' (rt' dx' + 13' ely' + Y' de') = elY', 

so folgt hieraus und aus (7) durch Integration: 

V'-V=2:(JlI.!)' 

Die zwischen je zwei N ormalflachen eingeschlossene optische 
Weglange ist somit fUr aIle Strahl en des Systems die namliche. 

1st die Lage des Ausgangs- und Endpunktes des Strahlen
ganges eine unveranderliche, so verschwinden d,T" dYl' dZ l und 
ebenso elx', dy', dz', es wird nach (7) 2: en d Il) = 0 und es stellt so
mit bis auf kleine Grossen 2. Ordnung 2: (n Il), odeI' die optische 
Weglange, einen Grenzwerth fitr den Strahlengang dar. 

Die Funktion V bezeichnet man als die charakteristische 
]'unktion des Systems. 

§ 89. Von hier ausgehend konnen wir das allgemeine Gesetz 
des Strahlenganges fiir irgend ein heterogenes Medium bestimmen. 

Del' Strahlengang wird immer ein solcher sein, dass 5 nds oder V 

ein Minimum wird. Die Strahl en werden sammtlich zur Flache V 
= konstant lothrecht sein. 

Kennen wir V als eine Funktion von x, y, z fUr aIle durch 
ihre Koordinaten ex, y, z) bestimmten Punkte des Raumes, so kennen 
wir damit auch die Richtung des Strahles in irgend einem Punkte. 

Denn 
dV 
dx =na, 

und daher 

dV 
-nfJ ely - , 

dV 
~=IlY, 
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C~: r + H~: r + (~; r = 112, 

wodurch n, a, f3 und r bestimmt sind. 
§ 90. Ein Strahlensystem, welches sich rechtwinklig von einer 

Flache schneid en lasst, wollen wir als ein orthotomisches System 
bezeichnen. Ein System von einem Punkte ausgehender Strahlen 
oder solcher Strahl en , welche durch irgend eine katoptrische oder 
dioptrische Anordnung zur Vereinigung in einem Punkte gebracht 
werden k6nnen, ist, wie ohne Weiteres einzusehen ist, stets ortho
tomisch; denn es wird eine Kugelflache, deren Mittelpunkt in dem 
Vereinigungspunkt der Strahl en liegt, sammtliche Strahl en unter 
rechtem Winkel schneiden. 

Wenn die Strahl en eines von einem Punkte ausgehenden 
Strahlensystems nach einer beliebigen Anzahl von Reflexionen und 
Brechungen wieder in einem anderen Punkte homocentrisch werden, 
so hat 1:n!l, die optische Weglange von einem Punkte zum anderen, 
denselbcn Werth fUr aIle Strahlen. Um daher Strahlen, welche von 
einem Punkte S ausgehen, mit Hilfe einer einfachen Reflexion an 
einer krummen Flache in -einem zweiten Punkt H zu sammeln, 
wahlen wir unsere Flache derartig, dass SP + PH fUr aIle Strahl en
wege denselben Werth hat und finden somit, dass diese Flache ein 
Rotationsellipsoid mit den Brennpunkten S und H sein muss (Fig. 67). 

~--~P 

H S' 

Fig. 67. Fig. 68. 

Sind die Strahlen parallel, so liegt der Punkt S in der Un end
lichkeit, die Flache ist somit ein Rotationsparaboloid, dessen Axe 
parallel zur gemeinsamen Strahlenrichtung gerichtet ist. 

Bestimmen wir nun die Form einer brechenden Flache, durch 
welche aIle von einem Punkte S ausgehenden Strahlen in einem 
Punkte H vereinigt werden. Sind n und n' die Brechungsexponenten 
der Medien und ist in Fig. 68 P irgend ein Punkt der brechenden 
Flache, so muss die Flache der Gleichung 

n8P + n'HP = (: 
genugen. 
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Diese Gleichung charakterisirt aber eine Rotationsfiache, deren 
Erzeugende ein Cartesianisches Oval mit den Brennpunkten S und 
H ist. 

Als besonderen Fall nehmen wir an, dass die Strahlen parallel 
sind, so dass S in unendlicher Entfernung liegt. Man denke sich 
eine Ebene. MX rechtwinklig durch die Strahlenrichtung gelegt 
(Fig. 69) und verlangere irgend einen Strahl bis zu seinem Sclmitt
punkt M mit jener Ebene. Es ist dann 

nSP+ n'HP=c. 

Fig. 69. 

Es ist aber auch nSP + nPM konstant. Wahlt man nun die 
Lage der Ebene MX so, dass diese konstante Grosse ebenfalls gleich 
c wird, so ist n' HP = n PM, d. h. die Flache ist eine Rotationsfiache, 
deren Erzeugende ein Kegelschnitt mit dem Brennpunkt H und der 
Direktrix MX ist und deren Rotationsaxe durch die grosse Axe des 
Kegelschnittes gebildet wird. 

§ 91. 1m Allgemeinen schneiden sich unendlich benachbarte 
Strahl en nicht. Fassen wir aber unendlich benachbarte Strahlen 
eines orthotomischen Systems, welche die rechtwinklig durch sie 
gelegte Flache in Punkten einer Krummungslinie treffen, ins Auge, 
so werden sich diese Strahlen schneiden und eine Kurve, die so
genannte Brennlinie, einhullen. 

Unendlich benachbarten Krummungslinien desselben Systems 
entsprechen unendlich benachbarte Brennlinien und diese stell en in 
ihrer Gesammtheit eine BrennfHiche dar, welche von jedem Strahl 
des Systems tangirt werden. Ebenso bestimmt die andere Gruppe 
von Krtimmungslinien eine zweite Brennfiache. Jeder Strahl des 
Systems tangirt somit zwei Brennfiachen. 

Sind die Strahlen symmetrisch urn eine Axe gruppirt, so ist 
die orthogonale Flache eine Rotationsfiache. Die eine Gruppe von 
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Kriimmungslinien bilden die lHeridiankurven unddie ihnen ent
sprecheilde BrennfHtche entsteht geometrisch durch die Rotation del' 
Evolute del' Meridiankurve um die Symmetrieaxe. Die andere Gruppe 
von Kriimmungslinien sind Kreise, deren Mittelpunkte auf del' Axe 
liegen. Diejenigen Strahlen, welche in Punkten einer diesel' Kreis
linien die orthogonale Flache rechtwinklig durchschneiden, vereinigen 
sich in einem Punkte del' Axe und bilden einen Rotationskegel. Es 
wird daher die zweite Brennflache durch einen Theil del' Symmetrie
axe dargestellt. 

§ 92. Del' Charakter eines begrenzten Strahlenbiischels ist in 
Figur 70 dargestellt; BAB' sei die orthogonale Flache, F del' Ritck
kehrpunkt del' Brennlinie. 

A~----------L-~~~~F~------

1)' 
Fig. 70. 

"\Vird das Strahlenbiischel von einem senkrecht zur Axe auf
gestellten Schirm aufgefangen, so 111sst sich die Form del' Brennflache 
feststellen, indem man, wahl' end man den Schirm von D D' nach F 
verschiebt, den henen Lichtfleck auf dem Schirm beobachtet. In 
seiner SteHung bei DD' zeigt del' Schirm einen kreisfOrmigen Licht
fleck, welcher von einem he11eren Ring umgeben ist, und wahrend 
man nun den Schirm von DD' nach F verschiebt, verengt sich all
mahlich diesel' Ring. Sobald C erreicht ist, wird del' andere Theil 
del' Brennflache sichtbar und ein heller Lichtpunkt zeigt sich in del' 
Mitte des hellen Fleckes. Wenn die Stelle EE' erreicht ist, so hat 
del' Lichtkreis seine geringste Ausdehnung; man nennt diesen Kreis 
den kleinsten Zerstreuungskreis. Wahrend del' Verschiebung 
des Schirmes iiber diese Stelle hinaus erweitert sich die Peri ph erie 
des ganzen Lichtfleckes, wahrend sich gleichzeitig del' helle Ring 
verengt. Ueber F hinaus horen die Unterschiede in del' Helligkeit 
des von dem Schirm aufgefangenen Lichtes auf. 

§ 93. Trifft irgend ein Strahl B C E' die Axe in C, so bezeichnet 
man FC als die longitudinale Aberration dieses Strahles. In-
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folge des symmetrischen Strahlenganges ist Fe eine gerade Funktion 
del' Neigung des Strahles zur Axe und, wenn das Strahlenbtischel 
ein enges ist, so konnen wir die longitudinale Aberration als dem 
Quadrat jener Neigung proportional ansehen. Bedeutet daher lit die 
Tangente der N eigung des Strahles zur Axe und vernachlassigen 
wir die hoheren Potenzen der kleinen Grosse m, so ist die longitudi
nale Aberration angenahert gegeben durch die Gleichung Fe = cm 2• 

Nimmt man nun F als Koordinatenursprung und FA als die X-Axe 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems an, so haben wir als Glei
chung des Strahles: 

y=lIl (x - cm~). . . . . . .... (9) 

Such en wir die Umhtillungskurve zu diesel' Linie auf, wahrend 
wir m als einen variablen Parameter ansehen, so bildet diese die 
Brennlinie in del' Nahe von F. Differentiiren wir (9) nach m, so 
ergiebt sich 

O=x - 3 em", 

und aus (9), wenn wir hierin m eliminiren: 

27 cy2=4.~3 ......... (10) 

als die Gleichung del' Umhtillungskurve. 
Die Brennlinie hat, wie uns diese Gieichung erkennen lasst, an 

ihrer Spitze die Gestalt einer semikubischen Pm·abel. 
§ 94. Urn die Grosse und Lage des kieinsten Zerstreuungs

kreises zu finden, mtissen wir den Schnittpunkt irgend eines Strahles 
mit dem aussersten Strahl bestimmen; lassen wir dann die Ordinate 
dieses Schnittpunktes ein Minimum werden, so finden wir damit die 
Lage und den Radius des gesuchten Kreises. 

Del' ausserste Kreis habe nach Analogie del' Relation (9) die 
Gleichung: 

y=ktE-CP . . . (11) 

und irgend ein anderer Strahl, wie in (9), die Gleichung 

Eliminirt man mittelst dieser beiden Gleichungen x, so hat man 

y (rn - k) = emk (m2 - 1.;2), 
hieraus 

odeI' 
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Hieraus erkennen wir ohne Wei teres, dass y seillen kleinsten 

Werth erreicht, wenn In = - + wird, und als Radius des kleinsten 

Zerstreuungskreises ergiebt sich somit 

1 k" .'I=-~4-(; ·"=-r. 

Als zugehoriger Werth von x ergiebt sich aus (11) 

3 
x=-~~ck2 .. 

4 

. . (12) 

. . (13) 

Der Abstand des l\1ittelpunktes des kleinsten Aberrationskreises 
von dem Riickkehrpunkt del' Brennkurve betl'agt somit drei Viertel 
der Longitudinal-Aberration des aussersten Stl'ahles. 

Urn die Lateral-Aberration des aussersten Strahles zu £lnden, 
haben wil' nur in del' Gleichung (11) fUr diesen Strahl x = 0 zu 
setzen und £lnden dann 

y= - cP. (14) 

Der Radius des kleinsten Zerstreuungskreises betriigt somit ein Viertel 
der Lateral-Aberration des iiussersten Strahles. 

§ 95. Wenn nun ein Spiegel odeI' eine Linse, worin die Aber
ration nicht vollstandig korrigil·t worden ist, als Theil eines optischen 
Instrumentes auftritt, so werden, wie sich leicht aus del' soeben ge
gebenen Untersuchung erkennen lasst, symmetrische Strahlenbiischel 
im Allgemeinen nicht in einem Punkte vereinigt, vielmehr stellt ein 
Schnitt eines solchen Strahlenbiischels eine kleine Kreisflache dar. 
SoIl ein moglichst scharfes Bild gewonnen werden, so muss dafiir 
gesorgt werden, dass diesel' Kreis moglichst klein wird; es muss 
mit anderen Worten del' auffangende Schirm sich in del' Ebene 
des kleinsten Aberrationskreises be£lnden. Das im mangelhaft 
korrigirten Instrument sichtbare BUd eines Objektes wird somit 
nicht deutlich sein; es besteht vielmehr aus einer Reihe kleiner, ein
ander iiberdeckender kreisformiger Lichtflecken. Diesel' Uebel stand 
ist indessen nicht so gross, als man annehmen konnte; denn del' 
kleinste Aberrationskreis ist nicht gleichmassig hell, sondern er hat 
seine grosste Helligkeit im l\1ittelpunkt und es nimmt diese nach 
dem Umfange zu sehr schnell ab; das Bild eines Punktes reducirt 
sich deshalb, schwaches einfallendes Licht vorausgesetzt, fast auf 
diesen l\1ittelpunkt selbst. 

Um das Gesagte naher zu begriinden, wollen wir einen ein
fachen Fall naherungsweise geometrisch untersuchen. Unter Bei
behaltung unserer bisherigen Bezeichnungsweise wollen wir einen 
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Ausdruck fUr die Apertur des Strahlenbiischels an del' orthogonal en 
Flache finden. 1st Yj del' Radius diesel' Apertur und a die Abscisse 
des Scheitels diesel' FHtche, so ist nach (11), wenn man hierin x = a 
und y = Yj setzt, angenahert 

'l=ka-cP, 

und somit erhalten wir, da ck3 verschwindend klein im Vergleich 
zu k a ist, als Naherungswerth von Yj 

'l=ka. . . . (15) 

Del' zugehorige Radius des kleinsten Aberrationskreises ist 
nach (12) 

Betrachten wir nun die zwischen zwei Kreisen mit den Radien Yj 

und Yj + dYj liegenden Strahlen. Die Flache del' durch diese Kreise 
abgegrenzten Zone ist 2 nYjdYj, diejenige, del' entsprechenden Zone 
auf dem auffangenden Schirm 2nydy. Vorausgesetzt nun, dass die 
von del' orthogonalen ]'lache ausgehende Lichtmenge proportional 
del' ]'lache del' Zone auf jener Flache ist, so wird die Helligkeit 
del' kleinen Zone des kleinsten Aberrationskreises proportional sein 
dem Quotienten 

21l'ld'l 'ld'l 
21lydy = ydy , 

d. h. nach (15) und (12) 

oder 16 a2 1 
1 3 
- cP . - cPdk 
4 4 

3-·7'0' 

y ist abel', wie wir gesehen haben, k3 proportional, und somit 
ist die Helligkeit des kleinsten Aberrationskreises umgekehrt pro
portional y4!s; sie nimmt also vom Mittelpunkt nach dem Umfange abo 

Diese letztere Untersuchung ist zwar nul' naherungsweise richtig, 
sie geniigt abel' immerhin, um eine Erklarung dafiir zu liefern, warum 
Bilder auch dann noch ihre Deutlichkeit behalten, wenn ein kleiner 
Aberrationsfehler vorhanden ist. 

§ 96. Untersuchen wir jetzt fUr einige einfache FaIle die 
Gleichungen und Eigenschaften del' Brennlinien fUr Strahlengruppen, 
welche von einem Punkte ausgehen und von einer Flache reflektirt 
odeI' gebrochen werden! 

Eine Gleichung del' Brennlinie fiir die Reflexion von einem 
leuchtenden Punkte ausgehender Strahl en an einem Kreise ent
wickelte Lagrange in folgender Weise: 
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1st 0 der leuehtende Punkt und AOB der dureh 0 gehende 
Durehmesser des refiektirenden Kreises (Fig. 71), so wird irgend ein 
auf den Kreis in P auffallender Strahl OP in die Riehtung PQ refiek
tirt, derart, dass OP und PQ mit dem Radil1S OP gleiehe Winkel 
einsehliessen. Bezeiehnet man den Winkel A 0 P mit .a, setzt 00 = c 

1 . 1 
=- und OA=a=- so lassen sieh die Gleiehungen des ein-

p k ' 
fallenden und refiektirten Strahles in Polarkoordinaten folgender
maassen sehreiben: 

oder 

~ = It = A cos 0 + B sin 0 fUr C P, 
r 

~=u=A cos Or + B sin or, 
r 

~. = u = A cos (2 a - 0) + B sin (2 (t - 0) 
r 

Fig. 71. 

fur PQ. 

Denn sehliessen zwei Leitstrahlen mit PO gleiehe Winkel ein, 
so ist die Summe ibrer Polarwinkel fj + fj' = 2 a und es sind somit 
die dureb die beiden letztenGleiehungen gegebenen zusammen
gehOrigen Werthe von u einander gleieb. Die Konstanten A und B 
bestimmen sieb dureb die Bedingung, dass der Einfallsstrahl dureh 
die Punkte 0 und P hindurebgeht. Setzt man daber beziehungs
weise fj = 0 und fj = a, so ergiebt sieh aus der Gleiehung fUr OP; 

1 
-=p=A, 

c 

~=k=Acosa+ Bsina. 
a 

Setzen wir die hieraus sieh ergebenden Werthe von A und B 
in die Gleichung des refiektirten Strahles ein, so erhalten wir 

11 sin a = k sin (2 a - 0) - p sin (a - 0). 
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(j 
Setzen wir noch 2 a - (j = 2 r[J, so dass a = (/) + 2"' so erge ben 

sich die folgenden Gleichungen: 

U sin (cp + ~ ) + p sin (cp - .~ ) = k sin 2 q,; 

(/I + p) cos {- sin q, + (u - p) sin {- cos q, 

----------~~-~~----------------=1; 2 k sin cp cos q, 

(j 
(u+p) cosT (u -p) sin-~ 

2 
2 k cos q, + 2 k sin q, 

oder, wenn man sich der beiden Substitution en 

(j 

1 P= 
(u+ p) cOST 

2k 

Q= 
(u-p) sin + I 2f..: 

bedient, so ist schliesslich 

P Q ----+-. -=1. 
cos 'I' gIn 'I' 

1, 

(16a) 

. . (16) 

Der willkfirliche Parameter a erscheint in dieser Gleichung 
nul' als in r[J enthalten. Urn daher die Einhfillende des reflektirten 
Strahles zu finden, differentiiren wir (16) nach r[J und setzen den 
erst en Differentialquotienten gleich 0, woraus sich ergiebt 

und hieraus 

Q cos q, 
---;-c:;-c-- = 0, 

sin" q, 

Setzt man die hieraus sich ergebenden Werthe von P und Q, 
namlich P =;. COSB (/) und Q =;. sin B r[J, in (16) ein, so wird ;. = 1 und 
man hat somit 

Eliminirt man (/), indem man die aus diesel' Relation sich 
ergebenden Wel'the cos r[J= p'/3 und sin r[J= Q'/3 in (16) einsetzt, so 
erhalt man die Beziehung 

p'/3 + Q'/a = 1. . . . . . . . . . (17) 
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In Parallelkoordinaten ausgedruckt, heisst das nach (16a) 

f 0 1% f .. 0 12/3 " (u+p) cos-· + (u-p) sm- =(21.;)"· l 2) I· 2) 

Um die irrationale Gleichung (17) auf eine rationale :F'orm zu 
bringen, erheben wir beide Seiten der Gleichung in die dritte 
Potenz; sie erilltlt dann die Form 

p2 + Q2 + 3 p'/3 Q2/3 (P'/a + Q'f,) = 1, 

oder 
1 _ p2 _ Q2 = 3 p'/3 Q'Ia. 

Erheben wir diese Gleichung abermals in die dritte Potenz, so 
erhalten wir schliesslich 

. . (1S) 

Nach einer einfachen Transformation liisst sich diese Gleichung 
auch durch Parallelkoordinaten ausdrucken. Es ist nltmlich nach 
(16 a), da 

1 ---=c, 
p 

und 
1 
-=U 
l' ' 

und 
1 

a=--
I.; 

ist, 

p = ~'-- (--.!... + --.!...) cos .!.-] 2 l' C 2 

Q = _a_ (_1_ -;- _1_) sin _0_ 
2 l' '. C 2 

. . . . . (19) 

und somit 

p2 + Q2 = ~ f"';'- + ~ + ~ (2 cos 2 .!.- _ 1) 1 , 
4 11'2 c2 1'C 2 J 

= a4
2 

{-.;.. -+-~ + ~ cos o} , 
1'" e l' C 

oder 
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Ferner folgt aus (19) durch Multiplikation der Werthe von 
P und Q 

2 
PQ a , 0 0). 

= 81'2 c2 \C"- r- SIn (j 

oder 
_~ .2_ 2 PQ-Sr3 c2 (C 1')y ......... (21) 

Wir erhalten somit nach (18), (20) und (21) als Gleichung del' 
Brennlinie 

odeI' 

§ 97. Setzen wir in die Gleichung fUr die Brennlinie (18) 
u+p 

() = 0 und somit nach (16a) Q = 0 und P = 2 k ' so wird jene 

und hieraus ergiebt sich P = 1 odeI' 

u+p=±2k ......... (23) 

und es steUt jeder diesel' Punkte einen dreifachen Punkt dar. 
Durch a und c ausgedruckt, erhalt man hieraus, wenn man fUr u, 

p und, k ihre betreffenden Werthe +, ! und ! einsetzt, als 

Werthe fUr die Abstande dieser Punkte von dem Mittelpunkte des 
Kreises 

ac ac 
l' = -2 -- und r = - -2 --. . . . • . (24) 

c-a c-a 

Diese Ausdrucke bestimmen die Lage der Kuspidalpunkte 
del' Katakaustik. 

Wollen wir indessen die Schnittpunkte der Katakaustik mit 
dem Kreise, fUr welcb,en die Relation u = p gilt, bestimmen, so er-

halten wir, da nach (16a) fUr dies en Fall Q = 0 und P = ~ cos ~ , 

als Gleichung der Katakaustik nach (18): 

(1_P2)3=O oder P=1 
und hieraus 
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p cos ;=± k 1 

aCOS ; = ± c J' 
. . . . . . • . (25) 

Jeder der hierdurch bestimmten Punkte ist ein dreifacher 
Punkt, der reflektirte Strahl tangirt daher den Kreis r = c und del' zuge
horige Einfallsstrahl steht senkrecht zu 0 C. Diese dreifachen Punkte 
sind Kuspidalpunkte und die durch die Spitze gelegte Tangente 
zur Kurve steht senkrecht zum Radiusvektor; sie werden imaginar, 
sobald c grosser als a wird, d. h. wenn der leuchtende Punkt sich 
ausserhalb des kreisformigen Reflektors befindet. 

§ 98. Um die Richtungen der Asymptoten zu bestimmen, 
lassen wir in der Gleichung der Kurve u = 0 werden. Die Werthe 
von P und Q sind dann nach (16a) 

und 1 
1 ' p . 0 a. 0 

Q=- 2k slllT= - 2c- smT 

. . . . (26) 

p=Lcos~=_~ cos~ 
2k 2 2c 2 

und aUs der Gleichung (18) fUr die Katakaustik ergiebt sich dann 
unter Einsetzung dieser Werthe von P und Q die folgende 
Gleichung: 

( 
a2 2 0 a2 . 2 0) 3 _ ~ a4 (. 0 0 ) 2 

1- 4c2COS T-4c2sm T -21 16c4 smTcosT 

odeI' 

( 
a2 )3 a4 

1 - 4C2 = 27 64c4 sin 20, 

und endlich 

Diese Gleichung charakterisirt die Richtung del' Asymptoten 
a 

und zeigt, dass sie imaginar werden, wenn c kleiner als T ist. 

Wir wollen nun die Lange des von dem Ursprunge aus auf 
sie errichteten Lothes bestimmen. Difi'erentiiren wir die Glei
chung (17), d. h. also die Gleichung 

I 0 l'h (u+p)cos T 
--J+ 2k 

I ). 0 )'/3 (u - p sm 2 = 1 
2k ' 
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setzen dann u = 0 und dividiren durch gemeinsame Faktoren, so 
erhalten wir 

- 1 f~ sin ~ - _J!_ cos _0_1 = o. 
( sin + ) '/3 1 do 2 2 2 1 

Hieraus entsteht durch Reduktion: 

- Sln- cos- cos ,3_ - sIn 3_l + du (. 0 0 ) '/3 f 2/ 0 . 2/ 0) 

dO 2 2 1 2 2 J 

+ L {cos4k~ _ sin 4k~1 = 0 
2 2 2 J 

oder 

£lit (. 0 0 ) 'is p ( 2/ 0 . 2/ 0) -. - sm - cos - = - -- cos 3_ + sm 3_ , 
do 2 2 2 2 2 

=-- cos 3_+ sm 3 __ 1( 2/0 .2/0) 
2c 2 2 ' 

= _ ~ (~)2/3 { (~cos ~)2h+ (~ sin ~_) 1, 
2<: a 2c 2 2c 2 1 

oder nach (26) 

und nach (17) 

Somit ist 

=_~ (2C)2/3 fp2/3 + Q2/a} , 
2c a \ 

du . '/ 1 (c) 2/3 -(smO) 3= __ - , 
dO c a 

und hieraus folgt aus (27) 

u c"-a" £l i4 " " 
dO --3- = - 1. 

Bezeichnen wir die Lange des Lothes von dem Mittelpunkte 
auf die Asymptote mit X, so haben wir demnach 
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_ .. / 4 ("~ - a" 
x- V 3 . (28) 

Diese Asymptoten werden imaginar, sobald c kleiner als 
a 
2 

wird, und sie fallen mit der X-Axe zusammen, wenn c = -]- wird. 

§ 99. Wir gehen nun tiber zur Bestimmung der Schnittpunkte 
del' Katakaustik und des reflektirenden Kreises. Dieser Unter
suchung legen wir zweckmassigerweise das Cartesianische Koordi
natensystem zu Grunde. Substituiren wir in der Gleichung (22) fUr 
die Katakaustik a2 fUr x2 + y2, so erhalt dieselbe die Form: 

odeI' nach gehoriger Erweiterung und Division durch a4, 

8 a2 c3 x 3 - c2 x 2 (15 a4 - 18 a2 c2 - 27 c4) + 6 ex (3 c2 - a2)2 + 
+ a8 + 18 a6 c2 - 27 a4 c4 = 0 

oder schliesslich 

Die Katakaustik bertihrt somit den reflektirenden Kreis in 
Punkten, welche durch die Gleichung ex = a2 bestimmt sind; es 
sind dies die Bertihrungspunkte del' durch den ausserhalb des 
reflektirenden Kreises liegenden leuchtenden Punkt an den reflek
til'enden Kreis gelegten 'l'angenten. Diese Bertihrungspunkte werden 
imaginal', wenn del' leuchtende Punkt innerhalb des reflektirenden 
Kreises liegt. Der andere Schnittpunkt ist bestimmt durch die aus 
(29) sich ergebende Gleichung 

x= 
27 c4 -18a2 c2 - ,,4 

8a2 c 

Diesel' Werth von .1: ist numerisch kleiner oder grosser als a, 

je nachdem c grosser oder kleiner als a ist, d. h.· je nachdem 
del' leuchtende Punkt ausserhalb oder innerhalb des reflektirenden 
Kreises liegt. 

In den folgenden Figuren ist die den verschiedenen Lagen des 
leuchtenden Punktes entsprechende Form der Brennkurven dar
gestellt. In Fig. 72 ist fUr das einfallende Strahlenbtischel paralleler 
Strahlengang vorausgesetzt; die ancleren Figuren zeigen, in welcher 
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Weise sich die Gestalt der Katakaustik wahrend einer allmahlichen 
Annaherung des leuchtenden Punktes an den Mittelpunkt des Kreises 
andert. 

Fig. 72. c=oo. 

Fig. 74. c== a. 

Fig. 76. 

Fig. 73. 

Fig. 75. 

Fig. 77. 
a 

c=3 . 

§ 100. Die Katakaustik fUr den Kreis lasst sich in zwei Fallen 
auch auf elementar-geometrischem Wege bestimmen; erstens namlich, 
wenn die Einfallsstrahlen parallel sind; zweitens wenn sie von einem 
Punkte des Kreisumfanges ausgehen. 
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lVenn die Einfallsstrahlen parallel sind, ist die Katakaustik eine durch 
Rollen eines Kreises auf einem anderen vom doppelten Radius des ersteren 
erzeugte Epicykloide. 

Zieht man namlich, wie in Fig. 78 dargestellt, vom Mittelpunkte 
C des reflektirenden Kreises den Radius CA parallel zur Richtung des 
einfallenden Strahles, so ist die Katakaustik in Bezug auf CA sym
metrisch. 1st S P irgend ein einfallender Strahl, welcher im Punkte P 
vom Kreise in die Richtung P Q reflektirt wird, und verbindet man C 
mit P, so muss nach dem Reflexionsgesetz P C den Winkel S P Q hal
biren. Um C als Mittelpunkt beschreibe man einen Kreis mit einem 
Radius, welcher halb so gross ist wie del' Radius des gegebenen Kreises; 
es wird dieser dann die Radien CA und CP in B resp. R halbiren. 
Ueber PR als Durchmesser beschreibe man einen zweiten Kreis, 
welcher den reflektirten Strahl in Q schneid en 
mage; man verbinde Q mit R. Da SP parallel 
CB ist, so ist del' Winkel SPC gleich dem 
Winkel PCB und mithin auch Winkel QPR 
gleich dem Winkel PCB. Del' Peripherie
winkel QPR steht auf dem Kreisbogen QR 
und del' Centriwinkel RCB auf dem Kreis
bogen BR; da abel' del' zweite Kreis einen 
c10ppelt so grossen Radius hat, wie del' erste, A C 

so ist del' Bogen QR gleich dem Bogen RB, 
und Htsst man den Kreis P Q R auf dem Kreise 
RB sich abrollen, so miissen schliesslich die 
Punkte Q und B zusammenfallen. In dem 
Augenblick nun, wo Q anningt, sich zu be
wegen, kann man den Beriihrungspunkt del' 
beiden Kreise als momentan festliegend an- Fig. 78. 

sehen, so dass die Bewegung von Q in einer 
zu QR senkrechten Richtung erfolgt; es stellt somit del' reflektirte 
Strahl PQ eine Tangente an die von Q durchlaufene Bahn dar. 
Diese Betrachtung gilt aber fUr jede Lage des Punktes P. Del' geo
metrische Ort von Q ist also eine Epicykloide und diese ist daher 
die gesuchte Katakaustik. 

§ 101. Gehen die Einfallsstrahlen von einem Punkte des Umfanges 
des rejlektirenden Kreises aus, 80 stellt die Katakaustik eine Kardioide dar, 
oder in anderen Worten, die Katakaustik hat die Form einer Epi
cykloide, deren Rollkreis ebenso gross ist wie del' unbewegliche Kreis. 

1st in Fig. 790 del' Ausgangspunkt des Einfallsstrahles und OCA 
del' Durchmesser des reflektirenden Kreises, so ist die Katakaustik in 
Bezug auf 0 C A symmetrisch. 1st 0 P irgend ein Einfallsstrahl, 

Heath-Kanthack. 
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welcher von P aus durch den Kreis in die Richtung P Q refiektirt 
wird, und verbindet man C mit P, so ist nach dem Refiexionsgesetz 
CP die Halbirungslinie des Winkels OPQ. Um C als Mittelpunkt 
und mit einem Radius, welcher ein Drittel des Radius des gegebenen 
refiektirenden Kreises betragt,beschreibe man einen Kreis, welcher 
CA und CP in B resp. R schneiden moge; iiber PR als Durchmesser 
beschreibe man einen zweiten Kreis, welcher den refiektirenden Kreis 
in Q schneide, und verbinde Q mit R. Die Radien der beiden klei
neren Kreise sind nach del' Konstruktion einander gleich. Da nun 
das Dreieck CPO ein gleichschenkliges ist, so ist der Aussenwinkel 
PCB doppelt so gross wie der Winkel CPO, also auch doppelt so 
gross wie del' Winkel QPR. Es stehen somit auf den Bogen RB 
und QR gleichgrosse Centriwinkel gleichgrosser Kreise und es miissen 

Pig. 79. 

daher diese Bogen einander gleich sein. Lasst man nun den Kreis 
P QR auf dem Kreis RB sich abrollen, so miissen die Punkte Q und 
B zur Deckung gelangen. In dem Augenblicke nun, wo del' Kreis 
PQR zu rollen beginnt, hat man den Beriihrungspunkt R als 
momentan feststehend anzusehen und Q erfahrt daher eine Ver
schiebung in der zu QR senkrechten Richtung PQ. Hieraus folgt, 
dass der refiektirte Strahl die von dem Punkte Q beschriebene Kurve 
beriihrt. Dies gilt abel' fUr jede beliebige Lage von P. Der geo
metrische Ort von Q ist also eine K a I' d i 0 ide und es stellt diese 
somit die gesuchte Katakaustik dar. 

§ 102. Es giebt zwei }1'aIle, in welchen wir unschwer die Kata
kaustik fUr einen an einem Kreise beliebig oft refiektirten Strahl 
bestimmen konnen; es sind dies die beiden FaIle, wo die Strahl en 
parallel einfallen odeI' von einem Punkt des Kreisumfanges divergiren. 

Angenommen GOG1 (Fig. 80) sei del' Weg des erstmals von 
einem Punkt des Kreisumfanges nach einem anderen Punkt des-
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selben reflektirten Strahles, und es schliesse diese Richtung mit del' 
positiven Richtung del' X-Axe einen Winkel 1/10 ein, und Winkel 
GoOX sei mit 00 bezeiclmet. 0 und 1/1 seien die entsprechenden zu
sammengehorigen Winkel flir die m te Reflexion. Als Gleichung dieses 
m ten Strahles haben wir dann, wenn c del' Radius des Kreises ist, 

y=Rx+q, 

= x tg 1/' + (c sin (I - c cos (I tg ,/,) 
odeI' 

y - c sin (I = tg If (x - c cos (I) 

und hieraus 

und 

y cos l/.1 - x sin,/, + c sin (If - (I) = o. 
y 

~~==;:===t--X 

Fig. 80. 

Bezeiclmet man ferner den Winkel 0 GoG! mit (/J, so ist 

lp = '/'0 + m (2 n - 2 cp) = '/'0 + 2 m 11 - 2 m cp. 

Hiernach wird die Gleichung fiir den mten reflektirten Strahl 

x sin ('Po - 2m <1» - Y cos ('Po - 2m<P) = c sin ('/'0 - (10 + mll) = 

= (_I)m c sin (l/.1o - (10)' • • • • • • • (30) 

Fallen die Strahl en parallel zur X-Axe ein, so setzen wir in 
del' letzten Gleichullg 00 = (/J und 1/10 = 7r und diese erhlllt dann die 
Form: 

x sin 2m<P + y cos 2m<P = (- l)m c sin <P.. • . . (31) 

Urn die Einhiillende diesel' Linien zu bestimmen, differentiiren 
wir die Gleichung in Bezug auf den Parameter (/J und erhaltell 
hierbei die Gleichung: 

9* 
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x cos 2mCP - y sin 2mCP = (- l)'n -i:- c cos CPo . 
~m 

. . (31 a) 

Diese Gleichung in Verbindung mit der Gleichung des Strahles 
kennzeichnet die Gestalt der Katakaustik. 

Losen wir die Gleichung nach x und y auf, so ist jeder Punkt 
der Iturve bestimmt durch die Koordinaten 

x= (- 1)'" 4 ~n {(2m + 1) cos (2m -1)CP - (2m-I) cos (2m + I)CP} t. 
y = (- l)m 4 ~n {- (2m+ l)sin(2m -1) </'+ (2m-I) sin (2m+l)cp} J 

(31 b) 

Die Gleichung aber einer Epicykloide, fiir welche del' feste 
Kreis den Radius a, del' rollende den Radius b hat, ist 

x = (a + b) cos 0 _ b cos a ~ b 0) 
. . . . (31 c) 

y=(a+b) sinO-bsin a~b 0 

Beide Gleichungspaare (31 b) und (31 c) lassen sich auf dieselbe 
Form bringen, wenn man - (2m -1) tfJ an Stelle von 8 setzt. Um 
ferner die Identitat der Gleichungspaare zu vervollstandigen, miissen 
wir haben 

somit 

2m+ 1 
a + b=c---;---

4m 

2m-l 
b = c ----,---

4m 

1 
a=c 2m . 

Die Katakaustik ist somit eine Epicykloide. 
1st m eine gerade Zahl, so liegt del' Riickkehrpunkt auf der 

X-Axe und zwar auf del' positiven Seite des Ursprunges. 1st m da
gegen eine ungerade Zahl, so hat mail die Vorzeichen von x und y 

zu vel'tauschen; die Epicykloidenspitze zeigt dann nach der entgegen
gesetzten Richtung und zwar liegt nun del' Riickkehrpunkt auf del' 
negativen Seite des Koordinatenurspl'unges. 

§ 103. N ebmen wir ferner an, die Strahl en divergiren von dem 
Punkte A des Kl'eisumfanges, so ist 80 = 0 und 'l/Jo = n -- tfJ, und die 
Gleichung des reflektirten Strahles wil'd dann nach (30) 

x sin (2 m + 1) </' + y cos (2 m + 1) e/, = (_1)"' c sin CPo 
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Die Einhiillende diesel' Linie bestimmen wir wieder durch 
Differentiation del' Gleichung nach dem variablen Parameter rP. ,"Vir 
erhalten dann als Gleichung del' Einhiillenden: 

.'!: cos (2 m + 1) <P - Y sin (2 m + 1) <P = (_l)m 2 lIe cos <Pi 
m+ 

und aus beiden Gleichungen ergeben sich fUr die Koordinaten del' 
Kurvenpunkte folgende Werthe: 

( l)'''e f }) .'!: = 2-;n + 1 l (m + 1) cos 2 m <P - m cos (2 m + 2) <P 

(32) 
(- l)'u e f 1 

y= 2m+1 l-(m+l)sin2m<p+msin(2m+2)<l> J 

Diese Gleichungen charaktel'isiren wiederum eine Epicykloide, 
deren fester und rollender Kreis beziehungsweise die Radien haben 

e Tn 
b= 2m+lc. a= 2m+1 ' 

1st rn eine gerade Zahl, so liegt del' Riickkehrpunkt auf del' 
positiven Seite des Koordinatenursprunges, ist n! dagegen eine un
gerade Zahl, so liegt er auf del' negativen Seite des Ursprunges. 

In dem Falle, wo rn = 1 ist, werden die Werthe von a und b 
einander gleich und die Epicykloide wird zur Kardioide. 

§ 104. 1m Allgemeinen sind, wie wir gesehen haben, die 
reflektirten und gebrochenen Strahlen die Normalen einer Kurven
scbaar, welche man auch als sekundare Brennlinien bezeichnet. 
Zu einer jeden diesel' Kurven stehen die reflektirten und gebrochenen 
Strahl en lothrecht; es ist somit die Brennlinie die Evolute del' Kurven
schaar. Die sekundare Brennlinie lasst sich in del' Regel leichter 
bestimmen als die Brennlinie seIber; so ist z. B. die sekundare 
Brennlinie fUr Strahlen, welche an einer geraden Linie gebrochen 
werden, eine Ellipse, und fUr an einem Kreise gebrochene Strahl en 
ein Cartesianisches Oval. 

Die sekundaren Brennlinien fUr Strahl en , welche von einem 
Punkte ausgehen und von einer Kurve reflektirt odeI' gebrochen 
werden, lassen sich sehr bequem graphisch bestimmen. 

1st PT in Fig. 81 die Tangente in irgend einem Punkte einer 
Kurve und S del' leuchtende Punkt, so ziehe man ST senkrecht zur 
Tangente und mache die Verlangerung diesel' Senkrechten T R = ST. 
Man verbinde ferner S mit P und R mit P und verlangere RP nach 
Q hin. SP und PQ stell en dann beziehungsweise den bei P einfallen-
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den und reflektirten Strahl dar. Da ferner SP = PR, so ist der 
geometrische Ort von R die durch die Gleichung 

e+e'=O 

bestimmte orthotomische FHiche. 
Der geometrische Ort des Punktes R ist eine der Fusspunkt

linie der reflektirenden Kurve ahnliche Kurve von doppelter linearer 
Ausdehnung. Die Evolute dieser Kurve ist die gesuchte Brennlinie. 

In dem Fane eines Kreises lasst sich die Gleichung' des 
geometrischen Ortes von R in der Form r = 2 (a - c cos 0) aus
driicken, wo a der Radius des Kreises und c der Abstand des 
leuchtenden Punktes von dem Mittelpunkte des Kreises ist; fur einen 
rejlektirenden Kreis ist somit die Brennlinie die Et'olute einer "Limar;on" 
(Fig. 82). 

/ 
R. 

Fig. 81. ~';g. 82. 

§ 105. Um auf ahnliche Weise die Brennlinie fur die Brechung 
an einer Kurve graphisch zu bestimmen, liefert uns die durch die 
Gleichung 

'I!(!+n' e' =0 

bestimmte orthotomische Kurve ein bequemes Mittel. 
Diese Kurve lasst sich in einfacher Weise folgendermaassen 

konstruiren (Fig. 83): 
Um irgend einen Punkt der brechenden Kurve als Mittelpunkt 

beschreibe man einen Kreis yom Radius p', so dass n' p' = n p und 
p = SP; es ist dann die Einhullende dieser Kreise fur verschiedene 
Lagen des Punktes P die gesuchte orthotomische Kurve. 

Wir werden im Folgenden einige geometrische Untersuchungen 
der durch Brechung an einer Linie und am Kreise hervorgerufenen 
Brennlinien ausfuhren. 

§ 106. Bestimmung der Brennlinie for die Brechung an einer geraden 
Linie for Strahlen, welche von einem Punkte ausgehen. 
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In Fig. 84 sei S der leuchtende Punkt. Man ziehe SO senkrecht 
zur brechenden Linie und verHingere diese Senkrechte bis H, derart, 
dass SO = OH ist. SQ sei ein beliebiger Einfallsstrahl, QR der zu
gehOrige gebrochene Strahl. Um das Dreieck SHQ beschreibe man 
einen Kreis, welcher QR in P schneiden mage; PQ halbirt dann 
den Winkel SPH, da Bogen SQ = QH ist. i sei der Einfalls-, i' der 
Brechungswinkel bei Q; es ist dann dPOS=i' und i=dHSQ 
=dHPQ=dSPQ. Mithin 

SO: SP = sin i: sin i', 

und daher 
nSO=n'SP. 

p 

Fig. 83. Fig. 84. 

Da aber der Winkel bei P halbirt ist, so besteht die Proportion 

HO:HP=SO:SP, 
mithin ist 

nHO=n'HP. 
Da aber 

nSO=n'SP, 

so ergiebt sich aus der .Addition beider Relationen 

nSH = fI' (SP + HP). 

Der geometrische Ort von P ist somit eine Ellipse mit den 
Brennpunkten S und H; P Q ist eine N ormale zur Ellipse und daher 
die Ellipse eine orthotomische Kurve. Die Evolute dieser Ellipse ist 
die gesuchte Brennlinie. 

1st das zweite Medium starker brechend als das erstere, so 
erscheint, wie sich durch eine analoge Untersuchung nachweisen 
lasst, die Brennlinie als die Evolute einer Hyperbel mit den Brenn
punkten S und H. 
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§ 107. Bestimmung der Brennlinie fiir die Brechung am Kreise fur Strahlen, 
welche von einem Punkte aU8gehen. 0 sei in Fig. 85 der Mittelpunkt des 
brechenden Kreises, Sder lichtaussendende Punkt, S Q ein einfallen
der, QR der zugehorige gebrochene Strahl. Man beschreibe durch 
S einen Kreis, welcher den Radius 0 Q in Q tangirt, und welcher 
OS in H, den gebrochenen Strahl QR in P schneidet. Es ist dann 
o H . 0 S = 0 Q2 und somit H ein festliegender Punkt. Ferner folgt 
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke OQS und OHQ, dass QS: HQ 

= 0 S : 0 Q, und somit ~ ~ ein konstantes Verhaltnis darstellt. 

i sei der Einfalls-, i' der Brechungswinkel. Verlangert man 0 Q 
nach Thin, so ist i=LiSQT=LiQPS; und analog ist i'=LiPQT 
=Li QHP = Li 1! - QSP. 

Fig. 85. 

In dem Dreiecke Q SP ist 

QS sin QPS 
QP sinQSP 

T 

sin i 
sin i' , 

welches ein konstantes Verhaltnis darstellt; und somit ist auch 

~~ ein konstantes Verhaltnis, da nach Obigem ~~ konstant ist. 

Nun ist nach einem bekannten Satze 

QH·SP+ QS .PH=SH.QP, 

und setzt man daher S P = p, PH = p', so ist 

QH QS, 
QP (!+ QP (!=SH, 

oder, wenn man ~: = m, -*~ = m' und SH = c setzt, 

1Il f?+m' 1/ =c. 
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Der geometrische Ort von P ist somit ein Cartesianisches Oval 
mit den Brennpunkten S und H. Da ferner PQ den Winkel zwischen 
den Leitstrahlen in zwei Theile theilt, deren Sinus in dem Verhaltnis 
der Sehnen QS und QH stehen, d. h. in dem Verhaltnis m': Tn, so 
ist PQ eine Normale zur Kurve. Die Diakaustik ist somit die Evolute 
eines Cartesianischen Ovals mit den Brennpunkten S und H. 

§ 108. Diese Konstruktion wird in dem l!'alle unmoglich, wenn 
die Strahl en parallel sind. Die Gleichung der Brennlinie lasst sich 
indessen in diesem FaIle nach einer anderen Methode analytisch 
bestimmen. i und i' seien Einfalls- und Brechungswinkel fUr irgend 

p 

Fig. 86. 

einen zur X -.Axe parallel einfallendcn Strahl, so dass sin i' = k sin i, 
n 

wenn k = 111 • N ehmen wir dann den Mittelpunkt des Kreises als 

Koordinatenursprung an, so find en wir als Gleichung des gebrochenen 
Strahles unter Bezugnahme auf Fig. 86: 

y= (tg-f<) x + q, 
oder 

'y = tg- (i - i') x + TO - T S, 
oder 

y = tg (i - i') x + a sin i-a cos i tg (i - i'); 
und hieraus 

y = a sin i + tg (i - i') (x - a cos i), 
oder 

y cos (i - i') - .r sin (i - i') = a sin i'. 

Driicken wir i als elliptische Funktion aus und setzen demnach 
i= am u, so wird 

sin i' = ksnu, cosi' = Jll- Psn2 u = dnu. 
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Somit erhalten wir als Gleiehung des gebroehenen Strahles: 

y (cn II dn It + k sn 211) - x (dn II - ken ll) sn u = a k sn u. 

M:ultiplieirt man beide Seiten diesel' Gleiehung mit kenu + dnu, 
so erhalt man ohne Weiteres 

y (cnlt + kdnu) - Xk'2 snu = aksnu (kcnu + dnu) 

oder, wenn man dureh sn u dividirt, 

y - Xk'2 = ak (kcnu + dnu). ( cnu + kdnu) 
snu 

Um die Einhtillende diesel' Kurve zu finden, differentiiren wir 
nach u und erhalten dann 

dnu + ~;cnu 
- y = - aPsn u (dnll + kcnu), 

snll 

woraus sieh ergiebt 
y = ak 2 sn 3 u. 

Substituiren wir diesen Werth von y in die Gleichung des ge
broehenen Strahles, so ist 

- k'2 X = ak (kcnu + dnu) - aPsn 2 u (cnu + kdnu) 

=a (Pcn 3 u+ kdn 3 u). 

Wir k6nnen nun leieht It mit Hilfe diesel' Gleiehungen elimi
niren und erhalten als Gleichung del' Brennlinie 

{ ( 
1 )2/,,)3f, { (kY )2/313/2 

-k'2.T:=aPl- a'~2 J +akl- a f' 

odeI', wenn wir fUr k und k' ihre Werthe einsetzen: 

Diese Gleiehung rtihrt von St. Laurent, del' angegebene Gang 
del' Entwiekelung von Glaisher her. 

na 
Vertauschen wir in (33) n und n' und schreiben -, ftir a, so 

n 

erMlt die Gleiehung die Form: 

und es eharakterisirt diese Gleichung dieselbe Kurve, wie die dureh 
Gleiehung (33) dargestellte; denn bringen wir die Gleiehung auf 
eine rationale Form, so versehwindet die Anomalie beztigl. del' Vor
zeiehen. 
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Die Diakaustik fur parallel aUf einen Kreis vom Radius a und einem 
n' 

Brechungsexponenten - einfallende Strahlen ist identisch mit derjenigen fur 
n 

. an 
einen ihm koncentrischen Kreis mit dem Radws -, und dem Brechungs

n 
n 

exponenten -;r' 
Weiteres tiber diesen Gegenstand findet sich in Prof. Cayley's 

"Memoirs on Caustics", Phil. Trans. 1856. 
§ 109. Bestimmung der Katakaustik fur eine Ellipse, in deren Mittel

punkt sich der leuchtende Punkt befindet. 

1i 

Fig. 87. 

Bezeichnen wir in Fig. 87 mit RP Q die Richtung des reflektirten 
Strahles, mit Q den Punkt, in welchem er die Katakaustik tangirt, mit 
R den zugeordneten Punkt auf der sekundaren Brennlinie, so ist 
RQ der Krtimmungsradius der letzteren, d. h. RQ = 2 p, wenn p der 
Krtimmungsradius des geometrischen Ortes von Y, dem Fusspunkt des 
Lothes von C auf die Tangente, ist. Bedeutet nun cr die Lange des 
in Y auf die Tangente an den geometrischen Ort von Y errichteten 
Lothes und r den Krtimmungsradius der Ellipse, so ist cr r = p2, oder, 
wenn man difi'erentiirt, 

Es ist aber 

Somit ist 

oder 

el(J elr 
elp r+ (J elp =2p. 

pdp 
~ =--;I;f und 
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Sind (1.l, v) die Koordinaten von R, so findet man, wenn man 
den Excentricitatswinkel fiir P mit (/) bezeichnet, als deren Werthe 

2ab 2 coscp 
U = a 2sin2cp + b2coS2cp' 

2 b a 2sin cP 

Sind ferner (x, y) die Koordinaten von Q, so ist 

x-U y-u QR 2(? 
y - b sin <I> = Q P = 2 (? - r ' x - a cos cp 

somit 
.T-U 

x - a cos <I> 

indem gemass del' Eigenschaft der Ellipse 

p2 (a2 + b2 _ r2) = a2 b2 • 

. Durch entsprechende Umformung erhalten wir die Beziehungen: 

x (a2 + b2 - 3 r2) = U (a2 + b2 - r2) - 2 r2 a cos CPo 

Nun ist 
U (a2 + 62 - r2) = U (a 2 sin 2 <1> + b2 COS 2 <1» = 2ab 2cos CP, 

und somit 
x (a2 + b2 - 3 r2) = 2 a cos c/> (62 - r2) = - 2 a cos 3 cp (a2 - b2). 

Auf analoge Weise findet man 
y (a2 + b2 - 3 r2) = 2 a sin <I> (a2 - r2) = 2 b sin 3 cP (a2 - b2). 

Hieraus ergiebt sich durch Division 

(rf1 

tgc[>=----. (:r3 

Eliminirt man ferner aus jenen beiden Gleichungen (/J durch 
Addition, so erhalt man 

{ ( : f3 + ({-r4 (a2 + b2 - 3 r2)"/3 = {2 (a2 - b2)f3, 

und hieraus 

{ ( ; fS + (~ f3 r\a2 + b2 - 3 r2) = 2 (a2 - b2). 

Es ist abel' 

r2 = a2cos 2,[> + b2sin 2<1> = 
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Man erhalt somit schliesslich 

{ ( : t + ( ~ rf2 [(a2 + 62) { ( : f3 + ( ~ ra} - 3 { a2 ( : f3 + 

+ 62 (--1-tl] = 2 (a2 - 62), 

d. h. 

als Gleichung der gesuchten Diakaustik fUr die Ellipse. 
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§ 110. Bestimmung der Bogenliinge einer Brennlinie. Es lasst sich 
stets die Bogenlange einer Brennlinie irgend eines orthotomischen 
Strahlensystems fUr eine Ebene bestimmen; denn die Brennlinie ist 
nichts weiter als die Evolute der orthogonal en Kurven. N ehmen 
wir an, es werde eine Gruppe von Strahlen, welche von einem 
Punkt ausgehen oder normal zu einer gegebenen Flache gerichtet 

Fig. 88. 

sind, einer beliebigen Anzahl von Reflexionen oder Brechungen 
unterworfen! Fiir einen jeden Strahl der Gruppe bilden wir die 
Funktion ~ n (l und setzen V = ~ n (l. Ferner sei del' Brechungs
exponent des letzten Mediums mit n bezeichnet und V = Vo stelle 
die Gleichung einer orthogonalen Kurve in diesem Medium, sagen 
wir del' Kurve PQ, dar. AB (Fig. 88) sei ein beliebiges Kurven
stiick der Brennlinie, welche von den Strahlen P A und Q B in den 
Punkten A lind B tangirt wird. Es ist dann gem ass der Eigen
schaft del' Evoluten AB = QB - P A. Ferner ist 

VA=Vo+nPA, 

VB=Vo+nQB; 

und hieraus ergiebt sich durch Subtraktion 

VB-VA=nAB. 

§ 111. Wir konnen nun mit Hilfe der Brennlinien uns eine 
etwas klarere Vorstellung dariiber verschaffen, in welcher Art und 
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Weise und in welcher scheinbaren Lage ein ausserhalb des Wassers 
befindliches Auge ein unter der WasserfHiche befindliches Objekt 
erblickt. 

Angenommen z. B., das Wasser sei durch eine horizontal 
liegende, nicht sehr tiefe Bodenfiache begrenzt; auf dem Boden be
finde sich ein Objektpunkt P (Fig. 89). Man errichte in P das Loth 
P 1\'1 und untersuche den Strahlengang fiir die Ebene EPM. Man 
konstruire nun innerhalb dieser Ebene die Brennlinie, welche von ge
brochenen, urspriinglich von P divergirenden Strahlen beriihrt wird. 
Ziehen wir nun die beiden aussersten in das Auge gelangenden 
Tangenten an die Brennlinie, so begrenzen diese den die Luft 

p 

Fig. SD. 

durchschneidenden Theil des Strahlenbiischels; verbinden wir die 
Schnittpunkte dieser Tangenten und der Wasseroberfiache mit P, 
so werden diese Verbindungslinien das durch das Wasser ver
laufende Strahlenbiischel begrenzen. Die beiden Tangenten zur 
Brennlinie schneiden sich nahezu in dem beiden fast gemeinschaft
lichen Beriihrungspunkt p. Ein ausserhalb des Wassers befindliches 
Auge erblickt daher den Punkt P in p. 

Beleuch tungskurven. 

§ 112. l!'allen Lichtstrahlen auf eine Reihe dicht neben ein
ander liegender refiektirender Kurven oder Kurvenfiachen, derart 
dass das refiektirte Licht ins Auge des Beobachters gelangt, so 
wird dieser eine oder mehrere jene Kurven oder Rinnen durch
kreuzende Kurven von besonderer Helligkeit bemerken. Diese 
Beobachtung kann man tagtaglich machen, wenn glanzende Stangen, 
z. B. die Speichen eines Velocipedrades in hellem Sonnenlicht sich 
drehen. Untersuchen wir nun, wie diese hellen Kurven entstehen 
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und in welcher Weise ihre Gestalt von derjenigen der refiektirenden 
Kurve abhangt. 

J eder Punkt einer refiektirenden Kurve diffundirt einen Theil 
des auf dieselbe auffallenden Lichtes und wird dadurch auch fUr 
ein nicht in del' Richtung refiektirter Strahlen befindliches Auge 
sichtbar; es werden aber in das Auge gleichzeitig auch solche 
Strahlen gelangen, welche von einem oder mehreren Punkten jener 
Kurve direkt nach dem Refiexionsgesetz in die Richtung, in welcher 
sich das Auge befindet, refiektirt werden. Von einem solchen Punkt 
der Kurve wird mehr Licht in das Auge gelangen als von den 
anderen Punkten derselben, und es wird somit jener Punkt helle1' 
leuchtend erscheinen als der iibrige Theil der Kurve. Del' geome
t1'ische Ort dieser he11en Punkte bildet eine helle Kurve und es 
fragt sich nun, wie bestimmt sich die Gestalt derselben. 

Zu diesem Zweck sei das System refiektirender Kurven darge
stellt durch die Gleichung ([J (.v, y) = a, wo a ein willkiirlicher Para
meter ist, und das einfa11ende Licht gehe von einem leuchtenden 
Punkt Q aus. E sei ferner der Punkt, in welchem sich das Auge 
des Beobachters befindet, und P .irgend ein Punkt auf einer del' 
refiektirenden Kurven. :Man lege in der Ebene del' refiektirenden 
Kurve im Punkt Peine Tangente an die refiektirende Kurve. 
Denkt man sich nun an Stelle der Kurve eine sehr kleine Rinne 
oder ein diinnes Stabchen, so wird man durch jene Tangente un
endlich viele Tangentialebenen an die Rinne oder das Stab chen 
legen konnen. Lasst sich nun eine dieser Ebenen so legen, dass sie 
einen von Q ausgehenden Lichtstrahl in die Richtung P E refiektirt, 
so wird P ein he11er Punkt sein. Damit dieser ]'all eintritt, miissell 
die Bedingungen dafiir erfiillt sein, dass ein im Punkt P auf die 
refiektirende Rinne errichtetes Loth in der Ebene QPE liegt und 
den Winkel QPE halbirt. 1st diese Bedingung erfUllt, so schliessen 
die Strahlen QP und P E gleiche Winkel mit der Tangente in P 
ein; umgekehrt ist nach Analogie des in § 12 behandelten 1<~alles, 
wenn diese Bedingung erfiillt ist, auch den beiden anderen damit 
geniigt. 

Es seien (x, y, 0) die Koordinaten des Punktes P, (j, g, h) die
jenigen des Punktes Q und (a, b, c) diejenigen des Punktes E. 
Sind dann l, m, 0 die Richtungskosinusse der Tangente in P, so ist 

[cJ>x + mcJ>y =0 ...... " (34) 

und die Bedingung, dass die Linien QP und E P gleiche Winkel 
mit der Tangente in P auf entgegengesetzten Seiten derselben ein
schliessen, lasst sich durch die Gleichung ausdriicken: 
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(j - x) 1 + (g - y) rn (a - x) 1 + (h - y) rn 
V + Q (j - x? + (g - y)2 + 112 VCa - X)2 + (b - y)2 + c~ 

1 
Das Verhaltniss - lasst sich mit Hilfe von (34) eliminiren und rn 

wir erhalten alsdann 

C!-x)<Py-(g-y)<Px + (a-x)cJ'y-(b-y)<Px 
~=~~=~~=O . (35) 

VC! - X)2 + (g - y)2 + h2 V (a - X)2 + (b - y)2 + (;2 

als Gleichung der gesuchten hellen Kurve. 
§ 113. Dieselben Gleichungen lassen sich auf kurzerem Wege 

entwickeln, wenn man von dem Satz ausgeht, dass die optische 
Weglange zwischen zwei Punkten ein Minimum darstellt. 

Denn ist P der helle Punkt, so muss die optische Weglange 
QP + PE ein Minimum sein, wahrend gleichzeitig die Bedingung 
gestellt wird, dass P stets auf der Kurve (/J (x, y) = a liegt. 

Sind (x, y, 0), (I, g, h) und Ca, b, c) der Reihe nach die Koordi
naten von P, Q und E, so ist 

QP + PE= V(x- 1)2 + (y- g)2 + 112+ nx- a?+ (y - b? + (;2. 

Damit dieser Ausdruck ein Minimum darstellt, wahrend gleich
zeitig der Bedingung bezuglich der Lage des Punktes P genugt 
wird, setzen wir den ersten Differentialquotienten jeder Gleichung 
gleich O. Wir erhalten dann die Gleichungen: . 

<P x d x + <P y d y = 0, 

(x - I) dx + (y - g) dy ex - a) dx + (y - b) dy = O. 
+ 1/ V(.'ll - I? + (y - g)2 + /t2 V (.r: - aJ2 + (y - b)2 + (;2 

dx 
Eliminircn wir hierin das Verhaltniss dY' SO erhalten wir wie-

der als Gleichung der hellen Kurve: 

(x-/)<PlI -(y-g)<Px + (x-a)<py-(y-b)<Px =0. 

VCx - I? + (y - g)2 + h2 Vex - a? + (y - bJ2 + (;2 

§ 114. Beispielsweise wollen wir die Resultate dieser letzten 
Untersuchung auf die Bestimmung der hellen Kurven, welche man 
auf den blanken Speichen eines im Sonnenlicht rotirenden Velociped
rades oft zu beobachten Gelegenheit hat, anwenden. 

Man denke sich die Radaxe in die Z-Axe des Koordinaten
systems verlegt und nehme an, die Sonnenstrahlen fallen in einer 
durch die Richtungskosinusse (I, rn, n) bestimmten Richtung auf jene 
Radspeichen, wahrend die Lage des Auges durch die Koordinaten 
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(a, b, c) bestimmt seL Sieht man nun ferner die Radspeichen als alle 
in einer Ebene liegend an, so hat man als Gleichung derrefiektiren
den Kurven y = x tg {}, und daher, wenn man die Thatsache beriick
sichtigt, dass einfallende und refiektirte Strahlen gleiche Winkel mit 
del' durch die Richtungskosinusse (cos {}, sin {}, 0) bestimmten Linie 
einschliessen, 

I . (a - x) cos (J + (b - y) sin (J __ O. 
cos (J + In sm (J + ---'-;~====;c:~==;:o=== 

V(a - x)2 + (b - y? + c" 

Eliminirt man hierin {}, so erhliltman 

(lx + my)2{Ca -X)2 + Cb - y)2 + c2}={Ca - X).T + Cb -y) yr 
als die Gleichung del' hellen Kurve. 

Heath-Kanthack. 10 
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Aberration centraler Strahlenbiischel. 

§ 115. Wenn Lichtstrahlen, welche von einem Punkte ausgehen, 
auf eine e ben e, I' e fl e k til' end e FHiche tl'effen, so vereinigen sie 
sich bekanntlich sammtlich nach del' Reflexion in einem anderen 
Punkte, den wil' schon friiher als den dem Ausgangspunkte del' 
Strahlen konjugirten Punkt bezeichneten. Trifft dagegen ein von 
einem Punkte ausgehendes Stl'ahlenbiischel auf eine ebene, 
brechende Flache oder auf eine spharische reflektirende odeI' 
brechende Flache, so sind es nm die axialen Strahlen des Strahlen
biischels, wel~he man nach del' Reflexion odeI' Brechung als durch 
einen einzigen Punkt gehend ansehen kann; die iibrigen reflektirten 
odeI' gebrochenen Strahl en sind die Tangenten an eine Brennflache. 
Wir wollen annehmen, dass das einfallende Strahlenbiischel die 
reflektirende oder brechende Flache innerhalb eines Kreises mit 
dem sehr kleinen Radius y schneide, und wir wollen diesen Kreis 
als die Apertur del' Flache bezeiclmen. 

Fig. 90. 

In Fig. 90 sei q del' Vereini
gungspunkt del' axialen Strahl en, 
Pq' del' ausserste Strahl des Bii
schels nach del' Reflexion odeI' 
Brechung, q' dessen Schnittpunkt 
mit del' Axe und t endlich del' 
Schnittpunkt del'selben mit einer 
senkrecht zur Axe durch q geleg
ten Ebene. Es stellt dann q q' die 
sogenannte Longitudinala ber

ration des Strahles Pq', qt dessen Lateralaberration dar. Die 
Grossen diesel' Aberrationen lassen sich annahernd dmch die Apertm 
ausdriicken, vorausgesetzt, dass dieselbe klein ist. 

Es geniigt, wie wir sehen werden, wenn wir die Aberration fur 
s01che Strah1enbiischel bestimmen, welche von Punkten del' Axe 
divergiren; denn divergirt ein Biischel von einem ausserhalb del' 
Axe liegenden Punkte, so hat man sich nul' zu vergegenwartigen, 
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dass das Bild auf einer Linie liegt, welche die Lichtquelle mit dem 
Mittelpunkt der refiektirenden oder brechenden Flache verbindet; 
diese Linie kann dann als die Axe des Biischels angesehen werden 
und es lasst sich die Longitudinalaberration in Bezug auf diese neue 
Axe ohne Weiteres bestimmen. Die so gefundene Aberration hat 
man dann nul' auf die urspriingliche Axe zu projiciren, indem man 
deren Grosse mit dem Kosinus der N eigung der Hiilfsaxe zur 
urspriinglichen Axe multiplicirt. Da diese Neigung nach unserer 
Voraussetzung nur eine sehr kleine ist, so wird man ihren Kosinus 
als Multiplikator del' sehr klein en Aberration gleich 1 setzen konnen, 
und danach ist die Longitudinalaberration, sofern wir uns auf unser 
Naherungsverfahren beschranken wollen, die namliehe fUr alle 
Punkte, welehe in einer zur Axe senkreehten Ebene liegen. 

§ 116. Bestimmung der Aberration eines centralen Strahlenbuschel8 
durch Rejlexion an einer sphiirischen Fliiche. 

Ii 

r 

~1i- - -- - ------' 

Fig. 91. 

QPR sei in Fig. 91 der Weg des aussersten Strahls des Biischels 
und es sei q' der Punkt, in welehem die Riiekwartsverlangerung des 
Strahls PR die Axe trifft. 

1st ferner 0 der Mittelpunkt der refiektirenden Kugelfiache, 
QAO die Axe des Einfallsbiischels, OQ = p, Oq' = p', 0 A = 1", und 
bezeichnet man den Winkel PO A mit () und den Einfallswinkel des 
Strahles Q P mit f/J, so ist 

r sin (<1>-0) 

p sin cP 

r sin (<1> + 0) 

7 sin <1> 

und hieraus erhalten wir durch Addition die Beziehung: 
10* 
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r r sin(</)-o) + 8in (cp +0) 
---;;;-+7= 8in<p =2C080, 

odeI' 
1 1 2 cos 0 
~+~=---
p p' 1"' 

. . . . . (1) 

Denken wir nns e verschwindend klein und bezeichnen den 
entsprechenden Werth von p' mit Po', so erhalten wir 

112 
~+~=~ 

P Po' l' 

und daher schliesslich aus (1) und (2) 

1 1 2 
~ - ~ = ~ (1 - cos 0). 
Po' p' r 

. . . . (2) 

. . (3) 

In diesel' Gleichung konnen hohere Potenzen von e vernach
lassigt werden; beriicksichtigen wir ferner, dass p' annahernd gleich 
Po' ist, so dass wir p' Po' = p' 2 setzen konnen, so erhalt Gleichung (3) 
die Form: 

p' - Po' 02 

~-- --:;:-; 

und da angenahert y = r sin e = r e, so erhalten wir schliesslich 

. . . . (4) 

Dies ist del' Werth del' Longitudinalaberration des aussersten 
Strahls. Wir bemerken, dass qq' dasi3elbe Vorzeichen hat wie r; 
dies bedeutet: wenn wir vor einem Spiegel steken und nack dessen Mittel
punk! hin blicken, so liiuft die Brennlinie in allen Fallen in der Sehl'ichtung 
in einen Punkt aus. 

Fallen die Strahlen parallel zur Axe des Spiegels ein, so fiiIlt 
q mit dem Brennpunkt des Spiegels zusammen, so dass Oq die 
Brennweite f darstellt; in diesem FaIle hat die Longitudinalaberration 
die Grosse 

, y2 
qq =- Sf' . . . . . . . (5) 

§ 117. Bestimmung der Aberration eines an einer ebenen Fliiche ge
brochenen centralen Straklenbuschels. 

QPR (Fig. 92) stelle den aussersten Strahl des Biischels dar, so 
dass AP als del' Radius del' Apertur anzusehen ist. Del' Strahl PR 
schneide in seiner Riickwartsverlangerung die Axe in q' und ferner sei 
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AQ=u, Aq'=u' und AP=y. Bezeichnet man mit i und i' Ein
f'alls- resp. Brechungswinkel, so ist 

.. AP 
sm~=PQ' 

.. , AP 
Sillt =-P , , 

Ij 

und somit, da sin i = n sin i', 
Pq'=nPQ. 

Ftihren wir in diese letztere Beziehung die Grossen u, u' und y 
ein, so erhalten wir 

odeI' 

II 

Q. q q' 

Fig. 92. 

SolRnge die Apertur sehr klein ist, konnen alle hoheren Potenzen 
von y vernachlassigt werden, und wir erhalten dann naherungsweise 
aus del' Entwickelung del' Binomialreihe: 

, 1 (. 1) y2 
!l =nlt+- n"- -. 

2 n 1t 
· . . . (6) 

Nehmen wir abel' y=O an, so geht Aq' in Aq tiber und wir 
erhalten als Werth von A q : 

Aq=nll. · . .'. (7) 

Hieraus folgt dUTch Subtraktion: 

• . . . (8) 

Diese Formel stellt die Longitudinalaberration des aussersten 
an einer ebenen Flache gebrochenen Strahls dar. 

§ 118. Bestimmung del· Aberration eines an einer Kugeljlache ge
brochenen centralen Strahlenbuschels. 

OPR (Fig. 93) sei wiederum del' Weg eines beliebigen Strahls 
eines Btischels mit del' AxeQAO und del' gebrochene Strahl PR 
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sehneide die Axe in dem PUl1kte q. Ferner sei OQ = p, Oq = q und 
AO=r. 

Die Formel fiir die Aberration des aussersten Strahls lasst sieh, 
wie wir bald erkennen werden, wesentlich vereinfaehen, wenl1 wir 

die Grossel1 p, q, r dureh ihre 
reciproken Werthe ersetzen; es 
seien diese der Reihe naeh dureh 
u, v, p ausgedriickt. Bezeiehnen 
wir schliesslich den Winkel POA 
mit (j und den Einfalls- und 
Breehungswil1kel wie bisher mit 
i und i', so ist 

,0 
o 

];'ig.93. 

Ii 

sin i Q 0 sin i' 
sill.O= QP' sino 

und daher nach dem Brechungsgesetz 

QO gO 
QP =nqp-. 

qO 
qP ; 

Fiihren wir in diese Relation die· Grossen p, q, rein und 
quadriren, so wird hieraus 

p2 2 q2 
p--c~o-, +-rCC-z _- 2 p r cos 0 = n q2 +·-r-C2-_-"-c2O;-r-q-c-o-s -0 ' 

oder, wenn wir die reeiproken Werthe von p, q, r einfUhren, 

v2 + rl- 2 v !! cos 0 = n2 (u2 + !!~ - 2 u !! cos 0), (9) 

eil1e Gleichung, aus welcher sich fUr jedes (j das Abhangigkeitsver
haltnis von u und v bestimmen lasst. 

§ 119. Unter Umstanden ist indessen del' Werth von v unab
hangig von (j; dies ist, wie man aus (9) erkel1nt, dann del' Fall, 
wenn v = n2 u, indem dann del' Faktor von cos (j versehwindet. 
Setzen wir diesen speeiellen Werth von v in die Gleichung (9) ein, 
so erhalten WIT n 4 u Z .+p2=n Zu 2+n2p2, und hieraus nu=p, d. h. 

~ = n· ~ oder endlieh p = nr. Die Bedeutung diesel' Formel ist 
r p 

in dem folgenden Satze ausgesprochen: Wenn ein Strahlenbusehel naeh 
einem Punkte eonvergirt, dessen Abstand von dem Mittelpunkt der breehenden 

Kugeljliiehe das n-faehe des Radius ist, so gehen alle gebroehenen Strahlen 

genau durch einen anderen Punkt, unter welchem lVinkel sie auell immer 
einfallen miigen. 

Wenn wir in Gleiehung (9) (j = 0 werden lassen, so er
halten wir 
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vo-(!=n(n-e) . ... (10) 

n-l n i . 
eine Gleichung, welche auf die Form --=--- gebracht lmt 

r p qo 
derjenigen fUr die BeziellUng der Abscissen conjugirter Punkte fiir 
solche Strahlen, die nur wenig von der Axenrichtung abweichen, 
iibereinstimmt (vergl. § 41). 

Um einen genaueren Werth von v zu finden, denken wir uns 
die Apertur so klein, dass die hoheren Potenzen unbeschadet der 
geniigenden Genauigkeit vernachHissigt werden konnen. Die 
Gleichung (9) lasst sich dann in dieser Form schreiben: 

(v - e)2 + ve()2 = n2 {Cn - e)2 +n(!()2} , 

oder wenn man aus beiden Seiten nach dem binomischen Lehrsatz 
die Quadratwurzel zieht, 

f ve ()2 1 {n e ()2 1 
(v-(!)ll+ 2(v_e)2f=n(n-e) 1+ 2(n-e)2f' 

Mit Hiilfe der Gleichung (10) konnen wir diese Gleichung wesent
lich vereinfachen und wir erhalten dann: 

1 2f nu V} 
v - t·o = 2 e () 1 n - e - v - e . . . . . . (11) 

Diese Formel konnen wir als die Fundamentalformel fiir die 
Bestimmung der spharischen Aberration bei der Brechung an einer 
Kugelflache ansehen. 

§ 120. Es ist im Allgemeinen bequemer, die Abstande von der 
brechenden Flache und nicht von deren Mittelpunkt zu messen. Die 
Formel (11) lasst sich ohne Schwierigkeit unter Einfiihrung diesel' 
neuen Variablen umformen. Bezeichnen a und (3 die reciproken 
Werthe del' Abstande A Q und Aq von der brechenden Flache aus 
nach rechts gemessen, so ist 

1 1 1 
---

a e n 

und . . . . . . . (12) 
1 1 1 

- ---
(3 e v 

Aus Gleichung (10) wird durch Einsetzung del' Werthe von u 

und v aus (12) in dieselbe: 

a-(!=n({3-(!) , . 

aus Gleichung (11) durch dieselbe Operation: 

(13) 
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dV=~-(J2{na-~} . ....... (14) 

Aus del' Differentiation del' Gleichung (12), ~ = ~ - -~, er-
~ (! v 

giebt sich abel' 

Somit ist 

oder, da nach (12) 

d~ dv 
7=-7' 

(!2 
dv=- -( --)2d~. 

~-(! 

Setzen wir hierin fiir d v den in (14) gefundenen Werth ein 
und lOsen die so entstandene Gleichung nach d 13 auf, so ist 

1 . 
d~=-2 ., .(J2(~-(!)2(~-na), 

rr 

odeI', da del' sehr kleine Winkel e = .JL = Y Q gesetzt werden kann, 
r 

. (Hi) 

Eliminirt man in diesel' Gleichung /3 mit Hiilfe von (13), so 
gelangt man zu dem schliesslichen Resultat: 

n-l 
d~= 2n3 · (e- a)2 [e - (n + 1) a] y2 . . (16) 

als Gleichung fur die Aberration eines durch eine Kuge1fiache gebrochenen 
Strahlenbiischels. 

§ 121. Aberration in Folge der Brechung centraler Strahlenbuschel 
durcl! Linsen. 

Bezeichnen a und 13 die reciproken Werthe del' Abstande del' 
Punkte, in welchen die Axe von dem einfallenden und gebrochenen 
Strahl geschnitten wird, von del' ersten Linsenfiache aus gemessen, 
und bedeuten 13', a' ahnliche Grassen in Bezug auf die zweite 
Linsenfiache, ist ferner " del' reciproke Werth del' Linsendicke und 
bedeuten Q und I,?' die reciproken Werthe del' Kriimmungsradien 
del' Linsenfiachen, so bestehen, unter del' Voraussetzung, dass· die 
Apertur eine sehr kleine ist, nach (13) unter diesen Grassen die 
folgenden Relationen: 
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und 
a - ~ = n (fJ -~), (I' -~' = n (fJ' - ~'), 

1 
. . (17) 

Sind ferner y und y' die Radien der Aperturen der ersten resp. 
zweiten Flache, so lasst sich a' als eine Funktion del' beiden Va
riablen (3' und y' ansehen und wir erhalten dann auf dem Wege 
partieller Differentiation: 

d a' = (~;:) d'fJ' + (~'::) uy'. (IS) 

Differentiiren wir aber die beiden letzten von den Glei
chungen (17), so erhalten wir 

d (<' 
dfJ,=n, . . . . . (19) 

Wird die Veranderung von /3, welche durch eine Veranderung 
der A pertur an der ersten Linsenfiache verursacht wird, mit x y2 
und unter der Annahme, dass (3' unverandert bleibt, die durch eine 
Veranderung der Apertur der zweiten Linsenfiache verursachte Ver
anderung von a' mit x' y'2 bezeichnet, so ist d (3 = X y2 und daher 
nach den Gleichungen (19): 

(d a') fJ'2 ~ dfJ'=n~xy2. 
dfJ' fJ2' 

und ferner 

letzteres indem, in Folge Aehnlichkeit del' Dreiecke, 

1 1 
Y':Y=7:p' 

}<'i:ihren wir diese Werthe in Gleichung (18) ein, so wird 

d a' = y2 [n X fi;: + x' ;;2]' . (20) 

Wir haben nun hierin die Werthe von x, x', die sich aus den 
friiheren Untersuchungen ergeben, einzusetzen. Aus d (3 = X y2 und 
(15) ergiebt sich 

und eliminiren wir hierin ~ mittelst der Gleichung (13), so ergiebt 
sich als Werth von x 
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1 
)( = 2 ( 1)"' (~- a)2 (~- n a). . . . . . . (21) 

}!- • 

Den Werth von x' erhiilt man durch Substitution von /3' und 

a' fUr a und /3, sowie von ~ fUr n in die letzte Gleichung und 
}! 

man erhiilt dann den Ausdruck 

• , _ }! (R' ')2 (R' ') "--2(n-1)2 t' -a t' -na . 

Setzen wir die fUr x und x' gefundenen Werthe in (20) ein, so 
wird hieraus 

d (/' = 2 (:~ 1)2 [~;: (~- a)2 (~- n a) - r2 (~' - a')2 (~' - n a')] (22) 

und wir erhalten somit einen allgemeinen Ausdruck fUr d a', welcher 
fUr jede beliebige Linse gilt, von welcher Dicke sie auch sein mage. 
Die Grassen /3 und /3' lassen sich nun auch durch a, Q, a' und Q' 
ersetzen und wir erhalten dann fUr d a' einen Ausdruck, welcher 
eine symmetrische Funktion von a, Q und a', Q' darstellt. 

§ 122. Solange als die Dicke del' Linse als unwesentlich nicht 
in Betracht kommt, kann /3' = /3 gesetzt werden; in diesem FaIle 
erhalt Gleichung (22) die Form: 

n y2 
d a' = 2 (n _ If [(~ - a)2 (~- n a) - (~- a')2 (~- n a')]. (22 a) 

Multiplicirt man den Klammerausdruck aus, so entsteht damus 

(n + 2) (a' - a) ~2 - (2 n + 1) (a'2 - (/2) ~ + n (a' 3 - ( 3); 

wir erhalten also fur d a' 

d ' - n (a' - a) 2 [( 2) 2 
a - 2 (n _ 1)2 Y n + ~-

- (2n+ 1)(a + a') ~ + n(ct2 + aa' + a'2)] . .••• (23) 

Dieser Ausdruck fUr die Aberration einer dunnen Linse liisst 
sich in eine mehr symmetrische Form bringen, wenn man /3 elimi
nirt. Aus den Gleichungen (17) unter Einsetzung von /3=/3', d. h. 

a- (I=n(~- (I), a' - (I'=n(~- (I') 

find en wir 
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n-1 
{J-a=-- (n - a), n .. 

n-1 
{J - na=-n- [f! - (n+ 1) a], 

n-1 
(J-c/= __ (f!' - Ct / ) , 

n 

n-1 
{J-na'=--[o' - (n+ 1) a'l. 

n ' 
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Substituiren wir diese Werthe in (22 a) , so erhalt jene Gleichung 
die Form: 

da' = n2 n/ y2 [(f! - a)2{f! - (n + 1) a}- (f!' - a/)2{f!I - (n+ 1) ct /}]. (24) 

Durch diese symmetrische Gleichung in Verbindung mit del' 
aus (17) sich ergebenden Relation 

a' - a = (n - 1)(f! - f!/) . . . . . . . (25) 

ist die spharische Aberration dunner Linsen vollstandig bestimmt. 
§ 123. Wenn die einfallenden Strahlen parallel sind, so ist 

a = 0 und a' = I[j = (n - 1)((1 - (I'); d a' erhalt in diesem Falle nach 
(24) den Werth 

d cp = 112 n/ y2 k + { n (f! - f!/) - f!Y {n2 (f! - (l/) - f!}]' 

Fuhrt man innerhalb del' Klammer die Multiplikation aus, 
so wird 

d cp = n2 n21 y2 [II «(l - (l/) {n3 «(l - (l/)2 - n (2 n + 1) «(l - f!/) (l + (n + 2) (l2)] 

und daher schliesslich 

(26) 

§ 124. Die letzte Formel giebt uns ein Mittel, um die Vor
theile, welche die einzelnen Linsenformen bezuglich der Grosse del' 
Aberrationsfehler bieten, mit einanderzu vergleichen. In einer plan
spharischen Linse, welche ihre Hache Seite dem eillfallendell Lichte 
zugekehrt hat, ist (I = O. In diesem ]'alle ist nach (26), wenn del' 
Radius der KugelHache mit (I bezeichnet wird, 



156 Kapitel VII. 

Es ist abel' in diesem FaIle nach § 123 

</' = - (n - 1) (! 
und daher 

d</,=-- __ </>3 j ,2. 1 ( n )2 
2 n-1 ., . . . . . . . (I) 

Fur eine plan-spharische Linse, welche ihl'e gew5lbte Seite 
dem einfallenden Licht zugewendct hat, ist f!' = 0 und daher 
nach (26) 

n-1 
d </) = -- (n3 - 2 r/,2 + 2) 113 y2; 

2n 

und da aus (25) {jJ= (n - 1) f!, so wil'd hieraus 

. . . . . . (II) 

Fur eine Bikonvexlinse mit gleichen Flachen ist Q' = - Q und 
del' Werth von d {jJ wird in diesem Fall 

Oder, da in diesem FaIle nach § 123 {jJ= (n -1) 2 Q, 

4 n3 - 4 n2 - n + 2 3 2 

8 n (n - 1)2 </> Y . . (III) 

Unter del' Annahme, dass die Linse aus Crownglas hergestellt 
wird, wo n = % (ungefahr), haben die Koefficienten von {jJ3 y2 in 
den verschiedenen angcfiihrten Fallen die Werthe %, 1/s, %. Nun 

ist {jJ = +, so dass also d {jJ = - a;. Die Werthe del' A berra-
9/2 y2 

tionen in den drei Fallen sind daher beziehungsweise - j , 

1/6 y2 % y2 
-j und-j. 

Somit ist von den angefuhl'ten Typen die plan-spharische 
Linse, welche ihl'e spharische Seite dem einfaIlenden Licht zukehrt 
(Typus II), als del' beste a~zusehen, und die Aberration tritt am 
starksten bei derselben Linse auf, wenn diese ihre plane Flache 
dem einfallenden Licht zukehrt. 

Wir fiigen hier ein, dass bei einer dunnen Glaslinse, deren 
halber Durchmesser y und deren Brennweite ! ist, die Dicke del' 

u2 

Linse gleich fist. Denn aus den Eigenschaften zweier sich 

schneidender Kreise erhalt man als deren Werth 
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L_L oder als angenaherten Werth fUr die Dicke der Linse 2 7' 2 r" 

wenn man die Wurzeln mittelst d.er Binomialreihe aufl6st und hier
bei. h6here Potenzen vernachlassigt. 

Ferner ist nach (14, IV) fUr eine diinne Crownglaslinse yom 
Brechungsexponenten n = 1,5 

~-= (n-1) (~.-~) =~ (~-~) 
f r r' 2 r r' 

y2 
und daher die Dicke einer solchen Glaslinse angenahert -T' 

Wir fUgen dies ein, urn die Bedeutung der oben gewonnenen 
Formeln zu veranschaulichen. 

§ 125. Wir wollen nun die Form einer Linse festzustellen 
such en , welche ein von einem gegebenen Punkte ausgehendes 
Strahlenbiischel in einem anderen g'egebenen Punkt vereinigt unter 
gleichzeitiger Erfiillung der Bedingung, dass die hierbei auftretende 
Aberration ein Minimum darstelle. 

Hier sind a und ex I gege ben und (3 ist die Variable, deren 
Werth ein Minimum fUr d a ' verursachen solI. Wir miissen dem
nach (3 so wahlen, dass in (23) del' Ausdruck 

(n + 2) {32 - (2 n + 1) (a + a'l {3 + n (C,2 + aa' + a'2) 

ein Minimum wird. 
Setzt man den erst en Diiferentialquotienten gleich 0 und lOst 

nach (3 auf, so ist 
(2n + 1) (a+ a'l 

{J = -'-~~-=---'--
2 (n + 2) 

der Bedingungswerth fiir die Entstehung eines Minimums. 
Dies in den obigen Ausdruck eingesetzt, giebt 

n~2 {(n2+2n)(a2+aal+aI2) - (n2+n++) (a+ al)2} 

=~1~ Jl(n _ J-_) (a ' - a)2 - (11,-1)2 aa l J1. 
n+2 4 

Das Minimum del' Aberration findet also statt, wenn 

1 

da' = nea'-a) 2 r n-T (' )2 11 (2-) 
2 (n + 2) Y l (n _1)2 a - a - aa J . . .. I 

Urn die diesel' Forderung entsprechende Form del' Linse zu 
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tinden, haben wir nur den soeben fiir ;3 ermittelten Werth, welcher 
ein Minimum fiir da' verursacht, in die unmittelbar aus (17) sich 
ergebenden Gleichungen 

(n - 1) f! = n fJ - a 1 
J . . . . . . . . (2~) 

(n - 1) f!' = n fJ - a' 

einzusetzen und wir erhalten 

worin 

I! =p a' + qa 1 
(!' = p a + q a' J ' 

2n2 +n 
p = 2 (n -1) (n + 2) , 

2n2 - n-4 
q= 2(n-1)(n+2) 

r
. . (29) 

als die reciproken lVerthe der Krummungsradien einer Linse, welche ein von 
einem Punkte ausgehendes Strahlenbu8chel derartig in einem anderen Punkte 
vereinigt, dass die hierbei auftretende Aberration ein Minimum wird. 

§ 126. Die Gestalt einer sol chen Linse hangt ab von del' Lage 
des Punktes, von welch em das Licht ausgeht, sowie desjenigen 
Punktes, in welchem sich die Strahl en vereinigen. 

Wenn die einfallenden Strahl en parallel sind, so ist a = 0, 
a' = f/J, wobei f/J den reciproken Werth del' Brennweite bedeutet, 
und als kleinsten Werth von da' haben wir dann nach (27) 

(30) 

Fiir eine Crownglaslinse hat n etwa den Werth % und es wird, 
15 

wenn man diesen Naherungswerth einfiihrt, df/J=U f/J3 y2 Die 

15 y2 
Grosse del' Aberration ist also in diesem Fall -1:4 T . Die Form 

diesel' Linse bestimmt sich nach (29) durch die Gleichungen fl = p f/J, 
fl' = q f/J. Es ist also das Verhiiltnis der Linsenkrummungen unabhiingig 

von der Vergrosserung; vielmehr hat man 

L L 2n 2 -n-4 
(! p 2n 2 +n 

Fiir n = % wird dieses Verhiiltnis 

(i' 1 
~=6' 

Die beiden Linsenjliichen sind in dies em Fall in entgegengesetztem Sinne 
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gekrummt. Die Linse ist also entweder bikonvex oder bikonkav 1tnd der Krum

mungsradius der kinteren Flacke betragt f desjenigen der vorderen Flacke. 

1st der Brechungsexponent derart, dass er del' Gleichung 

2 n 2 - n - 4 = ° geniigt, d. h. ist n = ~ (1 + J/33) rv 1,686, was un

gefahr del' Werth von n fUr stark brechende Glasarten ist, so wird 
q = 0, somit auch 1./ = ° und die Linse erhalt dann eine plane hin
tere Flache. Bei einer Glaslinse mit entgegengesetzt gekriimmten 
FHtchen yom mittleren Brechungsexponenten n = 1,5 betragt die 

Aberration fUr parallele Strahlen, wie wir bereits fanden, _ ~~ ~.2 , 

wahrend bei einer plan-konvexen Linse aus gleichem Material, deren 
gekriimmte Flache dem einfallenden Licht zugekehrt ist, die Ab-

7 y2 . 
erration - 6 j- 1St. Die plan-konvexe Linse ist daher fast ebenso 

gut als die bikonvexe odeI' bikonkave Linse, sie ist indessen weit 
leichter herzustellen und erfreut sich daher einer viel allgemeineren 
Verwendung. 

Wenn plan-konvexe Linsen in Objektiven fUr Mikroskope ver
wendet werden, so gehen die Strahlen von einem der Linsenober
flache sehr nahegeriickten Punkte aus und treten· fast zu einander 
parallel wieder hervor, so dass die flache Seite diejenige ist, welche 
dem Objekt zugekehrt sein muss. 

§ 127. Die Aberration bei irgend einer dunnen Linse lasst sich unter 
Beibehaltung del' Bezeichnungen des letzten Paragraph en in einer 
einfachen Form ausdriicken. Die Forderung, dass die Aberration 
einer Linse ihren kleinsten Werth erhalt, bedingt, wie wir in § 125 
fanden, die Relation: 

2n+ 1 
fJ= 2(n+2) (a + c/). 

N ehmen wir daher an, es sei ganz allgemein fUr jed e be
liebige Linse 

2n+1 n-1 
fJ = 2 (n + 2) (a + c/) + n + 2 f,. . . . . (31) 

setzen wir diesen Werth von f3 in Gleichung (23) ein und fUhren in 
die daraus sich ergebende Gleichung die Substitutionen 

n 
--::::::::n~, 

n+2 

1 
n--

4 
(n -1)2 

ein, so wird nach entsprechender Reduktion 

,u . . . . . . (32) 
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dct' = ~ 1n (a' - «) y2 {,u (a' - «)2 - a a' + ~2 } . . . . (33) 

Die Linsenkrummungen lassen sich durch a, a' und e aus
driicken, wenn man in die Gleichungen (28) 

(2n+1) , n-1 
fJ = 2 (n + 2) (a + a) + n + 2 E 

einsetzt und in dem sich hieraus ergebenden Ausdruck die Sub
stitutionen mit p und q aus (29) und m aus (32) vornimmt. Man 
gewinnt dann fur die Krummungsradien die Gleichungen:' 

(1 = 'P a' + q a + mEl 
1. . . . . . . . (34) 

(1' = 'P a + q a' + m E 

§ 128. Wird die Forderung an uns gestellt, eine aplanatische 
Linse herzusteIlen, d. h. eine solche, bei welcher die Aberration ver
schwindet, so ergiebt sich aus (33), indem wir d a' = 0 setzen, hier
fUr die Bedingungsgleichung: 

~2 = a a' -,u (a' - a)2.. • • . . . • . (35) 

Die erste Bedingung besteht also darin, dass a und a' gleiches 
Vorzeichen haben; und ferner mussen beide Grossenin einem sol
chen Verhaltnis zu einander stehen, dass a a' > n (a' - a)2 ist. 

Diese Bedingungen lassen sich fUr parallelen Strahlengang 
niemals verwirklichen; denn in diesem FaIle ist a = 0, a' = (jj und 
der Werth von e2 wurde sich sodann 3,US der Gleichung 

~2 = _ n<l,2 

bestimmen mussen und es ergabe sich somit fur e ein imaginarer 
Werth. 

§ 129. Aberration eines durch eine beliebige .A nzahl centrirter Kugel
jfiichen gebrochenen centralen Strahlenbuschels. 

Es seien n, n', nil • . . der Reihe nach die Brechungsexponenten 
der Medien; a und f3 seien die reciproken Werthe der Abstande des 
Objektpunktes bezw. seines ersten Bildes von dem Scheitel der ersten 
Kugelflache; p sei der reciproke Werth des Krummungsradius der 
letzteren und es bedeuten die mit Indices versehenen Buchstaben 
die namlichen Grossen in Bezug auf die ubrigen brechenden Kugel
flachen, wobei sammtliche Abstande von links nach rechts als positiv 
gemessen werden. Aus der Fundamentalgleichung (U, III.) ergeben 
sich dann ohne Weiteres die Relationen: 
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n(a-!?) = n' (~-(?), ) 

n' (c/ - !?') = n" (~' - r.!'), . 

n" (a" - !?") = n'" (~" - !?"), 

. . . . . (36) 

Bezeichnen wir die reciproken Werthe der Dicken der zwischen 
den FUichen liegenden Medien mit r, r' ... , so miissen femer die 
Beziehungen bestehen: 

1 1 1) T-7=--;-' 
~_~_~ .......... (37) 

13' c/' - I' , 

Sind die Radien der Aperturen der verschiedenen FHichen, 
durch welche das Strahlenbiischel geht, mit y, V', y" ... bezeichnet, 
so hat man aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 

d. i. 

1 1 
y:y'=-:-, , 

~ a 

1 1 
Y"Y"=--'- .... etc. '. ~' . a" 

~y=a' y' I 
~'y'=a"y" r . . . . . . . . . (38) 

Wir werden zunachst unsere Aufmerksamkeit auf nur drei 
brechende Kugelflachen beschranken. In diesem Falle wiirde es 
sich darum handeln, die Veranderung von {3" in Folge Aenderung 
der Aperturen der successiven Kugelflachen zu bestimmen. Zu 
diesem Zweck sehen wir {3" als eine Funktion von a" und der 
Apertur y" an. Die der Apertul' y" entspl'echende Veranderung 
von /'3" hat die Grosse x" y" 2. Somit erhalten wir durch partielle 
Differentiation: 

dfl" = x" y"2+ (~) Ja". 8 a" 

Die Apertur y" lasst sich nach (38) auch durch die erste 
Apertul' y ausdriicken und wil' el'halten dann: 

Aus del' Differentiation del' Gleichungen (36) und (37) er
giebt sich 

Heath-Kanthack. 11 
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Fuhrt man diese Werthe in den Ausdruck fUr d ,3" ein, so wird 

( p p' ) 2 n" (a") 2 d fJ" = x" a' a" y2 + ---;;;!II 7 d fJ'· 

Ganz analog erhalt man als Veranderung von (3' 

d p' = x' y'2 + ( ~ :,: ) rf a', 

=x' -, y2+_'_" - dfJ; ( p ) 2 n' (a') 2 

a • n p 
und endlich 

dfJ = xy2. 

Setzen wir nun die Werthe von d (3 und d (3' in den letzteh 
Ausdruck fUr d (3" ein, so wird diesel' 

[ ( '" )" (p ") 2 ( P (3' ) "] n'" d P" = y2 n'" ~ ;, "+ n" x' a,ap' + n'" x" 77 - . 

Bestimmt man nun auf eine del' in § 121 vorgenommenen Ent
wickelung del' Formel (21) ganz analoge Weise den Werth von x, 

indem man anstatt von den Gleichungen (17) von den Gleichungen 
(36) ausgeht, so hat x den Werth: 

und es ist daher 

n'x=- --- (p_a)2 --- , 1 ( n n' ) 2 ( (3 a ) 
2 n' - n n' n 

und ganz ahnliche Ausdrucke findet man fur nil x' und n'" x". 

Sind q + 1 brechende Flachen vorhanden, so gestaltet sich die 
entsprechende Formel folgendermaassen: 

n(q + 1) d (q) = 2 n' x "a a .• , a + [ ( ,,,,,, (q») 2 

(3 y p p' P" .. . lq - I) 

+ n")I' + n x + ( fJ a" a'" ... a(q») ",,, ( (3 p' a'" ... a(q) ) 2 

c/ p' p" ... p(q -1) a' a" fJ" ... fJ(g -1) 

( 
1'1 fJ' fJ" R(q -1) ) 2 ] (q + 1) (q) t-' ••• t-' ... + n X , "", (q) • a a a ... a 

. . . (39) 

§ 130. In derselben Weise lasst sich auch ein System dunner 
Linsen untersuchen. Sind a. und (3 beziehungsweise die reciproken 
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Werthe del' Entfernungen des Objektpunktes und seines erst en Bildes 
von der ersten Linse, bezeichnet (/J den reciproken Werth del' Brenn
weite del' Linse und gelten ahnliche Bezeichnungen fUr die folgenden 
Linsen, so haben wir nach (14, IV) die Bedingungsgleichungen: 

/1- a = <l' 

/1' - a' = <I" 

. . . . . . . (40) 

1 
wo - del' Abstand zwischen del' ersten und zweiten Linse ist; fUr 

T 

die librigen Linsenpaare erhalten wir analoge Gleichungen. Flir 
q Linsen lasst sich dann auf ganz analoge Weise, wie es in § 129 
geschah, die folgende Endformel entwickeln: 

(1) [( a' a" u'" ... a(q - 1) ) 2 ( /1 a" a'" .•. ,,(q -1») '+ 
d fI q - = y2 fI fI' /1" ... /1(q -- t) X + Ct' /1' /1" ... /1('1- 2) X ••• 

( 
'" (q - 2) ) ~ ] ... + /1 fJ /1 ... fJ )'1 -1) . 

, "'" (q-lJ a a a ... a 
. . (41) 

Die Werthe von x, x' .. , waren bereits im V orhergehenden 
bestimmt worden. N ach (33). erhiilt man, da d (3 = X y2, wenn man 
in jener Gleichung a' durch (3 und d a' durch d (3 ersetzt, 

. . . (42) 

und ahnliche Werthe ergeben sich fUr x', x" . . .. Die Kriimmungs
radien del' Linsen sind nach (34)bestimmt durch die Gleichungen: 

e=p{J+qa+1I!~ 1 
e' = p a + q /1 + 11! f f 

(43) 

und analoge Gleichungen fUr die iibrigen Kriimmungsradien. 
Berlihren sich die Linsen, so wird a' =(3, a"=(3' u. s. f., 

so dass die Koefficienten von x, x' ... del' Gleichung (41) sammtlich 
gleich 1 werden und es erhalt dann diese Gleichung die Form: 

d lq - 1) = y2 {X + X' + ... )q - I)} . . . (44) 

Urn daher ein System sich berlihrender Linsen aplanatisch 
zu machen, mlissen wir 

X + x' + .... )2 - 1) = o. . . . . (45) 

11* 
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werden lassen, so dass die unbekannten Grossen e, ",' .... an nur 
eine Bedingung gebunden sind. Die Linsen konnen daher so ge
wahlt werden, dass sie noeh (q -1) weiteren Bedingungen genugen. 

§ 131. Wir wollen den Fall zweier sieh beruhrender Linsen 
naher untersuehen. Die Bedingung fUr den Aplanatismus ist naeh 
(45) in diesem FaIle 

x+x'=o . ......... (45 a) 

Setzen wir hierin aus (42) die Werthe von x und x' ein und 
nehmen naeh (40) die Substitution /3 - a = (/), /3' - a' = (/)' vor, so 
erhalten wir naeh (42) als Bedingungsgleichung fur den Aplanatismus 
zweier sieh beruhrender unendlieh dunner Linsen: 

rn <I' (E2 - a fl + fl <1>2) + rn' <I" (E2 - a' fl' + fl' <1>'2) = o. . . (46) 

Wir haben also hier zwei willkurliehe Grossen '" und ",' und 
nur eine Gleiehung zu ihrer Bestimmung. Wir durfen somit noeh 
eine weitere Bedingung einfUhren. 

In der Praxis ist es hier sehr ublieh, diese darin bestehen zu 
lassen, dass man den einander zugekehrten Linsenflaehen gleiehe 
Krummungsradien giebt, so zwar, dass die eine konvex, die andere 
konkav wird und man die beiden Linsen zusammenkitten kann. 
Diese Bedingung ist ausgedriiekt dureh r/ = (/", wenn wir die bis
herige Bezeiehnungsweise beibehalten. Fur (/' = (/" konnen wir naeh 
(43) sehreiben 

pa+qfl+rrlf=p'fl'+q'a'+rn'E' . .... (47) 

und dureh diese Gleiehung in Verbindung mit (46) sind", und ",' 
vollstandig bestimmt und somit aueh die Kriimmungen sammtlieher 
Linsenflaehen. 

§ 132. Der Annehmliehkeit dieser Reehnungsmethode stehen 
indessen praktisehe Bedenken gegenuber. Eine naeh dieser Methode 
hergestellte verkittete Linse ist der Gefahr der Verzerrung ausge
setzt, indem die beiden Glaser bei einer Temperaturanderung sieh 
ungleiehartig ausdehnen oder zusammenziehen. Man hat daher als 
zweite Bedingung d (x + x') = 0 vorgesehlagen, damit die Linse nieht 
nur fUr einen bestimmten Werth von a aplanatiseh sei, sondern aueh 
dann noeh, wenn a eine kleine Veranderung erleidet. 

Urn die Bedeutung dieser Gleiehung zu ermitteln, setzen wir 
die Werthe von x und x' aus (42) in die Gleiehung 

dx dx' 
;:z;;- + d a' = 0 

ein. 
Beriieksiehtigt man ferner, dass d a = d /3 = d a' = d /3', so er-



Aberration centraler Strahlenbiischel. 165 

halt man durch Difi'erentiation von Gleichung (46) die Bedingungs
gleichung 

m </> { 2 E : ,: - (a + p) } + 'TIl' </>' { 2 E' ~ ::' - (a' + P') } = O. 

Differentiirt man nun die als Funktionen von a, /3, $ und 
a', /3', $' ausgedriickten Werthe von I! und I!' aus (43), so ist 

dE 
'TIl-d +P+'1=O 

(( 

d ~' 
m'~-+p'+"'=O da' , I· 

dE 
Setzt man die hieraus sich ergebenden Werthe von m d; und 

'TIl' ~- in die letzte Gleichung ein und schreibt nach (29) del' Kiirze 
d" 

wegen: 

2 (p + '1) = 4 n + 2 = 1 n+ 1 1 
2(p'+()')=4 n'+1=l' J' 

. . . . . . . (48) 

, n'+2 

so wird unsere Bedingungsgleichung fiir den Aplanatismus 

<I> { il! + 'TIl (a + (J) } + </>' { i' ~' + m' (a' + P') } = O •• . (49) 

Die Grossen $ und z' sind somit vollstandig bestimmt und aus 
ihnen lassen sich die Kriimmungsradien der verschiedenen Linsen
flachen berechnen. 

§ 133. Wenn die einfallenden Strahlen parallel sind, ist fiir den 
im letzten Paragraphen behandelten Fall 

a = 0 , P = (/ = </>, P' = </> + </>' 

und es lautet dann nach (46) die BedingungsgZeichung fur den Apla
natismus: 

m </> { I!~ + fl </>~ } + m' </> { ~'2 - </> (</> + </>') + fl' </>'~ } = 0 

odeI' nach (49) (50) 

</> { ll! + 'TIl </> } + </>' { I' f' + 'TIl' (2 </> + </>') } = O. 

Aus diesen Gleichungen lassen sich $ und $' bestimmen, und 
nach Einsetzung del' gefundenen Werthe in die Gleichungen 
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12 = P <P + rn ~, 12" = q' <P + p' (<p + <P') + m' ~', 

r/= q <P + m ~, f!"'= p' <P -j- q' (<I' + <P') + m' ~', 

welche sich aus (43) ergeben, ist die gekittete Linse vollstandig be
stimmt und wird nicht nur fUr parallel einfallende Strahl en apla
natisch, : sondern auch fUr solche, welche von einem in endlichem 
und betrachtlichem Abstande liegenden Punkte divergiren. 

Wir bemerken hier, dass die angegebenen Gleichungen zur Be
stimmung der Linsenkriimmungen nicht die Brennweiten der beiden 
Einzellinsen in irgend ein gegenseitiges Abhangigkeitsverhaltnis 
bringen, dass Ihnen also immer geniigt werden kann, was auch 
immer die Werthe von ([J und ([J' sein mag en. 

§ 134. Die Grosse, welche wir in dem Vorhergehenden zu be
stimmen suchten, war die von der Apertur hervorgerufene Verande
rung des reciproken Werthes des Abstandes des Schnittpunktes des 
austretenden Strahls mit der Axe. Bezeichnen wir diese Grosse mit 
- K 1;2, wo Y die halbe Apertur der erst en Linse ist, und ist 

, 1 . 
a = ----;;, so haben WIr 

und daher 
d x' = K . x'~ y2. . . (51) 

Diese Grosse d .v' stellt die Longitudinalaberration dar und ihr 
Werth wird bekannt, wenn wir fUr K an del' Hand del' vorher
gehenden Paragraph en dessen Werth einsetzen. 

Fig. 94. 

odeI' angenahert 

1st AI (Fig. 94) del' ausserste 
Strahl, welcher die Axe in lund 
das im geometrischen Fokus E' zur 
Axe errichtete Loth in T schneidet, 
so ist F I die Longitudinalaberration 
d.c' und F T stellt die Lateralaberra-
tion dar. Zieht man Am senkrecht 
zur Axe, so dass A m die Apertur 
del' letzten Linse darstellt, so folgt 
aus del' Aehnlichkeit del' Dl'eiecke: 

FT:Fj=Arn:mj, 

,y' d x' 
FT=---

.1;' , . . . (52) 

wenn y' die halbe Apertur del' letzten Linse dal'stellt. 
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Bedeuten ferner a und f3 die reciproken Werthe del' Abstande 
des Objektpunktes und seines erst en Bildes von del' erst en Linse, 
a' und ;3' die entsprechenden Grossen fiir die zweite Linse u. s. f., 
so ist 

L fl fl' /l" ... 
y r /I , 

a ft a ... 
odeI' sagen wir 

y' 
-=M ... 

y 
. . (53) 

Substituiren wir demnach in (52) die Werthe von d x' und y' 
aus (51) und (53), so erhalten wir als Werth del' Lateral
aberration 

. (54) 

Grosse und Lage des kleinsten Aberrationskreises wurden 
schon friiher bestimmt; es wurde dort dargethan, dass del' Radius 
dieses Kreises ein Vier~el del' Lateralaberration des aussersten 
Strahls betragt und dass del' Abstand seines Mittelpunktes vom 
geometrischen Vereinigungspunkt dreiviertel del' Longitudinalaber
ration des aussersten Strahls betragt. 
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Gestalt und Eigenschaften enger Strahlenbiischel 
im A.I1gemeinen. 

Allgemeine Theorie del' Brechung diinner Biische!. 

§ 135. Das diinne Strahlenbiischel, welches den Gegenstand 
del' fo]genden Untersuchung bildet, denken wir uns derartig kon
stituirt, dass in demselben im Allgemeinen nur ein einziger Strahl 
durch einen geg'ebenen Punkt geht, dass ferner die dasselbe bilden
den Strahl en von einem als festliegend gedachten Strahl, dem Haupt
strahl, nur um ein geringes entfernt sind und dass die Neigung 
sammtlicher Strahlen zum Hauptstrahl kleine Grossen· erster Ord
nung darstellen. Die im Folgenden entwickelte Theorie riihrt von 
E. E. Kummer her. 

Nehmen wir den Hauptstrahl als Z-Axe eines raumlichen 
Koordinatensystems an, bezeiclmen mit C (J., /3, r) die Richtungs
kosinusse . irgend eines dem Hauptstrahl unendlich benachbarten 
Strahls des Lichtbiischels, wahrend C,'!:, y, 0) die Koordinaten des 
Punktes darstellen, in welchem diesel' Strahl die X Y -Ebene schneidet, 
so sind nach unserer Voraussetzung (J. und (3 kleine Grossen erster 
Ordnung und angenahert ist r= 1. Da nun abel', wie hervorgehoben, 
nul' ein einziger Strahl durch irgend einen bestimmten Punkt gehen 
kann, so sind die Koordinaten x, ,0/ als ]'unktionen del' Richtungs
kosinusse (J., (3 anzusehen und lassen sich nach dem Maclaurin'
schen Theorem in eine Reihe nach (J. und (3 entwickeln. Vernach
lassigen wir hierbei die Potenzen del' kleinen Grossen (J. und (3, so 
erhalten wir die Gleichungen: 

dx dx 
x=d;; a + djP 1 
y=!!JL a + !!JL p J 

dc! dp 

. , . . . . • . (1) 
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oder (sagen wir) 

x=ea+I{J} 

y=I'n+g{J , 
. . . . . . . (2) 

wo e, I, f' und g von der Beschaffenheit des Strahlenbiischels ab
hangige Konstanten sind. 

§ 136. 1m Allgemeinen schneiden sich unendlich benachbarte 
Strahlen nicht; es lasst sich aber immer ein Punkt auf dem Haupt
strahl bestimmen, welcher den geringsten Abstand von allen, den 
letzteren umgebenden unendlich benachbarten Strahl en hat. Wir 
werden alsbald sehen, dass diese Funkte kleinsten Abstandes siimmtlich 
innerhalb eines (durch zwei bestimmte Punkte) begrenzten Theiles des Haupt
strahls liegen. 1st namlich z der Abstand desjenigen Punktes auf dem 
Hauptstrahl vom Ursprunge, in welchem dieser von dem durch seine 
Richtungskosinusse (a, (3, r) bestimmten unendlich benachbarten Strahl 
seinen geringsten Abstand hat, :und stellen (A, p., II) die Richtungs
kosinusse der Linie dieses kleinsten Abstandes zwischen den beiden 
Strahlen dar, so ist die Richtung der Linie CA, p., II) senkrecht zu 
derjenigen des Hauptstrahls und des Strahls (a, (3, r) und somit 

oder, da 
,,=0, 

ist 
A f( + ,u {J = O. . . . • . . . • (3) 

Die Gleichung einer Ebene, die durch den Strahl (a, (3, r), so
mit auch durch den Punkt (x, y, z) und jene Strecke kiirzesten Ab
standes (A, p., II), deren Punkte die Koordinaten ~, '1), , haben mogen, 
gelegt wird, ist: 

(~- x) ({J v - r,u) + ('1- Y) (y A - a v) + (C - z) (a,u - A (J) = 0 

oder, da hier z = 0 und II = 0, 

- (~- x),u y + ('1 - y) A Y + C Ca,u - A (J) = O. 

Diese Ebene schneidet den Hauptstrahl in dem gesuchten Fuss
punkt des kiirzesten Abstandes. Urn seine Lage zu finden, hat· man 
nur in der letzten Gleichung ~ = 0, '1) = 0 zu setzen und "in z iiber
gehen zu lassen; man erhalt dann, wenn man ausserdem fUr r 
seinen Naherungswerth 1 setzt, 

z (n,u - A {J} = A Y - ,u x . 

Mit Hilfe der Gleichung (3) lassen sich hieraus A und p. elimi
niren und man erhalt 



170 Kapitel VIll. 

oder nach (2) 

Bezeichnet i3 den Winkel, welchen eine parallel zum Strahl 
(a, /3, r) durch den Hauptstrahl gelegte Ebene mit der XZ-Ebene 

einschliesst, so hat man zunachst tg i3 = JL =..L und, wenn man 
x a 

diese Beziehung in die letzte Gleichung einfiihrt, und noch durch 
a2 + /32 beiderseits dividirt, 

Z= - { e cos2 rJ'+ (/ + I') sin rJ'cos rJ'+g sin2 rJ'}. 

Diese Gleichung erhalt eine einfachere Form, wenn man das 
mittlere Glied des Ausdrucks fortschafft. Zu diesem Zweck sub
stituiren wir w + (/J fiir i3, wo w einen vorlaufig unbekannten Winkel 
darstellt. Wir erhalten dann fiir die letzte Gleichung: 

und 

Z = - cos 2 rp { e cos 2 w + (f + I') sin w cos w + 9 sin 2 w} -

- sin 2 rp { e sin 2 w - (j + f') sin w cos w + 9 cos 2 W } -

- sinrpcos rp{(/+ I') cos 2 w - (e- g) sin 2 w}. 

Wahlt man nun w so, dass 

(e-g)=kcos2w } 
, . . . . . . . . . (5) 

(/+ I') =k sin 2 w 

mithin 
p= (e - g)2 + (/+/')2 

wird, so verschwindet der Koefficient von sin (/J cos (/J, der Koefficient 
von cos 2 (/J wird 

- ~ { e (1 + cos 2 w) + (/ + I') sin 2 w + 9 (1 - cos 2 w) }, 

odeI' 

und als denjenigen von sin 2 (/J findet man 

1 
-'2 (e+ g-k). 

Fiihrt man diese Koefficienten in Gleichung (4) ein, so eI'hiilt man: 

z = r1 cos 2cJ> + r2 sin 2rp,. . . . . . . .. (6) 
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wenn hierin 
1 

T J = - 2 (e + 9 + k) 
. . . . . . (6 a) 

Es liegt somit der Punkt kiirzesten Abstandes innerhalb be
stimmter, durch die Gleichungen Z=T J fUr (/)= 0, und Z=T2 fUr 

(/) = ; charakterisirter Grenzen. Man bezeichnet daher diese Punkte 

als die Grenzpunkte des Strahls, und die entsprechenden, zwei un
endlich benachbarten Strahlen parallelen Ebenen, d. h. die beiden 

IT 
Ebenen, fiir welche (/)=0 und (/)=2ist, heissendie Hauptebenen 

des Strahls. 
§ 137. In dem Strahlensystem sind nun zwei Strahlen vorhanden, fur 

welche der erste Naherungswerth de,. kurzesien Abstande von dem Hauptstrahl 

verschwindet. Die Lange des kiirzesten Abstandes zwischen dem Strahl 
(a, ;3, r) und dem Hauptstrahl ist A x + p- y. Diesel' erste Naherungs
werth verschwindet also nach (2), wenn 

}. (e a + f p) + ftCf' « + 9 (j) = 0 
odeI' 

~(ea+f(j)+f'a+g(j = 0 
,u 

wird. 
Eliminirt man das Verhaltnis A: p-, indem man aus (3) hierin 

~ = - L = - tg 0 einsetzt so erhalt man 
ft a ' 

- e- jtg,J+ j' t: rJ +g=O, 

oder 
f' cos 2 ,J + (g - e) sin ,Jcos ,J - f sin 2,J = 0, 

oder 
(g - e) sin 2,J+ (/+ f') cos 2 ,J=f- f'. 

Substituiren wir hierin w + (/) fUr 0, so erhalt diese Gleichung 
die Form: 

cos 2 <P {C! + f') cos 2 w + (g - e) sin 2 w} + 

+ sin 2 <p {(g- e) cos 2 w - C! + f') sin 2 w} = f - f'. 
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und 

so ist 
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Hieraus ergiebt sich, da aus (5) 

(g - e) sin 2 w = - (f + f') cos 2 w 

(e - g) cos 2 w + (/+ f') sin 2 w=k, 

- k sin 2 <p=f- f'. 
Setzt man hierin 

sin f= f' k f , 

. . . . . (7) 

Es lassen sich somit durch den Hauptstrahl zwei Ebenen legen, weicht 
beide auch noch einen unendlich benachbarten Strahl enthalten. Diese Ebenen 
nennt man die Fokalebenen des Strahls und die Punkte, in welchen 
die unendlich benachbarten Strahl en den Hauptstrahl schneiden, 
bezeichnet man als die beiden Brennpunkte des Strahls. Die beiden 
Fokalebenen liegen symmetrisch in Bezug auf die Hauptebenen des Stralzls; 
mit anderen Worten, die den Winkel zwischen den Hauptebenen 
halbirende Ebene halbirt auch den Winkel zwischen den Fokal
ebenen. 

Sind (b und (12 die Abstande der Fokalebenen vom Ursprung, 
so ist nach (6) 

worin nach (7) 

und 

2 • 2 } (', = r, cos </> + r2 SIn cP , 

('2 = r 1 sin 2 cP + r 2 cos 2 cP 

sin 2 cP = f' - f 
k 

. . . (9) 

Hieraus geht hervor, dass die Brennpunkte zu den Grenzpunkten 
eine symmetriscne Lage einnehmen, oder mit anderen Worten, del' in der 
Mitte zwischen den Grenzpunkten liegende Punkt liegt a]lch in der 
Mitte zwischen den Brennpunkten. Aus der Oharakteristik der 
Grenzpunkte folgt, dass die Brennpunkte zwischen den Grenzpunkten 
liegen miissen. 

§ 138. Die Fokalabstande lassen sich bequemer nach einer 
anderen Methode bestimmen. Schneidet der durch (x, y, 0) gehende 
Strahl die Ebene z = (! im Punkte (~, "I), so miissen die Gleichungen 
bestehen: 
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1st nun der Punkt z = (I ein Brennpunkt, so ist z = (I auch die 
Bedingung dafUr, dass der unendlich benachbarte Strahl den Haupt
strahl schneidet, und es ist in diesem Fane ~ = 0 und 'f) = O. Hier
nach specialisiren sich die Gleichungen (10) folgendermaassen: 

(e + (l) (t+ /;3=01 

l'a+(g+(I)fJ=O l' 
Eliminirt man hierin das Verhaltnis a: /3, so erhalt man die 

quadratische Gleichung 
(e+(I)(q+(I)=II' .. . (11) 

als Bestimmungsgleichung fUr die Fokalabstande. 
§ 139. Alle Strahlen eines engen Strahlenbuschels gehen, wie Wlr 1m 

Folgenden zeigen werden, durch zwei Jeste [Anien, welche den Hauptstrahl 
in den Brennpunkten unter rechtem lVinkel schneiden. Diese Linien nennt 
man Brennlinien und zwar liegt die erste Brennlinie in der zweiten 
Fokalebene und die zweite Brennlinie in del' ersten Fokalebene. 
Um dies darzulegen, haben wir den Schnittpunkt irgend eines Strahls 
mit del' Ebene z = (II zu bestimmen. Die Koordinaten eines solchen 
Schnittpunktes sind: 

~=x + (II a ) 

'1=y+ (II fJ . 

'=(11 

Legt man durch diesen Punkt und den Hauptstrahl eine Ebene, 
so zeigt es sich, dass die Lage einer solchen Ebene unabhangig ist 
von dem betreffenden Strahl. Es ist namlich die Gleichung der 
Ebene nach Analogie von (10) 

~ (y + (II fJ) = 'I (;C + (II a), 
odeI' 

und setzt man in die nach Analogie von (11) gebilclete Gleichung 

(e + (II) (g + (II) = I I' 

e+(ll J ---=---=m 
I' g+(ll ' 

(13) 

so erhalt man, wenn man in (12) e + (II clurch mf' und g + (II durch 

L ersetzt: 
m 

~=m'l .......... (14) 
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als die Gleichung del' den Hauptstrahl und den Schnittpunkt des 
betrachteten Strahls mit del' Ebene z = III enthaltenden Ebene, und 
die Lage derselben ist, wie wir hieraus erkennen, unabhangig von 
a und (3. 

Hieraus ergie bt sich, dass aIle Strahlen die Ebene z = Ih in 
Punkten schneid en, welche auf einer durch den Brennpunkt gehen
den Linie liegen; wir wollen diese Linie als die erste Brennlinie 
bezeichnen. Auf analoge Weise lasst sich nachweis en , dass aIle 
Strahl en eine ahnliche, durch den anderen Brellnpunkt gehende 
zwei te Brennlinie durchsclmeiden. 

Es leuchtet ein, dass die erste Brennlinie in del' zweiten Fokal
ebene liegt, indem diese zwei in dem zweiten Brennpunkt sieh 
schneidende Strahl en enthalt und jeder diesel' Strahl en die Brenn
linie schneidet. Umgekehrt liegt die zweite Brennlinie in del' erst en 
Fokalebene. 

§ 140. Wir gelangen nun zu del' Theorie del' Strahl en
dich tigkeit, welche analog ist del' Gauss 'schen Messung ge
krummter RaumkurvenfUichen. Die Dichtigkeit del' Strahlen fur 
irgend einen zum Hauptstrahl rechtwinkligen Sehnitt wollen wir 
folgendermaassen definiren. Wir nehmen zunaehst an, del' ebene 
Schnitt des Strahlenbuschels stelle eine kleine krummlinig begrenzte 
Ebene dar. Denkt man sleh nun von dem Mittelpunkt einer Kugel 
vom Radius 1 parallel zu den aussersten Strahl en des Busehels 
Linien naeh del' FHiehe del' Kugel gezogen, so sehneiden diese auf 
ihr ein dureh eine gesehlossene Kurve begrenztes Flaehenelement 
abo Das Verhaltnis nun del' Flaehe dieses Kugelelementes zu del' 
Flaehe jenes ebenen Schnittes giebt uns ein Maass fUr die erwahnte 
Dichtigkeit del' Strahlen. 

Lassen wir das Strahlenbusehel dureh die Ebene z = R ge
schnitten werden und sehneidet del' dureh den Punkt (x, y, 0) 
gehende Strahl diese Ebene in (f, r;), so bestehen die Gleiehungen 

oder nach (2) 

und somit 

~=x+RCtl 

'1=y+R,8I' 

~=Ce+R)Ct+j,81, 

'I = l' CI + e.g + R),8 J 

'I d ~ - ~ d'1 = C,8 d CI. - a d,8) {Ce + R) (g + R) - ff' } . 

Aus del' Integration dieses Ausdrueks ergie bt sieh: 
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5 ('1d; - ;d'l) = 5 (pda -a dP){(e+R) (g +R) -ff'}. 

J ((3 d a - a d(3) nun stellt die Grosse der vorerwahnten kleinen 
krummlinigen Flache auf der Kugel vom Radius 1 dar, wahrend 
J (1) d ~ - ~ d 1)) den Inhalt des ebenen Schnittes des Strahlenbuschels 
bedeutet. Bezeichnet man somit die Dichtigkeit mit (J, so lasst sich 
die letzte Gleichung auch folgendermaassen schreiben 

J('1 d; - ; d'l) 1 
J = --:r = R2 + R (e + g) + e 9 - ff' , 

(P d a - a d P) u 

oder, da nach (6a) e + 9 = - (Ql + (2) und nach (13) jf' = e,q - QIQ2, 

1 d' = (R - (ll)(R - (,>2) , • • • • • • (15) 

WO PI und P2 die Fokalabstande darstellen. 
§ 141. Fur die praktischen Zwecke der Optik ist nun der 

wichtigste Fall derjenige, wo die Strahl en des Bundels eine Gruppe 
von Normalen zur Flache darstellen. Untersuchen wir nun, in 
welcher Weise die zuletzt gewonnenen Resultate fUr diesen Fall zu 
specialisiren sind. 

Die Bedingung, dass die Strahl en von einer Flache unter 
rechtem Winkel geschnitten werden, ist, dass a d x + (3 d y ein totales 
Differential darstellt. Dieser Bedingung wird genugt, wenn 

da dp 
---;ty = (IX. 

Differentiiren wir die Gleichungen (1) nach x und y, so erhalten 
wir die Gleichungen 

1=~.~+ dx .ftl 
da drc dp dx 

o=!..JL. ~+!..JL. ft j 
da dx dp dx 

o=~.~+~.ft 
da dy dp dy 

1= dy .~+!..JL.ft 
da dy dp dy 

Aus dem ersteren Gleichungspaar ergiebt sich 

!!LJ-_!..JL 
dx - da' 
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aus dem zweiten 

~J=-~ 
dy d{J , 

J d J b ·' h D·... . d (x, y) wo as aeo In se e Iuerentlal d(a,{J) darstellt. 

Die Bedingung, dass die Strahlen senkreeht zu einer Flaehe 
stehen, ist somit 

dx dy 
d {J -;r;;' 

oder, wenn wir hierfiir die in den Gleiehungen (1) und (2) ent
haltenen Bezeiehnungen einfiihren, f= f'. 

Die Gleiehung fiir die Azimuthe der Fokalsehnitte wird somit 

naeh (7) sin 2 (j) = 0, woraus folgt, dass (j) = ° oder + Es fallen 

somit in diesem Fall die Brennpunkte mit den Grenzpunkten zu
sammen und die Fokalebenen sehneiden einander unter reehtem 
Winkel. Jeder Strahl einer Gruppe von Normalstrahlen geht daher durch 
zwei senkrecht zum Hauptstrahl gerichtete gerade Linien, welche in Ebenen 
liegen, die auch zu einander senkrecht sind. 

Die beiden Brennpunkte fallen zusammen, wenn f= 0 und f' = 0 
und in diesem FaIle schneiden sich alle Linien des engen Strahlenbuschels 
in einem Punkt. 

§ 142. Um nns eine Vorstellnng von dem Charakter eines 
engen Strahlenbiisehels zu bilden, wollen wir fiir einige einzelne 
FaIle die Gleiehung fiir die Mantelfiaehe des Biisehels aufstellen. 

Wir nehmen an, das Strahlenbiischel schneide auf der ortho
gonalen Flache eine kleine Ellipse ab, deren Axen in den Haupt
ebenen liegen. Die Richtung der Z-Axe verlegen wir, wie Yorhin, 
wieder in diejenige des Hanptstrahls, der Punkt, wo dieser Strahl 
die orthogonale Flache sehneidet, sei der Nullpunkt, und die X Z
und Y Z-Ebene seien dureh die erste und zweite Fokalebene darge
stellt. Bezeiehnet man dann die Fokalabstande mit Vj und V2 , so 
lauten die Gleichungen der Begrenzungskurven des Strahlen
biisehels: 

x2 y2 1 
~+7=1 J' . . . . . . . . (16) 

z=o 

Z=Vj } ••• . . . . . . (17) 
x=o 
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: :2}.. . . . . . . (18) 

J ede Erzeugende del' lVIantelfHiche muss diese Begrenzungs
kurven schneiden. Nimmt man somit als Gleichungen irgend einer 
Erzeugenden del' lVIantelflache 

.1:=Az+B 1 
y=Cz+D f' 

so mussen, da diese Linie die durch die Gleichungen (16), (17) und 
(IS) bestimmten Kurven schneid en, A, B, C und D den folgenden 
Forderungen genugen: 

At-l + B=O 1 
Cv;+D=O r 

. (19a) 

. . . . . (19 b) 

Aus den beiden letzten Gleichungen lassen sich A und C durch 
B und D ausdl'ucken und man el'halt dann als Gleichungen fitl' die 
Erzeugende 

. . . . . . . . . (20) 

Eliminil'en wil' nun hierin die beiden Konstanten B und D 
mit Hilfe del' Gleichungen (20) und ( 19 a), so ist 

§ 143. Nimmt man fUr z verschiedene Werthe an, so lasst 
sich die Gestalt del' Begrenzungskurven normaler Schni.ttflachen be
stimmen. Diese werden im Allgemeinen die Form von Ellipsen 
haben; sie konnen abel' auch als Kreise auftreten. Del' letztere Fall 
liegt VOl', wenn man z so wahlt, dass del' Gleichung 

genugt wird. 
::\fan erhalt somit immer zwei kreisformige Schnitte des Licht

buschels, von denen del' eine stets zwischen den Brennlinien liegt. 
Heath-Kanthack. 12 
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Denn angenommen, V 2 sei grosser als t'i und setzen wir nach del' 
letzten Gleichung 

a (~-1) = b (1-~) = r, 
Vl 1-'2 

so erhalten wir damit einen kreisformigen Schnitt, dessen Lage und 
Radius bestimmt sind durch die Gleichungen 

a+b =~+~ 1 
Z VI V2 

V2 -:; VI = ; + _v~ r . . . . . . . (22) 

Aus del' ersteren Gleichung ergiebt sich olme Weiteres, dass z 
zwischen Vi und V 2 licgt. 

Man bezeichnet diesen Kreis auch als den Kreis kleinster 
Verzerrung. Wir kommen hierauf weiter unten wieder zuriick. 

§ 144. Es weist indessen nicht jedes enge Strahlenbiischel 
eine derartige kreisformige SchnittfHtche auf; die im letzten Kapitel 
gepfiogene Betrachtung gilt nur fUr symmetrisch verlaufende Strahlen
biischel. Ist z. E. die Schnittkurve des Strahlenbiischels mit del' 
orthogonalen Kurve eine Ellipse, deren Axen nicht in del' 
Fokalebene liegen, so haben wir als allgemeine Gleichung del' 
Schnittkurve: 

a x2 + 2 h x y + b y2 = 1 1 
z=o J' 

und folgern hieraus nach Analogie des vorigen Falles 

a~ 2hxy b~ 1 + +~~--= 

(1 _ ~) 2 (1 _~) (1 __ z....) (1 _ ~) 2 
Vi VI V2 V2 

als die Gleichung des Mantels des Strahlenbiischels. Welchen kon
stanten Werth wir auch immer z geben mogen, kann die Gleichung 
des Schnittes niemals auf die Form del' Kreisgleichung gebracht 
werden. 

In optischen Instrumenten sind indessen die orthogonal en 
FHichen stets Rotationsfiachen, deren Axen mit del' optischen Axe 
des Instrumentes zusammenfallen, und die erste Fokalebene eines 
kleinen Theils eines symmetrisch verlaufenden Strahlenbiischels ist 
ein Meridianschnitt, so dass das enge Strahlenbiischel die nothige 
Symmetrie erhalt und in Folge dessen einen kreisformigen Quer
schnitt besitzt. 
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§ 145. Wie wir gesehenhaben, werden im Allgemeinen nicht 
die sammtlichen Strahlen eines aus einem optischen System aus
tretenden Strahlenbiischels in einem Punkte homocentrisch; viclmehr 
haben wir friiher gesehen, dass alle Strahl en durch zwei Brenn
linien gehen. Untersuchen wir nun weiter die Eigenschaften und 
die Lage des von einem solchen Strahlenbiischel herriihrenden 
Bildes eines Objektes! Wir nehmen zu diesem Zwecke an, es werde 
einer del' engen Strahlenbiischel von einem Schirm aufgefangen. 
Fallt die Schirmebene mit del' erst en Brennlinie zusammen, so er
giebt del' Schnitt des Strahlenbiischels eine kleine Linie, etwa eine 
horizontale Linie. Wird eine Anzahl solcher von verschiedenen 
Punkten eines Objektes ausgehenden Strahlenbiischel von dem 
Schirm aufgefangen, so entspricht jedem Strahlenbiischel eine kurze 
Horizontallinie auf dem Schirm, und es wird in Folge dessen die 
Breite des Bildes gegeniiber del' Lange desselben stark iibertrieben 
erscheinen. Bringt man dagegen den Schirm in die andere Brenn
linie des Strahlenbiischels, so wird jeder Punkt des Objektes auf del' 
Bildflache als kleine Vertikallinie abgebildet, und jetzt wird es die 
Lange des Bildes sein, welche gegeniiber del' Breite desselben stark 
iibertrieben erscheint. Die so erhaltenen Bilder sind beide mangel
haft, indem in beiden Fallen das Bild verzerrt erscheint. Das beste 
Bild erhalt man, wenn del' Schirm sich in del' Ebene des Kreises 
kleinster Verzerrung befindet; in dies em FaHe entsteht namlich, 
entsprechend jedem Punkte des Objektes, ein kleiner kreisformiger 
Lichtfleck auf dem Schirm und, ist del' Kreis kleinster Verzerrung 
sehr klein, so wird hierdurch del' Werth des Bildes nicht wesentlich 
beeintrachtigt. Das Bild stellt sich somit dar als das Aggregat del' 
einander iiberdeckenden Kreise kleinster Verzerrung. Die Grosse 
des Kreises kleinster Verzerrung kann als Maass fiir die Undeut
lichkeit des Bildes dienen . 

. § 146. Del' Charakter eines engen Strahlenbiischels lasst sich, 
aUerdings in einer weniger befriedigenden Weise, auch mit elementar
geometrischen Mitteln untersuchen. Wenn das Strahl en system um 
eine Linie als Axe symmetrisch gruppirt ist, so ist, wie wir gesehen 
haben, die orthogonale Flache eine Rotationsflache. Wir wollen im 
Folgenden ein enges Strahlenbiischel, dessen Strahl en die orthogo
nale Flache in einem kleinen Flachenelement schneiden, unter
suchen und nehmen hierbei an, die Schnittkurve des Strahlenbiischels 
mit del' orthogonal en Flache habe die Form einer kleinen Ellipse 
mit den Axen 2a und 2b und dem lYIittelpunkt C. 

MCN, PRS .... (Fig. 95) seien die Kriimmungslinien des Systems 
von Krcisen, deren Mittelpunkte auf del' Axe liegen. Es werden 

12* 
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dann solche Strahlen, welche von allen Punkten der Linie MCN aus
gehen, die Axe in einem Punkt q2 schneiden, und da die FHtche 
sehr klein ist, so kann man M C N als gerade Linie ansehen, und 
somit liegen aIle. durch M C N gehenden Strahlen in der Ebene 
q2 M N und schneiden sich in q2. Ebenso liegen aIle Strahlen, welche 
die orthogonale FHtche in der Linie P R S schneiden, in einer Ebene 
q P S und schneiden die Axe im Punkte q. m ql n sei die Schnitt
linie beider Ebenen. Wenn die Linie P R S bis zum Zusammen
fallen mit M C N verschoben wird, so gelangt die Schnittlinie m ql n 
in eine bestimmte Grenzstellung; und da die auf der orthogonal en 
FHiche abgeschnittene Flache sehr klein ist, so gehen aIle Ebenen 
wie P q S sellr angenahert durch diese Grenzlage der Linie m ql n. 

K 

Fig. 95. 

Wir bezeichnen diese Linie als die erste Brennlinie und der 
Punkt ql, in welchem sie von dem Hauptstrahl geschnitten wird, 
heisst der erste Brennpunkt. Es gehen somit aIle Strahlen des 
Strahlenbiischels sehr angenahert durch die erste Brennlinie und 
konnen als thatsachlich durch dieselbe gehend behandelt werden. 

§ 147. Ferner schneiden aIle Strahl en des Strahlenbiischels die 
Axe und man konnte somit die Axe als die zweit.e Brennlinie 
ansehen; dies ist indessen nicht zweckmassig, da diese Linie zum 
Hauptstrahl des Strahlenbiischels nicht senkrecht gerichtet ist. Der 
Schnitt des Strahlenbiischels mit einer durch q2 gelegten, zum Haupt
strahl senkrecht stehenden Ebene weicht kaum von einer geraden 
Linie ab; streng genommen hat diesel' Schnitt die Form einer Kurve 
mit zwei Schleifen, in Gestalt einer langgezogenen, schmalen ,,8" 
ahnlich. Denn da aIle von MCN ausgehenden Strahlen durch q2 
gehen, so verschwindet die Breite del' Schnittfiache bei q2" Die von 
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der Linie PRS ausgehenden Strahl en abel' schneiden sich in q und 
werden folglich bereits wieder auseinandergegangen sein, ehe sie 
die Ebene des Schnittes treffen, woraus sich eine Schnittflache von 
der grosseren Breite prs ergiebt; und ebenso, ge11en wir von einer 
Krummungslinie unterhalb MCN aus, so schneiden sich die von diesel' 
ausgehenden Strahlen in einem uber q2 hinausliegenden Punkt del' 
Axe und werden daher noch nicht zur Vereinigung gelangt sein, 
wenn sie die Schnitte bene erreichen. Es ergie bt sich hieraus, dass 
die Figur sowohl oberhalb als auch unterhalb sich ausbuchtet; wir 
werden aber durch die folgende Untersuchung zeigen, dass die Breite 
del' Schnittflache eine kleine Grosse del' zweiten Ordnung ist und 
dass man somit die Bl'eite vernachlassigen und daher den Schnit~ 

als eine gel'ade Linie ansehen kann. 
Die Bl'eite des Schnittes ergiebt sich mit Rucksicht auf die 

Figur aus del' Betl'achtung ahnlicher Dreiecke. 1st () die N eigung 
des Hauptstl'ahles zur Axe, so ist 

pr qr 
PR =qk-= 

q2 r cotg () 
qR 

indem del' Winkel qrq2 sehr angenahert ein rechter Winkel ist. 
Ferner ist 

WO VI und V 2 mit den Abstanden Cql und Cq2 identisch sind. Setzt 
man daher hieraus den Wert11 von q2 r in die erste diesel' Gleichungen 
ein, so erhalt man 

P R . C R V2 - VI t P r = . --- co g () . 
q R VI 

b und a sind die grossten Werthe von PR und CR und qR ist 
··h 1· G· ab(v2 -L"j) an gena ert g 8lch v2 , so dass pr dem rade nach mIt -------

Vl V2 

identisch ist. a und b sind abel' im Vergleich mit Vj und V 2 sellr 
klein und es ist daher die Breite pr immer eine kleine Grosse 
zweiter Ordnung. 

Man nennt diese Linie die zweite Brennlinie und den Punkt 
q2 den zweiten Brennpunkt. Die durch C und die Axe gelegte 
Ebene heisst die e l' s t e F 0 k ale ben e und die zu diesel' senkrecht 
gerichtete und durch den Hauptstrahl gelegte Ebene nennt man die 
zweite Fokalebene. Somit enthalt die erste :B~okalebene die zweite 
Brennlinie, wahrend die erste Brennlinie immer in del' zweiten Fokal
ebene liegt. 



182 Kapitel VIll. 

§ 148. Wahlen wir einen Schnitt zwischen den beiden Brenn
linien derart, dass die Breite des Schnittes in del' erst en Fokalebene 
gleich ist derjenigen in del' zweiten Fokalebene, und setzen wir 
voraus, dass diesel' Schnitt kreisformig ist, so lasst sich die Lage 
und Grosse des Kreises kleinster Verzerrung auf elementar-geometri
schem Wege finden. 

In Fig. 96 sei m h n k ein zum Hauptstrahl senkrechter Schnitt 
und h 0 k und m 0 n seien die Breitendimensionen dieses Schnittes 
innerhalb del' erst en resp. zweiten Fokalebene. 

(J?;~~ "",= ~=i.P= 
H 

Fig. 96. 

Setzt m'an jede diesel' gleich 21" und z = Co, so ergiebt sich 
aus del' Aehnlichkeit del' Dl'eiecke H K q1 und h k q1 einerseits und 
iVI N q2 und m n q2 andererseits: 

und 
II k : H K = 0 1]1 : C 1]1 } 

In n : M N = 0 1]2 : C 1]2 ' 

d. h. 
r Z-Vl 

a 'VI 

r V2 - z 
b '02 

Diese Gleichungen bestimmen die Lage und den Radius des 
Kreises kleinster Verzerrung, und man erhalt aus ihnen dieselben 
Resultate wie oben (s. Gl. 22), namlich 

a+b a b) --=-+-
Z VI V2 

V2 - VI 'VI V2 --=-+-
r a b 

1st del' Schnitt, welchen das Strahlenbtischel mit del' ortho
gonalen Flache bildet, kreisfOrmig, so ist a = b und man erhalt dann 
fUr diesen SpecialfaU die Gleichung 
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2 1 1 -=-+- ......... (23) 
Z VI V2 

und es stellt somit z das harmonische Mittel zwischen Z'I und t'2 dar. 
§ 149. Wir wollen nun auf elementar-geometrischem Wege die 

Lage des ersten und zweiten Brennpunktes eines von einem Punkte 
ausgehenden, an einer ebenen odeI' spharischen Flache reflektirten 
odeI' gebrochenen engen Strahlenbtischels bestimmen. 

Wird ein enges Strahlenbtischel, welches auf eine Ebene schief 
auffiillt, von diesel' refiektirt, so gehen, wie wir wissen, die refiek
tirten Strahl en sammtlich durch einen Punkt, so dass also in diesem 
}1~alle die beiden Brennpunkte zusammenfallen. In diesem Falle ist 
also auch kein Kreis geringster Verzerrung vorhanden; das Bild des 
Punktes ist wieder ein Punkt und die Definition ist somit eine voll
kommene. 

Als zweiten Fall nehmen wir an, das Strahlenbtischel werde 
von einer ebenen Flache gebrochen. 

QP sei in Fig.97 der Hauptstrahl des Strahlenbtischels, q2P dessen 
Richtung nach del' Brechung. Einfalls- und Brechungswinkel dieses 

R' 

R 

J.'ig.97. 

Strahles seien mit i bezw. i ' bezeichnet. QP I sei ein dem Haupt
strahl unendlich benachbarter, in der erst en Fokalebene verlaufen
del' Strahl und wir nehmen an, es schneide (lieser Strahl nach del' 
Brechung den Strahl q2 P in ql' In dem Grenzfalle, wo P I mit P 
zusammenfallt, wird ql cler erste Brennpunkt. Ziehtman nun QA 
senkrecht zur brechenden Ebene und wircl diese Linie von clem ge
brochenen Strahl in seiner Rtickwartsverlangerung im Punkte q2 
geschnitten, so stellt q2 den zweiten Brennpunkt dar. Nimmt man 
nun QP = U, qlP = °1 und q2P = 02, so e1'halt man folgende Re
lationen: 

Zunachst ist bekanntlich 

n sin i = n' sin i I • 
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und hiel'aus 
n cos idi= n' cos i' di'. 

Bezeichnet man PP' mit x, so ist, da di ein unendlich kleines 
Wachsthum des Winkels i, also den Winkel PQP' dal'stellt, 

und analog 

di= xsinPP'Q 
'U 

di'= 
., 

;E cos I 

oder di = .'C C:Si 1 

r 
Setzen wil' diese Wel'the von di und di' in die letzte Gleichung 

ein, so el'halten wil', wenn wil' ausserdem beiderseitig dul'ch .r divi
diren, 

Ferner ist 

n cos 2£ 

U 

" AP 
Slnl=--, 

u 

.. , AP 
Sln'l =--, 

1..12 

und hieraus, da n sin i = n' sin i', 

n 
u 

. . . . . . . (24) 

. . . . . (25) 

wodurch die Werthe von VI und V 2 bestimmt sind. 
§ 150. Endlich werde das Strahlenbiischel an einer Kugelftache 

vom Radius r gebrochen. 
QP sei in Fig. 98 del' Hauptstl'ahl und q2qlP seine Richtung nach 

del' Brechung. 1st QP' ein in del' el'sten Fokalebene verlaufender, 
dem Hauptstrahl unendlich benachbarter Strahl und schneidet del' zu
gehOrige gebrochene Strahl den Hauptstrahl in ql, so wird im Grenz
faIle, wo QP und QP' zusammenfallen, ql zum ersten Brennpunkt, 
und wenn P q 1 die Axe in q2 schneidet, so ist q2 del' zweite Brenn
punkt. 0 sei del' Mittelpunkt del' Kugelftache und, wie oben, setzen 
wir QP = U, qlP = VI, q2P = V2. Die Winkel, welche del' Einfalls
strahl QP, del' gebl'ochene Strahl q2P und del' Radius OP mit del' 
Axe einschliessen, seien del' Reihe nach mit l, ;(, 8 bezeichnet. 
Sind dann i und i' del' Einfalls- und Bl'echungswinkel, so ist 
i=8-l, i'=8-/. 

Nach dem Brechungsgesetz ist 

n sin i = n' sin i I 
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und hieraus 
n cos i d i = n' cos i' d i', 

Ersetzen wir di und di' durch ihre Differentialwerthe nach 
X, x', 0, so erhalten wir aus der letzten Relation die Gleichung: 

n cosidx - n' cos i' dX' = (n cos i - n' cos i') dO, 

Bezeichnen wir nun den Bogen PP' mit x, so erhalten wir die 
, x cos i x cos i' x , , 

RelatlOnen dX = ---, d x' = --- und dO = - und substltUlren 
U Vl r 

wir diese Werthe in die letzte Gleichung, so ergie bt sich hieraus 
nach der Division mit .x: 

11' 

Fig, 98. 

n cos i - 11' cos i' 
I' 

, , , , (26) 

Diese Gleichung bestimmt den Werth von Vl' Ferner ist 

LI q2 P 0 - LI Q P 0 = LI q2 P Q; 

driicken wir die Grossen dieser FHichen durch u, V 2 und r .aus, so 
wird 

t'2 r sin i' - ursin i = II V2 sin (i' - t). 

Nach dem Brechungsgesetz ist abel' n sin i = n' sin i' und fiihrt 
man diese Relation in die letzte Gleichung ein, indem man dieselbe 
mit n n' multiplicirt, so erhl1lt sie die Form: 

n t'2 I' - n' u r = II V2 { n cos i - n' cos i' } , 

odeI' 
n n' ncosi-n'cosi' 
---=-

r 
, , , , (2i) 

und es ist damit auch der Werth von V9 bestimmt, 
§ 151. Den Fall der Reflexion an einer sphlirischen Fll1che 

konnten wir in genauderselben Weise behandeln, wie das eben fUr 
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die Brechung geschah, odeI' abel' wir leiten die Formeln fUr die 
Reflexion aus jenen fur die Brechung ab, indem wir n' = - n und 
i' = i setzen. Wir erhalten sodann aus (26) und (27) 

1 1 2) -+-=--. 
U VI -r cos t 

.. . . . . . . . (28) 
1 1 2 cos i -+-=--
'U V2 r 

Allgemeine Theorie del' Brechung dunner Strahlenbuschel. 

§ 152. Es wurde bereits nachgewiesen, dass alle Strahl en eines 
engen Strahlenbuschels, welches sich von einer FHiche unter rechtem 
Winkel schneiden Hisst, durch zwei Linien gehen, del' Art, dass die 
durch diese Linien und den Hauptstrahl gelegten Ebenen rechte 
Winkel einschliessen. Lasst man die Axe des Strahlenbuschels mit 
del' Z-Axe, die Brennebenen mit del' XZ- und YZ-Ebene zusammen
fallen (Fig. 99), so dass alle Strahlen des Buschels durch eine Linie 
x = 0, Z = a als die eine Brennlinie und y = 0, Z = b als die andere 
Brennlinie gehen; schneidet ferner irgend einer del' Strahlen die Ebene 
XY in einem Punkt (x, y), so hat diesel' Strahl die Gleichung 

z 
Fig. 99. 

und daher 

~-x '1-y , 
--=--=-=:::='1'", 

a fJ r 

wo r den Abstand des Schnittpunktes (x, y) 
von dem Punkt (~, 1), C) bedeutet und es ist 
daher, da del' Strahl die erste Brennlinie schnei-
det, also fUr ~ = 0 und C = a, 

a-r+x=o} 

r-r=a 
und daher 

a x 

r a 

Analog ist fUr den Schnitt mit. del' zwei
ten Brennlinie, d. h. fUr 1) = 0 und ~ = b 

L 
r 

Y 
--6-' 

( xdx Yd Y ) adx+pdy+ydz=r d z --a---6- . 
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Es ist aber bei dem un serer Entwickelung zu Grunde gelegten 
Grade der Genauigkeit r = 1, und wir erhaIten, wenn V, wie in § 88, 
die charakteristische Funktion darstellt, nach 8, VI die Gleichungen 

dV=n(adx+ fJdy+yd:;) 

=n(dz- x~x _ y~y) 

und daher 

( 
;r;21/ ) 

V=K+n z- 2u-i7; . . . (29) 

Die charakteristische Funktion fur ein belie big· gerichtetes 
enges Buschel Htsst sich aus dies em letzteren Ausdruck durch Trans
formation der Axen bestimmen. Zunachst seien die X- und Y-Axe 
urn die Z-Axe in der Richtung von X nach Y urn einen Winkel e 
gedreht; als Gleichu~g fUr die charakteristische Funktion erhaIt 
man dann 

. . . . (30) 

worin 

_1 =~+_~ j. B a b 

1 1 1 . 
C- = (--a- - -6-) 8m (j cos (j 

. . . . (30 a) 

U mgekehrt lassen sich, wenn die charakteristische Funktion in 
der Form der Gleichung (30) gegeben ist, die Werthe von e, a und 
b aus diesen Gleichungen bestimmen; mit anderen Worten, die 
Richtungen der Fokalebenen und der beiden 1<~okalabstande lassen 
sich durch A, B und C ausdrucken. 

Hierauf denke man sich die Axen urn die Y-Axe urn einen 
Winkel i in der Richtung von X nach Z gedreht; es lasst sich dann 
die Gleichung ableiten: 

v = K + n [z cos i - :r sin i -
(x cos i + z sini? 

2A 

_ ~~ _ y (x cos i + z sin i) ] 
2 B C ,. . . . . (31) 

und es stellt diese Gleichung einen allgemeinen Ausdruck fUr die 
charakteristische Funktion eines engen Strahlenbilschels dar. 
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§ 153. Bestimmung der Relationen zwischen den Konstarllen A, B, C, 
e, i, A', B', C', e I, (/J' fur den einfallenden und gebrochenen Strahl. 

:Man nehme das Einfallsloth als Z-Axe und die Einfallsebene 
als XZ -Ebene, so dass, wenn i del' Einfallswinkel des Hauptstrahls 
ist, die charakteristische Funktion fUr das einfallende Strahlen
biischel die Form del' GIeichung (31) haben wird. Die Form del' 
charakteristischen Funktion fiir den gebrochenen Strahl ist dieselbe 
wie diejenige fUr den Austrittsstrahl, nul' treten die Grossen A', B', 
C', e', i ' an Stelle von A, B, C, e, i. 1st die GIeichung eines den 
Einfallspunkt umgebenden Flachenelementes 

und beriicksichtigt man, dass die charakteristische Funktion inner
halb diesel' Flache kontinuirlich ist, somit V = V', so erhalt man, 
wenn man in die Gleichung 

v - V'=O 

den Werth von z aus del' GIeiclmng fiir die Flache einfiihrt und 
die hoheren Potenzen von x und y vernachlassigt, 

K - K' + ( x2 + y2_ + ~y_) (n cosi - n' cos i') - 'I: (n sini - n' sini') _ 
2P 2Q R . 

, I ( .,!:2cos 2i ' ~2~ ;1:;11 cos i ' ) _ 
+ 11 2 A' + 2 B' + C' - 0.. . . . (32) 

Diese GIeichung behalt fiir aIle Werthe von ;r und y ihre 
GiiItigkeit. Setzt man die einzelnen Koefficienten del' Reihe nach 
gleich 0, so findet man 

K='K ', 

'Ii sin i = n' sin i', 

'II cos 2i n' cos 2i ' 
-A--- A' 

n cos i - 11' cos i ' 
P 

n cos i - n' cos i' 

. . . . . (33) 

. . . (34) B-W=--Q--j' 
71 ' cos i' 71 cos i - 11' cos i ' ----

C' R 
n cos i 

C 

In del' GIeichung (33) erkennen wir das bekannte Brechungs
gesetz wieder und es ist hiermit i ' bestimmt; aus den GIeichungen 
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(34) lassen sich dann die Werthe del' Konstanten A', B', C' be
stimmen und aus diesen wieder konnen alle ubrigen dem Strahlen
bllschel zukommenden Grossen berechnet werden. 

§ 154_ In del' letzten Untersuchung wurden Einfalls- und 
Brechungsebene des Hauptstrahls in die XZ-Ebene verlegt. Stellt 
diese Ebene gleichzeitig eine Hauptkrilmmungsebene del' brechenden 

Ebene dar, so ist -} = 0. In dies em FaIle mussen, wenn die Brenn

linien des einfallenden Strahls beziehungsweise in del' Einfallsebene 
liegen odeI' zu dieser senkrecht gerichtet sind, auch die Brennlinien 
des Austrittsstrahls beziehungsweise in diesel' Ebene liegen odeI' 

senkrecht zu ihr gerichtet sein. Denn, wenn ~- = ° und ~ = 0, so 
1 

muss nach (34) auch C' = ° sein. 1st die brechende FHiche eine 

Ebene odeI' eine KugelfHiche, so ist die. Einfallsebene stets eine 
Hauptkrummungsebene, und wenn die brechende Flache durch eine 
Rotationsflache gebildet wird, so stellt die Einfallsebene in dem 
1<~alle eine Hauptkrummungsebene dar, wenn del' Hauptstrahl die 
Axe schneidet. In diesen Fallen mussen daher, wenn die Brenn
linien des Einfallsbuschels beziehungsweise in del' Einfallsebene 
liegen odeI' senkrecht zu diesel' gerichtet sind, auch die Brennlinien 
des Austrittsbuschels in diesel' selben Ebene liegen odeI' zu derselben 
senkrecht gerichtet sein. Hierbei ist es gleichgiltig, ob das Einfalls
buschel von einem Punkt divergirt odeI' nach einem Punkte con
vergirt. 

§ 155. 1st die brechende Flache eine Kugelflache, so ist 

-~ = ° und P = Q = r, wo r del' Radius del' Kugel ist. Die Ver
bindungsgleichungen (34) zwischen den Konstanten des einfallenden 
und gebrochenen Strahlenbuschels erhalten in dies em Fall die ]lorm 

l~c_os_2_i __ 11_' c_os_"_i' ~ = ~~O_S_I:---:-"'-C:OSi'-l 
A A' r 

n n' Itcosi-n'cosi' 
13-13' r 

. . (35) 

ncosi n'cosi'_O --c- - --C-, - -

Liegen die Brennlinien des eintretenden Strahlenbuschels in 

resp. senkrecht zu del' Meridianebene, so ist ~ . 0, und somit auch 

~, = 0, so dass die Brennlinien des Austrittsbilschels ebenfalls in 
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odeI' senkrecht zu del' Meridianebene liegen. Dasselbe gilt von 
einem Strahlenbiischel, dessen Strahlen von einem Punkt divergiren; 

denn in diesem Falle ist a = b, so dass nach (30a) ~ = 0 und 

A=B. Wenn wir, wie oben, den Abstand des leuchtenden Punktes 
von del' brechenden Flache mit u, die Abstande del' Brennlinien 
mit v, v' bezeichnen, so erhalten die Gleichungen (34) die Form 

n' cos Zi' rt cos i - rt' cos i' 
r 

11 cos i - 11' cos i' 
r 

1 
r 

woraus sich die Uebereinstimmung diesel' Gleichungen mit den 
Gleichungen (26) und (27) ergiebt. 

§ 156. Bestimrnung d.er Brennlinien eines engen Strahlenbuschels rlach 
der Brechung dl~rch ein Prisma. 

Wir setzen zunachst voraus, die Axe des Strahlenbiischels liege 
in einer zu beiden Prismenfiachen senkrechten Ebene und nehmen 
an, das Strahlenbiischel trete in so geringem Abstande von del' 
brechenden Kante durch das Prisma, dass del' in das Prisma fallende 
Theil des Strahlenweges als verschwindend klein vernachlassigt wer
den kann. i und i' seien del' Einfalls- und Brechungswinkel des 
Hauptstrahles in Bezug auf die erste Prismenfiache, iI' und i l die
selben Winkel in Bezug auf die zweite Prismenfiache. Die Einfalls
ebene ist, del' gemachten Voraussetzung entsprechend, fiir beide 
Brechungen dieselbe. Die charakteristische Funktion fUr das ein
fallende Strahlenbiischel, des sen Hauptstrahl in del' Richtung del' 
Z-Axe liegen soIl, habe die Form 

( 
XZ ,/;2 x y ) 

V=K+ z-2A -2B --c-' 

und es sei VI die entsprechende Funktion fUr das Strahlenbiischel 
nach del' erst en Brechung, so dass 

T _ . ( x2 y2 :r y ) 
, 1 - K + 1/ Z - 2 Al - 2 BI - ~ , 

und nach del' zweiten Brechung habe die Funktion die Form 

'_" .T y. xy 
( 

2 <) ) 

V -K+ z- 2A' -2W-e' ' 

wobei die positive Richtung del' Z-Axe in jedem FaIle deljenigen 
des transmittirten Lichtes entgegengesetzt ist. Es bestehen dann 
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nach der ersten Brechung zwischen A, B, C und AI' Bj , CI nach (35) 
die Verbindungsgleichungen 

cos 2 i 
~A-

1 
B 

cos i 
C 

n cos 2 i' 

n cos i' 
CI 

und zwischen AI' B17 Cj und A', B', C' nach der zweiten Brechung 

n cos 2 i1 ' 

Aj 

1 

13' j. 
= cos il 

C' 

Eliminirt man A j , BI, Cj aus diesen Gruppen von Gleiehungen, 
so erhalt man die Beziehungen 

1 COS 2 1: 

A cos 2 i' 

1 cos i 
C cosi' 

1 
B' . . . . . . (36) 

Dureh diese Gleiehungen ist das Strahlenbusehel seiner Lage 
und ]i'orm naeh vollstandig bestimmt. 

Wenn f=o ist, so ist auch ~,-=O, d. h. wenn die Brenn

linien des Einfallsbusehels parallel resp. senkreeht zur Prismenkante 
geriehtet sind, so mussen aueh die B1'ennlinien fUr das aust1'etende 
Busehel parallel resp. senkrecht zur Prismenkante geriehtet sein. 

1 
Dive1'girt das Einfallsbusehel von einem Punkte aus, so dass C=O 

und A = B, so wi1'd im Allgemeinen das austretende Bundel nieht 
von einem Punkte dive1'gi1'en, sondern vielmeh1' von einem Paar von 
B1'ennlinien, welche beziehungsweise parallel und senkreeht zur 
P1'ismenkante ge1'iehtet sind. Wenn aber der Hauptst1'ahl de1'artig 
durch das P1'isma tritt, dass e1' hierbei das Minimum seiner Ab-
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lenkung erfahrt, so wird bekanntlich i = il und i' = i/, somit auch 
nach (36) A = A' und daher auch A' = B'. In diesem Falle wird 
das Austrittsbiischel von einem Punkte divergiren. Die Abstande 
del' beiden Brennpunkte von del' Prismenkante sind beziehungsweise 
A und A', beide in del' Richtung des Strahlenganges gemessen; es 
liegen somit die Brennpunkte in gleichem Abstande von dem 
brechenden Winkel des Prismas. 

§ 157. Untersuchen wir jetzt die Brechung eines eng en Strahl en
biischels durch eine diinne Linse, deren brechende Flachen beide 
cylindrisch sind und eine derartige Lage zu einander einnehinen, 
dass die Erzeugenden del' beiden Cylinder unier einem Winkel 2 a 

zu einander geneigt sind. 
Die Radien del' beiden Cylinderfiachen seien a und b und in 

dem vorliegenden FaIle seien diese Radien und alle Abstande nach 
der der Richtung des einfallenden Strahlenbiischels entgegengesetzten 
Richtuug gemessen. Die Linsenaxe werde durch die Z-Axe darge
stellt, und man denke sich die Linse so gelegt, dass der spitze 
Winkel zwischen den Erzeugenden der beiden Cylinderfiachen von 
der YZ-Ebene halbirt wird. Das urspriingliche Strahlenbiischel sei 
charakterisirt nach Analogie der Gleichungen (30a) durch die Kon~ 
stanten A, B und C, nach der ersten Brechung durch AI' BJ , C1> 
nach der zweiten Brechung durch A', B', C'. Die Werthe von P, 
Q, R sind dann fiir die erste ]'lache 

p = COS 2 f< 

a 

Q=_sin 2 a 
a 

R= 

und fUr die zweite Flache 

sin a cos a 

a 

p' = cos 2 (( 

b 

Q' = sin 2(( 

b 

R' = _ sin a cos it 
b 

• . . . . . . . (37) 

1 . . . . . . (38) 

Ferner sind Einfalls- und Brechungswinkel sehr klein, so dass 
man mit geniigender Genauigkeit cos i = 1 und cos i' = 1 setzen 
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kann, und die Verbindungsgleichungen zwischen den einzelnen 
Konstanten lauten dann nach (34): 

und ferner 

n 1 (n-1)cos 2a 
-X;-T= a 

n 1 (n-1)sin 2 a 
~-B- a 

n 1 (n - 1) sin a cos a 
~-C- a 

1 n (1 - n) cos 2 a 
A!--X;= b 

(1- n) sin 2a 

b 

(1 - 11) sin ex cos ft 
b 

. . . . . (39) 

. • . . . (40) 

Eliminiren wir aus den beiden letzten Gruppen von Glei
chungen Ai, B1 , 0 1 durch Addition der entsprechenden Gleichungen, 
so erhalten wir schliesslich 

~-~=(n-1)cos2a (~-~) 
A' A a b 

~-~=(n-1)sin2a (~-~) 
B' B. a b • . . . (41) 

---=(n-1)smacosa -+-1 1 . (1 1) 
C' Cab 

Bezeichnet man mit u und v die Abstande der beiden Brenn
linien von der Linse, mit () den Winkel zwischen der Y Z-Ebene 
und der im Abstande u liegenden Brennlinie von der Y-Axe nach 
del' X-Axe zu gemessen, so ist nach (30a) 

1 sin 20 cos 2 0 -=--+--B' 'U v , . . . . . (42) 

-= --- sm 0 COS 0 1 (1 1). 
C' It v 

und divel'girt das Strahlenbiischel von einem im Abstande It von 
der Linse liegenden Punkte, so ist 

Heath·Kanthack. 13 
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1 I 
A .X 

I I 
-B-

.1: 

~=o c 

1 (43) 

Subtrahirt man daher die ersten und zweiten Gleichungen der 

Gruppen (41) und (42) und berltcksichtigt, dass nach (43) ! = ~ , 

so erhalt man 

und 

(~-~) cos20=(n-l)cos2a (~-~) J 
'It V a b 

(~ -~) sin 20 = (n - 1) sin 2 a (~+~) 
It V a b 

. . (44) 

aus der dritten Gleichung dieser Gruppen. 
Eine Linie dieser Art vereinigt ein von einem Punkt aus

gehendes Strahlenbltschel nicht in einem Punkt; man bezeichnet sie 

als astigmatisch und der Werth von ~ - ~ kann daher als 
u v 

Astigmatismus angesehen werden. 
Umden Werth dieser Grosse zu bestimmen, haben wir nur 

die beiden Gleichungen (44) zu quadriren und die so entstehenden 
Quadrate zu addiren; es wird dann 

~-~= (n-I)'/~+~-~ cos4a .... (45) 
u v V a" /;2 a b 

I 
1st die zweite Flache eben, so ist -b- = 0 und in diesem Fane 

wird 
1 1. n-I 

. (46) 
v a 

Eine Linse der letzteren Art ist von Prof. Stokes als eine 
astigmatische Linse bezeichnet worden und die durch den Mittel
punkt del' Linse in del' Richtung del' Erzeugenden del' cylindrischen 
}1~lache gelegte Linie als die astigmatische Axe del' Linse. 

§ 158. Bestimmung der Brennlinien eines engen, in schiefer Richtung 
durch den Mittelpunkt einer dunn en Linse einfallenden und von dieser ge
brochenen Strahlenbuschels. 

Del' Mittelstrahl des Strahlenbltschels geht durch den Mittel-
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punkt der Linse und wird daher parallel zu seiner urspriinglichen 
Richtung zum Austritt gelangen. Verlegt man die Richtung des 
Einfallsstrahls in die Z-Axe und reprasentirt die X Z-Ebene die 
Einfallsebene, so lassen sich die charakteristischen Funktionen fiir 
den einfallenden, einmal und zweimal gebrochenen Strahl der Reihe 
nach durch folgende Gleichungen darstellen: 

wenn n der Brechungsexponent der Linse ist und die Abstande auf 
der Z-Axe in dem der Richtung des transmittirten Lichtes entgegen
gesetzten Sinne gemessen werden. 1st ferner i der Einfalls- und Aus
trittswinkel des Hauptstrahls, i' der Brechungswinkel innerhalb der 
Linse, und berucksichtigt man, dass die Einfallse bene fiir beide 
Brechungen dieselbe ist, so gilt fiir die erste Brechung nach (35) 

cos 2 i n cos 2 i' cos i-ncosi' 
-r--~ r 

1 n cos i-ncosi' 
B-~ r 

cos'i 'II cos i' 
(J-~=O' 

und fl:ir die zweite Brechung 

n cos 2 i' cos 2 '; n cos ,i' - cos i 
~-A' r' 

n n cos i' - cos i 
B' r' 

., . 
f/, COS! _ cos '! _ 0 

C1 C' - , 

unter r und r' die Kriimmungsradien der spharischen Flachen ver
standen. 

Eliminirt man in den letzten Gleichungen AI, Bl und 0 1 , so 
erhalt man die folgenden Relationen zwischen den Konstanten des 
einfallenden und austretenden Strahls: 

13* 
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---= ncost -cos~ ---1 1 ( " ') f 1 1 } 
B' B 'l r r' 

, , (47) 

1 1 
C' C 

§ 109. Geht das einfallende Strahlenbuschel von einem im Ab

stan de u von der Linse befindlichen Punkt aus, so ist --Ii- = ° und 

A = B = u, Es ist dann auch -fs, = 0, so dass die Brennlinien des 

austretende'n Buschels beziehungsweise in und rechtwinklig zu der 
Einfallsebene liegen. Sind v und v' die Abstande der Brennlinien 
von der Linsenfiache, so ist nach (47) 

2 '{ 1 1) 1 1 ( " ') ( 1 1) (48) cos! v - --;-J = VI - --;- = n cos ~ - cos ~ r - ----;;- . 
Fur den Fall, dass i und i' sehr kleine Werthe annehmen, 

1 1 
k6nnen wir cos i = 1 - ""'2 i2, cos i' = 1 - ""'2 i'2 und nach dem Bre-

chungsgesetz i = n i' setzen und es wird dann 

'2 
" 1 z cosz = --2"' 

11" 

Setzen wir fUr cos i und cos i' ihre Werthe nach i ein, so er
halten wir 

n cos i' - cos i = (n -1) {1 + ~2n}' 

Bezeichnen wir daher die Brennweite der Linse mit j, so 
dass nach (14, IV) 

~=(n -1) (~-~) j r r" 

so folgt aus (48) 

~-~=~f1 +z"' (1+~)} 
v It j l 2n 

, , , . , (49) 

~_~=~rl+~l 
v'u f l 2 n 1 

§ 160. Einer von den Mangeln, welcher dem Bild eines durch 
eine Linse betrachteten Objektes anhaftet, besteht darin, dass' das 
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Multiplicirt man die erst ere Gleichung mit cos i und subtrahirt 
die letztere, so erhalt man: 

c p. C q hat abel' den Grenzwerth C p2 und es wird, wenn 
diesel' erreicht ist, 

c p. C q i2 = {C P . i}2 = P 712 

und analog 

und wir erhalten aus del' letzten Gleichung: 

Bezeichnen wir mit Q 

jektes und seines Bildes, so 
und (!' die Kriimmungsradien des Ob
ist nach Newton's Theorie del' Kriim-

qn 1 QN d' h b . 
2' 2 = - -2' un wIr a en somIt 

pn (? PN 
mungen im Grenzfalle 21(?, 

als Verbindungsg'leichung 
und seines Bildes 

zwischen den Kriimmungen des Objektes 

(2 k+ 1) 

f 
. (51) 

Die Krummnng des Bildes ist nnabhiingig von der Lage des O~jekte8; 

denn wie wir aus del' letzten Gleichung ersehen, ist das Verhaltnis 
zwischen den Kriimmungen des Objektes und seines Bildes unab
hangig von den Abstanden It und v. 

1st das Objekt eben, so dass die Kriimmung des Objektab
schnittes verschwindet, so ist (! = 0 und somit 

1 (2 k + 1) 
(?' f 

Der Kriimmungsradius hat also das entgegengesetzte Vor
zeichen wie f. 

Der Werth von k hangt, wie die Gleichungen (50) zeigen, von 
der Lage des Brennpunktes, in welchen das Bild fallen soIl, ab; fUr 

1 
einen ersten Brennpunkt ist k = 1 + 2n' fUr einen zweiten Brenn-
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Bild eines ebenen Objektes gekriimmt erscheint. Wir wollen im 
Folgenden die Kriimmung eines Bildes in der Nahe der Axe 
bestimmen; mit anderen Worten, wir wollen die Kriimmungen der 
durch eine beliebige durch die Axe gelegte Ebene entstehenden 
Schnittflachen des Objektes und seines Bildes vergleichen. Diese 
Kriimmung des Bildes hangt zum Theil von der Schiefe der von 
den ausseraxialen Punkten des Objektes ausgehenden Strahlen
biischel abo 

u sei der Abstand des betrachteten Objektpunktes von dem 
:Mittelpunkt der Linse und i die Neigung des Hauptstrahls des 
Biischels. Es werden im Allgemeinen zwei im Abstande v und v' 

vom :Mittelpunkte der Linse liegende Brennlinien vorhanden sein, 
und es ist dann nach (49) 

~ - ~ = ~ {1 + i Z (1 + _ 1 ) 11 v u f 2n J 

~-~=~rl+~} 
v' 'it f I 2 n , . . . . (50) 

oder 

wenn man die Lage beider Brennpunkte durch eine gemeinsame 
Gleichung kennzeichnen will. P und p seien in Fig. 100 einander 

Fig. 100. 

entsprechende Punkte der Abschnitte PQ und pq des Objektes und 
seines Bildes, Q und q die Punkte, in welchen diese Abschnitte von 
der Axe geschnitten werden. :Man ziehe die Ordinaten PN und pn 
senkrecht zur Axe. Fiir die Punkte q und Q ist die Strahlenschiefe 
i = 0 und daher nach (50) 

und fiir die itbrigen korrespondirenden Punkte besteht die Be
ziehung: 

1 1 _ 1 (1 k. '2 C-Cp-r + t). P . 
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1 
punkt ist k = ~- und fUr den Kreis kleinster Verzerrung stellt del' 

.... /1, 

Werth von k das Mittel zwischen beiden dar. 
Fiir den geometrischen Brennpunkt ist k = 0 und daher 

1 1 1 
7-Q---.r· 

§ 161. Mittelst der charakteristischen Funktion Uisst sich die 
Theorie eines jeden urn eine Axe symmetrisch angeol'dneten opti
schen Instrumentes entwickeln. 

Zu diesem Zwecke nehme man auf del' Axe zwei feste Punkte 
o und 0', im ersten und letzten Medium als Koordinatenurspriinge 
an, wahrend die Axe des Instrumentes zur Z-Axe wird, und zwar 
lasse man die positive Richtung der von 0 ausgehenden Z-Axe der
jenigen des einfallenden Lichtes entgegengesetzt sein, dagegen die 
positive Richtung der von 0' ausgehenden Axe mit derjenigen des 
austretenden Liehtes iibereinstimmen. Betrachtet man nun die cha
rakteristische Funktion fUr den zwischen zwei Punkten (.x, y, z) und 
(x', y', z') liegenden Theil irgend eines Strahls im ersten und letzten 
Medium, und schneidet der durch diese Punkte gehende Strahl die 
durch 0 resp. 0' gelegten X Y -Ebenen in den Punkten (~, r;) resp. 
(~', r;'), so lasst sich, wenn Vo den Werth der charakteristischen 
Funktion zwischen 0 und 0' darstellt, der Werth der charakteristi
schen Funktion innerhalb der Punkte (~, r;) und (~', r;') nach dem 
T a y 10 r'schen Theorem folgendermaassen entwickeln: 

V V . dV dV., dV , dV 1., d2V 
= o+!;F+ '1T+!; ([i='+'1 dr+2~· d t2 . '1 , '1 , 

+ Glieder mit hoheren Potenzen von ;, '1, ;', '1'. 

Nimmt man an, dass bei der Entwicklung dieser Reihe in 
sammtlichen Koefficienten ~ und r; nach der Differentiation gleich 0 
gemacht worden sind, so dass die Koefficienten Konstanten dar
stellen, so kann man den Werth von V auch in dieser Form schreiben: 

V = Vo + f ~ + ,q '1 + f' ~' + ,q' '1' + ~ a ~2 + C ~ '1 + ~ b '12 + P ~~' + q ~ 'I' + 

+ r';' 'I + S'l '1' + ~ a' ~'2 + c' .;' 'I' + ~ b' '1'2 + ..... 
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Bezeichnet man mit U die charakteristische Funktion fUr den 
Strahl innerhal b der Punkte (x, y, z) und (x', y', z'), so ergie bt sich 
aus der Definition dieser Funktion 

U = V + n { (.'!: - ~)2 + (y - '1)2 + Z2 f' + n' { (x' - ;')2 + (y' - 'I'? + 2'2 t, 
oder 

u = Vo + n { (x - ;)2 + (y - '1)2 + 22 t, 
+ n' { (x' - ;')2 + (y' - '1')2 + 2'2 f1' 
+ /; + fl 'I + /' ~' + fl' 'I' 

1 1 + 2 a ;2 + c h + 2 b '12 

+ p ; ;' + q; 'I' + r ;' 'I + s 'I 'I' 

1 1 + 2 a' ;'2 + c' ;' 'I' + 2 b' '1'2 + ..... 

Da aber die :B'unktion in Bezug auf die Z-Axe symmetrisch ist, 
so miissen folgende Bedingungen erfUllt sein: 

/=0, g=O, /'=0, g'=Oj c=O, c'=O; q=O, r=Oj 

a=b, a'=b', p=s. 

Die charakteristische Funktwn erhalt daher, wenn man diese 
Bedingungen einfiihrt und die Wurzeln in der Gleichung fUr U nach 
dem binomischen Satz entwickelt, die folgende vereinfachte Form: 

u = Vo + n z + n' z' + ; z { (x - ;)2 + (y - 'I? } 

. (52) 

+ 1 , (' '2 '2) + (t '/ ') 2 a .; +'1 p>~+'1'1 + ..... 

Die charakteristische Funktion bleibt fUr kleine Veranderungen 
von ~, '1), ~', '1)' unverandert; vernachHissigt man daher die hoheren 
Potenzen kleiner Grossen, so erhalt man die folgenden Gleichungen: 
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(a+~);+ p;'=n~ z z 

. . . . . . (53) 

P ; + a' + - ;'=n'-'-( n') x' 
z' z' 

P'tJ+ a' +- 'tJ'=n'-( n') y' 
z' z' 

Lost man die erste und dritte dieser Gleicbungen nach g und 
g' auf, so erbalt man: 

n x ( n') n' x' D;=- a'+ - --p ) z z' z' , 
n'x' ( n.) nx D;'=- a + - ---p z' z z 

worin 

und analoge Formeln erhalt man fUr YJ und YJ', wenn man die zweite 
und dritte Gleichung nach y und y' aufiost. 

Es ist somit 

f ( n' ) }. n' x'1I 
D (x - ;) = l a a' + 7 - p2 X + -z-'-j 

• . . (54) 
f ( n) } nxp D(x'-~')=l a' a + Z _p2 x'+ -z_· 

Die charakteristische Funktion U lasst sich aber nach ent
sprechender Umformung der Gleichung (52) auch folgendermaassen 
schreiben: 

n n' 
U = Vo+nz+n' z' + -2 (x2-2 x~) + -2 ,(X'2_ 2x' ;') 

z z 

+ ! d (a + :); + p ;' } + ; ;' { p; + (a' + ::);,} ..... . 

+ ahnliche Glieder nach y und 'tJ j oder nach (53) 

nx n' x' 
U=Vo+nz+n'z'+2-;('-v-;)+ 2z' (x'-;') 

+ iihnliche Glieder nach y und '1' 
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Setzen wir hierin fUr .v - ~ und .v' -~' deren aus (54) sich er
ge bende Werthe nach .v und x', so wird 

. 1 [n r ( 1/' ) 1 n n' U=Vo+nz+n'z'+:iD -Zl a a'+ 7 -1'2 JX2+ 2 zz,pxx'+ 

n' f ( n) )] + 7 t a' a + Z - 1'2 J X'2 

+ ahnliches Glied nach y + 'I. . . . . . . (55) 

Fiihren wir in diese Gleichung die folgenden Substitutionen ein: 

na' , n' a 
9 = p2- aa' 

np 
1= - -p--:;.----'--a-a" , 

, n'T' 
1=- 1'2- aa' 

1 1" . . . . (56 a) 

9= 1'2 - aa' , 

was wir, da die Symbole I, /" g, g' in keiner anderweitigen Be
deutung mehr in del' Untersuchung vorkommen, anstandslos thun 
konnen; muItipliciren .wir dann in dem Ausdruck fiir U Zahler und 
Nenner des Bruches mit zz' und dividiren beide durch a a' - p2, so 
ergiebt sich als Werth von U: 

_ __" ~ n(z'-,q')x2 +n'(z-g)x'2+(fn'+f'n)xx' 
U - Vo + n ~ 1- n z + 2 (z - g) (z' - g') - 1/' 1 

. (56) 
+ ~ n (z' - g') Ii + n' (z - g) y'Z + (f n' + I' n) y y' 

2 (z - g) (z' - g') - II' 

§ 162. Bezeichnet man mit (ix' ~y' iz) die Richtungskosinusse des 
durch (x, y, z) gehenden Einfallsstrahls, so ergiebt sich aus del' 
N atur del' charakteristischen Funktion die Proportion: 

. .. dV dV dV 
1.:1:1 =-:-' -:-. 
x Y Z dx dy dz 

Setzen wir del' Kiirze hal bel' 

z-g=ul 

2'-g'= u' J' 
so folgt, da nach (56a) jn' = /' n, aus del' Differentiation del' Glei
chung (56) nach .v, y, z 
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Aus der Proportion zwischen ix, iy, iz ergeben sich somit die 
Gleichungen 

'll'x+j'x' 'll'.'/}+j'.'/}' 

iz 

-'ll-u-=-' _-jo-j='-" . . (57) 

Auf ganz analoge Weise erhalt man fiir den austretenden Strahl, 
wenn dessen Richtungskosinusse mit rx , r il , rz bezeichnet werden, 

rx ry 

u.r'-jx = u.'/}'-j.'/} '11'11' -jf' 
. . . . (58) 

Denkt man sich nun den einen der beiden Punkte, etwa (x, y, z) 
als festliegend, wahrend die Richtung des durch ihn gehenden Strahls 
sich andert, so ist durch die Gleichungen (57) der Punkt bestimmt, 
in welchem ein beliebiger Strahl die Ebene z = z' schneidet. 

Wahlt man aber .'V', V', z' so, dass die Nenner der Quotienten 
verschwinden, d. h. so, dass 

u' x=-j' x' 1 
u'y=-j'y' , 

uu' =jf' J 

wird, so wird jeder Werth des Verhaltnisses ix : iy : iz den Gleichungen 
(57) geniigen; mit anderen Worten, es wird, was auch die Richtung 
des durch (x, y, z) gehenden EinfaIlsstrahls sein mag, derselbe durch 
den durch die Gleichungen bestimmten Punkt (x', y', z') hindurch
gehen. Aus den Gleichungen fiir das Verhaltnis rx: ry : rz erkennt 
man un schwer, dass diese Relation eine umkehrbare ist. Es sind 
somit (x, y, z) und (.'V', V', z') konjugirte Punkte. I11re Koordinaten 
sind also durch folgende Gleichungen verbunden: 

uu'=jf' 

Diese Gleichungen bestimmen die Lage und charakteristischen 
Eigenschaften del' Kardinalpunkte des Systems, welche wir bereits 
in dem Kapitel iiber die Gauss'sche Theorie centrirter Lim'ien
systeme behandelt haben. Lassen wir also u = 00 werden, so wird 
dadurch u' = 0, und umgekehrt, so dass Strahlen, welche im ersten 
Medium parallel sind, aIle im zweiten Medium durch einen Punkt 
in del' Ebene u' = ° hindurchgehen; mit anderen "\Vorten, n' = ° ist 
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die Gleichung del' zweiten Brennebene. Analog ist u = 0 die 
Gleichung del' ersten Brennebene. 

Lassen wir ferner u = - / und somit u' = -!' werden, so wird 
nach (59) 

X='x'1. 

y=y' J 

Hieraus geht hervor, dass jeder Strahl die Ebenen u = - / und 
u' = - /' in solchen Punk ten schneidet, deren Verbindungslinie 
parallel zur Axe des Systems gerichtet ist. Diese Ebenen sind 
daher die Ebenen, welchen das Abbildungsverhiiltnis 1 entspricht, 
also die Hauptebenen. 

Von diesen Kardinalpunkten ausgehend, konnen wir die Lage 
del' Knotenpunkte bestimmen und ferner lassen sich auch hier die 
sammtlichen in fruheren Kapiteln behandelten Konstruktionsmethoden 
zur Bestimmung del' Lage des einem gegebenen Punkte konjugirten 
Vereinigungspunktes, sowie del' Richtung des einem gegebenen Ein
faIlsstrahl zugeordneten Austrittsstrahls anwenden. 

§ 163. Jene Konstruktionsmethoden lassen sich abel' in dem 
FaIle nicht anwenden, wo p2 = a a' wird; denn dann werden die 
Werthe del' Koordinaten del' Kardinalpunkte und del' Brennweiten 
unendlich gross. Die Gleichung (55) fur die charakteristische Funk
tion reducirt sich in diesem FaIle auf die Form: 

1 n n' [ ] U=Vo+nz+n' z'+ 2D' ~ a.r2 +2pxx' +ax'2 , 

oder, wenn man hierin den Werth von D aus (54a) einfUhrt, 

" 1 a x 2 + 2 P X x' + a' X'2 
U=Vo+nz+n z +-----'---.-~---

2 a z a' z' 
--+--+1 

n n' 

+ ahnliches Glied nach y und V'. 

Difi'erentiirt man die Gleichung del' charakteristischen Funktion 
in diesel' Form nach x, V und z, so erhiilt man fUr die Richtungs
kosinusse des einfaIlenden und austretenden Strahls die folgenden 
Gleichungen: 
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ix _ iy _ iz 

71 --+--+1 a x + p x' - a y + P y' - ( a z a' z' ) 
71 '/1' 

px+ a' x' 
r y 

py+ a'y' 

------c--rz~--,---l. . . (60) 

?I' (_a_z_ + _a_'_z_' + 1) 
71 71' 

Durch einen ganz ahnlichen Schluss, wie bei der Behandlung 
des allgemeinen FaIles, gelangt man zu folgenden Verbindungs
gleichungen zwischen einem Paar konjugirter Punkte: 

ax+px'=O 1 
ay+py'=O . 

~+~+1=01 
71 '/1' 

Aus den beiden ersten dieser letzten Gleichungen gewinnen 
wir dann die einfachen Beziehungen: 

. . . . . . . (61) 

Es ist also in dies em FaIle die lineare Vergrosserung for alle mog
lichen La,qen des Objektes konstant, und zwar ist 

• . . . • (62) 

Ferner ist, wie ohne Weiteres aus (60) folgt, 

ni 71' r x x 
-a-x-+c--p-x'" = p x + a' x' , 

woflir wir, da p2 = a a' ist, setzen konnen 

a p 

Eine ahnliche Verbindungsgleichung lasst sich zwischen i ll 

und ry aufstellen und als Verbindungsgleichung zwischen den 
Richtungskosinussen des einfallenden und austretenden Strahls ge
winnen wir dann die Relation: 
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r", _ ry - n p I 
-i---i--7' -;;: 

'" y 

nl~ r . . • . . . (63) 

Der Ausdruck n ~ symbolisirt die Winkelvergrosserungj die 
11 

Gleichung besagt also, dass fiir p2 = a a' oder fiir parallel einfallende 
Strahl en die Winkelvergrosserung konstant ist. Strahlen, welche im 
ersten Medium parallel sind, sind es auch im letzten. .AIs Beispiel 
fUr diesen Fall haben wir ein fiir ein normales Auge auf einen 
Stern eingestelltes Fernrohr. 

§ 164. Bestimmung der charakteristischen Funktion fur fin e.nges 
Strahlenbuschel nack seinem Durchtritt durch irgend ein heterogenes Medium. 

Wir wollen annehmen, die beiden aussersten Medien, deren 
Brechungsexponenten n und n' sein mogen, seien homogen. 
o sei ein unbeweglicher Punkt auf dem Hauptstrahl im ersten Me
dium und 0' ein ebensolcher Punkt auf demselben Strahl im letzten 
Medium. Wir verlegen die Koordinatenurspriinge nach 0 und 0' 
lmd lassen die Richtungen des Hauptstrahls in den beiden Medien 
in die Z-.Axe fallen. 1m ersten Medium soll die der Richtung des 
einfallenden Lichtes entgegengesetzte Richtung der Z-Axe, im letzten 
lIedium dagegen die mit der Richtung des Lichtes iibereinstimmende 
Richtung der Z-Axe als positiv angesehen werden. Ein beliebiger 
Strahl trefi'e die durch 0 gelegte X Y-Ebene im Punkt (x, y) 'und 
die durch 0' gelegte X Y-Ebene in (x', y'). Stellt U den Werth der 
charakteristischen Funktion fiir die Grenzen von (x, y) bis (x', y') 
und Uo fiir die Grenzen von 0 bis 0' dar, so lasst sich U nach 
dem T a y lor' schen Theorem folgendermaassen entwickeln: 

U -'U dU dU ,dU , dU 1 2d2 U 
- o+x-d +Yd-+ x -d ,+y -d ' +-2 x d------Z x Y x Y x 

dJU 1 dJU d2 U d2U 
+xy __ +_y2- +xx' --+xy'--

d x d Y 2 d y' d x d x' d x d y' 

+ Glieder mit hoheren Potenzen von x, y, x', y'. 

Hierfiir lasst sich schreiben: 
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1 1 
U=Uo+lx+ gy+ I' x' +g' y' + 2 ax2 + cxy+ 2by2 

1 1 
+pxx'+ qxy'+rx' y+ 8Y1l' + ~2a' x2+ c' x' y' + 2 4'y'2+ ... , 

worin die Konstanten von der Natur des Mediums abhangige Funk
tionen sind und als bekannt vorausgesetzt werden. 

1st 

die eharakteristische }<'unktion des einfallenden Strahls, 

v, K' + ' ( , x' 2 y' 2 .I:' .If') = n z -2A'-2B'-(5' 

diejenige filr den austretenden Strahl, so erhalten wir unter ge
hi:lriger Beaehtung der Riehtung der Z-Axe die Gleiehung 

d. h. 

worin 

U=V+V'i 

K+ K'= Uo+ Ix+ gy+ I' x' + g' y' + +ax2 + yxy 

1 + 2 fI y2 + P X x' + q x y' + r x' y + s y y' 

1 1 
+2'" X'2+ r' x'y' + 2 {J'y'2 + .... , 

It 

I 
a=a+T 

n 
fI=b+ B 

It 
y=c+ -c 

und a', (3', r' analoge Werthe im zweiten Medium bedeuten. 
Dem Begriffe der eharakteristisehen Funktion entspreehend, be

halt diese Gleiehung aueh dann noeh ihre Gilltigkeit, wenn man 
die Punkte (x, y) und (:c', y') kleine Versehiebungen erfahren lasst. 
Dureh Differentiation ergeben sieh folgende Gleiehungen: 

a X + y y + p x' +q y' + I = 0 

y X + fI y + r x' + s y' + 9 = 0 

p.r; + ry+ a' x'+ y'y'+ 1'=0 
q x + s y + y' x + fI' y' + g' = 0 
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Da abel' .x, y, x' und y' sammtlich verschwinden, so wird auch 

i = 0 , 9 = 0, i' = 0 und g' = O. 

Losen wir die beiden ersten diesel' Gleichungen nach x und y 
auf und setzen ;; = a (3 - r2, so finden wir 

x 0'= (1' I' - P fJ) x' + (s I' - q fJ) y' } 

Y 0'= (p I' - l' a) X' + (q I' - 8 a) y' 

Aus del' Substitution diesel' Werthe in die beiden ersten 
Gleichungen jener Gruppe ergiebt sich: 

x' (r/ 0'+ p l' I' - p2 fJ + l' PI' - 1'2 a) + y' (1" 0'+ P 8 I' - P q fJ + q1'y - 1'8a) = 0; 

x' (1" 0'+ q 1'1' - P 9 fJ + 8 PI' - 8 r a) + y' (fJ' 0'+ q 8 I' - q2 fJ + qsr - 82 a) = O. 

Diese Gleichungen gel ten fUr jeden Strahl, d. h. fUr jedell Werth 
von .x' und y' und somit ist: 

r/ 0'=p2 fJ - 2p 1'1' + 1'2a 1 
1" 0' = P q fJ - (p 8 + F) I' + l' 8 a . 

fJ' 0' = q2 fJ - 2 q 8 I' + 82 (( 

Durch diese Gleichungen sind die Koefficienten a', (3', r' be
stimmt; sie dienen ihrerseits zur Bestimmung von A', B' und C', 
sowie del' iibrigen fUr das Austrittsbiischel in Betracht kommenden 
Grossen. 

Die Koordinaten (x, y) und (x', y ') sind durch eine lilleare 
Transformation unter einander verbunden. Wird daher das enge 
Biischel, durch die dem Ursprung 0 zukommende X Y- Ebene in 
einer Ellipse geschnitten, so wil'd auch del' Schnitt· des Biischels 
durch die dem Ul'spl'ung 0' entspl'echende X Y-Ebene eine Ellipse 
sein. Hiel'aus folgt, dass, wenn in irgend einem Punkt des Biischels 
del' Nol'malschnitt elliptisch ist, dann auch sammtliche Nol'mal
schnitte des Biischels Ellipsen darstellen. 



Kapitel IX. 

Dispersion und Achromasie. 

§ 165. In unseren bisherigen Untersuchungen wurde das Licht 
als etwas in allen seinen Theilen Gleichartiges behandelt. Indessen 
ist das Sonnenlicht nicht homogen, sondern zusammengesetzt. Jeder 
einzelne Strahl des Sonnenlichts besteht aus einer unendlich grossen 
Anzahl homogener Elementarlichtstrahlen, welche von einander in 
Farbe und Brechungsvermogen verschieden sind. Diese Thatsache 
wurde zuerst von Newton festgestellt. 

Bei seinen diesbeziiglichen Vel' such en verdunkelte Newton 
einen Raum und liess ein Sonnenlichtbiindel durch eine kleine kl'eis
formige Oeffnung, welche in einem del' ]'ensterladen angebracitt 
war, in den dunklen Raum einfallen. Dieses Lichtbiindel bildete 
einen kleinen weissen Fleck auf der gegeniibel'liegenden Wand. Er 
setzte nun ein dreiseitiges Glasprisma mit seiner brechenden Kante 
nach unten und rechtwinklig zur Strahlenrichtung dicht VOl' die 
Oeffnung im Fensterladen und rich tete das Prisma so, dass die 
Strahl en dicht an del' Kante durch dasselbe drangen. Del' Licht
fleck an del' Wand war· nun nicht mehr kreisfOrmig und weiss, viel
mehr erhielt Newton eine in die Lange gezogene, in lebhaften 
Farben glanzende Flache. Seitlich war dieses farbige Bild odeI' 
Spektrum durch gerade, zur Prismenkante senkrechte Linien be
grenzt, die Enden desselben dagegen erschienen als halbkreisfol'mige 
Bogen. Die Breite des Spektrums stimmte mit dem Durchmesser 
des ul'spl'i:i.nglichen weissen Flecks i:i.berein, wahrend seine Lange 
etwa fiinfmal so gross war. 

Diese Verlangerung des Bildes kann man sich nur erklal'en, 
wenn man die Strahl en des Sonnenlichtes als mit vel'schiedenartigel' 
Brechbarkeit behaftet ansieht. Die Sonnenstrahlen sind bekanntlich 
nicht streng parallel. Wird abel' das Prisma in seine Stellung 
kleinster Ablenkung gebracht, so bl'ingt eine kleine Differenz im 
Einfallswinkel keine merkliche Diffel'enz in del' Ablenkung mit sich; 

Heath-Kanthack. 14 
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folglich wird die N eigung der austretenden Strahlen zu einander 
dieselbe wie diejenige der einfallenden Strahlen sein; wenn daher 
das Lichtbundel aus gleichartigen Strahlen bestande, so wurde in 
Folge seines Durchtritts durch das Prisma auf der auffangenden 
Wand ein kreisformiger }i~leck von weissem Licht von derselben 
Grosse wie vorher, aber in einer der Ablenkung entsprechenden ver
schobenen Lage sichtbar werden. 

Dieses Experiment beweist ferner, dass diejenigen Strahlen, 
welche in ihrer Brechbarkeit verschieden sind, auch in ihren Farben 
von einander abweichen; es ist namlich das farbige Spektrum roth 
an seinem unteren oder den am g'eringsten gebrochenen Strahl en 
entsprechenden Ende, und von hier aus geht die Farbenskala in 
unmerklich feinen Abstufungen allmahlich durch gelb, grun, blau, 
bis zum oberen oder der starksten Brechung entsprechenden Ende, 
dem Violett, uber. Newton unterschied sieben primare Farben; 
dieses waren, nach steigender Brechbarkeit aufgereiht, folgende: 
roth, orange, gelb, grun, blau, indigo, violett. Unter ihnen sind 
orange und gelb die am hellsten leuchtenden, es folgen dann roth 
und grun, wahrend indigo und violett die lichtschwachsten Farben sind. 

§ 166. Nach verschiedenen, auf die Gewinnung einer Erklarung 
fUr diese Erscheinungen gerichteten Versuchen gelangte Newton 
schliesslich zu dem folgenden experimentum crucis, das wir fast 
in seinen eigenen Worten wiedergeben wollen. 

Er nahm zwei Bretter und stellte das eine dicht hinter dem 
Prisma am Fenster auf, so dass das Licht durch ein in das Brett 
geschnittenes kleines Loch hindurchtreten und auf das zweite Brett 
fallen konnte, welches in einer Entfernung von ungefahr zwolf Fuss 
von dem ersteren aufgestellt war und ebenfalls mit einer klein en 
Oeffnung versehen war, welche einem beschrankten Theil des durch 
die Oeffnung im ersten Brett einfalfenden Lichtes den Durchtritt ge
stattete. Er stellte hinter diesem zweiten Brett ebenfalls ein Prisma 
so auf, dass das durch die beiden Oeffnungen hindurchgehende Licht 
durch das zweite Prisma treten musste und einer zweiten Brechung 
unterworfen wurde, ehe es die auffangende Wand erreichte. Nach
dem dies geschehen, drehte er das erste Prisma urn seine Axe lang
sam hin und her und erreichte dadurch, dass die Theile des auf das 
zweite Brett projicirten Bildes der Reihe nach getrennt durch die 
Oeffnung in demselben traten, wodurch er ein Mittel gewann, die 
Stelle der auffangenden Wand, nach welcher die einzelnen Gattungen 
der von dem Spektrum ausgehenden Strahlen durch die Wirkung 
des zweiten Prismas projicirt wurden, zu beobachten. Er entdeckte 
hierbei, dass die clem violetten Ende des Spektrums entsprechenden 
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Lichtstrahlen erheblich starker gebrochen wurden, als die von dem 
roth en Ende ausgehenden Strahlen. Hieraus schloss er, dass Sonnen
licht nicht homogen sei, dass es vielmehr aus Strahl en von ver
schiedener Farbe und verschiedener Brechbarkeit bestehe. 

§ 167. In der soeben beschriebenen Form ausgefiihrt, hat das 
Experiment den Nachtheil, dass die farbigen, Hings einer geraden 
Linie angeordneten Sonnenbilder eine betrachtliche Grosse haben; 
die farbigen Bilder iiberdecken daher einander theilweise und man 
erhalt nicht mehr vollig getrennte Farben. Das Spektrum ist ein 
unreines. Wir wollen nun zeigen, auf welche Weise man ein reines 
Spektrum erhalten kann. 

Die Sonne bewegt sich stan dig relativ zur Erde und somit 
andert sich bestandig fiir einen Punkt der Erde die Richtung der 
Sonnenstrahlen. Diese Veranderlichkeit del' Richtung lasst sich 
durch einen Heliosta ten korrigiren; dies Instrument besteht aus 
einem Spiegel, welcher durch ein Uhrwerk derartig gedreht wird, 
dass das Licht in eine konstante Richtung reflektirt wird. Die so 
reflektirten Sonnenstrahlen lasst man nun auf eine konvexe Linse 
von kurzer Brennweite fallen, wodurch ein sehr kleines Bild der 
Sonne im Brennpunkte der Linse entsteht; dieses Bild kann man 
leicht so klein werden lassen, dass es als Punkt angesehen werden 
kann. Ein schmales Biischel lasst sich von den durch dies en Punkt 
hindurchtretenden Strahl en auswahlen, indem man sie durch einen 
sehr engen, durch zwei ausserst sorgfaltig bearbeitete Plattchen ge
bildeten Spalt fallen lasst. Bedient man sich einer mit ihren Er
zeugenden zum Spalt parallel gerichteten cylindrischen Linse, so 
konnen die Strahl en auf dem Spalt seiner ganzen Lange nach kon
centrirt werden und man erhalt ein sehr schmales, helles Strahlen
biischel. Dieses Lichtbiischel lasst man auf ein Prisma in der Nahe 
del' zum Spalt parallel gestellten brechenden Kante einfallen. Das 
Prisma muss in seine Stellung kleinster Ablenkung fiir Strahl en 
mittlerer Brechbarkeit gebracht werden, und es wird dann an
nahernd in einer der minimalen Ablenkung fUr. aIle Strahlen
gattungen entsprechenden Lage sein. Man will hierdurch erreichen, 
dass die mittleren austretenden Strahl en von Punkten und nicht von 
Paaren von Brennlinien ausgehen. 

In Fig. 101 sei Q die kleine Brennflache oder der Spalt, in wel
chern die Strahl en koncentrirt sind. Es werden dann nach der Bre
chung durch das Prisma A die roth en Strahlen von einem Punkt r, die 
violetten Strahl en von einem Punkt v ausgehen, wobei Av = Ar = AQ. 
Fangt man die Farben auf einem Schirm auf, so werden sie einander 
theilweise ttberdecken und wenngleich man sie durch Entfernung des 

14* 
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Schirmes von del' Prismenkante mehr und me hI' trennen kann, so 
werden sie hierbei immer lichtschwacher und undeutlicher. Man 
lasst daher das Lichtbiischel durch eine achromatische Linse (deren 
Konstruktion spater beschrieben werden wird) mit dem Mittelpunkt 
B treten, so dass nach der Brechung die roth en Strahl en in einem 
Punkte r', die violett en in einem Punkte v' konvergiren, wobei r B j"' 

und v B v' gerade Linien sind. Die :E'arben sind jetzt vollstandig 
getrennt, aber das Spektrum v' r' ist ein sehr kleines, so dass es, 
wenn es genaue Messungen gestatten solI, vergrossert werden muss. 
Man betrachtet daher das Spektrum durch eine andere Linse, ein 
Okular (welches ebenfalls fUr chromatische Dispersion korrigirt ist). 
Die beiden Linsen bilden ein gewohnliches astronomisches :E'ernrohr. 
Wenn daher die von dem Prisma kommenden Strahl en von einem 
1<'ernrohr aufgenommen werden, indem man letzteres auf das Spektrum 

v' 
a 

Fig. 101. 

einstellt, SO wird man ein reines Spektrum beobachten konnen. 'Vill 
man das Spektrum auf einen Schirm projiciren, so muss das Okular 
entfernt werden. In diesem :E'alle schaltet man zweckmassig zwischen 
Q und A eine Linse ein, deren Brennpunkt mit Q zusammenfallt. 
Es werden dann die Strahlen, nachdem sie durch diese Linse ge
treten sind, parallel und die Punkte v und r befinden sich in unend
licher Entfernung; indem man nun den Schirm von A entfernt, kann 
man die :E'arben. mehr odeI' weniger trennen, ohne ihre Intensitat zu 
beeintrachtigen. 

§ 168. Untersucht man ein reines Spektrum genau, so findet 
man, dass es nicht, wie Newton annahm, ein kontinuirliches :E'arben
band darstellt, dass es vielmehr in bestimmten Intervallen lichtlose 
Stell en aufweist, welche als dunkle, das Spektrum durchkreuzende 
Linien auftreten. Diese Linien sind stets unregelmassig iiber das 
Spektrum vertheilt, was auch immer die brechende Substanz sein 
mag. Mit dem brechenden Korper andert sich auch die Lage del' 
Linien; a bel' sowohl sie, wie die :E'arben treten immer in derselben 
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Aufeinanderfolge auf, so dass man jede Linie identificiren kann. Da 
diese Linien dentlich nnd scharf begrenzt erscheinen, so lassen sie 
sich vortheilhaft zur Bestimmung von Brechungsexponenten be
nutzen; die Brechungsexponenten fUr die Strahl en , welchen die 
Linien entsprechen, konnen in del' That fUr eine jede Substanz mit 
cler Genauigkeit astronomischer Messnngen bestimmt werden. Die 
Lagen dieser Linien sind, wenigstens fUr etwa 700 derselben, sorg
ntltig von F r a u n h 0 fer nnd Anderen gem essen und zusammen
gestellt worden und man hat fUr eine sehr grosse Zahl von brechen
clen Substanzen die verschiedenen Strahl en entsprechenden Brechungs
exponenten bestimmt. Mittelst Prism en gleicher Substanz, aber von 
verschiedenen brechenden Winkeln bestatigte :E'raunhofer experi
mentell das Bl'Elchungsgesetz fiir die den verschiedenen charakte
ristischen Linien entsprechenden Strahl en mit ausserster Genauigkeit. 
Diese dunklen Linien bilden kein Charakteristicum fUr das Licht 
im Allgemeinen, sonderu nur fUr Sonnenlicht; beleuchtet man namlich 
den Spalt durch eine Gasfiamme, so el'halt man ein vollstandig kon
tinuirliches Spektrum. 

Die Helligkeit des Sonnenspektrums ist keineswegs gleich
massig; es hat seine grosste Helligkeit in den gelben und benach
barten Farben, orange und hellgriin, und faIlt von da nach beiden 
Seiten allmahlich abo Wir bemerken hier, obgleich dies streng
genommen nicht zur geometrischen Optik gehort, dass die in ein 
Spektrum zerlegten Sonnenstrahlen auch in ihren kalorischen und 
chemischen Wirkungen ein verschiedenes Verhalten zeigen. Die 
kalorische Wirkung wachst in dem Maasse, als wir von den violetten 
zu den rotben Strahl en iibergehen, und nimmt auch noeh zu, wenn 
bereits das rothe Ende des sichtbaren Spektrums iibersehritten ist. 
Ebenso wenn man die ,Virkung del' verschiedenen Strahl en auf 
lichtempfindliches Papier beobachtet, ist die Wirkung der roth en 
Strahl en eine sebr schwache, wahl'end die blanen und violetten 
Strahl en kriiftig wirken, und es erstl'eckt sich diese photo-chemische 
Wirkung del' Strahlen noch urn ein Betl'achtliches iiber das violette 
Ende des sichtbaren Spektrums hinaus. 

§ 169. Es giebt drei verschiedene Arten von Spektren, welche 
von der Natur del' benutzten LichtqneIle abhangig sind. 

I. Das Sonnenspektrum ist, abgesehen von dem dasselbe durch
ziehenden System dunkier Linien, ein kontinuirliches. Die Spektra 
del' Fixsterue weisen ebenfalls deral'tige dunkle Linien auf, welche 
fUr verschiedene Sterue verschieden sind. 

II. Die von gHthenden festen nnd fiiissigen Substanzen her
riihrenden Spektra sind kontinnirlich und enthalten Licht aIler mog-
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lichen Grade del' Brechbarkeit von dem aussersten roth bis zu einer 
hi:iheren, durch die Temperatur bedingten Grenze. 

III. Flammen, in welch en keine festen Tbeilcben schwebend 
entbalten sind, sondern nul' das Licbt gluhender Gase ausstrablen, 
liefern diskontinuirliche Spektra, welche aus einer bestimmten Anzahl 
heller Linien odeI' Banden bestehen. 

§ 170. Neuere Versuche haben gezeigt, dass das Fehlen von 
Strablen in dem Sonnen- und ahnlichen Spektren auf Absorption 
beruht. Denn bekanntlicb absorbirt jede Substanz, welche aus
schliesslich Strahlen bestimmter Gattungen aussendet, nm Strahlen 
del' von ihr ausgestrahlten Art; ist die Temperatur in beiden Fallen 
die namliche, so sind ausgestrahltes und absorbirtes Licht quantitativ 
einander gleicb. Werden die leuchtenden Dampfe. einer Substanz, 
welche nur Strahl en ganz bestimmter Brechbarkeit aussenden, 
zwischen das beobachtende Auge und eine intensive, ein kontinuir
liches Spektrum liefernde Lichtquelle eingeschaltet, so absorbiren 
jene gluhenden Dampfe von dem einfallenden Licht gerade diejenigen 
Strahlen, welche sie selbst ausstrahlen, derart, dass das von dem 
Gase ausgestrahlte Licht an die Stelle des von ihm absorbirten 
Lichtes tritt. Es hangt von del' relativen Helligkeit del' beiden 
Lichtquellen ab, ob nun die von dem Gase ausgehenden Strahl en 
ein Plus oder Minus aufweisen. Sind die beiden Lichtquellen an
nahernd gleich an Helligkeit, so werden diese Strablen stark uber
wiegend vorhanden sein und als helle, das Spektrum durcbkreuzende 
Linien auftreten; denn es bilden diese Strahl en das gesammte Licht 
del' einen, dagegen nur einen sebr geringen Brucbtbeil des Lichtes 
del' anderen Licbtquelle. Vermindert man aber die Helligkeit des 
eingeschalteten Dampfes, wabrend man diejenige del' das kontinuir
liche Spektrum liefernden Quelle genugend verstarkt, so werden die 
von dem Dampfe ausgestrahlten Strablen eine geringere Helligkeit 
haben, als die von ihm absorbirten und es erscheinen somit in Folge 
diesel' Unterschiedlichkeit die entsprechenden Linien des Spektrums 
nicht mehr hell, sondern dunkel. Es lassen sich hiernach die dunklen 
Linien in dem Sonnenspektrum dadmch erkHiren, dass man an
nimmt, dass der Haupttheil des Sonnenlichtes von dem inneren Kern 
derselben kommt, welcher ein kontinuirliches Spektrum liefert, wah
rend eine denselben umgebende Gashulle solche Dampfe enthalt, 
welche bestimmte Strahlen absorbiren und so jene dunklen Ab
sorptionslinien entstehen lassen. 

Fur Weiteres uber den Gegenstand del' Spektralanalyse miissen 
wir auf die darauf bezugliche Speciallitteratur verweisen. 

§ 171. Fallt ein Sonnenstrahl auf ein Glasprisma, so wird er, 
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wie wir gesehen haben, in Strahl en verschiedener Farben zerlegt; 
man bezeichnet diese Erscheinung als die Dispersion oder Zer
streuung des Lichtes. Wir wollen nun einen geeigrieten mathe
matischen Ausdruck fiir die Dispersion odeI' das Zerstreuungsver
mogen einer Substanz auffinden. 

Es wird hierbei zuniichst nothig sein, einen bestimmten Strahl 
des Spektrums als Normalstrahl fiir die Untersuchung auszuwahlen, 
und es wiirde sich hierzu am besten del' einer bestimmten, deut
lichen Linie aus der Mitte des Spektrums entsprechende Strahl 
eignen. Es habe dieser Normalstrahl den Brechungsindex n. 

Da ein Ausdruck fiir die Dispersion einer Substanz unabhangig 
von dem brechenden Winkel des bei der Bestimmung benutzten 
Prismas sein muss, so nimmt man hierzu ein Prisma von kleinem 
brechenden Winkel a. 1st D der Ablenkungswinkel des Normal
strahls, so ist, vorausgesetzt, dass das Licht in einer zu den Prism en
flachen fast senkrechten Richtung durch das Prisma tritt, nach (20, II) 

D = (n -1) ft. 

Gelten nun fiir irgend einen anderen Strahl des Spektrums die 
entsprechenden Bezeichnungen D' und n', so ist 

D'=(n' -1)" 

und somit erhalten wir als Differenz del' beiden Grossen D und D' 

D - D' = ft (n - n') 

odeI' 
LlD=aLln. 

Um a zu eliminiren, dividiren wir diesen Ausdruck durch D 
resp. seinen Werth und erhalten 

JD Llu 
D- n-1 

Diese Gleichung liefert einen Ausdruck fiir die Dispersion des 
brechenden Korpers fiir den Strahl, dessen Brechungsexponent 
n -+- Ll n ist, und bezeichnen wir die Dispersion mit w, so lautet 
un sere Formel: 

1 Lln 
-;: = w = n -1' . . . . . . . . . (1) 

§ 172. Ferner lasst sich unseren Bestimmungen eine Normal
substanz zu Grunde legen. Herschel schlug vor, man solIe Wasser 
bei seiner Temperatur grosster Dichte als Norm benutzen, so dass 
demnach ein jeder beliebiger Strahl durch seinen auf Wasser be-



216 Kapitel IX. 

zogenen Brechungsexponenten oder, wie wir sagen konnten, durch 
seine Stellung in del' Skala des Wassel's definirt werden konnte. 

Bezeichnet man mit ,r: den Brechungsindex des Normalstrahles, 
bezogen auf diese N ormalsubstanz und mit n den Brechungsexponenten 
desselben Strahls, bezogen auf irgendeine andere Substanz, so muss 
n eine Funktion von x sein, deren Form von der Art des Mediums 
abhangig ist. Wir haben somit 

n=/(J.:), 

und bezeichnen nun .v + LJ x und n + LJ n die irgend einem anderen 
Strahl entsprechenden Brechungsexponenten, so ist 

n+LJn=/ex+.:.Ix) 

=f(x) + ALJ x + B (LJ ,V)2+ C (LJ x)3 +, ... , 

wo A, B, C ..... von dem Wachsthum LJx unabhangige Funktionen 
von x darstellen. 

Es ist daher 
LJ n = A LJ x + B (LJ x)2 + C (.:.I X)3 + .... , 

und hierfiir konnen wir, da x und n konstante Grossen sind, schreiben: 

.:.In LJx (LJX)2 (.:.IX)3 --1 = a --1 + b ---1 + c -'--1 + .... , . . (2) 
J!- x- x- , x-

worin a, b, c . .... von del' Art des Mediums abhangige Konstanten 
darstellen. 

Urn die Werthe del' Konstanten a, b, c . .... fUr jedes del' vel'" 
schiedenen Medien zu bestimmen, mtissen wir mehrere zusammen-

J 11, LJ.:c 
gehorige Werthe del' Grossen n-1 und ,,/:--1 kennen. Fraun-

hofer's Beobachtungen tiber die Brechungsexponenten fUr Strahl en , 
welche den verschiedenen Absorptionslinien des Spektrums ent-

Jx 
sprechen, liefern aIle erforderlichen Daten. Da del' Bruch ;r _ 1 

immer klein ist, und ebenfalls die Konstanten a, b, c . ... sich als 
nicht sehr gross ergeben, so konnen wir, ohne einen merklichen 
Fehler zu begehen, aIle Summanden des letzten Ausdruckes aussel' 
den beiden ersten vernachlassigen. Der erste Summand ist der 
weitaus wichtigste und wir ersehen daraus, dass das Verhaltnis der 
Dispersionen fast konstant und gleich a ist, so dass man a als die 
Dispersion der Substanz fUr aIle Strahl en , bezogen auf die Normal
einheiten, ansehen kann. Dieses Verhaltnis ist indessen nicht streng 
konstant und man bezeichnet diese Thatsache als die Disproportio
nalitat der Dispersion. Stellt man zwei Prismen her, eins aus 
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del' als Vergleichsnorm gewahlten und das andere aus del' zu unter
suchenden Substanz, und untersucht man das von jedem derselben 
herriihrende Spektrum, so treten die Linien und farbigen Strahl en 
in beiden in derselben Ordnung del' Aufeinanderfolge auf; da abel' 
die relative Dispersion fiir gleichwerthige Strahl en nicht auch fUr 
verschiedene Substanzen einen proportional en Gang aufweisen, so 
werden auch die Spektren in geometrischem Sinne von einander ab
weichen miissen. Werden die beiden Prismen neben einander an
geordnet in del' Weise, dass man zwei iiber einander liegende gleich 
lange, mit ihren aussersten Strahl en sich deckende Spektra erhalt, 
so werden die zwischenliegenden Strahl en nicht genau in ihrer Lage 
iibereinstimmen. 

§ 173. Wir gehen nun iiber zur Bestimmung del' von der 
Brechung durch ein Prism a herriihrenden Dispersion eines Sonnen
lichtstrahls. 

Urn diese Untersuchung sowohl moglichst allgemein als ~uch 
symmetrisch zu gestalten, wollen wir annehmen, es werde das Licht 
zerstreut, bevor es in das Prisma gelangt. Es bedeuten i und i' 
Einfalls- und Brechungswinkel an del' erst en , i/ und i1 diesel ben 
Winkel an del' zweiten Prismaflache fUr den Normalstrahl mit dem 
Brechungsindex n. 1st a wieder del' brechende Winkel des Prismas, 
so sind diese Grossen nach (15 und 16, II) unter einander ver
bunden durch die Relationen: 

Bedeuten 

die entsprechenden Winkel fiir irgend einen anderen Strahl, dessen 
Brechungsindex n + 8 n ist, so erhalten wir durch Differentiation del' 
obigen Relationen zwischen den Grossen i, i', i[, i1' und n die 
Gleichungen: 

cos i 8 i = 8 n sini' + n cos i' 8 i' I 
cos il 8 i1 = 8 n sin iI' + n cos i/ 8 it' . 

8 i' + 8 it' =0 

Aus diesen Gleichungen lassen sich 8i' und 8 i/ eliminiren, 
indem man die erste Gleichung mit cos it', die zweite mit cos i' mul
tiplicirt und beide dann addirt; auf diese Weise erhalten wir 
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cos i cos i/ 8 i + cos i l cos i' 811 = 8 n {sin i' cos iI' + sin iI' cos i'} 
=8nsin(i'+i/), 

und daher 
cos i cos i/ 8 i + cos i, cos i' 8 i l = 8 n sin a. . . . . (3) 

Diese Gleichung charakterisirt die Relation zwischen den Dis
persionen der einfallenden und austretenden Strahlen. 

W 0 der einfaHende Strahl tiberhaupt keine Dispersion erleidet, 
lasst man 8 i verschwinden und die Gleichung fUr die Dispersion 
erhalt dann die Form 

8' _ 8nsina 
II - cosil CDSi' • 

· . . . . . . . . (4) 

In Worten heisst das: 
Die Dispersion ist umgekehrt proportional dem Produkte der Kosinusse 

der Brechungswinkel an den beiden Prismenfliichen. 

§ 174. Fallt der Strahl senkrecht auf die erste Flache, so ist 
i' = 0, also i/ = a und somit sin i l = n sin a, so dass dann nach (4) 
8 i l den Werth hat 

8 · 8n t · 
11 =- gZI' 

n 
· . . . . . . . . (5) 

Die Bedingung dafUr, dass fUr den Normalstrahl ein Minimum 

del' Ablenkung stattfindet, ist, dass i' = ii' = T' somit dass 

sin a = 2 sin iI' cos i' = ~ sin i l cos i', 
n 

oder, nach Einsetzung dieses Werthes von sin a in (4), 

8 . 28 n . 
ZI = -n- tg ZI' · . . . . . . . . (6) 

Newton nahm an, dass derSteHung kleinster Ablenkung auch 
diejenige kleinster Dispersion entsprache; die Formeln (5) und (6) 
zeigen indessen, dass diese Annahme unrichtig war. Um die durch 
die kleinste Dispersion bedingte SteHung des Prismas zu finden, 
mtissen wir den N enner des Ausdrucks (4), d. h. cos i l cos i', ein 
Maximum werden lassen. Setzen wir den erst en Difi'erentialquotienten 
dieses Ausdrucks gleich 0, so erhalten wir 

tg il 8 il + tg i' 8 i' = O. 

Setzen wir in diese Gleichung 

8i' =-8i/, 
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so wird damus 

Die Winkel il und ir' sind abel' durch die Relation sin il =n sin ir' 
unter einander verbunden und differentiirt man beide Seiten diesel' 
Relation, nachdem man sie logarithmirt hat, so erhalt man 

Oil 0 it' 
tgil tg it'· 

Durch Division diesel' Gleichung mit (7) fallen 0 il und 0 it' fort 
und man erhalt die Gleichung 

. • • • (8) 

welche in Verbindung mit den beiden anderen Bedingungen 
sin il = n sin i/ und i' + iI' = (f. die del' kleinsten Dispersion ent
sprechende Stellung des Prismas vollstandig bestimmt. 

Die Elimination von il und i' lasst sich auf folgende Weise 
erreichen: 

Zwischen il und ir' besteht die Relation 

sin il = n sin iI' , 

oder, wenn man die Sinusse durch die Tangenten ersetzt, 

1/2 tg 2 i I ' 

1 + tg 2i1 ' , 

und wenn man hierin fUr tg2il seinen Werth aus (8) einsetzt, so er
geben sich folgende Relationen: 

Q • t o·i'(1+to·2 i') 
n· to" 1 ' = ~ '" 1 

>:> 1 1+tgi' .tgi,' 

hieraus 
, 2 0'., _ tg i' + tg i,' (1 + tg i' tg' i, ') - tg i, ' 
11 t>:> 11 - 1 +t ., t " , g t g'll 

2 • , _ tg i' - tg iI' 
(n -1) tgzl -1+ to'i' to'i" 

'" '" 1 

=tg(i'-i/), 

odeI' endlich, da i' + it' = a, 

(n2 - 1) tg it' = tg (a - 2 i,'). . . . (9) 

Es ist dies eine kubische Gleichung nach tg ir', aus welcher 
sich iI' bestimmen lasst. 
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§ 175. So lange der brechende Winkel des Prismas kleiner 
als der Grenzwinkel fUr das betreffende Glas ist, existirt immer ein 
solches Minimum der Dispersion. Denn rallt der einfallende Strahl 
fast parallel zu den brechenden Flachen ein, und nehmen wir an, 
der Einfallswinkel liege auf der von der brechenden Kante abge-

kehrten Seite des Prismas, so ist' nahezu i = + und daher, wenn 

man den Grenzwinkel mit r bezeichnet, i' = r. Dies ist der grosste 
mogliche Werth von i' und es hat dann gleichzeitig it' seinen 
kleinsten Werth. 1st aber a < r, so ist it' und ebenso it negativ 
und letzterer hat dann seinen grossten numerischen Werth. In diesem 
FaIle ist daher cos it cos i' ein Minimum und daher nach (4) die Dis-
persion ein Maximum. . 

In dem Maasse, wie der Einfallswinkel abnimmt, wachst cos i' 
bestandig, bis i' = 0 und damit cos i' = 1 wird; von hier a b nimmt 
i' einen negativen Werth an und cos it' nimmt seinerseits von 1 bis 
cos (r - a) ab. Ferner wachst cos it zuerst bis zur Einheit, wo 

it = 0 ist; hierauf wird it positiv und nimmt bis -i- zu, so dass cosit 

von 1 bis 0 abnimmt. Es wird somit anfanglich die Dispersion 
kleiner, sie erreicht darauf ihr Minimum und nimmt darauf unbe
grenzt zu. 

Da die Dispersion durch die Anordnung der Prismenstellung in 
Bezug auf den einfallenden Strahl bis ins Unendliche vergrossert 
werden kann, so gelangen wir zu dem Schluss: 

Die durch ein Prisma mit ganz beliebig grossem brechenden WInkel er
zeugte Dispersion [asst sich durch die Dispersion eines anderen Prismas 
gleichen J.Waterials mit beliebig kleinem brechenden WInkel aujheben. 

§ 176. Bestimmung der Dispersion, welche zwei mit ihren brechenden 
Kanten parallel gestellte Prismen erzeugen. 

Es sei a' der brechende Winkel des zweiten Prismas und n' 
der dem Normalstrahl entsprechende Brechungsexponent fur die 
Substanz, aus welcher dieses Prisma besteht; i2" i2" is, is' seien die 
den Winkeln i, i', il> ii' bei dem ersten Prisma entsprechenden 
Winkel fur das zweite Prisma. Es bestehen dann zwischen den 
Winkeln die folgenden Relationen: 

sin i =nsini', .. . 0' 
SIn Zl = n SIn t:! , 

.. ,. 0' 
SIn Z3= n Sinza , 

Ferner, bedeutet m die Neigung zweier benachbarter Prismen
flachen zu einander, so ist 
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Suchen wir das fiir einen Strahl mit dem Brechungsexponenten 
n + 8 n resp. n' + 8 n' bestehende Abhangigkeitsverhaltnis aller diesel' 
Grossen auf, so erhalten wir nach (3) die Gleichungen: 

cos i cos it' 8 i + cos /1 cos i' '8 i l = 8 n sin a 

und 
. . (10) 

Urn nun 8 il und 8 I" zu eliminiren, haben wir nul' deren'Verthe 
aus den beiden ersten Gleichungen in die letzte zu substituiren und 
die daraus sich ergebende Gleichung enthalt nul' 8 i und 8 ia und 
charakterisirt daher die Dispersionen des einfallenden und austreten
den Strahls. 

§ 177. In ganz analoger Weise konnen wir die von einer 
Kombination einer beliebigen Anzahl von Prismen mit parallel ge
stellten Axen herriihrenden Dispersionen bestimmen. 

Del' Kiirze halber bedienen wir uns del' Substitutionen: 

sin a 
g = cosil cos i' , 

cos i cos ii' 
P = cos i' cos i, ' 

wo die Winkel i, i', ii, ii' und a sich auf irgend eines del' Prismen 
beziehen, und nehmen wir an, es seien 1n, symbolisch durch die 
Indices (1), (2), (3) .... (1n) von einander unterschiedene, Prismen 
vorhanden. Wenden wir auf jedes diesel' 1n Prismen del' Reihe nach 
die bereits ermittelten Gleichungen an, so erhalten wir aus (10), 
wenn wir die ganze Gleichung durch cos i' cos i1 dividiren, folgende 
Gleichungen: 

P(m) 8 i(m) + 8 ll(m) = 8 n(m) gem) 

P\1II-l) 8 i(111_1) + 8 il (m_l) = 8 n(m_l) gem-I) 

P\2) 8 i,2) + 8 /1(21 = 8 n(2) g(2) 

P(1) 8 iel) + 8 i'(l) = 8 n(1) g(l) 

8 il(",_l) + 8 i(m) = 0 

8 i l (m_2) = 8 i("'_l) =0 
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Multipliciren wir die erste Gruppe del' Gleichungen del' Reihe 
nach mit 

und addiren die dadurch entstehenden Gleichungen, so verschwinden 
gemass den Gleichungen del' zweiten Gruppe aIle Winkel bis auf 
8 i1 (m) und 8 i(l)' so dass demnach 

8 il(m) + P(m) PCm -1) .... P(2)P(l)8iI1) = 8 n(m) q(m) + 8 It(m-I) q(m-1)PCm) 

+ 8n(m_2) q(m-2) P(m) P(m-1) 

+ ...... + 8 nil) '1(1) P(m) PCm -1) 

...•. P,2j' • • • • • . • (11) 

Diese Gleichung charakterisirt das Abhiingigkeitsverhiiltnis zwischen den 
Dispersionswinkeln des Strahlenbundels beim Eintritt und Austritt. 

§ 178. Wenn del' brechende Winkel del' Prism en nul' klein ist 
und del' Strahl fast senkrecht durch jedes derselben hindurchgeht, 
so erha,lt del' Ausdruck fUr die Grosse del' Dispersion eine sehr ein
fache Form. Sind namlich a, a', a" .... die brechenden Winkel del' 
Prismen und n, n', n" .... die dem Normalstrahl entsprechenden 
Brechungsexponenten fiir die verschiedenen Substanzen, aus denen 
die Prismen hergestellt sind, so ist die durch das erste Prisma her
vorgerufene Ablenkung llach (20, II) 

D=(n-l) a, 

und ahnliche Ausdriicke gelten fUr aIle folgenden Ablenkungen. 
Bezeichllen wir die gesammte Ablenkung mit Do, so erhalten wir 
durch Addition del' einzelnen Ablenkungen 

Do = (n - 1) (t + (n' -1) ct' + (n" -1) a" + ... ' . 

und somit ist fUr irgend einen Strahl anderer Brechbarkeit die Dis
persion gegeben durch die Gleichung 

8 Do = 8 J! a + 8 n' a' + 8 n" a" + ..... 

SteIl en 
1 1 1 d' I' D' . d -" . . . .. Ie re atlven IsperslOnen er ver-

v v 7' 
schiedenen Substanzen fiir diesen Strahl dar, so ist nach (1) 

8 Do = ~ (n - 1) a + -l, (n' - 1) cc' + .... + . . . (12) 
v I' 

del' Werth del' gesammten Dispersion. 



Dispersion lind Achromasie. 223 

§ 179. Lasst man einen Lichtstl'ahl durch zwei Prismen nach 
einander treten, so ist es immer moglich, ihre brechenden Winkel 
so zu wahlen, dass die von dem ersten herl'iihrende Dispersion an
nahernd durch die des zweiten aufgehoben wird, und es ist somit 
ein Mittel gegeben, den austl'etenden Strahl fal'blos el'scheinen zu 
lassen. 

Newton hielt dieses Resultat fUr unmoglich, ohne auch gleich
zeitig eine gegenseitige Aufhebung del' Ablenkungen der beiden 
Prismen, somit ein Vel'sehwinden der gesammten Ablenkung des 
Strahlenbiischels, herbeifiihren zu miissen. Er seheint auf diese il'r
thiimliehe Annahme durch einen zufalligen Umstand bei einem Ex
periment gefiihrt zu sein, bei welchem er die brechende Wirkung 
eines Glasprismas dadurch aufhob, dass er es mit einem Wasser
prisma umgab. Er hatte dem Wasser Bleizucker zugesetzt, urn sein 
Brechungsvermogen zu erhohen und hatte ihm damit aueh ein gros
seres Zerstreuungsvermogen verliehen, und hierbei allerdings trat 
die Achromasie des austretenden Strahls erst ein, wenn durch die 
gehorige Einstellung des brechenden Winkels des Wasserprismas der 
austretende Strahl dem eintl'etenden parallel gemacht worden war. 
Hieraus schloss nun Newt 0 n, dass die Dispersion aller Substanzen 
der Ablenkung des mittleren Strahls proportional sei, dass daher die 
Dispersion niemals aufgehoben werden konne, so lange iiberhaupt 
noch Brechung der Strahl en stattfinde. Aus diesem Grunde gab er 
es auch auf, auf eine Verbesserung dioptrischer Fernrohre zu sinnen, 
und er widmete nun seine Aufmerksamkeit der Ausbildung der 
Spiegelteleskope. 

Newton's Irrthum entdeckte zuerst der Englander Hall, wel
cher das erste aehromatische Fernrohr herstellte. Diese Entdeekung 
verfiel indessen wieder in Vergessenheit, bis das Experiment von 
Dollond, einem Londoner Optiker, wieder aufgenommen wurde. 
Diesem gelang es, die Dispersion aufzuheben, ohne die Breehung zu 
beeintraehtigen, und damit die Unriehtigkeit der Newton 'schen 
Schlussfolgerung darzulegen. 

Wir haben indessen gesehen, dass verschiedenfarbige Strahl en 
nieht durch versehiedene Substanzen in demselben Verhaltnis zer
streut werden, oder in anderen Wort en , dass die von Prismen aus 
verschiedenem Material herriihrenden Spektra nieht geometriseh 
ahnlieh sind. Wenn daher die Prism en so angeordnet werden, dass 
sie zwei Strahlengattungen (z. B. die aussersten rothen und die aus
sersten violetten Strahl en) in dem Austrittsstrahl vereinigen, so wird 
immer noeh eine, wenn aueh verminderte, Dispersion der iibrigen 
Strahl en vorhanden sein. Es wird somit das Liehtbttsehel, anstatt 
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ganz farblos auszutreten, ein zweites, aber erheblich kleineres Spek
trum bilden; man nennt dieses Spektrum das sekundare Spektrum. 
Ferner ermoglicht die Anwendung dreier Prismen von verschiedenem 
Material die Vereinigung dreier Strahlen des austretenden Buschels 
(z. B. del' rothen, grunen und violett en Strahlen); aber es werden 
immer noch, infolge del' Disproportionalitat der Dispersion, die ubrigen 
Strahlen nicht ganz vereinigt, und hieraus ergiebt sich ein noch 
kleineres Spektrum, das sogenannte tertiare Spektrum; diese 
Betrachtung liesse sich bis ins Unendliche fortsetzen. In del' Theorie 
ist daher vollkommene Achromasie ohne die Anwendung einer sehr 
grossen Anzahl verschiedener Medien unmoglich; bei del' praktischen 
Ausfiihrung nehmen diese successiven Spektra an Lichtstarke ausserst 
schnell ab und werden alsbaldpraktisch wirkungslos, und zwar in 
dem Maasse, dass es in den meisten Fallen uberfiussig erscheint, 
mehr als zwei Strahlen zu vereinigen. Als die zu vereinigenden 
Strahl en wird man in dem letzteren FaIle nicht die aussersten rothen 
und violetten Strahlen wahlen, da diese ohnehin sehr lichtschwach 
sind; sondern es ist zweckmassiger, diejenigen beiden Strahlen zu 
vereinigen, deren Helligkeit und Farbendifferenz am grossten ist, 
z. B. einen Strahl aus dem gelb-orangen mit einem solchen aus dem 
grun-blauen Theil des Spektrums. 

Der erste erfolgreiche Versuch, das sekundare Spektrum zu 
beseitigen, wurde von Blair angestellt; einen Bericht seiner Arbeit 
enthalten die Phil. Trans. Edinb., 1791. Er fand in dem Spektrum 
der Salzsaure eine Kontraktion des starker brechbaren Theils des 
Spektrums (grun bis violett) und eine Expansion des weniger brech
baren Theils gegenuber dem Spektrum der meisten metallischen 
Losungen, und. durch Mischung von Antimon- und Quecksilber
chlorid in geeignetem Verhaltnis mit Salzsaure oder mit Salmiak 
erhielt er eine Flussigkeit, welche bei einer von del' des Crown
glases abweichenden absoluten Dispersion ein Spektrum ergab, wel
ches demjenigen des Crownglases geometrisch ahnlich war. Kom
binirte man daher zwei Linsen oder Prism en aus einer solchen 
Flussigkeit und Crownglas derart, dass in dem austretenden Strahlen
buschel zwei verschiedenfarbige Strahl en vereinigt wurden, so war 
auch das austretende Lichtbuschel vol]standig farblos. Blair's Ob
jektive wurden seiner Zeit als etwas sehr Werthvolles angesehen, 
abel' wegen del' Unbequemlichkeit, welche die Anwendung fiussiger 
Linsen im Gefolge haben, kamen sie niemals in Gebrauch. 

Was B lair mit flussigen Linsen gelang, erreichte Prof. A b b e 
in Jena durch seine Entdeckung neuer Glasarten. Im Jahre 1881 
unternahm Prof. Abbe, unterstutzt durch Dr. Schott und Dr. Carl 
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Zeiss eine Untersuchung der optischen Eigenschaften aIler Glas
arten, d. h. aIler bekannten Substanzen, welche sich verglasen lassen 
und zu einer amorphen, durchsichtigen Masse erstarren. Diese Arbeit 
wurde fortgesetzt bis Ende 1883 und richtete sich auf die Losung 
zweier praktischer Aufgaben. Die erste derselben bestand in der 
Herstellung solcher Flint- und Crownglaspaare, bei welchen der 
Gang der Dispersion in den verschiedenen Regionen des Spektrums 
fill' jedes Paar ein moglichst proportionaler sei. Die zweite Aufgabe 
hatte als Ziel die Gewinnung einer grosseren Mannigfaltigkeit an 
Abstufungen in dem Charakter optischer Glaser, in Bezugauf die 
wichtigsten optischen Konstanten, den Brechungsexponenten und die 
mittlere Dispersion, um hierdurch dem rechnenden Optiker einen 
grosseren Spielraum filr seine Rechnungen zu gewahren. Die erst ere 
Aufgabe ist in befriedigender Weise gelOst worden, mit dem Er
gebnis namlich, dass die Benutzung del' neuen Glaser die Herstellung 
achromatischer Linsen weitaus vollkommenerer Art gestattet, als dies 
vorher jemals moglich war; auch die zweite Aufgabe ist mit Erfolg 
verwirklicht worden und es stehen dem Optiker bereits eine ganze 
Reihe neuer Glaser mit abgestuften Eigenschaften zur Verfilgung. 
Als ein besonderer Fortschritt muss wohl auch der Umstand an
erkannt werden - und es wird sich derselbe noch immer mehr als 
ein wesentlicher Fortschritt geltend machen, wenn erst die aus
fiihrende Optik auf die zu seiner vollen Verwerthung unumganglich 
erforderliche theoretische und rechnerische Stufe der Entwicklung 
gebracht sein wird -, dass das Abbe-Schott'sche Schmelzverfahren 
dem Optiker Glaser liefert, in welchen bei gleichem Brechungsindex 
die Dispersion, bei gleicher Dispersion der Brechungsindex einen er
heblichen Spielraum fiir die Auswahl gewahrt, wahrend bekanntlich 
bei den bis dahin allein angewandten Silikatglasern, der Einartig
keit ihrer chemischen Zusammensetzung entsprechend, eine Zunahme 
des Brechungsexponenten auch eine entsprechende Zunahme del' 
Dispersion im Gefolge hatte, abgesehen von ganz minimalen Ab
weichungen, welche keine praktische Bedeutung haben. 

§ 180. Wir werden nun die Bedingungen aufsuchen, unter 
welchen ein durch ein Prismenpaar fallender Sonnenlichtstrahl als 
farbloser Strahl wieder austritt. 

Zu diesem Ende untersuchen wir zunachst die Bedingung, unter 
welcher zwei del' hellsten Strahlen sich beim Austritt aus dem Prismen
system vereinigen lassen, und wir werden hierbei annehmen, dass 
das sekundare Spektrum so klein ist, dass es vernachlassigt werden 
kann. Man wahle einen del' Strahl en als Norm und driicke, wie 
bisher, den Brechungsindex des anderen Strahls aus durch eine, 

Heath-Kanthack. 15 
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eine kleine Abweichung yom mittleren Strahl charakterisirende Be
zeichnung. Wir haben dann, da die einfallenden und austretenden 
Strahlen cbromatisch vereinigt sind, 8 i = 0 und 8i3 = O. 

Die Gleichungen (10) erhalten somit die l'~orm: 

COS i1 cos i' 8il = 8n sin a 1 
cos i2 ~os i3' 8~2 = 8n' sin a' j' 

811 + 812 = 0 

Eliminiren wir in diesen Gleichungen 8 i1 und 8 i 2 , indem wir 
deren aus denselben ,sich ergebenden Werthe addiren, so finden wir 

Die Winkel iI, i', i2 und i3" welche in diesel' Gleichung vor
kommen, sind unter einander verbunden durch die Relationen: 

sin i1 = n sin 1/ =n sin (a - i'), 

sin i2 = n' sin 1.'2' = n' sin (a' - i3')' 

so dass, wenn n und n' gegeben sind, vier unabhangige Winkel in 
der Bedingungsgleichung vorkommen, namlich a, a', i l und i2• Wenn 
daher Form und SteHung des ersten Prism as gegeben sind, so dass 
bei ihm das Licht unter einem bekannten Einfallswinkel einfallt, so 
sind damit die Winkel a und i l gegeben und nm die Winkel a' und 
i2 bleiben unbestimmt. Der Bedingungsgleichung kann daher auf 
zweierlei Weise geniigt werden: Entweder man wahlt fiir das zweite 
Prisma eine bestimmte Stellung und verandert entsprechend der 
durch die Forderung der Achromasie bedingten Gleichung die Grosse 
des brechenden Winkels, odeI' man nimmt den brechenden Winkel 
als unveranderlich an und bestimmt die del' Gleichung (13) geniigende 
SteHung des Prismas. Bestehen beide Prismen aus gleichem Material, 
so dass dann 8n = 8n', so lasst sich dennoch der Austrittsstrahl nach 
der einen sowohl als nach del' anderen Methode acbromatisiren. 

Bringt man beide Prismen in ihre Lage kleinster Ablenkung 
in Bezug auf den mittleren Strahl, so gestaltet sich die Bedingungs
gleichung fiir die Achromatisirung der Prismen wesentlich einfacher. 
In diesem Fane ist bekanntlich 

., ., a 
1 =11 = 2 und 

und die Bedingungsgleichung (13) erhalt die Form . 

. _ . a' . . a 
8n sm c< COSt, cos 2 + 8n' sm a' cos 11 COS 2 = o. 
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Dividiren wir nun jede Seite durch 2 cos ; cos ; und beachten, 

dass 
•. • a •. ,. a' 

Slnt=nslnT' Slnt2=n slnT' . . . (14) 

so erhalt die Bedingungsgleichung die einfache Form: 

n' 8 n tg i + n 8 n' tg i2 = 0,. . . . . . . (15) 

wo i und i2 ihrerseits durch die Gleichungen (14) bestimmt sind. 
§ 181. Sind m Prismen vorhanden, so lassen sich nach Analogie 

der eben dargelegten Untersuchungen die Bedingungen fUr die 
Achromatisirung auffinden. Sollen zwei Strahl en vereinigt werden, 
von denen der eine als mittlerer Strahl gewahlt ist, wahrend der 
andere ein Strahl ist, fUr welchen der Brechungsexponent der ver
schiedenen Medien von demjenigen fiir den mittleren Strahl um ein 
Geringes abweicht, so haben wir nur in Gleichung (11) 8il = 0 und 
8 i1(m) = 0 werden zu lassen, und wir erhalten hierdurch als Bedin
gungsgleichung 

8 n(m) gem) + 8 n(m_l) g(m-l) P(m) + 8 n(m_2) g(m-2) Pem) P(m-l) + .... 
. . . . 8 nell gel) Pem) Pem-l) .... P(2) = o. . . . . (16) 

Wenn ein Strahl fast senkrecht durch ein System von Prismen 
von sehr kleinem brechenden Winkel tritt, so erhalt die Gleichung 
(16) die einfache Form: 

8 nell "(1) + 8 n(2) a(2) + ; ... 8 n(m) "em) = 0.. . • . (17) 

Bei einer gegebenen Anzahl von m Prismen Hisst sich eine An
ordnung auffinden, welche es ermoglicht, m Strahlen des Spektrums 
zu vereinigen. Denn angenommen, die Substanzen und brechenden 
Winkel aller Prism en seien vorgeschrieben, und ferner sei die Stel
lung des ersten Prismas gegeben, so dass das Licht auf dasselbe 
unter einem gegebenen Einfallswinkel einfallt, so bleiben uns noch 
die Winkel zwischen den benachbarten Seiten auf einander folgen
der Prismen als Variablen zur VerfUgung. Diese m-1 verander
baren Winkel liefern uns ein Mittel, urn die (m-1) Gleichungen zu 
befriedigen, welche die Bedingungen enthalten, dass m-1 Strahlen 
des Spektrums in der Richtung des mittleren Strahls austreten. 
Stellt man sammtliche Prismen aus gleichem Material her, so ist 

8n(m)=8n(m_l)= •••• =8n(1)' 

und wenn daher die Kombination fUr nur ein Paar farbiger Strahlen 
achromatisch ist, so werden aIle Farben vereinigt werden. In diesem 

15* 
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FaIle lasst sich vollkommene Achromasie erreichen durch nur eine 
Relat.ion zwischen den Winkeln, welche uns als Variable zur Ver
fiigung stehen. 

Achromasie der Liusen. 

§ 182. Durch eine zweck~assige Verbindung von Linsen lasst 
sich die Dispersion verschiedenfarbiger Strahlengattungen nahezu 
aufheben; ebenso wie in dem FaIle des Strahlenganges durch zwei 
Prismen, so lasst sich die durch eine Linse hervorgerufene Dispersion 
angenahert durch die von einer zweiten Linse herruhrende kompen
siren, so dass das austretende Strahlenbuschel farblos erscheint. 

Wir werden zunachst unsere Aufmerksamkeit auf die approxi
mative Untersuchung solcher Linsen beschranken, in welch en die 
Dicke der Linse vernachlassigt werden kann, die Hauptpunkte somit 
als in einem Punkte, dem Linsenmittelpunkt, zusammenfallend ange
sehen werden durfen. Es wird namlich die strenge Durchfiihrung 
der Untersuchung der Dispersion bei Linsen darum so sehr kom
plicirt, weil die Hauptpunkte der Linsen, von denen aus bekannt
lich gewohnlich aIle Abstande gemessen werden, selbst eine variable 
Lage einnehmen, je nach dem Brechungsexponenten fur denjenigen 
einzelnen Strahl, welchen wir unserer Untersuchung zu Grunde legen. 

In allen Fallen wollen wir n als den Brechungsexponenten 
des mittleren Strahls, und n + (} n als den Brechungsexponenten 
irgend eines anderen Strahls annehmen. Die Brennweiten der 
Linsen wollen wir als eine Funktion des dem mittleren Strahl ent
sprechenden Brechungsexponenten ansehen. 

Wir untersuchen zunachst die Veranderung, welche die Brenn
weite einer Linse erleidet, entsprechend dem Uebergange von dem 
mittleren zu irgend einem anderen Strahl. Die Grosse der Brenn
weite einer Bikonvexlinse mit den Krummungsradien r und 8 ist 
nach (14, IV) durch die Gleichung 

~= (n-1) (_1 +~) 
J r s 

gege ben, wo n der Brechungsexponent der Linsenmasse in Bezug 
auf den mittleren Strahl ist. Lasst man n um ein Geringes zu
nehmen, so dass es n + (} n wird, so folgt aus der letzten Gleichung 
durch Differentiation: 
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und hieraus ergiebt sieh, wenn wir das Zerstreuungsvermogen des 
1 

Mediums mit ---;;- bezeiehnen, als die Veranderung del' Brennweite 

nach (1) 

8 (~ ) = v ~. ........ (18) 

§ 183. Wenn ein Bild durch eine Linse oder ein System von 
Linsen entsteht, welches nieht achromatisirt ist, so wird es, das Licht 
als nicht monochromatisch vorausgesetzt, in zweifacher Hinsicht 
durch die Dispersion beeinflusst. Erstens, die versehiedenen far
bigen Bilder reihen sieh auf versehiedenen Punkten der Axe des 
Systems hinter einander auf, und zweitens die verschiedenen far
big en Bilder haben versehiedene Dimensionen. In gewissen Fallen 
lassen sich diese Mangel beide beseitigen, in anderen lasst sieh nur 
dem einen derselben begegnen, und um zu entscheiden, welche von 
den beiden Korrektionen vorgenommen werden muss, hat man den 
besonderen Zweek, dem das System dienen soll, in's Auge zu fassen, 
und dementspreehend den in dem besonderen Fall sehwerstwiegen
den Fehler zu korrigiren. 

Bei Fernrohrobjektiven kommen zwei Linsen in Anwendung 
und sind so dieht neben einander angeordnet, dass sie als nul' eine 
Linse wirken_ Es liegt dann ein Punkt und sein Bild immer auf 
derselben dureh den Linsenmittelpunkt gelegten Linie, so dass, 
wenn die Linse derart korrigirt wird, dass die verschiedenfarbigen 
Bilder alle in derselben zur Axe senkrechten Ebene liegen, sie auch 
aIle dieselbe Grosse haben werden. Es geniigt daher, nur die 
erst ere Korrektion vorzunehmen, indem die zweite sich hieraus von 
selbst ergiebt. 

Diese Objektive setzt man gewohnlich zusammen aus einer 
ausseren Bikonvexlinse von Crownglas und einer mit ihr verkitteten 
Bikonkavlinse von Flintglas, das eine grossere Dispersion hat als 
das Crownglas. Man erkennt an dies em Beispiel unschwer das 
Princip del' ehromatisehen Korrektion. Durch die Bikonvexlinse 
entstehen die farbigen Bilder in versehiedenen Abstanden langs del' 
Axe, so zwar, dass das violette Bild das del' Linse zunaehst liegende, 
das rothe Bild das am weitesten abliegende ist. Die Wirkung del' 
konkaven Linse auf diese Bilder besteht nur darin, dass sie sie von 
del' Linse entfernt, und die Wirkung auf das violette Bild ist hier
bei eine starkere als die auf das rothe Bild ausgeiibte. Dureh eine 
richtige Wahl und Kombination der Linsen lasst sieh das resultirende 
violette Bild zur Deekung mit dem resultir(:mden rothen Bild bringen, 
odeI' es lassen sieh irgend zwei andere Farben in dem letzten Bilde 
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vereinigen. Waren beide Linsen aus demselben Glas herzustellen, 
wahrend gleichzeitig an sie die Forderung gestellt wird, dass die 
durch die eine hervorgerufene Dispersion durch die der anderen 
wieder aufgehoben werde, so miissten die Linsen derartig dimen
sionirt werden, dass mit der Aufhebung der Dispersion auch eine 
gegenseitige Aufhebung der den einzelnen Linsen zukommenden 
Ablenkungen verbunden sein wiirde, und eine solche Kombination 
wiirde iiberhaupt nicht als Linse wirken. Wir haben aber gesehen, 
dass fUr verschiedene Glasarten die Dispersion nicht der Ablenkung 
proportional ist, dass vielmehr Flintglas ein starkeres Zerstreuungs
vermogen besitztals Crownglas, so dass es moglich ist, die Farben
zerstreuung zu kompensiren, ohne damit auch die Ablenkung auf
zuheben. 

§ 184. Untersuchen wir jetzt die Bedingung, unter welcher 
eine Verbindung zweier aus verschiedenen Glasarten hergesteIIten 
und dicht neben einander angeordneten Linsen fUr zwei Farben 
achromatisirt werden konnen. 

Wir nehmen an, dass die eine dieser Farben derjenigen eines 
mittleren Strahls entspricht und bezeichnen die Brennweiten der 
beiden Linsen mit fund 1'. Es werden zwei Bilder entstehen, wo
von das erste das von der ersten Linse herriihrende Bild des Ob
jektes, das zweite das durch die zweite Linse erzeugte Bild des 
erst en Bildes ist. Sind x und x' die Abstande, urn welche das Ob
jekt und sein erstes Bild vor bezw. hinter dem Mittelpunkt der 
ersten Linse liegen, y', y die Abstande, urn welche das erste und 
zweite Bild vor bezw. hinter dem Mittelpunkt der zweiten Linse 
liegen, so ist nach (20, IV) 

111 -+---x .r.' - / 

111 
-+-=-
Y y' /' 

Vernachlassigen wir die Linsendicken und die Abstande 
zwischen den Linsen, so ist y' = - .x' und daher 

. (19) 

Die Bedingung fUr die Achromatisirung des Systems liegt in 
del' Identitat von y fitl' zwei vel'schiedene Farben und ist daher, da 
x von der Farbe unabhangig ist, gegeben durch die Gleichung 
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oder nach (18) 
1 1 
"f + -;; f' = o. . . . . . . . . (20) 

Diese Gleichung enthalt die Bedingung fitr die Achromasie del' 
Kombination, sofern man die Linsendicken und die Abstande del' 
Linsen von einander vernachlassigen kann. 

Es ist diese Bedingungsgleichung unabhangig von x und y, so 
dass sie als Bedingung for die Achromasie for eine jede Stellung des Objektes 

gilt. Es ist auch fUr die Achromatisirung gleichgiiltig, in welcher 
Aufeinanderfolge die Linsen verbunden werden. 

Bei del' Konstruktion mikroskopischer Objektive werden achro
matische Paare diesel' Art sehr allgemein verwendet; es besteht hier
bei jedes aus einer plan-konkaven Linse aus Flintglas, welche mit 
einer Bikonvexlinse von Crownglas verkittet ist, wobei die plane 
Linsenflache dem einfallenden Licht zugekehrt wird. 

§ 185. Hat man die Kombination zweier in Kontakt angeord
neter Linsen fUr die Dispersion iiberkorrigirt, d. h. befindet sich das 
durch das Linsenpaar hervorgerufene violette Bild in einem grosseren 
Abstande von demselben als das rothe Bild, so lasst sich der :B~ehler 
dadurch kompensiren, dass man zwischen den verkitteten Linsen 
einen dem begangenen Fehler entsprechenden geringen Zwischen
raum schaift. Diesel' Zwischenraum zwischen den beiden Linsen 
dar£' indessen nUl' ein sehr geringer sein, oder es wird eine Korrektion 
del' farbigen Bilder in Bezug auf deren Abstande eine Diiferenz in 
dem Abbildungsverhaltnis ZUl' Folge haben. 

Es gelten hier dieselben Gleichungen wie die in § 184 ange
fithrten, namlich 

111 --+---=-
.f x, f 

111 -+-=-
y y' f' 

und ausserdem besteht die Gleichung 

. . . . . . . . (21) 

X' + y' = a, . . . . . . . . . (22) 

wo a jenen kleinen Zwischenraum zwischen den beiden Linsen be
deutet. Nehmen wir nun an, diefarbigen Bilder entstanden in einem 
gleichen A bstande von del' Linse, so ist 8 x = 0 und 8 y = 0 und da
her nach (18): 
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OX' 1 
- (X')2 = vf 

oy' 1 
- (y')2 = v'l' 

oder, da nach (22) 0 x' + 0 .1j' = 0 

1 1 
(x')2 - + (y')2 - = 0 

vf v'l" 

Setzt man hierin fUr y' seinen Werth a - x' und vernachlassigt 
a 

die Quadrate des Quotienten -, , so erhiilt man fUr diese Gleix 

chung die Niiherungsform 

:,~, = x' (v~ + v~f')' 
oder, wenn man hierin nach (21) o'e' durch seinen Werth nach x und 
f ersetzt, 

. . . (23) 

Hiernach ist der A bstand nicht unabhangig von dem Objekt
abstand; tritt abel' das Linsenpaar als Objektiv eines Fernrohrs auf, 
so ist der Objektabstand x sehr gross im Vergleich mit den Brenn
weiten. Vernachlassigt man daher den reciproken Werth von x, so 
erhiilt man als Bedingungsgleichung fur die Achromatisirung solcher 
Linsenglieder, welche in einem geringen Abstande von einander an
geordnet sind: 

2a 1 1 --=-+--, 
v' f /' v f v' f' 

1 1 
oder, da nach (20) v' f' fast denselben Werth hat wie - v f ' 

2 all 
- -(2 = -f + -'--f' .. 

l'. V V 
(24) 

Dies zeigt, dass, wenn die Korrektion moglich sein soIl, vif + ,.> 
einen negativen Werth haben mussen. 

Wenn abel' in del' ursprunglichen, durch Gleichung (19) charak
terisirten Linsenkombination oy die Aenderung yon y darstellt, welche 
eine Aenderung on in dem Brechungsexponenten verursacht, so ist 

oy 1 1. 
--2 =-/+--'/'" y v v 
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es muss daher oy positiv sein. Die violetten Strahlen vereinigen 
sich zu einem Bilde, welches in einem grosseren Abstande von del' 
Linse liegt, als das den roth en Strahl en entsprechende; d. h. die 
urspriingliche Linse war iiberkorrigirt. 

§ 186. Verbindet man drei diinne, aus Medien von verschie
denem Dispersionsvermi:igen hergestellte Linsen zu einer einzigen, 
so lasst sich das System in einem noch hoheren Grade del' An
naherung achromatisiren; es lassen sich namlich die drei verschie
denen Farbengattungen entsprechende;n Bilder vereinigen. Ganz 
allgemein gesagt, wenn m Linsen zu einem Linsensystem verbunden 
werden, dessen Dicke vernachlassigt werden kann, so lasst sich das 
System achromatisiren fUr die Strahlen, deren Brechungsexponenten 
n und n + on sind, vorausgesetzt, dass 

l (:/) = O. 

Dies .lasst sich nach Analogie des Vorhergehenden darlegen. 
Del' Bedingungsgleichung lasst sich fUr m-l Gruppen von Werthen 
von on geniigen und somit lasst sich die Achromatisirung auf die 
m Linien des Spektrums entsprechenden Bilder ausdehnen. 

§ 187. Wenn zwei Linsen, welche zusammen ein System bilden 
sollen, durch einen Zwischenraum getrennt sind, so ist es unmoglich, 
beide Arten del' Korrektionen fUr die Dispersion gleichzeitig zu er
reichen. Denn bedeuten in Fig. 102 ilJ und x' die Abstande des Ob
jektes und seines erst en Bildes beziehungsweise VOl' und hinter del' 

Fig. 102. 

erst en Linse, y' und y diejenigen des erst en und zweiten Bildes, be
ziehungsweise VOl' und hinter del' zweiten Linse und stell en (3, (31 
und (3' die linearen Dimensionendes Objektes und seiner successiven 
Bilder dar, so bestehen nach (23, IV) die Gleichungen: 

tJ x 
tJl x' 



234 Kapitel IX. 

und daher 

Wenn die den Brechungsexponenten n und n + 8n entsprechen
den Bilder in gleichem Abstande entstehen und auch die gleiche 
Grosse haben sollen, so muss 

ebenso 

und daher 

8x = OJ, 
8y = 0 

8 (3JL) = 0: x' y . 

8(::)=0 
sein. Es ist aber, wenn mit a der Abstand zwischen den beiden 
Linsen "bezeichnet wird, x' + y' = a, so dass 8y' und 8x' beide ver
schwinden miissen. In anderen Worten, es muss jede Linse fiir sich 
achromatisch sein. Dies lasst sich aber nur dadurch erreichen, dass 
man jede Linse des Systems fiir sich als ein verkittetes, achromati
sirtes Linsenpaar ausfiihrt. 

§ 188. Oft wird es indessen nothwendig, ein System von zwei 
durch einen Zwischenraum getrennten Linsen auf Dispersionsfehler 
so weit als moglich zu korrigiren und man hat sich dann zu fragen, 
welche der zweierlei Arten von Korrektionen man vorzunehmen hat 
und welche man unterlassen kann. 

In diesem FaIle ist es iiblich, die Verhaltnisse so zu wahlen, 
dass die farbigen Bilder dieselbe Grosse haben; denn bekanntlich 
vermag das Auge besser die Grosse eines Objektes, als seine Ent
fernung abzuschatzen. 

Bedienen wir uns der bisherigen Bezeichnungsweise, so ist 

8 ( ;,) = 0 

die Bedingung fiir eine gleiche Bildgrosse. 
Wir haben aber gesehen, dass 

{J x Y' 
7=Y:IJ" 

oder, da 
1 1 1 -+-=-, 
y y' I' 
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L=~{L_1} 
fi' x' f' 

Ferner ist x' + y' = a und somit 

L-~(~-1) fi'- x' f' 

oder endlich 
fi-1 x x+a ax 
7- -7--f-'-+ ff' 

Setzen wir das Differential dieses Ausdruckes der obigen Be
dingungsgleichung entsprechend gleich 0, so erhalten wir nach (18) 

x~ (x+a)~ ax (~+~) 
v v' 11 v' 

-f-+-Y-= ff' . (26) 

Dieser Ausdruck stellt daher die Bedingung fUr die partielle 
Achromatisirung der beiden Linsen dar. Im Allgemeinen ist sie 
nicht unabhangig von dem Objektabstande. 

§ 189. Ziehen wir die Konvergenz der Strahlen in Bezug auf 
die optische Axe an Stelle des Abbildungsverhaltnisses in unsere, 
auf die Feststellung der Bedingungen fUr die Achromasie gerichtete 
Untersuchung hinein, so lasst sich auch auf diese Weise die Be
dingung dafUr aufstellen, dass zwei farbige, von dem Objekt aus
gehende Strahlen parallel zu einander zum Austritt gelangen. 

Sind namlich a und a' die Konvergenzwinkel fiir den ersten 
und letzten Strahl und schneiden diese die Axe in den durch die 
Abscissen x und y bestimmten Punkten, so ergiebt sich sofort aus 
einer Figur oder aus der Helmholtz'schen Formel fUr das Ab
bildungsverhaltnis und (5 a, IV), dass 

. . (27) 

so dass, wenn der Bedingung 8 (:. ) = ° odeI' der in (26) ent

haltenen geniigt ist, damit auch die, dass 8 a' = 0, erfUllt wird; das 
abel' bedeutet, die Strahl en treten aus del' achromatischen Linse als 
parallele Strahlen wieder heraus. 
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§ 190. Ihre niitzlichste Anwendung findet diese Bedingungs~ 
gleichung bei der Achromatisirung von Okularen. Die Strahlen 
fallen von dem durch das Objektiv erzeugten Bilde ausgehend excen
trisch auf das Okular. Die durch die Linsen des Okulars erzeugten 
Bilder entstehen in derselben Weise, als ob die Strahlen von einem 
wirklichen Objekt ausgingen, abgesehen davon, dass die von irgend 
einem Punkte des Bildes kommenden Strahl en nicht die ganze Linse 
fUll en. 

Der Mittelpunkt des Objektivs ist gewohnlich sehr weit entfernt 
von dem Okular im Vergleich mit den Brennweiten der Linsen des 
Okulars. Dividiren wir daher die Bedingungsgleichung (26) durch x 
und lassen x = 00 werden, so wird aus (26) 

odeI' 

a (~+~) 1 1 v v' 
-v /- + -v'j-' = ---,--/~/~,,----,-

a= 
~l'+~/ 

].' • JI' 

1 1 
--;+ --;,,-

. . . . . . . (28) 

Es erscheint als besonders vortheilhaft, die Linsen aus der
selben Glasart herzustellen, indem dann, wenn man zwei farbige 
Bilder zur Deckung bringt, aIle farbigen Bilder vereinigt werden. 
Die Bedingung fUr die Achromatisirung wird dann nach (28) 

_ /+/' a---2-, . . (29) 

oder in Wort en ausgedriickt, der Abstand zwischen den aus derselben 
Glasart hergestellten Linsen muss gleich der halben Summe ihrer Brenn
weiten sein. 

§ 191. Die Bedingungen fUr die Achromatisirung irgend eines 
Systems centrirter dicker sowohl als diinner Linsen lassen sich leicht 
aus del' Ga us s'schen Theorie ableiten. 

Denn es lassen sich nach §§ 78 und 79 die Relationen zwischen 
den Koordinaten eines Punktes und seines Bildes in den Formen 
ausdriicken: 

k (; - a) W - a') + n' 9 (; - a) - n l W - a') - 11 n' 11 = 0 
und 

'1 ; k (;' - a') + n' 9 
7=1'= n' . 

N ehmen wir nun den Punkt (g, '1), C) als fest an, so miissten 
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bei voIlkommener Achromasie die Koordinaten des konjugirten 
Punktes una bhangig von dem besonderen, der Rechnung zu Grunde 
gelegten Strahl sein; und dies gilt flir aIle Werthe von ;, Tj, C. 
Diese Bedingungen lassen sich fiir zwei Strahlen dadurch erfiillen, 
dass. man 

macht. 
Diese Relationen sind gleichbedeutend mit 

og=O, o(nh)=O, 0 (-~) =0 und 0 C~ I) =0. 

Die Grossen g, h, k, l sind aber unter eillander verbunden 
durch die Gleichung 

9 1- Itk=l, 

woraus man durch Multiplikation mit ~ erhiilt: n 

( nl) (k) n 9 -- -nit ~ =~ 
n' n' n' , 

woraus sich ohne Weiteres die Bedingung ergiebt: 

Dieser Bedingung lasst sich aber nur geniigen, wenn man das 
erste und letzte Medium gleichartig sein lasst; in den meisten 
optischen Instrumenten liegt dieser Fall thatsachlich vor. Die an
geflihl'ten Bedingungen lassen sich dann auf drei der vier folgenden 
zuriickflihl'en: 

og=O, o(nh)=O, o (~) =0, 
n 

ol=O. 

Vel'gleicht man hiel'mit die Wel'the del' Kool'dinaten der Kar
dinalpunkte des Systems, so erkennt man ohne Weitel'es, dass .die 
angefiihl'ten Bedingungen damit gleichbedeutend sind, dass man die 
Hauptpunkte und Bl'ennweiten des Systems flir die beiden Farben 
gleichwerthig macht. 
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Bas A.uge und das Sehen durch Linsen. 

§ 192. Das Auge ist ein optisches Instrument, welches im 
Wesentlichen aus einer Reihe brechender, durch krumme Flachen 
begrenzter Medien und einem ausserst empfindlichen, einen Theil 
des Sehnervs bildenden Netz von Nervenfaserchen besteht. Ein in 
das Auge gelangendes Strahlenbiischel wird an den krummen 
}<'lachen gebrochen und auf jenem Netz zu einem Bildpunkt ver-

Fig. 103. 

einigt und der dadurch erzeugte Eindruck durch den Sehnerv dem 
Gehirn iibermittelt. 

Das menschliche Auge, dessen fUr unsere Betrachtung wichtig
sten Theile im ideellen Durchschnitt in Fig. 103 dargestellt sind, hat 
eine annahernd kugelform'ige Gestalt, die vordere Flache ausge
nommen, wo es mit einer etwas starkeren Rundung aus dem iibrigen 
Theil hervortritt. Es ist von einer dicken zahen Hiille S umkleidet, 
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welche, den vorderen hervorstehenden Theil ausgenommen, weiss 
und undurchsichtig ist und die Sehnenhaut oder Sclerotica heisst. 
Dieselbe ist in dem lebenden Auge theilweise entblOsst und wird 
in der Umgangssprache als das "Weisse" des Auges bezeichnet. Der 
starker vortretende Theil des Augapfels ist mit einer dicken, starken, 
durchsichtigen Haut C, der sogenannten Cornea oder Hornhaut 
bedeckt. 

§ 193. Der Augapfel ist ausserdem mit noch zwei anderen 
Bekleidungen versehen; unmittelbar innerhalb der Sclerotica liegt 
ein di:innes Hautchen Ch, die sogenannte Aderha ut oder Choroidea, 
und innerhalb dieser wieder liegt ein anderes diinnes Hautchen, die 
Retina oder Netzhaut R. 

Die Innenflache der Aderhaut ist mit einem schwarz en Pigment 
bedeckt, welches derselben ein sammetartiges Aussehen verleiht. 
Die Funktion dieses Pigmentes besteht darin, durch die Retina ge
drungene Lichtstrahlen zu absorbiren und zu verhindern, dass sie 
von der Retina reflektirt werden, was die Deutlichkeit der erzeugten 
Bilder beeintrachtigen wiirde. Der vordere, von der Sclerotica sich 
abhehende Theil der Aderhaut ist verdeckt und bildet die zusammen
ziehbare, durch eine centrale Oefl'nung, die sogenannte Pupille, dureh
brochene Iris oder Regenbogenhaut 1. Der aussere Rand der Iris 
ist fest mit dem Auge verbunden, wahrend der innere Rand mittelst 
eines starken Muskelbandes, von welchem derselbe umsaumt ist, zu
sammengezogen werden kann, um so die Grosse der Pupille zu 
reguliren. Die Iris hat die Bestimmung, die Lichtmenge zu reguliren, 
welche auf den empfindlichen Theil des Auges fallen soIl. Bei 
hellcm Licht zieht sich die Pupille automatisch zusammen, wahrend 
sie sich bei schwachem Licht erweitert. Die vordere Flache der 
Iris ist bei verschiedenen Menschen verschieden gefarbt und tritt in 
allen Nuancen von blau, braun und grau auf. Ihre hintere Flache 
ist mit schwarzem Pigment belegt, welches wieder dazu dient, 
fremdes, von inneren Reflexionen oder anderen Ursachen herruhren
des Licht zu absorbiren. Kurz bevor die Aderhaut sich von der 
Sclerotica abhebt, spaltet sich die erstere in zwei Schichten; die 
vordere davon stellt die Iris dar, wahrend die hintere ein kreis
fOrmiges Faltensystem c bildet, welches halskrausenartig den ausseren 
Rand der (weiter unten beschriebenen) Linse umschliesst. Diese 
Falten, 70 bis 72 an der Zahl, nennt man die Ciliarfortsatze. 
Unter diesem dunklen Faltenring und daher in Beruhrung mit del' 
Sclerotica liegt ein mit radial auslaufenden Fasern versehenes 
Muskelband, del' sogenannte Ciliarmuskel. 

§ 194. Die Retina ist eine zarte, halbdurchsichtige· Membrane, 
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welche durch die Verbreiterung des Sehnervs gebildet wird, und 
besteht aus den Endfasern dieses Nervs und aus Nervenzellen; sie 
bedeckt das ganze Innere des Augapfels bis zu den Ciliarfortsatzen. 
Genau im Centrum del' Retina befindet sich ein runder gelblicher, 
etwas erhabener Fleck, welcher ungefahr 1,25 mm im Durclllnesser 
misst und eine kleine Einkerbung, die sogenannte ]'ovea centralis, 
tragt. Es ist dieses der Punkt des deutlichen Sehens und die Fovea 
centralis ist der empfindlichste Theil der Retina. Ungefahr 2,5 mm 
innerhalb dieses gelben Flecks befindet sich der Punkt, von wo am 
der Sehnerv seine die Retina bildenden Fasern aussendet; es ist 
dieses der einzige Punkt auf del' Retina, welcher fiir Lichtstrahlen 
ganz unempfindlich ist, und wird daher als der blinde Fleck be
zeichnet. 

§ 195. Im Innern des Auges, etwas hinter der Iris, schwebt 
ein weicher, durchsichtiger Korper, die Krystalllinse, L, welche die 

Gestalt einer Bikonvexlinse hat, deren vor
dere Flache weniger gewolbt ist. als die hin
tere. Die Krystalllinse ist in eine diinne, durch-

@ sichtige Kapsel eingehiillt und wird dul'ch die 
o Ciliarfortsatze in ihrer Lage gehalten. Die Sub

stanz, aus welcher die Krystalllinse besteht, 
ist doppelbrechend und wirkt wie ein uni
axialer, senkrecht zu einer Axe gespaltener 
Krystall. Sie ist aus einer Reihe von iiber-

Fig. 104. einanderliegenden Schichten zusammengesetzt, 
deren Brechungsexponent nach dem Mittel

punkt hin zunimmt; hier befindet sich der feste Kern, welcher einen 
sehr klein en Kriimmungsradius hat und das Licht am starksten bricht. 

Es ist unschwer einzusehen, dass die Wirkung del' Linse ver
moge diesel' Zusammensetzung eine stark ere ist, als wenn sie aus 
einer homogenen Masse bestande, welche denselben Brechungsexpo
nenten besitzt, wie der Kern. Denn man kann, wie in Fig. 104 an
gedeutet, die Linse als eine Kombination einel' Bikonvexlinse emit 
zwei anderen, konkaven Linsen a und b ansehen. Diese konkaven 
Linsen heben bis zu einem gewissen Grade die Wirkung del' Linse c 
auf, abel' nicht in dem Maasse, als wenn ihre Bl'echungsexponenten 
ebenso gross wie derjenige von c waren. Die Brennweite der Linse 
lasst sich experimentell feststellen, und ist ihre Form bekannt, so 
lasst sich auch ihr sogenannter totaler Brechungsexponent bestimmen, 
d. h. der Brechungsexponent, welchen die Linse haben wiil'de, wenn 
sie homogen ware. Aus dem Angefiihrten folgt, dass diesel' totale 
Brechungsexponent grosser als derjenige des Kerns ist. 
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Die Zunahme des Brechungsvermogens bei dem Uebergange 
von den ausseren zu den inneren Schichten del' Linse dient theil
weise dazu, um die Aberration zu korrigiren, indem infolge dieses 
Umstandes die Konvergenz del' Strahlen von dem Rande nach del' 
Axe des Strahlenbiischels hin starker zunimmt. 

§ 196. Del' Zwischenraum zwischen del' Cornea C (Fig. 103) und 
del' Krystalllinse List mit einer durchsichtigen wasserahnlichen 
Fliissigkeit, del' wasserigen Feuchtigkei t odeI' dem humor 
aqueus, A, angefiillt. Den Zwischenraum zwischen del' Krystall
linse Lund del' Retina R fiillt eine andere durchsichtige Fliissig
keit V von einer im Vergleich mit del' erstgenannten Fliissigkeit 
etwas mehr dickfhtssigen Natur aus; dieselbe wird als Glaskorper 
odeI' humor vitreus bezeichnet. Diese beiden Fliissigkeiten, ebenso 
wie die Krystalllinse, sind in durchsichtige, ausserst zarte Membranen 
eingeka psel t. 

Beziiglich ihres Brechungsexponenten unterscheiden sich del' 
Glaskorper und die wasserige Fliissigkeit nur wenig yom Wasser, 
wahrend del' totale Brechungsindex del' Krystalllinse ein wenig 
grosser ist als derjenige des Wassel's. 

§ 197. Um zu untersuchen, welche Veranderungen ein Strahlen
biischel, welches in das Auge gelangt, infolge del' Brechung erleidet, 
miissen wir die Brechungsexponenten del' verschiedenen Medien, aus 
denen das Auge zusamme.ngesetzt ist, und Gestalt und Lage del' die
selben begrenzenden Flachen kennen. Die Brechungsexponenten 
del' verschiedenen Medien lassen sich in ii blicher Weise bestimmen, 
nachdem man sie aus dem Auge herausgenommen hat. Es hat sich 
indessen herausgestellt, dass die Kriimmungen del' Begrenzungs
flachen in dem todten Auge erhebliche Veranderungen erleiden, und 
man ist somit genothigt, die erforderlichen Messungen an dem leben
den Auge vorzunehmen. Die Einzelheiten diesel' Messungsmethoden 
anzugeben, wiirde iiber den Rahmen dieses Buches hinausgehen und 
wir miissen uns daher damit begniigen, kurz das Princip del' Methode 
anzudeuten. Del' Kriimmungsradius einer Flache lasst sich aus del' 
Grosse eines durch Reflexion an derselben hervorgerufenen Bildes 
eines Objektes, dessen Grosse und Abstand bekannt sind, bestimmen. 
Die Schwierigkeit del' Messung del' Bildgrossen liegt in del' stOren
den Beweglichkeit des Auges. Helmholtz hat nun ein Instrument 
erfunden, das Ophthalmometer, welches sich zu diesem, wie zu 
vielen anderen Zwecken verwenden lasst. Die Konstruktion dieses 
lnstrumentes beruht auf del' Thatsache, dass ein in schrager Rich
tung durch eine dicke Glasplatte betrachteter Gegenstand in seiner 
natiirlichen Grosse, aber etwas seitlich verschoben, dem Auge sicht-

Heath-Kanthack. 16 
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bar wird, wobei diese Verschiebung eine urn so grossere ist, je 
grosser der Einfallswinkel der auf jene Glasplatte einfallenden 
Strahlen ist. Das Ophthalmometer besteht aus einem auf kurzen 
Objektabstand adjustirten Fernrohr, vor des sen Objektiv zwei dicke 
Glasplatten derartig angebracht sind, dass die eine Platte die eine 
Halfte des Objektivs, die andere Platte die andere Halfte desselben 
bedeckt. Die Platten lassen sich urn ihre aneinander stossenden 
Kanten drehen; dreht man sie in entgegengesetztem Sinne, so ent
stehen zwei Bilder und der Abstand zwischen dies en beiden Bildern 
lasst sich nach den N eigungswinkeln der Platten zur Fernrohraxe 
berechnen. 1st namlich h die Dicke der Platte, a der Einfalls- und 
(3 der entsprechende Brechungswinkel, so betragt die scheinbare Ver-

h' b d Ob' k hsin(a-p) D' PI t d sc Ie ung es ~e tes: cos p . Ie a ten wer en nun so-

weit gedreht, dass jedes Bild urn seine halbe Lange verschoben wird 
und somit die einander gegeniiberliegenden Bildenden zusammen
fallen. Die Lange des Bildes ist dann gleich dem Abstande zwischen 
den beiden Bildern. 

§ 198. Der Abstand zwischen der Oberfiache der Cornea und 
der Ebene der Iris lasst sich messen, indem man das durch die 
Cornea refiektirte Bild eines hell erleuchteten Objektes beobachtet. 
Der Abstand zwischen der Cornea und dem hellen Bilde ist bekannt; 
betrachtet man nun dieses Bild von verschiedenen Punkten aus, so 
wird es auch auf verschiedene Stellen der Iris projicirt und wenn 
man die Abstande dieser Projektionen von dem Rande der Iris misst, 
so lasst sich der Abstand der Irisebene bestimmen. Naheres iiber 
diesen Gegenstand giebt Idas "Handbuch der physiologischen Optik 
von Helmholtz". 

Die vordere Flache der Cornea hat sehr annahernd die Gestalt 
eines Segmentes eines Rotationsellipsoids, dessen Rotationsaxe sich 
mit der grossen Axe der Ellipse deckt. Die Gestalt der hinteren 
Flache hat sich bis jetzt noch nicht ganz genau feststellen lassen. 
Indessen sind die beiden Flachen der Cornea fast parallel, und da 
die vordere Flache immer durch Wasser, des sen Brechungsindex 
mit demjenigen der wasserigen Feuchtigkeit iibereinstimmt, feucht 
gehalten wird, so wirkt die Cornea wie eine brechende, planparallele 
Platte und verursacht keine Ablenkung eines einfallenden Strahls. 
Man kann daher die optische Wirkung der Cornea vollstandig unbe
riicksichtigt lassen und kann bei optischen Untersuchungen des Auges 
annehmen, dass die wasserige Feuchtigkeit sich bis zur vorderen 
Flache der Cornea erstreckt. 

Die vordere Flache der Krystalllinse ist der Form nach ein 
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Segment eines abge:flachten Spharoids, und die hintere Flache sieht 
man als ein Segment eines Rotationsparaboloids an. 

§ 199. Es sind somit drei Flachen vorhanden, an denen Bre
chung stattfindet, namlich an der ersten Flache der Cornea und an 
den beiden Flachen der Krystalllinse. Die Mittelpunkte dieser 
Flachen liegen fast genau in einer geraden Linie, der optischen 
Axe. Solange als die Richtung der Strahl en nicht erheblich von 
derjenigen der Axe abweicht, kann man die brechenden Flachen 
als mit den durch die entsprechenden Scheitelpunkte gelegten 
spharischen Kriimmungsflachen zusammenfallend ansehen. Die 
Gauss'sche Theorie der Brechung an einer beliebigen Anzahl cen
trirter Kugelflachen lasst sich daher auch auf dies en Fall anwenden 
und die Lage der Brennpunkte, der Hauptpunkte und der Knoten
punkte lasst sich rechnerisch feststellen, sobald die Kriimmungs
radien, die Lagen der brechenden Flachen und die Brechungsex
ponenten der Medien bekannt sind. Listing hat die folgenden 
Zahlen als sehr angenaherte Werthe fiir ein normales Auge ange
geben; bei diesen Angaben ist fiir die Brechungsexponenten derjenige 
der Luft als Bezugseinheit angenommen. 

a) Die Kriimmungsradien der Begrenzungsflachen haben die 
folgenden Werthe: 

1. Fitr die vordere Flache der Cornea 8 mm 
2. Fiir die vordere Flache der Linse 10 -
3. ]'iir die hintere Flache del' Linse 6-

b) Die Abstande zwischen den brechenden Flachen betragen: 
Zwischen der vorderen Flache der Cornea 

und del' vorderen Flache der Linse . 
Dicke del' Linse 

4mm 
4 -

Zwischen der hinteren Flache del' Linse 
und der Retina . 13 

c) Die Brechungsexponenten der Medien sind: 
103 

1. Fiir die wasserige Feuchtigkeit 77 

2. Fiir die Linse (total) 

3. Fiir den Glaskorper. 

16 
11 
103 
77' 

Aus diesen Daten berechnete Listing die Lagen der Kardinal
punkte nach del' G a us s 'schen Theorie und fand die folgenden 
Werthe: 

1. Der erste Brennpunkt liegt 12,8326 mm VOl' der Cornea und 

16* 
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der zweite Brennpunkt 14,6470 mm hinter der hinteren Flache 
der Linse. 

2. Der erste Hauptpunkt liegt 2,1746 mm, der zweite 2,5724 mm 
hinter der Cornea; der Abstand zwischen beiden ist somit 0,3978 mm. 

3. Der erste Knotenpunkt liegt 0,7580 mm, der zweite 0,3602 mm 
vor der hinteren Flache del' Linse. 

4. Die erste Brennweite betragt somit 15,0072 mm, die zweite 
20,0746 mm. 

Die optische Wirkung dieses typischen Auges stimmt sehr an
genahert mit derjenigen eines natiirlichen Auges iiberein, und be
riicksichtigt man die individuelle Unterschiedlichkeit des Auges, so 
stell en die oben angefiihrten Zahlen eine vollstandig geniigende 
Annaherung an das natiirliche Auge dar. 

§ 200. Wir sehen aus Obigem, wie in Fig. 105 dargestellt, dass 
die beiden Hauptpunkte, ebenso wie die beiden Knotenpunkte sehr 

Fig. 105. 

dicht ne ben einander liegen, so dass man, olme einen erhe blichen 
Fehler zu begehen, in beiden Fallen dieselben als zusammenfallend 
ansehen kann. Unter Zugrundelegung dieser Annahme gelangen wir 
zu noch einfacheren Werthen, welche dem Listing'schen reducirten 
Auge entsprechen. Der Hauptpunkt liegt hier 2,3 mm hinter der Cornea 
und der Knotenpunkt 0,5 mm VOl' der zweiten Flache der Linse. Ein 
solches Auge ist aquivalent einer einzelnen brechenden Kugelflache, 
deren Scheitel mit dem Hauptpunkte und deren Mittelpunkt mit dem 
Knotenpunkte des Auges zusammenfallt, den Brechungsexponent wie 

vorher . zu 17°; vorausgesetzt. EiR Punkt und dessen Bild auf der 

Retina miissen in einer durch den Knotenpunkt gehenden Linie 
liegen; wenn wir daher feststellen wollen, in welcher Richtung ein 
Objektpunkt liegt, des sen Bild beziiglich seiner Lage auf der Retina 
gegeben ist, so haben wir nur den Bildpunkt mit dem Knotenpunkte 
zu verbinden und diese Linie auswarts zu verHingern. 

§ 201. Wenn das Auge unthatig ist, so ist es klar, dass die 
Bilder nur solcher Punkte, welche innerhalb einer einzigen Flache 
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liegen, genau auf die Retina fallen konnen. Die Gestalt und Lage 
dieser Flache lasst sich aus den optischen Konstanten des Auges 
berechnen. J edem in dieser Flache liegenden Objekt entspricht ein 
del' urspritnglichen Figur ahnliches, abel' umgekehrtes Bild auf del' 
Retina, wobei die Linien, welche zusammengehOrige Objekte und 
Bildpunkte verbinden, aIle durch den Knotenpunkt gehen. Wenn 
abel' ein Punkt nicht auf dieser flache liegt, so wird auch sein 
Bild nicht auf der Retina liegen, sondern vor oder hinter derselben. 
In beiden Fallen schneidet die Retina das gebrochene Strahl en
biischel nicht in einem einzigen Punkt, sondern innerhalb eines 
diffusen Lichtkreises. Hieraus folgt, dass ein unbewegliches Auge 
nur solche Objekte deutlich sehen kann, welche in einer bestimmten 
Flache liegen, und ziehen wir nur Lichtstrahlen in Betracht, welche 
kleine ·Winkel mit der Axe des Auges einschliessen, so kann man 
diese Flache als eine Ebene ansehen. AIle ausserhalb dieser Ebene 
liegenden Objekte oder Theile von Objekten geben undeutliche 
Bilder, in welchen Diffusionskreise leuchtenden Punkten des Ob
jektes entsprechen. 

Die Erfahrung hat uns indessen gelehrt, dass ein Auge fiihig 
ist, fast in jeder Entfernung deutlich zu sehen; es muss daher· eine 
Vorrichtung vorhanden sein, welche das Auge verandert und ihm 
gestattet, willkiirlich in verschiedenen Entfernungen zu sehen. Diese 
Fahigkeit des Auges, sich gegebenen Bedingungen entsprechend zu 
verandern, bezeichnet man als sein Akkommodationsvermogen. 
Man hat noch nicht mit absoluter Genauigkeit feststellen konnen, 
auf welche Entfernung ein unthatiges, d. h. nicht in Folge seiner 
Bethatigung akkommodirtes, Auge eingestellt ist, abel' man nimmt 
allgemein an, dass ein passives normales Auge auf unendlich fern 
liegende Objekte eingestellt ist, so dass in dem ruhenden Auge der 
zweite Brennpunkt des Auges sich auf der Retina befindet. Hieraus 
folgt, dass, wahrend das Auge sich auf nahe Objekte akkommodirt, 
Akkommodation nur in einer Richtung stattfindet. 

§ 202. Experimentell hat es sich feststellen lassen, dass die 
Akkommodation durch Veranderung del' Gestalt der brechenden 
Flachen des Auges bewirkt wird. Wahrend das Auge sich auf nahe 
Objekte akkommodirt, wOlbt sich die vordere Flache der Krystall
linse etwas starker und nahert sich del' Cornea; dieses ist besonders 
bei demjenigen Theil del' Linse der Fall, welcher nicht von der 
Iris bedeckt ist und sich so durch die Pupille hindurch wolbt. 
Diese Veranderungen lassen sich mit Hilfe des folgenden Experi
mentes beobachten. Wird ein brennendes Licht seitlich neb en das 
Auge gestellt in einem im Uebrigen verdunkelten Raume und sieht 
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man von der anderen Seite aus in das Auge, so erblickt man in 
Folge der Refiexionen an den brechenden FHichen des Auges drei 
Lichtbilder der Flamme; das erste, ein virtuelles, aufrechtstehendes 
Bild, riihrt von der vorderen Flache der Cornea her; das zweite, 
ebenfalls aufrechtstehende, aber bedeutend schwachere und etwas 
grossere Bild riihrt von der vorderen Flache der Linse her; das 
dritte ist heller und ist ein umgekehrtes reelles Bild und entsteht 
durch Refiexion an der zweiten Flache der Linse. Wenn nun das 
Auge erst einen sehr fernen und dann einen ganz nahe liegenden 
Gegenstand fixirt, so wird das zweite Bild sichtlich kleiner und 
nahert sich dem ersten Bilde, ein Beweis, dass die vordere Flache 
der Linse sich starker gewolbt und der Cornea genahert hat. 

Statt einer Flamme wendet man bessel' einen mit zwei Lochern 
durchbohrten Schirm an, durch welchen man das Licht hindurch
fallen lasst; del' Abstand zwischen den refiektirten Bildern diesel' 
Punkte lasst sich mittelst des Ophthalmometers messen. 

§ 203. Die folgende Tabelle veranschaulicht die wahrend der 
Akkommodation auftretenden Veranderungen in den optischen Kon
stant en des Auges; die Abstande del' Kardinalpunkte sind hierbei 
auf den Scheitel del' Cornea bezogen und in mm ausgedriickt. Die 
Brechungsexponenten del' Medien sind dieselben wie die oben an
gegebenen. 

Kl'iimmungsl'adius del' Cornea. . . . . . . 
- vol'del'en LinsenfHiche . 

hinter en 
Lage del' ersten Linsenflache . 

- zweiten 
des ersten Brennpunktes 

Hauptpunktes 
- zweiten 
- ersten Knotenpunktes 

zweiten 
Brennpunktes 

Erste Brennweite . 
Zweite . . . . . . 

Ruhendes Auge, Akkommodirtes 
Auge, eingestellt 

eingestellt auf aufnaheliegende 
Fernsicht Gegenstiinde 

8 
10 

6 
3,6 
7,2 

-12,9 
1,9 
2,4 
7,0 
7,4 

222 
14;9 
19,9 

8 
6 
5,5 
3,2 
7,2 

-11,2 
2,0 
2,5 
6,5 
70 

20;2 
13,3 
17,8 

§ 204. Wie wir wissen, ist, wenn sich das Auge in irgend 
einer Stellung in Ruhe befindet und fUr einen Gegenstand akkom
modirt ist, das Sehen nur fUr einen Punkt, die Fovea centralis, deut
lich; dies gilt abel' auch nul' von einer sehr kleinen, diesen Punkt 
umgebenden Flache. Das Auge ist indessen mit einer sehr grossen 
Beweglichkeit begabt und bringt in einem unglaublich kurzen Zeit-
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theilchen die verschiedensten Punkte entfernter Gegenstande in den 
Kreis des deutlichen Sehens. Wir sind hierdurch fahig, uns eine 
klare Vorstellung von einem Korper odeI' einer Flache von betracht
licher Ausdehnung zu machen. Hierbei wird das Auge wesentlich 
unterstutzt durch die Dauer des Lichteindrucks, welchen dasselbe 
empfangt. Experimentell hat man festgestellt, dass diese Dauer von 
der Art des Lichtes abhangt. Fur starkes Licht giebt Helmholtz 
1/24 Sekunde und fur schwaches Licht 1/10 Sekunde als die Dauer des 
Eindrucks an. Lissajou und Andere bezeichnen 1/30 Sekunde als 
die untere Grenze fUr die Dauer eines Lichteindrucks. Wenn daher 
ein Fleck auf der Retina periodisch Lichteindrucke empfangt, so 
werden sich diese Lichteindrucke, wenn die Periodicitat genugend 
klein ist, zu einem kontinuirlichen Eindruck summiren, welcher die
selbe Intensitat aufweist, welche entstehen wurde, wenn das ganze 
einfallende Licht irgend einer Periode gleichformig itber dieselbe 
vertheilt ware. 

§ 205. Betrachten wir ein Auge in einer festen Stellung, so 
ist das Gebiet des deutlichen Sehens nur klein und man kann die 
Kritmmung der Retina innerhalb dieses Sehfeldes vernachlassigen 
und die Lage eines Punktes auf derselben auf ein ebenes Koordi
nat en system beziehen. 

Das Auge ist indessen in seinem Sockel beweglich, so zwar, 
dass seine Axe bis zu fast 55° allseitig aus seiner Mittelstellung 
schwingen kann. Den entsprechenden korperlichen -Winkel, inner
halb dessen also Gegenstande vermoge der Beweglichkeit des Auges 
gesehen werden konnen, nennt man das Sehfeld. Das durch aussere 
Eindritcke in einem einzelnen Auge erzeugte Bild liesse sich voll
standig darstellen durch Punkte und Linien auf einer spharischen 
Flache, deren Mittelpunkt eben jener Punkt ist, um welchell das 
Auge drehbar angeordnet ist; es ist indessen fUr praktische Zwecke 
bequemer, die gesehenen Gegenstande auf eine ebene, statt auf eine 
spharische Flache zu projiciren. Denken wir uns in einiger Ent
fernung von einem bis zum Boden reichenden grossen Fenster stehend, 
und nehmen wir ferner an, es seien die durch ein einzelnes Auge 
durch das Fenster gesehenen Gegenstande auf das Glas gemalt genau 
in den Stellungen, in welchen sie dem Auge durch das Glas er
scheinen, so wird eine solche Darstellung eine perspektivische 
Ansicht des Gesehenen reprasentiren. Die Projektion irgend eines 
Punktes ist derjenige Punkt, in welchem die Ebene des Fenstel's 
von einer jenen Punkt mit dem Mittelpunkt des Auges verbindenden 
Linie geschnitten wil'd. Die Projektion einer geraden Linie wird 
dahel' wieder eine gerade Linie sein mitssen; denn wir haben nur 
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eine Ebene durch den Mittelpunkt des Auges und die gegebene 
gerade Linie gelegt zu denken, es kann diese Ebene die Bildebene 
nul' in einer geraden Linie schneiden und eben diese gerade Linie 
stellt die Projektion del' gegebenen geraden Linie dar. Vereinigen 
sich eine Reihe von Linien in einem Punkt, so laufen auch ihre Pro
jektionen in einem Punkt zusammen, und es ist diesel' Punkt die 
Projektion des Schnittpunktes del' gegebenen Linien. Insbesondere, 
wenn die gegebenen Linien parallel sind, so laufen ihre Projektionen 
in einem Punkt zusammen. Um diesen Punkt durch eine geo
metrische Konstruktion zu bestimmen, ziehen wir von dem Centrum 
des Auges aus parallel den Linien unseres Systems eine gerade Linie 
nach del' Bildebene. Diesen Punkt nennen wir den Fluchtpunkt 
des Systems. Vertikale Linien projiciren sich wieder als vertikale 
Linien. In diesen Bemerkungen liegt del' Grundgedanke del' Lehre 
von del' linearen Perspektive, und aus den hier dargelegten Prin
cipien lassen sich leicht die gewohnlichen einfachen Regeln fUr die 
Konstruktion del' Projektionen von Umrissen gegebener Objekte 
ableiten. 

§ 206. Die Retina beider unserer Augen nehmen Eindriicke 
auf, wenn wir auf irgend einen Gegenstand blicken, und in gewissen 
Stellungen del' Augen sehen wir zwei von den beiden Retina her
riihrende Bilder, wahrend wir in anderen Stellungen nul' ein Bild 
erblicken. Jedem Punkte del' einen Retina ist ein Punkt del' an
deren Retina, ein sogenanntel' Deckpunkt, zugeordnet. Wenn nun 
die von den beiden Augen herl'iihrenden Bilder eines Objektpunktes 
auf solche Deckpunkte fallen, so sehen wir nur einen Punkt, in 
jedem anderen Falle dagegen zwei Punkte. Die Punkte auf del' 
Retina eines Auges lassen sich auf zwei Meridiane, welche wir uns 
als von zwei durch die Axe des Auges gelegten Ebenen gebildet 
denken, beziehen. Wird das Auge in horizontalel' Lage vorwarts 
gerichtet, so entsprechen den Punkten auf dem Horizont Bildpunkte, 
welche auf einem Meridian liegen, welchen wir als den N etzha u t
horizont bezeichnen wollen. Ebenso erscheinen gewisse Linien 
dem Auge als vertikale Linien; das Netzhautbild solcher vertikaler 
Linien auf del' Retina stellt einen Meridian dar, welch en wir den 
scheinbar vertikalen Meridian nennen. Durch Versuche ist 
Helmholtz zu dem Schlusse gelangt, dass del' Netzhauthorizont 
fiir beide Augen wirklich horizontal ist, dass abel' die scheinbar 
vertikalen Meridiane nicht genau rechtwinkelig zumNetzhauthorizont 
gerichtet sind, vielmeh1' an ihl'em obe1'en Ende nach aussen diver
giren. Die Neigung eines jeden diesel' Meridiane zur wirklichen 
Vertikalen ist die gleiche und beide schliessen mit einander einen 
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Winkel von 2° 22' bis 2° 33' ein. Helmholtz hat auch gefunden, 
dass bei normalen Augen sowohl die Punkte des deutlichen Sehens, 
als auch die Netzhauthorizontale und scheinbaren Vertikalen in bei
den Augen aus Deckpunkten bestehen; dass ferner das Namliche 
gilt von Punkten auf dem Netzhauthorizont bei gleichem Abstande 
vom Ursprung, ebenso wie von Punkten auf den scheinbaren Ver
tikalen bei gleichem Abstande von dem Ursprunge. Da nun das 
deutliche Sehfeld nicht gross ist und wir die Retina in der Gegend 
del' Fovea centralis als nahezu eben ansehen konnen, so haben wir 
auf jeder derselben ein Paar natiirlicher schiefwinkeliger Axen, auf 
welche wir aIle anderen Punkte beziehen konnen. Das Auge ver
mag sehr wohl die Parallelitat von Linien zu beurtheilen und wir 
konnen hieraus den Schluss ziehen, dass Parallele auf der Retina 
als Parallele erscheinen, so dass aus den obigen Bemerkungen folgt, 
dass Punkte, deren Koordinaten in den beiden Retina die gleichen 
sind, Deckpunkte sind. Oder del' symmetrischen Anordnung del' 
Axen entsprechend konnen wir sagen: Deckpunkte sind von jedem 
del' Netzhauthorizontalen und von jedem del' scheinbaren vertikalen 
Meridiane gleich weit entfernt. 

§ 207. Was nun auch immer die Richtungen sein mogen, nach 
welch en die Augen gedreht sein mogen, es werden stets solche Ob
jektpunkte vorhanden sein, welche man als einfache Punkte erblickt; 
den geometrischen Ort solcher Punkte nennt man das Horopter. 
Wir werden sehen, dass dieses Horopter im Allgemeinen eine ge
schlungene kubische Kurve ist, welche wir uns als Schnitt zweier 
Hyperboloide mit einer gemeinsamen Erzeugenden denken konnen. 

------~~~----J( --------~--~--_~I 

Fig. 106. Fig. 107. 

N ehmen wir in beiden Augen die optische Axe als die Z-Axe, 
den Netzhauthorizont als die X-Axe eines rechtwinkeligen Koordi
natensystems an und bezeichnen, wie in Figuren 106 und 107, mit 
Odie Neigung des scheinbaren vertikalen Meridians zum Horizont 
dereinen Netzhaut, so dass 7r- 0 diejenige des Horizontes del' an
deren Netzhaut ist, so erhalten wir als die Gleichungen der schein
baren V ertikalen: 
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x sin () - y cos () = 0 1 
x'sin () + y' cos () = 0 J' 

Ferner sind (x, y) und (x', y') die Koordinaten von Deck
punkten, vorausgesetzt, dass 

y=y', 
und 

x sin () - y cos () = x' sin () + y' cos (). 

Decklinien auf den N etzh1tuten lassen sich dann folgender
maassen charakterisiren: 

T", (x sin () - Y cos ()) + Ty Y + Tz = 0, 

T", (x'sin(}-y'coS(}) + Tyy'+ Tz = O. 

Verbindet man nun Deckpunkte auf den beiden Netzh1tuten 
durch gerade Linien mit den Knotenpunkten der beiden .Augen, so 
kann man diese Linien als korrespondirende Sehlinien be
zeichnen. Schneiden sich beide in ihrer Verl1tngerung nach aussen, 
so erscheint der Schnittpunkt als einfaches Bild. Ganz analog erh1tlt 
man, wenn man Decklinien auf der Netzhaut mit den Knotenpunkten 
verbindet, zwei Ebenen, welche man als korrespondirende Seh
eben en bezeichnen konnte. Jedes innerhalb solcher korrespondiren
den Ebenen gelegene Linienpaar erscheint als einfache Linie. 

Sind 
.7:=0, y=O, Z=C; x'=O, y'=O, z'=c 

die Koordinaten der Knotenpunkte, so erh1tlt man ohne Wei teres als 
Gleichungen eines Paares korrespondirender Sehebenen 

T",(xsin(}-ycos(}) + Tyy + Tz (z-c) = 0, 

Tx(x'sin(}-y'coS(}) + Tyy'+ Tz (z'-c) = 0, 

denn beide Ebenen gehen durch den Knotenpunkt und schneiden 
die Netzh1iute in Decklinien. 

Bislang haben wir unseren Gleichungen ein besonderes .Axen
system fUr jedes .Auge zu Grunde gelegt; es ist indessen zweck
m1tssig, aIle Punkte auf ein festes .Ax en system im Raum zu beziehen . 
.Angenommen, dass nach erfolgter Transformation die .Ausdriicke 

.7: sin () -y cos (), y, Z - C 

die Form P, Q, R annehmen, cos P, Q, R lineare Funktionen der 
Koordinaten sind und dass eine analoge Bezeichnungsweise fUr die 
iibrigen Koordinaten gilt, so erhalten die Gleichungen eines Paares 
korrespondirender Sehebenen die Form: 
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rx P + ry Q + rzR = 0, 

rx P"+ ry Q'+ rzR'= 0. 

251 

Aus diesen Gleiehungen ergiebt sieh, dass sieh dureh irgend 
einen Punkt im Raume eine Linie ziehen lasst, welehe als einzelne 
Linie erbliekt wird. Denn substituirt man in den Ausdrueken fitr 
P, Q, R, P', Q', R' die Koordinaten jenes Punktes, so dienen die 
beiden Gleiehungen dazu, urn die Verhaltnisse rx: ry : rz zu be
stimmen. Diese Gleiehungen erhalten indessen eine unbestimmte 
Form, so bald 

und als Folge hiervon 

PR'-P'R=O, 

QR'-Q'R=O, 

PQ'-P'Q=o 

wird; sobald diese Bedingungen erfiillt sind, lassen sieh unendlieh 
viele Linien dureh den gegebenen Punkt ziehen, welehe alle als 
einfaeh gesehene Linien erseheinen mussten, woraus sieh ergiebt, 
dass del' Punkt selbst als einfaeher Punkt erbliekt wird. Die letzte 
Gleiehungsgruppe bestimmt das Horopter. 

Die Gleiehungen 
PR'-P'R=O, 

QR' -Q'R=O, 

stellen Hyperboloide mit gemeinsamer, dureh die Gleiehungen 

bestimmter Erzeugenden dar. 

R = ° 1 
R'= ° J 

Eliminiren wir R' in den Gleiehungen der Hyperboloide, so 
erhalten wir die Gleiehung 

(P Q' - P' Q) R = ° ; 
ist daher R nieht gleieh 0, so haben wir die dritte Gleiehung 

PQ'-P'Q=O. 

Die Punkte auf del' gesehlungenen, dureh die beiden ersten 
Gleiehungen bestimmten kubisehen Kurve genugen daher aueh del' 
dritten Gleiehung. Das Horopter hat daher die Gestalt einer ge
sehlungenen kubisehen Kurve. Die Form der Gleiehungen zeigt, 
dass die Kurve dureh die Knotenpunkte beider Augen geht. 

Die zwei beliebige Punkte des Horopters verbindende Linie 
erbliekt man als einzelne Linie; hieraus folgt, dass dureh irgend 
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einen Punkt des Horopters unendlich viele, einzeln erblickte Linien 
gelegt werden konnen und dass diese Linien auf einem Konus zweiter 
Ordnung, dessen Spitze mit dem gegebenen Punkt zusammenfallt, 
liegen. 

§ 208. Bei einer bestimmten Stellung der Augen kann der 
Fall eintreten, dass das Horopter eine Ebene darstellt. Dieses ist 
dann der Fall, wenn beide Augen horizontal gegen den Horizont 
gerichtet sind. In diesem FaIle konnen wir den Koordinatenursprung 
in einen in der Mitte zwischen den Augen und iu der Ebene der 
Netzhiiute liegenden Punkt verlegen, wiihrend die Z-Axe in die ge
gebene horizontale Richtung fiillt und parallel zu den Axen beider 
Augen gerichtet ist und die Y-Axe vertikal steht. 1st a del' Abstand 
zwischen den beiden Augen, c der Abstand des Knotenpunktes von 
den Netzhiiuten, so lautet die Gleichung eines Paares korrespondiren
der Sehebenen 

r x { (x, - a) sin {} - Y cos {} } + ry Y + rz (z - c) = 0, 

r", { (x + a) sin {} + Y cos {} } + ry Y + rz (z - c) = O. 

Diesen Gleichungen ist flir siimmtliche Werthe von 
geniigt, vorausgesetzt, dass 

y cos {} + a sin {} = 0 

ist. Die Gleichung des Horopters ist somit: 

r : r . r 
::e !J - Z 

y=-atg{}. . . . . . . . . (1) 

Dasselbe ist eine zum Horizont parallel gerichtete Ebene, welche durch 
den Schnittpunkt der scheinbaren vertikalen .1lferidiane geht. 

Nach Helmhol tz fiillt beim normal konstituirten Menschen 
diese Ebene sehr angeniihert mit der Fussbodenebene zusammen 
und es ist nicht unwahrscheinlich, dass die Obllquitiit der schein
baren vertikalen Meridiane in dieser Relation der Fusspunktebene 
zu den Augen ihre Begriindung findet. 

§ 209. Un sere Fiihigkeit, die Entfernungensichtbarer Korper 
abzuschiitzen, beruht in erster Linie auf der Thatsache, dass wir 
zwei Augen haben. Wiihrend wir successive den Blick auf Punkte 
verschiedener Entfernung richten, miissen wir die Konvergenz der 
Axen beider Augen verandern, und der Grad der Konvergenz dieser 
Axen, wahrend der Blick auf irgend einen Punkt gerichtet ist, ver
schafft uns eine Vorstellung von der Entfernung dieses Punkt'es. 
Entfernungen vermag indessen auch das eillzelne Auge abzuschatzen, 
indem es die den Veranderullgen der Stellullg des Beobachters ent
sprechenden Lagenanderungen der Objekte beobachtet. 
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Unsere Vorstellung der Korperliehkeit beruht auf dem Vor
handensein zweier Augen. Die jedem der beiden Augen sieh dar
bietenden Ansiehten weiehen urn ein Weniges von einander ab, ent
spreehend der kleinen Abweiehung der Stellung der Augen zum 
Objekt; dureh die Versehmelzung der von den Retina aufgenommenen 
EindrUeke erhalten wir die Vorstellung der Korperliehkeit. Dieser 
Vorgang lasst sieh in leiehter Weise am Stereoskop veransehauliehen. 
Dieses Instrument wurde von Wheatstone erfunden behufs Ver
einigung zweier versehiedener auf photographisehem Wege herge
stellter Bilder, deren jedes von je einem Auge betraehtet wird. 
Diese beiden Bilder stimmen nieht vollkommen Uberein; vielmehr 
sind dieselben mit Hilfe einer photographisehen Kamera hergestellt, 
welehe mit zwei in geringem Abstande von einander gefassten Linsen 
versehen ist, so dass die mit diesem. Apparat gemaehten Aufnahmen 
zwei verschiedene Ansiehten eines Gegenstandes darstellen, wie diese 
sich thatsaehlieh bei einer Betrachtung mit dem einen oder anderen 
Auge dem Beobaehter darbieten. l\1ittelst Spiegel oder Prismen 
werden diese beiden Bilder zurDeekung gebraeht und erzeugen 
dadureh den namliehen Eindruek, als habe man korperliehe Objekte 
vor sieh, d. h. jeder Gegenstand erseheint dem Auge plastiseh. SolI 
die stereoskopische Darstellung eine vollkommene sein, so mUssen in 
unendlicher Entfernung liegende Punkte bei parallel geriehteten 
Augenaxen auf Deekpunkte der beiden N etzhaute fallen. Werden 
nun die Bilder innerhalb derselben Ebene in eine Entfernung von 
einander gerUekt, welehe noeh kleiner ist als die soeben bestimmte, 
so entsprieht der hierdureh erhaltene Eindruek demjenigen eines 
Reliefbildes. 

A ~O'----y------'A 
a a 

Fig. 108. 

§ 210. Die Veranderungen, welehe bei der Annaherung zweier 
stereoskopiseher Bilder gegen einander auftreten, lassen sieh unter 
Zugrundelegung eines Axensystems sehr wohl analytiseh untersucben. 

A und A' seien in Fig. 108 die Mittelpunkte beider Augen, 2 a 
deren Abstand von einander. 
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Man nehme 0, den Mittelpunkt von A A', als Koordinaten
ursprung, OA als die positive Richtung der X-Axe und eine durch 
o gelegte Horizontale als Z-Axe. 1st nun P irgend ein Punkt, Q 
und Q' die Schnittpunkte der Linien AP und A' P mit der Ebene 
z = b, so sind Q und Q' als die stereoskopischen Projektionen des 
Punktes P anzusehen. Sind (~, '1, C) die Koordinaten von P, (u, v, b) 
und (It', "I, b') diejenigen von Q und Q', so hat AP die GIeichung 

x-a y z 
;-a =----;;=T· 

Setzen wir daher z = b, so ergeben sieh aus den GIeichungen 
u-a h "b . 
~ = -,- und -'1- = T fur u und " dIe Werthe 

u=a+_b_(;_a) , 
b 

v=-,-'1 

). • • • • • • • (2) 

Analog finden wir nach entsprechender Veranderung des V 01"

zeichens von a 

. . . . . . (3) 

Durch Kombination beider Gleichungspaare erhalten wir 

2ab 
2a+u' -u=-,-=e. . . . . . (4) 

Diese Grosse e nennt man die stereoskopische Differenz. 
Sie ist konstant fur aIle Punkte innerhalb jeder beliebigen, zu OZ 
senkrecht gerichteten Ebene und verschwindet fur unendlieh ent
fernte Punkte. 

Kennen wir die Koordinaten der Projektionen Q und Q', so 
sind damit diejenigen des Punktes P bekannt. Denn bezeichnen 
wir mit x das arithmetische Mittel zwischen u und u', so folgt aus 
(2), (3) und (4) 
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oder 
~ x 
, b 

b 
. . . . . . . . . (5) 

v 

1 e 
-,- - 2ba 

§ 211. Denkt man sich nun das rechtsseitige Bild nach links, 
das linksseitige nach rechts verschoben und zwar beide um die 
Strecke 7), so wird x unverandert bleiben, wahrend eden neuen 
Werth e + 2 7) erhalt. N ehmen wir ferner an, der Maasssta b der 
ursprunglichen Zeichnung werde im Verhaltnis von 1: n verjungt, 
so dass wir fur ~, 7), r; der Reihe nach n~, n 7), n r; setzen mussen, 
und bezeichnen die Koordinaten des dem Punkte . (~, 7), r:) kor
respondirenden Punktes nach der angenommenen Transformation 
mit (~', 7)', r;'), so ist 

~' x ~ 
,,=T=-,-' 

1 e+2'1 1 'I --------+-
" - 2 a b - n' a b . 

. . . . (6) 

ab 
Setzen wir der Kurze halber in (6) -;;- = p, so ist 

111 
" = --;;r + p' . . . . . . . . (7) 

Hieraus folgt, dass aIle ursprunglich in unendlich grosser Ent
fernung liegenden Punkte nach der Transformation Punkten der 
Ebene 

z=p 
entsprechen. 
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DieseEbene hat man als die Hauptebene des Reliefbildes 
bezeichnet. 

J ede Ebene des urspriinglichen Systems stellt sich nach der 
Transformation wieder als Ebene dar. Denn die Gleichung 

A~+B'1+C'+D=O 

erhalt, wenn man die Grossen (~', r;', C') einfiihrt, und durch C, 
dE)ssen Werth sich aus (7) ergiebt, dividirt, die Form 

oder 

Es lasst sich leicht nachweisen, dass die Transformation einer 
Reihe von Ebenen, welche durch eine Linie hindurchgehen, wieder 
eine Reihe von Ebenen ergeben, welche durch eine Linie gehen. 

Eine Reihe paralleler Ebenen erhiilt man, wenn man DaIs 
variablen Parameter auftreten lasst. Die transformirten Ebenen 
gehen dann, wie ohne Weiteres einzusehen ist, durch eine durch die 
Gleichungen 

bestimmte Linie. 

A~'+Btl+CC' = O} 

" = p 

Hiermit ist eine Reihe von parallelen Ebenen in eine Reihe 
von Ebenen transformirt, welche durch eine in der' Hauptebene 
liegende Linie gehen. 

Ferner bleibt jede durch den Ursprung gelegte Ebene von der 
Transformation unberiihrt. Dies erhellt, wenn wir in den vorher
gehenden Gleichungen D = 0 werden lassen. 

Aus dies en Satzen folgt ohne Weiteres, dass eine Reihe von 
Linien, welche sich in einem Punkte schneiden, bei der Trans
formation in eine andere Reihe in einem Punkte sich schneidender 
Linien iibergehen, und dass eine Reihe paralleler Linien durch die 
Transformation zu einem System von Linien wird, welche sich inner
halb der Hauptebene in einem Punkte schneiden. 

Ferner folgern wir aus Gleichung (7) 

~= ,', 
unter der Voraussetzung, dass 

~{n-l}=_l 
C, n p , 
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odeI' ,= p(n-l) 
n 

ist. Ferner ist in demselben Fall ~=~', TJ='1)', so dass ein jeder 
Punkt del' Ebene 

. (8) 

bei del' Transformation keine Verschiebung erfahrt. Diese letztere 
Ebene bezeichnet man als die Kongruenzebene. 

Riickt die Kongruenzebene unendlich nahe an die Hauptebene 
heran, d. h. wird n unendlich gross, so wird aus dem Reliefbild 
eine perspektivische Zeichnung. 

Ein Reliefbild, bei welchem die Entfernungen und Tiefen sehr 
vie I kleiner sind als bei dem Original, bringt in Bezug auf Form 
und Grossenverhaltnisse, selbst bei binokularer Betrachtung, den 
Eindruck des korperlichen Originals hervor und stellt daher eine 
weit vollkommenere Nachbildung des Objektes dar, wenigstens, was 
dessen Gestalt anbetrifi't, als dies bei del' ebenen Darstellung jemals 
moglich ist. 

Das Sehen durch eine diinne Linse. 

§ 212. Beslimmung des Sehwinkels, unler welch em ein in der Linsen
axe liegendes Auge ein Objekt erblickt. 

Bedeuten in Fig. 109 /3 und ,3' die linearen Dimensionen des 

Fig. 109. 

Objektes und seines Bildes, x und x' deren Entfernungen von dem 
erst en resp. zweiten Hauptpunkt, so ist 

x' 
/1'=-/1- . 

x 

Bezeichnet man mit ~ den Abstand des Auges von dem zweiten 
Hauptpunkt, so dass ~ - x' den Abstand des Bildes von dem Auge 
darstellt, so ist die Grosse des Winkels 8, unter welchem del' auf 

Heath·Kanthack. 17 
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einer Seite der Axe liegende Theil des Bildes von dem Auge er
blickt wird, gegeben durch die Gleichung: 

. . . . . . (9) 

Mathematisch l1isst sich dahel' die Grosse des Winkels {} be
liebig der:jenigen eines rechten Winkels nahern, wenn man nur x' fast 
ebenso gross wie f werden lasst. Der physiologische Vorgang des 
Sehens setzt indessen diesel' beliebigen Annaherung an den l'echten 
Winkel eine Grenze, indem das Auge, sobald ein bestimmter Ab
stand unterschritten wird, das Bild nicht mehr deutlich zu erkennen 
vermag. Bezeichnet A den kleinsten zulassigen Abstand fiir das 
deutliche Sehen, so erhalt man als grossten Werth fiir {}, wenn man 
f - x' = A werden lasst, namlich 

(J x' 
tg' fJ = - T . x ........ 10) 

Das Minuszeichen deutet an, dass das Bild ein umgekebrtes ist. 
§ 213. Fallt das Bild auf die andere Seite del' Linse, so wird 

.x' negativ und {} el'halt dann seinen grosstmoglichen Werth, wenn 
man das Auge moglichst nabe an die Linse bringt. In diesem FaIle 
ist f so klein, dass man esgewohnlich vernachlassigen kann, und 
man erhalt dann aus (9) als angenahel'ten Werth von f} 

tgfJ=L .......... (11) 
x 

Hieraus folgt, dass wir rein geometrisch tg {} dul'ch Verkleine
rung von x einen beliebig grossen Werth geben konnen. Es ist nun 
nach (14, IV) 

1 1 1 -+-=-
x .x' f' 

. . . . • (12) 

und setzt man hierin x' = - A, so el'halt man als die Gleiclmng fiir 
den Fall, dass x' seinen kleinsten Werth el'reicht hat, 

1 1 1 -=--+-. 
a; )" f 

Del' grosste Sehwinkel, unter welchem ein Objekt deutlich ge
sehen werden kann, ist somit nach (11) bestimmt durch die Formel 

tgfJ={J (++ ~ ) ........ (13) 
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Die Tangente des Sehwinkels, unter welch em das in die Lage 

des Bildes gebrachte Objekt erscheinen wiirde, ist t. Das Verhalt

nis der Tangenten beider Sehwinkel stellt die Vergrosserung 
oder das Abbildungsverhaltnis dar. Fiir diese Grosse erhalten 
wir somit 

A 
N=l+ y . . (14) 

Fiir Konvexlinsen ist I positiv und somit erscheint das Objekt 
durch dieLinse vergrossert; fUr Konkavlinsen dagegen ist I negativ 
und durch die Linse betrachtet erscheint in diesem FaIle das Objekt 
verkleinert. 

§ 214. Substituiren wir in Formel (9) fiir .'V ' seinen Werth 
aus (12), so wird daraus 

. . . . . . . (15) 

Aus diesel' Formel erkennt man unschwer, in welcher Weise 
del' Sehwinkel sich entsprechend verschiedenen Stellungen des Ob
jektes und des Auges andert. 

Wir erkennen, dass die Formel in Bezug auf x und ~ symme
trisch ist, so dass man A uge und Objekt beziiglich ihrer Lagen in 
jedem FaIle vertauschen kann, ohne dass dadurch eine Aenderung 
des Sehwinkels eintritt. 

Befindet sich das Auge in einem del' Brennpunkte, so ist die 
scheinbare Grosse unabhangig von del' Lage des Objektes; und um
gekehrt, wenn das Objekt mit einem der Brennpunkte zusammen
nmt, so ist die scheinbare Grosse unabhangig von del' Lage des 
Auges. Es ist namlich in beiden Fallen die scheinbare Grosse die 
namliche, wie in dem FaIle eines mit dem blossen Auge gesehenen 
Objektes, das sich in Brennwejtenabstand yon dem Auge befindet. 
Setzen wir namlich in Formel (15) x = I odeI' ~ = I, so erhalten wir 
in beiden Fallen 

. . . . (15a) 

Andererseits ist, wenn das Objekt odeI' Auge sich unmittelbar 
VOl' del' Linse befinden, die scheinbare Grosse dieselbe, in welcher 
das Objekt von dem blossen Auge gesehen wiirde. Denn in diesen 
Fallen miissen wir ~ odeI' x als sehr klein ansehen, und es wird 
somit nach (15) 

tg (j = J_ oder {3 
x To 

17* 
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§ 215. In jedem Falle ist aber der Sehwinkel nothwendiger
weise durch C!-ie Apertur der Linse beschrankt; es ist namlich, wenn 
y die halbe Apertur der Linse bedeutet, der grosste Werth von tg () 

angenahert gleich +. Die grosste lineare Ausdehnung eines bei 

beliebiger Lage durch eine Linse betrachteten Objektes bezeichnet 
man als das (1ineare objektive) Gesichtsfeld. Einen Ausdruck fUr 

seine Grosse erhalt man alsbald, wenn man in die Formel (15) + 
fiir tg () einsetzt. Der grosste zulassige Werth von f3 wird somit 

Unter sonst gleichen Bedingungen ist also das lineare objektive 
Gesichtsfeld der Apertur der Linse proportional. 

Befindet sich das Objekt in dem (vorderen) Brennpunkt der 

Linse, so ist x = j und somit f3 = Y{. Befindet sich dagegen das 

Auge in dem (hinteren) Brennpunkte der Linse, so ist die lineare 
Ausdehnung des Sehfeldes gleich der Apertur der Linse, was auch 
immer die Lage des Objektes sein mag. Denn wenn ~ = j, so ist 
nach (16) f3 = y. 

Riickt man das Objekt dicht an die Linse, so wird x ver
schwindend klein und f3 wird nahezu gleich y, so dass in diesem 
Falle die Ausdehnung des Sehfeldes von der Lage des Auges unab
hangig ist. Andererseits wird, wenn das Auge dicht an die Linse 
herangeriickt wird, d. h. wenn man ~ verschwindend klein werden 
lasst, das Sehfeld sehr gross. 

Brillen- und Leseglaser. 

§ 216. Die Deutlichkeit der durch das blosse Auge aufge
nommenen Bilder beruht auf der Genauigkeit der Vereinigung der 
Strahlen verschiedener Strahlenbiischel in Punkten der Retina. Wir 
haben bereits angefiihrt, dass das Auge mit einem Mechanismus be
gabt ist, welcher ihm ermoglicht, Objekte in verschiedenen Entfer
nungen deutlich zu erkennen. Ein normales, d. h. nicht akkommo
dirtes, Auge ist fiir aus grosser Entfernung kommende, sagen wir 
fUr parallele Strahlen eingestellt; um in der Nahe liegende Objekte 
deutlich wahrzunehmen, muss es das Akkommodationsvermogen zu 
Hilfe nehmen. In normal en Fallen liegt der Bereich des deut
lichen Sehens zwischen 125 bis 150 mm und 00. Augen, fiir welche 
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die grosste Entfernung des deutliehen Sehens endlieh ist, nennt man 
kurzsiehtig oder myopiseh; solehe Augen konnen nur divergente 
Strahlen auf der Retina in einem Punkte vereinigen. Augen dagegen, 
welehe nieht nur parallele, sondern aueh konvergente Strahlen auf 
der Retina zur Vereinigung zu bringen vermogen, bezeiehnet man 
als weitsiehtig oder hypermetropiseh. Die hervorgehobenen 
Mangel finden in beiden Arten von Augen ihren Ursprung in Fehlern 
in der Lange der Augenaxe; bei kurzsiehtigen Augen ist diese zu 
lang, bei weitsiehtigen Augen dagegen zu kurz. Sowohl im kurz
siehtigen als aueh im weitsiehtigen Auge kann hierbei das Akkom
modationsvermogen ein vollkommen normales sein. Wenn dies der 
Fall ist, konnen die Kurzsiehtigkeit und Weitsiehtigkeit hervor
rufenden Fehler des Auges dureh die Anwendung von Brillen voll
standig kompensirt werden. 

§ 217. Die Grenzen des deutliehen Sehens fUr das blosse Auge 
seien dureh die Abstande a und b des Objektpunktes gegeben. Fiir 
das' normale Auge ist b unendlich gross, in dem kurzsiehtigen Auge 
ist b endlieh und positiv, fiir ein weitsiehtiges Auge dagegen ist b 
endlieh und negativ. Erbliekt das Auge ein Objekt dureh eine un
mittelbar VOl' das Auge gesetzte Linse von del' Brennweite f, und 
setzen wir f als positiv voraus fiir eine Sammellinse, als negativ fiir 
eine Zerstreuungslinse, so haben wir, wenn x, .1:' die Abstande eines 
Objektes resp. seines Bildes von dem Auge (oder von der Linse) 
naeh aussen gemessen darstellen, naeh (14, IV) die Beziehung: 

1 1 1 
. . . . . . (17) 

Die in das Auge gelangenden Strahl en erseheinen nun als von 
dem Bilde divergirend; die Strahlen werden daher vereinigt, vor
ausgesetzt, dass x' zwischen den Grenzen a und b liegt Substituiren 
wir in (17) fiir x' die Werthe a resp. b, so ergeben die hieraus re
sultirenden Werthe von x die Grenzen des deutliehen Sehens dureh 
Brillen. 

1st das Akkommodationsvermogen ein vollkommenes, so haben 
wir nur f so zu wahlen, dass die Grenze des weitesten Sehens in 
der Unendliehkeit liegt. Wir miissen daher fiir x' = b, x unendlieh 
gross annehmen, und als Brennweite des Brillenglases ergiebt sieh 
somit aus (17) f= - b. Als Grenzwerth fiir den Abstand beim 
Sehen in der Nahe erhalt man dann aus (17), indem man x' = a setzt, 

ab 
x = b _ a' ...... . . . (18) 
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es erstreekt sieh somit del' Umfang des deutliehen Sehens dureh 
. a b h' Bnllenglaser von b _ a IS 00. 

Bei kurzsiehtigen Mensehen ist b endlieh und positiv, somit f 
negativ; diese miissen daher Zerstreuungslinsen anwenden, gewohn
lieh in Gestalt von Bikonkavlinsen, deren Brennweiten gleieh del' 
grossten, deutliehes Sehen bei blossem Auge noeh zulassenden Ent
fernung sein miissen. Stell en daher in einem gegebenen Falle Ab
stande yom Auge von 75 und 150 mm die Grenzen des deutliehen 
Sehens dar, so ermoglieht die Anwendung einer Konkavlinse mit 
einer Brennweite von 150 mm deutliehes Sehen zwischen den Grenzen 
150 mm bis 00. 

Bei einem weitsiehtigen Auge ist dagegen b negativund daher 
f positiv. Wenn z. B. die deutliehe Sehweite sieh von 300 mm, dureh 
unendlieh bis - 300 mm erstreekt, so miissen die gewahlten Brillen
glaser Sammellinsen von 300 mm Brennweite sein. Setzen wir diese 
Werthe in die allgemeine Formel (17) oder (lS), so erge ben sieh als 
Grenzen del' Sehweite 150 mm und 00. 

Ein einfaehes praktisehes Mittel, urn die fUr ein kurzsiehtiges 
odeI' weitsiehtiges Auge passenden Glaser zu finden, besteht darin, 
dass man den Patienten das Auge auf einen fernen Gegenstand 
riehten lasst; das sehwaehste Konkavglas, durch welches einem kurz
siehtigen Auge derentfernte Gegenstand deutlich erseheint, odeI' an
derseits, das starkste Bikonvexglas, mittelst dessen ein weitsiehtiges 
Auge den fernen Gegenstand deutlich erkennt, kann dann als das 
passende Glas angesehen werden. 

Die Grenzen del' deutliehen Sehweite lassen sich dadurch be
stimmen, dass man den Patienten dureh derartig gewahlte Konvex
linsen blicken lasst, dass die fraglichen Punkte innerhalb 300 mm 
von dem Auge zu liegen kommen, worauf man an einer Skala ihre 
Abstande yom Auge ablesen kann. 1m Allgemeinen sind diese Ab
stande nieht fiir beide Augen diesel ben, so dass die beiden Augen 
aueh versehiedener Glaser bediirfen. 

Kurzsiehtige Personen, welehe sehr feine Arbeiten zu verrichten 
haben, haben oft die Gegenstande sehr dieM an die Augen zu fUhren; 
in solehem Falle sollten reiehlieh sehwaehere Konkavglaser als die 
naeh del' oben angegebenen Methode ermittelten zur Anwendung 
kommen. Zu gleichem Zweeke verwendet man aueh prismatisehe 
Glaser, welehe ihre dieken Enden del' Nase, die diinneren den Sehlafen 
zukehren, indem mittelst diesel' die Objekte unter geringerer Kon
vergenz del' Augenaxen beobachtet werden konnen. 

§ 218. In dem Maasse, wie das Alter eines Menschen fort-
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schreitet, verliert das Auge allmahlich einen Theil seines Akkommo
dationsvermogens; man nimmt an, dass die ausseren Schichten del' 
Krystalllinse ihre Elasticitat verlieren und dass dadurch die Fahig
keit del' Linse, ihre Gestalt und Kriimmung willkiirlich zu ver
andel'll, vermindert wird. Diesen Fehlel' bezeichnet man als Pres
byopie. Die Presbyopie hat nichts mit del' oben beschriebenen 
Weitsichtigkeit zu thun, wenn auch bejahrte Personen als weitsichtig 
bezeichnet zu werden pflegen. Die Structur des Auges andert sich 
nicht mit dem steigenden Alter, so dass ein mit normal en Augen 
begabter Mensch im Alter noch entfel'llte Gegenstande erkennt, da
gegen erleidet das Akkommodationsvermogen eine Verminderung, 
so dass das Auge nicht mehr Strahl en, welche von nahe liegenden 
Punkten kommen, auf del' Retina vereinigen kann; mit anderen 
Worten, die untere Grenze del' deutlichen Sehwcite hat sich von 
dem Auge entfel'llt. Presbyopische Augen bediirfen daher konvexer 
Glaser, urn sie nahe Gegenstande erkennen zu lassen, wie es beim 
Lesen und Schreiben el'forderlich ist; diese Glaser mii.ssen aber bei 
Seite gelegt werden, sobald die Entfel'llung des betrachteten Gegen
standes eine grossere wird. In del' Regel wahlt man die Glaser so, 
dass die geringste deutliches Sehen zulassende Entfel'llung von dem 
Auge 250 mm bis 300 mm betragt. Bei sehr hohem Alter, bei welchem 
das Gesicht seine Scharfe verloren hat, wendet man oft zweckmassig 
Brillen an, welche die untere Grenze del' deutlichen Sehweite auf 
200 bis 175 mm odeI' weniger bring en, so dass die Objekte unter 
einem grosseren Winkel betrachtet werden konnen. Nach dem 
eben Gesagten ist es einleuchtend, dass Presbyopie gleichzeitig 
neben den anderen oben erwahnten Fehlern auftreten kann. Sowohl 
weitsichtige als auch kurzsichtige Augen lassen sich, wie wir ge
sehen haben, mit Hilfe einer Brille korrigiren. Tritt indessen Pres
byopie ein, so bediirfen diese Augen zweier verschiedener Paare 
von Brillen, eines fiir das Sehen im Freien, das andere zum Lesen 
und Schreiben. 

§ 219. Vergrossel'llde Konvexlinsen von grosser Apertur wer
den oft zum Lesen oder zur Betrachtung kleiner Objekte ange
wandt. Solche Linsen konnen sowohl bei kurzsichtigen, als auch 
bei weitsichtigen Augen zur Anwendung kommen. Angenommen 
namlich, die Linse werde in eine solche Lage zum Objekte gebracht, 
dass das letztere sich im Brennpunkte derselben befindet, so werden 
die aus del' Linse tretenden Strahlen parallel. Nahert man nun die 
Linse etwas dem Objekte, so werden die Austrittsstrahlen divergent 
und lassen sich im kurzsichtigen Auge in einem Punkte del' Retina 
vereinigen; entfel'llt man dagegen die Linse etwas von dem Objekte, 
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verhelfen somit dem weit
In jedem FaIle wird hier 

so werden die Strahl en konvergent und 
sichtigen Auge zum deutlichen Sehen. 

l 
nach (14) die Vergrosserung 1 + .j. sein, wenn hierin A die kleinste 

deutliche Sehweite, f die Brennweite del' Linse bedeutet. 

Der Astigmatismus. 

§ 220. Abgesehen von den beschriebenen Fehlern des Auges 
kommt auch oft del' Fall VOl', dass das Auge in Bezug auf seine 
Axe nicht symmetrisch ist, und ferner leidet es auch, wie andere 
optische Instrumente, an spharischer Aberration. AIle aus diesen 
Ursachen resultirenden Fehler des Auges fasst man unter dem Namen 
Astigmatismus zusammen 1). 

Blickt eine Person nach einem entfernten kleinen, hellen Punkt, 
wahl' end ihre Augen auf einen naher liegenden Gegenstand akkom
modirt sind, so miisste man erwarten, dass ein kleiner kreisformiger 
Lichtfleck auf del' Retina erscheint; oft abel' erblickt man anstatt 
eines solchen kreisfOrmigen Lichtflecks ein sternartiges, vier bis acht 
Strahlen aussendendes Gebilde. Die Form diesel' Figur ist bei ver
schiedenen Individuen ~nd meistens auch fUr beide Augen ver
schieden. 1st das Licht weiss, so treten an den Randern del' hellen 
Theile der }1~igur blau gefarbte S~iume auf, wahrend die nach del' 
Mitte zu liegenden rothlich-gelb gefarbt erscheinen. 1st das Licht 
nur schwach, so sind nur die hellen Theile del' Figur sichtbar und 
die Augen erblicken dann mehrere Bilder des leuchtenden Punktes. 
Die bekannte Erscheinung, dass uns ein Stern odeI' ein entferntes 
Licht nicht als eine scharfe Figur, sondern als ein glitzerndes Ge
bilde erscheint, ist mit diesel' Anomalie in del' Struktur del' Augen 
eng verkniipft. 1st umgekehrt das Auge fUr eine gross ere Entfer
nung als die des leuchtenden Punktes akkommodirt, so erblickt man 
eine andere sternartige Figur; selbst wenn das Auge sich auf den 
leuchtenden Punkt akkommodiren kann, so treten, vorausgesetzt, 
dass das Licht genugend stark ist, dieselben Erscheinungen auf. 
Stellt das Objekt eine ferne leuchtende Linie dar, so lassen sich die 
Formen, in welchen die Linie den Augen erscheint, leicht aus den 
friiheren Erscheinungen folgern; man sieht mehrere Bilder del' Linie; 
bei den meisten Augen betragt die Anzahl del' Bilder wenigstens zwei. 

In einigen Fallen riihren diese Erscheinungen von Feuchtigkeit 
auf del' Cornea her, und es lasst sich dann durch das Blinzeln mit 

1) In Deutschland nicht. Man bezciclmet hier mit cliesem \Vorte nllr die 
nachstehencl beschriebenen Fehler. Cz. 
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den Augenlidern Abhilfe schaffen. In den meisten Fallen beruhen 
diese Erscheinungen auf Unregelmassigkeiten in dem Bau del' Kl'y
stalllinse. 

Diese El'scheinungen bezeichnet man als irreguHiren Astig
matismus; sie lassen sich durch optische Hilfsmittel nicht beseitigen. 

Don del's untersuchte das Wesen diesel' Anomalien, indem 
er durch einen engen Spalt Licht in das Auge treten liess und 
hierbei den SpaIt in verschiedene Meridianebenen brachte. Er fand, 
dass gewohnlich jeder Sektor del' Linse die einfallenden Strahl en in 
einem Punkt vereinigt, dass abel' die Vereinigungspunkte fur ver
schiedene Sektoren nicht zusammenfallen. Ferner fand er, dass 
selbst innerhalb eines einzelnen Sektors nicht eine streng genaue 
Strahlenvereinigung stattfindet, dass vielmehr ein Vereinigungspunkt 
fill' in del' Nahe del' Augenaxe einfallende Strahlen wei tel' von del' 
Linse entfernt liegt als ein solcher fUr in del' Nahe des Pupillen
randes zum Eintritt gelangende. 

§ 221. Die Fehler im Bilde, welche von einer mangelhaften 
Symmetrie in del' Krummung del' brechenden Flachen herruhren, 
nennt man regularen Astigmatismus. Diese Art des Astigmatis
mus kommt in fast allen Augen VOl'. Das Auge ist im Allgemeinen 
nicht geeignet, horizontale und vertikale Linien gleichzeitig mit 
gleicher Scharfe zu sehen. Blickt man auf eine Figur, welche aus 
mehreren, von einem Punkt ausgehenden Linien besteht, so werden, 
wenn sich irgend eine diesel' Linien scharf und deutlich hervorhebt, 
die anderen unscharf erscheinen, und in dem Maasse, wie sich die 
Entfernung andert, tritt bald die eine, bald eine andere als die deut
lichste hervor. OdeI' blickt man auf eine aus einer Anzahl von kon
centrischen, durch k1eine Zwischenraume getrennte Kreise, so nimmt 
man in del' }1~igur noch eine eigenthilmliche sternartige Zeichnung 
wahl'. Fur die weissen Strah1en treten die Grenzlinien zwischen den 
schwarzen Kreisen und den weissen Intervallen scharf hervor und 
diese Deutlichkeit nimmt in dem Maasse ab, als man sich den dunk-
1eren Strahl en nahert. Lasst man die Akkommodation des Auges 
sich andern odeI' bringt man die Figur in eine grossere Entfernung 
vom Auge, so erscheinen andere Theile del' Figur deutlich und wir 
erhalten den Eindruck, als ob die deutlicheren Strahl en hin- und 
herschwankten. 

HierfUr giebt uns die Theorie dunner Strahlenbuschel eine 
Erklarung. Verfolgen wir den Verlauf eines von einem Punkte del' 
Retina ausgehenden engen Strahlenbuschels von dem Auge aus nach 
aussen, so finden wir, dass das austretende StrahlenbiIschel ortho
gonal ist und zwei Brennlinien hat, welche zur Axe des BiIschels 
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senkrecht gerichtet sind und in Ebenen liegen, welche durch die 
Axe des Bitschels gehen und senkrecht zu einander gerichtet sind. 
Fiir den jeweiligen Akkommodationszustand des Auges reprasen
tiren die Lagen diesel' Brennlinien die Abstande, in welchen sich 
zu ihren Riehtungen parallel gerichtete Linien am deutlichsten er
kennen lassen. Bezeichnen wir die Abstande diesel' Brennlinien von 

dem Auge mit 1) und q, so konnen wir nach § 157 ~ - ~ als ein Maass 
p q 

fiir den Astigmatismus des Auges fUr den betrefi'enden Akkommo
dationszustand ansehen. Setzt man eine Linse VOl' das Auge, so 

wird dadurch del' Werth von ~ - ~ nicht beeinflusst, so dass wir 
p q 

annehmen diirfen, dass, wahrend del' Zustand del' Akkommodation 

sich andert, del' Werth von ~ - ~ fast konstant bleibt. 
p q 

§ 222. Diese Form des Astigmatismus lasst sich durch eine 
passend gewahlte astigmatische' Linse korrigiren. Setzen wir VOl' 
das Auge eine Linse solcher Art, dass einem von einem leuchtenden 
Punkt ausgehenden, durch dieselbe tretenden Strahlenbitschel ein 
Paar Brennlinien entsprechen, welche mit den bereits fiir das Auge 
gefundenen zusammenfallen, so wird das Strahlenbiischel bei seinem 
Eintritt in das Auge derartig ge brochen, dass die Strahlen sich in 
einem Punkte vereinigen. 

Bei den zu diesem Zweck verwendeten Linsen ist die eine 
Flache cylindrisch. Nach (45, VIII) ist das Maass des Astigmatismus 
einer cylindrischen Linse mit den Kriimmungsradien a und b und 
dem N eigungswinkel 2 a zwischen den Erzeugenden del' beiden 
Cylinderflachen durch die Formel 

~ - }-- = en - 1) , / ~ + ~ - ~ cos 4 a 
'It V V a' b2 a b 

ausgedriickt, odeI' fUr den Fall, dass die hint ere Flache eben ist 
(46, VIII), durch die Gleichung 

1 1 n-1 
a 

Eine Linse diesel' letzteren Art lasst sich immer finden, urn 
den Astigmatismus des Auges aufzuheben. Del' Radius del' cylindri
schen Flache muss dann del' Bedingung geniigen: 

1 1 n-1 
p q a 

. . (19) 

§ 223. Verbindet man zwei astigmatische Linsen, eine kon
kave und eine konvexe, derartig, dass ihre eben en 1<~lachen zu-
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sammenfallen, so erhalt man damit wieder eine cylindrische Linse 
wie im ersteren ]'alle. Sind die Radien der cylindrischen Flachen 
einandel' gleich, also a = b, so ist 

~ _]_ = 2 (11 - 1) sin 2 a 
u 1) a 

. (20) 

Diese Linsen konnen nun so gefasst werden, dass sie urn ihre 
gemeinsame Axe gedreht werden konnen, so dass man a verandern 
kann. Del' Astigmatismus del' Kombination kann dann versehiedene 

Werthe annehmen und zwar von 0 fUr 2 a = 0 bis zu 2 (n - 1) fUr 
a 

n 
2a=T' 

Man gewinnt hiermit ein sehr bequemes Mittel, urn den Astig
matismus eines Auges zu .bestimmen. ~fan lasst den Patienten dureh 
eine Konvexlinse eine dureh eine Reihe von einem Punkt ausgehen
del' Linien gebildete Figur betraehten und sehiebt diese Figur all
mahlich so weit zurtiek, bis del' ausserste Punkt erreieht ist, bei 
welehem del' Patient noeh irgend eine der vorhandenen Linien deut
lieh erkennen kann. Es wird nun ein Paar astigmatiseher Linsen 
del' eben besehriebenen Art eingesehaltet und diese dann urn ihre 
gemeinsame Axe so weit gedreht, bis alle Linien siehtbar geworden 
sind; del' Astigmatismus des Auges lasst sieh alsdann dureh den
jenigen del' Kombination eorrigiren und ein Maass fUr die Grosse 
des Astigmatismus erhalt man, indem man den Winkel zwischen 
den Erzeugenden der eylindrischen ]'laehen misstl). 

§ 224. Die Riehtung del' Brennlinien des Auges lassen sich 
durch die Beobachtung bestimmen. Lassen wir die Brennebenen 
mit den Koordinatenaxen zusammenfallen, so ist, wonn wir uns del' 
im § 157 angenommenen Bezeiehnungen bedienen, {} = O. Somit ist 

sin 2 a = 0 und hieraus a = 0 odeI' ; . 

Lassen wir die Erzeugende der eylindrischen Flaehe mit der 
Riehtung del' entfernter liegenden Brennlinie zusammonfallen, so ist 

n 
a = 2 und 

1 1 (n-l) 
-~-~-

p a 

Hieraus ersehen wir, dass a negativ, somit die eylindrisehe 
Flaehe konvex sein muss. 

Soll die Flaehe dagegen konkav sein, so mitssen wir a = 0 

I) In Deutschland sind andere Verfahren iiblich. S. die LehrbLicher der 
Augenheilkunde. Cz. 
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werden lassen, d. h. die Richtung del' Erzeugenden del' cylindrischen 
FI1tche muss mit del' Richtung del' naher liegenden Brennlinie zu
sammenfallen. 

Die zweite Flache des Brillenglases kann anstatt eben auch 
spharisch geschliffen werden. Die Wirkung einer solchen Linse ist 
dieselbe, wie die einer aus einer astigmatischen Linse und einer ge
wolmlichen plan-spharischen Linse bestehenden Doppellinse. Durch 
Anfiigung einer sol chen Linse wird die Grosse des Astigmatismus nicht 
beeinflusst und durch geeignete Wahl del' Linsenkrummung erhalt 
man daher ein Mittel, um mittelst ein es Brillenglases gleichzeitig 
den Astigmatismus und Myopie, Hypermetropie odeI' Presbyopie zu 
kompensiren. 

Die Anwendung cylindrischer Linsen, um die aus dem Astig
matismus entspringenden J;-'ehler zu korrigiren, wurde zuerst von 
Airy empfohlen. 

Das Sehen durch eine beliebige Anzahl von Linsen. 

§ 225. Um zu bestimmen, auf welche Weise ein Objekt durch 
ein beliebiges System von Linsen von dem Auge erblickt wird, hat 
man den Verlauf eines Strahlenbuschels von irgend einem Punkte 
des Objektes zu verfolgen; die verschiedenen Vereinigungspunkte 
dieses Strahlenbttschels bestimmen die Lagen del' verschiedenen 
Bilder des Objektes. Das Gesichtsfeld, die wirksamen Aperturen 
del' Linsen, del' Gesichtswinkel, unter welchem das Objekt g'esehen 
wird, und die beste Stellung des Auges lassen sich aIle ermitteln, 
sobald man den Verlauf del' Axen diesel' verschiedenen Strahl en
buschel verfolgt. Diese Axen treten aIle durch die Knotenpunkte 
des Objektivs I), d. h. del' erst en Linse des Systems, und lassen sich 
daher als ein von dem zweiten Knotenpunkt diesel' Linse ausgehen
des Strahlenbuschel ansehen. Die aussersten Strahlen dieses Buschels 
bestimmen das Gesichtsfeld und die wirksamen Aperturen del' an 
die erste Linse sich anreihenden Linsen. 

Wir haben bereits die Lage des Vereinigungspunktes eines 
engen, von einem Punkt ausgehenden und durch eine beliebige 
Anzahl von Linsen verlaufenden Strahlenbuschels untersucht. In 
unserem optischen System sind die beidenaussersten Medien gleich
artig und es fallen somit die Hauptpunkte mit den Knotenpunkten 
zusammen und die beiden Brennweiten sind einander gleich. 

I) Ander8 nach del' Abhe'schen Theol'ie des Strahlenganges. S. Czapski, 
TheOl'ie d. opt. Instr. Kap. VII. 
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§ 226. Unter del' Vergrosserung eines Fetnrohres versteht 
man das Verhaltnis zwischen dem Winkel, unter welchem ein Objekt 
einem durch das Fernrohr blickenden Auge erscheint, und dem bei 
Betrachtung mit blossem Auge .. Hierbei ist vorausgesetzt, dass die 
lineare Ausdehnung eines Objektes und seines Bildes, nicht deren 
Flachengrossen mit einander verglichen werden. Urn dies ausdriick
lich hervorzuheben, spricht man von del' linearen Vergrosserung 
eines Instrumentes. 

Die Axen del' aussersten, in die Objektivlinse tretenden Strahl en
bilschel bestimmen den Winkel, unter welchem ein Objekt fiir ein 
in dem Mittelpunkt des Objektivs befindliches Auge sichtbar wird; 
in dem Falle eines Fernrohrs weicht dieser Winkel nur unerheblich 
von demjenigen ab, unter welchem das Objekt von einem thatsach
lich durch das Fernrohr sehenden Auge erblickt wird, indem die 
Lange des Fernrohres gegeniiber dem Objektabstand in del' Regel 
vernachlassigt werden kann. 

Unter Benutzung del' bei del' Untersuchung del' allgemeinen 
Gauss'schen Theol'ie gewahlten Bezeiclmungen den ken wir uns die 
Axe eines del' aussersten Strahlenbiischel bestimmt durch die 
Grossen /3 und b fiir das eintretende Biischel, durch /31 und bl , /32 

und b2 •••• ,3' und b' fiir die successive Brechung durch die folgen
den Trennungsflachen del' verschiedenen Medien. Da nun die Axen 
aIler einfaIlenden Strahlenbilschel durch den ersten Knotenpunkt 
des Objektivs hindurchgehen, so ist zunachst angenahert b = 0, in
dem del' erste Knotenpunkt eine sehr geringe Entfernung von der 
Flache des Objektivs hat. Filhren wir diesen Werth von b in die 
Gleichung (15, V) 

ein, so ist 
p'=k b +lp 

fJ' --l' p- , 

l stellt somit das Abbildungsverhiiltnis des Instrumentes dar. 

(21) 

§ 227. Das im Instrument erscheinende Bild del' Objektiv
flache wird als A ugenkreis bezeichnet. Jeder Strahl, welcher 
durch das Instrument tritt, gelangt innerhalb dieses Augenkreises 
zum Austritt und zwar in dem Bilde desjenigen Punktes, in welchem 
del' Strahl die Objektivlinse trifft. 

Richtet man das Instrument auf eine leuchtende Flache odeI' 
gegen den Himmel, so erhalt ein jeder Punkt des Augenkreises Licht 
von den Ausgangspunkten aIler solcher Strahlen im Raume, welche 
durch das Instrument treten k6nnen, das heisst von allen Punkten 
im Raume, welche mit Hilfe des Instrumentes erblickt werden 
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konnen. Giebt man dem Auge eine sole11e Stellung, dass sein M:ittel
punkt im oder dieht an dem Centrum des Augenkreises liegt, so 
wird das Auge daher das gesammte Gesiehtsfeld des Instrumentes 
iiberblieken. Der M:ittelpunkt des Augenkreises entsprieht somit der 
besten Stellung des Auges; man bezeiehnet ihn als Augenpunkt. 

Wie wir bereits hervorhoben, bilden die Axen der versehie
denen, auf die Objektivlinse auffallenden Strah1enbiisehel ein von 
dem zweiten Knotenpunkte der Objektivlinse ausgehendes Strahlen
biisehel. Der sehliessliehe Vereinigungspunkt dieses Strahlenbiisehels 
naeh seinem Durehtritt dureh das Instrument liegt dicht an dem 
M:ittelpunkt des Augenkreises; bei dieser Disposition gelangt in das 
Auge die grosstmogliche Anzah1 von Axen del' von dem Objekt aus
gehenden Strahlenbiischel. 

Um die Grosse und Lage des Augenkreises zu bestimmen, 
haben wir in (29, V) ; = a zu setzen und wir erhalten dann 

~'=a'-~" ........ (22) 

Fiir diesen Punkt ergiebt sich ferner aus (27, V) die Beziehung 

, , kh' 
n'r/ n g - n -t-

nr; n 

d. h. da g l - h k = 1 ist, 

. . . . . . (23) 

l aber reprasentirt, wie wir wissen, die dem Fernrohr zu
kommende Vergrosserung. Die dureh das Instrument erzielte Vergrosserung 
ist somit gleieh dem Verhiiltnis des Radius der Objektivlin8e zu demfenigen 
ihres im Fernrohre erseheinenden Eildes. 

Wir erhalten hierdureh eine praktische M:ethode zur Bestimmung 
der Vergrosserung eines Te1eskops. Wir richten das Teleskop auf 
eine beleuchtete ]'lache und messen den Durchmesser des Augen
kreises mittelst eines M:ikrometers, d. h. einer durch eine Lupe ab
zulesenden Skala. Der Durchmesser der Objektivlinse lasst sich 
ebenfalls leicht mess en und das Verhaltnis des 1etzteren zum ersteren 
bestimmt die durch das Teleskop er1angte Vergrosserung. 

§ 228. Das Gesieh tsfel d ist durch die Axen der aussersten, 
in das Objektiv ge1angenden Strahlenbiische1 bestimmt. Die wirk
sarnen Aperturen der verschiedenen brechenden Flachen ergeben 
sich aus den entsprechenden Werth en von b. Bedeutet (3 die Neigung 
der aussersten Axen der einfallenden Strahlenbiischel, so sind, da b 
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verschwindet, die wirksamen Aperturen durch die folgenden, aus 
den Gleichungen des § 73 sich ergebenden Formeln bestimmt: 

fJI = fJ, 

fJ2 = fJI + kl bl , 

fJ3 = fJ2 + "2 bz, 

fJ' = fJ", - 1 + km - 1 b", - 1, 

bl = fJI tl , 

62=b1 +fJ2t", 

b3 = b2 + fJ3 t3 , 

// = bm _ 2 + fJm - 1 t", - 1. 

Diese Gleichungen bestimmen hi, b2 , •••• b'. 

Aus der Addition der ersteren Gruppe von Gleichungen er
giebt sich 

woftir wir nach der zweiten der Gleichungen 15, V schreiben konnen: 

(l- 1) fJ = kl b1 + k2 b2 + .... + "m.- 1 b", _ l' . .. . . (24) 

In Worten ausgedrttckt heisst das: Das Gesichtsfeld nimmt mit 
der Anzahl der konvetcen Linsen kontinuirlich. zu; denn fiir beide FHtchen 
einer konvexen Linse ist k positiv. 

Wird die Apertur irgend einer der Linsen der Kombination 
verringert, so werden damit auch die Werthe sammtlicher iibrigen 
Aperturen sowie die Grosse des Gesichtsfeldes in gleichem Verhaltnis 
kleiner. Es ist also zwecklos, die Apertur irgend einer Linse del' 
Kombination grosser zu nehmen als deren wirksame Apertur. 

§ 229. Zuweilen kommt es vor, dass del' Augenpunkt inner
halb des Fernrohres liegt, d. h. VOl' der nach aussen gerichteten 

Ii 
Flache del' Augenlinse. Diesel' Fall wird dann eintreten, wenn -[-

positiv ist, denn dann wird nach (22) ~' - a' negativ. Das Auge 
kann hier nicht mit dem Augenpunkt zusammenfallen, sondern man 
muss sich damit begniigen, dasselbe moglichst nahe an den Augen
punkt zu riicken; es nimmt daher seine Stellung unmittelbar VOl' 

del' Augenlinse. Bei der Bestimmung des Gesichtsfeldes muss dann 
an Stelle des Radius del' ausseren Flache del' Augenlinse del' Radius 
del' Pupillenoffnung in Rechnung gezogen werden. Es darf auch 
nicht die Objektivlinse als die gemeinsame Eintrittsfiache del' das 
Bild auf del' Retina erzeugenden Strahlenbiischel angesehen werden, 
da ein gewisser 'l'heil del' Lichtbiischel abgeblendet wird. Vielmehr 
hat man das durch das Instrument erzeugte Bild der Augenpupille 
als die gemeinsame Basis sammtlicher einfallender Strahlenbuschel 
anzusehen. Dieses Bild hat man die Eintrittspupille genannt. Die 
Axen sammtlicher eintretenden Strahlenbiischel, welche das Bild er-
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zeugen, treten durch den Mittelpunkt der Eintrittspupille und das 
Gesichtsfeld ist durch den von diesem Punkt ausgehenden und die 
Objektivlinse fUllenden Strahlenkegel begrenzt. 

Helligkeit der Bilder. 

§ 230. Stellen {3 und {3' die linearen Dimensionen eines Ob
jektes und seines durch· Brechung an einer spharischen Flache, 
welche zwei Medien vom Brechungsexponenten n und n' trennt, 
entstehenden Bildes dar und sind a und a' die Konvergenzwinkel 
zweier einander zugeordneter Strahl en in den beiden Medien, so 
ist nach (18, III) 

n {J tg a = n' {J' tg «'. 

Mit anderen Worten, der Werth von n {3 tg a erleidt;lt in Folge 
der Brechung keine Veranderung. Die letztere Gleichung gilt dem
nach fiir eine jede beliebige Anzabl von Brechungen, d. h. es ist 

n {J tg« = n' {J' tg a', 

wenn n', {3' und a' sich auf das letzte einer beliebigen Anzahl von 
Medien beziehen. 

Da a und a' kleine Grossen bedeuten, konnen wir, ohne einen 
erheblichen Fehler zu begehen, fUr die letztere Gleichung schreiben 

n a {J = n' a' {J'. • • • • • • • • • (25) 

Stell en nun d S und d S' Flachenelemente des Objektes und 
seines Bildes, welche wir als senkrecht zur Axe stehend voraus
setzen, dar, so dass 

d S : d S' = {J2 : {J'2 , 

bezeichnen wir ferner mit d w den kleinen, von dem von d S aus
gehenden Strahlenbiischel eingeschlossenen korperlichen Winkel und 
mit d w' den entsprechenden Winkel fiir das austretende Strahlen
biischel, mit I schliesslich die Helligkeit des Objektes, mit l' die
jenige seines Bildes, so stellt 

L=IdSdw 

die von dem Objektelement ausgehende Lichtmenge dar, 

L' = l' d S' d w' 

diejenige, welche aus dem System hervortritt. 
Unter der Voraussetzung, dass durch die Medien des Systems 

kein Licht absorbirt wird, ist L = V, somit 

IdS d w = l' d S' d w'. 
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Nach Obigem aber ist 

d S : d S' = p2 : p'2 ; 
ferner 

d w : d w' = «2 : (/2 ; 

daher 

Nach (25) erhalten wir hieraus die Gleichung: 

I : 11.2 = I' : n'2. . . . . (26) 

Sind erstes und letztes Medium gleichartig, was bei optischen 
Instrumenten fast immer del' Fall ist, so ist 

1=1', ... . (26a) 

d. h. die Helligkeit eines durch Brechung von Strahlen geringer J{onvergenz 

in einem beliebigen optischen System hervorgerufenen Bildes ist gleich derjenigen 

des Objektes. 

§ 231. Dieses Gesetz behalt abel' auch dann seine Giiltigkeit, 
wenn wir es mit einem weitwinkligen aplanatischen System zu thun 
haben, wenn also die oben geforderte Beschrankung, dass die 
Strahl en nur geringe Konvergenz besitzen, wegfallt. 

Denn bestande seine Giiltigkeit nicht, so wa,re damit die Mog
lichkeit gegeben, ein optisches Instrument zu konstruiren, das ein 
durch dasselbe betrachtetes Objekt heller erscheinen liesse als das 
mit blossem Auge gesehene. Das abel' steht im direkten Widerspruch 
mit den Resultaten aUer mit den verschiedensten brechenden Korpern 
vorgenommenen Versuche. Ware eine solche Moglichkeit fiir Licht 
vorhanden, so bestande sie auch fiir Warmestrahlen, del' en Emissions
und Brechungsgesetze mit denjenigen des Lichtes sich decken; wir 
stiessen somit auf einen Widerspruch des Gesetzes del' Ausstrahlungs
gleichung zwischen Korpern gleicher Temperatur. Hieraus schliessen 
wir, dass die obige Gleichung fiir die Helligkeit 

I : 11.2 = l' : 11.'2 

fiir alle aplanatischen Systeme gilt. 
§ 232. Wir diirfen nunmehr das Abhangigkeitsgesetz fiir die 

Konvergenzwinkel des eintretenden und austretenden Strahlenbiischels 
auch auf weitwinklige Systeme iibertragen. 

Untersuchen wir wieder, wie oben, die von einem Element d S 
der senkrecht zur Axe gerichteten heUen Flache ausgesandte Licht
menge. Die Ausstrahlungsintensitat fiir irgend eine Richtung ist 
bekanntlich dem Kosinus des Neigungswinkels diesel' Richtung zur 

Heath-Kanthack. . 18 



274 Kapitel X. 

Axe proportional. Somit ist die gesammte, innerhalb eines Kegels 
vom halben Oeffnungswinkel a ausgestrahlte Lichtmenge 

oder 

a 

L = I d 8 S cos {j • 2 n sin {j d () , 
o 

L=nI d8sin 2 a. 

Fiir das entsprechende austretende Strahlenbitschel haben wir 
die Formel 

L' = n I' d 8' sin 2 a'. 

Setzen wir beide Ausdriicke einander gleich, so wird 

I d 8 sin 2 a = l' d 8' sin 2 a'. 

Es ist aber 
I : n~ = l' : n'2, 

und ferner 
d 8: p2 = d 8' : p'2. 

Somit erhalten wir schliesslich die Gleichung: 

n p sin (( = n' p' sin ,,'.. . . . . (27) 

Diese Gleichung driickt fiir weitwinklige aplanatische Systeme 
das Abhangigkeitsverhaltnis zwischen den Konvergenzwinkeln des 
ein- und austretenden Strahlenbiischels aus, wahl' end Gleichung (25) 
dasselbe Verhaltnis fiir Strahl en geringer Konvergenz charakterisirt. 
Sind die Konvergenzwinkel sehr klein, so konnen wir unbeschadet 
del' Genauigkeit a odeI' tg a fiir sin a schreiben. 

Dieser Satz wurde 1874 zuerst von Helmholtz und unab
hangig von ihm von A b b e aufgestellt. 

§ 233. Bei Instrumenten, welche starke Vergrosserungen 
liefern, tritt oft der Fall ein, dass das austretende Strahlenbiischel 
die Pupille des Auges nicht vollstandig ausfiiIlt. In dies em FaIle 
wird das Bild auf der Retina eine geringere Helligkeit besitzen1 als 
wenn die Pupille von den Strahlen vollstandig erfiillt ist. 

Bedeutet namlich 10 die Helligkeit des Bildes bei vollstandig 
mit Lichtstrahlen ausgefiillter Pupille, A die Entfernung des Bildes 
vom Auge, so ist 1'C A 2sin 2 a' die Grosse eines in der Ebene der Pupille 
durch das Strahlenbiischel gelegten Schnittes. 1st ferner p der 
Radius del' Pupillenoffnung, so ist 

I : 10 = n A 2 sin 2 a' : n p2, 
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woraus sich ergiebt 

Das letzte lVI.edium zwischen dem Auge und dem Instrument 
ist Luft, so dass n' = 1. Bezeichnet man ausserdem das Abbildungs-

/3' • 
verhaltnis T mlt N, so ist 

. . . (28) 

Diese Gleichung werden wir bei del' Behandlung optischer In
strumentc anzuwenden Gelegenheit haben. 

18* 
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Optische Instrumente. 

§ 234. Nachdem wir uns den Gang der Strahlen beil1l Sehen 
durch eine einfache Linse klar gel1lacht und unsere Untersuchungs
resultate auf Brillenglaser und Lupen ubertragen haben, gehen wir 
einen Schritt weiter und betrachten das einfache Mikroskop. 

Befindet sich ein Objekt im Brennpunkt einer Konvexlinse, so 
gelangen die Strahl en del' verschiedenen Strahlenbuschel parallel 
zu einander zum Austritt und jedes Strahlenbuschel findet somit 
ohne Anstrengung des Auges seinen Vereinigungspunkt auf del' Retina. 
Bei diesel' Lage des Objektes wird dasselbe von dem Auge unter del1l
selben Winkel erblickt, unter welchem ein im Brennweitenabstand 
befindliches Auge dasselbe erblicken wurde. Es entsteht sOl1lit ein 
deutliches und vergrossertes Bild. Eine in diesel' Weise angewandte 
stark vergrossernde Linse nennt man ein einfaches Mikroskop. 

Bezeiclmet man mit l die line are Ausdehnung des Objektes, so 

ist 7 die Tangente des Winkels, unter welchem dassel be durch die 

I 
Linse hindurch erblickt wird, wahrend T die Tangente desjenig'en 

Sehwinkels ist, unter welch em es bei der Betrachtung mit blossem 
Auge im kleinsten, deutliches Sehen noch zulassenden Abstande A 

) 
gesehen wiirde. Als Maass del' Vergrosserung haben wir somit j. 
Einfache Linsen lassen sich in dieser Weise noch ganz wohl ver
wenden, so lange deren Brennweite nicht weniger als ca. 25 mm 
betragt. Sobald abel' stark ere Vergrosserungen verlangt werden, 
sind Verbindungen aus mehreren Linsen vorzuziehen. 

§ 235. Eine einfache Lupenart, welche manche Vorzuge gegen
uber del' bikonvexen Linse aufzuweisen hat, ist die wohlbekannte 
Coddington'sche Lupe. Die Lupe ist spharisch geschliffen; die 
Strahl en gehen abel' annahernd durch den Mittelpunkt del' Linse. 
Die Grundidee diesel' Linsenform ruhrt von W 0 11 a s ton her; der
selbe machte den Vorschlag, man solIe zwei halbkugelformige Linsen 
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mit ihren eben en Flachen zusammenkitten und zwischen beiden ein 
Diaphragma einschalten, dessen centrale Oeffnung im Durchmesser 
ein Funftel del' Brennwcite mess en solIe. Dasselbe Hisst sich nach 
Brewster auf zweckmassigere Weise dadurch erreichen, dass man 
in den cylindrischen Mantel der spharischen Linse eine tiefe Rinne 
einschleift und diese dann mit irgend einer undurchsichtigen Masse 
ausfiHlt. Der grosse Vortheil dieser Lupe besteht darin, dass sowohl 
schief als auch central einfallende Strahlenbuschel normal zur Linsen
Hache einfallen, wodurch Aberrationsfehler nur in geringem Maasse 
auftreten. 

Die Stanhope'sche Lupe wird durch einen Cylinder gebildet, 
dessen Enden zu spharischen Konvexlinsen ungleicher Krummung 
geschliffen sind. Die Lange des Cylinders ist so bemessen, dass, 
wenn das starker konvexe Ende dem Auge zugekehrt wird, an das 
andere Ende geklebte odeI' sonstwie befestigte Objekte sich im Brenn
punkt del' Linse befinden. Man erhalt hierdurch ein bequemes Mittel, 
um ohne Weiteres leichte Korper behufs Untersuchung an ihr anzu
bringen. 

Eine Variation der Stanhope'schen Lupe, bei welcher die 
hintere FHtche eben ist, wurde vielfach in Frankreich (und wird 
noch jetzt viel in Deutschland) verwendet, um kleine, direkt auf del' 
ebenen Flache auf photographischem Wege hergestellte Bilder ver
gl'ossel't zu zeigen. Man nannte eine solche Lupe ein "Stanhoskop". 

§ 236. Wollaston verwendete zuerst anstatt einer einfachen 
Linse eine Kombination zweier Linsen. Diese Kombination ist noch 
unter dem Namen Wollaston'sches Doublet bekannt. Angeregt 
wurde es durch die Umkehrung des weiter unten zu beschreiben
den Huyghen'schen Okulars. Es besteht aus zwei plan-konvexen 
Linsen, deren Brennweiten sich wie 1: 3 verhalten und deren plane 
Flachen dem Objekt zugekehrt sind, wobei die Linse von kurzerer 
Brennweite dem Objekte zunachst liegt. Del' Abstand zwischen den 
beiden Linsen betragt etwa % del' kurzeren Brennweite. 

Pritchard stellte yorzugliche Doublets yon 200 bis 300facher 
Vergrosserung her, bei welchen del' Abstand zwischen den Linsen 
gleich del' Differenz ihrer Brennweiten war, wahrend das Verhaltnis 
del' letzteren eine Variation von 1: 3 bis 1: 6 zuliess. 

Ein besseres Doublet konstruirte Chevalier in del' Weise, dass 
cr zwei plan-konvexe Linsen von gleicher Bremiweite, abel' ver
schiedenem Durchmesser sehr dicM uber einander fasste und zwischen 
beide eine Blende einschaltete. 

Dreifache Lupcn, Triplets, sind nach c1emselben Princip her
gestellt worden. Bei genitgender Sorgfalt giebt die Kombination 
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dreier plan-konvexer Linsen sogar noch bess ere Resultate, als mit 
zwei Linsen erreichbar ist. Sie lassen sich fiir die in Frage kommen
den Zwecke geniigend frei von spharischer sowohl als chromatischer 
Aberrationherstellen. Sie weisen indessen gegeniiber dem modernen 
zusammengesetzten Mikroskop manche Mangel auf, so dass man sie 
meist nur zu oberflachlichen Untersuchungen oder zum Prapariren 
verwendet. 

Besondere Erwahnung verdient die Steinheil'sche aplana
tische Lupe. Sie besteht, wie Fig. 110 zeigt, aus zwei gleichen 

konvex-konkaven Flintglaslinsen, zwischen welchen 
eine gleichseitige Crownglasbikonvexlinse eingekittet 
ist. Die inneren Flachen sind ungefahr doppelt so 

Fig. 110. stark gekriimmt wie die ausseren. Diese Lupe liefert 
sehr schone, reine und flache Bilder und zeichnet sich 

durch ein grosses Gesichtsfeld und grossen Objektabstand aus. 
§ 237. Das dioptrische Fernrohr und das zusammengesetzte 

Mikroskop bestehen in ihrer einfachsten Form aus zwei Linsen. Die 
dem Objekt zunachst liegende Linse erhalt Strahlen von dem Objekt 
und erzeugt ein reelles umgekehrtes Bild von ihm. Diese Linse 
nennt man das Objektiv. Das umgekehrte Bild wird durch eine 
zweite Linse, Okular genannt, mit dem Auge betrachtet. Dieses 
Okular verandert die Divergenz der engen, das erste Bild erzeugeIi
den Strahlenbiischel in der Weise, dass sie sich ohne Anstrengung 
fiir das Auge auf der Retina vereinigen lassen, und es vergrossert 
den Gesichtswinkel, unter welchem das Bild erblickt wird. 1m All
gemeinen ist das Auge fur parallel gerichtete Strahlen akkommodirt 
das Okular ist somit so anzuordnen, dass das erste Bild in der Brenn
ebene des Okulars liegt. Beim Mikroskop, wo es wesentlichauf 
Erzielung einer starken Vergrosserung ankOmlil.t, ist das Instrument 
so eingerichtet, dass das zuletzt erzeugte Bild in einem Abstande 
von ca. 250 mm yom Auge zu Stande kommt. Dleser Abstand ist ein 
willkiirlicher, er dient aber als Basis fiir den Vergleich verschiedener 
Instrumente beziiglich ihrer Vergrosserungen unter gleichen Ver
haltnissen. 

Das astronomische Fernrohr. 

§ 238. Das gewohnlicbe astronomische Fernrobr, des sen Kon
struktion zuerst von Kepler erklart wurde, besteht im Wesentlichen 
aus zwei, in einer Robre befestigten Konvexlinsen. In Fig. 111 ist 
BAC die dem Objekte zugekehrte Linse, welche daher das Objektiv 
genannt wird. Diese Linse erzeugt ein umgekehrtes Bild p q von 
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dem Objekt und es liegen einander zugeordnete Punkte des Objektes 
und seines Bildes auf derselben durch A, den Mittelpunkt der Linse, 
gehenden Geraden. B q, A q und C q sind drei, von einem belie bigen 
Punkt des Objektes ausgehende Strahlen, welche nach der Brechung 
durch das Objektiv sich in q, dem dem Objektpunkt zugeordneten 
Bildpunkt, schneiden. Nach ihrem Schnitt bei q fallen die Strahl en 
auf die Konvexlinse bac, das sogenannte Okular, durch welches 
sie in den meisten Fallen zu einander parallel gerichtet zum Austritt 
gelangen. Diesen letzteren Strahlengang erreicht man dadurch, dass 
man das Okular so adjustirt, dass das Bild p q in dessen Brenn
ebene liegt. 

~T~ 
C' 

Fig. 111. 

Der Winkel q A p ist del' auf den Mittelpunkt del' Objektivlinse 
bezogene Gesichtswinkel des Objektes; geniigend grossen Objekt
abstand vorausgesetzt, wird sich die Grosse desselben nicht wesent
lich andel'll, wenn man ihn auf das· Auge bezieht. Bedeuten be
ziehungsweise fund j' die Brennweiten des Objektives und des Oku
lars, so wiirde demnach das blosse Auge das Objekt unter einem 

Winkel erblicken, dessen Tangente - jist, unter fj die lineare 

Ausdehnung des Objektivbildes verstanden. Durch das Okular wird 

das Bild p q unter einem Winkel gesehen, dessen Tangente· j, ist, 

was auch immer die Lage des Auges sein mag, vorausgesetzt, dass 
pq in del' Brennebene del' Okularlinse liegt. Das Vergrosserungs
verhaltnis ist demnach 

m=-; ......... (1) 

§ 239. Das Gesichtsfeld ist begrenzt durch die Axen del' 
aussersten, noch durch das Okular zum Austritt gelangenden Strahlen
biischel. Seine Grosse ist somit bestimmt durch den Oeffnungs
winkel des Kegels, dessen Spitze in dem Mittelpunkt der Objektiv
linse liegt und des sen GrundfHtche die freie Oeffnung del' Okularlinse 
bildet. Bedeutet daher b' (Fig. 112) den Radius diesel' Oeffnnng und 
(j den halben Gesichtsfeldwinkel, so stellt 
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6' 
f)= f+f' ......... (2) 

die Grosse des Gesichtsfeldes dar. 
Damit das Auge die ganze Ausdehnung des Gesichtsfeldes 

uberblicken kann, muss sich dasselbe in dem Punkte befinden, in 
welchem die Axen der von dem Mittelpunkt der Objektivlinse aus
gehenden aussersten Strahlenbuschel bei ihrem schliesslichen Austritt 

I"-----.t' -----~-.#~ 

-t=====tt 
Fig. 112. 

aus dem Teleskop die Axe desselben schneiden. Das Auge befindet 
sich in diesem FaIle in dem Punkt, welcher dem durch das Okular 
erblickten Mittelpunkt der Objektivlinse konjugirt ist. Bezeichnet x 
den Abstand dieses Punktes von del' Okularlinse nach auswarts ge
messen, so ist nach (14, IV): 

oder 

111 
--.r+ f+f'=7' 

x= j C!+f'). . . . . (3) 

Dieser Umstand wird bei der Konstruktion des Fernrohrs be
rucksichtigt, und um dem Auge seine richtige Lage anzuweisen, 
versieht man das Okular mit einer Blendenoffnung, vor welcher sich 
bei der Beobachtung das Auge befinden muss. 

§ 240. Die volle Ausdehnung des sichtbaren Feldes ergiebt 
sich aus der Bestimmung des Verlaufes aller uberhaupt durch 
die beiden Linsen tretenden Strahlen. Verbindet man namlich die 
Randpunkte und den Mittelpunkt der Objektivlinse mit einem Rand
punkte der Okularlinse und schneiden die Verbindungslinien die 
gemeinsame Brennebene in den Punkten r, q und s CB'ig. 113), so 
gelangen aIle von der Objektivlinse ausgehenden und innerhalb p s 
liegenden Strahlen in das Okular; aber nur die Halfte derjenigen 
Strahl en, welche in q sich schneiden, gelangen in das Okular, wahrend 
nur einer von den in r sich schneidenden Strahlen das Okular trifft. 
Es ist somit das gesammte innerhalb As liegende Gesichtsfeld ein 
von ganzen Strahlenbuscheln gebildetes, wahrend das zwischen As 
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und A q liegende nul' aus Theilen von Strahlenbiiseheln, die grosser 
sind als die Halfte del' Strahlenbiisehel, das zwischen Aq und A r 
liegende Gesichtsfeld aber aus Theilen von Strahlenbiiseheln, die 
kleiner sind als die Half ten del' letzteren, sieh zusammensetzen. 
Zieht man parallel zur Axe des Fernrohrs dureh einen Randpunkt 
des Okulars die Linie mn b, so ergiebt sieh aus der Aehnliehkeit del' 

~---
(! 

Fig. 113. 

Dreiecke Cmb und snb, dass Cm: mb = sn: nb. Bezeiehnet man ps 
mit y und die Halboft'nungen del' beiden Linsen mit b und b', so 
gestaltet sich die letztere Relation folgendermaassen: 

odeI' hieraus 

h+ b' 
(+1' 

b'-y 
-1-'-

fb' - (' b 
Y=f+j-·,-· 

Bezeiehnet man mit ()' und ()" die Grosse des halben hellen 
Gesichtsfeldes resp. diejenige des halben uberhaupt sichtbaren Feldes, 
so ist y = / ()'; daher 

, 16'-1' b 
h=---

l(f+ I') . . . . . . (4) 

Um den Werth von ()" zu tinden, hat man nul' das Vorzeiehen 
von b umzukehl'en und erhalt somit 

1/ /6'+1' 6 
{j =7(1+1') . . (5) 

b' I' 
Werden die Verhaltnisse so gewtihlt, dass -6- = f' d. h. silld 

die Apel'turen del' Linsen ihl'en Brennweiten proportional, so vel'
sehwindet ()'; in dies em Falle nimmt die Helligkeit des Gesichts-

b' (' 
feldes von dem Centrum nach dem Umfange zu ab. 1st T< 7' 
so erhalt ()' einen negativen Werth, und es wil'd in diesem Falle 
kein Theil des Gesiehtsfeldes VOll vollen Strahlenbuseheln erleuehtet. 

Das dureh die Axen del' Randstrahlenbiischel begl'enzte Ge
siehtsfeld liegt innel'halb del' Linie Aq, und aus einer elemental'-
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mathematischen Betrachtung oder aus der Summirung der fitr {j' und 
{j" gefundenen Werthe ergie bt sich 

6'+6"=26. . . . . (6) 

In der Praxis wird das Gesichtsfeld auf die Grosse des hellen 
Gesichtsfeldes durch Einschaltung einer in die Brennebene der 
Objektlinse verlegten Blendung mit einem Oeffnungsradius 

fb'-f'b 
Y=---T+f'- . (7) 

reducirt. Hierdurch werden die Bilder sammtlicher von partiellen 
Strahlenbuscheln gebildeten Punkte abgeblendet. 

In astronomischen Fernrohren befindet sich in der Regel ein 
aus feinen Drahten bestehendes Netz in der Brennebene del' 
Objektivlinse. Das durch die Objektivlinse erzeugte Bild des 
Objektes mIlt somit in die Ebene des Fadennetzes und beide werden 
dann zusammen durch das Okular betrachtet. Man erhalt hierdurch 
ein Mittel, urn sich genau uber die Lage des Bildes irgend eines 
Punktes zu orientiren. 

Galileo's Fernrohr. 

§ 241. Dieses nach seinem Erfinder, Galileo, benannte Fern
rohr war das erste, dessen Konstruktion auf Grund theoretischer 
Principien erklart wurde. Es unterscheidet sich von dem astrono
mischen Fernrohr hauptsachlich durch die Form seines Okulars, 
welches als Bikoncavlinse auftritt und sich zwischen dem Objektiv 

. -- - - - - - - - - - - - - .f - - - - - - - - - - - - --"1 

c 
Fig. 114. 

und dessen Brennpunkt befindet. Ein von dem Objekt ausgehendes 
Strahlenbuschel wird durch das Objektiv vereinigt; ehe abel' die 
Strahl en diesen Vereinigungspunkt erreichen, wird ein Theil des 
StrahlenbuscheIs von dem Okular aufgefangcn. In Fig. 114 stelle 
B A C die Objektivlinse, b a c die Okularlinse, p q ein durch das 
Objektiv erzeugtes umgekehrtes Bild des Objektes dar, ,vobei ein
ander zugeordnete Punkte des Objektes und seines Bildes auf der
selben durch A, den Mittelpunkt dieser Linse, gehenden Linie 
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liegen. B q, A q und D q seien drei von irgend einem Punkt des 
Objektes ausgehende Strahl en , welche sich nach del' Brechung 
im Punkte q, dem zugeordneten Bildpunkt, schneiden. Diese 
Strahl en fallen auf das Okular, und man lasst sie im Allgemeinen 
parallel zum Austritt gelangen. Man erreicht dies, wenn man das 
Okular so anordnet, dass das Bild p q in seinem Brennpunkt liegt. 
1st das Fernrohr auf fernliegende Gegenstande gerichtet, so kann 
man pq als auch im Brennpunkt des Objektivs liegend ansehen und 
es ist dann del' Abstand zwischen den beiden Linsen gleich del' 
Differenz zwischen den Brennweiten beider Linsen. 

1st, wie in Fig. 114 dargestellt, (3 die line are Dimension des 
Bildes p q, und sind fund l' die Brennweiten del' Objektivlinse des 
Okulars, so wlirde· ein bei A befindliches Auge das Objekt unter 
dem Winkel Jl A q erblieken und es wird diesel' Winkel nicht merk
lich von demjenigen abweichen, unter welchem das Objekt von dem 
Auge in seiner thatsachlichen SteHung erblickt wird. Die Tangente 

dieses Winkels ist - j. Ferner wird das Bild p q durch das 

Okular unter einem Winkel gesehen, dessen Tangente - j, ist. 

Das Vergrosserungsverhaltnis ist somit wieder 

f m=y. . . (8) 

Das Vergrosserungsverhaltnis ist somit dasselbe wie bei einem 
astronomischen Fernrohr, dessen Linsen dieselben Brennweiten haben 
wie diejenigen des Galilei'schen Fernrohres. Das letztere hat den 
V orzug verminderter Lange. Wahrend namlich bei dem astrono
mischen Fernrohr del' Abstand zwischen den Linsen gleich del' 
Summe ihrer Bl'ennweiten gemacht werden muss, ergiebt sich der
selbe bei dem Galilei'schen Fernrohl' als die Differenz del' Brenn
weiten. 

Ein noch grosserer V orzug dieses Instrumentes ist darin zu 
such en, dass mittelst desselben die Objekte aufl'echt und nieht, wie 
bei dem astl'onomischen Fernrohr, umgekehrt erblickt werden. Diese 
Thatsache lasst sich ohne Weiteres el'kennen, wenn man den Ver
lauf del' Axen del' Randstrahlenbitschel von dem Mittelpunkt des 
Objektivs aus verfolgt. Durch den Durchtritt durch das Okulal' wird 
die Divergenz noch vermehrt. Das von dem oberst en Theile des 
Objektes ausgehende Strahlenbitschel trifft auf den untel'en Theil 
del' Retina und umgekehl't. Das Objekt wird also dem Auge in der
selben Lage sichtbar wie beim Erblicken mit blossem Auge. Aus 
diesem Grunde eignet sich das Instrument besonders zur Betrach-
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tung irdischer Objekte. Der gewohnliche "Operngucker" besteht aus 
einem Paar mit ihren Axen parallel angeordneter Gal il e i' scher 
Fernrohre, welche behufs Einstellung auf verschiedene Entfernungen 
del' Objekte eine Veranderung des Abstandes zwischen den Linsen 
gestatten. 

, § 242. Das Gesichtsfeld ist bei diesem Konstl'uktionstypus ein 
sehr begrenztes. Denn, da die Axen del' von den verschiedenen 
Theilen des Objektes ausgehenden Strahlenbuschel von dem Mittel
.punkte del' Objektivlinse aus divergiren und die Divel'genz nach 
del' Brechung durch die Okularlinse zunimmt, so fallen die Strahlen 
grosstentheils ausserhalb del' Pupillenoffnung, gelangen also nicht in 
das Auge. Damit nun eine moglichst grosse Anzahl diesel' Axen in 
das Auge gelangen, muss dasselbe moglichst nahe an den Punkt 
geruckt werden, von welchem die Axen divergiren. Dieser Punkt, 
welcher dem Augenpunkt entspricht, liegt aber innerhalb des In
strumentes; man wird sich daher damit begnugen muss en, das Auge 
moglichst nahe an die Okularlinse zu rucken. Die wirksame Apertur 
del' Okularlinse reducirt sich somit auf diejenige del' Pupille und es 
ist daher ganz nutzlos, dem Okular eine grossere Apertur zu geben 
als sie die Pupille besitzt. 

Bestimmt man das durch das Instrument erzeugte Bild 
del' Pupille, so muss en alle Strahlenbuschel, welche schliesslich 
vollstandig in die Pupille gelangen, innerhalb dieses Bildes zum 
Durchtritt gelangen. Man kann daher dieses Bild als die Eintritts
pupille bezeichnen, und die Axen aIler Strahlenbuschel treten bei 
ihrem Eintritt durch den Mittelpunkt dieser Eintrittspupille. Das 
Gesichtsfeld ist daher durch einen Strahlenkegel, welcher von dem 
Mittelpunkt der Eintrittspupille ausgeht und das Objektiv flillt, 
begrenzt 1). 

Bezeichnet man den Abstand del' Eintrittspupille von dem Ob
jektiv mit x und sieht die Augenpupille als ortlich mit dem Okular 
zusammenfallend an, so hat man nach (14, IV): 

1 1 1 
f-f' ----;;=7-

und daher 

x f(j- f') 
f' . . . . . . . . (9) 

1 

I) \Vegen einer vollstancligeren Darlegllng cler fiir das Gesichtsfeld des 
G a IiI e i' schen Fernrohrs maassgebenden Faktoren sehe man Czap ski, Theorie 
der opt. Instrumente S. 248 und die auf S. 251 daselbst angefLihrten Al)-
haJlcllnngen. Oz. 
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Bedeutet daher 0 das durch die Axen del' aussersten Strahl en
biischel bestinullte Gesichtsfeld und b den Oeffnungsradius des Ob
jektivs, so ist 

j" I, 
(j = --.~----- .. 

fCf -f') . (10) 

Diesel' Ausdl'uck giebt indessen nicht ein :Maass fiir das ge
sammte, von allen iiberhaupt durch das System tretenden Strahl en 
gebildete Gesichtsfeld. Dieses lasst sich in derselben Weise wie beim 
astronomischen Fernrohr bestimmen. Diejenigen Strahlenbiischel, 
welche die Pupille vollstandig ausfiiIlen, sieht man als ganze Stra11len
b{tsc11el, diejenigen, welche die Pupille nicht vollstandig ausfitllen, 
als Theile von Strahl en biischeln an, das Objektiv begrenzt also das 
Gesichtsfeld. 

Wir nehmen an, b und b' (Fig. 115) seien die Oeffnungsradien 
del' Linsen; die letztere Grosse stelle also auch gleichzeitig den Oeff-

Fig. 115. 

nungsradius del' Pupille dar. :Man verbinde einen Randpunkt del' 
Objektivlinse mit den beiden Randpunkten b und c und dem Mittel
punkt a del' Okularlinse und es seien r, s und q del' Reihe nach 
die Schnittpunkte del' Verbindungslinien und del' Bildlinie p q. 
Sbimmtliche, nach irgend einem innerhalb p r liegenden Punkt kon
vergirenden Strahlen fiillen die Okularlinse aus, nach Punkten des 
Theiles r q konvergirende Strahl en biischel fiiIlen mehr als die Halfte, 
nach Punkten des Theiles q s konvergirende Strahlenbiischel weniger 
als die Halfte del' Okularlinse aus. Bezeichnet man daher mit 0' 
das halbe helle Feld, mit 0" das halbe visuelle Feld, so ist 

, pr 
(j=-, 

f 
(j"=~. 

l 

Aus del' Dreiecks1i1mlichkeit ergiebt sich ebenso wie in dem 
Falle des astronomischen Fernrohrs, dass 

so dass 
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, f' b-fb' 
o = f(/-/') 0 0 0 0 0 0 0 0 (11) 

Den Werth von (j" erhalt man, indem man das Vorzeichen von 
b' umkehrt; man findet somit 

!'b+fb' 
0" = f(f _of') 0 0 0 0 0 0 0 0 (12) 

Bei diesem Fernrohr ist der Brennpunkt des Objektivs ein 
virtueller; es lassen sich somit hier weder eine Blendung noch ein 
Fadenkreuz anwenden. 

Obj ektivlinsen. 

§ 243. Wil' wollen nun die soeben angestellten theol'etischen 
Betl'achtungen auf die Herstellung guter Objektivlinsen anwenden. 

Ein V orzug des Fernrohrs gegeniiber dem blossen Auge, wenn 
es darauf ankommt, entfernte Gegenstande zu erkennen, besteht zu
nachst darin, dass eine grossere Lichtmenge in das Auge gelangt. 
Wahrend namlich das blosse Auge nur ein enges, von jedem Punkte 
des Objektes ausgehendes Strahlenbiischel aufnimmt, welches gerade 
gross genug ist, urn die Pupillezu flillen, gelangt in das Fernrohr 
ein Strahlenkegel, welcher gross genug ist, urn das ganze Objektiv 
zu fiiUen. Mittelst des Fernrohrs lassen sich daher Sterne erkennen, 
welche wegen ihrer Lichtschwache fiir das blosse Auge unsichtbar 
sind. Je grosser nun die Apertur des Oojektivs, urn so mehr Licht 
gelangt in dasselbe. Die erste Forderung, die wir an ein :B'ernrohr
objektiv stellen, ist daher die einer grossen Apertur. 

Wir haben bereits erkannt, dass die Helligkeit eines Bildes 
gleich derjenigen des Objektes ist, so dass, wenn das Licht des 
Bildes ebenso wie dasjenige des Objektes die Pupille vollstandig 
ausfiillt, beide Lichtquellen gleiche Helligkeit besitzen. Hat indessen 
das Instrument eine starke Vergrosserung, so fiillt das austretende 
Strahlenbiischel niemals die Pupille ganz. Wird das Fernrohl' gegen 
eine helle FHiche gerichtet, so fiillt das austretende Strahlenbiischel 
den Bildkreis. 1st 1· dessen Radius, p der Radius del' Pupille, so ist, 
wie bereits hervorgehoben wurde, rgewohnlich kleiner als p, und 
die schein bare Helligkeit wird eine klein ere sein als die Helligkeit 
des Objektes und zwal' im Vel'haltnis der Bildkreisfiache zu der
jenigen del' Pupille. Die Helligkeit el'giebt sich somit aus del' 
Gleichung 
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1st abeI'm die Vergrosserung, b del' Oeffnungsradius des Ob
b 

jektivs, so ist In = --;;:-; somit 

( b )2 1=Io ~ .......... (13) 
mp 

Es ist also die Helligkeit abhangig von del' Vergrosserung und 
del' Apertur des Objektivs, und ist die Vergrosserung eine hohe, so 
muss auch die Apertur entsprechend gross gemacht werden; anderen
falls verliert das Bild an Helligkeit. 

Bei dem Galilei'schen Fernrohr wird das Auge unmittelbar 
VOl' die Okularlinse gehalten und die Pupille ist mit Licht ausgefiillt, 
wenn Punkte des Objektes vermittelst ganzer Strahlenbiischel ge
sehen werden; es ist hier daher die Helligkeit des Bildes fast gleich 
derjenigen des Objektes und ist von der Apertur des Objektivs un· 
abhangig. Bei dies em Instrument ist dagegen das Gesichtsfeld von 
der Apertur des Objektivs abhangig. Der Grosse dieser Apertur ist 
indessen eine enge Grenze gesetzt, da die Brechung durch die Linse 
excentrisch ist, und macht man die Apertur gross, so werden die 
aussersten Strahlenbiischel in einer sol chen Entfernung von del' Axe 
gebrochen, dass dadurch die chromatische Aberration eine unbequem 
grosse wird. 

§ 244. Objektivlinsen werden in del' Regel aus zwei Linsen, 
einer konvexen aus Crownglas und einer konkaven aus Flintglas, 
herg·estellt. Die Strahlenbiischel fallen centrisch auf die erste Linse; 
ware daher ein Zwischenraum zwischen den Linsen vorhanden, so 
wiirde dadurch del' Strahl en gang dureh die zweite Linse ein ex
centriseher. Da dies fiir die Wirkung del' Linse naehtheilig sein 
wiirde, so werden die Linsen gewohnlieh dieht neben einander gefasst. 

Wir haben also fiir die Bereehnung des Objektivs vier variable 
Grossen, namlieh die Kriimmungsradien del' vier Linsenfiaehen. 

An die Wahl del' Brennweiten del' beiden Einzellinsen kniipfen 
sieh die beiden wesentliehen Bedingungen, dass das Objektiv eine 
gegebene Brennweite haben und aehromatiseh sein muss. Sind fund 
!' die Brennweiten der Einzellinsen und 1<~ diejenige des Systems, 
so ist naeh (26, IV), indem in dieser Gleiehung fiir den vorliegen-

, den Fall c = ° ist, 

. . (14) 

Die Bedingung fiir den Aehromatismus giebt ferner die Formel 
(20, IX): 
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(15) 

Aus diesen beiden Bedingungen ergiebt sich del' Werth von f 
und 1', so dass eine we it ere Bedingung, weI che irgend welche Be
ziehungen zwischen fund l' vorschreibt, nicht erfUllt werden kann. 

Untersuchen wir nun die Aberrationsfehler. Die Mangel eines 
durch eine einzelne Linse hervorgerufenen Bildes sind: 

1. Verzerrung infolge del' Kriimmung des Bildes; 
2. Undeutlichkeit infolge schiefen Strahlenganges in den aus

seren Theilen des Gesichtsfeldes; 
3. Undeutlichkeit infolge spharischer Aberration in del' Axe. 
In dem vorliegenden FaIle ist eine lineare oder angulare Ver

zerrung nicht vorhanden, da der Strahleneintritt centrisch erfolgt 
und daher Objekt und Bild parallele Schnitte desselben Kegels dar
stellen. 

Nach § 160 ist aber, wenn 'I und 'I' die Kriimmungsradien des 
Objektes und seines Bildes in den centralen Theilen des Feldes 
darstellen, 

1 1 J 2 k + 12k' + 1 I 
-~T-~= -l-l--+-l-' -J ..... (16) 

Da abel' diesel' Ausdruck eine Relation zwischen den Brenn
weiten del' Einzellinsen enthalt, so lasst sich der Mangel einer ge
kriimmten Bildflache nicht beseitigen. 

Untersuchen wir nun die Wirkung des schiefen Strahlenganges. 
N ach schiefer centrischer Brechung an einer Linse konvergiren die 
Strahlenbuschel nicht nach einem Punkt, sondern nach zwei Brenn
linien. Um dies en 1<'ehler zu korrigiren, hat man den Strahlengang 
so erfolgen zu lassen, dass die Brennlinien nach del' Brechung durch 
die beiden Einzellinsen sich decken. N ach (50, VIII) bestehen, wenn 
v und v' die Abstande der Brennlinien von dem Mittelpunkte einer 
einzelnen Linse bedeuten, fUr ein von einem im Abstande u gelegenen 
Punkt ausgehendes Strahlenbiischel die Gleichungen 

~ -~. = ~ r 1 + cp2 (1 + ~-. ) I , 
v 11 l I 211 J 

1 1 1 J cp2 1 
v'----;;-=T l1+-2n J' 

wo f die Brennweite del' Linse darstellt, (/) den Konvergenzwinkel 
des betreffenden Strahls, welche abel' so klein ist, dass die uber die 
dritte hinausgehenden Potenzen von (/) vernachlassigt werden k6nnen. 
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Damit die Brennlinien nach erfolgter Brechung durch beide Linsen 
zusammenfallen, muss daher die Relation bestehen: 

'1 J 1 (1 1) 1 (1 1) ) 2 (1 1) "'"IT +;rn- +7' +-2;( f=<I'l2nf+2n l fIJ' (17) 

Diese Gleichung bedingt abel' wieder eine Relation zwischen 
den Brennweiten del' Einzellinsen. Es kann also nur in dem FaIle, 
dass r[J = 0 ist, vollkommene Deutlichkeit erzielt werden. 

Del' aus del' spharischen Aberration sich ergebende Fehler lasst 
sich dahin korrigiren, dass man die Aberration fiir parallele Strahl en 
verschwinden lasst. Aus § 130 wissen wir, in welcher Weise die 
Aberration des Linsenpaares von den beiden Grossen e und el , 

welche beide von den Brennweiten unabhangig sind, abhangt. Um 
nun die Aberration fiir parallele Strahlenbiischel verschwinden zu 
lassen, hat man eine einzelne Relation zwischen den Grossen e und 
e' zu schaffen und hat dann noch die Moglichkeit, einer weiteren 
Bedingung zu geniigen. Es stehen uns hierbei zwei Wege offen. 
Wir konnen den Linsen zwei gleiche Kriimmungsfiachen geben, so 
dass sie zusammen verkittet werden konnen; odeI', wie bei del' Be
handlung del' Aberration im VII. Kapitel dargelegt wurde, wir konnen 
die Aberration nicht nur fiir parallele, sondel'll a-q.ch von einem 
Punkte in endlicher, abel' betrachtlicher Entfel'llung ausgehende 
Strahlen verschwinden lassen. 

Okulare. 

§ 245. Bei dem astronomischen Fel'llrohr kommt in del' Regel 
statt einer einfachen Okularlinse eine Kombination zweier durch 
einen Zwischenraum getrennter Linsen zur Anwendung. Die Ein
fiihrung einer dritten Linse zwischen dem Objektiv und dem Okular 
bringt eine Vergrosserung des Gesichtsfeldes mit sich. Man be
zeichnet diese Linse in der Regel als Kollektivlinse. 

Del' Eintritt der Strahlenbiischel in diese Linse ist nicht ein 
centrischer, so dass man keinen Vortheil dadurch erzielt, wenn man 
dieselbe unmittelbar neben das Okular riickt. Die beiden Linsen 
eines z,veitheiligen Okulars sind daher durch einen Zwischenraum 
getrennt. 

Es stehen uns somit fiir die Berechnung des Fel'llrohrokulars 
fiinf variable Grossen zur Verfiigung, namlich die vier Kriimmungs
radien der vier Linsenfiachen und del' Abstand zwischen den Linsen. 

Bedeuten fund j' die Brennweiten beider Linsen, a den Ab
stand zwischen ihnen, so haben wir nach (48, V) als Ausdruck fiir 
die Brennweite del' aquivalenten Linse 

Heath·Kanthack. 19 
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. . . (18) 

Die Brennweite des Systems erweist sich somit als eine ge
gebene Grosse, welche als die eine Relation zwischen den Kon
stanten anzusehen ist. 

Der bei Weitem schwerwiegendste Mangel, welcher aus del' 
Anwendung nul' einer Linse entspringt, besteht in den auf chroma
tischer Aberration beruhenden Fehlern. Diese Fehler sind zwei
facher Art: Einmal liegen die farbigen Bilder nicht in derselben, 
senkrecht zur Fernrohraxe gerichteten Ebene; und zweitens weichen 
sie in ihrer Grosse von einander abo Der eine oder del' andere 
dieser Fehler lasst sich wohl beseitigen, nicht aber ist dies mit bei
den gleichzeitig moglich. Da nun der erst ere Fehler del' weniger 
nachtheilige ist, so kann man ihn vernachlassigen. Man stellt 
zweckmassigerweise beide Linsen aus gleichartigem Glase her; 
denn gelingt es, die Linsen fiir zwei Farben zu achromatisiren, so 
ist damit das Linsenpaar ein vollkommen achromatisches, da eine 
Disproportionalitat del' Dispersion nicht vorhanden ist. 

Nach (29, IX) ist die Bedingung fUr diese unvollkommene 
Achromatisirung zweier aus gleichartigem Material hergestellten 
Linsen durch die Relation 

/+/' a=----· 
2 

. . . (19) 

gegeben. 
Hiermit gewinnen wir eine zweite Relation zwischen den Kon

stanten. 
Die aus del' spharischen Aberration resultirenden Fehler sind 

komplicirter als die im Objektiv auftretenden gleicher Art, weil bei 
dem Okular die Strahlenbiischel excentrisch und mit erheblicher 
Schiefe einfallen. 

Del' erste Fehler ist die aus del' spharischen Aberration del' 
schieferen Strahlenbiischel entspringende Undeutlichkeit des Bildes. 
Bei richtigem Abstande des central en Theils des Bildes von dem 
Okular Hegen die Randtheile in einer zu grossen Entfernung; wenn 
daher der centrale Theil des Gesichtsfeldes deutlich ist, so sind die 
Randtheile undeutlich; schiebt man dagegen das Okular einwarts, 
um die Randtheile deutlich zu sehen, so wird dadurch del' cen
trale Theil undeutlich. 

Del' zweite Fehler aussert sich als Kriimmung des Bildes 1). 

1) Gerade die Krummung des Bildes ist es, welche sich in der vorstehend 
beschriebenen ·Weise aussert. Die spharische Aberration der schiefen Buschel zeigt 
sich als Unscharfe del' Randtheile des Sehfelds bei jed e l' Einstellung. 



Optische Instrumente. 291 

Der dritte Fehler ist, die line are und angulare Verzerrung. Die 
Axen der aussersten, von dem Mittelpunkt des Objektivs ausgehen
den Strahlenbiischel werden infolge der spharischen Aberration des 
Okulars 'die Axe des Fernrohrs in einem geringeren Abstaude 
schneiden als diejenigen der axialen St.rahlenbiischel. Das Ver
Mltnis der Gesichtswiukel wird daher fUr die Randpartien des Ge
sichtsfeldes grosser sein als fiir das Centrum desselben. Die Rand
partien des Gesichtsfeldes erscheinen daher unverhaltnismassig stark 
vergrossert und das Objekt erscheint verzerrt I). 

Ein vierter Fehler riihrt von dem Astigmatismus schiefer 
Strahlenbiischel her. Die Strahlenbiischel bilden nach ihrem Durch
tritt durch das Instrument zwei Brennlinien, und das Netzhautbild 
eines durch ein solches Strahlenbiischel abgebildeten Punktes ist im 
Allgemeinen eine Ellipse, welche sich indessen unter Umstanden als 
Kreis specialisirt. 

§ 246. Ohne weiter in die Eiuzelheiten dieser Mangel einzu
dringen, geniigt es, uns hier die leicht ersichtliche Thatsache zu 
vergegenwartigen, dass im Allgemeinen die Fehler sich durch Ver
ringerung der Aberrationen der aussersten Strahlenbiischel vermindern 
lassen und dass, wenn die Gestalt der Linsen gegeben ist, man diese 
Wirkung dadurch erzielen kann, dass man ihre Anzahl vermehrt 
und dadurch die Brechung der Strahlen vertheilt. Die resultirende 
Aberration wird, caeteris paribus, ein Minimum, wenn man die ge
sammte Ablenkung der Strahlen gleichmassig unter die Linsen vertheilt. 

Die Bedingung fUr eine gleichmassig vertheilte Brechung lasst 
sich ohne Schwierigkeit aufstellen. Wir wollen uns zunachst auf 
die Untersuchung des Falles nur zweier Linsen beschranken. 

Bezeichnen wir die Abstande, in welchen die beiden Linsen 
von einem urspriinglich zur Axe parallelen Strahl getroifen werden, 

mit y und y', so sind j und j', die durch die beiden Linsen her-
y y' 

vorgerufenen Ablenkungen und gefordert wird, dass f = 7" 1st 

aber {} der Konvergenzwinkel des Strahls zwischen den Linsen, 
deren Abstand mit a bezeichnet sein mag, so 1st nach Fig. 116 

y'=y-aO und 0= ~-; 
daher 

1) Diese Deduction ist nicht ganz vollstandig. Die Verzerrung kann trotz del' 
spharischen Abenation - ja sogar mittels derselben - anfgehoben sein. 

19* 
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hieraus und der Forderung ~ = ~: folgt: 

oder endlich 
a=I-I'·· . . (20) 

In Worten ausgedruckt fordert diese Bedingung, dass der Ab
stand zwischen den beiden Linsen gleich der Differenz zwischen 
ihren Brennweiten sei. Nach diesem Prineip wurde das Huyghen
sehe Okular konstruirt. 

-~==~--~ . I 

a f' : 
.: 

f 
~ig. 116. 

Die eben aufgestellten Bedingungsformeln beziehen sich nur 
auf die Brennweiten und die Abstande der Linsen von einander und 
sind von deren Gestalt unabhangig. Die Aberrationen hangen aber 
wesentlich von der Gestalt der Linsen abo Die Korrektion der ver
schiedenen oben aufgefUhrten Fehler bedingt nun im Allgemeinen die 
Anwendung verschiedener und oft gegensatzlicher Linsenformen. Es 
bleibt daher nichts weiter ubrig, als von del' Vervollkommnung des 
Instrumentes nach der einen Richtung abzustehen, urn dadurch die 
lVIOglichkeit zu gewinnen, es nach einer anderen, fUr den jeweiligen 
Zweck wichtigerenRichtung zu vervollkommnen. Die hierher ge
horende Theorie ist indessen sehr verwickelt und es wird ihr auch 
in der Praxis nur ein geringer Grad von Beachtung geschenkt. Die 
zur Anwendung gelangenden Linsen sind fast ohne Ausnahme plan
konvexe oder aqui-konvexe Linsen. 

§ 247. Verbinden wir die Bedingung fUr die Achromatisirnng 
der Linsen (19) mit derjenigen fUr die gleichgrosse Ablenkung durch 
jede der beiden Linsen (20), so erhalten wir die beiden Gleichungen 

a = 1/2 (/ + I') 1 
a=I-I' r 

Ans diesen Gleichungen ergiebt sich: 

(=3/', a=2/'· . • (21) 
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Das Okular besteht daher aus zwei Linsen, von denen die 
hintere eine dreimal so grosse Brennweite hat als die dem Auge 
zunachst liegende und deren Abstand von einander gleich der 
doppelten Brennweite der vorderen Linse ist. Dieser Typus ent
spricht dem Okular, welches Huyghens konstruirte, um die Wirkung 
der Aberration dadurch unschadlich zu machen, dass er die gesammte 
Ablenkung der Strahl en auf beide Linsen gleichmassig vertheilte. 
Spater machte Boscovich darauf aufmerksam, dass die Kombination 
den weiteren V ortheil der Achromasie besasse. 

Dieses Okular wird gewohnlich aus plan-konvexen Linsen her
gestellt, deren Planflachen dem Auge zugekehrt sind (Fig. 117). Von 
dem Objektiv ausgehende Strahl en wiirden sich in q schneiden, wenn 
IJq in der Brennebene des Objektivs liegt. Die Strahlen werden in
dessen von der hinteren Okularlinse aufgefangen, ehe sie in q zur 
Vereinigung gelangen und werden in g', einem Punkte in der Brenn
ebene der vorderen Linse, vereinigt, so dass demnach die Strahl en 

Fig. 117. 

als parallelstrahliges Btindel zum Austritt gelangen. Bedeuten A 
und B die Mittelpunkte der beiden Linsen, AF die Brennweite der 
Linse A, so ist, da AI!' = 3/, und AB = 2/', Punkt F auch der 
Brennpunkt der Linse B. Da ferner g' p' in der Brennebene der 
Linse B liegt, so ist Bp' = 1/2 AB. Ferner, da p und p' in Bezug 
auf die Linse A konjugirte Punkte sind, so ist nach (14, IV) 

1 1 1 
Ap' - Ap =37' 

und Ap' = f'. Es ist somit 

Ap= ~ I' = ! AB, . . . . . (22) 

P ist somit der Mittelpunkt von A F. 
Die hintere Okularlinse muss demnach so gefasst werden, dass 

sie sich zwischen dem Objektiv und dessen Brennpunkt, in einem 
Abstande ihrer halben eignen Brennweite von dem Brennpunkte des 
Objektivs, befindet. 



294 Kapitel XI. 

Die Anwendung dieses Okulars ist indessen in den Fallen 
nicht rathsam, wo mit Hilfe von Fadenkreuzen Fernrohrmessungen 
angestellt werden sollen; denn der Brennpunkt des Objektivs ist 
virtuell. Die Ebene des Fadenkreuzes darf nicht mit derjenigen des 
Bildes p q zusammenfallen, weil der Strahlendurchtritt durch die Augen
linse des Okulars Verzerrungen des Bildes verursacht, wahrend das 
Bild des Objektes infolge des excentrischen Strahlenganges sowohl 
durch die hintere als auch vordere Okularlinse Verzerrungen erleidet. 
Fa:denkreuz und Objekt erscheinen daher in verschiedenem Grade 
verzerrt, und man wurde daher fUr die Lage eines Punktes i~ Ge
sichtsfelde ein verkehrtes Maass gewinnen, wollte man dieselbe mit 
dem ]'adenkreuze vergleichen. In allen fUr Messungen bestimmten, 
mit Fadenkreuzen versehenen Fernrohren muss die hint ere Okular
linse zwischen der vorderen Linse und dem Brennpunkt des Objektivs 
liegen. Findet jetzt eine Verzerrung des Bildes und des Faden
kreuzes statt, so ist diese gleicher Art und es tritt kein Fehler in 
die Messung ein. 

§ 248. Bei dem gewohnlichen, als das Ramsden'sche Okular 
bekannten, astronomischen Okular haben die beiden Linsen gleiche 
Brennweiten und die Bedingung fUr die Achromasie besteht dem
nach nach (19) in diesem Falle darin, dass der Abstand zwischen 
den Linsen gleich der Brennweite der Linsen ist. Da aber bei 
einer solchen Anordnung das Kollektiv sich genau in dem Brenn
punkt der Augenlinse befindet, so wurde ein zufallig auf dem 
ersteren liegendes Staubkornchen oder irgend eine fehlerhafte Stelle 
im Glase durch die Augenlinse vergrossert werden und das Bild 
undeutlich machen. Aus diesem Grunde nimmt man den Abstand 
zwischen den Linsen etwas kleiner als die Brennweite der Linsen; 
wenn auch hierdurch die Achromasie beeintrachtigt wird, so ist die 
dabei gemachte Einbusse nicht von Belang. Man wahlt in del' 
Regel plankonvexe Linsen, deren konvexe Fl1tchen einander zuge
kehrt sind, und fasst sie in einem Abstallde gleich zwei Drittel ihrer, 
wie gesagt gleichen, Brennweiten von einander. 

Die von dem Objektiv ausgehenden Strahl en schneiden sich, 
wie in Fig. 118 gezeigt, in einem Punkte q del' Brennebene des 
Objektivs und gelangen nach der Kreuzung bei q in das Kollektiv. 
Die Richtung del' Strahl en andert sich nun, so dass sie von q' aus
zugehen scheinen. Man wahlt nun die Verhaltnisse des Okulars so, 
dass diesel' Punkt in del' Brennebene der Augenlinse liegt, so dass 
die Strahlen als parallelstrahliges Bundel zum schliesslichen Austritt 
gelangen. Bezeichnet man mit A und B die Mittelpunkte del' Linsen 
und ist AF = f die Brennweite jeder der beiden Linsen, so ist AB 
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= %1 Da ferner q' p' im Brennpunkt del' Linse B liegt, so ist 
B p' = j, so dass A p' = lid. Ferner sind p und p' konjugirte Punkte 
in Bezug auf die Linse A und daher nach (14, IV) 

hieraus, da 

111 
Ap -Ap'-=-r i 

. . (23) 

Wie hieraus ersichtlich, befindet sich das Kollektiv ausserhalb 
des Brennpunktes des Objektivs und zwar in einem Abstande von 
demselben, welcher ein Viertel seiner eigenen Brennweite betragt. 

Fig. 118. 

Die Radien del' Linsenkrummungen lassen sich so wahlen, dass 
die Aberrationsfehler moglichst unschadlich gemacht werden. Die 
aus diesen Fehlern entspringende Undeutlichkeit lasst sich bei diesem 
Okular weit bessel' korrigiren als in irgend einem anderen del' 
ublichen Typen. 

§ 249. Ein allgemein verbreitetes Okular ist das viertheilige 
terrestrische Fernrohrokular. Das terrestrische Fernrohr unterscheidet 
sich von dem astronomischen in del' That nul' dadurch, dass es statt 
eines gewohnlichen ein bildumkehrendes Okular besitzt. 

Fig. 119. 

Figur 119 stellt eine Form des bildumkehrenden Okulars dar 1). 
A und B sind zwei Konvexlinsen von gleicher Brennweite, welche 
sich in belie bigem A bstande von einander befinden konnen. p q ist 
das durch das Objektiv erzeugte Bild. Die Linse A ist so justirt, 
dass p q in ihrer Brennebene liegt. Da nun die Strahl en zwischen 
A und B parallel verlaufen und A und B gleiche Brennweiten 
haben, so erzeugt die Linse B ein umgekehrtes Bild p' q' von p q im 
Abstande ihrer Brennweite von B, das von derselben Grosse ist wie 

1) Der Strahlengang zwischen q 1111(1 IJ I weicht in (ler }'ignr nicht nner
heblich von clem thatsachlichen abo 
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p q, so dass B p' = A p und p q = p' q'. Ausser diesen beiden Linsen 
hat das Okular noch zwei ein gewohnliches Huyghen'sches Okular 
bildende Linsen, welche genau wie bei dem astronomischen Okular 
auf das Bildp' q' einzustellen sind. Die Abstande zwischen den 
vier Linsen sind unveranderlich; sie werden gewohnlich in eine 
Rohre gefasst, die sich dann entsprechend den Entfernungen der 
Objekte in dem Fernrohrtubus verschieben lasst. 

§ 250. Die Stellung und Vergrosserung eines flir deutliches 
Sehen eingestellten aus zwei Linsen zusammengesetzten Okulars 
lasst sich bestimmen, wenn man die successiven, durch den Stl'ahlen
gang erzeugten Bilder untersucht. 

N ehmen wir an, das Instrument sei auf fernliegende Objekte 
gerichtetl) und so justirt, dass die Strahl en als parallelstrahliges 
Biischel schliesslich zum Austritt gelangen und dahel' das erste Bild 
in del' Brennebene des Objektivs, das letzte Bild in del' Brenllebene 

~~~ 
:<-----:f------+------.r----~--a'-- : 
~- - - - - - - - - - - a - - - - - - - - ~ - - - - f!" - ~ 

Fig. 120. 

del' Augenlinse liegt. Bezeichnen wir nach Fig. 120 mit x den Ab
stand des ersten Bildes VOl', mit .x' den Abstand des letzten Bildes 
hinter del' Kollektivlinse, ferner mit /3 und [3' die linearen Dimen
sionen diesel' Bilder, mit (J. und (J.' die urspriingliche und schliess
liche Konvergenz del' Axen del' aussersten Strahlenbiischel, mit f, 
!' und f" die Brennweiten del' drci Linsen und schliesslich mit a und 
a' deren Abstande von einander, so erhalten wir folgende Relationen: 

a=x+f 

a'=.'l/+f" 
und nach (14, IV) 

1 1 1 -+----
.7: x' - f" 

Die Grossen a und a' sind dahel' durch die Gleiclmng 

1 1 1 
-;-~ l + a'-/" =7' ...... (24 a) 

mit einander verbunden. 

1) In del' Figur ist del' Al1schaulichkeit \yegen elm; Objekt l'elativ nahe am 
Objektiy gelegen ger.eichnet. 
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Dureh entspreehende Umformung gelangen wir zu dem Ausdruek 

(f + f' - a) (f' + /" - a') = f'2.. . . . . . (24) 

Die Bestimmungsgleiehungen fill' die Konvergenz der Eintritts
und Austrittsstrahlenbilsehel lauten 

fJ a=-------;--, 
.l 

fJ' a'= - --_.-1''' , 

und ferner ist naeh (5 a, IV) 

fJ 
.7: 

Das Abbildungsverhii1tnis ist daher 

(I' fJ' f 
N = --;,- =- T 7'- , 

odeI' 

Es ist abel' gleiehzeitig naeh (14, IV) 

:r' x' a' - I' - /11 
-;-=7- 1 = f' 

und daher 

N -- ,.C~+_~_~J ('>5)' - Jlf' t'" f'/")······· -

Zu dies em Ausdruek hatte man auf direktem Wege gelangen 
konnen, wenn man die beiden Linsen des Okulars naeh (47, V) 
dureli deren aquivalente Linse ersetzt und dann die bereits fill' das 
Abbildungsverhaltnis bei dem aus zwei Linsen bestehenden astro
nomisehen Fernrohr entwiekelte Formel (1) eingefilhrt hatte. 

In ganz analoger Weise lasst sieh zeigen, dass 

J:_ = _ f" flJ:- + ~ _ _ a_jt 
N f f' f f' . 

. . . (26) 

Multipliciren wir Gleiehungen (25) und (26) mit einander, so 
ergiebt sich darans der in Gleiehnng (24) enthaltene Ausdruek. 

Das Objckt wird, wie beim gewohnlichen astronomisehen Fern
rohr, umgekehrt erscheinen, es sei denn, dass a grosser als f + i', 
d. h. del' Abstand zwischen den beiden ersten Linsen grosser ist als 
die Summe ihrer Brennweiten ist. 
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Sind die Brennweiten del' Linsen und die Vergrosserung ge
geben, so sind damit aueh die Abstande del' Linsen von einander 
festgelegt; denn aus den Gleiehungen (25) und (26) folgt: 

a=I+I'+ f,(~-1 

a'=I'+f"+I'I;'N j' 
und . . . . . . (27) 

§ 251. Das Gesiehtsfeld lasst sieh in derselben Weise be
stimmen wie beim gewohnliehen astronomisehen Fernrohr, voraus
gesetzt, dass die beiden erst en Linsen die fUr die Bereehnung des 
Fernrohres maassgebenden sind. Man hat in dies em FaIle die Apertur 
del' dritten Linse so zu wahlen, dass sammtliehe Strahl en zum Aus
tritt gelangen. Wenn daher () die Grosse des auf die Axen del' 
aussersten Strahlenbusehel bezogenen Gesiehtsfeldes bedeutet, h' und 
b" die Oeffnungsradien del' Kollektivlinse und del' Augenlinse dar
stellen, so ist 

b' 
()=-. 

a 

Bezeiehnet ferner a' den Konvergenzwinkel fur die Axe des 
aussersten Strahlenbusehels naeh dem Durehtritt dureh die erste 
Linse, so ist a' - fJ die dureh jene Linse hervorgerufene Ablenkung 
und somit 

Ferner ist 

daher 

odeI' 

, 1/ 
" = () - ----c,- • 

.t 

b" = b' + a' ,,' , 

a' b' 
//' = b' + a' () - -

I' 

b" f , a a' , 
= () l a+a -7-f' 

wodurch die Apertur del' Augenlinse bestimmt ist. 

. . . . . (28) 

Die Apertur del' Augenlinse, welche dem maximalen Gesichts
feld entspricht, und die Grosse des' hellen l!'eldes lassen sieh in 
analoger Weise bestimmen. 

Beim Galilei'schen Fernrohr ist die zur Anwendung ge]angende 
Augenlinse stets eine einfache Konkavlinse odeI' auch ein verkittetes 
achromatisehes Linsenpaar I). 

1) Ausser bei clem "PflllOlihischen" Fernrohr von S t ei n hoi l. 
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Die Spiegelteleskope odeI' Reflektoren. 

§ 252. Wendet man statt einer konvexen Objektivlinse einen 
Konkavspiegel an, urn die von einem Objekt ausgehenden Strahlen 
aufzufangen, so erzeugt ein solcher Spiegel ein Bild des Objektes, 
welches, vorausgesetzt dass die Apertur des Spiegels genugend gross 
ist, sich wie bei den Refraktoren durch ein in geeigneter Stellung 
angebraehtes Okular betraehten lasst. Dies ist del' Grundgedanke 
des von Hersche 1 konstruirten einfaehsten allerReflektoren. 

Damit nun dureh den Kopf des Beobachters ein mogliehst 
kleiner Theil del' von dem Objekt ausgehenden Strahlen abge
halten werde, ist die Axe des Spiegels zur Axe des Rohres, in 
welehem derselbe befestigt ist, ein wenig geneigt; hierdureh ent
steht das Bild in del' Nahe des Tnbusrandes und lasst sieh von dem 
seinen Rueken dem Objekt zukehrenden Beobaehter mittelst .eines 
Okulars betraehten. Die Sehiefe des einfa11enden Strahlenbusehels 
zur Spiegelaxe hat eine geringe Verzerrnng des Bildes zur Folge 1); 
abel' die aus diesem Umstande entspringenden Fehler sind in den 
sehr grossen Instrumenten, fUr welehe a11ein diesel' Typus in Frage 
kommt, kaum wahrnehmbar. 

Wir setzen voraus, das Objekt befinde sieh in sehr grosser Ent
fernung, so dass das dureh den Spiegel erzeugte Bild in die Brenn
ebene des Spiegels flillt. Ferner nehmen wir an, das Instrument 
sei fUr normale Augen eingeste11t, so dass die Strahl en parallel aus
treten, also das Okular so eingestellt ist, dass das erst erzeugte 
Bild in seinen Brennpunkt fallt. 

Del' Gesiehtswinkel, unter welch em das Objekt vom Mittelpunkt 
des Spiegels, also mit blossem Auge gesehen wird, ist dureh den 

Quotienten --~- bestimmt, wo f3 die line are Grosse des erst en 

Bildes, F die Brennweite des Spiegels bedeutet. Del' Winkel, unter 

welehem das Bild vom Auge erbliekt wird, ist ).-, wo f die Brenn

weite del' Okularlinse ist. 
Das Vergrosserungsverhiiltnis ist dureh das Verhaltnis beider 

Winkel dargestellt und ist somit 
F 

N=-j' ......... (29) 

Dieses Instrument liefert daher ein umgekehrtes Bild. 
Figur 121 stellt sehematiseh die Anordnung des Spiegels und 

1) Nicht so 8ehr die eigentliche Verzerrnng (Distortion), a],; yielmehr ctwas 
Astigmatismus auch in del' Axe des Bildes. 



300 Kapitel XI. 

del' Okularlinse dar. B A C ist del' grosse spharische Refiektor, 0 A 
dessen Axe und 0 dessen Kriimmungsmittelpunkt. A P ist die Axe 
del' Refiektorrohre, A a diejenige des Okulars und beide Axen sind 
unter gleichem Winkel zur Spiegelaxe A 0 geneigt. B q, A q und C q 
sind drei durch den Refiektor in q vereinigte Strahlen. Da q ein 
Brennpunkt del' Okularlinse ist, so gelangen die Strahl en nach 
ihrem Durchtritt durch die Linse als parallelstrahliges Biindel in 
das Auge. Del' Brennpunkt q und del' ihm entsprechende Objekt
punkt liegen auf derselben dureh 0, den Mittelpunkt des Refiektors, 
gezogenen Linie. 

Fig. 121. 

§ 253. Das auf die Axen ausserster Strahlenbiischel als Be
grenzungselemente bezogene Gesichtsfeld dieses Fernrohrs Hisst sieh 
bestimmen, indem man die aussersten Randpunkte des Okulars mit 
dem Mittelpunkt des Spiegels verbindet. Del' Abstand zwischen del' 
Linse und dem Spiegelmittelpunkt ist sehr angenahert ]<-' - j; denn 
AO=2]' und Ap=F', wahrend die Neigung von Ap zu AO eine 
nul' sehr geringe ist. Bezeiclmet man daher mit a die halbe Apertur 
del' Okularlinse und mit 0 das halbe Gesichtsfeld, so ist 

a 
O=fF_r . . . . . (30) 

Die Brennweite del' Okularlinse ist indessen im Vergleieh zu 
derjenigen des Spiegels sehr klein und das Gesichtsjeld ist daher ange
niihert gleich dem Oejfnungswinkel eines J(egels, der seine Spitze im Scheitel 

des Spiegels hat und dessen Basis die Oejfnun,r; der Okularlinse i8t. 

Zu einem Ausdruck fitr die Grosse des gesammten Gesichts
feldes gelangt man, indem man den Rand del' Okularlinse mit dem
jenigen des Spiegels verbindet. Del' von diesem Kegel begrenzte 
Theil del' in dem gemeinsamen Brennpunkte des Spiegels und del' 
Linse erriehteten Senkreehten zur Kegelaxe steIIt die lineare Grosse 
del' von allen beliebigen, von dem Objekte ausgehenden Strahl en 
beleuchteten Flache, und del' diese Senkrechte einschliessende 
Winkel bei 0 steIIt die Grosso des Gesichtsfeldes dar. Seine Grosse 
wird in genau derselben ,Yeise bestimmt, wie das beim astrono-



Optische lnstrurnente. 301 

mischen Fernrohr geschah, und wir konnen demnach auch hier die 
in jenem FaIle entwickelte Formel (5) benutzen und schreiben 

, Af+aF 
(j = F(F +f)' . . (31) 

wo A die halbe Apertur des Spiegels und {}' das halbe totale Ge
sichtsfeld bedeutet. Vernachlassigen wir f gegenuber der Grosse 

F 
von Fund substituiren N fUr f' so lautet diese Formel: 

{j'=-~ {a+ ~ },. . . (32) 

welche bei Instrumenten mit starker Vergrosserung nul' wenig von 
den bereits fUr die mittlere Grosse des Gesichtsfeldes aufgestellten 
Formeln abweichende Resultate liefert. 

Herschel's grosses Fernrohr wunle im Jahre 1789 konstruirt; 
es war 40 Fuss engl. = 12,2 m lang und del' Reflektor hatte einen 
Durchmesser von 50 Zoll = 1,27 m. Die Lichtstarke war bei diesem 
Instrument so gross, dass Herschel Okulare von erheblich kur
zerer Brennweite anwenden konnte, als das bis dahin moglich ge
wesen war. 

Das Teleskop von Lord Rosse hat einen Spiegel von 53 Fuss 
engl. = ca. 16 m Brennweite und 6 Fuss = 1,8 m Durchmesser. 

Newton's Teleskop. 

§ 254. Die Beobachtung von vorne, wie sie bei dem zuletzt 
beschricbenen Fernrohr die Konstruktion gestattet, ist auf Instru
mente mit sehr grosser Apertur beschrankt; bei Instrumenten ge
ringerer Apertur ist der beschriebene Konstruktionstypus ausge
schlossen. Bei dem von Newton ersonnenen und konstruirten 
Teleskope werden die von dem Spiegelobjektiv reflektirten Strahl en 
von einem kleinen, zwischen dem Spiegelobjektiv und seinem Brenn
punkt angeordneten Planspiegel aufgefangen. Die Ebene des letz
teren Spiegels ist unter 45° zur Axe des Teleskops geneigt und die 
Strahlen, welche ohne die Einschaltung des Planspiegels sich in dem 
Brennpunkt des Spiegels zu einem Bilde vereinigen wurden, werden 
seitwarts reflektirt und erzeugen ein jenem Bilde kongruentes und 
in Bezug auf den Planspiegel symmetrisch gelegenes Bild in del' 
Nahe des Tubusrandes. Dieses Bild, dessen Ebene zur Fernrohraxe 
parallel ist, wird nun durch ein seitlich am Instrument angebrachtes 
Okular betrachtet. An Stelle eines Planspiegels benutzte Newt on 
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ein gleichschenklig-reehtwinkliges, total reflektirendes Prisma. Da 
die Reflexion an der Hypotenuse eine totale ist, so ist mit der An
wen dung eines solchen Prismas ein we it geringerer Lichtvel'lust 
vel'bunden, als dies bei del' Reflexion an einem Metallspiegel del' 
}<'all ist. 

Fig. 122 zeigt die Anordnung del' Spiegel und des Okulal's. 
B A C stellt das Spiegelobjektiv, B' A' C' den Planspiegel und bac 

die Okularlinse dar. Die parallel bei A, B und C einfallenden 
Strahl en werden nach der Reflexion an dem Objektivspiegel im 
Punkte Q vereinigt, indem PQ die Lage der Brennebene andeutet. 

---------=~.B 

c' 

.P _---' .A 
e 

Fig. 122. 

Ehe indessen die Strahlen in Q zur Vereinigung gelangen, werden 
sie dul'ch den Planspiegel reflektirt und in q zur Vel'einigung ge
bracht. Nach der Kreuzung bei q erfolgt der Eintritt in die Okular
linse und hierauf pal'allelstrahliger Austritt aus derselben. Der 
Punkt Q und der zugeordnete Objektpunkt liegen auf del' durch 
den Mittelpunkt des Reflektors gehenden Geraden. Ferner liegen 
das erste und das zweite Bild q p in Bezug auf den Spiegel B' A' C' 
symmetrisch und q p und P Q sind gleich gross. 

Bezeichnen wir mit Fund ! die Brennweiten des Spiegel
objektivs und des Okulars, mit e und e' deren Abstande von dem 
geneigten Planspiegel, so ist mit Riicksicht auf die Figur 

A'P=F- e l 
A'p =e'-f J' 

indem das erste Bild in der Brennebene des grossen Spiegels, das 
zweite in derjenigen der Okularlinse liegt. Da nun A' P = A' p, so ist 

e+ e'=F+f. . . . • (33) 

Diese Gleichung enthalt die Bedingung fiir das deutliche Sehen 
bei parallelem Strahlenaustritt. 
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Die Vergrosserung lasst sich genau in derselben Weise be
stimmen wie bei dem Herschel'schen Fernrohr. Wir erhalten 
wieder fUr dieselbe den Ausdruck 

F 
N=~ ... 

.t 
. . (34) 

§ 255. Del' kleinere Planspiegel muss geniigend gross sein, 
urn das ganze Hauptstrcthlenbiischel, d. h. den im Brennpunkt des 
Spiegelobjektivs zusammenlaufenden Strahlenkegel refiektiren zu 
konnenj der Spiegel darf indessen nicht grosser gemacht werden, 
als zu dies em Zweck erforderlich ist, da sonst die Helligkeit des 
mittleren Theils des Gesichtsfeldes beeintrachtigt wird. Del' Spiegel 
muss daher nul' so gross gemacht werden, dass er einen unter 45 0 

zur Axe gelegten Schnitt mit seinem vollen, von dem Refiektor nach 
dessen Brennpunkt konvergirenden Strahlenkegel vollstandig deckt. 
Der Spiegel muss also eine elliptische Form haben. 

Bezeichnen wir nach Fig. 123 den halben Oeffnungswinkel des 
vollen Kegels mit 0, so ist 

A 
tg- 0 =F' 

unter A die halbe Apertur des Refiektors verstanden. 
:E'ig. 123 stelle einen durch die Axe senkrecht zur Ebene des 

Planspiegels gelegten Schnitt des Lichtkegels dar, und zwar sei 

p 

Fig. 123. 

1\<1 N der Schnitt durch den Planspiegel, also die grosse Axe del' 
elliptischen Spiegelfiache. Bezeichnet man· nun die zu beiden Seiten 
der Axe A P liegenden Theile del' Ellipsenaxe mit x und x', d. h. 
A' 1\<1 mit x, A' N mit ,r', und A' P mit d, so ist 

und 

d sin 0 d j/2 tg- 0 A d jI2 
X= sin(450-o) = 1-tgo = F-=-A"-' 

, d sin 0 
X= -

sin (45 0 + 0) 
d j/2 tg- 0 

1 + tg- 0 

Adj/2 
F+A ' 
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und daher, wenn a und b die halben Ellipsenaxen bezeichnen, 

x+:r' AFdV2 
a=-2-=F2_A2 . . . . (35) 

Bezeichnet y die Breite des zu del' in del' Figur dargestellten 
Ebene senkrechten Schnittes bei A', so ist 

y ist abel' del' Radius des in A' durch den Kreiskegel gelegten 
Ad 

Orthogonalschnittes, d. h. y = -F und daher 

bZ F2_ A2 
a2 2 F' 

Setzen wir fUr a seinen Werth aus (35) ein, so ergiebt sich als 
zugehoriger Werth von b: 

Ad 
b = ----,,-- . . . . . . . . . (36) 

VF'-A2 

Berticksichtigt man nun, dass die Apertur des Objektivspiegels 
im Vergleich mit seiner Brennweite klein ist, so kann man A2 gegen
tiber F2 vernachlassigen. Die Naherungswerthe von a und b lassen 
sich daher dureh folgende Formeln ausdrticken: 

a= A121 
b= Ad 

F r 
. . . . . . . . (37) 

und die Werthe von a und b verhalten sich daher wie V2: 1. 
. § 256. Das ausserste Gesichtsfeld ist bei 'dem N e wton'schen 

Fernrohr durch den das Okular und den nach Formel (37) be
stimmten Planspiegel tangirenden Kegel begrenzt. Del' von diesem 
Kegel begrenzte Theil del' durch den Brennpunkt del' Okularlinse 
senkrecht zu deren Axe errichteten Ebene p q stellt die grosste 
Ausdehnung del' von allen beliebigen, von dem Objekt aus
gehenden und durch das Okular tl'etenden Strahl en beleuchteten 
Bildflache dar. Also reprasentirt del' Winkel, welchen die Axe 
und ein von dem Centrum des Reflektors nach Q gehender Strahl 
einschliessen, die halbe Grosse des Gesichtsfeldes. 1st y die Grosse 
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jenes erst en Bildes, a die halbe Apertur der Okularlinse, A' der loth
rechte Abstand des aussersten Punktes B' des Spiegelrandes von der 
Linsenaxe A' a, so ergiebt sich aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 

a-v V-A' -r-- = d-A' ' 

wo d sowohl den Abstand A' Pals auch A' p bezeichnet. Vernach
lassigt man A' gegenuber d, so ergiebt sich aus dem letzten Ausdruck 

ad+A'f 
V=---rI+j· 

Bezeichnet man mit 0 das halbe sichtbare Gesichtsfeld, so ist 
demnach 

V 1 ad+A'f 
(J = --- = -- ----- . 

F F d+f 
. (38) 

Substituiren wir in die Gleichung fUr '!J den aus (37) sich er
Ad 

gebenden Naherungswerth A' = -ff- und vernachlassigen f als im 

Vergleich zu d praktisch von geringem Einfiuss, so erhalten wir 

und nach (34) 

und es ist wie bei dem Herschel'schen Telcskop 

(J= -} (a + -~-).. . . ..... (39) 

Das Gregory'sche Teleskop. 

§ 257. Die Erfindung des Spiegelteleskops schreibt man ge
wohnlich James Gregory zu, welcher den nach ihm benannten 
Typus in seinem Werke "Optica promota", im Jahre 1663 veroff'ent
licht, beschrie b. 

Gregory's Teleskop besteht aus zwei ihre Konkavfiachen ein
ander zukehrenden, centrirten Hohlspiegeln, welche sich in einem 
Abstande von etwas me hI' als del' Summe ihrer Brennweiten von 
einander befinden. In dem Scheitel des grosseren Objektivspiegels 
befindet sich eine kreisformige Durchbohrung, welche die das Okular 
enthaltcnde Rohre tragt. Wird die Axe des Fernrohrs auf ein ent
ferntes Objekt gerichtet, so entsteht im Brcnnpunkt des Objektiv-

Hcath-Kanthack_ 20 
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spiegels ein Bild. Die von diesem Bilde divergirenden Strahlen fallen 
auf den kleineren Hohlspiegel und durch Reflexion entsteht ein 
zweites Bild in del' Nahe des Scheitels des grossen Spiegels, und 
dieses Bild 'wird durch eine im Abstande ihrer Brennweite von dem
selben angeordnete Okularlinse beobachtet. 

Fig. 124 stellt die Anordnung del' Spiegel und del' Linse dar; 
es ist hier Bedel' Objektivspiegel, B' C' del' klein ere Spiegel und 
b c das Okular. Die. von dem Objektpunkt ausgehenden Strahlen 
werden von dem grossen Spiegel reflektirt und in Q vereinigt, wenn 
PQ die Brennebene des Spiegels darstellt. Q und del' zugeordnete 
Objektpunkt liegen auf derselben durch den Spiegelmittelpunkt 
gehenden Geraden. Nach del' Kreuzung bei Q divergiren die 
Strahl en, fallen auf den kleineren Spiegel und gelangen bei q zur 

Fig. 124. 

Vereinigung; analog dem erst en FaIle liegen einander zugeordnete 
Punkte auf derselben durch den Kriimmungsmittelpunkt 0 des kleine
ren Spiegels gehenden Geraden. Die Okularlinse erhalt eine solche 
Stellung, dass das Bild p q sich in ihrer Brennebene befindet und 
somit die Strahl en als paralleistrahlige Strahlenbiindel zum Austritt 
gelangen. 

In del' urspriinglichen Beschreibung des Instrumentes wurde 
del' grosse Reflektor als ein Rotationsparaboloid dargestellt, del' 
klein ere als ein langliches Spharoid und deren Brmmpunkte nach P 
resp. p, den beiden Bildpunkten, verlegt. Bei einer derartigen Ge
staltung del' Spiegelflachen sind die central en Strahlen frei von 
Aberration. Man verzweifelte indessen anfanglich an del' Herstellung 
solcher Spiegel und erst nach del' Erfindung des Newt 0 n' schen 
Teleskops gelangte das Gregory'sche zur Ausfiihrung. 

Das Gregory'sche Teleskop wird meist dem Newton'schen 
vorgezogen. Seine Bevorzugung beruht zum grossen Theil darauf, 
dass die Anwendung zweier Hohlspiegel ein Mittel liefert, urn 
Unregelmassigkeiten in del' Form des einen durch absichtliche 
Fehler in dem andel'en zu kompensiren; das Newton'sche Fernrohr 
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dagegen enthalt kein Element, das eine Korrektion von Fehlern im 
Spiegelobjektiv ermoglicht, und erfahrungsmassiggehoren genau 
spharische Spiegel zu den grossen Seltenheiten. 

§ 258. Sind F, F' und 1 beziehungsweise die Brennweiten der 
beiden Spiegel und der Okularlinse, e und e' die Abstande des 
Objektivspiegels und der Okularlinse VOll dem kleineren Spiegel 
und x und x' die Abstande del' beiden Bilder von demselben Spiegel, 
so bestehen, vorausgesetzt, dass das Instrument fiir ein normales 
Auge auf die Ferne eingestellt ist, die folgenden Relationen 

x=e-F } 
x'=e'-I 

Da aber x und x' die Abscissen konjugirter Punkte in Bezug 
auf den kleineren Spiegel sind, so ist nach (3, III) 

111 
--X+7=FT' ........ (40 a) 

oder, wenn man hierin x und x' eliminirt, 

1 1 1 
e-F + e' -I =FT· (40) 

In dieser Gleichung ist die Bedingung fiir das deutliche Sehen 
beim Gregory'schen Teleskop enthalten. Die Gleichung erinnert 
in ihrer 1!'orm an die bei der Behandlung der aus drei Linsen be
stehenden Refraktoren entwickelte Gleichung (24 a). 

Das Okular wird in der Regel unverriickbar angeordnet und 
die Einstellung auf deutliches Sehen durch Verschiebung des kleinen 
Spiegels mittelst Mikrometerschraube erreicht. 

Bedeuten /3 und /3' die linearen Dimensionen des ersten und 

zweiten Bildes, so ist -; der Winkel, unter welchem das Objekt 

mit blossem Auge gesehen wird, j der Winkel, unter welchem das 

zweite Bild erblickt wird. Als Vergrosserung des Instrumentes hat 
man demnach 

p' F N=-pj .. ........ (41) 

Nach (7, III) lasst sich aber fiir die Reflexion am spharischen 
Spiegel die Relation zwischen den linearen Dimensionen eines Ob
jektes und seines Bildes durch die Gleichung 

20* 
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ausdriicken; somit lasst sich del' Gleichung (41) die Form geben 

F x' 
N=fx' . . . . . . (42) 

:E'erner ist aus (40a) 

x' x' e' - f 
-=--1=~-1 

x F' F' 
daher 

. . . . . (43) 

Auf analoge Weise erhalt man 

~ __ Ir~+~ __ e_l 
N .- 1 F F' F F' J . (44) 

D1e alJ,S diesen Gleichungen sich ergebenden Werthe von e 
und e' sind 

FF' 
e=F+F'+ IN uud , F' I F'fN e= + +--F-' .. (45) 

wodurch bei gegebenen Brennweiten und gegebener Vergrosserung 
die Abstande zwischen den Spiegeln und del' Linse bestimmt sind. 

Aus ~'ormel (43) lasst sich ein einfacher Naherungswerth fUr 
die Vergrosserung gewinnen. Da namlich das erste Bild fast in den 
Brennpunkt des kleineren Spiegels, das zweite fast in den Scheitel 
des grossen Spiegels rallt, so ist angenahert e' - F' - /= F, somit 
ergiebt sich aus (43) del' Niiherungswerth: 

F2 
N= F'f' . . . (46) 

Da das zweite Bild in Bezug auf das erste ein umgekehrtes, 
das erste in Bezug auf das Objekt ebenfalls ein umgekehrtes ist, so 
erblickt man durch dieses Teleskop ein aufrechtes Bild. 

§ 259. Del' kleinere Spiegel muss eine geniigend grosse Flache 
besitzen, urn den ganzen von dem grossen Spiegel nach dessen 
Brennpunkt konvergirenden Strahlenkegel aufzufangen. Giebt man 
dem Spiegel eine grossere Flache, so wird ein unnothig grosser 
Theil del' einfallenden Strahlen abgeschnitten. Die Apertur A' des 
kleineren Spiegels bestimmt sich daher durch die Gleichung 

A'=A·-=A --1 a; ( e ) 
F F . (47) 
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Die im Scheitel des grossen Spiegels angebrachte Oeffnung darf 
nicht grosser sein als die Apertur des kleineren Spiegels, da ja sonst 
einfalleudes Licht direkt in die Okularlinse gelangen wurde; es ist 
daher ublich, die Oeffnung-im grossen Spiegel gleich der Apertur 
des kleinen Spiegels zu machen, um auf diese Weise eine moglichst 
grosse Apertur der Okularlinseund somit auch ein moglichst grosses 
Gesichtsfeld zu gewinnen. 

§ 260. Die Grosse des aussersten Gesichtsfeldes beim Gr ego ry'
schen Teleskop lasst sich bestimmen, indem man den kleinen Spiegel 
und die Okularlinse in einen Kreiskegel einhullt, d. h. die Linie B' b 

zieht; die durch diese Gerade abgeschnittene Strecke p q giebt uns 
ein :Maass fUr die Grosse des Gesichtsfeldes. 1st a der Oeffnungs
radius der Okularlinse und (3' die halbe lineare Ausdehnung des 
zweiten unter den vorliegcnden Bedingungen zu Stande kommenden 
Bildes, so ergiebt sich aus del' Dreiecksahnlichkeit 

a-ti' fi'-AT 
j :L" 

somit ist 
, a;x:'+A'f 

fi = -------;;~ , 

oder, da f im Vergleich mit x' nur klein ist, annahernd 

ti'=a+A,L. 
x' 

:;i[ ach (47) ist A' = l~X , somit ist nach (42) 

, A 
ti =a+~~-, .... 

unter N die Vergrosserung des ]'ernrohrs verstanden. 
J1'erner folgt aus Formel (41) 

ti' fi j=N·F=N{i, 

. . . (48) 

wo () die Grosse des halben Gesichtsfeldes bedeutet. Es ist somit 
schliesslich 

{i = -N~~ (a + -~-). (49) 

Del' zweite Summand des Klammerausdrucks ist im Allgemeinen 
klein im Vergleich zum erst en ; als Naherungsformel fUr das Gesichts
feld kann man somit aufstellen 

a 
{i= N l' ......... (50) 
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§ 261. Eine andere Form des Spiegelteleskops wurde, wahr
scheinlich unabhangig von Gregory und Newton, einige Jahre 
nach del' Konstruktion del' nach den letzteren benannten Teleskope 
von dem Franzosen Cassegrain erfl1nden. Cassegrain's Te
leskop unterscheidet sich von dem Gregory'schen nul' dadurch, 
dass bei ihm del' kleinere Spiegel kOllvex anstatt konkav ist und 
sich zwischen dem grossen Spiegel und dessen Brennpunkt befindet. 
Die Anordnung del' Spiegel und die Lage del' erzeugten Bilder ist 
in Figur 125 dargestellt. 

Die bei del' Untersuchung del' Abbildungsvorgange beim 
Gregory'schen Fernrohr aufgestellten Formeln zur Bestimmung 
del' Lagen del' Spiegel und Linsen fUr deutliches Sehen, del' Ver
grosserung und des Gesichtsfeldes lassen sich ohne Wei teres auf 

r b , 

d 
(J 

!B 
Fig. 125. 

das Cassegrain'sche Teleskop ubel'tl'agen; man hat namlich nul' 
das Vorzeichen von F', del' Brennweite des kleineren Spiegels, in 
allen Fallen entgegengesetzt zu nehmen wie dort. .. 

Das Bild ist hiel' wie beim astl'onomischen Teleskop ein um
gekehrtes. 

§ 262. Del' von Cassegrain angegebene Typus ist nicht zu 
verbl'eitetel' Anwendung gelangt, trotzdem er gegenubel' del' 
Gl'egol'y'schen Konstruktion gewisse Vorzuge besitzt. Bei gleicher 
Vergrosserung ist das Cassegrain'sche Teleskop das kfuzere von 
beiden; del' grosste Vortheil, den das Cas s e g r a in' sehe Tele
skop bietet, besteht abel' darin, dass bei ihm die spharischen Aber
rationen del' beiden Spiegel entgegengesetzter Art sind, so dass sie 
kompensirend auf einandel' wirken, wahl'end bei dem Gregory'
sehen Teleskop beide Aberrationen sich summiren. Bei del' Unter
suchung del' Aberration nol'malel' Stl'ahlenbuschel (§ 116) sahen wil', 
dass bei einem normal zu einel' spharischen Spiegelflaehe auffallenden 
Stl'ahlenbusehel die Katakaustik sich von dem Spiegel nach dessen 
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Centrum zuspitzt. Werfen wir einen Blick auf die 1<'igur 124 in § 257, 
so erkennen wir, dass das erste Bild P Q in Folge del' spharischen 
Aberration des grossen Spiegels eine Verschiebung erfahrt und 
dies em Spiegel genahert wird. Del' Abstand ,'V erfahrt daher ein 
positives Wachsthum d x und ist y die hal be A pertur des grossen 
Spiegels, so ist nach (5, VII) 

1l 
dX=8F' 

Abgesehen von del' spharischen Aberration des klein en Spiegels 
ergiebt sich hieraus eine Verschiebung von x'. Da namlich 

ist, so ist auch 

111 -+-=--
x x' F' 

dx dx' ----.,- + ---,:;- = o. 
x' x· 

Wir erhalten somit als Verschiebung del' Bildlage 

X'2 y2 

dx'=-7sF' 

Ausser diesel' Verschiebung des zweiten Bildes ist noch eine 
zweite vorhanden, welche ihren Ursprung in del' spharischen Aber
ration des klein en Spiegels findet. Bezeichnen wir den Oeffnungs
radius dieses Spiegels mit y' und ist 0' del' Krilmmungsmittelpunkt 
des Spiegels, so erfahrt ,'V' in Folge del' spharischen Aberration des 
Spiegels das Wachsthum 

,_ y'2 " 2 
.::1 x - - 8 F's (0 p). 

Die gesammte Veranderung des Werthes x' setzt sich also aus 
den Theilen d ,'V' und L1 ,'V' zu~ammen. Bei Gregory's Teleskop 
haben diese Grossen gleiche Vorzeichen, bei' dem Cassegrain'schen 
Teleskop dagegen sind, da das Vorzeichen von 1<" das entgegen
gesetzte ist, die Vorzeichen von d x' und J x' umgekehrt. 

Das zusammengesetzte Mikroskop. 

§ 263. In seiner einfachsten Gestalt besteht das zusammenge
setzte Mikroskop ebenso wie das astronomische Fernl'ohl' aus zwei 
Linsen, del' Objektivlinse und del' Okularlinse. Das Objektiv hat 
eine sehr kul'ze Bl'ennweite und das Objekt befindet sich in einem 
die Bl'ennweite um ein Gel'inges iibertreffenden Abstande. Unter 
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dieser Bedingung erzeugt die Objektivlinse ein reelles, umgekehrtes 
Bild des Objektes, welches sich durch dio Okularlinse betrach
ten lasst. 

Das Objektiv ist gewohnlich aus einem System von Linsen zu
sammengesetzt behufs Reduktion der chromatischen und spharischen 
Aberration. In manchen Fallen verwendet man drei Doublets, deren 
jedes aus einer Bikonvexlinse aus Crownglas und einer plan-kon
kaven Flintglaslinse besteht; diese sind so angeordnet, dass das 
System fUr die central en Strahlenbiischel achromatisirt ist. Diese 
Doublets kehren dem einfallenden Licht ihre planen Flachen ent
gegen, das Doublet kiirzester Brennweite ist das dem Objekt zu
nachstliegende und die Aperturen del' Linsenpaare nehmen von 
dieser Linse aus nach aussen zu. Hierbei lassen sich nun die Aper
turen so wahlen, dass ein die erste Linse ausfiillendes Strahl en
biIschel die iibrigen Linsen del' Reihe nach ausfiillt. 

§ 264. Die im VII. Kapitel fiir die Grosse del' Aberration auf
gestellten Formeln sind vollstandig werthlos, wollte man sie auf 
Mikroskop-Objektive anwenden. Bei der Entwicklung jener Formeln 
gingen wir namlich von del' Voraussetzung aus, dass die Konvergenz 
del' Strahlen eine so geringe sei, dass man die dritten Potenzen der 
Konvergenzwinkel in Bogenmaass ausgedriickt vernachlassigen konne. 
Bei Mikroskop- Objektiven abel', wo del' Einfallskegel einen halben 
Oeffnungswinkel bis 60° odeI' selbst 70° hat, ist jene Voraussetzung 
naturlich nicht zulassig. Es lassen sich dennoch gute Objektive hor
stellen, welche bei einem Oeffnungswinkel von 105 bis 110° in Luft 
noch geniigend frei von spharischer Aberration sind. 

Die Erklarung dieser interessanten Thatsache wurde von J. J. 
Lis tel' in den Philosophical Transactions von 1830 veroffentlicht 
und die Schlussfolgerungen, zu denen man dadurch gelangte, bil
deten die Wegweiser fiir weitere Vervollkommnungen 1). Lis tel' 
konstatirte, dass in ein.er achromatischen Objektivlinse des oben 
beschriebenen Typus zwei Axenpul1kte vorhandel1 sind, in Bezug 
auf welche das Linsenpaar bei massigen Aperturen aplanatisch ist. 
Del' eine aplanatische Punkt liegt in einem etwas grosseren Abstande 
von del' ebenen Flache del' Linse als deren Brennweite, del' andere 
befindet sich naher del' Linse. Ferner fand er, dass, wenn del' 

1) Die Lister'scho Entdecknng wircl gewohnlich in Bezug auf ihren prak
tischen Werth sehr iibersch~itzt. Kienmls, soviel bekannt, sind nach seinon un
mittelbaren Angaben Objektive mit Erfolg imsgefiihrt worden uml fltr starke 
Systeme musste iilJerhaupt sein Konstrnktionsprincip verlassol1 uncl dasjenige 
Amici's angewanclt worden. Cz. 
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leuchtende Punkt zwischen den aplanatischen Punkten liegt, eine 
Ueberkorrektion der spharischen Aberration eintritt, d. h. dass die 
letztere das umgekehrte Vorzeichen von demjenigen enthalt, welches 
unter gewohnlichen Umstanden der spharischen Aberration einer 
Sammellinse zukommt; liegt aber der leuchtende Punkt ausserhalb 
dieser beiden aplanatischen Punkte in der einen oder anderen 
Richtung, so resultirt daraus eine Unterkorrektion der spharischen 
Aberration. 

Die spharische Aberration einer Kombination zweier solcher 
achromatischer Linsen lasst sich daher durch Verschiebung der 
Linsen kompensiren. Denn ordnet man die erste Linse so an, dass 
sie Strahl en empfangt, welche von einem in dem der Linse zunachst 
liegenden aplanatischen Punkt befindlichen Objekt ausgehen, giebt 
aber del' zweiten Linse eine solche Lage, dass das in dieselbe ge
langende Strahlenbuschel von dem entfernteren aplanatischen Punkt 
kommt, so lasst sich dadurch nahezu vollkommene Korrektion der 
Aberration erreichen. Nahert man von dieser Stellung der Linsen 
aus dieselben einander, so tritt Ueberkorrektion, im entgegenge
setzten Fane Unterkorrektion ein. 

Bei der Konstruktion der Objektive mit den jetzt ublichen 
grossen Aperturen benutzt man diese Thatsache in del' Weise, dass 
man die unvermeidlichen Fehler der Linsen starker Vergrosserung 
dadurch kompensirt, dass man absichtlich bei den Linsen schwacherer 
Vergrosserung entspreehende entgegengesetzte Aberrationsfehler ein
fUhrt. Bei den modernen Objektiven von ungewohnlich hoher Aper
tur besteht ein sehr verbreiteter (von Amici herruhrender) Typus 
in einer einzelnen fast halbkugeligen Vorderlinse, an welche sich ein 
stark ii.berkorrigirtes Linsensystem anreiht. Dieses letztere System 
besteht entweder aus zwei Doublets oder aus einem Doublet und 
einem Triplet odeI' sogar aus einem vorderen Triplet, einem mittleren 
Doublet und einem hinter en Triplet. SolI aber diese komplicirte Zu
sammensetzung gute Resultate liefern, so ist ganz besondere Sorg
faIt auf das Schleifen und Centriren der Linsen zu verwenden. 

Die Farbenkorrektionen werden in ahnlicher Weise vorge
nommen. Neben den sekundaren Spektren besteht ·bei dem 
JiIikroskop noch eine Fehlerquelle, auf welche Prof. Abbe aufmerk
sam machte und welche er als die chromatische Differenz der 
spharischen A berrationen bezeichnete. Mit diesem Ausdruck 
charakterisirt er die Thatsache, dass bei Linsensystemen, in welchen 
die spharische Aberration fUr die Strahl en mittlerer Brechbarkeit 
korrigirt ist, noch ein Fehlerrest fUr aIle Strahl en geringerer odeI' 
grosserer Brechbarkeit vorhanden ist; die Linsen werden also in 
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dies em Fall filr rothe Strahlen unterkorrigirt, fiir violette Strahl en 
iiberkorrigirt sein. In einem Aufsatz iiber dies en Gegenstand legt 
er dar, in welcher Weise sich durch zweckmassige Wahl der Linsen
abstande dieser Fehler nahezu beseitigen lasst. 

§ 265. Bei der Berechnung von Linsensystemen grosser Apertur 
wird es nothwendig, die aus der Anwendung von Deckglasern fiir 
mikroskopische Praparate resultirende Aberration in Rechnung zu 
ziehen. Tritt namlich ein Lichtstrahl durch eine planparallele Platte, 
so sind Ein- und Austrittsstrahl parallel gerichtet, aber beide gehen, 

Fig. 126. 

wie aus Fig. 126 ersichtlich, von schein bar verschiedenen Punkten 
aus; ein von einem Punkte ausgehendes Strahlen biischel divergirt 
nach dem Durchtritt durch die Platte demnach nicht mehr von einem 
Punkte, sondern von einer Reihe von Punkten dtU' Axe des Systems, 
deren Lagen sich etwa folgendermaassen bestimmen lassen. Ein 

lJ 

Fig. 127. 

Hieraus 

yom Objektpunkt 0 CB'ig. 127) aus
gehender Strahl treffe die Platte von 
der Dicke d in A und gelange bei B 
zum Austritt. Hierbei ergebe sich 
eine axiale Verschiebung y des Ob
jektpunktes 0 im Bilde. Aus Fig. 127 
ergiebt sich dann: 

d 
AB = -;. (90 0 .,) sm -~ 

d 
cos i' , 

AB 
-AC 

AB 

Y 

sin i 
sin (i - i') 

dsin (i - i') 
Y = sin i cos i' 

= d (1 _ sin i cos i ) = I (1 _ ~) 
11 sin i cos i' ( J/ cos i' 

cos i ) 
J/J/2 - sin 2 i ' 
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lfl .( 1 1. o· 3 '.' 5 '6' y=( -COSt ~-+~~Slll-l+ ~-.. ·Slll·l+-~Sllli + l n 2n 3 811' 16n7 

35 ".' + 128n 9 Slll"l+ 
1 , , , 'j' 

Bis auf kleine Grossen 2. Ordnung erhalt man somit 

(
COS i ) y=d 1--1-1 ~ • 

Fur i = 0 findet man also den bekannten Ausdruck fii.r senk
recht einfallende Strahl en: 

n-l 
Y=d--- , , n 

Der durch das Deckglas verursachte Fehler hat denselben 
Charakter wie die spharische Aberration einer Linse und lasst sich 
daher durch Justirung del' Linsen korrigiren. Es ist ublich, einen 
Theil des Systems gegen den ubrigen Theil verschiebbar zu lassen, 
so dass sich das System auf die jeweilige Dicke des Deckglases ein
stell en lasst. 

§ 266. Einen bedeutenden Fortschritt in del' Mikroskopie 
machte man durch die Einftihrung sogenannter Immersions
systeme, Bei dies en wird ein Flussigkeitstropfen zwischen das 
Deckglas und die vorderste Linsenfiache gebracht, Zuerst wen
dete man als Immersionsfiussigkeit Wasser an; man erreicht abel' 
wesentlich gunstigere Resultate durch Anwendung homogener 
Immersion. Prof, Abbe fand nach vielen Versuchen, dass Cedern
holzOl von geeigneter Konsistenz annahernd denselben Brechungs
index und dasselbe Dispersionsvermogen besitzt wie das gebrauch
liche Deckglasmaterial, so dass bei der Anwendung einer solchen 
homogenen Immersionsfiussigkeit del' aus dem Dec,kglas hervor
tretende Strahlenkegel keine Veranderungen infolge von Refraktion 
oder Lichtverluste durch Refiexion erfahrt und somit sammtliche 
Strahlen unter ihrem ursprunglichen Winkel in das Objektiv ge
langen; selbst die schragsten Strahl en gelangen auf diese Weise 
noch ungebrochen in das Objektiv und werden erst beim Verlassen 
del' hinteren Flache del' Vorderlinse gebrochen. Dieses Mittel er
moglicht die Erzielung weit grosserer Aperturen, als dies bei irgend 
einem Trockenobjektiv moglich ware. 

Hierin liegt indessen nicht del' einzige Vorzug del' Immersions
systeme. 

Nach (28, X) ist die Helligkeit eines Bildes ausgedrli.ckt durch 
die Formel: 
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I=I ~. n 2 sin 2 (( 

o p" N2 

wo n den Brechungsindex des Mediums darstellt, in welchem das 
Objekt eingeschlossen ist. Aus del' Formel erkennt man ohne 
Weiteres den Vortheil eines hohen Brechungsexponenten; und in 
del' That hat Clausius sowohl fiir Warme wie fLiI' Licht nachge
wiesen, dass die Ausstrahlung eines Korpers in einem Medium dem 
Quadrate des Brechungsindex proportionalist. Ein nach dem 
Principe del' Immersion konstruirtes Objektiv kann daher eine 
grossere Anzahl von Strahlen aufhehmen, als dies bei den Trocken
systemen moglich ist. Prof. A b be's Erklarung des hierbei statt
findenden physikalischen Vorganges griindet sich auf Ausstrahlung 
gebeugten Lichtes. Bei Trockensystemen kann der Verlust von 
Strahl en niemals durch Verstarkung del' Beleuchtung ersetzt werden; 
denn die einmal verlorenen Strahlen haben andere physische Eigen
schaften als die durch irgend eine noch so intensive Lichtquelle 
innerhalb eines Mediums wie Luft gelieferten Beleuchtung. 

§ 267. Die bei dem Mikroskop angewendeten Okulare sind 
die namlichen wie diejenigen del' Teleskope. In den meisten Fallen 
benutzt man nach dem Huyghens'schen Princip konstruirte Okulare; 
das Ramsden'sche Okular ist namentlich da zweckmassig, wo es 
sich urn Messungen handelt. 

Fiir die sogenannten Apochromatobjektive, welche zuerst 
nach den Rechnungen Prof. Abbe's durch die· bekannte optische 
Werkstatte von Carl Zeiss hergestellt wurden, sind besondere 
Okulare konstruirt worden, welche dazu dienen, einen den Objek
tiven anhaftenden Fehlerrest oder eine absichtliche Ueberkorrektion 
durch Unterkorr'ektion zu kompensiren und daher von Prof. A b b e 
Kompensationsokulare genannt worden sind. Wir werden auf 
diese Kompensationsokulare in Verbindung mit einer kurzen Be
sprechung del' Apochromatobjektive nochmals zuriickkommen. 

Aus del' zuletzt citirten Formel fiir die Helligkeit des Bildes 
erkennen wir, dass einer Verstarkung del' Vergrosserung eine Ver
dunklung des Bildes entspricht, und zwar ist, caeteris paribus, die 
Helligkeit des Bildes dem Quadrat del' Vergrosserung umgekehrt 
proportional. Es sind daher beim Mikroskop Mittel zur Erzielung 
einer starken kiinstlichen Lichtkoncentration unentbehrlich. Ein 
durch einen Plan- odeI' Konkavspiegel in die optische Axe gewor
fener Lichtkegel wird durch eine Linsenkombination auf die Unter
seite des Objektes koncentrirt; das wahrend seines Durchtrittes durch 
das Objekt infolge del' Kontraste in dem Brechungs- und Absorptions
vermogen diiferentiirte Strahlenbiindel gelangt alsdann in das In-
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strument. Mancherlei Formen von Beleuchtungsapparaten sind kon
struirt. Del' interessanteste von diesen ist ohne }<'rage del' von A b be 
angegebene und nach ihm benannte Beleuchtungsapparat. Genauere 
Beschreibungen dieses Apparates finden sich u. A. in Dippel's Werk 
uber "Das JVIikroskop". 

Die Vergrosserung beim Mikroskop. 

§ 268. Ein genaues Maass fur die durch ein Instrument ge
lieferte Vergrossel'ung erhaIt man, wenn man die Dimensionen des 
Netzhautbildes, welches bei bewaffnetem und blossem Auge zu Stande 
kommt, mit einander vergleicht. SolI abel' ein solcher Vergleich 
moglich sein, so mussen wir uns VOl' AlIem daruber Idar sein, wo 
das Objekt resp. das durch das Linsensystem erzeugte Bild sich be
find en solIe, damit sich eine Bestimmung del' Vergrosserung vor
nehmen lasst. Damit der Vergleich einen quantitativen W erth erh~Ht, 
muss die Wirkung des blossen Auges mit derjenigen del' Verbindung 
des Auges mit dem Instrument unter moglichst gleichen Bedingungen 
verglichen werden. Diese Bedingungen lassen sich herbeiflthren, 
wenn man den Vergleich unter moglichst gunstigen Verhaltnissen 
fUr die Beo bachtung anstelIt; ein Fall, del' dann eintritt, wenn die 
Netzhautbilder moglichst gross sind. Bei del' Beobachtung mit 
blossem Auge wird man also das Objekt in den kleinsten Abstand 
deutlichen Sehens bringen. Nun ist diesel' Abstand bei verschiedenen 
Individuen ein sehr verschiedener, wahrend die einem Instrument 
zukommende Vergrosserung von dieser Individualitat unabhangig 
sein muss. Man giebt daher dem Objekt einen konventionell fest
gesetzten Abstand, und zwar hat man dies en Abstand so gewahlt, 
dass das Netzhautbild noch geniigend annahernd seinen grossten 
Werth hat und dass sich ein normales Auge ol111e Anstrengung auf 
langere Zeit auf die Bildebene akkommodiren kann. Man hat dem
nach 25 cm als diesen Abstand festgesetzt und ihn als "deutliche 
Sehweite" ein fiir aIle Mal fixirt. Diese Bezeichnung ist keine ghtck
liche, denn das Auge vermag in jeder Entfernung, auf welche es 
sich akkommodiren kann, gleich deutlich zu sehen. Diesen Abstand 
muss nun auch das durch das Linsensystem erzeugte Bild haben. 
Die in beiden Fallen entstchenden Netzhautbilder werden dann den 
linearen Dimensionen des Objektes und seines Bi1des proportional sein. 

Bezeichnen wir mit ,r und ,r' die Abstande des Objektes unc1 
des resultirenc1en Bildes von dem erst en resp. zweiten Hauptpunkte 
des (scil. ganzen Mikroskop-) Systems, mit f c1essen Brennweite, so ist 
bekannt1ich 
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111 
~+~-=~. 
x x' f 

Sind ferner /3 und /3' die linearen Dimensionen des Objektes 
und seines Bildes, so ist 

Bezeichnet schliesslich f den Abstand des Auges von dem 
zweiten Hauptpunkt, so wird das Bild unter einem Gesichtswinkel 
erblickt, fUr welchen 

fl' fJ 
tgo= !;-x'=-(---r-) 

x 1-~ 
x' 

Fur ein sehr kleines f wird x' negativ und das Auge liegt un-
~ 

weit des Hauptpunktes, so dass man 2, vernachlassigen kann und 
.X 

somit fUr () den Naherungswerth 

tgo=L 
x 

erhalt. 
Ruckt man ferner das Bild in den konventionellen Abstand A, 

sodass x' = - A, so wird 

tg 0 = fl H- + ~ ) . 

Bei der Betrachtung des Objektes mit blossem Auge hat der 
Gesichtswinkel den Werth 

fJ tg oo=~;: 

und man hat somit als Ausdruck fUr die Vergrosserung die GIeichung: 

. (51) 

1m Allgemeinen ist f im Vergleich mit A sehr klein und wir 
erhalten somit als hinreichend genauen Ausdruck fUr die Vergros-
se-rung 

. (52) 

Die Bestimmung der Apertur des Mikroskops. 

§ 269. Als GIeichung fUr die Helligkeit des mikroskopischen 
Bildes hatten wir in § 266 die Formel 
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).2 n2sin~a 
1=10 pi . --W-

aufgestellt. Hierin bedeutet ;. den konventionellen Bildabstand, p 
den Radius der Augenpupille, N die Vergrosserung und 0. den halben 
Oeffnungswinkel des von einem Objekte, welches sich in einem 
Medium yom Brechungsexponenten n befindet, ausgehenden Strahlen
kegels. Bei einem Instrument, dessen Vergrosserung vorgeschrieben 
ist, ist daher I proportional (n sin 0.)2 und somit lasst sich n sin 0. als 
ein numerisches Maass del' Apertur ansehen. 

In dies en Ausdruck fUr die Apertur lassen sich nun auch die 
Brennweite des Objektivs und del' Durchmesser des durch dasselbe 
tretenden Strahlenkegels einfUhren. Del' Durchmesser des Strahlen
kegels andert sich ununterbrochen wahrend des Durchtritts des letz
teren durch das Objektiv. Wir gehen von dem Durchmesser des 
Kegels in del' Ebene des Strahlenaustritts aus del' hintersten Linsen
Hache des Objektivs aus. Diese Ebene faUt bei den Objektiven del' 
iiblichen Konstruktion so angenahert mit del' zweiten Brennebene 
des Systems zusammen, dass man von del' Differenz del' Abstande 
ganz absehen kann. Wir nehmen daher an, b, del' halbe Durch
messer del' letzten Linse, sei del' Radius des Strahlenkegelschnittes 
in del' zweiten Brennebene des Objektivs und f stelle die Brenn
weite des Objektivs dar. 1st nun u' del' Abstand des Bildes von 
dem zweiten Brennpunkt, so besteht nach (40, IV) die Relation 

Nach del' Abbe-Helmholtz'schen Formel ist 

n fi sin a = n' fi' sin a' 

daher 

n sin ct = n' L sin ct' 
~ 

odeI' 
. n'. 

n SIn ct= - ~/-U' SIn a' 

Del' Winkel a' ist beim Mikroskop immer sehr klein, betragt 
nul' wenige Grade, so dass u' sin 0.' nicht wesentlich von u' tg 0.' ab
weicht; da aber b = - u' tg rJ.' ist, so wird aus del' letzten Gleichung 

n' b 
nsina =-f-' 



320 Kapitel XI. 

Da das letzte Medium immer Luft ist, so ist n' = 1 und man 
erhalt also schliesslich die einfache Formel 

. b 
n SIll a = j' . . . . (53) 

§ 270. Die Rationalitat dieses von Prof. A b be eingefiihrten 
Begriffs del' numerischen Apertur leuchtet unschwer ein, sobald 
wir uns vergegenwartigen, dass das numerische Maass del' Apertur 
dem Durchmesser des Strahlenkegels proportional sein muss. N ehmen 
wir den }<'a11 an, wir hatten zwei Objektive von gleicher Oeffnung, 
abel' verschiedenen Brennweiten. Verfolgen wir nun bei beiden 
Objektiven die Strahl en von dem Bilde aus ruck warts. In diesel' 
Umkehrung gelangen die Strahlen als fast paralleles Bundel zum 
Eintritt in das Objektiv und da bei beiden Objektiven die Oeffnungen 
die namIichen sind, so gelangt bei del' Umkehrung des Strahlen
ganges die gleiche Anzahl von Strahlen in jedes del' beiden Objektive. 
In dem FaIle del' Linse kurzerer Brennweite werden abel' diese 
Strahlen auf eine klein ere FHiche koncentrirt wie bei dem Objektiv 
grosse!'!:)r Brennweite, wahrend die Helligkeit in beiden Fallen die 
gleiche ist. Kehren wir nun zum thatsachlichen Strahlenverlauf 
zuruck, so gelangen von del' kleineren Objektflache ebenso viele 
Strahlen in das Objektiv von kurzerer Brennweite, als das andere 
Objektiv Strahlen von del' gl'ossel'en Flaehe aufnimmt. Die that
sachliche Apertur differirt daher bei den beiden Objektiven im um
gekehrten Verhaltnis i11rer Brennweiten. 

/) 
Del' Werth fist unabhangig von dem Medium, in welehem 

sieh das Objekt befindet; dasselbe mag nun Luft, Wasser, Balsam 
odeI' irgend ein anderes Immersionsmedium sein. Die Einheit del' 
numerisehen Apertur wurde einem in Luft zum Eintritt gelangenden 
Strahlenkegel, dessen Oeffllungswinkel 1800 betragt, gleich sein, 
wahrend bei homogener Immersion dieselbe Apertur einem Oeffnungs
winkel von 82° 17' entsprechen wurde. Bei modernen Objektiven 
hat man es bis zu Aperturen von 1,40 und mehr gebracht. Carl 
Zeiss hat 1889 sogar ein Immersionssystem nach Angaben von 
Prof. A b be hergeste11t, welches die Apertur 1,63 hat. Einen kleinen 
interessanten Aufsatz uber dies System und zugleich uber die bei 
del' Konstruktion von Objektiven grosster Apertur sich darbietenden 
Gesichtspunkte veroffentlichte Dr. S. Czapski in del' Zeitschrift fUr 
,vissensehaftliehe Mikroskopie und fiir mikroskopisehe Teehnik, 
Band VI, 1889, S. 417-422. 

§ 271. Die Vergrosserung eines Objektivs lasst sieh fUr eine 
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bestimmte Lage des Bildes finden, wenn man das Bild eines Objekt
mikrometers auf ein Okularmikrometer projicirt. Mit Hilfe der so 
gewonnenen Grosse lasst sich dann nach der Formel 

. Nh 
n Sin f{ = -u-'-

die numerische Apertur bestimmen. Man hat namlich nur ein Hilfs
mikroskop auf die Brennebene einzustellen und den linearen Durch
messer 2 b des austretenden Strahlenbuschels in jener Brennebene 
zu messen. Misst man nun noch u', den Abstand der Brennebene 
von dem Bilde, welchem die Vergrosserung N zukommt, so hat man 
damit alles zur Bestimmung von n sin a Erforderliche. 

Kennen wir umgekehrt die numerische Apertur, so lasst sich 
die Brennweite des Objektivs ohne Weiteres messen. Wir haben 
namlich nur den Durchmesser 2 b des Strahlenbuschels da, wo es 
die Brennebene verlasst, mikrometrisch zu bestimmen und dies en 
Werth in die Formel 

• b 
nSinu=j 

einzusetzen. 
Fur unseren Zweck genuge das uber das Mikroskop Gesagte. 

1m Uebrigen verweisen wir auf das Werk Dippel's "Das Mikro
skop", dasjenige von Nageli und Schwendener gleichen Titels, 
Dr. Czapski's "Theorie der optischen Instrumente" und auf die 
leider zerstreut~n Aufsatze Prof. A b be's, welche namentlich im 
"Journal of the Royal Microscopical Society" zu finden sind. Prof. 
A b b e verdanken wir die eigentliche Theorie der mikroskopischen 
Abbildung und die hervorragendsten praktischen Verbesserungen 
des Mikroskops. 

Es sei hier nur noch in kurzen Worten der sogenannten "apo
chromatischen" Objektive erwahnt, welche nach Berechnungen Prof. 
Abbe's zuerst von der bekannten Firma Carl Zeiss in Jena unter 
Benutzung der nach dem Abbe-Schott'schen Verfahren hergestellten 
Glasarten ausgefUhrt wurden. Wahrend bei den achromatischen 
Linsensystemen, wie sie bisher konstruirt wurden, die Achromati
sirung sich auf die Vereinigung zweier verschiedener Farben des 
Spektrums in einem Punkte der Axe beschrankte und die spharische 
Aberration nur fUr eine und zwar die hellste Farbe des Spektrums 
korrigirt war, gelang es Prof. A b be, mit Hilfe seiner in § 179 be
sprochenen Glasarten einen Linsentypus zu formuliren, welcher durch 
die gleichzeitige Vereinigung von drei verschiedenen Spektralfarben 
in einem Axenpunkt (d. h. Aufhebung des bei den achromatischen 
Linsen als farbige Saume sich dokumentirenden sekundaren Spek-

Heath·Kanthaek, 21 
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trums) und die Korrektion del' spharischen Aberration fiir zwei ver
schiedene Farben charakterisirt ist. Wir haben also in den Apo
chromatobjektiven nicht nul' eine technische Verbesserung del' bisher 
bekannten achromatischen Objektive, sondern wir begegnen hier 
einem principiellen Fortschritt. Aus der Apochromasie ergeben sich 
praktisch wichtige Vortheile, die wir kurz auffiihren wollen. Be
kanntlich ist es bei achroma tisch en Objektiven nur fiir eine Zone 
desselben moglich, eine gute Farbenkorrektion herbeizufiihren; bei 
den Apochromaten ist die Farbenkorrektion fiir aIle Zonen eine 
gleichmassig vollstandige. Ein zweiter Vortheil besteht bei den apo
chroma.tischen gegeniiber den achromatischen Systemen darin, dass 
bei den ersteren ein gleichmassig scharfes Bild fiir nahezu aIle 
Farben des Spektrums entworfen wird, wahrend dies bei den achro
matischen Systemen nur fiir die Strahlen einer Farbengattung gilt. 
Hieraus erkHirt sich die vorziigliche Leistungsfahigkeit der apochro
matischen Systeme in der Mikrophotographie. Wahrend drittens bei 
den achrornatischen Objektiven infolge der beschrankten Farben
korrektion die den verschiedenen Farben entsprechenden Bilder 
immer nur paarweise an dieselbe Stelle fallen und daher eine be
trachtliche Focusdifferenz aufweisen, ist bei apochromatischen Ob
jektiven die Koincidenz der Bilder fiir die ganze Reihe der Spektral
farben yom kalorisch wirksamen durch den visuellen bis zum 
chemisch wirksamen Theil, eine fiir aIle praktischen Zwecke hin
reichend vollkommene. Eine Konsequenz der auf diese Weise her
beigefiihrten sehr vermehrten Lichtkoncentration der Apochromate 
ist u. A. die Moglichkeit, in Verbindung mit ihnen Okulare zu be
nutzen, welche. eine bis 18fache Uebervergrosserung des Objektiv
bildes liefern. 

Die fiir diese Apochromatobjektive bestimmten sogenannten 
Kompensationsokulare dienen dazu, um den bei del' Konstruktion 
von Objektiven von grosser Apertur unkorrigirbaren Farbenfehler 
fiir die ausseraxialen Strahlen zu "kompensiren". Diesel' Fehler, die 
chromatische Differenz del' Vergrosserung, entspringt daraus, dass 
das von dem Objektiv entworfene Bild des Objektes sich aus ver
schieden grossen Bildern zusammensetzt, indem namlich das blaue 
Bild grosser ist als das rothe. Diesen Fehler besitzen auch die apo
chromatischen Objektive von grosserer Apertur, und da hat nun Prof. 
Abbe denselben Fehler auch in den Objektiven von geringerer 
Apertur absichtlich eingefiihrt, um so ein Mittel zu gewinnen, durch 
Anwendung von Okularen, welche den entgegengesetzten }1'ehler be
sitzen, d. h. fiir roth starker als flir blau vergrossern, die chromatische 
Differenz der Vergrosserung zu kompensiren. 



Kapitel XII. 

Optische Instrumente. 

Bestimmung der Konstanten optischer Instl·umente. 

§ 272. Lasst man durch eine sehr kleine Oeffnung in einen 
verdunkelten Raum Lichtstrahlen, welche von den ausserhalb des 
Raumes befindlichen Objektpunkten ausgehen, eintreten und auf 
einen Schirm fallen, so entsteht ein umgekehrtes Bild jener Objekte 
auf dem Schirm. Von jedem Objektpunkt geht entsprechend del' 
Kleinheit der Oeffnung ein enges Strahlenbiindel aus, mIlt in 
geradliniger Richtung durch die Oeffnung auf den Schirm und 
erzeugt dort ein Bild des Objektpunktes. Infolge des beschrankten 
Lichtdurchganges ist ein so entstehendes Bild verhaltnismassig 
lichtschwach. Vergrossert man nun die Oeffnung, so tritt zwar 
mehr Licht durch dieselbe, das Bild wird aber infolge der Super
position der durch die Vermehrung der engen Strahlenbiindel ent
stehenden vielen Bilder ein verschwommenes, und bei geniigender 
Grosse del' Oeffnung verschwindet das Bild ganz und man erblickt 
nur einen hell en Fleck. Urn beigrosser Oeffnung ein scharfes Bild 
auf dem Schirm zu gewinnen, hat man sich dioptrischer Mittel zu 
bedienen und zwar einer Linse, welche so beschaffen ist, dass sie 
von den auf der einen Seite derselben befindlichen Objekten auf 
der anderen Seite reelle, also auffangbare Bilder entwerfen kann. 
Ihrem Urwesen nl.\-ch ist die so benutzte Linse, das Projektions
system oder photographische Objektiv, also nichts weiter als 
eine einfache Kollektivlinse. Wenn nun das photographische Ob
jektiv thatsachlich mehr oder weniger zusammengesetzt ist und in 
mannigfaltigen Konstruktionsformen auf tritt, so riihrt das davon her, 
weil ein vollkommenes photographisches Objektiv den folgenden 
durch seinen Zweck bedingten Anforderungen zu genii'gen hat: 

1. Es muss achromatisch sein und zwar miissen die chemisch 
wirksamen Strahlen (etwa H-Linie des Spektrums) und die 
optisch hellsten Strahl en (etwa D -Linie) homocentrisch 

21* 
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werden, damit die scharfe Einstellung des sichtbaren Bildes 
auch die scharfe Einstellung in Bezug auf die empfindliche 
Platte darstellt. 

2. Es soIl moglichst lichtstark sein; das ist zu erreichen 
durch moglichst grosse Oeffnung, moglichst kleine Anzahl 
von Linsen, moglichst farbloses Glas. 

3. Es mnss spharisch korrigirt sein. 
4. Es soIl unter Umstanden innerhalb eines sehr weiten Winkels 

(bis 110°) liegende Objekte ohne Verzerrung zur Abbildung 
bringen konnen. 

5. Das Bild soIl innerhalb eines moglichst grossen gleichmassig 
beleuchteten Sehfeldes scharf und naturgetreu sein (ortho
skopisch, frei von Astigmatismus). 

6. Innere Reflexionen sollen moglichst unschadlich gemacht 
werden. 

7. Das Objektiv soIl fUr manche Zwecke grosse Tiefenscharfe 
besitzen; es soIl in weiten Abstanden hinter einander liegende 
Objekte in einer Ebene scharf zur Abbildung bringen. 

Betreffs der zur Verwirklichung dieser Anforderungen zur An
wendung gelangenden Mittel miissen wir auf die ausgedehnte Lite
ratur iiber photographische Optik und auf die betrefl"enden Patent
schriften verweisen. 

Bei der bekannten Laterna magica oder dem Sonnen
mikroskop wird das zu projicirende Bild oder Objekt in einem die 
Brennweite eines Sammellinsensystems urn ein Geringes iibertreffen
den Abstande vor dem Linsensystem eingestellt und dann durch 
kiinstliches oder Sonnenlicht, das man mittelst geeigneter Reflek
toren in die optische Axe projicirt, intensiv beleuchtet. Ein reelles 
umgekehrtes und vergrossertes Bild entsteht dann in einer gewissen 
Entfernung von dem Linsensystem und lasst sich auf einer Wand 
innerhalb eines verdunkelten Raumes auffangen. Sind Objekt und 
auffangende Wand unverriickbar, so lasst sich der Apparat durch 
Verschiebung des Linsensystems innerhalb einer Schiebhiilse mittelst 
einer Schraube oder durch Zahn und Trieb einstellen. Eine Ein
stellung lasst sich stets erreichen, solange der Abstand des Schirmes 
von dem Objekt mindestens das Vierfache der Brennweite des Linsen
systems betragt. 

§ 273. Die Wollaston'sche Camera lucid a ist ein In
strument, das vielfach von Zeichnern bei der Aufnahme von Archi
tekturen u. dgl. benutzt wird. 

Es besteht, wie in Fig. 128 angedeutet, im Wesentlichen aus 
einem vierseitigen Prisma, desson Winkel A ein rechter, der gegen-
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uberliegende ein Winkel von 135 0 ist, wahrend die beiden anderen 
Winkel einander gleich sind, so dass jeder von ihnen 67,5 0 betragt. 
Strahlen, welche die Flache AD senkrecht treffen, werden successive 
von D C und C B refl.ektirt und gelangen in einer zu A B senkrechten 
Richtung zum Austritt. 

Stellt P R STU einen solchen 
Strahlengang dar und P Q ein kleines 
senkrecht zu P R gel'ichtetes Objekt, 
so entsteht zunachst infolge der Bre
chung an der ersten Flache ein Bild qp. 
Die von qp ausgehenden Strahl en wer
den von der Flache D C refl.ektil't und 
gehen dann scheinbar von einem zu qp 
in Bezug auf die Flache D C symme
trisch liegenden Bilde ql PI von gleicher 
Grosse wie q p aus. Die von ql PI aus
gehenden Strahlen werden dann durch 
die Flache CB refl.ektirt und es entsteht 
ein anderes Bild q' p'. Bei dem Uebel'
gange der von q' p' ausgehenden Strahlen 
aus dem Prisma in Luft findet wieder 

Fig. 128. 

Brechung statt und die Strahlen gehen dann scheinbar von dem 
Bilde P' Q' aus. Bezeichnet man P R, den Abstand des Objektes 
von del' ersten Flache, mit .'"c und UP', den Abstand des definitiven 
Bildes von der letzten Flache A B, mit x' und stellen u, 'I' und w 

die WegHingen des Strahls innerhalb des Prismas dar, so ist zunachst 
p R = n x. Ferner ist 

Up' = n x + u + v + w = n x' 
und somit 

, u+v+w 
x =x+ n ........ (1) 

d. h. in Worten: Die Dijferenz zwischen den Abstanden des Objektes und 
des sen definitiven Bildes von der vertikalen resp. horizontalen Seite des Prismas 
ist gleich der Weglange des StraMs innerhalb des Prismas dividirt durch 

dessen Brechungse:cponenten. 

Das Prism a wird gewohnlich in einem Messinggehause ein
gefasst und dieses um die Prismenaxe drehbar mit einem Stativ 
verbunden, dessen unteres Ende sich an einer Tischplatte fest
klemmen lasst. Die Lange des Stativs lasst sich mittelst Schieb
hulse verandern. Ueber del' oberen :F'lache des Prismas befindet 
sich ein Okulardeckel mit sehr kleinel' Oeffnung, welche durch 
die Kante B halbirt wird. Hierdurch wird nur ein sehr kleinel' 
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Theil der Flache A B benutzt, wahrend der ubrige Theil bedeckt 
ist. Wird die vertikale Flache auf das Objekt gerichtet, so erblickt 
der durch das Okular schauende Beobachter gleichzeitig das Bild 
des Objektes durch den nichtbedeckten Theil des. Prismas und die 
Zeichenflache durch die andere Halfte des Okulardeckels. Das Bild 
ist ein aufrechtes, da die von dem oberen Theile des Objektes 
kommenden Strahlen dem oberen Theil des Bildes entsprechen. 

Da die Dimension en des Prismas im Vergleich mit del' Ent
fernung des Objektes sehr klein sind, so kann man die Abstande 
des Objektes und del' Bildebene vom Prisma als einander gleich an
sehen. 1st aber die Entfernung des Objektes vom Prisma erheblich 
grosser als del' Abstand des letzteren von der Tischflache, so kann 
man Bild und Zeichenflache nicht mit gleicher Scharfe erkennen. 
Diesem Uebelstande kann man leicht dadurch abhelfen, dass man 

A:E (1-_. ---- --- -- -- --- --
J)'O 

! 

Fig. 129. I 

unter dem Prisma eine Konvexlinse anbringt, deren Brennweite 
gleich dem grossten Abstande des Prismas von der Tischflache ist. 
Befindet sich nun die Zeichenflache in dem Brennpunkt der Linse, 
so wird dessen Bildflache in eine unendlich grosse Entfernung ge
ruckt und [alIt daher annahernd mit del' Ebene des durch das Prisma 
entworfenen Bildes eines entfernten Objektes zusammen. Zu dem
selben Ende kann man auch eine Konkavlinse von derselben Brenn
weite VOl' die vertikale Flache des Prism as einschalten. Die aus 
der Entfernung kommenden Strahlen werden divergent gemacht und 
gehen nun von einem Bilde aus, dessen Abstand gleich der Brenn
weite der Linse ist. Dieses Bild [alIt daher infoIge der Prismen
wirkung in die Zeichenebene. Die Konvexlinse ist bei normalen, 
die Konkavlinse bei kurzsichtigen Augen anzuwenden. 

Fur in die Nahe geruckte Objekte besteht die Regulirung der 
Abstande in einer Verschiebung des Prismas zur Zeichenflache. 

Eine sehr einfache und zweckmassige Camera lucid a hat Prof. 
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A b b e fiir die Zwecke del' Mikroskopie ersonnen. Del' kleine Ap
parat, welcher dem Okular des Mikroskops aufgesetzt wird, besteht, 
wie in Fig. 129 gezeigt, aus einem verkitteten Doppelprisma ABCD 
und dem Spiegel S, welcher von einem vom Prismengehause aus
gehenden Arm getl'agen wird. Die Flache AC des oberen Prismas 
ABC ist vel'silbert; nul' da, wo die Axe des Mikroskops durch die 
Prism en geht, befindet sich in del' Versilberung eine kleine Oeffnung. 
Durch diese gelangt das mikl'oskopische Bild dil'ekt in das Auge. 
Gleichzeitig wil'd die ZeichenfHiche durch zweimalige Reflexion, erst 
an del' Spiegelflache S und dann an del' versilberten Hypotenuse 
del' Prismen, in das Auge projicirt, und befindet sich die Zeichen
fl~iche in gleichem Abstande vom Auge wie das mikroskopische Bild, 
was sich mittelst eines kleinen Zeichenpultes leicht erreichen lasst, 
so el'blickt ein normales Auge beide mit gleicher Scharfe. 

§ 274. Der lVinkelspiegel. Das Princip dieses einfachen In
strnmentes griindet sich auf die Thatsache, dass die Stellung del' 
Bilder gerader Ordnung, welche ein zu einandel' geneigtes Spiegel
paar erzeugt, durch eine Drehung des letzteren urn die Schnittkante 
keine Veranderung el'fahren, indem, wie wir in §§ 14 und 32 zeigten, 
die Abstande del' Bilder geradel' Ordnung, also des 2 ten, 4 ten, 
6 ten ..... 2n ten Bildes VOl' dem Objektpunkt sich durch den Aus
drnek 211 a Cwo a den Winkel zwischen den Spiegeln bedeutet) dar
stellen lassen, also nul' von diesem konstanten Winkel abhangen. 
Wahlt man nun, wie das bei dem zu Feldmessungen benutzten 
Winkelspiegel del' Fall ist, den Winkel a = 45°, so wird del' Abstand 
zwischen dem Objekt und dem zweiten Bilde 2 a = 90°. Hat man 
also dafiir gesorgt, dass del' Winkel zwischen den Spiegeln genau 
45° betragt, so hat man in dem Instrument ein sieheres Mittel, um 
von einem gegebenen Punkte einer geraden Strecke aus einen 
rechten Winkel abzustecken. Del' in del' Geodasie benutzte Winkel
spiegel besteht aus zwei kleinen, genau eben gesehliffenen Spiegeln, 
welehe in gemeinsamem Gehause gefasst sind und sieh unter 45° 
schneiden. Das Gehause tragt unten eine Handhabe mit Senkel, so 
dass man es senkrecht iiber einen bestimmten Punkt halten kann. 
Es ist natiirlieh wesentlich, dass man die Spiegel genau unter 45° 
zu einander einstellen kann und zu diesem Zweeke ist einer der 
Spiegel um seine Kante verstellbar eingeriehtet. Die Genauigkeit 
del' Einstellung lasst sich folgendermaassen priifen: Man steckt 
l'echtwinklig zu einer Streeke von einem"Punkte C aus naeh beiden 
Seiten je einen Stab A und B aus. Del' Winkelspiegel ist nul' dann 
riehtig eingestellt, wenn A, C und B in gerader Linie liegen, d. h. 
beim Visiren sieh deeken. 
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Hadley's Sextant (Fig. 130) ist ein Instrument, das dazu 
dient, urn die Entfernung zweier entfernter Punkte in Bogenmaass 
zu bestimmen. Es besteht aus einem Gestell in Gestalt eines Kreis
sektors (daher der im Uebrigen sehr willkiirliche Name), welches eine 
Winkelskala tragt und mit zwei zur Ebene des Sektors senkrecht 
gerichteten Spiegeln versehen 1st. Einer der Spiegel A ist um eine 
dem Mittelpunkt des Sextantbogens entspl'echende Axe dl'ehbar an
geol'dnet und ist mit einem Arm verbunden, an dessen Ende sich 
ein N onius D befindet. Der andere Spiegel Fist fest und ist dem 
Spiegel A parallel gerichtet, wenn der denselben tragende Arm auf 
dem Nullpunkt der Sextantenskala bei E steht. Von dem letzteren 
Spiegel ist nul' die untere Halfte vel'silbert, so dass Strahl en , welche 

f2------ -

Fig. 130. 

auf die obere Halfte treffen, direkt in das auf die Halbirungslinie 
dieses Spiegels geriehtete Fernrohr G gelangen. 

Urn den Winkel zwischen zwei Punkten P und Q zu mess en, 
wird zunachst das Instrument in gleiche Ebene mit Ihnen gebracht 
und dann das Fernrohr G direkt durch den durchsichtig'en Theil 
des Spiegels F auf den einen der Punkte, sagen wir Q, gerichtet. 
Der Spiegel A wird nun soweit gedreht, bis das durch zweimalige 
Reflexion an den Spiegeln A und F in das Fernrohr gelangende 
Bild des Punktes P mit Q zusammenfallt. Bei dieser Anordnung 
entspricht der Bogen zwischen den Punkten P und Q der aus del' 
zweimaligen Reflexion l'esultil'enden Ablenkung und diese ist gleich 
dem doppelten Drehungswinkel des Spiegels A. Dieser Winkel lasst 
sich an der Skala abies en. Wird die Skala so getheilt, dass jeder 
halbe Grad als ganzer Grad beziffert wird, so lasst sich die Ent
fernung zwischen zwei Punkten in Bogenmaass olme Weiteres am 
Sextant en ablesen. 
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Del' Heliosta t. 

§ 275. Ein Heliostat ist ein Instrument, welches dazu dient, 
Sonnenstrahlen in eine konstante Richtung zu refiektiren, also den 
Einfiuss del' relativen Sonnen- und Erdbewegung auf die Strahlen
rich tung zu kompensiren. 

Sieht man von del' kontinuirlichen Variation del' Deklination 
del' Sonne innerhalb eines Tages ab, so beschreibt die Sonne um 
die Polaxe del' Erde scheinbar einen Kreis. 

AIle bisher konstruirten Heliostaten ha ben das Gemeinsame, 
dass bei Ihnen eine zur Erdaxe parallel gerichtete Axe durch ein 
Uhrwerk mit einer del' Sonnenbewegung entsprechenden Geschwin
digkeit in konstanter Drehung gehalten wird. 

Del' einfachste Heliostat ist del' Fahrenheit'sche. In dies em 
Instrument ist ein Planspiegel fest mit del' Drehungsaxe verbunden 
derartig, dass die N ormale zur Spiegele bene mit del' Axe einen 
Winkel einschliesst, welcher gleich del' halben Poldistanz del' Sonne 
ist. Stellt man nun diese Normale so ein, dass sie dieselbe Rekt
ascension hat wie die Sonne, so werden beide gleiche Rektascension 
behalten und del' Spiegel refiektirt wallrend des Tages, fiir den die 
Einstellung gemacht ist, in eine zur Erdaxe parallele konstante 
Richtung. Mittelst eines zweiten festen Spiegels kann man dann den 
Strahlen eine beliebige Richtung geben. 

Del' Griiel'sche Heliostat besteht aus einer del' Erdaxe parallel 
zu richtenden Axe, welche einen zu ihr parallelen Planspiegel S S 
tl'agt. Hier ist, wie wir sehen werden, die Richtung del' refiektirten 
Strahl en auf den Mantel eines Kreiskegels beschrankt, dessen halter 
Oeffnungswinkel gleich del' Poldistanz del' Sonne ist und dessen 
Axe mit del' des Instl'umentes zusammenfallt. 

1st in Fig. 131 G B die Axe des Instrumentes und somit auch 
die del' Erde (indem gegeniiber del' Entfernung del' Sonne die Ent
fernung zwischen Erd- und Instrumentaxe vernachlassigt werden 
kann) und cp die Poldistanz del' Sonne, so beschreiben die ein· 
fallenden Strahlen infolge del' relativen Bewegung del' Sonne um 
die Axe G B einen Kreiskegel von del' halben Winke16fi'nung cp. 

S Sl D sei ein zur Axe M B senkrochter Querschnitt, also eine 
Kreisfiache. Es werden dann auch die Radien C S, C Sl etc. dieses 
Kreises senkrecht zu Axe sein. Von del' Poripherie dieses Kreises 
nun gehen dio Strahl en nach dem Punkte M, werden dann durch 
den Spiegol GG, welchor von del' Axe AB getragen wird und zu 
diesel' parallel gerichtet ist, refiektirt, und zwa1' fo1'dert del' Zweck 
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des Instrumentes, dass der refiektirte Strahl immer in eine unver
iinderliche, ihm ertheilte Richtung M S,. fallt. 

SolI das erreicht werden, so miissen zunachst S,., ein jeweilig 
einfallender Strahl und das beiden zugehOrige Einfallsloth in einer 
Ebene liegen, d. h. es miissen Sr, S und N und ebenso Sr, Sj und 
Nj in einer Ebene liegen. Da del' Spiegel stets parallel zur Achse 
ist und das Einfallsloth stets senkrecht auf del' Spiegelebene steM, 
so steht das Einfallsloth N resp. Nj etc. auch stets senkrecht auf 
der Axe AB. Es liegen somit die Einfallslothe innerhalb einer zur 
Kreisfiache SSI D parallelen Ebene. Die Frage ist nun die: Wird 
die Ebene S M: Sr N um die festliegende Linie M Sr, M: Sr um den 
Winkel N M Nj =.X gedreht, wie gross wird dann del' entsprechende 

Fig. 131. Fig. 132. 

Winkel SCSI? Verlangert man Sr M bis zum Kegelkreis, so wird 
Sr M D den letzteren tangiren. Da S, M, SI' und N in einer Ebene 
liegen, so liegt auch D S in derselben Ebene. D S und M N liegen 
demnach in einer Ebene und sind einander parallel. Dasselbe gilt 
von D SI und M Nj. Winkel S D Sj ist somit gleich N M Nj = x. Da 
aberWinkel SDSj =I/2 SCSj =I/2 1/J, so folgt daraus, dass dereinem 
bestimmten Zeitraum entsprechende Drehungswinkel des Spiegels 
gleich dem hal ben von der Sonne in demselben Zeitraum beschrie
benen Bogenwinkel sein muss, d. b. es muss sein: x = 1/2 '1/1. 

Foucault's Heliostat ist so eingerichtet, dass er die Sonnen
strablen in jede beliebige borizontale Richtung refiektirt. 0 (Fig. 132) 
ist ein fester Punkt, 0 A die Drehungsaxe. 0 B ist ein mit der 
Drehungsaxe fest verbundener Arm; dieser schlie sst mit der Axe 
einen Winkel ein, welcher sich auf die Poldistanz del' Sonne ein
stell en lasst. Bei entsprechender Einstellung der Rektascension del' 
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Ebene OBA stellt OB die Richtung der Sonnenstrahlen fUr den be
trefI"enden Tag dar. 

Es sei OC die horizontale Richtung, in welche die Sonnen
strahlen refiektirt werden solI en, und C sei der Drehpunkt eines 
Spiegels; ein Stab, welcher normal zur Spiegelfiache gerichtet ist, 
ist mit OB in einem Punkt B derartig verbunden, dass OC = OB. 
Schliesslich tragt der Spiegel einen in dessen Ebene liegenden ge
schlitzten Arm CD, des sen Lage von der Stellung der durch ihn 
hindurchgehenden Stange B D abhangt. Da nun 0 C = 0 B, so 
schliessen 0 B und 0 C gleiche Winkel mit B C ein und beide Theile 
liegen in einer Ebene mit der Normalen zum Spiegel. Sonnen
strahlen, welche in einer zu 0 B parallelen Richtung auf den Spiegel 
auffallen, werden daher in der konstanten Richtung 0 C refiektirt. 

§ 276. Der Silbermann'sche Heliostat (Fig. 133) refiektirt 
Sonnenstrahlen in jeder gewiinschten Richtung. Es sei auch hier 
o A die Drehungsaxe, 0 B ein mit dersel
ben feststellbar verbundener Arm, der sich 
so einstellen lasst, dass er bei entsprechen
der Stellung der Drehaxe mit der Rich
tung der Sonnenstrahlen zusammenfallt. 
OR ist ein zweiter Arm, welcher in jeder 
beliebigen Richtung, in welche die Strah
len refiektirt werden sollen, durch eine 
Schiebhiilse R festgehalten werden kann. 
o a c b ist ein Rhombus von Gelenken, wo- A 
bei x und b feste Drehpunkte auf den Fig.133. 

Armen OR und OB sind, wahrend c sich 
innerhalb eines Schlitzes in der Richtung der Normalen ON zur 
Spiegelfiache verschieben lasst. Wie man leicht erkennt, wird hier
durch die Richtung 0 R der refiektirten Strahlen konstant gehalten. 

§ 277. Ein in neuerer Zeit sehr beliebt gewordener Heliostat 
ist del' in Fig. 134 schematisch dargestellte Fuess' sche, del' eben
falls Refiexion nach jeder Richtung gestattet. 

Derselbe hat eine Azimuthaxe 0 D, welche mittelst Nivellir
schrauben und Libelle so eingestellt wird, dass sie durch den Erd
mittelpunkt geht. Mit dieser Axe ist eine zweite, E E', fest ver
bunden unter einem Winkel, welcher die geographische Breite des 
betreffenden Ortes reprasentirt; oder, solI das Instrument ein Uni
versalinstrument sein, so kann auch die Axe E E' verstellbar ange
ordnet sein. E E' muss jedenfalls in die Richtung del' Erdaxe ge
bracht werden, was mit Hilfe einiger einfacher Manipulationen leicht 
zu erreichen ist. Man hat namlich nur den um 0 drehbaren Arm AO 
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direkt gegen die Sonne zu richten, zu welchem Zweck die Axe 
EE' einen getheilten Kreisbogen tragt, und nun das ganze In
strument so weit urn die Azimuthaxe zu drehen, bis die Sonnen
strahl en in die Richtung A 0 fallen, was sich mit Hilfe der Diopter p 
und q erreichen lasst. Ein Spiegel ist nun in einer Gabel bei B 
und mittelst der Ftihrungsstange A B so aufgehangt, dass A 0 = 0 B 
und die Spiegelaxe B stets senkrecht zu 0 B gerichtet ist. Da A 0 
auf die mittlere Sonnenhohe eingestellt ist,@o wird, wenn die Axe 

~ / 
\ , 
)t , ' 

B lJ 
Fig. 134. 
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EE' durch ein Uhrwerk so gedreht wird, dass sie in 24 Stunden 
eine vollstandige Drehung macht, A 0 die bleibende Richtung des 
einfallenden Sonnenstrahls sein und dieser liegt daher stets in del' 
Ebene A 0 B. Da nun 0 B festliegt, 0. = j3 = r und die Spiegelebene 
vermoge del' Spiegelaufhangung bei B stets senkrecht zu Ebene AOB 
ist, so wird ein unter dem Winkel 0. = /3 = r einfallender Strahl in 
die konstante Richtung 0 R reflektirt. 

Fresnel'sche L insen. 

§ 278. Diese Linsen, welche bei Beleuchtungsapparaten fUr 
Leuehtthtirme ausgedehnte Verwendung gefunden haben, wurden 
zuerst von Fresnel im Jahre 1822 beschrieben. Ein soleher Be
leuchtungsapparat besteht aus einer Plankonvexlinse und einer Reihe 
von dieselbe umgebenden koncentriseben Ringen, deren Aussen
flacben sicb treppenstufenfOrmig an einander reihen. In dem mitt
leren Theile der Figur 135 ist eine solehe Fresnel'sebe Linse im 
Schnitt dargestellt. Die Rtiekseite del' zusammengesetzten Linse ist 
eben, die Vorderflache des mittleren Tbei1s spbariscb. Die kon
vexen Flacben del' Ringe sind dagegen nicbt. sphariscb; vie1mebr 
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sind diese ringformigen Flaehen aufzufassen als Rotationsfiaehen, 
entstanden dureh Rotation yon Kreisbogen, welehe in del' Ebene del' 
Linsenaxe liegen, ihren Mittelpunkt abel' in einer Reihe yon Punkten 
haben, welehe bei waehsendem Durchmesser del' einzelnen Ringe 
sieh immer weiter yon del' Axe entfernen. 1<'resnel bereehnete die 
Koordinaten del' 'Mittelpunkte del' einzelnen Bogen in del' Weise, 
dass die aussersten Strahl en parallel zur Axe zum Austritt gelangen. 
Dureh diese Annaherungsmethode lasst sieh die Aberration fast yoll
stan dig beseitigen. Bei den Linsenapparaten grosser Leuehtthurme 
entsprieht dem Durehmesser diesel' Linsenkombination ein Winkel 
yon 57 0 im Mittelpunkt del' Liehtquelle. 

Fig. 135. 

Fo;;;;:;,r-.--T 

ML.-¥'''---B, 

x 

Fig, 136. 

§ 279. Um die Gestalt des Querschnittes irgend eines Ringes 
in einer Fresnel' sehen Linsenkombination zu bestimmen, nehmen 
wir an, Q (Fig. 136) sei del' leuehtende Punkt, AB CD del' Me
ridiansehnitt eines del' Ringe des Systems. Wir nehmen an, OAPR 
und QSCT seien die aussersten Strahlen, welehe innerhalb del' be
traehteten Ebene dureh den Ring treten, und wir setzen yoraus, 
dass die Flaehe CD eine solehe Form hat, dass die Austrittsstrahlen 
PR und CT parallel zur Linsenaxe sind. Ferner sei E del' Krum
mungsmittelpunkt des Bogens C P und die Radien EP und E C 
mogen Winkel p und 'IjI mit del' Axe einschliessen. 

Bezeiehnen a und (! Einfalls- und Breehungswinkel bei A, (3 
und (j jene bei S und setzt man QO=j, BC=t und AB=b, so ist 

b = l (tg fl- tg a) + t tg lJ 

und 
n sin I} = sin a , n sin lJ = sin fl. 
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Ferner haben wir bei Pals Einfalls- und Brechungswinkel 
P - Q und p, und bei C 'I/J - (j und 'I/J, so dass also 

sin 'P = n sin ('1' - (!), sin 'I' = n sin (lJl- u), 
daher 

t _ nsin(! 
g '1' - n cos (! - 1 ' 

und 

wodurch P und '1/' bestimmt sind. 
Zieht man nun ferner C M parallel A B bis zum Schnitt mit 

A P, so ist 

und fUr die Grosse der Sehne C;P im Dreieck C P M erhalt man die 
Gleichung 

CP= CMcos(! 

cos {+ ('1' + 1/1) - (! } 
• . • . • . (1) 

1st daher r der Krummungsradius des Bogens C P, so haben 
wir fUr CP den Werth 

CP 2 . 1/1-'l' 
= rSlll-r 

und daher schliesslich 

(b - t tg (!) cos (! 
r= . . .... (2) 

2 sin ,/, ~ 'P cos ('I' -; 1/1 - (J ) 

Die Koordinaten des Mittelpunktes E in Bezug auf 0 als Null
punkt sind 

und 
EH=rcOSlp-t } 

.. . . . . . (3) 
o H = r sin lp - jtg fI- t tg u 

Durch die Gleichungen (2) und (3) sind die Krummung der 
RingfHiche und die Lage des Krummungsmittelpunktes bestimmt. 

Fur den Durchschnitt eines von der Linsenkombination losge
lOsten Prismas ist t = O. 

§ 280. Ueber und unter der Linse sind eine Reihe total reflek
tirender Zonen von dreieckigem Querschnitt angeordnet. Von diesen 
Zonen sind eine grossere Anzahl vorhanden, so dass oberhalb und 
unterhalb der Lichtquelle nur ein kleiner Zwischeuraum frei bleibt, 
innerhalb dessen das Licht nicht aufgefangen und in horizontale 
Richtung abgelenkt wird. 
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Wir wollen nun im Folgenden naeh Fresnel'seher Methode 
die Quersehnittsform der reflektirenden Zonen bestimmen. Die 
reflektirende ]'laehe ist gekrummt; anstatt der wahren Kurve gelangt 
aber aus Grunden der RersteIlung ein Kreisbogen zur Anwendung. 
AB C sei der Quersehnitt der total reflektirenden Zone und Q sei 
der leuehtende Punkt; AK und CR seien die aussersten aus dem 
Prisma in horizontaler Riehtung zum Austritt gelangenden Strahlen. 
Den Winkel A Q B bezeiehnen wir mit a, den Einfalls- und Bre
ehungswinkel fUr den Strahl QA bei A mit (J resp. (J' und a sei 
der Winkel DAK, welehen die Verlangerung von QA mit dem 
horizontal en Strahl AK einsehliesst. 

Zur Vermeidung von iiberflussiger Verwendung von Glas sind 
diB Seitenflaehen, wie in Fig. 137 gezeigt, so angeordnet, dass AB 

, , , 
\ 
\ 

'. I , , 
\ I 
'I 
.~ 

B 
Fig. 137. 

H 

mit der Riehtung des bei B gebroehenen und reflektirten Strahls 
QB, A C mit derjenigen des bei A gebroehenen Strahls Q A zu
sammenfaIlt. In diesem FaIle sind die Winkel BAK und CAQ 
einander gleieh und daher aueh d B A Q = d C A K. Ferner ist 

dBAC=-%-+ (J'. Der iiberstumpfe Winkel QAK hat somit die 

Grosse 

QAK=2BAQ+BAC=2 (-%-- 0) + ; +O'=n+ 0', 

oder hieraus 

0' = 2 (1 + 0' - ; , 

und daher 

sin 0 = n sin (2 0 + 0' - +) . 
Aus diesel' Gleiehung, lasst sieh der Werth des Winkels (J 

bestimmen. 
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Bezeichnen wir nun mit fJ! und fJ!' den Einfalls- resp. Brechungs
winkel fUr den Strahl QB bei B, so ist fJ! = () - a und daher 

'II sin ,,! = sin (0 - a). 

Da nun die Austrittsstrahlen CH und AK einander parallel 
gerichtet sind, so miissen auch die Einfallswinkel innerhalb des 
Prismas bei A und C einander gleich sein und zwar haben beide 
den Werth ()'. 

Ziehen wir nun von den Punkten B und C del' reftektirenden 
Kurve aus deren Kriimmungsradien nach dem Kriimmungsmittel
punkt E und verbindet B und C, so find en wir alsbald aus dem 
Strahlengange in Folge der Brechung und Reflexion 

ABE=+ (-i-+ ",) und ACE=+ (; +0')' 
Ferner ist A BEC=BAC-(ABE+ACE) und, wenn man 

die betreffenden Werthe einsetzt, 

BEC=o' _ 0' + ,,', 
2 

0' - (/,' 
=-2-' 

Die Winkel EBC und ECB sind daher jeder gleich 

und somit 

und 
1 

L'l..ACB=ECB - ACE=T(7l-30'+q>'). 

In dem Dreieck QAB miissen wir die Seite QA undo die 
Winkel AQB und QAB als bekannt voraussetzen. Es ist somit auch 
AB bekannt. 1m Dreieck AB C kennen wir die beiden Winkel B 
und C und die Seite AB; hierdurch bestimmt sich auch B C. 

Aus der oben gefundenen Grosse des Winkels BEC bestimmt 
sich dann der Kriimmungsradius des Kreisbogens. 

§ 281. 1m Vorhergehenden haben wir nul' den Querschnitt des 
Apparates beriicksichtigt. Denken wir uns nun diesen Querschnitt 
um eine vertikale, mit dem Centrum der Lichtquelle zusammen
fallende Axe gedreht, so entsteht ein Rotationskorper, welcher sich 
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dazu eignet, um von einem Leuchtthurm mit feststehendem Licht 
Strahl en horizontal nach allen Seiten auszusenden. Bei Leucht
thiirmen mit Blinkfeuern odnet man die Linsen in der Regel so an, 
dass sie ein achtseitiges hohles Prisma bilden; jede Seite desselben 
besteht aus einer Fresnel'schen Linse, welche durch Rotation des 
beschriebenen Durchschnittes um eine horizontale Axe entstanden 
zu denken ist, und einer Reihe total reflektirender Prismenzonen, 
welche Rotationilkorper, entstanden durch Rotation der besprochenen 
Querschnittsform urn einen Winkel von 45° um eine vertikale Axe, 
darstellen. Dieser ganze Apparat dreht sich nun langsam urn seine 
vertikale Axe. 

Methoden fiir die Bestimmung von Brechungsexponenten. 

§ 282. Die am allgemeinsten verbreitete Methode der Be
stimmung der Brechungsexponenten fester Korper fiir eine bestimmte 
Farbe besteht darin, dass man aus dem fraglichen Material 
ein Prisma herstellt und die kleinste Ablenkung eines durch das
selbe tretenden Strahls jener Farbe beobachtet. Aus Friiherem 
wissen wir bereits, dass die Ablenkung eines Strahls dann ein 
Minimum ist, wenn der Strahlengang in Bezug auf das Prisma 
symmetrisch ist. Unter Benutzung der im § 26 angewandten Be
zeichnungen haben wir fiir dies en Fall die Beziehungen: 

und daher nach (17, II) und (16, II) 

d+a=2i 1 
a=2i' r 

1st n der Brechungsexponent des Mediums, so ist 

sin i = 11 sin i' 

und somit 
. d+a . a 4) sm ~~2- = 11 8m 2· . . . . . . . ( 

Wenn wir also a, den brechenden Winkel des Prismas, und ii, 
die kleinste Ablenkung, gemessen haben, liisst sich n berechnen. 

§ 283. Das hierzu benutzte Instrument besteht im Wesentlichen 
aus einem horizontalen getheilten Kreise und einem horizontal ge
richteten Fernrohr, das derartig um die vertikale Axe des getheilten 
Kreises drehbar ist, dass seine optische Axe sich stets mit der 
ersteren Axe schneidet. Das Versuchsprisma kittet man nun mit 

lIeath·Kanthack. 22 
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Wacbs oder Balsam auf ein Tiscbchen, welches sicb tiber der 
Mitte des getheilten Kreises befindet. Das Licht tritt durch einen 
Kollimator, welcher aus einem sebr engen, im Brennpunkt ';eines 
achromatischen Objektivs befindlichen vertikalen SpaIt besteht. Die 
Axe des Kollimaters schneidet die vertikale Axe des :kreises in 
gleicber Hobe wie diejenige des Fernrohrs dies thut. 

Man bestimmt zunachst den brechenden Winkel des Prismas 
in folgender Weise. Man stellt zunachst das Fernrohr direkt auf 
den Spalt ein, indem man das Prism a so dreht, dass ein Theil 
des Lichtes ungebrochen an dem Prisma vorbei in das Fernrohr 
gelangt, Man stellt dann das Prisma so, dass das durch den 
Kollimator tretende Licht an beiden PrismenfLachen refLektirt wird. 
Man stellt nun das Fernrohr so, dass das an der einen Flache des 
Prismas refLektirte Bild des Kollimatorspaltes sich mit dem Faden
kreuz des Fernrohrs deckt. Der Winkel nun, urn welchen man das 
Fernrohr drehen muss, damit sich das an der anderen PrismenfLache 

Fig. 138. 

refLektirte Bild des Spaltes mit dem Fadenkreuz deckt, lasst sich an 
dem getheilten Kreis direkt ablesen. Es ist ohne Weiteres aus 
Fig. 138 ersichtlicb, dass 

und 

wenn P A X die Richtung des einfallenden Strahls, A Q der an der 
Flache A B, A R der an der Flache A C refLektirte Strabl ist. Es 
ist daher 

§ 284. Man hat nun die kleinste Ablenkung eines Strahls von 
bestimmter, einer gegebenen Linie des Spektrums entsprechender 
Brechbarkeit zu bestimmen. Prisma und I<'ernrohr werden zu dem 
Zwecke soweit gedreht, bis ein Bild des Spaltes durch das Prisma 
hindurch im Fernrohr sichtbar wird; jetzt wird das Prisma so ge-
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dreht, dass das BUd sich der Richtung des ditekt in das Fernrohr 
gelangenden Lichtes nahert; wahrend der Drehung des Prismas 
folgt man dem Bilde mit dem Fernrohr. Man erhalt schliess
Hch eine Prismenstellung, bei welcher die geringste Links- oder 
Rechtsdrehung des Prismas eine Vermehrung der Abweichung der 
Fernrohraxe von der Richtung des direkt einfallenden Lichtes zur 
Folge hat. Diese Prismenstellung entspricht somit del' kleinsten 
Ablenkung und zwar stellt man dieselbe fiir die gegebene Linie 
des Spektrums her, d. h. indem man auf diese das Fadenkreuz des 
Fernrohrs eingestellt halt. Der Winkel, durch welch en das Fern
rohr aus seiner Parallellage zur Kollimatoraxe gedreht worden ist, 
lasst sich am getheilten Kreis ablesen und stellt die gesuchte 
kleinste Ablenkung dar. 

Das Abbe'sche Refraktometer. Diesel' von Prof. Abbe 
urspriinglich fUr seine eigenen ausgedehnten Untersuchungen er
sonnene sinnreiche Apparat griindet sich auf die Beobachtung der 
durch eine zwischen zwei Prismen eingeschlossene Fliissigkeit her
vorgerufenen Totalreflexion. 

J----5-f ----ttOO 
~~~*--

Fig. 139. 

A und B (Fig. 139) seien zwei aus gleichartigem, stark brechen
dem Flintglase hergestellte rechtwinklige Prismen von genau gleicher 
Form, also auch von gleichen Winkeln. Zwischen den an einander 
gelegten Hypothenusenflachen der Prismen befindet sich eine diinne 
Schicht der zu untersuchenden Fliissigkeit. 0 sei ein Objektiv, in 
dessen Brennebene sich ein beleuchteter Spalt S befindet. Die von 
diesem Spalt ausgehenden Strahlen treten, so lange Winkel r nicht 
den Grenzwinkel erreicht, ungehindert und parallel zur Eintritts
richtung aus dem Prismenpaar bei C heraus. Das Prismenpaar wirkt 
hier als blosse plan-parallele Platte. Sob aId aber durch Drehung des 
Prismenpaares Winkel r den Werth des Grenzwinkels erreicht, so 
wird ein unter dem entsprechenden Einfallswinkel e eintretender 
Strahl an der Zwischenschicht total reflektirt und, da dasselbe fiir 
nur wenig zum Hauptschnitt geneigte Strahlen gilt, so erscheint der 
Spalt einem bei C befindlichen Auge dunkel. Hat man die Mittel, 
die Grosse des Winkels e zwischen der Fornrohraxe und der 

22* 
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Eintrittsnormalen . im Moment del' eintretenden Verdunkelung des 
Spaltes S zu bestimmen, so 111sst sich aus dem Werthe von e, dem 
bekannten Winkel a und dem Brechungsexponenten des Prismen
glases del' Brechungs.exponent del' zu untersuchenden Substanz be
stimmen. 

Man findet namlich 
" sin e 

slnl=-n-' 

y=a+i. 

Die Bedingung abel' dafUr, dass rein Grenzwinkel ist, liefert 
die Gleichung 

. n' 
smY=n' 

und mithin ist 
n' =11 siny. 

Dies ist del' Grundgedanke des A b be' schen Refraktometers. 
Durch die Weiterentwickelung desselben hat Prof. Abbe die prak
tische Ausfuhrung und Handhabung des Instrumentes noch sehr 
vereinfacht. 

Denken wir uns namlich, das Prismenpaar habe eine solche 
Lage, dass die Totalrefiexion gerade fur diejenigen Strahlen beginnt, 
welche von S ausgehen und so mit durch 0 als parallelstrahliges 
Bundel austreten. Nichts andert sich an diesem Vorgange, wenn 
wir den Strahlenverlauf umkehren, d. h. die parallelstrahligen Bundel 
durch das Prismenpaar hindurch in das Objektiv parallel zur Axe 
desselben eintreten und im Brennpunkt S zur Vereinigung gelangen 
lassen. Dasselbe gilt fUr die zum Hauptschnitt wenig geneigten 
Strahlenbuschel, also auch fur solche Bundel paralleler Strahlen, 
welche in den ausserhalb del' Axe liegenden Punkten des Spaltes 
vereinigt werden. Es ist daher leicht einzusehen, dass in del' ge
dachten Stellung uberhaupt keine Strahlen durch das Objektiv zum 
Spalt gelangen konnen. 

Lassen wir nun Strahlen von einer beliebig ausgedehnten Licht
quelle durch das Prismenpaar in das Objektiv gelangen und ersetzen 
den Spalt durch ein gewohnliches Okular, so erblicken wir in dem 
Moment, wo die TOialrefiexion fUr die del' Axe parallel verlaufenden 
Strahlenbundel eintritt, eine helle und eine dunkle Gesichtsfeldhalfte; 
denn di~ 1\1ittellinie des Gesichtsfeldes reprasentirt den erwahnten 
Spalt; die helle Halfte entspricht den noch durch das Prismenpaar 
transmittirten Strahlen, die dunkle Halfte den total refiektirten 
Strahl en. Die exakte Lage del' Mittellinie lasst sich durch ein Okular
fadenkreuz feststellen. 
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In seiner thatsachlichen Form, wie es von del' Firma Carl 
Zeiss geliefert wird, ist das Refraktometer so eingerichtet, dass man 
nicht den Winkel e, sondern direkt die Brechungsexponenten fiir die 
Fraunhofer'sche D-Linie (Natronflamme) abliest. 

Derselbe Apparat ist auch mit einem Dispersionsapparat aus
geriistet, mittelst dessen man im Stande ist, die Dispersion fiir das 
Interval nD bis nF zu bestimmen. 

Ausfiihrliches iiber dies en Apparat und die Anwendung des
selben Principes auf andere Apparate findet man in Abbe, Neue 
Apparate zur Bestimmung des Brechungs- und Zerstreuungsvermogens jester 
und jliissiger Korper, Jena 1874. 

§ 285. Will man den Brechungsexponenten einer Fliissigkeit 
spektrometrisch bestimmen, so bringt man dieselbe in ein Hoblprisma 
aus Glas, welches aus verkitteten Glasplatten besteht. Da abel' die 
beiden zur Messung benutzten Seiten des Prism as niemals genau 
plan-parallele Flachen haben, so hat man von del' beobachteten 
Ablenkung noch die kleine, durch das leere Hohlprisma verursachte 
Ablenkung in Abzug zu bringen. 

Man hat nach ahnlichen Methoden auch die Brechungsexpo
nenten von Gasen unter gegebenen Bedingungen in Bezug auf Tem
peratur und Spannung bestimmt. Man brachte die Gase in Rohren 
und verschloss deren Enden mit zwei zur Axe del' Rohre stark ge
neigten Glasplatten. 

Die Versuche von Biot und Arago iiber die Brechungsexpo
nenten von Gasen haben gezeigt, dass bei diesen die Grosse n2 - 1 
del' Dichtigkeit del' Gase proportional ist, ein Gesetz, welches 
Newton aus seiner Emissionstheorie auf mathematischem \Vege ab
geleitet hatte. Eine vollstandigere Zusammenstellung del' Methoden 
fUr die Bestimmung del' Berechnungsindices auf dioptischem Wege 
(aus del' Feder von Dr. C. Pulfrich) findet man in dem von Winkel
mann herausgegebenen Handbuch del' Physik Bd. II, S.302-321. 

§ 286. Bestimmung der Brennweite einer dunnen Konvexlinse. 
Diese wird gewohnlich dadurch gemessen, dass man die Linse 

so auf ein Objekt einstellt, dass del' Abstand des Bildes vom Objekt 
ein Minimum wird. Diesel' Abstand ste11t das Vierfache del' Brenn
weite dar. Denn bezeichnen in Fig. 140 u und v die Abstande des 
Objektes VOl' resp. hinter del' Linse, so ist nach del' bekannten 
ji""'ormel (14, IV) 

wahrend 

111 
~+~=--

u v f' 
'll+V=X 

die Gleichung fUr den Abstand zwischen Objekt und Bild ist. 
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Aus del' Kombination beider Gleichungen ergiebt sich 

uv=xf 
und dahel' 

(u - V)2=.x2 - 4x f. . . ...... (5) 

Die Grosse (u - V)2 ist stets positiv, der kleinstmogliche Werth 
von ;1: daher 4! 

-- j------~ ---- -- --+ ---
-4-- v---~----u- --• 

... ----- - .;;t!---- --- ...... 

Pig. 140. 

1st die Linse konkav, so verbindet man sie mit einer unmittel
bar neben dieselbe gertlckten Konvexlinse, welche dem System eine 
sammelnde Wirkung ertheilt. Die Brennweite del' Kombination Htsst 
sich nun in derselben Weise bestimmen, wie im vorigen FaIle. Sind 
fund f' die Werthe del' Brennweiten del' beiden Linsen, F die
jenige del' Kombination, so ist nach (26, IV) odeI' (47, V) 

1 1 
]'-=7'-- -T' 

und kennt man f', so ist dadurch auch f bestimmt. 

Experimentelle Bestimmung del' Brennweite und del' Kar
dinalpunkte eines optischen Instrumentes. 

§ 287. Wir wissen, dass sich die Lage und Grosse eines jeden 
durch ein symmetrisches optisches Instrument erzeugten Bildes eines 
Objektes dul'ch geometrische Konstruktion odeI' durch einfache 
Formeln bestimmen lassen, sobald die Lagen del' beiden Brenn
punkte Hnd del' beiden Hauptpunkte gegeben sind, und es ist daher 
das optische System vollstandig definirt, sobald man die Abscissen 
del' Brennpunkte und die Brennweiten des Systems kennt. Um diese 
drei Gl'ossen zu bestimmen, hat man (nach Gauss) drei Versuche anzu
stell en. Bezeichnen 9 und rJ' die Abscissen del' beiden Brennpunkte, 
bezogen auf irgend einen Punkt als Ursprung, ~ und ~' die Abscissen 
des Objektes und seines Bildes und f die Brennweite des Systems, 
so ist nach (44, IV) 

(g - ~) W - g') = p. 
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Um symmetrische Ausdriicke zu gewinnen, beziehen wir aIle 
Abstande auf einen festen Punkt mit der Abscisse e gemessen 
und. setzen 

~' - e=b, 

e-g=p, g' - e=q, 

so dass p, q und f die zu bestimmenden Konstanten darstellen. 
Bestimmen wir durch Versuche die Lage des Bildes fUr drei 

verschiedene Lagen des Ob.iektes, so erhalten wir die drei Glei
chungen: 

(a-p)(b-q)=f2, 

(a' - p) (b' - q) =j2, 

(a" - p) (6" - q) =j2, 

wo a', b' und a", b" der zweiten und dritten Objektlage entsprechen. 
Die Grossen a, b, a', b', a", b" lassen sich aIle direkt messen und es 
geniigen daher diese drei Gleichungen, um die Werthe von 71, q und 
f als Vielfache bekannter Grossen zu bestimmen. Eliminiren wir J2 
aus der erst en und zweiten Gleichung und ebenfalls aus der ersten 
und dritten Gleichung, so erhalten wir zwei Gleichungen erst en 
Grades nach p und q, welche eindeutige Werthe fiir diese 
Grossen liefern. Wir konnen dann J2 aus irgend einer derselben 
bestimmen. Das Vorzeichen von fbleibt somit noch unbestimmt. Dieses 
ergiebt sich aus del' Stellung des Bildes; ist dasselbe ein aufrechtes, 
so haben g' - .1' und f entgegengesetzte Vorzeichen, dagegen gleiche 
Vorzeichen, wenn das Bild ein umgekehrtes ist. 

§ 288. Bei del' Aufstellung der zuletzt behandelten Formeln 
wurde angenommen, dass bei den drei Messungen del' Bildabstande 
das Objekt auf ein und derselben Seite del' Linsen liegt. 1st in 
irgend einem Falle das Objekt auf del' anderen Seite, so lassen sich 
Objekt und Bild vertauschen und die Anordnung ist dann die nam
liche wie im vorigen ]'alle. Praktisch kommen hierbei nur reelle 
Bilder in Frage; im FaIle einer Einzellinse sind wir daher auf eine 
Sammellinse angewiesen, sofern nicht besondere Methoden zur Be
stimmung virtueller Punkte nutzbar gemacht werden. Es ist in
dessen immer moglich, das System mit einer einzelnen Sammellinse 
so zu verbinden, dass das ganze System eine sammelnde Wirkung 
erhalt, um dann nach Bestimmung del' Konstanten del' Kombination 
diejenigen des urspriinglich gegebenen Systems zu berechnen. 

Um Beobachtungsfehler moglichst unschadlich zu machen, sollte 
man durch zweckmassige Wahl del' verschiedenen Objektstellungen 
eine moglichst grosse Ungleichartigkeit del' drei Gleichungen erstreben. 
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§ 289. Bei einer einzelnen Linse oder einem achromatischen 
Objektiv, welches aus verkitteten Linsen besteht, ist der Abstand 
zwischen den Hauptpunkten in der Regel klein. 1st dieser Abstand, 
den wir mit A bezeichnen wollen, bekannt, so geniigen zwei Ver
suche. Denn wir haben nun die Gleichung 

p+q=2!+J. 

neben den beiden anderen 
(a - p) (b - q) =j2, 

(a' - p) (b ' - q)=j2. 

Eliminiren wir hierin p und q, so erhalten wir 

(a' + b' - a - b)2 
(a' _ a) (b _ b') j2 + 2 (a + b + a' + b' - 2 J..) f 

- (a + h' - ).) (a' + b - J.) = 0 , 

eine im Allgemeinen in Bezug auf! quadratische Gleichung. Richten 
wir aber unsere Versuche so ein, dass a' + b' - a - b = 0 wird, d. h. 
so, dass der Abstand zwischen Objekt und Bild in beiden . Fallen 
bei veranderter SteHung der Linse derselbe ist, so reducirt sich 
unsere Gleichung auf eine Gleichung des ersten Grades. 1st c der 
Abstand zwischen Objekt und Bild, so ist a = c - b, a' = c - b' und 
unsere Gleichung erhalt die Form: 

4f(c - J..)=(c-J..+ 0' - b) (c -J..- b' + b), 
oder 

1 (b' - b)2 
f=T(c-J..)- 4(c-J.) ... (7) 

Die Werthe von p und q sind dann 

p = ;1 (2 f + c + J.. - b - 1/) J. 
. . . . . (8) 

q = 2 (2! - c + J. + b + b') 

§ 290. Sehr zweckmassig verfahrt man bei der AusfUhrung 
dieser Versuche in del' Weise, dass man zunachst das Objekt in sehr 
grosse Entfernung bringt, in welchem FaHe die Strahl en nach dem 
zweiten Brennpunkt konvergiren, wodurch der Werth von q ohne 
Weiteres gegeben ist. Hierauf kehre man die Linse um und messe 
den Abstand des Bildes desselben Objektes, wodurch p bestimmt 
ist. Diesen beiden Versuchen hat ein dritter zu folgen zur Gewin
nung von Werthen fUr die Gleichung 

(a-p)(b-q)=f2, 
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damit sich f bestimmen lasst. Der Abstand A ergiebt sich nun aus 
der Gleichung: 

J.=p+q-2J!(a-p)(v-'l) .. ...... (9) 

Fur die meisten Falle ist hiermit die Bestimmung vollstandig. 
1st aber eine besonders genaue Bestimmung erforderlich, so hat man 
die oben beschriebene Untersuchung als eine Vorstufe fUr die Aus
fiibrung der im letzten Paragrapben angegebenen Methode anzusehen. 

Gauss empfiehlt fUr den dritten Versucb den folgenden Gang: 
Auf einem Bogen Papier beschreibe man einen Kreis von annabernd 
demselben Durchmesser wie derjenige der Linse und zeichne in 
dessen Mittelpunkt ein kleines, deutliches Kreuz. Hierauf lege man 
die Linse unmittelbar auf's Papier, so dass sie mit dem gezeichneten 
Kreise koncentrisch ist und betrachte das Kreuz mittelst eines mit 
Fadenkreuz versehenen kleinen Mikroskops, welches sich in der 
Richtung der Linsenaxe einstellen lasst. Man stelle alsdann das 
Mikroskop so ein, dass das Bild des gezeichneten Kreuzes mit dem 
Fadenkreuz im Mikroskop zusammenfiillt. Hierauf entferne man die 
Linse und mache wieder eine Einstellung. Die Verschiebung, welche 
das Mikroskop hierbei erfiihrt, ist ~' -~. Nimmt man den Kreuzungs
punkt des Fadenkreuzes als Ausgangspunkt, so ist 

a=O, b=;' _;1). 

Photometrische Messungen. 

§ 291. Wird ein Flachenelement von einer im Abstand r be
findlichen Lichtquelle beleuchtet, welche eine Ausstrahlungsintensitat 
I hat, und schlie sst die Axe des Beleuchtungskegels einen Winkel {} 
mit der Nonnalen zu jenem Flachenelement ein, so ist die Beleuch
tungsintensitat bekanntlich proportional 

I cos () 
--r2- • 

Wir wissen aus der Erfahrung, dass das Auge an und fur sich 
das Verhaltnis der Intensitaten zweier Lichtquellen nicht zu schatz en 
vermag; wohl aber besitzt das Auge in hohem Maasse die Fahigkeit, 
zwei unmittelbar neb en einander grenzende beleuchtete Flachen 
bezuglich ihrer Helligkeit zu vergleichen. Sammtliche photome-

1) Auch liber den Gegenstand (lieses uncl cler folgenclen Abschnitte finelet 
man eingehenelere Mittheilungen (von F. Auerbach, E. Broelhun, S. Czapski 
und R. Straubel) in demoben citirten Hanclbnche cler Physik herausgegeben 
von A. Winkelmann, Breslau 1893, Bel. II, oder in clem Lehrbuche cler Physik 
von Violle (Deutsche Uebersetzung). Berlin 1894, Bcl. II, 2. 
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trischen Methoden grunden sich daher auf die Ausgleichung von 
Beleuchtungsintensitaten. 

Urn z. B. die Intensitaten zweier Lichtquellen zu vergleichen, 
beleuchtet man je eine der beiden Ralften einer dunn en PorcelIan
scheibe durch erne der zu vergleichenden Quellen derart, dass das 
Licht entweder senkrecht auf das Scheibchen fallt oder die EinfalIs
winkel in beiden Fallen die namlichen sind. Die Abstande der 
Lichtquellen von den Scheibchen werden nun durch Versuche so 
gewahlt, dass beide Scheibchen dem Auge gleich hell beleuchtet 
erscheinen. Die Intensitaten der Lichtquellen verhalten sich dann 
umgekehrt wie die Quadrate ihrer Entfernungen von den Porcellan
scheibchen. Rierauf grundet sich die Einrichtung der Photometer 
nach Ritchie und Foucault. 

§ 292. Ritchie's Photometer (Fig. 141) besteht aus einem an 
beiden Enden offenen Kasten, in dessen Deckel ein schmaler Streifen 

Fig. 141. 

Porcellan oder ge6ltes Papier eingelegt ist. Das Instrument wird 
nun zwischen die beiden zu vergleichenden Lichtquellen gestellt 
und deren Licht wird durch die beiden unter 45° zur Axe des 
Kastens geneigten, vollkommen gleichartigen Spiegelstucke gegen 
die Unterseite des Porcellanstreifens geworfen. Der Kasten wird 
nun zwischen den beiden Lichtquellen so lange verschoben, bis die 
beiden Porcellanhalften gleichmassig beleuchtet erscheinen, und da
rauf der Abstand der Lichtquellen gemessen. 

.B 

Fig. 142. 

§ 293. Bei dem Photometer von F 0 u
p caul t (Fig. 142) wirken die beiden zu ver-

gleichenden Lichtquellen jedes fUr sich 
auf zwei verschiedene Theile derselben 
vertikal aufgestellten, dunn en , durchsich
tigen Porcellanscheibe P Q. R S ist eine 
undurchsichtige vertikale Wand, welche 
beide Lichtquellen von einander trennt. 
Wird nun diese Wand so eingestellt, dass 
die Vertikalebenen ASm und BSn, welche 
die von den beiden Lichtquellen A und B 
einzeln beleuchteten Theile der Porcellan-

scheibe begrenzen, sich unmittelbar vor der Scheibe P Q schneiden, 
so lasst sich der dunkle Streifen beliebig schmal machen. Die Ab
stande der Lichtquellen A und B werden dann so regulirt, dass 
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die rechts und links von dem dunklen Streifen liegenden Theile der 
beleuchteten Porcellanscheibe gleich hell erscheinen. 

§ 294. Beim Rumford'schen Photometer werden die Tiefen 
der Schatten, welehe durch einen vertikalen, von zwei Lichtquellen 
beleuchteten Stab auf einen Schirm geworfen werden, mit einander 
verglichen. Die Lichter werden so aufgestellt, dass die Schatten 
dicht nebeneinander fallen und der von der einen Lichtquelle her
riihrende Schatten wird durch die andere Lichtquelle erhellt. Richtet 
man nun die Verhaltnisse so ein, dass die Schatten gleiche Intensitat 
haben, und misst man die Abstande der Lichtquellen von den 
Schatten, so lasst sich aus dem Verhaltnis der Quadrate der Ab
stan de ein Maass fiir die Leuchtkrafte gewinnen. 

Bunsen hat ein sehr einfaches Photometer angegeben. Bringt 
man auf einem Bogen Papier einen Oelfleek an, so lasst sich dieser 
bei beiderseitig gleich in ten siver Beleuchtung kaum erkennen. Die 
Lichtquellen werden auf den entgegengesetzten Seiten des Papier
schirmes aufgestellt und ihre Abstande so ausprobirt, dass der durch
seheinende Oelfleck verschwindet; es verhalten sich dann die Hellig
keiten der Lichtquellen umgekehrt wie die Quadrate ihrer Abstande 
vom Papierschirm. Die Einstellung nimmt man zweekmassiger 
Weise erst von del' einen und dann, nachdem man den Schirm 
umgedreht hat, von del' anderen Seite des letzteren YOI', so dass 
man in beiden Fallen dieselbe Seite des Papiers beobachtet. Man 
umgeht hierdurch Fehler, welche sich aus Verschiedenheit in 
del' Absol'ptionsfahigkeit del' beiden Papierflachen ergeben wiir
den. Das Mittel aus beiden Messungen giebt ein ziemlich genaues 
Resultat. 

§ 295. Bei allen Versuehen del' besehriebenen Art sind gleich
artige Lichtquellen vorausgesetzt, indem im anderen FaIle ein Ver
gleich nieht moglieh ist. Ein strenger Vergleich zwischen den Leucht
kraften zweier ungleichartiger, zusammengesetzter Lichtquellen liesse 
sich nul' in del' Weise anstellen, dass man die relativen HeIligkeiten 
fiir aIle Farben del' Spektra beider Lichtquellen bestimmt und die 
Resultate in einer Tabelle zusammenstellt. 

§ 296. Die erst en Schritte zur photometrischen Bestimmung 
del' Helligkeit des'Sternenlichtes unternahm Herschel. Derselbe 
liess das Licht des Mondes auf eine Linse von kurzer Brennweite 
fallen und projicirte so ein kleines Mondbild in die Brennebene del' 
Linse. Dieses Mondbildchen benutzte er als kiinstlichen Stern und 
verglich mit seiner Helligkeit diejenige del' Sterne. Die Linse liess 
sich nun auf verschiedene Abstande einstellen und es liess sich eine 
Stellung finden, bei welcher das Mondbildchen und del' Stern gleiche 
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Helligkeit zeigten. Die Abstande del' Bilder fur verschiedene Sterne 
liefern ein Mittel zum Vergleich ihrer Helligkeiten. 

Dr. Seidel benutzte ein Instrument, welches sich im Princip 
von dem Herschel'schen nul' wenig unterschied, abel' bequemer zu 
handhaben war. Er theilte das kleine Objektiv eines Fernrohrs in 
zwei Halften, deren eine sich in del' Richtung del' Axe verschieben 
liess. Zwei mit einander zu vergleichendeSterne wurden durch 
einen Refiektor in annahernd derselben Richtung sichtbar gemacht. 
Die Strecke, urn welche die eine halbe Objektivlinse verschoben 
werden musste, damit beide Bilder gleiche Helligkeit aufwiesen, 
lieferte hinreichend genaue Data fUr den Vergleich von Stern
helligkeiten. 

§ 297. Neuerdings hat Professor Pritchard am Observatorium 
zu Oxford eine Methode. zum Vergleich von Sternhelligkeiten an
gegeben, welche sich auf die Thatsache grundet, dass die Absorption, 
welche Licht bei seinem Durchtritt durch ein dichtes Medium erfahrt, 
eine Funktion del' Dicke dieses Mediums ist. Prof. Pritchard schaltet 
einen dunnen Keil homogenen und fast neutral-farbigen(Rauch-) 
Glases ein und beobachtet das im Brennpunkte des Fernrohrs ent
worfene Sternbild durch den Keil. Mittelst einfacher Vorrichtungen 
lasst sich nun mit grosser Genauigkeit die Dicke des verschiebbaren 
Keils bestimmen, bei welcher das Licht del' teleskopischen Stern
bilder ausgeloscht wird. Auf diese Weise lasst sich das Licht irgend 
eines Sternes ohne Weiteres mit demjenigen irgend eines Sternes 
bekannter Helligkeit vergleichen und eine Tabelle von Sterngrossen 
zusammenstellen. 

Methoden zur Bestimmung del' Geschwindigkeit des Lichts. 

§ 298. Man kann die Geschwindigkeit des Lichtes durch 
optische Versuche nach zweierlei Methoden bestimmen; es sind dies 
die Methoden von Fizeau und Foucault. Fizeau's Experimente 
wurden im Jahre 1876 von M. Cornu wiederholt und spater wurde 
eine Modifikation del' Fizeau'schen Methode von Dr. Young und 
Prof. Forbes in Schottland benutzt. Die Geschwindigkeit des Lichtes 
wurde auch von A. A. Michelson nach dem Vorbilde del' FoucauIt'
schen Methode bestimmt. 

§ 299. Bei den Fizeau'schen Versuchen (Fig. 143) sind zwei 
astronomische Fernrohre in mehreren Kilometer Entfernung von ein
ander so aufgestellt, dass ihre optischen Axen in einer Linie liegen 
und ihre Objektive einander zugekehrt sind. In dem Brennpunkt des 
Objektivs des einen Instrumentes befindet sich ein zur Fernrohraxe 
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genau senkrechter Spiegel. Der Beobachter nimmt VOl' dem anderen 
Fernrohr Stellung. Hier befindet sich eine unter einem Winkel von 
45° zur Fernrohraxe geneigte plan-parallele Glasplatte zwischen dem 
Okular und dem Brennpunkt des Objektivs. Die von einer seitlich 
von dem Instrument befindlichen Lichtquelle ausgehenden Strahlen 
werden so auf die geneigte Glasplatte geworfen, dass sie nach der 
Reflexion in dem Brennpunkt des Objektivs zur Vereinigung ge
langen und als zur Axe paralleles Strahlenbiindel aus dem Objektiv 
hervortreten. Dieses Strahlenbiindel gelangt in das Objektiv des 
anderen Fernrohrs, wird dort durch den rechtwinklig zur Axe ange
brachten Spiegel in der urspriinglichen Richtung zuriickgeworfen 
und einige dieser Strahl en passiren nach dem Durchtritt durch das 
Objektiv die geneigte Glasplatte und gelangen so durch das Okular 
in das Auge. Ein mit einer grossen Anzahl kleiner Zahne versehenes 
Zahnrad wird in einer zur optischen Axe rechtwinkligen Ebene so in 

Fig. 143. 

Rotation versetzt, dass del' Zalmkranz den Brennpunkt des Objektivs 
durchschneidet. Versetzt man dieses Zahnrad in verhaltnismassig 
langsame, aber doch geniigend schnelle Rotation, damit das inter
mittirend auf das Auge wirkende Licht in diesem die Empfindung 
einer kontinuirlichen Lichteinwirkung hervorruft, so erblickt das 
Auge ein Bild der Lichtquelle. Es ist namlich die Zeit, welche das 
Licht gebraucht, urn nach dem entfernten Fernrohr und zuriick zu 
gelangen, von so kurzer Dauer, dass Licht, welches wahrend einer 
gewissen Phase del' Rotation eine Zahnliicke passirte, durch dieselbe 
Liicke zuriickkehrt, ohne dass das Rad sich merklich gedreht hatte. 
Wir setzen voraus, dass Zahnbreiten und Zahnliicken gleich gross 
sind. Vergrossert man nun allmahlich die Umdrehungsgeschwindig
keit, so wird schliesslich der Fall eintreten, dass Lichtstrahlen, 
welche eine Zahnliicke passirten, auf dem Riickwege auf einen Zahn 
des inzwischen weiter geriickten Zahnkranzes stossen. In sol chern 
Falle gelangt kein Licht in's Auge. Wird die Umdrehungszahl nun 
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stetig weiter vergrossert, so erseheint das Bild der Liehtquelle all
mahlieh wieder und versehwindet ebenso wieder, und so fort bei 
kontinuirlieh steigender Umdrehungszahl. Bezeiehnen wir nun mit 
2 l den Gesammtweg des Liehts yom rotirenden Zahnkranz naeh 
dem entfernten :B'ernrohr und zuruek bis zum Ausgangspunkt, mit v 
die Gesehwindigkeit des Liehts, so ist die wahrend eines vollstan-

digen Hin- und Herganges des Liehtes verflossene Zeit .!!... Ist m 
v 

die Anzahl der im Rade vorhandenen Zahne, n die Umdrehungszahl 

des Rades pro Sekunde, so ist 2 ~ n' die Anzahl der Sekunden, 

welehe ein Zahn gebraueht, urn den Brennpunkt zu passiren. Lasst 
man nun die Umdrehungszahl so gross werden, dass sie eine erste 
Verfinsterung hervorruft, so wird 

21 1 
v 2mn 

oder 
v=4mnl, 

und bringt n eine pte Verfinsterung hervor, so ist 

4mnl 
v= 2p-l' ........ (10) 

Die Entfernung I lasst sieh mess en und die sekundliche Um
drehungszahl kann man beobachten, so dass sich der Werth von v 
aus dieser Formel bestimmen lasst. 

Ein Uebelstand dieser Methode besteht darin, dass praktisch 
eine totale Verfinsterung kaum eintritt. Im Allgemeinen bemerkt 
man nur eine starke Verminderung der Helligkeit, ein bestimmter 
der Berechnung zu Grunde zu legender Zeitpunkt fur die Verfinste
rung lasst sieh demnaeh nicht mit Sieherheit feststellen. 

§ 300. Young und Forbes stellten diesen Versuch in der 
Weise an, dass sie in fast gerader Linie mit einem Fernrohr, welches 
wie das zuletzt besehriebene Instrument mit einem rotirenden Zahn
rade versehen war, zwei Reflektoren in gewissem Abstande von ein
ander aufstellten. Bei diesem Verfahren handelte es sieh nun darum, 
dem Zahnrade eine solehe Umdrehungsgesehwindigkeit zu gelien, 
dass die beiden Spiegelbilder gleieh hell ersehienen. 

Ist E die Helligkeit des Bildes bei ausgehobenem Rade, so ist 

~ die Helligkeit des Bildes bei langsam rotirendem Rade. 

Die sekundliehe Umdrehungszahl sei wieder mit n bezeiehnet 
und t sei die auf den Hin- und Herweg des Liehtes entfallende 
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Zeit; ferner sei k die Breite jedes Zahns und jeder Lucke des Rades. 
Innerhalb des Zeitraums t legt somit der Umfang des Rades die 
Strecke 2 m n k t zuruck. Ehe die erste Verdunkelung eintritt, wirkt 
die Rotation ganz in derselben Weise, als ob das Rad sich langsam 
drehte, dabei aber jeder Zahn eine Breite k + 2 m n k t hatte. 1st 
daher I die Helligkeit des erblickten Lichtes, so ist 

I=-}E{1-2mnt}. 

Bedeutet N die Umdrehungszahl bei der erst en Verdunkelung, 
so ist 

1-2mtN=O, 

oder hieraus 
1 v 

N=--=--· 2ml 4ml 

In der ersten Phase ist daher 

In der zweiten Phase, wo also n den Werth von N uberschritten 
hat, nimmt I zu und hat den Werth 

1= ; E { ;- - I} . 

Allgemein lasst sich fUr die p~~ Phase der Verdunkelung, diese 
als eine ungerade Zahl vorausgesetzt, die Formel aufstellen: 

oder, wenn peine gerade Zahl ist, 

1 f n 1 I=-E --p+l·. 
2 l N J 

Fur das zweite Fernrohr, das wir im Gegensatze zu dem ersten, 
A, mit B bezeichnen wollen, mogen E', I', t', N', l' als die den Grossen 
E, l, t, N, I analogen Bezeichnungen gelten. Das Fernrohr A sei das 
von beiden entferntere. Wir haben fUr das Fernrohr die Glei
chungen 

l' = ; E' {p - ;, }, 
und 



362 Kapitel XII. 

je nachdem peine ungerade oder gerade Zahl ist. 
Vergleicht man die Ausdriicke fiir I und I', so erkennt man, 

dass die rte Gleichheit der Intensitaten in die rte Phase fiir B und 
die (r + 1) te Phase fiir A fallen kann. 

1st r eine gerade Zahl, so ist die Bedingung fiir die r te 
Gleichheit: 

und die Bedingung fiir die (r + 1) te Gleichheit ist 

1 f n' 1 1 { n' ) 
2 E l N - r - 1 J = 2 E' r + 1 - N' f' 

Aus der Subtraktion dieser Gleichungen ergiebt sich: 

E fn + n' (2 2)}-E,f 2 n+n'l 
l~N-- r+ - l r-~J' 

oder 

-} (n + n') { ~ + ~: } = (r + 1) E + r E'. 

Diese Formel erfahrt eine wesentliche Vereinfachung, wenn 
man die beiden Abstande lund l' so wahlt, dass 

r+1 
7 r 

wo r eine gerade ganze Zahl ist. Bei den thatsachlichen Versuchen 
von Young und Forbes war l: l' = 13: 12. 

In dies em Falle wird -~' = 7': 1 und unsere Bedingungsglei

chung lautet 

oder 

-} (n + n') N~ r = 1 , 

N'= n+ n' . 
2r 

v 
Wir wissen aber, dass N' = 4m l' ; wir erhalten somit hieraus 

und der letzten Gleichung fiir v die Formel 

2ml'(n+n') 
V= . 

r 
. . . . . . . (11) 
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Aus dies en Versuchen ergab sich fUr v der Werth 301,382,OOOm 
pro Sek. Cornu, welcher nach der Fizeau'schen Methode Ver
suche anstellte, fand 300,400,000 m pro Sek. als die Geschwindigkeit 
des Lichtes. 

§ 301. 1m Folgenden sei die von Foucault befolgte Methode 
zur Bestimmung der Geschwindigkeit des Lichtes beschrieben. 

Ein Biindel Sonnenlicht wurde mit Hilfe eines Spiegels durch 
eine kleine quadratische Oeffnung P im Fensterladen in ein dunkles 
Zimmer geworfen und nach dem Dtirchtritt durch die Linse C 
(Fig. 144) von einem Spiegel m 0 n aufgefangen. Der Spiegel m 0 n 
war so angeordnet, dass er um die in 0 zur Zeichenebene senk
rechte Axe in schnelle Rotation versetzt werden konnte. Verfolgell 

" --.:---~ ... --=.:::. p 

Fig. 144. 

wir nun den Verlauf eines kleinen, von dem Punkt P del' Fenster
offnung ausgehenden Strahlenbiischels, so haben wir zunachst pals 
den dem Punkt P konjugirten Punkt. Infolge der Einschaltung des 
Drehspiegels m 0 n werdenaber die Strahlen, bevor sie in p homocen
trisch werden, durch den Spiegel refiektirt und kommen in p' zur 
Vereinigung, so dass op = op'. p' ist gleichzeitig ein Punkt eines 
Konkavspiegels, del' dort so angeordnet ist, dass sein Kriimmungsradius 

.0 p ist und sein Mittelpunkt auf 0 falIt. Durch diesen Spiegel wird 
das Strahlenbiischel wieder in derselben Richtung zuriickgeworfen, 
und befindet sich der Drehspiegel in Ruhe, so gelangt das Strahlen
biischel auf seinem urspriinglichen Wege nach P. Zwischen P und 
del' Linse C befindet sich eine unter einem Winkel von 45° zur 
Axe P C geneigte Glasplatte, so dass ein Theil des zuriickkehrenden 
Strahlenbiischels durch dieselbe refiektirt wird und im Punkte p" 
zur Vereinigung kommt, wo es mittelst eines dort aufgestellten 
Fernrohrs beobachtet wird. Wird del' Spiegel m 0 n in langsame 
Drehung versetzt, so wird das Licht dann zuriickgeworfen, wenn 

Heath-Kanthack. 23 
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der Spiegel m 0 n eine solche Stellung einnimmt, dass er Licht nach 
dem kleinen Hohlspiegel p' refiektiren kann; man erblickt daher bei 
p" ein intermittirendes Bild. Wird indessen die sekundliche Drehungs
zahl auf ca. 30 erhOht, so empfangt das Auge den Eindruck eines 
kontinuirlichen Bildes. So lange der Spiegel sich mit massiger Ge
schwindigkeit dreht, ist die Zeit, welche das Licht gebraucht, um 
von 0 nach p' und wieder zuruck zu gelangen, so kurz, dass das 
zuruckkehrende Lichtbuschel den Spiegel erreicht, ehe derselbe seine 
Lage messbar verandert hat Lasst man aber die Rotationsgeschwin
digkeit so gross werden, dass del' Spiegel einige hundert Drehungen 
pro Sekunde macht, so beschreibt der Spiegel einen kleinen Winkel, 
wahrend das Strahlenbuschel von 0 nach p' und wieder zuruck ge
langt. Das nun von p' ausgehende Strahlenbuschel wird von dem 
Spiegel in dieser veranderten Stellung refiektirt und divergirt nach 
der Refiexion vom Punkte q, welcher so liegt, dass 0 q = 0 p' ; die 
Linse C bringt die Strahl en im Punkt Q auf der Linse q C zur Ver
einigung; das durch Refiexion im Fernrohr erscheinende Bild be
findet sich daher bei q" anstatt bei p" und p" q" = P Q. 

Ueber der Oefl'nung, durch welche das Licht eintrat, ist ein 
feiner Draht gespannt, dessen Lage durch P angedeutet ist, und die 
Verschiebung p" q" dieses Drahtes lasst sich mit Hilfe des Fernrohrs 
bestimmen. Die Grosse dieser Verschiebung solI mit a be
zeichnet sein. 

§ 302. n sei die Anzahl der Umdrehungen des Spiegels pro 
Sekunde; dieselbe lasst sich mittelst einer Sirene bestimmen. Ferner 
sei C P = a, CO = b und 0 p' = T. 1st v dann die Geschwindigkeit 
des Lichtes, so haben wir als Ausdruck fUr die Anzahl der Sekunden, 
welche das Licht gebraucht, um von 0 nach p' und wieder zUrUck 
zu gelangen: 

2r 
t=-o 

v 

Wahrend dieser Zeit dreht sich der Spiegel um einen Winkel 
4nnr 2 nn t oder --0 

v 
Die Punkte p, q, 1)' liegen auf einem urn 0 als Mittelpunkt be

schriebenen Kreise und die Linien p p' und q p' sind beziehungsweise 
senkrecht zu den beiden Stellungen des Spiegels und somit ist der 
Winkel p p' q gleich dem von den beiden Spiegelstellungen gebil-

o 4 n n r 
deten Winkel, also glelch --0 Hieraus folgt, dass der Winkel 

v 
8nnr 0 

p 0 q = -v- 1st, und es ist somit 
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8nnr2 
pq=--v-· 

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke P Q C und pqC ergiebt sich: 

und hieraus 
PQ:pq=a:6+r, 

PQ=8nnr2 a. 
v (6 +r) 

Fiir diese Lange PQ, welche gleich pi' q" ist, findet man durch 
Beobachtung den Winkel 0; die Formel zur Bestimmung der Ge
schwindigkeit des Lichtes lautet somit: 

8 n n r2 a 
v = ff (6 + r) . . . . • • . (12) 

Foucault fand nach dieser Methode als die Geschwindigkeit 
des Lichts 298,000,000 m pro Sekunde. Michelson, welcher das 
Foucault'sche Verfahren etwas modificirte, fand hiei'fiir den Werth 
299,940,000 m pro Sekunde. 

Die von Foucault angegebene Methode lasst sich auch zur 
Bestimmung der Geschwindigkeit des Lichtes in anderen transparenten 
Medien, z. B. Wasser, benutzen. Zu diesem Zwecke flint man eine 
Rohre, deren Enden durch Glasplatten verschlossen sind, mit Wasser, 
schaltet dieselbe zwischen dem rotirenden Spiegel und dem kleinen 
spharischen Spiegel ein, so dass der Strahlenverlauf theilweise durch 
Wasser statt Luft erfolgt. Man hat hierbei gefunden, dass Licht sich 
im Wasser langsamer als in der Luft fortpfianzt und zwar verhalten 
sich die Geschwindigkeiten umgekehrt wie die Brechungsexponenten 
del' Medien. 

23* 
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Brechnng dnrch Medien von variabler Dichtigkeit. 
Meteorologische Optik. 

§ 303. Variil't das brechende Medium kontinuirlich nach einem 
gegebenen Gesetze, so lasst sich del' fUr il'gend einen Punkt gultige 
Brechungsexponent als eine gegebene Funktion del' Koordinaten 
jenes Punktes ansehen. Setzt man diese Funktion gleich einel' 
Konstanten, so erhalt man die Gleichung einer Flache, fUr welche 
del' Brechungsindex konstant ist; die Gestalt diesel' Flache charakte
risirt die Art del' Schichtung des Mediums. Untersuchen wir nun 
die Brechung eines Strahls bei seinem Uebergange von einer Schicht 
von gleichfOrmigem Brechungsvermogen zu einer ihm unendlich be
nachbarten Schicht, so werden wir dadurch auf eine Diffel'ential
gleichung fur den Strahlengang gefUhrt und die AuflOsung diesel' 
Gleichung bestimmt den gesammten Strahlenverlauf. 

R 

0,,------------ 0 
I', / Jt' 
I , /~ 

\ ' / 
\ ' , 
'. , , / 

.P "./ 

Fig. 145. 

§ 304. Wir wollen zunachst annehmen, das Medium sei urn 
einen Punkt symmetrisch in Bezug auf sein variables Bl'echungs
vermogen, also in koncentrischen Kugelflachen geschichtet, und del' 
Strahl verlaufe in einer durch diesen Punkt gehenden Ebene. 

In Fig. 145 seien PQ und QR zwei einander unendlich benach
barte Richtungen des Strahls vor und nach seiner Brechung an einer 
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um 0 als Mittelpunkt beschriebenen Kugelflache. Sind nun i und i' 
Einfalls- und Brechungswinkel, so ist 

n sin i = n' sin i'. 

Bedeuten p und p' die Langen der von 0 auf die Richtung 
des Strahls vor und nach der Brechung gefallten Perpendikel, so 
erhalt die letzte Gleichung die Form 

np = n'p'. 

Diese Relation gilt fUr jede beliebige Brechung; verlauft daher 
del' Strahl in einem Medium, das aus koncentrisch um einen Punkt 0 
gruppirten Hohlkugeln von stetig wachsendem Brechungsvermogen 
besteht, so lasst sich die Gleichung fUr den Strahlenverlauf folgen
dermaassen ausdriicken: 

np=a, . . . . . . . . (1) 

worin a konstant ist. 
Hieraus lasst sich die Veranderung des Brechungsexponenten 

in dem Medium berechnen, welche einem gegebenen Strahlenverlauf 
entspricht. In del' Gleichung der Kurve lasst sich p durch ein Viel
faches von r ersetzen und man erhalt dann als Gleichung fiir die 
Vdanderung des Brechungsexponenten: 

a 
n=-. 

p 
. . . . . . (2) 

§ 305. Um eine Vorstellung zu gewinnen libel' die Art und 
Weise, in welcher ein in einem heterogenen Medium befindliches 
Objekt erblickt wird, wollen wir den Strahlenverlauf fUr ein Medium 
untersuchen, fUr welches 

b 
n=~2+ r~' 

worin a und b Konstanten darstellen. Auf diese Gleichung wurde 
Maxwell durch die Untersuchung eines Fischauges gefUhrt. Die 
Gleichung fUr den Verlauf irgend eines Strahls ist n p = konstant, 
odeI' 

bp b 
-~ --2 = konstant = ~2 ' 
a +r c 

wenl1 hierin c eine willklirliche, von einem Strahl zum al1deren sich 
andernde Konstante bedeutet. Die Gleichung fiir irgend einen Strahl 
ist c1aher 

woraus folgt: 
r dr 
-d--=c, 

p 
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Die Relation zeigt, in Wort en ausgedriickt, dass der Kriimmungs
radius der Kurve der namliche ist fUr alle Punkte del'selben, so 
dass der Stl'ahlemveg einen Kreis mit dem Radius c bildet. Es ist 
in del' That leicht ersichtlich, dass die Beziehung zwischen r und p 
fUr irgend einen Punkt eines Kreises, des sen Radius c ist und dessen 
Mittelpunkt sich im Abstande k vom Ursprung befindet, sich durch 
die Gleichung 

k2 = r2 + c2 - 2 c p 

ausdritcken lasst, so dass 

1st daher A 0 A' eine Sehne des Kreises, welche durch den 
Ul'sprung geht, so ist das Rechteck A 0.0 A' = a2• Dieses Resultat 
gilt fUr jeden beliebigen Strahl, und es sind somit A und A' ein
ander konjugirte Punkte. J edes Paar konjugirter Punkte liegt daher 
auf derselben durch den Mittelpunkt del' spharischen Straten gehen
den Linie, und das Produkt ihrer Abstande von jenem Centrum ist a2• 

Fig. 146. 

Angenommen nun, das Auge betl'achte einen Gegenstand durch 
ein derartig zusammengesetztes Medium und es befinde sich in einel' 
kleinen, von orthotomischen Flachen begrenzten Einsenkung und 
zwal' in Luft dicht neben del' Flache del' Einsenkung. 

1st in Fig. 146 A B ein kleines Objekt, A' B' dessen Bild und 
E die Stellung des Auges, so wil'd man, wenn das Auge auf das 
Objekt gel'ichtet wird, das letztere aufl'echt stehend erblicken; wird 
das Auge dagegen von dem Objekt abgewendet, so wird es immer 
noch in seiner Lage A' B' sichtbal' bleiben, abel' in umgekehrter 
Stellung. Verfolgen wir ferner die StrahIen, dUl'ch welche das letz
tere Bild dem Auge sichtbar wird, so erkennen wir alsbald, dass 
dieselben von del' Riickseite des Objektes kommen; man el'blickt 
demnach bei A' B' die Riickseite des Objektes. 

Den so erzeugten Bildern kommt noch eine andere Eigenthiim
lichkeit zu. Es wird namlich im Allgemeinen die Divergenz in del' 
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Ebene der Zeichnung nicht die namliche sein wie in der zu diesel' 
senkrecht gerichteten Ebene; die Strahl en weisen daher fiir Hohe und 
Breite verschiedene Divergenzen auf. 

§ 306. Mit astronomischer Refraktion bezeichnet man 
den Winkel, welchen die scheinbare Richtungslage eines durch die 
Atmosphare erblickten Sternes mit derjenigen Richtung einschliesst, 
in welcher der Stern erblickt werden wiirde, wenn keine Atmosphare 
vorhanden ware. 

Man kann, ohne einen merklichen Fehler zu begehen, die Erde 
als spharisch gestaltet ansehen, und ebenso kann man annehmen, 
die Atmosphare sei urn den Erdmittelpunkt hohlkugelformig ge
schichtet. Es wurde oben bereits gezeigt, dass fiir den Verll:tuf eines 
Strahls in einem derartig konstituirten Medium die Gleichung besteht: 

np = const., 

worin p das Loth von dem Erdmittelpunkt auf die Tangente zur 
Kurve des Strahlenganges in dem Punkte, fiir welchen der Brechungs
exponent n ist, darstellt. x sei der von dem Mittelpunkt nach 
irgend einem Punkt des Strahlenverlaufs gezogene Radius vector; 
der Radius vector wird dann eine Normale zum betreffenden sphari
schen Stratum sein; i sei der Winkel zwischen dem Strahl und 
dieser Normalen. Die letzte Gleichung lasst sich dann folgendel'
maassen schl'eiben: 

n x sin i = no a sin z, . . . . . . . (3) 

wo no, a, z die Werthe von n, x, i an del' Erdoberflache darstellen. 
1st ferner i' der Winkel, welch en ein unendlich benachbartes 

Element des Strahlenweges mit der Normalen einschliesst, so stellt 
die Ablenkung i - i' die Zunahme in der atmospharischen Refl'aktion 
dar. Bezeichnen wir daher die atmospharische Refraktion mit T, so 
ist i - i' = 8 r. Das Gesetz fiir die Brechung lautet also 

oder 

odeI' 

woraus folgt 

n sin i = (n + 8 n) sin (i - 8 r), 

n sin i=(n+ 8n) (sini - 8 r cos i), 

8 n sini - n 8 r cos i = 0, 

dr 
dn 

. (4) 

Substituiren wir hierin i nach z aus Gleichung (3), so el'
halten wir 
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dr 
dn 
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1 noasinz 

n Jln2.'(;2-no2a2sin2z' 

. . . . . (5) 

Urn dies Integral zu lOsen, hat man die Relation zwischen n 
und a zu kennen. 

§ 307. Simpson nahm an, dass die Dichtigkeit der Atmo
sphare derartig abnimmt, dass eine gewisse Potenz des Brechungs
exponenten der Entfernung vom Erdmittelpunkt proportional sei. 
Diese Hypothese ist durch die Gleichung 

(~)m+l=~ 
no .'C 

. . . . . . . . . (6) 

dargestellt. 
Aus dieser Gleichung folgt 

. . (n)m. Slnz= no Slnz. 

Logarithmiren und differentiiren wir diese Gleichung, so er
halten wir 

somit 

di 
tgi 

mdn 
n 

dr=~. 
m 

. . . . . . . . . (7) 

. (8) 

Um fiir diese Gleichung die Integrationsgrenzen zu finden, 
nehmen wir an, dass in grosser Entfernung vom Erdmittelpunkt die 
Luft so dunn wird, dass ihre brechende Wirkung vernachlassigt 
werden kann. 1st e der Werth von i fiir den Theil des Strahlen
ganges, wo eine Ablenkung nicht mehr stattfiandet, so ist nach (7) 

( 1 )m sin 0 = no sin z. 

Hieraus ergiebt sich durch Integration von (8) 

S" di 1 
r= -=-(z-O), 

m In 

o 

und daher ist schliesslich, wenn man die Substitution fiir e vor
nimmt, die astronomische Refraktion 
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r = ~ [z - arc sin ( s~:mz)].. . . . . . (9) 

Dies il:lt Simpson's Formel zur Bestimmung der astronomischen 
Brechung. 

§ 308. Bradley gab diesel' Formel eine andere Form. Fitr 
Simpson's Formel Htsst sich schreiben 

Es ist daher 

hieraus 

odeI' angenahert 

sin z 'n 
sin(z-mr) =no . 

sin z - sin (z - m r) 
sinz+sin(z-mr) 

r = ~"~_ no'" - 1 tg (z _ In r ). . . . . . . (10) 
In nom + 1 2 

Bradley schrieb dies en Ausdruck in der Form: 

r=gtg(z-/r) . . . . (11) 

und fand, dass fUr den durchschnittlichen Zustand der Luft bei 
einem Druck von 752 mm und einer Temperatur von 15,50 C. man 
mit ziemlicher Genauigkeit 

g=57,036", /=3 ........ (12) 
nehmen kann. 

§ 309. Biot und Arago haben experimentell nachgewiesen, 
dass, wenn n der Brechungsexponent, Q die Dichtigkeit der Atmo
sphare ist, 

(13) 

wo 4 k eine empirische Konstante ist, welche den Werth hat 

4k =·000588768. . . . . . . . . (14) 

Dritckt man die Dichtigkeit nach x aus, nach del' Theorie des 
atmospharischen Gleichgewichtes, so lasst sich die genaue Relation 
zwischen n und x bestimmen. Dies geschah durch Laplace und 
noch vollstandiger durch Bessel; diese Untersuchung ist aber sehr 
verwickelt und gehOrt kaum ins Gebiet del' Optik. Ausfiihrliches 
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tiber Bessel's Untersuchung findet sich in Chauvenet's Astronomie, 
Vol. I. 

§ 310. Untersuchen wir nun den Fall, wo ein Strahl in einer 
Ebene verHiuft in einem Medium, welches in Bezug auf die Ebene 
symmetrisch ist. Es ist die Gleichung fUr den Strahlenverlauf zu 
bestimmen. 

Wir nehmen zunachst an, del' Brechungsexponent folge einem 
bekannten Gese~z 

n =/(x, y). 

In Fig. 147 sei P del' Einfallspunkt des Strahls in irgend einem 
Stratum von konstantem Brechungsvermogen. Q P sei die Richtung 
des Strahls VOl', Q' P R nach del' Brechung und beide Richtungen 
schliessen Winkel {} resp. {} + 0 {} mit del' X-Axe ein. 

it 

T x 
Fig. 147. 

Man ziehe die Tangente P T und errichte die N ormale N P N' 
zu del' durch P gehenden Kurve von gleichem Brechungsexponenten, 
und P T schliesse einen Winkel 'I/' mit del' Axe ein. Nach dem 
Brechungsgesetz ist dann 

n sin QPN = (n + 0 n) sin RPN' = (n + 0 n) sin Q'PN 
odeI' 

n cos (0 - 1J') = (n + 0 n) cos (0 + 0 0 -ljJ). 

Vernachlassigt' man die hoheren Potenzen von on, 00, so er
halt man aus dem letzten Ausdruck: 

on cos (0 -ljJ)=no 0 sin (0 -ljJ). 

Da ferner P T die Tangente an eine Kurve von del' Gleichung 
n = con st. ist, so ist 

dn dn . 
-d coslP+-d Sllllp=O 

x y 

und 



Brechung durch Medicn von variabler Dichtigkeit. Meteorol. Optik. 363 

dx 
cos fJ = --;rs- , . dij 

slnfJ=--'-' 
d s ' 

und aus dies en drei Gleichungen folgt 

tgfJ-t!rl,b tg (fJ -l,b) = -::-=--:---~ 
1 + tg fJ tg 1,b 

dn dij . dn dx -.-' +-.-
d.,! ds dx ds 
dn dx dn dy' 
!iii' dS-d"X' -([; 

wofiir sich schreiben Hisst 

dn dn dx dn dy 
- cotg(fJ-l,b) =-. ---. -. 
ds dy ds dx ds 

An Stelle del' Gleichung fi.tr die Brechung lasst sich aber 
schreiben 

dn dfJ n 
- coto· (fJ-l,b) = n-=~, 
ds b ds (! 

wo q del' Kriimmungsradius des Strahlenverlaufs ist. Die Gleichung 
des Strahlenverlaufs lautet somit 

n dn dx dn dy 
~ = dii --;rs- - d"X dS . 

Da nUn - ~~ und ~: die Richtungskosinusse del' Normalen, 

in del' Richtung VOn q gemessen, sind, so kann man fiir diese 
Gleichung schreiben 

wo )I ein Element del' Normalen zur Kurve ist; odeI' endlich 

1 d 
~ = (f; (log n).. . . . . .. (15) 

§ 311. 1st das Medium aus horizontalen Schichten zusammen
gesetzt, so ist del' Brechungsexponent eine Funktion VOn y allein 
und der Winkel1/! ist dann gleich O. Aus del' friiheren Untersuchung 
ergiebt sich dann 

8 n cos fJ = n 8 fJ sin fJ , 

oder 
8 (n cos fJ) = O. 

Hieraus erhalten wir durch Integration 

ncos fJ=c, 

wo c eine Konstante ist; diese Gleichung hatte man direkt aus dem 
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Brechungsgesetz ableiten konnen. Die Differentialgleichung des 
Strahlenweges ist daher 

oder 

Sobald n als Funktion von y gegeben ist, kann diese Gleichung 
integrirt und die Gleichung fUr den Strahlenverlauf bestimmt werden. 

Die Gestalt der Kurve ist symmetrisch in Bezug auf eine zur 
Y -Axe parallel geriehtete Axe. Urn die Lage des Scheitels zu be
stimmen, haben wir nur die Tangente horizontal werden zu lassen, d. h. 

zu setzen, und es wird dann 

dy =0 
dx 

Lassen wir den Strahl durch einen Punkt (0, b), z. B. das Auge 
gehen, so finden wir einen geometrischen Ort fUr die Scheitelpunkte. 
Schreibt man (/J(y) fur n 2 , so lautet die Gleichung fUr einen dureh 
den Punkt 0, b gehenden Strahl 

y 

S dy 
.'V = C J! <p(y) _ (;2 

b 

Den Scheitel dieser Kurve findet man aber, wenn man deren 
Gleichung mit del' anderen 

verbindet und es ist daher, wenn man mit (~, r;) den Scheitel irgend 
eines ins Auge gelangenden Strahls bezeichnet, 

tj 

J!~S dy ~ = cp(y) 
b J! <p(y) - <p(tj) 

b 

• . . . . (16) 

Urn zu bestimmen, in welcher Lage ein dieht am Horizont be
findliehes Objekt erblickt werden wurde, wenn das Auge sieh mit 
demselben auf gleichem Niveau befande, haben wir die Seheitel
kurve fUr sammtliehe Strahl en , welche ins Auge gelangen, zu ver
folgen und die Punkte zu bestimmen, wo sie von einer in der Mitte 
zwischen Ob.iekt und Auge befindlichen Vertikalen getroffen wird; 
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jeder del' Schnittpunkte ist ein Scheitelpunkt des Verlaufs eines 
Strahls, mittelst dessen das Objekterblickt wird. Neigt sich an 
einem diesel' Punkte die Scheitelkurve dem Auge entgegen, so 
kreuzen sich zwei benachbarte Strahlen und es entsteht ein umge
kehrtes Bild; neigt sich dagegen die Scheitelkurve yom Auge fort, 
so kreuzen sich die benachbarten Strahl en nicht und das entstehende 
Bild erscheint somit aufrecht. 

§ 312. Im Allgemeinen nimmt die Dichtigkeit del' Luft mit 
del' Hohe iiber dem Boden ab. In sandigen Gegenden tritt jedoch 
haufig del' Fall ein, dass del' Sand sich erhitzt, dann die ihm zu
nachst liegenden Luftschichten erhitzt und verdiinnt, so dass die 
Dichtigkeit del' Luft von dem Boden nach oben zu bis zu einer ge
wissen Grenze zunimmt, dann abel' wieder abnimmt. In del' Hohe, 
wo die Dichtigkeit ein Maximum ist, ist n unveranderlich, so dass 

hier ~ = O' aus del' Gleiclmng des Strahls schliessen wir dann, dy , 

d 2 
dass d ~ = 0 ist, so dass del' Strahlenverlauf einen Wendepunkt y 
besitzt. 

o -- -- ------8' 

Fig. 148. 

Ist S in Fig. 148 ein Gegenstand, 0 des Beobachters Auge, 
welche beide iiber del' Schicht grosster Dichtigkeit liegen mogen, 
so wird ein von S nach 0 durch die oberen Luftschichten verlaufen
del' Strahl dem Horizont gegeniiber eine konkave Kurve beschreiben. 

Verfolgen wir den Verlauf von Strahl en , welche in geringerer 
Neigung zum Horizont von S ausgehen, so werden einige konkav 
bleiben, dagegen werden die zum Horizont starker geneigten Strahl en 
unter Umstanden einen Wendepunkt haben und in diesem FaIle 
kann ein Strahl, wenn er in seinem Verlauf durch den Boden unter
brochen wird, das Auge auf einem zweiten Wege erreichen. Es 
wird dann del' Beobachter das Objekt direkt und aufrechtstehend 
durch den oberen Strahlenweg in del' Richtung 0 SrI, und ein um
gekehrtes Bild in del' Richtung 0 S' vermoge des unteren Strahlen
verlaufs erblicken. Man gewinnt hierbei den Eindruck, als wiirde 
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ein oberes, aufrecht stehendes Objekt bei S" in einem Spiegel oder 
einer Wasserflache reflektirt. 

Auf See tritt diese Erscheinung oft in umgekehrter Form auf. 
Hier nimmt die Dichtigkeit der Luft von der Wasserflache aus schnell 
abo Das Bild eines entfernten Schiffes oder der Ktiste wird daher 
oft aufrechtstehend durch die fast gleichformigen unteren Luft
schichten erblickt, wahrend gerade tiber demselben ein umgekehrtes 
Bild entsteht, welches von den Strahlen herrtihrt, welche durch die 
oberen Schichten verlaufen. Diese Erscheinungen sind unter deni 
Namen Luftspiegelungen bekannt und wurden zuerst von Monge 
erkHirt. 

§ 313. Der Brechungsexponent sei zunachst ganz allgemein 
durch 

n=fc"" 'fI, z) 

ausgedrtickt. 
Ein jeder Strahl wird so verlaufen, dass 5 nds ein Minimum wird. 

Es sei V = 5 n d s fur den Strahlenverlauf zwischen zwei Punkten A 

und B. Erfahrt nun der Strahlenverlauf eine kleine Aenderung, 
so wird 

o V = Son d 8 + 5 n 0 (18). 

Da ferner 
d 8= V (dx)2+ (dy)'+ (dZ)2, 

so ist auch 
dx dy dz 

o (ds)=Ts 0 (dx) + Ts 0 (d y) + Ts o(dz) , 

und das zweite Integral lasst sich daher in folgender Weise um-
formen: 

S{ dx dy dz } 
nli8 o (dx)+nTs°(dY)+Ts°(dz) . 

Es ist aber 0 (d x) = d (0 x). 

Durch partielle Integration erhalt man daher 

[ dx dy dz]B 
nTs ox+nTs0Y+ nTs oz 

A 

Nach gehOriger Reduktion erhalt man als Werth von 0 V 



Erechung durch Modien von variabler Dichtigkeit. Meteorol. Optik. 367 

+ --- n- OX+)--- n-"oy+ S[f dn d (dX)' fdn d ( d ll )' 
ld.t: ds ds J ldy ds ds J 

+ --- n- (oz ds. r dn el ( dZ)) ] 
1 elz d s ds J 

Es muss abel' 0 V fill' alle uuendlich kleinen Verschiebungen 
des Strahlenweges verschwinden, so dass fill' alle Punkte del' Kurve 
die Relationen bestehen: 

~ (n dX) =~ 
ds ds dx 

d (. d y ) dn 
di ndi = dy 

d ( dZ) dn 
di ndi=7[;" 

Fill' Eintritt und Austritt lautet dann die Endgleichung 

dx dy dz 
-d oX+-d oY+-d Oz=o. 

8 s S 

Nehmen wir an, A und B seien gezwungen, sich auf FBichen 
zu bewegen, mr welche V konstant ist, so ist diese Gleichung die 
Bedingung damr, dass beiderendig del' Strahl senkrecht zur FHiche 
V = konstant gerichtet ist. 

Aus del' Integration irgend zweier der obigen allgemeinen 
Gleichungen ergiebt sich die Gleichung fill' den Strahlenverlauf. 

Die Richtungskosinusse des Kri.tmmungsradius des Strahlenver
laufs sind 

und 

1st d m ein Element diesel' Hauptnormalen, so ist 
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Hieraus ergiebt sich 

1 d 
-=-(log' n) r: dm 

. . . . . (17) 

als die Differentialgleichung des Strahlenverlaufs. 

Der Regenbogen. 

§ 314. Die erste befriedigende Erklarung des Regenbogens 
lieferte Antonius de Dominis, Erzbischof von Spalatro, in seinem 
Werke "De Radiis Visus et Lucis" (1611). Er weist hierin nach, 
dass der innere Bogen durch zwei Brechungen und eine dazwischen 
liegende Reflexion des Sonnenlichtes im Regentropfen entstehe, 
wahrend der aussere Bogen von zwei Brechungen und zwei da
zwischenliegenden Reflexionen herriihre. Descartes nahm ebenfalls 
diese Erklarung an und bestatigte deren Richtigkeit experimentell 
durch mit Wasser gefiilIte Glaskugeln, welche so aufgestellt waren, 
dass sie einen kiinstlichen Regen bogen hervorriefen. New ton ver
vollstandigte die Theorie, indem er das Auftreten der Farben er
klarte. Die vollstandige Theorie fiihrt auf Erorterungen, welche in 
die physikalische Optik gehi:iren, und wurde von Airy durchgefiihrt. 
Wir miissen uns hier mit der approximativen Theorie begniigen. 

§ 315. Fallen die parallel gerichteten Sonnenstrahlen auf einen 
Wassertropfen, so wird ein Theil des Lichtes an del' ausseren Flache 
des Tropfens diffus gemacht und bewirkt, dass del' Tropfen sichtbar 
wird; ein anderer Theil dringt in den Tropfen ein und wird ge
brochen; von diesen Strahlen wird wieder ein Theil beim Austritt 
aus der entgegengesetzten Flache des Tropfens gebl'ochel1, wahl'end 
der andere Theil in den Tropfen reflektirt wil'd; dieser V ol'gal1g 
wiederholt sich belie big oft. Verfolgen wir nun die Strahlen, welche 
innerhalb einer Symmetrieebene zum Eintritt gelal1gen und welche 
nach einer Reflexion durch Brechung aus dem Tropfen treten; es 
ist leicht ersichtlich, dass nicht aIle Strahl en in del'selben Richtung 
zum Austritt gelangen, del1n bekal1l1tlich hal1gt die Ablenkung von 
dem Einfallswinkel abo Ferner, l1immt der Einfallswinkelgleich
massig zu, so andert sich die Ablel1kul1g bald schneller, bald lang
samer; je langsamer die Ablenkung sich andert, um so geringer 
wird die Divergenz del' austl'etenden Strahlen sein. F~ingt man 
daher die austretenden Strahl en auf einem Schirm auf, so erscheint 
die beleuchtete Flache nicht gleichmassig hell; vielmehl' wil'd sie da 
am hellsten sein, wo die Divergenz am geringsten ist, d. h. da, wo 
die A blenkung die langsamste Veranderung erfahrt. Die Verande-
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l'ungen del' Ablenkung el'folgen abel' immer in del' Nahe eines 
Maximums odel' Minimums am langsamsten; die Lichtfiache wird 
demnach da am hellsten sein, wo die Ablenkung ein Minimum ist. 
Innel'halb del' Richtung kleinster Ablenkung wird iiberhaupt kein 
Licht transmittil't. 

Wird anstatt eines einzelnen Tropfens eine ganze Schaar von 
Tl'opfen von Sonnen strahl en beleuchtet, so werden diejenigen Tropfen, 
aus welchen vermoge ihrer Stellung die Strahlen in del' Richtung 
nach dem Auge mit minimaler Ablenkung austreten, heller leuchtend 
erscheinen als andere und he ben sich gegen die Wolke als besonders 
hell abo Diese Erscheinung ist dieselbe fiir alle durch die Verbin
dungslinie zwischen Sonne und dem Auge des Beobachters gelegten 
Ebenen, und es wird daher die Vereinigung del' hell erglanzenden 
Tropfen einen Kreisbogen bilden, dessen Mittelpunkt auf diesel' Ver
bindungslinie liegt und dessen Radius vom Auge aus gemessen nur 
von dem Brechungsexponenten abhangt. Dieser ist aber nicht fUr 
aIle Strahlengattungen des Sonnenlichtes del' namliche, sondel'll hat 
seinen grossten Werth fiir die violetten, seinen kleinsten Werth fUr 
die rothen Strahl en, und es wird daher die Lage des leuchtenden 
Bogens nicht fUr aIle farbigen Strahlen dieselbe sein. Es entsteht 
daher eine Reihe von far big en, ein Spektrum darsteIlenden Banden. 
Dies ist das Princip del' Erklarung des Regenbogens. 

T 

-$ -----='-f.-L 

s------~-+--~-~~ 

Fig. 149. 

§ 316. S P sel m Fig. 149 ein Lichtstrahl, welcher bei P auf 
einen Wassertropfen fliIlt, P Q sei der in dem Tropfen gebrochene 
Strahl. Ein Theil des Lichtes tritt durch Brechung bei Q in der 
Richtung Q Q' aus, wahrend ein anderer Theil bei Q in der Rich
tung QR refiektirt wird, wo wieder theilweise Refiexion und Brechung 
stattfindet, und so fort; i sei der Einfallswinkel bei P, i' der zuge-

Heath·Kanthack. 24 



370 Kapitel XIII. 

horige Brechungswinkel, so dass sin i = n sin i'. Die A blenkung bei 
P ist dann i - i'. Beim Eintritt bei Q ist del' Einfallswinkel i', und 
del' Theil del' Strahlen, welcher -bei Q zum Austritt gelangt, erfahrt 
wieder eine Ablenkung i - i' in derselben Richtung wie vorher. 
Fiir den bei Q reflektirten Theil ist die Ablenkung abel' 'iT - 2 i', 
und da, wo del' Strahl die Flache wieder bei R trifft, ist del' Einfalls
winkel wiederum i'. Erfahrt del' Strahl daher m inn ere Reflexionen 
und tritt dann durch Brechung wieder hervor, so wird die Gesammt
ablenkung: 

D = 2 (i - i') + 1n (n - 2i'). . . . . . . (1S) 

Die wirksamsten Strahlen sind, wie wir gesehen haben, die
jenigen, welche die Ablenkung ein Maximum odeI' Minimum werden 
lassen. U m fiir solche Strahlen den Einfallswinkel zu find en , diffe
rentiiren wir D nach i und setzen den Differentialquotienten gleich O. 
Es wird dann 

di' 
0=1 - (m + 1) di . . . . . . . . (19) 

Aus del' Relation sin i = n sin i' folgt durch Differentiation 

. . d i' 
cos ~ = n cos ~' di . . . . . . . . (20) 

und daher aus (19) und (20) 

ncos i' =(m + 1) cos i. . . . . . . . (21) 

Ferner ist 
n sin i' = sin i . 

Durch Quadratur und Addition beider Seiten diesel' Gleichungen 
findet sich 

und hieraus . i n2 -1 cos t= 9 2 .. . 
rn- + m 

. . . . . . (22) 

n 
Da i zwischen den Grenzen 0 und 2 liegt, so hat i einen un-

zweideutigen Werth. 
4 

§ 317. Fiir Wasser hat n ungefahr den Werth 3' und damit 

einen reellenW erth hat, muss del' Zahler in (22) kleiner sein als 

del' Nenner; es muss also sein em + 1)2> n2 odeI' m + 1 > ;. Es muss 
u 

also m wenigstens gleich 1 sein und das in diesem FaIle bei Q aus 
dem Tropfen tretende Licht hat weder maximale noch minimale 
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Ablenkung und bildet daher keinen Regenbogen. 
keine obere Grenze und theoretiseh konnen Bogen 
liebigen Anzahl von inneren Refiexionen entstehen. 

:F'iil' rn existirt 
naeh jeder be-

§ 318. Wir haben noeh festzustellen, ob del' in (22) gegebene 
Werth von i fiir D ein Maximum, Minimum odeI' keines von beiden 
verursaeht. Wir haben also noeh den zweiten Differentialquotienten 
auf dessen Vorzeiehen zu untersuehen. 

Dureh successive Differentiation von (18) erhalten wir: 

dD di' 
--. = 2 - 2 (m + 1) -.- , 
d. d. 

d 2 D d2i' 
-d '2 = - 2 (m + 1) -I '2 • 

• G , 

~aeh (20) ist abel' 
d i' cos i 
d i 11 cos i' 

und hieraus 
. .. ., . di' 

d 2 i' - n cos " sm I + 11 sm " cos, 7i-
di2 n 2 cos"i' 

d2 D 
Das Vorzeichen von d i2 ist somit dasselbe wie dasjenige von 

. .. .. . di' 
cos.' Sin I - Sin I' cos I -1-' . 

[ I 

di' 
Fiir ([[ dessen Werth substituirt, ergiebt sich fiir den letzten 

Ausdruek 
n cos 2 i' sin i-cos 2 i sin i' 

n cos i' 

Da nun i' immer kleiner als ; ist, so ist del' Nenner dieses 

Bruches positiv und del' Bruch nimmt also das Vorzeichen des 
Zahlers an, also von 

n cos 2i' sin i - cos 2 i sini', 
odeI' 

n (1 - sin 2 i') sin i - (1- sin2i) sin i', 
odeI' 

odeI' schliesslich von 

" sin i nSinl- --, 
n 

.. n2 -1 
sml--'-· 

n 

24* 
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4 
Fur Regentropfen ~ ist n = 3 und daher verursacht, da i immer 

positiv ist, del' in (22) gegebene Werth von i fUr D ein Minimum 
fUr jede beliebige Anzahl von inneren Reflexionen. Die Ablenkung 
erfolgt naturgemass in ,verschiedenen Richtungen, je nachdem die 
obere odeI' untere Halfte des Tropfens getroffen wird. 

§ 319. Wir haben nun die Aufeinanderfolge del' Strahlenfarben 
festzustellen, indem wir die Veranderungen in del' Richtung del' 
wirksamsten Strahlen fUr verschiedene Brechungsexponenten be
stimmen. Stellt Ll die kleinste Ablenkung dar, so ist nach (18) 

d=mn+ 2i - 2 em + 1) i'· 
und nach (21) 

11 cos i' = em + 1) cos i. 

Aus del' ersteren Gleichung ergiebt sich 

d d { di d i'} - =2 --(m+1)- , 
eln dn dn 

ferner aus del' Differentiation der Beziehung sin i = n sin i' 

, di ,di', , 
cos t dn = n cos t' dn + sm t' 

und daher 

eld 2 [" J' ,) di'] 2sini' -d =--, sm!' + tncost' - (m+ 1) COSl f -d =---,; 
n cos t n cos t 

das heisst 
~=~tO"i, 
dn n" 

H· ., 1 1 dd .., , 1'" wraus .LO gt, (ass dn POSltlV 1st; es lllmmt a so '" mIt n zu 

und die Ablenkung ist somit am starksten fUr die violetten, am 
geringsten fUr die rothen Strahlen. 

§ 320. Es wurde bereits gezeigt, dass zur Erzeugung eines 
Regenbogens .mindestens eine Reflexion innerhalb des Regentropfens 
erforderlich ist. Bei jeder weiteren Reflexion geht ein Theil des 
Lichtes. verloren und die entsprechenden Regenbogen erscheinen 
lichtschwacher. Den durch eine innere Reflexion erzeugten Bogen 
nennt man den Hauptregenbogen. Del' Einfallswinkel fUr die 
wirksamsten Strahlen ergiebt sich aus del' Formel (22), wenn man 
hierin m = 1 setzt; es ist also 

, .. /~1 
cos t = V--3- , 
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und fUr die Ablenkung haben wir die Formel: 

D = 2 (i - i') + n - 2 i', 

welche sich aus (18) ergiebt. 
Die Brechungsexponenten von Wasser 

S 11 . db' h . 108 109 tra 1 en sm eZle ungsWelse Sf und Sf . 

fUr rothe und violette 

Setzen wir diese Werthe 

von n in die beiden letzten Formeln ein, so ergeben sich folgende 
Werthe fiir die den rothen und violetten Strahl en entsprechenden 
Ablenkungen 

DR = 137 0 58' 20" 

Dv = 137 0 43' 20". 

1st 0 in Fig. 150 das Auge des Beobachters und SO S' eine die 
Richtung del' Sonnen strahl en darstellende Linie, und machen wir den 

Fig. 150. 

Winkel S' 0 R gleich dem Supplement von DR' also gleich 42° l' 40", 
so ist RO die Richtung, in welcher die wirksamsten Strahlen ins Auge 
gelangen. 1st ferner S' 0 Vein Winkel, welcher gleich dem Supple
ment von Dv ' also gleich 40° 16' 40" ist, so ist V 0 die Richtung, in 
welcher die wirksamsten violett en Strahlen ins Auge gelangen. Die 
dazwischen liegenden farbigen Strahl en gelangen in Richtungen, 
welche zwischen 0 R und 0 V liegen, in's Auge. 

Utsst man ferner die Linien 0 R und 0 V sich um die Linie 0 S' 
als Axe drehen (Fig. 150), so ist klar, dass aIle Tropfen, welche auf 
del' durch Rotation von 0 R entstandenen Kegelflache liegen, rothe 
Strahl en ins Auge senden; und Aehnliches gilt fiir die iibrigen 
Farben. Das Auge erblickt daher eine Reihe von verschieden farbigen 
Bogen, deren violetter del' am weitesten nach innen gekehrte ist. 

Die Wirkung derjenigen Strahlen, welche das Auge mit grosserer 
Ablenkung treffen, besteht darin, dass sie eine Wolke innerhalb des 
Bogens mit schwachem Licht beleuchten, wahrend kein Licht von 
Tropfen ausserhalb des Bogens in das Auge gelangt. 

Die Trennung del' Farben ist nicht eine vollstandige; sie iiber
decken einander, so dass einige derselben kaum erkannt werden 
konnen. Diese Erscheinung findet, genau wie beim N ewton'schen 
Prismenexperiment, ihren Grund darin, dass die Sonne einen Durch-
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messer von 33' hat und, da jeder Punkt der Sonne Strahlen aus
sendet, so erhalten wir, entsprechend den verschiedenen Elementen 
der Sonnenoberfiache, eine Reihe von einander tiberdeckenden und 
in einander verschmelzenden Regenbogen. 

Ausser den bereits betrachteten ist noch eine andere Gruppe 
von Strahlen vorhanden, welche mit kleinster Ablenkung durch den 
Tropfen treten; es ist dies diejenige Gruppe von Strahlen, welche 
den Tropfen auf dessen Unterseite im gleichen Winkel wie vorher 
treffen. Diese werden nach del' Brechung von del' Erde abgelenkt 
und sind einem auf del' Erde stehenden Beobachter nicht sichtbar, 
obgleich sie Bogen erzeugen, welche bisweilen bei Ballonfahrten 
oder auf tiber die Wolken sich erhebenden Bergspitzen erblickt 
werden. Steht die Sonne hinreichend. tief, so lasst sich in diesel' 
Weise zuweilen ein vollstandiger Kreis beobachten. 

§ 321. Erfahren die Strahl en zwei innere Refiexionen, so er
zeugen sie einen Regenbogen, den man als den sekundarell odeI' 
Nebenreg'enbogen bezeichnet. Lasst man m=2 werden und 
setzt die entsprechenden Werthe fiir n ein, so erhalt man nach (18): 

DR = 230 0 58' 50" 

Dy = 234 0 9' 20". 

Da diese Ablenkungen grosser als 1800 sind, so erkennt man 
ohne Weiteres, dass diejenigen Strahlen, welche in das Auge eines 
auf del' Erde stehenden Beobachters gelangen, auf del' Unterseite 
des Tropfens zum Eintritt gelangen . 

.8-- o s' 
Fig. 151. 

Ist S 0 S' in Fig. 151 eine in del' Richtung del' Sonnenstrahlen 
durch das Auge des Beobachters gezogene gerade Linie und stell en 
die Winkel S' 0 R und S' 0 V beziehungsweise die Winkelgrossen 
DR - 1800 = 500 58' 50" und Dy - 1800 = 540 9' 20" dar, so sind RO 
und V 0 die Richtungen der wirksamsten rothen und violetten Strahl en 
und die Erscheinung des sekundaren Bogens lasst sich durch Rota
tion del' Linien 0 R und 0 V um 0 S' als Axe ableiten. Die Auf
einanderfolge del' Farben ist in diesem FaIle die umgekehrte wie vor
her; das Violett bildet den ausseren, das Roth den inneren Saum. 
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Die Strahlen, welche das Auge unter grosserer Ablenkung treifen, be
leuchten eine ausserhalb des Bogens befindliche Wolke. Del' Neben
bogen ist weniger hell als del' Hauptbogen, aus zwei Griinden: ein
mal erfahrt das Licht infolge zweimaliger innerer Reflexioneine 
Abschwachung, dann aber auch ist die Dispersion der Strahl en bei 
diesem Bogen grosser als bei dem Hauptbogen. 

§ 322. Diese beiden Regenbogen sind die einzigen, welche 
unter gewohnlichen Umstanden sichtbar werden, wenn auch in del' 
Theorie die hOheren Bogen vorhanden sind. Die dritten und vierten 
Bogen werden nur unter ganz besonderen Umstanden sichtbar. 
Denn nehmen wir m = 3, so wird fi:ir rothe Strahl en D = 318° 24' 
= 360 - 41 ° 36'. Die Richtung del' Strahl en falIt somit hinter die 
Wolken und wiirden einem dort befindlichen Beobachter gegeniiber 
dem weit helleren direkten Sonnenlicht verloren gehen. 

Fi:ir m = 4 ist D = 360° + 44° 13'. Del' Fall vierer innerer Re
flexionen unterscheidet sich daher nur wenig von dem letzten Fall. 
Die wirksamen Strahl en treten in die obere Halfte des Tropfens und 
fallen wieder hinter die Wolken. 

Fiir den ftinften Bogen ist D = 360 + 126°. Del' Bogen hat 
also einen Radius von 54° und kann ausserhalb des Nebenbogens 
bemerkt werden; namentlich tritt dies bei Wasserfallen ein, wo die 
Tropfen sich in del' Nahe der Augen befinden. Die Bogen hoherer 
Ordnung lassen sich nur in Laboratorien unter sorgfaItig vorberei
teten Bedingungen sichtbar machen. 

HMe und ahnliche Erscheinungen. 

§ 323. Ausser dem Regenbogen, welcher seine Entstehung 
Brechungen und Reflexionen des Sonnenlichts an in der Luft be
findlichen Wassertropfen verdankt, giebt es andere Erscheinungen 
ahnlicher Art, welche sich auf die Gegenwart von das Sonnenlicht 
brechenden und reflektirenden Eiskrystallen in del' Luft zuriick
fithren lassen. Wir wollen im Folgenden diese Erscheinungen kurz 
behandeln. 

Die am haufigsten vorkommenden sind die sogenannten HMe. 
Es sind dies farbige Ringe, welche um die Sonne und auch um den 
:WIond sichtbar werden. Del' am haufigsten zu beobachtende Hof 
hat einen Radius von 22°. Die Farben folgen vom inneren roth bis 
ausseren violett. Diese Erscheinung, welche in nordlichen Breiten 
eine sehr gewohnliche ist, Htsst sich auch in unserem Klimabeob
achten; meteorologische Stationen vermogen gewohnlich mehrere 
wochentliche FaIle anzufithren. 
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Ein anderer Kreis, dessen Winkel 46° betragt, umgiebt den 
ersteren und enthalt die Farben in derselben Aufeinanderfolge. 

Die nachst dieser am haufigsten vorkommende Erscheinung ist ein 
Kreis weissen Lichtes, welcher durch die Sonne geht und dem Hori
zont parallel gerichtet ist. Man nennt ihn den parhelischen Kreis. 

Auf dem parhelischen Kreis bemerkt man mehrere weisse odeI' 
farbige Bilder del' Sonne; an den Punkten, wo del' Kreis den inneren 
Hof trifft, beobachtet man zwei farbige Bilder der Sonne, deren 
inneren Saume roth erscheinen. Diese Bilder treten deutlich hervor, 
wenn die Sonne am Horizont steht; bei hoherer Stellung bemerkt 
man sie etwas ausserhalb der Schnittpunkte. Man nennt diese Bilder 
del' Sonne Parhelia odeI' Nebensonnen. 

Seltener erblickt man zwei ahnliche Bilder, ebenfalls auf dem 
parhelischen Kreise und zwar an den Schnittpunkten desselben mit 
dem ausseren Hof. . 

Noch seltener erblickt man auf dem parhelischen Kreise Punkte, 
welche sich durch eine plOtzliche Zunahme in del' Helligkeit be
mel'kbar machen. Diese Punkte sind ihrer Lage nach nicht unver
anderlich; sie liegen zwischen 90 und 140° von del' Sonne. Sie 
heissen Paranthelia. Das Anthelion ist ein weisses Bild, welches 
auf dem parhelischen Kreise del' Sonne gerade gegenuber erscheint. 

Ausserhalb des parhelischen Kreises sieht man oft Kurven, 
welche weniger einfach gestaltet sind als die HOfe odeI' del' pm'he
lische Kreis. Von den Parhelien des inneren Hofs gehen zwei schrage 
Bogen aus, welche man als Lowitz'sche Bogen bezeiclmet. 

Zu anderen Zeiten erblickt man an den oberen und unteren 
Theilen jedes Hofs tangentiale Bogen. Diejenigen des inneren 
Hofs erscheinen zuweilen verlangert und bilden dann gewisser
maassen einen elliptischen Hof. Del' lIof von 46° hat auch Tan
gentialbogen; diese treten aber niemals verlangert auf. 

Schliesslich lassen sich an den Seiten des Hofes von 46° supra
laterale und illfra-Iaterale Tangentialbogen beobachten. 

§ 324. Diese Phanomene lassen sich nicht auf kleine Wasser
tropfen zuruckfUhren. Bei den meisten derselben treten Farben
erscheinungen auf, ein Beweis, dass sie auf Brechung beruhen. 
Ferner kommen sie in unseren Himmelsstrichen Ofter im Winter als 
im Sommer vor; in den Polargegenden scheinen sie mit einer Leb
haftigkeit, welche wir nie zu beobachten Gelegenheit haben. 

M ariotte fUhrte einige der beobachteten Erscheinungen auf 
die Anwesenheit von winzigen Eiskrystallen in del' Luft zuriick und 
andere Phanomene hat man derselben Ursache zugeschrieben. Einige 
von den hierbei gemachten Annahmen sind zwar willkLirlich, abel' 
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Galle und Bravais haben diese Theorie auf eine so feste Basis 
gesteIlt, dass sie kaum mehr bezweifelt werden darf. 

}Ian hat die Eiskrystalle sorgfaltig untersucht und hat konstatirt, 
dass eine Krystallform ofters vorkommt als alle anderen; es ist dies 
die hexagonale Saule, und zwar entweder in ihroc Hinglichen Form 
als Nadel, odeI' in ihrer flachen Form als hexagonales Blattchen. 

Aus diesen Formen von Eiskrystallen resultiren drei Arten von 
brechenden Winkeln. Zwei benachbarte Seiten schliessen einen 
Winkel von 120°, zwei nicht benachbarte Seiten einen Winkel von 
60° mit einander ein, wahrend die Seiten mit del' Basis einen Winkel 
von 90 0 einschliessen. 

§ 325. Del' Hof von 22° wurde von Mariotte erklart. An
genommen, die Atmosphare sei mit nach allen Richtungen geneigten 
Eiskrystallen erfiHlt, so wird unter diesen sich stets eine grosse An
zahl solcher Krystalle befinden, deren Axen senkrecht zu cineI' die 
Sonne und das Auge des Beobachters verbindenden Geraden ge
richtet sind. Nun stellt abel' ein Winkel von 22 0 die kleinste Ab
lenkung fitr einen durch ein Prisma mit einem brechenden Winkel von 
60 0 tretenden Strahl dar. Hiernach wurde also fUr alle Richtungen, 
welche einen Winkel von 22° mit del' Auge und Sonne verbindenden 
Geraden einschliessen, ein Maximum fUr das transmittirte Licht be
stehen. Ferner ist del' Winkel kleinster Ablenkung fLtr rothe Strahl en 
kleiner, als fUr violette und es wird daher del' Hof farbig, und zwar 
roth innen, violett aussen erscheinen mussen. 

Cavendish erklarte den Hof von 46° als von del' Licht
breclmng durch Flachen herruhrend, welche unter 90 0 zu einander 
geneigt sind; bei einer solchcn Brechung ergiebt sich 46° als klein
ster Ablenkungswinkel. Diese Erscheinung lasst sich im Uebrigen 
genau so wie die fruhere erklaren, und man erhalt auch hier die
selbe Aufeinanderfolge del' Farben. Da abel' del' brechende:Winkel 
fiir den ausseren Hof grosser als fUr den inneren ist, so wird im 
ersteren FaIle das Licht starker diffundirt. Hieraus erkHirt sich, 
dass del' Hof von 46° weniger lichtstark ist, denn das Licht ver
theilt sich uber eine Ringflache von doppelt so grossem Radius und 
doppelt so grosser Breite. 

§ 326. Die beiden Hofe sind die beiden einzigen Phanomene, 
deren Erklarung die Annahme zulasst, dass die Eiskrystalle in allen 
moglichen Richtungen angeordnet sind. Es ist indessen sehr wohl 
denkbar, dass gewisse Richtungen vorherrschen, indem die nadel
formigen Krystalle vermoge ihrer Schwere sich mit V orlie be in ver
tilmler Stellung gruppiren werden, wahrend die flachen Krystalle sich 
bestre ben werden, sich mit ihren Grundflachen vertikal zu stell en. 
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Die Reflexion des Lichtes an den nach allen Richtungen ver
theilten, aber mit ihren brechenden I<'lachen vertikal gerichteten 
Eisprismen bringt den parhelischen Kreis hervor. Sind diese ver
tikalen Flachen sehr zahlreich, so rufen sie im Auge den Eindruck 
eines vollstandigen Kreises hervor. Die Reflexion an den Vertikal
flachen der flachen Saul en fiihrt zu derselben Erscheinung. Diese 
Erklarung wurde von Young geliefert. 

§ 327. Die Parhelia wurden von Mariotte erklart. Sie sind 
auf die Anwesenheit von vertikal gruppirten, nadelformigen Krystallen 
zuriickzufUhren. Angenommen, es sei eine grosse Anzahl vertikal 
gestellter Prismen mit einem brechenden Winkel von 60° vorhanden 
und es befinde sich die Sonne am Horizont, so werden die Sonnen
strahlen auf den Hauptschnitt del' Prism en fallen. Die kleinste .Ab
lenkung fUr solche Strahlen ist 22°, so dass die Parhelia sich nicht 
nur auf dem parhelischen Kreise, sondern auch auf dem Hof von 
22° befinden. Befindet sich die Sonne iiber dem Horizont, so liegen 
die Sonnenstrahlen nicht in einer Hauptebene; sobald sie abel' aus 
den Prismen hervortreten, schliessen sie denselben Winkel mit den 
brechenden Kanten, also mit del' Vertikalen, ein wie beim Eilltritt, 
so dass die Strahl ell scheinbar von Punkten auf dem parhelischen 
Kreise ins Auge gelangen. Die kleinste Ablenkung in Bezug auf 
den Azimuth ist grosser als 22° und hangt von del' Hohe der Sonne 
abo Da die kleinste Ablenkung fUr verschiedene Farben .eine ver
schiedene ist, so werden die Farben ein Spektrum bilden, dessen 
rother Bezirk del' Sonne zugekehrt ist; auf del' von del' Sonne ab
gekehrten Seite iiberdecken die Strahlen einander, so dass sie einen 
Schweif weiss en Lichtes bilden, welcher iiber 10 bis 20° langs des 
parhelischen Kreises sich erstreckt. Die Parhelia sind heller als 
die HOfe, da die vertikalen Prismen zahlreicher sind als die nach 
allen Richtungen geneigten. 

Die von Lowitz beobachteten schragen Bogen wurden von 
Galle und Bravais erklart und klein en Oscillationen del' vertikalen 
Prismen urn ihre mittlere vertikale Axe zugeschrieben. Die Kon
sequenzen dieser Anschauung sind indessen noch unvollkommen 
durch die Beobachtung bestatigt worden. 

Die Parhelia von 46° sind sehr selten zu beobachten und man 
kennt ihre Lage mit wenig Bestimmtheit. Bravais nimmt an, sie 
entstehen bei 44° infolge del' wie die Sonne wirkenden Parhelia 
von 22°. 

§ 328. Um eine Erklarung fUr die Entstehung del' Paranthelia, 
der Punkte auf dem parhelischen Kreise, welche eine grossere HeI
ligkeit besitzen als del' iibrige Theil des Kreises, zu finden, baben 
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wir diejenigen Krystallformen ins Auge zu fassen, welche eine kon
stante Ablenkung in den Lichtstrahlen hervorrufen. Bekanntlich tritt 
dies bei zwei Refiexionen an ebenen FHtchen auf; denn wird ein 
Lichtstrahl an jeder von zwei ebenen FHichen refiektirt, so erfahrt der 
Strahl eine Ablenkung, welche gleich dem doppelten Winkel zwischen 
den refiektirenden FHtchen ist. Eisprismen aber, deren Axen vertikal 
sind und welche sich an zwei Flachen bertihren, weisen ausserlich 
zwei refiektirende Flachen auf, welche um 1200 gegen einander ge
neigt sind. Strahlen, welche an dies en :B'lachen refiektirt werden, 
erfahren eine Ablenkung von 240°. Hierdurch entstehen zwei weisse 
Bilder der Sonne auf dem parhelischen Kreise, jedes in einer Ent
fernung von 1200 von der Sonne. 

Dieselbe Wirkung wird durch Refiexion an den inneren Flachen 
eines Prismas hervorgerufen. Denn tritt ein Strahl an der Flache a 
ein, wird dann bei b refiektirt, dann bei c und gelangt schliesslich 
bei d zum Austritt, so sind, wenn man die Winkel zwischen den 
Seiten mit (a b), (b c) und (c d) bezeichnet und voraussetzt, dass 

(a b) + (c d) = (b c), 

Einfalls- und Austrittswinkel bei a und d einander gleich sind mit 
entgegengesetzten Vorzeichen und daher die Ablenkung gleich dem 
doppelten Winkel (b c), also konstant ist. Prismen von Dreiecksquer
schnitt oder sternfOrmigem Querschnitt liefern die hierzu erforder
lichen Bedingungen. 

Fig. 152. 

Figur 152 stellt zwei in Kontakt befindliche Prismen von drei
eckigem Querschnitt dar, Fig. 153 einen sternformigen Krystall mit 
sechs Spitzen. In jedem del' beiden :B'alle betragt die hervorge
rufene Ablenkung 240 0 und die Kombination erzeugt daher ein 
weisses Sonnenbild auf demparhelischen Kreise in einem Abstande 
von 1200 von del' Sonne. 

Verfolgen wir nun den Verlauf eines Strahls durch einen 
Krystall, dessen orthogonaler Querschnitt ein gleichseitiges Dreieck 
(Fig. 154) ist, und nehmen wir an, der Strahlengang erfolge innerhalb 
einer Hauptebene, der Strahl treffe zuerst die Basis, werde dann durch 
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die beiden anderen Seiten reflektirt und gelange schliesslich in del' 
Basis wieder zum Austritt, so erkennt man alsbald, dass in einem 
sol chen FaIle ffJ + 'I/J die gesammte Ablenkung darstellt, wenn hierin 
ffJ und 'I/J beziehungsweise den Einfalls- resp. Austrittswinkel be
zeichnen. 

Fiir diese Ablenkung besteht ein Minimum, wenn sie 98° mit 
del' Richtung del' Sonnenstrahlen einschliesst; es entsteht dann ein 
farbiges Bild del' Sonne auf dem parhelischen Kreise, in einem Ab
stande von ungefahr 98° von del' Sonne. 

, 
\ 

Fig. 153. 

, , 

I , 

\ , 
\ 

I 
I 

Fig. 154. 

Befindet sich die Sonne nicht am Horizont, so ll1sst sich die 
letztere Untersuchung auf die Projektion des Strahlengang'es auf 
eine horiz.ontale Ebene anwenden, indem man an Stelle des Ver
hl1ltnisses n: 1 das Verhl1ltnis n cos r;' : cos r; einfiihrt, so dass 

sin 'I = n sin 'I'. 

§ 32~. Das An thelion ist ein heller weisser Lichtfleck von un
deutlichen Kontouren und erscheint oft grosser als del' scheinbare 
Durchmesser del' Sonne. Es befindet sich auf dem parheliscben 

Fig. 155. 

Kreis del' Sonne diametral gegeniiber. Urn hierfiir eine Erkll1rung 
zu find en, hat man anzunehmen, dass die sechsseitigen flachen 
Prismen so gruppirt sind, dass die Axe horizontal, eine del' drei 
Diagonalen dagegen vertikal ist. Verfolgen wir nun die Lichtstrahlen, 
welche nach dem Durchtritt durch eine del' vier vertikalen Flachen 
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des Krystalles innerhalb desselben zweimal an KrystallfHichen, welche 
unter rechtem Winkel gegen einander geneigt sind, refiektirt werden 
und schliesslich an del' Eintrittsfiache wieder zum Austritt gelangen, 
so erkennt man ohne Wei teres , dass die Strahl en beim Austritt 
parallel zur Eintrittsrichtung gerichtet sind (Fig. 155). 

Diese Riickkehrstrahlen veranlassen das Anthelion. Befindet 
sich die Sonne iiber dem Horizont, so gilt das soeben Bemerkte in 
Bezug auf die horizontale Projektion des Strahlenweges. 

§ 330. Die Tangentialbogen wurden von Young, der sie er
kHirte, Krystallen mit brechendem Winkel von 600 und horizontaler 
Axe zugeschrieben. Sind von solchen Krystallen eine grosse Anzahl 
so gruppirt, dass deren horizontale Axen aIle moglichen Lagen ein
nehmen, so erzeugen sie eine unendlich grosse Anzahl von Parhelien, 
von denen eines das Parhelion von 22 0 ist und auf dem hochsten 
Punkt des inneren Hofes liegt. Diese Reihen von Parhelien bilden 
zwei den Hof tangirende Bogen, welche sich zuweilen zu einem 
kontinuirlichen Bogen vereinigen. 1st eine grosse Anzahl von mit 
ihren Axen horizontal gerichteten Prismen vorhanden, so werden 
die winzigen Seiten diesel' Prismen nur eine geringe Menge Licht 
transmittiren, so dass die Lichtstarke del' Bogen verglichen mit der
jenigen des parhelischen Kreises nul' schwach ist. 

Die den Hof von 46 0 tangirenden Bogen werden Mter sichtbar 
und leuchten dann mit grosserer Helligkeit; sie entstehen durch 
Lichtbrechung bei einem brechenden Winkel von 90 0, welchen die 
nicht zugespitzten vertikalen Prismen darbieten; diese Prismen 
kommen in der Atmosphare sehr oft VOl'. Jedes System von Prismen, 
deren Kanten zu einer bestimmten Richtung innerhalb einer horizon
talen Ebene parallel gerichtet sind, erzeugt einen Lichtpunkt, und das 
Aggregat diesel' Punkte bildet den Tangentialbogen an den Hof. 

Die seitlichen Tangentialbogen riihren von fiachen, mit ihren 
Axen horizontal gerichteten Prism en her. 

Wegen nl1herer Ausfiihrungen iiber diese Erscheinungen und 
ihre Theorie sei auf die Abhandlungen von Fraunhofer, Theorie 
del' HMe, Nebensonnen und verwandter Phanomene in Schumacher's 
Astron. Abh. 3. Heft, S.31-92, 1825 (Ges. Schriften hrsg. v. Lommel, 
Miinchen 1888, S.181-232), Bravais, Ueber HMe, Journ. de l'Ecole 
polytechn. t. XVIII, 1847, und das Werkchen von Clausius, Die 
Lichterscheinungen der Atmosphare (Beitrage zur meteorologischen 
Optik, hrsg. v. Grunert I, 4, S.367-462), Leipzig 1850, verwiesen. 
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64. 
Brechung an einer Kugel 65. 

Linsenaxe 57. 
Linsenclicke 57. 
Linsenformen 57. 
-- verglichen III Bezug auf Aberration 

155. 
- Lage cler Kardinalpunkte fiir ver

schiedene - 66. 
Linsensystem, Brechung clurch ein -, 69. 

- Achromasie desselben 236. 
Lissajou, Periodicitat eines Lichteindrucks 

247. 
Listing 93, 243. 

- Bemessung des Auges 243. 
- Reducirtes Auge 243. 

LongitLldinale Aberration 117, 146, 166. 
Lijwitz'sche Bogen 376. 

Malus'scher Satz 111. 
Mariotte 376, 377. 
Maxwell's Untersuchung am Fischauge 

357. 
Medium, Definition 2. 

Heath·Kanthack. 

Meridian, scheinbar vertikaler 248. 
Mikroskop, Einfaches 276. 

- zusammengesetztes 31l. 
- KompensationsokLllare 316, 322. 
- Vergrosserung 317. 

Mikroskopobjektive 312. 
Korrektion der spharischen Aberration 
in denselben 312. 
Chromatische Korrektion 313. 
Chromatische Differenz der spltari
schen Aberration 313. 
Einfluss des Praparatencleckglases 
auf die Korrektion 314. 
Immersionssysteme 315. 
Homogene Immersion 315. 
Relation zwischen Helligkeit und 
Brechungsexponent 316. 
Apochromatobjektive 316, 32l. 
Apertur, Bestimmung clerselben 318. 
Numerische Apertllr 320. 

Myopie 261. 

Nebenregenbogen 374. 
Netzhaut 239. 

- horizont 248. 
Newton 209, 212, 218, 223, 303. 

- Experimentum crucis 210. 
- 'sches Teleskop s. Fernrohr. 

Okular 289. 
Achromasie desselben 236. 
Gesichtsfeld 298. 
Huyghel1s'sches 292. 
Kompensationsokular 316, 322. 
Ramsden'sches 284. 
Vergriisserung des zweilinsigen Oku
lars 296. 
Viertheiliges terrestrisches Okular 
295. 

Optik, geometrische s. Geometrische. 
Optische Instrnmente s. Instrnmente. 

Weglange 106. 
als Grenzwerth 107, 111. 
ein Minimum bei der Reflcxioll an 
einer konvexen Flache 108. 
(Jin Minimum bei der Brechung an 
einer Ebene 110. 
Analytische Gleichullgen 112. 

Orthotomisches Systllm 115. 

Paranthelia 376, 379. 
Parhelia 376, 378. 
Parhelischer Kr!?is 376. 
Perspektive, lineare, Princip derselben 

247. 
Photographisches Objektiv 323. 
Photometer, Ritchie's 346. 

- Foucault's 346. 
25 
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Photometer, Bunsen'sches 347. 
Photometrische Messungen 345. 

- am Sternlicht 347. 
Presbyopie 263. 
Prisma 25. 

- Ablenkung hei klein em brechenden 
Winkel 31. 

- Brechender Winkel 25. 
Definition des Begriffs Prisma 25. 
Grosse der Ahlenkung 28. 
lIauptschnitt 25. 
Kleinste Ablenkung im Hauptschnitt 
28. 
- bei heliebigem Durchtritt 33. 
Strahlengang im Hauptschnitt 25. 
- bei heliehigem Durchtritt 33. 

Prismen, Achromasie bei s. Achromasie. 
Pritchard's Doublet 277. 

Ramsden'sches Okular s. Okulare. 
Reeller Vereinigungspunkt 50. 
Reflektoren s. Fernrohre. 
Reflexion, Abbildung eines Objektes durch 

38. 
- Allgemeil1es 9. 

an einer Ebene 9, 34. 
an zwei parallelen Ebenen 14, 35. 
an zwei geneigten Ebenen 35. 
an einer Kugelflache 41. 

Reflexionsgesetz 10. 
Analytische Behancllung 1I. 
Einfallender und reflektirter Strahl 
schliessen gleiche 'Winkel ein mit 
irgend einer zur reflektirenden Ebene 
parallelen Linie 12. 
- Umkehrung 13. 
- Analytische Behandlung 13. 
Experimentelle Bestatigung 10. 
Giltigkeit in Bezug auf die Projek
tionen der Strahlen 14. 
Graphische Untersuchung 10. 
Richtung der Strahlen zu einer Ge
raden in der reflektirenden Flache 
12. 

Reflexionswinkel 10. 
Refraktion 9 s. Brechung. 
Refraktometer, A1)be'sches 339. 
llefraktoren s. Fernrohre. 
Regenbogen 368. 
Regenbogenhaut (am Auge) 239. 
Hcliefbilder, Analytische Behandlung 253. 

- Hauptebene 256. 
- Kongrllenzebene 257. 

Retina 239. 

Schichten, Strahlengang durch horizontale 
364. 

Sclerotica 238. 
Sehen, durch eine cliinne Linse 257. 

- durch eine beliebige Anzahl von 
Linsen 268. 

- Grenzen fiir das deutliche 261. 
Sehfeld beim Auge 247. 
Sehwinkel bei ciner diinnen Linse 257. 
Sehnenhallt 238. . 
Sekllnclare Brenulinien 113. 
Sextant 328. 
Simpson'sche Formel filr astronomische 

Refraktion 360. 
Spektrum 209. 
- Sekuncliires 224. 

Spharische Aberration s. Aberration. 
- Chromatische Differenz del' sphari-

schen Aberrationen 313. 
Spiegelteleskope s. Reflektoren. 
Stanhope'sche Lupe 277. 
Steinheil 298. 
Steinheil'sche Lupe 278. 
Stereoskopische Differenz 254. 
Stereoskopischer Eindruck 233. 
Stereoskopisches Sehen 253. 
Stokes 194. 
Strahl, Definition 2. 
Strahlenbiindel, Definition 2. 
Strahlenbiischel, Charakter eines begrenz-

ten 117. 
- Allgemeine Theorie engel' 168, 186. 

Stmhlenclichtigkeit, Theorie der 174. 

Tait, P. G. 25. 
Tangentialbogen 376. 
Totalreflexion, Definition 19. 

Vergrosserung einer dlll1nen Linse 259. 
eines Fernrohrs 269. 

- lineale 269. 
- mikroskopische 317 s. Mikroskop. 

Verzerrung, Kreis kleinster 178. 
Virtueller Vereinigungspunkt 50. 

Wasserige Feuchtigkeit (im Auge) 241. 
Wheatstone 253. 
Winkelspiegel 327. 
\Vollaston'sche Camera lucicla 32:1. 
Wollaston's Doublet 277. 
W ollaston'sche Lupe 276. 

Zeiss 225, 316, 320. 
Zerstrenungskreis, kleinster 117. 
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