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Yorwort.

Die Gesichtspunkte, die mich bei der Abfassung meines im selben
Verlage (1923) erschienenen ,Lehrbuches der technischen Mechanik“
geleitet haben, sind auch fiir das vorliegende elementare ,Lehrbuch
der Hydraulik“ maBgebend geblieben; eine groBle Zahl von zustim-
menden AuBerungen lassen erkennen, daB das Bediirfnis nach einem
Lehrbuche dieser Art, das iiber die Schwierigkeiten der Einfiihrung
nicht vollstindig hinweggeht und dabei doch nicht bei den allerersten
Elementen stehen bleibt, tatsidchlich vorhanden war.

Auch in der ,Hydraulik“ wurde das Ziel verfolgt, den Studie-
renden unserer Hochschulen, wie auch den Ingenieuren und Physikern
ein kurzgefaites Lehrbuch in die Hand zu geben, das neben der
physikalischen Erorterung der Eigenschaften der Fliissigkeiten und
der Kennzeichnung der Einzelvorginge auch die wichtigsten und ein-
fachsten Anwendungen auf die technischen Probleme der Hydraulik
enthalten sollte. Der groSte Teil des Buches beschéiftigt sich mit
der sog. ,eindimensionalen“ Hydraulik, wobei mit den widerstands-
freien Stromungen begonnen und Schritt fiir Schritt die Probleme
entwickelt werden, die zur Einfithrung der verschiedenen Arten von
,,Widerstinden* fijhren. Von zwei- und dreidimensionalen Problemen
werden nur die ebenen und die achsensymmetrischen Stromungen rei-
bungsfreier Fliissigkeiten behandelt, wobei in aller Kiirze auf die wich-
tigsten Anwendungen in der Tragfliigeltheorie eingegangen wird, die in
einem Werke iiber Hydraulik heute wohl nicht mehr ganz fehlen darf.
— Dagegen sind eine ganze Reihe von ebenfalls wichtigen und be-
deutungsvollen Problemen unerodrtert geblieben, insbesondere die
Fragen der Grundwasserbewegung, der Wellenbewegung, sowie aller
jener, die enger in das Gebiet des eigentlichen Wasserbaues gehdren
(Geschiebefithrung u. dgl.).

Die Hydraulik befindet sich heute in einem Ubergangszustand,
insofern als sie es einerseits nicht mehr verschméiht, bei gewissen
grundsitzlichen Fragen Ansitze und Betrachtungen heranzuziehen und
zu verwerten, die aus der allgemeinen Theorie hervorgehen, andrer-
seits sind viele ihrer Probleme so verwickelt, dal} sie einer theore-
tischen Behandlung schwer zuginglich sind, so dafl man fiir sie heute
noch allein auf direkte Beobachtungen und Messungen angewiesen ist.
Damit soll durchaus nichts gegen den Wert des Experimentes fiir
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hydraulische Forschungen gesagt sein; im Gegenteil, die heute bereits
in groBem Umfange vorliegenden Messungsergebnisse auf verschie-
denen Gebieten der Hydraulik kdnnen, soweit sie auf exakten Mes-
sungsmethoden beruhen, nicht hoch genug bewertet werden und
derartige Messungen werden auch fiir theoretische Untersuchungen in
Zukunft stets den Priifstein zu bilden berufen sein. Die weitere Ent-
wicklung wird lehren, nach welcher Richtung der Ausbau der Hy-
draulik vor sich gehen wird.

Zum Schlusse mochte ich noch den Wunsch aussprechen, daB
auch dieses Lehrbuch die Zwecke erfiillen mochte, fir die es be-
stimmt ist: einmal den Studierenden unserer Hochschulen die wiin-
schenswerte Ergidnzung zu den Vorlesungen und die Moglichkeit der
Verarbeitung und Aneignung des Wissensstoffes zu bieten, der die
Grundlage fiir einen wichtigen Zweig ihrer besonderen Fachausbildung
ausmacht; daneben soll es aber auch den Ingenieuren und Physikern
in kurzer und iibersichtlicher Weise an der Hand der wichtigsten Pro-
bleme nicht nur die gesicherten Ergebnisse vermitteln, sondern auch
einen Einblick in die idlteren und neueren Methoden und Betrachtungs-
weisen gewdhren, die diesem Gebiete aufs neue das Interesse weiterer
Kreise zuzufiihren berufen sind.

Auch an dieser Stelle danke ich meinem Assistenten, Herrn Josef
Schiiller fiir die Sorgfalt, mit der er die Zeichnungen nach meinen
Skizzen entworfen hat, ferner Herrn Prof. K. Korner fiir das Lesen
der Korrekturen, Herrn Prof. P. Funk fiir eine Reihe von Bemerkungen
begrifflicher Natur und insbesondere dem Verlage Julius Springer fiir
die mustergiiltige Ausstattung des Buches.

Prag, im April 1924.
T. Poschl.
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Einleitung.

Grundbegriffe.

1. Ubertragung der Siitze der Mechanik der starren Korper
auf Fliissigkeiten und Gase. Die Grundlage fiir die Mechanik der
fliissigen und der gasformigen Korper bildet die wohl ohne weiteres
plausible Annahme, daB fiir die Giiltigkeit der Grundgesetze der
Mechanik, wie z. B. der Newtonschen Bewegungsgleichung, der Gleich-
gewichtsbedingungen, des d’Alembertschen Prinzips u. dgl. die Be-
schaffenheit des Massenteilchens, genauer gesagt: sein Aggregatzustand,
unwesentlich sein muB. So ist die Beschleunigung stets bestimmt durch
die simtlichen auf ein Teilchen einwirkenden Krifte und die Eigen-
masse des Teilchens; Gleichgewicht ist vorhanden, wenn die Summe
der Krafte verschwindet, usw. Die Moglichkeit fiir diese Ubertragung
beruht darauf, daB man fiir irgendeinen Zeitmoment jedes Fliissigkeits-
teilchen als erstarrt ansehen und auf dieses sodann die Regeln der
,starren Mechanik“ anwenden kann (Erstarrungsprinzip). Freilich
muB} bei dieser Ubertragung vor allem die besondere Art der Krifte-
wirkung auf jedes Teilchen im Innern einer ausgebreiteten Fliissigkeit
und sodann das Verhalten der Fliissigkeitsteilchen selbst unter dem
EinfluB dieser Krifte in geeigneter Weise zum Ausdruck gebracht
werden. .

Die Art der dabei iiber die Beschaffenheit der Fliissigkeitsteilchen
getroffenen Annahmen kommt in den Gleichungen zur Geltung, die
fiir das Gleichgewicht und fiir die Bewegung dieser Teilchen aufge-
stellt werden konnen. Nachtriglich ist noch — und zwar durch Ver-
gleich der aus diesen Gleichungen durch Auflosung (Integration) ge-
wonnenen Folgerungen mit den Ergebnissen der zugehorigen Versuche —
dariiber zu entscheiden, ob die Festsetzungen tatsichlich gerechtfertigt
waren und fiir das betreffende Erscheinungsgebiet als ausreichend
angesehen werden konnen; wo das nicht der Fall ist, ist eine Er-
weiterung der Hilfsannahmen, die zur Kennzeichnung des
physikalischen Verhaltens der Fliissigkeit eingefiihrt wurden, notig.
Wir werden sehen, daB fur einige Problemgruppen der Hydraulik
ganz einfache Annahmen ausreichen, wihrend fiir andere eine Erwei-
terung dieser Annahmen in der eben bezeichneten Art unabweislich ist.

2. Eigenschaften der Fliissigkeiten. a) Reibungsfreie und
zihe Fliissigkeiten., Von den physikalischen Kigenschaften der

P5schl, Hydraulik. 1



2 Einleitung.

Fliissigkeiten ist hier vor allem die auBerordentlich leichte Beweg-
lichkeit ihrer Teilchen hervorzuheben. Der Widerstand, der bei der
Verschiebung zweier benachbarter Flissigkeitsteilchen gegeneinander
zu iberwinden ist, stellt sich im allgemeinen als so gering heraus,
daB man versuchen wird, diesen Widerstand — der nichts anderes
ist als die Fliissigkeitsreibung — zunéchst ganz auller Betracht
zu lassen. Zu den Problemen, zu deren Behandlung die so gewon-
nene Vorstellung einer ,reibungsfreien Fliissigkeit“ ausreicht, gehdren
(auBer den in der Hydrostatik behandelten): das AusfluBproblem, die
Bestimmung des Druckes eines Wasserstromes auf die Wandungen
des Gefifles, durch das er ,gefiihrt“ wird (z. B. auf das Laufrad einer
Turbine) und die StoB- und Mischvorginge.

Bei den iibrigen Problemen der Hydraulik, und zwar gerade bei
den praktisch wichtigsten, stellt es sich hingegen als notwendig heraus,
die Reibung oder Zahigkeit der Fliissigkeit in Rechnung zu ziehen. Pro-
bleme dieser Art sind: die Bewegung des Wassers in Réhren, Ka-
ndlen und FluBliufen, der Stau und insbesondere die Ermittlung der
Krifte, die wine Fliissigkeit auf einen in ihr bewegten Korper aus-
ibt, das sogenannte Widerstandsproblem.

Fiir die (statische) Schubfestigkeit von Wasser (die als GroBtwert
der Haftreibung einer Wasserschichte betrachtet werden kann, auf die auch
die Kapillaritit von EinfluB ist), wurde etwa der Wert 2,63 kg/m?® gefunden,
der zeigt, daB jedenfalls fiir alle hydrostatischen Betrachtungen der Einflufl der
Schubkrifte ganz auBer acht gelassen werden darf. Beziiglich der Reibungs-
gesetze fiir bewegte Fliissigkeiten s. 37.

b) Raumbestandigkeit. Eine Eigenschaft, die den Fliissig-
keiten im ,engeren Sinne“ (Wasser u. dgl) eigentiimlich ist, ist die
auBerordentlich geringe Zusammendriickbarkeit auch bei Anwendung
groBer Driicke. Diese Zusammendriickbarkeit ist so gering, daf sie
fiir alle Rechnungen der Hydraulik vernachlissigt werden kann. Den
eigentlichen Fliissigkeiten kommt daher ein bestimmter Rauminhalt
zu: sie sind ,raumbestindig.

Von ihnen unterscheiden sich die ,Gase“ durch den Umstand,
daB sie jeden ihnen gebotenen Raum auszufiillen trachten, indem sie
ihre , Dichte“ diesem Raume anpassen.

Unter der Dichte, o, versteht man die auf die Raumeinheit
{1m®) entfalloende Masse. Wenn in einem Raume % die Masse M
vorhanden ist, so ist die Dichte bei gleichformiger Verteilung:

o=M/8| . ... ... ... @

Die Dimension der Dichte ist im technischen MafBsystem:

[M] _[KLT?) 4
ol =r— =" = [KL™4T%,
R E R s
ihre Einheit ist: 1 kgsek?/m*.
Bei ungleichférmiger Verteilung ist der Quotient in Gl (1) auf
einen entsprechend kleinen Raum A8 zu beziehen oder der Grenz-
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wert fiir 48— 0 zu bilden; ist die in 4% enthaltene Masse 4 M,
so ist unter Dichte der Grenzwert zu verstehen:

=lm —=—-—=_, . . . .. ... (2
¢ A;;TOA% ag 2)

Unter dem Einheitsgewicht (spezifisches Gewicht) versteht
man das Gewicht der Raumeinheit der Fliissigkeit, also y = G/%B;
da G = Mg, folgt

r=eog9| . ... ... ... (38

Die Dimension von y ist [K/L®]; ihre Einheit 1 kg/m?.

Fiir Wasser folgt fiir die technischen Einheiten: y = 1000 kg/m?,
und ¢ = y/g ~ 100 kgsek?/m*. — Fiir Luft von 0° C unter einem
Drucke, der dem normalen Barometerstande entspricht (760 mm
Quecksilbersiule), ist
y 1,293 1 kgsek®

v=1293k 3 =5 = —
7 ? gm®, o g 9,81~8 m?

Die Zusammendriickbarkeit des Wassers betrigt bei einer Druckiinderung

von 1 kg/om?® und bei Driicken von:

0 bis 200 kg/om?: bei 00 C 525/107 bis 488/107,

0 » 200 » 200C 491/107 » 438/107
des urspriinglichen Rauminhaltes; dies ist so zu verstehen, daB z. B. bei 0° C
einer Drucksteigerung von 0 auf 1 kg/em? der Rauminhalt von 1! Wasser um
0,0525 em? kleiner wird, usw.

Nur bei Gasen und Dampfen ist auf die Verdnderlichkeit der Dichte Be-
dacht zu nehmen und ihre Abhingigkeit von anderen physikalischen GroBen,
insbesondere von Druck und Temperatur zum Ausdruck zu bringen. Bei den
Fliissigkeiten im engeren Sinne (z. B. Wasser) sind nach den getroffenen Fest-
setzungen o und y als Festwerte anzusehen.

8. Der Einheitsdruck. Jeder beliebig abgegrenzte Teil 8 (Abb. 1)

einer in einem Geféf3e in Ruhe befindlichen Fliissig-
keit mufl von der umgebenden Fliissigkeit getragen v .
werden, damit er unter dem Einflusse des stets
vorhandenen Eigengewichtes im Gleichgewichte
sein kann. Dieses Tragen geschieht durch die ,\®i,;
tap

Flachenkrifte, die lings der Grenze von % auf B
und zwar senkrecht zu den einzelnen Eiementen
seiner Grenzfliche iibertragen werden. Die Flichen-
kraft auf jedes Flichenstiick 4 ¥ nennt man den Abb. 1.
Flissigkeitsdruck 4 D; auf die Flicheneinheit

an derselben Stelle A4, die in derselben Ebene liegt wie AF, wiirde
daher die Kraft AD/AF entfallen, und man bezeichnet den Ausdruck

A Yoar

AD 4D
=lim —=——| . . ... ... (4
ar>odF  dF “

als den Einheitsdruck oder schlechthin den Druck in 4. Wenn

man also in der Ebene von A4F ein beliebig kleines Flichenstiick

und den Fliissigkeitsdruck auf dieses betrachtet, so soll der Grenz-
1*



4 Einleitung.

wert nach (4) stets existieren, d. h. es soll unabhiingig von der Gestalt
der Randkurve des Flichenstiicks A F immer der gleiche Einheits-
druck herauskommen, wobei der Grenziibergang in Gl. (4) so auszu-
fitlhren ist, daB alle Punkte der Randkurven von 4F in den be-
treffenden Punkt hineinriicken. — Eine &hnliche Bemerkung gilt
iibrigens auch fiir die Dichte bei dem in Gl (2) ausgefiihrten Grenz-
iibergang.

Aus der Beschaffenheit der Gl (4) folgt nun weiter, daB sich
derselbe Wert von p auch fiir beliebig gerichtete Ebenen durch
den betrachteten Punkt 4 ergibt. Um dies
einzusehen, denken wir uns ein kleines drei-
seitiges Prisma in der Nihe von A4 (Abb. 2)
und setzen die Gleichgewichtsbedingungen
hierfiir an: auf 4F wirke die Kraft p -4 F,
auf die Seitenflichen p,-AF, und p,-4F,.
(Die Raumkréfte konnen hiebei aufer Be-
tracht bleiben, da sie klein von hoherer
Ordnung sind.) Der Projektionssatz fiir die
Richtungen = und y ergibt
Abb. 2. pAFsinazplAFl’

p-AF-cose =p,-AF,,

und da AF, = AF-sine, 4F, = AF-cose, so folgt unmittelbar:

p1=p2=p . . . . . . . . s . (5)

Man kommt also immer auf denselben Wert von p, von welchem
Flichenstiicke 4 F auch ausgegangen wird. Dies bedeutet aber, dal p
zufolge der in der Gl.(4) gegebenen Definition die Vektoreigenschaft
pingebiiBt hat, vielmehr eine bloBe Ortsfunktion oder ein Skalar
geworden ist.

Wir fiigen sogleich hinzu, daBl p eine stetige und differen-
zierbare Funktion des Ortes ist, so daB der Satz gilt: Wenn in einem
Punkte 4 (&, y,2) in der Fliissigkeit der Druck p = p (x,y,2) ist, so ist
der Druck p, in einem benachbarten Punkte A4, (x -+ dz, y -+ 4y,
z -+ Az) nur wenig von p verschieden und es ist

_ P Ap— 0P op op
p,=p-+ Adp, wobei Ap—axAx—l— 8yAy+azAz'

Von dieser Beziehung wird bei der Aufstellung der Gleichgewichts-
bedingen und der Bewegungsgleichungen Gebrauch gemacht.

Ist also p = p (x, y, 2) bekannt, so ist der Fliissigkeitsdruck auf
irgendeine Fliche 4f (z. B. am Rand der Gefafiwand) durch p-Af
gegeben und ist | zu Af gerichtet. Durch Verwertung dieser Be-
merkung wird die GroBe des auf die GefiBwinde oder Teile der-
selben ausgeiibten Druckes bestimmt; in der Hydraulik handelt es
sich ja iiberhaupt nur selten um Fliissigkeiten allein, sondern viel-
mehr fast immer um die Fliissigkeiten und die festen Korper, die
sie umschlieBen oder von Flissigkeiten umgeben werden.
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Die Dimension von p ist [ K/L?], seine technische Einheit 1 kg/cm?
wird auch als ,neue Atmosphédre“ oder als ,1 at“ bezeichnet.

Nach den in 2. gegebenen Bemerkungen ist fiir Fliissigkeiten die
Dichte ¢ unabhidngig von p, wihrend fiir Gase ¢ von p abhingig
ist, und zwar gilt z. B. fir die sog. isothermische Zustands-
inderung eines Gases (d. h. fiir dessen Ausdehnung und Zusammen-
ziehung bei gleichbleibender Temperatur) das Boyle-Mariottesche
Gesetz, das die Proportionalitit von p mit ¢ aussagt:

o=c¢pl, . . . .. .. ... (6)

worin ¢ eine Konstante bedeutet.

An Stelle der Dichte ¢ wird in der Gastheorie hiufig das Ein-
heitsvolumen v beim Drucke p betrachtet; dies ist der Rauminhalt
in m?® (oder cm?®), den 1 kg Gas beim Drucke p einnimmt. Es ist
also yp=1, oder gov =1; dann nimmt Gl (6) die Form an

po=1jcg=konst. . . . . . . . . (6)

Diese Form des Gasgesetzes fiir gleichbleibende Temperatur ist
mit der vorhergehenden Gl. (6) vollstéindig gleichwertig.



Erster Teil.
Statik der Fliissigkeiten.

Dieser Teil enthilt die Gleichgewichtsbedingungen fiir Fliissig-
keiten, und die dabei auftretenden Begriffe, wobei vorwiegend die
schwere, unzusammendriickbare Fliissigkeit behandelt wird; ferner
die Bestimmung der Krifte auf ebene und gekriimmte Winde, weiter
die Hauptsache iiber das Schwimmen und die Frage der (statischen)
Stabilitdt schwimmender Korper. Voriibergehend werden auch einzelne
Probleme iiber das Gleichgewicht von zusammendriickbaren Fliissig-
keiten (Gasen) behandelt.

I. Gleichgewicht. Flichen gleichen Druckes.

4. Gleichgewichtsbedingungen.. Die Aufgabe, die zunichst zu
I6sen ist, ist die Bestimmung des in 8. definierten Druckes p in allen
Punkten einer Flissigkeit, auf deren

einzelne Raumteile gegebene Massen-

Y krafte wirken; als solche kommt in

den meisten Fillen nur das Gewicht

0 @ der Fliissigkeit in Betracht oder irgend-
welche andere raumhaft verteilte
Krifte, wie die Fliehkraft und andere
Ax Mgfdxjdf Trigheitskrifte. Die Massenkraft wird

/ hier passend durch Angabe der auf die
72 Masseneinheit der Fliissigkeit entfallen-
den Kraft, d. h. durch die Beschleu-

& nigung b festgelegt, deren Teile nach
z irgendwelchen Achsen =z, y, z durch
b (X,Y,Z) bezeichnet seien., Auf ein
Flissigkeitsteilchen von der Masse A M
entfillt sodann dieKraftb- AM (X -4 M,
Y-AM, Z-AM). Wihlen wir nach Abb.3 das Teilchen in der Form eines
kleinen Zylinders 4 F- Az, dessen Erzeugende parallel zur x-Achse liegen,
so ist AM=g-AF-Ax. AuBler der Massenkraft wirken noch die
Fliissigkeitsdriicke lings der ganzen Grenzfliche des Teilchens; in der z-

Richtung kommen hievon nur die Driicke p- AF und (p - % 4 x) -AF

Abb. 3.



Gleichgewicht. Flichen gleichen Druckes. 7

auf die beiden parallelen Grundflichen 4 F zur Wirkung, da die Driicke
auf die Mantelfléiche des Zylinders zur x-Achse senkrecht stehen. Der
Projektionsatz fiir die z-Richtung fiihrt demnach auf die Gleichung:

p-AF— <p+%ii.Ax).AF-JFX@-'AF-Ax:o

und nach Kirzung auf die erste der folgenden 3 Gleichgewichts-
bedingungen, welcher die beiden &hnlich lautenden fiir die anderen
Richtungen unmittelbar hinzugefiigt werden; sie geben den ,Druck-
anstieg“ oder die ,Druckzunahme“ nach den Richtungen x,y,z an:

op op op
— Y. Zl. . .. . (7
ox e oy et 0z ®

Da die Richtungen des gewihlten Achsenkreuzes vollkommen will-
kiirlich waren, so laBt sich der Inhalt dieser Gleichungen in die Worte
fassen: Der Druckanstieg dp/ds in irgendeiner Richtung s ist
gleich dem Produkte aus der Dichte ¢ und der in diese Rich-
tung fallenden eingeprigten Beschleunigung.

Die Gln. (7) sind 3 Differentialgleichungen zur Bestimmung der
einzigen Unbekannten p; diese Gleichungen konnen daher nicht von-
einander unabhingig, sie miissen vielmehr einer einzigen Gleichung
gleichwertig sein. Wir bekommen diese und damit auch gleichzeitig
die Bedingungen, die zwischen den X, Y, Z bestehen miissen, damit
ein Gleichgewichtszustand der Fliissigkeit iiberhaupt moglich ist, wenn
wir die Gln. (7) der Reihe nach mit dz, dy, dz multiplizieren und
addieren. Dann folgt links das vollstandige Differential des Druckes dp,
und es ist

dp = o(Xdx +Ydy+ Zdz) . (8)
Fiir eigentliche Fliissigkeiten ist ¢ = konst. und diese Gleichung gibt
integriert:

A
p:p0+@Af(de+Ydy+Zdz). )

Mittels dieser Gleichung ist der Druck p an irgendeiner Stelle 4
durch den Druck p, an irgendeiner anderen Stelle 4, und durch das
iiber irgendeinen von 4, bis A fithrenden Weg erstreckte , Linien-
integral der Beschleunigung® gegeben. Durch dieselbe Uberlegung,
die in der Dynamik zur Aufstellung des Prinzipes der lebendigen
Kraft (Energieintegral) fiihrte, schliefen wir auch hier, daf sich fiir p
nur dann ein eindeutiger Wert ergibt, wenn das in GL. (9) vorkommende
Integral vom Wege unabhingig, das Differential Xdx |+ Ydy -+ Z dz
also ein vollstdndiges ist; sei

Xde +Ydy+Zdz=dW,
so miissen daher die Gleichungen gelten

Xza_”f, Y:ﬂv, Z:ﬂ’ .o .. (10)
ox oY 0z
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d.h. es miissen die folgenden ,gekreuzten“ Ableitungen der Teile X, Y, Z
einander gleich sein:
oY 07 0Z oX oX oY

=, — =, —=-— ., ., . (11
0z @y’ ox 9z 9y o« (11)

Dies sind gleichzeitig die gesuchten Bedingungen, die die Komponenten
der eingepriagten Beschleunigung b erfiillen miissen, damit unter ihrem
EinfluB ein Gleichgewichtszustand der Fliissigkeit iiberhaupt eintreten
kann: die Teile X, Y, Z vonb miissen als partielle Ableitungen
einer Funktion W darstellbar sein, die hier dieselbe Rolle
spielt, wie die Arbeitsfunktion oder das Potential in der Dynamik.
Wir ‘wollen die Funktion W auch hier kurz als Potential bezeichnen.
Die Gl. (8) kann daher geschrieben werden

und an Stelle von (9) kommt:
p=py+o(W—W)|, . . . . ... (12)

wobei die Integrationskonstante durch die Bedingung: p = p, fiir
W=W, festgelegt ist.

Werden im Innern der Fliissigkeit alle Punkte miteinander ver-
bunden, in denen p den gleichen Wert hat, so erhilt man die Flachen
gleichen Druckes p = konst.; sie sind identisch mit den Niveau-
flichen, worunter man die Flichen versteht, die gleichen Werten
des Potentials W entsprechen.

Diese Flachen gleichen Druckes bilden eine Flichenschar und
haben folgende Eigenschaften:

1. In jedem ihrer Punkte A steht der Vektor b (X,Y, Z) zu
jener Fliache dieser Schar senkrecht, die durch 4 hindurchgeht. Wenn
dz, dy, dz die Teile eines in der Fliche p = konst. liegenden Linien-
elementes bedeutet, lings welchem daher dp = 0 zu setzen ist, so
wird dieses Senkrechtstehen gerade durch die Beziehung ausgedriickt:

=0 Xdx+Ydy + Zdz)=0. . ... . (13)

2. Zwei solche Flichen konnen sich nirgends schneiden oder
berithren. Da jeder einzelnen Fliche
ein bestimmter Wert der Konstanten in
der Gl p = konst. entspricht, so miiiten
dem: Schnittpunkte beide Werte dieser
Konstanten (oder des konstanten Poten-
tials W) zugeschrieben werden, was offen-
bar einen Widerspruch bedeutet.

Wenn ¢ der Winkel zwischen irgend-
einer von A (Abb. 4) ausgehenden Fort-
schreitungsrichtung A4’ = ds und dem




Gleichgewicht. Flichen gleichen Druckes. 9

Beschleunigungsvektor b ist, so kann Gl (8) auch in der Form ge-
schrieben werden:

d
dp =gobdscosg, und daraus folgt %=@bcos<p . (14)

d. h. die Druckénderung nach irgendeiner Richtung ds ist, wie schon
gesagt, durch die in diese Richtung fallende Komponente b cos ¢ der
eingeﬁrigten Beschleunigung, mit ¢ multipliziert, gegeben.

ir ¢ =0, d. h. fiir die in die Normale zur Niveaufliche durch
A4 fallende Richtung wird diese Druckénderung am groften; man
nennt diese grofite Druckdnderung den Druckgradienten, und
zwar wichst der Druck stets im Sinne der Richtung von &. Die
Ableitung der skalaren Funktion p nach irgendeiner Richtung ds
gibt dann die nach dieser Richtung fallende Druckédnderung
dp/ds, und diese Grofe ist die in diese Richtung fallende Kompo-
nente des Druckgradienten. Der Wert von p in einem Nachbar-

d -
punkte A" von A ist sodann einfach p -+ E%-A s, wenn AA = As
gesetzt wird.

5. GepreBte Fliissigkeit. Wird an irgendeiner Stelle einer Fliissig-
keit durch kiinstliche Mittel (etwa durch Gewichtsbelastung eines Kol-
bens, der durch eine abgedichtete Fiihrung in das Innere der Fliissig-
keit hineinragt, oder durch eine Druckpumpe) ein groferer Druck p,
erzeugt, so verschwinden diesem gegeniiber bald die Druckunter-
schiede, die zu diesem p, vermoge des Eigengewichtes der Fliissig-
keit nach Gl.(9) hinzukommen, und die durch das in dieser Gleichung
auftretende Linienintegral dargestellt werden. In den ,hydraulischen
Pressen“ werden Driicke von 1000 kg/ecm? und mehr verwendet, wo-
gegen durch das Eigengewicht des Wassers erst bei 10 m Wasser-
sdule ein Druck von 1 kg/em? hervorgerufen wird. Bei geringer Hohe
der betrachteten Flissigkeit ist daher mit grofler Anndherung in der
ganzen Flissigkeit

p=po,..........(15)

d. h. in einer gepreBten Fliissigkeit herrscht an allen Stellen
der gleiche Druck: dies ist das Gesetz von Pascal von der
Gleichheit des Druckes in einer gepreBten Fliissigkeit.

Aus diesem Satz folgt sofort: die Kraft, die ein in eine geprelite
Fliissigkeit ragender Kolben vom Querschnitt F der Fithrung
erleidet, ist stets durch F-p, gegeben, wie auch der in die Fliissig-
keit eintauchende Kolben sonst geformt sein mag.

Beispiel 1. Bei der hydraulischen Presse in der Anordnung nach
Abb. 5 ist das Verhaltnis der ,Kraft“ P auf den kleinen Kolben vom Durch-
messer d zur ,Last“ @ auf dem groBien Kolben vom Durchmesser D durch das

Verhéltnis der Flichen gegeben; dieses Verhdltnis stimmt iiberein mit dem Ver-
hiltnis der Quadrate der Durchmesser, also ist:

Q/P=D¥d® oder Q=P-Dde.
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Wenn nun P durch eine am Ende des Hebels wirkende Kraft K hervorgebracht
wird, so ist

. a D?
Ka=Pb, und daher ist | @= bae -G (16)

Die Wirkungsweise der Presse ist ohne weiteres verstindlich. Beim Aufwérts-
gang des kleinen Kolbens wird das Saugventil 4 geéfinet und das Druckventil B
geschlossen, beim Abwirtsgang
wird A geschlossen und B ge-

= o, offnet.

Durch die auftretende Rei-
bung an den Lederdichtungen
der Pumpe wird der, durch

: el diese Gleichung gegebene Wert

/ - K :

BP von @ um etwa 20 bis 25 v. H.

/ i herabgesetzt; dies wird, dhnlich
wie gelegentlich auch bei den
B a neinfachen Maschinen®, durch
Al die Aussage ausgedriickt, der
»Wirkungsgrad“ der hydrau-

lischen Presse betrigt 0,80 bis

Lo D> 0,75
’ 6. Schwere Fliissig-
\__/ keit. Logt man dioz-Achse
V " in die nach unten weisende
“Abb. 5. Lotrichtung, so ist die

schwere Fliissigkeit durch
den Ansatz gekennzeichnet:

X=0, Y=0, Z=g.
Es ist daher nach GI. (8)

dp=ggdz
und da gg =y, so folgt:

p=p,+yz| . . . ... ... A7)

Die Integrationskonstante p, ist dabei so bestimmt, daB sie den
Druck in irgendeinem Punkte der Fliissigkeit in der Ebene z =0
angibt. Die Flichen gleichen Druckes (und die Niveauflichen) sind
die wagrechten Ebenen, zu denen auch die ,freie Oberfliche* — die
»Spiegelfliche“ — der schweren Fliissigkeit gehort. Legen wir die
z-y-Ebene in die freie Spiegelfliche, so ist also p =p, fir z=0,
und es entspricht dann p, dem an dieser freien Oberfliche herrschen-
den atmosphérischen Luftdruck.

Andererseits ist die nach Gl (17) bestimmte Hohe

e .. (18)

ein MaB fiir die Differenz der Driicke an ihren Enden; diese Héhe
ist selbst die in Hohe gemessene Druckdifferenz und wird als Druck-
héhe bezeichnet.
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Die Druckdifferenz p — p, = 1 kg/em* wird in verschiedenen
Fliissigkeiten durch verschiedene Hohen gemessen, die von dem Wert
des Einheitsgewichtes y abhingen. Z. B. ist fiir

Quecksilber: y = 13,6 kg/dm?, und P _; Po__ @11% =735 em.

Wasser: y = 1 kg/dm?, und PP 1 = 1000 cm = 10 m.
‘ y 0,001 :

Luft von 15°C und

1 kg/em?® Druck: y = 1,188 kg/m® und P— Py _ 10000 8418 m.

y 1,188

Beispiel 2. Normalh6he der homogenen Atmosphére. Fiir den
normalen Luftdruck vor 760 mm Quecksilbersiule (Hg) und 0°C Temperatur
ist manchmal noch die Bezeichnung ,1 alte Atmosphidre“ oder ,1 At in Ge-
brauch. Da das Einheitsgewicht der Luft unter /diesen Verhaltnissen y =1,293 kg/m?
betrdgt, und der Druck einer z, = 76 em hohen Quecksilbersiule” auf 1 m? die
GroBe hat

y2,=0,0186076 = 1,033 kg/om?,

so kann dieser normale Luftdruck durch folgende Hohen gemessen werden:

Quecksilber 2, =176 om,
1,033 )
Wasser = 0,001~ 1033 em = 10,33 m,
10333
1= 3 = —
Luft (y = 1,293 kg/m?) 1293 ~ 8000 m.

Es miiten also 8000 Einheitswiirfel von Luft unter den ,normalen Be-
dingungen® (d. i. von 0°C und 76 cm Hg) aufeinander getiirmt werden, um
den normalen Luftdruck zu erzeugen. Diese ,Normalhhe der homogenen Atmo-
sphiire“ wird den Naherungsrechnungen bei Freiballonfahrten, wenn sie sich nur
iiber miBige Hohen erstrecken, zugrunde gelegt.

An der Beriihrung zweier ruhender Fliissigkeiten verschiedener
Dichte (oder einer Fliissigkeit und eines Gases) hat p zu beiden Sei-
ten der Grenze denselben Wert: An
der Grenze zweier Flissigkeiten
ist der Druck stetig. v 0

Die in Gl.(17) gegebene Beziehung f
findet ihren zeichnerischen Ausdruck )
in der Drucklinie; bei einer homo-
genen schweren Fliissigkeit ist sie eine
geneigte Gerade (Abb.6), deren Neigung

z
-3

gegeben ist durch (7:)
tge=1y. . . . . (19)
Beispiel 3. Geschichtete Fliissig- /7:")

keiten. Wenn mehrere Fliissigkeiten, die
sich nicht mischen, in ein GefaBl gebracht
werden, so lagern sie sich nach der GréBe ) )
ihrer Einheitsgewichte y, y,, .... Die Driicke an den Trennungspiegeln sind
nach Abb. 6

Po=Povh,
Pe=DPi+ 71l =po+yh+yhy, vsw
und die Drucklinie hat die in Abb. 6 gezeichnete Gestalt.
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Beispiel 4. Gleichgewicht von Fliissigkeiten in einem U-Rohr.
Das oben gefundene Ergebnis, daB die Niveauflichen einer schweren Fliissig-
keit wagrechte Ebenen sind, gilt auch fiir beliebig geformte, z. B. fiir U-formige
(kommunizierende) Geféife.

a) Wenn die Driicke p, und p, (< p,) auf die Fliissigkeitsspiegel in den
beiden Schenkeln verschieden sind (Abb. 7), dann rechnet sich der Héhen-
unterschied & aus dem Ansatz fiir die Gleichheit des Druckes
im tieferen Spiegel:

Do — P
y =p, 4+yh, also p=R0 00 20
rl Po=1P+7¥ " (20)

Diese Anordnung kommt zur Anwendung bei den sog. Fliissig-
keitsmanometern, die zur Messung von kleinen Druck-
unterschieden als Mikromanometer (mit Nonius- und Lupen-
ablesung) ausgebildet werden. Wenn auch kleine Druckunter-
schiede deutlich erkennbare Hohenunterschiede % ergeben
sollen, so muB natiirlich als ,Sperrfliissigkeit“ eine solche mit
kleinem y verwendet werden (Wasser, Alkohol u. dgl.).

b) Wird der lingere Schenkel verschlossen und luftleer
gemacht, so kann p, ~ 0-gesetzt werden und dann ergibt sich

h=ply | « oo o 1)

In dieser Form wird das Manometer auch als Barometer bezeichnet und
dient zur Messung des augenblicklich herrschenden Luftdruckes.

¢) Der Umstand, daB der Luftdruck imstande
ist, einer Wassersiiule von etwas mehr als 10 m Hohe
das Gleichgewicht zu halten, wird auch beim Saug-
heber verwertet, der zur Forderung von Fliissigkeiten
von einem Behilter mit héherem zu einem mit tieferem
Spiegel durch ein verkehrt gestelltes U-Rohr dient
(Abb. 8). Damit der Fliissigkeitsfaden nicht abreif3t,
mul} die Betriebshohe des Hebers k fiir Wasser jeden-
falls entsprechend kleiner sein als 10 m.

Der Heber wird neuestens auch bei Wehranlagen
und Talsperren als Regulierorgan (Heberwehre) be-
niitzt, wo seine Verwendung eine sehr wirtschaftliche
Methode zur Festhaltung der Spiegelhéhe bedeutet
(Abb. 9). Wesentlich fiir die Anwendung des Hebers
fiir diesen Zweck ist, daB die AusfluBofinung unter

Abb. 8. dem Unterspiegel liegt, so daf dort ein ,Ausflul

unter Wasser“ stattfindet (21 ¢)). Bei der in Abb. 9

gezeichneten Hohenlage des Oberspiegels findet zu-

nichst mur ein UberflieBen des Wassers iiber die Unterkante u des Hebers
statt, und fiir dieses UberflieBen ist (nach 22) nur der Héhenunterschied zwi-
schen dem Oberspiegel und der Kante » mafBgebend Bei weiterem Ansteigen

Abb. 7.

I —
'l ]
< y Y v

Abb. 9.
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des Oberspiegels wird aber bald durch die Saugwirkung des strémenden Wassers
der Heber ganz mil Wasser gefiillt — ,der Heber springt ein“. Fiir die Gr68e
der AusfluBgeschwindigkeit V kommt nunmehr der ganze Héhenunterschied H
zwischen Oberspiegel und Unterspiegel zur Wirkung, wodurch die angestauten
Wassermassen bedeutend rascher abflieBen werden, als bei einem gewohnlichen
Uberfall.

d) Der Hohenunterschied, unter dem sich zwei Fliissigkeiten mit verschie-
denen Einheitsgewichten y, und y, (> y,) einstellen, die sich nicht mischen (Abb. 10),
ergibt sich, wenn die Spiegeldriicke gleich sind, durch Gleichsetzung der Driicke
am Trennungsspiegel

72 by =y2hy, also I Byfhg=palys |« o o 0 oo (22)
A ) a) b)
7],
A 2
I B (77,
Abb. 10. Abb. 11.

Beispiel 5. Druckverteilung an einem Freiballon (Abb.11). Wenn
die Fiilllofinung (Appendix) offen ist, so hat dort das Fiillgas den gleichen
Druck p, wie die Luft. Von diesem gemeinsamen Werte p, nimmt der Druck
sowohl in der auflen befindlichen Luft, wie im Fiillgase nach oben zu ab, und
zwar in der Luft (wegen des groferen Einheitsgewichtes) stdrker als im Fill-
gase. Die Drucklinien fiir Luft und Gas konnen (wegen der vorkommenden
kleinen Hoéhenunterschiede) angenihert so bestimmt werden, als ob es sich um
Flisssigkeiten handeln wiirde und sind in Abb. 11b) eingetragen; in jeder
Hohe 2z ist der von innen nach auBen wirkende Uberdruck durch die Strecke p
gegeben, und die Summe dieser Uberdriicke nach der Lotrechten gibt den (sta-
tischen) Auftrieb des Ballons. Der grofite Uberdruck herrscht an der héchsten
Stelle des Ballons, weshalb dort der wirkungsvollste Platz fiir
die Anbringung des Ballonventils ist, das einen notwendigen
Behelf bei Freiballonfahrten darstellt.

Beispiel 6. Druckverteilung in einem schweren
Gas. Fir ein unter einheitlicher Temperatur stehendes Gas ist
in GL (8) nach Gl (6) o = ¢ p zu setzen. Nimmt man die z- Achse
lotrecht nach oben, so folgt fir X=0, Y=0, Z=—g¢:

dp=—cpgdz, oder %f):—cgdz,

z

Diese Gleichung gibt integriert:

logp=—cgz+C.

Sei fiir z=0 etwa der normale Luftdruck p = p, vorgeschrieben,
so folgt:

p=pye . L. (23)

Die Abnahme des Druckes in einem schweren Gas, das in seiner ganzen Aus-
dehnung die gleiche Temperatur besitzt, erfolgt nach einem exponentiellen Ge-
setz; die Drucklinie ist unter dieser Annahme eine Exponentiallinie {Abb. 12).
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Die hier ins Unendliche verlaufende Luftsdule wiirde also vermége ihres Eigen-
gewichtes bei z= 0 denselben Druck ergeben wie die ,homogene Atmosphire“
von 8000 m H¢he in Beispiel 2.

7. Schwere Fliissigkeiten unter dem EinfluB von zeitlich kon-
stanten Beschleunigungen. Der Umstand, daBl alle Erscheinungen
der gewohnlichen Mechanik — wie hier z. B. die Verteilung des Druckes
oder die Gestalt der Niveauflichen in einer Fliissigkeit — von einer
gleichférmigen Bewegung der ganzen Fliissigkeit unabhingig sein
miissen (Relativitdtsprinzip der Galilei-Newtonschen Mechanik),
kommt in der Hydrostatik dadurch zum Ausdruck, da in den
Gleichungen fiir den Druck in der Fliissigkeit nur die Beschleuni-
gungen, nicht aber die Geschwindigkeiten auftreten.

Die Gl. (7) und (8) bleiben auch unverindert in Geltung, wenn
es sich um beschleunigt bewegte Fliissigkeiten handelt, sofern
(gemdB dem d’Alembertschen Prinzip) den ,eingeprigten“ Be-
schleunigungen (wie z. B. der Schwere) die in umgekehrter Richtung
angesetzten Beschleunigungen der Bewegung hinzugefiigt werden;
soll auf diese Weise ein Gleichgewichtszustand der bewegten
Fliissigkeit entstehen, so miissen diese hinzutretenden, von der Trég-
heit der Fliissigkeitsmasse herriihrenden Beschleunigungen 1. von der
Zeit unabhingig sein und 2. die Bedingungen (11) erfiillen.

Von dieser Art gibt es einige praktisch vorkommende Fille, die
in den folgenden Beispielen behandelt sind.

Die in der Relativitits-
theorie ausgesprochene ,Gleich-
heit der schweren und trégen
Masse“ findet in der gleich-
artigen Wirkung der von der
Schwere und der von der Trég-
heit herriihrenden Beschleu-
nigungen eine natiirliche Be-
statigung.

<P

Beispiel 7. In einem
Tankwagen, der auf wagrechter
Bahn mit der gleichbleibenden

Abb. 13. Beschleunigung b, anfihrt, ist

die gesamte Beschleunigung an

jeder Stelle 4 im Innern der Fliissigkeit (Abb. 13) nach Erreichen des Gleich-
gewichts: :

b= 50 + gﬁ;
da die Niveauflichen senkrecht zur Richtung von b verlaufen, so bilden sie

eine Schar von parallelen Ebenen unter dem konstanten Winkel # mit der
Wagrechten, der durch die Gleichung bestimmt ist:

tgh="by/g.
Der Druck in irgendeinem Punkte A ist (da b= g/cos 8, 2’ =z cos f) gegeben
durch:
P=potobd =pototrzcosfopytrr, Lo . (24)

ist also lediglich bedingt durch die Tiefe z von 4 unter dem Spiegel, in lot-
rechter Richtung gemessen. Die Verteilung der Driicke lings der Lotrechten
durch A ist wieder eine unter « (tg « =y) geneigte Drucklinie. An den Stellen,
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wo irgendeine Niveaufliche die GefiBwinde (Seitenwand, Boden oder Deckel)
trifft, ist der Wert des Druckes der gleiche.

Bei der Fahrt mit gleichbleibender Verzigerung (Bremsen) verlaufen die
Niveauflichen in der Fahrtrichtung ansteigend. — Der Spiegelverlauf, der bei
irgendeiner plotzlichen oder allmahlichen Anderung der Beschleunigung (wie
z. B. beim Ubergange in konstante Geschwindigkeit oder aus dieser in die ver-
zogerte Bewegung) auftritt, wird natiirlich durch diese Betrachtungen, die sich
nur auf das Gleichgewicht beziehen, nicht geliefert. (Wenn die Beschleunigung
nicht lange genug andauert, so wird gegebenenfalls die Gleichgewichtslage des
Spiegels gar nicht erreicht.)

Beispiel 8 Fliissigkeit in gleichformiger Drehbewegung. Auf
jedes Teilchen einer sich als Ganzes gleichférmig drehenden Fliissigkeitsmenge
ist auBer g noch die Fliehbeschleunigung = w?, senkrecht zur Achse und nach
auBen weisend, in Ansatz zu bringen. Mit Bezug auf das Achsensystem Ozy
in Abb. 14 ist Y =0, man kann daher die Betrachtung auf die Form der Meri-
diankurve in der z-z-Ebene beschrianken;
es ist dann X =2w?, Z=—g¢ und die
Differentialgleichung der Meridiankurve 1z
der Niveauflichen lautet: i

dplo=Xdx+Zdz=0=zx0?dr—gdz

ihr Integral ist, wenn die Integrations-
konstante durch die Bedingung: x =0,
z =z, festgelegt wird:

2 29
z :—w?(z_‘zo) .. (29)

Die Meridiankurven sind daher eine
Schar kongruenter Parabeln, die den
verschiedenen Werten von z, entsprechen
und durch Verschiebung einer von ihnen
parallel zur z-Achse entstehen. Durch
Angabe von z, ist die einzelne Niveau-
fliche gekennzeichnet. Wenn insbeson-
dere das Paraboloid z, den Spiegel bildet, an welchem etwa der konstante Luft-
druck p, herrscht, so ist der Druck in irgendeinem Punkte A(x,z) durch die
Gleichung gegeben:

p=mte[iafet—gE—z%)] .. ... ... (26)

Die Druckverteilung lings irgendeiner Parallelen zur z-Achse (x = konst.) ist
daher auch hier eine unter dem Winkel o geneigte gerade Linie, wobei wieder
tg « = p g =7y ist. Man beachte, daBl p nach Gl (26) nach unten linear zu nimmt,
und daf dabei z abnimmt.

Wenn im Ruhezustande die Hohe der Fliissigkeit im Gefafe b ist, so
findet man eine Beziehung zwischen der Héhe H, bis zu welcher die Fliissigkeit
bei der Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit o ansteigt, und z, durch die
Gl. (25), die fiir dev Punkt B (x =R, z = H) so lautet:

H—z=w*R?*2g;
hierzu kommt noch die Bedingung, daB der Rauminhalt der Fliissigkeit der-
selbe geblieben ist:
' 1 w? R?
R‘Znh:R‘znzO—;—aR?n(H—zo) oder H—zozz(h-zo):??.

Somit ergibt sich:
(1)2 R2 (02 R2
z0:h_7?7 H=h+7‘g*.
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Bei diesem Beispiel handelt es sich um einen stationiren Bewegungszustand,
iiber dessen Entstehung nichts ausgesagt wird; eine reibungsfreie Fliissigkeit in
einem zylindrischen GefaB kann jedenfalls dadurch nicht in Bewegung kommen,
daB das Gefd (ohne Querwénde) um die Zylinderachse in Drehung gesetzt wird.

II. Druck auf ebene und gekriimmte Wiinde.

8. Ebene Wiinde. Druckmittelpunkt. Die Kraft auf irgendeinen
Teil der Wandfléche, die eine Fliissigkeit begrenzt, wird als die Summe
der auf die Elemente dieser Fliche entfallenden Teilkrifte berechnet.
Auf die Flicheneinheit in der Tiefe z unter dem Spiegel ist der , Uber-
druck® iiber den Druck auf den Fliissigkeitspiegel (oder auf die Riick-
seite der Fliche) nach Gl (17) durch p = yz gegeben, indem statt
p — p, einfach p geschrieben wird; daher ist die Kraft, mit der die
Fliissigkeit auf ein Element
von der Grofle dF (Abb. 15)
driickt,

da alle diese Teilkrifte zuein-
ander parallel’ und gleich-
gerichtet sind und fz dF=2,F
ist, wenn F die Grofle der ge-
driickten Fliche und z, der Ab-
stand ihres Schwerpunktes vom
Spiegel ist, so hat der Gesamt-
druck auf die Fliche F die
GroBe

Abb. 15.

D=yz F|. . (27)

Der Gesamtdruck auf eine ebene Fliche F steht auf Fsenk-
recht und ist gleich dem Produkte aus dem Druck im
Schwerpunkte yz, und der Grofie von F.

Den Schnittpunkt M der Wirkungslinie von D mit der Fliche
oder den Angriffspunkt des Druckes nennt man den Druckmittel-
punkt. Seine Koordinaten &, % in bezug auf die Achsen O, z, vy,
wobei Ox mit der Schnittlinie der Ebene durch F mit dem Spiegel
zusammenfsllt, ergibt sich durch Verwendung des Momentensatzes:
Fiir jede Achse des Raumes ist das Moment der Summe der Teilkrifte
gleich der Summe der Momente. Man erhalf® fiir die Summe der

Momente um die y-Achse:
Dé= [x.dD oder ypz,Fé=y [2z-dF, 1
und der Momente um die z-Achse: I ) (28)
Dy=[y-dD oder yz,Fn=y [yz-dF.

In diesen Gleichungen fiihren wir statt z, und z die Grofen y, und y ein
durch z, =y,sine, z =ysine, wenn « den Neigungswinkel von F
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gegen den Spiegel bedeutet. Weiter fiihren wir die Bezeichnung ein:
f xydF =D, , d.i das (geometrische) Deviationsmoment von F in
bezug auf das Achsenpaar Ozy, und f Yy dF = Fk}®= F(y, +k,*
das (geometrische) Trigheitsmoment von F in bezug auf die z-Achse,
wobei mit k_ bzw. k, die Trigheitshalbmesser von F in bezug auf die
z-Achse, bzw. auf eine hiezu parallele Achse durch 8, bezeichnet
werden. Damit ergeben sich die Gleichungen:

D,, k? k2
= = =y L0 | ... (29
Fz, 7 Yo Yo Yo (29)

¢

Der Druckmittelpunkt M liegt daher stets tiefer als §; aber die
lotrechte Entfernung von § und M ist um so geringer, je grofler y,,
d. h. je tiefer die Fliche F unter dem Spiegel liegt.

Fiir Flachen, die eine in einer lotrechten Ebene liegende Sym-
metrieachse haben, ist, wenn man die y- Achse mit dieser Symmetrie-
achse zusammenfallen 1a(t: D, ,=0; dann ist auch £ =0, d. h. fir
symmetrische Flichen in der angegebenen Lage fillt der Druckmittel-
punkt in die Symmetrale und seine Lage ist durch die zweite der
Gln. (29) allein bestimmt.

Aus diesen Gleichungen ersieht man, daf die Lage von M in der
Ebene von F unabhingig von « ist; dreht man also die Fliche um die
Schnittlinie O x mit dem Spiegel, so behilt M seine Lage bei. Wir kénnen
uns daher in einigen der fol-
genden Beispiele darauf be-
schrinken, die betrachteten
Flachen lotrecht anzuneh-
men. Fiir symmetrische Fla-
chen stimmt M-ibrigens mit
dem ,Schwingungsmittel-
punkt (s. Technische Mecha-
nik 8. 209) iberein.

Den Druck auf lotrechte
Winde bezeichnet man auch
als Seitendruck, den auf
wagrechte als Bodendruck.

Ferner bezeichnet man
(wie auch bei gekriimmten
Wiinden in 10) die gagrechte Komponente von D als Horizontal-
druck H, die lotrechte als Vertikaldruck ¥V (Abb. 16). Es ist nun
gerade eine Eigenschaft des Druckmittelpunktes M ebener Flachen, dafl
durch ihn auch die Wirkungslinien von H und V selbst gehen, d. h. die
Zerlegung von D, die die Krifte H und ¥V auch der Lage nach
liefern soll, ist gerade an M selbst durchzufithren. Dieser Sachverhalt
(man vgl. hierzu das in 9 Gesagte) kann auch so ausgedriickt werden:
H ist der Druck auf die Projektion F” von F auf eine lot-
rechte Ebene und V ist das Gewicht des lotrecht iber F

Péschl, Hydraulik. 2
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bis zum Spiegel reichenden Fliissigkeitskorpers vom Raum-
inhalte 9

V=»2|. . ... ... .. (30

Diese Regel gilt auch fiir die in Abb. 17 a) bis f) dargestellten
Fille; insbesondere geht die Wirkungslinie von ¥ durch den Schwer-

Abb. 17.

punkt 2" des iiber F bis zum Spiegel reichenden Fliissigkeitskorpers %,
und zwar gleichgiiltig, ob dieses ¥ tatsichlich als Fliissigkeit vor-
handen ist oder nicht (hydrostatisches Paradoxon).

Die Lage von H ist (Abb. 16) durch den Druckmittelpunkt M”
von F” gegeben und M” ist nichts anderes als die Projektion von
M auf die lotrechte Ebene; andererseits ist der Angriffspunkt von V
der Schwerpunkt X von .

In Abb. 16 ist auch die zeichnerische Ermittlung von M bei ge-
gebenem y, und k, angegeben:
man errichte in § ein Lot S N auf
F und mache W:km, NM ]| ON,
dann ist: k* =y, - OM, also
OM =17 und M ist der gesuchte
Druckmittelpunkt.

9. Beispiele. Beispiel 9. Fiir
ein Rechteck von der Breite b und
der Hoéhe h in einer lotrechten Ebene
(Abb. 18), dessen Schwerpunkt in der
Tiefe z, unter dem Spiegel liegt, geben
die Gln. (27) und (29), da k%= A%/12 und
% =Y:

. PP
ID:yzobhi und n:yo—{—m B (23
o J0

K3

Fir das Rechteck kann M unmittelbar auf folgende Art gefunden werden:
Trigt man in jeder Tiefe z den dort herrschenden Druck in wagrechter Richtung
auf, so erhdlt man als ,Belastungsfliche das Trapez ABCE, dessen Seite EC
gegen AB unter « geneigt ist, wobeitg « =y. Fiir das Rechteck ist die GroBe der
Trapezfliche 4 BC E unmittelbar ein MaB fiir den Gesamtdruck D, und dessen Lage
ist durch den Schwerpunkt 2, dieser Belastungsfliche gegeben. Fiir die Ermittlung
dieses Schwerpunktes ist die Gro8e von o ganz willkiirlich. Die Ermittlung von
2, geschieht durch irgendeine der bekannten Schwerpunktskonstruktionen des
Trapezes (s. Techn. Mechanik S.74 u. 75). Als sehr bequem erweist sich auch die
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folgende: Man teile AB in drei gleiche Teile und verbinde die Teilpunkte ¢, j
mit £ und C in der in der Abb. 18 angegebenen Weise; der Schnitt 7' dieser
Verbindung ist sodann ein Punkt von D. — Wenn das Rechteck bis zum
Spiegel reicht, so liegt M im tieferen Drittelpunkt der Hohe.

Die hier gegebene Konstruktion von M ist ohne Anderung auch fiir Recht-
ecke in beliebig geneigten Ebenen anwendbar.

% 2
}Z}hf_hz & h
¢ ¢ i g
hy ip L 7 e
'] } > { | ; :
A 2 h ; !
ZEN V% ;‘—Laz
Abb. 19. Abb. 20.

Beispiel 10. Der Druck D auf die Trennungswand (Linge ) zweier
Fliissigkeiten, Abb. 19, ist die Summe der von den Fliissigkeiten links und rechts
hervorgerufenen Krifte. Es ist

Di=iplht,  Dy—ipihf,  D=Dy—Dymiyllhimh).

Ferner ist £, =% h,, {, = % b, und der Momentensatz fiir einen im oberen Spiegel
liegenden Punki gibt:
' 2 h?
D¢{=D,l,—D,(h+¢). und daraus C—ghl—m.
Beispiel 11. Der Druck D auf ein Stiick der Wand, das beiderseits von
Fliissigkeit benetzt ist, wie etwa auf die in Abb. 20 dargestellte Schiitze von
der Grofle F, ergibt sich in der Form:

D,=yFz, Dy,=yF(q—h), D=D,—D,=yFh,

ist also nur abhidngig vom Hohenunterschied der beiden Fliissigkeitsspiegel. Der
Momentensatz liefert hier die Gleichung:

D§=D1C1_D2(h+€2)
und da
L=zt k2, Le=2—h+ k1 (z—h),

so folgt durch Einsetzen
C =2p.

Die Belastungsfliohe fiir F hat (bei gleichen Einheitsgewichten der Fliissigkeiten
zu beiden Seiten der Schiitze) die Form eines Parallelogramms, daher geht die
Summe der Belastungen durch den Schwerpunkt S der Fliche F.

Beispiel 12. Schleusentor. Um den Druck auf die Lager 4 und B
eines Schleusentors nach Abb. 21 zu bestimmen, werden zunéchst die gesamten
Wasserdriioke auf jeden Spiegel als Differenz der Wasserdriicke zu beiden Seiten
der Fliigel ermittelt; diese Driicke D, und D, bilden die Belasiung des (im ge-
schlossenen Zustande) als Dreigelenk wirkenden Schleusentors, fiir das die
Gelenkdriicke 4, B, C nach den bekannten Methoden (s. Techn. Mechanik, S.47, 48)
gefunden werden konnen. Wenn die Anordnung wie in Abb. 21a) symmetrisch
ist, so kann der Gelenkdruck C nur die Richtung 4 B haben, hiernach sind die

VA
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Driicke A und B mittels eines Kraftplanes Abb. 21b), unmittelbar anzugeben.
Die senkrecht auf die Kanalwinde ausgeiibten Krifte sind die Teilkrifte K, K
von A und B. Wenn die Lagerung bei 4 und B in je zwei Zapfen erfolgt, so
ergeben sich die wagrechten Teilkrifte auf diese beiden Zapfen nach Festlegung
der Tiefenlage von D, und D,, also der betreffenden Druckmittelpunkte.

\01 ~C
\ e i

Abb. 21.

Beispiel 13. Soll die Unterteilung einer Schleuge durch Spann-
riegel so erfolgen, daB auf jeden Spannriegel der gleiche Wasserdruck entfillt,
so daB fiir alle mithin dasselbe Trigerprofil genommen werden kann, go ist zur
Ermittlung der Lagen dieser Spannriegel das in Abb. 22 angegebene Verfahren
einzuschlagen. Fiir den Teil der Schleuse zwischen Ober- und Unterspiegel
ist der gesamte Fliissigkeilsdruck auf einen (bis zum Oberspiegel reichenden)
Streifen von der Hohe z, wenn ! die Lénge der Schleuse ist, nach Gl (27):

D=yFezy=9lz-2]2=%ypl2%.

Abb. 22.

Zwischen Ober- und Unterspiegel ist also der Gesamtdruck in jeder Tiefe
durch eine Parabel gegeben. Fiir die bis zum Unterwasserspiegel reichende
Fliche ist der Gesamtdruck D,_, =3ylh*=D,. Vom Unterspiegel abwirts
ist der Einheitsdruck an jeder Stelle y-h, daher der Gesamtdruck D, auf eine
Fliche von der Tiefe z,, vom Unterspiegel gerechnet:

Dl=7lzl-h.
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Der Gesamtdruck auf das Flachenstiick (b -+ 2,) ! ist daher durch D, 4+ D, gegeben;
diese Linie beriihrt die zuerst erhaltene Parabel im Punkte z =k, denn es ist

D) _ gy 9D
<‘Zé_ z:h—ylh_ dzl.

Soll daher die Schleuse-in gleichbelastete n Felder geteilt werden, so teile man den
an der Sohle erhaltenen Gesamtdruck D, in n gleiche Teile (in Abb. 22 sind 6 Teile
angenommen) und lote die Teilungspunkte an die Drucklinie hinauf; die Hohen-
unterschiede zwischen den Schnittpunkten 1, 2, ... geben die gesuchten Teil-
flichen, in deren Druckmittelpunkten M, , M,, ... die Spannriegel einzusetzen sind.
‘Fiir die Felder die zur Génze unter dem Unterrpiegel liegen, fillt der Druck-
mittelpunkt nach Beispiel 11 in den Mittelpunkt.

Beispiel 14. Staumauer. Diein Beispiel 9 fiir den Druckmittelpunkt eines
Rechteckes angegebene Konstruktion kommt bei der Ermittlung der duleren Krifte
oder der Belastungen auf eine Staumauer zur Anwendung, die eine Vorarbeit fiir
die Ermittlung der Abmessungen der Staumauer ist. Wenn die Staumauer auf der
Wasserseite schwach gekriimmt ist (Abb. 23), so kann die ganze benetzte Fliche
in schmale rechteckige Streifen zerlegt und der Wasserdruck auf jeden Streifen so
bestimmt werden, wie es in Beispiel 9 gezeigt wurde. Die Bestimmung der einzelnen
Druckmittelpunkte M,, M,, usw. erfolgt am einfachsten durch Ausfiihrung der
dort angegebenen Konstruktion an den Projektionen der einzelnen Streifen auf
eine lotrechte Ebene. Zu den Wasserdriicken D,, D,, usw. auf die einzelnen
Streifen treten sodann die Eigengewichte @,, G,, G, ... der entsprechenden
Mauerkérper. Man erhdlt G,+ D, = K,, K, +G,=R,, R,+D,=K,, usw., in
der aus dem Kraftplan (Abb. 22b) ersichtlichen Weise. Der aus K, R,, K,, R;.



22 Statik der Fliissigkeiten.

usw. bestehende Streckenzug gibt die Wirkungslinien der vorher genannten Teil-
summen @, + D, K, + G, usw. an und kann auch als Seileck fiir den Punkt 0
als Pol erhalten werden (Mittelkraftlinie).

Wegen der Durchlissigkeit des Erdbodens werden an der wagrechten Sohle
der Mauer lotrecht nach oben gerichtete ,Auftriebskrafte“ auftreten, die fiir
die Bausicherheit der Mauer von wesentlicher Bedeutung sind. Ihre Verteilung
lings der Mauersohle wird meist geradlinig, die Form der ,Belastungsfliche
fiir den Auftrieb“ also trapezférmig angenommen, und zwar von einem Werte
p=yH an der inneren, bis etwa zum Werte !/, H an der duBleren Kante der
Sohle. Die Form dieser Belastungsfliche und insbesondere der Wert des Druckes
an der duBeren Sohlenkante hdngt in erster Linie von der geologischen Be-
schaffenheit des Baugrundes ab.

Beispiel 15. Kreis vom Halbmesser r und der Tiefe z, des Mittel-
punktes unter dem Spiegel; der Druckmittelpunkt M liegt in der lotrechten
Symmetralen, und da k2 = r%/4, so folgt

n=Yo+ kYo =yo+7 4y, . . . . . .. . (32)

Beispiel 16. Dreieck. a)Der
Druckmittelpunkt M eines beliebig
in der Fliissigkeit liegenden Drei-
ecks ABC (Abb. 24) ergibt sich
am einfachsten durch Verwertung
der folgenden Bemerkung: Setzt
man drei Punkte von der ,Masse“
F|3 in die Mitten der 3 Dreieck-
seiten, so haben diese 3 Punkte
nicht nur den gleichen Schwer-
punkt S wie das gegebene Dreieck,
sondern sie ergeben auch in bezug
auf jede Achse der Ebene das
gleiche (geometrische) Tragheits-
moment und in bezug auf jedes
Paar von rechtwinkeligen Achsen

Abb. 24. das gleiche (geometrische) Devia-
tionsmoment wie das gegebene

Dreieck.
Sind daher Ay, h,, b, die Tiefen der Seitenmitten unter dem Spiegel, so ist

2 = (hy + hg + hg)[3;
wenn ferner 1,, l,, I, die Abstinde der Seitenmitten von der Lotrechten durch S

sind, so koénnen auf Grund der obigen Bemertl:ung und der Gln. (29) die fol-
genden Gleichungen fiir die Koordinaten &, { von M

B y:) A, unmittelbar angeschrieben werden:
/ — h1l1+h2l2+h3l3 — h12+h22+h32 33
.= hy+hy+hy ¢= hy+hy+hy | 33)

Die zeicherische Ermittlung von & und ¢ kann
auch nach den aus der Lehre von den Trigheits-
momenten bekannten Methoden erfolgen.

b) Wenn das gegebene Dreieck wie in Abb. 25
eine wagrechte, im Spiegel liegende Grundlinie, und
eine lotrechte Seite hat, so kann der Druckmittel-

Abb. 25. punkt M auch direkt angegeben werden. Die Schwer-

linie nach der Mitte der Grundlinie 4B liefert offenbar

einen geometrischen Ort fiir diesen und die Verbindungslinie AN, wobei der

Punkt N durch BN =2h/3 bestimmt ist, einen zweiten, wie sich durch Zer-

legung des Dreiecks in lotrechte Teilflichen ergibt. Der Schnitt dieser beiden
Linien ist der gesuchte Druckmittelpunkt des Dreiecks, M.
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c) Diese Betrachtung ermoglicht auch die direkte Auffindung des Druck-
mittelpunktes fiir die in Abb. 26 gegebene Lage des Dreiecks. Der Druck-
mittelpunkt des Rechtecks ABCD ist M,, der des oberen Dreiecks ABC, M,,
wird, wie eben erkldrt, gefunden. Fiir den Druckmittelpunkt des unteren Drei-
ecks ABC ist die Verbindungslinie von B mit der Mitte der Gegenseite ein
geometrischer Ort, der durch die Linie M, M, im
gesuchten Druckmittelpunkte M geschnitten wird.

Wenn es sich darum handelt, den Druck
auf ebene Flichen von verwickelterer Form zu
bestimmen, so werden diese Flachen in solche
Teilflichen (schmale Rechtecke, Dreiecke usw.)
zerlegt, deren Teildriicke nach GroSe und Lage
leicht bestimmbar sind; die Zusammensetzung
dieser Teildriicke nach den aus der Statik be-
kannten Methoden liefert den Gesamtdruck auf
die gegebene Fliche der GroBe und Lage nach.

10. Gekriimmte Wiinde. In dhnlicher
Weise wie bei ebenen Fliachen wird unter Abb. 26.
dem , Flissigkeitsdruck auf ein gekriimmtes
Flachenstiick“ die Summe der Teildriicke auf deren einzelne Flichen-
elemente verstanden. Diese Summe fiihrt bei ebenen Flichen auf
eine Einzelkraft, bei gekriimmten jedoch im allgemeinen auf eine
Dyname, die als Druckdyname bezeichnet wird; man erkennt
dies schon durch Betrachtung der Driicke auf zwei unsymmetrische,
ebene und zueinander irgendwie geneigte Flichenstiicke. Diese Dy-
name kann nach den Methoden der Statik (s. Techn. Mechanik,
Erster Teil, IV) allgemein durch ,Reduktion“ der Teildriicke auf die
einzélnen Flichenelemente nach irgendeinem Punkt O des Raumes
erhalten werden. In besonderen Fillen reduziert sich diese Dyname
auf eine Einzelkraft; z B. dann, wenn das Flichenstiick ein Zylinder
mit wagrechter Achse ist, wenn es sich also um ein ebenes Problem
handelt (s. Beispiel 17), oder auch fiir ein beliebiges Stiick einer
Kugelflsche.

Fir die Bestimmung des Druckes macht es grundsétzlich keinen
Unterschied, ob das Flichenstiick offen, also mit einem Rand be-
haftet und als Stiick einer Wand anzusehen oder geschlossen ist,
und dann die Begrenzung eines in die Fliissigkeit eingetauchten
Korpers bildet. Im ersteren Falle kann auch eine in der Spiegelfisiche
liegende, geschlossene Kurve den Rand des Fliachenstiickes bilden.

Die Festlegung dieser Druckdyname geschieht am einfachsten
durch Angabe von Griofle und Lage der Teildriicke nach den drei
Achsen eines Cartesischen Koordinatensystems, dessen z-Achse lotrecht
gerichtet ist, und der Momente um diese Achsen. Die Summe der Teil-
driicke nach der - und y-Richtung bezeichnet man als Horizontal-
driicke nach diesen Richtungen, die nach der z-Richtung als Vertikal-
druck. Fiir den Sonderfall des ebenen Problems ist naturgemil die
Angabe eines Horizontaldruckes und des Vertikaldruckes ausreichend.

a) Fiir den Horizontaldruck in der z-Richtung auf ein Flichen-
element dF ergibt sich nach den Bezeichnungen der Abb. 27 und mit
dF cosep = dF":

dH=dD-cosp = yzedF -cos o = yz-dF”",
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wenn mit d F” die Projektion des Fliichenelementes auf eine lotrechte
Ebene senkrecht zu O x bezeichnet wird; somit ist:

H=yz,F") . . . . . . . . . (34)

Die Tiefenlage von H unter dem Spiegel ergibt sich durch Beniitzung
des Momentensatzes fiir irgendeinen im Splegel gelegenen Punkt O
als Pol in der Form:

2 0

! C=2,+—|. . (35)

wobei k, den Trigheitshalbmesser

von F” in Bezug auf die Schnitt-
linie mit dem Spiegel . bedeutet.

Der Horizontaldruck H in

der z-Richtung auf das gege-

bene krumme Flachenstiick F

stimmt daher iberein mit dem

Seitendruck auf die Projek-

tion F” von F auf eine zu z

senkrechte Ebene.

Abb. 27. Fiir geschlossene Flichen und

fur solche, die durch eine im Spiegel

liegende geschlossene Randlinie begrenzt sind, ist daher stets H = O.

b) Der Vertikaldruck auf das Flichenelement dF ist gegeben
durch

dV=dD .sina=ypz-dF.-sine=yz-dF = y-d%,

wenn mit dF’ = dF.sin« die wagrechte Projektion von dF und
mit d B = z-dF’ der lotrecht iiber dF bis zum Spiegel reichende
Raum bezeichnet wird, der (bis auf unendlich kleine Groflen zweiter
Ordnung) durch den Zylinderinhalt z-d F’ bestimmt ist. Der Vertikal-
druck V auf F hat daher die GroBe :

V=y%|, .....'....(36)

wenn mit 8 der ganze iiber F bis zum Spiegel reichende Rauminhalt
bezeichnet wird. Der Angriffspunkt 2 von V ergibt sich wieder mit
Hilfe des Momentensatzes fiir den beliebigen Punkt O:

Vete=[a-dV,
oder (da V=yR, dV =y-d Q):
R-&=[z-d8.

Der Vertikaldruck ist daher durch das Gewicht y 8
des iiber Fbis zum Spiegel reichenden Fliissigkeitskorpers 8
und sein Angriffspunkt ist durch den Schwerpunkt 3 von 8
gegeben.
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Dies gilt auch, wenn die Fliche F wie in Abb. 28 die Grenze
eines durch eine Fliissigkeit in einem ,Standrohr belasteten Fliissig-
keitsk6rpers bildet; dann wirkt V nach oben, greift aber auch im
Schwerpunkte 2 des Korpers 8 an, der hier freilich als Fliissigkeits-
korper tatséchlich nicht vorhanden ist. (Der Schnitt von V und H
liegt bei einer gekriimmten Fliche nicht auf dieser.)

Wendet man dieses Ergebnis auf die
Begrenzung eines in eine Fliissigkeit hinein- ;{
ragenden Korpers an, der entweder voll-
stdndig von Flissigkeit umgeben ist, oder
bis zu einer Wand reicht, oder auch iiber
den Spiegel hinausragt, so ergibt sich
unmittelbar, dafl der Vertikaldruck der
Flissigkeit auf einen solchen Korper stets
nach aufwéirts gerichtet und gleich
dem Gewichte einer Flussigkeits-
menge ist, deren Rauminhalt dem
Rauminhalte des eingetauchten Kor- Abb. 28,
pers gleich ist.

Dieses Krgebnis wird als das Archimedische Prinzip be-
zeichnet und kann auch so ausgesprochen werden: jeder in eine
Fliissigkeit eingetauchte Korper erfahrt durch die Fliissig-
keitsdriicke einen (statischen)
sAuftrieb®, der der GroBe und .
Lage nach durch das Gewicht
und durch den Schwerpunkt
der ,verdringten Flissigkeits-

menge“ gegeben ist; B nennt f
man kurz die ,Verdringung® (De-
placement,). R

Uber die Anwendung dieses
Satzes auf schwimmende Korper s. 11.

Beispiel 17. Der wagrechte Halb-
zylinder von der Linge I, der nach
Abb. 29 ein Stiick der Wand bildet, er- P
fahrt durch die Fliissigkeit den Horizon- Abb. 29.
taldruck

(27r)2 _ r-
122, 2T 3
und den Vertikaldruck V' (Auftrieb) durch den Punkt S:

H=y.2rl.z, in der Tiefe (=2,+

rim . 4r
V=y-72 -1, wobei £= Sa

Die Teildriicke auf die einzelnen Flichenelemente laufen alle durch den Mittel-
punkt C' des Basiskreises hindurch, daher ist auch die Summe eine Einzelkraft D

durch C. In der Tat gibt der Momentsatz fiir C identisch:

r? 4r

(e —2)=TV.& . =V. .

H(—2z)=V-E&, oder H Py 14 3.
Beispiel 18 Ein Schwimmer diene zum selbstindigen Offnen oder
SohlieBen einer Klappe oder eines Ventils, sobald der Spiegel iiber eine ge-
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wisse Hohe ansteigt. In Abb. 30 moége G das Gewicht des Schwimmers, ein-
schlieBlich des Stibchens ! und der Bodenklappe sein, F die Basisfliche des
zylindrisch gedachten Schwimmers und f die Fliche der an ihren Réndern
dicht anliegenden Bodenklappe sein. Die Hohe z, bei der das Offnen der
Klappe gerade eintritt, ist durch die Gleichung gegeben:

Gewicht G 4 Bodendruck auf f = Auftrieb,

oder o .
+7v-
Q 2=yF(z—1), und daraus z=-—_">_".
+yfa=yF (1) )
7..’¢.
o Fn
o }r
2
M
Abb. 30
A - e 1 é
Z 4r
B i
~H J Hy
Abb. 31. Abb. 32.

Dabei ist der Auftrieb des Stibchens I als verschwindend klein vernachldssigt
worden. .

Die technisch wichtigste Anwendung solcher Schwimmer findet man bei
den ,Vergasern“ der Benzinmotore; sie besorgen dort (durch Zwischenschaltung

eines Hebels) die SchlieBung eines Ventils nach Erreichung einer bestimmten
Spiegelhdhe.

Beispiel 19. Kugel in einer Bodenéffnung eines GefiBes. Man
ermittle die Kraft, die zum Anheben dieser Kugel vom Eigengewicht @ not-
wendig ist (Abb. 31). ]

Wenn der eingetauchte Korper wie hier nicht vollstindig von Fliissig-
keit umgeben ist, oder am Boden eines Gefies — ohne Zwischenschaltung
einer Fliissigkeitschicht — dicht aufruht, dann ist von dem nach der obigen *
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Regel berechneten Auftrieb der Druck auf die nichtgedriickte Bodenfliche in
Abzug zu bringen.

Damit ist vollkommen gleichwertig, wenn man fiir die in Abb, 31 einge-
tragenen Abmessungen die folgende Summe bildet:
G + Vertikaldr. auf die Halbkugel 4 BC — Vertikaldr. auf die Kugelzone CDE 4

r 2 } { T7r 1lar® 3ria }
- I A Y. R BT P B A Tl A A i
—G—[—y[rn2 gria yrn2+24 ) 4r
L 23} APV
—Gq—y{@—ﬂ r n——G+§ﬂyr .
Zum Anheben der Kugel ist die Anbringung einer Kraft von dieser GréBe,
lotrecht nach oben gerichtet, notwendig.

Beispiel 20. Der Druck auf die Kaimauer nach Abb. 32, die die Ge-
stalt eines Viertelkegelstutzes hat, wird in folgender Weise ermittelt: Die
Horizontaldriicke H, und H, auf die Projektionen der Mantelfliche des Kegel-
stutzes auf die lotrechten Ebenen y0z und 20z sind offenbar einander gleich.
Diese Projektionen sind Trapeze, deren Druckmittelpunkte M durch Zerlegung
in je ein Rechteck und ein Dreieck ermittelt werden; die Druckmittelpunkte 3,
und M, dieser Teilflichen sind nach den friiher (Beispiel 16) gegebenen Ver-
fahren leicht angebbar, die Verbindungslinie von M, und M, ist daher ein geo-
metrischer Ort fir den Druckmittelpunkt M des Trapezes. Ein zweiter geo-
metrischer Ort ist offenbar die Verbindungslinie der Mitten der parallelen Seiten
des Trapezes; ihr Schnitt ist der gesuchte Druckmittelpunkt M.

Der Vertikaldruck V ist durch die GroBe des iiber dem Viertelkegelmantel
bis zum Spiegel reichenden Fliissigkeitskorpers 8 und sein Ort durch den Schwer-
punkt X von B gegeben.

Denkt man sich den Kegelstutz durch Erzeugende durch die Kegelspitze 7'
in lauter schmale Teiltrapeze zerlegt, so liegt der Druckmittelpunkt jedes solchen
Teiltrapezes in derselboen Hohe wie der oben bestimmte Druckmittelpunkt 3,
und der Druck darauf steht auf der betreffenden Teilfliche senkrecht, Die
Driicke auf diese Teilflichen bilden daher einen Orthogonalkegel zu dem urspriing-
lichen, dessen Spitze C sei. Die Vertikaldriicke auf diese Teiltrapeze sind alle
gleich groB und erfiillen gleichférmig einen Viertelzylinder, dessen Grundri ein
Viertelkreis mit dem Halbmesser OF” ist. Der Schwerpunkt dieses Viertelkreises N’
ist der Angriffspunkt der Summe dieser Vertikaldriicke. Der Schnitt N/ der Lot-
rechten durch N’ mit der Wagrechten durch M” gibt einen Punkt des Aufrisses D"
von D, und mit C verbunden die Lage von D" selbst.

III. Schwimmen der Korper.

11, Gleichgewicht schwimmender Korper, Tauchtiefe. Der in
10. gegebene ,Satz vom Auftrieb® zeigt, dafl jeder in eine Fliissigkeit
eingetauchte Korper infolge der auf ihn wirkenden Flissigkeitsdriicke
nscheinbar“ so viel von seinem Gewichte verliert, als das Gewicht der
durch ihn ,verdringten Fliissigkeit ausmacht. Wenn daher G das
Gewicht des Korpers und 8 der von ihm verdringte Rauminhalt ist,
so ist der Auftrieb 4 = y B und das nach Abzug des Auftriebes ver-
bleibende ,scheinbare Gewicht* ist:

C=G—A=G—y8| ...... (37

Beispiel 21. Verfahren zur Bestimmung des Einheitsgewichtes
eines Korpers. Sei y, das Einheitsgewicht eines Korpers, also G=y, 8, so



28 Statik der Fliissigkeiten.

wird das scheinbare Gewicht durch das Eintauchen in eine Fliissigkeit vom Ein-
heitsgewichte y:

—g—yu-6(1-1) n_ G
G=G—-yB G(l v daraus folgt il

Durch unmittelbare Bestimmung von G und G’ mittels einer Wage kann
daher das Einheitsgewicht eines Korpers erhalten werden, vorausgesetzt, daB
y, >y ist. Bei feinen Wagungen mull gem#fB dieser Formel auch der Auftrieb
des Kérpers und der Gewichtstiicke in der Luft in Rechnung gezogen werden.

Wenn der Auftrieb 4=y %8, den der Korper in der Flissigkeit
erfahrt, seinem Gewichte G gerade gleich wird, so verschwindet das
scheinbare Gewicht @' und der Korper schwimmt im Wasser.” Wenn
dabei der Korper keinen weiteren Bedingungen unterworfen ist, so
nennt man das Schwimmen ein freies.

Die Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines schwim-
menden Korpers sind daher: 1. das Eigengewicht G des Kor-
pers mull gleich sein dem Auftrieb der Fliissigkeit:

G=A=y-B ;. . ... ... (38

2. der Schwerpunkt 8 des Koérpers mull in derselben Lot-
rechten liegen wie der Schwerpunkt 3 der Verdridngung,
und zwar liegt in den meisten Fillen S lotrecht iiber 2.

Die Verbindungslinie von S und 2 nennt man eine Schwimm-
achse des Korpers; fiir jeden Korper gibt es im allgemeinen mehrere
solcher Schwimmachsen, deren Aufsuchung die Erfiillung der eben
genannten Bedingungen verlangt. Bei homogenen symmetrischen Kor-
pern ist durch jede Symmetrieachse von vornherein je eine Schwimm-
achse des Korpers gegeben. Die Entfernung des tiefsten Punktes des
Korpers in der Schwimmlage vom Spiegel bezeichnet man als seine
Tauchtiefe 7. Die Ebene, in der der Fliissigkeitsspiegel den Korper
in einer Schwimmlage schneidet, nennt man eine Schwimmebene
des Korpers. Die durch die Form des schwimmenden Korpers iiber
der Schwimmebene noch mégliche Vermehrung der Verdringung nennt
man die Reserveschwimmkraft in der betreffenden Schwimmlage.

Beispiel 22. Jeder Schwimmlage eines homogenen Kérpers vom Einheits-
gewicht y, entspricht einer Schwimmlage desselben Korpers in umgekehrter Stellung
mit derselben Schwimmachse und Schwimmebene, aber dem Einheitsgewichte y —y, .

Sei nach Abb. 33 S der Schwerpunkt des Koérpers,  und 3’ die Mittel-
punkte der verdringten Fliissigkeit und des Restkorpers, 8 und B’ die Raum-
inhalte, dann ist fiir Gleichgewicht (G = A)

(58-{-%’) V1= 58'77
daraus folgt unmittelbar By, =B(y—17,)
und weiter By =(B+B)(y—7.).

Es kommt also auf dasselbe hinaus, ob man das Schwimmen eines Korpers
vom Rauminhalte 8 -+ %’ mit der Verdringung 8 und dem Einheitsgewichte y,
oder das Schwimmen des umgekehrten Korpers mit der Verdringung %’ und
dem Einheitsgewicht y —y, betrachtet.
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Beispiel 23. Homogene zylindrische Walze vom Halbmesser r und
der Linge I. Die Bedingung G = A4 gibt, wenn y, das Einheitsgewicht der Walze
ist (Abb. 34):

: Paly,=1r*(Qep—sin2¢)ly.
Die Lage der Schwimmebene ist daher durch ¢ und dieses durch die Gleichung

bestimmt:
2 —sin2¢=2myjy,

Abb. 33.

und die Tauchtiefe 7' ist sodann
T=r(l-cosg).

Beispiel 24. Fiir ein homogenes rechtwinkeliges Vierflach von
quadratischer Grundfliche mit der Seite ¢ und der Kantenlinge 7 sind bei wag-
rechter Lage von ! zwei symmetrische Schwimmlagen sofort angebbar. Fiir die
erste, Abb. 35a, ist die Tauchtiefe gegeben durch @G=24):

atly,=aTly, T=anply, (fir y, <y ist T<a).

Abb. 35.

Fiir die zweite (Abb. 35b) ist:
ally,=T1y, T=a}nly;

1 —
und zwar ist im zweiten Falle fiir };—f<é, T <g\/ 2, d. h. der Spiegel liegt
unter S und fiir %<%<2 ist g‘/§<T<a\/§, d. h. der Spiegel Liegt iiber S.

Fiir welche Werte des Einheitsgewichtes y, gibt es auBler diesen symme-
trischen, die unmittelbar angebbar sind, noch unsymmetrische Schwimmlagen?
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Beispiel 25. Schwimmen mit Nebenbedingungen. Wenn der in
Wasser schwimmende Korper teilweise unterstiitzt ist, so sind (nach dem aus
der Statik bekannten Vorgange) zu Eigengewicht und Auftrieb noch die Auf-
lagerdriicke hinzuzunehmen; die Gleichgewichtsbedingungen fiir die so ergianzte
Kraftgruppe dienen sodann zur Be-
stimmung der Schwimmlagen und der
Auflagerdriicke.

Die Gleichgewichtslage eines: an
einem Ende A gelenkig gelagerten
diinnen Stabes 4B =21 vom Quer-
schnitt f und dem Einheitsgewicht y,
ergibt sich durch Bildung der Mo-
mente um den Drehpunkt 4 (da
= AC=2A42=h/cosp) nach Abb. 36:

ylf-lélsinq)zyf sing.

cos @ 2 cos (p.
Daraus folgt zundchst die Lésung
sin ¢ =0, also ¢ =0 oder ¢ =5: und
auBerdem ergibt sich die Losung
Abb. 36. —

hy/ v
cosp=31 *-,
o ¢ l 71
vorausgesetzt, daB lél/yl < 1. Die Projektionsgleichung nach der Lotrechten
1

gibt den bei A auftretenden Gelenkdruck D.

12, Statische Stabilitit freischwimmender Korper. Soll die
Schwimmlage eines in Wasser freischwimmenden Korpers, also etwa
eines Schiffes, praktisch brauchbar sein, so muf sie eine Lage
sicheren oder stabilen Gleichgewichtes sein. Man versteht darunter
folgendes: Fiir Storungen irgendwelcher Art, die den Korper aus
dieser Lage herausfithren, miissen — ohne besondere Vorkehrungen,
vielmehr durch die Beschaffenheit des Gleichgewichtszustandes selbst —
die in dieser ,gestorten Lage“ auftretenden Krifte das Bestreben
zeigen, den urspriinglichen Gleichgewichtszustand wiederherzustellen,
Eine solche ,Storung® darf also nicht einen volligen , Umsturz“ des
Korpers zur Folge haben, der, wenn er eintrite, zur Einriickung in
eine andere (und zwar stabile) Gleichgewichtslage fiihren wiirde.
Wenn auf die bei der eintretenden Bewegung entstehenden Trigheits-
kriafte (Massenkrifte) keine Riicksicht genommen, sondern nur auf
die -Grofen und die Tendenz der auftretenden Krifte geachtet
wird, so spricht man von statischer Stabilitdt. Bei schwimmen-
den Korpern ist fiir das Vorhandensein einer Stabilitit dieser Art
die Erfiillung einer bestimmten Bedingung erforderlich, zu deren
Herleitung wir uns nun wenden. Dabei wird angenommen, dall die
Korperform in der Umgebung der Schwimmebene keine scharfen
Absitze oder Unstetigkeiten des Querschnitts aufweisen moge (es
sollen also plétzliche Querschnittsiibergénge von der Art ausgeschlossen
werden, wie sie z. B. bei den Schwimmkdrpern der Wasserflugzeuge
aus bestimmten, mit den Bedingungen des Abflugs und der Landung
in Zusammenhang stehenden Griinden verwendet werden).
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Wenn eben von ,Stérungen irgendwelcher Art“ gesprochen
wurde, so moge diese stark unbestimmte Ausdrucksweise nunmehr
dadurch zu einer bestimmteren gestaltet werden, daf fernerhin nur
Stellungen des Korpers in naher Umgebung der Schwimmlage in
Betracht gezogen werden, bei denen mithin die Krifte und Angriffs-
punkte nur kleine (in der Sprache der Annidherungsmathematik:
unendlich kleine) Verschiebungen gegen die Gleichgewichtslage er-
fahren haben. :

Fiir die Beurteilung der Beschaffenheit des Gleichgewichts-
zustandes wird sonach das Verhalten der an dem Korper angreifen-
den Kriifte bei einer beliebigen kleinen Verschiebung aus der Gleich-
gewichtslage heraus gepriift. In der Bewegungslehre wird gezeigt,
daf} irgendeine unendlich kleine (infinitesimale) Bewegung eines starren
Korpers durch Zusammensetzung von 3 Verschiebungen nach und
3 Drehungen um drei beliebige
zueinander senkrechte Achsen des
Raumes erhalten werden kann.
Der freischwimmende Korper ist
nun bei einer Verschiebung in der
Richtung der Lotrechten zum
Spiegel jedenfalls stabil, da bei
einem weiteren Eintauchen wegen
der zunehmenden Verdriangung der
Auftrieb gréBer wird, das Gewicht
aber gleich bleibt; bei der Ver-
schiebung nach der Ldngs- und
Querrichtung in der Schwimm-
ebene und bei der Drehung um
die lotrechte Schwimmachse zeigt
der schwimmende Korper die Merkmale indifferenten Gleich-
gewichts.

Die Stabilitdtsbetrachtung hat sich daher auf die Ermittlung
der Krifte zu beschrinken, die bei den Drehungen des Korpers
um zwei in der Schwimmebene liegende Achsen auftreten.
Wenn bei der Drehung um eine in Abb. 37 lotrecht zur Zeichen-
ebene laufende Achse keine Einzelkraft nach irgendeiner Richtung
auftreten soll (welche jedenfalls eine Verschiebung des Korpers
bedingen wiirde), so mufl der Auftrieb in der gedrehten Lage ebenso
grof} sein wie in der urspriinglichen. Es muBl also etwa bei einer
Drehung um den Winkel d¢ nach rechts der auf der rechten Seite (r)
neu hinzutretende gleich dem auf der linken (I) in Wegfall kommen-
den Auftrieb sein; da der durch Eintauchen des Stiickchens zdF.6 ¢
entstehende Auftrieb die GroBle da =yxdF-6¢ hat, so muBl daher
die Gleichung bestehen:

[da=yb¢.[2dF —y6¢-[2dF=0, d.h [2dF=0,
(r) @) (F)

d. h. die Drehachse muB durch den Schwerpunkt O der
Schwimmebene hindurchgehen, oder die Schnittlinie der alten
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mit der neuen Schwimmachse ist unter der angegebenen Bedingung
stets eine Schwerlinie. Die GroBe des Auftriebes A erleidet.also bei
dieser Drehung keine Anderung, wie steht es aber mit seiner Wirkungs-
linie?

In der gedrehten Lage bleibt § Angriffspunkt des Gewichtes;
zu dem urspriinglichen Auftrieb 4 in 3 sind aber in der gedrehten
Lage die Anteile hinzugetreten, die durch Eintauchen des keil-
formigen Stiickes O B C und Austauchen von O E F erwachsen; diese
Anteile geben ersichtlich um jede Achse des Raumes, also auch um
die Achse O ein Drehmoment I, das dem Momente (G, 4) stets
entgegen wirkt. Die betrachtete Schwimmlage ist nun (im
statischen Sinne) stabil, wenn dieses in der gedrehten Lage
auftretende zusitzliche Moment ¢ das Drehmoment (GT, Z)
iiberwiegt und den Korper in seine urspriingliche Schwimm-
lage zuriickzufiihren strebt, und als labil, wenn dies nicht
der Fall ist.

Das rechts eintauchende Stiick O B C gibt mithin um O ein
im positiven Sinne (links herum) drehendes Moment von der GroSe

M, =) eda=y-8¢p-[s2dF
) r)

und das links austauchende Stiick gibt ein Moment von der GréBe

My, = [ zda = yedps[ a2 dF
0] @

im gleichen Sinne; ihre Summe gibt das ,Riickfiibrungsmoment*:
M= M, + My, = 7590;1_!;562 dF =y-0¢-J),

wenn [2® d F = J/, dem (geometrischen) Trigheitsmoment der Schwimm-
fliche in bezug auf die Achse O gesetzt wird.

Sei ferner § 3=k, ¢, = hsin (dp) ~h-6¢p, und 4 = y B, wenn B
die Verdréngung bedeutet, so liefert die oben ausgedriickte Bedingung
fiir die Stabilitit beziiglich der Drehung um die Achse O die
Gleichung: ‘

M > Adee,, also y-dp-J)>yB-h-d¢
oder

h<JdfI®l . .. ... ... (389

Die GroBen h, J,, 8 sind durch die GréBe und Form des ein-
getauchten Korpers allein bestimmt, Wenn an Stelle des Zeichens <
das Zeichen > bestiinde, so wire die Gleichgewichtslage instabil
oder labil, bei Bestehen des Gleichheitszeichens indifferent.

Das Hinzutreten von 9t zu 4 bedeutet eine Parallelverschiebung
von 4 nach 4" um ein Stiick e, das nach den Regeln der Statik
gogeben ist durch

m . J) -
e=g=""% C e e (40)
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Den Schnittpunkt M von 4’ mit der Schwimmachse nennt man
das Metazentrum des Korpers fiir die betreffende Drehung, und
S M= H die metazentrische Hohe. Da mit Beniitzung der Gl. (40)

LI/

sin (d ) B
ist, so kann die Stabilititsbedingung (39) auch durch die folgende,
mit ihr vollig gleichwertige. aber etwas anschaulichere ersetzt werden:

h

’

H=§M=%~w>0 (41)

-

d. h. fiir die Stabilitdt einer bestimmten Schwimmlage be-
ziiglich der Drehung um die Achse O ist notwendig und
hinreichend, daB das Metazentrum beziiglich dieser Dre-
hung oberhalb des Schwerpunktes liegt.

Fir die Stabilitit ist sonach das Trédgheitsmoment J,' der
Schwimmfliche in bezug auf sdmtliche Drehachsen durch O von
Wesenheit. Stabilitit ist daher fiir die Drehungen um alle durch O
gehenden Achsen sicher vorhanden, wenn die Bedingung (41) fiir das
kleinste mogliche J,' erfiillt ist. Aus der Lehre von den Tragheits-
momenten ist bekannt, dall es immer ein solches kleinstes J gibt.
Wir erhalten damit den Satz:

Fir die (statische) Stabilitdét der Schwimmlage eines
Korpers ist die Erfiillung der Bedingung (41) fiir die Achse
des kleinsten Trigheitsmomentes der Schwimmfliche durch
O notwendig.

Das den Korper in seine urspriingliche Schwimmlage zuriick-

_ fithrende Drehmoment (4, ¢) von der GrdBe

N=7y-B-Hsindp=1y {J)—hB}-dp, . . . . (42)
fiir das kleinste mogliche J,’ berechnet, —
bezeichnet man auch als Stand- /A
sicherheitsmoment. Fiir eine stabile ! . .
Schwimmlage ist nach GL (41) : !

N>0 . . . . (43) Z &s :
[Fiir transatlantische Dampfer ist etwa : o2 T
H= 0,3 m, fiir Kriegschiffe H=1m :
und dariiber.] H : H
Beispiel 26. Rechtwinkliges Vier- R P ~

flach von quadratischer Grundfliche ¢* und Abb. 38

der Seitenlinge 7.
a) In aufrechter Lage nach Abb. 38 ergibt sich die Tauchtiefe T durch
die Gleichung (4= @):
y,a@?l=ya®T, woraus T=1Iy]/y.
Die in Gl (39) auftretenden GroBen sind nun
h:é_gzéﬁ_%y B=atT=aln)y;
Péschl, Hydraulik, 3
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die Triigheitsmomente der quadratischen Schwimmfliche durch O sind alle gleich
groB und zwar ist
Jy =at/12.

Die Stabilititsbedingung (39) Liefert daher:

! ( 71) at
e\ %) <Teny
und daraus folgt:

2 \/67—1 (1 _&> .
l y 7
b) In der Lage nach Abb. 35a) ist (wenn @ <) zu setzen (s. Beispiel 24):
—aht _1_1‘_1( _7_1> - e g
T—ay, h_2 53=73 ,) BL=aTb, J' =a%l12.
Die Gl. (39) ergibt jetzt:
&<1—ﬁ> l, oder <7_1>2_&+l>0
4 v/ "6 v/ oy 6
und daraus, da fiir T'<<a: y,jy <<1 sein muB:

T Ll SO
y 2

wobei zu bemerken ist, daB unter diesen Bedingungen fiir alle Abmessungen
des Vierflachs Stabilitit besteht, sobald nur @ < [ ist.

c) In der Lage nach Abb. 35b) ist, da 5 vom Fliissigkeitspiegel den Ab-
stand 73 hat:

T—gy\/]t h=“_V§_EZ=a[_V§_E 7_1}’

v’ 2 3 3 Vy
3
=Tl=a12 =L omp. _2(1“1(\/i
B=rri=attl, gy=perpa= == (VE),

wobei 2T <1 vorausgesetzt wurde. Die GL (39) gibt nun:
: [1/2_5_% ’_;E}<§\/%, und daraus }’?1>3%
Wiirde nun der Spiegel unter S liegen, so wire T < %? , also y—y‘ < %, da aber
die Stabilitdtsbedingung y_;>3_92 gibt, so zeigt dies, daB das Gleichgewicht des
Vierflachs in der Lage Abb. 35b) nur stabil ist, wenn _39_2<y71< % ist.
Wie ist die Gleichgewichtslage in dem Fall beschaffen, wenn der Spiegel

iiber § liegt, und wie bei den etwa vorhandenen unsymmetrischen Schwimm-
lagen ?

Beispiel 27. Fiir die zylindrische Walze nach Abb. 34 erhilt man, wenn
F die Fliche des eintauchenden Kreisabschnittes bezeichnet und wenn reing <I:
he @r sin g)?
S 12F
d. h. h=J,|B,
das Gleichgewicht dieser Walze ist indifferent; dies l&Bt sich ohne Rechnung

voraussagen, da bei irgendeiner Drehung der Walze die Lage der Krifte @, 4)
gegeneinander in keiner Weise verindert wird.

B=F1, J0'=112(2rsin¢)31,
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Beispiel 28. Gasglocke. Die Gl (39) gibt auch die Bedingung fiir die
Sicherheit des Schwimens der Glocke eines sog. Gasometers. Wir nehmen
die Glocke urspriinglich mit Gas vom normalen atmosphérischen Luftdruck bis
zum Rande gefiillt an uud tauchen sie nach Abb. 39 — mit dem offenen Rande
nach unten — in Wasser ein. Der Rauminhalt der Glocke sei vy= R’z H,,
wenn von der flachen Kugeldecke abgesehen wird. Wegen des Eigengewichtes G
der Glocke wird ihr unterer Rand bis zu einer Tiefe T+ f einsinken; dabei
wird das Gas auf den Rauminhalt v, und den Druck p, zusammengedriickt und
das Wasser in der Glocke bis
zur Hohe T steigen; [ ist ein
MaB fiir den Unterschied der
Driicke innen und auBlen. —
Es ist daher

(p—p0) F=@,
_ PP _ G
f y Fy’

wobei F = R2?x den Querschnitt
der Glocke bedeutet. Fiir die
Drucksteigerung von p, auf p,
kann das Boyle-Mariottesche
Gesetz in der Form angesetzt
werden:

DoVo=D0,
und da

vo=F-H, v,=FH-T),
so folgt durch Einsetzen:

b Po % _ Pi—Po g
T—H —L1=H —£0.20_ .H = “H, .
! 'y, F Y21 G4+ Fp, T
Wenn wieder die Decke der Glocke nahezu als eben angenommen wird, so folgt
bei iiberall gleicher Wandstiirke fiir die Hohe des Schwerpunktes der Gloocke
iiber dem unteren Rande
- 2RxH,-H 2+ R*z-H, H (H +R)
e 2RanH, +R%*x - 2H,+R
Als ,Verdringung® % ist hier jener Rauminhalt zu verstehen, der inner-

halb der Glocke zwischen den Fliissigkeitsspiegeln innen und auBlen Legt; der
Schwerpunkt 2 von B ist der Angriffspunkt des Auftriebes. Daraus folgt

. H (H,+R G G
e R b5 paree s
B=Rx-f
und die Bedingung fiir das sichere Schwimmen der Gasglocke lautet nach Gl. (39)
h < JyIB,

wenn J’ = R*x/4 wieder das geometrische Trigheitsmoment der Schwimmfléiche
fiir eine durch O gehende, im Spiegel liegende Achse bedeutet.

3*



Zweiter Teil.
Hydraulik.

Gegenstand der Hydraulik ist die Erforschung der Fliissigkeits-
bewegungen in technischen Anlagen und natiirlichen Gerinnen, insbeson-
dere die Ermittlung der in jedem Sonderfalle auftretenden Geschwindig-
keits- und Druckverteilung, sowie des notwendigen Energieverbrauches.
Unter Einfilhrung der vereinfachenden ,eindimensionalen® Betrach-
tungsweise und der reibungsfreien Fliissigkeit werden folgende Pro-
bleme behandelt: AusfluB aus GefaBen, Druck von Fliissigkeitstrahlen
auf ruhende und bewegte GefiBwinde, Mischung (Stof). Die Ein-
filhrung der Flissigkeitsreibung fithrt auf die Unterschiede zwischen
laminarer und turbulenter Strémung. Das Poiseuillesche Gesetz.
Rohrleitungen, Kanile, Fliisse, Stau. Das Problem des Fliissigkeits-
widerstandes. Allgemeine Stromung der Fliissigkeiten in 2 und 3 Di-
mensionen und Anwendung auf die Theorie der Tragfliigel und Luft-
schrauben.

I. Einfithrung des eindimensionalen Ansatzes.

18. Kennzeichnung der Probleme der Hydraulik. Die Not-
wendigkeit, fir die in der Technik vorkommenden und meist sehr
verwickelten Bewegungserscheinungen der Fliissigkeiten Gesetze zu
erhalten, die einfach und handlich genug sind, um praktische Ver-
wendung zu finden und dabei die beobachtbare Wirklichkeit doch
getreu genug wiedergeben, fithrte zu einer besonderen Auffassung der
hieher gehorigen Probleme. Der niichstliegende Weg, die Fliissigkeit
als eine nach den drei Raumdimensionen stetig ausgebreitete Masse
zu betrachten, von denen jedes Teilchen unter der Einwirkung seiner
Umgebung steht, und deren simtliche Teilchen im Laufe der Be-
wegung gewisse Verschiebungen gegeneinander erleiden, lieferte nur
in ganz vereinzelten Féllen brauchbare Ergebnisse in dem eben ge-
kennzeichneten Sinne. Im allgemeinen erwies er sich, abgesehen von
grundsitzlichen Schwierigkeiten, iiber die noch zu sprechen sein wird,
als viel zu umsténdlich und zeitraubend, als daB er eine Erledigung —
in irgendeiner brauchbaren Art — der in groBer Mannigfaltigkeit
sich darbietenden Probleme hitte liefern konnen. Dieser Umstand
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filhrte sehr bald, nachdem man seit der Mitte des 18. Jahrhunderts
begonnen hatte, die Erscheinungen der uns umgebenden Natur aus
gewissen , Elementargesetzen“ abzuleiten und zu ,erkliren“, zu einer
Entfremdung der solche exakte Gesetze und Ansitze beniitzenden
ytheoretischen Hydrodynamik“ und der technischen ,Hydraulik¥,
die sich mit den Ergebnissen jener Wissenschaft nicht begniigen
konnte, da sie vielfach zu Widerspriichen fiihrte und viele wichtige
Fragen unbeantwortet liel. Erst in neuester Zeit, und zwar vor-
wiegend unter dem Einflusse der Flugtechnik, die heute als eine der
wichtigsten der in dieses Gebiet gehdrigen Problemgruppen anzusehen
ist, scheinen die Bestrebungen, beide Wissenszweige einander zu
nihern und zu einer groflen und einheitlichen wirklichkeitstreuen
Wissenschaft auszubauen, Aussicht auf Erfolg zu gewinnen.

Von der Erreichung dieses Zieles sind wir heute freilich noch weit
entfernt, und augenblicklich befinden wir uns ohne Zweifel in einer
Ubergangszeit in dieser voraussichtlichen Entwicklung, die auch auf
die Darstellungsweise dieses Gegenstandes notwendig von EinfluBl
sein mufl. Eine Anzahl von Problemen der Hydraulik kann schon
heute in einer Weise dargestellt werden, die einen organischen Aufbau
dieser Wissenschaft erkennen lif3t, bei anderen ist man jedoch noch
ganz auf eine ,summarische Auffassung® und auf die Versuchs-
werte angewiesen, die in der vor uns liegenden Zeit des Vorwaltens
der Versuche erhalten worden sind. Das Ziel einer einfithrenden
. Darstellung der Hydraulik nach ihrem heutigen Stande kann nur
sein, ihre Gesetze unter moglichster Verwertung allgemeiner Ansitze
zu entwickeln und diese Ansitze auf Grund besonderer und jedes-
mal genau formulierter Annahmen zu erweitern, um so allméhlich zu
einer befriedigenden und zutreffenden Losung der einschligigen
Probleme zu gelangen.

Diese Annahmen miissen natiirlicherweise im Einklang mit den
Erfahrungstatsachen iiber die Beschaffenheit der Fliissigkeiten und
in Ubereinstimmung mit dem vorliegenden umfangreichen Versuchs-
material getroffen werden, das seinen Wert auch weiterhin behalten
wird. Auf diese Weise wird es verstindlich, daB die technische
Hydraulik in ihrer heutigen Form kein einheitliches und fertiges
Lehrgebédude darstellt, vielmehr in allen ihren Teilen noch die un-
verkennbaren Merkmale und auch die Notwendigkeiten forschreitender
Entwicklung in sich trigt. Es ist unvermeidlich, dafl diese Merk-
male auch einer elementaren und einfithrenden Darstellung wie der
vorliegenden anhaften miissen.

14, Der Begriff des Stromfadens. Fiir die Darstellung der
‘Gesetze, welche die in der Hydraulik betrachteten Fliissigkeitsbewe-
gungen beherrschen, ist die Einfiihrung eines einfachen, die Wirklich-
keit idealisierenden Gebildes erforderlich, das als Objekt fiir die An-
wendungen der Gesetze der Mechanik geeignet ist. Wenn dieses
Gebilde der angegebenen Bedingung geniigen soll, so miissen sich an
ihm naturgemiB die wesentlichen Bestimmungsstiicke wiederfinden,
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die auch fiir das abzubildende Problem selbst kennzeichnend sind.
Diese Bestimmungsstiicke sind teils geometrischer Natur, wie
Lingen, Querschnitte, Hohenunterschiede, teils mechanischer, wie
Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, Driicke, Krifte usw. Es moge
hier beildufig daran erinnert werden, daB jedes Gebilde, das der
,theoretischen® Untersuchung zugrunde gelegt werden kann, natur-
gemifl etwas ganz anderes ist als irgendein ,wirklich“ vorliegender
Gegenstand — so wie z. B. auch der starre Korper in der gewohn-
lichen Mechanik nur als ein Grenzfall der im gewodhnlichen Sinne
festen Korper anzusehen ist, und auch die vollkommen elastischen
Korper der Elastizitdtstheorie nur ein ungefihres, freilich in vieler
Hinsicht zutreffendes und brauchbares Abbild der , wirklichen“ Korper
darstellen.

Das Gebilde, das in der Hydraulik zur Darstellung der einfachsten
Stromungserscheinungen benutzt wird, ist der Stromfaden oder
die Stromrdhre; wenn dabei zum Ausdruck gebracht werden soll,
daB bei der Aufstellung der fiir diesen geltenden Gesetze von allen
Reibungen oder Widerstinden abgesehen werden soll, die , Verluste“
irgendwelcher Art mit sich bringen, so mége dies im folgenden durch
die genauere Bezeichnung: idealer oder reibungsfreier Strom-
faden geschehen. Dieses einfachste Gebilde kann nun, wie wir sehen
werden, durch allmédhliche Erweiterung seiner Eigenschaften auch
zur Darstellung verwickelterer und, mit einer fiir die praktischen
Rechnungen hinreichenden Genauigkeit, auch der ,wirklichen® Stro-
mungserscheinungen dienen, die bei der Bewegung von Flissigkeiten
in Roéhren, Kanilen und Fliissen usw. beobachtet werden.

Die meisten dieser Flissigkeitsbewegungen bieten dem Betrachter
anscheinend ein Bild vollstdndiger Regellosigkeit dar, insofern als
die einzelnen Fliissigkeitsteilchen ohne erkennbare Gesetzmafigkeit
durcheinander laufen und sowohl von Ort zu Ort, wie auch am
gleichen Orte von Zeit zu Zeit verdnderliche Zustinde aufweisen.
Nur bei langsamen Bewegungen zwischen glatten Wianden mit all-
méahlichen Querschnittsiibergingen (insbesondere bei konstanten Quer-
schnitten) und unter zeitlich unverénderlichen Verhiltnissen gelingt
es, geordnete Bewegungen zu erhalten, bei denen sich die einzelnen
Fliissigkeitsteilchen in ausgerichteten, nebeneinander verlaufenden
Bahnen vorwirtsbewegen. Die Bahnkurve eines Fliissigkeitsteilchens,
die unter diesen einfachen Verhdltnissen durch die Tangentenrich-
tungen zugleich auch die Richtungen der Geschwindigkeiten aller
ihrer Punkte angibt, nennt man eine Stromlinie; die Gesamtheit
der Stromlinien durch alle Punkte einer quergestellten kleinen Fliche
nennt man einen Stromfaden oder eine Stromréhre. Gelegentlich
versteht man darunter auch den substantiellen Inhalt der darin be-
wegten, fliissigen Materie.

Es handelt sich nunmehr zunichst darum, die Bewegungs-
gesetze eines solchen Stromfadens darzustellen, von dessen seitlichen
Grenz- oder Mantelflichen wir annehmen wollen, da} sie aus irgend-
welchen festen Korpern bestehen.
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15. DurchfluBgleichung. Von der in der Stromrohre bewegten
Fliissigkeit setzen wir voraus, dal sie deren Querschnitte in allen
Teilen vollstdndig erfiillt, so daB nirgends Hohlriume entstehen (eine
Verdichtung ist wegen der vorausgesetzten Unzusammendriickbarkeit
der vollkommenen Fliissigkeiten ausgeschlossen und kommt nur bei
Gasen in Betracht) Wenn F den Querschnitt der Stromréhre an
irgendeiner Stelle und V die ,mittlere Geschwindigkeit“ der Fliissig-
keit bei der Stromung durch F angibt, so bezeichnet man das Produkt

Q=FV|. . .. ... ... (44

als die DurchfluBmenge oder den Durchflufl in 1 sek; die
vollstindige Raumerfiilllung der stromenden Fliissigkeit wird durch
die Kontinuitdtsbedingung ausgedriickt, die besagt, daBl @ fiir
alle Querschnitte der Stromrdhre den gleichen Wert hat;
wenn also verschiedene Querschnitte und die dazugehérigen mittleren
Geschwindigkeiten durch gleiche Zeiger 0, 1... bezeichnet werden,
so wird die Kontinuitdtsbedingung in der Form ausgedriickt:

Q=FV=FV,=FV,=...=konst.| . . . (45)

Diese Gleichung heiit die DurchfluBgleichung oder Kontinui-
tatsgleichung fir den Stromfaden. — Die Dimension von @ ist
[L3|T], ihre Einheit 1 m?/sek.

16. Die Bewegungsgleichung des idealen Stromfadens. Jedes
Teilchen eines solchen Stromfadens steht einerseits unter dem Ein-
flusse von gewissen eingepréigten Kriften, die raumhaft verteilt
anzunehmen sind und als welche bei den praktischen Anwendungen
nahezu ausschliefilich die Schwere (d. h. das Eigengewicht der Fliissig-
keitsteilchen) in Betracht kommt; andererseits steht jedes Teilchen
unter der Wirkung der umgebenden Teilchen, mit denen es in Be-
rithrung ist, und diese Wirkung gibt sich durch die Fldchendriicke
kund, die lings der Oberfliche des betrachteten Teilchens auf dieses
iibertragen werden.

Fir die Aufstellung der Bewegungsgleichungen dient naturgemi
das d’Alembertsche Prinzip, das, fiir die Bewegungsrichtung des
Teilchens angewendet, einen Ausdruck fiir die Beschleunigung, also
die eigentliche Bewegungsgleichung ergibt, wihrend es fiir die Rich-
tung senkrecht dazu den Fiihrungsdruck liefert, den die Stromrdhre
als Fihrung auf die durchbewegte Fliissigkeit ausiibt. Die Bewegung
dieser Fliissigkeit soll zundchst als stationdr angenommen werden,
d. h. die Geschwindigkeiten sollen nur lings des Strom-
fadens ortlich verdnderlich sein, aber in jedem Punkt von
der Zeit unabhingig sein.

Wir wollen nun annehmen, daBl das Teilchen, dessen Beschleu-
nigung ermittelt werden soll, die ganze Breite der Stromrohre ein-
nimmt, wie dies in Abb. 40 dargestellt ist; seine Linge sei A1, der
Querschnitt an der betrachteten Stelle F, daher seine Masse

AM=oF-A41.
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Bei verinderlichem Querschnitt ist ¥ eine Funktion der Bogenldnge
etwa der mittleren Stromlinie, also F= F(s); ebenso wird der
Druck p als eine Funktion von s allein anzusehen sein und wird in
jedem Querschnitt als konstant angenommen.

Von eingepragten Beschleu-
nigungen ist nach dem oben Ge-
sagten lediglich g vorhanden, und
wenn die positive z-Achse lotrecht
nach aufwérts angenommen wird,
so entfillt in die Bewegungs-
richtung die Teilkraft 4 M-g cos g,
wobei

dz

COSp =— -
Von Oberflichenkriften kommen
die von den Normaldriicken her-

Abb. 40. rithrenden Teile zur Wirkung, und
Zwar:
a) auf die eine Stirnfliche pF in der Bewegungsrichtung des
Teilchens,

dF
b) auf die Mantelfliche pEAl in der Bewegungsrichtung des
Teilchenst),
. . o dp aF
¢) auf die andere Stirnfliche | p 4 E;Al F -+ Ts A41) entgegen
der Bewegungsrichtung des Teilchens.

Da von Reibungskriften abgesehen wird, so kommen in tangen-
tialer Richtung keinerlei Widerstandskréafte ins Spiel. Die Tragheits-
kraft ist 4 M-b, und damit folgt die Bewegungsgleichung

AMb=pF+p- = aF A1 ~( + szll> (F—]——Al) AM. gjz
Fiir stationire Bewegung kann auch die Geschwindigkeit als eine
Funktion des Weges s allein angesehen werden, so dafl

,_dV_dV ds_ AV _ 14V
Tdt T ds dtT ' ds 2 ds

zu setzen ist; nach Einsetzen des Wertes von 4 M, Streichung der
Glieder 2. Ordnung und nach einigen unmittelbar ersichtlichen Kiir-

1) Die auf die Mantelfliche in der Bewegungsrichtung wirkende Kraft ist
nur bei verinderlichem Querschnitt des Stromfadens vorhanden. Die Quer-
schnittszunahme lings der Linge 4! ist %’g 41, und der Druck kann gleich
dem arithmetischen Mittel der auf die beiden Stirnflichen des Teilchens wir-.
kenden Driicke gesetzt werden und ist gleich p zu setzen, wenn in der Kraft-
groBe Glieder 2. Ordnung vernachldssigt werden.
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zungen erhilt man daher aus der vorigen die ,Lagrange-Eulersche
Bewegungsgleichung fiir den idealen Stromfaden“ in der Form

av__ _dv  14dV? 1dp dz
= = as = eds Jas| - - (49

Die Tangentialbeschleunigung des Teilchens ist also gleich
der negativen Anderung des Druckes lings der Bogen-
linge, durch die Dichte p dividiert, vermehrt um die Kom-
ponente der Beschleunigung der Schwere in der Richtung
der Tangente.

17. Die Druckgleichung. Die Bewegungsgleichung in der Form (46)
1aBt sich fir die vollkommene Fliissigkeit (9 = konst.) unmittelbar
integrieren und liefert nach Division durch ¢ (da og =17):

v op Ve p
Sle=-0 1701 s —konst.|, . . . (47
7t TR, (47)

eine Gleichung, die man als Bernoullische Gleichung, als Energie-
gleichung oder kurz als Druckgleichung bezeichnet, und die den
Ausgangspunkt fiir viele Rechnungen in der Hydraulik darstellt. Sie
besagt, daB fiir alle Teilchen eines idealen Stromfadens die
Summe aus der Geschwindigkeitshéhe, der Druckhdhe und
der absoluten Hohe — (von irgendeinem Ausgangshorizont gerech-
net) konstant ist. In der Gl (47) sind diese GroBen fiir die ,Ein-
trittstelle“ mit dem Zeiger O versehen.

Was hier als Druck (p) bezeichnet wird, wird in der Hydraulik
meist statischer Druck genannt, wihrend als hydraulischer
Druck die GréBe p -y 7?/2¢g bezeichnet wird.

Bemerktungen iiber die Messung des Druckes p. Der Druck
in irgendeinem Punkte einer Fliissigkeit wird durch die Hohe der
Fliissigkeitsdule in einem

seitlich angesetzten und ge- —
schlossenen Manometerrohr : ——t——
(Piézometer) gemessen; 224 —
es ist dabei giinstig, eine - -
feine Bohrung zu verwen-
den und die Rédnder gut .
abzurunden (Abb. 41), wo- e, w2

.. lanomefer
bei jeder Grat am Loch- Abb. 41. Abb. 42,

rand und alle Auf- oder

Einbeulungen zu vermei-

den sind. Durch Verwertung desselben Gedankens kann auch der
Druck an irgendeiner Stelle im Innern der Strémung gemessen werden.
Es wird dabei eine diinne — in der Mitte durchlochte Scheibe
(Sersche Scheibe, Abb. 42), an die ein diinnes Rohr angelotet ist,
an die betreffende Stelle gefiihrt, wihrend das angesetzte Rohr wieder
mit einem Manometer verbunden wird. Da durch Schrigstellungen
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der Scheibe leicht Fehler entstehen, ist es giinstiger, statt der Scheibe
einen kleinen Korper in ,,Stromlinienform“, Abb. 43, zu verwenden, der
innen hohl und mit kleinen Offnungen versehen ist und dessen Innen-
raum wieder durch ein Rohr oder einen Schlauch an ein Manometer
angeschlossen wird. Ist das Manometer am zweiten Schenkel offen,
so erhédlt man, wie in der Statik

gezeigt, den , Uberdruck oder , Un- -¥--—----- R LR 1
terdruck“ iiber den atmosphérischen ZL/E
Luftdruck, ist es geschlossen und 7

luftleer gemacht, so ergibt sich der ‘

Zum
Marrometer
]

Abb. 43, - Abb. 44,

absolute Druck, d. h. der Druck iiber den Wert 0 im luftleeren
Raum. —

Mit Hilfe einer solchen Druckanzeige kann die Aussage der Gl. (47)
in die folgende anschauliche Form gebracht werden. Wird an jeder
Stelle eines idealen Stromfadens (Abb. 44) durch ein seitlich ange-

setztes Manometerrohr die ,Druckhdhe“ p/y und dariiber noch die , Ge-
schwindigkeitshdhe“ V?/2 g angesetzt, so gelangt man fiir alle Punkte
des Stromfadens zu derselben wagrechten Ebene, die man als das
ideelle Niveau des Stromfadens bezeichnet. Der Grund dafiir, warum
fir alle Punkte des Stromfadens ein einheitliches Niveau erreicht
wird, liegt in dem Umstande, daB keinerlei Verluste beriicksichtigt
wurden, und daB die 3 Teile; V229, ply, und z als die 3 Bestand-



Einfiihrung des eindimensionalen Ansatzes. 43

teile der Energie der Fliissigkeit anzusehen sind, deren Summe bei
verlustloser Umformung erhalten bleiben muB.

Beispiel 29. Der Wassermesser von Venturi gestattet die Bestimmung
der DurchfluBmenge einer Wasserleitung durch zwei Manometeranzeigen p,, p,
an einer Rohrverengung von F, auf F;, die nach Abb. 45a in das Wasserleitungs-
rohr eingeschaltet wird. Liegen die beiden Stellen 0 und 1 in gleicher Héhe,
- 80 ist 2, =2, und die Druckgleichung gibt unmittelbar:
W=V _pn—m
29 e
Nimmt man hierzu die DurchfluBgleichung
FVo=F T, V1=Vo'Fo/F1f

so folgt durch Einsetzen in die frithere Gleichung

o L1 Po— D
Fz2 V¢ (F—lg—F—Og> =2g.-2—+

Y
und daher ist die DurchfluBmenge
— _ / ?gjpn:_pl) 4
Q=FV,=Yy COFIIE| - (48)

Theoretisch konnte statt der Rohrverengung ebensogut eine Rohr-
erweiterung (Abb. 45b) verwendet werden, in der die Geschwindigkeitsenergie
in Druckenergie ,umgesetzt“ wird, es zeigt sich jedoch, dall wegen der Zihigkeit
der Fliissigkeit diese Umformung nicht in derselben nahezu verlustiosen Weise
moglich ist, wie die Verengung, und dall — wie immer bei derartigen ver-
zogerten Stromungen von Fliissigkeiten an GefiBwinden oder an Winden
eingetauchter Koérper — eine Erscheinung eintritt, die die vollstindige Raum-
erfilllung durch den Fliissigkeitsstrom und damit

die (nahezu) restlose Uberfiihrung von Geschwindig- ]

keits- in Druckenergie verhindert: ndmlich die Ab- = A

16sung der Strémung von der Wand. . 4
Beispiel 80. Die Pitotsche Réhre dient Y%

zur Messung der Geschwindigkeit an irgendeiner

Stelle der Flissigkeit. Sie besteht aus einem vorne -C //
offenen, der Stromung entgegengestellten und diese
moglichst wenig stérenden Rohrchen (Abb. 46), das Abb. 46.

lotrecht nach oben abgebogen ist. In der Rohr-

miindung kommt die Fliissigkeit zur Ruhe, d. h. es entsteht dort ein Druck p,,
der durch die Gleichung gegeben ist:

2
_&+0=&+_§o_,
4 7o sy

wenn p, der Druck und V, die Geschwindigkeit in der ungestérten Fliissig-
keit bedeuten. Infolge des Uberdruckes p, —p, =y V;?/2g, der auch als Stau-
druck bezeichnet wird, wird die Fliissigkeit im lotrechten Schenkel um ein Stiick 2
ansteigen und es ist nach den Regeln der Statik:

=P P , und daher Vo= \,/2 g- &__;' Po_ V2gh| - - (49
Y

Vor die Wurzel wird dann noch ein Berichtigungsfaktor geschrieben, der
durch Versuche (Eichung) bestimmt wird, und der den EinfluB der Zihigkeit
des Wassers und der Stérung durch das Gerdt selbst beriicksichtigen soll.
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Geréite dieser Art werden als Staugerdite bezeichnet; eine Ausfiihrung
hiervon ist in Abb. 47 gegeben; sie ergibt die ,Staudruckhéhe“ V,2/2g un-

mittelbar als Differenz der hydraulischen Druckhéhe p0+V in dem einen

Schenkel und der statischen Druckhéhe pg/y in dem anderenAund auf diese
Weise V,. —

In dieser Form werden die Stau-
gerite auch zur Messung der Geschwindig-
keit von Luftstrémungen verwendet; die
Ablesung der Druckhohen erfolgt dann
meist auf einem Mikromanometer,
einem U-Rohr mit Alkohol als Sperr-
fliissigkeit, das eine feine Teilung besitzt
und an dem die Ablesung durch eine
Lupe geschieht (s. Beisp. 4a).

A Beispiel 31. Saugwirkung der

- Stromfidden. Wenn an irgendeiner
Stelle eines Stromfadens der Druck p

-% = kleiner wird, als der Druck p, der At-
; mosphiére, so herrscht an dieser Stelle ein

. ! Unterdruck, und dieser ist imstande,

Abb. 47. aus einem tiefer liegenden Gefd 3 Fliissig-
keit' anzusaugen; die Tiefe, bis zu
welcher dieses Ansaugen eintreten kann,

ist die dem Druckunterschiede p, — p entsprechende Druckhéhe (p, — p)/y. Selbst-
verstdndlich darf an keiner Stelle einer Strémung der Druck absolut = 0 oder <0
werden, da sonst ein AbreiBen des Stromfadens eintreten wiirde.

Aus der Druckgleichung liest man unmittelbar die Bedingung fiir das Ein-
treten eines Unterdruckes an einer bestimmten Stelle eines idealen Stromfadens
ab. Sei z, die lotrechte Entfernung

P . irgendeines Querschnittes f des Strom-
. l/';} % v 1/ /,é, Vo/zg fadens vom Spiegel, so gilt (Abb. 48)
7
: 2 Pr P p VE py Ve
A LY Bopgl=t0y gy,
:2 *l/, % y 29 y 29 7
gz/zy 2 daraus folgt der Uberdruck im Quer-
; \ ; schnitt f:
A p-p_, V=V
b y AT eg
Pz o Pz
v % welche Gleichung sich mit Beniitzung
_""5 ; der DurchfluBgleichung
. F,Vo=F V,=fV
Abb. 48, S und der Gleichung V?/2g="h auch so

schreiben 1a8t:

PP _ _f“’_V“’(L L)ﬁ _ 2<L__1_)
;AT ey \m ) TR e wp)

Nimmt man nun an, daB der Querschnitt F, an der Eintrittstelle 0 sehr
groB, also 1/F,2 ~ 0 sei, so folgt (angendhert):

_ 2
&—’)ﬂzzl—hf— .......... .. (50)
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Eine solche Gleichung gilt fiir jeden Querschnitt F, des Stromfadens, der klein
gegen F, ist. — Der Uberdruck p, —p, an einer Stelle 2 etwa wird also nega-
tiv, sobald p, < p,, d. h. sobald die Bedingung erfiillt ist:

2o <hf?FE,
d. h. es muB

F, N
7<\/.,z;,.............(51)

das Verhiltnis des betreffenden Querschnittes gegen den AusfluBquerschnitt mul
also kleiner sein als eine gewisse Zahl, die von den Héhen der beiden Quer-
schnitte abhingt.

Die GroBe der dabei auftretenden Unterdruckhéhe ist nach Gl (50)

_ 2
H2=p°_i’2_=hf Zgy e e e e (52)

e F?

d. h. bis zu dieser Tiefe kann das GefiB G gesenkt werden, ohne dafl die Saug-
wirkung des Stromfadens aufhort. — Alle diese Aussagen gelten nur bei Ab-
wesenheit aller Verluste, die jedoch gerade hiebei ziemlich erheblich ausfallen
konnen. .

Eine Anwendung dieser Eigenschaft des Stromfadens, an passend ange-
ordneten Stellen eine Saugwirkung zu erzeugen, wird bei den Saugstrahl-
pumpen praktisch verwertet; bei ihnen wird die Fiihrung des Stromfadens an
solchen Unterdruckstellen (s. u. Abb. 91) gedffnet, durch diese Offnung wird
Wasser oder Luft angesaugt und gemeinsam mit dem ,Betriebswasser” des
Stromfadens fortgeleitet. Die genauere Einsicht in die dabei herrschenden Vor-
ginge verlangt die Beriicksichtigung der auftretenden Verluste (Néheres hieriiber
8. 30).

)Im Wasserbau wird die Saugwirkung bei den Heberiiberfdllen in grofe-
rem Mafstabe verwendet (s. Beispiel 4o0).

Wie schon hervorgehoben, gibt die Druckgleichung die wichtigste
Grundlage fiir die Rechnungen der praktischen Hydraulik ab. Da sie
jedoch an sich die stets vorhandenen Widersténde, insbesondere die von
der Zdhigkeit der Fliissigkeit herrithrenden, nicht beriicksichtigt, muf -
sie durch Einfiihrung besonderer Widerstandsglieder , erweitert“ werden;
man spricht dann von der ,erweiterten Druckgleichung®, die jedoch
keineswegs mehr wie die Gl.(47) ein Integral der Bewegungsgleichung
darstellt, sondern einen summarischen Ansatz, zu dem man in Ermang-
lung genauerer Einsichten gendtigt ist. Uber die Form der auf diese
Weise im einzelnen erhaltenen Ansitze wird spdterhin ausfiibrlich zu
berichten sein.

1. AusfluB von Fliissigkeiten aus GefiBen.

18. Das Toricellische Gesetz. Die Druckgleichung kann vor allem
dazu verwendet werden, die Ausfluigeschwindigkeit einer Fliissig-
keit aus einem Gefile bei festem Oberspiegel, also bei stationdrer
Stromung, zu bestimmen. Wir wollen dabei zundchst die Voraus-
setzung machen, daB der ganze Verlauf der betrachteten Flissigkeits-
stromung anndhernd die Bedingungen des idealen Stromfadens er-
fillt; dies wird der Fall sein, wenn entweder das GefaB selbst eine
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solche Form hat (Abb. 49a), daB das Auftreten einer Stérung tun-
lichst vermieden wird, oder wenn es sich um eine kleine, gut abge-
rundete AusﬂuBotInung an beliebiger Stelle des Gefidfes handelt
(Abb. 49D).

Wenn also die ganze Fliissigkeit als idealer Stromfaden ange-
sehen werden kann, so lautet zunichst die Druckgleichung mit den
in der Abb. 49 eingetragenen Bezeichnungen

a) ’ b)
(Po) (o)

v: e _ V@ p
L4 P_ o Py
29 + ry 29 + Y +
Nimmt man hierzu die Durchflugleichung fV = F,V,, und setzt
f|F, =n (meist viel < 1), also V,=aV,

so ergibt sich

V=V2g[h+(po~p)/7] .. (39

1 —n?

Den im Zahler des Bruches auftretenden Ausdruck % - (p, — p)/y = H
bezeichnet man auch als wirksame Druckhdhe.

In dem besondern Fall, wenn auf den Spiegel des Gefifles und
bei der AusfluBéfinung derselbe Druck herrscht, ist p, = p, und daher:

2gh

Togis = o v v e s - o (39)

wenn iiberdies die AusfluBofinung klein gegen die Spiegelfliche ist,
ist » ~ 0, und es ergibt sich das Toricellische Gesetz:

V=Vegh | .........(55)

wonach die Geschwindigkeit des ausflieBenden Wassers der Fall-
geschwindigkeit - eines Punktes im Schwerefelde durch die Hohe A
gleich ist.
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Manchmal wird die ungleichférmige Verteilung der Geschwindigkeit im
Stromfaden durch Hinzufiigung eines Beiwertes ¢ zum Geschwindigkeitsgliede
in der Druckgleichung beriicksichtigt, so daB diese in der Form angesetzt wird

Ve »p . .
o« —- -4 h =konst.,, wobei «=1,1 bis 1,2,
29 v
doch wird auf diese Korrektur gewdhnlich keine Riicksicht genommen.

19. EinfluB der Zihigkeit. Einschniirung., a) Zihigkeit. Die
tatsiichlich beobachtete Ausflugeschwindigkeit stellt sich nun, auch
wenn die Form des Gefifles dulerlich den Bedingungen des idealen
Stromfadens geniigt, immer kleiner heraus, als der in Gl. (55) ange-
gebene Wert V 2gh. Die Ursache dieses Fehlbetrages liegt in der
Zihigkeit, die sich durch das Auftreten von Reibungswiderstinden
im Innern der Fliissigkeit, insbesondere in der Ndhe der GefiBwinde
kundgibt; es tritt ein Verlust auf, fiir dessen GréBe ein bestimmter
Bruchteil des theoretischen Wertes V 2 gh angesetzt wird; es wird dem-
nach gesetzt:

V=y-Vegh |, (w<1). .. ... .(56)

Und zwar ist nach J. Weisbach:

bei h= 002m:y=0,96

so daBl im Mittel 3 vH. des theoretischen Wertes der Geschwindig-
keit verloren gehen.
Setzt man

V=vyV2gh=V2gh,

so kann dieser Verlust, wie es in der Hydraulik iiblich ist, als
Widerstandshdhe £, eingefithrt werden; es ist

1 1 Ve &
w=h—h1=h1<?-1)=<;§—1)“2—g=51"2*g— .. (57)
1
wenn (, = ?" — 1~ 0,065 als Widerstandsziffer, herriihrend von

der Zahigkeit, eingefithrt wird; die Widerstandshohe h, wird dabei
stets als Teil der dem Ausflull entsprechenden Geschwindigkeitshohe
betrachtet und stellt den Arbeitsverlust fiir 1 kg oder den Leistungs-
verlust fiir 1 kg/sek des durchflieBenden Wassers dar.

b) Einschniirung. Ist die AusfluBffnung nicht gut abgerundet,
sondern scharfkantig in dinner Wand, so tritt eine Erscheinung ein,
die man als Einschniirung (Kontraktion) des ausflieBenden Strahles
bezeichnet und die die ausflieBende Wassermenge noch weiter ver-
mindert. }

Der Bewegungsvorgang, der etwa beim Ausfluf aus einer Boden-
Offnung vorliegt, ist dann in folgender Weise zu beschreiben: Aus
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dem Innern des Gefiafles stromt die Fliissigkeit von allen Seiten gegen
die Offnung hin (Abb. 50). Da die Richtung der Geschwindigkeit in
der Nihe der unteren Begrenzungsebene des Gefies dieser parallel
sein muB, und eine plotzliche Richtungséinderung, ein Knick in den
Stromlinien nicht eintreten kann (da die Geschwindigkeit nicht 0 wird),
so mufB die Richtung der Geschwindigkeit nahe am Rande der AusfluB-
offnung zunéchst noch wagrecht blei-
ben, wodurch die Einschniirung des
AusfluBstrahles zustande kommt: diese
wagrechte Geschwindigkeit nimmt aller-
dings rasch ab, so da die Bahnen
der Teilchen schon in einiger Ent-
fernung von der Offnung als lotrecht
betrachtet werden kénnen. Durch das
Hinzutreten der Fliissigkeit von allen
Seiten wird sonach der Querschnitt
des ausflieBenden Strahls verkleinert,
Abb. 50. sowie beim Gedringe einer Menschen-
menge beim Austritt durch ein Tor
die Anzahl der in jeder Zeiteinheit austretenden Personen ver-
kleinert wird.
Sei f der Querschnitt der AusfluBdffnung und f; der Querschnitt
des austretenden Strahls, so nennt man: '

Strahlquerschnitt
-]% = Wl? = o = Einschniirungszahl |. . (58)

und die AusfluBmenge ist daher

Q=f,-V=ef-yVegh=uf-Veghl|,. . . .(59)
A « B worin
/l’;; """ Y, Y-

u = ¢y = AusfluBzahl |. (60)

H \_. A (H=h—hy) Fiir einen besonderen Fall 148t
TN e sich nun die Einschniirungszahl o

genau ermitteln, ndmlich fiir die
Bordasche Miindung, die gleich-

: zeitig eine untere Grenze fiir &

el liefert; sie besteht aus einem nach

innen eingesetzten zylindrischen
y Stutzen (Abb. 51).

Abb. 51. Das natiirliche Hilfsmittel fiir

Rechnungen dieser Art ist der

Impulssatz, der sich fiir alle Betrachtungen dieser Art in der Hy-

draulik als auBerordentlich verwendbar erweist; er besagt, daBl fiir

irgendeine beliebig abgegrenzte Menge der Fliissigkeit die

Anderung der BewegungsgroBe in der Zeiteinheit gleich ist

Qe

a
—s
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dem zeitlichen Mittelwert der Summe der auf diese Menge
einwirkenden Krafte fiir die Zeiteinheit. Meistens hat man
es in der Hydraulik mit zeitlich konstanten Kraften zu tun.

Betrachten wir die Wassermasse zwischen der freien (seitlich
irgendwie begrenzten) Oberfliche 4B und dem eingeschniirten Quer-
schnitt ab, so wird am Ende der sehr kleinen Zeit At diese selbe
Wassermasse in die benachbarte Lage A'B’a’d gekommen sein.
Wegen der stationdren (permanenten oder ,bestindigen“) Beschaffen-
heit der Stromung ist die BewegungsgroBle der Fliissigkeit zwischen
den Querschnitten 4’ B’ und @, b am Ende von At dieselbe wie am
Anfang, da jedes Teilchen durch ein anderes mit gleicher und gleich-
gerichteter (eschwindigkeit ersetzt wird. Die Anderung der Be-
wegungsgrofle der betrachteten Fliissigkeitsmasse reduziert sich daher
auf den Unterschied zwischen den Bewegungsgrofen der in ABA' B’
und aba’d’ enthaltenen gleichen Fliissigkeitsmassen A M; bezeichnet
man die erste Bewegungsgrofle mit A M-V, die zweite mit 4 M-V,
beide in der Lotrechten (z) genommen, so gilt

4@12%4%13=22,.... ... (61)

wobei 2Z die Summe der in der z-Richtung auf die betrachtete
Fliissigkeitsmasse wirkenden Krifte bedeutet. Fir die Teilchen in
ABA B sind die Geschwindigkeiten sehr klein; wir konnen daher
Vo~ 0 setzen. Da ferner der Rauminhalt des Teilchens

abd b =f-Ads=f,-V-At
ist, so ist dessen Masse

AM=§ﬁVM;

und mit V?=2gH, wobei H = h — h,, gibt die linke Seite der Gl. (61):

AM-V vy s __ 7 —
W;_?flv ﬁgf12gH—2yf;H. ... (62)

In der Richtung der Lotrechten setzen sich die Krifte (2 Z) aus dem
Eigengewichte und den Driicken der Luft auf die Oberfliche zu-
sammen; beide werden durch den Druck des Bodens aufgehoben, bis
auf den Druck auf die AusfluBoffnung f; die GroSe des auf [ lasten-
den Druckes ist nun

2Z=(py+yH)f—p,f=7fH,
somit geht die GI. (61) iliber in

2yfill=ylH,
woraus endlich folgt .

e=f/f=1/2f. . . . .. .. .(63

Bei dieser Ableitung, die ganz ebenso auch fiir Seitentffnungen
auszufiihren ist, ist die Gl. V? = 2 g H beniitzt worden, die offenbar
nur eine Naherung vorstellt, da der Wert von V u. a. auch von der

Poschl, Hydraulik. 4
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Héhe h, des einspringenden Stutzens abhingen wird. Jedenfalls ist
tatsichlich V2 < 2g H zu setzen und daher folgt ¢ > 1/2, was auch
in Wirklichkeit beobachtet wird!).

Die theoretische Bestimmung der genaueren Werte der Ausflul-
zahlen ist eine sehr verwickelte Aufgabe, weshalb man bei ihrer Fest-
legung heute noch vorwiegend auf Versuche angewiesen ist, iiber
deren Ergebnisse im nichsten Abschnitte das wichtigste berichtet wird.

20. AusfluBzahlen fiir Boden- und. Seitenéffnungen. Fiir den
Wert der Ausflulzahl x4 ist nicht nur die Form und die Tiefen-
lage der AusfluB6finung von Bedeutung, sondern auch die Form des
GefiBles selbst in der Nidhe der AusfluBofinung. Es zeigt sich, daB
der EinfluB der GefiBwinde und des Bodens erst verschwindet, wenn
sie um die 2 bis 3fachen Abmessungen der AusfluBofinung von dieser
entfernt sind. Beim Verschwinden des Einflusses der GefdBform
kann sich die Einschniirung des ausflieBenden Strahles unbehindert aus-
bilden, und man spricht dann von vollkommener Einschniirung.
Treten jedoch die Seitenwédnde des GeféiBles ndher an die Ausfluli-
offnung heran, so werden die Bewegungsrichtungen der zur Offnung
hinflieenden Wasserteilchen schon teilweise in die Ausfluffrichtung
fallen und die Einschniirung wird mehr oder weniger aufgehoben —
die Einschniirung wird unvollkommen.

Aus der grofien Zahl der sich hiebei ergebenden Moglichkeiten
sind nur jene experimentell gepriift worden, die technisch von Be-
deutung waren. Sie betreffen insbesondere Boden- und Seitenéffnungen
mit rechteckigen und kreisférmigen Querschnitten und Gefafiformen, die
bei Gerinnen zur Anwendung kommen. Die im folgenden mitgeteilten
Zahlen stellen nur einen kleinen Teil des umfangreichen Versuchs-
materials dar, das auf diesem Gebiete namentlich durch die Arbeiten
von Poncelet, Lesbros und J. Weisbach erhalten worden ist.

: A. Bodendffnungen. Fiir scharfkantige Bodendéfinungen von
beliebiger Form in ebener Wand, also bei vollkommener Ein-
schniirung, ist zu setzen:
«=0,61 bis 0.64 (gewdhnlich 0,64)
und die AusfluBzahl (mit y = 0,97):
u=cay=064.097=062. . . . . . . (64)

Durch Fiihrungswéinde, die im Inneren des GefdBles lings der
Offnungen angebracht werden, wird die Einschniirung behindert, man
spricht dann von teilweiser Einschniirung und erhdlt die hiefiir
geltende Ausflufzahl nach Versuchen von Bidone und Weisbach
in der Form

;L eingefafite Lange )
= ,u<1 T ganzer Offnungsumfang/’
wobei fiir Kreise x — 0,128, fiir kleine Quadrate » = 0,152, fiir
kleine Recktecke x = 0,134, fiir groBere bis 0,157 und fiir x der
bei vollkommener Einschniirung geltende Wert (0,62) zu setzen ist.

(65)

1) Eine genauere Untersuchung zeigt, daf die Voraussetzungen der obigen Be-
trachtungen gerade im Fall des einspringenden Ansatzes ziemlich genau erfiillt sind.
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Auch durch eine der AusfluBofinung vorgelagerte Verengung
des Gefidfles (Abb. 52) wird die Einschniirung unvollkommen, da hier
die Fliissigkeitsteilchen auch an den Wianden schon vor der Ausflu-
offnung teilweise in lotrechte Bahnen gedringt werden. Sei f’ der
Querschnitt des GefiBles vor der Ausfluofinung f und = = f/f’' (< 1),
so ist nach Weisbach fiir die Ausfluzabl &’ in diesem Falle zu setzen
(u=0,62):

1. fiir kreisformige Offnungen: u' = u[1 -+ 0,0456 (14,82" — 1)]
2. fiir rechteckige Offnungen: u’ = u[1 + 0,076 (9" — 1)] (66)

Abb. 52. Abb. 53.

Durch kegelféormige Ansatzrohren, die nach auBen ragen,
(Abb. 53a, 0 < 0 < /2, cosd > 0) wird die Einschniirung ebenfalls
teilweise behindert, dagegen verschdrft, wenn das Ansatzrohr nach
innen angesetzt ist (Abb. 53b, #/2 < 8 < =, cosd < 0); fiir beide
Fille 1aft sich nach Weisbach die AusfluBzahl 4’ in der Form dar-
stellen:

W =ul1+40332co8®3 + 0,1684 cos*d]. . . . (67)

Beispiel 32. Ein Behilter in Form eines Prismas sei bis zu einer Héhe
von h =3 m mit Fliissigkeit gefiillt. Wieviel Wasser flieBt innerhalb einer Stunde
durch eine Bodendffnung von f=10 cm® aus, wenn der Spiegel durch einen
ZufluB auf pleicher Hohe erhalten wird und die AusfluBzahl p = 0,62 betriigt?

Nach Gl (59) ist die AusfluBmenge in 1 Sekunde:

Q=pfy2gh=0,62.0,001-y/2-9,81-3 = 0,00478 m?/sek,
daher in 1 Stunde (da 60-60 = 3600):
Q, = 3600-0,00478 = 17,2 m?/Stde.,

B. Seitendffnungen. Die Gl (59) fiir die AusfluBmenge aus
einer Offnung f wird auch verwendet, wenn die Offnung in einer
lotrechten oder geneigten Seitenwand des GefaBes liegt; in
diesem Falle wird Gl (59) nur fiir einen schmalen wagrechten Streifen
von der Grofe df = x-dz der AusfluBéffnung als giiltig angesehen

(Abb. 54) und die durch diese Offnung ausflieBende Menge in der
Form angesetzt:

dQ=udf-V2gz=uV2g.-2Vz-dz,
4*
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wobei z die Entfernung des Flichenteilchens vom Spiegel ist. Die
gesamte AusfluBmenge ergibt sich sodann als die Summe aller d@Q,
wofiir (unter Benutzung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung)
gesetzt wird:

(68)

H
Q=MV2—9hfo5dz

Da durch die Form der AusfluBofinung z = z(2) gegeben ist,
kann das Integral ohne weiteres, wenn nicht rechnmerisch, so doch
sicher numerisch oder zeichnerisch ausgewertet werden.

W\
—

4

D)

Abb. 54. Abb. 55.

Die ganze Schwierigkeit liegt wieder in der Wahl der AusfluB3-
zahl u, die, wie gesagt, theoretisch schwierig zu ermitteln ist; man
hat sich auch hier wieder durch Versuche geholfen und ist in allen
Fillen, wo Versuche nicht vorliegen, zu Schitzungen gezwungen.

Beispiel 33. Rechteckige und kreisférmige Seitendffnung.

a) Fiir das Rechteck nach Abb. 55 ist == b=konst., und daher gibt
die Gl. (68):

Q=yb\/ﬁhf‘/’zdz, dh|Q=zuby2g[H—rl]|.. . . (69)

Fiir kleine und tiefliegende AusfluB6finungen kann man diesem Ausdruck
noch eine etwas andere Form geben, die fiir praktische Rechnungen bequemer
ist. Man fiihrt die Tiefe z, des Schwerpunktes unter dem Spiegel ein und setzt:

H=2z+4+al2,
h=z,—al2.
Wenn man dann aus dem Klammerausdruck in Gl (69) z,/* heraushebt und die

Binome H'®=2,"/2.(1 +a/22,)"/* und A"z =2,.*/* (1 —a22,)"* nach dem bino-
mischen Lehrsatz nach Potenzen von a2z, entwickelt, so folgt

Q=uaby2gz |, . . . .. ... ... (70)

efm (2]
=Hrt7g\g/ Tl

worin
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b) Fiir den Kreis nach Abb. 56 ist —_ i —t
22|44 (zp—2)2 =12, also 2=2)r—(z,—2)%; i |
die AusfluBmenge in 1 sek kann wieder nach Gl. (68) i
berechnet und die auftretende Quadratwurzel nach zo l z

Potenzen von r/z, entwickelt werden. Man erhilt

Q== )2gz, |, - ... (D)

worin

—uf1 ,!,(L)g_ |
e=pl=go ) =) Abb. 56.

In der folgenden Zahlentafel sind die AusfluBzahlen nach
Messungen von Poncelet, Lesbros und Weisbach fiir eine An-
zahl von verschiedenen Abmessungen und Tiefenlagen der Offnungen
bei vollkommener Einschniirung aus scharfkantigen, rechteckigen und
kreisformigen Offnungen angegeben.

Ausfluizahlen u,, p, fiir Seiten6ffnungen
(nach Poncelet, Lesbros, Weisbach).

a) Rechteck: @ = yl-ab~]f" 2gz, b) Kreis: Q = u,-r* n]/Q‘g Z

Rechteckhéhe @ in cm Offnungshalbmesser r inrcm

20 105 2 1 7715[5\211\0,3« ;

T T |

05| 058 | 0,60 | 0,621 0,64 068|010 — | — 10,61 /0,62 — L4

5 1060 | 0621063 063 065|050]0,59]060 061061064 4
0 | 0,60 | 0,62 0.6 0,63 0,63 [1.0 | 059060060 | 060062

0 | 0,60 | 0,60 | 0,61 0,61 | 0,61 |60 [0,59| 0,60 | 0,60 | 0,60 0,60  pp, 57,

Von den eben genannten Forschern wurden auch versuchsmiBig
die Anderungen untersucht, die durch gewisse Vorbauten vor die
AusfluBofinung, wie sie in Form von Ansatzgerinnen und der-
gleichen bei &lteren hydraulischen Anlagen vorkommen, hervorgerufen
werden. [Beziiglich des Einflusses von Ansatzrobren an die AusfluB3-
offnung s. 34.]

21. Besondere AusfluBvorginge.

a) Ausflufl aus bewegten GefdBen. Eine gleichférmige Be-
wegung des Gefiales nach irgendeiner Richtung &ndert nichts an dem
Ausflubvorgange. Wenn dagegen ein Gefdll etwa mit gleichbleibender
Beschleunigung b gehoben wird, so ist dies mit einer VergroBerung
der Beschleunigung der Schwere g auf den Wert b+ g gleichwertig
und die AusfluBgeschwindigkeit (und zwar die relative Ausflu-
geschwindigkeit in bezug auf das bewegte Gefafl) ist nach dem
Toricellischen Gesetz fiir die Druckhdhe h:

V=V2(@g+bh| - - -« - . . (12
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Wenn das GefiBl mit der Beschleunigung b sinkt, so tritt in diesem
Ausdruck g — b an die Stelle von g 4 b, und wenn insbesondere
b=g wird, so ist V=0, d. h. aus einem freifallonden Gefif3 findet
auch bei unverschlossener Offnung kein AusfluB statt.

Beispiel 34. Wenn ein Gefi vom Ge-
wichte @ (samt Inhalt) durch ein iiber zwei
Rollen laufendes Seil (Abb. 58) mit einem Ge-
wichte K (> @) verbunden ist, so ist die Be-
schleunigung b der eintretenden gleichférmig
beschleunigten Bewegung (nach dem d’Alem-
bertschen Prinzipe)

9
@!

le
< SR

K-Q
: 9 b=gX=9
bT h +b E+¢

K>g und die AusfluBgeschwindigkeit ist nach Gl. (72):

W V:\/2<g+b)h=]/ﬂ‘_gﬁ.
v K+
Abb. 58. b) AusfluB unter innerem Ub er-
druck. In der Gl (53) ist auch der

Ausdruck fiir die Geschwindigkeit beim Ausflul aus einem Gefifle
unter innerem Uberdruck allein enthalten (Abb. 59)

V=VEM........(73)

c) Ausflufl unter Wasser. Fiir die Geschwindigkeit aus einem
GefiBe von der Hohe h,, dessen Offnung in einer Tiefe k, unter
dem Spiegel einer Wassermenge miindet (Abb. 60), gilt die Gleichung

V=Vaegh,—h)=V2gh|. . . . . . (74
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Abb. 59. Abb. 60.

die besagt, daBl fiir die GroSe der AusfluBgeschwindigkeit in diesem
Falle lediglich der Hohenunterschied der Wasserspiegel von Bedeutung
ist. Sofern hierbei eine Einschniirung stattfindet, ist eine Einschnii-
rungszahl ¢’ einzufithren und auBerdem wegen der Reibungsverluste
die Zahl v ~ 0,97 vorzusetzen. Nach Versuchen von Weisbach ist
bei AusfluB unter Wasser o’ = 0,98 « zu setzen, wenn ¢ die Ein
schniirungszahl bei Ausflul in freie Luft bezeichnet.
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Der AusfluB unter Wasser kommt z. B. bei den Grundablissen
der Stauweiher u. dgl. vor, zu deren Beurteilung auch besondere Ver-
suche angestellt wurden.

Nach derselben Gl (74) wird (ohne Riicksicht auf den Verlust
durch die Zihigkeit) die Stromungsgeschwindigkeit in einer Riohre
berechnet, die zwei Gefille verbindet, deren Spiegel den Hohen-
unterschied % aufweisen.

Beispiel 35. Ausgleichszeit und ' 5 ' H
Fiillzeit von Schleusenkammern. Die dx T
Gl. (74) fiir die AusfluBgeschwindigkeit unter 1 [

Wasser wird dazu beniitzt, um die Aus-
gleichs- oder Fiillzeit von Schleusen-
kammern zu ermitteln. Dabei werden in
erster Ndaherung die Massenkrifte der be- . 12y
wegten Fliissigkeit auBer acht gelassen, was y
bei langsamer Fiillung kein Bedenken hat. 3 Y
Sei etwa der linke Spiegel (Abb. 61) : 2
um z gesunken, der rechte um y gestiegen, Fo
go ist der Hohenunterschied z maBgebend
fiir die GroBe der AusfluBgeschwindigkeit in
diesem Augenblicke. Die Kontinuitdt der
Stréomung liefert die Gleichungen:

Fidz=F,dy=ufy2qzdt
und aus z+y-+z=~h folgt: de+dy =—dz, daher
dz

uf\/?é(%lnt%g)-dt:—v—z,

Y X X

N

so dal die Ausgleichszeit T' bis z =0 durch die Gleichung gegeben ist:

1]
/1 1 dz —1h -
2 (~+—>-T:— —==2{yz|y=2Vh
wry o\ 7 [Vzlg=2V
X
oder
2F F)h

TufV29 (Bt R

Die Fiillzeit aus einer groBen Kammer, deren Spiegel in unverinder-
licher Hohe angenommen wird, ergibt sich daraus fiir F; = 00:

po2FVE _ 2Rk

g wfV29 ufy2gh
[Vgl. Beisp. 38, Gl. (92).]

Werden die Massenkrifte beriicksichtigt, so erhilt man Schwingungen
der bewegten Fliissigkeit, die unter dem EinfluB der stets vorhandenen Wider-
stinde allmdhlich zur Ruhe kommen.

d) Die (angeniherte) Beriicksichtigung der Zustromgeschwindig-
keit ¢ bei allen Ausfluproblemen geschieht dadurch, daBl aus dem
tatsichlichen Spiegel durch Aufsetzen der Hohe c¢2/2g¢ ein ,ideeller
Spiegel“ ermittelt wird, gegen den die wirksamen Druckhohen der
einzelnen Elemente in der Gl (69) usw. gerechnet werden. An Stelle
der Gl. (69) fiir rechteckige Ausfluoffnungen wird dann gesetzt:

Q=2ubVag[H+ 29" —(h+c2g)"] . . (77
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usw. Inwieweit bei dieser Auffassung die AusfluBzahlen abzuéindern
sind, bleibt einer besonderen Untersuchung vorbehalten, allgemein
liegen hiefiir nur wenig Anbaltspunkte vor.

Da die Zustromgeschwindigkeit zur Ausfluéffnung jedoch in den
meisten Féllen sehr klein ist, so kann diese Korrektur, die iibrigens
oft eine erhebliche Vermehrung der Rechenarbeit mit sich bringt,
auBler Betracht bleiben.

22. Uberfiille. Wenn der obere
Rand der Ausfluf6ffnung bis an
den Wasserspiegel heranreicht, also
h =0 wird, dann spricht man von
einem Uberfall, und zwar, wie es
zumeist vorkommt, voneinem recht-
eckigen, wenn der Querschnitt
: i Rechteckform hat (Abb. 62).

Abb. 62.  Aus Gl (69) erhdlt man un-
mittelbar fiir h = 0, H = a: wenn
ab=Hb="{:

Q=3ubHV2gH=2pufVegH|. . .. . (18)

Da unmittelbar {iber der Unterkante der Wasserspiegel bereits eine
Senkung erfahren hat, so hat man H in einer Entfernung von etwa
3 H von der Unterkante stromaufwirts zu messen.

Auch hier lauft die rechnerische Ermittlung von @ auf die
richtige Wahl von u hinaus. Nach Versuchen von Bazin gelten bei
freiem Strahl (Abb. 63a) iiber einer scharfen Uberfallkante, bei voll-
kommener Einschniirung (auch an den Seiten) und verschiedener
Wehrhohe W fiir 24/3 die in der folgenden Zahlentafel gegebenen
Werte:

AusfluBzahl 2 u/3 fiir rechteckige Uberfille.

Wehrhéhe W in m
H in m
0,2 | 05 \ 1,0
0,1 0,46 0,44 . 043
0,3 0,50 0,45 0,43
0,5 — 0,46 0,44

Eine Zusammenfassung seiner eigenen im Fluflbaulaboratorium
in Karlsruhe angestellten Messungen gibt die empirische Formel von
Th. Rehbock:

Q = <1,787 10,236

2,925 H ”
1050 H — 3 W)bH see e (19)

worin H die Uberfallhohe und W die WehrhShe in m bedeuten.

Bei unvollkommener Einschniirung durch nahe heran-
tretende Seiten- und Bodenwinde des Zufuhrkanals, welcher Fall
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von verschiedenen Forschern untersucht wurde, fand z. B. Weisbach,
daB statt u die folgenden Werte zu setzen sind:

U, =p(l+4+1,7187%, wenn b< B
gy = (1,041 +0,370%, » b=B

}, ... (80)

wobei N
__Uberfallquerschnitt

" Kanalquerschnitt

b

b die Breite der AusfluBoffnung und B die Breite des Kanals sind.
Was die Formen der austretenden Strahlen betrifft, die gleich-
falls das u entscheidend beeinflussen, so ist insbesondere bei Uber-
fillen eine groBe Mannigfaltigkeit von solchen beobachtet worden;
eine Zusammenstellung verschiedener Fille gibt Abb. 63a) bis e).

s

N

a) Der freie oder geliiftete Strahl stellt sich ein, wenn fiir
unbehinderten Luftzutritt unter den Strahl gesorgt ist.

b) Der gedriickte oder ungeliftete Strahl bildet sich aus,
wenn etwa H < 0,4 W und wenn nicht fiir geniigenden Luftzutritt
zu dem Raume unter dem Strahl gesorgt ist. Dieser Strahl springt
zwar weniger weit als der freie, liefert aber, da unter dem Strahl
ein luftverdiinnter Raum und dadurch eine Saugwirkung entsteht, mehr
Wasser als dieser.

¢) Der unterfiillte Strahl entsteht bei Luftabschlu des Raumes
unter dem Strahl und H > 0,4 W, wobei sich dieser Raum mit wirbeln-
dem Wasser fiillt. Oft findet dabei die Erhebung auf dem Unter-
spiegel — ein Wassersprung — erst entfernt vom Wehr statt, und
dann tritt eine weitere Vergroflerung der DurchfluBmenge auf.

d) Der Tauchstrahl tritt auf, wenn H- H <3 W/4; der
Wassersprung riickt in die Nahe des Wehres, wodurch ein Teil des
fallenden Strahles von wirbelndem Wasser bedeckt wird.

e) Der haftende Strahl tritt auf, wenn die Wehrtafel nicht
zu diinn ist, und die Uberfallkante auf der stromaufgekehrten Seite
liegt; er liefert bis zu ®/,, mehr Wasser als der freie mit gleichem H.

23. Wehre. Bei den Wehren, die in den meisten Fillen ge-
mauerte Einbauten in die FluBliufe darstellen, liegen die Verhilt-
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nisse insofern anders, als ihre Oberkante — die Wehrkrone — nicht
scharf ist, wie bei den experimentell gepriiften Uberfillen angenom-
men wurde, sondern Formen zeigt, die dem besonderen Material und
den besonderen baulichen Bedingungen angepafBt sind. Es kommen
Wehre mit ebenen, dreieckfdrmigen und abgerundeten ,,Kronen“, mit
und ohne Boschungen stromauf- und stromabwérts vor.

Nach Messungen von Bazin steigt der Strahl iiber eine scharf-
kantige Uberfalloffnung um etwa 0,1 H an und erreicht die Wagrechte
durch die Oberkante des Uberfalls wieder in einer Entfernung von
0,66 H. Wenn daher die Breite a der Wehrkrone > 0,66 H ist, so
wird notwendigerweise die Form des Strahls durch das Wehr be-
einflufit.

Bezeichnet @ die Uberfallmenge des freien Strahls, so ergibt
sich fiir die Uberfallmenge ), iiber ein Wehr mit rechteckiger Krone
von der Breite a, wenn

Hja—05 | 1 12
Q,—080Q [088Q| Q[

Abrundungen nach der Richtung stromaufwirts erh6hen diese Mengen
wesentlich. Fiir Wehre mit abgerundeter Krone von verschiedener
Form fand Bazin auf Grund ausgedehnter Versuchsreihen fiir ver-
schiedene Hoéhen H: @, = 0,9 Q bis 1,06 Q.

Die Gln. (77) und (78), die fiir die Uberfallmenge erhalten wurden,
konnen auch dazu dienen, die umgekehrte Frage zu losen: wie grofl
mull die Wehrhohe W gemacht werden, damit in einem FluBlaufe
eine Erhohung des Spiegels um einen gewissen Betrag H eintritt?
Das Wehr hat ja gerade die Aufgabe, den Fliissigkeitspiegel ober-
halb desselben zu erhGhen, anzustauen; die durch das Wehr be-
dingte Erhohung H des Wasserspiegels iiber seine natiirliche Lage
nennt man die Stauhdhe.

Gegeben sei also die Durch-
fluBmenge @ 'm?/sek), die Breite B
(m) und die Tiefe T (m) des FluB-
laufes, sowie die Stauhthe H (m).
Man bestimme die Wehrh6he W (m),
die zur Erreichung dieser Stauhhe H
erforderlich ist.

Es konnen hierbei zwei Fille
eintreten:

a) Wenn das Wehr iiber den
ungestorten Spiegel hervorragt, so
erhilt man ein Uberfallwehr
(Abb. 64), bei dem die zuvor gefundene Gl. (78) fiir den rechteckigen
Uberfall anzuwenden ist. Wenn (nach 21d)) auch die Zustrémungs-
geschwindigkeit ¢ des Wassers durch Ermittlung des ideellen Spiegels
— um c?/2¢ gegen den urspriinglichen erh6ht — beriicksichtigt wird,
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so ergibt sich die iiber das Wehr flieBende Wassermenge nach Gl. (69)
[H=a+c?2g, h=c*2g]:
Q=3w BV2g((a+ 29" — (*29)h] . . . (81)

worin in der Regel 2 u, /3 = 0,46 gesetzt werden kann. Aus dieser
Gleichung rechnet man z, und daraus die Wehrhohe

W=H+T—x| .. ...... (8

b) Wenn dagegen der ungestorte Spiegel hoher als die Wehr-
krone liegt, so wird der Uberfall unvollkommen, es ergibt sich
ein Grundwehr. Fiir die Werte der hierfiir geltenden AusfluBzahlen
liegen heute noch sehr unzureichende Angaben vor. Nach Weisbach
wird die zwischen Ober- und Unterspiegel
austretende Wassermenge als , Uberfall“
nach Gl (78), die vom Unterspiegel bis zur 0%‘,2! ________________________
Wehrkrone liegende als ,Ausflul unter P a
Wasser* Gl. (74) behandelt; fiir beide wer- S
den besondere Werte der Ausflufizahlen .%. !

Abb. 65.

eingefithrt und so ein Anhaltspunkt fiir
die iiber das Wehr flieBende Wasser-
menge @ gewonnen. Nach den Bezeich-
nungen der Abb. 656 wird daher angesetzt,
wenn wieder der um ¢?/2g erhohte ideelle
Spiegel eingefiihrt wird:
Q = Uberfall + AusfluB unter Wasser

— 24, BY3g[(H+o*[2 g — (/29)""] + 1y By V2g (H ]2 g). (8)
Als ungefihre Angaben konnen gelten: u, = u, = 0,63. Wird aus
dieser Gleichung y ermittelt, so folgt fiir die Wehrhohe

W=T—y|. . ... ..... (84

Fiir ruhiges Oberwasser ist in Gl (83) ¢ = 0 zu setzen.

Die Gl. (83) gestattet auch, zu erkennen, wann ein Grundwehr
und wann ein Uberfallwehr anzuwenden ist. Ein Grundwehr
kommt offenbar nur dann zur Ausfiihrung, wenn das aus Gl (83)
gerechnete y tatsiichlich positiv ausfillt. Wird y dagegen negativ,
50 tritt die Wehrkrone iiber den Unterspiegel heraus, und es ist ein
Uberfallwehr anzuwenden. Wir erhalten daher fiir ¢ = O die Unter-
scheidung:

Grundwehr: wenn y >0, oder Q >042BHV2gH

. (85)
Uberfallwehr: » y <0, » Q <042BHV2gH (85,

Die Abweichungen gegen den genaueren Ausdruck (mit ¢ 4= 0) sind
in den meisten Féllen geringfigig.

Beispiel 36. In einem FluB mit dem Durchflu @ =70 m?/sek sind an
zwei Stellen 1 und 2 Wehre einzubauen, fiir welche folgende Angaben gelten:
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Stelle 1: Breite der Wehrkrone B = 120 m, Stauhéhe H=38 m,
] 2: ” n » B= 80m, ” H=0,4m.

Es ist zu entscheiden, ob ein Grundwehr oder ein Uberfallwehr anzuwenden ist.
Man erhilt nach GI. (85) fiir die
Stelle 1: 0,42 B H V@{ = 1158 m®/sek > @, daher Uberfallwehr,
n 2:042BH)2gH= 39mdsek<@Q, » Grundwehr.

Beispiel 37. Ein FluB fiihrt 62 m?/sek, wovon 26 md3/sek unmittelbar
oberhalb des Wehres in den Oberwassergraben eines Elektrizititswerkes abge-
leitet werden, wihrend sich der Rest von 36 m?/sek iiber das Wehr ergieBt und
im Unterwasser mit 7' = 1,9 m Wassertiefe abflieBt. Die Wehrhohe ist W=1,3m
iiber der Sohle (Grundwehr!), die Wehrkrone hat B =15m Linge. Wie hoch
ist der Stau H?

Nimmt man die Zustromgeschwindigkeit schitzungsweise mit 1,5 m/sek

an, so ist ¢*/2g=0,115m und die GL (83) gibt, da }J2g=4,43 ml/’/sek und
y=T—W=0,6m:

86 = 0,42-15-4,43 . [(H 4 0,115)"/2 — 0,115"/2] + 0,63 -15-0,6 - 4,43 - (H + 0,115)"/
= 27,91 [(H + 0,115)*/2 — 0,039] + 25,12 (H + 0,115)"/z.
Aus dieser Gleichung ist H zu bestimmen. Nach einigen Versuchen findet man fiir
H+0,115= 0,5, 0,6, 0,7
die rechte Seite der vorigen Gleichung
=26,55, 31,36, 36,32.
Es ist daher (ungefihr) H+ 0,115=0,7, d. h. H=0,585m.
Fiir den FluBquerschnitt oberhalb des Wehres hat man nun:
(T'+H)B=(1,9+0,585)-15= 37,3 m?

und fiir die Zustromgeschwindigkeit ¢, da die 62 m3/sek bis nahe an das Wehr
flieBen:

c=162:873=1,66, womit c?2g=0,140

folgen wiirde. Der Unterschied dieses Wertes gegen den friiheren 0,115 kann
auller Betracht bleiben. Fiir die Erzielung einer groBeren Genauigkeit wire
die Rechnung mit dem jetzt gefundenen Wert ¢%/2g = 0,140 zu wiederholen.

24. AugfluB- und Entleerungszeit. A. AusfluB aus Bodenoff-
nungen. Die Gl (59) fiir die Menge der aus einem Gefifl ausstro-
menden Fliissigkeit wird nicht nur angewendet, wenn es sich, wie
wir bisher stets angenommen haben, um einen bestdndigen oder
stationdren AusfluBvorgang handelt, bei dem die Geschwindigkeit V
dauernd denselben Wert behilt, sondern auch dann, wenn die fiir V
mafgebende Druckhdhe & verdnderlich ist, wie dies bei der Frage
nach der AusfluBzeit und Entleerungszeit von Behiltern vor-
kommt. Dabei wird die — stets sicher vorhandene — Verinder-
lichkeit der AusfluBzahl u mit der Druckhdhe % auBler Betracht ge-
lassen und fiir © der gewohnlich eingefiihrte Wert (0,62) wihrend
des ganzen Vorgangs giiltig angenommen.

Nimmt man zunichst an, ein Behilter von beliebiger Form
(Abb. 66) besitze aueh einen ZufluB g m®/sek, so gilt fiir die Druck-
héhe 7 und die AusfluBofinung f folgendes:

die Oberfliche steigt I L
” ” beharrt ; je nachdem ¢ % ©fV2gh . (86)
” ” sinkt I
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Wenn im letzteren Falle der Spiegel schon bis zur Tiefe z ge-
sunken ist, so ist der UberschuB des Ausflusses iiber den ZufluB in

der Zeit dt: (uf V2gz — q)-dt und um diesen Betrag ist der Spiegel
mit dem Flicheninhalt F = F(z) weiter gesunken. Es ist daher

(ufV2gz—q)dt = — F(z)dz; . . . . . (87)
wenn nun ¢/ufV2g = Vk gesetzt wird, so folgt:
Flz)dz 1 F(z)dz

dt =

¢—ufVagz ufVzg VE—Vz'

Es ist daher die AusfluBlzeit bis zur Tiefe z:

.. (88)

_ 1 ; F()dz
t ufv%hfvz—v;

Fir z=F ist der Zuflu ¢ gleich dem Aus-
fluB geworden, der Spiegel néahert sich einer :‘—‘13"' (Po)_
Grenzlage, die er nicht unterschreitet;
die Zeit bis zur Erreichung dieser Grenz-
lage ist durch die GI. (88) gegeben, wenn
fiir die obere Grenze des Integrals z =k
gesetzt wird.

Damit das so entstehende Integral

k
F(2)dz
Ve—)2
3

einen endlichen Wert behélt, muB F (z)/(}k — Vz) fiir z = k von niedrigerer als
1. Ordnung in 1/(k—z) unendlich gro8 werden; wenn daher ¢ eine beliebig
kleine, von Null verschiedene, positive Zahl bedeutet, und g (z) eine regulire
Funktion ist, so muf}

R ,F,(,z) = —g@)_g s also F (z) =g (z) . A.V]_c_—__yi

Ve—Yz  (k—2)'" (k—2'*

sein. Setzt man nun

9@ =g, ) b +72),

wobei ¢, () wieder eine regulire Funktion ist, so folgt:

FRl=g,(2)-(k—2)°, . « . ..« .. .. (89)

d. h. wenn F(2) fiir 2=k von irgendeiner noch so kleinen Ordnung ¢ verschwindet,
so wiirde die Gl. (88) eine endliche AusfluBzeit ergeben; es ist jedoch zu be-
merken, das diese Betrachtung physikalisch ohne Bedeutung ist, da die AusfluB-
offnung f, die doch an der tiefsten Stelle zu denken ist, selbst eine endliche
GroBe haben muB. Bei dieser einfachen Theorie kommt daher fiir die Zeit bis
zur Erreichung der Grenzlage des Spiegels immer unendlich heraus.
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Bei fehlendem Zufluf (¢ =0, k = 0) erhilt man nach Gl (88)
fir z=0 die Entleerungszeit 7' (sek) des Behilters:

_ 1 [ FE
T ﬂf‘/z—{}f N Ce . (90)

0

Beispiel 39. Prismatischer Behdlter. Fiir F = F, = konst. (Abb. 67)
erhdlt man [fiir ¢ & 0, & & 0]:

z
F, dz 2F — = = VE—1%
f=—r0 | %2 ___“Z0 [Vk—]/z+7klog—-_-~—_] . (91)
ﬂfVngVk—Vz nfy2g L Vz-V%
B
Die Zeit bis zur Erreichung der Grenzlage z =k ergibt sich hier tatséchlich un-
endlich.

—\7
L £
v )
i
e e g z H
EICA A
Abb. 67. Abb. 68.

Fiir die Entleerungszeit bei fehlendem ZufluB (¢= 0) folgt nach Gl (90):
h .
F, [dz 2F, ot _2F 0k _ 2Fh

T wfV29) V2 wf¥2e % wfV2g ufV2eh
0

. (92)

Da Fyh der Rauminhalt des gefiilllen Behilters und uf} 2gh die in 1 sek
ausflieBende Menge bei der Druckhéhe & ist, so sieht man aus dieser Gleichung,
daB die Entleerungszeit doppelt so gro8 ist wie die Zeit, die bei stets gefiilllem
Behiilter, also stationirem Vorgang, fiir den AusfluB einer Menge F,h von der
GroBe des Behilterinhaltes notig ist.

Beispiel 39. Fiir einen Behdlter in Kugelform (Abb. 68) ist
F=2x%xn/4, und da 2%/4 4 (r — 2)? =%, so ist 2%/4 = 27z — 2%; daher ist die Ent-

leerungszeit beim Ausfluf durch eine Offnung f nahe dem untersten Punkte:
2r2
— 2 3 .
T= ”ﬁf re_z dz—g- 4rfals L. (93
MfV2!IO 1 wfV2g2r .

d. h. die Entleerungszeit ist 8/5 der zum AusfluB des Kugelinhaltes bei gleich-
bleibender Druckhéhe 27 nétigen Zeit.

B. AusfluB auns Seitenéffnungen. Derselbe Vorgang wie bei
Bodenofinungen wird auch zur Bestimmung der Ausfluzeit bei Sei-
tenéffnungen angewendet. Fiir die Phase des Vorganges, bei der
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der Spiegel bis zur Oberkante der AusfluB6finung (Abb. 69) riickt,
hat man — bei rechteckiger AusfluBoffnung — die fiir den Ausflu
durch eine Seitendffnung geltende Gl. (69) anzuwenden, von da ab
die fiir den rechteckigen Uberfall geltende Gl (78). Auch bei dieser
(angendherten!) Rechnung wird in :
der Regel fiir den ganzen Vor-

gang fiir u ein festbleibender Wert B S S
angenommen, wodurch die Aus-
filhrung der Rechnung moglich wird. /-/ h

Ein Sinken des urspriinglichen
Spiegels tritt ein, sobald der Zuflul

< 2ubVag[HY — K],
Fur die Tiefe z liefert die Durch-

fluBgleichung &hnlich wie frither
(Abb. 69)

Abb. 69.

{2ubV2g[z'r — (z — a)*s] — ¢} dt = — F(2)dz

und die Ausflufizeit fiir die Zeit des Sinkens des Spiegels bis zur
Oberkante der Ausfluloffnung wird:

h:4
lej‘ . F(z)dz
EWOV a9 — (=] g

Von hier an ist die fiir rechteckigen Uberfall geltende Gl. (78) heran-
zuziehen; die Kontinuitit der Stromung liefert die Gl.:

2ubV 29l —qldt=— F()-de,
und daraus ergibt sich die AusfluBzeit bis zur Unterkante der Offnung:

(ST 1S
T, — L (95
Jgﬂb\/2gl”2—q ©)

. (94)

Die ganze Zeit fiir die Entleerung bis zur Unter- :
kante der AusfluBoffnung ist: g I3
a v
T=T+T,.. .. ... (96) LIS
Beispiel 40. TFiir die Entleerungszeit durch einen
rechteckigen Uberfall (Abb. 70) aus einem prismatischen
Gefile ist F=F, zu setzen, und daher gilt bei fehlendem
ZuftuB (g=0): Abb. 70.

a
3 F, dz 3F 1 |a 3F 1 1
Tg='2— — ;3/—2: “0‘.._ i =——/0: T_"—"/—,:—J=m
e O Er W B PO E L E

ein Ergebnis, das die Unzulinglichkeit der getroffenen Annahme fiir diesen Fall
dartut.
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III. Krifte von bewegten Fliissigkeiten auf ihre
Fithrungen.

25. Krifte von Stromfiden auf ruhende Fiihrungen. Wir
betrachten einen Stromfaden mit der DurchfluBmenge @ m3/sek, der
die Form eines Kanals zwischen zwei Schaufeln einer Turbine von
beliebig, aber stetig veréinderlichem Querschnitt hat, so daf er das
Gefi an allen Stellen vollkommen ausfillt. Dann stellt sich die
praktisch auBerordentlich wichtige Frage nach der Kraft ein, die von
diesem Fliissigkeitstrom auf das Gefdll ausgeiibt wird. Man nennt
diese Kraft den Druck des Stromfadens auf das Gefdf oder
die Reaktion des Stromfadens.

Diese Kraft ist offenbar gleichwertig mit der Summe der Driicke,
die die Fliissigkeit auf die einzelnen Flichenelemente der Gefalwinde
ausiibt. Mit Hilfe des d’ Alembertschen Prinzips hat es keine Schwie-
rigkeit, den gesuchten Ausdruck fiir die Summe dieser Driicke zu
erhalten. Viel einfacher und anschaulicher als durch diese Summie-
rung erhiilt man das gesuchte Ergebnis jedoch mit Hilfe des Impuls-
satzes, auf den schon frither (19b) als auf ein brauchbares Hilfs-
mittel fiir alle derartigen Betrachtungen hingewiesen wurde.

Wir konnen den Impulssatz wie zuvor in folgender Form aus-
sprechen: Die vektorielle Anderung der BewegungsgriBe
einer beliebig abgegrenzten Fliissigkeitsmasse (oder allge-
meiner: einer beliebig abgegrenzten Gruppe von Korpern) in der
Zeiteinheit ist gleich dem zeitlichen Mittelwert der
Summe der auf diese Masse einwirkenden Kréfte fiir die
Zeiteinheit, und zwar der flichenhaft verteilten Krifte auf
die Grenzen und der raumhaft verteilten auf das Innere der Fliissig-
keitsmasse. Ein #hnlicher Satz gilt beziiglich der Momente. Be-
zeichnet B den Vektor der gesamten Bewegungsgrofle der abgegrenzten
Fliissigkeitsmasse, > K die Summe der Krifte, ® den Schwung (Drall
oder Moment der Bewegungsgrofle) in bezig auf einen beliebigen
Punkt O des Raumes, X9t die Summe der Momente der Kraft in
bezug auf O, so lafit sich der Impulssatz auch durch die beiden
Gleichungen aussprechen (s. Techn. Mechanik, III. Teil, VII):

=K, L (97)

d%
di dt

Die Abgrenzung denkt man sich dabei so ausgefiihrt, da man
um die einbezogenen Fliissigkeitsmassen eine Kontrollfliche ge-
legt denkt und nachsieht, welche Anderungen diese eingeschlossenen
Massen erfahren, ferner die Krifte in Ansatz bringt, die auf den
Rand dieser Kontrollfliche und im Innern einwirken.

Wenden wir diesen Satz auf die durch die ebene Fithrung der
Abb. 71 stromende Fliissigkeitsmasse an, fiir die ¢,, ¢, die Geschwindig-
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keiten beim Eintritt und beim Austritt') und @ den Durchflu be-
zeichnen, und legen die Kontrollfliche durch den UmriBl des Gefiles
und die Grenzflichen F, und F,, so wird diese Masse am Ende einer
kleinen Zeit At in die punktierte Lage gelangen. Wihrend im Innern
jedes Teilchen durch ein gleichbeschaffenes mit der gleichen Ge-
schwindigkeit ersetzt wird, im ganzen also im Innern keine Anderung
der Bewegungsgrofle statt hat, féllt beim
Eintritt die Bewegungsgréfe o-@ ¢, -4t fort
und kommt beim Austritt die Bewegungs-
grofe p-@Q ¢,- At neu hinzu; denn ¢ Q- At ist
die in der Zeit A¢ bei A fortfallende und
bei B hinzutretende Masse (o = y/g).

Die beim Eintritt fortfallende Be-
wegungsgrofe ist daher

A8, =0Q¢, At,
die beim Austritt hinzutretende:

AB,= 0 Q ¢, At,
beide haben die Richtungen der beziiglichen Geschwindigkeiten ¢,
und ¢,, weshalb die Striche iiber diese gesetzt wurden. Die Anderung

der Bewegungsgrofen in 1 sek gibt daher die auf die Flissigkeit
einwirkende Kraft (— K)

Abb. 71.

- A%, — 4%,

| —K=—"

und nach dem Satz von der Gleich-

heit der Wirkung und Gegenwirkung
ist die Kraft auf das Gefil

AB, — 4%,

K — -
At ’

oder

K=0Q(#—2) | . (98)

Fiir die gesuchte Kraft K auf die
Fiihrung sind daher nur die Geschwindig-
keiten ¢,, ¢, beim Eintritt und Austritt
und der Durchflul @ von Bedeutung,
im iibrigen ist die Form des GefiBes
ohne jeden Einfluf3.

Wir erhalten somit den Satz:

Um die Kraft K eines Fliissigkeitstromes auf ein Gefdl
zu bestimmen, hat man nach Abb. 72 nur die Kraft poQc,

1) Die Bezeichnungen sind in diesem und in dem folgenden Kapitel in
Ubereinstimmung mit den im Turbinenbau eingebiirgerten gewihlt; und zwar
bezeichnen w,, w, die relativen, ¢,, ¢, die absoluten Geschwindigkeiten, @,, i,
bie Umfangsgeschwindigkeiten fiir Eintritt und Austritt.

Poschl, Hydraulik, 5
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in Richtung ¢,, die Kraft 0Q¢, entgegen der Richtung ¢, —
beide also nach dem Innern des GefdBes zu gerichtet — auf-
zutragen, ihre Wirkungslinien zum Schnitt zu bringen und
das Kraftdreieck zu zeichnen; ihre Summe gibt unmittelbar
die gesuchte Kraft K nach Gré8e und Richtung. Man kann
auch sagen, der zuflieBende Strahl entspricht einer Kraft ¢ §¢c,, der
abflieBende einer Kraft 9Q¢,, und ihre Differenz gibt die Kraft des
Stromfadens auf das GefaS.

Um das Moment der von dem Fliissigkeitsstrom ausgeiibten
Krifte in bezug auf eine durch irgendeinen Punkt O senkrecht zur
Zeichenebene laufende Achse zu erhalten, hat man nach dem zweiten
Teile des Impulssatzes die Anderung der Momente der Bewegungs-
groBen in bezug auf O zu nehmen (Abb. 72): dieser Vorgang fiihrt hier
unmittelbar auf den Momentensatz, da das Moment von K in bezug
auf O gleich ist der Summe der Momente der Teile ¢ @¢, und p@Qc,
von K in bezug auf denselben Punkt O.

Die Teile (X,Y) von K nach irgend zwei Achsen eines recht-
winkligen Achsenkreuzes Oxy (Abb.71) lassen sich, wenn «,, e, die
Neigungswinkel von ¢,, ¢, gegen Ox bedeuten, nach GL (98) in der
Form schreiben:

K{X:gQ(cleosal — €, COS &)

Y=0@Q(c,sine, — ¢, sine,) | (99)

Wenn die Achsen z, y nach der Wagrechten und Lotrechten gelegt
werden, so nennt man X den Horizontaldruck und Y den Vertikal-
druck; das Moment in bezug auf irgendeinen Punkt O der Ebene hat
die GroBe

M=0Q(c,r, —cery)=Kr |.. . . . . (100)

Ganz derselbe Vorgang und dieselben Schliisse gelten nun auch,
wenn der Stromfaden eine beliebige rdumliche Form hat; nur bilden
dann im allgemeinen die beiden Krifte 9Q¢, und ¢@Q¢c, ein rium-
liches Kraftkreuz, fiilhren also auf eine Dyname, zu deren Auf-
findung die bekannten Methoden der Raumstatik Wort fiir Wort iiber-
nommen werden konnen (s. Technische Mechanik, I. Teil, IV).

Wenn die Driicke F, p, und F,p, auf die Grenzflichen F, und F,
des Stromfadens in Rechnung zu ziehen sind, so treten zu den Gliedern
rechter Hand in den Gln.(99) und (100) noch je zwei weitere hinzu,
die von diesen Driicken herriihren. Die Gln. (99) und (100), die die
Krifte und das Moment angeben, die auf das Gefadl wirken, sind
dann in folgender Weise zu ergénzen:

K{ X =0Q (v, cosa, — v, cos &) -- F, p, cos ¢, — F, p, cos e, 101)

Y =0Q (v, sin ¢, — v,sin¢t,) + F, p, sin &, — F,p, sin,
und
M=0Q (v,r, — 0,1, + F,p,r, — Fypyry. . . . . . . (102)



Kriifte von bewegten Fliissigkeiten auf ihre Fiihrungen. 67

Beispiel 41. a) Die Kraft K, die ein aus einer Seitenéffnung eines
GefiBes ausflieBender Fliissigkeitstrahl auf das Gefd ausiibt, ergibt sich un-
mittelbar durch die eben beschriebene Konstruktion. Die Teile nach x und y
sind (da c,®=2gh), wenn im ibrigen vom Eigengewicht der Fliissigkeit ab-
gesehen wird (Abb. 73),

X=0Qc,=" fe2=2yfh
K gL .. (103)
C
Y=QQC1"”Y‘f6261=27fh"l
g Cy

Die nach der Wagrechten ent-
fallende ,Reaktion“ des Stromfadens
ist somit doppelt so grol wie der der
gleichen Druckhéhe % entsprechende
hydrostatische Druck auf die Fliache f.

Man erhilt diese Beziehung auch un-
mittelbar, wenn man beachtet, daB das Auf-
treten von X dem Umstande entspricht, dafl
in jeder Sekunde der ausflieBenden Masse ¢ f'c,

die Geschwindigkeit ¢, — }2g/ in der zRich- 9%

tung erteilt wird; denn es ist wie zuvor: e
'
;7 Yo .
X="fcyco="f2gh=2yfh.
g fesc g f-2g rf 1V A
Wenn [ nicht klein gegen Fj'ist, d. h. Abb. 73.

wenn auch die Energie der im Spiegel sinken-
den Fliissigkeit c,2/2g beriicksichtigt werden soll, so ist nach GL (54)
¢?=}2gh/(1 —n®), n=f|F,, im ibrigen verlduft die’Rechnung wie zuvor.

b) Wenn die Richtungen ¢, und ¢, parallel und entgegengesetzt ge-
richtet sind (Abb. 74), so sind die Krifte ¢ Q¢, und — o @¢, parallel und gleich-
gerichtet, die Kraft K auf das Gefil erhdlt man daher durch eines der be-
kannten Verfahren fiir die Summierung par-
alleler Krifte, z. B. mit Hilfe eines Seilecks,
wie in der Abb. 74 angedeutet

¢) Wenn die Vektoren ¢, und ¢, gleich
groB und entgegengesetzt gerichtet sind, so
ist die Summe der von dem Fliissigkeits-
strom auf das Gefill ausgeiibten Krifte einem
Kraftpaar gleichwertig, dessen Moment die
srofe :

M=pQc,ra . . .. (104

hat, worin @ den Abstand von ¢, und ¢, be-
deutet.

26. Bewegte Kaniile. Die im vor-
hergehenden Abschnitte behandelte Auf-
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gabe gewinnt eine besondere Bedeutung A §’£v751 /A
fiir die Theorie der Turbinen, wenn )4
das Gefi3, durch welches die Fliissigkeit Abb. 74.

stromt, selbst eine Bewegung ausfiihrt,

und die Arbeit, die von dem Fliissigkeitstrom auf das bewegte Gefil}
iitbertragen wird, ihren Gegenwert findet in einem Widerstande, der
durch jene Arbeit iiberwunden wird. Wir beschrinken uns dabei auf
die Betrachtung der zwei Fille: a) Gefal in gleichférmiger Be-
wegung in gerader Linie und b) in gleichférmiger Dreh-
bewegung.

h*
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Auf diese Weise kann — wie dies bei stationiren Bewegungen
immer moglich ist — die gleichférmige Bewegung eines um eine Achse
drehbaren Korpers als Wirkung des stromenden Wassers erzeugt ge-
dacht werden. Physikalisch hat man sich dabei — trotzdem zwischen
der Triebkraft des Wassers und dem ,Widerstande“ Gleichgewicht
besteht — sie sind gleich grofl und in derselben Wirkungslinie ent-
gegengesetzt .gerichtet — einen gewissen Uberschuf der Triebkraft,
eine ,Tendenz“ zur Aufrechterhaltung dieser stationiren Bewegung
zu denken,

Bei Auftreten von verdnderlichen Beschleunigungen bei der
Bewegung der Gefille werden die Beziehungen erheblich verwickelter,
da auch die Bewegung der Fliissigkeit selbst durch diese Beschleuni-
gungen bedingt ist; solche verwickeltere Bewegungen haben indessen
nur geringe praktische Bedeutung.

a) Gefdl in gerad-
linig-gleichformiger Be-
wegung. Wir nehmen zu-
néichst an, dal die Bewegung
des Gefilles, welches wir uns
mit Riicksicht auf die An-
wendungen wieder in Form
des Schaufelkanals einer Tur-
bine denken, eine gerad-
linige und gleichférmige sei.
Nach dem Trigheitsgesetz
(Unabbéngigkeit der Vor-
ginge der Mechanik von einer gleichformigen Bewegung des Bezug-
systems) erleiden die Bewegungserscheinungen durch eine solche gleich-
formige Bewegung keinerlei Anderungen. Z. B. wird die AusfluB-
geschwindigkeit einer schweren Fliissigkeit, relativ zum Gefd genommen,
unabhingig davon sein, ob das Gefd ruht oder in gleichformig-gerad-
liniger Bewegung begriffen ist. Bei einer beschleunigten Bewegung
des Gefifles, das von der Fliissigkeit durchstromt wird, wiirde dies
natiirlich nicht mehr der Fall sein.

Denkt man sich die Kontrollfliche so gelegt, dafl sie die in
~dem Gefal der Abb. 75 enthaltene Fliissigkeitsmasse umschliet, und
betrachtet eine benachbarte Lage der in dieser Kontrollfliche ent-
haltenen Fliissigkeit, so kann man genau dieselbe Betrachtung an-
stellen, wie beim ruhenden Gefifl (25). Bezeichnet u die wagrecht
angenommene Eigengeschwindigkeit des Gefafles, w,, w, die relative
Eintritts- und Austrittsgeschwindigkeit (d. h. die Geschwindigkeiten
in bezug auf das bewegte Gefill), ferner ¢, = w, + %, ¢, =W, + u
die absolute Eintritts- und Austrittsgeschwindigkeit der Fliissigkeit,
so findet man, dal in der kleinen Zeit At bei A die Bewegungs-
grofe o Qc, - At verschwindet und bei B die BewegungsgroBe o Q) ¢, - At
neu hlnzutntt wihrend im Innern des GefdBes keine Anderung der
BewegungsgroBe der Teilchen eintritt; «,, ¢, seien die Winkel von
Cy5 €5 By By die Winkel von w,, w, gegen die x-Achse.
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Fiir die Teile der von dem Fliissigkeitsstrom ausgeiibten Kraft K
nach den Achsen z, y erhilt man dann jedenfalls (da sich w forthebt):

KIX: 0 Q (¢, cose, — ¢, cose,) = o Q (w, cos B, — w, cos f,)

| Y =0Q(c, sine, — ¢, sine,)— 0@ (w, sin p, — w, sinB,) | (105)

Fiir die GroBe von K ist also allein die Anderung der ab-
soluten Bewegungsgrofien in 1 sek mafBgebend, die im Fall der
Translation des Gefiles allerdings mit den Anderungen der relativen
Bewegungsgrolen in 1 sek zusammenfallen (was beim rotierenden
Gefa nicht mehr der Fall ist); die Schaufelform, also die Form
des Gefdfles zwischen ZEintritts- und Austrittstangente, ist fir die
Grofle von K gleichgiiltig.

Dagegen zeigt es sich, dafl fiir den Fall des bewegten Gefifles die
Lage von K aus ¢,, ¢, bzw. #,, W, nicht so unmittelbar angegeben
werden kann wie im Falle des ruhenden GefiBles. Vor allem stellt
sich dabei heraus, dall die Lage von K von der Schaufelform ab-
héngt, oder von der absoluten Bewegung des Wassers durch das
bewegte Gefal (in Abb. 75 punktiert eingetragen). Da die Kenntnis
der Lage von K auch nur in ganz vereinzelten Fillen von Wichtig-
keit ist, so wollen wir hier nicht weiter dabei verweilen.

Beispiel 42. Ein Gefd von der in
Abb. 76 gegebenen Gestalt besitzt eine sehr
kleine AusfluBofinung f und eine im Vergleich
hiezu sehr groBe Oberfliche F,, die wihrend
des betrachteten Vorgangs auf derselben Héohe
erhalten bleiben soll. Wie grofl muf} die wag-
rechte Geschwindigkeit w gemacht werden,
damit die Leistung des Horizontaldrucks X
am groften wird, und wie groBl ist dieser

groBte Wert des Horizontaldruckes?
Nach Gl (105) ist, da B, = x/2, f;=0,

¢, ~ 0, (da auf die Zufiihrung keine Riicksicht D E——— e —
glenommen wird), ¢y = w, — U =v — u: (Lo) (o))
X=0Qw—u); Abb. 76

Daher ist die Leistung
E=Xu=0Qv—u)u.
Dieser Ausdruck erhdlt einen Groftwert fiir u=v/2, und es wird, da w,® =12=2gh

gesetzt werden kann:

1 1
max:“Q E‘th:._Ea;

wobei E,=yQh die zur Verfugung stehende (absolute) Arbeitsfahigkeit der
Fliissigkeit ist.
Das zugehorige X ist

X:QQ.E:ZM.3=N‘},’

d. h. gleich dem statischen Druck auf dle Flache f.
Die andere Hilfte der verfiighbaren Leistung E, des Wassers steckt zur
Halfte in der Leistung des ausstromenden Wassers:

u) v 1
Q = ngg—f—{th,



70 Hydraulik.

und zur anderen Hilfte in dem Arbeitsverbrauch jenes Wassers, das in jeder
Sekunde aufs neue die Geschwindigkeit u des Gefifes bekommen muf:

' u? DL |
Ee=7Q2—g=7Q-87’“—ZJ'Qh4E1-

Von der im Wasser auf der Hohe % verfiigbaren (absoluten) Leistung E,
wird also die Halfte zur Uberwindung des Widerstandes X verwendet, ein Vier-
tel steckt in der Leistung des ausstrémenden Wassers und das letzte Viertel
dient dazu, dem Betriebswasser @ m3/sek die Geschwindigkeit u zu erteilen.

Diese Anordnung kann als ein — freilich sehr unwirtschaftliches —
hydraulisches Analogon zu einer elektrischen Bahnanlage angesehen werden.
Wir wollen dabei noch folgende Frage beantworten: Welche Wassermenge ver-
braucht ein mit der Geschwindigkeit # = 1 m/sek fahrender Wagen in jeder Se-
kunde, wenn der Bewegungswiderstand des Wagens X =100 kg und die zur
Verfiigung stehende Druckhdhe b =5 m betrigt?

Wenn wie zuvor v die relative Austrittsgeschwindigkeit des Wassers jaus
dem Gefil bezeichnet, so ist die GréBe des ,Horizontaldruckes®

X=lew-u
und daraus die gesuchte Wassermenge (da v=}2gh ~ 10 m/sek)
@=_9% _10:100_ 11 msjsek.

y(w—wu) 1000-9

Dasselbe Ergebnis kann auch aus der ,Leistungsbilanz“ erhalten werden;
es ist dabei wieder zu beriicksichtigen, daB die zur Verfiigung stehende Lei-
stung y Qb nicht zur Génze zur Uberwindung der Fahrtwiderstinde umgesetzt
wird, sondern daB ein Teil davon, und zwar y Q%2 ¢ dazu notwendig ist, um
der Menge @ m® in jeder Sekunde auf die Geschwindigkeit « zu bringen, und
ein anderer Teil der Leistung y @ (v—%)?/2g dem austretenden Strahl anhaftet
und fiir die Nutzleistung verloren geht; in der Tat ist identisch (mit & = v2/2 ¢):

: u? (v —u)?
Xu=pQh—yQ g —7Q 5> - - . . . (106
b) Gefil in gleichférmiger Drehbewegung um eine feste
Achse. Durch sinngemiBe Erweiterung der soeben angestellten Be-
trachtungen kann der Ausdruck fiir
‘”‘KD/O das Drehmoment, das ein durch
K einen Schaufelkanal einer Turbine stro-
o mender Fliissigkeitsfaden bei dessen
Drehung um eine feste Achse O mit
gleichbleibender ~Winkelgeschwindig-
keit  ausiibt, unmittelbar angeschrie-
ben werden. Es gilt dabei wieder die
Aussage: — das Drehmoment in
bezug auf die Achse O, das der
Flissigkeitstrom auf das be-
wegte GefdB ausiibt, ist gleich
der Anderung der Momente der
absoluten Bewegungsgréflen in
. 1 sek in bezug auf O — in die
Form eines mathematischen Gesetzes zu kleiden. Wir denken uns
einen gekriimmten Schaufelkanal, dessen Mittellinie durch die Kurve AB
in Abb. 77 gekennzeichnet ist. In der Zeit 4t verschwindet bei A4
die BewegungsgroBe o Q¢,-4t, in derselben Zeit tritt 0 Q¢,-4t bei B
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neu hinzu. Die Anderung des Momentes der (absoluten) Bewegungs-
groBen um O in 1 sek ist daher

M=0Q[rccose, —rycpc080,]; . . . . (107)
da wieder nach dem Projektionssatz (weil u, = r, w, u, =r,0):
¢, co80, = w, cosf, —u, =w, cosf, —r w
€, COS Ly = W, COS fy — U, = W, COS B, — Ty®
so folgt auch

M= 0Q {(w,cosf, —r, w)r, — (w,co8f, — r,w)7r,} |. (108)

Fir die Grofe von 9t sind wieder nur die absoluten Ge-
schwindigkeiten unmittelbar beim Eintritt und Austritt mafBgebend,
dagegen sind die Verinderungen des Stromfadens zwischen diesen
beiden Stellen ohne jeden EinfluB. Die Gleichung (107) ist unter dem
Namen der Eulerschen Turbinengleichung bekannt.

Die Leistung bei der Drehung mit der Winkelgeschwindig-
keit w ist dann

E=Mw = 0Q{w,u, cos f, — wyu,cosf, — (u,> — u,*)} I (109)

Beispiel 43. Das Segnersche Wasserrad besteht aus einem kleinen
zylindrischen GefdB, das sich um seine lotrechte Achse drehen kann; es besitzt
am Boden kleine Offnungen, an die kurze gebogene Rohrchen derart angelotet
gind, daB das Wasser, mit dem das Gefall gefiillt wird, aus ihnen nur tangentiell
zu einem Kreis austreten kann, dessen Halbmesser » sei. Der Gesamtquerschnitt
der AusfluBofinungen der Rohrchen sei f, die Druckhche A vom Spiegel bis zu
den AusfluBofinungen werde durch NachflieBen aus einem dariiber stehenden
Gefdl in gleichbleibender Hohe erhalten. Wie grofl ist die Winkelgeschwindig-
keit w des Gefilles, wenn die Widerstinde (Lager- und Luftreibung u. dgl)
einem Drehmoment von der GréBe 9 gleichwertig sind?

Wird die relative AusfluBgeschwindigkeit mit v=]ﬂhﬁ bezeichnet, so ist
die absolute: ¢ = v —r® und nach Gl (107), da ¢, = 0:

M:=0Qr(v—ro),

wobei eigentlich ein negatives Vorzeichen vorzusetzen ist, das ausdriickt, daBl St
das GefdiB im Sinne von o in Bewegung hilt. Aus dieser Gleichung ist die
Winkelgeschwindigkeit o, mit der sich die Trommel drehen wird, bestimmt.

Die Leistungsbilanz hat wieder zum Ausdruck zu bringen, dal die verfiig-
bare Leistung y @%b einerseits zur Erzeugung der Nutzleistung M w verwendet
wird, andererseits fiir die Deckung der im austretenden Wasser steckenden
Leistung y @ (v —r )2 g und der Leistung y @ 72 0?2 g des zuflieBenden Wassers,
das auf die Geschwindigkeit r w gebracht werden muB, aufzukommen hat. Dies
fithrt auf die Gleichung

Mo=yQh—yQv—rw)2g—yQriw24,
weloche mit Benutzung des vorgehenden Wertes von 9t und mit & =v%/2 g tat-
sichlich identisch erfiillt ist.

Aus diesen Beispielen ist zu ersehen, daf die Gleichung fiir
die ,Reaktion“ auch aus der Gleichung fiir die Leistung gewonnen
werden kann, die mit jener vollstindig gleichwertig ist. Der Strom-
faden wird sonach (wie auch in 16) im wesentlichen durch eine
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Gleichung beherrscht, ebenso wie fiir die zwangléufige Bewegung eines
Punktes in der Bewegungsrichtung eine Gleichung notwendig ist:
Dagegen besteht der folgende Unterschied: wahrend bei der Punkt-
bewegung die Arbeitsgleichung (Energieintegral) betrachtet wird,
filhrt die Betrachtung beim Flissigkeitsfaden auf die Leistungs-
gleichung; in dieser Tatsache spricht sich ebenfalls der Unterschied
aus zwischen dem diskontinuierlichen ,einzelnen Punkte“ und dem
kontinuierlichen ,,Stromfaden®.

27. Die Druckgleichung fiir gleichformig rotierende Strom-
fiden. Die Druckgl. (47), die den Zusammenhang von Druck,
Geschwindigkeit und Hohe fiir einen idealen Stromfaden angibt,
gilt nicht nur fiir ruhende, sondern auch fiir Stromféiden in gerad-
linig-gleichférmiger Bewegung (Unabhiingigkeit der Gesetze der
Mechanik von einer Translation des Bezugsystems); sie gilt in der
Form (47) dagegen nicht mehr fiir einen Stromfaden, der als Ganzes
eine Drehbewegung ausfithrt. Auch fiir solche, in Drehbewegung
befindliche Stromféden, die den Ausgangspunkt fiir die Unter-
suchungen der Bewegungsvorginge in den Turbinen bilden, erhebt
sich die Frage, den Zusammenhang von Druck, Geschwindig-
keit und Hohe fiir die verschiedenen Stellen eines Strom-
fadens anzugeben, welcher Zusammenhang der Druckgl. (47) im vor-
her betrachteten Falle entsprechen soll.

Wir wollen hier die Fragestellung insofern ein wenig vereinfachen,
als wir nur eine gleichférmige Drehung der Schaufelkammer vor-
aussetzen und iiberdies den Einflul der Hohe (also des Eigen-
gewichtes der Fliissigkeit) aufler acht lassen, die Bewegung mithin
als in einer wagrechten Ebene verlaufend ansehen.

Wir erinnern uns, daBl die Druckgleichung ein erstes Integral
der Gl (46) ist, die nichts anderes ist als die Newtonsche Be-
wegungsgleichung fiir ein Element des Stromfadens, wobei natur-
gemifl die besonderen Einfliisse beriicksichtigt werden mufiten, unter
denen das betrachtete Teilchen steht. Um die Bewegungsgleichung
fiir den sich gleichférmig drehenden Stromfaden zu erhalten, werden
wir natiirlich genau denselben Weg einzuschlagen und dabei nur in
Rechnung zu stellen haben, dall wir die Bewegung in bezug auf ein
in gleichformiger Drehbewegung befindliches Bezugsystem zu unter-
suchen und die Bewegungsgleichungen des Teilchens fiir die eigene
Bewegungsrichtung (relativ zum Bezugssystem genommen) anzu-
schreiben haben.

Nach dem aus der Technischen Mechanik (II. Teil, V) bekannten
Vorgange hat man auf das Teilchen zunichst dieselben Krifte wirken
zu lassen, wie beim ruhenden Bezugssystem (vgl. Abschnitt 16 dieses
Buches); diese sind (Abb. 78)

1. Die Trigheitskraft A M-b_... gegen die Richtung der Bewegung,

2. die Druckkraft AF-Al (fl—i ven ” ) ” ) ”
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(d.i. die Summe der Druckkrifte, mit der die benachbarten auf das
betrachtete Teilchen wirken, in der Bewegungsrichtung genommen).

AuBlerdem sind aber wegen des sich drehenden Bezugsystems
zur Herstellung der absoluten Krifte, fiir die die allgemeinen Gesetze
gelten, noch anzubringen:

3. DieFliehkraft — b;: AM - -rw?,
in der Richtung von r nach
auswarts,

4. die Coriolissche Kraft — b, =
AM-2ww, | wum z/2 ent-
gegen dem Sinn von w ver-
dreht.

Wenn man nun (gemél
dem d’Alembertschen Prinzip)
das Gleichgewicht dieser vier
Krifte fiir die Bewegungs-
richtung ansetzt, so erhilt man,
da wieder

b = e ==

e P A L

gesetzt werden kann und die Coriolissche Kraft nach der Bezugs-
richtung keinen Teil liefert:

AM.l.d@”L)
2 ds

d
= —AF- AL 2P AMer 0t cos g, L (110)

wobei @ den Winkel bezeichnet den w mit r einschlieit. Hierin
ist nun

AM=0AF-Al, cosp =dr/ds,
'so daB die vorhergehende Gleichung die Form annimmt
1dw?)  1dp L rar
R Sl it N Bk
2 ds T gds w* 0. . . .. (111)

Diese Gleichung stellt eine vollstindige Ableitung nach s dar, und
gibt integriert mit o= y/g und rw = u die gesuchte Druckgleichung
fiir das in gleichformiger Drehung befindliche Bezugsystem:

Jrg.—gf: 1 —f———%é:konst.; .. (112)

darin sind die fiir irgendeinen besonderen Querschnitt 1 des Strom-
fadens genommenen GroBlen w, p, w mit dem Zeiger 1 versehen. Auf
die Grofen der relativen Stromungsgeschwindigkeiten w und der
Driicke p in einem rotierenden Stromfaden sind also zufolge dieser
GL (112) auch die Drehgeschwindigkeiten von EinfluB.
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Sind z B. die GroBen w,, p,, u, fir den Eintritt und p,, u,
fir den Austritt bekannt, so ergibt sich die relative Austritts-
geschwindigkeit aus der Gleichung
wy' _w?®  op—py 4 — %’
o= - 2 (113
29 29 Y 29 (113)

IV. Strahldruck.

28. Kennzeichnung des Gegenstandes. Im Gegensatze zu dem
Druck eines Stromfadens auf die Fiihrungswinde, die diesen um-
schlieBen, bezeichnet man als Strahldruck jene Kraft, die ein
freier Strahl auf ein quer oder schrig gegen seine Richtung ge-
stelltes Hindernis — eine Platte oder einen beliebig geformten Korper —
ausiibt. (Friiher war hiefir auch der Ausdruck StoBdruck ge-
brauchlich, der aber unzutreffend ist, da der Vorgang mit dem, was
man sonst in der Mechanik als Stof3 bezeichnet, nichts zu tun hat.)

Wenn der Strahl senkrecht auf die Platte oder in der Rich-
tung der Symmetrieachse auf einen symmetrisch geformten Korper
auftrifft, so nennt man den Strahldruck gerade, sonst schief. An
der Auftreffstelle breitet sich der Strahl tellerférmig aus, manchmal
ist bei dieser Ausbreitung auch eine mehr oder weniger scharfe ring-
formige Erhebung —- ein Wassersprung — zu beobachten, die nahezu
in Ruhe ist. Der Strahl stromt lings der Platte glatt ab, ohne merk-
lich an Geschwindigkeit einzubiifen.

Um die GroBe des Strahldruckes zu berechnen; ist es wieder
am einfachsten, den Impulssatz heranzuziehen, der auch den Druck
eines Stromfadens auf seine Fiihrungen nahezu ohne jede Rechnung
lieferte: Die vektorielle Anderung der Bewegungsgrofe eines
passend abgegrenzten Teiles des Strahles in 1 sek gibt die
Kraft an, die von diesem Teil des Strahles auf den ab-
lenkenden Korper, hier also auf das Hindernis, ausgeiibt wird.
Da die Grofle der Geschwindigkeit des Strahles und daher auch der
Gesamtquerschnitt des Strahles nahezu unverindert bleiben, kommt
es im wesentlichen nur. auf Anderungen der Richtung der Ge-
schwindigkeiten des zu- und abflieBenden Strahles an.

Die einzige Schwierigkeit, die sich der Ausfithrung der Rechnung
entgegenstellt, tritt nur bei Koérpern auf, deren Breitenausdehnung
klein ist im Verhdltnis ‘zum Strahlquerschnitt, ein Fall, der praktisch
nur ganz selten vorkommt; es ist dann nur die Richtung des zu-
flieBenden, nicht aber die des abflieBenden Strahles als bekannt an-
zusehen. Bei solchen Korperformen dagegen, bei denen die Abstrom-
richtung von vornherein festliegt, ist auch der Strahldruck vollstindig
angebbar, bei den anderen ist man auf ungefihre Angaben oder
Schitzungen angewiesen.

29. Gerader Strahldruck, A. Ruhendes Hindernis. Sei ¢
die Strahlgeschwindigkeit und @ der gesamte Durchflul des Strahles,
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so liefert der Impulssatz fiir die in Abb. 79 einpunktierte Kontroll-
fliche, wenn das AbflieBen unter dem Winkel ¢ stattfindet, unmittel-
bar die Kraft X senkrecht zur Platte:

X=0Qc—0Qccose oder [X=0Qc(1—cose)|, (114)

worin der Wert des Winkels ¢ von den
Bedingungen des besonderen Falles ab-
héngt.

In Abb. 80a) bis d) sind einige Fille

c
&

X

f

Y.
angegeben, in denen iiber den Winkel ¢ 55.
eine bestimmte Aussage gemacht werden Abb. 79
kann: a

a) Wenn die Platte im Vergleich zum Strahldurchmesser grof
ist (was praktisch meist zutrifft), ihr Durchmesser also etwa das
Vierfache der Strahlstiarke iibersteigt, Abb. 80a), so erfolgt der AbfluBl
nahezu parallel zur Platte, es ist dann ¢ =/2 und Gl (114) gibt

X=p0Qc|.. . . . .. ... (115)

b) Wenn der Kérper kegelférmig ist, so erfolgt das Abstromen
unter dem Offnungswinkel ¢ des Kegels und der .Strahldruck ist
purch die Gl. (114) gegeben.

o

Abb. 80.

¢) Auch wenn die Fiithrung des abflieBenden Strahles wie in
Abb. 80¢) etwa kreisformig vorgeschrieben ist, gibt die GL.(114) un-
mittelbar den gesuchten Strahldruck. Im Falle der Abb.80d) ist
insbesondere ¢ =z und

X=20Qc|; . .. .. ... (118)

in diesem Falle ist der Strahldruck doppelt so grofl als bei senk-
rechter Abstromung nach a).

Beispiel 44. Wenn ein aus einem Gefi unter einer Druckhthe A aus-
flieBender Strahl eine quergestellte Platte trifft, die sich in nicht zu groBer
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Entfernung e von der AusfluBéfinung befindet (etwa ¢ < dem doppelten Strahl-
durchmesser), 50 ist ¢ =] 2gh zu setzen und der Strahldruck auf die Platte
ist nach Gl (115) mit Q@ = Fec:

X:%Fc-c:2yl‘h;

ebenso groBl und entgegengesetzt gerichtet ist nach Gl (103) der Horizontal-
druck des ausflieBenden Strahles auf das GefiB.

B. Bewegtes Hindernis. Den Strahldruck
auf eine mit gleichbleibender Geschwindigkeit «
bewegte Platte (Abb. 81) erhélt man, wenn man
— nach dem Satze von der Unabhingigkeit der
Vorginge der Mechanik von einer gleichférmigen
_c und geradlinigen Translation des Bezugsystems —
den Vorgang von der bewegten Platte aus be-
trachtet. Fir die Auftreffgeschwindigkeit des
Strahles auf die Platte ist dann die relative
Geschwindigkeit w = ¢ — « zu setzen, so daB
Abb. 81. die Gl. (114) mit @ = F¢ (F = Strahlquerschnitt),
fiir den Strahldruck X den Ausdruck gibt

X=0Q(c—u)(1—cose)=poFc(c—u)(l —cose). (117)

n=C-U

Insbesondere wird fiir ¢ = n/2, welcher Fall praktisch wieder allein
von Interesse ist:

X=0Q(c—uy=9oFclc—u)|. . . . . (118)

Wird die Platte dem Strahl ent gegenbewegt, so ist u durch —
zu ersetzen, und man erhdlt z. B. statt der Gl (118) die folgende

X=p0@Q(c+wu).. .. ... .. (119

Der Fall bewegter StoBplatten kommt praktisch bei den in friiherer
Zeit verwendeten StoBturbinen vor, wobei der Strahldruck auf die
einzelnen, an dem Strahl vorbeiziehenden Schaufeln eines Rades zur
Wirkung kam.

Beispiel 45. Ableitung der GL (118) aus dem Energiesatze.
Wegen der vorausgesetzten Widerstandslosigkeit der Stromung muB' die GroBe
des Strahldruckes auch unmittelbar aus dem Unterschiede der Leistungen des
zuflieBenden und abflieBenden Wassers zu gewinnen sein. Die Leistung des

2
zuflieBenden Strahles ist y Q ;—g; die des abflieBenden ergibt sich durch die
Bemerkung, daB die relative Geschwindigkeit des Strahles lings der Platte ¢—u
und die absolute AbfluBgeschwindigkeit ¢ daher durch die Gleichung gegeben
ist (Abb. 81):

C? = (c —u)?+ ul.

Wir haben daher fiir die Leistung an der Platte:
0" e _r@ 9 _
Xu‘yQQ'E_/Q %_%(Zcu —2u=pQ(c—u)u

und daraus wie zuvor:
X=0Q(c—mu).
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Beispiel 46. Maximum der Leistung des Strahldruckes. Die
Leistung E des Strahldruckes ist (fiir ¢ = #/2) durch den Ausdruck gegeben

E=Xu=0QC—wu. .. .... ... (120

Jene Werte der Geschwindigkeit , bei dem diese Leistung den groBten Wert
erreicht, ergibt sich durch die Bedingung dE/du =0; man erhilt

u=c;2
und den entsprechenden Wert von E:
Box=%10Q=}eFc?,
da die Leistung des zuflieBenden Strahles — die ,absolute Leistung® —

¢ 1
= A = o — = — 3
Ey=yQh=yFc g 29Fc
betriigt, so findet man
Epx=1E,.

30. Schiefer Strahldruck. A. Ruhende
Platte. Wir setzen voraus, dafi die Platte gegen
den Strahldurchmesser geniigend grof} ist, so dafl
die Richtung des abflieBenden Strahles mit der
Plattenrichtung zusammenfillt. Der Neigungs-
winkel der Platte gegen die Strahlrichtung sei «.

Wegen der Reibungslosigkeit der Fliissigkeit
wird parallel zur Platte kein Druck auf diese
ausgeiibt, die gesamte auf die Platte ausgeiibte
Kraft ist daher ein Normaldruck N; da der
zuflieBende Strahl einer Kraft o @ ¢ parallel der
Strahlrichtung entspricht, so ist die Normalkraft N die Projektion
von g Q ¢ auf die Normale zur Platte (Abb. 82) in der Form anzusetzen:

N=pQcsine =p Fc®sinac|. . . . . . (121)

Den Teil von N parallel zur Strahlrichtung bezeichnet man als Parallel-
druck X, es ist

X = Ncos(90 —«) = Nsine,
daher

X =pQcsin*e =9 Fc*sin?a|. . . . . . (122)

Beispiel 47. AbfluBmengen nach beiden Seiten der ruhenden
schriggestellten Platte. Die AbfluBmengen @, und @, nach den beiden
Seiten der Platte ergeben sich durch die Bedingung, daBl in der Richtung der
Platte keine Kraft auf diese ausgeiibt wird, d. h. also, dal auch die Anderung der
BewegungsgroBen der zu- und abflieBenden Strahlen nach der Richtung der
Platte verschwinden muB; wir erhalten daher (Abb. 82)

Qcecosa=Q, c—Q,c,

d. h. Q,—Q,=Q cos
und auBlerdem ist Q+0@,=Q.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt
Q, = Q (1 + cos )/2, @Q=Q(1—cosa))2. . . ... (123)
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Bei dieser Rechnung ist vorausgesetzt, daB es sich um das ebene Problem handelt,
daB sich also der Strahl nicht nach allen Seiten ausbreitet, sondern nur nach
oben und unten in der Zeichenebene. Mit Hilfe dieser beiden Teilmengen er-
gibt sich- unmittelbar der Paralleldruck als Unterschied der BewegungsgroSen
in der Strahirichtung

X=0pQc—pQ,ccosa+pQ,ccosa

=@Qc{l——l+gosa cosoc—i—l_gosacosa}=ch(l—cos“‘a)

=p Qcsina

wie zuvor.

B. Fiireinebewegte Platte, deren Ge-
schwindigkeitsvektor # in die Richtung des
Strahles fillt, ist w=—=¢ — « die relative
Geschwindigkeit, mit der das Wasser auf die
Platte auftrifft; beim Abstromen lings der
Platte bleibt ihre GroSe dieselbe, nur ihre
Richtung #ndert sich. Wenn wir wieder
das ebene Problem betrachten, bei dem der
Stromungsvorgang in allen zur Zeichenfliche
parallelen Ebenen der gleiche ist, so findet

L das AbflieBen des Wassers lings der Platte

e VG nur nach oben und unten statt (Abb. 83).
Abb. 83. Seien @, und @, die nach oben und unten
abflieBenden Wassermengen, so ist der Strahl-

druck X durch den Unterschied der Bewegungsgroflen gegeben, also:

X=0Q(c—u)—0Q,(c—u)cosa+ 0Q,(c —u)cose. (124)

Da in der Richtung der Platte auf diese keine Kraft ausgeiibt werden
kann, so muB die Anderung der Bewegungsgrofe in dieser Richtung
verschwinden, d. h.

0Q(c—ujcosa=0Q,(c —u)—oQ,(c— u,

woraus mit @ = @, + @, dieselben Gleichungen wie in Beispiel 47
folgen:
Q, = Q1 + cosa)/2, Q,=Q(1 —cose)/2 . . (125)
und in Gl (124) eingesetzt:
X=0Q(c— u)(1 — cos?e)

oder

X=0Q(c—w)sin?a|. . . . . . . (126

Beispiel 48. Ableitung der GI. (126) aus dem Energiesatze. Die
Leistung des Strahldruckes X muB dem Unterschiede der Leistungen des zu-
strémenden und abstromenden Wassers gleich sein.. Bezeichnen jetzt C; und
C, die absoluten Geschwindigkeiten der an beiden Plattenenden abstrémendén
Wassermassen, so ist (Abb. 83)

Cl=(Cc—u?+u*+2(c—u)ucosw
Cl=(c—ul+ul—2(c—u)ucosa
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und es folgt aus dem Ansatze
B 02 012 02‘2
Xu=y Q‘ﬂ—/Qx‘Q—g—/Qz'—?E‘
mit Beniitzung der Gl. (125) die Gleichung:
Xu=0pQ(c—u)usin?e,
und damit derselbe Ausdruck fiir X wie in Gl. (126).
Wenn endlich der Vektor u
der Geschwindigkeit der Platte um
einen Winkel g gegen die Platten-
ebene geneigt ist, Abb. 84, so ist 9

die relative Geschwindigkeit des =
Strahles gegen die Platte

B—C

gegen % um einen gewissen Winkel
geneigt, und mit dieser Geschwindig- .
keit erfolgt auch das Abstromen der Abb. 84.

Fliissigkeit relativ zur Platte nach

beiden Seiten. KEs ist daher der Strahldruck X in Richtung von u:

X=pQuwcosy —pQ , wecosf+ pQ,wcosf
=ow[Qecosy —(Q, — Q,)cosB]. . . . . . . (127)
Die Teilmengen @, und @, ergeben sich auch hier durch die
Bedingung, die ausdriickt, da in der Richtung der Platte keine Kraft
auf diese ausgeiibt wird; diese Bedingung wird durch die Gleichung
ausgedriickt:

sr@

QQM’COS(ﬁ—}—}'):QQIW—QQQw

Nimmt man dazu die Kontinuititsgleichung @ = @, -- @,, so folgen
die Teilmengen in der Form

4+ —
Q= QLWQ—OZ(/J F7), Q-1 coz(ﬂ ki (128)

Mit diesen Werten ergibt sich aus Gl (127)
X=0pQuwl[cosy —cos(f+ y)eosp]]. . . . (129)

Die GroBe der relativen Geschwindigkeit w ergibt sich aus dem Ge-
“schwindigkeitsdreieck
w=ccos(f+y—@a —wucosy.. . . . . (130)

Beispiel 49. Die Ableitung der Gl (129) aus dem Energiesatze 1aft sich
ganz dhnlich wie zuvor ausfiihren.

V. StoB- oder Mischverluste.

31. Stromungsvorgiinge mit und ohne Verluste. Wéihrend die
bisher betrachteten Stromungsvorginge als verlustfrei angesehen
werden konnten — eine teilweise Ausnahme hievon bildete das Aus-
fluproblem, bei dem die Beriicksichtigung der Zahigkeit eine kleine
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,summarische Korrektur“ notwendig machte — gehen wir jetzt dazu
iiber, die iibrigen technisch wichtigen Stromungsvorgénge zu behandeln.

Dabei sei nochmals hervorgehoben, dafi es bei den in den beiden
letzten Kapiteln betrachteten Strémungsvorgéingen in der dort gegebenen
einfachen Auffassung lediglich auf eine Umwandlung der kinetischen
Energie des stromenden Wassers in eine andere Form (X. u) ankommt,
die zur Uberwindung eines Widerstandes von gleicher Grofile dienen
kann; wenn Verluste beriicksichtigt werden, mu die GroSe des zu
iiberwindenden Widerstandes naturgemif entsprechend kleiner aus-
fallen. Ahnliches gilt auch fiir die Umwandlung von Energie der
Lage in Energie der Bewegung lings des Stromfadens gemif der
Druckgleichung. Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist gerade,
die bei den technisch wichtigen Stromungsaufgaben auftretenden Ver-
luste anzugeben, weil — abgesehen von der Nutzleistung — diese
Verluste es sind, die zur Aufrechterhaltung des betreffenden Stromungs-
vorganges eine fortgesetzte Aufwendung von mechanischer Energie
notwendig machen.

Die erste Gruppe dieser Verluste bilden die Stof- und Misch-
verluste fiir die sich noch unter Beibehaltung der Vorstellung der
1d ealen Fliissigkeit unter Heranziehung allgemeiner Sétze der Mechanik
fzecignete Ausdriicke gewinnen lassen, die zu ihrer rechnungsméBigen Ab-
schiatzung hinreichen.

Dagegen sind die in den folgenden Abschnitten zur Behandlung ge-
langenden Verluste ganz wesentlich durch die Zihigkeit der Fliissig-
keit bedingt; sie filhren dann notwendigerweise dazu, die Vorstellung der
idealen, reibungsfreien Fliissigkeit aufzugeben, und die Eigenschaften
der zihen Fliissigkeit — mit solchen haben wir es bei diesen Problemen
tatsichlich zu tun — in geeigneter Weise in Rechnung zu stellen.

(V } 32. Plotzliche Querschnitts-
A 2025 erweiterun rung. Bei einer plotzlichen
= Erweiterung des Querschnitts in der
Stromungsbahn einer Fliissigkeit
nach Abb. 85 tritt ein Verlust da-
durch auf, dafl die aus dem engeren
Teil austretende Fliissigkeit nicht
geordnet in den weiteren Teil
iibergeht; dieser Ubergang vollzieht
sich vielmehr unter Bildung von
unregelméBigen Wirbeln léings eines
gewissen Ubergangsbereiches. Man

Abb. 85. hat diesen Vorgang friiher als Stofl

- bezeichnet, weil der Ausdruck fir

den dabei entstehenden Verlust mit dem beim unelastischen Stofl

fester Korper auftretenden Energieverlust iibereinstimmt; er hat aber

sonst mit dem ,StoB“ ebensowenig zu tun wie der ,,StoBdruck¥, und

wird richtiger als Mischverlust bezeichnet, da es sich um einen

Mischvorgang von Flissigkeitsteilchen handelt, die verschiedene
Geschwindigkeiten besitzen.
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Es ist naturgemal ausgeschlossen, diesen Mischvorgang auf Grund
des Bewegungsverlaufes der einzelnen Fliissigkeitsteilchen zu ver-
folgen, man gelangt aber durch eine summarische Betrachtung zum
Ziele, die freilich nur als Anniherung zu betrachten ist, dafiir aber
die Verfolgung des Verlaufes des Vorganges im einzelnen zu ver-
meiden gestattet.

Wir umschlieBen den Ubergangsbereich, in dem sich der Misch-
vorgang abspielt, wieder durch eine Kontrollfliche, — sie ist in der
Abb. 85 punktiert angedeutet — und wenden auf die darin enthaltene
Fliissigkeitsmasse den Impulssatz an. Es seien F,, F,(F, < F,) die
Querschnitte vor und nach der Erweiterung, V,, V,(V, > V,) die ent-
sprechenden Geschwindigkeiten und p,, p, (p, < p,) die Driicke an den
beiden senkrecht zur Stromungsrichtung liegenden Grenzflichen. Die
Anderung der BewegungsgroBe in 1 sek, in der Strémungsrichtung
genommen, ist dann gleich der Summe der Krifte nach dieser Richtung.
Da die in 1 sek durchflieBende Masse

0Q=9oF V,=0FV,. . .. . .. (131

ist, so ist ¢ @ V, die in 1 sek an der linken Grenzfliche verschwin-
dende, o Q V, die in der rechten hinzutretende Bewegungsgrofie. Die
Kraft auf die in der Kontrollfliche eingeschlossene Fliissigkeitsmasse,
in der Strémungsrichtung genommen, kann mit F, (p, — p,) angesetzt
werden. Voraussetzung hierzu ist, dafl in den beiden Grenzquerschnitten
iiberall der gleiche Druck p, bzw. p, herrscht; in dem Umstande, daB
dies tatséichlich nicht der Fall ist, in den Ecken vielmehr gewil} stets
Wirbelraume auftreten werden, welche die gleichférmige Druckverteilung
storen, liegt der Grund, daB dieser Uberlegung nur der Wert einer An-
niherung zuzusprechen ist. Die Aussage: — Anderung der Bewegungs-
groBe in 1 sek = Kraft — liefert daher die Gleichung:

@Q(V_V> 2(7’1 Pa)s

und damit ist die Druckzunahme bei plotzlicher Erweiterung:

Po— Py =0V, (V,—V,). .. (182)

Wenn die Erweiterung des Stromes vom Querschnitt F1 auf F, ver-
lustfrei, d. h. gemé4B der Druckgleichung (47) erfolgen wiirde, so wiirde
der Druck im Querschnitt F, auf den Wert p,’ (> p,) steigen, der
(bei wagrechter Lage des Stromfadens) aus der Gleichung zu rechnen ist:

pﬂ __{_Vd &_{_g’
v g
daraus folgt:
P —p=30(VP=V2) . . . . .. (133)

und durch die Differenz der Ausdriicke (133) und (132) ergibt sich
der bei plétzlicher Erweiterung auftretende ,,Druckverlust®:

P, — Py =1L0(V2—Vz2—2V,V,+ 272

Poéschl, Hydraulik. 6
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oder in Wasserh6he gemessen

r . 2. 2 2
s = (7 V2>=<ﬂ_1>.l’_e. . (134)

vy 29 F, 2g

Der Leistungsverlust, der einer DurchfluBmenge von y Q kg/sek ent-
spricht, ist dann durch y Q@ dargestellt.

Dieser Druckverlust entsteht mithin dadurch, daB die Druck-
zunahme, die sich aus dem Impulssatze rechnet, nicht so hoch ist,
als sie der verlustfreien Zunahme nach der Druckgleichung entsprechen
wiirde, der so entstehende Unterschied ist eben durch den Satz der
Erhaltung der Energie (nichts anderes ist die Druckgleichung) mcht
gedeckt und daher als Verlust anzusprechen.

Um die Annéherung, die in dieser Betrachtung liegt, auszugleichen,
kann die Gl. (134) durch Beifiigung einer Berichtigungszahl & ver-
bessert werden; es wird dann der Mischverlust in der Form angesetzt

(L =Nr
Z‘Lé?"__ 2g

N ¢ 1)

wobei ¢ == 1,1'bis 1,2 zu nehmen ist.

33. Ubertragung der Druckgleichung auf Strémungen mit Ver-
lusten. Wenn in der Stréomungsbahn einer Flﬁssigkeit eine plotzliche
Querschnittserweiterung vorhanden ist, so wird der in Gl. (134) ge-
gebene Wert fiir die mit dieser Querschmttsanderung verbundene
Verlusthéhe %, durch die folgende Uberlegung in die Druckgl. (47)
eingefiihrt; eine shnliche Uberlegung wird auch spiterhin fiir andere
Arten von Verlusten herangezogen.

In der Druckgl. (47) besitzt jedes einzelne Glied skalare Be-
schaffenheit, d.h. die in dieser Gleichung auftretenden GréBen haften
nur an den einzelnen, aufeinanderfolgenden Stellen des Stromfadens.
Wenn nun der Mischverlust in der Rechnung beriicksichtigt werden
soll, so wird zum Ausdrucke gebracht, daBl die beim Eintritte oder
am Obersplegel der Fliissigkeit vorhandene Gesamtenergie der Fliissig-
keit' nicht nur fiir die Energie beim Austritt, sondern auch fiir den
Mischverlust aufzukommen hat: auf diese Weise entsteht eine Gleichung,
die freilich nicht etwa als ein Integral der Bewegungsgleichungen
aufzufassen ist, sondern nur als ein Hilfsmittel, um die sonst rechnungs-
miBig schwer zu beherrschenden Vorgéinge der Rechnung zuginglich
zu machen,

Beispiel 50. AusfluBgeschwindigkeit aus einem GefdB mit einer
plétzlichen Querschnittserweiterung. Die Ausfiihrung der eben angestell-
ten Uberlegung fiir das in Abb. 86 gegebene AusfluBproblem, mit einer plétzlichen
Querschnittserweiterung an der Stelle 1, fiilhrt unmittelbar auf die Gleichung
" —Tp)?

2¢

Vet (V,— V2 —V,2=2gh.

h.{_h_,

oder
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Nimmt man dazu die DurchfluBgleichung, die mit Beriicksichtigung der Ein-
sehniirungen in folgender Form angeschrieben werden kann:

Q=F Vo=, i Vi=F,V,=afV,
so erhilt man fiir die AusfluBgeschwindigkeit V die Gleichung

—pven fieep [ LI IN

y w\/Zgh/{l—[-af EE) ) e 18D
wobei der EinfluB der Zéhigkeit noch durch den vorangesetzten Faktor ¢ be-
riicksichtigt werden kann.

. (7)
i {', s
% ,Faf\von IVg"'o ']
e
v, : @Ay
@)|7 f ”
% B L/ '
H | f
W
@ Vf () v
Abb. 86. Abb. 87,

Fiir die AusfluBgeschwindigkeit durch ein lotrechtes Ansatzrohr aus einem
Gefd von der in Abb. 87 gegebenen Form erhiilt man hieraus fiir 1/F, ~ 0,
F,=F,=f, ¢ =1 den Ausdruck

1 2
V:zp-\/2gh/{l+<;—l>}. ce ... (188)
i 1
Insbesondere ergibt sich fiir v = 0,97, «, = 0,64: )
V=084Y2gh. . .. ... .. ... (139)

Dieses Ergebnis wird durch das folgende Beispiel 51 noch verdeutlicht.

‘ Beispiel 51. AusfluB durch ein
seitliches Ansatzrohr. Beim Ausfluf =, (EU '
aus einem scharfkantig seitlich angesetzten :
Rohr (Abb. 88) bildet sich zunichst eine
Einschniirung des Strahles aus, und dar-

auf erweilert sich der Strahl wieder — A ¥ £
falls das Rohr nicht zu kurz ist (7/d > 2) — —
bis zum vollen Querschnitt des Rohres. e d—
Wegen des Uberganges des freien Strahles -.-.Y iyt A " 4
vom eingeschniirten auf den vollen Quer- if7 [
schnitt des Rohres entsteht ein Misch- 'R
verlust, der auf die AusfluBgeschwindig- () /
keit einwirkt. Die durch diesen Mischver- D T (Pe)
lust k,, erweiterte Druckgleichung lautet hier

V2 Ve Ve (V,—-V)

2g+h~2g+hm—-29+ 2g Abb. 88,
oder

Ve (V,—=VR—V2=2¢gh.. . ... ... (140)

Wenn wieder V, ~ 0, V, = V/e, «=0,64, so folgt wie zuvor:

V=qp.\/égh/{1+<%'_1ﬂ=0,84.ym, e .. (141
6*




84 Hydraulik.

und die AusfluBmenge

Q=fV=084fY2gh,. .. . ... ... (142)

wihrend bei fehlendem Ansatzrohr die AusfluBmenge nur
Q@=vwafV=062fY2gh . . . ... ... (143)
betragen wiirde. Durch das Ansatzrohr wird daher die AusfluBmenge

vergrofBert.

Der Grund fiir diese VergroBerung liegt darin, da an der Stelle der
groBten Einschniirung ein Unterdruck A’ unter dem Atmosphérendruck p, ent-
steht — da an der Miindung bei der Geschwindigkeit V der Druck p, herrscht,
so muB der Druck bei der groBeren Geschwindigkeit V, kleiner als p, sein —
der die wirksame Druckhohe b’ vergroBert, was mit einer Saugwirkung gleich-
bedeutend ist. Dabei zeigt sich iibrigens, daB die Sprungweite des ausflieBenden
Strahls durch das Ansatzrohr verringert wird.

Die Tatsache, daB die AusfluBmenge durch ein Ansatzrohr vergroSert wird,
war schon den alten Agyptern bekannt, die durch solche Ansatzrohren die ihnen
aus den Nilwasserleitungen zukommenden Mengen erhohten.

34. Versuchsergebnisse fiir zylindrische Ansatzrohre. a) Nach
Versuchen von Weisbach gelten bei vollkommener Einschnii-
rung fiir verschiedene Werte des Verhiltnisses I/d nach Abb. 88 die
folgenden Werte der Ausflufzahl u:

Yd=| 1 |2—3| 12 | 24 | 36 | 48 | 60

= }0,62 0,82 | 0,77 0,73 } 0,68 ‘ 0,63 | 0,60 |

Aus dieser Zahlentafel ist ersichtlich, daf fiir //d <1 (etwa) der
Ausflul so erfolgt, als ob das zylindrische Ansatzrohr gar nicht vor-
handen wire.

b) Unvollkommene Einschniirung tritt ein, wenn der Quer-
schnitt des Gefifies F,, unmittelbar vor der Ansatzstelle nicht groB ist
im Verhaltnis zum Querschnitt # — d? /4 des Ansatzrohres selbst. Ist
F|Fy,=n(< 1), so ist nach Weisbach die AusfluBzahl fiir unvoll-
kommene Einschniirung:

p = [l + 01020 + 006772 4 0,046n%], . . (144)

wobei u aus a) zu entnehmen ist. Unvollkommene Einschniirung ist
also naturgemidB mit einer Erhohung der Ausflufzahl verbunden.

¢) Bei schiefem Ansatzrohr vermindert sich die AusfluBzahl
Ist 6 der Neigungswinkel der Rohrachse gegen die Normale zur Ge-
faBwand, so gilt fiir I/d = 2 bis 3:

p=7V1/{1+ 0,505 + 0,303 sind -+ 0,226 sin?d}. . (145)

35. Mischverlust bei plotzlicher Richtungsinderung eines
Wasserstrahls. Wenn die relative Eintrittsgeschwindigkeit des Was-
sers in das Laufrad einer Turbine nicht tangentiell an die Schaufeln
des Laufrades ausfillt, so entsteht ein Verlust, der auch als Stof-
verlust bezeichnet wird, der aber wieder besser als Mischverlust
von Flissigkeitsteilchen mit verschieden gerichteten Geschwindigkei-
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ten aufgefaBit werden kann; er 1afit sich angendhert auf dhnliche Art
berechnen, wie der bei einer plotzlichen Querschnittserweiterung auf-
tretende Verlust.

Um die Aufgabe auf ibre einfachste Form zu bringen, denken
wir uns in Abb. 89 einen Schaufelkanal gezeichnet und nehmen
ihn als von parallelen Geraden begrenzt und als ruhend an; der
Eintrittsquerschnitt sei f, die Zustrémgeschwindigkeit V, und die Ab-
stromgeschwindigkeit, nach Wieder-
erreichung eines geordneten Stro-
mungszustandes V,. Wenn die Winkel
von V,, V, gegen die Wagrechte «,, a,
sind, so lautet die Bedingung dafiir,
daB der Fliissigkeitstrom nicht ab-
reif}t:

Q =V, sing, = fV,sing,
oder

V,sine, = V, sing,, . (146)
d. h. die relative Geschwindigkeit
V, =V, — V, liegt parallel zur Ein-
trittsfliche f. Der Wasserstrahl wird
nach Eintritt in das Laufrad etwa
die gezeichnete Gestalt annehmen, Abb. 89.
wobei der auftretende Hohlraum in
wechselndem MaBe durch unregelmifiige Wirbelbildungen ausgefullt
ist, deren Einzelheiten rechnungsmiflig zu verfolgen ganz aussichts-
los wire.

Seien endlich die Driicke beim Ein- und Austritt aus dem Lauf-
radkanal p, und p,, so lautet die um die Verlusthdhe & durch den
»StoB“ erweiterte Druckgleichung fiir das Laufrad:

Vlg pl V22 po
~1 1 2 2 + hw,
29 T 7 29 + 4
woraus
= ~+ e e . (147
2g y (147)

Die in wagrechter und lotrechter Richtung auf den im Lauf-
rade enthaltenen Fliissigkeitskorper einwirkenden Kréfte sind
nach Gl. (101) wegen V, sine, — V,sine, = 0:

X = 0Q(V,cosa, — V, cosery) |

Y=1f(p,—p,). J
Wegen der Reibungsfreiheit der Stromung muf3 die ganze auf -den
Schaufelkanal einwirkende XKraft K auf der Richtung des Kanals
senkrecht stehen, d. h. es ist
tga, = — X[Y

(148)

und daraus:
Y= — Xectga, = — 0 Q ctga, (V, cose, — V, cose,).
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Beniitzt man noch die oben angeschriebene Gleichung fiir den Durch-
fluB @ = [V, sine,, so folgt

PP Y _2¢, ctge, (V, cose, — V, coser,);

e f f
dies in Gl. (147) eingefiihrt, gibt
V.2 sin? e Ve . sin e, cos ¢,
by = 2_19 ( " sin? a:) + _gl)_ sine, ctge, ( siln o, — — oo “1>

V2 osin?(e, —«,)

29 sin e,
und mit Beniitzung des Sinussatzes im Geschwindigkeitsdreieck:
V,:V, =sin (¢, — «,):sine, folgt weiter

V2
hw“gg e e L (149)
Die ,Verlusthdhe durch Stof¢, h,, ist daher durch die Ge-
schwindigkeitsh6he der relativen Geschwindigkeit gegeben.
Im praktischen Turbinenbau wird diese Formel stets fiir diesen StofB-
verlust beim Eintritt angewendet, auch wenn die hier getroffenen,
das Problem idealisierenden Voraussetzungen nicht erfiillt sind.

36. Der Mischverlust beim Zusammentreffen mehrerer Strahlen
wird durch Verwendung derselben Hilfsmittel berechnet, die auch
bei der pldtzlichen Querschnittserweiterung eines Strahles zum Ziele
fiilhrten. Es wird die Drucksteigerung, die sich aus dem Impulssatze
ergibt, verglichen mit der Drucksteigerung nach der Druckgleichung —
der Unterschied ist der beim Mischvorgang entstehende Druckverlust.
Auf diese Weise gelingt es wie dort, einen (angeniherten) Ansatz fiir
den Mischverlust zu erhalten, ohne daB es nétig wire — was iibrigens
gar nicht moglich ist — die verwickelten Einzelheiten des Vorganges zu
verfolgen. Da es sich hier um die Mischung mehrerer Strahlen mit
verschiedenen Durchfliissen @, @,,... handelt, so geniigt es nicht

mehr, den Verlust fiir die Gewichts-
einheit anzugeben, es miissen viel-
" mehr die Verluste auf die Durch-
flisse der einzelnen Strahlen be-
zogen werden. Wir beschrinken
uns darauf, die Gleichungen fiir
zwei Strahlen mit den DurchfluB3-
mengen €,, @, hinzuschreiben;
die Ausdehnung der Betrachtung
Abb. 90. auf mehrere Strahlen hat dann

keine Schwierigkeit.

Wir denken uns den Ubergangsbereich in Abb. 90, in dem sich
der Mischvorgang abspielt, wie zuvor in eine Kontrollfliche einge-
schlossen. Die Eintrittsgeschwindigkeiten der beidem- Strahlen, die
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sich entweder umschliefen oder vor der Mischung durch eine Wand
getrennt nebeneinander laufen sollen, seien V, und V,, die Geschwindig-
keit nach der Mischung sei V. Um den Impulssatz wie frither an-
zuwenden, machen wir wieder die Annahme, daf die Driicke iiber
den ganzen Querschnitt gleichférmig verteilt seien, und zwar p, vor,
p, nach der Mischung, so dall also etwa vorhandene Druckunter-
schiede quer iiber die beiden Strahlen sich ohne merklichen Zeitauf-
wand ausgleichen sollen. Dann gibt der Impulssatz fiir die gemein-
same Richtung der beiden Strahlen die Gleichung

Q(Ql_{_Qe)V“9Q1V1—9Q2V-22F(p1—pe)

E(pe — 191) = Q[Ql (V1 - V) + QQ(V‘J - V)] e e (150)
Bei widerstandsfreier Erweiterung der einzelnen Strahlen moge

der Druckanstieg auf einen Wert ps(> p,) erfolgen, der durch die
Druckgleichung gegeben ist, die fiir beide Strahlen zusammen lautet:

(@ + @) (p2e— 1) =350Q, (VP — V) + 500, (Vo — V7). (151)
Der gesamte Leistungsverlust 8 [kgm/sek], d.h. der Arbeitsverlust
in 1 sek, ist daher

oder

a

B=y(Q,+ Q) ” —/Ji’% — (@, + Q) (P} — py);

durch Multiplikation der Gl (150) mit ¥ und Subtraktion von Gl (151)
ergibt sich schlieflich, da FV =@, + @,:

)2 __1\2
B=y0Q, ('Ké"é’ﬂ+7Qg (Fy — V)? .. . (152)

Der Leistungsverlust, der bei der
Mischung von zwei oder mehreren
Strahlen eintritt, ist daher gleich
der Summe der Leistungsverluste
der einzelnen Strahlen beim Uber-
gange auf die gemeinsame Geschwin-
digkeit V.

Beispiel 52. Die Wasserstrahlpumpen
(Abb. 91) dienen dazu, den bei einer starken
Verengung eines Rohres auftretenden Unterdruck
zum Ansaugen von Fliissigkeit aus einem Ge-
faB B und Heben auf ein anderes C auszuniitzen.
Dabei tritt der Fall ein, daB das ausstromende
Beiriebswasser mit dem zu férdernden Wasser
in einem Mischraum M zusammentrifft, worauf
sie gemeinsam in das Gefa C abflieBen. Eine
derartige Anordnung ist freilich, wie schon von
vornherein nicht anders zu erwarten, sehr un-
wirtschaftlich, kann aber fiir gewisse Fille, z. B. Abb. 91.
bei Entwiisserung der Baugruben, wenn Betriebs-
wasser in hoherer Lage zur Verfiigung steht, doch empfehlenswert werden. Die
zur Verfiigung stehende ,Leistung“ des Betriebswassers y @, H wird zur Hebung
eines Wassergewichtes y @, auf eine Hghe h, zur Frzeugung der kinetischen
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Energie des bei C austretenden Wassers y @ V2/2¢g und zur Deckung der Ver-
luste verwendet; von diesen setzen wir hier explicite nur den StoBverlust nach
Gl. (152) an, so daB wir die Gleichung erhalten:

Ve V,—V)? V,—V)? .
1@ H=yQ,h+7Q % +r 6 (1—2917”)“ +7Q, %‘gﬁ (+Reibungsverluste), (153)

aus der bei bekannten Abmessungen die Beziehung zwischen der Betriebs-
wassermenge @, und der Nutzwassermenge @, zu entnehmen ist. Als hydrau-
lischen Wirkungsgrad » bezeichnet' man das Verhiltnis
_ Nutzleistung @k

" aufgewendete Leistung @, H’ "~

7 e oo (154)
der Wert von # fillt bei Anordnungen dieser Art immer sehr klein aus, da
sich @, um vieles grofer ergibt wie @Q,.

Wenn Luft als zu fordernde Flissigkeit genommen wird, so erhilt man
Luft-Druck- bzw. Saugpumpen (bei C Druckwirkung, bei B Saugwirkung),
die ebenfalls durch den Umstand bemerkenswert sind, daB sie (auBer der
Fliissigkeit) keinen bewegten Korper enthalten, dafiir aber auch die Eigen-
sohaft zeigen, sehr unwirtschaftlich zu arbeiten. — Auch die Injektoren zur
Speisung von Dampfkesseln sind Anordnungen &hnlicher Art; zur Erklirung
ihrer Wirkungsweise reichen jedoch die Eigenschaften der raumbestindigen
(eigentlichen) Fliissigkeiten nicht mehr aus, es kommt vielmehr die Tatsache
der Druckerniedrigung bei plotzlicher Abkiihlung des Dampfes zur Verwertung.

Es gibt noch mannigfache andere Vorgéinge in der Technik, wo Misch-
vorgédnge dhnlicher Art eintreten, z. B. bei den Einspritzdiisen in den Ver-
gasern der Verbrennungskraftmaschinen u. dgl. mehr.

VI. Die zwei verschiedenen Stromungsformen:
Schichten- und turbulente Stréomung.

37. EinfluB der Fliissigkeitsreibung. In 16 wurde die Lagrange-
Eulersche Bewegungsgleichung unter der Annahme abgeleitet, daf3
die auf die Grenzflichen jedes Teilchens wirkenden Krifte lediglich
Druckkrafte sind, die zu den Grenzflichen des Teilchens senkrecht
stehen. Sie lautete firr die stationire Bewegung in einem Stromfaden

av _ . dvV 1_(?p_ dz

=G T T ods s (155)
Dazu trat die DurchfluBgleichung
FV=konst. . . . . . .. . . (156)

Was die Bedeutung von V betrifft, so wurde bei den bisherigen
Betrachtungen stets angenommen, daBl V entweder iiber jeden Quer-
schnitt der Stromrohre konstant ist, oder die mittlere Geschwindig-
keit iiber den Querschnitt bedeutet. Irgendeine Aussage iiber die
Verteilung der Geschwindigkeit iiber den Querschnitt ist auf Grund
dieser Gleichungen allein — ohne Heranziehung weiterer Hilfsmittel —
nicht zu gewinnen. Man erkennt dies am einfachsten, wenn man etwa
ein wagrecht liegendes Stiick einer geraden zylindrischen Stromréhre be-
trachtet und dieses in beliebiger Weise in Teilrohren zerlegt denkt, die
alle wieder durch Stromlinien begrenzt sind; fiir jede solche Teilrohre
gilt die Gl (155) und jede solche Gleichung ist durch den Ansatz
p = konst., z = konst. und V = konst. erfillt. Dadurch ist jedoch
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iiber die Einzelwerte dieser Konstanten in den Teilrohren und iiber
deren Zusammenhang miteinander gar nichts ausgesagt, so daB jede
beliebige (auch unstetige) Geschwindigkeitsverteilung iiber den Quer-
schnitt zuldssig wire. Jede Wirkung dieser Teilrohren aufeinander
ist ja wegen des Fehlens tangential gerichteter Einfliisse ausgeschlossen.
Ahnlich wiirden sich auch beliebig gekriimmte Stromrohren: verhalten.

Aus dem Umstande, dafl die Gl. (155) durch p = konst., z = konst.,
V = konst. erfillt ist, wiirde weiter folgen, daB zur Aufrechterhaltung
einer stationidren Stromung in wagrechter Richtung kein Energie-
aufwand erforderlich wére.

Demgegeniiber lassen die Beobachtungen an irgendwelchen Stro-
mungen vor allem zwei Umstdnde erkennen:

1. eine ungleichméfBige Verteilung der Geschwindigkeit, und
zwar in der Art, daBl bei zylindrischen Rohren die Teilchen in der
Rohrmitte einen Groftwert der Geschwindigkeit aufweisen, von dem
aus der Wert der Geschwindigkeit stetig bis auf den Wert Null am
Rande absinkt, da an der Wand ein Haften der Flissigkeit eintritt.

2. Das Auftreten eines Energieverlustes bei jeder Stromung.

Zur Erklirung dieser Tatsachen reicht der bisher beniitzte An-
satz (155) nicht aus, dieser mul vielmehr durch einen vollstindigeren
ersetzt werden, der genauer das wirkliche Verhalten der Fliissig-
keiten in Rechnung zieht; dieses wirkliche Verhalten mufl durch Auf-
stellung einer mathematischen Gesetzlichkeit erfafit werden.

Wie sofort einleuchtet, ist es die Eigenschaft der Fliissigkeits-
reibung, oder der Zahigkeit (Viskositit) der Fliissigkeit, die in
Verbindung mit der Rauhigkeit der Wénde zur Erkldrung der ange-
gebenen Beobachtungen herangezogen werden mufl. Die Zihigkeit
ist auch, wie sich weiterhin ergibt, der AnlaB dafiir, daB es tatsdchlich
eines Arbeitsaufwandes bedarf, um die stationidre Bewegung einer
nwirklichen“ Flissigkeit durch ein Rohr oder durch einen Kanal
aufrecht zu erhalten. Es ist nun die wichtigste Aufgabe der folgen-
den Betrachtungen, iiber die Beschaffenheit der Fliissigkeits-
bewegung, die unter dem Einflusse der Zéhigkeit zustande kommt,
Klarheit zu gewinnen und insbesondere iiber die Gréfle des zur
Aufrechterhaltung dieser Bewegung erforderlichen Arbeitsaufwandes
zutreffende Aussagen zu erhalten.

Fir die Untersuchung der Flusmgkeltsbewegungen in Rbhren
und Kanilen ist nun die (iibrigens schon seit langer Zeit bekannte)
Tatsache von besonderer Bedeutung, dall die Beobachtungen im
wesentlichen zwei verschiedene Formen von Strémungszustinden er-
kennen lassen, welche sich schon durch den dufleren Anschein, vor
allem aber auch durch die Art des Verlaufes der Stromlinien, wie auch
weiterhin durch die fiir sie geltenden mechanischen Gesetze in grund-
sitzlicher Weise unterscheiden. Diese beiden Stromungsformen sind:

a) dieSchichten-oder Laminarstrémung (lamina = Schichte),

b) die turbulente Stréomung.

Was den duBeren Anschein dieser beiden Stromungsarten anlangt,
go verlaufen bei der laminaren Strémung die Stromlinien in geord-
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neten, ausgerichteten Bahnen, sowie wir dies beim idealen Strom-
faden vor uns hatten; bei der turbulenten Stromung tritt an Stelle
dieser RegelmiBigkeit ein scheinbar regelloses, sich manchmal iiber
einen groBeren Teil des Querschnittes erstreckendes Durcheinander-
wirbeln der einzelnen Fliissigkeitsteilchen.

Zur ungefdhren, zunédchst noch ganz unbestimmten Kennzeichnung
der Bedingungen fiir das Eintreten der einen oder andern Strémungs-
form sei vor allem auf die wichtige Tatsache hingewiesen, daB die
Schichtenstromung bei kleinen Geschwindigkeiten und kleinen
Rohr- oder Kanalabmessungen, die turbulente Stromung bei groBen
Geschwindigkeiten und Abmessungen beobachtet werden. Auf die in
die Augen fallenden Unterschiede zwischen den beiden Stromungs-
arten wurde schon 1837 durch Poncelet und Hagen hingewiesen.
Aber erst 1877 ist durch Osborne Reynolds erkannt worden, dafl fiir
die Ausbildung der einen oder andern Stromungsart die GroBe der
Abmessungen und der Geschwindigkeiten, die Dichte und
die Zdahigkeit der Fliissigkeit ~ bei im iibrigen vollstindig iiber-
einstimmenden Bedingungen — ausschlaggebend sind.

Reynolds lieB Wasser durch Glasréhren flielen und beobachtete
(durch Einfiihrung von Farbstoff), da die anfinglich laminare Stro-
mung turbulent wurde, wenn die Geschwindigkeit des Wassers eine
gewisse GroBe iiberschritt; je weiter das Rohr gewdhlt wurde, desto
kleiner war die Geschwindigkeit, bei der der turbulente oder ,wirbe-
lige“ Zustand eintrat. Er fand, daB eine zahlenmé&Big festzulegende
Grenze zwischen beiden Zustdnden besteht, welcher Grenze Reynolds
absoluten Charakter beilegte; heute wissen wir allerdings, daf diese
Grenze nur fir geometrisch &hnliche Ausbildung der ganzen
Stréomungsanlage, insbesondere der Art des Einlaufes in das Rohr
und der Rauhigkeit des Rohres durch ein einheitliches Gesetz ange-
geben werden kann, wihrend sie fiir verschiedene Anordnungen des
Stréomungsvorganges und verschiedene Rauhigkeiten alle mdglichen
Werte annehmen kann. Bei sorgfiltiger Vermeidung aller Ersehiitte-
rungen gelingt es iibrigens, die Stromung weit iiber diese Grenz-
geschwindigkeit hinaus laminar zu erhalten.

Es entsteht nun die wichtige Frage: durch welche Umstidnde
sind diese beiden Stromungszustinde gekennzeichnet und
welche mechanischen Gesetze gelten fiir sie?

38. Schichtenstromung. Ansatz fiir die Fliissigkeitsreibung.
Die Schichtenstrémungen verlaufen in einzelnen, voneinander voll-
standig getrennten Schichten, die sich gegenseitig nicht mischen oder
durchsetzen; kennzeichnend fiir diese Art von Stromungen ist also
der regelmidfiige, geordnete Verlauf der Stromlinien, das ,geordnete
Stromungsbild“.

Beispiele fiir solche Bewegungen sind: der AusfluB8strahl aus einer
kleinen Offnung eines GefiBes, der Uberfall einer Wassermasse iiber ein Wehr
bei kleiner Uberfallshéhe u. dgl.; in diesen Fillen ist die geordnete Beschaffen-

heit der Stromlinien durch Augenschein unmittelbar erkennbar, die Fliissigkeit
erweckt den Anschein eines ruhenden, einheitlich zusammenhéngenden Korpers.
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Sofern das in diesen Fillen auftretende Stromungsbild, genauer
gesagt der Verlauf der Stromlinien, von vornherein als bekannt
und wihrend der Stromung als unverénderlich angesehen werden
kann, gelingt es durch Einfiihrung eines Ansatzes fiir die Fliissig-
keitsreibung, die zwischen irgend zwei gegeneinander gleitenden
Schichten auftritt, zutreffende Aussagen iiber die Verteilung der
Geschwindigkeit im Querschnitt und iiber den auftretenden Energie-
verlust zu erhalten.

~ Fiir die Fliissigkeitsreibung wird — ausdriicklich sei es noch-
mals betont: nur soweit es sich um Schichtenstrdmung handelt — das
folgende Elementargesetz zugrunde gelegt, das in vollstindigem
Gegensatz steht zu dem Gesetz fiir die Reibung zwischen starren
(festen) Korpern:

Die Reibung zwischen 1rgend zwei aneinander gleiten-
den Fliissigkeitschichten' ist eine in der Gleitrichtung
wirkende Kraft, die auf die Flicheneinheit bezogen und
als Schubspannung 7 kg/cm® eingefiihrt wird; sie ist pro-
portional dem Geschwindigkeitsgefdlle zwischen den be-
nachbarten Schichten und abhdngig von der Beschaffen-
heit (Zahigkeit) der Flissigkeit, jedoch unabhingig vom
Flissigkeitsdruck an der betreffenden Stelle.

Diese Schubspannung, deren Einflufl
auf benachbarte Schichten unter Giiltigkeit Y
des Satzes der Gleichheit von Wirkung und
Gegenwirkung erfolgt, strebt die rascher

bewegte Schichte zu verzogern, die lang- ur d"dy
samere zu beschleunigen und so einen Aus- ‘f———g‘?
gleich, ein Gleichgewicht, zwischen den & 7

Triigheitskriften einerseits und den Reibungs-
kriaften andererseits herbeizufiihren.

Wenn die Schichtenstromung etwa wie
in Abb. 92 parallel zur x-Achse erfolgt,
und % die Geschwindigkeit des Teilchens im Abb. 92.
Abstande y von O bedeutet, so ist das Ge-
schwindigkeitsgefille, d. h. die auf die Léngeneinheit bezogene Ge-
schwindigkeitsinderung (Relativgeschwindigkeit) zwischen den benach-
barten Schichten: —du/dy. Fir die GroBe der Reibungskraft auf
1 ecm? folgt daher nach der obigen Festsetzung

T=—x— ... . ... .. (157

In dieser Formel wird » als das dynamische Zéhigkeitsmal} be-
zeichnet und als eine jeder Fliissigkeit eigentiimliche Grofe angesehen;
die Dimension von x ergibt sich aus dieser Gleichung mit

[7] [K/L*] [KT)
["]z[du/dy]: [1/;T] :{L‘-’J' '

(158)
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Unter dem EinfluB dieser Schubspannungen z wird ein urspriing-
lich rechtwinkliges Fliissigkeitsteilchen in sich derart verschoben, dafl
es schiefwinklig wird, welche Wirkung bei reibungsfreien Fliissigkeiten
vollstindig fehlt; diese Verformung (Deformation) der Fliissigkeits-
teilchen durch Anderung ihrer Kantenwinkel kann geradezu als Kenn-
zeichen der Bewegungen zdher Fliissigkeiten angesehen werden.

89. Das Poisenillesche Gesetz. Der Ansatz (157) kann nun
dazu verwendet werden, den EinfluB der Fliissigkeitsreibung auf die
Verteilung der Geschwindigkeit iiber den Querschnitt bei einem
vorgegebenen geordneten Strémungsbild und die Grofe des bei dieser
Stréomung entstehenden Energieverlustes zu ermitteln. Die wich-
tigste Form fiir den Querschnitt, die praktisch verwendet wird, ist
der Kreis; fir ihn wurde die Berechnung der Geschwindigkeits-
verteilung und des Energieverlustes zuerst durchgefiihrt, wobei sich
volle Ubereinstimmung mit den viel frither (1867) durch Poiseuille
experimentell gefundenen Ergebnissen herausstellte.

Da die Driicke p, und p,
iber die beiden um ! vonein-
ander entfernten Querschnitte 1
und 2 des Rohres als gleichformig
verteilt angenommen werden
konnen (Abb. 93), so hat die
Kraft in der Bewegungsrichtung,
die auf einen Zylinder vom
Halbmesser y wirkt, die GroBe
(p, — p,)ny?, die Mantelfliche
des Zylinders, der unter dem
Einflusse dieser Kraft in dem umgebenden Zylinder verschoben wird,
hat die GroBe 2mxyl, und daher ist die in dieser Mantelfliche auf-
tretende Schubspannung:

re Kraft (o, —P)7y" _ P — Py ¥
Fliche 2nyl l 2"

Mit Beniitzung des Ansatzes (157) ergibt sich somit die folgende

Differentialgleichung fiir die Funktion v =u(y): -

IO Sl 29

dy l 2°
Die in der Losung dieser Gleichung auftretende Integrationskonstante
wird durch die Bedingung bestimmt, dal die Fliissigkeit am Rande
des Rohres haftet, fiir y =r also u =0 sein soll; dadurch erhilt
man die Losung in der Gestalt:

T =

P, — P
u=u(y) =220 —y)|.. .. .. (159)

Bei der Schichtenstromung durch ein Kreisrohr ergibt sich sonach
fir die Verteilung der Geschwindigkeit jiilber den Querschnitt das
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paraboloidische Gesetz: in jeder Meridianebene wird die Verteilung
der Geschwindigkeit als Funktion des Halbmessers durch eine Parabel
dargestellt (Abb. 93).

Wir fithren nun die Bezeichnungen ein:

ET& = J = Druckgefalle (fir 1 m Rohrlinge),
v
y— 2 —% _ kinematisches ZihigkeitsmaBf;

vlg e
die letztere Bezeichnung ist darin begriindet, daB in der Dimension
von » die ,Kraft“ nicht mehr vorkommt:

[ [fg) [KTL[L]TY (L
T Pl AL
Damit ergibt sich die Gl (159) in der Form:
T9 2
u:U(r -y . Cee e (161)

An Stelle von u ist es vorteilhafter, andere daraus ableitbare GroBen
einzufiihren, die unmittelbare praktische Bedeutung haben: die Durch-
fluBmenge oder den Durchflufl durch das Rohr in 1 sek: @ m?®/sek,
oder die mittlere Geschwindigkeit V= Q/nr?. Da durch die
kleine Ringfliche vom Halbmesser ¥ und der Dicke dy in 1 sek die
Fliissigkeitsmenge

Jgn ”
aQ =u~2nydy=—2§’v—(r2 —y))ydy,

stromt, so folgt fiir den Durchflul durch das ganze Rohr:

_myg Jrt
und fiir die mittlere Geschwindigkeit:
_ Q@ g
V— ﬁ == g‘ T e e e s . (163)

es ist demnach V = #max/2; umgekehrt folgt daraus das zur Auf-
rechterhaltung dieser Stromung erforderliche Gefille (D = 27):

— 8 »V 329V

Das notwendige Druckgefille zur Aufrechterhaltung
einer Schichtenstrémung mit der mittleren Geschwindig-
keit V durch ein Rohr vom Durchmesser D ist also der Ge-
schwindigkeit Vund der Zihigkeit » direkt und dem Quadrat
von D (oder dem Querschnitt des Rohres) umgekehrt proportional.
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Das in Gl (164) dargestellte Ergebnis ist unter dem Namen des
n,Poiseuilleschen Gesetzes“ bekannt, das, wie bereits hervorgehoben,
durch die Erfahrung volle Bestitigung gefunden hat, solange Schich-
tenstromung herrscht.

Bei dieser Betrachtung ist dle zur Erzeugung der Geschwindig-
keit der . einzelnen Fluss1gkeltstellchen erforderliche Druckhdhe un-
beriicksichtigt geblieben.

40, Zahlenwerte fiir v = %o (kinematisches ZihigkeitsmaB).

Wasser von 09, = 0,0178 em?/sek
” » 109, =0, 0183 »
» » 200, = 0 0100 »
) ” 500 = 0,0056 »
» » 100° = 0,0030 »
Olivenol von 209, v =256 cm2/sek
” n 509, = 1,78 »”
Deutzer Motorsl -von 200, v = 3,82 cm?sek
L] ” 50 0, = 0,60 ”
” ” 100 0, = 0,10 ”

Luft von 09 760 mm, » = 0,145 cm?/sek
» » 1009, 760 » = 0,271 »
» . » 0% 7.6» = 3 3 ”

Die Abnahme der kinematischen Zihigkeit mit zunehmender
Temperatur 7' (in °C) kann nach Poiseuille fiir Wasser zwischen
0 und 100° durch die Beziehung ausgedriickt werden:

[enﬁJ__ 0,0178
sek |~ 10,0337 T 4 0,00022 T?

(165)

Beispiel 53. Wie groB ist die Aus- .
trittsgeschwindigkeit von Wasser von 10°C aus FEE—
einem 1 m langen Rohr(Abb. 94) von D=0,2 cm

Durchmesser, wenn die Druckdifferenz zwi- E
schen Eintritt und Austritt 0,5 m betrigt? ¥

l.osm.-

gzcm
R

Abb. 94. Abb. 95.

Nach Gl (163) ist
g Jrz_981 0,5 0,01 _
V_§ " —T'T'm 46,2 cm/sek = 0,462 m/sek.

Beispiel 54. In einer Staumauer (Abb. 95) befindet sich in einer Tiefe
von h=1,5m unter dem Spiegel eine rohrenférmige Offnung von D= 0,4 cm
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Durchmesser und ! = 2 m Lénge, die unter « = 30° gegen die Wagrechte geneigt
ist; wieviel Wasser von 10°C geht hiedurch in 1 Tage verloren und wie grof3
ist die Austrittsgeschwindigkeit ?

In Gl (163) ist zu setzen:

J:h+lsina=1,5+2-—§—
l 2

=125,

und daher ist

g Jr® 981 1,25.0,04 _
V= § 5 =8 00033 462 cm/sek = 4,62 m/sek,

und der DurchfluBl in 1 sek ist
Q=V-r*x=462.0,04-7 = 58,1 cm?/sek,

d: s. 58,1-86400/1000 = 5020 ! oder 5 m® in 1 Tag.

Voraussetzung fiir die Zuldssigkeit der in diesen Beispielen verwendeten
Ansiitze ist, daB in den RShren bei den erhaltenen Geschwindigkeiten tatséch-
lich Schichtenstromung besteht.

Beispiel 55. Der Engler- ‘3/?:',70/54’”'
sche Zihigkeitsmesser zur Be- ;
stimmung der Zdhigkeit von Schmier-
mitteln wird wegen seiner einfachen v Y m -
Handhabung vorwiegend in der tech- o
nischen Praxis und im Handel ver- Up n LI
wendet. Er besteht aus einem zylin- i r o, hg52em
drischen Gefid3 A (Abb. 96) mit einem a :Zcm h2eh
Kugelboden, an dem in der Mitte ein 2r-029cm N..... i R
enges AusfluBréhrchen vom Durch- *U
messer 27 =0,29 cm angeschlossen
ist, das durch einen Hahn abgesperrt
werden kann. Das Gefa 4 wird bis
zu einer Marke m mit der zu untersuchenden Flissigkeit gefiillt, bei der Messung
wird die Zeit T beobachtet, die vergeht, bis die Flissigkeit bis zu einer zweiten
Marke = gesunken ist und dabei eine bestimmte Menge der Fliissigkeit (200 cm?)
ausgeflossen ist. Diese Zeit gibt offenbar unmittelbar ein MaB fiir die Zéhigkeit
an. Wenn derselbe Versuch fiir Wasser von 20°C ausgefiihrt die AusfluB-
zeit T, gibt, so bezeichnet” man als die Anzahl der Englergrade des unter-
suchten Schmierdls das Verhéltnis:

Abb. 96.

E (Englergrade) = T /TO—I e e e (166)

Die iibrigen Abmessungen sind R=53cm, h,=5,2cm, ;=293 cm, a =2 cm.
Das GefaB 4 kann in ein Wasserbad gebracht werden, wodurch die Zihigkeit
des Schmiermittels auch bei verschiedenen Temperaturen gepriift werden kann.

Aufgabe der Theorie ist es nun, den Zusammenhang der Ausfluzeit 7' und
der Zahl E mit der Zihigkeitszahl » anzugeben und woméglich umgekehrt das
v aus dem beobachteten Werte von T zu ermitteln.

Um in dem engen Rohrchen tatsichlich eine Poiseuillesche Stromung
zu erhalten, empfiehlt es sich, die Einlauféffnung gut abzurunden, so daBl dort
keine Einschniirung oder sonstige Storung eintritt. Wenn sodann die Zihig-
keitsverluste innerhalb des GefdBles vernachlissigt und nur die in dem Riohr-
chen in Rechnung gezogen werden und auch die zur Erzeugung der Geschwin-
digkeit V erforderliche Druckhohe beriicksichtigt wird, so lautet die erweiterte
Druckgleichung fiir diese Stromung:

Ve Ve
9g 7= 2g+h,v,
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hierin wird ¥;?/2¢ als klein gestrichen, ferner die Widerstandshihe infolge der
Zshigkeit der Fliissigkeit in dem engen Rohrchen von der Linge @ nach
Gl. (164) gleich

8va

h,,, =adJ= — 14
gr
gesetzt, so daB die folgende Gleichung zur Bestimmung von V= V (z) hervorgeht:
Vet Eﬂ V—2g2=0.
Wird nun weiter (mit den oben gegebenen Zahlenwerten)
_grt  0,006773
T 32424 »?

gesetzt, so folgt durch Auflésung der vorhergehenden quadratischen Gleichung:

8va

V=" [JT+%z—-1].

Um die Entleerungszeit zu rechnen, beniitzen wir wie bei der analogen
Frage fiir die reibungsfreie Fliissigkeit die Durchflufgleichung in der Form:

dz
2 2
Rin. =" aV.

Wird in diese Gleichung der Wert von V aus der vorhergehenden Gleichung
eingefiihrt, so folgt
dz 8 va [1 _

e~
Durch Integration zwischen den Grenzen z=h, und z=~h, folgt endlich,
wenn noch

Co=Y1+khky=)1+0,08522/»2, C,=}F1+kh, =}1+0,01985/»2
gesetzt wird:

Y1+ kz].

8vaR? | Co—1
= | 0
T grt I_IOg C,—1

+Cy— CJ e e e (167)

Fiir Wasser.von 20°C mit » = 0,01 cm?/sek ergibt sich die Entleerungs-
zeit T, = 51,6 sek, so daB fiir die Zahl der Englergrade des zu untersuchenden
Schmiermittels der folgende Ausdruck hervorgeht:

Frl_ 20,11. [2,3026 10g 0y g" — 1— +Cy— 01] »
-

T .. (168

Durch Auflésung dieser Gleichung nach » (das auch in den C,, C, vor-
kommt) ergibt sich fiir » > 1 die folgende angeniherte Beziehung:

» [em®/sek] = 00864 E—008/E |, . . . . . . . (169)

die aus dem beobachteten Werte von E die Zihigkeitszahl » zu bestimmen
gestattet. Fiir » < 0,01 gibt der Apparat keine brauchbaren Werte, weshalb es
auch giinstiger wire, zur Vergleichsmessung eine Fliissigkeit von hoherer Zahig-
keitszahl als das Wasser zu beniitzen.

An Stelle dieser von v. Mises hergeleiteten Niherungsformel setzt
Ubbelohde ohne theoretische Begriindung die folgende mit den Experimenten
besser iibereinstimmende Beziehung:

v [om?®/sek] = 0,0732E —0,0631/E | . . . . . .. (170)
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41. Schmiermittelreibung. In der ,starren“ Mechanik wird die
Lagerreibung als trockene Reibung betrachtet und nur als ab-
hingig vom Material und Normaldruck, jedoch als unabhingig von
der Umfangsgeschwindigkeit (U) des Zapfens angesehen (s. Technische
Mechanik I. Teil, VI, 30]. Diese Auffassungsweise fiihrt zu Wider-
spriichen mit den Beobachtungen, vor allem beziiglich des Sinnes
des Auflaufens des Zapfens im Lager, der sich aus der Lage der
Stellen groBter Abniitzung des Lagers zu erkennen gibt. Nach den
vorliegenden Beobachtungen erfolgt nimlich dieses Auflaufen tat-
sichlich im Sinn der Drehung des Zapfens (von der Richtung des
Zapfendruckes aus gerechnet, wie in Abb. 98), wihrend die Annahme
einer trockenen Reibung fiir das Auflaufen den Gegensinn zur Drehung
des Zapfens ergibt.

Dieser Widerspruch zwischen Beobachtung und Theorle wird
im wesentlichen durch die Auffassung der Lagerreibung als Fliissig-
keitsreibung beseitigt. Wenn auch diese , hydrodynamische Theorie
der %chmiermittelreibung viel verwickelter und bis heute noch nicht
in allen Punkten zu einem vollkommen befriedigenden Abschlusse
gelangt ist, so gestattet sie doch eine gegen die ,trockene“ Theorie
Verbesserte Einsicht in die bei der Lagerreibung auftretenden physi-
kalischen Vorginge, weshalb hier wenigstens die ersten Ansiitze dieser
Theorie auseinandergesetzt werden sollen.

Zweck der Schmierung des Lagers, die durch besondere Vor-
richtungen (Schmierringe, Druckschmierung u. dgl.) bewirkt wird, ist
es gerade, eine zusammenhidngende Fliissigkeitsschicht zwischen Zapfen
und Lager zu schaffen und auf diese Weise die trockene Reibung
durch Fliissigkeitsreibung zu ersetzen; eine metallische Beriih-
rung von Zapfen und Lager wiirde unfehlbar in der kiirzesten
Zeit zu Betriebstorungen Anlal geben. Da das Schmiermittel als
zihe Fliissigkeit sowohl an der Oberfliche des Zapfens wie auch des
Lagers haftet, so erhalten wir die Stromung einer zihen Fliissigkeit,
die wegen der geringen Dicke des Schmiermittels und wegen der auf-
tretenden kleinen Geschwindigkeiten unbedenklich als Schichten-
stromung aufgefalit werden kann. Diese Stromung wird durch ein
Drehmoment aufrecht erhalten, das vom Zapfen auf das Schmiermittel
tibertragen wird — nicht wie bei der Stromung in einem Rohr durch einen
Druckunterschied zwischen den Enden des betrachteten Rohrstiickes.

Wenn der Zapfen (Halbmesser r, Linge /, Umfangsgeschwindig-
keit U) in dem umgebenden Lager zentrisch laufen wiirde, so wire
der Druck in der Schmierschichte und daher auch die Schubspan-
nung 7 lings des ganzen Umfanges gleichférmig verteilt und © konnte
(abgesehen vom Vorzeichen)nach Gl.(157) in der Form angesetzt werden:

v=xUlh, . . . . . . . . . (171)
worin h die Dicke der Schmierschichte bezeichnet. Zur Uberwindung

der Schubspannungen lings des ganzen Umfangs wire daher ein
Drehmoment von der Grofle

U
E)R—Tl’r_x} 2ralr = x- 2nrlk Lo (172

Poschl, Hydraulik.
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notwendig. Diese Gleichung sagt aus, daB das zur Uberwindung
der Reibung erforderliche Zapfenreibungsmoment direkt
proportional der Geschwindigkeit, jedoch unabhéngig vom
Druck der durch das Schmiermittel getrennten Korper
aufeinander, d. i. von der Belastung des Zapfens, ist — bei der
trockenen Reibung war es gerade umgekehrt, da hatten wir Un-
abhingigkeit von der Geschwindigkeit und Proportionalitit mit der
Belastung des Zapfens.

Im Falle zentrischer Lage des Zapfens wiren die Driicke im
Schmiermittel und die Reibungskrifte lings des ganzen Zapfen-
umfangs von unverénderlicher Grofe; daher wire ihre Summe nach
allen Richtungen gleich Null und konnte keiner endlichen Be-
lastung des Zapfens das Gleichgewicht halten. Die zentrische Lage
des Zapfens kann daher nur bei unbelastetem Zapfen eintreten und
die GL (172) ist nur als eine Grenzform fiir sehr kleinen Zapfen-
druck oder sehr grofle Geschwindigkeit anzusehen.

Abb. 97.

Fiir jede endliche Belastung muf die Gleichgewichtslage des
Zapfens notwendigerweise seitlich liegen, und wir wollen nun zeigen,
daBl die Verschiebung des Zapfens bei einer Belastung lotrecht
nach abwirts und bei positivem Drehsinn (gegen den Uhr-
zeiger) nach rechts — also ein Auflaufen im Sinn der Drehung
des Zapfens — eintreten muB; und zwar ist die Gleichgewichts-
lage, die wir so erhalten, bei den vereinfachenden Annahmen, die
hier dem Problem zugrunde gelegt werden muBten, in wagrechter
Richtung gegen die zentrische Lage verschoben.

Wir miissen zuniichst einen Ausdruck fiir das Gesetz aufstellen,
nach dem sich der Druck p in der Schmierschichte und die Schub-
spannung 7 in dem schmalen ringférmigen Raum von verinderlicher
Dicke um den Zapfen herum verindern. Dabei miissen wir uns hier
darauf beschrinken, die Theorie so weit zu entwickeln, als es die bisher
verwendeten Hilfsmittel gestatten.

Wir betrachten zunichst die Strémung einer zihen Fliissigkeit
zwischen zwei parallelen Winden 1 und 2 in der Entfernung » —
(Abb. 97), von denen wir uns die Wand 2 mit der Geschwindigkeit U in
ihrer eigenen Richtung gleichférmig nach rechts bewegt denken. In
2 legen wir die x-Achse eines Achsenkreuzes Oxy, dann wird die
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Geschwindigkeit u vom Werte 0 in der Wand 1 auf den Wert U an
der Wand 2 iibergehen.

Betrachten wir ein Rechteck dx-dy, so wirken auf die gegen-
iiberliegenden Seiten dy die Driicke

pdy und —<p+a—2dx>dy,
ox
daher ist der Druckiiberschul in der z-Richtung
op
— —dxdy.
0x "
Die Reibungen auf die beiden parallelen Seiten dz geben in der
Richtung Oz die Teile:
ou  Pu ) -
x@dx und —x(—a—y+é§§dy>dx;

ihre Summe nach Oz gibt
%u

oy?

Wenn eingeprégte Krifte (Gewicht u. dgl.) nicht beriicksichtigt werden,
und die Massenkrifte als klein auBer Betracht bleiben konnen, so
folgt durch Gleichsetzung:

dxdy.

— X

op ®u d*uw 1 dp
é—x*”_a?’ oder W—;E—x,
da eine dhnliche Betrachtung fiir die y - Richtung ergibt, daB op /oy =0,

d. h. der Druck iiber den ganzen Querschnitt gleichbleibend und
von z allein abhéngig ist. — Die Gl (173) gibt integriert:

... (173)

1dp ,
U=g5 .Y T4y + B,

worin 4, B Integrationskonstante (oder Funktionen von x) sind. Wenn
wir zum Ausdruck bringen, daB die Fliissigkeit an den Grenzflichen
haftet, also die Bedingungen erfiillen soll:

{fiir y=0:u="U,

” y:h:u:O,
so folgt:
hdp U
B=U A=—oCis
und daher:
_ov1_Y _,Lil_p_< _ﬁ)
u*U<1 h) 5% da 1 5 hy. . . .. (174)

Die Abhingigkeit der Geschwindigkeit  von y ist durch eine Parabel
dargestellt, die in Abb. 97 eingetragen ist. (Fir dp |dx =0 ergibt
*
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sich eine gerade Linie.) — Fir die DurchfluBmenge @, die dieser
Geschwindigkeitsverteilung entspricht, erhdlt man

2 dx12x’

Rechnet man daraus das Druckgefille

dp 6
dx K

und setzt diesen Wert in Gl (174) ein, so wird diese:
R
u_U< h+h2 gy . )

und damit folgt fiir die Schubspannung an der bewegten Wand

:(Uh—w) N X )

.

du 2% .
z:——x[@l/ =eUi-3Q.. . .. ()

Die Gln. (175) und (177) werden

e 7 nun auch fir den Fall als geltend
angenommen, dall die Grenzflichen
LI schwach geneigt gegeneinander sind

und daher auch fiir den von der
Flissigkeit erfiillten Raum zwischen
Zapfen und Lager; wir nehmen dann
1 fiir 2 die mittlere Dicke an der be-
treffenden Stelle, fiir die man den
Ansatz machen kann (Abb. 98)

h=0§ —ecosp,

O

o/ o )
wobei e=(C"C und 6 = [h],_np ist.
Ferner setzen wir dx = rdg, so dall
Abb. 98. GL (175) in die folgende iibergeht:
dp 6%
——=—=(Uh — B ¢

Wir erhalten aus dieser Gleichung eine Bedingung zwischen der
Durchflumenge @ und den Groflen § und ¢, wenn wir zum Ausdruck
bringen, dal p eine rein periodische Funktion von ¢ ist, d.h. daB
wir denselben Wert von p erhalten, wenn wir einmal um den Zapfen
herumgehen; es mufi also sein:

27 27

dp
fdp:f@dq)~0. e (179)
0 0
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Wenn wir den Wert fiir dp/d¢p einsetzen und fiir die vorkommenden
Integrale die folgenden Formeln beniitzen:

d(p 25 fdp  dJ 278
RGP L e
0

dep d*J a(26%4 ¢?)
J‘_}F _746"5*'\/55_ 5, USW.,
0
so erhdlt man die gesuchte Bedingung in der Form
0(0% — €?)
20 f e
Summiert man die auf den Umfang des Zapfens einwirkenden
Krifte nach den Richtungen x und y und bildet die Momente um O,
80 erhdlt man die 3 Gln.:

Q=U" (180)

X=— [poosgrdp+ [vsingrdp, . . . (181)
0 0

Y:_fpsjncprdqo—f‘tcosgo’rd(p, ... (182)
° 02:!

M = — [ertdp. . . . . . (183)
0

Die Einsetzung der Werte von p und 7 aus den Gln. (178) und (177)
ergibt zundchst X = 0; ferner liefert die Gl. Y = G eine Gleichung,
aus der die seitliche Lage des belasteten Zapfens gerechnet werden
kann; endlich gibt die Gl (183) den folgenden Ausdruck fir das
Zapfenreibungsmoment:

0% 4 2 ¢?
(20 e)Vor—e |

M=daxrlU (184)

eine Gleichung, die (dhnlich wie schon GI (172)) vollstindig ver-
schieden ist von der aus der starren Mechanik bekannten Form.

Wenn auch die Voraussetzungen dieser Theorie noch in manchen
Punkten anfechtbar sind und auch die Ergebnisse selbst im einzelnen
noch nicht voll befriedigen, so liefert sie uns doch ein lehrreiches
Beispiel fiir die Anwendung der Grundgesetze auf ein Gebiet, das
wegen seiner groBen technischen Bedeutung noch weiterer sorgfaltiger
Forderung bedarf.

42. Die Reynoldssche Zahl als Kennziffer einer bestimmten
Fliissigkeitstromung. Wenn die Geschwindigkeit des Wassers in
einem Rohr oder einem Kanal etwa durch Erhéhung der Druckdiffe-
renz an seinen Enden (z.B. durch zunehmende Neigung des Rohres)
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anwichst, so zeigt sich die schon erwihnte und fiir .die weitere
Betrachtung auBerordentlich bemerkenswerte Tatsache, daB von einer
gewissen Grenze ab die Schichtenstromung als solche nicht mehr
aufrecht erhalten werden kann; sie schligt vielmehr in eine andere,
vollig ungeordnete Strémungsform um, sie wird turbulent. Bei
dieser Grenze tritt also — mehr oder weniger unvermittelt — eine
unregelmifBige durcheinanderwirbelnde Bewegung der Fliissigkeits-
teilchen ein — die bisherige geordnete Beschaffenheit der Schichten-
stromung geht verloren. Man beobachtet dabei zunichst, da sich
von den Winden kleine Wirbel abzulosen beginnen, die ins Innere
der Fliissigkeit hineingetragen werden und die die Auflésung der
bisher bestehenden Ordnung in- der Bewegung der Teilchen veran-
lassen. Bei der turbulenten Stromung beschreibt jedes Teilchen
einen vielfach gebrochenen, zickzackformigen Weg; iiber die Haupt-
bewegung, die das Vorwirtsstromen der ganzen Fliissigkeitsmasse
bedingt, iiberlagert sich als Neben- oder Zusatzbewegung diese
schwer zu beschreibende, unregelméfBige, wirbelige Bewegung.
Beispiele fiir turbulente Bewegungen sind fast alle in den technischen An-

wendungen bei den dort herrschenden Abmessungen und Geschwindigkeiten vor-
kommenden: insbesondere die Stromungen in Rohren, Fliissen und Kanélen.

Es ist einleuchtend, daf die Ausfithrung der Rechnung im Falle
der Schichtenstromung auf Grund des gewidhlten Ansatzes fiir die
GroBe der -zwischen benachbarten Fliissigkeitsteilchen auftretenden
Schubspannung deshalb durchfithrbar war, weil die Form der Strom-
linien von vornherein festgelegt war; fiir enge Rohren und kleine
Geschwindigkeiten lassen die Beobachtungen auch tatsichlich dieses
Stromungsbild erkennen. Ebenso einleuchtend ist es, daf fiir den
turbulenten Fall, bei dem die Bewegung der Teilchen in der an-
gegebenen unregelméfBigen Weise verliuft, jede Rechnung, die auf der
Annahme eines bestimmten Stromlinienbildes beruht, versagen muf.

Mit dieser verinderten Beschaffenheit der Strémung ist nun auch
ein vom Poiseuilleschen verschiedenes Gesetz fiir den Druckhthen-
verlust verbunden, der notwendig ist, um die Stromung der Flissig-
keit durch das Rohr — in der turbulenten Form — aufrecht zu er-
halten; die Kenntnis dieses Gesetzes ist fiir alle praktischen Rech-
nungen, die turbulente Stromungen betreffen, aullerordentlich wichtig.
Da, wie eben bemerkt, die direkte Rechnung versagt, war man zu-
nichst allein auf Versuche angewiesen und hat auf diesem Wege
auch schon seit langem die Form fiir dieses Gesetz gefunden. Seine
theoretische Begriindung, die seither eine nicht mehr abzuweisende
wissenschaftliche Frage blieb, ist indessen erst 1879 von O. Reynolds
auf einem von der direkten Rechnung ginzlich abweichenden, dabei
aber nicht weniger iiberzeugenden Wege gegeben worden, der sich
auf die Betrachtung &dhnlich verlaufender Fliussigkeitsbewegungen
griindet.

Legt man sich ganz allgemein die Frage vor, wann zwei Fliissig-
keitsbewegungen dhnlich zueinander verlaufen werden, so meint man
damit die — tiber die geometrische hinausgehende — mechanische
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Ahnlichkeit, die sich auf das Ubereinstimmen der mechanischen
Gesetze fiir beide Stromungen stiitzen muB. Die geometrische Ahnlich-
keit, sagen wir also etwa die Ubereinstimmung der Formen der
Stromlinien im ganzen Verlauf der beiden Stromungen muB dabei
von vornherein vorhanden sein; diese geometrische Ahnlichkeit muf}
sich z. B. auch auf die Unebenheiten der Wénde erstrecken. Das
geniigt aber mnoch nicht, um den iibereinstimmenden Verlauf der
Bewegungen selbst zu gewihrleisten. Hierzu miissen die Bewegungs-
gleichungen der Fliissigkeit einschliefilich der darin auftretenden
Zahlenbeiwerte iibereinstimmen, und zwar, wenn von dufBleren Kriaften
wie der Schwere usw. zundchst ganz abgesehen wird, insbesondere
desjenigen, den man als die Reynoldssche Zahl bezeichnet.

Die Bewegungsgleichungen der Fliissigkeit driicken auf Grund
des d’Alembertschen Prinzipes die Tatsache aus, dai die Trégheits-
krifte mit den eingepriagten Kriften fur jedes Teilchen eine Gleich-
gewichtsgruppe bilden. Die Tréagheitskrifte bringen Glieder von
der Form

4 ov
?t— oder |4 *5;

in die Gleichung, die alle von der Dimension [V?/L] sind.

Um die Form jener Glieder in den Be-
wegungsgleichungen zu erhalten, die von der
Zshigkeit herriihren — den vollstdndigen Aus-
druck dieser Glieder brauchen wir hier gar
nicht —, betrachten wir die Bewegung eines | <—i~'- | /4
Fliissigkeitsteilchens dx, dy, dz in irgend-
einer Richtung x (Abb. 99). Seir die Schub-
spannung etwa auf die untere Grenzfliche 0
dx-dz, also — 7-dx-dz die Kraft in dieser Abb. 99
Richtung, dann ist die Kraft auf die gegen- T

iiberliegende Grenzfléche <r %—gz—;dy>-dx dz und der UberschuB in

-é:aa;f dy)dxdz

der xz-Richtung:
% dxdydz.

Fihrt man darin fiir v den Ausdruck nach Gl. (157) ein, so kommt
*u

" "
und wenn wieder die ganze Bewegungsgleichung durch die Masse
odxdydz des Teilchens dividiert wird, so bleibt

% 0%u ?u

XN
als die Form jener Glieder in der Bewegungsgleichung, die den Ein-
fluB der Zihigkeit wiedergeben. Diese Glieder haben die Dimension

[»V/L?].

-dxdydz,
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Der Quotient der Dimensionen der Trigheitsglieder [V?/L] und
der Zahigkeitsglieder [» V/L?] ist eine reine Zahl, wir schreiben ihn
ihn in der Form

R=-—|".. ... ... .. (185)

und nennen R die Reynoldssche Zahl, die zu der betreffenden
Fliissigkeitsbewegung gehort. In ihr bedeutet L irgendeine charakte-
ristische Abmessung (Rohrdurchmesser, Kanalbreite, Tiefe des Trag-
fliigels od. dgl.), V eine charakteristische Geschwindigkeit und » die
Zihigkeit der Flissigkeit.

Zwei geometrisch dhnliche Fliissigkeitstromungen wer-
den also auch hinsichtlich des Einflusses der Tridgheit und
der Zihigkeit zueinander #hnlich sein, sobald die Zahlen %,
die mit irgendwelchen einander in den beiden Strémungen
entsprechenden Werten von V, L und » berechnet werden,
libereinstimmen. — Wenn es sich bei den zu vergleichenden Be-
wegungen um Fliissigkeiten derselben Art handelt, z. B. um Wasser
oder Luft, wenn also » fiir beide dasselbe ist, so sind zwei geome-
trisch &hnliche Fliissigkeitshewegungen auch mechanisch dhnlich, wenn
die Produkte VL fiir beide Bewegungen zahlenmiflig iibereinstimmen.

Zwei Fliissigkeitstromungen im selben Medium sind also
(mechanisch) dhnlich, wenn sie gleiches VL haben.

Beispiel 56. Modellversuche. In einem Versuchskanal soll das Trag-
fliigelprofil eines Flugzeuges gepriift werden, das eine Fliigeltiefe von L, = 0,3 m
besitzt; der wirkliche Fliigel hdtte eine Tiefe von L,=1,2m. Mit welcher
Geschwindigkeit V, miiBte das Modell angeblasen werden, um eine &hnliche
Stromung zu erhalten, wie sie einer Vorwirtsbewegung des Flugzeuges mit
V, = 50 m/sek entspricht?

Nach Gl (185) ist zu setzen

V,L, = VoL,, d. h. V, = V,-Ly/L, = 50-1,2/03 = 200 m/sek.

Wenn das Modell, um diese grofie Geschwindigkeit zu vermeiden, im
Wasser von 10° untersucht werden soll, so wire zu setzen

v, = 0,0133 cm?sek, vy = 0,145 em?/sek  (Luft von 0° C, 760 mm)
und man erhdlt aus der Gleichung

ViL, V,L, ;o le Py 1,2 0,0133
T Ty V= I.z»fl . v 50 - 03 0,145 18,3 m/sek .

43. Das Widerstandsgesetz der turbulenten Strémung ergibt
sich nun in folgender Weise: Wir wissen, daf3 die Schichtenstrémung
bei einer bestimmten Geschwindigkeit aufhort, als solche bestehen
zu bleiben, und daBl von dieser Geschwindigkeit an — man nennt
sie die kritische Geschwindigkeit — die turbulente Bewegungs-
form mit einem anderen Widerstandsgesetz an ihre Stelle tritt.
Der Ubergang selbst ist fast immer als ein ziemlich plotzlicher zu
erkennen. Obwohl das Gesetz fiir die neue Bewegungsform nicht be-
kannt ist, so konnen wir doch schlieflen, daB3 fiir &hnliche Fliissig-
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keitsstromungen, also fiir solche mit gleichen Reynoldsschen
Zahlen %, auch dieser Ubergang bei gleichem % vor sich gehen
muBl. Nun miissen in dem Augenblicke, in dem die turbulente Be-
wegungsform eintritt, die beiden Werte fiir das Verlustgefille durch
Zshigkeit fir beide Stromungsformen jedenfalls iibereinstimmen, wenn
auch schon im néchsten Augenblicke das neue Gesetz zu Recht be-
steht. Voraussetzung fiir die Zulissigkeit dieser Betrachtung ist ganz
plotzlicher Ubergang von einer Strémungsform in die andere. Fiir
die Schichtenstrémung gilt nun Gl (164)

32 yV
g D ) J
setzen wir nun fiir den turbulenten Bereich
Va
=T

so miissen an der Ubergangsstelle die beiden Werte J und J, fiir
ahnliche Bewegungen tibereinstimmen, also ft = konst. ergeben, oder
anders ausgedriickt: die beiden Widerstandsgesetze miissen an der
Ubergangsstelle J ==J, durch. die Zahl % ,miteinander invariant
verkniipft“ sein. Nun ist fir J = J,:

32V o Ve
9 D DR
es mufl also
Ja—1, 2—-p
V D N VD — %
y y
sein, d.h. ¢=2, =1, und es folgt fiir das Widerstandsgesetz
im turbulenten Bereiche die Form:

J=e—|. . . .. .. . . 186)

Dabei wurde ¢ selbst vorldufig als Konstante betrachtet; dies ist jedoch
nicht unbedingt nétig, ¢ kann vielmehr selbst von den Gréflen V, D, »
abhingen, wenn aber eine solche Abhdngigkeit vorhanden ist, so
kdnnen diese Groflen in ¢ wieder nur in der Verbindung % vorkommen;
die obige Uberlegung behilt in der Tat ihren Sinn, wenn & selbst
als irgend eine Funktion von R angenommen wird, so daf allgemein
geschrieben werden kann:

Jy=eR) - ... ... .. (187

Wir werden spiter sehen, dafi bei gewissen empirischen Formeln
fir den ,Rohrreibungswiderstand“ eine Abhingigkeit des ¢ von dem
Produkte VD eintritt; die Abhingigkeit von » wird meist auler acht
gelassen, weil es sich nur um Wasser (bzw. Luft) allein handelt und
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andere Flissigkeiten nicht zum Vergleich herangezogen wurden. Solche
Formeln wie GI.(187) sind also vom Standpunkte dieser Theorie als
pdimensionsrichtig” anzusehen.

Was nun den Zahlenwert von % fiir die Stelle des Uber-
ganges aus dem laminaren in den turbulenten Bereich betrifft, so
hat Reynolds das Ergebnis seiner Versuche in die folgende Aus-
sage zusammengefal3t:

Erfahrungsgem&lBl besteht eine zahlenméfig anzugeben-
de Grenze zwischen den beiden Stromungszustinden, und
zwar bleibt die Stromung im Kreisrohr laminar, sobald
R = VD[r <2000 und wird bei Uberschreitung dieses Wertes
turbulent. Diesen Wert von R nennt man die kritische
Reynoldssche Zahl.

Mit diesem Wert von %R ergibt sich unter Heranziehung des in
Gl (165) gegebenen Ausdruckes fiir » fiir die kritische Geschwin-
digkeit die Beziehung:

v [cm} 2000y 35,6 1 (D in om)
kit| sek | D 1--0,0337740,00022T% D
oder - (188)
m 1 1 1
(R |
Vk"t[sek] 278 1 4-0,03377 4-0,00022 7% D (D in m)

Beispiel 57. Sei fiir eine Wasserleitung V=1 m/sek, D= 0,4 m, dann
folgt fiir 200 C:
: _ I_D _100-40

R > =001 - = 400000,

die Stromung ist also sicher turbulent.

Neuere Arbeiten haben indessen gezeigt, dafl sich fiir den kriti-
schen Wert von %R, der die Ubergangsstelle aus dem laminaren in
den turbulenten Bereich liefert, keine so scharfe Grenze angeben
liBt, wie Reynolds vermutete, daB vielmehr seine GroBe von dem
ganzen Verlauf der Versuchstrecke, insbesondere von den beim Ein-
lauf vorhandenen Stérungen, von der Rauhigkeit des Rohres usw.
abhiéingt, so daB innerhalb weiter Grenzen jeder Wert von %R fiir
den Eintritt der kritischen Geschwindigkeit moglich ist.

Dem oben angegebene Grenzwert von %t = 2000 kommt demgem33
keineswegs absolute Bedeutung zu, der Wert der Reynoldschen
Zahl, bei dem der Ubergang von der laminaren in die turbulente
Stromung eintritt, hingt von der ganzen Anordnung der be-
trachteten Stromung ab. Bei freien Strahlen tritt der EinfluB
der Zahigkeit stark zuriick, die Grenze liegt tatsdichlich viel héher,
d. h. bei viel groBeren Geschwindigkeiten, als dem obigen Grenzwert
(R ~ 2000) entsprechen wiirde; bei Bewegungen zwischen rauhen
Winden hingegen, wie sie in der Technik vorkommen, liegt die
kritische Reynoldssche Zahl erheblich tiefer, d. h. bei viel kleineren
Geschwindigkeiten. Daher kommt es, daB die freien Strahlen beim
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AusfluB aus Gefillen in den meisten Fallen laminar, die Strémung
in rauhen Kanilen und Gerinnen meist turbulent sind.

Der Verlauf der Werte von J in ihrer Abhingigkeit von V
(J-V-Linie) ist fiir beide Bereiche in Abb. 100 dargestellt. Fiir den
laminaren Fall ergibt sich eine Gerade, fiir den turbulenten eine
Parabel, und dies ist das Gesetz, das in der technischen Hydraulik
vorwiegend in Verwendung steht.

Auf einen weiteren Unterschied J
zwischen den beiden Strémungsformen
ist hier noch hinzuweisen: wahrend
im laminaren Fall die Verteilung der
Geschwindigkeit iber den Kreis-
querschnitt in Form einer Parabel .
erfolgt, ist fiir turbulente Strémung !
eine weit groBere GleichmiBigkeit ein- -
getreten (Abb. 93). Fiir die Verteilung _0 by
der Geschwindigkeit wird entweder Vet
eine kubische Parabel angenommen Abb. 100.
(z. B. von Bazin) oder eine Halb-
ellipse; bez. der theoretischen Ermittlung siehe 44. Durch diese Ver-
teilung ist natiirlich im turbulenten Bereich nur die Hauptbewegung
gegeben, iiber die sich die wirbelige Neben- oder Zusatz-
bewegung iiberlagert.

Zusammenfassend kann also gesagt werden: Bei einer gewissen
kritischen Geschwindigkeit, deren Wert von der Zahigkeit
und den linearen Abmessungen sowie auch von der Form
der betrachteten Fliissigkeitstromung abhéngt, tritt an
Stelle des laminaren Stromungszustandes der turbulente;
aufler dem verinderten Stromungsbild zeigt er ein anderes
Gesetz fiir den Verlust durch Zihigkeit und eine andere
Geschwindigkeitsverteilung wie der laminare.

Beispiel 58. Das Froudesche Gesetz fiir Modellversuche im
Schiffbau. Will man Ergebnisse, die man an Schleppversuchen mit Schiffs-
modellen gewonnen hat, auf groBe Schiffe iibertragen, so miissen Modell und
Ausfiihrung zunichst wieder geometrisch dhnlich zueinander geformt sein, ins-
besondere miissen z. B. die Tauchtiefen dem Ahnlichkeitsverhéltnis entsprechen.
Von besonderer Wichtigkeit ist ferner die Frage, welche Geschwindigkeiten im
Sinne der mechanischen Ahnlichkeiten zueinander gehtéren. Um sie zu beant-
worten, bedenke man, daf der Verlauf der Oberflichenwellen, der fiir die Be-
wegung des Schiffes und insbesondere fiir die GroBe des Schiffswiderstandes
maBgebend ist, im wesentlichen durch die Beschleunigung der Schwere, ¢, be-
dingt ist. Fiir die Bewegung der Wasserteilchen kommt als dullere Kraft a]so
nahezu allein die Schwere in Betracht; die Bewegungsgleichung des Wassers in
der lotrechten Richtung hat daher offenbar die Form

dw > 1ap
I
Da ¢ fiir Modell und Schiff iibereinstimmt, miissen bei &hnlichen Bewegungen sdmt-
liche Lingen und Geschwindigkeiten so verdndert werden, dal auch die anderen
Glieder auf der linken Seite iibereinstimmen, d. h. es miissen insb. die Verhéltnisse

W—| v
0z L

2
|_ZL_} fiir Modell und Schiff iibereinstimmen. Sollen also an der
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freien Oberfliche des Wassers zwei Vorgénge unter der Wirkung der
Schwere mechanisch &hnlich verlaufen, so miissen sich entspre-
chende Geschwindigkeiten von Modell und Schiff wie die Quadrat-
wurzeln aus deren Léngen verhalten. Die entsprechende Kenn-
ziffer — die Froudesche Zahl — lautet hier:

|3=V2/Lg| ....... C ... (189)

Beispiel 54. Die ,spezifische Drehzahl“ einer Turbine. Dimensions-
betrachtungen der hier gegebenen Art spielen immer eine Rolle, wenn es sich
darum handelt, allgemein giiltige Gleichungen fiir eine bestimmte Klasse von
Erscheinungen oder Vorgéngen, im besonderen auch fiir eine bestimmte Klasse
von Maschinen zu erhalten.

Man weiBl, daf die Leistung N einer Turbine von folgenden GroBen ab-
hingt: Von der Druckhéhe H, von der Drehzahl n, vom Einheitsgewicht y
des Wassers und der Schwerebeschleunigung g. Aus diesen 5 GréBen N, H, n,
y, g 188t sich eine dimensionslose GroBe durch folgende Zusammenstellung an-
geben:

N n?

y H-(g H)'l*’
denn deren Dimension ist (im technischen MaBsystem):
21, 2
M—MZ—JQ ~=1[0] ... (dimensionslos).
[K|LA)-[L]-[L3 T

Da y und g fiir alle Wasserturbinen an demselben Orte der Erde die gleiche
GroBe haben und immer mit denselben Zahlenwerten in die Gleichung eintreten,
1aBt man sie beiseite und bezeichnet die Quadratwurzel der iibrighbleibenden
GroBe, namlich

n N

ﬁﬁ ..... ... 190)

Ny =

als ,spezifische“ oder ,reduzierte Drehzahl“ der Turbine.

Die Einfithrung derartiger GroBen spielt fiir vergleichende Betrachtungen
verschiedener Turbinenarten und fiir die Projektierung der Turbinenanlagen eine
grundlegende Rolle.

44. Das Karmé4n-Prandtlsche Gesetz der Geschwindigkeitsver-
teilung fiir glatte Rohre. Die Form des hydraulischen Widerstands-
gesetzes fiir die Rohrreibung beim turbulenten Strémungszustande,
die wir im vorigen Abschnitte durch Ahnlichkeitsbetrachtungen ge-
wonnen haben, gibt den Druckverlust lings des Rohres in seiner Ab-
héngigkeit von der mittleren Geschwindigkeit, dem Rohrdurchmesser
und der Zihigkeit der Fliissigkeit an — diese Betrachtungen geben
aber keinen Aufschluf} iiber die Verteilung der Geschwindigkeit tiber
den® Querschnitt des Rohres. Es ist daher eine Erginzung dieser Be-
trachtungen nétig, und diese Ergiinzung, die gleichzeitig eine vertiefte
Einsicht in das Wesen des turbulenten Strdmungszustandes mit sich
bringt, ist den beiden in der Uberschrift genannten Forschern zu
verdanken.

Unmittelbare Beobachtungen von Flissigkeitstromungen und ins-
besondere der Umstand, da8 die Geschwindigkeitsverteilung bei tur-
bulenter Stromung iiber den ganzen Querschnitt mit Ausnahme eines
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engen Bereiches an den Winden merklich gleichférmig wird, haben
zu der Annahme gefiihrt, da die Reibung nur an den Winden eine
wesentliche Rolle spielt, an denen die Fliissigkeit mit festen Korpern
in Beriihrung steht, und daB sie im Innern der Flissigkeit ganz auller
acht gelassen werden kann. Man kann daher das Problem des Reibungs-
widerstandes so behandeln, dal man sich {iberhaupt nur auf die Be-
trachtung dieser Grenzschichten an den Winden beschrinkt, und
im Innern eine Stromung mit gleichbleibender Geschwindigkeit wu,
tiber den ganzen Querschnitt annimmt.

Wihrend die Betrachtung des Abschnittes 42 von dem Ausdrucke
fir den Druckverlust (oder das Gefille J) ihren Ausgang nahm, so
wollen wir jetzt die Ahnlichkeitsbetrachtung unmittelbar an den Aus-
druck fiir die Schubspanonung 7 in ihrer Abhéngigkeit von der Ge-
schwindigkeit ankniipfen. Bei der Schichtenstrémung hatten wir die
Beziehung (157) zwischen 7 und dem Geschwindigkeitsunterschied der
benachbarten Schichten, die wir, wenn die Schicht von der kleinen
Dicke § einem Geschwindigkeitsunterschied gegen den Rand « ent-
spricht, in der Form schreiben koénnen:

T=xu[d.

Auch hier suchen wir eine Beziehung zwischen 7 und %, indem
wir die Frage aufwerfen: 148t sich eine Beziehung zwischen den Ex-
ponenten § und « auf Grund von Dimensionsbetrachtungen angeben,
wenn wir fiir 1 und % die Ansétze machen:

T~ ul, w~yE~ YT (191\

Wenn wir zum Ausdruck bringen, daf fiir
den Bewegungszustand, im besonderen fiir
die Geschwindigkeit » der Fliissigkeit in
der Nédhe der Wand (Abb. 101), nur die
Umgebung der betreffenden Stelle von Ein-
fluf sein kann (und nicht die Form des
ganzen Korpers), so wird u fir glatte Rohre,
bei denen der Einfluf des Rohrmaterials [~

ganz verschwindet, im allgemeinen von fol- 9, .
genden GroBen abhingen konnen: Ll

J

Ll

u=uy,v, 7,0, Abb. 101.

Durch welchen Zusammenhang dieser Grofien 188t sich nun ein
Ansatz herstellen, der die beiden Ansdtze (191) in sich begreift?
Beachtet man die Dimensionen dieser 4 GroBlen, so sieht man, dafl

(0= el =L =g

- (at+1)/2 iTQ (a+1)/2 (a+1)/2
T K L" L2 a+1
l [@’ } = I[K T'ITL'T} - {T.J = [
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Lassen wir « zundchst beliebig, so kommt demnach auf der linken
Seite eine Geschwindigkeit durch folgende Zusammenfassung heraus:

a (1+4a)/2
u=B<~y—> <1> s . (192)
4 e

worin B eine dimensionslose GroBe bedeutet, die sich nicht nur bei
glatten, sondern auch bei rauhen Réhren als Konstante erweist; diese
Gleichung gilt fiir jeden Wert von «.

Im besonderen erhilt man nun fir

¢=1: 1~ u, d h. das lineare oder Poiseuillesche Gesetz.
¢ =10: t~u? das Gesetz fiir rauhe Winde.

Neuere Beobachtungen zeigen, daf man fiir glatte Winde gute
Annéherungen erhdlt durch den zwischen beiden liegenden. Ansatz:

T~y oder w = 1l
d. h. es ist nach Gl (192)
i;- = L—gff , oder e=* 1. . . .. ‘(193)

Die diesem Ansatz zugrunde liegenden Beobachtungen beziehen
sich, wie auch weiter unten in 45 bemerkt wird, auf den Zusammen-
hang zwischen Gefille J und Geschwindigkeit u; wenn dabei, wie hier
angenommen wurde, fiir die Reibung im wesentlichen die Grenzschicht
von Bedeutung ist, so ist die durch das Druckgefille J im wesent-
lichen die in dieser Grenzschicht auftretende Schubspannung 7 zu iiber-

winden, die daher einfach mit dem Gefille J proportional anzusehen
ist: T~ J.

Die Abhéngigkeit » = u (y) ist dann durch die Beziehung gegeben

u~y [, oL L 0oL L (194)

was ein sehr rasches Anwachsen von # in der Grenzschicht bedeutet.

Im Anschlu an das in dieser Gleichung enthaltene Gesetz der
»'/,-ten Potenz des Abstandes“ erhilt man die folgende Gleichung
fiur die Geschwindigkeitsverteilung iiber ein Rohr vom Halbmesser a:

r\n Y ' ‘
u:umax[l —<-a-> J N ¢ 1)
die mit n = 1,25 bis 2 die Beobachtungen mit groBer Schiirfe wieder-
gibt. Die durch diese Gleichung dargestellte Verteilung ist in Abb. 93
eingetragen; sie lifit die bei turbulenter Stromung beobachtete viel
gleichmiBigere Verteilung der Geschwindigkeit iiber den Querschnitt

und den raschen Abfall auf die Geschwindigkeit 0 an den Wianden
deutlich erkennen.
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VII. Rohrleitungen.

45. Reibungswiderstand fiir zylindrische Rohre. Nach den
Betrachtungen des vorigen Kapitels ist mit jeder Fliissigkeitstromung
— auch bei fehlender Nutzleistung, wie Hebung des Wassers auf
eine gewisse Hohe — ein Reibungsverlust verbunden; zur Auf-
rechterhaltung der Stromung ist daher ein unausgesetzter Aufwand
von Leistung erforderlich, der entweder auf maschinellem Wege oder
durch ein natiirliches Gefille im Schwerefeld der Erde aufgebracht
werden mufl. Wir sprechen hier von einem Verlust, weil dieser
Teil der verfiigharen Energie durch die Reibung in Wirme iibergeht
und nicht mehr in Druck- oder Geschwindigkeitsenergie zuriickver-
wandelt werden kann.

Die Bestimmung der Grofe dieses Verlustes ist eine aufler-
ordentlich wichtige Aufgabe, die insbesondere fiir die Ermittlung
der Leistung der Pumpwerke fiir den Betrieb der Wasserleitungen
der Stidte, fiir die Ermittlung der Leistungen von Wasserkraftanlagen,
wie iiberhaupt aller Anlagen, wo Strémungen von Wasser in Rohr-
leitungen vorkommen, von grofler Bedeutung ist. Was von einer
gesunden Theorie irgendeines technisch verwendeten Vorganges zu
sagen ist, gilt auch hier: jeder Fortschritt der Theorie ist mit einem
wirtschaftlichen Gewinn verbunden; je genauer die Einzelheiten der
Vorginge bekannt sind, um so wirtschaftlicher wird der Entwurf einer
Anlage ausfallen konnen. Kein Wunder, dafl die genaue Ermittlung
der fiir die Rohrreibung geltenden Gesetze zu den Hauptaufgaben
der technischen Hydraulik gehort; und zwar sind es vor allem die
zylindrischen Rohre, mit denen wir uns hier zu beschiiftigen haben.

Fiir die Berechnung einer Wasserleitung sind vor allem
die folgenden GroBen von Wichtigkeit:

@ = der Durchfluf in m?®/sek,

V = die mittlere Geschwindigkeit in m/sek,

D = der Rohrdurchmesser in m,

J = das verfiigbare Druckgefille (eine unbenannte Zahl).
Besteht das Nutzgefille nur in dem Hohenunterschied % zwischen
den Rohrenden, so ist bei einer Linge ! des Rohres J =hfl; ist
auBerdem noch ein Druckunterschied p, — p, an den Rohrenden
vorhanden, so ist zu setzen

Py — Py
i
Zwischen den drei GroBlen @, V, D besteht die Gleichung

A
J=74 (196)

D?x

V="

4 N $ T:))

so dafl nur zwei von ihnen voneinander unabhingig sind. Wenn von
Widerstinden nur die Rohrreibung beriicksichtigt wird, so wird das
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ganze verfiigbare Gefille J nur dazu verwendet, die Strdmung gegen
den EinfluB der Rohrreibung aufrecht zu erhalten. Da die Stromung
turbulent verliuft, so gilt fiir das Gefille in seiner Abhingigkeit
von der mittleren Geschwindigkeit V die Gl. (186), die mit der abkiirzen-
den Bezeichnung ¢ = 1/2¢g bei gleichen Driicken an den Enden des
Rohres die Form annimmt '

h 1 7
T=7=%5%

<
(&

l
., oder = A- Ik (198)

[\V}
<Q

Auch diese Gleichung stellt keineswegs ein Integral der Be-
wegungsgleichungen der Flissigkeit dar, sondern wieder einen zu-
sammenfassenden Ausdruck, der besagt, dafl ein gewisser Teil b des
ganzen verfiigbaren Gefilles eben wegen der Zahigkeit (inneren Rei-
bung) der Fliissigkeit fiir die bloBe Aufrechterhaltung der Stromung
verbraucht wird.

Nachdem die Form des Widerstandsgesetzes damit festgelegt ist,
kommt die ganze Frage auf die richtige und zweckmifige Festsetzung
des Wertes von 4 hinaus, das hier selbst als eine dimensionslose
Zahl erscheint; und zwar stellt sich heraus, daf 1 im allgemeinen
zwischen 0,02 und 0,03 liegt.

Ungefihr brauchbare, und zwar meist zu hohe Werte erhélt man
daher, wenn man A iiberhaupt als konstant ansieht, und zwar gleich
dem groBten dieser Werte nimmt. Man erhilt so:

I. Die Annahme von Dupuit:

A=003[.. ... .. ... (199

Wie schon in 43 auseinandergesetzt, folgt aus den Ahnlichkeits-
betrachtungen, die dort zu dem Widerstandsgesetze fiir turbulente
Strémungen gefiihrt haben, nicht mit Notwendigkeit, daf 1 konstant
sein miisse. Wenn es aber noch von den anderen GroBen, wie V,D
abhiingt, so konnen jedenfalls diese Groflen nur in der Verbindung
% = VD|r vorkommen. Da die Versuche iiber die Rohrreibung, wie
gesagt, nahezu ausschlieBlich mit Wasser als Betriebsfliissigkeit vor-
genommen wurden, und auf die Abhingigkeit von » mit der Tem-
peratur keine Riicksicht genommen wurde, so werden vom Stand-
punkte der Ahnlichkeitsbetrachtungen jene Formeln als in ihrer
Bauart richtig anzusprechen sein, die die Groflen V, D nur als
Produkt VD enthalten. Zu diesen gehort

II. Die Formel von Lang:

0,0018

l=“+ﬁ \ (200)

die auf Grund &lterer, insbesondere von Weisbach herriihrender
Beobachtungen aufgestellt wurde. Darin ist zu setzen:
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~a) fiir gezogene Stahlrohre und Rohre aus Glas mit glatten
Ubergiingen an den Verbindungsstellen: & = 0,010 bis 0,012;

b) fiir GuBeisenrohre und genietete Rohre: « = 0,02.

Der Wert 0,0018 gilt fiir Wasser von etwa 15°C und steigt
bis 0,0024 bei 3°C an; 100°C entspricht dem Werte von etwa 0,0004.

Formeln, wie sie in der dlteren Literatur vorkommen, die, wie die dltere
von Weisbach, 4 von V allein und die von Darcy, 4 von D allein abhiingig
ansetzen, sind von vornherein als unbegriindet anzusehen, und haben sich auch
tatséichlich nur fiir ganz enge Bereiche als einigermaBen brauchbar erwiesen.

Fiir die Auswertung des Ansatzes (200) fir besondere Fille dient
die folgende Zahlentafel, die die gebrauchlichsten Werte fiir ¥ und D
umfaft:

Rohrdurehm.|p[m gek]=0,1) =050 | —1,0 | =15 | =20 | =40
in m | | |
— | | |
JVD | D=0,08 0090 02 10282 | 0346 | 04 | 0565
=0.15 0122 0274 0387 | 0474 0547 | 0175
—020 0141 0316 0447 | 0547 0,633 | 0.894
— 0,50 0,224 0.5 | 0706 | 0,865 10 | 1414
=1,00 0.316 0707 | 1.0 1,222 1414 | 20
%&18 D=008 | 00202 0,009 | 0,0064 | 00052 | 0,045 0,002
VD !
Te 1| =015 0,0147 | 0,0066 | 0,0046 | 0,0038 | 0,0033 | 0,0023
(T=15°C)]  _ 20 0,0127 | 0,0057 | 0,004 | 0.0033 | 0.0028 | 0,002
— 050 0,008 | 0,0036 | 0,0025 | 0,0021 | 0,0018 | 0,0012
=1,00 00057 | 0,0025 | 0,0018 | 0,0015 | 0.0013 | 0.0010
00023 | p=008 | 00258 | 0,0115 | 0,0082 | 0,0008 | 0,0058 | 0,0041
VD
¥ L] =015 0,0187 | 0,0084 | 0,0059 | 0,0049 | 0,0042 | 0,0029
(T=5°C) " —0,20 0,0162 | 0,0073 | 0,0051 | 0,0042 | 0,0086 | 0,0025
0,50 0,0102 00046 | 0,0032 | 0,0027 | 00028 | 0,0015
= 1,00 0,0073 00032 | 0,0023 | 0,0019 | 0,0017 | 0.0013

III. Das Gesetz von Flamant und Blasius. Eine andere ein-
fache Form von 4 wurde auf Grund zahlreicher Beobachtungen (1892)
von Flamant angegeben und spdter von Blasius auf Grund von
Ahnlichkeitsbetrachtungen bestitigt. Dieser fand, daB bei Stromungen
in Rohren &hnlichen Materials

Vs
%};(DV) =a =konst. ., . . . . . (201)

v

ist. Dieser Ansatz stimmt ganz {iberein mit dem Karmén-Prandtlschen
Widerstandsgesetze, und wurde auch schon in 44 verwendet. Um ihn

in der Form der Gl (198) zu erhalten, schreiben wir mit 2 g da’ yh=a:

(&)

T 2gad'y/s 1 V2 a4 1V
~ (VDys D29 yyp D 2¢°

... (202)

Q

Péschl, Hydraulik. 8
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so daf3

a

A=
VVD

(203)

und darin ist nach Flamrant (fiir T ~ 15°C) zu setzen:

{ fiir Blei-, Glas- und Weilblechrohren : a = 0,0104 bis 0,0122,
fiir gebrauchte Rohre aus Eisen und Stahl: a = 0,0180.

Den praktischen Rechnungen wird meist dieser letzte Wert von
a zugrunde gelegt; sie erfolgen vorteilhaft durch Verwendung der
folgenden Zahlentafel."

Rohrdurchm | pim jgek]=0,1| = 0,50 | =10 | =15 | =20 | =40
in m
VVD | D=0,8 0,30 0,45 053 | 059 | 063 | 075
: =0,15 0,35 0,52 0,62 0,69 0,74 0,88
=0,20 0,38 0,56 0,67 0,74 0,80 0,95
=0,50 0,47 0,71 0,84 0,98 1,0 1,19
= 1,00 0,56 0,84 1,0 1,11 1,19 1,41
-Ew_lﬁ_ D=0,08 0,060 | 0,04 0,034 | 0,031 | 0,028 | 0,024
VD 1
4 =015 0,061 | 0,035 0,029 | 0,026 | 0,024 | 0,020
=0,20 0,048 | 0,082 | 0,027 | 0024 | 0022 | 0,019
=0,50 0,038 | 0,025 0,021 | 0,019 | 0,018 | 0,015
=1,00 0,032 l 0,021 | 0,018 1 0,016 | 0,015 | 0,018
1

In den bisher gegebenen Formeln trat nur bei II. und III. schon
eine Abhiingigkeit von der Beschaffenheit des Rohrmaterials zutage;
diese Formeln gelten im allgemeinen nur fiir glatte Rohre, bei
denen die Rauhigkeit der Wand noch zuriicktritt. Will man — zur
Erzielung noch grofierer Genauigkeit — den Einflul der Rauhigkeit der
Wand beriicksichtigen, so mull man notwendigerweise einen Zahlen-
wert einfithren, der diese stets vorhandenen, wenn auch sehr kleinen
Unebenheiten — etwa die Korngrole — der Wand angibt. .

Um diese Angabe, wir nennen sie die ,absolute Rauhigkeit“ K,
in dimensionsloser Weise in 1 einzufiihren, lit man A nicht von K
selbst, sondern von der ,relativen Rauhigkeit“ K/D abhingen; dies
ist auf Grund der Béobachtungen von Bazin u. a. von R.v. Mises
durchgefiihrt worden, und fiihrt auf den folgenden

IV. Ansatz fir rauhe Rohre:
K v
= — — . . .. .(204
A opLPVD+va%D (204)

Insbesondere wird fiir Wasser von 5° C, fiir das » = 0,0000015 m?/sek
zu setzen ist: :

ZZO’OH_V%%_%O%' .. . . .(205)
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Fir die in dieser Gleichung auftretende ,absolute Rauhigkeit“ K
gelten nach v. Mises die folgenden Zahlenwerte, die hier etwas ab-
gerundet wiedergegeben werden.

Absolute Rauhigkeit K.

Material 108 K (in m) 10*- YK (in m1/2)

Glas . . . . .. .. .. 6,4 bis 25,6 2,5 bis 5,1

Gezogenes Messing, Blei od. Kupfer | 6,4 » 32,0 | 2,5 » 5,7
Zement, geschliffen . . . . . . 240 » 480 | 15,5 » 22
" roh ... ... ... 640 » 1280 | 25 » 36
Gummischlauch, gewdhnlich . . . 200 400 14 » 20
” rauh . . . . . 480 960 22~ 30
Eisenrohr . . . . . . . . . .. 640 » 1600 25 » 40
Blech- oder GuBrohr, asphaltiert . 950  » 1900 30 » 44
GuBrohr, neu . . . . . . . .. 3200  » 6400 60 » 80
” gebraucht . . . . . . 8000 » 16000 90  » 126
Genietetes Blech . . . . . . . . 6400 » 16000 80 » 126
Holz . . . . . ... .. ... ©1600 - 3200 40 » 57

Mauerwerk, bearbeitete Quadern ; ’

und Backstein . . . . . . . . 6400 » 12000 30 » 110
Bruchstein, Fels . . . . . . . . 64000 » 120000 : 250 » 360

Von den hier gegebenen Ansitzen enthilt IV. die vollstindigste
Gliederung beziiglich der verschiedenen Materialien, die fiir Rohr-
leitungen in Betracht kimen, und wird deshalb mit Vorteil fiir ge-
nauere Rechnungen herangezogen,

V. Andere Ansédtze. Auller diesen Ansitzen, deren Begriindung
— bis zu einem gewissen Grade wenigstens — in der allgemeinen
Theorie verankert liegt, gibt es (wie auch spiter bei den Gerinnen
und FluBldufen) zahlreiche andere, die rein empirisch festgelegt
sind; sie werden dadurch erhalten, daf irgendein ein- oder mehr-
gliedriger algebraischer Ausdruck fiir das gesuchte Gesetz willkiirlich
gewdhlt wird und die darin auftretenden Beiwerte und Exponenten
auf Grund der Forderung bestimmt werden, eine ausgewihlte Reihe
von Beobachtungen moglichst getreu darzustellen. Es ist bekannt,
daB die ,Methode der kleinsten Quadrate“ ein allgemeines Verfahren
an die Hand gibt, diese Forderung zu erfiilllen. Einzelne der so ge-
wonnenen Ausdriicke haben sich wohl zeitweise eingebiirgert, doch
ist keiner von ihnen zu allgemeinerer Bedeutung gelangt.

46. Berechnung der Rohrleitungen. Die Gln. (197) und (198)
geben (mit einer der in 45, I bis IV. enthaltenen Festsetzungen fiir 1)
zwei Gleichungen zwischen den vier GroBen Q, V, D, J, so daB es der
Angabe zweier von diesen bedarf, um daraus die beiden anderen zu
ermitteln. Am einfachsten — dafiir auch am ungenauesten — gestaltet
sich die Rechnung naturgemifl bei Annahme I., wilhrend die anderen
erheblich umsténdlichere Rechnungen veranlassen. Aus diesem Grunde
wird in der Praxis meist so vorgegangen, dal die gesuchte GroBe,
z. B. D, zundchst unter der Annahme I. bestimmt wird; sonach wird
dieser Wert in eine der drei anderen Formeln II. bis IV. eingesetzt

¥k
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und damit ein genauerer Wert von 1 ermittelt; mit diesem wird sodann
abermals ein verbesserter Wert von D gerechnet und das Verfahren
so lange fortgesetzt, bis die sich ergebenden Schwankungen klein
genug geworden sind, wozu in den meisten Fillen eine ein- bis zwei-
malige Wiederholung der Rechnung ausreicht.

Die ganze Berechnung der Rohrleitungen ist damit, wie
bereits hervorgehoben, auf die richtige Wahl von 1 zuriick-
gefiihrt.

LiBt man zuniichst das A unbestimmt, so folgt ndmlich aus den
beiden Gln. (197) und (198)

4Q DJ
V“E%“V”T’

5
und daraus durch Auflésung nach D, da V8/n“’g = 0,607

D=0,607-15/71-{’/W/'J ..o ... . (206)

Im besonderen erhilt man unter Beniitzung des Wertes von
Dupuit 4= 0,03 aus den Gln. (197) und (198):

DJ = 0,00154 V?
und

. |
Q:DT”.V=20-VD5J.

Wenn 2 von den 4 GréBen @, V, D, J bekannt sind, so ergeben sich
demnach die beiden anderen aus der folgenden Zusammenstellung,
die alle hiebei vorkommenden Moglichkeiten enthilt:

Q =20V D?J=0,785D?V = 0,00000187 V?/J* l

5 -
D =0,302V Q% J=0,00154 V?|J =1,128VQ[V
J = 0,0025 Q*/ D = 0,001 54 V| D — 0,00137 VV?/Q [

- 5
V=255V DJ=127Q/D?* =140V QJ".

(207)

Dadurch sind in allen ‘moglichen Féllen erste Niherungen ge-
wonnen, die den weiteren Rechnungen zugrunde gelegt werden
kénnen. Was die Durchfiihrung der Rechnungen anlangt, so geben
wir diese sogleich an der Hand der folgenden Beispiele, in denen
die verschiedenen Ansitze I. bis IV. aneinandergereiht sind; dabei
bezeichnen wir die unter Beniitzung der einzelnen Ansitze I. bis IV.
gewonnenen Ergebnisse unmittelbar mit den zugehdrigen rémischen
Ziffern.

a) Gegeben zwei von den drei GroBlen @, D, V; gesucht
die dritte und .J.
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Beispiel 55. @=1J3 m3/sek, V =1,2 m/sek, gebrauchtes GuBrohr, 7'=5° C.
Zunidchst ergibt sich unmittelbar aus GL (197):

_Y4e_
= V&:/V' =094 m.

Es empfiehlt sich, D =0,6 m zu wihlen, und damit folgt der zugehérige Wert
der Geschwindigkeit:

V= iQ = 1,18 m/sek .
Mit diesen Werten folgt nach:
;1 v .
I 1=003, J= by T 0,003 54 (zu. grof3!)
II. 4 =10,02 0 091§M =0,022, J =0,0026
Y 1,18-0,6
III. A= 0 91§0—~ =0,0196, J =0,0023
1/ 1,18-0,6

Iv. p=0014 00 0003 hosa g 00029,

104]06 y11806

Beispiel 56. Notwendige Leistung fiir den Betrieb einer
Wasserleitung. Das fiir den Betrieb einer wagrecht verlegten Wasserleitung
notige Druckgefille J ist durch G1.(198) gegeben, worin 1, wie eben gezeigt, durch
einen der Ansdtze I. bis IV. bestimmt ist. Einer Leitungslinge ! entspricht
daher die ,Verlusthche*

h=JI;

und zu deren Uberwindung ist die Leistung notig

L (kgm/sek)=yQh=yQJ I,
oder in PS

NPS)=L[T5=yQJUT5 | .. .. ... .. (208)

Z. B. fiir die Angaben des Beispiels 55, d.1i. fiir @ = 1/3 m3/sek, J = 0,0029
und fiir eine Leitungslinge I = 500 m folgt

N =1000-£-0,0029-500/75 = 6,45 PS.

Beispiel 57. Die Berechnung ver-
zweigter Rohrleitungen nach dem An-
satze von Dupuit geschieht in der Weise,
daB die Verlusthohe fiir jeden Rohrstrang nach
Gl (207) durch % = JI ermittelt wird; diese Ver-
lusthohen werden addiert und fiir jeden Rohr-
strang den gegebenen Hohenunterschieden
zwischen Oberspiegel und Austritt gleichgesetzt.

a) Verzweigung nach Abb. 102. Gegeben
hx: hg; I, 1, lg; Q, Q, Qg; geSUCh’ﬁ D1; Dz‘ Abb. 102
Die dritte der GIn. (207), angewendet auf die ’
Stringe I, II, III und I, II, IV gibt

h=00025 Sl %ﬁﬂ ,

Q*l @t z]
h, 0,0025( &+

und daraus
/7 Q.
400h — @21/ D>

~—

2
et
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b) In Abb. 103 sei gegeben l: l!) l-2) Ds Dl, DQ. h15 hg; gesucht Ql’ Q(_,.
Wie zuvor ist anzusetzen, wenn Q = @, + Q,:

_ @+ Q51 Ql’ll]
hy = 0,0025 [W__Jr o)

_ (Ql + Qsa)2 l Qgg le—l‘
hy = 0,0025 {_ﬁ_ 5

Hinsichtlich @,, ¢, sind dies zwei  quadra-
tische Gleichungen, die nach @,,Q, aufzulésen
sind. —

Der Ansatz von Dupuit wird auch zur
Berechnung der wirtschaftlichsten Durch-
messer einer Rohrleitung — unter Voraus-
setzung eines bestimmten Ansatzes fiir die Her-
stellungs- und Betriebskosten der ganzen Anlage
— herangezogen.

Da in den Ansétzen II und IV die GroBe D (und auch V) in
ziemlich verwickelter Weise vorkommen, so empfiehlt es sich, wie
schon einleitend bemerkt, wenn eine dieser GrioBen gesucht wird,
zunéchst mittels I und der G (206) eine Schitzung vorzunehmen,
sodann mit dem dadurch erhaltenen Werte von D nach II und IV
einen verbesserten Wert von 1 und mit diesem wieder nach Gl (206)
einen genaueren Wert von D auszurechnen (und &dhnliches gilt fiir V).
Der Ansatz III wiirde zwar auch eine direkte Ausrechnung von D
(und V) gestatten, da nach den Gln.(197) und (202)

4Q <2 9)4/7 &7 57
= = |— . . .o . (2
v=—t=(E)" g (209)

ist, fithrt aber, wie man sieht, auf verwickeltere Ausdriicke, weshalb
auch in diesem Falle mit Vorteil dasselbe Néherungsverfahren
angewendet wird; dieses Naherungsverfahren ist in allen Fillen so
oft zu wiederholen, bis die Schwankungen entsprechend klein ge-
worden sind.

b) Gegeben @ und J, gesucht D und V.

Beispiel 58. Q= 0,5 m3/sek, h =18 m, !=1200 m, also J=h/l =0,015.
Rohr aus genietetem Blech. Zundchst gibt der Ansatz I:

5, .
1. und GL (208): D=0302Y@*/J=0,53m,
V=4Q|=D? = 2,26 m/sek,
sodann gibt
80 0,0018

IV. GL (205):  A=0,01-+ =0,0227.

104.70,53 7 226.0,53
Damit folgt nach Gl (206) der verbesserte Wert von D:
5.5
D=060TV7-V@[J=05m

und das entsprechende
) V=254 m/sek.



Rohrleitungen. 119

Rechnet man mit diesem Wert von D nochmals das 1, so erhilt man
1=10,023

und damit nahezu dieselben Werte von D und V wie vorher.
¢) Gegeben D und J, gesucht ¥ und @.

‘Beispiel 59. Fiir einen Wasserstollen im natiirlichen Felsen sollen die
Angaben gelten: D=2 m, J=0,001; wie gro8 ist V und Q?
I. Nach Gl (207) folgt mit diesen Werten fiir 1= 0,03:
V=255)YDJ=114 mfsek.
IV. Rechnet man damit 4 nach GL (205), so ergibt sich
1=0,014 ﬁq: + 0’70(,),&3 - =0,0293 ~ 0,03,
104.72 y1,14.2
d. h. der Dupuitsche Wert 7 = 0,03 gilt bei groBen Durchmessern des Stollens
ungefihr fiir die Rauhigkeit, wie sie dem natiirlichen Felsen entspricht. Ferner

folgt:

n D?
4

d) Gegeben V und J, gesucht D und Q.

Beispiel 60.. Es ist der Durchmesser .D und der Durchflu @ fiir den
GrundablaB einer Talsperre im Felsen so zu bestimmen, daB das Druckgefille
J = 0,005 betriigt, und das Wasser die im Beispiel 59 gefundene Geschwindig-
keit V=1,14 m/sek besitzt. -

L Gl (207) gibt fiir 4 =0,03:
D=0,00154V2/J=04m.
Damit folgt nach IV. GL (204) in zweiter Anndherung:
=001+ 20, 000 s,
10¢-y04 }J1,14.04

rechnet man damit D, so folgt:

Q= V = 3,58 m?/sek .

1V
Dfl-‘—]-zg—:O,73 m,
und weiter
3. Anndherung: 2=0,0426, D =0,567 m,
4, : 4=0,0458, D =0,605m.

”
Es ist somit D = 0,6 m zu wihlen und damit folgt

2
Q= ”—il V= 0,322 m3/sek .
Diese letzte Form der Fragestellung ist praktisch von geringerer Bedeutung.

47. Besondere Widerstiinde bei Rohrleitungen. Die im Vorher-
gehenden gegebenen Ansitze dienen fiir die Berechnung des Reibungs-
verlustes in zylindrischen, geraden Rohrstiicken. Die Verlegung
und der Betrieb von Rohrleitungen fithren zur Verwendung von
besonderen Einbauten, wie Kriimmern, Erweiterungen, Ver-
engungen und von Reguliervorrichtungen wie Hahnen, Schie-
bern, Ventilen usw., und es ist klar, daB jede einzelne dieser Ein-
bauten einen Leistungsverlust verursachen und die Geschwindigkeit
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des Wassers im Rohr herabsetzen wird. Von diesen Verlusten kann
allgemein nur ausgesagt werden, dafl ihre GroBe durch die Art der
Bewegung des Wassers bedingt sein wird, die der betreffende Einbau
veranlaBt, daB sich aber der Verlauf dieser Wasserbewegungen nur
unvollkommen beschreiben 1a8t, so daB eine Berechnung dieser
Verluste auf rein hydrodynamischer Grundlage heute nicht moglich
ist. Man ist in allen diesen Fragen in weitem Ausmafle auf die Ergeb-
nisse von Versuchen angewiesen, deren Zweck es ist, den KinfluB}
jeder einzelnen dieser Einbauten durch direkte Messungen festzustellen.

Die in Gebrauch stehenden Taschenbiicher (Foerster, Dubbel,
»Hiitte“) enthalten alle ausfiihrliche Angaben iiber die Gréfe der
Einzelwiderstinde, die bei Rohrleitungen auftreten; hier folgen nur
einige wenige Angaben hieriiber. Fiir jeden einzelnen Verlust wird
die entsprechende Verlusthohe als Vielfaches oder Bruchteil der
Geschwindigkeitshohe V?/2g unmittelbar hinter dem betreffenden,
den Widerstand wverursachenden Einbau angesetzt und die Druck-
gleichung durch Einfithrung dieser Verlusthchen erweitert, so daB sie
die Form annimmt:

2 2
Py -+ % +h= l;‘— + % + (Summe der Verlusthéhen 2'h ) |, (210)
4

wobei sich die Zeiger 0, 1 auf den Eintritt und Austritt beziehen
und % den verfiigharen Hohenunterschied bedeutet.

Diese Gleichung dient auch dazu, um (angenahert) die Wasser-
geschwindigkeit in einer Rohrleitung mit bekannten Einbauten zu
bestimmen; zu diesem Zwecke werden die in allen Verlusthohen
auftretenden Geschwindigkeiten mittels der Durchflulgleichung durch
die Geschwindigkeit im Rohr ausgedriickt, die auf diese Weise als
einzige Unbekannte in dieser Gleichung iibrigbhleibt. Ubrigens kann
gesagt werden, dafl im allgemeinen der Reibungswiderstand im Rohr
alle anderen Widerstdnde weitaus iiberwiegt, so dafl bei lingeren
Rohrleitungen die in 46 gegebenen Ansétze ohne weiteres auch dann
anwendbar bleiben, wenn in der Leitung solche besondere Wider-
stinde vorhanden sind, vorausgesetzt, dafl diese nicht gerade auBler-
gewohnlich grofle Verlusthohen verursachen.

Von besonderen Widerstinden seien hier als die wichtigsten die
folgenden hervorgehoben:

1. AusfluBl- oder Eintrittswiderstand in das Rohr:
a) Bei gut abgerundeter Offnung ist nach GL (57)
h,=C-V?|2g, [=0085, . . ... (211)
b) bei scharfkantiger Offnung (u ~ 0,60) ist
{=01]u*—1)=1,78.
2. Plotzliche Rohrerweiterung von F, auf F. Nach Gl (134) ist
h,=C-V%2g, ::(%-1)2. C ... (212)

1
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Bei allméhlicher Erweiterung kann der Verlust in der Form
angesetzt werden
= i ) =1 —. . ...
h,= (0,12 bis 0,2) 7 2y (213)

1

3. Rohrverengungen durch Drosselscheiben verursachen
dadurch Verluste, daf3 sich der Strahl durch die Drosselscheibe ein-
schniirt und hernach wieder auf den Rohrquerschnitt erweitert. Setzt
man h, = {V?/2g, so gilt nach J. Weisbach in den beiden Fillen,
die durch die Abb. 104a) und b) gekennzeichnet sind:

%: 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10,

2
a) {=232 51 20 96 53 31 1,9 1,2 0,74 048,
b) [{=226 48 175 78 38 18 0,8 03 0,06 —.

Setzt man im Falle b) den Querschnitt des
eingeschniirten Strahles = ¢ F,, so 148t sich der
Verlust nach in einer der Gl. (212) in 2. dhnlichen
Form ansetzen:

F 2
C=(J——1>. C. L. (214)
ok,

und es konnen nach J. Weisbach die Zahlen-
werte b) in die Formel zusammengefalt werden:

«=0,6340,37(F,/F)®. . . . . . . (215)

Abb. 104.

4. Krimmer geben ebenfalls Anla8 zu Verlusten, einerseits weil
eine Ablosung des Flissigkeitstrahles von der Rohrwand erfolgt, was
zur Entstehung eines mit wirbelnder Fliissigkeit er-
fillten Raumes fiihrt, andererseits weil eine stark
wirbelnde Bewegung der Fliissigkeit auch hinter
dem Krimmer zuriickbleibt, die sich erst nach
Durchlaufen einer lingeren Strecke beruhigt.

a) Fir den rechtwinkligen Kriimmer
nach Abb. 105 gilt (D = Rohrdurchmesser, R = Abb. 105.

Kriimmungshalbmesser der Mittellinie):
bei kreisférmigem Rohrquerschnitt: = 0,13 4- 0,16 (D |R)¥s \ 216
bei rechteckigem Rohrquerschnitt: (= 0,12 -} 0,27 (D/R)"s i (216)

oder ausgerechnet fiir:
I D/R=o01 04 08 10 14 18 20
(Kreis) {-=-013 0,14 021 029 0,66 1,41 1,98
(Rechteck) 1 =012 0,15 029 040 1,01 227 323
Fiir normalisierte Kriimmer ist D/R = 0,1.

Fir Kriimmer mit dem Winkel 8° ist fiir die Widerstandszahl
etwa der entsprechende Teil [-3°/90 zu nehmen.
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b) Fir Kniestiicke mit dem Winkel 4 nach Abb. 106 ist nach
Weisbach zu setzen:

{=sin?(6/2) 4 2sin*(6/2),. . . . . . (217)
d. i. fiir
0= 20° 40° 60° 80° 90° 120° 140°
{ £=005 014 0,36 074 098 1,86 243
5. Schieber im Kreisrohr (Abb. 107):

" @

Abb. 1086, Abb. 107. Abb. 108.

{ x/D=0(offen) 'y g Plg g Py s s 1

£—005 008 08 1,5 30 86 20 98 oo
6. Drosselklappe im Kreisrohr (Abb. 108):

0= 5° 10° 20° 30° 40° 45° 50° 60° 70°
{ (=024 052 1,64 391 10,8 18,7 32,6 118 751
7. Hahn im Kreisrohr (Abb. 109):

0= 5° 10° 20° 30° 40° 45° 50° 60° 65°
{ {=0,05 029 1,66 5,17 173 31,2 52,6 206 486

. 8. Ventile. Die iiber den Widerstand von
7. ¢/ Ventilen angestellten Versuche beziehen sich aus-
schlieflich auf Ventile in geraden, zylindrischen
Rohrstiicken. Uber die GroBe des Widerstandes
der mannigfaltigen technischen Ausfiihrungen von

Abb. 109. Ventilen in grofferen Pumpenleitungen oder Rohr-
leitungen fiir Wasserkraftwerke liegen keinerlei
Ergebnisse in Form allgemeiner Ansitze vor.

Sei D der Rohrdurchmesser, & der Ventilhub, so gilt nach
Abb. 110a) bis e) fiir:

Abb. 110.

a) Klappenventile:
(0=15° 20° 30° 45° 60° 70°
=90 62 30 95 32 1,7
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b) Tellerventile ohne untere Fiithrung:

(=ea+p(D[R? . . . . . . . . (218)
mit ¢ = 0,55 +4 (b—0,1-D)/D, = 0,15 bei schmaler, bis f = 0,16
bei breiter Dichtungsfliche.

¢) Tellerventile mit unterer Fiihrung:
{=a-+B[D?*(wD —nc)h)®, . . . . . (219)

worin « gleich den in a) gegebenen Werten vermehrt um 0,8 bis 1,6,
B =1,7 bis 1,75 und nc¢ die Summe der auf dem Umfang nD ge-
messenen Rippenbreiten sind.

d) Kegelventile mit ebener Unterflache:

{=26—08D/h+014(D[R?2. . . . . . (220)
o) Kegelventile mit kegelféormiger Unterfliche:
=06-+015(D[R?. . . . . . . . (221)

Die allgemeine Form der hier angefiihrten Formeln 188t sich dadurch ver-
stehen, daB der Ventilwiderstand in herkémmlicher Weise in der Form (V?/2g
angesetzt wird, d. h. zunéichst von der Geschwindigkeit im zylindrischen Zu-
fiihrungsrohr abhéngig gemacht wird, und da dieser Ventilwiderstand sodann
zerlegt wird in einen von der Geschwindigkeit V selbst und einen zweiten von
der Geschwindigkeit V, beim Austritt aus dem Ventil abhéngigen Teil [s. z. B.

Abb. 110b)]:
EVe2g=al?2g+BV,2[2g.
Nimmt man hiezu die Durchflugleichung
V.D*z|4="V,-zDh,
so folgt die oben angegebene Form:
(=a+pf (D/4h2=ca+p(D]h)2,
die durch die ausgefiihrten Versuche gut bestiitigt worden ist (C. v. Bach).

9. Rohrverzweigung. Bezeichnet V, die Geschwindigkeit im
abgezweigten Rohre, so kann der bei jeder Abzweigung auftretende
Verlust (nach Maillet und Génieys) angendhert in der Form an-
gesetzt werden:

h,—2-V2[2¢g. . . . . . ... (222

10. Saugkorb mit Riickschlagklappe:
D-—004 007 01 0,15 02 03 05 0,75
=12 8,5 7 6 52 3,7 2,5 1,6.

Um die Widerstandszahl { fiir irgendein Organ (Ventil oder der-
gleichen) durch Messung zu bestimmen, wird dieses in eine passend
angeordnete Versuchsrohrleitung eingesetzt und durch diese Wasser
in stationirer Bewegung durchgeleitet. Sei h die Druckhohe, {, die
Widerstandszahl der Leitung ohne das Organ, dessen Widerstands-
zahl zu bestimmen ist, V, V, die DurchfluBgeschwindigkeiten mit und
ohne Ventil, so gelten die Gleichungen

h=(1-4C,+0) V229, h=(14E)V 29 Vo = V)
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Die Geschwindigkeiten ¥V, und ¥ werden durch Messung oder Wigung
der DurchfluBmengen bestimmt. Aus beiden Gleichungen folgt, wenn
fiir b bei beiden Versuchen derselbe Wert genommen wird, die ge-
suchte Widerstandszahl in der Form:

C=2gh(T/1—2——VL02>. N 213

Die experimentelle Bestimmung der Rohrreibungszahl 1 geschieht
auf ganz dhnliche Weise. Werden die Groen h,l, V, D in der Versuchs-
leitung gemessen, aus der sidmtliche Einbauten entfernt sind, so folgt
aus GL (198):

1 2ghD
=gy - -

Beispiel 61. Man bestimme die Leistung einer Kreiselpumpe, die
in der Minute 3600 1 Wasser aus einer Tiefe von 2 m ansaugt und auf eine
Hohe von 15 m hebt; auBerdem sei gegeben: D = 180 mm, I = 30 m. Am Anfang
der Leitung befindet sich ein Saugkorb, auBerdem sind in die Leitung 4 Kriimmer
und 1 Schieber eingebaut.

Die gesamte ,niitzliche“ Foérderhohe ist:
h=24+15=17Tm
und die mittlere Geschwindigkeit:
' V=4Q|xD? =236 m]sek.

(224)

Nach IV ist:

1—o0014_ 25 0,0023

10470,18  72,36-0,18
daher die Verlusthéhe durch Rohrreibung

1 ve
h,= ).E Er) =0,93 m.
Die Verlusthohe fiir den Saugkorb, die 4 Kriimmer und den Schieber betrigt:
hy=(544-0,12 40,05 72/2¢g = 1,58 m. ‘

Daraus folgt die notwendige Nutzleistung N der Pumpe in PS fiir die Hebung
des Wassers und Uberwindung der Widerstinde :

N=yQh+h+h,)]75=1000-0,06-19,51/75 = 15,6 PS,

und bei einem Wirkungsgrad der Pumpe von 7 = 0,75 ergibt sich die effektive
Leistung der Pumpe:

=0,0194,

N,=N/0,75 = 20,8 PS.
Beispiel 62. Anderung der Geschwindigkeit im Rohr durch Einbau eines
Kegelventils mit ebener Unterfliche; gegeben sei Djh=4.

Wenn V und V, die Geschwindigkeiten vor und nach dem Einbau des
Ventils sind, so gibt die Druckgleichung:

%z(lﬂu) Y;;_, also | V,=V/yTHE|. ... .. (225)

Nach 8d) ist nun:
©£=26-08-44+0,14-16 = 1,61
und
V,=V]1,62.
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Neben den kreisféormigen Profilen bei Rohren kommen von ge-
schlossenen Profilen noch ovale und andere, aus Kreisbogen mit ver-
schiedenen Halbmessern zusammengesetzte vor, fiir die dhnliche An-
sitze wie beim Kreis zur Anwendung kommen; die Bestimmung der
Beiwerte geschieht in jedem einzelnen Falle durch besondere Ver-
suche. Fiir die Beiwerte gibt es auch empirische Formeln, die aus
den Handbiichern zu entnehmen sind (s. insbesondere Weyrauch,
Hydraulisches Rechnen).

Beispiel 63. Die Bestimmung der Reibung in einem Leitungstiicke
mit verdnderlichem Querschnitt erfolgt durch einen Ansatz von derselben Form,
wie bei gleichbleibenden Querschnitten, wobei die Beiwerte wieder durch Ver-
suche zu ermitteln sind.

Bei einem Turbinenkanal nach Abb. 75 wird demgemifl die Verlusthohe
durch Reibung auf die grofite Geschwindigkeit bezogen und in der Form an-
gesetzt :

hy= $re ‘wg? ,‘JQ( >

worin also w, die Geschwindigkeit beim Austritt aus dem betreffenden Leitungs-
stiick bezeichnet. Wir erhalten daher die erweiterte Druckgleichung in der Form:
w,? wy?

1 _ Y 7 9
2g+k 2 [ A T (226)

Dieselbe Gleichung ergibt sich auch aus dem Ansatz fiir die Leistung bei
gleichformig bewegtem Kanal. Sei der DurchfluB @ m?®/sek und 4 die Hohe,
so ist die Leistung, die von dem Wasser auf das Gefil abgegeben werden kann
(mit den Bezeichnungen der Abb. 75:

2

_ ) c,? 022) w,
L=rQhirQ (g - ) —tre- g,

und wenn % die Geschwindigkeit des GefiBes bedeutet, so ist auch

L - LgQ u (w, cos f; — w, cos f,) .

Nun folgt aus den Geschwindigkeitsdreiecken bei Ein- und Austritt:

{ c?=w?+u*+ 2w, ucosf,
i =w,? ~ut 2w, ucos By,
und daraus:
6® — ¢,® = w,®—w,”+ 2u (w, cos f; — w, cos fy) .

Durch Gleichsetzung der beiden Ausdriicke fiir L ergibt sich daher dieselbe
Gl. (226) wie zuvor.

VIII. Kanile und Fliisse.

48. Kennzeichnung der Wasserbewegung in FluBliufen. Be-
zeichnungen. Die theoretische Begriindung der Gesetze fur die Be-
wegung von Fliissigkeiten bereitete schon beim Kreisrohr — dem
einfachsten Profii — im turbulenten oder hydraulischen Stro-
mungszustande nicht unbedeutende grundsétzliche Schwierigkeiten,
die nur durch Anwendung der besonderen, iiber die gewohnliche
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Mechanik hinausgehenden Methoden der ,Ahnlichkeitsmechanik —
bis zu einem gewissen Grade wenigstens — iiberwunden werden
konnten. So ist es nicht iiberraschend, daB die Ermittlung der
Gesetze fiir die Bewegung des Wassers in offenen kiinstlichen ,Ge-
rinnen“ mit anderen Profilformen (Halbkreis, Rechteck, Trapez
u. dgl.) oder gar in den natiirlichen FluBliufen theoretisch noch
unsicherer ist. Immerhin gelingt es, durch Ubertragung der fiir
das Kreisrohr angestellten Betrachtungen auch fiir diese verwickel-
teren Bewegungsformen Ansitze zu gewinnen, die fiir die Bediirfnisse
der Technik ausreichen; diese zielen im wesentlichen darauf ab, die
erforderlichen Grundlagen fiir die Dimensionierung von Werkskanilen
fir neu zu errichtende Wasserkraftanlagen und fiir die technisch-
wirtschaftliche Bewertung der vorhandenen Wasserkrifte zu ge-
winnen.

Wir werden in diesem Abschnitte die Gesetze, die sich fiir die
Bewegung des Wassers in Gerinnen mit kiinstlichen und natiir-
lichen Profilen als zutreffend erweisen, gemeinsam behandeln, da sie
eng miteinander zusammenhingen. Kiinstliche Profile sind solche,
die fiir kiinstlich angelegte Werkskanile gewahlt werden und meist
rechteckige oder trapezférmige, seltener halbkreisformige Gestalt haben;
die dabei erhaltenen Gesetze konnen auch fiir geschlossene Profile
von anderer als Kreisform (Ovale usw.) als giiltig angenommen werden.
Die natiirlichen Profile sind die Querschnitte der in der Natur
vorkommenden Béche, Fliisse und Strome. Es ist gewill eine merk-
wiirdige Tatsache, dall die Darstellung der Gesetze fiir alle diese
Fille durch einheitliche und verhiltnismiBig einfache Formeln mog-
lich ist.

Fiir die hier zu entwickelnde erste Einfiihrung in dieses umfang-
reiche Gebiet ist im wesentlichen nur die eine Frage nach den gesetz-
méBigen Zusammenh#éngen zu beantworten, die zwischen den
geometrischen Grofen, die einen Kanal als FluBllauf kenn-
zeichnen, — es sind dies das Gefialle J und eine oder mehrere
vom ,,Profil“ selbst abhingige GréBen — und der mittleren Ge-
schwindigkeit V bestehen; aus V ergibt sich sodann, wenn F die
Flache des Profils bedeutet, der DurchfluB in der Form

Q=FV |, ... .. ... (227)

welche Gleichung auch umgekehrt zur Definition der mittleren Ge-
schwindigkeit dienen kann.

Dieser Bewegungsvorgang selbst verlauft iibrigens im ganzen
ziemlich @hnlich wie der im geschlossenen Rohr. Die Stromung ist
wie dort turbulent, wie dort findet ein Haften der als zdah anzu-
sehenden Flissigkeit an den Winden — den Ufern und der Sohle —
statt. Der Hauptunterschied besteht darin, daBl beim offenen Gerinne
eine freie Oberfliche vorhanden ist, was aber fiir die hier zu ent-
wickelnde elementare Auffassung von untergeordneter Bedeutung ist.
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Beziiglich der Verteilung der (leschwindigkeit iiber den Quer-
schnitt ist von einer Achsensymmetrie, wie beim Kreisrohr, natiirlich
keine Rede mehr, hiochstens kommt bei regelméfligen Profilen eine
Symmetrie um die lotrechte Mittelebene in Frage. Die grofite Ge-
schwindigkeit in einem lotrechten Schnitte tritt in oder nahe der
Spiegelfliche auf, der groite dieser Groftwerte — der Stromstrich —
liegt bei regelméBigen Profilen in der Mitte, sonst meist irgendwo
seitlich.

49. Stationiire Bewegung in Gerinnen und FluBliufen. Die
Geschwindigkeitsverteilung und die Grofle des Druckunterschiedes,
der zur Aufrechterhaltung einer laminaren Parallelstromung einer
Fliissigkeitsmasse durch irgendein Profil erforderlich ist, kann &hnlich
wie in 89 berechnet werden, wenn die Form der Stromrohren bekannt
ist und fiir die Flissigkeitsreibung zwischen benachbarten Schichten
etwa wieder die Gl. (157) zugrunde gelegt wird. So bereitet es
keinerlei Schwierigkeiten, diese Rechnung fiir einen breiten recht-
eckigen Kanal auszufiihren, wenn der Einflul der Seitenwinde auller
acht gelassen wird; dabei wiirde sich als Geschwindigkeitsverteilung
von der Sohle bis zum Spiegel das Stiick einer Halbparabel ergeben
und fiir den Durchflul ein &dhnliches Gesetz wie das Poiseuillesche.
Diese Stromungsform kommt aber nur bei ganz seichten Gerinnen
und sehr kleinen Geschwindigkeiten vor und hat praktisch nur ge-
ringe Bedeutung.

Die allgemeine Form fiir das notwendige Gefdlle zur Aufrecht-
erhaltung der in Wirklichkeit turbulent verlaufenden Bewegung des
Wassers in einem FluBlaufe ergibt sich wieder aus der Bemerkung, daf3
bei der turbulenten Bewegung die Verteilung der Geschwindigkeit iiber
den Querschnitt sehr nahe gleichformig ist, mit Ausnahme eines kleinen
Bereichs am Rande, in dem ein rascher Geschwindigkeitsabfall bis auf
den Wert Null am Rande selbst eintritt, und in dem der Sitz des
Widerstandes in erster Linie zu suchen ist.

Fiir die stationére Bewegung einer Fliissigkeitsmenge von irgend-
einer Linge ! und dem Gewichte G in einem FluBbette mit gleich-
bleibender Oberflichen-Neigung J nach abwirts wird die bewegende
Kraft G'J sein, da die Druckunterschiede zwischen den beiden, um !
voneinander entfernten Stellen auller Betracht bleiben konnen, und
diese Kraft GJ wird im wesentlichen zur Uberwindung der gesam-
ten, am Rande des Profils auftretenden Schubspannungen t ver-
braucht werden. Wenn demgemifl angenommen wird, daf} sich die
mittlere Geschwindigkeit V des FluBlaufes schon sehr nahe am Rande
einstellt, und fir die Abhingigkeit der Schubspannung von V der
schon in 44 GI. (191) verwendete Ansatz

r=cVP . . . . .. . .. . (228)
herangezogen wird, so gilt:

@ J = 7 < benetzte Fliche =<-U-l, . . . . (229)
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worin U den ,benetzten Umfang“ bedeutet (Abb. 111), lings welchem
die Fliissigkeit mit den Ufern in Berithrung ist, so daB daher die
Fliche U-1 allein als Sitz des Widerstandes in Betracht kommt. Aus
diesen Gleichungen folgt, da G =y Fl:

J—C.ys v

y F

Die GroBe F/U = R stellt eine von der Form des Profils abhingige
Linge dar, die in den auf Gerinne beziiglichen Rechnungen eine
groBe Rolle spielt und als hydraulischer Radius oder Profil-
radius bezeichnet wird. Bei rechteckigen Profilen ist der Profilradius
nahe gleich der Tiefe, bei kreisformigen gleich dem halben Radius,
was als ungefihrer Anhaltspunkt fiir die Bedeutung dieser Grofie
dienen mag.

(230)

X A 1

~ DurchlaBguerschmitt
7 ‘

Abb. 111. Abb. 112.

D

it
e)fe/e,‘....”...-a

Aus der Gl. (230) folgt nach Einfithrung der Bezeichnung (y/c}/# =1
und fiir § = 2, was dem fiir rauhe Winde nach den vorliegenden
Messungen zutreffenden quadratischen Widerstandsgesetz ent-
spricht, die Gleichung:

V=2VRJ|. ... ... .. (231

Diese Gleichung, die als de Chézysche Gleichung schon seit
langem bekannt ist, sagt aus, daf die geometrischen Bestimmungs-
stiicke, von denen V wesentlich abhingt, der Profilradius R und das
Gefille J sind. Als erste Nidherung wurde zundchst (von Courtois
und Eytelwein i. J. 1850): 4 = 50 = konst. angenommen.

Beispiel 64. Profil gr6B8ten Durchflusses. Nach der GL (231) er-
gibt bei gegebenem J jene Profilform den groBten Wert von V, und damit auch
von Q= FV, fir welche R den groBten Wert erreicht. Da R = F/U, so ist
das ,Profil groBten Durchflusses“ jenes, fiir das bei gegebenem F der benetzte
Umfang U so klein als méglich, oder bei gegebenem U die Fliche F so grof3
als moglich wird. Die Kurve, die diese Eigenschaft hat, ist bekanntlich der
Kreis, und diese ,isoperimetrische” Eigenschaft des Kreises, die auch fiir jedes
Stiick des Kreisumfanges gilt, findet demnach hiebei eine bemerkenswerte An-
wendung.

Aus Herstellungsgriinden kommt jedoch der Kreis als ,kiinstliche“ Profil-
form nicht in Betracht, es wird vielmehr entweder ein Rechteck oder ein
Trapez gewdhlt; die erwihnte isoperimetrische Eigenschaft iibertrigt sich in-
sofern auf diese Profilform, als der groBte DurchfluB — immer unter Zugrunde-
legung der einfachen Formel (231) — dann eintritt, wenn die UmriBlinie einem
Kreis umschrieben ist.

Sei z. B. der Boschungswinkel o der Ufer vorgegeben, so haben wir die
Bedingungsgleichung (Abb. 112):

U="b++2s=Min., wihrend F = konst. und vorgegeben.
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Es ist nun
F=(b+scose)h=(b+hotge)h
oder
b=Fh—hectga

und daher fithrt die Gleichung 2UJoh =0, sobald U als Funktion von A allein
ausgedriickt wird, némlich durch:

U=b+2s5=b+2h/sine= F/h—hotge -+ 2h/sine,
auf die folgende Bedingungsgleichung:

oU F 2
F N T

hzl/_Esin?’
2—cosa'

und weiter (mit Beriicksichtigung der vorhergehenden Gleichung):

woraus folgt

B:b+QScosoz:E—hctga+2hctga:%+hctga: 2h

% =2s,

sine
und da somit das von O auf s gefillte Lot:

p=ssine=nh
ist, so folgt, daB das gesuchte Trapez dem Halbkreis vom Halbmesser » um-

schrieben ist.
Fiir das Rechteck ist o ==/2 zu setzen, und daher wird hiebei:

h=YFi2=)bh/2, oder h=02.

Wenn auBer % noch « unbestimmt gelassen wird, so muB U als Funktion
der beiden Verinderlichen » und « angegeben werden und die Forderung des
Minimums von U verlangt auBer der Gleichung 8U/dh =0 auch das Bestehen
der Gleichung 0UJdc = 0, oder

oU 1 2 cos .
Y 2R E —1 =600
Te = snte sinta 0, d h cose=1,, «=60°,

und
B=b+s::2s, =8,

d. h. die Hilfte des dem Kreise vom Halbmesser 5 umschriebenen regelméfigen
Sechsecks ergibt den groBten Wert des Durchflusses.

Die allmihlich zunehmende Genauigkeit der Beobachtungen an
Kanilen und Fliissen und die Erkenntnis, daB3 die Beschaffenheit der
Ufer von entscheidender Bedeutung fiir die Durchfluigeschwindigkeit
ist, hat nun dazu gefiihrt, die Gl. (231), die nur auf Grund ganz ein-
facher Vorstellungen aufgestellt wurde, zu erweitern und sie der ver-
schiedenen Beschaffenheit des FluBgrundes anzupassen, und zwar ist
diese Erweiterung auf dreierlei Wegen versucht worden:

1. Es wird zu dem in GI. (231) schon vorhandenen Gliede noch
ein zweites additiv hinzugefiigt, das die Abweichungen gegen die
Beobachtungen ausgleichen soll. Auf diese Weise entstanden zwei-
und mehrgliedrige Formeln von der Art wie die von Prony u. a.,
die sich aber nicht recht einzubiirgern vermochten. Bei diesen For-
meln kommt die Beschaffenheit der Ufer noch nicht zur Auswirkung.

Poschl, Hydraulik. 9
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II. Es wird die Form der GI. (231) beibehalten, aber das 4 nicht
mehr als konstant angesehen, sondern selbst wieder von R oder von
U oder von beiden abhingig angenommen. AuBerdem wird die Be-
schaffenheit des FluBgrundes durch Einfiilhrung einer Bestimmungszahl
(oder mehrerer) in Ansatz gebracht. Auf diese Weise wurden An-
sitze gewonnen, welche die Beobachtungen an Kanidlen und Fliissen
schon gut darzustellen vermégen. Zu dieser Gruppe gehoren:

a) Die Formel von Ganguillet und Kutter:

V— AVEJ, wobei |i— o FO00L86/ I+ tjn | o
1+ (28 4 0,00155/J)-n/VR

Die darin auftretende GroSe n bezeichnet man als den Rauhigkeits-
grad, der fiir verschiedene Fille aus der folgenden Zusammenstellung
zu entnehmen ist:

1. Kanile mit sorgsam gehobeltem Holz oder glat- n 1/n

tem Zementverputz . . . . .+ ... 001 100
2. Kanile mit ungehobelten Brettern .. ... 0012 83
3. Kanile mit behauenen Quadern oder gut ge- -

fiigten Ziegeln . . . . . . . . .. . ... 0013 77
4. Kanile mit Bruchstemmauerwerk . e . .. 0017 59
5. Kanile in "Erde, Biche und Flisse . . . . . 0025 40

6. Strome mit groferem Geschiebe und Pflanzen 0,030 33

Bei der Festsetzung der Beschaffenheit des FluBgrundes, der
vom Standpunkte der Mechanik als eine rauhe Fliche anzusehen
ist, macht sich wieder der auch sonst bei Reibungserscheinungen auf-
tretende Umstand stérend bemerkbar, daB es schwierig ist, den
Rauhigkeitsgrad einer Fliche in unzweideutiger Weise zu beschreiben.
Die auf die Rauhigkeit beziiglichen Angaben betreffen nur das Ma-
terial der FluBlsohle, verzichten aber darauf, die Beschaffenheit dieser
Flachen selbst in einwandfreier und unzweideutiger Weise zu kenn-
zeichnen.

b) Die (neuse) Bazinsche Formel, die auf Grund auBerordentlich
sorgfaltiger und umfassender Versuche aufgestellt wurde:

87

:mRJ,......@%)

worin fir §, das wieder als Rauhigkeitsgrad bezeichnet werden
kann, und in dieser Schreibweise als ein MaB fiir die GroBe der auf-
tretenden Unebenheiten dienen kann (wenn § wie R in m genommen
wird, so kommt ihm allerdings keine unmittelbar anschauliche Be-
deutung zu), die folgenden Zahlenwerte zu setzen sind:
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B

1. Glatter Verputz, gehobeltes Holz . . . . . OYOG 0,5036
2. Nicht gehobeltes Holz, Quadern, Zlegel . . 016 0,0256
3. Bruchsteinmauerwerk . . . .. . 046 0,2116
4. Pflaster, regelmiBiges Erdbet‘c « v« .« .. 085 0,7225
5, Erdkanile iiblichen Zustandes . . . 1,30 11,6900
6. ” mit groem Geschiebe und Pﬂa,nzen 1,7 3,0625
7, FluBldufe mit Gerolle . . ., . . . . . . . 2 4

(und dariiber)
Diese Formel hat die Eigenschaft, daB fiir zunehmendes R (R = o)
der Einflul der Rauhigkeit ganz verschwindet; dadurch wird die richtige
Erwigung zum Ausdruck gebracht, daB fir gréBer werdendes R, also
fiir tiefere Fliusse, der EinfluB des FluBgrundes zuriicktreten muB.
Fiur Halbkreisprofile sind in beiden Fillen' die aus den Formeln
sich ergebenden Werte von ¥ um 6 bis 10 v. H. zu erhoéhen,

HI. Bei der dritten Gruppe von Formeln wird der Anschlufl
an die Beobachtungen in der Weise herzustellen gesucht, da8 fiir V
ein eingliedriger Ausdruck in den GréBen R, J angesetzt wird,
daB aber die Exponenten dieser GroBen zunichst willkiirlich gelassen
und erst auf Grund der Beobachtungen festgelegt werden. Ausdriicke
der so entstehenden Art

V=2aR*J? . . ... .. .. (239

eignen sich — nach dem Logarithmieren — sehr gut zur zahlenméBigen
Festlegung von & und g fiir eine beliebige Anzahl von ausgewihlten
Beobachtungen nach der Methode der kleinsten Quadrate. Formeln
dieser Gestalt sind in den letzten Jahrzehnten in grofler Zahl auf-
gestellt worden, die letzte und anscheinend sehr zuverlissige Form
rithrt unter Verwertung der &altern Bazinschen und zahlreicher
neuerer eigener Messungen von Ph. Forchheimer her und hat die
folgende Form:

V=AR".J% miti~1/n|, . . . . . (235)

so daB hier also 4 (nahe) gleich dem reziproken Rauhigkeitsgrad in
der Ganguillet-Kutterschen Formel Ila) gesetzt werden kann.
Diese Formel (235), die iibrigens auch die Bazinschen Messungen
besser wiedergibt als die Bazinsche Gl (233), zeigt beziiglich der
Abhingigkeit von J dieselbe Form wie die Ausgangsgl. (231), so daf3
jedenfalls J ~ V2 sowohl fiir kiinstliche Kanile, wie auch fiir natiir-
liche FluBlaufe als zutreffend angesehen werden darf. Dagegen ist die
Abhingigkeit von R, insbesondere was den Exponenten von R be-
trifft, durch die Beobachtungen selbst bestimmt worden und 148t sich
heute in keiner Weise durch theoretische Betrachtungen begriinden.
Da die hier entwickelten Formeln die Geschwindigkeit V durch
A und J ausdriicken, so konnen wir im wesentlichen 3 verschiedene
Rufgaben unterscheiden, die sich hier darbieten. Die Bestimmung
von V bei gegebenen R und J ist nach allen dreien ganz einfach;
dagegen ist die umgekehrte Aufgabe, J zu ermitteln, sobald ¥V und R
g*
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gegeben sind, nach Ganguillet-Kutter schon sehr umstandlich, nach
Bazin und Forchheimer aber noch unmittelbar ausfithrbar. Die dritte
der moglichen Fragestellungen: aus gegebenen Werten von ¥ und J den
Profilradius B zu bestimmen, ist nur nach der Formel von Forch-
heimer unmittelbar 16sbar, wahrend si¢ nach den beiden anderen
Formeln am besten nach dem Annidherungsverfahren geldst wird, das
auch schon bei der Berechnung der Rohrleitungen verwendet wurde.
Fiir die Ausfiihrung der Rechnungen mogen die folgenden Beispiele
(Abschnitt 50) dienen, in denen die vier Gln. (231), (232), (233) und
(235) mit der DurchfluBgl. (227) in Verbindung gesetzt werden.

. Bei Profilen, die aus Teilflichen von
sehr verschiedener Tiefe und gegebenen-
falls auch verschiedener Rauhigkeit der
Sohle zusammengesetzt sind, ist der Durch-
fluB durch jede Teilfliche fiir sich zu be-

Abb. 113, rechnen. So ist z. B. fiir das in Abb. 113

dargestellte Profil, das bei Hochwasser bis

zum oberen Spiegel durchflossen werde, der DurchfluB in der Form
anzusetzen

Q:F1V1+F2V2+F3Y§ .
=, F, VR, 4+ 1, F,VR,+ A, F,VR,)VJ. . . (236)
Bei der Berechnung der Profilradien R,, R,, R, sind die inneren, in
der Abb. 113 gestrichelten Grenzlinien als nicht vorhanden anzusehen,
da in ihnen keine Reibung wie an der FluBsohle auftritt; es ist also
R, = F,|U,, R, = F,|U,, R, = F,|U, mit den aus der Abb. ersicht-
lichen Werten von U,, U, und U, zu setzen.

In Beurteilung der GroBie der Widerstandszahlen VA (in der
Bazinschen) und 1 (in der Forchheimerschen Formel) auf Grund
wirklich ausgefiithrter Messungen an Fliissen moge die folgende Zu-
sammenstellung dienen, deren Angaben (zum Teil) dem Jahrbuch des
hydrographischen Zentralbiiros in Wien entnommen sind.

Mittl Ben. [yr. I A
" . . Mittl. | Profilrad. | }§#
" Ge- | Gefille Fliche |Breite| Um- | nach
Gewisser schw. J Fm® | Bm |fang '.[}‘:efe R=FU Eac}l Forch-
V m/sek Um | ™| mm AZI0 ) eimer
Polzen bei Warten- l
berg . . . .. 0,30 10,00075| 2,85 | 3,25 | 4,63 | 0,88 0,62 4,1 15,3
Tauernbach am i
Simplon . . . 0,34 10,00175| — “ ~2| — 1023 023 2,0 23,0
Rhein bei Basel 1,94 (10,0012 — | — — 12,10 2,10 i1,834| 35,2
Donau bei Marit-
hausen . . . .1 1,7 10,00055| 750 | 271 | 280 | 2,77 2,68 11,49 | 386
Ladowitzerbachi.B.] 0,48 |0,00065| 1,70 | 5,20 | 5,69 | 0,33 0,3 1,21 | 438

50. Beispiele. a) Gegeben R, J, gesucht V, Q.

Beispiel

J = 0,0008.

65.

Bestimmung der DurchfluBgeschwindigkeit durch einen
Kanal mit Trapezquerschnitt in Erde mit folgenden Abmessungen: B=12m,
b=6m, h=8m, daher die Bischung der Seitenwinde 1:1,

ferner sei
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Mit den gegebenen Werten folgt R = 1,875 m und daher geben die Formeln
des vorigen Abschnittes:

a) de Chézy: V= 50-]!"'.1?]: 1,18 m/sek,

b) Ganguillet-Kutter: 1/n =40, V=A}R J=45,0.-YR J=1,065 m/sek,

¢) Bazin: J§=0,85, V=_87/(1+0,85/JR) JR J = 53,5}k J = 1,265 m/sek,

d) Forchheimer: 4 =1/n =40, V= 40-R0,7.J05 = 1,072 m/sek .

Beispiel 66. Fiir ein breites flaches Gerinne mit B=40m, b=39m,
h=0,5m, also Boschung der Seitenwéinde 1:1 und R=0,49m in Zement und
mit J= 0,002 folgt nach:

a) de Chézy: V=>50}RJ = 1565m/sek,

b) Ganguillet-Kutter: 1/n =100, V= 924.}R J = 2,89 m/sek,

¢) Bazin: Jf= 0,06, V=280,1.}R J =25 m/sek,

d) Forchheimer: i=1/n=100, V=100 R%7..J0,5 == 2,85 m/sek .

Aus diesen Ergebnissen ist zu erkennen, daB die Formeln von Ganguillet-
Kutter und von Forchheimer fast vollig iibereinstimmende Ergebnisse Liefern,
wéhrend die Bazinsche Formel entweder auf kleinere oder groflere Werte fiihrt,

der Ansatz von de Chézy scheidet fiir technische Rechnungen als zu unge-
nau vollstindig aus. —

b) Gegeben: @, J, gesucht: ¥, R und die Abmessungen
des Profils. Durch R allein wére das Profil selbst noch nicht aus-
reichend bestimmt, .es ist vielmehr nétig, die Form des Profils und
einzelne seiner Bestimmungsstiicke von vornherein anzunehmen, und
nur eine Abmessung unbestimmt zu lassen, die zu ermitteln sodann
Aufgabe der Rechnung ist. Das folgende Beispiel soll deutlich machen,
wie dies zu geschehen hat.

Beispiel 67. Es sind die Abmessungen eines Gerinnes mit Trapez-
profil in Erde fiir die DurchfluBmenge @ = 24 m?/sek und das Gefélle J = 0,00003
zu bestimmen. Fiir das Profil werde ferner die Tiefe » = 3 m und das Béschungs-
verhdltnis 1:1,5 der Ufer gewidhlt, dann bleibt zur Festlegung des Profils als
einzige Unbekannte nur die Sohlen- oder Spiegelbreite iibrig. Fiir die Ausfiihrung
der Rechnung empfiehlt sich in allen Fallen ein Anndherungsverfahren nach
folgender Art. (Bez. der Bezeichnungen vgl. Abb. 112.)

I. Nach Ganguillet-Kutter. Gl (232) gibt mit » =40 (Erde):

147
14-]87/]R

1. Ann. R=h=38m, Ai=255, V——}.}RJ:O,522m/sek,

F=QV=46m?, b=108m, s=54m,

U=b+2s=21,6m, R=211m.
2. Ann. R=2]11m, 2=50,1, V=0,398m/sek,

F-=602m?, b=155Tm, U=26,37Tm, R=2,28 m.
3. Ann. R=2,28m, A=51, V=042m/sek,

F=57m?, b—145m, U=-253m, R-228m.
Damit folgen die Abmessungen des Profils:
B=?235m, b=145m, h=3m.
IL Nach Bazin. GL (283) gibt mit }5=1,3:
87

A=

1+-137R
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1. Aon. R=h=3m, 1=49,6, V=047 m/sek,
F=QV=51m?, b=125m, s=54m,
U=0+25s=233m, R=F/U=22m.

2. Ann. R=22m, A=46,3, V=0,375m/sek,
F=64m® b=168m, U=276m, R=23Im.

3. Ann. R=231m, A=46,7, V=0,39 m/sek,
F=615m?, b=16m, U=268m,
R=2295m.

Damit folgen die Abmessungen des zu wihlenden Profils:

B=25m, b=16, h=3m.

III. Nach Forchheimer. Gl (235) gibt mit 4 = 40:
V=40-R%".J%, ‘

1. Ann. R=h=3m, V=047mjsek, F=5lm?, b=125m,
U=233m, R=22m.

2. Ann. R=22m, V=038m/sek, F=632m? b=166m,
U=274m, R=23m.

3. Ann. R=23m, V=039m/sek, F=612m? b=159m,
U=267m, R=23m.
Daher sind die gesuchten Abmessungen des Profils nach dieser Formel:
B=25m, b=16m, h=3m.

c) Gegeben @, R, gesucht ¥V und J.

-Auch in diesem Falle miissen iiber das Profil noch nihere Voraus-
setzungen gemacht werden, die der Bedingung geniigen miissen, dafl
der Profilradius den gegebenen Wert annimmt.

Wenn etwa ein Trapezprofil gewahlt werden soll, fiir das die
Tiefe » und das Boschungsverhiltnis 1:1 vorgegeben sind, so ist

F=Bh—h, U=B—2h+4+2hV2=B+0,83h,
R— £ _ Bh — h?

U B-0,83h°

und daraus

h+ 0,83 R

——F
Beispiel 68. Man bestimme das Gefille eines Kanales mit Trapezprofil

mit dem Boéschungsverhéltnis 1:1 in Zement fiir @ = 20 m®/sek, R=1m.

Wird fiir das Profil die Tiefe h = 1,4 m gewahlt, so ergibt sich nach Gl. (237):
B=178m, und damit die Sohlenbreite b==B—2-14=5m. Mit diesen Ab-
messungen folgt U=896m, F=896m?, und daher ergibt sich

V=Q/F=223m/sek.
~"Mit 2= 100 erhilt man endlich aus der Formel (235) von Forchheimer:

V2
" 2R

B=h. coe e (237)

= 0,0005 .

In dhnlicher Weise wiirde man auch auf Grund der beiden anderen Formeln
zu verfahren haben.
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Durch die hier verwendeten Ansiitze ist auch die Moglichkeit
gegeben, die entsprechenden Aufgaben fiir geschlossene Kanile von
beliebiger Form bei vollstindiger oder teilweiser Fiillung zu ldsen.
Beziiglich niherer Angaben hieriiber sei u. a. auf die Werke von Wey -
rauch verwiesen.

Obwohl die hier mitgeteilten und verwendeten Formeln, wie schon
hervorgehoben, in theoretischer Hinsicht nicht vollkommen befriedigen,
ist doch wenigstens ihre allgemeine Form als aus theoretischen Er-
wigungen hervorgegangen anzusehen. Neben diesen Formeln gibt es
auch zahlreiche . andere, die auch noch dieser losen Beziehung zur
Theorie entbehren; unter diesen ist insbesondere die Formel von
Siedek bekannt geworden, die V durch J, die Spiegelbreite B, die
Tiefe  und eine Anzahl von Erfahrungszahlen in recht verwickelter
Weise ausdriickt; ihre Verwendbarkeit fiir praktische Rechnungen steht
jedenfalls weit hinter den hier besprochenen eingliedrigen Ausdriicken
zuriick, so daB hier keine Veranlassung vorliegt, auf sie einzugehen.

51. Verwendung von logarithmischen Tafeln (Fluchtlinientafeln).
Ein auBerordentlich brauchbares Hilfsmittel zur numerischen Ver-
wertung von Formeln von der Art der Forchheimerschen ist die
Verwendung von logarithmischen Diagrammen — sog. Nomogrammen —,
die in verschiedener Weise angelegt werden konnen.

Fiir die Forchheimersche Formel ist in Abb.114 eine solche Tafel
dargestellt, die sofort verstindlich wird, wenn man sich diese Formel
logarithmiert und fiir jede der Verdnderlichen, V, 4, J, R eine loga-
rithmische Skala nach Art der auf dem gewohnlichen Rechenschieber
verwendeten aufzeichnet. Von Wichtigkeit ist nur die Wahl der
MaBstibe fiir die einzelnen Skalen, die am leichtesten durch Aus-
rechnung von zusammengehorigen Wertegruppen der vier Verédnder-
lichen V, 4, R, J erhalten werden; solche sind z. B. R =1, 1 =50,
J=0,01, V=5, die auf einer geraden Linie (in der Abb. 114) an-
genommen werden. Durch ein zweites Paar von zusammengehdrigen
Werten sind dann die Skalen auf allen vier ,Leitern“ festgelegt.

Die Abb. 114 ist so eingerichtet, daB dem Produkte R%7.J%5 der
unendlich ferne Punkt der Verbindungslinie der entsprechenden Skalen-
punkte — von R und J zugeordnet wird. Jedem Werte des Pro-
duktes entspricht eine bestimmte Richtung, daher miissen die Skalen
R und J entgegengesetzten Sinn haben. Soll dieses Produkt noch
mit einem bestimmten Wert von A multipliziert werden, so ist durch
diesen auf der A-Skala eine Parallele zu jener Verbindungslinie zu
ziehen, und diese Parallele schneidet auf der V-Skala das gesuchte V ab.

Die in den vorhergehenden Beispielen durchgerechneten Fille
lagsen sich unmittelbar aus diesem Diagramm ablesen. Die in Bei-
spiel 67 fir B =3, J = 0,0003, 4 = 40, und fiir R = 2,3 beniitzten
Linien (die natiirlich durchaus nicht wirklich durchgezogen werden
missen), fihren auf V= 0,47 bzw. V.= 0,39 m/sek und sind in
Abb. 114 punktiert eingezeichnet.
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52. Bestimmung der DurchfluBmenge durch direkte Messungen.
Durch die wirtschaftliche Entwicklung in den letzten Jahrzehnten ist
insbesondere wegen der zunehmenden Kohlenknappheit in allen Kultur-
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staaten eine moglichst weitgehende Ausniitzung der vor- g
. . I
handenen Wasserkrifte notwendig geworden. Der erste E
Schritt hiezu ist die exakte Bewertung der in diesen - 0
Wasserkriaften zur Verfiigung stehenden Energiemengen.

Jede Energieform ist das Produkt aus zwei Faktoren: einem Inten-
sitdts- oder Hohenfaktor . und einem Quantitits- oder Mengen-
faktor. TFir die im flieBenden Wasser steckende Energie ist der
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erstere der Hohenunterschied gegen eine tiefer liegende Stelle —
dhnlich wie es ohne Temperaturunterschied keine Ausniitzung einer
Wérmemenge gibt — der letztere ist die DurchfluBmenge des
FluBlaufes. Die Hohenunterschiede werden durch Nivellements
bestimmt und haben uns hier nicht weiter zu beschéftigen.

Was die Ermittlung der DurchfluBmenge betrifit, so dienen
die in 49 mitgeteilten Formeln in erster Linie dazu, die notwendigen
Angaben fiir den Entwurf von neu zu errichtenden Kanidlen und
Werksgraben zu schaffen. Fir die Bestimmung der Wassermengen
in natiirlichen FluBliufen wiren die Ergebnisse dieser Rechnungen,
insbesondere in Anbetracht der Unterschiede in den verschiedenen
Jahreszeiten, bei starken Niederschligen und grofer Trockenheit usw.
nicht zuverlissig genug und in all diesen Fillen, wie auch zur Kon-
trolle der Wasserfilhrung in ausgefiihrten Werkskanilen, ist die wirk-
liche Messung der DurchfluBmengen oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt, der mittleren Geschwindigkeit notwendig.

Die &ltesten Mefivorrichtungen sind die verschiedenen Arten von
Schwimmern, von ihnen sind insbesondere die Tiefenschwimmer,
wie der Stabschwimmer und die Doppelkugel zu erwdhnen; sie
liefern nur die Mittelwerte der Geschwindigkeit in der Lotebene des
Stromstrichs lings einer gewissen Mefistrecke, die Ergebnisse sind fiir
profilierte Kandle im Notfalle auch brauchbar, sie versagen aber bei
natiirlichen FluBldufen vollstindig. Andere von den é&lteren Mef3-
geriten, wie das Strauberrddchen, der MeBschirm, die Wasser-
fahne, das hydrometrische Pendel u. dgl. liefern wohl Angaben,
die sich auf eine bestimmte Stelle des FluBlaufes beziehen; ihre Ge-
nauigkeit ist aber gleichfalls sehr gering.

Die eingangs erwihnten Bediirfnisse verlangen die genaue Be-
stimmung der DurchfluBmenge durch Messung der Geschwindigkeit
an mehreren, iiber den ganzen Querschnitt des Profils ver-
teilten Punkten. Mefigerdte, die dies mit der erforderlichen Ge-
nauigkeit und Raschheit zu leisten vermogen, sind nur zwei bekannt:
die Pitotsche Rohre und die hydrometrischen Fliigel(Woltmann-
sche Fliigel); fiir Messungen in der Natur kommen nahezu allein die
verschiedenen Ausfilhrungen der Fliigel in Betracht.

1. Die Pitotsche Rohre (17. Beispiel 30) besteht aus einem
rechtwinklig abgebogenen, nach vorne passend verjiingten Rohr, dessen
Offnung der Stromung entgegengehalten wird. In diesem Rohr kommt
die Fliissigkeit zur Ruhe und steigt im lotrechten Schenkel, der aus
Glas hergestellt wird, an; die Grole dieses Anstiegs, zu deren Ablesung
noch ein zweites, daneben befestigtes und gleichfalls lotrecht gestelltes
Glasrohr ohne Abbiegung verwendet wird, ist ein Maf fiir die Geschwin-
digkeit an der betreffenden Stelle.

2. Der hydrometrische Fliigel (Abb. 115) besteht aus einem
auf Kugellagern laufenden Schraubenrédchen, dessen Drehzahl in einer
gewissen Zeit mit Hilfe eines Schneckentriebes und einer elektrischen
Kontaktvorrichtung gezihlt werden kann; die Drehzahl n in der Zeit-
einheit (sek) ist dann ein Maf} fiir die augenblickliche Geschwindig-
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keit V an der betreffenden Stelle.

Hydraulik.

Da jeder Fliigel wegen seiner

Eigenreibung erst bei einer bestimmten, endlichen Geschwindigkeit ¥,
zu zidhlen beginnt, so ist V in der Form anzusetzen

V="V,+an

. (éss)

Abb. 115.

Die Konstanten ¥V, und « werden

bestimmt und diesem auf einem Eichschein beigegeben.

fir jeden Fliigel durch Eichung'
Zur Ein-

stellung in die Stromrichtung ist hinten eine diinne Platte, ein sog.

»Steuer®, angeschlossen.
o

il I T

Abb. 116.

Zur Erhohung der Empfind-
lichkeit werden neuestens elek-
trischeFliigel verwendet|System
DBF — Dubs, Bitteri, Fischer];
durch den Fliigel wird eine kleine
Dynamomaschine angetrieben, und
der bei der Drehung des Fliigels
erzeugte Strom iiber Wasser auf
einem hochempfindlichen Galvano-
meter abgelesen; bei dem als
Prazisionsinstrument ausgefiihrten
Fliigel ist der Zeigerausschlag des
Galvanometers der Wasserge-
schwindigkeit V direkt propor-
tional. Bei dieser Ausfiihrung ist
es  moglich, die augenblick-
lichen Werte von V abzulesen.
Um die Stromung an der Stelle,
an der der Fliigel eingesetzt wird,
moglichst wenig zu storen, wird

das Maschinchen in einen ,Stromlinienkérper“ eingeschlossen, aus
dem nur das Fliigelridchen selbst hervorragt, wie dies die schema-
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tische Abb. 116 erkennén lafit. Auch die Fiihrungsschiene kann
yprofiliert“ ausgefiihrt werden (s. 56, 3).

Bei der Messung selbst wird die Geschwindigkeit an mehreren
Stellen der iiber die ganze Breite des Gerinnes verteilten Lotrechten
(Abb. 117) mittels des Fliigels bestimmt; fiir jede dieser MeBstellen
wird die Geschwindigkeit aufgetragen, und die mittleren Geschwindig-
keiten V,, V,,... in den aufeinanderfolgenden Lotrechten bestimmt;
wenn dann die zwischen den Loten liegenden Flichen f,, f,, ... sind,
so kann V,/2 als die mittlere Geschwindigkeit in f, angesehen werden,
(V. + V,)/2 die in f,, usw., so daB (mit V, = 0) der ganze Durch-
flu in der Form erscheint:

Q=Vy +V)l2. . . . . .. .(239)
Oder es werden die Punkte gleicher Geschwindigkeit im Profil
durch Kurven miteinander verbunden — Isotachen —, die von jeder

dieser Kurven umspannten Flichen ausgemessen und mit dem zuge-
horigen Geschwindigkeitsunterschied zwischen den benachbarten Kurven
multipliziert; die Summe dieser
Produkte gibt dann ebenfalls den
Durchflul Q.

Neben diesen MeBgeriten
wurden neuestens auch Vorrich-
tungen ersonnen, die eine un-
unterbrochene, selbsttitige Auf-
schreibung des Durchflusses ge-
statten, um dessen Schwankungen
genauer verfolgen zu konnen. FKEine Moglichkeit hiezu, freilich nur
fiir Kanile mit kiinstlichen Profilen, bietet das Poebingsche MefS-
gitter, bei dem die Kraft, mit der die ganze durchflieBende
Wassermasse auf ein drehbares, mit kleinen ,,Stromlinienkérpern
passend besetztes Gitter einwirkt, als ein MaB fiir die DurchfluBmenge
angesehen wird.

53. Die Staukurve im Rechteckprofil. Den Betrachtungen der
letzten Abschnitte iiber die Bewegung in einem natiirlichen Gerinne
wurde stets nur die gleichférmige Bewegung in einem lings des
Bettes unveriinderlichen Profil zugrunde gelegt. In vielen Fillen er-
weist es sich jedoch als notwendig, beschleunigte oder verzo-
gerte Bewegungen zu betrachten. Der wichtigste Fall dieser Art ist
die Bewegung, die durch ein Wehr (238) hervorgerufen wird, womit
man einen quer in den Flull eingesetzten Einbau bezeichnet, der
dazu dient, den Wasserspiegel kiinstlich zu heben und dadurch eine
verbesserte Ausniitzung der Energie des durchflielenden Wassers zu
ermdglichen. Die durch das Wehr bewirkte Erhohung des Wasser-
spiegels iiber seine natiirliche Lage nennt man die Stauhohe; diese
Erhohung macht sich natiirlicherweise nicht nur an der Stelle des
Wehres selbst geltend, sondern auch eine Strecke weit fluBaufwiirts,
deren Linge — die Stauweite — von verschiedenen Umstinden
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abhingt, insbesondere von der Wehrhohe, dem Gefiille, der Wasser-
tiefe, der Geschwindigkeit der ungestorten Stromung und der Profil-
form. Die Bestimmung der Lénge dieser Stauweite, auf die sich
der EinfluB eines eingebauten Wehres erstreckt, ist eine wichtige
Aufgabe, die auch fiir das Wasserrecht der lings des FluBlaufes auf-
einanderfolgenden Wasserkraftanlagen von Bedeutung ist.

Die Kurve, in der sich der Flissigkeitsspiegel zufolge des Wehr-
einbaues stromaufwiirts des Wehres einstellt, nennt man die Stau-
kurve. Zur Berechnung der Staukurve werden solche Losungen der
durch das Widerstandsglied erweiterten Bewegungsgleichung gesucht,
die einer stationdren, aber lings des FluBlbettes ungleichférmigen
Geschwindigkeitsverteilung entsprechen; diese Losungen werden dann
an die (ungestorte) Stromung angepaft. Auf diese Weise erhalten
wir die Form des durch den Wehreinbau gestorten Wasserspiegels
nur bis in die Nihe des Wehrs, keinesfalls die Form der iiber das
Wehr flieflenden Wassermasse.

Da es uns hier vor allem um die Hervorhebung der leitenden
Gedanken zu tun ist, so beschrinken wir uns auf den einfachsten Fall,
indem wir die folgenden vereinfachenden Annahmen zugrunde legen:

1. Beschrinkung auf Wasserldufe von gleichbleibendem recht-
eckigem Querschnitt mit grofler Breite B und kleiner Tiefe &, die
auch nach der Erhohung durch das Wehr klein bleiben soll, es kann
daher iiberall: Profilradius = Tiefe, R = y, gesetzt werden.

2. Unverénderlicher Druck lings der ganzen betrachteten Fluf3-
oder Kanalstrecke, also dp/ds = 0.

3. Annahme des quadratischen Widerstandsgesetzes in der ein-
fachsten Form der de Chézyschen GL (231)

v2=12RJ,

fiir jeden Teil des Gerinnes, auch fiir verdnderliche Tiefe y und daher
langs des FluBlaufes verinderliche Geschwindigkeit v. Die Grofie des
Widerstandes fiir die Masseneinheit des flieBenden Wassers, d.i. eben
die Beschleunigung, ist demnach in der Form anzusetzen:

g v® v?

= ==ga—, . . . . . . .(240
97 =g =90 (240)
wobei 1/4? = a als Konstante betrachtet wird. Bezeichnet man jetzt
das unveridnderliche Sohlengefille mit J,, die Tiefe des ungestorten
Spiegels mit A und die zugehorige Geschwindigkeit mit V, so gilt
insbesondere

Jy=aVh. . . ... ... .(241)

Wird nun in die Bewegungsgl. (46) im Abschnitt 16. noch dieser
Widerstand (240) als eine der Bewegung entgegengerichtete Beschleu-
nigung eingefiihrt, so wird sie fiir die Stelle P:

_dv__vd;v 1dp dz

dz v?
=0T T Tgas I3 9= gy ey (242)



Kanile und Fliisse. 141

In dieser Gleichung bedeutet — dz/ds = J das lings des Flusses
verinderliche Qefdlle des durch das Wehr gestorten Spiegels
(Abb. 118), wenn z lotrecht nach oben positiv gezihlt wird; also ist:

v dv v?

J_g;g—{—ay. e e e oo (248)
Diese Gleichung, die den Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen
bildet, besagt, dal das Spiegelgefille die Beschleunigung der Fliissig-
keitsmasse und den Widerstand zu bestreiten hat. Wenn, wie hier,
dv|ds negativ, also eine Verzdgerung ist, so wird der Widerstand
an jeder Stelle durch das Zusammenwirken aus dem Spiegelgefille
und der Verzogerung der Fliissigkeitsmasse iiberwunden — dies ist
die einfache Bedeutung der Gl. (243).

Abb. 118.

In diese Gleichung fithren wir statt des verénderlichen Spiegel-
gefilles J das unverénderliche Sohlengefille J, = —dz, [ds ein, wozu
die aus der Abbildung unmittelbar abzulesende Beziehung dient:

y—dz, =y -+dy —dz

dz dz

= — - = 7 __7J —
J=— =i (244

Ferner beniitzen wir die Durchfluigleichung
Q= Fv=byv=>0hV

und die daraus sich ergebende Gleichung

h dv h dy

oder

'U:V'g, —Jg——*V‘y*—?g*S’- ¢ e e e e .(245)
Mit Beniitzung dieser Gln. (244) und (245) wird Gl. (243)
dy VeRtdy  V2h?
T e T T e Ty
{ oder
dy( ) V‘~’h2>* ( . awm)
%y —_ g —le—*‘—:llh* ....(246)
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eine Gleichung, die mit Beniitzung von Gl. (241) und durch Einfiih-
rung der Bezeichnung

V2h?[g = k3
in die Differentialgleichung der Staukurve iibergeht:
dy y® — hs
E_J g . (247)

Wenn man den Zihler und Nenner des Bruches auf der rechten
Seite dieser Gleichung durch y® dividiert und zur Grenze y —
(grofe Tiefe) ubergeht so sieht man, daB hieraus dy/ds = J,, a,Iso
nach Gl (244) J = 0 folgt, d.h. die Staukurve hat — fluBabwarts
ins Unendliche fortgesetzt — eine wagrechte Asymptote.

Ebenso wiirde aus Gl. (246) fir h =k, also (=50, g ~ 10):

J, = ag = g/A* = 10/2500 = 0,004

und weiter folgen: dy/ds=J, oder J =0, d. h. die Staukurve wire
in diesem Falle eine wagrechte Gerade; einer Stauhéhe H am
Wehre wiirde eine Stauweite L entsprechen, die durch die Gleichung
gegeben ist

sine ~ J, = H|L, also L=H|J, |. . . .(248)

Durch h =k werden die beiden Moglichkeiten 2 > ¥ und » < k von-
einander getrennt, und zwar bedeuten

h>k, J, <0004, . . . . .gewdhnliche Fliisse,
h<k, J;>0004. . . . . . Wildbiche.

Die Staukurven, die sich aus Gl.(247) ergeben, sind in beiden Fillen
voneinander verschieden. Aus dieser Gleichung folgt durch Trennung
der Veridnderlichen

3 — L8

sk
Jlds=z— s dy = dy —[——Tdy,

also durch Einfiilhrung der dimensionslosen Verdnderlichen 7 mit

y=h ks d
Js_me—}— fn3—1‘0'

Das' Integral kann durch Partialbruchzerlegung in endlicher Form
ausgewertet werden und liefert nach kurzer Rechnung:

3 2 1 +1
Jls=h,7__h6h2k {10g’7 + 7+ — 2V 3arcetg 171/3 }—}—O’]

(n —1)°
I. (249)

oder
3

R —k
—hy— () + ©
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Die Werte der Funktion f(7) sind zuerst von J. J. Ch. Bresse
berechnet worden; eine Reihe von ihnen ist in der folgenden Zu-
sammenstellung enthalten:

7= 0,0 0,5 06 1 1,05 1,10 2,00 5,00 10 oc
{f(ﬂ)= — 0,605 0,088 0,033 oo 0,88 0,68 0,32 0,02 0,005 O

Die Formen der Staukurven, die sich nach dieser Gleichung fiir
C=0, also h=y, oder =1 fir s= 0o ergeben, sind fiir den
FluB in Abb, 119, fiir den Wildbach in Abb. 120 dargestellt. In
beiden Fillen besteht die Staukurve aus 3 Asten 1, 2, 3, von denen
zwei miteinander zusammenhéingen. Ihre Bedeutung ist folgende:

Abb. 119.

Fiir den FluB (Abb. 119) ist der Ast 1 die Staukurve durch ein
eingebautes Wehr. Der Ast 3 tritt beim Ausflul unter der Kante
einer etwas geliifteten Schiitze auf, wobei gleichzeitig hinter der
Schiitze der Ast 1 erscheint (Abb. 119b). Der Ast 2 (Abb. 119¢) wird
bei einer Stufe oder einem Knick in der Sohle beobachtet,

Ubrigens wurde auch beobachtet, dafl die Welle, die beim Durch-
bruch eines Staudammes iiber das stromabwirts gelegene Tal hinweg-
zieht, eine steil abfallende Vorderwand zeigt — Ast 2 mit nahezu lot-
rechtem Abfall zur Sohle — und deshalb die groBen Verheerungen
anrichtet, die damit verbunden sind.

Abb. 120.

Fir den Wildbach (Abb. 120) ist der Ast1 die Form des
Spiegels durch ein eingebautes Wehr; es entsteht oberhalb des
Wehrs ein sogenannter Wassersprung, ein Knick in der Spiegel-
fliche mit scharf ausgeprigter Kante. Der Ast 3 (Abb. 120b) entsteht
wieder beim Austritt aus einer gedffneten Schiitze, wobei wieder
hinter der Schiitze ein Wassersprung mit Ast 1 beobachtet wird. —

Durch den hier mitgeteilten Vorgang ist auch nahegelegt, wie
die Staukurve bei anderen Profilen und auch bei Heranziehung
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anderer Gesetze fiir den Reibungswiderstand als den einfachen
de Chézyschen zu ermitteln ist. Weitere interessante Fragen, .die
sich hier anschlieBen, beziehen sich auf den EinfluB von Uneben-
heiten der Sohle, oder eines verdnderlichen Sohlengefélles J,, oder
eines Einbaues an einem FluBufer, ferner gehoren hieher alle mit
der Geschiebefiihrung verbundenen Erscheinungen u. dgl. Die in allen
diesen und &hnlichen Fragen gewonnenen Erfahrungen lassen er-
kennen, daB jeder Flufllauf ein empfindliches, sozusagen organisches
Gebilde ist, das auf Verinderungen jeder Art in ganz bestimmter,
von vornherein oft schwierig zu ermittelnder Weise reagiert.

IX. Widerstand von bewegten Korpern in
Fliissigkeiten.

54. Die Ursachen des Fliissigkeitswiderstandes. Es ist seit
langem bekannt, daB zur Aufrechterhaltung der Bewegung eines
allseits von ruhendem Wasser oder Luft umgebenen Korpers die
dauernde Einwirkung einer Kraft erforderlich ist; in der Sprache der
Mechanik wird diese Erfahrungstatsache durch die Aussage ausge-
driickt, dal bei der Bewegung jedes Korpers in einer Fliissigkeit
(Wasser, Luft usw.) ein Widerstand geweckt wird, der jener Kraft gleich
und entgegengesetzt gerichtet anzunehmen ist.

Uber die mechanischen Ursachen dieses Widerstandes waren
lange Zeit irrige Vorstellungen verbreitet, doch wurde das Problem
in den letzten Jahren einer befriedigenden Losung nahegebracht,
als die fir den Fortschritt unabweislichen Forderungen der Schiff-
fahrt und insbesondere der Flugtechnik eingehende Untersuchungen
verlangten. Nach den Ergebnissen dieser Untersuchungen besteht
dieser Widerstand, den ein Korper bei der gleichférmigen Be-
wegung (ungleichformige, d. h. beschleunigte oder verzogerte Be-
wegungen bieten noch viel verwickeltere Erscheinungen dar und
wurden bisher kaum eingehender betrachtet) in einer Fliissigkeit er-
fabrt, aus zwei Teilen, die aus wesentlich verschiedenen Ursachen
entspringen:

1. Dem Oberflachen- oder Reibungswiderstand, der durch
das Gleiten der lings des Korpers vorbeistromenden Fliissigkeit
entsteht. Der Hauptteil dieses Reibungswiderstandes wird — &hnlich
wie bei der Bewegung der Fliissigkeit in Rohren und Kanédlen —
dort seinen Sitz haben, wo der Geschwindigkeitsabfall am grofiten
ist, d.i. in der mit dem Korper in Beriihrung stehenden Grenz-
schicht, in der ein rascher Ubergang von der Geschwindigkeit der
umgebenden Fliissigkeit auf die des Korpers stattfindet, an dem ein
Haften der Fliissigkeit eintritt. Die Grofe dieses Reibungswider-
standes hidngt zunichst von der Grofle und der Rauhigkeit der Ober-
fliche des Korpers ab, und auBlerdem von der Geschwindigkeit,
und wird durch sorgfiltige Glattung der Oberfliche herabgesetzt.
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2. Dem Formwiderstand, der durch den gesamten Verlauf
der Fliissigkeitsbewegung bedingt ist, die durch den Kérper selbst
hervorgerufen wird. Die Bezeichnung riihrt daher, weil diese Fliissig-
keitsbewegung ganz wesentlich von der Form des Korpers in seiner
ganzen Ausdehnung abhingt. Dieser Teil des Widerstandes wird auch
als Druckwiderstand bezeichnet, weil er auch als die Summe der
Driicke angesehen werden kann, die die Fliissigkeit auf die einzelnen
Elemente der Korperoberfliche ausiibt.

Der Verlauf dieser Fliissigkeitsbewegung, die je nach der Korper-
form sehr verschieden ausfallen wird, laBt sich z. B. firr die gleich-
formige Bewegung eines Drehkorpers, der etwa vorne rund ist und
hinten in einer Spitze auslduft, in einer unbegrenzten Fliissigkeit in
‘folgender Weise beschreiben (Abb. 121): An der Vorderseite teilt sich
die herankommende Fliissigkeit und umschliet den Korper in glatter,
beschleunigter Stromung bis zum grofiten
Querschnitt — nach einer im Schiffbau iib-
lichen Bezeichnung: Hauptspant genannt —,
an dem die Geschwindigkeit den groften
Wert annimmt. Hinter dem Korper schliefft
sich die Stromung nicht mehr vollstindig
zusammen, sie 16st sich vielmehr (etwa an Abb. 121.
den Stellen a) vom Koérper ab und bildet
ein Kiel- oder Totwasser, das im allgemeinen stark von Wirbeln
durchsetzt ist. In diesen Wirbeln, die fortgesetzt durch Abldsung
neu entstehen- und im Kielwasser bald wieder zur Ruhe kommen,
liegt der Sitz des-Formwiderstandes; die Energie der Wirbel wird
in Reibung, also in Warme umgesetzt und ist daher fiir den
dynamischen Vorgang als verloren anzusehen. Dieser Formwiderstand
iiberwiegt in den meisten Féllen den Reibungswiderstand um ein Viel-
faches (auBer bei Platten, die parallel zur Stromungsrichtung liegen).
Um ihn moglichst klein zu halten, ist es notig, das Kielwasser selbst
moglichst zu verkleinern, und dies geschieht durch Wahl solcher Formen,
bei denen die Ablosestelle moglichst nahe an das hintere Ende des
Korpers geriickt ist. Aus diesem Grunde verkleinert eine nach hinten
spitz zulaufende Korperform den Widerstand des Korpers. Durch
sorgfiltige Wahl einer so geformten Verkleidung ist es gelungen,
Drehkorper (Ballonkorper). herzustellen, die sich der reibungsfreien
Stromung fast vollstindig anpassen — sogenannte Stromlinien-
korper — und deren Widerstand nur den 27. Teil des Wider-
standes einer Kreisplatte von der GroBle des Hauptspantes betrigt.

Bei langgestreckten Korpern, wie z. B. bei Kabeln oder Streben
von Flugzeugen, die quer zu ihrer Léangsrichtung bewegt werden,
muB man ein passendes, ebenes Profil wihlen, das &dhnlich wie
dieses runde ein glattes Abstromen mit kleinem Kielwassergebiet
ergibt; urspriinglich anders gestaltete Korper (wie Drihte, Stiele,
Streben u. dgl) werden durch , Verkleidung“ mit solchen profilierten
Korpern umgeben, um kleine Werte des Widerstandes zu er-
halten.

Poschl, Hydraulik. 10
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85. Das Widerstandsgesetz. Die GroBe des Widerstandes W,
den ein Korper bei seiner Bewegung in einer Flissigkeit findet,
héingt erfahrungsgemd von folgenden Bestimmungstiicken ab:

1. Von der Beschaffenheit des Mittels, in dem die Bewegung
stattfindet, und zwar ist die physikalische Grofie, die dabei in Betracht
kommt, die Dichte o =y/g.

2. Von den Abmessungen des Korpers, also etwa von der
GroBe des Hauptspantes F, oder seiner Ansichtsfldche, d.i. seine
Projektion auf eine Ebene senkrecht zur Bewegungsrichtung.

3. Von der (relativen) Geschwindigkeit V des Korpers gegen
die umgebende Fliissigkeit. AuBerdem ist

4. eine Festsetzung erforderlich, die den EinfluB der Kérper--
form zur Geltung bringt, da doch von dieser in erster Linie die
Breite des Kielwassers und damit die GroBe des Widerstandes ab-
héngt.

Beachtet man die Dimensionen der Grofien g, F, V, so erkennt
man, daB sich aus ihnen durch das Produkt 9 FV? eine Grofe bilden
14Bt, die eine Kraft [K] darstellt; der besonderen Korperform wird
nur durch Beifiigung eines Widerstandsbeiwertes , Rechnung ge-
tragen, die dann eine reine Zahl ist, so daBl das Widerstandsgesetz
in der folgenden Form erscheint, in der es nahezu allen praktischen
Rechnungen zugrunde gelegt wird:

W={,0FV*.. . ... ... (250)

In der Flugtechnik ist es iiblich, dieses Gesetz etwas anders zu
schreiben, indem fiir ¢ V?/2 =y V?/2 g=¢ der Staudruck eingefiihrt
wird, der aus der Druckgleichung fiir jede Stelle berechnet werden
kann und der durch die Hohe des Wasserspiegels in einem Pitot-
rohr angegeben wird, das an dieser Stelle — mit dem abgebogenen
Ende stromaufwirts gerichtet — eingesetzt wird. Setzt man noch
2{,=c,, so nimmt die letzte Gleichung die gleichwertige Form an

W=c¢,Fq| .. ... .. .(251)

Die allgemeine Form der Gl. (250) wurde schon von Newton
aufgestellt und zwar durch folgende Betrachtung: Bei der Bewegung
rdumt der Kérper in jeder Sekunde eine Masse M = ¢ F'V [kgsek/m)]
aus dem Wege und erteilt dabei jedem (urspriinglich ruhenden)
Massenelement eine Geschwindigkeit, die ¥V proportional ist; der
Widerstand ist also proportional der sekundlich erzeugten Bewegungs-
grofe:

W~ o FV2.

Diese iltere Auffassung ging von der Annahme aus, daB der
Widerstand der Fliissigkeit durch den StoB der aus dem Wege ge-
rdaumten Teilchen hervorgerufen wird, so daB die Vorginge an der
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Vorderseite des Korpers allein fir die GroBe des Widerstandes
maflgebend sein wiirden. Eine Folge davon wére z B., daB der
Widerstand eines Diéders nach Abb. 122 doppelt so groB sein
miiite, wie der Widerstand der einzelnen Platte fiir den gleichen
Neigungswinkel «, wihrend er nach den Messungen bei ¢ = 300 tat-
sichlich nur 60 vH. des doppelten Widerstandes einer Platte bei
gleichen ¢« betrdgt. Dieser Sachverhalt findet im Sinne der obigen
Darlegungen seine Erklirung in dem Umstande, dafl die Stromung
um das Diéder ganz anders verlduft als die um die beiden geneigten
Platten, wenn sie einzeln vom Strom getroffen werden. Der Wider-
stand eines ausgedehnten Korpers kann daher nicht dadurch er-
halten werden, dall man die Widerstdnde seiner Teile, etwa
seiner Flichenelemente, bildet und diese summiert.
Fir die Anwendbarkeit der Gl (250) ist es
nun wichtig, daB sie fiir die gebréuchlichen Ge- .
schwindigkeiten, bei denen auf die damit im Zu- %
sammenhang stehenden Druck- und Volumsénde-
rungen keine Riicksicht genommen zu werden
braucht, ebensowohl fiir Wasser wie auch fiir
Luft mit guter Anndherung richtig bleibt.
Bei der adiabatischen Zustandsédnderung, (s. 68):
=k. ot entspricht némlich einer Dichtednderung
AQI o von 1 vH., eine Druckanderung Ap|p von 1,4 vH., und dieser
entspricht bei p = 1kg/cm? eine Anderung der Druckhohe (m Luft!) von
4dp  0,014-10000

Abb. 122.

was nach der Druckgleichung einer Geschwindigkeit zugehdrt von
V=V2g.-4h~V20-117 = 48 m/sek.

Bei Luftschrauben kommen Geschwindigkeiten von 100 m/sek vor,
was einer Dichtedinderung von nur 4 vH. entsprechen wiirde. Fiir die
in der Flugtechnik anzustellenden Rechnungen kann daher die Luft
ndherungsweise als unzusammendriickbar vorausgesetzt werden,
so dafl die im folgenden mitgeteilten Zahlenwerte fiir £, ebenso fiir
Wasser wie auch fiir Luft giiltig sind. Der Einflul des umgebenden
Mittels kommt dann lediglich in dem Wert von ¢ in Gl (250) zur
Geltung, und zwar ist zu setzen

fir Wasser: . . . . o=1000/g [kgsek?/m*],
» Luft von 0°C u. 760 mm: 0= 1,293/9,81 ~ 1/8 [kgsek?/m*].

Wenn groBere Geschwindigkeiten ins Spiel treten, wie z. B. in der
Ballistik, genauer gesagt, wenn die Geschwindigkeiten der Schall-
geschwindigkeit (332 m/sek in Luft) nahekommen, ist diese Verein-
fachung, die Luft als unzusammendriickbar zu betrachten, nicht
mehr zuldssig.

Die Frage nach dem Widerstande eines allseits von Fliissigkeit oder
Luft umgebenen Korpers ist somit auf die Ermittlung von [ zuriick-

10*
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gefiihrt; eine theoretische Bestimmung von , ldBt sich jedoch heute
(von ganz wenigen Sonderfillen abgesehen) nicht geben, man ist viel-
mehr ausschlieBlich auf direkte Messungen an den in Betracht
kommenden Korperformen angewiesen. Diese Messungen werden heute
in den aerodynamischen Versuchsanstalten in der Weise aus-
gefiihrt, daB der Versuchskorper von einem (zeitlich und raumlich)
moglichst gleichférmigen Luftstrom angeblasen wird, um — relativ
zueinander — dieselben Verhiltnisse zu erhalten, wie bei der tat-
sichlich meist vorliegenden Bewegung des Korpers in ruhiger Luft
(Relativitatsprinzip der Galilei-Newtonschen Mechanik); die von
dem Luftstrom auf den Korper ausgeiibten Krifte sind gleich dem
Widerstande bei der umgekehrten Bewegung und werden durch
passend angeordnete Wigevorrichtungen (meist einfache Hebelwagen)
bestimmt.

Nach den in 42 iiber &hnliche Fliissigkeitsbewegungen angestellten
Betrachtungen ist klar, daB (, fiir verschiedene Bewegungen nur
so lange einen festen Wert behalten wird, als die Reynoldssche
Zahl R = VL/v die die betreffende Stromungsart kennzeichnet, un-
verdndert bleibt. Im allgemeinen wird daher {, von der Reynolds-
schen Zahl # abhéngen konnen, also , =, (®) zu setzen sein.
Da » in Gleichung (250) nur vermdge % vorkommt, so sieht man,
daB immer dann, wenn der EinfluB des Reibungswiderstandes gegen
den Formwiderstand zuriicktritt, auch (, merklich konstant wird.
Dies trifft z. B. bei Platten zu, die senkrecht oder unter steilen
Winkeln zu ihrer Ebene angeblasen werden; bei ihnen wird fiir alle
GroBen und dhnlichen Formen [, = konst. beobachtet, Abweichungen
treten nur bei verschiedenen Formen der Platten auf (s. 56, 1).
Spielt dagegen die Reibung eine wesentliche Rolle, wie bei diinnen
Platten, die in ihrer eigenen Richtung angeblasen werden, so erweist
sich tatsichlich {, als von % abhiingig, was dann auch eine Anderung
des quadratischen Widerstandsgesetzes mit sich bringt.

Wenn man sonach heute noch weit davon entfernt ist, eine voll-
stindige Theorie des Fliissigkeitswiderstandes zu besitzen, so
hat man doch ein angenihertes Bild iiber die dabei auftretenden, sehr
verwickelten, physikalischen Vorgiinge — eine qualitative Theorie —
gewonnen und besitzt aullerdem durch direkte Messungen eine groBe
Reihe von Zahlenwerten fiir {,, fiir besondere Kéorperformen.

56. Zahlenwerte von §, fiir einige Kirper. Beziiglich des
Luftwiderstandes bietet fast jeder einzelne Korper gewisse Besonder-
heiten dar, iiber die hier nur vereinzelte Andeutungen gegeben wer-
den konnen. Die Zahlen bedeuten Mittelwerte aus den vorliegenden
Beobachtungen verschiedener Forscher.

1. Ebene Platten. a) Kreis oder Quadrat, | angeblasen:

bei kleinen Fliachen (~ 0,1 m?):{, = 0,55,
» groBeren » (~1m?): £, =0,65.
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b) Rechteck, | angeblasen,
fiir ein Seitenverhdltnis 1:5, {, = 0,70,
n ) 1:10, Cw = (,78.

¢) Fir eine quadratische Platte, die unter verschiedenen
Winkeln « angeblasen wird, &ndert sich , mit ¢ nach Abb. 123.
Die auf dem Ast 1 gelegenen Werte stellen sich ein, wenn die Platte
vom Wert « = 0 an allmihlich aufgerichtet wird, wobei sich zwei
an den Riéndern nach hinten abgehende (durch Rauch u. dgl. auch
sichtbar zu machende) Wirbelzopfe ausbilden. Wenn dagegen der

0w 2 xw W 0 60 W @ @
Abb, 123.

Winkel ¢ aus der Stellung o= 90° allméhlich verkleinert wird, so
ergeben sich die Werte auf Ast 2, in diesem Falle liegt der Sitz des
Widerstandes in einem groBen Wirbelring, der an der Riickseite der
Platte entsteht und bis zu « = 40° viel weniger Widerstand gibt als
die beiden Wirbelzopfe in der Niahe dieses Winkels. Die Form der
in beiden Fillen entstehenden Wirbel ist in Abb. 123 schematisch
angedeutet. Bei o= 40° etwa tritt somit eine Unstetigkeit in den
Werten von {, auf, der Dinessche Buckel.
Fir das Ubergangstuck 3 wird man instabile 8 mlos
Wirbelgebilde anzunehmen haben, die sich der ___ 0%
direkten Beobachtung entzi¢hen. v ;

d) Fir nicht zu grofie « (kleiner als etwa 30°)
verlduft bei ebenen Platten die Kurve fiir den b) A
Widerstand W als Funktion von o« angendhert

geradlinig (s. Abb. 123 Ast 1). -

2. Kreiszylinder oder Prismen. a) | zur
Achse angeblasen, Abb. 124a) (I = Linge, D — i
Durchmesser der Grundfliche): Abb, 124,

{l/D= o 05 1 2 4 1
{,=0b5 0,64 044 0,40 0,41 0,47.
b) [ zur Achse angeblasen Abb. 124b):
{ D=005mm (Draht) 02mm 1mm 1lcm 3cm 15cm
£, =048 0,64 0,62 0,49 0,48 0,32.
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(Die Zunahme von (, bei abnehmender Drahtstirke ist dem stirker
werdenden EinfluB der Reibung zuzuschreiben.)

3. Profilrohr (mit Stromlinienprofil umkleideter Zylinder). |
zur Erzeugenden angeblasen (je nach der Form des Profils):

¢, = 0,05 bis 0,08.

4. Fir die Vollkugel ist der Wert von (, bei kleinen Ge-
schwindigkeiten etwa 2,5mal so gro wie bei groBen. Die Stelle
des Ubergangs, der sich iibrigens in einem ganz kurzen Intervall voll-
zieht, hingt von der Geschwindigkeit und dem Kugeldurchmesser D
ab. Fir D~ 20 cm etwa kann gesetzt werden:

bei groBeren Geschwindigkeiten (> 15 mfsek) (, = 0,11

» Kleineren " (< 15 m/sek) = 0,3
5. Halbkugelschale, nach hinten offen . . . {, = 0,17
» vorne » ., . . = 0,66.
6. Kegel mit dem Offnungswinkel 2 ¢ = 60°%: {, = 0,26
(Abb. 125.) 20 =300 = 0,17
7. Ballonkorper, a) Zylinder mit zwei Halbkugeln ¢, = 0,060
(Abb. 126.) . b)Halbkugel und Kegel . . . = 0,040
c)Beste Form . . . . . . . =0,024.
2
v "" Bg(i)spiel (\i}% WiderstaI}nd 2einerkKuge1hx€§1m(25])%1)1rch-
) messer 20 cm in Wasser, mit V' = 2 m/sek. Nac . ist:
T s We011.1000 00k
b) T_,_ ’ g ~ 4 ’

& - Beispiel 69. Ballon nach der besten Form in Luft,
F=50m?, V=20m/sek:
Abb. 125 und 126.

W = 0,024-/,-50.400 = 60 kg.

In neuester Zeit hat man auch damit begonnen, die ,Wind-
driicke“ auf die verschiedenen Arten von Ingenieurbauten nach den
hier angedeuteten Gesichtspunkten in systematischer Weise zu unter-
suchen; so sind z B. fiir Hochbauten aller Art (wie z. B. Ballonhallen
usw.), Briicken, Masten und Leitungen von elektrischen Anlagen, Wind-
miihlen schon bemerkenswerte Ergebnisse erhalten worden, die jedenfalls
von den gebréuchlichen nach der Newtonschen Vorstellung des Luft-
stoBes gewonnenen Werten fiir den Winddruck erheblich abweichen;
in dieses Gebiet gehdrt auch die Bestimmung des Luftwiderstandes
von Eisenbahnziigen und Kraftfahrzeugen.

X. Tragfliigel und Luftschrauben.

Die groflen Fortschritte der Flugtechnik in den letzten Jahren
gingen Hand in Hand mit wichtigen und bedeutungsvollen theoreti-
schen Erkenntnissen insbesondere in der Theorie der Tragfliigel, die
sich vorwiegend an die Namen Kutta, Joukowsky und vor allen
L. Prandtl und seiner Schule ankniipfen. Aus diesem neuen und
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schon sehr ausgebreiteten Zweige der ,flugtechnischen Aerodynamik*
(die Luft wird dabei als unzusammendriickbare Fliissigkeit betrachtet)
konnen hier nur die ersten Anfinge besprochen werden.

57. Eigenschaften der Tragfliigel. Wihrend jeder Korper, mag
er wie immer beschaffen sein, bei der Bewegung durch die Luft
einen gewissen Widerstand W, d.i. eine der Bewegung entgegen-
gerichtete Kraft, erfihrt, haben schon ebene Platten, die gegen die
Bewegungsrichtung unter einem von O verschiedenen Winkel ,an-
gestellt sind, die Eigenschaft, daB ein Teil der auf sie ausgeiibten
Luftkraft K senkrecht zur Bewegungsrichtung ausfillt; man nennt
ihn den Auftrieb 4, so daB K= W - A. Bei ebenen Platten muf
man jedoch einen erheblichen Widerstand in Kauf nehmen, um einen
miBigen Auftrieb zu erzielen: die Gleitzahl &= W/A ist bei ebenen
Platten sehr ungiinstig, d.i. sehr groB3. Gekriimmte Platten verhalten sich
in dieser Hinsicht schon viel giinstiger, ent-
scheidend fiir die Entwicklung der Flug-
technik war jedoch die Entdeckung, dal3
mprofilierte“ sichelférmige Querschnitte
von der in Abb. 127 gegebenen Gestalt,
die vorne gut abgerundet sind und nach
hinten in eine scharfe Kante auslaufen,
bei langer und schmaler Grundriform
einen Auftrieb erzeugen, der fiir kleine
n,Anstellwinkel“ & ein Vielfaches des da-
mit verbundenen Widerstandes ausmacht, Abb. 127
so dafl fir sie die Gleitzahl W/A sehr A
klein ausfillt.

Was die Abhiingigkeit der GroBen 4 und W von anderen geo-
metrischen und mechanischen Bestimmungsstiicken anlangt, so zeigt
sich, daB auch fir Tragfligel aller Art sowohl 4 wie auch W
durch Ansitze von derselben Form dargestellt werden konnen, wie
sie im vorigen Kapitel fiir W fiir beliebige Korper angegeben wurde;
nur ist jetzt zu beriicksichtigen, daB sowohl A4 wie auch W vom
Anstellwinkel « abhéngen, so daB man setzen kann:

A=1(,-0FV?,

Lo="04(9)
W= Cw‘@FV‘Z’ Cw

: (@) (252)

l

In diesen Gleichungen bedeutet jetzt F die GroBe des Grundrisses
des Tragfliigels (nicht wie frither die GroBe der Ansichtsfliche); C,
nennt man den Auftriebsbeiwert, £, den Widerstandsbeiwert.
Nach diesen Formeln ist die Kennzeichnung der Eigenschaften eines
Tragfliigels auf die Angabe der Werte von (, und {, in ihrer Ab-
hingigkeit vom Anstellwinkel « zuriickgefiihrt. Diese Abhingigkeit
wird durch direkte Messungen — die in @hnlicher Weise durchgefiihrt
werden wie die in 55 beschriebenen Widerstandsmessungen — ermittelt
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und in Kurvenform nach Abb. 128 aufgetragen. Dabei ist in jedem Falle
anzugeben, gegen welche im Tragfliigel feste Gerade der Anstell-
winkel «° zu rechnen ist: bei Profilen, die nach einer Seite hohl
sind, ist es gebrauchlich, den Winkel der Tangente des Fliigels
gegen die Bewegungsrichtung als Anstell-
winkel ¢ zu nehmen (Abb.127). Man konnte
auch den Winkel der Bewegungsrichtung
gegen jene Richtung als Anstellwinkel neh-
men, die den Auftrieb Null ergibt (die bei dem
Fliigel, auf den sich Abb. 128 bezieht,
= — 79 entsprechen wiirde); doch ist diese
Richtung am Fliigelprofil von vornherein
nicht bestimmt und nur durch Messungen
angebbar.

Einfacher ist noch die Darstellung der

) Profileigenschaften eines bestimmten

+-6-3 03 6 9 7275 TFligels, worunter man die Funktionen

Abb. 128, t,=¢, (). £,={,(«) versteht, mittels der

sog. Eiffelschen Polaren (Abb. 129), die

in einem rechtwmkligen Achsensystem zusammengehorige Werte von

{,» ¢, als Koordinaten eines Bildpunktes angeben dem der zugehorige
Anstellwinkel « beigeschrieben wird.

Durch die zwei Komponenten 4 und W ist aber die Lage
der Luftkraft K an dem Tragfliigel
noch nicht vollstindig bestimmt, es
muB3 vielmehr noch eine dritte An-
gabe hinzutreten, die die Wirkungs-
linie von K kennzeichnet; als solche
dient vorteilhaft — mnach dem in der
Statik iiblichen Verfahren — das Mo-
ment um eine ausgezeichnete Achse,
als welche sich hier unmittelbar die
scharfe Hinterkante des Fliigels emp-
fiehlt. Bei den praktischen Messungen
wird jedoch als Bezugsachse die Schnitt-
linie (O in Abb. 127) der Fliigelebene
97 $w mit der dazu senkrechten Tangential-
ebene durch die Vorderkante des Fliigels
genommen. Auch die Grofle des Mo-
ments wird in der Flugtechnik durch
{m  einen Ausdruck von der Form der GL (25 2)

dargestellt, in dem aber aus Dimensions-

griinden rechts noch irgendeine Lénge,
und zwar etwa die Fliigeltiefe v als Faktor hinzutreten muB. Wir
erhalten demnach auch fiir das Moment den Ansatz:

M=2C,-0FV2r, C,=C ()| - - . . (253)
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Zur experimentellen Bestimmung der drei GroBen A4, W, It mufB
das Tragfliigelmodell an drei Drihten befestigt werden, die mnicht
durch einen Punkt gehen diirfen; die in ihnen durch die Luftkrifte
hervorgerufenen Spannungen werden gemessen — die eindeutige Be-
stimmung einer Kraft in der Ebene verlangt immer drei Bestimmungs-
stiicke. Die Wirkunglinien der gesamten Luftkraft K sind fiur ver-
schiedene Werte von « in Abb. 130 eingetragen, und die Werte von
{,, in bezug auf die oben erklirte Achse O, die ihnen entsprechen,
auch im Eiffelschen Schaubild (Abb. 129) verzeichnet, und zwar
in Abhéngigkeit von {,. Aus Abb. 130 ist zu ersehen, daB die
Wirkungslinie der Luftkraft auf den Fliigel bei zunehmendem An-
stellwinkel « nach vorne wandert; diese Druckpunktwanderung
— den Schnitt von K mit der Anblasrichtung durch die Hinterkante
nennt man den Druckpunkt
(P) — ist eine bemerkens-
werte Eigenschaft der Trag-
fliigel, die fiir die Stabilitat
der Flugzeuge von besonderer

Amwe
|

yo
0° )
i
i

Bedeutung ist. ';;é;"'.g
Wenn die Verteilung ... 00
des Druckes um das Fliigel- " !---w-t/”
profil herum durch direkte Ma- ™ g o
nometermessungen bestimmt o, ,_,2';
wird, indem der Fliigel hohl ‘.\ e
ausgefiihrt und lings des Um- N\, #
fanges mit einer Reihe von “
Lochern versehen wird, von A -
denen alle bis auf je eines e =~
verschlossen werden konnen, Abb. 130.

so findet man, daBl der Auf-

trieb eines Tragfliigels daher riihrt, da an der Oberseite (Saugseite)
des Fliigels ein Unterdruck, an der Unterseite (Druckseite) ein
Uberdruck entsteht, und zwar findet man, daB die Saugwirkung
nach oben ungeféhr ?/,, die Druckwirkung von unten ungeféhr */, des
gesamten Auftriebes ausmacht.

Das gleiche Ergebnis erhdlt man durch Rechnung nach der theoretisch er-
mittelten Fliigelstromung (65); Abweichungen zeigen sich nur in einem kleinen
Bereich an der Hinterkante des Fliigels, an dem die Wirbelablosung erfolgt.

58. Der induzierte Widerstand. Betrachtet man die wagrechte
Bewegung eines Flugzeuges in der Luft, so erkennt man, daf die
Erzeugung eines lotrecht nach oben gerichteten Auftriebes ihren
Gegenwert finden mufl in der Abwartsbewegung einer bestimmten
Luftmasse mit einer entsprechenden Geschwindigkeit, die der voriiber-
streichende Fliigel erfafit und nach unten wirft. Diese Abwérts-
bewegung der Luft kommt natiirlich praktisch nicht voll zur Aus-
wirkung, sie wird vielmehr sehr bald durch innere Reibung der
Luft wieder vernichtet. Teilweise hat sie auch ein seitliches Ausweichen
und eine Aufwirtsbewegung der Luft auBerhalb des Fliigels zur Folge.
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Eine zutreffende Angabe fiir die GroBe des Querschnittes der
Luftmasse, die in jeder Sekunde auf diese Weise erfaBt wird, erhilt
man durch die Schitzung (Abb. 131):

F' —nb®[4,

so dall die in jeder Sekunde nach abwirts bewegte Luftmasse die
GroBe hat:
M= oF'V.

Wenn man mit w die zunichst unbekannte Geschwindigkeit be-
zeichnet, die dieser Luftmasse mitgeteilt wird, so ist die sekundlich
erzeugte BewegungsgroBe Mw; daher ist nach dem Impulssatz:

A=Mw=oF'Vw,

7, und daraus ist
/ w=A[oF'V.

/A f+ Die aufgewendete Leistung ist aber
WV, und wenn man eine verlustlose
Umformung der Motorarbeit in die
lebendige Kraft der nach abwirts be-
Abb. 131. wegten Luft annimmt, so hat man
fir 1 sek zu setzen:

WV =Muw?|2 = 42|20 F'V

oder

Y Y
C20F'V? ab?oV?’
und mit Beniitzung der (Gln. 252):

w

C,,,z;—-;‘f B 1579

Aus dieser (von L. Prandtl herriihrenden) Betrachtung folgt
zunéchst das grundsitzlich wichtige Ergebnis, daB bei Fligeln end-
licher Linge mit jedem Auftrieb 4 auch bei verlustloser
Energieumwandlung ein Widerstand W verbunden ist oder von
jenem Auftrieb ,induziert“ wird; dieser induzierte Widerstand
ist um so kleiner, je groBler die Breite b des Tragfliigels ist — dies
ist auch ein wesentlicher Grund dafiir, warum mit Vorteil breite
Fliigel von geringer Tiefe angewendet werden.

Tragt man diesen induzierten Widerstand in die Eiffelsche Polare
(Abb. 129) des betreffenden Fliigels ein, so erhalt man die Parabel
des induzierten Widerstandes; die an wirklichen Fligeln an-
gefiihrten Messungen zeigen nun, daB der Restwiderstand (d. i. der
Unterschied zwischen dem gemessenen und induzierten Widerstand)
bei den Anstellwinkeln, bei denen das Profil gut ist und tatséchlich
verwendet wird, sehr klein ist und fast nur vom Reibungswiderstand
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der Luft an dem Fliigel herriihrt. Ferner zeigt sich, daB dieser Rest-
widerstand vom Seitenverhéltnis so gut wie unabhingig ist, welcher
Umstand z. B. dazu verwendet werden kann, aus der bekannten Polaren
eines Fliigels, die Polaren eines anderen Fliigels mit anderen Seiten-
verhéltnissen abzuleiten.

59. Die Wirkungsweise der Luftschrauben liBt sich unmittel-
bar verstehen, wenn man jedes ihrer Blitter als eine Reihe neben-
einanderliegender Tragfliigel betrachtet, die um eine gemeinsame Achse
in Drehung gesetzt werden; durch diese Auffassung erhdlt man auch
unmittelbar jene Gesetze, die fiir die technische Verwendung der Luft-
schrauben von Interesse sind. Die mechanischen GroBen, auf die es
dabei ankommt, sind die Zugkraft Z, die eine Luftschraube aus-
zuiiben vermag, und das Drehmoment 9¢, das zur Aufrechterhaltung
der Drehung der Luftschraube erforderlich ist. Ahnlich wie bei den
Tragfliigeln erhebt sich auch hier die Frage nach der Abhingigkeit
dieser dynamischen Gro-
Ben von geometrischen
und kinematischen Be-
stimmungstiicken, und
zwar sind dies einerseits
die Grofle und Form
der Luftschraube, andrer-
seits ihr Geschwindig- :
keitszustand. Was den R S

Geschwindigkeitszustand w \D
anlangt, so haben wir i
zwischen Hubschrau- Abb. 132.

ben (Luftschrauben am

Stand) und Treibschrauben zu unterscheiden; bei den ersteren
ruht die Achse und es kommt nur die Drehgeschwindigkeit um sie
in Betracht, bei der zweiten Art besitzt die Achse selbst eine Ge-
schwindigkeit V in ihrer eigenen Richtung, wéhrend die Schraube um
sie mit einer gewissen Winkelgeschwindigkeit o gedreht wird. Ahnlich
wie bei den Tragfligeln wird auch bei den Luftschrauben nur die
stationire Bewegung betrachtet, die gleichbleibenden Werten von V’
und @ entspricht.

Die geometrische Grundform fiir die Luftschrauben ist die
Schraubenfliche. Sei & ihre Ganghdhe, dann ist der Steigungs-
winkel der auf der Schraubenfliche liegenden Schraubenlinie in der
Entfernung 7 von der Achse durch die Gleichung bestimmt:

tge="h|2rx.

o ist also um so kleiner, je grofler r wird: die Schraubenlinien ver-
laufen daher um so flacher, je weiter wir uns von der Achse ent-
fernen.

Auf einer solchen Schraubenfliche wird die profilierte Luft-
schraube (meist zweifliigelig) aufgebaut. Bei der Bewegung (Abb. 132)
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erhilt jedes Element der Luftschraube eine Geschwindigkeit, die durch
die vektorielle Summe aus der Vortriebsgeschwindigkeit ¥ und der
Tangentialgeschwindigkeit rw gebildet ist; diese ist fiir den Umfang
der Luftschraube am groBten, und zwar U= Rw. Die Neigung der
Geschwindigkeit gegen die zur Drehachse senkrechte Ebene wird im
selben Verhiltnis kleiner wie die Neigung der Schraubenfliche, so
daB die ,Anstellwinkel“ aller Elemente gegen ihre Geschwindigkeit
gleich grol und zwar gleich jenem Wert gemacht werden konnen,
der der giinstigsten Wirkungsweise bei kleinstem Widerstand jedes
Elementes entspricht.

In Abb. 133 ist das #uBerste (wirksamste) Element der Luft-
schraube in einer Seitenansicht gezeichnet. Zerlegt man die Luft-
kraft AK, die auf jedes Element der Luftschraube entfillt, in eine
Teilkraft AZ parallel zur Achse und in eine AW senkrecht zur
Achse, also :

AK=A4Z 4 AW,
) so ist 4Z =2 die Zugkraft und
2(r-AW)=M das Drehmoment
(, Widerstandskraftmoment“) der Luft-
schraube, herrithrend von den Wider-
stinden der einzelnen Luftschrauben-
elemente.

Um einen Ansatz fiir diese beiden
GroBen zu erhalten, betrachten wir zu-
nichst die Luftschraube am Stand, also
fir V= 0; die Geschwindigkeiten aller

Abb. 133. Elemente sind dann proportional mit U
und wir konnen die gesamte Zug-
kraft Z — #hnlich wie beim Tragfligel — in der Form ansetzen:

Z=(z-oFU?,

Q  Lewegurgsrichtung

wo jetzt F die Projektion des Luftschraubenblattes auf eine Ebene
senkrecht zu seiner Achse und (x den Beiwert der Zugkraft be-
deuten.

Bei der bewegten Luftschraube (V =4 0) ist (s. Abb. 132) der
Anstellwinkel ¢ jedes Elements kleiner geworden, und zwar in dem-
selben Mafle, in dem V zugenommen hat, bleibt jedoch unverindert,
wenn V/U denselben Wert behilt. In der eben angeschriebenen
Gleichung wird dies dadurch zum Ausdruck gebracht, daBl [z von
dem Verhaltnis V/U abhingig angesehen wird; mit abnehmendem
Anstellwinkel « des Luftschraubenelementes werden auch die Luft-
krifte 4K kleiner und daher ist [z (V/U) eine bei zunehmendem
V|U abnehmende Funktion. Wir erhalten daher die Gleichung:

Z=C(x(V|U)-oFU?|. . . .. .. (255)
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Aus denselben Griinden wird das Drehmoment M der Luftschraube,
das noch einen eine Linge darstellenden Faktor, etwa R, enthalten
muB, in der Form anzusetzen sein:

M=Cy (VIU)-oFUSR|, . . . . . . (256)

worin {3 den Beiwert des Drehmomentes der Luftschraube be-
zeichnet.

Das ganze Verhalten der Luftschraube bei den verschiedenen
Betriebszustinden ist daher durch die Angabe der Funktionen
e =Cx(V|U), {yr = L (V]U) gekennzeichnet, die natiirlicherweise auBer
von dem angegebenen Argumente V/U noch von der besonderen
Profilgestaltung und auch von der Form des Blattes abhingen.

Da die Nutzleistung der Luftschraube ZV[kgm/sek] und die
vom Motor abgegebene Leistung L — 9 w [kgm/sek] sind, so ergibt
sich der Wirkungsgrad der Anlage (Rw = U):

2V gV ( V) \
"W Ly ke \T/| (257)
Der Verlauf der Funktionen (g, LN

{y und 7 in Abhingigkeit von V /U ¥127 ¢ 7
ist in Abb. 134 dargestellt. Fir V=0 X
gibtdie Luftschraube(als,, Hubschraube /7/--‘\.\ 60
oder ,am Stand“) die grofite Zugkraft, 2 \ lao
aber auch das groBte Drehmoment, g7 e L
wihrend 7 verschwindet. Mit zu- e 1%
nehmendem V werden (g, {j kleiner, F—< S 2
wahrend 7 bis zu einem GroBtwert 1,7 i
zunimmt und dann wieder abnimmt. 4 97 7z 7
Ebenso wie es bei den Tragfliigeln ’
einen Anstellwinkel ¢ gibt, fiir den der Abb. 134.

Auftrieb verschwindet, so gibt es auch

hier einen bestimmten Wert des Verhiltnisses (V/U), fiir welchen die
Zugkraft verschwindet, bei dem sich sozusagen die Luftschraube in
sich selbst vorwirts schraubt und fiir den sie keine Zugkraft ent-
wickelt; auch fiir diesen Wert ist der Wirkungsgrad null. Aus
Abb. 134 ist zu ersehen, dal} es hinsichtlich des Wirkungsgrades einen
giinstigsten Wert von V/U gibt, fiir den die Luftschraube am besten
arbeitet und dem man sich beim Betriebe moglichst nidhern soll.

Die Ermittlung der Werte von (g, {3 und # geschieht meist
durch Modellversuche; diese Modelle miissen den wirklichen Luft-
schrauben geometrisch &hnlich sein. Um aus diesen Versuchen im
kleinen die Werte der Zugkraft und des Drehmoments fiir eine
Luftschraube im groBlen zu erhalten, schreibt man die Gln. (255)
bis (257) besser in der folgenden Form, die von Eiffel verwendet
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wurde. Sei hier n diesekundliche Drehzahl, also U=Dw |2 =z Dn,

atD?n?
U%= V"'_.W’ so ist bei &dhnlichen Luftschrauben F~ D? und
daher ist
Z:Zﬁ( r )-D’“’n'2
nDn 4
M=l <~K—)-D3n? (258)
~Dn s e e e e e
(=5%)
T=N\7Dn

wobeil g, Cjr sich aus den frither verwendeten Beiwerten {x und £,
leicht ausrechnen lassen. Nach diesen Formeln ist die Bestimmung
von Zugkraft und Drehmoment fiir geometrisch #hnliche Luft-
schrauben verschiedener GroBe ohne weiteres durchfiibhrbar.

XI. Allgemeine Bewegungsgleichungen reibungsfreier
Fliissigkeiten. '

In den vorhergehenden Abschnitten wurde eine Reihe von Pro-
blemen der Hydraulik, die zumeist an sich recht verwickelt sind, in
der vereinfachten Betrachtungsweise als eindimensional behandelt
— bei allen Problemen wurde eine einzige Bewegungsgleichung fiir
die Richtung der Bewegung aufgestellt und aufgeldst. Die Vorginge,
die sich quer zu dieser Richtung abspielen, wurden entweder ganz
auBler acht gelassen oder es wurde ihr Einfluf} in summarischer Weise
durch Erfahrungszahlen (Ausflufzahl, Rauhigkeit, Widerstands-
beiwert u. dgl.) in Rechnung gezogen. In den folgenden Abschnitten
werden in aller Kiirze die Grundgleichungen entwickelt, die fiir eine
vollstdndigere, mehrdimensionale Behandlung nétig sind, und dabei
insbesondere die stationire ebene und die achsensymmetrische
Stromung besprochen. Dabei tritt wieder die Beschrinkung auf
reibungsfreie Flissigkeiten ein, die, wenn sie sich auch von der
physikalischen Wirklichkeit entfernt, doch in allen jenen Gebieten
einen Einblick in den Verlauf der Bewegung liefert, die einigermafien
entfernt sind von festen Winden und den stromaufwirts liegenden
Hélften von eingetauchten festen Korpern; man macht diese Kin-
schrinkung, wenn auch das Haften der wirklichen Fliissigkeit an
den Korperwénden und daher auch der Vorgang der Ablosung der
Stromung von diesen und die dadurch hervorgerufene Wirbelbildung
an der Riickseite der Korper durch die Hilfsmittel aus der Theorie
der reibungsfreien Fliissigkeit nicht wiedergegeben werden konnen.

60. Die Eulerschen Bewegungsgleichungen. Die mechanischen
GroBen, die mittels der Bewegungsgleichungen bestimmt werden sollen,
sind die Geschwindigkeit ¥V und der Druck p an allen Punkten
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einer in der Ebene oder im Raume, d. h. in zwei oder drei Dimen-
sionen verlaufenden Fliissigkeitsstromung. — Um die Bewegungs-
gleichungen zu erhalten, betrachten wir (Abb. 135) ein kleines Fliissig-
keitsteilchen in Form eines kleinen Zylinders parallel zur xz-Achse
eines Cartesischen Koordinatensystems, dessen Mittelpunkt zur Zeit ¢
die Koordinaten (z, y, z) haben mdge. Da wir es mit einer ausge-
dehnten Fliissigkeitsmasse zu tun haben, wird die Geschwindigkeit V
jedes Teilchens durch die Teilgeschwindigkeiten (u, v, w) nach den
drei Achsen gegeben sein, die im allgemeinen nicht nur von Ort zu
Ort andere sein werden, sondern auch (bei nicht-stationirer Bewegung)
am gleichen Orte zu verschiedenen Zeiten verschiedene Werte haben
werden: d. h. %, v, w werden im
allgemeinen irgendwelche stetige und R 1
differenzierbare Funktionen von =z,
pa’F
5

Ptz dzjdF
Y,z und ¢ sein: / )

u=1uzx,y,2,1),
Viv=w(z,y,z21),
w=w(xy,21). Abb. 135,
Bei der Bewegung des Teilchens
indern sich die Koordinaten z,y,z mit der Zeit, und da & = u,
y=v, 2=w, so wird die Beschleunigung in der xz-Richtung
durch die ,vollstindige Ableitung“ von % nach t in der Form aus-
gedriickt erscheinen:

du  ou ou ou ou
T dt ot +u8x+vay+wcz
dhnliche Ausdriicke ergeben sich fiir b, und b,. Ebenso wird auch
der Druck P im allgemeinen als eine Funktion von z,yY,2z und ¢
anzusehen sein.

Auf das betrachtete Teilchen (Abb. 135) wirkt daher in Rich-
tung der z-Achse die eingeprigte (raumhafte) Kraft X.-dM, die
Flichenkraft p-d ¥ auf die linke, — (p -+ op/ox-dx)-dF auf die rechte
Grundfliche, wihrend die auf die Mantelfliche wirkenden Krifte nach
der z-Richtung keinen Beitrag liefern. Wird auBlerdem nach dem
d’Alembertschen Prinzip die Trigheitskraft b _-dM in der — z-
Richtung hinzugenommen, so liefert die Glelchgewwhtsbedlngung nach
x der so erginzten Kraftgruppe:

d
XdM4-pdF — <p+”’d >dF_zli‘ dM =0,
und da dM = 9dF-dx, so ergibt sich die Eulersche Bewegungs-
gleichung fiir die z-Richtung in der Form:

du  ou ou E)u 1 0p

_du__ow cu 0w — X — Pl (259
R TR T rri sk i cacl| ! )
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welcher Gleichung noch zwei dhnlich lautende fiir die y- und z-Rich-
tung beizufiigen sind. Diese drei Differentialgleichungen enthalten
vier unbekannte Funktionen %,v,w und p, sie reichen daher an sich
zur Bestimmung dieser vier Funktionen noch nicht aus; die vierte
Gleichung, die noch hinzutreten mufl, um die Auflosung dieses Systems
zu ermoglichen, ist die Kontinuitdtsgleichung.

61. Die Kontinuititsgleichung — entsprechend der DurchfluB-
gleichung (45) im Fall des Stromfadens — besagt, daf bei der Be-
wegung der Fliissigkeit nirgends Hohlrdume und nirgends Anhdufungen
von Flissigkeiten entstehen konnen. Hiezu betrachten wir ein festes
Geriist, das aus den 12 Kanten eines rechtwinkligen Vierflachs pa-
rallel zu den Achsen z, y, z besteht und bringen zum Ausdruck, daB
dieses Geriist zu allen Zeiten mit Flissigkeit voll erfiillt ist. Durch
die Seitenfliche dy dz flieBt in der Zeiteinheit die Menge u dy dz

zu, durch die gegenﬁberﬁegende die Menge (u + %dm) dy dz ab, der
UberschuB ist also gﬁdx dy dz; ebenso ist der UberschuB durch die
x

Flachen dzdx: Z—; dx dy dz und durch die Flichen dx dy: ?;i: dxdydz;

soll also das Vierflach nach wie vor mit Fliissigkeit erfiillt sein, so
muB die Summe dieser Uberschiisse (fiir alle Werte von #) verschwinden,
d. h. es ist:

ou . 0v
— e —— = e v e v v . . (260
o0x 9y+ 0 (260)

Dies ist zugleich die gesuchte vierte Gleichung, die zu den drei
Gln. (259) hinzuzunehmen ist; wenn also drei Funktionen u, v, w
von (z,¥,2,t) die Geschwindigkeitskomponenten einer rdum-
lichen Fliissigkeitsstromung darstellen sollen, so ist dies
nur moglich, wenn sie fiir alle Werte von ¢ die Gln. (260)
erfiillen. .

Das Problem der Integration des aus den drei Gln. (259) und
der Gl. (260) bestehenden Systems besteht nun darin, die Stromung
gewissen Randbedingungen anzupassen. Diese bestehen darin,
dafl die Randkurven, zwischen denen die Stromung verlaufen soll,
vorgegeben sind, diese Bedingung kann auch. so formuliert werden,
daB fiir die auf diesen Randkurven liegenden Punkte die Geschwin-
digkeiten tangentiell zu ihnen verlaufen sollen. Wir werden im
néchsten Kapitel sehen, wie sich diese Randbedingung fiir eine ge-
wisse einfache Klasse ebener Stromungen, nimlich fiir die wirbel-
freien Bewegungen, vereinfacht.

62. Wirbel und Zirkulation. In den vorhergehenden Betrach-
tungen war wiederholt von Wirbeln die Rede, und wenn auch jeder
mit diesem Begriffe eine bestimmte Vorstellung verbindet, die sich
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z. B. an die Stromungsbilder ankniipft, die durch die Ruderbewegungen
hervorgerufen werden, so ist damit doch keine Definition gewonnen,
die fiir exakte Betrachtungen brauchbar wire. Wir konnen jeden-
falls sagen: Der Wirbel an irgendeiner Stelle gibt die Gréfle
der Drehgeschwindigkeit des an der betreffenden Stelle
befindlichen Flissigkeitsteilchens.

Bei der Bewegung der Fliissigkeit tritt im allgemeinen nicht nur
eine Drehung, sondern auch eine Formdnderung der Teilchen ein.
Diese Forménderung kann als reine Deformation bezeichnet werden,
und ist dann von der Art, die aus der Festigkeitslehre beim ,Zug-
versuch“ wohl bekannt ist: Dehnung in einer, Zusammenziehung in
der dazu senkrechten Richtung. Im Falle der Fliissigkeit tritt nur
die Bedingung der Raumbestindigkeit hinzu, die aber fiir die
Art dieser Deformation keine wesentliche Einschrinkung bedeutet.
Die tatsichliche Forménderung der Fliissigkeitsteilchen besteht dann aus
einer Uberlagerung einer solchen reinen Deformation und einer reinen
Drehung, bei der die Teilchen als starr angesehen werden konnen;
eine genauere Analyse dieser Drehung zeigt, dal die Komponenten
ihrer Winkelgeschwindigkeit o (w,, »,, ®,) durch drei Ausdriicke dar-
gestellt werden konnen, von denen der dritte, d.i. die Winkelgeschwin-
digkeit um die z-Achse die folgende Form hat?):

a):l<@—a—u>,. ... ... (261)
7 2\ox 0y

und dhnliche Ausdriicke ergeben sich fiir die Drehgeschwindigkeiten
um die 2- und y-Achse. Alle Gebiete, in denen der Vektor o (w,, @,, o,
von Null verschieden ist, sind Wirbelgebiete; dort wo jedoch w=0)
also w_ =0, w, =0, w,=0 ist, nennt man die Bewegung wirbelfrei.

Fiir die Drehung eines starren Korpers
um eine feste z-Achse sind die Teile der Ge-
schwindigkeit eines Punktes P nach den Rich-
tungen x und y durch die Ausdriicke gegeben
{Abb. 136)

U= —0,y, V=01,
Nach Gl (261) sieht man daraus, daB die
Winkelgeschwindigkeit w, mit der z-Kompo-
nente des ,Wirbels in dem Dbetreffenden :
Punkte zusammenfillt. Abb. 136

Mit dem Begriff des Wirbels steht in
engstem Zusammenhange der Begriff der Zirkulation der Ge-
schwindigkeit; man versteht darunter das Linienintegral des
Goschwindigkeitsvektors lings einer Kurve C:

f Veos(V, ds)ds = f(udx + vdy).
© (©)

¥ sy
i

) Eine vollkommen befriedigende und dabei ganz elementare Definition
fiir den Begriff des ,Wirbels“ scheint bis jetzt noch nicht gefunden worden
zZu sein.

Poschl, Hydraulik. 11
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Fiir eine geschlossene Kurve ¢ kann man dieses Linienintegral
nach dem Stokesschen Satze in ein Flachenintegral iiber die von
C eingeschlossene Fliche F umformen, so daB wir schreiben konnen:

J=f(u de +vdy) = %ff(% — g%) dxdy :fJ‘wzdF , - (262)
©

d.h. die Zirkulation lings einer geschlossenen Kurve, inner-
halbwelcher Wirbelgebiete liegen,ist gleich demiiber die ein-
geschlossene Fliche F erstreckten Integral des Wirbels w,.
In wirbelfreien Stromungen ist die ,Zirkulation“ lings irgendwelcher
geschlossenen Kurve gleich Null.

63. Die Druckgleichung fiir wirbelfreie Stromungen. Wenn
die Stromung in dem ganzen Bereiche wirbelfrei verliuft, so gelten
daher im ganzen Bereiche die drei Gleichungen

ow  ov ou . ow ov  ou

—=—, =,  —= ... (26

oy 0z’ 0z ox or oy (263)
Nehmen wir auferdem an, dafl die Bewegung stationir verliuft, so
ist in den drei Gln. (259): du/ot = 0, dv[ot = 0, dw/dt = 0 zu setzen;
multipliziert man die drei Gln. (259) sodann mit dz, dy, dz und
addiert sie, so folgt mit Riicksicht auf die Gln. (263):

op op op
—= = —=d
8xdx+i)ydy+az ¢
ou ou ou
=Q[de—[—Ydy—[—Zdz——u<%dx—l——a?/dy—{—-%dz)
ov ov ov ow ow ow
— | — — —dz | —w|{-——d — — .
”(axd”*‘aydy‘kaz z) w<ax x*‘aydy*‘azdzn
Fihrt man darin wieder die Beschleunigungsfunktion:
Xde+Ydy+ Zdz=dW
und das Quadrat der Geschwindigkeit ein,
u? 4+ 0 w? = V?,
so lautet die vorhergehende Gleichung: .
dp=o(@W—dV?2); . . . . . . . (264)

wird wieder nur die Schwere als eingeprigte Beschleunigung einge-
fiihrt, und die z-Achse lotrecht nach oben angenommen, so ist

W=—gz ... ...... (265

zu setzen und daher gibt die Integration der Gl. (264) fiir diesen be-
sonderen Fall:

' 2
%—}-z—{—!—g:konst., N 115
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d.i. die Druckgleichung in der schon in 17 erhaltenen Form. Diese
Gleichung hat zundchst nur einen Sinn fiir zusammengehorige Werte
von p,z,V, die auf einer Stromlinie liegen; nur wenn der Wert
der Konstanten, der in dieser Gleichung vorkommt, fiir alle Strom-
linien iibereinstimmt, hat die Summe der drei in Gl. (266) enthaltenen
,Energien“ fiir beliebige Punkte innerhalb der ganzen Fliissigkeit
denselben Wert.

Dabei sind die Stromlinien als jene Kurven definiert, deren
Tangenten die Geschwindigkeiten der Teilchen in allen Punkten ent-
halten; sie sind daher die Integralkurven des Systems der Differential-
gleichungen:

== R 1 X))

in denen w, v, w die durch Integration der Bewegungsgln. gefundenen
Geschwindigkeiten in Abhéngigkeit von (z, ¥, z, f) bedeuten.

Soll nun eine vorgegebene Kurve als Grenze fiir einen Bereich
stromender Fliissigkeiten in Betracht kommen, so mufl sie offenbar
eine Stromlinie sein. Diese Bemerkung gibt ein Mittel an die Hand,
die Stromlinien fiir eine zwischen irgendwelchen Kurven liegende
Fliissigkeitstromung wenigstens angendhert einzuzeichnen.

Die stationdren Bewegungen sind dadurch gekennzeichnet, daf}
gie ihre Form und Geschwindigkeitsverteilung fiir alle Werte der Zeit ¢
unverindert beibehalten; bei ihnen sind daher u, v, w als Funktionen
von z, ¥, 2 allein anzusehen, so dafl die Stromlinien mit den Bahn-
kurven der einzelnen Fliissigkeitsteilchen an allen Orten iiberein-

stimmen.

XII. Ebene und achsensymmetrische Stromungen.

64. Geschwindigkeitspotential und Stromfunktion fiir wirbel-
freie ebene Stromungen. Wenn die Fliissigkeitsstromung parallel
zur z-y-Ebene verliuft, so verschwinden die Geschwindigkeiten w
und die Beschleunigungen dw /dt aller Punkte, sowie auch alle Ab-
leitungen #/7z. Von den Bewegungsgleichungen (259} bleiben daher
nur zwei iibrig. Die Kontinuitétsgleichung

=0 Cooo o . (268)

und die Gleichung fiir die Wirbelfreiheit

Gv_ou_ o ... . (269)
ox 0y
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zeigen ferner, daB w und v in zweierlei Weise als Ableitung je
einer Funktion dargestellt werden konnen; denn die Gl (269) wird
durch den Ansatz befriedigt:

w=1% L0 . (270
o 0y
und die Gl (268) durch:
oy oy
=", v=—_—1| ... ... .01
w=g v Py (271)

@ nennt man das Geschwindigkeitspotential, oder kurz Poten-
tial, v die Stromfunktion. Setzt man die Ausdriicke (270) in (269)
und (271) in (268) ein, so sieht man, dal ¢ und v der sogenannten
Laplaceschen Differentialgleichung geniigen, d. h. es ist

e 079 0’y 0y

Ao =2 i = + L =0.. .(272
P70 oy 0 4 oz | oy® 0 (272)

Die Gln. (270) und (271) besagen bekanntlich, dal ¢ und y der Real-

und Imaginérteil einer Funktion @ der komplexen Verdnderlichen
z=x -}ty ist, d. h. es ist

ptipy==>r)=D+1y) | . . . .(273)

® nennt man das komplexe Stromungspotential. Umgekehrt
sieht man sofort, daf Real- und Imaginirteil einer beliebigen
Funktion einer komplexen Verdnderlichen als Potential und Strom-
funktion (oder umgekehrt) einer ebenen, wirbelfreien Stromung an-
gesehen werden konnen. — Aus @ ergeben sich die Teilgeschwindig-
keiten % und v durch Ableitung nach z, und zwar ist:

id .. 0@ , .oy o0y 0@ .
— . B A SR S Ry .. (274
- D' (2) P —l—zax 2y i 7y % — iV (274)

Die Ableitung P’(z) gibt also die sog. ,konjugierte“ Geschwindig-
keit w — v, d.i. das Spiegelbild der Geschwindigkeit w = u -}-¢v an
der reellen Achse. Die Ableitung @’ (z) ist selbst eine Funktion des
komplexen Arguments z, und wir sehen aus dieser Gleichung, daf}
Realteil und Imaginirteil einer beliebigen derartigen Funktion als u-
und — v-Komponente einer ebenen Stromung angesehen werden konnen.

Die Stromlinien (hier mit den Bahnkurven zusammenfallend)
sind nach Gl (267) durch die Gleichung gegeben

vdex —udy =0,

oder nach Gl (271):

oy oy
. d L dy =0,
ox x+8y y=0
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daraus sieht man, dafl’ die Schar der Stromlinien durch die Gleichung
gegeben ist:

Stromlinien: w=konst. .. . . . . . . . .(27))

Ferner folgt aus den Gln. (270) und (271)

opoy  dp iy

=0, .. ... .. .1
ox dx 'ty 3y ’ 276)

d. h. die Kurvenscharen ¢ = konst. und v = konst. bilden eine
Doppelschar orthogonaler Kurven, was iibrigens schon aus
ihrer Bedeutung als Bestandteile einer Funktion einer komplexen
Verinderlichen klar ist. Die Schar ¢ = konst. bezeichnet man als
Potentiallinien. Die Bedeutung der ¢- und w-Linien ist iibrigens
umkehrbar; d. h. es bilden auch stets
die Kurven ¢ = konst. die Stromlinien
und die Kurven g = konst. die Poten-
tiallinien einer ebenen Stromung.

Legt man das Achsensystem in die
Richtung der Tangenten an die durch
einen Punkt P gehende Kurven ¢ = konst.
und y = konst.(Abb. 137) und bezeichnen
ds und d6n auf diesen Kurven liegende
Strecken, so lauten die Gln. (270) und
(271) in ,natiirlicher® Auffassung: Abb. 137.

y_ 0% __ oy
0s on

. (277)

Aus der ersten Gleichung folgt, daf
Von=2dy,

d. i. gleich dem Durchflul zwischen den beiden Kurven i = konst.
und o 4 dy = konst. ist; daher gilt auch

. (278)

1
1@=[Vdn=mw —y,
0

d. h. der DurchfluB zwischen zwei Stromlinien ist durch
den Unterschied der Werte der Stromfunktion ¢ lings dieser
beiden Stromlinien gegeben.

Der Druck an jeder Stelle dieser Fliissigkeitstromung ist durch
die Gleichung

i—j+%=mmn....”@m
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bestimmt, -die fiir W= — gy (wovon y lotrecht) mit"der oben er-
haltenen Druckgleichung (47) iibereinstimmt. Ferner ist V2 = u? 4 v*.

Die Aufgabe, eine Fliissigkeitsbewegung zwischen gegebenen
Begrenzungskurven zu bestimmen, a8t sich demnach als eine Rand-
wertaufgabe in folgender Weise aussprechen: Es ist eine Funk-
tion @ (z, y) zu bestimmen, die im ganzen Inneren der Laplaceschen
GL.(272) geniigt und am Rande die Bedingung (277): 9¢/on = O erfiillt.
Die allgemeine Losung dieser Aufgabe, die in eindeutiger Weise mog-
lich ist, gehort in das Gebiet der Potentialtheorie.

Bei ebenen, wirbelfreien Stromungen ist daber der Bewegungs-
verlauf und die Geschwindigkeitsverteilung durch die Randbedingungen
allein vollstindig bestimmt; der Druck in jedem Punkte wird nach
Ermittlung der Geschwindigkeiten durch die Druckgleichung (279)
gegeben.

Beispiel70. Die Parallelstromung mit der Geschwindigkeit — ¥ in der
x-Richtung (d. h. aus + 00) ist durch die Gleichung gegeben:

P(R)=—Voz=—V,(@+1iy) =g +iy,
also
p=—"Vox, w=—"Voy;

ferner ist

' ()=—Vy=u—iv, dhu=-V, v=0.

Beispiel 71. Fiir die radiale Stro-
mung (Abb. 138), oder dieeinfache Quelle,
gilt der Ansatz

D (2)=Vyr,logz,

daher
1 rT—1iy .
Q’(Z)——- VOTO‘?—‘— VOTO m'y—g:u«ZU,
d. h. es ist

u=Vyry-z[r?, v=V,ry-y/r%;

Abb. 138 die Geschwindigkeit hat daher in der Tat
: . die Richtung des Radius, und ihre GroBe ist

Viz=uldov2=Veir2[r:, V=V, -rr,

also umgekehrt proportional der Entfernung # und von r allein abhingig. Der
(sekundliche) Durchflu zwischen den zwei Winden ¢ = -+ « ist

Q =_}Vrd0= Voro-}d0= Voro-2e.

Beispiel 72. Strémung um einen Zylinder vom Halbmesser a.

a) Wenn die Fliissigkeit mit der Geschwindigkeit —V, aus dem Unendlichen

(von + 00 her) kommt, so ist die Strémung (Abb. 139a) gegeben dutch die
Funktion:

S ()=—V,c4+a%/2)=@,+tyw, . . . .« . .. (280)

pr=—TVoz(l+a¥[ry), w,=—TVoy(l—a?[r?).

Die Stromlinie v, =0 besteht daher aus y = 0 und 7?=a?, d.h. aus der z-Achse
bis zum ,vorderen Staupunkt“ 4, wo sie sich teilt, dann aus dem Kreisumfang

‘woraus
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und nach ZusammengchluB am hinteren Staupunkt B wieder aus der z-Achse.
Die Geschwindigkeiten sind sodann:

7 m=000w =0y, [0y ==V, [L+a® (5> =) 1]
\ v, =0, [0y =—0y,[0x=V,2a%zy/r.
In den beiden Staupunkten 4, B ist: V =0.

b) Um den Zylinder r=a ist auch noch die in Abb. 139b) gezeichnete
Stromung moglich, bei der die Stromlinien Kreise mit gleichem Mittelpunkte
sind. Das zugehérige komplexe Stromungspotential lautet:

Ji Ji . J . .
b, (z) = —ﬂlogz: —é;[logr +id] = ﬂ[ﬁ--@logr} =@, +iy,. (281)
Die Stromlinien v, = konst. sind daher die
Kreise r = konst.; die Geschwindigkeit 1,
ist in jeder solchen Stromlinie konst., und
zwar ist

J 1
Va=on v
V ist mithin dem Halbmesser r der be-
treffenden Stromlinie umgekehrt propor-
tional. Die Zirkulation (62) lings des
Umfanges dieses Kreises ist

[Vads=V, [ds=V,2ar=J;

daher ist innerhalb dieses Kreises jeden-
falls in irgendeinem Punkte ein Wirbel
vorhanden. Offenbar liegt dieser Wirbel
im Punkte =0, er ist also punkt-
formig. — Staupunkte gibt es bei dieser
Stromung nicht. Man nennt eine solche
Stromung eine reine Zirkulations-
stromung um den eingetauchten Korper.

¢) Da die Summe zweier komplexer
Funktionen wieder eine solche ist, so kann
die Funktion

P (2)= 2. (2)+ P, (2)
a? Ji

=—1T, <z+ p ) inogz . (282)
wieder als das komplexe Strémungspoten-
tial einer ebenen Stréomung angesehen
werden. Der Kreis » =a war in beiden
Sonderfillen a) und b) Stromlinie, daher
ist er auch eine Stromlinie fiir die zu-
sammengesetzte Stromung @ (z), die im
iibrigen die in Abb. 139¢) angegebene
Form annimmt. Je nach der Stirke
von J riicken die beiden Staupunkte A
und B immer weiter von der reellen Achse nach abwirts, bis sie sich im tiefsten
Punkte vereinigen und bei weiter wachsendem J als ,isolierter Staupunkt“ auf
der y-Achse weiter nach abwirts riicken. Die Einzeichnung der Stromlinien
und die Ermittlung der Geschwindigkeiten in jedem Punkte bietet weiter keine
Schwierigkeit.

Abb. 139.

Diese Form der Stromung bildet den Ausgangspunkt fiir die
Ermittlung der Strdmungen um ebene und gekriimmte Platten,
wie auch insbesondere um Tragfliigel; das Hilfsmittel, das dabei



168 Hydraulik.

zur Anwendung kommt, ist die im folgenden Abschnitte kurz ange-
gebene Methode der konformen Abbildung, die gerade fiir dieses
Problem auch eine auBerordentlich grofle praktische Bedeutung
besitzt.

Beispiel 73. Die von der Stréomung herriihrende Kraft auf den
Zylinder. Die Kraft, die von der durch Gl (282) dargestellten Stromung auf
den Zylinder ausgeiibt wird, ist die Summe der Fliissigkeitsdriicke p-dF auf
die Flichenelemente dF des Zylinders. Diese Fliissigkeitsdriicke sind durch
die Druckgleichung (279) gegeben, in der bei fehlenden Massenkraften W =0 zu
setzen ist.

Da wir nur die Driicke und die Geschwindigkeiten an der Zylinderober-
fliche brauchen, setzen wir in den Ausdriicken fiir u,, v, in Beispiel 72:
z=acos?, y=asin?d und erhalten (Abb. 139):

u=—Vy(l—cos28®) =—2V,sin?
v = =2 V,sin & cos 9.

Die von dieser Stromung herriihrende Geschwindigkeit V, verliuft an den
Punkten des eingetauchten Zylinders zu diesem parallel, da v,/u, = — ctg &; ihre
Grofe ist gegeben durch

Vei=u2+v2=4V2sin?¢, alsoist V,=2V, sind.

Da die von der Stromung b) in Beispiel 72 herriihrende Stromung ebenfalls
diesen Kreis beriihrt, so ist die Geschwindigkeit der zusammengesetzten Stro-
mung c¢) am Kreis a
V=V, +V,=2V,sind+J2xa.

Aus der Druckgleichung (279) folgt, wenn p, der Druck im Unendlichen ist:

p Ve _po V4

S + — +_.

29 v 29

und daraus

p= <p0 =7 2)—~ V2 =Lkonst. —QE [4 V2 sin® & + 2V, J sindjna-t+J?/4ata?].

Durch Verwendung dieses Ausdruckes ergibt sich zunéchst fiir den Druck
auf den eingetauchten Zylinder in der z-Richtung:

X=—[pcosddF =0;

in der y-Richtung (fur die Zylinderlinge 1, also fiir d F —adﬁ) gibt nur das
vorletzte Glied auf der rechten Seite der Glelchung fiir p einen Beitrag, und
zwar ist:

27

Y=—fp sin 9 dF =2 Vostin20d0=z—-M-ﬂ,
g £ g I
' U
d. h. es ist:
Y=oV, J | v .. (283)

Fiir die durch GL (282) dargestellte Stromung ergibt sich daher ein dynamischer
Auftrieb von der in dieser Gleichung angegebenen GroBe. Dies ist der be-
riihmte Satz von Joukowsky in dem Sonderfall des eingetauchten Zylinders;
es laBt sich zeigen, daB dieser Satz auch fiir eingetauchte Korper von belie-
biger Form giiltig bleibt, insbesondere wird er in der Theorie der Tragfliigel
in ausgiebigster Weise verwendet. Aus dieser Gleichung ist zu ersehen, daB
fiir das Zustandekommen eines Auftriebs sowohl eine Geschwindigkeit V, der
Fliissigkeit (oder des Korpers), als auch eine Zirkulation J um den Korper
herum vorhanden sein muB.
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65. Konforme Abbildung. Der einfache Zusammenhang, in dem
nach den eben gegebenen Entwicklungen die ebenen Stromungen mit
der Theorie der Funktionen einer komplexen Verinderlichen stehen,
bringt es mit sich, daBl fiir die tatséchliche Bestimmung solcher Stro-
mungen unter gegebenen Randbedingungen alle Methoden verwertet
werden konnen, die in der Theorie dieser Funktionen ausgebildet
worden sind. Die wirkungsvollste dieser Methoden ist die konforme
Abbildung zweier Flissigkeitstromungen aufeinander.

Wenn man die Strdmung in einer z = x -} iy-Ebene fiir be-
stimmte Randbedingungen kennt, so ist diese, wie oben auseinander-
gesetzt, durch Angabe des komplexen Strémungspotentials @ (z) ge-
geben. Wir fiihren nun in diese Funktion @ (z) mittels einer Gleichung

z=z(C) . . ... .. .. .(289)

eine neue Verdnderliche { = & 4% in einer neuen £-7-Ebene ein;
dann gehen die fritheren Randkurven in neue iiber und die Funk-
tion @ (z) in eine neue

DE)—P[=()]=D, (), .. .. .. .(285)
die das komplexe Stromungspotential dieser neuen Strémung angibt.
Real- nnd Imagindrteil dieser neuen Funktion @, (), in & und 7
geschrieben, geben das Potential und die Stromfunktion fir diese
neue Stromung in der &-7-Ebene.

Mit der Losung einer Stromungsaufgabe beherrscht man somit
auch alle anderen, die aus jener durch beliebige ,Abbildungen“ von
der Form (284) aus jener hervorgehen. Will man irgendeine Stro-
mungsaufgabe nach diesem Verfahren l6sen, so kommt alles darauf
an, die betreffende Abbildungsfunktion z = z({) anzugeben, was natiir-
lich im allgemeinen eine aubBer-
ordentlich schwierige Aufgabe ist. )y
Fiir die oben genannte Gruppe
von Aufgaben — fiir die Platten
und Tragfligel — fithren aber
schon ganz einfache Abbildungs-
funktionen zubrauchbaren Formen,
wovon in den unten angegebenen
Beispielen die wichtigsten behan-
delt sind.

Die besondere Transforma-
tion, die dabei zur Anwendung
kommt, ist die folgende (als Auf-
l6sung der Gl. (284) nach { an-
geschrieben):

Abb. 140.

(=z-taz|. . . . .. ... (286)

Um nach dieser Vorschrift zu jedem Punkte z in der gegebenen
z-y-Ebene den Punkt { in der £-7-Ebene zu erhalten, ist die
Summe der beiden komplexen Zahlen z und a?/z zu bilden; dies
geschieht (Abb. 140) bekanntlich durch geometrische Addition der
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Strecken, die den Anfangspunkt O mit den beiden Punkten z und a?/z
in der z-y-Ebene verbinden. Wenn z =z iy =re*? gesetzt wird,

50 heiBt » = - V a2? - y? der Betrag von z und & ihr Arcus; dann
hat a®/z den Betrag a?/r und den Arcus — <. Man bilde daher den
,Opiegelpunkt* P von z in bezug auf den Kreis mit dem Halb-
messer ¢ — den Grundkreis — und suche dessen symmetrisch
gelegenen in bezug auf die xz-Achse. In Abb. 140 ist die Operation
z-+a%/z in der z-y-Ebene selbst ausgefiihrt worden, was darauf
hinauskommt, dafl die £-#-Achsen mit den x-y-Achsen zusammen-
fallend angenommen werden. Wendet man die Transformation nach
Gl. (286) auf irgendeine Kurve C in der z-y-Ebene an, so erhdlt man
eine Kurve I" als das ,Bild“ von C zufolge der Gl. (286).

Durch die Transformation (286) bleibt iibrigens die Stromung im
Unendlichen (z = co) unveréndert, und wird nur im Endlichen ,ver-
zerrt“.

Die konforme Abbildung erhielt ihren Namen durch die Eigen-
schaft, eine in den kleinsten Teilen &hnliche Abbildung der
beiden Bersiche zu liefern. Wie sich leicht zeigen 1aBt, bleibt dabei
der Winkel, den zwei Kurven in der z-y-Ebene einschlieBen, der
gleiche, den ihre entsprechenden Kurven in der &-#-Ebene bilden;
insbesondere bleiben rechte Winkel erhalten, d. h. die Potential-
und Stromlinien der Stromung in der z-y-Ebene gehen in die
Potential- und Stromlinien in der &£-7-Ebene iiber. Alle Linien-
elemente durch einen Punkt werden im gleichen Verhéltnis ver-
andert — Quadrate bleiben Quadrate —, doch ist dieses Verhiltnis
von Punkt zu Punkt verschieden und hingt von der besonderen
Form der abbildenden Funktion ab.

Inder Hydromechanik wurde
diese Methode aufler in der
Theorie der Tragfliigel auch
auf das AusfluBproblem in
erfolgreicher Weise angewendet.

Beispiel 74. Platten und
Tragfligel. Wennman einen Kreis K
der Transformation (286) unterwirft,
so erhilt man verschiedene Bilder, je
nach der Lage des Koordinaten-

anfangspunktes O der z-y-Ebene in
bezug auf diesen Kreis.

a) O im Mittelpunkte M von K.
Liegt K auBerhalb des Grundkreises K,
(vom Halbmesser a), so ist sein nach
Gl. (286) erzeugtes Bild eine Ellipse
. (Abb. 141a), insbesondere ist das Bild
des Grundkreises K, selbst bei dieser Abbildung eine ebene Platte von der
Lange 4a.

b) O liegt auf der y- Achse, um ein Stiick von M entfernt. Das Bild des
Kreises K mit dem Mittelpunkt M selbst wird nun eine nach einem Kreisbogen
gekriimmte Platte; das Bild eines in einem Punkte 4 den Kreis K beriihren-

den Kreises K, ist ein jenen Kreisbogen umgebendes Profil in Form eines
Tragfliigels (Abb. 141b).

Abb. 141a.
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In allen Féllen ist die entstehende Bildkurve durch den in Abb. 140 ge-
gebenen Vorgang punktweise zu konstruieren, die Stromung selbst ergibt sich
sodann nach Auflésung von Gl (286) durch Einsetzen von z=2z({) in die
Gl. (282), die die Strémung um einen Kreis angibt. Auch die verschiedenen An-
stellwinkel konnen dabei beriicksichtigt werden, indem man die Fliissigkeit
nicht allein aus der Richtung der - x-Achse zustromen [i8t, sondern aus einer
Richtung, die gegen diese + x-Achse um irgendeinen Winkel -+ « geneigt ist.

66. Achsensymmetrische Stromungen. Eine zweite Gruppe von
Stromungen, die den ebenen in gewissem Sinne dhnlich sind und

Abb. 141b.

ahnlich wie diese behandelt werden konnen, bilden die wirbelfreien
achsensymmetrischen Stromungen. Sie sind dadurch gekenn-
zeichnet, dall bei ihnen die Bewegung der Fliissigkeit in Ebenen er-
folgt, die alle durch eine feste

Achse hindurchgehen, und dal der T
Bewegungsverlauf in allen diesen
Ebenen der gleiche ist; zur Be-
schreibung dieser Bewegung ge-

@ =konst

niigt daher die Angabe der Be- — y=konst
wegung in einer solchen ,Meridian-
ebene*. -

Sei Oz (Abb. 142) die Dreh- —— T P
achse, (z, r) die rechtwinkligen 0

Koordinaten irgendeines Punktes P, Abb. 149,
V (v, v,) die entsprechenden Ge-
schwindigkeiten, so lautet die Gleichung der Wirbelfreiheit in
diesem Falle ganz so wie fir die ebenen Strémungen
v, o0v

—~L——Z=0. . ... ... . (28
0z Z‘ro <7)

Um die Kontinuititsgleichung zu erhalten, betrachten wir in
der Fliissigkeit ein festes Drahtgeriist in der Form eines Teiles eines
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Sektors nach Abb. 143, der die Breite dz, die Dicke dr, die innere
Linge rd ¢ und die &uBere (r 4 dr)d¢ hat und rechnen die Durch-
fluBmengen durch dessen Seitenflichen. Durch die linke Seitenfliche
rdd.-dr flieBt die Menge v,-rd¥-dr zu und durch die gegeniiber-
liegende die Menge (v, +8v [0z -d2)rd9 -dr ab, der Uberschul
ist also:
v,
» ﬂ’r 0t ———%—z—dz-rdﬁ-dr.

Ebenso flieBt durch das Stiick

/vz+@£dz) innerer Zylinderfliche rd#-dz die
Menge v -rdd¥-dz zu und durch
die &uBere (r 4 dr)d¥-dz die Menge
(v,+0v,|or-dr)-(r+-dr)-dd-dz ab;
der UberschuB} ist:

— a—";rdr.rdﬁ.dz — v dr-d9-dz.

Abb. 143,

Soll der Raum dieses Drahtgeriistes
bestindig von Fliissigkeit erfiillt sein, so muB die Summe dieser
Uberschiisse verschwinden, d. h. es muf

2+ ’—I—’u_O oder a—%:)—’)—l—g%:—r):o.(z%)

sein. Diese Kontinuitdtsgleichung hat hier also eine etwas andere
Form als bei Cartesischen Koordinaten, die Abweichung riihrt her
von der Erweiterung des Raumelementes in der Richtung r.

Die Gln. (287) und (288) lassen sich nun wieder wie bei der
ebenen Stromung in zweierlei Weise durch die Einfilhrung des
Geschwindigkeitspotentials ¢ und einer Stromfunktion v befriedigen.
Und zwar ist Gl (287) erfiillt durch den Ansatz:

_ 99 o9
V= = (289)
und Gl. (288) durch den Ansatz
1oy 1oy
vz_-;——a-r«’ ’UT— , % . (290)

Die Differentialgleichungen, denen die Funktionen ¢ und y ge-
niigen, erhilt man nun durch Einsetzen der Ansitze (289) in Gl. (288)
und der Ansitze (282) in Gl (279); es folgt nach Division durch r:

1 8(;0
872 ror

+ e e e .. (291)

822
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und

a?
Ale—Jw- -+

*y 1oy
0z* v =0

or? r or

(292)

Die erste dieser Gleichungen ist die Potentialgleichung in Zylinder-
koordinaten fiir achsensymmetrische Potentiale, die zweite die
zugehorige Differentialgleichung der Stokesschen Strom-
funktion.

Wie im Falle der ebenen Stromungen sind auch hier die Strom-
linien durch die Kurven vy = konst. gegeben; da nimlich fiir eine
Stromlinie die Richtung der Geschwindigkeit mit ihrer Tangente
zusammenféllt, so gilt:

v, dr  oyloz

BTG  ayer

d. h. es ist

oy oy
d —Ydz=

or " - oz " 0,
d. h. die Stromlinien sind auch hier wieder die Kurven
y =konst. Und ebenso wie friither ist der Durchflu zwischen zwei
Kurven vy, = konst. und y, = konst. durch die Differenz 1, — vy,
Zegeben.

Ebenso 1aft sich zeigen, dafl die Stromlinien y = konst., mit
den Potentiallinien ¢ = konst. wie im Falle der ,ebenen® Strémungen
ein Doppelsystem orthogonaler Kurven geben, denn es ist wie dort:

opoy  O0poy
— At —-"=0.. ... ... (2
0z 0% or or (293)

Bezeichnet man endlich mit ds ein Element der Kurve v = konst.

und mit dn ein Element der Kurve ¢ = konst., so gilt:

V:ﬁf: 10y
08 ron

. (294)
0 27 _ wj

T on r 08

Dagegen sind hier die Kurven ¢ = konst. und y = konst. nicht
vertauschbar, die Funktionen ¢ und y haben sogar, wie sich aus (289}
und (290) ergibt, verschiedene Dimensionen.

Das Problem der Integration dieser Gleichungen kommt wieder
darauf hinaus, in eine gegebene Meridiankurve C eine achsensym-
metrische Stromung einzubauen: d. h. es ist eine Funktion ¢ zu
bestimmen, die in dem gegebenen Bereiche der Gl. (291) geniigt und
am Rande die Bedingung (294) d¢ [on = 0 erfillt.

Einige besondere Losungen dieses Problemes sind im folgenden
Beispiele gegeben.
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Beispiel 74. Polynomische und andere Lésungen. Wie man durch
Einsetzen bestétigt, befriedigen die folgenden Funktionen die Gln. (291) und (292):

Abb. 144.

a) Stromung parallel zur z-Achse mit der Geschwindigkeit V,:

p="Vyz, y ="V 2,
b) p=1logr, Y=—2z, (Abb. 144)
o) p=222—1r%, =20z,
d) g =12+, =2/} +r

(Man beachte auch das Bestehen der Gln. (289), (290), die iibereinstimmende
Werte der Geschwindigkeiten v, und v, liefern miissen, ob man diese nun mit-
tels @ oder mittels y berechnet.)



Dritter Teil.
Dynamik der Gase.

In diesem Teile werden — anhangweise — die wichtigsten Eigen-
schaften und die Zustandsinderungen der Gase besprochen, und von
den bei Gasen auftretenden, in technischer Hinsicht bedeutsamen Pro-
blemen der Ausflufl aus Gefiflen unter innerem Druck und dasStrémen
in Rohrleitungen behandelt, soweit diese Probleme nicht die Heran-
ziehung besonderer Hilfsmittel aus der Thermodynamik erfordern.

I. Gasgesetze und Zustandsiinderungen.

67. Eigenschaften der Gase. Wihrend die ,,eigentlichen* Fliissig-
keiten (mit groBer Anniherung unter allen verwendeten Driicken)
raumbestindig sind (¢ = konst.), hat jedes Gas die Eigenschaft,
daBl es keinen bestimmten Rauminhalt besitzt, vielmehr jeden Raum
auszufiillen strebt, der ihm durch die umgebenden festen Korper ge-
boten wird. Von diesem Rauminhalt ist auch der Druck abhingig,
unter defn das Gas steht, und daher ist auch die Dichte ¢ als Funktion
des Druckes anzusehen. — Unter Gas werden dabei alle stark zu-
sammendriickbaren Fliissigkeiten verstanden, dazu gehdren also
die atmosphirische Luft, die schlechthin so genannten Gase, sowie
auch die Dampfe in 1hren verschiedenen Formen.

Zur Kennzeichnung des physikalischen Verhaltens der Gase ist
auBer dem Druck p und der Dichte p noch eine dritte Gréfle nétig,
deren Einflul bei den Fliissigkeiten nur voriibergehend (und zwar
gelegentlich der Zihigkeit) zur Sprache kam, die aber bei den Gasen
von maBigebender Bedeutung ist: dieTemperatur; sie wird in ,, Celsius-
graden“ gemessen und im folgenden mit 7' bezeichnet; den vom so-
genannten ,absoluten Nullpunkt“ der nach unten fortgesetzten Celsius-
skala (— 2739 gerechneten Wert also 273 - 7= ®, nennt man die
absolute Temperatur.

Der Einflu der Temperatur wird durch die grundlegende Eigen-
schaft aller Gase zum Ausdruck gebracht, daBl bei zunehmender
Temperatur einer in einem festen Raume eingeschlossenen Gasmasse
stets auch der Druck zunimmt. Bei den Gasen ist es oft praktisch,
statt mit der Dichte ¢ oder dem Einheitsgewicht y besser mit dem

14
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Einheitsvolumen p (spezifisches Volumen) zu rechnen, worunter
der Rauminhalt verstanden wird, den ein bestimmtes Gasgewicht, meist
1 kg, bei bestimmten Werten von p und 7 einnimmt. Die Beziehung
der beiden Groflen v und y zueinander wird durch die Gleichung

py=1, oder p=1/y| - - - . . (295)

hergestellt..

Die GroBen p, v, T (oder ©) nennt man ZustandsgréB8en
des Gases. Ihre Beziehung zueinander wird fiir die sogenannten idea-
len oder vollkommenen Gase durch das Boyle-Gay-Lussac-
sche Gesetz geregelt, das die direkte Proportionalitit von p und v
mit © auspricht:

POo=RO=REWB+T)|. . .. .. (296)

In dieser Gleichung bedeutet % die sogenannte Gaskonstante, die
fir jedes Gas einen bestimmten Wert hat; wenn p in kg/m?, v in
m®/kg und 7T in Celsiusgraden verstanden werden, so gelten fiir %
die folgenden Zahlenwerte:

fiir Luft R= 29,27
w O (Sauerstoffy = 26,47
» N (Stickstoff) = 30,19

» H (Wasserstoff) = 422,59

Bezeichnen mithin p, v, 7' und p,, v,, T, zZusammengehorige Werte,
so kann die Gl (296) auch in der Form geschrieben werden:

po)(273 + T) = py0, /(278 +Ty). . . . . . (297)

Diese Gleichung gestattet die Berechnung einer Zustandsgrofe fiir
ein Gas, wenn die beiden anderen und irgendein weiteres zusammen-
gehoriges Wertetripel p, v,, T, der drei Zustandsgréflen gegeben sind,
z. B. ist:

o, 28T BT vy,
e, pr PP,y
Py
278 4 T= (213 + T,)- 2>, . . . . . (298)
Py 9y

Beispiel 75. Einheitsgewichty, der atmosphirischen Luft bei 760 mm Hg
und 0° C (normales Einheitsgewicht der Luft).

Aus Gl (298) folgt fiir %t = 29,27, p, = 0,76-13600 = 10333 kg/m2, T'= 0°C:

1 »p 10338
Yo R(2T3 1Ty~ 29,27-273

= 1,293 kg/m?.

Wenn daher 29,27.273 = 8000 solcher Luftwiirfel von je 1m Seitenlinge auf-
einander getiirmt wiirden, so wiirden diese auf ihre Grundfliche den normalen
Luftdruck von 760 mm Hg erzeugen. Diese Luftsiule von 8000 m Héhe nennt
man die Normalhohe der homogenen Atmosphire (s. Beispiel 2). —
Auf der Gl. {297) beruht auch die barometrische Héhenmessung.
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Beispiel 76. Tragkraft eines Freiballons. Bezeichnet ¥ den Raum-
inhalt des Freiballons, der mit einem Gase vom Einheitsgewicht y kg/m?® bei
normalem Druck p,kg/m? (entsprechend 760 mm Hg) und der Temperatur 7,° C
gefiillt ist, so ist die normale Tragkraft dieses Ballons — sein Auftrieb 4 —
d. i. die Tragkraft in Luft vom Einheitsgewichte y, =1,293 kg/m?® und dem
gleichen Druck nach dem Archim edischen Prinzip durch die Gleichung gegeben:

A=B@e—7)=Br1—yr)=8r1-9. ... .. (299)

In dieser Gleichung bedeutet § = y/y, die Dichtigkeit des Gases, d. i. das
Verhiltnis des Einheitsgewichtes y des Gases zum Einheitsgewicht y, der Luft
bei gleichen normalen Werten p, und T, (760 mm Hg und 0°C). Der Quotient

AB=p,(1—8) « . . oo (300)

ist daher die Tragkraft von 1m® des Gases unter den gleichen Bedingungen.
(Auf die Verinderlichkeit der Werte von y, und y lings der Hohe des Ballons
selbst wird bei diesen Betrachtungen keine Riicksicht genommen.)

Fiir die als Ballonfiillung in Betracht kommenden Gase: Wasserstoff
und Leuchtgas gilt daher die folgende Zusammenstellung, die sich auf 760 mm Hg
und 0° C bezieht:

Einheits- | Einheits- | Dich- Normaltragkraft| Tragkraft von 1kg Gas
Gas gewicht | volumen tigkeit} 1—946 von 1m3 Y_o_(l —90) 41 -0 (kg kg
ylkgmt]| B=1jp | 8 |  |p(-0)kgm] 55 5 B8
Luft . . . .[1,298 =1y, 0773 | 1 | 0 | 0 0
Wasserstoff rein 0,089 11,23 10,067 | 0,933 1,20 13,8
, unrein| 0,15 6,67 | 0,116 0,884 1,14 76
Helium . . | 0,18 5,56 0,139 | 0,861 1,11 6,2
Leuchtgas . .| 0,59 - 1,695 | 0,456 ! 0,544 ‘ 0,7 1,2

Ein ,Zeppelin® von 15000 m3 Inhalt, mit unreinem Wasserstoff gefiillt, hat
daher eine normale Tragkraft von

A=By,(1—0)=15000-1,14 = 17100 kg .

Die wirkliche Tragkraft ist sehr stark abhingig von den Druck- und
Temperaturverhiltnissen in den verschiedenen Jahreszeiten. In Mitteleuropa
ergeben sich fiir das Einheitsgewicht der Luft etwa die folgenden Werte fiir die
auftretenden mittleren Schwankungen:

(Sommerminimum) 700 mm Hg, 7T=25°C: y=1,09kg/m3,
(Wintermaximum) 777 | T=15°C: =138

und &hnlich sind die Unterschiede in den Einheitsgewichten der Fiillgase. Fiir
den Zeppelin von der angegebenen GroBe wiirde diese Schwankung einem Unter-
schied in der Tragkraft von 4500 kg entsprechen. —

- Wenn ein Gas in einem Raume eingeschlossen ist, der einen
beweglichen Teil besitzt, wie z. B. der Kolben eines Zylinders, und
wenn auflerdem der Druck im AuBlenraume kleiner ist als der innere
Gasdruck, so wird das Gas den Kolben so weit nach auflen zu ver-
schieben trachten, bis ein Ausgleich der Driicke hergestellt ist; man
nennt diese Eigenschaft das Expansionsvermogen des Gases. Fiir
den AuBendruck 0 ist die bei der Verschiebung des Kolbens geleistete
Expansions- oder Ausdehnungsarbeit fiir 1 kg Gas und fiir die
Verschiebung ds durch den Ausdruck gegeben:

dU=pFds=1pdv,

Péschl, Hydraulik. 12
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also fiir eine endliche Verschiebung von v, bis v, (Abb. 145) durch
Dy |

A =fpdn .
0.

Umgekehrt ist die zur Verdichtung des Gases von einem Raum-
inhalt b, auf einen kleineren b, notwendige Verdichtungsarbeit
durch dasselbe Integral mit negativem Vorzeichen gegeben.

Um dieses Integral auswerten zu
14 konnen, ist ein Ansatz von der Form
p=p(v) ndtig, der die Beziehung
zwischen Druck und Rauminhalt wéh-
rend der Bewegung des Kolbens her-
stellt. Diese Forderung fiihrt auf
die Betrachtung der Zustandsénde-
rungen.

Der Verlauf einer solchen Zu-
standsinderung wird in iibersichtlicher
Weise durch eine p-p-Linie (Gas-
diagramm) dargestellt; nach Gl (301)
ist die Fliache zwischen dieser Linie,
der p-Achse und den Grenzordinaten
ein MaB fiir die bei der betreffenden
Zustandsénderung geleistete Arbeit
Abb. 145. (s. Abb. 145).

e ... (801)

68. Zustandsiinderungen. Wenn bei irgendeinem technischen Vor-
gange ein Gas (oder ein Dampf) beteiligt ist, wie z. B. bei den Arbeits-
vorgingen in den Luftmotoren, oder den Dampf- und Verbrennungs-
kraftmaschinen, so werden bei diesem Vorgange Anderungen der Zu-
standsgroBen p, v, T' eintreten, die durch Aufstellung gewisser Gesetz-
miBigkeiten beschrieben werden miissen. Diese Zustandsinderungen
der Gase und Dédmpfe sind durch mannigfache Umstinde beeinflult
und sind daher im allgemeinen recht verwickelter Natur. Wie auf
jedem Gebiete physikalischen und technischen Geschehens ist auch
hier eine Idealisierung der ,wirklich“ auftretenden Vorginge ndtig:
die ,wirklichen“ Zustandsinderungen miissen durch gewisse einfache
Zusammenhinge zwischen den ZustandsgroBen p, v, T' (oder anderen
passenderen) ersetzt werden, die eine theoretische Verfolgung des Vor-
gangs mit mathematischen Hilfsmitteln gestatten. Dabei geht die Ab-
sicht dahin, zwecks Vereinfachung der Rechnungen die Zustandsin-
derungen auf die Angabe der gleichzeitigen Anderungen von
zweien dieser drei GréBen, und zwar womdglich von p und v
allein zuriickzufiihren.

Die einfachsten Zustandsinderungen von Gasen, die sich denken
lassen, die freilich von der ,wirklich“ eintretenden oft sehr stark ab-
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weichen, sind jene, bei denen einer der drei durch die Gl. (296) ver-
bundenen ZustandsgroBen p, v, T' unverdndert bleibt, wahrend die
beiden anderen sich gemdl dieser Gl. (296) verdndern. Von den
Fillen, die sich auf diese Weise ergeben, seien erwahnt:

a)‘ Zustandsdnderung bei gleichem Druck. Wenn p =konst.,
so ist z. B. bei einer Expansion des Gases von v, auf v, die Ex-
pansionsarbeit:

Dy
U= [pdo=ploy—v). . . . ... (302)
b

Diese Zustandsinderung ist nur moglich, wenn der Zylinder mit
einem groBen Behélter in Verbindung steht, in welchem der Druck
unverindert auf gleicher Hcohe erhalten wird (Druckspeicher). Die
p-v-Linie ist eine zur p-Achse parallele Gerade.

b) Die isothermische Zustandsinderung ist gekennzeichnet
durch gleichbleibenden Wert der Temperatur, 7 = konst. Die Gl.(296)
gibt dann

Py = P, v, = P, v, = konst.;

die p-v-Linie ist fiir diese Zustandsinderung (bei Verwendung von
entsprechenden Mafstiben) eine gleichseitige Hyperbel. Fiir die Aus-
dehnungsarbeit fir 1 kg Gas erhélt man den Ausdruck:

Vg
. 0}
vy

D
dy 0,
Q[prdb =p1n1f—n—=p19110gn—‘=p19110g&. (308)
1 y4
pUY

Auch diese Annahme 7' = konst. stellt offenbar der Wirklichkeit gegen-
iiber eine weitgehende Einschrinkung dar, da sie sich nur verwirk-
lichen 1aft durch Verwendung eines sehr groBen Wérmespeichers,
in dem die gleichbleibende Temperatur 7' erhalten wird und der gut-
leitend mit der arbeitenden Gasmenge verbunden ist.

Beispiel 77. Leistung
beim Expansionshub einer P
Dampfmaschine. Erfahrungs-
gemi kann die Expansion des
Dampfes im Zylinder einer Dampf-
maschine angenihert als nach dem
isothermischen Gesetz verlaufend
angenommen werden.

Unter dieser Voraussetzung

soll die Leistung in einem Zylinder ’ v
berechnet werden, wenn in jeder ‘pz.L‘OFU — 5
Minute 0,60 m3® Dampf zunéchst mit U A 7 RO
dem gleichbleibenden Drucke von =~ Abb. 146

5 kg/em? lings des Weges von
0 bis b, (Abb. 146) zustrémt und
sich von da ab — bei abgesperrtem Dampfzuflu — bis auf den normalen Luft-
druck von 1,033 kg/om? ausdehnt.

Wenn auf der anderen Seite des Kolbens ebenfalls der normale Luftdruck
herrscht, so ist die bei diesem Vorgange geleistete Arbeit % durch die in
Abb. 146 schraffierte Fliche gegeben; und zwar ist nach Gl 303):

12*
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A=p b, +p, v, log B Py by = B log B [kgm kg Dampf],
2 4 23

das Gewicht des in 1sek zustrémenden Dampfes ist

G = 0,01y, kg/sek,
daher die Leistung:

L =‘G‘.![ =0,01-p, log % =500-1,58 = 790 kgm /sek ,
und in PS:

N=L/75=105DPS.

¢) Adiabatische Zustandsinderung. Wie schon hervor-
gehoben, ist es eine allgemeine Eigenschaft aller Gase, dal bei einer
Verdichtung (Kompression) die Temperatur steigt, bei einer Ver-
diinnung (Ausdehnung, Expansion) die Temperatur fallt. Soll die
Temperatur gleich bleiben, so muB dem Gas bei der Verdichtung
Wiarme entzogen, bei der Verdiinnung Wirme zugefiihrt werden.
Beim Arbeitsvorgange in den Wirmekraftmaschinen geschieht dies
nicht, die Zustandsinderung vollzieht sich vielmehr so, daB der
Wiarmeinhalt des gegen duBlere Einfliisse abgeschlossenen Gases nahezu
unveréindert bleibt. Eine solche Zustandsinderung bezeichnet man
als adiabatisch und die zugehorige p-p-Linie als Adiabate.

In der Thermodynamik wird gezeigt, daB das Gesetz fiir die
adiabatische Zustandinderung in der Form anzusetzen ist:

po*=p, 0 =konst. |, . . . . . . (304)

wobei » = ¢ [c, das Verhiltnis der spezifischen Wirmen bei gleich-
bleibendem Druck und gleichbleibendem Volumen ist; »x ist stets
>1 und hat z. B. fiir Luft den Wert x = 1,405; p,, v, bedeutet
dabei irgendein zusammengehdriges Paar von Werten, das z. B. den
Anfangszustand der Zustandsinderung kennzeichnet.

Um die von 1 kg Gas geleistete Arbeit nach Gl (301) zu be-
stimmen, die beim Ubergang aus dem Zustand p,, v, in den Zustand
Py b, geleistet wird, differenzieren wir zunichst Gl (304) und erhalten
nach Division durch p*—1:

vdp = — xpdy;
addieren wir zu dieser Gleichung links und rechts pdy, so folgt:
‘ d(pv)=— (» — 1)pdy,
und daher nach Gl (303):

o
3 1
«A =bfpdb = x-———l (p1 9, — P, ba) (305)

-

worin die 2 Paare von ZustandsgroSen p,, v, und p,, b, durch die
Gl. (304) miteinander verbunden sind.
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Beispiel 78. Leistung eines Luftmotors. Wie groB ist die Leistung
eines Luftmotors in PS, dem in jeder Minute eine Luftmenge von 1,2 m® vom
Druck 5 kg/em? zugefiihrt wird, die in adiabatischer Zustandséinderung bis auf
Atmosphérendruck 1,033 kg/em? entspannt wird.

Nach Gl (305) ist die Arbeit von 1 kg Luft bei der adiabatischen Zustands-
anderung von p;, v, auf p,, v, (da v, =1/y,):

_ 1 _ 1 pe”s) 1 p (1”2)1—1/"w
Q[—;T(plnl_p2”2)~;7plnl (1~—p;: -;‘_‘1“;:[1— 'S I

Ferner ist das in 1 sek zugefiihrte Luftgewicht:

1,2

¢=45n

= 0,02.y, kg/sek.

Daher ist die Leistung des Motors in kgm/sek:

1—-1/x
L=Gm=o,o2.x—’j—1[l—<&> }:902,6 kegm/sek ,

Py
oder in PS:
N=L/75=12,03 PS.

d) Polytropische Zustandsiénderung. Da die Annahmen
die den bisher betrachteten Zustandsinderungen zugrunde gelegt
wurden, bei den , wirklichen“ Vorgéingen in den Warmekraftmaschinen
nur sehr angenihert erfiillt sind, insofern némlich, als dem sich ausdeh-
nenden Gase (oder Dampf) von den Zylinderwandungen wieder Wérme
zugefithrt wird, so ist es nétig, einen anderen Ansatz zu verwenden,
der eine wirklichkeitstreuere Beschreibung dieser Vorgiinge gestattet.
Die Zustandsinderung, die zur Beschreibung dieser teilweise nur mit
empirischen Hilfsmitteln verfolgbaren Vorginge verwendet wird, und
die sich enge an die bisher betrachteten anschliefit, ist die poly-
tropische Zustandsdnderung, oder kurz Polytrope genannt;
sie wird durch einen Ansatz von derselben Form wie die Adiabate
dargestellt :

pp*=%konst. |, . . . . . . . . (306)

der Exponent n ist aber weder 1 wie bei der isothermischen, noch
% =c,[c, wie bei der adiabatischen Zustandsidnderung, sondern hat
einen gewohnlich zwischen diesen beiden Zahlen liegenden Wert, der
als empirisch bestimmt anzusehen ist, wobei die Besonderheiten des
betrachteten Einzelfalles von Bedeutung sind (es wird also z. B. etwa
n =1,3 oder 1,2 angenommen). Die bei einer solchen polytropischen
Zustandsinderung zwischen p,, b, und p,, v, geleistete Arbeit 2 wird
durch eine Gleichung ausgedriickt, die der Gl.(305) vollig &hnlich
ist, wobei nur n — 1 an die Stelle von » — 1 zu setzen ist:

1
Q[:;;-_—l(plnl——p%bg) ce e oL (807)
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II. AusfluB und Rohrreibung.

69. Bewegungsgleichung des Stromfadens. Zur Aufstellung der
Bewegungsgleichung eines , gasformigen“ Stromfadens dienen dieselben
Uberlegungen wie fiir den fliissigen, die allgemeine Form der Be-
wegungsgleichung stimmt auch mit der fiir den fliissigen — Gl. (46) —
vollkommen {iberein. Der einzige Unterschied liegt nur darin, daB
die Beschaffenheit des ,Mediums“ als Gas bei der weiteren Behand-
lung zum Ausdruck kommen muBl; und zwar geschieht dies dadurch,
daB fiir ein Gas die Dichte ¢ in Gl (46) nicht mehr als gleichbleibend,
sondern vielmehr nach irgendeiner der vorher (68) betrachteten Zu-
standsénderungen [c) oder d)] vom Druck abhingig angesehen werden
mufl; es ist also im allgemeinen zu setzen:

e=e(p);
die Integration der Gl. (46) fiir den Stromfaden, in der jetzt die Ge-
schwindigkeit — um eine Verwechslung mit dem Volumen p zu ver-

meiden — mit w bezeichnet werden soll, liefert die Druckgleichung
fir den Gasfaden:

2 d
i"é__{_J‘_“gi_g—gz:konst.; e o ... (308)

fir die meisten Anwendungen wird iibrigens das von der Schwere
herrithrende Glied gz in dieser Gleichung als klein vernachlissigt.

Die Durchflufigleichung mufl fiir den Gasfaden zum Ausdruck
bringen, daBl die in 1 sek durch alle Querschnitte hindurchgehende
Gasmasse oder das Gasgewicht G dasselbe sein muB}, d. h.

G =y Fw =konst. oder | G = Fw/[p=konst. |. (309)

Das in Gl (308). auftretende Integral f dp|o = P(p) wird als
Druckfunktion bezeichnet und diese Gleichung auch in der Form
geschrieben:

w?[2 4 P(p)=konst. |. . . . . . . (310)

Fiir die adiabatische Zustandséinderung ist insbesondere zu setzen:

po* = p,0,*,
und daraus (da y = g-g)

1/o=gly=g-v=g-v,-(p, | p1'*,

also
dp dp pl-—l/n
S —_— = . /=) £ ——qg. . 1/x,
Plp) f o I fpl/” N e g
o % Dl,pll/n. . . ¢
g x—1 pl/» p=9 x— 1 Py
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Wird daher die Bewegung des Gasfadens (Abb. 147) an zwei Stellen
betrachtet, an denen die Geschwindigkeiten durch w,, w, und die
Zustéinde durch (p,, v,) und (p,, b,) gekennzeichnet sind, so gilt
unter der Annahme adiabatischer Anderung:

2 2
w‘l wl

g.% ,
- = (ny = Py - - - . (310)

. 70. AusfluB von Gasen unter innerem
Uberdruck. Aus einem Gefifl, in dem sich "
Gas in einem gegebenen Zustand (p;,b;)
befindet, stromt dieses Gas durch eine F
Offnung mit gut abgerundeter Miindung !
ins Freie; wahrend dieses Vorgangs sollen e
die Zustandsgroflen des Gases im Innern Fy
unverindert bleiben und der ganze Vor-
gang soll von der Zeit unabhingig sein, Abb. 147.
also als stationdr angesehen werden.

Wie bei den Fliissigkeiten wird auch die Bewegung des Gases
als Stromfadenbewegung aufgefalt und die im vorigen Abschnitte 69
erhaltene Gl. (311) herangezogen. Dabei wird die Zustandséinderung
fiir den Ubergang vom Innenquerschnitt ¥, bis zum Mindungsquer-
schnitt F als adiabatisch vorausgesetzt, ferner F, als sehr groB
gegen F, also w, als verschwindend klein gegen w angenommen
(Abb. 148), so daf die GL (311) die Form annimmt:

(A

w? g
— =2 " (p.y, — e e e . ... (312
> =y 1Pt PY) (812)

Um das w bei gegebenem Innenzustande p,, b;
zu berechnen, ist nunmehr noch anzugeben,
welche Werte fiir p, v in dieser Gleichung ein-
zusetzen sind. Fiir vollkommenen Wirme-
abschluB} und verlustlose Strémung miifite dafiir
das adiabatische Gesetz in der Form der :
Gl. (304) herangezogen werden, wodurch etwa b Abb. 148,

als Funktion von p ausgedriickt werden konnte.

Um aber die Unvollkommenheiten des Wirmeabschlusses und gleich-
zeitig auch die innere Reibung des Gases zu beriicksichtigen, die selbst
Wirme erzeugt, die teilweise dem Gase wieder zugefithrt wird, setzt
man (mit Zeuner) fiir diesen Zweck eine polytropische Zustands-
dnderung in der Form an:

p v’ = p;b;ni

pb <bi>n—1 <pi>("—1)/”
po;, \o/  \p

dann folgt:
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und die Gl (312) nimmt die Form an:

w‘l . g-x [ (p)(n—l)/ﬂ]

5 =5 1P|l v ... . (813)
Mit Hilfe dieser Gleichung ergibt sich das in 1 sek ausflieBende

Gasgewicht : 7 ) y
G=yFw=""=Fuw —<ﬁ>
b 0 \p;

® P, P 2/n <p>('l+1)/n '
= Flf2g 2 B](2)" - (B L. (314
1/2.(]”_1n [ : v J | (314)

1

Es bleibt nur noch die Frage offen, welcher Wert in dieser Gleichung
fur p einzusetzen ist. Man sieht sofort, daB die nichstliegende Ant-
wort, fiir den Miindungsdruck p in allen Fillen den Druck p, im
Aullenraum zu setzen, sinnlos wire; denn aus dieser Gleichung wiirde
fir Ausstromung ins Vakuum (p,=0) fir p=p,=0 auch ¢=0
folgen, was offenbar unméglich ist. Es darf also jedenfalls fiir p, ~ 0
nicht p = p, gesetzt werden.

Die Losung der Frage haben Saint-Venant und Wantzel in
folgender Art gefunden: es gibt einen bestimmten Wert von p bei
gegebenen p,, v,, fiir das G den groften Wert annimmt; man nennt
ihn den kritischen Strahldruck und bezeichnet ihn durch p = 8 p,,
so daB fir G = Max. (d. h. fiir den gréfiten Wert von G als Funktion
von p oder f) auch:

2/n (n+1)

(pﬁ) — (ﬁ) mrn/m Bim — Bntnin — Max,
i i

wird. Durch Differenzieren folgt daraus der gesuchte Wert von g:

ﬂ”[@—<n42ﬁ>w-n‘ C ... (315)

Man hat nun 2 Fille zu unterscheiden:

I. Fir hohes Uberdruckverhiltnis p,/p; > B wird p=p,
gesetzt, so daB:

% B (n—1)/n
Y= V29;“:‘1‘pf”=' () N

G=Fw-_1.(_&>l/" ' J . . (316)

i
Insbesondere ergibt sich fiir kleine Druckunterschiede p P, Zwischen
Innen- und AuBenraum:

A

D; p; o
und daher:

w= 29—“7—”i(pi—pa)l. ... (317)
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IL. Fir kleines Uberdruckverhiltnis p,/p,< 8 wird p=fp,
gesetzt, also:

N 2
£ _ —_ n-1/n] — — I
V29” i1 /3 ] ‘/29 —{Piv ( n+1>
oder: I -
" V g n—lp l
RS L .. (318)
G=F'wn—ﬁl~/" J

i

Der Vergleich zwischen den nach diesen Formeln gerechneten und
den beobachteten Werten hat gute Ubereinstimmung ergeben.

71. Bewegung von Gasen in Rohren. Ganz #hnliche Erschei-
nungen, wie sie beim Stromen der Fliissigkeiten in Rohren gefunden
wurden, treten auch bei der Strémung von Gasen auf. Auch fiir
Gase ist die Stromung fiir kleine Geschwindigkeiten eine Schichten-
stromung, die bei einer gewissen kritischen Geschwindigkeit in eine
wirbelige oder turbulente Stromung iibergeht; die praktisch vor-
kommenden Gasstromungen sind alle von dieser zweiten Art. Nur
wird bei Gasen in der Regel nicht mit der Widerstandshche A der
Rohrreibung, sondern mit dem durch diese Rohrreibung hervorgerufenen
Druckverlust 4p an den Enden der Leitung gerechnet, die durch
die Gleichung:

miteinander verbunden sind. Fiir eine gerade Leitung von der Linge !
und dem Durchmesser D wird 4p in der Form angesetzt:

I w?
Ap—1.2. %,
p lng}'

(319)

Damit ist die ganze Frage auf die Bestimmung von A zuriickgefiihrt
die im wesentlichen auf Grund von Versuchen erfolgen muB. Solche
Versuche sind von zahlreichen Forschern ausgefiihrt worden; bei allen
ist 1 selbst wieder von D, w und y abhiingig gefunden worden. Aus
der grofien Reihe der beka.nnt gewordenen Ergebnisse seien hier nur
zwei hervorgehoben:

a) Nach Grashof ist zu setzen:

235 1
A= 0,01355 4 0,001235 + 0,01 D [D in m, w in m/sek]. (320)

DVw

Mit diesem Wert ergibt sich die Verlusthohe nach (319) in mm
Wassersiule oder kg/m* (beide Angaben stimmen zahlenmiBig iiberein).
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b) Nach Fritsche ist fiir Gase (wenn ! und D in m, w in
m/sek, y in kg/m®): '

184,310 I w? .
= o269 & w)u;Tg‘?"B'é‘é [kg/m?], . (321)

dp

und zwar ergibt sich 4p nach dieser Formel ebenfalls in kg/m? oder
mm Wassersdule. Diese Formel gilt fiir alle Gase und kann (bei
passender Einfithrung von y) auch fiir Ddmpfe in ihren verschiedenen
Verwendungsformen herangezogen werden.

Die mit Hilfe dieser Formel gerechneten Werte zeigen unter-
einander, wie auch gegen die aus anderen Formeln gerechneten Werte
ziemlich erhebliche Abweichungen. —

Was die Widerstinde der besonderen Einbauten in Gasleitungen
betrifft, wie Kriimmer, Verzweigungen, Schieber, Ventile u. dgl,
so miissen diese ebenfalls durch Versuche bestimmt werden, wie bei
den Fliissigkeitstromungen, doch liegen hieriiber zuverlissige Angaben
in weit geringerer Zahl vor als bei den Fliissigkeiten.

Beispiel 79. Durch eine gerade Rohrleitung vom Durchmesser D = 0,2m
und /=60m Lénge stromen in einer Stunde 3000 m? (feuchte) Luft von 20°C
und 755 mm Hg mit dem Einheitsgewicht y = 1,19 kg/m3. Wie gro8 ist der
Druckverlust?

Der Rauminhalt der Luft ist
3000

2o = 3
1190 2520 m?/Stde.
und daher die Geschwindigkeit
2520 2520

“= 3600 -2 D4~ 3600-0,0314
Mit diesen Werten ergibt sicil:
a) Nach Grashof Gl. (320):
1=0,01697, Ap=y-h,=160,2kg/m? oder mm W.S. (Wassersiule).
b) Nach Fritsche Gl. (321):

- 184,3.10—* 60 22,32
P 0,208 (1 19.20,3018 10,2 18,62

= 22,3 m/sek.

= 158,3 kg/m? oder mm W. S.
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ingenieur E. Prinz. Mit 334 Textabbildungen. (XIII u. 422 S.) 1923.

Gebunden 18 Goldmark | Gebunden 4.30 Dollar

Die Grundwasserabsenkung in Theorie und Praxis.

Von Dr.-Ing. Joachim Schulfze, Privatdozent an der Technischen Hochschule
zu Berlin. Mit 76 Textabbildungen. (VIu.1388.) Erscheint im Juni 1924.

Uber Wertberechnung von Wasserkriiften. von Dr.Ing.
Adolf Ludin, und Dr.-Ing. Dr. rer. pol. W. G, Waffenschmidt, Karlsruhe i. B.
(Sonderdruck aus ,Der Bauingenieur“, Zeitschrift fiir das gesamte Bau-
wesen, 2. Jahrgang 1921, H. 4) (II u. 18 8.) 1921. (Auch als ,Mit-
teilungen des Deutschen Wasserwirtschafts- und Wasserkraft-Verbandes E. V.¢
Nr. 3 erschienen.) 0.45 Goldmark | 0.15 Dollar

Die Wasserkrafte, ihr Ausbau und ihre wirtschaftliche Ausnutzung.
Ein technisch-wirtschaftliches Lehr- und Handbuch. Von Bauinspektor
Dr.-Ing. Adolf Ludin. Zwei Binde. Mit 1087 Abbildungen im Text und
auf 11 Tafeln. Preisgekront von der Akademie des Bauwesens in Berlin,
Unverénderter Neudruck. (XX u. 1528 S.) 1923.

Gebunden 66 Goldmark / Gebunden 16 Dollar

Kulturtechnischer Wasserbau. von E. Kriiger, Geh Regierungs-
rat, ord. Professor der Kulturtechnik an der Landwirtschaftlichen Hoch-
schule zu Berlin. Mit 197 Textabbildungen. (Otzen, ,,Handbibliothek fiir
Bauingenieure®, Ill. Teil: Wasserbau. 7. Band) (X u. 290 S8.) 1921.

Gebunden 9.50 Goldmark | Gebunden 2.30 Dollar

Vortriige aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik

(Innsbruck 1922). Gehalten von zahlreichen Fachleuten. Herausgegeben
von Th. v. Kdrmén, Professor am Aerodyn. Institut der Techn. Hochschule,
Aachen, und T. Levi-Civita, Professor an der Universitit Rom. Mit
98 Abbildungen im Text. (251 S) 1924

13 Goldmark; ggbunden 14 Goldmark [ 3.10 Dollar; gebunden 3.35 Dollar




Druckfehlerberichtigung.

2 2 2

k k,*
S. 24, Gleichung (35) statt ( =z, z—x lies ¢(,= % =z, + —z"—
0 0

0
S. 24, Zeile 10 ist nach dem Wort Spiegel einzuschalten ,und k, jenen
fiir die durch s zu dieser Schnittlinie gezogenen Parallelen®

S. 59, Abb. 65 ,y“ ist eine Linie tiefer zu setzen.
S. 121, Gleichung (216) statt */, lies 3,5

Poschl. Hydraulik
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