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Vorwort. 

Die Gesichtspunkte, die mich bei der Abfassung nieines im selben 
Verlage (1923) erschienenen "Lehrbuches der technischen Mechanik" 
geleitet haben, sind auch fUr das vorliegende elementare "Lehrbuch 
der Hydraulik" maBgebend geblieben; eine groBe Zahl von zustim
menden AuBerungen lassen erkennen, daB das Bediirfnis nach einem 
Lehrbuche dieser Art, das iiber die Schwierigkeiten der Einfiihrung 
nicht vollstandig hinweggeht und dabei doch nicht bei den allerersten 
Elementen stehen bleibt, tatsachlich vorhanden war. 

Auch in der "Hydraulik" wurde das Ziel verfolgt, den Studie
renden unserer Hochschulen, wie auch den Ingenieuren und Physikern 
ein kurzgefaBtes Lehrbuch in die Hand zu geben, das neben der 
physikalischen Erorterung der Eigenschaften der Fliissigkeiten und 
der Kennzeichnung der Einzelvorgange auch die wichtigsten und ein
fachsten Anwendungen auf die technischen Probleme der Hydraulik 
enthalten sollte. Der groBte TeiI des Buches beschaftigt sich mit 
der sog. "eindimensionalen" Hydraulik, wobei mit den widerstands· 
freien Stromungen begonnen und Schritt fiir Schritt die Probleme 
entwickelt werden, die zur Einfiihrung der verschiedenen Arten von 
"Widerstanden" fiihren. Von zwei- und dreidimensionalen Problemen 
werden nur die ebenen und die achsensymmetrischen Stromungen rei
bungsfreier Fliissigkeiten behandelt, wobei in aller Kiirze auf die wich
tigsten Anwendungen in der Tragfliigeltheorie eingegangen wird, die in 
einem Werke iiber Hydraulik heute wohl nicht mehr ganz fehlen darf. 
- Dagegen sind eine ganze Reihe von ebenfalls wichtigen und be
deutungsvollen Problemen unerortert geblieben, insbesondere die 
Fragen der Grundwasserbewegung, der Wellenbewegung, sowie aller 
jener, die enger in das Gebiet des eigentlichen Wasserbaues gehoren 
(GeschiebefUhrung u. dgl.). 

Die Hydraulik befindet sich heute in einem Dbergangszustand, 
insofern als sie es einerseits nicht mehr verschmaht, bei gewissen 
grundsatzlichen Fragen Ansatze und Betrachtungen heranzuziehen und 
zu verwerten, die aus der allgemeinen Theorie hervorgehen, andrer
seits sind viele ihrer Probleme so verwickelt, daB sie einer theore
tischen Behandlung schwer zuganglich sind, so daB man fiir sie heute 
noch allein auf direkte Beobachtungen und Messungen angewiesen ist. 
Damit soll durchaus nichts gegen den Wert des Experimentes fUr 



IV Vorwort. 

hydraulische Forschungen gesagt sein; im Gegenteil, die heute bereits 
in groBem Umfange vorliegenden Messungsergebnisse auf verschie
denen Gebieten der Hydraulik konnen, soweit sie auf exakten Mes
sungsmethoden beruhen, nicht hoch genug bewertet werden und 
derartige Messungen werden auch fiir theoretische Untersuchungen in 
Zukunft stets den Priifstein zu bilden berufen sein. Die weitere Ent
wicklung wird lehren, nach welcher Richtung der Ausbau der Hy
draulik vor sich gehen wird. 

Zum Schlusse mochte ich noch den Wunsch aussprechen, daB 
auch dieses Lehrbuch die Zwecke erfiillen mochte, fiir die es be
stimmt ist: einmal den Studierenden unserer Hochschulen die wiin
schenswerte Erganzung zu den Vorlesungen und die Moglichkeit der 
Verarbeitung und Aneignung des Wissensstoffes zu bieten, der die 
Grundlage fiir einen wichtigen Zweig ihrer besonderen Fachausbildung 
ausmacht; daneben solI es aber auch den Ingenieuren und Physikern 
in kurzer und iibersichtlicher Weise an der Hand der wichtigsten Pro
bleme nicht nur die gesicherten Ergebnisse vermitteln, sondern auch 
einen Einblick in die alteren und neueren Methoden und Betrachtungs
weisen gewahren, die dies em Gebiete aufs neue das Interesse weiterer 
Kreise zuzufiihren berufen sind. 

Auch an dieser Stelle danke ich meinem Assistenten, Herrn Josef 
Schiiller fiir die Sorgfalt, mit der er die Zeichnungen nach meinen 
Skizzen entworfen hat, ferner Herrn Prof. K. Korner fiir das Lesen 
der Korrekturen, Herrn Prof. P. Funk fiir eine Reihe von Bemerkungen 
begrifflicher N atur und insbesondere dem V erlage Julius Springer fiir 
die mustergiiltige Ausstattung des Buches. 

Prag, im April 1924. 
T. Poschl. 



Illhaltsverzeichllis. 
·~eite 

Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 1 

Grundbegriff e. 1. Ubertragung der Satze der Mechanik der starren 
Korper auf Fliissigkeiten und Gase. 2. Eigenschaften der Fliissig. 
keiten. 3. Der Einheitsdruck . . . . . . . . . . . . . . . . 1- C. 

Erster Teil. Statik der Flilssigkeiten. 
I. Gleichgewicht. Flachen gleichenDruckes. 4. Gleichgewichts· 

bedingungen. 5. Geprellte Fliissigkeit. 6. Schwere Fliissigkeit. 
7. Schwere Fliissigkeiten unter dem Einfiull von zeitlich kon· 
stanten Beschleunigungen . . . . . . . . . . . . . . . Ii -16 

II. Druck auf ebene und gekriimmte Wande. 8. Ebene Wande. 
Druckmittelpunkt. 9. Beispiele. 10. Gekriimmte Wande .... 16-~7 

III. Schwimmell der Korper. 11. Gleichgewicht schwimmender 
Korper. Tauchtiefe. 12. Statische Stabilitat freischwimmender 
Korper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 --3c. 

Zweiter Teil. Hydraulik. 
1. Einfiihrung des eindimensionalen Ansatzes. 13. Kenn· 

zeichnung der Probleme der Hydraulik. 14 Der Begriff des Strom· 
. fadena. 15. Durchflullgleichung. 16. Die Bewegungsgleichung des 
idealen Stromfadens. 17. Die Druckgleichung ......... 36-4c. 

II. AusfluB von Fliissigkeiten aus Gefallen. 18. Das Toricelli· 
sche Gesetz. 19. Einflull der Zahigkeit. Einschniirung. 20. Aus· 
fiullzahlen fiir Boden· und Seitenoffnungen. 21. Besondere Aus· 
tiullvorgange. 22. Uberfalle. 23. Wehre. 24. Ausfiull· und Ent· 
leerungszeit. A. Ausfiull aus Bodenoffnungen. B. Ausfiull aus 
Seitenoffnungen ...... , ............... 4!)-68 

III. Krafte von bewegben Fliissigkeiten auf ihreFiihrungell. 
25. Krafte von Stromfadell auf ruhende Fiihrungen. 26. Bewegte 
Kanale. 27. Die Druckgleichung fiir gleichformig rotierende Strom· 
faden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64-74 

IV. Strahldruck ~8. Kennzeichnung des Gegenstandes. ~9. Gerader 
Strahldruck. 30. Schiefer t-ltrahldruck •........... 74-79 

V. Stoll· oder Mischverluste. 31. Stromungsvorgange mit und ohne 
Verluste. 32 P1i:itzliche Querschnittserweiterung. 33. Ubertragung 
der Druckgleichung auf Stromungen mit Verlusten. 34. Ver· 
suchsergebnisse fUr zylindrische Ansatzrohre. 35. Mischverlust 
bei plotzlicher Richtungsanderung eines Wasserstrahls. 36. Der 
Mischverlust beim Zusammentl'effell mehrerer Strahlen . . . . . 79 -RR 



VI Inhaltsverzeiohnis. 

VI. Die zwei versohiedenen Stromungsformen: Sohiohten
und turbulente Stromung. 37. Einfiull der Fliissigkeits
reibung. 38. Sohiohtenstromung. Ansatz fUr die Fliissigkeits
reibung. 39. Das Poiseuillesohe Gesetz. 40. Zahlenwerte fiir 'P. 

41. Sohmiermittelreibung 42. Die Reynoldssohe Zahl als Kenn
ziffer einer bestimmten Fliissigkeitstromung. 43. Das Wider
standsgesetz der turbulenten Stromung. 44. Das Karman
Prandtlsohe Gesetz der Gesohwindigkeitsverteilung fUr glatte 

Selte' 

Rohre . . . . . . . . . . . . . . . .. ..•.... 88--"110 

VII. Rohrleitung en. 45. Reibungswiderstand fiir zylindrisohe 
Rohre. 46. Bereohnung der Rohrleitungen. 47. Besondere 
Widerstande bei Rohrleitungen .... . . . . . 111-125 

VIII. Kanale und Flii sse. 48. Kennzeiohnung der Wasserbewegung 
in FluBlaufen. Bezeiohnungen. 49. Stationare Bewegung in 
Geriunen und FluBlaufen. 50. Beispiele. 51. Verwendung von 
logarithmisohen Tafeln. 52. Bestimmung der Durohfiullmenge 
duroh direkte Messungen. 53. Die Staukurve im Reohteok-
profil . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125-144 

IX. Widerstand von bewegten Korpern in Fliissigkeiten. 
54. Die Ursaohen des Fliissigkeitswiderstandes. 55. Das Wider
standsgesetz. 56. Zahlenwerte von t;w fUr einige Korper . • . 144-150 

X. Tragfliigel und Luftsohrauben. 57. Eigensohaften der 
Tragfiiigel. 58. Der induzierte Widerstand. 59. Die Wirkungs-
weise der Luftsohrauben ................. 150 - 158 

XI. Allgemeine Bewegungsgleiohungen reibungsfreier 
F I ii s s i g k e i ten. 60. Die Eulersohen Bewegungsgleiohungen. 
61. Die Kontinuitatsgleiohung. 62. Wirbel und Zirkulation. 
63. Die Druokgleiohung fiir wirbelfreie Stromungen . . . . . 158-163 

XII. Ebene und aohsensy'mmetrisohe Stromungen. 64. Ge
sohwindigkeitspotential und Stromfunktion fUr wirbelfreie ebene 
Stromungen. 65. Konforme Abbildung. 66. Achsensymmetrisohe 
Stromungen .......•...........•... 163-174 

Dritter Teil. Dynamik der Gase. 
I. Gasgesetze und Zustandsanderung en. 67. Eigensohaften 

der Gase. 68. Zustandsanderungen ...•..•••... 175-181 

II. Ausflull und Rohrreibung. 69. Bewegungsgleiohung des 
Stromfadens. 70. Ausfiull von Gasen unter innerem Ober-
druok. 71. Bewegung von Gasen in Rohren 182-186 

Literatur 

Namenverzeiohnis. 

Saohverzeiohnis .• 

187-189 

189 

190-192 



Einleitnng. 

Grundbegriffe. 

1. Ubertragung der Siitze der Mechanik der starren Korper 
auf Fliissigkeiten und Gase. Die Grundlage fUr die Mechanik der 
fliissigen und der gasformigen Korper bildet die wohl ohne wei teres 
plausible Annahme, daB fiir die Giiltigkeit der Grundgesetze der 
Mechanik, wie z. B. der N ewtonschen Bewegungsgleichung, der Gleich
gewichtsbedingungen, des d' Alembertschen Prinzips u. dgl. die Be
schaffenheit des Massenteilchens, genauer gesagt: sein Aggregatzustand, 
unwesentlich sein muB. So ist die Beschleunigung stets bestimmt durch 
die samtlichen auf ein Teilchen einwirkenden Krafte und die Eigen
masse des Teilchens; Gleichgewicht ist vorhanden, wenn die Summe 
der Krafte verschwindet, usw. Die Moglichkeit fUr diese Dbertragung 
beruht darauf, daB man fiir irgendeinen Zeitmoment jedes Fliissigkeits
teilchen als erstarrt ansehen und auf dieses sodann die Regeln der 
"starren Mechanik" anwenden kann (Erstarrungsprinzip). Freilich 
muB bei dieser Dbertragung vor aHem die besondere Art der Krafte
wirkung auf jedes Teilchen im Innern einer ausgebreiteten Fliissigkeit 
und sodann das Verhalten der Fliissigkeitsteilchen selbst unter dem 
EinfluB dieser Krafte in geeigneter Weise zum Ausdruck gebracht 
werden. 

Die Art der dabei iiber die Beschaffenheit der Fliissigkeitsteilchen 
getroffenen Annahmen kommt in den Gleichungen zur Geltung, die 
fiir das Gleichgewicht und fiir die Bewegung dieser Teilchen aufge
stellt werden konnen. Nachtraglich ist noch - und zwar durch Ver
gleich der aus diesen Gleichungen durch Auflosung (Integration) ge
wonnenen Folgerungen mit den Ergebnissen der zugehorigen Versuche -
dariiber zu entscheiden, ob die Festsetzungen tatsachlich gerechtfertigt 
waren und fiir das betreffende Erscheinungsgebiet als ausreichend 
angesehen werden konnen; wo das nicht der Fall ist, ist eine Er
weiterung der Hilfsannahmen, die zur Kennzeichnung des 
physikalischen Verhaltens der Fliissigkeit eingefUhrt wurden, notig. 
Wir werden sehen, daB fiir einige Problemgruppen der Hydraulik 
ganz einfache Annahmen ausreichen, wahrend fiir andere eine Erwei
terung dieser Annahmen in der eben bezeichneten Art unabweislich ist. 

2. Eigenschaften der }'liissigkeiten. a) Reibungsfreie und 
zahe Fliissigkeiten. Von den physikalischen Eigenschaften der 

Posch!, Hydraulik. 1 



2 Einleitung. 

Fliissigkeiten ist hier vor allem die auBerordentlich leichte Beweg
lichkeit ihrer Teilchen hervorzuheben. Der Widerstand, der bei der 
Verschiebung zweier benachbarter Fliissigkeitsteilchen gegeneinander 
zu iiberwinden ist, stellt sich im allgemeinen als so gering heraus, 
daB man versuchen wird, diesen Widerstand - der nichts anderes 
ist als die Fliissigkeitsreibung - zunachst ganz auBer Betracht 
zu lassen. Zu den Problemen, zu deren Behandlung die so gewon
nene Vorstellung einer "reibungsfreien Fliissigkeit" ausreicht, gehoren 
(auBer den in der Hydrostatik behandelten): das Ausfl.uBproblem, die 
Bestimmung des Druckes eines Wasserstromes auf die Wandungen 
des GefaBes, durch das er "gefiihrt" wird (z. B. auf das Laufrad einer 
Turbine) .und dieStoB- und Mischvorgange. 

Bei den iibrigen Problemen der Hydraulik, und zwar gerade bei 
den praktisch wichtigsten, stellt es sich hingegen als notwendig heraus, 
die Reibung oder Zahigkeit der Fliissigkeit in Rechnung zu ziehen. Pro
bleme dieser Art sind: die Bewegung des Wassers in Rohren, Ka
nalen und FluBlaufen, der Stau und insbesondere die Ermittlung der 
Krafte, die ,,;ne Fliissigkeit auf einen in ihr bewegten Korper aus
iibt, das sogenannte Widerstandsproblem. 

Fiir die (statische) Schubfestigkeit von Wasser (die als GroBtwert 
der Haftreibung einer Wasserschichte betrachtet werden kann, auf die auch 
die Kapillaritiit von EinfiuB ist) , wurde etwa der Wert 2,63 kg/m2 gefunden, 
der zeigt, daB jedenfalls fiir aIle hydrostatischen Betrachtungen der EinfiuB der 
Schubkriifte ganz auBer acht gelassen werden darf. Beziiglich der Reibungs
gesetze fiir bewegte Fliissigkeiten s. 37. 

b) Raumbestandigkeit. Eine Eigenschaft,. die den Fliissig
keiten im "engeren Sinne" (Wasser u. dgl.) eigentiimlich ist, ist die 
auBerordentlich geringe Zusammendriickbarkeit auch bei Anwendung 
groBer Driicke. Diese Zusammendriickbarkeit ist so gering, daB sie 
fiir aIle Rechnungen der Hydraulik vernachliissigt werden kann. Den 
eigentlichen Fliissigkeiten kommt daher ein bestimmter Rauminhalt 
zu: sie sind "raumbestandig". 

Von ihnen unterscheiden sich die "Gase" durch den Umstand, 
daB sie jeden ihnen gebotenen Raum auszufiilIen trachten, indem sie 
ihre "Dichte" diesem Raume anpassen. 

Unter der Dichte, e, versteht man die auf die Raumeinheit 
(1 mS) entfallende Masse. Wenn in einem Raume )8 die Masse M 
vorhanden ist, so ist die Dichte bei gleichformiger Verteilung: 

I e = MJ)81 . . . . . . . . . • (1) 

Die Dimension der Dichte ist im technischen MaBsystem: 

we Einheit ist: 1 kgsek2Jm4 • 

Bei ungleichformiger Verteilung ist der Quotient in Gl. (1) auf 
einen entsprechend kleinen Raum L1)8 zu beziehen oder der Grenz-
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wert £iir A)t5 - 0 zu bilden; ist die in A)t5 enthaltene Masse AM, 
so ist unter Dichte der Grenzwert zu verstehen: 

. AM dM 
0= hm --=-~ ... 
~ .1j!l-+O A)t5 d)t5 

(2) 

Unter dem Einheitsgewicht (spezifisches Gewicht) versteht 
man das Gewicht der Raumeinheit der Fliissigkeit, also 'Y = 0/)t5; 
da 0 = Mg, folgt 

(3) 

Die Dimension von r ist [KIP]; ihre Einheit 1 kg/m3 • 

Fiir Wasser folgt fiir die technischen Einheiten: r = 1000 kg/m3 , 

und (! = rig'" 100 kgsek2 /m4 • - Fiir Luft von 0° C unter einem 
Drucke, der dem normalen Barometerstande entspricht (760 mm 
Quecksilbersaule), ist 

r 1,293 1 kgsek2 
'Y = 1,293 kg/m3 , O=-=--~"'----

~ g 9,81 8 m4 • 

Die Zusammendriickbarkeit des Wassers betragt bei einer Druckanderung 
von 1 kg/cm9 und bei Driicken von: 

Obis 200 kg/cm2 : bei 00 C 525/107 bis 488/107 , 

o "200,, " 20 0 C 491/107 " 438/107 

des urspriinglichen Rauminhaltes; dies ist so zu verstehen, daB z. B. bei 00 C 
einer Drucksteigerung von 0 auf 1 kgJcm2 der Rauminhalt von 1 1 Wasser um 
0,0525 cm3 kleiner wird, usw. 

Nur bei Gasen und Dampfen ist auf die Veranderlichkeit der Dichte Be
dacht zu nehmen und ihre Abhangigkeit von anderen physikalischen GrtiBen, 
insbesondere von Druck und 'femperatur zum Ausdruck zu bringen. Bei den 
Fliissigkeiten im engeren Sinne (z. B. Wasser) sind nach den getroffenen Fest
setzungen (! und y als Festwerte anzusehen. 

3. Der Einheitsdruck. Jeder beliebig abgegrenzte TeillB (Abb. 1) 
einer in einem GefaBe in Ruhe befindlichen Fliissig-
keit muB von der umgebenden Fliissigkeit getragen 
werden, damit er unter dem Einflusse des stets 
vorhandenen Eigengewichtes im Gleichgewichte 
sein kann. Dieses Tragen geschieht durch die 
FHichenkrafte, die langs der Grenze von lB auf lB 
und zwar senkrecht zu den einzelnen Elementen 
seiner Grenzflache iibertragen werden. Die Flachen
kraft auf jedes Flachenstiick A F nennt man den 
Fliissigkeitsdruck A D; auf die Flacheneinheit 

\ JIJ ,crz 
N 'PLl! t.1D 

Abb. 1. 

an derselben Stelle A, die in derselben Ebene liegt wie AF, wiirde 
daher die Kraft AD I A F entfallen, und man bezeichnet den Ausdruck 

p = lim AD = dD 
.1F~oAF dF 

. (4) 

als den Einheitsdruck oder schlechthin den Druck in A. Wenn 
man also in der Ebene von A Fein beliebig kleines Flachenstiick 
und den Fliissigkeitsdruck auf dieses betrachtet, so soll der Grenz-

]* 
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wert nach (4) stets existieren, d. h. es soIl unabhangig von der Gestalt 
der Randkurve des Flarhenstiicks L1 F immer der gleiche Einheits
druck herauskommen, wobei der Grenziibergang in Gl. (4) so auszu
fUhren ist, daB all e Punkte der Randkurven von L1 F in den be
treffenden Punkt hineinriicken. - Eine ahnliche Bemerkung gilt 
iibrigens auch fUr die Dichte bei dem in Gl. (2) ausgefiihrten Grenz
iibergang. 

Aus der Beschaffenheit der Gl. (4) folgt nun weiter, daB sich 
derselbe Wert von P auch fUr beliebig gerichtete Ebenen durch 

!f 

den betrachteten Punkt A ergibt. Um dies 
einzusehen, denken wir uns ein kleines drei
seitiges Prisma in der Nahe von A (Abb. 2) 
und setzen die Gleichgewichtsbedingungen 
hierfUr an: auf L1 F wirke die Kraft P . L1 F, 
auf die Seitenflachen Pl' L1 Fl und P2 ' L1 F2 • 

(Die Raumkrafte kannen hiebei auBer Be
~......I.._.....,.........;L1;.;F, .... Z....L._....,x=- tracht bleiben, da sie klein von hOherer 

Abb.2. 

Ordnung sind.) Der Projektionssatz fUr die 
Richtungen x und y ergibt 

p. L1 F· sin ex = Pl' L1 FI , 
p. L1 F· cos ex = P2 • L1 F'J ' 

und da L1FI = L1F.sinex, L1F'J = L1F.cosex, so folgt unmittelbar: 

1 Pl = P2 = P I· . . . . . . . , . ( 5) 

Man kommt also immer auf denselben Wert von P, von welchem 
Flachenstiicke L1 F auch ausgegangen wird. Dies bedeutet aber, daB P 
zufolge der in der Gl. (4) gegebenen Definition die Vektoreigenschaft 
aingebiiBt hat, vielmehr eine bloBe Ortsfunktion oder ein Skalar 
geworden ist. 

Wir fUgen sogleich hinzu, daB peine stetige und differen
zierbare Funktion des Ortes ist, so daB der Satz gilt: Wenn in einem 
Punkte A (~, y, z) in der Fliissigkeit der. Druck P = P (x, y,z) ist, so ist 
der Druck PI in einem benachbarten Punkte Al (x + L1 x, y + L1 y , 
z + L1z) nur wenig von P verschieden und es ist 

PI = P + L1 P , wobei L1 P = 0 P L1 x + 0 P L1 y + 0 P L1 z . 
ox oy oz 

Von dieser Beziehung wird bei der Aufstellung der Gleichgewichts
bedingen und der Bewegungsgleichungen Gebrauch gemacht. 

1st also P = P (x, y, z) bekannt, so ist der Fliissigkeitsdruck auf 
irgendeine Flache L1 f (z. B. am Rand der GefaBwand) durch p. L1 f 
gegeben und ist -.l zu L1 f gerichtet. Durch Verwertung die8er Be
mer kung wird die GraBe des auf die GefaBwande oder Teile der
selben ausgeiibten Druckes bestimmt; in der Hydraulik handelt es 
sich ja iiberhaupt nur selten um Fliissigkeiten allein, sondern viel
mehr fast immer um die Fliissigkeiten und die festen Karper, die 
sie umschlieBen oder von Fliissigkeiten umgeben werden. 
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Die Dimension von p ist [KIP], seine teehnisehe Einheit 1 kg/em'J 
wird aueh als "neue Atmosphare" oder als ,,1 at" bezeiehnet. 

Naeh den in 2. gegebenen Bemerkungen ist fiir Flussigkeiten die 
Diehte (! unabhangig von p, wahrend fur Gase e von p abhangig 
ist, und zwar gilt z. B. fur die sog. isothermisehe Zustands
anderung eines Gases (d. h. fur dessen Ausdehnung und Zusammen
ziehung bei gleiehbleibender Temperatur) das Boyle-Mariottesehe 
Gesetz, das die Proportionalitat von p mit (! aussagt: 

Ie cpl, .......... (6) 

worin c eine Konstante bedeutet. 
An Stelle der Diehte e wird in der Gastheorie haufig das Ein

heitsvolumen b beim Drueke p betraehtet; dies ist der Rauminhalt 
in mS (oder emS), den 1 kg Gas beim Drueke p einnimmt. Es ist 
also r b = 1, oder g (! b = 1; dann nimmt Gl. (6) die Form an 

P b = l/cg = konst. . . (6') 

Diese Form des Gasgesetzes fUr gleiehbleibende Temperatur ist 
mit der vorhergehenden Gl. (6) vollstandig gleiehwertig. 



Erster Teil. 

Statik der Fliissigkeiten. 

Dieser Teil enthalt die Gleichgewichtsbedingungen fiir Fliissig
keiten, und die dabei auftretenden Begriffe, wobei vorwiegend die 
schwere, unzusammendriickbare Fliissigkeit behandelt wird; ferner 
die Bestimmung der Krafte auf ebene und gekriimmte Wande, weiter 
die Hauptsache iiber dasSchwimmen und die Frage der (statischen) 
Stabilitat schwimmender Korper. Voriibergehend werden auch einzelne 
Probleme iiber das Gleichgewicht von zusammendriickbaren Fliissig
keiten (Gasen) behandelt. 

I. GIeiebgewiebt. Flaeben gleieben Druekes. 
4. Gleichgewichtsbedingungen., Die Aufgabe, die zunachst zu 

losen ist, ist die Bestimmung des in 3. definierten Druckes p in allen 

o.~ ____________ ~x~ 

z 

Abb.3. 

Punkten einer Fliissigkeit, auf deren 
einzelne Raumteile gegebene Massen
krafte wirken; als solche kommt in 
den meisten Fallen nur das Gewicht 
der Fliissigkeit in Betracht oder irgend
welche andere raumhaft verteilte 
Krafte, wie die Fliehkraft undo andere 
Tragheitskrafte. Die Massenkraft wird 
hier passend durch Angabe der auf die 
Masseneinheit der Fliissigkeit entfallen
den Kraft, d. h. durch die Beschleu
nigung b festgelegt, deren Teile nach 
irgendwelchen Achsen x, y, z durch 
b (X, Y, Z) bezeichnet seien., Auf ein 
Fliissigkeitsteilchen von der Masse A M 
entfallt sodann die Kraft b. AM (X. AM, 

y. AM, Z. A M). Wahlen wir nach Abb. 3 das Teilchen in der Form eines 
kleinenZylinders A F· A x, dessen Erzeugende parallel zur x-Achse liegen, 
so ist AM = (!. A F· A x. AuBer der Massenkraft wirken noch die 
Fliissigkeitsdriicke langs der ganzen Grenzflache des Teilchens; in der x-

Richtung kommen hievon nur die Driicke p.AFund (p + ~= AX) ·AF 
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auf die beiden parallelen Grundfllichen .1 F zur Wirkung, da die Drucke 
auf die Mantelflache des Zylinders zur x-Achse senkrecht stehen. Der 
Projektionsatz fUr die x-Richtung fUhrt demnach auf die Gleichung: 

p.LJF - (p + ~~ . .1 x) .,,IF+Xe."LJF.Ax=O 

und nach Kurzung auf die erste der folgenden 3 Gleichgewichts
bedingungen, welcher die beiden ahnlich lautenden fUr die anderen 
Richtungen unmittelbar hinzugefUgt werden; sie geben den "Druck
anstieg" oder die "Druckzunahme" n~ch den Richtungen x, y, zan: 

op 
ox = eX, 

op 
-=e Y , 
oy 

op 
- = eZ ..•.• (7) 
oz 

Da die Richtungen des gewahlten Achsenkreuzes vollkommen will
kurlich waren, so laBt sich der Inhalt dieser Gleichungen in die Worte 
fassen: Der Druckanstieg Op/08 in irgendeiner Richtung 8 ist 
gleich dem Produkte aus der Dichte e und der in diese Rich
tung fallenden eingepragten Beschleunigung. 

Die GIn. (7) sind 3 Differentialgleichungen zur Bestimmung der 
einzigen Unbekannten p; diese Gleichungen konnen daher nicht von
einander unabhangig, sie mussen vielmehr einer einzigen Gleichung 
gleichwertig sein. Wir bekommen diese und damit auch gleichzeitig 
die Bedingungen, die zwischen den X, Y, Z bestehen mussen, damit 
ein Gleichgewichtszustand der Fliissigkeit uberhaupt moglich ist, wenn 
wir die GIn. (7) der Reihe nach mit dx, dy, dz multiplizieren und 
addieren. Dann folgt links das vollstandige Differential des Druckes dp, 
und es ist 

dp = e (X dx + Y dy + Z dz) .....• (8) 
FUr eigentliche Flussigkeiten ist e = konst. und diese Gleichung gibt 
integriert: 

A 

P = Po + e J (X dx + Y dy + Z dz) • • • • (9) 
Ao 

Mittels dieser Gleichung ist der Druck p an irgendeiner Stelle A 
durch den D:r:uck Po an irgendeiner anderen Stelle Ao und durch das 
uber irgendeinen von Ao bis A fiihrenden Weg erstreckte "Linien
integral der Beschleunigung" gegeben. Durch dieselbe tJberlegung, 
die in der Dynamik zur Aufstellung des Prinzipes der lebendigen 
Kraft (Energieintegral) fiihrte, schlieBen wir auch hier, daB sich fUr p 
nurdannein eindeutiger Wert ergibt, wenn das inGl.(9)vorkommende 
Integral yom Wege unabhangig, das Differential Xdx + Ydy + Z dz 
also ein vollstandiges ist; sei 

Xdx+ Ydy+Zdz=dW, 
so mussen daher die Gleichungen gelten 

X=oW y=oW. 
ox ' oy . 

Z_oW 
- oz' (10) 
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d. h. es mussen die folgenden "gekreuzten" Ableitungen der Teile X, Y, Z 
einander gleich sein: 

oX oY 
. . . (11) oy ox 

Dies sind gleichzeitig die gesuchten Bedingungen,die die Komponenten 
der eingepragten Beschleunigungb erfullen mussen, damit unter ihrem 
EinfluB ein Gleichgewichtszustand der Flussigkeit uberhaupt eintreten 
kann: die Teile X, Y, Z vonb mussen als partielle Ableitungen 
einer Funktion W darstellbar sein, die hier dieselbe Rolle 
spielt, wie die Arbeitsfunktion oder das Potential in der Dynamik. 
Wir 'wollen die Funktion W auch hier kurz als Potential bezeichnen. 
Die 01. (8) kann daher geschrieben werden 

dp = edW, 

und an Stelle von (9) kommt: 

I p = Po + e (W - Wo) I, (12) 

wobei die Integrationskonstante durch die Bedingung: p = Po fUr 
W = Wo festgelegt ist. 

Werden im Innern der Flussigkeit aIle Punkte miteinander ver
bunden, in denen p den gleichen Wert hat, so erhalt man die Flachen 
gleichen Druckes p = konst.: sie sind identisch mit den Niveau
flachen, worunter man die Flachen versteht, die gleichen Werten 
des Potentials W entsprechen. 

piese Flachen gleichen Druckes bilden eine Flachenschar und 
haben folgende Eigenschaften: 

1. In jedem ihrer Punkte A steht der Vektor b (X, Y, Z) zu 
jener Flache dieser Schar senkrecht, die durch A hindurchgeht. Wenn 
dx, dy, dz die Teile eines in der Flache p = konst. liegenden Linien
elemEmtes bedeutet, langs welchem daher dp = 0 zu setzen ist, so 
wird dieses Senkrechtstehen gerade durch die Beziehung ausgedruckt: 

dp = e(Xdx + Ydy + Zdz) = o ...... (13) 

2. Zwei solche Flachen konnen, sich nirgends schneiden oder 

Abb.4. 

beruhren. Da jeder einzelnen Flache 
ein bestimmter Wert der Konstanten in 
der Gl. p = konst. entspricht, so muBten 
dem Schnittpunkte beide Werte dieser 
Konstanten (oder des konstanten Poten
tials W) zugeschrieben werden, was offen
bar einen Widerspruch bedeutet. 

Wenn cp der Winkel zwischen irgend
einer von A (Abb.4) ausgehenden Fort
schreitungsrichtung AA' = ds und dem 
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Beschleunigungsvektor b ist, so kann G1. (8) auch in der Form ge
schrieben werden: 

dp 
dp = Q b ds cos qJ, und daraus folgt d8 = e b cos qJ, (14) 

d. h. die Druckanderung nach irgendeiner Richtung ds ist, wie schon 
gesagt, durch die in diese Richtung fallende Komponente b cos qJ der 
eingepragten Beschleunigung, mit () multipliziert, gegeben. 

Fiir qJ = 0, d. h. fiir die in die Normale zur Niveauflache durch 
A fallende Richtung wird diese Druckanderung am groBten; man 
nennt diese groBte Druckanderung den Druckgradienten, und 
zwar wachst der Druck stets im Sinne der Richtung von b. Die 
Ableitung der skalaren Funktion P nach irgendeiner Richtung ds 
gibt dann die nach dieser Richtung fallende Druckanderung 
dp/ds, und diese GroBe ist die in diese Richtung fallende Kompo
nente des Druckgradienten. Der Wert von p in einem Nachbar-

dp 
punkte A' von A ist sodann einfach p + d8 . t1 s, wenn A A' = t1 s 

gesetzt wird. 

o. GepreBte Fliissigkeit. Wird an irgendeiner Stelle einer Fliissig
keit durch kiinstliche Mittel (etwa durch Gewichtsbelastung eines Kol
bens, der durch eine abgedichtete Fiihrung in das Innere der Fliissig
keit hineinragt, oder durch eine Druckpumpe) ein groBerer Druck Po 
erzeugt, so verschwinden diesem gegeniiber bald die Druckunter
schiede, die zu diesem Po vermoge des Eigengewichtes der Fliissig
keit nach G1. (9) hinzukommen, und die durch das in dieser Gleichung 
auftretende Linienintegral dargestellt werden. In den "hydraulischen 
Pressen" werden Driicke von 1000 kg/cma und mehr verwendet, wo
gegen durch das Eigengewicht des Wassers erst bei 10 m Wasser
saule ein Druck von 1 kg/cm2 hervorgerufen wird. Bei geringer Hohe 
der betrachteten Fliissigkeit ist daher mit groBer Annaherung in der 
ganzen Fliissigkeit 

I p Po I, . . . . . . . . . . (15) 

d. h. in einer gepreBten Fliissigkeit herrscht an allen Stellen 
der gleiche Druck: dies ist das Gesetz von Pascal von der 
Gleichheit des Druckes in einer gepreBten Fliissigkeit. 

Aus diesem Satz folgt sofort: die Kraft, die ein in eine gepreBte 
Fliissigkeit ragender Kolben vom Querschnitt F der Fiihrung 
erleidet, ist stets durch F· Po gegeben, wie auch der in die Fliissig
keit eintauchende Kolben sonst geformt sein mag. 

Beispiel 1. Bei der hydraulischen Presse in der Anordnung nach 
Abb. 5 ist das Verhiiltnis der "Kraft" P auf den kleinen Kolben vom Durch
messer d zur "Last" Q auf dem groI3en Kolben vom Durchmesser D durch das 
VerhiHtnis der Fliichen gegeben; dieses Verhiiltnis stimmt iiberein mit dem Ver
hiiltnis der Quadrate der Durchmesser, also ist: 

QJP=D2jd2 oder Q=p.D2/d2 • 
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Wenn nun P duroh eine am Ende des Hebels wirkende Kraft K hervorgebraoht 
wird, so ist 

L~ Ka=Pb, und daher ist ~ ....... (16) 

Die Wirkungsweise der Presse ist ohne weiteres verstii.ndlioh. Beim Aufwiirts
gang des kleinen Kolbens wird das Saugventil A geoffnet und das Druokventil B 

geschlossen, beim Abwiirtsgang 

K 

Abb.5. 

wird A geschlossen und B ge
o£fnet. 

Duroh die auftretende Rei
bung an den Lederdiohtungen 
der Pumpe wird der, duroh 
diese Gleiohung gegebene Wert 
von Q um etwa 20 bis 25 v. H. 
herabgesetzt; dies wird, iihnlioh 
wie gelegentlioh auoh bei den 
neinfaohen Masohinen", duroh 
die Aussage ausgedriickt, der 
"Wirkungsgrad" der hydrau
lischen Presse betriigt 0,80 bis 
0,75. 

6. Schwere Fliissig
keit. Legt man die z-Achse 
in. die nach unten weisende 
Lotrichtung, so ist die 
schwere Fliissigkeit durch 
den Ansatz gekennzeichnet: 

x=o, 
Es ist daher nach G1. (8) 

Y=O, Z=g. 

dp = (!gdz 
und da (! g = t, so folgt: 

(17) 

Die Integrationskonstante Po ist dabei so bestimmt, daB sie den 
Druck in irgendeinem Punkte der Fliissigkeit in der Ebene z = ° 
angibt. Die Flachen gleichen Druckes (und die Niveauflachen) sind 
die wagrechten EbeneI)., zu denen auch die "freie Oberflache" - die 
"Spiegelflache" - der schweren Fliissigkeit gehOrt. Legen wir die 
x-y-Ebene in die freie Spiegelflache, so ist also p = Po fiir z = 0, 
und es entspricht dann Po dem an dieser freien Oberflache herrschen
den atmospharischen Luftdruck. 

Andererseits ist die nach G1. (17) bestimmte Hohe 

1 z p /"1 . . . (18) 

ein MaB fiir die Differenz der Driicke an ihren Enden; diese Hohe 
ist selbst die in Hohe gemessene Druckdifferenz und wird als Druck
hohe bezeichnet. 
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Die Druckdifferenz P - Po = 1 kg/ cm2 wird in verschiedenen 
Flussigkeiten durch verschiedene Hohen gemessen, die von dem Wert 
des Einheitsgewichtes ?' abhangen. Z. B. ist fur 

P - P 1 Quecksilber: ?' = 13,6 kg/dm3, und ___ 0 = -- = 73.5 cm. 
?' 0,0136 . 

p-p 1 
?' = 1 kg/dm3, und __ (l = -0 -0 = 1000 cm = 10 m. 

?' ,0 1 
Wasser: 

Luft von 15 0 e und 
1 kg/cm2 Druck: ?' = 1,188 k '3 P - Po 10000 g(m und ._- = --- = 8418 m. r 1,188 

Beispiel 2. Normalhohe der homogenen Atmosphare. Fiir den 
normalen Luftdruok vorl 760 mm Queoksilbersaule (Hg) und 0° C Temperatur 
ist manehmal noeh die Bezeiohnung ,,1 alte Atmosphare" oder ,,1 At" in Ge
braueh. Da das Einheitsgewieht der Luft unter :diesen Verhaltnissen l' = 1,293 kg!m3 
betragt, und der Druck einer ZI = 76 em hohen Queeksilbersaul6' auf 1 m" die 
GroBe hat 

PI = 0,0136.76 = 1,033 kg/em2 , 

so kann dieser normale Luftdruek dureh folgende Hohen gem essen werden: 

Queoksilber ZI = 76 em, 
1,033 , 

Wasser ~ 0001 = 1033 em = 10,3.1 m, , 
10333 

Luft (1' = 1,293 kg/m3) = T,293" '" 8000 m. 

Es miiBten also 8000 Einheitswiirfel von Luft unter den "normalen Be
dingungen" (d. i. von 0° C und 76 em Hg) aufeinander getiirmt werden, um 
den normalen Luftdruek zu erzeugen. Diese "Normalhohe der homogenen Atmo
sphare" wird den Naherungsreehnungen bei Freiballonfahrten, wenn sie sieh nur 
iiber maBige Hohen erstreeken, zugrunde gelegt. 

An der Beruhrung zweier ruhender Flussigkeiten verschiedener 
Dichte (oder einer Flussigkeit und eines Gases) hat p zu beiden Sei
ten der Grenze denselben Wert: An 
der Grenze zweier Fl ii.ssigkeiten 
ist der Druck stetig. 

Die in Gl. (17) gegebene Beziehung 
findet ihren zeichnerischen Ausdruck 
in der Drucklinie; bei einer homo
genen schweren Flussigkeit ist sie eine 
geneigte Gerade (Abb.6), deren Neigung 
gegeben ist durch 

tga= i'. (19) 

Beispiel 3. Gesehiehtete Fliissig-
k e i ten. Wenn mehrere Fliissigkeiten, die 
sieh nieht misehen, in ein GefiiB gebraeht 
werden, so lagern sie sieh naeh der GroBe 
ihrer Einheitsgewiehte i', i'u .... Die Driieke 
naeh Abb. 6 

Pl=PO"7-yh, 

(7) 

Abb. e. 

an den Trennungspiegeln sind 

und die Drueklinie 

P2 = PI + i'l hi = Po + y h + )'1 hi' usw. 
hat die in Abb. 6 gezeiehnete Gestalt. 
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Beispiel 4. Gleichgewicht von Fliissigkeiten in einem U-Rohr. 
Das oben gefundene Ergebnis, daB die Niveauflachen einer schweren Fliissig
keit wagrechte Ebenen sind, gilt auch fiir beliebig geformte, z. B. fiir U-formige 
(kommunizierende) GefaBe. 

a) Wenn die Driicke Po und Pi « Po) auf die Fliissigkeitsspiegel in den 
beiden Schenkeln verschieden sind (Abb. 7), dann rechnet sich der Hohen

unterschied h aus dem Ansatz fiir die Gleichheit des Druckes 
im tieferen Spiegel: 

Po = Pi + r h, also I h = Po ; Pi ,. . • (20) 

Diese Anordnung kommt zur Anwendung bei den sog. Fl iissig
keitsmanometern, die zur Messung von kleinen Druck
unterschieden als Mikromano meter (mit Nonius- und Lupen
ablesung) ausgebildet werden. Wenn· auch kleine Druckunter
schiede deutlich erkennbare Hohenunterschiede h ergeben 
sollen, so muB natiirlich als "Sperrfliissigkeit" eine solche mit 
kleinem r verwendet werden (Wasser, Alkohol u. dgl.). 

b) Wird der langere Schenkel verschlossen und luftleer 
gemacht, so kann Pi '" (). gesetzt werden und dann ergibt sich 

Abb.7. I h = polr I . . . . . . . . . (21) 

In dieser Form wird das Manometer auch als Barometer bezeichnet und 
dient zur Messung des augenblicklich herrschenden Luftdruckes. 

.---~ .. """"'.""'~. 

1-....... j 

c) Der Umstand, daB der Luftdruck imstande 
ist, einer WaBsersaule von etwas mehr als 10m Hohe 
das Gleichgewicht zu halten, wird auch beim Saug
he b er verwertet, der zur Forderung von Fliissigkeiten 
von einem Behalter mit hoherem zu einem mit tieferem 
Spiegel durch ein verkehrt gestelltes U-Rohr dient 
(Abb. 8). Damit der Fliissigkeitsfaden nicht abreiBt, 
muB die BetriebshOhe des Hebers h fiir Wasser jeden

Iff falls entsprechend kleiner sein als 10m. 

.. j 

IJ 

Abb.8. 

Der Heber wird neuestens auch bei Wehranlagen 
und Talsperren als Regulierorgan (Heberwehre) be
niitzt, wo seine Verwendung eine sehr wirtschaftliche 
Methode zur Festhaltung der Spiegelhohe bedeutet 
(Abb. 9). Wesentlich fiir die Anwendung des Hebers 
fUr diesen Zweck ist, daB die AusfluBofinung un ter 
dem Unterspiegel liegt, so daB dort ein "AusfluB 
unter Wasser" stattfindet (21 c)). Bei der in Abb. 9 
gezeichneten Hohenlage des Oberspiegels findet zu

nachst fnur ein DberflieBen des Wassers iiber die Unterkante u des Hebers 
statt, und fiir dieses DberflieBen ist (nach 22) nur der Hohenunterschied zwi
schen dem Oberspiegel und der Kante u maBgebend Bei weiterem Ansteigen 

····································r 

H 

Abb.9. 
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des Oberspiegels wird aber bald durch die Saugwirkung des stromenden Wassers 
der Heber ganz mit Wasser gefiillt - "der Heber springt ein". Fur die GroBe 
der AusfluBgeschwindigkeit V kommt nunmehr der ,ganze Hohenunterschied H 
zwischen Oberspiegel und Unterspiegel zur Wirkung, wodurch die angestauten 
Wassermassen bedeutend rascher abflieBen werden, als bei einem gewohnlichen 
tTberfall. 

d) Der Hohenunterschied, unter dem sich zwei Fliissigkeiten mit verschie
denen Einheitsgewichten 1'1 und 1'2 (> 1'1) einstellen, die sich nicht lnischen (Abb. 10), 
ergibt sich, wenn die Spiegeldrucke gleich sind, durch Gleichsetzung der Drucke 
am Trennungsspiegel 

1'1 hl = 1'2 h2 , also I hl/h2 =1'2~ (22) 

Po 
a) b) 

f 

r1t) 
z 

p 

Abb.l0. Abb. 11. 

Beispiel 5. Druckverteilung an einem Freiballon(Abb.11). Wenn 
die Fiilloffnung (Appendix) offen ist, so hat dort das Fullgas den gleichen 
Druck Po wie die Luft. Von diesem gemeinsamen Werte Po nimmt der Druck 
sowohl in der auBen befindlichen Luft, wie im Fullgase nach oben zu ab, und 
zwar in der Luft (wegen des groBeren Einheitsgewichtes) starker als im Full
gase. Die Drucklinien fUr Luft und Gas konnen (wegen der vorkommenden 
kleinen Hohenunterschiede) angenahert so bestimmt werden, als ob es sich urn 
Flussigkeiten handeln wurde und sind in Abb. 11 b) eingetragen; in jeder 
Hohe z ist der von innen nach auBen wirkende tTberdruck durch die Strecke P 
gegeben, und die Summe dieser tTberdrucke nach der Lotrechten gibt den (sta
tischen) Auftrieb des Ballons. Der groBte tTberdruck herrscht an der hochsten 
Stelle des Ballons, weshalb dort der wirkungsvollste Platz fur 
die Anbringung des Ballonventils ist, das einen notwendigen z 
Behelf bei Freiballonfahrten darstellt. 

Beispiel 6. Druckverteilung in einem schwer en 
Gas. Fur ein unter einheitlicher Temperatur stehendes Gas ist 
in Gl. (8) nach Gl. (6) [! = c P zu setzen. Nimmt man die z-Achse 
lotrecht nach oben, so folgt fUr X = 0, Y = 0, Z = - g: 

dp z' dp=-cpgdz, oder --=-cgdz. 
p 

Diese Gleichung gibt integriert: 

10gp=-cg'z+C. 

Sei fiir z = 0 etwa der normale Luftdruck p = Po vorgeschrieben, 
so folgt: 

p = Po e-Cgz • 

Abb.12. 

• •.• (23) 

Die Abnahme des Druckes in einem schweren Gas, das in seiner ganzen Aus
dehnung die gleiche Temperatur besitzt, erfolgt nach einem exponentiellen Ge
setz; die Drucklinie ist unter dieser Annahme eine Exponentiallinie (Abb. 12). 
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Die hier ins Unendliohe verlaufende Luftsaule wiirde also vermoge ihres Eigen
gewiohtes bei z = 0 denselben Druok ergeben wiedie "homogene Atmosphiire" 
von 8000 m Hohe in Beispiel 2. 

7. Schwere Fliissigkeiten unter dem EinfluB von zeitlich kon
stanten Beschleunigungen. Der Umstand, daB alle Erscheinungen 
der gewohnlichen Mechanik - wie hier z. B. die Verteilung des Druckes 
oderdie Gestalt der Niveaufiachen in einer Fliissigkeit - von einer 
gleichformigen Bewegung der ganzen Fliissigkeit unabhangig sein 
miissen (Relativitatsprinzip der Galilei - N ewtonschen Mechanik), 
kommt in der Hydrostatik dadurch zum Ausdruck, daB in den 
Gleichungen fiir den Druck in der Fliissigkeit nur die Beschleuni
gungen, nicht aber die Geschwindigkeiten auftreten. 

Die Gl. (7) und (8) bleiben auch unverandert in Geltung, wenn 
es sich um beschleunigt bewegte Fliissigkeiten handelt, sofern 
(gemaB dem d' Alembertschen Prinzip) den "eingepragten" Be
schleunigungen (wie z. B. der Schwere) die in umgekehrter Richtung 
angesetzten Beschleunigungen der Bewegung hinzugefiigt werden; 
solI auf diese Weise ein Gleichgewichtszustand der bewegten 
Fliissigkeit entstehen, so miissen diese hinzutretenden, von der Triig
heit der Fliissigkeitsmasse herriihrenden Beschleunigungen 1. von der 
Zeit unabhangig sein und 2. die Bedingungen (11) erfiillen. 

Von dieser Art gibt es einige praktisch vorkommende Fiille, die 
in den folgenden Beispielen behandelt sind. 

Die in der Relativitats
theorie ausgesproohene "Gleioh
heit der sohweren und tragen 
Masse" findet in Uer gleioh-

ti arligen Wirkung der von der 
t-_~o Sohwere und der von der Trag

heit herriihrenden Besohleu
nigungen eine natiirliohe Be
statigung. 

Abb.13. 

Beispiel 7. In einem 
Tankwagen, der auf wagreohter 
Bahn mit der gleiohbleibenden 
Besohleunigung bo anfahrt, ist 

jeder Stelle.A im Innern 
gewiohts: 

die gesamte Besohleunigung an 
der Fliissigkeit (Abb. 13) naoh Erreiohen des Gleioh-

b= bo+t'-; 
da die Niveauflaohen senkreoht zur Riohtung von b verlaufen, so bilden sie 
eine Sohar von parallelen Ebenen unter dem konstanten Winkel fJ mit der 
Wagreohten, der duroh die Gleiohung bestimmt ist: 

tgfJ=bo/g· 

Der Druok in irgendeinem Punkte .A ist (da b = g/oos fJ, z' = zoos fJ) gegeben 
duroh: 

p= po+e bz' = po+e~fJ'z oosfJ = Po+ rz , ••••• (24) oos 

ist also lediglioh bedingt duroh die Tiefe z von .A unter dem Spiegel, in lot
reohter Riohtung gemessen. Die Verteilung der Driioke langs der· Lotreohten 
duroh .A ist wieder eine unter IX (tg IX = r) geneigte Druoklinie. An den Stellen, 
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wo irgendeine Niveauflache die GefiiBwiinde (Seitenwand, Boden oder Deckel) 
trifR, ist der Wert des Druckes der gleiche. 

Bei der Fahrt mit gleichbleibender Verzogerung (Bremsen) verlaufen die 
Niveaufliichen in der Fahrtrichtung ansteigend. - Der Spiegelverlauf, der bei 
irgendeiner plOtzlichen oder allmiihlichen Anderung der Beschleunigung (wie 
z. B. beim Dbergange in konstante Geschwindigkeit oder aus dieser in die ver
zogerte Bewegung) auf tritt, wird natiirlich durch diese Betrachtungen, die sich 
nur auf das Gleichgewicht beziehen, n i c h t geliefert. (Wenn die Besohleunigung 
nicht lange genug andauert, so wird gegebenenfalls die Gleichgewichtslage des 
Spiegels gar nicht erreicht.) 

Beispiel 8. Fliissigkeit in gleiohfOrmiger Drehbewegung. Auf 
jedes Teilchen einer sich als Ganzes gleichformig drehenden Fliissigkeitsmenge 
ist auBer g nooh die Fliehbesohleunigung x 0)2, senkrecht zur Achse und nach 
auBen weisend, in Ansatz zu bringen. Mit Bezug auf das Achsensystem 0 x y 
in Abb. 14 ist Y = 0, man kann daher die Betrachtung auf die Form der Meri
diankurve in der x -z -Ebene beschriinken; 
es ist dann X = x 0)2, Z = - g und die 
Differentialgleichung der Meridiankurve 
der Niveaufliichen lautet: 

dpj e = Xdx+Zdz = 0 = xw2 dx-gdz 

ihr Integral ist, wenn die Integrations
konstante durch die Bedingung: x = 0 . 
z = Zo festgelegt wird: 

I x2 = ~ (z - zo) (25) 

Die Meridiankurven sind daher eine 
Sohar kongruenter Parabeln, die den 
verschiedenen Wmten von Zo entsprechen 
und durch Verschiebung einer von ihnen 
parallel zur z -Achse entstehen. Durch 
Angabe von Zo ist die einzelne Niveau
flache gekennzeichnet. Wenn insbeson-
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Abb. 14. 

dere das Paraboloid Zo den Spiegel bildet, an welchem etwa der konstante Luft
druck Po herrscht, so ist der Druck in irgendeinem Punkte A(x, z) durch die 
Gleiohung gegeben: 

P=PO+dtx2w2_g(Z-ZO)] •.•...... (26) 

Die Druckverteilung langs irgendeiner Parallelen zur z-Achse (x = konst.) ist 
daher auch hier eine unter dem Winkel a geneigte gerade Linie, wobei wieder 
tg a = e g = r ist. Man beachte, daB p nach Gl. (26) nach unten linear z u nimmt, 
und daB dabei z abnimmt. 

Wenn im Ruhezustande die Hohe der Fliissigkeit im GefiiBe h ist, so 
findet man eine Beziehung zwischen der Hohe H, bis zu welcher die Fliissigkeit 
bei der Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit 0) ansteigt, und zo durch die 
Gl. (25), die fiir deo Punkt B (x = R, z = H) so lautet: 

H - Zo = 0)2 R2j2 g; 

hierzu kommt noch die Bedingung, daB der Rauminhalt der Fliissigkeit der
selbe geblieben ist: 

1 ~W 
R2 nh = R2nzo +2 R 2 n(H -zo) oder H - Zo = 2 (h -zo) = 2g' 

Somit ergibt sich: 
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Bei diesem Beispiel handelt es sich um einen stationaren Bewegungszustand, 
iiber dessen Entstehung nichts ausgesagt wird; eine reibungsfreie Fliissigkeit in 
einem zylindrischen GefaB kann jedenfalls dadurch nicht in Bewegung kommen, 
daB das GefaB (ohne Querwande) urn die Zylinderachse in Drehung gesetzt wird. 

II. Druck auf ebene und gekriimmte Wande. 
8. Ebene Wiinde. Druckmittelpunkt. Die Kraft auf irgendeinen 

Teil der Wandflache, die eine Fliissigkeit begrenzt, wird als die Summe 
der auf die Elemente dieser Flache entfallenden Teilkrafte berechnet. 
Auf die Flacheneinheit in der Tiefe z unter dem Spiegel ist der "Vber
druck" iiber den Druck auf den Fliissigkeitspiegel (oder auf die Riick
seite der Flache) nach Gl. (17) durch P = r z gegeben, indem statt 
P - Po einfach p geschrieben wird; daher ist die Kraft, mit der die 

Fliissigkeit auf ein Element 
x von der GroBe dF (Abb. 15) 

Abb.15. 

driickt, 

dD = p.dF= rz.dF; 

da aIle diese Teilkrafte zuein
ander parallel' und gleich-
gerichtet sind und f z . d F = Zo F 
ist, wenn F die GroBe der ge
driickten Flache und Zo der Ab
stand ihres Schwerpunktes vom 
Spiegel ist, so hat der Gesamt
druck auf die Flache F die 
GroBe 

ID=rZ:Jil . . (27) 

Der Gesamtdruck auf eine ebene Flache F steht auf F senk
recht und ist gleich dem Produkte aus dem Druck im 
Schwerpunkte rzo und der GroBe von F. 

Den Schnittpunkt M der Wirkungslinie von D mit der Flache 
oder den Angriffspunkt des Druckes nennt man den Druckmittel
punkt. Seine Koordinaten $, 'Yj in bezug auf die Achsen 0, x, y, 
wobei 0 x mit der Schnittlinie der Ebene durch F mit dem Spiegel 
zusammenfallt, ergibt sich durch Verwendung des Momentensatzes: 
Fiir jede Achse des Raumes ist das Moment der Summe der Teilkriifte 
gleich der Summe der Momente. ManerhaltC'fiir die Summe der 

Momente um die y-Achse: 1 
D$ = f x·dD oder rZoF$ = r J xz.dF, 

J 
. . (28) 

und der Momente um die x-Achse: 

D'Yj = f y.dD oder rZoF'Yj = r J yz.dF. 

In diesen Gleichungen fiihren wir statt Zo und z die GraBen Yo und y ein 
durch Zo = Yo sin IX, z = y sin IX, wenn IX den Neigungswinkel von F 
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gegen den Spiegel bedeutet. Weiter fiihren wir die Bezeichnung ein: 
J x y d F = D x y: d. i. das (geometrische) Deviationsmoment von F in 
bezug auf das Achsenpaar Oxy, und J y2 dF = Fkx2 = F(Yo2 + k0 2) 

das (geometrische) Tragheitsmoment von F in bezug auf die x-Achse, 
wobei mit k", bzw. ko die Tragheitshalbmesser von F in bezug auf die 
x-Achse, bzw. auf eine hiezu parallele Achse durch 8, bezeichnet 
werden. Damit ergeben sich die GIeichungen: 

. . . . . (29) 

Der Druckmittelpunkt M liegt daher stets tiefer als 8; aber die 
lotrechte Entfernung von 8 und Mist urn so geringer, je groBer Yo' 
d. h. je tiefer die Flache F unter dem Spiegel liegt. 

Fiir Flachen, die eine in einer lotrechten Ebene liegende Sym
metrieachse haben, ist, wenn man die y-Achse mit dieser Symmetrie
achse zusammenfallen laBt: D x y = 0; dann ist auch ~ = 0, d. h. fiir 
symmetrische Flachen in der angegebenen Lage fallt der Druckmittel~ 
punkt in die Symmetrale und seine Lage ist durch die zweite der 
GIn. (29) allein bestimmt. 

Aus diesen GIeichungen ersieht man, daB die Lage von M in der 
Ebene von F unabhangig von a ist; dreht man also die Flache urn die 
Schnittlinie 0 x mit dem Spiegel, so behalt M seine Lage bei. Wir konnen 
uns daher in einigen der fol
genden Beispiele darauf be
schrank en, die betrachteten 
Flachen lotrecht anzuneh
men. Fiir symmetrische Fla
chen stimmt M-iibrigens mit 
dem "Schwingungsmittel
punkt" (s. Technische Mecha
nik S. 209) iiberein. 

Den Druck auf lotrechte 
Wande bezeichnet man auch Mil 
als Seitendruck, den auf 
wagrechte alsBodendruck. 

Ferner bezeichnet man Abb. 16. 
(wie auch bei gekriimmten 
Wanden in 10) die wagrechte Komponente von D als Horizontal
druck H, die lotreclite als Vertikaldruck V (Abb. 16). Es ist nun 
gerade eine Eigenschaft des Druckmittelpunktes M ebener Flachen, daB 
durch ihn auch die Wirkungslinien von H und V selbst gehen, d. h. die 
Zerlegung von D, die die Krafte H und V auch der Lage nach 
liefern solI, ist gerade an M selbst durchzufiihren. Dieser Sachverhalt 
(man vgl. hierzu das in 9 Gesagte) kann auch so ausgedriickt werden: 
H ist der Druck auf die Projektion F" von F auf eine lot
rechte Ebene und V ist das Gewicht des lotrecht iiber F 

Poschl, Hydraulik. 2 
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bis zum Spiegel reichenden Fliissigkeitskorpers vom Raum
inhalte ~ 

. . . . . . . (30) 

DiesEl Regel gilt auch fUr die in Abb. 17 a) bis f) dargestellten 
FaIle; insbesondere geht die Wirkungslinie von V durch den Schwer-

a) b) c) d) e) f) 

fir :rl .; 7IJ: 1:-K-! -: ~.~ - -... F'llrW--:--
If ; ~: :: . ~~; ~: 
i ; It., .' (/,..:: 

/ ... .J."'"'-_n' 

F F F F V L..' ~;;----' 
Abb.17. 

punkt .2 des iiber F bis zum Spiegol reichenden Fliissigkeitskorpers ~, 
und zwar gleichgiiltig, ob dieses ~ tatsachlich als Fliissigkeit vor
handen ist oder nicht (hydrostatisches Paradoxon). 

Die Lage von H ist (Abb. 16) durch den Druckmittelpunkt M" 
von F" gegeben und M" ist nichts anderes als die Projektion von 
M auf die lotrechte Ebene; andererseits ist der Angriff8punkt von V 
der Schwerpunkt .2 von ~: 

.. t 

In Abb.16 i8t auch die zeichneri8che Ermittlung von M bei ge
gebenem Yo und krr; angegeben: 

o man errichte in 8 ein Lot 8 N auf 
Fund mache ON=k"" NM~ ON, 

cr.'... ..... _._ dann i8t : k", 2 = Yo • 0 M, a180 
OM = 'fJ und M i8t der ge8uchte 
Druckmittelpunkt. 

D 

Abb.18. 

9. Beispiele. Beispiel 9. Fiir 
ein Rechteck von der Breite b und 
der Hohe k in einer lotrechten Ebene 
(Abb. 18), dessen Schwerpunkt in der 
Tiefe Zo unter dem Spiegel liegt, geben 
die GIn. (27) und (29), da k02 = },,2/12 und 
Zo = Yo: 

k2 

17=Yo+WYo' •••••• (31) 

Fiir das Rechteck kann M unmittelbar auf folgende Art gefunden werden: 
Triigt man in jeder Tiefe z den dort herrschenden Druck in wagrechter Richt~ng 
auf, so erhiilt man als "Belastungsfiache" das Trapez ABCE, dessen Seite EC 
gegen A Bunter IX geneigt ist, wo bei tg IX := r. Fiir das Rechteck ist die GroBe der 
Trapezfiaohe AB C E unmittelbar ein MaB fiir den Gesamtdruok D, und dessen Lage 
ist duroh den Sohwerpunkt Ii dieser Belastungsfiaohe gegeben,. Fiir die Ermittlung 
dieses Sohwerpunktes ist die GroBe von ct ganz wiIlkiirlich. Die ErmittIung von 
II geaohieht duroh irgendeine der bekannten Sohwerpunktakonstruktionen -des 
Trapezes (s. Teohn. Meohanik S. 74 u. 75). Ala sehr bequem erweist sioh auoh die 
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folgende: Man teile AB in drei gleiche Teile und verbinde die Teilpunkte i, j 
mit E und C in der in der Abb. 18 angegebenen Weise; der Sohnitt T dieser 
Verbindung ist sodann ein Punkt von D. - Wenn das Reohteok bis zum 
Spiegel reicht, so liegt M im tieferen Drittelpunkt der Hohe. 

Die hier gegebene Konstruktion von Mist ohne Anderung auch fiir Recht
ecke in beliebig geneigten Ebenen anwendbar . 

.. .. ----l 

r 
~ 

j h~Iz,-h/. 
( (, ~ . . 

~, 1D ; 1 
i ~ ~z ! 

! ~ ~: ! ~ ~ 
:r. 

Abb. 19. Abb. 20. 

Beispiel 10: Der Druck D auf die Trennungswand (Lange I) zweier 
Fliissigkeiten, Abb. 19, ist die Summe der von den Fliissigkeiten links und reohts 
hervorgerufenen Krafte. Es ist 

Ferner ist C1 = t hi' C2 = t hg und der Momentensatz fiir einen im oberen Spiegel 
liegenden Punk1 gibt: 

. 2 h 9 

DC = D1 C1 ..... Dg (h + '2)' und daraus , ="3 h1 - 3 (hi ~ h
2

) • 

Beispiel 11. Der Druck D auf ein Stiick der Wand, das beiderseits von 
Fliissigkeit benetzt ist, wie etwa auf die in Abb. 20 dargestellte Schiitze von 
der GroBe F, ergibt sich in der Form: 

Dg=rF(zo-h), 

ist also nur abhiingig vom Hohenunterschied der beiden Flussigkeitsspiegel. Der 
Momentensatz Hefert hier die GIeiohung: 

D, = D1 C1 - Dg (h + C2 ) 

und da 

'1 = Zo + ko·'zo, 

so folgt duroh Einsetzen 

'=2:0 • 

Die Belastungsflii.ohe fiir F hat (bei gleiohen EinheitBgewiohten der Fliissigkeiten 
zu beiden Seiten der Sohiitze) die Form eines Parallelogramms, daher geht die 
Summe der Belastungen durch den Sohwerpunkt S der Fliiche F. 

Beispiel 12. Sohleusentor. Um den Druck auf die Lager A und B 
eines Sohleusentors naoh Abb. 21 zu bestimmen, werden zunaohst die gesamten 
Wasserdriioke auf jeden Spiegel ala Differenz der Wasserdriioke zu beiden Seiten 
der Fliigel ermittelt; diese Driioke Dl und Dg bilden die Belas1 ung des (im ge
sohlossenen Zustande) als Dreigelenk wirkenden Schleusentors, fur das die 
Gelenkdriioke A, B, C nach den bekannten Methoden (s. Teohn. Meohanik, S. 47, 48) 
gefunden werden konnen. Wenn die Anordnung wie in Abb. 21 a) symmetrisoh 
ist, so kann der Gelenkdruok C nur die Richtung A B haben, hiernaoh sind die 

2* 
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Driicke A und B mittels eines Kraftplanes Abb. 21 b), unmittelbar anzugeben. 
Die senkrecht auf die Kanalwande ausgeiibten Krafte sind die Teilkrafte K, K 
von A und B. Wenn die Lagerung bei A und B in je zwei Zapfen erfolgt, so 
ergeben sich die wagrechten Teilkriifte auf diese beiden Zapfen nach Festlegung 
der Tiefenlage von Dl und D2 , also der betreffenden Druckmittelpunkte. 

--K 

Abb. 21. 

Beispiel 13. SolI die Unterteilung einer Schleu\e durch Spann
riegel so erfolgen, daB auf jeden Spannriegel der gleiche Wasserdruck entfalIt, 
so daB fiir aIle mithin dasselbe Tragerprofil genommen werden kann, so ist zur 
Ermittlung der Lagen dieser Spannriegel das ,in Abb. 22 angegebene Verfahren 
einzuschlagen. FUr den Teil der Schleuse zwischen Ober- und Unterspiegel 
ist der gesamte Fliissigkeitsdruck auf einen (bis zum Oberspiegel reichenden) 
Streifen von der Hohe z, wenn 1 die Lange der Schleuse ist, nach Gl. (27): 

D =" F.zo =" 1 z.z/2 = t" 1 Z2. 

~ ........ ~ .......... Dz·"""""··""·":··..j 
Abb.22. 

Zwischen Ober- und Unterspiegel ist also der Gesamtdruck in jeder Tiefe 
durch eine Parabel gegeben. Fiir die bis zum Unterwasserspiegel reichende 
Flache ist der Gesamtdruck D(z=h) = t 'Y 1 k2 = Do. Vom Unterspiegel abwarts 
ist der Einheitsdruck an jeder Stelle ". k, daher der Gesamtdruck Dl auf eine 
Fliiche von der Tiefe Zl' vom Unterspiegel gerechnet: 

Dl = rIz1· k . 
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Der Gesamtdruck auf das Flachenstiick (11, + Zl) l ist daher duroh Do + Dl gegeben; 
.tliese Linie beriihrt die zuerst erhaltene Parabel im Punkte Z = 11" denn es ist 

(dD) _rlh_dDl 
dz z=h- - dz1 • 

Soil daher die Sohleuse· in gleiohbelastete n Felder geteilt werden, so teile man den 
an der Sohle erhaltenen Gesamtdruck Dg in n gleiche Teile (in Abb. 22 sind 6 Teile 
angenommen) und lote die Teilungspunkte an die Druoklinie hinauf; die Bohen
untersohiede zwischen den Sohnittpunkten 1, 2, ... geben die gesuohten Tail
fiaohen, in daren Druokmittelpunkten M, , H2 , ..• die Spannriegel einzusetzen sind. 
Fiir die Felder die zur Ganze unter dem Unterrpiegel liegen, fallt der Druck
mittelpunkt nach Beispiel 11 in den Mittelpunkt. 
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Beispiel 14. Staumauer. Die in Beispiel 9 fUr den Druokmittelpunkt eines 
Reohteckes angegebene Konstruktion kommt bei der Ermittlung der auBe;ren Krafte 
oder der Belastungen auf eine Staumauer zur Anwendung, die eine Vorarbeit fiir 
die Ermittlung der Abmessungen der Staumauer ist. Wenn die Staumauer auf der 
Wasserseite schwach gekriimmt ist (Abb. 23), so kann die ganze benetzte Flaohe 
in sohmale reohteckige Streifen zerlegt und der Wasserdruck auf jeden Streifen so 
bestimmt werden, wie es in Beispiel 9 gezeigt wurde. Die Bestimmung der einzelnen 
Druokmittelpunkte HI' H., usw. erfolgt am einfaohsten duroh Ausfiihrung der 
dort angegebenen Konstruktion an den Projektionen der einzelnen Streifen auf 
eine lotrechte Ebene. Zu den Wasserdriicken D., Dg , usw. auf die einzelnen 
Streifen treten sodano die Eigengewichte Gl , Gg , Ga ••• der entspreohenden 
Mauerkorper. Man erhalt G~ + If.. = K1, K~ + Gg = R-;, Jig + 1)2 = K;, usw. in 
der aus dem Kraftplan (Abb.22b) ersiohtlichen Weise. Der ausEI' 1l;, Kg, R;. 



22 Statik der Fliissigkeiten. 

usw. bestehende Streokenzug gibt die Wirkungslinien der vorher genannten Teil
summen G1 + 151 Xl + Gg usw. an und kann auoh als Seileok ffir den Punkt 0 
als Pol erhalten werden (Mittelkraftlinie). 

Wegen der Durohlassigkeit des Erdbodens werden an der wagreohten Sohle 
dar Mauer lotreoht naoh oben geriohtete nAuftriebskrafte-" auftreten, die ffir 
die Bausioherheit der Mauer von wesentlioher Bedeutung sind. Ihre Verteilung 
langs der Mauersohle wird meist geril.dlinig, die Form der nBelastungsfiaohe 
ffir den Auftrieb" also trapezformig angenommen, und zwar von einem Werte 
P = 'I H an dar inneren, bis etwa zum Werte 1/2 'I H an der au/3eren Kante der 
Sohle. Die Form dieser Belastungsfiaohe und insbesondere der Wert des Druokes 
an der au/3eren Sohlenkante hangt in erster Linie von der geologisohen Be
sohaffenheit des Baugrundes abo 

Beispiel 15. Kreis vom Halbmesser , und der Tiefe :1:0 des Mittel
punktes unter dem Spiegel; der Druokmittelpunkt M liegt in der lotreohten 
Symmetralen, und da k~ = ,9/4, so folgt 

7J = Yo + k091Yo = Yo + r9/4 Yo • • • •• • (32) 

Beispiel 16. Dreieok. a)Der 
Druokmittelpunkt M eines beliebig 

3! in der Fliissigkeit liegenden Drei
....L..---;---r->.;-r.--+----~= eoks ABO (Abb. 24) ergibt sioh 

A am einfaohsten duroh Verwertung 
der folgenden Bemerkung: Setzt 
man drei Punkte von der "Masse" 
F/3 in die Mitten der 3 Dreieok
seiten, so haben diese 3 Punkte 
nioht nur den gleiohen Sohwer
punkt S wie das gegebene Dreieok, 

B sondern sie ergeben auoh in bezug 
auf jede Aohee der Ebene das 
gleiohe (geometrisohe) TragheitB-

c. moment und in bezug auf jedes 
Paar von reohtwinkeligen Aohsen 

Abb. 24. das gleiohe (geometrisohe) Devia
tionsmoment wie das gegebene 
Dreieok. 

Sind daher 11,1' 11,2' 11,3 . die Tiefen der Seitenmitten unter dem Spiegel, so ist 

:1:0 = (11,1 + 11,9 + 11,3)/3 ; 

wenn ferner ll' l2' 13 die Abstande der Seitenmitten von der Lotreohten duroh S 
sind, so konnen auf Grund dar obigen Bemerlmng und der GIn. (29) die fol

genden Gleiohungen (fir die Koordinaten ;, C von M 
B A unmittelbar angesohrleben werden: 

Abb.25. 

~ = hlll + hgl2 + hala 
11,1+11,2+11,3 

Die zeioherisohe Ermittlung von ; und C kann 
auoh naoh den aus der Lehre von den Tragheits
momenten bekannten Methoden erfolgen. 

b) Wenn das gegebene Dreieok wie in Abb. 25 
eine wagreohte, im Spiegel liegende Grundlinie, und 
eine lotreohte Seite hat, so kann der Druokmlttel
punkt M auoh direkt angegeben werden. Die Sohwer-
linie naoh der Mitte der Grundlinie AB liefert offenbar 

einen geometrisohen Ort fur diesen und die Verbindungslinie AN, wobei der 
Punkt N duroh BN = 211,13 bestimmt ist, einen zweiten, wie sioh dui:oh Zer
legung des Dreieoks in lotreohte Teilfiaohen ergibt. Der Sohnitt dieser beiden 
Linien ist der gesuohte Druokmittelpunkt des Dreieoks, M. 
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0) Diese Betraohtung ermoglioht auoh die direkte Auffindung des Druok
mittelpunktes fiir die in Abb. 26 gegebene Lage des Dreieoks. Der Druok
mittelpunkt des Reohteoks ABOD ist M I , der des oberen Dreieoks ABO, M2 , 

wird, wie eben erklart, gefunden. Fiir den Druokmittelpunkt des unteren Drei
eoks AB 0 ist die Verbindungslinie von B mit der Mitte der Gegenseite ein 
geometrisoher Ort, der duroh die Linie Ms Ml im 
gesuohten Druokmittelpunkte M gesohnitten wird. 

Wenn as sioh darum handelt, den Druok 
auf ebene Flaohen von verwiokelterer Form zu 
bestimmen, so werden diese Flii.ohen in solohe 
Teilflaohen (sohmale Reohteoke, Dreieoke usw.) 
zerlegt, deren Teildriioke naoh GroBe und Lage 
leicht bestimmbar sind; die Zusammensetzung 
dieser Teildriicke naoh den aus der Statik be
kannten Methoden Hefert den Gesamtdruok auf 
die gegebene Flaohe der GroBe und Lage nacho 

10. Gekriimmte Wande. In ahnlicher 
Weise wie bei ebenen Flachen wird unter 
dem "Fliissigkeitsdruck auf ein gekriimmtes 

o 

8 
Abb.26. 

Flachenstiick" die Summe der Teildriicke auf deren einzelne Flachen
elemente verstanden. Diese Summe fiihrt bei ebenen Flachen auf 
eine Einzelkraft, bei gekriimmten jedoch im allgemeinen aUf eine 
Dyname, die als Druckdyname bezeichnet wird; man erkennt 
dies schon durch Betrachtung der Driicke a.uf zwei unsymmetrische, 
ebene und zueinander irgendwie geneigte Flachenstiicke. Diese Dy
name kann nach den Methoden der Statik (s. Techn. Mechanik, 
Erster Teil, IV) allgemein durch "Reduktion" der Teildriicke auf die 
einzelnen Flachenelemente nach irgendeinem Punkt 0 des Raumes 
erhalten werden. In besonderen Fallen reduziert sich diese Dyname 
auf eine Einzelkraft; z. B. dann, wenn das Flachenstiick ein Zylinder 
mit wagrechter Achse ist, wenn es sich also um ein ebenes Problem 
handelt (s. Beispiel 17), oder auch fiir ein beliebiges Stiick einer 
Kugelflache. 

Fiir die Bestimmung des Druckes macht es grundsatzlich keinen 
Unterschied, ob das Flachenstiick offen, also mit einem Rand be
haftet und als Stiick einer Wand anzusehen oder geschlossen ist, 
und dann die Begrenzung eines in die Fliissigkeit eingetauchten 
Korpers bildet. 1m ersteren FaIle kann auch eine in der Spiegelflache 
liegende, geschlossene Kurve den Rand des Flachenstiickes bilden. 

Die Festlegung dieser Druckdyname geschieht am einfachsten 
durch Angabe von GroBe und Lage der Teildriicke nach den drei 
Achsen eines Cartesischen Koordinatensystems, dessen z-Achse lotrecht 
gerichtet ist, und der Momente um diese Achsen. Die Summe der Teil
driicke nach der x- und y-Richtung bezeichnet man als Horizontal
driicke nach diesen Richtungen, die nach der z-Richtung als Vertikal
druck. Fiir den Sonderfall des ebenen Problems ist naturgemaB die 
Angabe eines Horizontaldruckes und des Vertikaldruckes ausreichend. 

a) Fiir den Horizontaldruck in der x-Richtung auf ein Flachen· 
element dF ergibt sich nach den Bezeichnungen der Abb. 27 und mit 
dF cosq; = dF": 

dH = dD·cos ({i = yzedF. cos ({i = yz.dF", 
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wenn mit dF" die Projektion des Flachenelementes auf eine lotrechte 
Ebene senkrecht zu 0 x bezeichnet wird; somit ist: 

IH=rzoF"1 .... . . . . . (34) 

Die Tiefenlage von Hunter dem Spiegel ergibt sich durch Beniitzung 
des Momentensatzes fiir irgendeinen im Spiegel gelegenen Punkt 0 

als Pol in der Form: 

T······ 

.Y.. ........ . 

8 ' c = Zo + - , .. (35) 
Zo 

wobei k", den Tragheitshalbmesser 
von F" in Bezug auf die Schnitt
linie· mit dem Spiegel bedeutet. 

Der Horizontaldruck H in 
der x-Richtung auf das gege
bene krumme Flachenstiick F 
stimmt daher iiberein mit dem 
Seitendruck auf die Projek
tion F" von F auf eine zu x 
senkrechte Ebene. 

Abb.27. Fiir geschlossene Flachen und 
fiir solche, die durch eine im Spiegel 

liegende geschlossene Randlinie begrenzt sind, ist daher stets H = O. 

b) Der Vertikaldruck auf das Flachenelement dF ist gegeben 
durch 

d V = dD· sin a = 'Yz, dF· sin a = rz.dF' = 'Y.d))3, 

wenn mit dF' = dF· sin a die wagrechte Projektion von dF und 
mit d))3 = z· d F' der lotrecht iiber d F bis zum Spiegel reichende 
Raum bezeichnet wird, der (bis auf unendlich kleine GroBen zweiter 
Ordnung) durch den Zylinderinhalt z·dF' bestimmt ist. Der Vertikal
druck V auf F hat daher die GroBe 

I V:=r))3l, •.•..•... (36) 

wenn mit ))3 der ganze iiber F bis zum Spiegel reichende Rauminhalt 
bezeichnet wird. Der Angriffspunkt L: von V ergibt sich wieder mit 
Hilfe des Momentensatzes fUr den beliebigen Punkt 0: 

V.~=Jx.dV, 

oder (da V = r))3, dV = r·d ))3): 

))3.~ = J x·d))3. 

Der Vertikaldruck ist daher durch das Gewicht r))3 
des iiber Fbis zum Spiegel reichenden Fliissigkeitskorpers ))3 
und sein Angriffspunkt ist durch den Schwerpunkt L: von ))3 
gegeben. 
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Dies gilt auch, wenn die Fl1iche F wie in Abb. 28 die Grenze 
eines durch eine Fliissigkeit in einem "Standrohr" belasteten Fliissig
keitskorpers bildet; dann wirkt V nach oben, greift aber auch im 
Schwerpunkte ~ des Korpers )8 an, der hier freilich als Fliissigkeits
korper tatsachlich nicht vorhanden ist. (Der Schnitt von V und H 
liegt bei einer gekriimmten Flache nicht auf dieser.) 

Wendet man dieses Ergebnis auf die 
Begrenzung eines in eine Fliissigkeit hinein
ragenden Korpers an, der entweder voll
standig von Fliissigkeit umgeben ist, oder 
bis zu einer Wand reicht, oder auch iiber 
den Spiegel hinausragt, so ergibt sich 
unmittelbar, daB der Vertikaldruck der 
Fliissigkeit auf einen solchen Korper stets 
nach aufwarts gerichtet und gleich 
dem Gewichte einer Fliissigkeits
menge ist, deren Rauminhalt dem 
Rauminhalte des eingetauchten Kor
pers gleich ist. 

Abb.28. 

Dieses Ergebnis wird als das Archimedische Prinzip be
zeichnet und kann auch so ausgesprochen werden: jeder in eine 
Fliissigkeit eingetauchte Korper erfahrt durch die Fliissig
keitsdriicke einen (statischen) 
"Auftrieb ", der der GroBe und 
Lage nach durch das Gewicht 
und durch den Schwerpunkt 
der "verdrangten Fliissigkeits
menge" gegeben ist; .)8 nennt 
man kurz die "Verdrangung" (De
placement). 

Uber die Anwendung dieses 
Satzes auf schwimmende Korper s. 11. 

Beispiel 17. Der wagrechte Halb
zylinder von der Lange 1, der naeh 
4bb. 29 ein Stuck der Wand bildet, er
fahrt durch die Flussigkeit den Horizon
taldruck 

Abb.29. 

(2r)2 r" 
H = l' . 2 rl· Zo in der Tiefe i; = Zo + -12 Zo = Zo + 3 z~ 

und den Vertikaldruek V (Auftrieb) dureh den Punkt S: 

r 2 ?t 4 r 
V = r'- 2 -·Z, wobei ~ = 3--:;;;· 

Die Teildrueke auf die einzelnen Flachenelemente laufen aIle durch den Mittel
punkt a des Basiskreises hindurch, daher ist auch die Summe eine Einzelkraft D 
durch O. In der Tat gibt der Momentsatz fUr a identisch: 

r" 4r 
H·(i;-zo)=F.~, oder H·-- V·--3 Zo - 3,,; 

Beispiel 18. Ein Schwimmer diene zum selbstandigen OfInen oder 
SohlieBen einer Klappe oder eine~ Ventils, sobald der Spiegel uber eine ge· 
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wisse Hohe ansteigt. In Abb. 30 moge G das Gewioht des Sohwimmers, ein
sohlie.Blioh des Stiibohens lund der Bodenklappe sein, F die Basisfliiche des 
zylindrisch gedachten Schwimmers und f die Fliiche der an ihren Riindern 
dioht anliegenden Bodenklappe sein. Die Hohe z, bei der das Offnen der 
Klappe gerade eintritt, ist durch die Gleichung gegeben: 

oder 
Gewicht G + Bodendruck auf f = Auftrieb, 

G+rfz=rF(z-l), 

Z 
l 

..; fo.! 
l.u lii J ~ 

Abb.30. 

8 

und daraus 

Abb.32. 

Dabei ist der Auftrieb des Stiibchens l als verschwindend klein vernachliissigt 
worden. 

Die technisch wichtigste Anwendung solcher Schwimmer findet man bei 
de n "V ergasern" der Benzinmotore; sie be sorgen dort (durch Zwischenschaltung 
eines He bels) die Schlie.Bung eines Ventils nach Erreichung einer bestimmten 
Spiegelliohe. 

Beispiel 19. Kugel in einer Bodenoffnung eines Gefii.Bes. Man 
ermittle die Kraft, die zum Anheben dieser Kugel vom Eigengewicht G not-
wendig ist (Abb. 31). . 

Wenn der eingetauchte Korper wie hier nicht vollstiindig von Fliissig
keit umgeben ist, oder am Boden eines Gefii.Bes - ohne Zwischenschaltung 
einer Fliissigkeitschicht - dicht aufruht, dann ist von dem nach der obigen • 
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Regel bereohneten Auftrieb der Druok auf die niohtgedriiokte Bodenflii.ohe in 
Abzug zu bringen. 

Damit ist vollkommen gleiohwertig, wenn man fiir die in Abb. 31 einge
tragenen Al,>messungen die folgende Summe bildet: 
G+ Vertikaldr. auf die Halbkugel ABC - Vertikaldr. auf die KugelzoneCDEA 

[ 2 7 r 2 ] [2 7 r 11 no r3 3 r2 no J =G+y r no· 2 - 3r3 no -y r ,7T·2"+24--4-·4r 

Zum Anheben der Kugel ist die Anbringung einer Kraft von dieser GroBe, 
lotreoht naoh oben geriohtet, notwendig. 

Beispiel 20. Der Druok auf die Kaimauer naoh Abb. 32, die die Ge
stalt eines Viertelkegelstutzes hat, wird in folgender Weise ermittelt: Die 
Horizontaldriioke B.., und By auf die Projektionen der Mantelflii.ohe des Kegel
stutzes auf die lotreohten Ebenen yOz und xOz sind offenbar einander gleioh. 
Diese Projektionen sind Trapeze, deren Druokmittelpunkte M duroh Zerlegung 
in je ein Reohteok und ein Dreieok ermittelt werden; die Druokmittelpunkte Ml 
und Mg dieser Teilflii.ohen sind naoh den friiher (Beispiel 16) gegebenen Ver
fahren leioht angebbar, die Verbindungslinie von Ml und Mg ist daher ein geo
metrisoher art ffir den Druokmittelpunkt M des Trapezes. Ein zweiter geo
metrisoher art ist offenbar die Verbindungslinie der Mitten der parallelen Seiten 
des Trapezes; ihr Sohnitt ist der gesuohte Druokmittelpunkt M. 

Der Vertikaldruok V ist duroh die GroBe des iiber dem Viertelkegelmantel 
bis zum Spiegel reiohenden Fliissigkeitskorpers lE und sein art duroh den Sohwer
punkt I von lE gegeben. 

Denkt man sioh den Kegelstutz duroh ErzeugeIide duroh die Kegelspitze T 
in lauter sohmale Teiltrapeze zerlegt, so liegt der Druokmittelpunkt jedes solohen 
Teiltrapezes in derselben Hohe wie der oben bestimmte Druokmittelpunkt M, 
und der Druok darauf steht auf der betreffenden Teilflii.ohe senkreoht. Die 
Driioke auf diese Teilflaohen bilden daher einen Orthogonalkegel zu dem urspriing
liohen, dessen Spitze C seL Die Vertikaldriicke auf diese Teiltrapeze sind alle 
gleich groB und erfiillen gleiohformig einen Viertelzylinder, dessen GrundriB ein 
Viertelkreis mit dem Halbmesser OF' ist. Der Sohwerpunkt dieses Viertelkreises N' 
ist der Angriffspunkt der Summe dieser Vertikaldriioke. Der Schnitt N" der Lot
rechten duroh N' mit der Wagrechten durch M" gibt einen Punkt des Aufrisses D" 
von D, und mit C verbunden die Lage von D" selbst. 

III. Schwimmen der Korper. 
11. Gleichgewicht schwimmender Korper, Tanchtiefe. Der in 

10. gegebene "Satz vom Auftrieb" zeigt, daB jeder in eine Fliissigkeit 
eingetauchte Korper infolge der auf ihn wirkenden Fliissigkeitsdriicke 
"scheinbar" so viel von seinem Gewichte verliert, als das Gewicht d~ 
durch ihn "verdrangten" Fliissigkeit ausmacht. Wenn daher G das 
Gewicht des Korpers und }8 der von ihm verdrangte Rauminhalt ist, 
so ist der Auftrieb A = r}8 und das nach Abzug des Auftriebes ver
bleibende "scheinbare Gewicht" ist: 

I G' = G - A = G - r }81 (37) 

Beispie121. Verfahren zur Bestimmung des Einheitsgewiohtes 
eines Korpers. Sei Yl das Einheitsgewioht eines Korpers, also G=y1lE, so 



28 Statik der Fliissigkeiten. 

wird das scheinbare Gewicht durch das Eintauchen in cine Fliissigkeit vom Ein
heitsgewichte 1': 

G'=G-ym=G(l-L) , 
1'1 

daraus folgt 
G 

Durch unmittelbare Bestimmung von G und G' mittels einer Wage kann 
daher das Eiriheitsgewicht eines· Korpers erhalten werden, vorausgesetzt, daB 
1'1 > I' ist. Bei feinen Wagungen muB gemaB. dieser Formel auch der Auftrieb 
des Korpers und der Gewichtstiicke in der Luft ill Rechnung gezogen werden. 

Wenn der Auftrieb A = r)8, den der Korper in der Fliissigkeit 
erfiihrt, seinem Gewichte G gerade gleich wird, so verschwindet das 
scheinbare Gewicht G' und der Korper schwimmt im Wasser. Wenn 
dabei der Korper keinen weiteren Bedingungen unterworfen ist, so 
nennt man das Schwimmen ein freies. 

Die Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines schwim
menden Korpers sind daher: 1. das Eigengewicht G des Kor
pers muB gleich sein dem Auftrieb der Fliissigkeit: 

(38) 

2. der Schwerpunkt S des Korpers muB in derselben Lot
rechten liegen wie der Schwerpunkt ~ der Verdrangung, 
und zwar liegt in den meisten Fallen S lotrecht iiber ~. 

Die Verbindungslinie von S und ~ nennt man eine Schwimm
achse des Korpers; fiir jeden Korper gibt es im allgemeinen mehrere 
solcher Schwimmachsen, deren Aufsuchung die Erfiillung der eben 
genannten Bedingungen verlangt. Bei homogenen symmetrischen Kor
pern ist durch jede Symmetrieachse von vornherein je eine Schwimm
achse des Korpers gegeben. Die Entfernung des tiefsten Punktes des 
Korpers in der Schwimmlage vom Spiegel bezeichnet man als seine 
Tauchtiefe T. Die Ebene, in der der Fliissigkeitsspiegel den Korper 
in einer Schwimmlage schneidet, nennt man eine Schwimmebene 
des Korpers. Die durch die Form des schwimmenden Korpers iiber 
der Schwimmebene noch mogliche Vermehrung der Verdrangung nennt 
man die Reserveschwimmkraft in der betrefi'enden Schwimmlage. 

Beispiel 22. Jeder Schwimmlage eines homogenen Korpers vomEinheits
gewicht 1', entspricht einer Schwimmlage desselben Korpers in umgekehrter Stellung 
mit derselbenSchwimmachse und Schwimmebene, aber dem Einheitsgewichte I' - 1',. 

Sei nach Abb. 33 S der Schwerpunkt des Korpers, Z und Z' die Mittel
punkie der verdrangten Fliissigkeit und des Restkorpers, m und m' die Raum
inhalte, dann ist fiir Gleichgewicht (G = A) 

daraus folgt unmittelbar 

und weiter 

(~+~') 1', = m·y, 

~' 1'1 = ~ (1' - 1'1) 

m' y = (m + m') (1' - 1'1) , 

Es kommt also auf dasselbe hinaus, ob man das Schwimmen eines Korpers 
vom Rauminhalte ~ + is' mit der Verdrangung is und dem Einheitsgewichte 1', 
oder das Schwimmen des umgekehrten Korpers mit der Verdrangung m' und 
dem Einheitsgewicht l' - 1'1 betrachtet. 
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Beispiel 23. Homogene zylindrische Walze vom Halbmesser r und 
der Lange 1. Die Bedingung 0= A gibt, wenn 1'1 das Einheitsgewicht der Walze 
ist (Abb. 34): 

Die Lage der Schwimmebene ist daher durch rp und dieses durch die Gleiohung 
bestimmt: 

Abb.33. Abb.34. 

und die Tauohtiefe T ist sodann 

T=r(l-cos<p). 

Beispiel 24. Fiir ein homogenes reohtwinkeliges Vierflach von 
quadratisoher Grundflaohe mit der Seite a :und der Kantenliinge 1 sind bei wag
rechter Lage von 1 zwei symmetrisohe Sohwimmlagen so fort angebbar. Fur die 
erete, Abb. 3580, iet die Tauohtiefe gegeben duroh (0 = A): 

a21i'1 = aT ll" T = a i'1/i' , (fUr i'1 < I' iet T < a). 

a) b) 

m) 
a is ............. :::.::.~:1t: .... 

t 
...... t. 

Abb.35. 

Fur die zweite (Abb. 35 b) ist: 

at 1 i'1 = T~ 1 I' , 

···T·· 
fYi 

........ .t 

und zwar iet im zweiten Falle fur ~ < ~ , T < ; ")2, d. h. der Spiegel liegt 

unter S und fiir~<~<2 ist ;V"2 <T<av2, d. h. der Spiegelliegt uber S. 

Fiir welohe Werte des Einheitsgewichtes 1'1 gibt es auJ3er diesen eymme
trisohen, die unmittelbar angebbar sind, nooh unsymmetrisohe Sohwimmlagen? 
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Beispiel 25. Schwimmen mit Nebenbedingungen. Wenn der in 
Wasser schwimmende KOrper teilweise unterstiitzt ist, so sind (naoh dem aus 
der Statik bekannten Vorgange) zu Eigengewioht und Auftrieb nooh die Auf
lagerdriioke hinzuzunehmen; die GleiohgewichtBbedingungen fiir die so ergii.nzte 

Kraftgruppe dienen sodann zur Be
stimmung der Sohwimmlagen und der 
Auflagerdriioke. 

Die Gleichgewichtslage eines' an 
einem Ende A gelenkig gelagerten 

-L.-r-!"-----:----'T---;O,'--...L--- dunnen Stabes AB = 2Z vom Quer-
A schnitt {und dem EinheitBgewicht 1'1 

." 

Abb.36. 

ergibt sich duroh Bildung der Mo
mente um den Drehpunkt A (da 
A C = 2 A I = "'/cos rp) naoh Abb. 36: 

{Z I Z ' {'" '" • 1'1 • '-2 SlDrp=1' --·-2--·SInrp . cos IF oos rp 

Daraus folgt zunii.chst die Liisung 
sin rp = 0, also rp = 0 oder rp =:n.: und 
auBerdem ergibt sich die Liisung 

"'V'y oosrp=-Z -, 
1'1 

vorausgesetzt, daB ~ 1 Ii < 1. :£?ie Projektionsgleichung nach der Lotreohten 
l V; 

gibt den bei A auftretenden Gelenkdruck D. 

12. Statische Stabilitiit freischwimmender Korper. SoIl die 
Schwimmlage eines in Wasser freischwimmenden Korpers, also etwa 
eines Schiffes, praktisch brauchbar sein, so muB sie eine Lage 
sicheren oder stabilen Gleichgewichtes sein. Man versteht darunter 
folgendes: Fiir Storungen irgendwelcher Art, die den Korper aus 
dieser Lage he~ausfiihren, miissen - ohne besondere Vorkehrungen, 
vielmehr durch die Besohaffenheit des GIeichgewichtszustandes selbst -
die in dieser "gesrorten Lage" auftretenden Krafte das Bestreben 
zeigen, den urspriinglichen GIeichgewichtszustand wiederherzustellen. 
Eine solche "Storung" darf also nicht einen volligen "Umsturz" des 
Korpers zur Folge haben, der, wenn er eintrate, zur Einriickung in 
eine andere (und zwar stabile) Gleichgewichtslage fiihren wiirde. 
Wenn auf die bei der eintretenden Bewegung entstehenden Tragheits
krafte (Massenkrafte) keine Riicksicht genommen, sondern nur auf 
die ·GroBen und die Tendenz der auftretenden Krafte geachtet 
wird, so spricht man von statischer Stabilitat. Bei schwimmen
den Korpern ist fUr das Vorhandensein einer Stabilitat dieser Art 
die Ediillung einer bestimmten' Bedingung edorderlich, zu deren 
Herleitung wir uns nun wenden. Dabei wird angenommen, daB die 
Korperform in der Umgebung der Schwimmebene keine schaden 
Absatze oder Unstetigkeiten des Querschnitts aufweisen moge (es 
sollen also plOtzliche Querschnittsiibergange von der Art ausgeschlossen 
werden, wie sie z. B. bei den Sohwimmkorpern der 'Wasserflugzeuge 
aus bestimmten, mit den Bedingungen des Abflugs und der Landung 
in Zusammenhang stehenden Griinden verwendet werden). 
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Wenn eben von "Storungen irgendwelcher Art" gesprochen 
wurde, so moge diese stark unbestimmte Ausdrucksweise nunmehr 
dadurch zu einer bestimmteren gestaltet werden, daB fernerhin nur 
Stellungen des Korpers in naher Umgebung der Schwimmlage in 
Betracht gezogen werden, bei denen mithin die Krafte und Angriffs
punkte nur kleine (in der Sprache der Annaherungsmathematik: 
unendlich kleine) Verschiebungen gegen die Gleichgewichtslage er
fahren haben. 

Fiir die Beurteilung der Beschaffenheit des Gleichgewichts
zustandes wird sonach das Verhalten der an dem Korper angreifen
den Krafte bei einer beliebigen kleinen Verschiebung aus der Gleich
gewichtslage heraus gepriift. In der Bewegungslehre wird gezeigt, 
daB irgendeine unendlich kleine (infinitesimale) Bewegung eines starren 
Korpers durch Zusammensetzung von 3 Verschiebungen nach und 
3 Drehungen u m drei beliebige 
zueinander senkrechte Achsen des 
Raumes erhalten werden kann. 
Der freischwimmende Korper ist 
nun bei einer Verschiebung in der 
Richtung der Lotrechten zum 
Spiegel jedenfalls s tab il, da bei 
einem weiteren Eintauchen wegen 
der zunehmenden Verdrangung der 
Auftrieb groBer wird, das Gewicht 
aber gleich bleibt; bei der Ver
schiebung nach der Langs- und 
Querrichtung in der Schwimm
ebene und bei der Drehung um 
die lotrechte Schwimmachse zeigt 

i : 
,. G 

Abb.37. 

der schwimmende Korper die Merkmale indifferenten Gleich
gewichts. 

Die Stabilitatsbetrachtung hat sich daher auf die Ermittlung 
der Krafte zu beschranken, die bei den Dreh ungen des Korpers 
urn zwei in der Schwimmebene liegende Achsen auftreten. 
Wenn bei der Drehung um eine in Abb.37 lotrecht zur Zeichen
ebene laufende Achse keine Einzelkraft nach irgendeiner Richtung 
auftreten solI (welche jedenfalls eine Verschiebung des Korpers 
bedingen wiirde), so muB der Auftrieb in der gedrehten Lage ebenso 
groB sein wie in der urspriinglichen. Es muB also etwa bei einer 
Drehung um den Winkel cup nach rechts der auf der rechten Seite (r) 
neu hinzutretende gleich dem auf der linken (l) in Wegfall kommen
den Auftrieb sein; da der durch Eintauchen des Stiickchens x dF· (j f{! 
entstehende Auftrieb die GroBe da = r x dF· (jf{! hat, so muB dahe r 
die Gleichung bestehen: 

J da = r(jf{!·f xdF- r(jf{!·f xdF= 0, d. h. f xdF= 0, 
~ m ~ 

d. h. die Drehachse muB durch den Schwerpunkt 0 der 
Schwimmebene hindurchgehen, oder die Schnittlinie der alten 
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mit der neuen Schwimmachse ist unter der angegebenen Bedingung 
stets eine Schwerlinie. Die GroBe des Auftriebes A erleidet also bei 
dieser Drehung keine Anderung, wie steht es aber mit seiner Wirkungs
linie? 

In der gedrehten Lage bleibt S Angriffspunkt des Gewichtes; 
zu dem urspriinglichen Auftrieb A in .2 sind aber in der gedrehten 
Lage die Anteile hinzugetreten, die durch Eintauchen des keil
formigen Stiickes 0 BOund Austauchen von 0 E F erwachsen; diese 
Anteile geben ersichtlich um jede Achse des Raumes, also auch um 
die Achse 0 ein Drehmoment m, das dem Momente (G, A) stets 
eiltgegen wirkt. Die betrachtete Schwimmlage ist nun (im 
statischen Sinne) stabil, wenn dieses in der gedrehten Lap;e 
auftretende zusatzliche Moment m das Drehmoment (ii, A) 
iiberwiegt. und den Korper in seine urspriingliche Schwimm
lage zuriickzufiihren strebt, und als labil, wenn dies nicht 
der Fall ist. 

Das rechts eintauchende Stiick 0 B 0 gibt mithin um 0 ein 
im positiven Sinne (links herum) drehendes Moment von der GroBe 

m(r) = f xda = r·llq;. f x'J dF 
(r) (r) 

und das links austauchende Stiick gibt ein Moment von der GroBe 

m(!) = f xda = rollq;.f xl! dF 
I(l) . (l) 

im gleichen Sinne; ihre Summe gibt das " Riickfiihrungsmoment" : 

m = m(r) + m(!) = r II q;. f x'J dF = r·ll q;. J Q', 
(F) . 

wenn f x2 dF = Jo', dem (geometrischen) Tragheitsmoment der Schwimm
Hache in bezug auf die Achse 0 gesetzt wird. 

Sei ferner S .2= 11" e1 = II, sin (llq;)......, h.llq;, und A = r}8, wenn }8 

die Verdrangung bedeutet, so Hefert die oben ausgedriickte Bedingung 
fiir die Stabilitat beziiglich der Drehung um die Achse 0 die 
Gleichung: 

oder 

I II, < Jo'/}81 .. . . . . . . . (39) 

Die GroBen 11" Jo', }8 sind durch die GroBe und Form des ein
getauchten Korpers allein bestimmt. Wenn an Stelle des Zeichens < 
das Zeichen > bestiinde, so ware die Gleichgewichtslage instabil 
oder labil, bei Bestehen des Gleichheitszeichens indifferent. 

Das Hinzutreten von m zu A bedeutet eine Parallelverschiebung 
von A nach A' um ein Stiick e, das nach den ~egeln der Statik 
gegeben ist durch 
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Den Schnittpunkt M von A' mit der Schwimmachse nennt man 
das Metazentrum des Korpers fiir die betreffende Drehung, und 
8 M = H die metazentrische Rohe. Da mit Beniitzung der Gl. (40) 

e J' 
H=---h=-.!L-h 

sin (!5tp) ~ 

ist, so kann die Stabilitatsbedingung (39) auch durch die folgende, 
mit ihr vollig gleichwertige. aber etwas anschaulichere ersetzt werden: 

IH~8M~ t -k > 01, ...... (41) 

d. h. fiir die Stabilitat einer bestimmten Schwimmlage be
ziiglich der Drehung um die Achse 0 ist notwendig und 
hinreichend, daB das Metazentrum beziiglich dieser Dre
hung oberhalb des Schwerpunktes liegt. 

Fiir die Stabilitat ist sonach das Tragheitsmoment Jo' der 
SchwimmBache in bezug auf samtliche Drehachsen durch 0 von 
Wesenheit. Stabilitat ist daher fiir die Drehungen um alIe durch 0 
gehenden Achsen sicher vorhanden, wenn die Bedingung (41) fiir das 
kleinste mogliche Jo' erfiillt ist. Aus der Lehre von den Tragheits
momenten ist bekannt, daB es immer ein solches kleinstes J o' gibt. 
Wir erhalten damit den Satz: 

Fiir die (statische) Stabilitat der Schwimmlage eines 
Korpers ist die Erfiillung der Bedingung (41) fiir die Achse 
des kleinsten Tragheitsmomentes der Schwimmflache durch 
o notwendig. 

Das den Korper in seine urspriingliche Schwimmlage zuriick
. fiihrende Drehmoment (A', G) von der GroBe 

W=y·~·Hsin!5tp=y {Jo'-h~}.!5tp, .... (42) 
fiir das kleinste mogliche Jo' berechnet, 
bezeichnet man auch als Stand- T .... · .. ~) 
sicherheitsmoment. Fiir eine stabile -'.'---;i_--f ............... ~Q. .... _ ..... I--.,.-_.1.... 
Schwimmlage ist nach Gl. (41) ! + 

is 
in> 0 . . . • (43) ~::::. R ~::::: [Fiir transatlantische Dampfer ist etwa k yz 

H = 0,3 m, fiir KriegschifIe H = 1 m 
und dariiber.] .1....... .. .... :Y.. 

Beispiel 26. Rechtwinkliges Vier- i.e ........ -. iz. ......... ~ 
flaoh von quadratischer Grundfiiiche a2 und 
der Seitenliinge l. Abb.38. 

a) In aufrechter Lage nach Abb. 38 ergibt sich die Tauchtiefe T duroh 
die Gleichung (A = G): 

r1 a2 l=ra2 T, woraus T=l-rl/r. 
Die in Gl. (39) auftretenden GriiBen sind nun 

h= {-~={ (1-~), 58 =a2 T= a2 l)'1/)'; 

Po S chI, Hydraulik. 3 
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die Triigheitsmomente der quadratisohen Sohwimmfliiohe duroh 0 sind aIle gleioh 
groB und zwar ist 

Die StabiIitiitsbedingung (39) liefert daher: 

und daraus folgt: 

b) In der Lage naoh Abb. 35 a) ist (wenn a < l) zu setzen (s. Beispiel 24): 

T= a~, h = i-i = i (1-~)' ~= aTb, Jo' = a3 1j12. 

Die GI. (39) ergibt jetzt: 

2:! (1 _ 2:!) <.!. , 
l' l' 6 

oder 

und daraus, da fiir T < a: 1'1/1' < 1 sein muB: 

1'1 is-1 
1 > r > -2- = 0,366 ... , 

wobei zu bemerken ist, daB unter diesen Bedingungen fiir aIle Abmessungen 
des Vierflachs StabiIitiit besteht, sobald nur a < 1 ist. 

0) In der Lage naoh Abb. 35 b) ist, da 2 vom Fliissigkeitspiegel den Ab
stand TI3 hat: 

T-a- r:;;. - V~, 

wobei 2 T < 1 vorausgesetzt wurde. Die Gl. (39) gibt nun: 

[fi -'!:~J <'!:V~, 2 3 l' 3 l' 
und daraus 

Wiirde nun der Spiegel un t e r S liegen, so wiire T < a r, also ~ < i, da aber 

die StabiIitiitsbedingung ~ > :2 gibt, so zeigt dies, daB das Gleichgewicht des 

Vierflachs in der Lage Abb. 35b) nur stabil ist, wenn :2<~<i ist. 

Wie ist die Gleichgewichtslage in dem Fall besohaffen, wenn der Spiegel 
ii b er S liegt, und wie bei den etwa vorhandenen unsymmetrischen Schwimm
lagen? 

Beispiel27. Fiir die zyIindrisohe Walze nach Abb. 34 erhiilt man, wenn 
F die Fliiche des eintauohenden Kreisabschnittes bezeiohnet und wenn r sin rp < 1: 

h _ (2 r sin rp )3 '" = F 1, T' _ 1 (2 . )3 1 
- 12F' '" "0-12 rsmrp , 

d. h. 

das Gleichgewioht dieser Walze ist indifferent; dies liiBt sich ohne Rechnung 
voraussagen, da bei irgendeiner Drehung der Walze die Lage der Kriifte (G, A) 
gegeneinander in keiner Weise veriin!;lert wird. 
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Beispiel 28. Gasglocke. Die Gl. (39) gibt auch die Bedingung fUr die 
Sicherheit des Schwilnmens der Glocke eines sog. Gasometers. Wir nehmen 
die Glocke urspriinglich mit Gas vom normalen atmospharischen Luftdruck bis 
zum Rande gefUUt an uud tauchen sie nach Abb. 39 - mit dem offenen Rande 
nach unten - in Wasser ein. Der Rauminhalt der Glocke sei tlo = R~ It Hi' 
wenn von der flachen Kugeldecke abgesehen wird. Wegen des Eigengewichtes G 
der Glocke wird ihr unterer Rand bis zu einer Tiefe T + f einsinken; dabei 
wird daB Gas auf den Rauminhalt 1)1 und den Druck Pi zusammengedriickt und 
das Wasser in der Glocke bis 
zur Bahe T steigen; fist ein 
MaB ffir den Unterschied der 
Driicke innen und auBen. 
Es ist daher 

(Pi -Po) F= G, 

f=Pl-PO=~ 
r Fr' 

wobei F = R9 It den Querschnitt 
der Glocke bedeutet. Fiir die 
Drucksteigerung von Po auf Pl 
kann das Boyle-Mariottesche 
Gesetz in der Form angesetzt 
werden: 

und da 

tlo = F· Hl , tll = F (Hi - T) , 

so folgt durch Einsetzen: 

!'".: .... &O ••••••••• _ •••••••• _ ••••••• ! ............................... !'".~ 

f ! I i \ . . . . 
A 

Abb.39. 

T-H -~ -H _PiJ.~- Pl-PO. H = __ G_. H 
- 1 F- 1 P1 F - Pi 1 G+Fpo 1· 

Wenn wieder die Decke der Glocke nahezu alB eben angenommen wird, BO folgt 
bei iiberall gleicher Wandstarke ffir die Bohe des Schwerpunktes der Glocke 
iiber dem unteren Rande 

h _ 2RltH1·H1/2+R2 lt .H1 _ H1(H1 +R) 
1 - 2 R It Hi + R2 It - 2 Hl + R . 

Als "Verdrangung" lB ist bier jener Rauminhalt zu verstehen, der inner
halb der Glocke zwischen den Fliissigkeitsspiegeln innen und auBen liegt; der 
Schwerpunkt Z von lB ist der Angriffspunkt des Auftriebes. Daraus folgt 

h~-ZS=h _T_f=!!JH1+R) __ G_H_~ 
1 2 2Hl +R G+Fpo 1 2 Fr' 

!8 = R2 lt ·f 
und die Bedingung fiir das sichere Schwimmen der Gasglocke lautet nach Gl. (39) 

h < Jo'/!8, 
wenn Jo' = R4 lt/4 wieder das geometrische Tragheitsmoment der Schwimmflache 
fiir eine durch 0 gehende, im Spiegel liegende Achse bedeutet. 

3* 



ZweiterTeil. 

Hydranlik. 

Gegenstand der Hydraulik ist die Erforschung der Fliissigkeits
bewegungen in technischen Anlagen und natiirlichen Gerinnen, insbeson
dere die Ermittlung der in jedem Sonderfalle auftretenden Geschwindig
keits- und Druckverteilung, sowie des notwendigen Energieverbrauches. 
Unter Einfiihrung der vereinfachenden "eindimensionalen" Betrach
tnngsweise und der reibungsfreien Fliissigkeit werden folgende· Pro
bleme behandelt: AusfiuJl aus GefaBen, Druck von Fliissigkeitstrahlen 
auf ruhende und bewegte GefaBwande, Mischung (StoB). Die Ein
fiihrung der Fliissigkeitsreibung fiihrt auf die Unterschiede zwischen 
laminarer und turbulenter Stromung. Das Poiseuillesche Gesetz. 
Rohrleitungen. Kanale, Fliisse, Stau. Das Problem des Fliissigkeits
widerstandes. Allgemeine Stromung der Fliissigkeiten in 2 und 3 Di
mensionen und Anwendung auf die Theorie der Tragfiiigel und Luft
schrauben. 

1. Einfiihrnng des eindimensionalen Ansatzes. 
13. Kennzeichnung der Probleme der Hydraulik. Die Not

wendigkeit, fiir die in der Technik vorkommenden und meist sehr 
verwickelten Bewegungserscheinungen der Fliissigkeiten Gesetze zu 
erhalten. die einfach und handlich genug sind, um praktische Ver
wendung zu finden und dabei die beobachtbare Wirklichkeit doch 
getreu genug wiedergeben. fiihrte zu einer besonderen Auffassung der 
hieher gehOrigen Probleme. Der nachstliegende Weg, die Fliissigkeit 
als eine nach den drei Raumdimensionen stetig ausgebreitete Masse 
zu betrachten, von dehen jedes Teilchen unter der Einwirkung seiner 
Umgebung steht, und deren samtliche Teilchen im LaufE) der Be
wegung gewisse Verschiebungen gegeneinander erleiden, lieferte nur 
in ganz vereinzelten Fallen brauchbare Ergebnisse in dem eben ge
kennzeichneten Sinne. 1m allgemeinen erwies er sich, abgesehen von 
grundsatzlichen Schwierigkeiten, iiber die noch zu sprechen sein wird, 
als viel zu umstandlich und zeitraubend, als daB er eine Erledigung -
in irgendeiner brauchbaren Art - der in groBer Mannigfaltigkeit 
sich darbietenden Probleme batte Hefem konnen. Dieser Umstand 
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fiihrte sehr bald, nachdem man seit der Mitte des 18. Jahrhunderts 
begonnen hatte, die Erschejnungen der uns umgebenden N atur aus 
gewissen "Elementargesetzen" abzuleiten und zu "erklaren", zu einer 
Entfremdung der solche exakte Gesetze und Ansatze benutzenden 
"theoretischen Hydrodynamik" und der technischen "Hydraulik" , 
die sich mit den Ergebnissen jener Wissenschaft nicht begnugen 
konnte, da sie vielfach zu Widerspruchen fiihrte und viele wichtige 
Fragen unbeantwortet lieB. Erst in neuester Zeit, und zwar vor
wiegend unter dem Einflusse der Flugtechnik, die heute als eine der 
wichtigsten der· in dieses Gebiet gehorigen Problemgruppen anzusehen 
ist, scheinen die Bestrebungen, beide Wissenszweige einander zu 
nahern und zu einer groBen und einheitlichen wirklichkeitstreuen 
Wissenschaft auszubauen, Aussicht auf Erfolg zu gewinnen. 

Von der Erreichung dieses Zieles sind wir heute freilich noch weit 
entfernt, und augenblicklich befinden wir uns ohne Zweifel in einer 
Dbergangszeit in dieser voraussichtlichen Entwicklung, die auch auf 
die Darstellungsweise dieses Gegenstandes notwendig von EinfluB 
sein muB. Eine Anzahl von Problemen der Hydraulik kann schon 
heute in einer Weise dargestellt werden, die einen organischen Aufbau 
dieser Wissenschaft erkennen laBt, bei anderen ist man jedoch noch 
ganz auf eine "summarische Auffassung" und auf die Versuchs
werte angewiesen, die in der vor uns liegenden Zeit des Vorwaltens 
der Versuche erhalten worden sind. Das Ziel einer einfiihrenden 

. Darstellung der Hydraulik nach ihrem heutigen Stande kann nur 
sein, ihre Gesetze unter moglichster Verwertung allgemeiner Ansatze 
zu entwickeln und diese Ansatze auf Grund besonderer und jedes
mal genau formulierter Annahmen zu erweitern, urn so allmahlich zu 
einer befriedigenden und zutreffenden Losung der einschIagigen 
Probleme zu gelangen. 

Diese Annahmen mussen naturlicherweise im Einklang mit den 
Erfahrungstatsachen uber die Beschaffenheit der Flussigkeiten und 
in Dbereinstimmung mit dem vorliegenden umfangreichen Versuchs
material getroffen werden, das seinen Wert auch weiterhin behalten 
wird. Auf diese Weise wird es verstandlich, daB die technische 
Hydraulik in ihrer heutigen Form kein einheitliches und fertiges 
Lehrgebaude darstellt, vielmehr in allen ihren Teilen noch die un
verkennbaren Merkmale und auch die Notwendigkeiten forschreitender 
Entwicklung in sich tragt. Es ist unvermeidlich, daB diese Merk
male auch einer elementaren und einfiihrenden DarstellUng wie der 
vorliegenden anhaften mussen. 

14. Der Begriff des Stromfadens. Fur die Darstellung der 
Gesetze, welche die in der Hydraulik betrachteten Flussigkeitsbewe
gungen beherrschen, ist die Einfiihrung eines einfachen, die Wirklich
keit idealisierenden Gebildes erforderlich, das als Objekt fur die An
wendungen der Gesetze der Mechanik geeignet ist. Wenn dieses 
Gebilde der angegebenen Bedingung genugen solI, so mussen sich an 
ihm naturgemaB die wesentlichen Bestimmungsstucke wiederfinden, 
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die auch fiir das abzubildende Problem selbst kennzeichnend sind. 
Diese Bestimmungsstiicke sind teils geometrischer Natur, wie 
Langen, Querschnitte, Hohenunterschiede, teils mechanischer, wie 
Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, Driicke, Kriifte usw. Es moge 
hier beiIaufig daran erinnert werden, daB jedes Gebilde, das der 
"theoretischen" Untersuchung zugrunde gelegt werden kann, natur
gemaB etwas ganz anderes ist als irgendein ,.wirklich" vorliegender 
Gegenstand - so wie z. B. auch der starre Korper in der gewohn
lichen Mechanik nur als ein Grenzfall der im gewohnlichen Sinne 
festen Korper anzusehen ist, und auch die vollkonimen elastischen 
Korper der Elastizitatstheorie nur ein ungefahres, freilich in vieler 
Hinsicht zutreffendes und brauchbares Abbild der "wirklichen" Korper 
darstellen. 

Das Gebilde, das in der Hydraulik zur Darstellung der einfachsten 
Stromungserscheinungen benutzt wird, ist der Stromfaden oder 
die Stromrohre; wenn dabei zum Ausdruck gebracht werden solI, 
daB bei der Aufstellung der fiir diesen geltenden Gesetze von allen 
Reibungen oder Widerstanden abgesehen werden solI, die "Verluste" 
irgendwelcher Art mit sich bringen, so moge dies im folgenden durch 
die genauere Bezeichnung: idealer oder reibungsfreier Strom
faden geschehen. Dieses einfachste Gebilde kann nun, wie wir sehen 
werden, durch allmahliche Erweiterung seiner Eigenschaften auch 
zur Darstellung verwickelterer und, mit einer fiir die praktischen 
Rechnungen hinreichenden Genauigkeit, auch der "wirklichen" Stro
mungserscheinungen dienen, die bei der Bewegung von Fliissigkeiten 
in Rohren, Kanalen und Fliissen usw. beobachtet werden. 

Die meisten dieser Fliissigkeitsbewegungen bieten dem Betrachter 
anscheinend ein Bild vollstandiger Regellosigkeit dar, insofern als 
die einzelnen Fliissigkeitsteilchen ohne erkennbare GesetzmaBigkeit 
durcheinander laufen und sowohl von Ort zu Ort, wie auch am 
gleichen Orte von Zeit zu Zeit veranderliche Zustande aufweisen. 
Nur bei langsamen Bewegungen zwischen glatten Wanden mit all
mahlichen Querschnittsiibergangen (insbesondere bei konstanten Quer
schnitten) und unter zeitlich unveranderlichen Verhaltnissen gelingt 
es, geordnete Bewegungen zu erhalten, bei denen sich die einzelnen 
Fliissigkeitsteilchen in ausgerichteten, nebeneinander verlaufenden 
Bahnen vorwartsbewegen. Die Bahnkurve eines Fliissigkeitsteilchens, 
die unter diesen einfachen Verhaltnissen durch die Tangentenrich
tungen zugleich auch die Richtungen der Geschwindigkeiten aller 
ihrer Punkte angibt, nennt man eine Stromlinie; die Gesamtheit 
der Stromlinien durch alIe Punkte einer quergestelIten kleinen Flache 
nennt man einen Stromfaden oder eine Stromrohre. Gelegentlich 
versteht man darunter auch den substantiellen Inhalt der darin be
wegten, fliissigen Materie. 

Es handelt sich nunmehr zunachst darum, die Bewegungs
gesetze eines solchen Stromfadens darzustellen, von dessen seitlichen 
Grenz- oder Mantelflachen wir annehmen wollen, daB sie aus irgend
welchen festen Korpern bestehen. 
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10; DurcbfluBgleicbung. Von der in der Stromrohre bewegten 
Fliissigkeit setzen wir voraus, daB sie deren Querschnitte in allen 
TeHen vollstandig erfiillt, so daB nirgends Hohlraume entstehen (eine 
Verdichtung ist wegen der vorausgesetzten Unzusammendriickbarkeit 
der vollkommenen Fliissigkeiten ausgeschlossen und kommt nur bei 
Gasen in Betracht). Wenn F den Querschnitt der Stromrohre an 
irgendeiner Stelle und V die "mittlere Geschwindigkeit" der Fliissig
keit bei der Stromung durch F angibt, so bezeichnet man das Produkt 

[Q = FV I. . . . . . . . . . (44) 

als die DurchfluBmenge oder den DurchfluB in 1 sek; die 
vollstandige Raumerfiillung der stromenden Fliissigkeit wird durch 
die Kontinuitatsbedingung ausgedriickt, die besagt, daB Q fiir 
alle Querschnitte der Stromrohre den gleichen Wert hat; 
wenn also verschiedene Querschnitte und die dazugehorigen mittleren 
Geschwindigkeiten durch gleiche Zeiger 0, 1 ... bezeichnet werden, 
so wird die Kontinuitatsbedingung in der Form ausgedriickt: 

I Q = FV = Fo Vo = Fl Vi = .,. = konst·1 ... (45) 

Diese Gleichung heiBt die DurchfluBgleichung oder Kontinui
tatsgleichung fiir den Stromfaden. - Die Dimension von Q ist 
[L3/TJ, ihre Einheit 1 m3/sek. 

16. Die Bewegungsgleichung des idealen Stromfadens. Jedes 
Teilchen eines solchen Stromfadens steht einerseits unter dem Ein
fiusse von gewissen eingepragten Kraften, die raumhaft verteHt 
anzunehmen sind und als welche bei den praktischen Anwendungen 
nahezu ausschlieBlich die Schwere (d. h. das Eigengewicht der Fliissig
keitsteilchen) in Betracht kommt; andererseits steht jedes Teilchen 
unter der Wirkung der umgebenden Teilchen, mit denen es in Be
riihrung ist, und diese Wirkung gibt sich durch die FHichendriicke 
kund, die liings der Oberfliiche des betrachteten Teilchens auf dieses 
iibertragen werden. 

Fiir die Aufstellung der Bewegungsgleichungen dient naturgemaB 
das d'Alembertsche Prinzip, das, fiir die Bewegungsrichtung des 
Teilchens angewendet, einen Ausdruck fiir die Beschleunigung, also 
die eigentliche Bewegungsgleichung ergibt, wahrend es fiir die Rich
tung senkrecht dazu den Fiihrungsdruck liefert, den die Stromrohre 
als Fiihrung auf die durchbewegte Fliissigkeit ausiibt. Die Bewegung 
dieser Fliissigkeit solI zunachst als stationar angenommen werden, 
d. h. die Geschwindigkeiten sollen nur langs des Strom
fadens ortlieh veranderlich sein, aber in jedem Punkt von 
der Zeit unabhangig sein. 

Wir wollen nun annehmen, daB das Teilchen, dessen Beschleu
nigung ermittelt werden solI, die ganze Breite der Stromrohre ein
nimmt, wie dies in Abb. 40 dargestellt ist; seine Lange sei Lf l, der 
Quersehnitt an der betraehteten Stelle F, daher seine Masse 

LlM= eF.Lfl. 
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Bei veranderlichem Querschnitt ist F. eine Funktion der Bogenlange 
etwa der mittleren Stromlinie, also F = F(s); ebenso wird der 
Druck pals eine Funktion von s allein anzusehen sein und wird in 
jedem Querschnitt als konstant angenommen. 

Von eingepragten Beschleu-
Va nigungen ist nach dem oben Ge-

Fa sagten lediglich g vorhanden, und 

Abb.40. 

wenn die positive z-Achse lotrecht 
nach aufwarts angenommen wird, 
so entfiillt in die Bewegungs
richtung die Teilkraft 11 M· g cos rp, 
wobei 

dz 
cosrp=-ds' 

Von Oberfiachenkraften kommen 
die von den N ormaldrucken her
ruhrenden Teile zur Wirkung, und 
zwar: 

a) auf die eine Stirnfiache p F in der Bewegungsrichtung des 
Teilchens, 

b) auf die Mantelfiache p ~: 11l in der Bewegungsrichtung des 

Teilchens 1), 

c) auf die andere Stirnfiache (p + ~~ 11l) (F + ~~ 11l) entgegen 

der Bewegungsrichtung des Teilchens. 

Da von Reibungskraften abgesehen wird, so kommen in tangen
tialer Richtung keinerlei WiderstandskrMte ins Spiel. Die Tragheits
kraft ist 11 M· b, und damit folgt die Bewegungsgleichung 

dF ( dp ) ( dF) dz 11M.b=pF+p·_·11l- p+-11l F+-11l -11M.g-. 
ds ds ds ds 

Fur stationare Bewegung kann auch die Geschwindigkeit als eine 
Funktion des Weges s allein angesehen werden, so daB 

b_dV _dV ds _ VdV 1 dV2 
,dt=([8'dt- ([8=2ds 

zu setzen ist; nach Einsetzen des Wertes von 11 M, Streichung der 
Glieder 2. Ordnung und nach einigen unmittelbar ersichtlichen Kiir-

1) Die auf die Mantelfiache in der Bewegungsrichtung wirkende Kraft ist 
nur bei veranderlichem Querschnitt des Stromfadens vorhanden. Die Quer-

schnittszunahme langs der Lange Ll1 ist ~~ Ll1, und der Druck kann gleich 

dem arithmetischen Mittel der auf die beiden Stirnfiachen des Teilchens wir
kenden Driicke gesetzt werden und ist gleich p zu setzen, wenn in der Kraft
grBBe Glieder 2. Ordnung vernachlassigt werden. 
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zungen erhalt man daher aus der vorigen die "Lagrange-Eulersche 
Bewegungsgleichung fUr den idealen Stromfaden" in der Form 

b=dV =VdV =~ dP = _~ dp _gdz 
- dt - ds 2 ds e ds d s • (46) 

Die Tangentialbeschleunigung des Teilchens ist also gleich 
der negativen Anderung des Druckes langs der Bogen
lange, durch die Dichte e dividiert, vermehrt um die Kom
ponente der Beschleunigung der Schwere in der Richtung 
der Tangente. 

17. Die Druckgleichung. Die Bewegungsgleichung in der Form (46) 
laBt sich fur die vollkommene Flussigkeit (e = konst.) unmittelbar 
integrieren und Hefert nach Division durch g (da e g = r): 

V2 p V2 p 
_+_+z=_o +---.!!+zo=konst., ... (47) 
2g r 2g r 

eine Gleichung, die man als Bernoullische Gleichung, als Energie
gleichung oder kurz als Druckgleichung bezeichnet, und die den 
Ausgangspunkt fiir viele Rechnungen in der Hydraulik darstellt. Sie 
besagt, daB fur aIle Teilchen eines idealen Stromfadens die 
Summe aus der Geschwindigkeitshohe, der Druckhoh·e und 
der absoluten Hohe - (von irgendeinem Ausgangshorizont gerech
net) konstant ist. In der G1. (47) sind diese GroBen fiir die "Ein
trittstelle" mit dem Zeiger 0 versehen. 

Was hier als Druck (p) bezeichnet wird, wird in der Hydraulik 
meist statischer Druck genannt, wahrend als hydraulischer 
Druck die GroBe p + r V 2 /2 g bezeichnet wird. 

Bemerknngen uber die Messung des Druckes p. Der Druck 
in irgendeinem Punkte einer Fliissigkeit wird durch die Hohe der 
Fliissigkeitsaule in einem 
seitlich angesetzten und ge
schlossenen Manometerrohr 
(Piezometer) gemessen; 
es ist dabei gunstig, eine 
feine Bohrung zu verwen
den und die Rander gut 
abzurunden (Abb. 41), wo
bei jeder Grat am Loch
rand und aIle Auf- oder 
Einbeulungen zu vermei-

zum 
Manometer 

Abb. 41. 

--
zum 

Manometer 
Abb.42. 

-

den sind. Durch Verwertung desselben Gedankens kann auch der 
Druck an irgendeiner Stelle im Innern der Stromung gemessen werden. 
Es wird dabei eine diinne - in der Mitte durchlochte Scheibe 
(Sersche Scheibe, Abb.42), an die ein diinnes Rohr angelOtet ist, 
an die betreffende Stelle gefUhrt, wahrend das angesetzte Rohr wieder 
mit einem Manometer verbunden wird. Da durch Schragstellungen 
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der Scheibe leicht Fehler entstehen, ist es giinstiger, statt der Scheibe 
einen kleinen Korper in "Stromlinienform", Abb. 43, zu verwenden, der 
innen hoW und mit kleinen Offnungen versehen ist und dessen Innen
raum wieder durch ein Rohr oder einen Schlauch an ein Manometer 
angeschlossen wird. 1st das Manometer am zweiten Schenkel offen, 
so erhiilt man, wie in der Statik 
gezeigt, den" 'Oberdruck" oder" Un- -.J--------~-;------------7----r-----J-
terdruck" iib~r den atmospharischen if" 1 
Luftdruck, 1st es geschlossen und i !I i 
luftleer gemacht, so ergibt sich der: ~' 

-- .. 
Abb.43. 

zilm 
MlIl1fJIf1efeto 

I 

! 
i 

-4-
! 
i 

! 'p 
! V 
: ~ 

1° ~ ___ !~v 
i pi 
! Z . _____ . ____ . ___ ~ _________ ._. __ . __ . _____________ L ___ . __ .. ____ .. _ 

Abb.44. 

absolute Druck, d. h. der Druck iiber den Wert 0 im luftleeren 
Raum.-

Mit Hille einer solchen Druckanzeige kann die Aussage der Gl. (47) 
in die folgende anschauliche Form gebracht werden. Wird an jeder 
Stelle eines idealen Stromfadens (Abb.44) durch ein seitlich ange-

----J-... -------------------r-~-----J-r---~---------------r--~-
'a) ! v: ! z b) i yJ 

tj 1:'t.' I ~g 
-, 2/1 t{, -1 
i i 2/1 ~ 
J!g !! 

Abb.45. 

setztes Manometerrohr die "Druckhohe" pjr und dariiber noch die ,,06-
schwindigkeitshOhe" V2j2 g angesetzt, so gelangt man fiir aIle Punkte 
des Stromfadens zu derselben wagrechten Ebene, die man als das 
ideelle Niveau des Stromfadens bezeichnet. DerGrund dafiir, warum 
fiir aIle Punkte des Stromfadens ein einheitliches Niveau erreicht 
wird, liegt in dem Umstande, daB keinerlei Verluste beriicksichtigt 
wurden, und daB die 3 Teile; V2j2 g, pjr, und z als die 3 Bestand-
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teile der Energie der Fliissigkeit anzusehen sind, deren Summe bei 
verlustloser um£ormung erhalten bleiben muS. 

Beispiel 29. Der Wassermesser von Venturi gestattetdie Bestimmung 
der DurohfluBmenge einer Wasserleitung duroh zwei Manometeranzeigen Po, Pl 
an einer Rohrverengung von Fo auf F., die naoh Abb. 45a in das Wasserleitungs
rohr eingesohaltet wird. Liegen die beiden Stellen 0 und 1 in gleioher Hohe, 
so ist Zo = Z1 und die Druokgleiohung gibt unmittelbar: 

Nimmt man hierzu die DurohfluBgleiohung 

Fo Vo = Fl Vp Vl = Vo·FofFl' 

so folgt duroh Einsetzen in die friihere Gleiohung 

F09V02(;9- ;9)=2g.'&-yPl 
1 0 

und daher ist die DurohfluBmenge 

.. (48) 

Theoretisoh konnte statt der Rohrverengung ebensogut eine Rohr
erweiterung (Abb. 45b) verwendet werden, in der die Gesohwindigkeitsenergie 
in Druokenergie "umgesetzt" wird, es zei(2t sioh jedooh, daB wegen der Zahigkeit 
der Fliissigkeit diese Umformung nioht in derselben nahezu verlustlosen Weise 
moglioh ist, wie die Verengung, und daB - wie immer bei derartigen ver
zogerten Stromungen von Fliissigkeiten an GefaBwanden oder an Wanden 
eingetauohter Korper - eine Ersoheinung eintritt, die die vollstandige Raum
erfiillung duroh den Fliissigkeitsstrom und damit 
die (nahezul restlose Dberfiihrung von Gesohwindig-
keits- in Druokenergie verhindert: namlioh die A b-
losung der Stromung von der Wand. 

Beispiel 30. Die Pitotsohe Rohre dient 
zur Messung der Gesohwindigkeit an irgendeiner 
Stelle der Fliissigkeit. Sie besteht aus einem vorne _--=::::::;:-__ 
ofl'enen, der Stromung entgegengestellten und diese .. 
mogliohst wenig stOrenden Rohrohen (Abb. 46), das Abb. 46. 
lotreoht naoh oben abgebogen ist. In der Rohr-
miindung kommt die Fliissigkeit zur Ruhe, d. h. es entsteht dort ein Druok Pl' 
der duroh die Gleiohung gegeben ist: 

~+O=~+ V09, 
y y 2g 

wenn Po der Druok und Vo die Gesohwindigkeit in der ungestorten Fliissig
keit bedeuten. Infolge des Dberdruokes Pl - p,) = Y Vo 9/2 g, der auoh als S tau -
druok bezeiohnet wird, wird die Fliissigkeit im lotreohten Sohenkel urn ein Stiiok h 
ansteigen und es ist naoh den Regeln der Statik: 

h _Pl-~ - , und daher 
Y 

Vor die Wurzel wird dann nooh ein Beriohtigungsfaktor gesohrieben, der 
duroh Versuohe (Eiohung) bestimmt wird, und der den EinfluB der Zahigkeit 
des Wasilers und der Storung duroh das Gerat selbst beriioksiohtigen solI. 
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Gerate dieser Art werden als Staugerate bezeichnet; eine Ausfiihrung 
hiarvon ist in Abb. 47 gegeben; sie ergibt die nStaudruckhohe" Vo2/2 g un-

mittelbar als Differenz der hydraulischen Druckhohe 1!SJ + 2V02 in dem einen 
l' g 

Schenkel und del' statischen Druokhohe poir in dem anderen'und auf diese 
Weise Vo. -

Vo • 

Abb.47. 

In dieser Form werden die Stau
gerate auch zur Messung der Gesohwindig
keit von Luftstriimungen verwendet; die 
Ablesung der Druokhiihen erfolgt dann 
meist auf einem Mikromanometer, 
einem U-Rohr mit Alkohol als Sperr-
fliissigkeit, das eine feine Teilung besitzt 
und an dem die Ablesung duroh eine 
Lupe geschieht (s. Beisp. 4a). 

Beispiel31. Saugwirkung der 
Stromfaden. Wenn an irgendeiner 
Stelle eines Stromfadens der Druck P 
kleiner wird, als der Druck Po der At
mosphare, so herrscht an dieser Stelle ein 
Unterdruok, und dieser ist imstande, 
aus einem tiefer liegenden GefaB Fliissig
keit anzusaugen; die Tiefe, bis zu 
welcher dieses Ansaugen eintreten kann, 

ist die dem Druckunterschiede Po - P entsprechende Druckhiihe (Po ;- p) 11'. Selbst
verstiindlich darf an keiner Stelle einer Stromung der Druok absolut = 0 oder < 0 
werden, da sonst ein AbreiBen des Stromfadens eintreten wiirde. 

Aus der Druckgleichung liest man unmittelbar die Bedingung fUr das Ein
treten eines Unterdruckes an einer bestirnmten Stelle eines idealen Stromfadens 

r" ; ~---.~.r----.rLf : 

abo Sei Zl die lotrechte Entfernung 
irgendeines Querschnittes f des Strom
fadens vorn Spiegel, so gilt (Abb.48) 

+9 

Abb.48. 

Pl + V12 = Po + Vo2 + Z " 
l' 2g l' 2g l' 

daraus folgt der Oberdruck im 
schnitt f: 

PI -Po V12- Vo· 
----- - Z - ----l' - 1 2g' 

Quer-

welche Gleichung sich mit Beniitzung. 
der DurchfluBgleichung 

Fo Vo=Fl V1 =fV 

und der Gleichung V2/2 g = h auch so 
schreiben laBt: 

PI-PO f2V2(II) .(1 1) 
--r---=Zl-2g Fl2-Fo' =zl- h f F1.-Fo•· 

Nimmt man nun an, daB der Querschnitt Fo an der Eintrittstelle 0 sehr 
groB, also liFo· '" 0 sei, so folgt (angenahert): 

PI-PO_ Z -h£" 
l' - 1 F1" •• 

(50) 
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Eine Bolche Gleichung gilt fur jeden Querschnitt Fl des Stromfadens, der klein 
gegen Fo ist. - Der Oberdruck pg - Po an einer Stelle 2 etwa wird alBo nega
tiv, sobald pg < Po, d. h. sobald die Bedingung erfiillt ist: 

Zg < k f2IFg9 , 
d. h. eB muB 

I~'<\/A I.· ............ (51) f Z2 

daB VerhaItnis des betrefienden Querschnittes gegen den AusfluBquerschnitt muB 
also kleiner sein ala eine gewisse Zahl, die von den Rohen der beiden Quer
Bchnitte abhangt. 

Die GroBe der dabei auftretenden Unterdruckhohe ist nach Gl. (50) 

(52) 

d. h. bis zu dieser Tiefe kann das GefaB G ges~nkt werden, ohne daB die Saug
wirkung des Stromfadens aufhOrt. - AIle diese Aussagen gelten nur bei Ab
wesenheit aller Verluste, die jedoch gerade hiebei ziemlich erheblich ausfallen 
konnen. 

Eine Anwendung dieser Eigenschaft des Stromfadens, an passend ange
ordneten Stellen eine Saugwirkung zu erzeugen, wird bei den Saugstrahl
pumpen praktisch verwertet; bei ihnen wird die Fuhrung des Stromfadens an 
solchen Unterdruckatellen (a. u. Abb. 91) geofinet, durch dieae Ofinung wird 
Wasaer oder Luft angesaugt und gemeinsam mit dem "BetriebswaaBer" dea 
Stromfadens fortgeleitet. Die genauere Einsicht in die dabei herrschenden Vor
gange verlangt die Beriicksichtigung derauftretenden Verluate (Naheres hieriiber 
s. 3b). 

1m Waaaerbau wird die Saugwirkung bei den Reberuberfallen in groBe
rem MaBatabe verwendet (s. Beispiel 4c). 

Wie schon hervorgehoben, gibt die Druckgleichung die wichtigste 
Grundlage fUr die Rechnungen der praktischen Hydraulik abo Da sie 
jedoch an sich die stets vorhandenen Widerstande, insbesondere die von 
der Ziihigkeit der FJiissigkeit herriihrenden, nicht beriicksichtigt, muG' 
sie durch Einfiihrung besonderer Widerstandsglieder "erweitert" werden; 
man spricht dann von der "erweiterten Druckgleichung", die jedoch 
keineswegs mehr wie die Gl. (47) ein Integral der Bewegungsgleichung 
darstelIt, sondern einen summarischen Ansatz, zu dem man in Ermang
lung genauerer Einsichten genotigt ist. Vber die Form der auf diese 
Weise im einzelnen erhaltenen Ansatze wird spaterhin ausfiihrlich zu 
berichten sein. 

II. Ausflu8 von Fliissigkeiten aus Gefa8en. 

18. Das Toricellische Gesetz. Die Druckgleichung kann vor aUem 
dazu verwendet werden, die AusfluBgeschwindigkeit einer Fliissig
keit aus einem GefaBe bei festem Oberspiegel, also bei stationarer 
Stromung, zu bestimmen. Wir wollen dabei zunachst die Voraus
setzung machen, daB der ganze Verlauf der betrachteten Fliissigkeits
stromung annahernd die Bedingungen des idealen Stromfadens er· 
fiiUt; dies wird der Fall sein, wenn entweder das GefaG selbst eine 



46 Hydraulik. 

solohe Form hat (Abb.49a), daB das Auftreten einer Storung tun
lichst vermieden wird, oder wenn es sich um eine kleine, gut abge
rundete AusfluBofInung an beliebiger Stelle des Ge£aBes handelt 
(Abb.49b). 

Wenn also die ganze Fliissigkeit als idealer Stromfaden ange
sehen werden kann, so lautet zunachst die Druckgleichung mit den 
in der Abb.49 eingetragenen Bezeichnungen 

a) b) 

V 

Abb.49. 

V 2 +E= Vol! +Po+ h . 
2g r 2g r 

Nimmt man hierzu die DurchfluBgleichung fV = Fo Vo' und setzt 

fIFo = n (meist viel < 1), also Vo = n V, 

so ergibt sich 

. . . . . . (53) 

Den im Zahler des Bruohes auftretenden Ausdruok h + (Po - p)lr = H 
bezeiohnet man auoh als wirksame Druokhohe. 

In dem besondern Fall, wenn auf den Spiegel des Ge£aBes und 
bei der AusfiuBofInung derselbe Druok herrsoht, ist Po = p, und daher: 

V = f1 2gh 2; ..••••••• (54) -n . 

wenn iiberdies die AusfluBofInung klein gegen die Spiegelflache ist, 
il'1t n", 0, und es ergibt sich das Toricellisohe Gesetz: 

I V = V2g-h- I, ......... (55) 

wonach die Gesohwindigkeit des ausfiieBenden Wassers der Fall
gesohwindigkeit eines Punktes im Sohwerefelde duroh die Rohe h 
gleich ist. 
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Manohmal wird die ungleiohformige Verteilung der Gesohwindigkeit im 
Stromfaden duroh Hinzufiigung eines Beiwertes IX zum Gesohwindigkeitsgliede 
in der Druokgleiohung beriioksiohtigt, so dall diese in der Form angesetzt wird 

IX -2~ + l + 11, = konst., wobei IX = 1,1 bis 1,2, 
g r 

dooh wird auf diese Korrektur gewohnlioh keine Riioksioht genommen. 

19. EinfInB der Ziihigkeit. Einschniirnng. a) Zahigkeit. Die 
tatBachlich beobachtete Ausflu13geschwindigkeit stellt sich nun, auch 
wenn die Form des Gefa13es auJ3erlich den Bedingungen des idealen 
Stromfadens genugt, immer kleiner heraus, als der in G1. (55) ange-
gebene Wert v' 2 gh. Die Ursache dieses Fehlbetrages liegt in der 
Zahigkeit, die sich durch das Auftreten von Reibungswiderstanden 
im 1nnern der Flussigkeit, insbesondere in der Nahe der Gefa13wande 
kundgibt; es tritt ein Verlust auf, fur dessen Gro13e ein bestimmter 
Bruchteil des theoretischen W ertesV 2 g h angesetzt wird; es wird dem
nach gesetzt: 

I V=1p.v'2gh I, (11'<1) ....... (56) 

Und zwar ist nach J. Weisbach: 

bei h = 0,02 m : 11' = 0,96 }. M'ttel 097 
bei h = 103 m : 11' = 0,995 1m 1 ip = , , 

so da13 im Mittel 3 vR. des theoretischen Wertes der Geschwindig
keit verloren gehen. 

Setzt man 
v = ip v' 2 g h = v' 2 g hi' 

so kann dieser VerIust, wie es in der Rydraulik ublich ist, als 
Widerstandshohe 11,,,, eingefiihrt werden; es ist 

. hw = 11, - 11,1 = 11,1 (~~ -1) = (~2 -1). :; = (;1' :; .. (57) 

1 
wenn (;1 ="""2 - 1 '" 0,065 als Widerstandsziffer, herruhrend von 

11' 
der Zahigkeit, eingefiihrt wird; die Widerstandshohe hw wird dabei 
stets als Teil der dem Ausflu13 entsprechenden Geschwindigkeitshohe 
betrachtet und stellt den ArbeitsverIust fUr 1 kg oder den Leistungs
verIust fiir 1 kg/sek des durchflie13enden Wassers dar. 

b) Einschnurung. 1st die Ausflu130ffnung nicht gut abgerundet, 
sondern scharfkantig in dunner Wand, so tritt eine Erscheinung ein, 
die man als Einschnurung (Kontraktion) des ausflie13enden Strahles 
bezeichnet und die die ausflie13ende Wassermenge noch weiter ver
mindert. 

Der Bewegungsvorgang, der etwa beim Ausflu13 aus einer Boden
offnung vorliegt, ist dann in folgender Weise zu beschreiben: Aus 
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dem Innern des GefiiBes stromt die Fliissigkeit von allen Seiten gegen 
die Offnung hin (Abb.50). Da die Richtung der Geschwindigkeit in 
der Niihe der unteren Begrenzungsebene des GefiiBes dieser parallel 
sein muB, und eine plotzliche Richtungsiinderung, ein Knick in den 
Stromlinien nicht eintreten kann (da die Geschwindigkeit nicht 0 wird), 
so muBdie Richtung der Geschwindigkeit nahe am Rande der AusHuB

offnung zunachst noch wagrecht blei
ben, wodurch die Einschniirung des 
AusHuBstrahles zustande kommt: diese 
wagrechte Geschwindigkeit nimmt aller
dings rasch ab, so daB die Bahnen 
der Teilchen schon in einiger Ent
fernung von der Offnung als lotrecht 
betrachtet werden konnen. Durch das 
Hinzutreten der Fliissigkeit von allen 
Seiten wird sonach der Querschnitt 
des ausHieBenden Strahls verkleinert, 
sowie beim Gedrange einer Menschen-
menge beirn Austritt durch ein Tor 

die Anzahl der in jeder Zeiteinheit austretenden Personen ver
kleinert wird. 

Sei f der Querschnitt der AusHuBOffnung und fl der· Querschnitt 
des austretenden Strahls, so nennt man: 

fl Strahlquerschnitt '" 
-f = L h h 'tt = IX = Emschnurungszahl .. (58) oc quersc m 

und die AusHuBmenge ist daher 

1 Q = fl' V= IX f·tpV2gh = ,url"2Yh I, .... (59) 

A 8 worin '"li ; -................... ·······-······ .. ··· .. ··1I7•••• 

i 110 
1 ,u = (xtp = AusHuBzahl I .. (60) 

it 
(H=h-h1 ) Fiir einen besonderen FalllaBt 

! 
I 
j 
i 

V 
Abb.51. 

; 
1,., 

sich nun die Einschniirungszahl IX 

genau ermitteln, namlich fiir die 
Bordasche Miindung, die gleich
zeitig eine untere Grenze fUr (x 
liefert; sie besteht aus einem nach 
innen eingesetzten zylindrischen 
Stutzen (Abb. 51). 

Das natiirliche Hilfsmittel fUr 
Rechnungen dieser Art ist der 

Impulssatz, der sich fiir alle Betrachtungen dieser Art in der Hy
draulik als auBerordentlich verwendbar erweist; er besagt, daB fUr 
irgendeine beliebig abgegrenzte Menge der Fliissigkeit die 
Anderung der BewegungsgroBe in der Zeiteinheit gleich ist 
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dem zeitlichen Mittelwert der Summe der auf diese Menge 
einwirkenden Krafte fiir die Zeiteinheit. Meistens hat man 
es in der Hydraulik mit zeitlich konstanten Kraften zu tun. 

Betrachten wir die Wassermasse zwischen der freien (seitlich 
irgendwie begrenzten) Oberfiache AB und dem eingeschniirten Quer
schnitt ab, so wird am Ende der sehr kleinen Zeit Lf t diese selbe 
Wassermasse in die benachbarte Lage A' B' a' b' gekommen sein. 
Wegen der stationaren (permanenten oder "bestandigen") Beschaffen
heit der Stromung ist die BewegungsgroBe der Fliissigkeit zwischen 
den Querschnitten A' B' und a, b am Ende von Lf t dieselbe wie am 
Anfang, da jedes Teilchen durch ein anderes mit gleicher und gleich
gerichteter Geschwindigkeit ersetzt wird. Die Anderung der Be
wegungsgroBe der betrachteten Fliissigkeitsmasse reduziert sich daher 
auf den U nterschied zwischen den BewegungsgroBen der in A B A' B' 
und a b a' b' enthaltenen gleichen Fliissigkeitsmassen Lf M; bezeichnet 
man die erste BewegungsgroBe mit Lf M· V(l' die zweite mit Lf M· V, 
beide in der Lotrechten (z) genommen, so gilt 

Lf M . V - Lf M· V 
- ··-L1-t-~·Q=2:Z, " ... (61) 

wobei 2 Z die Summe der in der z -Richtung auf die betrachtete 
Fliissigkeitsmasse wirkenden Krafte bedeutet. Fiir die Teilchen in 
A B A' B' sind die Geschwindigkeiten sehr klein; wir konnen daher 
Vo "" 0 setzen. Da ferner der Rauminhalt des Teilchens 

a b a' b' = h . Lf 8 = fl . V· Lf t 
ist, so ist des sen Masse 

LfM=J'.. fl V·Lft; 
g 

und mit V2 = 2 gH, wobei H = h - hl' gibt die linke Seite der G1. (61): 

LfM·V y 0 y -
---;,- =.- fl V" = - fl' 2 gH = 2 Y fl H .... (62) 

LJ t g g 

In der Richtung der Lotrechten setzen sich die Krafte (2: Z) aus dem 
Eigengewichte und den Driicken der Luft auf die Oberfiache zu
sammen; beide werden durch den Druck des Bodens aufgehoben, bis 
auf den Druck auf die AusfiuBoffnung f; die GroBe des auf f last en
den Druckes ist nun 

2 Z = (Po + y H) f - Po f = y f H, 
somit geht die G1. (61) iiber in 

2yfl H =yfH, 
woraus endlich folgt 

I a=fl /f=1/2\ . ......•. (63) 

Bei dieser Ableitung, die ganz ebenso auch fiir Seitenoffnungen 
auszufiihren ist, ist die G1. V2 = 2 g H beniitzt worden, die offenbar 
nur eine Naherung vorstellt, da der Wert von V u. a. auch von der 

Poschl, Hydraulik. 4 
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Rohe hI des' einspringenden Stutzens abhangen wird. J edenfalls ist 
tatsachllch V2 < 2 g H zu setzen und daher folgt (X, > 1/2, was auch 
in Wirklichkeit beobachtet wird 1). 

Die theoretische Bestimmung der genaueren Werte der AusHuB
zahlen ist eine sehr verwickelte Aufgabe, weshalb man bei ihrer Fest
legung heute noch vorwiegend auf Versuche angewiesen ist, iiber 
deren Ergebnisse im nacbsten Abschnitte das wichtigste berichtet wird. 

20. AusfloBzahlen fiir BodE-n- nnd Seitenoffnnngen. Fiir den 
Wert der AusHuBzahl f-l ist nicht nur die Form und die Tiefen
lage der AusHuBoffnungvon Bedeutung, sondern auch die Form des 
GefaBes selbst in der Nahe der AusHuBoffnung. Es zeigt sich, daB 
der EinHuB der GefaBwande und des Bodens erst verschwindet, wenn 
sie um die 2 bis 3 fachen Abmessungen der AusHuBoffnung von dieser 
entfernt sind. Beim Verschwinden des EinHusses der GefaB for m 
kann sich die Einschniirung des ausHieBenden Strahles unbehindert aus
bilden, und man spricht dann von vollkommener Einschniirung. 
Treten jedoch die Seitenwande des GefaBes naher an die Ausfiu13-
offnung heran, so werden die Bewegungsrichtungen der zur Offnung 
hinHieBenden WasserteiIchen schon teilweise in die AusHuBrichtung 
fallen und die Einschniirung wird mehr oder weniger aufgehoben -
die Einschniirung wird unvollkommen. 

Aus der groBen Zahl der sich hiebei ergebenden Moglichkeiten 
sind nur jene experimentell gepriift worden, die technisch von Be
deutung waren. Sie betreffen insbesondere Boden- und Seitenoffnungen 
mit rechteckigen und kreisformigen Querschnitten und GefaBformen, die 
bei Gerinnen zur Anwendung kommen. Die imfolgenden mitgeteilten 
Zahlen stellen nur einen kleinen Teil des umfangreichen Versuchs
materials dar, das auf diesem Gebiete namentlich durch die Arbeiten 
von Poncelet, Lesbros und J. Weisbach erhalten worden ist. 
, A. Bodenoffnungen. Fiir scharfkantige Bodenoffnungen von 
beliebiger Form in ebener Wand, also bei vollkommener Ein
schniirung, ist zu setzen: 

fX = 0,61 bis 0.64 (gewohnlich 0,64) 
UIid die AusHuBzahl (mit 'ljJ = 0,97): 

f-l = fX'ljJ = 0,64·0,97 = 0,62 ....... (64) 
Durch Fiihrungswande, die im Inneren des GefaBes langs der 

Offnungen angebracht werden, wird die Einschniirung behindert, man 
spricht dann von teil weiser Einschniirung und erhalt die hiefiir 
geltende AusHuBzahl nach Versuchen von Bidone und Weisbach 
in der Form , (+ eingefaBte Lange ) 

f-l = f-l 1 " . ganzer Offnungsumfang' ... (65 ) 

wobei fiir Kreise ,,= 0,128, fiir kleiue Quadrate ,,= 0,152, fiir 
kleine Recktecke ,,= 0,134, fiir groBere bis 0,157 und fiir f-l der 
bei vollkommener Einschniirung geltende Wert (0,62) zu setzen ist. 

1) Eine genauere Untersuchung zeigt, daB die VorauBsetzungen der ohigen Be
trachtungen gerade im Fall des einspringenden Ansatzes ziemlich genau erfiillt sind. 
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Auch durch eine der AusfluBoffnung vorgelagerte Verengung 
des GefaBes (Abb. 52) wird die Einschniirung unvollkommen, da hier 
die Fliissigkeitsteilchen auch an den Wanden schon vor der AusfluB
offnung teilweise in lotrechte Bahnen gedrangt werden. Sei f' der 
Querschnitt des GefaBes vor der AusfluBoffnung fund n = f / f' ( < 1), 
so ist nach Weisbach fiir die AusfluBzahl,t in diesem FaIle zu setzen 
(p, = 0,62): 

1. fiir kreisformige Offnungen: p,' = p, [1 + 0,0456 (14,82n - 1)]} 

2. fiir rechteckige Offnungen: p,' = p, [1 + 0,076 (9n _ 1)] (66) 

a) b) 

v 
Abb.52. Abb.53. 

Durch kegelformige Ansatzrohren, die nach auBen ragen, 
(Abb. 53 a, ° < ~ < n /2, cos d > 0) wird die Einschniirung ebenfalls 
teilweise. behindert, dagegen verscharft, wenn das Ansatzrohr nach 
innen angesetzt ist (Abb. 53b, n/2 < ~ < n, cos~ < 0); fiir beide 
FaIle laBt sich nach Weisbach die AusfluBzahl fl,' in der Form dar
stellen: 

p,' = p, [1 + 0,332 coss ~ + 0,1684 cos4 ~] • • • • (67) 

Beispiel 32. Ein Behiilter in Form eines Prismas sei bis zu einer Hohe 
von 11, = 3 m mit ]j'liissigkeit gefiillt. Wieviel Wasser flieBt innerhalb einer Stunde 
duroh eine Bodenoffnung von f = 10 om9 aus, wenn der Spiegel duroh einen 
ZufluB auf gleioher Hohe erhalten wird und die AusfluBzahl /L = 0,62 betriigt? 

Naoh G1. (59) ist die AusfluBmenge in 1 Sekunde: 

Q = /LfV2gh == 0,62.0,001·V2.9,8f.3 = 0,00478 mS/sek, 

daher in 1 Stunde (da 60·60 = 3600) : 

Q1 = 3600·0,Q0478 = 17,2 mS/Stde., 

B. Seitenoffnungen. Die GI. (59) fiir die AusfluBmenge aus 
einer Offnung f wird auch verwendet, wenn die Offnung in einer 
lotrechten oder geneigten Seitenwand des GefaBes liegt; in 
diesem FaIle wird Gl (59) nur fiir einen schmalen wagrechten Streifen 
von der GroBe df = x·dz der AusfluBoffnung als giiltig angesehen 
(Abb. 54) und die durch diese Offnung ausflieBende Menge in der 
Form angesetzt: 

dQ = p,df· -v2YZ = p, V2g.xVz.dz, 
4* 
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wobei z die Entfernung des Flaehenteilehens vom Spiegel ist. Die 
gesamte AusfiuBmenge ergibt sich sodann als die Summe aller dQ, 
wofiir (unter Benutzung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung) 
gesetzt wird: 

H 

Q =,u V2g J x -yzdz . . . (68) 
h 

Da durch die Form der AusfluBoffnung x ~ x (z) gegeben ist, 
kann das Integral ohne wei teres, wenn nicht rechnerisch, so doeh 
sieher numerisch oder zeiehnerisch ausgewertet werden. 

t ~ 
y 

: ; 

H h 4"0 
~ i .J 

!..--------b···· ... ·>oj 

it z 

'(.~L dlf i 1 ;·::j:dz 
i ~······x······~: 

.L ....... . 

Abb.54. Abb.55. 

Die ganze Sehwierigkeit liegt wieder in der Wahl der AusfluB
zahl ,u, die, wie gesagt, theoretisch sehwierig zu ermitteln ist; man 
hat sich auch hier wieder durch Versuche geholfen und ist in allen 
Fallen, wo Versuehe nicht vorliegen, zu Schatzungen gezwungen. 

Beispiel 33. Reohteokige und kreisformige Seitenoffnung. 
a) Fiir das Reohteok naoh Abb. 55 ist x = b = konst., und daher gibt 

die G1. (68): 

Q=/Lbv'2g1 {Zdz, d. h.1 Q=t,ubV2g[Itt'-h51 •• .. (69) 

Fiir kleine und tiefliegende AusfluBoffnungen kann man diesem Ausdruok 
nooh eine etwas andere Form geben, die fiir praktisohe Reohnungen bequemer 
ist. Man fiihrt die Tiefe Zo des Sohwerpunktes unter dem Spiegel ein und setzt: 

{ H=zo+aJ2, 
h = Zo -aJ2. 

Wenn man dann aus dem Klammerausdruok in G1. (69) zo3t. heraushebt und die 
Binome Itt. = zo3/'.(1 + a/2zo)"/. und hat. = zoo "I. (1 - a/2 z/I. naoh dem bino
misohen Lehrsatz naoh Potenzen von a /2 Zo entwiokelt, so folgt 

I Q=/LlabJ2"gZo I, .. . . • . (70) 

worin 

[ 1 (a)2 ' 
/Ll =,u 1 - 96 z;;- - •.. j. 
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b) Fiir den Kreis naoh Abb. 56 ist 

x9/4 + (zo - Z)2 = r9, also x = 21"~r2"----;-(z-o _-Z=)9 ; 

die AusfluBmenge in 1 sek kann wieder naoh Gl. (68) 
bereohnet und die auftretende Quadratwurzel naoh 
Potenzen von r / Zo entwiokelt werden. Man erhalt 

I Q = 1'9 ·r9 n Jl2iZo I, ... (71) 

worin 

fit 
Iii 
~o i l 
: ;.. .. ·x .... · .. ·:f 1$1 : . .Liz 
'-'r~ ,-
Abb.56. 
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In der folgenden Zahlentafel sind die Ausflu13zahlen nach 
Messungen von Poncelet, Lesbros und Weisbach fur eine An
zahl von verschiedenen Abmessungen und Tiefenlagen der Offnungen 
bei vollkommener Einschnurung aus scharfkantigen, rechteckigen und 
kreisformigen Offnungen angegehen. 

AusfluBzahlen fll' fl2 fur Seitenoffnungen 
(nach Poncelet, Lesbros, Weisbach). 

a) Reohteok: Q=Pl·ab.1"2gzo b) Kreis: Q=P2·r2n.1"2gzo 
z 

inm Reohteokhiihe a in om inm Offnungshalbmesser r in om ! l 

~t 
...... _- ·~il 

20 I 10 5 I 2 I 1 15 5 2 1 0,3 

0,05 0,58 0,60 0,621 0,64 0,68 0,10 - - 0,61 0,62 -
0,5 
1,0 
3,0 

0,60 0,62 0,63 0,63 0,65 0,50 0,59 0,60 0,61 0,61 0,64 
0,60 0,62 0,63 8,63 0,63 1,0 0,59 0,60 0,60 0,60 0,62 
0,60 0,60 0,61 : 0,61 0,61 6,0 0,59 0,60 0,60 0,60 0,60 Abb.57. 

Von den eben genannten Forschern wurden auch versuchsmaBig 
die .Anderungen untersucht, die durch gewisse Vorbauten vor die 
AusfluBoffnung, wie sie in Form von Ansatzgerinnen und der
gleichen bei alteren hydraulischen Anlagen vorkommen, hervorgerufen 
werden. [Bezuglich des Einflusses von Ansatzrohren an die AusfluB· 
offnung s. 34.] 

21. Besondere AusfluBvorgange. 

a) AusfluB aus bewegten GefaBen. Eine gleichformige Be
wegung des GefaBes nach irgendeiner Richtung andert nichts an dem 
AusfluBvorgange. Wenn dagegen ein GefaB etwa mit gleichbleibender 
Beschleunigung b gehoben wird, so ist dies mit einer VergroBerung 
der Beschleunigung der Schwere g auf den Wert b + g gleichwertig 
und die AusfluBgeschwindigkeit (und zwar die relative Ausflu13-
geschwindigkeit in bezug auf das bewegte GefaB) ist nach dem 
Toricellischen Gesetz fur die Druckhohe h: 

I V = V2 (g -t@ ......... (72) 
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Wenn das GefaB mit der Beschleunigung b sinkt, so tritt in diesem 
Ausdruck g - b an die Stelle von g + b, und wenn insbesondere 
b = g wird, so ist V = 0, d. h. aus einem freifallenden GefaB findet 
auch bei unverschlossener Offnung kein AusfluB statt. 

Beispiel 34. Wenn ein GefiiB vom Ge
wichte Q (samt InhaIt) durch ein iiber zwei 
Rollen laufetldes Seil (Abb. 58) mit einem Ge
wichte K(> Q) verbunden ist, so ist die Be
sch1eunigung b der eintretenden gleiohfOrmig 
beschleunigten Bewegung (nach dem d' Alem
bertschen Prinzipe) 

b=g.K-f{ 
K+Q 

und die AusfluBgeschwindigkeit ist naoh Gl. (72): 

_I l/Tk(jh 
V = V 2 (g + b) h = V K -tQ . 

Abb.58. b) AusfluB unter inner em Db er-
druck. In der Gl. (53) ist auch der 

Ausdruck fUr die Geschwindigkeit beim AusfluB aus einem GefaBe 
unter innerem Dberdruck allein enthalten (Abb. 59) 

. . (73) 

c) AusfluB unter Wasser. Fiir die Geschwindigkeit aus einem 
GefaBe von der Rohe h1 , dessen Offnung in einer Tiefe h2 unter 
dem Spiegel einer Wassermenge miindet (Abb. 60), gilt die Gleichung 

IV=-V2g(hl~h2)=-V2ghl, . ..... (74) 

·_····r-··-··_·f·· 
! h 
q.1 i 
: : 

Abb.59. Abb.60. 

die besagt. daB fiir die GroBe der AusfluBgeschwindigkeit in diesem 
Falle lediglichder Rohenunterschied der Wasserspiegel von Bedeutung 
ist. Sofern hierbei eine Einschniirung stattfindet, ist eine Einschnii
rungszahl a' einzufiihren und auBerdem wegen der Reibungsverluste 
die Zahl 'IjJ "" 0,97 vorzusetzen. Nach Versuchen von Weisbach ist 
bei AusfluB unter Wasser a' = 0,98 a zu setzen, wenn a die Ein 
schniirungszahl bei AusfluB in freie Luft bezeichnet. 
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Der AusfluB unter Wasser kommt z. B. bei den Grundablassen 
der Stauweiher u. dgl. vor, zu deren Beurteilung auch besondere Ver
suche angestellt wurden. 

Nach derselben GI. (74) wird (ohne Riicksicht auf den Verlust 
durch die Zahigkeit) die Stromungsgeschwindigkeit in einer Rohre 
berechnet, -die zwei GefaBe verbindet, deren Spiegel den Hohen
unterschied h aufweisen. 

Beispiel 3.5. Ausgleichszeit und 
Fiillzeit von Sehleusenkammern. Die 
GI. (74) fUr die AusfiuBgeschwindigkeit unter 
Wasser wird dazu beniitzt, um die Aus
gleiehs- oder Fiillzeit von Sehleusen
kammern zu ermitteln. Dabei werden in 
erster Naherung die Massenkrafte der be-

t-..L-• __ F't ........ ,---'.'-t .... L··T 
~dx x, ·····f ; . • • i .. 

wegten Fliissigkeit auBer aeht gelassen, was 
bei langsamer Fiillung kein Bedenken hat. 

• y ~ !. 

Sei etwa der linke Spiegel (Abb. 61) 
um x gesunken, der reehte um y gestiegen, 
so ist der Hohenunterschied z maBgebend 
fUr die GroBe der AusfiuBgesehwindigkeit in 
diesem Augenblicke. Die Kontinuitat der 
Stromung liefert die Gleichungen: 

Fldx=F2dY=f-tfV2gzdt 

und aus x+y+z=h folgt: dx+dy=-dz, daher 

f-trv2g(~+~).dt=- d~, 
Fl F2 V Z 

~:::.::: 
t Fz 

, 

Abb. 61. 

so daB diE). Ausgleiehszeit T bis z = 0 durch die Gleichung gegeben ist: 
o 

f-tf{2g(~ + ~)'T=-f~:':'=2 [{Z]~=2{h 
1 2 V z 

h 
oder 

T = 2 Fl F2 fh ........... (75) 
f-t ff 2 g (Fl + F2 ) 

Die Fiillzeit aus einer groBen Kammer, deren Spiegel in unverander
lieher Hohe angenommen wird, ergibt sieh damus fiir Fl = 00: 

T= !!!fh = 2 F2h ••.••••.•. (76) 
. /Lff2g "n 2 gh 

[Vgl. Beisp. 38, Gl. (92).] 
Werden die Massenkrafte beriicksichtigt, so erhii.lt man Schwingungen 

der bewegten Fliissigkeit, die unter dem EinfiuB der stets vorhandenen Wider
stande allmahlich zur Ruhe kommen. 

d) Die (angenaherte ) Beriicksichtigung der Zustroniges ch windig
keit c bei allen AusfluBproblemen geschieht dadurch, daB aus dem 
tatsachlichen Spiegel durch Aufsetzen der Hohe c2 j2 g ein "ideeller 
Spiegel" ermittelt wird, gegen den die wirksamen DruckhOhen der 
einzelnen Elemente in der Gl. (69) usw. gerechnet werden. An Stelle 
der Gl. (69) fiir rechteckige AusfluBoffnungen wird dann gesetzt: 

Q = tubV2Y[(H + c2/2 g)"/1 - (h + c2/2 g)"i .. (77) 
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usw. Inwieweit bei dieser Auffassung die Ausfiu.l3zahlen abzuandern 
sind, bleibt einer besonderen Untersuchung vorbehaIten, allgemein 
Hegen hiefiir nur wenig Anhaltspunkte vor. 

Da die Zustromgeschwindigkeit zur Ausfiu.l3offnung jedoch in den 
meisten Fallen sehr klein ist, so kann diese Korrektur, die iibrigens 
oft eine erhebHche Vermehrung der Rechenarbeit mit sich bringt, 
au.l3er Betracht bleiben. 

; 

i· 
I IV 
.. ··..,JH·t· 

i 

i-.. ···b·········r 

~ 

22. "tlberfiille. Wenn der obere 
Rand der Ausfiu.l3offnung bis an 
·den Wasserspiegel heranreicht, also 
h = 0 wird, dann spricht man von 
einem Dberfall, und zwar, wie es 
zumeistvorkommt, voneinem recht-f eckigen, wenn der Querschnitt 

_________ L _____ Rechteckform hat (Abb. 62) .. 

Abb.62. Aus Gl. (69) erhalt man un
mittelbar fiir h = 0, H = a: wenn 
ab=Hb=f: 

Da unmittelbar iiber der Unterkante der Wasserspiegel bereits eine 
Senkung erfahren hat, so hat man H in einer Entfernung von etwa 
3 H von der Unterkante stromaufwarts zu messen. 

Auch bier lauft die rechnerische Ermittlung von Q auf die 
richtige Wahl von ft hinaus. Nach Versuchen von Bazin geIten bei 
freiem Strahl (Abb. 63a) uber einer scharfen Vberfallkante, bei voll
kommener Einschnurung (auch an den Seiten) und verschiedener 
WehrhOhe W fur 2 ft /3 die in der folgenden Zahlentafel gegebenen 
Werte: 

Ausfiu.l3zahl 2 ft/3 fiir rechteckige Vberfalle. 

WehrhOhe W in m 
H in m 

0,2 0,5 I 1,0 

0,1 0,46 0,44 

I 
0,43 

0,3 0,50 0,45 0,43 
0,5 0,46 0,44 

Eine Zusammenfassung seiner eigenen im Flu.l3baulaboratorium 
in Karlsruhe angestellten Messungen gibt die empirische Formel von 
Th.Rehbock: . 

( 2,925 H) '/. 
Q = 1,787 + 1050H _ 3 + 0,236 w: bH , ... (79) 

worin H die DberfallhOhe und W die Wehrhohe in m bedeuten. 
Bei unvollkommener Einschniirung durch nahe heran

tretende Seiten- und Bodenwande des Zufuhrkanals, welcher Fall 
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von verschiedenen Forschern untersucht wurde, fand z. B. W eis bach, 
daJ3 statt f-t die folgenden Werte zu setzen sind: 

f-tl=f-t(l + 1,718n2), wenn b<B} ( ) , . . • 80 
f-tl = f-t (1,041 + 0,37 n2), " b = B 

wobei 
'Uberfallquerschnitt 

n= , 
Kanalquerschnitt 

b die Breite der AusfiuJ30iInung und B die Breite des Kanals sind. 
Was die Formen der austretenden Strahlen betrifft, die gleich

falls das f-t entscheidend beeinfiussen, so ist insbesondere bei Db er
fiillen eine groJ3e Mannigfaltigkeit von solchen beobachtet worden; 
eine Zusammenstellung verschiedener FaIle gibt Abb. 630.) bis e). 

a) b) c) d) e) 

Abb.63. 

a) Der freie oder gel iiftete Strahl stellt sich ein, wenn fiir 
unbehinderten Luftzutritt unter den Strahl gesorgt ist. 

b) Der gedriickte oder ungeliiftete Strahl bildet sich aus, 
wenn etwa H < 0,4 W und wenn nicht fiir geniigenden Luftzutritt 
zu dem Raume unter dem Strahl gesorgt ist. Dieser Strahl springt 
zwar weniger weit als der freie, Hefert aber, da unter dem Strahl 
ein luftyerdiinnter Raum und dadurch eine Saugwirkung entsteht, mehr 
Wasser als dieser. 

c) Der unterfiillte Strahl entsteht bei LuftabschluB des Raumes 
unter dem Strahl und H > 0,4 W, wobei sich dieser Raum mit wirbeln
dem Wasser flillt. Oft findet dabei die Erhebung auf dem Unter
spiegel - ein Wassersprung - erst entfernt vom Wehr statt, und 
dann tritt eine weitere VergroBerung der DurchfiuBmenge auf. 

d) Der Tauchstrahl tritt auf, wenn H + H' < 3 W /4; der 
Wassersprung riickt in die Nahe des Wehres, wodurch ein Teil des 
fallenden Strahles von wirbelndem Wasser bedeckt wird. 

e) Der haftende Strahl tritt auf, wenn die Wehrtafel nicht 
zu diinn ist, und die Dberfallkante auf der stromaufgekehrten Seite 
liegt; er liefert bis zu 3/10 mehr Wasser als der freie mit gleichem H. 

23. Webre. Bei den Wehren, die in den meisten Fallen ge
mauerte Einbauten in die FluBlaufe darstellen, liegen die Verhalt-



58 . Hydraulik. 

nisse insofern anders, ala ihre Oberkante - die Wehrkrone - nicht 
scharf ist, wie beiden experimentell gepriiften Vberfallen angenom
men wurde, sondern Formen zeigt, die dem besonderen Material und 
den b~sonderen baulichen Bedingungen angepaBt sind. Es kommen 
Wehre mit ebenen, dreieckfOrmigen und abgerundeten "Kronen", mit 
und ohne Boschungen stromauf- und stromabwarts vor. 

Nach Messungen von Bazin steigt der Strahl tiber eine scharf
kantige Vberfalloffnung um etwa 0,1 H an und erreicht die Wagrechte 
durch die Oberkante des Dberfalls wieder in einer Entfernung von 
0,66 H. Wenn daher die Breite a der Wehrkrone > 0,66 H ist, so 
wird notwendigerweise die Form des Strahls durch das Wehr be
einfluBt. 

Bezeichnet Q die Vberfallmenge des freien Strahls, so ergibt 
sich fiir die Dberfallmenge Q1 iiber ein Wehr mit rechteckiger Krone 
von der Breite a, wenn 

H/a= 0,5 I 1 2 

Q1 = 0,8 Q I 0,88 Q Q 

Abrundungen nach der Richtung stromaufwarts erhohen diese Mengen 
wesentlich. Fiir Wehre mit abgerundeter Krone von verschiedener 
Form fand Bazin auf Grund ausgedehnter Versuchsreihen fUr ver
schiedene Hohen H: Q1 = 0,9 Q bis 1,06 Q. 

Die GIn. (77) und (78), die fii.r die Dberfallmenge erhalten wurden, 
konnen auch dazu dienen, die umgekehrte Frage zu lO~en: wie groB 
muB die Wehrhohe W gemacht werden, damit in einem FluBlaufe 
eine Erhohung des Spiegels um einen gewissen Betrag H eintritt ~ 
Das Wehr hat ja gerade die Aufgabe, den Fliissigkeitspiegel ober
halb desselben zu erhohen, anzustauen; die durch das Wehr be
dingte Erhohung H des Wasserspiegels iiber seine natiirliche Lage 
nennt man die Stauhohe. 

; .:!; 
I( .~ ..... . 

....f.. ., ....... 1". 

t W 
; 

Abb.64. 

Gegeben sei also die Durch
fluBmenge Q Im3 /sek), die 13reite B 
(m) !lnd die Tiefe T (m) des FluB
laufes, sowie die StauhOhe H (m). 

=-..o;u'=.w.:.:.. Man bestimme die WehrhOhe W (m), 
die zur Erreichung dieser StauhOhe H 
erforderlich ist. 

Es konnen hierbei zwei Falle 
eintreten: 

a) Wenn das Wehr iiber den 
ungestorten Spiegel hervorragt, so 
erbalt man ein Dberfallwehr 

(Abb. 64), bei dem die Zuvor gefundene GI. (78) fiir den rechteckigen 
Vberfall anzuwenden ist. Wenn (nach 21d)) Etuch die Zustromungs
geschwindigkeit e des Wassers durch Ermittlung des ideellen Spiegels 
- um e2/2 g gegen den urspriinglichen erhoht - beriicksichtigt wird, 
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so ergibt sich die uber das Wehr flieBende Wassermenge nach Gl. (69) 
[H =x+ c'j2g, h = c'.!/2g]: 

Q=i,ulBV2g[(x+c2/2g)"'"-(cll/2g)"'] ••• (81) 
worin in der Regel 2 ,u1/3 = 0,46 gesetzt werden kann. Aus dieser 
Gleichung rechnet man x, und damus die Wehrhohe 

. • . (82) 

b) Wenn dagegen der ungestOrte Spiegel hoher als .die Wehr
krone liegt, so wird der Vberfall unvollkommen, es ergibt sich 
ein Grundwehr. Fur die Werte der hierfiir geltenden AusfluBzahlen 
liegen heute noch sehr unzureichende Angaben vor. Nach Weisbach 
wird die zwischen Ober- und Unterspiegel 
austretende Wassermenge als "Vberfall" 
nach Gl. (78), die vom Unterspiegel bis zur 
Wehrkrone liegende als "AusfluB unter 
Wasser" Gl. (74) behandelt; fiir beide wer
den besondere Werte der AusfluBzahlen 
eingefiihrt und so ein Anhaltspunkt fiir 
die iiber das Wehr flieBende Wasser
menge Q gewonnen. Nach den Bezeich
nungen der Abb. 65 wird daher angesetzt, 
wenn wieder der urn c2 /2 g erhohte ideelle 
Spiegel eingefiihrt wird: 

Abb.65. 

Q = Vberfall + AusfluB unter Wasser 

=i,ul B V2 g [(H + c2/2 g)8, •. _ (cll /2 g)"'o] + ,ullBy VC:-2g---;C(H=+-;---O;cll=/2 g). (83) 
Ais ungefahre Angaben konnen gelten: ,u1 = ,u'2 = 0,63. Wird aus 
dieser Gleichung y ermittelt, so folgt fiir die WehrhOhe 

I W = T - y I· . . . . . . . . . (84) 

Fiir ruhiges Oberwasser ist in Gl. (83) c = 0 zu setzen. 
Die G1. (83) gestattet auch, zu erkennen, wann ein Grundwehr 

und wann ein Vberfallwe'hr anzuwenden ist. Ein Grundwehr 
kommt offenbar nur dann zur Ausfiihrung, wenn das aus G1. (83) 
gerechnete y tatsachlich positiv ausfallt. Wird y dagegen negativ, 
so tritt die Wehrkrone iiber den Unterspiegel heraus, und es ist ein 
Vberfallwehr anzuwenden. Wir erhalten daher fiir c = 0 die Unter
scheidung: 

Grund wehr: wenn y > 0, oder Q > 0,42 B Hv' 2 g H . (85) 

Vberfallwehr: " y < 0, " Q < 0,42 B HV2 g H . 

Die Abweichungen gegen den genaueren Ausdruck (mit c i= 0) sind 
in den meisten Fallen geringfiigig. 

Beispiel 36. In einem ~'lul3 mit dem Durchflul3 Q = 70 mB/sek sind an 
zwei Stellen 1 und 2 Wehre einzubauen, fUr welche folgende Angaben gelten: 
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Stelle 1: Breite der Wehrkrone B = 120 m, StauhOhe H = 3 m, 
" 2: "" " B= 80m, " H=0,4m. 

Es ist zu entscheiden, ob ein Grundwehr oder ein Dberfallwehr anzuwenden ist. 
Man erhalt nach GI. (85) fUr die 

Stelle 1: 0,42 B Hl2gH = 1158 m3jsek > Q,' daher Dberfallwehr, 
" 2: 0,42BHl2gH= 39m3/sek<Q, " Grundwehr. 

Beispiel 37. Ein FluB ftihrt 62 m3jsek, wovon 26 m3/sek unmittelbar 
oberhalb des Wehres in den Oberwassergraben eines Elektrizitatswerkes abge
leitet werden, wahrend sich der Rest von 36 m3/sek tiber das Wehr ergieBt und 
im Unterwasser mit T = 1,9 m Wassertiefe abflieBt. Die WehrhOhe ist W = 1,3 m 
tiber der Sohle (Grundwehr!), die Wehrkrone hat B = 15 m Lange. Wie hoch 
ist der Stau H? 

Nimmt man die Zustromgeschwindigkeit schatzungsweise mit 1,5 mjsek 
an, so ist c2 j2g=0,115m und die Gl. (83) gibt, da f2g=4,43m'/'/sek und 
y=T- W= 0,6 m: 

36 = 0,42·15·4,43, [(H + 0,115)"/. - 0,1153/.] + 0,63·15· 0,6·4,43· (H + 0,115)'/
= 27,91 [(H + 0,115),/- - 0,039] + 25,12 (H + 0,115)'/ •. 

Aus dieser Gleichung ist H zu bestimmen. Nach einigen Versuchen findet man fUr 
H + 0,115 = 0,5, 0,6, 0,7 

die rechte Seite der vorigen Gleichung 
= 26,55, 31,36, 36,32. 

Es ist daher (ungefahr) H + 0,115 = 0,7, d. h. H = 0,585 m. 
Ftir den FluBquerschnitt oberhalb des Wehres hat man nun: 

(T + H) B = (1,9 + 0,585) ·15 = 37,3 m2 

und fUr die ZU,stromgeschwindigkeit c, CIa die 62 m3jsek bis nahe an das Wehr 
flieBen: 

c = 62: 37,3 = 1,66, womit c2/2 g = 0,140 
folgen wiirde. Der Unterschied dieses Wertes gegen den friiheren 0,115 kann 
au6er Betracht bleiben. Fiir die Erzielung einer groBeren Genauigkeit ware 
die Rechnung mit dem jetzt gefundenen Wert c2J2g = 0,140 zu wiederholen. 

24. AusfluB- und Entleerungszeit. A. AusfluB aus Bodenoff
nungen. Die Gl. (59) fur die Menge der aus einem GefaB ausstro
menden Flussigkeit wird nicht nur angewendet, wenn es sich, wie 
wir bisher stets angenommen haben, um einen bestandigen oder 
stationaren AusfluBvorgang handelt, bei dem die Geschwindigkeit V 
dauernd denselben Wert behalt, sondern auch dann, wenn die fUr V 
maBgebende Druckhohe h veranderlich ist, wie dies bei der Frage 
nach der AusfluBzeit und Entleerungszeit von Behaltern vor
kommt. Dabei wird die - stets sicher vorhandene - Verander
lichkeit der AusfluBzahl fl mit der Druckhohe h auBer Betracht ge
lassen und fUr fl der gewohnlich eingefUhrte Wert (0,62) wahrend 
des ganzen Vorgangs giiltig angenommen. 

Nimmt man zunachst an, ein Behalter von beliebiger Form 
(Abb. 66) besitze aueh einen ZufluB q m3 jsek, so gilt fUr die Druck
hohe h und die AusfluBoffnung f folgendes: 

die 

" 
Oberflache steigt I 

" beharrt je nachdem 
" sinkt 

q~flfv'2gh . (86) 

" 
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Wenn im letzteren FaIle der Spiegel schon bis zur Tiefe z ge
sunken ist, so ist der VberschuB des Ausflusses tiber den ZufluB in 
der Zeit dt: (p, f Y 2 g z - q). d t und urn diesen Betrag ist der Spiegel 
mit dem Flacheninhalt F = F(z) weiter gesunken. Es ist daher 

(p,fY2gz - q)dt = - F(z)dz; ..... (87) 

wenn nun q!p,fY2g = YIC gesetzt wird, so folgt: 

dt = F(z) dz _ 1 F(z) dz 
q - p,fY2gz - p,fY2g' VIC - Vz' 

Es ist daher die AusfluBzeit bis zur Tiefe z: 

z 

t=--- ----1 f F(z)dz 
p,fV2g YIC - Vz 

. . . . . . (88) 

h 

Fiir z = kist der ZufluB q gleich dem Aus
fluB geworden, der Spiegel nahert sich einer 
Grenzlage, die er nicht unterschreitet; 
die Zeit bis zur Erreichung dieser Grenz
lage ist durch die Gl. (88) gegeben, wenn 
fiir die obere Grenze des Integrals z = k 
gesetzt wird. 

Damit das so entstehende Integral 

k f F_(z) d~ 

l'k -l'z 
h 

h 

einen end Ii 0 hen Wert behalt, muB F (z) I (l'Tc -l'z) fiir z = k von niedrigerer als 
1. Ordnung in l/(k - z) unendlioh groB werden; wenn daher E eine beliebig 
kleine, von Null versohiedene, positive Zahl bedeutet, und g(z) eine regulii.re 
Funktion ist, so muB 

F(z) g (z) 
lIk= Yz = (k- z)l-e' 

sein. Setzt man nun 

also l'Tc -l'z F(z) = g(z).---
(k-zi- e 

g (z) = gl (z) (l'k + l'z) , 
wobei gl (z) wieder eine regulare Funktion ist, so folgt: 

F(z)=gl(z)·(k-z)', .•...•..... (89) 

d. h. wenn F(z) iiir z= k von irgendeiner nooh so kleinen Ordnung 8 versohwindet, 
so wiirde die Gl. (88) eine endliohe AusfluBzeit ergeben; es ist jedooh zu be
merken, das diese Betraohtung physikalisoh ohne Bedeutung ist, da die Ausflul3-
ofl'nung f, die dooh an der tiefsten Stelle zu denken ist, selbst eine endliohe 
GroBe haben muB. Bei dieser einfaohen Theorie kommt daher fiir die Zeit bis 
zur Erreiohung der Grenzlage des Spiegels immer unendlioh hera us. 
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Bei fehlendem ZufluB (q = 0, k = 0) erhiilt man nach Gl. (88) 
fiir z = 0 die Entleerungszeit T(sek) des Behalters: 

h 

T=~~fF~)dZ ) pJV 2 g Vz ....... (90 
o 

Beispiel 39. Prismatischer Behiilter. Fiir F = Fo = konst. (Abb. 67) 
erhalt man [fiir q t 0, k to]: 

z 

t= Fo_f _dz--== 2Fo_ [lk- {z+lklog tX-fkJ. (91) 
{jfl2g lk-lz {jfl2g lz~lk 

h . 

Die Zeit bis zur Erreichung der Grenzlage z = k ergibt sich hier tatsachlich un
endlich. 

F 

------------- -r----
.• .c.. k 

(d)"~~ 

Abb.67. 

··········l 

z; 

.. LL 

Abb. 68. 

Fiir die Entleerungszeit bei fehlendem ZufluB (q = 0) folgt nach Gl. (90): 
h 

T= {jf~02gf :~ = {j;;~ [lz]~= :;i~~ = {j;;;:h .. (92) 
o 

Da Fo h der Rauminhalt des gefiillten Behalters und {j f i 2 g h die in 1 sek 
ausflieBende Menge bei der Druckhohe h ist, so sieht man aus dieser Gleichung, 
daB die Entleerungszeit doppelt so groB ist wie die Zeit, die bei stets gefiilltem 
Behalter, also stationarem Vorgang, fiir den AusfluB einer Menge F 0 h von der 
GroBe des Behalterinhaltes notig ist. 

Beispiel 39. Fiir einen Behalter in Kugelform (Abb.68) ist 
F=x 9 n/4, unddax9/4+(r-z)2=r 2, soistx9/4=2rz-z2 ; daheristdieEnt
leerungszeit beim AusfluB durch eine Offnung f nahe dem untersten Punkte: 

2r 
n J2rz-z2 8 4r 3 n/3 

T=,ufi2g lZ dz=5·{jfY2g.2r'····· (93) 
o 

d. h. die Entleerungszeit ist 8/5 der zum AusfluB des Kugelinhaltes bei gIeich
bleibender DruckhOhe 2r notigen Zeit. 

B. AusfluB ans Seitenoffnungen. Derselbe Vorgang wie bei 
Bodenoffnungen wird auch zur Bestimmung der AusfluBzeit bei Sei
tenoffnungen angewendet. Fur die Phase des V organges, bei der 
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der Spiegel bis zur Oberkante der AusfiuJ30ffnung (Abb. 69) riickt, 
hat man - bei rechteckiger AusfiuBoffnung - die fiir den AusfiuB 
durch eine Seitenoffnung geltende Gl. (69) anzuwenden, von da ab 
die fiir den rechteckigen Dberfall geltende Gl. (78). Auch bei dieser 
(angenaherten!) Rechnung wird in 
der Regel fiir den ganzen Vor
gang fiir,.", ein festbleibender Wert 
angenommen, wodurch die Aus
fiihrung der Rechnung moglich wird. 

Ein Sinken des urspriinglichen 
Spiegels tritt ein, sobald der ZufiuJ3 

q < ~ ,.", b v2i [H3/. - h 3/.]. 

Fiir die Tiefe z liefert die Durch
fiuBgleichung ahnlich wie friiher 
(Abb.69) 

Abb.69. 

it 
1 ! 

• 
{i,.",b V2g[z"/. - (z - a),/o] - q} dt = - F(z) dz 

und die AusfiuJ3zeit fiir die Zeit des Sinkens des Spiegels bis zur 
Oberkante der AusfluBoffnung wird: 

H 

Tl = J F(z)dz ...• (94) 
~,.",b 11 2 g[z 3/. - (z_a)3/1] - q 

a 

Von bier an ist die fiir rechteckigen Dberfall geltende Gl. (78) heran
zuziehen; die Kontinuitat der Stromung liefert die Gl.: 

{i,.",bV2iCI. - q}dt = - F(C)·dC, 

und daraus ergibt sich die AusfiuBzeit bis zur Unterkante der Offnung: 
a 

T - f F(C)dC 
\I - ~ ,.", b 11 2 g CI. - q 

o 

Die ganze Zeit fiir die Entleerung bis zur Unter
kante der AusfiuBoffnung ist: 

T= Tl + T\I' ...... (96) 

Beispiel 40. Fiir die Entleerungszeit durch einen 
rechteckigen Dberfall (Abb. 70) aus einem prismatischen 
Gefii.lle ist F = Fo zu setzen, und daher gilt bei fehlendem 
Zufiull (q = 0): 

. . (95) 

Abb.70. 

ein Ergebnis, das die Unzulii.nglichkeit der getroffenen Annahme fiir diesen Fall 
dartut. 
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III. Krafte von bewegten Fliissigkeiten auf ihre 
Fiihrungen. 

25. Krafte von Stromfaden auf ruhende Fiihrungen. Wir 
betrachten einen Stromfaden mit der DurchfluBmenge Q m3(sek, der 
die Form eines Kanals zwischen zwei Schaufeln einer Turbine von 
beliebig, aber stetig veranderlichem Querschnitt hat, so daB er das 
GefaB an allen Stellen vollkommen ausfiillt. Dann stellt sich die 
praktisch auBerordentlich wichtige Frage nach der Kraft ein, die von 
diesem Fliissigkeitstrom auf das GefaB ausgeiibt wird. Man nennt 
diese Kraft den Druck des Stromfadens auf das GefaB oder 
die Reaktion des Stromfadens. 

Diese Kraft ist offenbar gleichwertig mit der Summe der Driicke, 
die die Fliissigkeit auf die einzelnen Flachenelemente der GefaBwande 
ausiibt. Mit Hilfe des d' Alem bertschen Prinzips hat es keine Schwie
rigkeit, den gesuchten Ausdruck fiir die Summe dieser Driicke zu 
erhalten. Viel einfacher und anschaulicher als durch diese Summie
rung erhalt man das gesuchte Ergebnis jedoch mit Hilfe des Impuls
satzes, auf den schon friiher (19b) als auf ein brauchbares Hilfs
mittel fiir aIle derartigen Betrachtungen hingewiesen wurde. . 

Wir konnen den Impulssatz wie zuvor in folgender Form aus
sprechen: Die vektorielle Anderung der BewegungsgroBe 
einer beliebig abgegrenzten Fliissigkeitsmasse (oder allge
meiner: einer beliebig abgegrenzten Gruppe von Korpern) in der 
Zeiteinheit ist gleich dem zeitlichen Mittelwert der 
Summe der auf diese Masse einwirkenden Krafte fiir die 
Zeiteinheit, und zwar der flachenhaft verteilten Krafte auf 
die Grenzen und der raumhaft verteilten auf das Innere der Fliissig
keitsmasse. Ein ahnlicher Satz gilt beziiglich der Momente. Be
zeichnet \8 den Vektor der gesamten BewegungsgroBe der abgegrenzten 
Fliissigkeitsmasse, ~ K die Summe der Krafte, ~ den Schwullg (Drall 
oder Moment der BewegungsgroBe) in beZlig auf einen beliebigen 
Punkt 0 des Raurnes, ~ m die Summe der Momente der Kraft in 
bezug auf 0, so laBt sich der Impulssatz auch durch die beiden 
Gleichungen aussprechen (s. Techn. Mechanik, III. Teil, VII): 

I d';j ~ :EK 
dt ' 

(97) 

Die Abgrenzung denkt man sich dabei so ausgefiihrt, daB man 
urn die einbezogenen Fl iissigkeitsmassen eine K 0 n t roll fl a c h e ge
legt denkt und nachsieht, welche Anderungen diese eingeschlossenen 
Massen erfahren, ferner die Krafte in Ansatz bringt, die auf den 
Rand dieser Kontrollflache und im Innern einwirken. 

Wenden wir dies en Satz auf die durch die ebene Fiihrung der 
Abb. 71 stromende Fliissigkeitsmasse an, fiir die C1 , c2 die Geschwindig-
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keiten beim Eintritt und beim Austrittl) und Q den Dur.chfluB be
zeichnen, und legen die Kontrollflache durch den UmriB des GefaBes 
und die Grenzflachen Fl und F'J' so wird diese Masse am Ende einer 
kleinen Zeit Ll t in die punktierte Lage gelangen. Wahrend im Innern 
jedes Teilchen durch ein gleichbeschaffenes mit der gleichen Ge
schwindigkeit ersetzt wird, im ganzen also im Innern keine Anderung 
der BewegungsgroBe statt hat, fallt beim 
Eintritt die BewegungsgroBe e' Q c1 . Ll t fort ~ 
und kommt beim Austritt die Bewegungs- !I 
groBe e' Q c2 ' Ll t neu hinzu; denn e Q. At ist 
die in der Zeit At bei A fortfallende und 
bei B hinzutretende Masse (e = rig). 

Die beirn Eintritt fortfallende Be
wegungsgroBe ist daher 

A-~l = e Q c1 At, 

die beirn Austritt hinzutretende: 

LI ~2= e Q c2 At, 

o~~------------~x~ 

Abb. 71. 

beide haben die Richtungen der beziiglichen Geschwindig~eiten c1 

und C2 , weshalb die Striche iiber diese gesetzt wurden. Die Anderung 
der BewegungsgroBen in 1 sek gibt daher die auf die Fliissigkeit 
einwirkende Kraft (- it) 

_ j( = LfjB~ - L:n8~ 
At 

und nach dem Satz von der Gleich
heit der Wirkung und Gegenwirkung 
ist die Kraft auf das GefaB 

K = A~~ - A~~ 
Ll t ' 

oder 

K = e Q (c1 - ( 2) I· . (98) 

Fiir die gesuchte Kraft K auf die 

1/ 

.. .Q . 

.... ·0; ··· ... 1 
7j .... 

..... . ..... 

:.", 
.. /i 

" 

Fiihrung sind daher nur die Geschwindig- B 
keiten c1 ' c2 beim Eintritt und Austritt 
und der DurchfluB Q von Bedeutung, 
im iibrigen ist die Form des GefaBes 
ohne jeden EinfluB. 

Wir erhalten somit den Satz: 

',' 

" 

Um die Kraft k eines Fliissigkeitstromes auf ein GefaB 
zu bestimmen, hat man nach Abb. 72 nur die Kraft eQc1 

. 1) Die Bezeichnungen sind in diesem und in dem folgenden Kapitel in 
Dbereinstimmung mit den im Turbinenbau eingebiirgerten gewahlt; und zwar 
bezeichnen 101 , W2 die relativen, C1 , 1:2 die absoluten Geschwindigkeiten, U1 , Us 
bie Umfangsgeschwindigkeiten fUr Eintritt undo Austritt. 

Poschl, Hydraulik. 5 
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in Riehtung Gp die Kraft e Q c2 entgegen der Riehtung c2 -

beide also naeh dem Innern des GefaBes zu geriehtet - auf
zutragen, ihre Wirkungslinien zum Sehnitt zu bring en und 
das Kraftdreieek zu zeiehnen; ihre Summe gibt unmittelbar 
die gesuehte Kraft K naeh GroBe und Riehtun'g. Man kann 
aueh sagen, der zuflieBende Strahl entsprieht einer Kraft e Q Cl , der 
abflieBende einer Kraft e Q c2 ' und ihre Differenz gibt die Kraft des 
Stromfadens auf das GefaB. 

Um das Moment der von dem Fliissigkeitsstrom ausgeiibten 
Krafte in bezug auf eine dureh irgendeinen Punkt 0 senkreeht zur 
Zeiehenebene laufende Aehse zu erhalten, hat man naeh dem zweiten 
Teile des Impulssatzes die Anderung der Momente der Bewegungs
groBen in bezug auf 0 zu nehmen (Abb. 72): dieser Vorgang fiihrt hier 
unmittelbar auf den Momentensatz, da das Moment von K in bezug 
auf 0 gleieh ist der Summe der Momente der Teile e Q cl und e Q c2 

von K in bezug auf denselben Punkt O. 
Die Teile (X, Y) von K naeh irgend zwei Aehsen eines recht

winkligen Aehsenkreuzes 0 x y (Abb. 71) lassen sieh, wenn IXl ,' IX2 die 
Neigungswinkel von Cl , c2 gegen Ox bedeuten, nach G1. (98) in der 
Form schreiben: 

Wenn die Achsen x, y naeh der Wagreehten und Lotrechten gelegt 
werden, so nennt man X den Horizontaldruck und Y den Vertikal
druck; das Moment inbezug auf irgendeinen Punkt 0 der Ebene hat 
die GroBe 

I IDe = eQ(clrl - c2r2) = Kr I· ..... (100) 

Ganz derselbe V organg und dieselben Sehliisse geIten nun auch, 
wenn der Stromfaden eine beliebige raumliche Form hat; nur bilden 
dann im allgemeinen die beiden Krafte e Q cl und e Q c2 ein r au m
liches Kraftkreuz, fiihren also auf eine Dyname, zu deren Auf
fin dung die bekannten Methoden der Raumstatik Wort fiir Wort iiber
nommen werden konnen (s. Teehnisehe Meehanik, I. Teil, IV). 

Wenn die Driicke Fl PI und F'J P2 auf die Grenzfl.aehen F1 und F2 
des Stromfadens in Rechnung zu ziehen sind, so treten zu den Gliedern 
rechter Hand in den GIn. (99) und (100) noch je zwei weitere hinzu, 
die von diesen Driicken herriihren. Die GIn. (99) und (100), die die 
Krafte und das Moment angeben, die auf das GefaB wirken, sind 
dann in folgender Weise zu erganzen: 

x{ X e Q (VI c~s IXl = vll e~s IX2) + Fl PI e~s IXl = FIl PI! c~s IXIl (101) 
Y - e Q (VI sm IXl v2 sm IXIl) + Fl PI sm IXl F2 P2 sm IX2 

und 

IDe = eQ(vlrl -: v2r\l) + FIPlrl - F2P2r\l. . ...•. (102) 
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Beispiel 41. a) Die Kraft K, die ein aus einer Seitenofinung eines 
GefaBes ausflieBender Fliissigkeitstrahl auf das GefaB ausiibt, ergibt sioh un
mittelbar duroh die eben besohriebene Konstruktion. Die Teile naoh x und y 
sind (da (;22 = 2 9 h), wenn im iibrigen vom Eigengewioht der Fliissigkeit ab
gesehen wird (Abb. 73), 

K 9 j X=eQc2=l' (cz2 =2yfh 

Y = e Q c, .~ L (cz c, = 2 yfh. c.l 
9 C2 

Die naoh der Wagrechten ent
fallende "Reaktion" des Stromfadens 
ist somit doppelt so groB wie der del' 
gleichen Druokhohe h entspreohende 
hydrostatisohe Druok auf die Flaohe f. 

Man erhalt diese Beziehung auoh un
mittelbar, wenn man beaohtet, daB das Auf
treten von X dem Umstande entspricht, daB 
in jeder Sekunde der ausflieBenden Masse (i (cz 
die Gesohwindigkeit c2 = l2g,h in der .c-Rich
tung erteilt wird; denn es jst wie zuvor: 

X = "-((;2· C., =;'r2gh = '2yfh. 
9 - 9 

Wenn ( nioht klein gegen Fo' ist, d. h. 
wenn auch die Energie der im Spiegel sinken-

• . . . . . • (103) 

f 

den Fliissigkeit c,2/2g beriioksiohtigt werden soIl, so ist nach Gl. (,54) 
c.,' = llfgh/ (f--':'-,t2), n = (I Fo' im iibrigen verlauft die ~Reohnung wie zuvor. 

b) Wenn die Richtungen c, undcz parallel und entgegengesetzt ge
richtet sind (Abb. 74), so sind die Kriifte e Q c, und - e Q c, parallel und gleich
gerichtet, die Kraft K auf das GefiiB erhiilt man daher duroh eines der btr 
kannten Verfahren fUr die Summierung par
alleler Kriifte, z. B. mit Hilfe eines Seileoks, 
wie in der Abb. 74 angedeutet. 

c) Wenn die Vektoren c, und c2 gleich 
gr 0 B und entgegengesetzt gerichtet sind, so 
ist die Summe der von dem Fliissigkeits
strom auf das GefaB ausgeiibten Kriifte einem 
Kraftpaar gleichwertig, dessen Moment die 
GroBe 

[Jl = eQc,'a • . . • (104) 

hat, worin a den Abstand von (;, und (;2 be
deutet. 

26. Bewegte Kaniile. Die im vor
hergehenden Abschnitte behandelte Auf
gabe gewinnt eine besondere Bedeutung 
fiir die Theorie der Turbinen, wenn 
das GefiiB, durch welches die Fliissigkeit 
stromt, selbst eine Bewegung ausfiihrt, 

Abb. 74. 

und die Arbeit, dievoll dem Fliissigkeitstrom auf das bewegte Gefii13 
iibertragen wird, ihren Gegenwert findet in einem Widerstande, der 
durch jene Arbeit iiberwunden wird. Wir beschranken uns dabei auf 
die Betrachtung der zwei Falle: a) GefaB in gleichformiger Be
wegung in gerader Linie und b) in gleichformiger Dreh
bewegung. 
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Auf diese Weise kann - wie dies bei stationaren Bewegungen 
immer moglich ist - die gleichformige Bewegung eines um eine Achse 
drehbaren Korpers als Wirkung des stromenden Wassers erzeugt ge
dacht werden. Physikalisch hat man sich dabei - trotzdem zwischen 
der Triebkraft des Wassers und dem "Widerstande" Gleichgewicht 
besteht - sie sind gleich groB und in derselben Wirkungslinie ent
gegengesetzt .gerichtet - einen gewissen OberschuB der Triebkraft, 
eine "Tendenz" zur Aufrechterhaltung dieser stationaren Bewegung 
zu denken. 

Bei Auftreten von veranderlichen Beschleunigungen bei der 
Bewegung der GefaBe werden die Beziehungen erheblich verwickelter, 
da auch die Bewegung der Fliissigkeit selbst durch diese Beschleuni
gungen bedingt ist; solche verwickeltere Bewegungen haben indessen 
nur geringe praktische Bedeutung. 

Abb.75. 

a) GefaB in gerad
linig-gleichformiger Be
wegung. Wir nehmen zu
nachst an, daB die Bewegung 
des GefaBes, welches wir uns 
mit Riicksicht auf die An
wendungen wieder in Form 
des Schaufelkanals einer Tur
bine denken, eine gerad
linige und gleichfOrmige sei. 
Nach dem Tragheitsgesetz 
(Unabhangigkeit der Vor

gange der Mechanik von einer gleichformigen Bewegung des Bezug
systems) erleiden die Bewegungserscheinungen durch eine solche gleich
formige Bewegung keinerlei Anderungen. Z. B. wird die AusfluB
geschwindigkeit einer schweren Fliissigkeit, relativ zum GefaB genommen, 
unabhangig davon sein, ob das GefiiB ruht oder in gleichformig-gerad
liniger Bewegung begriffen ist. Bei einer beschleunigten Bewegung 
des GefaBes, das von der Fliissigkeit durchstromt wird, wiirde dies 
natiirlich nicht mehr der Fall sein. 

Denkt . man sich die Kontrollflache so gelegt, daB sie die in 
dem GefaB der Abb. 75 enthaltene Fliissigkeitsmasse umschlieBt, und 

. betrachtet eine benachbarte Lage der in dieser Kontrollflache ent
haltenen Fliissigkeit, so kann man genau dieselbe Betrachtung an
stellen, wie beim ruhenden GefaB (25). Bezeichnet u die wagrecht 
angenommene Eigengeschwindigkeit des GefaBes,wl' w2 die relative 
Efutritts- und Austrittsgeschwindigkeit (d. h. die Geschwindigkeiten 
in bezug auf das bewegte GefaB), ferner c1 = wl + u, ell = wll + U 
die absolute Eintritts- und Austrittsgeschwindigkeit der Fliissigkeit, 
so findet man, daB in der kleinen Zeit LI t bei A die Bewegungs
groBe e Q cl • LI t verschwindet und bei B die BewegungsgroBe e Q e2 • LI t 
neu hiQ.zutritt, wahrend im Innern des GefaBes keine Anderung der 
BewegungsgroBe der Teilchen eintritt; ai' a9 seien die Winkel von 
151 , e9 , PI' p'J die Winkel von W1 , w2 gegen die x-Achse. 
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Fur die Teile der von dem Flussigkeitsstrom ausgeubten Kraft K 
nach den Achsen x, y erhalt man dann jedenfalls (da sich u forthebt): 

K f X = e Q (C1 cos !Xl - C2 cos !Xi) = e Q (W1 cos P1 - Wi cos Pi) 
1 Y = e Q (c1 sin !Xl - c2 sin !X2) = e Q (W1 sinPl - w2 sin(2) . (105) 

Fur die GroBe von Kist also allein die Anderung der ab
soluten BewegungsgroBen in 1 sek maBgebend, die im Fall der 
Translation des GefaBes allerdings mit den Anderungen der relativen 
BewegungsgroBen in 1 sek zusammenfallen (was beim rotierenden 
GefaB nicht mehr der Fall ist); die Schaufelform, also die Form 
des GefaBes zwischen Eintritts- und Austrittstangente, ist fUr die 
GroBe von K gleichgultig. 

Dagegen zeigt es sich, daB fUr den Fall des bewegten GefaBes die 
Lage von K aus C1 , c2 bzw. 11\, w2 nicht so unmittelbar angegeben 
werden kann wie im FaIle des ruhenden GefaBes. Vor allem stellt 
sich dabei heraus, daB die Lage von K von der Schaufelform ab
hangt, oder von der absoluten Bewegung des Wassers durch das 
bewegte GefaB (in Abb. 75 punktiert eingetragen). Da die Kenntnis 
der Lage von K auch nur in ganz vereinzelten Fallen von Wichtig
keit ist, so wollen wir hier nicht weiter dabei verweilen. 

Beispiel 42. Ein GefaB von der in 
Abb. 76 gegebenen Gestalt besitzt eine sehr 
kleine AusfluBoffnung fund eine im Vergleich 
hiezu sehr groBe Oberflache F" die wahrend 
des betrachteten Vorgangs auf derselben Hohe 
erhalten bleiben solI. Wie groB muB die wag
rechte Geschwindigkeit u gemacht werden, 
damit die Leistung des Horizontaldrucks X 
am groBten wird, und wie groB ist dieser 
groBte Wert des Horizontaldruckes? 

Nach GI. (105) ist, da fl, = :rcJ2, P2 = 0, 
cl '" 0, (da auf die Zufiihrung keine Riicksicht 
genommen wird), C2 = W 2 - U = v - u: 

X=eQ(v-u); 

Daher ist die Leistung 
E=Xu=eQ(v-u)u. 

Abb. 76. 

Dieser Ausdruck erhalt einen GroBtwert fiir u=vj2, und es wird, da w22 =v2 =2 gk 
gesetzt werden kann: 

)' v2 1 1 
Emu = -fj Q 4 = '2 "I Q k = 2" Ea , 

wo bei En = "I Q k die zur Verfiigung steliende (absolute) Arbeitsfiihigkeit der 
Fliissigkeit ist. 

Das zugehorige X ist 

X = eQ'~ = %fv·i= "Ifk, 

d. h. gleich dem statischen Druck auf die Fliiche f. 
Die andere HaIfte der verfiigbaren Leistung Ea des Wassers steckt zur 

HaIfte in der Leistung des ausstromenden Wassers: 
(V-U)2 v2 I 

E, = "IQ- '2 fJ - = "IQsg = ';e Qk , 
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und zur anderen Halfte in dem Arbeitsverbrauoh jenes Wassers, das in jeder 
Sekunde aufs neue die Gesohwindigkeit u des GefaBes bekommen muB: 

u2 v2 1 
E2 = r Q 2 g = r Q 8 g = 4; r Q h = E1 • 

Von der im Wasser auf der Hohe h verfiigbaren (absoluten) Leistung Ea 
wird also die Halfte zur Dberwindung des Widerstandes X verwendet, ein Vier
tel steokt in der Leistung des ausstromenden Wassers und das letzteViertel 
dient dazu, dem Betriebswasser Q m8/sek die Gesohwindigkeit u zu erteilen. 

Diese Anordnung kann als ein - freilioh sehr unwirtsohaftliohes -
hydraulisohes Analogon zu einer elektrisohen Bahnanlage angesehen werden. 
Wir wollen dabei nooh folgende Frage beantworten: Welohe Wassermenge ver
brauoht ein mit der Gesohwindigkeit u = 1 m/sek fahrender Wagen in jeder Se
kunde, wenn der Bewegungswiderstand des Wagens X = 100 kg und die zur 
Verfiigung stehende DruokhOhe h = 5 m betragt? 

Wenn wie zuvor v die relative Austrittsgesohwindigkeit des Wassers :aus 
dem GefiiB bezeiohnet, so ist die GroBe des "Horizontaldruokes" 

r X='gQ(v-u) 

und daraus die gesuohte Wassermenge (da v = l2-g h '" 10 m/sek) 

gX 10·100 8 

Q = r (v-u) = lOOO-:§ = 0,11 m /sek. 

Dasselbe Ergebnis kann auoh aus der "Leistungsbilanz" erhalten werden: 
es ist dabei wieder zu beriioksiohtigen, daB die zur Verfiigung stehende Lei
stung r Q h nioht zur Ganze zur Dberwindung der Fahrtwiderstande umgesetzt 
wird, sondern daB ein Teil davon, und zwar r Q u2/2 g dazu notwendig ist, urn 
der Menge Q m3 in jeder Sekunde auf die Gesohwindigkeit u zu bringen, und 
ein anderer Teil der Leistung J' Q (v - u)2/2 g dem austretenden Strahl anhaftet 
und fiir die Nutzleistung verloren geht: in der Tat ist identisch (mit h = v2/2 g): 

_ u2 (V-U)2 
X1l=rQh-rQ-2g-rQ~ . .....•. (106 

b) GefaB in gleichformiger Drehbewegung um eine feste 
Achse. Durch sinngemaBe Erweiterung der soeben angestellten Be

r; 

trachtungen kann der Ausdruck fUr 
das Drehmoment, das ein durch 
einen Schaufelkanal einer Turbine stro
mender Fliissigkeitsfaden bei dessen 
Drehung um eine feste Achse 0 mit 
gleichbleibender Winkelgeschwindig
keit w ausiibt, unmittelbar angeschrie
ben werden. Es gilt dabei wieder die 
Aussage: - das Drehmoment in 
bezug auf die Achse 0, das der 
Fliissigkeitstrom auf das be
wegte GefaB ausiibt, ist gleich 

..... TV2 der Anderung der Momente der 
Abb.77. absoluten BewegungsgroBen in 

. 1 sek in bezug auf 0 - in die 
Form eines mathematischen Gesetzes zu kleiden. Wir denken uns 
einen gekriimmten Schaufelkanal, dessen Mittellinie durch die Kurve AB 
in Abb. 77 gekennzeichnet ist. In der Zeit LI t verschwindet bei A 
die BewegungsgroBe e Q (;1 • LI t, in derselben Zeit tritt e Q (;2 . LI t bei B 
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nen hinzu. Die Anderung des Momentes der (absoluten) Bewegungs
groBen· um 0 in 1 sek ist daher 

9R = e Q [f1 cl COS"l - f2 c2 cos "2] ; •• • • (107) 

da wieder nach dem Projektionssatz (weil u1 = flOJ, 'U2 = f2 OJ): 

{
. C1 COS"1 = w1 COSP1 - 'U1 = w1 COSP1 - f 1 0J 

c2 cos "2 = w2 cos P2 - 'U2 = w2 cos fJ2 - f 2 OJ 

so folgt auch 

Fiir die GroBe von 9R sind wieder nur die absoluten Ge
schwindigkeiten unmittelbar beim Eintritt und Austritt maBgebend, 
dagegen sind die Veranderungen des Stromfadens zwischen diesen 
beiden Stellen ohne jeden EinfluB. Die Gleichung (107) ist unter dem 
Namen der Eulerschen Turbinengleichung bekannt. 

Die Leistung bei der Drehung mit der Winkelgeschwindig
keit OJ ist dann 

Beispiel 43. Das Segnersche Wasserrad besteht aus einem kleinen 
zylindrischen GefaB, das sich um seine lotrechte Achee drehen kann; es besitzt 
am Boden kleine Offnungen, an die kurze gebogene Riihrchen derart angelotet 
sind. daB das Wasser, mit dem das GefaB gefiiUt wird, aus ihnen nur tangentieU 
zu ein~m Kreis austreten kann, dessen Halbmesser r sei. Der Gesamtquerschnitt 
der AusfluBoffnungen der Rohrchen sei f, die Druckhiihe h vom Spiegel bis zu 
den AusfluBoffnungen werde durch NachflieBen aus einem dariiber stehenden 
GefaB in gleichbleibender Hiihe erhalten. Wie groB ist die Winkelgeschwindig
keit 00 des GefaBes, wenn die Widerstiinde (Lager- und Luftreibung u. dgl.) 
einem Drehmoment von der GroBe ill( gleichwertig sind? 

Wird die relative AusfluBgeschwindigkeit mit v = l 2 g h bezeichnet. so ist 
die absolute: c = V - r 0) und nach G1. (107), da c, = 0: 

ill( cc e Q r (v - roo) , 

wobei eigentlich ein negatives Vorzeichen vorzusetzen ist, das ausdriickt, daB ill( 
das GefaB im Sinne von 00 in Bewegung halt. Aus dieser Gleichung ist die 
Winkelgeschwindigkeit 00, mit der sich die Trommel drehen wird, bestimmt. 

Die Leistungsbilanz hat wieder zum Ausdruck zu bringen, daB die verfiig
bare Leistung 'Y Q h ein erseits zur Erzeugung der N utzleistung ill( 0) verwendet 
wird; andererseits fiir die Deckung der im austretenden Wasser steckenden 
Leistung 'Y Q (v - r (0)9/2 g und der Leistung r Qr2 0)2/2 g des zuflieBenden Wassers, 
das auf die Geschwindigkeit r 0) gebracht werden muB, aufzukommen hat. Dies 
fiihrt auf die Gleichung 

ill( 00 = 'Y Q h - r Q (v - r (0)9/2 g - 'Y Q r2 0)2/2 gl, 

welohe mit Benutzung des vorgehenden Wertes von ill( und mit h = v2/2 g tat
sachlioh identisch erfiillt ist. 

Aus diesen Beispielen ist zu ersehen, daB die Gleichung fiir 
die "Reaktion" auch aus der Gleichung fiir die Leistung gewonnen 
werden kann, die mit jener vollstandig gleichwertig ist. Der Strom
faden wird sonach (wie auch in 16) im wesentlichen durch e i n e 
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Gleichung beherrscht, ebenso wie fiir die zwanglaufigeBewegung eines 
Punktes in der Bewegungsrichtung eine Gleichung notwendig ist; 
Dagegen besteht der folgende Unterschied: wahrend bei der Punkt
beweguiJ.g die Arbeitsgleichung (Energieintegral) betrachtet wird, 
fiihrt die Betrachtung beim Fliissigkeitsfaden auf die Leistungs
gleichung; in dieser Tatsache spricht sich ebenfalls dar Unterschied 
aus zwischen dem diskontinuierlichen "einzelnen Punkte" und dem 
kontinuierlichen "Stromfaden". 

27. Die Drnckgleichung fUr gleichformig rotierende Strom
faden. Die Druckgl. (47), die den Zusammenhang von Druck, 
Geschwindigkeit und Rohe fUr einen idealen Stromfaden angibt, 
gilt nicht nur fiir ruhende, sondern auch fiir Stromfaden in ,gerad
linig-gleichformiger Bewegung (Unabhangigkeit der Gesetze der 
Mechanik von einer Translation des Bezugsystems); sie gilt in der 
Form (47) dagegen nicht mehr fiir einen Stromfaden, der als Ganzes 
eine Drehbewegung ausfiihrt. Auch fiir solche, in Drehbewegung 
befindliche Stromfaden, die den Ausgangspunkt fUr die Unter
suchungen der Bewegungsvorgange in den Turbinen bilden, erhebt 
sich die Frage, den Zusammenhang von Druck, Geschwindig
keit und Rohe fiir die verschiedenen Stellen eines Strom
f a dens anzugeben, welcher Zusammenhang der Druckgl. (47) im vor
her betrachteten FaIle entsprechen solI. 

Wir wollen bier die Fragestellung insofern ein wenig vereinfachen, 
als wir nur eine gleichformige Drehung der Schaufelkammer vor
aussetzen und iiberdies den EinfluB der Rohe (also des Eigen
gewichtes der Fliissigkeit) auBer acht lassen, die Bewegung mithin 
als in einer wagrechten Ebene verlaufend ansehen. 

Wir erinnern uns, daB die Druckgleichung ein erstes Integral 
der G1. (46) ist, die nichts anderes ist als die Newtonsche Be
wegungsgleichung fiir ein Element des Stromfadens, wobei natur
gemaB die besonderen Einfliisse beriicksichtigt werden muBten, unter 
denen das betrachtete Teilchen steht. Um die Bewegungsgleichung 
fiir den sich gleichformig drehenden Stromfaden zu erhalten, werden 
wir natiirlich genau denselben Weg einzuschlagen und dabei nur in 
Rechnung zu stellen haben, daB wir die Bewegung in bezug auf ein 
in gleichformiger Drehbewegung befindliches Bezugsystem zu unter
suchen und die Bewegungsgleichungen des Teilchens fiir die eigene 
Bewegungsrichtung (relativ zum Bezugssystem genommen) anzu
schreiben haben. 

N ach dem aus der Technischen Mechanik (IT. Teil, V) bekannten 
Vorga.nge hat man auf das Teilchen zunachst dieselben Krafte wirken 
zu lassen, wie beim ruhenden Bezugssystem (vgl. Abschnitt 16 dieses 
Buches); diese sind (Abb. 78) 

1. Die Tragheitskraft AM· b r • .• gegen die Richtung 
dp 

2. die Druckkraft A F· A l· ds . . . " " " 

der Bewegung, 

" " 
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(d. i. die Summe der Druckkrii.fte, mit der die benachbarten auf das 
betrachtete Teilchen wirken, in der Bewegungsrichtung genommen). 

AuBerdem sind aber wegen des sich drehenden Bezugsystems 
zur Herstellung der absoluten Krafte, fUr die die allgemeinen Gesetze 
gelten, noch anzubringen: 

3. DieFliehkraft-~=AM.rw2, 
in der Richtung von r nach 
auswarts, 

4. die Coriolissche Kraft - be = 

AM· 2 w w, -.l w um n 12 ent
gegen dem Sinn von w ver
dreht. 

Wenn man nun (gemaB 
dem d' Alembertschen Prinzip) 
das Gleichgewicht dieser vier 
Krafte fiir die Bewegungs
richtung ansetzt, so erhalt man, 
da wieder 

fin 

Y4 
" \ 

b-=b +b -b -b 
r a z 8 C 

gesetzt werden kann und die Coriolissche Kraft nach der Bezugs
richtung keinen Teil liefert: 

1 d(w2) dp 2 
AM'2· ds-=-/JF.Al'(l8+LiM.rw ·coscp, . (110) 

wobei cp den Winkel bezeichnet den w mit r einschlieBt. Hierin 
ist nun 

LiM = eAF.Al, coscp = drlds, 

'so daB die vorhergehende Gleichung die Form annimmt 

~ d (w~ + ~ dp _ w2 r dr = 0 . 
2 ds (! ds ds 

(111) 

Diese Gleichung stent eine vOllstandige Ableitung nach s dar, und 
gibt integriert mit e = rig und rw = u die gesuchte Druckgleichung 
fiir das in gleichformiger Drehung befindliche Bezugsystem: 

w2 P u2 W 2 P u 2 - + ~ - - = _1 + ~ _ .--1_ = konst. ; . . (112) 
2g r 2g 2g r 2g 

darin sind die fiir irgendeinen besonderen Querschnitt 1 des Strom
fadens genommenen GroBen w, p, u mit dem Zeiger 1 versehen. Auf 
die GroBen der relativen Stromungsgeschwindigkeiten w und der 
Driicke p in einem rotierenden Stromfaden sind also zufolge dieser 
Gl. (112) auch die Drehgeschwindigkeiten von EinfluB. 



74 Hydraulik. 

Sind z B. die GroBen wl ' Pl , 'Ul fiir den Eintritt und P9.' 'U, 

fiir den Austritt bekannt, so ergibt sich die relative Austritts
geschwindigkeit aus der Gleichung 

2 \I 2 'il 
W'J _ wl + Pl - P'J 'Ul - 'U2 ( ) 2fj-2fj --r - - ~~ ..... 113 

IV. Strahldruck. 

28. Kennzeichnung des Gegenstandes. 1m Gegensatze zu dem 
Druck eines Stromfadens auf die Fiihrungswande, die diesen um
schlieBen, bezeichnet man als Strahldruck jene Kraft, die ein 
freier Strahl auf ein quer oder schrag gegen seine Richtung ge
stelltes Hindernis - eine Platte oder einen beliebig geformten Korper -
ausiibt. (Friiher war hiefiir auch der Ausdruck StoBdruck ge
brauchlich, der aber unzutreffend ist, da der Vorgang mit dem, was 
man sonst in der Mechanik als StoB bezeichnet, nichts zu tun hat.) 

Wenn der Strahl senkrecht auf die Platte oder in der Rich
tung der Symmetrieachse auf einen symmetrisch geformten Korper 
auftrifft, so nennt man den Strahldruck geude, sonst schief. An 
der Auftreffstelle breitet sich der Strahl tellerformig aus, manchmal 
ist bei dieser Ausbreitung auch eine mehr oder weniger scharfe ring
formige Erhebung -- ein Wassersprung - zu beobachten, die nahezu 
in Ruhe ist. Der Strahl stromt langs der Platte glatt ab, ohne merk
lich an Geschwindigkeit einzubiiBen. 

Um die GroBe des Strahldruckes zu berechnen; ist es wieder 
am einfachsten, den Impulssatz heranzuziehen, der auch den Druck 
eines Stromfadens auf seine Fiihrungen nahezu ohne jede Rechnung 
lieferte: Die vektorielle Anderung der BewegungsgroBe eines 
passend abgegrenzten Teiles des Strahles in 1 sek gibt die 
Kraft an, die von diesem Teil des Strahles auf den ab
lenkenden Korper, hier also auf das Hindernis, ausgeiibt wird. 
Da die GroBe der Geschwindigkeit des Strahles und daher auch der 
Gesamtquerschnitt des Strahles nahezu unverandert bleiben, kommt 
es im wesentlichen nur. auf Anderungen der Richtung der Ge
schwindigkeiten des zu- und abflieBenden Strahles an. 

Die einzige Schwierigkeit, die sich der Ausfiihrung der Rechnung 
entgegenstellt, tritt nur bei Korpern auf, deren Breitenausdehnung 
klein ist im Verhaltniszum Strahlquerschnitt, ein Fall, der praktisch 
nur ganz selten vorkommt; es ist dann nur die Richtung des zu
flieBenden, nicht aber die des abflieBenden Strahles als bekannt an
zusehen. Bei solchen Korperformen dagegen, bei denen die Abstrom
richtung von vornherein festliegt, ist auch der Strahldruck vollstandig 
angebbar, bei den anderen ist man auf ungefahre Angaben oder 
Schatzungen angewiesen. 

29. Gerader Strahldruck. A. Ruhendes Hindernis. Sei c 
die Strahlgeschwindigkeit und Q der gesamte DurchfluB des Strahles, 
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so liefert der Impulssatz fiir die in Abb. 79 einpunktierte Kontroll
flache, wenn das AbflieBen unter dem Winkel s stattfindet, unmittel
bar die Kraft X senkrecht zur Platte: 

X = e Q c - e Q c cos soder I X = e Q c (1 - cOS"e}], (114) 

worin der Wert des Winkels s von den 
Bedingungen des besonderen Falles ab
hangt. 

In Abb. 80a) bis d) sind einige FaIle 
angegeben, in denen iiber den Winkel s 
eine bestimmte Aussage gemacht werden 
kann: 

Abb.71J. 

a) Wenn die Platte im Vergleich zum Strahldurchmesser groB 
ist (was praktisch meist zutrifft), ihr Durchmesser also etwa das 
Vierfache der Strahlstarke iibersteigt, Abb. 80a), so erfolgt der AbfluB 
nahezu parallel zur Platte, es ist dann s = n / 2 und Gl. (114) gibt 

. . (115) 

b) Wenn der Korper kegelformig ist, so erfolgt das Abstromen 
unter dem Offnungswinkel s des Kegels und der Strahldruck ist 
purch die Gl. (114) gegehen. 

a) b) 0) d) 

Abb.80. 

c) Auch wenn die Fiihrung des abflieBenden Strahles wie in 
Abb. 80c) etwa kreisformig vorgeschrieben ist, gibt die GI.(114) un
mittelbar den gesuchten Strahldruck. 1m FaIle der Abb. 80 d) ist 
insbesondere a = n und 

(116) 

in diesem Falle ist der Strahldruck doppelt so groB als bei senk
rechter Abstromung nach a). 

Beispiel 44. Wenn ein aus einem Gefii13 unter einer Druokhohe h aus
flie13ender Strahl eine quergestellte Platte trifft, die sioh in nioht zu gro13er 
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Entfernung e von der AusfluBofInung befindet (etwa e ~ dem doppelten Strahl
durchmesser), so ist c = {2 g h zu setzen und der Strahldruck auf die Platte 
ist nach Gl. (115) mit Q = Fc: 

X=LFc.c=2yFh; 
g 

ebenso groB und entgegengesetzt gerichtet ist nach Gl. (103) der Horizontal
druck des ausflieBenden Strahles auf das GefiiE. 

I 
rv=C-lI, ! 
Abb. 81. 

B. Bewegtes Hindernis. Den Strahldruck 
auf eine mit gleichbleibender Geschwindigkeit u 
bewegte Platte (Abb.81) erhalt man, wenn man 
- nach dem Satze von der Unabhangigkeit der 
V organge der Mechanik von einer gleichformi.gen 
und geradlinigen Translation des Bezugsystems -
den V organg von der bewegten Platte aus be
trachtet. Fur die Auftreffgeschwindigkeit des 
Strahles auf die Platte ist dann die relative 
Geschwindigkeit w = e - u zu setzen, so daB 
die G1. (114) mit Q = Fe (F = Strahlquerschnitt), 
fUr den Strahldruck X den Ausdruck gibt 

X = e Q (e - u) (1 - cos E) = e Fe (e - u) (1 - cos E) • (11 7) 

Insbesondere wird fUr E = n /2, welcher Fall praktisch wieder allein 
von Interesse ist: 

IX=eQ(e-u)=eFe(e-u)l . .... (118) 

Wird die Platte dem Strahl entgegenbewegt, so ist u durch - u 
zu ersetzen, und man erhalt z. B. statt der G1. (118) die folgende 

X=eQ(e+u) . ........ (119) 

Der Fall bewegter StoBplatten kommt praktisch bei den in frliberer 
Zeit verwendeten StoBturbinen vor, wobei der Strahldruck auf die 
einzelnen, an dem Strahl vorbeiziehenden Schaufeln eines Rades zur 
Wirkung kam. 

Beispiel 45. Ableitung der Gl. (118) aus dem Energiesatze. 
Wegen der vorausgesetzten Widerstandslosigkeit der Stromung muB' die GroBe 
des Strahldruckes auch unmittelbar aus dem Unterschiede der Leistungen des 
zuflieBenden und abflieBenden Wassers zu gewinnen sein. Die Leistung des 

2 

zuflieBenden Strahles ist y Q 2c g; die des abflieBenden ergibt sich durch die 

Bemerkung, daB die relative Geschwindigkeit des Strahles liings der Platte c-u 
und die absolute AbfluBgeschwindigkeit 0 daher durch die Gleichung gegeben 
ist (Abb. 81): 

02=(C-U)2+ U2. 

Wir haben daher fUr die Leistung an der Platte: 

c2 0 2 Q 
Xu = y Q-- - y Q - = "- (2 c u - 2 u2) = e Q (c - u) u 

2g 2g 2g 

und daraus wie zuvor: 
X = [J Q (c - u). 
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Beispiel 46. Maximum der Leistung des Strahldruckes. Die 
Leistung E dEls Strahldruckes ist (fUr E = n /2) durch den Ausdruck gegeben 

E=Xu=eQ(c-u)u . •.••.••••. (120) 

Jene Werte der Geschwindigkeit u, bei dem diese Leistung den groBten Wert 
erreicht, ergibt sich durch die Bedingung dE/ d u = 0; man erhiUt 

u=ci 2 

und den entsprechenden Wert von E: 

Emax = t e Q cg = te F c3 , 

da die Leistung des zuflieBenden Strahles - die "absolute Leistung" 
c2 1 

Eo = ,. Q k = " Fe· - = - £I F c3 
, I 2g 2" 

betragt, so findet man 

30. Schiefer Strahldruck. A. Ruhende 
Platte. Wir setzen voraus, daB die Platte gegen 
den Strahldurchmesser geniigend groB ist, so daB 
die Richtung des abflieBenden Strahles mit der 
Plattenrichtung zusammenfiillt. Der N eigungs
winkel der Platte gegen die Strahlrichtung sei a. 

Wegen der Reibungslosigkeit der Fliissigkeit N 
wird parallel zur Platte kein Druck auf diese 
ausgeiibt, die gesamte auf die Platte ausgeiibte 
Kraft ist daher ein Normaldruck N; da der Abb.82. 
zuflieBende Strahl einer Kraft e Q c parallel der 
Strahlrichtung entspricht, so ist die Normalkraft N die Projektion 
von e Q c auf die Normale zur Platte (Abb, 82) in der Form anzusetzen: 

IN = eQcsina = eFc2 sin a ,. . .... (121) 

Den Teil von N parallel zur Strahlrichtung bezeichnet man als Par a 11 e 1-
druck X, es ist 

X = Ncos(90 - a) = Nsina, 
daher 

'X = e Q csin 2 a = e Fc2 sin 2 a I. . . . . . (122) 

Beispiel 47. AbfluBmengen nach beiden Seiten der ruhenden 
schragg'estellten Platte. Die AbfluBmengen Q1 und Qg nach den beiden 
Seiten der Platte ergeben sich durch die Bedingung, daB in der Richtung der 
Platte keine Kraft auf diese ausgeiibt wird, d. h. also, daB auoh die Anderung der 
BewegungsgroBen der zu- und abflieBenden, Strahlen naoh der Riohtung der 
Platte verschwinden muB; wir erhalten daher (Abb. 82) 

Q coos a = Ql C - Q2 C , 

d. h. 
und auBerdem ist 

{ Ql - Q2 = Q cos a 
Q1 +Q2= Q. 

Aus dieBen beiden Gleichungen folgt 

Q1 = Q (1 + cos a)/2, Qg = Q (1 - cos a)/2. • • • • • (123) 
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Bei dieser Rechnung ist vorausgesetzt, daB es sich um das e ben e Problem handelt, 
da.B sich also der Strahl nicht nach allen Seiten ausbreitet, sondern nur nach 
oben und unten in der Zeichenebene. Mit Hille dieser beiden Teilmengen er
gibt sich' unmittelbar derParalleldruck als Unterschied der BewegungsgroBen 
in der Strahlrichtung 

X = e Q c - e Q. c cos IX + e Q2 c cos IX 

{ 1 + cos IX 1-COSa} 2 = e Qc 1---2-- cos IX +--2-cOS IX = e Qc (1- cos a) 

=eQcsin2IX 

wie zuvor. 

" i 

llFC=u~lILi~ 
Abb.83. 

B. Fiir eine bewegte Platte, deren Ge
schwindigkeitsvektor if, in die Richtung des 
Strahles fallt, ist w = c - if, die relative 
Geschwindigkeit, mit der das Wasser auf die 
Platte auftrifft; beim Abstromen Hings der 
Platte bleibt ihre GroBe dieselbe; nur ihre 
Richtung andert sich. Wenn wir wieder 
das ebene Problem betrachten, bei dem der 
Stromungsvorgang in allen zur Zeichenflache 
parallelen Ebenen der gleiche ist, so findet 
das AbflieBen des Wassers langs der Platte 
nur nach oben und unten statt (Abb. 83). 
Seien Q1 und Q2 die nach oben und unten 
abflieBenden Wassermengen, so ist der Strahl

druck X durch den Unterschied der BewegungsgroBen gegeben, also: 

X = e Q (c - u) - e Q1 (c - u) cos a + e Q';l (c - u) cos a. (124) 

Da in der Richtung der Platte auf diese keine Kraft ausgeiibt werden 
kann, so muE die Anderung der BewegungsgroBe in dieser Richtung 
verschwinden, d. h. 

e Q (c - u) cos a = e Q1 (c - u) - e Q2 (c - u), 

woraus mit Q = Q1 + Q';l dieselben Gleichungen wie in Beispiel 47 
folgen: 

Q1 = Q (1 + cos a)/2, 

und in G1. (124) eingesetzt: 

Q,;)=Q(1-cosa)/2 .. (125) 

X = e Q (c - u) (1 - cos';) a) 
oder 

IX=eQ(c-u)sin2al . .•..•. (126) 

Beispiel 48. Ableitung der G1. (126) aus dem Energiesatze. Die 
Leistung des Strahldruckes X muB dem Unterschiede der Leistungen des zu
stromenden und abstromenden Wassers gleich sein.· Bezeichnen jetzt C1 und 
C2 die absoluten Geschwindigkeiten der an beiden Plattenenden abstromenden 
Wassermassen, so ist (Abb. 83) 

{ C.2 = (c- U)2+U2 +2 (c-u)u cos a 
C22 = (c - U)2 + u2 - 2 (c - u) u cos IX 
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und es foIgt aus dem Ansatze 
(;9 0 9 G.2 

Xu=rQ'--rQl._l_- r Q ._2_ 
2g 2g 2 2g 

mit Beniitzung der GI. (125) die Gleichung: 

Xu = (! Q(c-u)usin 2 a, 

und damit derselbe Ausdruck fUr X wie in GI. (126). 

Wenn endlich der Vektor u 
der Geschwindigkeit der Platte urn 
einen Winkel fJ gegen die Platten
ebene geneigt ist, Abb. 84, so ist Jil 
die relative Geschwindigkeit des ....... '---::---
Strahles gegen die Platte 

w=c--u 
gegen it urn einen gewissen Winkel i' 
geneigt, und mit dieser Geschwindig-
keit erfolgt auch das Abstromen der Abb. 84. 
Fliissigkeit relativ zur Platte nach 

.... .... .... 
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beiden Seiten. Es ist daher der Strahldruck X in Richtung von u: 

X = eQwcosy - eQl wcosfJ + e Q2wcosfJ . 
= e w [Q cos y - (Ql - Q2) cosfJ]· . . . . . . (127) 

Die Teilmengen Q1 und Q2 ergeben sich auch hier durch die 
Bedingung, die ausdriickt, daB in der Richtung der Platte keine Kraft 
auf diese ausgeiibt wird; diese Bedingung wird durch die Gleichung 
ausgedriickt: 

e Q w cos (fJ + y) = g Q1 W - {! Q'.l W. 

Nimmt man dazu die Kontinuitatsgleichung Q = Q1 + Q2' 
die TeiImengen in der Form 

1 + cos (fJ + y) 
Q1 = Q----2- .. , Q = 1 - cos(fJ +2:') 

2 2 . 

Mit diesen Werten ergibt sich aus G1. (127) 

I X = e Q w [cos y - cos (fJ + y) cos fJ] I· 

so folgen 

. (128) 

. (129) 

Die GroBe der relativen Geschwindigkeit w ergibt sich aus dem Ge
. schwindigkeitsdreieck 

w = ccos (fJ + 'Y - a) - ucosy.. • . (130) 
Beispiel 49. Die Ableitung der GI. (129) aus dem Energiesatze liiJ3t sioh 

ganz iihnlioh wie zuvor ausfiihren. 

V. Stoll· oder Mischverlnste. 
31. Stromungsvorgiinge mit und ohne Verluste. Wahrend die 

bisher betrachteten Stromungsvorgange als verlustfrei angesehen 
werden konnten - eine teilweise Ausnahme hievon bildete das Aus
fiuBproblem, bei dem die Beriicksichtigung der Zahigkeit eine kleine 
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"summarische Korrektur" notwendig machte - gehen wir jetzt dazu 
uber, die iibrigen technisch wichtigen Stromungsvorgange zu behandeln. 

Dabei sei nochmals hervorgehoben, daB es bei den in den beiden 
letzten Kapiteln betrachteten Stromungsvorgangen in der dort gegebenen 
einfachen Auffassung ledigIich auf eine Umwandlung der kinetischen 
Energie des stromenden Wassers in eine andere Form (X. u) ankommt, 
die zur Oberwindung eines Widerstandes von gleicher GroBe dienen 
kann; wenn Verluste beriicksichtigt werden, muB die GroBe des zu 
iiberwindenden Widerstandes naturgemaB entsprechend kleiner aus
fallen. Ahnliches gilt auch fiir die Umwandlung von Energie der 
Lage in Energie der Bewegung langs des Stromfadens gemaB der 
DruckgIeichung. Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist gerade, 
die bei den technisch wichtigen Stromungsaufgaben auftretenden Ver
Iuste anzugeben, weil - abgesehen von der Nutzleistung - diese 
Verluste es sind, die zur Aufrechterhaltung des betreffenden Stromungs
vorganges eine fortgesetzte Aufwendung von mechanischer Energie 
notwendig machen. 

Die erste Gruppe dieser Verluste bilden die StoB- und Misch
verluste fiir die sich noch unter Beibehaltung der Vorstellung der 
id e a len Fliissigkeit unter Heranziehung allgemeiner Satze der Mechanik 
Jgeeignete Ausdriicke gewinnen lassen, die zu ihrer rechnungsmaBigen Ab
schatzung hinreichen. 

Dagegen sind die in den folgenden Abschnitten zur Behandlung ge
langenden Verluste ganz wesentlich durch die Zahigkeit der Fliissig
keit bedingt; sie fiihren dann notwendigerweise dazu, die Vorstellung der 
idealen, reibungsfreien Fliissigkeit aufzugeben, und die Eigenschaften 
der zahen Fliissigkeit -mit solchen haben wir es bei diesen Problemen 
tatsachlich zu tun - in geeigneter Weise in Rechnung zu stellen. 

(V.-V.ll~ 32. PIOtzliche Querschnitts-
......... : ~ Jt 2 -/2! erweiterung. Bei einer plotzlichen 

'.' .• .,,: ~ Erweiterung des Querschnitts in der 
~: !plf Stromungsbahn einer Fliissigkeit .... ::.~ i nach Abb.85 tritt ein Verlust da-

: !~izg durch auf, daB die aus dem engeren 
("i.;~14~~~3=t::::==lC Teil austretende Fliissigkeit nicht 

.....;..+-14.--':,.... geordnet in den weiteren Teil 

[=:]~~~~~1~~~i!~~: iibergeht; dieser tJbergang vollzieht 
: ~ sich vielmehr unter Bildung von 

P1 P2 unregelmaBigen Wirbeln langs eines 
(Pi) gewissen tJbergangsbereiches. Man 

Abb.85. hat diesen Vorgang friiher als StoB 
bezeichnet, weil der Ausdruck fiir 

den dabei entstehenden Verlust mit dem beim unelastischen StoB 
fester Korper auftretenden Energieverlust iibereinstimmt; er hat aber 
sonst mit dem "StoB" ebensowenig zu tun wie der "StoBdruck", und 
wird richtiger als Mischverlust bezeichnet, da es sich um einen 
Mischvorgang von Fliissigkeitsteilchen handelt, die verschiedene 
Geschwindigkeiten besitzen. 
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Es ist naturgemaB ausgeschlossen, diesen Mischvorgang auf Grund 
des Bewegungsverlaufes der einzelnen Fliissigkeitsteilchen zu ver
folgen, man gelangt aber durch eine summarische Betrachtung zum 
Ziele, die freilich nur ala Anniiherung zu betrachten ist, dafiir aber 
die Verfolgung des Verlaufes des V organges im einzelnen zu ver
meiden gestattet. 

Wir umschlieBen den Ubergangsbereich, in dem sich der Misch
vorgang abspielt, wieder durch eine Kontrollfliiche, - sie ist in der 
Abb. 85 punktiert angedeutet - und wenden auf die darin enthaltene 
Fliissigkeitsmasse den Impulssatz an. Es seien F I , F, (FI < F2 ) die 
Querschnitte vor und nach der Erweiterung, VI' Vi (VI > V9) die ent
sprechenden Geschwindigkeiten und PI' Pi (PI < P'J) die Driicke an den 
beiden senkrecht zur Stromungsrichtung liegenden Grenzflachen. Die 
Anderung der BewegungsgroBe in 1 sek, in der Stromungsrichtung 
genommen, ist dann gleich der f;lumme der Kriifte nach dieser Richtung. 
Do. die in 1 sek durchflieBende Masse 

Q Q = Q FI VI = Q F'J V2 ••••••• (131) 

ist, so ist Q Q VI die in 1 sek an der linken Grenzfliiche verschwin
dende, Q Q V2 die in der rechten hinzutretende BewegungsgroBe. Die 
Kraft auf die in der Kontrollfliiche eingeschlossene Fliissigkeitsmasse, 
in der Stromungsrichtung genommen, kann mit F'J (PI - P'J) angesetzt 
werden. Voraussetzung hierzu ist, daB in den beiden Grenzquerschnitten 
iiberall der gleiche Druck PI bzw. P'J herrscht; in dem Umstande, daB 
dies tatsiichlich nicht der Fall ist, in den Ecken vielmehr gewiB stets 
Wirbelriiume auftreten werden, welche die gleichformige Druckverteilung 
storen, liegt der Grund, daB dieser Uberlegung nur der Wert einer An
nii.herung zuzusprechen ist. Die Aussage: - Anderung der Bewegungs
groBe in 1 sek = Kraft - liefert daher die Gleichung: 

Q Q (V'J - VI) = Fs (PI - P2 ) , 

und damit ist die Druckzunahme bei plotzlicher Erweiterung: 

P'J - PI = Q V2 (VI - V'J)' . . . . . • (132) 

Wenn die Erweiterung des Stromes vom Querschnitt FI auf F'J ver
lustfrei, d. h. gemiiB der Druckgleichung (47) erfolgen wiirde, so wiirde 
der Druck im Querschnitt F'J auf den Wert p2' (> P'J) steigen, der 
(bei wagrechter Lage des Stromfadens) aus der Gleichung zu rechnen ist: 

, V. 'J V'J 
P2 + _2_ = PI + _1 ; 

r 2g r 2g 

daraus folgt: 
P'J'-PI=~Q(Vl'J-V2'J) ...... (133) 

und durch die Differenz der Ausdriicke (133) und (132) ergibt sich 
der bei plotzIicher Erweiterung auftretende "Druckverlust": 

p2' - P'J = ~Q(VI'J - V2 2 - 2V1 Vll + 2V'J2) 
Poschl, Hydraulik. 6 
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oder in Wasserhohe gemessen 

. (134) 

Der Leistungsverlust, der einer DurchfluBmenge von r Q kgjsek ent
spricht, ist dann durch r Q hw dargestellt. 

DieserDruckverlust entsteht mithin dadurch, daB die Druck
zunahme, die sich aus dem Impulssatze rechnet, nicht so hoch ist, 
als sie der verlustfreien Zunahme nach der Druckgleichung entsprechen 
wiirde, der so entstehende Unterschied ist eben durch den Satz der 
Erhaltung der Energie (nichts anderes ist die Druckgleichung) nicht 
gedeckt und daher als V e rl us t anzusprechen. 

Um die Annaherung, die in dieser Betrachtung liegt, auszugleichen, 
kanndieGl. (134)durch Beifiigung .einer Berichtigungszahl aver· 
bessert werden; es wird dann der Mischverlust in der Form angesetzt 

h = N • (VI ~ V2)2 ( ) 
w '" '.' • • . • • • 135 

"1 2g 

wobei ex = 1,1 bis 1,2 zu nehmen ist. 

33. Ubertragung der Druckgleichung auf Stromungen mit Vel'
lusten. .Wenn in der Stromungsbahn einer Fliissigkeit eine plotzliche 
Querschnittserweiterung vorhanden ist, so wird der in G1. (134) ge
gebene Wert fiir. die mit dieser Querschnittsanderung verbundene 
VerlusthOhe h w durch die folgende Uberlegung in die Druckgl. (47) 
eingefiihrt; eine ahnliche Uberlegung wird auch spaterhin fUr andere 
Arten von Verlusten herangezogen. 

In der Druckgl. (47) besitzt jedes einzelne Glied skalare13ec. 
schaffenheit, d. h. die in dieser Gleichung auftretenden GroBen haften 
nur an den einzelnen, aufeinanderfolgenden Stellen des Stromfadens. 
Wenn nun der Mischverlust in der Rechnung beriicksichtigt werden 
solI, so wird zum Ausdrucke gebracht, daB die beim Eintritte oder 
am Obe~spiege" derFliissigkeit vorhandene Gesamtenergie der Fliissig
keit nicht nur fiir die Energie beim Austritt, sondern auch fUr den 
Mischverlust aufzukommen hat; auf diese Weise entsteht eine Gleichung, 
die freilich nicht etwa als ein Integral der Bewegungsgleichungen 
aufzufassen ist,sondern nur als ein Hilfsmittel, um die sonst rechnungs
maBig schwer zu beherrschenden V organge der Rechnung zuganglich 
zu machen. 

Beispiel 50. AusfluBgeschwindigkeit aus einem GefaB mit einer 
plotzlichen Querschnittserweit erung. Die Ausfiihrung der eben angestell
ten Dberlegung fiir das. in Abb . .86 gegebene AusfluBproblem, mit einer: pliitzlichen 
Querschnittserweiterung an der Stelle 1, fiihrt unmittelbar auf die Gleichung 

V02 + h = _~ + (V1 - V2)2 • • (136) 2g 2g 2g •••••.•• 

oder 
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Nimmt man dazu die DurchfluBgleichung, die mit Beriicksichtigung der Ein
schnurungen in folgender Form angeschrieben werden kann: 

Q = Fo Vo = 1X, Fl V, = F2 V2 = IX fV, 

so erhalt man fiir die AusfluBgeschwindigkeit V die Gleichung 

V = 1f' Y 2 g h 1{1 + 1X2 f2 [(_1 - -.!.)2_ -;J}, .... (137) 
, 1X, F, F2 Fo 

wobei der EinfluB der Zahigkeit noch durch den vorangesetzten Faktor 1f be
riicksichtigt werden kann. 

~ ... 
tv.; 

(1%,)11-1 F. 
,)I'lm -'-

... ·······Fz .. ....... p 

.......... I i . 
a: 11'1 

Abb. 87. 

Fur die AusfluBgeschwindigkeit durch ein lotrechtes Ansatzrohr aus einem 
GefaB von d~r; in Abb. 87 gegebenen Form erhalt man hieraus fur 1/ Fo '" ° , 
F, = F2 = f, IX = 1 den Ausdruck 

V = 1f . y 2 g hi {I + (~, - 1) 2} . . . (138) 

Insbesondere ergibt sich fUr 1f = 0,97, 1X, = 0,64: 

V=0,84}2gh. . . . . . . • (139) 
Dieses Ergebniswird durch das folgende Beispiel 51 noch verdeutlicht. 
Beispiel51. AusfluB durch ein 

seitliches Ansatzrohr. Beim AusfluB () 0) 
aus einem scharfkantig seitIich angesetzten 
Rohr (Abb. 88) bildet sich zunachst eine 
Einschnurung des Strahles aus, und dar- '.'h 
auf erweftert sich der Strahl wieder -'-
falls das Rohr nicht zu kurz ist (lid ~ 2) -
bis zum vollen Querschnitt des Rohres. 
Wegen des Dberganges des freien Strahles V 
vom eingeschniirten auf den vollen Quer-
schnitt des Rohres entsteht ein Misch
verlust, der auf die AusfluBgeschwindig-
keit einwirkt. Die durch diesen Mischver-
lust hw erweiterte Druckgleiohung lautet hier 

V02 V2 V2 (V, - V)2 
2g+ h =2-g+hm = 2g +-2g- Abb.88. 

oder 
V2+ (V, - V)2 - V02 = 2gh .. . • . • . (140) 

Wenn wieder Vo '" 0, V, = V /IX, IX = 0,64, so folgt wie zuvor: 

V = 1f' y; g h / [ 1 + (~ - 1) 2J = 0,84 . Ji 2 g h, • • (141) 

6* 
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und die AusfluBmenge 
Q = f v = 0,84 f. f 2 g h,. . . 

wahrend bei fehlendem Ansatzrohr die AusfluBmenge nur 

(142) 

Q'=V)(x.,V=0,62f.f2gh ...••.•.• (143) 

betragen wiirde. Duroh das Ansatzrohr wird daher die AusfIuBmenge 
vergroBert. 

Der Grund fiir diese VergroBerung liegt darin, daB an der Stelle der 
groBten Einschniirung ein Unterdruok h' unter dem Atmosphiirendruok Po ent
steht - da an der Miindung bei der Geschwindigkeit V der Druok Po herrsoht, 
so muB der Druok bei der groBeren Geschwindigkeit VI kleiner als Po sein -
der die wirksame Druckhohe h'vergroBert, was mit einer Saugwirkung gleioh
bedeutend ist. Dabei zeigt sioh iibrigens, daB die Sprungweite des ausflieBenden 
Strahls durch das Ansatzrohr verringert wird. 

Die Tatsache, daB die AusfluBmenge duroh ein Ansatzrohr vergroBert wird, 
war schon den alten Agyptern bekannt, die duroh solche Ansatzrohren die ihnen 
aus den Nilwasserleitungen zukommenden Mengen erhohten. 

34. Versuchsergebnisse fUr zylindrische Ansatzrohre. a) Nach 
Versuchen von Weisbach geiten bei vollkommener Einschnu
rung fur verschiedene Werte des Verhaltnisses ltd nach Abb.88 die 
folgenden Werte der AusfluBzahl fl: 

,_l_ld_--~'1 __ 1~1_2 __ 3~1 _12~1 _24~1 _36~_48~1~1 
fl = 1°,62 I 0,82 I 0,77 ! 0,73 1 0,68 1 0,631~r 

Aus dieser Zahlentafel ist ersichtlich, daB fUr lid < 1 (etwa) der 
AusfluB so erfolgt, als ob das zylindrische Ansatzrohr gar nicht vor
handen ware. 

b) Unvollkommene Einschnurung tritt ein, wenn der Quer
schnitt des GefaBes Fo unmittelbar vor der Ansatzstelle nicht groB ist 
im Verhiiltnis zum Querschnitt F = 'd2 n/4 des Ansatzrohres selbst. 1st 
FIFo=n« 1), so ist nach Weisbach die AusfluBzahl fUr unvoIl
kommene Einschnurung: 

fll = fl It + 0,102 n + 0,067 n2 + 0,046 n 3] , • • (144) 

wobei fl aus a) zu entnehmen ist. Unvoilkommene Einschniirung ist 
also naturgemiiB mit einer Erhohung der AusfluBzahl verbunden. 

c) Bei schiefem Ansatzrohr vermindert sich die AusfluBzahl. 
1st b der N eigungswinkel der Rohrachse gegen die N ormale zur Ge
fiiBwand, so gilt fUr lid = 2 bis 3: 

,u = V 1/ {1 + 0,505 + 0,303 sinb + 0,226 sin2 r5}. • (145) 

35. Misohverlnst bei plOtzlicher Richtungsanderung eines 
Wasserstrahls. Wenn die relative Eintrittsgeschwindigkeit des Was
sers in das Laufrad einer Turbine nicht tangentiell an die Schaufeln 
des Laufrades ausfallt, so entsteht ein Verlust, der auch als StoB
verIust bezeichnet wird, der aber wieder besser als MischverIust 
von Fliissigkeitsteilchen mit verschieden gerichteten Geschwindigkei-
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ten aufgefaBt werden kann; er laBt sich angenahert auf ahnliche Art 
berechnen, wie der bei einer plotzlichen Querschnittserweiterung auf
tretende Verlust. 

Urn die Aufgabe auf ihre einfachste Form zu bringen, denken 
wir uns in Abb. 89 einen Schaufelkanal gezeichnet und nehmen 
ihn als von parallelen Geraden begrenzt und als ruhend an; der 
Eintrittsquerschnitt sei f, die Zustromgeschwindigkeit VI und die Ab
stromgeschwindigkeit, nach Wieder
erreichung eines geordneten Stro
mungszustandes V2 • Wenn die Winkel 
von VI , V2 gegen die Wagrechte aI' a2 !I 
sind, so lautet die Bedingung dafiir, 
daB der Fliissigkeitstrom nicht ab
reiBt: 

Q = f VI sinal = f V2 sina2 x 
oder 

VI sinal = V2 sina~, . (146) 
d. h. die relative Geschwindigkeit 
Vr = VI - V2 liegt parallel zur Ein
trittsflache f. Der Wasserstrahl wird 
nach Eintritt in das Laufrad etwa i'z 
die gezeichnete Gestalt annehmen, Abb. 89. 
wobei der auftretende Hohlraum in 
wechselndem MaBe durch unregelmaBige Wirb.elbildungen ausgefiillt 
ist, deren Einzelheiten rechnungsmaBig zu verfolgen ganz aussichts
los ware. 

Seien endlich die Driicke beim Ein- und Austritt aus dem Lauf
radkanal PI und P2 , so lautet die urn die Verlusthohe h U' durch den 
"StoB" erweiterte Druckgleichung fUr das Laufrad: 

V12 + 1j. = V 22 + P2 + h , 
2g )' 2g )' W 

woraus 
V2 V 2 

h =~ 2_+'h- P2 • 
w 2g )' 

(147) 

Die in wagrechter und lotrechter Richtung auf den im Lauf
rade enthaltenen Fliissigkeitskorper einwirkenden Krafte sind 
nach G1. (101) wegen VI sinal - V2 sina2 = 0: 

X = e Q (V2 cosa2 - V1 cos(1) 1 
Y = f (P2 - PI) . J (148) 

Wegen der Reibungsfreiheit der Stromung muB die ganze auf den 
Schaufelkanal einwirkende Kraft K auf der Richtung des Kanals 
senkrecht stehen, d. h. es ist 

tga2 = - X/Y 
und daraus: 

Y = - X ctga2 = - e Q ctga2 (V2 cosa2 - V1 cos(1)· 
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Beniitzt man noch die oben angeschriebene Gleichung fiir den Durch
fluB Q = (VI sinal' so folgt 

P - P2 Y eQ 
_1 ___ = __ = -.ctga (V. cosa - V. cosa)' r (( 2 '2 2 1 l' 

dies in Gl. (147) eingefiihrt, gibt 

h - V12 (1 _ sin2 a1) + V12. t (sinal cosa2 _ ) 
w - 2 . 2 sm a1 c g a2 • cos a1 g sm a2 ·g sma2 

V12 sin2 (a1 - ( 2) 

= 2(j . sin2 a2 

und mit Beniitzung des Sinussatzes im Geschwindigkeitsdreieck: 
Vr : Vt = sin (a1 - ( 2) : sin a2 folgt weiter 

I h. ~n······· (149) 

Die "Verlusthohe durch StoB", hw' ist daher durch die Ge
schwindigkeitshohe der relativen Geschwindigkeit gegeben. 
1m praktischen Turbinenbau wird diese Formel stets fiir diesen StoB
verlust beim Eintritt angewendet, auch wenn die hier getroffenen, 
das Problem idealisierenden Voraussetzungen nicht erfiillt sind. 

36. Der Mischverlust beirn Zusarnrnentreffen rnehrerer Strahlen 
wird durch Verwendung derselben Hilfsmittel berechnet, die auch 
bei der plotzlichen Querschnittserweiterung eines Strahles zum Ziele 
fiihrten. Es wird die Drucksteigerung, die sich aus dem lmpulssatze 
ergibt, verglichen mit der Drucksteigerung nach der Druckgleichung -
der Unterschied ist der beim Mischvorgang entstehende Druckverlust. 
Auf diese Weise gelingt es wie dort, einen (angenaherten) Ansatz fiir 
den Mischverlust zu erhalten, ohne daB es notig ware - was iibrigens 
gar nicht moglich ist - die verwickelten Einzelheiten des V organges zu 
verfolgen. Da es sich hier urn die Mischung mehrerer Strahlen mit 
verschiedenen Durchfliissen Q1' Q2' .. , handelt, so geniigt es nicht 

Abb.90. 

P. 
(pz) 

mehr, den Verlust fiir die Gewichts
einheit anzugeben, es miissen viel
mehr die Verluste auf die Durch
fliisse der einzelnen Strahlen be
zogen werden. Wir beschranken 
uns darauf, die Gleichungen fiir 
zwei Strahlen mit den DurchfluB
mengen Qt, Q2 hinzuschreiben; 
die Ausdehnung der Betrachtung 
auf mehrere Strahlen hat dann 
keine Schwierigkeit. 

Wir denken uns den Ubergangsbereich in Abb. 90, in dem sich 
der Mischvorgang abspielt, wie zuvor in eine Kontrollflache einge
schlossen. Die Eintrittsgeschwindigkeiten der beiden· Strahlen, die 
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sich entweder umschlieBen oder vor der Mischung durch eine Wand 
getrennt nebeneinander laufen sollen, seien VI und V2 , die Geschwindig
keit nach der Mischung sei V. Um den Impulssatz wie frillier an
zuwenden, machen wir wieder die Annahme, daB die Driicke iiber 
den ganzen Querschnitt gleichfOrmig verteilt seien, und zwar Pl vor, 
Pg nach der Mischung, so daB also etwa vorhandene Druckunter
schiede quer iiber die beiden Strahlen sich ohne merklichen Zeitauf
wand ausgleichen sollen. Dann gibt der Impulssatz fiir die gemein
same Richtung der beiden Strahlen die Gleichung 

e (Q1 + Q2) V - e Q1 VI - e Q2 V\l = F (PI - P\l) 
oder 

F (P2 - PI) = e [QI (VI - V) + QI! (V2 - V)]. • . • (150) 
Bei widerstandsfreier Erweiterung der einzelnen Strahlen moge 

der Druckanstieg auf einen Wert P2 (> PI!) erfolgen, der durch die 
Druckgleichung gegeben ist, die fiir beide Strahlen zusammen lautet: 

(Q1 + Qg) (P2 - PI) = ~e Q1 (VII! - V2) + ~e Q\l(V\l1l - VI!). (151) 
Der gesamte Leistungsverlust }8 [kgm I sek] , d. h. der Arbeitsverlust 
in 1 sek, ist daher , 

}8 = ,,(QI + Q\l) . 'f2_~ PI! = (Ql + QI!) (p~ - P2); 

" durch Multiplikation der Gl. (150) mit V und Subtraktion von Gl. (151) 
ergibt sich schlieBlich, da FV = Q1 + QIl: 

}8- Q (VI - V)1l -L Q (V\l - V)2 
-" 1 2g I" 2 2g 

Der Leistungsverlust, der bei der 
Mischung von zwei oder mehreren 
Strahlen eintritt, ist daher gleich 
der Summe der Leistungsverluste 
der einzelnen Strahl en beim Dber
gange auf die gemeinsame Geschwin
digkeit V. 

A 

. . . . (152) 

---------r 
; 

H 

Beispiel 52. Die Wasserstrahlpumpen 
(Abb. 91) dienen dazu, den bei einer starken 
Verengung eines Rohres auftretenden U nterdruok 
zum Ansaugen von Fliissigkeit aus einem Ge-
faB B und Heben aufein anderes 0 auszuniitzen. h 
Dabei tritt der Fall ein, daB das ausstromende 
Betriebswasser mit dem zu fordernden Wasser 
in einem Misohraum M zusammentrifft, worauf 
sie gemeinsam in das GefaB 0 abflieBen. Eine 
derartige Anordnung ist freilioh, wie Bohon von 
vornherein nioht anders zu erwarten, sehr un-
wirtsohaftlioh, kann aber fiir gewisse FaIle, z. B. Abb. 91. 
bei Entwasserung der Baugruben, wenn Betriebs-
wasser in hoherer Lage zur Verfiigung steht, dooh empfehlenswert werden. Die 
zur Verfiigung stehende "Leistung" des Betriebswassers r Ql H wird zur Hebung 
eines Wassergewiohtes l' Q2 auf eine Hohe h, zur Erzeugung der kinetisohen 
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Energie des bei C austretenden Wassers y Q V2/2g und zur Deckung der Ver
luste verwendet; von diesen setzen wir hier explicite nur den StoBverIust nach 
GI. (152) an, so daB wir die Gleichung erhalten: 

V2 (V - V)2 (V: - V)2 
Y Ql H = ')' Q2 h +y Q 2g +y Ql 12 g +y Q2 ~g (+Reibungsverluste),(153) 

aua der bei bekannten Abmessungen die Beziehung zwischen 
wassermenge Ql und der Nutzwassermenge Q2 zu entnehmen ist. 
lischen Wirkungsgrad 1] bezeichnet man das VerhliJtnis 

Nutzleistung Q2 h 
1] = aufgewendete Leistung = Ql H' . 

der Betriebs
Als hydrau-

• (154) 

der Wert von 1] falIt bei Anordnungen dieser Art immer sehr klein aus, da 
sich Q1 um vieles groBer ergibt wie Q2' 

Wenn Luft als zu fordernde Fliissigkeit genommen wird, so erhalt man 
Luft-Druck- bzw. Saugpumpen (bei C Druckwirkung, bei B Saugwirkung), 
die ebenfalls durch den Umstand bemerkenswert sind, daB sie (auBer der 
Fliissigkeit) keinen bewegten Korper enthalten, dafiir aber auch die Eigen
schaft zeigen, sehr unwirtschaftlich zu arbeiten. - Auch die Injektoren zur 
Speisung von Dampfkesseln sind Anordnungen ahnlicher Art; zur Erklarung 
ihrer Wirkungsweise reichen jedoch die Eigenschaften der raumbestandigen 
(eigentlichen) Fliissigkeiten nicht mehr aus, es kommt vielmehr die Tatsache 
der Druckerniedrigung bei plotzlicher Abkiihlung des Dampfes zur Verwertung. 

Es gibt noch mannigfache andere Vorgange in der Technik, wo Misch
vorgange ahnlicher Art eintreten, z. B. bei den Einspritzdiisen in den Ver
gasern der Verbrennungskraftmaschinen u. dgl. mehr. 

VI. Die zwei verschiedenen Strom ungsformen: 
Schichten- und turbulente Stromung. 

37. EinfluB del' Fliissigkeitsreibung. In 16 wurde die Lagran ge
Eulersche Bewegungsgleichung unter der Ann~hme abgeleitet, daB 
die auf die Grenzflachen jedes Teilchens wirkenden Krafte lediglich 
Druckkrafte sind, die zu den Grenzflachen des Teilchens senkrecht 
stehen. Sie lautete fUr die stationare Bewegung in einem Stromfaden 

dV=VdV=_~dE_gdz. (155) 
dt ~ ds (} ds ds····· 

Dazu trat die DurchfluBgleichung 

FV = konst. (156) 

Was die Bedeutung von V betrifft, so wurde bei den bisherigen 
Betrachtungen stets angenommen, daB V entweder uber jeden Quer
Bchnitt del' Stromrohre konstant ist, odeI' die mittlere Geschwindig
keit uber den Querschnitt bedeutet. Irgendeine Aussage uber die 
Verteil ung del' Geschwindigkeit uber den Querschnitt ist auf Grund 
diesel' Gleichungen allein - ohne Heranziehung weiterer Hilfsmittel -
nicht zu gewinnen. Man erkennt dies am einfachsten, wenn man etwa 
ein wagrecht liegendes Stuck einer geraden zylindrisc!ten Stromrohre be
trachtet und dieses in beliebiger Weise in Teilrohren zerlegt denkt, die 
alle wieder durch Stromlinien begrenzt sind; fur jede solche Teilrohre 
gilt die GI. (155) und jede solche Gleichung ist durch den Ansa.tz 
p = konst., z = konst. und V = konst. erfiillt. Dadurch ist jedoch 
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liber die Einzelwerte dieser Konstanten in den Teilrohren und liber 
deren Zusammenhang miteinander gar nichts ausgesagt, so daB jede 
beliebige (auch unstetige) Geschwindigkeitsverteilung iiber den Quer
schnitt zulassig ware. Jede Wirkung dieser Teilrohren aufeinander 
ist ja wegen des Fehlens tangential gerichteter Einfliisse ausgeschlossen. 
Ahnlich wiirden sich auch beliebig gekriimmte Stromrohren· verhalten. 

Aus dem Umstande, daB die Gl. (155) durch p = konst., Z = konst., 
V = konst. erfiillt ist, wiirde weiter folgen, daB zur Aufrechterhaltung 
einer stationaren Stromung in wagrechter Richtung kein Energie
aufwand erforderlich ware. 

Demgegeniiber lassen die Beobachtungen an irgendwelchen Stro
mungen vor aHem zwei Umstande erkennen: 

1. eine ungleichmaBige Verteilung der Gesch",indigkeit, und 
zwar in der Art, daB bei zylindrischen Rohren die Teilchen in der 
Rohrmitte einen GroBtwert der Geschwindigkeit aufweisen, von dem 
aus der Wert der Geschwindigkeit stetig bis auf den Wert Null am 
Rande absinkt, da an der Wand ein Haften der Fliissigkeit eintritt. 

2. Das Auftreten eines Energieverlustes bei jeder Stromung. 
Zur Erklarung dieser Tatsachen reicht der bisher benlitzte An

satz (155) nicht aus, dieser muB vielmehr durch einen vollstandigeren 
ersetzt werden, der genauer das wirkliche Verhalten der Fliissig
keiten in Rechnung zieht; dieses wirkliche Verhalten muB durch Auf
steHung einer mathematischen Gesetzlichkeit erfaBt werden. 

Wie sofort einleuchtet, ist es die Eigenschaft der Fliissigkeits
reibung, oder der Zahigkeit (Viskositat) der Fllissigkeit, die in 
Verbindung mit der Rauhigkeit der Wande zur Erklarung der ange
gebenen Beobachtungen herangezogen werden muB. Die Zahigkeit 
ist auch, wie sich weiterhin ergibt, der AniaB dafiir, daB es tatsachlich 
eines Arbeitsaufwandes bedarf, urn die stationare Bewegung einer 
"wirklichen" Fliissigkeit durch ein Rohr oder durch einen Kanal 
aufrecht zu erhalten. Es ist nun die wichtigste Aufgabe der folgen
den Betrachtungen, iiber die Beschaffenheit der Fliissigkeits
bewegung, die unter dem Einflusse der Zahigkeit zustande kommt, 
Klarheit zu gewinnen und insbesondere liber die GroBe des zur 
Aufrechterhaltung dieser Bewegung erforderlichen Arbeitsaufwandes 
zutreffende Aussagen zu erhalten. 

Fiir die Untersuchung der Fllissigkeitsbewegungen in Rohren 
und Kanalen ist nun die (iibrigens schon seit langer Zeit bekannte) 
Tatsache von besonderer Bedeutung, daB die Beobachtungen im 
wesentlichen zwei verschiedene Formen von Stromungszustanden er
kennen lassen, welche sich schon durch den auBeren Anschein, vor 
aHem aber auch durch die Art des Verlaufes der Stromlinien, wie auch 
weiterhin durch die fUr sie geltenden mechanischen Gesetze in grund
satzlicher Weise unterscheiden. Diese beiden Stromungsformen sind: 

a) die Schichten- oder Laminarstromung (lamina = Schichte), 
b) die turbulente Stromung. 

Was den auBeren Anschein dieser beiden Stromungsarten anlangt, 
so verlaufen bei der laminaren Stromung die Stromlinien in geord-
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neten, ausgerichteten Bahnen, sowie wir dies beirn idealen Strom
ffLden vor uns hatten;bei der turbulenten Stromung tritt an Stelle 
dieser RegelmaBigkeit ein scheinbar regelloses, sich manchmal iiber 
einen groBeren Teil des Querschnittes erstreckendes Durcheinander
wirbeln der einzelnen Fliissigkeitsteilchen. 

Zur ungefahren, zunachst noch ganz unbestimmten Kennzeichnung 
der Bedingungen fiir das Eintreten der einen oder andern Stromungs
form sei vor allem auf die wichtige Tatsache hingewiesen, daB die 
Schichtenstromung bei kleinen Geschwindigkeiten und kleinen 
Rohr- oder Kanalabmessungen, die turbulente Stromung bei groBen 
Geschwindigkeiten und Abmessungen beobachtet werden. Auf die in 
die Augen falIenden Unterschiede zwischen den beiden Stromungs
arten wurde schon 1837 durch Poncelet und Hagen hingewiesen. 
Aber erst 1877 ist durch Osborne Reynolds erkannt worden, daB fiir 
die Ausbildung der einen oder andern Stromungsart die GroBe der 
Abmessungen und der Geschwindigkeiten, die Dichte und 
die Zahigkeit der Fliissigkeit - bei im iibrigen volIstandig iiber
einstimmenden Bedingungen - ausschlaggebend sind. 

Reynolds lieB Wasser durch Glasrohren flieBen und beobachtete 
(durch Einfiihrung von Farbstoff), daB die anfanglich laminare Stro
mung turbulent wurde, wenn die Geschwindigkeit des Wassers eine 
gewisse GroBe iiberschritt; je weiter das Rohr gewahlt wurde, desto 
kleiner war die Geschwindigkeit, bei der der turbulente oder "wirbe
lige" Zustand eintrat. Er fand, daB eine zahlenmaBig festzulegende 
Grenze zwischen beiden Zustanden besteht, welcher Grenze Reynolds 
absoluten Charakter beilegte; heute wissen wir allerdings, daB diese 
Grenze nur fUr geometrisch ahnliche Ausbildung der ganZen 
Stromungsanlage, insbesondere der Art des Einlaufes in das Rohr 
und der Rauhigkeit des Rohres durch ein einheitliches Gesetz ange
geben werden kann, wahrend sie fiir verschiedene Anordnungen des 
Stromungsvorganges und verschiedene Rauhigkeiten aIle moglichen 
Werte annehmen kann. Bei sorgfaltiger Vermeidung alIer Ersehiitte
rungen gelingt es iibrigens, die Stromung weit iiber diese Grenz
geschwindigkeit hinaus laminar zu erhalten. 

Es entsteht nun die wichtige Frage: durch welche Umstande 
sind diese beiden Stromungszustande gekennzeichnet und 
welche mechanischen Gesetze geIten fiir sie? 

38. Schichtenstromung. Ansatz fiir die Fliissigkeitsreibung. 
Die Schichtenstromungen verlaufen in einzelnen, voneinander volI
standig getrennten Schichten, die sich gegenseitig nicht mischen oder 
durchsetzen; kennzeichnend fUr diese Art von Stromungen ist also 
der regelmaBige, geordnete Verlauf der Stromlinien, das "geordnete 
Stromungsbild" . 

Beispiele fiir solohe Bewegungen sind: der A usflu.Bstrahl aus einer 
kleinen Offnung eines Gefa.Bes, der Dberfall einer Wassermasse iiber ein Wehr 
bei kleiner DberfallshOhe u. dgl.; in diesen Fallen ist die geordnete Besohaffe.n
heit der Stromlinien duroh Augensohein unmittelbar erkennbar, die Fliissigkeit 
erweokt den Ansohein eines ruhenden, einheitlioh zusammenhiingenden Korpers. 
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Sofern das in diesen Fallen auftretende Stromungsbild, genauer 
gesagt der Verlauf der Stromlinien, von vornherein als bekannt 
und wahrend der Stromung als unveranderlich angesehen werden 
kann, gelingt es durch Einfiihrung eines Ansatzes fiir die Fl iissig
keitsreibung, die zwischen irgend zwei gegeneinander gleitenden 
Schichten auf tritt, zutrefIende Aussagen iiber die Verteilung der 
Geschwindigkeit im Querschnitt und iiber den auftretenden Energie
verlust zu erhalten. 

Fiir die Fliissigkeitsreibung wird - ausdriicklich sei es noch
mais betont: nursoweit es sich urn Schichtenstromlmg handelt - das 
folgende Elementargesetz zugrunde gelegt, das in vollstandigem 
Gegensatz steht zu dem Gesetz fUr die Reibung zwischen starren 
(festen) Korpern: 

Die Reibung zwischen irgend zwei aneinander gleiten
den Fliissigkeitschichten'] ist eine in der Gleitrichtung 
wirkende Kraft, die auf die Flacheneinheit bezogen und 
als Schubspannung 1: kgjcm2 eingefiihrt wird; sie ist pro
portional dem Geschwindigkeitsgefalle zwischen den be
nachbarten Schichten und abhangig von der Beschaffen
heit (Zahigkeit) der Flussigkeit, jedoch unabhangig vom 
Fliissigkeitsdruck an der betreffenden Stelle. 

Diese Schubspannung, deren EinfluB 
auf benachbarte Schichten unter Giiltigkeit !I 
des Satzes der Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung erfolgt, strebt die rascher 
bewegte Schichte zu verzogern, die lang- Ud" it'd!! 
samere zu beschleunigen undso einen Aus-
gleich, ein Gleichgewicht, zwischen den u 
Tragheitskraften einerseits und den Reibungs- j; 
kraften andererseits herbeizufiihren. ' 

Wenn die Schichtenstromung etwa wie 0 x 
in Abb. 92 parallel zur x-Achse erfolgt, 
und u die Geschwindigkeit des Teilchens im Abb. 92. 
Abstande y von 0 bedeutet, so ist das Ge-
schwindigkeitsgefalle, d. h. die auf die Langeneinheit bezogene Ge
schwindigkeitsanderung (Relativgeschwindigkeit) zwischen den benach
barten Schichten: - du/dy. Fur die GroBe der Reibungskraft auf 
1 cm 2 folgt daher nach der obigen Festsetzung 

I' x~; I· ........ (1.7) 

In dieser Formel wird x als das dynamische ZahigkeitsmaB be
zeichnet und als eine jeder Flussigkeit eigentumliche GroBe angesehen; 
die Dimension von x ergibt sich aus dieser Gleichung mit 
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Unter dem EinfluB dieser Sohubspannungen 'l wird ein urspriing
lioh reohtwinkliges Fliissigkeitsteilohen in sioh derart verschoben, daB 
es sohiefwinklig wird, welohe Wirkung bei reibungsfreien Fliissigkeiten 
vollstandig fehlt; diese Verformung (Deformation) der Fliissigkeits
teilohen duroh Anderung ihrer Kantenwinkel kann geradezu als Kenn· 
zeiohen der Bewegungen zaher Fliissigkeiten angesehen werden. 

89. Das Poisenillescbe Gesetz. Der Ansatz (157) kann nun 
dazu verwendet werden, den EinfluB der Fliissigkeitsreibung auf die 
Verteilung der Gesohwindigkeit iiber den Quersohnitt bei einem 
vorgegebenen geordneten Stromungsbild und die GroBe des bei dieser 
Stromung entstehenden Energieverlustes zu ermitteln. Die wioh· 
tigste Form fiir den Quersohnitt, . die praktisoh verwendet wird, ist 
der Kreis; fiir ihn wurde die Bereohnung der Gesohwindigkeits
verteilung und des Energieverlustes zuerst durohgefiihrt, wobei sioh 
volle Vbereinstimmung mit den viel friiher (1867) duroh Poiseuille 
experimentell gefundenen Ergebnissen herausstellte. 

io-....... y ......... .. 

fc·······u ...... ..; : 

Da die Driioke PI und P2 
iiber die beiden um l vonein
ander entfemten Quersohnitte 1 

: und 2 des Rohres als gleiohformig 
r: i \ . : : ,--- ------·.·····1 : 'lam) verteilt angenommen werden 

_._t\... ·rll!_·····_·_·_·····_·-t1r·········t··- konnen (Abb. 93), so hat die 
~ . Kraft in der Bewegungsriohtung, 

p,fc-···············z···_··········.J.Pz 
Abb.93. 

die auf einen Zylinder vom 
Halbmesser y wirkt, die GroBe 
(PI - P2) n y2, die Mantelflaohe 
des Zylinders, der unter dem 

Einflusse dieser Kraft in dem umgebenden Zylinder versohoben wird, 
hat die GroBe 2 n y l, nnd daher ist die in dieser Mantelflache auf
tretende Schubspannung: 

Kraft (PI - P2) n y'J . PI - P2 Y 
1"=--= =----.-

Flache 2nyl l 2 . 

Mit Beniitzung des Ansatzes (157) ergibt sich somit die folgende 
Differentialgleichung fiir die Funktion u = u (y) : 

du PI - P2 Y . 
1"= -xdij= l '2' 

Die in der Losung dieser Gleichung auftretende Integrationskonstante 
wird durch die Bedingung bestimmt, daB die Fliissigkeit am Rande 
des Rohres haftet, fiir y = r also u = 0 sein soIl; dadurch erhiilt 
man die Losung in der Gestalt: 

u = u(y) = PI - ~ (r2 _ y2) .• . • • • (159) 
4xl 

Bei der Schichtens~romung duroh ein Kreisrohr ergibt sich sonach 
fiir die Verteilung der Geschwindigkeit [iiber den Querschnitt das 
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paraboloidische Gesetz: in jeder Meridianebene wird die Verteilung 
der Geschwindigkeit als Funktion des Halbmessers durch eine Parabel 
dargestellt (Abb. 93). 

Wir fiihren nun die Bezeichnungen ein: 

PI ~ P'J = J = Druckgefiille (fur 1 m Rohrliing~), 

l' = ~/ = ~ = kinematisches Zahigkeitsma8; 
y g e 

die letztere Bezeichnung ist darin begrundet, daB in der Dimension 
von l' die "Kraft" nicht mehr vorkommt: 

[ ] = B = ~[gJ = [KTIP], [L/ T21 = [L2J 
l' [e] [y] [KIP] T . . (160) 

Damit ergibt sich die Gl. (159) in der Form: 

u = J g_ (r2 _ y2) 
41' 

. . . . • . . (161) 

An Stelle von u ist es vorteilhafter, andere daraus ableitbare GroBen 
einzufiihren, die unmittelbare praktische Bedeutung haben: die Durch
fluBmenge oder den DurchfluB durch das Rohr in 1 sek: Qm3/sek, 
oder die mittlere Geschwindigkeit V= Qlnr2. Da durch die 
kleine Ringflache vom Halbmesser y und der Dicke dy in 1 sek die 
Flussigkeitsmenge 

dQ = u.2nydy = J:; (r2 _ y'Z)ydy, 

stromt, so folgt fUr den DurchfluB durch das ganze Rohr: 

1 Q ~~g.!f' I, . (162) 

und fur die mittlere Geschwindigkeit: 

1 v~;~.~fJ;' I' . (163) 

es ist demnach V = U max 12; umgekehrt folgt daraus das zur Auf
rechterhaltung dieser Stromung erforderliche Gefalle (D = 2 r): 

J Pl - P2 8 y V 32 'PV 
=-yT-=g'r2 =gDT ' (164) 

Das notwendige Druckgefalle zur Aufrechtel'haltung 
einer Schichtenstromung mit der mittleren Geschwindig
keit V durch ein Rohr vom Durchmesser D ist also der Ge
schwindigkeil Vund der Zahigkeit l' direkt und dem Quadrat 
von D (oder dem Querschnitt des Rohres) umgekehrt proportional. 
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Das in Gl. (164) dargestellte Ergebnis ist unter dem Namen des 
"Poiseuilleschen Gesetzes" bekannt, das, wie bereits hervorgehoberi, 
durch die Erfahrung volle Bestatigung gefunden hat, solange Schich
tenstromung herrscht. 

Bei dieser Betrachtung ist die zlir Erzeugung der Geschwindig
keit der, einzelnen Fliissigkeitsteilchenerforderliche Druckhohe un
beriicksichtigt geblieben. 

40. Zahlenwerte fiir v = "I Q (kinematisches ZahigkeitsmaJ3). 

Wasser 

" 
" 
" 
" 

OlivenOl 

" 

von 0° 
" 100' 
" 20°: 
" 500 

" 100°; 

von 20°, 
" 50°, 

v = 0,0178 om9/sek 
= 0,0133 " 
= 0,0100 " 
= 0,0056 " 
= 0,0030 " 

v = 2,56 om2/sek 
= 1,78 " 

--------------------------------------------4 
Deutzer Motorolvon .20°, " = 3,82 cm2/sek 

,j " 50°, = 0,60 " 
" " 100°, = 0,10 " 

~----~------------------~---------------
Luft 

" 
" 

von 0°, 760 mm, 
" 100°, 760 " 
" 0 0, 7,6" 

v = 0,145 cm9/sek 
= 0,271 " 
=13,3 " 

Die Abnahme der kinematischen Zahigkeit mit zunehmender 
Temperatur T (in 00) kann nach Poiseuille fiir Wasser zwischen ° und 1000 durch die Beziehung ausgedriickt werden: 

[ cm2] . 0,0178 
." sek = 1 + 0,0337 T + 0,00022 T2 • . . . (165) 

Beispiel 53. Wie groB ist die Aus
trittsgesohwindigkeit von Wasser von 10°C aus 
einem 1 m langenRohr(Abb. 94) vonD=0,2.om 
Durohmesser, wenn die Druckdifferenz zwi
schen Eintritt und Austritt 0,5 m betriigt! 

em 

.-... -.--.---- f m·· .-.'..-.--.-----i 

Abb. 94. Abb. 95. 

Naoh Gl. (163) ist 
g J'T'2 981 0,5 0,Dl 

V = "8' -;- = 8' T' 0,0133 = 46,2 om/sek = 0,462 m/sek. 

Beispiel 54. In einer Staumauer (Abb. 95) befindet sioh in einer Tiefe 
von h = 1,5 m unter dem Spiegel eine rohrenforinige Offnung von D = 0,4 em 
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Durehmesser und 1 = 2 m Lange, die unter a = 30° gegen die Wagreehte geneigt 
ist; wieviel Wasser von 10° C geht hiedureh in 1 Tage verloren und wie gro6 
ist die Austrittsgesehwindigkeit? 

In Gl. (163) ist zu setzen: 

J = h + 1 sin a = 1,5 + 2 . l = 1 25 
1 2 " 

und daher ist 
g Jr2 981 1,25·0,04 

V = - . - = --- . ---- = 462 em/sek = 4 62 m/sek 
8 y 8 0,0133 " 

und der Durehfiu6 in 1 sek ist 

Q = V·r2 n = 462·0,04.n = 58,1 ems/sek, 

d~ s. 58,1.86400/11000 = 5020 1 oder 5 mS in 1 Tag. 
Voraussetzung fiir die Zulassigkeit der in diesen Beispielen verwendeten 

Ansatze ist, da6 in den Rohren bei den erhaltenen Gesehwindigkeiten tatsaeh
lieh Sehiehtenstromung besteht. 

Beispiel 55. Der Engler- r·················zR11O'6C111 .. 
sehe Zahigkeitsmesser zur Be-
stimmung der Zahigkeit von Sehmier
mitteln wird wegen seiner einfachen 
Handhabung vorwiegend in der teeh
nisehen Praxis und im Handel ver
wendet. Er besteht aus einem zyJin
drisehen GefaB A (Abb. 96) mit einem 
Kugelboden, an dem in der Mitte ein 
enges AusfluBrohrehen vom Dureh
messer 2 r = 0,29 em angesehlossen 
ist, das dureh einen Hahn abgesperrt 
werden kann. Das GefaB A wird bis 

1--'--,---!----'--'---Il!1. . .... "f 

c----------Fg-~~~.~~.--.::::- :~::::::I:····1 h1~5,2Cm 
.--.,11<.... a"zCITl h1=2,9JetIJ. i 

2r=O,29cm/ I .... _ ...•.. .i ................... ..i. ....... L ... L 
v 

Abb.96. 

zu einer Marke m mit der zu untersuehenden Fliissigkeit gefiillt, bei der Messung 
wird die Zeit T beobaehtet, die vergeht, bis die Fliissigkeit bis zu einer zweiten 
Marke n gesunken ist und dabei eine bestimmte Menge der Fliissigkeit (200 em3) 

ausgeflossen ist. Diese Zeit gibt offenbar unmittelbar ein MaB fiir die Zahigkeit 
an. Wenn derselbe Versueh fiir Wasser von 20 0 C ausgefiihrt die AusfluB
zeit To gibt, so bezeiehnetc man als die Anzahl der Englergrade des unter
suehten Sehmierols das Verhaltnis: 

I E (Englergrade) = T / To I. ........ (166) 

Die iibrigen Abmessungen sind R = 5,3 em, ho = 5,2 em, ht = 2,93 em, a = 2 em. 
Das Gefii6 A kann in ein W asserbad gebraeht werden, wodureh die Ziihigkeit 
des Sehmiermittels aueh bei versehiedenen Temperaturen gepriift werden kann. 

Aufgabe der Theorie ist es nun, den Zusammenhang der AusfluBzeit T und' 
der Zahl Emit der Zahigkeitszahl y anzugeben und womoglieh umgekehrt das 
y aus dem beobaehteten Werte von T zu ermitteln. 

Urn in dem engen Rohrchen tatsaehlieh eine Poiseuillesehe Stromung 
zu erhalten, empfiehlt es sieh, die Einlaufoffnung gut abzurunden, so daB dort 
keine Einschniirung oder sonstige Storung eintritt. Wenn sodann die Zahig
keitsverluste innerhalb des GefaBes vernachlassigt und nur die in dem Rohr
chen in Rechnung gezogen werden und auch die zur Erzeugung der Geschwin
digkeit V erforderliche Druekhohe beriieksichtigt wird, so lautet die erweiterte 
Druckgleichung fUr diese Stromung: 

~2 f2 
2°g + z = 2g + hw ; 
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hierin wird Vo S /2 gals klein geetriohen, ferner die Widerstandshohe infolge der 
Zihigkeit der Flu!!sigkeit in dem engen Rohrohen von der Lange a naoh 
GI. (164) gleich 

8"a h",=aJ=--.V grt 

gesetzt, so daB die folgende GIeichung zur Bestimmung von V = V(z) hervorgeht: 

16 "a Vt+ --. V-2gz=0. 
r~ 

Wird nun weiter (mit den oben gegebenen Zahlenwerten) 

k = gr,-= 0,006773 
. 32"t as ,,9 

gesetzt, so folgt durch Aufliisung der vorhergehenden quadratischen GIeiohung: 

8"a [.,;-- ] V=-g ,1+kz-l . r 
Um die Entleerungszeit zu rechnen, beniitzen wir wie bei der ana.logen 

Frage fur die reibungsfreie Fliissigkeit die DurchfluBgleiohung in der Form: 

- R"n· ;: = rin V. 

Wird in diese GIeichung der Wert von V aus der vorhergehenden Gleichung 
eingefiihrt, so folgt 

dz =~~[I-..Jl+kzJ dt Rt , . 

Durch Integration zwischen den Grenzen z = 1.0 und z = hi folgt endlich, 
wenn noch 

0 0 =}' 1 + kil,o =}' 1 + 0,03522/,,9, 0 1 = l' 1 + khl = l' 1 + 0,01985/,,9 

gesetzt wird: . 

• . . . . (167) 

Fur Wasser von 20 0 emit" = 0,01 cms/sek ergibt sioh die Entleerungs
zeit To = 51,6 sek, so daB fiir die Zahl der Englergrade des zu untersuohenden 
Sohmiermittels der folgende Ausdruck hervorgeht: 

T . [ 00 -1 ] 
F 1';; = 20,11. 2,3026 10g(10) c;=T + 0 0 - 01 " • • • • • (168 

Durch Auflosung dieser GIeiohung naoh " (da.s auch in den 00 , 01 vor
kommt) ergibt sich fUr ,,> 1 die folgende angeniherte Beziehung: 

I 'P [c~9/sek] = 0,0864 E - 0,08/ E I,. . . . . . . (169) 

die aus dem beobaohteten Werte von E die Ziihigkeitszahl " zu bestimmen 
gestattet. Fur 'P ~ 0,01 gibt der Apparat keine brauchbaren Werte, wesha.lb as 
&u(lh giinstiger ware, zur Vergleiohsmessung eine Fliissigkeit von hOherer Ziihig
keitszahl als das Wasser zu benutzen. 

An Stelle dieser von v. Mises hergeleiteten Niherungsformel setzt 
Ubbelohde ohne theoretische Begriindung die folgende mit den Experimenten 
besser ubereinstimmende Beziehung: _ 

I 'P [om9/sek] = 0,0732E - 0,0631/E I. . ..... (170) 
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41. Schmiermittelreibung. In der "starren" Mechanik wird die 
Lagerreibung als trockene Reibung betrachtet und nur als ab
hangig vom Material und N ormaldruck, jedoch als unabhangig von 
der Umfangsgeschwindigkeit (U) des Zapfens angesehen (s. Technische 
Mechanik 1. Teil, VI, 30]' Diese Auffassungsweise fiihrt zu Wider
spriichen mit den Beobachtungen, VOl' aHem beziiglich des Sinnes 
des Auflaufens des Zapfens im Lager, del' sich aus del' Lage del' 
Stellen groBter Abniitzung des Lagers zu erkennen gibt. Nach den 
vorliegenden Beobachtungen erfolgt namlich dieses Auflaufen tat
sachlich im Sinn del' Drehung des Zapfens (von del' Richtung des 
Zapfendruckes aus gerechnet, wie in Abb. 98), wahrend die Annahme 
einer trockenen Reibung fiir das Auflaufen den Gegensinn zur Drehung 
des Zap fens ergibt. 

Dieser Widerspruch zwischen Beobachtung und Theorie wird 
im wesentlichen durch die Auffassung der Lagerreibung als Fliissig
keitsreibung beseitigt. Wenn auch diese "hydrodynamische Theorie 
der Schmiermittelreibung" viel verwickelter und bis heute noch nicht 
in allen Punkten zu einem vollkomm:m befriedigenden Abschlusse 
gelangt ist, so gestattet sie doch eine gegen die "trockene" Theorie 
verbesserte Einsicht in die bei del' Lagerreibung auftretenden physi
kalischen V organge, weshalb hier wenigstens die erst en Ansatze dieser 
Theorie auseinandergesetzt werden solI en. 

Zweck del' Schmierung des Lagers, die durch besondere Vor
richtungen (~chmierringe, Druckschmierung u. dg1.) bewirkt wird, ist 
es gerade, eine zusammenhangende Fliis3igkeitsschicht zwischen Zapfen 
und Lager zu schaffen und auf diese Weise die trockene Reibung 
durch Fliissigkeitsreibung zu ersetzen; eine metallische Beriih
rung von Zapfen und Lager wiirde unfehlbar in del' kiirzesten 
Zeit zu Betriebstorungen AniaB geben. Da das Schmiermittel als 
zahe Fliissigkeit sowohl an der Oberfiache des Zapfens wie auch des 
Lagers haftet, so erhalten wir die Stromung einer zahen Fliissigkeit, 
die wegen del' geringen Dicke des Schmiermittels und wegen der auf
tretenden klein en Geschwindigkeiten unbedenklich als Schichten
stromung aufgefaBt werden kann. Diese Stromung wird durch ein 
Drehmoment aufrecht erhalten, das vom Zapfen auf das Schmiermittel 
iibertragen wird - nicht wie bei del' Stromung in einem Rohr durch einen 
Druckunterschied zwischen den Enden des betrachteten Rohrstiickes. 

Wenn der Zapfen (Halbmesser r, L~inge l, Umfangsgeschwindig
keit U) in dem umgebenden Lager zentrisch laufen wiirde, so ware 
der Druck in del' Schmierschichte und daher auch die Schubspan
nung r langs des ganzen Umfanges gleichfOrmig verteilt und T konnte 
(abgesehen vom Vorzeichen) nach G1. (167) in del' Form angesetzt werden: 

r=xUjh, . . . . (171) 

worin h die Dicke del' Schmierschichte bezeichnet. Zur Dberwindung 
del' Schubspannungen langs des ganzen Umfangs ware daher ein 
Drehmoment von del' GroBe U U 

'm=rFr=x··2rnlr=x·2nr2 l .. · . (172) 
h h 

Poschl, Hydraulik. 7 
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notwendig. Diese Gleichung sagt aus, daB das zur Dberwindung 
der Reibung erforderliche Zapfenreibungsmomen t direkt 
proportional der Geschwindigkeit, jedoch unabhangig vom 
Druck der durch das Schmiermittel getrennten Korper 
aufeinander, d. i. von der Belastung des Zapfens, ist - bei der 
trockenen Reibung war es gerade umgekehrt, da hatten wir Un
abhangigkeit von der Geschwindigkeit und Proportionalitat mit der 
Belastung des Zapfens. 

1m FaIle zentrischer Lage des Zapfens waren die Driicke im 
Schmiermittel und die Reibungskrafte langs des ganzen Zapfen
umfangs von unveranderlicher GroBe; daher ware ihre Summe nach 
allen Richtungen gleich Null und konnte keiner endlichen Be
lastung des Zapfens das Gleichgewicht halten. Die zentrische Lage 
des Zapfens kann daher nur bei unbelastetem Zapfen eintreten und 
die Gl. (172) ist nur als eine Grenzform fiir sehr kleinen Zapfen
druck oder sehr groBe Geschwindigkeit anzusehen. 

h u 

2.·~~ ____ ~~~ __ ~X 
o u 

Abb.97. 

Fiir jede endliche Belastung muB die Gleichgewichtslage des 
Zapfens notwendigerweise seitlich liegen, und wir wollen nun zeigen, 
daB die Verschiebung des Zapfens bei einer Belastung lotrecht 
nach abwarts und bei positivem Drehsinn (gegen den Uhr
zeiger) nach rechts - also ein Auflaufen im Sinn der Drehung 
des Zapfens - eintreten muB; und zwar ist die Gleichgewichts
lage, die wir so erhalten, bei den vereinfachenden Annahmen, die 
hier dem Problem zugrunde gelegt werden muBten, in wagrechter 
Richtung gegen die zentrische Lage verschoben. 

Wir miissen zunachst einen Ausdruck fiir das Gesetz aufstellen, 
nach dem sich der Druck p in der Schmierschichte und die Schub
spannung T in dem schmalen ringformigen Raum von veranderlicher 
Dicke urn den Zapfen herum verandern. Dabei miissen wir uns hier 
darauf beschranken, die Theorie so weit zu entwickeln, als es die bisher 
verwendeten Hilfsmittel gestatten. 

Wir betrachten zunachst die Stromung einer zahen Fliissigkeit 
zwischen zwei parallelen Wanden 1 und 2 in der Entfernung h -
(Abb. 97), von denen wir uns die Wand 2 mit der Geschwindigkeit U in 
ihrer eigenen Richtung gleichformig nach rechts bewegt denken. In 
2 legen wir die x-Achse eines Achsenkreuzes 0 x y, dann wird die 
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Geschwindigkeit u vom Werte ° in der Wand 1 auf den Wert U an 
der Wand 2 iibergehen. 

Betrachten wir ein Rechteck dx· dy, so wirken auf die gegen
iiberIiegenden Seiten dy die Driicke 

p dy und - (p + := dX) dy , 

daher ist der DruckiiberschuB in der x-Richtung 

_ op dxdy. 
ox 

Die Reibungen auf die beiden parallelen Seiten dx geben in der 
Richtung 0 x die Teile: 

ou 
x-dx und oy (ou 02U .) -" - + -- dy dx; oy oy2 

ihre Sunpne nach 0 x gibt 
iPu 

- x-dxdy oy2 . 

Wenn eingepragte Krafte (Gewicht u. dgl.) nicht beriicksichtigt werden, 
und die Massenkrafte als klein auBer Betracht bleiben konnen, so 
folgt durch Gleichsetzung: 

oder 

da eine ahnliche Betrachtung fUr die y -Richtung ergibt, daB op loy = 0, 
d. h. der Druck iiber den ganzen Querschnitt gleichbleibend und 
von x allein abhangig ist. - Die Gl. (173) gibt integriert: 

1 dp 
u = 2 x dx y2 + Ay + B, 

worln A, B Integrationskonstante (oder Funktionen von x) sind. Wenn 
wir zum Ausdruck bringen, daB die Fliissigkeit an den GrenzBachen 
haftet, also die Bedingungen erfiillen soIl: 

so folgt: 

und daher: 

{
fUr y=:o:u= U, 

" y=h:u=O, 

B=U, h dp U 
A=------

2 x dx h 

U=U(l-~)-~dP(l-Jt)hY. (174) h 2 x dx h .... 

Die Abhangigkeit der Geschwindigkeit u von y ist durch eine Parabel 
dargestellt, die in A bb. 97 eingetragen ist. (Fiir d p I dx = ° ergibt 

7* 
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sich eine gerade Linie.) - Fiirdie DurchfluBmenge Q, die dieser 
Geschwindigkeitsverteilung entspricht, erhiilt man 

h f h dp h3 

Q= udy=Ui - dx12,,' 
o 

Rechnet man daraus das DruckgefiiUe 

dp = 6" (U h _ 2 Q) 
dx h8 . 

. . • (175) 

und setzt diesen Wert in Gl. (174) ein, so wird diese: 

. u = U (1 _ 4 Y + 3 y'.l), -1- 6 Q (1 _ ;'L) Y 
. h ~ I ~ h. . • . (176) 

und damit folgt fUr die Schubspannung an der bewegten Wand 

1: = -" [~:l=o= ~: (2 Uh - 3 Q) •. •. '. (177) 

;!I 

Abb.98. 

x 
d-e 

~ 

Die GIn. (175) und (177) werden 
nun auch fiir den Fall als geltend 
angenommen, daB die Grenzfliichen 
schwach geneigt gegeneinander sind 
und daher auch fiir den von der 
Fliissigkeit erfiillten Raum zwischen 
Zapfen und Lager; wir nehmen dann 
fiir h die mittlere Dicke an der be
treffenden Stelle, fiir die man den 
Ansatz machen kann (Abb. 98) 

h = 15 - e cos <p, 

wobei e = ifc und 15 = [h]'P="'i2 ist. 
Ferner setzen wir dx = r d<p, so daB 
Gl. (175) in die folgende iibergeht: 

dp 6" . 
rd<p=h,3(Uh-2 Q) • ....•• (178) 

Wir erhalten aus dieser Gleichung eine Bedingung zwischen der 
DurchfluBmenge Q und den GroBen 15 und e, wenn wir zum Ausdruck 
bringen, daB peine rein periodische Funktion von <p ist, d. h. daB 
wir denselben Wert von p erhalten, wenn wir einmal um den Zapfen 
herumgehen; es muB also sein: 

2", 2", 

f dp = f ~~ d<p = o. . . . . . . . (179) 
o 0 
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Wenn wir den Wert fUr d pi d cp einsetzen und fiir die vorkommenden 
Integrale die folgenden Formeln beniitzen: 

2", 2:r: fdCP 237: 
J = T- = V t52 ~ e2 ' 

o 
2,.-

fdhr = _dd2!1.: = n ~_~ + e:), usw., 
u" V b2 - e2 

o 

so erhalt man die gesuchte Bedingu~g in der Form 

t5 W - e2) 
Q = U 2F+e2 ' •• • • • • • (180) 

Summiert man die auf den Umfang des Zapfens einwirkenden 
Krafte nach den Richtungen x und y und bildet die Momente um 0, 
so erhiilt man die 3 GIn.: 

j X = - j~coscprdcp+ j"'T sin cpr dcp , 
o 0 

2.n :3 1l I y = - J p sin cp r dcp - J T cos cp r dcp , 
o 0 

2,.-

IDe = - J u'J dcp. . .... 
o 

(181) 

(182) 

(183) 

Die Einsetzung der Werte von p und Taus den GIn. (178) und (177) 
ergibt zunachst X =0; ferner Iiefert die G1. Y = G eine GIeichung, 
aus der· die seitliche Lage des belasteten Zapfens gerechnet werden 
kann; endlich gibt die G1. (183) den folgenden Ausdruck fiir das 
Zapfenreibungsmoment: 

eine GIeichung, die (ahnlich wie schon G1. (172)) vollstandig ver
schieden ist von der aus der starren Mechanik bekannten Form. 

Wenn auch die Voraussetzungen dieser Theorie noch in manchen 
Punkten anfechtbar sind und auch die Ergebnisse selbst im einzelnen 
noch nicht voll befriedigen, so Iiefert sie uns doch ein lehrreiches 
Beispiel fiir die Anwendung der Grundgesetze auf ein Gebiet, das 
wegen seiner groBen technischen Bedeutung noch weiterer sorgfaltiger 
Forderung bedad. 

42. Die Reynoldsscbe ZabI aIs Kennziffer einer bestimmten 
}'liissigkeitstromung. Wenn die Geschwindigkeit des Wassers in 
einem Rohr oder einem Kanal etwa durch ErhOhung der Druckdiffe
renz an seinen Enden (z.E. durch zunehmende Neigung des Rohres) 
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anwachst, so zeigt sich die schon erwahnte und fiir,die weitere 
Betrachtung auBerordentlich bemerkenswerte Tatsache, daB von einer 
gewissen Grenze ab die Schichtenstromung als solche nicht mehr 
aufrecht erhalten werden kann; sie schlagt vielmehr in eine andere, 
vollig u'ngeordnete Stromungsform urn, sie wird turbulent. Bei 
dieser Grenze tritt also - mehr oder weniger unvermittelt - eine 
unregelmaBige durcheinanderwirbelnde Bewegung der Fliissigkeits
teilchen ein - die bisherige geordnete Beschafi'enheit der Schichten
stromung geht verloren. Man beobachtet dabei zunachst, daB sich 
von den Wanden kleine Wirbel abzulosen beginnen, die ins Innere 
der Fliissigkeit hineingetragen werden und die die Auflosung der 
bisher bestehenden Ordnung in - der Bewegung der Teilchen veran
lassen. Bei der turbulenten Stromung beschreibt jedes Teilchen 
einen vielfach gebrochenen, zickzackformigen Weg; iiber die Haupt
bewegung, die das Vorwartsstromen der ganzen Fliissigkeitsmasse 
bedingt, iiberlagert sich als Neben- oder Zusatzbewegung diese 
schwer zu beschreibende, unregelmaBige, wirbelige Bewegung. 

Beispiele fUr turbulente Bewegungen sind fast aIle in den technischen An
wendungen bei den dort herrschenden Abmessungen und Geschwindigkeiten vor
kommenden: insbesondere die Stromungen in Rohren, Fliissen und Kanalen. 

Es ist einleuchtend, daB die AusfUhrung der Rechnung im Falle 
der Schichtenstromung auf Grund des gewahlten Ansatzes fUr die 
GroBe der -zwischen benachbarten Fliissigkeitsteilchen auftretenden 
Schubspannung deshalb durchfUhrbar war, weil die Form der Strom
linien von vornherein festgelegt war; fUr enge Rohren und kleine 
Geschwindigkeiten lassen die Beobachtungen auch tatsachlich dieses 
Stromungsbild erkennen. Ebenso einleuchtend ist es, daB fUr den 
turbulenten Fall, bei dem die Bewegung der Teilchen in der an
gegebenen unregelmaBigen Weise verlauft, jede Rechnung, die auf der 
Annahme eines bestimmten Stromlinienbildes beruht, versagen muB. 

Mit dieser veranderten Beschaffenheit der Stromung ist nun auch 
ein yom Poiseuilleschen verschiedenes Gesetz fUr den Druckhohen
verlust verbunden, der notwendig ist, urn die Stromung der Fliissig
keit durch das Rohr - in der turbulenten Form - aufrecht zu er
halten; die Kenntnis dieses Gesetzes ist fUr aHe praktischen Rech
nungen, die turbulente Stromungen betreffen, auBerordentlich wichtig. 
Da, wie eben bemerkt, die direkte Rechnung versagt, war man zu
nachst aHein auf Versuche angewiesen und hat auf dies em Wege 
auch schon seit langem die Form fiir dieses Gesetz gefunden. Seine 
theoretische Begriindung, die seither eine nicht mehr abzuweisende 
wissenschaftliche Frage blieb, ist indessen erst 1879 von O. Reynolds 
auf einem von der direkten Rechnung ganzlich abweichenden, dabei 
aber nicht weniger iiberzeugenden Wege gegeben worden, der sich 
auf die Betrachtung ahnlich verlaufender Fliissigkeitsbewegungen 
griindet. 

Legt man sich ganz allgemein die Frage vor, wann zwei Fliissig
_ keitsbewegungen ahnlich zueinander verlaufen werden, so meint man 
damit die - iiber die geometrische hinausgehende - mechanische 
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Ahnlichkeit, die sich auf das Ubereinstimmen der mechanischen 
Gesetze fiir beide Stromungen stiitzen muB. Die geometrische Ahnlich
keit, sagen wir also etwa die Dbereinstimmung der Formen der 
Stromlinien im ganzen Verlauf der beiden Stromungen muB dabei 
von vornherein vorhanden sein; diese geometrische Ahnlichkeit muB 
sich z. B. auch auf die Unebenheiten der Wande erstrecken. Das 
geniigt aber. noch nicht, um den iibereinstimmenden Verlauf der 
Bewegungen selbst zu gewahrleisten. Hierzu miissen die Bewegungs
gleichungen der Fliissigkeit einschlieBlich der darin auftretenden 
Zahlenbeiwerte iibereinstimmen, und zwar, wenn von auBeren Kraften 
wie der Schwere usw. zunachst ganz abgesehen wird, insbesondere 
desjenigen, den man als die Reynoldssche Zahl bezeichnet. 

Die Bewegungsgleichungen der Fliissigkeit driicken auf Grund 
des d' Alembertschen Prinzipes die Tatsache aus, daB die Tragheits
krafte mit den eingepragten Kraften fiir jedes Teilchen eine Gleich
gewichtsgruppe bilden. Die Tragheitskrafte bringen Glieder von 
der Form 

oV 
ot oder V oV 

08 

in die Gleichung, die aHe von der Dimension [V2f L] sind. 
Um die Form jener Glieder in den Be

wegungsgleichungen zu erhalten, die von der 
Zahigkeit herriihren - den vollstandigen Aus
druck dieser Glieder brauchen wir hier gar 
nicht -, betrachten wir die Bewegung eines 
Fliissigkeitsteilchens dx, ely, dz in irgend
einer Richtung x (Abb. 99). Sei r die Schub

z 

spannung etwa auf die untere Grenzfl.ache o"--------=x 
dx.dz, also - r·dx·dz die Kraft in dieser 
Richtung, dann ist die Kraft auf die gegen-

Abb.99. 

iiberliegende Grenzfl.ache (r + ~; dy).dX dz und der DberschuB in 

der x -Richtung: 
or 
-dxdydz. 
oy 

Fiihrt man darin fUr r den Ausdruck nach Gl. (157) ein, so kommt 
02U 

x-.dxdydz oy2 ' 

und wenn wieder die ganze Bewegungsgleichung durch die Masse 
e dx dy dz des Teilchens dividiert wird, so bleibt 

" 02 U 02U 
----v-e oy2 -- oy2· 

als die Form jener Glieder in der Bewegungsgleichung, die den Ein
fluB der Zahigkeit wiedergeben. Diese Glieder haben die Dimension 

[vVfL2] . 
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Der Quotient der Dimensionen der Tragheitsglieder [V2j L] und 
der Zahigkeitsglieder [v V/L2] ist eine reine Zahl, wir schreiben ihn 
ihn in der Form 

~. 
~ .... . . . . . (185) 

und nennen ffi die Reynoldssche Zahl, die zu derbetreffenden 
Fliissigkeitsbewegung gehort. In ihr bedeutet L irgendeine charakte
ristische Abmessung (Rohrdurchmesser, Kanalbreite, Tiefe des Trag
fliigels od. dgl.), V eine charakteristische Geschwindigkeit und " die 
Zahigkeit der Fliissigkeit. 

Zwei geometrisch ahnliche Fliissigkeitstromungen wer
den also auch hinsichtlich des Einflusses der Tragheit und 
der Zahigkeit zueinander ahnlich sein, sob aid die Zahlen ffi, 
die mit irgendwelchen einander in den beiden Stromungen 
entsprechenden Werten von V, Lund v berechnet werden, 
iibereinstimmen. - Wenn es sich bei den zu vergleichenden Be
wegungen um Fliissigkeiten derselben Art handelt, z. B. um Wasser 
oder Luft, wenn also v fiir beide dasselbe ist, so sind zwei geome
trisch ahnliche Fliissigkeitsbewegungen auch mechanisch ahnlich, wenn 
die Produkte V L fUr beide Bewegungen zahlenmaBig iibereinstimmen. 

Zwei Fliissigkei tstromungen im selben Medium sind also 
(mechanisch) ahnlich, wenn sie gleiches VL haben. 

Beispiel 56. Modellversuche. In einem Versuchskanal soil das Trag
fliigelprofil eines Flugzeuges gepriift werden, das eine Fliigeltiefe von L1 = 0,3 m 
besitzt; der wirkliche Fliigel hatte eine Tiefe von L. = 1,2 m. Mit welcher 
Geschwindigkeit V1 miiBte das Modell angeblasen werden, urn eine ahnIiche 
Stromung zu erhalten, wie sie einer Vorwartsbewegung des Flugzeuges mit 
l'2 = 50 m/sek entspricht? 

Nach Gl. (185) ist zu Betzen 

V1 L1 = V2 L2 , d. h. V1 = V9 ·L2/L, = 50.1,2/03 = 200 m/sek. 

Wenn daB Modell, urn. diese groBe Geschwindigkeit zu vermeiden, im 
Wasser von 10 0 untersucht werden Boll, so ware zu setzen 

"1 = 0,0133 cm2/sek, "2 = 0,145 cm2jsek (Luft von 0 0 C, 760 mm) 

und man erhalt aus der Gleichung 

V1 L1 V2 L2 V V L2 "1 5 1,2 0,0133 83 k 
-,;;- = ----;;;-: 1 = 2 L1 . -;;; = O· 0,3' 0,145 = 1 , mise . 

43. Das Widerstandsgesetz der turbulenten Stromung ergibt 
sich nun in folgender Weise: Wir wissen, daB die Schichtenstromung 
bei einer bestimmten Geschwindigkeit aufhort, als solche bestehen 
zu bleiben, und daB von dieser Geschwindigkeit an - man nennt 
sie die kritische Geschwindigkeit - die turbulente Bewegungs
form mit einem anderen Widerstandsgesetz an ihre Stelle tritt. 
Der Obergang selbst ist fast immer als ein ziemlich plotzlicher zu 
erkennen. Obwohl das Gesetz fUr die neue Bewegungsform nicht be
kannt ist, so konnen wir doch schlieBen, daB· fiir ahnliche Fliissig-
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keitsstromungen, also fiir s olche mit gleichen Reynold sschen 
Zahlen lR, auch dieser Dbergang bei gleichem lR vor sich gehen 
muB. Nun miissen in dem Augenblicke, in dem die turbulente Be
wegungsform eintritt, die heiden Werte fiir das Verlustgefalle durch 
Zahigkeit fiir beide Stromungsformen jedenfaHs iibereinstimmen, wenn 
auch schon im nachsten Augenblicke das neue Gesetz zu Recht be
steht. Voraussetzung fiir die Zulassigkeit dieser Betrachtung ist ganz 
plotzlicher Dbergang von einer Stromungsform in die andere. Fiir 
die Schichtenstromung gilt nun G1. (164) 

J = 32 vV. 
g D~' 

setzen ·wir nun fiir den turbulenten Bereich 

Va 
J1 =I3' DfI ' 

so miissen an der Vbergangsstelle die beiden Werte J und J1 fiir 
ahnliche Bewegungen iibereinstimmen, also lR = konst. ergeben, oder 
anders ausgedriickt: die beiden Widerstandsgesetze miissen an der 
Dbergangsstelle J = J1 durch. die Zahl lR "miteinander invariant 
verkniipft" sein. Nun ist fiir J = J1 : 

32 vV Va 
g D2=13 Dfi' 

es muB also 
Va-l·D2-fi VD 

'" -- = lR; 
v v 

sein, d. h. a = 2, f3 = 1, und es folgt fiir das Widerstandsgesetz 
im turbulenten Bereiche die Form: 

~ ~ ......... . 186) 

Dabei wurde 13 selbst vorlaufig als Konstante betrachtet; dies ist jedoch 
nicht unbedingt notig, 13 kann vielmehr selbst von den GroBen V, D, v 
abhangen, wenn aber eine solche Abhangigkeit vorhanden ist, so 
konnen diese GroBen in 13 wieder nur in der Verbindung lR vorkommen; 
die obige Vberlegung behalt in der Tat ihren Sinn, wenn 13 selbst 
als irgend eine Funktion von lR angenommen wird, so daB allgemein 
geschrieben werden kann: 

I v;l J1 = e (ffi).]) I. . . . . . . . . (187) 
I I 

Wir werden spater sehen, daB bei gewissen empirischen Formeln 
fiir den "Rohrreibungswiderstand" eine Abhangigkeit des e von dem 
Produkte VD eintritt; die Abhangigkeit von v wird meist auBer acht 
gelassen, weil es sich nur urn Wasser (bzw. Luft) aHein handelt und 
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andere Flussigkeiten nicht zum Vergleich herangezogen wurden. Solche 
Formeln wie Gl. (187) sind also vom Standpunkte dieser Theorie als 
"dimensionsrichtig" anzusehen. 

Was nun den Zahlenwert von ffi fur die Stelle des tJber
ganges aus dem laminaren in den turbulenten Bereich betrifft, so 
hat Reynolds das Ergebnis seiner Versuche in die folgende Aus
sagezusammengefaBt: 

ErfahrungsgemaB besteht eine zahlenmaBig anzugeben
de Grenze zwischen den beiden Stromungszustanden, und 
zwar bleibt die Stromung im Kreisrohr laminar, sobald 
ffi = VDj'/l < 2000 und wird bei tJberschreitung dieses Wertes 
turbulent. Diesen Wert von ffi nennt man die kritische 
Reynoldssche Zahl. 

Mit diesem Wert von ffi ergibt sich unter Heranziehung des in 
Gl. (165) gegebenen Ausdruckes fUr '/I fUr die kritische Geschwin
dig keit die Beziehung: 

v: rem] _ 20002: = 35,6 .~ (D in em) I 
krit l.sek - D 1 + 0,0337 T + 0,00022 T2 D 

oder J (188) 

[ m] 1 1 1 
Vkrit sek = 278 . 1 + 0,0337 T + 0,00022 T2· D (D in m) 

Beispiel 57. Sei fiir eine Wasserleitung V = 1 mIsek, D = 0,4 m, dann 
folgt fiir 20 0 c: 

ffi = VD = 100·40 = 400000, 
v 0,01 

die Stromung ist also sicher turbulent. 

Neuere Arbeiten haben indessen gezeigt, daB sich fUr den kriti
schen Wert von ffi, der die tJbergangsstelle aus dem laminaren in 
den turbulenten Bereich liefert, keine so scharfe Grenze angeben 
laBt, wie Reynolds vermutete, daB vielmehr seine GroBe von dem 
ganzen Verlauf der Versuchstrecke, insbesondere von den beim Ein
lauf vorhandenen Storungen, von der Rauhigkeit des Rohres usw. 
abhangt, so daB innerhalb weiter Grenzen jeder Wert von ffi fur 
den Eintritt der kritischen Geschwindigkeit moglich ist. 

Dem oben angegebene Grenzwert von ffi = 2000 kommt demgemaB 
keineswegs absolute Bedeutung zu, der Wert der Reynoldschen 
Zahl, bei dem der tJbergang von der laminaren in die turbulente 
Stromung eintritt, hangt von der ganzen Anordnung der be
trachteten Stromung abo Bei freien Strahlen tritt der EinfluB 
der Zahigkeit stark zuruck, die Grenze liegt tatsachlich viel hoher, 
d. h. bei viel groBeren Geschwindigkeiten, als dem obigen Grenzwert 
(ffi '" 2000) entsprechen wiirde; bei Bewegungen zwischen rauhen 
Wanden hingegen, wie sie in der Technik vorkommen, liegt die 
kritische Reynoldssche Zahl erheblich tiefer, d. h. bei viel kleineren 
Geschwindigkeiten. Daher kommt es, daB die freien Strahlen beim 
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AusfluB aus GefaBen in den meisten Fallen laminar, die Stromung 
in rauhen Kanalen und Gerinnen meist turbulent sind. 

Der Verlauf der Werte von J in ihrer Abhangigkeit von V 
(J-V-Linie) ist fiir beide Bereiche in Abb.100 dargestellt. Fiir den 
laminaren Fall ergibt sich eine Gerade, fiir den turbulenten eine 
Parabel, und dies ist das Gesetz, das in der technischen Hvdraulik 
vorwiegend in Verwendung steht. . 

Auf einen weiteren Unterschied J 
zwischen den beiden Stromungsformen 
ist hier noch hinzuweisen: wahrend 
im laminaren Fall die Verteil ung der 
Gesch windigkeit iiber den Kreis
querschnitt in Form einer Par a bel 
erfolgt, ist fiir turbulente Stromun g 
eine weit groBere GleichmaBigkeit ein
getreten (Abb. 93). Fiir die Verteilung -.!O~;""::::_-t:,-'-_--'-_---'V,--_ 
der Geschwindigkeit wird entweder 
eine kubische Parabel angenommen 
(z. B. von Bazin) oder eine Halb

Abb. 100. 

ellipse; bez. der theoretischen Ermittlung siehe 44. Durch diese Ver
teilung ist natiirlich im turbulenten Bereich nur die Hauptbewegung 
gegeben, iiber die sich die wirbelige Neben- oder Zusatz
bewegung iiberlagert.· 

Zusammenfassend kann also gesagt werden: Bei einer gewissen 
kritischen Geschwindigkeit, deren Wert von der Zahigkeit 
und den linearen Abmessungen sowie auch von der Form 
der betrachteten Fliissigkeitstromung abhangt, tritt an 
Stelle des laminaren Stromungszustandes der turbulente; 
auBer dem veranderten Stromungsbild zeigt er ein anderes 
Gesetz fiir den Verlust durch Ziihigkeit und eine andere 
Geschwindigkeitsverteilung wie der laminare. 

Beispiel 58. Das Froudesche Gesetz fiir Modellversuche im 
Schiffbau. Will man Ergebnisse, die man an Schleppversuchen mit Schiffs
modellen gewonnen hat, auf groBe Schiffe iibertragen, so miissen Modell und 
AuafUhrung zunachst wieder geometriach ahnlich zueinander geformt sein, ins
besondere miissen z. B. die Tauchtiefen dem Ahnlichkeitsverhaltnis entsprechen. 
Von besonderer Wichtigkeit ist feruer die Frage, welche Geschwindigkeiten im 
Sinne der mechanischen Ahnlichkeiten zueinander gehoren. Urn sie zu beant
worten, bedenke man, daB der Verlauf der Oberflachenwellen, der fiir die Be
wegung des Schiffes und insbesondere fiir die GroBe des Schiffswiderstandes 
maBgebend ist, im wesentlichen durch die Beschleunigung der Schwere, g, be
dingt iat. Fiir die Bewegung der Wasaerteilchen kommt als auBere Kraft also 
nahezu allein die Schwere in Betracht; die Bewegungsgleichung des Wasserii' in 
der lotrechten Richtung 'hat daher offen bar die Form 

( g_w(Jw_ ... ) =~~r_. 
iJz Q iJz 

Da g fUr Modell und Schiff iibereinstimmt, miissen bei ahnlichen Bewegungen samt
liche Langen und Geschwindigkeiten so verandert werden, daB auch die anderen 
Glieder auf der link en Seite iibereinstimmen, d. h. es miissen insb. die Verhaltnisse 

[w iJo~] '" [~] fUr Modell und Schiff iibereinstimmen. Sollen also an der 
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freien Oberflache des Wassers zwei Vorgange unter der Wirkung der 
Schwere mechanisoh ahnIich verlaufen, so mussen sich entspre
chende Gesohwindigkeiten von Modell und Schiff wie die Quadrat
wurzeln aus deren Langen verhalten. Die entsprechende Kenn
ziffer - die Froudesche Zahl - lautet hier: 

I ~ = V2jL!l . . . . . . . . . . . . (189) 

Beispiel 54. Die" spezifische Drehzahl" einer Turbine. Dimensions
betrachtungen der hier gegebenen Art spielen immer eine Rolle, wenn es sich 
darum handelt, alIgemein giiltige Gleichungen fur eine bestimmte Klasse von 
Erscheinungen oder Vorgangen, im besonderen auch ffir eine bestimmte Klasse 
von Maschinen zu erhalten. 

Man weiB, daB die Leistung N einer Turbine von folgenden GroBen ab
hiingt: Von der Druokhohe H, von der Drehzahl n, vom Einheitsgewicht y 
des Wassers und der Sohwerebesohleunigung g. .Aus diesen 5 GroBen N, H, n, 
y, g laBt sioh eine dimensionslose GroBe duroh folgende Zusammenstellung an
geben: 

y H· (g H)'/s ' 
"clenn deren Dimension ist (im technischen MaBsystem): 

[K LjT2].[ljT2] 
= [0] ... (dimensionslos). 

[KfL3].[LJ-[L2jT2]"lo 

Da r und g ffir aIle Wasserturbinen an demselben Orte der Erde die gleiohe 
GroBe haben und immer mit denselben Zahlenwerten in die Gleichung eintreten, 
laBt man sie beiseite und bezeichnet die Quadratwurzel der ubrigbleibenden 
GroBe, namlich 

190) 

alB "spezifisohe" oder "reduzierte Drehzahl" der Turbine. 
Die Einfiihrung derartiger GroBen spielt ffir vergleichende Betrachtungen 

versohiedener Turbinenarten und fur die Projektierung der Turbinenanlagen eine 
grundlegende Rolle. 

44. Das Karman·Prandtlsche Gesetz derGeschwindigkeitsver
teilung fur glatte Robre. Die Form des hydraulischen Widerstands
gesetzes fiir die Rohrreibung beim turbulent en Stromungszustande, 
die wir im vorigen Abschnitte durch AhnJichkeitsbetrachtungen ge
wonnen haben, gibt den Druckverlust langs des Rohres in seiner Ab
hangigkeit von der mittleren Geschwindigkeit, dem Rohrdurchmesser 
und der Zahigkeit der Fliissigkeit an - diese Betrachtungen geben 
aber keinen AufschluB iiber die VerteiIung der Geschwindigkeit iiber 
deJ Querschnitt des Rohres. Es ist daher eine Erganzung 'dieser Be
trachtuhgen notig, und diese Erganzung, die gleichzeitig eine vertiefte 
Einsicht in das Wesen des turbulenten Stromungszustandes mit sich 
bringt, ist den beiden in der Vberschrift genannten Forschern zu 
vcrdanken. 

Unmittelbare Beobachtungen von Fliissigkeitstromungen und ins
besondere der Umstand, daB die Geschwindigkeitsverteilung bei tur
bulenter Stromung iiber den ganzen Querschnitt mit Ausnahme eines 
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eng en Bereiches an den Wanden merklich gleichfOrmig wird, haben 
zu der Annahme gefUhrt, daB die Reibung nur an den Wanden eine 
wesentliche Rolle spielt, an denen die Fliissigkeit mit festen Korpern 
in Beriihrung steht, und daB sie im Innern der Fliissigkeit ganz auBer 
acht gelassen werden kann. Man kann daher das Problem des Reibungs
widerstandes so behandeln, daB man sich iiberhaupt nur auf die Be
trachtung dieser Grenzschichten an den Wanden beschrankt, und 
im Innern eine Stromung mit gleichbleibender Geschwindigkeit U o 
iiber den ganzen Querschnitt annimmt. 

Wahrend die Betrachtung des Abschnittes 42 von dem Ausdrucke 
fUr den Druckverlust (oder das Gefalle 1) ihren Ausgang nahm, so 
wollen wir jetzt die Ahnlichkeitsbetrachtung unmittelbar an den Aus
druck fUr die Schubspannung T in ihrer Abhangigkeit von der Ge
schwindigkeit ankniipfen. Bei der Schichtenstromung hatten wir die 
Beziehung (157) zwischen T und dem Geschwindigkeitsunterschied der 
benachbarten Schichten, die wir, wenn die Schicht von der kleinen 
Dicke 15 einem Geschwindigkeitsunterschied gegen den Rand u ent
spricht, in der Form schreiben konnen: 

or = "u/J. 
Auch hier suchen wir eine Beziehung zwischen or und u, indem 

wir die Frage aufwerfen: IaBt sich eine Beziehung zwischen den Ex
ponenten f3 und a auf Grund von Dimensionsbetrachtungen angeben, 
wenn wir fUr or und u die Ansatze machen: 

Wenn wir zum Ausdruck bringen, daB fUr 
den Bewegungszustand, im besonderen fUr 
die 'Geschwindigkeit u der Fliissigkeit in 
der Nahe der Wand (Abb. 101), nur die 
Umgebung der betreffenden Stelle von Ein
fiuB sein kann (und niciht die Form des 
ganzen Korpers), so wird u fUr g 1 at t e Rohre, 
bei denen der EinfiuB des Rohrmaterials 
ganz verschwindet, im allgemeinen von fol
genden GroBen abhangen konnen: 

u = u(y, 1', or, (2). 

. (1911 

J 

~······· ..... uo········ .. 

ro···· U .... "1 

y1' ~i x 

Abb. 101. 

Durch welchen Zusammenhang dieser GroBen laBt sich nun ein 
Ansatz herstellen, der die beiden Ansatze (191) in sich begreift? 
Beachtet man die Dimensionen dieser 4 GroBen, so sieht man, daB 
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Lassen wir a zunachst beliebig, so kommt demnach auf der linken 
Seite eine Geschwindigkeit durch folgende Zusammenfassung heraus: 

u = B ( ~ r (~ r+al/2 
, . (192) 

worin Beine dimensionslose GroBe bedeutet, die sich nicht nur bei 
glatten, sondern auch bei rauhen Rohren als Konstante erweist; diese 
Gleichung gilt fUr jeden Wert von a. 

1m besonderen erhalt man nun fUr 

a = 1: 7: '" u, d. h. das !ineare oder Poiseuillesche Gesetz. 
a = 0: 7: '" u2, das Gesetz fur rauhe Wande. 

Neuere Beobachtungen zeigen, daB man fUr glatte Wande gute 
Annaherungen erhaIt durch den zwischen beiden liegenden. Ansatz: 

d. h. es ist nach G1. (192) 

4 
7 

oder 

oder la 1/71 ..... (193) 

Die diesem Ansatz zugrunde liegenden Beobachtungen beziehen 
sich, wie auch weiter unten in 45 bemerkt wird, auf den Zusammen
hang zwischen Gefalle J und Geschwindigkeit u; wenn dabei, wie hier 
angenommen wurde, fiir die Reibung im wesentlichen die Grenzschicht 
von Bedeutung ist, so ist die durch das Druckgefalle J im wesent
lichen die in dieser Grenzschicht auftretende Schubspannung T zu uber
winden, die daher einfach mit dem Gefalle J proportional anzusehen 
ist: 7: '" J. 

Die Abhangigkeit u = u (y) ist dann durch die Beziehung gegeben 

I U '" yl/71, . . . . . . . . . (194) 

was ein sehr rasches Anwachsen von u in der Grenzschicht bedeutet. 
1m AnschluB an das in dieser Gleichung enthaltene Gesetz der 

'//7-ten Potenz des Abstandes" erhalt man die folgende Gleichung 
fiir die Geschwindigkeitsverteilung iiber ein Rohr vom Halbmesser a: 

[ ( r)nJ'/7 u = umax 1 - -a,- , . . . . . . (195) 

die mit n = 1,25 bis 2 die Beobachtungen mit groBer Scharfe wieder
gibt. Die durch diese Gleichung dargestellte Verteilung ist in Abb. 93 
eingetragen; sie laBt die bei turbulenter Stromung beobachtete viel 
gleichmaBigere Verteilung der Geschwindigkeit iiber den Querschnitt 
und den raschen AbfaH auf die Geschwindigkeit 0 an den Wanden 
deutlich erkennen. 
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VII. Rohrleitungen. 
45. Reibungswiderstand fUr zylindrische Rohre. Nach den 

Betrachtungen des vorigen Kapitels ist mit jeder Fliissigkeitstromung 
- auch bei fehlender Nutzleistung, wie Hebung des Wassers auf 
eine gewisse Hohe - ein Reibungsverl ust verbunden; zur Auf
rechterhaltung der Stromung ist daher ein unausgesetzter Aufwand 
von Leistung erforderlich, der entweder auf maschinellem Wege oder 
durch ein natiirliches Gefalle im Schwerefeld der Erde aufgebracht 
werden muB. Wir sprechen hier von einem V e rl u s t, weil dieser 
Teil der verfiigbaren Energie durch die Reibung in Warme iibergeht 
und nicht mehr in Druck- oder Geschwindigkeitsenergie zuriickver
wandelt werden kann. 

Die Bestimmung der GroBe dieses Verlustes ist eine auBer
ordentlich wichtige Aufgabe, die insbesondere fiir die Ermittlung 
der Leistung der Pumpwerke fiir den Betrieb der Wasserleitungen 
der Stadte, fUr die Ermittlung der Leistungen von Wasserkraftanlagen, 
wie iiberhaupt aller Anlagen, wo Stromungen von Wasser in Rohr
leitungen vorkommen, von groBer Bedeutung ist. Was von einer 
gesunden Theorie irgendeines technisch verwendeten V organges zu 
sagen ist, gilt auch hier: jeder Fortschritt der Theorie ist mit einem 
wirtschaftlichen Gewinn verbunden; je genauer die Einzelheiten der 
V organge bekannt sind, urn so wirtschaftlicher wird der Entwurf einer 
Anlage ausfallen konnen. Kein Wunder, daB die genaue Ermittlung 
der fiir die Rohrreibung geltenden Gesetze zu den Hauptaufgaben 
der technischen Hydraulik gehort; und zwar sind es vor allem die 
zy lindrischen Rohre, mit denen wir uns hier zu beschaftigen haben. 

Fiir die Berechnung einer Wasserleitung sind vor aHem 
die folgenden GroBen von Wichtigkeit: 

Q = der DurchfluB in m3/sek, 
V = die mittlere Geschwindigkeit 111 misek, 

D = der Rohrdurchmesser in m, 
J = das verfiigbare Druckgefalle (eine unbenannte Zahl). 

Besteht das NutzgefaHe nur in dem Hohenunterschied h zwischen 
den Rohrenden, so ist bei einer Lange l des Rohres J = hll; ist 
auBerdem noch ein Druckunterschied PI - P2 an den Rohrenden 
vorhanden, so ist zu setzen 

1 J ~ + PI - P2 
l y l " 

(196) 

Zwischen den drei GroBen Q, V, D besteht die Gleichung 

IQ D>vl,·· (197) 

so daB nur zwei von ihnen voneinander unabhangig sind. Wenn von 
Widerstanden nur die Rohrreibung beriicksichtigt wird, so wird das 
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ganze verfiigbare Gefiille J nur dazu verwendet, die Stromung gegen 
den EinfluB der Rohrreibung aufrecht zu erhalten. Da die Stromung 
turbulent verlauft, so gilt fiir das Gefalle in seiner Abhangigkeit 
von der mittleren Geschwindigkeit V die Gl. (186), die mit der abkiirzen
den Bezeichnung e = }./2 g bei gleichen Driicken an den Enden des 
Rohres die Form annimmt 

h 1 V 2 

J = 1 = }. . D . 2 g' oder (198) 

Auch diese Gleichung stellt keineswegs ein Integral der Be
wegungsgleichungen der Fliissigkeit dar, sondern wieder einen zu
sammenfassenden Ausdruck, der besagt, daB ein gewisser Teil h des 
ganzen verfUgbaren GefiiJles eben wegen der Zahigkeit (inneren Rei
bung) der Fliissigkeit fUr die bloBe Aufrechterhaltung der Stromung 
verbraucht wird. 

Nachdem die Form des Widerstandsgesetzes damit festgelegt ist, 
kommt die ganze Frage auf die richtige und zweckmaBige Festsetzung 
des Werles von}. hinaus, das hier selbst als eine dimensionslose 
Zahl erscheint; und zwar stellt sich heraus, daB}. im allgenieinen 
zwischen 0,02 und 0,03 liegt. 

Ungefahr brauchbare, und zwar meist zu hohe Werle erhalt man 
daher, wenn man }. iiberhaupt als konstant ansieht, und zwar gleich 
dem groBten dieser Werte nimmt. Man erhalt so: 

I. Die Annahme von Dupuit: 

(199) 

Wie schon in 43 auseinandergesetzt, folgt aus den A.hnlichkeits
betrachtungen, die dort zu dem Widerstandsgesetze fUr turbulente 
Stromungen gefUhrt haben, nicht mit Notwendigkeit, daB}. konstant 
sein miisse. Wenn es aber noch von den anderen GroBen, wie V, D 
abhangt, so konnen jedenfalls diese GroBen nur in der Verbindung 
ffi = VD/'11 vorkommen. Da die Versuche iiber die Rohrreibung, wie 
gesagt, nahezu ausschlieBlich mit Wasser als Betriebsfliissigkeit vor
genommen wurden, und auf die Abhangigkeit von'll mit der Tem
peratur keine Riicksicht genommen wurde, so werden vom Stand
punkte der A.hnlichkeitsbetrachtungen jene Formeln als in ihrer 
Bauart richtig anzusprechen sein, die die GroBen V, D nur als 
Produkt V D enthalten. Zu dies en gehOrt 

II. Die Formel von Lang: 

1 = + 0,0018 
" (X -VVD . . . (200) 

die auf Grund alterer, insbesondere von Weisbach herriihrender 
Beobachtungen aufgestellt wurde. Darin ist zu setzen: 
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a) fur gezogene Stahlrohre und Rohre aus Glas mit glatten 
Ubergangen an den Verbindungsstellen: a = 0,010 bis 0,012; 

b) fur GuBeisenrohre und genietete Rohre: a = 0,02. 
Der Wert 0,0018 gilt fur Wasser von etwa 15° C und steigt 

bis 0,0024 bei 3 0 Can; 1000 C entspricht de.m Werte von etwa 0,0004. 

Formeln, wie sie in der alteren Literatur vorkommen, die, wie die altere 
von Weisbach, A von VaHein und die von Darcy, A von D aHein abhangig 
ansetzen, sind von vornherein als unbegriindet anzusehen, und haben sich auch 
tatsachlich nur fUr ganz enge Bereiche als einigermaBen brauchbar erwiesen. 

Fur die Auswertung des Ansatzes (200) fur besondere FaIle dient 
die folgende Zahlentafel, die die gebrauchlichsten Werte fur Y und D 
umfaBt: 

- --RO~~u~chm. V[mjsekj=O,lI = 0,50-!-~~-1,0 = 1,5 I = 2,0 I = 4,0 

t VD 

0,0018 

l' VD 

(T=150 C) 

1 D = 0,08 
= 0,15 
= 0,20 
= 0,.50 
= 1,00 

D= 0,08 

= 0,15 
= 0,20 
=0,50 
= 1,00 

0,0023 I D = 0,08 

YVD I 
= 0,15 

(T -~ 50 C): = 0,20 
I c_ 0,50 

~ 1,00 

0,090 
0,122 
0,141 
0,224 
0,316 

0,0202 

0,0147 
0,0127 
0,008 
0,0057 

0,0258 

0,0187 
0,0162 
0,0102 
0,0073 

0,2 
0,274 
0,316 

I 0/; 
0,707 

0,009 

0,0066 
0,0057 
0,0036 
0,0025 

0,282 
0,387 
0,447 
0,706 
1,0 

0,346 
0,474 
0,547 
0,86.5 
1,222 

0,0064 0,0052 

0,0046 0,0038 
0,004 I 0,0033 
0,0025 : 0,0021 
0,0018 ! 0,0015 

0,0115 0,0082 

0,0084 0,0059 
0,0073 0,0051 
0,0046 0,0032 
0,0032 I 0,0023 

0,0008 

0,0049 
0,0042 
0,0027 
0,0019 I 

0,4 
0,547 
0,633 
1,0 
1,414 

0,0045 

0,D033 
0,0028 
0,0018 
0,0013 

0,0058 

0,0042 
0,0036 
0,0023 
0,0017 

0,565 
0,77;, 

, 0,894 
1,414 
2,0 

0,0032 

0,0028 
0,002 
0,0012 
0,0010 

0,0041 

0,0029 
0,0025 
0,001'5 
0,0013 

III. Das Gesetz von Flamant und Blasius. Eine andere ein
fache Form von 1 wurde auf Grund zahlreicher Beobachtungen (1892) 
von Flamant angegeben und spater von Blasius auf Grund von 
Ahnlichkeitsbetrachtungen bestatigt. Dieser fand, daB bei Str6mungen 
in R6hren ahnlichen Materials 

J D (DY)'1. -Y2-' -v- = a' = konst ....... (201) 

ist. Dieser Ansatz stimmt ganz uberein mit dem Karman-Prandtlschen 
Widerstandsgesetze, und wurde auch schon in 44 verwendet. Um ihn 
in der Form der G1. (198) zu erhalten, schreiben wir mit 2 g a' /14 = a: 

2 g a' v'/. 1 y2 a 1 y2 
J - ----.-.-- - ----.-.-

- (YD)'/. D 2g-YYD D 2g' 
. (202) 

Poschl, Hydraulik. 
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so daB 

I· y;n I· ........ (203) 

und darin ist nach Flanrant (fur T", 15 0 C) zu setzen: 

{ fur Blei-, Glas- und Weillblechrohren: a = 0,0104 bis 0,0122, 
fiir gebrauchte Rohre aus Eisen und Stahl: a = 0,0180. 

Den praktischen Rechnungen wird meist dieser letzte Wert von 
a zugrunde gelegt; sie erfolgen vorteilhaft durch Verwendung der 
folgenden Zahleutafel. . 

Rohrdurchm. V[m/sek] = 0,1 =0,50 = 1,0 = 1,5 =2,0 I =4,0 
In m 

yVD D=0,08 0,30 0,45 0,53 0,59 0,63 0,75 
= 0,15 0,35 0,52 0,62 0,69 0,74 0,88 
=0,20 0,38 0,56 0,67 0,74 0,80 0,95 
= 0,50 0,47 0,71 0,84 0,93 1,0 1,19 
= 1,00 0,56 0,84 1,0 1,11 1,19 1,41 

0,018 
D=0,08 0,060 0,04 0,034 0,031 0,028 0,024 

.yVD 
= 0,15 0,051 0,035 0,029 0,026 0,024 0,020 
=0,20 0,048 0,032 0,027 0,024 0,022 0,019 
= 0,50 0,038 0,025 0,021 0,019 0,018 0,015 
= 1,00 0,032 0,021 0,oI8 0,016 0,015 0,013 

In den bisher gegebenen Formeln trat nur bei II. und III. schon 
eine Abhangigkeit von der Beschaffenheit des Rohrmaterials zutage; 
diese Formeln gelten im allgemeinen nur fUr glatte Rohre, bei 
denen die Rauhigkeit der Wand noch zurucktritt. Will man - zur 
Erzielung noch groBerer Genauigkeit - den EinfluB der Rauhigkeit der 
Wand berucksichtigen, so muB man notwendigerweise einen Zahlen
wert einfuhren, der diese stets vorhandenen, wenn auch sehr kleinen 
Unebenheiten - etwa die KorngroBe - der Wand angibt. 

Um diese Angabe, wir nennen sie die "absolute Rauhigkeit" K, 
in dimensionsloser Weise in A. einzufuhren, laBt man A. nicht von K 
selbst, sondern von der "relativen Rauhigkeit" Kj D abhangen; dies 
ist auf Grund der Beobachtungen von Bazin u. a. von R. v. Mises 
durchgefUhrt worden,' und fiihrt auf den folgenden 

IV. Ansatz fur rauhe Rohre: 

I. ~ 0,01 + V ~ + 1,77 Vi D I· . . . . (204) 

Insbesondere wird fUr Wasser von 50 C, fur das 'II = 0,0000015 m'fJjsek 
zu setzen ist: 

A. = 001 +,/ K + _0,0023 . ( ° ) , Y D v'VD ..... 2 5 
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Fiir die in dieser Gleichung auftretende "absolute Rauhigkeit" K 
gelten nach v. Mises die. folgenden Zahlenwerte, die hier etwas ab
gerundet wiedergegeben werden. 

Absolute Rauhigkeit K. 

Material 10· K (in m) 10'· V K (in mi/2) 

Glas . . . 6,4 bis 25,6 2,5 bis 5,1 
Gezogenes Messing, Blei od. Kupfer 6,4 " 32,0 2,5 " 5,7 
Zement, gesohliffen 240 " 480 15,5 " 22 

" 
roh 640 " 1280 25 " 36 

Gummisohlauoh, gewohnlioh . 200 " 400 14 " 20 

" 
rauh . 480 " 960 22 " 30 

Eisenrohr • 640 " 1600 25 " 40 
Bleoh- oder GuBrohr, asphaltiert . 950 " 1900 30 ,. 44 
GuBrohr, neu 3200 " 6400 60 " 80 

" 
gebraucht 8000 " 16000 90 " 126 

Genietetes Blech . 6400 " 16000 80 " 126 
Holz 1600 " 3200 40 " 57 
Mauerwerk, bearbeitete Quadern 

und Baokstein . 6400 " 12000 80 " 110 
Bruohstein, Fels . 64000 " 120000 250 " 360 

Von den bier gegebenen Ansatzen enthalt IV. die vollstandigste 
Gliederung beziiglich der verschiedenen Materialien, die fiir Rohr
leitungen in Betracht kamen, und wird deshalb mit Vorteil fiir ge
nauere Rechnungen herangezogen. 

V. Andere Ansatze. AuBer diesen Ansatzen, deren Begriindung 
- bis zu einem gewissen Grade wenigstens - in der allgemeinen 
Theorie verankert liegt, gibt es (wie auch spater bei den Gerinnen 
und FluBlaufen) zahlreiche andere, die rein empirisch festgelegt 
sind; sie werden dadurch erhalten, daB irgendein ein- oder mehr
gliedriger algebraischer Ausdruck fiir das gesuchte Gesetz willkiirlich 
gewahlt wird und die darin auftretenden Beiwerte und Exponenten 
auf Grund der Forderung bestimmt werden, eine ausgewahlte Reihe 
von Beobachtungen moglichst getreu darzustellen. Es ist bekannt, 
daB die "Methode der kleinsten Quadrate" ein allgemeines Verfahren 
an die Hand gibt, diese Forderung zu erfiillen. Einzelne der so ge
wonnenen Ausdriicke haben sich wohl zeitweise eingebiirgert, doch 
ist keiner von ihnen zu allgemeinerer Bedeutung gelangt. 

46. Berechnung der Rohrleitungen. Die Gln. (197) und (198) 
geben (mit einer der in 40, I bis IV. enthaltenen Festsetzungen fiir 1) 
zwei Gleichungen zwischen den vier GroBen Q, V, D, J, so daB es der 
Angabe zweier von diesen bedarf, um daraus die beiden anderen zu 
ermitteln. Am einfachsten - dafiir auch am ungenauesten - gestaltet 
sich die Rechnung naturgemaB bei Annahme I., wahrend die anderen 
erheblich umstandlichere Rechnungen veranlassen. Aus diesem Grunde 
wird in der Praxis meist so vorgegangen, daB die gesuchte GroBe, 
z. B. D, zunachst unter der Annahme I. bestimmt wird; sonach wird 
dieser Wert in eine der drei anderen Formeln II. bis IV. eingesetzt 

R* 
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und damit ein genauerer Wert von;' ermittelt; mit diesem wird sodann 
abermals ein verbesserter Wert von D gerechnet und das Verfahren 
so lange fortgesetzt, bis die sich ergebenden Schwankungen klein 
genug geworden sind, wozu in den meisten Fallen eine ein- bis zwei
malige Wiederholung der Rechnung ausreicht_ 

Die ganze Berechnung der Rohrleitungen ist damit,wie 
bereits hervorgehoben, auf die richtige Wahl von;' zuriick
gefiihrt. 

LaBt man zunachst das ;, unbestimmt, so folgt namlich aus den 
beiden GIn. (197) und (198) 

V = Jl4~-i = V~b;, J 

5 __ ~ 

und daraus durch Auflosung nach D, da i! 8/ Jl2 g = 0,607 

I D = 0,607 . .yl. VQ2fJ /. . . . (206) 

1m besonderen erhalt man unter Beniitzung des Wertes von 
Dupuit;' = 0,03 aus den Gin. (197) und (198): 

und 
DJ = 0,00154 V2 

Q = D'l Jl . V = 20. y' D5 J. 
4 

Wenn 2 von den 4 GroBen Q, V, D, J bekannt sind, so ergeben sich 
demnach die beiden anderen aus der folgenden Zusammenstellung, 
die alIe hiebei vorkommenden Moglichkeiten enthalt: 

Q = 20y' D5J = 0,785 D2 V = 0,00000187 V5/J2 I 
D = 0,302l/Q2 / J = 0,00154 V 'l / J = 1,128 y'Q/V 
J = 0,0025 Q2/ D5 = 0,00154 PI D 5 0,00137 y'rIQ I 
V = 25,5 y' DJ = 1,27 Q/D'l = 14,0 i! QJ2. 

(207) 

Dadurch sind in allen 'moglichen Fallen erste Naherungen ge
wonnen, die den weiteren Rechnungen zugrunde gelegt werden 
konnen. Was die Durchfiihrung der Rechnungen anlangt, so geben 
wir diese sogleich an der Hand der folgenden Beispiele, in denen 
die verschiedenen Ansatze I. bis IV. aneinandergereiht sind; dabei 
bezeichnen wir die unter Beniitzung der einzelnen Ansatze I. bis IV. 
gewonnenen Ergebnisse unmittelbar mit den zugehorigen romischen 
Ziffern. 

a) Gegeben zwei von den drei GroBen Q, D, V; gesucht 
die dritte und .J. 
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Beispiel 55. Q=lJ3m3 /sek, V=1,2m/sek, gebrauchtesGuBrohr,T=50 C. 
Zunachst ergibt sich unmittelbar aua G1. (197): 

D = l/~Q. = 0,594 m. f;lt V 

Es empfiehlt sich, D = 0,6 m zu wahlen, und damit foIgt der zugehorige Wert 
der Geschwindigkeit: 

4Q 
V = nD2 = 1,18 m/sek. 

Mit diesen Werten folgt nach: 
1 V2 

I. l = 0,03, J = J •• D . 2g = 0,00354 (zu groB!) 

II. l = 0,02 + 0,0018 = 0,022, J = 0,0026 
-y 1,18·0,6 

III. l = _~,Ql~_ = 0,0196, J = 0,0023 
Y 1,18·0,6 

l = ° 01 _~ 0,0023 = 00242 , + .-+ ,. . " 
10 4 .} 0,6 } 1,18·0,6 

IV. J c 0,00;l9. 

Beispiel 56. Notwendige Leistung fiir den Betrieb einer 
Wasserleitung. Das fiir den Betrieb einer wagrecht verlegten Wasserleitung 
notige Druckgefalle Jist durch Gl. (198) gegeben, worin 1, wie eben gezeigt, durch 
einen der Ansatze I. bis IV. bestimmt ist. Einer LeitungsIange 1 entspricht 
daher die "Verlusthohe" 

h = J l; 

und zu deren Dberwindung ist die Leistung notig 

L (kgm/sek) = rQ h = rQ J l, 
oder in PS 

I N (P S) = L /75 = r Q Jl/7 5 I . . . . . . . . . (208) 

Z. B. fiir die Angaben des Beispiels 55, d. i. fiir Q = 1/3 m 31 sek, J = 0,0029 
und fiir eine Leitungslange 1 = 500 m folgt 

N = 1000·i·0,0029.500/75 = 6,45 PS. 

Beispiel 57. Die Berechnung ver-
zweigter Rohrleitungen nach dem An- .. ·· .. · ... --······· .. ···--··· ... ··.--T····l,:,·. 
satze von Dupuit geschieht in der Weise, 
daB die VerlusthOhe fiir jeden Rohrstrang nach 
G1. (207) durch h = J 1 ermittelt wird; diese Ver
lusthohen werden addiert und fiir jeden Rohr
strang den gegebenen Hohenunterschieden 
zwischen Oberspiegel und Austritt gleichgesetzt. 

a) Verzweigung nach Abb. 102. Gegeben 
h1, h., 1, l" l2' Q, Q" Q2' gesucht D" D2· Abb.l02. 
Die dritte der Gin. (207), angewendet auf die 
Strange I, II, III und I, II, IV gibt 

[Q"l Q12l1] 

{
h =0002~ ---+---
l' lJD lJ1 fi ' 

[Q
2l Q22l2] 

h2 0,0025. Dr, + D2". 
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b) In Abb.103 sei gegeben 1, 1" 19, D, Du DB. hi, hi; gesuoht Q1' Q2' 
Wie zuvor ist anzusetzen, wenn Q = Q1 + Qg: 

Abb.l03. 

{ 
h = 00025 [(Ql + QI)21 + QIB 11J 
l' D5 D1 5 ' 

kg = 0 0025 [(Ql + Q2)21 + Q~2 19l 
, D5 Dg5 J" 

Hinsiohtlioh Ql' Q2 sind dies zwei· quadra
tisohe Gleiohungen, die naoh Ql' QB aufzulosen 
sind. -

Der Ansatz von Dupuit wird auoh zur 
Bereohnung der wirtsohaftlichsten Duroh
messer einer Rohrleitung - unter Voraus
setzung eines bestimmten Ansatzes fur die Her
stellungs- und Betriebskosten der ganzen Anlage 
- herangezogen. 

Da in den Ansatzen IT und IV die GroBe D (und auch V) in 
ziemlich verwickelter Weisevorkommen, so empfiehlt es sich, wie 
schon einleitend bemerkt, wenn eine dieser GroBen gesucht wird, 
zunachst mittels lund der GI. (206) eine Schatzung vorzunehmen, 
sodann mit dem dadurch erhaltenen Werte von D nach IT und IV 
einen verbesserten Wert von A. und mit diesem wieder nach GI. (206) 
einen genaueren Wert von D auszurechnen (und ahnliches gilt fUr V). 
Der Ansatz ill wiirde zwar auch eine direkte Ausrechnung von D 
(und V) gestatten, da nach den GIn. (197) und (202) 

V = 4 Q2 = (!!)4/7. J4/7 • D o/7 • • • • • (209) 
nD a 

ist, fOOrt aber, wie man sieht, auf verwickeltere Ausdriicke, weshalb 
auch in diesem FaIle mit Vorteil dasselbe Naherungsverfahren 
angewendet wird; dieses Naherungsverfahren ist in allen Fallen so 
oft zu wiederholen,. bis die Schwankungen entsprechend klein ge
worden sind. 

b) Gegeben Q und J, gesucht D und V. 

Beispiel 58. Q=0,5ms/sek, h=18m, l=1200m, also J=h/l=0,015. 
Rohr aus genietetem Bleoh. Zunaohst gibt der Ansatz I: 

I. und Gl. (206): 
5 __ 

D = 0,302)/ QijJ = 0,53 m, 

= 2,26 misek, 
Bodann gibt 

IV. Gl. (205): ).=001 80 ~0~=00227. , + + ----- , 
10 4 '1'0,53 f2,26.0,53 

Damit folgt naoh G1. (206) der verbesserte Wert von D: 

0_ 0 __ 
D = 0,607 V J • • V Q2/ J = 0,5 m 

und das entspreohende 
v = 2,54 m/sek. 
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Rechnet man mit diesem Wert von D. nochmals das )., 80 erhalt ma.n 

).= 0,023 

nnd damit nahezn dieselben Werte von D nnd V wie vorher. 

c) Gegeben D und J, gesucht V und Q . 

. Beispiel 59. Fiir einen Wasserstollen im natiirlichen Felsen sollen die 
Angaben gelten: D = 2 m, J = 0,001; wie groB ist V nnd Q? 

I. Nach Gl. (207) folgt mit diesen Werten fiir ). = 0,03: 

V = 25,5 f D J = 1,14 m/sek . 

IV. Rechnet man damit ). nach Gl. (205), so ergibt sich 

). = 0,01 + ~o_ + 0,0023 = 0,0293 '" 0,03 
10<l·l2 f1,14.2 

d. h. der Dupuitsche Wert ), = 0,03 gilt bei groBen Durchmessern des Stollens 
ungefahr fiir die Rauhigkeit, wie sie dem natiirlichen Felsen entspricht. Ferner 
folgt : 

nD" 
Q = ~4-' V = 3,58 m3/sek. 

d) Gegeben V und J, gesucht D und Q. 

Beispiel 60 .. Es ist der Durchmesser D und der DurchfluB Q fiir den 
GrundablaB einer Talsperre im Felsen so zu bestimmen, daB das Druckgefalle 
J = 0,005 betragt, und das Wasser die im Beispiel 59 gefundene Geschwindig
keit V = 1,14 m/sek besitzt. 

1. G1. (207) gibt fiir ). = 0,03: 

D = 0,00154 f2 fJ = 0,4 m . 

Damit folgt nach IV. Gl. (204) in zweiter Annaherung: 

2.50 0,0023 
). = 0,01 + --= +--=== = 0,0551, 

10 4 • f 0,4 f 1,14·0,4 

rechnet man damit D, so folgt: 

und weiter 
3. Annaherung: 
4. 

" 

1 V" 
D = J •• J' 2 g = 0,73 m, 

). = 0,0426, 
). = 0,6458, 

D = 0,567 m, 
D= 0,605 m. 

Es ist somit D = 0,6 m zu wahlen und damit folgt 

nD2 
Q = 4- V = 0,322 m3/sek . 

Diese letzte Form der Fragestellung ist praktisch von geringerer Bedeutung. 

47. Besondere Widerstande bei Rohrleitungen. Die im Vorher
gehenden gegebenen Ansatze dienen fUr die Berechnung des Reibungs
verlustes in zylindrischen, geraden Rohrstiicken. Die Verlegung 
und der Betrieb von Rohrleitungen fUhren zur Verwendung von 
besonderen Einbauten, wie Kriimmern, Erweiterungen, Ver
engungen und von Reguliervorrichtungen wie Hahnen, Schie
bern, Ventilen usw., und es ist klar, daB jede einzelne dieser Ein
bauten einen Leistungsverlust verursachen und die Geschwindigkeit 
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des Wassers im Rohr c;herabsetzen wird. Von dies en Veriusten kann 
allgemein nur ausgesagt werden, daB ihre GroBe durch die Art der 
Bewegung des Wassers bedingt sein wird, die der betreffende Einbau 
veranlaBt, daB sich aber der VerI auf dieser Wasserbewegungen nur 
unvolIkommen beschreiben IaBt, so daB eine Berechnung dieser 
Verluste auf rein hydrodynamischer Grundlage heute nicht moglich 
ist. Man ist in allen diesen Fragen in weitem AusmaBe auf die Ergeb
nisse von Versuchen angewiesen, deren Zweck es ist, den EinfluB 
jeder einzelnen dieser Einbauten durch direkte Messungen festzustellen. 

Die in Gebrauch stehenden Taschenbiicher (Foerster, DubbeI, 
" H ii tt e ") enthalten aIle ausfiihrliche Angaben iiber die GroBe der 
Einzelwiderstande, die bei Rohrieitungen auftreten; hier foigen nur 
einige wenige Angaben hieriiber. Fiir jeden einzeinen Verlust wird 
die entsprechende Verlusthohe ais Vielfaches oder Bruchteil der 
Geschwindigkeitshohe V2j2 g unmittelbar hinter dem betreffenden, 
den Widerstand verursachenden Einbau angesetzt und die Druck
gieichung durch Einfiihrung dieser VedusthOhen erweitert, so daB sie 
die Form annimmt: 

I y2 Y 2 I I ~g + _0_ + h = E!. + _1 + (Summe der VeriusthOhen ~hw) , (210) r 2g r 2g I 
wobei sich die Zeiger 0, 1 auf den Eintritt und Austritt beziehen 
und h den verfiigbaren Hohenunterschied bedeutet. 

Diese Gleichung dient auch dazu, um (angenahert) die Wasser
geschwindigkeit in einer Rohrleitung mit bekannten Einbauten zu 
bestimmen; zu diesem Zwecke werden die in allen Verlusthohen 
auftretenden Geschwindigkeiten mittels der DurchfluBgleichung durch 
die Geschwindigkeit im Rohr ausgedriickt, die auf. diese Weise als 
einzige Unbekannte in dieser Gleichung iibrigbIeibt. Dbrigens kann 
gesagt werden, daB im allgemeinen der Reibungswiderstand im Rohr 
aIle anderen Widerstande weitaus iiberwiegt, so daB bei Iangeren 
Rohrleitungen die in 46 gegebenen Ansatze ohne weiteres auch dann 
anwendbar bleiben, wenn in der Leitung solche besondere Wider
stande vorhanden sind, vorausgesetzt, daB diese nicht gerade auBer
gewohnIich groBe Verlusthohen verursachen. 

Von besonderen Widerstanden seien hier ais die wichtigsten die 
folgenden hervorgehoben: 

1. AusfluB- oder Eintrittswiderstand in das Rohr: 

a) Bei gut abgerundeter Offnung ist nach GI. (57) 

hw =C·V2j2g, C=0,065, ..... (211) 
b) bei scharfkantiger Offnung (Jt '" 0,60) ist 

C=(1/Jt2 -1)=1,78. 
2. Plotzliche Rohrerweiterung von F1 auf F. Nach Gl. (134) ist 

hw =C·V2 /2g, C=(: -lr .... (212) 
1 
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Bei allmahlicher Erweiterung kann der Verlust in der Form 
angesetzt werden 

hw = (0,12 bis 0,2) [(~r - 1]. ::. . . . . (213) 

3. Rohrverengungen d urch Drosselscheiben verursachen 
dadurch Verluste, daB sich der Strahl durch die Drosselscheibe ein
schniirt und hernach wieder auf den Rohrquerschnitt erweitert. Setzt 
man hw = C Pj2 g, so gilt nach J. Weisbach in den beiden Fallen, 
die durch die Abb. 104a) und b) gekennzeichnet sind: 

F1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0, y= 0,1 
2 

a) C = 232 51 20 9,6 5,3 3,1 1,9 1,2 0,74 0,48, 
b) C = 226 48 17,5 7,8 3,8 1,8 0,8 0,3 0,06 

Setzt man im FaIle b) den Querschnitt des 
a) ~ eingeschniirten Strahles = a F l' so laBt sich der 

F. -Verlust nach in einer der Gl. (212) in 2. ahnlichen ~ Form ansetzen: 

(F r C= a;1 -1 (214) 
b) 

.w;:: 
;;:;::: 12-

.~ 

und es konnen nach J. Weisbach die Zahlen-
Abb.104. 

werte b) in die Formel zusammengefaBt werden: 

... (215) 

4. Kriimmer geben ebenfalls AnlaB zu Verlusten, einerseits weil 
eine Ablosung des Fliissigkeitstrahles von der Rohrwand erfolgt, was 
zur Entstehung eines mit wirbelnder Fliissigkeit er-
fiillten Raumes fiihrt, andererseits weil eine stark 
wirbelnde Bewegung der Fliissigkeit auch hinter 
dem Kriimmer zuriickbleibt, die sich erst nach 
Durchlaufen einer langeren Strecke beruhigt. 

a) Fiir den rechtwinkligen Kriimmer 
nach Abb. 105 gilt (D = Rohrdurchmesser, R = 
Kriimmungshalbmesser der Mittellinie): 

Abb. 105. 

bei kreisfOrmigem Rohrquerschnitt: C = 0,13 + 0,16 (D I Rtl. t 
bei rechteckigem Rohrquerschnitt: C = 0,12 + 0,27 (D! RYI. J (216) 

oder ausgerechnet fiir: 

f D jR . 0,1 0,4 0,8 1,0 1,4 1,8 2,0 
(Kreis) t C c. 0,13 0,14 0,21 0,29 0,66 1,41 1,98 
(Rechteck) S = 0,12 0,15 0,29 0,40 1,01 2,27 3,23 

Fiir normalisierte Kriimmer ist D j R = 0,1. 
Fiir Kriimmer mit dem Winkel b 0 ist fiir die Widerstandszahl 

etwa der entsprechende TeiJ (. b 0 ! 90 zu nehmen. 
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b) Fiir Kniestiicke mit dem Winkel () nach Abb. 106 ist nach 
Weisbach zu setzen: 

C=sin2 (()/2)+2sin4 (()/2),. . . (217) 
d. i. fiir 

{ () = 20° 40° 60° 80° 90° 
C = 0,05 0,14 0,36 0,74 0,98 

5. Schieber im Kreisrohr (Abb.107): 

1200 140° 
1,86 2,43 

..... D CR· , : 

Abb. 106. Abb.l07. 

{ xlD = o (offen) lis 2/s 3/s 41s I>/s 6/s 
. C = 0,05 0,08 0,8 1,5 3,0 8,6 20 

6. Drosselklappe im Kreisrohr (Abb.l08): 

{ 
() = 50 tOO 200 300 400 450 500 

C = 0,24 0,52 1,54 3,91 10,8 18,7 32,6 
7. Hahn im Kreisrohr (Abb.l09): 

{ 
() = 50 tOO 200 300 400 450 500 

C = 0,05 0,29 1,56 5,17 17,3 31,2 52,6 

'D ,;1_ 
i 

Abb.l08. 

7/s 1 
98 00 

60° 70° 
118 751 

60° 65° 
206 486 

Abb.109. 

8. Ventile. Die iiber den Widerstand von 
Ventilen angestellten Versuche beziehen sich aus
schlieBlich auf Ventile in geraden, zylindrischen 
Rohrstiicken. Dber die GroBe des Widerstandes 
der mannigfaltigen technischen Ausfiihrungen von 
Ventilen in groBeren Pumpenleitungen oder Rohr
leitungen fUr Wasserkraftwerke Hegen keinerlei 

Ergebnisse in Form allgemeiner Ansatze vor. 
Sei D der Rohrdurchmesser, h der Ventilhub, so gilt nach 

Abb. 110a) bis e) fiir: 

% ;-' 

Abb.110. 

a) Klappenventile: 
!()=15° 20° 30° 45° 60° 70° 

~ C= 90 62 30 9,5 3,2 1,7 
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b) Tellerventile ohne untere Fiihrung: 

(=a+f3(DJh)2, ... . . . (218) 

mit a = 0,55 + 4 (b - O,l·D)! D, f3 = 0,15 bei schmaler, bis f3 = 0,16 
bei breiter Dichtungsflache. 

c) Tellerventile mit unterer Fiihrung: 

(=a+f3[D2J(nD-nc)hJ2, ..... (219) 

worin a gleich den in a) gegebenen Werten vermehrt urn 0,8 bis 1,6, 
f3 = 1,7 bis 1,75 und nc die Summe der auf dem Umfang nD ge
messenen Rippenbreiten sind. 

d) Kegelventile mit ebener Unterflache: ,= 2,6 - O,RDJh + 0,14 (DJh)2. . (220) 

e) Kegelventile mit kegelformiger Unterflache: 

'=0,6+0,15(Dlh)2 . ..... . (221) 
Die allgemeine Form der hier angefiihrten Formeln liint sich dadurch ver

stehe:n, daB der Ventilwiderstand in herkommlicher Weise in der Form I; P /2 g 
angesetzt wird, d. h. zunachst von der Geschwindigkeit im zylindrischen Zu
fiihrungsrohr abhangig gemacht wird, und daB dieser Ventilwiderstand sodann 
zerlegt wird in einen von der Geschwindigkeit V selbst und einen zweiten VOIl 

der Geschwindigkeit V1 beim Austritt aus dem Ventil abhiingigen Teil [s. z. B. 
Abb. nOb)]: 

Z;P/2g= cc P/2g+f:lF12/2g. 

Nimmt man hiezu die DurchtluBgleichung 

F.D2.7l/4= V1'nDh, 

so folgt die oben angegebene Form: 

Z;= cc+f:I'(Dj4h)2= cc+f:I(D/h)2, 

die durch die ausgefiihrten Versuche gut bestatigt worden ist (C. v. Bach). 

9. Rohrverzweigung. Bezeichnet VI die Geschwindigkeit im 
abgezweigten Rohre, so kann der bei jeder Abzweigung auftretende 
Verlust (nach Maillet und Gt'lllieys) angenahert in der Form an
gesetzt werden: 

. . . . . (222) 

10. Saugkorb mit Riickschlagklappe: 

D = 0,04 0,07 0,1 0,15 0,2 0,3 0,5 0,75 
(= 12 8,5 7 6 5,2 3,7 2,5 1,6. 

Urn die Widerstandszahl ( fiir irgendein Organ (Ventil oder der
gleichen) durch Messung zu bestimmen, wird dieses in eine passend 
angeordnete Versuchsrohrleitung eingesetzt und durch diese Wasser 
in stationarer Bewegung durchgeleitet. Sei h die Druckhohe, (0 die 
Widerstandszahl der Leitung ohne das Organ, dessen Widerstands
zahl zu bestimmen ist, V, Vo die DurchfluBgeschwindigkeiten mit und 
ohne Ventil, so gelten die Gleichungen 

h=(1+'o+,)V2 /2g, h. (1+'o)Vo2j2g, (Vo' V) 
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Die Geschwindigkeiten Vo und V werden durch Messung oder Wagung 
der DurchfluBmengen bestimmt. Aus beiden Gleichungen folgt, wenn 
fur h bei beiden Versuchen derselbe Wert genommen wird, die ge
suchte Widerstandszahl in der Form: 

(=2gh(;2- ;2). 
o 

(223) 

Die experimentelle Bestimmung der Rohrreibungszahl .4 geschieht 
auf ganz ahnliche Weise. Werden die GroBen h, l, V, D in der Versuchs
leitung gemessen, aus der samtliche Einbauten entfernt sind, so folgt 
aus G1. (198): 

(224) 

Beispiel 61. Man bestimme die Leistung einer Kreiselpumpe, die 
in der Minute 3600 1 Wasser aus einer Tiefe von 2 m ansaugt und auf eine 
Hiihe von 15 m hebt; auBerdem sei gegeben: D = 180 mm, 1 = 30 m. Am Anfang 
der Leitung befindet sich ein Saugkorb, auBerdem sind in die Leitung 4 Kriimmer 
und 1 Schieber eingebaut. 

Die gesamte "nutzliche" Fiirderhiihe ist: 

h=2+15=17m 

und die mittlere Geschwindigkeit: 

V = 4 Q 1 nD2 = 2,86 m/sek. 

daher die Verluethiihe durch Rohrreibung 
1 V2 

hr = J· 15 2g = 0,93 m. 

Die Verlusthiihe fUr den Saugkorb, die 4 Kriimmer und den Schieber betragt: 

hTV = (5 + 4·0,12 + 0,05) T'2/2g = 1,58 m. 

Daraus folgt die notwendige Nutzleistung N der Pumpe in PS fur die Hebung 
des Wassers und Uberwindung der Widerstande: 

N = ')' Q (h + hr+ h lV )/75 = 1000.0,06.19,51/75 = 15,6 PS, 

und bei einem Wirkungsgrad der Pumpe von tl = 0,75 ergibt sich die effektive 
Leistung der Pumpe: 

Ne = NIO,75 = 20,8 PS. 

Beispiel 62. Anderung der Geschwindigkeit im Rohr durch Einbau eines 
Kegelventils mit ebener Unterflache; gegeben sei D I h = 4. 

Wenn V und Vi die Geschwindigkeiten vor und nach dem Einbau des 
Ventils sind, so gibt die Druckgleichung: 

V2 V2 I I 2g = (1 + C) -lg· , also Vi = V I VT+I . . . . . . (225) 

Nach 8d) ist nun: 

und 
C = 2,6 - 0,8·4 + 0,14·16 = 1,61 

V1 =. V/l,62. 
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Neben den kreisformigen Profilen bei Rohren kommen von g(>
schlossenen Profilen noch ovale und andere, aus Kreisbogen mit ver
schiedenen Halbmessern zusammengesetzte vor, fUr die ahnliche An
satze wie beim Kreis zur Anwendung kommen; die Bestimmung der 
Beiwerte geschieht in jedem einzelnen FaIle durch besondere Ver
suche. Fiir die Beiwerte gibt es auch empirische Formeln, die aus 
den Handbiichern zu entnehmen sind (s. insbesondere Weyrauch, 
Hydraulisches Rechnen). 

Beispiel 63. Die Bestimmung der Reibung in einem Leitungstiicke 
mit veranderlichem Querschnitt erfolgt durch einen Ansatz von derselben Form, 
wie bei gleichbleibenden Querschnitten, wobei die Beiwerte wieder durch Ver
Buche zu ermitteln sind. 

Bei einem Turbinenkanal nach Abb. 75 wird demgemaB die Verlusthiihe 
durch Reibimg auf die griiBte Geschwindigkeit bezogen und in der Form an
gesetzt: 

worin also w2 die Geschwindigkeit beim Austritt aus dem betreffenden Leitungs
stuck bezeichnet. Wir erhalten daher die erweiterte Druckgleichung in der Form: 

U· 2 W 2 -tg -;- h = ~'/g~ (1 + Cr). • . • • . . . • • . (226) 

Dieselbe Gleichung ergibt sich auch aus dem Ansatz fUr die Leistung bei 
gleichfiirmig bewegtem Kanal. Sei der DurchfluB Q m 3Jsek und h die Hiihe, 
so ist die Leistung, die von dem Wasser auf das GefaB abgegeben werden kann 
(mit den Bezeichnungen der Abb. 75: 

L = ,. Q h -'-- J' Q (~2 _ ~2 2) _;- "Q. ~~~ 
" \2g 2g ,r, 2g' 

und wenn u die Geschwindigkeit des GefaBes bedeutet, so ist auch 

)' Q fl' ) L -- g-- U (WI eos 1- U 2 cos fl2 . 

Nun folgt aus den Geschwindigkeitsdreiecken bei Ein- und Austritt: 

{ 
Cl2 = W I 2 + u2 + 2 WI U cos fl, 

, C22 = U·22 -;- u2 + 2 w2 U cos fl2 , 

und daraus: 

Durch Gleichsetzung der beiden Ausdrucke fur L ergibt sich daher diesel be 
Gl. (226) wie zuvor. 

VIII. Kanale und Fliisse. 

48. Kennzeichnung der Wasserbewegung in FluBIaufen. Be
zeichnungen. Die theoretische Begrundung der Gesetze fur die Be
wegung von Fliissigkeiten bereitete schon beim Kreisrohr - dem 
einfachsten Profil - im turbulenten oder hydraulischen Stro
mungszustande nicht unbedeutende grundsatzliche Schwierigkeiten, 
die nur durch Anwendung der besonderen, uber die gewohnliche 
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Mechanik hinausgehenden Methoden der "AhnIichkeitsmechanik"
bis zu einem gewissen Grade wenigstens - uberwunden werden 
konnten. So ist es nicht uberraschend, daB die Ermittlung der 
Gesetze fUr die Bewegung des Wassers in offenen kiinstlichen "Ge
rinnen" mit anderen Profilformen (Halbkreis, Rechteck, Trapez 
u. dgl.) oder gar in den natiirlichen FluBlaufen theoretisch noch 
unsicherer ist. Immerhin gelingt es, durch tJbertragung der fiir 
das Kreisrohr angestellten Betrachtungen auch fiir diese verwickel
teren Bewegungsformen Ansatze zu gewinnen, die fiir die Bediirfnisse 
der Technik ausreichen; diese zielen im wesentlichen darauf ab, die 
erforderlichen Grundlagen fiir die Dimensionierung von Werkskanalen 
fUr neu zu errichtende Wasserkraftanlagen und fiir die technisch
wirtschaftliche Bewertung der vorhandenen Wasserkrafte zu ge
winnen. 

Wir werden in dies em Abschnitte die Gesetze, die sich fiir die 
Bewegung des Wassers in Gerinnen mit kunstlichen und natiir
lichen Profilen als zutreffend erweisen, gemeinsam behandeln, da sie 
eng miteinander zusammenhangen. Kunstliche Profile sind solche, 
die fUr kunstlich angelegte Werkskanale gewahlt werden und meist 
rechteckige oder trapezfOrmige, seltener halbkreisfOrmige Gestalt haben; 
die dabei erhaltenen Gesetze konnen auch fiir geschlossene Profile 
von anderer als Kreisform (Ovale usw.) als giiltig angenommen werden. 
Die natiirlichen Profile sind die Querschnitte der in der Natur 
vorkommenden Bache, Fliisse und Strome. Es ist gewiB eine merk
wiirdige Tatsache, daB die Darstellung der Gesetze fur aIle diese 
FaIle durch einheitliche und verhaltnismaBig einfache Formeln mog
lich ist. 

Fiir die hier zu entwickelnde erste Einfiihrung in dieses umfang
reiche Gebiet ist im wesentlichen nur die eine Frage nach den gesetz
maBigen Zusammenhangen zu beantworten, die zwischen den 
geometrischen GroBen, die einen Kanal als FluBlauf kenn
zeichnen, - es sind dies das Gefalle J und eine oder mehrere 
yom "Profil" selbst abhangige GroBen - und der mittleren Ge
schwindigkeit V bestehen; aus V ergibt sich sodann, wenn F die 
Flache des Profils bedeutet, der DurchfluB in der Form 

. . . (227) 

welche Gleichung auch umgekehrt zur Definition der mittleren Ge
schwindigkeit dienen kann. 

Dieser Bewegungsvorgang selbst verlauft iibrigens im ganzen 
ziemlich ahnlioh wie der im geschlossenen Rohr. Die Stromung ist 
wie dort turbulent, wie dort findet ein Haften der als zah anzu
sehenden Fliissigkeit an den Wanden - den Ufern und der Sohle -
statt. Der Hauptuntersohied besteht darin, daB beim offenen Gerinne 
eine freie Oberflache vorhanden ist, was aber fUr die hier zu ent· 
wickelnde elementare Auffassung von untergeordneter Bedeutung ist. 
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BeziigIich der Verteilung der Geschwindigkeit iiber den Quer
schnitt ist von einer Achsensymmetrie, wie beirn Kreisrohr, natiirIich 
keine Rede mehr, hochstens kommt bei regelmaBigen Profilen eine 
Symmetrie urn die lotrechte Mittelebene in Frage. Die groBte Ge
schwindigkeit in einem lotrechten Schnitte tritt in oder nahe der 
Spiegelflache auf, der groBte dieser GroBtwerte - der Stromstrich -
Iiegt bei regelmaBigen Profilen in der Mitte, sonst meist irgendwo 
seitIich. 

49. Station are Bewegnng in Gerinnen und FlnBlanfen. Die 
Geschwindigkeitsverteilung und die GroBe des Druckunterschiedes, 
der zur Aufrechterhaltung einer laminaren Parallelstromung einer 
Fliissigkeitsmasse durch irgendein Profil erforderIich ist, kann ahnlich 
wie in 39 berechnet werden, wenn die Form der Stromrohren bekannt 
ist ~d fur die Fliissigkeitsreibung zwischen benachbarten Schichten 
etwa wieder die Gl. (157) zugrunde gelegt wird. So bereitet es 
keinerlei Schwierigkeiten, diese Rechnung fiir einen breiten r e c h t
eckigen Kanal auszufiihren, wenn der EinfluB der Seitenwande auBer 
acht gelassen wird; dabei wiirde sich als Geschwindigkeitsverteilung 
von der Sohle bis zum Spiegel das Stiick einer Halbparabel ergeben 
und fiir den DurchfluB ein ahnliches Gesetz wie das Poiseuillesche. 
Diese Stromungsform kommt aber nur bei ganz seichten Gerinnen 
und sehr kleinen Geschwindigkeiten vor und hat praktisch nur ge
ringe Bedeutung. 

Die allgemeine Form fiir das notwendige Gefalle zur Aufrecht
erhaltung der in WirkIichkeit turbulent verlaufenden Bewegung des 
Wassers in einem FluBlaufe ergibt sich wieder aus der Bemerkung, daB 
bei der turbulent en Bewegung die Verteilung der Geschwindigkeit iiber 
den Querschnitt sehr nahe gleichfOrmig ist, mit Ausnahme eines kleinen 
Bereichs am Rande, in dem ein rascher Geschwindigkeitsabfall bis auf 
den Wert Null am Rande selbst eintritt, und in dem der Sitz des 
Widerstandes in erster Linie zu suchen ist. 

Fur die stationare Bewegung einer Fliissigkeitsmenge von irgend
einer Lange lund dem Gewichte G in einem FluBbette mit gleich
bleibender Oberflachen-Neigung J nach abwarts wird die bewegende 
Kraft G J sein, da die Druckunterschiede zwischen den beiden, urn l 
voneinander entfemten Stellen auBer Betracht bleiben konnen, und 
diese Kraft G J wird im wesentlichen zur Dberwindung der gesam
ten, am Rande des Profils auftretenden Schubspannungen T ver
braucht werden. Wenn demgemaB angenommen wird, daB sich die 
mittlere Geschwindigkeit V des FluBlaufes schon sehr nahe am Rande 
einstellt, und fiir die Abhangigkeit der Schubspannung von V der 
schon in 44 Gl. (191) verwendete Ansatz 

T = c VP .•..•... (228) 

herangezogen wird, so gilt: 

G J = T X benetzte FIache = y. U.l, . . . . (229) 
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worin U den "benetzten Umfang" bedeutet (Abb. 111), Hings welchem 
die Fliissigkeit mit den Ufern in Beriihrung ist, so daB daher die 
Flache U·l allein als Sitz des Widerstandes in Betracht kommt. Aus 
diesen Gleichungen folgt, da G = y F l: 

c U 
J=y.VfI· F. . . .... (230) 

Die GroBe FlU = R stellt eine von der Form des Profils abhangige 
Lange dar, die in den auf Gerinne bezuglichen Rechnungen eine 
groBe Rolle spielt und als hydraulischer Radius oder Profil
radius bezeichnet wird. Bei rechteckigen Profilen ist der Profilradius 
nahe gleich der Tiefe, bei kreisformigen gleich dem halben Radius, 
was als ungefahrer Anhaltspunkt fUr die Bedeutung dieser GroBe 
dienen mag. 

6e:;e/.i/;;;'··7Jmjd.ng""iS" 

Abb. 111. Abb.112. 

Aus der G1. (230) folgt nach Einfiihrung der Bezeichnung (y/c)1ffI = l 
und fur f3 = 2, was dem fUr rauhe Wande nach den vorliegenden 
Messungen zutreffenden quadratischen Widerstandsgesetz ent
spricht, die Gleichung: 

(231) 

Diese Gleichung, die als de Chezysche Gleichung schon seit 
langem bekannt ist, sagt aus, daB die geometrischen Bestimmungs
stucke, von denen V wesentlich abhangt, der Profilradius R und das 
Gefalle J sind. Ais erste Naherung wurde zunachst (von Courtois 
und Eytelwein i. J. 1850): A = 50 = konst. angenommen. 

Beispiel 64. Profil groBten Durchflusses. Nach der Gl. (231) er
gibt bei gegebenem J jene Profilform den groBten Wert von V, und damit auch 
von Q = F V, fUr welche R den groBten Wert erreicht. Da R = FlU, so ist 
das "ProfiI groBten Durchflusses" jenes, fUr das bei gegebenem F der benetzte 
Umfang U so klein als moglich, oder bei gegebenem U die FIache F so groB 
als moglich wird. Die Kurve, die diese Eigenschaft hat, ist bekanntlich der 
Kreis, und diese "isoperimetrische" Eigenschaft des Kreises, die auch fiir jedes 
Stiick des Kreisumfanges gilt, findet demnach hiebei eine bemerkenswerte An
wendung. 

Aus Herstellungsgriinden kommt jedoch der Kreis als "kiinstliche" Profil
form nicht in Betracht, es wird vielmehr entweder ein Rechteck oder ein 
Trapez gewahlt; die erwahnte isoperimetrische Eigenschaft iibertragt sich in
sofern auf diese Profilform, als der groBte DurchfluB - immer unter Zugrunde
legung der einfaohen Formel (231) - dann eintritt, wenn die UmriBlinie einem 
Kreis umschrieben ist. 

Sei z. B. der Boschungswinkel a der Ufer vorgegeben, so haben wir die 
Bedingungsgleiohung (Abb. 112): 

U = b + 28= Min., wiihrend F = konst. und vorgegeben. 
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F = (b + 8 oos a) h = (b + h otg a) h 

b = F/h- hotga 
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und daher fiihrt die Gleiohung aU/oh = 0, sobald U als Funktion von h allein 
ausgedriiokt wird, namlich durch: 

U= b+28 = b+ 2 h/sin a = F/h-h ctga+ 2h/sina, 

auf die folgende Bedingungsgleichung: 

au F 2 
ah hi-9tga+sina=0, 

woraus folgt 

h= V Fsina 
2 - cosa' 

und weiter (mit Beriicksichtigung der vorhergehenden Gleichung): 

F F 2h 
B = b + 2 8 cos a = -h - h ctg a + 2 h ctg a = -h + h ctg a = -.~ = 28, 

sma 

und da somit das von 0 auf 8 gefallte Lot: 

p=8sina=h 

ist, so folgt, daB das gesuchte Trapez dem Halbkreis vom Halbmesser h um
schrle ben ist. 

Fiir das Rechteck ist a = "/2 zu setzen, und daher wird hiebei: 

h=fF/2=1bhI2, oder h=b/2. 

Wenn auBer h noch a unbestimmt gelassen wird, so muB U als Funktion 
der beiden Veranderliohen h und a angegeben werden und die Forderung des 
Minimums von U verlangt auBer der Gleichung i3 UIi3h = ° auch das Bestehen 
der Gleichung a Uloa ~ 0, oder 

~!! = ~- _ 2 cos~ = 0 , d. h. cos a = 1/2 , a = 60 0 , 
oa sin2 a sin2 a 

und 
B=-b+8 28, b = 8, 

d. h. die Halfte des dem Kreise vom Halbmesser h umschrlebenen regelmaBigen 
Sechsecks ergibt den groBten Wert des Durchflusses. 

Die allmahlich zunehmende Genauigkeit der Beobachtungen an 
Kanalen und Flussen und die Erkenntnis, daB die Beschaffenheit der 
Ufer von entscheidender Bedeutung fur die DurchfluBgeschwindigkeit 
ist, hat nun dazu gefuhrt, die Gl. (231), die nur auf Grund ganz ein
facher V orstellungen aufgestellt wurde, zu erweitern und sie der ver
schiedenen Beschaffenheit des FluBgrundes anzupassen, und zwar ist 
diese Erweiterung auf dreierlei Wegen versucht worden: 

I. Es wird zu dem in G1. (231) schon vorhandenen Gliede noch 
ein zweites additiv hinzugefugt, das die Abweichungen gegen die 
Beobachtungen ausgleichen solI. Auf diese Weise entstanden zwei
und mehrgliedrige Formeln von der Art wie die von Prony u. a., 
die sich aber nicht recht einzuburgern vermochten. Bei dies en For
mein kommt die Beschaffenheit der Ufer noch nicht zur Auswirkung. 

Poschl, Hydraulik. 9 
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II. Es wird die Form der Gl. (231) beibehalten, aber das A. nicht 
mehr als konstant angeSehen, sondern selbst wieder von Roder von 
U oder von beiden abhiingig angenommen. Au6erdem wird die B~~) 
schaffenheit des FluBgrundes durch Einfiihrung einer Bestimmungszahl 
(oder mehrerer) in Ansatz gebracht. Auf diese Weise wurden. An
siitze gewonnen, welche die Beobachtungen an Kaniilen und Fliissen 
schon gut darzuStellen vermogen. Zu dieser Gruppegehoren: 

a) Die Formel von Ganguillet und Kutter: 

v = A. VRJ, wobei A. = 23 + 0,001551J + lIn 

1 + (23 + 0,00155IJ)·n/VR 
(232) 

Die darin aldtretende GroBe 'n bezeichnet man als den Rauhigkeits
grad, der fiir. verschiedene Fiille aus der folgenden Zusammenstellung 
zu entnehmen ist: 

1. Kaniile mit sorgsam gehobeltem Holz oder glat- 11. 1/11. 
tem Zementverputz. . • • . . . . . . .• 0,01 100 

2. Kaniile mit ungehobelten Brettern . . . .. 0,012 83 
3. Kaniile mit behauenen Quadern oder gut ge-

fiigten Ziegeln. . . • • . . . . 0,013 77 
4. K.aniile mit Bruchsteinmauerwerk. • • . .. 0,017 59 
5. Kaniile in 'Erde, Biiche untl Fliisse . ~ . .• 0,025 40 
6. Strome mit groBerem Geschiebe und Pflanzen 0,030 33 

Bei der Festsetzung der Beschaffenheit des Flu6grundes, der 
vom Standpunkte der Mechanik als eine rauhe Fliiche anzusehen 
ist, macht sich wieder der auch sonst bei Reibungserscheinungen auf
tretende 'Umstand storend beinerkbar, daB 'eS schwierig iat, den 
Rauhigkeitsgrad einer Fliiche in unzweideutiger Weise zu beschreiben. 
Die auf die Rauhigkeit beziiglichen Angaben betreffen nur das Ma
terial der FluBsohle, verzichten aber darauf, die Beschaffenheit dieser 
Fliichen selbst in einwandfreier und unzweideutiger Weise zu kenn
zeichnen. 

b) Die (neue) Bazinsche Formel, die auf Grund au6erordentlich 
sorgfiiltiger und umfassender Versuche aufgestellt wurde: 

I V = 87 VR J I' . . . . . . (233) 
1 +V PIR 

worin fiir p, das wieder als Rauhigkeitsgrad bezeichnet werden 
kann, und in dieser Schreibweise als ein MaB fiir die GroBe der auf
treteilden' Unebenheiten dienen kann (wenn P wie R in m genommen 
wird, so kommt ihm allerdings keine unmittelbar anschauliche Be
deutungzu), die folgenden Zahlenwerte zu setzen sind: 
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1. Glatter Verputz, gehobeltes Holz • • . 
2. Nicht gehobeltes Holz, Quadern, Ziegel 
3. Bruchsteinmauerwerk . . • . 
4. Ptlaster, regelmaBiges Erdbett . • . . 
5. Erdkanale iiblichen Zustandes . . . . 
6. " mit groBem Geschiebe und Pflanzen 
7. FluBlaufe mit Geralle . . . . . . . . . • 
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ffJ P 
0,06 0,0036 
0,16 0,0256 
0,46 0,2116 
0,85 0,7225 
1,30 1,6900 
1,75 3,0625 
2 4 

(und dariiber) 
Diese Formel hat die Eigenschaft, daB fiir zunehmendes R (R = (0) 

der EinfluB der Rauhigkeit ganz verschwindet; dadurch wird die richtige 
Erwagung zum Ausdruck gebracht, daB fur graBer werdendes R, also 
fiir tiefere Fliisse, ,der EinfluB des FluBgrundes zuriicktreten muB. 

Fiir Halbkreisprofile sind in beiden Fallen' die aus den Formeln 
sich ergebenden Werte von V um 6 bis 10 v. H. zu erhahen. 

m. Bei der dritten Gruppe von Formeln wird der AnschluB 
an die Beobachtungen in der Weise herzustellen gesucht, daB fiir V 
ein eingliedriger Ausdruck in den GraBen R, J angesetzt wird, 
daB aber die Exponenten dieser GraBen zunachst willkiirlich gelassen 
und erst auf Grund der Beobachtungen festgelegt werden. Ausdriicke 
dar so entstehenden Art 

V = ;. RG JP • . . • • • • . .(234) 

eignen sich - nach dem Logarithmieren - sehr gut zUr zahlenmaBigen 
Festlegung von ct und fJ fiir einebeliebige Anzahl von ausgewahlten 
Beobachtungen nach der Methode der kleinsten Quadrate. Formeln 
dieser Gestalt sind in den letzten Jahrzehnten in groBer Zahl auf
gestellt worden, die letzte und anscheinend sehr zuverlassige Form 
riihrt unter Verwertung der altern Bazinschen und zahlreicher 
neuerer eigener Messungen von Ph. Forchheimer her und hat die 
folgende Form: 

I V = ;. RO,7. JO,5 mit;' '" lin I, . . . . . (235) 

so daB bier also;' (nahe) gleich dem reziproken Raubigkeitsgrad in 
der Ganguillet-Kutterschen Formel ITa) gesetzt werden kann. 

Di~se Formel (235), die iibrigens auch die Bazinschen Messungen 
besser wiedergibt als die Bazinsche Gl. (233), zeigt beziiglich der 
Abhangigkeit von J dieselbe Form wie die Ausgangsgl. (231), so daB 
jedenfaIls J '" VIl sowohl fiir kiinstliche Kanale, wie auch fUr natiir
liche FluBlaufe als zutreffend angesehen werden darf. Dagegen ist die 
Abhangigkeit von R, insbesondere was den Exponenten von R be
trifft, durch die Beobachtungen selbst bestimmt worden und laBt sich 
heute in keiner Weise durch theoretische Betrachtungen begriinden. 

Do. die bier entwickelten Formeln die Geschwindigkeit V durch 
A und J ausdriicken, so kannen wir im wesentlichen 3 verscbiedene 
Rufgaben unterscheiden, die sich hier darbieten. Die Bestimmung 
von V bei gegebenen R und Jist nach allen dreien ganz einfach; 
dagegen ist die umgekehrte Aufgabe, J zu ermitteln, sobald V und R 

9* 
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gegeben sind, nach Ganguillet-Kutter schon sehr umstandlich, nach 
Bazin und Forchheimer aber noch unmittelbar ausfiihrbar. Die dritte 
der moglichen Fragestellungen: aus gegebenen Werten von V und J den 
Profilradius R zu bestimmen, ist nur nach der Formel von Forch
heimer unmittelbar losbar, wahrend sie nach den beiden anderen 
Formeln am besten nach dem Annaherungsverfahren gelost wird, das 
auch schon bei der Berechnung der Rohrleitungen verwendet wurde. 
Fiir die Ausfuhrung der Rechnungen mogen die folgenden Beispiele 
(Abschnitt 50) dienen, in denen die vier GIn. (231), (232), (233) und 
(235) mit der DurchfluBgl. (227) in Verbindung gesetzt werden. 

.~~~~~~~~~ 

Bei Profilen, die aus Teilflachen. von 
sehr verschiedener Tiefe und gegebenen

~ falls auch verschiedener Rauhigkeit der 
Sohle zusammengesetzt sind, ist der Durch-

····:··uz········ ... 

Abb.113. 

fluB durch jede Teilflache fur sich zu be
rechnen. So ist z. B. fiir das in Abb. 113 
dargestellte Profil, das bei Hochwasser bis 

zum oberen Spiegel durchflossen werde, der DurchfluB in der Form 
anzusetzen 

Q = FI VI + F'.l V'.l + F3 Y3 

= (),l FI VR I +),2 F'.l VR~ +),3 Fa VR3 ) VJ. .. (236) 

Bei der Berechnung der Profilradien RI , R'J' R3 sind die inneren, in 
der Abb. 113 gestrichelten GrenzIinien als nicht vorhanden anzusehen, 
da in ihnen keine Reibung wie an der FluBsohle auftritt; es ist also 
RI = FI!U1, R2 = F21U2, Ra = F.~JU3 mit den aus der Abb. ersicht
lichen Werten von UI , U2 und Ua zu setzen. 

In Beurteilung der GroBe der Widerstandszahlen V(f (in der 
Bazinschen) und 1 (in der Forchheimerschen Formel) auf Grund 
wirklich ausgefiihrter Messungen an Fliissen moge die folgende Zu
sammenstellung dienen, deren Angaben (zum Teil) dem Jahrbuch des 
hydrographischen Zentralbiiros in Wien entnommen sind. 

Mittl. I Ben. Mittl.1 Profilrad. 
). 

Ge- Gefalle Flache IBreite Urn- fP nach Gewasser schw. J Fm~ Bm fang Tiefe I R ~ FjU nach Forch-hm in m Bazin Vm/sek ! Um heimer 

Polzen bei Warten-
I 

14,1 berg ... 0,30 0,00075 2,85 I 3,25 4,63 0,88 0,62 15,3 
Tauernbach am i I 

Simplon. 0,34 0,00175 - "', 2 - 0,23 0,23 20 23,0 
Rhein bei Basel 1,94 0,0012 - -- - 2,10 2,10 11;834 35,2 
Donau bei Marit-

hausen 1,7 \ 0,00055 750 271 280 2,77 2,68 11,49 38,6 
Ladowitzerbachi.B. 0,48 0,00065 1,70 5,20 5,69 0,33 ! 0,3 11,21 43,8 

50. Beispiele. a) Gegeben R, J, gesucht Y, Q. 
Beispiel 65. Bestimmung der DurchfluBgeschwindigkeit durch einen 

Kanal mit Trapezquerschnitt in Erde mit folgenden Abmessungen: B = 12 m, 
b = 6 m, h = 3 m, daher die Boschung der Seitenwande 1: 1, ferner Bei 
J= 0,0003. 
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Mit den gegebenen Wert en foIgt R = 1,875 m und daher geben die Formeln 
des vorigen Abschnittes: 

a) de Chezy: V = 50· VR J = 1,18 misek, 
b) Ganguillet-Kutter: 1/n=40, V==l)'RJ=45,0'lRJ=1,065m/sek, 
c) Bazin: )'.8 = 0,85, V = 87/(1 + 0,85/V:R)), R J = 53,5lR J = 1,265 mIsek, 
d) Forchheimer: l = lin = 40, V ~ 40,Ro,7 .JO,5 = 1,072 m/sek. 

Beispiel 66. Fiir ein breites flaches Gerinne mit B=40m, b=39m, 
h = 0,5 m, also Boschung der Seitenwande 1: 1 und R = 0,49 m in Zement und 
mit J = 0,002 folgt nach: 

a) de Chezy: V = 50 }R J = 1,565 misek, 
b) Ganguillet-Kutter: lin C~ 100, V = 92,4.)'R J = 2,89 misek, 
c) Bazin: V.8=0,06, V=80,1'l'RJ=2,5m/sek, 
d) Forchheimer: l=1In=100, V=100Ro,7.JO,5=2,85m/sek. 

Alis diesen Ergebnissen ist zu erkennen, daB die Formeln von Ganguillet
Kutter und von Forchheimer fastvollig iibereinstimmende Ergebnisse liefern, 
wahrend die Bazinsche Formel entweder auf kleinere oder groBere Werte fiihrt, 
der Ansatz von de Chezy scheidet fiir technische Rechnungen als zu unge
nau vollstiindig aus. -

b) Gegeben: Q, J, gesucht: V, R und die Abmessungen 
des Profils. Durch R allein ware das Profil selbst noch nicht aus
reichend bestimmt, .es ist vielmehr notig, die Form des Profils und 
einzelne seiner Bestimmungsstiicke von vornherein anzunehmen, und 
nur eine Abmessung unbestimmt zu lassen, die zu ermitteln sodann 
Aufgabe der Rechnung ist. Das folgende Beispiel soIl deutIich machen, 
wie dies zu geschehen hat. 

Beispiel 67. Es sind die Abmessungen eines Gerinnes mit Trapez
pro fil in Erde fiir die DurchfluBmenge Q = 24 m3/sek und das Gefiille J = 0,00003 
zu bestimmen. Fiir das Profil werde ferner die Tiefe h = 3 m und das Boschungs
verhiiltnis 1: 1,5 der Ufer gewahlt, dann bleibt zur Festlegung des ProfiIs alB 
einzige Unbekannte nur die Sohlen- oder Spiegelbreite iibrig. Fiir die Ausfiihrung 
der Rechnung empfiehlt sich in allen Fallen ein Annaherungsverfahren nach 
folgender Art. (Bez. der Bezeichnungen vgl. Abb. 112.) 

I. Nach Ganguillet-Kutter. Gl. (232) gibt mit n = 40 (Erde): 

l=~4,7 _. 
1 + 1,871lR 

1. Ann. R=h=3m, ).=55, V=).)'RJ=0,522m/sek, 
F=QjV=46m", b=10,8m, s=5,4m, 
U= b+ 28 = 21,6m, R = 2,11 m. 

2. Ann. R = 2,11 m, l = 50,1, V = 0,398 misek, 
F=60,2m2 , b=15,57m, U=26,37m, R=2,28m. 

3. Ann. R = 2,28 m, l = 51, V = 0,42 misek, 
F=57m2 , b=14,5m, U=25,3m, Rc~2,28m. 

Damit folgen die Abmessungen des ProfiIs: 

B=23,5m, b=14,5m, h=3m. 

II. Nach Bazin. Gl. (233) gibt mit )'.8 = 1,3: 

).=~-=. 
1+1,QR 
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1. Ann. R= h = 3m, 

2. Ann. R=2,2m, 

3. Ann. R=2,31m, 

Hydraulik. 

). = 49,6, V = 0,47 mIsek, 
F= QfV= 51 ml, b= 12,5m, 8= 5,4m, 
u= ~+28= 23,3 m, R= FfU= 2,2m. 
). = 46,3, V = 0,375 mIsek, 
F=64m', b=16,8m, U=27,6m, R=2,31m. 
). = 46,7, V = 0,39 mIsek, 
F= 61,5 ml, b = 16 m, U = 26,8 m, 
R=2,295m. 

Damit folgen die Abmessungen des zu wahlenden Profils: 

B = 25 m, b = 16, h = 3 m . 

III. Naoh Forchheimer. Gl. (235) gibt mit ). = 40: 

1. Ann. R=h=3m, V = 0,47 mIsek, F= 51 mg , b= 12,5m, 
U=23,3m, R=2,2m. 

2. Ann. R=2,2m, V = 0,38 mIsek, F = 63,2 mg , 

U = 27,4 m, R = 2,3 m . 
b=16,6m, 

3. Ann. R=2,3m, V = 0,39 mIsek, F=61,2m', b=15,9m, 
U= 2p,7m, R=2,3m. 

Daher sind die gesuohten Abmessungen des Profile naoh dieser Formel: 

B=25m, b=16m, h=3m. 

c) Gegeben Q, R, gesucht V und J. 

Auch in diesem FaIle mussen uber das Profil noch niihere Voi'aus
setzungen gemacht werden, die der Bedingung genugen mussen, daB 
der Profilradius den gegebenen Wert annimmt. 

Wenn etwa ein Trapezprofil gewiihlt werden solI, fiir das die 
Tiefe h und das Boschungsverhiiltnis 1: 1 vorgegeben sind, so ist 

F=Bh - h2, U= B - 2h+ 2hV2 = B+ 0,83h, 
F Bh _h2 

R = U = B + 0,83 h' 
und daraus 

B ~ h. h + 0,83 R. ...... . . (237) 
h-R 

Beispiel 68. Man bestimme das Gefii.lle eines Kanales mit Trapezprofil 
mit dem Biisohungsverhii.ltnis 1: 1 in Zement fur Q = 20 m BIsek, R = 1 m. 

Wird fiir das Profil die Tiefe h = 1,4 m gewii.hlt, so ergibt sich nach Gl. (237): 
B = 7,8 m, und damit die Sohlenbreite b = B-2 ·1,4 = 5 m. Mit diesen Ab
messungen folgt U = 8,96 m, F = 8,96 m 2 , und daher ergibt sich 

V = Q/F= 2,23 m/sek . 

. . Mit). = 100 erhii.lt man endlioh aus der Formel (235) von Forchheimer: 

V2 
J = --1-4 = 0,0005 . 

).2·R' 

In ii.hnlicher Weise wiirde man auch auf Grund der beiden anderen Formeln 
zu verfahren haben. 
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Dutoh: die hier verwendeteri Ansatze ist auoh die Mog1ichkeit 
gegeben, die entspreohenden Aufgaben fiir gesohlossene Kanale von 
beliebiger Form bei vollstandiger oder teilweiser Fiillung zu losen. 
Beziiglich naherer Angaben hieriiber sei u. a. auf die Werke von Wey
rauch verwiesen. 

Obwohl die hier mitgeteilten und verwendeten Formeln, wie schon 
hervorgehoben, in theoretischer Hinsicht nicht vollkommen befriedigen, 
ist doch wenigstens ihre allgemeine Form als aus theoretischen Er
wagungen hervorgegangen anzusehen. N eben diesen Formeln gibt es 
auch zahlreiche. andere, die auch noch dieser losen Beziehung zur 
Theorie entbehren; unter diesen ist insbesondere die Formel von 
Siedek bekannt geworden, die V durch J, die Spiegelbreite B, die 
Tiefe h und eine Anzahl von Erfahrungszahlen in recht verwickelter 
Weise aqsdriickt; ihre Verwendbarkeit fiir praktische Rechnungen steht 
jedenfalls weit hinter den hier besprochenen eingliedrigen Ausdriicken 
zuriick, so daB hier keine Veranlassung vorIiegt, auf sie einzugehen. 

01. Verwendnng von logarithmischen Tafeln (Fluchtlinientafeln). 
Ein auBerordentlich brauchbares Hilfsmittel zur numerischen Ver
wertung von Formeln von der Art der Forchheimerschen ist die 
Verwendung von logarithmischen Diagrammen - sog. Nomogrammen-, 
die in verschiedener Weise angelegt werden konnen. 

Fiir die Forchheimersche Formel ist in Abb.114 eine solche Tafel 
dargestellt, die sofort verstandlich wird, wenn man sich diese Formel 
loga:r:ithmiert und fiir jede der VeranderIi('hen, V, A., J, Reine loga
rithnrlsche Skala nach Art der auf dem gewohnlichen Rechenschieber 
verwendeten aufzeichnet. Von Wichtigkeit ist nur die Wahl der 
MaBstabe fiir die einzelnen Skalen, die am leichtesten durch Aus
rechnung von zusammengehorigen Wertegruppen der vier Verander
lichen V, A., R, J erhalten werden; solche sind z. B. R = 1, A. = 50, 
J --'- 0,01, V = 5, die auf einer geraden Linie (in der Abb. 114) an
genommen werden. Durch ein zweites Paar von zusammengehorigen 
Werten sind dann die Skalen auf allen vier "Leitern" festgelegt. 

Die Abb.114 ist so eingerichtet, daB dem Produkte RO,7. JO,5 der 
unendlich ferne Punkt der Verbindungslinie der entsprechenden Skalen
punkte - von R und J zugeordnet wird. J edem Werte des Pro
duktes entspricht eine bestimmte Richtung, daher miissen die Skalen 
R und J entgegengesetzten Sinn haben. SolI dieses Produkt noch 
mit einem bestimmten Wert von A. multipliziert werden, so ist durch 
diesen auf der A.-Skala eine Parallele zu jener Verbindungslinie zu 
ziehen, und diese Parallele schneidet auf der V-Skala das gesuchte Vab. 

Die in den vorhergehenden Beispielen durchgerechneten FaIle 
lassen sich unmittelbar aus diesem Diagramm ablesen. Die in Bei
spiel 67 fiir R = 3, J = 0,0003, A. = 40, und fiir R = 2,3 beniitzten 
Liilien (die natiirlich durchaus nicht wirklich durchgezogen werden 
miissen), fiihren auf V = 0,47 bzw. V = 0,39 mJsek und sind in 
Abb. 114 punktiert eingezeichnet. 
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02. Bestimmung der DurchfluBmenge dUl'ch direkte Messungen. 
Durch die wirtschaftliche Entwicklung in den letzten J ahrzehnten ist 
insbesondere·wegen del' zunehmenden Kohlenknappheit in allen Kultur-
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staaten eine m6glichst weitgehende Ausnutzung del' vor
handenen Wasserkrafte notwendig geworden. Del' erste 
Schritt hiezu ist die exakte Bewertung del' in diesen 
Wasserkraften zur Verfugung stehenden Energiemengen. 
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Jede Energieform ist das Produkt aus zwei Faktoren: einem Inten
sitats- odeI' H6henfaktor. und einem Quanti tats- odeI' Mengen
faktor. Fur die im flieBenden Wasser steckende Energie ist del' 
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erstere der Hohenunterschied gegen eine tiefer liegende Stelle -
ahnlich wie es ohne Temperaturunterschied keine Ausniitzung einer 
Warmemenge gibt - der letztere ist die Durehflu13menge des 
Flu13laufes. Die Hohenunterschiede werden durch Nivellements 
bestimmt und haben uns bier nicht weiter zu beschaftigen. 

Was die Ermittlung der Durchflu13menge betrifft, so dienen 
die in 49 mitgeteilten Formeln in erster Linie dazu, die notwendigen 
Angaben fiir den Entwurf von neu zu errichtenden Kanalen und 
Werksgraben zu schaffen. Fiir die Bestimmung der Wassermengen 
in natiirlichen Flu13laufen waren die Ergebnisse dieser Rechnungen, 
insbesondere in Anbetracht der U nterscbiede in den verschiedenen 
Jahreszeiten, bei starken Niederschlagen und gro13er Trockenheit usw. 
nieht zuverlassig genug und in all diesen Fallen, wie auch zur Kon
trolle der Wasserfiihrung in ausgefiihrten Werkskanalen, ist die wirk
liehe Messung der Durehflu13mengen oder, was auf dasselbe hinaus
kommt, der mittleren Gesehwindigkeit notwendig. 

Die altesten Me13vorriehtungen sind die verscbiedenen Arten von 
Sehwimmern, von ihnen sind insbesondere die Tiefensehwimmer, 
wie der Stabsehwimmer und die Doppelkugel zu erwahnen; sie 
liefern nur die Mittelwerte der Gesehwindigkeit in der Lotebene des 
Stromstriehs langs einer gewissen Me13strecke, die Ergebnisse sind fiir 
profilierte Kanale im Notfalle auch brauehbar, sie versagen aber bei 
natiirliehen Flu13laufen vollstandig. Andere von den alteren MeB
geraten, wie das Strauberradchen, der Me13sehirm, die Wasser
fahne, das hydrometrisehe Pen del u. dgl. liefern wohl Angaben, 
die sieh auf eine bestimmte Stelle des Flu13laufes beziehen; ihre Ge
nauigkeit ist aber gleiehfalls sehr gering. 

Die eingangs erwahnten Bediirfnisse verlangen die genaue Be
stimmung der Durehflu13menge dureh Messung der Gesehwindigkeit 
an mehreren, iiber den ganzen Quersehnitt des Profils ver
teilten Punkten. MeBgerate, die dies mit der erforderliehen Ge
nauigkeit und Raschheit zu leisten vermogen, sind nur zwei bekannt: 
die Pitotsche Rohreund die hydrometrischenFliigel(Woltmann
sche Fliigel); fiir Messungen in der Natur kommen nahezu allein die 
verschiedenen Ausfiihrungen der F I ii gel in Betracht. 

1. Die Pitotsche Rohre (17. Beispiel 30) besteht aus einem 
rechtwinklig abgebogenen, naeh vorne passend verjiingten Rohr, dessen 
Offnung der Stromung entgegengehalten wird. In diesem Rohr kommt 
die Fliissigkeit zur Ruhe und steigt im lotrechten Schenkel, der aus 
Glas hergestellt wird, an; die GroBe dieses Anstiegs, zu deren Ablesung 
noch ein zweites, daneben befestigtes und gleichfalls lotrecht gestelltes 
Glasrohr ohne Abbiegung verwendet wird, ist ein Ma13 fiir die Geschwin
digkeit an der betreffenden Stelle. 

2. Der hydrometrische Fliigel (Abb. 115) besteht aus einem 
auf Kugellagern laufenden Schraubenradchen, dessen Drehzahl in einer 
gewissen Zeit mit Hilfe eines Schneckentriebes und einer elektrischen 
Kontaktvorrichtung gezahlt werden kann; die Drehzahl n in der Zeit
einheit (sek) ist dann ein Ma13 fiir die augenblickliche Geschwindig-
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keit V an der betreffenden Stelle. Da jeder Fliigel wegen seiner 
Eigenreibung erst bei einer bestimmten, endlichen Geschwindigkeit Vo 
zu zahlen beginnt, so ist V in der Form anzusetzen 

V= Vo+an I. . . (238) 

Abb.115. 

Die Konstanten Vo und a werden fiir jeden Fliigel durch Eichung 
bestimmt und diesem auf einem Eichschein beigegeben. Zur Ein
stellung in die Stromrichtung ist hinten eine diinne Platte, ein sog. 
"Steuer", angeschlossen. 

Abb.116. 

Zur Erhohung der Empfind
lichkeit werden neuestens elek
trischeFI iigel verwendet [System 
DBF - Dubs, Bitteri, Fischer]; 
durch den Fliigel wird eine kleine 
Dynamomaschine angetrieben, und 
der bei der Drehung des Fliigels 
erzeugte Strom iiber Wasser auf 
einem hochempfindlichen Galvano
meter abgelesen; bei dem als 
Prazisionsinstrument ausgefiihrten 
Fliigel ist der Zeigerausschlag des 
Galvanometers der Wasserge
schwindigkeit V direkt propor
tional. Bei dieser Ausfiihrung ist 
es moglich, die augenbIick
Ii c hen Werte von V abzulesen. 
Urn die Stromung an der Stelle, 
an der der Fliigel eingesetzt wird, 
moglichst wenig zu storen, wird 

das Maschinchen in einen "Stromlinienkorper" eingeschlossen, aus 
dem nur das Fliigelradchen selbst hervorragt, wie dies die schema-
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tische Abb. 116 erkennEm HiBt. Auch die Fiihrungsschiene kann 
"profiliert" ausgefiihrt werden (s. 56, 3). 

Bei der Messung selbst wird die Geschwindigkeit an mehreren 
Stellen der iiber die ganze Breite des Gerinnes verteilten Lotrechten 
(Abb. 117) mittels des Fliigels bestimmt; fiir jede dieser MeBstellen 
wird die Geschwindigkeit aufgetragen, und die mittleren Geschwindig
keiten V1 , V2 ,... in den aufeinanderfolgenden Lotrechten bestimmt; 
wenn dann die zwischen den Loten liegenden Flachen fl' f2' ..• sind, 
so kann V1!2 als die mittlere Geschwindigkeit in fl angesehen werden, 
(Vl + V2)!2 die in f2' usw., so daB (mit Vo = 0) der ganze Durch
fluB in der Form erscheint: 

Q = Z fi (Vi-! + Vi )!2. • . . . . . . (239) 
i 

Oder es werden die Punkte gleicher Geschwindigkeit im Profil 
durch Kurven miteinander verbunden - Isotachen -, die von jeder 
dieser Kurven umspannten Flachen ausgemessen und mit dem zuge
horigen Geschwindigkeitsunterschied zwischen den benachbarten Kurven 
multipliziert; die Summe dieser 
Produkte gibt dann ebenfalls den 
DurchfluB Q. 

Neben diesen MeBgeraten 
wurden neuestens auch Vorrich
tungen ersonnen, die eine un
unterbrochene, selbsttatige Auf
schreibung des Durchflusses ge
statten, um dessen Schwankungen 

.3 
Abb.117. 

genauer verfolgen zu konnen. Eine Moglichkeit hiezu, freilich nur 
fiir Kanale mit kiinstlichen Profilen, bietet das Poebingsche MeB
gitter, bei dem die Kraft, mit der die ganze durchflieBende 
Wassermasse auf ein drehbares, mit kleinen "Stromlinienkorpern" 
passend besetztes Gitter einwirkt, als ein MaB fiir die DurchfluBmenge 
angesehen wird. 

53. Die Staukurve im RechteckprofiI. Den Betrachtungen der 
letzten Abschnitte iiber die Bewegung in einem natiirlichen Gerinne 
wurde stets nur die gleichformige Bewegung in einem langs des 
Bettes unveranderlichen Profil zugrunde gelegt. In vielen Fallen er
weist es sich jedoch als notwendig, beschleunigte oder verzo
gerte Bewegungen zu betrachten. Der wichtigste Fall dieser Art ist 
die Bewegung, die durch ein Wehr (23) hervorgerufen wird, womit 
man einen quer in den FluB eingesetzten Einbau bezeichnet, der 
dazu dient, den Wasserspiegel kiinstlich zu heben und dadurch eine 
verbesserte Ausniitzung der Energie des durchflieBenden Wassers zu 
ermoglichen. Die durch das Wehr bewirkte Erhohung des Wasser
spiegels iiber seine natiirliche Lage nennt man die Stauhohe; diese 
Erhohung macht sich natiirlicherweise nicht nur an der Stelle de:> 
Wehres selbst geltend, sondern auch eine Strecke weit fluBaufwarts, 
deren Lange - die S tau wei t e - von verschiedenen U mstiinden 
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abhangt, insbesondere von der Wehrhohe, tlem Gefalle, der Wasser
tiefe, der Geschwindigkeit der ungestorten Stromung und der Profil
form. Die Bestimmung der Lange dieser Stauweite, auf die sich 
der EinfluB eines eingebauten Wehres erstreckt, ist eine wichtige 
Aufgabe, die auch fUr das Wasserrecht der langs des Flu.Blaufes auf
einanderfolgenden Wasserkraftanlagen von Bedeutung ist. 

Die Kurve, in der sich der Fliissigkeitsspiegel zufolge des Wehr
einbaues stromaufwarts des Wehres einstellt, nennt man die Stau
kurve. Zur Berechnung der Staukurve werden solche Losungen der 
durch das Widerstandsglied erweiterten Bewegungsgleichung gesucht, 
die einer stationaren, aber langs des FluBbettes ungleichformigen 
Geschwindigkeitsverteilung entsprechen; diese Losungen werden dann 
an die (ungestorte) Stromung angepa6t. Auf diese Weise erhalten 
wir die Form des durch den Wehreinbau gestorten Wasserspiegels 
nur bis in die Nahe des Wehrs, keinesfalls die Form der iiber das 
Wehr flie6enden Wassermasse. 

Da es uns hier vor aHem um die Hervorhebung der leitenden 
Gedanken zu tun ist, so beschranken wir uns auf den einfachsten Fall, 
indem wir die folgenden vereinfachenden Annahmen zugrunde legen: 

1. Beschrankung auf Wassedaufe von gleichbleibendem recht
eckigem Querschnitt mit gr06er Breite B und kleiner Tiefe h, die 
auch nach der Erhohung durch das Wehr klein bleiben solI, es kann 
daher iiberall: Profilradius = Tiefe, R = y, gesetzt werden. 

2. Unveranderlicher Druck langs der ganzen betrachteten FluB
oder Kanalstrecke, also dp / d s = O. 

3. Annahme des quadratischen Widerstandsgesetzes in der ein
fachsten Form der de Chezyschen Gl. (231) 

v'J=).'JRJ, 

fiir jeden Teil des Gerinnes, auch fUr veranderliche Tiefe y und daher 
langs des Flu.Blaufes veranderliche Geschwindigkeit v. Die GroBe des 
Widerstandes fUr die Masseneinheit des flieBenden Wassers, d. i. eben 
die Beschleunigung, ist demnach in der Form anzusetzen: 

g v'J v'J 
gJ= lS! ][=ga y ' ....... (240) 

wobei 1/).2 = a als Konstante betrachtet wird. Bezeichnet man jetzt 
das unveranderliche Sohlengefalle mit J1 , die Tiefe des ungestorten 
Spiegels mit h und die zugehorige Geschwindigkeit mit V, so gilt 
insbesondere 

. (241) 

Wird nun in die Bewegungsgl. (46) im Abschnitt 16. noch dieser 
Widerstand (240) als eine der Bewegung entgegengerichtete Beschleu
nigung eingefiihrt, so wird sie fUr die Stelle P: 

dv dv 1 dp dz dz v'J 
b=-=v- = - - - - g- - gJ = - g- - ga-. (242) 

dt ds (! ds ds ds y 
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In dieser Gleichung bedeutet - dz / ds = J das langs des Flusses 
veranderliche GefiilIe des durch das Wehr gestorten Spiegels 
(Abb. 118), wenn z lotrecht nach oben positiv geziihlt wird; also ist: 

v dv v 2 

J = g as + a y' . . . . . . . . (243) 

Diese Gleichung, die den Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen 
bildet, besagt, daB das Spiegelgefalle die Beschleunigung der Fliissig
keitsmasse und den Widerstand zu bestreiten hat. Wenn, wie hier, 
dv/ds negativ, also eine Verzogerung ist, so wird der Widerstand 
an jeder Stelle durch das Zusammenwirken aus dem Spiegelgefiille 
und der Verzogerung der Fliissigkeitsmasse iiberwunden - dies ist 
die einfache Bedeutung der Gl. (243). 

/! 

Abb.118. 

In diese Gleichung fiihren wir statt des veriinderlichen Spiegel
gefiilIes J das unveranderliche SohlengefiilIe J1 = - dz1 / ds ein, wozu 
die aus der Abbildung unmittelbar abzulesende Beziehung dient: 

y - dZ1 = Y + dy - dz 
oder 

Ferner beniitzen wir die DurchfluBgleichung 

Q = Fv = byv = bh V 

und die daraus sich ergebende Gleichung 

h dv h dy 
v = V' y ' ds = - V· y2 ds' ...... (245) 

Mit Beniitzung dieser Gln. (244) und (245) wird Gl. (243) 

dy V 2 h 2 dy V 2 h 2 
J = J - -- = - --- - + a ---

1 ds gy3 d S y3 

( oder 

dy (y3 _ V2~~) = J (y3 _ a V2 h 2
) 

d 1 J .. .... (246) 
s g 1 
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eine Gleichung, die mit Beniitzung von Gl. (241) und durch Einfiih
rung der Bezeichnung 

V 2 h2 1g = p 

in die Differentialgleichung der Staukurve iibergeht: 

dy y3 _ h 3 
-d = J1 ·-a--k3 · ....... (247) 

s Y -

Wenn man den Zahler und Nenner des Bruches auf der rechten 
Seite dieser Gleichung durch yS dividiert und zur Grenze y = 00 

(groBe Tiefe) iibergeht, so sieht man, daB hieraus dy I ds = J1 , also 
nach Gl. (244) J = 0 folgt, d. h. die Staukurve hat - fluBabwarts 
ins Unendliche fortgesetzt - eine wagrechte Asymptote. 

Ebenso wiirde aus Gl. (246) fiir h = k, also (1 = 50, g '" 10): 

J 1 = ag = gl12 = 10/2500 ~ 0,004 

und weiter folgen: dy/ds = J1 oder J = 0, d. h. die Staukurve ware 
in dies em FaIle eine wagrechte Gerade; einer Stauhohe H am 
Wehre wiirde eine Stauweite L entsprechen, die durch die Gleichung 
gegeben ist 

siniX'" J1=H/L, also I L=H/J1 , .... (248) 

Durch h = k werden die beiden MogIichkeiten h > k und h < k von
einander getrennt, und zwar bedeuten 

h> k, J1 < 0,004. . . • • • gewohnliche Fliisse, 
h < k, J1 >0;004. . . . . • Wildbache. 

Die Staukurven, die sich aus Gl. (247) ergeben, sind in beiden Fallen 
voneinander verschieden. Aus dieser Gleichung folgt durch Trennung 
der Veranderlichen 

yS_k3 h 3 _k3 

J1 ds = -s--h3 dy = dy + 3 h 3 dy, y - y -

also durch Einfiihrung der dimensionslosen Veranderlichen 1] mit 
y = hrr 

h3
- k3 f d1] J1 s = h'Yj + -li,2- 1] 3 _ 1 + C. 

Das Integral kann durch Partialbruchzerlegung in endlicher Form 
ausgewertet werden und liefert nach kurzer Rechnung: 

h3 - P { 1]2 + 1] + 1 - 2 1] + 1 } 1 J s = h'YJ - -- log - 2 V 3 arc ctg -~ + c 
1 '/ 6h2 ('Yj_1)2 V3 

oder f' (249) 
h3 -p 

.. h1] - h 2-· f (1]) + C . 
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Die Werte der Funktion f(r;) sind zuerst von J. J. Ch. Bresse 
berechnetworden; eine Reihe von ihnen ist in der folgenden Zu
sa.mmenstellung entha.lten: 

{ r; = 0,0 0,5 0,6 1 1,05 1,10 2,00 5,00 10 oc 
f(r;) = - 0,605 0,088 0,033 oc 0,88 0,68 0,32 0,02 0,005 0 

Die Formen der Sta.ukurven, die sich na.ch dieser Gleichung fiir 
0=0, a.lso h = y, oder r; = 1 fiir s = oc ergeben, sind fiir den 
FluB in Abb. 119, fiir den Wildba.ch in Abb. 120 dargestellt. In 
beiden Fallen besteht die Sta.ukurve aus 3 .!sten 1, 2, 3, von denen 
zwei miteinander zusammenhangen. Ihre Bedeutung ist folgende: 

Abb.119. 

Fiir den FluB (Abb. 119) ist der Ast 1 die Staukurve durch ein 
eingebautes Wehr. Der Ast 3 tritt beim AusfluB unter der Kante 
einer etwas geliifteten Schiitze auf, wobei gleichzeitig hinter der 
Schiitze der Ast 1 erscheint (Abb. 119b). Der Ast 2 (Abb. 119c) wird 
bei einer Stufe oder einem Knick in der Sohle beobachtet. 

Obrigens wurde auch beobachtet, daB die Welle, die beim Durch
bruch eines Staudammes iiber das stromabwarts gelegene Tal hinweg
zieht, eine steil abfallende Vorderwand zeigt - Ast 2 mit nahezu lot
rechtem AbfaH zur Sohle - und deshalb die groBen Verheerungen 
anrichtet, die damit verbunden sind. 

a) 

Abb.120. 

Fiir den Wildbach (Abb. 120) ist der Ast 1 die Form des 
Spiegels durch ein eingebautes Wehr; es entsteht oberhalb des 
Wehrs ein sogenannter Wassersprung, ein Knick in der Spiegel
Hache mit scharf ausgepragter Kante. Der Ast 3 (Abb. 120b) entsteht 
wieder beim Austritt aus einer geofineten Schiitze, wobei wieder 
hinter der Schiitze ein Wassersprung mit Ast 1 beobachtet wird. -

Durch den hier mitgeteilten Vorgang ist auch nahegelegt, wie 
die Staukurve bei anderen Profilen und auch bei Hera.nziehung 
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anderer Gesetze fiir den Reibungswiderstand als den einfachen 
de Chezyschen zu ermitteln ist. Weitere interessante Fragen, die 
sich hier anschlieBen, beziehen sich auf den EinfluB von Uneben
heiten der Sohle, oder eines verii.nderlichen Sohlengefii.lles J1 , oder 
eines Einbaues an einem FluBufer, ferner gehoren bieher alle mit 
der Geschiebefiihrung verbundenen Erscheinungen u. dgl. Die in allen 
diesen und ahnlichen Fragen gewonnenen Erfahrungen lassen er
kennen, daB jeder FluBlauf ein empfindliches, sozusagen organisches 
Gebilde ist, das auf Veranderungen jeder Art in ganz bestimmter, 
von vornherein oft schwierig zu ermittelnder Weise reagiert. 

IX. Widerstand von bewegten Korpern in 
Fliissigkeiten. 

54. Die Ursachen des Fliissigkeitswi,derstandes. Es ist seit 
langem bekannt, daB zur Aufrechterhaltung der Bewegung eines 
allseits von ruhendem Wasser oder Luft umgebenen Korpers die 
dauernde Einwirkung einer Kraft erforderlich ist; in der Sprache der 
Mechanik wird diese Erfahrungstatsache durch die Aussage ausge
driickt, daB bei der Bewegung jedes Korpers in einer Fliissigkeit 
(Wasser, Luft usw.) ein Widerstand geweckt wird, der jener Kraft gleich 
und entgegengesetzt gerichtet anzunehmen ist. 

Dber die mechanischen Ursachen dieses Widerstandes waren 
lange Zeit irrige Vorstellungen verbreitet, doch wurde das Problem 
in den. letzten Jahren einer befriedigenden Losung nahegebracht, 
als die fiir den Fortschritt unabweislichen Forderungen der Schiff
fahrt und insbesondere der Flugtechnik eingehende Untersuchungen 
verlangten. Nach den Ergebnissen dieser Untersuchungen besteht 
dieser Widerstand, den ein Korper bei der gleichformigen Be
wegung (ungleichformige, d. h. beschleunigte oder verzogerte Be
wegungen bieten noch viel verwickeltere Erscheinungen dar und 
wurden bisher kaum eingehender betrachtet) in einer Fliissigkeit er
fahrt, aus zwei Teilen, die aus wesentlich verschiedenen Ursachen 
entspringen: 

1. Dem Oberflachen- oder Reibungswiderstand, der durch 
das Gleiten der langs des Korpers vorbeistromenden Fliissigkeit 
entsteht. Der Hauptteil dieses Reibungswiderstandes wird - ahnlich 
wie bei der Bewegung der Fliissigkeit in Rohren und Kanalen -
dort seinen Sitz haben, wo der Geschwindigkeitsabfall am groBten 
ist, d. i. in der mit dem Korper in Beriihrung stehenden Grenz
schicht, in der ein rascher Dbergang von der Geschwindigkeit der 
umgebenden Fliissjgkeit auf die des Korpers stattfindet, an dem ein 
Haften der Fliissigkeit eintritt. Die GroBe dieses Reibungswider
standes hangt zunachst von der GroBe und der Rauhigkeit der Ober
flache des Korpers ab, und auBerdem von der Ges chwindigkeit, 
und wird durch sorgfaltige Glattung der Oberflache herabgesetzt. 
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2. Dem Formwiderstand, der durch den gesamten Verlauf 
der Fliissigkeitsbewegung bedingt ist, die durch den Korper selbst 
hervorgerufen wird. Die Bezeichnung riihrt daher, weil diese Fliissig
keitsbewegung ganz wesentlich von der Form des Korpers in seiner 
ganzen Ausdehnung abhangt. Dieser Teil des Widerstandes wird auch 
als Druckwiderstand bezeichnet, weil er auch als die Sum me der 
Driicke angesehen werden kann, die die Fliissigkeit auf die einzelnen 
Elemente der Korperoberflache ausiibt. 

Der Verlauf dieser Fliissigkeitsbewegung, die je nach der Korper
form sehr verschieden ausfallen wird, laBt sich z. B. fiir die gleich
fOrmige Bewegung eines Drehkorpers, der etwa vorne rund ist und 
hinten in einer Spitze auslauft, in einer unbegrenzten Fliissigkeit in 

. folgender Weise beschreiben (Ab b. 121): An der V orderseite teilt sich 
die herankommende Fliissigkeit und umschlieBt den Korper in glatter, 
beschleunigter Stromung bis zum groBten 
Querschnitt - nach einer im Schiffbau iib
lichen Bezeichnung: H a u p t spa n t genannt -, 
an dem die Geschwindigkeit den groBten 
Wert annimmt. Hinter dem Korper schlieBt 
sich die Stromung nicht mehr vollstandig 
zusammen, sie lost sich vielmehr (etwa an 
den Stellen a) yom Korper ab und bildet 

Abb. 121. 

ein Kiel- oder Totwasser, das im allgemeinen stark von Wirbeln 
durchsetzt ist. In diesen Wirbeln, die fortgesetzt durch Ablosung 
neu entsteheno und im Kielwasser bald wieder zur Ruhe kommen, 
liegt der Sitz des· Formwiderstandes; die Energie der Wirbel wird 
in Reibung, also in Warme umgesetzt und ist daher fiir den 
dynamischen Vorgang als verloren anzusehen. Dieser Formwiderstand 
iiberwiegt in den meisten Fallen den Reibungswiderstand urn eln Viel
faches (auBer bei Platten, die parallel zur Stromungsrichtung liegen). 
Urn ihn moglichst klein zu halten, ist es notig, das Kielwasser selbst 
moglichst zu verkleinern, und dies geschieht durch Wahl solcher Formen, 
bei denen die Ablosestelle moglichst nahe an das hintere Ende des 
Korpers geriickt ist. Aus diesem Grunde verkleinert eine nach hinten 
spitz zulaufende Korperform den Widerstand des Korpers. Durch 
sorgfiiltige Wahl einer so geformten Verkleidung ist es gelungen, 
Drehkorper (Ballonkorper) herzustellen, die sich der reibungsfreien 
Stromung fast vollstandig anpassen - sogenannte Stromlinien
korper - und deren Widerstand nur den 27. Teil des Wider
standes einer Kreisplatte von der GroBe des Hauptspantes betragt. 

Bei langgestreckten Korpern, wie z. B. bei Kabeln oder Streben 
von Flugzeugen, die quer zu ihrer Langsrichtung bewegt werden, 
muJ3 man ein passendes, e ben e s Profil wahlen, das ahnlich wie 
dieses runde ein glattes Abstromen mit kleinem Kielwassergebiet 
ergibt; urspriinglich anders gestaltete Korper (wie Drahte, Stiele, 
Strebim u. dgl.) werden durch "Verkleidung" mit solchen profilierten 
Korpern umgeben, urn kleine Werte des Widerstandes zu er
halten. 

Posch 1. Hydraulik. 10 
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55. Das Widerstandsgesetz. Die GroBe des Widerstandes W, 
den ein Korper bei seiner Bewegung in einer Fliissigkeit findet, 
hangt erfahrungsgemaB von folgenden Bestimmungstiicken ab: 

1. Von der Beschaffenheit des Mittels, in dem die Bewegung 
stattfindet, und zwar ist die physikalische GroBe, die dabei in Betracht 
kommt, die Dich te e = r / g. 

2. Von den Abmessungen des Korpers, also etwa von der 
GroBe des Rauptspantes F, oder seiner Ansichtsflache, d. i. seine 
Projektion auf eine Ebene senkrecht zur Bewegungsrichtung. 

3. Von der (relativen) Geschwindigkeit V des Korpers gegen 
die umgebende Fliissigkeit. AuBerdem ist 

4. eine Festsetzung erforderlich, die den EinfluB der Korper-· 
form zur Geltung bringt, da doch von dieser in erster Linie die 
Breite des Kielwassers und damit die GroBe des Widerstandes ab
hangt. 

Beachtet man die Dimensionen der GroBen e, F, V, so erkennt 
man, daB sich aus ihnen durch das Produkt e F V2 eine GroBe bilden 
laBt, die eine Kraft [K] darstellt; der besonderen Korperform wird 
nur durch Beifiigung eines Widerstandsbeiwertes Cw Rechnung ge
tragen, die dann eine reine Zahl ist, so daB das Widerstandsgesetz 
in der folgenden Form erscheint, in der es nahezu allen praktischen 
Rechnungen zugrunde gelegt wird: 

In der Flugtechnik ist es ublich, dieses Gesetz etwas anders zu 
schreiben, indem fUr e V2 /2 = r V2/2 g = q der S tau d r u c k eingefUhrt 
wird, der aus der Druckgleichung fUr jede Stelle berechnet werden 
kann und der durch die Rohe des Wasserspiegels in einem Pitot
rohr angegeben wird, das an dieser Stelle - mit dem abgebogenen 
Ende stromaufwarts gerichtet - eingesetzt wird. Setzt man noch 
2 C", = cw ' so nimmt die letzte Gleichung die gleichwertige Form an 

.• (251) 

Die allgemeine Form der G1. (250) wurde schon von Newton 
aufgestellt und zwar durch folgende Betrachtung: Bei der Bewegung 
raumt der Korper in jeder Sekunde eine Masse M = e F V [kgsek/m 1 
aus dem Wege und eneilt dabei jedem (urspriinglich ruhenden) 
Massenelement eine Geschwindigkeit, die V proportional ist; der 
Widerstand ist also proportional der sekundlich erzeugten Bewegungs
groBe: 

w,....., eFV2. 

Diese altere Auffassung ging von der Annahme aus, daB der 
Widerstand der Fliissigkeit durch den StoB der aus dem Wege ge
riiumten Teilchen hervorgerufen wird, so daB die Vorgange an der 
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Vorderseite des Korpers allein fiir die GroBe des Widerstandes 
maBgebend sein wiirden. Eine Folge davon ware z. B., daB der 
Widerstand eines Dieders nach Abb. 122 doppelt so groB sein 
miiBte, wie der Widerstand der einzelnen Platte fiir den gleichen 
Neigungswinkel ", wahrend er nach den Messungen bei ,,= 30° tat
sachlich nur 60 vR. des doppelten Widerstandes einer Platte bei 
gleichen "betragt. Dieser Sachverhalt findet im Sinne der obigen 
Darlegungen seine Erklarung in dem Umstande, daB die Stromung 
um das Dieder ganz anders verlauft als die um die beiden geneigten 
Platten, wenn sie einzeln yom Strom getroffen werden. Der Wider
stand eines ausgedehnten Korpers kann daher nicht dadurch er
halten werden, daB man die Widerstande seiner Teile, etwa 
seiner Flachenelemente, bildet und diese summiert. 

Fiir die Anwendbarkeit der G1. (250) ist es 
nun wichtig, daB sie fiir die gebrauchlichen Ge· 
schwindigkeiten, bei denen auf die damit im Zu- V 
sammenhang stehenden Druck- und Volumsande- -
rungen keine Riicksicht genommen zu werden 
braucht, ebensowohl fiir Wasser wie auch fiir 
Luft mit guter Annaherung richtig bleibt. 

Bei der adiabatischen Zustandsanderung, (s. 68): 
p = k· e1,4 entspricht namlich einer Dichteanderung 

Abb.122. 

Aelevon 1 vR., eine DruckanderungAp/pvon1,4vR., und dieser 
entspricht bei p = 1 kg/cm 2 eine Anderung der Druckhohe (in Luft!) von 

Ah= Ap = 0,014·10000 = 117 m, 
y 1,2 

was nach der Druckgleichung einer Geschwindigkeit zugehOrt von 

V = v' 2 g·Ah '" v' 20·117 = 48 m/sek. 

Bei Luftschrauben kommen Geschwindigkeiten von 100 m/sek vor, 
was einer Dichteanderung von nur 4 v R. entsprechen wiirde. Fiir die 
in der Flugtechnik anzustellenden Rechnungen kann daher die Luft 
naherungsweise als unzusammendriickbar vorausgesetzt werden, 
so daB die im folgenden mitgeteilten Zahlenwerte fUr Z:W ebenso fiir 
Wasser wie auch fUr Luft giiltig sind. Der EinfluB des umgebenden 
Mittels kommt dann lediglich in dem Wert von e in G1. (250) zur 
Geltung, und zwar ist zu set zen 

fUr Wasser: ...•..• e = 1000lg [kgsek2/m4], 
" Luft von 0° Cu. 760 mm: e = 1,293/9,81", 1/8 [kgsek2/m4]. 

Wenn groBere Geschwindigkeiten ins Spiel treten, wie z. B. in der 
Ballistik, genauer gesagt, wenn die Geschwindigkeiten der Schall
geschwindigkeit (332 m/sek in Luft) nahekommen, ist diese Verein
fachung, die Luft als unzusammendriickbar zu betrachten, nicht 
mehr zulassig. 

Die Frage nach dem Widerstande eines allseits von Fliissigkeit oder 
Luft umgebenen Korpers ist somit auf die Ermittlung von Z:W zuriick-

10* 
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gefiihrt; eine theoretische Bestimmung von 1;", laBt sich jedoch heute 
(von ganz wenigen Sonderfallen abgesehen) nicht geben, man ist viel
mehr ausschlieBlich auf direkte Messungen an den in Betracht 
kommenden Korpedormen angewiesen. Diese Messungen werden heute 
in den aerodynamischen Versuchsanstalten in der Weise aus
gefiihrt, daB der Versuchskorper von einem (zeitlich und raumlich) 
moglichst gleichformigen Luftstrom angeblasen wird, urn - relativ 
zueinander - dieselben Verhaltnisse zu erhalten, wie bei der tat
sachlich meist vorliegenden Bewegung des Korpers in ruhiger Luft 
(Relativitatsprinzip der Galilei -N ewtonschen Mechanik); die von 
dem Luftstrom auf den Korper ausgeiibten Krafte sind gleich dem 
Widerstande bei der umgekehrten Bewegung und werden durch 
passend angeordnete Wagevorrichtungen (meist einfache Hebelwagen) 
bestimmt. 

Nach den in 42 iiber ahnliche Fliissigkeitsbewegungen angestellten 
Betrachtungen ist klar, daB .1;", fiir verschiedene Bewegungen nur 
so lange einen festen Wert behaIten wird, als die Reynoldssche 
Zahl lR = VL!v die die betreffende Stromungsart kennzeichnet, un
verandert bleibt. 1m allgemeinen wird daher 1;", von der Reynolds
schen Zahl lR abhiingen konnen, also I;w = I;w (lR) zu setzen sein. 
Da v in Gleichung (250) nur vermoge lR vorkommt, so sieht man, 
daB immer dann, wenn der EinfiuB des Reibungswiderstandes gegen 
den Formwiderstand zuriicktritt, auch 1;", merklich konstant wird. 
Dies trifft z. B. bei Platten zu, die senkrecht oder unter steilen 
Winkeln zu ihrer Ebene angeblasen werden; bei ihnen wird fiir aIle 
GroBen und ahnlichen Formen 1;", = konst. beobachtet, Abweichungen 
treten nur bei verschiedenen Formen der Platten auf (s. 56, 1). 
Spielt dagegen die Reibung eine wesentliche Rolle, wie bei diinnen 
Platten, die in ihrer eigenen Richtung angeblasen werden, so erweist 
sich tatsachlich I;w als von lR abhangig, was dann auch eine Anderung 
des quadratischen Widerstandsgesetzes mit sich bringt. 

Wenn man sonach heute noch weit davon entfernt ist, eine voll
standige Theorie des Fliissigkeitswiderstandes zu besitzen, so 
hat man doch ein angenahertes Bild iiber die dabei auftretenden, sehr 
verwickelten, physikalischen Vorgange - eine qualitative Theorie -
gewonnen und besitzt auBerdem durch direkte Messungen eine groBe 
Reihe von Zahlenwerten fiir 1;", fiir besondere Korperformen. 

56. Zahlenwerte von ;w fiir einige Korper. Beziiglich des 
Luftwiderstandes bietet fast jeder einzelne Korper gewisse Besonder
heiten dar, iiber die hier nur vereinzelte Andeutungen gegeben wer
den konnen. Die Zahlen bedeuten Mittelwerte aus den vorliegenden 
Beobachtungen verschiedener Forscher. 

1. Ebene Platten. a) Kreis oder Quadrat, 1- angeblasen: 

bei kleinen Flachen (,......, 0,1 m2): I;w = 0,55, 
" groBeren" (,......, 1 m2): 1;", = 0,65. 



Widerstand von bewegten Kiirpern in Fliissigkeiten. 149 

b) Reehteek, -.L angeblasen, 
fiir ein Seitenverhaltnis 1: 5, C", = 0,70, 
"" " 1: 10, Cw = 0,78. 

c) Fiir eine quadratisehe Platte, die unter versehiedenen 
Winkeln IX angeblasen wird, andert sieh C", mit IX naeh Abb. 123. 
Die auf dem Ast 1 gelegenen Werte stellen sieh ein, wenn die Platte 
vom Wert IX = 0 an allmahlieh aufgeriehtet wird, wobei sieh zwei 
an den Randern naeh hinten abgehende (dureh Rauch u. dgl. aueh 
siehtbar zu maehende) Wirbelzopfe ausbilden. Wenn dagegen der 

Z : 

! 
~ 

~i 
~ro~ 

1tt 
~ »w ~ ~ ~ ~ MO 

Abb.123. 

Winkel IX aus der Stellung IX = 90° allmahlieh verkleinert wird, so 
ergeben sieh die Werte auf Ast 2, in diesem FaIle liegt der Sitz des 
Widerstandes in einem groBen Wirbelring, der an der Riiekseite der 
Platte entsteht und bis zu a = 40° viel weniger Widerstand gibt als 
die beiden Wirbelzopfe in der Nahe dieses Winkels. Die Form der 
in beiden Fallen entstehenden Wirbel ist in Abb.123 sehematiseh 
angedeutet. Bei a = 40° etwa tritt somit eine Unstetigkeit in den 
Werten von Cw auf, der Dinessehe Buckel. 
Fiir das Obergangstiick 3 wird man instabile 
WirbelgebiIde anzunehmen haben, die sieh der 
direkten Beobaehtung entziehen. 

d) Fur nicht zu groBe IX (kleiner als etwa 30°) 
verlauft bei ebenen Platten die Kurve fiir den 
Widerstand W als Funktion von a angenahert 
geradlinig (s. Abb. 123 Ast 1). 

2. Kreiszylinder oder Prismen. a) II zur 
Aehse angeblasen, Abb. 124a) (l = Lange, D = 
Durehmesser der Grundfiaehe): 

a) B··L ........ . 
y'-' ----.- 4. 

..1 

b) m: 
..,...,... i 
V _._ .. 1. _.~ 

! 

Abb.124. 

7 { liD = 0 0,5 1 2 4 
Cw = 0,55 0,54 0,44 0,40 0,41 0,47. 

b) -.i zur Aehse angeblasen Abb. 124 b): 

{ D = 0,05 mm (Draht) 0,2 mm 1 mID 1 em 3 em 15 em 
Cw = 0,88 0,64 0,52 0,49 0,48 0,32. 
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(Die Zunahme von Cw bei abnehmender Drahtstarke ist dem starker 
werdenden EinfluB der Reibung zuzusehreiben.) 

3. Profilrohr (mit Stromlinienprofil umkleideter Zylinder). ~ 
zur Erzeugenden angeblasen (je naeh der Form des Profils): 

Cw = 0,05 bis 0,08. 

4. Fiir die Vollkugel ist der Wert von Cw bei kleinen Ge
sehwindigkeiten etwa 2,5mal so groB wie bei groBen. Die Stelle 
des Ubergangs, der sieh iibrigens in einem ganz kurzen Intervall voll
zieht, hangt von der Gesehwindigkeit und dem Kugeldurehmesser D 
ab. Fiir D "" 20 em etwa kann gesetzt werden: 

bei groBeren Gesehwindigkeiten (> 15 mjsek) Cw = 0,11 
" kleineren " « 15 mjsek) = 0,3 

5. Halbkugelsehale, naeh hinten offen. . . C", = 0,17 
" vorne" = 0,66. 

6. Kegel mit dem Offnungswinkel 2 a = 60°: Cw = 0,26 
(Abb. 125.) 2 a = 30°: = 0,17 

7. Ballonkorper,a)Zylindermit zwei HalbkugelnCw = 0,060 
(Abb.126.) b)Halbkugel und Kegel .. = 0,040 

ZlX 
~--

a) -v{--- ----J-
b)V~_

C)~_ 

Abb.125 und 126. 

e)Beste Form ..•.... = 0,024. 

Beispiel 68. Widerstand einer Kugel vom Dureh
messer 20 em in Wasser, mit V = 2 m/sek. Naeh Gl. (250) ist: 

W = 0 11 . 1000. 0,04';7f. 4 = 14 kg 
, g - 4 ,. 

Beispiel 69. BaIlon naeh der besten Form in Luft, 
F=50m2 , V=20m/sek: 

W = 0,024. 1fg-50.400 = 60 kg. 

In neuester Zeit hat man aueh damit begonnen, die "Wind
driieke" auf die versehiedenen Arten von Ingenieurbauten nach den 
hier angedeuteten Gesichtspunkten in systematischer Weise zu unter
suchen; so sind z. B. fiir Hochbauten aller Art (wie z. B. Ballonhallen 
usw.), Briicken, Masten und Leitungen von elektrischen Anlagen, Wind
miihlen schon bemerkenswerte Ergebnisse erhalten worden, die jedenfalls 
von den gebrauchlichen nach der N ewtonschen Vorstellung des Luft
stoBes gewonnenen Werten fiir den Winddruck erheblich abweichen; 
in dieses Gebiet gehort aueh die Bestimmung des Luftwiderstandes 
von Eisenbahnziigen und Kraftfahrzeugen. 

X. TragflUgel und Luftschrauben. 
Die groBen F.ortsehritte der Flugtechnik in den letzten J ahren 

gingen Hand in Hand mit wichtigen und bedeutungsvollen theoreti
schen Erkenntnissen insbesondere in der Theorie der Tragfliigel, die 
sich vorwiegend an die Namen Kutta, J oukowsky und vor allen 
L. Prandtl und seiner Schule ankniipfen. Aus diesem neuen und 
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schon sehr ausgebreiteten Zweige der "flugtechnischen Aerodynamik" 
(die Luft wird dabei als unzusammendriickbare Fliissigkeit betrachtet) 
konnen hier nur die ersten Anfange besprochen werden. ' 

57. Eigenschaften der Tragfliigel. Wiihrend jeder Korper, mag 
er wie immer beschaffen sein, bei der Bewegung durch die Luft 
einen gewissen Widerstand W, d. i. eine der Bewegung entgegen
gerichtete Kraft, erfahrt, haben schon ebene Platten, die gegen die 
Bewegungsrichtung unter einem von 0 verschiedenen Winkel "an
gestellt" sind, die Eigenschaft, daB ein Teil der auf sie ausgeiibten 
Luftkraft K senkrecht zur Bewegungsrichtung ausfallt; man nennt 
ihn den Auftrieb .ff, so daB j{ = W + 1: Bei ebenen Platten muB 
man jedoch einen erheblichen Widerstand in Kauf nehmen, um einen 
miiBigen Auftrieb zu erzielen: die Gleitzahl 13 = W/A ist bei ebenen 
Platten sehrungiinstig, d.i. sehr groB. Gekriimmte Platten verhalten sich 
in dieser Hinsicht schon viel giinstiger, ent-
scheidend fUr die Entwicklung der Flug
technik war jedoch die Entdeckung, daB 
"profilierte" sichelformige Querschnitte 
von der in Abb. 127 gegebenen Gestalt, 
die vorne gut abgerundet sind und nach 
hinten in eine scharfe Kante auslaufen, 
bei langer und schmaler GrundriBform 
einen Auftrieb erzeugen, der fUr kleine 
"Anstellwinkel" IX ein Vielfaches des da
mit verbundenen Widerstandes ausmacht, 
so daB fUr sie die GIeitzahl WI A sehr 
klein ausfiillt. ' 

Abb. 127. 

Was die Abhiingigkeit der GroBen A und W von anderen geo
metrischen und mechanischen Bestimmungsstiicken anlangt, so zeigt 
sich, daB auch fUr Tragfliigel aller Art sowohl A wie auch W 
durch Ansiitze von derselben Form dargestellt werden konnen, wie 
sie im vorigen Kapitel fUr W fUr beliebige Korper angegeben wurde; 
nur ist jetzt zu beriicksichtigen, daB sowohl A wie auch W vom 
Anstellwinkel IX abhiingen, so daB man set zen kann: 

A = 'a 'e FV2 , 
W= 'w'eFV2, 

'a='a(IX) 
'w=~w(IX)I' 

. . . . (252) 

In diesen GIeichungen bedeutet jetzt F die GroBe des Grundrisses 
des Tragfliigels (nicht wie friiher die GroBe der Ansichtsflache); 'a 
nennt man den Auftriebsbeiwert, 'w den Widorstandsbeiwert. 
Nach diesen Formeln ist die Kennzeichnung der Eigenschaften eines 
Tragfliigels auf die Angabe der Werte von 'a und 'w in ihrer Ab
hangigkeit vom Anstellwinkel IX zuriickgefUhrt. Diese Abhangigkeit 
wird durch direkte Messungen - die in iihnlicher Weise durchgefUhrt 
werden wie die in 55 beschriebenen Widerstandsmessungen - ermittelt 
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und in Kurvenform nach Abb. 128 aufgetragen. Dabei ist in jedem FaIle 
anzugeben, gegen welche im Tragfliigel feste Gerade der Anstell
winkel aO zu rechnen ist: bel Profilen, die nach einer Seite hohl 
sind, ist es gebrauchlich, den Winkel der Tangente des Fliigels 

0,5 

0,5 

gegen die Bewegungsrichtung als ,Anstell
ta winkel aO zu nehmen (Abb.127). Man konnte 

auch den Winkel der Bewegungsrichtung 
gegen jene Richtung als Anstellwinkel neh
men, die den Auftrieb Null ergibt (die bei dem 
Fliigel, auf den sich Abb. 128 bezieht, 
= - 7° entsprechen wiirde); doch ist diese 
Richtung am Fliigelprofil von vornherein 
nicht bestimmt und nur durch Messungen 
angebbar . 

, -fj -3 0 3 6 9 12 15 
Abb.128. 

. Einfacher ist noch die Darstellung der 
Profileigenschaften eines bestimmten 
Fliigels, worunter man die Funktionen 
Ca = Ca(a). Cw=Cw(a) versteht, mittels der 
sog. Eiffelschen Polaren (Abb. 129), die 

in einem rechtwinkligen Achsensystem zusammengehorige Werle von 
Cw' Ca als Koordinaten eines Bildpunktes angeben, dem der zugehorige 
Anstellwinkel a beigeschrieben wird. ' 

0,2 

0,1 

o 

Durch die zwei Komponenten A und Wist aber die Lage 
der Luftkraft K an dem Tragfliigel 
noch nicht vollstandig bestimmt, es 
muB vielmehr noch eine dritte An
gabe hinzutreten, die die Wirkungs
linie von K kennzeichnet; als solche 
dient vorleilhaft - nach dem in der 
Statik iiblichen Verfahren - das Mo
ment um eineausgezeichnete Achse, 
als welche sich hier unmittelbar die 
scharfe Hinterkante des Fliigels emp
fiehlt. Bei den praktischen Messungen 
wird jedoch als Bezugsachse die Schnitt
linie (0 in Abb. 127) der Fliigelebene 

t-:7"--~2i--~_..::a+.:.,1~(;'.!lL7V mit der dazu senkrechten Tangential
ebene durch die Vorderkante des Fliigels 
genommen. . Auch die GroBe des Mo
ments wird in der Flugtechnik durch 

tm einenAusdruck von der Form derGl. (2 5 2) 
dargestellt, in dem aber aus Dimensions
griinden rechts noch irgendeine Lange, 

und zwar etwa. die Fliigeltiefe T ala Faktor hinzutreten muB. Wir 
erhalten demnach auch fiir das Moment den Ansatz: 

0,1 415 0,2 

Abb.129. 

. . . (253) 



Tragfliigel und LuftBchrauben. 153 

Zur experimentellen Bestimmung der drei GroBen A, W, 9R muB 
das Tragfliigelmodell an drei Driihten befestigt werden, die nicht 
durch einen Punkt gehen durfen; die in ihnen durch die Luftkrafte 
hervorgerufenen Spannungen werden gemessen - die eindeutige Be
stimmung einer Kraft in der Ebene verlangt immer drei Bestimmungs
stucke. Die Wirkunglinien der gesamten Luftkraft It sind fur ver
schiedene ·Werte von a in Abb. 130 eingetragen, und die Werte von 
Cm in bezug auf die oben erklarte Achse 0, die ihnen entsprechen, 
auch im Eiffelschen Schaubild (Abb. 129) verzeichnet, und zwar 
in Abhangigkeit von Ca' Aus Abb. 130 ist zu ersehen, daB die 
Wirkungslinie der Luftkraft auf den Flugel bei zunehmendem An
stellwinkel a nach vorne wandert; diese Druckpunktwanderung 
- den Schnitt von it mit der Anblasrichtung durch die Hinterkante 
nennt man den Druckpunkt 
(P) - ist eine bemerkens
werte Eigenschaft der Trag
Hugel, die fur die Stabilitat 
der Flugzeuge von besonderer 
Bedeutung ist. 

Wenn die VerteiIung 
des Druckes um das FIugel
profil herum durch direkte Ma
nometermessungen bestimmt 
wird, indem der Flugel hohl 
ausgefiihrt und langs des Um
fanges mit. einer Reihe von 
Lochern versehen wird, von 
denen aIle bis auf je eines 
verschlossen werden konnen, 
so findet man, daB der Auf-

"-"-'--'-::iij --'-'-
Abb.130. 

trieb eines TragHiigels daher riihrt, daB an der Oberseite (Saugselte) 
des Flugels ein Unterdruck, an der Unterseite (Druckseite) ein 
Dberdruck entsteht, und zwar findet man, daB die Saugwirkung 
nach oben ungefahr 2/3, die Druckwirkung von unten ungefahr 1/3 des 
gesamten Auftriebes ausmacht. 

DIl8 gleiche Ergebnis erhiUt man durch Rechnung nach der theoretisoh er
mittelten Fliigelstromung (65); Abweiohungen zeigen sich nur in einem kleinen 
Bereioh an der Hinterkante des Fliigels, an dem die Wirbelablosung eriolgt. 

08. Der induzierte Widerstand. Betrachtet man die wagrechte 
Bewegung eines Flugzeuges in der Luft, so erkl;lnnt man, daB die 
Erzeugung eines lotrecht nach oben gerichteten Auftriebes ihren 
Gegenwert finden muB in der Abwartsbewegung einer bestimmten 
Luftmasse mit einer entsprechenden Geschwindigkeit, die der voruber
streichende FIugel erfaBt und nach unten wirft. Diese Abwarts
bewegung der Luft kommt naturlich praktisch nicht voll zur Aus
wirkung, sie wird vielmehr sehr bald durch innere Reibung der 
Luft wieder vernichtet. Teilweise hat sie auch ein seitliches Ausweichen 
und eine Aufwartsbewegung der Luft auBerhalb des Flugels zur Folge. 
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Eine zutreffende Angabe fiir die GroBe des Querschnittes der 
Luftmasse, die in jeder Sekunde auf diese Weise erfaBt wird, erhalt 
man durch die Schatzung (Abb.13:1): 

F' = nb2 j4, 

so daB die in jeder Sekunde nach abwarts bewegte Luftmasse die 
GroBe hat: 

M=eF'V. 

Wenn man mit w die zunachst unbekannte Geschwindigkeit be
zeichnet, die dieser Luftmasse mitgeteilt wird, so ist die sekundlich 
erzeugte BewegungsgroBe M w; daher ist nach dem Impulssatz: 

,I ......................... , •••••• 

;.:---------.. -0-··.··.-... \; 

\ .. r I ' 
... tlll ./ 

.•.. . ...... . 
.................... 

..... r .. 
F 

Abb.131. 

oder 

A =Mw= eF'Vw, 

und daraus ist 

w = AjeF'V. 

Die aufgewendete Leistung ist aber 
WV, und wenn man eine verlustlose 
Umformung der Motorarbeit in die 
lebendige Kraft der nach abwarts be
wegten Luft annimmt, so hat man 
fUr 1 sek zu setzen: 

WV = Mw2j2 = A2j2 eF'V 

A2 2A2 
W = 2 e F' V2 = n b2 eJ12 ' 

und mit Beniitzung der (Gin. 252): 

. . . . . (254) 

Aus dieser (von L. Prandtl herriihrenden) Betrachtung folgt 
zunachst das grundsatzlich wichtige Ergebnis, daB bei Fliigeln end
licher Lange mit jedem Auftrieb A auch bei verlustloser 
Energieumwandlung ein Widerstand W verbunden ist oder von 
jenem Auftrieb "induziert" wird; dieser induzierte Widerstand 
ist um so kleiner, je groBer die Breite b des Tragfliigels ist - dies 
ist auch ein weseI}.tlicher Grund dafiir, warum mit Vorteil breite 
Fliigel von geringer Tiefe angewendet werden. 

Tragt man diesen induzierten Widerstand in die Eiff elsche Polare 
(Abb.129) des betreffenden Fliigels ein, so erhalt man die Parabel 
des induzierten Widerstandes; die an wirklichen Fliigeln an
gefiihrten Messungen zeigen nun, daB der Restwiderstand (d. i. der 
Unterschied zwischen dem gemessenen und induzierten Widerstand) 
bei den Anstellwinkeln, bei denen das Profil gut ist und tatsachlich 
verwendet wird, sehr klein ist und fast nur vom Reibungswiderstand 
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der Luft an dem Fliigel herriihrt. Ferner zeigt sich, daB dieser Rest
widerstand vom Seitenverhaltnis so gut wie unabhiingig ist, welcher 
Umstand z. B. dazu verwendet werden kann, aus der bekannten Polaren 
eines Fliigels, die Polaren eines anderen Fliigels mit anderen Seiten
verhaltnissen abzuleiten. 

59, Die Wirkungsweise der Luftschrauben liiBt sich unmittel
bar verstehen, wenn man jedes ihrer Blatter als eine Reihe neben
einanderJiegender Tragfliigel betrachtet, die um eine gemeinsame Achse 
in Drehung gesetzt werden; durch diese Auffassung erhiilt man auch 
unmittelbar jene Gesetze, die fUr die technische Verwendung der Luft
schrauben von Interesse sind. Die mechanischen GroBen, auf die es 
dabei ankommt, sind die Zugkraft Z, die eine Luftschraube aus
zuiiben vermag, und das Drehmoment we, das zur Aufrechterhaltung 
der Drehung der Luftschraube erforderlich ist . .A.hnlich wie bei den 
Tragfliigeln erhebt sich auch hier die Frage nach der Abhangigkeit 
dieser dynamischen Gro-

I 
I 

I 

i 

iV 

! 
Abb.132. 

Ben von geometrischen 
und kinematischen Be
stimmungstiicken, und 
zwar sind dies einerseits 
die GroBe und Form 
der Luftschraube, andrer
seits ihr Geschwindig
keitszustand. Was den 
Geschwindigkeitszustand 
anlangt, so haben wir 
zwischen Hubschrau
ben (Luftschrauben am 
Stand) und Treibschrauben zu unterscheiden; bei den ersteren 
ruht die Achse und es kommt nur die Drehgeschwindigkeit um sie 
in Betracht, bei der zweiten Art besitzt die Achse selbst eine Ge
schwindigkeit V in ihrer eigenen Richtung, wahrend die Schraube um 
sie mit einer gewissen Winkelgeschwindigkeit w gedreht wird. .A.hnlich 
wie bei den Tragfliigeln wird auch bei den Luftschrauben nur die 
stationare Bewegung betrachtet, die gleichbleibenden Werten von V 
und w entspricht. 

Die geometrische Grundform fiir die Luftschrauben ist die 
Schraubenflache. Sei h ihre Ganghohe, dann ist der Steigungs
winkel der auf der Schraubenflache liegenden Schraubenlinie in der 
Entfernung r von der Achse durch die Gleichung bestimmt: 

tg IX = h /2 r n . 

IX ist also um so kleiner, je groBer r wird; die Schraubenlinien ver
laufen daher um so flacher, je weiter wir uns von der Achse ent· 
fernen. 

Auf einer solchen Schraubenflache wird die profilierte Luft
schraube (meist zweifliigelig) aufgebaut. Bei der Bewegung (Abb. 132) 
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erhalt jedes Element der Luftschraube eine Geschwindigkeit, die durch 
die vektorielle Summe aus der V ortriebsgeschwindigkeit V und der 
Tangentialgeschwindigkeit rw gebildet ist; diese ist fiir den Umfang 
der Luftschraube am groBten, und zwar U = R w. Die N eigung der 
Geschwindigkeit gegen die zur Drehachse senkrechte Ebene wird im 
selben Verhaltnis kleiner wie die Neigung der Schraubenfiache, so 
daB die "Anstellwinkel" aller Elemente gegen ihre Geschwindigkeit 
gleich groB und zwar gleich jenem Wert gemacht werden konnen, 
der der giinstigsten Wirkungsweise bei kleinstem Widerstand jedes 
Elementes entspricht. 

In Abb. 133 ist das auBerste (wirksamste) Element der Luft
schraube in einer Seitenansicht gezeichnet. Zerlegt man die Luft
kraft LlK, die auf jedes Element der Luftschraube entfallt, in eine 
Teilkraft Ll Z parallel zur Achse und in eine LlW senkrecht zur 
Achse, also 

LlK=LlZ+LlW, 

so ist .2LlZ = Z die Zugkraft und 
.2(r.j W) = l.m das Drehmoment 
("Widerstandskraftmoment") der Luft
schraube, herriihrend von den Wider
standen der einzelnen Luftschrauben
elemente. 

Um einen Ansatz fiir diese beiden 
GroBen zu erhalten, betrachten wir zu
nachst die Luftschraube am Stand, also 
fur V = 0; die Geschwindigkeiten aller 

Abb. 133. Elemente sind dann proportional mit U 
und wir konnen die gesamte Zug

kraft Z - ahnlich wie beim Tragfiiigel -- in der Form ansetzen: 

wo jetzt F die Projektion des Luftschraubenblattes auf eine Ebene 
senkrecht zu seiner Achse und I;K den Beiwert der Zugkraft be
deuten. 

Bei der bewegten Luftschraube (V + 0) ist (s. Abb. 132) der 
Anstellwinkel C(, jedes Elements kleiner geworden, und zwar in dem
selben MaBe, in dem V zugenommen hat, bleibt jedoch unverandert, 
wenn VI U denselben Wert behalt. In der eben a,ngeschriebenen 
Gleichung wird dies dadurch zum Ausdruck gebracht, daB I;K von 
dem Verhaltnis VI U abhangig angesehen wird; mit abnehmendem 
Anstellwinkel C(, des Luftschraubenelementes werden auch die Luft
krafte Ll K kleiner und daher ist I; K (V I U) eine bei zunehmendem 
V I U abnehmende Funktion. Wir erhalten daher die Gleichung: 
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Aus denselben Grunden wird das Drehmoment IDl der Luftschraube, 
das noch einen eine Lange darstellenden Faktor, etwa R, enthalten 
muB, in der Form anzusetzen sein: 

worin CM den Beiwert des Drehmomentes der Luftschraube be
zeichnet. 

Das ganze Verhalten der Luftschraube bei den verschiedenen 
Betriebszustanden ist daher durch die Angabe der Funktionen 
CK = CK (Vlu), CM = CM(VjU) gekennzeichnet, die naturlicherweise auBer 
von dem angegebenen Argumente V I U noch von der besonderen 
Profilgestaltung und auch von der Form des Blattes abhangen. 

Da die Nutzleistung der Luftschraube ZV[kgm/sek] und die 
vom Motor abgegebene Leistung L = IDlw [kgmJsek] sind, so ergibt 
sich der Wirkungsgrad der Anlage (Rw = U): 

. 
Der Verlauf der Funktionen C K, (. ( 

CM und 1] in Abhangigkeit von V I U o,~ ro 

ist in Abb. 134 dargestellt. Fiir V = 0 
gibt die Luftschraube ( als"Hubschraube" 
oder "am Stand ") die groBte Zugkraft, 
aber auch das groBte Drehmoment, 0/ 
wahrend 'YJ verschwindet. Mit zu-
nehmendem V werden CK, CM kleiner, r--~/;o'-__ 

wahrend 'YJ bis zu einem GroBtwert ,/ 

(257) 

80. 

50. 

zunimmt und dann wieder abnimmt. o·><----:!4-:-1---0T,2---0...l,s-JI) .. ~{j 
Ebenso wie es bei den Tragflugeln 
einen Anstellwinkel ~ gibt, fUr den der 
Auftrieb verschwindet, so gibt es auch 

Abb. 134. 

hier einen bestimmten Wert des Verhaltnisses (V IU), fUr welchen die 
Zugkraft verschwindet, bei dem sich sozusagen die Luftschraube in 
sich selbst vorwarts schraubt und fUr den sie keine Zugkraft ent
wickelt; auch fUr diesen Wert ist der Wirkungsgrad null. Aus 
Abb. 134 ist zu ersehen, daB es hinsichtlich des Wirkungsgrades einen 
giinstigsten Wert von V I U gibt, fiir den die Luftschraube am besten 
arbeitet und dem man sich beim Betriebe moglichst nahern solI. 

Die Ermittlung der Werte von CK, CM und 'YJ geschieht meist 
durch Modellversuche; diese Modelle miissen den wirklichen Luft
schrauben geometrisch ahnlich sein. Urn aus diesen Versuchen im 
kleinen die Werte der Zugkraft und des Drehmoments fiir eine 
Luftschraube im groBen zu erhalten, schreibt man die GIn. (255) 
bis (257) besser in der folgenden Form, die von Eiffel verwendet 
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wurde. Sei hierndiesekundlicheDrehzahl, also U = Dw/2 = nDn, 
n2 D2 n2 

U2 = ~-. V2, so ist bei ahnlichen Luftschrauben F", D2, und 

daher ist 

z ~ (" (x;JD'n' l 
ID1=CM(n~n)'D3n2j' ..•... (258) 

n=n (n~n) 
wobei Cx, CM sich aus den friiher verwendeten Beiwerten Cx und CM 
leicht ausrechnen lassen. N ach diesen Formeln ist die Bestimmung 
von Zugkraft und Drehmoment fUr geometrisch ahnliche Luft
schrauben verschiedener GroBe ohne weiteres durchfiihrbar. 

XI. Allgemeine Bewegungsgleichungen reibungsfreier 
Fliissigkeiten. 

In den vorhergehenden Abschnitten wurde eine Reihe von Pro
blemen der HydrauIik, die zumeist an sich recht verwickelt sind, in 
der vereinfachten Betrachtungsweise als eindimensional behandelt 
- bei allen Problemen wurde eine einzige Bewegungsgleichung fUr 
die Richtung der Bewegung aufgestellt und aufgelOst. Die Vorgange, 
die sich quer zu dieser Richtung abspielen, wurden entweder ganz 
auGer acht gelassen oder es wurde ihr EinfluB in summarischer Weise 
durch Erfahrungszahlen (AusfluBzahl, Rauhigkeit, Widerstands
beiwert u. dgl.) in Rechnung gezogen. In den folgenden Abschnitten 
werden in aller Kiirze die Grundgleichungen entwickelt, die fiir eine 
vollstandigere, mehrdimensionale Behandlung notig sind, und dabei 
insbesondere die siationare ebene und die achsensymmetrische 
Stromung besprochen. Dabei tritt wieder die Beschrankung auf 
reibungsfreie Flussigkeiten ein, die, wenn sie sich auch von der 
physikaIis,chen WirkIichkeit entfernt, doch in allen jenen Gebieten 
einen Einblick in den Verlauf der Bewegung liefert, die einigermaBen 
entfernt sind von festen Wanden und den stromaufwarts liegenden 
Halften von eingetauchten festen Korpern; man macht diese Ein
schrankung, wenn auch das Haften der wirklichen Fliissigkeit an 
den Korperwanden und daher auch der Vorgang der Ablosung der 
Stromung von diesen und die dadurch hervorgerufene Wirbelbildung 
an der Riickseite der Korper durch die Hilfsmittel aus der Theorie 
der reibungsfreien Fliissigkeit nicht wiedergegeben werden konnen. 

6.0. Die Eulerschen Bewegungsgleichungen. Die mechanischen 
GroBen, die mittels der Bewegungsgleichungen bestimmt werden sollen, 
sind die Geschwindigkeit V und der Druck p an allen Punkten 
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einer in der Ebene oder im Raume, d. h. in zwei oder drei Dimen
sionen verlaufenden Fliissigkeitsstromung. - Um die Bewegungs
gleichungen zu erhalten, betrachten wir (Abb. 135) ein kleines Fliissig
keitsteiIchen in Form eines kleinen Zylinders parallel zur x-Achse 
eines Cartesischen Koordinatensystems, dessen Mittelpunkt zur Zeit t 
die Koordinaten (x, y, z) haben moge. Da wir es mit einer ausge
dehnten Fliissigkeitsmasse zu tun haben, wird die Geschwindigkeit V 
jedes Teilchens durch die Teilgeschwindigkeiten (u, v, w) nach den 
drei Achsen gegeben sein, die im allgemeinen nicht nur von Ort zu 
Ort andere sein werden, sondern auch (bei nicht-stationarer Bewegung) 
am gleichen Orte zu verschiedenen Zeiten verschiedene Werte haben 
werden: d. h. u, v, w werden im 
allgemeinen irgendwelche stetige und 
differenzierbare Funktionen von x, dF 
y, z und t sein: f!..... 

_{u=U(X,y,z,t), 
V v=v(x,y,z,t), 

w = w (x, y, z, t). 

Bei der Bewegung des Teilchens 

x 
Abb. 135. 

andern sich die Koordinaten x, y, z mit der Zeit, und da x = u, 
fJ = v, Z = w, so wird die Beschleunigung in der x-Richtung 
durch die "vollstandige Ableitung" von u nach t in der Form aus
gedriickt erscheinen: 

b = du = OU u ou v ou w ou ., 
"'-dt ot+ ox+ oy+ oz 

ahnliche Ausdriicke ergeben sich fiir by und b.. Ebenso wird auch 
der Druck p im allgemeinen als eine Funktion von x, y, z un d t 
anzusehen sein. 

Auf das betrachtete Teilchen (Abb. 135) wirkt daher in Rich
tung der x-Achse die eingepragte (raumhafte) Kraft X·dM, die 
Flachenkraft p. dF auf die linke, - (p + op/ox. dx). dF auf die rechte 
Grundflache, wahrend die auf die Mantelflache wirkenden Krafte nach 
der x-Richtung keinen Beitrag liefern. Wird auBerdem nach dem 
d' Alembertschen Prinzip die Tragheitskraft bx·dM in der - x
Richtung hinzugenommen, so liefert die Gleichgewichtsbedingung nach 
x der so erganzten Kraftgruppe: 

( op) du XdM+pdF- p+--dx dF--·dM=O, 
ox dt 

und da dM = gdF·dx, so ergibt sich die Eulersche Bewegungs
gleichung fiir die x-Richtung in der Form: 

du ou au ou ou 1 op 
b =--=-+u-----l--v-+w--=X----- , (259) 

x dt ot ox' oy oz (] ox 
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welcher Gleichung noch zwei ahnlich lautende fiir die y- und z-Rich
tung beizufiigen sind. Diese drei DifIerentialgleichungen enthalten 
vier unbekannte Funktionen 'U, v, w und p, sie reichen daher an sich 
zur Bestimmung dieser vier Funktionen noch nicht aus; die vierte 
Gieichung, die noch hinzutreten muB, urn die Auflosung dieses Systems 
zu ermoglichen, ist die Kontinuitatsgleichung. 

61. Die Kontinuitatsgleichung -entsprechend der DurchfiuB
gleichung (45) im Fall des Stromfadens - besagt, daB bei der Be
wegung der Fliissigkeit nirgends Hohlraume und nirgends Anhaufungen 
von Fliissigkeiten entstehen konnen. Hiezu betrachten wir ein festes 
Geriist, das aus den 12 Kanten eines rechtwinkligen Vierflachs pa
rallel zu den Achsen x, y, z besteht und bringen zum Ausdruck, daB 
dieses Geriist zu allen Zeiten mit Fliissigkeit voll erfiilit ist. Durch 
die Seitenflache dy dz flieBt in der Zeiteinheit die Menge 'U dy dz 

zu, durch die gegeniiberliegende die Menge ('U + ~; dX) dy dz ab, der 

"OberschuB ist also ~: dx dy dz; ebenso ist der "OberschuB durch die 

Flachen dzdx: ov dxdydz und durch die Flachen dxdy: ow dxdydz; oy oz 
solI also das Vierflach nach wie vor mit Fliissigkeit erfiillt sein, so 
muB die Summe dieser "Oberschiisse (fiir alle Werte von t) verschwinden, 
d. h. es ist: 

O'U+ov +ow =0 
ox oy oz '" . . . (260) 

Dies ist zugleich die gesuchte vierte Gleichung, die zu den drei 
GIn. (259) hinzuzunehmen ist; wenn also drei Funktionen 'U, v, w 
von (x,y,z,t) die Geschwindigkeitskomponenten einer raum
lichen Fliissigkeitsstromung darstellen sollen, so ist dies 
nur moglich, wenn sie fiir aIle Werte von t die Gin. (260) 
erfiillen. 

Das Problem der Int'Elgration des aus den drei Gin. (259) und 
der Gl. (260) bestehenden Systems besteht nun darin, die Stromung 
gewissen Randbedingungen anzupassen. Diese bestehen darin, 
daB die Randkurven, zwischen denen die Stromung verlaufen s.ol1, 
vorgegeben sind, diese Bedingung kann auch so formuliert werden, 
daB fiir die auf diesen Randkurven liegenden Punkte die Geschwin
digkeiten tangentiell zu ihnen verlaufen Bollen. Wir werde.n im 
nachsten Kapitel sehen, wie sich diese Randbedingung fiir eine ge
wisse einfache KIasse ebener Stromungen, namlich fiir die wirbel
freien Bewegungen, vereinfacht. 

62. Wirbel undZirkulation. In den vorhergehenden Betrach
tungen war wiederholt von Wirbeln die Rede, und wenn auch jeder 
mit diesem Begriffe eine bestimmte Vorstellung verbindet, die sich 
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z. B. an die Stromungsbilder ankniipft, die durch die Ruderbewegungen 
hervorgerufen werden, so ist damit doch keine Definition gewonnen, 
die fiir exakte Betrachtungen brauchbar ware. Wir konnen jeden
falls sagen: Der Wirbel an irgendeiner Stelle gibt die GroBe 
der Drehgeschwindigkeit des an der betreffenden Stelle 
befindlichen Fl iissig k ei tst eilchens. 

Bei der Bewegung der Fliissigkeit tritt im allgemeinen nicht nur 
eine Drehung, sondern auch eine Formanderung der Teilchen ein. 
Diese Formanderung kann als reine Deformation bezeichnet werden, 
und ist dann von der Art, die aus der Festigkeitslehre beim "Zug
versuch" wohl bekannt ist: Dehnung in einer, Zusammenziehung in 
der dazu senkrechten Richtung. 1m Falle der Fliissigkeit tritt nur 
die Bedingung der Raumbestandigkeit hinzu, die aber fiir die 
Art dieser Deformation keine wesentliche Einschrankung bedeutet. 
Die tatsachliche Formanderung der Fliissigkeitsteilchen besteht dann aus 
einer Uberlagerung einer solchen reinen Deformation und einer reinen 
Drehung, bei der die Teilchen als starr angesehen werden konnen; 
eine genauere Analyse dieser Drehung zeigt, daB die Komponenten 
ihrer Winkelgeschwindigkeit w (w x' W , W z) durch drei Ausdriicke dar
gestellt werden konnen, von denen de~ dritte, d. i. die Winkelgeschwin
digkeit urn die z -Achse die folgende Form hat 1): 

R(~~-~) , ....... (261) 

und ahnliche Ausdriicke ergeben sich fUr die Drehgeschwindigkeiten 
urn die x- und y-Achse. AIle Gebiete, in denen der Vektor w (wx' wY ' wz' 

von Null verschieden ist, sind Wirbelgebiete; dort wo jedoch w=O) 
also wx = 0, Wy = 0, W z = ° ist, nennt man die Bewegung wirbelfrei. 

Fiir die Drehung eines starren Korpers . 
urn eine feste z-Achse sind die Teile der Ge- !i: ~ .... - u 
schwindigkeit eines Punktes P nach den Rich- . '. 
tungen x und y durch die Ausdriicke gegeben 
(Abb. 136) ... P; 

U= - wzy, v=wzx. 

Nach Gl. (261) sieht man daraus, daB die 
Winkelgeschwindigkeit W z mit der z-Kompo
nente des "Wirbels" in dem betreffenden 
Punkte zusammenfallt. Abb. 136. 

Mit dem Begriff des Wirbels steht in 
engstem Zusammenhange der Begriff der Zirkulation der Ge
sch windigkeit; man versteht darunter das L inieni n te gral de s 
Goschwindigkeitsvektors langs einer Kurve C: 

J Vcos(V, ds)ds = J (udx + vdy). 
(0) (0) 

1) Eine vollkommen befriedigende und dabei ganz elementare Definition 
fUr den Begriff des "Wirbels" scheint bis jetzt noch nicht gefunden worden 
zu sein. 

P6schl. Hydraulik. 11 
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Fur eine geschlossene Kurve C kann man dieses Linienintegral 
nach dem Stokesschen Satze in ein FHichenintegral uber die von 
C eingeschlossene Flache F umformen, so daB wir schreiben konnen: 

d.h. die Zirkulation Hings einer geschlossenen Kurve, inner
halb welcher Wirbelgebiete liegen, ist gleich de m uber die ein
geschlossene Flache F erstreckten Integral des Wirbels w t ' 

In wirbelfreien Stromungen ist die "Zirkulation" langs irgendwelcher 
geschlossenen Kurve gleich Null. 

63. Die Druckgleichung fur wirbelfreie Stromungen. Wenn 
die Stromung in dem ganzen Bereiche wirbelfrei verlauft, so gelten 
daher im ganzen Bereiche die drei GIeichungen 

ow OV ou ow ov ou 
o y = 8z ' oz = 8X' ox = oy • '" (263) 

Nehmen wir auBerdem an, daB die Bewegung stationar verlauft, so 
ist'in den drei GIn. (259): ou/ot = 0, ov/ot = 0, ow/ot = ° zu setzen; 
multipliziert man die drei GIn. (259) sodann mit dx, dy, dz und 
addiert sie, so folgt mit Riicksicht auf die GIn. (263): 

op dx + op dy + op dz 
ax oy oz 

= e [x dx + Y dy + Z dz - u (au dx + au dy + °du dZ) 
ox oy z 

_ v (ov dx + OV dy + OV dZ) _ w (o~dX + ow dy+ ow dZ)]. 
ax oy oz ax oy oz 

Fiihrt man darin wieder die Beschleunigungsfunktion: 

X dx + Y dy + Z dz = d W 
und das Quadrat der Geschwindigkeit ein, 

u2 + v2 + w2 = V2, 

so lautet die vorhergehende Gleichung: 

dp=e(dW-dP/2); ....... (264) 
wird wieder nur' die Schwere als eingepragte Beschleunigung einge
fUhrt, und die z -Achse lotrecht nach oben angenommen, so ist 

W= -gz ......... (265) 
zu setzen und daher gibt die Integration der Gl. (264) fUr diesen be
sonderen Fall: 

P V2 I - + Z + - = konst. , r 2g 
. . . . . . (266) 
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d. i. die Druckgleichung in der schon in 17 erhaltenen Form. Diese 
Gleichung hat zunachst nur einen Sinn fiir zllsammengehorige Werte 
von p, z, V, die auf einer Stromlinie liegen; nur wenn der Wert 
der Konstanten, der in dieser Gleichung vorkommt, fiir aIle Strom
linien iibereinstimmt, hat die Summe der drei in Gl. (266) enthaltenen 
"Energien" fUr belie bige Pllnkte innerhalb der ganzen Fliissigkeit 
denselben Wert. 

Dabei sind die Stromlinien als jene Kurven definiert, deren 
Tangenten die Geschwindigkeiten der Teilchen in allen Punkten ent
halten; sie sind daher die Integralkllrven des Systems der Differential
gleichungen: 

1 dx dy d'I,........ (267) 
u v w 

in denen u, v, w die durch Integration der Bewegungsgln. gefundenen 
Geschwindigkeiten in Abhangigkeit von (x, Y', z, t) bedeuten. 

SolI nun eine vorgegebene Kurve als Grenze fiir einen Bereich 
stromender Fliissigkeiten in Betracht kommen, so muB sie offenbar 
eine Stromlinie sein. Diese Bemerkung gibt ein Mittel an die Hand, 
die Stromlinien fiir eine zwischen irgendwelchen Kllrven liegende 
Fliissigkeitstromung wenigstens angenahert einzllzeichnen. 

Die stationaren Bewegllngen sind dadurch gekennzeichnet, daB 
sie ihre Form und Geschwindigkeitsverteilung fiir aIle Werte der Zeit t 
unverandert beibehalten; bei ihnen sind daher u, v, w als Funktionen 
von x, y, z allein anzusehen, so daB die Stromlinien mit den Bahn
kurven der einzelnen Fliissigkeit"steilchen an allen Orten iiberein
stimmen. 

XII. Ebene und acbsensymmetriscbe Stromungen. 

64. Geschwindigkeitspotential nnd Stromfnnktion fiir wirbeI
freie ebene Stromnngen. Wenn die Fliissigkeitsstromung parallel 
zur x-y -Ebene verlauft, so verschwinden die Geschwindigkeiten w 
und die Beschleunignngen d wid taller Punkte, sowie auch alle Ab
leitungen %z. Von den Bewegungsgleichungen (259) bleiben daher 
nur zwei iibrig. Die Kontinuitatsgleichung 

(iu ov 
--+-=0 oX oy 

und die Gleichung fiir die Wirbelfreiheit 

. . . (268) 

. (269) 

11* 
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zeigen ferner, daB u und v in zweierlei Weise als Ableitung je 
einer Funktion dargestellt werden konnen; denn die G1. (269) wird 
durch den Ansatz befriedigt: 

1 u=o?J, v=~!E I· ...... (270) 
eX oy L-______________ ~ 

und die G1. (268) durch: 

I·~~' v~ -~ I. . ..... (271) 

?J nennt man das Geschwindigkeitspotential, oder kurz Poten
tial, 1p die Stromfunktion. Setzt man die Ausdriicke (270) in (269) 
und (271) in (268) ein, so sieht man, daB ?J und 'If! der sogenannten 
Laplaceschen Differentialgleichung geniigen, d. h. es ist 

02?J 02 ?J e21p e2 1p 
L/ ?J = ~Q + -" = 0, L/1p =~, + ~o = 0. . . (272) 

OX" oy" ox" oy" 

Die GIn. (270) und (271) besagen bekanntlich, daB ?J und 1p der Real
und Imaginarteil einer Funktion <P der komplexen Veranderlichen 
z = X + i Y ist, d. h. es ist 

. . . (273) 

<P nennt man das komplexe Stromungspotentia1. Umgekehrt 
sieht man sofort, daB Real- und Imaginarteil einer beliebigen 
Funktion einer komplex en Veranderlichen als Potential und Strom
funktion (oder umgekehrt) einer ebenen, wirbelfreien Stromung an
gesehen werden konnen. - Aus <P ergeben sich die Teilgeschwindig
keiten u und v durch Ableitung nach z, und zwar ist: 

d<P = <P'(z)=o?J +i 01p =o1p _io?J =u-iv I .. (274) 
dz ox ox oy oy 

Die Ableitung <P' (z) gibt also die sog. "konjugierte" Geschwindig
keit u - .i v, d. i. das Spiegelbild der Geschwindigkeit w = u + i v an 
der reellen Achse. Die Ableitung <P' (z) ist selbst eine Funktion des 
komplexen Arguments z, und wir sehen aus dieser Gleichung, daB 
Realteil und Imaginarteil einer beliebigen derartigen Funktion als u
und - v-Komponente einer ebenen Stromung angesehen werden konnen. 

Die Stromlinien (hier mit den Bahnkurven zusammenfallend) 
sind nach G1. (267) durch die Gleichung gegeben 

vdx - udy = 0, 
oder nach G1. (271): 

o1pdx+o 1p d =0, 
oX oy y 
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daraus sieht man, daB die Schar der Stromlinien durch die GIeichung 
gegeben ist: 

StromIinien: III' = konst. I .......... (271)) 

Ferner folgt aus den GIn. (270) und (271) 

orp 01[1 + orp o1f' _ 0 
~x ax cy oy - , 

d. h. die Kurvenscharen rp = konst. und 1f' = konst. bilden eine 
Doppelschar orthogonaler Kurven, was iibrigens schon aus 
ihrer Bedeutung als Bestandteile einer Funktion einer komplexen 
Veranderlichen klar ist. Die Schar rp = konst. bezeichnet man als 
Potentiallinien. Die Bedeutung der rp- und ljl-Linien ist iibrigens 
umkehrbar; d. h. es bilden auch stets 
die Kurven rp = konst. die Stromlinien 
und die Kurven "p = konst. die Poten
tiallinien einer ebenen Stromung. 

Legt man das Achsensystem in die 
Richtung der Tangenten an die durch 
einen Punkt P gehende Kurven rp = konst. 
und 1f' = konst. (Abb. 137) und bezeichnen 
bs und .bn auf diesen Kurven liegende 
Streck en, so lauten die GIn. (270) und 
(271) in "natiirlicher" Auffassung: 

V = orp = a'll' 1 
as an 

o = o_ce = - a 1£ I 
en os 

Aus der erst en GIeichung folgt, daB 

V bn = b1f', 

Abb. 137. 

. . . . . . . (277) 

d. i. gleich dem DurchfiuB zwischen den beiden Kurven 1f' = konst. 
und 1f' + b1f' = konst. ist; daher gilt auch 

'I Q = J V bn = 1f'1 - 'ljJo I, 
. 0 I 

. (278) 

d. h. der DurchfluB zwischen zwei Stromlinien ist durch 
den Unterschied der Werte der Stromfunktion 'ljJ langs dieser 
beiden Stromlinien gege ben. 

Der Druck an jeder Stelle dieser Fliissigkeitstromung ist durch 
die GIeichung 

I p W V~ -I - - -- -+ - = konst. 
I y 9 2g 

. . . . . . (279) 
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bestimmt, ,die fiir W = - gy (wovon y lotre'cht) mit' der oben er
haltenen Druckgleichung (47) iibereinstimmt. Ferner ist V2 = u2 + v2 • 

Die Aufgabe, eine Fliissigkeitsbewegung zwischen gegebenen 
Begrenzungskurven zu bestimmen, liLBt sich demnach als eine Rand
wertaufgabe in folgender Weise aussprechen: Es ist eine Funk
tion qJ (x, y) zu bestimmen, die im ganzen Inneren der Laplaceschen 
G1. (272) geniigt und am Rande die Bedingung (277): oqJ/on = 0 erfiillt. 
Die allgemeine Losung dieser Aufgabe, die in eindeutiger Weise mog
lich ist, gehort in das Gebiet der Potentialtheorie. 

Bei ebenen, wirbel£reien Stromungen ist daher der Bewegungs
verlauf und die Geschwindigkeitsverteilung durch die Randbedingungen 
allein vollstandig bestimmt; der Druck in jedem Punkte wird nach 
Ermittlung der Geschwindigkeiten durch die Druckgleichung (279) 
gegeben. 

Beispiel70. Die Parallelstromung mit derGeschwindigkeit- Vo in der 
x -Richtung (d. h. aus + (0) ist durch die Gleichung gegeben: 

also 

ferner ist 

<J> (z) = - Vo z = - Vo (x + iy) = <P + i 'IfJ, 

<p=-Vox, 'IfJ=-Voy; 

<J>1(z)=-Vo=u-iv, d.h. u=-Vo, v=O. 

Abb, 138. 

Beispiel 71. Fiir die radiale Stro
mung (Abb. 138), oder die einfache Que lle. 
gilt der Ansatz 

daher 
<I> (z) = Voro log z, 

"" () V 1 V x-iy . 
'P z= oro·-= orO - 2-'-"2=u-tV, 

z x +y 
d. h. es ist 

u=Voro·x/r 2 , v=Voro ·y/r 2 ; 

die Geschwindigkeit hat daher in der Tat 
die Richtung des Radius, und ihre GroBe ist 

V2=U 2 +V 2 = V02ro2jr2, V= Vo·ro/r, 

also umgekehrt proportional der Entfernung r und von r allein abhangig. Der 
(sekundliche) DurchfluB zwischen den zwei Wanden {} = ± a ist 

-a a 

Q = JVrd{}= Voro-j d{}= Voro·2a. 
-a -a 

Beispiel 72. Stromung um einen Zylinder vom Halbmesser a. 
a) Wenn die Fliissigkeit mit der Geschwindigkeit - Vo aus dem Unendlichen 
(von + 00 her) kommt, so ist die Stromung (Abb, 139a) gegeben dutch die 
Funktion: 

<J>1(Z)=-Vo(z+a 2/z)=<Pi+i'IfJv ........ (280) 
woraus 

<Pi = - Vo x (1 + a2/ r2), 'lfJi = - Vo Y (1- a2/r2), 

Die Stromlinie 'lfJl = 0 besteht daher aus y = 0 und r2 = a 2 , d, h. aus der x-Achse 
bis zum "vorderen Staupunkt" A, wo sie sich teilt, dann aus dem Kreisumfang 
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und nach ZusammenschluB am hinteren Staupunkt B wieder aus der x-Achse. 
Die Geschwindigkeiten sind sodann: 

- f 'Ill = iJ flylox = iJlf'1l oy = - Vo [1 + a2 (y2 - X2) Ir4] 
V \ v1 = orpl/oy =-01pl/iJx= Vo 2a2 xYlr4. 

In den beiden Staupunkten .A, B ist: V = O. 
b) Um den Zylinder r = a ist auch noch die in Abb. 139b) gezeichnete 

Stromung moglich, bei der die Stromlinien Kreise mit gleichem Mittelpunkte 
sind. Das zugehOrige komplexe Stromungspotential lautet: 

<P2.(z) = - :! log z = - {~[log r + i "l = 2Jn [" -- ilog r] = rp2 + i1pz. (281) 

Die Stromlinien '1'2 = konst. sind daher die 
Kreise r = konst.; die Geschwindigkeit V2 

ist in jeder solchan Stromlinie konst., und 
zwar ist 

V ist mithin dem Halbmesser r der be
treffenden Stromlinie umgekehrt propor
tional. Die Zirkulation (62) lange dp~ 
Umfanges dieses Kreises ist 

fV2ds= Vg f ds =V2 ·2nr=J; 

daher ist innerhalb dieses Kreises jeden
falls in irgendeinem Punkte ein Wirbel 
vorhanden. Offenbar liegt dieser Wirbel 
im Punkte r = 0, er ist also punkt
formig. - Staupunkte gibt es bei dieser 
Stromung nicht. Man nennt eine solche 
Stromung eine reine Zirkulations
stromung um den eingetauchten Korper. 

c) Da die Summe zweier komplexer 
Funktionen wieder eine solche ist, so kann 
die Funktion 

<P (z) = .<Pl (z) + <P2 (z) 

= - Vo (z+~) - Ji log z 
z 2n 

• (282) 

wieder als das komplexe Stromungspoten
tial einer ebenen Stromung angesehen 
werden. Der Kreis r = a war in beiden 
Sonderfallen a) und b) Stromlinie, daher 
ist er auch eine Stromlinie fUr die zu
sammengesetzte Stromung <P (z), die im 
iibrigen die in Abb. 139 c) angegebene 
Form annimmt. J e nach der Starke 
von J riicken die beiden Staupunkte .A 

a) 

0) 

Abb. 139. 

und B immer weiter von der reellen Achse nach abwarts, bis sie sich im tiefsten 
Punkte vereinigen und bei weiter wachsendem J als "isolierter Staupunkt" auf 
der y-Achse weiter nach abwarts rucken. Die Einzeichnung der Stromlinien 
und die Ermittlung der Geschwindigkeiten in jedem Punkte bietet weiter keine 
Schwierigkeit. 

Diese Form der Stromung bildet den Ausgangspunkt fUr die 
Ermittlung der Stromungen um ebene und gekriimmte Platten, 
wie auch insbesondere um Tragfliigel; das Hilfsmittel, das dabei 
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zur Anwendung kommt, ist die im folgenden Abschnitte kurz ange
gebene Methode der konformenAbbildung, die gerade fur dieses 
Problem auch eine auBerordentlich groBe pr-aktische Bedeutung 
besitzt. 

Beispiel 73. Die von der Stromung herriihrende Kraft auf den 
Zylinder. Die Kraft, die von der durch Gl. (282) dargestellten Stromung auf 
den Zylinder ausgeiibt wird, ist die Summe der Fliissigkeitsdriicke p.dF auf 
die Fliichenelemente dF des Zylinders. Diese Fliissigkeitsdriicke sind durch 
die Druckgleichung (279) gegeben, in der bei fehlenden Massenkriiften W = 0 zu 
setzen ist. 

Da wir nur die Driicke und die Geschwindigkeiten an der Zylinderober
fliiche brauchen, setzen wir in den A usdriicken fUr ul> v1 in Beispiel 72: 
x = a cos {}, y = a sin {} und erhalten (Abb. 139): 

{ 
U1 = - V 0 (1 - cos 2 {}) = - 2 V? sin 2 D 
V1 = = 2 Vo sm {} cos -&. 

Die von dieser Stromung herriihrende Geschwindigkeit VI verliiuft an den 
Punkten des eingetauchten Zylinders zu diesem parallel, da Vl /U1 = - ctg {}; ihre 
GroBe ist gegeben durch 

V12 = U 12 + V 12 = 4 V02 sin 2 {}, also ist VI = 2 Vo sin {}. 

Da die von der Stromung b) in Beispiel 72 herriihrende Stromung ebenfalls 
diesen Kreis beriihrt, so ist die Geschwindigkeit der zusammengesetzten Stro
mung c) am Kreis a 

V = Vl + V2 = 2 Vo sin {} + J/2 n a. 

Aus der Druckgleichung (279) folgt, wenn Po der Druck im Unendlichen ist: 

p V2 Po V02 

-y-+2g=r-+2g 
und daraus 

p = (Po + 2Yg V02)_;g V2=konst·-I-g [4 Vo· sin2 {} + 2 VoJ sin-&/na+J2J4n 2 a 2J. 

Durch Verwendung dieses Ausdruckes ergibt sich zuniichst fUr den Druck 
auf den eingetauchten Zylinder in der x-Richtung: 

X = - f p cos {} dF = 0; 

in der y-Richtung (fiir die Zylinderliinge 1, also fiir dF = a d{}) gibt nur das 
vorletzte Glied auf der rechten Seite der Gleichung fUr p einen Beitrag, und 
zwar ist: 

2", 

y=-fpSinfidF=L. VOJ.fSin2t9>dt9>=L. VoJ.:n:, 
g ~ g :n: 

u 
d. h. es ist: I y = e Vo J ,. . • • • • . • . . . . . (283) 

Fiir die durch Gl. (282) dargestellte Stromung ergibt sich daher ein dynamischer 
A uftrie b von der in dieser Gleiohung angegebenen GroBe. Dies ist der be
riihmte Satz von J oukowsky in dem Sonderfall des eingetauchten Zylinders; 
es liiBt sich zeigen, daB dieser Satz auch fiir eingetauohte Korper von belie
biger Form giiltig bleibt, insbesondere wird er in der Theorie der Tragfliigel 
in ausgiebigster Weise verwendet. Aus dieser Gleichung ist zu ersehen, daB 
fiir das Zustandekommen eines Auftriebs sowohl eine Geschwindigkeit Vo der 
Flii8Sigkeit (oder des Korpers), als auch eine Zirkulatioll J um den Korper 
herum vorhanden sein muB. 
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60. Konforme Abbildung. Der einfache Zusammenhang, in dem 
nach den eben gegebenen Entwicklungen die ebenen Stromungen mit 
der Theorie der Funktionen einer komplexen Veranderlichen stehen, 
bringt es mit sich, daB fiir die tatsachliche Bestimmung solcher Stro
mungen unter gegebenen Randbedingungen aIle Methoden verwertet 
werden konnen, die in der Theorie dieser Funktionen ausgebildet 
worden sind. Die wirkungsvollste dieser Methoden ist die konforme 
A b bild ung zweier Fliissigkeitstromungen aufeinander. 

Wenn man die Stromung in einer z = x + iy-Ebene fiir be
stimmte Randbedingungen kennt, so ist diese, wie oben auseinander
gesetzt, durch Angabe des komplexen Stromungspotentials ~ (z) ge
geben. Wir fiihren nun in diese Funktion ~ (z) mittels einer Gleichung 

z = z (C) •• • • • • . • • • (284) 
eine neue Veranderliche C=~+i1] in einer neuen ~-1]-Ebene ein; 
dann gehen die friiheren Randkurven in neue iiber und die Funk· 
tion ~ (z) in eine neue 

~(z)--. ~[z(C)J = ~l (C), •.•.••. (285) 
die das komplexe Stromungspotential dieser neuen Stromung angibt. 
Real- nnd Imaginarteil dieser neuen Funktion qJl (C), in ~ und 1J 
geschrieben, geben das Potential und die Stromfunktion fiir diese 
neue Stromung in der ~-1J-Ebene. 

Mit der Losung einer Stromungsaufgabe beherrscht man somit 
auch aIle anderen, die aus jener durch beliebige "Abbildungen" von 
der Form (284) aus jener hervorgehen. Will man irgendeine Stro
mungsaufgabe nach diesem Verfahren losen, so kommt alles darauf 
an, die betreffende Abbildungsfunktion z = z (C) anzugeben, was natiir
Hch im aIlgemeinen eine auBer-
ordentlich schwierige Aufgabe ist. 
Fiir die oben genannte Gruppe 
von Aufgaben - fiir die Platten 
und Tragfliigel - fiihren aber 
schon ganz einfache Abbildungs
funktionen zu brauchbarenFormen, 
wovon in den unten angegebenen 
Beispielen die wichtigsten behan
delt sind. 

Die besondere Transforma
tion, die dabei zur Anwendung 
kommt, ist die folgende (als Auf-
lOsung der Gl. (284) nach C an
geschrieben) : 

I ' = z + a'J I z I· 

Abb.140. 

. . . (286) 

Um nach dieser Vorschrift zu jedem Punkte z in der gegebenen 
x-y-Ebene den Punkt , in der ~-1J-Ebene zu erhalten, ist die 
Summe der beiden komplexen Zahlen z und a'J I z zu bilden; dies 
geschieht (Abb.140) bekanntlich durch geometrische Addition der 
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Strecken, die den Anfangspunkt 0 mit den beiden Punkten z und a'J /z 
in der x-y-Ebene verbinden. Wenn z = x + iy = rei,'} gesetzt wird, 
80 heiBt r = + V xl! + y2 der Betrag von z und {} ihr Arcus; ·dann 
hat o,'J I z den Betrag o,'J I r und den Arcus - {}. Man bilde daher den 
"Spiegelpunkt" P von z in bezug auf den Kreis mit dem Halb
messer a - den Grundkreis - und suche dessen symmetrisch 
gelegenen in bezug auf die x-Achse. In Abb.140 ist die Operation 
z + a'l/z in der x-y-Ebene selbst ausgefiihrt worden, was .darauf 
hinauskommt, daB die ~-'tJ-Achsen mit den x-y-Achsen zusammen
falIend angenommen werden. Wendet man die Transformation nach 
Gl. (286) auf irgendeine Kurve 0 in der x-y-Ebene an, so erhalt man 
eine Kurve r als das "Bild" von 0 zufolge der Gl. (286). 

Durch die Transformation (286) bleibt iibrigens die Stromung im 
Unendlichen (z = (0) unverandert, und wird nur im Endlichen "ver
zerrt". 

Die konforme Abbildung erhielt ihren Namen durch die Eigen
schaft, eine in den kleinsten Teilen ahnliche Abbildung der 
beiden Bereiche zu liefem. Wie sich leicht zeigen liiBt, bleibt dabei 
der Winkel, den zwei Kurven in der x-y-Ebene einschlieBen, der 
gleiche, den ihre entsprechenden Kurven in der ~ - 'tJ -Ebene bilden; 
insbesondere bleiben rechte Winkel erhalten, d. h. die Potential
und Stromlinien der Stromung in der x-y-Ebene gehen in die 
Potential- und Stromlinien in der ~ - 'tJ -Ebene iiber. AIle Linien
elemente durch einen Punkt werden im gleichen Verhaltnis ver
andert - Quadrate bleiben Quadrate -, doch ist dieses Verhaltnis 
von Punkt zu Punkt verschieden und hangt von der besonderen 
Form der abbildenden Funktion .ab. 

Abb. 141a. 

des Grundkreises Ko selbst bei 
Lange 4a. 

Inder Hydromechanik wurde 
diese Methode auBer in der 
Theorie der Tragfliigel auch 
auf das AusfluBproblem in 
erfolgreicher Weise angewendet. 

Beispiel 74. Platten und 
Tragfliigel. WennmaneinenKreisK 
der Transformation (286) unterwirft, 
so erhiUt man versohiedene Bilder, je 
nach der Lage des Koordinaten
anfangspunktes 0 der x-y-Ebene in 
bezug auf diesen Kreis. 

a) 0 im Mittelpunkte M von K. 
Liegt K auBerhalb des Grundkreises Ko 
(vom Halbmesser a), so ist sein naoh 
Gl. (286) erzeugtes Bild eine Ellipse 
(Abb. 141a), ~nsbesondere ist das Bild 

dieser Abbildung eine e bene Platte von der 

b) 0 liegt auf der y- Achse, um ein Stiick von M entfernt. Das Bild des 
Kreises K mit dem Mittelpunkt M selbst wird nun eine nach einem Kreisbogen 
gekriimmte Platte; das Bild eines in einem Punkte A den Kreis K beriihren
den Kreises Kl ist ein jenen Kreisbogen umgebendes Profil in Form eines 
Tragfliigels (Abb. 141 b). 
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In allen Fiillen ist die entstehende Bildkurve durch den in Abb. 140 ge
gebenen Vorgang punktweise zu konstruieren, die Stromung selbst ergibt sich 
sodann nach Auflosung von G1. (286) durch Einsetzen von z = z (CJ in die 
G1. (282), die die Stromung um einen Kreis angibt. Auch die verschiedenen An
stellwinkel konnen dabei beriiaKsichtigt werden, indem man die Fliissigkeit 
nicht allein aus der Richtung der + x-Achse zustromen liiBt, Bondern aus einer 
Richtung, die gegen diese + x -Achse um irgendeinen Winkel ± a geneigt ist. 

66. Achsensymmetrische Stromungen. Eine zweite Gruppe von 
Stromungen, die den ebenen in gewissem Sinne ahnlich sind und 

Abb. 141 b. 

ahnlich wie diese behandelt werden konnen, bilden die wirbelfreien 
achsensymmetrischen Stromungen. Sie sind dadurch gekenn
zeichnet, daB bei ihnen die Bewegung der Fliissigkeit in Ebenen er
folgt, die alle durch eine feste 
Achse bindurchgehen, und daB der 
Bewegungsverlauf in allen diesen 
Ebenen der gleiche ist; zur Be
schreibung dieser Bewegung ge
niigt daher die Angabe der Be
wegung in einer solchen "Meridian
ebene". 

Sei 0:: (Abb. 142) die Dreh
achse, (z, r) die rechtwinkligen 
Koordinaten irgendeines Punktes P, 
V (vz' vr ) die entsprechenden Ge

o 

r 

z 

Abb.142. 

Bchwindigkeiten, so lautet die Gleichung der Wirbelfreiheit in 
diesem Falle ganz so wie fiir die ebenen Stromungen 

(lvr oVz 
---=0. oz or . . . . . (287) 

Umdie Kontinuitatsgleichung zu erhalten, betrachten wir in 
der Fliissigkeit ein £estes Drahtgeriist in der Form eines Teiles eines 
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Sektors nach Abb. 143, der die Breite dz, die Dicke dr, die innere 
Lange rd {} und die auBere (r + dr) d{} hat und rechnen die Durch
fluBmengen durch dessen Seitenflachen. Durch die linke Seitenflache 
rd{}·dr flieBt die Menge v,·rd{}.dr zu und durch die gegeniiber
liegende die Menge (v.+ov./oz.dz)rd{}.dr ab, der DberschuB 
ist also: 

o 

Ebenso 

_ oV'dz.rd{}.dr. 
'oz 

flieBt durch das Stiick 
~...;...-~~if1-dz) innerer Zylinderfiache r d{}· dz die 

Menge vr·rd{}.dz zu und durch 
die auBere (r + dr) d{}· dz die Menge 
(vr +ovri or· dr)· (r + dr) ·d{}· dz ab; 
der DberschuB ist: 

ov 
- orrdr.rd{}.dz - vrdr·d{}.dz. 

z 

Abb.143. 
SoIl der Raum dieses Drahtgeriistes 

bestandig von Fliissigkeit erfiiIlt sein, so muB die Summe dieser 
Dberschiisse versch winden, d. h. es muB 

oder 0(: v) + o(r vr ) = 0 . (288) 
oz or 

sein. Diese Kontinuitatsgleichung hat hier also eine etwas andere 
Form als bei Cartesischen Koordinaten, die Abweichung riihrt her 
von der Erweiterung des Raumelementes in der Richtung r. 

Die GIn. (287) und (288) lassen sich nun wieder wie bei der 
ebenen Stromung in zweierlei Weise durch die Einfiihrung des 
Geschwindigkeitspotentials f{! und einer Stromfunktion 1jJ befriedigen. 
Und zwar ist GI. (287) erfiillt durch den Ansatz: 

I ", ~ ~, ", ~ ~ I . . . . . . (289: 

und Gl. (288) durch den Ansatz 

I 1 01jJ ~~I 
!...I v_' __ r_o_r_, __ vr ___ ~,' . . . . . (290) 

Die Differentialgleichungen, denen die Funktionen qJ und 1jJ ge
niigen, erhalt man nun durch Einsetzen der Ansatze (289) in Gl. (288) 
und der Ansatze (282) in Gl. (279); es folgt nach Division durch r: 

I _ 02f{! 02f{! 1 Of{! 
ILlf{!=aZ'2+ar2+rar=0 •••.• (291) 
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und 

I o~ 'ljJ 02 '/.f) 1 O'ljJ I I Ll1 'ljJ=8z2- -f-- ar2 - r~ = 0 I' . . . . (292) 

Die erste dieserGleichungen ist diePotentialgleichung inZylinder
koordinaten fur achsensymmetrische Potentiale, die zweite die 
zugehorige D iff eren tial g 1 ei ch un g der S tok es s chen St ro m
funktion. 

Wie im Falle der ebenen Stromungen sind auch hier die Strom
linien durch die Kurven 'ljJ = konst. gegeben; da namlich fur eine 
Stromlinie die Richtung der Geschwindigkeit mit ihrer Tangente 
zusammenfallt, so gilt: 

d. h. es ist 

0'ljJ I oz 
- 0'ljJj6r' 

O'ljJ dr + 0'1/-' dz = 0, 
cr oz 

d. h. die Stromlinien sind auch hier wieder die Kurven 
1jJ = konst. Und ebenso wie friiher ist der DurchfluB zwischen zwei 
Kurven 1jJo = konst. und 1jJl = konst. durch die Differenz 1jJl - '/.fJo 
l5egeben. 

Ebenso laBt sich zeigen, daB die Stromlinien 'ljJ = konst., mit 
den Potentiallinien cp = konst. wie im Falle der "ebenen" Stromungen 
ein Doppelsystem orthogonaler Kurven geben, denn es ist wie dort: 

OCPO'ljJ oCPO'ljJ 
8Z2Z + or or = o ........ (293) 

Bezeichnet man endlich mit b 8 ein Element der Kurve 'ljJ = konst. 
und mit bn ein Element der Kurve cp = konst., so gilt: 

V= ccp =~a~ 1 
08 r on 

o=OCP=-~O'ljJJ' 
on r 08 

. . . . . . . (294) 

Dagegen sind hier die Kurven cp = konst. und 'ljJ = konst. nicht 
vertauschbar, die Funktionen cp und 1jJ haben sogar, wie sich aus (289) 
und (290) ergibt, verschiedene Dimensionen. 

Das Problem der Integration dieser Gleichungen kommt wieder 
darauf hinaus, in eine g ego ben e Meridiankurve 0 eine achsensym
metrische Stromung einzubauen: d. h. es ist eine Funktion cp zu 
bestimmen, die in dem gegebenen Bereiche der G1. (291) geniigt und 
am Rande die Bedingung (294) ocp Ion = 0 erfiillt. 

Einige besondere Losungen dieses Problemes sind im folgenden 
Beispiele gegeben. 
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Beispiel 74. Polynomische und andere Losungen. Wie man durch 
Einsetzen bestatigt, befriedigen die folgenden Funktionen die GIn. (291) und (292): 

Abb. 144. 

a) Stromung parallel zur z-Achse mit der Geschwindigkeit Yo: 

'P = Vo z, 'P = Vor2/2, 
b) 'P = log r, 'P = - z, (Abb. 144) 
c) 'P = 2 Z2 - r2, 'P = 2 r2 Z, 

d) rp = 11 {Z2 + r2, 'P = z! t Z2 + r2. 

(Man beachte auch das Bestehen der GIn. (289), (290), die iibereinstimmende 
Werte der Geschwindigkeiten Vz und Vr liefern miissen, ob man diese nun mit
tela 'P oder mittels 'P berechnet.) 



Dritter Teil. 

Dynamik der Gase. 

In diesem Teile werden - anhangweise - die wichtigsten Eigen
schaften und die Zustandsanderungen der Gase besprochen, und von 
den bei Gasen auftretenden, in technischer Hinsicht bedeutsamen Pro
blemender A usn uB aus GefaBen unter innerem Druck und dasStromen 
in Rohrleitungen behandelt, soweit diese Probleme nicht die Heran
ziehung besonderer Hilfsmittel aus der Thermodynamik erfordern. 

I. Gasgesetze und Zustandsanderungen. 
67. Eigenschaften der Gase. Wahrend die "eigentIichen" Fliissig

keiten (mit groBer Annaherung unter allen verwendeten Driicken) 
raumbestandig sind (e = konst.), hat jedes Gas die Eigensch., 
daB es keinen bestimmten Rauminhalt besitzt, vielmehr jeden Raum 
auszufiiIlen strebt, der ihm durch die umgebenden festen Korper ge
boten wird. Von diesem Rauminhalt ist auch der Druck abhangig, 
unter detu das Gas steht, und daher ist auch die Dichte e als Funktion 
des Druckes anzusehen. - Unter Gas werden dabei aIle stark zu
sammendriickbaren Fliissigkeiten verstanden, dazu gehoren also 
die atmospharische Luft, die schlechthin so genannten Gase, sowie 
auch die Dampfe in ihren verschiedenen Forrpen. 

Zur Kennzeichnung des physikalischen Verhaltens der Gase ist 
auBer dem Druck p und der Dichte enoch eine dritte GroBe notig, 
deren EinfluB bei den Fliissigkeiten nur voriibergehend (und zwar 
gelegentlich der Zahigkeit) zur Sprache kam, die aber bei den Gasen 
von maBgebender Bedeutung ist: dieTemperatur; sie wirdin "Celsius
graden" gemessen und im folgenden mit T bezeichnet; den vom so
genannten "absoluten Nullpunkt" der nach unten fortgesetzten Celsius
skala (- 273°) gerechneten Wert, also 273 + T = e, nennt man die 
absolute Temperatur. . 

Der EinfluB der Temperatur wird durch die grundlegende Eigen
schaft aller Gase zum Ausdruck gebracht, daB bei zunehmender 
Tempero.tur einer in einem festen Raume eingeschlossenen Gasmo.sse 
stets auch der Druck zunimmt. Bei den Gasen ist es oft praktisch, 
sto.tt mit der Dichte e oder dem Einheitsgewicht r besser mit dem 
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Einheitsvolumen b (spezifisches Volumen) zu rechnen, worunter 
der Rauminhalt verstanden wird, den ein bestimmtes Gasgewicht, meist 
1 kg, bei bestimmten Werten von P und T einnimmt. Die Beziehung 
der beiden GroBen b und r zueinander wird durch die Gleichung 

br = 1, oder I b = 1tr I . . . . . (295) 

hergestellt .. 
Die GroBen P, b, T (oder (9) nennt man ZustandsgroBen 

des Gases. Ihre Beziehung zueinander wird fiir die sogenannten idea
len oder vollkommenen Gase durch das Boyle-Gay-Lussac
ache Gesetz geregeIt, das die direkte Proportionalitat von P und b 
mit (9 auspricht: 

In dieser Gleichung bedeutet m die sogenannte Gaskonstante, die 
fur jedes Gas einen bestimmten Wert hat; wenn P in kg(m2 , b in 
mS/kg und T in Celsiusgraden verstanden werden, so geIten fUr m 
die folgenden Zahlenwerte: 

fur Luft m = 29,27} 
" 0 (Sauerstoff) = 26,47 
" N (Stickstoff) = 30,19 
" H (Wasserstoff) = 422,59 

Bezeichnen mithin P, b, T und Po, bo' To zusammengehorige Werte, 
so kann die G1. (296) auch in der Form geschrieben werden: 

p b/(273 + T) = Po bo/{273 + To)' . • . . . (297) 

Diese Gleichung gestattet die Berechnung einer ZustandsgroBe fur 
ein Gas, wenn die beiden anderen und irgendein wei teres zusammen
gehoriges Wertetripel Po' bo' To der drei ZustandsgroBen gegeben sind, 
z. B. ist: 

273 + T Po 
b=bo• 273 + T '-, o p 

273 + T 00 

P = po· 273 + To·u' 

273 + T= (273 + To)·~. 
Po bo 

. . (298) 

Beispie175. Einheitsgewicht7'o deratmospharischenLuftbei 760mm Hg 
und 00 C (normales Einheitsgewioht der Luft). 

Aus Gl. (298) folgt fur 9t = 29,27, Po = 0,76·13600 = 10333 kg/m2, T= ooC: 

_ 1 Po _ 10333 _ 3 

7'0 - ~. 9t (27-3-+ To) - 29,27.273 - 1,293 kg/m . 

Wenn daher 29,27·273 = 8000 Boloher Luftwiirfel von je 1 m Seitenlange auf
einander geturmt wiirden, so wiirden diese auf ihre. Grundfiaohe den normalen 
Luftdruok von 760 mm Hg erzeugen. Diese Luftsaule von 8000 m Hohe nennt 
man die Normalhohe der homogenen Atmosphare (s. Beispiel 2). 
Auf der Gl. (297) beruht auch die barometrisohe HohenmeBBung. 
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Beispiel 76. Tragkraft eines Freiballons. Bezeiohnet)8 den Raum
inhalt des Freiballons, der mit einem Gase vom Einheitsgewioht "kg/ms bei 
normalem Druok Po kg/m2 (entspreohend 760 mm Hg) und der Temperatur Too C 
gefiiHt iet, so ist die normale Tragkraft dieses BaHons - sein Auftrieb A -
d. i. die Tragkraft in Luft vom Einheitsgewiohte "0 = 1,293 kg/ma und dem 
gleiohen Druok naoh dem Archimedisohen Prinzip duroh die Gleiohung gegeben: 

A = !8 ("0 -,,) = )8 "0 (1 - "/"0) = )8 "0 (1 - ~) . .•. . • (299) 

In dieser Gleichung bedeutet ~ = "/"0 die Dichtigkeit des Gases, d. i. das 
Verhaltnis des Einheitsgewiohtes " des Gases zum Einheitsgewioht "0 der Luft 
bei gleichen normalen Werten Po und To (760 mm Hg und 0° C). Der Quotient 

A/!8 = "0 (1 -~) • • . . . . • . • . . . (300) 

ist daher die Tragkraft von 1 ma des Gases unter den gleichen Bedingungen. 
(Auf die Verii.nderliohkeit der Werte von "0 und " langs der Hohe des BaHons 
selbst wird bei diesen Betraohtungen keine Riicksicht genommen.) 

Fiir die als Ballonfiillung in Betracht kommenden Gase: Wasserstoff 
und Leuchtgas gilt daher die folgende ZusammensteHung, die sioh auf 760 mm Hg 
und 0° C bezieht: 

Einheits· Einheits· Dich· I N ormaltragkraft Tragkraft von 1 kg Gas 
Gas gewicht volumen tig~eit 11 - ~ von 1 ma "0(1- ~) =} -~ [kg/kg] 

" [kg/mS] )8= 1/" "0 (1 - ~) [kg/mal "0 ~ ~ 
.... 0,773 1 ° ° ° 1,293 ="0 I 

W asserstoff rein 0,089 11,23 0,067 0,933 1,20 13,8 

" 
unrein 0,15 6,67 0,116 0,884 1,14 7,6 

Helium 0,18 5,56 0,139 0,861 1,11 6,2 
Leuohtgas 0,59 . 1,695 0,456 0,544 0,7 1,2 

Ein "Zeppelin" von 15000 m3 Inhalt, mit unreinem Wasserstoff gefiiHt, hat 
daher eine normale Tragkraft von 

A = )8"0 (1-~) = 15000·1,14 = 17100 kg. 

Die wirkliche Tragkraft ist sehr stark abhangig von den Druck- und 
Temperaturverhaltnissen in den versohiedenen Jahreszeiten. In Mitteleuropa 
ergeben sioh fUr das Einheitsgewicht der Luft etwa die folgenden Werte fiir die 
auftretenden mittleren Schwankungen: 

(Sommerminimum) 700 mm Hg, T= 25° C: ,,= 1,09 kg/m3 , 

(Wintermaximum) 777 " T = 15° C: " = 1,38 " 

und ahnlich sind die Unterschiede in den Einheitsgewichten der FiiHgase. Fiir 
den Zeppelin von der angegebenen GroBe wiirde diese Schwankung einem Unter
I:lchied in der Tragkraft von 4500 kg entsprechen. -

Wenn ein Gas in einem Raume eingeschlossen ist, der einen 
beweglichen Teil besitzt, wie z. B. der Kolben eines Zylinders, und 
wenn aullerdem der Druck im AuBenraume kleiner ist als der innere 
Gasdruck, so wird das Gas den Kolben so weit nach auBen zu ver· 
schieben trachten, bis ein Ausgleich der Drucke hergestellt ist; man 
nennt diese Eigenschaft das Expansionsvermogen des Gases. Fur 
den AuBendruck 0 ist die bei der Verschiebung des Kolbens geleistete 
Expansions- oder Ausdehnungsarbeit fur 1 kg Gas und fUr die 
Verschiebung d s durch den Ausdruck gegeben: 

d 2! = p F ds = p db, 
Pilschl, Hydraulik. 12 
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also fiir eine endliche Verschiebung von 01 bis O2 (Abb. 145 )durch 

• . . . . . . . (301) 

Umgekehrt ist die zur Verdichtung des Gases von einem Raum
inhalt O2 auf einen kleineren 01 notwendige Verdich tungsarbeit 
durch dasselbe Integral mit negativem Vorzeichen gegeben. 

p 

Abb.145. 

Um dieses Integral auswerten zu 
konnen, ist ein Ansatz von der Form 
p ~ p (0) notig, der die Beziehung 
zwischen Druck und Rauminhalt wah
rend der Bewegung des Kolbens her
stellt. Diese Forderung fiihrt auf 
die Betrachtung der Zustandsande
rungen. 

Der VerIauf einer solchen Zu
standsanderung wird in iibersichtlicher 
Weise durch eine p-o-Linie (Gas
diagramm) dargestellt; nach Gl. (301) 
ist die Flache zwischen dieser Linie, 
der o-Achse und den Grenzordinaten 
ein MaB fiir die bei der betreffenden 
Zustandsanderung geleistete Arbeit 
(s. Abb. 145). 

68. Zustandsiinderungen. Wenn bei irgendeinem technischen Vor
gange ein Gas (oder ein Dampf) beteiligt ist, wie z. B. bei den Arbeits
vorgangen in den Luftmotoren, oder den Dampf- und Verbrennungs
kraftmaschinen, so werden bei dies em Vorgange Anderungen der Zu
standsgroBen p, 0, T eintreten, die durch Aufstellung gewisser Gesetz
maBigkeiten beschrieben werden mussen. Diese Zustandsanderungen 
der Gase und Dampfe sind durch mannigfache Umstande beeinfluBt 
und sind daher im allgemeinen recht verwickelter Natur. Wie auf 
jedemGebiete physikalischen und technischen Geschehens ist auch 
hier eine Idealisierung der "wirklich" auftretenden Vorgange notig: 
die "wirklichen" Zustandsanderungen mussen durch gewisse einfache 
Zusammenhange zwischen den ZustandsgroBen p, 0, T (oder anderen 
passenderen) ersetzt werden, die eine theoretische Verfolgung des Vor
gangs mit mathematischen Hilfsmitteln gestatten. Dabei geht die Ab
sicht dahin, zwecks Vereinfachung der Rechnungen die Zustandsan
derungen auf die Angabe der gleichzeitigen Anderungen von 
zweien dieser drei GroBen, und zwar womoglich von p und 0 
allein zuruckzufiihren. 

Die einfachsten Zustandsanderungen vc;m Gasen, die sich denken 
lassen, die freilich von der "wirklich" eintretenden oft sehr stark ab-
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weichen, sind jene, bei denen einer der drei durch die Gl. (296) ver
bundenen ZustandsgroBen p, v, T unverandert bleibt, wahrend die 
beiden anderen sich gemaB dieser Gl. (296) verandern. Von den 
Fallen, die sich auf diese Weise ergeben, seien erwahnt: 

a) Zustandsanderung bei gleichem Druck. Wenn p = konst., 
so ist z. B. bei einer Expansion des Gases von v1 auf v2 die Ex
pansionsarbeit: 

V2 

12{ = J p d v = p (v2 - v1)· (302) 
~, 

Diese Zustandsanderung ist nur moglich, wenn der Zylinder mit 
einem groBen Behalter in Verbindung steht, in welchem der Druck 
unverandert auf gleicher Rohe erhalten wird (Druckspeicher). Die 
p-v-Linie ist eine zur v-Achse parallele Gerade. 

b) Die isothermische Zustandsanderung ist gekennzeichnet 
durch gleichbleibenden Wert der Temperatur, T = konst. Die Gl. (296) 
gibt dann 

p v = PI V1 = Pz v2 = konst.; 

die p-v-Linie ist fur diese Zustandsanderung (bei Verwendung von 
entsprechenden MaBstaben) eine gleichseitige Ryperbel. Fur die Aus
dehnungsarbeit fur 1 kg Gas erhalt man den Ausdruck: 

(303) 

Auch diese Annahme T = konst. stellt offenbar der Wirklichkeit gegen
uber eine weitgehende Einschrankung dar, da sie sich nur verwirk
lichen laBt durch Verwendung eines sehr groBen Warmespeichers, 
in dem die gleichbleibende Temperatur T erhalten wird und der gut
leitend mit der arbeitenden Gasmenge verbunden ist. 

Beispiel 77. Leistung 
beim Expansionshub einer 
Dam p fmas chi n e. Erfahrungs
gemaB kann die Expansion des 
Dampfes im Zylinder einer Dampf- C 
mas chine angenahert als nach dem 
isothermischen Gesetz verlaufend 
angenommen werden. jz, 

p 

Unter dieser y orauZssel~zudng : .J.~CL.,~t.L.t.l.:L..:~~::tLZZ;~:z:z:, ..... -! 
solI die Leistung in emem y m er : pz 0 ~ 

~::~~n~~6;:ad~:~;;e!nnai~sie!~~ ·L.f ;::·~~~::~~--.-...... ---.V2 ._ ...... _ ........ ___ .~ 
Abb. 146. 

v 

dem gleichbleibenden Drucke von 
5 kg/cm2 langs des Weges von 
Obis 0, (Abb. 146) zustromt und 
sich von da ab - bei abgesperrtem DampfzufluB - bis auf den normalen Luft
druck von 1,033 kg/cm2 ausdehnt. 

Wenn auf der anderen Seite des Kolbens ebenfalls der normale Luftdruck 
herrscht, so ist die bei diesem Vorgange geleistete Arbeit W durch die in 
Abb. 146 schraffierte FIache gegeben; und zwar ist nach Gl. 303): 

12* 
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2{ = P1 b1 + P1 b1 log ~ - P2 b2 = ~ log ~ [kgm/kg Dampf] , 
P2 1'1 P2 

das Gewicht des in 1 sek zustromenden Dampfes ist 

G = 0,01 )'1 kg/sek, 

daher die Leistung: 

L = G 2{ = 0,01· P1 log -~ = 500 ·1,58 = 790 kgm!sek , 
. P2 

und in PS: 

N=Lj75=10,5PS. 

c) Adiabatische Zustandsanderung. Wie schon hervor
gehoben, ist es eine allgemeine Eigenschaft alIer Gase, daB bei einer 
Verdichtung (Kompression) die Temperatur steigt, bei einer Ver
diinnung (Ausdehnung, Expansion) die Temperatur falIt. SolI die 
Temperatur gleich bleiben, so muB dem Gas bei der Verdichtung 
Warme entzogen, bei der Verdiinnung Warme zugefiihrt werden. 
Beim Arbeitsvorgange in den Warmekraftmaschinen geschieht dies 
nicht, die Zustandsanderung volIzieht sich vielmehr so, daB der 
Warmeinhalt des gegen auBere Einfliisse abgeschlossenen Gases nahezu 
unverandert bleibt. Eine solche Zustandsanderung bezeichnet man 
als adiabatisch und die zugehOrige p-o-Linie als Adiabate. 

In der Thermodynamik wird gezeigt, daB das Gesetz fiir die 
adiabatische Zustandanderung in der Form anzusetzen ist: 

I Pb"~PIO~ =konst·l, ...... (304) 

wobei x = c I Cv das Verhaltnis der spezifischen Warmen bei gleich
bleibendem PDruck und gleichbleibendem V olumen ist; x ist stets 
> 1 und hat z. B. fUr Luft den Wert x = 1,405; PI' 01 bedeutet 
dabei irgendein zusammengehoriges Paar von Werten, das z. B. den 
Anfangszustand der Zustandsanderung kennzeichnet. 

Um die von 1 kg Gas geleistete Arbeit nach Gl. (301) zu be
stimmen, die beim Dbergang aus dem Zustand PI' 01 in den Zustand 
P2 , O2 geleistet wird, difIerenzieren wir zunachst Gl. (304) und erhalten 
nach Division durch 0,,-1: 

odp=-xpdo; 

addieren wir zu dieser Gleichung links und rechts P do, so folgt: 

d(po) = - (x -l)pdo, 

und daher nach Gl. (303): 

. . (305) 

worin die 2 Paare von ZustandsgroBen P1' 01 und P9' O2 durch die 
Gl. (304) miteinander verbunden sind. 



Gasgesetze und Zustandsanderungen. 181 

Beispiel 78. Leistung eines Luftmotors. Wie groB ist die Leistung 
eines Luftmotors in PS, dem in jeder Minute eine Luftmenge von 1,2 m3 vom 
Druck 5 kg/cm2 zugefiihrt wird, die in adiabatischer Zustandsanderung bis auf 
Atmosphiirendruck 1,033 kg/cm2 entspannt wird. 

Nach Gl. (305) ist die Arbeit von 1 kg Luft bei der adiabatischen Zustands
anderung von Pl'))l auf P2' ))2 (da ))1 = 1/1'1): 

Ferner ist das in 1 sek zugefUhrte Luftgewicht: 

G = ~~ ')'1 = 0,02')'1 kg/sek. 

Daher ist die Leistung des Motors in kgm/sek: 

P [ (P )1-11,,] L = G m == 0,02. " ~ l' 1 - P: . = 902,6 kgm/sek , 

oder in PS: 
N = L/75 = 12,03 PS. 

d) Polytropische Zustandsanderung. Da die Annahmen 
die den bisher betrachteten Zustandsanderungen zugrunde gelegt 
wurden, bei den "wirklichen" Vorgangen in den Warmekraftmaschinen 
nur sehr angenahert erfiillt sind, insotern namlich, als dem sich ausdeh
nenden Gase (oder Dampf) von den Zylinderwandungen wieder Warme 
zugefiihrt wird, so ist es notig, einen anderen Ansatz zu verwenden, 
der eine wirklichkeitstreuere Beschreibung dieser V organge gestattet. 
Die Zustandsanderung, die zur Beschreibung dieser teilweise nur mit 
empirischen Hilfsmitteln verfolgbaren Vorgange verwendet wird, und 
die sich enge an die bisher betrachteten anschlieJ3t, ist die pol y
tropische Zustandsanderung, oder kurz Poly trope genannt; 
sie wird durch einen Ansatz von derselben Form wie die Adiabate 
dargestellt: 

I p I) n = konst.l, (306) 

der Exponent n ist aber weder 1 wie bei der isothermischen, noch 
x = c I Cv wie bei der adiabatischen Zustandsanderung, sondern hat 
einen Pgewohnlich z w is c hen diesen beiden Zahlen liegenden Wert, der 
als empirisch bestimmt anzusehen ist, wobei die Besonderheiten des 
betrachteten Einzelfalles von Bedeutung sind (es wird also z. B. etwa 
n = 1,3 oder 1,2 angenommen). Die bei einer solchen polytropischen 
Zustandsanderung zwischen Pl' 1)1 und P2' 1)2 geleistete Arbeit III wird 
durch eine Gleichung ausgedriickt, die der G1. (305) vollig ahnlich 
ist, wobei nur n - 1 an die Stelle von x-I zu setzen ist: 

(307) 



182 D~amik der Gase. 

II. Ausflu6 und Rohrreibung. 
69. Bewegungsgleichung des Stromfadens. Zur Aufstellung der 

Bewegungsgleichung eines "gasformigen" Stromfadens dienen dieselben 
Dberlegungen Wie fUr den fliissigen, die allgemeine Form der Be
wegungsgleichung stimmt auch mit der fUr den fliissigen - Gl. (46) -
vollkommen iiberein. Der einzige Unterschied liegt nur darin, daB 
die Beschaffenheit des "Mediums" als Gas bei der weiteren Behand
lung zum Ausdruck kommen muB; und zwar geschieht dies dadurch, 
daB fUr ein Gas die Dichte e in Gl. (46) nicht mehr als gleichbleibend, 
sondern vielmehr nach irgendeiner der vorher (68) betrachteten Zu
standsanderungen [c) oder d)] vom Druck abhangig angesehen werden 
muB; es ist also im allgemeinen zu setzen: 

e= e(p); 

die Integration der Gl. (46) fUr den Stromfaden, in der jetzt die Ge
schwindigkeit - um eine Verwechslung mit dem Volumen b zu ver
meiden - mit w bezeichnet werden solI, liefert die Druckgleichung 
fUr den Gasfaden: 

w2 fdP ""2 + e + gz = konst.; ...... (308) 

fUr die meisten Anwendungen wird iibrigens das von der Schwere 
herriihrende Glied g z in dieser Gleichung als klein vernachlassigt. 

Die DurchfluBgleichung muB fUr den Gasfaden zum Ausdruck 
bringen, daB die in 1 sek durch alle Querschnitte hindurchgehende 
Gasmasse oder das Gasgewicht G dasselbe sein muB, d. h. 

G=I'Fw=konst. oder I G~Fw/b=konst·l. (309) 

DlJ.s in Gl. (308) auftretende Integral f dp / e = P (p) wird als 
Druckfunktion bezeichnet und diese Gleichung auch in der Form 
geschrieben: 

I w2 /2 + P(p) = konst.l .•....• (310) 

Fiir die adiabatische Zustandsanderung ist insbesondere zu setzen: 

und daraus (da I' = e·g) 

1 / e = g / I' = g. b = g. bl • (Pl / p)1/" , 
also 

P(p) =f dp = g'b .p l/"f~~ = g.b .p 1/". p1-~ 
ell pl/" 1 1 1 - 1/" 

" b. P 11" . " =g. ___ l_l_·p=g· __ ·Pb. 
" - 1 pI/" " - 1 
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Wird daher die Bewegung des Gasfadens (Abb.147) an zwei Stellen 
betrachtet, an denen die Geschwindigkeiten durch wI' w2 und die 
Zustande durch (p1 ' 01) und (p2 ' 02) gekennzeichnet sind, so gilt 
unter der Annahme adiabatischer Anderung: 

70. AusfluB von Gasen unter innerem 
Uberdruck. Aus einem GefaB, in dem sich 
Gas in einem gegebenen Zustand (Pi,Oi) 
befindet, stromt dieses Gas durch eine 
0fInung mit gut abgerundeter Miindung 
ins Freie ; wahrend dieses V organgs sollen 
die ZustandsgroBen des Gases im Innern 
unverandert bleiben und der ganze V or
gang solI von der Zeit unabhangig sein, 
also als s tat ion a r angesehen werden. 

Abb. 147. 

Wie bei den Flussigkeiten wird auch die Bewegung des Gases 
als Stromfadenbewegung aufgefaBt und die im vorigen Abschnitte 69 
erhaltene Gl. (311) herangezogen. Dabei wird die Zustandsanderung 
fur den Dbergang yom Innenquerschnitt F; bis zum Mundungsquer
schnitt F als adiabatisch vorausgesetzt, ferner Fi als sehr groB 
gegen F, also Wi als verschwindend klein gegen W angenommen 
(Abb. 148), so daB die Gl. (311) die Form annimmt: 

Dm das W bei gegebenem Innenzustande Pi' 0i 
zu berechnen, ist nunmehr noch anzugeben, 
welche Werte fiir p, 0 in dieser Gleichung ein
zusetzen sind. Fur vollkommenen Warme
abschluB und verlustlose Stromung muBte dafiir 
das adiabatische Gesetz in der Form der 
Gl. (304) herangezogen werden, wodurch etwa 0 
als Funktion von P ausgedriickt werden konnte. 

Abb. 148. 

Dm aber die Dnvollkommenheiten des Warmeabschlusses und gleich
zeitig auch die innere Reibung des Gases zu berucksichtigen, die selbst 
Warme erzeugt, die teilweise dem Gase wieder zugefiihrt wird, setzt 
man (mit Zeuner) fiir diesen Zweck eine polytropische Zustands
andernng in der Form an: 

dann folgt: 

po = (o;)n-l = (Pi)(n-l)/n 
Pioi 0 P 
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und die Gl. (312) nimmt die Form an: 

w'l = _g." p.b. [1 - (~)(n-l}lnJ . . . . (313) 
2 " - 1 ' , Pi 

Mit Hilfe dieser Gleichung ergibt sich das in 1 sek ausflieBende 
Gasgewicht: 

Fw 1 (p)l/n G=yFw=- = Fw - -
b bi Pi 

V "Pi [(p)2/n (p)(n+111nl-
= F 2g--- - - -- . (314) 

" - 1 b. Pi Pi J. 

Es bleibt nur noch die Frage offen, welcher Wert in dieser Gleichung 
fiir P einzusetzen ist. Man sieht sofort, daB die nachstIiegende Ant
wort, fiir den Miindungsdruck P in allen Fallen den Druck P d im 
AuBenraum zu setzen, sinnlos ware; denn aus dieser Gleichung wiirde 
fiir Ausstromung ins Vakuum (p a = 0) fiir P = P a = 0 auch G = 0 
folgen, was offenbar unmogIich ist. Es darf also jedenfalls fiir P a '" 0 
nicht P = Pa gesetzt werden. 

Die Losung der Frage haben Saint- Venant und Wantzel in 
folgender Art gefunden: es gibt einen bestimmten Wert von P bei 
gegebenen Pi' bi , fiir das G den groBten Wert annimmt; man nennt 
ihn den kritischen Strahldruck und bezeichnet ibn durch P = fJPi' 
so daB fiir G ~ Max. (d. h. fiir den groBten Wert von Gals Funktion 
von P oder fJ) auch: 

( p)2/n (p)(n+1)/n 
Pi - Pi = fJ2 /n - f3 (n+1)/n = Max. 

wird. Durch Differenzieren folgt daraus der gesuchte Wert von fJ: 

fJ = ~ = (_~)"/(n-1). . • . (315) 
Pi n + 1 

Man hat nun 2 FaIle zu unterscheiden: 
I. Fiir hohes Dberdruckverhaltnis Pal Pi> fJ wird P = Pa 

gesetzt, SO daB: 

Y " [( p yn-l)/nJ 1 
w = 2 g "1 (pl)P:,:i 1- P; J' . . . (316) 

G= Fw· -- -..!! 
bi Pi 

Insbesondere ergibt sich fiir kleine ~ruckunterschiede Pi - Pa zwischen 
Innen- und AuBenraum: 

(Pa) (n-l)/n = (1 _ Pi - Pa)(n-1Jln = 1 _ !!'_- 1 . Pi - Pa 
Pi Pi n Pi 

und daher: 

. . . (317) 
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II. Fur kleines Dberdruckverhaltnis Pal Pi < fJ wird P = fJpi 
gesetzt, also: 

oder: 
x n-1 

W= 1/2g~--~p.tJ. 
... -.~. 1 

r x-1n+1" 
1 

G = FW-fJl!1l 
tJ i r . (318) 

Der Vergleich zwischen den nach diesen Formeln gerechneten und 
den beobachteten Wert en hat gute Dbereinstimmung ergeben. 

71. Bewegung von Gasen in Rohren. Ganz ahnliche Erschei
nungen, wie sie beim Stromen der Flussigkeiten in Rohren gefunden 
wurden, treten auch bei der Stromung von Gasen auf. Auch fur 
Gase ist die Stromung fUr kleine Geschwindigkeiten eine Schichten
stromung, die bei einer gewissen kritischen Geschwindigkeit in eine 
wirbelige oder turbulente Stromung ubergeht; die praktisch vor
kommenden Gasstromungen sind alle von dieser zweiten Art. Nur 
wird bei Gasen in der Regel nicht mit der Widerstandshohe hr der 
Rohrreibung, sondern mit dem durch diese Rohrreibung hervorgerufenen 
Druckverlust L1 P an den Enden der Leitung gerechnet, die durch 
die Gleichung: 

L1P='Y· hr 

miteinander verbunden sind. Fur eine gerade Leitung von der Lange I 
und dem Durchmesser D wird L1 P in der Form angesetzt: 

. . . . . (319) 

Damit ist die ganze Frage auf die Bestimmung von 2 zuruckgefuhrt 
die im wesentlichen auf Grund von Versuchen erfolgen muB. Solche 
Versuche sind von zahlreichen Forschern ausgefuhrt worden; bei allen 
ist 2 selbst wieder von D, w und 'Y abhangig gefunden worden. Aus 
der groBen Reihe der bekannt gewordenen Ergebnisse seien hier nur 
zwei hervorgehoben: 

a) Nach Grashof ist zu setzen: 

Mit diesem Wert ergibt sich die VerIusthOhe nach (319) in mm 
Wassersaule oder kgjm2 (beide Angaben stimmen zahlenmaBig uberein). 
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b) Nach Fritsche ist fUr Gase (wenn lund D in m, w in 
mIsek, r in kg/m3): 

184,3.10-4 l w2 

Ll p = DO,269 (y W).0,148· y' D' 2g [kgjm2J, . (321) 

und zwar ergibt sich Ll p nach dieser Formel ebenfaHs in kgjm2 oder 
mm Wassersaule. Diese Formel gilt fUr aHe Gase und kann (b~i 
passender Einfiihrung von y) auch fUr Dampfe in ihren verschiedenen 
VerWElndungsformen herangezogen werden. 

Die mit Hilfe dieser Formel gerechneten Werte zeigen unter
einander, wie auch gegen die aus anderen Formeln gerechneten Werte 
ziemlich erhebliche Abweichungen. -

Was dieWiderstande der besonderen Einbauten in Gasleitungen 
betrifft, wie Kriimmer, Verzweigungen, Schieber, Ventile u. dgl., 
so miissen diese ebenfaHs durch Versuche bestimmt werden, wie bei 
den Fliissigkeitstromungen, doch liegen hieriiber zuverlassige Angaben 
in weit geringerer Zahl vor als bei den Fliissigkeiten. 

Beispiel 79. Durch eine gerade Rohrleitung vom Durchmesser D = 0,2 m 
und 1 = 60 m Lange stromen in einer Stunde 3000 m3 (feuchte) Luft von 20 0 C 
und 755 mm Hg mit dem Einheitsgewicht ,,= 1,19 kg/m3• Wie groB ist der 
Druckverlust? 

Der Rauminhalt der Luft ist 

3000 _ 3 
1 190 - 2520 m /Stde. , 

und daher die Geschwindigkeit 

_ 2520 _ 2520 _ I 

W - 3600.n D2j4 - 3600.0,0314 - 22,3 m,sek. 

Mit dies en Werten ergibt sich: 

a) Nach Grashof Gl. (320): 

2=0,01697, Llp=,,·hr =160,2kg/m2 oder mm W.S. (Wassersaule). 

b) Nach Fri tsche Gl. (321): 

1843.10-4 60 223 2 

A p = 0269 ' 0148. 1,19. ° 2 '18'62 = 158,3 kg/m2 oder mm W. S. 
0,2' (1,19·22,3) , " 
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der Akademie der Wissenschaften in Wien. Mit 20 Textabbildungen. 
(IV u. 50 S.) 1923. 2 Goldmark I 0.50 Dollar 

Die Gesetze des Wasser- und Luftwiderstandes und ihre 
Anwendung in der Flugtechnik. Von Dr. OSf'ar Martienssen, 
Kie\. Mit 75 Textfiguren. (VI u. 1~1 S.) 1923. 5.50 Goldmark / 1.30 Dollar 

Handbuch der Hydrologie. Wesen, Nachweis, Untersuchung und 
Gewinnung unterirdischer Wasser: Quell en, Grundwasser, unterirdische 
Wasserliiufe, Grundwasserfassungen. Zweite, ergiinzte Auflage. Von Zivil
ingenieur E. Prinz. Mit 33{ Textabbildungen. (XIII u. 422 S.) 1923. 

Gebunden 18 Goldmark I Gebunden 4.30 Dollar 

Die Grundwasserabsenkung in Theorie und Praxis. 
Von Dr.-Ing. Joachim Schultze, Privatdozent an der Technischen Hochschule 
zu Berlin. Mit 76 Textabbildungen. (VI u. 138 S.) Erscheint im JUDi 19:14. 

~-~----~-----------. 

Dber Wertberechnung von Wasserkraften. Von Dr.-Ing. 
Adolf Ludin, und Dr.-Ing. Dr. rer. pol. W. G. Wafrf'ns"hmidt, Karlsruhe i. B. 
(Sonderdruck aus "Der Bauingenieur", Zeitschrift fur das gesamte Bau
we sen, 2. Jahrgang 1921, H. 4.) (II u. 18 S.) 1921. (Auch als "Mit
teilungen des Deutschen Wasserwirtschafts- und Wasserkraft·Verbandes E. V." 
Nr. 3 erschienen.) 0.45 Goldmark I 0.15 Dollar 

Die Wasserkrafte, ihr Ausbau und ihre wirtschaftIiche Ausnutzung. 
Ein technisch-wirtschaftliches Lehr- und Handbuch. Von Bauinspektor 
Dr.-Ing. Adolf Ludin. Zwei Biinde. Mit 1087 Abbildungen im Text und 
auf 11 Tafeln. Preisgekront von der Akademie des Bauwesens in Berlin. 
Unveriinderter Neudruck. (XX u. 1528 S.) 1923. 

Gebunden 66 Goldmark / Gebunden 16 Dollar 

Kulturtechnischer Wasserbau. Von E. KrUger, Geh Regierungs
rat, ord. Profe~sor der Kulturtecbnik an der Landwirt~chaftlichen Hoch
schule zu Berlin. Mit 197 Textabbildungen. (Otzen, "Handbibliothek fiir 
Bauingenieure", Ill. Teil: Wasserbau. 7. Band.) (X u. 290 S.) 1921. 

Gebunden 9.50 Goldmark I Gebunden 2.30 Dollar 

Vortrage aus dem Gebiete der Hydro- undAerodynamik 
(Innsbruck 1922). Gehalten von zahlreichen Fachleuten. Herausgegeben 
von Th. v. Karman, Professor am Aerodyn. Institut der Techn. Hochschule, 
Aachen, und T. Levi.Chita, Professor an der Universitiit Rom. Mit 
98 Abbildungen im Text. (251 S.) 1924. 
13 Goldmark; g~bunden 14 Goldmark I 3.10 Dollar; gebunden 3.35 Dollar 



Dl'llckfehlerberichtignng. 

F k O k ~ 
S.24, Gleichung (35) statt ,= Zo + ~ lies ' 0 = ~., = Zo + ~ 

Zo Zo Zo 

S. 24, Zeile 10 ist nach dem Wort Spiegel eillzuschaltell "und ko jenen 
fUr die durch 8 zu dieser Schnittlinie gezogenen Parallelen" 

S. 59, Abb. 65 "y" ist eine Linie tie fer zu setzen. 

S. 121, Gleichung (216) statt :l /5 lies 3,0 

P 6 sc h I. _Hydraulik 
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