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UBER DIE SPANNUNGEN UND FORMANDERUNGEN VON KORPERN, FUR
DIE DAS HOOKESCHE GESETZ NICHT GILT.

Von Dipl-Ing. Fohannes Petermann (Berlin-Charlottenburg).

Einleitung.

Fiir die Beziehung zwischen Spannung und
Dehnung sind fiir Korper, die dem Hookeschen
Gesetz nicht folgen, schon um die Mitte des
vorigen Jahrhunderts, ja schon in der ersten
Hilfte des 18. Jahrhunderts Gesetze aufgestellt
worden. Diejenigen von ihnen, die ihrer verhiltnis-
mifBig einfachen Form wegen fiir die praktische
Verwertung allein in Frage kommen, sind:

das Potenzgesetz ¢ =« om,

aufgestellt von Biilffinger 1729, Hodgkinson 1822
und v. Bach-Schiile 1897;

o
a—bag’
aufgestellt von Cox 1850, von Lang 1896, und

das Hyperbelgesetz ¢ = -

das Parabelgesetz ¢ = a ¢ — 8 ¢,
aufgestellt von Hodgkinson 1849 und von Hartig
1893.

Uber die auf Grund dieser Gesetze ermittelten
Beziehungen zwischen Randspannung und Moment
sind eine Reihe von Abhandlungen erschienen,
von denen die wichtigsten sind die von Carling
(Potenzgesetz), Franke, Weiske (Hyperbelgesetz)
und Haberkalt (Parabelgesetz). Sie beziehen sich
teils aut homogenes, teils auf nichthomogenes
Material — Beton mit Eiseneinlagen — und geben
durchweg, soweit sie eine Losung auf exaktem
Wege suchen, Rechnungsverfahren an, die ihrer
Umstdndlichkeit wegen einen Weg in die Praxis
bisher nicht gefunden haben. Eine Ermittlung der
Randspannung unmittelbar aus dem gegebenen
Moment ist danach nicht méglich; fast jeder der
genannten Autoren geht in der Weise vor, dafy er
fiir einen gewihlten Spannungs- oder Dehnungs-
wert nach oft recht langen Zwischenrechnungen
das zugehorige Moment ermittelt, dafir Tabellen
aufstellt und diese zur Bestimmung der durch ein
gegebenes Moment erzeugten Spannung benutzt.

Es soll in der vorliegenden Arbeit versucht
werden, diese komplizierten Beziehungen zwischen
Randspannungen und Moment oder exzentrischer

Lingskraft auf eine cinfache Formel zu bringen,
die sich den genauen Werten gut anpafit und
die zu Untersuchungen von Forminderungen und
zur Ermittlung statisch unbestimmter Grofien
geeignet ist.

Es ist dabei das Potenzgesetz zugrundegelegt
worden, das wegen seiner geschlossenen Form
dazu besonders geeignet war, wihrend das
Hyperbelgesetz infolge des Auftretens von
Logarithmen zusammengesetzter Ausdriicke die
Rechnung wesentlich  komplizierter  gestaltet
hitte.  Auflerdem liefert auch das Potenzgesetz,
wic Mehmke nachgewiesen hat, in der Regel
genauere Ergebnisse.  Die Wahl des Parabel-
gesetzes hitte trotz der ganzzahligen Exponenten
gegenitber der Benutzung des Potenzgesetzes
keine Vorteile geboten; von Vorteil war seine
Wahl nur fiir die Untersuchung im letzten
Abschnitt.

Es wurde ebenso wie in den obenerwidhnten Ab-
handlungen von der Voraussetzung ausgegangen,
daf} die Querschnitte widhrend der Formidnderung
eben bleiben.

I. Randspannungen im rechteckigen
Querschnitt infolge Wirkung eines Moments.
Carling kommt bei Untersuchung eines

Rechteckquerschnittes auf Biegung zu folgenden
Formeln:

z
()‘J:ﬂo-lﬂ;; e e e e e e (1
z = —~-4—-~~P~1———— - (2
1 2 men

ymn +1 0’1;1”:{:1
M m 2 n
b= am41 TET a0y

Der Untersuchung zugrundegelegt ist
Potenzgesetz, und zwar ist das

o,(h—z) . . (3
das

Spannungsgesetz fiir Zug &, = «; o,
» » Druck eq =, on,



0

. mm+41) .
B= n(m-1) ’ % 1
RS I
_ ( oy " Druck h-z
r=4 (%) R -
Die Bedeutung der ibrigen Groflen geht aus R
Fig. 1 hervor; b ist die Breite des Querschnittes. Zug z
Carling wihlt nun 0,, ermittelt der Reihe nach
z, 0, und M, und stellt danach eine Tabelle auf.
Eliminiert man aus Gl. (3) die Gréflen ¢, und z, 1_5 |
dann erhilt man eine Beziehung zwischen M und o, ’
von der Form: Fig. 1.
M _ m h? n h2 ,
b —2m+T'61_‘ T *2'+211+1'ﬂ6l Y n m—u 4
1 + “A:n__ mon" 14 e (1 + ym tigm+t 1)
m +igp+1 yn+igm+1
Setzt man nun
yntlogp+l=x . . ... ... ... (5
und
. x \ntl
0y = T \m=n - .. (Sa
yn +1
dann ist
nt+1
M _ xm—a | m n g i
B DR NN A R VT
gimn Lemo (14 ) ento(t+ [ )oo
mtl
M Xm—n m ! ng
’b h“) — -‘11;*#’*—* e [ an +1— X + 2 I'l + ) e e (6
ym=n (1 4 x)?
Fiir z, h —z und 0, ergibt sich dann: so ist
7 = h ’ M Axetl 4+ Bxe
1+1 bhz T (14 x)?
X = A xp—1 —(2A— B)x»—2
h +@B3A—2B)xp 83— (4 A—3B)xp—4
h—z=-y s 4+ (5A—4B)xp—5—(6A —5B) xp6
+(TA—6B) xp—T— . .. ... ..
z
0y =B0; _— ,=B0ix . .. (T ynq setzt man nach Gl (5)
Setzt man in Gl (6) x = Cap,
m 1 50 ist
=], M
— e = —~1 g,(p—1
m—n b b2 = A Cr—10,p—1aq
" —(2A —B)Cr2 g,(p-24
=0 +(3A—2B)Cr—3 g,(p—8)a
m. . — {4 A—3B) Cr—4 g,(p—4q
2m-41 7 +(5A —4B) Cp—5 ¢y(p—5)a
ng —(6A —5B) Cr—6 g(p—6)a
=h, 4
2n41
s0 ist Man erhidlt damit einen Ausdruck von der
M xPax+4D) Form:
b h? c(t+x? M=K,or-a+K,07-204+Kzor—8a4. . (8
setzt man weiter Die rechte Seite ist eine unendliche Reihe
2 _ Aund =B, r{]lt sehr langsam abnehmenden gebrochenen
[ Exponenten.



Die Auflésung dieser Gleichung nach g, oder
der Gl. (6) nach x ist nicht moglich; wir ermittein
daher zunichst fiir beliebige Werte ¢, nach
Gl (5) die Werte x, nach Gl. (6) die entsprechen-
den Werte bl\;? und nach Gl (7) die 0y; die
Benutzung der Gl. (5) bis (7) ergibt gegeniiber
der Benutzung der Gl (1) bis (3) eine Verein-
fachung der Rechenoperationen um etwa 309/,

Dann suchen wir eine gecignete Ndherungs-
formel, die mit befriedigender Genauigkeit die
Beziehung darstellt zwischen ¢y und 6, einerseits

M
und dem Wert INER
Wert ?)1;][2 =0, (der Spannung, die sich nach

anderseits — bzw. dem

dem Hookeschen Gesetz ergeben wiirde) — von
der Form o =1 (0y).

Als Niherungsformeln kommen in Betracht:

. o=agy. . . . . .. ... . 9

IL. 6=0op . .. .. .. .. ... (10

HL. o=cop . .. ... ... ... m

IV. 0=aogy+bay .. . .. .. .. (12
Die Konstanten dieser Formeln werden aus

den genauen Werten ¢, 0, und ¢, nach der
Methode der kleinsten Quadrate bestimmt und
ergeben sich zu:

fiir 1I:
[0y 0] .
= Y e 13
= o (
fir 1I:
_ _[logggloga] 14
= egra] (
fur IIL:
o ¢ — log o] [log? 6y| — [log 6o} [log 6g loga] ..
o8 e =" i log? 6] — [log 0,2 (15
i[log ap log 6] — [log gy} {log 0] 5|
P= T i log? gyl — [log (s
fir 1V:
— [GOGI [0'04‘ - [60"‘61 [O‘.,:‘I
a—= ; e e e e e e . 16a
(00?) [0t] — 0" (
b {Gdl_ol [903] — (99 a] _[0‘031 ..... (16b

[062] [064] — [0¢°]
bedeutet die Zahl der fiir die Ermittelung
verwerteten 0, bzw. 0.

-

Um die Genauigkeit der vier Néherungs-
formeln I bis IV festzustellen, ist ein Zahlenbei-
spiel durchgerechnet.

Zahlenbeispiel.

Als Material wurde ein Beton vom Mischungs-
verhdltnis 1:3 gewdhlt, tir den Prof. Dr.-Ing.
Morsch in seinem Werke ,Der Eisenbetonbau*,
4. Aufl. S. 43 Dehnungszahlen verdffentlicht hat.

Die Probekorper, die zur Ermittelung dieser
Zahlen verwendet wurden, waren aus Mannheimer
Portlandzement und Rheinkiessand hergestellt.
Der Kiessand bestand aus etwa 3 Teilen Sand
von 0—5>mm und 2 Teilen Kies von 5—20 mm
Korngrofle. Die zusammengehorigen Werte von
¢ und s sind in der folgenden Tabelle 1 zusammen-
gestellt:

Tabelle 1.
Zug Druck
6 kg/cm? 0 kg/cm?

U — ” S
1,6 0,000006 | 3,0 0,000 010
3,1 0000013 | 6,1 0,000 021
4,6 0000020 | 92 0,000 032
6,2 0000028 | 122 0,000 043
7,7 0,000038 || 153 0,000 055
9,2 0,000047 || 183 0,000 067

| 245 0,000 092
306 0,000 117
36,8 0,000 143
| 49,0 0,000 198
| 613 0.000 255

Aus den Werten dieser Tabelle wurden die
Konstanten des Potenzgesetzes nach der Methode

der kleinsten Quadrate bestimmt mittels der
Formeln
low « — [log?g] [log ¢] — |log 0] [log 0 log ¢]
gu= illog?20] —|log o2
m bzw.n = iflog o loge¢|—[loge] [loge]

i|log 20| — [log o}?

sie ergaben sich zu

1 cm?z)m
“l = 291536 ( kg )
m = 1,169 813 68,
o — ] (cm‘-’ n
27 334436 \ kg )’

n = 1,073 629 59.

Die Spannungsgesetze fiir das vorliegende
Material lauten also

1
ir Zuw e 71,169 813 68
fir Zug ., 291536 O ,
R 1
ir Druc = 1,073 629 59
fir Druck ¢¢ 334 436 0 1,073 629 5

Nun wurden fir angenommene Werte o

unter Benutzung der Formeln 5 bis 7 die zu-

gehorigen Werte 0y, und 0, ermittelt; sie

M
b h?
sind in der folgenden Tabelle 2 zusammenge-
stellt und in Fig. 2 aufgetragen:
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Die Zahlenwerte der Konstanten und die ent-
sprechenden Formeln sind danach:

I a, = 0,87123391

0,=08712339 0y . ...... ©
II. p, = 0,9482559

0, = 6098259 . . . . .. ... (10’
L ¢, = 0,925393

p1 = 0,978 796 44

0, = 0,925 393 697879644 . . . . (11’

¢y = 1,004 5%

P = 1,024 196 04

0, = 1,004 596 51,024 19 04 (1"
V. a, = 0,895 25508

b, = — 0,001 270 853 3 cm?/kg

0, = 0,895 255 080, — 0,001 2708533 6y (12'
a, = 1,043 061 2

b, = 0,001 8439497 cm¥/kg

0, = 1,043 061 2 60,001 8439497 G2 (12"

In der folgenden Tabelle sind die nach den
vier Niaherungsformeln sich ergebenden Werte
o, — fur III und IV auch 0, — den durch
die genaue Rechnung ermittelten gegentiber-
gestellt; sie sind zum Unterschiede von diesen
mit ihrer romischen Ziffer als Zeiger versehen;
gleichzeitig ist auch ihr Fehler gegeniiber den
genauen Werten in Prozenten der letzteren an-
gegeben, um einen Vergleich der Naherungsfor-
meln nach ihrer Giite zu ermoglichen.

Aus Tabelle 3 geht hervor, dafl die Ndherungs-
formel III die weitaus genaueste ist, ihr Fehler ist
durchweg kleiner als 0,5 9/y. Ihre Genauigkeit
geniigt also fiir alle praktischen Fille vollkommen,
es ist unbedingt zuldssig, bei dem hier vorliegen-
den Material die Randspannungen im Rechteck-
querschnitt infolge reiner Biegungsbean-
spruchung — zu berechnen nach den Formeln:

0, = 0,925 393 00978796
0, = 1,004 596 01,024 19.

II. Beanspruchung eines rechteckigen Quer-
schnitts durch eine Normalkraft innerhalb
des Kerns.

Die Grundlage fir die Untersuchung bildet
wieder das Potenzgesetz.

Die Bedeutung der einzelnen Grofien ist durch
Fig. 3 gegeben.

Es ist
&= @y ON
—_— Z JE—
&, = & 2y = 24
2 Z

gn=0p = o,
1
n

1
w(2) = ()
0, = -— =0
7 2 PA ‘Z‘

9

s J,-—A S

\
i
|
\
|
I
|
L
VL_\L_.‘L_L

Fig. 3.

Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Normal-
kréfte lautet

79 1
1
N= /O‘xdz:bd? i /zndz
Zo M gy
(7
n+l ntl
. n Zy M — 2z D
=Dbo; =2
%2 +1 1
Zgn
Ferner ist
1
Zp\n )
0, =0, ( ! ) ...... (18
2\ 2z,
Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Mo-
mente ergibt
Zo
! TS
NZN:b/O‘ZZdZ:bG._) 1 zZ'T adz
Zon g,
19
2n+1 2n+1 (
n Zo D — 7 n
=bo, [ A
7, 2n41 1
z,n

Dividiert man GI. (19) durch Gl (17), so er-
hiilt man

2n+41 2n+1
o n-41 Zy B —z 0
/‘N*Zn—H' nt1 n+1
Z: n —Zl n
Sctzt man nun
zy = x, h
zy=2z,—h=(xg—1)h
ZN = XN h
e = Xeh
SO ist
2n+1 2n+1 2n+1
N 11:'11—%—1 ) Lx._, o —(xg—1) v ] h n
2n-+1 n+1 n+1 n+1
[Xz n—(xy— 1) n Jh n
2n+1 2n+1
_ n—+1 X, . —(xy—1) n
N Zong1’ att nt1
X, v —(xp—1) n



Nun ist
. 1
xeh_xNh-—(xz— 2—)11
also
2nt1 2n+1
_n41 x9 n —(x—1) =
X Zonfi a1 nbr %ty o @
Xg B —(Xg—1) »

Fir die Lage des Kernpunkts ergibt sich

_nt1 1
2n+1

5"

Gl (20) sagt aus, dafl x, nur abhingig ist von
Xe, die Lage der Nullinie also nur von der Exzen-
trizitdit der Kraft und der Querschnittshdhe h;
Gl. (17), daf} o, proportional ist N.

Um aus Gl (17) bei gegebenem N und e die
Randspannung 0, zu bestimmen, ist es nétig, zg zu
ermitteln, d. h. das dem gegebenen xe. ent-
sprechende x,.

Die Gl (20) nach xo aufzulésen ist aber nicht
moglich. Wir berechnen daher nach ihr fiir be-
liebige Werte x, die zugehdrigen xe und stellen
dann eine Niherungsformel von der Form
X, = f (x¢) auf, fiir die wir die Konstanten nach
der Methode der Kkleinsten Quadrate bestimmen.

Als Niherungsformeln kommen hier in Be-
tracht:

V. x._,:a—l-—r: - (21
b

VL X2:a+’x‘2 . (22
b

VIL x2:a+x +c Xe . . (23

Fir die Konstanten dieser drei Gleichungen
ergeben sich folgende Formeln:

AR T
Lol =[5 T
_ ! L%_]:_[ﬂ ’1’] (24D
N ilal -
_xz][ “] [ ][ ] (25a

el =Ll

R e Rl
[l - [al

(25b

10

o= ] =) (e
SR SR ENTRN |1
(-t~ [ ] e
— bl bl Il (i bl — (el [ 2]
= {1 ([ poxa =i 2])

D [(RAS TR
= [rala)}

i L[

(i [ ] =] )

Ist nun fiir gegebenes x. nach einer der
Niherungsformeln — tiber ihre Genauigkeit gibt
das folgende Zahlenbeispiel Aufschlufs — das zu-

(26a

(26b

(26¢

gehdrige x, ermittelt, dann erhalten wir nach
GL (17)
1
o — n+1 N Zgn
~ n b+l nt1
Zg n —z; 0
71‘
_ N n+1 Xq 1
“bh T n  nH ntl ° 27
Xo B —(xg—1) B
Setzen wir N o', so ist
bh ™ 7’
0y =0"1f(xy) . (28

-Fiir f(xo) kann man eine Tabelle aufstellen,
so dafy die Randspannung 0,, wenn x, nach einer
der Gl (21) bis (23) aus x. ermittelt ist, schnell
bestimmt werden kann.

Zum Vergleich sei die Randspannung nach
dem Hookeschen Gesetz angegeben unter Ein-
fithrung von Xxe:

N N 6ey __ N
w=ptw=p (1+5)=F (+6x)
=0 (1 +6xe) . (29
Zahlenbeispiel
Es wird dasselbe Material gewidhlt wie im

Zahlenbeispiel des ersten Abschnitts.

Nach Gl. (20) werden dann fiir gewihlte Werte
xo die zugehdrigen x. errechnet (s. Tabelle 4).
Nun werden die Konstanten fiir die drei Nihe-
rungsformeln 21-—23 bestimmt und fir die durch
die genaue Rechnung erhaltenen x. mit Hilfe



dieser drei Formeln die zugehorigen x, ermittelt.
Es hat sich dabei herausgestellt, dafl die Ergeb-
nisse der beiden ersten Formeln mit ziemlich be-
trichtlichen Fehlern behaftet sind, dafl die der
dritten jedoch recht befriedigend sind. Es seien
daher nur diese letzteren hier wiedergegeben.
Fiir die Konstanten dieser Formel ergaben sich
nach den Gl (26a—c) folgende Werte:

a = 0,479 56
b = 0,078 062
¢ = 0,207 63.
Es ist also
2
V11 = 047956 4 70 062 4 0,20763 x..
Xe

Die folgende Tabelle zeigt die gute Uberein-
stimmung zwischen den Werten x,VII und den
genauen x, Die Werte der ersten beiden Spalten
sind in Fig. 4 aufgetragen.

Tabelle 4.
Xy Xe X, VII i X,V ”,—’_ X2 100
Xy
1,0 0,1589 1,003 81 -+ 0,381
1,1 0,1312 1,10178 | 40,162
1,2 0,1120 1,19959 | — 0,034
1,4 0,0867 1,39793 | — 0,148
1,7 0,0649 1,69584 | — 0,245
2,0 0,0519 1,994 42 — 0,279
2,5 0,0389 249438 | —0225
3 0,0311 299605 | —0,132
4 0,0222 4,00048 | -+ 0,012
6 0,0141 6,018 80 +-0,313
10 0,0082 10,001 02 + 0,010
20 0,0040 19,995 89 — 0,021

Die Genauigkeit von Formel VII ist danach
praktisch vollkommen ausreichend, ihr Fehler ist
kleiner als 0,49/,

Es bleibt jetzt nur noch ibrig, fur den Aus-
druck in Gl. (28)

1

n-+1 Xg 1
flx) = _:: nt1 ’ nt1
Xg n —(xg— 1) »
eine Tabelle aufzustellen. Es ist das geschehen
fiir das Material unseres Beispiels in Tabelle 5;
dort sind auch zum Vergleich mit den Ergeb-
nissen des Hookeschen Gesetzes die Werte
(1 +6x¢) eingetragen.

Ist beispielsweise fiir den Querschnitt eines
Betonbogens ohne Eiseneinlagen

o' =25kg/cm? und x. = 0,1589,

so ist die wirklich auftretende grofite Rand-
spannung
0, = 251,931 4 — 48,285 kg/cm?.

Tabelle 5.

Xo Xe f (xv) 146 xe
1,0 0,189 1,931 420 1,953 4
1,1 0,131 2 1,773 111 1,787 2
1,2 0,1120 1,661 711 1,672 0
1,4 0,086 7 1,514 291 1,520 2
1,7 0,064 9 1,385 840 1,389 4
2,0 0,051 9 1,308 854 1,311 4
25 0,0389 1,231 842 12334
3 0,031 1 1,185 596 1,186 6
4 0,022 2 1,132 685 1,133 2
6 0,014 1 1,084 514 1,084 6

10 0,008 2 1,048 9¢8 1,049 2

20 0,004 0 1,023 871 1,024 0

% 005 Q10 Q15- %,

Fig. 4.
Nach dem Hookeschen Gesctz
002 == 251,953 4 == 48,835 kg/cm=.

Der Wert unterscheidet sich schr
wenig von dem genauen, ist iiberdies etwas un-
giinstiger, so dafd es fur alle praktischen Fille
unbedingt zuldssig erscheint, die genaue Rech-
nung nach dem Potenzgesetz durch die wesent-
lich einfachere nach dem Hookeschen Gesetz zu
crsetzen,

letztere



III. Beanspruchung eines rechteckigen
Querschnitts durch eine Normalkraft auller-
halb des Kerns.

Da bei einem Material ohne Proportionalitit
zwischen Spannung und Dehnung das Gesetz von
der Addition der Wirkungen nicht gilt, kann auch
dieser Fall ebensowenig wie der vorige durch
Zerlegung — Ersatz der exzentrischen Druckkraft
durch eine zentrische und ein Moment — unter-
sucht werden. Der Vollstindigkeit wegen ist ver-
sucht worden, auch hier die Beziehungen zwischen
den Randspannungen und den wirkenden Kriften
festzustellen, es ist aber leider nicht gelungen,
eine bequeme Losung zu finden.

‘Es ist
fiir Druck 14 = «y0n,
sy Zug £, — @ Om,
1 1
Gd:GQ(f‘i)n =0, (l)n
& AR £
1
Gzza]( y )m.
Y1
> N
€
|
|
& )
I ] iy <% f
)3 I
Z
_ _ b
A A

k
Zz Y
| Z* oz
& &y
Fig. 5.

Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Normal-
krifte ergibt:

N:b'/o‘ddy——b/‘o‘zdy

Ya Y
1 1 1 1
:bo'z'—_f“/‘)’n dy — bo, —j-1—~/ym dy
Yo® 0 yi™ 0
- n , o m
= n+1 bO'-))-_g m+1 bdlyl (30
Ferner ist
1 1
a._,:(»“i)"aﬁ (yg)“ ..... (31
«y Y
h=y;+ys. - o« . o oo (32

Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Momente
lautet:

12

N-yN:b/Gdydy+bfdzyd)7

Ya
1

y1+n' dy

(33
Y1

1
+bmﬁﬂjf¢+ady

yym0

. 94 m ;2
hnd 2n+1 bGJY2+2m+1 bGl)l

Die Formeln sind der Form nach dieselben
wie die im Abschnitt I fiir reine Biegungsbean-
spruchung mit dem Unterschiede, daf} dort N=0
ist und fortfillt. Die Auflssung ist infolgedessen
hier noch komplizierter, so daf’ von einer weiteren
Entwickelung vorldufig abgesehen wird.

Eine Niherungslésung wire in der Weise
moglich, dafl man die Randspannung fiir eine
Reihe von Werten N;, Ny, N3 . . N, und
€el, €, €3 . . . € berechnet, dann eine Ndherungs-
gleichung von der Form ¢ =1f(N,e) aufstellt,
o also als Funktion zweier unabhingigen Ver-
danderlichen durch die Gleichung einer Fliche
darstellt und die Konstanten dieser Ndherungs-
formel nach der Methode der kleinsten Quadrate
bestimmt.

IV. Forminderung bei reiner Biegungs-
beanspruchung.

Nach Mohr ist die Biegungslinie das Seil-
polygon fiir eine kontinuierliche Belastung, deren

Ordinate gleich dem

Kontingenzwinkel der i

elastischen Linie ist. |\\
|

Es ist
h
Wir benutzen die im

Abschnitt I aufgestellte
Niherungsformellll und

w=de=

setzen fiir die Rand-
spannung

auf der

Zugseite 0] = ¢ 0

Druckseite 0y, = c,0y"

Dann ist

4y = a; Cym gymi dx

dy = -— ) CyR O dx Fig. 6.
und
@ Cym gymu —|— ty CyR O
e . - - - - d X
h
_ 20y ajem ol en ol g
= 5 )



Wir fithren jetzt, um einen Vergleich mit den
Ergebnissen des Hookeschen Gesetzes zu ermog-
lichen, einen Elastizititsmodul E ein, der beliebig
grofy gewihlt werden kann, und erhalten

w = év} ¢ dx . (34
worin ist
E ,
9 = 5 [ercymogmi=1 4 ay cyn ogn—1)
=y 0% + ¢, 0¢%2 (35

hiervon ist

1= g @™
E

T2= 5 @ C"

o =mu—1

go=nwr—1.
Fur die Grofle ¢ 1aBt sich fir jedes Material
eine Tabelle aufstellen.

Man hat dann'nach Auftragung der - -Fliche

M
EJ
nur notig, fir einzelne Querschnitte die Spannung
nach dem Hookeschen Gesetz ¢; zu bestimmen,
aus der Tabelle die zugehorigen Werte ¢ zu
entnehmen und mit ihnen die Ordinaten der

- Fliche zu multiplizieren. Das zu dieser

M
EJ
é’l-jorp—Fléiche gezeichnete Seilpolygon ist dann
die Biegungslinie,
. M

Statt die E]
zu multiplizieren, kann man auch die J-Fliche
durch ¢ dividieren und erhilt dann einen Balken

Fliche oder die M-Fliche mit ¢

mit verdnderlichem J. = J ,- auf den dann das
lrx
gewodhnliche Verfahren angewendet werden kann.

Zahlenbeispiel
Das Material ist dasselbe wie bei den fritheren

Beispielen.
Es ist
. 1 _
fur Zug o = 291539 M= 1,169 813 68
c; = 0,925 393, 1« = 0,978 796 44

334’436, n = 1,073 629 59

c, = 1,004 596, » = 1,024 196 04.

E wird gewihlt zu 350000 kg/cm?; es ist das
der Wert, den Faerber nach Durchbiegungs-
messungen an einem Betongewoélbe ermittelt hat
(Deutsche Bauzeitung, Mitteilungen iiber Zement,
Beton- und Eisenbetonbau 1911 S. 117).

Danach ergibt sich

g1 = 0,690 165 19
s = 0,525 853 97
01 =0,145009 5

04 = 0,099 607 18.

fir Druck «, =

13

Die sich hiernach ergebenden Werte fiir 4
sind in der folgenden Tabelle 6 zusammengestellt.

Tabelle 6.

B T A o A T R . A
1 121602 1 | 1,64488 001972
2 1,326 58 0,110 56 12 1,66310 0,018 22
3 1,396 02 0,059 44 13 1,680 0 0,0169
4 1,447 55 | 0,051 53 14 1,6959 0,0159
5 148883 004133 15 | 17108 . 00149
6 1,52354 0,034 66 16 1,724 8 0,014 0
7 1,553 50 | 0,029 96 17 1,738 1 0,0133
8 1,57993 002643 . 18 | 1,7508 00127
9 160364 002371 19 | 1,7629  0,0121
10 1162516 | 002152 20 | 1,7744 00115
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Um ein Beispiel zu geben, ist in Fig. 7 fiir
einen einfachen Balken von 2 m Stiitzweite,
J==100000 cm¢ und W = 5000 cm3, der in der
Mitte mit einer Einzellast von 1000 kg belastet
ist, die halbe M- und die halbe M ¢ - Fliche auf-

getragen, ebenso auch die halbe J- und die
halbe %-Flé’tche.

Durch Wahl eines anderen E lieie sich noch
eine bessere Ubereinstimmung zwischen den ein-
zelnen Flichen — fiir die Ermittlung der Durch-
biegung an eciner bestimmten Stelle sogar volle
Ubereinstimmung — zwischen dem Ergebnis der
genauen Rechnung und der nach dem Hookeschen
Gesetz erzielen.

V. Zur Berechnung statisch unbestimmter
Systeme.

Da auf Korper, fiir die das Hookesche Gesetz
nicht gilt, der Maxwellsche Satz von der Gegen-
seitigkeit der Form#nderungen nicht anwendbar
ist, so ist die Berechnung statisch unbestimmter
Grofden mit Hilfe von Biegungslinien fiir die Zu-
stinde X, = —1, Xp =—1 usw. nicht méglich.

Es soll nach dem Vorgange von Miiller-Bres-
lau (Die neueren Methoden der Festigkeitslehre
und der Statik der Baukonstruktionen, Leipzig
1886, Seite 150) unter Anwendung des Gesetzes
der virtuellen Verschiebungen zunichst fiir den
Fall reiner Biegung — z. B. Balken auf mehreren
Stiitzen bei Vernachlissigung der Schabspannun-
gen — versucht werden, eine Losung zu finden.

Das Gesetz der virtuellen Verschiebungen
lautet fiir Tragwerke, die nur auf Biegung bean-
sprucht werden,

2 Qo‘:/’ﬁ‘rdq).

Leisten die dufleren Krifte keine Arbeit und
treten Auflagerverschiebungen nicht auf, so ist

/‘ledr[r: 0.

Diesen Satz hat Miiller - Breslau zuerst zur
Berechnung statisch unbestimmter Gréfien be-
nutzt, indem er ihn der Reihe nach auf die Be-
lastungszustinde X, =—1, Xp=—1 . . . . an-
wandte.

Man erhédlt durch dieses Verfahren so viel
Gleichungen, wie Unbekannte X vorhanden sind,
und ist dann in der Lage, diese zu berechnen.
Die Gleichungen lauten:

/Mazldl"\:O
/M],.lldqa:O

14

A4dg ist die dem wirklichen Verschiebungs-
zustande entsprechende Winkeldnderung zweier
benachbarten Querschnitte am Ende der Form-
dnderung; es ist also
sdx —sdx

R

wobei ¢ und ¢ die Dehnungen der dufleren Rand-
schichten sind (s. Abschnitt IV).

Die Einfithrung des Potenzgesetzes in diese
Gleichung wiirde wieder zu unendlichen Reihen
fihren; wir wihlen daher als Ausdruck der Be-
ziehung zwischen Spannung und Dehnung hier
das Parabelgesetz in der Form

s=a0+ pgo?

Adq: -

und erhalten

ady= (‘11,9{1:5'_,!,319121:*}; (2024800 4 (36
wobei fiir 6, und ¢, die absoluten Werte einzu-
setzen sind.

Fir die Beziehung zwischen den Rand-
spannungen und dem Moment wihlen wir nach
Gl. (12) die Form

o =y M4 M2
0y=y, M4 J, M2

und erhalten

ddp= 111 ley (yy M4 0y M2) + By (71 M40y M2)2] d x
T Gra M MY Gy M 0, M)

1
= eyt apM

(I @ Iy By i+ By yd) M2
+2B1y1 At By M
4 (8, 92+ s 0,?) M4} d x

Ady = ”dﬁx [ayM+a, M2+ a;M34-a, M4 . . (38

Dieser Wert wird eingesetzt in die den Zu-
stinden Xy =—1, Xp=—1 . . . entsprechenden
virtnellen Arbeitsgleichungen, die folgende Form
annehmen:

/MZL(aJM+33M2+a3M3+a41\44)dx:0]
39

/Mb (a, M 42, M? +agMi+a,M)dx =0 |

Setzt man jetzt
M=M—M, Xy —MpX},— . . . .

in die GI. (39) ein, dann erhilt man von Gleichun-
gen vierten Grades, in denen nur noch die Unbe-



kannten X,, Xp . . . auftreten, so viele wie Un- L, . 0895255 1 . 0000127085 1
bekannte noch vorhanden sind. AT W mi’ T w2 tmt
Liegt ein einfach statisch unbestimmtes System
vor, so ist 1,043061 1 0,000 184 395 1
M = My— M, X, e S R SR
und

0 ::f M, ddy :/Mu [a; (Mg — Ma Xo) 4 a5 (Mg — Ma Xo)? + 35 (Mg — M NXad + a, (Mg — Mo Xo)4 d x

Die Auflosung ergibt
CXa—GC X2+ CXd—Cy Xt =Cy . . .. ... .. .. .. 0

Hierin ist

C = aJMﬂQ dx-}2 a._,/M(, M.2d x+43 ang(,'-’ Mi2dx—+4a, /':\Lf" M.2d x

Cy=a, f Mi3dx-+3 a:i/IVIO M3dx+6 ?‘4/1\’11{" Madx

Cy= a;,/‘M.‘.*d x+4a, /MOM,g dx

Cy=a; f Mbdx

CO:aJ‘MOMadx+aQ/MOfM;, (lx+a3/l\l,,"l\lu(\x-|——:u/ Myt M. d x

Zahlenbeispiel. Setzen wir W = 1000 W, so ist tiir Gl (38):
Das Parabelgesetz tiir das Material, das in 0,000 678 068 0 1
den Zahlenbeispielen der Abschnitte I bis IV 4 = 2 tm

é Z autet
vorausgesetzt wurde, laute 0,001 570 361 2 1

) a, = o e
g o : W e
fir Zug: 1= 980847 + 5889 806 ’ 0.000340978 0 1
ay = — )
, 3 I3 3 m
C o= Oy __ O
» Druck: &= ,g035s + 84799 380 00000314309 1
ay = g ot

Die Kounstanten sind nach der Methode der

kleinsten Quadrate ermittelt. . _— . —
Qua m Es sei als Beispiel ein Balken auf drei Stiitzen

. N ocoled . . - Iem
Die Naherungsgleichungen in Parabelform fiir ;;¢0rqucht mit den in Fig. 8 angegebenen Ab-

die Beziehungen zwischen den Randspannungen
und dem Moment lauten nach Abschnitt 1

=p=24
0895255 . 0,00127085 ProBom

fir Zug: 0= W M W2 M2; C pz\zé_ﬂ 1t/m
\
Druck: ¢, — 1,043 061 M+ 0,001 843 95 M2,
” 2 w W,
2 A e b
Die Konstanten gelten fiir die Einheiten k¢ . .
und ¢ m; nach der Umformung auf t und m, die A R —"
fir die Zahlenrechnung hier bequemer ist, er-
halten wir: Fig. 8.
o 1 m | _ 1 mt |
“1= 5808470 t ’ 1= 583980600 1’ messungen und Belastungen.  Das Widerstands-
moment des rechteckigen Querschnitts sei W
1 m? 1 mt =35000cm3.  Dic Reaktion der Mittelstiitze sci

)y =

2903050 t ' P27 8479958000 t? als statisch unbestimmte Grofie X, cingefiihrt.



Die Konstanten der Gl. (40) ergeben sich zu

2
C, = 0,000 538 920 _‘;L ,
m?2
C; = 0,000039780 " »
2
C3 = — 0,000 001 722 % ,

C4 = 0,000 000 033 5
Co = 0,001 383946 m?2.
Multiplizieren wir. sie mit 109, so lautet die
Gl (40):

538 290 X5 — 39780 X2 — 1 722 X,3 — 33,5 X3¢
= 1383 946.

Es ergibt sich
X, = 3,880 t.
Der Auflagerdruck der linken Stiitze ist

7 Xa

A:Tpl—T:LSE\t.

Das absolut grofite Moment tritt iiber der
Mittelstiitze auf und ist

2
M1:A-1—p17::0,88tm.

16

Thm entspricht

88 000
5000

Die Randspannungen sind danach

— =176 kg/cm?2

auf der Zugseite

0, = 0,895 255 - 17,6 — 0,001 270 85 - 17,62

= 15,363 kg/cm?,

auf der Druckseite

0, = 1,043 061 - 17,6 -+ 0,001 843 95 - 17,62

= 18,929 kg/cm?.

Fiir ein Material, das dem Hookeschen Gesetz
folgt, wiirde sich ergeben

M, M.
/ 0 dx 15
Xa=¥———= 16 pl
fMa?dx
=375t,
7 15 . 13
=g PlogPl= g Pl
13 pl 3
— 2 __ ¥ - - 2
My =55 pl 5 =Pl
= — 75000 kg cm,
_ _ 75000 __ )
61— 9 = *"50—-«00 =15 kg/ClTl






