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Vorwort

Die hier vorliegenden Ausfiilhrungen {iber unser heutiges Wissen
von Sternhaufen werden in mancher Hinsicht unvollstindig erscheinen.
Ich meine dabei namentlich das Kapitel iiber Dichtegesetze von Stern-
haufen, welche keine Kugelsymmetrie zeigen und weiterhin die Aus-
fithrungen iiber die kosmogonische Stellung der Sternhaufen. Der Grund
fiir die Unvollstindigkeit ist vor allem im Mangel an ausreichendem
Beobachtungsmaterial zu erblicken. Da die Ausfiillung dieser Liicke
aber nur eine Frage der Zeit sein diirfte, scheint es gerechtfertigt, die
Arbeitsmethoden selbst zu skizzieren und ihre Anwendung auf konkrete
Fille spiteren Untersuchungen zu {iberlassen. Der Hauptwert wurde
darauf gelegt, die bisherigen Arbeiten moglichst abschlieBend zu be-
handeln, so weit das heute schon moglich ist.

Ich mochte hier ganz besonders Herrn Professor Kienle fiir viele wert-
volle Ratschldge bei allen meinen Arbeiten iiber Sternhaufen danken.
Auf seine Anregung hin ist im Jahre 1923 der Grundstock dieses Buches
in Gestalt meiner Dissertation entstanden. Insbesonders bin ich Herrn
Professor Kienle zu groBem Dank verpflichtet fiir die viele Miihe, die er
wegen meiner Abreise nach Lembang mit der endgiiltigen Fertigstellung
des Buches gehabt hat.

Herr Geheimrat Wolf stellte die schonen Sternhaufenaufnahmen
zur Verfiigung, Herr cand. astr. Siedentopf fertigte das Register an.
Die Verlagsbuchhandlung Julius Springer kam allen meinen Wiinschen
beziiglich Ausstattung des Buches und Beschleunigung der Drucklegung
in der freundlichsten Weise entgegen. Ihnen allen sei an dieser Stelle
der Dank des Verfassers ausgesprochen.

P. ten Bruggencate
a./b. s./s. Johan de Witt, Genua-Batavia
im Oktober 1926
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Erster Abschnitt.

Die Stellung der Sternhaufen
zum Sternsystem.

Erstes Kapitel.
Allgemeines.

§ 1. Die Einteilung der Haufen.

Unter den Begriff ,,Sternhaufen® wird man zundchst jede Gruppe
von Sternen rechnen, die sich an der Sphire durch ihre groBere Kon-
zentration aus ihrer niheren Umgebung abhebt. Die scheinbare Aus-
dehnung und mehr noch die duBlere Form einer Gruppe kann erheb-
lich variieren. Die Gestalt der Haufen am Himmel, d. h. ithr Aussehen
im Fernrohr oder auf der photographischen Platte, wurde als erstes
Kriterium zu einer Einteilung der Haufen benutzt. Die Zunahme der
Genauigkeit astronomischer Messungen, insbesondere die Zunahme be-
kannter Eigenbewegungen von Sternen, fiihrte zur Entdeckung einer
ganz anderen Art von Sternhaufen, der ,,Sternschwirme*, Gruppen
von Sternen mit gemeinsamer Bewegung im Raum. Dabei brauchen
die Sterne eines Schwarmes im allgemeinen keineswegs auf einem eng-
begrenzten Flachenstiick der Sphire zu stehen. Zum ,,Birenstrom‘
gehoren z. B. 3 Urs. maj., ¥ Urs. maj., ¢ Urs. maj., ¢ Urs. maj., { Urs.
maj., # Eridani,  Aurigae, ¢ Coronae, ¢ Can. maj. Durch MELOTIE,
BAILEY und SHAPLEY wurde eine Einteilung der Sterngruppen in drei
Klassen vorgeschlagen: 1. globular clusters, 2. open clusters, 3. moving
clusters. Als fiir die einzelnen Klassen typische Haufen seien genannt:
Klasse1: Messier 13, Klasse 2 : Messier 37, Klasse 3: Taurusstrom. TafelI,
II und OI zeigen Aufnahmen charakteristischer Haufen. DasStudium der
dritten Klasse von Sternhaufen, der Sternschwirme, ist ein v6llig anderes
als das der kugelférmigen oder offenen Haufen. Wir konnen auf die
allgemeine Behandlung dieser Gruppe verzichten, da diese schon in einer
ausfiihrlichen Monographie von RasMusoN®) gegeben worden ist. Zwi-
schen den drei Klassen ist es natiirlich nicht méglich, scharfe Grenzen
zu ziehen. Von den offenen Haufen werden im Laufe der Zeit mit
Zunahme der Kenntnis der Bewegungen immer mehr in die Gruppe
der Bewegungshaufen einriicken. Die kugelférmigen und offenen Haufen
unterscheidet SHAPLEY nach dem Vorhandensein oder Fehlen des
gegen das Zentrum der Haufen zu stark konzentrierten Hintergrundes

5 A research on moving clusters. Lund Meddel. Serie II, Nr. 26. 192I.

ten Bruggencate, Sternhaufen. i



2 Die Stellung der Sternhaufen zum Sternsystem.

schwacher Sterne. Bei manchen Sternhaufen jedoch hat, oder wird
erst eine eingehende Untersuchung der Anzahl, der Helligkeit und
Farbe der einzelnen Sterne ergeben, zu welcher Gruppe der Haufen
zu zdhlen ist. In der Tat scheint das Studium des Zusammenhanges
zwischen Helligkeit und Farbe der Sterne eines Haufens eine grund-
sitzliche Verschiedenheit zwischen offenen und kugelférmigen Haufen
aufzudecken, auf die wir spiter noch zuriickkommen werden.

Es ist eine auffallende Tatsache, daB durch die Verfeinerung der
astronomischen Instrumente beinahe kein neuer kugelférmiger oder
offener Sternhaufen entdeckt worden ist, im vollen Gegensatz zu der
ungeheuren Anzahl neuentdeckter Sterne und Nebel. BaILey, der darauf
zuerst hingewiesen hat, zieht hieraus den SchluB®), daB die Grenze
der Region der Sternhaufen mit unseren Instrumenten erreicht sei.

§ 2. Kataloge von Sternhaufen,

Die ausfiihrlichsten Untersuchungen iiber Sternhaufen aus den letzten
Jahren stammen von SHAPLEY und sind niedergelegt in dessen ,,Studies
based on the colors and magnitudes in stellar clusters® T bis XIX
(Contr. Mt. Wilson 115, 116, 117, 126, 133, I5I, I52, I53, 154, 155,
156, 157, 160, 161, 175, 176, 190, 195, 218). Washington 1916—1921.

In ,,Further remarks on the structure of the galactic system* ?) findet
sich ein Verzeichnis von 81 Haufen, die als kugelférmig anzusehen
sind und in einer spiteren Abhandlung ein Verzeichnis von 70 offenen
Haufen mit ihren Raumkoordinaten 3). Die Arbeit ,,The general problem
of clusters4) enthilt eine Zusammenstellung aller bis zum Jahre 1914
verdffentlichten Kataloge von Sternen in einzelnen Haufen. Seither
sind noch die folgenden Sternhaufen nach den Ortern, Helligkeiten
oder Farben ihrer Sterne vermessen worden:

N.G.C. 663%), N.G.C. 7529, N.G.C. 164778, N.G.C. 26329,

1) Baey, S. J.: On the number of the globular clusters. Popular astr.
Bd. 22, S. 558. 1914.

2) SmapLEY, H.: Studies XIV. Contr. Mt. Wilson. Nr. 161. 19109.

%) Derselbe: The distances and distribution of 7o open clusters. Com-
munic. from the Mt. Wilson solar observ. to the nat. acad. of sciences.
Nr. 62. Washington. 1919.

4) Derselbe: Studies I. The general problem of clusters. Contrib. Mt.
Wilson. Nr. 115. Washington. 1916.

5) GUsHEE, V. M.: A study of proper motions in the cluster N.G.C. 663.
Astron. journ., Boston. Bd. 32, S. 117. 1919.

6 Voagrt, H.: Photometrische Vermessung der Sternhaufen N.G.C. 752
und LC. 4665. Astron. Nachr., Kiel. Bd. 221, S. 41. 1024.

7) HERTZSPRUNG, E.: Effective wavelengths of 184 stars in the cluster
N.G.C. 1647. Contrib. Mt. Wilson. Nr. 100. 1915.

8 Spares, T H.: Color indices in the cluster N.G.C. 1647. Astrophys.
journ., Chicago. Bd. 42, S. 120. 1015.

9) StEAVENSON, W. H.: The star cluster N.G.C. 2632. Journ. British astr.
assoc. Bd. 26, S. 265. 1916,



Kataloge von Sternhaufen. 3

N.G.C. 54667, N.G.C. 663393, N.G.C. 6760%), N.G.C. 68855,
N.G.C. 69399, N.G.C. 72097), N.G.C. 77898, G.C. 1119 (M. 38)9),
L C. 4665 *), Messier 3 77)%)3), M. 11 ™)), M. 13 *7)*%), M. 15 %), M. 22
(N.G.C. 6656) ), M. 34, M. 35°%)%3), M. 36°4), M. 37 (N.G.C. 2099) *5)%9),

’) HopmaNN, J.: Der kugelférmige Sternhaufen N.G.C. 5466. Astron.
Nachr., Kiel. Bd. 217, S. 333. 1922.

2) Brown, F. L.: Measures of the cluster N.G.C. 6633. Astron. journ.,
Boston. Bd. 31, S. 57. 1920.

%) Grarr, K. und Kruse, W.: Photometrische Vermessung des Stern-
haufens N.G.C. 6633. Astron. Nachr., Kiel. Bd. 214, S. 171. 102I.

4) Prase, F. G.: The star cluster N.G.C. 6760. Publ. of the astron. soc.
of the Pacific, San Francisco. Bd. 26, S. 204. 1914.

5) Hopmany, J.: Die offenen Sternhaufen N.G.C. 6885 bei 20 Vulpeculae
und Messier 36 in Auriga. Verdff. Bonn. Nr. 19. 1924,

%) KUSTNER, F.: Ausmessungen der vier offenen Sternhaufen N.G.C. 7780,
M. 11 und 35, N.G.C. 6939. Ebenda Nr. 18. 1923.

7) GraFF, K.: Photometrische Stern- und Farbenfolge in dem zerstreuten
Sternhaufen N.G.C. 7209. Astron. Nachr., Kiel. Bd. 223, S. 161. 1924.

8 Vgl. oben Anm. 6.

9) VogT, H.: Photometrische Vermessung des Sternhaufens G.C. 1119
(M. 38). Astron. Nachr., Kiel. Bd. 212, S. 73. 1920.

©) Vgl. Anm. 6, S. 2.

) KUsTNER, F.: Der kugelférmige Sternhaufen M. 3. Verdff. Bonn.
Nr. 17. 1922.

?) PANNEKOEK, A.: New reduction of v. ZEIPEL’S magnitudes in M. 3.
Bull. of the astron. inst. of the Netherlands. Bd. 2, S. 12. 1923.

13) SHAPLEY, H. und Davis, H. N.: Studies XVI. Photometric catalogue
of 848 stars in M. 3. Contrib. Mt. Wilson. Nr. 176.

4) Vgl. oben Anm. 6.

15) SHAPLEY, H.: Studies IV. The galactic cluster M. 11. Contrib. Mt. Wilson.
Nr. 126.

©) TRUMPLER, R.: The cluster M. 11. Lick observ. bull. Nr. 361. 1925.

7) vaN MAANEN, A.: The proper motion of M. 13 and its internal motion.
Contrib. Mt. Wilson. Nr. 284. 1925.

) SmapLEY, H.: Studies II. Thirteen hundred stars in the hercules cluster
(Messier 13). Contr. Mt. Wilson. Nr. 116.

1) KUSTNER, F.: Der kugelférmige Sternhaufen M. 15. Verdff. Bonn.
Nr. 15. 1921I.

#0) CHEVALIER, S.: Etude photographique de I'amas d’étoiles Messier 22.
Z6-sé Ann. Bd. 10, C. 1920.

1) GRrAFF, K.: Photometrische Helligkeiten und Farben in dem Stern-
haufen M. 34 Persei. Astron. Nachr., Kiel. Bd. 219, S. 297. 1923.

22) Vgl. oben Anm. 6.

2%) Smart, W. M.: The proper motion of the cluster N.G.C. 2168 (M. 35).
Monthly notices of the Roy. astron. soc., London. Bd. 83, S. 257. 1925.

24) Vgl. oben Anm. ;.

25) Jov, A.H.: Aninvestigation of the cluster M. 37 (N. G.C. 2099) for proper
motion from plates taken with the 40-inch refractor of the Yerkes Observatory.
Popular astr. Bd. 23, S. 603; Astron. journ., Boston. Bd. 29, S. 101. 1916.

26) voN ZeipEL, H. und LINDGREN, J.: Photometrische Untersuchungen der
Sterngruppe Messier 37 (N.G.C. 2099). Kgl. Svenska vet. akad. handlingar
Bd. 61, Nr. 15. 1921.

1%



4 Die Stellung der Sternhaufen zum Sternsystem.

M. 41 (N.G.C. 2287)%), M. 46 (N.G.C. 2437)?), M. 56%), M. 67 (N.G.C.
2682)4)5)%), M. 687), Coma Berenices®), Plejaden9) ) *)*2)*3)™), / und y
Persei 15)16)7)8)19) Praesepe 2°)%)2?),

Die Kataloge beschrinken sich meist auf die hellsten Sterne. So
umfassen die Bonner Kataloge fiir kugelférmige Haufen, je nach der

1) Buasgaran, T. P.: Proper motions of stars in the cluster Messier 41
(N.G.C. 2287). Monthly notices of the Roy. astron. soc., London. Bd. 79,
S. 50. 1018.

2) CHEVALIER, S.: Etude photographique de Pamas d’étoiles Messier 46.
Z6-s¢ Ann. Bd. 9, D. 1920.

3) KijstNER, F.: Der kugelformige Sternhaufen M. 56. Verdff. Bonn.
Nr. 14. 1920.

4) CHEVALIER, S.: Etude photographique de l'amas d’étoiles Messier 67
(N.G.C. 2682). Zb6-s¢ Ann. Bd. 8, S. 9. 1916.

5) vaAN Ruin, P. J.: The proper motion of 2088 stars and the motion
of the open cluster M. 67. Publ. Groningen Bd. 33. 1922.

6) SmAPLEY, H.: Studies III. A catalogue of 311 stars in M. 67. Contrib.
Mt. Wilson. Nr. 117.

7) Derselbe: Studies XV. A photometric analysis of the globular system
M. 68. Contr. Mt. Wilson. Nr. 175.

8) Crraskl, W.: Etude photométrique sur 'amas stellaire Coma Berenices.
Moskau Ann. (2) Bd. 6, S. 33. 1920.

9) HERTZSPRUNG, E.: Effective wavelengths of stats in the Pleiades. Mém.
de l'acad. roy. de Danemark, Sect. des sciences, 8me sér., Bd. 4, Nr. 4. 1923.

1) KONIG, A.: Photographische Vermessung der Plejaden. Astron. Nachr.,
Kiel. Bd. 222, S. 177. 1924.

m) KreikEN, E. A.: Proper motions of stars belonging to the Pleiades.
Bull. of the astron. inst. of the Netherlands. Bd. 2, S. 55. 1924.

12) SpapLEY, H. und Ricamonn, M. L.: Studies XIX. A photometric survey
of the Pleiades. Contrib. Mt. Wilson. Nr. 218.

13) SMART, W. M.: Proper motions of stars in the Pleiades. Monthly
notices of the Roy. astron. soc., London. Bd. 81, S. 536. 192I.

14) TROMPLER, R.: The physical members of the Pleiades group. Lick
observ. bull. Nr. 333. 102I.

15) BaLaANOWSKY, L: Untersuchungen der Sternhaufen i und y Persei.
Bull. obs. de Russie & Poulkovo Nr. gz, S. 74. 1024.

1) vaN MaanEN, A.: The proper motion of stars in and near the double
cluster in Perseus. Contrib. from the Mt. Wilson solar observ., Washington.
Nr. 205. 1921. )

17) MackLN, H. E.: The clusters » and y Persei. Monthly notices of the
Roy. astron. soc., London. Bd. 81, S. 400. 1921.

1) PerrIT, H. ST.: The proper motions and parallaxes of 359 stars in
the cluster % Persei. Popular astron. Bd. 27, S. 671. 1910,

19) VoGT, H.: Photometrische Untersuchungen u. Helligkeitsbestimmungen
in den Sternhaufen % und y Persei. Veroff. Heidelberg. Bd. 8, Nr. 3. 1921.

20) VAN DEN Bos, W. H.: Photovisual magnitudes of 55 stars in Praesepe.
Bull. of the astron. inst. of the Netherlands. Bd. 1, S. 79. 1922.

2r) HeckmaNN, O.: Photographische Vermessung der Praesepe. Astron.
Nachr., Kiel. Bd. 225, S. 49. 1925.

22) KLEin Wassing, W. J.: Stars belonging to the cluster Praesepe. Bull.
of the astron. inst. of the Netherlands. Bd. 2, S. 183. 1924.
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Reichhaltigkeit der Gruppe, zwischen 500 und 1000 Sterne. Wenn
man diese Zahlen mit den Sternzahlen vergleicht, die auf Mt. WiLson-
Platten gezdhlt wurden”) (bei M. 15 und M. 13 je etwa 15000), so
erkennt man, dal alle Untersuchungen iiber Dichtegesetze von Stern-
haufen auf Grund solcher Kataloge nur erste Ndherungen sein kénnen.
Wir haben keine GewiBheit, daBl die verhdltnismidBig geringe Anzahl
hellster Sterne die charakteristischen Ziige im Aufbau eines solchen
Haufens wiedergdbe. In dlteren Katalogen fehlen meistens genauere
Angaben {iiber die Helligkeiten und Farben der Haufensterne. Hier
hat SHAPLEY durch Ausmessung vieler Platten ein groBes und einheit-
liches Material geschaffen. Gerade auf diesem Gebiet gilt es jedoch,
noch weiteres Beobachtungsmaterial zu sammeln. Denn genauere Unter-
suchungen iiber Dichtegesetze in den Sternhaufen werden die Haufen-
sterne nach Spektraltypen trennen miissen. Aus den Untersuchungen
iiber die Unterschiede in der Anordnung der Sterne verschiedener
Farbenindizes in einem Haufen entspringen neue theoretische Probleme,
auf die wir noch mehrfach hinweisen werden. AuBerdem scheint durch
das Studium der Helligkeit und Farbe der Sterne verschiedener Stern-
haufen ein tieferes Eindringen in kosmogonische Fragen moéglich zu
sein. (Vgl. hierzu Abschnitt IV.)

Bei Rechnungen iiber Dichtegesetze in den Sternhaufen hat sich
die Anlage des Kataloges von v. ZEIPEL und LINDGREN?) fiir M. 37
am vorteilhaftesten erwiesen. Die Sterne sind in diesem Katalog nicht,
wie bei den meisten anderen, nach wachsenden Rektaszensionen (A.R.)
geordnet, sondern nach konzéntrischen Kreisringen; die Nummern der
Sterne in jedem Ring wachsen im Sinne des Uhrzeigers. Der Katalog
gestattet es, sofort eine Abschédtzung der Grenze des Haufens zu ge-
winnen, nach einer von TRUMPLER angegebenen Methode3), ohne erst die
Sterngruppe aufzeichnen zu miissen. Besonders wertvoll jedoch ist
diese Anlage das Kataloges bei der Untersuchung eines Haufens nach
Abweichungen von der Kugelsymmetrie (s. Abschn.II, Kap. 1, § 5).

§ 3. Die scheinbare Verteilung der Haufen am Himmel,

Wir beginnen mit dem Studium der scheinbaren Verteilung der
Haufen am Himmel. Im nichsen Kapitel werden diejenigen Methoden
besprochen, die dazu dienen kénnen, eine Abschitzung der Entfernung
dieser Sternsysteme zu erhalten. Unter Hinzunahme der Parallaxen
ist dann das Studium der Raumverteilung der Haufen moglich. Wir
wissen heute, aus stellarstatistischen Untersuchungen, daB die Sonne

1) PeasE, F. G. und SsaPLEY, H.: On the distribution of stars in twelve
globular clusters. Contrib. Mt. Wilson. Nr. 129. Washington. 1917.

?) Vgl. Anm. 26, S. 3.

%) TRUMPLER, R.: Comparison and classification of star clusters. Publ.
of the Alleghany observ. Bd. 6, Nr. 4. 1922.
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nahezu im Mittelpunkt des engeren Sternsystems, wie es SEELIGER und
KAPTEYN abgeleitet haben, steht. Es ist offenbar eine interessante
Frage, ob dies auch zutrifft fiir das System der kugelférmigen Stern-
haufen und das System der offenen Haufen. Da fiir das engere Stern-
system die Milchstralenebene Symmetrieebene ist, so wird man damit
beginnen, die Verteilung der Sternhaufen in bezug auf die galaktische
Ebene zu studieren. Aus ihrer Verteilung nach galaktischer Linge
muB man auf eine vielleicht vorhandene exzentrische Stellung der
Sonne schlieBen konnen. Ihre Verteilung in galaktischer Breite muB
ergeben, ob die MilchstraBenebene Symmetrieebene ist oder nicht.

In der nebenstehenden Abbildung geben wir die Verteilung der Kugel-
haufen in galaktischer Linge graphisch wieder. Die Abbildung griindet
sich auf Daten von 69 Haufen?). Die Richtungswinkel der rad. vect.
sind galaktische Lingen, ge-
messen vom aufsteigenden Kno-
ten der MilchstraBe auf dem
Himmelsiquator; die GroBen
der rad. vect. geben die Anzahl
der Haufen der betreffenden
galaktischen Linge an. Die
exzentrische Stellung der Sonne
zum System der Kugelhaufen
tritt in der Abbildung sofort
hervor. Sie ist beim System
der offenen Haufen nicht vor-
handen. Ebenso ist die Ver-
teilung der Kugelhaufen in
galaktischer Breite eine andere als die der offenen Haufen. SHAPLEY
spricht von einer ,,complementary distribution in galactic latitude of
globular and open clusters*“2). In der dquatorialen MilchstraBenregion,
in der die Kugelhaufen vollstindig fehlen, kommen die offenen Haufen
am hdufigsten vor. Unter der Voraussetzung, daB die SHAPLEYschen
Parallaxen die richtige GroBenordnung liefern, findet man, daB sich
die Kugelhaufen und offenen Haufen auch im Raum in vollig ge-
trennten Gebieten befinden. Viele Hypothesen sind zur Erklirung
dieser auffallenden Erscheinung gemacht worden. Fiir beide Arten
von Sternhaufen bildet jedoch die Milchstraflenebene eine aus-
gesprochene Symmetrieebene.

SHAPLEY war {iibrigens nicht der erste, der auf die merkwiirdige
Verteilung, besonders der Kugelhaufen, am Himmel hingewiesen hat.

780

277°

Abb. 1. Verteilung der kugelfésrmigen Sternhaufen nach
galaktischer Linge.

1) SEAPLEY, H.: Studies VII. The distances, distribution in space and
dimensions of 69 globular clusters. Contrib. Mt. Wilson. Nr. 152. 1918.
2) Vgl. Anm. 2, S, 2.
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BoHLIN?) hat darauf aufmerksam gemacht, daB die Haufen vor allem
auf dem Siidhimmel vorkommen. A. R. Hinks?) fand, daB sich fast
alle Kugelhaufen auf einer Halbkugel des Himmels befinden, deren
Pol er als in der MilchstraBe liegend angibt, bei einer galaktischen
Linge von etwa 300°. Nur sechs Haufen — einer davon ist M. 13 —
liegen auBerhalb dieser Halbkugel. Im Zusammenhang erwihnen wir
noch u. a. Arbeiten von BAILEYS3), CHARLIER4), HERTZSPRUNGS) und
PERRINE ), die sich alle mit der Frage nach der scheinbaren Verteilung
der Sternhaufen am Himmel befassen.

§'4. Die Bestimmung von Helligkeiten und Farben
einzelner Sterne in Sternhaufen.

Zur Beschreibung der physikalischen Natur eines Sternes bedarf es
der Kenntnis zweier Parameter: der Leuchtkraft und des Spektraltypus
(= Temperatur). So ist z. B. die Masse eines Sternes eine Funktion
dieser beiden GréBen. Es geht hieraus hervor, daB es fiir ein tieferes
Studium der Konstitution und kosmogonischen Stellung der Sternhaufen
notwendig ist, die Helligkeiten und Spektraltypen der einzelnen Sterne
eines Haufens zu kennen. Ebenso wie im Sternsystem geniigt es bei
den Sternhaufen nicht, nur die Verteilungsfunktion der Leuchtkrifte zu
bestimmen. Wir miissen tibergehen zur Untersuchung der statistischen
Verteilung der Sterne nach den zwei Parametern und erhalten auf diese
Weise das bekannte RusseELL-Diagramm, in welchem als Abszissen die
Spektraltypen, als Ordinaten die Leuchtkrifte aufgetragen werden. Es
muf sich also darum handeln, fiir die einzelnen Sternhaufen ,,Russerr-
Diagramme* abzuleiten.

Nun ist aber — besonders bei den typischen Kugelhaufen — die
Ableitung von Spektraltypen einzelner Sterne aus zwei Griinden sehr
schwierig: das ist einmal die auBerst geringe Helligkeit der Haufen-
sterne und dann die grofle Sternfiille im Zentrum der Haufen. Die
direkte Untersuchung des Spektrums einzelner Sterne ist aus diesen

1) BouLiN, K.: On the galactic system with regard to its structure,
origin and relations in space. Kgl. Svenska vet. akad. handlingar. Bd. 43,
Nr. 10. 1909,

z) Hings, A. R.: On the galactic distribution of gaseous nebulae and of
star clusters. Monthly notices of the Roy. astron. soc., London. Bd. 71,
S. 693. I19II.

%) Bamey, S. J.: A catalogue of bright clusters and nebulae. Ann. of
the astron. observ. of Harvard College. Bd. 60, S. 199. 1908.

4) CHARLIER, C. V. L.: Stellar clusters and related celestial phenomena.
Lund Meddel. (2) Nr. 19. 1018.

s5) HERTzZSPRUNG, E.: Uber die Verteilung galaktischer Objekte. Astron.
Nachr., Kiel. Bd. 192, S. 261. 1912.

% PrrrINE, C.D.: Some results derived from photographs of the brighter
globular star clusters. Lick observ. bull. Bd. 50, S. 102. 1909.
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Griinden ausgeschlossen. Wir miissen nach einem Ersatz fiir den Spek-
traltypus suchen. Als solcher erweist sich der Farbenindex (F.L.), der
ganz allgemein definiert werden kann als die Differenz der in zwei
verschiedenen Spektralbereichen gemessenen scheinbaren GroSen eines
Sternes. Als diese Spektralbereiche wihlt man meist den ,,photogra-
phischen* und den ,,visuellen* (so z. B. in den ersten Katalogen von
Kineg und ScEwARzscHILD). In spiteren Untersuchungen hat man die
visuellen Grofen ersetzt durch die ,,photovisuellen* GroBen, die durch
Aufnahmen mit Gelbfilter auf orthochromatischen Platten gewonnen
werden und ungefihr den visuellen GroBen entsprechen (PARKHURST,
Yerkes Actinometry). Erwihnt seien noch die lichtelektrischen. Farben-
indizes, die mit Photozellen verschiedener spektralen Empfindlichkeit
bzw. mit Filtern verschiedener spektralen Durchlissigkeit gemessen
werden.

Die Skala der F.I. hdngt ab von der benutzten Methode und dem
Instrument. Die Differenz zwischen den beiden GréBenklassensystemen
wird jedoch immer im Sinne kurzer Wellen minus langer Wellen ge-
bildet, also z. B. photographische GroBe minus visuelle (photovisuelle)
Grosse. Der F.I. wichst somit mit réter werdender Farbe. Der Null-
punkt ist nach internationaler Vereinbarung so festgelegt, daB einem
Stern vom Typus 4 o und der scheinbaren GréBe 5.5 <7 m <7 6.5 (im
Harvarp-System) der F.I. o@oo zukommt. Die Sterne der ,,fritheren*
Typen O und B haben somit negative, die Sterne ,spiterer” Typen
positive Farbenindizes.

Zwischen F.I. und Spektraltypus besteht ein deutlicher Zusammen-
hang. In erster Ndherung ist er linear. Bei den gewdhnlichen F.I.
(== Mph. — Mphvis) kann man mit einem Gradienten von etwa 074 pro
Spektralklasse rechnen. Genauere Untersuchungen (BOTTLINGER, HERTZ-
SPRUNG, LINDBLAD, SEARES) haben indessen gezeigt, daB der Zusam-
menhang zwischen F.I. und Spektraltypus (festgelegt aus den Linien-
intensititen in den Sternspektren) etwas komplizierter ist. Er ist vor
allem bei den Riesen ein anderer als bei den Zwergen. Bei gleichem
Typus sind die Riesen rdter als die Zwerge. Diese Diskrepanz riihrt
davon her, dal die Linienintensitdten zwar in der Hauptsache durch
die Temperatur der absorbierenden Schicht bestimmt werden, daB sie
aber daneben noch abhingen von der GroBe der Gravitation in der
Schicht, und diese ist bei Riesen und Zwergen verschieden.

SHAPLEY hat bei seinen Untersuchungen ,Farbenklassen* ein-
gefiihrt, die die Rolle von ,,hypothetischen Spektralklassen‘ spielen. Er
bezeichnet sie mit den entsprechenden kleinen Buchstaben. Zu den
Klassen b, a, f, g, k, m gehdren die F.I. — o740, 0700, - 0740,
-+ 0780, -+ 1720, - 1760. In der nachstehenden Tabelle ist der
genaue Zusammenhang der F.I. des Mt. Wilson-Systems mit dem
Spektraltypus fiir Riesen und Zwerge wiedergegeben, wie ihn SEARES
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Tabelle 1.
; — 0! Zwerge
Spektraltypus ! Rleserg(iw =0 —°
1 - I F.1L M

Bo —o732 |

By —o0.17 ‘

Ao 0.00

A5 +o0.19

Fo 0.38 i

Fj 0.62 | 40762 | +373

Go 0.86 | 0.72 4.4

Gs I.15 i 0.83 5.2

Ko 1.48 0.99 5.9

K 1.84 1.26 7.1

Ma 1.88 1.76 | 9.8

Mb (4 1.88) (+2.00) | (11.0)

durch eingehende Untersuchungen bestimmt hat (M ist die absolute
Helligkeit).

Man sieht daraus, daB die Farbenklassen SHAPLEYs nicht ohne
weiteres mit den Spektralklassen identifiziert werden diirfen, ihnen
aber sehr nahe parallel laufen.

Fiir die praktische Bestimmung der F.I. der Sterne in Kugelhaufen
scheidet wegen der oben erwihnten Griinde die Bestimmung visueller
Grofen und die Bestimmung lichtelektrischer F.I. aus. Es kommen
nur photographische Aufnahmen mit und ohne Gelbfilter in Betracht.
Man geht im allgemeinen so vor (und dies hat SHAPLEY bei seinen
ausgedehnten Untersuchungen getan), daB man fiir die Haufensterne
die photographischen und photovisuellen GréBen getrennt bestimmt
durch direkten AnschluB an die international festgelegte Polsequenz?).
Dieses Normalfeld von Sternen wird unmittelbar nach der Aufnahme
des zu untersuchenden Haufens mit gleicher Expositionszeit auf die
gleiche Platte aufgenommen.

Bei den offenen Haufen, wie z. B. der Praesepe, ist es méglich,
photographische und photovisuelle GréBen aus einer einzigen Platte,
etwa nach SEARES’ Methode der ,,exposure ratios®, oder einer Modi-
fikation derselben abzuleiten, was erhebliche Vorteile bietet. ‘Bei diesen
Sterngruppen ist, da es sich um hellere Sterne handelt, auch die Be-
stimmung effektiver Wellenlingen mit Hilfe eines Parallelstabgitters vor
dem Objektiv mit Erfolg angewandt worden. Indessen scheint es, als
ob fiir genauere Messungen die SEAREssche Methode den Vorzug ver-
diene. Neuerdings hat TRUMPLER sogar fiir eine groBe Anzahl offener
Haufen direkt Spektraltypen bestimmt aus Objektivprismenaufnahmen
und ist damit dem anzustrebenden Ziel der Sternhaufenuntersuchung
ein gut Stiick ndher gekommen,

*) Naheres iiber Polsequenz siehe bei SEarEs, Astrophys. Journ. Bd. 38,
S. 241. 1913; Bd. 39, S. 307. 1914; Bd. 41, S. 206, 250. 1915,
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Bei den typischen Kugelhaufen handelt es sich um Untersuchungen,
die zu den schwierigsten Arbeiten auf photometrischem Gebiet zu rech-
nen sind, und deshalb mit groBter Sorgfalt ausgefithrt werden miissen.
Handelt es sich doch um die Photometrierung von Sternen der 12.
bis 18. Gro8e und um scheinbare Ausdehnungen der ganzen Objekte
von der GréBenordnung 10’ (nur zwei Kugelhaufen sind gré8er), deren
Auflésung in Einzelheiten groBe Brennweiten erfordert.

Zweites Kapitel.

Methoden zur Bestimmung der Entfernung
der Sternhaufen.

§ 1. Die Methode von Shapley.

Bis heute hat man vergeblich versucht, fiir Haufensterne Eigen-
bewegungen abzuleiten, um daraus dann auf die Entfernung der Stern-
systeme schlieBen zu konnen. In 17jidhriger Arbeit hat BARNARD Stern-
haufen visuell vermessen mit dem groBen Refraktor der Yerkes-Stern-
warte. Aber nur fiir zwei Sterne in M. 92 hat er eine merkliche Eigen-
bewegung ableiten konnen, und bei beiden Sternen ist es nicht sicher,
ob sie iiberhaupt zum Haufen gehoren. Ebenso waren die Versuche
bei M. 11 erfolglos®)?). Der erste Katalog dieses Haufens3) stammt aus
den Jahren 1836—1839. Trotz des verhdltnisméBig langen Zeitraums,
der inzwischen verflossen ist, ist es nicht gelungen, Eigenbewegungen
von Sternen des Haufens abzuleiten. Es erscheint daher vollig aus-
geschlossen, in absehbarer Zeit aus Eigenbewegungen Parallaxen von
Haufen zu gewinnen. Im Gegenteil wird man Sterne mit merklicher
Eigenbewegung, die scheinbar zu einem Haufen gehoren, nach den bis-
herigen Erfahrungen, nicht als wirkliche Glieder der Sterngruppe an-
zusehen haben.

Die Methoden zur Bestimmung der Parallaxen von Sternhaufen
konnen deshalb nur indirekfe sein. Im Jahre 1918 haben SHAPLEY,
CHARLIER und ScHOUTEN ihre Untersuchungen iiber die Entfernungen
von Kugelhaufen verdffentlicht. SHAPLEY benutzt als Grundlage seiner
Methode gewisse Eigenschaften der Verdnderlichen vom ¢ Cephei-Typus;
CHARLIER verwendet die scheinbaren Durchmesser der Haufen, und
ScrHOUTEN endlich griindet, nach einem Vorschlag KaPTEYNS, seine
Rechnungen auf die Hiufigkeitsfunktion der absoluten Leuchtkrifte.

1) HeLmeRT, F. R.: Der Sternhaufen im Sternbilde des Sobieskischen
Schildes. Publ. d. Hamburger Sternwarte. 1874. Nr. 1.

2) STRATONOFF, W.: Amas stellaire de 1’écu de Sobieski (M. 11). Publ.
Tachkent. 1899. Nr. 1.

3) LamonT, J.: Ausmessung des Sternhaufens im Sobieskischen Schilde.
Ann. d. Sternwarte Miinchen. Bd. 17, S. 305. 1360,
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Es hat sich gezeigt, daB die drei Methoden, von denen jede von
einer anderen Grundvoraussetzung ausgeht, zu ganz verschiedenen, sich
widersprechenden Resultaten fithren. Bei der Besprechung der indirekten
Entfernungsbestimmung von Sternhaufen nach SHAPLEY, CHARLIER und
ScHOUTEN mul} es sich deshalb in erster Linie darum handeln, die
eingehenden Hypothesen hervorzuheben und sie gegeneinander abzu-
wigen. Dadurch miissen wir zu einer Entscheidung dariiber gelangen,
welche Methode wohl die wahrscheinlichsten Parallaxen zu liefern ver-
spricht. Diese Entscheidung kann nicht sorgfiltig genug begriindet
werden, weil von ihr alle weiteren Untersuchungen iiber Sternhaufen
grundlegend beeinflu3t werden.

Wir beginnen mit den Untersuchungen SHAPLEYs und wollen gleich
die Grundhypothese seiner Methode der Parallaxenbestimmung an die
Spitze stellen. Genaue photometrische Durchmusterungen zahlreicher
kugelférmiger Sternhaufen nach veréinderlichen Sternen haben ergeben,
dafl diese Sternsysteme verinderliche Sterne enthalten, deren Licht-
wechsel identisch ist mit demjenigen der galaktischen ¢ Cephei-Sterne.
Fiir diese kennt man aber eine Beziehung, die die Periode des Licht-
wechsels mit der Leuchtkraft verkniipft. SHAPLFYs Grundvoraussetzung
besteht nun darin, daB die ¢ Cephei-Sterne in Sternhaufen vergleich-
bar seien mit den 0 Cephei-Sternen des engerem Steymsystems, daBl also
fiir sie die gleiche Beziehung zwischen Leuchtkraft und Lichtwechsel-
periode gelte wie fiir die galaktischen Cepheiden. Auf diese Weise 146t
sich fiir jeden Haufen, der Cepheiden bekannter Periode enthilt, eine
Parallaxe ableiten. Da aber deren Anzahl klein ist gegeniiber der Ge-
samtzahl bekannter Sternhaufen, so hat SHAPLEY versucht, seine Me-
thode zu erweitern, was aber nur unter Einfithrung neuer Hypothesen
gelingt. Hier schligt SHAPLEY zwei Wege ein. Er nimmt einmal an,
daBl die hellsten Sterme in verschiedemen Haufen die gleiche absolute
Helligkeit besitzen, die sich durch Vergleich ihrer scheinbaren Hellig-
keit mit derjenigen der Cepheiden ergibt. Die Anwendung dieser Rechen-
methode beschridnkt sich aber auf diejenigen Haufen, bei denen die
Helligkeiten der hellsten Sterne gemessen worden sind. Ob sie in
allen. diesen Fillen mit Recht angewandt werden darf, soll spiter ge-
nauer gepriift werden. Um eine Abschitzung der Entfernung fiir alle
itberhaupt bekannten Haufen zu erhalten, fiihrt SHAPLEY die Hypo-
these gleicher lineaver Dimensionen aller Haufen ein. Hierin beriihrt
sich die Arbeit SHAPLEYs mit derjenigen CHARLIERS.

Betrachten wir nun die Einzelheiten der ersten SHAPLEYschen Arbeit.
Sie griindet sich wesentlich auf Arbeiten von HERTZSPRUNG?) und
RusseLL?) iiber die Bestimmung der mittleren Parallaxe der galaktischen

1) Her1zsPrUNG, E.: Uber die rdumliche Verteilung der Veridnderlichen
vom ¢ Cephei-Typus. Astron. Nachr., Kiel. Bd. 196, S. 201. 1913.
2) Russerr, H. N. Science N. S. Bd. 37, S. 651. 1913.
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0 Cephei-Verédnderlichen aus den Eigenbewegungen (E.B.) des Bossschen
Kataloges. Aus der mittleren Parallaxe und den scheinbaren Hellig-
keiten der einzelnen Cepheiden ergeben sich dann die individuellen
Parallaxen, die notig sind zur Aufstellung des Zusammenhanges zwischen
absoluter Helligkeit und Periode. SHAPLEY war gezwungen, diesen Um-
weg iiber die statistisch gewonnene mittlere Parallaxe fiir diese Gruppe
von Sternen zu machen, weil nicht geniigend direkte Parallaxenmes-
sungen vorlagen. Es standen ihm nur elf galaktische Cepheiden zur
Verfiigung, die dazu benutzt werden konnten, die Perioden-Leuchtkraft-
kurve abzuleiten. Auf diese geringe Anzahl griinden sich SHAPLEYVs
weitere Schliisse.

Bei der Ableitung einer mittleren absoluten Helligkeit der galak-
tischen Cepheiden ist die erste Annahme, die gemacht wird, die, daB
die in die E. B. eingehenden Pekuliarbewegungen gegeniiber der parallak-
tischen Bewegung vernachléssigt werden koénnen, und daB die Cephe-
iden keine gemeinsame Raumbewegung zeigen. Gestiitzt wird die An-
nahme durch die algebraischen Mittelwerte der zwei Komponenten »
und z der E.B., » die Komponente in dem gréBten Kreis durch Stern
und Apex (positiv in der Richtung zum Antiapex), r diejenige senk-
recht dazu:

y = -+ 0”016 7= - 0"002.

Bei zu vernachlissigenden Pekuliarbewegungen miissen die = die Rolle
von Beobachtungsfehlern spielen. Die absolute Gréfe von 7 im Ver-
gleich zu » widerspricht dieser Bedingung nicht. SHAPLEY gewinnt nun
zuerst eine mittlere Parallaxe der elf Cepheiden und damit eine mitt-
lere absolute Helligkeit. Hieraus und aus den scheinbaren Helligkeiten
der einzelnen Verinderlichen ergeben sich die folgenden einzelnen
Parallaxen ?).

Tabelle 2.
T
Boss Nr. Name (M = — 2735)

325 « Urs. min. 0’0128

637 SU Cassiop. 0022
1629 RT Aurig. 30
1815 ¢ Gemin. 54
4493 X Sagittarii 39
4564 W Sagittarii 39
4632 Y Sagittarii 24
5071 n Aquilae 52
5008 S Sagittae 24
5370 T Vulpec. 24
5807 J Cephei 50

Andererseits gibt die Beziehung p, = —S% -0.22 (A ist der Winkel-

1) SHAPLEY, H: Studies VI. On the determination of the distances of
globular clusters. Contr. Mt. Wilson. Nr. 151. 1918.
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abstand des Sternes vom Apex; die Komponenten » der E.B. sind
auf die scheinbare Helligkeit 570 reduziert) individuelle Parallaxen und
die zugehorigen absoluten Helligkeiten der einzelnen Sterne (also nicht
mehr eine konstante mittlere Helligkeit fiir alle Cepheiden wie oben).
Mit diesen und den scheinbaren Helligkeiten finden sich dann neue
Parallaxenwerte:

Tabelle 3.

Boss Nr. M Periode T2
325 — 2.7 3%7 o”o110
637 1.6 1.95 0032

1629 0.7 3-73 63
1815 4.1 10.15 24
4493 1.5 7 .01 58
4564 2.7 7-59 33
4632 1.6 5.77 33
50771 2.7 7.18 45
5008 2.9 8.38 18
5370 1.4 4.44 36
5807 33 5.37 33

SHAPLEY schlieBt aus der verhiltnismiBig guten Ubereinstimmung der
Werte 7, mit den s7;, daf die Vernachldssigung der Pekuliarbewegungen
gegeniiber der parallaktischen Bewegung erlaubt sei. Zum Vergleich
werden noch direkte Parallaxenmessungen fiir einzelne der elf Cepheiden
herangezogen. Die Beurteilung der Sicherheit der SHAPLEYschen Par-
allaxen wird dadurch nicht leichter:

Tabelle 4.
7 n
Boss Nr- | qirekty | (Shapley) | 7a/sn
325 + 0”028 oo110 2.5
637 010 0032 3.1
1815 025 0024 10.4
5071 006 0045 1.3

Den direkten Parallaxenmessungen kann bei den groBen Entfernungen,
die anscheinend den galaktischen Cepheiden zukommen, kein allzu
groBes Gewicht beigelegt werden. Aber die Abweichungen sind doch
so systematisch, daB man nicht umhin kann zu bezweifeln, ob bei
der Ableitung der sz, die elf Cepheiden ausreichen, um eine sichere
mittlere Parallaxe zu liefern, und ob bei der Ableitung der «, die
Vernachlissigung der Pekuliarbewegungen gestattet ist.

In der Tabelle 3 sind die absoluten Helligkeiten und Perioden der
elf Cepheiden angegeben. Ein Zusammenhang zwischen Helligkeit und
Periode wird besonders dann erkennbar, wenn man die Sterne in ver-
schiedenen Gruppen zusammenfaBt. In der Abb. 2 sind als Abszissen
die Perioden und als Ordinaten die absoluten Helligkeiten der elf galak-
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tischen Cepheiden eingezeichnet. Ebenso enthilt die Abbildung die ge-
mittelte Kurve SHAPLEYs. Durch graphische Interpolation leitet SHAPLEY
fir jeden Cepheiden eine neue absolute Helligkeit ab. Bei den groBen
Schwankungen, die vor allem bei den kurzen Perioden auftreten, also da,
wo der AnschluB an die Haufenveridnderlichen liegt, kann die graphische
Interpolation nur unsichere Werte liefern. Diese ausgeglichenen ab-
soluten Helligkeiten und die Perioden werden benutzt, um eine pro-
visorische Perioden-Helligkeitskurve abzuleiten, die den Zusammenhang
zwischen absoluter Helligkeit und Periode festlegt, fiir Perioden, deren
Logarithmus zwischen -+ 0.27 und - 1.0 liegt. Um die Kurve fiir einen
weiteren Bereich der Perioden zu erhalten, kann man die Cepheiden
bekannter Periode in der MacELLANschen Wolke und den Kugelhaufen
o Centauri, M. 3, 5, 13, 15 hinzunehmen. Diese Art der Extrapolation
erfordert die Hypothese, daB Cepheiden gegebener Periode vergleichbar

2 3 4 5 6 7 8 g @wip
T 1 T T 1 1T T 1

M
Abb. 2. Zusammenhang zwischen:Periode (P) und absoluter Helligkeit (M)

fiir 11 galaktische Cepheiden.

seien in ihren absoluten Helligkeiten, wo sie sich auch im Universum
befinden mégen. Die Extrapolation mit Hilfe der Verdnderlichen der
MacGeLLaNschenWolke und der fiinf Kugelhaufen ist aber nicht unabhéngig
von der provisorischen Kurve selbst. Denn von diesen Cepheiden kennen
wir zundchst nur die Perioden und die schernbaren Helligkeiten. Um
den Zusammenhang zwischen Periode und absoluter Helligkeit bei den-
jenigen Cepheiden zu erhalten, deren Logarithmus der Periode aufer-
halb der Grenzen von - 0.2% und -} 1.00 liegt, ist es notwendig, zuerst
die absoluten Helligkeiten fiir diejenigen Cepheiden des Haufens, deren
Logarithmus der Periode zwischen -+ 0.27 und -+ 1.00 liegt, aus der
provisorischen Kurve zu entnehmen, und aus diesen absoluten Hellig-
keiten und den scheinbaren Helligkeiten eine Reduktionskonstante ab-
zuleiten. Die Reduktionskonstante ist einfach das Mittel aus den Diffe-
renzen zwischen absoluter Helligkeit und scheinbarer Helligkeit (im
Sinne M — m) der Cepheiden mit einem Logarithmus der Periode
zwischen - 0.27 und -} 1.00. Da praktisch die Sterne eines Haufens
alle die gleiche Entfernung von uns besitzen, so kdnnen diese Differenzen
nur wenig variieren. Es seien hier einige Differenzen aufgefiihrt?):

1) Vgl. Anm. 1, S. 12.
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Tabelle 5.
Kleine Magellansche Wolke o Centauri Messier 5
— 16.5 — 16.5 — 13.50 — 14.75
16.2 16.4 14.43 15.10
16.1 16.0 13.60 15.18
16.5 16.1 13.51 15.22
16.7 16.3 13.95 15.25
16.3 16.5
16.5

Nur ein Stern in o Centauri fillt heraus. Bei ihm scheint die
Lichtkurve etwas von der typischen Kurve der Cepheiden abzuweichen.
Im iibrigen liegen die Schwankungen durchaus innerhalb der Grenze
der Beobachtungsgenauigkeit.

Aus der auf diese Art gewonnenen Perioden-Helligkeitskurve kann
man nun fiir alle Cepheiden bekannter Periode die absolute Helligkeit
entnehmen und aus dieser und der scheinbaren Helligkeit die Parallaxe
berechnen.

Da sich, nach der gemachten Hypothese der Vergleichbarkeit aller
Cepheiden, bei den Cepheiden der MagerLranschen Wolke und der
Kugelhaufen der gesetzmiflige Zusammenhang zwischen Periode und
schetnbarer Helligkeit zeigen muf}, wihrend er bei den elf galaktischen
Cepheiden zwischen der Periode und der absoluten Helligkeit besteht,
aber hier durch die Unsicherheiten der absoluten Helligkeiten gestort
wird, so bieten die Cepheiden der aupergalaktischen Systeme die Mog-
lichkeit, die Form der Kurve unabhingig von den galaktischen Cepheiden
abzuleiten. Der Versuch, die ,galaktische’ Kurve mit den ,,auBer-
galaktischen* zur Deckung zu bringen, muB3 ergeben, inwieweit wir
berechtigt sind, Cepheiden von bestimmter Periode in ihrer Leucht-
kraft zu vergleichen, wo sie auch im Universum sich befinden mégen.
Diesen Versuch hat SmapiEY fiir die Perioden-Helligkeitskurve der
Cepheiden in der kleinen MAGELLANschen Wolke und im Kugelhaufen
o Centauri durchgefithrt®). Bei anderen Kugelhaufen fehlen bekannte
langperiodische Cepheiden, so daB von der Perioden-Helligkeitskurve
nur ein kleines Stiick bekannt ist. Ein Zurdeckungbringen hat in
diesen Féllen daher keinen Wert. Die genannten Untersuchungen
haben gezeigt, daB man die Hypothese der Vergleichbarkeit aller
Cepheiden als berechtigt ansehen darf.

Man erkennt daraus, daB man die Form der SHAPLEYschen Kurve
sicherer aus dem umfangreicheren und einheitlicheren Material der
Cepheiden der kleinen MAGELLANschen Wolke gewinnen kann, als aus
den Cepheiden des Sternsystems. Durch die Wahl einer willkiirlichen
Reduktionskonstanten, die gleichsam rein gedachte Werte fiir die ab-

1) SHAPLEY, H.: Notes bearing on the distances of clusters. Harvard
College observ. circ. Nr. 237. 1922.
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soluten Helligkeiten der Cepheiden bestimmt, lassen sich Beobachtungen
von Cepheiden in den Kugelhaufen in diese provisorische Kurve ein-
fiigen, wodurch die Form der Kurve verbessert und diese selbst eventuell
noch extrapoliert werden kann. Es ist einleuchtend, dal die von SHAPLEY
in seiner ersten Arbeit gewonnene Perioden-Helligkeitskurve solange nur
vorldufigen Charakter haben konnte, bis durch spitere Arbeiten auf
Grund eines ausgedehnteren Materials sowohl ihre Form, als ihr Null-
punkt nachgepriift wurde.

Die galaktischen Cepheiden dienen nun nur noch zur Bestimmung
des Nullpunktes der Kurve. In spiteren Untersuchungen?) hat SHAPLEY
neues Material zur Stiitzung des von ihm in seiner ersten Arbeit?)
benutzten Nullpunktes vertffentlicht. — KaAPTEYN und vAN RHIJN3)
haben fiir 17 langperiodische Cepheiden eine mittlere Parallaxe von
0”0029 gefunden, unter Zugrundelegung einer Geschwindigkeit der
Sonne von 19.5 km/sec. SHAPLEY benutzt den Wert 21.5 km/sec fiir
die Geschwindigkeit der Sonne, und findet dann die mittlere Parallaxe
dieser gleichen 17 Cepheiden zu 0"0026 und die mittlere absolute
Helligkeit zu — 276, wihrend aus seinen ersten Rechnungen, denen
nur elf Sterne zugrunde lagen, der Wert — 2735 fiir die mittlere ab-
solute Helligkeit folgte.

Eine gewisse Stiitze fiir die Richtigkeit seiner Parallaxenwerte konnte
SHAPLEY noch in den spektroskopischen Parallaxen finden. In der
folgenden Tabelle sind fiir 14 Cepheiden den Parallaxen aus der
Perioden - Helligkeitskurve spektroskopische Parallaxen aus dem Mt.
Wilson-Katalog gegeniibergestellt.

Tabelle 6.
Name ,” X ”
Per.-Helligkeitskurve Spektr.-Parallaxen
« Urs. min. 0”016 o”o10
SU Cas. 004 003
RX Aur. 1 1
T Mon. I 3
RT Aur. 4 3
¢ Gem. 4 3
RR Lyr. 3 4
U Vulp. I 2
7 Aql. 5 4
S Sge. 2 2
X Cyg. I 2
T Vulp. 3 3
B Ceph. 18 —
d Ceph. 5 4

1 Vgl Anm. 1, S. 135.

2) Vgl. Anm. 1, S. 12.

3) KaprEYN, J. C. und vaN RuN, P. J.: The proper motions of d Cephei-
stars and the distances of the globular clusters. Bull. of the astron. inst.
of the Netherlands. Bd. 1, S. 37. 1922.
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Die zwei Reihen von Parallaxen stimmen, auller bei ¢ Urs. min.
sehr gut iiberein. Die GroBenordnung der SmAPLEYschen Parallaxen
gewinnt dadurch bedeutend an Wahrscheinlichkeit. Allerdings darf
man dabei nicht vergessen, da die spektroskopischen Parallaxen der
Cepheiden anch mit Hilfe der sdkularen Parallaxen geeicht sind, also
keine unabhingigen Bestimmungen darstellen.

Seit dem Erscheinen der ersten SHAPLEYschen Arbeit hat sich auch
das Material iiber Eigenbewegungen von langperiodischen Cepheiden
stark vermehrt. Die Diskussion der Daten von 51 Cepheiden?®) hat
an Stelle der ersten SAPLEYschen Werte fiir ¥ und 7 (S. 12) die neuen
Werte ergeben:

v = ~ 0"1320, (frither - 0”016)

7= —0.0009, ( , -+ 0.002)
die uns noch weit mehr als die alten Werte dazu berechtigen, die
Eigenbewegung der langperiodischen Cepheiden als rein parallaktisch
anzusehen. Da sich auf diese Annahme die Bestimmung des SHAPLEY-
schen Nullpunktes griindet, so hat das umfangreichere, neue Materjal
an langperiodischen Cepheiden als maximale Korrektion der SHAPLEY-
schen Parallaxen nur den verhdltnisméBig kleinen Betrag von 40 vH
ergeben, und zwar im Sinne einer VergroBerung der Parallaxen. Die
gleiche Korrektion fiir den Nullpunkt der Periodenhelligkeitskurve
findet STROMBERG?) aus einer neuen Ableitung der Sonnengeschwin-
digkeit gegeniiber dem System der langperiodischen Cepheiden. Er
findet statt SHAPLEYS angenommenem Wert von 21.5 km/sec den Wert
12.3 km/sec, was eine Verkleinerung des Abstandes der Cepheiden um
40 VH bedeutet.

KAPTEYN und van RuIjN haben versucht3), absolute Parallaxen von
Sternhaufen unter Benutzung von nur kurzperiodischen Cepheiden ab-
zuleiten, die langperiodischen Cepheiden also ganz auszuschalten, weil
es zweifelhaft erscheinen kann, die typischen Haufenverinderlichen an
die galaktischen, langperiodischen Cepheiden anzuschlieBen. Zur Be-
stimmung des Nullpunktes sollen die galaktischen, kurzperiodischen
Cepheiden dienen, und hierin liegt der Fehler des KAPTEYN-VAN RHIJN-
schen Versuches, der iibrigens von den Verfassern zuriickgezogen wurde;
denn mit Hilfe der galaktischen Haufenverinderlichen 1iBt sich kein
Nullpunkt gewinnen#). Man hat es bei den kurzperiodischen Cepheiden
mit einer Gruppe von Sternen zu tun, die auBerordentlich groBe Pe-
kuliarbewegungen zu besitzen scheinen, was aus den groBen Radial-

1) WiLson, R. E.: The proper motions and mean parallax of the Cepheid
variables. Astron. journ., Boston. Bd. 335, S. 35. 1923.

) STROMBERG, G.: The asymmetry in stellar motions as determined
from radial velocities. Contrib. Mt. Wilson, Washington. Nr.203. 1025.

3 Vgl. Anm. 3, S. 16.

4) Vgl. Anm. 1, S. 15.

ten Bruggencate, Sternhaufen, 2



18 Die Stellung der Sternhaufen zum Sternsystem.

bewegungen und ihrer gleichmiBigen Verteilung nach galaktischer Breite
geschlossen werden mufl. Bei den langperiodischen Cepheiden dagegen
ist bekannt, daB sie nur sehr geringe Pekuliarbewegungen besitzen.
Unter 51 solcher Cepheiden besitzt keiner eine galaktische Breite groSer
als 30°. Das Mittel der Breite ist 7% ohne Riicksicht auf das Vor-
zeichen®). Die langperiodischen Cepheiden zeigen also, im Gegensatz
zu den kurzperiodischen, eine ausgesprochene Bevorzugung der Milch-
straBenebene.

Die parallaktische Bewegung, die KaApTEYN und vAN RHIJN bei den
kurzperiodischen Cepheiden aus den positiven Werten ihrer »-Kompo-
nenten zu finden glaubten, ist, wie SHAPLEY gezeigt hat, nur eine
scheinbare. Die kurzperiodischen Cepheiden besitzen wahrscheinlich
eine gemeinsame Bewegung im Raum. Der Zielpunkt der Bewegung
fillt zusammen mit dem Zielpunkt der Sterne mit groBer Geschwindig-
keit im Raum. Die erste Voraussetzung dafiir, dal fiir eine Gruppe
von Sternen aus den Eigenbewegungen eine mittlere Parallaxe gewonnen
werden kann, ist aber die, daB ihre Geschwindigkeiten im Raum klein
seien und daB diese Geschwindigkeiten willkiirliche Richtungen be=
sitzen. Beides ist bei den kurzperiodischen Cepheiden nicht erfiillt,
bei den langperiodischen jedoch wohl. Die SHAPLEYsche Melhode der
Parallaxenbestimmung mit Hilfe der Cepheiden kann dahey wicht auf
die kurzperiodischen, galakbischen Cepheiden gegriindet werden. Wir
besitzen zur Zeit noch keine einwandfreie Methode, deren Parallaxen
direkt zu bestimmen. Es ist daher unbedingt notig, die langperio-
dischen galaktischen Cepheiden mit hinzuzunehmen, da diese die ein=
zige Mbglichkeit darbieten, tiberhaupt einen Nullpunkt festzulegen.

Die Perioden-Helligkeitskurve der Cepheiden hat eine merkwiirdige
Eigenschaft: Fiir Perioden kleiner als 1 Tag verlduft sie immer mehr
parallel mit der Periodenachse. Dies bedeutet, da alle kurzperiodischen
Cepheiden und die typischen Haufenverdnderlichen nahezu konstante
absolute Helligkeiten besitzen. Diese konstanten absoluten mittleren
Helligkeiten (Mittel aus Minimum und Maximum) der kurzperiodischen
Cepheiden bilden den Ausgangspunkt fiir die Methode der Ableitung
von Haufenparallaxen aus der gemittelten Helligkeit der hellsten Sterne
eines Haufens. Aus 183 Verinderlichen findet SHAPLEY die absolute
photographische mittlere Helligkeit (bezogen auf 7z = 0" 1) der Haufen-
verinderlichen zu — 0723. Wie die folgende Tabelle zeigt?), scheint
die Differenz zwischen der scheinbaren mittleren Helligkeit der kurz-
periodischen Cepheiden eines Haufens und der gemittelten Helligkeit
der 25 hellsten Sterne des gleichen Haufens, von Haufen zu Haufen
nahezu konstant zu sein. (DaB es gerade die 25 hellsten Sterne sind,
ist willkiirlich und rithrt aus praktischen Griinden her.)

1 Vgl. Anm. 1, S. 17.

2) Vgl. Anm. 1, S, 12.
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Tabelle 7.
Mittlere photogr. Helligkeit
« : Gewicht

Name | Anz. Verdnd.| derkurzper, | Diff.

; : h S
der 25 hellst. St. Cepheiden {nach SHAPLEY)
M. 3 110 14723 15750 1727 ’8
5 61 13.97 15.26 1.29 4
15 48 14.31 15.63 1.32 2
2 7 14.61 15.71 1.10 1
22 8 13.08 14.45 1.37 1
13 47? 13.75 15.3 1.5 [¢]
wCent. go 12.3 13.9 | 1.6 o)
Mittel 1728

Leider ist auch hier das Material noch viel zu unvollstindig, um
das Bestehen eines wirklichen gesetzmiBigen Zusammenhanges er-
kennen zu konnen. Dieses statistische Ergebnis 148t sich bis zu einem
gewissen Grade physikalisch begriinden. Es folgt unmittelbar aus den
beiden Annahmen: 1. Haufen, die kurzperiodische Cepheiden enthalten,
sind gleich alt, und 2. In verschiedenen und gleich alten Haufen haben
die hellsten Sterne durchschnittlich die gleiche Masse. Gegen diese Hypo-
thesen erscheinen keine ernstlichen Bedenken zu bestehen. Solche ent-
stehen erst, wenn man mit ihnen Parallaxen ableiten will fiir Haufen, die
keine kurzperiodischen Cepheiden enthalten. Denn dann hort die Giiltig-
keit der ersten Hypothese auf. Streng genommen ist die Methode der
Parallaxenabschitzung aus der Helligheit der hellsten Sterme also nuy
giiltig fiir Haufen, die kurzperiodische Cepheiden enthalten, ihr Wert
also wesentlich kleiner, als SHAPLEY angenommen hat. Fiir diejenigen
Haufen, die keine Cepheiden enthalten, von denen aber die Hellig-
keiten der hellsten Sterne gemessen sind, kann man kaum mehr als
eine vorldufige Abschitzung der Entfernung erhalten, indem man nun’)
die gemittelte absolute Helligkeit der 25 hellsten Sterne gleichsetzt
der absoluten mittleren Helligkeit der kurzperiodischen Cepheiden, ver-
mindert um die in der Tabelle angegebene gemittelte Differenz der
scheinbaren Helligkeiten: 4~ 1728. Dadurch ergibt sich fiir die hellsten
Sterne aller Haufen die mittlere absolute photographische Helligkeit zu
— 1751. Den wahrscheinlichen Fehler der Differenz M — m schitzt
SuapLEY auf weniger als o™4. Die Parallaxen der Haufen aus den
hellsten Sternen wiirden sich dieser Angabe entsprechend mit einer
Sicherheit von etwa 20 vH ergeben.

Tragt man endlich die schesmbaren Durchmesser der Haufen und
ihre aus den hellsten Sternen gewonnenen Parallaxen in ein Koordi-
natensystem ein?), so erkennt man, daBl die Durchmesser bei zu-
nehmender Parallaxe wachsen, woraus man wohl schlieBen darf, dal

5 Vgl. Anm. 1, S. 12.
2) Vgl. Anm. 1, S. 6.

2%
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die linearen Dimensionen der einzelnen Haufen nicht sehr vonein-
ander verschieden sein kénnen. Der Zusammenhang zwischen Parallaxe
und scheinbarem Durchmesser ist jedoch nicht linear. Die Abweichung
von der linearen Form erklart SHAPLEY durch die charakteristische
Verteilung der Helligkeit in den Haufen und ihre Wirkung auf die
photographische Platte. Sie erkldrt sich auf statistischem Wege*) (vgl.
den folgenden Paragraphen) aus der Annahme, daB die wirklichen
Durchmesser der Kugelhaufen um einen Mittelwert schwanken. Die
gleichen statistischen Uberlegungen erweisen es als unméglich, daBl die
Parallaxendurchmesserkurve in den Nullpunkt des Koordinatensystems
, , _ einmiindet, wie es in SuAPLEYs Dia-
uﬁ_\: i = gramm, das in Abb. 3 wiedergegeben
’ ist, gezeichnet wurde. Man sieht aus der
T Abbildung, daB es keineswegs zwingend
\ ist, die empirische Parallaxendurch-
Ky messerkurve durch den Ursprung des
Koordinatensystems zu ziehen. Viel-
mehr kénnen dié Béobachtungen eben-
sogut durch eine Kurve dargestellt
Abb. 3. Zusammenhang zwischen Parallaxe  Werden, die mehr der theoretischen
und’scheipbarem Durchmesser der Kugel  Kurve entspricht, deren Verlauf in
grofen Ziigen ebenfalls die Abbildung
wiedergibt (gestrichelte Kurve). Aus der guten Ubereinstimmung beider
Kurven darf man wohl schlieBen, daB die Hypothese gleicher linearer
Dimensionen aller Haufen, wenigstens bei den Kugelhaufen, eine
brauchbare Arbeitshypothese darstellt.

Bei den offenen Sternhaufen liegen die Verhidltnisse zur Abschitzung
ihrer Entfernung zundchst viel ungiinstiger. Es gibt keinen offenen
Haufen, der Verdnderliche vom J Cephei-Typus enthdlt. Man muB
also hier einen wesentlich anderen Weg einschlagen. SHAPLEY versucht
nun, die Hypothese gleicher linearer Dimensionen aller Haufen auf
die offenen Sternhaufen auszudehnen. Und so beruhen die Abschitzungen
SuAPLEYs fiir die Entfernungen der offenen Haufen auch auf einer
Parallaxendurchmesserkurve #), Der Nullpunkt der Kurve wird dadurch
festgelegt, daB bei 14 offenen Haufen eine Parallaxe abgeleitet wird
aus gemessenen scheinbaren Helligkeiten und geschitzten absoluten
Helligkeiten. Diese Schitzungen wurden auf Grund von beobachteten
Farben oder Spektren oder beiden vorgenommen. Durch Ausmessen
ihrer scheinbaren Durchmesser wird eine Parallaxendurchmesserkurve
festgelegt, aus der sich nun die Parallaxen der {ibrigen Haufen ab-
leiten lassen. Auch hier fehlt es an dem Material, das einen sicheren
Nullpunkt fiir absolute Parallaxen liefern konnte, Es ist wohl kaum

1) Vgijnm. 4, S. 7.
2) Vgl. Anm. 3, S. 2.
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erlaubt, die Hypothese gleicher linearer Diménsionen aller Haufen auch
auf die offenen Sternhaufen anzuwenden, wie es SHAPLEY hier tut.
Aullerdem sind sehr viele offene Haufen in mehr oder weniger dichte
MilchstraBenwolken eingebettet, ein Umstand, der die Homogenitit
von Durchmesserschitzungen stark stort. Die Grenze der offenen Hau-
fen ist im allgemeinen nur wenig scharf definiert, im Gegensatz zu
den typischen Kugelhaufen (vgl. Tafel I mit Tafel III). Es geht daraus
hervor, daB die auf Grund der Durchmesserparallaxenrelation gefun-
denen Entfernungen von offenen Haufen als sehr unsicher zu be-
trachten sind.

SHAPLEY hat die Raumkoordinaten (bezogen auf die MilchstraBBen-
ebene) fiir 86 Kugelhaufen®), 70 offene Haufen?) und 139 Cepheiden 3)
berechnet. Diagramme fiir die rdumliche Verteilung dieser Himmels-
objekte veranschaulichen die Resultate. Die scheinbare ,,complementary
distribution** der Kugelhaufen und offenen Haufen bleibt auch im
Raum bestehen. Innerhalb eines Abstands von 1750 Parsecs von der
galaktischen Ebene kommen nur 2—3 Kugelhaufen vor. Die Kugel-
haufen scheinen diese Zone vollig zu meiden. Alle offenen Haufen
dagegen befinden sich innerhalb dieser Zone. Das gleiche gilt fiir die
Cepheiden. Manche Hypothese ist aufgestellt worden zur Erkldrung
dieser auffallenden Erscheinung. Wenn sie der Wirklichkeit entspricht,
so muB man die Frage nach der Ursache dieser Verteilung als bis
jetzt unentschieden betrachten. Dall auBerhalb einer Entfernung von
20000 Parsecs in der &dquatorialen Region weder Kugelhaufen noch.
offene Haufen vorkommen, scheint dafiir zu sprechen, daB} sich in
dieser Entfernung dunkle Wolken befinden, die uns sowohl Kugel-
haufen wie offene Haufen verdecken. Auch durch dynamische Griinde
hat man versucht, diese merkwiirdige Verteilung zu erkldren. Man kann
vielleicht sagen, daB die Moglichkeit des Bestehens der Kugelhaufen
in der dquatorialen Zone aufhdrt, dafl sie sich dort aufzul6sen be-
ginnen, und die sich in dieser Zone befindenden offenen Haufen nichts
anderes sind, als eingewanderte, sich aufldsende Kugelhaufen. Diese
Spekulationen stehen und fallen mit der Richtigkeit der SHAPLEYschen
Parallaxen., Nimmt man z. B. den doppelten Wert der SHAPLEYschen
Parallaxen als der Wahrheit ndherkommend an (Untersuchungen iiber
die Helligkeit und Farbe der Haufensterne fithren zu solchen Werten
ebenso, wie die Korrektionen von WILsON und STROMBERG), so ver-
wischt sich die complementary distribution schon stark, Solange, vor
allem fiir die offenen Haufen, nur rohe Parallaxenschitzungen vorliegen,
ist es fruchtlos, hieran weitere SchluBfolgerungen zu kniipfen.

1) Vgl. Anm. 2, S. 2.

?) Vgl. Anm. 3, S. 2.

3) SHaPLEY, H.: Studies VIII. The luminosities and distances of 139 Ce-
pheid variables. Contrib. Mt. Wilson. Nr. 153. 1918.
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§ 2. Die Methode Charliers.

Die Methode CHARLIERSs beriihrt sich mit dem letzten Ansatz SHAPLEYS,
aus einer Parallaxendurchmesserkurve Entfernungen fiir Sternhaufen
abzuleiten, indem auch ihr die Hypothese anndhernd gleicher linearer
Dimensionen aller Haufen zugrunde liegt. Sie weicht jedoch wesent-
lich von SHAPLEYs Methode in der Bestimmung des Nullpunktes der
Parallaxendurchmesserkurve ab. Wihrend SHAPLEY diesen durch An-
schluf an die mit Hilfe der Cepheiden gut bestimmten Parallaxen ge-
winnt, macht CHARLIER die weitgehende Annahme, daB alle Sternhaufen
zum engeven Sternsystem (local cluster) selbst gehéren. Der Nullpunkt er-
gibt sich dann aus der Hypothese, dal die Streuung der offenen Haufen
und die der Kugelhaufen in der Richtung senkrecht zur MilchstraBen-
ebene die gleiche sei, wie fiir das lokale System der B-Sterne. Wir
wollen nun die Einzelheiten von CHARLIERs Methode noch n#her be-
trachten.

Wenn alle Haufen die gleichen absoluten. Durchmesser besitzen, so
ist selbstredend die Entfernung umgekehrt proportional dem schein-
baren Durchmesser. Wie ist nun der Zusammenhang zwischen Ent-
fernung und scheinbarem Durchmesser, wenn die Haufen nicht mehr
alle gleiche absolute Durchmesser haben, sondern diese um einen
mittleren Wert schwanken? Die Annahme, da} die Kugelhaufen nahezu
die gleichen linearen Dimensionen haben, diirfte eine brauchbare Arbeits-
hypothese sein. Anders ist dies jedoch bei den offenen Haufen, woraut
wir schon im vorigen Paragraphen hingewiesen hatten.

Wir wollen hier noch niher die elegante Losung dieser Frage durch
CHARLIER darstellen®). ¢, (r)dr sei die Anzahl der Haufen, deren Ent-

fernung zwischen den Grenzen 7 == % dr liegt; ¢,(D)dD sei die Zahl
der Haufen, deren wirklicher Durchmesser zwischen den Grenzen
D = %dD liegt. ¢,(D) setzt CHARLIER als unabhingig von der Ent-

fernung voraus, so daB in jeder Entfernung die Verteilung der Durch-
messer die gleiche ist; eine rein theoretische Annahme, die nicht niher
gepriift werden kann. Sie findet ihr Analogon in der Stellarstatistik
bei der Verteilungsfunktion der absoluten Leuchtkrifte. ¢,(7) - ¢,(D)d7d D
gibt dann die Anzahl derjenigen Haufen an, die in einer Entfernung

7 = -;—dr liegen, und deren Durchmesser zwischen den Werten D -
~dD und D— ~dD liegen,

Der scheinbare Durchmesser d hdngt mit dem wahren Durchmesser D
durch die Gleichung

D =70, somit dD = rdJ,
1 Vgl. Anm. 4, S. 7.
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zusammen. Die eben angegebene Anzahl kann also auch geschrieben
werden:

‘@ (7) - @u(r0) - vdrdd.
Wir fragen nun nach der mittleren Entfernung fiir Haufen mit einem
gegebenen scheinbaren Durchmesser. Man hat:

M) :/0_072%(7) P.(r0)dr :ﬁ'(pl(r) P.(ro)dr,

also abhiingig von d, aber im allgemeinen nicht umgekehrt proportional
mit 0. CHARLIER untersucht die Form von M (r) fiir sehr kleine und
fir groBe 0. Die Funktionen ¢, und ¢, seien so beschaffen, daB
¢:(0) & o und ¢,(0) F= o werden, sondern bestimmte endliche Werte
annehmen. Setzt man d =0, so erhdlt man:
Mo(r):/rpl(r)rzdr:frpt(y)rdw:KI:72‘:7, (1)
K, ein bestimmter endlicher Wert.
Fiir groBe ¢ fithrt die Substitution y = #d zum Ziele. Man hat:

Ks r r o
Mo =22, wo K, = [p9) - 3dy: [@n) vy =57:5 (@)

ist. CHARLIER findet so den Satz: Der mittlere Wert der Enifernung
eines Haufens kann, sobald der scheinbare Duychmesser grofs ist, als wm-
gekehrt proportional zum scheinbaren Durchmesser angenommen werden,
ndhert sich aber etner endlichen Grenze — wivd also wicht unendlich —,
wenn b immer kleiner wird. Die auf diese Weise gefundene Parallaxen-
durchmesserkurve stimmt der Form nach gut mit der empirischen
Kurve SHAPLEYs fiir die Kugelhaufen iiberein (vgl. Abb. 3, S. 20), eine
schone Bestitigung fiir die Brauchbarkeit der gemachten Arbeits-
hypothese.

Um die Distanzdurchmesserkurve zu erhalten, ist es somit not-
wendig, die Hiufigkeitsfunktion der Haufen sowohl in bezug auf ihre
Entfernung, als auch in bezug auf ihre absoluten Durchmesser zu ken-
nen. Der praktische Weg wire der*), dafl man in erster Ndherung die
Entfernungen der Haufen umgekehrt proportional ihren scheinbaren
Durchmessern setzt und dadurch eine geniherte Funktion ¢.(#) erhilt.
Damit 146t sich numerisch die Konstante K, finden, und hieraus kann
man dann Verbesserungen fiir die gerechneten Entfernungen ableiten.
Wegen der verhdltnisméBig geringen Anzahl von Haufen und wohl
auch, weil bei keinem der scheinbare Durchmesser sehr klein ist, hat
CHarLIER die Rechnungen, sowohl bei den offenen, als auch bei den
Kugelhaufen nicht weiter als bis zur ersten Nédherung durchgefiihrt.

1) Vgl. Anm. 4, S. 7.
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Da man mit einer nennenswerten Vermehrung des Materials der
offenen Haufen und Kugelhaufen durch neue Entdeckungen nicht
rechnen kann®)?), so wird sich die von CHARLIER benutzte Anzahl von
142 offenen Haufen und %5 Kugelhaufen nicht in der Weise ver-
groBern lassen, dafl man von einer zweiten Néherung erfolgreich wird
Gebrauch machen kénnen. Auch hier zeigt es sich, daBl unserer weiteren
Forschung durch den Mangel an Beobachtungsmaterial, selbst bei der
Ableitung relativer Parallaxen, eine Grenze gesteckt ist.

Nachdem fiir jeden Haufen die sphérischen Koordinaten bezogen
auf das galaktische System

&= cosb-cos! 7 =cosb-sinl {=sinbd

(b = galaktische Breite; ! = galaktische Linge) gerechnet sind, bestim-
men sich die rechtwinkligen Koordinaten in erster Ndherung aus den
Gleichungen:-
x—:@-ge y———I?Q-na 7= 10
d d d
0 ist der scheinbare Durchmesser, ¢, der Skalenwert, legt die GréBen-
ordnung der absoluten Parallaxen fest und ist noch nidher zu be-
stimmen. Dies geschieht auf verschiedene Weise fiir das System der
offenen Haufen und das der Kugelhaufen. CHARLIER findet bei den
offenen Haufen aus den Koordinaten §,,{, daB ihr Zentrum in die
Richtung nach dem Zentrum der B-Sterne fillt. Damit ergeben sich
zwei Arten der Bestimmung des Skalenwertes: 1. durch die Hypothese,
daBl das System der offenen Haufen das gleiche Zentrum besitze, wie
das System der B-Sterne und 2. durch die Hypothese, da8 sich die
offenen Haufen mit der gleichen Streuung senkrecht zur galaktischen
Ebene ausbreiten, wie die B-Sterne. Beide Annahmen enthalten die
Voraussetzung, dal die offenen Sternhaufen zum engeren Sternsystem
(local cluster) selbst gehoren, wihrend SuAPLEYs Parallaxen darauf
hindeuten, daB die offenen Haufen zwar im Mittel uns néher sind als
die Kugelhaufen, aber doch zum groBen Teil aulerhalb des allgemeinen
Sternsystems stehen. Die SHAPLEYsche Bestimmung des Nullpunkies
lapt fiir die GvéfBenordnung dev Parallaxen sicher mehr Moglichketten zu
als diejenige CHARLIERsS, die die Lage der Haufen von vornherein auf
den Rawm des lokalen Haufens der B-Sterne beschyinkt.

Bei der Berechnung der Parallaxen der Kugelhaufen weicht die
Bestimmung des Skalenwertes von derjenigen bei den offenen Haufen
ab. Das Zentrum der Kugelhaufen liegt in einer Richtung, die senk-
recht steht auf der Richtung nach dem Zentrum der B-Sterne. Es
ist deshalb hier, was iibrigens schon die scheinbare Verteilung der

1 Vgl. Anm. 1, S. 2.

2) BAILEY, S. J.: Globular clusters. Ann. of the astron. observ. of Harvard
College. Bd. 76, S. 43. 1915.
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Kugelhaufen am Himmel wahrscheinlich macht, nicht mdglich, fiir
beide Systeme ein gemeinsames Zentrum anzunehmen. Durch die
Annahme, dafy die Kugelhaufen zum Sternsystem selbst gehidrven, erhilt
CuARLIER die Moglichkeit, den Skalenwert dadurch abzuleiten, dafl
die Streuung der Kugelhaufen senkrecht zur MilchstraBenebene wieder
hypothetisch gleichgesetzt wird derjenigen der B-Sterne. Dadurch
schalten Parallaxenwerte von der GroBenordnung der SHAPLEYschen
Parallaxen von vornherein aus. Es ist deshalb auch nicht moglich,
die Resultate CHARLIERs mit denjenigen SHAPLEYs zu vergleichen. Die
Folgerungen, die die beiden Astronomen aus ihren Parallaxen ziehen,
widersprechen sich vollkommen, wie wohl am deutlichsten die Gegen-
iberstellung der folgenden Sitze zeigt:

CHARLIER (Medd. Lund Ser. II, Nr. 19, S. 34): We conclude, that
the stars in the globular clusters all are to be considered as dwarf
stars, less luminous than the majority of stars, for which till now the
absolute magnitude has been determined.

SHAPLEY (Mt. Wilson Contr. Nr. 166, S. 65): Doubtless we are
discussing the giant stars, and only the giants among a throng of
hundreds and thousands.

Wie kommt CHARLIER zur Annahme, daf die Kugelhaufen zum
Sternsystem selbst gehdren? Eine Hauptstiitze seiner Hypothese er-
blickt er in der analogen Verteilung der planetarischen Nebel am
Himmel”), die auch eine, aber keine so ausgeprigte Hiufung bei der
galaktischen Linge von etwa 320° zeigen, wie die Kugelhaufen, und
von denen man wohl mit Sicherheit sagen kann, dal} sie zum engeren
Sternsystem gehoren. Andererseits kommen auf einer Halbkugel des
Himmels, die 15 vH aller Kugelhaufen enthilt, mehr als 40 vH aller
planetarischen Nebel vor?). Weiter schlieBt CHARLIER, daf} die Tat-
sache, daB die MilchstraBenebene Symmetrieebene in der Verteilung
der Kugelhaufen ist, fiir die Annahme spreche, daB die Kugelhaufen
zum Sternsystem selbst gehéren. Er meint, wenn das Sternsystem
selbst nur ein Kugelhaufen im System der Kugelhaufen wire, so sei
die Rolle der MilchstraBenebene als Symmetrieebene nicht einzusehen.
Dem ist entgegen zu halten, daB selbst Parallaxen von der GréBen-
ordnung der SHAPLEYschen die Kugelhaufen immer noch nicht als
dem Sternsystem koordinierte Syteme, in bezug auf ihre linearen Di-
mensionen erscheinen lassen. Vielmehr ist auch nach SHAPLEY das
Sternsystem ein System von viel gewaltigeren AusmalBen, als die ein-
zelnen Kugelhaufen.

Dafl SeaPLEY in Kugelhaufen einen grofen Prozentsatz von Sternen
mit negativen Farbenindizes gefunden hat, scheint mehr fiir grofe,

5 Vgl. Anm. 4, S. 7.
?) LUNDMARK, K.: Die Stellung der kugelférmigen Sternhaufen und Spiral-
nebel zu unserem Sternsystem. Astron. Nachr.,, Kiel. Bd. 209, S. 369. 19109.
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als fiir kleine Entfernungen der Kugelhaufen zu sprechen. CHARLIER
schlieBt auf Grund von Untersuchungen iiber den Zusammenhang von
Farbenindex und Spektraltypus, daBl die Sterne in den Kugelhaufen
kaum blauer sind, als die Typen B8 oder Bg, und hier kénne man
— auf Grund der besonderen Umstinde in Kugelhaufen, wohl der
grofen Sterndichte und den damit verbundenen hdufigen Zusammen-
stoBen — Zwergsterne der absoluten Helligkeit - 8757 (bezogen auf
7 = 0'1) erwarten, eine Helligkeit, die CHARLIER als mittlere Hellig-
keit der hellsten Sterne in Kugelhaufen angibt. Es wiren also dann
die Kugelhaufen aus ,,weilen Zwergen* von der Art des Siriusbeglei-
ters zusammengesetzt. Ein weiterer Einwand gegen CHARLIERs grofle
Parallaxen ist der folgende: Sollten die Kugelhaufen uns so verhéltnis-
méBig nahe stehen, so miiBiten sie doch merkliche Eigenbewegungen
besitzen, da aus der GroBe ihrer Radialgeschwindigkeiten auf eine
groBBe Geschwindigkeit der Haufen im Raum zu schlieBen ist. Man
kommt so zu einem Widerspruch mit der vollkommenen Erfolglosig-
keit jeder Feststellung von E.B. Vielleicht ergeben sich noch tiefere
Widerspriiche aus den Farbenhelligkeitsdiagrammen der Haufen M. 13
und M. 3, auf die wir noch zuriickkommen werden.

Die Beniitzung der scheinbaren Durchmesser der Sternhaufen als
ein Maf fiir thre Entfernung liegt auf der Hand. Bei genauerer Be-
trachtung bietet jedoch diese Methode gréBere praktische Schwierig-
keiten, als man zunichst denken sollte. Die erste und Hauptforderung
ist natiirlich die eines einheitlichen Beobachtungmaterials zur Schitzung
der Durchmesser, wozu sich wohl die FRANKLIN-ADAMs-Karten am
besten eignen. Ein anderer Weg, der bei den Kugelhaufen gangbar
erscheint — und fiir offene Haufen ist die Bestimmung von Parallaxen
aus den Durchmessern ohnehin zu verwerfen —, wiren extrafokale
Aufnahmen der Sternhaufen bei gleicher Expositionsdauer; obwohl die
Uberwindung der bekannten Schwierigkeiten der photographischen Ver-
gleichung verschieden heller Objekte nicht leicht ist. Wie verschieden
die Durchmesser der Kugelhaufen geschétzt worden sind, zeigt die fol-
gende Zusammenstellung:

Tabelle 8.

N.G.C. | Bailey | Melotte | Shapley B/S M/S
104 30 42’ 276 1.09 1.52
288 10 12 4.4 2.27 2.73

4372 15 12 9.3 1.61 1.29
5139 35 45 28.0 1.25 1.61
5272 12 18 8.3 1.45 2.17
6205 15 12 11.0 1.36 1.09
6266 5 8 5.0 0.85 1.35
6656 12 20 17.5 0.69 1.14

Dabei wurden hier Haufen ausgew#hlt, die zum Teil schon mehrfach
und eingehend studiert worden sind. Es ist anzunehmen, daB jeder
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Beobachter sein Material so einheitlich wie moglich gewihlt hat. Im
idealen Falle miifiten alle Verhiltnisse BAILEY/SHAPLEY (B/S) ebenso
wie MELOTTE/SHAPLEY (M/S) unter sich gleich sein. Die groBen Spriinge,
die vorkommen, bei BAILEY/SHAPLEY von 2.27 bis 0.69, bei MELOTTE/
SHAPLEY von 2.73 bis 1,09 zeigen, wie auBerordentlich schwierig die
Schitzungen sind, und wie man nicht sorgfiltig genug bei der Sich-
tung des Materials vorgehen kann.

Neben diesen rein praktischen Schwierigkeiten besteht eine weitere
Schwierigkeit darin, daf wir in keiner Weise abschitzen kdénnen, wie
der scheinbare Durchmesser eines Haufens von einer, vielleicht vor-
handenen, Absorption des Lichtes beeinfluflit wird. Sie hdtte — bei
konstanter Absorption von Haufen zu Haufen — keinen Einflul}, wenn
die Flichenhelligkeit der Kugelhaufen konstant wire vom Zentrum
bis zum Rand. Denken wir uns in Abb. 4 den wahren Abfall der
Flichenhelligkeit des Haufens )

(ohne Absorption) vom Zentrum }Z‘ngg;

zum Rand gezeichnet (ausge-
zeichnete Kurve), so gibt die
Abszisse  desjenigen Kurven-
punktes, bei dem die Kurve
anfingt horizontal zu verlaufen,
den Radius der Projektion des
Haufens an. Bei stattfindender .
Absorption wollen wir die zwei I R Abstand
Extremfille unterscheiden: 1.Das Abb. 4. Abhéngigkeit der scheinbaren Begrenzung
Licht der Vordergrundsterne er- cines ng‘iffﬁ‘;fmvg‘";nfeT'ei:fs“pﬁ"“'
leidet die gleiche Absorption wie

das der Haufensterne, und 2. das Licht der Haufensterne erleidet eine
stirkere Absorption, etwa dadurch, daB der Haufen auBerhalb des
Sternsystems steht und sich zwischen ihm und dem Sternsystem noch
absorbierende Medien befinden. Der Fall, da die Absorption abhingig
ist von der Entfernung von der Sonne liegt zwischen beiden Fillen.

Im ersten Falle sind alle Ordinaten um das gleiche Stiick zu ver-
kleinern (strichpunktierte Kurve). Dies bedeutet einfach eine Verschie-
bung der 7-Achse nach oben und verindert den scheinbaren Durch-
messer nicht. Im zweiten Falle dagegen miissen wir die Flichenhellig-
keit vom Maximum bis zum Punkte R vermindern um einen konstanten
Betrag, der groBer ist als derjenige, um welchen die Flichenhelligkeit
der Vordergrundsterne vermindert werden mul (gestrichelte Kurve).
Praktisch zeigt sich dies darin, dal der Radius verkleinert wird um
das Stiick RR’. Die Grofle der Verkleinerung bei verschiedenen Haufen
hingt bei gleicher Absorptionswirkung wesentlich ab vom Helligkeits-
gesetz. Je rascher der Helligkeitsabfall ist, desto Kkleiner ist die Ver-
kiirzung des scheinbaren Durchmessers durch die Absorption. Eine
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weitere Komplikation entsteht dadurch, daB die Kurve der Flichen-
helligkeit, insbesondere die Lage des Punktes R, abhingig sein wird
von der Dauer der Exposition. Gibt z. B. die Platte bei einer bestimm-
ten Expositionszeit gerade noch alle Vordergrundsterne, dann erhilt
man als Grenze des Haufens diejenige, welche der mittleren schein-
baren Dichte der innergalaktischen Sterne entspricht. Eine Verlingerung
der Exposition bringt dann nur noch Haufensterne auf die Platte, vor
allem die schwachen Randsterne, so dafl der Durchmesser zunimmt.

§ 3. Die Methode von Kapteyn-Schouten.

KAPTEYN hat eine Methode angegeben?), wie man die Parallaxe eines
Sternhaufens ableiten kann unter der Voraussetzung, daB die Hdufig-
keitskhurve der absoluten Leuchtkvifte, wie sie sich fiir die ndihere
Umgebung dev Sonne ergibt, ibevall tm Weltall die gleiche sei. Die
Methode beruht darauf, dal bei einer Gruppe von Sternen, die alle prak-
tisch in der gleichen Entfernung von uns sind (wie dies bei den Stern-
haufen der Fall ist), die Hiufigkeitskurve der scheinbaren Helligkeiten
die gleiche Form hat, wie die der absoluten Helligkeiten. Indem man
beide Kurven zur Deckung bringt, erhdlt man die zu den scheinbaren
Helligkeiten gehorenden absoluten Helligkeiten. ScHOUTEN hat diese
Methode in etwas gednderter Form in einigen Arbeiten auf Kugelstern-
haufen und offene Haufen zur Parallaxenbestimmung angewandt?)3).

Unter der gemachten Hypothese der allgemeinen Giiltigkeit der
KarreEvNschen Héufigkeitskurve der absoluten Leuchtkrifte braucht man
Am—i—l

Am
zu bestimmen, wo 4,, die Anzahl der Sterne ist, die heller sind, als die-
jenigen der scheinbaren Helligkeit 7. Durch Vergleich dieser Verhilt-
nisse mit den Quotienter qu;; ', wie sie sich aus der KAPTEYNschen
Kurve finden, erkennt man, welches M zu cinem gegebenen m gehért.
Aus der Gleichung

durch Sternzdhlungen in Sternhaufen offenbar nur das Verhiltnis

M=m-+5-+5logn
ergibt sich dann sofort die Parallaxe 7.

Die Parallaxen, die auf diese Art gefunden wurden, sind, wie die
folgende Zusammenstellung zeigt, alle bedeutend gréBer als diejenigen,
die SHAPLEY angibt.

) KapiEYN, J. C.: On the individual parallaxes of the brighter galactic
Helium-stars in the sonthern hemisphere, together with comnsiderations on
the parallax of stars in general. Contrib. Mt. Wilson. Nr. 82. 1914.

2) ScHOUTEN, W. J. A.: On the parallax of some stellar clusters. Amster-
dam Proc. Bd. 20, S. 1108; Bd. 21, S. 36. 1918.

3) Derselbe: Uber die Parallaxe einiger Sternhaufen. Astron. Nachr.,
Kiel. Bd. 208, S. 317. 1910.
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Tabelle 9.
. n T
Messier | gchouten Shapley e [Tsh.
3 0700055 0’000072 7.6
5 0005 000080 6.0
11 00055 00014 3.9
13 00075 0000G0 8.3
36 005 0002 25.0
37 0025 0004 6.2
46 002 0005 4.0
52 0003 00016 1.9
67 001 00025 4.0

Die Verhiltnisse 7.y /7vsn, scheinen keine Abhéngigkeit vom Typus
der Haufen zu zeigen.

Am +1
Am
allaxen gefunden werden, so berechtigt dies zur Annahme, daB die
Arbeitshypothese, die allgemeine Giiltigkeit des KapTEYNschen Gesetzes,
richtig sei, aber doch nur dann, wenn ein geniigend groBes Intervall
der m vorliegt. In den Sternhaufen ist das Helligkeitsintervall der ver-
messenen Sterne seltener groBer als vier GroBenklassen. Dabei wird man
die hellsten und schwichsten Sterne aus den Rechnungen ausschlieBen
miissen; die hellsten, weil man nicht sicher weil, ob sie wirkliche
Glieder des Haufens sind und weil bei ihrer an sich geringen Zahl
die Mitnahme eines oder mehrerer falschen Sterne die Ergebnisse
stark verfilscht; die schwichsten, weil es nicht bestimmt ist, ob die
Platte alle Sterne dieser kleinsten Helligkeit zeigt und auszumessen ge-
stattet. Die Zdhlungen werden sich, wenn man zuverlissige Resultate
erhalten will, auf die mittleren Gr6Benklassen beschrinken miissen, und
werden dann selten mehr als drei GroBenklassen umfassen. Ob man aber,
wenn bei einem so kleinen Helligkeitsintervall die aufeinanderfolgenden
Am+1
A4

Wenn mit Hilfe von verschiedenen

immer die gleichen Par-

Quotienten gleiche Parallaxen liefern, auf Identitit der Vertei-

lungsfunktionen der Leuchtkrifte bei den Kugelhaufen und den Sternen
der Umgebung der Sonne schlieBen kann, ist sehr zweifelhaft. Seit die
Arbeiten ‘SCHOUTENs erschienen sind, haben auch die Untersuchungen
iiber die Héufigkeitsfunktion der Leuchtkrifte in den Sternhaufen, vor
allem durch die Arbeiten SHAPLEYs®)?) Fortschritte gemacht. Nach den
Hiufigkeitskurven, die SHAPLEY fiir die Haufen M. 2, 3, 5, 13, I5 und 68
angibt, die alle ein ausgesprochenes sekundires Maximum zeigen, scheint
es sicher zu sein, daB diese Kurven merklich von einer einfachen Fehler-
kurve abweichen, was doch die KaprevyNsche Hiufigkeitskurve ist. Die

) SHAPLEY, H.: Studies X. A critical magnitude in the sequence of stellar
luminosities. Contrib. Mt. Wilson. Nr. 155. 1918.
2) Vgl. Anm. 7, S. 4.
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Frage, ob das sekundédre Maximum bei SHAPLEYs , kritischer Helligkeit
in der Sternentwicklung* herriihrt von fehlenden Nachbarsternen oder
von einem tatsichlichen UberschuB an Sternen der kritischen Hellig-
keit, ist dahin gelost worden, daB es in den Sternhaufen eine reelle
Anhiufung von Sternen einer kritischen Helligkeit gibt®)?). Ferner hat
eine Untersuchung der Plejaden und des Haufens / Persei gezeigt, dal3
das Helligkeitsgesetz von % Persei vollkommen von dem KAPTEYN-
schen abweicht, und bei den Plejaden sich eine Abweichung im selben
Sinne ergibt, sobald geniigend schwache Sterne mitgenommen werden3).
v. ZEIPEL hat aus mehreren Platten von Messier 3 das Hiufigkeitsgesetz
A (m) der Helligkeiten der Haufensterne abgeleitett). Nach KApTEYN gilt
% — K. o=t —Mo)2,

Bei M. 3 ist aber (wie V. ZEIPEL zeigt) [log A (m)]* eine lineare Funktion
von m, das heilt man hat

log A (m) = a}m — m,

A(m) =K . eaVm—mo
also ein Verteilungsgesetz der Leuchtkrifte, das mit demjenigen von
KAPTEYN gar keine Ahnlichkeit hat. Auch bei verschiedenen anderen
Haufen, darunter M. 11, hat sich das ZerpeLsche und nicht das Kap-
TEYNsche Hiufigkeitsgesetz ergebens). Von Koprr sind in neuester
Zeit Untersuchungen iiber die Hiufigkeitsfunktion beim Kugelhaufen
M. 13 verbffentlicht worden®). Wir fiihren hier seine Tabelle III an:

oder

Anzahl schwacher Sterne bei M. 13.

Scheinbare Abzahlung Nach Kapteyn Uberschu3

Helligkeit (7 = 0"0003)

bis 1773 2046 2076 —
19 0150 5670 61 vH
20 14028 8696 61 vH
21 — 11980 —

Sie zeigt (die Zahlen unter Abzdhlung sind nach Koprr bestimmt
nicht zu hoch angesetzt), wie bedeutend das Verteilungsgesetz der

7) TEN BRUGGENCATE, P.: Die Verteilungsfunktion der absoluten Leucht-
krafte. Naturwissenschaften. Jg. 12, S. 736. 1924.

2) PANNEKOEK, A.: Luminosity function and brightness for clusters and
galactic clouds. Bull. of the astron. inst. of the Netherlands. Bd. 2, S. 5. 1923.

3) Vgl. Anm. 3, S. 3.

4) v. ZEEL, H.: La loi des luminosités dans l'amas globulaire M. 3.
Ark. math. astron. fys. Bd. 11, Nr. 22. 1916,

5) Vgl. Anm. 2, S. 25.

6) Korrr, A.: Uber die Haufigkeitsfunktion beim Sternhaufen M. 13.
Astron. Nachr.. Kiel. Bd. 219, S. 311. 1923.
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schwachen Sterne von einer KapTEvNschen Hiufigkeitskurve abweicht.
Nach all diesen Untersuchungen miissen wir somit schlieBen, daB
Parallaxen von Haufen, die sich auf die KapTEYyNsche Haufigkeitskurve
stiitzen, kein groBes Vertrauen beanspruchen kénnen. Es sei noch hinzu-
gefiigt, daBl die Hypothese der allgemeinen Giiltigkeit des KAPTEYNschen
Verteilungsgesetzes fiir beliebige Sterngruppen physikalisch kaum halt-
bar ist. Es ist ohne weiteres klar, daBl das Verteilungsgesetz der
Leuchtkrifte der Sterne einer Gruppe eine Funktion ihres Alters sein
mulBl. Da man hinreichende Griinde hat, nicht allen Sterngruppen ein
gleiches Alter zuzuschreiben, so ergibt sich sofort, daB die KAPTEYN-
ScrouTENsche Hypothese nicht allgemein zutreffen kann.

§ 4. Vergleich der Hypothesen der einzelnen Methoden auf
Grund von Farbenhelligkeitsdiagrammen.

a) Farbenhelligkeitsdiagramme. Die auffallenden Erscheinungen, die
SHAPLEY fiir einige Kugelhaufen gefunden hat, daf die Sterne desto
heller sind, je roter ihre Farbe ist, und daB} eine Art kritischer Hellig-
keit zu bestehen scheint, bei der die Hiufigkeitskurve der absoluten
Leuchtkrifte ein sekundidres Maximum zeigt, sind wohl eines einge-
henden Studiums wert, um so mehr, als sie uns manchen Schlufl er-
moglichen iiber die Giiltigkeit der Hypothesen, die in den verschiedenen
Methoden zur Abschitzung von Haufenparallaxen gemacht worden sind.
Zu diesem Zweck wurden fiir die Kugelhaufen M. 3 und M. 13, und
die offenen Haufen M. 11, M. 37 und M. 67 Farbenhelligkeitsdiagramme
(F.H.D.) entworfen, die in ihrer Anlage iibereinstimmen mit dem be-
kannten RusseLLschen Diagramm. Als Abszissen sind die Farbenindizes,
als Ordinaten die scheinbaren photovisuellen Helligkeiten gewihlt. Die
Diagramme stellen somit die statistische Verteilung der Helligkeiten
und Farben von Sternen in einzelnen Sternhaufen dar. Sie sind in
den Abb. 21—26 wiedergegeben und werden im IV. Abschnitt ausfiihr-
licher behandelt werden. Hier iibernehmen wir gewisse Auffassungen,
die dort erst ihre eingehende Begriindung erfahren werden. Die Daten
sind den folgenden Arbeiten entnommen:

Messier 13: SHAPLEY, Thirteen hundred stars in the Herculis cluster.
Mt. Wilson Contr. 116.

Messier 3: SHAPLEY, Photometric catalogue of 848 stars in M. 3.
Ebenda 176.

Messier 11: SHAPLEY, The galactic cluster M. 11. Ebenda 126.

Messier 37: v. ZEIPEL, Photometrische Untersuchungen der Stern-
gruppe M. 37. K. Sv. vet. ak. hdl. Bd. 61, Nr. 15. 1921.

Messier 67: SHAPLEY, A catalogue of 31T stars in M. 6. Mt. Wilson
Contr. 117.

Bei M. 13 {fehlt es leider an vermessenen schwachen Sternen
zwischen 1670 und 1770 photovisuell, so daBl die Schliisse, die daraus,
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vor allem auch in den folgenden Abschnitten, gezogen werden, nicht als
endgiiltig angesehen werden kénnen. Sie sollen nur ein Bild geben von
einer neden Art, in die physikalischen Zustinde der Sternhaufen einzu-
dringen. Der Zukunft bleibt es iiberlassen, den Weg weiter auszubauen.

Wir wollen nun die Diagramme fiir die Sternhaufen vergleichen
mit dem F.H.D fiir das Sternsystem, das in Abb. 19 wiedergegeben
ist. Dieses zeigt, daB sich die Riesensterne unserer Umgebung im grofien
und ganzen in einem horizontalen Ast anordnen und daB sich der Ast
der Zwerge zwischen den Spektralklassen 4o und Fo etwa bei der
absoluten Helligkeit 4~ 270 nach rechts unten (im Sinne abnehmender
Leuchtkraft und réter werdender Farbe) loslost. Hat man einen Doppel-
oder mehrfaches Sternsystem, bei welchem die einzelnen Komponenten
Riesen sind, aber verschiedene Masse besitzen, so ist eine bekannte Er-
scheinung, daf die Verbindungslinien der Komponenten im F.H.D. eine
schrige Stellung besitzen in dem Sinne, daB die kleinere Masse (kleinere
absolute Leuchtkraft) der groBeren in der Richtung M »>B vorausgeht?).
Stellt man sich nun eine Gruppe von sehr vielen gleich alten Sternen
vor, und zeichnet fiir eine solche Gruppe das F.H.D., so wird sich
ganz analog kein horizontal verlaufender, sondern ein geneigter Ast der
Riesen ergeben. Wir wollen den geneigten Ast der Riesensterne oder die
zunehmende Helligkeit bei roter werdender Farbe geradezu als Kriterium
fiir eine Gruppe gleich alter Sterne ansehen. Dies setzt voraus, dal
ein normaler Stern sich vom roten Riesen iiber den blauen Riesen
zum roten Zwerg entwickelt. Auch hier ist auf den vierten Abschnitt
zu verweisen. Ubrigens werden dort noch weitere Kriterien angefiihrt,
die auf ein gleiches Alter aller Sterne eines Sternhaufens schlieBen
lassen. Bei verhdltwismdfiig jungen Sterngruppen ist es sehr wohl denk-
bar, dafi ihr F.H.D. nur den geneiglen Ast der Riesen zeigt und ein
Zwergast noch gar micht vorhanden ist.

Die F. H.D. fiir Sternhaufen werden natiirlich mehr oder weniger
beeinfluBt durch fremde Sterne, die keine wirklichen Glieder der Gruppe
sind. Die Stérungen werden besonders groB bei den ganz offenen
Haufen. Bei diesen werden sich zuverldssige Schliisse erst dann aus
dem F.H.D. ziehen lassen, wenn es gelungen ist, auf Grund gemessener
E.B. die Haufensterne von den Vordergrundsternen zu trennen.

Die Diagramme der Kugethaufen M. 3 und M. 13 (Abb. 21 und 22)
zeigen ganz deutlich das Kriterium einer Gruppe gleich alter Sterne.
Das gleiche zeigt auch der Haufen M. r1 (Abb. 24) und auch noch
— aber weniger deutlich — der offene Sternhaufen M. 37 (Abb. 25).
Es ist wohl anzunehmen, daB dieser Haufen, der in der Aurigawolke
eingebettet liegt, schon eine betrachtliche Anzahl fremder eingefangener
Sterne verschiedenen Alters enthdlt, wodurch dann sofort eine viel
gleichmiBigere Verteilung der Riesensterne nach Helligkeit und Farbe

1) Vgl. die Figur in Naturw. 1923, S. 323.
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entsteht. Dies ist zweifellos der Fall bei M. 6% (Abb. 26), wo jedes
Kriterium fiir den gemeinsamen Ursprung der Haufensterne fehlt. Das
F.H.D fiir M. 67 bestitigt deshalb die Vermutung SHAPLEYs 9, dafl
M. 67 etwas anderes ist als die gewohnlichen offenen Haufen, nimlich
nur eine Verdichtung in einem gewodhnlichen Sternfeld. Durch diese
kurzen Andeutungen soll gezeigt werden, wie mii Hilfe dey F.H.D. in
der Klassifikation der Sternhaufen vielleicht ein kontinuierlicher Ubergang
gewonnen wevden kann von den stark konzemtrvierien Kugelhaufen bis zu
den offensten Sterngruppen.

Als Beispiel sei die Klassifikation von Messier 11, dem reichen
Sternhaufen im Sobieskischen Schilde, gewihlt. CHARLIER rechnet Mes-
sier 11 zu den Kugelhaufen ?), wihrend SHAPLEY ihn als offenen Haufen
Klassifiziert, beide auf Grund seines scheinbaren Aussehens. Man ver-
gleiche die Bilder auf Tafel I und IV. Ein Vergleich des entsprechen-
den F.H.D. mit einem der Diagramme, die typischen Kugelhaufen
angehdren, zeigt, daB M. 11 kein typischer Kugelhaufen sein kann.
Er steht, wie der weitere Vergleich mit dem F.H.D. fiir den offenen
Haufen M. 37 zeigt, zwischen den typischen Kugelhaufen und den
typischen offenen Haufen.

Bei M. 11, der noch am meisten Verwandtschaft mit den typischen
Kugelhaufen zeigt, hat das F.H.D. einen nach rechts unten verlau-
fenden Ast von Sternen, der sich zwischen a 5 und f 3 vom geneigten
Riesenast losldst. Dieser Ast stellt den Ast der Zwergsterne des Haufens
dar. Bei M. 37 liegt eine ganz ihnliche Erscheinung vor; der Ansatz
der Zwergsterne ist mehr nach der blauen Seite zu verschoben, ent-
sprechend der bedeutend gréBeren Anzahl friiherer Spektraltypen in
M. 37 im Vergleich zu M. 11. (Nach einer eingehenden Untersuchung
von TRUMPLER?) scheinen die SHAPLEYschen Farbenindizes der hellen
Sterne in M. 11 systematisch zu groB zu sein. Das F. H. D. von M. 11
diirfte daher noch mehr mit demjenigen von M. 37 ibereinstimmen.)
Hier sind die Sterne schwicher als 13™5 bestimmt Zwerge.

Auf Grund der F.H.D. kénnen wir nun die Hypothesen von
SHAPLEY, CHARLIER und SCHOUTEN vergleichen. — Bei der Bestimmung
relativer Parallaxen nach SHAPLEYs Methode geht entweder die Hypo-
these ein, daBl die Cepheiden der einzelnen Haufen physikalisch
identisch seien, oder man setzt die Vergleichbarkeit der Riesensterne
der Haufen voraus. Die groBe Ahnlichkeit der F.H.D. von M.13
und M. 3 scheint fiir diese Arbeitshypothese zu sprechen. Was die
Bestimmung absoluter Parallaxen betrifft, so liegt ihr die natiirliche,
nicht weiter zu priifende Hypothese der Vergleichbarkeit aller Riesen-
sterne, wo sie sich auch im Universum befinden mogen, zugrunde;

5 Vgl Anm. 15, S. 3.

?) Vgl. Anm. 4, S. 7.
3 Vgl. Anm. 16, S. 3.

ten Bruggencate, Sternhaufen.
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eine Hypothese, deren Berechtigung kaum angezweifelt werden wird.
Es liegen somit keine Bedenken gegen die Grundhypothese SHAPLEYs
vor. Nach CHARLIER miiten wir die Sterne der Kugelhaufen als
Zwerge ansehen, Dann ergibt sich aber ein volliger Widerspruch
zwischen dem Zusammenhang von Helligkeit und Farbe bei den
Zwergen der Kugelhaufen und denen des Sternsystems. Nach allen
empirischen Untersuchungen steht es aufler Zweifel, dafl die Zwerge
des Sternsystems an Helligkeit abnehmen, je rdter ihre Farbe ist.
Die Diagramme fiir Kugelhaufen wiirden aber genau das Gegenteilige
fiir die Zwerge der Sternhaufen zeigen. CHARLIERs Parallaxen diirften
somit schon aus diesem Grunde viel zu grofl sein. Was die Methode
ScHOUTENs anbetrifft, so zeigt der Vergleich der F.H.D. fir die
einzelnen Sternhaufen untereinander und mit dem F.H.D. des Stern-
systems sofort die Unhaltbarkeit der hier gemachten Arbeitshypo-
these. Wir haben es bei den Sternhaufen mit Gruppen von Sternen
ausgewdhlter Eigenschaften zu tun, nicht mit einer Durchmischung,
die, wie im Sternsystem, auf ,zufillige’* Verteilungen fiihrt. Die
F.H.D. der Sternhaufen sprechen also eindeutig fiir die Richtigkeit
der Gropenordnung der Parvallaxemw SHAPLEYS.

b) Die Ableitung der Haufenparallaxen aus den F.H.D. Die iiber-
raschende Ahnlichkeit des F.H.D. von M. 37 mit dem Diagramm fiir
die Sterne des Sternsystems, wie es z. B. im Annual Report of the
Director of the Mt. Wilson Obs. fiir 1921 sich findet, legt die Mog-
lichkeit nahe, die F.H.D. von Sternhaufen zu Parallaxenabschitzungen
zu benutzen.

Wenn auch hinsichtlich der Farbe der Ansatz des Zwergastes bei
den Haufen M. 11 und M. 3% etwas variiert — eben abhingig von
der Reichhaltigkeit der Sterngruppe an blauen Spektraltypen, oder (nach
TRUMPLER) verursacht durch einen systematischen Fehler in den Farben-
indizes der hellen Sterne von Messier 1T — so scheint doch die Hypo-
these, daBl die Ablosung des Zwergastes vom Ast der Riesen bei allen
Haufen bet der gleichen absoluten Helligkeit geschieht wie bei den Sternen
des Sternsystems, groBle Wahrscheinlichkeit zu besitzen und jedenfalls
brauchbar zu sein, um die Parallaxen von Sternhaufen der GroBen-
ordnung nach abzuschitzen. Die hier gemachte Hypothese ist im
wesentlichen die gleiche, wie diejenige, welche SHAPLEYs Methode zu-
grunde liegt. Sie sind beide in der ganz allgemeinen Annahme ent-
halten, daB das physikalische Verhalten der Sterne unabhingig von
ihrem Ort im Universum sei. Bei SHAPLEY handelt es sich um das
Verhalten der 0 Cephei-Sterne, hier um das Abbiegen der Riesensterne
in den Ast der Zwerge.

Die Loslésung des Zwergastes vom horizontalen Riesenast findet
bei den Sternen des Sternsystems bei einer absoluten Helligkeit von
- 2%0 (7x = 0"'1) statt. Bei den offenen Haufen M. 11 und M. 37 ist es
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méglich, diejenige scheinbare Helligkeit ziemlich genau festzulegen, bei
der sich der Ast der Zwergsterne vom Ast der Riesensterne loslost.
Indem man nun — nach der gemachten Hypothese — diesen ab-
gelesenen scheinbaren Helligkeiten die absolute Helligkeit + 270 zu-
ordnet, hat man eine Abschitzung der Parallaxe gewonnen. Es ist
bemerkenswert, daB diese Methode der Entfernungsbestimmung gerade
bei den offenen Haufen sehr sicher zu sein scheint; versagt doch ge-
rade hier sowohl die ,,Durchmessermethode*, als auch die ,,Cepheiden-
methode®. Bei den Kugelhaufen M. 13 und M. 3, fiir welche Diagramme
gezeichnet werden konnten, liegt die Sache nicht so einfach. Hier kann
man nur diejenige scheinbare Helligkeit angeben, oberhalb welcher
sicher kein Abtrennen der Zwerge moglich ist. Dies liefert dann Maxi-
malparallaxen. Besonders bei M. 13 sind viel zu wenig schwache Sterne
vermessen, um sagen zu konnen, ob sich in dem beobachteten Hellig-
keitsintervall iiberhaupt schon ein Zwergast losldst. Wieweit bei einer
Gruppe gleich alter Sterne ein Ast der Zwerge ausgebildet ist, wird
wesentlich vom Alter der Sterngruppe abhidngen. Ist das Alter der
Gruppe kleiner als die Entwicklungsdauer eines Sternes normaler Masse
vom roten Riesen bis zum f-Zwerg, so kann kein Zwergast auftreten.
Die Schwierigkeit bei diesen Betrachtungen liegt darin, daB man
keinerlei zuverldssige Abschitzung der Zeit bei den Vorgidngen der
Stellarastronomie machen kann. Es soll nur angedeutet werden, daB
theoretisch sehr wohl eine Sterngruppe denkbar ist, deren F.H.D.
plotzlich abbricht. Bei den typischen Kugelhaufen ist dies vielleicht
der Fall.

Im folgenden handelt es sich daher bei M. 13 und M. 3 um Maximal-
parallaxen, bei den offenen Haufen um eine Abschédtzung der wirklichen
Parallaxen. Aus den Diagrammen findet man, daf3 der absoluten Hellig-
keit 4 2™0 in den Sternhaufen:

Messier 3 13 II 37

die scheinbaren Helligkeiten 16.0 15.5 I4.0 1I3.0
entsprechen. Aus der Gleichung

M=m-+5-5-logm
erhdlt man dann sofort die Parallaxenwerte

Tabelle 10.
Messier | T ] 7 (Shapley) 7 (Schouten)
3 l = 0"o0016 l 0" 00007 000055
13 | = 00020 | Q0009 00075
11 | = 00025 | 00014 00055
37 | = 00063 | 00040 00250

Zum Vergleich sind in den letzten Spalten die Parallaxen von SHAPLEY
und SCHOUTEN angegeben.
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Wir wollen nun umgekehrt vorgehen und bestimmen, bei welcher
scheinbaren Helligkeit in den einzelnen Haufen die Trennung von Zwer-
gen und Riesen stattfinden miiBite, unter Annahme der SHAPLEYschen
und ScHOUTENschen Parallaxen.

Tabelle 11. SmapLEvs Parallaxen.

Messier m (flir M = + 270) Bemerkung
3 + 17.7% | Shapleys Parallaxen vielleicht
13 17.25 zu klein
11 16.25 | Shapleys Parallaxen bestimmt
37 14.00 J zu Klein

Tabelle 12. ScHOUTENs Parallaxen.

Messier m (fir M = + 270) Bemerkung
3 + 13.30 fast lauter Zwerge -
13 12.60 lauter Zwerge unméglich
11 13.30 moglich
37 10.00 lauter Zwerge, unmdoglich

Die Bemerkungen in der letzten Spalte ergeben sich sofort aus den
Deutungen, die wir den Diagrammen der Haufen gegeben haben.

Es ist interessant, noch die Parallaxe anzufithren, die Koprr?) fiir
M. 13 gefunden hat bei Benutzung der KAPTEYN-SCHOUTENschen Me-
thode. In dem von ihm benutzten Helligkeitsintervall scheint die aus-
geglichene Helligkeitskurve gut mit der KAPTEYNschen iibereinzustimmen.
Koprr hat nur die duBleren Teile des Haufens benutzt, um die unbe-
stimmten Verhéltnisse im Zentrum des Haufens zu vermeiden, wih-
rend in SCHOUTENs Arbeiten Zdhlungen iiber den ganzen Haufen vor-
genommen wurden. Als Parallaxe von M. 13 fand er 00003, ein Wert,
der der Grossenordnung nach besser mit dem aus dem Farbenhellig-
keitsdiagramm bestimmten Maximalwert 0”0002 iibereinstimmt als die
SuaPLEYsche oder ScHOUTENsche Parallaxe.

Das Studium der Farbenhelligkeitsdiagramme von Sternhaufen macht
es wahrscheinlich, daB} die SHAPLEYschen Parallaxen mit 1.5 bis 2.0
multipliziert werden miissen. Dies deckt sich mit allen neueren Er-
fahrungen. SHAPLEY selbst hilt eine Division seiner Entfernungen mit
1.5 bis 2.0 fiir mdglich.

Die ScrouTENnschen Parallaxen sind bei den Kugelhaufen viel zu
groB3. Bei dem offenen Haufen M. 11 konnen sie mogliche Werte dar-
stellen. Bei M. 37 ist die ScHOUTENsche Parallaxe ebenfalls bestimmt
zu groB3.

1) Vgl. Anm. 6, S. 30.
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Zusammenfassung.

1. Die scheinbare Verteilung der Haufen am Himmel: Die Kugel-
haufen befinden sich fast ausschlieBlich auf einer Halbkugel des Himmels,
mit einem Konzentrationspunkt in der Sternwolke im Sagittarius. Aus
der Verteilung der Haufen in galaktischer Linge 148t sich auf eine
vollig exzentrische Stellung der Sonne zum System der Kugelhaufen
schlieBen. Die offenen Haufen sind gleichméBiger in galaktischer Linge
verteilt, Sie bevorzugen die MilchstraBenregion. Fiir beide Systeme
von Sternhaufen -— das der kugelfsrmigen und das der offenen — bildet
die Milchstralenebene eine Symmetrieebene, was aus ihrer Verteilung
in galaktischer Breite hervorgeht.

2. Die Parallaxenbestimmungen der Stermhaufen: Von den Methoden
von SHAPLEY, CHARLIER und ScHOUTEN diirfte die SHAPLEYsche Methode
diejenigen Parallaxen liefern, die der GroBenordnung nach am meisten
Wahrscheinlichkeit haben. Die Hypothesen CHARLIERs und SCHOUTENS
sind unvereinbar mit allen neueren Untersuchungen iiber die Hiufig-
keitskurve der absoluten Leuchtkrifte und der Verteilung der Hellig-
keit und Farbe der Sterne in den Sternhaufen.

3. Das Studiwm der Farbenhelligkeitsdiagramme von Sternhaufen
macht es wahrscheinlich, daf die SmapLEYschen Parallaxen — zum
mindesten bei den offenen Haufen — etwa verdoppelt werden miissen.
Fiir die Parallaxén der Kugelhaufen ist eine Multiplikation mit 1.5
wahrscheinlich.



Zweiter Abschnitt.
Uber die Dichtegesetze der Sternhaufen.

Erstes Kapitel.
Uber Dichtegesetze kugelférmiger Sternhaufen.

§ 1. Verteilung der Sterne in der Projektion.

Die Untersuchungen iiber die Entfernungen der Kugelsternhaufen
haben ergeben, daB diese als selbstindige, auBerhalb des engeren
Sternsystems stehende Sterngruppen aufzufassen sind. Damit entsteht
die interessante Aufgabe, ihren inneren Aufbau genauer zu studieren.
Es wird sich dabei zuerst darum handeln, festzustellen, ob verschie-
dene Haufen nach verschiedenen Gesetzen aufgebaut sind oder ob sich
ein gemeinsames Aufbaugesetz finden 1iBt. Sind diese Gesetze ge-
funden, so wird ein weiterer Schritt darin bestehen, eine physikalische
Erkldrung fiir den gefundenen Aufbau zu geben, eventuell sogar kosmo-
gonische Schliisse iiber die Weiterentwicklung dieser Sterngruppen zu
ziehen.

Naturgemid wird man die hier angedeuteten Untersuchungen be-
ginnen mit dem Studium der Verteilung der Haufensterne auf der
photographischen Platte, also in der Projektion der riumlichen Stern-
gruppen am Himmel.

Die Arbeiten®)?)3), die sich ausschlieBlich mit der Untersuchung
der Verteilung der Sterne von Sternhaufen in der Projektion befassen,
bilden die ersten Versuche, in das Wesen dieser Himmelsobjekte tiefer
einzudringen. Es wird in ihnen diskutiert, wie die Verteilung der Sterne
in der Projektion von Haufen zu Haufen wechselt, ob Verschieden-
heiten oder gleiche Gesetze in der Verteilung der hellen und schwachen
Sterne eines Haufens bestehen. Mit diesen Problemen wollen wir uns
im folgenden beschiftigen.

Vor allem die reichsten Sternhaufen w Centauri, 47 Tucanae und
M. 13 wurden mehrfach und eingehend studiert. Gewdhnlich wird da-
bei so vorgegangen, daB man die Projektion eines Haufens in kon-

1) Vgl Anm. 2, S. 24.

2) PICKERING, E. C.: Distribution of stars in clusters. Ann. of the astron.
observ. of Harvard College. Bd. 26, S. 213. 139;.

%) PLumMER, W. E.: The great cluster in Hercules. Monthly notices of
the Roy. astron. soc., London. Bd. 65, S. 810. 1903.
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zentrische Kreisringe einteilt, mit der geschitzten Mitte des Haufens
als Mittelpunkt. Durch Abzdhlen der Sterne in den einzelnen Ringen
1aBt sich auf einfache Weise eine Abhingigkeit der Sterndichte in der
Projektion vom Abstand vom Zentrum gewinnen.

Diese Methode bildet auch das sicherste Mittel, um die Ausdeh-
nung eines Haufens abzuschitzen, eine GroBe, die fiir alle weiteren
Untersuchungen grundlegend ist und bei der es deshalb auf moglichst
groBe Genauigkeit ankommt. BAILEY?) und TRUMPLER?) haben diese
Methode ausgebaut und benutzt. Man trigt als Abszisse den Abstand
vom Zentrum (), als Ordinate die Sterndichte in der Projektion auf.
Die hierdurch entstehende Kurve hat die FEigenschaft, daB sie mit
wachsendem » immer mehr parallel der Abszissenachse verlduft. Durch
denjenigen Punkt der Kurve, in welchem Parallelitit eintritt, ist die
Haufengrenze festgelegt. Seine Ordinate liefert gleichzeitig die Dichte
der Vordergrundsterne, d. h. der Sterne des engeren Sternsystems,
die sich zufillig auf die untersuchte Gegend des Himmels projizieren.
Es sei gleich hier darauf hingewiesen, daB durch die Vordergrund-
sterne Ofters in den statistischen Resultaten kleine Verfilschungen ent-
stehen konnen, weil es in der Regel nicht moglich ist, die eigent-
lichen Haufensterne von den nur scheinbar zu ihnen gehérenden
Vorder- oder Hintergrundsternen zu trennen. Mit Vorsicht sind be-
sonders in dieser Hinsicht ganz offene Sterngruppen zu behandeln.

Bei der eben geschilderten Ableitung eines Dichtegesetzes fiir die
Projektion eines Haufens wird vorausgesetzt, daB in der Projektion
Kreissymmetrie herrscht. Nun zeigt aber schon ein fliichtiger Blick,
daf dies sicher bei manchen Haufen (z. B. M. 5) nicht erfiillt ist, daB
dort vielmehr eher eine elliptische Verteilung vorliegt. Man wird also
als zweite Ndherung die Projektion nicht nur in Kreisringe, sondern
auBerdem noch in Sektoren einteilen und dann auf die gleiche Weise
den Dichteabfall in den einzelnen Sektoren bestimmen. Dadurch wird
dann gleichzeitig die Grenze des Haufens in verschiedenen Richtungen
vom Zentrum aus festgelegt. Die Projektion wird man nun nicht mehr
durch einen Kreis, sondern durch eine Ellipse abzugrenzen suchen.
Dies fiihrt uns jedoch schon auf die im folgenden Kapitel besprochenen
Probleme und soll deshalb erst spiter noch genauer ausgefiihrt werden.

Betrachten wir nun die Resultate der ersten Untersuchungen auf
diesem Gebiet. PicKERING fand auf Grund eines wenig umfangreichen
Materials, daf3 die Verteilung der Sterne in verschiedenen Haufen an-
ndhernd die gleiche sei. AuBerdem kam er zu dem Ergebnis, daB
sich zwischen der Anordnung der hellen und schwachen Sterne kein
Unterschied zeige. Wir wissen heute, daB dies nicht richtig ist. Die
verschiedene Anordnung der Sterne verschiedener Helligkeit hat viel-

1) Vgl. Anm. 2, S. 24.
2) Vgl. Anm. 3, S. .
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mehr zu wertvollen Arbeiten gefiihrt (Kap. 1, § 4, 5, Kap. 2, § 4), die
zeigen, wie man Massenverhiltnisse von verschiedenen Sterntypen mit
verhdltnismdBig groBer Sicherheit aus der Verteilung der Sterne in
den Kugelhaufen gewinnen kann. Alle fritheren Arbeiten haben den
Mangel, daB die Untersuchungen sich nur auf eine verhiltnismiBig
kleine Zahl von Sternen beschrinken. Man hat dabei keine GewiB-
heit, daB gerade' die bei den Untersuchungen aus dem Haufen aus-
gesonderten helleren Sterne seine wesentlichen Ziige wiedergeben.
Ehe wir jedoch iibergehen zu den Arbeiten, die aus der beobach-
teten Sternverteilung in der Projektion die riumliche Verteilung der
Sterne ableiten wollen, und hierfiir dann eine physikalische Erklirung
zu finden suchen, miissen wir noch eine Arbeit BAILEYs erwihnen ),
in der die Dichtegesetze der Projektionen der Haufen N.G.C. 104,
362, 5272, 5986, 6205, 6266, 6809, 7078, 7089, 7099 eingehend
untersucht werden. Besonders beachtenswert, im Hinblick auf Unter-
suchungen iiber eine elliptische Struktur der Haufen, diirfte in der
BarLeyschen Arbeit die Veroffentlichung der Sternzihlungen fiir diese
zehn Haufen sein. Bei den Zihlungen wurde die Projektion eines
Haufens in ein Netz von flichengleichen Quadraten eingeteilt. Der
BaiLevsche Katalog gibt fiir jedes Quadrat die Koordinaten des Mittel-
punktes und die Anzahl der in jedem Quadrat enthaltenen Sterne.
Auf Grund dieser Zihlungen kann man nicht nur, wie BAILEY es ge-
tan hat, eine Dichtekurve fiir die Projektion als Ganzes ableiten, son-
dern direkt Dichtekurven fiir 8 Sektoren der Projektion aufzeichnen.
Damit ist die Moglichkeit gegeben, die Abhingigkeit der Stern-
dichte von der Richtung vom Zentrum aus zu studieren. Die Ein-
teilung der Projektion in Sektoren setzt immer schon eine moglichst
genaue Kenntnis des Mittelpunktes voraus. Deshalb ist es, vor allem
bei Sternzdhlungen, die so angelegt sind, wie diejenigen BAILEYs, in
vielen Fillen wichtiger, den Dichteabfall in horizontalen und verti-
kalen Streifen der Projektion zu studieren und aus diesen Dichte-
kurven Randpunkte der Projektion zu bestimmen, wihrend der Mittel-
punkt erst nachtriglich graphisch, oder durch Ausgleichung (siehe
Kap. 2) gefunden wird. Bestimmt man aus den BaAimkvschen Zih-
lungen Exzentrizititen fiir die Projektionen der Haufen, so ergeben
sich diese durchweg groBer, als aus den viel umfangreicheren Mt,
Wilson-Zihlungen, Es zeigt sich somit, daB zu einem genaueren Stu-
dium der Sternverteilung in den Sternhaufen selbst die 4000 hellsten
Sterne — in N.G.C. 104 hat BaLey diese Anzahl abgezihlt — nicht
ausreichen. Sie scheinen noch kein zuverldssiges Bild der Ausdehnung
und Gestalt eines Haufens zu geben. Der Dichteabfall, vor allem in
seiner Abhidngigkeit von der Richtung vom Zentrum, wird wesentlich

1) Vgl Anm. 2, S. 24.



Dichteverteilung im Raum. 4T

gedndert, wenn man die Zdhlungen (bei den reichsten Haufen) aus-
dehnt auf 10000 oder noch mehr Sterne, wie dies auf den Mt. Wilson-
Platten geschehen ist.

Einen weiteren groBen Vorteil bietet die Art der Verdffentlichung
der BarLEyschen Zihlungen bei den Problemen iiber die Bestimmung
der Sterndichte in einem ellipsoidférmigen Haufen aus derjenigen der
Projektion. Wie spiter gezeigt werden soll, braucht man dazu Stern-
anzahlen in gewissen Bezirken der Projektionsebene. Die BaiLEvschen
Quadrate in der Projektion der Haufen kénnen unmittelbar als die
dort geforderten Bezirke genommen werden.

§ 2. Dichteverteilung im Raum.

Die ersten Anregungen, die riumliche Dichteverteilung der Sterne
in einem Sternhaufen auf Grund der Gesetze der Gastheorie zu erkliren,
stammen wohl von Lord KELvIN. Die Gedanken Lord KrLvins konnten
verwirklicht werden, als es gelungen war, die vdumliche Dichteverteilung
der Sterne aus der Dichie in dev Projektion abzulesten. Die Lésung dieser
Aufgabe hat v. ZEIPEL *) gegeben. Sie soll hier nur kurz skizziert werden.

Ist R der Radius des Sternhaufens — wir setzen von jetzt an den
Haufen als kugelférmig voraus —, F (r) die Dichte in der Projektion in
einer Entfernung » vom Zentrum, f(¢) die rdumliche Dichte in der
Entfernung ¢ vom Mittelpunkt und z die Projektionsrichtung, d. i.
die Richtung der Gesichtslinie, so findet man, daf zwischen den Dichte-
funktionen F () und f(g) die Gleichung besteht:

VR2 —y2

F(r)=2[f(o)dz.

Dabei ist ¢ eine Funktion von z, gegeben durch die Gleichung:
2% = g% — 7%,

Fiihrt man ¢ statt z als Integrationsvariable ein, so wird:

PO =2 [1 022 G

Da hierin F () bekannt, f(g) aber unbekannt ist, so hat man die Aui-
gabe, die Integralgleichung umzukehren. Durch geeignete Substitutionen
gelingt es, die Integralgleichung zuriickzufithren auf eine Gleichung,
die ABEL studiert hat. Fiir die numerische Rechnung ist es notwendig,
die ABELsche Losung der Integralgleichung in eine andere Form zu
bringen. Nimmt man an, daB dF/d7 = o wird fiir » = R, so schreibt
sich die Losung in der Form:

1y v. ZErpEL, H.: Catalogue de 1571 étoiles contenues dans 'amas glo-
bulaire Messier 3 (N.G.C. 5272). Ann. observ. Paris mém. 1908. Bd. 25, F.
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R s
1) =+ VAo 47 (5 5 )ar- @

Wir verzichten hier auf eine Ableitung dieser Gleichung, da wir unten

eine andere Form der Umkehrung angeben werden. Die gemachte

Annahme ist nur dann richtig, wenn man voraussetzen darf, daB

f(R) = o ist, und zwar tn streng mathematischem Sinne. Denn integriert

man Gleichung (3) partiell und differenziert dann nach 7, so erhilt man:
R

") — — 2y JB Tde
F'(r) = 27]/}—25:-75_’_27/]/92_72'
Ist nun lim f() = o,
7>R

so nimmt F'(R) die Form o/o an. Man findet dann:

F'(R)= — 2R lim /" — — 2Rlim f/ () VB2 —7 — .
( ) 1—>Rl@2'—‘72 7—>Rf () —7
Ist jedoch lim f(r) zwar sehr klein, aber nicht streng mathematisch = o,
r>R
so wird: F'(R) = o0.

Da aber die Kugelhaufen keine scharfe Grenze zu besitzen scheinen?)
und am besten vergleichbar sind, wie sich zeigen wird, mit Gaskugeln,
die umendlichen Radius ‘haben, R aber immer endlich ist, so ist die
Annahme f(R) = o nie mathematisch streng erfiillt. Fir F'(R) werden
daher im allgemeinen eher groe Werte als kleine Werte zu erwarten
sein. Wohl aus diesem Grund hat v. ZEIPEL in spiteren Arbeiten
nicht mehr die Gleichung (4) angewandt, sondern eine andere Gleichung
aus der ABELschen Form abgeleitet, die diese Unbequemlichkeit nicht
enthilt und ebenso fiir die praktische Rechnung brauchbar ist?).
Aus der Umkehrung der Integralgleichung (3) in der ABELschen Form:

R
__ 1 [Fde
10 == [
14
fithrt die Substitution
z2 + 1,2 — 92
zur Gleichung: VRE =12
fr) = %/P(]/zz +r2)dz, (5)
wo die Funktion P(r) definiert ist durch die Gleichung:
1 dFn
PO =—, 5 ©

1 Vgl Anm. 2, S. 24.
2) Vgl. Anm. 26, S. 3.
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Die numerische Berechnung von f(r) filhrt v. ZErpEL aus mit der
Summenformel

) == { 2 P(fFor+r7) — —;Pm} - (7)

1=0,1,2...

Um sie anwenden zu kénnen, muB man die Werte von P(}i2w*~+7?)
durch graphische Interpolation bestimmen. Besonders bei kleinen o
ist es vorzuziehen, die graphische Interpolation durch Einfithrung un-
gleicher Summenintervalle auf die folgende Weise zu vermeiden. Die
Funktion P(7) ist fiir lauter ganzzahlige Intervalle von w gerechnet.
Wir kénnen nun doch f(#) nach Gleichung (5) auffassen als das Inte-
gral iiber die Werte von P(g) lings der Sehne eines Kreises vom Radius R
im Abstande 7 = pw vom Mittelpunkt. Zeichnen wir nun konzen-
trische Kreise mit den Radien #nw (% eine ganze Zahl), so ist uns P(p)
in allen den Punkten der Sehne bekannt, in denen die konzentrischen
Kreise die Sehne durchschneiden, Der Abstand zweier solcher auf-
einanderfolgender Punkte ist

B = o < 17— i — .

Dies seien die ungleichen Summenintervalle. Dann hat man sofort:

N—1
1) = f(uo) == Dih, (P(rw) + P((n+ 1)w)},
wo Nw der Radius des letzten konzentrischen Kreises ist, der noch
innerhalb des Kreises mit dem Radius R liegt. Die Rechnung ist nicht
weitldufiger und bei kleinen w ebenso genau, wie die v. ZerpeLsche
Summenformel.

Die v. ZerpELsche Losung (4) 148t sich iibrigens auch auf folgendem
elementaren Wege aus (3) erhalten, ohne Benutzung des ABELschen
Theorems T).

Aus der Gleichung (1):

R
_, [ feede
F(r) = 2'/ Vor—r

folgt durch partielle Integration

R
F(r) =2/ (R)VR* —7* — 2/1@2 — e o) do.
Diese Gleichung wird nach » differenziert. Dann ergibt sich
R

F/(r) = — 2 (R) = —+ 27 [ (222,

VR—r e

1 Vgl. Anm. 26, S. 3.
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dar

Vre—ri?

Multiplikation mit

wo 7, < R ist, und Integration in bezug auf » von 7, bis R ergibt:

R R
[F'(W)d? — H(R) =27 21'd1' _,_“Zy lQ\dQ
J V2 —r% V 2 g2y (y2—p2) /72-—72 Yor—r2

Bei dem zweiten Integral der rechten Seite ist das Integratlonsgebiet
ein Dreieck in der 7¢-Ebene, das von den Geraden

r=r, r=¢, ¢=R
begrenzt wird. Hieraus folgt nach Vertauschung der Reihenfolge der
Integrationen:

o

X
ar
2[f (0)d -—*__—AV::—,— .
/ e Q/V (2 —7%) (P —73)

71 71

Man findet sofort, daB3

- 2vady
Vigg—r2) (2—71%)

71
ist, und zwar ganz unabhidngig von der Gréfe von 7, und ¢. Damit
148t sich auch das erste Integral auf der rechten Seite vereinfachen,

und man erhilt:

=

R

jF N — 2 j(R) + [ (o) do = — mf(r,).

14 r— 2

71 71
Die Umkehrung der Integralgleichung konnen wir jetzt in der alten

Bezeichnung schreiben
R

: 1 [Flpydo
[ = — ;/f‘ <.
7 102_72

Am einfachsten jedoch ergibt sich die rdumliche Dichte f(») aus
der Dichte der Sterne in der Projektion, wenn man die Projektion des
Haufens in Parallelstreifen einteilt®). F(r) sei die Anzahl der Sterne
in einer Ebene senkrecht zur Projektionsebene im Abstande » vom
Zentrum. Dann findet sich

R

F(n) = [2mof(o)de,

woraus man die’ Umkehrung durch Differentiation nach » erhilt:

1) PLUMMER, H. C.: On the problem of distribution in globular star clusters.
Monthly notices of the Roy. astron. soc., London. Bd. 71, S. 460. 1911.
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f#) = ——=F'().

2Ty
Diese Art der Berechnung von f(r) ist zweifellos die einfachere im
Vergleich mit v. ZErPELs Rechnung. Sie ist frei von der Annahme
dF/dy = o fir r = R.

Um die Methode mit Erfolg anwenden zu konnen, ist es notig, die
Sternzéhlungen iiber den ganzen Haufen zu erstrecken und besonders
eine sorgfiltige Bestimmung von R vorzunehmen. Ein Abschitzen der
Dichte der Vor- und Hintergrundsterne ist nicht nétig, da die Fliachen-
dichte F(#) nur als Differentialquotient eingeht, also die Uberlagerung
einer konstanten Hintergrundsdichte des Himmels die Resultate nicht
beeinflufit®). Als konstant kann aber die Hintergrundsdichte bei den
kleinen in Betracht kommenden Flichen sicher angesehen werden.

§ 3. Sternhaufen als Gaskugeln.

Es gibt zwei voneinander verschiedene Wege, um die Gesetze
der Gaskugeln auf die Sternhaufen anzuwenden. Entweder man geht
von beobachteten Dichtegesetzen in der Projektion F(r) aus und be-
rechnet mit Hilfe von (4) (eigentlich mit der verbesserten Gleichung)
die rdumliche Dichteverteilung f(¢). Die Funktion f(¢) wire dann mit
den theoretischen Dichtegesetzen in Gaskugeln verschiedener polytroper
Klasse, wie sie von EMDEN?) studiert worden sind, zu vergleichen, Oder
aber man nimmt verschiedene raumliche Dichtegesetze aus der Theorie
der Gaskugeln an und rechnet dann aus (3) die zugehdrigen verschie-
denen, rein theoretischen Funktionen F(r). Im ersten Falle hat man
also f(p) mit der Theorie zu vergleichen; im zweiten Falle hat man
zuzusehen, ob eine der theoretisch gewonnenen Funktionen F(r) mit
der beobachteten Sterndichte in der Projektion iibereinstimmt. Vom
Standpunkt der praktischen Rechnung aus ist sicherlich der zweite Weg
vorzuziehen?). Aber er hat einen nicht unwesentlichen Nachteil, nim-
lich den, daB er sich nur bequem fiir diejenigen Spezialfille durch-
fithren 148t, fir welche die Differentialgleichung der polytropen Gas-
kugeln in geschlossener Form integriert werden kann, wo also die Theorie
fiir f(o) einen geschlossenen Ausdruck liefert. Dies ist aber nur in zwei
Fillen moglich: dem Gesetze von SCHUSTER (# ==5), und demjenigen
von RITTER (# =1). In allen anderén Fillen 148t sich die Losung der
Differentialgleichung nur numerisch angeben, oder aber durch eine un-
iibersichtliche Reihe darstellen3)+4). Nachteilig bemerkbar macht sich

1) Vgl Anm. 26, S. 3.

2) EMDEN, R.: Gaskugeln. Leipzig 190;.

3) STROMGREN, E. und Dracumann: Uber die Verteilung der Sterne in
kugelférmigen Sternhaufen, mit besonderer Riicksicht auf M. 5. Publ. Keben-
havn observ. 1914, Nr. 16,

4) v. ZeeEL, H.: Recherches sur la constitution des amas globulaires.
Kgl. Svenska vet. akad. handlingar. Bd. 51, Nr. 5. 1913.
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auch noch der Umstand, daB in die Rechnung die Unsicherheit der
Dichte der Hintergrundsterne eingeht, was bei der ersten Art nicht
der Fall ist, da dort nicht F(7), sondern nur dF/dv vorkommt.

Der erste Versuch?), beobachtete Dichtegesetze in Sternhaufen physi-
kalisch zu erkliaren, bestand darin, den Dichteabfall im Haufen mit dem-~
jenigen in einer isothermen Gaskugel zu vergleichen. Da die isotherme
Gaskugel unendlichen Radius und unendliche Masse hat, so war zu
erwarten, daB ein isothermes Gleichgewicht sicher nicht im ganzen
Haufen herrschen kann. Aus den Vorstellungen der kinetischen Gas-
theorie ist vielmehr von vornherein klar, daB hochstens die Verteilung
der Sterne im Zentrum der Haufen mit einem isothermen Gleichgewicht
verglichen werden kann. Auf die sich hierbei ergebenden theoretischen
Schwierigkeiten soll erst im folgenden Abschnitt eingegangen werden.

Wir sind also vor die Aufgabe gestellt, durch Vergleich der Theorie
mit der Beobachtung festzustellen, bis zu welcher Entfernung vom Zen-
trum aus die Dichteabnahme derjenigen einer isothermen Kugel ent-
spricht. Diese Aufgabe 148t sich natiirlich auf einem der beiden oben
skizzierten Wege durchfithren. v. ZeiprL, der diese Untersuchungen
zuerst durchgefithrt hat, hat jedoch eine etwas abgednderte Methode
benutzt, die es unmittelbar gestattet, Zentralkugeln von beliebigem
Radius aus den Kugelhaufen auszuscheiden und ihre Sternverteilung
fiir sich zu untersuchen. Er geht dabei folgendermaBen vor. Fiir iso-
thermen Dichteabfall werden aus der theoretisch bekannten rdumlichen
Dichte f(¢) durch mechanische Quadraturen die Funktionen

VRz =2
F(r,R) =2 [f{z*+r*dz (8)

numerisch festgelegt, fiir verschiedene Werte vou # und R. Die Funk-
tionen F(r, R) geben die Flichendichte der Sterne in der Projektion
bei isothermem Gleichgewicht fiir verschiedene Abstinde » vom Zen-
rum der Projektion und fiir Zentralkugeln mit verschiedenem Radius R.

Es sei nun F, (#) die in der Entfernung » vom Zentrum des Haufens
wirklich beobachtete Flichendichte, die mit der wirklichen Raumdichte
f:(0) durch die Gleichung verkniipft ist:

Fo(n) =2 [f.(Yz= +7*)dz, )

wenn wir, der Einfachheit halber, den Radius des Haufens als unend-
lich groB annehmen. Die Flichendichte, die durch Projektion der
Sterne innerhalb der Zentralkugel vom Radius R an die Himmels-
kugel entsteht, ist gegeben durch die Gleichung

1) v. ZEIPEL, H.: La théorie des gaz et les amas globulaires. Cpt. rend.
hebdom. des séances de l'acad. des sciences. Bd. 144, S. 361. 1907,
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F.(r,R) = —2 ffx Vo2 + r*)dz (10)
YRz =2

Ein Vergleich der Funktionen F (r, Ry mit den Funklionen F_(r, R) er-
gibt dawn denjenigen Wert von R, der die Gréfle der Zentvalkugel mit
isothermem Gleichgewicht bestimmt. Um aber F, zu finden, miite man
zuerst die Funktion f, durch Umkehrung der Integralgleichung (3) er-
halten. Dieser Umweg 148t sich aber durch eine geschickte Trans-
formation der Gleichung fiir F, (7, R) vermeiden.

Wir setzen
F1(7’7 R):Fr(7)+](77 R)7 (II)
WO
:-2/;‘1 Ve 72 z———Z/fI (12)
]/Rz__,,z

ist, und weiter transformiert werden mufl. Nun ist aber nach Glei-

chung (4)
f:(0) = "“*/’Vuz_ez'

Setzt man dies in das Integral ein, so wird

odo Fi(u)du
/Ve —72/VW—9 (x3)

Die Integrationsvariable » lduft von ¢ blS 0o. Wir fithren statt ihr die
neue Verdnderliche 7 ein, durch die Substitution

Vo2 —#2sinz p

w= ey (x4)
wodurch die Gleichung iibergeht in
. © /sy F;(VQZ;SW sinz 77)
J#, R)y= " T__~ gdody. (15)

T cos 7 /o> —#2 sinz g
R o

Dabei bedeutet der Akzent von F, die Differentiation der Funktion F,
nach ihrem Argument. Nun sicht man leicht, daB

cos 7 1/02 —yzsinzy d¢

7 (L@;—_n,ﬂ) e _E
' cos 7
wird; also hat man

© 7f2

0 F;
e R ="2[ [35 deay; (x6)
R o
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oder bei Umkehrung der Integrationsordnung

2

I, B) = — 2 [, (e=rsivtn) (17)

7 Ccos n

0o

Das Ergebnis lautet somit, wenn man (17) in (I1) einsetzt

72 _
F.(r,R) = F,() — = f F, (‘%}jmz”) dn. (18)

Diese Gleichung zeigt, wie man aus der Kenntnis nur der Funktion F, (7)
die Funktion F,(r, R) fiir beliebige Werte von R finden kann. Der
Umweg iiber die wirkliche Raumdichte ist also vermieden.

v. ZETPEL hat auf diese Weise die Haufen w.Centauri und Messier 3
untersucht. Beim ersteren findet sich eine gute Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Beobachtung bis zu einer Entfernung von ¢’ vom Zentrum,
etwa */; des Gesamtradius; beim letzteren bis zu einer Entfernung von
3’ vom Zentrum, die etwa */, des Gesamtradius ausmacht. Am Rand
der Haufen liefert die Theorie, wie es bei isothermem Gleichgewicht
nicht anders zu erwarten ist, zu groBe Werte fiir die Sterndichte.

Bei w Centauri hat H. C. PLuMMER versucht?), die beobachtete
Sterndichte in der Projektion durch das ScHUsTERsche Gesetz (n = 3)
fur die Raumdichte einer Gaskugel

fr) = N (1 4723 (19)
darzustellen, und gelangte zu einem befriedigenden Ergebnis, wihrend
das RirTErsche Gesetz f(r) = sin#/r in keiner Weise die Beobach-
tungen darzustellen vermag. Das gleiche gilt fiir die Haufen 47 Tuc.
und M. 13. Beim Kugelhaufen M. 3 endlich konnte H. C. PLUMMER
feststellen, daB8 durch das ScrHUsTERsche Gesetz auBerhalb einer Zentral-
kugel vom Radius R = 1’ die Beobachtungen befriedigend wieder-
gegeben werden kénnen. Innerhalb dieser zentralen Zone ist der Hau-
fen dichter, als die nach der Polytropen # = 3 aufgebaute Gaskugel.
Der Haufen M. 5 hat, was die Dichteverteilung der Sterne betrifft, die
groBte Ahnlichkeit mit M. 3. Auch bei ihm stimmt das SCHUSTER-
sche Gesetz gut fiir die duBeren Teile des Haufens, aber nicht fiir
das Zentrum?). Ebenso wurde bei den Haufen N.G.C. 104, 362,
5272, 5986, 6205, 6266, 6809, 7078, 7089, 709q versucht, die be-
obachtete Sterndichte am Himmel, unter Annahme des ScHUSTERschen
Gesetzes fir die rdumliche Sterndichte der Haufen, darzustellen. Die
Hauptresultate sind die folgenden: Die Haufen N.G.C. 362, 5272, 6266,
7078, 7089, 7099 zeigen im Zentrum eine viel groflere Dichte, als es

1) Vgl Anm. 1, S. 44.
2) Vgl. Anm. 3, S. 45.
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die Theorie erfordert. Die Abweichung ist besonders gro bei M. 15
(N.G.C. 7078), wo in den zwei innersten Ringen ein UberschuB von
270 Sternen besteht, bei einer Gesamtzahl von 926 Sternen. Bei den
Haufen N.G.C. 104, 5986, 6205, 6809, welche die geringsten Ab-
weichungen im Zentrum zwischen Theorie und Beobachtung zeigen,
werden auch die duBeren Teile gut durch die Theorie dargestellt. Bei
den iibrigen Haufen, besonders bei N.G.C. 362, 5242, scheinen die Ab-
weichungen zwischen Beobachtung und Rechnung am Rand der Haufen
systematischen Charakter zu besitzen. Die Rechnung liefert fiir diese
beiden Haufen durchweg zu kleine Dichten.

Aus diesen Ergebnissen geht hervor, daB das ScHUsTERsche Gesetz
keineswegs in allen Kugelhaufen eine so fundamentale Rolle spielt, wie
dies ofters dargestellt wird. Die Uberschitzung der Giiltigkeit dieses
Gesetzes rithrt wohl zum Teil daher, daB es unter den Dichtegesetzen
polytroper Gaskugeln, die sich in geschlossener Form angeben lassen,
sicher dasjenige ist, das allein zu einér, wenn auch in manchen Fillen
nicht sehr befriedigenden, Darstellung der Beobachtungen in Betracht
kommt. Die Anwendung von Dichtegesetzen beliebiger Polytropenklasse
erfordert einen groBen Aufwand an Rechnungen, so daB hieriiber nur
wenige Untersuchungen vorliegen. Man hat sich vielfach bemiiht *)?), zu
erkldren, warum viele Kugelhaufen gerade nach der Polytropen #» =15
aufgebaut sind. Man hat auch einige ausgezeichnete Eigenschaften dieses
Dichtegesetzes gefunden, die aber doch nicht zu {iberzeugen vermégen,
daB es gerade das ScHUsTERsche Gesetz sein soll, das die Zustinde in
den Kugelhaufen beschreibt. Hilt man an der Kugelform oder wenigstens
der nidherungsweisen Kugelform fest, so lassen sich die Dichtegesetze der
Sternhaufen viel einfacher und natiirlicher verstehen, wenn man von
allgemeinen theoretischen Gesichtspunkten ausgeht (vgl. IIl. Abschnitt).

Die Untersuchungen von H. C. PLuUMMER haben gezeigt, dal sowohl
am Rand als im Zentrum mancher Haufen systematische Abweichungen
der Sterndichte von der Dichteverteilung nach der Polytropen # = 5
auftreten. Wir wollen im folgenden zusehen, ob sich diese Abwei-
chungen durch theoretische Uberlegungen verstehen lassen. Wir be-
ginnen mit den Abweichungen zwischen Theorie und Beobachtung am
Rand der Haufen.

Was das Dichtegesetz der Randteile der Haufen in der Projektion
betrifft, so hat JEans versucht, es in die Form c¢7—3 zu bringen3). Der
Versuch griindet sich auf theoretische Uberlegungen, die wir im fol-

1) EppingTOoN, A. S.: The distribution of stars in globular clusters.
Monthly notices of the Roy. astron. soc., London. Bd. 76, S. 572. 1916.

2) JEans, J. H.: On the theory of starstreaming and the structure of the
universe. Ebenda Bd. 76, S. 70, 552. 1915 und 1916.

3) Derselbe: On the law of distribution in star clusters. Ebenda Bd. 76,
S. 567. 1016,

ten Bruggencate, Sternhaufen. 4
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genden Abschnitt ausfithrlich diskutieren werden. Hier wollen wir nur
kurz auf die Grundidee der JEansschen Betrachtungen hinweisen. Eine
wesentliche Eigenschaft der Gaskugel # = 5, die diese vor anderen
polytropen Kugeln auszeichnet, ist ihre endliche Masse bei unendlichem
Radius. Man kann nun viele Dichtegesetze angeben, die die ausge-
zeichnete Eigenschaft besitzen, daB Gaskugeln, die nach ihnen auf-
gebaut sind, ebenfalls endliche Masse und unendlichen Radius haben.
Sie sind dabei aber von wesentlich allgemeinerem Typus als das
ScHUsTERsche Gesetz. Das allgemeinste derartige Dichtegezetz verhilt
sich, wie JEANS zeigt, in groBen Entfernungen (*) vom Zentrum wie

%; also die Dichte in der Projektion, als Integral {iber die Raum-

dichte, wie % In der Tat ergibt sich mit dem Dichteabfall ¢#»—3 fiir

die Randzone eine viel bessere Ubereinstimmung zwischen Theorie und
Beobachtung, als bei H. C. PLuMmMeR. Wir fithren hier die Differenzen
zwischen Beobachtung und Rechnung an, wie sie sich bei H, C. PLUMMER
und JEANs finden, fiir die Haufen N.G.C. 362 und 5272.

Tabelle 13.

Plummer 1) Jeans?)
"I NGc | NGc | NGC. | NG.C.

362 5272 362 5272
11 | 40.18 -+ 0.6 -+ 0.07 — 0.10
12§ 4+ 18 -+ 6 + o6 [ele}
13' + 12 + 6 00 + 10
14« + 11 + 5 00 | — 10
15} 4+ 08 | 4+ 4 | — 03| 4+ o
16! 4+ o2 + 3 — 07 00
17| + o6 + 3 — 02 00
18! 4+ o9 + 2 ‘ 4+ o1 | — o2
19} -+ o1 4+ I — 06 — 05
20 | 4+ 0.03 +o.1 ‘ —0.04 | —O.I1

Das interessanteste und wichtigste Ergebnis aller Untersuchungen
tiber die Dichteverhiltnisse in Sternhaufen ist nicht, daB die Gaskugel
der Polytropenklasse # = 5 eine so ausgezeichnete Rolle zu spielen
scheint, die man sich physikalisch kaum zu erkliren vermag, sondern
es ist das viel allgemeinere Resultat, daB die Verteilung der Sterne
wn den Sternhaufen am besten durch Dichiegesetze beschrieben werden
kann, die immer auf endliche Masse bei unendlichem Radius des Systems
fiihren. Bei den kosmogonischen Untersuchungen des folgenden Ab-
schnittes werden wir hierauf noch néher einzugehen haben.

1) Vgl Anm. 1, S. 44.
2) Vgl. Anm. 3, S. 40.
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Wir kommen nun zu der Betrachtung der Verhiltnisse im Zentrum
der Sternhaufen. Das Ergebnis der Untersuchungen von H. C. PLUMMER
war, daB bei manchen Haufen ein verhiltnismiBig groBer UberschuB
an Sternen im Zentrum gegeniiber der theoretisch gegebenen Zentral-
dichte fiir einen Aufbau nach der Polytropen # = 5 vorliegt. Man
miifte also schlieBen, und hat dies auch vielfach getan, daB die Giiltig-
keit des ScHUsTERschen Gesetzes an der Oberfliche einer Zentralkugel
aufhoért. Dieser SchluB hat jedoch keinen physikalischen Sinn. Denn
es lassen ‘sich im Zentrum nicht Sterne hinzufiigen, ohne daf der
Gleichgewichtszustand des ganzen Systems gedndert wird. Es hat keinen
Sinn zu sagen, daB nur Teile des Haufens nach der Polytropen # == 5
aufgebaut seien. Vielmehr deuten die Ergebnisse von H. C. PLUMMER
gerade darauf hin, daB der Aufbau der Sternhaufen nicht durch ein
so einfaches Dichtegesetz vo&llig beschrieben werden kann.

Von einer ganz anderen Seite aus als den Betrachtungen von JEANS
hat v. ZEIPEL versucht?), fiir den Dichteabfall in Sternhaufen eine
bessere Darstellung zu erhalten, als sie das ScHUsTERsche Gesetz zu
geben vermag. Wenn man Aufnahmen von stark konzentrierten Stern-
haufen betrachtet, so sieht man sofort, daBl es unmdglich ist, die
Sternzdhlungen bis ins Zentrum der Haufen fortzusetzen. Man kann
deshalb auch nichts Bestimmtes aussagen tiber den Dichteverlauf inner-
halb einer Zentralkugel, deren GroBe, je nach der Konzentration, von
Haufen zu Haufen schwankt. Es liegt nahe, zu versuchen, ob es nicht
moglich ist, von vornherein auf die Darstellung der Dichteverhéltnisse
im Zentrum zu verzichten und die fiir die Randteile giiltige Losung
an gewisse Oberflichenbedingungen auf einer Zentralkugel anzupassen.
Dies hat v. ZEIPEL getan.

Die Differentialgleichung, die den polytropen Aufbau einer Gasmasse
bestimmt, ist von der zweiten Ordnung. Die allgemeine Lésung besitzt
deshalb zwei willkiirliche Integrationskonstanten. Die bisher ausschlieB-
lich betrachteten Dichtegesetze sind keineswegs die allgemeine Losung
des Problems. Sie wurden aus der Schar der zwiefach unendlichen Zahl
von Losungskurven des allgemeinen Integrals ausgesondert durch die
Bedingung, daB die Dichte im Zentrum der Kugel endlich sei. Eine
Losungskurve des allgemeinen Integrals erhalten wir, indem wir von
irgendeinem Punkt der g,7-Ebene (¢ die Dichte, 7 der Abstand vom Zen-
de
ar
Losung in das Zentrum, also bis » = o, fortsetzen, so wird ¢ im all-
gemeinen nicht mehr endlich bleiben. Denn fiir die allgemeine Lo6-
sung ist der Punkt » = o0 eine singuldre Stelle, und es ist duBerst
do
ar

trum) ausgehen und dabei

willkiirlich vorgeben. Wenn wir diese

unwahrscheinlich, daB

gerade so gewdhlt wurde, dal wir eine parti-

1 Vgl. Anm. 4, S. 435.
e
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kuldre Loésung der oben betrachteten Art erhalten. Die spezielle Mittel-
punktsbedingung, die auf die Dichtegesetze der vollkommenen Gas-
kugeln fithrt, wird man im allgemeinen Falle durch eine Oberflichen-
bedingung ersetzen, so daBl man z. B. fiir » = 1 die Werte von ¢ und
e

Ty vorgibt. Die physikalische Bedeutung ist die, daB man dadurch

. . d
auch ,,Gaskugeln mit starrem Kern* erfa3t, wobei ¢ und % an dessen

Oberfliche durch seine Masse, seinen Radius und seine Temperatur
bestimmt sind.

v. ZeipEL. {libertrdgt nun formal die Theorie der ,,Gaskugeln mit
starrem Kern‘* auf die Sternhaufen, und die Ldsungskurve wird be-
stimmten Oberflichenbedingungen an der Oberfliche einer aus dem
Haufen ausgeschnittenen Zentralkugel angepaBt. Uber die Verhiltnisse
innerhalb dieser Zentralkugel wird nichts ausgesagt, da sie auch em-
pirisch nicht einwandfrei erfa8t werden kénnen.

Die Loésung hidngt nun von zwei Parametern ab: # und «, hat
also die Form:

0= 0, a).

n bestimmt wieder die Klasse des polytropen Aufbaus, ¢ wird aus
der Oberflichenbedingung zu bestimmen sein und ist aus praktischen
Griinden so definiert, da fiir » = 1 die Gleichung

o= o

besteht. Die erste Ndherung fiir den Parameter « wird auf graphi-
schem Wege gewonnen, indem # = 5 gesetzt wird, was sicher eine
gute Anndherung ist. Genauere Werte ergeben sich dann mit Hilfe der
Ausgleichungsrechnung. Auf Einzelheiten einzugehen wiirde zu weit
fithren, da es sich hier, sobald # = 5 ist, gleich um sehr weitldufige
Reihenentwicklungen handelt; kann doch die Lésung selbst bei den
vollkommenen Gaskugeln nicht mehr in geschlossener Form angegeben
werden. Was uns hier neben den Werten von « interessiert, sind
die aus der Ausgleichung hervorgehenden verbesserten Werte von #.
v. ZeipEL fand fiir

Messier 2: #=35148£0.346 und « = 0.9299 == 0.0051

3t m=35.051+x0283 , «=0.8313% 0.0044
13t % = 4.023 == 0.261 » @ ==0.8873 % 0.0030
15: #=35079+ 0612 ,  «==0.8827 % 0.0070,

also nur Abweichungen vom Werte # = 5, die véllig innerhalb der
mittleren Fehler liegen.

Aus dem ScHUsTERschen Gesetz # = 5 1iBt sich die Dichte ¢ in
der Entfernung 7 = 1 ausrechnen. Dieser Dichte kann man formal
die GroBe «, == ¢'/s zuordnen, und findet den Wert

o, == 0.9306.
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Vergleicht man hiermit die aus der Ausgleichung gefundenen Werte
fir &, so sieht man, daB sie alle kleiner sind als «,. EpDINGTON?Y)
hat darauf aufmerksam gemacht, daB dies einem Uberschu von Sternen
im Zentrum gegeniiber der Verteilung nach dem Scuusterschen Gesetz
entspricht. Die &uBeren Teile der Haufen sind also vergleichbar mit
einer nach der Polytropen 7 = 5 aufgebauten Atmosphire, die iiber
einem Kern lagert, dessen Gesamtmasse im wesentlichen duirch die
GroBe von « bestimmt wird. Dabei ist die Masse des Kernes groBer
als die Masse einer volumgleichen Zentralkugel eines ganz nach dem
ScrusTERschen Gesetz aufgebauten Gases. Das durch diese Unter-
suchungen gefundene Aufbaugesetz der Sternhaufen erinnert stark an
das Modell, das RoCHE seinen kosmogonischen Untersuchungen zu-
grunde gelegt hat.

Den Zahlen # kann man durch die Gleichung

k:I-ﬁ——;—

neue GroBen & zuordnen. Betrachten wir keinen polytropen Aufbau,
sondern einen adiabatischen (beide geniigen bekanntlich der gleichen
Differentialgleichung), so hat % die Bedeutung des Verhiltnisses der
spezifischen Wirmen. Bei adiabatischem Aufbau wiren also die Stern-
haufen einem Gase mit dem Verhdltnis der spezifischen Wirmen

k=12

zu vergleichen. Fiir einatomige Gase ist & = 1.67, fiir zweiatomige
wird £ = 1.4 und fiir dreiatomige % == 1.33. Nur durch die Annahme
sehr vieler Doppelsterne, einer groBen Dichte und groBer Geschwindig-
keiten der einzelnen Sterne in den Haufen wire der Wert £ = 1.2 zu
erkliren, Es scheint indessen nicht, als ob es viel Zweck habe, die
Ergebnisse der Gastheorie in so wortlichem Sinne auf die Probleme
der Sternhaufen zu iibertragen. Letzten Endes liegen doch in den
Sternhaufen ganz andere Bedingungen vor als in einem Gase, wenn
wir z. B. nur an die Voraussetzung elastischer Zusammenst$8e denken,
die in der Gastheorie, und deshalb auch bei der Abschitzung der Werte
von k, immer gemacht wird. Es ist wohl natiitlicher, & nicht als
Verhiltnis der spezifischen Warmen aufzufassen, sondern lediglich als
eine in das Dichtegesetz eingehende mathematische Konstante. Man
muBl sich mit dem Resultat begniigen, daBl die Dichtegesetze der
Sternhaufen mit dem ScrustERschen Gesetz # = 5 formal gut iiber-
einstimmen.

Wir miissen hier endlich noch einen Versuch von HERTZSPRUNG?)

1 Vgl. Anm. 1, S. 40.

2) HerTzsPRUNG, E.: Photographische Messung der Lichtverteilung im
mittleren Gebiet des kugelformigen Sternhaufens M. 3. Astron. Nachr., Kiel.
Bd. 207, S. 89. 1918.
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erwdhnen, aus dem Abfall des integrierten Lichtes eines Sternhaufens
von der Mitte zum Rand auf den Abfall der Sterndichte zu schlieBen.
Zur Messung der Verteilung des integrierten Lichtes werden extra-
fokale Aufnahmen der Haufen verwendet. Das extrafokale Bild des
Haufens wird in parallele Streifen eingeteilt und die Intensititssumme
fiir jeden einzelnen Streifen gebildet. HERTZSPRUNG geht so vor, um
die einfache Methode von PLUMMER (siche S. 44) anwenden zu kénnen,
aus der Intensititsverteilung in der Projektion diejenige im Raum ab-
zuleiten. Dies ist, worauf hier besonders hingewiesen sei, nicht hypo-
thesenfrei moglich. Bezeichnet man ndmlich mit (M, ¢)d M die Dichte
der Sterne des Haufens in der Entfernung ¢ vom Zentrum, deren
Leuchtkraft zwischen M und M + dM liegt, so ist offenbar, nach
PLUMMER, die Intensititssumme (ausgedriickt in absoluten Gr6Ben) in
einem Streifen der Breite d7 im Abstand # von der Mitte der Pro-
jektion gegeben durch die Gleichung:
R 4o
J)dr = 2mdr [o [ My(M, @)dM dg. (20)
Wie man sieht, ist die Bestimmung der Funktion (M/,¢) aus der
Funktion J(r) gar nicht eindeutig méglich.
Wir kénnen die Integralgleichung nur dann umkehren, wenn wir
fiir ¢ (M,p) den speziellen Ansatz machen

Y(M,0) = @(M) - (o), (21)
d. h. die Verteilung der Sterne nach ihrer absoluten Leuchtkraft soll
unabhingig sein von der Entfernung vom Zentrum der Haufen. Der
Ansatz entspricht den Voraussetzungen von SEELIGER, SCHWARZSCHILD
und KAPTEYN in ihren Untersuchungen iiber den Aufbau des engeren
Sternsystems. Wir erhalten dann

+ R
J0) =27 [Mp(M)aM [of(e)dy,

oder als Umkehrung, durch Differentiation nach 7:

_ I J @)
== s (22)
[Mednam

Durch Vergleich der so gefundenen Funktion f(») mit der Dichte-
funktion, wie sie z. B. v. ZEIPEL aus Sternzdhlungen fiir einzelne
Haufen abgeleitet hat, mul} sich ergeben, ob der hypothetische Ansatz

Y(M,0) = (M) - f(e)
berechtigt ist. Dabei kommt es auf die Kenntnis der Funktion o(M)

gar nicht an, da ja f(#) nur bis auf einen konstanten Faktor bekannt
zu sein braucht, In der Tat fand HERTZSPRUNG fiir den kugelférmigen
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Sternhaufen Messier 3 eine iiberraschend gute Ubereinstimmung mit
den Resultaten von v. ZEIPEL, wie die folgende Tabelle zeigt.

Tabelle 14.

, [ logie) | logft)+e

(Hertzsprung) (v. Zeipel)
oo 3.75 3.78
0.5 3.40 3.36
1.0 2.89 2.86
1.5 2.48 2.46
2.0 2.13 2.20
2.5 (1.83) 1.97
3.0 (1.44) 1.77
3-5 (1.07) i 1.57

Die eingeklammerten Werte sind unsicher. Wir kénnten also schliel3en,
wie es HERTzSPRUNG tut, daB in Messier 3 helle und schwache Sterne
die gleiche Dichteverteilung zeigen. Das Alter des Haufens mii3te dann
so groB sein, daB eine véllige Durchmischung aller Sterne stattgefunden
hat. Wir miiBten auch schlieBen, daB der Haufen z. B. keine starke
Rotation als ganzes System besitzen kann. Denn dies wiirde sofort
eine Abhingigkeit der Verteilung von der Masse der Sterne, also auch
von ihrer Leuchtkraft bedingen.

Das hier erhaltene Resultat widerspricht in gewisser Weise den
Resultaten von Untersuchungen, die wir in dem néchsten Paragraphen
besprechen werden. Der Widerspruch ist jedoch nur scheinbar. Denn
der von HEeRTzSPRUNG erfafte Teil der Projektion des Haufens ent-
spricht nur etwa */, der Gesamtfliche. Wir sahen aber schon, daB
v. ZEIPEL bei M. 3 eine isotherme Dichteverteilung fand, bis zu einem
Abstand von 3’ vom Zentrum. Isotherme Verteilung bedeutet aber
vollige Durchmischung, so daf3 hierdurch das HERTzSPRUNGsche Resultat
bestitigt wird. AuBerhalb dieser Zentralkugel hort aber die isotherme
Verteilung auf, und so wird sich dort auch eine Abweichung der HErTZ-
sPRUNGschen Dichtefunktion von der v. ZeipErschen zeigen miissen.
Die Differenzen (HERTZSPRUNG-V. ZEIPEL) scheinen tatsidchlich einen
systematischen Gang zu besitzen.

Die HertzsprRUNGsche und v. ZE1PELsche Methode zur Bestimmung
der Funktion f(g) kénnen sich in guter Weise ergidnzen. Im Zentrum,
wo wegen der Sternfiille die Sternzihlungen aufhdren und deshalb
vON ZEIPELs Methode nicht mehr mit Erfolg angewandt werden kann,
besitzt HErTZSPRUNGs Methode die gréBfte Genauigkeit. Andererseits
versagt die Messung des integrierten Lichtes in den Randgebieten, wo
sich dagegen die Sternzdhlungen exakt durchfithren lassen. Wir miissen
dabei allerdings voraussetzen, dal}, wenigstens im Zentrum, die Ver-
teilungsfunktion (M, ¢) die Form (21) hat.
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§ 4. Die Verteilung der Sterne verschiedener Leuchtkraft und
verschiedener Spektraltypen in den Sternhaufen.

Die Grundvoraussetzung aller bisherigen empirischen und theo-
retischen Betrachtungen war, daBl allen Sternen in einem Haufen im
Durchschnitt die gleiche Masse zugesprochen wurde. Wir wissen heute,
daB dies bei genaueren Untersuchungen sicher nicht zuldssig ist. Die
Masse der Sterne zeigt einen Gang mit der Leuchtkraft und dem
Spektraltypus. Um somit exakt vorzugehen, mufl man die Verteilung
der Riesen der einzelnen Spektraltypen und der Zwerge der einzelnen
Spektraltypen gesondert untersuchen. Ein Sternhaufen kann dann nicht
mehr verglichen werden mit einem einzelnen Gase, sondern héchstens
mit einem Gasgemisch. Auf die theoretische Seite des Problems kommen
wir im ndchsten Paragraphen nochmals zuriick. Hier wollen wir die
rein empirischen Resultate in dieser Richtung besprechen.

Die Moglichkeit der Trennung der Sterne eines Haufens in Gruppen
nach Leuchtkraft und Spektraltypus (bzw. Farbenindex) wurde erst
durch die photometrischen Arbeiten, vor allem SHAPLEYS, geschaffen.
Fiir die von ihm ausfithrlich untersuchten Kugelhaufen Messier 3 und
Messier 13 und die offenen Haufen Messier 11 und Messier 67 hat
SHAPLEY fiir verschiedene Entfernungen vom Zentrum Mittelwerte der
Farbenindizes und dazu gehdrige mittlere photovisuelle Helligkeiten
angegeben. Der Gang dieser GroBen mit der Entfernung wird davon
abhingen, wie sich die Sterne des Haufens nach Leuchtkraft und
Spektraltypus verteilen. Bei den Kugelhaufen M. 3 und M. 13, in
denen nur Riesensterne beobachtet sind, wird man, auf Grund der
Riesen-Zwerg-Theorie in ihrer neuen Form, unter Beriicksichtigung
des Massenverlustes durch Strahlung wihrend der Entwicklung, er-
warten miissen, dall der mittlere Farbenindex mit der Entfernung vom
Zentrum aus abnimmt, ebenso die mittlere scheinbare Helligkeit. Wir
konnen aber nicht erwarten, daB der Gang sehr grofl ist, da der
Massenunterschied zwischen Riesensternen verschiedener Spektraltypen
kaum sehr groB sein diirfte. Die Tabelle 15 enthilt die Ergebnisse
der Untersuchungen SHAPLEYs fiir Messier 3 und Messier 13.

Die Resultate stimmen, wenigstens was die zentralen Teile betrifft,
vollig mit den erwarteten iiberein. In den Randteilen kdnnen betricht-
liche Stérungen durch Vordergrundsterne auftreten, so daB dadurch der
in den zentralen Teilen ausgesprochen vorhandene Gang von Hellig-
keit und Farbenindex mit der Entfernung verwischt wird. Es ist schade,
daB bei M.3 die Mittelwerte nicht fiir die mittelsten Zonen gebildet
werden konnten. Diese Zahlen wiirden besonders interessieren als Ver-
gleich mit den Ergebnissen von HERTzSPRUNG und V. ZEIPEL, die wir
am SchluB des vorigen Paragraphen besprochen haben. Jedenfalls
deutet der Gang der mittleren Farbenindizes bei M. 3 mit der Ent-
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Tabelle 15.
Messier 3 Messier 13

7 m ’ F.L m F.I
g,o 13767 41730
I’g 14.19 0.87
1' 14.49 0.67
2'(5) 15732 -+ 0768 14.58 0.62
2 15.66 0.64 14.73 0.50
3'(5) 15.44 0.66 14.57 0.58
: 15. 0.6

35 578 2% | e 0-57
‘;'O 15.79 0.54 14.90 0.62
2o ! 15.76 0.52 14.59 0.58
.o 15.70 0.48 14.73 0.56
g:o 15.41 0.54

o 15.20 0.61

fernung im Gebiet 1'5 <7 < 70 darauf hin, besonders auch im
Zusammenhang mit dem Ergebnis bei M. 13, daB in diesem Haufen
ein deutlicher Unterschied in der Verteilung der Sterne verschiedener
Massen vorliegt. Allerdings ist der Gang in den mittleren scheinbaren
Helligkeiten weit weniger ausgeprigt. Es ist eben nur deshalb moglich,
mit dem Ansalz (21)

aus der Intensitdtsverteilung in der Projektion die Funktion f(g) in
Ubereinstimmung mit v. ZEIPELs Methode abzuleiten, weil man tn den
Kugelhaufen immer nur die Riesensterne erfafit und diese bekanntlich
nur iiber ein verhiltnismidBig kleines Intervall der Leuchtkrifte ver-
teilt sind. Man kann verschiedener Ansicht tiber die Reichhaltigkeit
der Kugelhaufen an Zwergsternen sein (wir kommen darauf im Ab-
schnitt IV § 1 noch zuriick). Jedenfalls gelingt es mit den heute zur
Verfiigung stehenden instrumentellen Hilfsmitteln kaum, ein anndhernd
vollstindiges Bild iiber die Verteilung der schwachen Sterne, etwa
zwischen der 16. und 20. GroBe, nach Leuchtkraft und Spektraltypus
zu erhalten. Man muB sich dessen bewullt sein bei allen Rechnungen
iiber Dichteverhiltnisse in Kugelsternhaufen.

Den Ergebnissen fiir zwei typische Kugelhaufen wollen wir zum
Vergleich die Resultate fiir den typischen offenen Haufen M. 37 in
der Aurigawolke gegeniiberstellen®). Der Haufen steht uns so verhilt-
nismibBig nahe, daf es hier moglich ist, auch Zwergsterne zu erfassen.
Wegen des grofen Intervalls, iiber welches sich die Leuchtkritte der
Zwergsterne verteilen, wird bei offenen Haufen die obige Form von
(M, g) nicht mehr zum Ziele filhren. Deshalb ist auch die folgende
Tabelle besonders interessant. Sie ist aus den Angaben von v. ZEIPEL

1) Vgl. Anm. 26, S. 3.
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und LINDGREN gerechnet. Die Breite der einzelnen Ringe betrigt
etwa 93"'.

Tabelle 16.
a f g k

Ring RiesenJ Zwerge| Riesen | Zwerge| Riesen | Zwerge| Riesen | Zwerge
1,2,3 0.33 0.16 | (0.08) | oO.14 0.45 008 ! (0.00) | 0.035
4, 5,6 0.25 0.24 | {0.00) | 0.20 0.25 0.14 | (0.29) | o.12
7,8,9 0.17 0.20 | (0.33) | o0.20 011 | 0.24 | (0.43) 0.21
10, 11, 12 0.07 0.22 . (0.25) | o.27 0.05 0.25 (0.14) 0.33
13, 14, 15 o17 | 018 | (0.33) | 019 0.13 0.29 | (0.14) | 0.28
Gesamtzahl | 174 \ 649 E 12 468 38 167 7 58

Um den Gang der Anzahlen mit der Entfernung vom Zentrum
fiir die einzelnen Gruppen vergleichbar zu machen, sind die Angaben
in Bruchteilen der Gesamtzahl von Sternen der betreffenden Gruppen
gemacht; und um die Genauigkeit dieser Zahlen beurteilen zu kdnnen,
sind in der letzten Zeile auch die Gesamtzahlen angegeben. Die Zone,
die aus den Ringen 13, 14 und 15 besteht, scheint schon ziemlich
stark durch Sterne der Aurigawolke verfilscht zu sein. Es hat sich
dort wohl eine Art Gleichgewicht zwischen Haufen- und Wolkensternen
gebildet. Interessant ist der Vergleich der Verteilung der a-Riesen mit
derjenigen der f-Zwerge, oder der Vergleich zwischen g-Riesen und
g-Zwergen. Die vollkommen verschiedene Anordnung der einander
gegeniiber gestellten Gruppen fordert geradezu auf, aus dieser Ver-
schiedenheit ein Verhiltnis der Massen fiir die Sterne der einzelnen
Gruppen abzuleiten. Auf die in dieser Richtung vorliegenden Versuche
soll im nichsten Paragraphen eingegangen werden.

Man hat sich oft die Frage vorgelegt, inwieweit, z. B. bei M. 13,
die starke Anhdufung sehr heller roter Riesen gegen das Zentrum
iiberhaupt reell ist, oder ob wir es hier nur mit einem photographischen
Effekt zu tun haben. SHAPLEY meint, daB ein EinfluB des ,,EBEr-
HARD-Effektes‘ wohl merklich vorhanden sei?). Er stiitzt diese Ansicht
auf die Ergebnisse einer Spektralarbeit von Peask?), die freilich nur
Spektren von 40 Sternen enthdlt. Es erscheint allerdings zweifelhaft,
ob man aus diesem Material, das keine Konzentration der roten Spek-
tralklassen gegen die Mitte des Haufens zeigt, eine zuverlissige Ab-
schitzung der Grofe des EBErHARD-Effektes erhalten kann. Fiir das
Folgende ist es wichtig festzustellen, daB Verfilschungen in dieser
Richtung beim offenen Haufen M. 37 kaum zu erwarten sind, da er
keine so starke Konzentration der Sterne zur Mitte zeigt.

1) SHAPLEY, H.: Studies II. Thirteen hundred stars in the Hercules cluster
(Messier 13). Contrib. Mt. Wilson. S. 116. 1916.

2) Pease, F. G.: Spectra of stars in the Hercules cluster M. 13. Year-
book Carnegie inst. Washington. Nr. 12, S, 219. 1913 und Publ. of the
astron. soc. of the Pacific, San Francisco. Bd. 26, S. 204. 1914.
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§ 5. Die Bestimmung von Massenverhiltnissen von Sternen
verschiedener Leuchtkraft und verschiedener Spektralklassen
in Sternhaufen.

Wir beginnen damit die Hypothesen zu besprechen, auf welche
sich die Ableitung von Massenverhiltnissen fiir Sterne verschiedener
Gruppen aus ihrer Anordnung in Sternhaufen griinden. Die Annahme,
die gemacht werden muB, ist, dafi die Stermhaufen wnicht nur einen sta-
tiondren Zustand, sondevn, wenigstens im Zentrum, auch einen isothermen
Zustand erveicht haben. Mehr als eine gute Arbeitshypothese, die wohl
zu ersten Ndherungen fiilhren wird, kann die Annahme, wie wir zeigen
werden, nicht sein. Gerade die neuesten Untersuchungen iiber die Ver-
teilung der Sterne in den Kugelhaufen und offenen Haufen liefern
immer mehr Ergebnisse, die auf viel kompliziertere Verhiltnisse in
den Sternhaufen schliefen lassen, als man bisher angenommen hat.
Erwdhnt sei z. B.,, daB FrReEUNDLICH und HEISKANEN*) beim Haufen
M. 13 fiir die Verteilung der B-Sterne, der 4-, F-Sterne und der G-,
K-, M-Sterne in der Projektion gegeneinander gedrehte Symmetrie-
achsen gefunden haben; auBerdem fillt der Mittelpunkt des Systems
der B-, A-, F-Sterne nicht zusammen mit demjenigen der Gruppe der
G-, K-, M-Sterne. Der lineare Abstand der zwei Zentren ist, im Bogen-
maB ausgedriickt, etwa 1'13, also recht betrichtlich im Verhiltnis zum
Radius der Sterngruppe, der etwa 5'5 betrigt. Dann sei hingewiesen
auf die von FREUNDLICH in der zitierten Arbeit konstatierten Reste
einer Spiralstruktur bei den B-Sternen und auf die in § 6 erhaltenen
Ergebnisse in dieser Richtung fiir die Haufen M. 3, M. 15 und M. 37.
Bei M. 3 und M. 15 zeigt sich die Spiralstruktur bei den hellsten
Sternen, bei M. 37 bei den {rithen Spektraltypen B und A. Es ist
auBer Zweifel, dal diese Resultate darauf hindeuten, daB die Bewe-
gungen tn den Sterwhaufen sich noch keineswegs ausgeglichen haben,
d. h., daB sich die Geschwindigkeiten der Sterne eben nicht nach dem
Gesetze von MAXWELL verteilen, wodurch ein isothermer und deshalb
stationdrer Zustand bestimmt wird.

Von einem isothermen Gleichgewicht des Keynes des Haufens kann
allenfalls gesprochen werden, wenn man ihn®) als eine, in einem be-
grenzten Raum eingeschlossene Sterngruppe betrachtet. Einwandfrei
ist diese Vorstellung jedoch nicht. In der kinetischen Gastheorie ver-
wendet man vollkommen reflektierende Winde fiir die Umgrenzung
eines Gases, offenbar mit dem Sinne, da8 scheinbar ebensoviele Gas-
molekiile das GefdB8 verlassen, wie wieder hereinkommen. Das gleiche
wiirde bei einem nicht durch reflektierende Winde abgegrenzten Teile

) FreunDLIcH, E. und HEeSKANEN, V.: Uber die Verteilung der Sterne
verschiedener Massen in den kugelférmigen Sternhaufen. Zeitschr. f. Phys.
Bd. 14, S. 226. 1923.

2) Vgl. Anm. 26, S. 3.
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eines Gases von konstanter Dichte der Fall sein. Die konstante Dichte
ist es, die in den Sternhaufen fehlt, und deshalb kann auch der Kern
des Haufens niemals als abgeschlossen im strengen Simme der Gastheorie
angesehen werden. Ein Sternhaufen als Ganzes kann niemals mit dem
Gleichgewichtszustand einer isothermen Gaskugel verglichen werden.
Denn die isotherme Gaskugel hat unendlichen Radius und unendliche
Masse; ein Sternhaufen aber hat stets eine endliche Anzahl von Sternen.
Zur Hypothese des isothermen Gleichgewichts in den zentralen Teilen
eines Haufens tritt nun aber noch eine weitere Annahme hinzu.
Dadurch, dafl die Haufensterne nach ihrer Masse in zwei oder mehr
Gruppen eingeteilt werden und nun fiir die Geschwindigkeitsverteilung in
jeder einzelnen Gruppe die Form des MaXwELLschen Verteilungsgesetzes
angenommen wird, setzt man stillschweigend voraus, dafi die Sterne
verschiedener Masse sich unabhdngig voneinander anordmen. Man geht
hier ebenso vor, wie in der Gastheorie bei Betrachtung eines Gas-
gemisches. Bei den Verhiltnissen in den Sternhaufen kann die Richtig-
keit einer solchen Hypothese stark bezweifelt werden; ja, bei Behand-
lung der gleichen Aufgabe, der Gewinnung von Massenverhiltnissen
bei ellipsoidférmigen Haufen werden wir gerade die gegenteilige An-
nahme machen. Wir werden zeigen, wie man ein Massenverhiltnis
fiir Sterne verschiedener Gruppen gewinnen kann durch Abschédtzung
der gegenseitigen Wechselwirkung der Sterne verschiedener Massen.
Die Annahme der Giiltigkeit des DarToNnschen Gesetzes scheint be-
deutend weniger gerechtfertigt zu sein, als die Hypothese eines iso-
thermen Gleichgewichts im Zentrum. Bei allen Anwendungen der Gas-
theorie auf Sternhaufen erkennt man immer wieder aufs neue, dafl
ihre Ansitze unzureichend sind. Wir kdnnen in den Sternhaufen weder
mit elastischen ZusammenstéBen rechnen, noch die gegenseitigen Gra-
vitationswirkungen der Sterne vollig vernachlédssigen.
v. ZEIPEL") geht aus von der Fundamentalfunktion F (x, y, 2;
& n, L5 u,?), die den momentanen Zustand des Sternhaufens véllig be-
stimmt. Dabei sind #, y, z die Koordinaten eines Sternes, &, n, { seine
Geschwindigkeitskomponenten und u seine Masse.
Die Anzahl der Sterne, deren Koordinaten zur Zeit / zwischen
# und ¥ + dx, y und ¥y 4 dy, 2z und z -+ dz,
deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen
§und §+4d§ nund n+dy, { und {4 dE,
und endlich deren Massen zwischen
w und 4 du
liegen, ist dann gegeben durch das Produkt
Flxyz, &yl t)-dx dydzd§dydl du.
1 Vgl. Anm. 26, S. 3.




Massenverhilinisse.

61

Uber die Funktion F werden nun zwei fundamentale Annahmen ge-
macht: a) Sie soll unabhingig von der Zeit ¢ sein, d. h. wir betrachten
nur stationdre Zustinde, und b) sie soll von den ibrigen Verdnder-
lichen in der Form

Fxyz, §nk, p) = a(u) -e ~huG? +u2 + 82 —2v(0) (23)

abhéngen, wo V(#) das Potential der kugelf6rmigen Sterngruppe im
Abstand # vom Zentrum darstellt, und «(u) eine durch die relative
Hiufigkeit der verschiedenen Massen bestimmte Funktion ist. Die An-
nahme b) enthidlt die Hypothese isothermen Gleichgewichts.
Aus der Funktion F bilden wir durch die Integration die Funk-
tion f(r, u)
+

fryu) = [[[Fdg dy ag (24)

Das Produkt (v, u)dvdydzdu gibt nun offenbar die Anzahl Sterne
beliebiger Geschwindigkeit im Volumelement dxdydz mit dem Ab-
stand » vom Zentrum an, deren Massen zwischen g und u -+ du
liegen. Setzt man in (24) die angenommene Form von F ein, so wird

fry u) = Bu)exre Ve, (25)
B(u) hingt auf einfache Weise mit o(u) zusammen. Insbesondere wird
fiir u=r1

1, 1) = B(x) - €247
Also erhdlt man auch

Hos ) = 70 - |1, D))", (26)
woraus durch Logarithmieren die lineare Gleichung folgt:
log f(7, ) == log y(u) +- p - log f (7, 1). (27)

Die GroBen log f(#, u) und log f(», 1) sind dabei als bekannt anzusehen
aus der Verteilung der Sterne der verschiedenen Gruppen. Dabei wihlt
man die Masse der Sterne einer willkiirlichen Gruppe als Einheit und
erhilt dann die tbrigen Massen auf diese Einheit bezogen. log y(u)
und u sind zu bestimmen.

Offenbar gelingt die Losung der Aufgabe mit Hilfe der Methode
der kleinsten Quadrate, indem man die obige Gleichung fiir verschie-
dene Werte von 7 ansetzt und dann durch Ausgleichung die wahr-
scheinlichsten Werte von logy(u) und u zu bestimmen sucht. Die
Resultate von v. ZrIpEL fiir den offenen Haufen M. 37 sind die fol-
genden:

mittl. F.L rel. Masse u
g-Riesen 4 1™00 2.15 o.12
b- und a-Sterne 0.00 1.00
f-Zwerge —+0.50 0.673 =t 0.020

g-Zwerge -+ 0.80 0.360 =& 0.022.
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Aus der Kleinheit der mittleren Fehler schlieft v. Zerper auf
die Richtigkeit der Hypothese, dal die MaxwEkrLische Verteilung in
M. 37 wenigstens bis zu 6’2 vom Zentrum (etwa */, des Halbmessers)
gilt. Wir sehen jedenfalls, dafl sich auf Grund der gemachten Arbeits-
hypothesen durchaus verniinftige Massenverhéltnisse fiir Sterne ver-
schiedener Leuchtkraft und verschiedener Spektraltypen aus ihrer Ver-
teilung in manchen geeigneten Sternhaufen ableiten lassen.

Den Ausgangspunkt der analogen Untersuchungen von FREUNDLICH
und HEerskaNeN ¥), fir die Kugelhaufen Messier 3 und Messier 13, bildet
das Dichtegesetz der isothermen Gaskugel:

Qi _ Q(()’b) . —thiV(f).

Dabei ist g; die riumliche Dichte an einer bestimmten Stelle einer
kugelférmig gebauten Gasart mit dem Atomgewicht m;; V(r) der Wert
des Potentials an dieser Stelle. Bei beiden Haufen werden die Sterne
in zwei Gruppen eingeteilt. Die erste Gruppe umfaBit alle Sterne mit
Farbenindizes kleiner als -+ 0780, die zweite Gruppe alle diejenigen,
deren Farbenindizes groBer als - 0780 sind. Da es sich in den Kugel-
haufen nur um Riesensterne handelt, so geniigt es wohl in erster Nahe-
rung, die Sterne nur nach ihrer Farbe und nicht auch nach ihrer
Helligkeit einzuteilen. Will man in den Kugelhaufen jedoch genauere
Massenabschitzungen haben, so darf man die verschiedene Helligkeit
nicht mehr unberiicksichtigt lassen. Gerade die Farbenhelligkeitsdia-
gramme zeigen, daB die Farbe allein kein ausreichendes Kriterium
fiir die Masse sein kann. Sie wire es wohl, wenn sich nicht der eine
rote Ast von Riesensternen nach der blauen Seite zu in zwei Aste
aufspalten wiirde, wie es die Farbenhelligkeitsdiagramme von Messier 3
und Messier 13 zeigen. Der obere blaue Ast setzt sich offenbar aus
,,Ubergiganten*, der untere aus den gewdhnlichen Riesen zusammen.
Bei den a- und f-Sternen wird sich deshalb vor allem die Ungenauig-
keit der Einteilung bemerkbar machen. Die Ubergiganten und ge-
wohnlichen Riesen erhilt man nicht getrennt. Die Abschétzung FREUND-
LicHs will jedoch nichts anderes sein, als eine erste Anndherung, da
das Beobachtungsmaterial nicht ausreichen wiirde, um eine genauere
Einteilung vorzunehmen.

04 sei die rdumliche Dichte der Sterne der ersten Gruppe in der
Entfernung 7, vom Zentrum. Eine analoge Bedeutung hat ¢y fiir die
Sterne der zweiten Gruppe. Ferner seien m, und mg die durchschnitt-
lichen Massen der Sterne der ersten und zweiten Gruppe. Dann er-
gibt sich aus dem. logarithmierten isothermen Dichtegesetz sofort die
Beziehung: loo 0" — log o
mg 1980, 108 Qy

mg log ¢ — log o

1 Vgl. Anm. 1, S. 50.
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Die rdumlichen Dichten ¢ sind nach der v. Zerperschen Formel be-
rechenbar. Dann kennt man aber auch die linke Seite der Gleichung.
Mit M; soll der Quotient mg/m, bezeichnet werden, der gewonnen
wird aus dem Vergleich der Dichten in den Abstinden 7 =4’ und
r = (4 + 1)’. Die Ergebnisse von FREUNDLICH und HEISKANEN sind
die folgenden:

Tabelle 17.
M; Messier 13 | Messier 3
t=2' 1.420 1.761
=3 1.135 1.865
=4 1.240 1.518
=g 1.215 1.326
=6 1.490 —

Durch Bildung der Mittelwerte findet sich fiir

Messier 13: mg/m, == 1.300 == 0.06
Messier 3: myg/m, = 1.618 = 0.12.

Es ist sehr bemerkenswert im Hinblick auf die kosmogonischen
Betrachtungen des vierten Abschnitts und paBt ganz zu der dort ent-
wickelten Auffassung, daB die roten Riesen in M. 13 eine kleinere
Masse, bezogen auf die weilen Riesen, haben, als in M. 3. Wir schlieBen
daraus, daBl Messier 13 der &ltere Haufen sein muB, was wir auf einem
ganz anderen Wege noch bestitigt finden werden. Im folgenden Kapitel
werden wir sehen, wie man aus dem Ellipsoidansatz ebenfalls eine
Abschitzung fiir das Massenverhéltnis finden kann. Genauere Rech-
nungen sind aber auch hier erst durchfiihrbar, wenn das Beobach-
tungsmaterial vervollstindigt sein wird.

§ 6. Uber Reste einer Spiralstruktur in Sternhaufen.

Die in § 5 besprochenen Versuche, aus der Verteilung der Sterne
verschiedener Leuchtkraft und verschiedener Temperatur in Sternhaufen
Massenverhiltnisse abzuschétzen, benutzten die Arbeitshypothese, daB
fiir die zentralen Teile der Haufen das MaxwEeLLsche Geschwindigkeits-
verteilungsgesetz gilt, dal diese Zonen also als ,,isotherm* im Sinne
der kinetischen Gastheorie aufgefaB8t werden diirfen. Da es nur mog-
lich ist, bei Doppelsternen mit bekannter Parallaxe Massenbestimmungen
fiir Sterne von verschiedenen physikalischen Eigenschaften zu erhalten,
so gewinnen dadurch die eben besprochenen Arbeiten sehr an Bedeu-
tung. Eine genauere Untersuchung iiber die Giiltigkeit der Arbeits-
hypothese fiir die zentralen Teile ist deshalb unbedingt notwendig.

Wir haben schon darauf hingewiesen, da FREUNDLICH und HEIs-
KANEN in dem kugelférmigen Sternhaufen Messier 13 Reste einer Spiral-
struktur zu finden glaubten. Ihre Betrachtungen sind jedoch nur rein
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qualitativer Art. Sie gingen dabei ebenso vor, wie dies im Folgenden
geschieht, um einen ersten Uberblick iiber die Verteilung der hellen
und schwachen Sterne in einem Sternhaufen zu erhalten. Dazu wurden
nach den Bonner Katalogen die hellen und schwachen Sterne fiir sich
auf Millimeterpapier in kleinem MaBstab aufgezeichnet, und zwar fiir
die Kugelhaufen Messier 3 und Messier 15 (siehe die Abb. 5—8). Sie

AR,

Abb. 5. M. 3: 150 helle Sterne. Abb. 6. M. 3: 270 schwache Sterne.

AR,

.

Abb. 7. M. 15: 110t helle Sterne, Abb. 8, M, 15: 760 schwache Sterne.

zeigen bei den schwachen Sternen aufs deutlichste eine elliptische und
keine kreisférmige Anordnung, und mit grofer Sicherheit kann die
Richtung der groBen Achse geschitzt werden. Die A.R. wachsen von
links nach rechts, so daf die Abbildungen also keine direkten Bilder
der Haufen am Himmel darstellen.

Beobachtet man dies, so findet man den Positionswinkel @ der
groBen Achse, gezihlt vom Deklinationskreis aus von Nord iiber Ost
nach Siid, fiir beide Haufen etwa bei 45°, ein Wert, der mit den auf
exakterem Wege abgeleiteten Werten in der Tabelle 24 auf S. 74 gut
iibereinstimmt. Dort ist fiir Messier 15: @ == 44°, fiir Messier 3:

AR
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@ = 41° also eine, vielleicht nur zufillig, weit bessere Ubereinstim-
mung zwischen Schitzung und Rechnung als bei SmarLEYy. Wie wir
noch sehen werden, ist es vielleicht auch eine Folge davon, daB es
sich bei SHAPLEYs gerechneten Werten um die Héufigkeitsachsen und
nicht um die Symmetrieachsen handelt. Wir miissen jedoch hinzu-
fiigen, daB unsere Zeichnungen nur den innersten Kern der Haufen
wiedergeben. In den duBeren Regionen, und auf diese beziehen sich
vor allem die Arbeiten von PEASE und SHAPLEY, verwischt sich die
elliptische Anordnung bei den Zeichnungen nach den Bonner Kata-
logen, so daB die Bestimmung von @ wieder unsicher wird.

Die Tatsache, daB die schwachen Sterne in der Projektion keine
kreisformige Anordnung zeigen, fithrt zu dem Resultat, daB alle bis-
herigen Untersuchungen iiber Dichtegesetze in Sternhaufen, die ja
immer Kugelsymmetrie voraussetzen, nur erste Niherungen sein kon-
nen. Wir werden dadurch auf einen ganz neuen Fragenkomplex ge-
fithrt, dem das folgende Kapitel gewidmet sein wird. Was in dem
jetzigen Zusammenhang interessiert, ist die Unvereinbarkeit einer Max-
weLLschen Geschwindigkeitsverteilung mit einer elliptischen Haufen-
struktur in den zentralen Teilen.

Betrachten wir nun die Verteilung der hellen Sterne in der Pro-
jektion der beiden Sternhaufen an Hand der Abbildungen, so fallen
zwei Eigentiimlichkeiten auf. Sie zeigen im allgemeinen eine starke
Konzentration gegen das Zentrum, wihrend die weiter aulen liegenden
Sterne sich in einer Weise anordnen, die an Spiralstruktur erinnert.
Besonders bei Messier 3 ist diese Anordnung auch viel auffallender als
in den Abbildungen von FrREUNDLICH und HEISKANEN fiir Messier 13.
Es verdient vielleicht noch Erwdhnung, daB die Verbindungslinie der
beiden einander gegeniiber liegenden Loslosungspunkte der Spiral-
arme vom zentralen Kern in die Richtung der groBen Achse der
elliptischen Verteilung der schwachen Sterne zu fallen scheint. Man
kann natiirlich sagen, daB diese Erscheinung zufillig sei. Jeden-
falls wire es verfriitht, hieraus etwa auf irgendeinen kosmogonischen
Zusammenhang der Kugelhaufen mit den Spiralnebeln schlieBen zu
wollen. Ebenso, wie die elliptische Struktur in der Anordnung der
schwachen Sterne, wiirde aber auch dieses Beobachtungsergebnis, falls
es reell ist, darauf hindeuten, daB wir es in den Kugelhaufen noch
nicht mit einem vollig ausgeglichenen Bewegungszustand zu tun haben.

Es fragt sich, ob eine vielleicht vorhandene Spiralstruktur in der
Anordnung der hellen und deshalb wohl massigen Sterne eines Stern-
haufens nicht quantitativ einigermallen erfat werden kann. Hier fiihrt
vielleicht die folgende Uberlegung zum Ziele. In der Abb.g sei in sche-
matischer Weise eine Spiralstruktur wiedergegeben. Wir nehmen dabei
an, dafl es sich ebenso wie in allen Spiralnebeln, nur um zwei in ent-
gegengesetzter Richtung abgehende Spiralarme handelt. Wir teilen nun

ten Bruggencate, Sternhaufen. 5
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den Haufen in eine Anzahl konzentrischer Ringe ein. Fiir jeden Ring
wird gesondert die Richtung der Haupttrigheitsachse bestimmt. Da
in jedem Ring die Hauptmasse der Sterne jeweils in den Spiralarmen
liegt, so sieht man, daB die Haupttrigheitsachse sich gleichsinnig
drehen mufB, wenn man von den inneren Ringen zu den #uBeren
iibergeht. Die Erscheinung muB sich natiir-
lich am deutlichsten bei den massigsten
Sternen eines Haufens zeigen, weil bei diesen
die Zeit bis zur volligen Durchmischung der
Geschwindigkeiten nach GréBe und Richtung
am groften sein und sich deshalb eine
MaxweLLsche Geschwindigkeitsverteilung am
spitesten einstellen wird.

Zu einer genaueren numerischen Unter-
suchung in der eben skizzierten Weise ent-
halten jedoch die Bonner Kataloge fiir die
Abb.o. Drehung der Trigheitsachse Kugelhaufen M. 3 und M. 15 zu wenig Sterne,

"7 bei Spiralstrukeur. und dann ist auch die Trennung zwischen

hellen und schwachen Sternen eine sehr will-
kiirliche, so da8 wir keineswegs sicher sind, Sterne von annihernd
gleicher Masse herauszugreifen. Daher wurden die Reste einer Spiral-
struktur ndher verfolgt beim Haufen Messier 37, der allerdings schon
zur Gruppe der offenen Haufen gehort. Esist an und fiir sich schon
interessant festzustellen, ob eine Spiralstruktur sich auch noch bei offenen
Haufen zeigt, kommen wir doch immer mehr zur Ansicht, daB die offenen
Haufen wesentlich dlter sind als die Kugelhaufen (vgl. Abschnitt IV).
Fiir Messier 37 existiert der umfangreiche Katalog von v. ZEIPEL und
LinDGREN ), dessen Anlage sich zu dem hier vorliegenden Zweck ganz
besonders bewihrt hat. Die B- und A-Sterne sind in diesem Haufen
durchschnittlich die hellsten, und nach den Erfahrungen im Sternsystem
besitzen sie gréBere Masse als absolut schwichere Sterne der spiteren
Spektraltypen. Bei ihnen miiBte sich somit in ihrer Verteilung in der
Projektion am ehesten noch eine spiralartige Struktur zeigen, Der Haufen
wurde in vier konzentrische Ringe eingeteilt. Es besteht der Ring

I aus den v. ZErpELschen Ringen 1 und 2,

II ” bRl ” ” ” 37 47 57
HI ” ” ” ” ”» 67 77 87
IV 1 12 ” 2 ” 97 IO7 IT.

Aus zwei Griinden wurde hier abgebrochen, obwohl der v. ZEIPEL~
sche Katalog 15 Ringe enthdlt: 1. Weil in den spiteren Ringen nicht
mehr alle Farbenindizes angegeben sind, und 2. weil in diesen duBer-
sten Ringen eine starke Vermischung der Haufensterne mit den Sternen

1 Vgl. Anm. 26, S. 3.
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der Aurigawolke zu erwarten war, wodurch eine Stérung der wirklichen
Haufenstruktur zu befiirchten ist. In der Tat haben wir auf eine solche
Vermischung schon auf S. 58 hingewiesen, bei der Ableitung der Dichte-
gesetze fiir die Sterne verschiedener Leuchtkraft und verschiedener Tem-
peratur in diesem Haufen. Fiir jede der vier Ringzonen wurde gesondert
die Richtung der Haupttrigheitsachse bestimmt, und zwar nach der
bekannten Formel 2By

tg 200 = "Oy-—_‘—@x

(28)
Hier ist  der Richtungswinkel der Haupttrigheitsachse gegen die posi-
tive ¥-Achse; @,, ist das Deviationsmoment, @, das Trigheitsmoment
in bezug auf die y-Achse, 6, dasjenige in bezug auf die x-Achse. Wir

stellen hier die Ergebnisse der Rechnung zusammen:

Tabelle 18.
Zahl der B- und
Zone A-Sterne ¢
1 126 51%
1T 236 75.4
11T 194 04.1
v 195 96.3

Geht man vom Zentrum des Haufens nach auBlen, so dreht sich die
Haupttrigheitsachse im entgegengesetzten Uhrzeigersinn. Diese gleich-
gerichtete Drehung ist natiirlich nur eine notwendige, keine hinreichende
Bedingung fiir das Vorhandensein einer Spiralstruktur. Um vorsichtig
zu sein, wird man daher nur soviel mit Sicherheit sagen kénnen, daB
sogar in den offenen Haufen Reste einer Spiralstruktur zu finden sind.
Jedenfalls ist durch diese Untersuchungen gezeigt, daf in den Stern-
haufen auch im Zentrum noch keine stationdren Zustinde erveicht sind.
Auch FREUNDLICH und HEISKANEN haben darauf hingewiesen, daB in
den Kugelhaufen viel kompliziertere Verhiltnisse zu herrschen scheinen
als man bisher angenommen hat.

~Man konnte fragen, wie sicher eigentlich die oben angegebenen
Winkel o berechnet werden konnen. Bei vollkommen kreissymmetri-
scher Verteilung der B- und A-Sterne miiBte tg2o die unbestimmte
Form o/o annehmen. Die GroBen von @,, und @,—@, bilden somit
ein Ma3 fiir die Genauigkeit, mit der der Winkel ¢ definiert ist. Zu
diesem Zweck geben wir hier noch diese Werte, in willkiirlichen Ein-
heiten gerechnet, fiir die einzelnen Zonen an.

Tabelle 19.
Zone | 6, o, | e—o, Bry
I l 10 407 9752 1 — 656 + 1548
I | 120368 139571 | 10206 — 2850
1II 338 576 370358 | +31782 + 2204
v 746 690 807 191 | 460501 ~+- 6705

S*
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Aus diesen Zahlen darf man wohl schlieBen, dal es sich nicht um
eine zufillige gleichsinnige Drehung der Haupttriagheitsachse handeln
kann. v.D. PAHLEN hat darauf aufmerksam gemacht, dafl die durch
die Richtungswinkel « gegebenen Geraden und die durch die Mitten
der einzelnen Zonen gehenden Kreise durch ihre Schnittpunkte eine
Spirale definieren, die am besten durch die logarithmische Spirale

In7" =+ 4.37 +2.75 - ¢
dargestellt werden kann. Als Differenzen zwischen Beobachtung und
Rechnung findet man:

Tabelle 20.
Zone 1 drjr
I l +-0.01
II 1 -+ 0.00
IIT | —oI9
IV | 4009

Die hier aus einer etwaigen Spiralstruktur gezogenen Schliisse lassen
sich natiirlich nicht umkehren, wie wir schon bemerkten. Im folgenden
Kapitel werden wir sehen, daBl eine Drehung der Tréigheitsachsen nicht
stattfinden kann, so lange die Anordnung der Sterne rotationssymme-
trisch bleibt. Es ist daher durch die obigen Rechnungen jedenfalls
der Nachweis gefiihrt, daB die fraglichen Haufen weder Kugel- noch
iiberhaupt Rotationssymmetrie besitzen.

Zweites Kapitel.
Ober Probleme ellipsoidfésrmiger Sternhaufen.

§ 1. Die Sternzidhlungen von Pease und Shapley.

Das genauere Studium der Verteilung der Sterne verschiedener
Leuchtkraft und Temperatur in der Projektion einiger Sternhaufen, so-
wie die Untersuchungen iiber etwaige Reste einer Spiralstruktur in der
Anordnung der massigsten Sterne haben uns dazu gefiihrt, annehmen
zu miissen, daB} sowohl bei den typischen Kugelhaufen, als auch bei
den offenen Sterngruppen selbst im Zentrum der Haufen noch keine
stationdren Zustdnde herrschen. Die Geschwindigkeiten der einzelnen
Sterne scheinen keineswegs nach Gréfle und Richtung willkiirlich ver-
teilt zu sein. Die gefundene spiralige Struktur 1iBt vielmehr auf ge-
meinsame Bewegung ganzer Sterngruppen im Innern der Haufen
schlieBen. Die bei den schwachen Sternen der Kugelhaufen Messier 3
und Messier 15 auftretende elliptische Anordnung der Sterne macht
ebenfalls solche gemeinsame Bewegungen wahrscheinlich. Man wird
dabei an eine Rotation des ganzen Systems denken. Wie dem auch
sei — jedenfalls geht die Beschreibung der Sternhaufen auf Grund
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vorhandener Kugelsymmetrie und MaxwgLLscher Geschwindigkeitsver-
teilung, wie wir sie bisher allein durchgefiihrt haben, von zu einfachen
Voraussetzungen aus, die wir jetzt durch allgemeinere ersetzen wollen.

Eine im Jahre 1917 erschienene Arbeit von PEASE und SHAPLEY
enthlt ausfithrliche Sternzéhlungen fiir 12 Kugelhaufen ?). Sie stellt die
erste Arbeit dar, in welcher die Abhingigkeit der Sternzahlen auch
von der Richtung vom Zentrum aus studiert wird. Das Hauptergeb-
nis dieser Zdhlungen ist, daB die Projektion der Kugelhaufen, wie sie
auf der photographischen Platte erscheint, im allgemeinen keine kreis-
formage, somdern wvielmehr eine elliptische Anordnung der Sterme zeigt,
die besonders hervortritt, je mehr schwache Sterne in die Zdhlungen
eingeschlossen werden. Dieser Verteilung der Sterne in der Projektion
diirfte im Raum eine ellipsoidische An-
ordnung der Haufensterne entsprechen. 75°
Man koénnte auch an irgendwelche andere
Figuren der Haufen denken, wie etwa an
linsenférmige Oberflichen.

Jedenfalls wird durch die Zdhlungen v B
von PEASE und SHAPLEY auch die Theorie ” —
in neue Bahnen gewiesen. Es wird sich . Z
darum handeln miissen, diejenigen Fragen, » v
die v. ZEIPEL und PLUMMER in erschépfen-
der Weise unter Voraussetzung der Kugel- g7 T 1T T 11 1
form fiir die Sternhaufen behandelt haben, Siid
in Angriff zu nehmen fiir den Fall, daB AP 1o, Finteilung der Zihlfelder
die Sternhaufen etwa Rotationsellipsoide
sind, Rotationsellipsoide deshalb, weil dies der nichst einfache Fall
nach der Kugel ist. Einige der im {folgenden zu entwickelnden Unter-
suchungen haben jedoch eine allgemeinere Giiltigkeit; so vor allem das
Studium der rdumlichen Dichteverteilung, wenn die Verteilung der Sterne
in der Projektion gegeben ist. Aber schon im Falle der Rotations-
ellipsoide bieten sich Schwierigkeiten, die bisher noch ungeldst sind.

Was nun die Untersuchungen von PEASE und SHAPLEY iiber die
Sternverteilung in der Projektion von einigen Kugelhaufen Dbetrifft,
so enthalten sie ausfiihrliche Sternzihlungen fiir die acht Haufen:
Messier 2, 3, 10, 12, 13, 15, 53 und 56 und vorliufige Ergebnisse
fir die vier Haufen N.G.C. 6093, 6229, 6402 und 6934. Die Pro-
jektionen der Haufen wurden bei den Zahlungen in der in der Abb. 10
angedeuteten Weise in zwolf Sektoren und fiinf konzentrische Ringe
eingeteilt. Die Zdhlungen selbst enthalten die Sternzahl pro Ring und
Sektor, so daB auch die Abhingigkeit der Sternzahl von der Rich-
tung bei wachsender Entfernung vom Zentrum bestimmt werden kann.

Nord

1 Vgl Anm. 1, S. 5.
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Die Sternzéhlungen wurden in der Weise durchgefithrt, daBl auf die
photographische Platte eine Glasplatte mit Ring- und Sektoreneintei-
lung gelegt wurde. Der Mittelpunkt der Ringe wurde nach Schitzung
mit dem Mittelpunkt der Haufenprojektion zur Deckung gebracht.
Der zitierten Arbeit sind die folgenden Resultate als Beispiele dafiir ent-
nommen, wie deutlich sich eine elliptische Anordnung bei einzelnen
Haufen zeigt. Die verschiedenen Sektoren sind durch die Positions-
winkel ihrer Halbierungslinien bezeichnet. Es handelt sich dabei um
Zidhlungen auf Platten, die mit dem 60z6lligen Reflektor der Mt. Wilson-
Sternwarte mit einer Belichtungszeit von 94™ aufgenommen wurden.,

Tabelle 21.

Sektoren ’ 15° 1450 75° 1 105°| 135°

Messi Ri i
elszler I—ri%f 1261|1340|1475|1590|1580|1431|1338

255° 345°

1650} 195°| 225° 285°j 315°

1343|1486|1590|1580|1361

|
I
{

Messier | Ri
ef?er 3% 1430|1357

1446|1391 1316!1354‘ 1366

1284 127811311 1322{1300
| i

Fiir M. 10 und M. 12 fand sich keine ausgeprigte Abhingigkeit
der Sternzahl von der Richtung vom Zentrum. Bei M. 3 zeigte sich
Asymmetrie.

Am eingehendsten wurde der groBe Haufen im Herkules (Mes-
sier 13) untersucht. Wir geben, wegen der Wichtigkeit dieser Arbeiten
fiir das Folgende, die Sternzihlungen fiir Messier 13 fiir eine Platte
ausfiihrlich wieder.

Tabelle 22. Messier 13.

Seﬁzg’n 15° | 45° | 75° Ios"ilas" 165° | 195° | 2250 255° ZSSOiSISD 345°
1 1623 668 | 750 | 762 : 764 i 728 “ 712 | 683 .\ 758 | 778 | 718 | 670
(087) (0:93) (1:04)| (1.06) (1.06) (1.03) (0.09) (095)|(1.05) (1.08) (1.00) (0.03)

I 358 | 361 | 423 464[476 386 | 330 | 352 \ 402 | 438 ‘ 479 | 304

(0.88)|(0.89)|(1.04) (1.14)5(1.18) (0.95)}(0‘81) (o.87)i(o.99) (1.08)2(1.18)“(0.97)
214 | 248 | 249 | 198
(I.OI)i(I.I7) (1.17)'(0.93)

I 168 | 207 | 212 i 236 | 226 | 202 | 188 | 194
(0.79)] (0.98)(1.00) (1.11)|(1.07) (0.95) (0.89) (0.91)

v 112 104‘ 90 l 128 | 114 | 115 | 108 114‘ 112 | 126 : 134‘ 99
1(0.99): (0.92)5(0'80)1(1.13)1(1'01)“(I.OZN(O'QS)\(LOI):(0.99)‘(1.11)“1.19)‘\(0'88>

Der innere Radius des ersten Ringes und die Breite eines jeden
Ringes betrigt jeweils 2/0g. Aus der Tabelle ersicht man, dafB die
elliptische Struktur in allen Entfernungen vom Zentrum vorhanden
ist. Um dies noch besser beurteilen zu kénnen, wurden in Klammern
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die Verhéltnisse der einzelnen Zahlen zur mittleren Sternzahl eines
Sektors des betreffenden Ringes hinzugefiigt.

Es gibt noch eine weitere Priifung fiir die Tatsache, daB diese
Sternzdhlungen auf eine in den Sternhaufen vorhandene Symmetrie-
ebene schlieBen lassen, die dann wohl identisch sein wiirde mit der
sogenannten ,unverdnderlichen Ebene* des Systems. Man weil aus
dem Studium der galaktischen Verteilung gewisser verdnderlicher Sterne,
z. B. der langperiodischen Cepheiden, daB diese die MilchstraBenzone
stark bevorzugen, d. h. eine groere Symmetrie zur galaktischen Ebene
zeigen als andere Sterne. Die Bevorzugung der Symmetrieebene in
Sternhaufen durch eine bestimmte Gruppe von Sternen miiBite sich
offenbar in ihrer stdrker ausgeprigten elliptischen Anordnung bemerk-
bar machen. In der Tat konnte dies fiir verinderliche Sterne in
w Centauri gezeigt werden?).

Mit Recht bemerken SHAPLEY und PEease, daB es auffallend er-
scheint, wie eine solch ausgeprigte Elliptizitit, wie z. B. bei Mes-
sier 13, einem Haufen, der so oft und so eingehend studiert worden
ist, noch nicht bemerkt wurde. Den Grund dafiir erblicken sie in
der Tatsache, dafl es zur Feststellung einer elliptischen Anordnung
der Sterne notig ist, die Zdhlungen auf die schwichsten Objekte aus-
zudehnen, was bei den fritheren Arbeiten nicht geschehen ist.

Diese ersten Untersuchungen wurden von SHAPLEY gemeinsam mit
MarTHA B. SHAPLEY ausgedehnt auf 41 Kugelhaufen?). Dabei fanden
sie, daBl die Projektionen von 30 Haufen ausgesprochen elliptisch sind;
zehn Haufen projizieren sich nahezu kreisférmig, wihrend die Pro-
jektion von Messier 3 asymmetrisch ist. Von den 30 Haufen mit
elliptischer Projektion sind die Positionswinkel der groBen Achse der
Projektionsellipse angegeben, wie sie sich aus Sternzihlungen auf Mt.
Wilson-Platten und Schitzungen mit Hilfe der FRANKLIN-ADAMS-Karten
ergeben haben. Die verhdltnismiBig groBe Anzahl von 30 Haufen mit
bestimmten Positionswinkeln fiir die Symmetrieachse und bekannten
Raumkoordinaten gibt SHAPLEY Veranlassung zu statistischen Betrach-
trachtungen iiber die Lage der Symmetriecbenen dieser Haufen in
bezug auf die MilchstraBenebene. Bekannt ist zunichst nur die Nei-
gung der groBen Achse der Projektion gegen den durch die Milch-
straBe am Himmel definierten groBten Kreis. Die Parallelitit zwischen
groBer Achse und galaktischem Kreis ist offenbar eine notwendige,
aber nicht hinreichende Bedingung fiir die Parallelitit der Symmetrie-
ebene eines Haufens und der MilchstraBenebene. Da SHAPLEY zunichst

1) SHAPLEY, H.: The relation of blue stars and variables to galactic
planes. Communic. from the Mt. Wilson solar observ. to the nat. acad. of
sciences, Washington. Nr. 45. 1917.

2) SHAPLEY, H. und SuaPLEY, M. B.: Studies XIII. The galactic planes in
41 glubular clusters. Contrib. Mt. Wilson. Nr. 160. 1919.
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kein anderes Kriterium fiir die Neigung der Symmetrieebene gegen
die MilchstraBenebene zur Verfiigung steht, versucht er, ob zwischen
dem Winkel, der von der groBen Achse und dem galaktischen Kreis
eingeschlossen wird, und dem Abstand der Haufen von der Milch-
straBenebene eine Korrelation besteht. Wir geben in der folgenden
Tabelle seine Resultate wieder.

Tabelle 23.
Abstandsintervall Anzahl Mittlerer Mittlere
(Einheit 100 Parsecs) | der Hanfen | Abstand Neigung
o bis =% 20 5 17 23°
=+ 20 bis == 40 8 31 41
=40 bis =& 60 5 46 64
= 60 bis == 8o 5 67 36} Mittel 47°
>+ 8o 7 136 42

Wiren die Neigungen zufillig verteilt, dann miiBte man einen Mittel-
wert von 45° erwarten. Fiir die groBeren Abstinde von der galak-
tischen Ebene trifft dies offenbar zu, wihrend in der Nihe der Milch-
strae ein Gang der mittleren Neigung der groBen Achse gegen den
galaktischen Kreis mit dem mittleren Abstand der Haufen von der
MilchstraBenebene angedeutet ist. SHAPLEY duBert daher die Ver-
mutung, daB die Symmetrieebenen der Haufen um so mehr parallel
zur Milchstralenebene seien, je nidher die Haufen dieser stehen. Die
MilchstraBenebene wiirde also fiir den inneren Aufbau der Haufen
eine bedeutende Rolle spielen. Wir werden im folgenden versuchen,
ob diese wichtigen Untersuchungen nicht noch etwas exakter durch-
gefiihrt werden konnen.

§ 2. Die Abhingigkeit der Gestalt eines ellipsoidférmigen
Haufens und seiner Lage im Raum von der Gestalt
seiner Projektion und deren Lage am Himmel.

Um ein Urteil iiber den Wert und die Sicherheit der statistischen
Betrachtungen SHAPLEYS zu gewinnen, wollen wir untersuchen, inwie-
weit die Gestalt eines Haufens im Raum durch seine Projektion be-
stimmt wird, und in welcher Weise die Lage der Projektion des Haufens
am Himmel die moglichen Lagen des Haufens im Raum, insbesondere
die Lagen seiner Symmetrieebene gegen die MilchstraBenebene ein-
schrinkt. Wir werden dabei sehen, daB die SmapLEvschen Betrach-
tungen wesentlich verschérft werden kdnnen.

Es handelt sich also zuerst darum, die Gestalt und Lage der
Projektionsellipse eines Haufens am Himmel zu bestimmen. Die ersten
Ansitze zur Festlegung der groBen Achse der Projektionsellipse finden
sich in der zitierten Arbeit von H. und M. SmapLEy. Was die Be-
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stimmung der Gestalt der Projektionsellipse betrifft, so besteht auBer
einer rohen Schitzung der Exzentrizitit der Projektion von Messier 13
(von SHAPLEY, FREUNDLICH und HEISKANEN) meines Wissens kein wei-
terer Versuch in dieser Richtung. Ein Grund dafiir ist wohl im Mangel
an ausreichendem Beobachtungsmaterial zu suchen. AuBerdem treten
bei der Behandlung dieser Aufgabe gewisse Schwierigkeiten zutage,
die wir nun besprechen wollen. Die Dichtediagramme, die BAILEY in
seiner Arbeit tiber Kugelhaufen®) angegeben hat, zeigen aufs deut-
lichste, wie die Haufen ganz allmahlich auslaufen, ohne eine scharf be-
stimmte Grenze zu besitzen. Dieser Umstand muB natiirlich alle Unter-
suchungen, die sich auf die Kenntnis der Gestalt der Projektionsellipse
stiitzen, aufs ungiinstigste beeinflussen. Handelt es sich um die Be-
stimmung der Exzentrizitit der Projektion, so trifft dies nicht im
gleichen MafBle zu. Da, wenn die gezdhlten Sternzahlen durch die Zahl
der Vordergrundsterne korrigiert worden sind, die Grenzkurve der Pro-
jektton definiert ist als die Kurve von der konstamten Dichte Null, so
brauchen wir zur Bestimmung der Exzentrizitdt diese unsichere Kurve
nur durch eine Kurve irgendeiner anderen konstanten, aber nahe bei
Null liegenden Dichte zu ersetzen. Machen wir noch die Voraussetzung,
daB am Rand des Haufens die Kurven konstanter Dichte dhnlich
seien, so erkennt man, daB es gelingt, die Exzentrizitit abzuleiten
ohne Kenntnis der Grenzkurve des Haufens. Die Bestimmung der Ex-
zentrizitdt dev Projekitonsellipse ist also unabhdngig von dev Dichie der
Vorder- und Hintergrundsterne; sie kann daher mit weit groBerer Ge-
nauigkeit abgeleitet werden als die absolute GréBe der Projektion.
Die Methode, nach der die Exzentrizititen fiir die Projektionen
von acht Haufen bestimmt wurden, ist im wesentlichen identisch mit
der Art, wie TRUMPLER die Grenze von Sternhaufen bestimmt?), eine
Methode, die wir schon auf Seite 39 ausfithrlich besprochen haben.
Das einzige, was man braucht, um die Methode mit Erfolg anwenden
zu konnen, sind umfangreiche Sternzdhlungen. Normale Sternkataloge
von Haufen reichen nicht aus. Um nun eine Kurve konstanter Dichte
in der Projektion eines Haufens zu finden, teilt man den Haufen in
eine Anzahl Sektoren ein. Fiir jeden Sektor zeichnet man in der
Ebene (g, #) den Dichteabfall. Die Dichtekurve eines Sektors braucht
man nun nur mit derjenigen Geraden ¢ = const. zum Schnitt zu
bringen, die jene konstante Dichte darstellt. Die Abszisse dieses
Schnittpunktes — die Diagramme sind so angelegt, daB die Dichte (g)
als Ordinate, die Entfernung (r) als Abszisse aufgetragen ist — be-
stimmt diejenige Entfernung vom Zentrum, in der in der Mitte des
betreffenden Sektors die Dichte ¢ angetroffen wird. Auf diese Weise
erhdlt man fiir jeden Sektor einen Punkt, durch welchen die Kurve

5 Vgl. Anm. 2, S. 24.
2) Vgl. Anm. 3, S. 5.
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der konstanten Dichte ¢ gehen muB. Nehmen wir diese Kurve hypo-
thetisch als Ellipse an, so hat man die Aufgabe, durch eine Anzahl von
Punkten (etwa zwdlf Punkte bei Benutzung von zwolf Sektoren) eine
Ellipse mit gegebenem Mittelpunkt (der ndmlich zusammenfallen muB
mit dem Schwerpunkt der Sterne in der Projektion) zu legen. Die Auf-
gabe wird gelost mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate.
Die Gleichung der Ellipse setzen wir in der Form an: :
Ax? 4+ Bxy + Cy® = 1. (29)
Jeder Sektor der Projektion liefert eine solche Bestimmungsgleichung
fiir die unbekannten Koeffizienten 4, B und C. Diese sind durch
Ausgleichung zu bestimmen. Wir haben dann nur noch aus ihnen
die Achsen der Ellipse und die Richtung der groBen Achse abzuleiten,
Sind « und g die Achsen der Ellipse, ¢ der Winkel der groBen Achse’
der Ellipse und der positiven x-Achse (die —+ y-Achse falle in den
Deklinationskreis und weise nach Norden; die -+ x-Achse zeige nach
Westen), so erkennt man die Richtigkeit der Gleichungen:

sinz c0os? I I .
A= ¢+ ‘P B:z(“—2—~ﬁj>sm(p cos ¢ ] -
_costg | s |
C= 8 + «2

Aus den vorstehenden Gleichungen erhdlt man die Werte ¢, « und g.
Nennen wir @ den Positionswinkel der groBen Achse (der Winkel
zwischen Deklinationskreis und groBer Achse, gezihlt vom Deklinations-
kreis aus von Nord iiber Ost nach Siid), so gilt die Gleichung:

O = ¢ == 9o°, (31)
== je nachdem ¢ im I oder II. Quadranten liegt. Die Exzentrizitit ¢
der Ellipse bestimmt sich aus der Gleichung:

—_—1— ,Ez. :

r— (32)

Auf diese Art wurden die folgenden Resultate erhalten fiir die
acht Haufen, welche PEAsE und SHAPLEY abgezihlt haben:

Tabelle 24.
. : . Galaktische Shapley
i q

N.G.C. Messier Lange Breite P e (@)
5024 53 307° + 79° 39° 0.575 165°
5272 3 8 -+ 77 41 292 Asym.
6205 13 26 -+ 40 102 360 125°
6218 12 344 + 25 150 243 ki.
6254 10 343 + 22 142 374 kf.
6779 56 30 + 7 175 424 Kkf.?
7078 15 33 —29 4 245 30°
7089 2 22 —37 135 332 140°

(Bemerkung: kf, = kreisférmig.)
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Die Abweichungen zwischen @ und den von SHAPLEY angenom-
menen Werten der Positionswinkel sind recht betrichtlich. Es fragt
sich, ob auBer der Ungenauigkeit der Methoden selbst noch eine an-
dere Ursache wirksam sein kann. Sie kann in der Tat darin gesucht
werden, daB SHAPLEY durch die Zihlungen die Hdiufigkeitsachse be-
stimmt, diese aber nicht notwendig mit der groPen Achse der Projek-
lionsellipse zusammen zu fallen braucht. Die Lage der Hiufigkeits-
achse ist wesentlich abhingig vom Dichtegesetz, das im Haufen
herrscht, und wird, wenn wir nicht in allen Haufen ein gleiches
Verteilungsgesetz der Sterne voraussetzen, in ihrer Lage zur grofien
Achse der Projektionsellipse von Haufen zu Haufen variieren. Jeden-
falls scheint es nicht gestattet zu sein, von vornherein Hiufigkeits-
achse und groBle Achse zu identi-
fizieren. Die groBe Achse der z oz
Projektionsellipse hat eine ganz
bestimmte geometrische Bedeu-
tung, die der Haufigkeitsachse |
nicht zukommt. Sie ist die b \.—7’
Schnittlinie der Symmetrieebene 7 3 ,
des Haufens mit der Himmels-
kugel, und deshalb auch véllig s # Y/
unabhingig vom Dichtegesetz des & / A ‘
Haufens. z

Wir wollen nun den Zusam- Erde
menhang zwischen der ENiptizitit 4y, ... Achsen des Ellipsoids
des Haufens und der Exzentrizitit
seiner Projektion bestimmen. Wir nehmen dabei an, daB der Haufen
im Raum die Gestalt eines Rotationsellipsoids besitze.

Dazu werden wir im folgenden zwei Koordinatensysteme verwenden,
welche beide ihren Ursprung im Mittelpunkt des Haufens haben. Das
erste System xyz ist so orientiert, daB die z-Achse mit der Richtung
der Gesichtslinie zusammenfillt. Die xy-Ebene ist dann die Tangen-
tialebene an die Himmelskugel. Die x-Achse legen wir in die grofe
Achse der Projektionsellipse. Beim zweiten Koordinatensystem x'y’z’
falle die z’-Achse mit der Rotationsachse des Haufens zusammen. Die
x'y’-Ebene bildet die Aquatorebene. Da die groBe Achse der Projek-
tionsellipse die Schnittlinie der Aquatorebene mit der Himmelskugel
ist, so legen wir die x'-Achse in diese Schnittlinie, so daB also " und %
zusammenfallen.

«, {7, ¢ seien die grofe Achse, kleine Achse und Exzentrizitit der
Projektion. Mit a, b, ¢ bezeichnen wir die entsprechenden Gré8en des
Ellipsoids. ¢ nennen wir die Neigung der Rotationsachse gegen die
Gesichtslinie. Die Gleichung der Meridianellipse in der yz-Ebene lautet:
(a?sin?¢ 4+ b2c0s%3)y 4 (a2 cos?t 4 b2sin?e) 27— 2 (a2—b2)sing cosi-y 2= a?b?,

und seiner Projektion.
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Die kleine Achse 8 der Projektion ist gleich dem Abstande der zur

z-Achse parallelen Tangente an die Meridianellipse. Um diesen Ab-

stand zu finden, bilden wir dy/dz und setzen dies gleich Null. Man

erhilt durch Einsetzen des hieraus folgenden Wertes von z in die

Ellipsengleichung: '
y = @ = Ja* cos*i - b sin’¢ .

Die zwei Gleichungen

e=a und f=7Va*cos*i -+ b>sin*s (33)
geben den Zusammenhang zwischen a, b, ¢, # und 7. Wir wollen hieraus
den Zusammenhang zwischen ¢, ¢ und 7 ableiten. Es ist nach Definition

- __ B . b
I—& =" und I—et= | (34)
Damit ergibt sich:
. . & &
sing = oder ¢ =5 (35)

Schon die geometrische Anschauung zeigt, daB durch die Projektion
allein die Gestalt eines ellipsoidformigen Haufens nicht eindeutig be-
stimmt werden kann; vielmehr tritt 7 mit in die Rechnung ein. Da-
durch, daf iiber 7 von vornherein keine Aussagen gemacht werden
konnen, sind alle folgenden Untersuchungen wesentlich erschwert. Bei
der Kugel konnte die Sterndichte im Raum aus derjenigen in der Pro-
jektion unmittelbar berechnet werden. Hier dagegen muB sie sich als
Funktion der Neigung der Rotationsachse gegen die Gesichtslinie
ergeben.

Da e stets kleiner als 1 sein muB, so erkennt man aus Gleichung (35),
daB} durch

sin 4, = & (36)
eine Minimalneigung der Symmetrieachse gegen die Gesichislinie be-
stimmt wird. Fiir 7 = ¢, artet der Haufen zu einer unendlich diinnen
Scheibe aus. Fiir 7 = 90°® wird ¢ = ¢, d.h. die
Elliptizitit des Haufens ist gleich der Exzentri-
zitdt der Projektion.

In welcher Weise wird nun die Lage der
Aquatorebene eines Haufens im Raum durch
die Lage seiner Projektion am Himmel be-
7 stimmt? Um dies zu untersuchen, fithren wir

die folgenden Bezeichnungen ein: 7 sei, wie
bisher, die Neigung der Rotationsachse gegen
Abb. 10, die Gesichtslinie; I die Neigung der Aquator-
ebene gegen die Ebene der MilchstraBe; p die
galaktische Breite des Haufens; ¢ seine Deklination und endlich  die
Deklination des Poles der MilchstraBe. In der nebenstehenden Abb. 12
sei K der Mittelpunkt eines Kugelhaufens, KN die Richtung senkrecht

N

A
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zur MilchstraBBenebene, K@ die Richtung der Gesichtslinie, KR die
Richtung der Rotationsachse. Die drei Richtungen bilden ein Dreikant.
Im sphirischen Dreieck NRG ist:

RG=i, NR=I, N@G=9go°—3.

Bezeichnen wir noch den Winkel NGR mit x, so ist der Zusammen-
hang zwischen ¢ und I durch die Gleichung gegeben

cos I == sin 8 cos -+ cos B sin i cos x. (37)

Es handelt sich noch darum, x zu bestimmen, was folgendermaBen
geschehen kann. Die Rotationsachse des Haufens projiziert sich am
Himmel, wie man sofort aus Abb. 11 sieht, in die kleine Achse der
Projektionsellipse. Die Ebene KRG schneidet deshalb die Himmels-
kugel nach einem groften Kreis, in den die kleine Achse der Projek-
tionsellipse fillt. Die Ebene N KG endlich schneidet die Himmelskugel
nach dem galaktischen Breitenkreis. Der Winkel x
ist also nichts anderes, als der Positionswinkel
der kleinen Achse bezogen auf den galaktischen
Breitenkreis. Es bedeute in Abb.13 4 den Pol des
Aquators, P denjenigen der MilchstraBe, K den
Mittelpunkt der Projektion des Haufens. Der
Pfeil KL soll die Richtung der kleinen Achse der
Projektionsellipse bedeuten und nach wachsenden
A.R. zeigen. Wir miissen im folgenden zwei ge- Abb. 13,
trennte Fille unterscheiden, je nachdem sich das

von der Erde weggerichtete Ende der Rotationsachse auf den Teil der
kleinen Achse projiziert, der nach wachsenden oder abnehmenden A.R.
weist. Die zwei Félle unterscheiden sich durch das Vorzeichen von
cos . Um nun x zu bestimmen, setzen wir den Winkel zusammen
aus zwei Winkeln

A=AKL wund B =PKA.
Mit dieser Definition von 4 und B wird
¥x=A4-+ B oder x=DB-—A4, (38)
je nachdem das nach wachsenden galaktischen Breiten zeigende Ende

der Symmetrieachse sich in den Ast groBerer oder kleinerer A.R. pro-
jiziert. A4 hidngt unmittelbar mit @ zusammen. Man hat:

4 = @ —9o°. (39)
Den Winkel B findet man sofort aus dem sphirischen Dreieck PK 4.
In diesem ist
P4 =90° —4 PK=090°—p AK=090°—9d.
Also wird:

sin «/

cos B = —
cos 3 cosd

—tgptgd. (40)
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x ist' damit bekarint. Wegen der zwei Werte von x erkennt man aus
(37), daB zu jedem ¢ im allgemeinen zwei verschiedene Werte von I
gehoren werden. Ist cosx positiv, so wird cos I fiir alle Werte von ¢
positiv, von ¢ = 0° bis % ==90°% Bei negativem cosx dagegen gibt
es eine obere Grenze fiir 4, die durch die Gleichung gegeben ist:
sin 8

. " o .,
o=sinpcoss’ —cos@sin¢ -|cosx| oder tgi = .
p p | | g cos 8 |cos ¥

(41)

¢’ bestimmt also denjenigen Fall, bei welchem die Aquatorebene des
Haufens senkrecht zur MilchstraBenebene steht. Uns interessiert, wegen
der statistischen Untersuchungen SHAPLEYs, hier mehr der andere
Extremfall: I = o, also der Fall der Parallelitit zwischen der Aquator-
ebene eines Haufens und der MilchstraBenebene. Soll I = o werden,
so muf} sein:

I ==sinp cost - cos #sing cosx.

Lost man diese Gleichung nach ¢ auf, so ergibt sich fiir tg¢ eine
quadratische Gleichung. Die Lésung ist nur dann reell, wenn

sin? # cos?x - cos? 3 cos* ¥ — I = C08*x — I =0 (42)
wird; d. h. die notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung dafiir,
daB Parallelitit eintritt, ist ¥ = o: Die grofe Achse der Projektions-
ellipse muf3 parallel zur MilchstraPe sein, ein Resultat, das auch ohne
jede Rechnung einzusehen ist.

Wir wollen nun die Gleichung (37) nach ¢ auflésen. Es folgt:

— sin 8 cos g cos # == cos I Jsinz 8 + cos? 8 cos® ¥ — cos? [
co? B coszy — coszl

tge = ) (43)

und man erkennt hieraus, daB bei vorgegebenem @, 3 und ¢ fiir jeden
Haufen eine Minimalneigung I, der Aquatorebene gegen die Milchstrapen-
ebene angegeben werden kann. Die Minimalneigung ist bestimmt durch
die Gleichung

cos? I, = sin® B -+ cos® # cos*x. (44)

Wir finden also das zur Priifung der SHAPLEYschen Resultate wich-
tige Ergebnis, daB alle {iberhaupt méglichen Neigungen (/) der Aquator-
ebene eines Haufens gegen die Milchstrafenebene der Beziehung

) ) I=1, (45)
geniigen miissen.

Fir die schon oben benutzten acht Sternhaufen wurden aus den
Werten von ¢ zuerst die Werte 7, bestimmt, die die kleinste Neigung
der Rotationsachse gegen die Gesichtslinie festlegen. Mit den Werten
von @, g und J wurden dann noch die Werte I, gerechnet, die uns
in diesem Zusammenhang besonders interessieren. Bei den Rechnungen
wurde derselbe Pol fir die MilchstraBe benutzt, wie ihn SHAPLEY in

seinen Arbeiten angibt:
4 =4 27°21",
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In der folgenden Tabelle sind die erhaltenen Resultate zusammen-
gestellt.

Tabelle 23.

N.G.C. | Messier x 1o I, b

5024 53 166° 35.1° 3° -+ 186
5272 3 225 17.0 9 + 135
6205 13 95 21.1 50 + 71
6218 12 118 14.2 53 “+ 52
6254 10 111 22.0 60 -+ 45;
6779 56 147 25.1 32 + 30
7078 15 183 14.2 2.5 — 71
7089 2 101 10.4 5I.5 — 04

In der letzten Kolonne ist der Abstand b der einzelnen Haufen von
der galaktischen Ebene angegeben. Die Einheit betrigt 100 Parsecs.
Das hier benutzte kleine Material zeigt, daB die Symmetrieebenen der
drei der galaktischen Ebene am nichsten stehenden Haufen schon
recht betrichtliche Neigungen gegen die MilchstraBenebene besitzen
miissen. Die kleinen Werte fiir M. 3, 15 und 53 kdnnen, da es sich
um Minimalwerte der Neigungen handelt, nichts zur Beantwortung
der gestellten Frage beitragen.

Um ein umfangreicheres Material verwenden zu kdénnen, und weil
es sich nur um eine Priifung der SHAPLEYschen Rechnungen handeln
soll, wollen wir im folgenden einmal, wie SHAPLEY es tut, annehmen,
daff die Hiufigkeitsachsen mit den groBen Achsen zusammenfallen,
Inwieweit dies in Wirklichkeit zutrifft, 1Bt sich nicht beurteilen, da
sich nur bei vier Haufen die Werte @ mit den Positionswinkeln SHAPLEYsS
vergleichen lassen. Auf eine systematische Differenz, vielleicht im Zu-
sammenhange mit der Exzentrizitit, 148t sich hieraus natiirlich nicht
schlieBen. AufBlerdem reicht die Einteilung der Projektion der Haufen
in 12 Sektoren nicht aus, um die Frage sicher zu entscheiden. Setzt
man nidmlich in den Kugelhaufen eine axiale Symmetrie voraus, und
fallt die Hiufigkeitsachse nicht mit der groBen Achse zusammen, so
hat man nicht nur eine, sondern zwei Hiufigkeitsachsen zu erwarten,
die symmetrisch zur groBen Achse liegen. Eine solche Erscheinung
zeigt sich nur bei Messier 53 und Messier 10. Bei den anderen Haufen
ist zu erwarten, daB sie sich erst dann zeigt, wenn man noch eine
engere Einteilung in Sektoren vornimmt. AuBer bei Messier 53 bleibt
aber die mogliche Abweichung der beiden Achsen untereinander inner-
halb verhiltnismafig enger Schranken (== 15°).

Machen wir nun die obige Annahme, so kénnen wir die von SHAPLEY
fir 30 Haufen angegebenen ,,Positionswinkel der groBen Achse* dazu
benutzen, um nach den eben entwickelten Formeln die zugehérigen I,
zu berechnen. Die Resultate sind in der folgenden Tabelle enthalten.
Die erste Spalte gibt die Nummer des Haufens im N.G.C.; die zweite
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enthilt die von SHAPLEY angenommenen Neigungswinkel der groBen
Achse der Projektion gegen den galaktischen Kreis; die dritte gibt
den Abstand der Haufen von der Milchstralenebene in Einheiten von
100 Parsecs, und die vierte endlich enthilt die Minimalneigungen I,
unter welche die Neigung der Symmetrieebene in den Haufen gegen
die MilchstraBe nicht heruntergehen kann.

Tabelle 26.

N.G.C. P b I, N.G.C. Y b I,
7006 85° — 228 67° 6681 55° — 41 53°
5024 75 —+ 186 10 6809 80 | —41 65
7099 5 — 128 4 6752 65 — 39 55
1904 30 — 120 o 6362 8o — 38 70

362 15 — 109 14 6293 o) + 37 o
7089 70 — 94 50 2808 65 — 32 23
5004 15 -+ 88 13 6121 70 + 30 68
6205 65 + 71 43 6541 20 — 28 17
7078 10 — 71 10 6273 20 —+ 25 22
6341 15 + 69 15 6626 20 — 23 18
6093 55 + 62 53 | 6260 35 + 19 33
6171 30 + 6o 26 5139 30 -+ 18 20
6402 70 + 56 67 4372 65 —18 59

104 45 — 47 44 6397 5 — 17 5
6715 70 — 44 67 6656 (o) — 13 o

Wir wollen, um einen etwa vorhandenen Gang der Minimalneigungen
I, mit dem Abstand von der galaktischen Ebene besser konstatieren
zu konnen, Mittelwerte der I, bilden.

Tabelle 27.
Abstand ] mittl. 1,
Einheit 100 pars ' Anzahl Abstand Mittel Min. Max.

0 bis = 25 7 =+ 19 22° %+ 7% o° 59°
26 ,, 40 6 24 39 120 o 70
41, 60 6 48 54 6.4 26 67
61 ,, 100 6 76 31 8.2 10 53

> 100 5 154 19 12.2 o 67

Aus diesen Zahlen wird man schwer einen Schlufl ziehen kdnnen
auf eine irgendwie gesetzmiBige Lage der ,,galaktischen Ebenen® der
Sternhaufen. Die Tatsache, daB schon fiir die milchstraBennichsten
Haufen der Mittelwert fiir die Mindestneigung den Betrag von 20° iiber-
steigt, spricht jedenfalls nicht fiir eine Parallelitit im Sinne SHAPLEYs.
Die Strenung der Werte I, gerade fiir die erste Zone zwischen 0° und
59° und fiir die zweite zwischen 0° und 70° legt vielmehr den Schiuf
auf vollig zufdllige Verteilung der galaktischen Ebenen nahe. Das
Mittel aus allen 30 Werten

Io =33 £ 4%
entspricht ebenfalls dieser Annahme.
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Es ist bemerkenswert, daB, wenn man fiir die schon mehrfach
benutzten acht Haufen Gleichung (37) graphisch darstellt (¢ als Abszisse,
I als Ordinate), die Neigung der Kurven gegen die ¢-Achse stets kleiner
als 45° bleibt, d. h., daf das Schwankungsintervall der I immer Eleiner
ist, als dasjenige der i. Besonders auffallend ist diese Erscheinung bei
Messier 12 und Messier 10. Projiziert sich die Rotationsachse auf die
Seite abnehmender A.R., so schwankt die Neigung der Aquatorebene
gegen die MilchstraBenebene bei Messier 12 zwischen 53° und 65°,
bei Messier 10 zwischen 60° und 72° Projiziert sich die Rotationsachse
auf die Seite wachsender A.R., so schwankt I bei Messier 12z zwischen
72° und 90° bei Messier 10 zwischen 76° und 9o°. Bei beiden Haufen
lassen sich auf diese Weise, wegen der zufilligen Lage und Gestalt
ihrer Projektion am Himmel, ziemlich enge Grenzen fiir I angeben. Bei
weitem eher wiirde es somit gelingen, eine Korrelation zwischen I und
b abzuleiten, wenn man aus den Exzentrizititen der Projektionen das
Schwankungsintervall der I ableiten konnte. Vielleicht ist es wertvoll,
in diesem Zusammenhang noch darauf hinzuweisen, daB die Annahme
groBerer Wahrscheinlichkeit fiir kleine Werte von I bei den Haufen

M. 53, 3, 13, 12, 10, 2 die Annahme groBer Elliptizititen der Haufen
nach sich zieht.

§ 3. Uber die Sterndichte in der Projektion und im Raum
bei fehlender Kugelsymmetrie.

Wir machen im folgenden die Hypothese, daB in einem Sternhaufen
axiale Symmetrie vorhanden ist. Ob die dufere Gestalt des Haufens
die eines Rotationsellipsoids ist, oder irgendeine andere Form besitzt,
ust gleschgiiltig. Nur um einen bestimmten Fall im Auge zu haben,
wollen wir den Haufen die Form eines Rotationsellipsoids geben.
Rotationssymmetrie bedeutet doch, daB, wenn man irgendeinen Punkt
im Innern des Haufens herausgreift und durch ihn einen Kreis zeichnet,
dessen Ebene senkrecht steht zur Symmetrieachse und dessen Mittel-
punkt auf dieser Achse liegt, man in jedem Punkt dieses Kreises die
gleiche Dichte vorfindet. Denkt man sich nun eine Gerade, die den
Sternhaufen parallel zur Gesichtslinie durchsetzt, so herrscht auf dieser
Geraden eine bestimmte Dichteverteilung. LBt man die Gerade um
die Symmetrieachse des Haufens rotieren, so entsteht ein Rotations-
hyperboloid, das die Eigenschaft besitzt, daB, wenn man auf ihm irgend-
eine Kurve zeichnet, die jeden Parallelkreis des Hyperboloids nur ein-
mal schneidet, auf dieser Kurve die gleiche Dichteverteilung besteht,
wie auf der Geraden parallel zur Gesichtslinie, Mit Hilfe dieser Eigen-
schaft gelingt es, wie gezeigt werden soll, die Dichte im Ellipsoid aus
derjenigen in der Projektion abzuleiten. Die zwei Koordinatensysteme,
die wir gebrauchen, sind die gleichen, wie wir sie schon im vorigen
Paragraphen benutzt haben.

ten Bruggencate, Sternhaufen, 6
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Der FuBpunkt der beliebigen Geraden G in der Projektionsebene
habe die Koordinaten:

¥ == ¥COSQp y =rsing.

Die Gleichungen dieser Geraden bezogen auf das System x’y’2’ lauten,
wenn ¢ die Neigung der Rotationsachse gegen die Gesichtslinie be-
deutet:

%' =rcosgp 9’ cos? — 2'sint = rsing. (46)
Das Rotationshyperboloid, das durch Rotation dieser Geraden um die
Z’-Achse entsteht, wird durch die Gleichung dargestellt:

x4y = (CSIEE + & tg’l:)z + 72 cos® .
Die Meridianebene y'z" wird von dieser Fliche in der Hyperbel

, , vsing)\?
y. [+t

r2cos2p (7 cos gftg 0)?

=1 (47)

geschnitten, und es ist, nach dem obigen, gleichbedeutend, ob das Inte-
gral der Raumdichten iiber die Gerade (46) oder die Hyperbel (47)
erstreckt wird.

Das Wesen der Methode, die wir nun entwickeln wollen, besteht
in der Verlegung des Integrationswegs. Wir integrieren nicht iiber die
Gerade (46), sondern iiber die Hyperbel (47), die der Geraden entspricht.
Beide Integrale liefern den gleichen Wert fiir die Flichendichte. Die
Methode ist theoretisch fiir alle Neigungen der Rotationsachse gegen
die' Gesichtslinie anwendbar, ausser fiir Neigungen von go°. Bei der
praktischen Rechnung jedoch stellen sich systematische Verfilschun-
gen ein, sobald die Neigungen 4 nicht in unmittelbarer Nidhe der Mini-
malneigung s, liegen. Aus zwei Griinden ist es, obwohl dadurch die An-
wendung der Theorie eine sehr beschrinkte ist, trotzdem vielleicht nicht
ganz wertlos, die Methode zu entwickeln. Der erste Grund ist der, da8
die Methode mit geniigender Genauigkeit auf einfache Weise die Dichte
im Haufen aus derjenigen in der Projektion zu berechnen gestattet,
fiir alle ¢ in unmittelbarer Nihe von 4,. Der zweite Grund ist, dafl
die Methode in weitgehendem Mafe unabhingig ist von der &uBeren
Form des Haufens, und sich immer dann anwenden ld8t, wenn Rota-
tionssymmetrie besteht und der Haufen sich der Scheibenform n#hert.
Dadurch kann die Methode, vielleicht im Zusammenhang mit Dichte-
bestimmungen, in stark aufgeldsten Spiralnebeln noch von Wert sein,
und jedenfalls mit dazu beitragen, wenigstens eine rohe Abschitzung
fiir ¢ bei einzelnen Haufen zu erhalten.

Nennen wir die Polarkoordinaten in der xy-Ebene ¢ und -3; die
Entfernung eines Punktes im Haufen vom Zentrum 7, die Neigung
dieses Radiusvektors gegen die Aquatorebene ¢, so hat die Integral-
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gleichung, die die Flichendichte mit der Raumdichte verbindet, die Ge-
stalt (F die Flichendichte, / die Raumdichte):
z2(g,9)
F(g,9) = [1(r,p)dz,
z1(g, 9)
wo 2; (0,%) und z,(g,#) die Abstinde der DurchstoBungspunkte der
Geraden
% =g cosd y = g sin &

mit der Oberfliche des Haufens von der Projektionsebene sind. Da
bei der Kugel f nur eine Funktion des Radius 7 ist, ebenso wie F,
und die Grenzen des Integrals eine sehr einfache Form besitzen, so
ist dort eine Umkehrung der Integralgleichung in geschlossener Form
moglich. Dies scheint hier ausgeschlossen zu sein. Mit Ausnahme der
zwei Spezialfille

t==14, + 41 und <= go0°,
wo A1 eine kleine Grofle bedeuten soll, ist die Aufgabe aus der Dichte
der Projektion diejenige im Raum abzuleiten, noch nicht gelést. Wir
wollen nun die Losung fiir beide Spezialfille skizzieren. Wir beginnen
mit dem Fall

1 =1, + J1.

Wir ersetzen das Integral durch eine endliche Summe, indem wir in
der folgenden Weise vorgehen: Wir denken uns den ersten Quadranten
der Meridianebene 4’2" als eine
Halbierungsebene einer Schicht
von lauter gleich groBen Wiirfeln.
Die Wiirfel sollen so klein sein,
daB3 praktisch in Nachbarwiirfeln
die Sterndichte keine grossen
Schwankungen zeigt. Fithrt man
nun die Sternanzahlen f, in den y
N Wiirfeln als Unbekannte ein, so I [ | T /
ist das Dichtegesetz im ganzen
Haufen bekannt, wegen der herr- (
schenden axialen Symmetrie, wenn = Abb. 4 M“i?ii‘;;ﬁﬁii S‘:tg‘*i“gezeic}‘“‘“em
es gelingt diese Unbekannten zu '
bestimmen. Dazu denke man sich auf der Geraden (46) innerhalb
des Haufens einen Punkt P als Mittelpunkt eines Wiirfels von der
gleichen Dimension, wie die Wiirfel der Meridianebene. Dieser Wiirfel
soll so orientiert sein, daB, wenn man ihn starr mit (46) verbunden
denkt, er bei der Rotation von (46) um 2z’ vollstindig in die Wiirfel-
schicht fillt; d.h., er soll die Meridianebene nicht mit einer Ecke
oder Kante durchbohren, sondern seine Seitenfliche soll ganz in
die der Meridianebene fallen. Damit wei man, welche Dichte in P

6%

I

SR
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herrscht. Man braucht nur zuzusehen, welche Teile von Wiirfeln des
Meridianschnittes der gedrehte Wiirfel ausfiillt. Die Dichte in P wird
sich so im allgemeinen Falle in die Form bringen lassen:

llfn1+12fn2+ lsfn3+ l4fn4' (48)
Mehr Glieder kdénnen nicht auftreten. Macht man die gleiche Uber-
legung fiir einen neuen Wiirfel, dessen Mittelpunkt auch auf (46) und
dessen Grundfldche auf der Deckfliche des alten Wiirfels liegt, so kommt
man zu einer analogen Darstellung im neuen Wiirfel. Dieser ist natiir-
lich gegeniiber dem alten Wiirfel etwas gedreht, da auch er so orien-
tiert sein soll, daBl bei Drehung von (46) seine Seitenfliche in die Meri-
dianebene fallen soll. Fahrt man so fort, bis man alle Wiirfel kon-
struiert hat, die ins Innere des Haufens fallen und deren Mittelpunkte
jeweils auf (46) liegen, so ist die Dichte in einem Bezirk der Projek-
tionsebene mit dem Mittelpunkt ¢ cos 9, ¢ sinJ darstellbar durch eine
Gleichung der Form
Ganz streng ist diese Beziehung nicht. Thre Genauigkeit hingt ab von
der Kantenlinge der Wiirfel, von der Neigung 7, und auBerdem noch
von der Wahl des Bezirks in der Projektionsebene. Die Koeffizenten /,,
ergeben sich auf graphischem Weg. Die Mittelpunkte der in die Meri-
dianebene gedrehten Wiirfel liegen auf der Hyperbel (47):

7 sin \?
y' (Z, T )

v cosrg (v cosqpftgi® =

Theoretisch kann man jeden beliebigen Punkt der Hyperbel (47), ent-
sprechend einem beliebigen Punkt der Geraden (46) als Mittelpunkt des
ersten Wiirfels annehmen. Bei der praktischen Rechnung jedoch wird
man ihn nicht beliebig wiahlen, sondern z. B. in den Schnittpunkt der
Hyperbel mit der grossen Achse der Meridianellipse legen. Die Dichte
jedes gedrehten Wiirfels setzt sich dann aus nur zwei ,,Grunddichten*
zusammen, wodurch die Rechnung wesentlich vereinfacht wird. Be-
nutzt man zum graphischen Teil der Methode Millimeterpapier, so sind
die /; direkt durch Abzihlen der Anzahl bedeckter Quadratmillimeter
eines ,,Grundquadrats zu erhalten.

Gleichungen der Form X/f = F kann man auf diesem Wege be-
liebig viele, zu jeder beliebigen Geraden (40), aufstellen, jedenfalls
mehr als wir Unbekannte (/, . ../y) haben. Der Weg der Losung ist
damit der der Methode der kleinsten Quadrate.

Wir haben noch etwas iiber die Bestimmung von F zu sagen. Dies
ist die Anzahl der Sterne in der Projektionsfigur der iibereinander lie-
genden und gegeneinander gedrehten Wiirfel, mit den Mittelpunkten auf
der Geraden (46). Diese Figur ist sehr kompliziert und uniibersichtlich,
und wechselt von Punkt zu Punkt. Da die Dichteverteilung der Sterne
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in der Projektion keine sehr groBen Schwankungen zeigt, so ist es
wohl erlaubt, als Bezirk in der Projektionsebene den Kreis zu nehmen,
der die Projektion derjenigen Kugel darstellt, die mit einem Wiirfel
inhaltsgleich ist. Der Radius dieses Kreises ist also gegeben durch
die Gleichung
Tre =, (50)
Tun wir das, und es ist die einzige Art, auf die man die Methode
praktisch durchfithren kann, so ist zu bedenken, dal} die Wiirfelsdule
den {iber dem Kreis errichteten Zylinder natiirlich nicht iiberall dicht
ausfiillt. Da die vier Hyperbeln, die zu den Werten ¢, ¢ - 90°,
¢ -+ 180°% ¢ - 270° gehdren, sich zu einer zusammenfassen lassen,
so ist F das Mittel aus vier Zdhlungen, was wieder die Genauigkeit er-
hoht. Die Art, wie BAILEY seine Sternzéhlungen in den Kugelhaufen
verdffentlicht hat?), legt es nahe, als Bezirke in der Projektion nicht
die obigen Kreise zu wihlen, sondern die Quadrate BaiLEys. Man hat
dann nur die Wiirfelkanten ¢ passend zu wihlen. Ist b die Seitenlinge
eines BarLEyschen Quadrates, so bestimmen wir ¢ aus der Gleichung

b®=sp? also ¢ == ]/b . Damit erhdlt ¢, die Kantenlinge der Wiirfel,
T
den Wert
a:(;i) B —0.876.1 . (51)
Bei der praktischen Durchrechnung eines Beispieles hat sich jedoch
gezeigt, worauf wir schon weiter oben hinwiesen, daf die Anwend-

barkeit der Methode eine viel
beschrinktere ist, als man zu-

nachst denken sollte. Die bei
groferen ¢ auftretende systema- Js J2 J5 S N
tische Verfilschung der Resultate g

rithrt vor allem daher, daB die
Wiirfel mit dem Mittelpunkt auf ,,,
der Hyperbel eine systematische
Verschiebung erleiden, wenn man vom Scheitel der Hyperbel nach
auBen geht. Daher beschrinkt sich die Methode auf den Fall, daB
¢ in der Ndhe von 4, liegt. Der Haufen hat dann eine stark ab-
geplattete Gestalt und man kann es durch Wahl der Elliptizitit e stets
so einrichten, daB im Innern des Haufens auf jeder Geraden parallel
zur Gesichtslinie nur ein Wiirfel Platz hat, wodurch eine systematische
Verfilschung ausgeschlossen wird (Abb. 15).

Der zweite Spezialfall 7 = 9o® 148t sich auf die v. ZErPELsche Inte-
gralgleichung zuriickfithren. Die Aquatorebene ist nun parallel zur Ge-
sichtslinie, und ebenso jede Ebene eines Parallelkreises des Ellipsoids

Stark abgeplatteter Haufen (=1, 4 ./1).

n Vgl. Anm. 2, S. 24.
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(Abb. 16). Wir betrachten nun einen Parallelkreis in der Entfernung %
von der Aquatorebene. Die Dichte in der Ebene des Parallelkreises
ist nur noch eine Funktion von 7, der Entfernung von der Rotations-
achse. Wir bezeichnen diese Dichte mit f,(r). Bedeutet F(g) die
Dichte in der Projektion in der Entfernung % von der groBen Achse,
und ¢ von der kleinen, oder Rotationsachse, so ist

z VRE=¢®
FilQ) =2 [f(dz,  (52)
0
wo
72: 22"‘['_‘ 92
a . .
p ist. R bedeutet den Radius des
x ,+  Parallelkreises. Aus der Gleichung
A L >y der Projektionsellipse
» @ T E=T
* I e sicht man, daB
Abb. 16, R?tatio'ns.achse senkrecht zur - k2
Gesichtslinie (4= go0°). L, Rk = q? (I — ﬁ) (53)

wird, Ersetzt man die Integration nach z durch eine solche nach 7,
so erhdlt man sofort die v. ZeipELsche Integralgleichung (3) (S. 41):

rdv .
V72"Q2
Der einzige Unterschied zwischen diesem Falle und dem Fall der Kugel
ist der, daBl man fiir die Kugel eine einzige Integralgleichung erhilt,
wihrend wir hier fiir jeden Parallelkreis (%) eine andere Integralgleichung
haben. Im praktischen Falle wird man die Projektionsebene in eine
Anzahl Streifen parallel zur groBen Achse einteilen. Fiir jeden dieser
Streifen ist eine Funktion F(¢) numerisch abzuleiten. Nennt man nun
Ag(o)- @k die Zahl der Sterne in einem schmalen Rechteck von der
Linge ¢ und der Breite d&, das in der Projektionsebene in der Ent-
fernung £ vom Mittelpunkt senkrecht zur Rotationsachse liegt, so ist

Frlo)dkdo ={d; (¢ -+ do) — Ax(e)} dk,

dA
Fil) =2 .
Diese Beziehung ist einfacher als die entsprechende Gleichung bei
v. ZE1PEL, und man kann der Losung der Integralgleichung nun die
Form geben [vgl. Gleichung (5), S. 42]:

Rp
File) = 2[4 (54)

oder also

VRE—¢2

fule) == [Py [V %) az, (55)
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wo die Funktion P, definiert ist durch die Gleichung

daz A
Pyfr) = — - 210 (552)

14

P, (7) ist einfach durch numerische Differentiation der Sternzahlen 4, ()
zu finden. Fir f;(o) gibt v. ZEIPEL die Summenform an [Gleichung (7),

S. 43]: o
folr) = %{ZPk(]/izcuz+ ) — L Pyr)].

Ist @ klein, so ziehen wir die Form mit ungleichen Intervallen vor

(5. 43): o
fuue) = 2 S {Py(no) + Py (s + 1) 0)} {(fin 1) — i — Yo —p27

weil sie uns die graphische Interpolation der Werte von P, erspart.

Vielleicht noch mehr als der erste Spezialfall erfordert der zweite
umfangreiches Beobachtungsmaterial, damit auch bei schmalen Par-
allelstreifen mit einiger Sicherheit eine Funktion F, oder P, ab-
geleitet werden kann. Bei Versuchen, die fiir M. 15 auf Grund des
Bonner Katalogs ausgefiihrt wurden, zeigte sich, daB dies Material nicht
ausreicht, um ein Dichtegesetz fiir die beiden Extremfille mit Sicher-
heit abzuleiten. Die Hauptschwierigkeit liegt darin, aus dem Material
eine sichere Grenze fiir den Haufen abzuleiten. Auch die Sternzih-
lungen BAILEYs reichen kaum zu diesem Zwecke aus. Es ist natiirlich
nicht moglich, Kataloge von 5000—16000 Sternen von verschiedenen
Haufen herzustellen. Zihlungen jedoch, wie sie von BAILEY verdffent-
licht worden sind"), reichen, ihrer Anlage nach, vollkommen aus. Es
mul spiteren Untersuchungen vorbehalten bleiben, das Material, das
SHAPLEY benutzte, in der oben angedeuteten Richtung zu verwerten.

Im AnschluB an die Betrachtungen {iber Dichteverteilungen in
ellipsoidischen Sternhaufen sei noch kurz iiber eine Moglichkeit be-
richtet, wie man aus der verschiedenen Anordnung der hellen und
schwachen Sterne in Kugelhaufen zu einer Abschitzung ihrer Massen
gelangen kann, Die von FREUNDLICH und HEISKANEN zuerst ange-
stellte Betrachtung?) griindet sich auf die von SHAPLEY gefundene
Tatsache, daB in den Sternhaufen nur eine kleine Anzahl der hell-
sten Sterne kugelsymmetrisch verteilt ist, wihrend die schwachen
Sterne ellipsoidférmig angeordnet sind. Um nun wenigstens eine
untere Grenze des Massenverhiltnisses zwischen den zwei Stern-
gruppen zu erhalten, hat man nur nétig die Bedingung anzusetzen,
daB die Aquipotentialflichen im Zentrum der Sternhaufen so wenig

1) Vgl. Anm. 2, S. 24.
2) Vgiv Anm. 1, S. 50.
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von Kugeln abweichen, daB ihre Abflachung nicht nachweisbar ist.
Das Massenverhiltnis mufl so bestimmt werden, daB die ellipsoidische
Anordnung der schwachen Sterne die kugelsymmetrische Verteilung
der hellen Sterne nicht stért. Bei einer genaueren Betrachtung der
Verhiltnisse kann indessen, wie wir sahen, jedes Resultat, also auch
das Massenverhiltnis verschiedener Sterntypen, auf Grund eines Ellip-
soidansatzes nur als Funktion der Neigung der Rotationsachse gegen
die Gesichtslinie gefunden werden. Fiir die beiden Fille i+ = go°
und 7 =1, 14Bt sich die Dichte im Ellipsoid aus derjenigen der Pro-
jektion bestimmen, und damit hat man, wenigstens in diesen zwei
Extremféllen, die Moglichkeit eines genaueren potentialtheoretischen
Ansatzes, der ganz analog aussieht, wie der FREUNDLICHsche Ansatz.
Da auBerdem die Grundannahme der Kugelsymmetrie der helleren
Sterne sich als nicht zutreffend erweist, legen FrREUNDLICH und HEis-
KANEN ihren rohen Abschitzungen, die auf Massen von 500 Sonnen-
massen fiir die hellen B-Sterne fiihren, keinen Wert bei. Es eriibrigt
sich, die Betrachtungen hier weiterzufithren. Eine genaue Durch-
arbeitung mulBl der Zukunft iiberlassen bleiben.

Vielleicht ist es sogar nicht ganz unangebracht, den Gedanken um-
zukehren. Die Moglichkeit der Gewinnung eines Massenverhéltnisses
zwischen Sterntypen, die sich in den Haufen verschieden anordnen,
gibt offenbar einen ersien Anhaltspunkt iibey die Gréfenordnung wvon i.
Man wird . ndmlich der Rotationsachse eine solche Neigung gegen
die Gesichtslinie zu geben haben, daBl man ein mit den iibrigen Er-
fahrungen iibereinstimmendes Massenverhiltnis erhilt.

Zusammenfassung.

1. Dichteprobleme bei Haufen mit kugelférmiger Symmetrie :

a) Die Versuche, die Sternhaufen mit Gaskugeln in adiabatischem
Gleichgewicht zu vergleichen, haben ergeben, daB das ScuusteErsche
Dichtegesetz der Gaskugel # — 5 die beobachtete Sternverteilung am
besten darzustellen vermag. Im Zentrum und am Rande zeigen sich
jedoch oft erhebliche Abweichungen, so dafl wir nicht auf eine All-
gemeingiiltigkeit des ScrHUSTERschen Gesetzes fiir alle Kugelhaufen
schlieBen konnen. Diese Abweichungen lassen sich jedoch durch all-
gemeinere Dichtegesetze beschreiben, die mit dem ScHUSTERschen
Gesetz das gemein haben, daB sie fiir die Haufen eine endliche Masse,
aber einen unendlichen Radius liefern. Vergleiche mit isothermen Gas-
kugeln konnen hochstens fiir die zentralen Teile vorgenommen werden,
weil die isotherme Gaskugel unendliche Masse, ein Sternhaufen aber
stets eine endliche Anzahl einzelner Sterne besitzt.

b) Der strenge Standpunkt fordert bei einem Vergleich der Ver-
hidltnisse in Sternhaufen mit physikalischen Gesetzen eine Trennung
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der Sterne nach ihrer Masse. Die Dichte im Haufen darf nicht ein-
fach gleichgesetzt werden der Anzahl Sterne pro Volumeinheit. Aus
der verschiedemen Konzentration deyr einzelnen Sterntypen in den Stern-
haufen ist auf Massenverhdlinisse geschlossen worden. Die Schliisse
beruhen auf dem Ansatz der MAXWELLschen Geschwindigkeitsverteilung,
also eines isothermen Gleichgewichts, und auBerdem auf der Annahme,
daf3 sich die einzelnen Sterntypen unabhingig voneinander anordnen.
Beide Annahmen sind sicher, streng genommen, nicht erfiillt. Trotz-
dem scheinen diese Massenschitzungen gute Niherungen zu liefern.

c) Eine graphische Untersuchung der Kugelhaufen Messier 3, 13
und 15 1iBt es wahrscheinlich erscheinen, daB die hellen Sterne
der Haufen in ihrer Verteilung in der Projektion Reste einer Spival-
struktur zeigen. Eine eingehende quantitative Untersuchung iiber die
Anordnung der B- und A4-Sterne im offenen Haufen Messier 37 hat
den sicheren Beweis erbracht, dafl diese massigsten Sterne weder kugel-
noch rotationssymmetrisch angeordnet sind.

2. Dichteprobleme ellipsoidformiger Haufen :

a) Bei Annakme eines Rotationsellipsoids fiir die dufere Gestalt
der Haufen geht die Neigung der Symmetrieachse gegen die Gesichts-
linie als Unbekannte in die Rechnung ein. Die Dichteverteilung ist
nur als Funktion dieser Neigung zu erhalten. Die Aufgabe, aus der
Dichte der Projektion die Dichte im Haufen zu finden, kann geldst
werden fiir die Spezialfille, dal der Haufen sich der Scheibenform
nahert und daBl die Rotationsachse senkrecht zur Gesichtslinie steht.
Im ersten Fall fijhrt eine numerisch graphische Methode zum Ziel, im
zweiten Fall 148t sich die Aufgabe auf die Integralgleichung von
v. ZeEIpEL zuriickfiithren.

b) Durch einen potentialtheoretischen Ansatz kann auch hier aus
der verschiedenen Anordnung der hellen und schwachen Sterne deren
Massenverhidltnis erhalten werden. Der Ansatz ist frei von der An-
nahme eines isothermen Gleichgewichts und des D<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>