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Vorwort

Das vorliegende Biichlein ist im Feld entstanden und aus
dem Feld in Druck gegeben worden; die Anregung zu ihm ver-
danke ich Unterhaltungen, in denen ich Kriegskameraden (Nicht-
mathematikern) gelegentlich 6de Stunden durch Einfithrung in
Gedankenginge der Mengenlehre verkiirzen konnte.

Wenn auch diese Entstehung in der Anlage der Schrift —
namentlich im Zuriicktreten der Literaturangaben — noch er-
kennbar sein mag, so wird dadurch doch der beabsichtigte Zweck
nicht beeintrichtigt: eine kurze Einfilhrung in eine der gewaltig-
sten Errungenschaften des menschlichen Geistes, in die Grundziige
der abstrakten Mengenlehre, zu bieten, verstindlich fiir jedermann,
der Inmteresse nimmt an der mathematischen Begriindung des
Unendlichgroen und daher auch so viel Geduld mitbringt, um
sich allméhlich in etwas abstrakte Gedankenginge hineinzufinden.
Vorkenntnisse mathematischer oder philosophischer Art sind
hierzu in keiner Weise erforderlich.

Sollte die Schrift hiernach auch auBerhalb mathematischer
und philosophischer Kreise (z. B. auch unter interessierten Pri-
manern) einige Leser finden, so diirften fiir solche vielleicht
ein paar Ratschlige niitzlich sein: Die ersten Abschnitte sind
reichlich breit und wohl fiir jedermann ohne weiteres verstind-
lich gehalten; ihre Lektiire mag dem Leser gleichzeitig eine ge-
wisse Ubung im abstrakten Denken verleihen, die ihm in den
folgenden Teilen zustatten kommen wird. Dennoch und trotz
der Beispiele, die von Anfang an zahlreich in die Uberlegungen
verstreut sind, wird sich der Nichtmathematiker gar manche Ge-
dankenginge der spiteren Abschnitte erst dadurch so recht zum
geistigen Eigentum machen, daB er die betreffenden Stellen wie-
derholt durchliest und in sich verarbeitet. Will er von seinem
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Iv Vorwort.

Ausflug in das Reich der unendlichen GréBen nicht nur Nutzen,
sondern auch GenuB haben, so darf er sich diese Miihe nicht ver-
driefen lassen (also sich nicht etwa damit begniigen, Satz fiir
Satz festzustellen, daf die Entwicklung logisch einwandfrei ist
und also wohl zutreffen wird). Zur Erleichterung sind einige
verhaltnismaBig schwierige und zum Verstindnis des Nach-
folgenden nicht unentbehrliche Stellen durch kleineren Druck ge-
kennzeichnet; sie werden von dem weniger geiibten Leser mit
Vorteil bei der erstmaligen Lektiire tiberschlagen.

Andererseits hoffe ich auch dem Mathematiker — dem Stu-
dierenden sowohl wie dem Schulmann, der sich an der Universitit
nicht oder nur fliichtig mit Mengenlehre beschaftigt hat — sowie
dem an dem Problem des Aktual-UnendlichgroBen interessierten
Philosophen eine brauchbare Einfithrung vorzulegen. Gemal dem
skizzierten Zweck ist allerdings in den Vordergrund das Ziel ge-
riickt, die Méglichkeit der einwandfreien Einfithrung ,,unend-
licher GroBen‘‘ und ihrer verniinftigen mathematischen Verwen-
dung in helles Licht zu setzen; die mathematischen Anwendungen
treten demgegeniiber ganz zuriick, namentlich wird die Theorie
der Punktmengen nur fliichtig (im § 10) gestreift. Wer vom Stand-
punkt des Mathematikers aus das mengentheoretische Gebaude
griilndlich kennenlernen will, darf sich daher mit dem vorliegen-
den Biichlein nicht begniigen, sondern muf noch zu einer der am
SchluB angefithrten Schriften (am besten zu Herrn Haus-
DORFFS ,,Grundziigen‘‘) greifen.

Dem Wunsch, moéglichst leichte Versténdlichkeit zu erzielen,
durfte die mathematische Strenge nicht geopfert werden, wenn
die Schrift fiir Mathematiker und Philosophen wirklichen Wert
haben sollte. Grundsdtzliche Schwierigkeiten werden daher nir-
gends verschleiert, sondern entweder aufgelost oder es werden
vereinzelt zuriickbleibende Liicken ausdriicklich und unter weiterer
Verweisung als solche bezeichnet. Im iibrigen habe ich hin und
wieder (namentlich an manchen Stellen der §§7 und 11) — und zwar
stets unter Kennzeichnung dieses Sachverhalts — manche Be-
weise der Beschrinkung des Umfangs zuliebe unterdriickt oder
mich bei einzelnen Punkten mit Andeutung des Gedanken-
ganges begniigt. Dem im iibrigen beibehaltenen Grundsatz der
Strenge entspricht es, wenn den logischen Paradoxien und nament-
lich der Axiomatik eine verhiltnism#Big eingehende Behandlung



Vorwort. v

gewidmet wird?). Dabei habe ich eine gewisse Breite der Dar-
stellung, dem Zweck der Schrift entsprechend, grundsétzlich nicht
gescheut; ich verweise gegeniiber der Forderung nach ,,Eleganz‘
auf ein jiingst von Herrn EinsTEIN?2) angefithrtes Wort Borrz-
MANNs: man solle die Eleganz Sache der Schneider und Schuster
sein lassen.

Den Herren A. OsTrROWSKI-Go6ttingen und G. Wiarpa-Marburg
danke ich fir freundliche Hilfe und Ratschlige bei der Korrektur,
ferner der SpriNGERschen Verlagshandlung fir das wiahrend der
Drucklegung geiibte Entgegenkommen.

Marburg, im Januar 1919. Adolf Fraenkel.

1) Infolge der Eigenart der Entstehung des Biichleins habe ich leider die
unmittelbar vor und wihrend des Kriegs erschienene Literatur, némlich
die Werke der Herren HaouSDORFF und CARATHEODORY und die axiomatisch-
philosophisch gerichteten Schriften von J. KoN1g, WEYL und BROUWER,
erst wihrend der Drucklegung bzw. nach ihrer Beendigung einsehen
kénnen.

?) Im Vorwort der Schrift: Uber die spezielle und die allgemeine
Relativititstheorie (Braunschweig 1917; Sammlung Vieweg, Heft 38).
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§ 1. Einleitung.

»+ + . 80 protestire ich . .. gegen den Gebrauch einer unend-
lichen GroBe als einer Vollendeten, welcher in der Mathematik
niemals erlaubt ist. Das Unendliche ist nur eine fagon de parler,
indem man eigentlich von Grenzen spricht, denen gewisse Verhalt-
nisse so nahe kommen als man will, wihrend andern ohne Ein-
schrankung zu wachsen verstattet ist.* 1) Diese aus dem Jahre 1831
stammende, gegen einen bestimmten Gedanken SCHUMACHERS
gerichtete AuBerung des ,,princeps mathematicorum®, des einzig-
artigen C. F. Gauss, formuliert eine Meinung, die in ganz all-
gemeinem Sinn bis vor wenigen Jahrzehnten Gemeingut der Ma-
thematiker war und gerade durch die Autoritit von GAUSS eine
schier unangreifbare Stiitze erhalten hatte. Die Mathematik sollte
es hiernach nur mit ,,endlichen Gréfen‘‘, die Null eingeschlossen,
zu tun haben; das Unendlichgrole mochte ebenso wie das Unend-
lichkleine, mehr oder weniger unscharf definiert, allenfalls in der
Philosophie eine kiimmerliche Existenz fristen — aus der Mathe-
matik blieb es verwiesen.

Einem erst wihrend des Weltkriegs verstorbenen deutschen
Mathematiker, dem Hallenser Professor GEore Canrtor (3. III.
1845—6. 1. 1918), blieb es vorbehalten, die Gauss sche Behaup-
tung in dem Sinn, in dem sie verstanden worden war, nicht nur
zu bekdmpfen, sondern auch zu widerlegen und dem Begriff des
UnendlichgroBen das Biirgerrecht im mathematischen Kénigreich
zu verschaffen, ein Biirgerrecht, das wohl andersartig, aber nicht
weniger rechtmiBig ist als dasjenige der sonst in der Mathematik
anerkannten Gréflen. Es hat auller der schopferischen Intuition,
von der CANTOR bei seinen Entdeckungen geleitet wurde, auch noch
ungewohnlicher Energie und Beharrlichkeit seitens des Entdeckers
bedurft, um seine Anschauungen durchzuhalten und durchzu-

1) Briefwechsel GAUSS-SCHUMACHER, Bd. 2 (1860), S. 269; Gauss’ Werke,
Bd. 8 (1900), S. 216.
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2 Einleitung.

fechten; wurden diese doch lange Zeit hindurch von der iiber-
wiegenden Mehrzahl seiner mathematischen Zeitgenossen als un-
klar oder falsch bekampft, bis in das letzte Jahrzehnt des vorigen
Jahrhunderts hinein, in dem CANTOR seinerseits (1897) seine
schriftstellerische Titigkeit abschloB. Nicht allein Gauss wurde als
Kronzeuge gegen den Begriff des Unendlichgrofien ins Feld gefiihrt;
auch gegen die philosophischen Autorititen, gegen ARISTOTELES,
LockE, DESCARTES, SPIN0OzA, LEIBNIZ muBte sich CANTOR ver-
teidigen, und seine Lehre sollte nicht nur gegen die Wahrheiten
der Logik und der Mathematik, sondern vollends gar gegen die
religisen Glaubenssitze verstoBen.

In welcher Weise dennoch, all diesen Autorititen zum Trotz,
ganz bestimmte und untereinander scharf unterscheidbare unend-
liche GroBen in die Mathematik eingefithrt und wohldefinierte
Rechenoperationen mit ihnen gelehrt werden konnen, dies im Zu-
sammenhang darzustellen soll den Hauptzweck der folgenden
Uberlegungen bilden. Wie klar sich CaNTOR schon in einer ver-
haltnismafBig frithen Periode seines Schaffens iiber das Ziel seines
Unternehmens war und wie deutlich er dessen sieghaftes Durch-
dringen gegeniiber allen Einwéinden voraussah, das erhellt aus fol-
genden Sitzen, die seinem im Jahre 1883 im 21. Band der ,,Ma-
thematischen Annalen** erschienenen Aufsatz ,,Uber unendliche,
lineare Punktmannichfaltigkeiten, 5. (S. 545) entnommen sind : ,, Es
handelt sich um eine Erweiterung resp. Fortsetzung der realen
ganzen Zahlenreihe iiber das Unendliche hinaus; so gewagt dies
auch scheinen méchte, kann ich dennoch nicht nur die Hoffnung,
sondern die feste Uberzeugung aussprechen, daB diese Er-
weiterung mit der Zeit als eine durchaus einfache, angemessene,
natiirliche wird angesehen werden miissen. Dabei verhehle ich
mir keineswegs, dafl ich mit diesem Unternehmen in einen ge-
wissen Gegensatz zu weitverbreiteten Anschauungen iiber das
mathematische Unendliche und zu héufig vertretenen Ansichten
tiber das Wesen der ZahlgréBe mich stelle.*

Uber die Art und Berechtigung dieser merkwiirdigen Er-
weiterung der Zahlenreihe und iiber die Frage, ob die — in der
Wissenschaft sonst ihresgleichen nicht findende — Ungebunden-
heit des frei und kiithn schaffenden Mathematikers auch in diesem
Fall durch die Forderung logischer Widerspruchslosigkeit und
Folgerichtigkeit in den notwendigen Grenzen gehalten worden



Begriff der Menge. Beispiele von Mengen. 3

ist, dariilber moge sich der Leser auf Grund der vorliegenden
Schrift, die keinerlei besondere Vorkenntnisse voraussetzt, selbst
sein Urteil bilden; er wird die letzte Frage hoffentlich (mit un-
wesentlichen Einschrinkungen) bejahen kénnen.

§ 2. Begrift der Menge. Beispiele von Mengen.

CanTor?!) hat den Begriff der Menge folgendermaflen definiert:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmier wohlunter-
schiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Demkens —
welche die Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen.

Bevor wir diese Definition im einzelnen zergliedern, wollen
wir einige Beispiele von Mengen?) betrachten, die uns anschauliches
Material zum Verstéindnis der Definition liefern sollen.

1) Wir denken uns eine bestimmte Anzahl konkreter Gegen-
stinde, z. B. aus einem vor uns stehenden Obstteller etwa
5 Apfel, 2 Birnen und 1 Pfirsich; der Inbegriff dieser 8 Dinge
stellt eine Menge dar. Die Elemente der so gebildeten Menge
sind die einzelnen Friichte; durch den bei aller Handgreiflichkeit
dieser Elemente doch gedanklichen Akt ihrer Zusammenfassung
zu einem Ganzen haben wir die Menge der 8 Friichte gebildet.
Die Menge enthilt 8 untereinander verschiedene Elemente ; denken
wir uns diese in eine Reihe angeordnet (z. B.: ein erster Apfel,
ein zweiter Apfel usw., die eine Birne, die andere Birne, endlich
zuletzt der Pfirsich) und sehen wir gleichzeitig von der besonderen
Natur der einzelnen Elemente ab, so stellt uns die Menge nur
mehr ein Ordnungsschema dar mit dem Inhalt: erstens, zweitens,
..., achtens. Endlich kénnen wir auBler von der Natur der Ele-
mente auch noch von ihrer Anordnung absehen; dann vermittelt
unsere Menge uns als einzigen Inhalt nur mehr die Anzahl der in
ihr zusammengefaten Friichte, namlich die Anzahl 8.

2) Anstatt konkrete Gegenstéinde zu einer Menge zusammen-
zufassen, konnen wir das Namliche mit abstrakten Begriffen
unternehmen, also z. B. Mengen bilden, die aus gewissen Eigen-

1) Vgl. die auf die Literatur beziiglichen Bemerkungen am Schluf}
dieser Schrift.

?) Diese Beispiele stellen nicht einen Teil des logischen Gebédudes dar,
das wir uns schrittweise aufrichten wollen, sondern dienen nur der Ver-
deutlichung des Mengenbegriffs; daher wird in diesen Beispielen mehr
Wert auf Anschaulichkeit als auf logische Strenge gelegt.

1%



4 Begriff der Menge. Beispiele von Mengen.

schaften, gewissen Naturgesetzen, gewissen Dreiecken usw. ge-
bildet sind. Wir kénnen auch etwa gewisse Zahlen zu einer Menge
zusammenfassen, z. B. die Menge bilden, deren Elemente die
Zahlen 1, 2, 3, ..., 8 sind; vergleichen wir diese Menge mit der
unter 1) gebildeten Menge von Friichten, so leuchtet ein, daB
beide Mengen sich in nichts voneinander unterscheiden, sobald
nur von der besonderen Natur ihrer Elemente abgesehen wird.

3) Wir haben bisher nur Mengen betrachtet, die endlich viele
Elemente enthalten. Bei der rein gedanklichen Titigkeit der
Bildung einer Menge kénnen wir diese Beschriankung fallen lassen
und Mengen mit unendlich vielen Elementen, sogenannte ,,unend-
liche Mengen‘, bilden. Dabei soll auf die Bedeutung der Begriffe
,endlich® und ,,unendlich®, von denen der Leser eine hinreichend
deutliche naive Vorstellung besitzt, vorlaufig nicht naher ein-
gegangen werden. Z. B. konnen wir, anstatt in dem letzten Bei-
spiel bei der Zahl 8 haltzumachen, in der Zahlenreihe weiter-
gehen und uns die Menge aller Zahlen 1, 2, 3, ... und so weiter
fort ohne Ende, die Menge aller ,,natiirlichen Zahlen‘1), ge-
bildet denken. Auch diese Menge stellt uns ein bestimmtes Ord-
nungsschema dar, sobald wir die besondere Natur ihrer Elemente
aufler acht lassen, d. h. sobald wir davon absehen, dafl die Ele-
mente Zahlen sind; dagegen konnen wir bei dieser Menge von
der Anzahl ihrer Elemente im gewéhnlichen Sinne nicht sprechen.

4) Wir denken uns (vgl. Abb. 1) eine Strecke etwa von der Lénge
10 cm von links nach rechts gezeichnet und durch Markierung

BRE % 7
Abb. 1.

ihres Halbierungspunktes (Mittelpunktes) in zwei Halften geteilt;
der Halbierungspunkt werde mit P; bezeichnet. Die linke Halfte
halbieren wir abermals und bezeichnen ihren Halbierungspunkt
mit P,; ebenso halbieren wir die links von P, liegende Strecke,
die 2} cm lang sein wird (ndmlich den vierten Teil so lang wie die
urspriingliche Strecke), und markieren ihren Halbierungspunkt Pj.
Dieses Verfahren denken wir uns unbegrenzt fortgesetzt, indem

1) Die in der vorliegenden Schrift gesperrt gedruckten Bezeich-
nungen werden im Lauf der spiteren Betrachtungen noch weiter be-
nutzt. Das am SchluB stehende Register gibt zu jeder dieser Bezeich-
nungen die Stelle an, wo sie erkldrt ist.
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nach jedem Schritt die linke der entstandenen Hilften abermals
halbiert und der Halbierungspunkt markiert wird; beim nten
Schritt, wobei » irgendeine natiirliche Zahl bedeuten kann, er-
halten wir so den Halbierungspunkt P,. Wir kénnen nun simt-
liche so entstehenden Halbierungspunkte P,, P,, P, usw. zu
einer Menge zusammenfassen; es leuchtet ein, dafl bei Ord-
nung der Halbierungspunkte in dieser Reihenfolge (also von rechts
nach links, nicht etwa von links nach rechts) sich unsere Menge
durch nichts von der unter 3) betrachteten Menge aller natiir-
lichen Zahlen unterscheidet, auler durch die Eigenart der Elemente.

5) Anstatt wie in Beispiel 3) nur die ,,natiirlichen®, also die
positiven ganzen Zahlen zu einer Menge zusammenzufassen,
kénnen wir auch die unendliche Menge bilden, die aus allen
(positiven und negativen) reellen Zahlen besteht ; wie in der elemen-
taren Arithmetik gezeigt wird (vgl. auch S. 301.), erhalt man die
Gesamtheit aller verschiedenen reellen Zahlen einfach z. B. da-
durch, daB man alle moglichen unendlichen (d. h. nicht bei einer
bestimmten Stelle abbrechenden) Dezimalbriiche bildet.

Eine mit dieser Menge nahe verwandte, ihr gegeniiber sich
durch Anschaulichkeit auszeichnende Menge entsteht auf folgende
Weise (vgl. Abb. 2): Wir denken uns eine etwa von links nach
rechts verlaufende, nach beiden Seiten hin unbegrenzte gerade

B4
% -3 -2 -1-£0 1VZZz 3 ¢
Abb. 2.

Linie gezogen und auf ihr einen ganz beliebigen Punkt als ,,Null-
punkt“ P, markiert. In einer beliebigen Entfernung rechts von
P,, der Anschaulichkeit halber etwa in der Entfernung 1 cm,
markieren wir auf der Geraden einen zweiten Punkt, den ,,Eins-
punkt“ P,. Es entspricht nun der naiven Vorstellung (und der
damit im Einklang stehenden geometrischen Forderung) in
bezug auf die Art und Weise, wie eine gerade Linie mit Punkten
erfiillt ist, wenn wir annehmen, zu jeder positiven reellen
Zahl a gebe es auf dem rechts von P, gelegenen Teil unserer
Geraden einen einzigen Punkt, der gerade a-mal so weit von P,
entfernt liegt wie der Punkt P,, bei unserer Annahme also @ cm; es
gibt alsoz. B. (¢ =3, =1, = 1/5 gesetzt) je einen Punkt rechts
von P, auf unserer Geraden, der 3 cm, } cm, ],/gcm =1,414...cm



6 Begriff der Menge. Beispiele von Mengen.

von P, entfernt liegt. Der Einfachheit wegen bezeichnen wir einen
Punkt, der a-mal so weit rechts von P, liegt wie der Einspunkt P, ,
kurz selber durch die Zahl a; daher wird der Einspunkt P, auch
durch die Zahl 1 und, wie man leicht als folgerichtig einsieht, der
Nullpunkt P, auch durch die Zahl 0 bezeichnet. Endlich be-
zeichnen wir den Punkt der Geraden, der von P, ebensoweit
entfernt ist wie der Einspunkt P,, aber links von P, liegt, mit
—1; ist wieder a eine beliebige positive reelle Zahl, so gibt es einen
einzigen Punkt unserer Geraden, der links von P, liegt und dabei
a-mal soweit von P, entfernt ist wie der Einspunkt P,; dieser
Punkt werde mit —a bezeichnet, so daB bei unserer Annahme
z. B. der Punkt —7 unserer Geraden links von P, in der Ent-
fernung 7 cm gelegen ist. Durch diese Festsetzungen haben wir
eine anschauliche Zuordnung aller reellen Zahlen zu siamtlichen
Punkten einer Geraden erhalten, eine Zuordnung, bei der jeder
reellen Zahl ein einziger Punkt entspricht und umgekehrt, und
die stets in vollig bestimmter Weise méglich ist, unabhéngig davon,
wie groB die Entfernung zwischen den Punkten P, und P, ge-
wahlt wird. Die Gerade mit den in der angegebenen Weise be-
zeichneten Punkten nennt man die Zahlengerade; wir werden
sie im Laufe unserer Betrachtungen ihrer Anschaulichkeit wegen
noch o6fters heranziehen.

Wir kénnen nun auch die Menge aller Punkte unserer Geraden
betrachten. Ordnen wir diese Punkte von links nach rechts, die
reellen Zahlen aber der zunehmenden GroéBe nach (und zwar mit
Riicksicht auf das Vorzeichen, so da z. B. — 7 kleiner ist als — 3,
— 3 kleiner als -+ 3), so zeigt die geordnete Menge aller Punkte
unserer Geraden keinerlei Unterschied gegeniiber der geordneten
Menge aller reellen Zahlen, sobald nur in beiden Féllen von der be-
sonderen Natur der Elemente abgesehen wird.

6) Einem letzten Beispiel einer Menge sei folgende Bemerkung
vorausgeschickt, an die wir auch spiter wieder ankniipfen werden:
Unter einer algebraischen Qleichung wird eine Beziehung der Form

A"+ Qp_ 2"t agxt a4+ a,=0-

verstanden, wo @, @n-1, ..., @y, @, @, bestimmte gegebene
Zahlen sind, wihrend die Zahl  unbekannt ist und derart gesucht
wird, daB die Gleichung gerade befriedigt, ihre linke Seite also
gleich Null wird, Dabei bedeutet 7 irgendeine positive ganze
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Zahl, die — falls a, von Null verschieden ist — der Grad der
Gleichung genannt wird; auch unter a,, a,-1, ..., @, wollen wir
stets nur (positive oder negative) gamze Zahlen (die Null ein-
geschlossen) verstehen. Es kann dann keine, eine oder mehrere,
aber niemals mehr als » reelle Zahlen = geben, die die Gleichung
befriedigen und ,, Wurzeln derselben heifien; eine Wurzel wird
im allgemeinen natiirlich nicht ganzzahlig sein. Z. B. hat die
Gleichung 22 —2 = 0 die beiden Wurzeln 2 = + }2 = 1,414. ..
und z = — ]/2- (wiahrend die Gleichung x% + 2 = 0 iiberhaupt
keine reelle Wurzel besitzt). Eine reelle Zahl, welche Wurzel
einer algebraischen Gleichung ist, nennt man eine algebraische

Zahl. Es ist zwar jeder gemeine Bruch P eine algebraische Zahl,
q
dax = % der Gleichung g — p=0 geniigt; nicht aber 1aft sich

umgekehrt jede algebraische Zahl als gemeiner Bruch darstellen,
fiir ]/é z. B. ist eine solche Darstellung unméglich. Die Gesamt-
heit aller Briiche bildet somit einen Teil der Gesamtheit aller
algebraischen Zahlen.

Es lige nun die Vermutung nahe, dal ebenso wie z. B. die
Zahl ]/§= 1,414 . .. sich alle reellen Zahlen oder, was dasselbe
ist, alle unendlichen Dezimalbriiche als Wurzeln gewisser alge-
braischer Gleichungen auffassen lassen; dies ist jedoch, wie wir
spater (S.39f.) sehen werden, keineswegs der Fall. Eine reelle
Zahl a, die nicht als Wurzel einer algebraischen Gleichung dar-
stellbar ist, d. h. zu der sich tiberhaupt keine algebraische Gleichung
findenlaBt, die durch = a befriedigt wiirde, bezeichnet man als eine
transzendente Zahl. Wir koénnen uns nun auch die Menge
aller transzendenten Zahlen gebildet denken, deren Elemente jeden-
falls nur eincn Teil der reellen Zahlen ausmachen. Die tatsich-
liche Bildung dieser Menge wiirde zwar beim heutigen Stande der
Forschung unméglich sein. Dies ist begreiflich; denn um eine
gegebene Zahl a als transzendent nachzuweisen, mufl man ja
zeigen, dafl keine aller unendlich vielen denkbaren algebraischen
Gleichungen die Zahl a zur Wurzel hat, eine allem Anschein nach
(und auch’in Wirklichkeit) recht schwierige Aufgabe; gelingt dieser
Nachweis nicht, ohne daB man doch umgekehrt eine algebraische
Gleichung auffinden kann, die durch @ befriedigt wird, so ist
damit nur gesagt, dal vorlaufig die Entscheidung dariiber aus-
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steht, ob a algebraisch oder transzendent ist. In der Tat
ist bis heute nur von gewissen begrenzten Klassen reeller
Zahlen) bekannt, daB sie transzendent sind, obwohl man weif},
daB es auBler den als transzendent nachgewiesenen noch unendlich
viele weitere transzendentie Zahlen gibt; wir werden im § 5 dieser
Schrift sehen, in welcher Weise solch ein Existenzbeweis ohne
die Kenntnis spezieller transzendsnter Zahlen gefithrt werden
kann. Die ausdriickliche Bildung unserer Menge ist also ganz un-
moglich. Dennoch ist die Menge aller transzendenten Zahlen ein
wohl denkbarer, logisch ¢inwandfreier Begriff; jede vorgelegte
reelle Zahl kann ja nach Definition nur enfweder algebraisch oder
transzendent sein, wenn wir auch nicht immer imstande sind, die
Entscheidung dariiber zu treffen; und eben alle transzendenten
Zahlen und nur sie stellen die Elemente unserer Menge dar.

Nachdem wir so einige Beispiele von Mengen wirklich kennen
gelernt haben, ist es leicht, die zu Beginn dieses Paragraphen
angegebene Definition der Menge in ihrer Bedeutung und Tragweite
zu wiirdigen. Den Begriff ,,Objekte unserer Anschauung oder
unseres Denkens‘‘ naher zu zergliedern, kann philosophischer Be-
trachtung tiberlassen bleiben; fiir unsere Zwecke ist seine Bedeu-
tung hinreichend klar. Ubrigens werden wir in der Regel nur
mathematische Objekte, wie Zahlen, Punkte usw. (oder auch
Mengen von solchen), verwenden. FEbenso leuchtet nach den
vorgefiihrten Beispielen geniigend ein, was unter der ,,Zusammen-
fassung von Objekten zu einem Ganzen‘‘ zu verstehen ist; die
Objekte werden als Elemente bezeichnet, das Ganze als
die von den Elementen gebildete Menge. Es eriibrigt also nur
mehr, die Begriffe ,bestimmt‘ und ,,wohlunterschieden‘‘ zZu er-
kliren, von denen der letztere eine naheliegende Bedeutung hat:
Objekte sind wohlunterschieden, wenn fiir je zwei unter ihnen stets
feststeht, ob sie identisch oder verschieden sind. Wir werden
iibrigens von den in unseren Betrachtungen auftretenden Mengen
immer voraussetzen, daB sie lauter untereinander verschiedene
Elemente enthalten. Endlich soll ,,bestimmt* folgendes besagen:
von jedem beliebigen Objekt muf} feststehen, ob es Element der in

1) Die bekanntestrn dieser transzendenten Zahlen sind die bei der
Berechnung des Kreisumfangs und -inhalts vorkommende Zahl 7 =
3,14159 ... und die Basis e der natiirlichen Logarithmen.
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Frage stehenden Menge ist oder nicht. Dieses Feststehen bedeutet
aber nicht ein wirkliches Feststellen in jedem einzelnen Fall,
sondern es muB nur ,,sntern bestimmt sein, d. h. begrifflich
feststehen, ob ein gegebenes Objekt zu unserer Menge gehért
oder nicht. Dies laft sich z. B. in dem oben vorgefiihrten Bei-
spiel 6) fiir eine gegebene reelle Zahl im allgemeinen mit den
heutigen Mitteln der Wissenschaft nicht rechnerisch feststellen;
aber jedenfalls ist fiir eine bestimmte Zahl stets ,,intern‘“ ent-
schieden, ob sie transzendent ist oder nicht, und daher stellt die
Gesamtheit aller transzendenten Zahlen wirklich eine Menge dar.

Eine Menge ist nach unserer Definition vollkommen bestimmt
durch die Gesamtheit ihrer Elemente. Man bedient sich zur
Bezeichnung der Tatsache, daB eine Menge M die Elemente
a, b, ¢ usw. enthilt, der folgenden Schreibweise

M={a,b,c,..};

dabei konnen entweder die in M enthaltenen Elemente innerhalb
der geschweiften Klammern in ihrer Gesamtheit hingeschrieben
oder es kann durch Punkte angedeutet werden, daf3 die weiteren
Elemente der Menge als bekannt anzusehen sind. Als gleich gelten
demgemifl zwei Mengen dann und nur dann, wenn sie die nam-
lichen Elemente enthalten.

Auf die Mingel der angegebenen Canrtorschen Definition
der Menge und auf die Frage, in welcher Richtung eine andere
Erklarung des Mengenbegriffs gesucht werden kénnte, werden
wir erst gegen Ende unserer Uberlegungen (in § 12) zuriickkommen ;
bis dahin bleiben: wir bei der CanTORschen Definition, die uns
vollig hinreichende Dienste leisten wird.

§ 3. Die Begriffe der Aquivalenz, der Teilmenge,
der unendlichen Menge.

Derjenige Begriff, auf dem sich die Einfithrung ,,unendlicher
GréBen und das Rechnen mit ihnen in erster Linie aufbaut,
ist der Begriff der Aquivalenz.

In den Beispielen 1) und 2) des vorigen Paragraphen wurde
einmal eine Menge von 8 Friichten, dann eine Menge von 8 Zahlen
betrachtet und darauf hingewiesen, da beide Mengen sich auBer
durch die Natur ihrer Elemente durch nichts unterscheiden; ihre
Elemente konnen also derart aufeinander bezogen werden,
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daB jeder bestimmten Frucht je eine einzige Zahl und umgekehrt
jeder der acht Zahlen je eine Frucht entspricht. Das Gleiche gilt
z. B. von den beiden im Beispiel 5) betrachteten Mengen, der
Menge aller reellen Zahlen und derjenigen aller Punkte einer ge-
raden Linie; wie sich aus der dortigen Betrachtung ergibt, kénnen
die Elemente beider Mengen einander in solcher Weise zugeordnet
werden, daB zu jeder reellen Zahl ein einziger Punkt gehort und
umgekehrt. Zwei derartige Mengen nennt man &quivalent, also:

Definition 1. Eine Menge M heiflt einer zweiten Menge N
#quivalent, wenn die Elemente von N den Elementen von M
umkehrbar eindeutig zugeordnet werden koénnen, also in solcher
Weise, daB vermége der Zuordnung jedem Element von M ein
einziges Element von N, aber gleichzeitig auch umgekehrt jedem
Element von N nur ein einziges von M entspricht.

Damit eine Menge einer anderen #quivalent sei, muf8 die frag-
liche Zuordnung also umkehrbar eindeutig sein, nicht nur eindeutig
schlechthin. Ist z. B. M eine Menge von 5 Apfeln, N die Menge
der drei Zahlen 1, 2, 3, so konnte man dem 1. Apfel die Zahl 1,
dem 2. Apfel die Zahl 2, jedem der drei folgenden Apfel aber die
Zahl 3 zuordnen; diese Zuordnung ist nicht umkehrbar eindeutig,
denn bei ihr entsprechen der Zahl 3 nicht nur ein einziger, sondern
drei Apfel, und beide Mengen brauchen daher nicht aquivalent
zu sein (sind es.auch wirklich nicht). Um aber zu zeigen, daB
eine gegebene Menge einer anderen nicht dquivalent ist, geniigt
es natiirlich nicht, eine nicht eindeutige oder nicht umkehrbar
eindeutige Zuordnung zwischen ihren Elementen herzustellen;
dazu ist vielmehr der Nachweis erforderlich, daf iiberhaupt keine
umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen beider
Mengen moglich ist.

Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Ele-
menten zweier Mengen wollen wir auch kurz eine Abbildung
der beiden Mengen aufeinander nennen und eine solche Abbildung
(d. h. die Vorschrift, nach der sie hergestellt wird,) mit einem
groBen griechischen Buchstaben (&, ¥ usw.) bezeichnen.

Demnach sind von den Beispielen des vorigen Paragraphen
einander dquivalent die Mengen unter 1) und 2), dann die beiden
unter - 5) betrachteten Mengen, endlich auch die Mengen unter
3) und 4). Weitere Beispiele dquivalenter Mengen werden uns
noch in diesem und in den folgenden Paragraphen beschéftigen.
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Schon an dieser Stelle seien drei Eigenschaften der Aquivalenz hervor-
gehoben, die fast selbstverstéindlich scheinen, aber dennoch eines Beweises
bediirftig und fihig sind!). Vor allem ist jede beliebige Menge sich selbst
dquivalent; um dies zu erkennen, braucht man nur die Menge auf sich
selbst in der Weise abzubilden, dafl jedes einzelne Element sich selber
zugeordnet wird. Ebenso leicht ist einzusehen, daB8 die Eigenschaft der
Aquivalenz zwischen zwei Mengen eine gegenseitige ist, daB also, falls die
Menge M der Menge N #quivalent ist, auch umgekehrt die letztere der
ersteren dquivalent ist. Da némlich die in Frage stehende Zuordnung nicht
nur eindeutig schlechthin, sondern umkehrbar eindeutig ist, so wird auch
jedem Element von N ein Element von M umkehrbar eindeutig zugeordnet,
was ja gemdB der Definition gerade besagt, daB die Menge N der Menge M
dquivalent ist. Um diese Uberlegung anschaulicher zu machen, verstehen
wir unter M die in Nummer 1) des vorigen Paragraphen betrachtete Menge
von Friichten, unter N die in Nummer 2) vorgefiihrte Menge von Zahlen.
DaB die Menge M der Menge N iquivalent ist, 1aBt sich dann anschaulich
machen durch das folgende, von unten nach oben zu lesende Schema

M: Apfel Apfel Apfel Apfel Apfel Birne Birne Pfirsich

4 4 A A 4 4
v v { ! v v v v
N: 1 2 3 4 5 6 7 8,

in dem die doppelte Zuspitzung der Pfeile andeutet, daB die Zuordnung
umkehrbar eindeutig ist; liest man dieses selbe Schema von oben nach
unten, so besagt es im Sinne unserer Definition, da auch umgekehrt die
Menge N der Menge M #quivalent ist. Durch diese der Aquivalenz zu-
kommende Eigenschaft der Gegenseitigkeit gewinnen wir erst das — teil-
weise schon benutzte — Recht, schlechthin von der Aquivalenz ,zweier
Mengen* oder ,zwischen zwei Mengen“ oder von einer Abbildung
»zwischen zwei #quivalenten Mengen* zu sprechen oder zu sagen, zwei
Mengen seien ,,einander &quivalent, — kurz: Ausdrucksweisen fiir die
Aquivalenz und die Abbildung zu gebrauchen, bei denen beide Mengen
gleichberechtigt erscheinen.

Un die dritte und letzte hier hervorzuhebende Eigenschaft der Aqui-
valenz kennen zu lernen, gehen wir aus von drei Mengen M, N und P,
von denen einmal M und N, ferner aber auch N und P dquivalent sein
sollen; unser Ziel ist der Nachweis, daB auch M und P #quivalent sind.
Es bezeichne & eine (wegen der vorausgesetzten Aquivalenz sicherlich
existierende) Abbildungsvorschrift zwischen den Mengen M und N, ¥ eine
ebensolche zwischen N und P. Ist m irgendein Element von M, so ordnet

1) Die néchsten Betrachtungen koénnen von dem weniger geiibten
Leser, namentlich bei der erstmaligen Lektiire, iiberschlagen werden.
Allgemein soll in dieser Schrift — vor allem in den ersten Abschnitten,
withrend deren Durcharbeitung sich der Leser von selbst eine gewisse Ubung
aneignen wird — durch kleineren Druck gewisser Stellen stets angedeutet
werden, daB die betreffenden Betrachtungen etwas abstrakter Natur sind
und vom Leser zunichst beiseite gelassen werden kénnen, ohne daB da-
durch das Verstindnis der spiteren Uberlegungen beeintrichtigt wird.
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ihm die Abbildung & ein bestimmtes Element » von N, diesem wiederum
die Abbildung ¥ ein bestimmtes Element p von P zu; da die Abbildungen
@ und ¥ umkehrbar eindeutig sind, entspricht dem Element p von P
vermoge ¥ auch nur das einzige Element n von N und diesem vermoége &
das einzige Element m von M. Wir setzen nun fest, da dem Element m
von M das Element p von P und umgekehrt diesem jenes zugeordnet
werden soll; wird diese Festsetzung fiir alle Elemente 7 von M und damit
fiir alle Elemente p von P getroffen, so erhalten wir eine umkehrbar ein-
deutige Zuordnung zwischen allen Elementen von M und allen Elementen
von P. Die Moglichkeit der Herstellung einer derartigen Zuordnung be-
weist nun in der Tat, daBl die Mengen M und P &quivalent sind; sind
also zwei Mengen einer und derselben dritten Menge dquivalent, so sind sie
auch untereinander dquivalent.

Um diesen Beweisgang zu veranschaulichen, fiigen wir zu den zwei
im vorletzten Absatz betrachteten Mengen M und N noch eine dritte Menge P
hinzu, die etwa die acht Zahlen %, &, 1, ¥, ¥, %, 4, 4 enthalten moge;
diese Menge P ist offenbar dquivalent der aus acht Zahlen bestehenden
Menge N. Je eine Abbildung zwischen den Mengen M und N einerseits
und zwischen den Mengen N und 2 andererseits veranschaulicht uns das
folgende Schema:

M: Apfel Apfel Apfel Apfel Apfel Birne Birne Pfirsich
*

A
N: 1 2 3 4 5 6 7 8
T T !
P: % ¥ i t & ¥ ¥ .

Eine Abbildung zwischen den Mengen M und P und damit den Nach-
weis der Aquivalenz dieser beiden Mengen gewinnt man hierats entsprechend
dem eben durchgefiihrten Beweisverfahren einfach dadurch, daB man die
Elemente der Menge N wegstreicht und dann je zwei untereinander stehende
Elemente der Mengen M und P einander zuordnet.

Die Tatsache, daB zwei Mengen M und N #quivalent sind,
bezeichnet man durch die Schreibweise: M ~ N (gelesen: M dqui-
valent N). Unsere letzten Betrachtungen zeigen, daB jeder Menge M
die Eigenschaft M ~ M zukommt, daB ferner zugleich mit # ~N
stets auch N ~ M gilt und daB endlich aus den beiden Beziehungen
M~N, N~P die Beziechung M~ P folgt.

Es sei eine Menge M gegeben. Wir denken uns einen Teil
ihrer Elemente willkiirlich herausgegriffen und fassen die durch
sie gebildete Menge M’ ins Auge; eine solche Menge M’ heifit
eine Untermenge oder Teilmenge der Menge M. Also:

Definition 2. Eine Menge M’ heiBlt eine Teilmenge der Menge
M, wenn jedes Element von M’ gleichzeitig auch Element von M ist.
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Darunter ist auch der Grenzfall enthalten, daf3 alle Elemente
von M auch in M’ vorkommen, d. h. daf} die Mengen M und M’
identisch sind; in diesem Fall ist gleichzeitig M’ Teilmenge von
M und M Teilmenge von M’; man nennt dann M’ eine unechte
Teilmenge von M. Enthilt dagegen M auch Elemente, die sich
in M’ nicht finden, so spricht man der Deutlichkeit wegen nétigen-
falls von einer echten Teilmenge M’.

Z. B. hat die Menge {1, 2, 3} die Teilmengen {1}, {2}, {3},
{1, 2},{2, 3),{1, 8} und {1, 2, 3}; alle bis auf die letzte, die eine
unechte Teilmenge ist, sind echte Teilmengen der Menge {1, 2, 3}.
Diese Menge und all ihre Teilmengen sind andererseits z. B. echte
Teilmengen der Menge {1, 2, 3, 4, ...} aller natiirlichen Zahlen;
ebenso ist z. B. die Menge aller geraden Zahlen {2,4,6,8,...}
eine Teilmenge der Menge aller natiirlichen Zahlen und zwar eine
echte Teilmenge, weil die (in der Menge aller natiirlichen Zahlen
vorkommenden) ungeraden Zahlen 1, 3, 5, ... in ihr nicht ent-
halten sind.

Nach der Definition der Teilmenge leuchtet ein, da3, wenn M
eine Teilmenge der Menge N und N eine Teilmenge der Menge P
ist, auch M eine Teilmenge von P ist.

Aus rein formalen Griinden, namentlich um gewisse Tatsachen
einfacher und bequemer aussprechen zu kénnen, fithren wir an
dieser Stelle nach demVorgang CaNTORs noch eine etwas sonderbare
Menge ein, die sogenannte Nullmenge. Diese ist dadurch definiert,
daB sie iberhaupt kein Element enthilt; sie ist also eigentlich
gar keine Menge, soll aber im uneigentlichen Sinne als solche
gelten. Thren Wert gewinnt die Einfithrung der Nullmenge durch
die folgende, sich als niitzlich erweisende Festsetzung: Die Null-
menge soll als Teilmenge jeder belicbigen Menge — auch von
sich selbst — gelten.

Wenn wir auch gelegentlich aus formalen Griinden diese Fest-
setzung benutzen wollen, so werden wir doch im iibrigen der
Nullmenge wenig Beachtung schenken; im allgemeinen denken

wir bei dem Begriff ,,Menge* immer an solche Mengen, die wirklich
Elemente enthalten.

Ist M eine endliche Menge, worunter wir den naiven Begriff
einer Menge von endlich vielen Elementen verstehen wollen
(also z. B. die Menge der hundert natiirlichen Zahlen von 1 bis
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100), und bedeutet M’ eine echte Teilmenge von M (also in unserem
Beispiel eine Menge, die einige, aber nicht alle unter diesen hundert
Zahlen enthilt), so sind M und M’ sicher nicht dquivalent. Denn
beginnt man der Reihe nach irgendwie jedem Element von M
in umkehrbar eindeutiger Weise je ein Element von M’ zuzuordnen,
so wird schlieflich — und zwar nach endlich vielen Schritten —
die Menge M’ erschopft sein, wihrend in M noch Elemente iibrig
sind, denen kein Element von M’ zugeordnet ist. Der hierdurch
gedanklich vollig bestimmte Beweis dieser fast trivial erscheinen-
den (iibrigens spéterhin nicht mehr benutzten) Tatsache soll hier
nicht genauer ausgefithrt werden.

Ganz anders liegen die Verhiltnisse bei unendlichen Mengen,
also bei Mengen, die unendlich viele Elemente enthalten, wie wir
solche Mengen in den Beispielen 3) bis 6) des vorigen Paragraphen
kennen gelernt haben. Hier iiberzeugt man sich leicht, wenn auch
zunichst mit einiger Uberraschung, von der merkwiirdigen Tat-
sache, dafl zwei unendliche Mengen, von denen die eine eine echte
Teilmenge der anderen ist, dennoch sehr wohl einander dquivalent
seinkonnen. Betrachten wirz. B.nebender Menge M aller natiirlichen
Zahlen 1,2, 3, ... die Menge M’, die aus M durch Streichung der
Zahl 1 hervorgeht, also die Menge M’ = {2, 3, 4, ...}! M’ ist
offenbar eine echte Teilmenge von M. Um anschaulich zu zeigen,
daB diese zwei Mengen M und M’ dquivalent sind, denken wir
uns ihre Elemente der Reihe nach in folgender Weise. durch Pfeile
aufeinander bezogen:

M: 1 2 3 4 5 6 71 8 ..m...
L T T
M: 2 3 4 5 6 7 8 9..m+1l...

Es wird also jeder Zahl m der Menge M die in der Zahlenreihe
nichstfolgende m + 1 aus M’ oder — anders ausgedriickt —
jeder Zahl m’ der Menge M’ die ihr in der Zahlenreihe vorangehende
m’ —1 aus M zugeordnet. Diese Zuordnung ist ersichtlich umkehr-
bar eindeutig. Die Mengen sind also wirklich #quivalent, obgleich
M’ nur einen echten Teil der Elemente von M, nimlich das Ele-
ment 1 weniger, enthilt.

Der Leser mache sich zum besseren Verstéindnis alles Weiteren
dieses erste und denkbar einfachste Beispiel der Aquivalenz von
zwei anscheinend ,,verschieden groBen‘‘ Mengen recht deutlich;
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er wird bemerken, wie das Gelingen einer umkehrbar eindeutigen
Zuordnung wesentlich darauf beruht, dafi die Mengen unendlich
viele Elemente enthalten. Wsren M und M’ endlich und ent-
hielten sie — abgesehen von der nur in M vorkommenden Zahl
1 — die ndmlichen Elemente, so wiirde eine umkehrbar ein-
deutige Zuordnung nicht herstellbar sein; denn am SchluB} bliebe
dann in der Menge M ein letztes Element iibrig, dem kein Element
aus M’ gegeniiberstinde. Zahlreiche weitere Beispiele der Aqui-
valenz von Mengen, von denen die eine eine echte Teilmenge der
anderen ist, werden uns in diesem wie in den néchsten Paragraphen
noch entgegentreten.

Diesen grundlegenden Unterschied zwischen unendlichen und
endlichen Mengen, nimlich das Bestehen oder Nichtbestehen
einer Aquivalenz zwischen einer Menge M und einer echten Teil-
menge von M, hat man nun — vom naiven Begriff der endlichen
und der unendlichen Mengen absehend — geradezu zur Definition
der Begriffe ,,unendliche Menge‘ und ,,endliche Menge‘‘ benutzt.
Im AnschluB an den jiingst verstorbenen hervorragenden Braun-
schweiger Mathematiker R. DEDERIND (1831 —1916) bedient man
sich namlich der folgenden

-Definition 3. Eine Menge M heilt unendlich oder transfinit
(itberendlich), wenn es eine echte Teilmenge von M gibt, die zu
M dquivalent ist; gibt es dagegen keine zu M dquivalente echte
Teilmenge von M, so wird M als eine endliche Menge bezeichnet.

Wir wollen uns in unseren ferneren Uberlegungen der Ein-
fachheit halber mit der naiven Auffassung  der Begriffe einer
»endlichen bzw. ,,unendlichen Menge begniigen, wie wir sie
bisher schon mehrfach benutzt haben. Es bietet aber keine grund-
sitzlichenSchwierigkeiten, sich allein auf die soeben ausgesprochene
scharfe, freilich auch etwas abstrakte Definition zu stiitzen und
mit ihr allein sich die Begriffe ,,endlich viele* und ,,unendlich
viele*“ erklirt zu denken. Um dem Leser eine Anschauung da-
von zu geben, dafl wirklich die Definition 3 den ni#mlichen Be-
griffsumfang fiir ,endlich® und ,,unendlich® liefert wie der
gewohnliche Sprach- und Denkgebrauch, mégen hier noch einige
diesbeziigliche Bemerkungen angeschlossen werden; auf Strenge
im Beweisgang soll bei dieser eingeschalteten Betrachtung
kein Wert gelegt werden, es kommt nur auf eine Andeutung
des Gedankengangs an.
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Vor allem ist zu zeigen, daB im Sinne unserer Definition eine unend-
liche Menge niemals einer endlichen dGquivalent sein kann; wire dem nicht
80, so konnten wir die Definition nicht als brauchbar betrachten.
Zum Nachweis jener Tatsache gehen wir aus von einer im Sinne der
Definition 3 unendlichen Menge M, d. h. einer solchen, die eine zu M
dquivalente echte Teilmenge M’ besitzt. Es sei N irgendeine zu M &qui-
valente Menge; wir haben zu zeigen, daB auch N im Sinne unserer
Definition unendlich ist. Zu diesem Zwecke werde eine bestimmte Ab-
bildung zwischen den dquivalenten Mengen M und N mit & bezeichnet;
durch diese Abbildung werden dann den Elementen der Teilmenge M’
von M wvon selbst die Elemente einer gewissen Teilmenge von N in um-
kehrbar eindeutiger Weise zugeordnet, und diese zu M’ dquivalente Teil-
menge von N moge N’ heilen. Da M’ nicht alle Elemente von M ent-
hélt, wird auch N’ nicht alle Elemente von N enthalten, d. h. N’ ist eine
echte Teilmenge von N. Endlich ist N’ ~ N, wie aus den Beziehungen
N~M, M ~Mund M ~N gemif S.12 hervorgeht. N enthilt also
die zu N dquivalente echte Teilmenge N’, d. h. N ist wirklich, wie wir
zeigen wollten, im Sinne unserer Definition eine unendliche Menge.

Um den Nachweis zu fiithren, daB unsere Definition der endlichen und
der unendlichen Menge im Einklang ist mit der naiven Vorstellung, die
wir von Mengen mit ,,endlich vielen* oder mit ,,unendlich vielen* Ele-
menten haben, konnen wir folgenden Gedankengang einschlagen. Priifen
wir die naive, anscheinend keiner Erkldrung bediirftige Vorstellung ge-
nauer, so konnen wir sie so ausdriicken: Wir pflegen von einer Menge M
zu sagen, sie enthalte nur endlich viele Elemente, falls es eine natiir-
liche Zahl n von der Art gibt, daB M gerade n Elemente enthilt, d. h.
daB M dquivalent ist der Menge {1, 2, 3, ..., n}; gibt es keine derartige
natiirliche Zahl n, so driicken wir das aus durch die Behauptung, M enthalte
unendlich viele Elemente. Es 148t sich nun auf dem auf S. 14 o. angedeuteten
Wege einsehen, daB eine Menge N von der Form N = {1, 2, 3, ..., n},
wo n irgendeine natiirliche Zahl bedeutet, niemals einer echten Teilmenge
von sich selbst dquivalent ist. Andererseits aber lift sich zeigen, daB
eine Menge M, die zu keiner Menge der Form {1,2,3,...,n} dquivalent
ist, stets eine zu sich selbst #dquivalente echte Teilmenge besitzt. Man
kann ndmlich zunichst aus M ein beliebiges erstes Element m,; heraus-
greifen, dann ein zweites m,, ein drittes m, usw. und kann dieses Ver-
fahren ohne Ende fortsetzen, weil anderenfalls aus der Erschopfung von
M eine Aquivalenz zwischen dieser Menge und einer Menge der Form
{1,2, ..., n} folg:n wiirde. FaBt man die Gesamtheit aller so herauszu-
greifenden Elemente zu der Menge M, = {m,, m,, m;, ...}, dagegen alle
etwa nicht in M, vorkommenden Elemente von M zu einer Menge M, zu-
sammen, so sind M, und M, Teilmengen von M, deren Elemente zusammen-
genommen die Gesamtheit der Elemente von M darstellen. Nun ist
die Menge M, einer echten Teilmenge von sich selbst, z. B. der Teilmenge
N, = {m,, my, my, ...} ganz ebenso iquivalent, wie sich auf S. 14 die Men-
gen {1,2,3,...}und {2, 3, 4, ...} als dquivalent erwiesen haben;
ferner erkennt man durch Abbildung der Menge M, auf N, und der Menge
M, auf sich selbst, daB die Gesamtheit der Elemente von N, und M, zu-



Abzihlbare Mengen. 17

sammengenommen eine zu M dquivalente Menge N darstellt, die eine echte
Teilmenge von M ist (ndmlich das Element m, von M nicht enthilt). M ist
also im Sinne unserer Definition eine unendliche Menge.

Demnach ist jede im gewdhnlichen Sinne endliche Menge auch endlich
im Sinne der Definition 3, jede im gewdhnlichen Sinne unendliche Menge
auch unendlich im Sinne dieser Definition, und da sich diese Aussage
umkehren liBt, so ist die Ubereinstimmung beider Begriffspaare nach-
gewiesenl).

§ 4. Abzidhlbare Mengen.

Wir wollen uns jetzt zunichst mit den in gewissem Sinne ein-
fachsten unendlichen Mengen, den sogen. abzihlbaren Mengen,
beschiftigen und eine Reihe von Beispielen solcher abzéahlbarer
Mengen betrachten, die uns schon eine Fiille iiberraschender Tat-
sachen liefern werden.

Wir gehen aus von einer denkbar einfachen Menge, der schon
im Beispiel 3) des § 2 betrachteten Menge aller natiirlichen Zahlen
1, 2, 3, .. .; wir bezeichnen diese Menge fiir den Augenblick mit 2.
N sei irgendeine ihr dquivalente Menge und @ eine Abbildung
zwischen M und N. Dann kénnen wir das durch diese Abbildung
dem Element 1 von M zugeordnete Element von N mit n, bezeich-
nen, das dem Element 2 entsprechende Element von N ebenso
mit n,, das zu 3 zugeordnete mit n, usw. Hiernach 1Bt sich die
Menge N schreiben in der Form: N = {n,, ny, ny, ...}; mit
anderen Worten: wir haben die Elemente von N abgezihlt, so
daB sich ein erstes, zweites, drittes, . .. Element von N angeben
laBt. Umgekehrt wird jedes beliebige Element n von N an einer
bestimmten, etwa der g%n Stelle, wobei g eine natiirliche Zahl
bedeutet, in der abgezihlten Menge N vorkommen; denn durch
die Abbildung & wird = irgendeiner bestimmten natiirlichen
Zahl g von M zugeordnet, und dies besagt ja eben, daB n die
gt® Zahl unserer Abzéhlung ist. Demnach 148t sich jede Menge,
die der Menge aller natiirlichen Zahlen #quivalent ist, in Form
einer abgezahlten Menge {a,, a,, as, ...} darstellen; jede zur
Menge der natiirlichen Zahlen dquivalente Menge wird deshalb
eine abzihlbare Menge genannt. Eine abzéhlbare Menge ist
also stets unendlich.

Wie sich im nichsten Paragraphen zeigen wird, ist keineswegs
jede unendliche Menge abzéhlbar. Dagegen enthdlt jede unendliche

1) Auch die Nullmenge, die iiberhaupt keine echte Teilmenge besitzt,
gilt nach Definition 3 als endliche Menge.

Fraenkel, Mengenlehre. 2
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Menge M eine abzihlbare Teilmenge. Diese Tatsache kénnen wir,
ausgehend von dem naiven Begriff der unendlichen Menge?), ein-
fach mittels der folgenden (schon auf S. 16 angedeuteten) SchluB-
weise einsehen: Wir greifen aus M zunéchst ein beliebiges Element
m, heraus, aus der dann noch iibrigen Menge ein beliebiges weiteres
Element m,, ferner aus der um diese zwei Elemente verkleinerten
Menge irgendein drittes Element m, usw.; dieses Verfahren denken
wir uns endlos fortgesetzt, was deshalb mdoglich ist, weil M
voraussetzungsgemi 3 nicht endlich ist, weil wir also auf diese
Weise niemals zu dem letzten noch iibrigen Element von M
gelangen konnen. Vereinigen wir dann simtliche durch jenes
unbegrenzte Verfahren herausgegriffenen Elemente zu einer Menge
My = {m,, my, my, ...}, so ist die abzahlbare Menge M, eine
(echte oder unechte) Teilmenge von M, weil ja jedes Element von
M, auch in M vorkommt; es enthilt also in der Tat jede unend-
liche Menge eine abzéhlbare Teilmenge.

Wir gehen nunmehr zur Betrachtung einiger Beispiele von ab-
zéhlbaren Mengen iiber. Wie wir oben (S. 14) sahen, ist ebenso
wie die Menge {1, 2, 3, 4, ...} auch die Menge {2, 3, 4,5, ...}
abzahlbar. Das Gleiche gilt offenbar fiir jede Menge N, die
aus der Menge der natiirlichen Zahlen durch Weglassung endlich
vieler natiirlicher Zahlen entsteht; denn ordnen wir die (immer
noch unendlich vielen) iibriggebliebenen Zahlen wieder nach
ihrer GroBe, so haben wir damit schon eine erste, eine zweite,
eine dritte Zahl usw. der Menge N definiert und so jeder Zahl von
N eine bestimmte Platznummer zugeordnet, d. h. wir haben
durch jene Ordnung die Menge N bereits abgezéhlt. Wir konnen
aber das gleiche Verfahren auch einschlagen, falls N aus der Menge
der natiirlichen Zahlen durch Weglassung unendlich vieler Zahlen
entstanden ist, falls nur N selbst noch unendlich viele Zahlen
enthilt; ist z. B. N die Menge aller positiven geraden Zahlen, so
14Bt sich N auf die Menge der natiirlichen Zahlen in folgender
Weise umkehrbar eindeutig abbilden:

2 468 1012
LT
123456 ,

1) Man kann den Beweis ebensogut auch durchfiihren, indem man von
der auf 8. 15 gegebenen Definition der unendlichen Menge ausgeht.
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d. h. 2 wird die erste, 4 die zweite Zahl von N usw. Es ist also
zunichst jede unendliche Teilmenge der Menge aller natiirlichen
Zahlen abzihlbar.

Gewissermafen durch Umkehrung dieses Verfahrens ist ferner
leicht zu zeigen, daBl auch z. B. die Menge aller positiven und nega-
tiven ganzen Zahlen, also eine umfassendere Menge als die der
natiirlichen Zahlen, abzihlbar ist. Ordnen wir die Elemente dieser
Menge unter Beriicksichtigung des Vorzeichens der GréBe nach,
so daf} die negativen Zahlen vor den positiven zu stehen kommen,
80 ist die Menge zunichst nicht abgezihlt; denn es 148t sich z. B.
die Zahl 1 nicht als die soundsovielte unserer Menge bezeichnen,
da ihr ja unendlich viele Zahlen (némlich alle negativen) voraus-
gehen. Dennoch kann man unsere Menge mittels eines einfachen
Kunstgriffes abzdhlen: wir wollen nimlich als erstes Element die
Zahl 1, als zweites die Zahl —1, als drittes 2, als viertes — 2, als
fiinftes 3, als sechstes — 3 usw. nehmen; die Abzihlung, d. h. die
Zuordnung zur Menge der natiirlichen Zahlen, wird dann folgende:

1 -1 2 -2 3 -3 4 —4 ...

!
BT
In der so abgezihlten Menge kommt auch wirklich jedes Element
der Menge, d. h. jede positive oder negative ganze Zahl, an be-
stimmter Stelle vor; ist ndmlich m irgendeine positive ganze Zahl,
80 ist m offenbar die (2m —1)%, —m dagegen die (2 m)te Zahl
unserer Abzahlung.

Dieses Beispiel zeigt deutlich den Unterschied zwischen einer
abgezihlten und einer nur abzihlbaren Menge. In letzerer muf3 zu-
nichst keineswegs ein erstes, zweites Element usw. gegeben sein;
es kommt nur darauf an, daB durch entsprechende Anordnung der
Elemente eine derartige Numerierung stets ermdglicht werden kann.

Die Hinzufiigung der Zahl 0 &andert ersichtlich nichts an der
Abzihlbarkeit unserer Menge, wie iiberhaupt die Eigenschaft einer
Menge, abzihlbar zu sein, durch Hinzufiigung endlich vieler Ele-
mente zu ihren urspriinglichen Elementen nicht verdndert wird;
denn man kann ja die endlich vielen neuen Elemente in der Ab-
zéhlung an den Anfang stellen und bewirkt dadurch nur, daf
jedes der urspriinglichen Elemente in der neuen Abzihlung eine
um eine feste Zahl erhohte Platznummer erhilt.

9%
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Wir wollen jetzt ein von den bisher behandelten Mengen etwas
verschiedenes Beispiel einer abzihlbaren Menge betrachten. Be-
kanntlich liegen zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen ¢
und g 4+ 1 (z. B. zwischen den Zahlen 1 und 2) unendlich viele

gemeine Briiche % , wobei wir der Einfachheit halber unter n

stets eine natiirliche (also positive ganze) Zahl und unter m eine
zu n teilerfremde positive oder negative ganze Zahl verstehen
wollen!). Sind m und » von vornherein nicht ohne gemeinsamen
Teiler gegeben, wie z. B. in den Briichen § oder — 42, so kann man
diesen Mangel durch Wegdividieren des groften gemeinsamen
Teilers von Zshler und Nenner beseitigen, also 2 oder ausgeschrieben
4 fur §, bzw. — § fiir — 12 einsetzen. Wie man sich leicht tiberzeugt,
liegen sogar zwischen irgend zwei sich noch so wenig voneinander
unterscheidenden Briuchen immer noch unendlich viele ver-

schiedene Briiche. Denn mag der Unterschied zwischen — und n—l
n 1
noch so klein sein, man kann ihn immer noch in beliebig viele, z. B.

eine Million, gleiche Teile teilen, dann den Unterschied zwischen je
zwei so entstandenen Zwischenzahlen wieder in beliebig viele gleiche
Teile spalten und so endlos weiter; man erhilt auf diese Weise

unendlich viele zwischen e und — gelegene Briiche.
1

Wir betrachten nun die Menge aller denkbaren positiven und ne-
gativen gemeinen Briiche oder rationalen Zahlen (einschlieflich
Null), eine Menge, die nach dem Gesagten unendlich mal viel um-
fassender ist als die Menge der ganzen Zahlen, da zwischen je zwei
Elementen der letztgenannten Menge noch unendlich viele Elemente
der Menge aller Briiche liegen. Dennoch ist auch die Menge aller

Briiche abzihlbar, wie das folgende Verfahren erweist: % gei ein

1) Unter ,,Bruch‘‘ schlechthin soll stets ein gemeiner Bruch in der im Text
angegebenen Darstellung % verstanden werden; ist im besonderen n =1,
so stellt der Bruch ? die ganze Zahl m dar; auch 0 = ¢ wird als Bruch

betrachtet. Statt ,,Bruch* sagt man im namlichen Sinn auch ,ratio-
nale Zahl“. — Teilerfremd nennt man zwei ganze Zahlen m und =,
wenn es auler 1 keine natiirliche Zahl ¢ (keinen ,,gemeinsamen Teiler*)
gibt, die in beiden Zahlen m und = gleichzeitig enthalten ist.
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beliebiger positiver Bruch, es sei also nicht nur n, sondern auch m
positiv. Die Summe m +n der ganzen positiven Zahlen m und »
werde mit s bezeichnet, also ¢ = m -+ n. Ist umgekehrt die po-

sitive Zahl s an Stelle von % gegeben, so gibt es aufler ZZ—na-

tiirlich noch andere positive Briiche ﬁ, %? usw. von der Eigen-
2
schaft, daBl die Summe aus Zahler und Nenner fiir sie gerade s be-

trigt; dabei sollen wie stets nur solche Briiche ﬁ, e usw. in Be-
tracht kommen, bei denen Zihler und Nenner lteilérfremd sind.
m, m,
n’ ny
usw., um eine bestimmte Reihenfolge unter ‘ihnen zu haben, etwa
80 ordnen, daB zuerst der Bruch mit dem gréBten Zihler, dann
Briiche mit allméhlich abnehmenden Zéhlern und dementsprechend
zunehmenden Nennern, am Schlufl der Bruch mit dem kleinsten

Zihler und dem groBten Nenner zu stehen kommt. Ist z. B.

Bei fest gegebenem Werte ¢ wollen wir diese Briiche —ni,

8 = 7 gegeben, so sind alle Briiche % , nﬁ usw. der fraglichen

1
Art in der angegebenen Reihenfolge die folgenden:
T L L LR 1 X

Ist 8 = 8, so erhidlt man die nachstehende Folge:

'1” g'r 'g" +;

denn §, 4 und % fallen weg, weil bier Zéhler und Nenner nicht
teilerfremd sind. Man erkennt leicht, da zu jedem Werte s, wie

. 0 . . Yy m
grof} er auch immer sei, stets nur endlich viele Briiche o ™ usw.

von der gewiinschten Art gehoren; denn es gibt ja nur elndlich
viele Paare von natiirlichen Zahlen, deren Summe gleich der
(endlichen) natiirlichen Zahl s ist.

Wir ordnen nun die Gesamtheit aller Briiche, unter denen
auch die ganzen Zahlen (Nenner n = 1) vorkommen, in folgender
Weise an: Zuerst kommt die Zahl 0 = ¢, fir die s =0+ 1=1

ist. Dann folgen zundchst die positiven Briiche —:’%, fur die

8 = m + n den Wert 2 hat, darauf diejenigen, fiir die s = 3 ist,
algdann die mit s = 4, s = 5, ¢ = 6 und so endlos weiter. Inner-
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halb jedes Systems von Briichen, fiir die s den ndmlichen Wert
hat, fithren wir die oben erliuterte Anordnung nach abneh-
menden Zihlerwerten ein; dabei schieben wir aber jetzt auch
noch alle negativen Briiche in der Weise ein, dal jedem positiven

Bruch o der mit dem Vorzeichen ,,minus‘ versehene negative
Bruch — —;’:— unmittelbar folgt. Wir erhalten so eine endlose

Folge von Briichen, die folgendermaflen beginnt:

£ 4 -t b b b b b —h b —h
t. '—%’ 3, —%, %, =%, 1, — % y —4, 4, — 3
¢, —%. 0% -5, 0% —4%,0% -8 % —% 0t —
-1 % —F

In dieser Folge sind nun auch alle iiberhaupt existierenden
Briiche enthalten, und jeder Bruch hat in ihr einen bestimmten

angebbaren Platz. Ist namlich —g ein beliebiger positiver Bruch,
8o bilde man p 4 q¢ = t; dann kommen in unserer Folge sicher
nur endlich viele Briiche -:!:— vor, fiir die m 4 n = & kleiner ist
als ¢ und die daher unserem Bruch 2 vorangehen; da auch die

Briiche, fiir die die Summe aus Zahler und Nenner gerade ¢ be-
tragt, nur in endlicher Zahl vorhanden sind, so gelangt man nach
einer bestimmten, endlichen Zahl von Schritten in unserer Folge

zu dem Bruch 2. Sollte P ein negativer Bruch sein, so findet

man ihn eine Stglle weiter, nimlich unmittelbar nach dem ent-
sprechenden positiven Bruch.

In der so aufgestellten Folge aller Briiche haben wir nun
einen ersten Bruch ({), einen zweiten (}), einen dritten (— ) usw.,
d. h. wir haben durch unsere Anordnung die Menge aller Briiche
abgezahlt und sie damit auf die Menge der natiirlichen Zahlen
abgebildet. Die Menge aller gemeinen Briiche (aller rationalen
Zahlen) ist also abzdhlbar.

Mittels der in Beispiel 5) von § 2 vorgefithrten Zahlengeraden
(S. 5; vgl. auch die dortige Abb. 2) konnen wir aus der Menge aller
Briiche sofort ein interessantes geometrisches Beispiel einer ab-
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zihlbaren Menge gewinnen. Erinnern wir uns ndmlich jetzt, da
wir im Besitz des Begriffs der umkehrbar eindeutigen Zuordnung
und desjenigen der Aquivalenz sind, nochmals jenes Beispiels, so
bemerken wir, dafl die Zahlengerade eine Abbildung zwischen
Mengen von Zahlen und Mengen von Punkten liefert. Denn
greift man auf der Zahlengeraden eine beliebige Menge von Punk-
ten heraus — es muB nicht gerade die durch simtliche Punkte der
Geraden gebildete Menge sein —, so ist dieser Punktmenge von
selber (ndmlich durch die fir die Punkte verwendete Bezeich-
nung) diejenige Zahlenmenge umkehrbar eindeutig zugeordnet,
welche aus all denjenigen reellen Zahlen besteht, durch die die
Punkte der betreffenden Punktmenge auf der Zahlengeraden
bezeichnet werden. Jede solche Punktmenge ist demnach der
ihr entsprechenden Zahlenmenge &quivalent.

Wir betrachten nun die Menge, die aus allen denjenigen Punkten
der Zahlengeraden besteht, welche durch Briiche (rationale Zahlen)
bezeichnet werden. Um uns ein Bild von dieser Menge zu machen,
bedenken wir, dafl (vgl. S. 20) zwischen je zwei ganzen Zahlen und
sogar zwischen je zwei beliebigen Briichen immer noch unendlich
viele verschiedene Briiche liegen; auf die Zahlengerade angewandt,
besagt dies: Zwischen je zwei noch so nahe beieinander gelegenen
Punkten unserer Punktmenge auf der Geraden liegen immer noch
unendlich viele Punkte, die unserer Menge angehoren (d. h.
die durch Briiche bezeichnet werden). Unsere Menge von
Punkten erfilllt also die Gerade iiberall unendlich dicht,
und es konnte fast scheinen, als werde die ganze gerade
Linie nur eben von den Punkten unserer Menge gebildet — eine
Vermutung, die sich allerdings zu Beginn des nichsten Para-
graphen als im hochsten Grade triigerisch erweisen wird.

Vergleicht man mit der so betrachteten Punktmenge die nur
aus den Punkten 1, 2, 3, ... der Zahlengeraden bestehende
Punktmenge, die offenbar der Menge aller natiirlichen Zahlen
entspricht, so miissen diese beiden Punktmengen einander #qui-
valent sein, weil die beiden ihnen beziiglich dquivalenten Zahlen-
mengen, nimlich die Menge aller Briiche (oder rationalen Zahlen)
und die Menge aller natiirlichen Zahlen, sich als dquivalent er-
wiesen haben. Wie ungleich diese beiden #quivalenten Punkt-
mengen sind, wieviel umfassender nimlich die erste ist als die
zweite, lehrt aber schon die fliichtigste Anschauung; und die
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zunichst vielleicht naheliegende Meinung, zwei unendliche Mengen
miiBiten ,,gleichgroB« oder wenigstens ,,ungefahr gleichgroB* sein,
um sich als dquivalent zu erweisen (eine Meinung, die bei end-
lichen Mengen in der Tat, und zwar in ersterem Sinne, zutrifft),
ist hiernach schon hinreichend deutlich als unrichtig erkannt.

Ubrigens ist nicht nur die Menge, welche alle rationalen Zahlen
in ihrer Gesamtheit enthilt, abzahlbar, sondern das Nimliche
gilt auch von jeder unendlichen Teilmenge dieser Menge, d. h.
von jeder Menge, die unendlich viele Elemente enthalt und deren
Elemente ausschlieflich rationale Zahlen sind. Ist dies nach-
gewiesen, so folgt daraus gemi B3 der vorangegangenen Betrachtung
von selbst, daB auch jede Menge von unendlich vielen Punkten
der Zahlengeraden abzihlbar ist, falls die betreffenden Punkte
simtlich durch rationale Zahlen bezeichnet sind. Zum Beweis
jener Behauptung denken wir uns zunéchst die Menge aller
rationalen Zahlen abgezahlt, d. h. ihre Elemente derart ange-
ordnet, daB3 ein erster, ein zweiter Bruch usw. erscheint. Eine
beliebige unendliche Teilmenge der so angeschriebenen Menge
entsteht dadurch, daB beliebig viele (endlich oder unendlich viele)
Briiche in der Abzihlung gestrichen werden, aber so, daB8 jeden-
falls noch unendlich viele Briiche in ihr stehenbleiben. Unter
diesen iibriggelassenen Briichen steht wiederum einer an erster
Stelle, einer an zweiter usw. Ordnen wir daher jedem Bruch
seine neue Platznummer zu, so ist die iibriggebliebene Teilmenge
abgezahlt, der gewiinschte Nachweis also geliefert.

Geht man, statt von der (abzéhlbaren) Menge aller Briiche,
von irgendeiner beliebigen abzéhlbaren Menge aus, so kann man
fir jede unendliche Teilmenge derselben genau die namliche
Betrachtung durchfiihren und erhilt so den Satz:

Jede unendliche Teilmenge eimer abzihlbaren Menge ist ab-
zGhlbar.

Der aufmerksame Leser wird nun vielleicht schon an dieser
Stelle etwas gelangweilt oder mindestens enttéuscht sich fragen:
Ist denn, bei allen interessanten Kunstgriffen im einzelnen, dies
alles nicht letzten Endes trivial, liegt denn die Sache nicht so,
daB, wie beim gewdhnlichen rohen Begriff des UnendlichgroBen,
so auch bei den wunendlichen Mengen alle GroSenunterschiede
verschwinden, so daB bei Aufwendung geniigenden Scharf-
sinns alle unendlichen Mengen aufeinander abgebildet werden
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konnen und also der Satz gilt: Alle unendlichen Mengen sind
untereinander #quivalent? Trife dieser Satz zu, so wiren der
Begriff der Aquivalenz und die bisherigen Betrachtungen iiber
unendliche Mengen ohne wesentliche Bedeutung; es wiirde sich mit
den unendlichen Mengen #hnlich verhalten wie mit dem naiven
Begriff des Unendlichen, fiir den Beziehungen gelten wie die
folgenden: ,,Unendlich plus Unendlich = Unendlich*, ,,Unend-
lich plus jeder endlichen Gré8e = Unendlich* usw., der aber einer
scharfen Umgrenzung unfshig ist. Die Zuriickweisung dieser be-
rechtigten Frage werde dem Beginn des nichsten Para-
graphen vorbehalten. Vorher soll hier noch ein letztes Beispiel
einer abzshlbaren Menge gegeben werden, das die eben gestellte
Frage als noch nsherliegend, aber dafiir auch den im néchsten
Paragraphen dargestellten ersten groBen Triumph der Mengenlehre
als um so bedeutungsvoller und dramatischer erscheinen laft.

Dem in Frage stehenden letzten Beispiel einer abzshlbaren
Menge sei eine Bemerkung vorangeschickt. Wie auf S. 7 definiert,
verstehen wir unter einer algebraischen Zahl jede reelle Wurzel
einer algebraischen Gleichung

1) Ap 2"+ Ap1 @ oo F @22+ a2 +a, =0,

wo der Grad n eine gegebene natiirliche Zahl und a,, a,_1, ...,
a,, a, beliebig gegebene ganze Zahlen bedeuten (von denen die
erste a, als von Null verschieden anzunehmen ist, da sonst das
Glied a,2" fortgelassen werden konnte und es sich dann um eine
Gleichung von niedrigerem als dem n'™ Grad handeln wiirde).
Jede reelle Zahl also, durch deren Eintreten an Stelle der
unbekannten Grofle z die linke Seite der obigen Gleichung gleich
Null wird, ist eine algebraische Zahl, und zwar gleichviel, wie die
ganzen Zahlen n, ay, ay_1, . .., a,, a, (mit den angefithrten Be-
schrinkungen) gegeben sind. Hiernach ist zunichst jede ganze
Zahl und allgemeiner jeder Bruch eine algebraische Zahl; denn der

Bruch % ist ja ersichtlich eine Wurzel der Gleichungg z — p = 0.

Die Briiche oder rationalen Zahlen stellen aber offenbar nur einen
kleinen Teil der Gesamtheit aller algebraischen Zahlen dar, da sie
schon mit den Wurzeln der Gleichungen ersten Grades (n = 1)
zusammenfallen; in der Tat sind die Wurzeln einer Gleichung
von héherem als dem ersten Grad (also fiir » =2, 3, 4, ...) im
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allgemeinen keine rationalen Zahlen, sondern ,,irrational® (so

z. B. 12, T/g usw.). Es moge hier noch ohne Beweis an den schon
auf S. 7 erwithnten bekannten Satz aus den Elementen der Algebra
erinnert werden, wonach eine algebraische Gleichung niemals
mehr verschiedene Wurzeln hat, als ihr Grad angibt; die Gleichung
(1) besitzt also hochstens » Wurzeln.

Wir betrachten nun die Menge aller algebraischen Zahlen und
wollen den Nachweis fithren, daf auch diese Menge abzshlbar
ist. Zu diesem Zwecke ordnen wir zunichst alle denkbaren
algebraischen Qleichungen in bestimmter Reihenfolge an. Ist
nidmlich eine beliebige algebraische Gleichung n'? Grades wieder
in der Form (1) gegeben:

(1) An2® - Ap 1 2 s b aga? FaxFa, =0,

wobei a, von Null verschieden ist, und bezeichnen wir, wie
iiblich, mit |a| den sogenannten absoluten Betrag der reellen Zahl a,
d. h. die positive Zahl, die gleich a bzw. gleich — a ist!), so wird
die ganze Zahl

(2) h=®—1)+ |a| + |@n-a] + =+ - + |aa] + |ay| + |aqf

die Hohe der Gleichung (1) genannt. Offenbar gehért dann zu
jeder algebraischen Gleichung eine einzige positive ganze Zahl &
als ihre Héhe; z. B. hat die Gleichung 222 —3x + 1 =0 die
Hohe 14+2+4+3+1=17, die Gleichung 23 =0 (oder aus-
fithrlicher geschrieben: 3 4+ 0-22 4+ 0.2 + 0 = 0) die Hohe
24+1+0+ 04 0=3. Umgekehrt gehéren aber, wie leicht
einzusehen ist und wie im nichsten Absatz ausfiihrlich gezeigt
werden soll, zu einer gegebenen positiven ganzen Zahl h zwar
mehrere, aber stets nur endlich viele algebraische Gleichungen,
die gerade die Hohe kb besitzen.

Denn zunidchst kann der Grad » einer Gleichung von der Héhe % sicher
selbst nicht gréBer sein als die Zahl k, wie aus der obigen Beziehung (2)
hervorgeht; die Anzahl der » 4+ 2 GréBen 7 — 1, @n, ..., @, a, ist also
nicht grofer als & + 2. Ferner 1iBt sich die Zahl & nur auf endlich viele
verschiedene Arten als Summe von hochstens kb + 2 positiven ganzen Zahlen

(die Null einbegriffen) darstellen, d. h. es gibt nur endlich viele Systeme
von hochstens % + 2 nichtnegativen ganzen Zahlen:

n_]-, Au; A»-ly ceo sy Al’ AO!
die zueinander addiert gerade die Zahl » ausmachen und von denen tiberdies

1) Es ist also z. B. 5| =5, |—4| =4, [0/ =0.
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noch 4, als von Null verschieden vorausgesetzt werden kann und soll. End-
lich gibt es drittens zu jedem solchen System
n—1, An, Aa_1, ..., 4;, 4,

wieder nur, endlich viele Gleichungen vom Grade 7, bei denen in der
Schreibweise (1) die Zahlen an = + 4n, @1 = £ An-1, ..., 0, =+ 4,,
a,= + A4, (d. h. also die nach Belieb:n mit positivem oder negativem
Vorzeichen verschenen Zahlen 4., ..., 4,) nacheinander auftreten.

Dieser etwas abstrakte Nachweis der Tatsache, dal zu einer bestimmten
positiven ganzen Zahl % stets nur endlich viele algebraische Gleichungen
mit der Hohe k gehoren, wird sogleich verstindlicher bei seiner Durch-
filhrung an einem konkreten Beispiel, etwa dem Falle h = 3. Hier
kommen zunichst nur Gleichungen ersten, zweiten oder dritten Grades in
Betracht; denn schon fiir n = 4 ist die Beziehung (2), die dann die Form
8=23 4 |an + -+ -+ |&3] + |a;] annimmt, nicht mehr erfiillbar, wenn
an, wie vorausgesetzt, von Null verschieden ist. Es ergibt sich also im
Falle & = 3 fiir die Beziehung (2) die folgende Form:

3=(n—1) + |aa| + -+ + |ay] + lao|»
wobei fiir n nur die Werte 3, 2 oder 1, fiir n — 1 also nur die Werte 2, 1
oder 0 in Betracht kommen und iibcrdies |@.| von Null verschieden ist.
Diese Bezichung aber liBt sich, wie man durch Probieren leicht einsicht,
nur auf folgende sicben Arten erfiillen:
8=2+14+04+0+40

=14+0+2+0+0=140+1+14+0=1+0+14+0+1

=04+0+0+3+0=0+04+0+2+1=0+0+0+1+4+2.
Jeder einzelnen dieser s‘eben Beziehungen entsprechen nun genau so viele
Gleichungen der Form (1), wie die Anzahl aller méglichen Verteilungen
von Plus. und Minuszeichen in der betreffenden Beziehung betrigt (wobei
nur von dem nie rals negativen ersten Summanden n — 1 abzusehen ist);
z. B. 1aBt sich die erste der sieben Beziehungen bei Hinzufiigung von
Vorzeichen auf folgende zwei Arten schreiben:

3=2+ 1]+ 0] + [0] + |0] =2 + |—1] + |0] + |0] + |0],
die dritte dagegen auf folgende vier Arten:
3=1+41(0] 4+ [1] + 1] +[0] =1+ |0] + [1] + |—1] + |0]
=14 0] + =1/ + |1 + 10| = 1+ (0] + |—1| + |—1] +0.

Den hier angeschriebenen zwei bzw. vier Beziehungen entsprechen dann
die folgenden zwei bzw. vier algebraischen Gleichungen von der Héhe 3:
22=0, —a!=0

bzw. 22 4+2=0, 23%—2=0, —2?24+2=0, —a2—2z=0.
Man iiberzeugt sich leicht, daB man aus den vorher angeschriebenen sieben

Beziechungen im ganzen 22 solche Gleichungen erhélt, und das sind simt-
liche Gleichungen von der Hohe 3.

Wir haben so erkannt, dafl zu jeder Héhe kb stets nur endlich
viele Gleichungen gehoren, die diese Hohe besitzen, und konnen
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darauf gestiitzt die Gesamtheit aller algebraischen Gleichungen
abzihlen. In der fraglichen Abzahlung sollen zuerst die Glei-
chungen von der Héhe 1 auftreten, dann die Gleichungen von
der Hohe 2, darauf die von der Hohe 3 usw. Unter den end-
lich vielen Gleichungen, welche jeweils die nimliche Héhe be-
sitzen, kann eine beliebige Reihenfolge vorgeschrieben werden;
z. B. kénnte man diese Gleichungen zunichst nach ihrem Grad
ordnen, diejenigen gleichen Grades n aber nach der GréBe der in
ibnen vorkommenden Zahlen a,, a1, ... in dieser Reihenfolge.
Auf diese Weise erhalt man eine vollstindige Anordnung aller
algebraischen Gleichungen als erste, zweite, dritte und so endlos
weiter. Ist eine beliebige Gleichung gegeben, so kann zwar im
allgemeinen nur recht umsténdlich, aber doch mit Sicherheit
und in endlicher Zeit bestimmt werden, die wievielte Gleichung
in unserer Anordnung vorliegt; man kann z. B. die Héhe der
gegebenen Gleichung bestimmen, dann auf dem oben skizzierten
Weg die Liste simtlicher Gleichungen bis zu denen der fraglichen
Hohe einschlieBlich aufstellen und endlich abzihlen, wie viele
Gleichungen in dieser Liste vor der gegebenen Gleichung auftreten.

Hiermit ist aber der gesuchte Beweis der Tatsache, da die
Menge aller algebraischen Zahlen abzihlbar ist, nahezu vollendet.
Wir denken uns ndmlich die Wurzeln aller Gleichungen unserer
Abzshlung angeschrieben und zwar zueist die Wurzeln der ersten
Gleichung, dann die der zweiten, darauf die der dritten usw.
Eine bestimmte Gleichung besitzt stets nur endlich viele Wurzeln
(vgl. S.26); diese koénnen wir jeweils ihrer Gréfle nach ordnen.
Bei der sich so ergebenden Folge algebraischer Zahlen kann
und wird es vorkommen, da8 die nimliche Zahl zu wieder-
holten Malen auftritt; z. B. kommt die Zahl 2 als Wurzel der
Gleichung  — 2 = 0, also unter den Wurzeln der Gleichungen
von der Hohe 3 vor, aber auch als Wurzel der Gleichung 22 — 4
=0, d. h. unter den Wurzeln der Gleichungen von der Héhe 6.
Um eine Wiederholung der nimlichen Zahl zu verhindern, soll
daher festgesetzt werden, daB jede Zahl nur einmal, nimlich bei
ihrem ersten Auftreten in unserer Anordnung stehenbleiben,
bei jeder Wiederholung aber gestrichen werden soll. Wir er-
halten so eine Folge algebraischer Zahlen, in der es eine erste,

eine zweite, eine dritte Zahl usw. gibt und in der keine Zahl zwei-
mal vorkommt.
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In dieser Folge kommt aber auch jede algebraische Zahl
wirklich an bestimmter Stelle vor. Denn ist eine beliebige alge-
braische Zahl, d. h. eine bestimmte Wurzel einer gewissen alge-
braischen Gleichung gegeben, so kann man zunichst die Héhe
dieser Gleichung bestimmen und feststellen, den wievielten Platz
in unserer Anordnung aller Gleichungen jene Gleichung besitzt;
darauf kann man sich die Folge der algebraischen Zahlen bis zu
den Wurzeln der fraglichen Gleichung einschlieBlich angeschrie-
ben denken und schlieflich abzihlen, die wievielte Zahl in dieser
Folge die gegebene Zahl ist. Es ist also wirklich die Menge aller alge-
braischen Zahlen, die wir auf diese Weise abzihlen und damit
auf die Menge der natiirlichen Zahlen abbilden. Wir haben so-
mit den Satz bewiesen:

Die Menge aller algebraischen Zahlen ist abzihlbar,

eine der berithmtesten unter den ersten mengentheoretischen Ent-
deckungen CANTORs.

Eine anschaulichere Voistellung von dem Sinne dieses Satzes
erhalten wir, wenn wir uns an die geometrische Deutung des Satzes
von der Abzahlbarkeit der Menge aller rationalen Zahlen (S.22ff.)
erinnern. Wir sprachen damals von der dichten Erfilllung der Zahlen-
geraden mit Punkten, die durch rationale Zahlen bezeichnet werden.
Es gibt aber offenbar (vgl. S. 5) auch Punkte auf der Zahlengeraden,
die nicht durch rationale, sondern durch sogenannte irrationale

3
Zahlen wie 12, V5 usw. bezeichnet werden. Nun sind z. B. 72

3 —
und 5 algebraische Zahlen, nimlich Wurzeln der Gleichungen
22 — 2 =0 und ® — 5 = 0; und ebenso wie die Punkte }2 und

%/g gibt es unendlich viele weitere Punkte, die zwar nicht durch
rationale Zahlen, wohl aber durch algebraische Zahlen bezeichnet
werden. Der bewiesene Satz besagt, daB die Menge aller derjenigen
Punkte der Zahlengeraden, die durch algebraische Zahlen bezeichnet
werden, auch noch abzihlbar ist. Diese Punktmenge erfiillt offenbar
die Gerade noch unvergleichlich viel dichter, als dies von der
Menge der durch rationale Zahlen bezeichneten Punkte gilt;
und noch weit niher als bei der fritheren Menge liegt nun-
mehr der Gedanke, dafl die jetzt betrachtete Punktmenge unsere
Zahlengerade liickenlos erfillle, d. h. daf sie identisch sei mit der
Gesamtheit aller Punkte auf der Geraden. Dies wiirde dann



30 Das Kontinuum. Begriff der Kardinalzahl oder Méchtigkeit,

besagen, dal die Menge aller auf einer geraden Linie gelegenen
Punkte abzéhlbar wire.

Dem Nachweis, daB dies nicht der Fall ist und daB sich sogar
die Menge aller Punkte einer beliebig kleinen endlichen Strecke
nicht mehr abzshlen 1aBt, soll demgegeniiber der erste Teil des
nichsten Paragraphen gewidmet sein.

§ 5. Das Kontinuum. Begriff der Kardinalzahl oder Miichtig-
keit. Die Kardinalzahlen a, ¢ und f.

Wir betrachten die Gesamtheit aller positiven (reellen) Zahlen,
die kleiner als 1 sind, einschlieBlich der Zahl 1 selber und wollen
die aus all diesen Zahlen bestehende Menge im Laufe der nichsten
Betrachtungen dieses Paragraphen stets mit M bezeichnen. Um von
dieser Menge von vornherein eine anschauliche Vorstellung zu gewin-
nen, bedienen wir uns wieder der Zahlengeraden ; da es sich um posi-
tive Zahlen handelt, haben wir die rechts vom Nullpunkt liegende
Halfte der Geraden zu betrachten und erkennen, daB der Menge M
die Menge X aller zwischen dem Nullpunkt 0 und dem Einspunkt 1
(letzteren Endpunkt eingeschlossen) gelegenen Punkte der Zahlen-
geraden entspricht (vgl. S. 5f.). Diese Punktmenge ist der Zahlen-
menge M #quivalent, es sind also beide Mengen entweder gleich-
zeitig abziahlbar oder gleichzeitig nicht abzéhlbar.

Wir wollen vorerst iiberlegen, in welcher Form wir die Ele-
mente der Menge M, d. h. die reellen Zahlen zwischen Null und
Eins, einheitlich und einfach darstellen konnen. Hierzu eignet
sich am besten die dem Leser aus den Schulerinnerungen noch
wohlbekannte, allerdings auf der Schule meist wenig streng be-
handelte Darstellung einer beliebigen reellen Zahl als Dezimal-
bruch. Man unterscheidet bekanntlich erstens endliche oder
abbrechende Dezimalbriiche, d. h. solche, bei denen von einer ge-
wissen Stelle an lauter Nullen auftreten und die daher unter Fort-
lassung dieser Nullen vollstéindig hingeschrieben werden konnen
(wie 0,3 oder 0,001), und zweitens wunendliche Dezimalbriiche,
fur die dies nicht der Fall ist und bei denen daher unendlich viele
Ziffern in periodischer oder nicht periodischer Folge auftreten
(wie 0,333 . . . oder J2 = 1,4142...). DaB zwei unendliche Dezimal-
briiche, wenn sie nicht identisch sind, niemals die namliche Zahl
darstellen, mag aus der Schularithmetik als Selbstverstindlichkeit
vorausgesetzt werden (und ist iibrigens bei scharfer Begriindung
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der Lehre von den Dezimalbriichen auch wirklich fast selbstver-
stindlich). Etwas anders liegen die Verhéltnisse beim Vergleich
abbrechender und unendlicher Dezimalbriiche. Betrachtet man
namlich z. B. den abbrechenden Dezimalbruch 1 (d. h. 1,000...)
und den unendlichen Dezimalbruch 0,999 . . ., so besteht zwischen
beiden Zahlen nicht der geringste Unterschied, sie sind vielmehr
genau gleich. Diese Tatsache, auf deren Beweis hier nicht ein-
gegangen werden soll, wird dem Leser ohnehin sofort einleuchten,
wenn er sich zunichst erinnert oder durch Rechnen davon iiber-
zeugt, daB der Bruch } die Dezimalbruchentwicklung 0,333 ...
besitzt; multipliziert man die beiden Seiten der Beziehung
4+ = 0,333 ... mit 3, so ergibt sich:

1=4§=0999....

Beziehungen dieser Art bestehen, wie zwischen 1 und 0,999.. .,
so allgemein zwischen allen abbrechenden und gewissen unend-
lichen Dezimalbriichen!); wihrend sich im allgemeinen jede reelle
Zahl nur auf eine einzige Weise als Dezimalbruch darstellen 148t,
gibt es firr jede Zahl, die sich als abbrechender Dezimalbruch
schreiben liBt, noch eine zweite Darstellung als unendlicher
Dezimalbruch mit der Periode 9. Will man daher alle reellen
Zahlen zwischen 0 und 1, aber jede nur ein einziges Mal, in Dezi-
malbruchform erhalten, so braucht man nur alle abbrechenden
Dezimalbriiche auszuschlieBen?). Es gilt also der Satz:

1) Ist ndmlich m eine natiirliche Zahl und bedeuten a,, a,, ...,
@m-1, am lauter Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ..., 8, 9, von denen am
als von Null verschieden angenommen werd:, so ist der abbrechende
Dezimalbruch 0, @, @3 ... @m-1 am gleich demn folgenden unendlichen
Dezimalbruch:

0,a,a2...a._1am—1999.. H

z. B. ist 0,123 = 0,122999. ...

Die oben im Text angefiihrte Regel, wonach jeder abbrechende Dezi-
malbruch einem gewissen unendlichen Dezimalbruch gleich ist, erleidet
einzig und allein fiir die Zahl O eine Ausnahme; die Null ist nicht als
unendlicher Dezimalbruch darstellbar.

2) Fiir die strenge Begriindung des Wesens der Dezimalbriiche und ihrer
in diesem Absatz angefiihrten Eigenschaften vgl. z. B. dic Darstellung bei
A. LoEwy, Lehrbuch der Alg-bra, 1. Teil (Leipz. 1915), S. 84ff.; dort
findet man auch eine scharfe Entwicklung des in der vorliegenden Schrift
nicht erérterten Begriffs der reellen Zahl -
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Die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1, letztere Zahl
eingeschlossen, fillt 2usammen mit der Menge aller unendlichen
Dezimalbriiche zwischen 0 und 1, beide Grenzen eingeschlossen.

Wir kénnen und wollen daher auch letztere Menge mit M be-
zeichnen. Die Festsetzung, da die Zahl 1, nicht aber die Zahl 0
Element der Menge sein soll, ist erfiillt, da der Dezimalbruch
0,999 ..., der gleich Eins ist, der Menge angehért, nicht aber
der abbrechende Dezimalbruch 0 (= 0,000...). Man beachte

noch, daB alle Dezimalbriiche unserer Menge mit O, . .. begin-
nen, also die folgende Form haben:

0,a,a,a;a ...,
wo a;, a,, @4, a4, ... lauter Zahlen der Reihe 0, 1,2,...,8,9
bedeuten.

Wir wollen nun den Nachweis fithren, daf3 die Menge M all
dieser unendlichen Dezimalbriiche nicht abzihlbar ist; sie erweist
sich namlich als so unvergleichlich viel umfassender als die Menge
aller natiirlichen Zahlen (oder selbst aller algebraischen Zahlen),
daB eine -Abzéihlung der Elemente der Menge M, also ihre Ab-
bildung auf die Menge der natiirlichen Zahlen, unmdglich wird : wie
immer man namlich eine solche Abbildung herzustellen versuchen
mag, immer werden Dezimalbriiche von M iibrigbleiben, denen
keine natiirliche Zahl gegeniibersteht. Um diesen ebenso grundlegen-
den wie geistvollen Beweis nach CANTOR zu fithren, bedienen wir uns
desindirekten Schlu3verfahrens. Wir wollen nimlich annehmen, der
zu beweisende Satz sei gar nicht richtig, es sei vielmehr moglich, die
Menge M auf die Menge der natiirlichen Zahlen abzubilden, und
irgendeine voéllig beliebige derartige Abbildung @ — d. h. eben
eine Abzihlung von M — sei gegeben ; vermége @ gibt es dann einen
der Zahl 1 zugeordneten Dezimalbruch, den wir als das erste
Element von M betrachten kénnen, ebenso einen zweiten Dezimal-
bruch, einen dritten, vierten usw., und mit der Gesamtheit aller
unendlich vielen so numerierten Dezimalbriiche ist unsere Menge
M erschopft. Um dann diese ganze Annahme als falsch zu er-
weisen, geniigt es offenbar zu zeigen, daB in Wirklichkeit nicht
alle Dezimalbriiche von M in der fraglichen Folge numerierter
Dezimalbriiche vorkommen; wir werden die Annahme schon
dann als falsch erkannt haben, wenn es uns gelingt auch nur
einen einzigen Dezimalbruch anzugeben, der sich bei noch so weiter
Fortsetzung der gegebenen Abzihlung von Dezimalbriichen in dieser
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nicht findet, d. h. der nicht der mt¢ Dezimalbruch dieser Abzihlung
ist, wobei m jede noch so groBe natiirliche Zahl bedeuten kann. Ist
auch nur ein einziger solcher Dezimalbruch gefunden, so ist damit
bewiesen, daB die Menge M in der Tat nicht abzihlbar ist. Dem-
gegeniiber ist dann auch nicht etwa der Einwurf zulissig, es habe
gich um einen unpraktischen Versuch der Abbildung von M auf
die Menge der natiirlichen Zahlen gehandelt und bei anderem
Vorgehen hitte man sehr wohl eine aus einem ersten, einem
zweiten, einem dritten, ... Dezimalbruch bestehende Folge her-
stellen konnen, die wirklich alle Dezimalbriiche von M enthalten
hitte; dieser Einwurf ist deshalb nichtig, weil in dem Beweis gar
keine Voraussetzung iiber die 4Art jener abgezihlten Folge gemacht
wird, der Beweis also jede denkbare Abzahlung der Menge M trifft.

Wir fithren den Beweis, dessen Gedankengang im dufleren Um-
riB} soeben skizziert worden ist, jetzt wirklich durch. Um zu zei-
gen, daB die Menge M nicht abzihlbar ist, nehmen wir also zunéichst
an, sie sei wirklich abzéhlbar und es sei eine beliebige Abzihlung
@ gegeben. Den ersten Dezimalbruch der Abzéhlung wollen wir
dann etwa mit 0, @, a,a, . . . bezeichnen, wo a,, a,, a; usw. lauter
Ziffern der Reihe 0, 1, 2, ..., 8, 9 bedeuten; der zweite Dezimal-
bruch sei 0, b, b, b, ..., wo auch die Ziffern b,,b;,b;,... dem
System 0,1, ...,9 entnommen sind, ebenso werde der dritte Dezi-
malbruch mit 0, ¢, ¢, ¢; ... bezeichnet usw. Wir denken uns die
Folge all dieser (unendlich vielen) Dezimalbriiche in nachstehen-
der Weise angeschrieben:

1) 0,a,a,0a50a,05...
2) 0,b, by 050,05 ...
3) 0,ci¢5¢5¢405 ..
4) 0,d,d,d,d, d; ..
5) 0,e ¢ ¢5 ¢4 €

Hierdurch soll eine zwar von vornherein véllig beliebige, aber von
nun an bestimmie Abzéhlung @ ausgedriickt werden; die zweifach
unendlich vielen Ziffern a,, as, @5, . . .; by,b5,b4,...5¢1,65,C5, . -«
usw. sind also zwar zunichst beliebtg der Reihe 0,1, ..., 8,9
entnommen, aber von jetzt an als fest gewahlt zu betrachten, d.h.
Fraenkel, Mengenlehre. 3
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es liegen lauter zahlenmifBig bestimmte Dezimalbriiche in fester
Reihenfolge vor.

Es soll nun eine unendliche Folge von Zahlen «,, B,, 73, 04,
&, ... durch folgende zwei Festsetzungen definiert werden:
Erstens sollen simtliche Zahlen &,, f,, 3, . . . usw. wiederum der
Reihe 0,1, ..., 8, 9 entnommen sein, also lauter einzelne Ziffern
darstellen. Zweitens soll «, verschieden sein von der ersten
Dezimalziffer des ersten Dezimalbruchs der Abzéhlung @,
also verschieden sein von a,; ebenso soll 8, verschieden sein von
der zweiten Dezimalziffer des zweiten Dezimalbruchs von P,
d. h. von b,; in gleicher Weise soll y, von ¢; verschieden sein, d,
von d,, & von e,usw.; ist m eine beliebige natiirliche Zahl, so
ist die mte Zahl der Zahlenfolge &4, fg, 73, ... verschieden von der
m ' Dezimalziffer des m ‘e Dezimalbruchs unserer vermoge @ ange-
schriebenen Folge von Dezimalbriichen, im iibrigen aber véllig belie-
big innerhalb der Reihe 0,1, ..., 8, 9. Dadurch sind allerdings die
Zahlen &y, B,, 73, - - . noch nicht vollstiandig festgelegt ; denn ist z. B.
a,=3,sokann unter &, noch eine beliebige der9Zahlen0,1,2,4,5,6,
7, 8,9 verstanden werden. Die Auswahl unter diesen Moglichkeiten
soll ganz beliebig, aber in jedem Fall ein fiir allemal bestimmt ge-
troffen werden, so daf3 uns jetzt jede der Zahlen «,, f;, y5 usw.
eine vollig bestimmte Ziffer darstellt. Wir kénnen aus diesen unend-
lich vielen Zahlen den folgenden ganz bestimmten unendlichen
Dezimalbruch bilden:

0, x, favsds85 ...,
den wir zur Abkiirzung mit D bezeichnen wollen?).

Wir zeigen nun schlieBlich, dafl dieser Dezimalbruch D in
der angeschrieben gedachten Folge von Dezimalbriichen nirgends
vorkommt, wie weit man diese Fol!ge auch fortgesetzt haben
mag; mit anderen Worten: nimmt m den Wert jeder natiirlichen
Zahl an, so ist der Dezimalbruch D stets verschieden von dem
m 8 Dezimalbruch der vermoge @ abgezihlten Folge von Dezimal-
briichen. Dies ist sehr leicht einzusehen: D ist ndmlich nicht
der erste Dezimalbruch jener Folge, da sich D von diesem zum
mindesten in der ersten Dezimalziffer «,; unterscheidet, die ja
verschieden von der ersten Dezimalziffer @, jenes ersten Dezi-

1) Werden die Ziffern &y, f,, ps usw. irgendwie anders gemaf der

obigen Vorschrift gewihlt, so erhélt man einen anderen Dczimalbruch D.
Man kann also derartige Dezimalbriiche in mannigfachster Weise bilden.
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malbruchs gewidhlt war. Ebensowenig kann D der zweite
Dezimalbruch jener Folge sein; denn von dieser weicht D jeden-
falls in der zweiten Dezimalziffer g, ab, die verschieden ist
von by; ebenso unterscheidet sich D von dem dritten Dezimal-
bruch mindestens in der dritten Stelle y,, vom vierten in der vierten
Stelle d, usw. Ist endlich m eine ganz beliebige natiirliche Zahl,
so kann D auch nicht der m®* Dezimalbruch jener Folge sein;
denn nach der Definition von D ist ja jedenfalls die m' Dezi-
malstelle des Dezimalbruchs D von der mte® Dezimalstelle jenes
mt® Dezimalbruchs verschieden.

D kommt also wirklich nicht vor in jener Folge von Dezimal-
briichen, die nach der gemachten Annahme eine Abzihlung aller
Elemente der Menge M, d.h. aller reellen Zahlen zwischen 0
und 1, darstellen sollte. Der Dezimalbruch D, der mit O, ...
beginnt, ist aber selber eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 (und
das Namliche gilt von allen anderen Dezimalbriichen, die im Sinn
der FuBnote auf der vorigen Szite gebildet werden kénnen). Die
Annahme, daf} die Menge M abzahlbar sei, muB} also notwendiger-
weise falsch gewesen sein, d. h. wir haben den Satz bewiesen:

Die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 ist nicht ab-
zdhlbar.

Bevor wir die Bedeutung dieses Satzes wiirdigen, seien noch
zwei Bemerkungen zu dem gefithrten Beweise angefiigt.

Nach Voraussetzung sollten die reellen Zahlen der Menge M in der
Form wunendlicher Dezimalbriiche dargestellt werden; es ist also aus-
geschlossen, daB in einem der Dezimalbriiche 0, @, a,...; 0, b, b, . . . usw.
von einer gewissen Stelle an lauter Nullen auftreten, da sonst ein ab-
brechender Dezimalbruch vorliegen wiirde. Wiire nun etwa der in dem
Beweisverfahren gebildete Dezimalbruch D = 0, &, f,7,... abbrechend,
so wiirde sich unsere SchluBfolgerung nicht als bindend erweisen; denn
dann konnte D gleich einem der Dezimalbriiche sein, die durch die Ab-
bildung & abgezihlt worden waren, nidmlich gleich einem unendlichen
Dezimalbruch mit der Periode 9. Dieser Mangel des an " e ebenen Beweises 148t
sich aber leicht dadurch beseitigen, dafl bei der Definition der Ziffern
&y, By, 73 usw. auBer den zwei angegebenen Forderungen noch drittens
vorgeschrieben wird, da8 diese Ziffern nicht etwa schlieBlich alle gleich Null
gewihlt werden diirfen. Dann bleibt immer noch iiberreichlicher Spiel-
raum zur Bildung all dieser Ziffern, aber es ist ausgeschlossen, daB D ein ab-
brechender Dezimalbruch wird, und der Beweis ist also liickenlos zwingend

Dieser speziellen Bemerkung werde noch die folgende all-
gemeinere angeschlossen: Wir erinnern uns des Schemas der

3*
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Dezimalbriiche, dessen Beginn auf S.33 hingeschrieben wurde
und das ein nach links und oben abgeschlossenes, nach rechts und
unten aber unendliches ,,Quadrat‘‘ von Ziffern darstellt. Bei der
Bildung des Dezimalbruches D muBte gerade auf diejenigen
Ziffern jenes Schemas geachtet werden, die in der von links oben (a,)
nach rechts unten ziehenden (unbegrenzten) Diagonalen des
Schemas gelegen sind; es sind dies die Ziffern a,, b,, ¢; usw.;
die in dem Dezimalbruch D vorkommenden Ziffern &, f,, 7, usw.
waren gerade dadurch definiert, daB sie von jenen in der Diago-
nalen auftretenden Ziffern beziiglich verschieden sein sollten.
Man bezeichnet daher dieses Beweisverfahren oder ein ihm im
Gedankengang analoges alsDiagonalverfahren. Derindirekte
Beweis des Diagonalverfahrens kommt in der Mengenlehre
ofters vor. Der Leser lasse es sich daher nicht verdrieBen, den
gefiihrten Nachweis fiir die Nichtabzihlbarkeit der Menge M so
lange durchzudenken, bis er ihm véllig geldufigist und als fast selbst-
verstindlich erscheint und bis er auch deutlich erkennt, wie ein-
fach im Grund der Beweis jenes — wie wir gleich sehen werden —
itberaus weittragenden Satzes ist. Das so gewonnene Verstiandnis
des Diagonalverfahrens wird bei manchen anderen Beweisen der
Mengenlehre, so z. B. bei dem SchluBsatz dieses Paragraphen. die
Auffassung komplizierterer Gedankenginge wesentlich erleichtern.

Nun vor allem zur anschaulich-geometrischen Bedeutung des
bewiesenen Satzes! Er besagt (vgl. S. 30) zunéchst, dafl die Menge
N aller auf der Zahlengeraden zwischen den Punkten 0 und 1
gelegenen Punkte nicht abzaéhlbar ist. Dabei ist es gleichgiiltig,
ob man einen der Endpunkte 0 und 1 oder auch beide zur Menge N
rechnet oder nicht; denn da eine abzihlbare Menge auch abzéhlbar
bleibt, wenn man noch endlich viele Elemente zu ihren Elementen
hinzufiigt oder von ihnen wegnimmt (vgl. S.19 u.24), so kann
auch umgekehrt eine nichtabzihlbare unendliche Menge nicht etwa
durch Wegnahme (oder gar durch Hinzufiigung) endlich vieler
Elemente abzdhlbar werden.

Die GroBe der Einheitsstrecke der Zahlengeraden (d. h. der
Strecke von 0 bis 1) war, im Lingenmafl genommen, willkiirlich
(vgl. 8. 5), so daB unser Ergebnis fiir eine beliebig lange Strecke
giiltig bleiben muB. Aber auch ohne diese Uberlegung erkennt
man leicht die Allgemeinheit des bewiesenen Resultate. Sind
namlich zwei verschieden groBe Strecken 4B und CD gegeben und
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betrachtet man die beiden Mengen, die aus allen auf der ersten
bzw. auf der zweiten Strecke gelegenen Punkten bestehen, so sind
trotz der verschiedenen Linge beider Strecken die zwei Mengen
dquivalent. Man zeichne zum Beweis die beiden Strecken AB
und CD (etwa parallel) untereinander (vgl. Abb. 3) und verbinde
je zwei Endpunkte durch gerade Linien, die sich in einem Punkte
P schneiden. Zieht man dann von P aus weitere Strahlen ganz
beliebig, so wird jeder solche Strahl entweder beide gegebene
Strecken' oder keine von beiden schneiden. Im ersteren Fall, der
fiir uns hier allein in Betracht kommt, wollen wir die beidenSchnitt-
punkte aufeinander beziehen, also den Schuittpunkt des Strahls mit
der einen Strecke seinem Schnitt- P
punkt mit der anderen Strecke zu-

ordnen und umgekehrt. Denkt man

sich alle moglichen solchen Strahlen 4

durch P gezogen, so erhilt man
offenbar eine umkehrbar eindeutige c 0
Zuordnung zwischen allen Punkten /

cGer einen Strecke und allen Punkten

der anderen; die Endpunkte der
Strecken werden dabei beziiglich einander zugeordnet. Die beiden
betrachteten Punktmengen sind also #dquivalent.

Ist demnach eine beliebige gerade Strecke gegeben, so ist die
Menge der auf ihr gelegenen Punkte dquivalent der Menge aller
Punkte auf der Einheitsstrecke der Zahlengeraden. Sind @ und b
irgend zwei reelle Zahlen und daher auch irgend zwei Punkte der
Zahlengeraden, so ist also die Menge aller Punkte zwischen a
und b dquivalent der Menge aller Punkte zwischen 0 und 1; durch
Ubergang von den Punkten zu den sie bezeichnenden Zahlen
schlieBt man hieraus, daBl die Menge aller reellen.Zahlen zwischen
0 und 1 dquivalent ist der Menge aller reellen Zahlen zwischen irgend
zwes beliebig gegebenen reellen Zahlen. Im besonderen folgt daraus:

Die Menge aller Punkte, die auf einer beliebigen, wenn auch
noch so kurzen geraden Strecke gelegen sind, ist nicht abzihlbar.
Die Menge aller reellen Zahlen zwischen irgend zwei gegebenen,
sich moch so wentg voneinander unterschetdenden reellen Zahlen
tst nicht abzdhlbar.

Wie merkwiirdig dieses Resultat ist, erkennt man, wenn man
es mit dem Ergebnis von S. 29 vergleicht. Dort erwies sich dic

Abb. 8.
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Menge aller durch algebraische Zahlen bezeichneten Punkte der
beiderseits unbegrenzten Zahlengeraden als abzdhlbar. Jedes
Stiick der Zahlengeraden zeigte sich aber schon unendlich dicht
erfiillt mit Punkten, die durch Briiche bezeichnet sind, um so mehr
also mit Punkten, denen algebraische Zahlen entsprechen. Dem-
gegeniiber sehen wir jetzt, daf die Menge aller Punkte einer noch
so winzigen Strecke nicht mehr abzéhlbar ist. Daraus geht her-
vor, wie unendlich mal viel dichter eine gerade Linie mit Punkten
itberhaupt erfillt ist als mit Punkten, die durch algebraische
Zahlen bezeichnet werden, obgleich auch schon die Punkte der
letzteren Art iiberall auf der Geraden unendlich dicht gesit sind.

Dem Ergebnis, daB3 die Menge aller auf einer beliebig kleinen
Strecke gelegenen Punkte nicht abzdhlbar ist, steht andererseits
die folgende, gleichfalls iiberraschende Tatsache gegeniiber:

Die Menge aller Punkie einer beiderseits unbegrenzlen geraden
Linie ist dquivalent der Menge aller Punkte einer begrenzien, beliebig
kleinen Strecke. Daher ist auch die Menge aller reellen Zahlen iiberhawpt
dquivalent der Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (oder
zwischen irgend zwei anderen reellen Zahlen).

Die Richtigkeit dieses Satzes laBt sich wiederum auf geome-
trischem Weg sehr leicht und anschaulich einsehen. Wir denken
uns (vgl. Abb.4) einmal eine unbegrenzte Gerade gezeichnet,

A S 8

o Vs

P’ /0 C R

A c B
AbD. 4.

dann eine begrenzte Strecke AB, deren Mittelpunkt mit C' be-
zeichnet werden moge ; endlich werde die ndmliche (beispielsweise als
diinner Draht zu denkende) Strecke AB in ihrem Mittelpunkt C
geknickt, so daB hier etwa ein rechter Winkel entsteht, und die
geknickte Strecke so an die unbegrenzte Gerade angelegt, dafBl
der Punkt C' mit einem beliebigen Punkt der Geraden zusammen-
fallt, wiahrend die beiden Halften CA und CB nach links oben
bzw. rechts oben mit einer Neigung von je 45° gegen die Gerade
emporstreben, SchlieBlich soll die Mitte der (in der Abbildung
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nicht gezeichneten) Verbindungslinie der Punkte 4 und B mit 8
bezeichnet werden; S kommt dann senkrecht iiber C zu liegen.

Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Punkten
der geknickten Strecke ACB (mit Ausnahme ihrer beiden End-
punkte 4 und B) und allen Punkten der Geraden erhélt man nun
einfach auf folgende Weise: ist P ein Punkt der Strecke, so ziehe
man die Verbindungslinie SP, deren Verlingerung die Gerade in
einem Punkte P’ schneidet; ist Q" ein Punkt der Geraden, so ziehe
man die Verbindungslinie S¢’, die die Strecke in einem Punkte @
schneidet; dann werde festgesetzt, daB die Punkte P und P,
ebenso die Punkte @ und @  einander entsprechen sollen und
daB der auf der Geraden und der Strecke gleichzeitig gelegene
Punkt C sich selbst entspreche. Hierdurch wird jedem Punkt der
Strecke mit Ausnahme ihrer Endpunkte ein einziger Punkt der
Geraden, jedem Punkt der Geraden ein einziger Punkt der Strecke
umkehrbar eindeutig zugeordnet. Die Menge aller Punkte der Ge-
raden ist also wirklich #quivalent der Menge aller zwischen 4
und B gelegenen Punkte, wie wir nachweisen wollten.

Endlich noch eine iiberaus wichtige arithmetische Folgerung
aus dem Satz von der Nichtabzihlbarkeit der Menge M, eine Fol-
gerung, die den ersten groBen Triumph CaNTORS und der Mengen-
lehre bedeutet hat! Wie schon auf S.7 erwahnt, bezeichnet
man eine reelle Zahl, die nicht Wurzel einer algebraischen Glei-
chung ist, als eine transzendente Zahl. Der Wissenschaft ist bis
heute erst fiir verhiltnism#Big spezielle Klassen von Zahlen der
Nachweis gelungen, daf} sie transzendent sind, und dieser Nach-
weis ist keineswegs leicht. Demgegeniiber folgt aus dem so ein-
fachen Satze von der Nichtabzihlbarkeit unserer Menge M in Ver-
bindung mit fritheren Ergebnissen ohne weiteres, da8l es unendlich
viele transzendente Zahlen gibt, ja noch mehr: daB es sozusagen eine
,,regelmafBige* Eigenschaft einer beliebig gegebenen reellen Zahl
ist, transzendent zu sein, wihrend eine algebraische Zahl nur
,,ausnahmsweise“ vorliegt.

Wie wir namlich auf S. 29 sahen, ist die Menge aller algebra-
ischen Zahlen abzihlbar; umsomehr gilt dies von der Menge aller
algebraischen Zahlen zwischen 0 und 1 oder zwischen irgend zwei
beliebigen Zahlen. Andererseits haben wir nunmehr erkannt,
daB die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 oder zwischen
irgend zwei anderen Zahlen nicht abzahlbar ist, Nach der
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Definition der transzendenten Zahlen ist endlich die Gesamtheit
aller reellen Zahlen nichts anderes als die Gesamtheit aller alge-
braischen und aller transzendenten Zahlen.

Wire nun die Menge aller transzendenten Zahlen zwischen zwei
willkiirlich gegebenen reellen Zahlen a und b abzéhlbar oder gar end-
lich, so kénnte man ja eine Abzéhlung aller reellen Zahlen zwischen
a und b leicht auf folgende Weise herstellen: man geht aus von
einer Abzshlung der (gewi3 abzihlbaren) Menge aller algebraischen
Zahlen zwischen a und b und 148t der ersten Zahl dieser Abzéh-
lung die erste Zahl einer bestimmten Abzshlung der transzendenten
Zahlen zwischen a und b folgen, dann die zweite Zahl der alge-
braischen Abzéhlung, darauf die zweite Zahl der transzendenten,
sodann die dritte Zahl der algebraischen Abzihlung usw. Auf
diese Weise wiirde man eine Abzihlung der Menge aller reellen
Zahlen zwischen a und b erhalten). Da aber diese letztere Menge,
wie wir bewiesen haben, nicht abzahlbar ist, so muB unsere
Annahme iiber die Abzihlbarkeit der Menge aller transzendenten
Zahlen zwischen a und b falsch gewesen sein. Wir haben somit
den Satz bewiesen:

Die Menge aller transzendenten Zahlen zwischen irgend zwei
gegebenen reellen Zahlen ist unendlich und nicht abzihlbar; wmso-
mehr gilt das Ndamliche von der Menge aller transzendenten Zahlen
iiberhaupt.

Dieser interessante und bestimmte Satz betrifft eine Menge
von Zahlen, von denen auch nur eine einzige wirklich zu bestim-
men keineswegs ganz leicht ist. Dieser Satz hat denn auch zum
ersten Mal die Bedeutung der damals im Beginn ihrer Entwicklung
befindlichen Mengenlehre der mathematischen Mitwelt des for-
schenden CanTor vernehmlich gekiindet.

Wir haben in diesem Paragraphen unendliche Mengen kennen
gelernt, die nicht abzihlbar sind, d. h. nicht dquivalent sind der
Menge der natiirlichen Zahlen. Wenn also auf Grund der

1) Di~ser Beweis beruht auf dem némlichen Gedanken, den wir bereits
auf 8. 19 zum Nachwecis der Abzdhlbarkeit der Menge aller positiven und
negativen ganzen Zahlen benutzt haben. Wie der Leser unmittelbar er-
kennt, zeigt diescs Verfahren allgemein, daB eine abzéhlbare Menge auch
dann noch abzéhlbar bleibt, wenn zu ‘hren Elementen die Elemente einer
weiteren abzshlbaren Menge hinzugefiigt werden.
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Beispiele des vorigen Paragraphen die Vermutung entstehen konnte
(vgl. S. 241.), als wiirden, wie beim rohen Begriff des Unendlich-
groBen, so auch bei den unendlichen Mengen sich alle Unter-
schiede innerhalb des Reiches des Unendlichen verwischen und
sich etwa tberhaupt alle unendlichen Mengen als untereinarder
#quivalent erweisen, so ist diese Vermutung nunmehr als unzu-
treffend erwiesen. Man kann vielmehr offenbar die unendlichen
Mengen in verschiedene Klassen derart einteilen, daf die
Mengen einer und derselben Klasse untereinander &quivalent
sind, niemals aber eine Menge einer Klasse dquivalent ist einer
Menge einer anderen Klasse.

Wie dem Leser ohne weiteres einleuchtet und hier nicht weiter
bewiesen werden soll (vgl. S. 14 0.), sind zwei endliche Mengen dann
und nur dann &quivalent, wenn die Anzahl ihrer Elemente gleich
ist; nur in diesem Fall kénnen ihre Elemente einander umkehrbar
eindeutig zugeordnet werden. Je alle unter einander dquivalenten
endlichen Mengen haben demnach etwas Gemeinsames, namlich
die Anzahl ihrer Elemente (vgl. § 2, Beispiel 1) und 2), 8. 3£.); diese
Anzahlen werden durch die endlichen Kardinalzahlen 1, 2, 3 usw.
bezeichnet (auch 0 als Kardinalzahl der Nullmenge gehort hierzu).

Entsprechend fithrt man nun auch fiir das Gemeinsame, was
allen untereinander &quivalenten wunendlichen Mengen jeweils
eigentiimlich ist, eine Bezeichnung ein, und zwar spricht man auch
hier von der Kardinalzahl oder auch von der Méachtigkeit
unendlicher Mengen; wir werden diese beiden Ausdriicke gleich-
miBig verwenden. Zum Unterschied von den endlichen Kardinal-
zahlen soll die Kardinalzahl einer unendlichen Menge nétigen-
falls selbst als eine unendliche oder transfinite Kardinalzahl be-
zeichnet werden. Die Ausdrucksweise ,,zwei unendliche Mengen
besitzen die gleiche Kardinalzahl oder Méchtigkeit“ besagt also
nichts anderes als -,,die zwei Mengen sind #quivalent*; ,die
Michtigkeiten zweier Mengen sind verschieden‘ ist nur eine andere
Ausdrucksweise fiir ,,die beiden Mengen sind nicht dquivalent®.

Man erkennt, dafBl der Begriff der Michtigkeit eine natur-
gemife, aber weittragende Verallgemeinerung des Begriffs der
(endlichen) Anzahl ist; die Machtigkeit einer Menge gibt gewisser-
mafen an, ,,wieviele‘* Elemente die Menge enthélt. Aber in schar-
fem Gegensatz zu der naiven Auffassung brauchen wir uns nun-
wehr nicht mit der trivialen Aussage zu begniigen, eine gegebene



42  Das Kontinuum. Begriff der Kardinalzahl oder Michtigkeit.

unendliche Menge enthalte ,,unendlich viele‘** Elemente; sicherlich
enthilt z. B. die Menge aller natiirlichen Zahlen ebenso wie die Menge
aller reellen Zahlen unendlich viele Elemente, aber die Michtig-
keit der einen Menge ist, wie wir gesehen haben, verschieden von
der Machtigkeit der anderen. Andererseits liegen freilich bei den
unendlichen Mengen nicht etwa wie bei den endlichen Mengen
die Verhiltnisse so einfach, daB die Machtigkeit einer Menge schon
dann verschieden ist von der einer anderen, wenn z. B. die erstere
Menge ,,mehr“ Elemente enthilt als die letztere; wie wir auf
S. 19 erkannten, besitzt z. B. die Menge aller natiirlichen
Zahlen die namliche Michtigkeit wie die Menge aller geraden
natiirlichen Zahlen. Dies liegt wesentlich daran, dafl zwar nicht
im Bereich der endlichen, wohl aber in dem der unendlichen Mengen
eine Menge sehr wohl einer echten Teilmenge von sich selbst
dquivalent sein kann — eine Eigentiimlichkeit, die sich, wie wir
gesehen haben (S. 15), geradezu zur Definition des Begriffs der
unendlichen Menge benutzen 1a8t.

Wir wollen im folgenden, wie vielfach iiblich, unendliche Kar-
dinalzahlen regelm#Big mit kleinen deutschen Lettern bezeichnen
(Mengen dagegen wie schon bisher mit groflen lateinischen
Lettern). Doch sei schon hier erwéhnt, daf nach dem Vorgang von
CanTor die unendlichen Kardinalzahlen auch — und grundsétzlich
sogar in erster Linie — durch hebraische Lettern bezeichnet werden,
niamlich durch ein N (,,Alef, d. i. der erste Buchstabe des
hebriischen Alphabets) mit kleinen, rechts unten angebrachten
kleinen Nummern (sogenannten Indizes): x,, ¥;, 8, (gelesen: Alef-
Null, Alef-Eins, Alef-Zwei) usw.; welche Bewandtnis es mit dieser
Bezeichnung hat und weshalb wir sie vorerst nicht verwenden, dar-
auf wird noch in den §§11 und 12 (S. 120 u. 148) zuriickzukommen
sein. Im besonderen bezeichnen wir die Machtigkeit jeder ab-
zihlbaren Menge stets mit a, wihrend die Machtigkeit der Menge
aller reellen Zahlen (und jeder zu ihr 4quivalenten Menge) mit ¢ be:
zeichnet wird. Da demnach die — schlechthin als ,,Kontinuum*
bezeichnete — Menge aller Punkte einer ,,kontinuierlichen®* Strecke
oder einer ,kontinuierlichen“ geraden Linie die Machtigkeit ¢
besitzt, nennt man ¢ kurz die Mdchtigkeit des Kontinuums.

Wir haben bisher nur zwei verschiedene unendliche Kardinal-
zahlen, namlich a und ¢, kennen gelernt. Zum AbschluBl dieses
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Paragraphen moge noch eine unendliche Menge betrachtet wer-
den, deren Michtigkeit sowohl von a wie von ¢ verschieden ist.

Unter einer (eindeutigen) Funktion y = f(x) versteht man
in der Mathematik ein Abhéngigkeitsverhiltnis folgender Art:
x sei eine verdnderliche Griofe, die alle Zahlenwerte eines ge-
wissen Zahlenbereichs annehmen kann; wir wollen der Einfach-
heit halber als Bereich denjenigen aller reellen Zahlen zwischen
0 und 1 (beide Grenzen eingeschlossen) wéhlen, so daBl also z alle
Zahlenwerte zwischen 0 und 1 durchliuft. Zu jedem einzelnen
solchen Wert von z soll nun ein jeweils ganz beliebiger. aber ein
fir allemal bestimmter und im folgenden gleichfalls als reell an-
genommener Zahlenwert y gegeben sein, etwa durch eine mathe-
matische Formel, eine willkiirliche Vorschrift oder sonstwie;
wahrend z alle Werte des Bereichs durchlduft, wird daher auch
y innerhalb eines gewissen Bereiches reeller Zahlen verinderlich
sein, doch brauchen dabei fiir verschiedene Werte von z nicht
auch die zugehérigen Werte von y ihrerseits verschieden zu sein.
Um eine solche Abhéngigkeit zwischen zwei verdnderlichen Groen
2 und y zu kennzeichnen, nennt man y eine Funktion von .
Das Abhingigkeits- oder Funktionsverhéltnis tritt auch schon in
der Schreibweise deutlich hervor, wenn wir f (x) statt y schreiben;
ist also z. B. fiir jede reelle Zahl = zwischen 0 und 1 als zu-
gehoriger y-Wert die reelle Zahl 22 + 3 « vorgeschrieben, so deutet
man dies an durch die Schreibweise f(x) =22+ 3z; fiir den
speziellen Wert # =4 ergibt sich demnach f(4) =16 + 12 = 28.
Bekannte Beispiele derartiger Funktionen sind z. B. der Gang
des Luftdrucks (Barometerstandes) an einem Orte oder die
(eigentlich durch fortwahrende Messungen zu bestimmende)
Fieberkurve eines Kranken; die Verinderliche z ist in beiden
Fallen die Zeit, als Funktion f(x) der Zeit wird im ersten Bei-
spiel der Luftdruck, im zweiten die Korpertemperatur bestimmt.
Im folgenden werden wir unter z und f(z) nicht benannte GréBen
wie Zeit, Temperatur usw., sondern der Einfachheit halber reine
Zahlen verstehen.

Wir betrachten nun die Menge aller iberhaupt denkbaren Funk-
tionen f(x) von z, wenn z alle Zahlenwerte zwischen 0 und 1
durchlduft. Jedes Element unserer Menge ist also eine gewisse
Funktion f(x), und zwei Funktionen sind natiitlich verschieden,
sobald die Vorschriften, durch die den Werten x gewisse Werte
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f(z) zugeordnet werden, nicht restlos identisch sind; gibt es also
auch nur einen einzigen Zahlenwert x zwischen 0 und 1, zu dem
zwei verschiedene Werte f(z) vorgeschrieben sind, so liegen schon
zwei verschiedene Funktionen vor. Unser Ziel ist, zu zeigen, dafl
die Menge aller Funktionen f(x) so umfassend ist, daB sie auch
nicht die Michtigkeit ¢ besitzt. Zu diesem Zwecke 1afit sich
wieder die indirekte Methode des Diagonalverfahrens verwenden;
wir nehmen an, es gibe irgendeine umkehrbar eindeutige Zu-
ordnung zwischen den Funktionen unserer Menge und den reellen
Zahlen zwischen 0 und 1, und weisen dann ausdriicklich eine
Funktion unserer Menge nach, die in jener Zuordnung nicht
vorkommt, der also keine reelle Zahl gegeniibersteht. Damit
wird der gewiinschte Nachweis dafiir erbracht sein, dafl die
Michtigkeit unserer Menge von ¢ (und iibrigens, wie man leicht
einsieht, umsomehr auch von q) verschieden ist.

Es werde also zunichst angenommen, da8 wirklich die Abbildung der
Menge aller Funktionen f(x) auf die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0
und 1 méglich und daB irgendeine vollig beliebige, aber von nun an festgehal-
tene derartige Abbildung gegeben sei. Um diese Abbildung recht deutlich zu
machen, wollen wir fiir die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 die Bezeichung 2z
einfithren und diejenige Funktion f(z) unserer Menge, die vermoge der
gegebenen Abbildung einer bestimmten Zahl z zugeordnet ist, anschau-
lich durch f;(%) bezeichnen. Hiernach wire also z. B. fi(z) diejenige
Funktion von , die bei unserer Abbildung der Zahl } entspricht.

Es werde nun eine Funktion F(z) nach folgender Vorschrift gebildet:
fir jeden bestimmten Zahlenwert z’ zwischen 0 und 1 soll F(z’) den-
jenigen Wert besitzen, den die Funktion f»(x) (d. h. die Funktion f.(x),
fiir die 2z gerade den Wert 2’ besitzt) fiir den speziellen Zahlenwert # = «” an-
nimmt. Um diese etwas abstrakte Festsetzung deutlicher zu machen, betrach-
ten wir ein Beispiel: Die Funktion F () ist véllig bestimmt, wenn ihr Zahlen-
wert fiir jeden Wert von z zwischen 0 und 1 bekannt ist. Dieser Wert
ist nach der obigen Regel fiir jeden Wert von z, beispielsweise fiir den
Wert = = §, folgendermaBen zu bestimmen: die der reellen Zahl } durch
unsere vorausgesetzte Abbildung zugeordnete Funktion unserer Funk-
tionenmenge sei etwa y = 22, also f,(x) = z2?; fiir # = } hat diese Funk-
tion den Wert (})® =}, also f{(}) = 1; dies soll nach Definition gerade
der Wert der Funktion F(x) fiir = } sein, also F(3) = }. Genau ent-
sprechend bestimmt sich der Wert von F(z) fiir jeden anderen Zahlen-
wert von x.

Endlich sei eine Funktion G(z), wiederum fiir alle Werte von x
zwischen 0 und 1, durch die einzige Bestimmung definiert, daB G(x)
fiir jeden Wert von z stets von dem zugehdrigen Wert von F(xz) ver-
schieden sein solle; im iibrigen kann G(x) beliebig sein. Man kann also
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derartige Funktionen G(z) in mannigfachster Weise bilden. Um eine be-
stimmte und einfache Vorstellung zu gewinnen, setzen wir beispielsweise
Gz)=F(z) + 1.

Wir werden nun sehen: G(z) kommt unter den Funktionen, die durch
unsere Abbildung den reellen Zahlen zwischen 0 und 1 zugeordnet wurden,
tiberhaupt nicht vor. Ist dies gezeigt, so ist unser Ziel erreicht; denn G(x)
ist ja fiir jeden Zahlenwert zwischen 0 und 1 definiert, also eine Funktion
unserer Funktionenmenge, und miifite daher nach der gemachten Annahme
irgendeiner Zahl zwischen 0 und 1 zugeordnet sein.

Angenommen, G(x) wére einer reellen Zahl zwischen 0 und 1, etwa
der (beliebigen, aber von nun an festen) Zahl &, durch unsere Abbildung
zugeordnet, so daf G(z) auch durch die Schreibweise G(z) = fg(z) zu
bezeichnen wire. Diese Annahme kann nicht richtig sein; G(z) ist ndm-
lich mindestens fiir den speziellen Zahlenwert x = & verschieden von fe(z).
Denn nach der Definition von F(z) sollte F(z) fiir # = & den nimlichen
Zahlenwert haben, wie fz(z) fir # = §. Der Wert von G(z) = F(z) + 1
ist aber fiir jeden Wert von 2, also auch fiir = &, um die Zahl 1 gréBer
als der zugehdrige Wert von F(z). G(z) ist also fiir z = & verschieden
von fg(x), d. h. die Funktionen G(z) und fz(x) sind gewil nicht identisch;
oder anders ausgedriickt: G(z) ist vermdge unserer Abbildung der reellen
Zahl § keinesfalls zugeordnet, entg gen der gemachten Annahme. Da &
beliebig war, so haben wir in G(z) eine Funktion gefunden, der bei unserer
Abbildung keine reelle Zahl gegeniibersteht. Unsere Annahme war also
falsch; wir haben somit wirklich den folgenden Satz bewiesen:

Die Midchtigkeit der Menge aller eindeutigen Funktionen f(x)
(z verinderlich zwischen O und 1) ist verschieden von der Mdchtig-
keit des Kontinwums (und erst recht von der Mdchtighkeit a). Man
pflegt die Machtigkeit dieser Funktionenmenge mit { zu bezeichnen.

Es sei nochmals hervorgehoben, dal wir bei dieser Betrachtung
den Begriff der Funktion in dem ganz allgemeinen, auf S. 43
gekennzeichneten Sinn gefaBt haben. Fiir den mit dem Begriff
der stetigen Funktion vertrauten Leser wird demgegeniiber die
Tatsache von Interesse sein, daB die Menge aller stetigen Funk-
tionen einer reellen Verdnderlichen nur die Michtigkeit des
Kontinuums besitzt, daB also eine stetige Funktion gewisser-
mafen nur einen speziellen Ausnahmefall gegeniiber einer ganz
allgemeinen eindeutigen reellen Funktion einer reellen Verénder-
lichen darstellt; auf den Beweis dieser Tatsache soll nicht ein-
gegangen werden.

Der Leser, der den Gang des gefiihrten Beweises aufmerksam
verfolgt, wird erkennen, dal er auf dem Diagonalverfahren be-
ruht und dem Gedankengang des auf S. 32ff. gefiithrten Beweises
fiir die Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums véllig analog verlauft.
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§ 6. Die GroSenordnung der Kardinalzahlen.

Den endlichen Kardinalzahlen oder Anzahlen 1, 2, 3,
reihen sich in der Mengenlehre die unendlichen Kardinalzahlen
an, von denen wir in den zwei vorangehenden Paragraphen drei
verschiedene kennen gelernt haben, nimlich a, ¢ und f. Die Ent-
scheidung, welche von zwei endlichen Kardinalzahlen die kleinere
und welche die groBere ist, ist dem Leser wohlvertraut; man kann
sie, wie man leicht einsieht, folgendermafien formulieren: Sind M
und N zwei endliche Mengen und ist M &quivalent einer echten
Teilmenge von N, so ist die Kardinalzahl von M Kkleiner als die
Kardinalzahl von N.

Unser niichstes Ziel soll nun sein, auch die unendlichen Kardinal-
zahlen ihrer Grofe nach anzuordnen. Wir iiberzeugen uns hier
sogleich, dafl es unmdoglich ist, die eben angefithrte Regel auch zur
Definition der GréBenordnung unendlicher Kardinalzahlen zu
verwenden. Denn ist z. B. M die Menge der natiirlichen Zahlen,
N die Menge aller Briiche, so ist M eine echte Teilmenge von N ;
da M sich selber dquivalent ist, ist M #“quivalent einer echten
Teilmenge von N; dennoch ist die Kardinalzahl von M nicht
kleiner als die von N, da ja beide Mengen abzéhlbar, ihre Kar-
dinalzahlen also gleich sind. Diese Abweichung von den bei
endlichen Mengen gewohnten Verhédltnissen liegt wiederum
daran, daB eben eine unendliche Menge sehr wohl einer echten
Teilmenge von sich &quivalent sein kann.

Zu einer brauchbaren Anordnung der unendlichen Kardinal-
zahlen gelangen wir dagegen, wenn wir die oben fiir die endlichen
Kardinalzahlen festgelegte Regel ausbauen zu der folgenden

Definition: Ist die Menge M #quivalent einer Teilmenge der
Menge N, wihrend N keiner Teilmenge von M #quivalent ist,
so nennt man die Kardinalzahl m von M kleiner als die Kardinal-
zahl n von N, also n gréBer als m. Mit den auch sonst iblichen
Zeichen schreibt man hierfiir m << n oder gleichbedeutend n > m .

Diese Definition, bei der es einer Unterscheidung zwischen echten
und unechten Teilmengen nicht mehr bedarf, ist offenbar eine verniinftige
und zweckmiBige Festsetzung. Denn sind die in ihr enthaltenen Voraus-
setzungen fiir m < n erfiillt, so kann nicht m =n, d. h. nicht M co N
sein; nach der zweiten Voraussetzung gibt es ndmlich im Falle m <n
keine Teilmenge von M, der N dquivalent wire, wihrend im Falle m =n

sicherlich N einer Teilmenge von M &quivalent ist, z. B. der Menge M
selber. Ebenso iiberzeugt sich der Leser mittels einfacher Uberlegung,
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daB nach der obigen Definition von den Kardinalzahlen zweier nicht-
aquivalenter Mengen die eine nicht etwa gleichzeitig kleiner und grofer
sein kann als die andere, und weiter, da unter drei Kardinalzahlen m,
1 und p, von denen m kleiner als n, n kleiner als p (oder gleich p) ist,
m auch kleiner ist als p . Endlich leuchtet ein, daB bei der Ver leichung
der Kardinalzahlen zweier Mengen jede der letzteren ohne weiteres durch
eine aquivalente Menge ersetzt werden darf. Dagegen ist vorlaufig noch
die Frage offen, ob von zwei verschiedenen Kardinalzahlen stets eine
Kkleiner ist als die andere oder ob sie vielleicht unvergleichbar sein konnen.
Wir kommen hierauf noch ausfiihrlicher zuriick (S. 50£f.).

Wir benutzen die obige Definition, der auch die gewoéhnliche
Anordnung der endlichen Kardinalzahlen entspricht, vor allem
zur Feststellung der GroBenordnung der Michtigkeiten a, ¢ und § .
Es sei also zunichst M die Menge der natiirlichen Zahlen, N die
Menge aller reellen Zahlen, so daBl a die Michtigkeit von M,
¢ diejenige von N ist. Da M eine Teilmenge von N darstellt,
ist M sicherlich dquivalent einer Teilmenge von N. Andererseits
ist nach S. 24 jede Teilmenge von M entweder endlich oder doch
abzihlbar, so daB gewiB N keiner Teilmenge von M #quivalent
sein kann (was iibrigens auch unmittelbar aus dem Beweis der
Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums (S. 32ff.) hatte geschlossen
werden konnen). Daher ist a < ¢.

Ebenso ist ¢ << {. Denn verstehen wir jetzt unter M die Menge
aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1, unter N die zu Ende des
vorigen Paragraphen betrachtete Menge aller eindeutigen reellen
Funktionen f(x) (x verinderlich zwischen 0 und 1), so ist zunéchst
M #quivalent einer Teilmenge N’ von N. Wir kénnen ndmlich N’
wihlen als die Menge aller jener ganz speziellen (,,konstanten‘)
Funktionen f(x), die jeweils fiir alle Werte x einen und den nam-
lichen, irgendwie zwischen 0 und 1 gelegenen Wert besitzen, und
ordnen dann jeder bestimmten Zahl z (zwischen 0 und 1) die
Funktion f(x) = z zu, d. h. diejenige Funktion, die fiir alle Werte
von z den nimlichen festen Wert z besitzt. Diese Abbildung
zwischen M und N’ zeigt, da M ~ N’. Um andererseits einzusehen,
daB N keiner Teilmenge von M &quivalent ist, erinnern wir uns
des am Schluf3 des vorigen Paragraphen gefiihrten Beweises. Wir
nahmen dort an, es gebe eine Abbildung zwischen den Mengen M
und N, und zeigten dann, daf diese Annahme nicht zutreffen konne,
da bei jeder solchen Abbildung immer Funktionen von N iibrig
bleiben wiirden, denen keine Zahl von M zugeordnet wire. Wenn
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aber N einer Teilmenge von M &quivalent wire, so miiite ja eine
Abbildung moglich sein, bei der jeder Funktion von N eine reelle
Zahl aus M (oder sogar aus einer echten Teilmenge von M) um-
kehrbar eindeutig entspricht. Es kann also keine zu NV éiquivalente
Teilmenge von M geben; die Michtigkeit von M ist demnach
wirklich kleiner als die von N, wie gezeigt werden sollte.

Der Leser itberzeugt sich an Hand der Definition ohne weiteres,
daB die Kardinalzahl jeder endlichen Menge, d. k. jede endliche An-
zahl, kleiner ist als a. Ferner gilt der folgende wichtige Satz:

Die Kardinalzahl o der abzdhlbaren Mengen st die kleinste un-
endliche Kardinalzahl.

Denn wie auf S. 18 gezeigt wurde, besitzt jede unendliche Menge
eine abzihlbare Teilmenge ; jede Teilmenge einer abzdhlbaren Menge
ist andererseits nach S. 24 selbst entweder endlich oder abziahlbar.
Eine gegebene unendliche Menge, die nicht selbst abzéhlbar ist,
besitzt demnach eine zur Menge der natiirlichen Zahlen #quiva-
lente Teilmenge, ohne selbst einer Teilmenge der Menge der
natiirlichen Zahlen #quivalent zu sein. Daher ist nach der
Definition der GréBenordnung die Kardinalzahl einer beliebig
gegebenen unendlichen Menge entweder grofer als a oder gleich a,
wie gezeigt werden sollte.

Aus den beiden letzten Resultaten erhilt man noch das folgende
Ergebnis:

Jede endliche Kardinalzahl ist kleiner als jede unendliche Kar-
dinalzahl.

Die sich weiter erhebende Frage, ob ¢ die nichstgriBere
Kardinalzahl nach a ist oder ob es eine zwischen a und ¢ gelegene
unendliche Kardinalzahl gibt, ist trotz erheblicher Bemithungen
der Mathematiker noch ungelost. Man bezeichnet diese Frage als
das Kontinuumproblem. Ebensowenig ist bekannt, ob zwischen
¢ und f eine weitere Kardinalzahl existiert.

Wohl hat dagegen CaNTOR die weitere Frage entschieden, ob es
noch eine groBere Michtigkeit als | gibt. Es gilt namlich der Satz:

Zu jeder beliebigen Menge lifit sich eine Menge von groferer
Mdchtighkeit angeben. Es gibt also keine grofte Mdchtigkest; die mit
a beginnende Reihe der unendlichen Mdchiigkeiten ist nach oben
hin unbegrenzt.

Es sei nimlich M eine beliebige endliche oder unencliche Menge.
Dann kénnen wir die Menge aller verschiedenen Teilmengen von
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M bilden; wir wollen sie mit UM oder such kurz mit U bezeich-
nen. Jedes Element von 11} ist also eine Teilmenge von M, und
umgekehrt ist jede Teilmenge von M (M selber sowie die Null-
menge eingeschlossen) ein Element von M. Es soll mittels eines
(von HESSENBERG!) stammenden) indirekten Beweises, und
zwar wiederum auf Grund des Diagonalverfahrens (vgl. S. 36), ge-
zeigt werden, daf die Machtigkeit von U grofer ist als diejenige
von M.

Wir nehmen zunichst an, es sei U~ M. Um dann eine bestimmte
Abbildung zwischen M und U schon in der Schreibweise hervortreten zu
lassen, bezeichnen wir die Elemente von M mit m,, m,, m,; usw., die-
jenigen von U (also die Teilmengen von M) mit %,, 4,, % usw., und zwar
sollen diese Bezeichnungen derart gewihlt sein, daB vermége der nach
Voraussetzung- existierenden Abbildung m, und u,, m, und u,, m; und
uz usw. beziiglich einander zugeordnete Elemente sind. Dagegen soll durch
diese Bezeichnung keineswegs ausgedriickt werden, daB die Mengen M
und U etwa abzihlbar sein miiften. Es kann nun wiederum ein Element
von U, d. h. eine Teilmenge von M, direkt angegeben werden, dem bei
der fraglichen Abbildung kein Element von M entspricht; hierdurch wird
dann die Annahme, es sei M ~ U, als falsch erwiesen sein.

Betrachten wir irgend zwei nach unserer Abbildung einander ent-
sprechende Elemente, z. B. m; und #%,;, so sind zwei Fille moglich: die
Teilmenge w, von M enthilt entweder m; als Element oder sie enthilt m,
nicht. Wir konnen daher die Elemente m,, m,, ... von M in zwei Klassen
einteilen: jedes Element der ersten Klasse ist jeweils in dem ihm vermége
unserer Abbildung entsprechenden Element von U (das eine Teilmenge
von M ist) selbst als Element enthalten; jedes Element der zweiten Klasse
ist in dem entsprechenden Element von U nicht enthalten. Sicherlich gibt
es Elemente in beiden Klassen; in der ersten Klasse kommt z. B.das Element
von M vor, das der Menge M selbst zugeordnet ist, in der zweiten Klasse aber
z. B. das Element von M, das der Nullmenge entspricht. Wir betrachten
simtliche Elemente der zweiten Klasse und bezeichnen die durch ihre
Gesamtheit, gebildete Menge mit «’; ' ist eine Menge gewisser Elemente
von M, also eine Teilmenge von M oder ein Element von U. Es soll ge-
zeigt werden, daB dem Element 4’ von U auf Grund unserer Abbildung
iiberhaupt kein Element von M entspricht.

Angenommen niamlich, dem Element %’ yon U entspreche das Ele-
ment m’ von M; dann gehdrt m’ entweder zur ersten oder zur zweiten
der im vorigen Absatz gekennzeichneten Klassen. Gehort m’ zur ersten
Klasse, so besagt dies: m’ ist ein Element von u’; ' enthilt aber nach
Voraussetzung nur Elemente der zweiten Klasse und keines der ersten,
kann also m’ nicht enthalten. Daher konnte m’ nur zur zweiten Klasse
gehoren, so daB das Element m’ in der ihm zugeordneten Teilmenge v’

1) Vgl die auf S. 155 angefiihrte Schrift HEsSENBERGs, S. 411,
Fraenkel, Mengenlehre. 4



50 Die Gréf8enordnung der Kardinalzahlen,

nicht enthalten wire. Nach der Definition enthélt aber u’ alle Elemente der
zweiten Klasse, es miiite also auch m’ in %’ vorkommen; dieser Wider-
spruch zeigt, daB m’ auch nicht der zweiten Klasse angehoren kann, d. h.
daB es iiberhaupt kein Element m’ in M gibt, dem das Element »’ von
U vermoge unserer Abbildung entspricht. Die Méichtigkeiten der Mengen
M und U sind also sicherlich voneinander verschieden.

Endlich ist klar, daB die Michtigkeit von M kleiner ist als diejenige
von U. Zum Nachweis dessen ist zunichst eine Teilmenge von U anzu-
geben, der M &quivalent ist; eine solche erhalten wir einfach durch Zu-
sammenfassung aller derjenigen Elemente von U — d. h. aller derjenigen
Teilmengen von M —, die nur je ein einziges Element von M enthalten;
ist {a} irgendeine derartige Teilmenge von M und ordnen wir ihr das
(begrifflich scharf von der Menge {a} zu trennende) Element a von M
zu und umgekehrt, so ist damit eine Abbildung zwischen M und einer Teil-
menge von U gegeben. Andererseits geht aus dem Gang des eben durch-
gefilhrten Beweises hervor (vgl. S. 47/48), daB U keiner Teilmenge von
M i&quivalent sein kann. Damit ist der Beweis unserer Behauptung
vollendet, die wir nunmehr schirfer so aussprechen koénnen:

Ist M eine beliebige Menge, so besitzt die Menge UM aller
Teilmengen von M stets eine grofere Mdchtigkeit als M.

Liegt also irgendeine Menge M vor, z. B. eine Menge M von
der Michtigkeit §, so erhalten wir in UM = U eine Menge von
einer Michtigkeit g > f, in UU wiederum eine Menge von einer
Michtigkeit ) > g und so endlos weiter. Die hierin sich bekundende
Tatsache, daf es unendlich viele verschiedene Michtigkeiten gibt,
ist namentlich aus folgender Erwigung heraus auBerordentlich
bedeutsam : Fiir die naive Vorstellung gibt es nur ein ,,Unendlich-
groBes‘, innerhalb dessen Bereiches weitere GroBenunterschiede
nicht mehr scharf abgegrenzt werden kénnen. Demgegeniiber hat
sich hier zunichst erwiesen, daB es verschiedene unendliche Kardinal-
zahlen gibt. Unser letztes Ergebnis zeigt aber sogar, daB es un-
endlich viele voneinander scharf unterscheidbare unendliche Kar-
dinalzahlen gibt, daB also in dem Reich derjenigen ,,unendlich
groBen Zahlen“, die wir in den unendlichen Kardinalzahlen kennen
gelernt haben, eine mindestens ebenso grofile (in Wirklichkeit
sogar sehr viel groBere) Mannigfaltigkeit herrscht als im Bereich
der gewohnlichen endlichen Kardinalzahlen.

Eine grundsitzliche Frage in bezug auf die GréBenordnung
der Michtigkeiten ist bisher noch unerledigt geblieben. Sind m
und n irgend zwei Machtigkeiten, so fragt es sich, ob ebenso wie
bei den endlichen Anzahlen stets einer der drei (sich ausschlieBen-
den) Fille: m = 1, m < 1, m > n vorliegt oder ob es noch weitere
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Moéglichkeiten gibt, d. h. ob es vielleicht vorkommen kann, daB
zwei verschiedene Méachtigkeiten unvergleichbar sind, so da8 keine
von ihnen kleiner ist als die andere.

Um der Beantwortung dieser Frage néherzukommen, wollen
wir, ausgehend von unserer Definition der GréBenordnung, simt-
liche moglichen Vergleichsbeziehungen zwischen zwei gegebenen
Mengen M und N durchdenken. Es kann zunichst Teilmengen von
M geben, die zu N dquivalent sind, und gleichzeitig Teilmengen
von N, die zu M aquivalent sind (erster Fall); ferner kann es Teil-
mengen von M geben, die zu N #quivalent sind, wihrend keine
zu M iquivalente Teilmenge von N existiert (zweiter Fall); weiter
kann umgekehrt die Existenz einer zu N dquivalenten Teilmenge
von M ausgeschlossen sein, wiahrend es Teilmengen von N gibt,
die zu M &quivalent sind (dritter Fall); endlich kann es sein, daf3
weder eine zu N dquivalente Teilmenge von M noch eine zu M
dquivalente Teilmenge von N existiert (vierter Fall). Diese vier
Fille bilden offenbar eine sogenannte logische Disjunktion, d. h.
sie erschopfen, einander gegenseitig ausschlieBend, alle iiberhaupt
denkbaren Moglichkeiten.

Von den aufgezihlten Fillen haben wir uns jetzt nur mehr
mit dem ersten und dem vierten nidher zu beschiftigen. Denn
nach unserer Definition der Groflenordnung der Michtigkeiten
besagt ja der zweite Fall einfach, daB IV eine kleinere Michtigkeit
besitzt als M, wihrend im dritten Fall die Machtigkeit von M
kleiner ist als die von N. Uber den ersten Fall gibt der von
CANTOR schon frithzeitig vermutete Aquivalenzsatz Auskunft; er
besagt:

Ist M einer Teilmenge von N und gleichzeitig N einer Teilmenge
von M dquivalent, so sind die Mengen M und N selbst einander
dquivalent, thre Mdchtigkeiten also gleich.

Um zu einem Beweis des Aquivalenzsatzes zu gelangen, gehen wir aus
von den Begriffen der Vereinigungsmenge und des Durchschnitts von Mengen;

ersterer wird im nichsten Paragraphen noch eine eingehendere Behandlung
erfahren.

Sind zunéichst N und P irgend zwei Mengen, so versteht man unter
ihrer Vereinigungsmenge die Menge aller Elemente, die mindestens in einer
der beiden Mengen enthalten sind, unter ihrem Durchschnitt die Menge
aller Elemente, die in beiden Mengen gleichzeitig vorkommen. Man bezeich-
net die Vereinigungsmenge mit & (N, P) oder auch, da es sich gewissermafen
um die Summe der Elemente von N und derjenigen von P handelt, mit
N 4 P, den Durchschnitt dagegen mit ® (N, P).

4*
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Sind nicht nur zwei Mengen, sondern ist eine beliebige (endliche
oder unendliche) Menge M ={N, P, R, ...} gegeben, deren Elemente
N, P, R, ... selbstlauter Mengen sind, so versteht man entsprechend unter
der Vereinigungsmenge©M = S(N, P,R,...)=N + P+ R+ - - - diejenige
Menge, welche alle Elemente umfafit, die mindestens in einer dér Mengen
N, P, ... vorkommen; der Durchschnitt DM = D (N, P, R, ...) dagegen
ist die Menge aller derjenigen Elemente, die gleichzeitig in allen Mengen
N, P, ... enthalten sind?). Die Vereinigungsmenge entspricht dem logischen
,entweder — oder®, der Durchschnitt dem logischen ,,sowohl — als auch*‘.
Istz. B. M, ={1,2,3,...}, M, ={2,8,4, ...}, My = {3,4,5, ...} usw.
und bedeutet M = {M,, M,, M,, ...} die abzihlbare Menge all dieser (selbst
simtlich abzdhlbaren) Mengen, so ist die Vereinigungsmenge © M offenbar
gleich {1,2,3,...} (also gleich 2f,), dagegen der Durchschnitt D M gleich
der Nullmenge (S. 13); denn es gibt keine, wenn auch noch so grofle,
natiirliche Zahl, die gleichzeitig in allen Mengen M,, M,, Mg, ... vor-
kommt.

Es geniige hier ohne nihere Ausfiilhrung der dem Leser unmittelbar
einleuchtende Hinweis, daB es bei der Bildung von Vereinigungsmenge
und Durchschnitt weder auf die Reihenfolge, in der dabei die Mengen
von M herangezogen werden, noch auf eine Zerlegung der Aufgabe in
einzelne Tcilschritte (vermittels Zusammenfassung gewisser Mengen unter-
einander durch Klammern) ankommen kann.

Nach dieser Vorbereitung gehen wir aus von zwei gegebenen Mengen
M und N, von denen M einer echten Teilmenge N, von N, N einer echten
Teilmenge M, von M dquivalent ist2). Der Aquivalenzsatz besagt, daB M
und N selbst einander dquivalent sind. Ist & eine Abbildung zwischen N
und M,, so wird die echte Teilmenge N, von N durch & von selbst auf eine
echte Teilmenge M, von M, abgebildet; es ist also Ny ~ M,. Da M, eine
echte Teilmenge von M ist, so ist auch 3/, eine echte Teilmenge von M.
Andererseits folgt aus M ~ N; und N, ~ M,, da die Menge M mit ihrer
echten Teilmenge M, dquivalent ist.

Der Aquivalenzsatz wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist: M ~ M,;
denn wegen M, ~ N folgt dann auch M/ ~ N . Es kommt also nur darauf
an, die folgende, an sich sehr einleuchtende Tatsache nachzuweisen: Ist
die Menge M dquivalent mit threr echten Teilmenge M,, so ist sie auch
dquivalent mit jeder Menge M, ,,zwischen M und M,*, d. h. mit jeder echten
Teilmenge M, von M, die ihrerseits M, als echte Teilmenge enthilt.

Zwecks einfacherer Schreibweise bezeichnen wir von nun an die Menge
M, mit 4, ferner die Menge aller in M, nicht vorkommenden Elemente
von M, mit B, endlich die Menge aller in M, nicht vorkommenden Elemente
von M mit C. Unter Benutzung des Begriffs der Vereinigungsmenge kénnen
wir dann statt M, auch 4 + B, statt M auch 4 + B 4 C schreiben. Unser

1) Wir beschrinken uns iibrigens im folgenden auf den Fall, daB alle
Mengen N, P, R, ... Teilmenzen einer und derselben Menge sind.

3) Ist N; mit N oder M; mit M identisch, so besagt dies schon. daB
der Aquivalenzsatz in diesen Fillen zutrifft. Man kann sich also auf die
Betrachtung echter Teilmengen N; und M, beschrinken.
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Ziel ist, aus der nach Voraussetzung geltenden Aquivalenz 4 + B + C ~ 4
die weitere Beziehung 4 + B+ C~ A + B zu folgern. Wir verfahren
zu diesem Zweck, ohne die anschaulich einleuchtenden Partien des Gedanken-
ganges bis ins einzelne zu zergliedern, auf die folgende Weise:

Es sei ¥ eine Abbildung zwischen den #quivalenten Mengen 4 + B 4 C
und 4. Wenden wir diese Abbildung auf die drei Teilmengen 4, B, C der
Menge 4 + B + C an, so wird A auf eine dquivalente Menge 4,, B auf
eine dquivalente B;, C auf eine dquivalente C, abgebildet; 4,, B; und C;
sind Teilmengen von A4, die iibrigens kein (auch nur zweien von ihnen)
gemeinsames Element enthalten, und stellen zusammengenommen die
Menge A dar, so da8 gilt: 4, + B, + C, = A. Weiter wenden wir die Ab-
bildung ¥;, die die Menge 4 der Menge 4, zuordnet!), auf die Teilmengen
Ay, By, C, von 4 an; dabei werde A, auf die diquivalente Menge 4,, B;
auf die dquivalente B,, C,; auf die &quivalente C, abgebildet; dann
sind 4,, B, und C,
gewisse  Teilmengen A
von 4,, die paarweise
keine  gemeinsamen ,41 8| ¢
Elemente aufweisen
und zusammen die Az 8,
Menge 4, darstellen,
es ist also A4, 4+ B,
+ C, = 4,. Wird
ebenso die zwischen Abb. 5.
A, und 4, bestehende
Abbildung ¥, nunmehr auf die Teilmengen 4,, B,, C; von 4, ange-
wandt, so mdge 4, auf die #quivalente Menge 43, B, auf die #qui-
valente B;, C, auf die dquivalente C abgebildet werden; 4;, B; und Cy
sind Teilmengen von 4, ohne gemeinsame Elemente, und es ist 43 4 B,
+C3=4,. DaA~A;~A;~Ag- -+, so konnen und wollen wir uns
dieses Verfahren unbegrenzt fortgesetzt denken; wir veranschaulichen uns
seine ersten Schritte durch Abb. 5. Ferner verzeichnen wir noch die
aus der Definition der Mengen C,, C, usw. folgenden Aquivalenzen:
C~Cy~Cy~Cy---.

Wir fithren endlich eine letzte Menge ein. Es kann sein, daB8 sich in
der Menge A Elemente befinden, die gleichzeitig allen Mengen 4,
4,, 4,, ... angehdren (von denen ja jede eipe echte Teilmenge der voran-
gehenden ist); gleichviel ob solche Elemente vorhanden sind oder nicht,
wollen wir den Durchschnitt all dieser Mengen mit D bezeichnen, so da D
die Nullmenge ist, falls keine gemeinsamen Elemente existieren. Dann a8t
sich offenbar (vgl. Abb.5) die urspriinglich gegebene Menge 4 + B 4- C
auffassen als die Vereinigungsmenge der Menge D und der unendlich vielen
Mengen C, B, C,, B,, C;, B,,..., unter denen keine (D eingeschlossen)
mit einer anderen ein Element gemeinsam hat. Andererseits konnen wir

8 | ¢

N

1) Die Zuordnungsvorschrift ¥;, die die Abbildung zwischen 4 und 4,
vermittelt, ist iibrigens offenbar ein Teil der Zuordnungsvorschrift ¥ zwi-
schen 4 + B + C und 4; ebenso ist die Abbildung ¥, ein Teil von ¥; usw.
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ebenso die Menge 4 + B betrachten als die Vereinigungsmenge der Menge D
und der unendlich vielen Mengen B, C,, B,, C,, B,, C;, ... oder, was bis
auf die (fiir die Bildung der Vereinigungsmenge gleichgiiltige) Reihen-
folge das nimliche ist, als die Vereinigungsmenge der unendlich vielen
Mengen D, C,, B, C,, B,, C;, B, usw. Unser Ziel, nimlich der Nach-
weis der Aquivalenz zwischen 4 + B + C und 4 + B, ist erreicht, wenn
wir eine Abbildung zwischen diesen beiden Mengen herstellen konnen.

Um eine solche Abbildung zu erméglichen, geniigt es offenbar, zunichst
die Mengen D, C, B, C,, B;,... und D, C,, B, C,, B,,..., als deren
Vereinigungsmengen wir A + B + C und 4 + B auffassen gelernt haben,
einander paarweise in umkehrbar eindeutiger Weise zuzuordnen und dann
eine Abbildung zwischen je zwei solchen einander zugeordneten Mengen
herzustellen. Der Inbegriff all dieser unendlich vielen Abbildungsvorschrif-
ten wird dann eine Abbildung zwischen den beiden Mengen A + B 4 C
und 4 + B darstellen, wesentlich deshalb, weil jedes Element von A + B+ C
einer und nur einer einzigen der Mengen D, C, B, C,, B;, ... angehort;
daher kénnen wir némlich immer die fiir die betreffende eindeutig bestimmte
Menge zustindige Abbildung wéihlen. Jene paarweise Zuordnung von Mengen
wollen wir nun entsprechend folgendem Schema vornehmen:

A+B+C:D ¢ B ¢, B C B, 0 B,...

L T A

Ad+B:D ¢, B ¢, B, C B, C, B...

Es soll also jede der Mengen D, B, B,, B,, ... sich selbst, von den
Mengen C, C,, C, usw. dagegen der Bestandteil C von 4 + B + C dem Be-
standteil C; von 4 4 B, der Bestandteil C; von 4 + B + C dem Bestandteil
C, von A + B usw. zugeordnet werden. Die Moglichkeit der Abbildung
zwischen je zwei in dieser Weise einander zugeordneten Mengen ist nun
fiir die Mengen D, B, B,, ... trivial, da hier nur jedes einzelne Element
sich selbst zugeordnet zu werden braucht; fiir die Mengen C, C,, ... folgt
die Méglichkeit der paarweisen Abbildung aus den oben (S. 53) hergeleiteten
Aquivalenzen C ~C; ~C,+-+. Eine Abbildung zwischen den Mengen
A+ B+4Cund 4+ B, d. h. zwischen M und M,, ist also hergestellt, der
Aquivalenzsatz somit bewiesen.

Der vorgefithrte Gedankengang folgt dem ersten von F. Bernstein stam-
menden Beweis des Aquivalenzsatzes (zuerst verdffentlicht in E. Borels
Legons sur la théorie des fonctions, Paris 1898, S. 103ff.). Er macht wesent-
lichen Gebrauch von der Reihe der natiirlichen Zahlen, wie sie in der abge-
zihlten Menge {C, B, C,, B,, C,, B,, ...} verhiillt auftritt. Von E. Zermelo
(Mathem. Annalen, Bd. 65 [1908], S. 271f.) und anderen stammen Beweise
des Aquivalenzsatzes, die ein Zuriickgreifen auf die Reihe der natiirlichen
Zahlen und ibre Eigenschaften zu vermeiden suchen, freilich dafiir wesent-
lich abstrakteren Charakter besitzen.

Es eriibrigt endlich noch den vierten der auf S. 51 angefiihrten
Fille zu betrachten, der dem Leser schon bei kurzer Uberlegung
al]s recht paradox erscheinen wird. Denn daB von zwei gegebenen
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Mengen keine eine Teilmenge aufweisen sollte, die zuranderen Menge
#quivalent ist, wiirde die Unwvergleichbarkeit der beiden Mengen
und damit auch ihrer Kardinalzahlen bedeuten und unseren son-
stigen Vorstellungen von Zahlen als vergleichbaren Gré8en scharf
widersprechen. Es hat eines erst in neuerer Zeit bewiesenen Satzes,
des auf S. 125 ff. zu besprechenden Wohlordnungssatzes, bedurft,
um den strengen Nachweis zu fithren, daB dieser vierte Fall iiber-
haupt nicht vorkommen kann (vgl. S.128). Nehmen wir dieses Er-
gebnis hier vorweg, so gelangen wir zu dem abschlieBenden und
einfachen Resultat:

Sind M und N irgend zwei Mengen, so sind entweder M und
N dquivalent oder M besitzt eine kleinere Mdchtigkeit als N oder
eine groflere Mdachtigkeit als N. Von zwei verschiedenen Mdchtig-
keiten ist also stets eine kleiner als die andere.

§ 7. Die Addition und Multiplikation der Kardinalzahlen,

Wir haben in den letzten Paragraphen ,,unendlichgroBle Zah-
len“, namlich unendliche Kardinalzahlen, wirklich kennenge-
lernt und sie ihrer GréBe nach miteinander verglichen. Wir
wollen nun untersuchen, ob und wie man mit den unendlichen
Kardinalzahlen auch rechnen kann; es wird sich zeigen, daB die
aus der gewohnlichen Arithmetik bekannten Operationen der
Addition, der Multiplikation und der Potenzierung sich in natur-
geméfer Verallgemeinerung auf die unendlichen Kardinalzahlen
iibertragen lassen und auch hier voéllig bestimmte Ergebnisse
liefern. Dabei bleiben sogar die in der gewohnlichen Arithmetik
fir diese Rechnungsarten giiltigen Regeln!) auch fiir die unend-
lichen Kardinalzahlen bestehen. Die Umkehrung der genannten
Operationen, also die Rechnungsarten der Subtraktion, der Division,
des Wurzelziehens und des Logarithmierens, sind dagegen im Be-
reich der unendlichen Kardinalzahlen nicht ausfiihrbar, insofern
als sie hier, wie wir sehen werden, im allgemeinen nicht zu ein-
deutigen Ergebnissen fiihren.

Diese Tatsache, dafl eine verniinftige Subtraktion oder Divi-
sion fiir unendliche Kardinalzahlen nicht definiert werden kann,
ist ebensowenig verwunderlich wie beispielsweise der Umstand,
daB fiir gewisse spiter (in den §§9 und 11) noch einzufithrende

1) Solche Regeln sind z. B.a+b=b+a, a-(b-¢)=(a-b)-c,
g b+e)V=a-b4a-c.
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Gattungen unendlicher GrBen auch manche Gesetze der Addition
und der Multiplikation (wie z. B. der Satz @ + b = b 4 @) nicht
giiltig bleiben. Denn wernn der Bereich der in der Mathematik
verwendeten Zahlen in so grundsitzlicher Weise und in so weitem
Umfang ausgedehnt wird, wie dies durch die Einfithrung der
CanTomrschen unendlichen GréBen geschieht, so ist keineswegs zu
erwarten, daB die neuen ,,Zahlen‘ sich genau den nimlichen Ge-
setzen fiigen wie die alten; vielmehr ist in der Mathematik wie
auch sonst jede Verallgemeinerung eines Begriffs mit der Aufgabe
eines Teiles der Eigenschaften des urspriinglichen engeren Begriffs
verbunden. So ist es vielmehr eine merkwiirdige, von vornherein
keineswegs zu erwartende Tatsache, daB fiir die im folgenden de-
finierten Operationen der Addition und Multiplikation unendlicher
Kardinalzahlen sich die gewéhnlichen Regeln der Addition und
Multiplikation als unveridndert giiltig erweisen.

Als Vorbereitung zur Definition der Addition und Multi-
plikation von Kardinalzahlen erkliren wir die Addition und Multi-
plikation von Mengen (erstere wurde schon auf S. 51/52 kurz ein-
gefithrt). Wir beginnen mit folgender

Definition 1. Unter der Summe zweier Mengen M und N ver-
steht man die Menge S, welche alle Elemente enthilt, die in M
oder in N (d. h. mindestens in esner der beiden Mengen) vor-
kommen. Man nennt 8 die Vereinigungsmenge der Mengen
M und N und schreibt wie in der gewohnlichen Arithmetik:
S=M-+N.

Zu dieser Definition ist folgendes zu bemerken: Es kann vor-
kommen, daB ein und dasselbe Element in beiden Mengen M
und N gleichzeitig enthalten ist. Fiir diesen Fall besagt die De-
finition 1 natiirlich, daB3 das betreffende Element auch in der Ver-
einigungsmenge nur einmal, nicht etwa zweimal, auftritt.

Die angefiihrte Definition der Vereinigungsmenge wiirde ge-
niigen, wenn wir uns im Bereich des Endlichen befinden; denn
mittels ihrer 148t sich der Reihe nach die Vereinigungsmenge von
drei, vier, ..., allgemein von endlich vielen Mengen bilden. Da
wir aber jetzt im Reich des Unendlichen operieren wollen,
werden wir uns damit nicht begniigen, sondern auch unendlich
viele Mengen zu addieren versuchen. Man geht zu diesem Zweck
folgendermaflen vor: Wir denken uns die zu addierenden Mengen
M,, M,, M,, ...als Elemente einer Menge M gegeben. Dabei soll
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die Schreibweise M,, M, usw. nur der bequemen Bezeichnung
dienen, nicht aber etwa fordern, daBl M abzihlbar sei; die Menge
M, deren Elemente lauter Mengen sind, kann vielmehr beliebige
Michtigkeit besitzen. Wir setzen dann fest: .

Definition 2. Es sei eine Menge von Mengen gegeben:
M={M,, M,,M,, ...}, wobeisowohl die Machtigkeit von M wie
die Michtigkeiten der einzelnen Mengen M,, M, usw. beliebig sein
konnen. Dann versteht man unter der Vereinigungsmenge
der Mengen M,, M,, ... die Menge S, welche aus all denjenigen
Elementen besteht, die mindestens einer der Mengen M,, M,,. ..
angehoren. Man schreibt: S=6M =M, + M, + M, + - --.

Auch hier ist ein Element, das in mehreren der Mengen M,,
M, usw. gleichzeitig vorkommt, in die Vereinigungsmenge natiir-
lich nur einmal aufzunehmen.

Beispiel: Wir betrachten auf der Zahlengeraden die Strecken
von 0 bis 1, von 1 bis 2, von 2 bis 3 usw., ferner die Strecken von
—1 bis 0, von —2 bis —1, von —3 bis —2usw. Die Mengen der
Punkte einer jeden dieser Strecken (unter Einschluf des jeweils
linken, d. h. durch die kleinere Zahl bezeichneten Endpunkts,
oder auch jeweils beider Endpunkte) sollen mit M, M,, M, usw.,
ferner M _,, M_,, M_g; usw. bezeichnet werden. Diese unendlich
vielen Punktmengen seien die Elemente von M. Dann wird
die Vereinigungsmenge ©M durch die Menge aller Punkte der
(beiderseits unbegrenzten) Zahlengeraden dargestellt.

Der Definition der Addition von Mdchtigkeiten ist jetzt noch
eine Bemerkung vorauszuschicken: Es seien M und N zwei ver-
schiedene, aber dquivalente Mengen von Mengen, etwa

M={M, My, M,, ..} und N ={N,, Ny, N, .. };

?

wiederum soll durch die Bezeichnung nicht etwa Abzahlbarkeit
zum Ausdruck gebracht, wohl aber angedeutet werden, welche
Elemente der dquivalenten Mengen M und N nach Wahl einer
bestimmten Abbildung einander entsprechen, némlich beziiglich
die Mengen M, und N,, M, und N, usw. Wir wollen ferner an-
nehmen, daB je zwei hiernach einander entsprechende Elemente
von M und N dquivalente Mengen seien, daB also die Beziehungen
gelten: M, ~N,, My~ N,, M3~ N usw. Es entsteht die Frage,
ob unter diesen Bedingungen auch die Vereinigungsmengen SM
und ©N einander dquivalent sind.
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Dies ist sicher nicht allgemein der Fall, wie ein Beispiel sofort
zeigt. Ist 2. B. M, ={1, 2,3}, M,={4, 5}, N,={6, 7, 8},
N,={8, 9}, so sind M, und N, als Mengen von je drei Elementen
einander dquivalent, und das Néamliche gilt von den Mengen
M, und N,, die je zwei Elemente enthalten. Dennoch sind die
Vereinigungsmengen

M, +M,={1,2,3,4,5)und N, + N, ={6,7,8,9)

einander nicht dquivalent, da erstere fiinf Elemente, letztere aber
nur vier umfafBt.

Dies hat indes im vorliegenden Fall, wie der aufmerksame
Leser schon erkannt haben wird, seinen Grund darin, daB die
Mengen N, und N, ein gemeinsames Element (8) aufweisen, die
Mengen M, und M, aber nicht. Dagegen 1a8t sich (und zwar
auch fiir den vorher angefithrten allgemeinen Fall) die aufgeworfene
Frage, ob die Vereinigungsmengen @M und €N #quivalent sind,
unter der Bedingung bejahen, daB die in M auftretenden Mengen
M,, M,,... paarweise elementefremd sind, d. h. daB
kein Element in zweien dieser Mengen gleichzeitig vorkommt, und
daB das Namliche fiir alle in NV auftretenden Mengen N,, Ny, ...
gilt. Ist ndmlich unter dieser Bedingung &, eine bestimmte Ab-
bildung zwischen den #dquivalenten Mengen M, und N,, &, eine
Abbildung zwischen M, und N,, @, eine Abbildung zwischen
M, und N, usw., so konnen wir eine Abbildung & zwischen den
Vereinigungsmengen SM und ©N folgendermaBen herstellen:
@ ordnet die zu M, gehérigen Elemente von €M den ihnen ver-
moge der Abbildung @, entsprechenden Elementen von N, zu,
die ja gleichzeitig auch in ©N vorkommen; ebenso ordnet ¢ die
zu M, gehérigen Elemente von ©M den ihnen vermoge @, ent-
sprechenden Elementen von N, (und ©N) zu; entsprechend wird
die Abbildung @ fiir alle Elemente von &M und &N definiert.
Da jedes Element von €M einer und nur einer der Mengen M, ,
M, usw. angehért (infolge der vorausgesetzten Eigenschaft dieser
Mengen, paarweise elementefremd zu sein), und da das Ent-
sprechende fiir jedes Element von &N gilt, so wird durch die so-
eben angegebene Vorschrift in véllig bestimmter Weise eine
umkehrbar eindeutige Zuordnung & zwischen den Elementen der
Mengen G M und &N hergestellt ; diese beiden Vereinigungsmengen
sind also wirklich &quivalent,
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Hiermit ist die Moglichkeit geschaffen, die Addition von
Mdchtigkeiten zu erkliren. Um ndmlich zunichst zwei Michtig-
keiten, etwa m, und m,, zu addieren, denken wir uns eine beliebige
Menge M, von der Méchtigkeit m, und eine beliebige zu M, elemente-
fremde Menge M, von der Michtigkeit m,. Als die Summe der
Méchtigkeiten m,; und m, wird dann folgerichtig die Méchtigkeit
der Vereinigungsmenge M, + M, zu erklaren sein. Diese Fest-
setzung hat freilich nur dann iiberhaupt einen verninftigen Sinn,
wenn hiernach das Ergebnis der Addition davon unabhingig ist,
welche Mengen M, und M, als Vertreterinnen der Michtigkeiten
m, und m, im besonderen Fall gerade gewahlt wurden. Die Betrach-
tung des letzten Absatzes zeigt, daB diese Unabhingigkeit wirklich
vorhanden ist. Denn werden an die Stelle von M, und M, zwei
andere, gleichfalls elementefremde Mengen N, und N, von den
nimlichen Michtigkeiten m, und m, gesetzt, so ist nach dem Er-
gebnis des vorigen Absatzes die Vereinigungsmenge N, + N,
dquivalent der Menge M, + M,, d. h. die Addition der Michtig-
keiten m; und m, ergibt bei der nunmehrigen Ausfilhrung das
gleiche Ergebnis wie vorher.

Ohne diese Erklirung der Addition zweier Michtigkeiten be-
sonders zu formulieren, wollen wir die Addition von Michtig-

- keiten gleich fiir den allgemeinsten (in Def. 2 auf S. 57 fiir Mengen
ins Auge gefafBiten) Fall definieren, in dem die zu addierenden
Michtigkeiten in beliebiger endlicher oder unendlicher Zahl vor-
liegen. Es werde also erklart:

Definition 3. Es sei eine beliebige endliche oder unendliche
Menge von Kardinalzahlen M = {m,, m,, m,, ...} gegebenl), die
nicht etwa abzéhlbar zu sein braucht. Um die Summe aller Kar-
dinalzahlen der Menge M zu bilden, ist folgendermafBen zu ver-
fahren: Man wihle eine beliebige Menge 3, von der Kardinalzahl
m,, eine beliebige zu M, elementefremde Menge M, von der Kar-
dinalzahl m, usw., allgemein zu jeder in M enthaltenen Kardinal-
zahl eine Menge von eben dieser Kardinalzahl, und zwar derart,
daB die gewihlten Mengen sdmtlich paarweise elementefremd sind.
Man bilde die Vereinigungsmenge 8 =M, + My, + M, + - - -; ihre

1) Fiir den Fall, daBl unter diesen Kardinalzahlen gleiche vor-
kommen sollten, kénnen wir sie uns, um der auf S. 8 u. getroffenen
Verabredung zu geniigen, formal in der Schreibweise voneinander unter-
schieden denken,



60 Die Addition und Multiplikation der Kardinalzahlen.

Kardinalzahl sei {. Dann wird j als die Summe aller Kardi-
nalzahlen der Menge M bezeichnet; man schreibt:
i=m1+n12+m3+"'-

Man erkennt genau wie bei der Addition zweier Kardinalzahlen,
daB auch das Ergebnis dieser Addition unabhéngig davon ist, welche
Mengen M,, M, usw. als Vertreterinnen der Michtigkeiten m,,
m, usw. im besonderen Fall gewihlt wurden.

Beispiel: Es sei die Menge M = {1, 2, 3, 4, .. .} gegeben, also
die Menge aller endlichen Kardinalzahlen (ausschl. 0). Wihlen wir
M,={a,}, M, ={a,, a5}, M, ={a,, as, ag} usw., wobei die
Elemente «a,, a,, ¢, usw. simtlich untereinander verschieden sind,
im iibrigen aber vollig beliebig sein kénnen, so besitzt M, die
Kardinalzahl 1, M, die Kardinalzahl 2, M, die Kardinalzahl 3
usw. KEs ergibt sich als Summe der Mengen M,, M, usw.:

S=M, + M, + My + -+ ={ay, a, a3, @, 0, &g, ...},
d. h. 8 ist eine abzihlbare unendliche Menge. Daher ist:
14+24+3+4+--=a.
Der Leser beachte, da auf diese Weise die Addition unendlich
vieler natiirlicher Zahlen méglich ist, die in der gewdhnlichen
Arithmetik keinerlei Sinn hat.
Bevor wir jetzt weitere Beispiele firr die Addition von Kar-

dinalzahlen anfiihren, sei noch darauf hingewiesen, daB die zwei
Grundregeln der gewdéhnlichen Addition, néamlich

m+n=n+mund m+n+p=m+n+p)=m+n)+p,
entsprechend auch fiir die Addition endlich oder unendlich vieler
(Mengen oder) Kardinalzahlen gelten. Das Bestehen der ersten
Regel — also der beliebigen Vertauschbarkeit der Reihenfolge
der Summanden in einer Summe von endlich oder unendlich
vielen Gliedern — liegt daran, daB es bei der Bildung der Ver-
einigungsmenge auf die Reihenfolge ja iiberhaupt nicht ankommt.
Auch die zweite Regel, die die Gleichgiiltigkeit irgendwelcher
Zusammenfassungen der Summanden bei der Addition ausdriickt,
ist aus der Definition der Addition ohne Schwierigkeit herzuleiten,
was dem Leser iiberlassen bleiben mag.

Wir wenden nunmehr die Definition der Addition von Méchtig-
keiten auf einige Beispiele an.

Nach S. 19 wird die Eigenschaft einer unendlichen Menge, abz#hl-
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bar zu sein, nicht dadurch geéindert, daB zu ihren Elementen noch

endlich viele weitere Elemente hinzugefiigt werden. Dies besagt:
et+a=a+4e=aq,

falls e irgendeine endliche Kardinalzahl bedeutet.

Man kann dieses Ergebnis auch folgendermaBen herleiten.
Aus M ={1}, N={2,38,4,5,...)folgt M + N=4{1, 2, 3,
4, ...} oder, da M die Kardinalzahl 1, N aber ebenso wie M + N
die Kardinalzahl a besitzt:

l+a=a+1l=a.
Daher ist:
at+2=a+(1+D=@+D+1=a+1l=aq,
a+3=(@+2 +1=a+1=a usw.,
also fiir jede endliche Zahl e: a + e = a.

Da fir M ={1,38,5,7,...), N={2,4, 6, 8, ...} sich er-
gibt: M + N ={1, 2, 3, 4, ...}, und da alle drei Mengen M, N,
M 4- N abzéhlbar sind, so folgt:

‘ at+a=a.
Ebenso ist daher auch a 4 a4 +++ 4+ a = a, wo a endlich oft
als Summand gesetzt gedacht ist.

Da nach dem Satze von S. 37 sowohl die Menge aller Punkte
zwischen den Punkten O und 1 der Zahlengeraden wie auch die
Menge aller Punkte zwischen den Punkten 1 und 2 die Michtig-
keit ¢ besitzt, das Némliche aber auch gilt von der Menge aller
Punkte zwischen 0 und 2, so besteht ferner die Beziehung

ct+c=¢
und daher fiir endlich viele Summanden: ¢ + ¢4+« 4+ c=c.

Wir betrachten schlieBlich die Menge M, die aus allen reellen
Zahlen zwischen 0 und 1 und noch dazu allen natiirlichen Zahlen
besteht; die Machtigkeit von M ist offenbar ¢ 4 a. Wir konnen
diese Michtigkeit auch auf anderem Wege bestimmen, indem wir
namlich M mit der Menge N vergleichen, die alle reellen Zahlen
umfaBt und also nach S. 38 die Michtigkeit ¢ besitzt. M ist eine
Teilmenge von N, also gewiBl dquivalent einer Teilmenge von N;
da andererseits N #quivalent ist der Menge aller reellen Zahlen
zwischen 0 und 1, ist auch umgekehrt N &quivalent einer Teil-
menge von M. Nach dem Aquivalenzsatz (S.51) sind daher M
und N #quivalent, d.h. auch M besitzt die Machtigkeit c; es
ist also:

c+a=c.
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Wir wollen jetzt zur Multiplikation von Mengen und Méchtig-
keiten tbergehen.

Definition 4. Zwei beliebige Mengen M und N seien gegeben 1)
Um das Produkt von M und N herzustellen, bilden wir alle ver-
schiedenen Elementepaare (m, »)2), deren einer Bestandteil m
alle Elemente von M durchlauft, wihrend fiir den anderen Be-
standteil n alle Elemente von N eingesetzt werden sollen. Die
Menge P, deren Elemente alle verschiedenen derartigen Elemente-
paare sind, wird das Produkt oder die Verbindungsmenge
der Mengen M und N genannt; man schreibt P =M. N.

Uber die Natur der hier eingefiihrten Elementepaare ist folgendes zu
bemerken: Zwei Elementepaare (m, n) und (m,, n,) gelten nur dann als
gleich, wenn sie erstens in den einzelnen Bestandteilen iibereinstimmen
(also m = m,, n = n, ist) und zweitens die gleichen Bestandteile beide-
mal auch der ndmlichen Menge (M bzw. N) entnommen sind, also nicht
etwa m ein Element von M und m, ein Element von N darstellt. Diese
Festsetzung ist selbstverstéindlich, wenn die Mengen M und N elemente-
fremd sind, erfordert dagegen genaue Beachtung, falls M und N ge-
meinsame Elemente enthalten. Ist z. B. M = {1, 2, 3}, N = {1, 2},
so ist das Paar (1, 2), in dem 1 ein Element von M und 2 ein Element
von N ist, verschieden von dem Paar (2, 1), in dem 2 aus M, 1 aus N
entnommen ist. Man kann in solchen Fillen, um Verwechselungen ein fiir
allemal auszuschlieBen, die Zugehorigkeit eines Elements zu einer be-
stimmten Menge durch die Reihenfolge der Elemente innerhalb des Paars
andeuten, also z. B. verabreden, daB in dem Paar (m, n) stets das erste
Element m aus M, das zweite Element n aus N stammt. Dann hat man
natiirlich auf die Reihenfolge der Elemente innerhalb eines Paars scharf
zu achten und die Paare (m, n) und (n, m) als voneinander verschieden
zu betrachten. Diese Verabredung ist aber nicht notwendig. Man kann
statt dessen z. B. unterhalb jedes Elements in jedem Elementepaar (gewisser-
mafen als Index) die Menge notieren oder sich n tiert denken, der das
Element entnommen ist; dann braucht man auf die Reihenfolge der

1) Hier und im Nichstfolgenden mag zur Erleichterung des Lesers
die Nullmenge auBer acht bleiben. L#8t man auch die Nullmenge fiir
eine der Mengen M und N zu, so ergibt sich bei folgerichtiger Anwendung
der Definition, daB die-Multiplikation einer beliebigen Menge mit der
Nullmenge wiederum die Nullmenge als Verbindungsmenge ergibt und daf
auch die Umkehrung dieser Aussage gilt. Hiervon Gebrauch zu machen
wird sich uns aber keine Veranlassung bieten.

%) Diese Elementepaare lassen sich natiirlich auch ihrerseits wiederum
als Mengen auffassen. Da es aber hierauf nicht ankommt, sollen zur Kenn-
zeichnung der Elementepaare (und der alsbald einzufiihrenden Komplexe
von mehr als zwei Elementen) runde Klammern (statt geschweifter wie bei
Mengen) verwendet werden.
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Elemente im Paar in keiner Weise mehr zu achten, sondern hat zwei Ele-
mentepaare dann und nur dann als gleich zu betrachten, wenn sie die
néimlichen Elemente aus den némlichen Mengen in irgendwelcher Reihen-
folge enthalten. — Sind die Mengen M und N elementefremd, so fallen
diese Erwiigungen und jede Beachtung der Reihenfolge im Elementepaar
ohnehin fort.

Weshalb man das Produkt zweier Mengen auf die oben ange-
fithrte Weise definiert, wird an einem Beispiel sofort klar. Es sei
etwa M = {m,, my, my}, N = {n,, n,}; dann wird

P=M.N =
{(mn ny), (my, ny), (my, ny), (my, ), (mg, n,), (mg, ”2)}-

Man erkennt, daB fiir den Fall endlicher Mengen M und N die Anzahl
der Elemente der Verbindungsmenge gerade das Produkt ist,
das sich durch Multiplikation der Anzahl der Elemente von M mit
der Anzahl der Elemente von N ergibt. Unsere Definition stellt
somit eine naturgemifBe Verallgemeinerung auf beliebige unend-
liche Mengen dar.

Entsprechend wie bei der Addition gehen wir jetzt von der
Multiplikation zweier Mengen zur Multiplikation beliebig wvieler
(endlich oder unendlich vieler) Mengen iiber. Es werde also er-
klart:

Definition 5. Es sei eine beliebige Menge M von Mengen
gegeben: M = {M,, M,, M,,...}; M braucht nicht etwa abzahl-
bar zu sein. Bildet man dann alle Elementekomplexe

m = (my, my, Mg, ...),

wobei m, alle Elemente von M,, m, alle Elemente von M,, m,
alle Elemente von M, durchliuft usw., so daB von jeder der in
M enthaltenen Mengen je ein einziges Element in m vorkommt, so
nennt man die Menge P = PM, deren Elemente alle mdoglichen
verschiedenen Komplexe m sind, die Verbindungsmenge der
Mengen M,, M,, M,, .... Man schreibt:

P=SM=M, M, M,

Ganz entsprechend wie bei der Multiplikation zweier Mengen ist zu
Definition 5 zu bemerken, daB es zwar an sich auf die Reihenfolge der
einzelnen Elemente im Komplex nicht ankommt, daf aber zwei Komplexe
nur dann als gleich zu betrachten sind, wenn sie die ndmlichen Elemente
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aus den ndmlichen Mengen enthalten. Sind also die Mengen M,, M, usw.
nicht paarweise elementefremd, so kann der Fall vorkommen, da8 zwei
Komplexe die nimlichen Elemente enthalten, ohne doch als gleich
angesehen werden zu konnen. In diesem Fall kann man zur Vermeidung
von Verwechslungen sich zu jedem Element die 2ugehdrige Menge als
Index vermerkt denken oder auch in der Schreibweise eine bestimmte
Reihenfolge der Elemente im Komplex innehalten. Wie immer nach dieser
Richtung verfahren wird, so ist doch klar, daB dio Reihenfolge der
Faktoren in dem Produkt M, M,. M,-.- keineswegs wesentlich ist,
sondern daB die Verbindungsmenge begrifflich unabhiingig ist von der
Reihenfolge, in der die Faktoren auftreten.

Beispiel: Die Menge M sei abzahlbar: M = {M,, M,, M,,
M,, M, ...}. Die Mengen M,, M, usw. seien folgende:

M, = {my,n), My={my, ny), My={mg), M,={my},
My = {m;} usw.,

wobei die Elemente m,, n,, my, ny, m,, m,, mg, . .. beliebig sein
konnen; M, und M, enthalten also je zwei Elemente, wihrend alle
weiteren Mengen nur aus je einem einzigen Element bestehen.
Dann lassen sich aus den Elementen dieser unendlich vielen Mengen
nur die folgenden vier verschiedenen Komplexe bilden:

(my, my, my, my, my, ...),

(my, mg, mg, my, my, ...),
(ny, mg, mg, my, Mg, .. D),
(ny, my, my, my, mg, ...);

die Menge dieser vier Elemente ist also die Verbimiungsmenge
BM.

Es seien nun zwei verschiedene, aber dquivalente Mengen von
Mengen gegeben: »

M={M,, My, M,, ..}, N={N;, Ny, Ny, ...};

wiederum soll (wie auf 8. 57) die gewshlte Bezeichnungsweise
nicht etwa die Abzahlbarkeit von M und N fordern, wohl aber
eine bestimmte Abbildung zwischen den beiden &quivalenten
Mengen M und N andeuten, gemif welcher M, und N,, M,
und N, usw. jeweils einander entsprechen. Ferner sollen je zwei
hiernach einander zugeordnete Mengen selber #quivalent sein,
also M, ~N,, My~ N, usw. Dann erkennt man in &hnlicher
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Weise wie-bei der Addition (S. 58), daB auch die Verbindungs-
mengen BLM und PN dquivalent sind; es 1aBt sich leicht eine
Abbildung zwischen ihnen ausdriicklich angeben.

Auf Grund dieser Tatsache 148t sich nunmehr die Multiplika-
tion von Kardinalzahlen folgendermaflen erkléren:

Definition 6. Es sei eine beliebige endliche oder unendliche
Menge von Kardinalzahlen M = {m,, m,, m,, ...} gegeben?),
die nicht etwa abzéhlbar zu sein braucht. Um das Produkt aller
Kardinalzahlen der Menge M zu bilden, ist folgendermafBlen zu
verfahren: Man wihle eine beliebige Menge M, von der Kardinal-
zahl m,, eine beliebige Menge M, von der Kardinalzahl m, usw.,
also zu jeder in M enthaltenen Kardinalzahl eine Menge von eben
dieser Kardinalzahl. Man bilde die Verbindungsmenge P =
M, M, - M- - -; ihre Kardinalzahl sei p. Dann wird p als das
Produkt aller Kardinalzahlen der Menge M be-
zeichnet; man schreibt:

p:ml.mz.ma....

Werden bei Anwendung dieser Definition an Stelle der Mengen
M,, M, usw. irgendwelche andere, beziiglich dquivalente Mengen
als Vertreterinnen der Kardinalzahlen m,, m, usw. gewshlt, so
wird die sich daraus ergebende Verbindungsmenge ihrerseits der
Verbindungsmenge P dquivalent sein, wie die der Definition 6
vorangeschickte Uberlegung zeigt. Man gelangt also, unabhéngig
von der besonderen Wahl der Mengen M,, M, usw., stets zur
nimlichen Kardinalzahl p als Ergebnis der Multiplikation. Dies
muB offenbar der Fall sein, damit unsere Definition wirklich einen
eindeutigen Sinn habe.

Die Grundregeln der Multiplikation und der Verkniipfung der
Addition mit der Multiplikation, wie sie in der gewoéhnlichen
Arithmetik gelten, bleiben auch fiir das Rechnen mit beliebigen
Kardinalzahlen bestehen. Es sind dies die Rechenregeln

m-n=n-m,m-n-q)=(m-n)-g,m-(n+qg)=m-n+m-q.
Diese Regeln gelten in unserem jetzigen Gebiet nicht nur fiir zwei
oder drei bzw. endlich viele, sondern auch fiir unendlich viele
Kardinalzahlen. Wie man sich namlich durch Anwendung der
Definition der Verbindungsmenge und (bei der zweiten Beziehung)
durch Wahl geeigneter Abbildungen ohne Schwierigkeit itberzeugen

1) Auch hierfiir gilt die FuBinote von 8. 59.
Fraenkel, Mengenlehre. 5
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kann, gelten zunichst fiir drei beliebige Mengen M, N, @ stets
die Beziehungen:
M-N=N-M, M-N-Q~M.-(N-Q)~(M-N).-QY),
M- N+Q=M-N+M-Q.

Geht man von den Mengen selbst zu ihren Kardinalzahlen iiber,
so ergeben sich daraus die obigen Rechenregeln fiir Kardinal-
zahlen. Auf entsprechendem Weg 148t sich schlieBlich einsehen,
daB jene Regeln nicht nur fiir zwei oder drei Kardinalzahlen,
sondern fiir beliebige Mengen von Kardinalzahlen gelten.

Ferner bestehen ganz wie bei den endlichen Zahlen fiir eine
beliebige Kardinalzahl m die Beziehungen:

m=l-mm4+m=2.-m, 2. m-4 m=3.m usw.

oder allgemein, wenn e eine beliebige endliche Kardinalzahl be-
deutet:
m4m4cot+m=ce-m
e Summanden

Dabei sind unter 1, 2, 3 usw. die so bezeichneten endlichen Kar-
dinalzahlen zu verstehen, deren Multiplikation mit anderen end-
lichen oder unendlichen Kardinalzahlen ja durch Definition 6
vollig erklart ist.

Die Richtigkeit dieser Beziehungen erkennt man dadurch,
daB man jeweils die linke Seite nach der Definition der Addition,
die rechte Seite nach der Definition der Multiplikation berechnet;
die dabei schlieBlich linkerseits auftretende Vereinigungsmenge

1) In dieser Beziehung sind die drei mit einander verglichenen Verbin-
dungsmengen nicht miteinander identisch, sondern nur einander &qui-
valent. In der Tat ist z. B. das Element (m, (n, ¢)) der Menge M - (N - Q)
verschieden von dem Element ((m, n), g) der Menge (M - N)- @, und beide
sind verschieden von dem Element (m, n, ¢) der Menge M + N -+ Q. Ordnen
wir aber diese drei Elemente und ebenso je drei im gleichen Sinne zu-
sammengehorige andere Elemente der drei Mengen einander zu, so entstehen
dadurch Abbildungen zwischen den Mengen M- N-Q , M- (N - Q) und
(M.N).Q, die die Aquivalenz der drei Mengen erweisen. — Genau Ent-
sprechendes gilt iibrigens von den Mengen M - N und N - M, falls man
im Sinn der Bemerkung von S. 62/63 bei der Bildung der Verbindungs-
mengen die Reihenfolge der einzelnen Elemente in den Komplexen als
wesentlich betrachten will; dann wiren M+ N und N « M nicht mehr als
gleich, sondern nur mehr als équivalent anzusehen (was sich iibrigens
fiirs Folgende als unwesentlich erweist).
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erweist sich dann als &quivalent der rechterseits entstehenden
Verbindungsmenge, d. h. die angeschriebenen Beziehungen treffen
wirklich zu. Um uns z. B. von der Gleichheit zwischen m -4 m
und 2 . m zu tiberzeugen, bilden wir eine Menge von der Michtig-
keit m: M ={a, b, ¢, ...}, eine zweite ebensolche (also zu M
dquivalente) und zu M elementefremde: M’ = {a’,¥’, ¢, ...},
endlich eine Menge von 2 Elementen: K = {n, p}. Dann ent-
spricht der Machtigkeit m 4 m die Vereinigungsmenge

MA+M={a,b,c,...ad, ¥, ¢,...),
dagegen der Michtigkeit 2. m die Verbindungsmenge

K'M=((n, a)’ (n’ b)’ (n; 0)1 . (P, a)’ (P, b), (P, C), .. -};

ordnen wir die Elemente a und (n, a), b und (n, b) usw., ferner
@’ und (p, a), b’ und (p, b) usw. beziiglich einander zu, so ist die
Aquivalenz zwischen M + M’ und K. M augenfillig gemacht.
Entsprechend ist der Beweis allgemein fiir e-m (e beliebige
endliche Kardinalzahl) leicht zu fiihren?).

Im Gegensatz zu diesen in Form von Qleichungen geschriebenen
Rechenregeln, die fiir die Addition und Multiplikation (und ebenso
fir die im nichsten Paragraphen zu erklirende Potenzierung)
der unendlichen Kardinalzahlen ebenso gelten wie fiir das Rechnen
mit gewohnlichen Zahlen, lassen sich die in der gewdéhnlichen
Arithmetik giiltigen Ungleichungen im allgemeinen nicht auf das
Rechnen mit unendlichen Kardinalzahlen iibertragen. Sind ném-
lich m, n, p irgend drei natiirliche Zahlen, von denen etwa m kleiner
ist als », so ist bekanntlich auch m + p kleiner als n 4 p und
ebenso m - p kleiner als n- p. Demgegeniiber gelten z. B. fiir die
uns bekannten unendlichen Kardinalzahlen a und ¢ die Be-
ziehungen (vgl. S. 61):

a4+c=¢ ¢c+c=¢, alsoa4+c=c¢+¢,

obgleich a < ¢ ist; wir werden ebenso sehen, daB aucha.¢=c¢-.¢
ist. Auf gewisse Ungleichungen, die auch im Bereich der unend-
lichen Kardinalzahlen gelten und teilweise nicht ganz einfach
zu beweisen sind, soll hier nicht eingegangen werden.

1) Es bereitet iibrigens keinerlei Schwierigkeiten zu zeigen, daB sich
auch die Multiplikation zweier unendlicher Kardinalzahlen gleichfalls als
eine (unendlich oft) wiederholte Addition eines beliebigen der Faktoren
auffassen liBt.

5*
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In der gewohnlichen Arithmetik ergibt sich aus den Grund-
definitionen des Rechnens als niichste Folgerung das Einmaleins.
Ganz entsprechend werden wir jetzt durch Anwendung unserer
Definitionen der Addition und Multiplikation auf die uns be-
kannten Méichtigkeiten einige einfache, aber merkwiirdige und
inhaltsreiche Beziehungen erhalten.

NachS.6lista 4+ a =2.a =a; daheristauch3-a=(2+1).a
=2-a+1l-a=a+4+a=aqa,4ra=3-a+a=a-a=ausw,
also allgemein

4} e-a = a fir jede endliche Zahl e.
Es ist aber auch
(2) ara=a,

wie man z. B. mittels des auf S. 20 ff. zur Abzéhlung der Menge
der rationalen Zahlen verwandten Verfahrens schliefen konnte.
Zum Beweis der Beziehung (2) pflegt man auch den folgenden
unmittelbar anschaulichen (iibrigens zur Abzihlung der rationalen
Zahlen gleichfalls benutzbaren) Weg einzuschlagen: Die zwei
gemif der Definition der Multiplikation zu wahlenden abzahl-
baren Mengen seien

M={1,3,5,7,..)und N =4{2,4,6,8,...}.
Wir ordnen die in der Verbindungsmenge vorkommenden Zahlen-

paare in der folgenden Form eines links oben beginnenden, nach
rechts und unten unbegrenzten Quadrats an:

(1;
3,
(5,
1, ; (7, 8)
{9,

9, 6) (9,8 (9,10 .--

Alle in diesem zweifach unendlichen Schema vorkommenden
Zahlenpaare wollen wir nun der Reihe nach so durchlaufen, wie
es unsere mit Pfeilen versehene Zickzacklinie in leicht verstéind-
licher Weise andeutet; auf (1, 2) folgen also (1, 4), (3, 2), (5, 2),
(3, 4) usw. In der Abzihlung, die alle von der Zickzacklinie ge-
troffenen Zahlenpaare der Reihe nach aneinander anreiht, kommen
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ersichtlich alle Zahlenpaare des Schemas vor; die Verbindungs-
menge M - N ist also wirklich abzédhlbar, wie wir beweisen wollten.
Ebenso ist

(3) e+ ¢ = ¢ fir jede endliche Zahle
(4) a-c=c.

Die erste dieser Beziehungen folgt einfach daraus, daB ebenso
wie die Menge aller Punkte einer bestimmten geraden Strecke auch
die Menge aller Punkte einer doppelt, dreimal, viermal, . . ., e-mal
so groflen Strecke die Machtigkeit ¢ besitzt (vgl. auch S. 61).
Gehen wir ferner aus von der durch die Punkte 0 und 1 (letzteren
eingeschlossen) begrenzten Strecke der Zahlengeraden und be-
zeichnen wir die Punkte dieser Strecke mit (0, ¢), wo ¢ alle unend-
lichen Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 (d. h. also alle reellen Zahlen
zwischen diesen Grenzen) durchlduft, so konnen wir analog die
Punkte der Strecke von 1 bis 2 (letzteren Punkt eingeschlossen) mit
(1, ¢) bezeichnen, ebenso die Punkte der Strecke von 2 bis 3 mit
(2, ¢) usw., wobei immer c alle unendlichen Dezimalbriiche zwischen
0 und 1 durchlduft; in gleicher Weise mégen die Punkte zwischen
—1 und 0 mit (—1, ¢), die zwischen — 2 und — 1 gelegenen mit
(—2, c) bezeichnet werden usw. Die Menge aller Punkte der
beiderseits unbegrenzten Zahlengeraden stellt in dieser Bezeich-
nungsweise offenbar die Verbindungsmenge der Menge aller
ganzen Zahlen und der Menge aller reellen Zahlen zwischen
0 und 1 dar, von denen erstere abzéhlbar ist, letztere die Machtig-
keit ¢ besitzt. Da die Menge aller Punkte einer geraden Linie
ebenfalls von der Machtigkeit ¢ ist (S. 38), so ist hiermit die Be-
ziehung a. ¢ = ¢ bewiesen.

Endlich soll noch gezeigt werden, daB auch folgende Bezie-
hung gilt:

(5) cot=¢,

und zwar wollen wir diesen Satz in geometrischer Einkleidung be-
weisen, um gleich eine weitere Folgerung daraus ziehen zu
konnen. Es sei ein Quadrat von der Seitenlédnge 1 (etwa 1 cm) ge-
geben ; wir wollen die Menge aller innerhalb dieses Quadrats gelege-
nen Punkte betrachten und zu dieser Menge auch noch die Punkte
zweier Quadratseiten (etwa der oberen und der rechten) rechnen,
nicht aber die auf den zwei anderen Seiten (der unteren und der
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linken) gelegenen Punkte. Ist P ein beliebiger Punkt unserer
Menge, so wollen wir uns (vgl. Abb. 6) von P aus eine Linie senk-
recht zur linken Quadratseite und eine zweite Linie senkrecht
zur unteren Quadratseite gezogen denken ; die Lénge der ersten Linie
(bis zum Schnitt mit der Quadratseite) sei mit x, die Lange der zwei-
ten Linie mit y bezeichnet. Da jede Quadratseite die Lange 1 besitzt,
wird jede der Strecken z und y zwar groBer als 0, aber héchstens
gleich 1 sein; gemaB den Uberlegungen von S.31f. kénnen wir da-
her  als den unendlichen Dezimalbruch 0, z; z, @; . . . schreiben
und ebenso y als den unendlichen Dezimalbruch 0, ¥, ¥, ¥ . . ., WO
@, Ty, Ty, + - - Y1, Yo, Y3, - - - lauter Ziffern aus der Reihe 0, 1, 2,
..., 9 bedeuten. Zu jedem bestimmten Punkt
=" P unserer Menge gehort offenbar ein Paar von
vollig bestimmten Dezimalbriichen & und y;
Vi umgekehrt gehért zu je zwei zwischen O und 1
gelegenen unendlichen Dezimalbriichen ein ein-
ziger Punkt unseres Quadratinhalts, den man
durch Auftragen der Strecken z und y senkrecht
zu den Quadratseiten jederzeit bestimmen kann.
Wir konnen zur Andeutung dieser gegenseitigen eindeutigen Be-
stimmtheit statt P auch (x, y) schreiben.

AuBer unserem Quadrat betrachten wir jetzt noch die Strecke
von 0 bis 1 auf der Zahlengeraden, deren Punkte wiederum durch
die unendlichen Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 bezeichnet werden
koénnen. Wir werden eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwi-
schen den Punkten dieser Einheitsstrecke und sdmtlicheri Punkten
unseres Quadratinhalts herstellen. Ist namlich P ein beliebiger,
aber von nun an bestimmter Punkt des Quadratinhalts, so seien

Abb. 6.

x2=0,2 2y 5... und y=0, 9, ¥ Y3 -
die zwei ihn bestimmenden unendlichen Dezimalbriiche; dann
bilden wir aus diesen beiden Zahlen den durch sie eindeutig be-
stimmten Dezimalbruch
2=0,2 ¥ % Yo T3 Y3 -+ 5

da 2 wiederum zwischen 0 und 1 liegt, kénnen und wollen wir dem
Punkt P den durch z bezeichneten Punkt unserer Einheitsstrecke
auf der Zahlengeraden zuordnen. Ist umgekehrt ein beliebiger
Punkt auf dieser Strecke gegeben, der durch den Dezimalbruch

2=0,2 2 23 %4 %5 % . -+
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bezeichnet ist, so ordnen wir diesem Punkt der Einheitsstrecke
denjenigen Punkt P unseres Quadratinhalts zu, der durch folgende
Werte  und y festgelegt ist:

2=0,2 232 ... und y=0, 2, 2, 25 ...;

da auch diese Werte  und y Dezimalbriiche!) zwischen 0 und 1
sind, ist der Punkt P eindeutig bestimmt. Wir haben so eine Ab-
bildung zwischen allen Punkten des Quadratinhalts und allen Punk-
ten einer geraden Strecke hergestellt ; da die Menge aller Punkte der
Strecke die Michtigkeit ¢ besitzt, gilt daher das Namliche von der
Menge samtlicher Punkte des Quadrats. Die Elemente dieser letzte-
ren Menge konnen aber durch die Zahlenpaare (z, y) bezeichnet wer-
den, wo sowohl = wie y je eine Zahlenmenge von der Michtigkeit ¢
durchlauft; die Machtigkeit der Menge aller Punkte P ist daher
nach der Definition der Multiplikation von Méachtigkeiten gleich
¢- ¢, und da sich diese Menge als dquivalent einer Menge von der

1) Allerdings sind z und y nicht notwendig unendliche Dezimalbriiche,
wie es zur Herstellung einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung erforder-
lich wire, sondern einer der beiden Dezimalbriiche kann ein abbrechender
sein, also schlieBlich lauter Nullen aufweisen; ist z. B. z = 0,1210101010.. .,
so ist y = 0,200...=0,2. Dieser formale Mangel des obigen Beweises
erfordert entweder den Nachweis, daB8 das Auftreten der abbrechenden
Dezimalbriiche, deren es nur eine abzdhlbare Menge gibt, auf das zu
beweisende Resultat ohne EinfluBl ist (vgl. S. 76/77), oder eine Abénderung
folgender Art: man betrachtet nicht, wie im Text angegeben, lauter einzelne

Ziffern ®, %y, ... %Y1 Y-+ 215 23, .., sondern, falls eine dieser
Ziffern (z. B. 2;) Null ist, statt dessen denjenigen Ziffernkomplex
Z %, . . . X, der entsteht, wenn man von z; bis zur nichsten von Null

verschiedenen Ziffer x, fortschreitet; ist weiter die néchste Ziffer z; , ,
von Null verschieden, so wird sie fiir sich als Komplex betrachtet, anderen-
falls wieder der bis zur nichsten von Null verschiedenen Ziffer reichende
Komplex ins Auge gefaBt usw. So erhdlt man z. B. fiir den Dezimal-
bruch 0,12103400507 . . . die folgende (durch Vertikalstriche angedeutete)
Einteilung in Komplexe: 0,1/2|1/03|4/005/07| . . . . Wird nun das obige
Verfahren zur Gewinnung einer Zahl z aus einem Zahlenpaar (z, y) und
umgekehrt, statt wie oben mittels der einzelnen Ziffern, vielmehr mittels
der Ziffernkomplexe durchgefithrt, so behélt das Verfahren, wie man
leicht einsieht, seinen umkehrbar eindeutigen Charakter bei, liefert dann
aber niemals abbrechende Dezimalbriiche; z. B. ergibt sich aus dem
vorhin angefithrten Wert z = 0,1|2|1/01/01[01] . . .

@ =0,110101..., y=020101..

Durch diesen von J. K6Nia stammenden Kunstgriff wird also der obige
Beweis liickenlos.
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Méchtigkeit ¢ erwiesen hat, so ist der gewiinschte Beweis der Be-
ziehung ¢ - ¢ = ¢ wirklich geliefert.

Geometrisch betrachtet, enthilt der Satz c¢-c¢ = ¢ zunichst
die soeben nachgewiesene Tatsache, daBl sich die Menge aller
Punkte in dem von uns betrachteten Quadrat auf die Menge
der Punkte der Einheitsstrecke abbilden 1iBt1). Ein noch merk-
wiirdiger aussehendes Ergebnis erhilt man aber, wenn man be-
denkt, dafl durch zwei beliebige (positive oder negative) reelle
Zahlen x und y sich ersichtlich jeder Punkt der unbegrenzten Ebene
in genau der nidmlichen Weise umkehrbar eindeutig festlegen
laBt, wie dies fiir die Punkte in unserem Quadrat unter der
Bedingung geschah, daB die Zahlen x und y auf die Werte zwischen
Ound 1 beschrankt blieben. Da auch die Menge aller reellen Zahlen
die Méchtigkeit ¢ besitzt, ist demnach c¢- ¢ gleichzeitig die Machtig-
keit aller Punkte einer unbegrenzten Ebene. Beriicksichtigt man
endlich noch, daf die Menge aller auf einer beliebigen Strecke ge-
legenen Punkte gleichfalls von der Michtigkeit ¢ ist (S.37), so
kann man die Beziehung c.c¢=c¢ in der folgenden iiberraschen-
den Form aussprechen:

Sdmitliche Punkte einer allseits unbegrenzten Ebene lassen sich
in umkehrbar eindeutiger Weise den Punkten einer moch so kurzen
Strecke zuordnen.

Wihrend wir in diesem Paragraphen die Operationen der Ad-
dition und Multiplikation vom Bereich der gewohnlichen natiir-
lichen Zahlen auf denjenigen der endlichen und unendlichen Kar-
dinalzahlen ausdehnen konnten, ist es nicht méglich, die gleiche
Verallgemeinerung auch fiir die Subtraktion und Division zu be-
wirken. Denn wire z. B. die Aufgabe gestellt, die Differenz a — a zu
berechnen, so miilten wir uns der drei auf S. 61 angefiihrten Be-
ziehungen erinnern: a + 1 =aqa,a 4 e = a, a 4+ a = a; aus ihnen
folgt, daB fiir a — a entweder die Zahl 1 oder jede andere natiir-
liche Zahl e oder die unendliche Kardinalzahl a genommen werden

1) Fiir den mit dem Begriff der Stetigkeit vertrauten Leser sei her-
vorgehoben, daB diese Abbildung wohl umkehrbar eindeutig, aber keines-
wegs stetig ist, d. h. nicht so beschaffen, daB benachbarten Punkten der
Strecke auch stets benachbarte Punkte des Quadrats entsprechen.
Eine umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung ist iiberhaupt nicht
moglich.
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kann. Angesichts der entstehenden Unbestimmtheit mu8 also von
der Ausfithrung der Subtraktion abgesehen werden. Ebenso folgt
z. B. aus den Beziehungen e-¢=a.¢ = ¢. ¢ = ¢ die Unausfiihr-

barkeit der Division; denn der Quotient % kénnte hiernach gleich

einer beliebigen endlichen Zahl e, gleich a oder gleich ¢ gesetzt
werden.

§ 8. Die Potenzierung der Kardinalzahlen.

Wir wollen die Potenzierung der Kardinalzahlen auf dieselbe
Weise erkliren, wie es in der gewéhnlichen Arithmetik iiblich ist,
niamlich als eine wiederholte Multiplikation des néamlichen Fak-
tors mit sich selbst. Doch werde hier erwihnt, daB urspriinglich
von CANTOR eine andere Definition .der Potenzierung gegeben
worden ist, die freilich auf das gleiche Ergebnis hinauskommt;
wir wollen auf diese andere Definition (mittels der sog. ,, Belegungs-
menge‘‘) nicht ausdriicklich eingehen.

Um zu einer beliebigen Michtigkeit m die Potenz m? = m - m
zu bilden, haben wir nach der Definition der Multiplikation zu-
néichst zwei Mengen M, und M, von der nimlichen Méchtigkeit m zu
wihlen; anders ausgedriickt: wir haben eine Menge N von Mengen
der Michtigkeit m zu nehmen, die die Kardinalzahl 2 besitzt, d.h.
die nur zwei Mengen M, und M, (von der Machtigkeit m) enthalt.
Hierauf sind alle Elementepaare (m,, m,) zu bilden, wobei m, alle
Elemente von M, , m, alle Elemente von M, durchliduft; die Menge
aller moglichen derartigen Paare (d.i. die Verbindungsmenge
M, - M,) besitzt dann die Machtigkeit m . m oder m2.

Die sinngemifBe Ausdehnung dieser Erklirung auf den allge-
meineren Fall, wo die Menge N von Mengen nicht die Kardinal-
zahl 2, sondern eine beliebige endliche oder unendliche Kardinal-
zahl besitzt, filhrt zu der folgenden

Definition. Es seien zwei beliebige Kardinalzahlen m und n
gegeben. Um die Potenz m" zu bilden, wihlen wir eine Menge N
von Mengen: N = {M,, M,, M,, ...}, die folgende zwei Eigen-
schaften besitzt: 1. die Menge N soll die Kardinalzahl 1 besitzen
(sie ist also im allgemeinen keineswegs abzihlbar), 2. jede der in
N enthaltenen Mengen M,, M,, M,, ... soll die Kardinalzahl m
besitzen. Wir bilden dann die Verbindungsmenge BN =
M, -M,- Mg+ - -; gemiafl der Definition der Multiplikation von
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Mengen sind zu diesem Zweck alle Elementekomplexe der Form
(my, my, mg, . ..) aufzustellen, wobei m, alle Elemente von M,,
m, alle Elemente von M, durchlauft usw., und die Menge aller
derartigen Komplexe stellt dann die Verbindungsmenge RN dar.
Ist q die Kardinalzahl der Menge PN, so wird q die nt® Po-
tenz von m genannt; man schreibt ¢ = m" und bezeichnet
wie in der Arithmetik m als die Basis, 1 als den Exponenten der
Potenz.

DaB nach dieser Erklarung das Ergebnis der Potenzierung da-
von unabhingig ist, wie die Elemente von N, d.h. die Mengen
M,, M,usw.gewahlt werden, braucht nicht mehr besonders nachge-
wiesen zu werden; denn das liegt einfach daran, daB nach S. 64 f.
das Ergebnis der Multiplikation von Kardinalzahlen stets das
namliche ist, welche Mengen auch immer man als Vertreterinnen
der einzelnen Kardinalzahlen heranziehen mag.

In einem wichtigen Zusammenhang mit dem hier erklirten
Potenzbegriff steht die auf S. 49f. betrachtete Menge aller Teil-

mengen einer gegebenen Menge. Dieser Zusammenhang soll jetzt
niher beleuchtet werden.

Liegt eine beliebige Teilmenge N’ einer Menge N von der Kardinal-
zahl 1 vor, wobei N’ auch mit der Menge N selbst oder mit der Nullmenge
(8. 13) identisch sein kann, so konnen wir der Teilmenge N’ eine Menge N”’
zuordnen, die zuniichst die ndmlichen Elemente wie N’ (also lauter Elemente
von N) umfaBt, aulerdem aber noch fiir jedes in N’ nicht enthaltene Ele-
ment von N eine Null (0) aufweist?). Die Menge N’/ ist dann zwar keine
Teilmenge von N, wohl aber ist sie durch die Teilmenge N’ villig be-
stimmt. Bildet man umgekehrt zu der gegebenen Menge N eine beliebige
Menge N”, die erstens gewisse Elemente von N und zweitens statt jedes
weiteren Elementes von N je eine Null enthilt, so entspricht offenbar
dieser Menge N eine einzige véllig bestimmte Teilmenge N’ von N, die
aus N” einfach dadurch entsteht, daB alle Nullen in N”/ fortgelassen
werden; derjenigen Menge N”/, die lauter Nullen und kein einziges Element
von N enthilt, entspricht die Nullmenge, die uns ja gleichfalls als Teil-
menge von N gilt. Wir wollen jede Menge N*” von den zwei angefiihrten
Eigenschaften fiir den Augenblick eine Faktormenge von N nennen. Da jeder
Teilmenge von N umkehrbar eindeutig eine Faktormenge von N ent-
spricht, ist die Menge aller Faktormengen von N iquivalent der Menge
UN aller Teilmengen von N. Ferner ist nach der Definition der

1) Um in einer und derselben Menge stets lauter verschiedene Elemente
zu erhalten, kann man sich die einzelnen Nullen von einander durch
Indizes oder Strichelchen formal unterschieden denken. Das Entsprechende
gilt fir die Mengen M,, M,, . . . auf S. 76.
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Faktormengen jede Faktormenge von N dquivalent der Menge NN selber. Ist
z. B. N={1, 2, 3}, so sind alle Faktormengen von N die folgenden:

{0’ 0’ 0}’ {1’ 0’ 0}’ {2’ 0’ 0}’ {3’ 0’ 0}’ {2’ 3’ O}’
8,0, {1,2,0}, {1,2,3}Y).

Die Anzahl der Faktormengen (und damit auch der Teilmengen) ist in
diesem Fall 8 oder 23; die erste {0, 0, O} entspricht der Nullmenge, die
iiberhaupt kein Element enthilt, withrend die letzte {1, 2, 3} der groBten,-
mit der Menge N selbst identischen Teilmenge zugeordnet ist (und mit
ihr zusammenfillt).

Wir wollen nun die Potenz 2" bilden, wo n eine beliebige Kardinal-
zahl bedeutet. N = {a, b, c, ...} sei irgendeine Menge von der Kardinal-
zahl 1. Um eine Menge von der Kardinalzahl 2" herzustellen, haben wir
nach der Definition der Potenz zunéchst eine Menge von der Kardinalzahl n
zu bilden, welche die Eigenschaft hat, dal ihre Elemente lauter Mengen
von der Kardinalzahl 2 (d. h. lauter Mengen von je 2 Elementen) sind.
Als diese Mengen konnen wir die folgenden wihlen:

{a’ 0}’ {b’ 0}’ {o’ 0}’ e

wobei 0 wie vorher die gewohnliche Zahl Null bedeutet. Die Menge all
dieser Mengen ist ersichtlich dquivalent zu N, also wirklich von der
Kardinalzahl n.

Es ist endlich gemdB der Definition die Verbindungsmenge all dieser
Mengen herzustellen. Jedes Element der Verblndungsmenge ist ein Kom-
plex, in dem aus jeder der Mengen {a, 0}, {b, 0}, {c, O} usw. je ein Element
auftritt, also ein Komplex, in dem gewisse der Elemente a, b, ¢ usw. vor-
kommen, wihrend an Stelle jedes nicht vorkommenden Elements je eine
Null steht Jeder beliebige dieser Komplexe stellt daher, wenn man ihn als
Menge betrachtet, eine Faktormenge von N dar; anders ausgedriickt:
ersetzt man bei einem beliebigen derartigen Komplex die runden Klammern
durch geschweifte, so hat man eine Faktormenge von N. Fbenso gilt
ersichtlich die Umkehrung. Die Menge aller Komplexe der angegebenen
Art, d.i. die fragliche Verbindungsmenge, ist also dquivalent der Menge
aller Faktormengen von N und nach dem vorletzten Absatz daher auch
#quivalent der Menge aller Teilmengen von N.

Nach der Definition der Potenz ist die Kardinalzahl unserer Ver-
bindungsmenge gleich 2". Daher erhalten wir den folgenden wichtigen
Satz, der dazu gefiihrt hat,“die Menge aller Teilmengen einer Menge N
auch schlechthin als die ,,Potenzmenge von N* zu bezeichnen:

Ist N eine beliebige Menge von der Kardinalzahl n, so besitzt
die Menge WN, d.i. die Menge aller Teilmengen von N, die
Kardinalzahl 2*. Ist also n eine beliebige Kardinalzahl, so st (S.50)
die Kardinalzahl 2" stets gréfer als n.

1) Auf die Reihenfolge der Elemente kommt es selbstverstindlich in
den Faktormengen ebensowenig an wie in den Teilmengen
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Dieser Satz gilt natiirlich auch fiir alle endlichen Mengen
und mag in dieser Beschrinkung manchem Leser aus der Kom-
binatorik bekannt sein. Ein Beispiel hierfiir ist auf S. 75 o. ge-
geben worden.

Fiir endliche Zahlen m, n, p werden in der Arithmetik die
Beziehungen bewiesen:

mtemP = m"+?P, m*. p* = (m-p)", (MP =mnr-?,

Genau die namlichen Beziehungen gelten fiir beliebige (endliche
oder unendliche) Kardinalzahlen m, n, p. Der Beweis 148t sich
ohne besondere Schwierigkeit in der Weise fithren, daB nach
den Definitionen der Addition, Multiplikation und Potenzierung
die linke wie die rechte Seite jeder Beziehung fiir sich in passender
Weise berechnet und dann, vornehmlich unter Anwendung der
aufS.65f. angegebenen Rechenregeln fiir die Multiplikation, gezeigt
wird, dal die erhaltenen Ergebnisse paarweise iibereinstimmen.

Gehen wir jetzt zu Beispielen iiber, so soll vor allem die Po-
tenz 10° berechnet werden. Wir bilden also eine Menge N =
{M,,M,, M,, ...},die abzihlbar und wirklich abgezihlt sein soll,
so daB8 M, das erste, M, das zweite Element von N darstellt usw.;
ferner soll jedes der Elemente M,, M,, M, usw. je eine Menge von
der Kardinalzahl 10 sein und zwar wollen wir fiir jede dieser Mengen
die nimliche Menge von 10 Zahlen: {0, 1, 2, . . ., 9} wihlen. Die
Verbindungsmenge M, M, M, --- enthilt dann als Elemente
alle Komplexe der Form (m,, my, m,, . . .), wo jede der in abgezahlt
unendlicher Anzahl vorkommenden Zahlen m,, m, usw. je einen
beliebigen Wert aus der Reihe 0, 1, ..., 9 besitzt. Einem solchen
Komplex kénnen wir in umkehrbar eindeutiger Weise den Dezimal-
bruch 0, m; my m; . .. zuordnen, der ersichtlich ein (unendlicher
oder abbrechender) Dezimalbruch zwischen 0 und 1 (beide Grenzen
eingeschlossen) ist. Die Menge aller unendlichen und abbrechenden
Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 ist demnach dquivalent der Ver-
bindungsmenge M, M,+ M, - - -, sie besitzt also die Machtig-
keit 109,

Die Machtigkeit dieser Menge von Dezimalbriichen koénnen
wir andererseits auch auf folgende Art bestimmen: Nach S. 42
besitzt die Menge aller unendlichen Dezimalbriiche zwischen 0
und 1 die Miachtigkeit ¢. Die Menge aller abbrechenden Dezimal-
briiche zwischen 0 und 1 ist eine unendliche Teilmenge der Menge
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aller rationalen Zahlen zwischen 0 und 1, da sich jeder abbrechende
Dezimalbruch auch als gemeiner Bruch (mit einem hdochstens
durch 2 oder 5 oder durch ein Produkt aus Potenzen dieser zwei
Zahlen teilbaren Nenner) schreiben 1aft; die Menge aller ab-
brechenden Dezimalbriiche ist also abzéhlbar. Die Menge aller
unendlichen und abbrechenden Dezimalbriiche zwischen 0 und 1
hat demnach die Michtigkeit ¢ 4 a, die nach S. 61 gleich ¢ ist.
Wir haben also das folgende Ergebnis gewonnen:

10 =c¢.

DaB in dieser Beziehung gerade die Kardinalzahl 10 auftritt, be-
ruhtalleindarauf, daf unser Ziffernsystem, das zur Bildung der Dezi-
malbriiche dient, entsprechend derAnzahl unserer Finger auf die Zahl
10 gegriindet ist. Man kann aber natiirlich alle reellen Zahlen eben-
sogut unter Zugrundelegung einer beliebigen anderen natiirlichen
Zahl n, die nur nicht die Eins sein darf, in Form unendlicher und ab-
brechender ,,systematischer Briiche‘‘ darstellen, wobei statt der Po-

tenzen von 10 und Il() die Potenzen von n und ;l&— die Rolle der Ein-

heiten spielen. Wiahlt man z. B. n = 2, so werden alle reellen Zahlen
zwischen 0 und 1 durch alle unendlichen ,,dyadischen‘ Briiche der
Form O, b, b, b, ... dargestellt, wobei fiir b;, b, usw. nur
die zwei Werte 0 und 1 zuldssig sind. Setzt man auf Grund
dieser Tatsache, auf deren Beweis hier verzichtet werden soll,
in der zuletzt angestellten Betrachtung » an die Stelle von 10,
so ergibt sich:

n® = ¢ (n beliebige von 1 verschiedene endliche Kardinalzahl).

Da also im besonderen auch 2% = c¢ ist, so folgt nach S. 75 der Satz:
Die Menge aller Teilmengen der Menge der natirlichen Zahlen be-
sitzt die Mdchtigkeit des Kontinuums.

Man kann auch unschwer zeigen, daB 2¢= n®=1{ ist, daB
also die Menge aller Teilmengen des Kontinuums die auf S. 43 ff.
behandelte Michtigkeit f besitzt.

Wir stellen zum Schlufl noch einige weitere Beispiele fiir das
Potenzieren von Kardinalzahlen zusammen. Es ist: a2=a-aqa
= a (Gleich. (2) auf S.68), a® =a2.a=a-.a=aqa, allgemein
a® = q fiir jede endliche Kardinalzahl n.
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a? = (n - a)* (Gleich. (1) auf S. 68) = n®.qa8
= n%°%. ¢ (Gleich. (2) auf S. 68) = (n%)% . % = (n® - )%
= (c-a)%(siehe 8.77) = ¢ (Gleich. (4) auf S. 69)
= (%) = n% % = nf = ¢, also
at=c.

Dieses Beispiel zeigt deutlich die Moglichkeit eines fruchtbaren
Rechnens mit unendlichen Kardinalzablen auf Grund der fiir sie
giiltigen Rechenregeln.

Ferner ist nach Gleichung (5) auf S. 69 ¢2 = ¢ ¢ = ¢, also auch
3 =¢2.¢c=¢.¢=¢ usw., allgemein ¢* = ¢ fiir jede endliche Kar-
dinalzahl n. Weiter gilt:

0 = (2a)a = 200 — 9 — ¢ .

Genau entsprechend, wie wir auf S. 70 ff. sahen, dal die Menge
aller Punkte eines Quadrats oder auch einer unbegrenzten Ebene
die Machtigkeit 2 besitzt, 148t sich leicht einsehen, da die Menge
aller Punkte eines Wiirfels oder des unbegrenzten dreidimensio-
nalen Raumes die Michtigkeit ¢3 hat (entsprechend der Dimen-
sionenzahl 3). Wir erhalten also das merkwiirdige Ergebnis:

Die Menge aller Punkte des unendlichen dreidimensionalen
Rawmes besitzt die Mdichtigkeit des Kontinuums. Man kann also
die Menge aller Punkte des Rawmes auf die Menge aller Punkte
einer noch so kleinen geraden Strecke so abbilden, daf jedem Punki
der Strecke ein einziger Punkt des Rawmes zugeordnet ist und umge-
kehrt. .

§ 9. Geordnete Mengen. Ahnlichkeit und Ordnungstypus.

All unsere bisherigen Uberlegungen haben an den Begriff der
unendlichen Menge nur in der einen Richtung angekniipft, dafl
wir uns mit den Kardinalzahlen der Mengen beschiftigt haben,
d. h. mit dem, was je allen untereinander dquivalenten Mengen
gemeinsam ist. Da der Hauptzweck des vorliegenden Biichleins
nicht sowohl der ist, einen gleichmaBigen Uberblick iiber das
Gesamtgebiet der Mengenlehre zu geben, als vielmehr der, dem
Leser die Moglichkeit der Einfiihrung ,,unendlich grofer Zahlen*
und ijhrer verniinftigen und fruchtbaren Verwendung vor
Augen zu fithren, so war diese Hervorhebung des Aquivalenz-
begriffs durchaus berechtigt; denn die unendlichen Kardinal-
zahlen, ihre Vergleichung und das Rechnen mit ihnen haben uns
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derartige, der gewohnlichen Arithmetik fremde Verhiltnisse deut-
lich zur Anschauung gebracht.

Zwei dquivalente Mengen werden aber im allgemeinen, auch
wenn man von der besonderen Natur ihrer Elemente absieht,
neben der ihnen gemeinsamen Kardinalzahl noch Verschiedenheiten
aufweisen, deren Gesamtheit man als die verschiedene Anordnung
threr Elemente bezeichnen kann. Ist z. B. M die Menge der natiir-
lichen Zahlen in der gewohnlichen Reihenfolge: M = {1, 2,
3,...), N die Menge aller positiven Briiche, die ihrer Grjpe
nach (also nicht etwa so wie auf S. 22) geordnet sind, so
sind zwar M und N #dquivalent, aber in bezug auf die Ordnung
ihrer Elemente ganz verschieden: M hat ein erstes Element 1
und zu jedem anderen Element von M gibt es ein unmittel-
bar vorangehendes und ein unmittelbar nachfolgendes; N be-
sitzt dagegen kein erstes Element, da es keinen kleinsten positiven
Bruch gibt, und zwischen je zwei positiven Briichen liegen immer
noch positive Briiche (z. B. ihr Mittel), so daBl ein beliebiges
Element von N weder einen unmittelbaren Vorgénger noch einen
unmittelbaren Nachfolger besitzt. Ja auch eine und die nimliche
Menge zeigt ein sehr verschiedenes Aussehen je nach der Art
der Anordnung ihrer Elemente; z. B. besitzt die Menge aller
ganzen Zahlen in der natiirlichen Reihenfolge: {..., —3, —2,
—1,0,1,2,3,...) kein erstes Element, wohl aber in der Anord-
nung {0, 1, —1,2, —2, 3, —3,...). Die auf die Anordnung der
Elemente einer Menge beziiglichen Uberlegungen werden uns zu
einer neuen Art ,,unendlicher GréB8en* fiithren, uns aber auch
sonstige interessante Tatsachen aufweisen, die selbst im Rahmen
dieser kurzen Darstellung erwihnenswert sind.

Wir beginnen mit der Einfithrung des Begriffs der ,,geordneten
Menge“. In Anlehnung an den gewéhnlichen Sprachgebrauch
versteht man darunter eine Menge, fiir die eine Vorschrift gegeben
ist, durch welche fiir irgend je zwei Elemente der Menge stets be-
stimmt wird, daf eines vorangeht (frither kommt, kleiner ist) und das
andere nachfolgt (spiter kommt, gréfer ist). Da die betreffende
Vorschrift innerhalb gewisser sogleich zu erwihnender Grenzen
willkiirlich bleibt, ist eine méglichst allgemeine Bezeichnung der
fraglichen Ordnungsbeziehung (wie ,,vorangehen‘ und ,,nachfol-
gen‘‘) jeder spezielleren (wie ,kleiner* und ,,gréBer) vorzu-
ziehen; die Vorschrift kénnte ja z. B. auch festsetzen, daf
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das groBere Element vorangeht, das kleinere nachfolgt. Wie
immer eine derartige Anordnungsvorschrift beschaffen ist, ver-
niinftigerweise wird sie stets folgende drei Eigenschaften besitzen:
Erstens wird kein Element sich selber vorangehen; zweitens wird
kein Element einem und demselben anderen Element gleichzeitig
vorangehen und nachfolgen?); drittens wird ein Element, das
einem zweiten vorangeht, wahrend dieses zweite seinerseits einem
dritten vorangeht, um so mehr selber diesem dritten Element
vorangehen.

Diese drei Eigenschaften, aber nichts Weiteres wollen wir
von der Anordnungsvorschrift fiir Mengen fordern; im iibrigen
kann diese Vorschrift also véllig willkiirlich sein. Der bequemen
Bezeichnung wegen benutzt man fiir die Anordnung das Zeichen <
(nicht zu verwechseln mit dem fir die Grifenordnung der
Kardinalzahlen verwendeten Zeichen <); wir schreiben also
a < b (gelesen etwa: ,,a vor b‘), wenn von den zwei Elementen
a und b einer Menge nach der Anordnungsvorschrift @ vorangeht
und b nachfolgt. Véllig gleichbedeutend mit a < b soll die
Schreibweise b & a (,,b nach a‘‘) sein. Die drei angefiihrten
Eigenschaften lassen sich dann so ausdriicken:

1. Es ist nie a < a, 2. es ist nie gleichzeitig ¢ < b und b < a,
B.ausa<Sb,bScfogta<c.

Ist zu einer Menge M eine Vorschrift gegeben, die zu jedem Paar
(@, b) verschiedener Elemente aus M eine der Beziehungen
a < b und b < a festlegt und dabei die drei angefithrten Eigen-
schaften besitzt, so sprechen wir von der einfach geordneten
Menge M oder kurz von der geordneten Menge M.

Aus den Eigenschaften der Ordnungsbeziehung folgt, daB
zwischen irgend zwei (gleichen oder verschiedenen) Elementen
a und b einer wie immer geordneten Menge stets eine einzige
der folgenden drei Beziehungen besteht: a = b, a S b, a & b.
Durch die Vorschrift, die eine Menge M ordnet, werden natiirlich
gleichzeitig alle Teilmengen von M geordnet; wir kénnen daher
jede Teilmenge einer geordneten Menge ohne weiteres selbst
als geordnete Menge betrachten. Zwei geordnete Mengen werden
nur dann als gleich bezeichnet, wenn sie die nimlichen Elemente
enthalten und iiberdies die Anordnungsvorschrift fiir jedes Paar

1) Diese zweite Eigenschaft ist iibrigens von selbst erfiillt, wenn das
nimliche von der ersten und der dritten gilt (vgl. S. 117).



Geordnete Mengen. Ahnlichkeit und Ordnungstypus. 81

gleicher Elemente beidemal die ndmliche ist. Aus der nimlichen
Menge kann man also sehr wohl verschiedene geordnete Mengen
bilden (vgl. S.79). Beispiele geordneter Mengen werden wir un-
mittelbar nach der nichsten Definition (S. 82ff.) kennen lernen.

Eine beliebig gegebene Menge braucht nicht geordnet zu sein
(wenn wir auch beim Aufschreiben oder Aussprechen gewisser
ihrer Elemente uns unwillkiirlich gezwungen sehen, dies in einer
bestimmten Reihenfolge zu tun). Die Frage, ob es méglich ist,
eine gegebene Menge stets zu ordnen — d. h. eine Ordnungsvor-
schrift von den angefithrten Eigenschaften fiir sie angegeben zu
denken — wird uns spiter (S. 125ff.) beschéaftigen.

Erwahnt seien noch die folgenden kurzen und anschaulichen
Bezeichnungen: Stehen ‘drei Elemente a, b, ¢ einer Menge zu-
einander in den Beziehungen a < bund b < ¢, so sagt man, b liege
,,zwischen den Elementen ¢ und c. Geht ein Element a einer
Menge auf Grund unserer Anordnungsvorschrift allen tibrigen Ele-
menten der Menge voran, so nennt man es das ,,erste Element
der Menge; folgt @ allen iibrigen Elementen der Menge nach, so
heiBlt a das ,,letzte‘* Element der Menge.

Die néamliche Bedeutung, die bei Mengen schlechthin der
Aquivalenzbegriff besitzt, hat bei geordneten Mengen der Be-
griff der ,,Ahnlichkeit*. Man setzt namlich fest:

Definition. Eine geordnete Menge M heiBt einer geordneten
Menge N dhnlich, wenn die Elemente von N denjenigen von M
auf solche Art zugeordnet werden konnen, daBl erstens jedem Ele-
mentm von M inumkehrbar eindeutiger Weise ein einziges Elementn
von N entspricht und daBl zweitens bei dieser Zuordnung auch die
Anordnung entsprechender Elemente die nimliche ist (d. h. daB,
falls m und n sowie m” und »’ zwei Paare entsprechender Elemente
sind, aus der in M geltenden Beziehung: m < m’ stets die Be-
ziechung in N: n < n’ folgt und umgekehrt). Eine Zuordnung
zwischen den Elementen der geordneten Mengen M und N, welche
die beiden angefithrten Eigenschaften besitzt, nennt man eine
dhnliche Abbildung zwischen den beiden Mengen. Man be-
zeichnet die Tatsache, dal die geordnete Menge M der geord-
neten Menge N dhnlich ist, durch die Schreibweise: M = N (ge-
lesen: M &hnlich N).

Nach dieser Definition kann Ahnlichkeit nur zwischen aqui-
valenten Mengen bestehen (wegen der ersten Eigenschaft der

Fraenkel, Mengenlehre. 6



82 Geordnete Mengen. Ahnlichkeit und Ordnungstypus.

dhnlichen Abbildung); dhnliche Mengen sind also stets dquivalent,
wahrend &dquivalente (geordnete) Mengen keineswegs einander
dhnlich zu sein brauchen. Ferner flieBen aus der Definition
(vgl.S.11f.) unmittelbar die beiden Tatsachen, daB jede Menge sich
selbst dhnlich ist und daB (wie zuletzt in der Ausdrucksweise schon
stillschweigend benutzt) die Eigenschaft der Ahnlichkeit zweier
Mengen M und N eine gegenseitige ist, d. h. daB zugleich mit
M>N auch N> M gilt und umgekehrt. Endlich erkennt man
ohne weiteres, daB, falls M der Menge N und diese wiederum
der Menge P &dhnlich ist, auch die Menge M ihrerseits der Menge P
dhnlich ist ; man hat zum Nachweis dieser Tatsache je eine d&hnliche
Abbildung zwischen M und N und zwischen N und P in der ném-
lichen Weise miteinander zu verkniipfen, wie dies fiir &quivalente
(nicht shnliche) Mengen auf S. 12 geschah.

Beispiele. 1. Die geordneten Mengen{1, 2, 3}, {2,3,1}, {3,1,2},
{1, 3,2}, {38,2,1), {2,1, 3} sind alle einander ahnlich. Es
leuchtet ein, daB {iberhaupt eine endliche Menge stets geordnet
werden kann; wird ndmlich ein beliebiges Element als erstes, ein
beliebiges anderes als zweites bezeichnet usw., so kommt dieses
Verfahren stets zum Abschlu8 (vgl. S. 16). Ferner sind offenbar
zwei endliche Mengen, die dquivalent sind (d. h. gleichviel Elemente
aufweisen, vgl. S. 14), stets auch dhnlich, wie immer ihre Elemente
angeordnet werden mogen ; denn es kénnen ja die ersten Elemente,
die zweiten, die dritten usw. beziiglich einander zugeordnet werden.
Auf den vollstindigen Beweis dieser Tatsachen soll hier nicht
eingegangen werden.

2. Wird die Menge aller natiirlichen Zahlen wie auch die Menge
aller Briiche (rationalen Zahlen) jeweils der GroBe nach geordnet,
d. h. so, daB stets die kleinere Zahl der groBeren vorangeht, so sind
diese beiden Mengen sicher nicht #hnlich, obgleich sie dquivalent
sind. Denn es kann (vgl.S.79) z. B. der Zahl 1 der ersten Menge kein
Bruch der zweiten entsprechen, weil der Zahl 1 in der ersten Menge
kein anderes Element vorangeht, wihrend in der zweiten Menge
jedem Bruch andere Briiche vorangehen, da es ja keinen kleinsten
Bruch gibt. Ordnet man dagegen die Menge aller Briiche so, wie
es auf S. 22 geschehen ist, also in der Reihenfolge {$, }, — 1,
4, —%, ...}, so ist diese geordnete Menge &hnlich der Menge der
ihrer GroBe nach geordneten natiirlichen Zahlen; denn liB8t man
die Zahlen ¢ und 1, } und 2, — } und 3 usw. einander entsprechen,
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so ist ersichtlich die Reihenfolge fiir jedes Paar von Elementen
der einen Menge dieselbe wie fiir das Paar der entsprechenden
Elemente der anderen Menge.

3. M sei die Menge aller rationalen Zahlen; N sei die Menge
aller rationalen Zahlen, ausgenommen die Zahlen zwischen 0 und
10, und zwar soll auch noch 0, nicht aber 10 zu N gehéren; die
Elemente beider Mengen sollen ihrer Gréfe nach angeordnet sein.
Dann ordnen wir von den negativen rationalen Zahlen einschlieB-
lich 0, die in beiden Mengen vorkommen, jede sich selber zu; ist

dagegen %b irgendeine positive rationale Zahl aus M, so ordnen wir
ihr die rationale Zahl 10 + m lO_nnin aus N zu und um-
gekehrt (also der Zahl ; aus N die Zahl —2 — 10 aus M). Auf

diese Weise erhalten wir offenbar eine dhnliche Abbildung zwischen
den geordneten Mengen M und N.

Eine ahnliche Abbildung zwischen beiden Mengen wird aber
unmoglich, sobald wir in die Menge N auch noch die Zahl
10 aufnehmen und die so entstehende geordnete Menge mit N’
bezeichnen. Denn dann ist in N’ zwar 0 < 10, aber keine Zahl
von N’ liegt zwischen O und 10, d.h.0 ist unmittelbarer Vorginger
von 10. In M dagegen liegen zwischen je zwei verschiedenen
Zahlen stets noch weitere Zahlen von M (z. B. ihr Mittel). Ware
nun ¢ irgendeine &hnliche Abbildung zwischen den Mengen

. m r .. . .
M und N’, so seien — bzw. — die rationalen Zahlen aus M, die den
n 8 ’

Zahlen 0 bzw. 10 aus N’ entsprechen. Das (arithmetische) Mittel
m r

8 m-s+r-n
2  2.m-.s

Bruch zur Abkiirzung mit £ bezeichnen. Dann liegt bekanntlich

zwischen - und — ist ; wir wollen diesen

% zwischen % und —+ Der vermoge der Abbildung @ dem Bruch =

von M entsprechende Bruch von N’ sei endlich mit ? bezelchnet

; Mol ein: st ST
Da 0 < 10 ist, muB auchn<8seln, daher 1stn§q<8.

Dagegen kann unméglich 0 < % < 10 sein, wie es wegen der
6*
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vorausgesetzten Ahnlichkeit der Abbildung @ der Fall sein miiBte;
denn zwischen 0 und 10 liegt ja iiberhaupt kein Bruch von N’.

Die Hinzufiigung eines Elementes zu einer von zwei dquiva-
lenten unendlichen Mengen kann das Bestehen der Aquivalenz
sicher nicht storen (vgl. S.16/17 und 19). Unser Beispiel zeigt,
daB dies dagegen bei dhnlichen Mengen in bezug auf die 4hn-
lichkeit sehr wohl der Fall sein kann.

4. Wir betrachten einmal eine von links nach rechts ziehende
beiderseits unbegrenzte gerade Linie und ferner eine zu ihr parallele
gerade Strecke AB von der Lange 1 (etwa 1 cm) (vgl. Abb. 7); M sei
die Menge aller Punkte der geraden Linie, N die Menge aller Punkte
der Strecke ausschlieflich ihrer beiden Endpunkte. Wir wollen beide

A P C g B8

A B
YA
/PC 7
Abb. 7.

Mengen ordnen durch die Vorschrift, fiir zwei Punkte P und @ der
geraden Linie (oder der Strecke) solle P < @ gelten, wenn P links
von @ liegt, dagegen P > @, wenn P rechts von @ gelegen ist.
Wir denken uns nun die (etwa durch einen diinnen Draht darge-
stellte) Strecke in der Mitte rechtwinklig geknickt und die geknickte
Strecke ohne Umlegung so an die gerade Linie angelegt, wie es
auf S. 38 geschah und in Abb. 7 angedeutet ist. Wie dort ziehen
wir von dem Punkte S aus alle méglichen Strahlen, die die
geknickte Strecke wie auch die gerade Linie in je einem Punkt
schneiden. Eine Abbildung zwischen den Mengen M und N werde
nun wie auf S.39 hergestellt durch die Vorschrift, da je ein
Punkt der Strecke und der geraden Linie, die auf dem néamlichen
von 8 ausgehenden Strahle liegen, einander zugeordnet werden
sollen. Diese Abbildung ist dhnlich, wie der Augenschein lehrt.
Denn sind P und @ zwei Punkte der Strecke, von denen (in
der urspriinglichen Lage der Strecke) P links von @ gelegen ist,
so liegt der zu P zugeordnete Punkt P’ der geraden Linie links
von dem zu @ zugeordneten Punkt @' der Geraden. M ist also
nicht nur dquivalent N, sondern auch &hnlich N.
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Diese Zuordnung wird dagegen unméglich, wenn wir zur
Menge N etwa noch den linken Endpunkt 4 der Strecke 4B rech-
nen. Denn bei unserer Zuordnung entspricht dann diesem Punkt
kein Punkt der geraden Linie, weil die Verbindungslinie zwischen §
und 4, die unserer Geraden parallel ist, diese iiberhaupt nicht
schneidet. Es kann aber nach dieser Hinzufiigung auch keine
andere dhnliche Abbildung zwischen den beiden Mengen geben;
denn dem Punkte 4 geht kein Punkt der Strecke voran, wih-
rend es zu jedem Punkt der Geraden noch links von ihm ge-
legene Punkte der Geraden (sogar unendlich viele) gibt.

Ubertragen wir die Verhiltnisse dieses Beispiels aus dem Reich
der rdumlichen Anschauung in das der Zahlen, indem wir die ge-
rade Linie als Zahlengerade, die Strecke als ein beliebiges Stiick der-
selben (etwa von 0 bis 1) mit Ausschlufl der Endpunkte betrachten,
so erhalten wir das folgende Ergebnis: Ist M die Menge aller der
GroBe nach geordneten reellen Zahlen, N die Menge der (ebenfalls
der GroBe nach geordneten) reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (oder
zwischen irgend zwei reellen Zahlen) unter Ausschluf3 der Grenzen,
so sind beide Mengen dhnlich. Dies ist dagegen nicht mehr der
Fall, wenn man zu der zweiten Menge ihre Grenzen oder eine von
ihnen hinzurechnet.

5. M sei die Menge aller Punkte einer unbegrenzten Ebene, z. B. einer
allseitig ins Unendliche fortgesetzt gedachten Seite dieses Buches. In dieser
Ebene sei ein Quadrat von beliebiger Grofe gezeichnet (vgl. Abb. 8 auf S. 86),
und zwar — um eine bestimmte Vorstcllung zu haben — etwa so, daB zwei
Quadratseiten genau von links nach rechts, die anderen zwei also genau
von unten nach oben verlaufen; N sei die Menge aller innerhalb dieses
Quadrats gelegenen Punkte, wihrend die auf den Seiten des Quadrats
liegenden Punkte nicht zur Menge N gehoren sollen. Beide Mengen mégen
durch die ndmliche Vorschrift geordnet sein: von zwei Punkten soll der-
jenige als vorangehend bezeichnet werden, der weiter links als der andere
gelegen ist; liegt von zwei Punkten der Menge M oder N keiner links
vom anderen, d. h. liegen beide Punkte genau untereinander (also auf einer
Parallelen zu den von unten nach oben verlaufenden Quadratseiten), so
soll derjenige Punkt als dem anderen vorangehend bezeichnet werden, der
unter dem anderen gelegen ist. Man iiberzeugt sich, daB unsere Vorschrift
die drei Eigenschaften, die von jeder Ordnungsvorschrift gefordert wurden
(S. 80), wirklich besitzt; M und N sind also geordnete Mengen.

Um eine dhnliche Abbildung zwischen den beiden Mengen herzustellen,
denken wir uns die untere der beiden von links nach rechts verlaufenden
und die linke der beiden von unten nach oben verlaufenden Quadratseiten
jeweils unbegrenzt nach beiden Seiten verlingert; wir wollen diese zwei
geraden Linien, deren Schnittpunkt die linke untere Quadratecke O ist,
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als Achsen unserer Ebene bezeichnen und zwar in der angefiihrten Reihen-
folge als wagerechte und senkrechte Achse. Dann kann jeder Punkt P
der Ebene, im besonderen also auch jeder Punkt des Quadrats, genau
wie auf S. 70 vollstindig bestimmt werden durch Angabe der (etwa
in Zentimetern ausgedriickten) Léngen y und x der zwei Senkrechten,
die von dem Punkte P senkrecht auf die Achsen gefillt werden konnent).
Statt dessen koénnen wir ebensogut den Punkt P bezeichnen durch An-
gabe des Punktes P, auf der wagerechten Achse und des Punktes P, auf
der senkrechten Achse, in
denen die Strecken von

] ..ip denMaBzahlen y und z mit

: den Achsen zusammen-
treffen.

[ - ¢ Es sei nun P ein

|

|

i

| ganz beliebiger Punkt der
y‘ Ebene, P, und P; die zu

I ihm gehorigen Punkte auf

I der wagerechten und der

| senkrechten Achse; ebenso

: moge @ einen beliebigen

1

1

‘Q S —

wagerechte | o Punkt innerhalb des Qua-
Achse |« drats, @, und @, die zu
s ihm gehorigen Punkte auf

%g den Achsen bezeichnen.

Sl Dann liegt Q, auf der wa-

* Abb. 8 gerechten Achse speziell

innerhalb der unteren
Quadratseite, Q, auf der senkrechten Achse speziell innerhalb der linken
Quadratseite (jeweils die Quadratecken ausgeschlossen); P, und P, dagegen
koénnen auf den Achsen innerhalb oder auBerhalb der Quadratseiten liegen,
apch mit Quadratecken zusammenfallen. In Beispiel 4 haben wir eine be-
stimmte dhnliche Abbildung zwischen der Menge aller Punkte einer un-
begrenzten Geraden und der Menge aller Punkte einer Strecke kennen-
gelernt; diese Abbildung benutzen wir jetzt, um in umkehrbar eindeutiger
und dhnlicher Weise alle Punkte der wagerechten Achse den Punkten der
unteren Quadratseite, alle Punkte der senkrechten Achse den Punkten
der linken Quadratseite zuzuordnen. Endlich setzen wir fest: Der Punkt P
der Ebene, d. h. der Menge M, soll dem Punkt @ des Quadratinhalts,
d. h. der Menge N, dann und nur dann zugeordnet sein, wenn gemaf der
soeben angegebenen Zuordnungsvorschrift der Punkt P, dem Punkte @,
und gleichzeitig der Punkt P, dem Punkte @, entspricht.

1) Allerdings ist zur -volligen Bestimmung des Punktes P noch die
Hinzufiigung von Vorzeichen zu den Zahlen z und y nétig, wie der mit
der analytischen Geometrie vertraute Leser sofort bemerkt. Die Einfiih-
rung von Vorzeichen wird aber iiberfliissig, da die Léngen der Strecken
sogleich durch ihre FuBpunkte ersetzt werden.
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Die sich so ergebende Abbildung zwischen den Mengen M und N ist
ghnlich.- Leichter als durch theoretische Uberlegungen (die in diesem Fall,
ohne eine Schwierigkeit zu bereiten, doch etwas umsténdlich wiirden) er-
kennt dies der Leser dadurch, daB er zwei beliebige Punkte der einen
Menge annimmt, die ihnen entsprechenden Punkte der anderen Menge
zeichnerisch aufsucht und dann iiberlegt, daB und aus welchem Grunde
die Ordnung des Punktepaares beidemal die némliche ist. Hierbei
ist besondere Aufmerksamkeit dem Falle zuzuwenden, wo die beiden
Punkte der einen (und daher auch der anderen) Menge gerade unter-
einander liegen.

Genau wie wir vom Begriff der Aquivalenz zu dem der Kardinal-
zahl oder Méchtigkeit kamen (S. 41), gelangen wir jetzt vom Be-
griff der Ahnlichkeit zu dem des ,,Ordnungstypus*. Wir wollen
nimlich das Gemeinsame, was jeweils allen untereinander #hn-
lichen geordneten Mengen eigentiimlich ist, ihren Ordnungstypus
nennen. Die Aussage ,,zwei geordnete Mengen besitzen den nim-
lichen Ordnungstypus® ist also nur eine andere Ausdrucksweise
fiir die Tatsache, daf die beiden Mengen #hnlich sind. Liegt eine
bestimmte geordnete Menge vor, so erhalten wir, wenn wir von
der speziellen Natur ihrer Elemente absehen,. den Ordnungs-
typus; lassen wir auch noch die Anordnung der -Elemente aufler
acht, so gelangen wir zur Kardinalzahl (vgl. die Beispiele des
§ 2, S. 31f.).

Da zwei dquivalente endliche Mengen stets dhnlich sind (vgl.
S.82), so fallen die endlichen Kardinalzahlen mit den Ordnungs-
typen der endlichen Mengen zusammen; wir kénnen daher auch
diese ,.endlichen Ordnungstypen‘ mit 1, 2, 3 usw. bezeichnen.
Z. B.ist 3 der Ordnungstypus der Menge {1, 2, 3} oder der Menge
{a, b, ¢}, wo a, b, ¢ beliebig sind. Die Ordnungstypen unend-
licher Mengen pflegt man mit kleinen griechischen Buchstaben
zu bezeichnen. So ist w der Ordnungstypus jeder abgezihlien un-
endlichen Menge, also z. B. der Menge der natiirlichen Zahlen in
der gewohnlichen Reihenfolge; der umgekehrte Ordnungstypus,
also der der Menge (..., 4, 3, 2, 1) wird mit *w bezeichnet, wie
iiberhaupt fiir den Ordnungstypus der geordneten Menge, die aus
einer Menge vom Ordnungstypus x4 durch Umkehrung der Ord-
nung entsteht, die Schreibweise *u iblich ist.

In den Ordnungstypen unendlicher Mengen kénnen wir ebenso
wie in ihren Kardinalzahlen ,,unendliche GroBen‘ erblicken.
Es soll daher noch kurz auf das Rechnen mit Ordnungstypen
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eingegangen werden, das ebenso bestimmt erklart und ausgefiihrt
werden kann wie das Rechnen mit Kardinalzahlen. Dagegen
bleiben die Rechenregeln, die fiir das Rechnen mit gewshnlichen
Zahlen gelten und die sich auch beim Rechnen mit Kardinalzahlen
als giiltig erwiesen haben, beim Rechnen mit Ordnungstypen nicht
mehr vollstindig, sondern nur zum Teil bestehen. Wir wollen uns
iibrigens im wesentlichen auf die Addition der Ordnungstypen
beschrénken, deren Kenntnis uns auch im néchsten Paragraphen
von Nutzen sein wird.

M sei eine geordnete Menge vom Ordnungstypus u, ferner N eine
geordnete Menge vom Ordnungstypus v, die zu M elementefremd
ist, also kein Element von M enthalt!). Wir bilden dann die Ver-
einigungsmenge der beiden Mengen (S. 56) und ordnen sie durch fol-
gende Vorschrift: sind m, und m, Elemente aus M und besteht in
M die Beziehung m,; < m,, so soll auch in der Vereinigungsmenge
m; < m, gelten; sind n, und n, Elemente aus N und ist in N
n, < 7y, so soll die ndmliche Beziehung in der Vereinigungsmenge
bestehen; ist endlich m irgendein Element von M, = irgendein
Element von N, so soll in der Vereinigungsmenge M + N stets
m < n gelten. Mit anderen Worten: Die Ordnung der Elemente
von M und von N soll in der Vereinigungsmenge beibehalten
werden, dagegen sollen alle Elemente von M allen Elementen
von N in der Vereinigungsmenge M + N vorangehen. Die durch
diese Vorschrift geordnete Vereinigungsmenge S wird als die
Summe der geordneten Mengen M und N (in dieser Reihenfolge),
der Ordnungstypus o der geordneten Menge S alsdie Summe der
Ordnungstypen x4 und » (in dieser Reihenfolge) bezeichnet;
man schreibt:

S=M-+N, o=u+v.

Sind M,, M,, N,, N, lauter geordnete Mengen, von denen
M, und N,, ferner M, und N, gegenseitig elementefremd sind,
und ist M,~>M,, N, = N,, so ist auch M, + N, >~ M, 4+ N,, wie
man sich durch Zusammenfassung je einer zwischen M, und M,
einerseits, zwischen N, und N, andererseits bestehenden dhnlichen
Abbildung iiberzeugt. Dies muBte auch der Fall sein, wenn die obige

1) Diese Beschrinkung ist deshalb notig, weil sonst moglicherweise
die Reihenfolge zweier in beiden Mengen vorkommender Elemente beide-
mal die entgegengesetzte ist, so daB es unméglich wird, die Reihenfolge
in der Summe beizubehalten.
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Definition der Addition zweier Ordnungstypen u und » einen be-
stimmten Sinn haben sollte, unabhiingig von der besonderen Wahl
der geordneten Mengen M und N (vgl. S.59).

Beispiele zur Addition zweier Ordnungstypen. 1. Es ist {1, 2, 3}
+4{4,5,6,7,8y ={1,2,3,4,5,6,7,8) und {4, 5,6, 7, 8) + {1,2,3}
={4,5,6,7,8,1,2,38). Gehen wir von den Mengen zu ihren Ord-
nungstypen iiber, so ergeben sich also zwischen den endlichen
Ordnungstypen 3, 5, 8 die folgenden Beziehungen: 3 + 5 = 8 und
54 3=28.

Man sieht leicht ein, daB entsprechende Beziehungen fiir be-
liebige endliche Ordnungstypen bestehen und daB demnach ebenso
wie fiir endliche Kardinalzahlen der Satz gilt: Die Summe zweier
endlicher Ordnungstypen ist wieder ein endlicher Ordnungstypus,
und zwar ist diese Summe unabhingig von der Reihenfolge der
Summanden.

2. M sei die geordnete unendliche Menge {2, 3, 4, ...}, N die
Menge {1} ; der Ordnungstypus von M ist w (S.87), der von N ist 1.
Der Ordnungstypus der Summe {2, 3,4, ... 1}, in der auf eine ab-
gezihlte unendliche Menge ein weiteres Element folgt, ist gemaf3
der Definition der Addition w4 1. Dieser Ordnungstypus, bei
dem ein letztes Element auftritt, ist sicherlich verschieden vom
Ordnungstypus‘ @, bei dem kein letztes Element vorkommt.
Wird dagegen bei der Addition die Menge N vorangestellt, so er-
hélt man als Summe die geordnete Menge {1, 2, 3, 4, ...}, d. h.
wiederum eine abgezihlte unendliche Menge; daher ist 1 + w = w.
Es ist also w + 1 verschieden von 1 + w.

Man erkennt auf die namliche Weise, daB o + 1, @ + 2,
® + 3 usw. lauter verschiedene Ordnungstypen sind, da8 dagegen
fir jeden endlichen Ordnungstypus e stets gilt: e 4+ w = .
Ebenso sind offenbar 1 + *w, 2 + *w, 3 + *w usw. lauter ver-
schiedene Ordnungstypen, wihrend *w + e = *w ist fir jeden
endlichen Ordnungstypus e.

3. Durch Addition der geordneten Mengen {1, 3, 5, ...} und
{2,4,6, ...} erhilt man die geordnete Menge{1,3,5, ... 2,4,6, .. O
deren Ordnungstypus also mit w + w zu bezeichnen ist. Figt
man noch eine endliche Menge, etwa {}, 4, 1} hinzu, so er-
hiilt man je nach der Stelle, an der diese Menge als Summand ein-
gesetzt wird, die Beziehungen

S+totow=0t+tow, wo+d3to=0+4+ow,
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wihrend der Ordnungstypus w + @ -+ 3 sich nicht mehr verein-
fachen 1aBt. Ebenso ist offenbar fiir jeden endlichen Ordnungs-
typus e '

etowt+ow=0t+ow=w+et+ow,

wihrend w +w, o4+ o0o+1, o+ w+2, w4+ o+ 3 usw.
lauter verschiedene Ordnungstypen sind.

4. Durch Addition einer Menge vom Ordnungstypus *w und
einer Menge vom Ordnungstypus w, z. B. der Mengen {..., — 3,
—2,—1,0}und (], 2, 3, ...}, erhilt maneine Menge vom Ord-
nungstypus *w + w; dies ist also der Ordnungstypus der Menge
aller ganzen Zahlen in der natiirlichen Reihenfolge: {..., — 3, — 2,
—1,0,1,2, 3, ...}. Dieser Ordnungstypus dndert sich offenbar
nicht, wenn zwischen der ersten und der zweiten Menge eine be-
liebige endliche Menge als Summand eingeschoben wird, deren Ele-
mente man sich nach Belieben mit denen der ersten Menge (am Ende)
oder mit denen der zweiten (am Anfang) vereinigt denken kann;
es ist also fiir jeden endlichen Ordnungstypus e stets *w + ¢ +
= *w 4+ w. Dagegen erkennt man genau wie bei den zwei letzten
Beispielen, dafl e + *w 4 » und *» + w + e fiir alle endlichen
Ordnungstypen e lauter untereinander (und natiirlich auch von
*w + o) verschiedene Ordnungstypen darstellen,

Weitere Beispiele fiir die Addition von Ordnungstypen werden
uns im nichsten Paragraphen entgegentreten.

Wir haben bei den Beispielen 3. und 4. schon stillschweigend
die Rechenregel

(c+p+y=a0+@B+7)

benutzt, die besagt, daB es bei der Addition von drei Ordnungs-
typen &, B, y gleichgiiltig ist, in welcher Weise je zwei Summanden
zusammengefaft werden. Diese Tatsache geht aus der Definition
der Addition von Ordnungstypen ohne Schwierigkeit hervor, wie
sich der Leser leicht klarmacht; sie berechtigt uns, fiir jene Summe
auch (unter Weglassung der Klammern) « + f 4 y zu schreiben,
wie wir dies bereits getan haben, und diese Schreibweise ist auch
im Einklang mit der untenstehenden Definition der Addition von
mehr als zwei Ordnungstypen. Dagegen gilt die fiir gewohnliche
Zahlen m und n (wie auch fiir beliebige Kardinalzahlen) bestehende
Regel m 4 n = n + m fir die Addition von geordneten unend-
lichen Mengen und von Ordnungstypen unendlicher Mengen nicht
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allgemein, wie unsere Beispiele zeigen; bei der Addition solcher
Ordnungstypen darf also die Reihenfolge der Summanden nicht
miteinander vertauscht werden.

Ganz analog wie bei der Addition der Kardinalzahlen 148t sich
nun die Definition der Addition von zwei Ordnungstypen auf eine
beliebige Menge von Ordnungstypen iibertragen. Man wird
also festsetzen:

Definition. Gegeben sei eine beliebige geordnete Menge
M={..«x...8...7...), deren Elemente «, §, 7, ... lauter Ord-
nungstypen seien (die geordnete Menge M braucht natiirlich keines-
wegs etwa ein erstes Element oder zu jedem ihrer Elemente einen
unmittelbaren Nachfolger zu enthalten). Um die Summe der Ord-
nungstypen der Menge M zu bilden, wihle man zu jedem Ordnungs-
typus «,8,y,... aus M je eine beliebige geordnete Menge 4 vom
Ordnungstypus &, B vom Ordnungstypus f, C vom Ordnungs-
typus y usw., und zwar derart, dafl niemals ein und dasselbe Ele-
ment in mehreren der gewihlten Mengen gleichzeitig vorkommt.
Wir bilden dann die Vereinigungsmenge S=..-4+4+... 4+ B
+++++4+C+--- und ordnen sie durch die Festsetzung, daf fiir
die Ordnungsbeziehung je zweier Elemente aus verschiedenen der
Mengen A4, .B, C, ... stets die Ordnung der zugehérigen Ord-
nungstypen in M mafgebend sein moge, dafl also die Elemente
von 4 denen von B, die Elemente von B denen von C vorangehen
sollen usw.; die Ordnung der Elemente jeder einzelnen der ge-
ordneten Mengen 4, B, O, ... untereinander soll dagegen
unveréndert in die Vereinigungsmenge § iibernommen werden.
Dann wird der Ordnungstypus ¢ der geordneten Menge S als

die Summe der Ordnungstypen der Menge M bezeichnet;
man schreibt:

O=cerd oot Bty toee.

Wiederum ist leicht zu erkennen, daBl das Ergebnis der Addi-
tion davon unabhingig ist, welche besonderen geordneten Mengen
A, B, C, ... als Vertreterinnen der Ordnungstypen «, 8, 7, ..
gewahlt werden; bei anderer Auswahl erhilt man nimlich eine
geordnete Vereinigungsmenge §’, die der geordneten Menge S
ghnlich ist.

Ohne néher auf die Multiplikation der Ordnungstypen eingehen
zu wollen, bemerken wir nur, in welcher Art eine Spezialisierung



92 Geordnete Mengen. Ahnlichkeit und Ordnungstypus.

der Verhiltnisse, wie sie bei der soeben angegebenen Definition
auftraten, naturgemifl zum Produkt zweier Ordnungstypen fiihrt.
Besitzt namlich die in der Definition vorangestellte geordnete
Menge M den Ordnungstypus u und sind die in M enthaltenen
Ordnungstypen «, f, v, ... alle gleich «1), so erhalten wir in ¢
eine Summe von lauter gleichen Summanden «, die in der Kar-
dinalzahl und Anordnung der geordneten Menge M auftreten.
Entsprechend der Erklarung der Multiplikation in der Arithmetik
als einer wiederholten Addition bezeichnet man dann ¢ als das
Produkt der Ordnungstypen &« und u (in dieser Reihen-
folge) und schreibt:

c=0-u.

Ist z. B.a=w, u=2,s0erhilt mano=w+4+owo=w-2
etwa als den Ordnungstypus der Menge

(1,35 ...2 4,86, ...).

Istdagegenoc:?, 4=, so ergibt sich o =2+4+24+2+4 ...
= 2. w etwa als der Ordnungstypus der Menge

{a, b, a;, by, as, by, ...},

d. h. einer abgezihlten unendlichen Menge. Da der Ordnungs-
typus aller (untereinander ausnahmslos #hnlichen) abgezéhlten
Mengen mit @ bezeichnet werden sollte, haben wir damit er-
kannt, dal 2. w = w ist. Bei der Multiplikation zweier Ordnungs-
typen darf also die Reihenfolge der Faktoren nicht vertauscht
werden ; vielmehr ist daran festzuhalten, dafl der erste Faktor den
Ordnungstypus angibt, der wiederholt zu addieren ist (,,Multi-
plikand*), wihrend der zweite Faktor ausdriickt, ,,wie oft‘‘ und
in welcher Anordnung diese wiederholte Addition ausgefiithrt wer-
den soll (,,Multiplikator<<)2).

Weitere Beispiele fiir die Multiplikation von Ordnungstypen
werden wir im Laufe der nichsten Uberlegungen (S. 107 und 110)
kennen lernen.

1) Formal kénnen sie ja in der Bezeichnung durch Indizes oder dgl.

voneinander unterschieden werden.
2) Ubrigens ist diese Festsetzung der Reihenfolge in der Literatur
nicht véllig einheitlich.
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§ 10. Lineare Punktmengen?!).

Wir wollen uns jetzt des Begriffs der geordneten Menge zu
einigen Uberlegungen bedienen, die zwar nicht unmittelbar auf
die Definition ,,unendlicher Gré8en‘‘ gerichtet sind, aber uns auf
anschauliches Gebiet fithren und zeigen, wie uns die Methoden
der Mengenlehre gleich einem Mikroskop von unendlicher Ver-
gréflerung noch Feinheiten unterscheiden lassen, die sich dem
Auge des ohne Mengenlehre arbeitenden Geometers vollkommen
entziehen.

Wir gehen aus von einer beiderseits unbegrenzten geraden
Linie, die der Einfachheit halber von links nach rechts verlaufen
moége. Um die Punkte der Geraden kurz bezeichnen zu kénnen,
denken wir sie uns als Zahlengerade; jede reelle Zahl stellt dann
auch einen gleichbezeichneten Punkt der Geraden dar. Wir be-
trachten die Menge M aller Punkte der Geraden und ordnen sie durch
die Festsetzung, daB < als,,links von*‘ erklart werden soll ; zwischen
zwei Punkten P und @ unserer Menge besteht also die Beziehung
P <@ oder PS Q, je nachdem P links von @ oder rechts von @
liegt. Alle folgenden Uberlegungen betreffen Teilmengen der ge-
ordneten Punktmenge M, die simtlich geordnet sind durch die
Ordnungsvorschrift, welche in M gilt. Jede gewonnene Erkenntnis
iiber unsere Menge oder iiber Teilmengen von ihr liefert uns gleich-
zeitig ein Ergebnis iiber Mengen reeller Zahlen, wenn wir von den
Punkten zu den sie bezeichnenden Zahlen iibergehen und diese,
wie es stets geschehen soll, ihrer Gr68e nach angeordnet denken.

Wir beginnen mit einigen Definitionen, in denen ,,Punktmenge
(genauere Bezeichnung: , lineare Punktmenge*‘) stets eine beliebige,
aber mindestens drei Punkte enthaltende (geordnete) Teilmenge
unserer geordneten Menge M bedeuten soll. Man erklért:

Definition 1. Eine Punktmenge N heilt iiberall dicht oder
auch schlechthin dicht, wenn zwischen je zwei Punkten von N
stets ein weiterer Punkt von N liegt.

Sind P, und P, zwei beliebige Punkte einer iiberall dichten
Punktmenge N und ist etwa P; < P,, so gibt es demnach einen
Punkt P; von N von der Eigenschaft P, < P, < P,, ebenso

1) Dieser Paragraph kann ohne Beeintrdchtigung des Verstindnisses
alles spiter Folgenden iiberschlagen werden. Auch die in den Definitionen
dieses Paragraphen eingefiihrten Begriffe und Bezeichnungen werden im
folgenden nicht mehr benutzt werden.
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Punkte P, und P;, fir die die Beziehungen P, < P, S P,
< Py < P, gelten, und so unbegrenzt weiter. Zwischen je zwei
Punkten einer iiberall dichten Punktmenge liegen also stets un-
endlich viele Punkte der Menge ; um so mehr ist jede iiberall dichte
Punktmenge eine unendliche Menge.

Definition 2. Wird eine Punktmenge N derart in zwei Teil-
mengen N, und N, eingeteilt, daB erstens jeder Punkt von N
einer, aber auch nur einer einzigen der Mengen N, und N, an-
gehort, zweitens jede der Mengen N, und N, mindestens einen
Punkt enthédlt (also keine von ihnen die Nullmenge ist) und
drittens alle Punkte der Menge N, links von allen Punkten der
Menge N, gelegen sind, so nennt man diese Einteilung einen
Schnitt Ny | Ny in der Menge N 1). Besitzt die Menge N, einen letzten
Punkt (rechtsseitigen Endpunkt) P, oder die Menge N, einen
ersten Punkt (linksseitigen Endpunkt) P,, so sagt man von dem
Punkte P, bzw. P, bzw. von jedem von beiden, er erzeuge den Schnitt
N,|N,. Diese Ausdrucksweise beruht darauf, dafl man in diesen
Fallen den Schnitt N, | N, einfach folgendermaflen erkliren kann:
zu N, gehoren alle Punkte von N, die rechts von P, liegen, zu
N, alle iibrigen Punkte von N — bzw.: zu N, gehoren alle Punkte
von N, die links von P, liegen, alle anderen zu N,.

Ist N,|N, ein beliebiger Schnitt in N, so besteht offenbar
im Sinn der Addition geordneter Mengen (S. 88) die Beziehung:
N =N, + N,.

Fiir einen beliebigen Schnitt N,|N, in N sind folgende vier
einander ausschliefende Fille moglich: 1. N, besitzt einen letzten
und N, einen ersten Punkt; 2. N, besitzt einen letzten, aber N,
keinen ersten Punkt; 3. N, besitzt keinen letzten, wohl aber N,
einen ersten Punkt; oder endlich 4. weder besitzt N, einen letzten
noch N, einen ersten Punkt. Aus Griinden, die bei den alsbald an-
zufithrenden Beispielen erhellen werden, nennt man den Schnitt
N,|N, im ersten Fall einen Sprung tn der Menge N, im vierten
Fall eine Liicke in der Menge N; im zweiten und dritten Fall
dagegen spricht man von einem stetigen Schnitt. Im ersten und
zweiten Fall wird der Schnitt N,|N, durch den letzten Punkt

1) Der fiir die Grundlegung der Arithmetik (Theorie der irrationalen
Zahlen) wie auch der Geometrie iiberaus wichtige Begriff des ,,Schnittes
ist von DEDEKIND in seiner Schrift ,,Stetigkeit und irrationale Zahlen‘
(Braunschweig 1872, 3. Aufl. 1905) eingefithrt worden.
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von N,, im ersten und dritten Fall durch den ersten Punkt von
N, erzeugt, wihrend es im vierten Fall keinen Punkt von N
gibt, der den Schnitt erzeugt.

Der Aufstellung weiterer Definitionen seien einige Beispiele
vorangeschickt, die den Sinn der bisherigen Erkldrungen veran-
schaulichen sollen.

1. Sind P, und P, irgend zwei Punkte auf unserer Geraden,
d. h. irgend zwei Punkte der Punktmenge M, so sei N die Menge
aller Punkte zwischen P, und P,. Sie ist tiberall dicht, und zwar
gleichviel, ob man die Punkte P, und P, oder einen von ihnen zur
Menge N rechnet oder nicht; denn zwischen je zwei Punkten
von N liegt in jedem dieser Fille stets ein weiterer Punkt von N.
Auch die Menge aller Punkte der Geraden, d. h. die Menge M
gelbst, ist tiberall dicht.

2. Sind P; und P, irgend zwei Punkte auf unserer Geraden,
so sei N die Menge aller derjenigen Punkte zwischen P; und P,,
die durch rationale Zahlen bezeichnet werden. Auch diese Menge
ist tberall dicht, und zwar ebenfalls unabhingig davon, ob
P, oder P, oder beide Punkte zu N gerechnet werden oder nicht;
denn zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen (und sogar,
wie sich auf S. 98f. zeigen wird, zwischen zwei verschiedenen
reellen Zahlen) liegt stets eine weitere rationale Zahl (z. B. das
arithmetische Mittel der gegebenen rationalen Zahlen). Im be-
sonderen ist aus demselben Grund auch die Menge aller durch
rationale Zahlen bezeichneten Punkte auf unserer Geraden
tiberall dicht.

3. P sei ein beliebiger Punkt der Menge M aller Punkte-der
Geraden. Teilen wir M in zwei Teilmengen M; und M, durch
die Festsetzung, daB zu M, alle links von P gelegenen Punkte,
zu M, dagegen alle rechts von P gelegenen Punkte einschlieBlich
des Punktes P selbst gehéren sollen, so erhalten wir einen Schnitt
M,|M, in der Menge M; der Schnitt wird durch den Punkt P
erzeugt. Genau das namliche ist der Fall, wenn wir den Punkt P
zu M, statt zu M, rechnen. In beiden Fillen ist der entstandene
Schnitt stetig.

Rechnen wir dagegen P weder zu M, noch zu M,, so ist
M,| M, ein Schnitt in derjenigen Teilmenge N von M, die aus
M durch Fortlassung des einzigen Punktes P entsteht. Dieser
Schnitt M,| M, in N ist eine Liicke. Denn ist P, irgendein Punkt
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von M,, d. h. ein links von P gelegener Punkt der Menge M,
so gehort jeder zwischen P, und P liegende Punkt von M — da
links von P gelegen — sicherlich zu M,; andererseits liegt jeder
solche Punkt rechts von P,, so dafl P, jedenfalls nicht der letzte
Punkt von M, ist. Ist ferner P, irgendein Punkt von M,, d. h.
ein rechts von P gelegener Punkt von M, so ist genau ebenso
einzusehen, dafl P, nicht der erste Punkt von M, ist. Kurz ge-
sagt: zu jedem Punkt von M, gibt es noch weiter rechts gelegene
Punkte von M,, zu jedem Punkt von M, aber auch noch weiter
links gelegene Punkte von M,. Nach S. 94 ist daher M,|M,
eine Liicke in N. Diese Ausdrucksweise besagt anschaulich, dag
in der Menge N gewissermaflen noch ein Punkt (in unserem
Fall der Punkt P) ,.fehlt*, der bei seiner Aufnahme in die Menge N
den Schnitt M,|M, erzeugen wiirde.

4. P, und P, seien zwei beliebige Punkte auf unserer Geraden,
es liege etwa P, links von P, (vgl. Abb. 9). N sei die Menge, die aus
allen Punkten links von P, und allen Punkten rechts von P,
besteht, die Punkte P, und P, eingeschlossen. Erklart man N, als

die Menge aller links
4 2 von P, gelegenen
Abb. 9. Punkte von N unter

EinschluB von P,, N, als die Menge aller rechts von P, gelegenen
Punkte von N unter Einschlul von P,, so ist N,|N, ein Schnitt
in der geordneten Menge N. Dann liegt kein Punkt von N,
rechts von P,, kein Punkt von N, links von P,; P, ist also der
letzte Punkt von N,, P, der erste Punkt von N,. Daher ist
N,|N, ein Sprung in N. Die Bezeichnung erklirt sich daraus,
daf zwischen P, und P, iberhaupt kein Punkt von N liegt,
diese Menge also gewissermaflen einen Sprung von P, nach P,
macht.

" Rechnet man dagegen den Punkt P, nicht zur Menge N (also
auch nicht zu N,), so ist der Schnitt N,|N, in N weder ein
Sprung noch eine Liicke, sondern stetig; N, hat dann ein letztes
Element P;, N, aber kein erstes Element. Die so erklirte Teil-
menge N von M ist der geordneten Punktmenge M selbst dhnlich;
man iiberzeugt sich davon, indem man genau entsprechend wie
in Beispiel 3 auf S. 83 die in N, enthaltenen Punkte von N
den rechts von P, liegenden Punkten von M #hnlich zuordnet,
wahrend P; und alle links von P, gelegenen Punkte sich selber
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zugeordnet werden. Ist z. B. P, der Punkt 0, P, der Punkt 10,
so entspricht 0 und jeder durch eine negative Zahl bezeichnete
Punkt von M und N sich selber; ist dagegen a eine positive Zahl,
80 ist der Punkt @ von M dem Punkte ¢ 4 10 von N zugeordnet
und umgekehrt. Obgleich also in der Menge N alle Punkte von
M zwischen 0 und 10 (letzteren eingeschlossen) gewissermafien
ausgelassen sind, ist doch im Sinn der Ahnlichkeit kein Unter-
schied zwischen M und N feststellbar; vom Standpunkt der
bloBen Anordnung aus ist die Punktmenge N ebenso stetig wie
die Menge M aller Punkte der Geraden. Das Namliche gilt, wenn
der Punkt P, (10) zur Menge N hinzugefiigt, aber dafiir der
Punkt P, (0) weggelassen wird.

5. N sei die Menge aller durch rationale Zahlen bezeichneten
Punkte auf unserer Geraden. Der Schnitt N, |N, werde folgender-

mafen erklart: Zu N, soll jeder Punkt gerechnet werden, der durch
2

eine positive rationale Zahl —; bezeichnet ist, deren Quadrat prs
groBer ist als die Zahl 2; alle anderen Punkte von N sollen zu N,

gehoren, also zunéichst diejenigen durch positive rationale Zahlen
2
% bezeichneten Punkte, fiir die % kleiner ist als 2, dann der

Punkt O und alle durch negative rationale Zahlen bezeich-
neten Punkte. Wir werden sehen: N, hat kein letztes und
N, kein erstes Element; es gibt also keinen Punkt von N, der
den Schnitt N,|N, in N erzeugt, und dieser Schnitt ist somit
eine Liicke.

Zundchst kann sicherlich weder der Punkt 0 noch ein durch
eine negative rationale Zahl bezeichneter Punkt den Schnitt er-
zeugen, weil ja z. B. der zu N, gehérige Punkt 1 rechts von all
diesen Punkten liegt. Es kann fiir die Erzeugung des Schnittes also
nur ein Punkt in Betracht kommen, der durch eine positive rationale

Zahl %bezeichnet wird. Da es bekanntlich keine rationale Zahl

gibt, deren Quadrat die Zahl 2 ist?!), so kénnen wir die zwei Fille
. m? ., m?
unterscheiden, daf erstens oy kleiner als 2 oder zweitens o grofer
1) Diese Tatsache liBt sich (so z. B. bei EUCLID) folgendermafBen einsehen:
Eine beliebige gerade natiirliche Zahl kann man offenbar in der Form 2 p
schreiben, eine beliebige ungerade Zahl in der Form 2¢ + 1, wo p und ¢
Fraenkel, Mengenlebre. 7
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als 2 ist. Im ersten Fall gibt es Punkte von N,, die rechts von
—::i liegen, im zweiten Fall Punkte von N,, die links von %liegen;
dies 148t sich auf folgende Weise erkennen:

Ist 7:—: kleiner als 2, so liegt in der Punktmenge M, d. h. auf
unserer Geraden, der Punkt % links von dem (in N nicht vor-

kommenden) Punkt V§ von M; dabei bedeutet }/5 die (zwar
nicht als gemeiner Bruch, wohl aber als unendlicher Dezimalbruch
in der Form 1,4142 ... darstellbare) positive reelle Zahl, deren
Quadrat die Zahl 2ist. Nun liegt zwischen irgend zwei verschiedenen
reellen Zahlen stets eine rationale Zahl!) (sogar unendlich viele

natiirliche Zahlen bedeuten. Wir wollen annehmen, das Quadrat des Bruches
% wire 2, und setzen dabei wie stets voraus, daB die ganzen Zahlen m und n
keinen gemeinsamen Teiler besitzen, durch den man ja sonst Zahler und
Nenner kiirzen konnte. Aus %l: = 2 folgt m® = 2n2, d.h. m? ist eine

gerade Zahl; daher ist auch m gerade, weil das Quadrat einer ungeraden
Zahl wieder ungerade ist. Da also m durch 2 teilbar ist, etwa m = 2 p,
so kann # nicht gleichfalls durch 2 teilbar sein; » ist also ungerade. Anderer-
seits folgt aus 4 p® = 2n?, daB n® = 2 p?, also n gerade ist. Das so er-
haltene widerspruchsvolle Ergebnis, wonach =» glzeichzeitig ungerade und

gerade sein miiBte, zeigt, daB die Annahme 1:—2- = 2, von der wir aus-

gingen, falsch sein muB; die Quadratwurzel aus 2 ist keine rationale, sondern
eine sogen. irrationale Zahl.

1) Diese spiter (S. 108/109) nochmals benutzte Tatsache 1a8t sich unter
Verwendung der einfachsten Eigenschaften der Dezimalbriiche z. B.
folgendermafBen beweisen: Es sei 4 die kleinere, B die groBere der zwei
gegebenen, der Einfachheit halber als positiv angenommenen reellen Zahlen.
Liegt zwischen 4 und B eine ganze Zahl, so ist diese eine zwischen 4 und B
gelegene rationale Zahl. Ist das nicht der Fall, so schreiben wir 4, wenn
moglich, als abbrechenden, gonst als unendlichen Dezimalbruch, dagegen B
jedenfalls als unendlichen Dezimalbruch; 4 und B treten also auf in der
Form

A=m, ayasa;a,..., B=m, bybybgb,...,
wobei m eine beliebige (aber beidemal die nimliche) positive ganze Zahl
(oder Null) bedeutet und a,, b, @y, b, usw. lauter Ziffern der Reihe
0,1,2,...,9 sind; im besonderen werden bei 4 nicht etwa schlieBlich
lauter Neunen, bei B nicht schlieBlich lauter Nullen auftreten. Dann kann
eine gewisse Folge gleichnumerierter Ziffernpaare: a, und b,, a, und b,, a3
und by usw. moglicherweise aus paarweise gleichen Ziffern bestehen, also
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. . . . m ~ .
rationale Zahlen); ist 2 eine zwischen . und /2 gelegene rationale

2 _
Zahl, soist %2 kleiner als 2, weil g kleiner ist als Y2 . Da also der

Punkt %, der rechts von 1:— liegt, noch zu N, gehort, ist % sicher
nicht der letzte Punkt von N,. Genau entsprechend ergibt sich,

2
falls %‘-2- groBer ist als 2, ein zu N, gehoriger Punkt —q’l, der links

vondem Punkte% liegt; % kann also auch nicht der erste Punkt

von N, sein. Es enthilt also weder N, einen letzten noch N,

einen ersten Punkt, d. h. der Schnitt N,|N, in N ist wirklich
eine Liicke.

Dies @ndert sich jedoch sogleich, falls wir auch noch den
Punkt ]/5 von M in die Menge N aufnehmen. Gleichviel ob wir
dann diesen Punkt zu N, oder zu N, rechnen, jedenfalls wird der
Punkt 2 den Schnitt N,|N, in N erzeugen. Denn in beiden
Fallen besteht z. B. N, aus allen rechts von Vé—gelegenen Punkten
von N und nur aus ihnen (evtl. unter Einschlufl des Punktes y2

a, = by, a, = b, usw. ; jedenfalls gibt es aber eine natiirliche Zahl » (die auch
schon 1 sein kann) von der Eigenschaft, daB @, und b, die beiden ersten an
gleicher Stelle stehenden Ziffern sind, die sich voneinander unterscheiden (a»
verschieden von b,); ist schon a, verschieden von b,, soist n = 1. Wir wollen
etwa annehmen, es sei » = 4; dann ist a, = b,, a; = b,, ag = b;, aber
a, verschieden von b, und zwar, da A kleiner als B sein sollte, a, kleiner
als b,; dies ist beispielsweise der Fall fiir 4 = 27, 2534, B = 27, 2537272.. . ..
Dann liegt z. B. die Zahl

C=m, bbby b, (in unserem Beispiel die Zahl C' = 27, 2537)

zwischen 4 und B; denn C ist zunichst groBer als A, weil b, grofer ist
als a, und auf a, nicht lauter Neunen folgen; andererseits aber ist C kleiner
als B, da der Dezimalbruch B unendlich sein sollte, also die auf b,
folgenden Ziffern by, b, usw. keinesfalls lauter Nullen sind. Da endlich
C=m+ 10005, + 101)0 0%’0+ 105+ eine rationale Zahl ist, so haben
wir in der Tat zwischen den zwei beliebig gegebenen reellen Zahlen 4 und B
eine rationale Zahl C nachgewiesen.

Fiir das Wesen und die Eigenschaften der Dezimalbriiche sowie fiir
die keineswegs selbstverstindliche Tatsache, daB jede reelle Zahl als Dezimal-
bruch darstellbar ist, sei der Leser nochmals auf das auf S. 31 ange-
fithrte Buch verwiesen. Dort findet er auch eine ausfiihrlichere Darstellung
der hier nur fliichtig beriithrten Lehre von den Schnitten.

7*
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selbst) ; liegt namlich der Punkt —:’f (% positiverationale Z ahl) rechts

_ _ 2
von J2, so besagt dies, daB 1:— grofer ist als Y2, d. h. % ist

wirklich groBer als 2, wie dies das Kennzeichen der Punkte von N,
sein sollte. Durch Hinzufiigung des Punktes 1/5 ist also jene eine
Liicke in der Menge N (nicht aber etwa ihre iibrigen Liicken)
beseitigt.

Alles in diesem Beispiel Gesagte gilt, wie leicht einzusehen
ist, vollig entsprechend, wenn ]/§ durch irgendeine andere nicht
als gemeiner Bruch darstellbare (d. h. irrationale) reelle Zahl er-
setzt wird.

Es mégen nun einige weitere Bezeichnungen, die Punkt-
mengen betreffen, angegeben werden.

Definition 3. Eine Punktmenge N heillt in sich dicht, wenn
fiir jeden ibrer Punkte P folgende Bedingung erfiillt ist: Liegt P
zwischen irgend zwei beliebigen Punkten P, und P, von N, so
liegt auch noch ein weiterer Punkt @ von N zwischen P; und P,.

Eine in sich dichte Punktmenge ist also dadurch charakteri-
siert, daf zwischen je zwei Punkten, zwischen denen iiber-
haupt ein Punkt der Menge liegt, stets noch ein weiterer Punkt
der Menge liegt. Anschaulicher ausgedriickt: in jeder noch so
unmittelbaren Nihe eines jeden Punktes der in sich dichten
Menge — némlich unmittelbar vor ihm oder unmittelbar nach
ihm — gibt es immer noch einen weiteren Punkt der Menge. Da
demnach die ,,unmittelbare Niahe‘‘, wie immer sie auch in einem ge-
gebenen Fall festgesetzt sei, stets noch enger erklart werden kann, so
liegen in unmittelbarer Nahe jedes Punktes einer in sich dichten
Menge sogar unendlich viele Punkte der Menge (vgl. S. 93/94). Der
Leser hiite sich aber, die Ausdrucksweise ,,unmittelbare Nihe‘ an-
schaulicher als im Sinn der obenstehenden Definition verstehen zu
wollen, etwa im Sinne einer mit dem LiéngenmaB zu bestimmen-
den kleinen Entfernung. Erklirt man z. B. N ebenso wie im zwei-
ten Absatz des oben angefiihrten Beispiels 4. (S. 96/97), so liegen in
unmittelbarer Nahe des Punktes 0, und zwar rechts von ihm, un-
endlich viele Punkte, welche bezeichnet werden durch reelle
Zahlen @, die ein wenig groBer sind als 10; mit dem Metermaf
auf der Zahlengeraden gemessen, sind also ,,unmittelbar benach-
barte* Punkte hier mehr als 10 cm voneinander entfernt.
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Eine iberall dichte Menge ist sicherlich in sich dicht; denn
ist IV iberall dicht und liegt P zwischen den Punkten P; und P,
von N, so liegen zwischen P, und P, um so mehr also zwischen
P, und P, weitere Punkte von N. Dagegen ist eine in sich dichte
Menge nicht notwendigerweise iiberall dicht, wie Beispiel 9. (S.103£f.)
zeigen wird.

Definition 4. Eine Punktmenge N heilt abgeschlossen, wenn
kein Schnitt in N eine Liicke ist1); sie heiBt stetig, wenn jeder
Schnitt in N stetig ist, wenn die Menge also weder Spriinge noch
Liicken aufweist.

Die Bezeichnung ,,abgeschlossen bezieht sich darauf, daf$
jede einzelne Liicke in einer Punktmenge durch Hinzufiigung eines
Punktes zur Menge beseitigt werden kann, wie dies in den Bei-
spielen 3. (S. 95/96) und 5. (S. 97ff.) gezeigt wurde; eine Menge
mit Liicken ist also in diesem Sinn nicht abgeschlossen.

Definition 5. Eine Punktmenge, die gleichzeitig in sich dicht
und abgeschlossen ist, wird als perfekt bezeichnet.

Beispiele zu den Definitionen 3 bis 5:

6. N sei die Menge aller Punkte zwischen zwei festen Punkten
P, und P, unserer Geraden. Gleichviel ob P; und P, oder einer
dieser Punkte zu N gerechnet werden oder nicht?2), ist jedenfalls
N eine in sich dichte und abgeschlossene, also perfekte und ferner
stetige Menge. Nach Beispiel 1. (S. 95) ist namlich N iiberall dicht,
um so mehr also in sich dicht. Ist ferner N,|N, irgendein Schnitt
in N, so daB alle Punkte von IV, links von allen Punkten von NV, lie-
gen, so gibt es, wie die Anschauung nahezulegen scheint?), auf der

1) Zu dieser Definition vgl. die folgende FuBnote.

2) Ublicher ist eine etwas verinderte Erklirung der abgeschlossenen
Menge, nach der die Zugehirigkeit der Endpunkte zur Menge erforderlich
ist,; sie geht aus der Definition 5 dadurch hervor, daB man auch solche
Schnitte N, |N, zuldBt, fir die N, oder N, iiberhaupt kein Element von
N enthilt. Im Interesse der Einfachheit wurde die obige etwas weitere
Definition gewihlt, nach der (entgegen der iiblichen Auffassung) auch
die Menge aller ‘Punkte einer Geraden perfekt ist.

3) Diese Tatsache ist geometrisch nicht beweisbar ; vielmehr pflegt man sie,
da sie unserer Anschauung vom Wesen einer ,kontinuierlichen* geraden
Linie zu entsprechen scheint, postulatorisch in die Definition der eine ge-
rade Linie erfilllenden Punktmenge aufzunehmen. Dagegen ist die ent-
sprechende Tatsache fiir die Menge der reellen Zahlen beweisbar in dem
Sinne, daB man den Begriff der reellen Zahl zweckmiBigerweise gerade
s0 weit ausdehnen kann (und daher auch wirklich ausdehnt), da8 die obige
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Geraden einen einzigen Grenzpunkt  zwischen den Teilmengen N,
und N,, der also zur Menge N, und zwar entweder zu IV, oder zu N,
gehort; Q erzeugt den Schnitt N, | N,, da jeder links von @ gelegene
Punkt zu N,, jeder rechts von @ gelegene Punkt zu N, gehort.
Der Schnitt N,|N, ist also weder ein Sprung noch eine Liicke,
d. h. die Menge N ist wirklich abgeschlossen und stetig. Da die
namliche Uberlegung auf die Menge M aller Punkte unserer Ge-
raden anwendbar ist, so ist auch diese Punktmenge perfekt und
stetig.

7. Ist N wie in Beispiel 2. (S. 95) die Menge aller durch rationale
Zahlen bezeichneten Punkte zwischen P; und P,, wo P, und P, zwei
beliebige Punkte der Geraden bedeuten, so ist auch diese Menge
iiberall dicht und also in sich dicht. Dagegen ist sie nicht ab-
geschlossen. Denn wie Beispiel 5. (S. 971f.) zeigt, liegt bei dem
Punkte }2 der Menge M eine Liicke in der Menge N; ebenso
liegen Liicken in der Menge N bei all den zwischen P, und P,
gelegenen Punkten der Menge M, die sich nicht durch rationale
Zahlen bezeichnen lassen. Da es tibrigens Punkte dieser Art,
wie man aus der Nichtabzihlbarkeit der eine Strecke erfiillenden
Punktmenge schlieBen kann, in unendlicher Anzahl gibt (sie liegen
sogar in iiberall dichter und nicht abzéhlbarer Menge auf der Ge-
raden), so weist unsere Menge N unendlich viele Liicken auf.
Diese Tatsache wird dem Leser iiberraschend erscheinen, wenn er
nur davon ausgeht, dafl zwischen zwei noch so benachbarten
Punkten unserer Menge immer noch unendlich viele Punkte der-
selben liegen, und wenn er auf den ersten Blick daraus schlieSen
mochte, daf} diese iiberall dichte Punktmenge unsere Gerade auch
,»stetig” und restlos erfiille (vgl. S. 23). Gegeniiber den Unvoll-
kommenheiten der Anschauung zeigt unsere jetzige Betrachtung,
daB die iiberall dichte Punktmenge N dennoch Liicken (sogar un-
endlich viele Liicken) aufweist und daf§ sie demnach keine perfekte
und stetige Menge (wie die Punktmenge M) darstellt; hierdurch
wird gleichzeitig das Ergebnis von S. 37/38 in gewisser Weise an-
schaulich erginzt. Dabei ist wiederum die Betrachtung davon

Tatsache fiir die Menge aller reellen Zahlen (evtl. zwischen zwei festen
Zahlen) erfiillt ist. Betrachtet man also die gerade Linie. nicht eigentlich
als geometrisches Gebilde, sondern als Abbild der Gesamtheit der reellen
Zahlen (Zahlengerade), so wird die obige Tatsache in dem angegebenen
Sinne beweisbar.
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unabhingig, ob der Punkt P, oder P, oder beide zu N gerechnet
werden oder nicht, und sie bleibt auch noch giiltig, wenn N als
die Menge aller durch rationale Zahlen bezeichneten Punkte von
M erklirt wird.

8. N sei eine unendliche Menge von Punkten auf unserer Ge-
raden, von denen jeder von dem nichsten gleich weit — etwa
1 cm — entfernt sei; N kann also z. B. als die Menge der Punkte .. .,
—3,—2,—1,0,1,2,3,... betrachtet werden. Die Menge ist
nicht in sich dicht; denn es ist z. B. der Punkt 1, aber kein weiterer
Punkt zwischen den Punkten 0 und 2 gelegen, und Entsprechendes
gilt von irgend je drei aufeinander folgenden Punkten. Um so
weniger ist N iberall dicht. Dagegen ist N eine abgeschlossene
Menge. Denn ist N,|N, irgendein Schnitt in N, so enthalt die
Teilmenge N, einen letzten Punkt P, und die Teilmenge N, einen
ersten Punkt P,, niamlich den unmittelbar auf P, folgenden Punkt
von N. Kein Schnitt in N ist also eine Liicke, vielmehr jeder
ein Sprung.

9. Endlich soll noch ein Beispiel einer Punktmenge N vorgefiihrt
werden, die zwar in sich dicht und abgeschlossen, also perfekt, nicht aber
iiberall dicht oder stetig ist; diese Menge ist sogar ,,nirgends dicht®, d. h.
es gibt in ihr kein Paar von Punkten P, und P, von der Art, daB wenig-
stens die Teilmenge der zwischen P; und P, (diese selbst eingeschlossen)
gelegenen Punkte von N iiberall dicht wire.

Diese nicht so recht anschauliche Punktmenge N wollen wir, um eine
bestimmte Vorstellung zu gewinnen, folgendermafien erkliren (vgl. Abb.10):
Wir fassen zunichst die Strecke vom Punkte 0 bis zum Punkte 9 unserer
geraden Linie ins Auge. Das mittlere Drittel dieser Strecke, also die Strecke

0F%71 22123 657687 88§89
Abb. 10.

von 3 bis 6, moge auf irgendeine Weise (etwa durch starkes Ausziehen)
markiert werden, so dal die Strecke von 0 bis 3 und diejenige von 6 bis 9
unmarkiert bleiben. Auf diesen beiden unmarkierten Strecken soll wieder-
um je das mittlere Drittel markiert werden, also die Strecken von 1 bis 2
und von 7 bis 8; unmarkiert bleiben dann vier Strecken zuriick, nimlich
von O bis 1, von 2 bis 3, von 6 bis 7 und von 8 bis 9. Abermals mége
auf diesen vier unmarkierten Strecken je das mittlere Drittel markiert
werden, d. h. die Strecken von % bis %, von 2} bis 2%, von 6} bis 6% und
von 8} bis 8%, so daB acht unmarkierte Strecken iibrigbleiben. Dieses
Verfahren wollen wir unbegrenzt fortgesetzt denken; bei jedem folgenden
Schritt soll also auf jeder beim vorhergehenden Schritt noch unmarkiert
gebliebenen Strecke das mittlere Drittel markiert werden. Unter N wollen
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wir dann die geordnete Punktmenge verstehen, die erstens aus den beider-
seitigen Endpunkten aller markierten Strecken und zweitens aus allen micht
auf markierten Strecken gelegenen Punkten zwischen den Punkten 0 und 9
unserer Geraden (diese beiden Punkte eingeschlossen) besteht.

Diese Menge ist zunichst nirgends iiberall dicht. Es seien némlich P,
und P, irgend zwei Punkte auf unserer Geraden zwischen 0 und 9 (diese
Grenzen eingeschlossen); P; liege links von P,. Gehoren die Punkte P,
und P,, wie wir von nun an voraussetzen wollen, zur Punktmenge N,
d. h. liegt keiner von beiden auf einer markierten Strecke, so kann es
sein, daB8 P, und P, die beiden Endpunkte einer und derselben markierten
Strecke sind; dann liegt zwischen P, und P, kein weiterer Punkt von N.
In jedem anderen Fall dagegen liegen zwischen beiden Punkten sicher
mehrere (sogar unendlich viele) markierte Strecken. Denn das Teilungs-
verfahren, das wir zur Herstellung der Menge N anwandten, erstreckt
sich ja auf jedes Stiick unserer Geraden zwischen O und 9, das nicht
vollig durch eine markierte Strecke ausgefiillt ist; ferner nimmt die Linge
der entstehenden markierten Strecken mit jedem Schritt des Teilungs-
verfahrens fortgesetzt ab und sinkt schlieBlich, wenn das Verfahren hin-
reichend weit fortgefiihrt wird, unter jeden noch so kleinen Betrag. Denken
wir uns daher geniigend viele Schritte des Verfahrens getan, so werden
zwischen P, und P, mehrere markierte Strecken zu liegen kommen (deren
Zahl durch die weitere Fortsetzung des Teilungsverfahrens noch unbe-
grenzt vermehrt wird). Sind @ und R die beiden (zu N gehérigen) End-
punkte irgendeiner zwischen P, und P, gelegenen markierten Strecke (wobei
auch @ mit P, oder R mit P, zusammenfallen kann), so liegt zwischen
@ und R kein Punkt von N (nach der Definition von N); die Punkt-
menge N ist also zwischen den (ganz beliebig angenommenen) Punkten P,
und P, nicht dicht, wie wir zeigen wollten.

Dagegen ist die Menge N in sich dicht. Ist ndmlich @ ein beliebiger
Punkt von N, der zwischen zwei Punkten P, und P, von N liegt, so kénnen
P, und P, nicht die beiden Endpunkte einer und der ndmlichen markierten
Strecke sein; denn zwischen zwei solchen Endpunkten liegt ja gemidB der
Definition von N iiberhaupt kein Punkt von N. P; und P, sind also
Punkte von der ndmlichen Art, wie im zweiten Teil des vorigen Absatzes
betrachtet, und nach diesem liegen zwischen P; und P, mehrere markierte
Strecken, deren Endpunkte lauter Punkte der Menge N sind; sicher liegen
also zwischen P, und P, auBler @ auch noch weitere Punkte von N, die
Punktmenge N ist also wirklich in sich dicht.

DaB N nicht iiberall dicht und dennoch in sich dicht ist, liegt daran,
daB zwar wohl in unmittelbarer Nihe eines jeden Punktes von N ein
weiterer und daher sogar unendlich viele weitere Punkte von N liegen,
daB dies aber unter Umstinden nur nach der einen Richtung hin der
Fall ist. Ist ndmlich P der linksseitige Endpunkt einer markierten Strecke,
so ist die Menge in der Richtung von P aus nach rechts hin nicht dicht,
sondern P besitzt einen unmittelbar nachfolgenden Punkt, den rechts-
seitigen Endpunkt der betreffenden markierten Strecke ; das Umgekehrte gilt
fiir die rechtsseitigen Endpunkte markierter Strecken. Fiir die Eigenschaft
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einer Menge, in sich dicht zu sein, ist derartige einseitige Dichtigkeit hin-
reichend, nicht aber fiir die Eigenschaft, iiberall dicht zu sein.

Um endlich zu zeigen, daB unsere Punktmenge N abgeschlossen ist,
betrachten wir die Art der mdglichen Schnitte in N. Ist N, | N, ein be-
liebiger Schnitt in N, so geht dieser Schnitt, wie leicht einzusehen ist, in
einen Schnitt M, | M, in der Menge M aller Punkte unserer Geraden
iiber, falls wir z. B. folgende Festsetzung treffen: Zu M, sollen aufBer
allen Punkten von N; noch diejenigen Punkte von M gehoren, die links
von irgendeinem Punkt von N, liegen; alle anderen Punkte von M
(darunter auch alle Punkte von N,) gehoren zu M,. Dieser Schnitt
M,| M, hat die Eigenschaft, daB alle in M, enthaltenen Punkte von
N zu N,, alle in M, enthaltenen Punkte von N zu N, gehéren. Es sei
nun @ der Punkt von M, der den Schnitt M,|M, erzeugt; ein einziger
solcher Punkt Q existiert stets, da die Punktmenge M weder Spriinge noch
Liicken, sondern nur stetige Schnitte aufweist (Beispiel 6., S. 101£.). Dann
sind drei Fille moglich: entweder liegt @ auf einer markierten Strecke,
die zwei Punkte P, und P, von N verbindet!), oder @ ist einer der beiden
Endpunkte einer solchen Strecke, oder endlich  ist ein Punkt der Menge
N, der iiberhaupt keiner markierten Strecke angehoért. Im ersten dieser
drei Fille gehoren offenbar P, und die links von P; gelegenen Punkte
von N zu N,, dagegen P, und die rechts von P, gelegenen Punkte von
N zu N,, d. h. die beiden Punkte P, und P, erzeugen den Schnitt N,|N,
in N und dieser ist ein Sprung. Im zweiten Fall kann entweder das nam-
liche der Fall sein, so daB der Schnitt N,| N, wiederum einen Sprung in ¥
darstellt, oder aber es kann noch P, zu N, bzw. schon P, zu N, gehdren;
dann wird der stetige Schnitt N, | N, durch Q = P, bzw. durch @ = P,
erzeugt. Ist endlich @ ein Punkt von N, der zu keiner markierten Strecke
gehort, so ist Q entweder der letzte Punkt von N, oder der erste von N,,
d. h. Q erzeugt nicht nur den stetigen Schnitt M,| M, in M, sondern auch
den stetigen Schnitt N;|N, in N. In allen drei Féllen ist demnach der
Schnitt N,|N, in N keine Liicke, N ist also wirklich eine abgeschlossene
Punktmenge; die Menge N ist perfekt, aber nirgends dicht.

Es sei noch ohne Beweis bemerkt, da8 diese merkwiirdige Punkt-
menge N — wie iibrigens jede perfekte Punktmenge — die Méchtigkeit
des Kontinuums besitzt. Die Menge aller markierten Strecken zwischen
den Punkten O und 9 ist zwar natiirlich gleichfalls unendlich, aber ab-
zéhlbar 2),

CanTor hat eine Reihe von Sétzen itber in sich dichte, abge-

schlossene und perfekte Punktmengen aufgestellt und bewiesen,
Satze, die fiir gewisse mathematische Gebiete von groBer Bedeutung

1) Dieser erste Fall kann iibrigens, wie man unschwer einsehen kann,
iiberhaupt nicht eintreten; wir werden aber von dieser Tatsache keinen
Gebrauch machen.

2) Punktmengen dieser Art sind zuerst von H. J. ST. SMITH (Proceed.
of the London Math. Soc. (1) vol. 6 [1875], S. 147£.) und seitdem viel-
fach behandelt worden.
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sind und erst durch die unendliche Scharfsichtigkeit, zu der
uns das Werkzeug der Mengenlehre befihigt, erméglicht werden.
Weitere daran ankniipfende Methoden und Ergebnisse, die nicht
nur fiir die Geometrie, sondern vor allem fiir die Analysis grund-
legend geworden sind, verdankt man zahlreichen anderen For-
schern, unter denen hier nur H. LEBESGUE genannt sei; der
Leser findet eingehende Literaturnachweisungen und ausfiihrliche
Darstellungen aus diesem Gebiet 'in den am Schlusse dieses
Biichleins genannten Schriften von SCHOENFLIES, HAUSDORFF,
CaraTHEODORY und LEBESGUE. Hier wollen wir uns damit be-
gniigen anzudeuten, auf welche Weise CANTOR zum erstenmal
zwei ganz besonders wichtige Punktmengen mittels der im Vor-
angegangenen enthaltenen Methoden ijhrer Anordnung nach voll-
stindig charakterisieren konnte. Vorangeschickt sei dieser Be-
trachtung noch die fast selbstverstindliche Bemerkung, daB die
Eigenschaft einer geordneten Punktmenge N, iiberall dicht bzw. in
sich dicht bzw. abgeschlossen zu sein, gleichzeitig eine Eigenschaft
jeder zu N dhnlichen Menge N” ist; denn hat man eine bestimmte
ahnliche Abbildung zwischen den Mengen N und N’ gewihlt, so
bestehen die ndmlichen Anordnungstatsachen wie fiir die Elemente
der Menge N auch fiir die ihnen zugeordneten Elemente von N’.

a und b seien nun zwei beliebige reelle Zahlen, etwa a kleiner
als b. Dann hat die Menge N aller rationalen Zahlen zwischen
a und b, beide Grenzen ausgeschlossen — oder, was auf dasselbe
hinauskommt, die Menge aller zwischen den Punkten @ und b ge-
legenen, durch rationale Zahlen bezeichneten Punkte auf der
Zahlengeraden ausschlieBlich der Endpunkte — folgende drei
Eigenschaften, falls man die Briiche ihrer Grofe nach, d. h. die
Punkte in der Richtung von links nach rechts anordnet:

1. Die geordnete Menge N ist abzahlbar;

2. sie enthilt weder ein erstes noch ein letztes Element;

3. sie ist iiberall dicht (S. 93).

Die nimlichen drei Eigenschaften hat offenbar auch die geord-
nete Menge aller rationalen Zahlen bzw. aller durch solche be-
zeichneten Punkte der (beiderseits unbegrenzten) Zahlengeraden,
wenn man die gleiche Anordnung festsetzt.

Man kann nun umgekehrt zeigen, daf3 durch die angefiihrten
drei Eigenschaften ein gewisser Ordnungstypus vollstindig be-
stimmt ist, d. h. daB irgendwelche geordnete Mengen, die jene
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drei Eigenschaften besitzen, stets einander #hnlich sind; der
Beweis dieser Tatsache, von dessen Darstellung hier abgesehen
werdel), ist mit den bisherigen Mitteln zu erbringen. Man be-
zeichnet den Ordnungstypus jeder derartigen (geordneten) Menge
mit . Im besonderen folgt hieraus, dafl alle geordneten Mengen,
die unter Verwendung irgendwelcher Zahlen ¢ und b im ange-
filhrten Sinn definiert sind, untereinander (wie auch mit der
entsprechend geordneten Menge aller rationalen Zahlen) dhnlich
sind. % ist aber offenbar auch z. B. der Ordnungstypus einer
geordneten Menge N/, die folgendermafien definiert ist: ¢ und
d seien zwei beliebige reelle Zahlen, etwa c¢ kleiner als d,
und N’ enthalte alle rationalen Zahlen, die kleiner als ¢ oder gré8er
als d sind, unter Anordnung der Gro8e nach. Dabei darf zu N’
auch eine der Zahlen ¢ und d gerechnet werden, nicht aber beide,
da sonst zwischen den Zahlen ¢ und d der Menge keine Zahl
der Menge lige, diese also nicht tiberall dicht wire.

Aus der Tatsache, dal der Ordnungstypus 5 durch die angefiihr-
ten drei’ Eigenschaften vollig festgelegt ist, kann man ohne wei-
teres folgende Beziehungen fiir das Rechnen mit diesem Ordnungs-
typus herleiten:
n+n=mn, n-e=mn fir jeden endlichen Ordnungstypus e,

n-w=r1n.
Zum Beweis bilde man geordnete Mengen mit den links stehenden
Ordnungstypen2); die angeschriebenen Beziehungen besagen dann
nur, daf auch die so gebildeten geordneten Mengen unsere drei
Eigenschaften besitzen.

Endlich wollen wir uns noch mit einem zweiten, ganz besonders
wichtigen Ordnungstypus etwas genauer beschiftigen. a und b
seien wieder zwei beliebige reelle Zahlen (a kleiner als b) bzw.
zwei beliebige Punkte der Zahlengeraden (a links von b). Dann

1) Vgl. CaNToR in den Math. Ann., Bd. 46 (1895), S. 504—506.

2) Zur Bildung einer Menge vom Ordnungstypus 7- @ kann man z. B.
von der Tatsache ausgehen, da3 die Menge aller rationalen Zahlen zwischen
0 und 1, zwischen 1 und 2, zwischen 2 und 3 usw. jeweils den Ordnungs-
typus 7 besitzt, wenn die Zahlen der GréBe nach geordnet und dabei
0, 1, 2 usw. nicht zu den betreffenden Mengen gerechnet werden. Daher
besitzt die Menge aller positiven rationalen Zahlen, ausgenommen die
Zahlen 1, 2, 3 usw., den Ordnungstypus 7 - @; dies éndert sich, wie man
leicht einsehen kann, auch dann nicht, wenn die Zahlen 1, 2, 3 usw. zur
Menge hinzugerechnet werden.
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soll im folgenden N die Menge aller reellen Zahlen zwischen a
und b, beide Grenzen eingeschlossen, in der Anordnung nach der
GréBe bedeuten bzw. die ihr dhnliche Menge aller Punkte zwischen
a und b einschlieSlich der Grenzen in der Anordnung von links
nach rechts. Wir haben es bei der Menge N mit dem zu tun,
was man auch auBerhalb der Mathematik als das ,,Kontinuum*
(genauer ,,Linearkontinuum¢) bezeichnet: mit der ,,liickenlosen‘®
oder ,,stetigen‘‘ Gesamtheit aller Punkte einer Strecke, also mit der
néichstliegenden (geordneten) Punktmenge, die wir uns denken
konnen. Innerhalb der Mathematik spielt diese Menge nicht nur
in der Geometrie, sondern auch in der Analysis (man denke nur
an den Begriff der Funktion, vgl. S.43) eine hervorragende Rolle.
Dennoch war es bis CANTOR nicht gelungen, die Menge N ohne
Verwendung des Wortchens ,,alle‘ (,,alle reellen Zahlen zwischen
a und b%, ,,alle Punkte einer Strecke‘) zu charakterisieren, d. h.
sie ihrer Anordnung nach vollstindig zu beschreiben. Vielfach war
man vielmehr dazu gelangt, eine solche Beschreibung fiir unmég-
lich zu betrachten und den Begriff des Kontinuums als urspriing-
lich anzusehen oder ihn gar ins theologisch-mystische Gebiet zu
verweisen. Der naive Betrachter ist zunichst wohl geneigt, die
charakteristische Eigenschaft der geordneten Menge aller Punkte
auf einer Strecke darin zu erblicken, daf3 die Punkte iiberall
dicht (,,unendlich dicht‘‘) auf der Strecke gesit sind. Dies ist
zweifellos eine Eigenschaft unserer Menge, geniigt aber nicht im
mindesten zu ihrer Beschreibung. Bedenken wir nur, da8 die
Menge aller ihrer Grofe nach angeordneten rationalen Zahlen
zwischen a und b ebenfalls iiberall dicht ist; diese Menge ist im
Gegensatz zu N abzidhlbar (S. 24), ihre Elemente miissen also
zwischen a und b unvergleichlich viel diinner gesit sein als die
Elemente von N.

Nun konnen wir die geordnete Menge N in der folgenden Weise
ihrer Anordnung nach beschreiben: Eine Teilmenge von N ist
die Menge R aller ihrer GroBe nach angeordneten rationalen Zahlen
zwischen a und b bzw. aller durch rationale Zahlen bezeichneten
Punkte zwischen a und b; wir wollen dabeia und b selbst nicht zur
Teilmenge R rechnen, wodurch wir erreichen, dafl # der Ordnungs-
typus von R wird. Diese Teilmenge, die zwar unendlich, aber
abzahlbar ist, hat die Eigenschaft, da zwischen irgend zwei
Elementen der Menge N stets Elemente der Teilmenge R gelegen
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sind; in der Tat liegt ja, wie in FuBnote !) auf S. 98f. gezeigt
wurde, zwischen irgend zwei reellen Zahlen stets eine rationale Zahl.
Ferner ist N, wie wir in Beispiel 6. (S.101f.) sahen, abgeschlossen
und in sich dicht, also perfekt und enthilt ein erstes Element a
und ein letztes . Die geordnete Menge N laBit sich also be-
schreiben durch Feststellung der folgenden drei Eigenschaften:

1. Die geordnete Menge N ist perfektl);

2. sie enthilt sowohl ein erstes Element a als auch ein letztes
Element b2);

3. sie enthilt eine abzéhlbare Teilmenge R von der Eigen-
schaft, da8 zwischen je zwei Elementen von N stets min-
destens ein Element der Teilmenge R liegt (demnach ist
im besonderen N auch iiberall dicht).

Durch diese drei Eigenschaften, die den auf S.106 ange-
fithrten Eigenschaften des Ordnungstypus 7 in gewisser Weise
analog sind, ist die Menge N in bezug auf ihren Ordnungstypus
nun auch wvollstdndig beschrieben. Mit anderen Worten: jede
geordnete Menge, die diese drei Eigenschaften besitzt, ist unserer
Menge N shnlich, diese Eigenschaften enthalten also eine in bezug
auf die Anordnung erschépfende Charakterisierung des Linear-
kontinuums. Der Ordnungstypus der Zahlen- oder Punktmenge N,
den man kurz den Ordnungstypus des beiderseits begrenzten
Linearkontinuums nennen kann, wird mit 6 bezeichnet; der
Ordnungstypus 0 ist also durch die drei angefiihrten Eigenschaften
restlos bestimmt. Wenn auch der Beweis dieser Tatsache hier
nicht ausgefithrt werden soll, so mége doch bei der Bedeutung,
die dieser Gegenstand besitzt, wenigstens der Gedankengang des
CaNToRschen Beweises3) entwickelt werden.

Ist N’ eine beliebige geordnete Menge, die im Verein mit einer abzihl-
baren Teilmenge R’ unsere drei Eigenschaften besitzt und deren erstes Ele-
ment a’, deren letztes b’ ist, so wollen wir vor allem aus der Teilmenge R’ das
Element a’ bzw. b’ bzw. beide entfernt denken, falls sie etwa von vornherein
in R’ enthalten sein sollten; die so verédnderte Menge R’ hat dann weder

1) Man kann an Stelle von ,,perfekt auch ,,stetig setzen, ohne daf3
sich dadurch etwas an den im nichsten Absatz angefiithrten Tatsachen
andert. CanTOR hat mit ,,perfekt‘ operiert.

2) Bei der gewohnlichen Definition der abgeschlossenen Menge (vgl.
FuBnote 2) auf S.101) ist diese zweite Eigenschaft von selbst in der ersten
eingeschlossen.

3) Math. Ann., Bd. 46 (1895), S. 510—512.
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ein erstes noch ein letztes Element. Uberdies ist R’ wegen Eigenschaft 3
iiberall dicht; R’ besitzt also die drei auf S. 106 aufgezihlten Eigenschaften
und hat demnach den Ordnungstypus 7, den auch die Teilmenge R von N
besitzt. & sei eine beliebige, aber von nun an bestimmte Abbildung
zwischen den &hnlichen Mengen R und R’; durch ¢ wird dann jedes in R’
vorkommende Element von N’ einer gewissen (gleichzeitig zu N gehorigen)
Zahl von R, d. h. einer rationalen Zahl zwischen a und b zugeordnet und
umgekehrt. Ist dagegen n’ ein nicht zu R’ gehoriges Element von N, so
betrachten wir den Schnitt in R’ (nicht etwa in N’), dessen erste Hilfte
alle und nur diejenigen Elemente von R’ enthilt, die in N’ dem Element n’
vorangehen; diesem Schnitt entspricht vermdge der Abbildung & ein
Schnitt in unserer Menge R von rationalen Zahlen, der jedenfalls von einer
gewissen reellen Zahl n aus N erzeugt wird; eben diese reelle Zahl ordnen
wir dem Element »’ von N’ zu. DaB diese Zuordnung wmkehrbar ein-
deutig ist, erkennen wir leicht, indem wir die Umkehrung in folgender Weise
direkt angeben: ist eine reelle Zahl » aus N vorgelegt, so betrachten wir
den zu n gehorigen Schnitt in der Menge R, dessen erste Hilfte also von
denjenigen rationalen Zahlen von R gebildet wird, welche kleiner sind als n;
diesem Schnitt entspricht vermdge der Abbildung & ein gewisser Schnitt in
der Menge R’, der — da N’ eine perfekte und iiberall dichte Menge ist —
durch ein einziges bestimmtes Element n’ von N’ erzeugt wird; das so fest-
gelegte Element n’ ordnen wir der reellen Zahl n zu. Die hierdurch herge-
stellte Abbildung zwischen den geordneten Mengen N und N’ ist schlieSlich
dhnlich; davon iiberzeugt man sich, wenn zwei beliebige reelle Zahlen n, und
ny, von N (n, kleiner als n,) gegeben sind und ihnen die Elemente n{ und 75
von N’ entsprechen, durch den Nachweis, daB ganz ebenso, wie 7, zu der
ersten Hilfte des durch =, erzeugten Schnittes in N gehort, auch =} in
der ersten Hilfte des durch % erzeugten Schnittes in N’ vorkommt, so
daB wirklich in N’ gilt: n] < n5.

Man erkennt an Hand der Definition des Ordnungstypus 6,
daB die Ordnungstypen 68, 6 +-0=60-2,60-3, ... 0. usw.
alle voneinander verschieden sind. Denn da 'jede Menge vom
Ordnungstypus 6 ein erstes und ein letztes Element besitzt,
weist z. B. jede Menge vom Ordnungstypus 0 + 6 ,,in der Mitte*

einen Sprung auf, wihrend im Kontinuum keine Spriinge vor-
kommen.

§ 11. Wohlgeordnete Mengen. Die Wohlordnung und ihre
Bedeutung.

Unter der Gesamtheit der geordneten Mengen, mit denen wir
uns in den letzten beiden Paragraphen beschéaftigt haben, gibt
es eine gewisse Klasse von Mengen, welche durch die besondere
— wenn man will, besonders einfache — Art der Anordnung ihrer
Elemente bemerkenswert sind und die man als ,,wohlgeordnet‘
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bezeichnet. Im Reiche der wohlgeordneten Mengen herrschen be-
sonders einfache Verhiltnisse, die in vielen Beziehungen an die
uns wohlvertrauten Eigenschaften der gewohnlichen Zahlenreihe
erinnern. Dementsprechend werden wir in den Ordnungstypen
der wohlgeordneten Mengen eine Klasse ,,unendlicher Gréfen‘
kennenlernen, die viele Eigenschaften der endlichen Zahlen auf-
weisen und uns daher einen weniger fremden Eindruck machen,
als ihn die unendlichen Kardinalzahlen und die Ordnungstypen
beliebiger unendlicher geordneter Mengen zunichst erwecken
mochten. Ist schon hierdurch ein besonderes Eingehen auf die
Theorie der wohlgeordneten Mengen hinreichend gerechtfertigt, so
werden gewisse Eigenschaften dieser Mengen doppelt bedeutungs-
voll dadurch, daB sie sich auf ganz beliebige Mengen iibertragen
lassen; neuerdings ndmlich ist der strenge Nachweis der schon
von CANTOR mit Sicherheit vermuteten Tatsache gelungen, daB
die Elemente jeder beliebigen (geordneten oder iiberhaupt nicht
geordneten) Menge sich zu einer wohlgeordneten Menge anordnen
bzw. umordnen lassen, und dieser Nachweis gestattet uns, wichtige
Vereinfachungen fiir die Theorie beliebiger unendlicher Kardinal-
zahlen herzuleiten.

Wir erkliren mit CANTOR:

Definition 1. Eine geordnete Menge M heifit wohlgeordnet,
wenn jede von der Nullmenge verschiedene Teilmenge von M (im
besonderen also auch M selbst) ein erstes Element enthalt.

Ist a ein beliebiges Element der wohlgeordneten Menge M,
so sei N die Teilmenge aller auf a folgenden Elemente » von M,
d. h. die Teilmenge derjenigen Elemente n, fiir die @ < n gilt;
vorausgesetzt ist dabei, daB @ nicht etwa das letzte Element von
M ist, Nach der Definition der wohlgeordneten Menge besitzt die
Teilmenge N ein erstes Element b; fiir dieses gilt natiirlich auch
a < b. Esgibt aber kein Element ¢ in M, das zwischen a und b
lage, also die Beziehungen a < ¢ < b erfiillte; denn ¢ miite, weil
auf a folgend, zur Teilmenge N gehéren, kann aber dann doch
deren erstem Element b nicht vorangehen. Es gilt daher:

In einer wohlgeordneten Menge gibt es zu jedem Element (aufer
dem etwaigen letzten) ein einziges unmittelbar nachfolgendes Element.

Beispiele wohlgeordneter Mengen sind zunéchst alle endlichen
(geordneten)1) Mengen, ferner die Menge aller natiirlichen Zahlen

1) Vgl. die Bemerkung in Beispiel 1. von § 9, S. 82.
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in der gewdhnlichen Reihenfolge; denn in jeder Menge von natiir-
lichen Zahlen gibt es ja eine kleinste Zahl. Auch z. B. die Menge
aller Briiche ist in der auf S.22 gegebenen Anordnung wohl-
geordnet, wie iiberhaupt jede abgezihlie Menge, d. h. jede Menge,
die auf die Menge der ihrer Gr68e nach angeordneten natiirlichen
Zahlen ahnlich abgebildet ist, auch ihrerseits wohlgeordnet ist
(keineswegs aber gilt dies von jeder abzdhlbaren Menge, eine solche
braucht ja iiberhaupt nicht geordnet zu sein). Aber auch eine
nicht abgezihlte unendliche Menge kann natiirlich wohlgeordnet
sein; so ist die abzéhlbare Menge aller ganzen Zahlen nicht nur
in der abgezihlten Anordnung {0, 1, —1, 2, —2, ...} wohlgeordnet,
sondern auch z. B. in der nicht abgezéhlten Anordnung:

{0,1,2,3, ... -1, —2, —3, ...}.
Ebenso ist die Menge aller positiven rationalen Zahlen z. B. auch
in der folgenden, nicht abgezihlten Anordnung wohlgeordnet:

4,28 ... 8% ... 345 ... b0 5 ..., ).

Allgemein ist, wie ohne Beweis vermerkt werden mag, die
(geordnete) Summe und das (geordnete) Produkt zweier wohl-
geordneter Mengen wieder wohlgeordnet.

Nicht wohlgeordnet ist dagegen z. B. die Menge aller ganzen
Zahlen in der natiirlichen Reihenfolge {..., —3, —2, —1,0, 1, 2,
3, ...}, da diese Menge selbst ebensowenig wie z. B. die Teilmenge
der negativen Zahlen ein erstes Element besitzt. Auch die Menge
aller rationalen oder reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (oder zwischen
irgendwelchen anderen Grenzen oder ohne Grenzen) ist nicht
wohlgeordnet, wenn man die Zahlen der GréB8e nach ordnet;
z. B. enthilt ja die Teilmenge aller rationalen bzw. reellen Zahlen,
die groBer sind als 4, kein erstes (kleinstes) Element, weil zwischen
4 und jeder (um noch so wenig) gréBeren Zahl immer noch rationale
bzw. reelle Zahlen liegen.

Unmittelbar aus der Erklirung der wohlgeordneten Mengen
flieBt noch der Satz:

Jede Teilmenge einer wohlgeordneten Menge ist selbst wohlgeordnet.
Um diesem Satz allgemeine Giiltigkeit (auch fiir die Nullmenge)
zu sichern, bezeichnet man formal auch die Nullmenge als wohl-
geordnet, eine Festsetzung, die sich auch weiterhin als niitzlich
erweisen wird. Ferner folgt in Verbindung mit dem Begriff der
Abhnlichkeit der weitere Satz:
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Jede geordnete Menge, die einer wohlgeordneten Menge dhnlich
ist, ist selbst wohlgeordnet.

Um die Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen gegen-
iber anderen Ordnungstypen hervorzuheben, bezeichnet man sie
als Ordinalzahlen oder Ordnungszahlen, im besonderen die
Ordnungstypen unendlicher wohlgeordneter Mengen als transfinite
oder unendliche Ordnungszahlen. Jede wohlgeordnete
Menge M besitzt also eine eindeutig bestimmte Ordnungszahl,
die gleichzeitig die Ordnungszahl jeder zu M dhnlichen Menge ist.
Wie die anderen Ordnungstypen werden auch die Ordnungszahlen
in der Regel durch kleine griechische Buchstaben bezeichnet.

Bei einer endlichen Menge fillt Kardinalzahl, Ordnungstypus
und Ordnungszahl zusammen. Denn die Elemente einer endlichen
Menge kénnen ja ohne weiteres angeordnet, die Menge also in eine
geordnete Menge verwandelt werden, und wie immer diese Ord-
nung vorgenommen wird, stets entsteht eine Menge vom nim-
lichen Ordnungstypus, der daher durch die Kardinalzahl (d. i. in
diesem Fall die Anzahl der Elemente der Menge im gewo6hnlichen
Sinn) bezeichnet werden kann (S. 82). Da weiter jede geordnete end-
liche Menge wohlgeordnet ist, so ist der Ordnungstypus gleichzeitig
eine (endliche) Ordnungszahl. (DaB natiirlich dennoch Kardinal-
zahl und Ordnungszahl auch bei endlichen Mengen begrifflich
verschieden sind, braucht wohl kaum betont zu werden; die Aus-
sage ,,die Menge {1, 2, 3} enthilt drei Elemente* ist sicher logisch
verschieden von der Aussage ,,die Menge enthilt ein erstes, ein
zweites und ein drittes Element‘.)

Ganz anders liegen diese Verhéltnisse bei unendlichen Mengen.
Da es fiir die Aquivalenzeigenschaften einer Menge auf eine etwaige
Anordnung ihrer Elemente nicht ankommt und jede Menge sich
selbst &quivalent ist, gehért zu jeder (unendlichen wie endlichen)
Menge eine einzige Kardinalzahl. Die Elemente jeder unendlichen
Menge lassen sich aber auf mannigfache Weise anordnen, d. h. man
kann aus der namlichen Menge eine Fiille verschiedener geord-
neter Mengen bilden; im allgemeinen werden verschiedene dieser
aus der namlichen Menge hervorgehenden geordneten Mengen auch
verschiedene Ordnungstypen besitzen. Endlich kann es sein, daB
sich unter diesen geordneten Mengen auch wohlgeordnete be-
finden; deren Ordnungstypen sind dann gleichzeitig Ordnungs-
zahlen. Ist z. B. die Menge aller natiirlichen Zahlen gegeben, so

Fraenkel, Mengenlehre. 8
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ist a ijhre Kardinalzahl. Von den verschiedenen geordneten
Mengen, die sich aus dieser Menge bilden lassen, seien hier nur
einige wenige angegeben:

{1,2,3,4,56,...),{...,6,543,21),{1,3,5...2,4,6,...),
{....6,42...,531%,¢1,35 ...... ,6,4, 2, ¢...,53,1,
2,46, ...),{1,509,...2,610,...3, 7,11, ...4,8,12 ...};

die Ordnungstypen dieser sieben geordneten Mengen sind der
Reihe nach (vgl. S. 87): '

w, *w, w-2, *w'-2, o+ *w, *o + 0, w-41).

Unter jenen sieben geordneten Mengen sind endlich die erste,
dritte und siebente wohlgeordnet, d. h. die Ordnungstypen o,
w -2, o - 4 sind unendliche Ordnungszahlen, die iibrigen dagegen
nicht; z. B. ist die fiinfte der angeschriebenen Mengen nicht wohl-
geordnet, weil in ihr die Teilmenge der geraden Zahlen (im Gegen-
satz zur entsprechenden Teilmenge der dritten Menge) kein erstes
Element besitzt.

Wie wir eben sahen, ist @ eine unendliche Ordnungszahl.
Dariiber hinaus erkennen wir sofort, daBl jede umendliche wohl-
geordnete Menge Teilmengen von der Ordnungszahl w besitzt. Denn
ist z. B. m, das (nach Definition vorhandene) erste Element der
wohlgeordneten Menge M, so enthilt M nach S. 111 ein einziges auf
m, unmittelbar folgendes Element m,, ebenso ein auf m, folgendes
m,, dann ein nichstes m, usw.; dieses Verfahren, bei dem zu jedem
Element sein Nachfolger herausgegriffen wird, kann ohne Ende
fortgesetzt werden, da M unendlich sein sollte. Die Menge der so
herausgegriffenen Elemente {m,, m,, m,, m,, ...}ist abereine Teil-
menge von M und besitzt die Ordnungszahl @, womit unsere Be-
hauptung als richtig erwiesen ist.

1) Die hier und im folgenden 6fters angewandte Addition und Multipli-
kation der Ordnungszahlen.bedarf keiner besonderen Erklirung, da diese
Operationen in dem in § 9 (S. 881f.) definierten Rechnen mit Ordnungstypen
von selbst mitenthalten sind. Nach dem auf S. 112 erwihnten Satz sind
die Summe und das Prcdukt zweier Ordnungszahlen wieder Ordnungs-
zahlen; doch ist das Ergebnis der Addition bzw. der Multiplikation im
allgemeinen natiirlich abhéingig von der Reihenfolge der Summanden
bzw. Faktoren (vgl. die Beispiele auf S. 89f. und 8. 92), wie dies ja
liberhaupt bei der Addition und Multiplikation von Ordnungstypen der
Fall ist.
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Ist M eine unendliche wohlgeordnete Menge und M, die im
vorigen Absatz hergestellte, mit dem Anfangselement von M be-
ginnende unendliche Teilmenge{m,, m,, . . .} vom Ordnungstypus w,
so ist entweder M mit M, identisch oder M 148t sich im Sinn der
Addition geordneter Mengen (S. 88) in der Form M = M, 4+ M,
schreiben, wobei M, ersichtlich die nach Entfernung der Ele-
mente von M, iibrigbleibende Teilmenge von M bedeutet. Die
wohlgeordnete Menge M, lafit sich auf eine echte Teilmenge
M ahnlich abbilden durch die Vorschrift, daf jedem Element
von M, das ihm nachfolgende zugeordnet werden soll; M ent-
hilt dann alle Elemente von M, mit Ausnahme des ersten m, (das
gleichzeitig auch das erste Element der urspriinglichen Menge
M ist). Ordnet man noch jedes Element von M, sich selber zu und
bezeichnet M7 + M, mit M’, so erhilt man eine &hnliche Ab-
bildung von M auf die echte Teilmenge M, bei der gewisse (sogar
unendlich viele) Elemente von M je ihrem Nachfolger entsprechen.
Ist z. B. M die wohlgeordnete Menge {1, 3, 5, ... 2, 4,6, ...}, so
wird M, ={1,38,5, ...}, M, ={2,4,6, ...}, M{={3,5,7,...)
und M’ ={8,5,7,...2,4,6,...}; die in Frage stehende #hn-
liche Abbildung zwischen M und M’ 148t sich dann folgender-
mafen andeuten:

M: 1 3 5 2 4 6
11l P 1
M: 3 5 17 2 4 6

Demgegeniiber gilt der folgende, fiir die wohlgeordneten
Mengen charakteristische Satz:

Niemals kann bei irgendeiner dhnlichen Abbildung einer wohl-
geordneten Menge M auf eine Teilmenge N (M selbst nicht aus-
geschlossen) der Fall vorkommen, daf ein Element m von M einem
Element n von N zugeordnet ist, das thm in der Menge M vorangeht.

Denn kidme dieser Fall vor, so sei a das erste Element von M,
dem ein ihm vorangehendes b zugeordnet ist; b gehért sowohl
zu N wie zu M. Entspricht dann weiter dem Element b von M
das (in N wie auch in M enthaltene) Element ¢, so wird die in M
geltende Beziehung b < a wegen der Ahnlichkeit der Abbildung
zwischen M und N die Beziehung ¢ < b in N nach sich ziehen;
da N eine Teilmenge von M ist, gilt ¢ < b auch in M. Es wiirde
also b durch unsere Abbildung dem ihm in M vorangehenden

8*
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Element ¢ zugeordnet sein, entgegen unserer Voraussetzung, wo-
nach das (erst auf b folgende) Element @ von M das erste Element
mit solcher Eigenschaft sein sollte; der erhaltene Widerspruch
zeigt, dal unsere Annahme falsch, der behauptete Satz also richtig
ist. Man beachte, wie wesentlich sich dieser Beweis darauf stiitzt,
daB jede durch irgendwelche Eigenschaft bestimmte Teilmenge
von M ein erstes Element aufweist; dies kann nur deshalb voraus-
gesetzt werden, weil M wohlgeordnet sein sollte.

Dem naheren Eingehen auf die Eigenschaften der wohlgeord-
neten Mengen werde noch eine letzte Erklarung vorangeschickt.

Definition 2. Ist m ein beliebiges Element der wohlgeordneten
Menge M, so wird die Teilmenge aller dem Element m voran-
gehenden Elemente von M ein Abschnitt von M genannt, ge-
nauer: der durchdasElement m bestimmte Abschnitt
von M 1). Die Ordnungszahl von M (und damit jeder zu M dhn-
lichen Menge) nennt man groéBer als die Ordnungszahl jedes
Abschnittes von M, die Ordnungszahl jedes Abschnittes von M
kleiner als die Ordnungszahl von M selbst.

Aus dieser Definition gewinnen wir eine GroSenordnung der
Ordnungszahlen, ganz wie wir im § 6 eine Anordnung der Kardinal-
zahlen nach ihrer GréBe durchgefiihrt haben; nur ist die Gro8en-
ordnung der Ordnungszahlen, wie wir bald sehen werden, sehr viel
durchsichtiger, als die der Kardinalzahlen bisher erschien. Wir
haben uns vor allem davon zu iiberzeugen, daf die gegebene
Erklirung der GroBenordnung der Ordnungszahlen die drei (auf
S. 80 angefiihrten) Eigenschaften besitzt, ohne die eine Definition
der Anordnung keinen vollen Sinn haben wiirde. Dazu benotigen
wir den folgenden Satz, der einen speziellen Fall des Satzes von
der vorigen Seite darstellt:

Eine wohlgeordnete Menge ist keinem ihrer Abschnitte dhnlich.

Waire namlich entgegen dieser Behauptung der Abschnitt N
der wohlgeordneten Menge M ahnlich zu M, so sei » das Ele-
ment von M, durch das der Abschnitt N (im Sinn der Definition 2)
bestimmt ist und das daher allen Elementen des Abschnittes
nachfolgt. Das Element » von M wird durch die nach der ge-
machten Annahme existierende dhnliche Abbildung zwischen M

1) Ist m das erste Element von M, so ist demnach die Nullmenge
der durch m bestimmte Abschnitt von M.
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und N jedenfalls einem Element von N, d. L. einem ihm in M
vorangehenden Element, zugeordnet. Da dies nach dem Satz von
S. 115 unmoglich ist, trifft die gemachte Behauptung sicher-
lich zu. — Es sei noch bemerkt, daBl hiernach eine beliebige
Ordnungszahl u stets verschieden ist von der Ordnungszahl u 4 1;
denn eine Menge von der Ordnungszahl u 41 besitzt offenbar
stets ein letztes Element, und der durch dieses bestimmte Ab-
schnitt ist von der Ordnungszahl u.

Sind M und M’ zwei shnliche wohlgeordnete Mengen, so ist
nach dem bewiesenen Satz keinesfalls M/ einem Abschnitt von M
ahnlich, also kann die Ordnungszahl von M’, die gleich derjenigen
von M ist, nicht gleichzeitig kleiner sein als letztere. Ist ferner
A einem Abschnitt der wohlgeordneten Menge B und B einem
Abschnitt der wohlgeordneten Menge C &hnlich, so ist offenbar
auch A einem Abschnitt von C #hnlich; auf die Ordnungs-
zahlen iibertragen, besagt dies: ist die Ordnungszahl von A
kleiner als diejenige von B und diese selbst kleiner als die
von C, so ist auch die Ordnungszahl von A kleiner als diejenige
von C. Die nimliche Uberlegung zeigt endlich, wenn wir C' mit 4
zusammenfallen lassen, dal eine Ordnungszahl nicht gleichzeitig
kleiner und gréfer als die namliche andere Ordnungszahl sein
kann; denn das wiirde besagen, da 4 einem Abschnitt von B
und B einem Abschnitt von A4, also 4 einem Abschnitt von sich
selbst dhnlich wire. Unsere Definition besitzt also wirklich die
in Frage stehenden drei Eigenschaften.

Dagegen ist vorlaufig noch nicht entschieden, ob nach unserer
Definition iitberhaupt von je zwei verschiedenen Ordnungszahlen
stets eine die kleinere ist; dies wiirde offenbar mit der Behaup-
tung zusammenfallen, daf von zwei wohlgeordneten Mengen, die
einander nicht dhnlich sind, stets eine einem Abschnitt der anderen
ghnlich ist. Auf diese wichtige Frage werden wir spiter (S. 122)
noch eingehend zuriickkommen; in den zunichst folgenden Uber-
legungen, in denen (von hier bis S. 121) auf eine vollstindige
Beweisfithrung verzichtet wird, soll zuvor ein anderer Gedanken-
gang kurz skizziert werden.

Der Leser iiberzeugt sich leicht, daB die aus Definition 2 fol-
gende Anordnung der endlichen Ordnungszahlen mit der gew6hn-
lichen GroBenordnung der natiirlichen Zahlen (und also auch
derjenigen der endlichen Kardinalzahlen) iibereinstimmt; z. B.
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gehort die Ordnungszahl 1 zu dem Abschnitt {1} der wohlge-
ordneten Menge {1, 2}, die Ordnungszahl 2 zu dem Abschnitt
{1, 2} der Menge {1, 2, 3} usw.; die Ordnungszahl 0 endlich ent-
spricht dem durch die Nullmenge gebildeten Abschnitt einer be-
liebigen wohlgeordneten Menge, der durch ihr erstes Element
bestimmt ist.

Weiter folgt aus Definition 2, daBl w die kleinste unendliche
Ordnungszahl ist. Denn ist M eine beliebige unendliche wohlge-
ordnete Menge und M, = {m,, m,, m,, ...} die auf S. 114 her-
gestellte, mit dem ersten Element m, von M beginnende Teil-
menge von der Ordnungszahl w, so ist M, entweder mit M iden-
tisch oder ein Abschnitt von M. Ist ndmlich M, nicht mit M
identisch, so enthilt M noch Elemente n, die auf alle Elemente
von M, folgen; bedeutet n, das erste unter allen derartigen Ele-
menten n von M, so ist offenbar M/, der durch =, bestimmte
Abschnitt von M. Demnach ist @ entweder selbst die Ordnungs-
zahl von M oder kleiner als sie; da sich iiberdies jeder Abschnitt
von M, als endlich erweist, so trifft unsere Behauptung zu.

Die Tatsache, daB jeder Abschnitt einer wohlgeordneten Menge
von der Ordnungszahl o endlich ist, besagt in Verbindung mit
dem Ergebnis des vorigen Absatzes, daB im Sinn unserer Defini-
tion jede endliche Ordnungszahl kleiner ist als jede unendliche Ord-
nungszahl.

Ohne Beweis sei hier noch der folgende Satz vermerkt, den
sich der Leser an Hand von Beispielen (z. B. fir u=2, 3,
w,w+1, w-2, w-3) leicht veranschaulicht:

Ist u eine beliebige Ordnungszahl, und wird die Menge aller Ord-
nungszahlen, die kleiner als u sind, nach der Grifle der Ordnungs-
zahlen geordmet, so daf sie mit 0, 1, 2, ... beginnt, so ist diese
Menge wohlgeordnet und von der Ordnungszahl p.

Sind demnach alle Ordnungszahlen bis 4 ausschlieBlich be-
kannt, so hat man, um die nichstgroBere Ordnungszahl p zu
gewinnen, nur die geordnete Gesamtheit jener Ordnungszahlen
als Menge zu betrachten; u ist dann die Ordnungszahl dieser
Menge. Fihrt man, mit 0, 1, 2 usw. beginnend, nach dieser Vor-
schrift unbegrenzt fort, so erhilt man die folgende, vollstandig
bestimmte Reihe, die gewissermaBen eine Fortsetzung der gewohn-
lichen Zahlenreihe iiber das Unendliche hinaus bedeutet und eine
der kithnsten Schopfungen CaNToRs darstellt:
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0,1,2,3, ...0, 0o+1, w42, ... w2, 0-241, ...
w-3, ...0-4, ..., 0oem-+n, ...0-0, -0 +1,
w-wotw,...o00+w0-2,..00-0,..0.0-0-D,...
Diese Reihe liBt sich offenbar unbegrenzt fortsetzen und in den
dabei auftretenden Ordnungszahlen begegnen uns ,,unendliche
Groflen der mannigfachsten Art; auf die allgemeine Theorie
dieser unendlichen Ordnungszahlen soll hier nicht niher ein-
gegangen werden. Nur folgendes sei kurz bemerkt: man wird
naturgemif zur Abkirzung . mit 0%, w?-. o mit o usw.
bezeichnen, wobei die Exponenten 2, 3, ... wiederum als Ord-
nungszahlen aufgefalt werden konnen; durch eine sinngemifBe
Verallgemeinerung gelangt man zu Potenzen, deren Exponenten
beliebige unendliche Ordnungszahlen sind 1), und damit zu einer
Fortsetzung unserer Reihe von folgender Art (m,, m,; usw. be-
deuten, ebenso wie oben m und n, endliche Ordnungszahlen):

ot wt41, ..., ot my+ wd-mg+ w2-my + w-m + m,,
08 L 0b L e?, w41, ... 0+, ...
‘w41 w? 0?® w®® »®
w?tl L w® .. 0%, .. 0%, ..o s e

Im Sinn unseres bisherigen Mengenbegriffs (S. 3) wiirden wir
die Gesamtheit aller Ordnungszahlen dieser endlos fortgesetzt ge-
dachten Reihe (bei Anordnung nach der Grofie der Ordnungs-
zahlen) als eine wohlgeordnete Menge aufzufassen haben; aus
welchen Griinden diese Auffassung als logisch unzuléssig betrachtet
werden mufl und wie demgem&fl der in § 2 eingefithrte Begriff
der Menge abzuéndern ist, das wird uns im néchsten Paragraphen
beschaftigen.

Zu jeder Ordnungszahl u gehort eine eindeutig bestimmte
Kardinalzahl oder Michtigkeit, nidmlich die Kardinalzahl einer
wohlgeordneten Menge von der Ordnungszahl u. Welche wohl-
geordnete Menge hierbei genommen wird, ist gleichgiiltig, da wohl-
geordnete Mengen von der néamlichen Ordnungszahl ja #hnlich,
also um so mehr dquivalent sind. (Z. B. gehért zu der kleinsten

1) Diese Art der Potenzierung ist aber wesentlich verschieden von der
Potenzierung, wie sie in § 8 fiir Kardinalzahlen erklirt wurde. Fiir die
nidhere Aufklirung des Unterschieds wie iiberhaupt fiir die Definition
der allgemeinen Multiplikation und Potenzierung von Ordnungstypen
vergleiche man die Darstellung im 5. und 6. Kapitel des am Schlusse ge-
nannten Hausporrrschen Buches.
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unendlichen Ordnungszahl ® die Kardinalzahl a, die ja die
Méachtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen ist.) Umge-
kehrt gehort zu jeder endlichen Kardinalzahl zwar auch eine ein-
deutig bestimmie (gleichbezeichnete) Ordnungszahl (S. 113), zu jeder
unendlichen Kardinalzahl dagegen gehéren offenbar unendlich viele
verschiedene Ordnungszahlen. Denn ist M eine unendliche wohlge-
ordnete Menge von der Ordnungszahl x4 und der Kardinalzahl m und
wird zu M ein einziges Element als letztes hinzugefiigt, so wird
die dadurch neu entstehende wohlgeordnete Menge die von u ver-
schiedene Ordnungszahl u + 1 besitzen; die Kardinalzahl m da-
gegen bleibt bei einer solchen Hinzufiigung unverindert (S. 16f.).
Entsprechend gehoren zu der Kardinalzahl m z. B. auch noch die
Ordnungszahlen u 4 2, w43, u -+ 4 usw., iibrigens auch
pu+ o, p+ o+ 1 usw. (vgl. FuBinote auf S. 40).

Geht man in der Reihe der Ordnungszahlen von der kleinsten
unendlichen Ordnungszahl @ aus und bildet man, im Sinne
wachsender Ordnungszahlen fortschreitend, zu jeder Ordnungs-
zahl die zugehérige Kardinalzahl, so erhilt man zwar immer zu
unendlich vielen verschiedenen Ordnungszahlen je eine und die-
selbe Kardinalzahl; dennoch findet man schlieBlich, wie hier
ohne Beweis vermerkt sei, zu jeder auftretenden Kardinalzahl
eine grofere, und zwar eine ndchstgrofere. Man bezeichnet
die sich so ergebenden Kardinalzahlen der Reihe nach mit
N, Ny, Ny, ... (vgl. S. 42); diese Reihe, die sogenannte
,,Reihe der Alefs*, ist im Sinn unseres bisherigen Mengen-
begriffs wiederum eine wohlgeordnete Menge. Im besonderen
fallt hiernach x,, als zu der kleinsten unendlichen Ordnungs-
zahl  (und zu w + 1, w + 2 usw.) gehorig, mit der uns wohl-
bekannten Kardinalzahl a der abzéhlbaren Mengen zusammen,
Geht in der Reihe der Alefs die Kardinalzahl x, der Kardinalzahl x,
voran, d. h. ist die Ordnungszahl u kleiner als die Ordnungszahl »,
so ist die Kardinalzahl x, auch im Sinne der Gré8enordnung der
Kardinalzahlen (S. 46) kleiner als die Kardinalzahl x,, wie fol-
gende Uberlegung zeigt: Ist A eine wohlgeordnete Menge von
der Ordnungszahl & und der Kardinalzahl x,, B eine wohl-
geordnete Menge von der Ordnungszahl  und der Kardinal-
zahl x,, so wird, wenn x, in der Reihe der Alefs vor », steht,
auch &« in der Reihe der Ordnungszahlen vor 8 stehen, also «
kleiner sein als . Das besagt, daB A einem Abschnitt der
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wohlgeordneten Menge B shnlich, d. h. einer Teilmenge von B #qui-
valent ist; daher kann nach S. 51 4 nur entweder eine kleinere
oder die nimliche Kardinalzahl besitzen wie B, und da N, von X,
verschieden sein sollte, ist in der Tat x, kleiner als x,.

Naher auf die interessante Theorie der , Alefs‘, d.h. der
Kardinalzahlen wohlgeordneter Mengen, einzugehen, wiirde fiir
den Rahmen dieser Darstellung zu weit fithren; auch die voran-
gehenden, die Reihe der Ordnungszahlen und die Reihe der Alefs
betreffenden Ausfithrungen sollten nur eine andeutende Ubersicht
iiber die Verhéltnisse und nicht eine strenge Entwicklung geben.
Der Leser findet ausfiihrliche Darstellungen dieser schon von CANTOR
eingehend erérterten Fragen in den auf S. 154f. genannten Schriften
von CANTOR, SCHOENFLIES, HESSENBERG und HAUSDORFF.

Wir kehren wieder zu dem auf S. 116 eingefithrten Begriff des
Abschnitts zuriick, um aus ihm gewisse Folgerungen in bezug auf
die Vergleichbarkeit der wohlgeordneten Mengen und der Mengen
tiberhaupt zu ziehen.

Vor allem fiihren wir nochmals das auf S. 116f. bewiesene Er-
gebnis an als

Satz 1. Eine wohlgeordnete Menge ist keinem shrer Abschnitte
dhnlich.

Auf dem ndmlichen Wege wie diesen Satz, nimlich unter Be-
nutzung der in dem Satz von 8. 115 enthaltenen Eigenschaft jeder
ahnlichen Abbildung zwischen einer wohlgeordneten Menge und
einer Teilmenge, beweist man den folgenden

Satz 2. Eine wohlgeordnete Menge kann nur auf eine einzige Weise
auf sich selbst oder auf eine dhnliche Menge dhnlich abgebildet werden.

Bei einer dhnlichen Abbildung der wohlgeordneten Menge M
auf sich selbst mufl némlich entweder jedes Element sich selbst
zugeordnet sein oder es mufl Elemente geben, die vorangehenden
Elementen entsprechen; der letztere Fall wiirde aber dem auf
S. 115 angefithrten Satze widersprechen und ist daher aus-
geschlossen. Daher kann eine wohlgeordnete Menge M auch nicht
auf zwei verschiedene Arten auf eine andere Menge &hnlich ab-
gebildet werden; denn durch Kombination der beiden Ab-
bildungen kénnte man eine Abbildung von M auf sich selbst
herstellen, bei der nicht jedes Element von M sich selbst ent-
spricht.
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Satz 3. Zwei Abschnitte der néimlichen wohlgeordneten Menge
sind entweder mitesnander identisch oder einer von ihnen ist ein
Abschnitt des anderen.

In der Tat: ist die Menge M wohlgeordnet und wird der durch
das Element a von M bestimmte Abschnitt von M mit 4, der durch
das Element b von M bestimmte Abschnitt mit B bezeichnet, so
ist entweder a mit b identisch oder in der Anordnung der Elemente
von M steht a vor b oder b vor . Im ersten Fall sind die Abschnitte
A und B identisch, im zweiten ist A ein Abschnitt von B, im
dritten B ein Abschnitt von A4; Satz 3 trifft also zu.

Satz 3 besagt, daBl die Abschnitte einer und derselben wohl-
geordneten Menge M stets vergleichbar sind, daB némlich die
Ordnungszahlen zweier Abschnitte von M entweder gleich sind
oder die eine kleiner ist als die andere ; denn nach der Definition 2
(S. 116) ist ja die Ordnungszahl eines Abschnitts einer wohl-
geordneten Menge kleiner als die Ordnungszahl der Menge selbst.
Der jetzt folgende Satz 4, der den bedeutungsvollen Mittelpunkt
dieser ganzen Betrachtungsreihe darstellt, enthalt dariiber hin-
aus folgende Aussage: die Eigenschaft der Vergleichbarkeit ist
nicht auf Abschnitte der ndmlichen wohlgeordneten Menge be-
schrankt, sondern sie kommt jedem beliebigen Paar wohlgeord-
neter Mengen zu.

Satz 4. Zwei wohlgeordnete Mengen sind entweder einander
Ghnlich oder eine von thnen ist einem Abschnitt der anderen dhnlich.

Jede von der Nullmenge verschiedene wohlgeordnete Menge
enthilt ein erstes Element, ebenso auch noch ein zweites, drittes
usw., solange die Menge nicht etwa erschopft ist. Ist die Menge
unendlich und von geniigend grofer Ordnungszahl, so gelangt
man gemiB dem auf S. 114 gefithrten Beweis zu einem Abschnitt
von der Ordnungszahl w, dann zu Abschnitten von den Ordnungs-
zahlen w 4+ 1, w 4+ 2 usw. Wir kénnen diesen Sachverhalt kurz,
wenn auch unscharf, bezeichnen durch die Aussage: jede wohl-
geordnete Menge besitzt mindestens ,,im Anfang ein und das-
selbe Bildungsgesetz; die Einzigkeit dieses Bildungsgesetzes driickt
sich, etwas genauer gesprochen, darin aus, dafl die ,,anféanglichen
Abschnitte zweier wohlgeordneter' Mengen einander beziiglich
shnlich sind. Wir kénnen diese Eigenschaft wohlgeordneter Men-
gen benutzen, um die ,,anfinglichen Elemente wohlgeordneter
Mengen einander #hnlich zuzuordnen durch dieVorschrift : Elemente
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zweier wohlgeordneter Mengen sollen einander dann entsprechen,
wenn die durch sie bestimmten Abschnitte dhnlich sind.

Der zu beweisende Satz 4 behauptet nun, dal jene Einzigkeit
des Bildungsgesetzes sich nicht auf den ,,Anfang‘ einer wohlgeord-
neten Menge beschrinkt, sondern ihr restlos eigentiimlich ist;
schirfer ausgedriickt: wir konnen eine #hnliche Zuordnung der
Elemente zweier wohlgeordneter Mengen durch die zu Ende des
vorigen Absatzes ausgesprochene Vorschrift so weit fortsetzen,
bis eine der Mengen oder beide erschopft sind. Der Gedankengang,
wie diese Tatsache bewiesen werden kann, soll unter Verzicht auf
vollstindige Ausfithrang nur kurz skizziert werden?).

M und N seien zwei wohlgeordnete Mengen, von denen wir gleich an-
nehmen, daB keine von ihnen einem Abschnitt der anderen #hnlich sei;
dann behauptet der zu beweisende Satz die Existenz einer dhnlichen Abbil-
dung zwischen M und N; es a8t sich ndmlich zeigen, daBl die am Schlufl des
vorletzten Absatzes ausgesprochene Vorschrift wirklich eine shnliche Ab-
bildung liefert. Ein Element m von M soll hiernach dem Element » von N
dann entsprechen (und umgekehrt), wenn der durch m bestimmte Ab-
schnitt, von M dem durch » bestimmten Abschnitt von N &#hnlich ist.
DaB8 diese Zuordnung umkehrbar eindeutig ist, ist leicht einzusehen.
Ebenso iiberzeugt man sich ohne Schwierigkeit, daf die Reihenfolge
zweier Elemente in der einen Menge die ndmliche ist wie die der ent-
sprechenden Elemente in der anderen Menge, d. h. daf die Zuordnung
auch dhnlich ist. Es eriibrigt also nur nachzuweisen, dafl unsere Vorschrift
auch wirklich jedem Element der einen Menge ein Element der anderen
zuordnet und umgekehrt; dabei ist wesentlich die gemachte Annahme zu
benutzen, wonach keine der beiden Mengen einem Abschnitt der anderen
shnlich sein sollte. Wir kénnen némlich so schlieBen: wire etwa a das erste
Element von M, dem unsere Vorschrift kein Element von N zuordnen
wiirde, so wiirden doch wenigstens allen Elementen, die vor ¢ in M auf-
treten, gewisse Elemente von N vermoge unserer Zuordnung entsprechen,
d. h. der durch a bestimmte Abschnitt A von M wire dhnlich auf eine
Teilmenge B von N abgebildet. Da dann voraussetzungsgemiB B nicht
mit N identisch sein kann (weil sonst N einem Abschnitt von M #hn-
lich wiire), so ist B eine echte Teilmenge von N; man iiberzeugt sich
mittels der Zuordnungsvorschrift zwischen den Elementen von B und den-
jenigen des Abschnittes A (von M), daB auch B ein Abschnitt (von N)
ist, der etwa durch das Element b bestimmt sei. Gem#B unserer Vor-
schrift entsprechen dann aber a und b einander; unsere Annahme, wo-
nach dem Element ¢ von M durch die ausgesprochene Vorschrift kein
Element von N zugeordnet w'rd, wire also als falsch erwiesen. Mit diesem
Widerspruch ist die Richtigkeit des Satzes 4 vollstéindig dargetan.

1) Vgl. HEssENBERG, Grundbegriffe der Mengenlehre, S. 58—60.
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Um die Bedeutung des Satzes 4 zu wiirdigen, erinnern wir
uns einer Uberlegung, die wir bei der GroBenanordnung der Kar-
dinalzahlen anstellten (S.51ff.). Dort gelangten wir bei der Unter-
suchung der Frage, wie die Kardinalzahlen zweier gegebener (nicht
notwendig geordneter) Mengen M und N sich zueinander verhalten,
zur Unterscheidung von vier Féllen; im ersten Fall konnte mittels
des Aquivalenzsatzes gezeigt werden, daB M und N iquivalent,
ihre Kardinalzahlen also gleich seien; im zweiten und dritten Fall
war die Kardinalzahl einer der beiden Mengen kleiner als die der
anderen; im vierten Fall endlich, in dem sich die beiden Mengen
als unvergleichbar erwiesen, konnte iiberhaupt nichts Positives iiber
das gegenseitige Verhalten ihrer Kardinalzahlen ausgesagt werden.

Dieser vierte Fall scheidet nun gemaf Satz 4 véllig aus, wenn
es sich statt um die Kardinalzahlen beliebiger Mengen um die
Ordnungszahlen wohlgeordneter Mengen handelt. Wir kénnen
nimlich, wenn wir von den wohlgeordneten Mengen zu ihren Ord-
nungszahlen iibergehen, Satz 4 auch folgendermaBen ausdriicken:

Satz 4a. Zwei Ordnungszahlen sind entweder gleich oder eine
von thnen ist kleiner als die andere.

In dieser Fassung wird es offenbar, dafl wohlgeordnete Mengen
in bezug auf ihre Ordnungszahlen stets vergleichbar sind.

Diese ausnahmslose Vergleichbarkeit der wohlgeordneten Men-
gen gilt aber nicht nur fiir ihre Ordnungszahlen, sondern ebenso
fiir ihre Kardinalzahlen. Es seien nimlich M und N zwei beliebige
wohlgeordnete Mengen. Sind M und N &hnlich, so sind sie um
so mehr dquivalent, ihre Kardinalzahlen also gleich; im anderen
Fall ist nach Satz 4 die eine der beiden Mengen — etwa M —
einem Abschnitt der anderen — N — &hnlich, d. h. die Ordnungs-
zahl von M ist Kkleiner als diejenige von N. DaBl M einem Ab-
schnitt von N &hnlich ist, besagt im besonderen, daBl M einer
Teilmenge von N dquivalent ist; von den vier auf S.51 aufge-
ziahlten Moglichkeiten kommen also nur die erste und die dritte in
Betracht, d. h. die Kardinalzahl von M ist entweder gleich der-
jenigen von N oder kleiner als sie. Wir erhalten so das wichtige
Ergebnis:

Satz 5. Wohlgeordnete Mengen sind nicht nur in bezug auf ihre
Ordnungszahlen, sondern auch in bezug auf ihre Kardinalzahlen stets
vergleichbar: die Kardinalzahlen zweier wohlgeordneter Mengen sind
entweder gleich oder eine von ihnen ist kleiner als die andere. Sind M
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und N wohlgeordnete Mengen und ist die Ordnungszahl von M kleiner
als die Ordnungszahl von N, so ist die Kardinalzahl von M gleich
oder kleiner als die Kardinalzahl von N.

Das einzige MiBliche an diesem weittragenden Satz ist der Um-
stand, daB er sich nur auf die wohlgeordneten Mengen bezieht,
d. h. nur auf eine besondere Klasse der geordneten Mengen, also
zunichst nur auf einen recht speziellen Teil der Mengen iiber-
haupt. Es wire zweifellos duBerst wiinschenswert, die Eigen-
schaft der Vergleichbarkeit allen Mengen zu sichern; denn sollen
uns die unendlichen Kardinalzahlen eine Verallgemeinerung der ge-
wohnlichen endlichen Zahlen — wenn auch nicht mit allen Eigen-
schaften derselben — darstellen, so ist es sicherlich ein unbefrie-
digendes Gefithl, wenn nach Erklirung der GroBenordnung der
Kardinalzahlen dennoch solche Paare von Kardinalzahlen denkbar
bleiben, in denen die beiden Zahlen zwar verschieden, aber unver-
gleichbar sind, d. h. keine kleiner ist als die andere.

Dieses Ziel, das Ergebnis des Satzes 5 auf die Gesamtheit aller
(nicht notwendig geordneten) Mengen auszudehnen, wird nun
durch einen Satz erreicht, der das CaNTORrsche Gebdude der
Theorie der wohlgeordneten Mengen krént und mit dessen Wiir-
digung wir die Betrachtung dieser Theorie abschliefen wollen,
ndmlich durch den sogenannten Wohlordnungssatz:

Satz 6. Jede Menge kann in die Form einer wohlgeordneten
Menge gebracht werden.

Am nichstliegenden scheint es, zum Beweise dieses Satzes fol-
genden Gedankengang anzufilhren: Man greife aus der beliebig
gegebenen Menge ein beliebiges Element heraus, aus der iibrig-
bleibenden Teilmenge ein zweites, aus der neuen Teilmenge ein
drittes usw. und setze dieses Verfahren solange fort, bis die gege-
bene Menge erschopft ist; ordnet man dann die Elemente der ge-
gebenen Menge in der Reihenfolge an, in der sie bei jenem Verfahren
herausgegriffen wurden, so erhilt man eine wohlgeordnete Menge.

In Riicksicht auf diesen Gedankengang hat CANTOR den Wohl-
ordnungssatz als ein ,,grundlegendes und folgenreiches, durch seine
Allgemeingiiltigkeit besonders merkwiirdiges Denkgesetz‘‘ bezeich-
net. Einen Beweis des Wohlordnungssatzes hat er dagegen nicht
gegeben. Der obige Gedankengang ist nicht als ein eigentlicher —
auch nur halbwegs strenger — Beweis anzusehen, vor allem des-
halb, weil in keiner Weise gezeigt wird, daB durch das angegebene
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Verfahren mit seinem ominésen, begrifflich keineswegs einwand-
freien Wortchen ,,usw.” die gegebene Menge wirklich erschopft
werden kann. Die Unzulissigkeit des angegebenen Gedankengangs
als Beweisverfahren erhellt besonders deutlich aus folgendem: er
scheint nicht nur die Mdglichkeit der Wohlordnung zu erweisen,
sondern dariiber hinaus zu jeder beliebigen Menge ein wirkliches
Verfahren zur Ausfithrung der Wohlordnung anzugeben; dem steht
die noch spiter (S. 147) hervorzuhebende Tatsache gegeniiber,
daB die wirkliche Ausfiihrung der Wohlordnung bis heute noch
nicht einmal bei gewissen einfachsten nicht abzihlbaren Mengen
gelungen ist.

Im Jahre 1904 hat ZERMELO in einer kurzen, aber von bewun-
derungswiirdigem Scharfsinn erfiilllten Note im 59. Band der
Mathematischen Annalen einen wirklichen Beweis des Wohlord-
nungssatzes geliefert, dem er vier Jahre spiter im 65. Band der
néamlichen Zeitschrift einen weiteren Beweis folgen lieBl, welcher
sich einer andersartigen Methode bedient, aber letzten Endes
auf dem gleichen Grundgedanken wie der erste Beweis beruht.
Das griindliche Durchdenken aller Schliisse der ZERMELOschen
Beweise verlangt mehr Ubung und Abstraktion, als unsere bis-
herigen Uberlegungen erfordert haben und als es dem Rahmen
dieser Darstellung entspricht. Wir wollen daher, ohne uns logische
Liickenlosigkeit zum Ziel zu setzen, zum Beweis des Wohl-
ordnungssatzes an einen verhéltnisma8ig durchsichtigen Gedanken-
gang ankniipfen, den ScHOENFLIES im Anschlufl an ZERMELO
angegeben hat; wir werden dabei die Grundlage, auf der sich die
ZErMELOschen Beweise aufbauen und von der im nichsten Para-
graphen noch die Rede sein wird, hinreichend deutlich kennenlernen.

Es sei M eine beliebig gegebene Menge, die nicht geordnet zu sein
braucht. Dann bedeute wie auf S. 49UM die Menge aller Teilmengen von M,
und zwar hier unter AusschluB der Nullmenge, aber unter EinschluB von M
selbst. In jeder der in 1M vorkommenden Mengen — d. h. in jeder Teilmenge
von M — denken wir uns je ein einziges vollig beliebiges, aber von nun an
festes Element ausgewihlt und als das ausgezeichnete Element der betreffenden
Teilmenge bezeichnet; dabei werden verschiedenen Teilmengen natiirlich
keineswegs stets verschiedene ausgezeichnete Elemente entsprechen, im
Gegenteil kénnen wir, wenn m ein beliebiges Element von M ist, die Aus-
wahl z. B. mit der Festsetzung beginnen, daf3 m das ausgezeichnete Element
aller derjenigen Teilmengen von M sein soll, in denen m iiberhaupt vorkommt.
Ubrigens erfordert unser Beweis keineswegs, daB die Auswahl der aus-
gezeichneten Elemente fiir alle Teilmengen von M durch bestimmte Regeln
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wirklich getroffen ist; es geniigt vielmehr, wenn wir uns die Auswahl als
moglich und irgendwie vollzogen vorstellen konnen.

Nun sei a das ausgezeichnete Element der Menge M selbst; wir be-
zeichnen die durch Entfernung von a aus M entstehende Teilmenge mit 4.
Weiter sei b das ausgezeichnete Element von 4, und B die Menge, die aus 4
durch Weglassung des Elementes b entsteht; dann ist B eine Teilmenge
von A wie auch von M selbst. Ferner soll N die Bezeichnung einer vor-
ldufig noch nicht bestimmten geordneten Menge sein, von der wir zunéchst
nur festsetzen, daB sie ¢ zum ersten Element und b zum zweiten Element
besitzen soll; wir konnen M als Vereinigungsmenge der (offenbar wohlgeord-
neten) Menge B’ = {a, b} und der Menge B auffassen. In gleicher Weise be-
zeichnen wir das ausgezeichnete Element von B mit ¢, die durch Entfernung
von ¢ aus B entstehende Menge — eine Teilmenge von M — mit C und be-
stimmen die geordnete Menge N einen Schritt weiter durch: N = {a, b,
¢, ...}; dann ist M die Vereinigungsmenge der Mengen C’ = {a, b, ¢} und
C, von denen ¢’ iibrigens wohlgeordnet ist. Dieses Verfahren denken wir
uns beliebig fortgesetzt, etwa bis wir zu einer gewissen Teilmenge R
von M gelangt sind, deren ausgezeichnetes Element s ist. Wir bezeichnen
dann die Teilmenge von R, die durch Entfernung von s aus R hervor-
geht und die gleichzeitig eine Teilmenge der urspriinglichen Menge M ist,
mit S (und ihr ausgezeichnetes Element mit ). Von der geordneten Menge N
kennen wir in diesem Augenblick die ,,ersten Elemente* bis s einschlieBlich,
d. h. das Element s und alle ihm vorangehenden Elemente; bezeichnen wir
die Teilmenge von N, die s und alle vorangehenden Elemente enthilt und
die uns daher véllig bekannt ist, mit S’, so erkennen wir, daBS’= {a, b, c,...s}
nicht nur eine geordnete, sondern sogar eine wohlgeordnete Menge ist. Zudem
iiberzeugen wir uns durch nochmaliges Uberdenken der Vorschrift unseres
Verfahrens, dal die urspriinglich gegebene Menge M sich als dieVereinigungs-
menge der wohlgeordneten Menge S’ und der (nicht notwendig geordneten)
Menge S betrachten li8t, in Formel M = 8’ 4 S; jedes Elemenyt von M gehort
nidmlich entweder — wenn es ausgezeichnetes Element irgendeiner der bis-
her aufgetretenen Teilmengen 4, B, C, ... & ist — zu S’ oder (im an-
deren Fall) zu S. Jedem einzelnen Schritt unseres Verfahrens entspricht
eindeutig eine Ordnungszahl, nimlich die Ordnungszahl der gerade er-
mittelten wohlgeordneten Teilmenge von N (im gegenwirtigen Moment
die Ordnungszahl von §’). Umgekehrt entsprechen auch den ,ersten‘
Ordnungszahlen je eindeutig bestimmte Schritte unseres Verfahrens; so
entsprechen z. B. den Ordnungszahlen 1 bzw. 2 (als den Ordnungszahlen
der wohlgeordneten Mengen {a} bzw. {a, b}) der erste und zweite Schritt.
Genau ebenso, wie wir die Reihe der Ordnungszahlen unbegrenzt fort-
setzen konnten!), wird dies bis zu “einer gewisse Grenze auch fiir unser
Verfahren und fiir die mit ihm verkniipfte Bestimmung einer wohlgeord-
neten Teilmenge von N gelten.

Diese Grenze aber, von der an wir den Ordnungszahlen keine Fort-
setzung unseres Verfahrens mehr zuordnen konnen, kann nur dadurch

1) Gegen diesen SchluB, der bei ZERMELO vermieden wird, sind gewisse
Einwinde moglich; vgl. S.133.
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erreicht werden, daf die gegebene Menge M infolge der sukzessiven Ent-
nahme ausgezeichneter Elemente erschopft wird. Schirfer ausgedriickt:
stellt sich bei einem bestimmten Schritt die gegebene Menge M als
Vereinigungsmenge einer wohlgeordneten und einer beliebigen Menge (ent-
sprechend der obigen Beziehung M = 8’ 4 8) in folgender Form dar:
M = V’'+ V (V' wobhlgeordnet, V beliebig), so kann die Nichtfortsetz-
barkeit des Verfahrens nur daran liegen, daB ¥V die Nullmenge ist, also
iiberhaupt kein Element enthdlt. In der Tat: enthilt ¥ noch Elemente,
und bezeichnen wir das ausgezeichnete Element von ¥V mit w, die durch
Entfernung von w aus V entstehende Teilmenge mit W und die wohl-
geo dncte Menge, die aus V’ durch Hinzufiigung von w nach allen Ele-
menten von V’ hervorgeht, mit W’, so ist M als Vereinigungsmenge
von W’ und W darstellbar; wir haben also entgegen der Annahme unser
Verfahren um einen Schritt fortsetzen kénnen und mit der Ordnungszahl
von W’ eine grofere Ordnungszahl als die bisherigen erreicht. (Diese be-
liebige Fortsetzbarkeit des Verfahrens entspricht dem niamlichen Bildungs-
gesetz, auf Grund dessen wir (S. 118f.) die Reihe der Ordnungszahlen
schrittweise bilden und unbegrenzt fortsetzen konnten.) Die Behauptung,
dal die an der Grenze unseres Verfahrens auftretende Menge V iiber-
haupt kein Element enthilt, war also richtig, die Beziehung M = V' 4 V
lautet M = V’; da V’ eine wohlgeordnete Menge ist (mit der wir jetzt
die bisher nicht vollig bestimmte Menge N identifizieren kénnen und
wollen), so haben wir die beliebig gegebene Menge M als eine wohlge-
ordnete Menge N dargestellt, d. h. der Wohlordnungssatz ist bewiesen.

Unter den Folgen des Wohlordnungssatzes ist die wichtigste
diejenige, die sich auf die Vergleichbarkeit beliebiger Mengen in
bezug auf ihre Kardinalzahlen bezieht. Sind némlich irgend zwei
(nicht notwendig geordnete) Mengen gegeben, so konnen wir sie
uns auf Grund des Wohlordnungssatzes in wohlgeordnete Mengen
verwandelt denken. Nach Satz 5 sind dann beide Mengen nicht
nur beziiglich ihrer Ordnungszahlen, sondern auch beziiglich ihrer
Kardinalzahlen vergleichbar. Der vierte unter den vier Fillen,
die wir auf S.51 hinsichtlich des gegenseitigen Verhaltens zweier
Mengen in bezug auf ihre Kardinalzahlen unterscheiden muften,
wird demnach durch den Wohlordnungssatz ausgeschlossen; viel-
mehr besteht der folgende einfachere Sachverhalt, der von vorn-
herein zu vermuten war, aber ohne Heranziehung der Wohl-
ordnung nicht bewiesen werden konnte (vgl. S. 55):

Zwei beliebige Mengen sind entweder dquivalent oder eine von
thnen besitzt eine kleinere Kardinalzahl als die andere. Von irgend
zwei ungleichen Kardinalzahlen ist also (ganz ebenso wie von zwes
verschiedenen gewishnlichen Zahlen) stets eine kleiner als die andere.
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Auf die Einwendungen, die gegen den Wohlordnungssatz er-
hoben worden sind, soll im nichsten Paragraphen eingegangen
werden ; dabei wird auch der Unterschied zwischen der wirklichen
Herstellung einer Wohlordnung einer gegebenen Menge und der
bloen Méglichkeit der Wohlordnung, wie sie der Wohlordnungs-
satz behauptet, deutlich hervortreten. Hier sei in bezug auf die
Bedeutung der Wohlordnung nur noch hervorgehoben, daB8 der
Wohlordnungssatz keineswegs allein fiir das Gebiet der Mengen-
lehre von Wichtigkeit ist; in verschiedenen (arithmetischen wie
analytischen) Gebieten der Mathematik gibt es wichtige und
interessante Fragen, deren Beantwortung sich nur unter Benut-
zung des Wohlordnungssatzes erméglichen 1a8t, und dieser Satz
muf3 daher, auch abgesehen von dem besonderen Interesse und
Reiz der Mengenlehre, in eine Reihe mit den bekanntesten und be-
rithmtesten mathematischen Lehrsitzen gestellt werden.

§ 12. Logische Paradoxien. Nochmals der Begriff der Menge.

Als im letzten Absatz des vorigen Paragraphen von Einwen-
dungen die Rede war, die gegen den Wohlordnungssatz erhoben
worden sind, mag der eine oder andere Leser den Kopf ge-
schiittelt und sich gefragt haben: sind denn Einwendungen
gegen mathematisch bewiesene Satze moglich, handelt es sich
denn in der Mengenlehre, die doch eine mathematische Disziplin
ist, um Glaubenssachen und nicht vielmehr um ein durch logisch
zwingende Schliisse errichtetes Gebiude? In dieser Beziehung
muB sich der Leser allerdings zunichst mit einer Enttauschung
abfinden: das Gebidude der Mengenlehre, wie wir es in seinen Um-
rissen bisher kennengelernt haben, ist in der Tat nicht vollstéindig
sicher und unangreifbar zusammengefiigt. Wir werden nidmlich
sehen, dafl aus unserem bisherigen Mengenbegriff und seiner Ver-
wendung logische Unstimmigkeiten, die sogenannten ,,Paradoxien
der Mengenlehre®, hergeleitet werden konnen, die unsere Uber-
legungen als unsicher erscheinen lassen. Wihrend der Widerspruch
der Mathematiker, der sich in den ersten Jahren (und selbst Jahr-
zehnten) des CanTorschen Schaffens aus — historisch verstand-
lichem — MiBtrauen gegeniiber dem Unendlichen erhoben hatte,
allmahlich infolge der unbestreitbaren grofen Erfolge der jungen
Mengenlehre und infolge ihrer sich mehr und mehr systematisch
gestaltenden Begriindung verstummt war, haben die logischen

Fraenkel, Mengenlehre. 9
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Paradoxien aufs neue einzelne, darunter auch ganz hervorragende
Mathematiker veranlaBt, die allgemeinen Teile der Mengenlehre
abzulehnen ; und auch wo dieser prinzipiell abweisende Standpunkt
nicht eingenommen wurde, hat begreiflicherweise das Vorhanden-
sein einer mathematischen Disziplin, die sich logische BloBen gab
und in der es vielmehr auf subjektive Uberzeugung als auf
zwingend begriindete Erkenntnis anzukommen schien, grofes Un-
behagen hervorgerufen.

Wihrend zunichst die Versuche der Mathematiker und Philo-
sophen, jene Steine des wissenschaftlichen AnstoBes aus dem Wege
zu riumen, keinen ernstlichen Erfolg hatten, ist es dem néamlichen
Forscher (ZerMELO), der den Wohlordnungssatz bewiesen hat,
vor einem Jahrzehnt gelungen, einen Weg zur Begriindung der
Mengenlehre vorzuzeichnen, der die logischen Paradoxien ver-
meidet!). Esist der Weg der sogenannten ,,axiomatischen Methode*,
die in neuerer Zeit (namentlich seit D. HILBERTs ,,Grundlagen der
Geometrie‘ [4. Aufl., Leipzig 1913]) in der Mathematik wichtig ge-
worden ist und auf deren Wesen wir auch hier noch kurz eingehen
werden. Im vorliegenden Fall wird durch diese Methode der Begriff
der Menge und damit der Bereich der Mengenlehre so weit be-
schrinkt, daB logische Widerspriiche ausgeschlossen bleiben und
daB die Mengenlehre die gleiche Sicherheit in ihrem Gefiige erhilt
wie die anderen mathematischen Wissensgebiete. Bei der Betrach-
tung der von ZERMELO angegebenen axiomatischen Begriindung der
Mengenlehre werden wir vor allem die besonderen Voraussetzungen
(Axiome) kennenlernen, auf die sich die Mengenlehre griindet;
wenn auch jede mathematische Lehre — und handle es sich selbst
um das Allereinfachste, wie etwa um die Lehre von den natiirlichen
Zahlen und ihrer Addition — gewisser derartiger Voraussetzungen
bedarf, so sind im besonderen die der Mengenlehre zugrunde
liegenden Axiome deshalb fiir die gesamte mathematische Wissen-
schaft von Bedeutung (und gleichzeitig auch erkenntnistheore-
tisch von erheblichem Interesse), weil die Mengenlehre es mit ganz
besonders allgemeinen, in allen Teilen der Mathematik verwendeten

1) E. ZerMELO, Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre. I.
Math. Annalen, Bd. 65 (1908), S. 261—281. Man vergleiche zum vor-
liegenden Paragraphen auch ZerMELOS Ausfithrungen im namlichen Bande,
S. 111—128, wo er sich mit den gegen seinen ersten Beweis des Wohl-
ordnungssatzes erhobenen Einwendungen auseinandersetzt.
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und insofern grundlegenden Begriffen zu tun hat. Bei einem unter
jenen Axiomen der Mengenlehre, dem sogenannten Auswahlprin-
zip, werden wir etwas linger verweilen und dabei auch auf ge-
wisse Bedenken zu sprechen kommen, die — abgesehen von den auf
die Paradoxien sich stiitzenden Einwendungen gegen die Mengen-
lehre im allgemeinen — gegen den Beweis des Wohlordnungssatzes
im besonderen geltend gemacht worden sind.

Von den logischen Widerspriichen oder Paradoxien, die mit-
tels der Begriffe unserer mengentheoretischen Betrachtungen her-
geleitet werden konnen, moge nur eine historisch und sachlich be-
sonders wichtige Klasse betrachtet werden. Es handelt sich dabei
um Widerspriiche, die daraus entstehen, daB ,,alle Dinge von einer
gewissen Eigenschaft zu einer Menge vereinigt werden. Paradoxien
dieser Art konnen unter Verwendung spezieller oder auch ganz all-
gemeiner Begriffe der Mengenlehre gebildet werden ; wir wollen mit
einer Paradoxie allgemeiner Natur beginnen, mit dem RUSSELL-
schen!) Paradoxon.

Eine gegebene Menge enthilt entweder sich selbst als Element
oder sie enthilt sich nicht als Element. Dieses logische (disjunk-
tive) Urteil ist unzweifelhaft richtig, unabhéngig von der Frage,
ob es wirklich Mengen beider Art gibt; iibrigens kann man sich
z. B. die ,Menge aller abstrakten Begriffe“ als Beispiel einer
Menge der ersten Art, die Nullmenge als Beispiel fiir die zweite
Art denken. Wir wollen mit M diejenige Menge bezeichnen, welche
all die Mengen umfaflt, die sich selbst nicht als Element ent-
halten. Ist also N irgendeine Menge, die sich selbst nicht als Ele-
ment enthilt, so soll die Menge N ein Element von M sein, und

1) Weiteres hierzu und zu anderen Paradoxien sowie zu den Grenzfragen
zwischen Mathematik — insbesondere Mengenlehre — und Philosophie iiber-
haupt in B. RusserLs Werk: The principles of mathematics, Vol. I
(Cambridge 1903) sowie in seiner dreibéindigen Fortsetzung: RusseLL and
WHITEHEAD, Principia Mathematica. In diesem Zusammenhang seien
weiter einige einschligige Schriften genannt (deren Standpunkt iibrigens
grofenteils von der im folgenden vertretenen Auffassung erheblich ab-
weicht): J. RicaArD, Sur la philosophie des mathématiques (Paris 1903).
L. Coururat, Les principes des mathématiques (Paris 1905; deutsch von
C. SieGEL, Leipzig 1908). H. PoiNcarE, Science et méthode (Paris 1908;
deutsche Ausgabe v. F. u. L. LinpDEMANN, Leipzig 1914). J. Konie,
Neue Grundlagen der Logik, Arithmetik u. Mengenlehre (Leipzig 1914).
L. E. J. BROUWER, Begriindung der Mengenlehre unabh. vom log. Satz
vom ausgeschlossenen Dritten, I. Teil (Amsterdam 1918).

9*
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umgekehrt soll die Menge M jede derartige Menge N als Element
enthalten, dagegen keine Menge, die sich selbst als Element enthilt.
Wir wollen untersuchen, ob die Menge M sich selbst als Element
enthilt oder nicht.

Es werde zunichst angenommen, M enthalte sich selbst als
Element; da dann M ein Element der Menge M ist, welche
andererseits nach Voraussetzung nur solche Mengen enthilt, die
sich selbst nicht als Element enthalten, so mul M eine Menge
dieser letzteren Art sein; unsere Annahme, dafl M sich selbst
enthalte, trifft also nicht zu, vielmehr ist aus dem erzielten
Widerspruch gegeniiber der Annahme zu schlieBen, daBl M sich
selbst nicht als Element enthilt. Aber auch dieses durch die
vorangehende Uberlegung anscheinend streng bewiesene Ergeb-
nis fithrt uns zu einem logischen Widerspruch; denn da M eine
Menge ist, die sich nicht als Element enthalt, gehért M zu der
Klasse von Mengen, die nach der Definition von M die Elemente
von M bilden, d. h. M ist ein Element von M. Unser Ergebnis
hat also das ihm widersprechende Resultat nach sich gezogen,
daB M sich selbst als Element enthalte; es hat so wirklich zu einem
logischen Widerspruch gefiihrt!). Die Menge M — d. i. die Menge
aller Mengen, die sich nicht enthalten — weist demnach die Para-
doxie auf, daf3 sowohl die Annahme, M enthalte sich als Element,
wie auch die kontradiktorisch entgegengesetzte Annahme, M ent-
halte sich nicht als Element,-auf einen Widerspruch fiihrt. Die
Menge M ist demnach ein in sich widerspruchsvoller Begriff und
daher logisch unzuléssig, um so mehr mathematisch unzuldssig. Da
aber in die Definition von M im wesentlichen nur der Begriff der
Menge einging, so muB} dieser Begriff, auf den sich ja unsere ge-
samten Uberlegungen aufgebaut haben, mindestens in seiner bis-
herigen Abgrenzung einen Widerspruch in sich bergen.

Eine mit dieser RusserLLschen Paradoxie nahe verwandte, nur
sehr viel trivialere Paradoxie erhalten wir, wenn wir die Menge L
aller iiberhaupt denkbaren Mengen betrachten. Diese Menge
scheint die umfassendste iiberhaupt denkbare Menge darzustellen.

1) Diese etwas abstrakte und zunichst vielleicht undurchsichtig er-
scheinende SchluBweise wird dem Leser sogleich verstidndlich werden, wenn
er versucht, sie einmal selbstindig durchzudenken; er braucht nur einen
der Fiille zu setzen, daB die Menge M entweder sich selbst als Element ent-
halte oder nicht, und wird daraus von selbst auf einen Widerspruch schlieSen,
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Dennoch koénnen wir im Widerspruch zu diesem Wesen von L
leicht eine noch umfassendere Menge bilden, z. B. dadurch, da
wir die Menge aller Teilmengen von L bilden, die nach S. 50 sogar
eine groBere Machtigkeit besitzt als L; wir bilden so paradoxer-
weise zu der ,,denkbar umfassendsten Menge eine ,,noch um-
fassendere’‘. Die Menge aller Mengen — und ebenso das ,,All*,
d. i. die Menge ,,aller Dinge* — ist also gleichfalls ein in sich
widerspruchsvoller Begriff.

Wesentlicheren Gebrauch von den Begriffen und Ergebnissen
der Mengenlehre als die bisher angefiihrten Paradoxien macht die
historisch dlteste Paradoxie, auf die in der Literatur zuerst BURALI-
ForTi im Jahre 1897 hingewiesen hat. Es handelt sich dabei um
die im vorigen Paragraphen (S. 119) betrachtete Reihe der Ord-
nungszahlen (d. h. der Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen),
die wir ihrer Gréfle nach angeordnet haben. Wir denken uns
nun die Menge gebildet, die aus allen Ordnungszahlen besteht;
ordnen wir die Ordnungszahlen ihrer Gré8e nach, so erhalten wir
(vgl. 8. 118) eine nicht nur geordnete, sondern sogar wohlgeordnete
Menge, die mit W bezeichnet werde. Die Ordnungszahl der wohl-
geordneten Menge W sei ¢; gemdB dem auf S.118 erwihnten
Satze ist dann jede in W vorkommende Ordnungszahl kleiner
als ¢. Die Ordnungszahl ¢ ist demnach in der Menge W nicht
enthalten; dies widerspricht aber unserer Annahme, wonach W
alle Ordnungszahlen enthalten sollte. Auch die Menge W, die
wohlgeordnete Menge aller Ordnungszahlen, ist also ein in sich
widerspruchsvoller Begriff. .

Offenbar besteht eine nahe Verwandtschaft zwischen diesen
Paradoxien und den Antinomien, die KANT in der ,,Kritik der
reinen Vernunft‘‘ aufgestellt hat (z. B. denjenigen, die entstehen,
wenn wir die Natur als ein abgeschlossenes Ganzes betrachten).
Es lassen sich iibrigens direkt aus Paradoxien der angefiihrten Art,
z. B. der RussiLLschen, #ahnliche ableiten, in denen der Mengen-
begriff iiberhaupt nicht mehr vorkommt und die mit Mathematik
gar nichts zu tun haben. Erwihnt sei z. B. die folgende (ebenfalls
von RUSSELL angegebene): Ein Begriff mége ,,pradikabel* heilen,
-wenn er von sich selbst ausgesagt werden kann; z. B. ist der Begriff
,,abstrakt‘ sicherlich abstrakt, ,,abstrakt‘‘ ist also ein pradikabler
Begriff. Im anderen Fall dagegen, wo ein Begriff nicht von sich
selbst ausgesagt werden kann, mége der Begriff als ,,impriadikabel*



134 Logische Paradoxien. Nochmals der Begriff der Menge.

bezeichnet werden; so ist z. B. der Begriff ,, konkret‘‘ impradikabel,
denn er ist wie jeder Begriff abstrakt, also nicht konkret. ,,Pradi-
kabel** und ,,impriadikabel® sind demnach (kontradiktorische)
Gegensiitze; jeder Begriff ist entweder priadikabel oder impradi-
kabel. Wir wollen nun untersuchen, ob der Begriff ,,impridikabel
priadikabel oder imprédikabel ist. Angenommen, ersei pradikabel;
dann ist er nicht impradikabel, kann also nicht von sich ausgesagt
werden ; das wiirde aber nach der Definition von ,,impradikabel
gerade besagen, dafl er imprédikabel wire, so dal wir zu einem
Widerspruch mit unserer Annahme gelangen ; diese muf} also falsch
sein und damit ist anscheinend bewiesen, daB ,,impridikabel*
ein impradikabler Begriff ist. Aber auch dieses Urteil enthilt einen
Widerspruch; denn es besagt ja gerade, dafl der Begriff ,,impra-
dikabel‘ von sich selbst ausgesagt werden kann, also pradikabel ist.
Der Begriff ,,impradikabel* ist also in ganz dhnlicher Weise in sich
widerspruchsvoll wie der Begriff der Menge aller Mengen, die sich
nicht enthalten?).

Ohne auf die logische Seite dieser und anderer Paradoxien
niher eingehen zu wollen, erheben wir vom mathematischen.
Standpunkt aus die Forderung einer solchen Umgrenzung des
Mengenbegriffs und einer derartigen Begriindung der Mengenlehre,
daB logische Widerspriiche im mengentheoretischen Gebdude aus-
geschlossen sind. Denn ist diese Forderung nicht erfiillt, so haben
wir auf triigerischen Sand gebaut; wer biirgt uns dafiir, daB die
Mengen, die in unseren fritheren Betrachtungen aufgetreten sind,
und die Ergebnisse, die wir fiir sie hergeleitet haben, nicht &hnliche
Widerspriiche enthalten wie z. B. die RusserLsche Menge M
und wie die Urteile, die wir uns von ihr zu bilden versucht
haben?

Die axiomatische Methode, die in den letzten Jahrzehnten zur
Begriindung der Geometrie wie auch der Arithmetik verfolgt worden
ist und mittels deren ZERMELO nun auch der Mengenlehre neue
Grundlagen verschafft hat, geht hier in folgender Weise vor: Man

1) Zur Kritik dieser Paradoxie vgl. H. Weyx, Das Kontinuum (Leipzig
1918), S. 1—2. Der logisch und mathematisch geiibte Leser sei iiberhaupt
hingewiesen auf die tief schiirfende WEyLsche Schrift, die in bezug auf
die Grundlagen der Mathematik (im besonderen also auch der Mengenlehre)
einen Standpunkt einnimmt, der den in der Mathematik herrschenden

(und auch im vorliegenden Biichlein vertretenen) Anschauungen scharf
widerspricht.
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sieht vollig ab von der Definition, die CanToR fiir den Begriff
der Menge gegeben hat (vgl. S.3); vielmehr soll ohne jede De-
finition des Mengenbegriffs und ebenso ohne Definition der Aus-
sage ,,eine Menge enthilt ein Ding als Element* eine Reihe von
Sitzen — im ganzen sieben Séitze — als giiltig angenommen werden,
in denen die undefinierten Begriffe ,,Menge‘ und ,,Elemente einer
Menge* vorkommen. Die Eigenschaften des Begriffs ,,Menge* und
der Beziehung ,,m ist ein Element der Menge M*‘, wie sie in diesen
sieben Sitzen oder ,,Axiomen‘‘ zum Ausdruck kommen, sollen die
fehlenden Definitionen ersetzen; wir werden also iiber jenen Be-
griff und jene Beziehung nichts Weiteres voraussetzen und ihnen
keine anderen Eigenschaften zuschreiben als diejenigen, die sich
aus den sieben Axiomen auf dem Weg deduktiver Folgerungen
ergeben. Die Axiome teilen dem Begriff der Menge solchen Um-
fang zu, daB zwar alle mathematisch wichtigen, nicht aber die in
sich widerspruchsvollen Mengen unter ihn fallen; ferner lassen sich
alle Lehrsitze, die man, ausgehend von der CanNTtorschen Definition
der Menge, fiir die einwandfreien Mengen beweisen kann, aus den
Axiomen herleiten, sie sind also richtig unter der Voraussetzung,
daB die sieben Axiome zutreffen. Die Axiome werden wir sogleich
kennenlernen. Dagegen soll darauf verzichtet werden, die Herlei-
tung der ganzen Theorie aus den Axiomen darzustellen; eine solche
Darstellung wiirde sich namlich nicht nur recht umfangreich gestal-
ten, sondern viele Teile, z. B. die Entwicklung der Begriffe der
Aquivalenz und der geordneten Menge aus den Axiomen, sind auch
ziemlich schwieriger Natur und wiirden aus dem Rahmen der
vorliegenden Darstellung herausfallen. Wir wollen uns daher
damit begniigen, bei den einzelnen Axiomen auf den Zweck,
den ihre Aufstellung verfolgt, hinzuweisen und wenigstens anzu-
deuten, wie man von ihnen zu den wichtigsten uns vertrauten
mengentheoretischen Begriffen und Uberlegungen gelangt.
Bevor wir uns zu den Axiomen wenden, seien noch einige all-
gemeine Bemerkungen iiber die axiomatische Methode voraus-
geschickt. Als Axiome werden gewisse Sitze gewahlt, die mog-
lichst unmittelbar einleuchtend erscheinen, in der CaNTorschen
Mengenlehre jedenfalls erfiillt sind und tunlichst gerade so viel,
aber nicht mehr, an Aussagen enthalten, um die sicheren
und einwandfreien mengentheoretischen Uberlegungen aus
ihnen herleiten zu kénnen. Das aus den Axiomen neu errichtete
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Gebéude der Mengenlehre bedarf nun eigentlich des strengen
Nachweises, daff in ihm logische Widerspriiche nicht auftreten
konnen; denn ohne diesen Nachweis wire ja, wenn auch die alten
Paradoxien beseitigt sein sollten, das Auftreten neuer Wider-
spriiche jederzeit méglich, und wir hitten also mit unserem Vor-
gehen nichts Wesentliches gewonnen. Der ideale Weg zur Er-
zielung jenes Nachweises, daBl in der axiomatisch begriindeten
Mengenlehre logische Widerspriiche ausgeschlossen sind, wire
folgender: man hitte zu zeigen, daBl erstens jedes der Axiome fiir
sich logisch zulissig, d. h. widerspruchslos ist, und daB zweitens
die Axiome in ihrer Gesamtheit miteinander vertriglich sind, da3
sich also nicht etwa aus einem von ihnen ein logischer Widerspruch
gegen ein anderes herleiten 1i8t1). Ein derartiger Nachweis der ab-
soluten Widerspruchslosigkeit diirfte aber auBerhalb des Gebietes
liegen, innerhalb dessen die mathematische Betrachtung ent-
scheidende Erfolge aufzuweisen hat; und auch mit erkenntnis-
theoretischen Mitteln 148t sich diese Aufgabe nicht wohl restlos
bewiltigen?). Eine Forderung des gestellten Problems ist vielmehr
allgemein nur moéglich im Sinne der Gewinnung eines Urteils
folgender Art: Wenn ein gewisses anderes System von Axiomen
frei von logischen Widerspriichen ist, dann gilt das Némliche von
dem gerade betrachteten Axiomensystem. Eine derartige Zuriick-
fithrung der Axiome der Mengenlehre auf ein anderes Axiomen-
system ist innerhalb der Mathematik, deren Fundamente ja ge-
rade die Mengenlehre liefern soll, offenbar nicht moglich; es
kédme dafiir hochstens ein Axiomensystem der Logik in Betracht.
Wir miissen uns daher mit einem axiomatischen Aufbau der

1) Um dies zu verdeutlichen, stellen wir uns vor, die gewshnliche Euklidi-
sche Geometrie wire begriindet auf einem System von Axiomen, von denen
etwa eines lautete: ,,es gibt ein bestimmtes ebenes Grunddreieck im Raum*,
ein zweites: ,,das Grunddreieck hat einen rechten Winkel*, ein drittes: ,,die
Seiten des Grunddreiecks sind gleichlang*. Dann ist jedes dieser drei Axiome
fiir sich widerspruchslos; zusammengenommen enthalten sie jedoch einen
Widerspruch, weil in der Euklidischen Geometrie ein gleichseitiges Dreieck
niemals rechtwinklig ist, und in einer Geometrie, die sich auf ein solches
widerspruchsvolles Axiomensystem griindet, konnte man die unsinnigsten
Sitze beweisen.

%) Bemerkenswerte Schritte in dieser Richtung hat namentlich
B. RusseLL gemacht (siche das Zitat auf S. 131). Man vergleiche hierzu
D. Ho.BeeTs Aufsatz ,,Axiomatisches Denken*“ (Math. Annalen, Bd. 78
[1918], S. 405—415, nam. 4111.).
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Mengenlehre von solcher Art begniigen, daB in ihm alle uns be-
kannten logischen Widerspriiche ausgeschlossen bleiben und da8
wir dariiber hinaus das Gefiihl eines einwandfreien, auch weiteren
Widerspriichen keinen Raum bietenden Systems haben — mag
dieses Gefithl nun ganz subjektiv sein oder sich auf eine Be-
ziehung unseres Systems zu einem anderen (etwa einem logischen)
System griinden, das uns als iiber jeden Zweifel erhaben gilt. Die
Notwendigkeit einer derartigen letzten Berufung auf die subjek-
tive, etwa auf Erfahrung gegriindete Uberzeugung von der Un-
erschiitterlichkeit irgendeines Wissensgebiudes ist nicht etwa eine
Besonderheit der Mengenlehre; die Begriindung einer jeden Wis-
senschaft — speziell auch jeder mathematischen Disziplin — ent-
hilt letzten Endes die Voraussetzung des mehr oder minder selbst-
verstindlichen Vertrauens auf die Giiltigkeit bestimmter Wahr -
heiten, von denen alle Ergebnisse der betreffenden Disziplin
logisch abhingig sind, und alle Wissenschaft beruht somit auf
gewissen Glaubens- oder Erfahrungssitzen, mogen diese auch
noch so selbstverstindlich sein oder scheinen. So liuft z. B. die
gewohnliche Methode der strengen Begriindung der Geometrie
auf den Nachweis hinaus, daB die geometrischen Begriffe und
Séatze widerspruchsfrei sind, falls das Namliche von den Grundlagen
der Arithmetik gilt; wer aber etwa der Meinung sein sollte, es kénne
z. B. schon das bloBe Addieren und Subtrahieren der ganzen Zahlen
zu Widerspriichen fithren (die ihren Grund nur darin haben kénnten,
daB die der Lehre von den ganzen Zahlen zugrunde liegenden
Axiome einen uns noch unbekannten Widerpruch in sich bergen?)),
der kann auf logische Weise nicht wohl ad absurdum gefithrt werden
und fiir den entbehrt jener Nachweis der Widerspruchslosigkeit
der Geometrie natiirlich jeder entscheidenden Bedeutung.

1) Stellen wir uns z. B. vor, es bestehe ein (bisher nicht entdeckter, aber
etwa eines Tages aufgefundener und bewiesener) Satz der folgenden Art:
Wie immer man mehr als 10 (oder: mehr als 100, usw.) verschiedene
Begriffe miteinander logisch kombiniert, so wird sich immer ein Wider-
spruch ergeben. Tréfe ein derartiger Satz zu, so diirfte man nur bis 10
ziahlen und konnte hochstens mit 10 Zahlen widerspruchsfrei rechnen.
Jedes Axiomensystem fiir die Gesamtheit aller natiirlichen Zahlen wiirde
dann notwendigerweise einen Widerspruch in sich bergen. Andererseits
wird iiber die Moéglichkeit des rein mathematischen oder logischen (also
sich nicht auf die Erfahrung berufenden) Beweises dafiir, daB kein Satz
der angefiihrten Art gelten kann, mindestens eine einhellige Auffassung
nicht zu erzielen sein.
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Wir wenden uns nunmehr zu den sieben Axiomen der Mengen-
lehre. Die ,,Elemente‘‘ kénnen éinem beliebig weit zu wihlenden
Bereich von Dingen und Begriffen entstammen, z. B. dem Bereich
aller Dinge der Auflenwelt und aller logischen Begriffe; der Be-
reich selbst ist nicht etwa als Menge zu denken und wird uns
itberhaupt nicht weiter beschéftigen. Auch die ,,Mengen‘ sind
gewisse Angehorige jenes Bereichs, ndmlich all diejenigen, die
irgendwelche ,,Elemente‘ ,,enthalten‘ (und dazu die ausdriicklich
genannte Nullmenge). Da die ,,Mengen“ demnach gewisse be-
sondere ,,Elemente“ sind, so kénnen die Elemente einer Menge
ihrerseits simtlich oder teilweise Mengen sein. Dabei werde aber
nochmals hervorgehoben, dafl die in den Axiomen vorkommen-
den Begriffe ,,Menge* und ,,enthalten nicht etwa von vorn-
herein definiert sind, sondern ihren Sinn ausschlieSlich durch
die in den Axiomen enthaltenen Aussagen bekommen. Unter
vorldufiger Zuriickstellung zweier Axiome, auf die wir noch be-
sonders zu sprechen kommen, fithren wir die fiinf folgenden an:

1. Axiom der Elementarmengen: Es gibt eine (uneigentliche)
Menge, die tiberhaupt kein Element enthilt (die ,,Nullmenge® 0);
ist @ irgend ein Element, so gibt es eine Menge {a}, die @ und
kein weiteres Element enthilt; sind @ und b irgend zwei Elemente,
so gibt es eine Menge {a, b}, die die beiden Elemente @ und b, aber
keine weiteren enthalt.

2. Axiom der Aussonderung: €(x) bedeute ein Eigenschafts-
urteil, d. h. die Aussage irgendeiner bestimmten Eigenschaft von
einem Element z, z. B. ,,zist schwarz‘ oder ,,z ist eine algebraische
Zahl* oder ,x ist in einer gewissen Menge enthalten. Dann
besagt unser Axiom: Ist M eine Menge von solcher Art, daf fiir
jedes Element x von M eindeutig entscheidbar ist, ob es die
Eigenschaft € (x) besitzt oder nicht, so gibt es eine Menge M’,
welche all diejenigen Elemente x von M enthilt, die die Eigen-
schaft €(x) besitzen, aber auch nur diese Elemente. M’ wird —
wie jede Menge, deren Elemente simtlich auch Elemente von M
sind — als eine Teilmenge von M bezeichnet (und kann mit M
selbst oder auch mit der Nullmenge zusammenfallen).

3. Axiom der Potenzmenge: Ist M eine Menge, so gibt es eine
Menge UM, die alle Teilmengen von M und nur sie als Elemente
enthilt (die Potenzmenge von M, vgl. S.75).

4. Axiom der Vereinigung: Ist M eine Menge, deren Elemente
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(samtlich oder teilweise) selbst Mengen sind, so gibt es eine Menge,
die die Elemente der in M enthaltenen Mengen, aber keine weiteren
Elemente enthilt (die Vereinigungsmenge von M)1).

5. Axiom des Unendlichen: Es gibt mindestens eine Menge Z,
die erstens die Nullmenge als Element enthélt und zweitens
folgende Eigenschaft hat: Ist @ ein Element von Z, so ist auch
die Menge {a} (d. i. die Menge, die nur das Element a enthalt)
ein Element von Z.

Die angefiihrten fiinf Axiome umgrenzen uns im wesentlichen
den Umfang des Mengenbegriffs. Es konnte auf den ersten An-
blick scheinen, als sei dieser Umfang sehr beschrinkt und jeden-
falls bei weitem nicht hinreichend, um die in unseren friitheren
Betrachtungen vorkommenden Mengen zuzulassen. Lassen wir
einen Augenblick aus der Reihe dieser fiinf Axiome das letzte,
das Axiom des Unendlichen, beiseite, so gelten in der Tat nur
mehr die endlichen Mengen als zuldssig. Denn das Axiom der
Elementarmengen liefert uns zunsichst nur Mengen von héchstens
2 Elementen; wir konnen daher im Axiom der Vereinigung fiir M/
eine Menge von 2 solchen Elementen einsetzen, die selbst Mengen
von.1l oder 2 Elementen sind, und gelangen durch Bildung der
Vereinigungsmenge zuniichst zu Mengen von 3 oder 4 Elementen,
dann durch sukzessive Fortsetzung dieses Verfahrens zu Mengen,
die eine beliebige endliche Anzahl von Elementen enthalten.
Unendliche Mengen kénnen wir dagegen mittels des Axioms der
Vereinigung zunschst nicht bilden, da wir in ihm wie in jedem
anderen Axiom natiirlich fiir M nur eine bereits als zulédssig (existie-
rend) erkannte, also vorldufig nur eine endliche Menge einsetzen
diirfen. Da ferner jede Teilmenge einer endlichen Menge endlich ist
und iiberdies eine endliche Menge nur endlich viele Teilmengen be-
sitzt, so kénnen wir auch mittels der Axiome der Aussonderung
und der Potenzmenge zunichst nur zu endlichen Mengen gelangen.
Die vier ersten Axiome zusammengenommen gestatten also wirk-
lich nur die Bildung endlicher Mengen.

Anders gestalten sich die Verhiltnisse bei Hinzunahme des
Axioms des Unendlichen. Dessen Inhalt wird klarer durch die
Einfithrung folgender Bezeichnungsart (bei der wir die Schreibweise

1) Fir die Bildung der Vereinigungsmenge kommen demnach nur
diejenigen Elemente von M in Betracht, die ihrerseits (von O verschie-
dene) Mengen sind.
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der natiirlichen Zahlen benutzen, ohne dadurch sachlich eine be-
sondere Annahme zu machen): wir bezeichnen die Nullmenge
durch a, und die Menge {a,} (d. i. die Menge, die die Nullmenge a,
als einziges Element enthilt!)) auch durch a,; ebenso schreiben
wir an Stelle von {a,} auch a,, an Stelle von {a,} auch a, usw.,
allgemein an Stelle von {a;}, wo 4 irgendeine natiirliche Zahl be-
deutet, auch a;,;. Nach dem Axiom des Unendlichen gibt es
dann eine Menge Z, die simtliche Mengen a,, @,, a,, a; usw. als
Elemente enthilt; hieraus laBt sich weiter auf die Existenz
einer Teilmenge Z, von Z schliefen, die nur die Mengen a,,
a,, a, usw. und keine weiteren Elemente enthilt. Man iiberzeugt
sich leicht (den Aquivalenzbegriff als schon eingefithrt vorausge-
setzt), daBB die Menge Z, einer echten Teilmenge von sich selbst,
z. B. der Menge {a,, a,, 4, ...}, dquivalent ist, daB sie also im
Sinne der Definition 3 von S. 15 eine unendliche Menge darstellt.
Die Bezeichnung der Elemente von Z, zeigt iibrigens auf den
ersten Blick, daB Z; eine abzihlbare Menge ist und somit dquivalent
ist der Menge der natiirlichen Zahlen.

Aus der Menge Z, lassen sich nun mittels der iibrigen vier
Axiome die mannigfachsten unendlichen Mengen bilden. Z. B.
erhilt man die Menge aller reellen Zahlen bzw. eine zu ihr &quiva-
lente durch Bildung der Potenzmenge I1Z, von Z, (vgl. S. 77). Zu
der Menge aller algebraischen oder aller transzendenten Zahlen
gelangt man, ausgehend von der Menge aller reellen Zahlen, durch
das Axiom der Aussonderung; in diesem ist namlich das Wort
»entscheidbar nur im Sinne der ,,internen* Entscheidung (vgl.
S.9) zu verstehen, d.h. es geniigt, wenn die Entscheidung, ob z die
Eigenschaft @ (x) besitzt oder nicht, fiir jedes Element von M
nur begrifflich feststeht, ohne da8 sie im konkreten Fall auch
wirklich herbeizufithren zu sein braucht; da eine reelle Zahl
nur entweder algebraisch oder transzendent sein kann, ein Drittes
aber ausgeschlossen ist, so sind zugleich mit der Menge der reellen
Zahlen auch die Mengen der algebraischen und der transzendenten
Zahlen im Sinne unserer Axiome zuldssig?). Weiter gelangt man

1) Die Menge {a,} ist von der Nullmenge a, sicherlich logisch ver-
schieden, da ja g, nach Definition iiberhaupt kein Element, {a,} dagegen
das Element a, enthilt. Ahnlich kann man schlieBen, daB jede der oben
eingefiihrten Mengen a; von der Menge a,,, = {a:} verschieden ist.

%) Die entsprechende SchluBweise ist dagegen z. B. fiir die Menge
aller Mengen, die sich selbst nicht enthalten, nicht zulidssig. Denn die
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z. B. von der Menge der reellen Zahlen auf Grund des Axioms
der Potenzmenge zu einer Menge, die #quivalent ist der Menge
aller Funktionen einer reellen Verinderlichen (vgl. S. 43 und 77).
Endlich sei hier ohne Beweis (vgl. dazu die FuBnote auf S. 149)
noch erwihnt, da man auf Grund der angefiihrten Axiome,
namentlich derjenigen der Vereinigung und der Potenzmenge,
auch die Existenz der Verbindungsmenge (S. 621.) zweier Mengen
oder einer beliebigen Menge von Mengen nachweisen kann; um die
Multiplikation von Mengen auszufiithren, bediirfen wir also keiner
besonderen Voraussetzung mehr. R

Im sachlichen wie historischen Interesse werde zum Axiom
des Unendlichen noch folgendes erwahnt: Die Existenz einer un-
endlichen Menge, wie sie dieses Axiom behauptet, wurde frither
von den Mathematikern als eine beweisbare Tatsache betrachtet,
die also keines Axiomes bediirfte. Der wichtigste Versuch eines
Beweises dafiir, dafl es unendliche Mengen gibt, stammt von
DEDEKRIND; er ist in seiner auch heute noch sehr lesenswerten
Schrift ,,Was sind und was sollen die Zahlen ?‘ (2. Aufl., Braun-
schweig 1893, S. 17£.) enthalten und geht in folgender Weise vor:
M sei die Menge aller Gegenstidnde unseres Denkens, m irgendein
Element von M, d.h.irgendein Gegenstand unseres Denkens. Ferner
bedeute @ (m) das Urteil ,,m ist ein Gegenstand unseres Denkens®,
Sicherlich ist auch jedes Urteil der Form ¢ (m) ein Gegenstand un-
seres Denkens; die Menge aller Urteile ¢ (m) werde mit N bezeich-
net, sie stellt eine Teilmenge von M dar und zwar, da nicht jeder
Gegenstand unseres Denkens ein Urteil der Form ¢ (m) ist, eine
echte Teilmenge von M. Dann entspricht jedem Gegenstand
unseres Denkens m ein einziges Urteil ¢ (m), aber auch jedem
Urteil @ (m) ein einziger Gegenstand m; die Mengen M und N
sind also dquivalent. Die Menge M ist demnach einer echten Teil-
menge von sich selbst dquivalent, d. h. sie ist (vgl. S. 15) eine un-
endliche Menge.

Dieser Beweis leidet an folgendem Mangel: Die Menge M ist
Bildung dieser Menge aus der ,,Menge aller Mengen* wire zwar nach dem
Axiom der Aussonderung zuldssig — aber nur, wenn die Menge aller
Mengen selbst eine zuldssige Menge wire. Unsere Axiome berechtigen uns
aber ersichtlich nicht zur Annahme dieser Zuldssigkeit (vielmehr kann man
auf Grund der Axiome geradezu beweisen, dafl die Gesamtheit aller Mengen

nicht selbst als Menge aufgefa8t werden kann); daher diirfen wir im Axiom
der Aussonderung nicht etwa fiir M die Menge aller Mengen -einsetzen,
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zwar eine zulassige Menge auf Grund der CanrTorschen Mengen-
definition, aber sie ist als eine Menge, die alle moglichen Elemente
einer gewissen Art umfaBt, von dhnlichem Bau wie die Menge aller
Mengen, die sich selbst nicht enthalten, oder wie die Menge W
aller Ordnungszahlen; man kann von ihr in entsprechender Weise
wie von den genannten Mengen zu logischen Widerspriichen ge-
langen und sie darf daher als mathematisches Beweismittel nicht be-
nutzt werden. Von unserem axiomatischen Standpunkt aus kommt
denn auch dieser Beweis fiir die Existenz unendlicher Mengen
nicht in Betracht; denn die Menge M aller Gegenstidnde unseres
Denkens, die das wesentliche Hilfsmittel des Beweises darstellte,
kann jedenfalls auf Grund unserer Axiome nicht gebildet wer-
den und gilt uns daher iiberhaupt nicht als Menge. In der
Tat ist das Axiom des Unendlichen logisch unabhingig von den
iibrigen in dem neuen Aufbau der Mengenlehre vorkommenden
Axiomen; die Existenz unendlicher Mengen darf also nicht als be-
weisbar betrachtet, sondern muBalsVoraussetzung gefordert werden.

Es sollen nunmehr die noch fehlenden zwei Axiome formuliert
werden. Das erste von ihnen dient nur der Prézisierung des
(nicht definierten) Mengenbegriffs:

6. Axiom der Bestimmitheit: Sind M und N zwei Mengen und
ist jedes Element von M gleichzeitig ein Element von N und um-
gekehrt, so sind die Mengen M und N identisch.

Dieses Axiom besagt also; daf jede Menge durch die Gesamt-
heit ihrer Elemente vollig bestimmt sein soll; dies gibt uns erst
die Berechtigung zu der iiblichen Schreibweise: M = {a, b,
C, ... .
Sachlich und historisch bedeutungsvoller ist das letzte Axiom,
bei dem wir etwas linger verweilen wollen und das wir in folgender
Form aussprechen:

7. Axiom der Auswahl oder Auswahlprinzip: Es bedeute M
eine Menge {4, B, C, ...}, deren Elemente selbst lauter Mengen
seien (unter denen aber die Nullmenge nicht vorkommen moge).
Dann besagt das Auswahlprinzip: Es ist mdéglich, aus jeder der
in M enthaltenen Mengen A4, B, C, ... je ein einziges Element
a, b, ¢,... auszuwihlen und aus den ausgewdhlten Elementen
eine Menge N = {a, b, c, ...} zu bilden.

Das Auswahlprinzip behauptet also namentlich fiir den Fall,
daB eine Menge M in paarweise elementefremde (und von Null
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verschiedene) Teilmengen zerfillt, die Existenz einer Menge N,
die mit jeder dieser Teilmengen je ein einziges Element gemeinsam
hat. In dieser engeren Fassung, aus der sich die obige mittels der
iibrigen Axiome deduktiv ableiten 148t, hat es ZERMELO formuliert.

Es konnte scheinen, als ob die Moglichkeit jener Auswahl
etwas ganz Selbstverstindliches sei, und wirklich ist von ihr
Gebrauch gemacht worden, lange bevor man das Axiom der Aus-
wahl als solches formuliert oder bevor man sich auch nur iiber-
haupt klargemacht hatte, dafl in der Moglichkeit der Auswahl
irgend etwas Neues enthalten sei. DaB es sich bei der Auswahl
keineswegs um eine Selbstverstdndlichkeit handelt, liegt an fol-
gendem : Ist eine Menge M = {4, B, C, . . .} von Mengen gegeben,
so ist es zwar, sobald M eine endliche Menge ist und von jeder
der endlich vielen Mengen 4, B, C, ... jeweils Elemente be-
kannt sind, zweifellos méglich, aus jeder einzeln vorgelegten
dieser Mengen je ein Element herauszugreifen. Weit tiber
diese Tatsache hinausgehend ist aber die Behauptung, daB
es moglich sei, wenn eine Gesamtheit von unendlich vielen
Mengen 4, B, C, ... gegeben ist (in Form einer Menge M),
durch ein System von gleichzeitig gedachten Wahlakten aus jeder
der Mengen A4, B, O, ... je ein einziges Element auszuwihlen.
Dies soll namentlich auch dann zuldssig sein, wenn es nicht
moglich ist, die herauszugreifenden Elemente etwa in Form einer
mathematischen oder “andersartigen GesetzmiaBigkeit allgemein
vorzuschreiben; ein Beispiel fiir diesen Fall werden wir auf S. 147
kennenlernen, in ihm erweist sich das Auswahlprinzip als eine
wesentliche und durchaus nicht selbstverstindliche Forderung.
Noch offensichtlicher wird die Notwendigkeit der besonderen Auf-
stellung des Axioms der Auswahl in dem Fall, wo Mengen vor-
liegen, von denen iiberhaupt kein Element wirklich angegeben
werden kann. Stellen wir uns beispielsweise vor, CANTOR hitte seine
Entdeckungen einige Jahrzehnte frither gemacht; dann wiirden
sich die Mathematiker mit der Menge der transzendenten Zahlen
beschiftigt haben, bevor man auch nur eine einzige transzendente
Zahl als solche erkannt hitte. In diesem Fall wire die aus-
driickliche Auswahl einer einzigen transzendenten Zahl nicht
moglich gewesen; dennoch hitte es das Axiom der Auswahl —
und nur dieses — gestattet, eine Menge zu bilden, die nur eine
einzige transzendente Zahl enthlt.
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Wir wollen uns nun fragen, ob und wo wir im Verlauf urserer
fritheren Betrachtungen das Auswahlprinzip stillschweigend be-
nutzt haben und benutzen muBten.

Wir erinnern uns einmal des Rechnens mit unendlichen Kar-
dinalzahlen, z. B., um einen besonders einfachen Fall vor Augen
zu haben, der Addition zweier Kardinalzahlen m und n (vgl. S. 59).
Es sei etwa M eine Menge von der Kardinalzahl m, N eine zu M
elementefremde Menge von der Kardinalzahl n. Wir bildeten die
Vereinigungsmenge S = M -+ N, bezeichneten die Kardinalzahl
von S mit { und definierten | als die Summe der Kardinal-
zahlen m und n. Damit diese Definition aber iiberhaupt einen
eindeutigen Sinn enthalte, erkannten wir die Giiltigkeit -des
folgenden Satzes als notwendig: Sind M und M’ einerseits,
N und N’ andererseits je dquivalente Mengen, von denen weder
M und N noch M’ und N’ gemeinsame Elemente aufweisen, so
ist die Vereinigungsmenge M - N #quivalent der Vereinigungs-
menge M’ + N’; wiirde dieser Satz namlich nicht gelten, so
wiirden wir bei der Addition der Kardinalzahlen m und n zu ver-
schiedenen Summen gelangen, je nachdem wir z. B. M oder M’
als Vertreterin einer Menge von der Kardinalzahl m heranzégen.

Um nun den angefiihrten, fiir die Addition von Kardinalzahlen
unerliBlichen Satz zu beweisen, muBten wir (vgl. S. 58) von irgend
einer Abbildung zwischen den dquivalenten Mengen M und M’
und ebenso von trgend einer Abbildung zwischen den dquivalenten
Mengen N und N’ ausgehen. Handelt es sich statt um nur zwei
Kardinalzahlen um eine beliebige Menge von Kardinalzahlen,
deren Summe gebildet werden soll, so treten an die Stelle der
zwei Paare #quivalenter Mengen nunmehr zwei #quivalente
Mengen, deren Elemente selbst Mengen darstellen, welche paar-
weise einander dquivalent sind; entsprechend wie vorhin haben
wir dann zu jedem solchen Paar #quivalenter Mengen je eine
Abbildung zwischen ihnen herauszugreifen und die Gesamtheit
all dieser Abbildungen zu betrachten. Ohne hier naher auf die
(auf S. 149, FuBnote zu beantwortende) Frage einzugehen, mit
welchem Recht wir auf Grund unserer Axiome die Gesamtheit
aller méglichen Abbildungen zwischen zwei gegebenen dquivalenten
Mengen selbst als eine Menge auffassen diirfen, erkennen wir —
diese Auffassung zugestanden — jedenfalls, dal wir aus jeder
solchen Menge méglicher Abbildungen je eine einzige Abbildung
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ausgewihlt denken miissen, um unseren Beweis cdurchfithren zu
konnen. Wir bedurfien also des Auswahlprinzips, um iberhaupt das
Rechnen mit Kardinalzahlen definieren und durchfiihren zu kinnen.

Als zweites Beispiel werde aus der groBen Anzahl von Stellen,
wo wir das Auswahlprinzip als wesentliches Glied in der Kette
unserer Schliisse stillschweigend benutzt haben, der Beweis des
Wohlordnungssatzes angefiihrt. Wir betrachteten dort (S. 126),
von einer beliebigen Menge M ausgehend, die Menge UM aller
Teilmengen von M ; aus jedem Elemente von UM, d.h. aus jeder
Teilmenge von M, dachten wir uns je ein einziges Element heraus-
gegriffen und als das ausgezeichnete Element der betreffenden Teil-
menge bezeichnet. Wir machten also gerade den weitestgehenden
Gebrauch von jener -Auswahl, die das Auswahlprinzip als zu-
lassig erklart; und eben diese Auswahl der ausgezeichneten
Elemente ist das wesentlichste und entscheidende Hilfsmittel
beim Beweis des Wohlordnungssatzes, aus dem wir dann (S. 128)
das wichtige Ergebnis der Vergleichbarkeit beliebiger Mengen
und beliebiger Kardinalzahlen gefolgert haben. Die Bedeutung
der Auswahl fiir den Beweis des Wohlordnungssatzes und der
Vergleichbarkeit ist sogar so entscheidend, dal man umge-
kehrt — bei Voraussetzung des Wohlordnungssatzes, aber ohne
die Annahme der Zuldssigkeit der Auswahl — auch aus dem
Wohlordnungssatz das Auswahlprinzip herleiten kann; und will
man etwa die Vergleichbarkeit beliebiger Mengen in bezug auf
ihre Kardinalzahlen als selbstverstindlich voraussetzen, so kann
man auf rein deduktivem Weg von ihr aus zu dem Wohlordnungs
satz und zur Moglichkeit der Auswahl gelangen ). Auswahlprinzip,
Wohlordnungssatz und Vergleichbarkeit beliebiger Mengen sind
also untereinander gleichwertig.

Obgleich das Auswahlprinzip in der Mengenlehre schon bei
einem so elementaren Gegenstand, wie es die Addition der Méchtig-
keiten ist, stillschweigend verwendet wird, wurden die Mathema-
tiker (nach einem kurz vorher von BErPo LEVI gemachten Hin-
weis) dennoch erst so recht durch ZrrmeLos Beweis des Wohl-
ordnungssatzes auf den von ZErRMELO selbst ausdriicklich hervor-
gehobenen Umstand aufmerksam, dafBl die allgemeine Moglich-
keit der Auswahl eine besondere, aus den anderen Axiomen

1) Diese Tatsache ist jiingst von HaRTOGS bewiesen worden (Math.
Ann., Bd. 76 (1915), S. 438).

Fraenkel, Mengenlehre. 10
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wohl nicht ableitbare Voraussetzung darstellt. Von all den ver-
schiedenartigen Einwénden, die gegen ZERMELOS Beweis erhoben
worden sind, war denn auch der am wenigsten angreifbare der-
jenige, der das Auswahlprinzip nicht anerkennen will und demgemi
den Wohlordnungssatz als unbewiesen (und auch wohl unbeweis-
bar) betrachtet. DaBl mit der Verwerfung des Auswahlprinzips
gleichzeitig auch der Wohlordnungssatz fallt, ist allerdings zweifel-
los, und ebenso sicher ist, daB niemand logisch gezwungen werden
kann, das Auswahlprinzip als zutreffend oder zulassig anzuer-
kennen; wer aber dieses Prinzip verwirft, nicht etwa weil es zu
logischen Widerspriichen fithrte — denn solche haben sich in der
axiomatisch begriindeten Mengenlehre nicht gezeigt —, sondern
weil es bisher in der Mathematik nicht anerkannt oder nicht
benutzt worden sei, der kann grundsétzlich mit demselben Recht
die gesamte Mengenlehre, ja iiberhaupt jede Wissenschaft und im
besonderen auch die ganze Mathematik ablehnen, die ja ebenfalls
letzten Endes auf unbewiesene, mehr oder minder einleuchtende
Voraussetzungen (Axiome) sich grindet. Das Auswahlprinzip
als weniger einleuchtend zu betrachten als alle anderen Axiome der
Mathematik, dazu diirfte ein ernstlicher Grund nicht bestehen.

Zum Abschlufl dieser Bemerkungen sei nochmals hervorge-
hoben, welch grofler Unterschied besteht zwischen der im Aus-
wahlprinzip enthaltenen Aussage, die Auswahl ausgezeichneter
Elemente fiir eine beliebige Menge von Mengen sei immer mdglich,
und zwischen einer ausdriicklich angebbaren Vorschrift, wie in
einem vorgelegten Fall die Auswahl wirklich vollzogen werden kann
und soll. Ist z. B. die Menge aller natiirlichen Zahlen: 4 ={1, 2,
3, ...) gegeben und bedeutet 11 4 die Menge aller Teilmengen von
A, so bedirrfen wir nicht des Auswahlprinzips, um aus jeder
in U4 vorkommenden Menge je ein Element auszuwahlen.
Denn es gibt ja in jeder Menge, die nur natiirliche Zahlen (in
endlicher oder unendlicher Anzahl) enthilt, offenbar eine kleinste
natiirliche Zahl; wir kénnen daher z. B. festsetzen: aus jeder in
14 enthaltenen Menge ist die kleinste in ihr enthaltene natiir-
liche Zahl auszuwihlen und als ausgezeichnetes Element der be-
treffenden Teilmenge von A zu betrachten. In diesem Fall 148t
sich also die Auswahl mittels einer allgemeinen ausdriicklichen
Vorschrift wirklich vollziehen, ohne da8 man dabei auf das Aus-
wahlprinzip angewiesen wire.



Logische Paradoxien. Nochmals der Begriff der Menge. 147

Ganz anders gestaltet sich die Sachlage, wenn wir statt von
der Menge aller natiirlichen Zahlen etwa von der Menge C aller
reellen Zahlen ausgehen. Wiederum bedeute 1C die Menge
aller Teilmengen von C. Aus jeder dieser Teilmengen etwa durch
die vorher ausgesprochene Vorschrift je ein ausgezeichnetes Ele-
ment auszuwéhlen, ist nicht moglich. Denn es gibt keineswegs
in jeder Menge von reellen Zahlen eine kleinste Zahl, wie z. B.
die Menge aller reellen Zahlen oder die Menge aller positiven reellen
Zahlen zeigt; in jeder dieser beiden Mengen gibt es nidmlich zu
jeder wie immer gegebenen in ihr enthaltenen Zahl eine noch
kleinere. Es hat sich aber auch nicht als méglich erwiesen, durch
eine allgemeine Vorschrift anderer Art aus allen Teilmengen der
Menge aller reellen Zahlen je ein augezeichnetes Element auszu-
wiihlen!); mit anderen Worten: es ist nach dem Auswahlprinzip
zwar moglich, in jeder der in UC vorkommenden Mengen je
ein Element gewihlt zu denken — aber die wirkliche Durchfiih-
rung dieser Auswahl, d. h. die Angabe einer (mathematischen
oder sonstwie gearteten) Regel, nach der sie vollzogen werden
kann und soll, ist damit keineswegs erméglicht. Dieser Unter-
schied zwischen der nur denkméglichen und der wirklich durch-
filhrbaren Auswahl ibertrigt sich ganz von selbst auch auf
die Wohlordnung. Denn nach dem Wohlordnungssatz mufl
die Menge aller reellen Zahlen zwar einer Wohlordnung fahig
gein; eine solche Wohlordnung aber (etwa auf Grund des Ge-
dankengangs des ZErMELOschen Beweises) wirklich herzustellen,
d.h. die Gesamtheit aller reellen Zahlen in eine wohlgeordnete
Reihe anzuordnen, ist eben deshalb vorlaufig nicht moglich, weil
die Kenntnis einer wirklichen Auswahl von ausgezeichneten Ele-
menten aus den in IC vorkommenden Mengen als unerlifliche Vor-
bedingung dazu erscheint. In der Tat hat der Wohlordnungssatz
nicht dazu verholfen, die Elemente irgendeiner Menge, die man
nicht schon ohnehin wohlordnen konnte, zu einer wohlgeordneten
Menge anzuordnen; so ist es namentlich nicht gelungen, eine
Wohlordnung der Menge C aller reellen Zahlen (des ,,Kontinuums*)
anzugeben. Da die Menge C wie jede Menge nach dem Wohl-
ordnungssatz jedenfalls iiberhaupt einer Wohlordnung fahig ist,

1) Der mit der Theorie der Punktmengen vertraute Leser vergleiche

hierzu die Darstellung bei HAUSDORFF (siche Literaturverzeichnis auf S. 155),
S. 4291, ’

10*
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s0 muf3 die Kardinalzahl von C, die wir mit ¢ bezeichnet haben,
sicherlich in der Reihe der Kardinalzahlen unendlicher wohl-
geordneter Mengen (S. 120), d.h. in der Reihe x,, &;, N, usw.,
irgendwo vorkommen; die Kardinalzahl ¢ wird also, da sie iiber-
dies nach S.120 groBer ist als 8, (weil C nicht abzihlbar ist),
mit einem der Alefs 8;, N,, Ny usw. identisch sein, und die
Mathematiker haben sich grofie Miihe gegeben, die Frage, mit
welchem dieser Alefs die Machtigkeit ¢ identisch ist (d.i. das schon
auf S. 48 erwihnte sogen. Kontinuumproblem), zu beantworten.
Aber so wahrscheinlich es auch ist, daB c gleich N, ist, also die
zweitkleinste unendliche Kardinalzahl darstellt, so hat sich doch
ein Beweis dieser Vermutung nicht erbringen lassen, und auch der
Wohlordnungssatz hat aus dem angefithrten Grund keine Hand-
habe dazu geliefert. Eben dieser Umstand, daB8 das Auswahl-
prinzip und der Wohlordnungssatz mangels wirklicher Herstell-
barkeit der Auswahl und der Wohlordnung kein Hilfsmittel zur
Losung von Aufgaben der angefiihrten Art liefern, hat einen Haupt-
anlaB zu dem MiBtrauen und der ablehnenden Stellung einiger
Mathematiker gegeniiber beiden Sitzen gegeben ; diese Beurteilung
diirfte aber nicht berechtigt sein, wenn man sich nur stets des
nicht nur logisch, sondern auch mathematisch bedeutungsvollen
Unterschieds zwischen der gedanklichen Méglichkeit und der wirk-
lichen Durchfiihrbarkeit einer Operation klar bewuBt bleibt.
Nach dieser Wiirdigung des Auswahlprinzips mégen an die
ZERMELO schen Axiome noch einige kurze und nur andeutende
Bemerkungen angefiigt werden iiber den Weg, auf dem man
nach ZERMELO von den Axiomen zu den wichtigsten mengen-
theoretischen Begriffen gelangt, namentlich zu dem (von uns
im Vorstehenden bereits wiederholt verwendeten) Begriff der
Aquivalenz und dem der Ordnung (und Wohlordnung). Diese
Begriffe kommen (ebenso wie z. B. der Begriff der Ahnlichkeit)
in den Axiomen nicht vor; sie miissen daher besonders defi-
niert werden, und zwar ohne Heranziehung neuer, in den Axiomen
nicht vorkommender Begriffe, wie z. B. der Begriff ,,Zuordnung*
einen solchen darstellen wiirde. Zu einer Definition der Aquiva-
lenz zweier Mengen kann man nun durch folgende Uberlegung ge-
langen: Sind M und N zwei dquivalente Mengen, die keine ge-
meinsamen Elemente aufweisen, so 1aBt sich eine umkehrbar ein-
deutige Zuordnung zwischen ihnen offenbar deuten als die Bildung
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einer Menge von Elementepaaren (m, n), deren einer Bestandteil m
je ein Element von M darstellt, wihrend der andere Bestandteil »
jeweils zur Menge N gehort; dabei ist es ausgeschlossen, daBl
in zwei verschiedenen Elementepaaren das nimliche Element m
.oder das nimliche Element n vorkommt, ein Umstand, in dem
sich der umkehrbar eindeutige Charakter der Zuordnung ausdriickt.
Man kann nun diesen Gedankengang umkehren und, wenn zwei
Mengen M und N ohne gemeinsame Elemente gegeben sind, die
Aufgabe stellen, eine Menge von Elementepaaren (m, n) von
folgenden Eigenschaften zu bilden: 1) m durchlduft alle Elemente
von M, n alle Elemente von N; 2) in zwei verschiedenen Ele-
mentepaaren kommt niemals das nimliche Element aus M oder
aus N vor. Ist diese Aufgabe losbar, so liefert uns jede Losung
eine Abbildung zwischen M und N, diese beiden Mengen sind
dann jedenfalls &quivalent ; ist dagegen die Bildung einer derartigen
Menge von Elementepaaren unméglich, so existiert keine umkehrbar
eindeutige Zuordnung zwischen M und N, diese Mengen sind also
nicht dquivalent. Da iiberdies die Bildung derartiger Mengen von
Elementepaaren, falls solche iiberhaupt existieren, auf Grund
unserer Axiome (namentlich derjenigen der Vereinigung, der Po-
tenzmenge und der Aussonderung) auch wirklich méoglich ist?1)
und da ferner die Ubertragung dieses Gedankengangs auch auf
Mengen M und N, die gemeinsame Elemente aufweisen, keine
grundsitzlichen Schwierigkeiten bietet, so ist hiermit der Begriff
der Aquivalenz aus den Axiomen abgeleitet.

Zu dem Begriff der Ordnung (der geordneten Menge) gelangt
man von den Axiomen auf folgende Art: Ist M eine geordnete

1) Der in den vorangehenden Uberlegungen ofters erforderlich gewesene
Nachweis, daBl gewisse Mengen auf Grund der Axiome zulissig sind,
moge fiir diesen Fall einmal vollstindig durchgefiihrt werden (wéihrend
sonst Andeutungen geniigen muBten); dabei wird sich im besonderen
auch die Moglichkeit der Bildung der Verbindungsmenge M + N erweisen.
Die Mengen M und N werden als gegeben vorausgesetzt, sind also zu-
lissige Mengen. Es werde zuniichst gezeigt, daB die Gesamtheit P aller
aus je einem Elemente von M und N bestehenden Mengen {m, n} selbst eine
Menge — eben die Verbindungsmenge M . N (vgl. S. 62) — darstellt. Zu
diesem Nachweis bilden wir gemdB dem Axiom der Vereinigung die Ver-
einigungsmenge S von M und N, die alle Elemente m und » aus beiden
Mengen umfa8t, und bedenken, daB in der nach dem Axiom der Potenzmenge
existierenden Menge 118 alle Teilmengen von § vorkommen, im beson-
deren also auch alle Mengen der Form {m,=n}; P ist demnach eine
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Menge und m irgendein Element von M, so mag die Menge aller
auf m nachfolgenden Elemente von M als ein’Rest von M be-
zeichnet werden, genauer: als der zu m gehorige Rest von M;
jeder Rest von M ist also eine Teilmenge von M, und die
Menge R aller Reste von M ist demnach eine Teilmenge der
Menge UM, die nach dem Axiom der Potenzmenge existiert.
Die Menge R besitzt nun gewisse, fiir sie charakteristische Eigen-
schaften, auf die hier nicht néher eingegangen werden soll; ferner
wird durch die Menge R die Art der Anordnung der Elemente
von M vollstindig und eindeutig festgelegtl). Wir kénnen daher
definieren: Eine Menge M heifit ordnungsfihig, wenn UM eine
Teilmenge R von den in Frage stehenden charakteristischen Eigen-
schaften enthilt, und zwar gehort zu jeder bestimmten derartigen
Menge R je eine bestimmte Ordnung von M. Aus der Definition
der geordneten Menge folgt dann leicht diejenige der wohlge-
ordneten Menge. Ubrigens ist nach dem Wohlordnungssatz jede
Menge ordnungsfihig.

Der Leser hat hiermit wenigstens andeutungsweise einige be-
sonders wichtige Etappen des Weges kennengelernt, auf dem man,
ausgehend von den sieben Axiomen, zu allen wesentlichen Teilen
der Canrorschen Mengenlehre auf deduktivem Wege gelangt.
Dagegen bleibt fiir die logischen Paradoxien innerhalb des Rah-
mens der solcherart neubegriindeten Mengenlehre kein Raum ; denn
z. B. die Menge aller Mengen, die sich selbst nicht enthalten, oder
die Menge aller Ordnungszahlen kénnen auf Grund jener sieben
Axiome nicht gebildet werden, gelten uns also vom jetzigen Stand-
punkt aus nicht mehr als Mengen. Die mittels der axiomatischen

gewisse, durch die vorangehende Beschreibung vollig charakterisierte Teil-
menge von S, also nach dem Axiom der Aussonderung in der Tat
eine zulissige Menge. Unser Ziel ist nun, eine besondere Menge von
Elementepaaren {m,n} — d. h. eine Teilmenge von P — zu bilden, die
auch noch die zweite oben im Text angegebene Eigenschaft besitzt. Enthalt
P eine derartige Teilmenge, so vermittelt jede solche Teilmenge eine Ab-
bildung zwischen M und N, die diese beiden Mengen als #quivalent.
erweist, und alle moglichen derartigen Teilmengen von P stellen die Ge-
samtheit aller Abbildungen zwischen M und N dar, die wiederum — als
Teilmenge der Menge WP — eine zuléissige Menge ist; existiert dagegen
keine Teilmenge von P mit der geforderten Eigenschaft, so besagt dies,
daB die Herstellung einer Abbildung zwischen M und N unmoglich ist,
die beiden Mengen also nicht &quivalent sind.
1) Vgl. hierzu den Anhang der auf S. 145 zitierten Arbeit von HarToGS
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Methode neu aufgebaute Mengenlehre vermeidet also die Wider-
gpriiche, die in den Paradoxien der CaNTORschen Mengenlehre
liegen, und berechtigt uns zu dem Vertrauen, daB neue Wider-
spriiche sich nicht aus ihr ergeben werden. Wir werden da-
her mit gutem Recht die CaNTOR-ZERMELOsche Mengenlehre
als eine Wissenschaft von gleicher Sicherheit und Folgerichtigkeit
betrachten diirfen wie jede andere mathematische Disziplin und
die transfiniten Kardinal- und Ordnungszahlen als ebenso voll-
berechtigte Biirger des mathematischen (und auch des logischen)

Kénigreichs wie irgendwelche andere mathematische und logische
Begriffe.

§ 13. Schlus.

Wir haben das von CANTOR in kithner Intuition errichtete,
von ZERMELO und anderen mit bedachtsamem Scharfsinn aus-
gebaute und befestigte Gebiaude der Mengenlehre nunmehr in
geinen Grundlinien kennengelernt; wir haben uns dabei gewisse,
namentlich auch grundsétzlich bedeutsame Aufgaben und Fragen
etwas genauer vor Augen gefithrt, wihrend entsprechend dem
Umfang und Ziel dieser Schrift andere ausgedehnte und wichtige
Teile der heute schon sehr umfassenden und weitverzweigten
mengentheoretischen Wissenschaft — darunter vor allem die
Theorie der Punktmengen — entweder nur fliichtig gestreift oder
iiberhaupt nicht beriibrt werden konnten. Der Leser, der (sei
es aus mathematischem oder aus philosophischem Interesse) sich
eingehender mit dem Gegenstand beschiftigen mochte, sei — auch
fir weitere Literaturangaben — auf die am Ende aufgefithrten
und kurz charakterisierten Schriften verwiesen.

Nach der Natur der Fragen, mit denen wir uns vornehmlich
beschéftigt haben und die in der Tat den grundsitzlichen Kern
des mengentheoretischen Gebdudes darstellen, koénnte es den
Anschein haben, als wire die Mengenlehre vornehmlich aus philo-
sophischem Interesse erwachsen, insbesondere aus der Frage nach
der logischen Berechtigung des Begriffs des Unendlichgrofien und
nach seiner arithmetischen Verwendbarkeit. Gewi haben Ge-
dankengénge dieser Art ihren Anteil an dem CaNTORschen Lebens-
werk gehabt, sie waren namentlich bedeutungsvoll fiir das Schaffen
B. BorzaNos, der in seinen (lange Zeit viel zu wenig gewiirdig-
ten) ,,Paradoxien der Mengenlehre*‘ (posthum herausgegeben,
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Leipzig 1851) gar manche der entscheidenden Ideen CANTORs
schon zu entwickeln versucht hat, aber trotz bewunderungswiirdiger
Weitsicht an dem Mangel einer einwandfreien und systematischen
Begriindung gescheitert ist. Allein in erster Linie war es ein anderes,
ausschlieBlich mathematisches Interesse, das CANTOR zu seinen
Uberlegungen und Entdeckungen fiihrte: in vielen Teilen der Ana-
lysis (z. B. in der Theorie der Fourierschen Reihen, bei der Inte-
gration unstetiger Funktionen) war man zu Fragestellungen ge-
kommen, die eine Heraushebung gewisser unendlicher Mengen
von reellen Zahlen (oder Punkten) aus der Gesamihest aller reellen
Zahlen zwischen' zwei festen Zahlen (oder aller Punkte einer
Strecke) erforderlich machten, also zu Fragen, die wir heute zur
Theorie der linearen Punktmengen rechnen. Schon vor CanToR
hatten sich namentlich H. HANKEL und PAuL pu Bois-REyMOND
mit derartigen Fragen beschéftigt, sie konnten aber mangels eines
methodischen Werkzeugs keine wesentlichen Erfolge erzielen; erst
CanTOR erkannte so recht — nicht mit einemmal, aber mit
allméhlich immer kithner und kithner werdendem Schwung —,
daB neuartige Hilfsmittel zur Bewiltigung jener Aufgaben er-
forderlich seien, und schuf wesentlich zu diesem Zweck seine
Mengenlehre, die er freilich dann mehr und mehr um ihrer selbst
willen ausbaute und durch systematische Darstellung zum Rang
einer selbstindigen mathematischen Disziplin erhob.

Neben diesen beiden vornehmlichen Quellen sind es noch zwei
weitere, die mit beigetragen haben zur Beschiftigung mit Fragen,
welche in unser Gebiet fallen. Einmal sind dies Gedankengéinge
aus dem Bereich der reinen Geometrie, in der z. B. gewisse unend-
liche Mengen von Punkten, Geraden und Ebenen eine wichtige
Rolle spielen. Zweitens ist hier die Lehre von den gewohnlichen
ganzen Zahlen anzufithren, um deren Forderung sich namentlich
DepERIND grundsitzliche Verdienste erworben hat; bei seinen ein-
schligigen Arbeiten wurde er zu Uberlegungen gefiihrt wie denjeni-
gen, von denen auf S. 15und 141 die Rede war, und zu weiteren,
die (wie z. B. die Methode der ,,Ketten*) eine wesentliche Bedeu-
tung in der Mengenlehre erlangt habenl). Mit den Hilfsmitteln der
Mengenlehre, namentlich auf Grund der Theorie der wohlgeord-
neten Mengen, ist es iibrigens moglich, die Lehre von den ganzen

1) Auch der Begriff der Abbildung stammt von DEDEKIND.
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Zahlen auf sehr allgemeine Grundlagen zu stellen'); will man so
verfahren, so darf man freilich, um Zirkelschlisse zu vermeiden,
bei der Begriindung der Mengenlehre die Eigenschaften der ganzen
Zahlen nicht voraussetzen, eine Beschrankung, deren konsequente
Durchfithrung jedenfalls schwierig ist und durch die der Aufbau
der Mengenlehre noch sehr viel abstrakter wird. Ob es iiber-
haupt ohne Zirkelschlufl méglich und ob es sachlich gerechtfertigt
ist, diesen Weg zu verfolgen, bleibe hier auBler Erérterung.
Abgesehen von diesen besonderen Anwendungen fillt der Men-
genlehre als dem allgemeinsten Zweig der Mathematik noch die be-
deutsame Aufgabe zu, eine Reihe wichtiger Grundbegriffe der Ma-
thematik — und zwar der Arithmetik und Analysis wie auch der Geo-
metrie — methodisch zu untersuchen und zu einem méglichst reinen
und gesicherten Aufbau der Grundlagen aller mathematischen Wis-
senschaften wertvolle Hilfsmittel beizutragen. Die groBen Erfolge,
die die Mengenlehre in all den genannten Beziehungen schon gegen-
wirtig aufzuweisen hat, haben bewirkt, dafl dieser mathematische
Wissenszweig trotz seiner Jugend heute schon einen wichtigen, ja
einen bevorzugten Platz innerhalb des Gesamtgebietes der Mathe-
matik einnimmt. Und wenn bis in das letzte Jahrzehnt des vorigen
Jahrhunderts hinein CANTOR und seine Ideen nur bei einem be-
schrinkten Kreise seiner mathematischen Zeitgenossen Anerken-
nung und Wiirdigung gefunden haben, so hat sich dies seither ziem-
lich rasch vollig verindert ; die Mengenlehre wird nunmehr innerhalb
der Mathematik allgemein benutzt und weit {iber die Grenzen der
Fachmathematiker hinaus studiert. Diese ihre heutige Wert-
schitzung aber liegt zu einem wesentlichen Teil an dem nimlichen
Umstand, der ihr zunichst die allgemeine Anerkennung vorent-
hielt: sie stellt einen der groBten und kiihnsten Schritte dar, die
die mathematische Entwicklung jemals getan hat, einen Schritt,
der eine wissenschaftliche Revolution von nicht geringerer Trag-
weite bedeutet als das KoPERNIKANISCHE Weltsystem in der Astro-
nomie oder die EinsTeinsche Relativitatstheorie in der Physik.

1) Vgl. ZermELOS Aufsatz in den Acta Mathematica, Bd. 32 (1909),
S. 185—193.
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Es sollen hier (in historischer Reihenfolge) nur einige wenige,
vollstindig der Mengenlehre gewidmete Schriften angefiihrt
werden. Die meisten ausfithrlicheren modernen Lehrbiicher der
Funktionentheorie enthalten iibrigens eine mehr oder minder weit-
gehende Einfithrung in die Mengenlehre.

1. G. CanToR hat seine zahlreichen, die allmihliche Entwicklung
der Ideen deutlich zeigenden und auch leicht lesbaren Auf-
sitze iiber Fragen unseres Gebiets von 1874 bis 1897 in ver-
schiedenen Bianden des Journ. f. Math., der Math. Annalen, der
Acta Mathematica, der Ztschr. f. Philosophie u. philos. Kritik
und in anderen Zeitschriften veréffentlicht; viele davon sind in
fremde Sprachen iibertragen worden (vgl. namentlich die fran-
zosischen Ubersetzungen im 2. Bd. der Acta Mathematica).
Besonders hervorzuheben sind die Abhandlungen ,,Uber unend-
liche, lineare Punktmannichfaltigkeiten‘‘, 5 und 6,im 21.u.23.Bd.
der Math. Ann. (1883 u. 1884), von denen die erstere auch als
selbstandige Schrift u. d. T. ,,Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre* (Leipzig 1883) erschienen ist, sowie
die beiden, Canrtors Lebenswerk abschlieBenden ,,Beitrige
zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, I und II, im
46. u. 49. Bd. der Math. Ann. (1895 u. 1897). Eine (von
WANGERIN stammende) Biographie CanToRs, die auch eine
Zusammenstellung seiner Schriften enthilt, findet man in der
Zeitschrift ,,Leopoldina‘“ (der Leop. Carol. Deutschen Akademie
der Naturforscher in Halle), Jahrg. 1918, S. 10.

2. A. ScHOENFLIES, Die Entwickelung der Lehre von den Punkt-
mannigfaltigkeiten. 1. Teil (Leipzig 1900), 2. Teil (Leipzig 1908);
Jahresber. d. Deutsch. Mathematiker-Vereinigung, 8. Bd. und
2. Erginzungsband. Eine moderne Umarbeitung der ersten
Halfte des 1. Teils ist erschienen u. d.T.: Entwickelung der
Mengenlehre und ihrer Anwendungen, 1. Halfte (Leipzig 1913).

Dieses urspriinglich auf Veranlassung der Deutschen Mathe-
matikervereinigung entstandene Werk ist weniger zur Ein-
fihrung in die Mengenlehre bestimmt, als es vielmehr den
vorliegenden Stoff in seiner gewaltigen Fiille zu sammeln und
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seinem historischen und sachlichen Zusainmenhang nach dar-
zustellen versucht. Demgem4 B sind die Beweise nicht immer voll-
standig ausgefiihrt, soda das Werk nicht eigentlich als Lehrbuch
in Betracht kommt, vielmehr als — erstaunlich inhaltsreiches —
Nachschlagewerk und als Ausgangspunkt fiir den Forscher.
3. G. HesseNBERG, Grundbegriffe der Mengenlehre (Gottingen
1906). Diese als Sonderdruck aus der neuen Folge der ,,Abhand-
lungen der Fries schen Schule (I. Bd., 4. Heft) erschienene
Schrift sei namentlich demjenigen empfohlen, dem es weniger
um eine Fiille mathematischer Ergebnisse zu tun ist als um eine
leicht lesbare und zusammenhangende Darstellung derjenigen
"Gedankengiinge, die fiir den Begriff des Unendlichgrof3en, seine
Begriindung und seine Kritik mathematisch wie logisch ent-
scheidend sind. Vom gleichen Verfasser ist iibrigens eine
besonders moderne, aber sehr gedringte und nur dem mathe-
matisch geiibten Leser zu empfehlende Darstellung der Grund-
ziige der Mengenlehre erschienen im ,, Taschenbuch f. Mathe-
matiker u. Physiker«, 3. Jahrgang (Leipzig 1913).
4. F. Hausporrr, Grundziige der Mengenlehre (Leipzig 1914).
Dieses Buch stellt das erste und bisher einzige eigentliche
Lehrbuch der Mengenlehre in deutscher Sprache dar. Es be-
handelt unter Innehaltung bestimmter Grenzen einen aufer-
ordentlich reichen Stoff, darunter auch vieles von den eigenen
ausgedehnten Forschungen des Verfassers, und enthalt zu allen
vorkommenden Satzen die vollstindig ausgefithrten Beweise;
immerhin erfordert die Lektiire einige mathematische Getibtheit.
In bezug auf die wichtigste mathematische Anwendung der ab-
strakten Mengenlehre, nimlich die Theorie der Punktmengen (und
die an sie anschlieBende Lehre von den Funktionen und ihren
Integralen), seien die folgenden Werke erwiahnt, von denen das
erstgenannte sowohl wegen der Fiille des enthaltenen und syste-
matisch verarbeiteten Stoffes wie auch wegen der reichen Literatur-
angaben besonders hervorzuheben ist:
C. CaraTHEODORY, Vorlesungen iiber reelle Funktionen
(Leipzig 1918).
H. LeBESGUE, Lecons sur P'intégration et la recherche des
fonctions primitives (Paris 1904).
W. H. Youxna and G. CH. Youne, The theory of sets of
points (Cambridge 1906).
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