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Vorwort. 
Das vorliegende Buch ist del' erste Band eines Handbuches del' 

Ingenieurwissenschaften. Del' Verfasser, George Fillmore Swain, 
war lange Jahre beratender Ingenieur (consulting engineer) derMassa
chusetts Railroad Commission und ist nun Professor of Civil Engineering 
an del' Harvard University; seine Vorlesungen bilden das Gerippe des 
Handbuches. 

Del' Stoff, den del' erste Band behandelt, ist umfangreicher, als 
man seinem Titel nach allllehmen mochte. AuBel' del' eigentlichen 
Festigkeitslehre sind die Grundziige del' Mechanik stalTer Korper, del' 
Balken auf zwei Stiitzen, del' Gerbertrager, del' durchlaufende Trager, 
die Nietverbindungen, die Grundziige del' Knicklehre, einzelne Gebiete 
del' Materialpriifung und schlieBlich die Elemente des Eisenbetons 
behandelt. 

Wellll den deutschen Fachgenossen das Swain'sche Buch durch 
die Dbertragung ins Deutsche naher gebracht werden solI, so darf 
dies durch die Eigenart in del' Darstellung begriindet werden. Es sei 
an diesel' Stelle auf das einleitende Kapitel hingewiesen, in dem 
Swain grundsatzlich zu den beiden wichtigsten Hilfsmitteln des wissen
schaftlich arbeitenden Ingenieurs, del' Mathematik und dem Versuch, 
Stellung nimmt. Man kallll ihm nicht ganz unrecht geben, wellll er, 
Karl Pearson, den englischen Historiker del' Elastizitatstheorie, zitie
rend, sagt, daB "del' Mathematiker zu oft die Elastizitatstheorie 
identifizierte mit del' Auflosung von bestimmten Differentialgleichungen, 
deren Konstanten haufig dadurch bestimmt wurden, daB er eine will
kiirliche und nicht selten praktisch unlllogliche Kraftverteilung an
nahm". Swain wendet sich abel' ebenso gegen die miBbrauchliche 
Anwendung des Versuchs: es werde "haufig experimentiert, um das, 
Denken zu ersparen". Del' Reiz und del' padagogische Wert del' 
Swain'schen Darstellungsweise liegt in del' Anschaulichkeit, mit del' 
dem Leser del' behandelte Stoff geboten wird. Swain liebt es, auf 
die praktische Auswirkung und die Anwendtmgsmoglichkeiten del' ge
WOllllenen Erkenntnisse hinzuweisen, und sichert sich so das Interesse 
des Ingenieurs. 

Wiederholungen werden in manchen Abschnitten gelegentlich vor
kommen. Swain halt dies jedoch nicht so sehr fiir einen FeWer: fiir 
den Studierenden nach dem Grundsatz "repetitio est mater studiorum", 
fUr den jungen Ingenieur, del' das Werk als N achscWagebuch benutzt, 
im Interesse del' Geschlossenheit del' einzelnen Kapitel. 

Das Buch wendet sich, wie Swain in seiner Vorrede sagt, nicht 
nur an den Bauingenieur, da gute Kenntnisse in del' Festigkeits
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IV Vorwort. 

lehre und verwandten Wissensgebieten auch bei Maschinenbauern 
und Elektroteelmikern zur sieheren Grundlage des Konnens gehoren 
sollten. 

Die vorliegende Ubertragung ins Deutsche stellt keine wortliche 
Ubersetzung dar. fu del' Gruppierung und Darstellung des Stoffes im 
einzelnen habe ieh mieh vielfach dem in del' deutschen Faehliteratur 
Ubliehen angelehnt, hoffe jedoeh, dabei die Eigenart derSwain'sehen 
Darstellung gewahrt zu haben. N ur an einigen Stellen bin ieh grund
satzlich von Swain abgewichen, z. B. bei del' Behandlung des ge
loehten Zugstabes. 

Fiir ein abgekiirztes Studium des Buehes gibt Swain folgende 
Anleitung: 

Kapitel II kann bei guten statisehen Kermtnissen iibersehlagen 
werden. 

Von Kapitel III konnen die Absehnitte 1-3 iibersehlagen bzw. 
brauchen nur zum N aehschlagen benutzt zu werden. Absehnitt 4,9 bis 
4,13 kann iibersehlagen werden. 

Kapitel IV: Absehnitte 11-13 iiberschlagen. 

Kapitel V: Abschnitte 5e und 5d, 20-25, bei sehr gedrangter 
Zeit auch 5f-51 iibersehlagen. 

Kapitel VI: Abschnitt 5 iibersehlagen. 

Kapitel VII: Abschnitt 5 iibersehlagen. 

Kapitel Vill; Absehnitt 12-18 iibersehlagen. 

Kapitel IX: Abschnitt 11-13, 15-17 iiberschlagen. Das Kapitel 
kann auch erst im AnsehluB an Kapitel X durchgearbeitet werden. 

Kapitel X: Abschnitt 10-11, 17, 18-23 iiberschlagen. 

Kapitel XI: Del' groOte Teil des in diesem Kapitel behandelten Stoffes 
findet sieh im allgemeinen nieht in Lehrbiiehern iiber Festigkeitslehre, 
sondern in denen iiber Statik. Del' Verfasser hat sieh jedoeh zu diesel' 
Einteilung auf Grund personlieher Erfahrlllgen entschlossen. Abschnitte 
9c-9h, 11-14 und 19 k6nnen iiberschlagen werden. 

Kapitel XII. enthalt Anwendungsbeispiele zu Kapitel X. Es kalUl 
also im Notfall ganz iiberschiagen werden. 

Kapitel XIII: Abschnitte 4-6, 15 llld 16 iiberschlagen. 

Kapitel XIV und XV: Nichts iiberschlagen. 

Kapitel XVI: Abschnitte 27-29 iibersehlagen. 

Kapitel XVII: Abschnitte 3, 15, 17, 18, 23, 24 iiberschlagen. 

Kapitel XVIII: Abschnitte 8-10 iibersehlagen. 

Kapitel XIX: Kann ganz iiberschiagen werden. 

Kapitel XX: Kann ganz odeI' von Abschnitt 3-8 iiberschlagen 
werden. 

Kapitel XXI-XXIV: Elltweder alles odeI' niehts iiberschlagen. 



Vorwort. v 
Zum SchluB noch ennge W orte liber das verwendete MaBsystem. 

1m allgemeinen habe ich die englischen MaBe in die MaBe des cm
kg-Systems umgerechnet; nul' in besonderen Fallen, wenn es von Wert 
erschien, die Zahlenwerte des Originals wiederzugeben, z. B. gelegent
lich bei Wiedergabe von Versuchswerten, habe ich die englischen 
MaBe libernommen. Zum Verstandnis seien deshalb die Gegenwerte 
der vorkommenden englischen MaBe genannt: 

1" (inch) = 2,54 cm, 

l' (foot) = 12" = 30,48 cm, 

1 pound = 0,454 kg. 

Hannover, im Juni 1928. 

Dr.-lng. A. Mehmel. 
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Betrachtungen fiber den Wert mathematischer 
Untersuchungen, des Versuchswesens und des 
gesunden lUenschenverstandes auf dem Gebiet 

del' technischen Mechanik. 
Untersuchungen auf dem Gebiete der ]'estigkeitslehre oder alI

gemein der Mechanik bedingen den Gebrauch zweier unentbehrlicher 
Werkzeuge, der Mathematik und des Versuchs. 1m folgenden mogen, 
Betrachtungen angestellt werden uber das Wesen und die Wirkungs
grenzen dieser beiden Hilfsmittel. 

Kein aufmerksamer Leser wird den Verfasser eines Vorurteils gegen 
die mathematische Wissenschaft zeihen konnen. Die Mathematik wird 
stets und ausgiebig im folgenden -alB eine notwendige Hilfswissenschaft 
zur ~osung der behandelten Probleme benutzt werden; indessen wird 
die:'iI""thematik eben stets als Hilfswissenschaft, als Diener, nie als 
He1~:betrachtet werden. 

Kein Laster kann schlimmer sein als eine ubertriebene odeI' falsch 
al'g~:;randte Tugend. So wirkt sich auch fur den Ingenieur eine iiber
kebene oder miBverstandene Anwendung der mathematischen Wissen
scl'\aft als ein schlimmer Fehler aus. Diese Ansicht moge ausdrucklich 
befont werden, da man haufig in Ingenieurkreisen die Vorstellung 
fi:ldet, daB der mathematische Apparat uberhaupt nicht ubertrieben 
werden konnte. Del' mathematische Apparat arbeitet mit absoluter 
Genauigkeit auf Grund der Voraussetzungen und Daten, auf denen 
die mathematischen Vberlegungen aufgebaut sind. Sind die Voraus
setzungen und die Daten richtig, so ist das Ergebnis unbedingt korrekt. 
Aber bereits eine geringe Ungenauigkeit in den Voraussetzungen kann 
einen groBen Fehler in dem Resultat bewirken. Die Gefahr in der 
Benutzung des mathematischen Apparates besteht darin, daB er an 
sich so interessant ist, daB er die Aufmerksamkeit von den Voraus
setzungen physik~lischer Natur haufig ablenkt. 

Nun sind gerade die grundlegenden Annahmen fUr die Unter
suchungen auf dem Gebiete der technischen Mechanik oft mathematisch 
schwer zu fassen und infolgedessen in ihrer mathematischen Formu
lierung ungenau. Del' physikalisch geschulte, gesunde Menschenver
stand sollte nie auBer acht gelassen werden. Er 'wird haufig das Re
sultat qualitativ, wenn nicht bis zu einem gewissen Grade quantitativ, 
angeben konnen. Die unbedingte Exaktheit von mathematischen Ent
wicklungen verfiihrt leicht z_~ J)lindf21ll Glau ben an die Genauigkeit del' 
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Ergebnisse auch in physikalischer Hinsicht, die aber, wie bereits gesagt, 
nur bei strenger Richtigkeit der Rechnungsgrundlagen vorhanden ist. 
Ein einseitiger fortgesetzter Gebrauch des mathematischen Apparates 
ohne gleichzeitige sorgfa,ltige physikalische Dberlegungen verfiihrt den 
Ingenieur leicht dazu, Rechnungsergebnisse als richtig anzusehen, deren 
physikalische Unmoglichkeit auf der Hand liegt. Aus der gleichen 
Einstellung heraus findet man haufig die Ansicht, daB ein Resultat 
ein urn so groBeres Vertrauen verdient, je langer und komplizierter 
der mathematische Weg war. Es ist etwas ahnliches damn wie an 
der Statistik. Es gibt viele Leute, die durch ein groBes statistisches 
Material iiberwaltigt werden, wahrend es doch erwiesen ist, daB Sta-. 
tistiken haufig, urn nicht zu sagen in den meisten Fallen, liigen, well 
versaumt wurde, alle beeinflussenden Faktoren zu beriicksichtigen, viel
fach dieses auch unmoglich ist. So kann fast alies durch Statistiken 
bewiesen werden, wenn man nur in der Auswahl der benutzten Unter
lagen die notige V orsicht walt en laBt; und ahnlich kann auch auf dem 
Gebiet der technischen Mechanik sehr vieles auf mathematischem Wege 
bewiesen werden, wenn man nur die Annahmen der Berechnungen 
entsprechend wahlt. Der Durchschnittsmensch empfindet eine gewisse 
Furcht vor allen komplizierten Zusammenhangen, und mangelnde 
geistige Beweglichkeit im Verein mit ungeniigender geistiger Schu
lung fiihrt ibn dazu, die Richtigkeit von Untersuchungen anzuer
kennen, die mittels eines groBen wissenschaftlichen Aufwandes durch-
gefUhrt sind. . 

Sir W. Hamilton 1, ein bekannter Philosoph, behauptet, daB er 
unter den Mathematikern die leichtglaubigsten Menschen (credulous 
to a fault) gefunden hat. Er fUhrt das darauf zuriick, daB der Mathe
matiker gewohnt ist, durchaus abstrakt zu denken, so daB er die 
Fahigkeit verliert, Realitaten richtig zu beurteilen. Er meint weiter: 
"Mathematics affords us no a.ssistance, either in conquering the diffi
culties or in avoiding the dangers which we encounter in the great 
field of probabilities wherein we live and move." Er behauptet auch, 
daB die Mathematik von allen wissenschaftlichen Disziplinen die ge
ringste Zahl geistiger Fahigkeiten ausbildet oder jedenfalls die Fahig
keiten des Menschen nur ungleichma.Big und einseitig entwickelt. Offen
bar schieBt Hamilton mit dies em Urteil iiber das Ziel hinaus. Der 
Verfasser ist aber auch der Ansicht, daB der Mathematiker dazu neigt, 
zu verkennen, daB die im Leben auftauchenden Probleme selten mathe
matisch exakt zu fassen sind, und daB er leicht vergiBt, die unvermeid
lichen Fehler in der V oraussetzung der Rechnung in ihrer Auswirkung auf 
das Resultat gewissenhaft zu priifen und zu beachten. So wird vielfach 
der gesunde Menschenverstand aus- und dafiir der mathematische Apparat 
eingeschaltet. Auch John Stuart Mill sagt, daB die Mathematik stu
diert werden miisse "in such a manner that the intellekt is aware of 
what it is about, and does not go to sleep over aUgebraical symbols." 
Das eb\ln ist die Gefahr: Der Verstand ist gewohnlich so konzentriert 

1 Edinbourgh Review 1837. 
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auf den mathematischen Apparat, daB er den physikalischen Sinn der 
Rechnung haufig vergiBt. Karl Pearsonl, der Historiker der Elasti
zitatslehre, sagt: "Wir finden selbst bei Mathematikern von der Be
deutung eines Lame nicht seiten, daB sie versaumen, klar die physi
kalischen Grundlagen und V oraussetzungen zu beachten, auf den en sie 
die rechnerischerr Unt,ersuchungen eines physikalischen Problems auf
bauen. Die Geschichte der Elastizitatstheorie gibt viele Beispiele fiir Un
stimmigkeiten zwischen dem Ergebnis der mathematischen Berechnung 
und der physikalischen Erscheinung. Der Mathematiker hat zu oft 
die Elastizitatstheorie identifiziert mit der Auflosung von bestimmten 
Differentialgleichungen, deren Konstanten haufig dadurch betimmt 
wurden, daB er eine willkiirliche und nicht selten praktisch un
mogliche Kraftverteilung annahm." 

Die moderne Entwicklung der Mathematik hat hauptsachlich in 
Richtung der Analysis stattgefunden, wahrend auch die heutige Geo
metrie im wesentlichen noch die Geometrie des Euclid ist, wenn von 
neueren, aber wenig benutzten geometrischen Systemen, z. B. dem 
GauB'schen, abgesehen wird. Die4Jw1Yflis gleicht einer Maschine. Sind 
einmal die Gleichungen aufgesteIlt, was natiii'lich gewi.sse physikalische 
Dberlegungen erfordert, so ist die weitere mathematische Behandlung 
zwanglaufiggegebell' um nicht zu sagen mechanischet (im Sinne 
mascl:llneller) Natur, und ellt!>_~h~,vollig derAnschaulichkeit. Die 
heutige Tendenz geht dahin, moglichst alleArbeitsleistungen zu me
chanisieren; der Verfasser machte hierzu in eine gewisse ParaUele die 
Vorliebe fiir analytische und die Vernachlassigung der geometrischen 
Untersuchungsmethoden setzen, welch letztere einen erheblich groBeren 
Aufwand an Anschauung erfordern. 

Selbstverstandlich ist sich der Verfasser wohl dariiber klar, wie 
weit die analytischen Methoden entgeistet sind und wieweit sie hoch
wertige geistige Arbeit erfordern. Sein allgemeines, oben mitgeteiltes 
Urteil bleibt jedoch bestehen. 

Es sei also nochmals betont, daB die Mathematik nur so lange 
Wert fUr den Ingenieur behiilt, als er sich der physikalischen V oraus
setzungen bewuBt ist und er aus einer mathematischen Gleichung stets 
den physikalischen Sinn herauszulesen imstande ist. Ein mathemati
sches Ergebnis sollte nicht lediglich dazu dienen, urn fiir die praktische 
Anwendung die Buchstaben durch Zahlen zu ersetzen. Der Student 
sollte sich daran gewohnen, die mathematischen Ergebnisse zu dis
kutieren. Haufig findet man jedoch selbst bei Lehrern der Mathematik 
die Ansicht, daB man sich nicht viel urn den Sinn eines mathemati
schen Ausdrucks kiimmern mage, sondern daB man nur lernen solIe, 
was "mit diesem Ausdruck anzufangen" sei, mit aIideren Worten, zu 
lemen, wie die mathematische Maschine zu bedienen, abel' nicht, was 
ihr Sinn ist. Dann mage man sich nicht wundern, wenn man Ingenieure 

1 Todhunter, A History of the Theory of Elasticity and of the Strength of 
Materials. Edited and completed by Karl Pearson Cambridge University. Press. 
1886, vol. 1, p. 626. 
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findet, die keinen klaren Begriff beispielsweise des Ausdrucks ~:~ hab~n, 
wie es der Verfasser haufig gefunden hat. 

Die meisten Ingenieure sind hilflos ohne ihre Biicher. Wenn sie 
die Elemente der Rechnung und die grundlegenden Al1l1ahmen klar 
durchschauten, dann miiBten sie die wichti.gsten Gleichungen miihelos 
stets ableiten konnen; beispielsweise miiBte jederzeit leicht die Formel 
fUr eine auf Torsion beanspruchte Welle etwa wie folgt abgeleitet 
werden konnen: Grundlegende Annahme ist, daB die Spannung linear 
abhangig von dem Abstande von del' Achse ist. Die Flache eines un
endlich kleinen Kreisringes betragt d F = 2 n· r . dr; nenne ich die 
Spannung in der Entfernung Eins von der Achse c, so ist die den 
Kreisring beanspruchende Kraft d P = 2 n' C • r2 • dr , das Moment 
d M = 2 n' C • r3 . dr; das gesamte Moment ergibt sich aus der Integra-

tion zu M = ; n' c· R4 und die groBte Ringspannung zu a - -~ . 
2 n . R3 

Diese Formel braucht also nicht auswendig behalten, noch in irgend
einem Buche nachgeschlagen zu werden. Das gleiche gilt fiir sehr viele 
Ableitungen, die in diesem Buche enthalten sind." 

Eine derartige Lehr- und Lernmethode wiirde fiir den Studenten 
die Berechnung vieler Zahlenbeispiele unnotig machen. In den ameri
kanischen Schulen wird nach Ansicht des Verfassers zu viel Wert auf 
die Durchrechnung von Zahlenbeispielen gelegt, wobei die Studierenden 
mehr oder wenig nur Zahlen in fertige Formen einsetzen. Dagegen 
tritt die physikalische Schulung und die Schulung des gesunden 
Menschenverstandes sowie die Beschaftigung mit den Elementen des 
technischen Wissens und deren geistige Durchdringung zuriick. 

Diese Uberlegungen sollen selbstverstandlich nicht dazu fiihren, 
die mathematischen Wissenschaften fiir den Ingenieur abzulehnen, die 
Mathematik ist vielmehr ein unentbehrliches Werkzeug. Es solI lllll,' 

VOl' der miBbrauchlichen- Verwendung gewarnt werden, wie sie leider 
haufig an unseren technischen Lehranstalten zu beobachten ist. 

Neben der Mathematik nenne ich als zweites unentbehrliches Werk
zeug fUr den Ingenieur den Versuch. Es gibt keinen anderen Weg, 
um Materialeigenschaften festzustellen, oder iiberhaupt die grundlegen
den physikaIischen und chemischen GesetzmaBigkeiten zu finden. Auch 
wenn mittels dieser so gewonnenen Bausteine weitere Gesetze aufge
baut werden, so ist der Versuch unentbehrlich, um die so gewonnenen 
Ergebnisse zu kontrollieren. Es ist abel' auch moglich, im Versuchs
wesen zu iibertreiben. Wir leben heute in del' Zeit del' Versuche, 
derLaboratorien, in der Zeit des Wiegens und des Messens. 
- Vor 50 odeI' 60 J ahren gab es an unseren Hochschulen noch nicht 

eine einzige Materialuntersuchungsanstalt und nur ganz wenig physi
kalische und chemische Laboratorien. Der Studierende der Chemie be
trieb sein Studium in der, Weise, daB er V orlesungen horte, die Lehr
biicher studierte und.zusah,wie der Professor experimentierte. Dann 
jedoch erkannte man, daB diese Ausbildung unzureichend war, und 
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daB der Student selbst experimentieren muB, nicht nur, um die Ge
setzma,Bigkeiten klar upd anschaulich zu begreifen, sondern auch, um 
die Kunst des E~erimentierens zu lernen. In unserer Zeit schliigt 
das Pendel nun nach der anderen Seite aus: An allen Hochschulen 
sind groBe Laboratorien fur Physik, Chemie und lWa~~!IlRruiun.g~n 
entstanden. Man begegnet mehr und mehr der Einstellung, daB der 
Versuch die beste Methode iiberhaupt ist,etwas zu lernen, mit dem 
Erfolg, daB haufig experimentiert wird, um~~.l>_enkeu,"'Qeri!p.!l>l:el1. 
Das Versuchswesen als vorwiegende Lern- und Lehrmethode wird sogar 
auf Gebiete iibertragen, wo es ganz unangebracht ist: Sprache, Ge
schichte, selbst Mathematik wird mit Versuchen gelehrt. So bewiesen 
die Kinder des Verfassers in der Mathematikstunde den Satz, daB die 
Summe der Winkel jedes Dreiecks konstant ist und 180 0 betragt, mittels 
eines Versuchs, in dem sie mit einem Winkelmesser die Summe der 
Winkel ausmaBen! Abgesehen von der demoralisierenden Wirkung einer 
derartigen Unterrichtsmethode, die auch die geringste Denktatigkeit 
ausschaltet, ist in dem genannten Fall noch dazu gar nichts bewiesen; 
denn die Messung wird kaum jemals den genauen Wert 180 0 ergeben, 
ferner nur einige wenige der unendlich vielen mogliche Dreiecke er
fassen; dem Schiller bleibt unter Umstanden der Eindruck, daB der 
zu beweisende Satz keine strenge, sondern nur angenaherte Gilltigkeit 
besitzt. Der Zusammenhang zwischeu metrischem System und dem 
euglischeu FuB-Zollsystem wird den Schillern dadl~rch beigebracht, daB 
sie irgendwelche Langen erst nach dem metrischen System, dann nach 
dem FuB-Zollsystem ausmessen und die beiden Resultate vergleichen, 
anstatt die Aufgabe rein rechnerisch zu losen, indem 1 m gleich 39,37 Zoll 
gesetzt wird. 

Es soIl ausdriicklich betont werden, daB hier nur die miBbrauch
liche Anwendung von Versuchen gegeiBelt und nicht etwa der Versuch 
als solcher abgelehnt wird. Die Ermittlung von physikaIischen Kon
stanten, wie z. B. von Festigkeitswerten, Elastizitatsmoduln, Reibungs
ziffern, Konstanten in hydraulischen Formeln und dergl. ist natiirlich 
nur durch den Versuch moglich. 

Einer ahnlichen Gefahr wie der Mathematiker, der iiber den mathe
matischen Apparat die physikalischen Zusammenhange und die grund
legenden Annahmen vergiBt, kann auch der Versuchsingenieur unterliegen. 
Nur so ist es moglich, daB haufig kritiklos Versuchsergebnisse ver
offentlicht werden, deren Unrichtigkeit oder gar Unmoglichkeit auf del' 
Hand liegt. Es soIl auch nicht unerwahnt bleiben, daB sehr viel Ver
suche Modellversuche sind, wie z. B. fast aIle Versuche auf dem Ge
biete des Wasserbaus, die meisten Knickversuche u. a. m. Riickschliisse 
auf die in der Wirklichkeit bestehenden Verhaltnisse sind oft recht 
schwierig. (Ahnlichkeitsgesetz von N ewto n, Bar b a.) 

Der Ingenieur sollte grundsatzlich jedes Versuchsergebnis mit kriti
schen Augen betrachten, sich Rechenschaft dariiber geben, ob es richtig 
und innerhalb welcher Grenzen es richtig sein kann, zum mindesten, 
ob es plausibel erscheint, und MiBtrauen jedem Versuch entgegen
bringen, dessen Ergebnis seinem Gefiihl widerspricht. Natiirlich kann 
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das Gefiihl irren, und namentlich dem Anfanger wird dieses oft 
widerfahren. Dann muB eben das Gefiihl durch Erfahrung richtig aus
gebildet werden, bis es sich mit der Wahrheit in tlbereinstimmung 
befindet. 

Zum SchluB moge eine feine Bemerkung von Aristoteles angefiihrt 
werden, daB es das Zeichen eines gebildeten Geistes ist, sich mit der 
Genauigkeit eines Resultates zufrieden zu geben, die der Natur des 
untersuchten Gegenstandes entspricht, und dort keine strenge Gesetz
maBigkeit zu fordern, wo die vorhandenen Mittel nur eine Annaherung 
an die Wahrheit gestatten. In den meisten Fragen aus dem Gebiete 
der technischen Mechanik ist eine strenge mathematische Genauigkeit 
nicht zu erzielen. 



I. Einfiihrung. 

Die Werke, die der Jngenieur schafft, konnen ganz allgemein in 
zwei Klassen eingeteilt werden: in Bauwerke und in Maschinen. Die 
Bauwerke sind in Ruhe, im Gleichgewichtszustand; die Maschinen 
sind in Bewegung, entweder als Ganzes sowohl wie in einzelnen Teilen 
(Lokomotiven u. dgl.) oder nur in einzelnen Teilen (stationare Ma
schinen). Die Maschinen konnen in drei Unterabteilungen emge
teilt werden: Krafterzeugungsmaschinen, Kraftiibertragungs
maschinen, wie Zahnradgetriebe, Riementriebe, und Verarbeitungs
maschinen, wie Werkzeugmaschinen, Webmaschinen u. dgl. 

Oder um eine genauere Begriffsbestimmung zu geben, kann man 
sagen: 

Ein Bauwerk soll bekannte Lasten (Krafte) unter Wahrung des 
Gleichgewiehtszustandes aufnehmen. 

Eine Maschine soIl unter der Einwirkung bekannter Krafte eine 
gewiinschte Arbeit leisten, einen Effekt erzielen; dieses wird durch 
Bewegung erreicht. Da das Wesen der Wirkungsweise einer Maschine 
in den Bewegungen der ganzen Maschine oder ihrer einzelnen Teile 
begriindet ist, so erhellt damus die Bedeutung der Kinematik, die 
indessen mehr als ein Teil del' Geometrie als del' Mechanik an
zusprechen ist. Abel' sowohl bei Bauwerken wie bei Maschinen er
fordern Entwurf und Konstruktion der Einzelteile wie des Ganzen 
die Kenntnis der Grundsatze der Statik, der Festigkeitslehre und der 
Dynamik, also der Mechanik. Die Dynamik tritt zwar bei Bauwerken 
an Bedeutung zuriick; will man jedoch die Kraftwirkung·beweglicher 
Lasten ganz erfassen (Eisenbahnbriicken, Kranbahnen), so ist die Be
riicksichtigung del' dynamischen Einwirkungen (StoBe, Schwingungen) 
erforderlich. Ein groBer Teil der Aufgaben der Dynamik laBt sich 
durch das d' Alembertsche Prinzip IOsen, das darauf beruht, durch zusatz
liche Krafte einen gleichwertigen Gleichgewichtszustand zu schaffen. 

Die auBeren Lasten odeI' Krafte, die auf einen Korper einwirken, 
erzeugen innere Krafte, die bestrebt sind, den Zusammenhang zwischen 
den einzelnen kleinen Teilchen des belasteten Karpers aufzuheben 
(Spannungen). Dadurch werden Formanderungen erzeugt. Jeder Kon
struktionsteil muB so bemessen werden, daB die Spannungen und die 
dadurch bedingten Formanderungen unterhalb einer bestimmten Grenze 
bleiben, so daB wedel', ein Bruch noch unerwiinscht groBe Form
anderungen eintreten. Der vorliegende erste Band des Handbuchs del' 
Baukonstruktionen handelt iiber die Zusammenhange zwischen den 
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auBeren Kraften und den Spannungen, die Zusammenhange zwischen 
den Spannungen untereinander sowie die Zusammenhange zWischen 
den Spannungen und den Formanderungen. Es werden die unter ge
gebenen auBeren Kraften in Bau- und MaschinenteiIen auftretenden 
Spannungen und Formanderungen, ferner wird das Verhalten der ver
schiedenen Baustoffe unter verschiedenen Beanspruchungen, wie es sich 
im Versuch gezeigt hat, besprochen. Es wird weiter dargelegt, wie 
sich die Materialeigenschaften mit der Zusammensetzung des Materials 
- hier ist hauptsachlich an Eisen gedacht -, mit der Herstellung und 
der mechanischen und thermischen V orbehandlung andern. Hiermit 
gelangen wir an ein Grenzgebiet, das vielfach als ein besonderes Wissens
gebiet betrachtet wird. Es sind die technologischen Wissenschaften, 
die sich mit dem V orkommen der Baustoffe, den Herstellungs- und 
Verarbeitungsmethoden sowie ihren chemischen und physikalischen 
Eigenschaften befassen. Es ist dies ein auBerordentlich wichtiger Teil 
der technischen Wissenschaften, mit dem sich jeder Ingenieur vertraut 
machen sollte. 

Zum SchluB sei noch einiges iiber die Krafte gesagt. Die auBeren 
angreifenden Krafte werden, wie oben bereits gesagt, stets als gegeben 
angenommen bzw. sie miissen, bevor man an die eigentliche Aufgabe 
herantritt, bestimmt werden. Dies liegt durchaus nicht immer ganz 
klar, und es bedarf oft griindlicher Untersuchungen, urn zu zutreffen
den Annahmen zu gelangen. 

Diese aktiven oder angreifenden auBeren Krafte rufen die wider
stehenden, die Reaktionskrafte hervor, die eine Bewegung des Systems 
durch die angreifenden Krafte verhindern und das Gleichgewicht des 
Systems sichern. Die angreifenden und die widerstehenden Krafte 
werden vielfach gemeinsam als auBere Krafte bezeichnet, da s£e mecha
nisch gleichwertig sind. 

Die angreifenden auBeren Krafte konnen stets eingeteiIt werden 
in Eigengewichts- und Nutzlasten. Das Eigengewicht kann genau erst 
nach Vollendung des Entwurfs bestimmt werden. Bei der praktischen 
Durchfiihrung muB man iiber das Eigengewicht Annahmen machen 
und diese u. U. spater verbessern. 

Es kann somit folgendes Schema fiir die Krafte aufgestellt werden: 

Krafte 

// "'", 
AuBere Innere (Spannungen) 

/ 

/ "''''''' 
angreifende Krafte widerstehende Krafte 

// "'", (Reaktionen) 

/ '" Eigenlasten Nutzlasten 
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II. Die wesentlichen Siitze der Mechanik starrer 
Korper. 

1. Kraft, Moment. 

Eine Kraft ist eindeutig bestim~t, wenn ein Punkt ihrer Wirkungs
linie sowie die GroBe und Richtung ihrer am ein gegebenes Koordi
natensystem bezogenen Komponenten gegeben ist. Hierbei wird die 
Richtung durch das V orzeichen in der Weise gekennzeichnet, daB die 
Kraftkomponenten, die in den positiven Richtungen der Koordinaten
achsen wirken, das positive Vorzeichen, die Komponenten, die in den 
negativen Richtungen der Achsen wirken, das negative Vorzeichen 
erhalten. Zerlegt man eine Kraft nicht in ihre Komponenten, so 
braucht man zu ihrer Bestimmung wieder einen Punkt ihrer Wir
kungslinie, die N eigung ihrer Wirkungslinie sowie ihre Richtung (die 
in einer und derselben Wirkungslinie um 180 0 verschieden sein kann), 
also ebenfalls drei BestimmungsgroBen. 

Das Moment einer Kraft in bezug auf einen Punkt (Momenten
bezugspunkt) ist definiert als das Produkt aus Kraft X Hebelarm, 
wobei unter Hebelarm die Lange des von dem Momentenbezugs
punkt auf die Wirkungslinie der Kraft gefallt!')n Lotes verstanden 
wird. Der Drehsinn eines Momentes wird durch die Bezeichnungen 
"rechtsdrehend" oder "linksdrehend" bestimmt: EinMoment istrechts
drehend, wenn sich die Kraft um den Bezugspunkt im Sinne des 
Uhrzeigers dreht, wobei der Beschauer vor dem Plan und der Uhr 
stehend gedacht ist. 

2. Resultierende von mehreren Kriifien in der Ebene. 
Die Resultierende zweier Krafte in der Ebene geht durch deren 

Schnittpunkt und ist nach Richtung und GroBe durch die Diagonale 
des Krafteparallelogramms bestimmt. Die Resultierende einer be
liebigen Zahl von Kraften in der Ebene kann durch wiederholte An
wendung dieses Verfahrens gefunden werden: Die Resultierende RI-'J 
der ersten beiden Krafte PI und P'J wird mit der dritten Kraft Pa 
zu einer Resultierenden R l - a, diese mit der vierten Kraft zu einer 
Resultierenden Rl - 4 zusammengesetzt usf. 

In dieser Weise sind in Abb. 1 die Krafte P l , P'J' P3 zueiner 
Resultierenden Rl _ 3 vereinigt worden: 

Die Krafte Pl' P2 , Pa sind ihrer GroBe nach durch die Strecken 
A B, AC und E G (die in irgendeinem sog. KraftemaBstab - 1 em 
= n kg - aufgetragen sind), ihre Wirkungslinien durch die Geraden 
A B, A C, E G, ihre Richtungen durch die eingezeichneten Pfeile 
angegeben. Die Resultierende R l - 2 von Pl und P2 geht durch deren 
Schnittpunkt A; die Diagonale A D des Parallelogramms ABC D gibt 
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4 Die wesentlichen Satze..der Mechanik starrer Korper. 

die GroBe (in eben demselben Kra£temaBstab gemessen), der Pfeil die 
Richtung von ~1-2 an. In gleicher Weise werden nunmehr RI - 2 

und Ps zusammengesetzt: Der Schnittpunkt der beiden Wirkungs-
linien ist E, die Diagonale des Krafteparallelogramms E H liefert die 
gesuchte Resultierende RI - S nach GroBe und Richtung. 

PI' P2' Ps sind Komponenten der 
Pz Kraft RI - S • L Diese Methode versagt, wenn der 

B, -----rD Schnittpunkt der gegebenenKrafte weit 
I F1!Yv '-,' auBerhalb desZeichenblattesfallt; ferner 

.;r~-:}\- - ~J--"" P, fiihrt me zu sehr ungenauen Ergeb-
E ..-"-" nissen, wenn der Schnittwinkel zweier 
f'-~ '. \ ~ Wirkungsgeraden flach und damit der 
\ _H f \,-- Schnittpunkt zeichnerisch nicht schar 
~\- - zu bestimmen ist. In der graphischen 

Statik wird das Verfahren des Seil
ecks und Kraftecks gezeigt, das unter 
allen Umstanden brauchbar ist. 

P3 rst die Resultierende aller auf 
Abb.l. einen Korper einwirkenden Kra£te eine 

Einzelkraft, die durch den Schwer
punkt des Korpers geht, so entsteht eine Translation des 
Korpers in der Richtung der Kraft. Geht die Einzelkraft nicht 
durch den Schwerpunkt des Korpers, so kann sie durch eine im 
Schwerpunkt angreifende Kraft und ein zusatzliches Drehmoment er
setzt werden: es entsteht eine Translation und eine Rotation. 

Zwei einander parallele Kriifte schneiden sich im Uriendlichen, 
die Wirkungslinie der Resultierenden verIauft parallel zu denen der 
beiden Einzelkrafte. Sind die beiden Krafte parallel und gleich ge
richtet, so wirkt die Resultierende in der gleichen Richtung und zwar 
zwischen den beiden Einzelkraften; der GroBe nach ist sie gleich 
ihrer Summe.Sind die beiden Einzelkrafte parallel und entgegen
gesetzt gerichtet, so wirkt die Resultierende in der Richtung der 
groBeren und zwar auBerhalb der beiden Einzelkrafte auf der Seite 
der groBeren; der GroBe nach ist sie gleich der Differenz der beiden 
Einzelkrafte. Allgemein' gesprochen, ist die Resultierende von par
allelen Einzelkraften diesen wiederum parallel und ihrer GroBe nach 
gleich ihrer algebraischen Summe Die Lage der Wirkungslinie er
gibtsich nach dem Grundsatz, daB die Resultierende einer Gruppe 
von Kraften so bestimmt ist, daB diese die gleiche auBere Wirkung 
auf den der Krafteinwirkung unterworfenen Korper ausiibt wiedie 
Einzelkrafte und gleichzeitig das einfachst mogliche mechanische 
System darstellt. Mithin muB die Resultierende in bezug auf 
ein beliebiges, aber gleiches Koordinatensystem die gleichen Kompo
nenten in Richtung der Achsen haben und auf einen beliebigen 
aber gleichen Punkt als Bezugspunkt das gleiche Moment ausiiben 
wie die Einzelkrafte. Wenn also zwei parallele Krafte p] und P9 
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nach Abb. 2 mit den Wirkungslinien a b und c d in gleicher, durch 
die Pfeile angegebener Richtung wirken, so ist R I - 2 = P l +P2' wirkt 

parallel zu a b und cd und im Abstand e1 = pP2' pl von PI zwischen 
. 1 + 2 

PI und P2 [folgt aus der Momentengleichung auf a b, namlich P2 ·l 

Ii Rl-Z=i'z-it Rj 
~----l----- -------r 

------.!l1 - - ------.,.j 
Pz-Jt 

Pz 
Abb.2. Abb.3. 

= (PI + P,J.el ]· Sind PI und P2 parallel aber entgegengesetzt gerichtet 
(Abb. 3), wobei P'J > PI ist, so wirkt die Resultierende RI - 2 = P2 - PI 

in der Richtung von P2 in einer Entfernung el = p'p~~ von PI' 
2 1 

womit el > l, da 

Die Resultierende zweier paralleler, gleich groBer, aber entgegen
gesetzt gerichteter Krafte ist Null. Wir haben dann ein sogenanntes 
Kraftepaar (Abb. 4). Ein Kraftepaar ist ein reines 
Moment, das versucht, dem Korper, der seiner Wirkung ~--1 
unterworfen ist, eine Drehbewegung zu geben. Die P h P 
Rotationsachse steht dabei senkrecht auf der Wirkungs-
ebene des Kraftepaares. Der GroBe nach ist das Moment 
eines Kraftepaares gleich dem Produkt aus einer der 
beiden Krafte X ihrem senkrechten Abstand: M = p. h. Abb.4. 

Ein Kraftepaar kann auf kein einfacheres Kraftesystem 
zuriickgefiihrt werden; aIle Kraftepaare in der gleichen Ebene sind, 
sofern sie ein gleichgerichtetes und gleich groBes Drehmoment haben, 
einander gleichwertig und konnen ohne Anderung des Gleich
gewichtszustandes miteinander vertauscht werden. Diese ·Aqui
valenz gilt jedoch nur beziiglich des Gleichgewichts-, nicht aber 
beziiglich des Spannungs- und des Deformationszustandes i • 

Um rechnerisch die Resultierende einer Gruppe von Kraften in 
der Ebene zu finden, legt man der Betrachtung an beliebiger Stelle 
der Ebene ein (meist rechtwinkliges) Koordinatensystem mit dem Ur
sprung 0 zugrunde und zerlegt jede Kraft in zwei Komponenten H 

1 Anmerkung. Wahrend die Resultierende einer Gruppe von Kraften stets 
die gleiche auBere Wirkung (d. h. die gleiche Bewegung) auf einen Karper er
zeugt wie die entsprechende Gruppe der Einzelkrafte, so kannen die inneren 
Wirkungen (Spannungen und Deformationen) von Resultierender einerseits und 
und Einzelkraften andrerseits voneinander sehr verschieden sein. Ein K6rper 
sei beispielsweise unter der Einwirkung von anEeren Kraften in Rulte, d. h. die 
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und V parallel zu den Koordinatenachsen. Die (algebraische) Summe 
del' Momente aller Komponenten auf einen beliebigen Punkt der 
Ebene, z. B. den Koordinatenursprung 0, sei 

entsprechend die Summe aller Horizontal- und Vertikalkomponenten 

dann ist der Winkel a der Wirkungslinie der Resultierenden gegen 
die Horizontale bestimmt durch 

ihre GroBe duroh 

VR 
tana = HR 

R = YH,.2 +V,.2, 
ihre Lage durch den senkreohten Abstand d der Wirkungslinie von 
dem Momentenbezugspunkt 0 

d YH,.2 + Vr 2 = MR' 

1m allgemeinen wird 

y .J!!------,., 
, I 

II , I 

RI trV 
,I 

b 

EH 

man die letzte Gleiohung entbehren konnen, 
denn in den meisten praktisoh vorkom
menden Fallen geniigt es, von der Resul
tierenden die GroBe und den Schnittpunkt 
mit einer gegebenen Linie l zu kennen. 
Zu diesem Zweoke benutzt man ein recht
winkliges Koordinatensystem mit der einen 
Aohse parallel zu l oder mit l zusammen
fallend und zerlegt R in Komponenten 

Ii'! x(L} ~Hund.2V parallel den Aohsen (Abb. 5). 
a--- Das Moment del' Komponenten in bezug 

Abb.5. 

auf irgendeinen Punkt A auf l sei .2 MA • 

Die Kraftezerlegung von R in .2 V und 
.2 H kann man in jedem Punkt der Wir
kungslinie vornehmen, ohne .2 M zu be

einflussen; so sei die Zerlegung in D vorgenommen. Dann muB 
wieder 

sein, also 

angreifenden Kriifte seien gleich den widerstehenden; dabei kann ie nach der 
Art und GroBe der beiden Lastgruppen (del' angreifenden und der wider
stehenden) das eine Mal der Karper zerstort werden, das andere Mal kann er 
die Kriifte iibertragen, obwohl beide Male nach Voraussetzung die Resultierende 
der iiuBeren Kriifte gleich, niimlich gleich Null, ist. 
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Entsprecbend wiirde 
b = .JJMB 

.JJH 

die Entfernung des DurcbstoBpunktes der Resultierenden durch y von 
einem angenommenen Momentenbezugspunkt B bedeuten. Diese Uber
legung wird praktisch sehr oft vorkommen. 

3. Die Zerlegung einer Kraft in Komponenten in der Ebent'. 
Die Zerlegung einer Kraft in Komponenten ist die Umkebrung 

der Aufgabe, verscbiedene Krafte zu einer Resultierenden zu ver
einigen. 

Die Aufgabe, eine Kraft in Komponenten zu zerlegen, hat unend
lich viele Losungen. Die Bedingungen, die zugleich notwendig und 
binreicbend sind, heiBen 

Wenn eine Kraft in zwei Komponenten zerlegt wird, miissen alle 
drei Krafte in einer Ebene Iiegen, ihre Wirkungslinien miissen sich in 
einem Punkt scbneiden, und die Strecken, die ihre GroBe und Rich
tung angeben, miissen ein geschlossenes Dreieck bilden. In Abb. 1 
z. B. steUt A D GroBe und Ricbtung der Resultierenden, A C und 
CD (nicht etwa C A und DC!) GroBe und Richtung der Kompo
nenten darl. Das Kraftedreieck bat nur mit GroBe und Richtung, 
nichts aber mit der Lage der Wirkungslinien der Krafte zu tun. 

Eine gegebene KraIt kann in belie big viele Komponenten zerlegt 
werden, die ibrerseits wieder, wenn man ein Koordinatensystem 
zugrunde legt, in zwei Gruppen parallel zu den beiden Koordinaten
achoen zerlegt werden konnen. Die Vieldeutigkeit der Aufgabe kann 
durch verschiedene Forderungen eingeschrankt werden, z. B. seien 
gegeben: 

a) die Wirkungslinien der Komponenten in ihren Ricbtungen, 
b) die GroBe der einen und die Ricbtung der Wirkungslinie der 

anderen Komponente, 
c) die GroBe beider Komponenten. 
Der Studierende macbe sich diese drei Fragen ganz klar und gebe 

sich z. B. RechenscbaIt dariiber, ob die AuIgaben unter a), b), c) ein
deutig sind, bzw. wie viele Bestimmungsstiicke jeweils zur Eindeutig
keit fehlen. 

Eine gegebene Kraft kann nicht in zwei Komponenten zerlegt 
werden, deren Wirkungslinien untereinander parallel, jedoch mit der 
Wirkungslinie der gegebenen KraIt einen Winkel einschlieBen. 

1 Anmerkung: Wenn man sagt: AB stellt die Kraft R in GroBe und 
Richtung dar, so heiBt das, daB R in der Richtung von A nach B wirkt. Fiir 
die numerische Behandlung miiBte natilrlich noch der KriiftemaBstab angegeben 
sein in der Form 1 cm = n kg. 
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Eine gegebene Kraft R kann jedoch in zwei Komponenten zer
legt werden, deren Wirkungslinien sowohl untereinander als zur Wir
kungslinie von R parallel sind. Wenn die Wirkungslinien beider 
Komponenten auf der gleichen Seite von R liegen, so haben die 
Komponenten entgegengesetzte Richtung, die groBere von ihnen liegt 

Abb.6. 

naher an R und hat deren Richtung. Liegt R zwi
schen den Wirkungslinien der Komponenten, so sind 
diese beiden mit R gleicbgerichtet; die naher an R 
liegende ist dabei die groBere. Die GroBe der Kom
ponenten wird mit dem Momentensatz bestimmt 
(vgl. S. 5). 

SolI eine gegebene Kraft R in drei oder mebr 
Komponenten zerlegt werden, so sind diese in ihrer 
Lage nicht mehr auf eine Ebene beschrankt. Wir 
betrachten jedoch nur den Fall, daB aHe Krafte in 
einer Ebene wirken. 

Die Bedingungsgleicbungen sind bereits genannt 
worden (S. 7). Die grapbischen Beziehungen wer
den noch genauer spater erortert werden. Hier 
soil nur so viel gesagt werden, daB, wenn man die 
Einzelkrafte in GrOBe und Richtung in beliebiger 

Reibenfolge zu dem sogen. Krafteck aneinander reiht - entsprechend 
wie in Abb.l die beiden Krafte PI und P2 zum Kraftdreieck A CD 
-, die Resultierende der GroBe nach durch die Strecke zwischen 
Anfangs- und Endpunkt des Kraftecks und ihre Richtung durch die 
Umkehrung des Umfahrungssinnes bestimmt ist (Abb. 6). 

R';l ~,:~f 
/ h 

/ 

k/-- C (P,) h 

D 
/ 

" 
/ 

,~// -<> 
\t'b--
/ (' / 

/ 

B 
4 

Abb.7. 

Es sei die Aufgabe gestellt, eine Kraft R I _ 3 in drei Komponenten 
zu zerlegen, deren drei Wirkungslinien gegeben sind (vgl. Abb. 7 
und 7 a). 

ad sei die Wirkungslinie von R, c b, e t und 9 h die Wirkungs
linien der gesuchten Komponenten. Die Strecke A D stelle die GroBe 
von R dar. Zuerst wird R in zwei Komponenten PI und R2 -ll zer
legt, wobei R2 -s die Resultierende von P2 und Pa ist. PI und R2 - S 

miissen sich in k mit RI _ S schneiden. Ferner muB R2 _ S durch den 
Schnittpunkt l von e f und 9 h gehen, da R2 _ S die Resultierende 
von P2 und P s sein soll. Mit den beiden Punkten k und list die 
Wirkungslinie von R',! -3 bestimmt. Somit kann das Kraftedreieck 
aus RI - S ' PI und R2 - S und anscblieBend das Kraftedreieck aus 
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R2 _ a' P2 und Pa gezeichnet werden, womit die gesuchten Kompo
nenten PI' P2 , Pa gefunden sind. Die Losung ist nur moglich, wenn 
sich die Wicklungsliuien von PI' P2 , Pa uicht in einem Punkt 
schneiden. 

Es mogen noch folgende weitere Aufgaben, die die Zerlegung 
einer gegebenen Kraft in drei Komponenten in einer Ebene zum Gegen
stand haben, genannt werden: 

1st die Zerlegung moglich, wenn gegeben sind 
a) Die Wirkungsliuien zweier Komponenten und die GroBe der 

dritten? 
b) Die GroBe jeder der drei Komponenten? 
c) Die Wirkungsliuie einer Komponenten unddie GroBe der beiden 

andern? 
d) Die Wirkungsliuien der drei Komponenten und die GroBe einer 

von ihnen? 
Sind die Losungen der vier Aufgaben a) bis d) eindeutig? Wenn 

nicht, welches weitere Bestimmungsstiick wiirde Eindeutigkeit be
dingen? 

4. Gleichgewicht von Kraften in einer Ebene. 
Die Bedingungen fiir das Gleichgewicht von Kraften folgen aus 

den bisher besprochenen Satzen, da im Gleichgewichtsfall die Resul
tierende gleich Null ist. 

1. 1st eine Gruppe von Kraften im Gleichgewicht, so ist ihre Re
sultierende gleich Null, und jede einzelne Kraft ist mit umgekehrtem 
Richtungssinn Resultierende aller iibrigen. 

2. Wenn eine im Gleichgewicht befindliche Gruppe von Kraften in 
zwei Teilgruppen geteilt wird, so sind die Resultierenden der beiden 
Teilgruppen einander entgegengesetzt gleich und haben die gleiohe 
Wirkungsliuie. 

3. Die Krafte einer Gleichgewichtsgruppe ergeben, in beliebiger 
Reihenfolge von einem beliebigen Anfangspunkt aus unter Beachtung 
von GroBe und Richtnng der Krafte zu einem Krafteok aneinander 
gereiht, einen gesohlossenen Liuienzug. 

4. Die algebraisohe Summe der Momente der Krafte einer Gleich
gewichtsgruppe in bezug auf irgendeinen beliebigen Punkt der Ebene 
ist Null. ' 

5. Einem Kraftepaar kann nur durch ein anderes Kraftepaar von 
gleicher GroBe und entgegengesetztem Drehsinn das Gleiohgewicht 
gehalten werden; Die beiden Kraftepaare konnen dabei in der gleichen 
Ebene oder in zwei parallelen Ebenen wirken. 

6. Die analytischen Gleichgewiohtsbedingungen fiir Krafte in 
einer Ebene, deren Wirkungsliuien duroh einen Punkt gehen, sind 
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Die graphische Gleichgewichtsbedingung iiir diesen Fall iordert 
ein geschlossenes Krafteck. 

7. Die analytischen Gleichgewichtsbedingungen fUr Krafte in einer 
Ebene, deren Wirkungslinien nicht durch einen Punkt geben, sind 

Dieser Fall erfordert graphisch zwei Bedingungen: erstens muB 
das Krafteck geschlossen sein; nimmt man, zweitens, eine Kraft P,. 
aus der Gruppe P1 bis P,. aus und zeichnet fUr die ubrigen die Re
sultierende Riln-l, so mussen Ril n-1 und Pn einander entgegen
gesetzt gleich sein und dieselbe Wirkungslinie baben1 • (Ohne die 
zweite Bedingung, also nur mit .2 H = 0 und .2 V = 0 konnte die 
Resultierende ein KraJtepaar sein, also M:z. 0). 

5. Die Resultierende aus einem Kraftepaar und einer Kraft. 
Zur Losung dieser Auigabe erinnere sicb der Leser, daB ein 

KriiJtepaar in seiner Wirkungsebene oder in einer dazu parallelen 
Ebene beliebig verscbo ben werden kann, daB weiterhin die GroBe 
der Krafte unter gleichzeitiger Veranderung ihres Abstandes beliebig 
angenommen werden kann, derart, daB M GroBe und Drebungssinn 
beibehalt. 

Um also die Resultierende aus einem Kraftepaar M = p. h und 
einer Kraft Q zu finden, verwandle man das gegebene Kraftepaar in 
ein gleichwertiges, dessen Krafte der GroBe nach gleicb Q sind, also 

P·h = Q.h'. 

Dann verschiebe man dieses neue Kraftepaar in der Ebene derart, 

Abb.8. 

daB die gegebene Kraft Q mit der ibr ent
gegengesetzt gerichteten des Kraftepaares eine 
gleiche Wirkungslinie erhalt; diese beiden Krafte 
beben sich dann auf, und es bleibt als Resul
tierende eine Kraft R = Q von gleicher GroBe 
und Richtung wie die gegebene, von dieser je-

doch im Abstand h' = ~ entferut. Oder, in an

deren Worten, eine Einzelkraft Q wird durch 
Hinzuiugen eines Momentes M parallel um den 

Betrag ~ verscboben. Die Verschiebungsrichtung 

hangt von dem Drehsinn des Momentes ab und 
kann ohne Schwierigkeiten bestimmt werden. 

Entsprechend kann eine Einzelkraft Q zerlegt werden in ein Mo
ment M und eine gleicbgerichtete, gleicbgroBe Kraft Q im Abstand 

1 Anmerk. d. Dbers.: DaB Selleck ist in diesem Kapitel, das wie oben 
bemerkt, auf VoUstiindigkeit und sYBtematischen Aufbau keinen Anspruch er
hebt, Bondern nur die Hauptsiitze mehr in Form einer Wiederholung bringen 
will, nicht erortert. Die zweite graphische Gleichgewichtsbedingung wiire sonst 
kiirzer als Forderung des geschlossenen Seilecks zu fassen. 
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h = ~ von del' gegebenen Einzelkraft. Dies ist ohne weiteres, auch 

ohne auf das Vorhergehende Bezug zu nehmen, verstandlich. Es sei 
in Abb.8 Q = R als Einzelkraft gegeben. Es wird offenbar an dem 
Kraftesystem nichts geandert, wenn man in del' Entfernung h' zwei 
entgegengesetzt gleiche Krafte von del' GroBe Q anbringt; diese teile 
man nun in del' Weise auf, daB man die eine mit del' gegebenen Kraft 
Q = R zu einem Kraftepaar zusammenfasst. (Es sei hier darauf hin
gewiesen - vgl. S. 5 --, daB durch eine derartige Operationwohl 
del' Gleichgewichts- bzw. del' Bewegungszustand, nicht abel' die Span
nungen und Formanderungen des del' Kraftwirkung unterworfenen 
Korpers unbeeinfluBt bleiben.) 

Aufgaben. 

a) Bestimme die Resultierende einer senkrecht nach unten wirkenden Kraft P 
und eines linksdrehenden Moments M. 

b) Bestimme die Resultierende einer horizontalen, von rechts nach links 
wirkenden Kraft P und eines rechtsdrehenden Momentes M. 

c) Verschiebe eine senkrechte Kraft P = 100 kg urn 2 m nach rechts. 
Welches zusatzliche Moment ist hierfiir notwendig? 

d) Ein Korper befinde sich unter der Einwirkung eines Kriiftepaares im 
Gleichgewicht. Wird das Gleichgewicht gestort, wenn das Kriiftepaar in eine 
parallele Ebene verschoben wird? 

6. Krafte im Raum. 
Die Gesetze iiber Zusammensetzen, Zerlegen, Gleichgewicht sind 

ahnlich wie die fiir Krafte in del' Ebene. Es werden jedoch im all
gemeinen analytische Methoden bevorzugt. 

Man lege del' Betrachtung ein (meist rechtwinkliges) raumliches 
Koordinatensystem mit dem Ursprungspunkt 0 und den Achsen OX, 
o Y, 0 Z zugrunde. Die Bewegung eines del' Wirkung einer beliebigen 
raumlichen Kraftegruppe unterworfenen Korpers kann offenbar jeweils 
zerlegt werden in drei Translationen in del' X-, del' Y- und del' Z
Richtung und in drei Rotationen mit del' X-, del' Y- und del' Z-Richtung 
als Achsen. Somit muB eine beliebige raumliche Kraftegruppe zerlegt 
werden konnen in drei Krafte in del' X-, del' Yo, del' Z-Richtung und 
in drei Momente M"" My, Mz mit del' X-, del' Yo, del' Z-Richtung als 
Achsen. Nimmt man Cliese Zerlegung zunachst £iiI' jede Einzelkraft 
del' betrachteten Kraftegruppe VOl' und bildet dann die Resultierenden 
(mit dem Index R bezeichnet), so erhalt man die sechs Gleichungen 

X R = .2)X; YR =.2)Y; ZR= .2)Z, 

MRx = .2)Mx; MRy = .2)My ; JYIRz = .2)Mz· 

Da im Gleichgewichtsfall ein Korper wedel' eine Translation noch 
eine Rotation erfahren darf, dies abel' nul' moglich ist, wenn 
in den Translationsrichtungen keine Krafte und in den Rotations-
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riohtungen keine Momente wirken, so folgen aus den obigen sechs 
Gleichungen die sechs Gleiohgewichtsbedingungenim Raum 

XR=O; YR=O; ZR=O, 

MRq;= 0; MRy = 0; MRz = 0. 

Gehen aIle Kra,fte der raumlichen Kraftegruppe durch einen Punkt, 
so erfolgt keine Drehung um irgendeine durch diesen Punkt gelegte 
Achse. Die Resultierende ist in diesem Fall durch drei Gleichungen, 
und zwar 

YR = L;Y; 

bestimmt und geht durch den gemeinsamen Schnittpunkt der Kompo
nenten. 

Beliebige Kraftepaare (in der Ebene und im Raume) konnen zu 
resultierenden Kraftepaaren zusammengesetzt werden. 

Die Resultierende von Kraftepaaren in der Ebene oder in paral
lelen Ebenen ist gleich der algebraischen Summe der Momente. 

Zwei Kraftepaare Ml und M'J in verschiedenen Ebenen, die zu
einander geneigt sind, werden, um das resultierende Moment zu finden, 
zunachst durch Kraftepaare mit gleichem Hebelarm ersetzt, sodann 
wird jedes in seiner Ebene so verschoben, daB ihre Hebelarme in 
der Schnittlinie der Wirkungsebenen aufeinanderfallen. Die Krafte 

h 

I : 
~c I 

/1 I I 

/ I 
I I 

/ I 

Jh --

Abb.9. 

e 

f 

liegen dann paarweise in zwei 
parallelen Ebenen, die senkrecht 
auf den beiden Wirklll1gsebenen 
stehen, und konnen zusammen
gesetzt werden. Die Wirkungs
ebene des resultierenden Mo
mentes ist durch die Wirkungs
linien beider Kraftresultierenden 
bestimmt. 

Nach einer andern Betrach
tungsweise stellen wir die beiden 
Momente nach GroBe und Rich
tung als zwei Lote 0 A und 0 jj 
dar, die in einem beliebigen 
Punkt 0 der Schnittlinie der 
beiden Wirkungsebenen auf den 
Wirkungsebenen errichtet wer
den. Die Lote sind also gleich
zeitig die Drehachsen der Mo
mente. Die Richtung des Lotes 

wird dabei so gewahlt, daB das entsprechende Moment rechtsdrehend 
erscheint, wenn man in die Richtung AO bzw. BO blickt. Behandelt 
man die Lote wie Krafte und zeichnet das Krafteparallelogramm, so 
stellt dessen Diagonale nach GroBe und Richtung das resultierende 
Moment dar; die Ebene des resultierenden Moments steht senkrecht 
auf der Diagonalen. 
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In Abb. 9 sind aefd und abed die Wirkungsebenen der Krafte
paare Pl· ad und P2 • ad, deren resultierendes Moment ist Rl- 2 • ad 
und wirkt in der Ebene aghd. 

Eine raumIiche Gruppe von mehr alszwei Kraftepaaren kann 
durch entsprechend haufige Anwendung des Verfahrens zu einem re
sultierenden Moment zusammengesetzt werden. 

7. Zusammenfassung. 

Nach dem Vorhergehenden ist es klar, daB eine beIiebige Krafte
gruppe in der Ebene entweder zu einer Einzelkraft oder zu einem 
Moment zusammengefaBt werden kann. Der Rechnungsweg ist dabei 
kurz folgender: Man lege der Rechnung ein Koordinatensystem zu
grunde und bestimme fiir jede Einzelkraft aus der Kraftegruppe die 
Komponenten in der X- und der Y-Richtung. Es wird dann 

X R =.2X und YR = .2Y. 

Ferner stelle man die Summe der Momente samtlicher Komponenten 
in bezug auf einen beliebigen Punkt der Ebene, z. B. den Koordi
natenanfangspunkt, auf. Die GroBe der Resultierenden findet man 
dann aus 

;-2--2 
R = 1 XR+YR , 

die Neigung gegen die X-Achse aus 

YR tan IX = -
XR' 

den Abstand von dem als Momentenbezugspunkt gewahlten Koordi
natenanfangspunkt auf der X-Achse zu 

auf der Y-Achse zu 

M 
x = YR' 

M 
Y = XR· 

Die Resultierende geht durch diese beiden Punkte, wobei wieder 

JL =tanlX=!~ 
x XR 

ist. 
1st bei einer gegebenen Kraftegruppe X R = ° und YR = 0, 

.111{ aber ~ 0, so ist die Resultierende ein Kraftepaar mit dem Mo
'ment M. 

In ahnlicher Weise konnen die Krafte einer raumIichen Krafte
gruppe vereinigt werden. Wir beziehen hierbei den Raum auf ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Ursprung 0 und den 
Achsen 0 X, 0 Y, 0 Z . Betreffs der Vorzeichen sei folgendes fest
gesetzt: Das Koordinatensystem sei rechtsgangig, d. h. beim Ein-
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schrauben einer rechtsgangigen Schraube in der Z-Richtung schwenkt 
man von der + X- zur + Y-Achse, dabei weist die Schraubenspitze 

z 

y 

in die Richtung der + Z-Achse. Krafte 
parallel den Achsen sind positiv, wenn 
sie die Richtung von 0 nach + X, + Y 
oder + Z haben. Momente mit den Ko
ordinatenachsen als Drehachsen sind po
sitiv, wenn sie dem Beschauer, der langs 
der betreffenden positiven Achse nach 0 
zu schaut, rechtsdrehend erscheinen. Die 
XY-Ebene sei so gewaWt, daB alle Einzel
krafte der betrachteten Kraftegruppe in 

O"'-------"------:x ihr einen DurchstoBpunkt haben. In 
Abb.l0. ihrem DurchstoBpunkt x, Y (Abb. 10) mit 

der XY-Ebene werde jede Einzelkraft in 
drei Komponenten X, Y, Z parallel den Koordinatenachsen zerlegt. 
Es sind dann 

X R = .2)X, 

YR = .2)Y, 

ZR = .2)Z 

die Resultierenden parallel den drei Koordinatenachsen. Die Momente 
in bezug auf die drei Achsen sind durch die Gleichungen dargestellt 

M" = - .2)Z.y, 

My = .2)Z.x, 

Mz = .2)(X.y - Y.x). 

Die Resultierende der raumlicheri Kraftegruppe besteht daher aus 
1. Einer Einzelkraft 

R = Y X~ + Y~ + Z~, 
deren Richtung und Sinn durch die Diagonale des Parallelepipeds 
mit den Seitenlangen X R, YR , ZR dargestellt ist. Der DurchstoBpunkt 
xo' Yo von R durch die XY -Ebene ist durch die Gleichungen bestimmt 

My 
Xo = ZR' 

Mx 
Yo = - zi' 

Hiermit ist die Einzelkraft R eindeutig bestimmt. 
2. Einem Kraftepaar in der XY-Ebene von der GroBe 

Ml = Mz - XR"Yo + YR"Xo' 

Fallt der Punkt xo' Yo so, daB 

.2)(X.y - Y.x) = XR'Yo - YR,xo 

wird, dann besteht die Resultierende der Kraftegruppe nur aus einer 
Einzelkraft. 
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Wird R = -V xA + YA + zA = 0, wahrend M", oder My' ,oder M", 
und M von Null verschieden sind, so ist die Resultierende Ger Kriifte
gruppeY das Moment Ml und ein zweites Moment Mg in einer zu XY 
senkrechten Ebene. Fiir M", = 0, My § ° liegt die Wirkungsebene 
von Mg parallel zu X Z; fiir 

M",::;e:O, My=O 

liegt die Wirkungsebene von M'J = M", parallel zu Y Z; ffir 

M", ::;e:O, My::;e: 0 

bildet die Wirkungsebene von M'J mit 0 X einen Winkel a, der durch 
M", 

tan a = --
My 

bestimmt ist. 
Die Momente Ml und Mg konnen zu einem resultierenden Moment 

zusammengefaBt werden, dessen Wirkungsebene zu XY geneigt verlauft. 
Wir konnen also folgende drei Grundfatle unterscheiden: 
Die Resultierende einer raumlichen Kraftegruppe kann sein 
1. Eine Einzelkraft und ein Moment; die Wirkungslinie der Einzel-

kraft verlauft zu der Momentenebene geneigt (allgemeinster Fall). 
2. Eine Einzelkraft. 
3. Ein Moment. 
Der Fall 1. kann auch in anderer Form dargestellt werden. Man 

zerlege die Einzelkraft R - das Koordinatensystem sei wieder so 
angenommen, daB die XY-Ebene von der Wirkungslinie von R durch-
stoBen wird - in ihre Komponenten ZB und V Xlz + Ylz derart, daB 
der DurchstoBpunkt xo' Yo von ZB durch XY den Gleichungen 

2Z·x· 2Z,y 
Xo = ----zR; Yo = ----zR 

geniigt, und daB das Moment von -V Xlz + Ylz in bezug auf 0 Z durch 
Mz = .2(X.y - Y.x) bestimmt ist. Oder man zerlege M in zwei 
Komponent-Momente, von denen das eine M' in einer Ebene senk
recht zu R, das andere M" in einer Ebene durch R liegt. Vereinigt 
man R mit Mt zu einer resultierenden Einzelkraft, so haben wir 
wieder als Resultierende der Kraftegruppe eine Einzelkraft und ein 
Moment, diesmal jedoch in einer Ebene senkrecht zu R. 

Es sei noch eine letzte Fassung dieser Zusammenhange gebracht 
wie folgt: Der Raum sei wieder auf ein Koordinatensystem mit dem 
Ursprung 0 und den Achsen OX, OY, OZ bezogen. Jede Einzelkraft 
der Kraftpgruppe sei in drei Komponenten X, Y, Z parallel zu 0 X, 
OY, OZ zerlegt; diese Komponenten seien in drei Kriiften parallel 
zu OX, OY, OZ vereinigt: 

XB = .2X ; YB = .2Y; ZB = .2Z. 

Die Resultierende der Kraftegruppe besteht dann aus einer Einzelkraft 

R = -V Xl + Yl + Zlz 



16 Die wesentlichen Satze der Mechanik starrer Korper. 

duroh 0, naoh GroBe, Riohtung und Sinn als Diagonale aines Paral
lelepipeds mit den Kantenlangen X R , YR , ZR bestimmt,' sowie 
drei Kraftepaaren 

M", = ____ .2) Z.y (in der Y Z-Ebene), 

My =.2) Z·x (in der XZ-Ebene), 

Ms =.2)(X.y-Y.x) (in der XY-Ebene). 

Es brauoht zum Schlu.B dieses Abschnittes wohl kaum darauf hin
gewiesen zu werden, daB die Wahl des Koordinatensystems ganz be
liebig ist 1. 

8. Uber analytische Methoden fUr die Vereinigung von Kra,ften. 

Unter Benutzung der oben behandelten S11tze moge an einem Bei
spiel die Zerlegung einer Einzelkraft auf· reohnerisohem Wege gezeigt 

~- -- - - --
: ...... --4' v I __ . ___ jj __ ::-:' e 

werden (vgl. Abb.11). 
Die Einzelkraft R 

wirke in der Riohtung 
a e und sei der GroBe 
naoh bekannt. Sie soIl 
in Komponenten mit 
den Wirkungslinien a c 
und ad zerlegt werden. 
Dies ist auf zeioh
nerischem Wege rnittels 
des Kr11fteparallelo
gramms bei a geschehen. 
Gewohnlich sind die 
Strecken ac, ad, ab, 
be, b d, c e, e.d unserer 

Abb.l1. Abb. 11 am Bauwerk 
gegeben. Durch An

wendung des Momentensatzes, daB die Summe der Momente der Kom
ponenten gleieh dem Moment der Resultierenden in bezug auf den 
gleiohen Drehpunkt sind, ergibt sich 

H =H.~ 
2 cd' 

ed 
H] =H·=, 

cd 

1 Foppl (Vorlesungen iiber technische Mechanik, Ed. II) zeigt ineiner ein
£achen Dberlegung, daB sich eine beliebige Anzah! windschiefer Krafte stets in 
zwei windschiefe Krafte zusammenfassen laBt; diese beiden Krafte nennt er ein 
"Kraftkreuz". Die oben mitgeteilten Zusammenhange lassen sich aus dem 
"Kraftkreuz" leioht entwickeln. (Anm. d. Dbers.) 
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cb 
Vi =H1 ·=, 

ab 

db 
VlI=HlI ·=· 

ab 
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Damit sind die Komponenten von Pi und P'J in zwei zueinander 
senkrechten Wirkungslinien gegeben, und die Aufgabe ist gelost. 

Die analytisehen Methoden haben meistens den Vorzug groBerer 
Genauigkeit und leiahterer Ausfiihrbarkeit. 

9. Das d'AIembertsche Prinzip. 
Das d' Alembertsahe Prinzip gestattet, die Untersuahung der an 

irgendeinem in Bewegung befindliahen, materiellen System wirkenden 
Krafte so durahzufiihren, als ob das System in Rube ware. 

Wenn sioh jedes Teilahen des betraahteten Systems mit k on st an t er 
Gesahwindigkei tin einer geraden Linie bewegt, so befindet siah das 
System im Gleiahgewiaht. Aber wenn sioh ein Teilahen, dessen Ge
wiaht dw sai, zu irgendeiner Zeit mit der Besahleunigung b in einer 
bekannten Richtung fortbewegt, dann wirkt auf es eine Kraft in 
dieser Riahtung von der GroBe 

dw 
dP=-·b, 

g 

wobei g die Erdbesahleunigung ist (Kraft = Masse x Besahleunigung). 
Wenn man nun, auBer den andem auf das Teilahen wirkenden Kraften, 
auf das Teilahen eine Kraft dP' wirken laBt, die entgegengesetzt 
gleiah d P, also 

dP' = _ dP= _ dw·b 
g 

ist, so kann das Teilahen als im Gleiahgewicht befindliah betraahtet 
und untersuaht werden. Es kann also irgendein materielles System, 
das durah auBere Krafte eine Bewegung erfahrt, der statisahen Unter
suahung dadurGh zugangliah gemaaht werden, daB man auf jedes 
Teilahen von dem Gewiaht dw und der Besahleunigung b eine zusatz
liahe Kraft 

dP'= _ dw·b 
g 

wirken laBt, wobei das negative Vorzeiahen besagt, daB die Riahtung 
der Kraft d P' der der Besahleuuigung entgegengesetzt ist. 

10. Spannungen. 
Spannungen sind Krafte, die auf eine Flaahe, meist auf die Flachen

einheit bezogen sind. Wenn der Studierende also mit Spannungen zu 
tun hat, so muB er eine deutliahe Vorstellung haben jeweils von der 
GroBe und der Richtung der Kraft sowohl wie von der Flaahe, auf 
die die Kraft wirkt. Die beiden Elemente Kraft und Flaahe sind 
wesentliah fiir die riahtige Vorstellung. Wenn niaht ausdriiakliah anders 
bemerkt, ist die Flaahe eben. 

Swain·Mehmel, Festigkeitsiehre. 2 
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Die resultierende innere Kraft oder die resultierende Spannung 
kann in zwei Komponenten zerlegt werden, eine normal oder senkreoht 
zur Flaohe (Zug- oder DruOkspannung) und eine in oder tangential zu der 
Flaohe (Sohubspannung); letztere wird im allgemeinen nooh einmal in zwei 
zu den Aohseneines reohtwinkligen Koordinatensystems parallele Kom
ponenten geteilt. Es ist danaoh klar, daB es zwei und nur zwei Arten von 
Spannungen geben kann, namlioh Normal- und Tangentialspannungen. 
Die N ormalspannungen konnen hierbei von der FJaohe weg wirken mit 
dem Bestreben, die Einzelteilohen auseinanderzuziehen - Zugspannun
gen -, oder sie konnen auf die Flaohe zu wirken - Druokspannungen. 
Bei den Sohubspannungen dagegen ist die Richtung von keiner Wesens
bedeutung. Man denke an ein Buoh, das man auf einem Tisoh nach 
versohiedenen Riohtungen hin- und hersohiebt! Der Materialwider
stand gegen Sohub kann dagegen in versohiedenen Riohtungen sehr 
wohl versohieden sein. Teilt man, wie oben gesohehen, die Normal
spannungen in Zug- und Druokspannungen ein, so kann man sagen, 
daB es drei und nur drei Arten von Spannungen gibt: Druok-, Zug
und Sohubspannungen (Soherspannungen). Wenn sioh eine Kraft P 
gleiohmaBig auf eine FHiohe F verteilt, so geht die Resultierende der 
Spannungen duroh den Sohwerpunkt der Flaohe F, wobei die Span
nungen den Wert 

haben. Verteilt sioh die Kraft nioht gleiohmaBig tiber die FIache, so 
muB zur Ermittlung der Spannungen an jedem Punkt der Quotient 
aus Kraft und Flaohe jeweils ftir unendlioh kleine zugehOrige Kraft
und FlaohengroBen 

bestimmt werden. 
Die Verteilung 

im allgemeinen in 

A 

Abb.12. 

dP 
0= dF 

einer Kraft P tiber eine ebene Flaohe F wird 
der Weise dargestellt, daB senkreoht zu jedem 

Punkt von F die zugehorigen Spannungen 
in irgendeinem MaBstab 10m = nkg/om2 auf
getragen werden (Abb. 12). Die Verbindungs
Hache der Endpunkte dieser Lote ist entweder 
eine ebene (Fl und F2 ) oder eine krumme 
Flaohe (Fa)' 1m ersteren FaIle (Fl und F2 ) ist 
die Spannungsverteilung linear, im speziellen 
Fall Fl ist sie gleiohmaBig. 1m Fall Fa folgt 
die Spannungsverteilung einem komplizierteren 
Gesetz, das duroh die die Flache Fa aus
drtickende Funktion ausgesproohen werden 

konnte. (Es wird im allgemeinen bei der hier besproohenen Darstellungs
weise der Spannungsverteilung tiber eine Flache stillsohweigend angenom
men, daB onur eineFunktion von x und nioht von yist, wobei XY einreoht-
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winkliges Koordinatensystem in der Ebene der betraohteten Flaohe F 
ist, deren Y-Aohse normal auf der Bildebene steht.) 

Der zwisohen den Ebenen Fund Fl (bzw. Fund F'J bzw. Fund F 3 ) 

eingesohlossene Rauminbalt ist gleioh· der auf F wirkenden Kraft P; 
die Resultierende der Spannungen geht duroh den Sohwerpunkt dieses 
Raumes. 

Die auf eine nioht ebene Flaohe wirkende Kraft verteilt sioh in 
der Weise iiber die Flaohe, daB die in jedem Flaohenele:rp.ent wir
kende Kraft dP in eine Normalkomponente dN und eine Tangential
komponente d T zerlegt und hierauf die zugehorigen Spannungen 

bestimmt werden. 

dN 
a= dF' 

dT 
7: = dF 

Die in dies em Absohnitt angesohnittenen Fragen werde~ in spateren 
Kapiteln dieses Buohes nooh eingehend behandelt werden. 

11. Reibung. 
Ein Korper A liege auf einer Ebene F; er moge im Gleiohgewioht 

sein und dabei auf F eine 
Kraft P ausiiben wobei P 
mit der N ormalen auf F den 
Winkel a einsohlieBe und in 
eine Horizontalkomponente T 
und eine N ormalkomponenteN 
zerlegt werde. T versuoht, 
dem Korper eine auf F glei
tende Bewegung zu geben. 
Der Kraft T wird duroh die 
Reibung das Gleiohgewioht 
gehalten. Bei gleiohbleiben

"-
"-

', 

Abb.13. 

dem N wachse T, es waohst dann der Winkel a nach der Tangens
funktion 

T 
tan a= N. 

Hat ~ und damit a emen gewissen Wert aR erreioht, so fangt der 

Korper an zu gleiten. Dieser Winkel aR = cp wird der Reibungswinkel 
und seine trigonometrische Tangente tan cp der Reibungskoeffizient 
genannt (Abb. 13). Zur Bestimmung von cp kann foIgende einfache 
Versuchsanordnung dit'lnen (Abb. 14): Ein Korper von bekanntem Ge
wicht P befinde sich auf einer Ebene F, deren Neigung gegen die 
Horizontale beliebig verandert werden kann. Dann sind die bei einer 
bestimmten N eigung a wirkenden Krafte N und T bestimmt zu 

T=P·sina, 
N = P·oosa. 

2* 
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F wird so lange gegen die Horizontale gedreht., bis der K6rper eben 
zu gleiten anfangt. Der zugeh6rige Winkel fP ist dann der Reibungs-

winkel, tan fP = ~ der Reibungskoeffizient. Bei dieser Versuchsanord

uung wird fP direkt, tan fP indirekt bestimmt. 
Eine andere Versuchsanordnung, die aus Abb. 15 klar hervorgeht, 

fiihrt zu direkter Bestimmung von tan fP und indirekter Bestimmung 

Abb.14. 

von fP. DasGewicht T wird 
so lange vergroBert, bis ge
rade Gleiten eintritt. Der 
Reibungskoeffizient ist dann 
wieder gegeben durch 

T 
tantp = N' 

Der Reibungskoeffizient 
ist abhangig von den beiden 

Materialien, ihrer Rauhigkeit, der Schmierung, dem Druck, der 
Temperatur, der Bewegungsgeschwindigkeit. In der Annaherung, die 
ftir die Zwecke des Ingenieurs im allgemeinen gentigt, kann fUr trockene 
Beriihrungsflachen und geringe Drticke und Geschwindigkeiten das 
Reibungsgesetz zwischen festen K6rpern ungefahr folgendermaBen aus
gesprochen werden: 

1. Der Reibungskoeffizient hangt von der Rauhigkeit der beiden 
Oberflachen sowie von der Art der beiden Materialien abo Die Rauhig
keit allein ist nicht maBgebend. Korper aus verschiedenen Stoffen, 

AA X 

Abb.15. 

jedoch mit gleicher Rauhigkeit, haben 
verschiedene Reibungskoeffizienten. Die 
Harte und die Struktur der Korper 
schein en von groBem EinfluB zu sein. 

2. Der Reibungskoeffizient ist, 
innerhalb gewisser Grenzen, unab

han gig von der spezifischen Pressung. Es wird also Z. B. bei einer 
Versuchsanordnung nach Abb.15 die gleiche Kraft T notwendig sein, 
urn. einen Backstein von dem Gewicht N ins Gleiten zu bringen, 
gleichgiiltig, ob der Stein auf der Breit- oder der Schmalseite liegt. 

Das Gesetz ist ffir sehr kleine und sehr hohe Drticke nicht mehr 
giiltig. 1m ersteren Fall wird die Adhasion einen groBen Teil des 
Gleitwiderstandes ausmachen und die Reibung groBer erscheinen 1itssen, 
im letzteren Fall kann sich die Oberflache irgendwie mechanisch ver
andern und damit den Reibungskoeffizienten beeinflussen. 

3. Der Reibungskoeffizient der Bewegung wird im allgemeinen als 
unabhangig von der Geschwindigkeit der Bewegung angenommen. 
Dies ist auch nicht streng richtig, namentlich nicht ffir sehr kleine 
und sehr groBe Geschwindigkeiten. 

In Wirklichkeit ist der Reibungskoeffizient am gr6Bten, wenn die 
Gleitbewegung gerade anfangt. Bei Eintritt der Bewegung sinkt er 
dann p16tzlich; mit zunehmender Geschwindigkeit nimmt er weiterhin 
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ab, jedoch in geringerem MaE als die Geschwindigkeit der Gleit.. 
bewegung zunimmt. Nachstehend seien hierfiir einige Versuchsergeb
nisse iiber die Reibung zwischen Eisenbahnwagerrdidern und guB
eisernen Bremsschuhen mitgeteilt: 

Zuggeschwindigkeit in km/Std. 27,4; 33,9; 43,5; 50,0; 59,7; 82,2 
Reibungskoeffizient 0,16; 0,15; 0,13; 0,11; 0,10; 0,08 

Es soIl hier kurz darauf hingewiesen werden, daB die Gesetze 
iiber die Reibung zwischen einer Fliissigkeit und einem festen Karper 
ganz andere sind. 

Bei der Reibung zwischen zwei festen Karpern ist - mit den 
oben erwahnten Vorbehalten - die Reibungskraft (nicht etwa der 
Reibungskoeffizient) 

direkt proportional der Normalkraft, 
unabhangig von der GraBe der Beriihrungsflache, 
unabhangig von der Geschwindigkeit, 

wahrend bei der Reibung zwischen einem fliissigen und einem festen 
Karper die Reibungskraft 

unabhangig von der N ormalkraft, 
direkt proportional der Beriihrungsflaohe, 
abhangig von der Gesohwindigkeit ist. 
Der Reibungskoeffizient £ur zwei feste Karper, die ~ beispiels

weise als Konstruktionsteile einer Masohine - dauernd aufeinander
gleiten, wird mit der Zeit abnehmen, da die Rauhigkeiten der Ober
flachen abgeschliffen 'werden. 

Werden die Reibungsflachen zweier fester Karper geschmiert, so 
treten ganz neue GesetzmaBigkeiten auf, die sich denen fUr die Rei
bung z·wischen einer Fiissigkeit und einem festen Karper nahern. So 
kann die Reibungskraft unabhangig von dem Druck, fUr n:iedere Driicke 
linear abhangig von der Geschwindigkeit werden. Von auBerordent
lichem EinfluB kann die Temperatur sein, indem sie die Viskositat 
des Schmiermittels beeinflnBt. Die Rauhigkeit der Oberflaohen der 
beiden festen Karper wird nur noch eine geringe Bedeutung haben. 
Hier kann der Reibungskoeffizient auch mit der Zeit graBer werden. 

/ 

Abb.16. Abb.17. 

Immer ist die Reibung der Ruhe graBer als die der Bewegung. 
Aus obigem folgt: Befindet sich ein Karper nach Abb. 16 in Ruhe, 

so mnE die Resultierende - von der angenommen sei, daB sie durch 
den Schwerpunkt der Beriihrungsflache geht - aller von dem Karper 
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auf die Beriihrungsebene einwirkendim Krafte innerhalb eines Rei 
bungskegels liegen, dessen Winkel an der Spitze 2 cp betragt. 

Wird die Reibung zwisohen Korper und Beriihrungsflliohe gleioh 
Null, so muB die Resultierende senkreoht zur Beriihrungsfiaohe stehen. 

1st ein Korper naoh Abb. 17 auf einer Rolle gelagert, so wird fiir 
praktisohe Zweoke die (rollende) Reibung gleioh Null gesetzt. Das 
heiBt also, daB die Rolle nur senkreohte Kriifte von dem Korper auf 
die Unterstiitzungsfiaohe iibertragen kann. Dies gilt natiirlioh sowohl 
fUr den Fall der Ruhe wie fUr den der Bewegung. 

Diese wenigen Grundsatze iiber die Reibung sollte sioh der Stu
dierende gewissenhaft zu eigen maohen. 

12. Zahlenwerte des Reibungskoeffizienten der Ruhe fUr 
feste Korper (ohne Schmierung). 

Der Bauingemeur wird sioh - abgesehen von wenigen Gebieten, 
z. B. bei bewegliohen Briioken - kaum mit der Reibung der Be
wegung oder der Reibung zwischen geschmierten Oberfiachen zu be
fassen haben. Ibn interessiert in erster J ... inie die Reibung der Ruhe 
zwischen festen Korpern mit trockenen Oberfiachen. 

Die Reibung der Ruhe wird hauptsachlich mit Versuchen nach 
den beiden Methoden gemessen, die aus den Abb. 14 und 15 hervor
gehen (vgI. auch den hierzu gehorigen Text auf S. 19 und 20). In 
der folgenden Tafel sind eillige Zahlenwerte fiir Koeffizienten der 
ruhenden Reibung angegeben: 

Metall auf Metal! 
Metall auf flolz . 
Metal! auf Stein . 
flolz auf flolz 
flolz auf Stein . 
Stein auf Stein . . . 
Backstein auf Backstein 
Backstein auf Stein . . 
Beton auf Beton. . . . 
Mauerwerk auf Kies . . . . . 
Mauerwerk auf trockenem Lehm 
Mauerwerk auf Sand. . . . . . 
Kies auf feuchtem Lehm. . . . 
Erde auf Erde. . . . . . . . . 

0,15 -;- 0,25 
0,20 -;- 0,60 
0,30 -;- 0,70 
0,20 -;- 0,50 
0,40 -;- 0,60 
0,60 -;- 0,75 
0,50 -;- 0,75 
0,60 -;- 0,75 

ungefiihr 0,65 
" 0,60 
" 0,50 
" 0,40 
" 0,33 

0,25 -;- 0,10 

Es ist zu beachten, daB die vorliegenden Zahlenwerte innerhalb 
weiter Grenzen angegeben sind. Das hangt u. a. damit zusammen, 
daB unter sonst gleichen VerhaItnissen die Gestaltung der Oberfiache 
einen sehr stark en EinfiuB auf die GroBe des Reibungskoeffizienten 
ausiibt. 

13. Rollende Reibung (Abb. 18). 

Der Koeffizient der rollenden Reibung ist wieder definiert als 
H 

tancp = N' 

wobei H die Horizontalkraft bedeutet, die den Korper gerade ins 
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Rollen hringt, wenn auf ihn senkrecht zur Unterstiitzungsfiiiche die 
Kraft N wirkt. 

Wenn das Rad - das den rollenden Korper darstellen soll -
die Unterstiitzungsfiiiche nur in einem Punkt bzw. einer Linie - je 
nachdem, ob man dem Rad nur die zwei 
Dimensionen in der Bildebene oder ihm 
auch eine Dimension normal zur Bildebene 
gibt - beriihrt, so ist q; = 0, da die ge
ringste Horizontalkraft eine Drehung hervor
rufen muB. In Wirklichkeit findet die Be
riihrung in einer Linie bzw. Fliiche b c 
statt. Dementsprechend findet eine Drehung 
erst statt, wenn die Resultierende aus N 
und H aus dem Bereich b c herausfiillt. Der 
Grenzwerl von H, der eben Drehung her
vorruft, bestimmt sich unter Vernach
liissigung kleiner GroBen zweiter Ordnung aus 

zu 

H·r=N.ab, 

H=N. ab • 
r 

Der Reibungskoeffizient wird zu 

H ab 
tanq;=:N=r 

H 

.Abb.18. 

gefunden. Er ist immer sehr klein und kann fUr metallische Korper 
zu Null angenommen werden. 

14. Zylinder- und Kugelgelenke. 
Wenn ein Korper auf einem reibungslosen Zylindergelenk aufliegt, 

derarl, daB er sich ohne Widerstand um den Zylinder drehen kann, 
dann muB fiir den Fall des Gleichgewichts 
die Resultierende aller Kriifte, mit denen der 
Korper auf den Zylinder einwirkt, durch die 
Achse des Zyliuders hindurchgehen. Besteht 
zwischen Zylinder und Korper eine Reibung mit 
dem Koeffizienten tan q;, so muJ3, wenn Gleich
gewicht erhalten werden solI, die von dem Kor
per auf den Zylinder ausgeiibte Kraft P durch 
einen mit dem Radius r· sin q; urn die Zylinder
achse a geschlagenen Kreis hindurchgehen. Die 
Grenzlage fiir P ist die Tangente an diesen 
Reibungskreis (in Abb. 19 gestrichelt ein

p 

.Abb.19. 

gezeichnet). Fiir die Zwecke des Bauingenieurs geniigt es im all
gemeinen, Reibungslosigkeit anzunehmen. 

Ganz analog sind die Verhaltnisse bei einem Kugelgelenk. Bei 
Reibungslosigkeit muJ3 fiir den Gleichgewichtszustand die von dem 
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Korper auf das Gelenk ausgeiibte Kraft P durch den Kugelmittel
punkt, bei Annahme einer Reibung mit dem Koeffizienten cp muB P 
durch eine konzentrische Kugel (Reibungskugel) mit dem Radius 
r· sin cp geben, wobei die Grenzlage wieder durch die Tangente an 
die Reibungskugel bestimmt ist. Aber ebenso wie bei den Zylinder
gelenken wird bei den Kugelgelenken im allgemeinen Reibungslosig
kelt angenommen. 

Die Zylinder- und Kugelgelenke werden im Bauwesen mit dem 
Zweck verwendet, einer Kraft - z. B. einer Stabkraft oder einer 
Widerlagerkraft - fiir den Gleicbgewicbtsfall den Weg durcb einen 
bestimmten Punkt vorzuscbreiben. 

15. Kinetik: Dynamiscbe Grundgleichung, Energie, Arbeit. 
Dieses Gebiet der Mecbanik liegt dem Bauingenieur meist ferner. 

Trotzdem sollte er die Grundgesetze kennen. An dieser Stelle kann 
das Gebiet nur andeutungsweise gestreift werden. 

Eine auf einen Korper wirkende Kraft ruft, wenn ibr nicbt durch 
eine andere gleiche, aber entgegengesetzt gericbtete Kraft das Gleicb
gewicbt gebalten wird, eine gleiebmaBig beschleunigte Bewegung des 
Korpers in Riehtung der Kraft bervor. Die Besebleunigung ist 
bierbei 

p 
b= -~ 

m' 

wobei P die wirkende Kraft, m die Masse des Korpers ist. Es sei 
bier nocbmals auf den Unterschied zwiscben Gewicht und Masse bin
gewiesen. Das Gewiebt eines Korpers ist die Kraft, mit der die Masse 
des Korpers von der Erde angezogen wird, ist also naeh obigem dureh 
die Gleicbung definiert 

G=m·g 

(G = Gewieht, g = Erdbesehleunigung). Das Gewiebt ist abhangig 
von der Erdbescbleunigung g, also abbangig von dem Ort, an dem 
sieh der Korper befiudet. Die Masse mist dagegen eine Konstante. 

Auf einen Korper von der Masse m wirke eine Kraft P. AuBer
dem habe der Korper, bevor P wirkte, in Riebtung von Peine Ge
sebwindigkeit v1 . Naob einer Zeit t babe der Korper infolge der Ein
wirkung von P - und zwar unter der Einwirkung nur von P -
die Geschwindigkeit v2 in Riehtung von P. Dann besteht die Be
ziebung 

p. t = m (V2 - v1) • 

Dies ist die sogenannte dynamisobe Grundgleiohung. 
Das Produkt aus Kraft und dem Weg, den der Korper in der 

Ricbtung der Kraft zuriiekgelegt hat, stellt die Arbeit der Kraft dar 

~=P·8 

(~= Arbeit, P = Kraft, 8 = Weg in Riohtung der Kraft). 
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Diese Arbeit ist nioht verloren gegangen, sondern ist umgewan
delt worden, z. B. in Bewegungsenergie (kinetisohe Energie). Da die 

m·v2 
kinetisohe Energie durch den Ausdruok -2- dargestellt ist, besteht 

die Beziehung 

p·s = i(v./ -V12 ). 

Wird der Kraft P duroh eine gleiohe, aber entgegengesetzt ge
riohtete Kraft das Gleichgewicht gehalten, so findet keine Bewegung 
des Korpers statt, sondern P ruft innere Krafte (Spannungen) zwisohen 
den einzelnen Korperteilchen und damit Formanderungen hervor. Es 
wird also auoh in diesem Fall Arbeit geleistet, weil sioh die An
griffspunkte der auBeren Krafte verschieben; die Arbeit der auBeren 
Krafte ist gleich der Arbeit der innern Krafte, die diese bei der 
Versohiebung del' Korperteilohen leisten. Man sprioht hier auch viel
f8Ch von auBerer und innerer Arbeit. 1st del' Korper elastisoh, so 
nimmt er, wenn die Wirkung der Krafte aufhort, seine ursprungliche 
Gestalt wieder an. Bei der Entlastung wird dann die gleiche innere 
und auBere Arbeit mit entgegengesetztem Vorzeiohen geJeistet wie bei 
der Belastung. Das Gesetz von del' Erhaltung der Energie besagt, 
daB keine Energie verloren geht, sondern daB sie nur in eine andere 
Form umgewandelt werden kann: zum Beispiel Bewegungsenergie in 
Warme oder in Energie der Lage (potentielle Energie). Der Vorgang 
kann dabei umkehrbar oder nioht umkehrbar sein. Ein vom Boden 
aufgehobener Korper hat Energie der Lage (potentielle Energie) ent
spreohend del' Arbeit, die notig war, ihn in seine Lage zu. heben. 
Er kann seine Energie jederzeit in Form von Bewegungsenergie 
von gleioher GroBe abgeben, wenn er wieder herabfallt. Die Defor
mationsarbeit irgendwelcher auBerer Krafte auf einen Korper ist, so
weit die Formanderungen elastischer N atur sind, in potentielle Energie 
(Spannungsenergie), soweit sie unelastischer oder plastisoher N atur 
sind, in Warme umgewandelt worden. Del' erstere Vorgang ist um
kehrbar, der zweite ist nioht umkehrbar. 

Diese Betraohtungen haben, obwohl sie etwas abwegig zu sein 
scheinen, fur den Bauingenieur groBe Bedeutung, wie sich nooh her~ 
ausstellen wird. 

Aufgaben. 
1. Eine gegebene Kraft ist in zwei Komponenten zu zerlegen. Es ist fiir 

die Bedingungen unter b) bis g) zu entscheiden, ob und ob eine oder mehrere 
L6sungen m6glich sind und wieviel, welches gegebenenfalls die Griinde fiir Mem
deutigkeit der Aufgaben sind. 

a) Welchen Bedingungen miissen die Komponenten geniigen? 
b) Beide Wirkungslinien sind gegeben. 
c) Gegeben ist die Wirkungslinie der einen Komponente und eine Gerade 

parallel zu der Wirkungslinie der andern Komponente. 
d) Zu den Daten unter 0) ist noch der Sinn einer der beiden Komponenten 

gegeben. 
e) Gegeben ist die Wirkungslinie der einen Komponente und ein Punkt 

auf der Wirkungslinie der andern. 
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f) Gegeben ist die WirkungsIinie der einen und die GroBe der andem Kom-
ponente. 

g) Gegeben sind beide Komponenten der GroBe nacho 
2. Eine gegebene Kraft ist in drei Komponenten zu zerlegen. 
a) Miissen aile drei Komponenten in einer Ebene liegen? 
Unter der Annahme, daB aile drei Komponenten in einer Ebene liegen, 

seien gegeben . 
b) die drei Wirkungslinien der Komponenten, 
c) die Wirkungslinien zweier Komponenten und ein Punkt auf der Wir

kungslinie der dritten, 
d) die Wirkungslinien zweier Komponenten und eine Gerade parallel zur 

WirkungsIinie· der dritten, 
e) die Wirkungslinien zweier Komponenten und die GroBe der dritten, 
f) die Wirkungslinie der einen Komponente und die GroBe der beiden andem, 
g) die Wirkungslinie der einen Komponente, ein Punkt auf der Wirkungs

linie der zweiten und die GroBe der dritten, 
h) die drei Komponenten ihrer GroBe nacho 
3. Eine gegebene Kmft ist in vier Komponenten in einer Ebene zu zer-

legen. 
a) Wie viele Komponenten miissen die Resultierende schneiden? 
Gegeben sind 
b) die Wirkungslinien der vier Komponenten, 
c) die Wirkungslinien von drei Komponenten und die GroBe der vierten, 
d) die Wirkongslinien von drei Komponenten und ein Punkt auf der Wir

kungslinie der vierten, 
e) die Wirkungslinien von zwei Komponenten und die GroBe der beiden 

andem. 
4. Ein Korper befindet sich auf einer geneigten Ebene im Gleiohgewioht. 

Gib den Ausdruok fur die Horizonmlkraft, die den Korper eben bergauf zllm 
Gleiten bringt! 

Llteraturangaben. 
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Du Bois, A. Jay: "The Mechanics of Engineering", vol. 1, John Wiley 
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Johnson, L. J.: " Statics", John Wiley and Sons. (Ein ausgezeichnetes 
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Maurer, E. R.: "Technioal Mechanios", Third edition, John Wiley and 
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Slooum, S. E.: "The Theory and Pcactice of Mechanics", Henry Holt and Co. 
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SchwerverBtandlichkeit mancher anspruchsvollerer Buoher.) 
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III. Einige geometrische Beziehungen. 
Der Studierende des Bauingenieurwesens muB sich eine gewisse 

Kenntnis iiber die geometrischel). Eigenschaften von Flachen und 
Linien aneignen. Es moge ihm zunachst der Hinweis an. diesel Stelle 
geniigen. Beim weiteren Studium des Buches wird er sich selbst von 
der N otwendigkeit iiberzeugen. Wir werden uns in dies em Kapitel 
mit folgenden Fragen beschaftigen: 1. Langen von krummen Linien; 
2. Inhaltsbestimmungen von Flachen; 3. Schwerpunktsbestimmungen 
von FIachen; 4. Tragheitsmomente von Flachen, Tragheitsradien, 
Zentrifugalmomente. 

1. Die Lange von krummen Linien. 
1. Lange eines Kreisbogens. 
Es ist 

8=r· It, 

wenn 8 die Lange des Bogens, r der Radius des Kreises, It der zu
gehfuige Zentri winkel ist. "Es kommt 
jedoch haufig vor, daB nicht r und It, 

sondern die Sehne und der Stich gegeben 
sind. In diesem FaIle kommt folgende 
Naherungsrechnung in Frage: 

In Abb. 20 sei 8 die Lange des Bo-
Abb.20. 

gens A 0 B, a = A B, b = Sehne A 0. Dann kann 8 durch die 
Naherungsformel ausgedriickt werden 

8b-a 
8=-3-' (1) 

Der FeWer betragt bis zu einem Zentriwinkel von 60 0 weniger 
als 0,10f0 des wahren Wertes von 8. 

Eine einfache zeichnerische Methode, die Lange eines Kreisbogens 
zu bestimmen, zeigt Abb. 21. A 0 B sei 
der Kreisbogen, dessen Lange gesucht ist, 
o der KreisInittelpunkt. Man bestimmt 
den Punkt D auf der Sehne A B in der 

Entfernung ~ von B und zieht den Ra

dius 0 DO. Dann ist die gesuchte Lange 
des Kreis bogens A 0 B 

3 -
8="2 AO . 

Abb.21. 

Bei einem Zentriwinkel von 90 0 betragt der Fehler nicht mehr als 
0,5 Ofo, bei einem Zentriwinkel von 40 0 nicht mehr als 0,010f0 des 
wahren Wertes, d. h. er liegt innerhalb der Zeichnungsgenauigkeitl. 

1 Taylor and Thomson, "Concrete: Plain and Reinforced", third ed. 
p. 728. 
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2. Lange eines Parabelbogens (Abb. 22). 
Die Lange eines Bogenelements bestimmt sich zu 

A-~B d, ~ Yd·:7.:Y' ~ d. VI + ~;)', 
~ y=h-12 , 
~- ...... ··_···-l·_·· ... -- ..•...... -.! 

dy 8hx 
(l;;= -"""1,2. Abb.22. 

Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, so erhaIt ma.n fiir 
die Bogenlange 8 den Ausdruck 

I 
"2 {-

8 = 2 f (1 + 64~2X2) ·dx 

o 

= !:.. (1 + 16 h2)~· + ~ I [4 h + (1 + 16 h2
){-] 

2 .12 8 h n l' l2. (2) 

In den meisten Fallen ist es jedoch unnotig, mit dieser genauen 
Formel zu arbeiten. Um zu einem brauchbaren Niiherungswert zu 
kommen, losen wir die Wurzel unter dem Integral nach einer Reihe 
auf und erhalten 

h 
wenn n =T. 

(3) 

Da in den praktisch vorkommenden Fallen n immer ein kleiner 
Wert ist, kann man die Reihe bereits mit dem zweiten Glied ab
brechen, so daB 

(4) 

wird. 
Der Febler, den man durch Vernachlassigung des dritten Gliedes 

macht, betragt 0,07 Ofo fUr n = 1~; fiir n = ~ betragt der Fehler 1 Ofo, 
liegt also auch dann noch innerhalb haufig genii gender Rechen· 
genauigkeit. 

2. Flacheninhalte. 
1, Eine durch gerade Linien begrenzte Flache kann stets 

in Parallelogramme und Dreiecke, oder nur in Dreiecke aufgeteilt wer-
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den. Eine durch krumme Linien begrenzte Flache kann naherungs
weise in der gleichen Weise aufgeteilt werden, wobei jeweils ein kleines 
Kurvenstiick durch eine Gerade ersetzt wird. Die Genauigkeit wird 
hierbei urn so groBer, je kleiner die Teilflachen gewahlt werden. Ge
niigt dies nicht, so kann die durch krumme Linien begrenzte Flache 
stets in Parallelogramme, Dreiecke und Bogensegmente oder in Drei
ecke und Bogensegmente aufgeteilt werden, wobei die Bogensegmente 
hinreichend genau als Kreisbogen- oder Parabelbogensegmente be
trachtet werden konnen. 

2. Kreisbogensegment (Abb.23). 

Bogenlange A B = 2 r· a, 

Sehnenlange A B = ~ r . sin a, 

OD = r·cosa, 

AF = r·tana, 

Flache OADB = r2.si;2~, 

Flache OACB=r'J· a, 

FHiche A C BD = r2 (a - sin a·cos a), 

Flache A C B F = r'J (tan a - a). 

3. Parabelbogensegment 
(Abb.24). 
~ sei die Achse, A der Scheitel, 

AD B G ein beliebiges, zur Achse sym
metrisches Bogensegment, dann ist 

F 

~-: 
I , 

Abb.23. 

B 

Flache A D B G = ~ Flache FED G . (9) Abb.24. 

-------~~ 

Abb.20. 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

D 

An einem beliebigen Punkt A' (Abb. 25) einer Parabel sei die 
'Tangente F' A' E' gezogen, eine beliebige Sehne D' G' parallel zu 
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F' A' E' und duroh A',D',G'ParaJIelen .zur Aohse AB. Dann ist 

Flaohe A' D' 0' G' = ~ Flaohe F' E' D' G' . (10) 

In fast allen praktisohen Fiillen geiliigt es, den flaohen Bogen 
einer beliebigen Kurve als Parabelbogen zu betrachten und den 
Flaoheninhalt des Segments (vgl. Abb. 20) .110 B D zu zwei Dritteln 
des Produktes aus der Sehne A B und des Mittellotes 0 D auf der 
Sehne zu bestimmen. Bei einem Kreisbogen mit dem Zentriwinkel 
2 fX = 60 0 - also durohaus keinem sehr flaohen Bogen - hat z. B. 
das Verhiiltnis der Flaoheninhalte des Segments und des unbesohrie
benen Reohteoks den Wert 0,676 statt 0,667; bei Angabe von nur 
zwei Stellen hinter dem Komma stimmen sohon beide Werte iiber
ein. Fiir 2 fX = 900 verhalten sioh die beiden Flaoheninhalte wie 

Abb.26. 

in gleiche Abstande w unterteilt. 
(Trapezregel) 

0,69 und fiir 2 fX = 1800 (Halbkreis) 
wie 0,7854. 

Zahlentafeln mit genauen Wer
ten finden sioh in allen Hand
biichern. 

4. Wenn die Umgrenzungs
linie der Flache sehr unregel
maBig ist, wie z. B. in Abb. 26, 
so hnn ihr Flacheninhalt folgen
dermaBen bestimmt werden: Die 
Flaohe wird duroh parallele Linien 
Man erhiilt dann die Flaohe zu 

F - w (Yo + Yl + Yl + Y9 + ... + Yn-l + Yn) 
- 2 2 2 

= w (1!2- + Yl + Y2 + ... + Yn-l + Y;) . (11) 

Nach der Simpson'schen Regel wird 

F = ~ (Yo + 4 Yl + 2 Y2 + 4 Y3 + ... + 2 Yn- 2 + 4 Yn-l + Yn)' (12) 

Die Simpson'sohe Regel setzt eine gerade Zahl von Flachenstreifen 
voraus. 

Naoh der Durand'sohen Regel wird 

F = w (0,4 Yo+ 1,lYl + Y2+Y3 + ... + Yn- 2 +l,lYn_l +0,4Yn)' (13) 

3. Schwerpunktsbestimmnngen. 
1. Der Schwerpunkt eines Korpers ist der Punkt, durch den 

jeweils die Resultierende der Gewichte der einzelnen Korperelemente 
hindurchgeht, gleichgiiltig, in welcher Lage sich der Korper befindet. 
Es ist statisch leicht nachzuweisen, daB jeder Korper einen derartigen 
Punkt haben muG. 
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Der Schwerpunkt einer FIache kann als Schwerpunkt einer Platte 
von unendlich kleiner Starke, der Schwerpunkt einer Linie kann als 
der Schwerpunkt eines Stabes von unendlich kleinem Querschnitt, 
dessen Achse die gegebene Linie ist, betrachtet werden. Den Flachen
und Linienelementen werden dann - beliebige - Gewichte pro
portional zugeordnet. 

Um den Schwerpunkt zu bestimmen, laBt man also aile gegebenen 
Krafte in einer beliebigen aber gleichen Richtung wirken und bestimmt 
die Lage der Resultierenden (etwa graphisch durch Kraft- und Seileck 
oder analytisch durch den Momentensatz). Das gleiche fiihrt man ffir eine 
zweite beliebige aber gleiche Richtung der Krafte durch. Der Schnittpunkt 
der heiden Resultierenden ist der Schwerpunkt. Die Resultierende muB 
fiir jede andere beliebige Richtung der Krafte stets durch den gleichen 
Punkt, den Schwerpunkt, gehen. Dies gilt, wie bereits gesagt, so
wohl fiir raumliche Gebilde, fiir Flachen und ffir Linien. 

Liegen die Krafte aHe in einer Ebene, so geht man zweckmaBig 
so vor: Man legt in die Ebene ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
mit den Achsen 0 X und 0 Y und gibt den Kraften nacheinander 
die Richtung parallel zu 0 Y und dann zu 0 X . 

d f sei das Gewicht eines Elementes, F das Gesamtgewicht, 
x und y der Abstand eines Elementes von der 0 Y - und der 0 X
Achse. 

Steilt man das Moment der Elemente fiir die beiden gewahlten 
Kraftrichtungen parallel zur X - uud zur Y - Achse in bezug auf 0 Y 
und 0 X bzw. auf 0 nacheinander auf, so erhalt man mit 

Xo=J;~~f = ~ I 
(14) 

_ Jy.df _ M." 
Yo - Jdf - F 

die Koordinaten des gesuchten Schwerpunktes. 
Handelt es sich um den Schwerpunkt einer Flache, so kann man 

die Gleichungen (14) auch so schreiben 

x = JJx.dxdy = My ) 
o ffdxdy F 

(14 a) 
_ JJy.dxdy M." 

Yo - --TJdxay = F· . 

Aus den Gleichungen (14) folgt, daB flir Xo = 0 das Moment 
My = 0 wird, d. h. fUr jede durch den Schwerpunkt gelegte Linie 
als Bezugsachse wird die Summe der Momente der Elemente zu N nIl. 

Auf den vorstehenden Dberlegungen beruhen folgende Satze: 
a) Wenn eine Linie, Flache oder ein Ki:irper eine Symmetrielinie 

oder -Hache besitzt, so muB der Schwerpunkt auf der Symmetrie
linie oder -Hache liegen. Denn jedem Element auf der einen Seite 
der SymmetrieachEe entspricht im gleichen senkrechten Abstand auf 



82 Einige geometrische Beziehungen. 

der andern Seite ein gleicbes Element, so daB in bezug auf die 
Symmetrieachse sich 'die Momente der Elemente aufheben, also 
2M = 0 wird, d. h. der Schwerpunkt liegt auf der Symmetrieachse. 

b) Hat eine Linie oder eine Flache zwei Symmetrieachsen, so liegt 
der Sohwerpunkt auf deren Sohnittpunkt. 

0) Der Sohwerpunkt eines Korpers mit zwei Symmetrieflaohen liegt 
auf der Sohnittlinie dieser beiden Flachen. Hat ein Korper drei Sym
metriefiaohen, so sohneiden sioh diese drei Flaoben in einem Punkt; 
dieser Punkt jst der Sohwerpunkt. 

d) Wird ein Korper (oder Flaohe oder Linie) in zwei beliebige 
Teile geteilt, so liegt der Sohwerpunkt des Ganzen auf der Verbin
dungslinie der Sohwerpunkte der beiden Einzelteile. 

e) Eine Flaohe (z. B. ein Dreieok) moge eine Lillie enthalten (z. B. 
die Verbindungslinie eines Eokpunktes mit dem Mittelpunkt der gegen
iiberliegenden Seite), die die Eigensohaft besitzt, daB jedem Element 
auf der einen ein gleiohes Element auf der andern Seite in gleiohem 
senkreohtem Abstand entspricht (man betrachte einen Flachenstreifen 
parallel zur obengenannten gegeniiberliegenden Seite). Dann muG der 
Schwerpunkt der ganzen Flaohe auf dieser Linie liegen, da diese durch 
die Sohwerpunkte aller Flii.chenstreifen hindurobgeht, in die man die 
Gesanitflache zerlegen kann. 

Satz a) und Satz e) konnen auch so ausgesproohen werden: Wenn 
jedem Element einer Linie, Flaohe oder eines Korpers ein gleiches 
Element so entsprioht, daB die Verbindungslinien der Schwerpunkte 
der beiden gleichen Elemente durch eine Linie oder Flaohe halbiert 
werden, dann liegt der Gesamtsohwerpunkt auf dieser Linie oder Flache. 

Diese Satze geniigen zur Losung aller Sohwerpunktsaufgaben. Duroh 
die Beherrsohung von grundlegenden Satzen moge der Studierende 
trachten, sein Gedaohtnis von besonderen Losungsmethoden zu ent
lasten. Zum Beispiel wird der Studierende jederzeit in der Lage 
sein, mit Hilfe obiger Grundsatze den Sohwerpunkt eines Trapezes zu 
finden: er liegt einmal auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte der 
beiden parallelen Seiten; dann liegt er auf der Verbindungslinie der 
Schwerpunkte der beiden Dreiecke, in die das Trapez aufgeteilt wer
den kann; der Schwerpunkt ist also der Sohnittpunkt dieser beiden 
Linien. 

2. Beispiele fur die Bestimmung von Sohwerpunkten. 

a) Linien. Der Sohwerpunkt einer Geraden liegt in ihrem Mittel

B 

Abb.27. 

punkt. 
Der Sohwerpunkt 0 zweier Geraden 

liegt auf der Verbindungslinie jhrer 
Mittelpunkte 0 1 und O'J und teilt die 

'./J Strecke 0 1 0 'J im umgekebrten Ver
haltnis der Langen (Abb 27). Es ver
halt sich also 
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oder 

0 1 0: 01 O2 ----: BD:(BD + AB). 

Der Schwerpunkt eines Kreisbogens (Abb. 28) liegt auf der Sym
metrieachse 0 D , der Winkelhalbierenden von 
1::: A 0 B. Ein Bogenelement r· d cp hat von der 
o Y -Achse den Abstand r· cos cpo N ach Gleichung 
(14) ergibt sich 

+a 
fr2 .coB rp drp 

- r·sina 
00 = Xo = ---a--;2°---- = --

ra a 

Fiir 2 a· ; wird 

2rl'2 
Xo = -- -:-,0,9 r. 

11: 

Fiir 2 a = n wird 
2r 

xo= - = 0,637r. 
11:. 

(15) 

Der Versuch, die Lage des Schwerpunktes 

A 

von andern Kurven, z. B. eines Parabelbogens, in IJ 

-D 

geschlossener Form darzustellen, fiihrt zu schwie- Abb. 28. 

rigeren Ausdriicken. Gewohnlich geniigt es hierfiir, 
einen flachen Bogen als Kreisbogen zu betrachten. 

b) FJiichen. a) Das Rechteck. Der Schwerpunkt liegt in der Mitte, 
also im Schnittpunkt der zwei Diagonalen. Er ist auch nach Satz a) 
oder e) auf S. 32 durch den 
Schnittpunkt der Verbindungs
linien derMittelpunkte je 
zweier gegeniiberliegender Sei
ten bestimmt. 

(j) . Das . Dreieck. Der 
Schwerpunkt liegt jeweils auf 
einer MitteIlinie, d. h. der Linie, 
die einen Eckpunkt mit der 
Mitte der gegeniiberliegenden 
Seite verbindet (Abb. 29), da 
z. B. die von A ausgehende 
Mittellinie die Schwerpunkte 
aIIer Streifen a b parallel zu 

Abb.29. 

--- --;r-X3 
I 

h 

BD verbindet. Der Schwerpunkt ist also durch den Schnittpunkt der 
drei Mittellinien bestimmt. Er teilt die Mittellinien im Verhiiltnis·1: 2. 
Da jede Flache mit geraden Umgrenzungslinien in Dreiecke geteilt 
werden kann, kann der ~chwerpunkt einer jeder derartigen FHi.che mit 
Hilfe dieser Konstruktion gefunden werden. Fiir bestimmte geradlinig 
umgrenzte Flachen gibt es jedoch besondere· Verfahren. 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 3 
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r) . Das Trapez. Hierfiir sind verschiedene Verfahren ublich: 
Man verlii.ngere nach Abb. 30 bl nach beiden Seiten um b und b 

nach beiden Seiten um bl • Der Schwerpunkt liegt dann auf dem 

Lr~-------.4. ------ -.--.h--~------4--~-~---- iN 

s -- --- h 
I . 

Schnittpunkt L N mit H M • Als Kontrolle mag dienen, daB dieser 
Schnittpunkt auf der Mittellinie der beiden parallelen Trapezseiten 
liegen mufl. 

Die Richtigkeit der Konstruktion ist leicht einzusehen. Man teilt 
das Trapez durch die Diagonale E B in zwei Dreiecke. Mit den Be
zeichnungen der Abb.30 muS dann sein 

b+b1.h,.h, = b.k.~h,+bl·k.!!.. . 
2 1 2 3 2 3' 

daraus 
k1 2b+b1 

-';=3(b+b1)" 

Entsprechend 

durch Division erhiilt man 

k1 2b+b1 IBN 
k2 = 2 b1 + b = L M' (16) 

was der oben mitgeteilten Konstruktion entspricht. 
H M schneidet E B in 8, so daB sich bei Betrachtung der Dreiecke 

HE 8 und 8 B M die Proportion ergibt 

E 8 : 8 B = b : bl • 

Aus den Dreiecken A B G und ED G ergibt sich 

GB:GE= b:bl , 

daraus folgt 

Entsprechend 
DO =AG· 

Ferner halbiert H M die Diagonale AD, da 

AM = H D = b + bl , 



Schwerpunktsbes~mungen. 35 

also . wird auch G 0 durch H M halbiert. Hieraus folgt eine zweite 
Konstruktion (Abb. 30): 

Man ziehe die Diagonalen E B und AD, femer die Mittel
linie J K . Von D trage man A G bis 0 ab, bestimme den Mittel
punkt T von GO; entsprechend trage man E 8 = G B· von E ab 
und bestimme U als Mittelpunkt von 8 G . Der Schnittpunkt von 
U 0 und ffT ist der Schwerpunkt. Er muB auf J K liegen. 

Der Beweis fiir die zweite Konstruktion kann wie folgt erbracht 
werden: 

Die Dreiecke A E 8 und A G B sind fliichengleich (gleiche Grund
linien E 8 = G B, gemeinsame Rohe); ihre Schwerpunkte sowohl wie 
der des Dreiecks A 8 G liegen auf einer Geradenparallel zu E B. Da 
die Schwerpunkte von A E 8 und A B G von dem Schwerpunkt des 
Dreiecks A 8 G gleich weit entfernt sind, so ist der Schwerpunkt von 
D. A 8 G gleichzeitig der -Schwerpunkt von D. E A B . Entsprechend 
fallt der Schwerpunkt von D. D 8 G mit dem von D. E B D zusammen. 
Also fallt der Schwerpunkt des Trapezes mit dem von D. A 8 D zu
sammen und liegt auf dem Schnittpunkt von J K mit 8 T. 

B H 

E'~------~~------~D 
o 

Abb.31. Abb.32. 

Eine dritte Konstruktion (Abb. 31) folgt unmittelbar aus den 
Satzen d) und e) auf S. 32. 

Man bestimme den Schwerpunkt h von D. A B Dais Schnittpunkt 
der Mittellinien D J und B N, den Schwerpunkt e von D. A ED als 
Schnittpunkt von A K und EN; der Schnittpunkt von h e und der 
Mittellinie J Kist .der Schwerpunkt des Trapezes. 

Da bei dieser Konstruktion ziemlich viele Schnittpunkte zu be
stimmen sind, so moge man sie im Interesse der Genauigkeit nur da 
anwenden, wo zu spitze Schnittwinkel nicht vorkommen. 

d) Beliebiges Viereck (Abb. 32). Man ziehe die beiden Diago
nalen A H und B D mit dem Schnitttpunkt F. Von H trage man 
E H = A F ab, der Schwerpunkt 0 von D. E B D ist dann gleichzeitig 
der Schwerpunkt 0 des Vierecks A B H D . Zum Beweise bestimme 
man Gals Mittelpunkt von A H und damit von FE. Dann liegt der 

3* 
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-- -- 2 -'-' 
Schwerpunkt von 6 B FE auf B G in J so, daB B J = 3 B G un~ 

gleichzeitig muB J der Schwerpunkt von 6 BAH sein. Entsprechend 
fallen die Schwerpunkte yon 6D E Fund 6 DH A im Punkt K zu~ 

- 2-
sammen so, daB D K ;;= 3 D Gist. Also liegt der Schwerpunkt von 

6 E B D auf J K derart, daB 

nnd da 
J C,: 0 K = 6 E F D : 6 E FB , 

6EFD 6DAiI 
6EFB= L,BAH' 

so fallen die Schwerpunkte von 6 E B D und des Vierecks A B H D 

Abb.33. 

in C zusammen. 

E) Kreissektor (Abb. 33). Man 
denke sich den Kreissektor 0 A F B 
aus einer unendlichen Zahl von 
gleichschenkligen Dreiecken mit den 
Seiten r, r, r· d rp zusammengesetzt. 

Der Schwerpunkt eines jeden 
dieser Teildreiecke befindet sich im 

2 
Abstand r' = S r von o. Also 

muB der Schwerpunkt des Sektors 
mit dem Schwerpunkt des Kreis
bogens CD mit dem Radius 

, 2 
r =Sr 

zusammenfallen. Dieser liegt auf 
der Winkelhalbierenden 0 F in einem 
Abstand von 0 (vgl. Ql. (15)). 

r'·sina; 2·r·sina; 
.xo = -a;- = 3 a; (17) 

Fur 2" = ; wird 

4rli2 n . 
Xo = * = O,6r; F= 4r2. 

Fiir 2" = n wird 
4r n 

xO=3n =O,425r; F=2· r2 . 

;) Kreissegment (Abb. 33). Das Segment A F B ist die Differenz 
des Sektors 0 A F B und des Dreiecks 0 A B . 

Daraus folgt 
F. = " . r'J - r2 . sin" . COS" 

= r2 (a - sin,,· cos,,) , 
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(vgl. Gl. (7)) 

Xo = r2(a-sin a·cos a) 

2rsin3 a 

a· r2 2 r Bin, a _ r2.sin a. cos a.~ r cos a ) 
3a 3 

(18) 

= 3 (a - sin a COB a) . 

Das auBenliegende Kreissegment (A F B H in Abb. 33). Die Flache 
des Viereaks 0 A H B ist 

Daraus folgt 

(vgl. Gl. (8)). 

AF BH = F=r2 tana - ar!! 

= r2 (tana - a), 

Zur Bestimmung der Momente von Fl in bezug auf 0 Y teile 
man die Flache in die beiden Dreiecke 6 0 A B und 6 H A B. Dann 
ist das Moment von Fl in bezug auf 0 Y bestimmt durch 

, 2 
M = r2 ·sind·cosa·- r·cosa 

ly 3 

. (r,Sin2 a) ( r·sin2 a) + rsma, -,-- r·cosa + -3--cos ex cos a, 

r3 sin a (1 + 2) =-3- sec a . 

Das Moment des Sektors 0 A F B in bezug auf 0 Y ist 

',f 2 2 r . sin a 2 3 . 
.i'h2y = ar • ~ = Sr ·sma. 

Hieraus folgt fiir 

r_3_Bi_n_a (1 + sec2 ex) ~ ~ r3 sin a I 
' M ,X -M2X 3 3 

X = ---- = ----;;-;c----~-
o F r2 (tan a - a) 

= r sin a. sec2 a,- 1 = rsinatan2 ex • 
3 tana-a 3 (tan a-a) 

(19) 

Parabolisches Segmep.t (Abb. 34). 

Fur 0 als Koordinatenanfangspunkt und Scheitel der Parabel 
und 0 G als Parabelachse gehorcht die Kurve dem Gesetz 

y = ax!!. 

Das au.Bere Segment 0 D B ist also bestimmt durch 
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Daraus 

und 

Einige geometrische Beziehungen, 

-- 2-
Parabelflache 0 a B = 3" 0 a, B a 

-- 2-
Parabelflaohe A 0 B = 3" A B ' 0 a , 

Y;;}J1 

--+
~~ 

A 

Abb,34. 

Die Entfernung des Sohwerpunktes 0' der Flache 0 D B von 
oa ist 

Die Entfernung des Sohwerpunktes der Parabelflache 0 a B 
von 0 a wird folgendermaBen bestimmt: Das Moment von 0 a B 
in bezug auf 0 a ist 

M ; 1 3 
Y = Xl' Yl ' If - 3" Xl 'Yl '4 Xl , 

,My X12 Yl 3 
Xo = F = 2 = -8 Xl • 

4'3"Xl Yl 

(21) 

Der Abstand des Schwerpunktes der Parabelflache 0 DB von 
OD ist 

Xl Xl 

3fydx,JL 3a2 Jx4 dx 
1> . 2 0 3 a2 X14 3 (22) Yo= ----------Y X1'YI - 2XI YI - 10YI -10 l' 

Der Schwerpunktsabstand der Parabelflache 0 G B von 0 D ist 
bestimmt durch die Gleichung: 

YI Xl 'Yl 3 2 , 
X1'Yl'lf- -S-'IOYl =3"Xl 'Y l 'YO' 

Yo' = : Y1 , (23) 

Der Schwerpunkt der Flache A 0 B liegt auf der Symmetrieachse 0 a 
S . 

und ebenfalls in einem Abstand 5 Yl von 0, 
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Die Sinuskurve (Abb.35). 
Die Gleichung der Kurve lautet 

'Y = sin X .. , 

wobei, obwohl selbstverstandlich, bemerkt sei, daB x in Bogenlangen 
zu messen ist: 

3600 = 2 n = 6,28318; 

10 = 0,017453 3 . 

Die Kurve hat diePeriode 2 n. Abb.35. 

Eine halbe Periode ist in Abb. 36 
dargestellt mit der Lange l. Dann muB qie Gleichung heiBen 

'Y=d.sin(~ .n). (24) 

Dies soIl kurz dargelegt werden. Die Koordinaten der reinen 
Sinuskurve der Abb. 35 
seien Xl und 'Yl' die der 
Kurve auch Abb. 36 
seien X und 'Y. 

Dann ist 

'Yl = sin Xl' 
X : l = Xl : n , 

'Y : d = 'Yl : 1, 

Daraus 

und 

y 
X~-o,1Jl 

Abb.36. 

y . (X ) 'Yl = II = SID T' n 

'Y=d.sin(~ .n). 
FUr gleichesl undd ergibt eine Nebeneinanderstellung mit einer Parabel 

l l ~l l 
x=S 4 8 2 

Parabel: y = 
Sinuskurve: y = 

0,4375 d 
0,38 d 

0,75 d 
0,707 d 

0,94d 
0,92 d 

Die Sinuskurve liegt also innerhalb der Parabel. 

Die Flache 0 E Fist 
l l l 

d 
d 

F S d dS ' (:n:X) d.lf· (:n:X) 1t = 'Y' X= SID T dx=-;; SID -T T ·dx 
o 0 o· (25) 

d·l d·l .2d·l 
= - -cosn+ _·cosO =--. :n: :n: :n: 
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Die Flache 

damus 

Einjge geometrische' Beziehung~n. 

des umgeschriebenen Rechtecks\ ist 

Fl ~ d·l; 
2 

F = -.F1 = 0,6366 Fl , 
~ 

d. h. etwas weniger, als wenn die Kurve eine Parabel ware. 
Die Fliiche des auBeren Bogensegments betragt 

F'J = 0,3634 Fl. 

(26) 

Der Abstand des Schwerpunktes C des balben Segillentes 0 D E 
von 0 Y bestimmt aich aus der Gleichung 

1 ~ 
21 2 

xo;·l f ydx,x = d f x·sin (~lX) dx 
o . 0 

I 
2 

= - -,X'SIn - -dx d l2f ~ . (~X) ~ 
~2 1 l. 1 • 

Mit ~·x = u erhalt man 
1 

o 

f usin(u)du = - u·cosu + sinu 
oder unter Einsetzen der Grenzen 

l 

xo·d·l dl2 [~X (~X) . (~X)J·X=2 
-~~- = 7 - -l~· cos T + sm -T x~o-

xo·d·l d12 

1 
Xo = - = 0,3183l. 

. ~ 

(27) 

Zur Bestimmung des Schwerpunktsabstandes von 0 D dient die 
Gleichung 1 

2 

d·l. -f Y Yo ~ -: y.dx.'[ 
n 

2 

fd 2 .Siii il (~t) 
, . ·dx 
- . 0 2 

1 
2 

- d 2 ·l f . 2 (~.x) ~ d' -- sm - -. x 
2 n 1 1 

o 
I 

d2.z [~.x 1.. (nx); (~X)JX=2 
= ~ 'if - 2 sm T cos T :l:~O 

d 2 ·l 
8' 
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damus 
:n;·d 

Yo - 8 = 0,3927 d. (28) 

Der Schwerpunkt des ganzen Segments 0 E F liegt auf der Symmetrie-
, ':n;·d 

achse ED und im Abstand Yo -:- 8 von OF. 

Der Schwerpunkt 0' des auBeren Segments 0 HE wird aus derl 
Gleichungen gefunden 

x ' . d.l (~ _ ~) = d·l • i _ d·l . i 
o 2:n; 2 4, :n; :n;' 

, :n;2-S 
xo' = l4n 2 _S:n; = 0,13l; 

Y '.d.l (! _ ~), = d·l . ~ _ d·l • d·:n; 
o 2:n; 22 :n; S' 

(29) 

, d·:n; , d 
Yo = 4:n;_S=0,688 • 

Diese Ergebnisse sind in A1?b.36 eingetragen und mogen mit 
den en fiir die Parabel verglichen werden. 

Die' Bestimmung der Schwerpunkte von krummen Flachen und 
von Korpern kommen im Bauingenieurwesen nicht hiiufig vor. Es 
soIl deshalb an dieser Stelle nicht darauf eingegangen werden. 

4. Triigheitsmomente, Tragheitsradien. Zentrifugalmomente. 
1. Das Tragheitsmoment einer ebenen Flache in bezug 

auf eine Achse (Tragheitsachse) in der gleichen Ebene ist 
bestimmt als die Summe der Produkte aus jedem Flaahen
element mit dem Quadrat des zugehorigen lotrechten Ab
standes von der Tragheitsachse. 

Wird mit J das Tragheitsmoment, mit d F das Flachenelement, 
mit y der Abstand von der Tragheitsachse bezeichnet, so lautet die 
Gleichung 

(30) 

J ede gerade Linie in der Ebene kann Tragheitsachse werden. 
Das Tragheitsmoment einer und derselbep. Fliiah€l ist von der Lage 
der Triigheitsl1chse nach Gl. (30) abhangig; 

Eine Flaahe hl1t in bezug l1u£eine Achse a.uBerhalb ihrer Ebene 
kein Tragheitsmoment. 

Das Tragheitsmoment einer (geraden oder gekriimmten) 
Streake in bezug auf, eine Tragheitsachse, die ineiner 
Ebene mit ihr liegt, ist die Sum me der Produkte aus jedem 
Streakenelement mit demQuadrat des zugehorigen lot
rechten Abstands von der Tragheitsachse. 

Das Tragheitsmoment eines Korpers in bezug auf eine 
(beJiebige) Ebene istdie Summe der Produkte aus jedem 
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Korperelement mit dem Quadrat des zugehorigen Abstands 
von der Bezugsebene. 

Fiir die Untersuohung von Baukonstruktionen werden fast aus
sohlieBlioh Tragheitsmomente von ebenen Flaohen gebrauoht. 

2. Tragheitsmomente in bezug aufparallele Tragheits
aohsen. Da.s Tragheitsmoment einer ebenen Flache Fin bezug auf. 
eine Tragheitsaohse BB (Abb.37) sei J. Gesucht wird das Tragheits
moment Ji in bezug auf eine Achse BiBI II BB im AbBtand a. 

Es ist 
J= J y 2 dF, 

Ji = J (y ± a)2dF, 

= J + a2 F± 2aJ ydF. 

Fiir den Fa.ll, daB BB duroh den Schwerpunkt geht, ist 

J ydF=O 
und es wird 

B(I) 
(10) 

B 
(~) 

4 Bl(ftJ (Ig) 

Abb.S7. Abb.38. 

(31) 

Durch den Index· 0 wird angezeigt, daB sioh J auf eine Sohwer
aohse bezieht.) 

Das Gesetz aus Gl. (31) besagt, daB das Tragheitsmoment 
einer ebenen Flache in bezug auf eine beliebige Tragheits
aohse in ihrer Ebene gleioh ist der Summe aus dem Trag
heitsmoment in bezug auf die Schwerachse parallel zu der 
Tragheitsachse und dem Produkt aus Flaohe und Qu adra.t 
des Abstandes zwisohen Sohwera<ihse und Tragheitsaohse. 

Wenn man die Tragheitsmomente einer ebenen Flache in bezug 
auf eine Schar von parallelen Achsen betraohtet, so erreicht das 
Tragheitsmoment in bezug auf die Schwerachse als Tragheitsachse 
ein Minimum. 

Es sei das Tragheitsmoment J1 einer ebenen Flache in bezug auf 
eine Aohse im Abstand a vom Schwerpunkt 8 (Abb. 38) gegeben; es 
soll das Tragheitsmoment J2 inbezug auf eine parallele Achse im 
Abstand b von 8 gefunden werden. 

Es ist 
(32) 
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3. Der Tragheitsradius i einer ebenenFIaohe F in bezug auf 
eine beliebige Tragheitsaohse in ihrer Ebene ist bestimmt duroh die 
Gleichung 

'2 J 
~ =Jt, (33) 

worin J das Tragheitsmoment von F in bezug auf die gleiche Trag
heitsachse ist. 

Bezeiohnet man mit io den Tragheitsradius in bezug auf eine 
Sohweraohse als Tragheitsaohse, so ist der Tragheitsradius i 1 in bezug 
auf eine zur Schweraohse parallele Aohse mit dem Abstand a ge
geben duroh 

• _ It.t; _ 11 Jo + a 9 F _ ,/. 2 + 2 
~l - f 1ft - f F - Y ~o a. (34) 

Entsprechend GI. (32) und Abb. 38 wird 

i2=-Yi12-a~+b~. (35) 

Diese GrBBen kBnnen zeiohnerisch leicht mit Hilfe von recht
winkligen Dreiecken ermittelt werden._ 

Es sei darauf hingewiesen, daB die Dimension eines Flachentrag
heitsmomentes eine Lange in der vierten Potenz ist; der Tragheits
radius ist eine Lange in der ersten Potenz, worauf schon der Name 
hinweist. 

4. Ais Anwendung einiger der oben 
mitgeteilten Satze sollen einige einfache 
Beispiele gezeigt werden. 

Das Tragheitsmoment eines Rechtecks in 
bezug auf die Sohweraohse parallel zur Seite b 
(Abb. 39) ist 

, , 
h: , 

/ 

/ 

'-r--' 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

a b 

Abb.39. 

Daraus folgt, daB das Tragheitsmoment des Dreiecks abc in bezug 
auf die gleiohe Achse 

und in bezug auf seine Schwerlinie 

bh 3 bh h2 bh3 

J o = 24 - 2 . 36 = 36 

ist. Fur die Grundlinie ab als Tragheitsaobse wird 

bh 3 bh h 2 bh 3 

J= 36+2'9=12' 

hat also den gleichen Wert wie Jo des Rechtecks. 
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5. Dl;Ls Zentrifugalmoment einer ebenen Flache, bez.ogen 
~uf ein rechtwinkliges Koordin~tensystem in der. g~eich(,m 
Ebene, ist bestimmt ais die Summe der Produkte aus·;jedew 
Fiachenelement mit dessen beiden Koordinaten, also 

Z = Jx.y.dF = f f xydxdy. 

Eine entsprechende Definition kann fiir die Zentrifugalmomente von 
(geraden oder gekriimmten) Strecken gegeben werden. 

Wie oben' bei der EorteruJ,lg iiber die TragheitsIlloment~ unter7 
suchenwir nun me Beziehungen zwi-

)j schen den Werten Z fiir die gleiche L Flache F.bei Parallelverschiebungen des 
I Koordinatensystems. 
: 6. Die Veranderung von Z bei 
;Y Parallelverschiebung des Koordi-

0. I . natensystems. Es sei Z das Zentri-
11 I Xl fugalmoment einer gegebenen Flache F, 
~o bezogen auf ein beliebiges rechtwinkliges 

+Y 

O'----+I---+----+X Koordinatensystem in der gleichenEbene 
k---xo--- mit den Achsen OX undpY (Abb. 40). 
I~---------x------ Fiir ein Koordinatensystem mit den 

Abb_ 40. Achsen 0 Xi und 0 Y1 , die gegen 0 X 
und OY parallel um Yo bzw. Xo ver

schoben sind, hat das Zentrifugalmoment den Wert 

Zl = f (y --.; Yo) (x - xo) dF 

= Z +xo·yo·F- Yof xdF- xof ydF. 

Fiir 0 als Schwerpunkt erhalt das Zentrifugalmoment (entsprechend 
wie das Tragheitsmoment) die Bezeichnung ZOo Eine Parallelver
schiebung um xo' Yo liefert dann ein 

(36) 

Sowohl Xo wie Yo konnen positiv oder negativ sein. Es folgt aus 
GIeichung (36): 

1st das Zentrifugalmoment Zo einer ebenen Flache auf ein recht
winkliges Achsenkreuz bezogen, dessen Ursprung mit dem Schwer
punkt der FIache zusammenfaIlt, und erleidet das Achsenkreuz eine 
Parallelverschiebung derart, daB der Ursprung in den ersten oder 
dritten Quadranten des alten Achsenkreuzes fallt (xo und Yo haben 
gleiches Vorzeichen), so nimmt der Wert des Zentrifugalmomentes zu; 
faIlt der neue UrsprtlIlg' in den zweiten oder vierten Quadranten 
(xo undyo haben verschiedene Vorzeichen), so nimmt der Wert des 
Zentrifugalmomentes abo 

Zl kann also fiir jede Paralleiverschiebung des Achsenkreuzes 
leicht berechnet werden. 

Es ist ferner leicht einzusehen, daB fiir jedes Achsenkreuz, 
dessen eine Achse eine Symmetrieachse vonF ist, das Zen-
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trifugalmoment von F den Wert Null haben muB, da jedem 
Element auf der einep. Seite der Symmetrieachse ein anderes Element 
mit entgegengesetztelll Vorzeichen aUf der anderen Seite der Sym
metrieachse entspricht; 

Denkt man sich eine beliebige Anzahl von rechtwinkligen Achsen. 
kreuzen dadurch entstanden, daB die eine Achse fest liegen bleibt, 
die andere aber parallel verschoben wird, und geht die feste Achse 
durch den Schwerpunkt von F, so ist fiir a.lle diese Achsenkreuze 

Z = Zo' 
da Xo bzw. Yo den Wert Null hat. In anderen Worten: Goeht eine 
Achse des rechtwinkligen Achs,enkreuzes durch den Schwer
punkt von F, so istdie GroBe' des Zentrifugalmoments von 
der Lage der andern Acnse una bhangig. 

7. Polares Trag.p.eitsmoment." Das polare Tragheitsmoment 
einer ebenen FIache 1', bezogen auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz, 
ist die Summe der Ptodukte aus, jedem Flachenteil X Quadrat des Ab
standes von dem KoordinatenurspIiung. Also 

Jp =J(x'3+ y2)dF=J",+Jy' (37) 

Das polare TragheitsIIloment J einer ebenenFlache in bezug auf 
einen beliebigen Punkt ihrer Ebene ist gleich der Summe der Trag
heitsmomente in bezug auf zwei beHe»ig gerichtete, aufeinander recht
winklig stehende Achsen, deren Ursprung in jenem Punkt liegt, 'also 

J",+Jy = J",'+J;. (38) 

8. Beziehungen zwischen Tragheitsmomenten ;und ,Ze,n
trifugalmomenten einer Flache in bezug auf recntwinklige 
A9hsenkreuze (in der Ehene), 
.die den gleichen Ursprungs- ill) 
punkt, a ber verschiedene Rich
iungen hahen. Es sei 0 (Abb.41) 
ein beliebiger Punkt in der Ebene 
,einergegebenen ebenen Flache F; 
J", undJy seien die Tragheits
momente von F in bezug auf das 
rechtwinklige Achsenkreuz 0 X, 0 Y 
mit dem Ursprung in O. Ein 
anderes rechtwinkliges Achsenkreuz 
OXl , OYl habe den gleichen Ur
sprung 0, sei aber gegen OX, 0 Y 

'~'2-'----'f--_--'-cX (Ix) 

Abb.41. 

urn den Winkel a gedreht. Es 
sollen die Beziehungen zwischen J"" J y und J",',' J;, den Tragheits
momenten von F in bezug auf das gedrehte Achsenkreuz, gesucht werden. 

Die Beziehungen zwischen den Koordinaten sind (x und y werden 
auf 0 Xl und 0 Yl projiziert): 

Xl = y.sina+x.cosa, 

Yl ='Y'cosa - x·sin a. 
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Daraus 
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J",' = !yl'JdF=!(y.cosa-x.sina)2dF 

= J",.cos'Ja+Jy.sin 2 1X-Zsin21X, 

worln Z = J X Y d F das Zentrifugalmoment ist. 
Entsprechend ist 

Z ' - ! dF - (J:,;-Jy )sin2ex + Z 2 - Xl Yl - 2 cos a . 

(39) 

(40) 

Da sich eine beliebige Verschiebung eines Koordinatensystems 
stets auf eine bzw. zwei Parallelverschiebungen und eine Drehung zu
fiihren lii.13t, so kann nunmehr die Veranderung von J und Z bei 
beliebiger Versohiebung des Koordinatensystems ermittelt werden. 

9. Tragheitsellipse. Um die Veranderung von J", mit a zu 
verfolgen, trage man auf der x-Achse jeweils von 0 eine Strecke ab, 
die umgekehrt proportional zu y J", ist, also auf 0 Xl trage man 

o P = f ~"" = 8 ab; dabei ist c ein beliebiger, aber konstanter Pro

portionalitatsfaktor. 
X', y' seien die Koordinaten von P, bezogen auf OX und or. 

Dann ist , 
sina = JL. 

8 ' 

x' 
oosa =-. 

8 

Diese beiden Werte in 01. (39) eingesetzt, ergibt 

(41) 

Durch diese Gleiohung ist die Bewegungdes Punktes P mit ver
anderlichem a bestimmt. Sie stellt einen Kegelschnitt dar; da ofIen
bar J",' stets ein endlicher Wert sein muB, muB es die Gleichung einer 
Ellipse sein. 

Diese Ellipse heiBt die Tragheitsellipse fiir den Punkt 0 und fur 
die gegebene Flache F. Jedem Punkt der Ebene ist fur F eine 
Tragheitsellipse zugeordnet. 

Um die Achsen der Ellipse zu finden, setze man 

dJx' = 0 
d ex ' 

das ergibt aus 01. (39) 

- 2 J", cos a· sin a + 2 Jy' sin a . cos IX - 2 Z cos 2 IX = 0, 

2Z 
tan 2 IX = Jy _ J", . ( 4 2) 

Vergleicht man G1. (42) mit G1. (40), so ist ofIensichtlich, daB Z' 
den Wert Null annehmen muB, damit Gl. (42) erfiillt sein kann. Dies 
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gilt fiir die Hauptachsen alier Tragheitsellipsen, die jedem beliebigen 
Punkt der Ebene zugeordnet sind. 

Es folgt also der Satz: 
Jedem Punkt in der Ebene einer gegebenen ebenen Flache 

ist eine Tragheitsellipse fiir diese Flache zugeordnet; in 
bezug auf die Hauptachsen der Tragheitsellipse nimmt das 
Zentrifugalmoment der Flache den Wert Null an. Diese 
Achsen si~d gleichzeitig die Achsen des groBten und klein
stenTragheitsmonients. 

Da das Zentrifugalmoment 
fiir jedes rechtwinklige Achsen
kreuz, dessen eine Achse Sym
metrieachse der Flache ist, den 
Wert Null hat, wobei die Lage 
der zweiten Achse beliebig ist, 
so folgt: 

1st eine Achse Sym
metrieachse der Flache, so 
bildet diese mit jeder an
dern senkrecht auf ihr ste
henden Achse die Haupt
achsen. 

10. Fiir einen beliebigen 
Punkt 0 (Abb. 42) lege man 
das Achsenkreuz so, daB die 

Abb.42. 

Achsen 0 X und 0 Y fiir eine gegebene Flache F Hauptachsen sind; 
Dann ist in bezug auf diese Achsen Z = o. Fiir eine gegen OX um 
ex, gedrehte Achse OXl ist dann nach G1. (39) 

J ' = J . cos 2 ex, + J . sin 2 ex, x x y (43) 
und das Zentrifugalmoment fiir die Achsen 0 Xl und 0 Yl 

J -J ) Z' = ~.sin 2 ex, (vgl. G1. 40 . (44) 

In Abschnitt 6 war gezeigt, daB fiir eine Verschiebung eines Achsen
kreuzes, des sen eine Achse durch den Schwerpunkt von F geht, um 
xo' Yo zwischen den Zentrifugalmomenten von F die Beziehung besteht 

Zl = Zo + xo·Yo·F. 
Waren die Achsen des Achsenkreuzes vor der Verschiebung Haupt

achsen, so ist 

und es folgt 
(45) 

oder in Worten: 
Das Zentrifugalmoment einer Flache in bezug auf ein 

rechtwinkliges Achsenkreuz, das zu den Hauptachsen del,' 
Tragheitsellipse parallel verschoben ist, ist gleich dem Pro
dukt aus der Flache und den Verschiebungen der Aohsen. 
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Fur eineil Punkt 0 und eine FHiche pi sei die Tragheitsellipse ge~ 
zeichnet. OX und OY seien die Hauptachsen, a und bdieHalb
messer, 0 Xl ein beliebiger Strahl durch O. An den Schnittpunkten 
von OXl mit der Ellipse seien die Tangenten gezogen, ferner die 
Tangenten an den Endpunkten des zu 0 Xl konjugierten Durch~ 
inessers. Dieses Tangentenviereck ist bekanntlich ein Paralle10gJ:amm. 

Y{Iy} 

Abb.43. 

Die FHiche desParalielogramms ist 

f= 4r8, 

wobei die Bedeutung von r und 
8 aus Abh. 43 hervorgehen. Wei~ 
terhin sei daran erinnert, daB 
aIle zu konjugierten Achsen ge
horigen Tangentenparallelogramme 
flachengleich sind, also daB 

8·r = a·b; 

daraus 

r=~=a.b.·P/= C • C .1I Jx'=c·YJ,/. (46) 
8 c YJx lIJy C YJx.Jy 

Da J", und Jy fiir jede gegebene Ellipse konstant sind, so gibt 
die Gleichung (46) den Zusammenhang zwisohen den Veranderlichen r 
und J",'. r ist danach linear proportional zu y J",' , d. h. linear pro
portional zu dem Tragheitsradius der Flache F in bezug auf 0 Xl. 
Die K6nstante c kann beliebig .gewahlt werden. Wird 

c = yJx / y 

gewahlt, so wird 
. 1/ J",' 

r=~=fF' (47) 

steIlt~lso unmittelbar den Tragheitsradius in bezug auf 0 Xl dar. 
Fur diesen Fall stellt weiterhin der Halbmesser a den Tragheitsradius 
in beziig auf 0 Y und der Halbmesser b den Tragheitsradius in bezug 
auf OX dar. Eine so konstruierte Ellipse hat also die Eigen
sehaft, daB die senkrechte Entfernung zwischen einer be
liebig'en Achse OXl und der Tangente parallel zu OXl den 
Tragheitsradius in bezug auf OX! darstellt. J eder Halb~ 
messer ist der Tragheitsradiusin bezug auf den ihm zu
geordneten anderen Halbmesser. 

11. Zentralellipse, Fixpunkte .• Liegt der Ursprung 0 des 
Achsenkreuzes im Schwerpunkt der Flache, und sind die Halbmesser 
der Tragheitsellipse so gewahlt, daB sie Tragheitsradien darsteIlen, 
dann heiBt die Ellipse ZentralelIipse, und die Achsen der Ellipse 
heiBen die Hauptachsen der Flache. Die kleine Achse der Zentral
ellipse ist die Bezugsachse, die von allen Schwerachsen als Bezugs-
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achsen das groBte Tragheitsmoment, die groBe Achse ist die Bezugs
achse, die von allen beliebigen Bezugsaohsen das kleinste Tragheits
moment liefert. 

Jede Symmetrieachse muB durch den Schwerpunkt gehen und 
eine Achse del' Zentralellipse sein. 

Abb. 42 zeigt eine Zentralellipse. 0 X und 0 Y sind die Haupt
achsenrichtungen. Die groBe Achse ist 

a=i." 

d. h. del' Tragheitshalbmesser in bezug auf die 0 X-Achse, die kleine 
Achse ist 

b = iy ' 

d. h. del' Tragheitshalbmesser in bezug auf die 0 Y-Achse. Die 
Gleichungen (43) und (44) geben den Zusammenhang zwischen Jx ' 

und Z' fUr jede Drehung von 0 Xl gegen 0 X. Fiir jede Aohse par
allel zu 0 Y im Abstand d ist das Tragheitsmoment J = J + d2 • F. 
Also gibt es zwei Punkte N und N' auf 0 X in gleichemY Abstand 
von 0, durch die zwei Parallele zu 0 Y gezogen werden konnen, 
fiir die als Bezugsachsen die Tragheitsmomente gleich werden dem 
Tragheitsmoment bezogen auf 0 X, demnaoh 

J.,=Jy + d2 F; 
daraus 

(48) 

Die Triigheitsmomente, die auf zwei rechtwinklige Aohsen mit dem 
Ursprung in NodeI' N' und einer Parallelversohiebung x = ± ON, 
y = 0 gegen XY, bezogen sind, sind also gleich. Hieraus folgt nach 
Gl. (43), daB die Tragheitsmomente bezogen auf aIle Aohsen durch 
NodeI' N' gleioh sind (da cos2 a + sin2 a = 1). 

Das Zentrifugalmoment bezogen auf die Achsen 0 X und 0 Y ist 
Null. Nach Gl. (45) ist es fiir parallele Aohsen duroh NodeI' N' 
.ebenfalls Null, da Yo = 0 . Also versohwindet Z nach Gl. (40) fiir 
aIle reohtwinkligen Achsenkreuze mit NodeI' N' als Ursprung. 

Dieses wiohtige und interessante Ergebnis kann folgendermaBen 
ausgesprochen werden: 

In jeder Ebene gibt es inbezug auf eine Flaohe in del' Ebene zwei 
Funkte, die auf del' Hauptachse des groBten Tragheitsmomentes in 
gleioher Entfernung d = -Vix 2 - i 2 (Entfernung des Schwerpunktes von 
·den Brennpunkten del' Zentralellipse) von dem Schwerpunkt liegen, und 
die die Eigensohaft besitzen, daB jede Gerade, die duroh sie gelegt ist, 
~ls Bezugsachse das gleiche Tragheitsmoment liefert, und daB fiir jedes 
rechswinklige Achsenkreuz, das den Ursprung in einem del' beiden Punkte 
hat, das Zentrifugalmoment versohwindet. Diese Punkte nennen wir 
.rue Festpunkte del' Flache. 

12. Die Beziehungen zwischen den Festpunkten und den 
Triigheitsellipsen, die anderen Punkten del' Ebene zuge
oOrdnet sind. Es sei (Abb. 42) 0 Xl irgendeine Aohse durch den 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 4 
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Schwerpunkt einer Flache. 0 Xl schlieBe mit 0 X, der kleinen Haupt
achse, den Winkel ex ein. L sei ein beliebiger Punkt der Ebene mit 
den Koordinaten u und v. Dumh L werde zu 0 Xl im Abstand e eine 
Parallele C C gezogen. J"," sei das Tragheitsmoment in bezug auf C C. 
Dann folgt aus G1. (31) und (39), da das Zentrifugalmoment fUr die 
Hauptachsen verschwindet, 

J"," =F(i",2 .cos2 ex + iy2. sin2 ex + e2)=F[i",2+e2-(i",2_i/)sin2IX]. (49) 

Da die Abszisse des Festpunktes .N 

n = ,Ii ~ - i 2 r '" y , 

so folgt 
(50) 

Dieses ist vielleicht der einfachste Ausdruck fiir das Tragheitsmoment 
in bezug auf irgendeine Achse. 

Von .N und N' falle man die Lote e1 und e2 auf C C. Dann ist 

e1 = e + n·sin IX, 

e2 = e - n· sin ex, 

e1 • e2 = e2 - n 2 • sin 2 IX • 

Damit wird 
(51) 

Dieser Ausdruck wird dann besonders brauchbar, wenn e1 und e2 ge
gebene GroBen sind. 

Man verbinde L mit Nund N'; LN=w1 , LN'=w2 , 1:.N LN'=fJ. 
Der veranderliche Winkel zwischen C C und L N sei '}'. 

Dann ist 
e1 = wI'sin,}" 

e2 = w2 • sin (')' - fJ) 
und damit 

Ja:" = F[ix 2 + wl ,w2 ' sin'}'. sine'}' - fJ)]· (52} 

Mit '}' als Veranderlicher (d. h. die Achse C C rotiert urn L) hat. 
Ja:" seine Grenzwerte fiir 

r=~ bzw. fI 7t 
1'=2"+2" 

und 
fI 1'="2+'1 bzw. -l--L! 1'-2 12'1· 

In Worten: Wenn die Punkte O,N,N' gegeben sind, so halbieren. 
die Achsen der Tragheitsellipse inbezug auf die gleiche Flache, aber 
inbezug auf irgendeinen beliebigen Punkt L der Ebene die Winkel 
zwischen N Lund N'L. 

13. Tragheitskreis. Wenn Ja:' J ,Z fiir irgendein rechtwink
liges Achsenkreuz gegeben sind, so lief~rn die Gleichungen (39) und 
(40) die J- und Z-Werte fiir irgendein anderes rechtwinkliges Achsen-



Tragheitsmomente, Tragheitsradien, Zentrifugalmomente. 51 

kreuz, das mit dem ersten den Winkel " bildet und den gleiohen 
Ursprung hat. Diese Gleiohungen fuhren zu einer gebrauohliohen 
geometrisohen Konstruktion: 

J", sei das groBere der zwei auf die gegebenen reohtwinkligen 

y 

I 
I 
I • : r--------{r------: " 
~ - -- - - -- -- - - -- Ix - - - -- _.J_ - - - - - - - ...k-- - - - - - -{y - - - - - -J 

I , I 
~--------- -J;- - -- -- -,"*-- -- - -- - - -Iy- -----~ 

Abb.44. 

Aohsen 0 X und 0 Y bezogenen Triigheitsmomente (Ahb. 44). Man 
trage in irgendeinem MaBstabe Oa = J", von 0 auf 0 X ab, Ob = aO' 
= Jy ' ferner erriohte man in b auf 0 X das Lot und trage darauf 
Z = bA ab (positiv naoh oben, negativ naoh unten); desgleiohen 
erriohte man in a das Lot (naoh unten) auf 0 X und trage darauf 
aB=bA abo 

Mit A B als Durohmesser sohlage man den Kreis urn D. Dann ist 

OD= Ja;+Jy , 

2 

bD- -D- Ja;-Jy -a - 2 • 

Duroh A ziehe man A a parallel zur Aohse 0 Xl' die mit 0 X 
den Winkel " biIdet. Verbinde a mit B, a B J... A a, da A B ein 
Kreisdurohmesser ist. Ziehe A L II 0 X, verlangere Ab bis N', dann 
ist (seinem Absolutwert naoh) 

bN' =aL=Z 
und 

~aDL= 2". 

Verlangere B Obis E, falIe von b und a auf OXI die Lote bG und 
a F, von a und E auf 0 X die Lote OM undE P. 

4* 
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Dann ist 

OM = 0 P + PM 0 E· cos a + 0 E· sin a, 

M 0 = E P - EN = 0 E· sin a - 0 E· cos a , 
ferner 

Damit wird 

o E = 0 F'- FE = Jrr,' cos a - Z . sin a, 

OE= Gb -Hb = Jy.sina - Z·oosa. 

OM = J . 00S2 a + J . sin2 a - Z· sin 2 a = J' (G1. (39)), rr, y x 

- J-J 
OM = ~ ·sin2 a + Z·cos 2 a= Z' (G1. (40)). 

Da ferner 

so ist 
J'=MO'. y 

Das groBte Tragheitsmoment ist 0 R, die Bezugsachse verlauft par
allel zu A R durch O. 

Das kleinste Tragheitsmoment ist 08, die Bezugsachse verlauft 
parallel zu A 8 durch O. 

Dies sind die beiden Hauptachsen; das auf diese bezogene Zentri
fugalmoment hat den Wert Null. 

T -,---+----, 
i 
I 
I 

! 
I 

I 
! 

14. Zahlenbeispiele fur Walzeisenprofile. 
In den Handbuchern sind fUr die gebrauchlichen 
Walzeisenprofile im allgemeinen die Abmessungen, 
der Flacheninhalt, die Lage des Schwerpunktes, die 
Tragheitsmomente fUr verschiedene Achsen, die Lage 
der Hauptachsen u. a. m. angegeben. 1st letzteres 
nicht der Fall, so beachte man, daB man nur die 

~ 
":! x-- --x Tragheitsmomente und das Zentrifugalmoment in be-
~ 

i 
I 
I 
I 

! 
: .c:t) 

i,t----:+--+ 
, .,.,----b 

y 
Abb.45. 

zug auf zwei beliebige rechtwinklige Schwerachsen 
zu bestimmen braucht; dann kann man nach den 
oben angegebenen Gleichungen die Hauptachsen und 
die Haupttragheitsmomente finden. 

Fur das in Abb. 45 dargestellte I-Profil sei das 
Haupttragheitsmoment J x gesucht. Die Hauptachsen 
sind durch die Symmetrieachsen gegeben: die eine 
geht durch den Schwerpunkt des Profils parallel 
den Stegseiten, die andere durch den Schwerpunkt 
senkrecht zur ersten. 

Die Aufgabe wird in der Weise gelost, daB zunachst das Trag
heitsmoment fur das Rechteck mit den Seitenlangen 200 mm und 
90 mm berechnet wird; hiervon werden die Tragheitsmomente eines 
Rechtecks mit den Seitenlangen 174 mm und 82,5 mm und von vier 
Dreiecken mit Grundflachen von 41,25 mm und Hohen von 4 mm 
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abgezogen. AIle Tragheitsmomente sind natiirlieh auf die X-Aehse 
bezogen. 

Also 
9,0.20,03 
---rz- 6000 em4 

_ 8,26.17,43 = - 3630 om! 
12 

_ [4. 0,43~~125 + 4. 0,4.!,125 .(8,70 + 0,13)2J = - 258 om! 

Die Abrundung der Ecken ist 
Als zweites Beispiel diene 

das Winkelprofil der AbbA6. 
Die Flache betragt 

F= (6 + 3,5)~ = 4,75 em2 • 

Die Koordinaten des 
Sehwerpunktes werden be
stimmt zu 

3·0,25 + 1,75·2,25 = 099 
4,75 ' em, 

4,75 
3·3 + 1,75·0,25 

= 1,99 cm. 

Zunachst ermitteln wir 
die J -W erte fiir zwei winkel

J", = 2112 em4 

hierbei unberiioksiehtigt geblieben. 

Abb.46. 

reehte Schwerachsen parallel zu den Seiten des Winkelprofils: 

J_ (in bezug eX) = 6.0,53 + 3. 0742 + 0,5.3,5~ 
~ 12' 12 

+ 1,75.1,262 = 6,26 em\ 

J y (in bezug Cy)=o,~t +3.1,012+~5~~,53 +1,75.1,742 

= 17,39 em4 • 

Fiir die Bestimmung von Z in bezug auf ex und C Y beachte man, 
daB Z fiir 0 X' und 0 Y' verschwindet, da 0 X' und 0 Y' fiir je 
einen Winkelschenkel Symmetrieachsen sind. Die Koordinaten von 
o in bezug auf ex und C Y sind 

also wird nach Gl. (3) 

Xo = -1,74, 

Yo = - 0,74, 

o = Z + 1,74 . 0,74· 4,75 , 

Z = - 6,12 cm4 • 
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Bemerkung: Auf dem gleichen Wege ware man zu diesem Resultat ge: 
langt, wenn man die heiden anderen Symmetrieachsen fiir die Winkelschenkel, 
namlich X" P', hetrachtet hatte. Hier ergiht sich 

Xo = 1,01, 
Yo = 1,26, 

1,01·1,26 = 0,74·1,74. 

Die Hauptachsen ergeben sich (Gl. (40)) 

2 Z 12,24 
tan 2 a = J _ J = - 17 39 ~ 6 27 = - 1,1007 , 

y a: " 

2 a = - 47° 54' bzw. 132 ° 6', 
a= - 23° 57' bzw. 66° 3', 

sin a = -0,4059; cosa=0,9139; sin2a= -0,742. 

Damit wird das Haupttragheitsmoment in bezug auf die ex 1 - Achse 
(Gl. (39)) 

Jx' = 6,26 ·0,9139~ + 17,09· 0,4059~ - 6,12 ·0,742 = 3,57 cm4 • 

Da 

wird 
Jy' = 23,65 - 3,57 = 20,08 cm4 • 

J,,: ist das kleinste, Jy' das groBte Tragheitsmoment in bezug auf 
eine Schwerachse. 

15. Die Bestimmung der Schwerpunkte und Tragheitsmo
mente von Flachen kann auch auf rein zeichnerischem Weg erfolgen. 
Diese Methoden sollen jedoch bier nicht behandelt werden. 

a 

-- --: .. Je 
;------- i 

Abb.47. Abb.48. 

16. Eine Gerade durch einen gegebenen Punkt und durch 
den Schnittpunkt zweier Geraden zu ziehen, wobei der 
Schnittpunkt der beiden Geraden nicht mehr auf das Zei
c hen b 1 a t t fa 11 t. Da diese Aufgabe haufig vorkommt, so solI die 
folgende Losung kurz angegeben werden: 

I 
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a und b seien die gegebenen Geraden, 0 der gegebene Punkt 
(Abb. 47). Durch 0 lege man die beliebigen Geraden A B und A' B'. 
A B' und A' B schneiden sich in D. Durch D lege man die beliebige 
Gerade D B" A", dann zeichne man B' A" und A B" (oder A' B" und 
A" B), die sich in 0' (oder 0") schneiden. Die Gerade durch die 
Punkte 0, 0", 0' geht durch den Schnittpunkt von a und b. 

Die Konstruktion ist auch anwendbar, wenn 0 auBerhalb der Ge
raden a und b liegt (Abb. 48). 

IV. Spannnng nnd Verzerrnng. Verhalten des 
Materials. 

1. Spannung. 

Ein fester Korper unterliege den Einwirkungen auBerer Krafte, 
die entweder an seiner Oberfiache oder, wie die Schwerkraft, an jedem 
einzelnen Korperelement angreifen, und befinde sich dabei im Gleich
gewicht. 

Denkt man sich den Korper in zwei Teile zerschnitten, so ist 
ofiensichtlich, daB im allgemeinen die beiden Korperhalften in ihren 
Schnittfiaohen aufeinander Krafte aus-
uben. Dies sind die inneren Krafte, 
mit denen die einzelnen Korper
teilchen aufeinander einwirken und 
danach trachten, den Zusammenhang 
untereinander aufzuheben. Die inneren 
Krafte brauchen nicht immer durch 
auBere Krafte hervorgerufen zu sein. 

Der Korper in Abb. 49 sei, wie 
dargesteIlt, durch auBere Krafte be
lastet. Nun denke man sich einen 
Schnitt 0 D gefiihrt, der den Korper 

Abb.49. 

in zwei Teile A und B teilt. Wenn sich der Korper in Ruhe be
findet, mussen aIle auBeren Krafte - a, b, c, d, e, f - unter
einander im Gleichgewicht sein. Die Resultierende von a, b, c ist 
dann entgegengesetzt gerichtet und von gleicher GroBe wie die 
Resultierende von d, e, f. Die Resultierende von a, b, c ist die Kraft, 
mit der A auf B wirkt, und mit der gleichen, aber entgegengesetzt 
gerichteten Kraft wirkt B auf A. Jede von den beiden resultieren
den Kraften ist gleich der Summe der innereD. Krafte, die den Quer
schnitt 0 D beanspruchen, und deren Verteilung uber den Querschnitt 
spater noch naher betraohtet werden soIl. Da der Querschnitt beiden 
Korperhalften angehort, so nehmen die inneren Krafte entgegenge
setzte Richtungen an, je nachdem man die eine oder die andere 
Korperhalfte betrachtet. 
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Die Richtung der inneren Resultierenden R kann normal oder 
geneigt zum Querschnitt sein. 1m zweiten Fall kann R in zwei Kom
ponenten, N und T, zerlegt werden. N wirkt normal, T tangential zum 
Querschnitt. Andere Krafte auBer Normal- und Tangentialkraften 
konnen nicht auftreten. 

Die Normalkraft kann entweder yom Querschnitt weg wirken 
mit dem Bestreben, A und B voneinander weg zu entfernen; dann 

ist N eine Zugkraft. Oder 
P die Normalkraft wirkt auf 

den Querschnitt zu mit 
dem Bestreben, A und B 
aufeinander zu driicken, 

c dann ist N eine Druckkraft. 
Die Tangentialkraft ist 

bestrebt, A auf B und B 
auf A in entgegengesetzter 
Richtunggleiten zu lassen. 
Man nennt sie eine Scher
oder Schubkraft. 

Es gibt also offenbar 
P nur drei Arten von inneren 

Abb.508. Abb.50b. Abb.50c. Kraften: Zug-, Druck- und 
Scherkrafte. 

Ein Stab mit einem Zuggriff an jedem Ende (Abb. 50a) ist ein 
einfaches, anschauliches Beispiel fiir Zugbeanspruchung, eine Saule, 
die nach Abb. 50 b eine Last tragt, ein Beispiel fiir Druckbeanspruchung, 
eine Schere, die einen Korper schneidet, ein Beispiel fiir Scherbean
spruchung; ein anderes Beispiel fiir Scherbeanspruchung zeigt Abb. 50c, 
etwa eine Bolzenverbindung darstellend. 

Wird die Kraft durch den Querschnitt dividiert, auf den sie wirkt, 

so gibt der Quotient ; die mittlere Kraft pro Flacheneinheit oder die 

mittlere Spannung an. Die Spannung wird jedoch im allgemeinen 
nicht an jedem Querschnittselement gleich sein, sondern wird inner
halb des Querschnitts CD eine Funktion des Ortes sein. Den wirk
lichen Wert der Spannung an einem Punkt erhalt man, indem man 
die an dem betrachteten Punkt auf eine unendlich kleine Flache 
wirkende Kraft durch das zugehorige Flachenelement dividiert, 

dP 
0= (fr 

An jedem Punkt eines Querschnitts, der durch N ormal- und Tangential
krafte beansprucht wird, kann man also eine Normal-, eine Tangential
und eine resultierende Spannung feststellen. 

Greift eine Normalkraft demrt am Schwerpunkt des Querschnitts 
an, wie es z. B. bei dem Stab in Abb. 51a der Fall ist, daB die Zug
krafte an beiden Enden gleichmaBig verteilt sind, so kann angenommen 
werden, daB sich die Kraft gleichmaBig iiber CD verteilt, so daB die 
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Spannungen an allen Punkten von CD gleich sind. Selbst wenn die 
Kraft am Ende des Stabes konzentriert im Schwerpunkt der Flache 
angreift, etwa nach Abb.51b, kann angenommen werden, daB die 
Spannungen iiber CD gleichmaBig verteilt sind. DaB das unter Um
standen nicht genau zutrifit, lehrt die Anschauung; Bei einem Be
lastungsbild nach Abb. 51 b trifft es sicher nicht fiir den Endquer
schnitt zu, und man wird sich erst eine gewisse Strecke von diesem 
entfernen miissen, bis man gleichmaBige Spannungsverteilung iiber 
den Stabquerschnitt findet. 

p 

p 

(!. 
p 

~ p 

i 
1 .: p 

Abb. Ma. Abb.51b. Abb.52. Abb.53. 

Der betrachtete Querschnitt braucht nicht eben zu sein; es ist 
haufig notig, die Spannungsverteilung iiber eine krumme FIache zu 
untersuchen, z. B. bei einem Lastfall nach Abb. 52. 

Von einem nach Abb. 53 beanspruchten Balken sagt man, daB 
er Biegungsbeanspruchm1gen erleidet. Das heiBt nun nicht, daB bei 
Biegung andere als die oben erwahnten drei Arten von Spannungen 
auftreten; auch die Biegungssparumngen sind Zug-, Druck- und Scher
spalIDungen. (Letztere sind nicht immer vorhanden.) Der Name "Bie
gungsspannungen" sagt nur iiber die Ursache der Spannungen etwas 
aus. Entsprechend spricht man von Torsionsspannungen; auch diese 
sind N ormal- und TangentiaIspannungen, und der Name "Torsions
spannungen" besagt nur etwas iiber ihre Ursache, namlich daB sie 
durch Torsion hervorgerufen werden. 

Die Dimension einer Spannung ist kgfcm2 (tfcm2 , tfm2 ). Der 
Student sollte sich daran gewohnen, in seiner Anschauung stets den 
Begrifi der Kraft mit dem der Flache zu verbinden, auf die die 
Kraft wirkt. Bei der Untersuchung von Spannungen betrachten wir 
nur ebene Flachen. Auch wenn die Kraft auf eine krumme Flache 
wirkt, kann man das betrachtete Flachenelement jeweils so klein 
machen, daB es mit geniigender Genauigkeit als eben bezeichnet 
werden darf. 

Die Spannung iiber einen Querschnitt wird, wie bereits bemerkt, 
im allgemeinen an jedem Punkt verschieden sein. Die GroBe der 
Spannung kann durch eine Strecke in Richtung der Kraftwirkung 
ausgedriickt werden, die von dem betrachteten Punkt aus in irgend
einem passenden MaBstab abgetragen wird. N ormalkrafte wiirden 
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also durch, Strecken gekennzeichnet, die senkrecht zum Querschnitt 
stehen. Dieses Da.rstellungsprinzip versagt aber bei der bildlichen 
Wiedergabe von Tangentialspannungen. Diese werden deshalb bei 
bildlichen Darstellungen der Spannungsverteilung ebenfalls s~nkrecht 
zum Querschnitt aufgetragen. 

In Abb. 54 stelle a b die betraohtete Quersohnittsfiache dar, die 
gekriimmte Linie cd gebe die Spannungsverteilung iiber a ban. Dann 

ist die Spannung an irgendeinem Punkt von a b 
d die - in einem anzugebenden MaBstab gemessene -CJb 

lotrechte Entfernung von a b und cd an jenem 
Punkt. AIlgemein: 1st an jedem Punkt einer 
Flache F die dort herrschende Spannung - N or

Abb. 54. mal- oder Tangentialspannung - senkrecht zu F 
in einem beliebigen, aber gleichen MaBstab auf· 

getragen, so bilden die Endpunkte aller dieser Lote eine Flache H, 
die eben oder gekriimmt ist, und die die Spannungsverteilung angibt. 
Die auf F wirkende (Normal- oder Tangential-) Kraft ist durch den 
von den Flaohen Fund H eingeschlossenen Raum dargestellt und 
greift in dem Punkt von Fan, der lotrecht unter dem Schwerpunkt 
des zwischen Fund H liegenden Raumes liegt. Es sei mit p die 
Spannung bezeiohnet, dann ist die gesamte Kraft 

p= !p.dF, 

und dies ist der Raum zwischen F und H. Ferner ist die Ent· 
fernung der Kraft P von irgendeiner Achee in F, wenn die variable 
Entfernung eines wandernden Punktes von der Achse mit x bezeich
net ist, 

J p.x.dF 
xo = . 

Jp.dF 

In Abb.54 gibt die Linie cd eine Spannungsverteilung iiber eine 
Flache und zwar iiber ein Rechteck an, falls jeder Schnitt parallel 
zur Zeichenebene das gleiche Spannungsbild liefert; die Flache abcd 

stellt die Kraft P dar, die auf das Rechteck mit den Seiten a b 

Abb.55. 

und 1 wirkt, wobei P durch den Sohwerpunkt 
der Flache abc d, im Abstand i von der Zei
chenebene, parallel zu ihr, geht. Ist cd" ab, 
so ist die Spannung gleichmaBig verteilt; 
ist cd eine Gerade, jedooh nicht parallel zu ab, 
so sprieh~ ma.n von geradliniger Spannungs
verteilung. 

Die Spannung kann sich von Punkt zu Punkt nur stetig andern, 
eine sprunghafte Anderung ist nicht denkbar. So soIl in Abb. 55 die 
Spannung im Punkte a den Wert a c haben; dann kann sie nicht 
bis d dieeen Wert beibehalten und dort auf ie: springen, sondern die 
Anderung wird sich etwa nach der gestrichelten Linie vollziehen. 
Der Aufstieg kann sehr steil p,ein, das hangt von den elastischen 
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und plastischen Eigenschaften des Materials abo Eine auBere Kraft 
oder Flachenpressung kann dagegen an einem Punkt oder einer Linie 
sprungweise den Wert andern. Die Gesetze, die die Spannungsver
teilung uber eine ebene Flache bestimmen, sind in Kapitel IX erortert. 

In Abb. 56 sei abed ein Flachenele-
ment, auf das eine Kraft 0 e = P ein
wirkt. P werde in die Normalkraft N und 
die Tangentialkraft T zerlegt. Eine Zer
legung in andersgeartete Krafte ist, wie 
bereits dargelegt, nicht moglich. Wahrend 
bei den Normalkraften jeweils zu unter
suchen ist, ob sie als Druck- oder Zug
krafte wirken, weil es sich um grundsatz
lich andere Kraftwirkungen handelt, spielt 
die Richtung der Tangentialkrafte keine 
Rolle, sofern das Material homogen ist. 
1st das Material nicht homogen, d. h. ver
halt es sich bei gleichartigen und gleich
groBen Kraftangriffen nach verschiedenen 
Richtungen verschieden, etwa wie Holz, so 

y 

Abb.56. 

wiirde die Riohtung auch der Tangentialkrafte -- quer zur Faser 
oder langs zur Faser - fur die Anstrengung des Materials von Be
deutung sein. Es kann dann T in zwei Komponenten parallel zu den 
Achsen eines winkelrechten Achsenkreuzes in abed zerlegt werden. 
So kann die Kraft P stets in drei Komponenten parallel zu den Achsen 
eines raumlichen rechtwinkligen Koordinatensystems X, Y, Z zerlegt 
werden; eine Komponente ist eine Normalkraft, zwei Komponenten 
sind Tangentialkrafte. 

Wir haben also ihrer Wirkungsweise nach folgende allgemeine 
Einteilung von Kraften 

1 normal gerichtet 
KrMte 

tangential gerichtet 

{ Zug 
Druck. 

2. Verzerrung (Deformation). 
Jede Kraft, die in einem Gleichgewichtssystem wirkt, erzeugt eine 

Gestaltsanderung, eine Verzerrung. Kein Korper ist absolut starr, 
sondern jede, auch die kleinste Kraft bewirkt irgendeine Gestalts
anderung. Unter sonst gleichen Umstiinden wird die Verzerrung um so 
groBer sein, je groBer die Kraft ist; Kraft und Verzerrung mussen 
sich aber nicht im gleichen Verhaltnis andern. Eine Zugkraft mft 
eine Verlangerung oder Dehnung, eine Druckkraft eine Verkiirzung, 
eine Scherkraft eine Verschiebung hervor. 

Ein Material wird elastisch genannt, wenn die Gestaltsanderung 
mit dem Aufhoren der Kraft, die sie erzeugt hat, wieder vollig ver
schwindet, der Korper also seine ursprungliche Gestalt wieder ein-
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nimmt. Es wird mancherorts die Meinung vertreten, daB dies, genau 
genommen, bei keinem Material, mag die Beanspruchung noOO so 
niedl'ig sein, der Fall sei; ein Teil der FOI'llianderungen, die bleibende 
Formanderung, bleibe nach dem Verschwinden auch der kleinsten Bean
spruchung. (V gl. hieruber IV, 15.) Bei man chen Materialien treten die 
bleibenden Formanderungen in meBbarer GroBe erst hervor, wenn die 
Spannungen eine gewisse Grenze, die sog. Elastizitatsgrenze, iiberschritten 
haben, bei andel'll sind die bleibenden Formanderungen auch nach 
einer kleinen Beanspruchung bereits deutIich festzustellen. Ein Material 
heiBt plastisch, wenn die gesamte Formanderung nach dem Ver
schwinden der Kraft, die sie erzeugte, als bleibende Formanderung 
zuriickbleibt. Plastisohe Materialien sind als Baustoffe unbrauOObar. 

Die Beziehungen zwischen Spannung und VerzeTrullg sind fur den 
Ingenieur sehI' wichtig; sie bilden den eigentIichen Gegenstand del' 
Festigkeitslehre. Die FestigkeitslehI'e sucht die Spannungen und Ver
zerrungen an jedem Punkt eines Korpers zu bestimmen, der durch 
gegebene auBere Krafte belastet ist. Hierher gehart die Frage, bei 
welcher Spannung und Verzerrung Bruch odeI' dauemde Beschadigung 
erfolgt, wie del' Bruch vor sich geht, ganz allgemein, welche physi
kalischen Erscheinungen mit den verschiedenen Spannungen unter 
verschiedenen Umstanden verbunden sind. 

3. Eigenschaften von festen Korpern. 
Zu den Eigenschaften von festen Karpel'll, die fiir den Ingenieur 

wiohtig sind, geh6ren folgende: 
Dber die Elastizitat ist das Notwendige bereits oben bemerkt. 
Der Begl'iff del' PIa s tiz i ta t ist auch sohon erklart. 
Sowohl die Plastizitiit wie die Elastizitat kommen in der Reinheit der 

Definition nur selten vor. Die Formanderungen sind im allgemeinen teils 
elastisoh, teils plastisch, d. h. von den gesamten Formanderungen geht nur 
ein Teil, namlich die elastisohen Formanderungen, beim Verschwinden del' 
Kraft wieder zuriick. Einige Stoffe, z. B. Metalle, die innerhalb ge
wisser Spannungsbereiche unter gewahnlichen V er haltnissen iiberwiegend 
odeI' auoh rein elastisches Verhalten zeigen, werden bei steigenden 
Temperaturen plastischer. Das gleiche tritt bei waohsenden Be
anspruchungen ein. 

Die Dehnbarkeit eines Materials bezieht sich auf die bleibenden 
Verlangerungen (Zug). Ein Stab aus dehnbarem Material kann in 
dunnen Draht ausgezogen werden, ohne zu zerreiBen. 

Die Fahigkeit, bleibende Verlangerungen und bleibende Verkiir
zungen einzugehen, hangt sehr eng mit dem Begriff del' Zahigkeit 
zusammen (vgI. unten); sie kann versohieden sein, je nachdem ob es 
sich um eine Verkiirzung odeI' Verlangerung oder Verschiebung handelt. 
Die Dehnbarkeit kann durch den Quotienten aus Spannung duroh 
Formanderung, ahnlioh wie der Elastizitatsmodul (vgl. Abschnitt 4), 
gemessen werden; sie wird indessen gewohnlioh auf andere Weise 
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bestimmt. namlich mit Hilfe. des Quotienten aus der Lange eines ge
zogenen Stabes bei dem Bruch durch die urspriingliche Stab lange 

1 + Lll 

Diese beiden Methoden, ein MaB der Dehilbarkeit zu bestimmen, sind 
grundsatzlich verschieden. Die letztere gibt die Zahl, die in der 
deutschen Materialpriifung als Bruchdehnung bezeichnet wird 1. 

Die Hammerbarkeit ist die Eigenschaft, die es gestattet, daB 
der Korper zu dunnen Blattern ausgehammert wird, ohne zerstort zu 
werden. So kann Gold in sehr dunne Blatter ausgebammert werden. 
Die Hammerbarkeit hangt offenbar mit der Zahigkeit und Weichheit 
des Materials zusammen. 

Steifigkeit ist die Eigenschaft, die den Korper nur geringe De
formationen unter der Einwirkung von Kraften eingehen laBt, d. h. ein 
Korper ist steif, wenn grolle Krafte nur kleine Formanderungen her
vorrufen, gleiehgiiltig, obdiese Formanderung elastisch oder plastisch 
ist. Als MaB fUr die Steifigkeit kann der Quotient aus Spannung und 
Formanderung, beides auf die Einheit hezogen, dienen (vgl. Absehn. 4 
dieses Kapitels). Je groBer dieser Quotient ist, um so steifer ist das 
Material. 

Harte ist eine wichtige Materialeigenschaft, deren Definition je
doch schwierig un<;l. wenig einheitlieh ist. So wird sie als Widerstands
fiihigkeit gegen Einkerben durch den StoB oder Schlag eines Kegels 
oder einer Kugel aus irgendeinem bestimmten Stoff bestimmt. Sie 
wird auch als Widerstandsfahigkeit gegen Schneiden oder Ritzen defi
niert. Wenn ein Material .ein anderes ritzt, selbst aber von dem 
andern nicht geritzt wird, so ist es das hartere von beiden. Auf 
diesem Prinzip kann eine Harteskala aufgebaut werden. J edes Material 
dieser Harteskala ritzt das iiber ihm, nicht aber das unter ihm stehende. 
Das unterste Material dieser Skala ist das harteste. Indessen ist die 
Widerstandsfahigkeit gegen Einkerben nieht immer proportional der 
gegen Ritzen. Wieder ein anderes Kriterium fiir die Harte ist der 
Widerstand gegen Abschiirfen; er kann dadurch gemessen werden, 
daB man das abgesehurfte Material miSt, das sieh bei irgendeinem 
entsprechenden (normierten) Versuch (Abnutzungsversuch) ergibt.' Ein 
weiterer MaBstab fiir die Harte wird haufig in einer hohen Elastizi
tatsgrenze gesehen, also einem hohen Spannungswert, unterhalb dessen 
keme bleibenden Deformationen auftreten; dabei wurde also Harte 
mit Widerstandsfahigkeit gegenuber bleibenden Formanderungen gleieh
gesetzt. Diese Deutung hat keine unmittelbare Beziehung zu den 
andern drei genannten. 

1 Anmerkung d. Dbers.: Bei der Angabe der Bruchdehnung muB die Lange 
der MeBstrecke stets angegeben werden, da die Verlangerung sich, namentlich 
kurz vor dem Bruch, durchaus nicht gleichmaBig iiber die ganze StabIange zu 
verteilen, sondern sich auf ein kurzes Stiick zu sammeln pfiegt, so daB der Quotient 

1 + Lll 
-1-

urn so groBer wird, je kleiner man die MeBstrecke macht. 
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Harte ist nicht gleichbedeutend mit Sprodigkeit. Ein harter Stahl 
kann auch zah sein. 

Elastisches Arbeitsvermogen ist die (potentielle) Energie, die 
ein elastischer Korper aufzunehmen vermag, wenn er belastet wird, 
und die er abgibt, wenn ar bei Entlastung seine friihere Gestalt an
nimmt. 

Manchmal wird nicht nur die Arbeit betrachtet, die der Korper 
in Form von Spannungsenergie potentiell aufspeichert (also unterhalb 
der Elastizitatsgrenze die ganze Formanderungsarbeit, oberhalb der 
Elastizitatsgrenze der. Teil der Arbeit, der den elastischen' Formande
rungen entspricht), sondern die gesamte Formanderungsarbeit, die bis 
zum Bruch des Korpers aufgewendet wird. 

Es muB hier in diesem Zusammenhang der Begriff der Form
anderungsarbeit kurz erlautert werden. Mehr dariiber findet sich in 
Abschnitt 27 dieses Kapitels. Arbeit ist Kraft X Weg in der Kraft
richtung, Formanderungsarbeit also Kraft X Formanderung. Nehmen 
wir an, daB Kraft und Formanderung einander proportional sind, daB 
also die Kraft mit der Formanderung von 0 auf ihren Endwert P 

anwachst, so ist die mittlere Kraft :' die Arbeit also 
p 

m=2· L1 , 

wobei L1 der Endwert der Formanderung ist. 
Wird die Kraft P plOtzlich, also stoBweise, aufgebracht, so wirkt 

sie von Anfang des Formanderungsvorganges an in ihrer vollen GroBe, 
der Korper gerat dann in Schwingungen. 

Sprodigkeit. Ein sproder Korper hat beirn Bruch eine nur ge
ringe Formanderung erlitten, er besitzt nur geringes plastisches Ar
beitsvermogen, er ist wenig plastisch. Sprodigkeit ist nicht das gleiche 
wie Harte. Es ist das Gegenteil von Plastizitat, Dehnbarkeit, Zahig
keit. Ein sproder K6rper zeigt geringe Widerstandsfahigkeit gegen
iiber StoBen. 

Zahigkeit. Ein zaher K6rper verlangt eine groBe Formanderungs
arbeit bis zum Bruch. Del' Begriff der Zahigkeit schlieBt die der 
Plastizitat, Dehnbarkeit, groBen Arbeitsvermogens ein. Ein zaher 
K6rper ist gegeniiber StoBen sehr widerstandsfahig. 

Die Zahigkeit oder Sprodigkeit eines K6rpers ist fiir sein Ver
halten gegeniiber Kraftangriffen auBerordentlich wichtig. Darauf solI 
noch eingegangen werden. 

Festigkeit (einer bestimmten Art, wie Zug-, Druck-, Scherfestig
keit) ist die groBte Spannung (der betreffenden Art), die der Korper 
bis zum Bruch ertragt. Dabei ist vorausgesetzt, daB die Kraft all
mahlich, nicht stoBweise aufgebracht wird. Die Festigkeit solIte, der 
Definition entsprechend, auf den Bruchquerschnitt bezogen werden, 
der im allgemeinen von dem urspriinglichen verschieden sein wird. 
Gew6hnlich geschieht das jedoch nicht, sondern es wird der Festig
keitsbestimmung der urspriingliche Querschnitt zugrunde gelegt (vgl. IV, 
Abschnitt 17). 
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4. Elastizitatsmodul. 
Wird ein Stab aus homogenem Material mit konstantem Quer

schnitt naoh Abb. 51a auf Zug beanspruoht, so werden aIle Teile bis 
zu einer gewissen Spannungsgrenze gleichmaBig gedehnt. Die Ver
liingerung des Stabes duroh eine Kraft P wird proportional der Lange 
sein; die Verlangerung moge ferner proportional der Kraft P seiny 
solange die Spannung unterhalb eines Wertes bleibt, . den man die 
Proportionalitatsgrenze nennt, und sei rein elastisch. Fiihren wir nooh 
den Quersohnitt als Veranderliohe ein, so wird dieFormanderung um
gekehrt proportional der GroBe des Querschnitts sein. Die Abhangig
keit von P und F kann man auoh so deuten, daB man sagt, die Form-

P 
anderung ist proportional der Spallllung F' 

Wir haben also 
P·l 

LIZ = F·a, 

wobei a eine Materialkonstante ist, die fiir jedes Material zu be
stimmen ist. Diese Materialkonstante wird meistens in der Form 

1 
a= E 

gesohrieben, so daB das Gesetz lautet 

P·l 
LlZ=E.F; 

damus 
PIa 

E=F'"Jl=~' (1) 

worin a die Kraft pro Flaoheneinheit, also die Spannung, e die 
Formanderung pro Liingeneinheit, die spezifisohe oder bezogene Form
anderung bedeutet. 

E heiBt der Elastizitatsmodul (in Amerika auoh Young's Modulus 
naoh dem amerikanisohen Forsoher Young genannt). Da e eine Ver
haltniszahl von zwei Langen, also eine unbenallllte Zahl ist, hat E 
die Dimension einer Spallllung. 

Wenn e = 1 ware, so ha tte Eden Wert a, d. h. E ist die Span
nung, unter deren Wirkung sioh die urspriingliohe Lange im Zug
versuoh verdoppelt, voniusgesetzt, daB dabei die Proportionalitats
grenze nioht iiberschritten wird. In Wirklichkeit ist die Proportio
nalitatsgrenze bei den gebrauchlichen Baustoffen schon bei einer viel 
geringeren bezogenen Formanderung erreioht, so daB diese Erkllirung 
der Zahl E praktisch nicht anwendbar ist. Sie vermittelt aber eine 
gute Ansohauung. 

Druckspannungen' erzeugen Verkiirzungen. Der Elastizitatsmodul 
fiir Druck braucht nicht der gleiche zu sein wie der fiir Zug. Fiir 
Stahl stimmen die beiden Elastizitatsmoduln nahezu iiberein; fUr 
praktische Rechnungen wird diese Ubereinstimmung meist auoh bei 
den andern Baustoffen angenommen. 
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Das Gesetz, daB Spannung und Formanderung in linearem Zu
sammenhang stehen, heiBt Hooke'sches Gesetz. Hooke faBte dieses 
Gesetz im Jahre 1678 in die Form: "Ut tensio, sic vis." Mit prak
tisch ausreichender Genauigkeit trifft es fur gewisse Stoffe zu, z. B. 
bei Stahl bis zur Proportionalitatsgrenze; fiir die meisten Baustoffe 
trifft es jedoah auah mit der obigen Einschrankung auf die praktisch aus
reichende Genauigkeit nicht Zu, z. B. fiir GuBeisen, Holz, Beton, die 
meisten naturlichen Steine. Eine Giiltigkeit mit absoluter Genauig
keit hat das Gesetz wohl iiberhaupt nicht. 

Bei Gultigkeit des HQoke'schen Gesetzes ist Ekonstant. Fur Stahl 
trifft dies innerhalb der Proportionalitatsgrenze zu, bei andern Ma
terialien gar nioht; gilt das Hookesobe Gesetz niaht, dann andert siah 
Emit der Spannung1• 

5. Zahlenwerte fUr E. 
Die E- Werte fUr verschiedene Eisen- und Stahlsorten innerhalb 

der Elastizitats- und Proportionalitatsgrenze sowie fiir Stoffe, die keine 
E- und P-Grenze haben, innerhalb kleinerer Spannungen, gibt folgende 
Zusammenstellung: 

----~--------~----------------------
Material 

Sohmiedeeisen 
FluB stahl 
GuBeisen ... 

Bauholz .... 
(langs zur Faser) 

Beton ....•• 

E in kg/om2 

(Druck und Zug) 

2000000 
2100000 
1000000 

(mit betraohtliohen Sohwankungen) 
70000-140000 

(mit groBen Sohwankungen) 
140000-300000 

(mit groBen Sohwankungen) 

1 Anmerkung des Ubersetzers: Swain bezieht den Elastizitatsmodul 
nicht in aller Scharfe auf die elastisohen Formanderungen, wie dies in der 
deutsohen Technik bekanntlioh seit Bach iiblioh ist. Vgl. Baoh: Elasti
zitat und Festigkeit: Die Bestimmung des E-Moduls flir Beton, GuBeisen, 
Leder u. a. Stoffe, die zunaohst keine ausgesprochene Elastizitats- und Pro· 
portionalitatsgrenze haben. So sagt S w a i n in Abschnitt 3 dieses Kapitels 
unter dem Absatz "Steifigkeit": A body is stiff if a large load produces a 
small deformation, independent of whether the deformation is elastio 
or permanent. The larger E is, the greater is the stiffness. Diese 
beiden Satze sind offenbar nur miteinander vertraglich, wenn E nicht nur auf 
die elastischen, sondern auf die gesamten (elastischen + plastischen) Formande
rungen bezogen ist. 

Entsprechend der deutschen Auffassung ist oben auch verdeutscht: 
E ist konstant "innerhalbder Proportionalitatsgrenze", wahrend im am erika
nischen Text steht: "For steel, since the unit stress varies as the unit strain 
up to the elastic limit, E is constant up to that limit." Folgerichtighatte 
hier stehen miissen proportional statt elastic limit. Dies erklitrt aber Swain 
vorher in einer Anmerkung: "No distriction is commonly made between pro
portional and elastic limit, though strictly speaking the proportional limit is 
that up to which stress and strain are proportional, while elastic limit is that 
up to whioh there is no permanent set." Da der deutsche Sprachgebrauoh die 
beiden Begriffe strenger scheidet, ist jeweils bei der Verdeutschung der 
sinnentsprechende, deutsche Ausdruck gebraucht. 
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Die E- Werte schwanken zum Tell betrachtlich fiir ein und das
selbe Material. Die gleichmaBigsten Werle gibt Schmiedeeisen und 
FluBstahl. Bei GuBeisen schwanken die Werle schon betrachtlich. 
Fiir Holz sind die Werle sehr verschieden nach del' Art des Holzes, 
seinem Feuohtigkeitsgehalt usf. Bei Beton schwanken die Werle 
ebenfalls sehr stark mit dem Alter, Art del' Zuschlagstoffe, Mischungs
verhaltnis, Wasserzusatz, Lagerung usf. 

Ein Stab aus FluBstahl mit einer Zugspannung von 1000 kgJcm2 

wiirde also urn 
a 1000 1 

C = E = 2100000 = 2100 

seiner urspriinglichen Lange verlangert werden. Wenn die Elastizitats
grenze des Materials bei 2100 kgjcm2 und unterhalb del' Proporlionali-

tatsgrenze liegt, so wiirde der Stab eine Verlangerung von 10100 seiner 

Lange innerhalb seines elastischen Bereichs erlragen konnen. 

6. Querkontraktion; Poisson'sche Zahl. 
Wenn ein Stab nach Abb. 57 a gezogen wird, so er£ahrt sein Quer

schnitt eine Verminderung (Kontraktion) in der Weise, daB sich, 
wenn z. B. der urspriingliche Querschnitt ein 
Rechteck mit den Seitenlangen b und h war, 
sowohl b wie h pro Langeneinheit urn ein MaB P 

verkiirzen, das einen Bruchteil, mit ~ bezeich-
m 

net, von der spezifischen Verlangerung der 
Fasern in der Richtung der Zugkraft ausmacht, 
allgemein 

(2) 

Darin ist cq die Langenandernng der Langen
einheit in der Querrichtung, C die in der Kraft-

richtung. ~ ist die Poisson'sche Konstante, 
m 

p 

a b 
Abb.57. 

der Querkontraktionskoeffizient, neuerdings auch Querzahl genannt. 
1m Fane der Abb. 57 wiirde sein 

P a 
C = E.F oder E 

1 
cq=-m' c , 

also die Verkiirzung der Seite a 

Lla=_~.P·a 
m E·F' 

Wenn das Material homogen ist, ist die Querzahl in allen Rich
tungen der Querschnittsebene gleich groB. 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 5 
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1st Peine Druokkraft, so erfahrt der Quersohnitt eine VergroBerung 

entsprechend der Gl. (2). Dabei kann die Zahl ~ je naoh dem Ma

terial fiir Druok und Zug gleioh oder versohieden sein. In der Festig

keitslehre wird im allgemeinen sowohl fUr E wie fiir ~ im Zug- und 
m 

Druokbereioh mit gleiohen Werten gerechnet. 

Die Querzahl ist kleiner als 1. Fiir Eisen und Stahl sohwankt ~ 
m 

zwischen ~ und !, oder m zwisohen 3 und 4. Ein gebrauohlicher 

Wert ist ~ = 0,3 . 
m 

Der Querschnitt des oben erwahnten Stabes mit einer Zugspannullg 

von 1000 kg/cm2 wiirde also Verkiirzungen von 2;~0 = 70100 seiner 

linearen Abmessungell aufweisen. 

Die Zahlenwerte von m bzw. ~ rind schon deshalb nioht einheit
m 

lich, weil ihre Bestimmung sehr schwierig ist. Dazu kommen die 
unvermeidlichen Streuungen des Materials. 

Material 

Glas ... . 
Stahl .. . 
Kupfer 
Messin!!: .. 
Deltametall 
Blei . . . .. . 
Natiirliche Gesteine 

Beton •..•.. 

Querzahl 1 

0,2451 
0,2686 
0,3270 
0,3275 
0,3399 
0,4282 
0,25 

(roher Durchschnittswert) 
0,08+0,18 

Man begegnet haufig bei Studierenden der Ansicht, daB die Quer
kontraktion duroh Krafte, in Richtung der Querkontraktion, verur
sacht sein miisse, also z. B. durch Krafte senkrecht auf eine Ebene, 
die in Abb. 51a durch eine gestriohelte Linie dargestellt ist. Es konnten 
nun entweder Druckkrafte sein, die die Korperelemente nach innen 
driicken, oder Zugkrafte, die sie nach innen ziehen. N ehmen wir an, 
es seien Druckkrafte, die die einzelnen Korperteilohen naoh der Aohse 
zu bewegen. Ein Teilchen unmittelbar rechts neben der Aohse wurde 
also von einem andern rechts neben. ihm naoh links gedriiokt, dieses 
wieder von einem dritten rechts neben ihm nach links gedriickt usf.; 
so kommt man nach der Oberflaohe D, wo aber ofl'enbar keine Kraft 
wirkt. Die Annahme, daB Zugkrafte wirksam sind, laBt sioh durch 
ahnliohe ansohauliohe Dberlegungen plausibel widerlegen. Wir wollen 
jetzt die Frage nach statisohen Gesetzen behandeln. 

Denken wir uns einen Schnitt senkreoht zur Zeiohenebene nach 
Lage der punktierten Linie in Abb. 51a gefiihrt, so muB ofl'enbar die 

1 Nach Johnsons: Materials of Construction. S.4, 255, 480. 
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Summe aller in der Sohnittflaohe wirkenden Krafte NuU sein. Da 
keine auBeren Krafte (Aktionen und Reaktionen) in der Querriohtung 
wirken, so ware eine Kraftverteilung auf der Sohnittflaohe also sta
tisoh nur so denkbar, daB Zug- und Druokkrafte gleioh groB und 
auBerdem so verteilt waren, daB das Moment versohwindet. Da keine 
Stelle der Sohnittflaohe bevorzugt ist, ist . nioht einzusehen, warum 
hier Druok- und dort Zugkrafte auftreten soUten. Die Querkontraktion 
ist also eine spannungslose Deformation. . 

Entspreohende tJberlegungen lassen sioh fiir die Quersohnittsver
groBerung bei axialer Druokbeanspruohung anstellen (Abb.57b). 

Es gibt also Deformationen, die nioht duroh Krafte in 
Riohtung der Deformationen erzeugt werden. 

7. Elastische Langenanderungen des mehrachsigen 
Spannungszustandes. 

Bei den bisher besproohenen Belastungs£allen naoh den Abb. 50a, 
50b, 51a, 52 und 57 laBt sioh duroh jeden Punkt des Korpers ein 
raumliohes reohtwinkliges Aohsenkreliz derart legen, daB dessen eine 
Ebene senkreoht zur angreifenden Kraft P steht. Dann wirken naoh 
dem oben Ausge£iihrten (Absohn. 6) in den beiden andem Ebenen des 
Aohsenkreuzes keine Krafte. Einen derartigen Spannungszustand nennt 
man einen einaohsigen Spannungszustand. 

1st der Belastungs£all derart, daB sioh ein reohtwinkliges X-, y-, 
Z-System so legen laBt, daB die Spannungen in jedem Punkt des 
Korpers in einer Ebene versohwinden, oder mit anderen Worten, daB 
die Wirkungslinien samtlioher Krafte in parallel en Ebenen liegen, so 
sprioht man von einem zweiaohsigen Spannungszustand. 

Der allgemeinsteSpannungszustand ist der dreiaohsige. Es wirken 
in allen drei Ebenen Krafte, wie man das Koordinatensystem auoh 
legen mag. 

Wir sahen, daB eine Normalspannung in ihrer Kraftriohtung eine 
spezifisohe Langenanderung 

fI 
Ii=-

E 
(1) 

und in der Ebene senkreoht zu ihrer Kraftrjohtung spezifisohe Langen
anderungen (fiir jede beliebige Riohtung in dieser Ebene) 

hervorruft. 

1 fI 
Ii =--.-

q m E (2) 

Wirken also an einem Punkt eines Korpers die N ormalspannungen 
alZ , ay, az parallel den Aohsen eines reohtwinkligen Aohsenkreuzes 
(alZ bedeute hierbei die Normalspannung auf die Ebenen x = konst., 
all die Normalspannungen auf die Ebenen y = konst., Gz die auf die 
Ebenen z = konst.)l, so gelten fiir die duroh alZ , ay' Gz erzeugten 

1 1m allgemeinen Fall wirken in den Ebenen x = konst., y = konst., 
z = konst. auoh Tangentialspannungen. Wir betraohten jedooh zunaohst nur 
N ormalspannungen. 

5* 
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spezifischen Langenanderungen die Gleichungen 

(1", 1 (1y 1 (1. I 
ex = E - m' E - m' E ' 

e =-~.(1"'+(1Y-~.O·1 y mE E mE' 

1 (1x 1 (1y (1. 

e. = - m' E - m' E + E • 

(3) 

Lost man diese drei Gleichungen nach 0"" ay' a z auf, so er
halt man 

a= x 

a = y 

a= z 

m.E[ey+ez + (m -l)e",] 
m2 -m-2 

m·E[ex +e. +(m-l)ey] 
m9 -m-2 

m·E[e", +ey+(m-l)e.] 
m2 -m-2 

Fiir m . . 4 beispielsweise 

2 
ax = 5"E(3ex +ey+e.), 

2 
ay = 5" E (3 ey + e. + ex), 

2 
az = 5 E (3e.+E",+ey). 

(4) 

(5) 

Die (gedachte) Spannung 0:, die allein, also fiir ay = 0 und a z = 0 , 
die gleiche spezifische Langenanderung ex (GL (3)) erzeugen wiirde, 
ware also 

a' = a _ (1y _ (1. 

x '" m m 
(6) 

a x' nennt man die Ersatzspannung oder die reduzierte Spannung. 
Fiir einen zweiachsigen Spannungszustand inbezug auf die Ebene 

z = konst., d. h. fUr den Fall, daB die Spannungen in der Ebene 
z = konst. verschwinden, also hier az = 0, wird 

(380) 

und 

(480) 
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Ftir m = 4 wird 

(5a) 

8. Schubspannungen am unendlich kleinen rechtwinkligen 
Parallelepiped. 

Abb. 58 zeige ein rechtwinkliges Parallelepiped mit den Seiten 
- -

o a = dx, 0 b = dy, 0 c = dz; gleichzeitig sei 0 der Ursprung eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems 
X, Y, Z; drei Seiten des P arallel- z 
epipeds liegen in den Achsen des ...-fc"---____ ""d 

Achsenkreu~es. /' lfOz 
Die in den sechs Seitenflachen ,,;,y~,.;z+~ .... :::; 

wirkenden Spannungen seien in -
~! I /i,~ i tY:~: 

Komponenten parallel zu den Ach- tJ<_~rJ'L~t: ~ __ yzJ_ '" 

sen des Achsenkreuzes zerlegt, so rxtixzi // l~ ______ ifc~______ X 
daB auf jede Seite eine Normal- und /~ J,~//oi ,~rzy tL 

zwei Tangentialspannungen wirken ~// ,.;~-! 
(vgl. Kapitel IV, Abschnitt 1). AlJ~----~~ 

Zur Erklarung der Bezeich- y 

nungen der Krafte mogen folgende 
Bemerkungen dienen: 

Abb.58. 

Die Normalkrafte erhalten einen Index, der der beanspruchten 
Ebene entspricht, also z. B. hat die N ormalspannung in der Ebene X Y, 
d. h. der Ebene z = konst., die Bezeichnung oz, Die Scherspannungen 
erhalten zwei Indizes, von denen der erste die Ebene, der zweite die 
Richtung in dieser Ebene angibt, also wirkt z. B. 7:",y in der Ebene 
x = konst. parallel zur Y ~ Achse. 

Die Spannungen sind Funktionen des Ortes; es werden also bei
spielsweise die Spannungen in den Ebenen z = konst. (XY-Ebenen) 
bei verschiedenen z' voneinander verschieden sein. Betrachten wir so 
z. B. 0. als Funktion von z. Es sei 0. die Normalspannung in der 
Ebene z = konst. ftir z = 0; In der Ebene z = dz hat sodann die 
N ormalspannung den Wert 

+ O"z d 
0. az' z. 

00"; ist die trigonometrische Tangente der Oz -Funktion tiber z, 
d. h. stellt das MaB der Anderung von Oz tiber die Einheit von z 
dar, wenn innerhalb dieser Strecke keine Richtungsanderung eintritt; 

::z . dz ist also die Zunahme von 0. tiber die Strecke dz. Mathe-

matisch ausgedrtickt: ?i: ist die partielle erste Ableitung von az 

tiber z. 
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Fur unsere Betrachtung konnen "ir gleich den Grenziibergang 
ausfiihren und die Zunahmen der Spannungen in den um dx, dy 
unddz entfernten Ebenen gleich Null setzen. Damit werden die 
Spannungen an je zwei einander gegenuberliegenden Seiten entgegen
gesetzt gleich, da sich das Korperelement im Gleichgewicht befin
den soIl. 

Die das Prisma beanspruchenden Krafte sind 18 Krafte (in jeder 
Seite 3 Krafte) von denen 9 paarweise gleich sind. 

Es sind dies in jeder der zwei XY-Ebenen (z = konst.) 
eine N ormelkraft: 

°z·dx.dy, 

eine Scherkraft in Richtung der 0 X-Achse: 

7:z",·dx.dy, 

eine Scherkraft in Richtung der 0 Y -Achse: 

7:Zy ·dx.dy, 

in jeder der zwei Y Z-Ebenen (x = konst.) 
eine Normalkraft: 

o",.dy.dz, 

eine Scherkraft in Richtung der 0 Z-Achse: 

7:",z·dy·dz, 

eine Scherkraft in Richtung der 0 Y -Achse: 

7: .dy·dz 
"'y 

und in jeder der zwei X Z-Ebenen (y = konst.) 

eine N ormalkratf: 

eine Scherkraft: 

eine Scherkraft: 
7: ·dx·dz yx • 

Das Gewicht des Korperelements ist von der dritten Ordnung un
endlich klein, namlich Raumgewicht multipliziert mit den drei Seiten
langen, die soeben angeschriebenen Krafte dagegen sind von der 
zweiten Ordnung unendlich klein, so daB das Gewicht vernachlassigt 
werden kann. 

Die Normalkrafte stehen untereinander im Gleichgewicht, da 

L;X=o, 

und die Summe ihrer Momente um die X-, Y- und Z-Achse null
wertig sind: 

"'M=O . ..::.,; y , 

(die Krafte gehen aIle durch den Schwerpunkt des Elements). 
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Die Scherkrafte erfiillen auch die Bedingung 

.2X=O, .2Y=O, .2Z=O; 

weiterhin miissen auch die Summen ihrer Momente urn die X-Achse, 
um die Y-Achse und um die Z-Achse nullwertig sein 

.2 M", = 0 , .2 My = 0 , .2 M. = 0 . 

Es bleiben also von den sechs GIeichgewichtsbedingungen im Raum 
nur drei. Diese ergeben (Momente um die X-Achse drehend, M",= 0): 

-t ·dx·dy.dz+t .dx.dz.dy=O zy yz • 

Daraus folgt 
(6a) 

Offenbar miissen diese beiden Krafte der Schnittlinie ihrer Wir
kungsflachen entweder beide zustreben oder beide von ihr weg 
wirken. 

My=O ergibt entsprechend 

'Txz = 'Czx • (6b) 
Mz=O ergibt 

t =7: • xy yx (6 c) 

Dieses auBerordentlich wichtige Ergebnis kann folgendermaBen 
ausgesprochen werden: 

An jedem beliebigen Punkt eines Korpers sind in zwei 
aufeinander senkrechten Ebenen die Schubspannungskom
ponenten senkrecht zu der Schnittlinie der beiden Ebenen 
einander gleich. Die Schubspannungen wirken dabei ent
weder beide auf die Schnittlinie der Ebenen zu, oder sie 
wirken beide von del Schnittlinie weg. 

Der erste Teil des Satzes kann auch, von einem raumlichen 
rechtwinkligen Acbsenkreuz ausgehend, folgendermaBen gefaBt 
werden: 

Werden durch irgendeinen Punkt 0 eines Korpers als Ursprung 
drei aufeinander senkrecht stehenden Ebenen gelegt, so sind die Tan
gentialkomponenten (der in dem Punkt wirkenden Spannung) in zwei 
von dies en Ebenen parallel zur dritten Ebene einander gleich. 

Es kann also an irgendeinem Punkt eines Korpers nicht nur in 
einer Ebene eine Schubspannung wirken; es muE zum mindesten in 
einer weiteren Ebene ein Schubspannung vorhanden sein. In Kap. V 
wird noch mehr dariiber zu sagen sein. Es soll jedoch ausdriicklich 
vor einigen verbreiteten Irrtiimern gewarnt werden: es sind nicht die 
Schubspannungen schlechthin in zwei zueinander senkrechten Ebenen 
einander gleich, sondern nur die Schubspannungskomponenten einer 
bestimmten Richtung, namlich senkrecht zur Schnittlinie der beiden 
Ebenen. Weiterhin: Wirkt in einer Ebene eine Schubspannung t, 

so muB nicht in allen Ebenen senkrecht zu ihr ebenfalls eine Schub
spannung wirken, sondern nur in den Ebenen, auf deren Schnittlinie 
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mit der ersten Ebene eine Komponente der Schubspannung 'r: senk
recht steht, also nicht in allen den senkrechten Ebenen, die zur 
Richtung der Schubspannung T parallel laufen. 

Fur den (sehr hiiufigen) Sonderfall des zweiachsigen Spannungs
zustandes ergeben sich diese Zusammenhange in folgender Weise: 

y 
1: 

C -

~!~ 
dx 

o --r 
Abb.59. 

d 

a X 

Wir stellen zunachst den zweiachsigen Span
nungszustand in der Art her, daB wir die Nor
malspannungen (J z , ferner die Schubspannung 
Tzx und'r:Zy verschwinden lassen, also die Ebene 
z = konst. spannungsfrei machen. Dann ver
schwinden auch 'r: und T • In diesem Fall 
brauchen wir also "'bloB dieYProjektion des Pris
mas auf die X Y -Ebene zu betrachten. Dies ist 
in Abb. 59 geschehen. Die Normalkrafte sind, 

da sie sich gegenseitig aufheben, nicht eingezeichnet. Es ist leicht ein
zusehen, daB die Schubspannungen zwei im Gleichgewicht befindliche 
Kraftepaare sein mussen, also 

T·dx·dy = T' ·dy·dx, 
T = T'. 

Die Ausdehnung in Richtung der dritten Achse (Z-Achse) ist zu 
Eins angenommen. 

Uber den Richtungssinn zweier Schubspannungen in zwei auf
einander senkrechten Ebenen gilt das oben Gesagte. 

9. Reine Scherbeanspruchungen im zweiachsigen 
Spannungszustand. 

Es mogen, wie in Abb. 59 dargestellt, auf das Korperelement 
nur Scherspannungen, keine Normalspannungen wirken. Wir be

Abb.60. 

tJ,'achten wieder einen zweiachsigen Span
nungszustand, so daB die Spannungen 
fiir die Ebenen z = konst. verschwinden. 
r = T' wie oben gezeigt. Fuhren wir einen 
Diagonalschnitt Od, so muB die auf Od 
wirkende Kraft eine Normalkraft sein, die 
entgegengesetzt gleich der Resultierenden 

aus r und r' ist (Abb. 60), d. h. es ist eine Druckkraft 

N=rY2. 

Da die Diagonalflache 0 d des Wiirfels mit der Seitenlange Eins 
einen Flacheninhalt von der GrOBe V2 hat, ist die Normalspannung 
in 0 d 

(J=r. 

In der Diagonalflache c a herrscht eine Zugspannung eben falls von 
der GroBe 

IJ = r. 
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Kebren die Schubspannungen in Abb. 59 ihre Vorzeichen um, so 
tun dies auch die N ormalspannungen in 0 d und in ca, d. h. in 0 d 
herrscht dann Zug, in c a Druck. 

Es folgt also der Satz: Wirken im zweiachsigen Spannungs
zustand an einem Punkt in zwei aufeinander senkrecht 
stehenden Ebenen reine Scherspannungen, so wirken in den 
unter 45° geneigten beiden Ebenen reine Normalspannungen, 
und zwar in der einen Druck, in der andern Zug .. 

Dieser Satz gilt, wohlgemerkt, nur fur reine Scherspannungen, 
also nioht fiir den Fall, daB in (fa und 0 c auBerdem nooh Normal
spannungen wirken. 

10. Verzerruugszustaud fUr deu Fall reiner 
Scherbeanspruchungeu im zweiachsigen 

Spannuugszustaud. 
Der Verzerrungszustand ist in Al:>b. 61 dargestellt. Da auf die 

Seiten ab, -be, (;d, da keine Normal-, sondern nurBehubspannungen 
wirken, so muss en sie ihre ursprunglichen Langen beibehalten und 
sioh nur gegeneinander verschieben. Denkt man sioh die Seite de 

T 11 
a ~----7 

ra' b j 
I I 

~I I 

-r~1:"ll :'t1:"£',r 
I 

: e,l 
_--------1--- J 

d ~ C 
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festgehalten, so wird der Verzerrungszustand duroh Abb. 62 wieder
gegeben. Dabei bewegt sieh a auf einem Kreise um d mit dem 
Radius d a . Da der Versohiebungswinkel r sehr klein ist, wird der 
Bogen dureh die Sehne a a'ersetzt. Also 

aa' = da·r. 
Ferner ist 

1:::: a" a a' = ~ , 

damit 

a" d'= a a'.X = 71a.l'" 
2 2 

von der zweiten Ordnung klein, wahrend a a' von der ersten Ordnung 
klein ist. Es darf mithin die senkreokte Versohiebung ';/'0/ vernaeh
liissigt und als Verzerrungsbild Abb. 63 angesehen werden: 

aa' =,1 = r·ad. 
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Die auf die Einheit bezogene Yerschiebung ist also gleich dem 
Verschiebungswinkel r. Bilden wir entsprechend dem Elastizitatsmodul 
bei Langenanderungen hier den Gleitmodul G, also das Verhaltnis 

G = Spannung 
Verschiebungswinkel ' 

so erhalten wir 

G = 2:. = -,;·ad . 
r aa' 

(7) 

Da gleichzeitig mit der Belastung nach Abb. 61 Druck- bzw. Zug
spannungen in den Diagonalen auftreten, deren Absolutbetrag gleich 
dem der Scherspannungen ist, so ist die spezifische Verlangerung von db 

e = ; + ~.; = ; (1 + ~) = ;. m~ 1. 

Die gesamte Verlangerung bg von db betragt also 

- r m+l -,10 
bg = E' ---:;:;:;- . ad y 2 • 

Da bg eine sehr kleine Strecke ist, kann man 

db' = dg 
setzen, wobei die Tangente an die Stelle des Kreisbogens getreten tst. 

Es wird damit 

und 
G -,;·ad r·ad E m 

=-aa' =bg.(2= '2(m+l) 
FUr m = 4 wird 

Aus Gl. (7) folgt 

der Verschiebungswinkel infolge einer Scherspannung 7:. 

(8) 

(9) 

(10) 

Da abc d und a' b' cd fl.achengleich sind, so folgt damus, daB die 
reine Scherbeanspruchung keine Volumenveranderung hervorruft (unter 
Vernachlassigung der kleinen GraBen zweiter Ordnung); damus folgt, 
daB das Volumen eines Korperelements unverandert bleibt, 
wenn in zwei aufeinander senkrechten Ebenen gleich groBe 
Normalspannungen herrschen, von denen die eine eine Zug-, 
die andere eine Druckspannung ist. 

(Diese beiden Spannungszustande (namlich reine Scherbeanspruchung 
in einem und gleiche, entgegengesetzte N ormalspannungen in einem 
anderen Paar von senkrechten Ebenen, wobei die beiden Ebenenpaare 
urn 45° gegeneinander verdreht sind) sind statisch und elastisch 
aquivalent. D. Dbers.) 
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11. V 9lumenveranderungen infolge von Spannungen. 
Was von den Scherspannungen im zweiachsigen Spannungszustand, 

die parallel einer Ebene z = konst. wirken, gilt, gilt auch fiir. die 
Scherspannungen parallel den Ebenen x = konst. und y = konst., 
d. h. man kann allgemein sagen, daB (im beliebigen Spannungs
zustand) Scherspannungen keine Volumenveranderungen her
vorrufen. Es bleibt also zu untersuchen, welche Volumenverande
rungen von den N ormalspannungen· erzeugt werden. 

Ein rechtwinkliges Parallelepiped mit den Seitenlangen l, a und b 
sei durch' eine in Richtung 1 zentrisch wirkende Zugkraft P be
ansprucht. Dadurch "\\'iirden die Seiten folgende Abmessungen erhalten 

(mit ~ =k und a.b=F): 

l'= l+ P·l =l+~, 
E·F a·b 

, P·a k 
a = a - m.E~F = a -- m.b ' 

, P·b k 
b =b- m.E.F=b- m.a . 

Damit wird der neue Querschnitt 

F'=(a-~) (b_~)=ab_2k+_2k" . 
m·b m·a m m ·a·b 

Das letzte Glied kann wieder vernachlassigt werden, da es von der 
zweiten Ordnung klein ist. 

Die Volumenveranderung ist 

L1 V = (a b - 2 k) (l + ~) _ a. b.l = k.l (1 _ ~) _ 2 k2 ~ . 
m a·b m m·a·b 

Das letzte Glied wird wieder vernachlassigt. Die spezifische Volumen
veranderung oder die Veranderung pro Volumeneinheit erhalt man 
durch den Ausdruck 

also 

e = ~ (1 -~) = ~ (1 - ~) = ~ (1 - ~\. (11) 
v a.b m E·F . m E m) 

Fiir m = 4 wird 

Fiir m = 2 wird 
ev = 0, 

d. h. Stoffe mit m = 2 sind unter der Einwirkung von irgendwelchen 
Spannungen volumenbestandig 1. 

1 Anmerkung d. Dbers: Da in derdeutschen Literatur die Zusammenfassung 

k = ; nicht gebrauchlich, sondern mit der Zusammenfassung e = -It eine ent-
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12. ~ VolumenelastizitatsmoduI. 
Der Volumenelastizitatsmodul Ev ist definiert als der Quotient 

aus einem hydrostatischen (auf die Flacheneinheit bezogenen) Druck 
(oder Zug) und der zugehorigen V 0-

lumenveranderung. Wir wollen unserer 
Untersuchung einen Wiirfel mit der 
Seitenlange Eins zugrunde legen, der 

J --+ 

I 
I 
t 

Abb.64. 

allseitig von del' Zugspannung p be
ansprucht wird (Abb. 64). 

Zunachst fiigen wir an die Ober-
J ... _ und Unterseite je eine Zugkraft 1· p, 

an den beiden in Abb. 64 zur Zeichen
ebene senkrechten FIachen je eine 
Druckkraft 1· p zu (in Abb. 64 ge
strichelt ). Dadurch wird an dem V 0-

lumen des Wiirfels nichts geandert 
(vgl. Abschn.10 unten). Das gleiche ge
schiehtferner entsprechendan den Seiten
flachen parallel zu der Zeichenebene. 
Auch hierdurch wird an dem Volumen 

des Wiirfels nichts geandert, wenn gleichzeitig wieder an der Ober
und Unterseite je eine Zugkraft 1· p angebracht wird. 

Wir haben also jetzt einen Wiirfel vor uns, der nul' an zwei 
gegeniiberliegenden Seiten jeweils mit einer Zugkraft 1· 3 P belastet ist 1 • 

sprechende Ableitung dieser Zusammenhange ublich ist, so solI diese kurz ge
zeigt werden. 

Es wird 
l'=l(l+E), 

a' = a (1- ~), 

b'=b(l-~), 
damit 

V'=abl(l- ~+E)' 
wobei die Glieder mit h6heren Potenzen von E vernachlassigt sind: 

LlV=V'-V=a.b.l(I-2~-+E)-a.b.l=a.b.l(E-' ~E), 

Ev = ~ = E - ~ = E (1 -~) . V m m 
Fiihrt man fiir E wieder 

ein, so erhiilt man 

E= 
P 

E·F 

(11 a) 

(11 ) 

1 Anmerkung d. Dbers.: Dieser Belastungszustand ist natiirlich nur in 
bezug auf die Volumenveranderung, also volumenelastisch, gleichwertig mit dem 
urspriinglichen Stadium des hydrostatischen Zuges. 
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Nach Gl. (11) wird, da fUr den Einheitswiirfel LI V = ev ' 

und damit der 

ev = LI V = 3}- ( 1 - !) = 3 10 (1 - !) 
V olumenelastizitatsIp-odul 

E - "-:p/J_~ 
v- ( 2)- 3m-6· 

310 1--
m 

13. Beziehungen zwischen E, G und E.,. 

(12) 

In Abschnitt 10 wurde zwischen E und G die Beziehung gefunden 

E·m 
G= 2(m+l) . (8) 

Gl. (12) gibt die Beziehung zwischen E und Ev. Aus diesen beiden 
Gleichungen ergibt sich eine Beziehung zwischen Ev und G. 

2·G·(m+ 1) E =----. 
v 3m-6 

(13) 

Driickt man m durch die GroBen E und G aus Gl. (8) aus, so er
halt man 

und damit 

2G 
m = E-2G 

E·G 
Ev= 9G-3E' 

(14) 

(15) 

E = 9 G·Ev (16) 
G+3El1 • 

Driickt man aus Gl. (12) die GroBe m nach E und Ev aus, so er
halt man 

6·Ev ( ) 
m = 3Ev-E 17 

und aus (14) und (17) den noch fehlenden Ausdruck fUr G 

G = 3E·Ev 
9Ev -E· 

(18) 

Diese Beziehungen ermoglichen es, die Querzahl m ohne Messung 
von Querdehnungen zu finden; das ist deshalb von Vorteil, weil diese 
Messungen schwierig sind, dagegen die Bestimmung von E und G ver
haltnismaBig leichter ist. (G wird zweckmaBig durch einen Torsions
versuch bestimmt, wobei die Verdrehung gemessenwird.) Dies gilt, 
wie aHe vorstehenden Ableitungen, natiirlich nur fiir die homogenen 
Materialien, die dem Rooke'schen Gesetze folgen. 

14. ZuHissige Spannungen. 
Die Spannungen, die bei einer gegebenen (ungiinstigsten) Belastung 

in einem Bauteil auftreten, diirfen eine bestimmte Rohe, die zulassige 
Spannung, nicht iiberschreiten. 
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Die zulassige Spannung ist nur ein Bruehteil derjenigen Spannung, 
die den Bruch herbeifiihren wurde, der Bruehspannung. Die Bruch
spannung ist zunaehst fiir jedes Material versehieden; aber aueh fur 
ein und dasselbe Material ist sie kein konstanter Wert, sondern ab
hangig von der Art der Belastung (einmalige kurz dauernde, standige, 
hanfig wiederholte), dem Spannungszustand usw. (V gl. hierzu Kap. XXlII.) 
Der Quotient aus Bruehspannung und zulassiger Spannung heiBt Sieher
heitskoeffizient. Man muB aus versehiedenen Grunden mit einem 
Sieherheitskoeffizienten reehnen: 

a) Ungenauigkeiten der Bereehnung, die sowohl in den Annahmen 
wie in der Durehfiihrung begrundet sein konnen. 

b) Die Nutzlasten konnen groBer werden. 
c) Wirkung von StoBen und Sehwingungen. 
d) UngleiehmaBiges Material. 
e) Materialfehler. 
f) Sehwachungen des Materials dureh Zerfa,ll, wie Rosten des 

Eisens oder Faulen des Rolzes. 
Die Rohe des Sieherheitskoeffizienten wird aueh durch die Sehwere 

der moglichen Folgen eines Einsturzes bestimmt sein. 
Diese Punkte werden noch ausfuhrlich in spateren Kapiteln zu 

besprechen sein. Die Festsetzung eines Sicherheitsgrades und von 
zulassigen Spannungen ist keine einfache Sache. 1m allgemeinen ist 
dies in behordliehen V orsehriften geschehen; diese V orschriften sind 
einem standigen Wechsel unterworfen, der durch Verbesserungen in 
Bereehnung, Material und Konstruktion sowie durch groBere Erfahrung 
und Materialkenntnis bedingt ist. 

15. Spannungs-Formandemngsdiagramm. 
Das Spannungs-Formanderungsdiagramm wird fast ausschlieBlieh 

fUr Normalspannungen und Langenanderungen des einachsigen Span
nungszustandes aufgestellt. Es wird dabei ein Stab mit einem Quer
schnitt Feiner allmahlich wachsenden Druck- oder Zugkraft ausgesetzt, 
wo bei die Verkurzungen bzw. Verlangerungen einer bestimmten Streeke 
des Stabes, der MeBstrecke, gem essen werden. Die Spannungen mit 
den zugehorigen spezifischen Langenanderungen werden in einem 
a - e-Koordinatensystem aufgetragen (Abb. 65)1. Die Form der 
a - e-Linie wird beeinfluBt von der Art des Materials, bei einem und 
demselben Material von dessen V orbehandlung, von der Art der 
Spannung lild von verschiedenen anderen EinfluBfaktoren; davon 
wird noeh ausfiihrlicher die Rede sein. In Abb. 65 sind Diagramme 
eines weiehen, anf Zug beanspruchten Stahles aufgezeichnet. Wie wir 
gesehen haben, wird infolge der Querdehnung der Quersehnitt eines 
auf Zug beanspruehten Stabes kleiner. Die Spannungen der a - e
Diagramme sind nun im allgemeinen auf den ursprungliehen, nicht 
deformierten Quersehnitt bezogen. Da der wirkliche Quersehnitt beim 

1 A n ill e r k.: In der englischen Literatur ist es ublich, die E - W erte auf der 
Ordinaten- und die a-Werte auf der Abszissenachse abzutragen. 
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Zugstab immer kleiner ist, sind die wirkliohen Spannungen groBer 
als die errechneten; beim Druckstab sind umgekehrt die auf den 
urspriinglichen Quersohnitt bezogenen Spannungen groBer als die 
wirklichen. Wissenschaftlichen Untersuchungen sollten die wirklichen 
Spannungen zugrunde gelegt werden. Fiir praktische FaIle der 

y 

B 

5 
e-

Abb.6,. 

Ib 
I
I 

6 7 

Spannungsbereohnung spielt der Unterschied zwischen urspriinglichem 
und deformiertem Querschnitt deshalb keine Rolle, weil die Span
nungen i. A. unterhalb der Elastizitatsgrenze bleiben werden und 
damit die Querschnittsveranderung eine zu vernachHissigende GroBe 
sein wird. 

Verfolgen wir die Formanderungen des Zugstabes mit zunehmender 
Spannung: 

Wenn das Material gleichmaBig ist, so wird sich, zunachst wenigstens, 
der Stab auf seiner ganzen Lange gleichmaBig dehnen. Bis zu einer 
gewissen Spannung, der Proportionalitatsgrenze, nehmen die Dehnungen 
in linearem Verhaltnis mit den Spannungen zu (Punkt p in Abb.65). 
Ein anderer Punkt in der a - e-Ebene ist dadurch ausgezeichnet, daB 
bis dahin keine bleibenden (plastischen) Formanderungen eintreten. 
Diese Spannung nennt man die Elastizitatsgrenze. Fiir zahes Eisen 
fallt die Proportionalitats- vielfach mit der Elastizitatsgrenze zusammen. 
Bei anderen Eisen- oder Stahlarten liegt die Elastizitatsgrenze manchmal 
liber, m~nchmal unter der Proportionalitiitsgrenze. Es wird mancher
orts die Meinung vertreten, daB bei allen Materialien auch die kleinsten 
Beanspruohungen bereits bleibende Formanderungen hervorrufen, und 
daB es nur eine Frage der Feinheit der MeBinstrumente ist, diese 
Formanderungen festzustellen. Nach dieser Auffassung gabe es iiber
haupt keine Elastizitatsgrenze. In der Tat sind schon weit unterhalb 
der normalen Elastizitatsgrenze plastische Deformationen festgestellt 
worden. Diese Ersoheinungen sind jedoch nach der Ansicht des Ver-
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fassers keine Bestatigung der oben ausgefiihrten Annahme, sondern 
sie lassen sich sehr wohl mit dem Vorhandensein einer Elastizitats
grenze in Einklang bringen. So kann z. B. der Stab eine wenn auch 
noch so schwach gekriimmte Achse gehabt haben, so dan dann zu
satzliche Biegungsspannungen auftreten; diese konnen unter Umstanden 
lokale Dberbeanspruchungen und damit plastische Formanderungen 
zur Folge haben. Die zusatzlichen Biegungsspannungen konnen auch 
ihren Grund in einem exzentrischen Kraftangriff haben 1. 

Ferner lassen sich vorzeitige bleibende Formanderungen manch
mal durch kleine Materialfehler, unhomogene Stellen oder auch durch 
Vorspannungen im Material - z. B. hervorgerufen durch den Walz
proze£ - erklaren. Die Vorspannungen konnen (vgl. auch Kap. XIX) 
u. U. die Hohe der Elastizitatsgrenze erreichen, so dan dann die 
kleinste Belastung bereits bleibende Formanderungen zur Folge hat. 

Der Verfasser ist vielmehr der Ansicht, daB ein guter, fehlerfreier, 
homogener, zaher Stahl, dessen Probestab einwandfrei geformt und frei 

Abb.66. 

von Vorspannungen ist, unter der Voraussetzung 
einer genauen Versuchsdurchfiihrung sich inner
halb eines gewissen Spannungsbereiches als voll
kommen elastisch erweisen wird. 

Wir lassen jetzt die Spannung iiber die 
Proportionalitats- und Elastizitatsgrenze wachsen. 
Beim Punkt y, der mehr oder weniger iiber p 
liegt, findet plotzlich eine gro£e Dehnungs
zunahme statt, wahrend die Kraft kaum wacbst 
oder gar abnimmt; die dem Punkt y zugeordnete 
Spannung ist die Streckgrenze oder Flie£grenze. 

Die Streckgrenze ist die Spannung, bei der das Material stark plastisch 
wird und zu "flie£en" beginnt. Hat das FlieBen einmal begonnen, so geht 
es, wie bereits oben bemerkt, ohne Erhohung der Kraft, manchmal unter 
Kraftabnahme weiter. Abb. 66 zeigt diese Vorgange deutlich. Das 
FlieBen an der Streckgrenze ist gleichmaBig iiber die ganze Stab lange 
verteilt. Die Langenanderung an der Streckgrenze iibersteigt um ein 
Mehrfaches die ganzeLangenanderung, die der Stab bis dahin er
fahren bat. So bat bei einem gewobnlicben FluBeisen nilt einer 
Elastizitatsgrenze von z. B. 2100 kg/cm2 und einem Elastizitatsmodul 
E= 2100000kg/cm2 die spezifiscbeLangenanderung bei IJ = 2100 kg/cm2 

den Betrag e = 10100 erreicht, wahrend die spezifische Langenanderung 

beim Strecken das 10- bis 20 fache dieses Wertes erreicht. J e harter 
der Stabl ist, um so hoher Iiegt die Streckgrenze, und um so geringer 
ist das Ma£ des Streckens. 

Da also die Deformationen bis zur Streckgrenze sehr klein sind, 
ist in Abb. 65 der Teil der IJ -. e - Kurve bis zur Streckgrenze mit 

1 Anmerkung d. Dhers.: Dies wird sogar fast nicht zu vermeiden sein, 
da eine theoretisch genau zentrische Kraftwirkung selhst hei der sorgfaltigsten 
Versuchsdurchfiibrung kaum erreichbar ist. 



Die wirklichell Spannungen im Spannungs-Formanderungsdiagramm. 81 

dem gleichen 0-, jedoch einem groBeren e-MaBstab herausgezeichnet 
worden. 

Der Stab sei mit einer Spannung, die zwischen Elastizitats- und 
Streckgrenze liegt, beansp:r:ucht. Beirn Entlasten fallt die 0- e-Linie 
nicht mehr mit der Belastungs-a - e-Linie 0 p zusammen, sondern 
verlauft parallel zu 0 p. Es ist eine bleibende Formiinderung 0 1 
eingetreten, die jedoch, wenn man den Korper in Rube liiBt, ganz 
oder teilweise wieder verschwinden kann. Wird die gleiche Spannung 
unmittelbar darauf wieder aufgebracht, so k~nn man beobachten, daB 
die Elastizitatsgrenze bis zu jener Spannung gehoben ist. 

Nach dem Strecken steigt die 0- e-Linie wieder an, sie verlauft 
jedoch stets Bacher als in dem Bereich 0 p, d. h. die Formanderungen 
nehmen schneller zu als im elastischen Bereich. Bei einem Punkt 11 

wird dann der Gr6Btwert der Span
nung erreicht. Von jetzt ab ist die 
Dehnung nicht mehr gleichmaBig 
iiber die ganze Stablange verteilt, 
sondern es erscheint an einem 
Punkt eine Einschniirung, die 

£---*---r-f 
I I 
4- --- --l1eOstrecke--- ----~ 

Abb.67. 

mit dem bloBen Auge deutlich erkennbar ist ("a" in Abb. 67). 
Die Last nimmt unausgesetzt bis zum Bruch ab, der an der Ein
schniirungsstelle erfolgt. Manchmal treten auch mehr als eine 
Einschniirungsstelle auf, bis die Kraft endgiiltig den schwachsten 
Punkt wahlt und den Stab dort zerst5rt. Die Bruchspannung liegt 
bei b und ist (unter Zugrundelegung des urspriinglichen Querschnitts) 
kleine:l' als die GroBtspannung; sie wird jedoch eigentlich nie ge
messen, da sie schwer festzustellen ist und kaum praktisches In-
teresse hat. 1m allgemeinen wird nicht die Spannung b6, sondern die 
Spannung u 5, also die groBte erreichte Spannung unter Zugrunde
legung des urspriinglichen Querschnitts, als Bruchfestigkeit bezeichnet. 

Sprode Materialien wie GuBeisen, harter Stahl, Backsteine, natiir
liche Steine, Beton, ferner Holz -haben keine ausgesprochene Streck
grenze und zeigen auch keine Einschniirung. 

Ein Material kann elastisch sein, ohne dem Hooke'schen Gesetz 
zu folgen. So nehmen z. B. nach Untersuchungen von Morley die 
Dehnungen bei gewalztem Aluminium von Anfang an schneller zu als 
die Spannungen; dabei zeigt sich eine deutliche Elastizitatsgrenze. 
Die Elastizitatsgrenze kann also nicht unmittelbar aus einem 0- e
Diagramm entnommen werden. 

16. Die wirklichen Spannungen im Spannungs
Formanderungsdiagramm. 

Die stark ausgezogene Linie der Abb. 65 gibt die Spannungen, 
die auf den urspriinglichen Querschnitt bezogen sind. Der wirkliche 
Querschnitt k5nnte bei verschiedenen Laststufen gemessen werden. 
Dies geschieht jedoch bei den iiblichen Materialpriifungen nicht. Nach 

Swain-MehmeI, Festigkeitslehre. 6 
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dem Bruch (Zugversuch) werden die beiden Teile zusammengelegt, 
und der Bruchquerschnitt wird zur Bestimmung der Querschnitts" 
verminderung gemessen. Es k6nnen jedoch auch ohne Quermessungen 
bei verschiedenen Laststufen unter gewis,sen V oraussetzungen der 
wirkliche Querschnitt und damit diewirklichen Spannu:ugen ermittelt 
werden. Wir sahen, daB fiir den elastischen Bereich die Querzahl m 
fUr Eisen zwischen 3 und 4 liegt, so daB elastische Deformationen 
~das Volumenandern derart, daB das Volumen beim Zugversuch ver
groBert., beim Druckversuch vermindert wird. Fiir die plastischen 
Deformationen hingegen soll mit geniigender Genauigkeit m = 2, also 
Volumenkonstanz angenommen werden. Wenn man im Punkt d ent
lastet, so geht die Entlastungs-a ~ e-Linie etwa parallel zu 0 p zuriick, 
und der Abstand 0 d2 zeigt die bleibende Dehnung nach einer Be
lastung mit 0= d1 dan. Nehmen wir fiir den Stab das gleiche 
Material wie oben an, so ware z. B. fiir 0= d1 d = 3500 kg/em2 die 
elastisehe spez. Dehnung d1 d2 = ee = 0,00167, dagegen die plastische 
spez. Dehnung nach dem Diagramm der Abb.65 

Od'J = ep R;j0,15. 

Insgesamt iiberwiegen also die plastisehen Formanderungen ganz er
heblich, deshalb kann man naherungsweise (unter Annahme m = 2 
fiir plastische Dehnungen, vgl. oben) sagen, daB das Volumen des 
Stabes bis ZUlli Brueh keine Veranderung erfahrt. Dieser Ansatz 
liefert fiir jede Spannung den zugehOrigen Querschnitt. 

Es sei mit l die urspriingliche Lange, mit ,dl die gesamte Dehnung, 
mit F der urspriingliche Quersehnitt, mit F' der verminderte Quer
sehnitt bezeiehnet. 

Dann ist, solange sieh die Formanderungen gleichmaBig uber den 
Stab erstrecken, d. h. solange keine Einschniirung stattfindet" 

darans 

und 

die wirkliehe Spannung 

F' 
-Y=Z+Lll' 

F- F' Lll 
-F- = l+,dl 

a' = ;, =~ (1 + LIn, 
oder 

o'=o(l+e), 

(19) 

(19 a) 

(20) 

(20a) 
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wobei a die auf den urspriinglichen Querschnitt bezogene Spannung, 
e die Abszisse des betreffenden Punktes der ausgezogenen a - e-Linie 
jst. Damit kann aus dem a - e-Diagramm fiir jede Laststufe die 
wirkliche Spannung errechnet werden. 

Geometrisch erg~bt G1. (20a) folgende Konstruktion der a'- Werte: 
Man trage von 0 nach links 0 Xl = 1 im MaBstab der e Werte auf, 
projiziere den Punkt e, dessen zugehoriges a' bestimmt werden solI. 
auf die a-Achse nach e', verbinde Xl mit c' bis zum Schnitt mit der 
Senkrechten durch c, also mit c1 ; dann ist die Strecke' 4- Cl der ge
suchte Wert a', da 

X, 4 l+i (J' 

-1-=-1-=7 

Diese Ableitungen geIten bis zum Punkt u, wo die Einschniirung 
beginnt. Die wirkIichen Spannungen des Zugversuchs Iiegen aIle 
haher als die auf den urspriinglichen Querschnitt bezogenen Span
nungen. 

Dber u hinaus versagt die oben abgeleitete Rechnung, da die 
Querschnittsverminderung iiber den Stab nicht mehr gleich ist. 1m 
Bereich zwischen u und b miiBte zur Bestimmung von a' jeweils der 
Querschnitt an der Einschniirungsstelle gemessen werden. Dies wird 
jedoch kaum mogIich sein bis auf den zum Punkt b zugehorigen Quer
schnitt, den Bruchquerschnitt. 

17. Uber bezogene Langenanderung find bezogene 
Querschnittsanderung. 

Die Ergebnisse von Feinmessungen (Messungen von Deformationen) 
werden in gewissen Fallen gem in Hundertteilen der urspriinglichen 
(MeB-)Langen angegeben, also z. B. die prozentuale Verlangerung durch 
einen Ausdruck 

100. iJ/ . 
Diese Ausdrucksweise wird vorzugsweise benutzt, um die Bruch

dehnung eines Zugstabes zu bezeichnen. Die Bruchdehnung besteht 
aus zwei Teilen: aus einer iiber die MeBlange l gleichmaBig verteiIten 
Dehnung, die also proportional der Lange und bei gleichem a unabhan
gig vom Querschnitt ist, und ferner aus einer artlichen Dehnung, die durch 
die Einschniirung bedingt jst, und die unabhangig von der MeBlange l, 
aber abhangig von dem Querschnitt ist derart, daB sie mit wachsen
dem Querschnitt zunimmt. Es folgt also 

Al=c+k.l, 

wobei c mit F nach irgendeinem Gesetz wachst, und k eine Kon
stante ist, oder 

prozentuale Bruchdehnung = 100 (1- + k) . (21) 

Die Bruchdehnung nimmt mit wachsendem Querschnitt zu und nimmt 
6* 
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mit waohsender MeBliinge abo Damit also die Resultate iiber Bruoh
dehnungen untereinander vergleiohbar sind, miissen die Probestabe 
normierte Langen und Quersohnitte haben. 

Nun haben Stabe gleiohen Materials unter gleiohen Versuohsbe
dingungen die gleiohe Bruohdehnung, wenn sie geometrisoh ahnlioh 
sind. Dies ist das Ahnliohkeitsgesetz von Barba l . Das heiBt, daB 
Zugstabe dann in bezug auf ihre Bruohdehnung vergleiohbar sind, 
wenn sioh die MeBlange im Verhiiltnis der Quadratwurzel aus der 
Quersohnittsflache andert, also 

ill' 
T =,konst., 

bei Staben mit kreisformigem Quersohnitt muB das Verhaltnis von 
Lange und Quersohnittsradius konstant sein. Diese Bedingung ist je
dooh bei Versuchen durchaus nioht immer erfiillt. Barba fand fUr 

E · ~"b d B f" d "'7 h"lt . MeBlange 20 di lsens"", e, a ur as \ er a illS q = Q h 'tt d h = e uersc m s urc messer 
Bruohdehnung ungefahr zwei Drittel der Bruohdehnung fUr q = 5 be
trug. Fur gleiohe Verhaltnisse q fand er gleiohe Bruchdehnungen. 

Die spezifisohe Dehnung ist naoh Beginn der Einsohniirung an 
jedem Punkt des Stabes versohieden; am groBten ist sie da, wo der 
Quersohnitt seinen kleinsten Wert hat (Abb. 67). Da die Dehnung 
nioht mehr gleiohmaBig iiber den ganzen Stab vor sioh geht, so muB 
die spezifische Dehnung durch einen Differentialquotienten ausgedriickt 
werden, 

dLfl 
E= dr' 

Der Wert E an der Einschniirungsstelle kann unter der Annahme 
gleichbleibenden Stabvolumens errechnet werden, wenn der Einsohnii
rungsquersohnitt bekannt ist. 

l' sei die gedachte (ideelle) Lange naoh der Deformation unter 
der Annahme, daB die Formanderungen sioh bis zum Bruoh gleioh
maBig iiber die ganze Stab lange verteilen, und daB der Querschnitt 
des so deformierten Stabes dem Einschniirungsquersohnitt F' gleioh 
,sei. Dann ist 

F.l=F'.l'; 

Die Zunahme der Lange 

l' = F·l 
F' • 

l' - l = l (; - 1) 
und die bezogene Langenanderung 

F dLfl 
E=F,-l=dr' (22) 

Dies ist ·die wirkliohe bezogene Dehnung an der Einsohniirungs
,stelle. Der Wert ist um ein Mehrfaches groBer als der der gewohn
lioh angegebenen Bruohdehnung. 

1. Memorues de la Societe des Ingenieurs Civils 1880, p. 682. 
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Der gestrichelte Kurventeil u l b1 in Abb. 65 entspricht also nicht 
den tatsachlichen Verhaltnissen. Links von U ist die Deformation 

gleichmaBig iiber die MeBlange verteilt, e = iJ/ ist nicht nur ein Mit

telwert iiber die ganze Lange, sondern die wirkliche bezogene Dehnung 
an jeder Stelle. Dagegen ist 06 nur ein Mittelwert; der wirkliche 
Wert e an der Einschniirungsstelle, der dem auf den Einschniirungs-
querschnitt bezogenen a = ~ entspricht, ist nach G1. (22) zu berech

nen. Also miissen wir zu a = 6 bl das zugehorige e = ;, - 1 = 0 7 

auf der e-Achse auftragen, um den richtigen Punkt bl ' zu finden. Der 
Kurventeil u l bl ' ist in den Punkten u l und b/ nunmehr richtig be
stimmt; die Zwischenpunkte konnten nur dadurch gefunden werden, 
daB man jeweils den Querschnitt miBt. Dies ist aber sehr schwierig, 
wenn nicht unmoglich l . 

Urn Zahlen anzugeben, so kann die in der iiblichen Weise mit 

e = ~l angegebenen Bruchdehnung 06 vielleicht 0,25 oder 25 % be

tragen, wahrend die wirkliche Dehnung nach G1. (22) vielleicht den 
vierfachen Wert, also 1000/0, erreichen mag. Die richtige 0- e = Linie 
wird etwa die Form nach Abb. 68 haben. 
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Abb.68. 
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Abb.69. 

1m Gegensatz zur Dehnung ist die bezogene Querschnittsvermin
derung an der Einschniirungsstelle, also fiir den Bruch, ziemlich un
abhiingig von lund F und gibt deshalb ein zutreffenderes Bild von 
der Zahigkeit eines Materials. Zwischen Dehnung und Querschnitts
verminderung an der Einschniirungsstelle gibt es keinen gesetzmaBi
gen Zusammenhang. 

In Abb. 69 sind fiir einen weichen Stahl die Werte der Bruch-

1 Anmerkg.: Wenn in G1. (20) bzw. (20a) fur ~: der Wert bei Einschnu

rung nach Gl. (22) eingesetzt wird, erhalt man die' wirkliche Spannung zu 
, p . 

a = F" Wle zu erwarten. 
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dehnung und Bruchquerschnittsverminderung in Abhangigkeit von dem 
VerhaItnis 

Urspriingliehe MeBlii.nge 
Urspriinglieher Quersohnittsdurehmesser Ii 

aufgetragen. Man sieht, wie die Querschnittsverminderung etwa von dem 
Abszissenwert 2 ab ziemlich parallel der Abszissenachse verla:uft, also, 
wie oben gesagt, von Z und F ziemlich unabhangig ist. (Abszissen
werte unter 2 kommen fUr die Dberlegungen iiber die QuerschnittR
verminderung eigentlich nicht in Betracht, dagegen wohl fiir die Dber
legungen iiber die Bruchdehnungen.) In der Kurve der Bruchdehnun-
gen ist der Wert 0 A der nach GI. (22) ausgerechnete, also der fiir 
eine unendlich kleine MeBlange dZ. Die Kurve der Bruchdehnungen 
verlauft asymptotisch an den Wert der bezogenen Dehnung, der den 
nicht eingeschniirten Stabteilen zu eigen ist, also an den Wert 100· k 
in GI. (21). (Diel!er Wert macht l = 00; bei unendlich groBer 

MeBstrecke ist die Einschnii-
rung fiir die Ermittlung der 

~ ~ 
Bruchdehnung ohne Bedeu-
tung.) 

Innerhalb gewisser Gren-
t f zen ist der Teil ub des Dia-"d=o (l=o 

gramms in Abb. 65 von der 
Lange des geprUften Stabes 

Abb.70. abhangig. Wird die Liinge 
des Stabes nach Abb. 70 im

mer kleiner gemacht, so wird fiir Abb. 70 C und 70 D l praktisch 
Null. Werden so geformte Probestabe zerrissen, so ist die Einschnii
rung teilweise oder ganz gehindert, und die Bruchfestigkeit erscheint 
groBer. Die Bruchdehnungskurve 0 B 0 (Abb. 69) ist in ihrem Teil 

Ii 0 fiir ~ < 2 aufgetragen, worln l die Lange des Stabes bedeutet, 

wahrend in dem Teil A B l die MeBlange bedeutet. (In dem Teil B 0 

bedeutet l ebenfalls die MeBlange, d. h. fiir ~ > 2 spielt die Stab

lange fUr die Bruchdehnung keine Rolle mehr.) Der gekerbte Probe
korper (70 D) mit l = 0 wiirde praktisch ohne Bruchdehnung zerrissen 
werden. 

Zahlenwerte fUr die Bru<,hdehnung sind ofIenbar ohne Bedeutung, 
wenn nioht MeBlange und Quersohnitt normiert sind und gleichzeitig 

das Verhaltnis ~tablii.:~t einen Mindestwert besitzt. uerse 
Der Verlauf der Spannungs-Dehnungskurve wird von diesen Ab

messungen stark beeinfluBt. 
Das Spannungs-Dehnungsdiagramm fUr einen gekerbten Stab naoh 

70 D kann nioht aufgenommen werden, da die Liinge des Stabes mit 
dem kieinsten Quersohnitt Null ist. Wenn das Diagramm aufgenom
men werden konnte, wiirde es nicht etwa dem Linienzug 0 p y u b 
der Abb.65, sondern wiirde eher dem Linienzug Binder gleiohen 
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Abbildung entsprechen .. Es kann sich sogar eher noch mehr einem 
geradlinigen Verlauf iiber 0 p hinaus bis zur Bruchfestigkeit nahern. 
Die Behinderung der Querdehnung andert die Spannungs-Dehnungs
linie in der Weise, daB sie die Kriimmung vermindert und die Kurve 
der Geradenform nahert. Mit zunehmender Stablange nahert sich die 
0- e-Linie der Form Opyub, bis die Stablange ausreicht, um dem 
Material eine vollstandige Einschniirung zu ermogIiohen. 

Die einzelnen Eisenarten verhalten sich beim ZerreiBversuch sehr 
verschieden. Walzeisen zeigt eine geringere Einschniirung und eine 
gleichmaBigere Dehnung iiber die ganze Stablange als gewohnliches 
FluBeisen oder auch als kohlenstoffreicher Stahl; manganhaltiges Eisen 
dehnt sich noch gleichmaBiger als Walzeisen. 

p 
Es soIl noch bemerkt werden, daB auch a' = 7Jii streng genommen 

nicht die wirkliche groBte Spannung, sondern nur eine mittlere Span
nung ist, da sioh die Kraft P infolge der Einscbl1iirung nicht gleicb
maBig, sondern in der Weise iiber den Querschnitt verteilt, daB die 
Spannungen. am Rande groBer sind als in der Mitte. 

Bei einem zahen Eisen betragt der Winkel der Einschniirung mit 
der Ricbtung der Zugkraft beim Bruoh etwa 45° bis 55°. Der Bruch 
erfolgt ziemlieh genau in der Mitte der Einschniirung. Die Brucb
fiachen konnen wieder aneinander gelegt werden, um so die Brucb
debnung zu bestimmen. Dies kann im allgemeinen genauer gescbehen 
als die Bestimmung der Bruchfiache F'. 

18. 6 - I: - Diagramm sproder Stoffe. Druckversuch. 
Ein zahes Material zeigt nicht immer ein plotzliches FlieBen an 

der Streckgrenze. Das 
FlieBen kann, wie in 
Abb. 71, Diagramm A, 
allmahlich erfolgen. Die 

'1000 

Gestaltung . des a - e - 3000 

Diagramms kann bei ei- t 
nem und dernselben Ma-
terial auBerordentIich va-
riiert werden durch Vor
behandlung des Materials 
(mittels Warme oder me
chanischer Bebandlung). 
Vgl. hierzu Abb.71. 

SprodeStoffe wie GuB-
eisen Iiefern im allgemei
nen ein a - e -Diagramm, 
das von Anfang an ge
kriimmt ist und der 
e -Achse die hoble Seite 
zu weist, ohne Streckgrenze 

1000 

o 

B 

! c 

/ A 

I /" 

V 
0,001 0,002 0,00,] 0,00'1 

e--;o-
Abb. 71. 

A: GuBstahl ohne Vorbehaudluug. 
B: Der gleiche GuBstahl, in til abgeschreckt. 
0: Wie B, dann wieder anf 500 0 C erhitzt. 

-

und obne Einschniirung. Der Elastizitatsmodul E ist nicbt konstant, 
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sondern nimmt mit zunehmender Spannung abo Da oft die Kriimmung 
der (J - c-Linie innerhalb eines gewissen Bereiches von 0 aus nur 
schwach ist, kann E innerhalb dieses Bereiches dann als konstant 
angenommen werden. Von Anfang an sind bleibende Formanderungen 
festzustellen. 

Das a - c -Diagramm fiir den Druckversuch sieht im allgemeinen 
dem fiir den Zugversuch ahnlich. Die Erscheinungen, die dabei zu 
beobachten sind, sind jedoch zum Teil verschieden. Der Querschnitt 
nimmt im Druckversuch zu. Das FlieBen setzt im allgemeinen nicht 
so unvermittelt ein, es sei denn, daB der Druck nicht zentrisch wirkt 
und so zusatzliche Biegungsspannungen vorhanden sind. Es ist je
doch schwierig, diese Zusatzspannungen zu vermeiden, und daraus er
gibt sich auch die Schwierigkeit, schlanke Stabe ohne Ausknicken bis 
zum Bruch zu priifen. Dadurch ist man praktisch gezwungen, ziem
lich gedrungene Korper zu verwenden. Ein zahes Material wird bis 
zum Bruch betrachtliche Formanderungen auch in del' Querrichtung 
erfahren. Da die Querbewegung jedoch an den beiden EndfHichen 
durch die Reibung an den Druckbacken der Priifmaschine behindert 
wird, baucht der Korper aus, es entsteht ein faBformiges Verzerrungs
bild. Dadurch wird die Spannungsverteilung an den beiden Korper
enden beeinfluBt. 1st die Lange klein im Verhaltnis zu den Quer
schnittsabmessungen, so macht sich der EinfluB der Behinderung der 
Querdehnung in einer Erhohung der Bruchfestigkeit bemerkbar. Man 
unterscheidet deshalb bei einem und demselben Material Wiirfel- und 

Prismenfestigkeit, wobei die Prismenfestigkeit mit zunehmendem ~ 
abnimmt. Da keine Einschiirung des Querschnitts eintritt, fehlt der 
(scheinbare) Spannungsabfall am Ende des Zugdiagramms. Es ist oft 
unmoglich, die Druckfestigkeit eines zahen Materials zu bestimmen, 

besonders wenn ~ des Probekorpers kleiner als 1 ist; die Formande

rungen nehmen sowohl in der Langs- wie in der Querrichtung dauernd 
zu, ohne daB der Zusammenhang zwischen den einzelnen'Teilen zer
stort wird, und an Stelle der Bruchfestigkeit wird die Festigkeit be
stimmt, die im Hinblick auf die Verwendung unerlaubt groBe Form
anderungen erzeugt. Ein zahes Material bricht im Druckversuch nicht 
in zwei Teile, wie es im Zugversuch geschieht. Sprode Stoffe dagegen 
ergeben im Druckversuch regelrechte Bruchstiicke und zeigen Bruch
bilder, deren Flachen etwa unter 45 0 gegen die Kraftrichtung geneigt 
sind, die also in den Wirkungsebenen der groBten Schubspannungen 
liegen. 

19. Bestimmung der Elastizitats-, Proportionalitats- und 
Streckgrenze durch 1l'Iessungen. 

Die genaue Bestimmung der Elastizitats- und del' Proportionali
tatsgrenze - also der Spannungen, unterhalb deren keine bleiben
den Formanderungen auftreten und Spannungen und Formanderungen 
linear proportional sind - hangt in erster Linie von der Genauig-
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keit der MeBinstrumente abo Die zu messenden Formiinderungen sind 
sem gering, und der Moglichkeiten, Febler zu machen, gibt es dem
entsprechend viele. (VgI. Kapitel XXI.) Wird die Last in der Prii£
maschine in dar Weise gesteigert, daB gleiche Spannungsintervalle 

a 

L-------------------________ ~e 

6 

b d 

I!i 
t 

e 

1<.1.-----____ ..._.6 

Abb.72. 

entstehen, SO ist der Punkt im f] - e-Diagramm, wo die Gerade 
in eine Kurve iibergeht, also die Proportionalitatsgrenze, schwie
rig zu bestimmen, wenn die Intervalle nicht sehr klein genommen 
werden (Abb. 72b). Werden die Punkte des a - e-Diagramms so be
stimmt, daB gleiche Dehnungsintervalle zugrunde gelegt werden, so 
ist die Lage derProportionalitatsgrenze schon genauer festzulegen(Abb. 
72c). Von groBer Bedeutung ist es natiirlich, wie groB die gleichmaBigen 
a- bzw. e-Intervalle gewiihlt werden. Eine untere Grenze dafiir ist 
durch die praktische Versuchsdurchfiihrung in zeitlicher Hinsicht be
dingt. Ein gleichmaBiges a-IntervallliiBt sich im allgemeinen leichter 
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einhalten als ein gleiches c:-Intervall. Es ist daher empfehlenswert, 
mit gleichen, aber ziemlich groBen a-Intervallen bis in die Nahe der 
Proportionalitatsgrenze zu gehen und dann kleinere Intervalle zu 
wahlen. (Abb.72d). Beobachtungsfehler werden sich nie vermeiden 
lassen, so daB die Punkte dera - c: -Linie bis zur Proportionalitatsgrenze 
nie genau auf einer Geraden liegen werden, wodurch die Schwierigkeit 
einer genauen Bestimmung der Proportionalitatsgrenze vergr6Bert wird. 

Diese Schwierigkeiten haben zu einer Methode gefiihrt, die auf 
einen Vorschlag von J. B. Johnson 1 zuriickgeht und ziemlich haufig 
angewendet wird, obwohl sie einer gewissen Willkiir nicht entbehrt 
und das Wesen der Dinge kaum trifft. Johnson bestimmt die Pro
portionalitatsgrenze als den Punkt, wo dietrigonometrische Tangente 
des Neigungswinkels der a - e-Linie mit der a-Achse den 1,5fachen 
(manchmal wird auch ein anderer Zahlenwert genommen) Wert hat 
als am Koordinatenursprung. Abb. 72 e zeigt .eine derartige Konstruktion: 
m-q- = 1,5 m n; ist die ausgezogene Linie als a - e - Linie bestimmt, 
so wird die Tangente gezogen, die parallel zu 0 q lauft. Der Punkt J 
ist dann als Proportionalitatsgrenze bestimmt. Johnson nennt sie 
die "augenscheinliche Proportionalitatsgrenze" ("apparent elastic limit"; 
vgl. auch Anm. auf S. 64). Manchmal wird die Proportionalitatsgrenze 
als die Spannung bestimmt, bei der die ersten bleibenden Formande
rungen (oder auch eine bleibende Formanderung von einer bestimmten 
GroBe) auftreten. J edoch ist dadurch offenbar nicht die Proportionali
tats-, sondern die Elastizitatsgrenze gefunden2 • 

Zur Bestimmung 'der Elastizitatsgrenze ist es notwendig, den Korper 
jeweils wieder zu entlasten, urn festzustellen, ob bleibende Deformatio
nen eingetreten sind. Die mit diesem Verfahren verbundenen groBeren 
versuchstechnischen Schwierigkeiten und der groBere Zeitaufwand 
werden in der Praxis oft unangenehm empfunden. 

1st das a - e-Diagramm kontinuierlich gekriimmt, dann ist keine 
eigentliche Streckgrenze vorhanden. Wird in einem solchen Fall trotz
dem eine Streckgrenze bestimmt, so tut man den Dingen Gewalt an; 
es wird die Streckgrenze z. B. dahin gelegt, wo die spezifische Deh
nung einen gewissen Wert, etwa e = 0,005, erreicht hat. Aber, wie 
Un wi n richtig sagt, hat eine derartig definierte "Streckgrenze" keine 
Bedeutung; der wichtige Punkt ist dann die Elastizitatsgrenze. 
Die meisten Stahl- und Eisenarten haben aber eine deutliche Streck
grenze. Der Beginn des FlieBens ist im Versuch leicht festzustellen, 
wie jeder weill, der einmal einen solchen Versuch durchgefiihrt hat. 
Es soli noch darauf hingewiesen werden, daB manchmal in der Praxis 
die Streckgrenze falschlich als Elastizitats- oder Proportionalitats-

1 Am. Soc. Test. Mat. Vol. XXII, Pt. I, p. 518. 
2 Dber den Wert der Bestimmung der Elastizitatsgrenze sind die Meinun

gen verschieden. Un wi n ist der Ansicht, daB sie wertlos ist, wahrend Moo r e 
und Seely (Proceedings of the American Society f. Testing Materials 1916, 
426-423) der Bestimmung der Spannung, wo die erste, deutlich wahrnehmbare 
bleibende Deformation auftritt, also der Elastizitatsgrenze, groBe Bedeutung 
geben. Der Verfasser teilt diese Ansicht jedoch nicht. 
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grenze bezeichnet wird. Wenn ein Material eine deutlich ausge
sprochene Streckgrenze hat, so ist diese fur den entwerfenden In
genieur auBerordentlich wichtig, wichtiger als die Elastizitats- und 
Proportionalitatsgrenze. 

Dber MeBgerate und MeBmethoden ist in Kapitel XXI einiges 
gesagt. 

20. Einwirkung der Versuchsdauer auf die Gestalt der 
,,- tJ -Linie. 

Die Deformationen, besonders die plastischen, sind nicht unmittel
bar nach dem Aufbringen der Kraft in ihrer vollen GroBe da. Wenn 
also nach Abb. 73 auf einen (Zug-) Stab aus zahem Eisen eine Span
nung 0 C oberhalb der Elastizitatsgrenze wirkt und einige Zeit wirkend 
bleibt, so nimmt die Dehnung wahrend der Dauer der Beanspruchung noch 
zu, derart, daB, falls 0 C nicht zu groB ist, das MaB der Zunahme gegen 

o 
Abb.73. 

Null konvergiert. Wird die Last dann erhoht, so steigt die a - e
Linie nahezu parallel mit 0 pan, bis sie die Linie 0 p b wieder er
reicht hat. Von da an folgt der Korper dann wieder der Linie Op b. 
Wenn also die Last nicht stetig, sondern stufenweise aufgebracht 
wird und jeweils eine Zeitlang wirkt, so sieht das a - e - Diagramm 
oberhalb der Elastizitatsgrenze treppenformig aus, die Begrenzungs
linien der einzelnen Stufen sind parallel der e-Achse bzw. parallel 
der 0 p -Linie. 1st die Belastungsdauer auf jeder Laststufe nur kurz, 
so wird die Bruchfestigkeitkaum beeiufluBt sein; sind jedoch die 
Belastungszeitell jeweils geniigend groB, so findet man die Bruch
festigkeit vermindert, d. h. eine Beanspruchung unterhalb der Bruch
festigkeit kann, wenn sie geniigend lange wirkt, bei zahen Materialien 
unter Umstanden den Bruch herbeifiihren. Dies bedeutet in Abb. 73, 
daB die Horizontale einer Treppenstufe sO groB werden kann, daB 
sie die Kuppe der 0 p b -Linie abschneidet und in deren fallen den 
Ast iibergeht. 

Aus diesen Zusammenhangen erklart es sich, daB bei groBer Be
lastungsgeschwindigkeit (Belastungsgeschwindigkeit = Zunahme der 
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Spannung in der Zeiteinheit, also v =:~) eine gro13ere Bruchfestig

keit erreicht wird, als wenn die Last langsam vergroBert wird. Dies 
gilt namentlich fiir zahe Materialien, die einen groBen plastischen 
Formanderungsbereich haben. (1st die Last standig, so ist die Be-

lastungsgeschwindigkeit Null, :~ = 0). Dem entgegen wirkt die Ver

festigung des Materials, die bei Beanspruchungen iiber die Streck
grenze hinaus stattfinden kann ( vgl. A bschn. 22); es ist moglich, daB dieser 
EinfluB den festigkeitmindernden einer kleinen Belastungsgeschwin
digkeit iiberwiegt, so daB z. B. eine lange wirkende Spannung ober
halb der Streckgrenze das Material derart verfestigt, daB die Bruch
festigkeit nachher hoher liegt, als wenn der Korper von vornherein 
mit einer stetig und schnell zunehmenden Belastung zerstort worden 
ware. 

1m allgemeinen jedoch ist das a-e-Diagramm urn so flacher - fiir 
die e-Achse als Abszissen- und die a-Achse als Ordinaten-Achse -, 
je kleiner die Belastungsgeschwindigkeit war. Eine groBe Belastungs
geschwindigkeit hat gewohnlich eine gering ere Bruchdehnung zur Folge, 
da das Material gewissermaBen keine Zeit hat, die groBen Form
anderungen einzugehen; manchmal aber tritt auch gerade das Gegen-

teil ein: mit wachsendem :~ tritt zwar die ortliche Einschniirung 

zuriick, aber die iiber die ganze Lange des Stabes sich gleichmaBig 
erstreckende Dehnung nimmt zu 1. 

Sprode Stoffe verhalten sich nicht 

6 

einheitlich. GuBeisen z. B. er
tragt nach Hodgkin
son eine dicht in der 

---------- -- c-------- ----------- - ----
Nahe der Bruchfestig
keit (Bruchfestigkeit 
im Sinne dieser Aus-

'. 
" 

J: 

I 
1/ 

" '/ 
I 
I , 

fiihrungen ist die bei 
einmaliger kurzdauern
der Beanspruchung be
stimmte Festigkeit) lie
gende Spannung unbe-

O'-;;;----ce.lcglr--------..l(!.L(L)o----- e grenzt lange. Holz 

Abb.74. kann auf die Dauer 
nur eine Spannung er

tragen, die erheblich unterhalb der Bruchfestigkeit liegt. 
Selbst unterhalb der Proportionalitats- und der Elastizitatsgrenze 

iibt die Belastungsgeschwindigkeit auf die Gestaltung der a - e-Linie 
einen EinfluB aus. Eine sehr groBe Belastungsgeschwindigkeit (jedoch 
keine stoBformige Belastung!) erzeugt einen Kurvenast 0 A, der steiler ist 
als der gewohnliche Ast Op (vgl. Abb. 74). Bleibt die Last in A 
ruhend, so flieBt der Stab sehr bald nach B auf der gewohnlichen Linie 0 p. 

1 Proc. lust. C. E., vol. 89, p. 120; Annales des Pouts et Chaussees 1890. 
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Eine sebrsehnelle Entlastung zeigt die umgekehrte Erseheinung: die 
Entlastungskurve verlauft parallel zu 0 A naeh 0, wo kurze Zeit eine 
bleibende Dehnung festzustellen ist, die aber sehr bald auf Null zu
riiekgeht. (Die Linienziige durch die Punkte 0, A, B, 0 sind verzerrt 
mit einem groBeren e-MaBstab zur besseren Deutliehkeit heraus
gezeiehnet.) Eine sehr rasehe Belastung bis zum Bruch kann das 
Bild der a - e-Linie von Grund auf andern, so daB sie sieh von 
der Gestalt 0 pub in Abb. 65 entfernt und sieh der Gestalt 0 B 
nahert, also kiirzer, steiler und hoher wird. Dabei wird die Streek
grenze verwischt und die Bruchfestigkeit gehoben. Die groBe Be
lfJ,stungsgesehwindigkeit gibt dem Material keine Zeit, die an Hand 
von Abb. 65 besehriebenen Deformationen einzugehen. 

Die Erhohung der Bruehfestigkeit dureh eine groBe Belastungs
gesehwindigkeit zeigt sieh bei sproden und bei zahen Korpern, obwohl 
die Erseheinung bei den letzteren ausgesprochener ist. Professor 
D. A. Abrams hat diese Frage fUr Beton untersueht 1 • Er priifte ins
gesamt 270 Probekorper ill Alter von 28 Tagen mit drei versebie
denen Misehungsverhaltnissen, namlieh 1: 3, 1: 5 und 1: 9 (in Raum
teHen). Die Probekorper hatten zylindrische Gestalt mit einer Hohe 
von 30 em und einem Quersehnittsdurchmesser von 15 em. - Die 
Korper wurden auf Druek gepriift. Betrug die Deformationsgesehwin
digkeit, also die Gesehwindigkeit, mit der sieh die Druekbaeken der 
Priifmasebine aufeinander zu bewegten, 0,38 em pro Minute, so waren 
die Druekfestigkeiten um 6 % , 14% und 20% hoher als bei einer 
Gesehwindigkeit von 0,015 em pro Minute. J e fetter die Misehung 
war, um so empfindlieher zeigte sieh die Festigkeit in bezug auf die 
Deformationsgesehwindigkeit. Die oben angegebenen Prozentzahlen be
ziehen sieh in ihrer Reihenfolge auf die Misehungen 1: 9, 1: 5, 1: 3. 
Abrams fand weiter, daB die ersten 88 Hundertteile der Bruehfestig
keit beliebig raseh aufgebraeht werden konnen, und daB die Brueh
festigkeit nur von der Belastungsgesehwindigkeit der letzten 12 Hundert
teile beeinfiul3t wird. (Dies Verhaltnis wiirde natiirlich fi,ir ein zahes 
Material anders sein. 1m Gegensatz zu einem solchen hat Beton 
keine Streekgrenze und nur ein geringes Arbeitsvermogen.) Bei seinen 
Druekfestigkeitspriifnngen geht A bra ms auf Grund dieser U ntersu
.ehungen so vor, daB er - um Zeit zu sparen und doeh praktiseh 
brauchbare Ergebnisse zu erzielen - .bis auf 50 0/1I bis 75% der Brueh
festigkeit mit sehr groBer Gesehwindigkeit und dann bis zum Brueh 
mit einer Deformationsgesehwindigkeit von 0,03 bis 0,06 em pro Mi
nute belastet. Es soll bier darauf aufmerksam gemaeht werden, daB 
bei gleieher GesehwiIJdigkeit des Antriebs trotzdem die Gesehwindig
keit, mit der sich die beiden Druekbeeken aufeinander zu bewegen, 
versebieden ist, je naehdem ob die Masebine leer lauft, ob ein harter 
oder ein weieher Korper gedriiekt wird; je groBer der Widerstand ist, 
den die Druekbaeken finden, urn so groBer sind die Deformationen 

1 Engineering and Cement World, Jan. 15, 1918. 
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im Getriebe der Maschine, die auf den Gang der Druckbacken ver
langsamend wirken. 

Aus diesen Erorterungen geht die Notwendigkeit hervor, bei Ma
terialpriifungen die Belastungsgeschwindigkeit zu normieren, um ver
gleichbare Resultate zu erzielen. 

21. Die Hystel'esisschleife. 
Oberhalb der Elastizitatsgrenze wiirde die Schleife 0 ABC der 

Abb. 74, die durch rasche Be- und Entlastung erhalten worden war, 
deutlicher erscheinen. Bei rasch wiederhoHen Belastungen oberhalb 
der Elastizitats- und Proportionalitatsgrenze fand Bairstow, daB die 

- -
obere Halfte c f der Entlastungslinie und die untere Halfte e d der 

- -
Belastungslinie gekriimmt, wahrend f e und de gerade und einander 
parallel sind. Einen Linienzug 0 ABC oder e d c f nennt man eine 
Hysteresisschleife. Bei Eisen und Stahl findet sich die Hysteresisschleife 
nicht immer; ihr Vorhandensein hangt von dem Material und der Be
Iastungsgeschwindigkeit abo 1st die Hysteresisschleife geschlossen, wie 
bei der Schleife 0 ABC oder e d c f, so heiBt das, daB die Belastung 
die bleibende Dehnung nicht vergroBert hat. SchlieBt sich die Schleife 
nicht, so bedeutet das eine Vermehrung der bleibenden Dehnung. Er
zeugt nun jede Lastwiederholung eine neue offene Hysteresisschleife 
(Abb. 74a), d. h. eine Zunahme der bleibenden Dehnung, so muB der 
Korper schIieBlich zerstort werden. 

Tritt eine Hysteresisschleife auf, dann wird nicht die ganze Form
anderungsarbeit, die bei der Belastung dem Korper zugefiihrt wurde, 
beim Entlasten in Form von Spannungsenergie zuriickgewonnen, son
dern ein Teil der Arbeit ist in eine andere Energieform, in Warme, 
iibergefiihrt worden. Betrachten wir hierzu die Schleife e d c f. Wenn 
cg die Ordinate des Punktes e ist, dann stellt die Flache e d c g die 
dem Korper bei der Belastung von 0 auf c zugefiihrte Formande
rungsarbeit dar; die bei der Entlastung zuriickgewonilene Energie der 
Spannung ist. die Flache c f e g, also ist die Arbeit von der GroB e 
der Flache e d c f nicht zuriickgewonnen, sondern muB in eine andere 
Energieform verwandelt worden sein. Aligemein kannman sagen: 
Tritt eine Hysterisisschleife (offen oder geschlossen) auf, so wird der 
Teil del Formanderungsarbeit, der durch die Flache der Schleife dar
gestellt wird, nicht als Spannungsenergie zuriickgewonnen, sondern 
wird in Warme UIllgewandeIt. 

Wird ein Korper wiederholt belastet, wobei jeweils geschlossene 
Hysteresisschleifeu auftreten mogen, so muB der Korper dauernd 
Energie aufnehmen. Es erscheint fraglich, ob ein~ derartige Belastung 
schlieBlich den Bruch herbeifiihren kann, obwohl laut Voraussetzung 
eine Zunahme der bleibenden Formanderungen nicht stattfindet. 

Wird ein zahes Eisen mit der Spannung gc oberhalb der Streck
grenze beansprucht, entlastet und unmittelbar darauf wieder belastet, 
so findet man die Proportionalitatsgrenze sehr stark, oft bis auf Null, 
erniedrigt, wahrend die Streckgrenze bis auf die Rohe der V orspan-
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nung g c gehoben ist. Der gerade untere Teil. von e deist danu 
(vgl. oben) klirzer als Op bzw. e deist von Anfang an gekrlimmt. 
Das Material ist durch die Beanspruchung liber die Streckgrenze 
hinaus in eine Art plastischen Zustands geraten, und seine Form
anderungen nehmen bei sofortiger nochmaliger Belastung schneller 
zu als die Spannungen (vgl. hierzu Abschnitt 30 liber die Struktur 
von Eisen und Stahl). LaBt man jedoch dem Korper nach der Be-
anspruchung auf g c nur kurze Zeit, etwa einige Minuten, Ruhe, odeI' 
erwarmt man ihn einige Minuten lang durch Eintauchen in siedendes 
Wasser, so findet man die Proportionalitatsgrenze gehoben, und zwar 
liber die ursprlingliche hinaus bis zu oder nahezu bis zu der Hohe 
der Vorspannung, und die Spannungs-Dehnungslinie verliiuft von e 
bis coder nahezu bis c gerade. 

22. Die Erhohung del' Proportionalitatsgrenze durch 
Kaltrecken. 

Wie oben dargelegt, wird bei einem zahen Eisen oder Stahl die 
Proportionalitatsgrenze durch eine Beanspruchung oberhalb der Streck
grenze (Kaltrecken) mit nacbfolgender 
Ruhepause oder maBjgem Erhitzen 
etwa auf die Hohe der Verspannung 
gehoben. Vernachlassigt man die Er
scbeinung der Hysteresisschleife, so 
kann man sagen: 1st ein Korper kalt 
gereckt, so liegt die darauffolgende 
Ent- und Belastungslinie parallel zu 
o p bis zu der Hohe der Verspan
nung, und von da ab geht die Be
lastungslinie in die normale a - c
Linie liber. Manchmal jedoch, beson
ders wenn die Ruhepause nach dem 
Kaltrecken langer war (24 Stunden 

o 

oder mehr), ist die Proportionalitats- , 
Abb.75. 

und die Streckgrenze liber die Vorspannung c etwa bis nach c' 
(Abb.75) gehoben, hinter c' findet dann erneutes FlieBen und der 
Vbergang etwa in die normale a - e-Linie statt. Zuweilen findet je
doch auch eine Erhohung der Bruchspannung (Punkt u in Abb.65) 
statt. MaBige Erwarmung von etwa 100° C fordert die hier bescbrie
benen Erscheinungen (Abb. 76). 

23. Verfestigung von Eisen und Stahl durch Kaltrecken. 
Die Erscheinung, daB die Streck-, Elast.- und Proportionalitatsgrenze 

bei Eisen durch Kaltrecken geboben werden kann, wird oft als "Ver
festigung durch Kaltrecken" bezeichnet. Mit "Verfestigung" ist hier 
(vgl. Abschnitt 3) die Erhohung der Proportionalitatsgrenze und eine 
entsprechend verringerte Dehnbarkeit gemeint. Es ist mit dieser 
"Verfestigung" durchaus nicht notwendig ein vergroBerter Widerstand 
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gegen Einkerben oder Abnutzung oder Bruch verbunden, obwohl auch 
dies in manchen Failen zu beobachten ist 1• 

Die Versteiiung durch Kaltrecken verschwindet vollstandig wieder, 
wenn das Material ausgegIiiht wird. 
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Abb.76. 

a-.-Linien eines und desselben Probestabes. 
(1) a-.-Linie des gewiihnlichen Zugversuchs. 
(2) a-.- Linie, unmittelhar nach (1) aufgenommen. 
(3) a-.-Linie, unmittelbar nach (2) aufgenommen. 
(4) a-.-Linie, nach 8tagiger RuhepauBe hinter (3) aufgenommen. 
(5) a-.-Linie, nach 42tiigiger RuhepauBe hinter (4) aufgenommen. 
(6) ,,-.-Linie, unmittelhar nach (5) aufgenommen. 

Vielfach ist Handelseisen bei der Bearbeitung Beanspruchungen aus
gesetzt worden, die uber der Elastizitatsgrenze des Materials im ursprung
liehen Zustand lagen, wodurch die Elastizitatsgrenze und die Propor
tionalitatsgrenze nach oben verschoben wurden. Durch weiteres Kalt
recken konnen diese beiden Grenzen bis nahe an die Bruchfestigkeit 
herangeschoben werden; sie konnen jedoch auch durch entgegengesetzt 
gerichtete Beanspruchungen erniedrigt werden, d. h. die Proportionali
tats- (und Elastizitats-) Grenze auf Zug kann durch Druckbeanspru
chungen erniedrigt werden, und umgekehrt. 

1 Anmerkung d. -obers.: Es ware deshalb vielleicht korrekter, in solchen 
Fallen von einer Versteifung zu sprechen. 
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In der Nahe €'lines gestanzten Loches oder einer Stelle, wo Material 
sonstwie abgeschert wurde, ist also das Material versteift. Das ist 
unter Umstanden sehr unerwiinscht, z. B. bei NietlOchern, wo im 
Interesse einer gleichmaBigen Spannungsverteilung (vgl. Abschnitt 26) 
das Material zahe sein solI. Bei gestanzten Nietlochern wird deshalb 
gern das die Offnung umrandende Material weggeschnitten. 

Ewing sagt in seinem Buch "Strength of Materials": 
"Wenn man einen Stab aus zahem Eisen zunachst bis zu seiner 

Streckgrenze beansprucht, ihn dann auf 100 0 C erwarmt, um die ge
hobene Proportionalitats- und Streckgrenze zu erzielen, ihn dann bis 
zu seiner neuen Streckgrenze belastet und ihn wieder auf 100 0 C er
warmt USW., dann kann die Streckgrenze schrittweise bis zur Bruch
festigkeit gehoben werden. So wird schlieBlich der Stab, trotzdem er 
ursprunglich in hohem MaB die Fahigkeit besaB, plastische Form
anderungen einzugehen, wie sproder Stahl brechen, mit verhaltnis
maBig geringer Bruchdehnung und Querschnittsverminderung, und 
unter einer Last, die weit hoher liegt, als die normale Bruchlast 1." 

24. Urspriingliche nnd natiirliche Elastizitatsgrenze. 
Die Elastizitatsgrenze von Walzeisen im Anlieferungszustand wurde 

von Bauschinger als "ursprungliche Elastizitatsgrenze" bezeichnet. 
Durch wiederholte abwechselnde Druck- und Zugbeanspruchungen 
selbst unterhalb der urspriinglichen Elastizitatsgrenze kann diese er
niedrigt werden, bis das Material auf Druck und auf Zug eine gleich 
hohe Elastizitatsgrenze hat. Diese wurden von' Bauschinger die 
nat urI i c hen Elastizitatsgrenzen genannt. Eine derartige Beanspruchung, 
die in regelmaBigen Zeitabstanden von einer Zugspannung durch Null 
auf eine gleichgroBe Druckspannung wechselt, nennt man Schwingungs
beanspruchung. 1m weiteren Sinn des W ortes kann man auch 
noch von Schwingungsbeanspruchung sprechen, wenn Zug- und Druck
beanspruchung nicht den gleichen Absolutwerb haben; eine solche 
Schwingungsbeansprnchung hat dann eine Verschiebung der natur
lichen Elastizitatsgrenzen zur Folge in der Weise, daB die auf der 
Seite der groBeren Spannung liegende Grenze erhoht, die andere da
gegen erniedrigt wird. 

25. Arbeit und Arbeitsvermogen. 
Eine Kraft, die auf einen Korper wirkt, leistet auch dann Arbeit, 

wenn dieser sich im Gleichgewicht befindet; denn der Korper wird 
deformiert, und damit ist der Kraft ein Weg zugeordnet. Kraft x Form
anderung in Richtung der Kraft = Formanderungsarbeit. 1st der Korper 
vollkommen elastisch, so daB er nach der Entlastung seine urspriing
liche Gestalt wieder einnimmt, so gibt er wahrend der Entlastung die 
in ihm als potentielle Energieoder auch Spannungsenergie aufgespei-

1 Anmerkung d. Dbers.: Die Festigkeit braucht trotzdem nicht gehoben 
zu sein, da die Einschniirung fehlt und damit der Bruchquerschnitt graBer iilt. 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 7 
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cherte Arbeit wieder ab (unter Vemachliissigung einer etwa vorhan
denen Hysteresisschleife). Diese Fiilrlgkeit, Spannungsenergie aufzu
speichem und wieder abzugeben, heiBt elastisches Arbeitsvermogen. 
Das elastische Arbeitsvermogen eines Korpers wird also durch den 
Betrag der Formanderungsarbeit angegeben, die der Korper aufnehmen 
und wieder abgeben kann. 

Wird ein Stab (a11mahlich) mit der Zugkraft P belastet, so ist die
Ge8amtarbeit durch Summierung zu bestimmen, da ja die Kraft a11-
mahlich von 0 auf den Endwert P ansteigt. Nehmen wir innerhalb 
der Elastizitatsgrenze lineare Proportionalitat zwischen Kriiften und 
Deformationen· an, also die Proportionalitatsgrenze oberhalb der 
Elastizitatsgrenze, so wird die elastil1che Formii.nderungsarbeit 

mit 

wird 

a a 
I}{= fp",·dx= fP/.dx=~<l; 

o 0 

.11_ P·I 
u- E.F 

(23) 

Dies ist die elastische Formanderungsarbeit des ganzen Stabes. 
Beziehen wir die Arbeit auf die Volumeneinheit des Stabes, so wird 

I}{' m =y-
und da V = F·l ist, 

(24) 

1st ein Formanderungsdiagramm also auf a und e, d. h. die Span
nungen und Dehnungen der Einheit, bezogen - wie das meist der 
Fall ist -, so ste11t der Inhalt der Flache, gebildet aus der a - e
Linie bis zur Elastizitatsgrenze und der e-Achse, die auf die Raum
einheit bezogene elastische Formanderungsarbeit des Korpers bis zur 
Elastizitatsgrenze dar. 

Steigt die Spannung iiber die Elastizitatsgrenze, so bleibt die
Definition der Formani:Ierungsarbeit bestehen. Der Unterschied ist, 
daB der Korper nicht mehr die ganze Formanderungsarbeit aufspei
chert, sondern daB ein Teil in eine andere Energieform, in Warme,. 
iibergefiihrt wird. Da das Hooke'sche Gesetz nicht mehr gilt, der 
gesetzmaBige Zusammenhang zwischen a und e nicht in analytischer, 
·sondem nur in graphischer Form in der a - e- Linie vorliegt, kann 
die Losung des Integrals fUr die gesamte Formanderungsarbeit der 
Raumeinheit des Korpers 

• 
I}{' = f a",· d x 

o 
nicht in geschlossener Form angegeben werden. Geometrisch laBt es. 
sich dagegen, wenn die a-e-Linie vorliegt, leicht angeben als die-
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FHiche zwischen der e -Achse und der a - e -Linie bis zu jenem a, fiir 
das die Arbeit bestimmt werden solP. 

In diesem Zusammenhang soll auch der Begriff des ModuIs des 
Arbeitsvermogens genannt werden, und zwar unterscheidet man den 
Modul des e1astischen Arbeitsvermogens = Formanderungsarbeit der 
Raumeinheit bis zur Elastizitatsgrenze und ferner den Modul des ge
samten Arbeitsvermogens = gesamte Formanderungsarbeit der Raum
einheit bis zum Bruch. Diese bei
den stellen also' die Arbeit dar, die 
die Raumeinheit des Korpers auf
zunehmen vermag, bis die Elastizi
tatsgrenze erreicht ist bzw. der 
Bruch eintritt. Das ist fiir die Be
urteilung der Widerstandsfahigkeit 
gegen StoBkrafte von groBer Be
deutung. 

tf 

Es ist jedoch darauf hin
zuweisen, daB das Arbeits
vermogen keine Materialkon
stante ist, da die Form der 
a-e-Linie, die ja der Be
stimmung des Arbeitsver
mogens zugrunde liegt, von 0 
der B elastungsgeschwindig
keit sehr stark abhangt. (Vgl. 

i , 
I 
I , 

I 

I i 
, I 

11: 
I 

, I 
I 

u 

Abb.77. 

in Abschnitt 16 iiber den EinfluB der Belastungsgeschwindigkeit auf 
die a - e -Linie.) Bei stoBformiger Belastung - und diese ist fiir die 
Anwendung der beiden Moduli des Arbeitsvermogens ein sehr wich
tiges Ge biet -, wird die a - e -Linie von der normal en Gestalt A in 
Ab b. 77 abweichen und sich mehr der Form B nahern. Diese Tat
sache ist nicht immer gebiihrend beachtet worden, und darauf ist 
eine ganze Anzahl von Irrtiimern und abwegigen Erorterungen iiber 
StoBversuche zuriickzufiihren. 

26. Wert und Bedeutung der (plastischen) Dehnbarkeit. 
Bauwerke und Maschinen sind in den seltensten Fallen ausschlieBlich 

ruhender Belastung, also statischer Belastung, ausgesetzt. Die Lasten 
bewegen sich, und diese Bewegungen sind von StoBen beg1eitet, deren 
kinetische Energie (Arbeit der Bewegung) von dem Bauwerk sicher 
aufgenommen werden moB. Daraus folgt, daB das Arbeitsvermogen, 
also die Fahigkeit, Arbeit aufzunehmen, eine sehr bedeutungsvolle 
Materialeigenschaft ist. Sie hangt offenbar von Festigkeit und Dehn
barkeit abo Ein Material von groBer Festigkeit, das jedoch sprode, 
wenig dehnbar ist, kann somit ganz unbrauchbar sein. Je nach 
dem Verwendungszweck kann die Festigkeit oder die Dehnbarkeit 

1 Anmerkung d. Dbers.: Daher wird die "-e-Linie vielfach auch Ar
beitslinie genannt. 

7* 
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des Materials wichtiger sein. Je hoher die Festigkeit und die Elasti
zitatsgrenze ist, um so hoher konnen die Spannungen aus ruhender 
Belastung zugelassen werden, urn so kleiner werden die Querschnitte 
und um so geringer das Gewicht. Da jedoch im allgemeinen erhohte 
Dehnbarkeit geringere Festigkeit zur Folge hat, wird die Riicksicht 
auf mogliche StoBbeanspruchungen bei der Auswahl des Materials 
dem Streb en nach hoher Festigkeit, kleinen Querschnitten und kleinem 
Gewicht entgegenwirken. 

Bei einer kurzen Briicke iiberwiegt die bewegliche Belastung 
gegeniiber dem Eigengewicht. Daher iiberwiegt hier die Riicksicht 
auf die StoBbeanspruchungen, und Dehnbarkeit des Materials wird 
eher anzustreben sein als hohe Festigkeit. Bei groBen Spannweiten 
jedoch tritt die bewegliche Last hinter dem Eigengewicht der Kon
struktion zuriick; hier werden StoBbeanspruchungen nur von mehr 
untergeordneter Bedeutung sein, so daB eine hohe Festigkeit und eine 
hohe Elastizitatsgrenze erstrebenswert sind. Bei Briicken mit kurzen 
Spannweiten wird also das zahe FluB eisen, bei Briicken mit groBen Spann
weiten werden hochwertige Stahllegierungen oder kohlenstoffreichere 
Stahle, also Materiale von groBer Bruchfestigkeit, hoher Elastizitats
grenze, aber geringer Dehnbarkeit, in Betracht kommen. 

Plastische Dehnbarkeit ist weiterhin von 
groBem Wert, wenn die Kraftverteilung iiber einen 
Querschnitt nicht gJeichmaBig, sondern derart 
erfoIgt, daB ortliche Beanspruchungen iiber die 
Elastizitatsgrenze hinaus auftreten. Wenn ein nach 
Abb. 78 geformter Karper auf Zug beansprucht 
wird. so sind in dem kleinsten Querschnitt die 
Spannungen entsprechend dem Spannungsdia
gramm so verteilt, daB sie auBen am groBten 
sind und nach der Mitte zu abnehmen (vgl. 
Kap. VI). Wenn nun die Spannung an den auBeren 
Fasern iiber die Elastizitatsgrenze bis zur Streck
grenze anwachst, sogeht das Material bei zunehmen
der Last an diesen Stellen weitere Deformationen 
unter geringerer Erhohung der Spannungen ein, wah-

Abb.78. rend die Spannungen der inneren Fasern schneller 
wachsen. Durch die plastische Dehnbarkeit des 

Materials ist also eine gleichmaBigere Spannungsverteilung"gewahrleistet, 
sobald ortliche Dberbeanspruchungen, d. h. stellenweise Spannungen auf
treten, die nicht mehr im rein-elastischen Gebiet liegen. Wird der Korper 

bis zum Bruch belastet, so wird die mittlere Festigkeit ;, sich weit 

mehr der wirklichen Bruchfestigkeit nahern, als wenn das Material 
sprode gewesen ware. 

27. Der }Uodul des Arbeitsvermogens. 
In Abschnitt 25 sind die Moduli des elastischen und des gesamten 

Arbeitsvermogens als Flachen des 0- s-Diagramms definiert worden. 
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Es solI an dieser Stelle nochmals betont werden, daB das a - e
Diagramm keine reine Materialkonstante ist, sondern von der Be
lastungsgeschwindigkeit stark beeinfiuBt wird. Der Modul des ge
samten Arbeitsvermogens setzt sich also zusammen (Abb.77) aus dem 
Modul des elastischen Arbeitsvermogens (Flache 1), dann der Form
anderungsarbeit wahrend einer hauptsachlich plastischen Dehnung 
(Flache 2) und schlieBlich der Formanderungsarbeit wahrend der 
Einschniirung (Flache 3). 

Der Modul des elastischen Arbeitsvermogens ist seiner GroBe nach 
(vgl. Abschn. 25) 

Fl" h 1 p2 oe2 

ac e = 2E--:jfi = 2.E' (24a) 

worin a e = Elastizitatsgrenze ist. 
Der Modul des gesamten Arbeitsvermogens ist als MaB fiir die 

Zerstorungsarbeit z. B. fiir Erdbebengebiete sehr wichtig. Im all
gemeinen wird, wie es auch oben geschehen ist, die "statische" a - e
Linie seiner Bestimmung zugrunde gelegt. Haufig wird indessen die 
Formanderungsarbeit wahrend der Einschniirung, also Flache 3, nicht 
mit beriicksichtigt, da ihre Bestimmung ungenau zu sein pfiegt. Nun 
liegt vielfach das a - e-Diagramm nicht vor, wahl aber die Bruch
dehnung ez = 0 d und die Bruchfestigkeit az = db (Abb. 77). Als 
Faustformel fiir den Modul des gesamten Arbeitsvermogens wird dann 
haufig der Ausdruck benutzt 

worin k mit der plastischen Dehnbarkeit des Materials zunimmt und 

im allgemeinen ~ < k < ~, bei sehr groBer Zahigkeit auch ~ < k < 1 

gewahlt wird. 
Fiir eine a - e-Linie nach Abb. 77 B, also fiir sehr groBe Be

lastungsgeschwindigkeit, nehme man an 

2- -
5l{ = 3 U 1 gl . 0 gl . 

Kaltrecken nimmt dem Material einen Teil seiner urspriinglichen 
Zahigkeit, seines urspriingIichen gesamtenArbeitsvermogens. In Abb. 77 
wird durch Belastung auf a = (Jl n, also iiber die Streckgrenze hinaus, 
der Modul des elastischen Arbeitsvermogens auf die Flache m n gl 
(urspriinglich Flache 1) vergroBert, der Modul des gesamten Arbeits
vermogens dagegen urn die Flache 0 n m verkleinert. 

Die obigen Erorterungen erkIaren es, daB man in der letzten Zeit 
den Schlagproben in der Materialpriifung mehr und mehr Bedeutung 
beimiBt. (Vgl. oben die Bemerkungen iiber die Abhangigkeit der a - e
Linie von der Belastungsgeschwindigkeit.) Man will auf direktem 
Versuchswege den Modul des gesamten Arbeitsvermogens bei StoB
beanspruchung bestimmen. (VgI. Kap. XXI.) 
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28. Materialeigenschaften. 
Die in Abschnitt 3 dieses KapiteIs besprochenen Materialeigen

schaften sollen an Hand der Abb.77 erortert werden. 
Die Elastizitat ist um so groBer, je kleiner der Elastizitats

modul E, also je fiacher die Linie 0 p ist und je hOher die Elastizitats
grenze liegt, also je groBer die Flache 1 ist. Als MaB fUr die 
Elastizitat kann mithin der Modul des elastischen Arbeitsvermogens 
dienen. 

Die plastische Dehnbarkeit wachst mit der Entfernung Od 
(Abb.77). 

Die Steifigkeit nimmt mit E und steigender Elastizitats- und 
Proportionalitatsgrenze zu. 

Harte kann eine hohe Elastizitatsgrenze bedeuten, ist aber kein 
genau definierter Begriff. (V gl. Kap. XXI.) 

Das auf die Raumeinheit eines Korpers bezogene Arbeitsver
mo gen, der Modul des Arbeitsvermogens, ist durch die Flache 
zwischen der c:-Achse und der Linie Op oder der Linie 75b dargestellt, 
je nachdem ob es sich um das elastische oder das gesamte Arbeits
vermogen handelt. (Vgl. hierzu die Bemerkung in Abschn. 25.) 

Die Sprodigkeit ist um so groBer, je kleiner Od ist. 
Das MaB der Zahigkeit wird in etwa durch den Modul des ge

samten Arbeitsvermogens gekennzeichnet (Abb.77). 
Die Festigkeit wird durch die Strecke ug dargestellt (Abb.77). 
Diese und andere Bezeichnungen von Materialeigenschaften werden 

haufig ziemlich nachlassig gebraucht, woraus dann MiBverstandnisse 
entstehen. Der Verfasser ist sich dariiber klar, daB der technische 
Sprachgebrauch nicht einheitlich ist, daB also mit den gleichen Be
zeichnungen an verschiedenen Stellen verschiedene Begriffe verbunden 
werden. Es muB aber gefordert werden, daB jeweils der Sinn einer 
Bezeichnung klar definiert wird. 

Die folgende Zusammenstellung zeigt FQrderungen der American So
ciety for Testing Materials an zweiStahle je nach ihrem Verwendungszweck. 

Bruchdehnung Bruchdehnung Quer-

Material Zugfestigkeit Streekgrenze fiir 20,3 em flir 5,1 em sehnitts-
MeBHinge MeBJiinge ver-

kg/em2 kg/em2 Ofo Ofo minderung 

Brii""~-l Trng- 3870 bis 4570 05 Z f t' k . I 105450 22 , . ug es Ig elt. Z gf . k 't stahl gheder u estIg el 
(FluB-

3230 bis 3940 0,5· Zugfestigkeit 
105450 

stahl) Nieten Zugfestigkeit 

r~- 5980 bis 7030 3520 
105450 

25 Bau- glieder Zug£estigkeit 
Niekel-

105450 stahl Nieten 4920 bis 5630 . 3160 40 
! I Zug£estigkeit 

! I I 
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29. Stofiformige Belastung. 
W ird ein Korper stollweise belastet, so ruft die Kraft grollere 

Spannungen und Deformationen hervor, als wenn sie allmahlich a.uf
gebra.cht wird. Der Stab in Abb. 79 werde mit der Zugkraft P be
lastet. Wird die Last allmahlich aufgebracht, d. h. wachst die Last 
von Null auf ihren Endwert P so langsam, daB die Verlangerung 
des Stabel:! in jedem Zeitpunkt der wirkenden Kraft proportional 
ist, so wird die Verlangerung des Stabes 

P·l 
ill = E.F" 

Die Formanderungsarbeit (vgl. Abschn. 25) 
noch unterhalb der Proportionalitatsgrenze 

ist, sofern die Spannung 
liegt, 

1 
11(=2J>·ill 

und wird durch die Flache 0 P' 8 in dem Diagramm der 
Abb.80 da.rgestellt. (In dem Diagtamm sind nicht die 
Spannungen und spezifischen Dehnungen, sondern die 
Krafte und Verlangerungen aufgetragen). Die von der 
Kraft wahrend .ihres Wachsens von 0 auf P geleistete 
Formanderungsarbeit ist von dem Stab in Form von 
potentieller Energie restlos aufgespeichert worden. Wird P 
jedoch stollweise aufgebracht, so wirkt P bereits bei Be
ginn der Deformation in voller GroBe. Hat die Verlange
rung den Wert ill erreicht, so ist die potentielle (Span-

nungs-) Energie die gleiche wie vorhiu, also 11( = ~ p. ill, 

dagegen ist die Formanderungsarbeit der Kraft P 

11(1 = p. ill 

p 

und wird durch die Flache 0 P P' 8 dargestellt. Bei einer Ver
langerung ill ist also nur die. Halfte der Formanderungsarbeit von 
dem Stab als Energie der Lage aufgespeichert, die andere Halfte 
muB somit als Energie der Bewegung (kinetische Energie) wirken. 

P, 

t 1 
I 

k 0/' ---At'" r I /1 
I I I /1 
I I: I I 

I I .i : 
s,....~~~.---

Abb. BO. Abb; BOa. 

Diese verursacht eine, weitere Verlangerung bis zum J;>unkt 0 (in 
Abb. 79), der noch zu bestimmen ist. Nehmen wit an, wir hatten 
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die Lage von C, und die Strecke 081 in Abb. 80 entsprache der 
Strecke A C in Abb. 79. Dann ist die Formanderungsarbeit der 
Kraft P auf dem Wege 081 = A C durch die FHiche 0 P P'" 8 1 dar
gestellt. Diese Arbeit ist nunmehr ganz in potentielle (Spannungs-) 
Energie von der GroBe der Flache 0 P" 8 1 umgewandelt, also 

Flache 0 P" 8 1 = Flache 0 P P'" 8 1 , 

dies ist nur moglich, wenn 

6 0 P P' = 6P' P" P"', 
oder 

Dies gilt natiirlich nur, wenn die dem Punkt P" entsprechende 
Spannung, also 

2P 
a=y 

innerhalb der Proportionalitatsgrenze liegt. 
rst 

P 
a= F 

groBer als die halbe Proportionalitatsgrenze (Abb. BOa), so mage die 
Verlangerung durch die stoBformig aufgebrachte Last P 

Jl = 081 

sein. Die Lage von 8 1 bzw. von P" auf der a - ,,-Linie, die natfulich 
bekannt sein muB, findet man durch eine entsprechende Dberlegung 
wie vorhin. Die gesamte Formanderungsarbeit von P, dargestellt 
durch die Flache 0 P P'" 8 1 , muB gleich der vom Stabe aufgenommenen 
Arbeit 0 P' P" 8 1 , also 6 0 P P' = Flache P' P" p", sein. Damit ist P" 
und 8 1 bestimmt. Wird die Proportionalitatsgrenze durch die De
formationiiber die urspriingliche hinaus bis P" gehoben, so wird 
der Stab durch die stoBformige Belastung die bleibende Verlangerung 
o 8 Q erleiden. 

Die Last P habe zu Beginn der Deformation noch eine kinetische 
Energie z. B. dadurch, daB sie aus einer Rohe h bUt. Dann kann 
der Punkt P" dadurch bestimmt werden, daB, fiir h = 0 H, Flache 
P' P" P'" = Flache 0 H k P' wird. 

Diese Zusammenhange konnen auch mit Hilfe des d' Alembert'schen 
Prinzips behandelt werden. Dieses besagt, daB ein in Bewegung be
findliches System einem Gleichgewichtssystem statisch gleichwertig 
ist, wenn zu den auBeren Kraften die Massenkrafte zugefiigt werden, 
d. h. jedes Element des Systems mit einer Kraft belastet wird, die 
die GroBe des Produktes aus der Masse des Elements und seiner 
Beschleunigung hat und deren Sinn dem der Beschleunigung ent-
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gegengesetzt ist. Wenn die Kraft P gleich in ihrer vollen GroBe 
auf den Stab in Abb.79 wirkt, so ist am Anfang der Formanderung 
kein elastischer Widerstand und damit keine Spannung vorhanden. 
Also bewegt sich die Last P mit der Erdbeschleunigung g abwarts. 
Vernachlassigt man die Masse des Stabes 1, so muB man sich eine 
zusatzliche, am Angriffspunkt von P wirkende, entgegengesetzt ge
richtete Kraft denken von der GroBe 

- p.g=-P. 
g 

Es ist also zu Beginn des Prozesses keine Spannung irn Stab, 
was mit unserer Voraussetzung ubereinstimmt. Sob aid die Verlangerung 
groBer als Null wird, tritt eine innere Stabkraft proportional der 
Verlangerung auf; die Beschleunigung von P wird dadurch vermindert. 
Innerhalb der Verlangerungswerte 0 und 2 A l habe P die Beschleu
nigung a, dann ist die innere Stabkraft 

8=P- p. a . 
g 

Fur die Grenzen ():~l hat a die Grenzen a:~ Wird () > Al, so 
wird a negativ,die Bewegilllg wird verzogert, so daB die Stabkraft zu 

8=P+ p. a 
g 

wird. Flit die Grenzen ():~~l hat a die Grenzen a:;;u. FUr a = - g, 

also fur die VerIangerung () = A C = 2 A list 

8=2P. 

Am Punkt C beginnt also der umgekehrte Vorgang wie vorhin 
am Punkt A, und das Stabende schwingt so zwischen A und C. In
folge von Reibung (innere Reibung, Luftwiderstand) wird jedoch die 
Energie der Bewegung in Warme umgewandelt, und das Stabende 
kommt in B zur Ruhe. 

Die Wirkung von plotzlicher (die Kraft wirkt gleich in voller 
GroBe) und von faHender Belastung (die Kraft wirkt gleich in voller 
GroBe, verbunden mit einer kinetischen Energie) kann nach diesen 
Grundsatzen bestirnmt werden. Die Ergebnisse konnen aber nur 
dann auf Genauigkeit Anspruch erheben, wenn das der betreffenden Be
lastungsart entsprechende a - e-Diagramm jeweils ermittelt wird. 

Es soll hier auf einen fehlerhaften Ansatz hingewiesen werden, 
der haufig von Studierenden gemacht wird. Danach wird die Stab-
kraft P" 8 1 bei fallender Last P so bestimmt, daB die potentielle 
Energie des Stabes, namlich Flache 0 P" 8 1 , der kinetischen Energie 
der fallenden Last P beirn Auftreffen auf den Korper falschlich gleich-

1 Anmerkung d. Dbers.: Dies wird dann zulassig sein, wenn das Gewicht 
des Stabes gegeniiber der Last P versohwindet. 
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gesetzt wird. ,Dieser Ansatz iibersieht namlich, daB ' der Last P auBer 
der kinetischen Energie auch Formanderungsarbeit, namlich Flache 
o P pili 8 1 zugeordnet werden muB, wobei wiederum der Vorbehalt 
zu machen ist, daB die wahre Flache 0 P p", 8 1 fiir fallende Belastung 
anders gestaltet sein wird als die des gewohnIichen Zugversuchs. 

Steht der Stab bereits unter der Einwirkung einer ruhenden 
Last G, z. B. seines Eigengewichts, so muB die plOtzlich aufgebrachte 
Kraft P sowohl die eigene Masse wie die Masse von G beschleunigen 
derart, daB in jedem Zeitpunkt die Massen von P und G gleiche 
Bescbleunigungen baben. Die Bescbleunigung wird also geringer sein, 
als wenn P allein vorhanden ware. Das Produkt aus Bescbleunigung und 
den beschleunigten Massen muB jedoch in beiden Fallen gleich sein. 

30. Die Liiders'schen Linien. 
1m einacbsigen Spannungszustand treten in den Ebenen, die unter 

45 ° gegen die Kraftrichtung geneigt sind, die graBten Scherkrafte auf. 
Da es keine reinen Scherbeanspruchungen sind, sondern auf allen Ebenen, 
die gf'gen die Kraftrichtung geneigt sind, Normalspannungen wirken, 
so faUt die Ebene, in der die Gefahr des Abscherens am groBten ist, 
nicht mit der Ebene der groBten Scherspannung zusammen.Bei Zug~ 
beanspruchung ist der Neigungswinkel zur Richtung der Normalkraft 
der auf Abscheren gefahrdeten Ebene im allgemeinen etwas groBer, bei 
Druck etwas kleiner als 45 o. Bleibende Langenanderungen miissen also 
auch bleibende Verschiebungen zur Folge haben. 1st die Streckgrenze 
des auf Zug beanspruchten Materials erreicht, so erfolgt auch eine 

Abb. 81. Liiders'sche Linien. 

plastische Verschiebung; diese macht sich durch feine Risse in der 
Walzhaut des Eisens in der Richtung der Verschiebungsebenen be~ 
merkbar. Diese Linien heW en "Liiders'sche~Linien" (nach dem 
deutschen Ingenieur Liiders, der sie zuerst beobachtete). Sie wurden 
ebenfalls von Hartmann festgestelltl. Selbst wenn die Walzhaut 
entfernt und die Oberflache poliert ist, konnen diese Linien in polari~ 
siertem Licht beobachtet werden (Abb. 81). 

1 Hartmann, L.: Distribution des Deformations dans les Metaux soumis a 
des Efforts. Paris: Berger-Levrault 1896. 
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In jedem einzelnen Kristall des GesamtgefUges findet diese Ver
schiebung statt. Die Verschiebungslinien oder Gleitlinien (slip bands) 
konnen mit den Methoden der Metallographie deutlich beobachtet 
werden. Auf einem kleinen Stiick des Metalls wird eine ebene FHiche 
sorgfaltig poliert, mit einer verdiinnten Saure geatzt, damit das Ge
fiige zutage tritt und dann unter einem Mikroskop unter reflektiertem 
Lichte betrachtet. Durch verschiedene Atztiefe der einzelnen Kristalle 
treten ihre Begrenzungslinien deutlich hervor, so daB dann die einzelnen 
Kristalle gut beobachtet werden konnen. 

Wenn die fliissige Eisenmasse erstarrt, so kristallisiert sie aus. 
Die einzelnen Kristalle sind jedoch nicht gleichgerichtet, noch sind 
sie dicht an dicht gelagert. Nach der Theorie von Beilby (amorphous 
cement theory of Beilby), die zwar noch keine allgemeine Anerkennung 
gefunden hat, aber eine brauchbare Erklarung fUr viele Erscheinungen 
liefert, sind die Zwischenraume zwischen den Kristallen mit einer 
schnell erhartenden, nichtkristallinen, amorphen Paste ausgefiillt, die 
eine groBere Festigkeit erreicht als die Kristalle seIber. Das zeigt 
deutlich jede Bruchflache, da der Bruch durch die Kristalle hin
durch und nicht urn sie herum geht; bei hoheren Temperaturen 
nimmt die Festigkeit der Pasten allerdings starker ab als die der 
Kristalle. 

Bei einer Deformation findet, in den verschiedenen Kristallen je 
nach ihrer Lage in verschiedenen Ebenen, Gleiten statt. 1st die 
Deformation elastisch, so konnen die einzelnen TeiIchen nach Auf
horen der deformierenden Kraft ihre friihere Gestalt wieder ein
nehmen. 1st jedoch die Elastizitatsgrenze iiberschritten, so ist ein 
Teil der Formanderung nichtelastisch; dies kommt dadurch zustande, 
daB ein TeiI der Kristalle zu amorphem Material zerrieben wird. 
Gleich darauf erstarrt dieses Material zu der Festigkeit der anderen 
Paste und verhindert in seiner Ebene eine weitere nichtelastische Form
anderung. Steigt die Beanspruchung, so gleiten Teilchen in anderen 
Ebenen aneinander vorbei, wo es urspriinglich schwieriger war. Diese 
Hypothese liefert eine befriedigende Erklarung fiir die Erscheinung der 
elastischen und nichtelastischen Formanderungen und der sog. Ver
festigung durch Kaltrecken 1. 

31. Die Neumann'schen Linien. 
Der Ingenieur ist haufig vor die Aufgabe gestellt, den Ursachen 

von Briichen bei Briickenkonstruktious- oder MaschinenteiIen nach
zugehen. Es wird oft von Wert sein, zu wissen,ob der Bruch plotz
lich durch einen StoB oder eine Explosion oder aber allmahlich durch 
"statische" Belastung erfolgte. Derartige Fragen erfordern eine enge 
Vertrautheit mit den Materialeigenschaften, der Wirkung der ver
schiedenen Beauspruchungen und ihren auBeren Symptomen. 

1 Da hier diese Fragen nur kurz gestreift werden konnen, so sei auf R 0 sen
hai n: "Introduction to Physical Metallurgy", besonders Kapitel XI, hingewiesen. 
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Von den meisten Faohleuten auf dem Gebiete der MetaUurgie 
wird die Ansioht vertreten, daB ein Bruch,durch plotzliche, stoBweille 
Beanspruohungen am Bruohgefiige zu erkennen sei; es ersoheinen 
dann quer uber die einzelnen Kristalle Gruppen von para11elen Linien, 
die von Gleitlinien deutlioh zu untersoheiden sind. Diese Linien werden 
als Neumann'sohe Linien bezeiohnet. 

Eine derartige Untersuohung soUte stets von einem .erfahrenen 
Meta11urgen ausgefiihrt werden. Es ist jedooh mit dem Naohweis von 
Neumann'sche nLinien aUein nioht getan. Eine Bruoke kann z.B. infolge 
zu sohwaoher Ausbildung wiohtiger Teile einsturzen. Beirn Einsturz 
finden natiirlioh weiterhin StoDe statt, unter deren Einwirkung andere 
Teile zerstart werden, und die dann die Neumann'sohen Linien zeigen 
konnen. Es muB in solohen Fallen zunachst einwandfrei festgestellt 
werden, von welchen Teilen die Zerstorung ausgegangen ist, und nur 
das Ergebnis der Untersuchung dieser Teile wird maBgebend sein. 
Es ist eben oft sohwer, Ursache und Wirkung zu unterscheiden. Ein 
Eisenbahnwagen mag entgleist und eine gebrochene Aohse gefunden 
sein; ist die gebroohene Achse die Ursaohe der Entgleisung oder hat 
die Entgleisung den Bruch der Achse bewirkt? 

V. Spannungen und Verzerrungen 
verschiedenen Ebenen an 

einem Punkt. 

1. AIIgemeines. 

. 
In 

Aus Erorterungen des vorigen Kapitels geht hervor, daB im a11-
gemeinen nicht aussohlieBlioh eine Art Spannung in einem Karper 
wirken kann. An irgendeinem gegebenen Punkt eines Karpers greifen 
in versohiedenen Ebenen, die man duroh den Punkt legen kann, ge
wohnlich Spannungen versohiedener Art, Richtung und GroBe an. Die 
Kenntnis der Beziehungen zwisohen diesen Spannungen und den ent
sprechenden Verzerrungen ist von grundlegender Wiohtigkeit fur den 
Ingenieur. In dem vorliegenden Kapitel werden diese Zusammen
hange untersucht. 

Wir haben bereits eine allgemeingiiltige .M.ethode kennengelernt, 
innere Krafte zu untersuchen, namlich die Schnittmethode. Diese 
besteht bekanntlich darin, in der Flache (oder den Fliichen), deren 
Spannungen man untersuchen will, den Zusammenhang des Korpers 
durch einen Schnitt aufzuheben; von den beiden Karperteilen, die 
man so erhalt, denkt man sioh den einen nun entfernt und bringt 
statt seiner auBere Krafte an derart, daB ein statisch (unter Um
standen, je nach dem Zweck der Untersuchung, auch elastisch) gleich-



Spannungen und Verzerrungen in verschiedenen Ebenen. 109 

wertiger Zustand entsteht. Die neu angebrachten auBeren Krafte miissen 
also das GIeichgewicht des iibriggebliebenen Teils erhalten. Auf diese 
Weise lassen sich dann .innere Krafte nach den Gesetzen des Gleich
gewichts wie auBere Krafte behandeln. 

Ist der Schnitt als Querschnitt gefiihrt - das Wort "Querschnitt" 
solI hierbei nur die Art, nicht die Richtung des Schnittes charakte
risieren -, dann erhalt man durch die Anwendung der GIeichgewichts
bedingungen Beziehungen zwischen inneren und auBeren Kraften. 

1st der Schnitt als Rundschnitt, d. h. als ein in sich ge
schlossener Schnitt, gefiihrt, wobei der eine der beiden Korperteile 
vor dem Schnitt vollstandig von dem andern umgeben war, so er
geben die Gleichgewichtsbedingungen Beziehungen zwischen inneren 
Kraften untereinander (nicht zwischen inneren und auBeren· Kraften), 
da auf den vor dem Schnitt vollig eingesohlossenen Korperteil auBer 
Fernkraften (Erdanziehung, magnetische Krafte) nur innere Krafte 
wirken konnen. 

Will man die Beziehungen der Spannungen an einem Punkte in 
verschiedenen Ebenen durch diesen Punkt untersuchen, dann muB 
das betrachtete Korperelement an diesem Punkt unendlich kleine Ab
messungen haben; damit aber kann, wie in Abscbnitt 8 des vorigen 
Kapitels gezeigt wurde! sein Eigengewicht gegeniiber den inneren 
Kraften vernachIassigt werden. Ferner solI nochmals darauf hin
gewiesen werden, daB, da die Abmessungen unendlich klein sind, die 
Krafte auf einer ebenen Oberfiache gleichmaBig verteilt sind und im 
Scbwerpunkte der FIache angreifen. 

1m vorigen Kapitel sind bereits einige Beziehungen von inneren 
Kraften untereinander behandelt worden, so in Abschnitt 8 die Be
ziehungen von Scherspannungen in zwei aufeinander senkrechten Ebenen 
im zwei- und dreiachsigen Spannungszustand, in Abschnit 9 die Be
ziehungen zwischen reinen Scherspannungen und Normalspannungen 
im zweiachsigen Spannungszustand. 

Von den 9 Spannungen, die auf das Korperelement in Abb. 58 
wirken, sind 6 paarweise gleich (Kap. IV, Abschn. 8), so daB noch 
6 voneinander verschiedene Spannungen vorhanden sind, namlich 

Sind diese 6 Spannungen bekannt, so ist der Spannungszustand am 
Punkt 0 eindeutig bestimmt. Es konnen dann die Spannungen auf 
einer beliebigen anderen Ebene durch 0, z. B. der Ebene abc in 
Abb.82, angegeben werden, was kurz dargelegt werden solI: 

o abc sei eine dreiseitige Pyramide mit unendlich kleinen Seiten
langen. 0 sei der Ursprung eines rechtwinkligen Achsenkreuzes, die 
Seiten 0 a, 0 b, 0 c mogen mit den Achsen zusammenfaIlen; ferner 
seien die 6 SpannungsgroBen gegeben; dann konnen die auf den 
SeitenfIachen 0 a c, 0 be·, 0 a b wirkenden Normal- und Scherkrafte, 
letztere jeweils in 2 rechtwinkeligenKomponenten angegeben, bestimmt 
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werden. Jede der 3 Krafte, die auf jeder der 3 Seiten wirken, geht 
durch den Schwerpunkt der betreffenden Seite hindurch, also durch 

z 
c 

Abb.82. 

e bzw. f bzw. g. Diese 9 Krafte, in denen 
6 unabhangige SpannungsgroBen enthalten 
sind, stehen im Gleichgewicht mit der 
auf die Seitenflache abc wirkenden resul
tierenden Kraft, die in dem Schwerpunkt 
von abc, im Punkt h, angreift. Diese 
resultierende Kraft moge in h in 3 Kom
ponenten parallel zu 0 X, 0 Y, 0 Z zer
legt werden. Stellen wir nunmehr in be-

X zug auf die Wirkungslinien dieser 3 Kom
ponenten die 6 Gleichgewichtsbedingungen 
flir das ganze Kraftesystem des Korper
elements auf, so ergeben die 3 Momenten
gleichungen 

das Ergebnis, das bereits in Abschnitt 8 
des vorigen Kapitels vorliegt, namlich 

(also absolut gleich, mit umgekehrtem Drehungssinn in bezug auf das 
Korperelement). Da wir diese Beziehungen bereits dadurch ausgenutzt 
haben, daB wir nur 6 unabhangige Spannungen eingefiihrt haben, so 
lassen sich durch die 3 iibrigbleibenden Gleichgewichtsbedingungen 

.2 X =O, .2Y=O, .2Z =O 

die auf die Seitenflache abc wirkenden 3 Kmftkomponenten bestim
men, d. h. der Spannungszustand von abc laBt sich nach den 6 Span
nungen der andern 3 Seiten der Pyramide ausdriicken. 

Der Spannungszustand an irgendeinem Punkt 0 eines Korpers ist 
somit vollstandig gegeben, wenn die 6 unabhangigen Spannungen, be
zogen auf irgendein beliebiges raumliches rechtwinkliges Koordinaten
system, dessen Ursprung in 0 liegt, bekannt sind. 

Fur den Sonderfall des zweiachsigen Spannungszustandes (d. h. alle 
Krafte wirken parallel zu einer Ebene )folgt also, daB derSpannungszustand 
an irgendeinem Punkt 0 eines Korpers vollstandig gegeben ist, wenn 
die 3 unabhangigen Spannungen, bezogen auf ein beliebiges ebenes 
rechtwinkliges Achsenkreuz mit dem Ursprung in 0, bekanntsind. 

2. Konjugierte Spannungen. 
Wir betrachten wieder einen zweiachsigen Spannungszustand, aIle 

Krafte wirken parallel zur Zeichenebene (Abb. 83) und befinden sich 
untereinander im Gleichgewicht. Der Rhombus sei der GrundriB eines 
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geraden Parallelepipeds senkrecht auf der Zeicbenebene; die Seiten
!angen seien von einer unendlich kleinen Einheit. 

Auf den Seiten a b und cd wirken parallel zu a d und be die 
Krafte p. Diese beiden Krafte mogen untereinander im Gleichgewicht 
stehen; dann mussen auch die auf ad 
und be wirkenden Krafte P1 ein
ander das Gleichgewicht haIten, sie 
miissen also gleich groB und ent-
gegengesetzt gerichtet sein und in a C 

einer Wirkungsgeraden liegen. Da 
jede der beiden Krafte im Schwer
punkt, also in der Mitte ihrer Seite 
angreift, so wirken sie ails leicht ein-
zusehenden geometrischen Griinden Abb. 8S. 

parallel den Seiten a b und Cd. Das 
Gewicht des Korpers ist, wie nachgewiesen, fur diese Betrachtung 
ohne Belang. 

P und P1 nennt man konjugierte Spannungen. Man kann das 
so aussprechen: 

Zu der resultierenden Spannung p, die an irgendeinem Punkt 0 
eines Korpers auf eine beliebige Ebene E durch 0 wirkt, findet man 
die konjugierte Spannung dadurch, daB man auf einer der Spannung p 
parallelen Ebenen E1 durch 0 die resultierende Spannung Pl be
stimmt, wobei dann P1 parallel E !auft. P und Pl sind konjugierte 
Spannungen. Die N ormalkomponenten von konjugierten Spannungen 
konnen entweder beide Druck- oder beide Zugspannungen oder die 
eine eine Druck- und die andere eine Zugspannung sein. 

Konjugierte Spannungen miissen mit den N ormalen ihrer Wirkungs
ebenen den gleiohen Winkel bilden. Dieser Winkel sei a (Abb. 83); 
G und Pl werden in ihre Normal- und Tangentialkomponenten G, i, 

Pl , i1 zerlegt. Dann ist 

(1) 

Sind zwei Spannungen konjugiert, so verhaIten sich ihre Normal
komponenten zueinander wie ibre Tangentialkomponenten. 

3. Spannungen an einer freien OberfHiche eines Korpers. 

Es sei 0 a b in Abb. 84 die Oberflaohe eines Korpers am Punkt 0, 
auf die keine auBeren Krafte wirken. Dies nennt man eine freie 
Oberflaobe. Duroh 0 seien weiter die 2 Ebenen 0 b c und 0 a c so 
gelegt, daB 0 a, 0 b, 0 c mit den Aohsen eines raumlichen recht
winkligen Koordinatensystems mit dem Ursprung in 0 zusammen
fallen. abc sei eine beliebige Ebene durch den Korper. 
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Nun untersuchen wir die Gleichgewichtsbedingungen fiir das 
K6rperelement 0 abc, dessen SeitenHingen wieder unendlich klein zu 
denken sind, damit die KraJte jeweils iiber die Seiten gleichmaBig 
verteilt betrachtet werden k6nnen. Da auf 0 a b nach V oraussetzung 

z keine Krafte wirken, miissen 
:lie drei auf die Seiten 0 a c , 
-- --
o b c und abc wirkenden Krafte 
miteinander im Gleichgewicht 
stehen, we' Wirkungsgeraden 
miissen also einen gemeinsamen 
Schnittpunkt haben. Da 

ist 
'Cxy = 0, 

d. h. die resultierende Kraft auf 
y der Flache 0 b c (Ebene x = 0) 

Abb. 84. hat keine Komponente in der 
Richtung der Y-Achse, ihre Wir

kungslinie ist also parallel der Flache 0 a b (Ebene y = 0). Entsprechend 
muE auch die resultierende Kraft auf der Flache 0 a c (Ebene z = 0) 
parallel zu 0 a b wirken. Da die Krafte auf den Flachen 0 a c und 
o b c einen Schnittpunkt haben, so Iiegen sie in einer Ebene parallel 
zu der Flache 0 a b. Die Wirkungslinie der resultierenden Kraft der 
Flache abc muB, damit Gleichgewicht bestehen kann, dann ebenfalls 
in dieser Ebene Hegen; die Ebene geht durch die Schwerpunkte der 
Seiten 0 a c, 0 be, abc: 

Wirken an einem Punkt der Oberflache eines K6rpers 
keine auBeren Krafte, so sind an diesem Punkt die Krafte 
in irgendeiner durch den Punkt gelegten Ebene parallel 
zur Oberflache gerichtet; bei gekriimmter Oberflache sind 
die Krafte parallel der Tangentialebene in diesem Punkt 
gerichtet. 

1st die K6rperoberflache 0 ab bei 0 keine freie Oberflache, IWndern 
wirkt auf sie eine Normalkraft, so wirken die resultierenden Krafte -- --
der Flachen 0 a c und 0 b c weiterhin in einer Ebene, die parallel 
zu 0 a b durch die Schwerpunkte von 0 a c und 0 b c geht. Die 
resultierende Kraft der Flache abc wird hingegen eine Komponente 
normal zur Oberflache 0 a b haben, die der Normalkraft entgegen
gesetzt gleich ist. 

Wirkt an irgendeinem Punkt 0 der Oberflache eines Kor
pers eine auBere Kraft normal zur Oberflache, so sind in 
allen durch 0 gehen den zur Oberflache senkrechten Ebenen 
d~fte in 0 parallel zur Oberflache gerichtet. In allen 
-an dereIl Ebenen durch 0 wirken dagegen die Krafte in 0 
zur Oberflache geneigt. 
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4. Anwendung zu 3. 
Abb. 85 stelle einen Vertikalschnitt durch einen Damm dar. Wir 

wollen den Spannungszusta.nd in einer horizontalen Schnittfuge a b 
betrachten. In a b wirken innere Krafte, deren Resultierende gleich 
und entgegengesetzt gerichtet der 
Kraft G sein mu13, wobei G die Summe 
der Krafte oberhalb a b ist. Die Rich
tung der inneren Krafte auf a b wird 
sich iiber ab etwa in der Weise an
dem, wie es die Pfeile in Abb. 85 
darstellen; an den Punkten a und b 
miissen die Krafte jedenfalls parallel 
der Oberfiache, bei c senkrecht zu a b 
verlaufen, wenn die Senkrechte durch 
c Symmetrielinie jst. Das . BiIdungs

Abb.85. 

gesetz der Krafte ist nicht bekannt. Es wird vielfaoh angenommen, 
daB nur Normalspannungen, ·gleichmaBig iiber a b verteilt, auftreten. 
Dies ist aber offenbar irrig. 

5. Beziehungen im zweiachsigen Spannungszustand zwischen 
den Kraften, die an einem Punkt 0 in verschiedenen Ebenen 

durch 0 wirken. . 
a) Allgemeine Ableitungen. 

Durch 0 als Ursprung sei ein rechtwinkliges Achsenkreuz 0 X, 0 Y 
gelegt (Abb.86). Die Krafte wirken aHe parallel zur Zeichenebene. 
Das Dreieck 0 a b sei der Querschnitt eines geraden Prismas, das senk-

A c J..J I recht zur Zeiohenebene steht. 

b 
'rxtanCJ(, 

Y s Die Rohe des Prismas. und 

·~----~~--L---~a'---X 

Abb.86. 

die Seite 0 a seien von einer 
unendlioh kleinen Einheit. 
o a liegt auf der X-, 0 b 

u~ . +«: X ~a 

~: 
Abb.87. 

auf der Y -Achse. Der Winkel a, im Sinne de~ Uhrzeigers gegen 
die 0 X -Richtung gem essen, soIl veranderlich sein. Man denkt sich 
also eine Ebene senkrecht zur Bildebene mit ~er Spur U U, die ur
spriinglich in der Ebene 0 a lag (Abb.87), um a im Sinne des Uhr
zeigers drehend, wobei der rechte Winkel zur Bildebene erhalten 

Swain·Mehmei, Festigkeitsiehre. 8 
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bleibt. Bis U U wieder in 0 a fil-lIt, hat fX, aIle Werte zwischen 0 
und xc angenommen •. Fiir aIle Lagen von UU mit den Werten 

o <fX, < ; solIe!! die Krafte am Punkt 0 untersucht werden. 

Mit Oa = 1 Wird 
Ob tan", 

ba = sec". 

Es seien a" und T" die Spannungen in 0 in der Ebene 'II = O. 
all) und Til) die Spannungen in 0 in der Ebene x = O. 
a und T die Spannungen in 0 in der (sich drehenden) Ebene a b • 
Dann sind die Krafte, wirkend auf die 

Seite Oa: a", Ttl' 

" 
" 

Ob: all)' tan " , TII)·tan", 

ab: a·secfX" T·sec". 

Das Gewicht wird als GroBe hOherer Ordnung klein vernach
lassigt. 

Das positive Vorzeichen erhalten N ormalkrafte, wenn sie Zug
krafte sind, Scherkrafte, wenn sic das Korperelement im Uhrzeiger
sinn zu drehen suche:£!.. Zunachst erhalten aIle Krafte positives Vor
zeichen; ergibt rue Rechnung das negative, EO heiBt das, daB die 
betreffende Kraft in der der angenommenen Richtung entgegen
gesetzten wirkt. 

Da wir fiir das Korperelement Gleichgewicht voraussetzen, so muB 

~X=O, .2Y=O, .2M=O 

sein. Setzen wir die letzte Eedingung fiir den Schwerpunkt von a b 
an, so erhalten wir 

1:y.ta.rict + 1:",·ta.nct 0 
--2- --2-= . 

Daraus 
(2) 

ein Ergebnis, das bereits bekannt ist. Das negative Vorzeichen zeigt, 
daB Til) und T" beide auf 0 zu- oder beide von 0 wegwirken miiEsen. 

Die beiden andern Gleichgewichtsbedingungen ergeben 

all)·tan" + T,,- T·sec"·cos,, - a'sec"'sin" = 0, 

a - T . tan " + T' sec fX,. sin " - a . sec ". COS" = 0; 
" II) 

mit Til) = - Til wird 

all).tau" + T" - T - a·tan" = 0, 

all + Ttl' tan " + T·tan" - a = O. 

(3) 

(4) 
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Hieraus ergibt sich na.ch einigen Umformungen 

a = a",' sin!! " + ay · cos2 " +'ty.sin 2 ", 
(J -fJ 

't = ~.sin 2" + 'ty·cos 2". 

G1. (5) kann auch geschrieben werden 

(5) 

(6) 

a = a - a . sin!! " + a - a • cos2 " + 't . sin 2 " . (5 a \ y y '" '" y ~ 

Durch Addition von (5) und (5 a) erhalt man 

fJ +fJ (J -fJ • 
a = ~ + ~. cos 2" + 'ty SIll 2". (7) 

GIn. (5) und (6) oder (7) und (6) geben die a- und 't-Werle fUr 
die Ebene a b in Abhangigkeit von", aa;' ay' 'ty ' 

Bildet man aus G1. (7) die erste Ableitung von a iiber " und 
vergleicht diesen Wert mit G1. (6), so erkennt man leicht, daB 

dfJ 
da=2't, (8) 

daB also fiir positive 't-Werle die a-Werle mit wachsendem " zu
nehmen. 

Wird ,,> ; , so befindet sich das Element 0 a b auf der andern 

Seite der Y-Achse(Abb. 88). Die Festsetzungen fiir die Vorzeichen 
bleiben unveranderl. Zeichnet man wieder 
lauter positive Krafle ein, so sieht man, 
daB sich gegeniiber Abb. 86 die Rich
tungen entsprechender Krafle teilweise 
umgekehrt haben; so wirkt in Abb. 88 
'til entgegengesetzt wie a"" wahrend nach 
A.bb. 86 'ty und a", gleiche Richtung hatten, 

usf. Fiir" > ; werden die Werle COS", 

tan", sec" negativ. Es bleiben die 
GIn. (2), (3) und (4) und demnach alle 
abgeleiteten Gleichungen fiir Werle 
o < " < n giiltig. 

y 

Abb.88. Auf das Korperelement der Abb. 86 
wirken die 6 Spannungen a"" ay, 't"" 
'ty ' a, 't, denen 3 Gleichgewichtsbedingungen gegeniiberstehen. Es 
miissen also 3 von diesen. 6 GroBen als bekannt angenommen werden. 
In unserm Fall nehmen.Wh- a"" ay, 't", an. 

b) Hauptspannungen. 

Die Ebene, fiir die a zu einem Maximum wird, firidet ma.n durch 
die Bedingung 

8* 
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aus G1. (5) oder (7), z. B. aus (7) 

0= (ax - a y) sin 2 IX + 2 Ty cos 2". (9) 

FUr diese Ebene verschwindet also, wie aus G1. (6) hervorgeht, 
die Scherspannung; der Wert von" aus G1. (9), der die Bezeichnung "0 
erhalten moge, wird bestimmt aus 

(10) 

Die Tangensfunktion ist in n periodisch, die Gleichung ist also erfiillt fiir 

:It 

ao' "0 + 2 ' ao + n, .... 

Es gibt somit zwei aufeinander rechtwinklig stehende Ebenen durch 0, 
fiir die a eiuen Grenzwert erreicht. In jeder der heiden Ebenen 
verschwinden die Scherspannungen. Die Normalspannungen der bei
·den Ebenen heiBen die Hauptspannungen am Punkte 0; die eine 
stellt den GroBtwert, die andere den Kleinstwert alier a -Werte am 

Punkt 0 dar. Die zweite Ableitu:qg ~:~ gibt mit ihrem Vorzeichen 

die Ebene des Maximums und des Minimums an: 
d 2G ' 
d a2 = - 2 (a y - a x) cos 2 " - 4 T y sin 2 " . 

(dem positiven V orzeichen der zweiten Ableitung entspricht das Mini
mum, dem negativen das Maximum). 

Fiir den Sonderfall a y = 0, ax> 0, T", > 0 wird Ty < 0, tan 2 "0 > 0, 
d. h. ao liegt zwischen 0 und 45 0 bzw. zwischen 90 0 und 135 0 ; da
mit haben daml sin 2" und cos 2" das gleiche Vorzeichen und zwar 
fiir das klein ere a das positive, fUr das groBere a das negative, also 

d 2 G 

d-.=2a ocos2a+4T sin2a, 
a '" x 

d. h. fiir 0 0 < IX < 45 0 wird die zweite Abgeleitete positiv, also a 
zu einem Minimum, und fUr 90 0 < a < 135 0 wird a zu einemMaxi
mum. Es folgt: 

Fiir einen zweiachsigen Spannungszustand lassen sich 
durch jeden Punkt 0 eines Korpers zwei rechtwinklig auf
einander stehende Ebenen so legen, daB die N ormalspan
nung auf der ein()n in 0 groBer, die auf der andern kleiner 
wird als die N ormalspannung in 0 auf allen andern Ebenen 
durch O. Die Scherspannung in 0 verschwindet auf diesen 
beiden Ebenen. Die GroBtwerte der N ormalspannuugen 
heiBen die Hauptspannungen in O. 

Setzt man den aus G1. (10) gewonnenen "0-Wert in G1. (5) oder (7) 
ein, so erhiilt man den GroBt- und den Kleinstwert der Normalspan
nungen an dem betreffenden Punkt, vorausgesetzt, daB man die Nor
mal- und die Scherspannungen in zwei beliebigen anderen Ebenen 
durch den Punkt kennt. 
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Aus Gl. (10) bestimmen wir die Werte sin 2 ft und cos 2 ft. 

Es wird nach Abb. 89 

. ± 2,y sm 2 COo = ~--~-- - - , 
" f 4 'y2+(O"y-O"x)2 

2 ± (O"y-O"x) 
cos fto = 

f 4 'l + (O"y - O"x)2 
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(11) 

(12) 

Durch Einsetzen in Gl. (7) wird, wenn mit 01 und 02 die Haupt
spannungen bezeichnet werden, 

0"1 } = O"x + O"y + J_ i (0 _ (J )2 + 4 '[ 2 • 
0"2 2 - 2 y x y 

Del' positive Wurzelwert liefert 01 = 0max' del' negative 
Del' Wert'[ aus Gl. (6) wird 

fUr ft = fto' also durch Ein
setzen von (11) und (12) zu Null, 
wie man sich leicht iiberzeugen 
kann. 

y 

b" 
I.P. 

6 tuna eo q; 

tana; 

(13) 

""y~ 
~ Or-~=1-r-=L-~~--~X 

:trey-ox) 

Abb.89. Abb.90. 

Aus Gl. (13) folgt 
(14) 

d. h. die algebraisc"he Summe del' N ormalspannungen in 
zwei rechtwinklig aufeinander stehenden Ebenen im glei
chen Punkt ist konst ant. 

Werden in Abb. 90 die Ebenen del' Hauptspannungen als Achsen 
gewahlt, so daB 

wird, dann erhalt man aus GI. (5), (6) und (7) 

(5 b) 

(6b) 

Sind die Hauptspannungen einander gleich, 01 = 0'2' so 
wird 

° = 01 = 02 ; '[ = 0, 

d. h. die Spannung in jeder Ebene durch den Punkt ist nor
mal gerichtet und gleich groB. 
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Die Soherspannung wird zu einem GroBtwert, wenn (aus GJ. (6b)) 

~: = 0 = (°1 - (2)'00S 21X 

oder 
00S21X=0, 

1X=45° oder 135°*. 

Es wird fur IX = 45 ° (gegen die Richtung der Ebene der Haupt
spannungen) 

(15) 

fUr IX = 135 ° 
(16) 

d. h. der absolute GroBtwert der Scherspannungen ist gleich der 
halben algebraischen Differenz der beiden Hauptspannungen. 

Die Ebenen, fur die die Scherspannung einen GroBtwert 
erreicht, bilden mit den Achsen der Hauptspannungen einen 
Winkel von 45°. Die Scherspannungen in beiden Ebenen 
sind gleich groB und haben verschiedene Vorzeichen. 

Sind die Hauptspannungen entgegengesetzt gleich, 

so wird 

£iir IX = 45 ° bzw. 135 ° 

(J = °1 ' cos 2 IX 

T = °1 • sin 2 IX , 

0=0 

T = - °1 bzw. T = °1 , 

d. h. auf den beiden unter 45° gegen die Ebenen der Haupt
spannungen geneigten Ebenen wirkt reine Scherspannung 
von gleicher GroBe wie die Hauptspannnng. Dieses Ergebnis 
stimmt mit Kap. IV, Abschnitt 10 iiberein. 

Die Resultierende von (J und T, wie sie aus Gl. (6) und (7) oder 
(5 b) und (6 b) erhalten werden, ist jeweils die resultierende Spannung 

auf a b. Fuhrt man in das Gleichungspaar (5 b, 6 b) 1X1 = IX +; ein, 

so findet man die Spannung9n auf einer um 90° gedrehten Ebene. 

* Anmerkung d. tlbers.: Die ,-Werte fUr ((=45 0 und.135° sind ab
solut gleich und haben verschiedenes Vorzeichen. Da das Vorzeichen nur die 
Richtung, nicht die Art der Scherspannungen andert, so werden beide Werte 
als GroBtwerte bezeichnet. Der absolute Kleinstwert fiir die Scherspannung ist 
, = 0 und erscheint, wie gezeigt, in der Ebene der Hauptspannungen. 
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Nennt man deren resultierende Spannungeri P1 und P2' so wird 

P12 + P22 = a12 + a2 2 • (14 a) 
Die Summen der Quadrate der resultierenden Spannungen 

auf zwei beliebigen, aufeinander reohtwinklig stehenden 
Ebenen sind konstant und gleich der Summe der Quadrate 
der Hauptspannungen. 

c) Spannungsellipse. 

Man wahle in Abb. 90 die Ebenen- der Hauptspannungen als 
Achsen des reohtwinkligen Aohsenkreuzes 0 X, 0 Y, so daB 

a1 = ay' a2 = a" 

wird, und, da fUr die Ebenen x = 0 und y = 0 somit die Soher
spannungen verschwinden, ist 

T:r;= -Ty= O. 

Damit erhielten wir (GI. (5b) und (6b)) 

(5b) 

(11 -(12 • 
T= --2-osm2a. (6b) 

Anstatt die resultierefide Kraft auf a b in eine Normal- ubd eine 
Tangentialkraft zu zerlegen, moge man sie in eine Komponente Xl 
parallel der X-Aohse und in eine Kompo-
nente Y1 parallel der Y-Aohse zerlegen. 

Aus Grunden des Gleichgewichts muB sein 

Xl = (J2' tan a , 

Y1 = a1 • 

Da die Flaohe, auf die diese beiden 
Krafte wirken, den Wert 1· seo a hat, ent
sprechen ihnen die Spannungen 

a '= (12' tan ex . 
'" sec ex = a2 • sm a , (17) 

(18) 

d 

Abb.91. 

In Abb. 91 sei 00 = a2 der Wert der kleineren Hauptspannung, 
die auf die Ebene x = 0 wirkt, 0 d = a1 der Wert der groBeren Haupt
spannung, die auf die Ebene y = 0 wirkt. Wenn dann die resultie
rende Spannung auf irgendeine Ebene 0 D nach GroBe und Richtung 
als Streoke 0 P aufgetragen ist, dann miissen die Koordinaten von P 
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den Spannungen ax' und Oy' nach GroBe und Richtung entsprechen. Da 
n'2 . n'2 -;- + ~ = sin2 c, + cos2 a = 1 n2 n1 

ist, so liegt der Punkt P auf einer Ellipse, der Spannungsellip se, 
mit 2 0 1 als groBer und 2 O2 als kleiner Achse. 

Der Winkel, den 0 P mit 0 X bildet (in der Richtung, wie Abb. 91 
zeigt), ist bestimmt durch 

oder 

a' a 
iian(3 = ~ = ~·cot a 

ax a2 

a 
tan a· tan (3 = ~. 

a2 
(19) 

Da 0 1 und O2 von a und (3 unabhangig sind, a und (3 in Gl. (19) 
gegeneinander vertauscht werden konnen, so hat 0 D in bezug auf 
o P die gleiche Bedeutung wie 0 P in bezug auf 0 D, d. h. 0 P be
deutet nicht nur nach GroBe und Richtung die resultierende Spannung 
der Ebene 0 D, sondern es bedeutet auch 0 D nach GroBe und Rich-

-~ --
tung die resultierende Spannung auf der Ebene 0 P. 0 P und 0 D 
sind konjugierte Spannungen. 

Aufgabe: Es ist zu beweisen, daB OP und OD keine konjugierten Halb
messer der Ellipse sind. 

Die Spannungsellipse zeigt, daB fUr je zwei Ebenen, die in bezug auf 
die Hauptachsen symmetrisch liegen, GroBe und N eigung der resul
tierenden Spannung gleich sind, und daB die Richtungen der Span
nungeI1 ebenfalls symmetrisch in bezug auf die Hauptachsen sind. Da 
die resultierende Spannung auf 0 D die gleiche Neigung hat wie die 
auf 0 P, so gibt es insgesamt vier Ebenen durch 0 mit gleicher N ei
gung der resultierenden Spannung, namlich 0 D, 0 P und die beiden 
hierzu symmetrischen Ebenen. 

d) Die N eigung der resultierenden Spannung. 

Die N eigung {} der resultierenden Spannung auf a b (Abb. 90) ist 
gegeben durch 

tan{} =~. 
a 

(20) 

Die Neigung ist, ab"solut, ein Minimum, namlich {} = 0, fUr die 
Ebenen der Hauptspannungen, wo T verschwindet, und ist ein Maxi-

mum flir die Ebenen, wo tan {} = ~ ein Maximum wird. 
(j 

Es sei a1 der Winkel einer Ebene mit (!.....) . Man findet a1 in 
a max 

der Weise, daB man aus Gl. (5 b) und (6 b) die Werte fiir 0 und 'l 

in Gl. (20) einsetzt, dann nach a differentiiert und den Differential
quotient en zu Null macht. Fiihrt man dieses durch, so erhalt man 
a1 aus der Beziehung 

(21) 
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Fiir a1 > a9 ist somit cos 2"1 stets negativ. G1. (21) wird von 
zwei Werten 2"1 befriedigt (Abb.92), 
namlich 

// ........ --- ---a 
~>c ' /--- --. ~, 

<;!> < qr ZOt.t. \ und 

oder 

J 90° - ~ = 45° + ~ 
190°+ ~ =135°- ~. 

Zeichnet man ein rechtwinkliges 
Dreieck mit der einen Ka thete 

ZV¥"z 
a6-6 f 7 

11 
Abb.92. 

Oa = a1 - a2 und der Hypotenuse Ob = a1 + a9 , so ist 

ab = 1 (a1 + (2) 2 - (a1 - ( 9 )2 = 21 a1 • a9 • 

Mit diesen Werten wird 

und aus G1.(20), (5b) und (6b) 

\ \ , \ 

\ ~ 

tan'!9- =2...= _ (ul-ug).sin21Xt = + U1 -U2 • (22) 
max U (u1 + (2) + (U1 - ug) cos 2 "1 2 Y u1 'U2 

Es ist darauf zu achten, daB a1 (vg1. z. B. Abb. 91) im Sinne des 
Uhxzeigers gegen 0 X gemessen wird. Die beiden Ebenen mit der 
groBten N eigung ihrer resultierenden Spannung sind immer in bezug 
auf die IIauptachsen sJInmetrisch. 

Es konnen zwei FaIle unterschieden werden: 
a) a1 und a2 haben gleiches Vorzeichen, d. h. sie sind beide Zug

oder beide Druckspannungen. Auf beiden Ebenen der groBten Kraft· 
neigung '!9- sind die Absolutwerte von'!9- gleich groB, namlich (Abb. 92) 

'!9-max = 1::: Oba, 
do. 

U -(1 
tan 1::: Oba = 1 2 

2 f U1 'U2 

(vgI. GI. 22). Auf der einen der beiden Ebenen hat aber die Scher
spannung das Bestreben, das Korperelement recbts, auf der andern 
Ebene hat sie das Bestreben, links zu drehen. Fiir"1 > 90° liegt 
das Korperelement in der Lage von Oab in Abb.88. 

b) Raben a1 und a2 entgegengesetzte Vorzeichen - wobei wie
der mit a1 die absolut gro.Bere Rauptspannung bezeichnet ist -, so 
wird in Gl. (21) cos 2 " > 1, und in GJ. (22) wird die Wurzel imaginar. 
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Die Gleichungen liefern 1I>1so keine mechanische Losung. Das liegt 
daran, daB in diesem Fall die gI:oBte Kraftneigung {} = 90°, also in 

Gl. (20) tan {} = ~ = 00 wird; es gibt also dann zwei Ebenen sym-
a 

metrisch zu den Ebenen der Hauptspannungen, auf denen die N ormal
spannungen verschwinden und nur Scherspannungen wirken. Der 
Winkel CCo der beiden Ebenen gegen 0 X ergibt sich aus Gl. (5 b) 
mit 0=0 

(23) 

e) Beispiele. 
a) In Abb. 90 mogen ax und ay in den Ebenen 0 b und 0 a verschwinden 

und nur Scherspannungen in der Weise wirken, daB 'fx den Sinn der positiven 
Y-Richtung hat (vgl. Abb. 93), also der Spannungszustand ist gegeben durch 

ax = ay = 0, 1:y =-'t:&; 

'x hat das Bestreben, das Element rechts, -'y hat das Bestreben, links zu 
drehen. 

Aus Gl. (5) und (6) folgt 

Aus GI. (10) 

also 

a =-'x·sin 2 a, 

·=-·x·cos2a. 

tan2ao = ± 00, 

ao = 45 0 oder 135 o. 

Fiir a = 45 0 wird 
a = - 'x, • = O. 

Abb.93. 

y 

In der Ebene Oa,. der Abb. 93 wirkt also eine Druckspannung von der 
GroBe '"" die Scherspannung verschwindet. 

Fiir a = 135 0 wird 
a = 'x, • = O. 
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In der Ebene 0 a z wjrkt also eine Zugspannung von der GroBe Xx, die 
Scherspannung verschwindet. (V gl. Kap. IV, Abschn. 8.) 

In irgendeiner Ebene 0 as zwischen 0 X und 0 a1 , also fur 0 < a < 45, 
wirkt eine ~nnJ!!!g und eine fulks drehende Scherspannung. 

In irgendeiner Ebene 0 a4 zwischen 0 Y und 0 a1 mit 45 < a < 90 0 wirkt 
eine Druckspannung und eine rechts drehende Scherspannung. 

In irgendeiner Ebene 0 a5 zwischen 0 Y und 0 a g mit 90 0 < a < 135 0 wirkt 
eine Zugspannung und eine rechts drehende Scherspannung. 

In irgendeiner Ebene 0 a6 zwischen 0 a2 und 0 X mit 135 0 < a < 180 0 

wirkt eine Zugspannung und eine links drehende Scherspannung. 

)iY 

Abb.94. Abb.95. 

b) Wir betrachten den in Abb. 94 ohne Riicksicht auf die Vorzeichen dar
gestellten Spannungszustand. 

ax = - 360 kg/cm2, 

ay = 0, 

Xx = 60 kg/cm2, 

7:y = - 60 kg/cm2 • 

Nach Gl. (7) und (6) wird 

a = a". _ ~"'-. cos 2 a - 7: sin 2 a 2 2 x, 

ax . 2 2 
7: = 2 SIn a - 'x' cos a. 

Nach Gl. (10) wird 

tan 2 a = 2,x = _ 120 = _ ~ . 
o ax 360 3 ' 

a o =80 0 48' oder 1700 48'. 

Fiirdie Hauptachse 0 Y1 (Abb. 95) mit ao = 80 0 48' wird 

a1 = -180.(1- cos 161 0 36,) - 60.sin 161 0 36' 

= - 370 kg/cm2 (Druck) . 

Fur die H:mptachse OX1 mit ao = 1700 48' wird 

a2 = - 180 (1 - cos 341 0 36') - 60·sin 341 0 36' 

= + 10 kg/cm2 (Zug). 

Der Wert von a2 geht auch aus Gl. (14) hervor 

a1 + a2 = ax + ay , 

a2 = 370 - 360 = 10 kg/crn2 • 
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f) Der Spannungskreis. 

Die in den vorhergehenden Abschnitten behandelten Zusammen
hii.nge haben eine einfache geometrische Darstellung gefunden, die dem 
Studierenden eine ~te Anschauung der abstrakten mathematischen 
Darstellungen geben ~n und ein ausgezeichnetes Beispiel graphischer 
Methoden ist (Abb. 96). 

~ 

y 

Abb.96. 

Hauptspannungen 

f ONt = 0t auf N.X 
1 ON. = 0. auf N.Y 

O.A=o aUf}N.p 
.AP = x auf 

a) Beide Hauptspannungen seien Zugspannungen. Vom 
Ursprungspunkt 0 eines rechtwinkligen Achsenkreuzes 0 X, OY trage 
man in irgendeinem MaBstabe 

o Nl = a1 = amax (groBere Hauptspannung), 

o N2 = a2 = amln (kleinere Hauptspannung). 

mer N, N2 als Durchmesser wird der Kreis beschrieben, dessen Mittel
punkt C ist. Dann ist 

o C = °t + 0. • N C = 0t - 0. 
2 '2 2' 
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OX sei die Ebene (bzw. die Spur der auf der Zeiehenebene reeht
winklig stehenden Ebene; aIle Krafte des zweiaehsigen Spannungs
zustandes wirken parallel ~ur Zeiehenebene), auf die a1 wirkt. Dureh 
N'J lege man die Gerade N2 Punter dem Winkel a gegen 0 X, oder, 
parallel zu ab (in der Nebenfigur). Dann ist ~ PC N1 = 2 a und 
nach G1. (5 b) und (6b) ist 

OA=a, 

A P = '[ (negativ, weil unterhalb 0 X). 
Dieses sind die Normal- und Tangentialspannungen auf einer Ebene 

parall()l zu N2 P; die resultierende Spannung ist 0 P, ihre Neigung 
ist {} = 1:.AOP. 

Kennt man also die beiden Hauptspannungen an irgendeinem 
Punkt in einem Korper naeh GroBe und Richtung, so findet man 
mittels des Spannungskreises den Spannungszustand einer beliebigen 
Ebene dureh den Punkt. In Abb. 96 ist N.J der betraehtete Punkt 
des Korpers, die unendlieh vielen Strahlen N2 P, die durch N2 gezogen 
werden konnen, entsprechen den Ebenen, die man dureh den Punkt 
N'J des Korpers senkrecht zur Zeicheneb~ne legen kann. N ormal
spannungen sind positiv (Zugspannungen) reehts von OTl ',; Seher-
spannungen sind positiv oberhalb 0 X. Die Scherspannung AP auf 
der Ebene .N2 P ist negativ; dieses Ergebnis stimmt mit d~n Aus
flihrungen in Absehn. 6 uberein. (Flir d2 < al und a < 45 0 wird 7 

naeh Gl. (6b) negativ.}_Flir die Ebene N'JN1 oder OXhat die Normal-
spannung den Wert 0 Nl' und die Seherspannung verschwindet; flir 
die Ebene N2 Y hat die Normalspannung den Wert ON2 , und die 
Seherspannung versehwindet wieder. Die Seherspa:nnung erreicht ihre 
(absoluten) GroBtwerte flir Ebenen N2 P, die unter 45 0 gegen N2 X 
geneigt sind; der absolute GroBtwert betdigt 

'[max = <>1 ;"2 (vgl. G1. (6 b)). 

,Flir a = 45 0 wird die Seherspannung negativ, flir a = 135 0 positiv. 
Die Richtung der resultierenden Spannung auf N2 P kann aueh 

zeiehneriseh gefunden werden. Man zieht Nl P bis zum Sehnittpunkt 
mit 0 Yl in D; dann ist D N2 Pie gesuehte Riehtung. Dies ist leieht 
einzusehen: 1:. DO N'J und 1:. D P N2 sind rechte Winkel; ein Kreis 
iiber D N. als Durchmesser geht also dureh 0 und P, damit. wird 
1=' P D N2, - 1:. PO N2 = l} (Peripheriewinkel li ber der gleiehen Sehne). 
OP wirkt auf N2 P bzw. ab im Sinne von D naeh N2 (vgl. Neben
figur Abb. 96), d. h. die Normalspannung 0 A ist eine Zugspannung (+), 
die Scherspannung A P ist linksdrehend ( - ). 

Aus 'Abb. 96 kann eine Reihe weiterer, rechneriseh gefundener 
Beziehungen abgelesen werden. 

Fur zwei beliebige, aufeinander rechtwinklig stehende Ebenen dureh 
N2, z. B. N2 P und N2 P', hat die Scherspannung offenbar Pie gleielie 
GroBe, aber umgekehrte Vorzeichen, da P' P ein Durehmesser ist. 
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Die groBte Kraftneigung q; = {}max baben die Ebenen N2 T und 
Nil T', wobei T und T' Tangentenpunkte des Kreises fiir Strablen 
von 0 aus sind. Es ist, da 1::: N1 N2 T = 1::: N'J TO = a1, 1: 0 0 T 
= 1800 - 2 a1 , 1:::Nl 0 T = 2 a1 und 

cos 2 a1 = cos 1::: N1 0 T = cos (90 0 + 1::: 00 T) 

_ . YOOT- 01 _ at -a2 --sm'j---. --=----. 
00 a1 +a2 

Dies war zu beweisen. (V gl. Gl. (21).) 
Fiir die Ebene N2 T' ist nacbzuweisen, daB a1 = 1::: 0 N'l T' ist. 

1st dies riohtig, dann ist 

damit 

a1 = 180 0 -1::: 0 N'J T', 

2 a1 = 360 0 - 21::: 0 N'J T' 

= 180 0 + 1::: 00 T', 

O OT' . 00 T' 01' a1 -a9 cos2a =-oos =-sm =--==-=---. 
1 00 a1 +a2 

Mit der groBten Kraftneigung q; wird 

tanq; = OT = OT' = + a1 -o2 , 

OT OT' -Y401 ·a9 

was mit Gl. (22) iibereinstimmt. 

(3) Beide Hauptspannungen seien Druckspannungen. 

o N1 = 01 und 0 N'J = 02 werden entspreobend unserer V orzeicben
festlegung (vgl. oben) links von 0 aus abgetragen, die Abbildung liegt 
auf der anderen Seite der Acbse 0 Y1 als in Abb. 96. Auob fiir die 

. Scherspannungen gelten die obigen Vorzeichenregeln, d. h. unterbalb 
OX haben sie das negative, oberhalb 0 X das positive Vorzeichen. 
Die Scherspannung auf der Ebene N2 P wird positiv (GL (6b)). Man 
kann auch Abb.96 fiir den vorliegenden Fall benutzen, wenn man 
festlegt, daB Druckspannungen rechts von 0 aufgetragen werden und 
Soberspannungen unterbalb 0 X das positive Vorzeichen erbalten. 
Abb. 96 kann bei dieser Vorzeichenfestsetzung fiir alle die Falla 
benutzt werden, wo die Hauptspannungen das gleiche Vorzeicben 
baben. 

y) Die beiden Hauptspannungen haben verscbiedene Vor
zeichen. (Abb.97.) 

Es gelten die allgemeinen Vorzeicbenregeln wie unter a). Von 0 
wird nach rechts 0 N1 = Hauptzugspannung; nach links 0 N'J = Haupt
druckspannung aufgetragen. Der betracbtete Punkt des Korpers ist 
wieder N\!. Fiir irgendeine Ebene N'JP hat die Normalspannung den 
Wert OA und die Scberspannung den Wert AP~ 
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Die Kra£tneigung hat die GroBe von .1::: A 0 P, und die Richtung 
der resultierenden Spannung ist durch die Richtung von D nach N'J 
gegeben, wobei der Punkt D in genau gleicher Weise gefunden wird 
wie unter a). 

y 

A B 

Abb.97. 

Es wird dem Studierenden empfohlen, sich die Zusammenhange 
der Abb. 97 in gleicher Weise klar zu machen, wie das fUr Abb. 96 
geschehen ist. 

g) Konjugierte Spannungen im Spannungskreis. 

Der Spannungskreis gibt in iibersichtlicher Weise die Zusammen
hiinge zwischen konjugierten Spannungen. 

In Abb. 96 hat auf der. Ebene N2 P die Spannung den Wert 0 P 
mit der Richtung D N2 • 

Man verlangere D N2 bis zum Schnittpunkt F' mit dem Kreis, 
ziehe Nl F' bis zum Schnitt mit 0 Y1 in D' und verbinde D' mit N2 ; 

dann hat 
in der Ebene N2 F' (parallel zur Kraftrichtung auf N2 P) 
die Spannung den Wert OF' 
mit der Richtung D' N2 • 
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Es ist nun noch nachzuweisen, daB D' N2 in der gleichen Geraden 
li.egt wie N2 P. 

1m 6 D D' Nl sind D F' und 0 Nl Lote von zwei Eckpunkten auf 
die beiden gegeniiberliegenden Seiten. 1hr Schnittpunkt ist N'/.. 
N'JP steht senkrecht auf der dritten Seite und geht durch den Schnitt
punkt der beiden Dreieckshohen, muB also selbst die dritte Dreiecks
hohe sein und damit durch D' gehen. 

Die Spannungen 0 P und 0 F' sind also konjugiert: 0 P wirkt auf 
die Ebene N2 P parallel zur Ebene N2 F', und 0 F' wlirkt auf die 
Ebene N 2 F' parallel zur Ebene N'JP. 

Die Kraftneigung auf der Ebene N2 P ist 

{} = 1:::: P D N2 = 1:::: PO N2 . 

Die Kraftneigung auf der Ebene N'l, F' ist 

{} = ~F' D' N", = 1:.F'ON2. 

Da 
Y F' D' N = 90° - Y D' N F' = 90° - ;Y D N P ~ 2 ~ 2 /- 2 

und 

so folgt 
~PDN2 = 1:.F' D' N2, 

d. h. die Kraftneigungen konjugierter Spannungen sind gleich. 
Damit wird auch 

~PON2 = 1:.F'ON2, 

und der Punkt F, der zweite Schnittpunkt des Strahles 0 P mit dem 
Kreise, muB so liegen, daB 

und damit 

OF= OF' 

ist; FF' steht senkrecht auf OX. Entsprechend liegt der Punkt P l , 

der zweite Schnittpunkt des Strahles 0 F' mit dem Kreise, so, daB 

OP= OPt 

und P P l senkrecht auf 0 X steht. 
Wir sehen also: Schneidet ein beliebiger Strahl 0 P den Kreis in 

Fund P, so stellen 0 F und 0 P konjugierte Spannungen dar, wobei 
OF auf die Ebene N2 F' und. 0 P auf die Ebene N2 P wirkt. Die 
Kraftneigung ist die gleiche, namlich {} = ~ N2 0 P. 

Das Verhaltnis von zwei konjugierten Spannungen zueinander 
kann durch ihre Kraftneigung {} und die groBte Kraftneigung am 
Punkt N2 , namlich {} max = T, ausgedriickt werden. 
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OP=P1' 
OF=P9 

zwei beliElbige konjugierte Spannungen. 

da 

Von 0 falle man das Lot OL auf OP. 

Dann ist 

PI t pg = OL = OO.oos1}, 

P1 • P2 = 0 T2 = 0 0'1. • cosll cp = 0"1 • 0"'1. • 

(0 T ist mittlere Proportionale zwisohen 0 F und 0 P.) 

Man sieht leicht die 1dentitat ein 

P = PI +P2 _ V (PI +PS)2 _ P .p 
'I. - 2 2 1 'I.' 

V (PI +PS)2 _ P .p _ PI -Ps 
2 1 11- 2 • 

Damit wird 

PII = o o (cos 1) - i cos2 1} - OOSllcp), 

und entspreohend 

woraus 

P1 = 00 (cos 1) + i cos2 1} - cos2 cp), 

P2 = 008 {} - V 0082 {} - 008 2 q; 

PI 008 {} + y0082 {} - 008 2 q; 
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(24) 

(25) 

GI. (25) gibt das Verhaltnis der kleineren zur groBeren von zwei 
konjugierten Spannungen an. 

GI. (25) ist unter der Voraussetzung abgeleitet, daB die beiden 
Hauptspannungen gleiohe Vorzeiohen haben. 1st dies nioht der Fall, 
ist also 

so gibt es einPaar von Ebenen mit reiner Soherbeanspruohung, also 
mit 1}max = cp = 90° (vgl. Absohn. 5 d). In diesem Fall versagt Gl. (25). 
Es bleibt dann G1. (24) 

die den Zusammenhang zwischen einem beliebigen Paar konjugierter 
Spannungen und den Hauptspannungen ausdriickt, wobei die algebra
ischen Werte einzusetzen sind. 

Swaln-Mehmel, Festigkeitslehre. 9 
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h) Zusammenfassung. 

Aus den vorhergehenden ErortelUngen dieses Kapitels sind im 
folgenden einige Siitze zusammengestellt, deren sichere Kenntnis er
forderlich ist. 

1. Aus G1. (14) folgt, daB die algebraische Summe der auf zwei 
beliebige aufeinander rechtwinklige Ebenen wirkenden Normalspan
nungen konstant und gleich der Summe der Hauptspannungen ist. 

2. Das Produkt zweier konjugierter Spannungen ist konstant und 
gleich dem Produkt der beiden Hauptspannungen (G1. (24)). 

3. Haben die beiden Hauptspannungen gleiche Vorzeichen, so hat 
die N ormalspannung auf allen Ebenen das gleiche V orzeichen wie die 
Hauptspannungen (Abb. 96 u. G1. (5 b)). 

4. Verschwindet auf einer Ebene die Normalspannung, so daB 
dort reine Scherbeanspruchung vorhanden ist, so haben die beiden 
Hauptspannungen verschiedene Vorzeichen (Abb. 96 u. 97). 

5. Verschwindetauf einer Ebene sowohl die Normal- wie'die Scher
spannung, so 1st diese Ebene eine der beiden Hauptebenen, und es 
liegt dann ein einachsiger Spannungszustand vor (reiner Zug oder 
reiner Druck). 

6. Haben die Normalspannungen auf einem Paar rechtwinklig 
aufeinanderstehender Ebenen verschiedene Vorzeichen, so haben auch 
die Hauptspannungen verschiedene Vorzeichen (Abb. 96 u. 97), 

7. Haben die N ormalspannungen auf zwei rechtwinklig aufeinander
stehenden Ebenen gleiches Vorzeichen, so brauchen zwar die Haupt
spannungen nicht das gleiche Vorzeichen zu haben, jedoch hat die 
groBere der beiden Hauptspannungen das gleiche V orzeichen wie die 
beiden betrachteten Normalspannungen (G1. (14)) 1. 

8. Haben beide Hauptspannungen gleiches Vorzeichen und gleiche 
GroBe, so schrumpft der Spannungskreis auf einen Punkt zusammen. 
Die N ormalspannung auf allen Ebenen hat GroBe und V orzeichen der 
Hauptspannungen. Die Scherspannung verschwindet in allen Ebenen. 

9. Sind beide Hauptspannungen Zugspannungen, so ist die Scher
spannung fiir aIle Ebenen mit 0 < IX < 90° negativ und fiir aIle 
Ebenen mit 90° < IX < 180° positiv. Das Umgekehrte gilt, wenn beide 
Hauptspannungen Druckspannungen sind. 

10. Haben die beiden Hauptspannungen entgegengesetzte Vorzeichen, 
so gibt es zwei Ebenen, in denen die Normalspannungen verschwinden 
und nur Scherspannungen wirken (N2 8 und N2 8' in Abb. 97). Dies 
ist die Umkehrung von (4). Recbnerillch wird (G1. (5 b)) 

tan 1=: 0 N2 8 = tan1=: 0 N2 8' = V 6 1 • 
6 9 

1 Vgl. hierzu auch Abschn. 5i. 
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Die Wurzel ist nur reell, wenn (Jl und (J2 versohiedene Vorzeiohen 
haben, was mit dem Obigen und (4) iibereinstimmt. 

1st (J1 = - (J2' so liegen die Ebenen reiner Soherbeanspruohung 
unter 45 0 gegen die Hauptebenen geneigt. 

Der Wert der Soherspannung in den Ebenen, wo die Normal-
spannung versohwindet, ist 7: = Y (Jl • (J2' wobei die AbsolutgroBen von 
(Jl und (J2 einzusetzen sind. Dies geht aus Abb. 97 und aus Gl.(5b) 
und (6b) hervor. 

11. Der absolute GroBtwert der Soherspannung betragt die halbe 
(algebraisohe) Differenz der beiden Hauptspannungen (Gl. (15) und (16) 
und Abb. 96 und 97). 

12. Haben beide Hauptspannungen das gleiohe Vorzeiohen, so 
haben die Normalkomponenten jedes Paares konjugierter Spannungen 
das gleiohe Vorzeiohen. Baben die Normalkomponenten eines Paares 
konjugierter Spannungen versohiedene Vorzeiohen, so gilt dies auoh 
von den Hauptspannungen, und zwar stimmt das Vorzeiohen der groBe
ren Hauptspannung mit dem der groBeren konjugiertenSpannung iiberein. 

Es solI nooh einmal darauf hingewiesen werden, daB sioh <liese 
Erorterungen auf einen zweiaohsigen Spannungszustand beziehen. 

i) Bestimmung der Hauptspannungen duroh den 
Spannungskreis. 

Es seien die N ormal- und Soherspannungen, die auf ein Paar reoht
winklig aufeinanderstehender Ebenen wirken, gegeben. Die Haupt
aohsen und. die Hauptspannungen sollen bestimmt werden. 

Man maohe sioh nooh einmal an Abb.96 und 97 klar, daB die 
groBere Hauptspannung (Jl • ONl auf die Ebene OX (bzw. N2X) und 
die kleinere Hauptspannung (J2 = ON2 auf die Ebene OYl (bzw. N2y) 
wirkt, und daB die resultierende Spannung, die auf eine beliebige ~bene 
N2 P wirkt, den Wert OP hat. Sind nun in Abb. 98 die reohtwinklig 
aufeinanderstehenden Ebenen N2 P und N'JP' mit ihren Spannungen 
a und 7: bzw. (J' und 7:' gegeben und die Hauptaohsen und Hauptspan
nungen gesuoht, so ist die Aufgabe die umgekehrte, die den Abb. 96 
und 97 zugrunde lag. Von 0 tragen wir auf einem beliebigen Strahl 
OX den Wert OA = (J und OA' = (JI, in A und A' senkreoht auf OX 
die GroBen AP = 7: und A'P' = 7:' auf (unter Einhaltung unserer Vor
zeiohenregel). Vber P P' ala Durohmesser wird der Spannungskreis ge
sohlagen, der uns 0 Nt = (Jl und 0 N2 = (J2 der GroBe und dem Vor
zeiohen naoh liefert. Der N eigungswinkel der Hauptaohsen gegen das 
gegebene Ebenenpaar ist duroh -1: Nt N2 P = -1: IX gegeben. Sind die 
Strahlen N'J P und N2 P' parallel dem gegebenen Ebenenpaar, dann stellen 
die Strahlen N'J X und N2 Y die Hauptebenen dar, die um IX gegen das 
gegebene Ebenenpaar verdreht sind. Da man jedooh zunaohst eben 
den Winkel IX suoht, so wird man zweokmaBig die Strahlen 0 X und 

9* 
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o Yl parallel dem gege benen Ebenenpaar wahlen, derart, daB 0 und r 
auf 0 X (bzw. N", X) und 0' und r' auf 0 Yl (bzw. N", Y) wirken. Dann 
sind die den Hauptachsen parallelen Strahlen ebenfalls um IX zu drehen, 

y 

Abb.98. 

d. h. die Strahlen N2 P" und 
N2 P'" sind die Hauptebenen, 
wobei P" durch Verlangerung 
von P A fiber A und P'" durch 
Verlangerung von P' A' fiber A' 
hinaus bis zum Schnitt mit dem 
Kreise gefunden werden, da dann 

1::: Nl N", P" = 1::: IX ist. 

Abb.99. 

In Abb. 98 stellen in der oberen Figur die Strahlen 0 X und 
o Y das gegebene rechtwinklige Ebenenpaar der, zu dem parallel in 
der unteren Figur die Strahlen 0 X und 0 Y1 gezogen sind. 0 Xl II N2 P" 
und 0 Y1 II N2 P'" sind die gesuchten Hauptachsen. 

In Abb. 99 £alIt mit 0 = 0 A und 0' = 0 A' (beide Spannungen 
haben gleiches Vorzeichen) 0 in den Kreis hinein. Die Konstruktion :der 
Hauptspannungen und Hauptachsen ist im fibrigen die gleiche wie in 
Abb. 98: -ONl = 0l' ON", = 0", nach GroBeund Vorzeichen, N",P" ist 
die Hauptebene, auf die 0 1 , N2 P'" ist die Hauptebene, auf die 0", 

wirkt, falls das Strahlenpaar A' Nl und A' P' parallel dem gegebenen 
Ebenenpaar mit 0 und 0' gelegt war. An dieser Stelle solI auf Satz 7 
in Abschnitt 5 h nochmals eingegangen werden. 

Es ist 

00 = 0"+0"' (= O"y+O"x) 
2 2· 
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(Unsern bisherigen Bezeichnungen Oil! und 0y entsprechen die hier 
gewiihlten 0' und 0.) . 

Damit wird 

Die Hauptspannungen haben verschiedene Vorzeichen, wenn 

1/ 2 + (ay-a",)2 > a",+r:J y 
V 'ty 4 2' 

oder wenn 
2> 7:y o",·Oy· 

1st 7: Y 2 = 0",' ° y , so versch windet eine Hauptspannung, und der 
Punkt 0 liegt auf dem Kreise mit P P' als Durchmesser. 

Abb.l00. 

Als weiteres Beispiel betrachten wir an dieser Stelle noch einmal 
das Zahlenbeispiel in Abscbnitt 5e. Dort war gegeben (vgl. Abb. 94) 

0" = - 360 kg/cm2 , 7:", = 60 kg/cm2 , 

'ty = - 7:", = - 60kg/cm2 • 

Man zeichne (Abb.l00) OP='t, =-60, OA'=a",=-360, 
-- -- y 
A' P' = 60, und schlage tiber P P' als Durchmesser den Kreis. Dann 
ist die kleinere Hauptspannung 0 Nl = 10 kg/ em 2 (Zug), und die groBere 
Hauptspannung ist ON2 = - 370 kg/cm2 (Druck). N2 Nl ist die Ebene, 
auf die 0 N ~ wirkt, also eine Hauptebene, wenn N2 P die Ebene mit 
0y = ° und 't = - 60kg/cm2 ist (entsprechend Abb.l00 links). Liegt 
jedoch diese Ebene horizontal nach Abb. 94, d. h. urn den Winkel a 
gedreht, so erhiilt man auch die beiden Hauptebenen aus Abb. 100 
rechts durch Drehung von N2 Nl mit N2 als Drehpunkt urn a, d. h. 
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N~ p" und N2 P'" geben die Lage der Hauptachsen an. Der Winkel 
IX ist bestimmt durch 

60 
tan IX = 370 =0,1622, 

C(= 9° 12'. 

k) Allgemeine Darstellung des Spannungskreises. 

In Abschnitt 5f sind die Spannungskreise (Abb. 96 u. 97) gezeichnet 
unter der Voraussetzung, daB die Hauptspannungen bekannt sind. Auch 
in Abschnitt 5i (vgl. Abb. 98, 99, 100) sind wir erst auf die Haupt

Abb.101. 

spannungen gegangen. Es 
laBt sich aber auch ein 
Spannungskreis (Abb.101) 
allgemeiner Art zeichnen, 
der nicht auf die Haupt
spannungen zuriickgeht, 
sondern die allgemeinen 
Beziehungen zwischen 
den Spannungen an einem 
Punkt in verschiedenen 

Ebenen durch den Punkt benutzt, also die Beziehungen, die in Ab
schnitt 5 a erortert sind. 

Oab stelle wieder ein Korperelement (am Punkt 0) dar, dessen 
Seite 0 a von einer unendlich kleinen Einheit sei, senkrecht stehe 
auf Db und mit OJ) den (veranderlichen) Winkel IX einschlieBe. Es 
erhalten zunachst aIle Normalspannungen das positive Vorzeichen, 
werden also als Zugspannungen eingefiihrt. Dann sind 6 auf das 
Element Oab wirkende Krafte im Gleichgewicht, fUr die 3 Gleich
gewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen. 

2 M =0 
liefert wieder 

Tx = - Ty • 

Damit bleiben noch 5 unbekannte SpannungsgroBen mit 2 Be
stimmungsgleichungen, so daB wir 3 Spannungen annehmen konnen. 
Urn ihre Beziehungen auf geometrischem Wege untersuchen zu k5nnen, 
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zeichnen wir fur die 6 Krafte (nicht:die Spannungen!) das Krafte
polygon TUPQRST, in dem, wie oben bemerkt, 3 Krafte gegeben 
bzw. willkiirlich angenommen sein mussen. 

Zieht man die anderen Linien in Abb. 101, so erscheint der Winkel IX 

mehrmals, wie leicht zu ersehen ist. Senkrecht zu 0 Q sollen die 
Normalspannungen, senkrecht zu ON! die Scherspannungen aufgetragen 
werden, wobei die Richtungen OQ undON! die positiven Richtungen 
sind. Dann ergibt sich 

VT (negativ) = T", (links drehend), 
VT = TS; T~_ Ty (positiv, rechts drehend), 
RW=ax (da RQ=ox·tana und 1:: RWQ= a), 

RS = ay' 
PM = T (da P U = T· sec a und 1:: V P M = IX) , 

OM = LP= a (da PQ = a·sec IX und 1:: QPL = IX), 
o P = p (die resultierende Spannung auf a b) . 

Da 1:: VSW und 1:: VPW rechte Winkel sind, so kann durch 
die Punkte V, S, P und W ein Kreis mit VW als Durchmesser ge
schlagen werden. Andert a stetig seinen Wert, so wandert p auf dem 
ganzen Kreise herum; fiir jedes IX werden dann die zugehorigen Strecken 
OM, MP und OP die Normal-, die Tangentialspannung und die 
resultierende Spannung auf a b darstellen, wobei V P II a b ist. 

Es ist also 
ON! = a1 die groBte Normalspannung auf einer Ebene, die parallel 

V Nl liegt, und auf der die Scherspannung verschwindet, 
o N2 = a2 , die kleinste N ormalspannung auf einer Ebene, die parallel 

VN2 liegt, und auf der ebenfalls die Scherspannung ver
schwindet, 

d. h. ON! und 0 N2 sind die Hauptspannungen. 
Der Spannungskreis nach Abb. 101 zeigt die Beziehungen der 

Spannungen an einem Punkt im zweiachsigen Spannungszustand in 
etwas anderer, jedoch womoglich noch anschaulicherer Form als der 
Spannungskreis der Abb. 96 und 97, da bier nur geometrische Be
ziehungen ausgewertet sind. 

Von den 6 SpannungsgroBen ax' at' Tx ' Ty ' a, T konnen (unter 
Beachtung der Beziehung T", = - Tyl drei beliebig angenommen, so 
daB 10 Falle moglich sind, fiir die wir nunmehr den Spannungskreis 
festlegen wollen: 

1. Gegeben sind a"" ay' Tx;_ 

man mache OT=a 
- y' 

OD=·a"" 

TV=~",~ 
TS= TV, 
DE=DW=TV. 

Dann ist VW der Durchmesser des Spannungskreises. 
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2. Gegeben sind 1"x' a, 1"; 
man mache 

OM= a, 

MP='l", 

ziehe PV II ab, wobei V der Schnittpunkt des Strahles PV mit der 
Parallelen im Abstand 1"x von Mist. Da PV eine Sehne des ge
suchten Kreises ist, bestimmt der Schnittpunkt des Mittellotes auf 
P V mit OM den Mittelpunkt. 

3. Gegeben ay' 1"x' 1"; 
man mache 

OT = ay ' 

TV=1"x' 

TS = 1"y(= -'l"IC)' 

ziehe durch V einen Strahl parallel zu a b, und bestimme den Punkt 
P auf diesem Strahl so, daB PM = 'l" wird. Damit ist der Kreis fest
gelegt. 

4. Gegeben sind 0y' 'l"x' a; man gehe wie unter 3. vor und be
niitze zur Bestimmung von P die Beziehung 0 M = L P = a . 

5. Gegeben sind ox' 'l"x' a; 
man mache 

OD = ax' 

DE='l"x' 
DW=DE, 

ziehe durch W einen Strahl senkrecht auf a b, und bestimme P auf 
diesem Strahl durch die Bedingung 

PL=o. 

Mit PW ist eine Sehne und damit der Kreis bestimmt. 
6. Gegeben sind ax' 'l"x' 'l"; man gehe vor wie unter 5.; der Punkt P 

wird durch die Bedingung bestimmt 

7. Gegeben sind ax' 0, 7:; 
man mache 

PM='l". 

OM = 0, 

MP=7:, 

OD = ox' 

ziehe durch P den Strahl -.l a b, durch D den Strahl -.l 0 D, damit 
ist W bestimmt. 



Beziehungen im zweiachsigen SpantlUngszustand. 

8. Gegeben sind G y' G, .; 

man maohe OT = Gy, 

OM = G, 

MP=., 
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ziehe duroh P den Strahl II ab, duroh T den Strahl-.l 0 T, damit ist 
V bestimmt. 

9. Gegeben sind ax' Gy ' .; 

man maohe OT=Gy , 

OD=ax ' 

OL=., 

und ziehe duroh L den Strahl -.l 0 L, duroh T den Strahl -.l 0 T, 
duroh D den Strahl 1- 0 D. Es ist nun der Punkt P auf dem Strahl 
duroh L so zu bestimmen, daB die Strahlen II a b und -.l a b duroh 
P auf den Strahlen duroh T und D gleiohe Absohnitte TV und D W 
absohneiden. Diese Aufgabe kann duroh Reohnung oder duroh Zeioh
nung duroh die Bedingungsgleiohung 

(.1£ +.) tan IX + (. - .1£) oot IX = T D 

gelOst werden, da damit .1£ = TV gegeben ist. Ferner liegt 0 in der 
Mitte von T D • 

10. Gegeben sind ax' ay' a; 

man maohe OT = ay , 

OD = ax' 

OM=a, 

ziehe Strahlen duroh M -.l 0 M, duroh D -.l 0 D, duroh T -.l 0 T. Es 
ist nun der Punkt P auf dem Strahl duroh M wieder so zu bestimmen, 
daB er der gleiohen Bedingung geniigt wie unter 9. Aus 

T M· oot IX - MD· tan IX = 2.x 

findet man .x = TV duroh Rechnung oder Zeiohnung. Ferner liegt 
o in der Mitte von T D . 

Haben die Spannungen andere Vorzeiohen als die hier angenommenen, 
so maoht das gar keine Sohwierigkeiten. Es ist nur festzuhalten, daB 
positive (Zug-)Normalspannungen von der Achse OQ naoh unten, 
negative (Druok-)Normalspannungen naoh oben, positive (das Element 
rechts drehende) Soherspannungen von der Achse 0 Nl naoh reohts, 
negative (links drehende) Soherspannungen naoh links aufgetragen werden. 

Die groBte Kraftneigung 1}max = q; haben offenbar die resultie
renden Spannungen der Ebenen V Tl und V T 2 , fUr die 

( -';) tan q; = tan 1}max = \ - = tan 1:: Tl 0 N2 
\ (] max 
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ist; es ist ferner aus geometrisehen Griinden 

OT12 = ON1 o ON2 = 0 1 .02 , 

tanlP = + a1 ~a. (vgl. G1. (22)). 
2.-Ya1 o a. 

Del' Winkel a1 , den die Ebene del' groBten Kraftneigung V T 1 

mit del' Ebene der groBeren Hauptspannung V Nl einsehlieBt, hat den 

Wert 1::: T1 ~ N1 (Zentri- und Peripheriewinkel). Damit wird 

2 a1 = 1::: Tl 0 Nl 
und 

cos 2 a1 = - eos 1::: Tl 00 = - sin -1: Tl 0 0 = -'- a1 ---~, 
a, + a2 

(vgl. G1. (21)), 
da 

und 
o 0 = a1 ~- ag 

0 

Auf einer del' Ebene V P parallelen Ebene (Abb. 101) hat die resul
tierende Spannung den Wert 0 P, ihre Riehtung ist die derresul
tierenden Kraft, die die beiden Komponenten a·seea und ,[·seea hat, 
also Q U. Die Punkte Q und U sind leicht zu bestimmen. Man ver
Hi-ngere W P bis Q; del' Punkt U ist festgelegt als Sehnittpunkt von 
- -
PV mit ON!. 

Die resultierende Spannung auf einer Ebene parallel zu V P hat 
die Riehtung Q u. Urn die Spannung auf einer Ebene parallel zu 
Q U zu finden, ziehe man die Gerade V D' /I Q U, die den Kreis in P' 
und 0 Nl in D' sehneidet; ferner ziehe man die Gerade W P', die 
o Q in Q' sehneidet. Dann hat die resultierende Spannung auf V D' 
die Riehtung Q'D' II VP. Die Neigungen del' resultierenden Span
nungen auf V P und V P' miissen gleieh sein; die N eigung auf V P ist 
gegeben dureh <r U Q P = -1: U 0 P, die N eigung auf V P' dureh 
1: D' Q' P' = 1::: D' 0 P'. Damit wird 

-1: N2 0 P = 1::: N2 0 P', 

und die GroBen zweier konjugierter Spannungen sind jeweils 
dureh Streeken 0 P und 0 P" einer Sekante dureh 0 dargestellt. Offen
siehtlich gibt es 4 Ebenen mit einer gegebenen Kraftneigung f), namlieh 
die Ebenen (bzw. Ebenen parallel zu) V P, V P", V P', V P"', und diese 
Ebenen sind symmetriseh in bezug auf die Hauptebenen V Nl und 
V N2, da 1::: P' V N2 = 1::: N2 V plI. Diese Ergebnisse stimmen mit denen 
aus Absehnitt 5 g iiberein. Das Verhaltnis zweier konjugierter Span
nungen kann ebenfalls aus Abb. 101 entnommen werden. 

Del' Spannungskreis naeh Abb. 101 gibt also eine ersehopfende 
Darstellung des zweiaehsigen Spannungszustandes. 
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1) Eine weitere geometrisohe Methode, die Beziehungen 
zwisohen den Spannungen des zweiaohsigen Spannungs
zustandes zu bestimmen, wenn die Hauptspannungen 

gegeben sind. 

Der Spannungskreis naoh Abb. 96 liefert nooh eine weitere geo
metrisohe Methode, urn die Beziehungen zwischen den Spannungen 
des zweiaohsigen Spannungszustandes zu bestimmen. 

Es ist dort der Spannungskreis fiir den Fall gezeiohnet, daB die 
beiden Hauptspannungen gleiohes V orzeiohen haben. Es war 

die groBere Hauptspannung u1 = 0 N1 
(wirkend auf 0 X), 

die kleinere Hauptspannung u2 = 0 N2 
(wirkend auf 0 Y1)' 

Wir betrachten nun die Spannungen am 
Punkt N2). Auf irgendeiner Ebene 
OS II N2 P hat die resultierende Y, 

Spannung die GroBe 0 P, ihre Rioh
tung ist D N2 , wo bei DaIs Sohnitt
punkt der Geraden N1 P mit 0 Y' 
gefunden wird (oder man ver
langert N2 P bis zum Sohnittpunkt 
D' mit 0 Y1 und zieht D' F' N, , 
dann ist die Riohtung duroh N2 F' 
gegeben). 

In Abb. 102 sei der Spannungs
kreis gezeiohnet wie in Abb. 96. 
Es sei GroBe und Riohtung der re
sultierenden Spannung auf 0 S ge
suoht. Man ziehe duroh 0 einen 
Strahl ..1 0 S und mache 

o 0' = 0 a = ~ + a. 
2 

und sohlage um 0' den Kreis mit 

a, -6. 
r=~2~' 

Punkt 0 (nioht am 

Abb.l02. 

also mit dem gleiohen Radius, den der Spannungskreis um a hat. 
Um 0' als Mittelpunkt schlage man weiter den Kreis mit dem Ra-
dius 00, der 0 X in T sohneidet. T verbinde man mit 0' bis zum 
Punkt M. Dann ziehe man 0 M. 

Wir untersuchen nun die geometrischen Beziehungen der Figur. 
Es solI zunaohst naohgewiesen werden, daB 0 P = 0 Mist. 

Der Winkel des Strahles 0 S mit 0 Y1 sei 

fJ = 90° - a,~ 0 T 1.11 = y, 
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dann ist 

und damit 

Weiter ist 

und damit 

also ist 

::r:. 0 Nl D = fJ, da 0 S II N'J P 

::r:. N'J 0 P = 2 fJ . 

::r:. 0 0' M = 2 r 

::r:. 0' ME = 1800
2-2" = 90 - r =::r:. 0 HT, 

MElIOYl • 

Bilden wir in £:,. 0 H 0' die Summe der Winkel, so wird 

180° ---.:. 90° - fJ + 90° - r + 2 r 
oder 

Da 

so folgt 

fJ = r· 

00= 00', 

0' M= OP, 

::r:. 0 0' M =::r:. 0 0 P, 

OM=OP, 

d. h. 0 M stellt die GroBe der resultierenden Spannung auf OS dar. 
Die Richtung dieser Spannung war nach Abb. 96 durch D N'J' die 

Kraftneigung 1'} durch ::r:. PO 0 = ::r:. P D N'J gegeben. Nun ist 

::r:. 0' 0 M = ::r:. 00 P = -& 
und 

OMIIDN'J' 
also gibt 0 M sowohl GroBe als Richtung der resultierenden Span
nung auf OS. 

Es ist leicht einzusehen, daB fiir (x. 0 die Konstruktion eine 
Spannung normal zu 0 X von der GroBe 0 Nl und fiir (X = 90 0 eine 
Spannung normal zu 0 Yl von der GroBe 0 N2 liefert. 

Der Studierende moge zur Dbung diese Konstruktion durchfiihren, 
wenn 

a) die Hauptspannungen beide das negative Vorzeichen, 
b) die Hauptspannungen verschiedene Vorzeichen haben. 

6. Das Spannungsellipsoid. 
Der dreiachsige Spannungszustand soIl nicht im einzelnen unter

sucht, sondern es sollen nur einige Beziehungen herausgegriffen werden. 
1. Legt man durch einen beliebigen Punkt eines Korpers zwei 

beliebige Ebenen El und E'J mit den zugehorigen resultierenden Span-
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nungen PI und P2' so ist die auf E2 senkrecht gerichtete Kompo
nente von Pl ebenso groB wie die auf El senkrecht gerichtete Kompo
nente von P2 • Dabei sind die Komponenten entweder beide auf die 
Schnittlinie von El und E2 hin- oder beide weggerichtet 1• Der Stu
dierende iiberzeuge sich von der Richtigkeit des Satzes. 

2. Denkt man sich durch einen beliebigen Punkt eines Korpers 
aIle moglichen Ebenen gelegt und in dem Punkt die zu jeder Ebene 
zugehorige Spannung nach GroBe und Richtung aufgetragen, so bilden 
die Endpunkte dieser gerichteten GroBen ein Ellipsoid. Jeweils drei 
konjugierte Radien stellen die Spannungen auf drei rechtwinklig auf
einanderstehenden Ebenen durch den Punkt dar. 

3. Die drei Halbachsen des Ellipsoids stellen die drei Haupt
spannungen dar; diese wirken auf drei Ebenen, in denen die Scher
spannung verschwindet. Man kann also durch jeden Punkt eines 
Korpers drei rechtwinklig aufeinanderstehende Ebenen legen, auf 
denen nur eine Normalspannung, keine Scherspannung wirkt. Die 
eine der drei Hauptspannungen ist die groBte, eine andere die kleinste 
alIer 11m Punkte auftretenden Normalspannungen. 

4. An jedem beliebigen Punkt eines Korpers ist fiir drei aufein
ander senkrecht stehende Ebenen die Summe der Quadrate der 
Spannungen konstant und damit gleich der Summe der Quadrate 
der drei Hauptspannungen. 

5. An jedem beIiebigen Punkt eines Korpers ist fiir drei aufein
ander senkrecht stehende Ebenen die Summe der N ormalspan
nungen konstant und damit gleich der Summe der Hauptspannungen. 

6. Die Scherspannungen erreichen GroBtwerte auf drei Ebenen
paaren. Jedes dieser Ebenenpaarebesteht aus zwei aufeinander senk
rechten Ebenen, deren Schnittlinie mit einer Hauptachse zusammen
fallt; die Winkel zwischen den beiden anderen Hauptachsen werden 
durch das Ebenenpaar halbiert. Die Scherspannungen auf den beiden 
Ebenen jedes dieser Ebenenpaare ist gleich. Sind die drei Haupt
spannungen 0 1 , O2 , aS, so ist die Scherspannung des Ebenenpaares, 
dessen Schnittlinie mit der ersten Hauptachse zusammenfallt, 

Entsprechend 

- + "2 -"3 I Tl - - 2 . 

_ + "3 - ", . "1 - "2 J 
7:2 - - -2-' 7:s = + -2-' . 

(26) 

Die groBten Scherspannungen sind senkrecht auf die Schnittlinie 
ihres Ebenenpaares gerichtet. 

In den GesetzmaBigkeiten des dreiachsigen Spannungszustandes 
sind die des zweiachsigen Spannungszustandes natiirIich enthalten2• 

1 Anmerkun'g d, 'Obers.: Dieser Satz schlieBt die Gleiohheit der Soher
spannungen in zwei aufeinander senkrechten Ebenen ein. 

2 Eine eingehende Erorterung des dreiachsigen Spannungszustandes findet 
sioh in Grashof: "Elastizitat und Festigkeit", Berlin 1878. 
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7. Die Spannungen als Funktionen des Orts. 
Wenn man die Beziehungen der Spannungen, die an einem Punkt 

auf verschiedene Ebenen durch den Punkt wirken, "in der Weise 
untersucht, wie es hier geschehen ist, so kann man die Verariderung 

x 

Abb.103. 

der Spannung iiber die unendlich 
kleinen Ortsveranderungen (unend
lich kleinen Seiten des Korper
elements) vernachlassigen. Unter
suchen wir jedoch die Gesetze, nach 
denen sich die Spannungen als 
Funktionen des Orts andern, also die 
Beziehungen der Spannungenan ver
schiedenen Punkten, so werden 
gerade die Verandenmgen der Span
nungen iiber unendlich kleine Orts
verandenmgen zu betrachten sein. 

Es solI im folgenden kurz auf 
die drei sogenannten Grundglei
chungen eingegangen werden. 

Es seien 0 X, 0 Y, 0 Z die 
Achsen eines rechtwinkligen Koordi
natensystems. Als Korperelement 
betrachten wir ein gerades vier

seitiges Prisma mit den Seiten d x, d y, d z, von dem drei Seiten in 
die Systemachsen fallen (Abb.l03). Auf jeder Seite des Elements 
sei die resultierende Kraft in drei Komponenten parallel den System
achsen zerlegt, also in eine Normal- und zwei Scherkrafte. Normal
krafte sollen das positive Vorzeichen erhalten, wenn sie vom Element 
weg wirken (Zug). Die Normalspannungen fiir die Ebenen x = 0, 
y = 0, Z = ° seien ox' aJt: oz, Dann haben die Spannungen auf den 
Ebenen x = konst. = d x (Jilbene AD EF), y = konst. = d y, z = konst. 

d di W + a ax d + a ay d + 0 az d = z e erte a -. x a -. y a -·z x ox 'Yay , z oz . 
Die N ormalkrafte auf den Seiten des Parallelepipeds betragen 

demnach 

auf der Seite OBGC: ax·dy.dz, 
~--~ 

(ax + °oa;.dx)dY·dZ, auf der Seite ADEF: 
------,--

auf der Seite OAFC: ay.dz.dx, 
--~-

(a -L a ay . d y) d z· d x auf der Seite BDEG: y I oy , 
--------

auf der Seite OABD: az·dx.dy, 

auf der Seite CF EG: (az + ~a; .dz) dx.dy. 

Auf die Ebene 0 A F C, Ebene y = 0, wirkt eine Scherspannung 
pa;rallel zu 0 Z, deren GroBe'tyZ sei (auf der Ebene y = konst, in 
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der Riehtung z), die Seherkraftist also 7:yz ·dz.dx; auf der gegen
iiberliegenden Ebene B D E G hat die Seherspannung parallel 0 Z die 
GroBe 

die Scherkraft ist also 

(7:yZ + °o7:;z. dy) dz·dx. 

Entspreehendes gilt fiir die andern Seiten und Riehtungen. Die Seher
spannung erhalte das positive V orzeiehen, falls das Moment der beiden 
zugehorigen Seherspannungen auf gegeniiberliegenden Seiten reehts
drehend ist, wenn man die positive Bezugsaehse entlang naeh 0 sieht. 
So wirken z. B. die beiden Seherspannungen 7:yz in bezug auf die X-Aehse 
reehtsdrehend, wenn der Besehauer seinen Platz. so wiihlt, daB er die 
X-Achse entlang naeh 0 sieht, 7:yz erhiilt also das positive Vorzeiehen. 
Da naeh dem Gesetz der Gleiehheit der Seherspannungen in zwei 
reehtwinklig aufeinanderstehenden Ebenen 7:yz = 7:Zy ist, so erhalten 
wir fUr die seehs Seiten des Parallelepipeds folgende Seherkriifte: 

auf der Seite 0 BaG : 

auf der Seite AD EF: 

auf der Seite OAFa: 

auf der Seite B D EG: 

auf der Seite 0 AB D : 

auf der Seite E Fa G : 

7:Xy ·dy.dz, 

7:",z'dy.dz; 

( 7: + 07:XY • dx) dy·dz 
"'Y oX ' 

(7: +oTxz.dx)dy.dz· 
xz ox ' 

T",y.dz.dx, 

7:yz ·dz o dx; 

( 7: + 0 7:x Y • d y) d z . d x 
xy oy , 

(7: +'J'1:yz.dy)dz.dx· 
yz 0 y , 

7:xz ·dx.dy, 

7:yz ·dx o dy; 

(7: +07:xz.dz)dx.dy 
xz OZ ' 

( 7: -l- 0 T~:. d z) d x . d y yz I 0 Z • 

Von den seehs Gleiehgewiehtsbedingungen 

.1: X =0, .1:Y =0, .1: Z =O, 

.1: M", = 0, .1: My = 0, .1: J,l1z = ° 
haben w:ir die letzten drei bereits benutzt, um die Zahl der Sehub
spannungen von seehs auf drei herabzusetzen. Es stehen uns dem
naeh noeh die ersten drei Gleiehgewiehtsbedingungen zur Verfiigung. 



144 Spannungen und Verzerrungen in verschiedenen Ebenen. 

chreiben wir dem Prisma noch eine in semem Schwerpunkt angrei
fende, auf die Raumeinheit bezogene Massenkraft mit den Kompo
nenten X, Y, Z. zu, so erhalten wir folgendes Gleichungssystem: 

OU.., + 07:",y + 07:..,z + X = 0 1 
ox oy OZ ' 

oUy + 07:..,y + 07:yz + Y = 0 
oy ox OZ 'j 
oUz + 07:..,z + 07:y% + z, = o. 
oz ox oy '-

8. Verzerrungszustand eines Punktes im zweiachsigen 
Spannungszustande. 

(27) 

Wir betrachten irgendeinen Punkt P eines Korpers. Wird der 
Korper durch Krafte beansprucht, so wird sich der Punkt P im all
gemeinen bewegen. Es interessiert uns jedoch an dieser Stelle nicht 
die Gesamtverschiebung des Punktes, sonderndie Verzerrung, d.h. die 
Relativverschiebung gegeniiber seiner unmittelbaren Umgebung. Denken 
wir uns nun P als Mittelpunkt einer kleinen Kugel aus dem Korper 
herausgeschnitten; wenn jeder Punkt in dieser Kugel die gleiche Ver

p 

_---I 
---ll 

B If 
1/ 
I 

schiebung erleidet me P, so ist innerhalb der 
Kugel keine Verzerrung vorhanden, sondern 
P hat lediglich eine Ortsveranderung er
fahren, ohne Verzerrungen uiJ.d ohne Span
nungen. Das Ziel unserer vorliegenden Unter
suchung ist, die Verzerrung in P in jeder 
Richtung, d. h. den Verzerrungszustand am 
Punkte' P zu bestimmen. 

Es seien (Abb.104) P X und P Y die Achsen Abb.l04. 
eines rechtwinkligen Achsenkreuzes mit Pals 

Ursprung; u und v seien die Bewegungen von Pinder X- bzw. 
Y-Richtung. Wir betrachten wieder ein rechtwinkliges Parallelepiped 
mit den Seitenlangen dx, dy und 1. (Die Seite von der Lange 1 
steht normal zur Bildebene, alie Krafte wirken parallel zur Bildebene.) 

Der Punkt A wird sich sowohl nach der X- wie naoh der Y-Rich
tung mehr versohieben als P, und zwar wird er sich nach der X-Rich
tung um u + du, in der Y-Richtung um v + dv bewegen. Das MaB 

der Veranderung von u iiber x ist ::' also 

du (in der Richtung X) = :: .dx, 

und 

0, v (in der Richtung Y) =:~. 0, x . 

Offensichtlich ist :: = B"" die spezifisohe Dehnung am Punkt P 

in der X -Richtung. 
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Entsprechend bewegt sich a in der Y -Richtung urn 

-+- iJv 
v dv=v+iJy·dy 

und in der X~Richtung urn 
iJu 

u+du=u+ iJy·dy, 

worin :v = cy die Dehnung am Punkt Pinder Y-Richtung ist. 
yx __ 

Die .tUlderung des Winkels A P a (Verdrehung des Korperelements 
durch Tangentialspannungen, vgl.hierzu 
Kap. IV, Abschn. 10) betragt demnach 

iJu iJv 
YXY=iJy+ax' 

Nun betrachte man wieder das 
Korperelement P AB a (Abb. 105) mit 
einem derart angrenzenden Element 
PO DE, daB 1::: D P B = 90 0 ist. Wir 
wollen nunmehr die Dehnung in der 

I 
I 

~~E~~--~~~--~ 

Abb.l05. 

Ebene P B und die Veranderung von 1::: B P D untersuchen. 
Die Dehnung C in der Richtung P B ist 

neue Lange' von PJj - urspriinglicbe Lange von P B 
c= . 

urspriinglicbe Lange von P B 

Der Punkt B erreicht seine neue Lage durch zwei Translationen 
und eine Rotation: 

1. Bewegung von Binder X-Richtung; 
2. Bewegung von Binder Y-Richtung; 
3. Dxehung des Strahles P B urn P. 

Zu 1.: Es sei B B' die Bewegung von Binder X -Richtung, also 

B B' = cx·dx. 

Zieht man B K..l PB', so findet man unter Vernachliissigung unendlich 
kleiner GroBen hOherer Ordnung und unter Beachtung, daB 1::: P B' B = a, 
die Komponente von Cx in der Richtung P B : 

KB' s",.dx·cos 2 a 2 
c === =c·cosa. 

1 PB dx x 

Zu 2.: Entsprechend findet man die Komponente von cy (B B" 
ist die Bewegung von Binder Y-Richtung) in der Richtung P B zu 

• 2 
C'.l = cy·sm a. 

Zu 3.: Wie bei unserer Untersuchung in Kap. IV halten wir bei 
der Verdrehung EPA fest und vernachlassigen von der zweiten Ordnung 
kleine GroBen derart, daB (Abb.104) die Linienziige DOBundD"'O' B'" 
nach der Verdrehung ineinander fallen. Es ist: 

DD'" = 00' = BB'" = Y"y·dy. 
Swaln-MehmeJ, FestlgkeitsJehre. 10 
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Mit 
B K" --L P B'll und D'" Nil 1.- P D 

wird 
K" B m Yxy·dy.cosa.sina . "a = P B = d y = Y xy . sm a· cos a . 

Damit wird 

,,= "1 + "2 + "a = ex'Cos 2a + "y.sin 2 a + YXy·sina.cosa. (28) 

In ahnlicher Weise findet man die Verdrehung der Ebenen P B 

D pili c c' 

E 

Abb.106. 

B B'" 

'f:/ 
I 
I 
I 

I 
I 

A 

und P D gegeneinander(gegen 
die Ebenen P A und PO um a 
geneigt). 

Die gesuchte Veranderung 
von 1::: D P B wird wieder mittels 
dreier Einzelveranderungen er
mittelt lInter (der bisherigen An
nahme, daB "x' "y spezifische Ver
langerungen und Yxy eine Win
kel vergroBerung darstellen). 

1. Die Verschiebung von B nach B' (Abb. 105), also in der X
Richtung, vergroBert 1::: 0 P B um 

B K "x·dx.sina. cosa 
PB dx = "x·sina·cosa. 

Gleichzeitig verschiebt sich D nach D' ebenfalls in der X-Rich
tung. Diese Verschiebung vergroBert 1::: 0 P D um 

DW 8x·(dx).cosa.sina . 
P D = (dx) = "x·sma·cos a, 

wobei EP als unendlich kleine GroBe (dx) eingefiihrt wurde. 
Der Winkel 1: D P B ist also insgesamt um 

2 "x·sina.cosa = "x·sin 2 a 

infolge der Dehnung in der X-Richtung vergroBert worden. 
2. Entsprechend wird 1: D P B infolge der Dehnung in der Y -Rich

tung um 

verkleinert. 
3. Infolge der Winkelanderung Yxy des Winkels 1::: 0 P A nimmt 

der Winkel 1::: 0 P B (vgl. Abb. 106) um 

B K" Y",y·dy.sin 2 a . 2 
PB dy = Yxy·sm a 

zu und der Winkel 1::: 0 P D um 

abo 
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Superponieren wir die einzelnen Winkelveranderungen, so erhalten 
wir die Veranderung r des rechten Winkels -0:: D P B, der gegen das 
(X, Y) -System um a verdreht ist, zu 

y = (ey - 13",) sin 2 a + y",y'cos 2 a, (29) 
wobei 13", und e~ als spezifische Verlangerungen, y bei Verklei
nerung des urspriinglichen Winkels das positive Vorzeichen erhalten. 

Driicken wir 13"" ey und Yxy nach den Verschiebungen aus, so gehen 
Gleichung (28) und (29) iiber in 

o U 2 + 0 V • 2 + (0 U + 0 v) . 13 = -. cos a -. sm a - - ·sma·cosa ox () y oy 0 x ' 

( 0 v 0 u) . (0 U 0 v) y =2 --- slla·cosa+ -+- ·cos2a*. oy ax oy ox 

9. Verzerrungszustand eines Punktes im dreiachsigen 
Spannungszustand. 

(30) 

(31) 

k~hnliche Beziehungen konnen fUr den Verzerrungszustand 
Punktes im dreiachsigen Spannungszustand abgeleitet werden. 

eines 

Wir legen durch Pals Ursprung ein 
rechtwinkliges ra umliches Koordinatensystem 
X, Y, Z und denken uns in P aus dem 
Korper ein Parallelepiped mit den Seiten
langen dx, dy, dz so herausgeschnitten, daB 
drei Seiten in die Koordinatenachsen fallen. 
'::;;BPX=a, -0::BPY=fJ, -0::BPZ=r 
(Abb. 107). Die Bewegungen von P, wenn der 
Korper belastet wird, seien '1.(" V, winder 
X-, Y- und Z-Richtung. Dann sind die Be- y 

wegungen '1.(,1' VI' WI des Punktes Binder Abb.107. 

X-, Y- und Z-Richtung gegeben durch 

OU au ou I u = U ...L -. dx + -. dy + -. dz 
1 I ox oy OZ' 

ov OV iJv 
VI = V + ax' dx + 0 y • dy + 8z' dz, r 

ow ow ow 
w =w+-.dx+-.dy+-·dz. 
lOX () Y (}Z 

Ferner wird 
OU ov ow" 

13 = -. cos 2 a + -. cos 2 fJ + - . cos - r ox oy OZ 

,(OV ow) (OW OU) ---t- -+- cosfJ·cosy+ -+- cosy·cosa 
OZ oy ox oz 

(0 U 0 v) + - + - .cosa·cosfJ· oy ox 

x 

(32) 

(33) 

* Anmerkung d. Dbers.: Diese Verzerrungsgleichungen entsprechen den 
Spannungsgleiohungen (5) und (6) in Kapitel IV. 

10* 
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Mit 
au 

E =-. '" ox 

wird 

iJv 
ay' 

iJw 
Ez = az' 

(34) 

E = E",ocos 2 a + Ey.COS 2 fJ + Ez'COS 2 y } (35) 
+ y",y.cosa.cosfJ + y",z·cosa·cosy + yyz·cosfJ·cosy. 

E"" Ey ' Ez sind positiv als bezogene VerHingerungen in der X" Y" 
Z-Richtung, Yx ist positiv als Verkleinerung des Winkels zwischen 
den Ebenen X~-° und Y = 0, 'Y",z ist positiv als Verkleinerung des 
Winkels zwischen den Ebenen X = 0, Z = 0, J'.yz ist positiv als Ver
kleinerung des Winkels zwischen den Ebenen r = 0, Z = 0. 

10. Hauptdehnungell. 

Bildet man in Gleichung (28) die erste Ableitung nach IX und HiBt 
sie zu Null werden, so erhalt man 

(36) 

Vergleicht man Gl. (36) mit Gl. (29), so erhellt, daB in den Ebenen, 
wo die Dehnungen E zu einem GroBtwert oder einem Kleinstwert, 
werden, die Verdrehungen 'Y verschwinden. 

Aus Gl. (36) folgt fUr a, das die Grenzwerte der Dehnungen liefert, 

(37) 

dies Ergebnis besagt, daB die Grenzwerte in aufeinander senkrechten 
Ebenen vorkommen. Also: 

1m zweiachsigen Spannungszustand kann man durch jeden 
Punkt zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen so legen, 
daB die Dehnung in Richtung der einen groBer, in Richtung 
der andern k leiner wird als in allen andern Achsen durch 
den Punkt. Diese Achsen heiBen Hauptdehnungsachsen. In 
diesen Achsen verschwinden die Verdrehungen. 

. Legt man das Achsenkreuz in die Hauptdehnungsachsen, so gehen 
Gl. (28) und (29) liber in 

2 + ." E = E",' cos IX Ey • SIn" (( , 

y=(cy -Ex)sin2a. 

(38) 

(39) 

Gl. (39) zeigt, daB y fiir (( = 45 0 und 135 0 zu einem absoluten 
GroBtwert wird, namlich zu 

(40) 

Die Ebenen, in denen 'Y absolute GroBtwerte erreicht, halbierell 
den Winkel der Hauptdehnungsebenell. 
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Zur Veranschauliohung dieser Zusammenhlinge betraohten wir die 
vier in P angrenzenden Korperelemente (Abb. 108). Es seien P X, 
PY (und PZ senkrecht zut Bildebene)die Haupt
dehnungsaohsen, wobei ey > e", sein moge. Dann 
hat in der Ebene P B (PB ist eigentlioh die Spur 
der senkrecht zur Bildebene stehenden Ebene) Y 
seinen positiven GroBtwert 

Ymax = ey-e"" 

d. h. der Winkel zwisohen P B und P D wird klei
nero Dies muB auoh infolge der Querdehnung der 

x 

Abb.l0S. 

Fail sein, da die Dehnung in der Y-Riohtung groBer ist als die in 
der X-Riohtung. 

Fiir a = 135 0 oder fiir die Ebene P D ist der (absolute) GroBt
wert der Verdrehung 

Ymax = e", - ey' 
also negativ, der Winkel zwischen P D und P F wird groBer. 

Zur ErIauterung der Begriffe sei festgestellt: Spricht man von 
einer Verdrehung r in einer Ebene, die um a gegen P X geneigt ist, 
so heiBt das, daB sioh der urspriinglich rechte Winkel zwisohen zwei 
Ebenen, von denen die eine gegen P X um a, die andere um 90 0 +a 
geneigt ist, um den Betrag Y geandert hat. 

Fiir zwei beliebige aufeinander rechtwinklig stehende Ebenen ist 
die Summe der Dehnungen konstant oder 

e + e' = e", + ey . (41) 

11. Hauptdehnungen und Hauptspannungen. 
Wir haben gesehen, daB man durch jede!). Punkt eines Korpers 

drei rechtwinklig aufeinanderstehende Ebenen legen kann, auf die 
(an jenem Punkt) nur Normal- und keine Tangentialspannungen 
wirken, und daB auf einer dieser drei Ebenen die Normalspannung 
ein Maximum, auf einer zweiten ein Minimum erreioht. 1m zwei
achsigen Spannungszustand kann man entspreohend zwei Ebenen 
duroh jeden Punkt legen, auf denen die Normalspannungen ein Maxi
mum bzw. Minimum erreichen und die Scherspannungen versohwinden. 

Die Normalen auf diesen Ebenen heiBen die Aohsen der Haupt
spannungen. 

Weiter haben wir gesehen, daB man duroh einen Punkt drei 
reohtwinklig aufeinanderstehende Aohsen legen kann, langs denen 
nur eine Dehnung stattfindet, keine Verdrehung, d. h. der Winkel 
dieser drei Aohsen bleibt bei der Verzerrung erhalten. 

Dies sind die Aohsen der Hauptdehnungen. 
Da in den Ebenen der Hauptspannungen keine Soher

spannungen auftreten, so miissen die Winkel in diesen Ebe
den b~i der Verzerrung erhalten bleiben. Daraus folgt, daB 
die Aohsen der Hauptspannungen mit den Aohsen der Haupt
dehnungen zusammenfallen. 
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VI. Zug nnd Druck im einachsigen 
Spannnngszustand. 

1. Allgemeines. 
Dieser Spannungszustand sei im folgenden kurz "reiner Zug" bzw. 

"reiner Druck" genannt. 
Ein Korper ist auf reinen Zug oder reinen Druck beansprucht, 

wenn in allen Querschnitten die resultierende innere Kraft normal
zum Querschnitt gerichtet ist und durch den Schwerpunkt hindurch geht. 

Der gewohnliche Fall der reinen N ormalbeanspruchung ist der, 
daB ein Stab mit gerader Achse von zwei gleich groBen, entgegen
gesetzt gerichteten Kraften beansprucht wird, die an seinen beiden 
Endflachen gleichmaBig verteilt angreifen. 

Nach der oben gegebenen Definition kann jedoch reiner Druck 
oder reiner Zug auch bei einem Stab mit gekriimmter Achse odeI' 
auch bei einem Stab vorliegen, an dem die Krafte andel's als an 
seinen Endflachen gleichmaBig verteilt angreifen. 

Wir betrachten den haufigsten Fall des Stabes mit gerader Achse 
und mit an den Endflachen gleichmaBig verteilten, gleich groBen, ent

R 
Abb.109. 

gegengesetzt gerichteten Kraften. Wirken 
diese beiden Krafte voneinander weg, so ist 
der Stab auf Zug, wirken sie aufeinander 
zu, so ist der Stab auf Druck beansprucht. 
1st der Querschnitt iiber die ganze Lange 
des Stabes konstant, so wirken in jedem 
Querschnitt nur gleichmaBig verteilte N 01'

malspannungen, und zwar ist jeder Quer
schnitt gleich beansprucht, wenn man von 
der Wirkung des Eigengewichts absieht. 
Wird ein Stab nach Abb. 109 auf reine 
N ormalkraft beansprucht, so konnen in kei
nem auBer dem mittleren Querschnitt bloB 
N ormalspannlmgen auftreten; die Spannung 

am Rande muB, da die Seitenflachen freie Oberflachen sind, parallel 
den Seitenflachen verlaufen (vgl. Abb. 109 die kleine Figur rechts), d. h. 
die Spannung hat dort eine N ormal- und eine Tangentialkomponente; 
die letztere nimmt nach dem Schwerpunkt des Querschnittes zu auf 
Null ab (vgl. Kap. V). Da an den Endflachen nur gleichmaBig ver
teilte Normalkrafte wirken (fur einen ideal durchgefuhrten Versuch), 
so miissen die Tangentialspannungen in den Querschnitten nahe den 
Endflachen verschwinden, trotzdem die freie Oberflache zum Quer
schnitt geneigt ist; eine genaue Kenntnis des Spannungsverlaufes 
besitzen wir jedoch nicht. 

Der EinfluB des Eigengewichts, von dem oben schon die Rede 
war, macht sich je nach del' Lage des Stabes bei der Versuchsdurch
fuhrung in verschiedener Weise geltend. Ist die Stabachse vertikal, 
so erhalt jeder Querschnitt eine zusatzliche Druckkraft, die dem Ge-
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wicht des oberhalb des Querschnitts liegenden Stabteils gleich ist. 
1st die Stabachse nicht vertikal, so liegt reiner Zug bzw. reiner Druck 
nur in bezug auf die auBeren Krafte und die Komponente des Eigen
gewichts in Ricbtung der Stabachse vor; die Eigengewichtskomponente 
senkrecht zur Stabachse dagegen biegt den Stab, d. h. der Stab .ist 
dann durch Biegung und N ormalkraft beansprucht. Biegung wird in 
Kap. X, Biegung und N ormalkraft in Kap. XIII behandelt. Zunachst 
moge es gentigen, die beiden Lastfalle einander zu superponieren. 
Das Eigengewicht wird in den Untersuchungen dieses Kapitels stets 
vernachlassigt, d. h. die Stabe werden gewichtslos gedacht. 

Wenn bei einem Druckstab das Verhaltnis von Lange zu Quer
schnittsbreite ein gewisses MaB tibersteigt, so bleibt die Achse nicht 
gerade, es tritt zusatzliche Biegung durch die auBeren Krafte auf. 
Dartiber wird in Kap. XVII gehandelt. 

2. Stabe mit konstantem Querschnitt. (Prismatische Stabe). 
Greifen die Krafte nur an den beiden Endflachen an, so ist die 

(Normal-)Spannung in jedem Querschnitt gleichmaBig verteilt und 
gleich, namlich 

(1) 

Scherspannungen treten nicht auf. Es 
ist dies ein Sonderfall der Gl. (8) in Kap. IX. 
Es sind jedoch in anderen Ebenen als den 
Querschnittsebenen auch Scherspannungen 
vorhanden (Abb.ll0). In einer urn a gegen 
eine Querschnittsebene geneigten Ebene 
hat Peine Normal- und eine Tangential-
komponente, namlich 

N= P'cosa, 

T=P'sina, 

F 

Abb.ll0. 

mithin, da die Flache, auf die diese Krafte wirken, die GroBe hat, 

F'-~ 
- cos IX ' 

so ist die N ormal- und Scherspannung auf P' 

P·0082 IX 2 
a" = F = a·cos a, (2) 

_ p. sin IX' OOS IX _.!. . . 2 
Ta - F - 2 a SIn a. (3) 

Diese Gleichungen gelten (bis auf das Vorzeichen) fUr Druck- und 
Zugstabe. 

au wird ein GroBtwert fUr a = 0, d. h. fUr eine Querschnitts
fHiche. Gl. (2) geht dann in Gl. (1) tiber, und die Scherspannung ver-
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schwindet. Der GroBtwert der Scherspannung wird fiir a = 45 0 er
reicht, es wird dann 

1 P 1 
Tmax = Ta =45 = 2F = "2. 0 • 

Fur a = 90° wird 
0=0, 

T= 0. 

Denken wir uns also in irgendeinem Punkt des Stabes ein raum
liches rechtwinkliges Koordinatensystem so, daB die eine Ebene mit 
der Querschnittsebene zusammenfallt, so verschwinden die Spannun
gen auf zweien dieser Ebenen, es liegt also ein einachsiger 
Spannungszustand vor. 

3. Der Bruchvorgaug beim Zug- uud Druckversuch. 
Ein Zugstab aus homogenem Material muB durch ZerreiBen in 

einer Querschnittsflache zerstort werden, also durch Dberwinden der 
Zugfestigkeit, wenn nicht seine Scherfestigkeit derart ist, daB er vor
her in einer zur Achse geneigten Ebene (beim Zugstab ist der Nei
gungswinkel groBer, beim Druckstab kleiner als 45 0 ) abgeschert wird. 
Ein FluBeisenstab von rechteckigem Querschnitt bricht im allgemei
nen in einer Querschnittsflache, aber der Bruch ist oft an den Stab
seiten abgeschragt, so daB es den Anschein hat, als ob erst ein Ab
scheren und dann ein ZerreiBen des (durch das Abscheren geschwachten) 
Querschnitts stattgefunden hatte. Ein Stab mit kreisfOrmigem Quer
schnitt bricht ahnlich, teils zeigt die Bruchstelle die geneigte Flache 
der Abscherung, teils die zur Stabachse senkrechte ZerreiBflache. 

Bei Holz ist . ein richtiger Trennungsbruch schwer zu erhalten, 
weil die Holzfasern eine groBe Zugfestigkeit besitzen, aber nur einen 
geringen Widerstand gegen Gleiten leisten. Namentlich bei grober 
Faserung ist die Scherfestigkeit gering, und der Bruch erfolgt langs 
einer oder mehrerer geneigter Ebenen. Unhomogenitaten, Verschie
denheiten in der Faserung, verschieden starkes Haften der FaseJ;n an
einander bewirken oft ganz unregelmaBige Bruchbilder; lange Fasern 
werden oft herausgerissen. Ein reiner Trennungsbruch wird im all
gemeinen nur erzielt, wenn der ZerreiBquerschnitt sehr klein und ge-
radfaserig gewahlt wird. ' 

Zugkorper aus Zement weisen teils Trennungs-, teils Gleitbruche, 
teils ganz unregelmaBige Bruchflachen auf. (V gl. Kap. XXIII.) 

Bei der Untersuchung des Bruchvorganges beim Druckversuch muB 
man gedrungene Stabe, d. h. Stabe, die bei zentrischem Druck riicht 
ausbiegen, betrachten. 

Zement, Beton, Backsteine, natiirliche Gesteine brechen gewohn
lich derart, daB pyramiden- oder keilformige Stucke an den Enden 
herausgebrochen werden. Der ubrige Teil des Korpers sieht dann 
ebenfaHs keil- oder pyramidenartig aus. 1st die Fahigkeit des Korpers, 
elastische und plastische Verlangerungen einzugehen, sehr gering, so 
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kann der Korper infolge der Querdehnung in mehrere, nahezu par
allele Bruchstreifen zerfallen 1. 

Holz zeigt im Druckversuch nicht immer ausgesprochene Gleit-
. oder Trennungsfiiichen, sondern hiiufig findet man die einzelnen Fasern 
ausgeknickt. Gegen Beanspruchungen quer zur Faser zeigt Holz 
wesentlich geringere Widerstandsfiihigkeit als gegen Beanspruchungen 
mngs zur Faser. Druck quer zur Faser hat ein allmiihliches Nach
lassen des inneren Zusammenhangs, mehr ein FlieBen als ein Brechen 
zur Folge; die Bestimmung der Festigkeit erfolgt dann mehr oder 
weniger willkiirlich. 

Ziihe Stoffe, wie FluB eisen, haben - wenn gedrungene Karpel' 
gepriift werden - oft iiberhaupt keinen deutlichen Bruch: Die Ver
kiirzung in der Druckrichtung und die Ausbauchung durch die Quer
dehnung nimmt dauernd zu, ohne daB eine eigentliche Zerstarung er
folgt. Die Oberfiiiohe erscheint gerunzelt. Manchmal wirkt sich die 
Querdehnung in der Weise aus, daB von der Oberfliiche nach der Achse 
gerichtete Risse eintreten. Manchmal biegen einzelne Fasern aus, be
sonders wenn die Form des Korpers dieses Ausknicken begiinstigt, 
z. B. bei Winkeleisen. Druckstiibe, deren Abmes
sungen so sind, daB Knicken eintritt, sind in Kap. XVII 
behandelt. 

GuBeisen verhiilt sich iihnlich wie die oben er
wiihnten spri5den Stoffe (kiinstliche und natiirliche 
Steine); der Bruch tritt im Druckversuch meistens 
liings einer geneigten Ebene ein, wobei der Korper 
in zwei keilformige Stiicke zerfiillt. T= 

Betrachten wir einen Gleitbruch des Druck
versuches. AuBer der Scher kraft ist noch eine 
andere Tangentialkraft vorhanden, niimlich die Reic 
bung infolge der Normalkraft (Abb.ll1). Bezeichnen 
wir die Scherfestigkeit des Materials mit TB und mit 
/" den Reibungskoeffizienten, so muB, falls Gleiten 
eintreten soIl, die Scherkraft T = p. sin a der Glei
chung geniigen 

p. sin a = T B" F . sec a + ft . p. cos a . 
Damus 

p= _ "B·F 
sin a;. cos IX - fl· cos2 IX • 

r 
p 

i 
p 

Abb.11l. 

(4) 

(5) 

Der Wert a, bei dem das Gleiten eintreten wird, ist derart zu be

stimmen, daB er P zu einem Minimum macht. Wir finden aus ~~ = 0 

= cos 2 a + ft· sin 2 a , 

cot 2 a = - ft, 

fl = tan (2 a-90°) = tan cp, 

1 Anmerkung d. Ubers.: Von groBem EinffuB auf den Bruchvorgang ist 
die Versuchsanordnung und Durchfiihrung. Vgl. hieriiber A. FoppI: Vorlesun
gen iiber Technische Mechanik III, 9. Auff., S. 67 f. 
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worin gJ der Reibungswinkel ist; 

2 a - 90 ° ---: gJ , 

a=450+; • (6) 

Die Ebene, auf der die Gefabr des Abscherens am groBten ist, 

ist also urn ; gegeniiber der Ebene der groBten Scherspannung nach 

der Langsachae zu geneigt. 
Reibung entsteht zwar durch eine Druckkraft; fiibren wir aber 

eine Art negativer Reibung durch eine Zugkraft ein, so finden wir 
fiir den Zugstab folgendes in Vbereinstirnmung mit dem Versuch: 

Eine Zugkraft vermindert den Scherwiderstand, hat also die ent
gegengesetzte Wirkung einer Druckkraft, die ibn erhOht; beirn Zug
stab ist die Gefabr des Abscherens auf einer Ebene am groBten, die 
Haoher ist als 45°, also mit der Langsachse einen Winkel> 45° 
einsohlieBt. Der Versuoh zeigt, je naoh dem Wert gJ, Werte fiir a 
von etwa 35°. Es ist also Gl. (5) ffir den Druok- und den Zugstab 
giiltig, wobei ft ffir Druck positiv, ffir Zug negativ wird 1. 

Aus Gl. (5) erhalt man nach Division durch F, wobei ~ = ad 

= Druokfestigkeit des Materials bedeutet, 

Mit 

wird 

0082 " - sin2 " 
ft = tan gJ = - cot 20:: = - -;;:2-. S7in-,,-. o-os-,,-

7:B=iad,.cota' l 
ad, = 27:B·tana. 

(7) 

(8) 

(9) 

Die folgende Zusammenstellung ist aus Johnson: "Materials of 
Construotion" entnommen. Die Versuchswerte stammen von Charles 
Bouton an der Washington-Universitat aus dem Jahre 1891. 

I Reibungs-I Bereohn. Abweioh. Zug· Ela- Zahl der Winkel" der 
festig- stiz.- Ver- Eb d winkel der Wert v. Ver-Material Buche ene es 
keit Modul (Druck- Gleitbruohes . Ruhe 450 +!E. suohs-

kg/om2 kg/om2 verB.) in Graden mGraden 2 wert 
I 

GuBeisen 1550 100000 24 154,8 ± 0,2 20,6 55,3 -0,5 
GuBeisen 1400 460000 24 55,0 ± 0,2 16,9 53,4 + 1;6 
Kalkstein - - 4, 62,2 33,4 61,7 +0,5 
StraBenasphalt - - 3 

I 
59,7 27,3 58,6 + 1,1 

Baoksteine . - - 4 58,2 27,0 58,5 +0,3 

1 VgI. hieriiber "Laws of Failure of Solid Bodies due to Stress" von 
Chido Sunatani, Teohnology Reports of the Tohoku Imperial University, 
Bd. m, Nr. 1, November 1922. 
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4. Zugstabe mit Einkerbungen. 
Die Resultierende der inneren Kra,fte in jedem Querscbnitt muB 

P sein, und, wenn die Einkerbung symmetrisch zur Langsachse liegt, 
so geht die Resultierende in jedem Querschnitt der Einkerbung durch 
den Schwerpunkt, braucht jedoch nicht gleichmaBig verteilt zu sein. 
Die Kraft in einem Querscbnitt a a (Abb. 112) ist die gleiche wie in 
einem Querschnitt b b;· es ist aber ofiensichtlich, daB die Spannung 
liber a a nicht gleichmaBig verteilt sein kann, und dies ist um so 
ausgesprochener der Fall, je naher a a an c c liegt. Denn der Kraft
fluB in den auBeren Fasern wird 
eben durch die Einkerbung ge
stort derart, daB in der Nahe 
der plotzlichen Querschnitts- h 
veranderung die Querschnitte 
der Kerbstelle in den auBeren 
Fasern starker beansprucht sind a 

als in den Fasern in der Um
gebung der Achse1 . 

1st die Einkerbung ge
krlimmt, so daB die Quer
scbnittsveranderung stetig ist, 
so ist die Kraftverteilung regel
maBiger und die Erhohung der 
Spannung der auBeren Fasern 

Abb.112. 

p p 

p 

Abb.113. 

gegenliber der der inneren Fasern an der Stelle der Querschnitts
verengung geringer. Mit der Entfernung von der Einschniirungsstelle 
nimmt die UnregelmaBigkeit der Spannungsverteilung ab, so daB sich, 
wenn die Kerbe genligend lang ist, die Kraft allmahlich wieder 
gleichmaBig liber die Querschnitte verteilt. Sehr stark ist die Wirkung 
der Einschnlirung bei einer dreieckigen Kerbe (Abb.113), und zwar 
um so mehr, je spitzer der Kerbwinkel ist. 

Das MaB der Spannungserhohung an den Ecken einel' Kel'be hangt 
von del' Querschnittsvel'minderung, del' Formgebung u. a. m. ab und 
laBt sich l'echnerisch kaum erfassen. 

Es genligt nicht, die Spannungsverteilung zu untersuchen, son
dern man muB die Verzerrungen ebenfalls beachten, um die Wider
standsfahigkeit des Korpers an einer Einschniirung zu beurteilen. 

DieauBeren Fasern des geschwachten Querschnitts bei dd (Abb.l11) 
sind in ihrer Verformung durch die benachbarten Fasern des un
geschwachten Querscbnitts c c, die nur eine geringe Spannung haben, 
gehindert. Dadurch wird ihre Widerstandsfahigkeit erhoht, so daB in 
bezug auf die Tragfahigkeit des Querscbnitts d d zwei entgegengesetzt 
wirkende Einfliisse festzustellen sind. Es kann sogar eine erhohte 
Widerstandsfahigkeit von d d resultieren. 

1 Vgl. hierzu PreuB: Zeitscht·. d. Ver. d. lng. 1913, S.664, Mitteilungen 
iiber Forschungsarbeiten auf d. Geb. d. lngenieurwesens, Bd. 126, S. 54. 
Johnson: Materials of Construction, S. 663. 
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5. Querschnitte von gelochten Staben. 
Die Locher sind meist Niet- oder BolzenlOcher, wohl auch Locher, 

die aus betrieblichen Griinden angebracht werden, z. B. Mann- oder 
Handlocher in Kesseln und BehaItern. 

Es ist fUr die grundsatzliche Dberlegung gleichgiiltig, ob der Stab 
auf Druck oder Zug beansprucht ist. Das Loch wird in den Quer

schnitten in seiner Umgebung, 
ahnlich wie eine Einkerbung, 
eine unregelmaBige Span-

A 

Abb.114. Abb.115, 

D 

nungsverteilung bewirken der
art, daB der kleinste Quer
schnitt hiervon am mei
sten betroffen wird. Die 
Spannungen an den Punkten 
d d sind groBer, die an den 
Randpunkten kleiner als die 
mittlere Spanmmg des Quer
schnitts (Abb.114). Die Span
nungsverteilung ist offenbar 
von der GroBe des Lochdurch
messers und seinem Verhaltnis 
zur Stabbreite abhangig. 
Gleichzeitig mit der Span

nungserhohung tritt bei d aber auch wieder wie bei der Einschnii
rung ein vermehrter Widerstand gegen Verformung auf, der zum 
Teil oder u. U. auch ganz den EinfluB der Spannungserhohung auf 
die Widerstandsfahigkeit des Querschnitts aufhebt. 

Die Kraftverteilung in Nietverbindungen ist in Kap. XVI be
handelt. Es solI hier nur auf einen haufigen Denkfehler aufmerksam 
gemacht werden, daB namlich in einer Nietverbindung durchaus nicht 
der Querschnitt mit den meisten Lochern auch der schwachste sein 
muB, weil die Stabkraft u. U. in einer Nietverbindung nicht in allen 
Querschnitten gleich sein wird. 

Eine befriedigende Losung der Aufgabe, die Spannungsverteilung 
in gelochten Staben zu bestimmen, ist dem Verfasser nicht bekannt. 
Man hat auch Messungen vorgenommen (z. B. PreuB, vgl. Literatur
angabe oben) , um der Losung naherzukommen. Die Ergebnisse sind 
aber nicht iiberzeugend. FoppP gibt eine Losung nach Kirsch an 
(Abb. 115), die im Giiltigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes lautet: 

1 f a2 ( 4 a2 3 a4) } 
or = "2 p [1 - ;:0 + 1 - f2 -;:< cos 2 tp , 

1 J a2 ( 3 a4) } Ot="2 P l1 +;:o- 1+ 7 cos2tp , (10) 

1 { 2 a2 3 a4 } 
T =-P -1--" +- sin2m. rt 2 T" r4 T 

1 Foppl: Techn. Mechanik, Bd. 5, 4. Aufl.., S. 347£. 
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Hierbei bedeutet 
ar die Normalspannung bei A auf einer Ebene senkrecht zu dem 

zugehorigen Strahl r, 
at die N ormalspannung bei A auf einer Ebene III dem zugehorigen 

Strahl r, 
7:rt die Scherspannung in A in beiden oben genannten Ebenen senk

recht zu ihrer Schnittlinie, 
p die mittlere Normalspannung des ungeschwachten Querschnitts. 

Es ist angenommen, daB der Lochdurchmesser klein ist iIll Ver
haltnis zur Querschmttsbreite, so daB die Spannungsverteilung in del' 
Umgebung des Loches ebenso ausfallt, als wenn das Loch in erner 
unendlich breiten Blechtafel angebracht ware. 

Fill den Querschnitt CD, cp = 90°, wird 

S p (a2 a4) 

ar 
= p2( T2~:' 'sa4) 1 

at ="2 2 + 1=2 + r< 'J 
7:/'t= 0, 

(11) 

und am Lochrand mit a = r wird 

(12) 

d. h. die N ormalspalIllung am Lochrand in der Querschnittsebene hat 
den dreifachen Wert der mittleren Normalspannung des ungeschwach
ten Querschnitts. 

Es ist klar, daB die Formeln - entsprechend del' Voraussetzung -
keine strenge Giiltigkeit haben konnen, wenn die Querschnittsbreite 
nicht als unendlich groB gegeniiber dem Lochdurchmesser betrachtet 
werden kann. Das geht sofort aus Gl. (12) hervor: In diesem Fall 
kann die Spannung am Lochrand nicht bloB abhangig von p und un
abhangig von der GroBe des Lochdurchmessers sein. Zu dem gleichen 
Ergebnis kommt man, wenn man die Summe der Normalspannungen 
in dem kleinsten Stabquerschnitt (durch den Lochmittelpunkt) bildet, 
die gleich der Stab kraft P sein muB: 

b (~ ~) P=2Jat ·d.dr=p.d 2b-/j-/)3' 
a 

worin d = Dicke des Stabes. Da nun offenbar 

P=2p·d·b 

sein muB, so gilt obige Gleichung nur, wenn die Glieder mit h6heren 
Potenzen versohwinden, also 

a2 a4 

-1)-/)3=0 

oder b gegeniiber a unendlich groB ist. 
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Da diese Bedingung ffu' durchlochte Stabe stets nur naherungs
weise erfiillt sein wird, so haben die Gleichungen (10), (11), (12) nur den 
Wert von NaherungslOsungen. 

Es sei noch eine andere NaherungslOsung angegeben, die jedoch 
den tatsachlichen Verhaltnissen weniger gerecht wird. 

e 

I 

I 
J 

I 

\ 
\ 
\ 

Die auBeren (Zug-)}uafte seien gleich
maBig iiber die EndHachen verteilt 
(Abb. 116). Da in be der Zusammenhang 
des Stabes unterbrochen ist, so versuchen 
die auBeren Krafte den Teil abc d aus 
dem Verb and herauszureiBen. Dem wider
streb en Scherspannungen in den Fugen 
a b und Cd, die also dem auf a d ent
fallenden Auteil der auBeren Kraft das 
Gleichgewicht halten miissen. 1st P die 
Kraft pro FHicheneinheit auf der End-

I \ 

Hache, T die Scherkraft in a b und cd, d 
die Dicke des Stabes und 2 e der Loch
durchmesser, so wird I \ 

L -;Io-r-t-"-r-rt-.----t'"-I--o--"-± j 
A B T=p·e· d . 

Abb. 116. Die Spannungsverteilung der Fuge e b 
kann man sich nun so vorstellen, daB 

erstens eine gleichmaBig verteilte Spannung von der GroBe 

p·w 
a =--

p w- 2e 
und zweitens Biegungsspannungen vorhanden sind, die durch das von 
der oben errechneten Tangentialkraft erzeugte Moment (vgl. Abb. 117) 

b 

A a. 

Abb.117. 

hervorgerufen werden 

M T w-2e p·2e· d (w- 2e) 
= '-4-=--8---' 

Daraus ergibt sich eine Randspannung 

M w-2e 6p'e 
ab = -:/'-4- = w-2e' 

durch Superposition die groBte Zugspannung 

w+6e 
a = ap + ai, = p. w _ 2e' 

a ist also jetzt von w und e abhangig. Fiir 

w=8e 
wird 

7 
a = S,p, 

Fiir 
w= 20e 

(13a) 

(13) 
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wird 

DaB diese Ableitung nur eine Naherung ist, liegt aut der Hand. 
2p·e· d(w- 2e) 

Durch das oben angenommeneBiegungsmomentM = 8 miiBte 

eine Deformation des betrachteten Balkens nach der gestrichelten 
Linie eintreten. Diese Deformation ist durch den Zusammenhang 
des Materials in der Fuge ab, der in der Ableitung nicht beriick
sichtigt ist, nicht moglich. Es werden also in a b Zugkrafte auf
treten, die dem Moment entgegenwirken. Eine Kriimmung durch 
Biegung, etwa nach der gestrichelten Linie in Abb. 116, konnte jeweils 
nur soweit erfolgen als die 
Fasern g h gedehnt werden. Es 
ist also jedenfalls klar, daB die 
Biegungsspannungen in der ~ r-; 
Faser e b durch Formel (13 a) e 

zu groB angegeben werden. 
_I{ c __ f W Fragen wir uns nun ein

mal, welche Wirkung es hatte, 
wenn man von dem durch
lochten Stab in Abb. 118 den 

I I 
I I 

I I 
I I 
I I 

I I 

L I 
Streifen langs der Linie m nAn a. d 

(mit den zugehorigen Anteilen Abb.118. 

der auBeren Kraft am Ende) 

B n'--t-----',B 

Abb.119. 

wegnahme, also nunmehr einen Stab mit einem aus der Stablangs
achse herausfallenden Loch betrachtete. Da die Spannungen in dem 
Querschnitt e f von e nach b bzw. von f nach c zunehmen, miissen 
in den Fasern senkrecht zu e b Scherspannungen vorhanden sein, die 
den Zuwachs der Normalspannungen iibertragen. Das gleiche ist 
grundsatzlich in allen Querschnitten zwischen e f und A B der Fall, 
nur abgeschwacht, da die Unterschiede der Normalspannungen und damit 
die Scherspannungen in einem Querschnitt mit der Entfernung vom Loch 
abnehmen. Wir konnen uns also den abgeschnittenen Teile m n A 
durch Scherkrafte in der Flache n m des stehengebliebenen Teils ersetzt 
denken, wobei T in Abb.119 die Resultierende jener Scherkrafte sei. 

Die Scherkraft ruft iiber m f Drucksp:i,nnungen hervor und iibt 
auf den Querschnitt m f ein Moment aus, das offenbar auf m b eben
falls Druckspannungen erzeugt. Insgesamt also ist die Zugspannung in b 
fUr den Fall nach Abb. 118 geringer, als wenn man den Streifen links 
von m n wegnimmt, ohne ihn durch eine Scherkraft auf m n zu ersetzen. 

Es sind mehrfach Versuche gemacht worden, die Formanderungen 
und damit die Spannungsverteilung in gelochten Stab en zu messen. 
Oben sind z. B. die Versuche von PreuBerwahnt. Der Verfasser 
ist jedoch nicht iiberzeugt, daB die Versuche ausreichend sind, uns 
einen einwandfreien Einblick in den Kraftverlauf zu gewahren. Vor 



160 Zug und Druck im einachsigen Spannungszustand. 

kurzer Zeit hat Professor Coker 1 die Spannungserhohung in der Nahe 
des Loohes duroh optische Messungen nachgewiesen, die auf der Ent
decklmg von Sir David Brewster im Jahre 1816 beruhen,daB ein 
Korper aus Glas, der Spannungen ausgesetzt wird, in polarisiertem 
Licht unter bestimmten Umstanden eigenartige Lichterscheinungen 
zeigt. Coker benutzte Zelluloidkorper. Die Methode sei kurz dar
gestellt: Ein Lichtstrahl (bzw. ein paralleles Lichtstrahlenbiindel) wird 
durch ein Nikolprisma linear polarisiert und rlurch ein Glimmer
plattchen durchgeschickt, dessen Achse gegeniiber ~er Achse des 
Nikols um 45° gedreht ist, und das mit einer Phasenverschiebung 
von einer Viertel- Wellenlange den Lichtstrahl zirkular polarisiert. 
Wird der zirkular polarisierte Lichtstrahl dann in den Zelluloidbalken 
geleitet, der unter Biegungsspannung steht, so tritt eine Doppel
brechung ein. Der Effekt der Doppelbrechung, d. h. die Verzogerung 
des auBerordentlichell Strahles, ist fiir einen und denselbell Korper 
proportional den Hauptspannungsdifferenzell. Der Strahl ist zirkular 
polarisiert, wenn die beiden Hauptspannungen gleich oder wenn gar 
keine Spannungen vorhandell sind, der Strahl ist linear polarisiert, 
wenn die Verzogerung eine Viertel- Wellenllinge, und schlieBlich ist 
der Strahl elliptisch polarisiert, wenn die Verzogerung eine ungerade 
Zahl von Achtel-Wellenlangen betragt. Das Licht wird sodann wieder 
durch ein (Viertel-Wellen-) Glimmerplattchen und durch ein Nikol
prisma geleitet, die beide. senkrecht zu dem ersten Plattchen bzw. 
Prisma stehen. Betragt die Verzogerung des auBerordentlichen Strahles 
eine Wellenlange, d. h. sind beide Hauptspannungen gleich oder ver
schwinden beide, so wird der Lichtstrahl allsgelOscht, wenn er ein
farbig ist. Betragt die Verzogerung eine halbe Wellenlange, so geht 
das ganze Licht durch das Nikolprisma. fUr andere Verzogerungen 
liegt die Helligkeit zwischen diesen beiden Extremwerten. Da die 
Verzogerungen bei verschiedenen Farben verschieden groB sind, so 
entsteht bei weiBem Licht ein Farbenband, dessen Gestaltung bei 
einem und demselben Korper nur von der Differenz der Haupt
spannungen abhangt. Coker maB die Querdehnung und fand daraus 
mit bekanntem m (= Querzahl) die Summe der Hauptspannungen. 
Damit (mit bekannter Summe und Differenz) waren dann die Haupt
spannungen bestimmt. Verschwindet eine Hauptspannung, z. B. an 
einer freien Oberfiache, so muB nach Coker das Farbenband die 
zweite Hauptspammng, die parallel zur freien Oberfiache wirkt, liefern. 
Da jedoch das Farbenband nur von der Phasenverschiebllng, nicht 
aber von dem Absollltwert der Verzogerung abhangt, so muB eine 
unendliche Zahl von Differenzenwertell der Hauptspannungell das 
gleiche Farbenband erzeugen. Der Verfasser glaubt deshalb nicht, 
daB man mit dieser Methode quantitative, wohl aber in gewissell 
Fallen qualitative Ergebnisse erzielell kann. Coker sagt selbst, daB 
ein Korper an einem Punkt sehr hoch beansprucht sein kalm, ohne 

1 Cohn, Photo-elasticity for engineers, General Electric Reviuo, Nov. and 
Dec. 1920 and Jan. 1921. 
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mit der oben besohriebenen Methode Farbenwirkungen zu zeigen, 
womit er ofIenbar den Fall gleioher Hauptspannungen meint. Ferner 
sagt er, daB es nooh kein sioheres Kriterium fiir Zug- und Druok
spannungen gabe. 

Der Verfasser ist jedooh von dieser Methode nioht iiberzeugt. 
Guten Resultaten stehen andere unglaubhafte gegeniiber. Jederifalls 
liegen auf diesem Gebiete nooh viel ungelOste Fragen vor, die der 
Klii.rung bediirfen. Coker, der sohon genannte Forsoher, arbeitet 
eifrig, undes ist von ibm naoh seinen bisherigen 
Erfolgen nooh manohes zu erhofIen. Die Versuohs
Apparate, die Coker benutzte, sind von der 
"General Eleotrio Co., Soheneotady, N.Y." ge
liefert. 

Coker findet fiir einen breiten durobloohten 1-t~~~~ 
Zugstab naoh Abb. 116 bei b eine Zugspannung or 
von der dreifaohen GroBe der mittleren Zug
spannung des ungesohwaohten Quersohnitts und 
bei 0 eine Druokspannung at von der gleiohen GroBe 
der mittleren Zugspannung. Dieses Ergebnis 
stimmt mit den Fopplsohen Gleiohungen iiber
ell, wenn man a = r und q; = 90° bzw. 0° maoht. 

Coker fand weiterhin, daB die Zugspannungen 
an den AuBenseiten des geloohten Zugstabes im 
gesohwaohten Quersohnitt einen Kleinstwert an
nehmen, ja, daB sogar dort Druok auftreten kann, 
wenn der Loohdurohmesser im Verhaltnis zur Ge
samtquersohnittsbreite sehr groB wird. So unter
suohte er einen 5,2 Zoll breiten Zugstab mit 
einem Looh von 5 Zoll Durohmesser; die 
Spannung an den Randfasern des kleinsten Quer-
sohnitts betrug Null, der Spannungsverlauf bis Abb.120. 

zum Loohrand war linear. Fiir Zugstabe mit 
elliptisohen Loohern findet Coker die Spannung am Loohrand des 
kleinsten Quersohnitts bestatigt mit 

0= pC~2a)*, 

worin a die Ellipsenachse senkreoht und b die Ellipsenaohse parallel 
zur Zugrichtung sind; da mit gegen Null gehendem b die Spannung a 
gegen Unendlioh geht, was offenbar der Ansohauung und der :Ii:r
fahrung widersprioht, so kann die Gleiohung sioher nioht allgemein
giiltig sein. Coker zieht aus seinen Untersuohungen u. a. den SohluB, 
daB er fiir DuroPloohungen von Zugstaben elliptische Locher empfieblt. 

Coker hat die Spannungsverteilung im englisohen Normal-Zugstab 
untersucht (Abb. 120). Oberhalb des Punktes A im verstarkten Teil 

* Inglis: Stresses in a plate due to the presence of cracks and sharp 
corners. Proceedings !nst. Naval Arch. 1913. 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 11 
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ist die groBte Spannung durchweg in den mittleren Fasern, im ge
schwachten Teil verschiebt sich die groBte Spannung allmahlioh zu 
den Randern. 

Die Frage der Spannungsverteilung in einem durchlochten Zug
stab findet bei Augenstaben eine weitere Anwendung. Dieses sind 
Stabe, die am Ende durchlocht sind, um einen Bolzen zur Verbindung 
mit anderen Konstruktionsteilen aufnehmen zu konnen. Um den 
gelochten Querschnitt nicht schwacher als die anderen Querschnitte 
zu gestalten, ist er verbreitert. (V gl. Abb. 120a, b, c.) Aus einer groBen 
Zahl von Versuchen geht hervor, daB die Querschnittsflache durch 
den Lochmittelpunkt zu diesem Zweck groBer gemacht werden muB 
a.ls der normale Stabquerschnitt, was mit den obigen Ausfiihrungen 
im Einklang steht. Wird der Lochquerschnitt um 33 bis 40% starker 
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Abb. 120 a bis c. 

gemacht als der Stabquerschnitt, 80 zerreiBt der Stab nicht im Loch
querschnitt, sondern wie ein gewohnlicher Zugstab; dabei kann der 
Lochdurchmesser von der gleichen GroBe sein wie der Stabquerschnitt. 
Nehmen wir diesen Fall einmal an (Abb. 120a), und machen wir den 
Lochquerschnitt urn 40% groBer als den Stabquerschnitt mit der 
Breite d, so wird die Stabbreite zu b~iden Seiten des Loches je 0,7 d. 

Ein durchlochter Zugstab kann in der Richtung der Kraft in 
drei Abschnitte ab, be, ed eingeteilt werden (vgl. Abb.120b): Es 
moge angenommen werden, daB der KraftfluB in den Streifen a b 
und e d ungestOrt von dem Loch geschieht und in dem Querschnitt er 
eine gleichmiiBig verteilte Spannung p herrscht (hinsichtlich des auf 
den Streifen b e entfallenden Anteils der auBeren Kraft). Die Kraft 
in dem Streifen be muB um das Loch herumflieBen, ebenso wie in dem 
Augenstab die Kraft um das Bolzenloch flieBt. In dem Stab nach 
Abb.120b jedoch schlieBt sich der KraftfluB im Gegensatz zum Augen
stab nicht um das Loch, sondern die Kraft keJrrt hinter dem Loch 
in den Streifen b' e' zuriick. 1st e f > 0,7 be, so ist die zusatzliche 
Spannung bei e durch den KraftfluB aus dem Streifen be kleiner 
als p, so daB die Gesamtspannung bei e kleiner als 2 p ist und mit 
zunehmendem Verhaltnis von Stabbreite zu Lochdurchmesser abnimmt. 
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Es ist nun zu beachOOn, daB es fUr die Spannungsverteilung von Ein
fluB sein muB, ob in dem Loch ein Bolzen oder Niet steckt, oder 
ob das Loch frei ist. Nun kommen freie Locher kaum vor, es sei als 
Mann- oder ArmlOcher in Kesseln od. dgl., und auch da sind sie duroh 
Ringe aus Proilleisen ausgesteift, die eine ahnliohe versteifende Wir
kung fUr das Loeh haben wie die Niete oder Bflzen. Deshalb sind 
die Spannungs-Berechnungen unter Annahme Heier Loeher zu un
giinstig, und mancher Konstruktionsteil, der reehneriseh iiberbeansprucht 
ist, hat jahrelang einwandfrei gehalten. 

Die obigen Ausfiihrungen sollen noeh durch eine weitere Be
trachtung erganzt werden. 

Ein Augenstab naeh Abb. 120c von 6 em Breite und 2 em Dieke 
habe einen Loehdurehmesser von 6,5 cm; der Gesamtdurchmesser be
trage 14,75 cm, so daB auf beidenSeiten neb en demLoch je ein 4,125 cm 
breiter Streifen Material vorhanden ist. Die mittlere Spannung im 

Loehquerschnitt betragt 8 ~5·P = 0,727 p, wenn p die mittlere Span-, 
nung des Stabes (in einem Querschnitt 6 x 2) ist. Der Loehquerschnitt 

ist um 2,;5. 100 = 37,5 °Jo groBer als der Stabquerschnitt. Wird mit p 

die Bruehspannung bezeiehnet, so muB beim Brueh des Stabes die 
Spannung an dem Loohrand kleiner als p sein, wenn, wie Versuche 
dies zeigen, der Bruch in dem eigentliehen Stab stattfindet (wobei 
allerdings von der vergroBerten Tragfahigkeit des Materials am Loch
rand abgesehen ist. D. Dbers.). Es sei p' die Spannung am Lochrand, 
dann ist 

p' < p 

und 

p = 1,375 fache mittlere Spannung 

im Lochquersehnitt. 

Es wird gegeniiber· den hohen Lochrandspannungen, die sich aus 
den Gleiehungen ergeben, vielfach eingewendet, daB die Gleiehungen 
nur innerhalb des elastisehen Bereiches gelten, und daB ein Ausgleich 
der ·Spannungen stattfindet, wenn die FlieBgrenze ortlieh iiberschritten 
wird. (Etwa wie bei einer Nietverbindung.) Beachtet man jedoeh, 
daB jedes Vbersohreiten der Streekgrenze diese hebt, so kann bei 
geeigneter Be- und Entlastung der Giiltigkeitsbereieh der Gleiehungen 
bis nahe an die Bruehfestigkeit herangeriickt werden. (Das Dber
schreiten der FlieBgrenze konnte indessen insofern EinfluB auf die 
Spannungsverteilung haben, als die plastische Formanderung aus dem 
kreisrunden Loch z. B. ein elliptisehes Loeh macht. Dann solI 
noch einmal darauf hingewiesen werden, daB die GroBe von p 
allein kein Bild iiber die Bruchgefahr gibt, da an der Stelle der 
groBten Spannung gleichzeitig die Formanderungen behindert sind. 
D. Vbers.) 

11* 
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6. Stabe mit Schraubengewinden. 
Die Schraubenwindungen am Ende eines (runden) Stabes konnen 

verschieden geformt sein. Der Querschnitt einer Windung kann 
V-formig sein, oder die Ecke des V kann abgerundet sein (Whit
worth-Gewinde), oder die Ecke kann gerade abgeschnitten sein (Sellers-

~_-, .. -r; 
x~______________ ~_i 

i. a. :>1 

Abb. 121 a. 

EI c b ~~1 

"----------- --~--,------!t"-n--·----- ~j 
Abb.121. Abb.121b. 

Gewinde und das deutsche Gewinde). (Vgl. Abb. 121.) Die Tragfahig
keit von Schraubengewinden ist von Martens in Berlin-Lichterfelde 
untersucht worden. Die Durchmesser der untersuchten Stabe betrugen 
bis zu 2,5 cm. 

Es ist oben darauf hinge wiesen, daB ein gekerbter Stab an der 
Kerbe einen erhohten Formanderungswiderstand findet. Dies trifft 
auch fUr einen Stab mit Schraubengewinden zu. Die Zugfestigkeit, 
bezogen auf den kleinsten Querschnitt an der Kerbe, war bis zu 14 % 

hoher als die von glatten Staben gleichen Querschnitts. Ein aus
gesprochener Unterschied bezuglich der verscbiedenen Windungsformen 
lieB sich dabei nicht feststellen. Wurde auBer der Zugkraft durch 
Anziehen der Schraubenmutter gleichzeitig der Stab auf Torsion be
ansprucht, so sank naturlich die Bruchzuglast. 

Da bei Staben mit Schraubengev;inden sehr haufig Zug und Torsion 
gleichzeitig auftreten wird, auBerdem der Stab durch die Kerben 
gegen wiederholte Belastungen empfindlicher wird, so ist es ublich, 
die Enden der Stabe, in die die Schraubengewinde hineingeschnitten 
werden, zu verstarken, so daB der Kerbquerschnitt etwas starker ist 
als der Querschnitt des ubrigen Stabes. Die folgenden Zahlentafeln 
geben die von der American Bridge Company normierten Abmessun
gen von Staben mit rundem und quadratischem Querschnitt. Wird 
das Schraubengewinde in ein nicht verstarktes Stabende eingeschnit
ten, so soIl sich die GroBe des der Spannungsberechnung zugrunde 
zu legenden Querschnitts nach (vgl. folgende Tabelle) dem dem 
betreffenden b -Wert entsprechenden d-Wert richten. 
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Stabe mit rundem Querschnitt (Abb. 121a). 

Stab Stabverstarkung 

Quer- Flache 
Durch- schnitt- Gewicht Durch- Lange a Durch- QuerBchn d. Mehr an 

messer d Flache (Pfund messer b messer c Stabver- Que1;8chn. 
(in Zoll) (in je FuB) (in Zon) (in Zon) (in Zoll) Btiirkung als d. Stab-

(Dnrchm. c) querschn. Qu.-ZOn) in Qu.-Zoll in· 0/0 

31. 0,442 1,50 I 1 4 0,838 0,551 24,7 
71. 0,601 2,04 Fl. 4 1,064 0,890 48,0 

1 0,785 2,67 PI. 4 1,158 1,054 34,2 
Fl. 0,994 3,38 FI2 4 1,283 1,294 30,2 
Fl. 1,227 4,17 }DIs 4 1,389 1,515 23,5 
IBis 1,485 5,05 PI. 4 1,490 1,744 17,5 
F' 1,767 6,01 2 4112 1,711 2,300 30,2 12 
PI. 2,074 7,05 2118 4112 1,836 2,649 27,7 
PI. 2,405 8,18 211. 5 1,961 3,021 25,6 
1'/. 2,761 9,39 231. 5 2,086 3,419 23,8 
2 3,142 10,68 21/2 51/2 2,175 3,716 18,3 
2'1. 3,547 12,06 251. 51/2 2,300 4,156 17,2 
21/. 3,976 13,52 27/ 6 2,550 5,108 28,4 
23/. 4,430 15,06 3 • 6 2,629 5,428 22,5 
21/2 4,909 16,69 31/. 61/ 2,879 6,509 32,6 12 

25/. 5,412 18,40 31/. 61/ 2 2,879 6,509 20,3 
231. 5,940 20,19 31/2 7 3,100 7,549 27,1 
27/. 6,492 22,08 33/. 7 3,317 8,641 33,1 
3 7,069 24,03 33/. 7 3,317 8,641 22,2 
31/. 7,670 26,07 4 71/2 3,567 9,993 30,3 
31/. 8,296 28,21 4 71/2 3,567 9,993 20,5 
3318 8,946 30,42 41/. 8 3,798 11,330 26,6 
31/ 2 9,621 32,71 41/. 8 3,798 11,330 17,8 
3°/. 10,321 35,09 41/2 81/2 4,028 12,741 23,4 
331. 11,045 37,55 431. 81/2 4,255 14,221 28,8 
37/8 11,793 40,10 43/. 81/2 4,255 14,221 20,6 

Stabe mit quadratisohem Quersohnitt (Abb. 121 b). 

Stab Stabverstarkung 
-- ~,--

Seiten- Quer- Flaohe 
langedder schnitts- Gewicht Duroh- Duroh-

--

quadrat. Lange a Querschn. d. Mehr an 
Flache (Pfund messer b messer c Stabver- Querschn. Quer- (in je FuB) (in Zon) (in Zon) (in Zon) stiirkung als d. stab-

schnitts- (Dnrchm. c) querschn. 
Flache Qu.-zon) in Qu.-Zall in 0/0 

3/. 0,563 1,91 Fl. 4 0,939 0,693 23,2 
7/ 0,766 2,60 PI. 4 1,064 0,890 16,2 ,8 

1 1,000 3,40 PI2 4 1,283 1,294 29,4 
Pl8 1,266 4,30 1518 4 1,389 1,515 19,7 
Fl. 1,563 5,31 1'/8 41/2 1,615 2,049 31,1 
1318 1,891 6,43 2 41/2 1,711 2,300 21,7 

F/2 2,250 7,65 21/. 5 1,961 3,021 34,3 
1 "/8 2,641 8,98 23/8 5 2,086 3,419 29,5 
P/. 3,063 10,41 21/2 51/2 2,175 3,716 21,3 
1'/8 3,516 11,95 23/. 51' 2,425 4,619 31.4 

j 12 
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Stab Stabverstiirkung 

Seiten- Quer- Fliiche 
liingedder schnittS" Gewicht Durch- Durch- Querscbn. d. Mehr an quadrat. Fliiche (pfund messer b Liinge a messer c Stabver- Querschn. Quer- (in je FuB) (in Zoll) (in Zoll) (in Zoll) Btiirkuug als d. Stab-
schnitts- (Durchm. c) querschu. 

Fliiche Qu.-Zoll) in Qu.-Zoll in % 

2 4,000 13,60 27/8 6 2,550 5,108 27,7 
21/8 4,516 15,35 3 6 2,629 5,428 20,2 
21/4 5,063 17,21 31/. 61/2 2,879 6,509 28,6 
23/ 8 5,641 19,18 31/2 7 3,100 7,549 33,8 

21/2 6,250 21,25 33/ 4 7 3,317 8,641 38,3 
25/8 6,891 23,43 33/. 7 3,317 8,641 25,4 
23/. 7,563 25,71 4 71/2 3,576 19,993 32,1 
27/8 8,266 28,10 41/. 8 3,798 1,330 37,1 

3 9,000 30,60 41/. 8 3,798 11,330 25,9 
31/8 9,766 33,20 41/2 81/2 4,028 12,741 30,5 
31/4 10,563 35,91 43/ 4 81/2 4,255 14,221 34,6 

VII. Schuh. 
1. Wirkung einer Scherkraft. 

Wenn eine auf eine ebene Flache wirkende Kraft eine Komponente 
in del' Ebene hat, so ist diese die auf die Flache wirkende Scher
kraft. Die mittlere Scherspannung ist gleich del' Scherkraft, dividiert 
durch die Flache. Reiner Schub wirkt dann in einer Flache, wenn 
auf diese FHiche auBer del' Scherkraft keine N ormalkraft wirkt. 

Schub allein kann in einem Korpel' nicht auftreten. Reine Ab
scherung ist, wie in Kapitel IV gezeigt wurde (vgl. auch Abschn. 2 dieses 
Kapitels), stets mit Zug- und Druckkraften verbunden, die durch die 
reine Abscherung erzeugt werden. Vielfach ist Abscherung ohne gleich
zeitige Biegung praktisch nicht zu erzielen. Man betrachte hierzu den Be-

p 

Abb.122. Abb.123. 

lastungsfall nach Abb. 122. Der eingespannte Balken C werde im Ein
spannungsquerschnitt a b durch eine schneidenfoflnig aufgebrachte Last P 
beansprucht. Es ware in dem Querschnitt at; reine Abscherung vorhan
den, wenn sowohl die Last in a als die Reaktioll in b wirklich schneidenfor
mig, d. h. ohlle Breitenausdehnung, auf den Balkell wirkell wiirdell. Dies 
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ist aber ausgeschlossen, da einer solchen Belastung eine unendlich 
groBe Fliichenpressung an der Angriffsstelle entsprechen wiirde. Es 
wird also eine Deformation in der Weise eintreten, daB die Last auf 
einer Fliiche angreift, damit ist aber notwendig Biegung verbunden, 
die urn so groBer unter sonst gleichen Umstiinden ist, je groBer die 
Abplattung an den theoretischen 
Schneiden ist. ~ 

Reiner Schub kann praktisch P.....__-----1'-SlJ:----"':hc,,------P 
nur durch Verdrehung oder Tor-
sion erzeugt werden (Abb.123). 
Wird ein Stab an seinen beiden 

Abb.124. 

Enden durch zwei gleich groBe, entgegengesetzt gerichtete Torsions
momente belastet, dann verschwindet in jedem Querschnitt die Resul
tierende der Normal- und die Resultierende"der Tangentialspannungen, 
vielmehr sind die letzteren so verteilt, daB ein Moment in der Ebene 
des Querschnitts wirkt, 
das von der gleichen lP+-------~,.--,r-'--1: 
GroBe ist wie das iiuBere [; ____ -l...-"a8,i;:-..:bb" ,-______ ) P 

Verdrehungsmoment. 1p+-- __ . 
Biegung tritt hier nicht i1 ----_.--'--'--,-J 

auf. Abb.125. 
Ein angeniihert rei-

ner Schub (etwa naoh Abb.122) entsteht beim Schneiden mit einer 
Schere, oder bei Nietverbindungen nach Abb.124 und 125. Dort 
herrscht in den Querschnitten a b Sohub. Man kann hier die gleichen 
Betrachtungen anstellen wie auf S.166 in Anlehnung an Abb.12.2. Bei 
der Nietverbindung in Abb. 124 ist es, ohne auf die Deformation ein
zugehen, klar, daB neb en Schub auch Biegung auftritt, da von vorn
herein die Kriifte P ein Kriiftepaar bilden. 

Der Niet nach Abb. 124 heiBt ein einschnittiger; der nach Abb. 125 
ein zweischnittiger Niet, nach der Anzahl der Querschnittsflachen, 
die auf Abscheren beansprucht sind. Die Biegungsbeanspruchung 
der Niete wird meist in der Rechnung vernachlassigt. 

2. Reine Abscherung kann llicht ohne gleichzeitigen Zug 
und Druck auftretell. 

Der Leser wird auf die Abschnitte 9, 10 und 11 des Kapitels IV 
verwiesen. Es magen indessen hier die wichtigsten Zusammenhange 
kurz wieder holt werden. 

Wenn in irgendeiner Ebene an einem beliebigen Punkt eines 
Karpers eine Scherspannung -r wirkt, so wirken in allen auf dieser 
Ebene rechtwinklig stehenden Ebenen ebenfalls Scherspannungen mit 
Ausnahme der Ebene, die parallel zu -r liegt. In zwei beliebigen 
aufeinander senkrechten Ebenen sind die Komponenten der Scher
spannungen, die senkrecht zur Schnittlinie der Ebene gerichtet sind, 
einander gleich, wobei sie entweder beide auf die Schnittlinie zu 
oder beide von der Schnittlinie weg wirken. Es mage in Abb. 126 
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bei finder Zeichenebene eine Scherspannung '/: = e f wirken und in 
zwei, Komponenten e a und a f zerlegt werden, senkrecht auf zwei 
beliebige Ebenen a b und c b, die mit der Zeichenebene ein recht
winkliges raumliohes Aohsensystem bilden sollen. Das gleiohe ist in 

e 

I 
I 

b 

c 

Abb.126. Abb.127. 

Abb. 127 in Parallelprojektion dargestellt. '/: wirkt auf die Kop£fiaohe 
des Wiirfels und ist in die Komponenten '/:' und ,/:", senkrecht auf cb 
und ab, zerlegt. Es miissen dann auf den SeitenfHichen die gleiohen 
Spannungen '/:' und '/:" vorhanden sein in der in del' Abb. 127 ange
gebenen Riohtung. (In den zwei nioht sichtbaren Seitenfiiiohen und 
der Unter:B.ache sind natiirlich auch die entsprechenden Scherspan
nungen vorhanden.) 

3. Eine falsche SchluBfolgerung. 
Man mag zunachst glauben, daB man, beim zweiachsigen Spanungs

zustand, fiir zwei beliebig geneigte Ebenen A B und B C die Gleich
heit der Scherspannungen mit der gleichen Methode wie fiir zwei 
reohtwinklig aufeinander stehende Ebenen nachweisen kann (Abb. 128): 

r' ~ 
a A .lJ , , 

~'l 
I 

Ir' 
I 

I 
I 

I 
, I , 
',~ ,/", ... -' .... 0,.,;.. 

,,~ 
,~ , -e;ll 

, , 
'C 

e,//'t'H',\ 
D -r l" 

-r 
Abb.128. Abb.129. 

Es sei '/: die Scherspannung auf A B und CD und '/:' auf B C und AD, 
dann ist die Summe der Momente der Scherkrafte urn D = 0, namlich 

,/:.a.b·sin<p - !.b.a.sincp = 0 
und daraus 

'/:='/:'. 

Diese Ableitung gilt nur fiir den Fall, daB auf die beiden Ebenen 
A B und B C reiner Schu b wirkt. 
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Dieses ist jedoch unmoglich. An emem Punkt m emem festen 
Korper kann auf zwei zueinander geneigten Ebenen nicht .reiner Schub 
wirken. Sind die Ebenen nicht geneigt, sondern aufemander recht
winklig, dann ist, wie wir wissen, 't = -c', gleichgiiltig, ob gleichzeitig 
auf A B und B 0' Normalkra,fte wirken oder nicht (Abb. 129), da die 
Wirkungslinie dieser N ormalkra,fte (fiir unendlich kleme Seitenlangen 
des Rechtecks) paarweise zusammenfallen und die Krafte selbst paar
weise und entgegengesetzt gerichtet sind. Auf B 0 wirkt auch dann 
eine Normalkraft, wenn auf A B und B 0' keine Normalkrafte vor
handen smd: die auf B a wirkende Kraft muB die Resultierende sein 
von -c'. B 0' (in Richtung B 0' wirkend) und von 't. a 0' (in Richtung 
von a 0' wirkend), und dieseResultierende kann wieder in eine Druck
kraft 0" und erne Scherkraft T" auf B a zerlegt werden. Daher kann 
in Abb. 128 auf AB und B a kern reiner Schub vorhanden sein, viel
mehr mussen m beiden Ebenen Normalspannungen wirken. Die Nor
malkrafte gegenuberliegender Seiten werden aber keine gemeinsame 
Wirkungslinie haben, so daB sie ein Moment erzeugen, womit die 
obige Momentengleichung fUr den Punkt D weitere GIieder erhalt 
und damit T =1= T' wird. 

----
Wenn das Korperelement A BOD ein selbstandiger Korper ware, 

dann waren die betrachteten Krafte keine mnneren, sondern auBere 
Krafte, und dann ware es naturIich auch moglich, auf A B und jj a 
lediglich die Krafte 7:' a und T'· b aufzubringen; in diesem Fall wiirden 
die Gleichgewichtsbedingungen erfordern, daB r = r' wird. 1st aber 
das Element A BOD mmitten eines Korpers und seinen Seitenfl.achen 
nicht von auBeren, sondern von innern Kraften beansprucht, so mussen 
auf A B und B a neben den Scherspannungen auch Normalspannungen 
wirken, d. h. T=I= T. 

4. Verzerruugen durch Scherspannungen. 
Der Leser moge sich erinnern (vgl.Kapitel IV), daB die durch 

Schub bewirkte Verzerrung eine Verschiebung ist, und daB diese Ver
scb.iebung nicht durch eine Langenanderung, sondern' durch erne 
Winkelanderung zu messen ist. Ferner moge der Leser sich erin
nern, daB der Gleitmodul mit dem Elastizitatsmodul durch die Quer
zahl m funktionell verbunden, beispielsweise fUr m = 4 der Gleitmodul 

G = ~ E wird. 

5. Elastische Formanderungsarbeit einer Scherkraft. 
Wir betrachten em Prisma mit der Grundfiache dF und der Hohe dl. 

In dF moge die Scherspannung 7: wirken (Abb. 130). Die elastische 
Formanderungsarbeit der auf die Flachenemheit bezogenen Kraft r, 
falls diese allmahlich aufgebracht wird, ist dann 

T·dF ) d2( =----. dl· tan y: (1 2 . 
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mit , 
tany = G 

wird 

dlJ! = 
,2·dF·dl 

(1 a) 
2G 

Dieser Ausdruck, iiber den Querschnitt integriert, von dem d F 
ein Element ist, ergibt die Arbeit der Scherkrafte in einer Schicht 
von der Rohe dl; dies wieder iiber die Lange integriert, ergibt die 
Gesamtarbeit, oder 

l F 

IJ! = 21Gf dlft2 ,dF. (2) 
o 0 

Nimmt man eine gleichmaBige Verteilung der Scherspannungen iiber 
den Querschnitt an, was in vielen Fallen geniigt, so wird 

r -

Abb.130. 

und 

T 
t=F 

l 
1 fT2 

1J!=2G F,dl. 
o 

(3) 

SoIl die gesamte Formanderungsarbeit eines 
Korpers bestimmt werden, der durch Normal
krafte und Scherkrafte beansprucht wird, so 
kann die Arbeit der Scherspannungen durch 

die Arbeit der durch die Scherspannungen hervorgerufenen Normal
spannungen ersetzt werden. Betrachten wir wieder ein Prism a nach 
Abb. 130. Die Grundflache d F moge in der Zeichenebene liegen, 
ihre Seitenlangen seien d a; die Seitenlange senkrecht zur Zeichenebene 
sei wieder dl. Die Arbeit der Scherkrafte wird durch G1. (1) angegeben. 
Betrachten wir nun statt der Arbeit der Scherkriifte die der Normal
krafte, die durch die reine Scherbeanspruchung erzeugt werden. Die 
Zugspannung auf a c ist t, die FIache, auf die sie wirkt, ist da· dl 
Y2, also ist die Zugkraft t.dadll'i, und die mittlere Kraft zur 
Errechnung der Arbeit (bei allmahlicher Belastung) ist 

,·da·dl V 2 
2 

Der Weg der Kraft in der Diagonalen ist 

n f= ,·da dl1'2 da·Y-Z (1 +~) = ,.da·V-Z (1 +~). 
da.dl,f 2 E m E m 

Da der Weg der Zugkraft bei a und c Null ist, so ist der mittlere 
Weg 

,·da· f-Z (1 +~). 
2E m ' 
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also ist die Arbeit der Zugkraft 

-r2 ·dF·dl (1 + ~) 
d~z= 2E . 

Die Arbeit der Druckkraft ist die gleiche, die Gesamtarbeit der Nor
malkrafte ist also 

-,;9·dF·dl (1 +~) 
d~= m 

E 
Mit 

wird 
d _ ,9·dF·dl 
~- 2G ' 

also iibereinstimmend mit GI. (1). 
In anderen Worten: man darf bei der Bestimmung der Form

anderungsarbeit nur unabhangige Kraftegruppen beriicksich
tigen und nicht etwa solche nebeneinander, von denen die eine durch 
die andere bedingt wird. So bestimmt man die Arbeit eines Zugstabes 
nur unter Beriicksichtigung der Normalkrafte, obwohl Scherkrafte vor
handen sind; bestimmt man die Arbeit von Scherkriiften, so muB die 
Arbeit der Kriifte unberiicksichtigt bleiben, die durch jene Scherkrafte be
dingt sind. Sucht man die Arbeit eines gebogenen Balkens, so miissen 
die Arbeiten der Zug-, Druck- und Scherkrafte summiert werden, da 
diese drei Kriiftearten aIle durch die Biegung, und nicht die eine 
durch die andere erzeugt werden. 

6. Beziehungen zwischen Zug-, Druck- und Scherfestigkeii 
Morsch 1 findet auf folgendem Weg eine Beziehung zwischen 

Zug-, Druck- und Scherfestigkeit. Er ersetzt die Scherkraft in der Weise 
durch Zug- und Druckkrafte, daB er sich den Quers chnitt unendlich 

B 
Abb.131. 

fein gezahnt denkt, derart, daB in den aufeinander rechtwiI;Lklig stehen
den Ebenen der Zahne nur Druck- und Zugkriifte wirken. Den Winkel 
a (vgl. Abb. 131 rechts) bestimmt Morsch auf Grund der Annahme, 
daB beim Bruch die Zug-, Druck- und Scherfestigkeit des Materials gleich
zeitig erreicht ist. Durch Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen 

1 Der Eisenbetonbau, 1920, I, 1, S. 84. 
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ergibt sieh, wenn t die Seherfestigkeit, ad die Drnckfestigkeit, az die 
Zugfestigkeit bedeutet, 

c2 ·'C1 = a2 ·a1d + b2 ·a1Jz· 

L)H = 0 ergibt 

daraus 

Durch Einsetzen in die erste Gleichung erhalt man 

woraus 

'CB = iaBd ~BZ' 

Diese Ableitung, so einfach und klar sie erscheint, ist falsch. Wenn, 
wie angenommen, in c reiner Schub herrscht, so erscheinen die Haupt
spannungen (d. h. die Grenzwerte der Zug- und Drnckspannungen) 
in Ebenen, die gegen c unter45 0 geneigt sind. In jeder andern 
Ebene, also in a und b der Abb. 131, wirken sowohl Normal- als auch 
Scherspannungen. Letztere sind aber bei der Morsch'schen Ableitung 
ganzlich vernachlassigt. 

VIII. Verdrehnng oder Torsion. 
1. Definition. 

Ein Stab wird auf Torsion oder Verdrehung beansprucht, wenn 
zwei gleich groBe, entgegengesetzt gerichtete Momente in zwei Ebenen 
senkrecht zur Stabachse auf ihn wirken. Zwischen diesen beiden 
Ebenen wirkt in jedem Querschnitt das gleiche Verdrehungsmoment. 
Ist der Stab in mehr als zwei Ebenen ~ senkrecht zur Stabachse ~ 
Verdrehungsmomenten ausgesetzt, so ist das Verdrehungsmoment je
wells zwischen 2 jener Ebenen gleich, ebenso -me die Scherkraft zwischen 
2 Lasten gleich ist. Legt man einen Schnitt durch den Stab, so ist 
die resultierende auBere Kraft auf der einen Seite des Schnittes ein 
Kraftepaar, das in einer Ebene senkrecht zur Stabachse wirkt. 

1m Maschinenbau werden auf Verdrehung beansprnchte Stabe 
Wellen genannt. 1m folgenden sollen zunachst Wellen mit kreis
formigem Querschnitt untersucht werden. 

2. Torsionsspannungen. 
Die in Abb. 132 dargestellte Welle sei an ihrem rechten Ende 

durch ein Verdrehungsmoment MT , im Sinn des Uhrzeigers drehend, 
beansprucht, dem am linken Ende durch ein gleich groBes, entgegen
gesetzt geriehtetes Moment das Gleichgewicht gehalten wird. Nun 
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fUhre man an einer beliebigen Stelle ED einen Querschnitt, und denke 
sich den rechten, gestrichelten Teil entfernt. Da die Resultierende 
der auBeren Krafte ein Kraftepaar in einer Ebene parallel zum be
trachteten Querschnitt ist, so konnen auf den Querschnitt keine N or-

Abb.132. 

mal-, sondern nur Tangentialspannungen wirken, deren Resultierende 
ein Kraftepaar mit dem Moment MT sein muB. Aus Grunden der 
Symmetrie muB an jedem Punkt des Querschnitts die Scherspannung 
normal zu dem zugehorigen Radius r wirken; ihr Richtungssinn muB 
derart sein, daB das Moment um 0 im Sinn des Uhrzeigers dreht. 
Ferner sei die GroBe der Scherspannung an jeder Stelle proportional 
dem Radius r, also wenn man lnit 1:1 die Spannung in der Ent
fernung 1 von 0 bezeichnet, so sei 1: = r·1:1 • Das Verdrehungsmoment 
des Querschnitts betragt also 

R 

MT = T1 fr2 ·dF *. 
o 

(1) 

Das Integral stellt das polare Tragheitsmoment des Querschnitts 
in bezug auf den Mittelpunkt 0 dar. (Jedes Flachenelement ist mit 
dem Quadrat seines Abstandes von 0 multipliziert; s. Kap. III.) Die 
Integration wird ausgefuhrt, indem man von einem Kreisring von der 
Breite dr in einem Abstand r von 0 ausgeht. Es wird 

R R 

Jp =fr'J. dF = 2 n f r3dr = :n:t, 
o 0 

7:,.:n:.R4 
Mp =T1 ·Jp =-2-

Die Scherspannung T in einem beliebigen Abstand r wird 

(2 ) 

(3) 

(4) 

* Anmerkung: Die geradlinige Spannungsverteilung von 0 nach der 
Kreisperipherie trifft nur zu, wenn jeder Durchmesser nach der Deformation 
eine Gerade bleibt. Ist dies nicht der Fall, dann sind die Verschiebungen und 
damit die Spannungen nicht linear mit der Entfernung r von 0 verbunden. In 
diesem Fall wiirden Scherspannungen in Zylinderflachen um 0 auftreten, die das 
Bestreben hatten, aus der Welle kleinere Zylinder herauszuscheren. Derartige 
Beanspruchungen miissen z. B. auftreten, wenn der Durchmesser einer Welle 
sprungweise wechselt. Fiir Wellen mit konstantem DurchmesRAr wird allgemein 
die !ineare Spannungsverteilung angenommen. 
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und die groBte Scherspannung am Rande 

MT 2MT 16MT 
Tmax = R·7:1 = Jp • R = nR3 = ~3' (5) 

worin D der DUl'chmesser der Welle ist. 

3. Verzerrung. 

Unter der Einwirkung eines Torsionsmomentes wird ein beliebiger 
Radius 0 F in die Lage 0 G um den Winkel IX gedreht, und die ur
apriinglich ebene Flache 0 0' F' F geht in eine Schraubenflache 0 0' F' G 
iiber. Irgendein Punkt H des Halbmessers 0 F beschreibt einen 
Kreisbogen von der GroBe r·IX, worin r die Entfernung OH iat. Wu:d 
mit l die Entfernung 00' der beiden betrachteten Querschnitte be
zeichnet, so ist die auf die Einheit bezogene Verdrehung einer Faser 
im Abstand r von 0 

a·r 
Y = -l-' 

und die zugehorige Spannung T ",ird 

und 

T = a·r. G 
l 

u·R 
Tmax = -l-· G. 

H Gl () . d d 'max • t ieraus und aus, . 3 WIT, a T1 = R IS, 

MT = 'max.J = u· Jp • G = a.G. nR4 
R p l l 2· 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Jeder vor der Torsion ebene Querschnitt einer Welle (mit kreis
fOrmigem Querschnitt) bleibt auch nach der Torsion eben; er wird 
gegen einen benachbarten Querschnitt verdreht so, daB die beiden 
Flachen parallel bleiben. Denkt man sich auf der Welle Kreise jeweiIs 
in einer Querschnittsebene in beliebigen, aber gleichen Abstanden und 
senkrecht dazu Zylindererzeugende in den gleichen Abstanden ge
zeichnet, so ist die Oberflache der Welle in Quadrate aufgeteilt.Nach 
der Torsion sind· die Quadrate in gleiche Rhomben iibergegangen. 
Die Verdrehung einer Langsfaser im Abstand 1 von der Wellenachse 
betragt (vgl. oben) 

(11) 
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4. Kraftiibertragung durch Wellen. 
Bei der Kraftiibertragung, leistet das Moment M Arbeit. Denkt 

man sich das Moment durch ein Kraftepaar erzeugt, dessen Rebel-
. M. 

arm R ist, und dessen eine Kraft ;: in der Achse, die andere am 

Umfang der Welle tangential angreift, so leistet nur die erstere Arbeit, 
und zwar betragt die Arbeit bei jeder Umdrehung 

Mp 
A = 2:Jt R' T = 2:n.Mp *. 

Fiihrt man als Dimensionen kg und cm ein, so ist, da 

1 PS = 7500 cmkglsec 
ist, die bei einer Umdrehungszahl N in der Minute iibertragene Leistung 
in PS 

Tt· 'max' Jp N n 2 ·'max·N·Ra 
R • 225000 = 450000 

(12) 

M _ [450000 (PS) __ 71656 (PS) _ 'm .. ~-!J, _ 'max' n· R3 
~ p - 2Tt·N - N - R - 2 ' (13) 

worin (P S) die zu iibertragende Anzahl der P S bedeutet. 
Diese Gleichungen geben die Zusammenhiinge zwischen Torsions

moment, Leistung, hochstzulassiger Torsionsspannung, Umdrehungs
zahl der Welle und dem Durchmesser. 

So findet man z. B. den GroBtwert der Torsionsspannung zu 

45641 (PS) 365128 (PS) 71656 (PS).R 
Tmax = N.R3- = N·D3 = N.Jp -· (14) 

Der Durchmesser einer Welle, von der eine gegebene Leistung 
mit gegebener Umdrehungsgeschwindigkeit und gegebener zulassiger 
Torsionsspannung verlangt wird, errechnet sich zu 

D = 3 365128 (PS) R:! 71,51 h (PS). (15) 
N·1:max Y N·rmax 

5. Hohle Wellen. 
Fiir eine hohle Welle mit dem auBeren Radius Rl und dem 

inneren Radius R2 gelten die obigen Ableitungen unter Einsetzen des 
entsprechenden Tragheitsmomentes 2: 

Jp =-~-(Rl( - R24 ). 

* Anmerkung d. Ubers.: Das gleiche Resultat erhliJt man, wenn man 
die Arbeit des Moments als Moment X Winkel aufstellt. 

2 Anmerkung d. Ubers.: Der auBere und der inn ere Kreis miissen dabei 
konzentrisch sein, sonst bleiben die Querschnitte nicht eben, und die Zu
sammenhange werden verwickelter. 
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2 MT·R 
Tmax = n(R14-R24) • 

T.1 2MT ·1 
IX = i~'G = ~G(R;4--=-R24)' 

143312 (PS) R, 
Tmax = n.N (R14 - R24)' 

6. Torsionssteifigkeit. 

(5a) 

(lOa) 

(Hal 

Die Steifigkeit einer einem Verdrehungsmoment ausgesetzten Welle 
wird bestimmt als das VerhiHtnis des Verdrehungsmomentes zu der 
Verdrehung zweier im Abstand 1 gelegenen Querscbnitte 

MT·1 
-cc- = Jp.G. 

Die Verdrehung ist also bei dem gleichen Moment urn so kleiner, 
je groBel' Jp und G sind, und umgekehrt. 

7. Spannungen bei reiner Torsionsbeanspruchung. 
In jedem (kreisformigen) Querscbnitt einer auf reine Torsion be

anspruchten Welle herrschen nur Scherspannungen, und zwar an jedem 
Punkt senkrecht zu dem zugehorigen Radius gerichtet; ihre GroBe 
ist der Entfernung vom Mittelpunkt linear proportional. Normal
spannungen wirken nicht in dem Querschnitt. In jedem Langsscbnitt 
durch die Achse mussen ebenfalls Scherspannungen wirken (nach dem 
Satz der Gleichheit der Scherspannungen in zwei aufeinander senk
rechten Ebenen), und zwar parallel zur Achse. Also konnen durch 
jeden Durchmesser eines Querschnitts zwei Ebenen, unter 45 0 gegen 
die Querscbnittsebene geneigt, gelegt werden, in denen reine Normal
spannungen wirken, in der einen Ebene Zug, in der anderen Druck, 
beide von gleicher absoluter GroBe. Dieses sind die Hauptspannungen 
in jedem Punkt eines Querscbnittes. . 

In einer holzernen Welle wirken die parallel zur Achse gerich
teten Scherspannungen langs zur Faser. Da die Scherfestigkeit langs 
zur Faser geringer als die quer zur Faser ist (bei Zug- und Druckfestig
keit ist es umgekehrt), so werden derartige Wellen haufig durch 
Langsrisse zerstort. Ahnliche Vel'haltnisse liegen oft bei Schmiede
eisen vor, wenn die Langsfasern aufgeschweiBt sind. 

8. Zusammengesetzte Festigkeit. 
1m allgemeinen haben die Wellen die Aufgabe, Bewegungen zu 

iibertragen. Die auBeren Krafte sind selten so angebracht, daB sie 
ein am Umfang del' Welle wirkendes Kraftepaar bilden (wie z. B. 
nach Abb. 132), daB also ein reines Torsionsmoment wirkt. Meistens 
werden es Einzelkrafte sein, die. am Umfang angreifen, z. B. der Seil
zug bei einer Winde od. dgl. Dabei braucht die Richtung der Kraft 
nicht senkrecht zur Wellenachse zu sein. 
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Nehmen wir eine Kraft P in beliebiger Richtung (nicht senk
recht oder parallel zur Achse, also einen allgemeinen Fall) an 
einem beliebigen Punkt, jedoch nicht in der Achse, wirkend an. Wir 
zerlegen P in eine Komponente (a) parallel und eine (b) senkrecht 
zur Achse. (a) kann ersetzt werden durch eine Normalkraft (al ) in 
der Langsachse, die Zug oder Druck, und ein Kraftepaar normal zum 
Querschnitt (a2), das eine Biegung der Welle erzeugt; (b) kann ersetzt 
werden durch eine Kraft (bl ), deren Wirkungslinie durch die Achse 
geht, und ein Kraftepaar tangential zum Querschnitt, das ein Torsions
moment erzeugt. Die Welle wird also durch Biegungsmomente (infolge 
von Querkraften und exzentrischen Langskraften), Normalkrafte und Ver
drehungsmomente beansprucht. Dariiber wird in Kapitel XIII mehr zu 
sagen sein. In dem vorliegenden Kapitel beschaftigen wir uns nur mit 
reiner Torsionsbeanspruchung. Es mag jedoch an dieser Stelle gut sein, 
sich qualitativ iiber die Spannungen in einer Welle, die wie oben be
schrieben belastet ist, klar zu werden. 

In jedem Querschnitt herrschen an jedem Punkt mit Ausnahme 
des Mittelpunktes Scherspannungen senkrecht zu dem zugehorigen 
Radius und in linearer Verteilung vom Mittelpunkt zum Querschnitts
umfang. Ferner wirken an jedem Punkt, mit Ausnahme der Extrem
punkte, Scherspannungen durch Querkrafte, an jedem Punkt, mit 
Ausnahme der auf der Nullinie gelegenen, Biegungsnormalspannungen 
und an jedem Punkt Normalspannungen aus der Normalkraft. 

In jeder Langsschnittebene durch die Achse wirkt an jedem Punkt 
eine Scherspannung, die der Scherspannung an demselben Punkt in 
der Querschnittsebene gleich ist. Normalspannungen wirken in den 
Langsschnittebenen nicht bezw. werden vernachlassigt. 

9. Formanderungsarbeit. 

Die Krafte P bzw. die beiden Torsionsmomente MT leisten bei reiner 
Torsion nach Abb. 132 Formanderungsarbeit, indem sie die beiden 
Querschnitte, an denen sie angreifen, gegeneinander verdrehen. Die 

mittlere Kraft (bei "allmahlicher" Belastung) ist ~, der Verdrehungs

winkel ist 0: (Gl. (10)), l die Entfernung der beiden betrachteten Quer
schnitte; der von jeder Kraft P zuriickgelegte Weg, auf dem sie 
Arbeit leistet, ist 

R·o:, 
also wird 

(16) 

wobei 
v = n·R2·l = Volumen der Welle ist. 

Swain-Mehmel. Festigkeitslehre. 12 
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GL (16) gibt die elastische Formanderungsarbeit eines beliebigen 
Telles mit dem Volumen V einer auf Torsion beanspruchten Welle, 
deren groBte Scherspannung Tmax betragt. Versteht man unter Tmax 

die Elastizitatsgrenze der Torsion, so stellt Gl. (16) das elastische 
2 

Torsions-Arbeitsvermogen der Welle und _7::~x das elastische Torsions-

Arbeitsvermogen der Raumeinheit des Korpers dar. 
Hat eine Welle verschiedene Querschnitte und ist tiber l mit ver

schiedenen Torsionsmomenten und verscbiedenen Tmax beansprucht, so 
findet man ihr Arbeitsvermogen durch Summierung tiber die ver
schiedenen Bereiche. 

10. Die Spiralfeder. 

Vielleicht tritt die praktisch haufigs~e und beste Annaherung an 
die reine Torsion bei Spiralfedern auf (Abb. 133). Sie werden da

durch bergestellt, daB man einen Draht mit konstantem 
Windungsabstand um einen Zylinder windet. Wird die 
Feder durch 2 gleich groBe entgegengesetzt gerichtete 
Krafte P, z. B. Zugkrafte, in ihrer Achse belastet, so 
wirkt, wenn R der Radius der Feder ist, in jedem 
Querschnitt ein Torsionsmoment Mp = p. R, mit Aus
nahme des oberen und unteren Endes der Feder. Ware 

Abb.133. 

dies die einzige Beanspruchung, so lage reine Torsion 
vor; es hat jedocb auBerdem noch jeder Querschnitt 
eine Scherkraft von der GroBe p. cos a und eine N ormal
kraft von der GroBe P·sina (a = Neigung der Windung 
gegen die HOrizontale) aufzunehmen. 1m allgemeinen 
werden jedoch Querkraft und N ormalkraft vernach
lassigt und die Beanspruchung der Feder als reine 
Torsion behandelt. 

Dnter der Einwirkung des Torsionsmomentes p. R 
wird jeder Querschnitt der Spiralfeder um d a gegen 
den urn d 8 entfernten Nachbarquerschnitt verdreht. 
Nach Gl. (10) wird 

2p·R·ds 
da= 'G' n·r 

worin r der Halbmesser des Spiraldrahtes ist. 
Diese Verdrehung hat eine Verlangerung d Lll in der Richtung der 

Spiralenachse zur Folge von der GroBe R· d a, so daB 

dLll = 2p·R2 .ds 
",·r<·G 

und 

(17) 
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worin 8 die Gesamtlange der Spiralfeder bezeiehnet, also bei n Windungen 

8=n·2n·R. 
Damit wird 

4n·P·R3 
Lll = r4.a (18) 

Es mage nun aueh die Seherkraft beriieksiehtigt werden, wobei 
wegen der Kleinheit von a die Querkraft P·eosa = P angenommen 

sei. Bei einer mittleren Seherspannung 'C = ~ betragt die Verdrehung ;n·r 

auf die Einheit aT = ~ a' und die Langenanderung der Spiralen-no r . 

aehse wird 

(19) 

Die gesamte Verlangerung der Aehse dureh Torsion und Seherkraft 
betragt also 

(20) 

Diese Gleiehung kann dazu benutzt werden, den Gleitmodul G zu 
bestimmen, indem man die Langenanderung der Aehse einer Spiral
feder miBt. Ein derartiger Versueh soll hier mitgctcilt werdcn1 . 

Eine Spiralfeder von der Gesamt!ange 8 = 612,14 em, einem Dureh
messer des Drahtes d = 3,15 em und einem Spiralenhalbmesser 
R = 8,13 em wurde mit einer in ihrer Aehse wirkenden Druekkraft 
P = 2268 kg belastet. Die Verkiirzung betrug 11,79 em. Naeh Gl. (17) 
wird unter Vernaehlassigung der dureh die Seherkraft erzeugten De-
formation 

Daraus folgt 

Lll = 2·2268· 612,14.~,132 = 11,79. 
3,1416. ( 3,15) . a 

2 I 

G = 805940 kgjem2• 

Beriieksiehtigt man naeh Gl. (20) auch die Deformation dureh die 
Seherkraft, so wird 

_ 2268· [( 3,~5 r + 2,8,13 2].612,14 

11,79- 315 • 
3,1416· (-T-) . a 

und daraus 
G = 820400 kg/em2• 

Die beiden Werte fUr G zeigen, daB man den formandernden Ein

fluB der Seherkraft vernaehlassigen darf (bei groBem ~ !) 
Bestimmt man auBer Gauch E, so !aBt sieh aus diesen beiden 

Materialkonstanten die Querzahl m erreehnen. Mit E = 2109000 kg,'em2, 

1 "Tests of Metals at Watertown Arsenal" U. S. Ordnance Dept., p. 151,1905. 
12* 
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G = 820400 und der Beziehung 

E 
G = 2 (1 +m) 

wird 
m= 0,285. 

Bisher ist die Formanderung dureh die Normalkraft auBer aeht 
geblieben. In Wirkliehkeit ist also die auf die Wirkungder Torsion 
und der Querkraft zuriiekzufiihrende Verkiirzung etwas kleiner alB 
11,79 em, so daB unter Beriieksiehtigung der Normalkraft sich ein 
etwas groBerer Wert fiir G und damit ein etwas kleinerer Wert fur m 
ergeben wiirde. Mit m = 0,25 und E = 2109000 kglcm2 ergibt sich 

G = 843600 kgfcm2• Der Wert m = 0,25 =! diirfte im allgemeinen 

fiir die Zweeke des Ingenieurs geniigend genau seinl. 

11. Das Verhalten des Materials bei Torsionsbeanspruchung. 
Ein Material verhalt sich im Torsionsversuch ahnlich wie im Zug

und Druckversuch; die Zunahme der Verdrehungswinkel mit wachsen
der Torsionsbeanspruchung geschieht analog der Zunahme der Deh
nungen oder Verkiirzungen bei wachsender Zug- oder Druckspannung. 

In einer Welle aus Stahl oder Eisen nimmt bis zu einer gewissen 
Grenze der Verdrehungswinkel linear proportional mit der Torsion
beanspruchung zu; diese Grenze ist die Schubelastizitatsgrenze. Ober
halb dieser Grenze nimmt die Verdrehung schneller zu als die Torsion, 
es treten bleibende Formanderungen (bleibende Verdrehungen) ein, 
und oft ist ein FlieBen zu beobachten wie bei einem Material mit 
deutlich ausgepragter Streckgrenze im Zugversuch. Dies erscheint 
auch durchaus einleuchtend, da bei reiner Torsion in den Haupt
spannungsrichtungen unter 45 0 Druck und Zug auf tritt, so daB ein 
Material mit einer FlieBgrenze im Zug- oder Druckversuch auch eine 
solche im Torsionsversuch aufweisen muB. Die FlieBgrenzen im 
Torsions- und im Zugversuch brauchen nun nicht etwa bei der gleichen 
Spannung aufzutreten: 1m Zugversuch wirken an Normalspannungen 
nur Zugspannungen, bei Torsion jedoch senkrecht zur Zugrichtung 
noch Druckspannungen, die die Dehnungen infolge der Querdehnung 
und dann vielleicht das elastische und plastische Verhalten des 
Materials beeinflussen. Es ist ferner zu bedenken, daB sich die er
rechneten Scherspannungen der tordierten Welle u. U. weiter von der 
Wirklichkeit entfernen als die errechneten Zugspannungen des Zug
stabes. Die Spannungs-Formanderungs-Diagramme des Zugstabes und 
der tordierten Welle verhalten sich oberhalb der Elastizitatsgrenze 
zueinander wie eine ungedampfte zu einer gedampften Schwingung, 
das Diagramni der Welle verlauft ausgeglichener. Das hat darin 

1 Anmerkung d. Ubers.: In Deutschland ,wird fiir Schmiedeeisen und 

Stahl meist mit m = ~ gerechnet. 
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seinen Grund, daB bei der Welle nur die Randfasern die maximale 
Spannung haben, wahrend die Fasern des Zugstabes samtlich gleich 
stark beansprucht sind. Es wird also oberhalb der Elastizitatsgrenze 
bei der Welle ein Spannungsausgleich iiber den Querschnitt stattfinden 
in der Weise, daB die Deformation und auch die Spannungserhohung 
der au.Beren Fasern langsamer und die der inneren Fasern schneller 
verlaufen. Die inneren Fasern entlasten also die auBeren, sowie diese 
mit ihrer Spannung die Elastizitatsgrenze iiberschreiten. Nimmt man 
statt einer massiven Welle eine hohle Welle mit geringer Wandstarke, 
so nahert sich das Spannungs-Formanderungs-Diagramm der tordierten 
Welle mehr dem eines Zugstabes. 

Es soIl nun kurz untersucht werden, innerhalb welcher Grenzen 
die Gro.Be des aufg~nommenen Torsionsmomentes von dem nach den 
oben abgeleiteten Formeln, die nur innerhalb des elastischen Bereiches 
giiltig sind, abweicht, wenn dieser Bereich iiberschritten wird. 

Es ist innerhalb der Elastizitatsgrenze die Scherspannung in einer 
Entfernung r vom Mittelpunkt 

'rmax·r 
'f=~R' 

und in einem Kreisring von der Breite d r und der Entfernung r vom 
Mittelpunkt ist die gesamte Scherkraft 

T d Tm.x·r 
= 2n·r· r'~I{~' 

und ihr Moment auf den Mittelpunkt 

dM _ 2 :n:r 3 Tmax·dr 
T- R • 

Das gesamte Torsionsmoment erhalt man durch Integration dieser 
Gleichung innerhalb der Grenzen 0 und R: 

(5) 

Dberschreiten die Randfasern die Elastizitats- und dann die Streck
grenze, so da.B man ihre weiteren Formanderungen als rein plastisch 
betrachten kann, so ist die SpannungsverteiIung 
(Abb. 134) nicht mehr linear von c nach a, etwa 
in einer VerteiIung nach der Linie c b, sondern die 
Zunahme des Moments mu.B nunmehr allein von 
den Fasern aufgenommen werden, die noch 
elastische Spannungsenergie aufzuspeichern ver
mogen. Ein Kreisring nach dem andern von a 
nach c fortschreitend £allt jedoch hierfiir aus. 
Eine SpannungsverteiIung nach der Linie c e d 
Z. B. ware also dann vorhanden, wenn die Fasern Abb.134. 

zwischen a und f samtlich die Spannung der FlieB-
grenze e f, also gleiche Spannung hatten (unter Annahme der Pro
portionalitat bis zur FlieBgrenze). Der Grenzfall ware eine gleichmaBige 
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Spannungsverteilnng uber den ganzen Querschnitt von der GroBe 
der FlieBspannung. Bezeiclmen wir mit iF die FlieBspannung, so 
nimmt der tordierte Querschnitt, wenn wir wieder die FlieBspamlUng 
gleich der Prop.- und Elastizitatsgrenze setzen, und wenn gerade die 
auBerste Faser die Spannung iF erreicht hat, ein Moment auf 

:n:R3"F 
M T =--2-; 

der GroBtwert des Moments trate bei gleichmaBig verteilter FlieB
spannung uber den ganzen Querschnitt ein und ware 

R 

M'= J2nr 2 .dr'TF= ~ nR3. iF , 
o 

(5 a) 

oder um ein Drittel groBer als bei linearer Spannungsverteilung mit 
'dem gleichen SpannungsgroBtwert. 

In Abschn. 33 von Kap. X ist uber diesen Gegenstand noch einiges 
zu tinden. 

12. Torsionsbeanspruchung nicht kreisformiger Querschnitte. 

Wellen zur Vbertragung von Bewegungsenergie haben wohl in den 
allermeisten Fallen kreisfi:irmigen Querschnitt; es kommt jedoch Torsion 
auch bei anderen Konstruktionsteilen vor, wobei es sich dann um 
rechteckige oder irgendwelche andern Querschnittsformen handeln kann. 
Es ist vielfach ublich, auch fUr andere als kreisformige Querschnitte die 
oben abgeleiteten Gleichungen zu benutzen; es wird dann wieder fur 
Jp das polare Tragheitsmoment des Querschnitts in bezug auf seinen 
Schwerpunkt, fUr r der jeweilige Abstand eines betrachteten Quer
schnittspunktes von dem Schwerpunkt eingefuhrt. DaB dies falsch ist, 
kann leicht eingesehen werden. 

Wenn ein kreisformiger ebener Querschnitt auf reine Torsion be
anspmcht wird, so bleibt er eben, und die Scherspannung in jedem 
Punkt ist senkrecht zu dem zugehorigen Radius gerichtet. Am Umfang 
wirkt die Scherspannung parallel zur Oberflache bzw. in der Richtung 
der Tangente (vgl. Kap. V, Abschn. 5). Deshalb kann die Scher
spannung eines beliebigen, nicht kreisformigen Querschnitts nicht in 
jedem Punkt rechtwinklig auf der zugehorigen Verbindungslinie mit 
dem Schwerpunkt stehen; jedenfalls kann dies nicht an den an der 
Oberflache gelegenen Punkten der Fall sein, und da die Kraftrichtung 
eine stetige Funktion des Orts ist, muB dies auch noch fUr Punkte, 
die nicht an der Oberflache liegen, zutrefi'en. Hat die Umfangslinie 
des Querschnitts Ecken, z. B. in einem rechteckigen Querschnitt, so 
muBte die Scherspannung an einer Ecke - da es sich um eine freie 
Oberflache handelt - beiden anstoBenden Seiten der Umfangslinie 
parallel sein, was ofi'enbar unmoglich ist; es kann also an einer Ecke 
keine Scherspannung wirken, sondern allenfalls eine Normalspannung. 
Die Erzeugende durch einen Endpunkt wird unter der Einwirkung 



.Allgemeine Theorie der Torsionsbeanspruohung. 183 

eines Torsionsmomentes nun zu einer Spirale; so z. B. die Erzeugende 
durch if des in Abb. 135 im Querschilitt dargestellten Prismas. Da 
nun in if kaine Tangeritialspannung, sondem nur eine Normalspan
nung wirken kann, so muB daselbst die Querschnittsebene senkrecht 
zur (verformten) Erzeugenden stehen, also aus der urSpriinglichen 
Ebene verdreht sein. Es kann also der Querschnitt nicht eben 
bleiben. Einzelne Querschnittsteile werden hinter die urspriingliche 
Querschnittsebene zurUckgedriickt, andere vorgezogen werden. Ahn
liche Verhii.ltnisse liegen bei einem elliptischen Querschnitt nach 
Abb. 136 vor. 

-1-) 

Abb.135. Abb.136. 

Eine Theorie . der Torsionsbeanspruchung ist ausfiihrlich von 
de St. V enan t aufgestellt worden. Die Rechnung ist mit einem er
heblichen mathematischen Apparat durchgefiihrt und fiir den Ingenieur 
nicht immer leicht verstandlich. Die grundlegenden Annahmen stimmen 
zum Teil kaum mit den Verhii.ltnissen in der Wirklichkeit iiberein. 
Die St. Venantschen Ausfiihrungen haben daher in erster Linie 
mathematisches Interesse zu beanspruchen. Der Ingenieur muB ihnen 
zwar die gebiihrende Beachtung widmen, muB sich aber davor hiiten, 
die Ergebnisse kritiklos und ohne genaues Verstandnis der zugrunde 
gelegten Annahmen zu iibemehmen, sondern muB in jedem einzelnen 
Fall priifen, wie weit die tatsachlichen Verhaltnisse von denen der 
Rechnung abweichen, und welchen EinfluB dies auf die Ergebnisse hat. 
Derartige sehr griindliche Untersuchungen hat Todhun terl durch
gefiihrt. 

13. Allgemeine Theorie der Torsionsbeanspruchung. 

Die allgemeine Theorie der Torsionsbeanspruchung fiir beliebige 
Querschnitte solI im folgenden kurz umrissen werden. 

Das Torsionsmoment in irgendeinem Querschnitt ist gleich der 
algebraischen Summe der Torsionsmomente, die links oder rechts von 
dem betrachteten Querschnitt an dem tordierten Stabe angreifen; 
daher ist das Torsionsmoment zwischen zwei auBeren Momenten kon
stant (analog zur Querkraft). Zwei auf einer Geraden parallel zur 
Achse gelegene Purikte zweier Querschnitte, die um ein Di ffcrential 

1 Todhunter: History of the theorie of elastioity and of the stre:1gth of 
materials. Cambridge University· Press, 1886. 
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d X voneinander entfernt sind, werden sich unter dem EinfluB der 
Torsion gegeneinander verdrehen. Die auf die Einheit bezogene Ver
zerrung ist die relative Verschiebung dieser beiden Punkte in der 
Querschnittsebene, dividiert durch die Entfernung d x der beiden 
Querschnitte. Diese Verschiebung wird iiber den Quersclmitt eine 
Funktion des Orts sein und sich von Punkt zu Punkt al1dern und 
wird mindestens fUr einen Punkt, den Querschnittsschwerpunkt, ver
schwin~en. Hat ein Querschnitt zwei aufeinander rechtwinklig stehende 
Symmetrieachsen, so bleiben die Achsen gerade und illr rechter Win
kel auch nach der Torsion erhalten, da nicht einzusehen ist, welche 
Richtung fiir die Verzerrung bevorzugt seil1 sollte. Die Verdrehung 
zweier Querschnitte gegeneinander wird durch die Verdrehung zweier 
entsprechender Symmetrieachsen in den Querschnitten gemessen. 

Den Verdrehungen el1tsprechen ScherspamlUngen, und zwar stehen 
diese beiden GroBen fiir isotrope 1 Korper, die dem Hookeschen 
Gesetz folgen, untereinander in linearem Zusammenhang. Die Theorie 

o 

Z d~ + _tIy Ty 

P -'!:"z P~-- -..Y_-P'iy i 
I I -Tz: 
I 1 
I I I 

IZ I 
I I I 
I 1 I 

I 

I 0, y 

: ~ : I I 
I I 

-1---- ----1 
Abb.137. 

der Torsion beschaftigt sich mit der 
Aufgabe, fUr ein gegebenes Torsions
moment die gegenseitige Verdrehung 
zweier Querschnitte, den Verzerrul1gs
zustand und den Spannungszustand 
fUr beliebige Querschnitte zu finden. 

Betrachten wir einen Querschnitt 
in del' Zeichenebene mit dem Schwer
punkt 0 und mit zwei rechtwinkligen 
Symmetrieachsen 0 Y und 0 Z . Der 
Querschnitt habe sonst beliebige 
Gestalt. Die Achse 0 X sei die Stab
achse und senkrecht zur Zeichen
ebene gerichtet (Abb. 137). An jedem 
Punkt P mit den Koordinatel1 x, 
y, z wirken Scherspannungen von der 
GroBe Ty und Tz parallel zu del' y

bzw. z-Achse. Dber das Vorzeichen solI vereinbart sein, daB die 
Scherspannungen positiv sind, wenn sie in del' positiven Richtung del' 
zu ihnen parallelel1 Koordinatel1achse wirken (dabei ist der gezeichnete 
Querschnitt zugehorig zu dem Stabteil hinter del' Zeichenebene ge
dacht). Die eingezeichneten Spannungen sind also Ty und - Tz ' Sie 
sind Funktionel1 von y und z; wegel1 Symmetrie muB Ty an dem Punkt 
P' gleich und T z entgegengesetzt gerichtet sein wie an dem Punkt P, 
da die Verdrehung an allen Punkten des Querschnittes gleich ge
richtet sein muB. Also, 

wechselt y das Vorzeichen, so behalt Ty sein Vorzeichen, Tz wechselt 
sein V orzeichen, 

1 Isotrope Ki:irper zeigen (fUr eine und dieselbe Art der Beanspruchung) in 
jeder Richtung gleiches elastisches Verhalten. Bei allen Eri:irterungen dieses 
Ruches ist Isotropie vorausgesetzt. 
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wechselt z das Vorzeichen, so andert 7:y sein Vorzeichen, 7:z behalt 
sein V orzeichen. 

Nehmen wir an, daB 7:y und 7:z hinreichend genau durch algebraische 
Funktionen von y und z ausgedriickt werden konnen, so darf . 

die Funktion 7:y nur gerade Potenzen von y und ungerade Potenzen 
von z, 

die Funktion 7:z nur ungerade Potenzen von y und gerade Potenzen 
von z 
enthalten. 

Man kann dies n{athematisch so ausdriicken, daB 7: gerade in 
Beziehung auf y und ungerade in Beziehung auf z, 7:z ~ngerade in 
Beziehung auf y und gerade in Beziehung auf z ist. 

Beschrankt man sich in den Reihen auf Glieder unter der 
4. Potenz, so miissen die Ausdriicke fUr 7:y und 7:z folgende Form 
haben: 

7:y=n.z+nl·z.y~+n2·z3, } 

7:z = m·y + m1 ·y,z2 + m2 ·y3. 
(21) 

Die Konstanten n, n l , n2 , m, ml , m2 miissen so bestimmt werden, 
daB die Gleichungen folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Das Moment der inneren Krafte des betrachteten Querschnitts 
muB dem auBeren Moment das Gleichgewicht halten. 

2. Die auf ein kleines Element dx.dy.dz wirkenden Krafte 
miissen im Gleichgewicht sein. 

3. Die Spannung an einem Oberflachenpunkt muB parallel zur 
(freien) Oberflache gerichtet sein. (Vgl. Kap. V, Abschn.3.) 

Wenn es nicht moglich ist, die sechs Konstanten der Gl. (21) auf 
Grund dieser Randbedingungen zu bestimmen, so muB entweder 
die Za hI der Reihenglieder vermindert oder vermehrt werden, je nach
dem, ob zu viele Randbedingungen oder zu viele Konstanten vor
handen sind. 

Zu der Randbedingung (1), die, ebenso wie (2), eine Gleich
gewichtsbedingung ist, ist noch zu bemerken, daB das innere Moment 
des betrachteten Querschnitts entweder dem auBeren Moment das 
Gleichgewicht halt, also entgegengesetzt gleich ist, oder mit dem auBeren 
Moment in GroBe und Richtung iibereinstimmt. Dies hangt davon 
ab, ob man den Querschnitt zugehorig zu dem abgeschnittenen Korper
teil betrachtet, an dem das betrachtete auBere Moment wirkt, oder 
den anderen. Es seien A und B die durch den Schnitt getrennten 
Korperteile. Das auBere Torsionsmoment M greife in A an, dann ist 
das innere Moment in der zu B gehorigen Schnittfiache - M p , in der 
zu A gehOrigen Schnittflache + Mp. 

15. Anwendung der Randbedingungen. 
Die erste Randbedingung fiihrt bei reinem Torsionsmoment Mp 

zu den Gleichungen 

J7:y.dF=O; J7:z ·dF=O; J(VZ-7:z·y)·dF=Mp, (22a,b,c) 
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die den Bedingungen 

2;X=O, 2;Y=O, 2;M=O 
entsprechen. 

Die Integrale erstrecken. sich iiber den ganzen Querschnitt; es 
sind die Werte fiir 7:y und 7:, aus Gl. (21) einzusetzen. Es werden 
dann die beiden ersten Gleichungen von (22), namlich 2; X = 0, 
2; Y = 0, unter allen Umstanden aus Symmetriegriinden erfiillt. Die 
dritte (2; M = 0) wird mit Jy und Jz als Tragheitsmomenten beziig
lich der Y - und Z -Achse zu 

n.Jy - m·Jz + (nl - m1) f y2' Z2.dF+ n2f Z4. dF } (23) 
- m2f y4·dF= MT . 

Die zweite Bedingung fiihrt zu den Cauchyschen Gleichungen 
(Kap. V, Abschn. 21). Beachtet man, daB fiir unsern Fall ax' ay' 0z' 

7:x ' X, Y, Z verschwinden, so wird 

Gl. (24a) wird mit den Werten aus Gl. (21) 

2 n1 ·z·y + 2 m1 ·z·y = O,} 
n1 + m1 = 0. 

(24a, b, c) 

(25 ) 

Gl. (24 bu. c) sind auf jeden Fall erfiillt, wenn man beachtet, daB 
die Konstanten von x unabhangig sind, da wir einen Querschnitt in 
einem Stabteil mit konstantem Moment betrachten. 

Fiir die Auswertung der dritten Bedingung betrachte man Abb. 137. 
Die Linie PI D bezeichne die Berandung des Korpers bei Pl' PI ist 
also ein OberfHichenpunkt. 

Es ist 

PI C = - dy; CD = dz. 

Dann muB sein, da es sich urn eine freie Oberfiache handelt, 

-dy 
dZ oder 

Ty 

dz 
dy' (26) 

Diese Bedingung fiihrt zu Werten der Konstanten, die von der Ge
stalt des Querschnitts abhangen. 7:y und 7:z sind also Funktionen von 
y und z, die von der Querschnittsausbildung abhangig sind. Die 
Gl. (23), (25) und (26) miissen in jedem Fall erfiillt sein 1. 

1 Anmerkung d. Dbers.: Der vorstehend gegebene Reohnungsgang stellt 
eine NaherungslOsung dar. AIle andern als Kreisquersohnitte, die auf Torsion 
beanspruoht sind, konnen in Spannungs- und Verzerrungszustand nur mit Hilfe 
der Elastizitatstheorie bestimmt werden. Die naohfolgend gegebene Naherungs-
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16. Del' elliptische Querschnitt. 
Es werde ein elliptisoher Quersohnitt mit den Halbmessern b und c 

in der Y- bzw. der Z-Riohtung (Abb. 138) untersuoht, dessen Um
randung also der Gleiohung geniigt 

y9 Z2 

1)2+(;2 = 1. 

Daraus erhalt man duroh Differentiation 
y.dy z·dz 
"""b2 + C2 = 0, 

dz c 2 Y 
dy -1)2' Z 

Aus Gl. (21) und (26) erhalt man fiir einen Punkt 
der Oberflaohe 

m+ml.z2+~n22.y2 c2 
n+n1 .y2+ n.2. z2 - b2 ' 

z 

y 

Abb.138. 

(27) 

Diese Gleiohung sowie Gl. (23) und (25) miissen befriedigt sein. 
Legen wir 

oder 
Ty = n·z, Tz = m·y 1 

m1 = m2 = n1 = n2 = 0 J 
zugrunde, dann erhalten wir aus Gl. (27) 

m.b 2 +n.c2 = O. 

Mit 

J = -~ ·b·c 3 • J = _"!. ·cb 3 
y 4 ' Z 4 ' 

wird sodann 
m·J +n.J = O. z y 

(21a) 

(28) 

Gl. (25) ist duroh unsere zugrunde gelegte Annahme befriedigt, nach 
der m1 und n1 versohwinden. 

Aus Gl. (23) folgt dann 

n.Jy - m·Jz = MT . (29) 

Die Gleiohungen (21a), (28) und (29) stellen also die Losung fiir den 
elIiptisohen Quersohnitt dar. Sie ist, um dies zu wiederholen, auf der 
Annahme aufgebaut, daB Ty = n·z und Tz = m·y. 

lasung fUr den elliptischen Querschnitt stimmt in ihren Resultaten mit denen 
iiberein, die man durch die Methode der Elastizitatstheorie erhalt. Wendet man 
dagegen die Naherungs16sung auf rechteckige Querschnitte an, so kommt man 
zu Ergebnissen, die duroh die genaue Rechnung nach der Elastizitatstheorie 
nioht bestatigt werden. V gl. Fa p pI: V orlesungen tiber Techn. Meohanik III, 
9. AutI., 9. Abschnitt, S. 335 ff. 
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Aus diesen G,leichungen folgt: 

MT n=-, 2 Jy , 

, MT'Z 
7:y = n·z = 2J: ' 

y 

MT 
m = - 2Jz' 

MT'Y 
7:z = m·y = - 2Jz ' 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

1/ MT 1/ Z2 y2 
7: = f 7: y'J + 7:z'J = 2 f Jl + Jz9' (34) 

= ;.:.: V ~: + 7:~' (34 a) 

Die resultierende Scherspannung 7: wachst mit y und z und ist an 
irgendeinem Oberflachenpunkt am groBten. Schreibt man Gl. (34a) 
in der Form 

2M7' 11 y9 Z2 bl 

7: -:-- n.b2.c f 1)2 + C2 . C'2 

so muB mit b < c, da 

der Ausdruck unter der Wurzel kleiner als 1 sein. 
Beachtet man, daB fUr den Oberflachenpunkt amEnde der kurzen 

Achse 
y = b, 

und am Ende der langen Achse 

y = 0, z = c, 

dann wird die resultierende Scherspannung am Ende der kurzen Achse 

am Ende der langen Achse 

2MT b 
7: = n.b.e 2 = 7:max e 

Fiir einen Kreis ist 

und 

damit wird 

b=c=r 

7: = ~T. -yy'J +z'J, 
p 

MT·r 2 Mp 16MT 
"[max = ---:J:- = n.ra = nd a ' 

p 

(35) 

(36) 

was mit den fiir den Kreisquerschnitt abgeleiteten Gleichungen iiber
einstimmt. 



Der rechteckige Querschnitt. 189 

17. Der rechteckige Querschnitt. 
Fiir einen rechteckigen Querschnitt mit den Seiten 2 b und 2 c 

(Abb. 139) ist 

Die Oberflachenbedingung verlangt, daB an 
allen Oberflachenpunkten langs der verlikalen Seite 

1y = 0 

"f" 

z 
r--''.2b.·' ....... ""! 

t'z 

-ni-----j,y 

und an den Oberflachenpunkten der horizon-
talen Seite .L '"--+---' 

1 = 0 
z Abb.139. 

wird; oder 
1y = 0 fiir y = ± b fUr aIle Werte z, 

1. = 0 fiir z = ± c fUr aIle Werle y. 

Aus Gl. (21): 

o = n·z + n1 ·z·b 2 n2 'Z3 fiir alle Werle z 
oder 

Entsprechend wird 

Daraus folgt 

(21b) 

Diese Gleichung im Verein mit Gl. (23) und (25) stellt die Losung dar. 
Mit 

wird Gl. (23) 

Gl. (25) wird 

3 
n·J - m·J = -Up y z 2 . 

n m 
b2 +CO=O 

d 't 4 b J" Jz di 'di d o er, IDl "3 . c = CO = b2 VI eren , 

n.Jy+m·Jz=O, 

(23a) 

(25 a) 
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Aus Gl. (23a) und (25a) findet man 

3 Mp· 

: 4:y~p 1 
4 Jz ' 

$y = ! ~p. Z (1 - t:), j 
$ = _~ Mr.Y(l_~). 
z 4 Jz \ e9 

Die resultierende Soherspannung wird 

(37) 

(38) 

Der Ausdruok unter der Wurzel nimmt mit 1 seinen groBten Wert 
fiir z = 0, Y = + b an, so daB 

9 Mp 
$ =--

max 16 b9 .e (39) 

in der Mitte der groBeren Quersohnittsseite am Rande auftritt. 
In der Mitte der kleineren Quersohnittsseite am Rande mit y = 0, 

Z = + c wird 
9 Mp b 

'l = 16 b.e2 = c . $max· 

An den Eoken wird mit y = + b, Z = + c 

'l= 0, 

stimmt also mit den Dberlegungen in Absohnitt 13 iiberein. 

(40) 

18. Die Ausnutzung verschiedener Querschnittsfol'Inen. 
Es sei mit F die QuersohnittsHaohe bezeiohnet. Es wird dann 

fiir die Ellipse' 
2Mp 

$max = F.b (F = ;n·b·c, b = kleiner Halbmesser), 

fiir den Kreis 
4Mp 

'lmax = F.d (d = Durohmesser), 

fiir das Reohteok 
9 M'P 

'lmax = 4 ,. b (2 b = kleinere Seite). 

Fiir gegebene Werte M'P und F wird $max fiir die Ellipse um so 
kleiner werden, je groBer b wird. Das Optimum ist erreioht, wenn 
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die Ellipse zum Kreis wird. Fur das Rechteck wird Truax um SO 

kl~iner, je gro.Ber b wird (da b· c =f = konst.), oder wenn das 

Rechteck zum Quadrat wird. 
Wenn ein Kreis- und ein Quadratquerschnitt fHi,chengleich sind, also 

d ,/-
I = ~2 V 11:, 

dann ist fiir das Quadrat 

9 MT 9 MT 
Tru"x = 2 TF = y; . F·d ; 

es verhalten sich also die Gro.Btspannungen eines kreisfOrmigen und 
eines quadratischen Querschnitts bei gleichem Fund M 

'Z"max (Quadrat) 9 
= --.-=, 

Truax (Kreis) 4· V n 

Truax(Quadrat) = 1,269 . Truax (Kreis). 

Das hangt damit zusammen, da.B einzelne Teile des quadratischen 
Querschnitts schlecht oder gar nicht (an den Ecken) ausgenutzt sind. 

D er kreisformige Querschnitt ist also fur eine Welle 
der gunstigste Querschnitt. 

Der kreisringformige Querschnitt wiirde nach theoretischen Erwa
gungen der Festigkeitslehre noch gunstiger sein als der Kreisquer
schnitt. So hat z. B. ein Kreisringquerschnitt mit den Radien r und 
0,8 r nur die 0,366 fache Maximalspannung eines flachengleichen Kreis
querschnitts mit gleichem Torsionsmoment. Kreisringquerschnitte wer
den jedoch aus praktischen Grunden wenig ausgefiihrt. 

Wie oben gezeigt wurde, ist bei dem elliptischen und dem recht
eckigen Querschnitt die groBte Scherspannung am Rande und zwar 
an der Stelle, die dem Querschnittsschwerpunkt am nachsten liegt. 
Das gleiche gilt fUr unregelmaBige Querschnitte. Einschniirungen sind 
darum bei Wellen besonders getahrlich. Andrerseits sind auch Ver
starkungen, etwa durch Rippen, schadlich; sie erhohen nicht etwa die 
Widerstandstahigkeit einer Welle, EOndern schwachen sie im Gegenteil, 
im Gegensatz zu den bei Balken und Saulen bestehenden Verhalt
nissen. 

In Kapitel X sind noch einige Betrachtungen uber Torsions
beanspruchungen eingefugt, die im Zusammenhang mit Kapitel VIII 
zu lesen sind. Der Leser, der bis jetzt der Fiihrung dieses Buches 
gefolgt ist, ist aber noch nicht in der Lage, die Betrachtungen in 
Kap. X ganz zu verstehen. 
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IX. Die Verteilnng einer auf eine ebene Flache 
wirkenden Normalkraft (Spannungen bleiben 

dabei unterhalb der Elastizitatsgrenze). 

1. Methodisches. 

Hat man mit Hilfe der Methoden der Statik die auBeren auf 
einen Korper wirkenden Krafte bestimmt, so muB man fiir. jeden 
Punkt des Korpers den Spannungszustand, d. h. GroBe und Richtung 
der in jedem Punkt in jeder Ebene wirkenden Spannungen festlegen. 
Die Spannungen diirfen dabei iiber einen gewissen Betrag nicht hinaus
gehen, der je nach dem verwendeten Material und dem Konstruk
tionsteil verschieden ist und vielfach durch behordliche V orschriften 
festgelegt ist. 

Wir wollen auf diese kurz dargelegte Methodik etwas naher ein
gehen. Der Ingenieur muB sich zunachst dariiber klar werden, welche 
Art von Lasten das Bauwerk beanspruchen wird. Eine nur selten 
aufgebrachte Last kaml ohne Schadenfiir die Konstruktion groBer 
sein als eine standig oder gar haufig wiederholt wirkende Last. Dies 
ist u. U. sehr wohl zu beriicksichtigen, um auf der einen Seite zwar 
sicher, auf der anderen Seite aber auch nicht unwirtschaftlich zu bauen. 

Die angreifenden Krafte werden nicht immer ihrer Lage nach 
festliegen, vielmehr werden sie haufig - bis auf das Eigengewicht -
beweglich sein, z. B. bei einer Briicke; dann muB der Ingenieur die 
(fiir die Beanspruchung eines bestimmten Stabes oder Querschnitts) 
ungiinstigste Laststellung bestimmen. N ach Ermittlung der Reaktionen 
kann dann die gesuchte ungiinstigste Kraftwirkung und damit der 
Spannungszustand festgelegt werden. 

Der Gang der Rechnung ware also etwa folgender: 
1. Bestimme das System der N utzlast. 
2. Bestimme die ungiinstigste SteHung des Nutzlastsystems fiir 

irgendeinen betrachteten Querschnitt (die Kenntnis der Einwirkung auf 
einen Querschnitt wird in der Regel nicht geniigen, vielmehr wird man 
eine ganze Anzahl Querschnitte in dieser Weise untersuchen miissen). 

3. Bestimme die Reaktionen fiir diese ungiinstigste Nutzlast
steHung und fUr das Eigengewicht. 

4. Bestimme die auf den betrachteten Querschnitt wirkenden Krafte. 
5. Bestimme die Verteilung jener Krafte iiber den Querschnitt 

und den Spannungszustand an jedem Punkt des Querschnitts. 
Das 'vorliegende Kapitel wird iiber die wichtige Frage der Ver

teilung einer gegebenen Kraft iiber einen gegebenen Querschnitt 
handeln. Dazu bedient man sich der stets anwendbaren Schnitt
methode. Diese besteht darin, daB man sich den Korper mittels eines 
Schnittes durch den betrachteten Querschnitt in zwei Teile geschnitten 
und den einen Teil entfernt denkt. Es kann sowohl der eine wie 
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der andere Tell entfernt gedacht werden. Durch diesen Kunstgriff 
werden die inneren, von dem entfernten auf den stehenbleibenden 
Tell wirkenden Krafte zu auBeren Kraften gemacht, die mit den 
andern auf den betrachteten Teil wirkenden auBeren Kraften im 
Gleichgewicht stehen und mit Hille der Gleichgewichtsbedingungen 
sodann zu erfassen sind. 

2. Die Art der untersuchten Zus~mmenhange. 
Wird ein Rundschnitt gefiihrt, d. h. ein Schnitt, der ein Korper

tellchen aus dem Innern des Korpers so herausschneidet, daB die 
Schnittflachen nicht die Korperoberflache schneiden, dann ergeben 
uns die fUr jenes Korperelement angesetzten Gleichgewichtsbedin
gungen Beziehungen zwischen den auf den Flachen des Elements 
wirkenden inneren Kraften und dem Eigengewicht des Elements; 
dieses < ist die einzige auBere Kraft (abgesehen von etwaigen anderen 
Massenkraften). Die Kraft, die auf eine Flache des Elements wirkt, 
ist hinsichtlich ihrer GroBenordnung das Produkt aus einer (stets) end
lichen Spannung und zweier Langen; das Gewicht ist das Produkt aus 
einem (stets) endlichen Raumgewicht und dreier Langen. Daraus folgt, 
daB bei der Betrachtung eines Elements mit linear en Ausdehnungs
maBen von der GroBe von Differentialen das Gewicht gegeniiber den 
Flachenkraften stets vernachlassigt werden darf, da es von einer hoheren 
Ordnung klein ist. Die Untersuchung des Gleichgewichtszustandes 
eines durch Rundschnitt gewonnenen Korperelements liefert also die 
Beziehlmgen z~chen den Spannungen an einem Punkte in verschie
denen Ebenen. Dieses ist eine ganz allgemeine Methode zur Unter
suchung der Zusammenhange zwischen inneren Kraften; sie ist in 
Kapitel V angewendet worden. 

1st das herausgeschnittene Korperelement zum Teil von der Korper
oberflache begrenzt, auf die auBere Krafte wirken(Teilschnitt), so liefert 
die Gleichgewichtsuntersuchung Beziehungen zwischen den auBeren 
Kraften, die auf die der Korperoberflache angehOrende Flache des 
Elements, und zwischen den inneren Kraften, die auf die iibrigen 
Flachen des Elements wirken. 

Ist der Korper durch einen Trennschnitt in zwei Teile getrennt, 
so geben die Gleichgewichtsbedingungen Beziehungen zwischen den 
inner en Kraften und der resultierenden auBeren Kraft, die auf den 
betrachteten Schnitt wirken, also Beziehungen zwischen inneren und 
auBeren Kraften. 

Die Schnittmethode ist eine Methode von allgemeiner Giiltig
keit zur BestimmuIig von inneren Kraften in einem Korper, wobei 
man je nach der Art der gesuchten Zusammenhange einen Rund
schnitt, einen Tellschnitt oder einen Trennschnitt fiihrt. 1st die Wahl 
der Begrenzungsflachen frei, so wird man der Einfachheit halber ebene 
Flachen wahlen. In diesem Kapitel werden wir uns mit den Bezie
hungen zwischen inneren und auBeren Kraften, also mit der Frage 
beschaftigen, welche Spannungen an beliebigen Punkten des Korpers 
durch gegebene auBere Krafte erzeugt werden. Wir fiihren (vgl. oben) 

Swain·Mehme\, Festigkeits\ehre. 13 
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einen Trennschnitt; die geschnittene Korperfl.ache nennt man einen 
Querschnitt (Definition eines speziellen Begriffs Querschnitt siehe unter 
Abschnitt 5). Die in dem Querschnitt angreifende resultierende innere 
Kraft muB der Resultierenden der auBeren Krafte, die auf den durch 
den Schnitt abgetrennten Korperteil wirken, das Gleichgewicht halten 
und kann also mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen gefunden 
werden. Es tritt dann die Frage auf, wie sich diese Kraft iiber den 
Querschnitt verteilt, also die Frage nach GroBe und Richtung der 
Spannungen an jedem Punkt des Querschnitts. Die Schnittrichtung 
ist an und fiir sich beliebig; wir werden spater sehen, wie sie zweck
maBig gewahlt wird. Es muB das Bestreben sein, die Schnittfl.ache 
der ungiinstigsten, d. h. der groBten Beanspruchungen jeweils zu finden. 

In Kapitel II ist auseinandergesetzt, wie man die Resultierende 
von gegebenen Kraften findet. 

Wirken aIle Krafte in einer Ebene, wie dies am haufigsten der 
Fall ist oder doch angenommen wird, so ist die Resultierende der 
auf einer Seite des Schnittes wirkenden Krafte entweder eine Einzel
kraft oder ein Kraftepaar. 

Die Einzelkraft schneidet die Querschnittsebene in irgendeinem 
Punkt der Schnittlinie der Querschnitts- und der Krafteebene, wobei 
der Punkt innerhalb oder auBerhalb der Querschnittsflache liegen 
kann. In jenem Punkt kann dann die Kraft in eine Normal- und 
Tangentialkraft in bezug auf den Querschnitt zerlegt werden. 

Ein Kraftepaar besteht aus zwei gleich groBen,entgegengesetzt 
gerichteten Kraften, derell Wirkungslinien parallel zueinander liegen. 
Da die GroBe durch Kraft x Hebelarm bestimmt ist, kann man die 
beiden Faktoren, ohne an der Kraftwirkung etwas zu andern, variieren, 
wenn das Produkt konstant bleibt. LaBt man den Hebelarm gegen 
Unendlich gehen, so geht die Kraft gegen Null. 

Eine Kraft oder ein Kraftepaar, in der Ebene des Querschnitts 
tangential wirkend, erzeugt Scherspannungen (vgl. Kap. V, VII, VIII). 
Betr. die Resultierende eines raumlichen Kraftsystems vgl. Kap. IL 

3. Darstellung des allgem{'inen Rechnungsganges rur ein 
ebenes Kraftsystem. 

Es sei ein unter der Einwirkung auBerer Krafte stehender, im 
Gleichgewicht befindlicher Korper durch einen Trennschnitt in zwei 
Teile A und B zerlegt; der Teil A sei entfernt. SolI der Teil B im 
Gleichgewicht bleiben, so muB die Resultierende aBer auf B wirken
den auBeren Krafte gleich und entgegengerichtet sein 

a) der Resultierenden aBer auf A wirkenden auBeren Krafte und 
b) der Resultierenden aller inneren Krafte, die von A auf B aus

geiibt werden, und die wir uns als auBere Krafte in der zu B ge
horigen Schnittflache angebracht denken. 

Die Resultierende aBer auf B wirkenden auBeren Krafte sei die Kraft 
a b, in a angreifend (Abb. 140). Man zerlege a b in drei Komponenten 
parallel den Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems 0 X, 0 Y, 
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o Z, wobei 0 X und 0 Y in der Querschnittsebene Iiegen und 0 der 
Querschnittsschwerpunkt sei; a c· sei die N ormalkomponente N, a e 
und a { die Tangentialkomponenten T", und T. Der Punkt a habe 
die Koordinaten Xl und Y1 *. y 

In a' und in 0 bringe + Y 

man zwei gleich groBe, ent-
gegengesetzt gerichtete 

Krafte N in der Z -Richtung, 
in a' ferner zwei gleich groBe, 
entgegengesetzt gerichtete 
Krafte T", in der X -Richtung 
und am Punkt a" zwei gleich 
groBe, entgegengesetzt ge
richtete Krafte Ty an. Die 
Lage der Punkte a' und a" 
geht klar aus Abb.140 her-
vor. Die Kraft a b ist dann 
aquivalent elf Kraften, die 
sich in drei Einzelkrafte 
und drei Kraftepaare wie 
folgt zusammenfassen lassen: 

1. Eine N ormalkraft 

B +Z 

c 

Abb.140. 

+X 

-z 

o Clf = N, die in 0 angreift und, wie wir sehen werden, gleichmaBig 
tiber den Querschnitt verteilte N ormalspannungen erzeugt (in vor
Iiegendem FaIle Druckspannungen). 

2. Eine Tangentialkraft a' e' = Tx ' in 0 angreifend, die den Teil B 
in der Richtung 0 X von A abzuscheren sucht. 

3. Eine Tangentialkraft a" f' = T , in 0 angreifend, die Binder 
Richtung 0 Y von A abzuscheren sught. 

Die Krafte 2. und 3. erzeugen Scherspannungen in dem Querschnitt. 
4. Ein Kraftepaar, das B urn die Achse 0 Z zu drehen sucht 

und das aus zwei Kraftepaaren resultiert: einem Kraftepaar mit den 
Kraften ae und a'e" und dem absolutenMomentenwert TX'YI sowie 
einem Kraftepaar mit den Kraften a {und a" {" und einem absoluten 
Momentenwert Ty: Xl • 

* .Anmerkung: Wegen der Wichtigkeit der Zusammenhange soil noch ein
mal dargelegt werden: Innere Kriifte in einer Querschnittsflache eines Korpers 
sind dadurch hedingt, daB der Resultierenden der auBeren Krafte, die auf einem 
der heiden durch den Querschnitt getrennten Korpertelle wirken, durch Flachen
krafte, in dem zu dem anderen Korperteil gehorenden Querschnitt wirkend, das 
Gleichgewicht gehalten werden muB. Um nur mit auBeren Kraften rechnen zu 
mlissen, hat man sich einen der beiden Korperteile entfernt zu denken. Dahei 
muB man sich klar sein, welcher Teil entfernt ist und welcher betrachtet wird. 
Dahei ist an sich keiner der heiden Teile vor dem andern bevorzugt; man wird 
im allgemeinen den Teil stehen lassen, hei dem die Betrachtung am einfachsten 
ist, also den, an dem die wenigsten auBeren Krafte angreifen. Die Flachen
krafte, die man hei der Untersuchung des einen bzw. des andern Telles erhalt, 
sind einander gleich, jedoch entgegengesetzt gerichtet. 

13* 
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5. Ein Kraftepaar, das B um die Achse 0 X zu drehen vers)1cht 
mit .dem absoluten Momentenwert N· YI • 

6. Ein Kraftepaar, das B um die Achse 0 Y zu drehen suchtmit 
dem absoluten Momentenwert N· Xl • 

Die Verteilung der Spannungen muB die statische Bedingung er
fUllen, daB diese die gleichen resultierendenKrafte und Kraftepaare 
wie die unter 1. bis 6. genannten ergeben. Die Aufgabe ist: 

a) die Normalspannungen durch die bei a wirkende Normalkraft N, 
b) die Scherspannungen durch die bei a wirkenden Tangential

krafte T", und Ty zu finden. 

ill diesem Kapitel wird nur der Teil a) der Aufgabe behandelt. 
Betr. b) vgl. Kap. VIII und X. 

ill Kap. II ist bereits von der gebrauchlichen Art die Rede ge
wesen, wie die Verteilung von Spannungen iiber eine ebene Flache F 
dargestellt wird. Es wird in jedem Punkt der Flache die dort wirkende 
Spannung in irgendeinem SpannungsmaBstab senkrecht aufgetragen. 
Die Endpunkte aller dieser Lote liegen auf einer Flache V, die eben 
oder gekriimmt sein kann. 1st V eben und parallel zu F, so ist die 
Kraft, im betrachteten Fall die N ormalkraft gleichmaBig verteilt und die 

Spannung an jedem Punkt 1st ~. 1st V eben, aber nicht parallel 

zu F, SO schneidet die Ebene V die Ebene F in einer geraden Linie, 
die inner- oder auBerhalb der Flache F liegen kann. Auf dieser Schnitt
linie verschwinden die Normalspannungen, sie heiBt neutrale Achse 
oder Nullinie (abgekiirzt N.L.). Die Normalspannungen sind auf jeder 
Geraden auf Flinear veranderlich mit Ausnahme auf allen Geraden 
parallel zur N.L. Ihre GroBe ist in jedem Punkt proportional der 
Entfernung des Punktes von der N.L. Eine derartige Verteilung 
nennt man eine lineare Spannungsverteilung. 1st V eine krumme 
Flache, so ist die Spannungsverteilung weder gleichmaBig noch linear. 

ill jedem Fall ist N proportional dem Volumen des zwischen den 
Flachen Fund V eingeschlossenen Raumes und geht durch den 
Schwerpunkt dieses Raumes hindurch. Denn jedes senkrecht auf F 
stehende Raumelement (Raumprisma) stellt ein Kraftelement dar, 
und da N die Resultierende aller dieser Kraftkomponenten ist, muB 
N durch den Schwerpunkt des Raumkorpers gehen, der die Gesamt
heit der Elemente darstellt. 

Wir haben also beziiglich der Verteilung von N drei statische 
Bedingungen: Die Summe der Flachenkrafte muB gleich N sein, ihre 
Resultierende muB durch a (Ab b. 140) gehen und N gleichgerichtet sein. 
J ede Spannungsverteilung, die diesen Bedingungen geniigt, ist statisch 
moglich. Es ware z. B. mit diesen statischen Bedingungen durchaus ver
traglich, wenn an einer Stelle Zugspannungen und ringsherum nur 
Druckspannungen wirken, obwohl eine derartige Kraftverteilung un
moglich ist. Entsprechendes kann von der Verteilung von T", und Tu 
iiber F gesagt werden. 
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Es stelle a b Abb.141 eine rechteckige QuerschnittsfUiche mit der Aus~ 
dehnung 1 senkrecht zur Zeichenebene dar. Die Spannungen sollen nur 
in der Richtung a b, nicht aber senkrecht zu a b veranderlich sein. 
N wirke im Schwerpunkt der 
Flliche, der durch e dargestellt sei. 
Dann sind die Spannungsvertei
lungen nach den Linien cd, c1 dll 

c2 d2 , csds' c4 d4 '" cndn sta· 
tisch moglich, sofern das V olumen 
a cn dn b (in dem richtigen MaBstab 
gemessen) den Wert von N unter 
Beriicksichtigung des V orzeichens 
ergibt und sein Schwerpunkt sich 
senkrecht iiber e befindet. Dabei 
braucht die Verteilung natiirlich 
nicht etwa symmetrisch zu e zu sein. 
Die Symmetrie der Kraftverteilung 
ist nur ein Spezialfall hinsichtlich 
der· Erfiillung· der statischen Be· 

a~--------~~+---------~b 

Abb.141. 

dingung, daB der Schwerpunkt des Korpers a cn dn b sich iiber e befinden 
muB. Die Kraftverteilung nach c4 d4 zeigt sogar zwei Nullinien. 

Das Problem der Spannungsverteilung kann also durch die Metho
den der Statik allein nicht gelOst werden; man ist gezwungen, durch 
weitere physikalische Bedingungen oder durch auf dem Versuchsweg 
gewonnene Erkenntnisse dem wirklichen Gesetz der Verteilung niiher 
zu kommen. Diese Annahmen werden spater behandelt werden. 

4. Allgemeine Gleichungen. 

In einem Querschnittsteilchen df= dx·dy einer auf ein recht
winkliges Achsenkreuz 0 X, 0 Y bezogenen Querschnittsflache mogen 
die Normalspannung a und die Scherspannungen 'C., und 'Cy (in der 
X- bzw. Y-Richtung) wirken. Die Krafte, die das Flachenteilchen 
beanspruchen, sind dann 

dN= a·df, 

dT., = 'C",.dr, 

dTy = Ty.df. 

FaBt man diese Krafte als die Krafte auf, die von A auf B ausge
iibtwerden, so halt ihre Resultierende der Kraft ar; (Abb. 140) das 
Gleichgewicht. Diese Bedingung ist dieeinzige, die irgendwelchen Be
ziehungen statischer Art zugrunde liegen kann. Bevor wir siemathe
matisch ausdriicken, miissen wir ein Dbereinkommen iiber die Vor
zeichen treffen. Wir wollen Scherkrafte und Scherspannungen positiv 
bezeichnen, wenn sie in der positiven Richtung der ihnen parallelen 
Achsenrichtung des Koordinatensystems wirken; Normalkrafte und 
-spannungen seien positiv als Zugkrafte und -spannungen. Momente 
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seien positiv genannt, wenn sie dem Beschauer rechtsdrehend er
scheinen, der von der positiven Seite der jeweiligen Drehachse gegen 
den Ursprungspunkt hin sieht. 

Die sechs Gleichgewichtsbedingungen lauten· 

2;X=o; .2Y=O; 2;Z=O; 

.2 Mx = ° ; .2 My - 0; .z Mz = ° . 
Wendet man diese Gleichungen auf den allgemeinen Fall der 

Abb.140 an, so ergibt sich 

f'rx·df+Tx=O, (1) 

fTy.df+Ty=O, (2) 

fa.df-N=O, (3) 

- f aoy·df + N'Yl = 0, (4) 

f a.x.d( - N,x1 = 0, (5) 

- fTx·y·df+ fTyOx.df-TxoYl + Ty,x1 = 0. (6) 

Bezeichnen wir mit Mx ' My, Mz die Momente der auBeren auf 
B wirkenden Krafte in bezug auf die X-, Y-, Z-Achse unter Be
achtung der oben gegebenen Vorzeichenregeln, so kann man die 
sechs Gleichungen schreiben 

fTx·df= - Tx' (1) 

fV"df= -- T y' (2) 

fa·df= N, (3) 

f a·y·df= N'Yl = + Mx ' (4) 

fa·x.df=N,x1 = -My, (5) 

fTx·y·df= fvx.df= - T"'YI + Ty,x1 = +1'1z ' (6) 

In bezug auf die Vorzeichen besagen diese Gleichungen nichts 
anderes, als daB eine Kraft Tx ' die auf B in der Wirkungsgeraden 
+ 0 X angreift, Scherspannungen erzeugt, die in der entgegengesetzten 
Richtung auf B wirken; daB eine Kraft T y ' auf B in + 0 Y wirkend, 
Scherspannungen erzeugt, die in der entgegengesetzten Richtung auf 
B wirken; daB eine Normalkraft in B, die von B wegwirkt, Zug
spannungen hervorruft; daB ein rechtsdrehendes Moment Mx auf B 
um die X-Achse oberhalb 0 X, also fiir positive Y- Werte, Zugspan
nungen, daB ein rechtsdrehendes Moment My auf B fUr positive x-Werte 
Druckspannungen hervorruft, und daB ein rechtsdrehendes Moment Mz 
auf B positive Tx - und negative ty-Spannungen fiir positive x- und 
y-Werte hervorruft. Der Leser mache sich diese Zusammenhange 
wegen ihrer Wichtigkeit deutlich klar. 
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Wir haben also sechs Gleichungen, in denen die drei unbekannten 
Spannungen 0, T"" T/1 vork?mmen, die wieder Funktionen des ?rtes 
sind, also von x una y abhangen. Die Gleichungen (1), (2) und (6) 
betrefIen nur die Scherspannungen, wahrend (3), (4) und (5) nur liber 
die Normalspannungen etwas aussagen. Waren die Scherspannungen 
gleichmaBig liber den Querschnitt verteilt, so erhielte man aus Gl. (1) 
und (2) 

und die Resultierende der Scherspannungen in der X - und der Y
Richtung ginge durch 0, den Querschnittsschwerpunkt. Dies wiirde 
jedoch Gl. (6) nicht befriedigen bis auf den Fall, daB die Punkte a 
und 0 zusammenfallen. Zunachst wollen wir von der Erorterung der 
Gl. (1), (2) und (6) absehen und uns nur mit den Gl. (3), (4) 
und (5) beschaftigen. Diese drei Gleichungen konnen erst benlitzt 
werden, wenn wir eine Funktion des Ortes, also die Abhangigkeit der 
a-Werte von x und y, zugrunde legen. Da wir drei Gleichungen haben, 
so muB die gesuchte Funktion zwischen 0 und x und y derart sein, daB 
drei zu bestimmende Konstanten darin vorkommen. 

Es sind natiirlich unendlich viele Funktionen moglich. N ehmen 
wir z. B. an 

a = a + b· x + C. x2 • 

Diese Funktion wlirde a zu einer Abhangigen nur von x und von 
y unabhangig machen, d. h. aIle Punkte jeweils auf einer Parallelen 
zu 0 Y hatten das gleiche a. Eine derartige Annahme ware toricht, 
da aIlgemein die x-Richtung vor der y-Richtung nicht bevorzugt 
sein kann. Rein mathematische Dberlegungen fiihren nicht zum Ziel, 
wir mlissen die physikalischen Grundlagen priifen. Es ist jedenfalls 
ofIensichtlich, daB a in der gleichen allgemeinen Weise von x und 
von y abhangig sein muB. Da 0 im Koordinatenursprung einen end
lichen Wert haben kann, so hat die Spannungsfunktion unter An
nahme eines Potenzgesetzes die Formen 

a =a+ bx+ cy, (7) 
oder 

a = a + b x2 + c y\ 
oder allgemein 

a = a + b x" + c yn . 

Jedes Gesetz auBer dem ersten nach Gl. (7) wiirde fiir die Span
nungsverteilung eine krumme Flache ergeben. Die lineare Spannungs
verteilung ist jedoch ofIenbar die einfachste mogliche. Legen wir sie 
unseren Ableitl1ngen zugrunde, so nehmen die Gl. (3), (4) und (5) 
folgende Formen an: 

N = af f dxdy + bf f x.dx.dy + cff ydxdy, 
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N'Yl = M(lJ = af f ydxdy + b f f x.y.dxdy + cf f y2.dx.dy, 

N,x1 = -My =af f x.dx.dy+b f f x~.dx.dy+cf f x·y·dxdy.* 

Haben wir (vgl. oben) als Koordinatenursprung den Querschnitts
schwerpunkt gewahlt, so bestehen folgende Beziehungen: 

f f x dx dy = f f y dx dy = 0, 

f f x2 dx dy ---,- J , 
- . y 

f f y2 dx dy = J x' 
f f x y dx dy = Z, 

ferner ist f f dx dU = F. 

Jx und Jy sind die Tragheitsmomente des Querschnitts in bezug 
auf die X- und die Y-Achse, Z ist das Zentrifugalmoment in bezug 
auf die X- und Y-Achse. Die Gl. (3), (4) und (5) nehmen nunmehr 
die Form an 

Daraus geht hervor 

und schlieBlich 

N=a·F, 

N·Yl. b·Z + c·Jx ' 

N· Xl = b· Jy + c· Z . 

N 
a=F' 

b = N. JX ·x1 -Z·Yl 
Jx ·J,,-Z2 , 

C = N. JY ·Yl- Z ·X l 
Jx ·Jy _Z2 

a = ~ + ~.xEx:~=~~~J + N·y(JY ·Yl -Z·x1) ** (8) 
F Jx·Jy - Z2 Jx.Jy - Z2 . 

Dies ist der allgemeine Ausdruck fiir die N ormalspannung an 
einem beliebigen Punkt (x, y) eines in einem beliebigen Punkt (Xl' Yl) 
durch eine N ormalkraft beanspruchten Querschnitts unter Annahme 
linearer Spannungsverteilung, wobei der Querschnitt auf ein recht
winkliges Achsenkreuz X, Y mit dem Ursprungspunkt im Querschnitts
schwerpunkt bezogen ist. 

* Anmerkung: Die Betrachtungen diesesKapitels gelten, wie ausdriicklich 
bemerkt sein solI, nur innerhalb des elastischen Bereiches IDld des Hooke'schen 
Gesetzes. Spannungszustande, fiir die diese beiden Voraussetzungen nicht zu
trefien, sind in Kap. X, Abschn. 36 erartert. In den Abschn. 29 und 30 des 
Kap. X ist dargeIegt, warum diese Spannungsverteilung bei Giiltigkeit der beiden 
oben genannten Voraussetzungen zutrifit, wenn in dem betrachteten Querschnitt 
nur Normalspannungen wirken, und daB weiterhin die Verteilungder Normal
spannungen unbeeinfluBt davon bIeibt, wenn der Querschnitt auBerdem von un
gleichmal3ig verteilten Scherspannungen beansprucht wird. 

** Diese Gleichung wurde von dem Verfasser zuerst in "Van Nostrands 
Engineering Magazine" 1880 in dem Aufsatz: "A general formula for the normal 
stress in beams of any shape" ver6fientlicht. 
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Fill den Punkt (x, y) = 0 wird. 
N 

a=p=a. 
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Es ist also unter Annahme linearer Spannungsverteilung die N or
malspannung im Querschnittsschwerpunkt stets gleich der mittleren 
Spannung. . . 

Die Konstante b gibt das MaE der Anderung der Normalspan
nung in jeder Parallelen zu 0 X (wenn man um die Einheit in der 
X -Richtung fortschreitet). 

Die Konstante c gibt das MaE der Anderung der Normalspannung 
in jeder Parallelen zu 0 Y (wenn man um die Einheit in der Y-Rich
tung fortschreitet). 

Sind die Achsen des rechtwinkligen Achsenkreuzes Hauptachsen, 
so verschwindet Z und Gl. (8) wird zu 

a =!!. + N·X·X, + N·Y·Yl 
F J y J", 

oder da, im Absolutbetrage, 

N.x1 = My; 

so wird, in Absolutbetragen, 

=!!. + My'x + M",·y 
a F Jy J;t;. 

Unter Beachtung unserer Vorzeichenregeln wird 

(9) 

(10) 

a - !!. _ My·x + Mx ·]{ (10 a) 
- F Jy J;t; • 

In jedem einzelnen Fall wird die V orzeichenfrage durch Vberlegung 
leicht zu entscheiden sein. Um die Aufmerksamkeit darauf zu lenken, 
wird es gut sein, die beiden letzten Ausdriicke der Gl. (9) mit 
doppeltem Vorzeichen zu versehen: 

N N·x·x N·Y·Yl a=_+ __ l + __ 
F - Jy - J", (11) 

oder 
a =!!. + My'x + MX·YJ? 

F - J y - Jx 
(12) 

Diese Gleichung!)n, die also lineare Spannungsverteilung, den Ko
ordinatenursprung im Querschnittsschwerpunkt und Hauptachsen vor
aussetzen, geben die allgemeinen Beziehungen zwischen Normalspan
nungen und auEeren Kraften. 

Geht die Kraftebenedurch eine der beiden Hauptachsen, so erhalt 
man die meistgebrauchten Beziehungen 

a =!!. + Mx·Y (13a) 
F- Jx 

bzw. 

(13b) 
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Da die Koordinatenachsen willkiirlich gewahlt werden konnen, so 
ist es iiblich geworden, sie in die Hauptachsen zu legen, so daB im 
folgenden von G1. (9) ausgegangen werden kann. 

Die Annahme linearer Spannungsverteilung fiihrt fUr den Fall, 
daB· die Normalkraft im· Querschnittsschwerpunkt angreift, zu dem 
Ergebnis gleichmaBiger Spannungsverteilung. Es ist wichtig, darauf 
hinzuweisen, daB dies durchaus nicht immer zutrifft, z. B. bei einem 
Zugstab in den Querschnitten, die sich in der unmittelbaren Nahe 
einer Einkerbung befinden (vgl. Kap. VI). Die Annahme linearer 
Spannungsverteilung ist also in manehen Fallen sieher unzutreffend, 
so immer, wenn plotzlich Querschnittsveranderungen vorkommen. Die 
angenommene Kraftverteilung darf jedenfalls nie mit anderen physi
kalischen GesetzmaBigkeiteu im Widerspruch stehen. 

5. Biegungsnormalspannullgen. 

Mit Hilfe der im vorigen Abschnitt angegebenen Gleichungen 
lassen sich in jedem Punkt eines beliebigen Querschnitts eines von 
bekannten auBeren Kraften beanspruchten Korpers die Normalspan
nungen angeben, unter der Annahme linearer Spannungsverteilung 
und homogenen Materials. Offenbar muB sich das Gesetz der Span-

nungsverteilung andern, 
a wenn der Querschnitt r- ----_S!CT!!~h§~ - - - - j -~-~I 

_-J---~ -_S!a~CT.0~ - - j --. b 

Material mit verschie
denem Elastizitatsmodul 
enthalt (also nicht ho
mogen ist), z. B. teils Eisen, 
teils Holz oder Beton. 

Abb.142. 

d 

Derartige FaIle sollen 
spater behandelt werden. 
Die Untersuchungen die
ses Kapitels setzen homo-
genes Material voraus. 

Es ist bereits erwahnt 
worden, daB sehr viele 
im Bauwesen vorkom
mende Konstruktionsteile 
annahernd prismatisch 

e sind und ihre Langsab
messungen groB im Ver
gleieh zu den Quer
sehnittsabmessungen sind. 
Oft sind es gerade Pris-

men, d. h. Korper mit konstantem Quersehnitt und gerader Achse 
(die Achse ist der geometrische Ort der QuerschnittsschwerpuUkte und 
steht auf jedem Querschnitt senkrecht). Haufig jedoch ist der Quer
schnitt iiber die StabIange veranderlich. Sieht man von gekriimmten 
Staben ab (vg1. unten), so kann bei Querschnittsanderungen die Achse 
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eine Gerade bleiben oder aus einer Anzahl von parallelen Geraden 
bestehen. Der Mensch besitzt im allgemeinen ein gute Vorstellung iiber 
den Verlauf der Achse eines Stabes. Abb. 142a zeigt einen Stab mit 
konstantem Querschnitt und gerader Achse, Abb. 142 b einen Stab mit 
sprungweise veranderlichem Querschnitt und gerader Achse, Abb.142 c 
einen Stab mit sprungweise veranderlichem Querschnitt und einer 
Achse, die aus zwei parallelen Geraden,. also auch mit einer Unstetig
keit, besteht. Der Stab nach Abb. 142 d ist ein gekriimmter Stab mit 
konstantem Querschnitt, der Stab nach Abb.142e hat einen stetig 
veranderlichen Querschnitt und eine gerade Achse. 

Ein gerader Stab moge so definiert werden: man denkt ihn sich 
dadurch entstanden, daB eine ebene Flache parallel derart ver
schoben wird, daB sich fur Schwerpunkt auf einer Geraden (oder auf 
einer Folge von nahe beieinander liegenden parallelen Geraden) be
wegt, wobei die ebene. Flache konstant sein oder sich stetig oder 
auch sprung weise verandem kann. Die Flache steht wahrend ihrer 
Bewegung stets senkrecht zu der Leitgeraden. 

Entsprechend dieser Definition ist ein Stab nach Abb. 142 e ein 
gerader Stab. 

Ein gekriimmter Stab hat eine gekriimmte Achse. Sein Quer
schnitt kann konstant oder veranderlich sein. Die Definition eines 
gekriimmten Stabes kann ganz analog der des geraden Stabes ge
geben werden. Es bewegt sich eine Flache langs einer gekriimmten 
Linie derart, daB ihr Schwerpunkt in der Linie liegt und sie selbst 
in jeder Lage senkrecht zu dem betreffenden Linienelement bzw. der 
Tangente an die Linie steht, wobei die Flliche konstant sein oder 
sich stetig oder sprungweise iindem kann. 

Wir werden spater sehen, daB die Kraftverteilung iiber den Quer
schnitt bei einem krummen Stabe von der bei einem geraden Stabe 
verschieden sein kaIm, oder mit andem Worten, daB die Spannungs
verteilung in dem Querschnitt eines krummen Stabes nicht linear zu 
sein braucht. Nimmt man aber lineare Spannungsverteilung iiber 
den Querschnitt . eines krummen Stabes an, so gelten die Gin. (8) 
und (9), da ihnen keine Voraussetzung iiber die Form der Stabachse, 
sondem lediglich iiber die Art der Kraftverteilung zugrunde liegt. 

Es mogen fiir die Anwendung der GIn. (8) bzw. (9) einige Sonder
falle betrachtet werden: 

a) Die Normalkraft N greift im Querschnittsschwerpunkt an, die 
Scherkrafte Til' und Ty verschwinden. Es ist 

Xl = Y1 = 0 
und damit 

M",=My=O. 

Die Normalkraft ist dann gleichmaBig mit der Spannung 

N 
a=}j 
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tiber den Quersohnitt F verteilt. Dieser Fall heiBt zentrische (mittige) 
N ormalbeanspruchung. 

b) TfIJ=O, Ty=O, 

N ist 'von Null verschieden, greift jedoch nicht im Querschnittsschwer
punkt an. Wie in dem allgemeinen Fall, wo auch die Scherkrafte' 
von Null verschieden sind, gibt auch hier G1. (9) bzw. (11) oder (12) 
die Verteilung der Normalspannung' an. Trotzdem also die Berech
nung der Normalspannungen sich in nichts von der in dem allge
meinen Fall unterscheidet, hat dieser Belastungsfall einen besonderen 
Namen erhalten; er wird exzentrische (auBenmittige) Normalbean
spruchung genannt. 

c) N=O, M",=O, My=O. 

T", =f= 0, Ty =f= 0, Mz =f= 0. 

Dies bedeutet reine Scherbeanspruchung durch eine in der Quer
schnittsebene wirkende Tangentialkraft. Dieser Fall wird vorHiufig 
nicht behandelt. 

d) 

Sind M",. M und Mz von Null verschieden, so liegt Biegung mit 
Torsion vor; suid M", und My von Null verschieden, verschwindet da
gegen Mz ' so liegt nur Biegung vor. Zum klaren Verstandnis sei fol
gendes ausgefiihrt: 

In dem allgemeinen Fall, der den GIn. (11) und (12) zugrunde 
liegt, greift eine Normalkraft N im Querschnittsschwerpunkt an, auBer-
dem ist der Querschnitt durch ein Moment M = N Y Xl 2 + Yl2 bean
sprucht, oder, anders ausgedriickt, der Querschnitt ist durch eine 
Normalkraft beansprucht, die im Punkt (Xl' Yl) angreift (Schwer
punkt x, Y = 0) . Das Moment M kann in zwei Komponenten zer
legt werden, parallel der X-Achse und parallel der Y-Achse, dessen 
Absolutwerte 

MfIJ=N'Yl' 

My=N,x1 

betragen, wie oben auseinandergesetzt. 
Wiirde nur die N ormalkraft N wirken und das Moment M ver

schwinden, so ware der Querschnitt gleichmaBig auf Druck bzw. Zug 
beansprucht, und ein gerader Stab z. B. wiirde auch nach der Defor
mation gerade bleiben. Das zusatzliche Moment M verbiegt den Stab 
auBerdem noch. 

1st die Resultierende aller auBeren Krafte auf einer Seito des 
Querschnittes parallel zur Schnittebene (vgl. oben unter d)), so hat 
sie keine Normalkomponente N, es wirkt ein Kraftepaar, also ein 
Moment, und eine Tangentialkraft auf den Querschnitt. Liegt die 
Resultierende in der Querschnittsebene selbst, so liegt reine Scherung 
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vor, wenn die Stabachse in der Kraftebene Iiegt; ist dies nicht der 
Fall, so ist der Querschnitt auf Scherung und Torsion beansprucht. 

Reine Biegung liegt vor, wenn der Querschnitt nur durch ein 
Kraftepaar beansprucht wird, dessen Wirkungsebene senkrecht zum 
Querschnitt liegt und die Stabachse enth1i.lt. c 

Der haufigste Fall der Biegung ohne N ormalkraft, mit dem wir 
uns zu beschaftigen haben werden, ist die Biegung durch Querkrafte 
(vgl. oben), also daB der Querschnitt durch ein Moment und eine 
Scherkraft (Querkraft) beansprucht wird. Man kann sich diesen Fall 
so entstanden denken, daB die Normalkomponente der den Querschnitt 
schneidenden Resultierenden a b (Abb.140) immer kleiner wird, wahrend 
gleichzeitig ihr Schnittpunkt mit der Querschnittsebene immer weiter 
von der Achse liings der Linie 0 a wegriickt, derart, daB das Moment 
der N ormalkomponente in bezug auf die Achse konstant bleibt. Wenn 
N gegen Null geht, geht sein Hebelarm gegen UnendIich, oder die 
Resultierende ist parallel zum Querschnitt. Biegung durch Querkrafte 
tritt also auf, wenn auf einen geraden Stab lauter Krafte senkrecht 
zu seiner Achse wirken und die Wirkungslinie jeder Kraft durch die 
Stabachse geht. Dabei kann dann die Linie 0 a in jedem Querschnitt. 
eine verschiedene Richtung haben. 1m einfachsten Fall der Biegung 
durch Querkrafte liegen alle Krafte in einer Ebene, die die Stabachse 
enthalt. 

6. Definition des Balkens. 
Mit "Balken " , im weitesten Sinn des Wortes, wird ein Karper 

bezeichnet, der auf Biegung beansprucht ist, d. h. ein Karper, der 
einen oder mehrere Querschnitte enthiilt, bei denen der Kraftangriff 
normal, jedoch nicht zentrisch erfolgt. 

Es solI bemerkt werden, daB der Begriff "Balken" nicht immer 
so weit gefaBt wird, wie dies die obige Definition tut. Manchmal 
werden nur gerade Stabe, bei denen ein oder mehrere Querschnitte 
auf Biegung beansprucht sind, als Balken bezeichnet. Manchmal 
werden nur solche Stabe als Balken definiert, deren Biegung durch 
Querkrafte erzeugt ist, oder solche, die reine Biegung erleiden. 
Stiibe, die ausschIieBlich durch exzentrisch angreifende Druckkrafte 
beansprucht sind, werden im allgemeinen nicht alB Balken, sondern 
als Druckstabe bezeichnet. 

7. Einiges fiber die zeichnerische Darstellung. 

Eine Skizze sollte stets die Betrachtungen iiber Krafte unter
stiitzen. Nehmen wir (vgl. oben) einen Fall der Biegung durchQuer
krafte, und zwar den einfachsten, daB aIle Krafte in einer Ebene 
Iiegen. Diese Ebene sei die Zeichenebene. Der zu untersuchende 
Querschnitt sei c - c (Abb.143). Wir verfahren in der bekannten 
Weise, daB wir durch c - c einen Schnitt legen, einen Teil des Bal
kens entfernen, indem wir statt seiner die Krafte als auBere auf den 
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stehenbleibenden Teil 
auf I gewirkt haben. 

Verteilung einer N ormalkraft. 

anbringen, die bisher als innere Krafte von II 
In diesem Fall nehmen wir II weg und lassen 

I stehen, well auf I nur eine 
Kraft, die Auflagerkraft A 
wirkt. Die Wirkung von A 
kann man sich ersetzt 
denken durch ein Krafte
paar mit dem Moment 
M = A· x und del' Scher
kraft Q = A (Abb. 143). 

Abb.143. Abb.144. 

Die von II auf I wirkenden Krafte sind diesen entgegengesetzt 
gleich. Die auf den Querschnitt c - c wirkenden Krafte sind also 
eine Scherkraft Q = A und ein Moment M = A . x; diesen beiden Kraften 
halt die Kraft A das Gleichgewicht, die im Abstand x von c - c parallel 
zu c- c wirkt, deren Schnittpunkt mit del' Querschnittsebene also in eine 
unendlich groBe Entfernung von del' Achse geriickt ist. Das auf c- c 
(von II auf 1) wirkende Moment ist durch einen gekriimmten Pfeil 
mit dem entsprechenden Richtungssinn angedeutet. 

In jedem Fall laBt sich die Beanspruchung eines Querschnitts 
nach Abb. 144 zerlegen in eine zentrisch angreifende Normalkraft, eine 
Tangential- odeI' Scherkraft mit einer WirkungsIinie durch den Schwer-

y 
~---...;Y 

II J II 

x 

y 
Abb.145. 

punkt, ein Kraftepaar normal zur Querschnittsebene (Biegungsmoment), 
dessen Moment Mist, und ein Kraftepaar tangential zur Querschnitts
ebene, letzteres ist in Abb. 144 nicht mit dargestellt. Diese Krafte 
sind mit den auBeren Kraften, die auf den betrachteten Tragerteil 
wirken, im Gleichgewicht. Wirken die auBeren Krafte aIle in einer 
Ebene durch eine Hauptachse des Querschnitts, so wird die Zeichen
ebene zweckmaBig in die Krafteebene gelegt. Aus diesel' einen Dar
stellung ist dann alles ersichtlich. 1st dies nicht del' Fall, wie z. B. 
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in Abb. 145a, so wird die Zeichenebene ebenfalls in eine Hauptquer
schnittsebene gelegt und durch einen GrundriB (Abb.145a) und zwei 
Schnitte (Abb.145b und 145c) die Kraftwirkung auf den Querschnitt 
veranschauIicht. 

8. Die neutrale Achse oder die Nu1linie (N.L.). 

In Abb. 146 ist eine Spannungsverteilung (der Normalspannungen) 
fiber einen rechteckigen Quersohnitt in sohiefer Parallelprojektion dar
gestellt. Man vergleiohe hierzu den 4. Abschnitt dieses Kapitels. In 

p_ --1 
-- -/I /Y /1 -71 / 

_------ /1 /1 / I 
_--- /1 /1, / I 

vt."", -== ~ _ _ _ _ _ _____ -I- _ e c 
\ / / / 
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\ 
\ 

\ 

n 

7' 

Abb.146. 

--'*--1'--- - --x 

der Querschnittsebene gibt es eine gerade Linie, die Nullinie, die 
der geometrisohe Ort aller Punkte ist, in denen die N ormalspannung 
versohwindet. Langs allen andern Geraden als den Parallelen zur 
Nullinie findet eine Veranderung der Normalspannungen linear mit 
der Entfernung von der N.L. statt. 

Die Nullinie kann "inner- oder auBerhalb der Querschnittsflaohe 
Iiegen. 1m erst en Fall scheidet sie aufder Quersohnittsflaohe das 
Gebiet der Druck- von dem der Zugspannungen, im zweiten Fall 
haben die N ormalspannungen fiber den ganzen Quersohnittdas gleiohe 
Vorzeiohen, das von dem Vorzeichen der Normalkraft N abhiingt. 
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Die Gleichung der Nullinie erhalt man, wenn ma.Q. die G1. (11) 
nullwertig maoht: 

(14) 

.oder 
1+ X'Xl+Y'Yl=Ol 

• 2 • 2: • 
~y ~x 

Die N ullinie sohneidet also die Hauptachse 0 Y in einem Punkte m, 
dessen Entfernung von 0 

- Jx ix 2 

Om=--=--, 
F'Yl Yl 

(15) 

>U1ld die Hauptaohse 0 X in einem Punkt n, dessen Entfernung 
von 0 

- J i2 On= __ Y_=_L 
F'Xl Xl 

(16) 

betragt. Dabei ist i., der Tragheitsradius des Querschnitts in bezug 
.auf 0 X oder die Aohse der Zentralellipse in der Y-Richtung, i'1 der 
Tragheitsradius in bezug auf 0 Yoder die Achse der Zentralellipse 
in der X -Richtung. 

Der Winkel (3 der Nullinie mit der X-Achse ist durch die Be
-ziehung gegeben 

·oder 
R ix 2 

tan a . tau f-' = "'2 • 
~Y 

(17) 

(17 a) 

Der DurohstoBpunkt a der Resultierenden duroh den Quersohnitt 
Hegt stets gegeniiber dem Quadranten, der von der Nullinie gekreuzt 
"Wird. 

Aus den vorhergehenden Uberlegungen lassen sioh folgende Satze 
:zusammenfassen: 

1. Liegt die Nullinie auBerhalb der Quersohnittsflaohe, so haben 
.die Normalspannungen iiber den ganzen Quersohnitt das gleiche Vor
zeichen. 

2. Liegt die Nullinie innerhalb des Quersohnitts, so haben die 
N ormalspannungen des Quersohnittteils, der den DurchstoBpunkt der 
Kraft enthalt, das gleiohe, die des andern Quersohnittteils das ent
gegengesetzte Vorzeiohen wie die N ormalkraft N. 

3. Die (absolut) groBte Spannung hat der Querschnittspunkt, der 
die groBte (lotrechte) Entfernung von der N ulline hat. 

1 Anmerkung: Dies ist die Gleichung der Antipolaren des Punktes (Xl Yl) 
in bezug auf die Zentralellipse. Wenn man durch den Punkt a mit den Koor
.wnaten (Xl Yl) die Tangenten an die Zentralellipse zieht, so ist die Sehne durch 
.die Tangentenberiihrungspunkte die Polare des Punktes a in bezug auf die 
Zentralellipse. Die Antipolare ist die in bezug auf 0 zur Polaren symmetrische 
<Gerade; sie ist die Polare des Punktes (- Xl' - Yl) . 
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4. Dann und nur dann, wenn die Nullinie im Unendlichen Iiegt, 
sind die Normalspannungen gleichmii.Big iiber den Querschnitt verteilt. 

5. Die Lage der NulIinie ist nicht von der GroBe der Normal
kraft, sondern nur von der Lage des DurchstoBpunktes a abhangig. 

6. Wandert der DurchstoBpunkt a auf einer Geraden durch den 
Schwerpunkt, so verschiebt sich die Nullinie parallel (vgl. Gl. (17)). 
In andern Worten, wenn die Krafteebene die Stabachse enthaIt, so 
hat die NulIinie fiir eine und dieselbe Kra,fteebene stets die gleiche 
Neigung. 

9. Beziehungen zwischen der N ullinie und dem 
Durchsto.8punkt der Kraft. 

Es sollen im folgenden die Beziehungen zwischen der Lage der 
Nullinie, der Lage des DurchstoBpunktes, ferner zwischen der Lage 
dcr Nullinie, der GroBe von N und der GroBe dcr Spannungennaher 
untersucht werden, 

Der (senkrechte) Abstand der N.L. von 0 ist durch die Gleichung 
gegeben 

1 VX2 y2 VX2 y2 
-d =F J\+J\= ~+.\. 

y x ~y ~x 
(18) 

Da in der Gleichung der Nullinie (Gl. (14)) x und Xl sowie y 
und Yl untereinander vertauschbar sind, ergeben sich folgende Be
ziehungen: 

1. 1st N] - Nl die zu einem bestimmten DurchstoBpunkt al zu
geordnete Nullinie, so geht die einem andern, auf Nl - Nl gelegenen 
DurchstoBpunkt a2 zugeordnete Nullinie N2 - N2 durch al' 

2. Wandert der DurchstoBpunkt a langs einer Geraden l, so ro
tiert die N.L. um einen Punkt p; list dabei die zu pals Durch
stoBpunkt zugeordnete N.L. 

3. Umgekehrt, rotiert die N.L. urn einen Punkt p, so wandert 
der zugehorige DurchstoBpunkt langs einer Geraden l, die die zu p 
als DurchstoBpunkt zugehorige N.L. darstellt. 

Die Gleichung der Zentraltragheitsellipse, d. h. der Ellipse, in der 
iy und ix die Halbmesser in der X- bzw. der Y-Richtung sind 
(Abb.147), lautet 

woraus 

X2 y2 
72+""'"2=1, 
~y ~x 

dy 
dx 

X·i,x2 

- y.iy2 • 

Bringt man die Gerade 0 a zum Schnitt mit der Ellipse bei dem 
Punkte c mit den Koordinaten (X2' Y2), dann ist der Winkel fJ der 
Tangente an c gegen 0 X durch die Gleichung gegeben 

. 2 • 2 

fJ x~ ~x Xl 'lox tan = - -'"'I! = - -'~. 
Y2 ~y Yl ~y 

Durch 'diese Gleichung (Gl. (17)) ist aber auch der Winkel der 
Nullinie gegen 0 X bestimmt. 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 14 
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Hieraus folgt: 
Bringt man die Verbindungslinie zwisohen Quersohnittssohwer

und DurohstoBpunkt der Kraft mit der Zentraltragheitsellipse zum 
Sohnitt, 80 ist die N.L. parallel zu der Tangente in dem Sohnittpunkt. 

ll' c!.- ....--\/ 

I ....... 

I 
I 
I 
I 

y 

I 

\ 
N 

Abb.147. 

\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

Oder: Die N.L. ist parallel dem Durohmesser der Zentraltrag
heitsellipse, der der Verbindungslinie zwisohen Sohwerpunkt und 
DurohstoBpunkt konjugiert jst. 

1m Fa]) der Biegung ohne Normalkraft ist der Winkel p, den 
die N.L. mit der Hauptaohse 0 X, im Sinne des Uhrzeigers ge
messen, einsohlieBt, naoh Gl. (17) gegeben, wobei ex den Winkel der 
Krafteebene mit 0 X, wider den Sinn des Uhrzeigers gemessen, 
darstellt. Die N.L. muB in diesGm Fall duroh den Sohwerpunkt des 
Quersohnitts gehen. 

In den oben mitgeteilten Erorterungen sind die Zusammenhiinge 
auf ein reohtwinkliges Achsenkreuz duroh den Sohwerpunkt bezogen. 
1m folgenden soIl duroh die Wahl eines andern Koordinatensystems 
die Darstellung variiert werden. 
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Von dem DurchstoBpunkt a falle man das Lot auf die N.L.· mit 
dem FuBpunkt 0' (Abb. 147), und stelle n~e Gleichgewichts
bedingungen in bezug auf das Achsenkreuz (0' a)und 0' N mit den 
Koordinaten v und w auf. Unter Annahme Mearer Spannungsver
teilung ist --

0= c·v, 

worin c eine Konstante ist, die die Spannung in der Entfernung 1 
von der N.L. darstellt. 

Es ist 
f o·df= N = c f v·df· 

f o·v·df= N(e+ d) = cf v2 .df· 

f o·w·df= 0 = cf v·w·df· 

(19) 

(20) 

(21) 
Da 0 der Querschnittsschwerpunkt ist, so wird 

J v·df=F.d 
und 

cfv.df=c.F.d=N. (22) 

Bezeichnet man mit J l das Tragheitsmoment des Querschnitts in 
bezug auf die N.L., so wird 

cf v2 .df= c·Jl = N(e+ d). (23) 

Das Zentrifugalmoment des Querschnitts in bezug auf die Achsen 
0' N und 0' a verschwindet nach Gl. (21). Deshalb miissen diese 
beiden Achsen fiir den Punkt 0' die A('hsen der Tragheitsellipse 
sein. In Kap. III ist dargelegt, daB die Tragheitsachsen den Winkel 
zwischen den von 0' nach zwei Festpunkten, M und M', gezogenen 
Strahlen, also den Winkel M 0' M', halbieren; demnach moB in diesem 
Fall die N.L. den Winkel M 0' M' halbieren. 

Ferner finden wir aus Gl. (22) und (23) 
N 

c= F.d' 

e + d = C;l = :'ld . 

N(e + d) = Ml ist das Moment der Normalkraft in bezug auf die 
N.L., es wird damit 

Ml = c·J1 , 

Ml c=-, 
J1 

und die Randspannung an einem Randpunkt in derEenkrechten 
Entfernung vl von der N.L. betragt 

0max = ~l'Vl' (24) 
1 

also ganz entsprechend der fiir Biegung ohne N ormalkraft, mit der 
Kriifteebene- durch eine Hauptachse, geltenden Beziehung. 

14* 
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Das Ergebnis der GI. (24) erhalt man auch, wenn man die iib
liche Betrachtung des auf Biegung ohne Normalkraft (vgl. oben) be
anspruchten BaIkens anstellt: 

M1 = N(e+ d) = f cv2 ·df= c.J1' 

Ml c- --
- J1 ' 

Ml 
0max = Y'Vl' 

1 

Man kann deshalb Gl. (24) unter Annahme Iinearer Spannungs
verteilung als die allgemeine Gleichung fiir die Normalspannungen in 
einem Querschnitt bezeichnen, wobei M1 , J1 , VI auf die N.L. be
zogen sind. Gl. (24) ist also den Gl. (8), (9), (11) gleich geordnet. 

10. Bestimmung der Nullinie. 
1st der DurchstoBpunkt a von N gegebeJ!, so ist die N.L. durch 

die Abschnitte \ 
-J( ':- 2 - i 2 

Om=-~ On=-JL 
Yl ' Xl 

leicht festgelegt. (Gl. (15) und (16)). 

Die Strecken 0 m und 0 n konnen aUch Ieioht geometrisoh kon
struiert werden. Auf 0 X trage man von 0 die Strecke ire ab, so 
daB 0 r = ix; in r errichte man auf r a' das Lot, das 0 Y in m 
schneidet. Entspreohend trage man von 0 auf 0 Y die Strecke i 
bis r' ab, und errichte auf r' b' in r' das Lot, das 0 X in n trifft~ 
Der Beweis· ist leicht zu fUhren und solI dem Leser iiberlassen 
bleiben. 

Die N.L. kann ebenfalls mittels der Zentraltragheitsellipse be
stimmt werden; diese Konstruktion ist jedoch nicht ganz so einfach 
wie die oben angegebene Losung, die nur die Kenntnis von ix und i , 
also die Kenntnis der Hauptachsen, der darauf bezogenen Tragheit~
momente und der Querschnittsflache voraussetzt. 

Wir haben gesehen, daB mit J1 . als Tragheitsmoment in bezug 
auf die N.L. (Abb.147) 

wird. 
Bezeichnet man mit i den Tragheitsradius in bezug auf eine 

Achse durch 0 parallel zur NuIIinie, d.h. die senkrechte Ent-
fernung 0 Q von 0 zur Tangente an die ZentralleIipse in c, so ist 

J1 = F.i2 + F.d2 = F(i2 + d2). 

Daraus 
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und 
(25) 

Es ergibt sich daraus folgende Konstruktion: Man ziehe die 
Gerade 0 a bis zum Schnittpunkt () mit der Zentralellipse. In () lege 
man die Tangente an die Ellipse, ziehe durch a eine Parallele a R 
z'ur Tangente, . und falle von 0 auf die Tangente das Lot 0 Q. Auf 
der Parallelen durch 0 zur Tangente trage man 0 Q = 0 Tab, ziehe 
OR..l 0 T und errichte in T das Lot auf R T, das die Gerade 0 Q RinD 
tri:fft: dann ist OD = d, die Nullinie geht durch D und ist parallel der 

'9 

Tangente in c. Die Konstruktion ist auf die Beziehung d = ~ be
e 

griindet und moge von dem Leser nachgewiesen werden. 

11. Der Kern. 
Der Kern eines Querschnitts ist der geometrische-Drt aller Punkte, 

fUr . die als Kra.ftangriffspunkte die den Querschnitt beanspruchende 
Normalkraft lauter Normalspannungen gleichen Vorzeichens hervor
ruft. Um also den Kern zu finden, laBt man die N.L. um den Quer
schnitt derart wandern, daB sie ihn stets tangiert, aber nie schneidet, 
und sucht die zu jeder Lage der N.L. zugehorigen DurchstoBpunkte a 
der Kraft auf. Die so gefundenen Punkte a bilden die U mrandung 
des Kerns. Es folgt: 

Jeder geraden UmrandungsIinie des Querschnitts entspricht ein 
Eckpunkt in der Umrandung des Kerns, und jedem Eckpunkt in der 
Umrandung des Querschnitts entspricht eine gerade Umrandungslinie 
des Kerns. 1st die UmrandungsIinie· des Querschnitts stetig gekriimmt, 
so ist es auch die des Kerns. 

Die Konstruktion des Kerns kann also auf die Aufgabe zurUck
gefUhrt werden, fiir eine gegebene N.L. den zugehOrigen DurchstoB
punkt a der Kraft zu finden. Mit der N.L. sind auch die Abschnitte 
Om und On (vgl. Abb. 147) gegeben, die die N.L. von 0 aus auf 
der y- und der X-Achse abschneidet. Aus G1. (15) und (16) folgen 
dann die Koordinaten (Xl' Yl) des Punktes a zu 

• 9 
• ~y xl = --=, 

On .. 
~'" Y1 = -=. 
Om 

12. Beispiele. Kernfiachen verschiedener Qnerschnittsformen. 
1. Rechteck (Abb. 148). 
Die erate Stellung der N.L., zu' der wir den zugehOrigen DurchstoBpunkt 

suchen, sei die in der Geraden cd. Der Abschnitt auf der Y-Achse ist Oe = - ; , 
dara~s folgt h _ 

Yl=(f= Og, 



214 Verteilung einer Normalkraft. 

und gist der gesuchte DurchstoBpunkt. Um in die Lage b d zu kommen, 
rotiert die N.L. um d; wahrenddessen wandert der DurchstoBpunkt auf einer 
geraden Linie und befindet sich in h, wenn die N.L. in bd ist. h ist dadurch 
bestimmt, daB 

iat. 
Verfolgt man auf diese Weise den weiteren Weg der N.L. langs der Um

a 
y 

randung des Rechtecks, bis 
sie wieder in cd iat, so er
halt man als Kernflache das 
in Abb. 148 schraffierte Paral-

a lelogramm ghkn, worin b 
---;r 

1 

X 

: 

l' 

:xlz 
I'll 

X-· 

- h - b 
gk=¥, hn=¥ 

ist. Daraus folgt. die be
kannte Regel, daB die Kraft 

. -:X: in einem Rechteckquerschnitt 
im mittleren Drittel angreifen 
muB, damit die Spannungen 
iiber den ganzen Querschnitt 
das gleiche Vorzeichen haben. 
Dies "mittlere Drittel" ist 

\ _______ eb ___ Jr 
c '---1-----' d 

jedoch richtig als die schraf
fierte Parallelogrammflache 
g h k n zu verstehen, und 

y y 

Abb.148. Abb.149. 

nicht etwa als die Flache 
t t' t" tIff oder gar ll' l" l"'. 

2. I - fOrmiger Quer
schnitt 

Wir betrachten den Trager nach Abb. 149, der ein I -Profil mit 

h = 20 em, 

b = 9 em, 
F= 33,5 em", 
g = 26,30 kg/m, 

J", = 2142 em4, Jy = 117 cm4 

sei. Liegt die N.L. in cd, so liegt 
der DurehstoBpunkt a auf der Y-Aehse 
in der Entfernung 

Jx 2142 
Yl = F.IO = 335- = 6,39 em. 

. . Wahrend sieh die N.L. um d 
I I dreht, wandert der DurehstoBpunkt 

Y Yz auf einer Geraden. 1st die N.L. in 
Abb. 150. der Linie db, so liegt a auf der X

Achse in einer Entfernung 
117 

Xl = - 33,5.4,5 = 0,78 em. 

Der Kern ist also ein Parallelogramm, dessen lange Diagonale 12,78 em 
und dessen kurze Diagonale 1,56 em lang ist. 

3. Winkelquersehnitt (Abb. 150). 
Zum SehluB soll noeh ein Winkelquerschnitt in allgemeiner Form behandelt 

werden. Die zahlenmaBige Durchreehnung eines Beispiels bleibe dem Leser 
iiberlassen. 
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FUr das gegebene Profil wird zunachst der Schwerpunkt 0 bestimmt. 
(Vgl. Kap. ill.) Die durch 0 parallel den Schenkeln gelegten Achsen OXI und 
o YI sind beliebige rechtwinklige Schwerpunktsachsen. Um die Neigung (X der 
Hauptachsen gegen Xl YI zu finden, benutzen wir die Beziehung 

2Z 
tan 2 (X = Jy _ J", . 

Damit sind die Hauptachsen gefunden und es konnen die darauf bezogenen 
Tragheitsmomente JXI und JY1 und damit i Xl und iy, bestimmt werden, womit 
die Aufgabe gelost ist. 

13. Bestimmung von Spannungen mit Hilfe des Kerns. 
Mit Hilfe des Kerns lassen sich einfache Ausdriicke fiir die 

Spannungswerte angeben. 
Es sei in Abb. 151 die auBere Ellipse die Querschnittsumrandung, 

die mittlere Ellipse die auf den Schwerpunkt 0 bezogene Tragheits
ellipse, die innere 
Ellipse sei der Quer
schnittskern. Die zu 
dem DurchstoBpunkt 
a gehOrige N.L. sei 
N-N; durch 0 una. 
a seien die Linien Nl 
und N4 parallel zu 
N-N gezogen, ferner 
seien die zu N - N 
parallelen Tangenten 
an den Querschnitt in 
c und an die Trag
heitsellipse in e (Na 
und N2 ) gezeichnet. 
Der zu c gehorige 
Punkt des Kerns sei k. 

---1---~-----------
; :\ 
: : \ 
! i \ 

; ,\ 
c:...=-' ",,-+-"-,-=:, - - - - --4;-r---., ----~ 

- - -N;. 

N------~~----~==~~~---N 

Nl und a sind um e, Abb. 151. 

N und Nl um d von 
einander entfernt. Der Abstand zwischen Nl und N2 ist i, der Trag
heitsradius des Querschnitts in bezug auf N] (vgl. Abschn. 21, Kap. III). 
Die groBte Entfernung einer Quers.chnit~sfaser von Nl ist der senk
rechte Abstand z von Nl und N,q. 

Nach Abschnitt 9 dieses Kapitels ergibt sich die Normalspannung 
in c zu 

(24) 

worin J1 und Ml auf die Nullinie N-N bezogen sind. 
Die Randspannung kann auch durch Uberlagerung der Spannungs

zustande aus zentrischer Normalkraft und Biegung gewonnen werden 

N N·e·z 
°max= F + F.i2 • 

(26) 
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DaB die Ausdrucke nach G1. (24) und G1. (26) identisch sind, ist 
leicht einzusehen. 

Es ist nach G1. (25) 
i2 

d=-. 
e 

Da k der zugehorige DurchstoBpunkt zur N.L. N3 ist, so ist 
i2 

Z=-
t - e' 

worin t der senkrechte Abstand von k· nach No! ist. 
Daraus 

i2 + e.z= t.z, 
und mit Gl. (26) 

(27) 

worin M' das Moment von N in bezug auf die Achse durch k parallel 
zur N.L. und J das Tragheitsmoment in bezug auf Nl ist. M' nennt 
man auch das Kernpunktsmoment. 

Bezieht man das Moment der Normalkraft auf den Kernpunkt, 
welcher der der N.L. parallel en Tangente an den Querschnitt zu
geordnet ist, so erhalt man die Spannungen in der gleichen Form wie 
bei Biegung ohne N ormalkraft. 

Fur den aHgemeinen Fall der Biegung mit N ormalkraft stehen 
uns also drei Gleichungen, G1. (24), (26) und (27) zur Verfiigung. Sie 
seien nochmals zusammengestellt: 

M,·V, 
°max=-J-' 

die drei GroBen Ml , Vl' J l beziehen sich aIle auf die Nullinie. 

N M·z 
°max= F +-y, 

(24) 

(26) 

die drei GroBen M, z, J beziehen sich aHe auf die der Nullinie 
parallele Schwerachse. 

° =M'·z max --, 
J (:d7) 

die GroBen z und J sind die gleichen wie in G1. (26), M' ist das 
Moment, bezogen auf den zugehorigen Kernpunkt (Kernpunkts
moment). 

Fur den praktischen Gebrauch ist keine der drei Gleichungen be
vorzugt; es ist in jedem einzelnen Fall die geeignetste zu wahlen. 

14. Geometrische Bestimmung von Spannungen. 
Liegt der Angriffspunkt der Kraft auf einer Querschnittshauptachse, 

so kann die Spannungsverteilung mit einer einfachen, viel gebrauch
lichen Konstruktion bestimmt werden. 
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Es handle sioh um einen reohteokigen Querschnitt, der normal zur 
Bildebene liegt, von der Hohe h und der Breite b = 1 (Abb. 152). 
Die Bildebene legen wir durch die angreifende Kraft und die zugehorige 
Hauptachse. Die Normalkraft N greife in a an. 1m Sohwerpunkt c 

N 
trage man senkrecht zu h die mittlere Spallllung (J = F = C8 auf. 

Abb.152. 

Die Drittelpunkte t1 und t2 verbinde man mit 8, woduroh man die 
Punkte fl1 und fl2 auf der Wirkungslinie von N erhalt. Dallll ist 

afl1 = amax ' 

afl2 = amin , 

wobei unter amax und amin die algebraischen Grenzwerte zu verstehen 
sind. Die Linie hl h2 gibt die Spallllungsverteilung an. 

Der Beweis fUr die Konstruktion ist leioht zu erbringen. 
Es ist mit den Bezeichnungen von Gl. (11) 

h h 3 

Y1 '= e,. Xl = 0, Y = 2' J", = 12' 

und damit 
N 6N·e N( 6e) 

amax=h+~=h l+ T ' 

amin = ~ - 6~. e = ~ (1 _ ~ e) . 
Es verhiilt sioh nun 

und ferner 

N ( 6 e) 
amax=h l+ T ' 

agg 

os 

(Jmin 

N 
h 

h 
(f-e 
--h-

6 
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Eine allgemeinere Konstruktion, bei der iiber die Form des Quer
sohnitts niohts mehr und iiber die auBeren Kriifte wie bisher voraus
gesetzt ist, daB die Kriifteebene durch die Wirkungslinie der Normal
kraft und eine Hauptaohse geht, zeigt Abb. 153. Der Quersohnitt 
liege wieder senkreoht zur Zeiohenebene, und diese wieder in der 
Kriiftee bene. 

Die Entfernung des DurohstoBpunktes a von dem Sohwerpunkt 
sei e; tl und t2 seien die Sohnittpunkte der Kernflaohe mit der Haupt-

Abb.15S. 

aohse e1 eg in den Entfernungen kl und k2 vom Sohwerpunkt c. tl ist 
der DurohstoBpunkt fUr den Fall, daB die Spannung in e1 ver
sohwindet; oder 

o ~ N N·k1 ·Yl _ N N·k1 ·Yl 
-]f---J-- F-~' 

und entspreohend 

k=~ 
1 Yl 

'i2 
k --

2 - Yl . 

Mit a als DurohstoBpunkt wird 

Man trage in c 
N - uf ·h () = ]f = C 8 a , Zle e 

fh und (J2 sohneiden. 
Dann verhiiJt sioh 

N N·e·Yl 
°max =]f + FT' 

N N·e·Y2 
°min =]f - F.i2-· 

senkreoht auf e1 e2 die mittlere Spannung 

t1 8 und t2 8, die die Wirkm;tgslinie von N in 

i2 

a rll (]max 
-+e 
~-

os N i2 
]f Yl 

N ( e· y1 ) 
(}max=]f 1 + T ' 
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aY2 
V8 

(Jmin 

lr 
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Die Spannungsverteilung ist durch die Gerade hI h2 angegeben. 
Der zweite, allgemeinere Fall, in dem uber die Form des Quer

schnitts nichts vorausgesetzt iat, unterscheidet sich also von dem Fall 
des rechteckigen Querschnitts grundsatzIich nicht, es mussen nur die 
entsprechenden Kernpunktsabstande ermittelt und eingesetzt werden. 

Die nach Abb. 152 und 153 gegebenen Konstruktionen sind nicht 
rein geometrisch, da gewisse GroBen, wiez. B. die mittlere Spannung, 
rechnerisch zu bestimmen sind. 

Fur den Fall der Biegung ohne Normalkraft solI im folgenden ein 
rein geometrisches Verfahren zur. Spannungsermittlung angegeben 
werden. Es ist 

Mx'y My'x 
a=-J-+-J-' 

x y 

wobei samtIiche GroBen auf die Hauptachsen bezogen sind. Deren 
Kenntnis sei vorausgesetzt. Wir betrachten z. B. ein I -Profil, Abb. 154, 
das durch ein in der Ebene 0 N wirkendes Moment M beansprucht sei. 

D 

Abb.1M. 

d 
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Abb.155. 

ON bildEi mit der Y-Achse einen Winkel a. Das Moment kann auch 
in einer beliebigen Ebene parallel zu 0 N wirken, da durch eine 
Parallelverschiebung der Momentenwirkungsebene ledigIich Torsions
beanspruchungen erzeugt werden, die Verteilung der Normalspannun
gen, die hier nur betrachtet wird, davon jedoch unbeeinfluBt bleibt. 
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Dann ist 

Verteilung e~er NormaIkraft. 

Ma; = M·cosa, 

M..y = M.sina, 

M·y.coslY. M·x·sinIY. ( • ) 
(J = J.., + Jy = M a·cosa + b·sma , (28) 

worin a = r und b = ;y fur einen gegebenen Querschnittspunkt 

Konstante bedeuten. Diese Gleichung zeigt den Zusammenhang 
zwischen der Normalspannung an einem bestimmten Punkt und der 
Neigung der Momentenwirkungsebene. 

Die Vorzeichen sind sorgfaItig zu beachten. Das Moment wird 
positiv bezeichnet, wenn es oberhalb der X-Achse bzw. reohts von 
der Y-Achse Druck erzeugt. Geben wir einer Zugspannung das posi
tive Vorzeichen, so, mussen wir, um Obereinstimmung mit dem Vor
zeiohen fur die Momente zu erzielen, die X-Richtung von 0 nach 
links und die Y-Richtung von 0 naoh unten positiv machen. Geben 
wir der X -Richtung von 0 naoh reohts und der Y -Riohtung von 0 
naoh oben das positive Vorzeichen, so mussen wir die Druokspannungen 
positiv machen, damit die Vorzeichenregel fur die Momente gewahrt 
bleibt (Ma;(+), wenn oberhalb OXDruck, My (+)' wenn reohts von 
OY Druck). 

Gl. (28) ist die Gleichung eines Kreises in Polarkoordinaten be-
zogen auf einen Peripheriepunkt. Man maohe in Abb. 155 AB = b 
und a = A C ~ AB. Uber B C als Durchmesser sohlage man den 
Kreis, ziehe AF duroh den Mittelpunkt E und 1:: CAD = a. Dann 
istauchBF=a, .lBA. Ferner legemanBG.lAD und FH 1-GB. 
Dann ist 1:: A B G = a, A G = b· sin a, G D = H F = a· oos a und 
damit 

AD = b·sina + a·oosa. 

Die Konstruktion behii.lt naturIioh Gultigkeit, wenn man a und b 
miteinander vertausoht. 

Fuhren wir diese Untersuohung fUr den linken Eokpunkt A 

des 1-Profils fur 0 N als Momentenwirkungsebene durch. a = r und 
x --

b = J werden naoh Abb. 154 abgetragen, und mit B C als Durch-
y 

messer wird der Kreis geschlagen. Ziehe A D II 0 N, dann ist AD 
die Normalspannung in A fUr das Moment M = 1 in der Wirkungs
ebene ON. 

Fur den Punkt A' ist a positiv, b negativ, so daB a naoh uriten, 
b nach rechts aufgetragen wird; fur A" ist b positiv und a negativ, 
b wird also nach links und a naoh oben aufgetragen; fur A'" haben 
a und b beide das negative Vorzeichen. 

Die Art der Normalspannung an einem Punkt eines Balk~ns, ob 
Druok oder Zug, kann i. A. ohne Vorzeicheniiberlegungen, durch Be
trachtung der angreifenden Krii.fte sicher bestimmt werden. 
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15. Spannungsverteilung fiber einen nicht homogenen 
Quel'schnitt. 

Wenn im folgenden von nicht homogenen Korpern bzw. Quer
schnitten gesprochen werden soIl, so sind damit nicht die Unhomo
genitaten beziiglich kleiner Korperelemente gemeint, denn in diesem 
Sinn gibt es wohl iiberhaupt kaum homcigene Korper; es s011en viel
mehr, sozusagen, grobe Unhomogenitaten betrachtet werden, z. B. einen 
Betonbalken, der mit einem Eisenstab in seiner Langsrichtung be
wehrt ist. Ein ebener Querschnitt dieses bewehrten Betonbalkens 
braucht zwar nach der Deformation nicht eben zu bleiben, muB 
aber eine kontinuierliche Flache bleiben, in der jeder Punkt den ur
spriinglichen Zusammenhang mit seiner Umgebung beibehalt. Sonst 
ware ja eine Zerstorung eingetreten. Es miissen also zwei benach
barte Fasern des Korpers, die eine eine Betonfaser, die andere eine 
Eisenfaser, die gleichen Formanderungen erleiden, und deshalb miissen 
die Spannungen in den beiden Fasern sich direkt wie die Elastizitats
moduli der beiden Stoffe verhalten (e. E = 0). Das Material mit dem 
groBeren Elastizitatsmodul bedarf einer groBeren Spannung, um das 
gleiche FormanderungsmaB zu erreichen wie das Material mit dem 
kleineren Elastizitatsmodul. 

Daraus folgt, daB die Spannungsverteilung iiber einen nicht homo
genen Querschnitt grundsatzlich mit den bisher angewandten Methoden 
bestimmt werden kann. Ein Teil des Querschnitts habe den Elasti
zitatsmodul E, der andere Teil den Elastizitatsmodul Ell wobei 
El > E. Man denke sich nun jedes Element des steneren Materials 

im VerhaItnis ~l vergroBert - dabei aber doch nur den gleichen 

Raum wie vorher ausfiillend -, und behandle diesen neuen Quer
schnitt wie einen homogenen Querschnitt mit dem Elastizitatsmodul E 
mittels der in diesem Kapitel erorterten Formeln. Nehmen wir z. B. 
an, daB der groBere Teil eines Querschnitts Fb aus Beton mit 
Eb = 140000 kgjcm2, der kleinere Teil Fe = 1 cm2 aus Eisen mit 
Ee = 2100000 bestehe. Wir denken uns nun den Eisenquerschnitt 

von 1 cm2 durch 1· 21~OO~OOoO = 15 cm2 Betonquerschnitt ersetzt, diese 

jedoch auf. einer Flache von 1 cm2 vereinigt. Unter dies en Annahmen 
ermittle man die Flache und die Tragheitsmomente des Querschnittes 
und verfahre dann wie bei einem homogenen Querschnitt. Wird der 
Querschnitt z. B. bei Ermittlung des Tragheitsmoments in Elemente 
zerlegt, deren jedes kleiner ist als 1 cm2, so teile man auch Fe = 1 cm2 

in Elemente und multipliziere jedes mit 15, ohne ihm im Querschnitt 
dafiir mehr Platz zu geben. Hat man fiir den so homogen ge
machten Querschnitt die Spannungen ermittelt, so muB man zur Be
stimmung der tatsachlichen Eisenspannung die an jener Stelle be
rechnete Spannung mit 15 multiplizieren. 

Beispiel. In einen rechteckigen Betonquerschnitt sei ein I -Prom ein
gebettet (Abb. 156). Es sei Jo das Tragheitsmoment und Fo die Flache des 
Betonquerschnitts, Je und Fe die entsprechenden Werte des Eisenquerschnitts 
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. Ee 2100000 
(Jo und Je bezogen auf die X-.Achse), Eo = 140000 = 15. Wir bezeichnen 
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Abb.l56. 

X 

15 Fe = F', 

15 Je = J' 

die auf Beton reduzierte Flliche und 
das Tragheitsmoment des Eisenquerschnitts. 
Es greife in dem Schwerpunkt 0 eine Nor
malkraft N an. Die Spannungen der Beton
fasern Go und die der Eisenfasern Ge sind 
iiber den Beton- bzw. den Eisenquerschnitt 
dann gleichmaBig verteilt, derart, daB 

N 
Go = Fo+ F" 

N 
Ge = 15· Fo + F' (29) 

ist. 
Greift N auf der Y-.Achse in der Ent

fernung Y von 0 an, so ist der Querschnitt durch ein Moment M = N· Y und eine 
Normalkraft N beansprucht. Dann ist 

N N·y·yo 
Goroax = Fo + F' + -Jo + J' , (30) 

N N'Y'Yb (31)' 
"OroiD = Fo + F' - J o + J' , 

(32) 

[ N N'Y'YeJ 
Geroln = 15 Fb + F' - Jo + J' . (33) 

Treten Zugkrafte auf, d. h. ist 

N N'Y'Yb 
Fo+F' <Jo+J" 

so wird im allgemeinen angenommen, daB der Beton keine Zugspannungen 
iibernimmt, d. h. daB er von der Nullinie ab im Bereich der Zugspannungen 
gerissen ist. Unter dieser .Annahme andert sich die Lage der N.L. und eben
falls die Formeln zur Spannungsberechnung. Dariiber ist in Kapitel XV nach
zulesen. 

16. Weitere Untersuchungen. 
Die Untersuchungen iiber die Spannungsverteilung iiber einen 

Querschnitt wird am Schlu.B des nachsten Kapitels zu Ende gefiihrt> 
da der Leser erst in die Theorie der Biegung eingefiihrt werden solI. 
Der Leser solIte nicht daran vorbeigehen, da diese Erganzung zum 
vorliegenden Kapitel flir das Verstandnis notwendig ist. 

17. Geschichtliches. 
Die Erkenntnisse iiber die Lage der N ullinie lmd die Spannungs

verteilung iiber einen Querschnitt haben eine lange geschichtliche 
Entwicklung durchgemacht. 
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Galilei nahm an, daB sioh der Balken um seine auBerste Faser 
zu drehen suohe, daB also jede Faser auf Zug beanspruoht sei (Abb.157). 
Offenbar hatte er noch nioht erkannt, daB .2) H = O. Es mag fur 
manohen Leser ein Trost sein, daB dieser be
deutende Mann einen Elementarsatz unserer 
heutigen Statik nicht erfaBt hatte, wobei je
dooh zu bedenken ist, daB er von 1564 bis 
1642 lebte, vor Newton, dem Entdeoker der 
Gravitationsgesetze. 

Marriotte (1620 bis 1684) nahm die neu
trale Aohse in der mittleren Rohe an. 

Parent hat als erster die Lage der N.L. 
Abb.167. 

mittels der Dberlegung 2H = 0 fUr Biegung ohne Normalkraft be
stimmt (um 1710). 

Coulomb leitete mit der gleiohen Dberlegung die Lage der N.L. 
fUr symmetrisohe Quersoluritte abo 

Navier (1785 bis 1836) zeigte zuerst, daB bei Biegung ohne Nor
malkraft die N.L. durch den Schwerpunkt des Quersohnittes geht; 

er leitete auch die Beziehung M = ".J abo Er nahm jedooh noch 
y 

falschlich an, daB die N.L. stets senkrecht zur Krafteebene stehe. 
P ersy wies als erster darauf hin, daB dies nur fUr besondere Faile 
zutrifft. Bresse benutzte erstmalig die Tragheitsellipse zur Bestim
mung der N.L.; er fiihrte auch den Begriff des Kerns in seinem 
Buoh "Resistance des MaMriaux" (1854) ein. 

18. Literaturangaben. 
Bresse leitet in seinem obengenannten Buch (3. Auflage 1880) die allge

meinen Beziehungen fur die Lage der N.L. ab, fuhrt den Begriff des Kerns ein, 
wendet ihn aber nicht zur Ermittlung der Randspannungen an. 

Ritter, W.: Anwendungen der graphischen Statik, I, Zurich 1888. Hier 
findet sich· die Anwendung des Kerns auf die Spannungsermittlung, 

Muller-Breslau: Graphische Statik der Baukonstruktionen Band 1. 
Mohr: Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik. 
J 0 h n son, L. J.: The determination of unit stresses in the general case of 

flexure. Journ. Assoc. Eng. Soci.eties 1902. 
Derselbe: An Analysis of general flexure in a straight bar of uniform cross

section. Transact. Am. Soc. C. E. 1906. 
Der Leser, der sich in den Stoff vertiefen will, wird auf diese Quel1en hin

gewiesen. 
Der Verfasser ist nicht ausschlieBlich dem Gedankengang eines der er

wahnten Forscher gefoIgt, sondern hat sich bestrebt, jeweils den klarsten und 
einfachsten Weg zu gehen, und das Gedachtnis moglichst wenig zu belasten. 

X. Die Theorie der Biegnng. 
1. Definitionen. 

Unter Biegung ohne Normalkraft, oder einfaoh Biegung, wird im 
allgemeinen die Biegung durch Querkrafte verstanden; d. h. die 
Resultierende der auBeren Krafte auf einer Seite eines beliebigen 
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Querschnittes wirkt parallel zu dem Querschnitt, aber nieht in der Quer
schnittsebene selbst; es wird auch so ausgedriickt: die Resultierende 
schneidet die Querschnittsebene im Unendlichen. 

Die Biegung ohne Normalkraft kann auch die Biegung durch ein 
reines Kraftepaar senkrecht zum Querschnitt sein. Diesen Fall nennt 
man reine Biegung. 

Wenn nichts anderes bemerkt, werden wir im folgenden unter 
Biegung stets Biegung durch Querkrafte verstehen, ferner die Giiltig
keit des Hooke'schen Gesetzes und Elastizitat voraussetzen. 

Unter Querschnitt soll die durch einen Schnitt senkrecht zur 
Korperaohse entstehende Flache verstanden werden. 

I 

I 
I 

-t-
Abb.158. 

I 

-'r 

Abb.158a. 

Die Achse ist der geometrische Ort aller 
Querschnittsschwerpunkte. Die Achse ist 
identisch mit der elastischen Linie eines 
deformierten Balkens. 

Querschnittsfiachen und Achsen hangen 
deshalb miteinander zusammen; zUr Be
stimmung des einen hat man die Kenntnis 
des andern Stiickes notwendig. Jedes mull 
deshalb durch einen ProzeB allmahlicher 
Annaherung gefunden werden mit Ausnahme 
der Korper, bei denen die Anschauung zur 
Bestimmung von Achse und Querschnitt 
geniigt, z. B. prismatischen Staben u. dgl.; 
beinahe bei allen gebrauchlichen Konstruk
tionsgliedern im Bau- und Maschinenwesen 

sind Achse und Querschnitt ohne Naherungsverfahren ohne weiteres 
bestimmbar. 

Andert sieh der Querschnitt iiber die Lange des Stabes stetig, 
so hat die Achse ebenfalls keine Unstetigkeitspunkte. Andert sich 
jedoch der Querschnitt iiber die Lange des Stabes nicht stetig, d. h. 
"springt" der Querschnitt (vgl. Abb.158 u. 158a), so kann die Achse 
Unstetigkeitspunkte haben (Abb.158 a), brauchtes jedochnicht (Abb.158). 
In allen praktisch vorkommenden Fallen macht die Bestimmung von 
Querschnitt und Achse keinerlei Schwierigkeiten. 

2. Die au6eren Krafte. 
Die in Kapitel IX erorterten Zusammenhange ermoglichen es, die 

Spannungsverteilung irgendeines auf Biegung beanspruchten Quer
schnittes festzuiegen, wenn die auBeren Krafte bekannt sind. Auf 
der einen Seite des Querschnittes wirke die Einzelkraft Q parallel 
zur Querschnittsebene und urn e von ihr entfernt; diese kann er
setzt werden durch eine Tangentialkraft Q in der Querschnittsebene 
und einem Kraftepaar aus zwei Kraften parallel zum Querschnitt mit 
dem Moment M = Q. e, dessen Wirkungsebene senkrecht zum Quer
schnitt steht. Dieses Kraftepaar kann in seiner Wirkungsebene beIiebig 
gedreht werden und kann deshalb aus zwei Kraften senkrecht ZUlU 

Querschnitt bestehend gedacht werden. 
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Bei der Biegung durch Querkrafte ist also die Resultierende der 
auBeren Krafte Q auf einer Seite des Querschnitts aquivalent einer 
Scherkraft in der Querschnittsebene von der GroBe Q und einem Krafte

N- --1--r 

paar senkrecht zur Quer
sohnittsebene mit dem Mo
ment M = Q . e, worin eden 
Abstand der Resultierenden 
vom Quersohnitt bedeutet 
(Abb. 159). Die GroBe der 
Scherkraft ist eindeutig be
stimmt, wahrend die GroBe 
der Krafte N des Krafte
paares M zunaohst nioht be
kannt ist, s~mdern lediglioh 
die Bedingungen erfiillen muB 

flt------ -------e-- ----1--- -----~~ 
-~ - --a-H·a=€.e 

N...--- -'-

A 

Abb.159. 

N·a=Q.e=M. (1) 

Duroh die Resultierende Q der auBeren Krafte lege man eine Ebene 
senkrecht zum Quersohnitt; die Soherkraft wirkt dann in der Sohnitt
liuie L dieser beiden Ebenen, die Krafte N greifen senkreoht zum 
Quersohnitt an zwei Punkten der Sohnittlinie an. 

1m allgemeineren Fall wird L nioht duroh den Querschnittssohwer
punkt 0 hindurohgehen, sondern in einem senkrechten Abstand c 
von 0 entfernt sein. Es kann dann die Soherkraft Q in L zerlegt 
werden in eine um c parallel zu L versohobene, duroh 0 wirkende 
Soherkraft und ein Torsionsmoment in der Quersohnittsebene von der 
GroBe MT = Q. c. Dieses Moment versuoht den- Quersohnitt urn die 
Aohse zu verdrehen. Es wirken dann auf einen Quersohnitt folgende Krafte: 

1. eine Soherkraft gleich und parallel zu Q, der Resultierenden 
der auBeren Krafte des betrachteten Balkenteils, in der Riohtung von 
Q und mit einer Wirkungslinie duroh den Quersohnittssohwerpunkt; 

2. ein Torsionsmoment (in der Querschnittsebene) von der GroBe 
MT = Q.c; 

3. ein Kraftepaar, dessen Wirkungsebene senkreoht zum Quer
schnitt steht und ein Moment M = Q. e ausiibt. Das Moment Q. c 
ist ein Torsionsmoment, das Moment Q. e ist ein Biegungsmoment. 
(Dber Torsion vergleiche Kapitel VIII.) 

3. Balken, Belastung, Lagerung. 
Dber die Definition des Begriffes "Balken" moge auf den Ab

sohnitt 6 des vorhergehenden Kapitels verwiesen werden. 
Balken konnen sich voneinander hinsiohtlioh ihres Materials, ihrer 

Gestalt, ihrer Belastung und ihrer Lagerung unterscheiden. Der Ein
fluB des Materials erstreckt sich auf die GroBe der zulassigen Span
nungen und auf die Formanderungen, die von den elastischen Kon
stanten des betreffenden Materials abhangig sind. Hinsiohtlioh der 

Swain-Mehmel, Festikkeitslehre. 15 
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Gestalt der Balken ist zu sagen, daB sie entweder konstanten oder ver
anderlichen Querschnitt, daB sie eine gerade oder eine gekriimmte Achse 
haben konnen; der Querschnitt wird manchmal iiber die Lange des 
Balkens so veranderliah gemacht, daB man Balken gleicher Festigkeit, 
d. h. fiir einebestimmte Belastung in allen Querschnitten gleiahe 
Randspannungen erhalt; dies wird im allgemeinen nur naherungs
weise moglich sein. 

Die Belastung erfolgt entweder durch Einzellasten (konzentrierte 
Lasten) oder durch verteilte Lasten. Genau gesprochen, kann eine 
Last nioht in einem Punkte konzentriert sein, denn mit einem solchen 
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Abb.160. 

Lastangriff ware eine unendliah groBe Spannung an dem OberfIaohen
punkt des Lastangriffs verbunden: es wird also an dem Angriffspunkte 
der Kraft eine derartige Formanderung eintreten, daB sich die Kraft 
auf eine wenn auch kleine Flache verteilt. In der Rechnung werden 
dagegen Einzellasten als punkt- bzw. sahneidenfOrmig angreifende 
Lasten betrachtet. Eine verteilte Last kann gleiohmaBig verteilt sein, 
d. h. die Last pro Langeneinheit des Balkens ist konstant, oder sie 
kann ungleichmaBig verteilt sein; das Verteilungsgesetz der Kraft muB 
natiirliah bekannt bzw. angenommen sein, bevor der Balken statisch 
untersucht werden kann. 

Ein Balken kann in sehr verschiedener Weise gelagert sein. 
Der einfaahste Fall ist der "Balken auf zwei Stiitzen", aUch 

"einfacher Balken" genannt, bei dem senkrechte Krafte nur senk
reahte Reaktionen an den Enden hervorrufen konnen. Aus Griinden des 
Gleichgewiahts (fiir horizontalen Kraftangriff) muB ein Lager fest sein. 
Das andere Lager mnB horizontal versahiebliah sein, da sonst infolge 
der Deformation vertikale Krafte auah horizontale Reaktionen hervor-
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mfen wiirden. Der Balken wird sich unter der Einwirkung der Be
lastung deformieren derart, daB die Endtangenten der Biegelinie mit 
der urspriinglichen Stabachse einen Winkel bilden. 

Die Balkenenden konnen nun so gelagert sein, daB diese Ver
drehung unmoglich wird, d. h. es muB ein Reaktionsmoment wirksam 
sein, das diese Verdrehung wieder aufhebt. Dieses wird durch eine 
"Einspannung" bewirkt. Ist die Einspannung nur an einem Ende 
vorhanden und das andere Ende frei (Abb.160a), so haben wir einen 
Freitrager. 1st der Balken an beiden Enden eingespannt, so heiBt er 
ein beiderseits eingespannter Trager (Abb.160c). Der Trager kann 
auch an einem Ende eingespannt und am andern Ende £rei drehbar 
gelagert sein (Abb. 160 d). 

Man spricht von "fester" Einspannung, wenn die Drehbewegung 
des Balkenendes vollstandig verhindert ist. Oft wird die feste Ein
spannung nicht zu erreichen sein, z. B. wenn sie durch die Auflast 
einer Mauer geschieht. Die der Drehung widerstehende Mauer wird 
selbst Formanderungen in der Weise eingehen, daB sie einer Dreh
bewegung des Balkenendes bis zu einem gewissen Grad nachgibt. 

Allgemein kann man sagen, daB "feste" Einspannung vorliegt, 
wenn das Einspannmoment so groB ist, daB es' eine Verdrehung der 
Endtangente verhindert; bei "teil weise" oder "elastisch" ein
gespannten Auflagern ist das Einspannmoment nicht geniigend groB, 
urn die Drehung vollstandig zu verhindern. 

Ein Balken auf zwei Stiitzen oder ein einerseits eingespannter, 
andrerseits £rei drehbar gela&erter Trager kann iiber seine Auflager 
hinausragen (Abb. 1t~b und 152 d). Solche Trager neunt man Krag
trager. Manchmal wird der Begriff "Kragtrager" nur auf den aus
kragenden Balkenteil angewendet; es erscheint jedoch besser, den 
ganzen Trager als Kragtrager und den auskragenden Teil als Krag
arm zu bezeichnen. 

Ein durchlaufender (kontinuierlicher) Trager ist ein Trager, der 
an mehr als zwei Punkten unterstiitzt ist (Abb.1~e). Er kaun aIs eine 
Aufeinanderfolge von einfachen Balken aufgefaBt werden, an deren 
Enden Kraftepaare von solcher GroBe angreifen, daB die Achsen der Balken 
eine stetige N eigung haben. Ein durchlaufender Trager kann also in ein
fache Balken aufgelOst werden, deren Enden elastisch eingespannt sind. 

4. Gegenstand der Untersuchungen. 
Es treten im wesentlichen drei Fragen bei der Theorie der Bie-

gung hervor: 
a) Bestimmung der Spannungen, 
b) Bestimmung der Formanderungsarbeit, 
c) Bestimmung der Formanderungen. 
In den praktisch haufigsten Fallen sind die Balken gerade Stabe 

mit konstantem oder symmetrisch zur Achse veranderlichem Quer
schnitt (so daB die Achse gerade bleibt). Ferner liegen die auBeren 
Krafte meist in einer Ebene derart, daB die Stabachse in ihr liegt. 
In diesem Fall verschwindet das Torsionsmoment. 

15* 
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5. Biegungsnormalspannungen. 
Die in Ka.pitel IX abgeleiteten Gleichungen geben iiber die Bie

gungsnormalspannungen erschOpfend Auskunft. Fiir den hier betrach
teten Fall, daB die N ormalkraft N verschwindet, wird unter Zugrunde
legen der Querschnittshauptachsen als KoordinateIiachsen (Zentrifug
mom. verschwindet) 

a = My.J",.x+M",·Jy·Y = My'x + Mx'Y (2) 
J",.Jy Jy Jx ' 

Liegen die Krii.fte in einer Ebene und enthii.lt diese die Y-Achse, oder, 
allgemeiner, geht die Resultierende der auBeren Krafte des betrachteten 
Balkenteils durch die Y-Achse, so verschwi1;l.det My und es wird 

Mx'Y a=---y;-. (2a) 

Es sei hier der einfachste und am haufigsten vorkommende Fall 
nochmals behandelt, namlich der des symmetrischen Querschnitts, die 
Krafte greifen aHe in einer Symmetrieebene des Balkens an. 

p 

\e ..... -....... ~~=~:f 

A e 
Abb.161. 
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Man betrachte den Balken nach Abb. 161. Die Querschnittsebene 
ist 8 - 8, die Resultierende der auBeren Krafte links von 8 - 8 ist Q. 
deren Wirkungslinie parallel zu 8 - 8 im Abstand e liegt. Abb.161 
rechts zeigt den Querschnitt, Y - Y ist eine Balkensymmetrieebene, 
gleichzeitig Zeichenebene und Krafteebene. 0 ist der Querschnitts
schwerpunkt. 

Die statischen Gleichungen, die zur Verfiigung stehen, lauten 

,,2X = 0; ,,2Y = 0; ,,2Z = 0; 
"2M,,, = 0; ,,2My = 0; ,,2Mz = O. 

o Y und 0 Z liegen in der Zeichenebene, 0 X steht senkrecht 
zur Zeichen- und liegt in der Querschnittsebene. 

Wegen der Symmetrie des Querschnitts muB die N.L. parallel 
zur X-Achse, d. h. senkrecht zur Krafteebene, sein. 

Die Gleichung ,,2 X = 0 besagt, daB die resultierende Ta'iIgential
kraft des Querschnitts in der X -Richtung verschwinden muB. An 
irgendeinem Punkt des Querschnittes kann moglicherweise eine hori
zontale Scherspannung wirken; die Summe der tangentialen Flachen
krii.fte muB jedoch in der X -Richtung verschwinden. 
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Die Gleichung 17Y = 0 sagt aus, daB die Summe der tangen
tialen Flachenkrafte entgegengesetzt gleich der Scherkraft Q sein mu£\. 

Diese beiden Gleiohungen sagen etwas iiber die GroBe der Resul
tierenden .der TangentiaIkrafte, niohts aber iiber ihre Verteilung aus. 

Die Gleiohung 17 Z = 0 besagt, daB die Summe der normal ge
riohteten Flacherikrafte verschwinden muB, da die auBeren Krafte 
keine Komponente in der Z -Riohtung besitzen. 

Wir haben in Kapitel IX gesehen, daB es plausibel ist, Iineare 
Verteilung der N ormalspannungen iiber den Querschnitt anzunehmen. 
Wir kennen jedoch noch nioht die Lage der N.L. 1st (J die Normal
spannung in der Entfernnng y von 0 X, so folgt aus dem Gesetz 
der linearen Spannungsverteilung a = c . y, worin c eine Konstante 
ist und die Spannung in der Entfernung Eins von der N.L. darstellt. 
Ist d f ein Flachentei1chen, so ist die Resultierende der normalen 
Flachenkrafte 

! a.df= c! ydf= 0, 

! y.df= 0, 

woraus folgt, daB fiir Biegung ohne Normalkraft die N.L. durch den 
Schwerpunkt des Querschnitts gehen mu£\. Dies gilt unabhangig von 
der Form des Querschnitts, da wir keine andere V oraussetzung als 
die der linearen Spannungsverteilung gemacht haben. 

Da nur Krafte in der Y - Z -Ebene wirken, fordern die Gleichungen 

17Mz = 0, 

daB die Summe der Momente der inneren Krafte um die Y- und die 
Z -Achse verschwindet. 

Die Gleichung 

liefert 

Q.e=M",=!a.df-y=c!y2df=c.J=u.J. (3) 
Y 

M", ist das Momentaller auBeren Krafte auf der einen Seite des 
Querschnitts in bezug auf 0 X und heiBt das Biegungsmoment. Die 
algebraisohen GroBt- und Kleinstwerte der Biegungsnormalspannungen 
treten mithin an den am weitesten von der N.L. entfernten Quer
schnittspunkten auf. Bezeichnet man die groBte Entfernung mit Yl' 
so wird 

_ + M'Y1 
am~x - - .-y- . 

mm 
(3 a) 

Der Ausdruok J heiBt der Quersohnittsmodul. Er hangt nur von 
Yl 

den Querschnittsabmessungen abo 
Den Gl. (3) und (3a) liegt wieder keine andere Annahme zugrunde, 

als die der linearen Spannungsverteilung. Diese Annahme trifft zu, 
wenn folgende drei V oraussetzungen erfiillt sind: 
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1. Vor der Biegung ebene Querschnitte bleiben auch nach der 
Biegung eben. 

2. Giiltigkeit des Hooke'schen Gesetzes, die Spannungen sind 
linear proportional den Verzerrungen. FUr Eisen als Baustoff heiBt das, daB 
an keiner Stelle die Proportionalitatsgrenze iiberschritten werden darf. 

3. Der Elastizitatsmodul ist fUr Zug- und Druckbeanspruchun
gen gleich groB. 

Jeder Quersohnitt des Balkens hat eine N.L.; der geometrische 
Ort aller Nullinien ist die neutrale Flache, die von einem Ende des 
Balkens zum andern Ende durchgeht. 

Die Resultierende der normalen Flachenkrafte eines Querschnitts 
bei Biegung ohne Normalkraft ist ein Kraftepaar, dessen Moment 
dem Biegungsmoment der auBeren Krafte das Gleichgewicht halt. 

y 

Abb.162. 

x 

Ein Biegungsmoment solI das positive 
Vorzeichen erhalten, wenn es den Balken 
hohl nach oben biegt, also die oberen 
Fasern driickt und die unteren zieht. Diese 
Vorzeichenregel laBt sioh auch so aus
driioken, daB bei Betrachtung des linken 
Tragerteiles ein rechtsdrehendes, bei Be
trachtung des rechten Tragerteiles ein 
linksdrehendes Moment der auBeren Krafte 
positiv ist. Eine Scherkraft ist positiv, 
wenn sie links vom Schnitt nach oben -

also den linken Teil nach 'oben, den rechten nach unten verschieben 
will -, rechts vom Schnitt nach unten wirkt. 

Es ist manchmal von Wiohtigkeit, zu wissen, in welcher Wirkungs
ebene ein gegebenes Biegungsmoment fUr einen gegebenen Querschnitt 
die groBten Randspannungen erzeugt. Die Ebene ist daduroh be-

stimmt, daB der zugehorige Modul ~ zu einem Maximum wird. Es 

braucht dies nicht notwendig die Ebene durch die groBere Hauptachse 
zu sein, d. h. die N.L. brauoht nioht mit der kleinen Hauptachse zu
sammenzufallen. Betrachten wir einen reohteckigen Querschnitt nach 
Abb.162. Es sei der Neigungswinkel a der Wirkungsebene gesucht, 
in der das Moment M die groBten Randspannungen erzeugt. 

Es ist 
M",'= M· sin a, 

My = M· cosa. 

Die groBte Spannung hat der Punkt D bzw. D' mit 

_ 6 M· sin a + 6 M· cos a 
(J - ~.- ---,;r;~-, 

:: = 0 ergibt 

b 
tan a = h' 
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d. h. die gesuchte Ebene steht auf der Diagonalen.AB senkrecht, und 

6Mfb2+h2 
°max = b2 • h2 • 

6. Die Belastungslinie. 
Die Einzellasten, die auf einen Balken wirken, werden durch Pfeile 

in dem Richtungssinn der Kraft angegeben und meist mit P und 
einem Index bezeichnet. Ist die Last verteilt, so wird sie im alIge
meinen in der Weise dargestelIt, daB man an jeder Stelle des Bal
kens die dort wirkende, auf die Langeneinheit bezogene Belastung 
senkrecht zur BaIkenachse in irgendeinem beIiebigen, aber iiber den 
Balken konstanten MaBstab auftragt. Der geometrische Ort der End
punkte dieser Lote ist die BelastungsIinie. Die zwischen zwei Balken
punkten wirkende Balkenbelastung ist die in dem entsprechenden 
MaBstab gemessene Fliiche, begrenzt von der Balkenachse und der 
Belastungslinie. 

Einzellasten (konzentrierte Lasten), zu denen bei punkt- oder 
schneidenformiger Lagerung auch die Reaktionen gehoren, kann man 
sich durch eine Belastungslinie dargestellt denken, die aus einzelnen 
Rechtecken von unendlich kleiner Breite und unendlich groBer Rohe 
besteht. Dann kann man allgemein .sagen, daB jede Belastung durch 
eine Belastungslinie dargestellt werden kann. 

Von oben nach unten wirkende Krafte werden oberhalb, entgegen
gesetzt wirkende Krafte unterhalb der BaIkenachse angetragen. 

7. Momenten- und Querkraftlinien. 
Zur Bestimmung der groB

ten Spannung in jedem Schnitt 
muB fiir eine gegebene Bela
stung das Biegungsmoment an 
jeder Stelle bekannt sein. Ist 
das Moment als Funktion des 
Orts bestimmt und tragen wir 
diese in einem beliebigen 
MaBstab graphisch iiber der 
Balkenachse als Abszissen
achse auf, so erhalten wir die 
sogenannte Momentenlinie. So 
ist in Abb. 163 M"" in dem 
betrefi'enden MomentenmaB
stab gemessen, das Moment 
an der urn x vom linken Auf
lager entfernten Stelle. Die 
gekriimmte Linie ist die Mo
mentenlinie, die Flache zwischen 
heiBt die Momentenfiache. 

Momentenlinie 

Momenlenf/dche 

Abb.163. 

Abb. 164. 

Momentenlinie und Balkenachse 
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Entsprechend tragt man die Querkrafte an jeder Stelle des Balkens 
zu einer Querkraftlinie auf. (Abb.164.) Eine Ordinate Q mit ihrem 
Vorzeichen gibt die Querkraft an dem betr. Punkt an. 

1m einzelnen soIl in Kap. XI auf Momente und Querkrafte beirn 
Balken eingegangen werden. In dies em Kapitel werden nur allge
meine Beziehungen erortert. 

8. Beziehungen zwischen Moment und Querkraft beim Balken. 
Es sei in Abb. 165 ein Balkenteil links vom Schnitt 8 - 8 dar

gestellt. A ist der Auflagerdruck, P1 und P2 sind die Lasten, die 
auf den Tragerteil wirken. Der betrachteteTragerteil werde als Trager
stumpf bezeichnet. 

A ~--- - - - ----- - -e---- - - -;;- - -+- -d-" 

t~~ -----------~ :~~-~= ~--~-- -- --------~ ~l~-+ 
s 

S Sx 
Abb.165. Abb.166. 

Die Resultierende der auBeren Krafte fiir den Tragerstumpf ist 

Q = A- P l -P2 o 

Sie wirkt links von A, wenn A> (P1 + P2 ), im andern FaIle rechts 
von A. Die Scherkraft in 8 - 8 ist Q, das Biegungsmoment 

M= A·e-P1 ·d1 -P2 ·d2 • 

Betrachtet man einen andern Querschnitt 81 - 81 rechts von 8 - 8 

in der Entfernung a, dann hat, wenn zwischen 8 - 8 und 81 - 81 

keine Kriifte wirken, die Querkraft bei 81 - 81 die GroBe Q und das 
Moment die GroBe M + Q . a. 

Greifen zwischen den beiden Schnitten 8 - 8 und 81 - 81 Einzel
kriifte an, z. B. (Abb. 166) P3 in der Entfernung d3 von 81 - 81 , 

dann ist in 81 - 81 die Querkraft . 

~=Q-2~ W 
und das Moment 

M1 = M + Q·a - 2P3·d3. (5) 
Greift statt der Einzellasten zwischen den beiden Schnitten eine 

verteilte Last p = f(x) an, dann ist bei 81 - 81 die Querkraft 
81 8 1 

Q1 = Q - J p·dx (6) 
88 
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tmd das Moment 
81 8 1 

M1 = M -+ Q·a - f pdx(e1 - X), 
88 

worin X die Entfernung del' Last p. dx vom linken Auflager ist. 
1st 

e1 - e = a = dx, 

(7) 

d. h. sind die beiden Querschnitte unendlich nahe benachbart, so wird 
unter Vernachlassigung der GroBen, die von del' zweiten Ordnung 
klein sind, 

Daraus folgt 

Q1 = Q - p.dx, 

p·dx2 

M1 = M-+Q.dx--2-

= M-+Q·dx. 

Q1-Q=dQ= -p·dx, 
dQ 
dx = - p, 

M1 - M = dM' Q. dx, 

dM=Q 
dx . 

(8) 

(9) 

Die erste Ableitung des Moments nach x stellt also die Scher
kraft dar. Da man eine Funktion nur innerhalb eines Stetigkeits
bereiches differentiieren darf, so gilt die Gl. (9) nicht fUr solche 
Balkenpunkte, wo eine Einzelkraft angreift. 

Aus Gl. (8) und (9) folgt 

(10) 

Die Gl. (4) bis (10) sollen nachstehend diskutiert werden 1. 

Betrachten wir die Gl. (4) bis (7). Bei del' Bestimmung von Mo
menten und Querkraften geht man im allgemeinen so vor, daB man 
von dem Ende des Tragerstumpfs, also von dem Lager, ausgeht. Die 
Gl. (4) bis (7) zeigen, daB man jeden andern Punkt, an dem Quer
kraft und Moment bekallllt sind, zum Ausgangspunkt wahlen und 
nur den Balkenteil zwischen jenem Punkt und dem Schnitt betrachten 
kallll. Diese Methode kallll u. U. Vorteile bieten. 

Es ist offenbar, daB die Querkraft in einem unbelasteten Balken
bereich' konstant sein muB, ferner daB sie sich an del' Stelle einer 
Einzellast um den Betrag diesel' Last andert, d. h. die Q -Funktion 
eine Ull8tetigkeit hat. Ein nur durch Einzellasten belasteter Balken 

1 Anm.: Es sei hier darauf hingewiesen, daB es unumganglich notwendig 
ist, den mechanisohen Sinn von mathematischen Ausdriicken zu erfassen. Nur 
so erhalten sie Leben, und der Studierende entgeht der Gefaln' des geistlosen 
Auswendiglernens von Formeln. 
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hat also eine Querkraitslinie nach Abb. 164. ~~ ist zwischen zwei 

Einzellasten konstant, das besagt, daB Meine Iineare Funktion von 
x sein muB; die Neigung dieser Geraden hat den Wert Q. An den 
Stellen, wo Einzellasten wirken, und nur da, hat die Momentenlinie 
Eckpunkte. FUr ein Kraftesystem von Einzellasten besteht die Mo
mentenlinie aus einer Aufeinanderfolge von Geraden mit den Knick
punkten in den Wirkungslinien der Krli,fte, die Querkraftlinie aus 
einer Aufeinanderfolge von Linien parallel zur Balkenachse mit Unstetig
keiten an den Wirkungslinien der Krafte. 

Greifen die Lasten verteilt an, gleichmaBig oder ungleichmaBig, 
so verlauft die Querkraftlinie im Lastbereich stetig. Bei gleichmaBi
ger Verteilung (p = konst.) ist die Querkraftlinie eine Gerade; die 
trigonometrische Tangente wes N eigungswinkels hat die GroBe der 
auf die Langeneinheit, bezogenen Belastung p. 1st die Last ungleich
maBig verteilt, so ist die Querkraftslinie eine stetig gekrummte Linie; 
die Tangente an jedem Punkt schlieBt mit der x-Achse (Balken
achse) einen Winkel ein, dessen trigonometrische Tangente durch die 
an jenem Punkt pro Langeneinheit wirkende Belastung P", bestimmt 
ist. Demnach muB die Momentenlinie fur gleichmaBig und ungleich
maBig verteilte Belastung eine stetig gekrummte Linie sein. Un
stetigkeitspunkte hat die N eigung der MomentenIinie nur da, wo die 
Querkraftlinie unstetig ist, also unter Einzellasten. Die Tangente an 
irgendeinem Punkt der Momentenlinie schlieBt mit der Stabachse 
einen Winkel ein, der dadUrch bestimmt ist, daB seine trigonometri
sche Tangente gleich der Querkraft an jenem Punkt ist. 

Aufgabe: Fiir einen Balken mit Einzellasten und verteilten Lasten sind 
Momenten- und Querkraftlinie zu bestimmen und die oben erorterten Beziehun
gen zu untersuchen. 

Aus Gl. (9) folgt weiterhin 

fdM=fQ·dx, 

also die (algebraische) Zunahme des Moments zwischen zwei Balken
punkten ist durch die (algebraische) QuerkraftfHiche zwischen diesen 
Punkten bestimmt. Der Momentenwert an irgendeinem Punkt kann 
z. B. derart errechnet werden, daB man die Querkraftkurve von dem 
nachstgelegenen Momentennullpunkt bis an jenen Punkt integriert, 
d. h. die Querkraftflache bestimmt. 

Die Querkraftflache zwischen zwei Punkten, die das gleiche Mo
ment haben, ist (algebraisch) nullwertig. 

Ans Gl. (9) ist ferner ersichtIich, daB das Moment an der Stelle 
einen GroBt- oder Kleinstwert erreicht, wo die Querkraft verschwin
det, oder (unter einer Einzellast) wo die Querkraft aus dem posi
tiven in das negative Gebiet springt. Diese Beziehung liefert ein 
Verfahren zur Bestimmung der MomentengroBtwerte, indem man die 
Punkte ermittelt, an denen die Querkraft jene Bedingungen erfUllt. 
Es konnen mehrere derartige Punkte vorhanden sein. Man hat dann 
fUr jeden dieser PUllkte den Momentenwert zu errechnen. 
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9. Verteilung der Scherkraft fiber den Querschnitt. 
Scherspannungen in einem Langsschnitt (parallel 

zur neutralen Flache). 

235 

Die Gleichgewichtsbedingungen sagen nichts tiber die Verteilung 
der Scherkraft tiber den Querschnitt aus, sondern geben nur GroBe 
und Richtung der Resultierenden der tangentialen Flachenkriifte. Die 
Gleichgewichtsbedingungen liefern jedoch eine indirekte Methode zur 
Bestimmung der Scherspannungen. Wir benutzen den Satz von der 
Gleichheit der Scherspannungen in zwei aufeinander senkrechten Ebenen 
und ftihren die Aufgabe auf die Bestimmung der Scherspannungen 
in Ebenen zuriick, die auf der Querschnittsebene senkrecht stehen. 

a + c ' 

X 0' C!x Y : 

~ 
~
_ «-b-'l--r 

'--------+----1 -- - ~ 

$, 

Abb.167. Abb. 167 a. 

Man fiihre irgendeinen Langsschnitt b a c parallel zur Balkenachse 
und betrachte den oberhalb dieses Sohnittes zwischen den Quer
schnitten 81 -81 und 82 -82 gelegenen Balkenteil (Abb. 167). Die 
auf diesen Balkenteil wirkenden horizontalen Krafte sind die Biegungs
normalspannungen in den Querschnittflachen und die Scherspannun
gen in den Langssohnittflachen. Die Summe diesel' Krafte muB ver
schwinden. Es seien Ml und M2 die Momente in den Schnitten 
8 1 - 81 und 8 2 - 82 , Es ist dann an irgendeinem Punkt in del' Ent
fernung y von del' N.L. in dem Schnitt 8 1-81 die Normalspannung 

M1·y 
0= ---y-, 

1 

worin J1 das auf die N.L. bezogene Querschnittstragheitsmoment be
deutet. Die auf dem zu 81-81 gehorigen Fllichenteil des betrach
teten Balkensttickes wirkende Normalkraft hat also den Wert 

worin ®1 das statische Moment des tiber dem Horizontalschnitt ge
legenen Querschnitteils in bezug auf die N.L. bedeutet. Entsprechend ist 

N2 = ~2 '®2' 
2 

Nehmen wir konstanten Balkenquerschnitt und 8, -81 unendlioh nahe 
zu 82-82 benaehbart, bezeiohnen wir ferner mit T die auf die Langen-
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einheit der Langsschnittflache wirkende Tangentialkraft, so wird mit 
.2)H=O 

Die Tangentialkraft pro Langeneinheit wird. damit 

T - 5H'5 
- J . (11) 

Da der fiir die Ableitung von G1. (11) benutzte Wert der Normal
spaIlIlung a allgemein giiltig und unabhangig von Querschnittsform 
und Belastung ist, so toot das gleiche auch fiir den Wert Tzu. 

Die Gleichung gibt uns jedoch keine Auskunft dariiber, wie sich 
die Tangentialkraft T iiber die Breite verteilt. Allgemein kann diese 
Frage auch nicht beantwortet werden, wohl aber in besonderen 
Fallen. 

Rat der Querschnitt eine Symmetrieachse, die in der Krafte
ebene liegt, und liegt b a c ebenfalls symmetrisch zu dieser Achse, 
dann ist die Verteilung der Scherkraft symmetrisch in bezug auf die 
Symmetrieachse. Aber auch hier laBt sich iiber die Spannungsver
teilung im einzelnen nichts aussagen. 

Ein Spezialfall, in dem dies moglich ist, ist der des rechteckigen 
Querschnitts, wenn die Krafteebene parallel dem einen und damit 
die N.L. parallel dem andern Seitenpaar liegt und der Schnitt b a c 
parallel der N.L. gefiihrt ist. Da namlich jeder der Krafteebene 
parallele Querschnittsstreifen gleichmaBig an der Ubertragung der 
Biegungsnormalspannungen beteiligt ist, so muB die Scherspannung 
gleichmaBig iiber die Breite b - c (Abb. 167 a) verteilt sein. 

Es wird somit 
'1 Q.@', 

7:=-=---
b b·J 

die Scherspannung in einer Rohe y (die m der GroBe ® enthalten 
ist) des Quersl'hnitts. 

Fiihren wir die Gleichung aus, so wird 

und 

b·h3 

J='"12' 

" '2 

J b (h2 ) ® = b· dy. Y = '2 4" - y2 
Y 

3 Q ( 4 y2) 
7:=2b.h 1- h2-' (12) 

Dies ist die Gleichung einer Parab el, die ihren Scheitel im Quer
schnittsschwerpunkt hat, wo mit y = 0 

(13) 
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wird. Dieser Wert ist das 1,5fache des Wertes, der einer gleich
maBigen Verteilung der Scherkraft liber den Querschnitt entsprechen 
wlirde. 

Die auf die Langeneinheit bezogene Tangentialkraft eines Langs
schnittes ist der auf die Hoheneinheit bezogenen Tangentialkraft 
eines Querschnittes an der Schnittlinie der beiden Ebenen gleich, ihr 
Wert wird von Gl. (11) angegeben. Wenn wir also fiir parallele 
Streifen des Querschnitts den Wert T bestimmen und in irgendeinem 
KraftemaBstab senkrecht zur Querschnittsflache auf trag en, so erhalten 
wir eine gekrlimmte Flache. Der von del' gekriimmten Flache ein
geschlossene Raum mnE gleich der Querkraft sein, oder 

Es ist nun 
+y, +y, 
J !b·dy = J b.y2.dy = J. 

-y. -y, 

Damit wird 
+y, f Q~@5 • dy = Q. 

-Y. 

Beim rechteckigen Querschnitt ist diese Kurve eine Parabel mit 

der groBten Ordinate ~ ~ in der N.L., entsprechend einer Spannung 

daselbst von Tmax = 23b~h' Die Integration, also die Parabelflache, 

muB wieder die Querkraft ergeben. Dies ist hier ohne Integration 

leicht einzusehen, da die Parabelflache ~ Scheitelhohe X Lange, also 

Q=~.~~.h ist. 

Frage: Es sei Mmax eines Balkens in der Entfernung x von einem 
Auflager gegeben. Der Querschnitt sei rechteckig. Kann auf Grund 
dieser Angaben die groBte Scherspannung im Querschnitt ermittelt 
werden? Warum nicht? Welche Angaben fehlen, um die Aufgabe ein
deutig zu machen? 

Es moge wiederholt werden, daB Gl. (11) es ermoglicht, die 
auf die Langeneinheit bezogene Tangentialkraft T in irgendeinem 
Langsschnitt (parallel zur Laugsachse) eines Balkens von beliebigem 
Querschnitt zu errechnen, dagegen kann die Verteilung von T der 
Breite nach nur in besonderen Fallen angegeben werden. 

Die Beziehungen fUr die Scherspannungen im allgemeinen Fall 
del' Biegung - Biegung mit N ormalkraft, DurchstoBpunkt nicht in einer 
Hauptachse - sind ebenso einfach abzuleiten. Die resultierende Kraft R 
mit den Komponenten N, Q"" Q wirke nach Abb. 168 in a. N erzeugt 
gleichmaBig verteilte Normalsp~nnungen, ferner Biegungsnormalspan-
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nungen entsprechend den Momenten M", und My bezogen auf die X
bzw. Y -Achse. 

Es ist also an irgendeinem Punkt (x, y) 

o=!i + Mx'y + !!y.x • 
F Jx Jy 

Stetigkeitsbereiche vorausgesetzt, ist 

dM", Q dMy = Q 
dx = y; dx ",' 

Der Zuwachs der Biegungsnormalspannung der gleichen Faser in 
der Entfernungd x betragt 

do = dMx'y + dMy'x = Qy.dx.y + Qx·dx.x. 
J", Jy Jx Jy 

Der entsprechende Zuwachs an Normalkraft oberhalb des Schnittes, 
der durch die Tangentialkraft in der Langsschnittflache aufzunehmen 
ist, betragt (die Integrale erstrecken sich auf den Querschnittsteil 
oberhalb cd) 

(14) 

y 

A--- ----,B 

Abb.168. Abb.169. 

worin @5x und @5y die statischen Momente der Querschnittsflache ober
halb cd in bezug auf die X- bzw. Y-Achse sind. 

Man findet vielfach. die Ansicht, daB die Scherspannungen in 
einem Querschnitt, der zwar nicht rechteckig, wohl aber aus recht
eckigen Elementen zusammengesetzt ist, innerhalb jener rechteckigen 
Elemente nach Gl. (12) verieilt seien. DaB dies nicht notwendig der 
Fall ist, moge an einem Beispiel gezeigt werden. Der Querschnitt 
nach Abb. 169 sei durch Biegung aus Querkraften in einer Symmetrie
achse beansprucht, so daB A-B die N.L. ist. Der Einfachheit 
halber sind die Profilecken nicht abgerundet. In der Langsschnitt
flache durch a c herrscht eine auf die Langeneinheit bezogene Tangen
tialhaft von der GroBe 
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worin 6 das statische Moment der Flache ace g in bezug auf die 
N.L. ist. Die gleiche Kraft T wirkt in ";;i. In a b ist die Tangential
kraft 

worin 6 das statische Moment der Flache a b f e in bezug auf die 
N.L. ist. Die Kraft T a _ b kann man sich in zwei Komponenten zer
legt denken: Die eine Komponente, die aHein vorhanden ware, wenn 

- -- -
der Querschnitt oberhalb a b die Form a b d c hatte, ist iiber a b gleich-
miiBig verteilt; die andere Komponente jedoch, die von den Quer-
schnittsteilen· e c a g und b d f h in a b hineingeleitet wird, verteilt sich 
nicht gleichmiiBig, vielmehr ist die groBte aus ihr entstehende Span
nung in den Punkten a und b. Das gleiche gilt fiir aHe Stegquer
schnitte, wobei jedoch die UngleichmaBigkeit der Spannungsverteilung 
nach A - B zu aHmahlich gedampft wird. 

Es sei 
6 1 = statisches Moment der Flache b d f h , 

61l = statisches Moment der Flache iC{hb, 
6 3 = statisches Moment der Flache m n f II, b 

in bezug auf die N.L. A-B./ 
Dann ist die auf die Langeneinheit bezogene Tangentialkraft in b d 

T Q·61 

b-d =-y-' 
in ab 

in nmb 
T - Q·6a 

n-m-b - J 

Da m n eine Symmetrieachse ist, konnen dort ofl'enbar keine Scher
spannungen wirken, also muB sein 

T = Q·6a • 
m-b J 

Dieses Ergebnis ist auch auf anderem Wege leicht zu gewinnen. Es 
muB sein 

Ta_~ - T - Q(61 +62) 
... - b-m- 2.J . 

Mit 6 1 -; 6 2 = 6 3 folgt die obige Beziehung fiir T m _ b • 

Urn nun zu untersuchen, wie die Scherspannuugen iiber m b ver
teilt sind, betrachten wir den in Abb. 170 herausgezeichneten Balken
teil. Die Summe der Momente aller darauf wirkenden Krafte in be
zug auf irgendeine Achse. wozu wir n - m wahlen, muB verschwin-
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den. Wir beriicksichtigen nur die in Abb. 170 eingezeichnete:n Krafte 
und vernachlassigen etwa vorhandene N ormalkrafte auf den Seiten 
m n n-'--;;;: und b d d' b' sowie eine parallel zu m b wirkende Scherkraft 
in m b b' m' . Es handelt sich also um folgende Krafte: 

1. die Scherkraft Q '~3 • dx, in m b b'm' normal zur Bildebene, 

2. die Scherkraft Q~®l. dx, in b b' d' d normal zur Bildebene, 

3. die Scherkraft in m b d n und in m' b' d' n', parallel zur Bild
ebene, 

4. die Differenz der N ormalkrafte in m b d n und in m' b' d' n' 

(153 - 151) Q • dx normal zur Bildebene wirkend. 
J ' 

f2(~-upd.)( 
-I--

(l·a;r·dX 
-I--

1Ir----(1i. 

Abb.170. 

aq.dx 
I 

Qrlit 7f'---"'er if 

Die horizontalen Scherspannungen in del' Flache d' b' m' n' miissen 
an den Punkten del' Linie d' b' denen in del' Flache db b' d' gleich 

sein, und zwar sind sie bestimmt durch Td'-b' = Q,;,. Von d' b' 

mussen sie bis n'm' auf NuU· abnehmen. Das Verteilungsgesetz ist 
nicht bekannt. Nimmt man linearen Verlauf an, so ist die auf m' n' d' b' 

wirkende Tangentiaikraft T = ~'.~' . ~, wenn t die Stegstarke bedeutet. 

Die entsprechende Tangentialkraft in n m bd ist um ein Differential 
davon verschieden, was aber hier vernachlassigt werden kann. 

Nunmehr sind aUe Krafte unter 1-4 bestimmt. Die Momenten
gleichung urn. mn ergibt, wenn del' unbekannte Hebelarm derKraft 
Q.® ·dx j mit d bezeichnet wird, 

_ Q·@51.dx.~+ Q·@51.Ldx 
J 2 2·J 2 

- Q'(@53J-@51) .dx.± + Q';3 .dx·d = O. 
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Damus 
1 

d = -;rt. 
Unter der obigen Annahme, daB die Scherspannungen in den 

Flachen n: d' b' m: und ndm b von Null bei n: m: auf ihren GroBt
wert bei b' d' linear anwachsen, greUt die resultierende Scherkraft des 
halben Stegquerschnitts in der Mittellinie an, d. h. die Scherspannun
gen. sind wahrscheinlich linear verteilt. 

Wir konnen iiber die VerteiIung der Scherspannungen in den 
Flacnen m n d b und m' n' d' b' ,auch andere Annahmen, z. B. die eines 
Parabelgesetzes, machen, d. h. also, daB die Scherspannungen in jeder 
zu m b bzw. m' b' parallelen Linie in den beiden FIachen sich parabel
formig so andert, daB die Scheitel der ParabeIn 

a) auf der Linie mn (bzw. m' n'), 

b) " " " 
db (bzw. d' b') 

liegen. 

1m erst en Fall betragt der Mittelwert ein Drittel, im zweiten Fall 

m 

Abb.l71. Abb.172. 

zwei Drittel des GroBtwertes (Abb.l71 und 172). 

Entsprechend finden wir: 
Fall a) 

Fall b) 
d 1 ®1 
T="4 - 12®3' 

Der Wert :1 liegt fiir die Normal-I -Profile zwischen 0,85 und 
3 

0,9, fiir breitflanschige Profile annahernd 1. 

Rechnen wir iiberschlagIich :: = 1, so wird fiir 

Fall a) 

Fall b) 

Swain·Mehmel, Festigkeitslehre. 

1 
d=gt, 

16 
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Die Ableitungen und Betrachtungen dieses Abschnittes haben 
keine groJ3e praktische Bedeutung, indessen sind sie zum Verstandnis 
des Problems der Verteilung einer Tangentialkraft iiber einen Quer
schnitt sehr forderlich. 

10. Normalspannungen in Langsschnittebenen eines Balkens. 
In Abschn. 9 ist darauf hinge wiesen, daB in den Flachen m n n' m' 

und b d d' b' (Abb. 170), also in Langsschnittflachen des I -Balk ens, 
Normalspannungen vorhanden sein kannen. Dies trifft auch tatsach
lich zu, und zwar derart, daB in Balkenmitte Zug- und an den 
Balkenenden Druckspannungen wirken. Dies ist leicht einzusehen. 

Abb.173. 

Die Querschnittsflachen b d fh (Abb. 169) sind an den Enden eines 
einfach gelagerten Balkens bei Biegung durch Querkrafte spannungslos 
und haben - bei positiven Momenten - ihre groBten Druckspannungs
werte an der Stelle des groBten Momentes. N ehmen wir nun sym
metrische Belastung an, dann verschwinden in Balkenmitte auf der 
Flache b d fh die Scherspannungen. Es mage also der in Abb.173 
dargestellte Balkenteil als ein Freitrager aufgefaBt werden, der in 
b d d' b' eingespannt ist, eine freie Lange (if hat und mit einer ver
teilten Last normal zu b d fh belastet ist. In der Flache b d d' b' 
wirken also Biegungsnormalspannungen, und zwar von db bis zur 
Mitte von d d' und iJi1 Zug und von da bis d' b' Druck. Die Kraft P, 

die in b dfh angreift, ist die Resultierende der auf dieser Flache an
greifenden Biegungsdruckspannungen und betragt 

f~y Mf ~~ P= -y--.b.dy=-y b.y.dY=-J-' 

Mit 1 als Balkenspannweite, db = d, c als Hebelarm von P in 
bezug auf db wird die Randspannung in der Flache b d d' b' zu 

M M.@3, 6·4 + 24M·@3"c 
om!'x = + W = + -J-'c, d.l2 = - ---y:a;l~' 
min 

(15) 
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oder unter Annahme gleiohmaBiger Biegungsdruckspannungen a1 tiber 
bd'fh = Fl 

m~x _ + 24.F1 ·0"1· C (16) 
a mm - - dl2 

Bei den N ormal-I -Profilen verhalten sioh die Spallllungen aus 
Gl. (15) bzw. (16) zu den Randspannungen in einer Querschnitts-
flaohe b d fh , je nach der Spallllweite l, fiir die gebrauohlichen Ab-

. 1 b' 1 k" I b d nkli h messungen etwa Wle 200 IS 1000' onnen a so un e e c ver-

naohlassigt werden. Sie werden in der Literatur vielfach gar nicht 
erwahnt. 

Es ist vielleicht von Interesse, diese Berechnungsweise fiir den Fall 
zu diskutieren, daB das groBte Moment nicht in Balkenmitte auftritt, 
also daB die Belastung nicht symmetrisch ist. Ohne weiteres kann 
jedenfalls das Verfahren nicht angewandt werden, da man fiir einen 
und denselben Punkt zwei verschiedene Spannungswerte erhalten 
wiirde, je nachdem, welchen der beiden Balkenteile man betrachtet. 
Die betraohtete Normalspannung wiirde also an der Stelle des GroBt
momentes spring en. Dies ist aber (vgl. Kap. V) unmoglich. Es muB 
mithin an der Stelle des GroBtmomentes eine Scherkraft parallel zu df 
in Abb. 173 angenommen werden, die das Moment in bezug auf den 
langeren Tragerteil vergroBert und in bezug auf den kiirzeren Trager
teil verkleinert, derart, daB die N ormalspannungen stetig verlaufen. 

Das bier beschriebene Verfahren kann nicht zur Berechnung 
der Normalspannungen in dem Schnitt mnn'm' (Abb.170) angewen
det werden, da zu dem Moment in bezug auf eine in der Ebene 
m n n' m' liegende Bezugsachse auch Tangentialspannungen einen Bei
trag liefern wiirden, deren Verteilung aber nicht bekallllt ist. 

11. Verteilung der Scherkrafte in Langssclmitten von Balken 
mit nicht kreisrundem Querschnitt. 

Wir sahen, daB beirn rechteckigen Querschnitt die Scherspan
nungen in einem zur N.L. parallelen Langsschnitt tiber die Breite 
gleichmaBig verteilt sind, wenn die N.L. mit einer Hauptachse zu
sammenfiel. Dieses Ergebnis gait, wie wir 
weiter sahen, nicht unbedingt fUr entspre
ohende Sohnitte des 1-Tragers. 

Wir betrachten nun einen kreisformigen 
Querschnitt nach Abb. 174 und legen einen 
Langsschnitt von der Breite b parallel zur N 
N.L. Die auf die Langeneinheit bezogene 
Scherkraft in diesem Schnitt betragt 

T-£'@) 
- J ' 

Abb.174. 

worin (5 das statische Moment der tiber dem Schnitt b liegenden 
Querschnittsflache in bezug auf die N.L. bedeutet. 

16* 
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Es wird nun haufig mit einer gleicbmiiBigen Verteilung der Seher
spannungen iiber b gerechnet. Es ist leieht naehzuweisen, daB dies 
nicht riohtig sein kann. Man denke sich an der Quersohnittsober
flache in der Entfernung y ein 'Fliiehenelement in Form eines reoht
winkligen Dreiecks herausgeschnitten (Abb.174) mit den beiden Ka
theten dx und dy, wobei dy = dx· tan a . Dann ist die auf die 
Liingeneinheit bezogene Scherkraft in den zu dx und dy gehorigen 
Liingssohnittflaohen 

dT = Q.d~ = g (dX.dy).y _ Q.y dx2.tana 
J J 2 - 2J . 

Die mittlere Scherspannung auf diesen Liingsschnittfliichen 
ware also 

T= ~~= Q·Y.dx. tana 
J(dx+dy) 2·J l+tana' 

ist also eine GroBe von der ersten Ordnung klein. In jeder der 
beiden zur dx oder dy gehorigen Liingsschnittfliiehen versohwinden 
also die Seherspannungen an der Oberfliiche. Damit entfiillt die 
Moglichkeit einer iiber b gleichmiiBigen Verteilung der Kraft T. Man 
moge es sieh auoh ansehaulioh klarmachen, daB ein Langssehnitts
element in der Mitte von b eine groBere Seherspannung haben muB 
als ein Element an der Seite, da eine groBere Quersehnittsflache ibm 
iiberlagert, deshalb die Differenz der Biegungsnormalkrafte und damit 
die dieser das Gleichgewieht haltende Scherkraft groBer werden muB. 

12. Zahlenbeispiel rur die VeI'teilung del' Scherspannullgen 
im I -Querschnitt. 

Einen typisehen I-Querschnitt zeigt Abb.175. Der Steg ist ver
haltnismiiBig schwaeh, der groBere Teil der Quei'sehnittsfiache ist an 

den auBeren Enden akkumuliert, um ein groBes 
Tragheitsmoment und daInit groBe Biegungssteifig-

a 

d 

Abb.175. 

. keit zu erzielen. 1m allgemeinen wird angenommen, 
daB die Seherkrafte ganz von dem Steg iibertragen 
werden. 1m folgenden solI zahlenmiiBig der Krafte
verlauf an einem Beispiel etwas naher verfolgt 
werden. 

Die auf die Hoheneinheit bezogene Scherkraft in 
einem Sehnitt a - a betragt 

Q·6 
T= 7-

Die Inittlere Scherspannung ist also 

Q·6 
T=a,-.7· 

Wir wollen nun das I-Profil Nr.20 (Abb.176) mit 

F = 33;5 em2 tmd Jx = 2142 em' 
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untersuchen. Wir vernachUissigen dabei die abgerundeten Ecken und 
nehmen scharfe Ecken an. Das Tragheitsmoment fiir das der Rech
nung zugrunde gelegte Profil mit scharfen Ecken betragt 

gegen 

1"'---:-- - -- - - -J/O- - ------ - - ~ 

~~~~----~--------~~~O--~B~-~-----------
'--....,..-----, i j'§L__ _ _!l1l'f.'t! ___ __ _ 

, 
I 
I 
I 

<::> 
~ , 

i __________ L ______ .!l,Q'!.ZL __ --

i __________ L ______ Il.f2gJL ___ --

--- _______ L _____ J2,ll.?lL ___ _ _ 

! __________ L ______ Q.f25...'fL ____ _ 

I __________ 't ______ JbIl_5§L ____ _ 
__________ ~ ____ __ .!l~~~ ____ _ 

, 
I 
I 
I 
I 

l ____ t __ i 
I , 
I 

7, 
Abb.176. 

J = (9.103 _8,25.8,873).2 = 2166 cm4 

x 3 3 

2142 em', 

also ein Fehler von 1,12°}0. 

@5 @5 Iwerte der in den einzelnen y @5 Fliichenelementen iibernom-
J J·d menen Scherkraftanteile 

(em) (Q=l) 

° 125,50 0,0587 0,0783 [ 0,0586 
1 125,22 0,0585 0,0780 0,0582 
2 124,00 0,0579 0,0773 0,05745 
3 122,13 0,0570 0,0760 0,0564 
4 119,50 0,0558 0,0746 0,05505 
5 116,12 0,0543 0,0724 0,0533 
6 112,00 0,0523 0,0698 0,0512 
7 107,13 0,0501 0,0668 0,04875 
8 101,50 0,0474 0,0633 0,0401 
8,87 96,00 0,0448 0,0598 0,0338 

10 ° ° ° 1}2 Q (Q = 1) = 0,5129 

Die von den einzelnen Flachenelementen iibernommenen Scher
kraftbetrage sind durch line~re Interpolation ermittelt worden, also 
z. B. der auf das Stegelement zwischen y = 3 und y = 4 entfallende 
Scherkraftbetrag bestimmt sich zu 

0,0558 ~ 0,0570,1,0 = 0,0564 . 

Del' Scherkraftanteil des letzten Elementes ist nicht durch lineare 
Interpolation, sondern unter der Annahme bestimmt worden, daB die 
Kurve parabelformig verlauft, also 

2 
1,13·0,0448· 3= 0,0338. 
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Der Gesamtwert der Scherkraftanteile muB bei genauer Rechnung 
0,5 ergeben. In unserm Zahlenbeispiel ist er etwas groBer. Das 
kommt daher, daB das Tragheitsmoment etwas klemer angenommen 
wurde, als dem zugrunde gelegten Querschnitt mit den scharlen Ecken 
entspricht; ferner wird der letzte Scherkraftanteil zwischen y = 8,87 
und Y = 10,0 bei Annahme parabelformigen Verlaufs etwas zu groB; 
schlieBlich kommen die Ungenamgkeiten der (mit Rechenschieber 
durchgefUhrten) Rechnung hinzu. 

Die Reduktion auf J = 2166 cm4 wiirde ergeben 

0,5129 . 2142 = ° 507 2166 ,. 

Die Flache zwischen A B und der Kurve entspricht der auf das 
halbe Profil entfallenden Querkraft (fUr Q = 1). 

Die groBte mittlere Scherspannung fiir das untersuchte Profil 
betragt 

. 0,0587 
Tmax = 075' Q = 0,0783 Q. , 

Die .von dem Steg aufgenommene Scherkraft betragt 

100 . 0,5129 - 0,0338", 93 50/ Q 
0,5129 =, 0 von . 

Rd. 6,5 Ofo von Q werden von den Flanschen aufgenommen. 
Nimmt man an, wie meist in praktischen Fallen, daB sich· die 

ganze Scherkraft gleichmaBig nur auf den Steg verteilt, so wird die 
mittlere Scherspannung 

Q 
T = 20.0,75 = 0,0667 Q 

oder rd. 85 Ofo von der groBten mittleren Scherspannung. 
J e niedriger der Balken, urn so groBer ist der Scherkraftanteil der 

Flanschen! 

13. Verzerrung eines Querschnittes dm'ch Querkrafte. 
N ehmen wir eine lineare Spannungsverteilung iiber den Quer

schnitt bei Normalkraften und die Giiltigkeit des Hooke'schen G()
setzes an, so folgt daraus: Bleibt ein vor der Verzerrung ebener 
Querschnitt auch nach der Verzerrung eben, so gilt dies fUr aIle Quer
schnitte; und umgekehrt, bleibt nur em vor der Verzerrung ebener Quer
schnitt nach der Verzerrung nicht eben, so bleibt kein Querschnitt 
eben. 1m FaIle des Ebenbleibens stehen die Querschnitte nach der 
Verzerrung senkrecht zur neutralen Flache. 

Wir untersuchen nun die Verzerrung eines ebenen Querschnitts 
durch Scherkrafte. Wirkt an einem Element von der Rohe dv die 
Scherspannung 7:1 , so ist der Verschiebungswinkel 
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und die Versohiebung 

rl·dv = ~ ·dv. 

Das naohste Element von der Rohe :dv wiirde wieder eine Ver
schiebung 

r2·dv=~.dv 

erleiden usf. Die Summe der Verschiebungen wiirde die Rorizontal
verschiebung von a' (Abb. 177) sem, vorausgesetzt, daB a und a b 
ihre Lagen nioht andern. 

1st ab die N.L., so ist dort die Scherspannung am groBten. Wir 

a: 
rr--',l 
\i \! 
to·-r:·dV +J \!-r 

. a-

Abb.l77. 

.-
f 
V-

I I 

it' 
; , 
: , 
I , 
I L_ 

Abb.178. Abb. 178a. 

haben gesehen, daB die Verteilung der Scherspannungen nur bei eiriem 
Rechteckquerschnitt unter gewissen V oraussetzungen iiber den Kraft
angriff genau zu bestimmen ist, und zwar geschieht die Verteilung 
iiber h nach einer Parabel (Abb.178), deren Pfeil die Rohe hat 

3 Q 
'[max . "2 b.lt· 

In einer Entfernung v von der N.L. ist 

3 Q [ v
2 1 [( 2 V)2] T ="2 "b.h 1 - (; r = Tmax 1 - h . 

Es wird also die Rorizontalverschiebung des Punktes a' in der 
Entfernung v von der N.L. 

" v 

X = S ~ dv = S',(7 [1- (2hVn dv = 'ax (v - :~:). 
o 0 

Der urspriinglich ebene Querschnitt wird also durch eine Scher
kraft so verzerrt, daB eine in ihm senkrecht zur N.L. liegende Ge
radezu einer kubischen Parabel wird (Abb.178a). 
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Del' Verschiebungswinkel eines Elements in del' Entfernung v von 
del' N.L., d. h. del' Neigungswinkel del' Tangente an dem betreffen
den Punkt del' kubischen Parabel, ist bestimmt durch 

T 
tan!p = (j' 

An den Querschnittsrandern verschwindet 'l, damit wird dort 
!P = 0, d. h. an den Randern hat del' Querschnitt die urspriingliche 
Neigung, die Tangenten in A' und B' un die kubische Parabel sind 
parallel A B und senkrecht zur Stabachse. An del' N.L. erreicht qJ 

seinen GroBtwert mit . 

3 Q 1 
tan !Pmax = -2' b.h·71· 

Die Horizontalverschiebung A A' = B B' betragt (v = ~) 
I 7:m&x·h Q 

xmax = '3-G- 2b.G· 

Die von 0 nach einem Punkt del' Verzerrungskurve gezogene 
Sekante bildet einen Winkel mit AB, del' bestimmt ist durch 

t ' _ .::. _ 'max (1 _ 4 V2)' 
an!p - v - G 3 h2 • 

Fur die Sekante 0 A' wird 

2 12 Q 
tan !PI = '3 ''lmax' (j = '3 tan !Pmax = b.h.G· 

14. Die elastische Arbeit bei Biegung durch Querkrafte. 

J ede auf einen Korper wirkende Kraft ruft, wie wir gesehen haben, 
eine Formanderung hervor. Die Art und die GroBe del' Form
anderung fiir den gleichen Korper hangen von Art und GroBe del' 

Abb.179. 

Krafte abo Wahrend del' Formanderung leisten die auBe
ren Krafte Arbeit, weil sich ihre Angriffspunkte waruend 
del' Formanderung verschieben, vorausgesetzt, daB die 
Verschiebungswege eine Komponente in del' Richtung 
del' Kraft haben. Die inneren Krafte leisten auch Arbeit, 
weil auah ihre Angriffspunkte infolge del' Verzerrung 
des Korpers ihre Lage andern. Aus dem Gesetze· del' 
Erhaltung del' Energie geht hervor, daB die von den 
auBeren Kraften geleistete Arbeit gleic,h del' von den 
inneren Kraften geleisteten Arbeit sein muB, odeI' kurz 

AuBere Arbeit = Innere Arbeit. 

Sollen keine Schwingungen entstehen, so mussen die Krafte so auf
gebracht werden, daB sie von Null auf ihren Endwert allmahlich 
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anwachsen, d. h. daB in jedem Augenblick zwischen auBeren und 
inneren Kraften Gleichgewicht besteht. 

Hat das Bauwerk unnachgiebige Widerlager, oder lauft es auf 
reibungslosen Rollen, so ist die von den Reaktionen geleistete Ar
beit Null, und die auBere Arbeit wird aHein von den aktiven auBeren 
Kraften geleistet. 

Da die Krafte von Null auf ihren Endwert anwachsen, ist die 
von einer auBeren Kraft geleistete Arbeit gleich dem Produkt aus 
dem Mittel der wahrend des Deformationsvorganges wirkenden Kraft 
(d. h. dem halben Endwert der Kraft) X der Verschiebungkompo
nente b in Richtung der Kraft, also 

auBere Arbeit = ~ .p. b . 

Der gleiche Ausdruck gilt fiir die von einer inneren Kraft ge
leistete Arbeit, wobei die Verschiebung des von der inneren Kraft 
beanspruchten Elements in Richtung der inneren Kraft eingesetzt 
werden muB. 

Die inneren Krafte sind entweder Zug-, Druck- oder Scherkrafte. 
Wir miissen deshalb die von dies en 3 Kraftarten geleisteten Arbeit 
bestimmen. 

Die Arbeit einer Zugkraft. - Eine Faser von dem QuerschnittF 
und der Lange l werde durch eine Zugkraft P beansprucht, die von 
Null auf ihren Endwert allmahlich anwachst. Dann ist die elastische 
Formanderungsarbeit 

1 1 P·l 1 P2·l 
1)1=2 P . b =2 P ·E.F=2 E·F" (17) 

Die Arbeit einer Druckkraft. - Die Gl. (17) gilt offenbar auch 
fiir den Fall, daB Peine Druckkraft ist, da dem negativen Vor
zeichen der Kraft auch ein negatives Vorzeichen der Verschiebung 
entspricht. Fiir E ist der Druckelastizitatsmodul einzusetzen. Voraus
gesetzt ist, daB keine Ausbiegung der gedriickten Faser (Stabes) 
stattfindet. 

Die Arbeit einer Scherkraft. - Es sei in Abb. 179 ein 
Balkenelement von der Lange dx dargestellt, auf dessen Querschnitts
flachen eine Scherkraft Q wirke. Diese Kraft wird, wie wir gesehen 
haben, nicht gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilt sein; es sei 
die Scherspannung an irgendeinem Punkte des Querschnitts mit 'C be
zeichnet. Unter der Einwirkung der Scherkrafte Q wird sich der rechte 
Querschnitt gegeniiber dem linken um dy verschieben und die von 
der - allmahlich aufgebrachten - Scherkraft Q geleistete Arbeit 
betragt 

1 
1)1 = 2Q·dy. 

Die auf ein Flachenelement wirkende, innere Scherkraft betragt 
7: 

'C. dr, und die Verschiebung ist G dx; die Arbeit betragt also 
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; ~ dx .•• df= ; .s. df~dx • 

Die Gesamtarbeit der inneren Scherkrafte, die der auBeren Arbeit 
gleich sein muB, betrii.gt 

I.dXf I m: = 2G .s·d f= ?:Q.dy, 

woraus folgt 

dy f xi.df Q 
-----7/,-
dx - G·Q - G·F' (18) 

worin 7/, eine Konstante ist, die der ungleichmaBigen Verteilung der 
Scherspannungen Rechnung tragt, da bei der Integration der GI. (18) 
eine gleichmaBige Verteilung zugrunde gelegt ist. (Fiir gleichmaBige 

Verteilung wird 't = ~ und 7/, = 1.) 

Die von einem (prismatischen) Korperelement von der Grund
Hache d f und der Hohe d x aufgenommene innere Arbeit durch Scher
krafte betragt also 

(18 a) 

worin dV das Volumen des Korperelements ist. 
Mit Hilfe dieser Elemente laBt sich die Verschiebung irgendeines 

Punktes eines gegebenen Gleichgewichtssystems berechnen. Wir werden 
darauf noch zuriickkommen. 

Zunachst wollen wir nun die gesamte bei Biegung durch Quer
krafte entstehende Formanderungsarbeit ausdriicken. 

a) Arbeit der Normalkrafte. 

Das Biegungsmoment in dem betrachteten Querschnitt sei M. Es 
muB dann die Arbeit der Normalkrafte, die zwischen diesem und 
einem unendlich benachbarten Querschnitt wirken, sein, wenn man 

in G1. (17) ~ =(J, l='dx setzt, 

1 11 I M2. y2 . 
dm:N = 2 E (J .df·dx = 2E-,p- df·dx, 

(19) 

das erste Integral erstreckt sich tiber die ganze Balkenlange, das 
zweite tiber den ganzen Querschnitt. Mit J yl1 d f = J folgt 

I 
I fM2dx 

m:N = 2E -J-' 
o 
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1 
Nimmt man J fiber die Balkenlange konstant an, so kann man J 
vor das Integral setzen 

I 
__ 1_fM2. dX 

WN - JE 2 • (19 a) 
o 

Das Integral kann als das statische Moment der Momentenflache 
in bezug auf die x-Achse (Balkenachse) gedeutet werden. 

b) Arbeit der Scherkrafte. 
Es wurde oben gezeigt, daB es im allgemeinen nicht moglich ist, 

die Scherspannung an jedem Punkt eines Querschnittes anzugeben. 
Infolgedessen ist es auch nicht moglich, die durch Scherkrafte er
zeugte Formanderungsarbeit genau anzugeben (Gl. (18)). Die auf die 
Hoheneinheit bezogene Scherkraft in einer durch den Querschnitt 
gelegten Geraden ist 

. Q.@) 
T=~. 

Die mittlere Scherspannung also 
Q.@) 

7:=-b.J 

(vgl. Abschn. 9). Legen wir diese mittlere Spannung der Form
anderungsarbeit zugrunde, so erhalten wir 

dWT = ~ Q·@).b.dY· Q.® .-.!-.dx 
2 b·J b·J G 

(20) 

Das erste Integral ist wieder fiber die Lange des Balkens, das 
zweite fiber den Querschnitt zu erstrecken 1. 

Die allgemeine Losung nach Gl. (20) ist ziemlich unhandlich. 
Ffir den rechteckigen Querschnitt wird 

Und damit 

h 
+-z 
f®2.dY 1 

b·J2 =,-;:r". 
h 
2 

1 

WT = 2 b\ G f Q2. dx . 
o 

(21) 

1 Frage: MuB auch die Arbeit der Scherkrafte in den Langsschnitten be
riicksichtigt werden? 
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(b.~.G-faches statisches Moment der QuerkraftfUiche in bezug auf die 

X-Achse) . 

G1. (21) gilt fUr n = 1; fiir rechteckige Querschnitte wird n = 1,2, 
so daB man erhalt 

Z 

\!(T = 10-b~h.Gf Q2. dx. 
o 

(21a) 

15. Die Biegelinie eines Balkens unter Vernachlassigung 
der Querkrafte. 

Die urspriinglich gerade Achse eines Balkens ist nach der Biegung 
gekriimmt. Ein positives Moment driickt die obere und zieht die 
untere Faser, dementsprechend ist die Biegelinie im Bereich von 
positiven Momenten nach oben hohl, umgekehrt bei negativen Mo
menten nach unten hoh1. Wirken keine Momente, so bleibt die ur
spriinglich gerade Achse gerade. 

1m folgenden sollen die GesetzmaBigkeiten der Biegelinie fur reine 
Biegung untersucht werden. 

In Kap. IX ist gezeigt worden, daB, wenn alle Krafte in einer 
Ebene wirken, die N.L. nur dann senkrecht zur Krafteebene steht, 
wenn diese durch eine Hauptachse geht. Nun ist die Normalspannung 
eines Querschnittes an allen auf einer Parallelen zur N.L. liegenden 
Punkten gleich groB und damit auch die dort auftretende, auf die Langen
einheit bezogene Langenanderung. Es folgt daraus, daB sich, wenn nur 
ein Balkenelement von der Lange dx belastet ist, aIle Punkte der Stab
achse in der zu der neutral en :Flache senkrechten Ebene durchbiegen 
(man beachte, daB die Belastung eines Balkenelements den ganzen Balken 
in Spannung versetzt). Fallt die Krafteebene - konstanten Quer
schnitt vorausgesetzt - nicht mit einer Hauptebene zusammen, 
so biegt sich die Stabachse nicht in der Krafteebene, sondern in 
einer Ebene senkrecht zur neutral en Achse durch, die in allen Quer
schnitten die gleiche Richtung hat, wenn wieder nur ein Element d x 
belastet ist. Der allgemeine Fall der Biegung durch Querkrafte, bei dem 
der Balken veranderlichen Querschnitt besitzt und die Krafte nicht in 
einer Ebene liegen, miiBte so behandelt werden, daB fiir jede einzelne 
Last GroBe und Richtung der Durchbiegung eines jeden Balkenpunktes 
bestimint wiirde. Durch Superposition ergabe sich dann die endgiiltige 
Lage jedes Punktes der Biegelinie. Dieser allgemeine Fall ist jedoch prak
tisch von keiner groBen Bedeutung, und wir werden uns im folgenden auf 
den gebrauchlichsten Fall beschranken, daB die Krafte alle in einer 
Ebene liegen und die Krafteebene durch eine Querschnittshauptachse 
hindurchgeht. Die Zeichenebene wird ebenfalls in die Krafteebene ge
legt, so daB sich die Biegelinie in del' Zeichenebene befindet. 
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Abb. 180 zeigt ein Element von del' Lange d8 eines geraden 
Balkens, das unter der Einwirkung eines Momentes verzerrt ist. Da 
wIT Biegung ohne Normalkrafte behandeln, so ist die Lange der neu
tralen Faser d8 nach del' Biegung 
unverandert. c'd' II a b ist die ur
spriingliche Lage von c d in bezug 
auf a b • Unter der iiblichen An
nahme, daB die Spannungen und 
Langenanderungen proportional der 
Entfernung von der N.L. sind, haben 
die Randfasern in der Entfernung 
Y1 und Y2 von der N.L. die Biegungs
normalspannungen (absolute W erte) 

S 
M'Yl °1 = --y-' 

b 
M'Y2 

Oil = --y- . Abb. 180. 

Die entsprechenden bezogenen Langenanderungen sind 

- d M'Yl d c c' = c· 8 = E. j' 8, 

dd ' d M'Y2 d = C' 8 = E.J-· 8, 

- M·h 
cc'+dd'= E . .j·d8. 

damit 

Es sei e der Kriimmungsradius an dem betrachteten Balken
punkt; dann ist 

darans 

!L- ----,c---h---=== 
ds - r; c! + d d' , 

1 M 
Q - E·J" 

Nlll ist die Gleichung fiir den Kriimmungsradius allgemein 
d 2 y 

1 

e_ 
__ dx_2 __ * 
( dy2)~ 

1 + dx2 

* Anmerkung: Es erscheint nicht iiberfiiissig, die Ableitung dieser Glei
chung zu wiederholen, damit der Leser die spateren vereinfachenden Annahmen 
klar durchschaut. Es ist 

e·dfX.=ds, 
ds 

ds dx 
e=dfX.=dfX.' 

dx 

ds = 1/ 1 + (dy )2 , 
dx' dx 

dy 
tanfX.-= dx' 
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Legen wir die gerade Stabachse in die X -Achse und machen ferner 
ds = dx oder in andern Werten 

(:~r = 0 

(dies ist. zweifellos zulassig, wie auch jede zahlenmaBige Rechnung 

ergibt, da :~, der N eigungswinkel der Biegelinie, bereits ein sehr 

kleiner Wert ist, das Quadrat also von einer h6heren Ordnung klein 
gegen 1 zu vernachliissigen ist), so daB wir die Gleichung der Biege
linie (elastischen Linie) haben 

d2 y M 
dx2 = E.J" (22) 

Von dieser Gleichung ausgehend, werden im allgemeinen die Ge
setzmaBigkeiten der elastischen Linie behandelt, wobei nur die Form
anderung infolge von Biegungsnormalspannungen beriicksichtigt ist. 

Der Gleichung (22) liegen also folgende Voraussetzungen zugrunde: 
1. Die Kriimmungen sind so gering, daB 

dx = ds; tan/X = IX. 

2. Die Spannungen liegen innerhalb des rein elastischen Bereiches; 
es gilt das Hooke'sche Gesetz. 

3. Die Normalspannungen sind linear proportional ihrem Abstande 
von del' N ullinie. 

4. VOl' der Biegung ebene Querschnitte bleiben nach der Biegung 
eben (vgl. Abschnitte 28, 29 und 30), d. h. wir vernachlassigen die 
Formanderuugen durch Querkrafte. 

Die Gleichung (22), etwas ausfiihrlicher geschrieben, lautet: 

Anderung der N eigung der Balkenachse zwischen zwei unendlich 
benachbarten Balkenpunkten M 

dx E·J 
odeI' 

Anderung der N eigung der Balkenachse zwischen zwei unendlich 
benachbarten Balkenpunkten 

worin 
M = das Moment an dem betrachteten Balkenpunkt, 

M·dx 
E·J' 

(23) 

J = das Tragheitsmoment des Querschnitts an jenem Punkt 
und E = del' Elastizitatsmodul ist. 

daraus 
d2 y d2 y 

dft ([X2 dx2 

dx = 1 +tan2 ft = 1 + (d y)2 , 
dx 

e= 
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Die Frage der Vorzeichenregelung fUr G1. (22) bedarf einer ge
wissen Erorterung. 

Wir haben ein Biegungsmoment als positiv bezeichnet, das die 
oberen Fasern eines horizontal en Balkens driickt; die Biegelinie 
eines durch positive Momente beanspruchten Balkens ist deshalb 
nach oben hohl gekriimmt 
(vg1. Abb.1Sl). Es seien OX 
und 0 Y die positiven Rich
tungen unseres Achsenkreu
zes. Bei dieser Wahl der Vor
zeichen ist y, die Biegungs
ordinate, iiber Qie ganze 
Lange eines durch positive 
Momente beanspruchtenBal

Abb.181. 

x 

kens negativ, und nimmt von 0 nach c, seinem Absolutwert nach 

dauernd zu, algebraisch dauernd ab, d. h. ~! ist zwischen 0 und c 

negativ. Rechts von c nimmt y seinem Absolutwert nach ab, alge

braisch abel' zu, so daB ~! positiv ist. In andern Worten, wellll wir 

von 0 nach rechts, in der positiven X-Richtung wandern, so nimmt der 

Winkel a, dessen trigonometrische Tangente den Wert ~! hat, seinem 

Absolutwert nach bis zum Punkte cab. Rechts von c nimmt der Ab

solutwert von a zu. Ober dem ganzen Balkenberei(}h ist jedoch !:~ 
positiv. Nach diesen Vereinbarungen ist deshalb die G1. (22) auch hin
sichtlich ihrer Vorzeichen richtig. Wird jedoch die positive Richtung 
von Y nach unten angenommen, gleichzeitig die positive Richtung 
von X nach rechts beibehalten, so wird die Gleichung lauten 

d 2 y M 
dx 2 = - E·J . 

1m folgenden wird wie bisher ein Biegungsmoment als positiv 
bezeichnet, wenn die oberen Fasern gedriickt, die unteren gezogen 
sind, odeI' wellll das resultierende Moment aller auBeren Krafte links 
vom Schnitt rechtsdrehend ist: ferner nehmen wir die positive X
Richtung nach rechts und die positive Y-Richtung nach oben an 1 • 

(In del' deutschen Literatur ist es im allgemeinen iiblich, die positive 
Y-Richtung nach unten anzunehmen. Der Obers.) 

16. Die Momentenlinie. 

Im folgenden soll die aus G1. (23) hervorgehende mechanische 
Bedeutung del' Momentenlinie naher untersucht werden. 

1 Frage: Es sei M positiv, wenn die obere Faser des Balkens gezogen wird; 
die X-Richtung bleibt positiv nach rechts, die Y-Richtung sei positiv nach 
unten; welches sind die Vorzeichen der Gl. (22)? 
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Unter den im vorigen Abschnitt angegebenen Einschriinkungen 
und Annahmen hatten wir die Differentialgleichung der elastischen 
Linie gefunden 

d 9 y del M 
dx 9 = dx = E·J' 

worin €X (vgl. Abb. 181) die Neigung der Tangente an dem Punkt 
(x,1/) gegen die X-Achse so klein ist, da..B dx = dB wird (vgl. oben). 

f 
h Mom.entenllnie 

~~~-+'~--~----~-----------------4.b 
I 

I 

I 
I 
I 
I 

Ursprungliche .stabachse I b 

\ ,,:./ 0 
m(.-··90 

\ 
\ 

\ 

, 
\ 

\ 
\ 

\ , 
\ 

\ 

\ 
\ 

Otiformierte Stuoachse 

Ole Tangenfe in 0' verlii# 
horizontcrl (parallel der 
urspr(fnglichen S'tabachse) 

"n 
Abb.l82. 

In Abb.182 sei die Linie a e f h b die Momentenlinie des Balkens a b 
fUr eine gegebene Belastung; die urspriinglich gerade Balkenachse 
sei nach der Biegung in die gekriimmte Linie a a' d' g' b (stark 
verzerrt) iibergegangen. Wie eben gezeigt, ist dann die Zunahme 
des Winkels €X iiber dem Streckenelement dx 

d M·dx Momentenflaohe iiber dem Element dx 
el= E.J = E.J • 

Hieraus folgt durch Integration, daB die Zunahme des Neigungs
winkels zwischen zwei Punkten a und d der BiegeIinie durch die 
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iiber cd liegende Momentenfi1i.ohe (Flache c e f d) dividiert durch E· J 

dargestellt iat. (Eine mit E~ J multiplizierte Momente:riflache nennt 

man eine reduzierte Momentenfiache). Oder 

Hauptsatz I. 

Der Winkel, den die Tangenten an zwei Punkten der 
BiegeIinie miteinander einschIieBen, ist durch den alge-
braischen Wert der zwischen diesen beid-en Punkten Iiegen
den reduzierten Momentenflache bestimmt. 

Zeichnen wir in Abb. 182 an den Punktenc, d und g der Momen
tenfiii.che die Ordinaten ce, d f und g h und die Tangenten an die 
entsprechenden Punkte derBiegelinie c/, d' .und g', so stf;lllt die 
reduzierte 

Flache ace den Absolutwert des Winkels ", 
Flache a d t den Absolutwert des Winkels "2' 
Flache agh den Absolutwert des Winkels "1' 
Flache Cd( eden Absolutwert des Winkels "9 - " = "s 

dar. 
Vielfach wird die X - Achse so gelegt, daB sie mit der Tangente 

an dem Maximum (bzw. Minimum) der Biegelinie zusammemallt. In 
diesem Fall erhalt man unmittelbar die Neigung eines Punktes der 
Biegelinie gegeniiber der X-Achse, z. B. die des Punktes d' als 

die Neigung bei c' 
"4 = Flache g h f d, 

"5 = Flache c g h e 
.und die Neigung bei a __ 

"1 = Flache a g h. 
In andern Worten: die reduzierte Momentenflache zwi

schen'dem Maximum bzw. Minimum der BiegeIinie und 
einem beIiebigen Punkt b der Biegelinie gibt den Winkel 
der Tangente am Punkte -b gegeniiber der urspriinglichen 
Balkenachse an. 

Beachten wir nun, daB das Moment an irgendeinem Punkte eines 
Balkens durch den algebraischen Wert der Querkraftsfiache zwischen 
dem Balkenauflager und jenem betrachteten Punkt bestimmt ist, so 
folgt: Der Neigungswinkel der Tangente an irgendeinem 
Punkt b der Biegelinie gegen die Tangente an einem Auf
lagerpunkt ist durch das statische Moment der Querkraft
flache zwischen jenen beiden Punkten in bezug auf den 
Punkt b bestimmt. 

N eigungswinkel der Biegelinie und Durchbiegung stehen in engem 
gesetzmaJ3igem Zusammenhang; die Momentenlinie bestimmt nicht 
nur die Neigung, sondern auch die Durchbiegung. 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 17-
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Es werde ein BaJkenelement am Punkt c (Abb. 183) von der 
Lange dx durch die daraufwirkenden inneren Krafte so deformiert, 
daB die beiden urspriinglich 

Momentenllnie 6-----
parallelen Querschnittsflachen urn den 

Winkel d a gegeneinander verdreht 
werden. Der. EinfluB dieser Ver
drehung in bezug auf die Duroh
biegung eines Punktes d in der Ent
fernung a von c betragt a· d a. Die 

a{----~--+_--___t'~___7b auf c' bezogene Durohbiegung von 

Abb.183. 

I d' ist also die Summe dieser Ein
fliisse von c bis d. Bezeichnet man 
mit x den Abstand eines belie
bigen Punktes von d zwischen d 
und c, so ist jeder EinfluB auf die 
Durchbiegung von d' bestimmt 
duroh x·da, wobei da die jewei
lige Verdrehung des Balkenelements 

aU an der Stelle x ist. Nun ist d a 
an jeder Stelle des Balkens die 
Momentenflache iiber dx*. 

Genau genommen ist d" d'" = a· d a und nicht die zwischen den 
beiden Tangenten auf der Vertikalen liegende Strecke. Da die Ab
leitung aber voraussetzt, daB dx = ds, so ist diese Ungenauigkeit 
zu vernachlassigen. Wenn also aa" die Riohtung der Tangente in a 
an die elastische Linie und ba" -.lba, ba'" -Laa" ist, so liegt un
seren Ableitungen die Annahme zugrunde, daB ba" = b a'" ist. 1m 
allgemeinen sind die Durchbiegungen so klein, daB diese Annahme 
bis auf GroBen von zu vernachIassigender GroBenordnung zutrifft. 

Aus diesen Dberlegungen folgt der 

Hauptsatz II. 
Ein beliebiger Punkt d eines Balkens senkt sich bei ge

gebener Belastung derart, daB die Entfernung seiner neuen 
Lage d' von der an einen andern Punkt cr del' BiegeIinie 
gezogenen Tangente- entweder in der Richtung senkrecht 
zur Tangente oder in der Richtung senkreclit zur urspriing
lichen Stabachse - durch dasstatische Moment der redu
zierten Momentenflache zwischen c und d in bezug auf d 
bestimmt ist. 

Die vorstehenden Ergebnisse mogen im folgenden in eine mathe
matische Form gebraoht werden (vgl. Abb. 182). 

* Anmerkung; Es ist offensiohtlioh, daB nur Deformationen von Balken
elementen zwisohen c und d Durohbiegungen von d' in bezug auf c' bzw. die 
Tangente an c' hervorrufen kiinnen. SteUt man sioh vor, daB nur ein einziges 
Balkenelement, z. B. das bei c', verzerrt wiirde, so daB die Tangente in der 
Riohtung c' e" verliefe, so lage der Punkt d' in d". (Man beachte, daB ds =dx, 
also Bogen = Projektion gesetzt ist.) Die Verbindung eines jeden Elements dx 
zwisohen c' und d' hebt nun den Punkt d" bis d' . 
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Die Differentialgleichung der elastischen LiDie lautet 

d 2y' M 
dx 2 = E·J· 

Durch zweimalige Integration erhii.lt man das allgemeine Integral 

y = fJE~. dx 2 • 

Fuhren wir Grenzen ein, so erhlilt man 
d 

:~ (bei d) - ~~ (bei c) = f E~.dx = Flao~~~dfe 

oder 

dy (bei d) = Flache c d f e + d Y (b . ) _ Flache Cdf'i, 
dx -a4 = E.J dx me - E.J -a5 

Flache r:a:re 
E.J = a5 - a4 = as· 

Dies Ergebnis entspricht dem Satz I (man beachte, daB :~ zwischen a 

und g negativ ist). 

Integrieren wir innerhalb der Grenzen a und d, so erhalten wir 

dy (bei. d) = _ Flache ad f + dy (b· ) _ Flache (i(ff 
dx -a4 - E.J dx ela - E.J -al 

Allgemein gilt fUr irgendeinen Punkt in der Entfernung x von a 

'" dy _ Momentenflache tiber ax _ _ Fa: _ . _ f M· dx _ 
dx - E.J aJ - E.J a l - E.J al· 

o 

Integrieren wir innerhalb der Grenzen 0 bis x zum zweiten Male, 
so erhalten wir 

'" '" '" 
y = f [f ~ .. ~x - al ] dx = E~J f Fx·dx - a1·x 
000 

Statisches Moment der Momentenflache Fa: in bezug auf den Punkt x 
= E.J - a1 ·x. 

Der Absolutwert von al · x ist durch die Strecke xk, y durch die 
Strecke xy mit dem negativen Vorzeichen dargestellt. Damit wird 

Statisches Moment von F,., in bezug auf x _ k ~ _ k 
E.J - x - xy - y , 

was dem Satz n entspricht. 
17* 
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Aus Satz II. folgt ein einfacher Ausdruck fiir die Entfernung 
irgendeines Punktes c' der Biegelinie von der Tangente an einen be
liebigen Punkt d' der Biegelinie (x iSt die Entfernung eines Punktes 
auf Cd von c) 

d' 

~ =f M·x·dx 
E·J ' 

0' 

so daB sich die Durchbiegung durch eine einmalige Integration ergibt. 
Satz I und II in Verbindung mit G1. (22) sind die Grundlage fiir 

aIle kommenden Betrachtungen iiber die Formanderungen von Balken 
und sollten von dem Studierenden durchaus beherrscht werden. 

17. Elastische Gewichte. 
Die Formanderungen eines Balkens konnen bei gegebener Mo

mentenflache mittels eines weiteren Verfahrens ermittelt werden, das 
aus den besprochenen. Zusammenhangen 

I ",J 
~ .. -... ------. ----z- ------ ------- ----. ---.{ 

.A.bb.183a. 

leicht hervorgeht. 
Es sei in Abb. i83a 

die Kurve A C B die Kurve 
der durch E· J dividierten 
Momentenwerte iiber den 
Balken, die einer gege
benen Belastung entspricht. 
Die Kurve unterhalb A B 
sei die gesuchte Biegelinie. 

Es ist 
Veranderung der N eigung 
iiber ax = reduzierte Mo

mentenflache d F 
M·dx 
E·J· 

Nun stelle man sich den Balken AB mit der zu der gegebenen Be
lastung geharigen reduzierten Momentenflache belastet vor. Diese Be
lastung heiBe die elastische Belastung. N ach Abschnitt 8 ist dann 
d F die Anderung der Querkraft aus der elastischen Belastung iiber dx. 
Hieraus folgt ill Verein mit Satz I, daB die Neigung der Biegelinie 
an jedem Punkt des Balkens durch die Scherkraft des mit der redu
zierten Momentenflache belasteten Balkens bestimmt ist, vorausgesetzt, 
daB dies fUr einen beliebigen Punkt nachgewiesen wird. Dieser Nach
weis ist z. B. fiir den Auflagerpunkt A leicht zu fiihren. Man ziehe 
die Tangenten an zwei um dx entfernte Punkte der elastischen Linie, 
wobei das Element dx um x von B entfernt sein mage. Dann ist 
der Winkel, den die beiden Tangenten einschlieBen, gegeben durch 

dF = ~'.~x, und der Abschnitt, den die Tangenten auf der Verti

kalen durch B abschneiden, betragt x·dF. 
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Es wird 
I 

J x·dF=EB 
o 

= Moment der elastischen Belastung in bezug auf B und 

I 

+Sx.dF=a1 

o 

elastiBcher Auflagerdruck in A, was zu beweisen war. 
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Ferner moge M' das Moment an irgendeinem Punkt aus der 
elastischen Belastung sein. Dann ist 

Anderung der Durchbiegung uber dx 
dx 

= N eigung = Scherkraft aus der elastischen Belastung. 

N ach Abschnitt 8 ist 

. Anderung vo; M'· liber dx 
dx 

= Scherkraft aus der elastischen Belastung. 
Daraus folgt, daB die Durchbiegung des Balkens an jedem Punkt 

unter einer gegebenen Belastung gleich dem Moment an jenem Punkt 
ist, wenn man die der gegebenen Belastung entsprechende reduzierte 
Momentenflache als Belastung auffaBt. Dies gilt wiederum unter der 
Voraussetzung, daB es fur einen beliebigen Punkt des Balkens nach
gewiesen iat. Dieser Nachweis ist fur einen Auflagerpunkt leicht zu 
bringen. 

Diese wenigen Satze genugen, urn das Wesentliche der elastischen 
Gewichte ohne groBen mathematiachen Apparat darzuatellen. 

Der Ausdruek "elastiache Belastung" bzw. "elastische Gewichte" 
ruhrt daher, daB die auf die Langeneinheit des Balkens bezogene 

Belastung E ~J die Anderung der N eigung der elastischen Linie dar

stellt, und daB die Scherkrafte und Momente aus den elastischen 
Gewichten die Neigung und die Ordinaten der Biegelinie bestimmen. 
Das Verfahren stammt von Otto Mohrl. 

Beispiele. 
1. Balken mit einer Einzellast in der Mitte (Abb.183b). 
Die elastische Belastung ist die durch E·J dividierte (reduzierte) dreieck

formige Momentenflache. Die N eigung der elastischen Linie am Auflager ist 
der Auflagerdruck der elastischen Belastung 

p·l2 
a l = 16E.J; 

1 Beitrag zur Theorie der Holz- und Eisenkonstruktionen. Zeitsohr d. Arch. 
u. Ing.-Ver. zu Hannover, 1868. 
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die Neigung an irgendeinem beliebigen Punkt der Biegelinie ist duroh die Soher
kraft der elastischen Belastung bzw. duroh die zwisohen jenem Punkt und der 
Balkenmitte liegende reduzierle Momentenflache dargestellt. 

~ A'~~ 
P 

Abb.183b. Abb.183c. 

Die Durohbiegung in der Mitte betragt (Moment der elastischen Belastung 
in bezug auf die Mitts) 

p·l2 (l l ) P ZS 
Jmax = 16E·J 2 - 6 = 48E·J" 

3. GleichmaJ3ig verteilte B elastung (Abb. 1830). 
Die Neigung der elastischen Linie am Auflager betragt 

q l2 2 l q l3 
((1=8E.JoSo2 = 24E·J· 

Die Durchbiegung in der Mitte betragt 

qZS (l 3 l) 5·q·l4 
Jmax = 24E·J 2-8' 2 =384E.j· 

18. Berechnung der Formanderungen des vollwandigen und 
Fachwerk -Balkens mittels der elastischen 

Formanderungsarbeit1 • 

Die Bereohnung von Formandernngen mittels der elastisohen Form
anderungsarbeit ist in ihrer Anwendungsmogliohkeit unbesohrankt. 

Zur Darlegnng der Methode moge ein Fach
werktrager benutzt werden (Abb. 184). 

~ EI:' werde nach der Verschiebung eines 
beliebigen Knotenpunktes a in einer belie-

d bigen Riohtung ad unter gegebenen Lasten 
Abb. 184. gefragt. Diese Versohiebung kommt offen-

bar dadurch zustande, daB die ein
zelnen Stabe des Fachwerks sich deformieren. Es werde wieder die 
Annahme gemaoht, daB die Deformationen rein elastisch seien. Es ist 
oben gezeigt worden, daB die Arbeit der auBeren Krafte der der inneren 
Krafte gleich sein muB. Um die innere Arbeit zu bestimmen, mussen 
wir uber die Kraftverteilung in der Konstrnktion Annahmen machen. 
Bei Fachwerken ist die ubliohe Annahme, daB die Stabe nur duroh 
(uber die Lange eines Stabes konstante) Normalkrafte beansprncht 
sind. Die innere Arbeit eines Faohwerks wird dann durch Summie-

1 Diese Methode solI erst in einem spateren Band ausfiihrlich besprochen 
werden; an dieser Stelle wollen wir uns mit der Darstellung des Grundsatz
lichen begniigen. 
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rung der Arbeiten der einzelnen Stabe gefunden. Bei vollwandigen 
Systemen dagegen sind die inneren Krafte sowohl liber jeden Quer
schnitt als auch liber die Systemachse veranderlich, so daB man die 
Arbeiten von Elementen von unendlich kleinem Querschnitt und un
endlich kleiner Lange bestimmen und die gesamte innere Arbeit durch 
Integration :linden muG. 

Die Arbeitsgleichung besagt: 

Summe der Arbeiten der aufieren Krafte 
= gleich Summe der Arbeiten der inneren Krafte. 

Wir denken uns nun als einzige Kraft an dem System angrei
fend eine Kraft von der GroBe Eins, und zwar an dem Punkt a in 
Richtung ad der gesuchten Verschiebung. Es sei 13' die Verschiebung 
von a in. Richtung ad unter Einwirkung der Last Eins. Bezeichnen 
wir mit S' eine Stabkraft infolge jener Last Eins in a, so ist 

(j' '" S' .. . 
2{ = 2 = .L..: 2 X Anderung der Stablange mfolge der Last Eins; 

(24) 
die Summation hat liber aIle Stabe zu erfolgen. 

Der Faktor ; erscheint sowohl bei der inneren wie bei der auGeren 

Arbeit, weil die Last allmahlich aufgebracht wird. Es wird also 

13' = ..2 s' X Anderung der Stahlange. (25 ) 

Um von 13' auf die gesuohte Durchbiegung infolge der gegebenen 
auBeren Lasten zu kommen, halt en wir uns vor Augen, daB irgend
eine Verschiebung in ihren Ursachen rein geometrisch betrachtet 
werden kann, daB die GroBe und Richtung einer Verschiebung nur 
abhangig ist von den Langenanderungen der Stabe, gleiohgliltig wie 
man sich diese entstanden denkt. Es gibt also Gl. (25) die Verschie
bung von a in der gesuchten Richtung ad unter der Einwirkung der 
gegebenen auBeren Krafte, wenn die Anderungen der Stablangen in
folge der gleichen gegebenen auBeren Krafte - und nicht infolge 
der Kraft Eins - eingesetzt werden. Bezeiohnet man die Stabkrafte 
aus der gegebenen Belastung mit S, mit l die Lange, mit F den 
Querschnitt eines Stabes, so sind die Anderungen der Stablangen 

Lll = ;:~, und es wird die gesuchte Verschiebung 

13 = 2) S~ .. ;.l . (26) 

Raben wir es nicht mit einem Faohwerk, sondern mit einem 
vollwandigen Trager zu tun, bei dem die inneren Krafte sowohl liber 
jeden Querschnitt als auch liber die Lange einer jeden Faser ver
anderlioh sind, so behalt die G1. (26) ihre Gliltigkeit, wobei die 
Arbeit der Scherkrafte jedoch vernaehlassigt ist. Bezeichnen wir 
mit a' die Normalspannung an irgendeinem Punkt eines Querschnitts 
infolge der Last Eins, die wieder an dem Ort und in der Richtung 
der gesuchten Verschiebung angreift, und mit a die NormaIspannung 
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aus dem gegebenen Lastsystem, mit d rein Querschnittselement und 
mit dx den Abstand zweier unendlich benachbarter Querschnitte, 
so wird 

b = ~ II ((1'.df)~/f).dX = ~ I dx I a'·a·dr. (27) 

Das erste Integral erstreckt sich iiber die Lange, das zweite iiber 
den Querschnitt. 

Wenden wir Gl. (27) auf einen Balken an, so kann man die 
Durchbiegung als Funktion von Momenten ausdriicken. Es sei 

M' = Moment in irgendeinem Querschnitt aus der Last Eins in a 
in Richtung ad wirkend, 

M = Moment in irgendeinem Querschnitt aus dem gegebenen 
Lastsystem, 

dann ist 

mit 

wird 

I M'·y 
0=--· 

J ' 

I 

M·y 
0=-

J 

~ ~IM'.M.dx 
b ~ E J. 

o 
(28) 

Diese Formel fiir die. Durchbiegungen eines Balkens ist zuerst 
von Frank el im "Zivilingenieur" 1875 veroffentlicht worden. 

Es konnte so aussehen, als ob die Gl. (25) bis (28) in ihren Dimen
sionen nicht homogen seien, da auf der linken Seite eine Lange, auf 
der rechten Seite Lange x Kraft steht. Dies ist jedoch ein Trug
schluB, da die linke Seite mit der Einheit der Kraft zu multiplizieren 
ist, also auch die Dimension Lange X Kraft hat. 

Die N eigung der Biegelinie kann ebenso wie die Durchbiegung 
mittels der Arbeitsgleichung gefunden werden. Die Anderung der 
N eigung soIl nur insofern hier betrachtet werden, als sie von den 
Langenanderungen dereinzelnen Fasern (bzw. Staben bei Fachwerken), 
also von den Normalkraften, nicht aber von den Querkraften herriihrt. 

An dieser Stelle moge bloB der vollwandige Balken untersucht 
werden. 

1 

f ~ "f I fiM k-.-x-. __ .+j 
h- _. ---- .. ---------l- - -- .. - - -- - -- - - - -~ 

Abb.185. Abb.186. 

Gesucht sei die N eigung a der Biegelinie an irgendeinem Punkt a 
eines geraden Balkens unter gegebenen Lasten. Wir lassen in a ein 
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Kraftepaar von der GroBe Eins angreifen (Abb. 185), das eine ela
stische Verdrehung von der GroBe (x' hervorrufen moge. Die Arbeit 

des - "ailmahlich" aufgebrachten - Moments betragt dann m: = ~.a'. 
(Man kann sich z. B. das Moment als ein Kraftepaar mit dem Hebel
arm 1 und den Kraften 1 vorstellen, die dann nach Abb. 186 ins-

gesamt die Arbeit 2· ~ . a.~ = ~ leisten.) 

Diese auBere Arbeit muB der inneren Arbeit gleichwertig sein. 
Die innere Arbeit der Normalkrafte ist 

1 +Yl 

~ . a' = m: = ~ f f a'· d f X (Langenanderung), 
o -Yo 

wobei die Langenanderung ~. dx betragt. 

Die Neigung a wird nun in analogem Vberlegungsgang wie oben 
dadurch gefunden, daB unter das Integral die Langenanderung nicht 
aus M = 1, sondern aus den gegebenen Lasten eingesetzt wird, also 

1 +y, 

a = f f a' d f· ~ . d x 
o -Yz 

(a' sind die Spannungen aus M = 1, a die Spannungen aus der ge
gebenen Belastung). 

Es wird 
, M'·y 

a = ---y-' 
M·y 

a=7' 

wobei M' die Momentenfunktion aus M = 1, M die Momentenfunk
tion aus der gegebenen Belastung ist. 

Damit 
1 

_fM'.M.dX 
a ----:- E.J. (29) 

o 

Die Gleichung entspricht genau der Gl. (28). Beide Male ist M' 
die Momentenfunktion aus einer Krafteinheit, die an dem Punkt der 
gesuchten Formanderung in deren Richtung wirkt; die Krafteinheit 
ist also eine Einzelkraft, wenn eine Verschiebung, sie ist ein Moment, 
wenn eine Verdrehung gesucht ist. 

19. Die Gegenseitigkeit von Formanderungen. 
Es sei die Verschiebung 0 eines Punktes a in einer Richtung B 

infolge einer am Punkt c in Richtung D angreifenden Kraft P gesucht. 
Es ist S' . s. l 

0=.2~, (26) 
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S' die Stabkrafteinfolge der Last Eins in a in Richtung B, 
S die Stabkrafte infolge der Last P in c in Richtung D 

bedeuten. 
Weiterhin sei nun die Verschiebung t51 von cinder Richtung D 

infolge der in a in Richtung. B wirkenden Kraft P gesucht. Es ist 
offenbar 

p. 8'· ~ . 1 8'.8.l 
t51 =.2.)- E.F =2~=t5· 

Dieses Ergebnis, das zwar hier nur fiir Fachwerke nachgewiesen 
ist, aber ganz allgemein gilt, kann so ausgesprochen werden: 

Satz: Die Verschiebung eines Punktes a eines Korpers 
in einer Richtung B infolge einer an einem Punkt c in der 
Richtung D wirkenden Kraft P ist gleich der ·Verschie bung 
von c in der Richtung D durch die in a in Richtung B 
wirkende Last P. 

Das Prinzip der Gegenseitigkeit der Formanderungen, 
angewendet auf Verdrehungen, wiirde lauten: 

Die Verdrehung an irgendeinem Punkt a eines Balkens 
in dem Sinn B infolge eines Moments M, das in dem Punkte 
c im Sinn D wirkt, ist gleich der Verdrehung von c im Sinne 
D, wenn in a das Moment M im Sinne B wirkt. 

Das Prinzip von der Gegenseitigkeit der Formanderungen ist zu
erst von Clerke Maxwell in "Philosophical Magasine for April 1864": 
"On the calculation of the equilibrium and stiffness of frames" mit
geteilt worden. Eine etwas allgemeinere Fassung stammt von Betti. 
Darauf solI hier nicht eingegangen werden. 

Anwendungsbeispiele finden sich in den Kapiteln XI und XII. 

20. Zusammenfasslmg. 

Aus dem V orstehenden lassen sich drei Methoden zur Bestimmung 
der Biegelinie eines Balkens angeben: 

a) Integration der Gl. (22). 

b) Benutzung der Beziehungen zwischen Momentenflache und 
Biegelinie (Mohrscher Satz, Hauptsatz I und Hauptsatz II). 

c) Benutzung der Arbeitsgleichung Gl. (28) bzw. (29). 

Jede dieser Methoden wird benutzt. Es kann nicht allgemein 
entschieden werden, welche jeweils den Vorzug verdient. Diese Ent
scheidung ist von Fall zu Fall zu treffen. Der Studierende sollte sie 
deshalb aIle griindlich beherrschen. In Kapitel XII werden verschie
dene Anwendungsbeispiele gezeigt werden. 
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21. Formauderungen eines BaIkens durch Scherkrafte. 

a) Allgemeine Uberlegungen. 

Die bisherigen Untersuchungen gingen von der Voraussetzung aus, 
daB die Form der Biegelinie lediglich durch Verlangerungen und Ver
kiirzungen der Balkenfasern bestimmt sei, wobei vor der Biegung 
ebene Querschnitte auch nach der Biegung eben blieben; eine Scher
kraft jedoch kriimmt einen urspriinglich ebenen Querschnitt. 1m 
folgenden soil der EinfluB der Scherkrafte auf die Gestaltung der 
Biegelinie untersucht werden. 

Es moge einleitend auf einige Schwierigkeiten und Widerspriiche 
hingewiesen werden. Wir haben schon betont, daB die Annahme 
linearer Verteilung der N ormalspannungen iiber einen Querschnitt 
nicht gleichzeitig das Ebenbleiben des Querschnitts in sich schlieBt, 
sondern nur besagt, daB die Veranderung des Abstandes zweier be
trachteter Querschnitte langs einer beliebigen Faser nach der Biegung 
proportional der Entfernung jener Faser von der Nullinie ist.· Wird 
deshalb irgendein urspriinglich ebener Querschnitt gekriimmt, so muB 
bei Annahme linearer Verteilung der N ormalspannungen der N achbar
querschnitt ebenfalls gekriimmt werden; oder, wenn ein Querschnitt 
eben bleibt, so muB auch der Nachbarquerschnitt eben bleiben. Die 
iibliche Balkentheorie, die bekanntlich 
lineare Spannungsverteilung annimmt, JI[ I 
fordert darnit die Verkriimmung samt-j I 
licher Querschnitte, wenn einer ver-
kriimmt wird, und das Ebenbleiben samt-
Iicher Querschnitte, wenn einer eben Abb.187a. Abb.187b. 

bleibt. Nun muB z. B. del' Querschnitt 
in der Mitte eines symmetrisch zur Mitte belasteten Balkens aus 
Griinden del' Symmetrie notwendig eben bleiben, da fUr eine etwaige 
Verkriimmung keine del' beiden Seiten bevorzugt sein kann. Damit 
miiBten dann - unter der iiblichen Annahme liitearer Verteilung der 
N ormalspannungen - samtliche Querschnitte dieses Balkens eben 
bleiben. Abel' ein urspriinglich ebener Querschnitt, auf den eine 
Scherkraft wirkt, m uB sich verkriimmen, da die Scherspannungen un
gleichmaBig verteilt sind: Ein lediglich Scherkraften ausgesetztes 
Balkenelement in Abb.187.a muD sich nach Abb.187b verformen, 
da ein urspriingIich rechtwinklig prismatisches Teilchen in del' Um
gebung der N ullinie, wo die Scherspannung am graDten ist, sich in 
ein schiefwinklig prismatisches Teilchen verformt, wahrend ein ent
sprechendes Teilchen am Balkenrand, wo die Scherspannung ver
schwindet, seine urspriingliche Form beibehalt. Dieses Ergebnis, wo
nach in einem und demselben Balken eben gebliebene und ver
kriimmte Querschnitte auftreten, widerspricht del' Annahme einer 
linearen Verteilung del' N ormalspannungen iiber den Querschnitt. 
Vgl. hieriiber Kap. IX. Ein experimenteller Nachweis iiber die Ver
teilung von N ormalspannungen ist sehr schwer zu fiihren. 
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Es sei nach der allein durch Scherkraite erzeugten Biegelinie 
eines geraden Balkens gefragt, d. h. -in bezug auf Langenanderungen 
seien die einzelnen Langsfasern starr, wahrend eine Deformation 
duroh Scherkrafte, also die Deformation eines reohtwinklig prisma
tischen Teilchens in ein schiefwinklig prismatisches moglich sein solI. 
Voraussetzung hierfUr ist die Verkiirzung der einen und Verlangerung 
der anderen Diagonale; diese Fasern diirfen also nicht starr in bezug 
auf Langenanderungen sein. Wir konnen uns den geforderten physi
kalischen Zustand des Balkens - starr in bezug auf Biegungsnormal
kraite, im iibrigen elastisch deformierbar - so vorstellen, daB wir 
den Balken aus Staben aufbauen, die gelenkig miteinander so ver
bunden sind, daB sie lauter kleine Quadrate mit je zwei Diagonal
staben bilden. Die Seitenstabe der Quadrate sind als starr, die 
Diagonalstabe als elastisch zu denken. Betrachten wir nun die Biege
linie eines solchen Balkens, der durch eine Einzellast in der Mitte 
belastet sei. Der Querschnitt in der Mitte muB, wie wir sahen, eben 
und senkrecht zur urspriinglichen Stabachse bleiben; da die parallel 
zur Balkenachse gelegenen Fasern starr sind, muB jeder Punkt eines 
beliebigen urn d von der Mitte entfernten Querschnitts die Ent
fernung d beibehalten - wobei Bogen = Sehne oder ds = dx gesetzt 
ist - d. h. also, der Querschnitt bleibt ebenfalls eben und senk
reoht zur urspriinglichen Stabachse; daraus folgt eine gleichmaBige 
Verschiebung aller Querschnittselemente und damit eine gleichmaBige 
Verteilung der Scherkraft iiber den Querschnitt, was aber mit unseren 
Ergebnissen in Abschnitt 9 in Widerspruch steht. 

Es sei kurz zusammengefaBt: Die Annahme linearer Verteilung 
der Normalspannungen iiber den Querschnitt scheint fUr die prak
tische Anwendung die beste zu sein; aus dieser Annahme folgt das 
Ebenbleiben samtlicher Querschnitte, wenn einer eben bleibt. Aus 
der ungleichmaBigen Verteilung der Scherspannungen iiber einen Quer
schnitt (Abschn. 9) folgt jedoch, daB ein ebener Querschnitt nicht 
eben bleiben kann, wenn er durch eine Scherkraft beansprucht wird. 
1m FaIle eines symmetrisch zur Mitte belasteten Balkens nun moB 
der Mittenquerschnitt eben bleiben, daraus wiirde sich das Eben
bleiben samtlicher anderen Querschnitte zwangslaufig ergeben unter 
Annahme linearer Verteilung der N ormalspannungen, wahrend sich 
andrerseits aus der ungleichmaBigen Verteilung der Scherspannungen, 
die aus der gleichen Annahme iiber die Verteilung der Normal
spannungen hervorgeht, eine Verkriimmung aller urspriinglich ebenen 
Querschnitte ergibt, die durch eine Scherkraft beansprucht sind. 

Diese Widerspriiche sind nicht leicht zu beheben; sie zeigen, daB 
die iibliche Balkentheorie durchaus den Charakter einer Naherungs
rechnung hat. Die strenge Theorie des Balkens nach den Methoden 
der mathematischen Elastizitatslehre ist namentlich von de St. V enan t 
und Clebsch angestrebt worden; gegen die praktisohe Verwertung 
spricht jedoch die Schwierigkeit der Rechnung; auBerdem sind auch 
diese Ergebnisse nicht unangreifbar. 
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b) Die Biegelinie durch Scherkrafte. 

Im folgenden soU - naherungsweise - die Biegelinie eines 
Balkens durch Scherkrafte bestimmt werden. Wir konneti dabei ver
schiedene Methoden anwenden. 

Vernachiassigen wir die ungleichmaBige Verteilung del' Sqherkraft 
iiber den Querschnitt und nehmen gleichmaBige Ver
teilung an, so konnen wir leicht die gegenseitige 
Verscbiebung zweier N achbarquerschnitte bestimmen 
und iiber die Balkenlange integrieren. Abb.188 stelle 
ein Balkenelement von der Lange dx, dem Quer
schnitt F dar, auf den eine Scherkraft Q wirke. Die 
mittlere Scherspannung ist dann 

Q 
'i = If'-' 

unter deren Einwirkung eine Verschiebung erfolgt 
1: Q 

Y=(j= F.G· 

Abb.188. 

Damit wird die gegenseitige Verschiebung der beiden N achbar
querschnitte 

Q 
d(j=y·dx= F.G ·dx. 

Bei del' Integration miissen als Grenzen ein Balkenende und der Punkt 
del' gesuchten Durchbiegung eingefiihrt werden, also 

a 

(j=f F~G·dx. 
o 

1st F libel' x konstant, so wird 
a 

(j = F~ G f Q. d X = F~ G X (Scherkraftflacht! zwischen einem (30) 
o 

freien Balkenende und dem Punkt' der gesuchten Durchbiegung). 
Die Neigung del' BiegeIinie infolge del' Scherkrafte ist durch die 

Vers~ebung a an jedem Punkt bestimmt, also 

a = F~G' (31) 

Eine allgemeinere Losung liefert die Arbeitsgleichung. Der Gang 
entspricht ganz dem, wie wir ibn bei der Bestimmung del' Durch
biegung durch Biegungsnormalkrafte gegangen sind. 

Es sei r' die Scherspannung an jedem Punkt des Balkens infolge 
einer Last Eins, die an dem Punkt und in der Richtung del' ge
suchten Durchbiegung angreift. Dann ist, wenn mit (j' die Durch
biegung infolge del' Last Eins an dem fraglichen Punkt bezeicbnet 
wird und die auBere Arbeit del' inneren Arbeit gleichgesetzt wird, 

~ (j' = S ~ .r' ·df X (Verschiebung in Richtung von 'i'). 
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Fiihren wir fUr die Verschiebung unter dem Integral die Ver

schiebung ~ ·dx aus dem wirkIichen Lastsystem ein, so erhalten wir 

I +!h 

~~=Jf7:·r.df.dx=~fd f· '.df 2 u, ·2G 2G x '[ '[ , 
o -lI, 

I +lIl 

(J = ~ f dx f '[. '[' . d f· (32) 
o -llo 

Bezeichnen wir entsprechend mit 
Q' - Querkraft aus der Last Eins an jeder Stelle des BaJkens, 
Q - Querkraft aus dem wirklichen Lastsystem an jeder Stelle des BaJkens, 

so ist 

Daraus 

Diese Methode 

p 

l'r"l u 1 p 
,t.-- .. _Z.mu.Y(B) 

I I I Momentenlinie I 

~I(b) 
I 
I 

F i fluerlrn7.fi'-

2 c-=J 
-t I l1ii£J (e) 

I I 

~t V tk(d) 
I Momentenlinie I 

~I(e) 
I I 
'----+-~--I (f) 

Abb.189. 

I +lIl 

1 SQ' S (J = G Q.dx ,[2.df· (33) 
o -lI, 

unterscheidet sich grundsatzlieh von der ersten 
[G!. (30)], daB hier die Durchbiegungen an dem 
betreffenden Punkt aus den Formanderungen der 
einzelnen Balkenelemente bestimmt und summiert 
werden, wahrend die erste Methode die gegen
seitige Verschiebung zweier Nachbarquerschnitte, 
jeweils vom Balkenende anfangend bis zu dem 
betreffenden Punkte fortschreitend, bestimmt und 
summiert. 

22. Beispiele. 
Es sei nach der Durchbiegung der Mitte r eines 

durch eine Einzellast in der Mitte belasteten Balkens 
gefragt (Abb. 189). Die Momentenlinie ist durch Abb. 
189 b gegeben, und nach Satz IT wird die Durchbiegung 
infolge der Biegungsnormalkrafte 

P·l3 
ON = 48 E. J' (34) 

Mittels der Arbeitsgleichung erhalten wir nach 
Gl. (28) und mit 

p·x M'=~ M=-2-; 2 
I 
., 

2 Sp·x a; PZS 
°N=-E.J -2-'2 dx = 48E·J' 

o 

(34 a) 

das gleiche also wie nach Gl. (34). 
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Die Durohbiegung aus den Soherkriiiten wird naoh Gl. (30) 

P·l 
~Q= 4F·G 

Benutzen wir Gl. (33), so haben wir mit 

Q'= ±~; 
I +111 

~Q = G~P S dx S~2.df. 
o -yo 
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(35) 

(36) 

Die auf die Quersohnittsbreite und Hoheneinheit bezogene Soherkraft betragt 

T- Q.®. 
- J ' 

nehmen wir gleiohmaBige Verteilung von 1: iiber die Quersohnittsbreite ban, 
also 

Q.® 
~ = --r;:y' 

so wird unter der weiteren Annahme konstanten Querschnitts mit df= b·dy 

I +11, +111 

P S S®2. d y P·l S®2. d y 
~Q= 4G.J2 dx -b-= 4G.J" -b-' (37) 

o -II. -II. 

Eine weitere Vereinfachung der Gl. (37) in aligemeiner Form ist nicht mog
lich, da ® von der Querschnittsform abhangig ist. 

Fur einen rechteckigen Querschnitt wird nach Gl. (35) 

P·l 
oQ= 4b.h.G' (38) 

wahrend Gl. (37) 

3 P·l 
~Q= 10b·h·G 

P·l 
3,33 b·h·G 

(39) 

liefert (vgl. auch Abschn. 9). 

bzw. 

Mit G = 0,4 E wird 
5 P·l 

0--·-
Q- 8 b·h·E 

(38 a) 

(39 a) 

Die Durchbiegung aus den Biegungsnormalkraften wird nach Gl. (34 a) 

1 P·l3 
oN = 4' b.E.h3 • (34 a) 

Die Durchbiegung infolge der Scherkrafte wird fast immer vernacWassigt. 
Es soil kurz untersucht werden, wie groB der dadurch entstehende FeWer bei 
Balken mit rechteckigem Querschnitte und einer Einzellast in der Mitte wird. 
Es wird nach Gl. (34) und (39 a) 

(40) 
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Gl. (40) zeigt, daB der Anteil der Scherkrafte an der Durchbiegung mit ab

nehmendem Verhaltnis ;, also mit zunehmender Schlankheit des Balkens, ab-

nimmt. Fiir verschiedene Verhaltniszahlen ; wird 

h ~Q 
T ~N 

1 1 331 / 3 

S- 3 ~Q= Too ·~N 
1 3 12 

5 25 ~Q = 100-·~N (41) 

1 3 4,7 ~ 
8 64 ~Q=100· N 

1 3 3 
10 100 ~Q= 100·~N 
1 3 0,75 
20 400 ~Q = -100 ·~N 

Betrachten wir ; = ~ als gebrauchlichen Mittelwert, so kann man sagen, 

daB im allgemeinen der Anteil der Scherkrafte an den Durchbiegungen vernach
lassigt werden kann. 

Wegen des geringen Anteils der ~Q-Werte an den Gesamtdurchbiegungen 
wird es in den meisten Fallen geniigen, die einfachere Gleichung (30) zu benutzen. 

23. Belastungslinie, Querkraftlinie, Momentenlinie, 
N eigungsIinie, Biegelinie. 

Aus den bisherigen Erorterungen liber die Biegung geht hervor, 
daB wir fUnf Kurven haben, die zueinander in wichtigen Beziehungen 
stehen. 

a) Die Belastungslinie. (Die Ordinaten geben die auf die Langen
einheit bezogene Belastung an jedem Punkt an.) 

b) Die Querkraftlinie. (Die Ordinaten geben die Querkraft an 
jedem Punkt an.) 

c) Die Momentenlinie. (Die Ordinaten geben das Moment an 
jedem Punkt an.) 

d) Die Neigungslinie. (Die Ordinaten geben die Neigung der 
Biegelinie an jedem Punkt an.) 

e) Die Biegelinie. (Die Ordinaten geben die Durchbiegung an 
jedem Punkte an.) 

a) Die Flache zwischen Belastungslinie und Balkenaohse innerhalb 
zweier Punkte gibt die Anderung der Querkraft zwischen jenen 
Punkten. Die Flache von einem Auflager bis zu einem beliebigen 
Balkenpunkt ist die Querkraft an jenem Punkt. Die Flache zwischen 
zwei Balkenpunkten, von denen der eine ein Querkraftnullpunkt ist, 
ist gleioh der Querkraft an jenem zweiten Punkt. Das Moment der 
Flache zwischen zwei Balkenpunkten, von denen der eine ein Mo
mentennullpunkt ist (z. B. ein Auflager eines einfachen Balkens), be-
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zogen auf den zweiten Punkt, stellt das Biegungsmoment an jenem 
zweiten Punkt dar. 

Die Werte der Flachen sind algebraische Werte. 
b) Die Querkraftsflache zwischen zwei Balkenpunkten stellt die 

Anderung des Biegungsmomentes zwischen jenen Punkten vor. Die 
Querkraftflache zwischen zwei Balkenpunkten, von denen der eine 
ein Momentennullpunkt ist, gibt den Wert des Momentes an dem 
zweiten Punkt an, ist also gleich dem Moment der entsprechenden 
Belastungsflache in bezug auf den Punkt. 

Auch hier ist stets der algebraische Wert der Querkraftflache 
gemeint. 

c) Die durch E·J dividierte Momentenflache (reduzierte Momenten
flache) zwischen zwei Balkenpunkten gibt die N eigungsanderung inner

A 

halb jener Punkte an. Ver
lauft die Biegelinie an einem 
der beiden Punkte horizontal, 
d. h. parallel zur urspriing
lichen Balkenachse, so ist die 
durch E· J dividierte Momen
tenflache gleich der N eigung 
all dem zweiten Punkt. ~-

d) Die Flache zwischen iJ:. 

(pl 
A=Z 
<:----1(--'> 

(r l 
B-y 

i"'--J.x--~ 
X 

~--------i------~ 

'lIm 
, 

8e/(7stJr,gs//nle , 

N eigungslinie und Balken- :t..' --f't.="---~---=~~------j 
achse innerhalb zweier Punkte 
stellt die Anderung der Durch
biegung an jenen Punkten 
dar; die Flache zwischen dem 
Punkt, an dem die Biegelinie 
horizontal verlauft, und dem 
Balkenende gibt die maximale 
Durchbiegung an und ist dem 
Moment der Momentenflache 
zwischen jenen beiden Punk-

Momenirn/inie 
I 
I 

~-~----+------~------------~ 
I I 

~1: 
, I 

ten, bezogen auf das Balken- .'L+---=""",,--+_=_+-~=-___ --.J 

ende, gleich. Der Balken
punkt, an dem die Biegelime 
horizontal verlauft, kann aus 
der Momentenlinie durch die 
Bedingung gefunden werden, 
daB die Momente der Momen
tenflachen rechts und links 

, 
I 

I 

Neigv'rgsl/l7ie 
I 
I 

L____________ _ ____________ ~ 

Biege/lnie 

Abb.190 

11 

von jenem Punkt bis zu den Auflagern, bezogen das entsprechende 
Auflager, gleich sein mussen. 

e) Das Moment der Momentenflache zwischen zwei Balkenpunkten, 
bezogen auf einen der Punkte, gibt den Abstand jenes Punktes von 
der Tangente an die Biegelinie in dem zweiten Punkt. . 

Nicht aIle diese Beziehungen sind fUr den praktischen Gebrauch 
gleichmaBig geeignet. Der StudierEmde sollte sie aber beherrschen, urn si£ 

Swain·MehmeI, Festigkeitslehre. 18 
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in jedem Fall, soweit es erforderlich ist, benutzen zu konnen. Nament
lich die unter d) genannten Beziehungen werden wenig oder gar nicht 
praktisch verwendet. Abb. 190 bringt die flinf Kurven fiir den Fall 
gleichmaBig ,verteilter Belastung eines Balkens auf zwei Stlitzen. Der 
1;.eser konstruiere die entsprechenden Kurven fiir andere Belastungs
falle. Eine Anzah! Anwendungsbeispiele sind in Kap. XII zu tinden. 

Zur Erlauterung der Abb. 190 sei folgendes dargelegt: 

Die Belastungslinie: 
An jedem Ende muB man sich eine FIache von unendlich kleiner 

Breite und unendlich groBer Rohe denken, deren Betrag F = q~l ist. 

Dann ist der algebraische Wert der Belastungsflache zwischen A 
und x 

und zwischen A und c 

ql 
F=--q.x=Q 

"' 2 '" , 

q 1 q 1 
FC =2- 2=0 = Qc ; 

das Moment der Belastungsflache zwischen A und x in bezug auf x 
betragt 

q.l.x _ qx2 = qx(l-x) = M , 
2 2 2 '" 

und das Moment der Belastungsflache zwischen A und c in bezug auf c 
q 12 
T=Mc' 

Die QuerkraftIinie. 
Querkraftflache zwischen A und x 

F =~x(l-x)=M. 
a; 2 x 

Querkraftflache zwischen A und c 
ql2 

Fc=T=Mc' 

Moment der Querkraftflache zwischen A und c, dividiert duroh 
E· J, in bezug auf c 

-1.7' q2~ = til (N eigung im Punkt A). 

Die Momentenlinie. 

E~J-fache Momentenflache zwischen x und c gibt die Neigung der 

BiegeJinie bei x. 

E~J-fache Momentenflache zwischen A und c ist die Neigung bei A 

q 13 1 
til =24"" E.J" 
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Moment der 1iJ~J-fachen Momentenflache zwischen A und c in 

bezug auf A 

Die N eigungslinie. 

Die BiegeIinie in Balkenmitte ist der urspriinglichen Balkenachse 
parallel. N eigung am Balkenende (Punkt A) 

q l3 "1 = 24.E.J (aus der Momentenlinie). 

N eigung am Punkt x 

" = -l--fache Momentenflache zwischen c und x 
x E.J 

q (X3 l3 lX2) 
"x= E.J 6+ 24 -4 . 

Flache der N eigungsIinie zwischen A und c gibt die Durchbiegung 

24. Die Durchbiegung in Abhangigkeit von den Spannungen. 
Wird ein Balken auf 2 Stiitzen mit konstantem Tragheitsmoment 

gleichmaBig mit q belastet, lmd ist a die N ormalspannung in der Ent
femung y von der N. N. des Mittenquerschnittes, so wird 

da 

und 

ist. Damit wird 

5 ql4 5 l2.(J 
be = 384· E.J= 48 E.y . (42) 

Mo.y ql2. y 
a=--Y-=8T' 

q l2. y 
J=-8-.(J 

(43) 

1st der Balken in der Mitte mit einer Einzellast P belastet, so 
wird 

p·l3 l2.(J 
bc = 48E.J= 12E·y· (44) 

i5e l· (J 
T=12E.y· (45) 

18* 
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1st der Querschnitt ein Rechteck mit der Hohe h. und fuhren 
wir (J ala die zulassige Randspannung und entsprechend y ala die 

Randentfernung vom Schwerpunkt, in diesem Fall ;, ein, so wird 

fUr gleichmaBig verteilte Belastung 

~c 5l'a 
T = 24E·h' (46) 

fiir eine Einzellast in der Mitte 

~c l'a 
T= 6E·h· (47) 

1st fiir eine Konstruktion der hochstzulassige Wert des Verhi.ilt

nisses ~; = r vorgeschrieben, dann besteht fUr h dieUngleichung 

bei gleichmaBig verteilter Belastung 
h 5 a 
T>24' E.r' (48 a) 

bei einer. Einzellast in der Mitte 
h a 
T> 6E·r· 

Setzen wir fiir FluBeisen 

E= 2100000 kgjcm2 , 

(J = 1000 kgjcm2, 

so wird nach Gl. ( 48 a) 
h 1 
T> 10080·r' 

und nach Gl. (48 b) 
h 1 
T = 12600'·,. . 

N ehmen wir fiir Holz 

E = 100000 kgjcm2, (J = 100 kgjcm2, 

so wird nach Gl. (48 a) . 

h 1 
T = .. 4800·r 

und nach Gl. (48 b) 
h 1 
T 6000·r· 

Ein in Nordamerika gebrauchlicher Wert r fiir Decken ist 
1 

r = 360' 

(48 b) 

(49 a) 

(49 b) 

(50a) 

(50b) 

Damit wird fiir die oben gegebenen Werte fiir E und a bei Eisen
tragern 

h 1 1 
T > 28 . bzw. 35' (51) 
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bei Holzbalken 
h 1 1 

T > 13 bzw. 17' (52) 

Es sei darauf hinge\Viesen, daB die Durohbiegung eines Balkens 
direkt proportional zu a und dem Quadrat von lund umgekehrt pro
portional zu E und y ist. Wir konnen also sagen, daB bei gleioher 
Lange, gleiohem Material und gleioher Spannung die Steifigkeit eines 
Balkens der Hohe proportional ist, d. h. er wird z. B. bei der dop
pelten Hohe und gleiohem l, E und a sich nur halb so viel duroh
biegen, unabhangig von der Breite. Die Steifigkeit hlingt bei konstantem 
lund a nur von der Balkenhohe und dem Elastizitatsmodul, also dem 
Material, abo 

25. Hohe des Balkens in Abhangigkeit von der Belastmlg 
und der Durchbiegung. 

Ein Balken sei fiir eine gewisse Belastung entworfen, seine Hohe 
sei bestimmt. Ergeben sioh nun bei dieser Hohe groBere Durch
biegungen, als man zulassen will, so ist eine groBere Hohe erforder
lioh, die nach den Formeln des. vorigen Absohnitts bestimmt werden 
moge; damit wird die Randspannung sinken, so daB die eben erreoh
nete Hohe zu groB wird. Die notwendige Hohe fur gegebene Bela
stung und gegebenes Verhaltnis r ergibt sioh aus den Formeln (42) 
und (44), naoh einer kleinen Umformung 

5 Q 12 
J> 384 E.r (53) 

fur gleichmaBig verteilte Last q, wobei Q = q.l, 
P·12 

. J> 48E'1' 

fUr eine Einzellast in der Mitte. 
Hieraus ergibt sioh fiir Balken mit reohteokigem 

h 1 31--Q-

T> 1,86 V E·b·l·r 
fUr gleicbmaBig verteilte Last, 

.h 1 lI--P
l> 1,59 V E·b·l·r 

fUr eine Einzellast in der Mitte. 

Fiir E = 100000 kg/om2 und r = 3~0 erhlilt man 

h 1 V7i 
T = 12,12 r;:r, 

fiir gleiohmaBig verteilte Belastung, 

h 1 VP 
T = 10,37 r;:r, 

fiir eine Einzellast in der Mitte. 

(54) 

Quersohnitt 

(55 a) 

(55 b) 

(56a) 

(56b) 
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1m vorigen Abschnitt sahen wir, daB fiir gegebene Werte a und 

r das Verhaltnis i £iir gleichmaBig verteilte Belastung groBer ist als 

fiir eine Einzellast in der Mitte. Es zeigt sieh, daB sich diese Ver
haltnisse umkehren, wenn Q und P gleich sind und ~. konstant bleibt. 

26. Zusammenfassung der wichtigsten bisherigen Ergebnisse. 
1. Die N ormaIspannung in einem beliebigen Punkt eines auf 

Biegung ohne N olmalkraft beanspruchten Balkens ist durch die 
Gleichung gegeben (Abschn. 5) 

_Mx'Y+ My.x 
0- Jx Jy ' 

2. Folgende Gleichungen geben die Beziehungen zwischen Scher-
kraft, Moment, Neigung und Durchbiegung: 

dM 
dX . Q, 

d"y M J Q·dx 
dx" E·J NT' 

dy _JMdx+ C 
dx - E·J . 

3. Die auf die Langeneinheit bezogene Scherkraft in einem Langs
schnitt des Balk ens (parallel zur Achse) betragt 

Q.@5 
T = ----:J' 

4. Die Arbeit einer Normalkraft P, die auf einen Stab mit kon
stantem Querschnitt F und der Lange l wirkt, hat den Wert 

P'J.l 
2{ = 2E.F" 

5. Die auf ein rechtwinklig prismatisches Korperteil von dem 
Volumen V bezogene Arbeit einer Scherkraft von der Spannung 7: 

betragt 
,," V 

2{=2G' 

6. Die Arbeit der Biegungsmomente in einem geraden Balken 
von konstantem Querschnitt betragt 

1 

JM"dx 
o 

2{ = 2E.J 

7. Das Biegungsmoment erreicht an der Stelle des Balk ens ein 
Maximum oder Minimum, wo die Scherkraft verschwindet odeI' im 
Falle einer Unstetigkeit ihI' Vorzeichen wechselt. 
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8. Die Anderung des Moments zwischen zwei Balkenpunkten 
ist durch den algebraischen Wert der Differenz der Scherkraftflachen 
zwischen einem Auflager und jeweils einem der beiden Punkte dar
gestellt. 1st ilie Differenz positiv, so nimmt das Moment zu, und 
umgekehrt. 

9. Der algebraische Wert der Scherkraftflache verschwindet zwischen 
zwei Balkenpunkten, an denen das Moment gleich ist, z. B. den 
beiden Auflagern eines einfachen Balkens. 

10. Die Neigung der Momentenlinie gibt an jedem Punkt den 
algebraischen Wert der Querkraft. 

11. Das Moment an einem beliebigen Punkt wird durch die Quer
kraftflache zwischen einem Momentennullpunkt und jenem Punkt 
dargestellt. 

12 a. Der algebraische Wert der Momentenflache. zwischen zwei 
Punkten, dividiert durch E· J, gibt den Winkel zwischen den Tan
genten an die Biegelinie in jenen beiden Punkten. 

12 b. Die Momentenflache zwischen einem Punkt, an dvffi die 
Tangente an die Biegelinie parallel der urspriinglichen Stabachse ver
lauft, und einem beliebigen zweiten Baikenpunkt, dividiert durch 
E· J, stellt die N eigung der Biegelinie in dem zweiten Balkenpunkt 
gegen die urspriingliche Stabachse dar. 

13. Das statische Moment der Querkraftflache zwischen einem 
Auflager und einem beliebigen zweiten Punkt eines einfachen Balkens, 
bezogen auf jenen zweiten Punkt, dividiert durch E·J, ergibt den 
Winkel der Tangenten an die Biegelinie in den beiden Punkten. 
Das gleiche Ergebnis liefert der durch E· J dividierte Wert der 
Momentenflache zwischen den beiden Punkten. 

14. Der Abstand eines beliebigen Punktes a der Biegelinie von 
der Tangente an einen beliebigen Punkt b der Biegelinie ist gleich 
dem statischen Moment der durch E· J dividierten Momentenflache 
zwischen a und b, bezogen auf a. 

15. Die Durchbiegung eines Punktes eines Balkens mit konstantem 
Tragheitsmoment infolge der Biegungsnormalkrafte betragt (in irgend-
einer Richtung) I 

~N= E~Jf M'·M.dx, 
o 

(Dber die Bedeutung von M' und M vgl. Abschn. 18.) 
16. Die Durchbiegung eines Punktes a eines Balkens infolge der 

Scherkrafte betragt (in irgendeiner Richtung) 

bzw. 

vgl. Abschn. 21 b. 

a 

~Q = -l-fQdX F·G 
o 

I +VJ 

~Q =~f~dxJT2.df. 
o -v, 
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17. Die Neigung. der Biegelinie an irgendeinem beliebigen Balken
punkt infolge der Biegungsnormalkra,fte betragt 

l 

aN = E~J f M' ·M·dx. 
o 

(Vber die Bedeutung von M' und M vgl. Absclm. 18.) 

27. Balken gleicher Festigkeit. 
Bei ruhender Belastung wird an einer bestimmten Stelle (oder 

mehreren Stellen) das Biegungsmoment einen GroBtwert haben. Rat 
der Balken konstanten Querschnitt, und ist er fiir das maximale 
Moment dimensioniert, so ist er in allen anderen Querschnitten in bezug 
auf das angreifende Biegungsmoment zu stark, so daB man theoretisch 
im Rinblick auf die Biegungsspannungen von einer Materialverschwen
dung sprechen konnte. Der Querschnitt kann nun iiber die Lange 
des Balkens vedindert werden, derart, daB die Randspannungen in 
jedem Quersclmitt den gleichen Wert erreichen. Solch ein Balken 
wird ein Balken gleicher Festigkeit genannt. An Material wird ge
spart; ob er auch wirtschaftlich vorteilhaft ist, hangt von den Bear
beitungsmethoden ab und muB von Fall zu Fall entschieden werden. 

Die Anderung des Querschnitts muB also der Anderung des Moments 
entsprechen. Da 

M=~ 
y 

und a = konst. sein soll, wobei a die Randspannung und y die Ent
fernung der Randfaser von der N.L. bedet.Jtet, so muB die Bedingung 
erfiillt werden 

H·y 
J=konst. 

a) Kragbalken mit einer Einzellast am freien Ende. 

Die Einzellast sei P, dann ist 

M=P.x; 

das Tragheitsmoment als Funktion des Ortes muB also der Gleichung 
geniigen 

x·y 
J=konst. 

Bilden wir den Quersclmitt rechteckig aus, so wird 

x 
W=konst. 

(57) 

(58) 

Lassen wir die Rohe iiber die Lange gleich, so muB die Breite von 
dem freien Ende nach del' Einspannstelle linear zunehmen (Abb.191). 

Lassen wir die Breite iiber die Lange gleich, so muB das Quadrat 
der Rohe mit x von dem freien Ende zunehmen, bzw. die Rohe pro-
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portional del' Wurzel aus del' Entfernung von dem freien Ende zu
nehmen (Abb.192a und 192b). Die QuerschnittshOhen sind also 

R 
Abb.191. Abb.192a. Abb.192b. 

durch eine quadratische Parabel bestimmt, deren Scheitel in dem 
freien Ende liegt. 

Es konnen auch Hohe und Breite veranderlich sein. Geschieht dies 

derart, daB aIle Querschnitte einander ahnlich sind, d. h. i = konst.) 

so laBt sich leicht nachweisen, daB h sowohl wie b proportional del' 
dritten Wurzel von x, del' Entfernung von dem freien Ende, ver
anderlich sind. 

b) Kragbalken mit gleichmaBig vert eilter Last. 
Hier ist 

x2 

M=q2 

und die Bedingung fUr einen rechteckigen Querschnitt lautet 

x2 

bh2 = konst. 

Bei konstantem h verandert sich b mit der zweiten Potenz von 
x (Abb. 193). 

Bei konstantem b verandert sich h linear mit x (Abb. 194). 

Abb.193. Abb.194. Abb.195. Abb.196. 

c) Balken auf zwei Stiitzen mit einer Einzellast in del' 
Mitte. 

Jede Halfte eines solchen Balkens kann als ein in del' Mitte des 
ganzen Balkens eingespannter Triiger, mit einer Einzelkraft, del' Re-
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aktion, am freien End~ belastet, betrachtet werden. Mithin nimmt 
bei konstantem h die Breite b von beiden Auflagern nach der Mitte 
linear zu (Abb. 195), und bei konstantem b wachst die Rohe nach 
einem quadratischen Parabelgesetz von den beiden Auflagern nach 
der Mitte (Abb. 196). Die Parabeln haben jede ihren Scheitel in den 
Auflagerpunkten, sie schneiden sieh unter einem gewissen Winkel in 
Balkenmitte. 

d) Balken auf zwei Stutzen mit gleichmaBig verteilter 
Belastung. 

Es ist 
M = qx(l-x) 

2 

und die Bedingung fUr gleiehe Festigkeit bei reehteekigem Quersehnitt 
x (l- x) 
---ij-:li}- = konst. 

Damit andert sieh, wenn h konstant ist, b mit x(l- x), d. h. 
naeh einer quadratischen Parabel (Abb. 197). 

1 
I 

Abb.197. 

1 

Wenn b konstant ist, andert 
sieh h2 mit x (l - x), also h naeh 
einem elliptischen Gesetz (Abb.198). 

Abb.198. 

Diese Balkenformen sind jedoch im allgemeinen praktiseh nieht 
brauehbar aus folgenden Grunden: 

1. AuBer Biegungsmomenten wirken in den angefUhrten Fallen 
auf die Querschnitte Querkrafte, so daB der Auflagerquerschnitt des 
Balkens auf zwei Stutz en nieht gegen Null gehen kann, sondern er 
muB einen endIiehen Wert zur Aufnahme der Querkraft haben. Die 
gestriehelten Linien in den Abb. 195, 196, 197, 198 geben ungefahr 
an, wie die Balkenformen in der Nahe der Auflager von den Formen 
"gleieher (Biegungs-)Festigkeit" abzuweiehen hatten.-

2. Es ist schon oben daxauf hinge wiesen, daB es von der Art 
der Bearbeitung abhangt, ob eine Formgebung nach dem Gesetz 
gleicher Festigkeit wirtsehaftlieh gunstig ist. 

Ein Rolzbalken gleicher Festigkeit muBte z. B. im allgemeinen 
aus einem Balken herausgearbeitet werden, del' durchgehends die groBte 
Starke besitzt, so daB kaum eine Materialersparnis, wohl aber eine 
VergroBerung del' Arbeit zu erwarten ware. Ein gewalzter Profil-
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trager muB notwendig konstanten Querschnitt haben. Gegossene 
Trager dagegen konnen in ihrer Form der Forderung "gleicher Festig
keit" genugen, wobei die Querschnitte in der Nahe der Auflager 
zur Aufnahme der Querkrafte im
stande sein mussen. 

3. Die von uns verwendeten 
Formeln setzen voraus, daB sich die 
Biegungsnormalspannungen bei ver-
anderlichem Querschnitt ebenso ver
teilen wie bei konstantem Quer- f 
schnitt. 1st nun ein Knickpunkt vor
handen, z. B. in Abb. 196, so kann 
an jener Stelle keine Spannung wir
ken: es muB nach Kap. V an einem 
Oberfiachenpunkt eines Korpers in 
jeder Ebene die resultierende Span
nung parallel zur Oberfiache gerichtet 
sein; da die Spannung nicht gleich

t 

Abb.199. 

zeitig parallel zu verschiedenen Richtungen sem kann, so folgt daraus 
Spannungslosigkeit an der Knickstelle. 

Der in Abb. 195 dargestellte Balken gleicher Festigkeit wird 
praktisch angewendet. Man denke 'sich den Balken aus einem Eisen
blech hergestellt, in Langsstreifen zerschnitten und die Streifen auf
einandergesetzt, so daB ein Balken nach Abb.199 entsteht. Da die 
einzelnen Schichten auBer dem kleinen Betrag durch Reibung keine 
Scherkrafte aufeinander ubertragen konnen, so sind die Balken nach 
Abb. 195 und 199 einander statisch gleichwertig. Es wird vielfach 
bei Eisenbahnwagen der in Abb. 199 dargestellte Balken als Feder 
benutzt. 

Die Durchbiegung del' Balken gleicher Festigkeit ist in Kap. XII 
behandelt. 

28. Wirkliche Krafiverteilung und wirkliche Verzerrung 
fiber ellen Querschnitt. 

Die Verteilung einer Normalkraft uber eine ebene Flache ist in 
Kap. IX behandelt. Zum SchluE ist auf das Ende von Kap. X ver
wiesen, wo der Gegenstand nochmals erortert werden solI. In Kap. IX 
sowie in den Formeln betr. Biegungsbeanspruchungen dieses Kapitels 
ist die grundlegende Annahme linearer Spannungsverteilung gemacht, 
das bedeutet: weIll in jedem Punkt der durch die Normalkraft be
anspruchten ebenen Flache ein Lot errichtet wird, dessen Lange pro
portional der in jenem Punkt wirkenden N ormalspannung ist, dann 
liegen die Endpunkte samtlicher Lote in einer Ebene. 

Die Frage, die wir nun untersuchen wollen, ist, wieweit die 
Annahme linearer Spannungsverteilung in homogenen Korpern zu
trifft bzw. wie weit man die wirkliche Spannungsverteilung er
fassen kann. 
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Bei allen elastischen Untersuchungen nimmt man an, daB die 
Spannung in einem mechanischen Kontinuum von Punkt zu Nach
barpunkt einen kontinuierlichen Verlauf hat und nirgendwo springt. 
Trifft diese Annahme wirklich zu, und wie sind die Spannungen als 
Funktionen des Ortes auszudriicken? 

Eine auBere, auf eine Ebene wirkende Kraft kann in der ver
schiedensten Weise verteilt sein. Sie ist entweder gleichmaBig ver
teilt (Abb. 200, Linie a) oder sie ist nicht gleichmaBig verteilt, wobei 

d,-----, 

---'c 

r---~~---~a 

b 

ek----'f~~------~ 

Abb.200. 

das Verteilungsgesetz linear (Linie b) oder 
irgendwie anders, aber stetig (Linie c) 
ist, oder die Belastungslinie hat eineUn-
stetigkeit (Linie d). Die Kraft kann je
doch nicht in einem Punkt oder einer 
Linie angreifen, da daraus eine unendlich 
groBe Flachenpressung an jenem Punkt 
bzw. der Linie folgen wiirde, was unmog
lieh ist. Fiir die Zwecke der Rechnung 
nehmen wir jedoch hl einem solchen Fall 

konzentrierten Kraftangriff an, wobeisich in Wirklichkeit die Einzel
kraft infolge der elastischen und plastischen Materialeigenschaften auf 
eine endliche Flache verteilt und die Resultierende der Flaschenpres
sungen durch jenen Punkt bzw. Linie hindurchgeht. Ais Beispiel nehme 
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Abb.200a. 

man ehl Rad auf einer Schiene: bei volliger Un
nachgiebigkeit des Materials wiirden Rad und 
Schiene nur in einer Linie aufeinander wirken; da 
das Material jedoch elastisch, u. U. auch plastisch 
nachgibt, haben wir tatsachlich eine Beriihrungs
fiache. 

Kann auch eine innere Kraft in beliebiger 
Weise verteilt sein, abgesehen natiirlich davon, daB 
sie nicht konzentriert angreifen kann? Kann die 
als Funktion des Ortes betrachtete Kurve der 
inneren Kraft Unstetigkeitspunkte haben? Kann 
die Kurve Knickpunkte, d. h. die erste Abgeleitete 
Unstetigkeitspunkte haben? Erinnern wir uns da
ran, daB die Resultierende del' inneren Krafte iiber 
einen Querschnitt del' Kraft gleich ist, mit der der 
eine durch den Querschnitt abgetrennt gedachte 

Korperstumpf auf den andern einwirkt. Die Kraftverteilung muB 
also auf beiden Schnittfiachen die gleiche sein. Die Resultierende 
der inneren Krafte kann als eine auBere Kraft aufgefaBt werden, 
die del' Resultierenden del' auf den betrachteten Tragerstumpf ein
wirkenden Krafte das Gleichgewicht halt. Es sei z. B. a b ein Quer
schnitt eines Tragel'sin Abb.200a, A und B seien die beiden durch den 
Schnitt a b getrennt gedachten Korperteile, die Resultierende der inneren 
Krafte sei jeweils P; die Verteilung von P auf beide Schnittfiachen ist 
gleich, also die Spannung in einem beliebigen Punkt c und dem ent-
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sprechenden d ist ---cd = c' d' . Die auf a b wirkenden inneren Krafte 
werden die urspriingliche Gestalt von a b verandern, ebenso wird die 
urspriingHche Gestalt von a! b' verandert; dabei muB die Bedingung er
flillt sein, daB nach der Formanderung a b und a' b' aufeinanderpassen, 
wenn man sie aufeinanderlegt. Damit ist es klar, daB sich P nicht 
nur auf einen Teil von a b, etwa auf e b mit einem Spannungsdia
gramm etwa e b f' f, verteilen kann: denn dann miiBte sich auch die 
Formanderung nur auf den Tell e b bzw. e' b' erstrecken, also die auf
einander gelegten Korperteile A und B wiirden nicht mehr aufeinander 
passen. Es muB sich also P iiber die ganze Querschnittsfliiche ver
teilen. Aus der gleichen Dberlegung folgt, daB die Spannung eine 
stetige Funktion des Ortes sein muB. 

Es ist auch aus ahnlichen Dberlegungen eine Unstetigkeit des 
ersten Differentialquotienten der Spannungsfunktion, also eine plOtz
Hche Anderung der N eigung der Kurve, von der Hand zu weisen 
(vorausgesetzt, daB man den Elastizitatsmodul als eine Konstante 
oder eine stetige oder eine neigungsstetige Funktion der SpalIDung 
annimmt; der Dbers.)' Denn dann wiirde eine plOtzliche Neigungs
anderung der Spannungskurve einen Knickpunkt in der Deforma
tionslinie bedingen. Man nehme eine geradlinige Spannungsverteilung 
von a bis e und ebenfalls von e bis ban, wobei aber die N eigungen 
der Spammngslinien iiber a e und iiber e b verschiedenwaren. DalID 
miiBte - unter der obigen Annahme iiber E - die Deformations
linie in e einen Knickpunkt haben und damit wiirden die aufeinander
gelegten Stiicke A lmd B wiederum nicht aufeinander passen. 
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Abb.200b. Abb.200c. 

Wenn man die Kraftverteilung iiber einen Querschnitt mit Hilfe 
der Formanderungen und der Bedingung untersucht, daB nach der 
Formanderung die beiden Schnittfiachen wieder aufeinander passen 
sollen, so ist leicht einzusehen, daB man dabei nur aut-die Normalkrafte 
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zu achten hat. Es moge ein Querschnittselement nach del' Formanderung 
durch Normalkrafte allein die Querschnittsflache a' b' (Abb. 200b) haben; 
die beiden Querschnittsflachen a! b' passen also aufeinander. Nun wirke 
noch eine Scherkraft auf a! b'mit der Spannung t , unter deren Einwirkung 
die Quadrate oberhalb und unterhalb von a! b' zu gleichen Rhomben ver
zerrt werden, wie dies mit den punktierten Linien in Abb. 200b an
gedeutet ist. Da jeweils iiber und unter beliebigen entsprechenden Quer
schnittselementen a' b' zwei gleiche Rhomben entstehen, passen die 
Querschnittsflachen nach der Deformation durch Tangentialkrafte wie
der zusammen, gleichgiiltig, wie jene Krafte sich iiber den Querschnitt 
verteilen. Wir betrachten also nur die Verteilung der Normalkrafte. 

Infolge der an irgendeinem Punkt c (Abb. 200c) wirkenden Normal
spannung moge sich der Punkt c nach e und der Punkt c' nach e' 
verschieben. (Es ist natiirlich durchaus nicht notwendig, daB c e = c' e' 
ist, obwohl die in c und c' wirkenden Spannungen gleich sein miissen. 
Die Verschiebungen der Punkte c und c' werden nur dann einander 
gleich sein, wenn die Teile A und B einander gleich sind.) J edenfalls 
wird die Verschiebung eines Punktes c von der Spannung in cab
hangig sein in der Weise, daB sie mit wachsender Spannung zunimmt. 
Unter Annahme homogenen Materials muB, wenn die Gerade a b des 
oberen Teils nach der Deformation in eine Gerade [I [I iibergegangen 
ist, die Gerade a' b' des unteren Teils ebenfalls in einer Geraden, z. B. 
[I' y, liegen, d. h. die beiden Schnittflachen passen auch nach der De
formation aufeinander. Es erscheint dagegen unmoglich, daB a b des 
oberen Korperteiles durch die Normalkrafte in eine Kurve h h ver-
zerrt werde: Denn da c e" > a h, so muB auch c e'" > a' h' sein, also, 
wird iib des Teiles A in eine nach auBen hohle Kurve verzerrt, so 
gilt das gleiche fiir db' des Teiles B, und die beiden Linien h h und 
h' hi passen nicht aufeinander. Eine Verzerrung zu einer krummen 
Linie bzw. Flache ist physikalisch nur so moglich, daB einer kon
kaven Linie des oberen eine konvexe des unteren Korperteils ent
spricht. Dies ist aber, wie gezeigt, bei einer Verzerrung durch Normal
krafte undenkbar. 

Diese Dberlegungen zeigen ofIensichtlich, daB ein unter del' 
Einwirkung von Normalkraften stehender ebener Querschnitt eines 
Korpers auch nach der Deformation eben bleibt. Dies gilt fiir Be
anspruchungen sowohl oberhalb wie unterhalb der Elastizitats- und 
Proportionalitatsgrenze, da fUr jede beliebige Spannung die beiden 
getrennt gedachten deformierten Teile wieder aufeinander passen miissen. 
In anderen Worten: Die Deformation durch Normalkriifte ist linear. 
Darin ist natiirlich keineswegs die Linearitat der zugehorigen· Span
nungsverteilung allgemein enthalten, sondern dies gilt nur unterhalb 
del' Proportionalitatsgrenze, also fiir konstanten E-Modul. Es sei ein 
auf Biegung beanspruchter Balken so belastet, daB die Randspan
nungen irgendeines betrachteten Querschnittes sich noch soeben inner
halb del' Proportionalitatsgrenze befinden. Nimmt das biegende Moment 
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weiter zu, so bleibt zwar der Querschnitt eben, dem entspricht aber 
nicht ein lineares Anwachsen der Spannungen derjenigen Fasern, die 
nunmehr oberhalb· der Proportionalitatsgrenze beansprucht werden, 
vielmehr bleibt deren Spannung zuruck. Da jedoch das Moment der' 
inneren Krafte dem der aliBeren das Gleichgewicht halten muB, so 
folgt daraus, daB die inneren noch innerhalb der 
Proportionalitatsgrenze beanspruchten Fasern 
zugunsten der auBeren Fasern mehrbelastet 
werden. 

Unter der Einwirkung von Normalkraften 
bleiben also offenbar, um es zu wiederholen, 
ebene Querschnitte auch nach der Deformation 
eben. 

Es ist schon oben kurz auf die Verzerrung i ! 
eines Querschnitts durch Scherkrafte hinge- Abb.200d. 

wiesen. Tritt zu der den Querschnitt bean-
spruchenden Normalkraft eine Tangentialkraft hinzu, und ware diese 
gleichmaBig verteilt, so bliebe der Querschnitt eben. 1st die Tangential
kraft jedoch nicht gleichmaBig verteilt, so bleibt der Querschnitt 
nicht eben, sondern wird so gekrummt, daB einem konkaven Teil B 
in Abb. 200cein konvexerTeilA und umgekehrt entspricht. Abb.200d 
zeigt die Verkrummung eines rechteckigen Balkenquerschnitts bei 
positiver Querkraft. (Vgl. Abschn. 22.) 

In Kap. V war angenommen, daB die Normal- bzw. Tangential
spannungen in zwei um ein Differential benachbarten Ebenen sich 
nur um ein Differential voneinander unter
scheiden konnen. Betrachten wir ein aus 
ein.em Korper herausgeschnittenes dreisei-
tiges Prisma, dessen Querschnitt in Abb.201 
dargestellt sei, und nehmen wir an, daB die 

b 

Scherspannung in a c bei d unstetig sei, also a,---..!-t~,-!:t--'1.'-l-)-::'r'::;'~(' 
um eiIien endlichen Betrag springe. Un- 1:'["' 
mittelbar links von d sei sie t, rechts von 6' 

d sei sie r:'. Das hieBe doch, daB in d auf 
b d 1.. a c gleichzeitig die Scherspannung t 

Abb.201. 

und t1 wirken konnte, was offenbar unmoglich ist. Das gleiche gilt 
fUr NormaIspannungen. 1nfolgedessen kann auch die Richtung der 
Resultierenden von einem zu einem um ein Differential benachbarten 
Querschnitt nicht spring en. 

Die Ergebnisse der letzten Dberlegungen sind fur die Theorie der 
Biegung von Wichtigkeit. Sie zeigen die Nutzlosigkeit der Messungen 
an Balken, die das Ebenbleiben der Querschnitte nachweisen sollen. 
Es ist haufig aus solchen .versuchen auf ein Ebenbleiben von 
Querschnitten ganz allgemeingultig geschlossen worden. Unsere Dber
legungen ergeben, daB das Ebenbleiben notwendig ist, wenn keine Scher
krafte wirken, und weiter, daB ein Ebenbleiben unmoglich ist, wenn 
- in einem rechteckigen Querschnitt - eine Scherkraft vorhanden 
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ist. Derartige Messungen sind Schulbeispiele fUr nutzlose Versuche, 
die womoglich zu falschen, weil zu weitgehenden SchluBfolgerungen 
fUmen. In vielen Biichern ist zu lesen, daB die gewohnIiche Balken
theorie auf der Annahme des Ebenbleibens der Quersohnitte auf
gebaut ist. Dies ist nioht richtig. Die grundlegende Annahme fordert 
line are Verteilung der Normalspannungen tiber die Querschnitte. Diese 
beiden Dinge sind aber, wie wir sehen, voneinander verschieden. Die 
lineare Spannungsverteilung bedeutet einen Schritt weiter gegeniiber 
dem Ebenbleiben der Querschnitte und trifft nur fUr konstanten 
E-Modul zu. 

29. Giiltigkeitsgrenzen der Formel fUr die Berechnmlg 
von Biegungsspannungen. 

Die Formel zur Berechnung der Biegungsnormalspannungen oder 
allgemein fUr alle jene FiiIle, in denen die N ormalspannungen nicht 
gleichmiiBig tiber den Querschnitt verteilt sind, ist auf die Annahme 
linearer Spannungsverteilung gegriindet, d. h. daB die Spannungen 
sich verhalten wie die Abstiinde von der Nullinie. Wir haben nun 
gesehen, daB die Verzerrung eines Querschnittes durch N ormalkriifte 
mit groBer Wahrscheinlichkeit linear ist, unabhiingig von der GroBe 
der Spannungen. Das wiirde besagen, die Annahme linearer Spannungs

y 

c 

b ' 

Abb.202. 

a' 

verteil ung trifft zu, so
lange sich die Spannungen 
unterhalb der Proportio
nalitiitsgrenze befinden. 
Ergibt jedoch die Span
nungsberechnung eine 
Spannung oberhalb der 
Proportionalitiitsgrenze, 

so trifft jene Annahme 
nicht mehr zu: die Span
nungen, die oberhalb der 
Proportionalitiitsgrenze 

liegen, werden dann zu hoch, die Spannungen unterhalb der Pro
portionalWitsgrenze zu niedrig errechnet. 

Man betrachte hierzu Abb. 202. Es liege reine Biegung vor. Die 
Spannungsberechnung ergebe eine Spannungsverteilung nach der 
Linie ab, wobei die Randspannungen ac und bd unterhalb der Pro
portionalitiitsgrenze liegen mogen. Nun wachse das Biegungsmoment 
derart, daB die errechneten Randspannungen a' c und b'd oberhalb 
der Streckgrenze liegen, die durch a" c und b" d bestimmt seL Dann 
wird die wirkliche Spannungsverteilung etwa nach der gestrichelten 
Linie a"b" verlaufen. Das Moment der inneren Kriifte muB natiirlich 
auch jetzt dem der iiuBeren Kriifte noch das GIeichgewioht halten; 
da die Schwerpunkte der Zug- und Druckfliichen jedoch gegeniiber 
dem Fall der geradlinigen Spannungsverteilung sich nach der Null
linie zu verschoben haben und damit der Hebelarm kleiner geworden 
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ist, muB die gesamte innere Zug- bzw. Druckkraft, dargestellt dureh 
die FIaehen 0 b" d bzw. 0 a" c , bei gleiohem Moment gegeniiber den 
bei geradliniger Spannungsverteilung sich ergebenden FIaehen 0 b'd 
und 0 a' c grBBer sein. Die Randspannung wird bei groBer werdendem 
Moment so lange nieht die Streckgrenze iibersehreiten, als das Moment 
durch die naeh der Linie a" b" verteilten inneren Krafte aufgenommen 
werden kann. 

Ahnlioh liegen die Verh1iJtnisse, wenn der Quersehnitt auBer dureh 
Biegung noch dureh eine Normalkraft beansprueht wird, oder all
gemein dann, wenn sieh eine Normalkraft ungleichmaBig iiber einen 
Quersehnitt verteilt, z. B. bei einem gelochten oder gekerbten Zugstab 
(vgl. Kap. VI). 

Die Formel, die stets ihre Giiltigkeit bebalt, ist die fiir die Span
nungsbereehnung des geraden Zug- oder Druckstabes mit konstantem 
Quersehnitt und gleichmaBig iiber die Endquersehnitte verteilter auBerer 
Kraft, also fUr einen Quersehnitt mit gleiehmaBig verteilter Spannung: 

p 
o=F" 

Die einzig notige Einschrankung ist die, daB F, genau genommen, 
keine Konstante, sondern von a infolge der Querdehnung abhangig 
ist. Beriicksichtigt man diese VeranderIichkeit, so gibt die Gleiehung 
unter den genannten Voraussetzungen die Normalspannung an, gleioh
giiltig wie hoeh die Spannungen sind. Die einzelnen Fasel'll werden 
gleiehmaBig gedehnt bzw. verkiirzt; bei homogenem Material, das 
vorauszusetzen ist, haben also aIle Fasel'll die gleiehe Spannung. Dies 
gilt so lange, bis - beim Zugstab aus zahem Eisen - die Einsehniirung 
beginnt. Dann gilt fiir die Quersehnitte in der Nahe der Einsehniirung 
das iiber gekerbte Stabe Gesagte. 

30. Die Lage der Nullinie; wirkliche Spannungen. 
N ehmen wir also naeh den vorhergehenden Uberlegungen ein 

lineares Gesetz fiir die Verzerrung eines durch Normalkrafte bean
spruehten Quersehnittes an, oder mit anderen Worten, daB ein ebener 
Quersehnitt naeh der Verzerrung dureh N ormalkrafte eben bleibt, dann 
wird die Spannung in jeder Faser durch das Spannungs-Dehriungs
diagramm gefunden, dessen Ursprung im Quersehnittsschwerpunkt, dessen 
Spannungsachse senkrecht 'zum Querschnitt 'und dessen Dehnungsachse 
senkreeht zur Nullinie liegt. Denn in dem Spannungs-Dehnungsdiagramm 
(Abb. 65) sind die Dehnungen in irgendeinem beliebigen MaBstab als 
Abszissen aufgetragen; da die Dehnungen proportional der Entfel'llung 
von der Nullinie sind, so liegt hier die Achse der Spannungen horizontal, 
d. h. senkrecht zum Quersehnitt. Der Quersehnitt in Abb. 203 sei auf 
reine Biegung beansprucht, die N.L. geht dureh 0, dim elastischen 
Schwerpunkt; legt man nun ober- bzw. unterhalb von OX das Druck
bzw. Zugspannungs-Dehnungsdiagramm mit OT als Dehnungsachse, 
so geben die Abszissen, also die x-Werte, die Spannungen in irgend-

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 19 
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einem MaBstabe. Die Fra.ge ist, welohen Teil des Spannungs-Dehnungs
diagramms man hineinzuzeiohnen hat. Dies hii.ngt natiirlioh bei ge
gebenem Quersohnitt von der GroBe des Moments abo 1st das Moment 

. so groB, daB der Balken zer-
IY stort wird, wobei die Mate-
o L rialfestigkeit entweder an 

~ 

---t------+-----,bri: 

der Zug- oder der Druok
t'andfaser erreioht sein kann, 
so muB man auf die ent
spreohende Seite der N.L. 
das ganze Spannungs-Deh
nungsdiagramm einzeiohnen. 

o 
o 

Abb.203. 

a) Die Proportionalitats
grenze sei nioht iibersohrit
ten, weder auf der Druok
nooh auf der Zugseite, dabei 
sei Ed von Ee versohieden 

und Ed > Ee' In diesem Fall liegt der Quersohnitt innerhalb 
der Punkte L und Ll der Spannungs-Dehnungsdiagramme fiir Zug 
und Druok, wobei Lund Ll die Proportionalitatsgrenzen ffir Zug 
und Druok darstellen. Es seien A die Druok-, B die Zugrandfaser, 
AD die Randdruok-, BE die Randzugspannung: Die Druekspannung 
einer Fasar im Abstand y betragt c· y, die Zugspannung einer Faser 
im Abstand z von der N.L. betragt c1'z, wobei c und c1 Konstante 
sind, da die Spannungen laut Voraussetzung innerhalb der Proportio
nalitatsgrenzen liegen sollen. 1st b die (variable) Breite des Quer-
8OhnittS, so ist die gesamte Druokkraft 

11, 

D = J c.y.b.dy, 
o 

und die gesamte Zugkraft 
z, 

Z = ! c1 ·z·b·dz. 
o 

Bei reiner Biegung muB 
D=Z 

sain, mithin 
11, III, 

c!y.b.dy=c1!zob.dz. (59) 
10 0 

G und G] seien die Sohwerpunkte des Druok- bzw. Zugkraftkorpers 
in den Abstii.nden Yo und Zo von der N.L.; die Gleiohheit des inneren. 
und des auBeren Moments fordert 

III Zl 

M = cJ y'J.b.dy + c1 J z2·b·dz. (60) 
o 0 

G1. (59) bestimmt die Lage der Nullinie und Gl. (60) die Randspan
nungen. 
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Aus Gl. (59) folgt: 
1. Fiir C - cl ' d. h. Ed = Ez ' geht die Nullinie durch den Quer

schnittsschwerpunkt. 
2. Fiir C > cl' d. h. Ed> Ez ' liegt die N.L. oberhalb des Quer

schnittsschwerpunkts, nach der Druckseite hin. 
3. Fur cl > c, d. h. Ez > Ed' liegt die N.L. unterhalb des Quer

schnittsschwerpunkts, nach der Zugseite bin.· 
In Worten: Die N .L. liegt von dem Querschnittsschwer

punkt nach der Seite des groBeren Elastizitatsmoduls zu, 
d. h. nach dem steiferen QuerschnittsteiI zu verschoben. 

Aus GL (60) folgt: 
1. Fiir C = cl ' d. h. Ed = Ez : 

M = c.J = (Jd· J = (J~.J , 
Yl Zl 

worin ad und a. die Randspannungen auf Druck und Zug sind, oder 
(J.J 

M=-' 
v ' 

M·v 
a=-y-. (61) 

D. i. also die iibliche Formel der Biegungsspalillungen, worin v der 
Abstand irgendeines Punktes von der Nullinie und a die daselbst 
herrschende Normalspannung ist. 

2. Fur C> c1 ' d. h. Ed> Ez ' haben wir die Ungleichungen 

M> c1 • J ( = ,\J); 
( (Ja·J\ M'Yl 

M<c·J =-y;-); ad>-y-. 

3. Fiir c1 > c, d. h. Ez > Ed wird 

M < c1 ' J ( = (J:~J) 

M > C • J ( = (J~lJ) ; 

M,z l 
az> -J-

M'Yl 
ad<-J-' 

. M·v 
In Wort en: Die Formel a = -y- trifft nur zu, wenn 

Ed = Ez = konst.; 

(62) 

(63) 

(64) 

(65 ) 

ist diese Bedingungnicht erfiillt, so haben die Fasern auf 
der Seite des groBeren E-Mouuls groBere Spannungen, als die 
Formel angibt, und umgekehrt. 

LaBt man das Biegungsmoment zunehmen, so wird die Propor
tionalitatsgrenze, wenn Ed 9= Ez ' auf der Seite des groBeren E zuerst 
uberschritten werden, falls die Proportionalitatsgrenzen auf Zug und 
Druck gleich sind. Fiir Ed = Ez wird die Proportionalitatsgrenze in 
der Druck- und Zugfaser gleichzeitig uberschritten (symmetrische 
Querschnittsausbildung vorausgesetzt). Es sind dann C und cl keine 
Konstanten mehr. Eine Berechnung ware nur moglich, wenn man 
c und cl als Funktionen der Spannungen ausdrucken konnte. Dies 

19* 
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ist jedoch nicht del' Fall. Die iibliche Formel versagt also, wo sie 
Spannungen oberhalb del' Proportionalitatsgrenze ergibt. Es mogen 
jedoch noch einige tJberlegungen angeschlossen werden. 

Wir sahen, daB bei verschiedener Steifigkeit gegen Zug und Druck, 
also fiir Ed 9= Ez ' die N.L. nach del' Seite del' groBeren Steifigkeit 
verschoben wird, und daB die iibliche Formel fiir die steiferen Fasel'll 
zu kleine, fiir die weicheren zu groBe Spannungswerte liefert. Erreicht 
die Randspannung auf einer Seite die FlieBgrenze, so wird entsprechend 
die N.L. nach del' andel'll Seite verschoben, und auf diese Weise liegt 
die Tendenz VOl', eine Spannungserhohung iiber die FlieBgrenze hinaus 
zu verzogern. 

Schmiedeeisen und Stahl haben sowohl fiir Druck wie fiir Zug mit 
geniigender Genauigkeit Proportionalitatsgrenzen und gleiche Elasti
zitatsmoduli. Wird ein Balken mit T-Querschnitt gebogen, so erreicht 
die Spannung auf del' dem Flansch entgegengesetzten Seite zuerst die 
Proportionalitats- und die FlieBgrenze, so daB dann durch Verschieben 
del' N.L. eine Entlastung diesel' Seite auf Kosten del' Flanschseite 
eintritt. In jedem Fall, gleichgiiltig, urn welches Material es sich 
handelt, muB bei reiner Biegung die Resultierende del' Druckkrafte 
del' del' Zugkrafte gleich sein und das Moment del' inneren Krafte 
dem del' auBeren Krafte das Gleichgewicht halten. 

Holz hat im allgemeinen eine groBere Zug- als Druckfestigkeit, 
ebenso ist im allgemeinen del' Elastizitatsmodul auf Zug groBer als 
del' auf Druck. BeiIh Bruch eines auf Biegung beanspruchten Holz
balkens ist deshalb die N.L. nach del' Zugseite zu verschoben, die 
Zugspannungen werden groBer, die Druckspannungen kleiner sein, als 
es die Rechnung nach del' iiblichen Formel ergibt. 

Bei GuBeisen liegen die Verhaltnisse umgekehrt. Dort ist Ed> Ez ' 

und damit sind die wirklichen Druckspannungen groBer und die wirk
lichen Zugspannungen kleiner als die rechnungsmaBigen. 

Es mogen folgende Satze nochmals ausgesprochen werden: 
1. Die Bruchfestigkeit eines Materials kalll durch einen Biege-

< M·v 
versuch unter Anwendung derlFormel a == -y--- nicht gefunden werdeR. 

2. Diese Formel ist nul' giiltig fiir Ed = Ez = koust. 
3. Die Bestimmung von E aus del' Durchbiegung eines Balkens 

ist nul' unter del' gleichen Voraussetzung wie unter 2. moglich 
(Ed = Ez = konst.). 

31. Unsymmetrisehe Balkenquerschnitte. 
Urn die absoluten GroBen del' Randspannungen des Zug- und Druck

tells eines auf Biegung beanspruchten Querschnitts verschieden groB 
zu machen, wird del' Querschnitt in bezug auf die horizontale Achse 
durch den Schwerpunkt unsymmetrisch gestaltet. GuBeisenz. B. hat 
eine wesentlich groBere Druck- als Zugfestigkeit; da man guBeisel'llen 
Balken jede beliebige Form leicht geben kann, so wahlt man oft 
unsymmetrische Formen, bei denen die Randfasern von dem Quer-
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schnittsschwerpunkt ungleich weit entfernt sind und beansprucht sie auf 
Biegung so, daB die naher gelegene 
Randfaser Zugspannung erhalt. 
,2;. B. wiirde del' .L -Querschnitt 
nach Abb. 204 so zu beanspruchen 
sein, daB del' Flansch gezogen 
wird. Manchmal wird wohl auch 
ein Druckfiansch angeordnet, del' 
dann abel' schmaleI' als del' Zug
Bansch bemessen wird (Abb.204a). 

JL 
Abb.204. 

32. Balken mit verschiedenen Baustoffen. 

Abb.204a. 

Balken werden oft aus verschiedenen Baustoffen hergestellt der
art, daB sie statisch als ein einheitliches Gauzes wirken sollen. So 
werden in Eisenbetonbalken (Verbundbalken) Eisen in den Beton ein· 
gebettet. OdeI' es wird ein Eisenblech zwischen zwei Holzbalken gelegt 
und diese drei Teile kraftig verbolzt. 

Das Wesentliche diesel' Konstruktionen besteht darin, daB die ver
schiedenen Teile nicht aufeinander gleiten kOlmen, d. h. daB die V er~ 
zerrung des Querschnitts erfolgt wie bei homogenem Material. Wenn 
man zwei Flachenelemente d f1 und d 1; aus verschiedenen Baustoffen 
eines Querschnitts in gleichem Abstand von del' N.L. betrachtet, so 
miissen sie nach Voraussetzung die gleichen Formanderungen erleiden, 
also 8 1 = 82 • Es ist mithin, wenn man den beiden Baustoffen die 
Elastizitatsmoduli E1 und E2 zuordnet: 

~.d8=~.d8 
E, E2 

odeI' 

(66) 

d. h. die Spannungell verhalten sich wie die Elastizitatsmoduli. Die 
auf die Flachenelemente d f1 und d f2 wirkenden Krafte sind 

(Jl . dfl . und (J2· df2 , 

wobei 

(J2' df2 = (J1 • ;2. df2 • 
1 

Del' Balken kaml also offenbar ersetzt werden durch einen ge
dachten - ideellen - Balken aus homogenem Material mit dem 
Elastizitatsmodul E1 , wobei die zu dem zweiten Material mit E2 zu-

gehorige Querschnittsfiache ersetzt wird durch die ;2 -fache Flache 
1 

aus dem ersten Material. Betrachten wir den Querschnitt eines Eisen-
betonbalkens nach Abb. 205. Del' Querschnitt des Eisenstabes sei Fe; 
er muB in dem gedachten Balken von homogenem (Beton-)Material 

ersetzt werden durch einen Querschnitt F . EEe. Nehmen wir 
e b 

E, = 2100000, Fb = 140000 kgJcm2, 
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so heiBt das, daB wir die 15 fache Eisenfiache mit dem Elastizitats
modul des Betons einfiihren miissen. Wirken die biegenden Krafte 
in der senkrechten Symmetrieebene, so kann man sich den ideellen 
Querschnitt etwa nach Abb. 205 b vorstellen, worm die senkrecht aus 
dem Querachnitt herauatretenden Flanschen den (15 -l)-fachen Eisen
querschnitt besitzen. Der Eisenbetonquerschnitt ist dann wie ein Beton
querschnitt nach Abb. 205 b zu behandeln. Hegen die biegenden Krafte 
geneigt zur senkrechten Symmetriee bene, so wiirde das Bild des ideellen 
Querschnitts nach Abb. 205 b nicht zutreffen; wir miiEten dann eine 
andere, allgemein giiltige Vorstellung zu Hilfe nehmen, namlich daB 

8--:fl Holz 

Abb.205a. Abb.205b. 

Et:Sen In Holz Itolz 
umgerechnet 

Abb.206. 

t:: 
Ifo/z Itolz I,~ 

~ 

sich an der Stelle des Eisenquerschnitts ein konzentrierter 15 facher 
Betonquerschnitt befindet. Es kann dann jeder Verbundquerschnitt 
fiir jede Kraftwirkung nach den gegebenen Formeln fUr homogenes 
Material berechnet werden. Die so auf den Eisenquerschnitt berechnete 
Spannung muE dann mit 15 multipliziert werden, um die tatsachliche 
Eisenspannung zu erhalten. 

Fiir einen Holz-Eisenbalken (Abb. 206) gelten die gleichen Ausfiih-

rungen. Es muE wieder der Eisenquerschnitt durch einen :: - fachen 

Holzquerschnitt ersetzt werden (Ee = Elastizitatsmodul des Eisens, 
Eh = Elastizitatsmodul des Holzes). 

V oraussetzung fiir die Anwendung der Methode ist natiirlich, daB 
die einzelnen Querschnittsteile imstande sind, den auf sie entfallenden 
Kraftanteil zu iibernehmen. Bei der Berechnung von Eisenbetonbalken 
wird im allgemeinen angenommen, daB der Beton keine Zugkrafte iiber
nehmen kann. Die iiblichen Formeln zur Spannungsberechnung miissen 
dann etwas abgeandert werden. Zunachst muB die Lage der Nullinie 
unter AusschluB von Betonzugspa:pnungen bestimmt werden. Der "wirk
same" Zugquerschnitt besteht dann nur aus dem Eisenquerschnitt; 
die Verbundkol18truktion muB derart sein, daB die Biegungszugspan
nungen auf die Eisen iibertragen werden, d. h. es miissen von Beton 
auf Eisen Tangentialspannungen iibertragen werden konnen. Bei Bie
gung ohne Normalkraft geht die N.L., wie bei einem homogenen 
Querschnitt, durch den Schwerpunkt des "wirksamen" Querschnitts. 

Als Beispiel diene ein Verbundquerschnitt nach Abb. 207 mit 
b = 10 cm, d = 25 cm, Fe = 2 <P 8 mm= 1,0 cm2• 

Die gesuchte Entfernung der N.L. von der auBersten Druckfaser 
werde mit x bezeichnet. Sie wird gefunden als Schwerlinie des "wirk
samen" Querschnitts, d. h. sie muB so liegen, daB das statische Moment 
der Druckfiache dem statischen Moment der Zugflache in bezug auf 
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die N.L. gleieh ist, wobei die Eisenquersehnittsflaehen auf Beton um
zureehnen sind. Also 

10,x'i= !e.1,00.(25-X-2). 
. b 

Fiir Ee = 15 wird 
Eb 

5 x~ = 15 (23 - x) , 
x = 6,93 em. 

Ais ein anderes Beispiel nehme man den T -fOrmigen Verbund
quersehnitt naeh Abb. 208, einen sogenannten Plattenbalken. Hier 

--- ----- -100cm--------

H 

I 

~ 
f--'--'-t-- - - ..:l: 

ist zunaehst unbekannt, ob die N.L. in der Platte oder im Steg liegt, 
Dies kann leieht entsehieden werden, indem man die statisohen Mo
mente der ober- und unterhalb cd liegenden Quersohnittsflaehen auf 
cd bezieht. 

6 
100·6· - = 1800 . 

2 ' 
Moment der oberen FIaehe: 

Moment der unteren Fliiohe: !: .1,0.(25 - 6 - 2) = 255 

( fiir !: = 15 ) . 

Die N.L. liegt also oberhalb cd in der Platte. 
Mithin lautet die Bestimumngsgleiehung fiir x: 

100.x·i = 15.1,00(25 - x - 2), 

50X2= 15(23 - x), 

x = 2,48 em. 

1st die Nullinie bestimmt, so kann das Tragheitsmoment des wirk
samen Quersehnitts in bezug auf die N.L. und damit die Spannungen 
infolge eines Biegungsmomentes leioht gefunden werden. 

Hat die (exzentrisoh liegende) resultierende N ormalkraft, die auf 
einen Verbundquersehnitt wirkt, einen endliohen Wert, so ist die Be
stimmung der N.L. unter AussehluB von Betonzugspannungen etwas 
schwieriger. Es ist' dies leieht einzusehen, wenn man die G1. (11) und 
(12), Kap. IX betrachtet. Sowohl F wie J:c und Jy sind von der 
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Lage der Normalkraft abhangig, so da.B die N.L. durch Probier
verfahren gefunden werden mu.B. Fiir den Fall, da.B Moder M", ver
schwindet, vereinfacht sich die Aufgabe. Man erhalt Y dann zur Be
stimmung von x eine kubische Gleichung, worauf hier jedoch nicht 
naher eingegangen werden kann. 

33. Balkell, deren Achsell Ullstetig oder lleigullgsUllstetig sind. 
Die Biegungstheorie hat, wie wir auseinandersetzten, mannigfache 

Widerspriiche und Mangel, abel' sie ist nach dem jetzigen Stand 
unserer Kenntnisse die praktisch brauchbarste. Zum SchluB wollen 
wir noch auf eine Liicke del' Theorie hinweisen, namlich wenn es 
sich um Balken handelt, deren Achsen nicht neigungsstetig sind. 

Betrachten wir beispielsweise einen Balken nach Abb. 209 mit 

C B 
/' f /' 

JS f 
Abb.209. Abb.209a. Abb.210. 

del' Achse a 0 C . Was solI man als Querschnitt bei 0 annehmen ~ 
eoe' I ao odeI' dod' I 0 c? Nehmen wir ff', so erhalten wir 
bei f-:;;'nd f' nach der Biegungstheorie Normalspannungen, die senk-
recht zu fff gerichtet sind; es laufen indessen in diesel' Richtung 
keine Fasel'll. Ein brauchbarer V orschlag scheint uns zu sein, die 
Querschnitte fg und fh nach den iiblichen Methoden zu berechnen 
und dann den Teil f g f' h fiir sich nach Ab b. 209 a zu betrachten. 
Dies ist, wohlbemerkt, eine Naherung; die wirkliche Kraftverteilung 
ist unbekannt, man rechne deshalb mit einer etwas groBeren Sicher
heit. Derartige Balkenformen kommen namentlich in den sogenannten 
Rahmenkonstruktionen des Massivbaus haufig vor, z. B. als Treppen
trager in Abb. 212. 

Oder man betrachte den Balken nach Abb. 211 mit del' Achse 
abcdef. Fiir ein positives Biegungsmoment el'gibt die iibliche Theorie 

Abb.211. 

r 
I 
b 

Abb.212. 

fiir einen Quel'schnitt unmittelbar links neben be Druck fiir die Quel'
schnittsflache obel'- und Zug unterhalb ab, wahrend man fiir einen 
Querschnitt unmittelbar rechts von be fiir die Querschnittsflache ober-
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halb c b Druck erhalten wiirde. Dies ist ein Widerspruch, da die 
Spannungsfunktionen stetige Funktionen sind. Wahrscheinlich findet 
in Wirklichkeit ein allmahlicher Dbergang statt, so daB die Nullinie 
bzw. die Stabachse etwa nach der Linie b' c' verlaufen wird. Eine ge
naue rechnerische Bestimmung der Spannungsverhaltnisse ist jedoch 
nicht gefunden. Es empfiehlt sich auch hier, einen groBeren Sicher
heits- (bzw. Unkenntnis! -) Grad zu benutzen. 

Ahnliche Verhaltnisse liegen vor, wenn ein Balken Locher besitzt, 
etwa nach Abb.1212. Ein Querschnitt ab kann nach der iiblichen 
Formel berechnet werden. Liegt jedoch a b unmittelbar an der Ecke 
der Offnung, so haben wir wieder den gleichen Widerspruch, da die 
Theorie mit der Unstetigkeit des Querschnitts auch Unstetigkeit der 
Spannungen ergibt. Das Problem ist zur Zeit theoretisch nicht losbar; 
bier muB die Dbung und Erfahrung des Konstrukteurs einsetzen (vgl. 
hierzu das in Kap. VI iiber einen gelochten Zugstab Gesagte). 

XI. Qnerkrafte nnd Biegnngsnlomente des 
Balkens, EinflnBlinien. 

1. Vorzeichen. Querkraft- und lUomentenlinie. 
Wir haben, eine Methode von allgemeiner Giiltigkeit kennenge

lernt, die es gestattet, bei gegebenen auBeren Kraften die inneren 
Krafte in einem Korper zu bestimmen. Es ist dies die Schnittmethode, 
die die gesuchten inneren Kriifte in auBere verwandelt. Sie miissen 
mit den auf den betrachteten Tragerstumpf wirkenden auBeren Kraften 
im Gleichgewicht stehen und sind so mittels der Gleichgewichtsbe
dingungen zu ermitteln. Ihre Verteilung iiber den Querschnitt ist nach 
den Satzen von Kapitel IX zu bestimmen. Hierbei kommt man auf die 
Begriffe der Scherkraft und des Biegungsmoments, die wir bereits be
bandelt haben, und auf die wir noch naher eingehen wollen. Es solI 
bier besonders auf die Wichtigkeit dieser Dinge bingewiesen werden. 

Die auf einen ebenen Querschnitt wirkende Querkraft ist die in der 
Querschnittsebene wirkende Komponente der Resultierenden aller auf 
einer Seite des Schnittes angreifenden Kriifte. Die Komponente nor
mal zur Querschnittsebene heiBt die Normalkraft. Wirken die auBeren 
Krafte alle in der Zeichenebene, so liegen auch Normal- und Quer
kraft in der Zeichenebene. Es ist dann die Querkraft die a1gebraische 
Summe der parallel zum Querschnitt gerichteten Komponenten aller 
auf der einen Seite des Querschnittes wirkenden auBeren Krafte; sie 
wird positiv bezeicbnet, wenn sie auf der linken Seite des Schnittes nach 
oben und auf der rechten Seite des Schnittes nach unten gerichtet 
ist. Die Querkrafte links und rechts vom Querschnitt sind einander 
gleich und entgegengesetzt gerichtet, so daB nach der 0 bigen V or
zeichenregel das V orzeichen der Querkraft da von unberiihrt bleibt, 0 b 
man die Resultierende rechts oder links vom Schnitt betrachtet. 
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Das Biegungsmoment, das einen Querschnitt beansprucht, ist das 
Moment samtlicher auf der einen Seite des Schnittes wirkenden 
Krafte, bezogen auf den Querschnittsschwerpunkt. Es erhalt das 
positive Vorzeichen, wenn es fiir den linken Tragerstumpf rechts
drehend und fiir den rechten Tragerstumpf linksdrehend ist. Die 
Momente des linken und rechten Tragersturnpfes sind einander stets 
gleich und entgegengesetzt gerichtet, so daB auch das Vorzeichen 
des Moments davon unberiihrt bleibt, ob man den rechten oder 
linken Tragerteil betrachtet. Eine andere V orzeichenfestsetzung be
sagt, daB durch ein positives Moment die oberen Balkenfasern ge
driickt und die unteren gezogen werden, oder der Balken hohl nach 
oben gebogen wird. 

Eine Querkraft ist bestrebt, die Balkenteile aneinander vorbei
gleiten zu lassen, ein Moment ist bestrebt, den Balken zu biegen. 

1m folgenden ist angenommen, daB die Krafte, die Balkenachse 
und eine Symmetrieebene des Balkens in der Zeichenebene liegen. 
Wenn wir von Scherkraft und Moment an einem Punkt des Balkens 
sprechen, so ist damit Querkraft und Moment in dem Querschnitt 
senkrecht zur Balkenachse in jenem Punkt gemeint. Zur Bestimmung 
von Querkraft und Moment wahle man im allgemeinen den Tragerteil, 
auf den die kleinste Anzahl von a uBeren Kraften wirkt. 

Tragt man unter Beriicktsichtigung des V orzeichens senkrecht zur 
Stabachse die an jedem Punkt des Balkens wirkende Querkraft auf, 
so erhalt man die Querkraftlinie. An den Balkenenden ist die Quer
kraft der Auflagerkraft gleich. Fiir eine Gruppe von Einzellasten ver
lauft die Querkraftlinie zwischen je zwei Lasten parallel der Balken
achse und springt an einer Einzellast urn den Wert dieser Last. Mit 
anderen Worten: die Querkraftlinie ist an der Stelle einer Einzellast 
unstetig. Bei verteilter Belastung ist die Querkraftlinie eine stetige 
Kurve, deren Gestalt von der Belastungslinie abhangt. Fiir den 
Sonderfall einer gleichmaBig verteilten Belastung hat die Querkraft
linie an jedem Punkt die gleiche N eigung, ist also eine Gerade. Die 
trigonometrische Tangente des N eigungswinkels hat den Wert der 
Belastung pro Langeneinheit. 

DieMomentenlinie erhalt man, wenn man unterBeriicksichtigung 
des V orzeichens an jedem Punkt des Balkens senkrecht zur Achse 
den Wert des Moments abtragt. Offenbar besteht fiir eine Gruppe 
von Einzellasten die Momentenlinie aus einem Geradenzug, der an 
jeder Einzellast seine Neigung andert. Eine Unstetigkeit in der 
N eigung kann nur an der Stelle einer Einzellast auftreten. Bei ver
teilter Last ist die Momentenlinie eine stetige Kurve von stetiger 
N eigung, deren Gestalt von der Belastung abhangt. -

2. Die Momentenlinie kann keine Onstetigkeit haben; eine 
Last kann nicht in einem Punkt bzw. einer Linie angreifen. 

An der Stelle einer Einzellast hat die Neigung der Momenten
linie eine Unstetigkeit. Dies muB sein, da an der gleichen Stelle die 
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Querkraftlinie springt und die Querkraft die erste Abgeleitete des 
Moments ist. Die Unstetigkeit der Querkraft soll weiter unten noch 
erortert werden. 

N ehmen wir an, das Moment anderte an einer Stelle plotzlich seinen 
Wert, so wiirde das besagen, daB sich die Normalkraft oder ihr Ab
stand vom Querschnittsschwerpunkt 
plotzlich, also um einen endlichen Be
trag beim Fortschreiten um ein Diffe
rential dx, anderte. DaB dies unmoglich 
ist, ist jedoch im vorigen Kapitel ge
zeigt worden, sondern ein endlicher Zu
wachs muB innerhalb einer endlichen, 
wenn auch kleinen Strecke erfolgen. 
Nehmen wir einen Balken auf zwei AI.;:--;"---+'~----"'<-----""'"'. 

Stiitzen, an dem an einem lnit ihm 
biegungssteif verbundenen Hebelarm ein 
Kraftepaar von der GroBe p. b angreift Abb. 213. 

(Abb. 213). Es scheint nun, daB an dem 
Punkt c in den Balken das Moment M = p. b eingeleitet wird, daB 
also bei c die Momentenlinie unstetig ist. Dies ist aber unmoglich. 
In Wirklichkeit muB der Hebelarm an seiner AnschluBstelle an den 
Balken endliche Abmessungen haben, und innerhalb dieser Ab
messungen findet die Anderung des Momentes statt. Der wirkliche 
Momentenverlauf wird also nicht durch die Linie A c c1 B, sondern 
durch die Linie A tf Cl

f B dargestellt sein. Trotzdem kann bei theore
tischen Untersuchungen angenommen werden, daB das Moment an 
einem Punkt eingeleitet wird. 

Dies sind grundsatzlich die gleichen 'Uberlegungen, die wir bei 
der Erorterung eines konzentrierten Lastangriffs angestellt ha ben. 
Auch da haben wir gesehen, daB ein punkt- bzw. linienforlniger 
Kraftangriff unmoglich ist, daB vielmehr sich die Last immer auf 
eine, wenn auch noch so kleine Flache verteilen muB. Das wiirde 
besagen, daB auch die Querkraftlinie keine Unstetigkeit haben kann. 

3. Das Prinzip del' t'rberlagerung von einzelnen Kraftwirknngen 
(Snperpositionsprinzip) . 

Wirken mehrere Krafte gleichzeitig auf ein Tragwerk, so kann 
man irgendeine gesuchte Wirkung dieser Krafte dadurch finden, daB 
man die entsprechenden Wirkungen der EinzelkrMte einzeln bestimmt 
und summiert. (DaB dieser Grundsatz keine unbedingte Giiltigkeit 
hat, soll unten erortert werden.) Auf diese Weise kann also an 
irgendeiner Stelle z. B. die Querkraft, das Moment, die Durchbiegung 
oder irgendeine andere Wirkung einer Gruppe von Kraften bestimmt 
werden. Das gleiche gilt fiir eine verteilte Belastung, die als eine 
unendliche Anzahl von unendlich kleinen Einzellasten betrachtet 
werden kann. Die statische Untersuchung von Ba,uwerken lauft also 
darauf hinaus, die Wirkung einer Einzellast zu bestimmen. 
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Es ist zunachst offensichtlich, daB das Superpositionsprinzip nur 
fiir konst. E gelten kann, also solange die durch die ganze Lasten~ 
gruppe hervorgerufene GroBtspannung inn e r hal b der Proportionalitats
grenze bleibt. Aber auch dann gilt das Prinzip streng genommen 
nur naherungsweise. Es kann offenbar nur richtig sein, wenn die 
betrachtete Kraftwirkung, die durch eine andere Kraft verursacht 
ist, die durch eine andere Kraft verursachte Wirkung nicht stort. 
Dies trifft jedoch eigentlich nie zu. 

Jede einzelne Belastung deformiert das Tragwerk. Damit findet 
die zweite Last in Wirklichkeit bereits ein anderes System vor, iln'e 
Kraftwirkung muB eine andere sein als die fiir das undeformierte 
System berechnete. In den meisten Fallen ist die Vernachlassigung 
der Deforniation, also die Annahme eines starr en Systems bei der 
Bestimmung von Kraftwirkungen zuHissig, da die GroBenordnung der 
hierdurch entstehenden Fehler inllerhalb der Grenzen der Rechen
genauigkeit bleibt. 

Es gibt jedoch auch Faile, wo die Deformationen im Verhiiltnis 
zu den Systemabmessungen so groB werden, daB man das System 
fiir die Bestimmung von weiteren Kraftwirkungen nicht mehr als 
starr bezeichnen kann. Dies ist z. B. der Fall bei langen, dunnen 
(schlanken) Staben, die gleichzeitig durch ein Biegungsmoment und 
eine Normalkraft beansprucht sind. Das Biegungsmoment erzeugt 
eine Durchbiegung 0; die an den Enden des Stabes angreifende .Kraft 
P iibt auf den deformierten Stab ein Moment p. 0 aus. 0 kann bei 
den oben vorausgesetzten Stab en so groB sein, daB die Spannungen 
durch das Moment p. 0 gegeniiber denen aus der N ormalkraft nicht 
mehr vernachlassigt werden darf. 

4. EinfluBlinien. 
Wenn man irgendeine Wirkung einer auBeren Kraft, Z. B. Quer

kraft, Moment, Durchbiegung usw. an einem bestimmten Balkenpunkt 
untersucht; so ist es haufig vorteilhaft, eine iiber das System wandernde 
Last von der EinheitsgroBe anzunehmen. An jedem Punkt des Sy

1~ 
i r k- . -. ---. --l- - - - - - - . - - - - - - -'" 

Abb.214. 

stems wird dann senkrecht zur Achse in 
irgendeinem MaBstab unter Beriicksichti
gung des V orzeichens eine Strecke auf
getragen, die der GroBe der betreffenden 
Kraftwirkung an jenem betrachteten 
Punkt entspricht, wenn die Einheitslast 
in dem FuBpunkt des Lotes angreift. 
Der geometrische Ort der Endpunkte der 

Lote ist die EinfiuBlinie fUr die untersuchte Kraftwirkung. (Eine Kraft
wirkung - viele Kraftangriffssteilen.) So zeigt Abb. 214 die EinfiuB
linie fUr den linken Auflagerdruck eines Balkens auf zwei Stiitzen. 

EinfiuBlinien gestatten eine sehr bequeme Durchfiihrung vieler 
Untersuchungen und werden deshalb haufig benutzt: 

1. Sie zeigen die Wirkung einer Einzeilast und von verteilten Lasten 
von beliebiger GroBe an einer bestimmten Stelle. Flir die Last P 
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ist die gesuchte Wirkung p. y, wenn y die Ordinate der EinfluBlinie 
an der Stelle des Lastangriffs ist, 1st die Belastung gleichmaBig 
verteilt mit q/m, so ist die auf der Strecke dx angreifende Last 
q. dx; mit y als Ordinate der EinfluBlinie wird die Wirkung q. dx· y. 
Die Wirkung der gleichmaBig verteilten Belastung iiber ein Trager
stiick also 

f q.dx.y= q.F, 

worin F die Flache der EinfluBlinie unter dem belasteten Trager
stiick ist. 

2. Sie zeigen die Stelle (bzw. die Stellen), wo eine Einzellast (bzw. 
eine Gruppe von Einzellasten) angreifen muB, um die groBte oder 
kleinste Kraftwirkung auf einen bestimmten Punkt auszuiiben. (Bei 
einer Gruppe von Einzellasten wird dIes durch Probieren festgestellt.) 

3. Sie zeigen die Abschnitte negativer, positiver und verschwin
dender Kraftwirkung und damit die Teile des Tragers, die bei be
weglicher gleichmaBig verteilter Belastung zu belasten sind, um die 
groBten positiven oder negativen Kraftwirkungen zu erzielen. 

Ais Beispiel fUr die Auswertung einer EinfluBlinie errechnen wir 
den linken Auflagerdruck des Balkens nach Abb. 214, wenn der 
Balken auf seiner ganzen Lange mit q/m belastet ist. Es ist dann 

q.l 
A=q.F=T· 

Es sei der Balken nur auf seiner rechten Halfte belastet. Es ist 
dann 

l 1 1 q.l 
A = q.F= q'2'2'2 =tf· 

Das vorstehend iiber EinfluBlinien Gesagte moge sich del' Leser 
durchaus klar machen, bevor er mit dem Studium fortfahrt. 

1m folgenden werden verschiedene Formen des geraden Balkens 
unter verschiedenen Belastungsarten untersucht. Die Balkenachse 
ist hierbei immer horizontal, die Kraftrichtung vertikal angenQmmen. 

EinfluBlinie wird nachstehend mit E. L. abgekiirzt. 

5. Direkte und indirekte Beiastung (Langs-, Quer- und 
Haupttrager). 

Eine Last kann direkt einen Balken belasten, z. B. eine Wand, 
die unmittelbar auf einem Wandtrager liegt. 

Ruht dieser Wandtrager auf zwei anderen Balken auf, so sind 
diese beiden Balken durch die Wand indirekt belastet. 

Abb. 215 zeigt die Dbertragung del' Fahrbahnlasten einer Briicke 
auf die Widerlager. Direkt belastet werden die Langstrager L; die 
Quertrager Q erhalten die Fahrbahnlasten indirekt und zwar durch 
die Stiitzendriicke del' Langstrager. Die Quertrager iibertragen die 
Krafte in den Punkten a, b, c, a', b', c' weiter auf die Haupttrager H; 
die Haupttrager schlieBlich iibertragen die Krafte auf die Wider
lager, von wo sie in den Boden geleitet werden. 
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Die Langstdiger sind, wie Abb. 215 zeigt. ala iiber vier Felder 
durchlaufende Trager ausgebildet. Die Quertrager sind Trager auf 

A 
a ][ b 

L 

(aJ 

A' 
a ' ][ 

~r.r' L , Cb) r t j 
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Abb.215. 

B 
c 
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zwei Stiitzen; sie werden 
vielfach als einfache Bal
ken, d. h. an den Enden 
als frei gelagert, gerech-
net, obwohl in der Regel 
konstruktiv eine ela
stische Einspannung in 
den Haupttrager vorhan
den ist. 

Die Spannweite eines 
Langstragers ist durch 
den A bstand der Quer
trager, die Spannweite 
eines Quertragers durch 
den Abstand der Haupt
trager bestimmt. Der 
Abstand der Quertrager 
heillt auch die Feldweite 2 
des Haupttragers. 

6. Querkrafte und Momente bei indirekter Belastung. 
Geschieht die Lastiibertragung auf die Haupttrager durch Langs

und Quertrager, so ist die einzige direkte Belastung der Haupttrager 
ihr Eigengewicht. Die Nutzlasten und das Eigengewicht der iibrigen 
Fahrbahnkonstruktion werden als Einzellasten an den Stiitzpunkten 
der Quertrager in die Haupttrager geleitet. In andern Worten be
steht die auBere Belastung des Haupttragers aus einer gleichma13ig 
verteilten Belastung, seinem Eigengewicht, und einer' Gruppe von 
Einzellasten, die an den Stiitzpunkten der Quertrager angreifen. 

Entsprechend besteht die auBere Belastung eines Quertragers aus 
einer gleichmaBig verteilten Belastung und einer Gruppe von Einzel
lasten. 

Die auBere Belastung der Langstrager besteht aus einer verteil
ten oder aus einer verteilten Belastung und einer oder mehrerer 
Einzellasten, je nach der Art der Nutzlast, die auf die Fahrbahn wirkt. 

Querkraftlinien bei direkter und indirekter Belastung. 
Scheiden wir das Eigengewicht aus und betrachten wir nur die 
durch die Stiitzendriicke der Quertrager iibertragenen Einzellasten, 
so ist offenbar fiir einen Haupttrager die Querkraft zwischen zwei 
Quertragern konstant. Es mogen nach Abb. 216 auf die Gesamt
konstruktion zwei auBere Krafte PI und P'J wirken. Wir nehmen an, 
PI und P'J wirken in der Ebene durch Stabachse und Hauptquerschnitts
achse (vgl. Abschn. 1). Wirkten PI und P2 direkt auf den Haupttrager, 
so wiirde dessen QuerkraftIinie bei b um PI und bei durn P2 springen 
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(ausgezogene Linie). PI wirkt jedoch in Form von zwei Teilkraften P/ 
und P/, bei a und c und P2 in zwei Teilkraften P2' und Pt bei c 
und e auf den Haupttrager. Die Querkraftlinie des Haupttragers 
bei der vorliegenden indirekten Belastung (gestrichelte Linie) springt 
bei a urn. PI', bei c um PI" + P2', bei e um P2". 

1st die auBere Belastung der Gesamtkonstruktion verteilt, so ist 
die Querkraftlinie des Haupttragers bei direkter Belastung eine 
kontinuierliche Kurve, "bei indirekter Belastung eine treppenformige 

Ii'f H p/.' r 
\ ! f 

a b c d 
I I 
I I 

I 

Abb.216. 

Kurve. Die indirekte Behistung hat also eine andere Verteilung 
der Querkrafte zur Folge, die teils groBer teils kleiner werden als 
bei direkter Belastung. 

Momentenlinien bei direkter und indirekter Bela stung. 
Sehen wir wieder vom Eigengewicht ab und betrachten nur die durch 
die Quertrager ubertragenen Einzellasten, so besteht die Momenten
linie eines Haupttragers aus einem Zug von Geraden, der an den 
AnschluBstellen der Quertrager jeweils die N eigung andert. Zwischen 
zwei Quertragern (Einzellasten) andert sich also das Moment linear. 
1nnerhalb zweier Quertrager ist die Neigung der Momentenlinie gleich 
der Querkraft. 

Weiterhin ist das Moment eines Haupttragers an der 
AnschluBstelle eines Quertragers das gleiche, wie wenn die 
Belastung direkt wirkt. Das Moment eines Haupttragers 
an einem Punkt zwischen zwei Quertragern ist aber nur 
dann das gleiche wie bei direkter Belastung, wenn inner
halb der Quertrager keine Lasten angreifen. 

Dieser Satz ist leicht einzusehen: Betrachten wir den Balken nach 
Abb. 216: Das Moment in c ist die algebraische Summe der Mo
mente aller Krafte links von c in bezug auf c, also fiir den Fall 
direkter Belastung die Momente aller Krafte links von a + Moment 
von PI' fur den Fall indirekter Belastung die Momente aller Krafte 
links von a + Moment von P/, aIle Momente. bezogen auf c; es ist 
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aber PI'· ac = Pl· be. Betrachten wirdas Moment in bezug auf einen 
beliebigen Punkt b' zwischen b und c, so erhalten wir die Ungleichung 
P/ . a b' + PI . b b' fUr jede Lage von b', auBer wenn b' in c liegt. Liegt 
b' zwischen a und b, so wird 

P/.ab' + o. 
Es folgt daraus, daB man fiir die Konstruktion der Momenten

linie stets von der direkten Belastung ausgehen kann. Bei indirekter 
Belastung lotet man dann die Quertrager auf die Momentenlinie und 
verbindet die so erhaltenen Punkte geradlinig miteinander. Es 
hangt somit von der Gestaltung der Momentenlinie fiir direkte Be
lastung ab, ob die Momente zwischen zwei Quertragern groBer oder 
kleiner sind als bei direkter Belastung. 

7. Eingespannter Balken ohne Quertrager. 
a) EinfluBlinien. 

Die EinfluBlinien fiir Querkraft und Moment eines beliebigen 
Punktes a sind in Abb. 217 dargesteilt. 

b) Querkraft- und Momentenlinie~l. 

Die Querkraft- und Momentenlinien fiir eine Einzellast am Trager
ende sind aus Abb. 218, fiir eine Einzeilast an einem beliebigen 

~ 
Querkrqjl'linie 

E.lfii r f! il7 lZ 
! 

---x--- --- 1 t 
a E.lJiir ---t 1 

/If ina 

----- - --l- -------- (l.'x) -Pl p , 
_~t _L 

Abb.217. Abb.218. 

Tragerpunkt aus Abb. 219 und fiir eine gleichmaBig verteilte Be
lastung q/m aus Abb. 220 zu ersehen. 

Es geht daraus hervor, daB bei abwarts gerichteten auBeren 
Kraften die Querkraft iiberall positiv, das Moment iiberall negativ 
ist (Zugspannungen in den oberen Fasern). 

Bei Belastung durch eine Einzellast verschwindet die Quer
kraft und das Moment fiir aile Punkte zwischen dem freien Ende 
und der Last; zwischen der Last und dem Auflager ist die Quer
kraft konstant, das Moment nimmt in diesem Bereich linear von 
Null auf den GroBtwert M = - P·a zu. 

Fiir einen beliebigen Punkt hat die Querkraft den GroBtwert, 
wenn sich die Last zwischen dem Punkt und dem freien Ende, das 
Moment hat den GroBtwert, wenn sich die Last am freien Ende be-
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findet. Sowohl Scherkraft und Moment verschwinden, wenn sich die 
Last zwischen dem betrachteten Punkt und dem Auflager befindet. 

Bei Belastung durch 
eine Gruppe von Einzel- f!.-Lif7ie 

lasten ist Querkraft- und Mo
mentenlinie nach dem Super
positionsgesetz zu ermitteln Jf=-Pa -Hft-----t----?l------l 
(vgl. Abb. 221). 

Die Querkraft ist an jedem p 
Punkt positiv fiir abwarts ge
richtete Lasten und der GroBe 
nach durch die algebraische 
Summe aller zwischen dem freien Abb. 219. 

Ende und dem Auflager wirken-
den Krafte bestimmt; fill ein System von beweglichen Einzellasten 
wird also die Querkraft am groBten, wenn die Einzellasten so an-

q-(l-x} q~(m 
,---.~·~----------1 .:. 

--X-/ 
j.-

~---------~r---~~--~~ 

Abb.220. 

gebracht sind, daB jene Summe einen GroBtwert erreicht, ist im 
ubrigen aber von der Stellung der Lasten unabhangig. }j'iir einen ge
gebenen Lastenzug tritt 
mithin fiir jeden Punkt 
des Tragers Qmax dann 
auf, wenn eine Einzel
last am freien Ende 
angreift. 

Bei abwarts gerich
teten Lasten ist das 
Moment iiberall negativ 
und hat fiir jeden Punkt 
den Wert der Momente 
der zwischen dem freien 

Ende angreifenden 
Krafte. Um GroBtwerte 
von Momenten zu er
halten, ist es also not
wendig, moglichst viele 
schwere Lasten in die 
Nahe des freien Endes 

Abb.221. 

zu bringen, wobei eine Last am Tragerende wirken muB. 
Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 20 



306 Querkrafte und Biegungsmomente des Balkens, EinfluBlinien. 

Bei gleichmaBig verteilter Belastung ist fiir einen gegebe
nen Punkt die Querkraft am groBten, wenn die Last zwischen dem 
Punkt und dem freien Ende wirkt. 1hr Wert ist dann Q = q (l - x). 
Die Belastung zwischen dem Punkt und dem Auflager hat keinen 
EinfluB auf die ·Querkraft. Das Moment hat fiir die gleiche Belastung 

. G "Bt rt . M (l_X)2 semen ro we mIt = q -2- . 

Bei Belastung durch ein Kraftepaar mit dem Moment M 
am freien Ende tritt keine Querkraft auf, das Moment ist uber 
den ganzen Balken konstant. 

SteHung eines gegebenen Lastenzuges, um GroBtwerte 
fur die Querkraft und das Moment zu erhalten. 

Es ist bereits oben. dargelegt, unter welchen Bedingungen Quer
kraft und Moment fUr einen gegebenen Punkt GroBtwerte erreichen. 

Eine praktische, stets verwendbare Methode besteht darin, den 
gegebenen Lastenzug auf einen Papierstreifen aufzuzeichnen und so 
lange zu verschieben, bis man durch Probieren die gesuchte Stellung 
fUr den GroBtwert gefunden hat. ZweckmaBig wird man dabei E.L. 
verwenden. FUr den Kragtrager ist dies nicht notig, da wir wissen, 
daB Qmax erreicht wird, wenn die Summe der zwischen dem betrach
teten Punkt und dem freien Ende angreifenden Lasten Bin Maximum 
wird, und daB Mmax erreicht wird, wenn die Bumme der Momente 
der zwischen dem Punkt und dem freien Ende angreifenden Krafte 
ein Maximum wird; eine notwendige Bedingung fiir beides ist, daB 
eine Last am Tragerende angreift. 

8. Eingespannter Balken mit Quertragern. 

a) EinfluBlinien. 

Die E.L. fUr Querkraft und Moment an einem beliebigen Punkt 
gehen aus Abb. 222 hervor. 

---------------------l- - ----- ---..." 
r--.A--+I I 

I I I 1 

~ .. - .. .. --h - -.---. -.-~ 

I 
E.L.fiJr f!. In a 

Abb.222. Abb.223. 
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b) Querkraft- und Momentenlinien. 

Grent eine Einzellast unmittelbar iiber einem Quertrager an, so 
sind die Querkraft- und Momentenlinien die gleichen wie bei direkter 
Belastung. Abb. 223 zeigt Q- und M-Linie, wenn eine Einzellast 
zwischen zwei Quertragern angreift. 

Innerhalb des Feldes, in dem die Einzellast angreift, ist die Quer
kraft von der Last nach dem freien Balkenende zu groBer, nach dem 
Auflager zu kleiner als 
bei direkter Belastung. 

Innerhalb des Fel
des mit del' Einzellast 
ist das Moment an jedem 
Punkt groBer als bei 
direkter Belastung. 

Es kann also eine 
Last in einem Balken
querschnitt bei indirek
ter Belastung Querkraft 
und Moment erzeugen, 
der bei direkter Be-

-- ----- ----- - - ------l- --- - --- --- --

r 
ri,z 
+~--~--+---+-~~~ 

I 

-iF , 

lastung spannungsfrei Abb. 224. 

ware; dies gilt z. B. in 
Abb.223 fiir die rechts von der Last P gelegenen Punkte des Last
feldes. AIle Lasten auBerhalb eines bestimmten Feldes erzeugen in 
jenem Feld die gleichen Momente und Querkrafte bei direkter und 
indirekter Belastung. . 

Die Q- und M -Linien fiir gleichmaBig verteilte Belastung sind in 
Abb. 224 dargesteIlt. Die QuerkraftIinie springt um q. Ii an jedem 
Feldende mit Ausnahme der beiden Tragerenden. Das Moment ist 
an den Feldenden ebenso groB, an allen andern Punkten groBer als 
bei direkter Belastung. Die punktierte Linie ist die QuerkraftIinie 
fiir direkte Belastung. Fiir jeden beIiebigen Punkt a erreicht Q ein 
Maximum, wenn der Balken zwischen C und dem freien Ende be-

lastet ist mit dem Wert Qmax = q (b + ~ Ii) . 
Die gleiche Belastung erzeugt Mmax' 

9. Balken auf zwei Stiitzen mit direkter Belastung. 
a) EinfluBlinien. 

Die E.L. von Querkraft und Moment fiir einen beIiebigen Punkt 
des Balkens sind in Abb. 225 und 226 dargesteIlt. 

b) Querkraft- und Momentenlinien. 

Fiir eine Einzellast (Abb. 227). Die Auflagerkrafte erhalt man 
aus Momentengleichungen in bezug auf die Auflagerpunkte. Die Scher-

20* 
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kraft links von P betragt Q = A, reahts von P ist Q = - B. . J ede 
naoh unten wirkende Last erzeugt links positive, rechts nega
tive Querkrafte. Bei wandernder Last ist die Querkraft fur einen 

------(l-a)---- -------
-- ---- --- - - --- - -l- - ---------- --------

Abb.2115. Abb.226. 

bestimmten Punkt um so groBer, je ni:i.her die Last an den Punkt heran
riickt, und erreicht das Maximum, wenn die Last in dem Punkt wirkt. 
In einem um a vom linken Auflager entfernten Quersahnitt tritt auf 

P·(Z-a) 
Qmax= Z ' 

r- Q-L.lnie P 

Pri-a} ... _______ h_h_h_l_h __ ----- -----1 
l ... ---------/1----------- 'rE--fl-a) ---
.L.'~~----------------r_------~ ~ 

I 

A= p{z-aj B- PB_Pa. 
1 - 1 ~ 

'--------.....1----'-"'-

~ 
Abb.227. 

wenn die Last unmittelbar rechts vom Punkt wirkt, 

P·a 
Qmln = -l-' 

wenn die Last unmittelbar links vom Punkt wirkt. 
Das Moment ist fiir jeden Punkt positiv, wenn die Last abwartB 

wirkt, und ist um so groBer, je ni:i.her die Last an den Punkt heran
ruckt. In einem um a vom linken Auflager entfernten Punkt ist 

- P.a·(Z-a) 
Mmax=--z-' 

wenn die Last in dem Punkt angreift. 
Fur eine uber die ganze Lange gleichmaBig verteilte 

Belastung (Abb. 228). 
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Die Momentenlinie ist eine Parabel mit dem Soheitel in Balken
mitte und der Gleiohung 

wenn man den Ursprung des Systems in das linke Auflager legt. 

A-k ___ .. m~:/m___m_A~' 

Abb.228. 

Das Moment in Balkenmitte ist 
q l2 

Mmax=S· 

(1) 

(2) 

Driiokt man das Moment naoh seiner Entfernung b von Balken
mitte aus, so wird 

M = Mmax - (Mmax. 4l~2) . (3) 

Die Gleiohung der Scherkraft ist 

Q _ q(l-2~) 
- 2 ' 

(4) 

wobei x wieder vom linken Auflager gereohnet wird, stellt also eine 
Gerade dar. Am linken Auflager ist 

am reohten Auflager 

ql 
Ql= 2' 

ql 
Q,.= - 2' 

in der Mitte versohwindet die Querkraft. Die N eigung der Geraden 
ist q. 
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Die gleichma.l3ig verteilte Last erstrecke sich nur iiber 
einen Teil des Balkens (Abb. 229). .. 

(Man kann an einen Trager denken, der eine mit Offnungen ver
sehene Wand tragt, oder an eine teilweise mit Menschengedrange be
lastete Briicke.) 

A~ ____ -+ __ ~~ __ -¥~ ____ ~B 

Fiir einen beliebigen 
Punkt in der Entfer
nung x vom linken Auf
lager erreicht die positive 
Querkraft einen Gro.l3t
wert, wenn der Balken 
von jenem Punkt bis 
zum rechten Auflager 
belastet ist. Es ist 

... ·-x-- -'-l1 

- - - - -- - - - - - - - . -1- - - - - - ~ - - . - - - - - - -
A q(l-b)(b+ IIJ I lJ=!ll!d!l 

1 21 
_ ;Q(Z2-b;!j q (l- X)2 

Qmax = -2-l -. (5) -zr I 
r I 

Die negative Quer
kraft erhalt einen Gro.l3t
wert, wenn der Balken 
von jenem Punkt bis 
zum linken Auflager be
lastet ist. Es ist 

I 
.LI....-___ ~.....:::. 

I 
.B 

Abb.229. 

Die Querkraft fUr volle Belastung mu.13 sein 

q(l- 2 xl 
Qmax + Qmin = ----2-· 

qx2 

Qmin = - 'iT. (6) 

Das Moment an irgendeinem Punkt in der Entfernung x vom 
linken Auflager wird bei voller Belastung ein GroBtwert mit 

qx(l-x) M =------max x 2 

Bei einer Teilbelastung nach Abb. 229 ist die Momentenlinie vom 
linken Auflager bis c eine quadratische Parabel 

qx' 
M=Ax-T' 

von c bis zum rechten Auflager eine Gerade. Es ist 

_ q.b(l-b)2 
ac= 2l . 

Mmax findet man aus der Beziehung 

dM_ Q _ 0 
dx - - , 

A Q = A - q. Xo = 0 ; Xo = - . 
q 

Es sei die Teilbelastung nach Abb. 230 angeordnet. 
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Es ist daml aus der Momentengleichung in bezug auf B 

q(l-a- b) [b+{(l-a- b)] q(l- a _ b)(l- a+ b) 

A = 1 = 2l ' 

B = q (l- a - b) (l- b + a) 
2l 

Die Momentenlinie 
besteht von den Auf
lagern bis zu den Be
lastungsgrenzen aus zwei 
Geraden, innerhalb der 
belasteten Strecke aus 
einer Parabel. 

cd = A·a, 

ef=B·b. 

M·/.Jnie 

l-b-_-
- - - - - - - - - - - - -L- - - - - -l-- ------- --
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Die Stelle des groB
ten Moments erhiilt man 
wieder durch die Be
dingung 

r~~-f-I_~I~ 
t , 

dM=O 
dx . 

Abb.230. 

Legt man den Koordinatennullpunkt in die linke Lastgrenze, 
so wird 

M=A(a+x)--
q x2Ix=l-a-b 

2 X=O 

dM 
a:;;=A-qx, 

.A 
xo=-' q 

Standige und bewegliche Last. 

Alle Bauteile sind durch Eigengewicht beansprucht, das also eine 
standige Last ist, ferner konnen auch Nutzlasten auf sie einwirken. 
Das Eigengewicht ist bei konstantem Querschnitt gleichmaBig ver
teilt. Selbst wenn dies nicht zutrifit, wird haufig nrit dem Mittelwert 
des Eigengewichts als gleichmaBig verteilter Belastung gerechnet. Die 
Nutzlast ist oft als gleichmaBig verteilt anzunehmen, z. B. Menschen
gedrange auf einer Brucke. Die Belastung einer Eisenbahnbriicke durch 
einen Lastenzug wird haufig in· einen Belastungsgleichwert umgewandelt, 
d. h. es wird auch hier nrit gleichmaBig verteilter Belastung gerechnet. 
Aber die gleichmaBig verteilte Nutzlast braucht im Gegensatz zur Eigen
gewichtslast nicht uber die ganze Lange des Tragers zu wirken, son
dem ist bei der statischen Untersuchung jeweils so anzubringen, daB 
sie den GroBtwert der betrachteten Kraftwirkung erzeugt. Die Gesamt-
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kraftwirkung ergibt sich dann durch Superposition der Wirkungen 
aus Eigengewicht + Nutzlast. Wir bezeichnen die Nutzlast mit pjm, 
das Eigengewicht mit gjm. Es ist dann in Abb. 231 die Gerade aa' 
die Querkraftlinie aus g; die Linie b B gibt die Qmax- Werte, die 
Linie A b' die Qmin-Werte aus p an [vgl. Gl. (5) und (6)]. Um die 
groBten positiven Querkraftwerte aus g + p, also Q~!i, zu fi!!-den, 

muB man aa' mit bB iiberlagern. Die Uber
la,gerung ergibt. positive Q -W erte innerhalb der 
Balkenstrecke A e nach der Linie c f' e, die 
also die Q~!i -Linie ist. In Balkenmitte ist 

Abb.231. 

Qg = 0, es ist 
also dort Q~ti 
= Q{;,ax = ff'; 

dies tritt ein, 
wenn die Nutz
last den Balken 
auf der Strecke 
f B bedeckt. Der 
Punkt e ist da
durch bestimmt, 
daB dort 

Q{;,ax = - Qg 

ist, oder e g = e g'. Entsprechend ist e' f" c' die Q~t: -Linie. 
Die Gleichung fUr cf' e ist [aus Gl. (4) und (5)] 

(7) 

und fiir c' f" e' 
QgtP - g (1-2 x) _ p.;c· 

mm- 2 21' (8) 

Gl. (7) und (8) stellen also Parabeln dar, deren Achsen senkrecht 
zur Balkenachse stehen. 

Es sei der Punkt e' gesucht. Es gilt fiir ihn (vgl. oben) Q{;,in = - Qg 

oder Q~:= o. 
Daraus 

(9) 

Hinsichtlich des Vorzeichens der Querkraft kann man offenbar 
drei Bereiche des Balkens unterscheiden, namlich A e', e' e und e B . 
Innerhalb Ae' ist die Querkraft stets positiv; es ist keine 
Stellung von p denkbar, die eine dem Absolutbetrag nach groBere 
negative Querkraft erzeugt als die positive Querkraft aus Eigengewicht. 
Entsprechend ist die Querkraft in dem Bereich eB stets 
negativ. Innerhalb ee' kann die Querkraft sowohl das posi
tive wie das negative Vorzeichen haben, je nach der Stellung 
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von p. Innerhalb e' f ist Q~U > Q~t: (dem Absolutbetrag. nach), 
innerhalb e fist es umgekehrt. Die Strecke e e' ist urn so groBer, je 

groBer das Verhaltnis J!. ist. Ist g = 0, so fallen die Punkte e und e' 
g 

in die Auflager des Balkens, ist p = 0, so riicken sie in Balkenmitte. 
Eine Gruppe von Tr---"-r 

beweglichen Einzel
lasten. 

Scherkrafte und Mo- A 
mente findet man durch L 
Dberlagerung der Ein- t-----'L----'I::::::=t=::::;---'--,----r 
zelwirkungen. Bezeich- A l}L '---.,-, 
net man mit a die Ent-
fernung einer Last P 
vom rechten Auflager, L 

Abb.232. 
so ist Querkraft und 
Moment fiir einen Punkt im Abstand x vom linken Auflager 

I x 

Q = ~p.~_ ~p.l-a 
. .L.J l.L.J l' 

x 0 
I x 

M = ~ p . .y. x + ~ P(l-xi Cl - a). * 
x 0 

B : 
B 

(10) 

(11) 

Die Querkraftlinie ist, wie bekannt, eine treppenformige Linie 
nach Abb. 232. Die Ordinate am linken Auflager hat den Wert A, 
an der Stelle einer Einzellast 
springt sie jeweils urn den Be
trag der Last. Bei lauter abwarts 
gerichteten Lasten ist der algebra
ische Wert von Q unmittelbar links 
einer Last stets groBer als unmittel
bar rechts. Die MomentenIinie 
ist ein Geradenzug, der seine Nei
gung jeweiIs an der Stelle einer 
Einzellast andert (Abb. 233). Von 
A bis PI nimmt das Moment li
near zu, also M = A·c;. Verlan
gert man diese Gerade bis zum 

Abb.233. 

B 

Schnitt 1 mit dem Lot in B, so ist B 1 = A ·Z. Zwischen PI und 

* Anmerkung d. Dbersetzers; In der deutschen Literatur ist im all
gemeinen die folgende Schreibweise iiblich 

I x 

Q = ~ p . .y-~ P, (lOa) 
o 0 

I x 

M= ~ p . .y.x-~ P.[a- (l-x)J. (lla) 
o 0 
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P'l nimmt das Moment von A nach dem gleichen Gesetz zu, 
es muB jedoch nun jeweils das Moment von Pl abgezogen 
werden, das ebenfalls einem linearen Gesetz folgt. Das Moment von 
Pl in bezug auf B ist durch die Strecke 12 dargestellt. Das ent
sprechende gilt fUr die andern Lasten. DaB die Strecke B 1 gleich ist 
der Summe der Teilstrecken 12 + 23 + ... + 4 B besagt nichts 
anderes, als daB das Moment von A in bezug auf B gleich ist dem 
Moment der Einzellasten in bezug auf den gleichen Punkt. 

Das Moment erreicht einen GroBtwert ofi'enbar unter einer Einzel
last (oder auf einer Strecke zwischen zwei Einzellasten; in diesem Fall 
ist die Momentenlinie zwischen jenen beiden Lasten parallel zur 
Balkenachse). Der GroBtwert tritt da auf, wo die Querkraft durch 
Null geht (in Abb. 232 unter P2 ) (bzw. auf der Strecke, wo die Quer
kraft verschwindet). 

c) Tabelle zur Ermittlung von Querkraften und Biegungs-
momenten von Balkentragern bei beweglicher Belastung. 

Besteht die Belastung aus einer beweglichen Gruppe von Lasten, 
deren gegenseitige Abstande jedoch unveranderlicp sind, so kann 

Southern Pacific System 

lEn = M omente in 1000 Full-
pfund 

\1ln = Summe der AchsJasten 
in 1000 Pfund 

Achslasten in 1000 Pfd. 

Abstiinde der Achslasten in 
Full 

e1 = Snmme der Ahstllnde I 
in Full 

Momente in 1000 FUB'I 
pfund 

Summe der Achslasten 
in 1000 Pfund 

Achslasten in 1000 Pfd. 

Abstande der Achslasten 
in FuB 

Summe der Abstande 
in Full 

o 4 8 12 16202428 32 

>0 
0:0 
~ 
L--;; 

0 
00 ..... 
0 ...... 

I@ 
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Abb.23-1. 
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die Berechnung der Biegungsmomente und Querkrafte durch Ta
bellen sehr vereinfacht werden. Abb. 234 zeigt eine derartige Ta-
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belle fiir einen Lastenzug aus Lokomotive, Tender, Lokomotive, Tender 
und anschIieBender gleichmaBig verteilter Nutzlast von 2500 Pfund 
pro FuB. Die Tabelle kann zeichnerisch dargestellt werden (wobei 
die Langen im gleicheri MaBstab wie der Balken aufzutragen sind), 
wodurch sich ihr Gebrauch noch vereinfacht 1. 

In den Kreisen ist die Reihenfolge der Lasten von links nach 
rechts eingetragen; in der Reihe dariiber sind die Entfernungen zwischen 
den einzelnen Lasten, in der Reihe darunter sind die Entfernungen 
der einzelnen Lasten von der ersten eingetragen. Weiterhin ersieht 
man die GroBe der einzelnen Lasten, dann die Summe aller Lasten von 
der vordersten ab gerechnet, und schlieBIich sind in der obersten Reihe 
die Momente jeweils aller Lasten links von del' betreffenden Last in 
bezug auf diese Last zusammengestellt. Z. B. ist Last 11 im Betrag 
von 25000 Pfund von del' Last 1 um 63 FuB entfernt; die Summe 

1 Anmerkung d. Dbersetzers: Das gleiche Verfahren mit den entspre_ 
chenden Tabellen findet sich in den von der Deutschen Reichsbahngesellschaft 
herausgegebenen " Vorschriften fiir Eisenbauwerke" (friiher "Belastungsvorschriften 
fiir die preuBischen Staatsbahnen"). Vgl. auch Hiitte, Des Ingenieurs Taschen
buch, III. Es mogen an dieser Stelle kurz die der Tabelle zugrundeliegenden 
Beziehungen mit den in Dentschland iiblichen Bezeichnungen dargelegt werden. 

Bezeichnet 
\13n die Summe der Einzellasten von Pi bis P" 
On den Abstand der Last Pn vom rechten Auflager 

n 
~n=2P.c, 

1 
so ist 

der Auflagerdruck A} (\13,,' On + @i,,). 

Der neuste und schwerste in Deutschland vorgeschriebene Lastenzug ist der 
Lastenzug N, dessen Lastschema unten angegeben ist. Vor dessen Einfiihrung 
war der 20 t-Zug der schwerste der Berechnung von Eisenbahnbriicken zugrunde 
gelegte Lastenzug. Naheres kann hieriiber an dieser Stelle nicht ausgefiihrt 
werden. Vgl. hierzu die entsprechende deutsche Literatur, z. B. Hiitte, III, u. a. 

Lastenzug N. 
2 Tenderlokomotiven von den in der Abb. 235 b wiedergegebenen Abmessungen 

und Achslasten und ein- oder zweiseitig angehangte GroBgiiterwagen von den 
in der Abb. wiedergegebenen Abmessungen und Achslasten in ungiinstigster 
Stellung. 

fA I ":'8 
I 1 *-C2-~ 
r -C1~' 

li-'<----l ): 

Abb.235a. 

p, = 13,67t/m = Belastungs
Gleichwert 

25 25 25 25 2525 25t 

Abb. 235 b. 

20t-Zug. 

P2 = 8,0 tim 

20 20 20 20t 

Abb.235c. 

Lokomotive Tender Lokomotive Tender SiiterwCl.7M G 'W 

,,3,0rfWp3,O 'lSff5, S'°mffS'O '15ft 5
,1.5f'O f,1.l3,O f' 

20 20 20 2020 15 15 15 20 20 20 20 20 15 15 15 15 75 7S 1St 
. Abb,235d. 
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der Lasten 1-;-.11 betragt 205000 Pfund; das Moment der Krafte 1710 
in bezug auf die Kraft 11 betragt 6915000 FuBpfund. Das Moment 
der Lasten 1-;-.14 in bezug auf einen um 3 FuB rechts von Last 14 
gelegenen Punkt betragt 

10365000 + 280000·3 = 11205000 FuBpfund. 

Das Moment aIler links gelegenen Krafte in bezug auf einen um 
6 FuB von dem Anfangspunkt der verteiIten Belastung liegenden 
Punkt betragt 

19545000 + 340000·6 + 2500· 62
2 

= 21630000 FuBpfund. 

Das Moment in bezug auf den gleichen Punkt, aber ohne Beriick
sichtigung der Lasten 1-;-.10 wiirde sein 

21630000 - [5565000 + 180000·(108 + 6 - 55,5)] FuBpfund. 

Es sind auch weniger einfache Tabellen im Gebrauch. Der Ver
fasser bevorzugt die oben beschriebene; sie geniigt allen biIligen An
forderungen. 

Beispiel: Ein Balken von 120 FuB Spannweite sei durch den Lastenzug 
so belastet, daB die Last 4 in einer ;Entfernung von 30 FuB vom linken Auf
lager steht. Gesucht ist das Moment fUr diesen Punkt. 

Es ist zunachst festzustellen, welche Lasten sich auf dem Balken befinden. 
Das rechte Balkenende liegt 90 FuB rechts von der Last 4, also 4,5 FuB reohts 
von der Last 18. Das Moment aller Kriifte in bezug auf das reohte Auflager 
betragt 

17845000 + 340000·4,5 = 19375000 FuBpfund. 

Der linke Auflagerdruok· ist damit bestimmt zu 

A = 193::0000 = 161458,3 Pfund. 

Das gesuchte Moment in bezug auf den Punkt unter Last 4 wird also 

161458,3·30 - 550000 = 4293750 FuBpfund. 

Die Querkraft am gleichen Punkt (unmittelbar links) betragt 

161458 - 60000 = 101458 Pfund. 

d) Qmax fiir jeden Punkt eines Balkens auf 2 Stiitzen bei 
direkter Belastung durch einen Lastenzug. 

Eine allgemein giiltige Methode ist schon oben angedeutet worden, 
namlich den Lastenzug - etwa auf einen Pappstreifen aufgezeichnet -
iiber der EinfluBlinie so lange zu verschieben, bis 2 p. 'fj - wobei 'fj 

die Ordinaten der EinfluBlinie sind - ein Maximum erreicht hat. 
1m folgenden sollen nun die mechanischen Zusammenhange diskutiert 
werden. 

Fur eine beliebige Stellung des Lastenzuges ist die positive Quer
kraft an einem beliebigen Punkt 

Q=A- 2Pp 

wobei 2 PI die Lasten links von jenem Punkt sind. 
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Aus der E.-L. fUr die Querkraft geht hervor, daB die positive 
Querkraft auf jeden Fall jeweils zunimmt, wenn der Lastzug von 
rechts nach links rollt, bis eine Last unmittelbar rechts von dem 
betrachteten Punkt steht. Die Frage ist, welche Last unmittelbar an 
jenem Punkt stehen muG. Man geht so vor, daB man den Zug 
von rechts anrollen laBt, bis die erste Last an dem betreffenden 
Punkt steht. Bewegt man ihn weiter, so nimmt A zu, gleich
zeitig muG aber P l von A abgezogen werden, um Q zu erhalten. Es 
muG dann auf jeden 
Fall (vgl. oben) der Zug 
so weit geschoben wer
den, bis die Last P2 

unmittelbar rechts von 
dem Punkte steht. Ob 
diese Bewegung richtig 
war, hangt davon ab, 
o b sich wahrend dessen 
A um mehr als P l ver
groBert hat, da ja, um Q 

Abb.286. 

zu erhalten, bei dieser Laststellung PI von A abzuziehen ist, wahrend bei 
der ersten Laststellung A = Q war. Wird irgendeine Last P um d nach 

P·d 
links verschoben, so nimmt A um den Betrag -l- zu. In Abb. 236 

sei in bezug auf den Querschnitt a die erste Laststellung erreicht, 
da die erste Last gerade bei a steht. Rl = PI + P2 + Ps + P4, + Po 
sei die Gesamtbelastung des Balkens. Verschieben wir den Lastenzug 

um d nach links, so nimmt A um den Betrag R'z.d + l5 zu, wobei l5 

der Beitrag zum linken Auflagerdruck von Lasten darstellt, die in
folge der Verschiebung um d weiter auf den Balken gekommen sind. 
So kann z. B. P6 noch auf den Balken rollen, bis P2 den Punkt a 
erreicht hat, und l5 ist dann der von P6 erzeugte linke Auflagerdruck. 
Offenbar ist Q01 wahrend der Verschiebung des Lastenzuges aus der 
Stellung nach Abb. 236 um d1 groBer geworden, wenn 

R,.d, .I: P 
-l-+Ul > l' (12) 

vorausgesetzt, daB x> d1 , d. h. P l den Balken nicht verlaBt. 
Entsprechend ist die Bedingung, daB die Scherkraft zugenommen 

hat, wenn Ps bei 0 1 steht: 

(13) 

vorausgesetzt wieder, daB P l den Balken nicht verlaBt. 
Es kann sehr wohl vorkommen, daB die Querkraft beim Ver

~chieben des Lastenzuges aus der ersten Stellung nach Abb. 236 um 
d1 abnimmt, beim weiteren Verschieben um dQ aber zunimmt, derart, 
daB dieser Zuwachs groBer als die Abnahme ist. Es ist also manchmal 
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notig, den EinfluB del' Verscbiebung um zwei Lastintervalle zu unter
suchen. Eine aIlgemein giiltige Formel HiBt sich dafiir nicht auf
stellen. 

Die oben mitgeteilten Ungleichungen gelten nur so lange, als 
x > dl bzw. x > (dl + d'J)' 1st x < d1 , so verIaBt P1 den Balken, 
wenn P2 auf C verschoben wird; die Bedingung fiir eine VergroBe
rung del' Querkraft in C durch diese Verscbiebung lautet dann 

[( P ) d, -" J Z- X R1 - 1 T+ U 1 >P1 - Z-' (14) 

Es sei nun x > dl und x > d2 , abel' x < (d1 + d2 ). Del' Lasten
zug sei so weit vorgeschoben, daB P2 in C steht. Dann steht also 
PI noch auf dem Balken. Verscbiebt man den Lastenzug weiter, so 
daB Pa bei C steht, so hat PI den Balken verlassen, P2 ist noch 
innerhalb des Balkens. Die Bedingung fiir einen Zuwachs der Quer
kraft durch die Verscbiebung um d2 ist 

(R P ) d2 -" P P x - d, 
2- 1 T+ U2- 2+ 1'---Z->0' (1f> ) 

Das erste Glied ist del' Zuwachs del' linken Auflagerkraft, del' 
durch das Vorschieben um d2 aIler Lasten mit Ausnahme von P1 

entsteht. Das zweite Glied ist der Teil del' linken Auflagerkraft, her
riihrend von irgendwelchen Lasten, die durch die Verscbiebung urn 
d2 neu auf den Balken kommen. Dann muB P2 ganz abgezogen 
werden, das letzte Glied ist die von P1 herriihrende negative Quer
kraft in C, die nunmehr wegfallt. Die linke Seite der Ungleichung 
stellt also die Anderung der positiven Querkraft in C dar, wenn der 
Lastenzug urn d2 nach links verschoben wird, so daB P3 in C wirkt. 

In diesen Ausdriicken sind b1 und b2 im allgemeinen klein und 
zu vernachlassigen, wenn nicht die Ungleichung selbst einen kleinen 
Wert darstellt. Es laBt sich in den meisten Fallen auch ohne genaue 
Durchrechnung sem schnell iibersehen, welches Vorzeichen die Un
gleichung annimmt. Del' Rechnungsgang ist sehr einfach. Freilich ist 
es keine mathematische Losung, die dem Ingenieur das mechanische 
Denken erIaBt\ sondern er muB jederzeit die mechanischen Zusammen
hange durchschauen. 

1st die Laststellung fUr Qmax gefunden, so erhalt man Qmax nach 
Gl. (10). 

e) Zahlenbeispiele. 

Es sei die maximale Querkraft eines Balkens von 15 m Spann
weite fiir einen 6 m vom linken Auflager entfernten Punkt C unter 
Zugrundelegen des deutschen 20-t-Lastenzuges gesucht. 

1 1m Original: This method does not reduce the process to a rigid mathe
matical problem, in which the intellect may go sleep over mathematical sym
bols, but the computer must at every step see what he is doing, and not merely 
substitute values in formulas. 
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Steht PI tiber C, so ist der Balken durch die Lasten PI bis Po 
belastet. DerLastenzug muB nach links um d l = 1,5 m verschoben 
werden, wenn 

100 . ~': + 15 > 20. 

Dies ist offenbar nicht der Fall. Qmax tritt also ill C bei der 
ersten Stellung des Lastenzuges auf. 

Qmax = ~~ (9 + 7,5 + 6 + 4,5 + 3) = 40 t. * 
Gesucht wird Qmax fUr einen Balken von 30 FuB Spannweite an 

dem 10 FuB vom linken Auflager entfernten Punkt C. 
Bei der "ersten" Laststellung mit PI tiber C stehen die Lasten 

PI bis P4 auf dem Balken (vgl. Zahlentafel Abb.235). Mit P2 tiber 
C wird 

85·i; + 15 > 10. 

Die "zweite" Laststellung liefert also ein gr6Beres Q in C als 
die "erste". Es ist nun noch die "dritte" Laststellung zu untersuchen 
mit Ps tiber C. Dabei verlaBt P1 den Balken. Es ist also das 
Kriterium zu benutzen nach Gl. (15): 

100.-~ + 15 - 25 + 10. 2,5> 0 
30 2 30' 

17,5 - 25 + 152 < 0, 

da 152 = 3~ ·15, d. h. die "zweite" Laststellung ergibt Qmax fiir C. 

Das Verfahren fiihrt also sehr einfach und rasch zum Ziel. 
Es kann notwendig sein, fUr jeden Querschnitt die Gr6Btwerte 

der positiven und negativen Querkraft, also Qmax und Qmin' zu er
mitteln. Es geniigt hierzu, nur die positiven Werte, diese allerdings 
fUr aIle Punkte des Balkens zu bestimmen, da Qmax und Qmin fUr je 
zwei zur Balkenmitte symmetrisch gelegene Querschnitte einander 
absolut gleich sind und sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. 

f) Mmax fiir jeden Punkt eines Balkens auf 2 Stiitzen bei 
direkter Belastung durch einen Lastenzug. 

Es sei Mmax.in C nach Abb. 237 gesucht. In C m6ge keine Last 
angreifen. 

Es sei 

2: PI die Resultierende der links von C, 

" " rechts von C angreifenden Lasten, 

* Anmerkung d. Ubersetzers: Fiir den deutschen Lastenzug wird in 
den meisten Fallen die "erste" Laststellung fiir Qrnax maBgebend sein. Beim 
amerikanischen Lastenzug, dessen erste Last weniger als halb so groB als die fo1-
genden ist, wird jedoch haufig die "zweite" Laststellung Qmax erg eben. Hierfiir 
sei ein Beispiel gegeben, das in den amerikanischen MaBen durchgerechnet ist. 
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Xl und X" die Abstiinde von ..2 PI und 2: Pr vom linken bzw. 
rechten Auflager. 

Mit diesen Bezeichnungen wird das Moment in 0 nach Gl. (11) 

M = P . Xr • X + P .?!!.. (l - x) 
c r 1 I 1 • 

Wird das Lastensystem um einen kleinen Betrag A nach links 
verschoben, so wird 

A 

M + A M = P . Xr +~. X + P . x, -:-=!. (l - x) 
r 1 I 1 • 

B 
I I 

--- -Xl- ---~ k--. --"r·- -- --j 
~ ~ : : ~--~-------------: -------z- --. ----------------

Abb.237. 

AM ist positiv, wenn 

Pr PI ->-1-x X • 
(16) 

Fiir jede Laststellung nach 
Abb. 237 findet also durch 
eine Verschiebung des Lasten
systems eine VergroBerung 

M t Pr -I-- PI von a s att, wenn l- x -,- x 
ist, wobei die Richtung der 
Verschiebung festzustellen ist. 

Das Maximum tritt auf mit einer moglichst schweren Einzellast in 0, 

und moglichst viel schweren Lasten in del' Nahe von O. Ist ,Pr = PI, 
-x X 

so ist das Moment iiber eine Balkenstrecke konstant. 
Die Ungleichung (16) besagt, daB das Moment durch eine Links

verschiebung des Lastensystems groBer wird, wenn die auf die Langen
einheit gerechnete mittlere Belastung rechts von 0 groBer ist als 
links von 0 und umgekehrt. Tritt also bei einer bestimmten Last
steHung Mmax in 0 ein, wobei die EinzeHast Pc iiber 0 angreife, so 
muB fiir eine SteHung· des Lastensystems mit Pc unmittelbar rechts 
von 0 die mittlere Belastung des Balkenteils rechts von 0 groBer 
sein als links von 0 und umgekehrt. 

Um das Maximalmoment an irgendeinem Balkenpunkt 0 1 durch 
ein bewegliches System von Einzellasten (Lastenzug) zu finden, gehe 
man folgendermaBen vor: 

Man stelle den Lastenzug derart, daB eine Schwerlast unmittelbar 
rechts von 0 steht und bestimme die mittlere Belastung beider 
Balkenteile; ist del' rechte Teil im Mittel starker belastet, so ver
schiebe man den Lastenzug nach links, daB die gleiche Schwerlast 
unmittelbar links von 0 wirkt. Ist nun der linke Balkenteil im 
Mittel starker belastet, dann muB die betr. Schwerlast zur Erzeugung 
des Maximalmoments in 0 angreifen. 1st dagegen auch jetzt noch 
die mittlere Belastung rechts von 0 groBer als links von 0, so 
verschiebe man den Lastenzug nach links bis die nachste Einzellast 
bei 0 steht und verfahre wieder wie beschrieben. 

Das so bestimmte GroBtmoment entspricht den zugehorigen auf 
den Balken wirkenden Einzellasten des Lastenzuges. Es ist also 
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durchaus nicht notig, daB dies das groBtmogliche Moment infolge des 
Lastenzuges iiberhaupt ist. Um das "maximum maximorum" zu 
finden, wird es manchmal notwendig sein, inehrere GroBtwerte zu 
errechnen und zu vergleichen. 

Im iibrigen gilt auch hier wie in Abschn.9d, daB das Verfahren 
der EinfluBlinien durch Probieren im allgemeinen sehr rasch zum 
Ziel fUhrt. 

g) Zahlenbeispiel. 

Der Balken habe 20 m Spannweite; es wird Mmax fUr den um 
9,50 m vom linken Auflager entfernten Punkt C gesucht (20-t
Lastenzug). 

Wir nehmen an, daB die ii ber C zu stellende Last eine der 
Lokomotivachslasten ist, z. B. Pa. 

linke Balkenseite rechte Balkenseite 

Pa rechts von C 
40 85 
9,5 11,5 

• +-- 60 85 
P a links von C 

9,5 11,5 
• +-- 80 65 

P4 links von C 9,5 11,5 

P4 iiber C liefert also einen GroBtwert von Me. 
Es solI hier kurz auf einen Denkfehler hingewiesen werden, der 

sich leicht einschleichen kann. Man konnte auf den Gedanken kommen, 
daB die iiber dem Auflager stehende Last Ps - bei der Laststellung Pa 
iiber C - bei der Bestimmung der mittleren Belastung nicht beriick
sichtigt zu werden braucht, weil sie keinen Beitrag zum Moment 
liefert. Ein Blick auf die Ableitung der G1. (16) lehrt indessen, daB 
auch eine unmittelbar auf dem Auflager stehende Last zur Berechnung 
der mittleren Belastung herangezogen werden muB. 

h) GroBtmoment infolge eines Lastenzuges aus zwei 
gleichen Einzellasten. 

Es wird zuweilen das Maximalmoment fur irgendeinen Punkt C 
eines Balkens infolge eines beweglichen Systems von zwei gleichen 
Einzellasten gesucht. Da eine der 
beiden Lasten in C wirken muB, 
so ist nur die Frage zu beant
worten, auf welcher Seite von C 
die andere Last anzugreifen hat. 
In Abb.238 moge C in der Iinken 
Balkenhiilfte liegen. Es befinde 
sich die gleiche Last P einmal um 

A i t' I 
PIE) PftJ 

Abb.23S. 

d rechts, das andere Mal um d links von C. Die Momente in C 
betragen 

Swain-Mebmel, Festigkeitslehre. 21 



322 Querkrafte und Biegungsmomente des Balkens, EinfiuJ3linien. 

l-a-d 
Ml =P·a l ' 

(l-a) (a-rl) 
M2 = p. l • 

Es ist leicht einzusehen, daB 

M l >M2 • 

Es muB also die zweite Last stets in dem groBeren der beiden 
Abschnitte stehen, in die der Balken durch den betreffenden Punkt 
o geteiIt wird (geht auch aus der E. L. hervor, da der Ast der E. L. 
in dem Bereich des groBeren Balkenabschnitts flacher ist, Pel) also 
ein groBeres 1] hat als p('l). Der "Obers.). 

10. Balken auf zwei Stiitzen mit indirekter Belastung. 
a) EinfluBlinien. 

Abgesehen von seinem Eigengewicht wirken nur Einzellasten auf 

Abb.239. 

den Balken. Die Querkraft 
ist innerhalb eines Feldes 
konstant, das Moment linear 
veranderlich. 

Die EinfluBlinien fiir 
Querkraft und Moment in 
einem beliebigen Balken
punkt sind in Abb. 239 und 
240 dargestellt. 

Aus den EinfluBlinien lassen sieh folgende Satze ablesen (es 
sind dabei stets senkrecht nach unten gerichtete Krafte vorausgesetzt): 

1. Eine Last {rl.enkchts} von einem Felde erzeugt {POsitti~e } Quer-
1 s nega lve 

krafte in jenem Felde. Eine Last innerhalb des Feldes vermag da
selbst sowohl positive wie 
negative Querkrafte her
vorzurufen. 

2. In jedem Feld be
findet sich ein Punkt, der 

A B dadurch gekennzeichnet ist, 
l?---+----::;-lf--;......-+;]};----1=----f--~ daB eine daselbst angrei-

f-------- b------- fende Last in jenem Feld 
------x--------+ 

-- - ---- -- - ---- --l------ ------ ----- ---

Abb.240. 

keine . Querkrafte erzeugt. 
Dieser Punkt wird Last
scheide genannt (L in 
Abb. 239). 

L t {reehts} 3. Eine as links von der Lastscheide erzeugt im Felde der 

L t h ·d {Positive} Q k ··ft as se e1 e t. uer ra e. nega lve 
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4 'GI . h "0' rt'lt N tIt gt' fpositiven } G "B ' mc mct.1JIg ve eJ e u z as erzeu emen) t' ro t-tnega Iven 
wert der Querkraft in einem Felde, wenn sie auf dem Balkenteil 

{ ~:c::s} neben der Lastscheide angreift. 

5. Eine Einzellast erzeugt einen {Positti~en } GroBtwert der Quer
nega Iven 

kraft . in einem Felde, wenn sie am {~:::n} Ende des Feldes 
angrelft. 

6. Eine EinzelIast erzeugt stets an jedemBaikenpunkt ein posi
tives Moment. Sie erzeugt das GroBtmoment an einem beliebigen Punkt, 
wenn sie an dem Ende des betreffenden Feldes wirkt, das zu dem 
groBeren der beiden durch das Feld herausgeschnittenen Balkenteile 
gehort. (DB und OA). Sind die beiden Balkenteile gleich, so ist das 
Moment fiir jeden Punkt des Feldes konstant. 

7. Eine gleichformig verteilte Belastung muB sich iiber den ganzen 
Balken erstrecken, um an irgendeinem Punkt das GroBtmoment zu 
erzeugen. 

8, Die Momente an den Feldenden sind fUr jede Belastung die 
gleichen wie die bei direkter Kraftiibertragung. Das gleiche gilt fUr 
aIle Punkte innerhalb eines unbelasteten Feldes. 

Die Summe der Auflagerkrafte ist natiirlich fUr direkte und in
direkte Belastung die gleiche. Dabei ist es notwendig, wenn ein 
Endquertrager gerade iiber einem Auflager steht, die durch diesen 
iibertragene Last in die Auflagerkraft miteinzurechnen. Da der Druck 
des Endquertragers unmittelbar in das Widerlager geht, also weder 
Querkrafte noch Momente verursacht, so ist es am besten, sie bei der 
Berechnung des Tragers auBer acht zu lassen, d. h. die "wirksame" 
Auflagerkraft ist dann um diesen Betrag kleiner. Z. B. ist bei einem 
Balken mit gleichmaBig verteilter, indirekter Belastung q und gleicher 

Feldteilung A die "wirksame" Lagerreaktion R = q(l;-J.), wenn iiber 
den Lagern ein Quertrager angeordnet ist. 

b) Bestimmung der Lastscheide. Querkraft und 
Momentenlinien fur Einzellasten und gleichmaBig 

verteilte Belastung. 

Nach Abb. 241 ist Querkraft links von 0: 
d+a 

Q=A=P.---,,--' 

Querkraft rechts von D: 
l-d-a 

Q = - B= - p. l • 

Querkraft im Feld 0 D 

Q =p(di a - i). 
21* 
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Liegt die Einzellast so, daB 

d+a a 
-Z-=y' 

-oder 

(17) 

£-a-- r----H --d- p - -- _H_, 

t m __ ck~-:! _________ I_ _ _ _ _ _ _ j 
Abb.241. 

so verschwindet die Querkraft in dem Felde, d. h. Gl. (17) ist die 
Bestimmungsgleichung fiir die Lage der Lastscheide. Zeichnerisch 

HiBt sich die Lastscheide 
wie folgt ermitteln: Man 
zieht zwei beliebig geneigte, 
parallele Geraden von bei
den Balkenauflagern, er
richtet in den Feldenden 
die Lote und zieht in den 
so entstehenden Parallelo-

Abb. 242.. grammen die Diagonalen, 
und zwar die rechtssteigen

den Diagonalen, wenn die beiden parallelen Geraden links steigen, 
und umgekehrt. Es ist dann (Abb. 242) 

a d 
l-a l-d-l' 

was mit Gl. (17) iibereinstimmt. 

p 
-----------b--------

-- - -- .. -- -.-.-- - -. --l-·--- - - .. - --.- - ----
Abb.243. 

Die Querkraft- und Momentenlinien fiir eine Einzellast sind 
in Abb.243 und 244 dargestellt. 
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Die in C auf den Balken wirkende Kraft betragt P'1-' in D p. A ~ a . 

Bei mehreren Einzellasten springt die Querkraftlinie an jedem 

A=Pb 
1 

1+-1------ b---- --- -"- ----
---,il--- --------d~---------

- -------- ---- ---- -----l- ----- ------ - --- --- - - --
Abb.244. 

Feldende um den Betrag der dort auf den Balken wirkenden Kraft 
und verlauft innerhalb eines 
Feldes parallel zur Balken
achse. 

Die Momentenlinie findet 
man in der Weise, daB man 
die Momentenlinie fUr die gleiche 
direkte Belastung ermittelt und 
deren Punkte liber den Feld

Abb.245. 

enden geradlinig miteinander verbindet (Abb. 245). 
Bei gleichmaBig verteilter Belastung ist bei gleicher Feld

teilung 1 die auf jedes Feld entfallende Belastung q ·1. Die Quer
kraftlinie springt also nach Abb. 246 an jedem Feldende um q ·1. 
Die Momentenlinie wlirde 
bei direkter Belastung 
eine Parabel mit der Or
dinate in Balkenmitte 

f = qt sein (gestrichelte 

Linie in Abb. 247). Bei 
indirekter Belastung ver
bindet man wieder die 
liber den Feldenden lie
genden Punkte dieser 

--x--J L-L---~ 
-- --- - - ----l-- -------- --- -- - - --J 

Feldlad q.:;t 
Abb.246. 

Kurve geradlinig miteinander. Diese Momentenlinie ist gleichzeitig 
die Kurve der Maximalmomente fUr gleichmaBig verteilte Belastung. 

Der Gro13twert der positiven Querkraft in jedem l!'eld tritt auf, 
wenn die Last den Balken rechts von der Lastscheide bedeckt. lhr 
Wert ist (Abb.242 und Gl. 17): 

q (d+ l), __ d,)2 q (),.d \)2 
--A l-)' q·d2 

Qmax = 2l - ---u- - 2 (l-)') . (18) 

q d 2 

Qmin = 2(;~)')' (19) 

{ rechten} . 1m linken Endfeld besteht keme {POSitive} 
t . Querkraft. nega lVe 
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1m linken Endfeld ist 

Q = q(l-J..) 
max 2 

oder die halbe, um den von den Endquertragern iibernommenen Be-

(a) 

... -" , "" , 
1.,;z~ 
8 1 

Abb.247. 

trag verminderten Oesamtlast. Dieser GroBtwert sei Q'max' Dann ist 
(G1. 18) 

20) 

01. (20) fUhrt zu einer raschen Berechnung der Querkraft in einem 
Feld. Z. B. sei der Balken in 6 gleiche Felder geteilt, dann ist Qmax 

des zweiten Feldes von links ~~, Qmax des dritten Feldes :5' des vierten 

2~' des fiiniten 215 von Qmax des linken Endfeldes, wahrend die posi

tive Querkraft des rechten Endfeldes verschwindet. 

Abb.248. 

Die Kurve der groBten positiven Querkrafte ist bei direkter, 
gleichmaBig verteilter Belastung eine Parabel (01. 5) mit dem Scheitel 
im rechten Auflager (Abb. 248). Wirkt die gleichmaBig verteilte 
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Belastung indirekt, so ist die Qmax-Linie ein getreppter Geradenzug; 
die umbeschriebene Kurve ist eine Parabel mit dem Scheitel in B, 
da Qmax in jedem Feld durch die Gleichung bestimmt ist 

. d2 

Qmax = Q' max ~ (l-l)2 . 

Die Querkraft bei indirekter gleichmaBig vertellter Belastung ist tells 
groBer, tells kleiner als bei direkter Belastung. 

Haufig wird die groBte Querkraft eines Feldes bei gleichmaBig 
verteilter Belastung in der Weise vereinfachend errechnet, daB man 
samtlichen Quertragern rechts von jenem Felde den Kraftbetrag q. A. 
zuordnet, an allen andern Quertragern jedoch keine Belastung an
nimmt. Diese Kraftverteilung ist unmoglich. Es moge z. B. fur das 
Feld CD die groBte Querkraft errechnet werden. Bei D (Abb. ·248) 
kann nur dann die Last q. 2 iibertragen werden, wenn auch das Feld 

CD vollbelastet ist, d. h. in C wiirde dann die Kraft q;l wirken, 

die aber nach dem obigen Rechnungsgang vernachlassigt wiirde. Es 
ergibt sich somit nach dieser Vereinfachung eine zu groBe positive 
Querkraft. 

Als ein Beispiel nehmen wir einen Balken von 12 m Lange mit 
6 Feldern von je 2 m und einer Belastung von 2000 kg/m. Eine 
Feldbelastung betragt dann 4000 kg, die groBte positive Querkraft 
im Endfelde 6·2000 - 2000 = 10000 kg. Qmax im 2. Felde von 

links ist ~~ ·10000 = 6400 kg, im 3. Felde ;5· 10000 = 3600 kg. 

Rechnen wir dagegen die groBten Querkrafte mit der oben mit
geteilten Vereinfachung, so ergibt sich fiir das Endfeld Qmax = 10000 kg, 

fiir das 2. Feld 1+2 ~3+4 .4000= 6667 kg, fUr das 3. Feld 1+:+3. 4000 

= 4000 kg. Wir erhalten also in diesem Fall einen Fehler von 
11,10f0. Diese Berechnungsart sollte nicht angewendet werden j es 
geschieht jedoch haufigj deshalb haben wir sie hier auch erwahnt. 

Die Qmax-Linie in Abb. 248 ist genau ermittelt, die gleiClhmiiBig 
verteilte Belastung wirkt jeweils bis zur Lastscheide. 

U UngleichmaBig veI1eilte Belastung. 
Es sei (Abb. 249) C die Ecke eines Gebaudes, die Fliiche EDGHCF 

F eine 'gleichmaBig belastete Decke, die ihre 
_ _ _ _ _ __ Lasten auf die Trager FE, AD, CD, B D, 

A D G H G iibertragt. Die auf den Trager CD ent

B 
Abb.249. 

H 

fallende Last ist bei einer Kraftiibertragung 

~ 
C D 

Abb.250. 
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parallel zu a b bzw. a c durch die FHiche N D M dargestellt, d. h. sie 
wachst geradlinig von Null bei D auf ihren GroBtwert bei 0, sie ist 
also durch ein Dreieck nach Abb. 250 gegeben. Die auf die Langen
einheit bezogene Belastung hat bei 0 den Wert, wenn q die auf die 
Decke wirkende Last pro Flacheneinheit ist 

q- -
qa= 2(OB +A 0). 

Wiirden die Deckenlasten im Bereich DB 0 durch Trager parallel 
-- --- --

zu DB auf 0 D und im Bereich AD 0 parallel zu AD auf 0 D iiber-
tragen, so ware die Last in 0 Null und erreichte in D ein Maximum. 

Die Belastung des Tragers D B hat bei einer Kraftiibertragung 

in Richtung a b bei D einen Kleinstwert mit t· D G und einem GroBt

wert bei B mit t· (0 B + B H) . 

Dreieckformige Belastung. (Abb. 251.) 

Die mittlere Belastung pro Langeneinheit ist t, die gesamte Be

T 
q1rg/m 

q·x 
~ r-______ =z~;-__________ ~~ 

lastung Ij~, dieAuflager

reaktionen A = q31 und 

B = ~1. Die Stelle des 

GroBtmomentes ist be
stimmt durch 

A=q'Z ----x=O,S77l------ q.l 

(J------l----------------- ..... =0-
Abb.251. 

M=IJJ. x - qx.~.~= q1.x _ qx3 

6 1 2 3 6 61 

q 1 q x2 

6 21 

1 
x = -= = 0,577 l 

V3 

dM=O 
dx 

_ q 1 1 q 13 0,577 1 q 1 
Mmax - -6' YB - 6z'313 = -3-'3 = 0,064qlz. (21) 

Trapezformige Belastung. (Abb.252.) 

Man teilt 4ie Belastung durch eine Diagonale in zwei Dreiecks
lasten. Damit wird 

A = Ql· 1 _J. q2· 1. 
3 I 6' 

B = ql ·1 + q2 ·1 . 
6 3' 

dM=O 
dx 



liefert 

oder 

Ell bewegliches System von Einzellasten. 

---
'Tz 

I 

-- --'l 

- - - -- -- - -- - - -[- -- - - --- - -- - - --~ 
A=~'l+~'l B_~'l+~'l 

3 8 - 3 8 

Abb.252. 

329> 

(22) 

Fur ql = 0 liefert G1. (22) den gleichen Wert fUr x wie G1. (21) 

12. Ein bewegliches System von Einzellasten 
wirke zunachst so, daB die Enden irgendeines Feldes unbelastet seien. 
Wir betrachten die Querkraft in diesem Feld. Es sei 

.2 P die Summe der auf den Balken wirkenden Krafte; 

.2 PI die Summe der links von dem Felde angreifenden Krafte; 

.2 p;. die Summe der in dem Felde angreifenden Krafte. 

Der Lastenzug werde um dx nach links verschoben, wobei weder 
eine Last den Trager oder das Feld verlaBt, noch neu hinzukommt. 
Dann andert sich die Querkraft um 

dQ = .2P. dt - .2p;. d).x. 

Es ist dQ positiv, d. h. die Querkraft nimmt zu, wenn 

~/ > ~:!:.. (23) 

Ist d Q positiv, so muB zur Erzielung von Qmax in jenem Feld 
der Lastenzug nach links verschoben werden. 

Es folgt als Bedingung fur Qmax in einem Felde: Es muB eine 
Einzellast uber dem rechten Feldende stehen derart, daB mit dieser 

Einzellast unmittelbar rechts von dem Felde .2 p;. < + .2 P und mit 

dieser Einzellast unmittelbar links von dem rechten Feldende 

.2 p;. > f.2 p gilt. 

Dieses Kriterium ermoglicht eine leichte Bestimmung der Last
stellung, die Qmax im Felde erzeugt. 
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13. Zahlenbeispiele fUr die Bestimmung von Qmax in jedem 
Feld. (Abb. 253.) 

Die Spannweite betrage 30 m mit 6 Feldern von je 5· m. Lasten
zug: 20 t = Zug. 

Feld 1: PI befinde sich unmittelbar links von dem rechten Feld
ende, es ist dann 

.2P= 245 t 

1 
.2P;, = 20 < 6.245. 

und 

Also wird der Lastenzug bewegt, bis P2 unmittelbar links von dem 
rechten Feldende steht. Es ist dann 

und 
.2P=245 t 

1 
.2P;, = 40 < 6.245. 

Liegt Ps bei a, so ist 
.2P =245 t 

1 
.2P;, = 60 > 6 ·245. 

und 

Es wirkt also in Feld 1 die gr6Bte positive Querkraft, wenn der 
Lastenzug von rechts so weit vorgeschoben wird, daB Pa in a an
greift. Es ist I 

1 1 
A = 30 (Ibn + \l3n' bn) = 30 (245.4 + 2940) = 130,66 t 

Qmax = 130,66 - 20·f - 20. 1;,5 = 112,66 t. 

Feld 2: Mit PI unmittelbar links von b ist 

.2 P = 185 t 

und 

Also muB 

.2P;, = 20t < i185t. 

der Lastenzug vorgeriickt werden; mit P2 in b ist 

.2P = 205 t 

.2P;, = 40 t > i 205 t • 

1 Anmerk. d. Dbers.: Vgl. hierzu Anmerkung auf S. 315. Die der Berech. 
nung von .A zugrunde liegende Tabelle entspricht ganz der auf S. 314 an
gegebenen, konnte jedoch im Rahmen dieses Buches nicht gebracht werden. 
Der Leser sei auf die deutsche Literatur verwiesen, z. B. Butte, rn. 



Zahlenbeispiele fUr die Bestimmung von Qmax in jedem Feld. 331 

Es muB also P'J in b angreifen. 

A. = 3~ (205.0,5 + 2295) = 79,93 t 

Qmax = 79,93 - 20.155 = 73,93 t . 

Feld 3: Mit Pl in c ist 

.2}P = 145 t 

.2}PJ. = 20 t < ~.145t. 
Also Lastenzug vorriicken; mit P2 in c ist 

.2}P = 145 t 

.2}PJ.= 40 t >{.145 t . 

Es muB also P2 in c angreifen. Wenn schon fiir Feld 2 die Last 
P a nicht auf b vorgeriickt zu werden brauchte, so konnte man gleich 
sagen, daB fiir Feld 3 hochstens P'J in c in Betracht kommen konnte. 

A = :0 (145 0 3 + 1117,5) = 51,75 t 

Q _ 20.1,5_ t 
max - 51,75 - ~5- - 45,75 . 

Feld 4: Mit PI in d 

.2}P = lOOt 

.2} PI. = 20 t > {.100 t. 

Es muB also PI in d angreifen. 

1 
A = Qmax = 30 (100.4 + 300) = 23,33 t. 

Feld 5: Es muB auch bei der Ermittlung von Qmax in Feld 5 die 
erste Last des Lastenzuges am rechten Feldende stehen. 

1 
A = Qmax = 30 (80.0,5 + 180) = 7,33 t. 

Wir haben also fiir den behandelten Trager folgende Zusammen
stellung: 

Feld Qmax Qmln 

1 112,66 t 0 
2 73,93 7,33 t 
3 45,75 23,33 
4 23,33 45,75 
5 7,33 73,93 
6 0 -112,66 

Die Aufgabe, fiir jedes Feld eines Tragers Qmax und Qmin zu be
stimmen, ist nun vollstandig behandelt. 
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14. GroBtmomente zwischen zwei Quertragern. 
Wie bereits gezeigt, ist fUr jede Belastung das Moment unter 

einem Quertrager das gleiche wie bei direkter Belastung. Es kann 
also das GroBtmoment unter einem Quertrager nach der in Abschn.15 
gezeigten Methode ermittelt werden. Es wird kaum vorkommen, daB 

der GroBtwert des Momentes 
I fUr einen Punkt innerhalb des 

deshalb geniigen, hier eine 
kf' :;~~J~' Feldes gesucht wird. Es soil 

Naherungsmethode anzugeben 
<----+---+-:--------;llI. (Abb. 254). Es sei ad das 
, 'b a GroBtmomentina, bb" das die-

Abb.254. ser Laststellung entsprechende 
Moment in b, und ferner sei b b' 

das GroBtmoment in b und ad' das dieser Laststellung entsprechende 
Moment in a. FUr die dem GroBtmoment ad entsprechende Last
stellung ist dann a'b" die Momentenlinie des Feldes a b und fUr die 
dem GroBtmomente b' b' entsprechende Laststellung ist b' a" die 
Momentenlinie des Feldes. Naherungsweise moge die Linie a' c b' als 
die Linie der GroBtmomente des Feld.es a b bezeichnet werden. Es 
ist natiirlich moglich, daB sie zu kleine Werte ergibt. SolI diese 
Moglichkeit ausgeschlossen werden, so empfehlen wir, die Linie a' b' 
zu benutzen. 

15. Das grofitmogIiche Moment. 
Die bisherigen Erorterungen beschaftigen sich damit, fUr jeden 

Punkt eines Balkens das GroBtmoment fUr eine gegebene bewegliche 
Nutzlast zu finden. Offenbar sind jedoch diese Methoden nicht im
stande, iiber das iiberhaupt groBtmogliche Moment Auskunft zu geben. 

R 

----x- ----- .. -.. -'Jll- - -- - - -
.. -....... -- ... -z. ...... -------------

A=~l 
Abb.255. 

Denn so eng man auch die 
Punkte aneinander legen mag, 
fUr die man nacheinander das 
GroBtmoment bestimmt, es ist 
immer die Moglichkeit vor
handen, daB an einem zwi
schenliegenden Punkt das Mo
ment groBer wird als an allen 
andern untersuchten Punkten . 
Wir miissen also fUr den vor
liegenden Zweck eine andere 
Methode als die wahlen, die 

Punkt fUr Punkt des Balkens untersucht. 
Wir wissen, daB auf jeden Fall an dem Punkt des groBtmoglichen 

Moments eine der Schwerlasten des Lastenzuges stehen mull. Wir 
wollen also nun das GroBtmoment nicht an einem gegebenen Punkt, 
sondern unter einer gegebenen Last bestimmen, und zwar miissen 
wir das fUr einige der Schwerlasten tun. 
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Wir betrachten den unter Einwirkung der beliebigen beweglichen 
Lastengruppe P l , P'J' P a stehenden Balken der Abb. 255. Wir suchen 
die Funktion des Momentes z. B. unter Ps. 

s 
Es ist mit R =.l]P 

1 

M. _R'Xl'X _ ~p.J 
'1.- I ~ 1 "". 

Wird nun das Kraftsystem um .1 nach links verschoben, wobei 
keine Last den Balken verlassen noch neu hinzukommen soll, so ist 

R 
M2 + .1 M2 = T,(xl + .1) (x - .1) - .2 Pl·d, 

R 
.1 M2 = T (x .1 - Xl • .1 - .1'1.) , 

.1'1. kann als GroBe zweiter Ordnung klein gegen die andern ver
nachllissigt werden: 

(24) 

1st x ~ Xl' so wird M'J {~:!:.} durch Verschieben des Lasten

'Zuges nach links, und der GroBtwert tritt ein, wenn x = Xl ist. Also: 
Das groBtmogliche Moment unter einer Last tritt dann 

<ein, wenn diese Last und die Resultierende aller auf den 
Trager wirkenden Lasten 
gleich weit von Trager
mitte entfernt sind. 

Nur fur ein symmetri
:8ohes Lastensystem mit 
einer Last in der Mitte 
liegt also die Stelle des 
groBtmogliohen Momentes 
in <Balkenmitte. 

Pn 

t .. --',-.. :;~4-.!~-.~-j 
Abb.256. 

1st der Balken durch eine gleiohmaBig verteilte standige Last 
und duroh ein bewegliches System vein Einzellasten belastet, so kann 
das GroBtmoment unter einer Einzellast wie folgt gefunden werden. Es 
:sei naoh Abb. 256 R die Resultierende allerauf den Balken wirken
den Einzellasten, X ihre variable Enfernung vom rechten Aufiager, 
m ihre (konstante) Entfernung von der Last p... Dann ist das Mo
:ment unter p .. 

(R.x q.l) .. q(l-x-m)2 
M .. = -1- + -2 (l - x - m) - {J p. a - 2 ' 

dM 2 R·x R'm q.l 
dx =R - -Z- --Z-+2" -qm- qx=O, 

l-m q·m.Z 
x = -2- - 2 (2R+ql)' (24a) 
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Man hatte auf gleiche Weise durch Differentiieren auch den oben
genannten Satz finden konnen. 

Mit q = 0 wird 
l-m 

x=-2-' 

d. h. die Balkenmitte muB zwischen R und Pn liegen, wenn unter Pn 

das GroBtmoment auftreten solI. 

16. Zahlenbeispiel fUr die Berechnung eines gro.8tmoglichen 
Momentes. 

Es sei das groBtmogliche Moment eines Balkens (unter Vernach
Hissigung des Eigengewichts) gesucht, uber den ein vierachsiger Wagen 
mit je 5 t Achslast nach Abb. 257 fiihrt. 

Da die Stellung des Lastenzuges beim groBtmoglichen Moment 
noch nicht bekannt ist, so muB man zunachst eine Annahme machen, 

R 

Abb.257. 

welche Lasten auf den Trager kommen. Dabei ist zu bedenken, daB 
die fragliche Last nicht weit von Balkenmitte liegen wird. In dem 
vorliegenden Fall ist es klar, daB das groBtmogliche Moment entweder 
unter P2 oder Pa sein wird. Entscheiden wir uns zunachst fUr P2 , 

und nehmen wir an, daB das groBtmogliche Moment auftritt, wenn 
aHe Lasten auf dem Trager stehen. R = .214 P = 20 t, in der Mitte 
zwischen P2 und Ps angreifend. Es muB also das Lastensystem so 
gestellt werden, daB die Balkenmitte den Abstand zwischen P2 und Ps 
viertelt. Dabei finden wir aber, daB Pi nicht auf den Trager kommt. 
Wir mussen also nunmehr die Resultierende aus Pi' P2 , Ps suchen. 
Die Momentengleichung in bezug auf P2 liefert ihre Entfernung von P'J 

5 . 5 - 5 ·1,5 = 15 . x , 

17,5 7 
x= 15~ = 1,1 m. 

Es moB also die Kraft PQ um 0,585 m links neben der Balkenmitte 
liegen. tJberpriifen wir j~tzt wieder, ob sich bei dieser Stellung auch 
alle in Rechnung gesetzten Lasten auf dem Trager befinden, so sehen 
wir, daB dies der Fall ist: Es ist dann das groBtmogliche Moment 
unter der Last P2 

M = ~.5 (5 - 0,5852: _ 5.15 = 2167 mt 
2 10 ". 
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Es ist jetzt zu untersuchen, ob nicht bei einer Stellung von nur 
zwei Lasten P1 und P'l, ein gri:iBeres Maximalmoment auftritt. In 
diesem Fall miiBte P'J um 0,375 m rechts von der Balkenmitte wirken, 
oder 

M - 10.4,625 2 - 2134 t 
2 - 10 - , m, 

also geringer als das oben gefundene. 
Mit P'l, in Balkenmitte wird 

M = 10.4,25. 5 = 2125 t 
2 10 ,m , 

so daB das groBtmogliche Moment um rd. 2 Ofo groBer ist. 
Das Maximalmoment der Balkenmitte weicht also in diesem Falle 

nicht viel von dem groBtmoglichen Moment ab, und wird es auch 
im allgemeinen nicht tun. Indessen ist bei genauen Berechnungen 
von schwerbelasteten Tragern doch in der gezeigten Weise das groBt
mogliche Moment jeweils zu ermitteln. 

17. Balken, einerseits frei gelagert, andererseits eingespannt. 

a) Belastung durch eine Einzellast. 

Die Aufgabe ist einfach statisch unbestimmt, da vier Reaktionen 
unbekannt sind und zu ihrer Berechnung entsprechend den 3 Gleich
ge~chtsbedingungen 

nur 3 Gleichge~chts-
gleichungen -----x------>- ----a----

.2V=O, 

.2H=O, 

.2M=O 

zur Verfiigung stehen. 
Als vierte Gleichung 

miissen wir eine Form
anderungsgleichung zu A 
Hilfe nehmen. Der ~=------+-L-----+--!,,---~----'1-

elastische Sinn einer 
festen . Einspf!.::t1!lUpgist 
der,---aa-rdie . Neigung 
der-Biegungslinie da
selbstNullist.Einevoll

Abb.258. 
e 

standige Behandlung der Aufgabe erfolgt in Kap. XII. In Abb. 258 ist 
die Linie A dB die Momentenlinie aus der Einzellast, A e B die Mo-
mentenlinie infolge eines in B eingeleiteten Moments M'J' beide fiir 
den statisch bestimmten Trager (auf zwei Stiitzen). Die Momenten
fliiche des statisch unbestimmten Tragers findet man durch Dber-
lagerung: Mit Be = Be ist die gesuchte Momentenflache die schraf-
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tierte Flaohe, wobei nooh die Gro.Be Be = Be zu bestimmen ist. Da 
die Entfernung des Punktes A von der Tangente an die Biegelinie 
in B Null ist, so versohwindet das Moment der Momentenflaohe 
zwisohen A und B in bezug auf B: 

P·a (1- a)3 + P·a2 (1- a) (l _ +~) = M2 ·12 
31 21 a 3 3' 

woraus 
P·a(l-a)(21-a) 

M 2 =Mr = - 212 

Aus .2 M = 0 folgt dann 

M2 = -P.a+A·l, 

A=-
P·a (l-a)(2 I-a) P·a P·a2 (31-a) 

213 +-1-= 213 . 

Aus .2 V = 0 folgt 

B=P-A= 
P (213 - 3 a2 .1 + a3) 

213 

P (1- a) (2 P + 2 a l-a2 ) 

213 

Der Momentennullpunkt Iiegt in einer Entfernung Xo von B 

(25) 

(26) 

(27) 

M2 a 1 (21- a) ) 
xo=]J= 2l"+2al-a2 ' (28 

Zwisohen B und dem Momentennullpunkt i sind die oberen 
Fasern gezogen, die unteren gedriiokt; zwisohen i und A ist es um
gekehrt. 

Das gro.Bte positive Moment tritt unter der Einzellast auf und 
betragt 

M =P.a(l-a) _ M2(l-a) = P.a2 (I-a) (31-a) (29) 
max 1 1 213 ' 

Das gro.Bte negative Moment Mmin tritt an der Einspannung auf. 
An irgendeinem Punkt in der Entfernung x von A betragt das 

I-a 
Moment und die Querkraft innerhalb des Bereiohes x I 

M=A.x; 
l 

innerhalb des Bereiohes x I 
l-a 

o 
Q=A 

M=A.x-P(x-l+a); Q=A-P. 

U m die Stelle zu tinden, wo die Last P angreifen mu.B, um das 
.gro.BtmogIiohe positive Moment zu erzeugen, differentiieren wir Gl. (29) 
naoh a und lassen die erste Abgeleitete versohwinden: 

~M=O 
da 
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ergibt 

a = ~ (3 - f3) - 0,634 l 

and daselbst tritt das groBtmogliche positive Moment auf mit 

Mmax . 0,174 p.l. 

(30) 

(31) 

Um den GroBtwert des negativen Moments (Einspannmoments) 
zu finden, diiIerentiiert man Gl. (25) nacha. 

dM=O 
da 

a = l (1- r~) = 0,423,l. 

liefert 

Damit wird das groBte negative Moment 

Mmin = - 0,192 p.l. 

(32) 

(33) 
a Fiir verschiedene LastEltellungen, also verschiedene Werte 1 sind 

in nachstehender Tabelle die Werte xo ' + M (an der Laststelle), 
- M .(an der· Einspannstelle) zusammengestellt: 

a 
-Z- = 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

Xo 0,087 0,15 0,20 0,24 0,27 0,30 0,31 0,32 0,33 -1-

M2 0,086 0,144 0,178 0,192 0,187 0,168 0,136 0,096 0,049 - P.1= 

M 
0,013 0,045 0,085 0,125 0,156 0,173 0,169 0,141 0,085 +-= P·l 

1. Gegeniiber einem einfachen Balken wird die (positive) 
Querkraft eines einerseits frei gelagerten, andrerseits fest 
eingespannten Balkens zwischen A und der Last kleiner, 
die (negative) Querkraft zwischen der Last und B groBer. 

Ferner, wenn wir· uns erinnern, daB das groBtmogliche positive 
Moment eines einfachen Balkens mit einer Einzellast in der Mitte 
mit M = 0,25 P·l auf tritt, so folgt: 

2. Die positiven Momente eines einfachen Balkens wer
den durch die Einspannung eines Endes iiber die ganze 
Balkenlange vermindert. Von einem bestimmten Punkt ab, 
dessen Lage,von der Laststelle abhangt, bis zur Einspannungs
stelle sind die Momente negativ. Die groBte Entfernung 
dieses Punktes von der Einspannstelle betr'agt im Grenz-
fall fiir a = l . 

1 
~o .:s' 

3. Das groBtmogliche positive Moment des mit dner 
(wanderndfm) Einzellast belasteten, einerseits frei gelagerte'n, 
andererseits eingespannten Balkens betragt (fiir a ~ 0,634l) 

ullgefahr das 0,7fache des einfachen Balkens (fiir a = ~). 
Swain-Mehmei, Festigkeitsieille. 22 
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4. Das groBtmogliche negative Moment (tritt an der 
Einspannung auf) durch eine wandernde Einzellast betragt 
(fiir a = 0,423 l) ungefahr das O,77fache des groBtmoglichen 
positiven Moments des einfachen Balkens. 

Die Aufnahme der negativen Momente muB (Eisenbetonbalken!) 
konstruktiv gesichert sein. 

Die negativen Momente entstehen dadurch, daB sich der Balken 
an dem eingespannten Ende nicht frei drehen kann. Das Einspann
moment. ist errechnet unter der Annahme starrer Einspannung. In 
Wirklichkeit gibt jedoch jedes Material infolge seiner elastischen (oder 
auch plastischen) Eigenschaften etwas nach, so daB die tatsachlichen 
negativen Momente etwas kleiner, die tatsachlichen positiven Momente 
etwas groBer werden als die errechneten. Eine absolut starre Ein
spannung gibt es eben nicht, sondern jede Einspannung i~t, wie man 
sagt, elastisch. Wie weit die elastische Einspannung von der starren 
abweicht, hangt jeweils von den besonderen Umstanden abo 1st der 
Balken Z. B. durch eine Nietverbindung in einen andern Konstruk
tionsteil eingespannt, etwa in eine Saule, so kann das MaB der 
elastischen Einspannung vielfach unter gewissen Annahmen rechnerisch 
bestimmt werden; solche Faile sollen noch behandelt werden. Eine 
Einspannung in ein massives Widerlager auf unnachgiebigem Baugrund 
kann sich der starren Einspannung in hohem MaBe nahern .. Nur 
durch eine reiche Erfahrung vermag der Ingenieur in zweifelhaften 
Fallen daB MaB der Einspannung richtig einzuschatzen; im allge
meinen soIl man die negativen Momente eher etwas kleiner, die 
positiven Momente eher etwaB groBer alB die errechneten annehmen. 

b) GleichmaBig verteilte Belastung. 

Die Losungen gehen unmittelbar aus denen des Abschn. 17 a her-

A q "kg/m ]J .)Mr~-7JJ! 

iql iql t /' 
.... --------------l----------------J ' 

Abb.259. 

vor, wenn man an Stelle von P das Kraftelement q. dx einsetzt und 
iiber die Balkenlange integriert (Abb. 259). 

3 
A = 8 q.l, (34) 
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5 
B=sq·1, 

q·l2 
M =---r 8 • 

l 
xO =4' 

In einer beliebigen Entfernung x von A ist 

3 q ( Q=sq·1-qx=S 31-8x), 

3 q x· qx 
M=sq·1x- T=S(3l-4x), 

Q= 0 fur 

M=O fUr 

M 9 1° 
max = 128 q " 

3 
x=Sl, 

3 
x=41, 

fu"r 3 1 x=S· 

q l" 
Mmin = - 8 fUr x = 1. 
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(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

Der linke Teil des Balkens von A bis zum Momentennullpunkt 
hat die gleichen Querkriifte und Momente wie ein einfacher Balken 

von der Spannweite l' = ! 1 mit der Belastung q 1m. Das GroBt

moment tritt in der Mitte dieses Balkens auf mit 

q l" 9 
Mmax = 8 = 128 ql2. 

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB in der Wirklichkeit die 
positiven Momente im allgemeinen groBer, die negativen Momente 
kleiner sein werden als die (unter der Annahme fester Einspannung) 
errechneten Werte. 

Aufgaben: 
Leite die Gleiohungen fUr den Fall ab, 
1. daB eine gIeiohmiiBig verteilte Belastung die linke Halite des Balkens 

bedeokt, 
2. daB die gleiohmaBig verteilte Last den Balken von einer urn b vom 

linken Auflager entfernten Stelle bis zur Einspannung bedeokt, 
3. daB die gIeichmaBig verteilte Belastung die mittlere Halfte des Balkens 

bedeckt. 

18. Beiderseits eingespannter Balken. 

a) Belastung durch eine Einzellast (Abb.260). 

Auch dieser Fall ist in Kap. XII eingehend erortert. Es soIl hier 
nur das Wesentliche mit den gleichen Methoden behandelt werden 
wie in dem Abschn. 17. 

22* 
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/ Die schraffierte Fliiche ist die Momentenfliiche des Triigers, die 
~eder durch Vberlagerung der Momentenfliiche des statisch bestimm
ten Triigers und der Einspannmomente gewonnen wird. Die GroBe der 

Aus 2: 

Q-linie 

11 
Abb.260. 

Einspannmomente finden 
wir aus der Dberlegung, 
daB die Tangenten an die 
Punkte A und B der 
Biegelinie miteinanderden 
Winkel 0 einschlieBen und 
daB der Punkt A von der 
Tangente an die Biegelinie 
in B die Entfernung 0 hat. 
Es muB also 

1. der algebraische Wert 
der schraffierten Momen
tenfliiche nullwertig sein, 

2. das Moment der 
(schraffierten) Momenten
fliiche in bezug auf A 
den Wert Null haben. 

Aus 1: 

P·a·Z(Z-a) (Mt+Mr)Z 
2Z --2--

P.a(l- a) = (Mz + Mr)l. 

p.a~~a)3 + P. a2iZz- a) (3l- 2 a) = (~l + ~r) l2. 

Die Anflosung dieser beiden Gleichungen nach Mz und Mr ergibt 

Die Auflagerkriifte sind 

P·a2 (Z- a) 
Mz=- 12 , 

P·a (Z- a)2 
M-----

r - 12' 

(40) 

(41) 

A = P·a + Mr _ Ml = P·a2 (3l _ 2 a) (42) 
1 Z 1 18 • 

B = P(Z;:a) _ ~r + ~l = P(lz--:a)2 (l + 2 a). (43) 

Gl. (43) muB aus Gl. (42) durch Vertauschen von a gegen (l- a) 
hervorgehen., (Durch Ausnutzen solcher Beziehungen kommt. man 
hiiufig sehr rasch zu den gesuchten Losungen.) 

Das Moment' an irgendeinem Punkt ist 
links von der Last 

M = A. x + Mz = P;2a2 [X (3 11- 2 a) - (l - a)], (44) 
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rechts von der Last 

M - B x + M - P(l-a)2 [X'(l+2a) - '] 
-' r - l2 l a. (45) 

Die Momente verschwinden, wenn 

l(l-a) , 
x = 3l-2a =xo (46) 

bzw. 
, a·l , 

x = l+2a =xo . (47) 

Das Moment unter der Last betragt (durch Einsetzen von a = x 
in G1. (45)) 

2 P·a2 (l- a)2 
Mp= l3 • (48) 

Mp ist stets absolut groBer als das eine und kleiner als das andre 
Einspannmoment, mit der Ausnahme, wenn P in Balkenmitte steht. 
Dann sind aile drei Momente einander gleich. 

In einem beiderseits eingesp'annten, mit einer (wandern
den) Einzellast belasteten Balkenist das absolut groBte 
Moment stets ein Einspannmoment. (Dies gilt nicht fur ein 
System von mehreren Einzellasten.) Es tritt an dem Balken
ende auf, das der Einzellast am nachsten liegt. 

Die Querkraft an irgendeinem Punkt links von der Last ist 
Q = A, rechts von der Last Q =- B . Die Querkraft erreicht 
fur irgendeinen Punkt einen positiven bzw. negativen GroBtwert, 
wenn die Last unmittelbar rechts bzw. links von jenem Punkt steht. 

Durch Differentiieren der G1. (40) folgt, daB das Ein
spannmoment einen GroBtwert erreicht, wenn sich die Last 

l 
in der Entfernung "3 ,von dem betreffenden Balkenende be-

findet. Der Wert des groBtmoglichen negativen Momentes 
betragt 

4 
Mmin = - 27· P ,l. (49) 

Aus Gl. (48) ergibt sich, daB der groBtmogliche Wert des 
positiven Momentes erreicht wird, wenn sich die Last in 
Balkenmitte befindet, mit 

1 
Mmax = S-·p·Z, (50) 

d. h. es betragt die Halfte des fUr einen einfachen Balken geltenden 
Wertes. Dies Ergebnis folgt auch sofort aus der Bedingung, daB der 
algebraische Wert der Momentenflache Null ist. ' 

Das groBtmogliche negative Moment ist (vgl. oben) bei einem durch 
eine/Einzeilast belasteten, beiderseits eingespannten Balken um 18,5 % 

groBer als das groBtmogliche positive Moment. Man kann daher 
sagen, daB fUr solche Balken die negativen Momente von groBerer 
Bedeutung sind als die positiven. 
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b) Gleichmii.Big verteilte Belastung (Abb.261). 

Der algebraische Wert der Momentenflache muB Null sein, d. h. 
die Flache des Rechtecks und die der Parabel miissen mit entgegen
gesetztem Vorzeichen gleich sein: 

2 q l' 
M ·l= --l·-

r 3 8' 

q l' 
Mr= -12=MI =Mmin · (51) 

Das gro.Bte positive Moment tritt in Balkenmitte auf 
ql2 ql2 ql2 

Mmax = 8 - 12 = 24 . (52) 

Das Moment in einer Entfernung x von einem Auflager betragt 

M = q.x(l-x) _ ql2 
2 12 • 

Es verschwindet fiir 

x = xo = ~ (1- }~) = 0,203l. (53) 

6 
Der Balken ist auf eine Lange von etwa 10 seiner Spannweite 

4 
von positiven und auf eine Lange von etwa 10 seiner Spannweite 

von negativen Momenten beansprucht. 
Die Auflagerkriifte sind 

A=B=ql, 
2 

also die gleichen wie bei einem einfachen Balken. 

c) GleichmaBig verteilte Belastung wirkt nur auf einen Teil 
des Balkens (Abb. 262). 

Ersetzen wir in G1. (40) P durch q. dx' und a durch x', so er
halten wir den Wert von Mz infolge der im Abstand x' von B 
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wirkenden Last q. dx'. Durch Integration innerhalb der Grenzen 0 
und a erhalten wir den der Abb.262 entsprechenden Wert von Mz• 
Also 

q dx' 'X'2 (l- x') 
dMz = - l2 , 

a 

Mz=- ~Sx'2(l-x')dx'= -i2a;2(4l-3a). (54) 
o 

Entsprechend aus Gl. (41) 
a 

Mr = - l~ S x' (l- X')2 dx' = - i2a; (6l2 - 8la + 3 a2). (55) 
o 

Fiir a = l gehen Gl. (54) und (55) in Gt (51) iiber. 
Urn die groBte positive 

Querkraft bei einem be- M I k r ~ 

~:~::t:: P:rkt ci:~u ~~;:; tt-l--_-._""":-__ =:-r; -m_-t~.:=..c ___ -_-__ -_-_a-_-_-_-_-_-__ -_-_j"")Mr 
rechts von 0 bis zum 14--------------1----------- ____ ~B 
Auflager. (Abb.262)und er- Abb.263. 

halten aus Gl. (42) 
a 

Qmax = A = j. S (3l- 2 x') X'2 dx' = ~~: (2l- a). (56) 
o 

Fiir diese Belastung wird 
a 

B =.{. S (l- x')2 (l + 2 x') dx' = ~ ~ (2l3 - 2l a2 + a3). (57) 
o 

Fiir a = l wird 

wie zu erwarten. 
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Die Summe der Auflagerdriicke aus Gl. (56) und Gl. (57) ergibt 

A+B=q.a, 

wie es das Gleichgewicht verlangt. 
Um die groBte negative Querkraft an einem beliebigen Punkt a 

zu finden (Abb. 263), belaste man den Balkenteil links von O. Mit 
P= q.dx finden wiraus Gl. (413) 

qx2 

dQ= -13(3l-2x)dx, 

l-a 

Qmin = B = - fa f x2 (3l- 2 x) dx 
o 

= 2'~3 (l4 - 2 za a + 2 l a3 - a4). (58) 

Fiir a = 0 wird 
ql 

Qmln=2' 

wie zu erwarten. 

19. Gebrauch der EinfluIninien beim einfachen Balken fiir 
ein wanderndes System von Einzellasten. 

Hat man die EinfluBlinien fUr irgendeine Kraftwirkung (Querkraft. 
Moment, Auflagerdruck usw.) gefunden, so gibt die Ordinate an irgend

einem Punkt die Wirkung, die 'fl' P 11J:p.~, die an jenem Punkt ange-
I " brachte Einheitslast hervor-

1~ ~~p ruft. Wirkt eine Gruppe von 
Einzellasten auf den Trager, 

Abb. 264. so kaun die (betrachtete) Wir~ 
kung dadurch gefunden wer

den, daB man jede Last mit der zugehOrigen Ordinate der EinfluBlinie 
multipliziert und die Summe bildet. Angenommen, die EinfluBlinie 
bestehe aus zwei Geraden nach Abb. 264 und sei z. B. die EinfluB
linie des Momentes in O. Es sei weiterhin PI der 'auf den Balken
teil links von 0, Pr der auf den Balkenteil rechts von a wirkende 
Teil der Gesamtlast, so daB also in a selbst keine Kraftangreift. 
Wird nun das Lastensystem um dx nach links verschoben, so andert 
sich die Kraftwirkung, also hier das Moment in 0, um 

dMo = Pr·dx.tanfJ - Pl·dx·tana. 

Del' Zuwachsist'positiv, weun 

Pr ' tan fJ > Pl,tana 
oder 
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Dies ist das gleiche Ergebnis, das wir in Abschn. 9f, GI. (12) er
hielten. Die vorliegende Ableitung ist aber deshalb allgemeiner, weil 
wir das Ergebnis auf jede Kraftwirkung ubertragen konnen, deren 
EinfluBlinie aus zwei Geraden zusammengesetzt ist. Wir wollen das 
folgendermaBen aussprechen: 

1st die EinflulHinie eines Balkens AB fur irgendeine 
Kraftwirkung an einem Balkenpunkt C so beschaffen, daB sie 
von Null beiA undB in zweiGeraden mit dem Schnittpunkt in 
C steigt bzw. fallt, so hat die Kraftwirkung fur ein wanderndes 
System von Einzellasten bei der Laststellung den GroBtwert, 
die fiir C das GroBtmoment liefert. Es muB also eine Last in 
C angreifen derart, daB die mittlere Belastung des Teiles B a 
groBer als die mittlere Belastung des Teiles AB ist, wenn 
jene Last unmittelbar ne-
benCindemBalkenteilBC 
und umgekehrt, wenn die 
Last unmittelbar neben C 
in dem TeilAB angreift. 

Als Beispiel sei der von 
zwei Nebentragern auf einen 
Quertrager ubertragene Auf
lagerdruck genannt (Abb.· 
265). A C und C B seien zwei 

Abb.265. 

Nebentrager, die bei A, B und C auf Quertrager gelagert sind. 
Die EinfluBlinie der in C auf den Quertrager iibertragenen Kraft ist 
die Linie A cB. Sind die Nebentrager durch Nietverbindungen an 
den Steg des Quertragers angeschlossen, so hat auch, und zwar flir 
die Berechnung der Nietverbindungen, die von einem Nebentrager 
iibertragene GroBtlast Interesse. Der groBte Auflagerdruck C des 
Tragers B C tritt auf, wenn eine Schwerlast in C und moglichst viele 
schwere Lasten moglichst nahe bei C stehen. Entsprechendes gilt 
flir den Auflagerdruck C des Balkens A C. Der groBte Auflagerdruck 
P max' der gleichzeitig von A C und 
C B auf C ubertragen wird, ist nicht 
gleich der Summe der EinzelgroBt
drucke; er wird durch die gleiche Be
lastung erhalten, die fiir den Balken 
A B das GroBtmoment in C liefert. 

Handelt es sich z. B. urn eirie 
eingleisige Eisenbahnbriicke, deren 

Abb.266. 

Gleis symmetrisch zum Quertrager liegt, so ist der Quertrager fiir 
eine Belastung durch Eigengewicht und durch zwei symmetrische Lasten 
P max zu berechnen. Die Momentenlinie durch die Einzellasten ist in 
Abb. 266 dargestellt. Zwischen den Einzellasten ist das Moment konstant 
und fallt von da geradlinig zu den Auflagern. Handelt es sich um 
eine zweigleisige Briicke, so ist der Quertrager durch 4 Lasten P max 

und durch sein Eigengewicht zu belasten. 
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Es ist sowohl hinsichtlich der statisch bestimmten als, auch der 
statisch unbestimmten Systeme sehr wichtig, daB der Leser den In
halt dieses Kapitels beherrscht. Der Berechnung von Spannungen 
sowohl wie von Formanderungen geht die Bestimmung von Quer
kraften und Momenten voraus. 

Aufgaben. 
1. Wann ist bei indirekter Belastung das Biegungsmoment fiir einen Punkt 

zwischen zwei Quertragern absolut und algebraisch geringer als fUr den gleichen 
Punkt bei direkter Belastung? 

2. Bestimme Querkraft- und Momentenlinien eines einseitig fest ein
gespannten, andrerseits frei gelagerten Balkens mit gleichmaBig verteiIter Be
lastung, wobei 

a) diese von dem frei gelagerten Ende aus den Balken nur zum TeiI bedeckt, 
b) diese den Balken nur zum TeiI derart bedeckt, daB von beiden Lagern 

3,US der Balken eine gewisse Strecke lastfrei ist, 
c) zu der Belastung unter a) und b) noch jeweiIs eine Einzelkraft hinzu

kommt, 
d) diese den ganzen Balken bedeckt und an dem frei gelagerten Ende ein 

Moment angreift, 
e) auBer der Belastung-unter a) noch ein Moment am frei gelagerten Ende 

angreift, 
f) auBer der Belastung unter b) noch ein Moment am frei gelagerten Ende 

angreift, 
g) in den Lastfalien d), e), f) noch jeweiIs eine Einzelkraft hinzukommt. 

3. Leite Gl. (2) und (3) aus den 
EinfluBlinien abo 

4. Das Gr6Btmoment eines 
gleichmaBig belasteten Balkens be
trage in der Mitte 10 000 mkg. Wie 
groB sind die Gr6Btmomente an 

:5 I:! l l l 
~ ~ den urn ""4' 6' 8" vom Auflager 

~======~~~fi~~F=~ entfernten Balkenpunkten? (Kopf
rechnen!) 

5. Das Gr6Btmoment eines 20m 
gespannten gleichmaBig belasteten 
Balkens betrage in einer Entfernung 

Abb.267. 6 m vom linken Auflager 12000 
mkg. Wie groB sind die Gr6Bt

momente in Entfernungen 2 m und 4 m vom Auflager? (Kopfrechnen!) 
6. Bestimme die Scheitelpunkte der Parabeln c f' e und e' f" c/ in Abb. 23l. 
7. Leite Gl. (34), (35), (36) unmittelbar unter Benutzung der Momenten

flachen abo 
8. Bestimme den geometrischen Ort alier Punkte b in Abb. 248. 
9. Ein einfacher Balken von 30 m Spannweite sei ungleichmaBig belastet 

derart, daB die Lastlinie von Null in beiden Auflagern auf 2000 kg/m in dem 
um 10 m vom linkenAuflager entfernten Punkt ansteigt. Bestimme das Gr6Bt
moment. 

10. Bestimme Querkraft- und Momentenlinien und Qmax und Mmax fiir den 
Lastfali nach Abb. 267. 
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XII. Formandernngen des einfachen geraden 
Balkens bei reiner Biegung. 

1. Allgemeines. 
Die grundlegenden Beziehungen sind in Kap. X erortert. Wir 

hatten dort mehrere Methoden zur Bestimmung von Durchbiegung 
und N eigung der BiegeIinie unterschieden: 

a) Durchbiegungen. 

a) Wir gehen von der Differentialgleichung der elastischen Linie aus 

d 2 y M dx. = + liJ-:J' (1) 

Die zweimalige Integration liefert die Durchbiegungen, wobei die 
Integrationskonstanten den Randbedingungen entsprechend zu be
stimmen sind. 

/tf-Unie 

Abb.268. 

fJ) Bezeichnet man (Abb. 268) mit ~ die Entfernung eines Punktes D 
der Biegelinie gegen die Tangente im Punkte C, 

mit x die Entfernung eines beliebigen Punktes zwischen C und D 
von D, 

mit M wie in Gl. (1) die Momentenfunktion· fUr die Belastung, fiir 
die die Durchbiegung des Balkens gesucht wird, so ist 

o 
~ =fM.X.dX 

E·J 
D 

(vgl. Satz II, Kap. X, Abschn. 16). 

r) Die Arbeitsgleichung ergibt 
I 

~ =f Mo·M'.dx 
E·J ' 

o 

worin ~ die gesuchte Durchbiegung an irgendeinem Punkt, 

(2) 

(3) 

Mo die Momentenfunktion infolge der Belastung, fiir die die Durch
biegung gesucht wird, 
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M' die Momentenfunktion infolge einer Last Eins, in Richtung 
und am Ort der gesuchten Durchbiegung· wirkend, bedeutet. 

b) Die N eigung der Biegungslinie kann gefunden werden 

a) durch einmalige Integration der G1. (1), 
fJ) naoh Satz I, Kap. X, Abschn. 16, 
r) durch die Arbeitsgleichung 

l -5 Mo·M'·dx 
a- E.J ' (3 a) 

o 
worin 

Mo die gleiche Bedeutung hat wie unter a, r, 
M' die Momentenfunktion infolge eines Kraftepaares Eins bedeutet, 

das in Richtung und am Ort der gesuchten Verdrehung wirkt. 
Praktisch angewendet wird jede der hier angefiihrten Methoden. 

Welche Methode jeweils am bequemsten zum Ziele fiihrt,kann nicht 
allgemein, sondern muB von Fall zu Fall entschieden werden. 

1m folgenden sollen Verdrehung und Durchbiegung fiir die haufig
sten Belastungs- und LagerungsfiiUe des auf zwei Stiitzen gelagerten 
Balkens und des Freitragers untersucht werden. 1m allgemeinen werden 
wir erst die Methode anwenden, die mit der Momentenflache als Belastung 
arbeitet, da diese meist zu einer sehr einfachen Rechnung fiihrt. Die 
Biegungslinie soli immer zeichnerisch dargestellt werden, urn beziig
lich des V orzeichens kein MiBversilindnis aufkommen zu lassen. 

Weiter werden dann die anderen Methoden gezeigt, um dem Leser 
die Moglichkeit des Vergleiches zu geben. 

Fiir indirekte Belastung wird es vielfach geniigen, die Ergebnisse 
der direkten Belastung zu iibernehmen (in bezug auf die Formande
rungen!). Die genaue Rechnung macht natiirlich keine Schwierig
keiten, da der EinfluB von Einzellasten auch erortert wird. 

2. Freitrager. 

a) Einzellast am freien Ende. (Abb. 269.) 

Verdrehung in einer Entfernung x vom Auflager 

Flache ar-Jbi(i! 
a= E.J 

fP·x(2Z-x) 
2E·J 

Durchbiegung in einer Entfernung x vom Auflager 

(4) 

(j = Moment der Flache Iibf7(i7 in bezug auf b = p. x2 (3 Z - x) (5) 
E·J 6E·J 

Verdrehung des freit)n Endes 

(6) 



Freitrager. 

Durohbiegung des freien Endes 

Verwendet man die 
G1. (3) und (3 a), so folgt 
fiir das freie Ende 

Mo = - P(l- x), 
M' = - (l- x) 

in G1. (3), 
bzw. 

M' = -1 in GI.(3a) 
I -f P(l-x) dx -

tXl - E.J -
o P.12 

= 2E·J' 
I -" _f P (1-X)2. d X = 

U1 - E·J 
o P.13 

3E·J 

P·13 
<51 = 3E·J" 

R-linii! 

R-fiifcne 

~~------------~----~~ 

Abb.269. 

fiir einen beliebigen Punkt bl im Abstand Xl vom Auflage~ 

Mo = - P (l - x) 
. b 

M' = - (Xl - x) \ 
in G1. (3) 

a 
c 

M'=O\ 
bl I bL 

M'=-lj 
in G1. (3 a) ca. 

M'=O\ 
b, 

Damit wird 

(vg1. G1. (4)) 
I x, -f-f P(l-x) dx _ p·x, (21- Xl) 

tX- - E.J - 2E.J ' 
o 0 

I x, 

(vgl. Gl. (5)) <5-f-f P(l-x) (xl-x)dx _p.XI 2(31-xl) 
- - E·J - 6E·J . 

o 0 

349 

(7) 

Naoh G1. (2) wird die Durohbiegung des freien Endes, wenn X die 
Entfernung von dem freien Ende bedeutet, 

I I 

<5 =f M·x·dx =f Px2 dx = P13 
1 E.J E.J 3E·J" 

o 0 
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Nach G1. (1) wird mit dem Koordinatenursprung an der Einspann-
stelle, x positiv nach rechts, y positiv nach unten: 

d 2 y M P(l-x) 
dx2 - E·J ~, 

dy P·lx Px' 
dX = E.J - 2E.J+ 01 , 

Randbedingung: Fur x = 0 ist ~~ = 0, also 0 1 = 0, 

~~ = P.x2(~~:;x) (vg1. G1. (4)) 

P.lx2 p·x3 

Y= 2E.J- 6E.J+ O'J' 

Randbedingung: Flir x = 0 ist Y = 0, also O2 = 0, 
Px2 (31- x) 

Y = --6 E--:Y- (vg1. G1. (5)). 

b) Einzellast an beliebiger Stelle. 

Die Verdrehung und die Durchbiegung an der Stelle des Kraft
angriffs sind die gleichen wie fUr das freie Ende eines Ersatzbalkens, 
dessen Spannweite gleich der Entfernung der Last von der Einspann
stelle ist. Von jenem Punkt ab verlauft die Biegungslinie geradlinig. 
1st also a die Entfernung des Kraftangriffs von der EinspannstelIe, 
so ist die 

Verdrehung an der Laststelle und am freien Ende 

P·a2 

a =a1 = 2E.J' 

Durchbiegung an der Laststelle 
P·a3 

~ = 3E·J' 

Durchbiegung an dem freien Ende 

~. ~ + (l _ ) = p. as (3 1- a) 
1 a a 6E.J· 

c) Eine Gruppe von Einzellasten. 

(8) 

(9) 

(10) 

Man summiert die Wirkungen jeder Einzelkraft (Superpositions
prinzip). 

d) GleichmaBig verteilte Belastung. 

1. Die Belastung wirke liber die ganze Lange des Tragers. (Abb.270.) 
Die Momentenflache bzw. das Moment der Momentenflache ergibt 

Verdrehung an irgendeinem Punkt 

q[13-(1-x)3] q(31"x-31x2 +x3) (11) 
a= 6E.J = 6E.J ' 



Freitrager. 

Verdrehung an dem freien Ende . 
q l8 

~l=SE.J' 

I 
I 

qL , 

t--.~a------~--~~~-=~~c 
, 

_~2 
, 

Abb.270. 

Durchbiegung an einem beIiebigen Punkt 

!5=sj.J[l3(X- !)+(l_X)3C~X)J 

851 

(12) 

= -q- (6l 9 x 9 - 4lx3 + x"') (13) 
24E·J ' 

Durchbiegung am freien Ende 
q l4 

!51 =SE.J" (14) 

Fur <las freie Ende aUB Gl. (3) und (3 a): 
M __ q(l-X)2 
0- 2' 

M' = - (l- x) (G!. (3)), 

M'= -1 (Gl.(3a)), 
Z 

N =f q(l-X)2 dX = ~ 
""1 2E.J SE.J (vgl. Gt (12)), 

o 
l 

.i =f Q(l-X)3 dx = Ql". ( 1 GI (14)) 
u1 2E.J SE.J vg.. . 

o 
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Aus Gl. (1) mit dem Ursprung in dem Einspannende, x nach rechts 
und y nach unten positiv: 

d"y M q(l-x)" 
dx~= - E·J= 2E·J ' 

- dy _ q(1-x)3 + 0 
/IX - - -6-E.J l' 

F ·· 0 . t dy 0 I ur X= IS"dX= ,aso 

Damit wird 
dy 
'dx 

q [P - (1 - x) 3] 
6E·J 

(vgl. Gl. (11)), 

q13 x q(1-x)4 
Y=6E.J+ 24E.J+O~. 

Fur x = 0 ist Y = 0, also 

Damit wird 

Y = 24~.J[6l2X2 - 4lx 3 + X4] (vgl. Gl. (13)). 

Der Punkt e, wo die Tangente an die elastische Linie im End-" 
punkt die Balkenachse schneidet, ist bestimmt durch . 

<'l1 u1 = tanu1 = -==-, Be 

ec=~=~l. 
1X, 4 (15 ) 

------------------l-------------------

c 

Abb.271. 

2. Die' Belastung wirke nur auf einen Teil des Tragers, und zwar 
3uf der Strecke (l-a) vom freien Enge abo (Abb. 271.) 
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q (1 9 _ as) 
Es ist dann das Einspannmoment M = - 2 und das Moment 

q(1-a)9 
an der linken Belastungsgrenze M = - 2 . 

Die Momentenlinie ist von dem freien Ende c bis zur linken 
Belastungsgrenze eine Parabel mit dem Soheitel in c, von b' bis a' 
eine Gerade. 

Untel' Ben:utzung del' Satze von del' Momentenflii,ohe und dem 
Momente der Momentenflaohe wird 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

Aufgabe: Bestimme Verdrehung und Durchbiegung fiir einen beliebigen 
Punkt innerhalb a b und bc des Balkens der Abb. 271. 

Bemerkung: Fiir a'= 0 ergeben Gl. (17) und (19) die Gl. (12) und (14), also 
den Fall gleichmaBig verteilter Belastung iiber den ganzen Trager; fiir a =1- dx, 
also fiir den Fall einer Einzellast q.dx am Ende, gehen die Gl. (16) und (18) in 
die Gl. (6) und (7) mit P = q dx iiber, wobei die Glieder von der h5heren Ord
nung klein vernachlassigt werden. 

. Wirkt die gleichmaBig verteilte Belastung nicht bis zum freien Ende, so 
kann man wieder einen Ersatzbalken einfiihren, dessen Spannweite der GroBe 1 
in Abb. 271 entspricht und von der Einspannstelle bis zur auBeren Belastungs
grenze reicht; von diesem Punkt bis zum freien Ende verlauft die Biegelinie 
geradlinig. 

e) Am fl'eien Ende wirkt ein Kraftepaal' mit dem 
Moment MI' 

-- - ------- --- ----l----- ----- - --- ----

O~--~~~~~~--~.-----~'~ , , 
q; 

I 
I 

_L_ 
M'~ 

1 

/'------:~} ---.11 
M-Linie 

Abb.272. 

Der Dl'ehsinn des Momentes sei del' naoh Abb. 272. Aus der 
Momentenflii,ohe und dem Moment der Momentenflaohe ergibt sioh 

Swain-MehmeI, Festigkeitslehre. 23 



354 Formanderungen des einfaohen geraden Balkens bei reiner Biegung. 

Aus 01. (1) folgt 

M1 ·x 
a= E.J' 

M1·l 
a l = E·J ' 

15 = M1 'X 2 

2E·J' 
M1 ·l2 

151 =2E7' 

d2 y Ml 
dX2 = }jJ-:-j , 

3JL= M1·x+ ° . 
dx E.J l' 

01 = 0 (vgl. oben) , 
M. ·x 2 

Y= 2E.J + °2; 
0i = 0 (vgl. oben). 

f) Das Kraftepaar Ml wirkt an einem beliebigen 
Tragerpunkt. 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

V g1. hierzu Abschn. 2 b. Von dem Angriffspunkt des Kraftepaares 
bis zum freien Ende verlauft die Biegelinie geradlinig. 

Aufgaben: Bestimme Verdrehung und Durohbiegung des freien Endes fiir 
gleiohmiiBig verteilte, jedooh nioht tiber die ganze Lange wirkende Belastung 
und ein Moment an beIiebigem Punkt angreifend. 

Das gleiohe fiir ein Moment und eine Einzellast, beide an beIiebigen Pnnkten 
angreifend. 

3. Balken auf zwei Stiitzen mit direkter Belastung. 
a) Einzellast in der Mitte. (Abb. (273). 

Aus den Satzen von der Momentenfiache ergibt sich: 

c' 

b' b 
- -- -- -- -- --- --- ------[--- - --- - - -------- --

Abb.273. 

Verdrehung am Ende 
Flaohe a:tiC 

az= E·J 
p.l2 

= 16E·J' 
(24) 
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Verdrehung bei 0 
Flache b(;C'b' 

lX = E.J 

Verdrehung in der Mitte 
lX1 =O, 

Durchbiegung in der Mitte 

355 

(25) 

~ _ Moment der Flache iibC in bezug auf a __ ~ l~ (26) 
1 - E.J - 48E.J' 

Durchbiegung bei 0 

~ = ~ _ Mom. der Flache bCc'b' in bezug auf b' = p·x (3l 2 - 4 x 2) • (27) 
1 E.J 48E·J 

A ufgabe: Leite die Gl. (24) bis (27) 
mit Hilfe der Arbeitsgleichung und der 
Differentialgleichung. der Biegelinie her. 

b) Mit einer Einzellast an 
beliebiger Stelle. 

(Abb. 274.) 

Die Last greife rechts von Bal
kenmitte an. In dies em Fall ver
lauft die Tangente an die Biege
linie nicht in der Balkenmitte oder 
unter der Last horizontal zur ur
spriinglichen Balkenachse, sondern 
an einem Punkt D, der dadurch 
bestimmt ist, daB das Moment der 
Flache add' in bezug auf adem 
Moment der Flache b d d' g' in bezug 
auf b gleich ist; da 

dd' P Xo = ·a· E , 

so findet man Xo aus der Beziehung 

Xo~t = (Mom. von FI. a e b - Mom. 
von Fl. eg'b - Mom. von 
FI. add') in bezug auf b 

= at - a6
3 

- x~ t (l - -} xo) , 

woraus 

Xo = Vl2~ a 2
• (28) 

Pa 

--- ..... 
"-

" , , 

at-------xo------~ I d ----------1-8-1 -
/ 

/ 
./ .... 

./ 

n ---

f-:_--

Abb.274. 

! 
I 

~q-8) 
I ' 
I 
I 

f 

Diese Loslmg kann zeichnerisch leicht wie folgt dargestellt werden: 
23* 
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Man mache 
am=l-a, 

_ l+a 
an =-3-' 

sohlage einen Halbkreis mit m n als Durohmesser, der die Balkenaohse 
bei dem gesuohten Punkt d sohneidet. 

Mit a = -~ wird Xo = ; , me erforderlioh. 

Hat man den Punkt, an dem die Biegelinie eine horizontale 
Tangente hat, so erhalt man leioht 

-- p.x 2· a P.a(12- a2) 
E·J·(Xz = Flaohe add' = -.ft:- = 61 (29) 

E·J·(Xr = Flaohe dd'g'b = P.a(I-6a;(21-a) • (30) 

Gl. (29) und Gl. (30) gehen in Gl. (24) iiber mit a = ; . 

1st, me oben angenommen, a < ;, daDn ist (Xr > (Xl' d. h. die Nei

gung der Biegelinie ist an dem der Last zunaohst gelegenen Balken
ende am gr6Bten. 

Die Neigungen (xz und (Xr an den Balkenenden k6nnen auoh .Ieioht 
me folgt gefunden werden: 

E·J·b f= E·J·(Xz·l = Moment der Fliiohe ag'b in bezug auf b 

= Mom. von Fl. aeb - Mom. von Fl. g' eb, 

also 

(29) 

Die Gleiohung fiir (Xr erhalt man duroh Einsetzen von (l - a) 
£iir a: ~ 

E .J. _ fP(I-a) a (21-a) 
txr - - 61 • (30) 

Weiterhin ergibt sioh: 
Die gr6Bte Durohbiegung bei d 

~ = Mom. von Fl. addlhi. bezug auf a 
max E.J ' 

s 
E.J.~ = P.a·xo3 = P·a (12_a 2)T 

m~ 31 31 3 . (31) 

Die Durohbiegung unter der Last 

~ Mom. von Fl. i?b in bezug auf g 
p=txr·a- E·J ' 

E.J.~p = p.a2~II-a)2 (32) 
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An einem beliebigen Punkt innerhalb aund g, urn. x von a ent
ferut, ist 

die Verdrehung 
Momentenflaohe von a bis x 

a=al - E·J 

also 

Durchbiegung 

.l< Mom. der Momentenflaohe von a bis x in bezug auf x 
u=al·x- E·J ' 

also 
P.a,x(2 Q Q) E·J·<5 = -6-1- l - a" - X" • 

FUr Balkenmitte gilt 

E.J.ac = ~~~ (l2 - 4a 2), 

E.J.<5c = ~; (3l 2 - 4a2). 

Fur einen beliebigen Punkt zwischen b und g, urn. x' von b 
ferut, ist 

also 

die Verdrehung 

a'= a 
r 

Momentenflaohe von b bis x' 
E·j 

E.J.c/ = P(1-a)(2 al- a2 - 3 X'2) 
61 ' 

die Durchbiegung 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

ent-

(37) 

<5' _ I Mom. der Momentenflaohe von b bis x' in bezug auf x' 
- a,,.' x - E.J ' 

also 

(38) 

Diese Gleichungen gelten also jeweils fUr den Balkenteil links bzw. 
rechts von der Last, wobei die Stellung der Last beliebig ist. 

FUr X -'- l - a und x' = a werden a und a' absolut gleich mit 
verschiedenem Vorzeichen, wie zu erwarten; ferner wird <5 = <5' = <5p . 

Am Punkt der groBten Durchbiegung ist die Tangente an die 
~iegelinie horizontal, d. h. a = O. Dies geht auch aus Gl. (33) hervor, 
wenn darin der Wert von Xo fur x eingesetzt wird. 

Die Verdrehung unter der Last findet man, wenn man in Gl. (33) 
x = l- a oder, in Gl. (37) x' = a einsetzt. Die Ergebnisse sind wieder 
absolut gleich mit verschiedenem Vorzeichen. Die Tangente in jenem 
Punkt der Biegelinie ist stets so gerichtet, daB sie zur Balkenmitte 
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zu faUt. Der Wert der N eigung ist bestimmt durch 

E.J.o:p = P·a (l-:~(l-2a)~. (39) 

Wird Gl. (1) benutzt, so muB jeweils innerhalb zweier Intervalle 
integriert werden, namlich innerhalb A G und G B, weil in G die 
N eigung der Momentenfunktion unstetig ist. Die Integrationskon
stant~n sind durch die Randbedingungen bzw. Dbergangsbedingungen 
bestimmt, daB y an den Auflagern Null ist, ferner daB Neigung und 
Durchbiegung in G fUr beide Balkenteile absolut gleich sind. (1m 
ganzen also 4 Bedingungen fiiI 4 Integrationskonstanten.) 

Der Leser fUhre die Rechnung aus und vergleiche die Ergebnisse 
mit den oben mitgeteilten. 

Gl. (28) bestimmt den Punkt, wo die Biegelinie eine horizontale 
Tangente besitzt. Es ist von Interesse, das Verhiiltnis der Entfernung 
jenes Punktes von Balkenmitte zur halben Spannweite zu bestimmen. 
Es ist 

1 
xO - 2 2 Xo 2 /-l"--a" 

v=-l~-=-T ~ l=T~ -3~-1. 
2 

Fur a = ° erreicht das Verhiiltnis seinen GroBtwert mit 

Abb.275. 

2 
v = -= - 1 = 0,153 

~3 

d. h. der Punkt der groBten Durch
biegung kann nie weiter als 
0,076 l von Balkenmitte entfernt 
sein, so daB es im allgemeinen 
praktisch genugen wird, ihn in 
Balkenmitte anzunehmen. 

c) GleichmiiBig verteilte 
Belastung. 
(Abb.275.) 

Aus den Siitzen von der Mo'
mentenfliiche ergibt sich 

Verdrehung am Widerlager 

Flache a be 
{Xl= E.J 

q l" 1 2 q 13 
E·J·{X =-.-.--=-

l 823 24' 

Verdrehung in einer Entfernung x vom Auflager 

Flache bee' b' 
{X=- E.J 
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E.J.C(, = q.x(l-x) (~_ x) +~q(l-2X)9(~ _ x) 
2 2 382 

= q (l ;42 x) (Z 2 + 2 l x - 2 x 2) = 2~ (l3 - 6 l x 2 + 4 x 3). (41) 

GroBte Durchbiegung (in der Mitte) 

Mom. der Flache iib"e in bezug auf a 
(11 = E.J 

5 
.'. E· J. (11 = 384· q l4 • (42) 

Durchbiegung an irgendeinem Punkt in der Entfernung x von a 

(I = (I _ Mom. von Fl. bCC'b' in bezug auf b' 
1 E.J ' 

:.E.J./j = q.x~4-X) (l2 + lx - x 2 ). (43) 

Bei Benutzung von G1. (1) erhalten wir mit unsern ublichen Be
zeichnungen 

d2 Y M q x (l- x) 
dx 2 = - }ff.J = - 2 E· J ' 

dy q (lX2 X3 ) 

a:;; = - E.J 4-6 +°1· 
F ·· l. d dy ur x = 2 WIT dx = 0, also 

ql3 °1 = 24E.J' 

... :~ = 24~.J(l- 2 x)(l2 + 2lx -- 2 X2), vg1. G1. (41), 

Y = 24~.J(l3x - 2lx3 + x 4 ) + 02' 

FUr x = 0 wird Y = 0, damit 02 = 0; also entspricht die Gleichung 
fUr y der G1. (43). 

d) Gleichmii.Big verteilte Belastung, die nur auf ,einen Teil 
des Balkens wirkt. (Abb.276.) 

Die im folgenden benutzte Methode geht von den fur eine Einzel
last abgeleiteten Gleichungen 
aus, wobei P = q. dx gesetzt 
und integriert wird. 

G1. (33) liefert die Neigung 
an irgendeinem Punkt links von 
einer Einzellast, die im Ab
stand a vom rechten Auflager 
angreift. Um also fUr irgend

Abb.276. 

einen links von der Belastung gelegenen Punkt die N eigung der Biege-
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Iinie zu finden, fiihren wir a ala Veranderliohe ein und maohen 
P=q·i!,a: 

c 

I q.a.da 
E·J·i!,a =-6-1-(Z'J- a'J-3 x 'J), 

/I 

c a. 

.·.E.J.al = ilJ(Z' a - as - 3x'a)da 
/I III 

(x wird bei der Integration natiirlioh als Kon
stante behandelt) 

= q (as:2~ alB) (Z2 _ 3 x' _ ass ~ a lS). (44) 

Die Tangente an die BiegeIinie ist innerhalb der Grenzen a und () 
zur Balkenmitte abwiirts geneigt. 

.A. 

FUr die Durohbiegung im gleiohen Intervall gilt aus Gl. (34) 
a. 

E·J·t5 = ~~J(Z2a - as - x 2 .a)i!,a 

Abb.277. 

/I. 

= q x (agS - alS) (Z' _ ,_ a s9+a.S) (45) 
121 x 2· 

FUr irgendeinen Punkt reohts 
von der Belastung ergibt Gl. (44) 
die N eigung der BiegeIinie duroh 
Vertauschen von a, und al duroh 
(l - al) und (l- a\l)' wobei x die Ent
fernung des betrachteten Punktes 
vom reohten AufIager ist. Die Tan
gente ist in diesem Intervall eben
falls zur Balkenmitte abwartsgeneigt; 

Gl. (45), in der gleiohen Weise 
verandert, ergibt die Durohbiegung 
in jenem Intervall. 

Verdrehung und Durchbiegung 
in c erhalt man aus Gl. (44) und 
(45) mit x = l- a, 

E.J.a = q.(agS-a.2) (12l.a -4l'-7a 2 -a 2) 
c 241 2 \I l' 

(46) 

(47) E.J.t5 = q(l-as)(as2-al2) (4l.a _3 a 'J_ a 'J) 
c 241 '4 2 l· 

Verdrehung und Durchbiegung in e erhalt man, wenn man in den 
Gl. (46) und (47) die GraBen al und a2 durch (l- a2 ) und (l- al) 
vertausoht; es wird 

E·J· a. = 2!1 (a2 - a1)(2l- a\l -al )[2Z(a, + al) --'- 7 a1'J - a\l2] , (48) 

E.J.t5. = ~~i (a'J - al )(2l - a, - al )[2l(a'J + al) - 3 a12 - a\lll]. (49) 
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Fiir irgendeinen Punkt f zwischen e und e erhiUt man nach 
Abb. 277 

E·J·(Xt = E·J·(Xc - Fliiche ee' ff'· 
Die Flache kann durch Integration bestimmt werden, wobei z die 

Variable sei. 

Z, 

.. Flache ee' ff' = f [A (b. + z) - q tJ dz 
o 

A (b + Z,)2 A. b2 q'Z,3 
2 --2---6-' 

Setzen wir den Wert der linken Lagerreaktion ein 

A- q(a22 -a/) 
- 2l ' 

so wird mit Zl = x - b = x - l + a2 unter Benutzung des Wertes 
fiir (Xc aus G1. (46) 

E.J.(X = q(ag2-a12)(2l2 -a 2 -a 2 - 6x 2) + !l(x-l+a)3 (50) t 24l 2 1 6 2 • 

Entsprechend findet man die Durchbiegung an irgendeinem Punkt f 
zwischen e und e 

E.J.bt = E·J·bc + E·J·(Xc·Zl -- Mom. der Flache ee' {'fin bezug f. 
Das letzte Glied lautet 

Z, 

f A'Z2 qz< 
Mdz(Zl-Z)=T(Zl+ 3b)- 2~' (51) 

o 

Setzen wir fiir A, zl' (Xc und bc die entsprechenden Werte ein, 
so erhalt man 

E·J·"f= it [(x-l+a2 )4 + X(a22-;a,2)(2l2 - 2X2 - a22 - a12)]. (52) 

Fur Vollbelastung, also fiir a2 = lund a l = 0 gehen die G1. (50) 
und G1. (52) in (41) und (43) iiber. 

Die groBte Durchbiegung erhalten wir durch Differentiieren der 
G1. (52) nach x. Fallt der Punkt zwischen e und e, so ist die Rech
nung giiltig; fallt der Punkt links von c, so ist die Rechnung un
giiltig und muE unter Beniitzung von G1. (45) wiederholt werden. 
Die Durchfiihrung ist zeitraubend, man kommt haufig durch Probieren 
schneller zum Zie1. 

Das Prinzip von der Gegenseitigkeit der Formanderungen (vgl. 
Kap. X, Abschn.19) ist oft mit Vorteil zu benutzen. Die Durchbie
gung in der Mitte infolge einer Einzellast P im Punkt G (Abb. 274) 
ist gleich der Durchbiegung im Punkte G durch die in der Mitte wir
kende Einzellast P. Dies geht auch aus den G1. (27) und (36) hervor. 
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e) Fur mehrere Einzellasten. 

Es werden die Wirkungen jeder Einzellast bestimmt und summiert. 
Haufig kann man hierbei mit Vorteil das Prinzip von der Gegen
seitigkeit der Formanderungen anwenden. 

f) Zwei symmetrische Einzellasten. (Abb. 278.) 

Dieser Fall kommt sehr haufig vor, z. B. bei Quertragern einer 
eingleisigen Eisenbahnbruck~. 

Aus den Satzen von der Momentenflache fulgt sofort 
Verdrehung bei 0: IXc = 0, 
Durchbiegung bei 0 

'II ~~~ 

(je = E.J· (Moment der Mom.-Flache iiber A 0 in bezug auf A) . 

. '. E.J.(jc = P·a [;2 + ~ (a+ !)]. (53) 

p p 

~ ~ - - ~- h -- - ~ ~ ~ - - -

Abb,278. 

E·Jfache Verdrehung an einem 
Punkt F zwischen G und 0 

E.J'lXr = P·a·z. (54) 

E . J fache Verdrehung an dem 
Punkt G 

P·a·b 
E.J'lXg = ~2-' (55) 

E . J fache Verdrehung am Auf
lager 

P·a ) E·J·(Xl = T(b+a. (56) 

E· J fache Verdrehung an einem 
Punkt E zwischen A und G 

P·a·z 2 

E·J·(j = E·J·(j ---r c 2 

(57) 

(58) 

(59) P·ab 2 

E·J·(j = E·J·(j - --. 
9 . c 8 

p·x" 
E·J·(j = E·J·IX·x ----

e 1 6 

p·x ) 
= -6- [3 a(b + a - X2]. (60) 

Anfgabe: Es sind die Gleichungen (53) bis (60) aus der Differentialgleichung 
der Biegelinie abzuleiten. 
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g) Belastung durch ein (negatives) Moment an" einem 
Auflager. (Abb. 279.) 

Das Moment wirkt am rechten Auflager. 

It I . {r 
j...----x-- __ oj II 
h- -- ----- -r-------z- ---- --- ---1 

a b-, 
k 

I 

-± 
I e 

[Vituj:-::J _ 
r "~ 

Abb.279. 

363 

Die elastische Linie hat an einem Punkt b eine horizontale Tan
gente, dessen Lage dadurch bestimmt ist, daB das Moment der Mo-
mentenflliche abc in bezug auf a gleich ist dem Moment der Flache 
bee d in bezug auf d, oder 

(61) 

(62) 

wobei die Tangente von links nach rechts 
Abbildung Grsichtlich. 

ansteigt, wie auch aus der 

Fur irgendeinen Punkt 
gilt x < xo 

E.J.(X = Mr·l_ Mr·x2 = _Mr (l2-3x2) 
6 2l 6l ' 

von links nach rechts steigend. 

(63) 

Fur irgendeinen Punkt x > Xo gilt Gl. (63) mit umgekehrtem Vor
zeichen, oder 

E·J·(X = :; (3x 2 -l 2 ). (63a) 

E·J·(Xr = .LWS·l (64) 

Die groBte Durchbiegung tritt bei x = Xo auf 

E.J.!l =M"xo ._xQ..2xo = Mr ·l2 (65) 
U max l 2 3 9 (3 . 

Fur irgendeinen Punkt x ~ Xo 

E. J. b :- E.J.{X .x - Mr·x • ~~ = -!fr' x (Z2 - x 2 ) (66) 
1 l 2·3 6l • 
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Benutzt nun Gl. (1) mit dem Koordinatenursprung in a, wobei x 
positiv nach rechts, y positiv nach oben gerechnet wird, so erhiilt man 

d 2 y M Mr·x 
dx 2 E·J - 1.E.J' 

dy Mr ·x2 

E·J· dx = - ---zl2 + 01 , 

E.J.y = - Mr ·x3 + 0 .x+ 0 
6.1 1 2· 

Fiir x = ° ist Y = 0, also O2 = o. 
F ·· l . t 0 I 0 Mr·1 ur X= IS y= ,aso 1=-6- • 

F .. 1 
urx<VS 

F .. 1 
urx>-= 

V3 

. ·.E.J.:; = ~". (l2-3 x 2) vgl. G1. (63), 

E.J.y = ~/ (l2_ X2) vg1. G1. (66), 

:; = ° fiir x = V~ vg1. G1. (61). 

. dy .t' 
1St d x POSl IV. 

ist :; negativ. 

Ymax tritt auf bei x = ~ ; 
V3 

- () - M r ·12 1 Gl (65) 
Ymax - max - 9 V 3 E. J vg. . . 

Die Bestimmung der Formanderungen ist oft am einfachsten bei 
Benutzung von G1. (1). Es haftet jedoch der Methode wie vielen 
mathematischen Prozessen der N achteil der geringen mechanischen 
Anschaulichkeit an. 

Das Moment wirkt am linken Auflager. (Abb.280.) 
Die Gleichungen gehen un-

c::~:::o;"' denM~~ (61) b;, M',~ r-m~Miz 
E·J·(tz = ~. (64a) =-

~·l 
E·J·(tr = -6-' (62a) . Abb.280. 

Die Tangente an die Biegelinie ist horizontal bei 
1 

Xl = fS. (6la) 

Unter Beachtung des Vorzeichens gilt, wenn X vom rechten Auf
lager ab gerechnet wird, 

E. J.(t = :;- (l2 - 3 x 2 ). (63b) 
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Mit x > ~ wird a negativ, d. h. die Tangente steigt von links 
Y3 

naeh reehts. 
An irgendeinem Punkt des Balkens gilt 

E.J.·~ = ~·tl (l2_ X2). (66a) 

h) Ein KrMtepaar (Moment) greift an einem beliebigen 
Punkt des Balkens an. (Abb. 281.) 

Vgl. hierzu Kap. XI, Absehnitt 2. 1m idealen Faile des punkt
bzw. linieriformigen Kraftan
griffs hat die Momentenlinie 
.an dem Punkt, wo das auBere 
Moment angreift, eine Un
stetigkeit. Links von jenem 
Punkt wirken an dem Balken 
naeh Abb. 281 negative (die 
<lberen Fasern werden ge
zogen), reehts davon positive 
Momente (die oberen Fasern 
werden gedrliekt). 

Die Aufgabe wird mit der 
Differentialgleiehung der ela
stisehen Linie behandelt. In A 
sei der Koordinatenursprung, 
x positiv naeh reehts, y positiv 
naeh oben. Dann ist links von b 

d 2 y M·x 
E·J· dx2 = - -l-' Abb.281. 

Bei einem positiven Moment M nimmt mit zunehmenden x die 
N eigung der Biegelinie von A naeh b ab: 

E.J. dy = _MX2 + 0 
dx 2l l' 

M·x 3 
E .J.y= --+0 ·x+O 61 1 2' 

Flir x = ° ist Y-= 0, also O'J = 0. 
Flir den Balkenteil reehts von b lege man den Koordinaten

ursprung in B, Xl positiv naeh links, Yl positiv naeh unten. Die 
Biegelinie ist hohI naeh oben gekrlimmt, die N eigung nimmt mit 
-waehsendem Xl ab, also 

E·J·d2 Yl M,x1 
dX1 2 - ~l-

E·J·dYl _ M'X12 -l... 0' 
ax;---~-J l' 

E J M· x1S + 0 ' 0 " • 'Yl = - {fl 1 ,xl + 2' 
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Fiir Xl = 0 ist Yl = 0, .'. Oil" . O. 

F ·, d 1 . t dy dYl d ur X = a un Xl = - a IS -d = -d un y = - Yl • 
X Xl 

_ M.a 2 + ° = _ M(l-a)2 + 0' 
.. 2l 1 2l 1 

und 
_M.a 3 + 0 . =M(l-a)3 -0'(1- ) 

Bl 1 a Bl 1 a. 

Daraus 

° - ~ (6 a 1 - 2111 - 3 all) 
1 - Bl ' 

Ot' = ~ (l2 - 3 all) . 

Damit wird 
links von b (y positiv nach oben): 

E. J. :~ = ~ (6 a 1 - 2 l2 - 3 a II - 3 X II) . 

Fur positives * steigt die Tangente von links nach rechts. 

E.J.y = ~.; (6 a1 - 2111 - 3 all - XII). 

Rechts von b (Yl positiv nach unten): 

E. J. : ~: = ~ (1 2 - 3 a II - 3 Xl II). 

Fur positives dd Yl steigt die Tangente von links nach rechts. 
Xl 

E.J.Yl = ~;l (l2 - 3 all - XlII). 

An dem Punkt X = a (Gl. (67) und (68) wird 

E.J.:~= ~ (6al-211l-6a ll ), 

E.J·y = ~.; (3 a1 _12 - 2 all). 

(67) 

(68) 

(69) 

(70) 

(71) 

(72) 

Die rechte Seite der G1. (71) hat stets das negative Vorzeiehent 

da 3 a (1 - a) < 111; dies ist leieht einzusehen: der Ausdruek f( a) 

= 3 a (1- a) wird ein Maximum fur a =~, in diesem Fall ist f(a)max 

= ~ 12 , also < 1 II • Die Tangente an die elastisehe Linie im Punkt 

des Momentenangriffs ist also von reehts naeh links steigend, wenn 
das Moment reehtsdrehend ist, und umgekehrt. Das heiBt niehts 
anderes als die selbstverstandliche Tatsaehe, daB die Balkenachse 
in dem Punkt des Momentenangriffs im Sinne des Moments ver
dreht wird. 
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1 
Aus G1. (72) geht hervor, daB Y = 0, wenn a = l oder a = 2"; 

beide Ergebnisse sind augenscheinlich, letzteres aus Griinden der 

Symmetrie. Weiterhin, y ist negativ, wenn a <~, und positiv, wenn 

a >~, d. h. ein rechtsdrehendes Moment senkt seinen Angriffspunkt, 

wenn es links von der Mitte, und hebt seinen Angriffspunkt, wenn 
es rechts von der Mitte angreift. Bei einem linksdrehenden Moment 
ist es umgekehrt. Also gleichgiiltig, welchen Drehsinn das Moment M 

hat, wirkt es {linkhSt } von der Mitte, so liegt der Punkt der Balken-
, rec s 

achse, der keine Durchbiegung erleidet, {=~s} von dem Momenten

angriffspunkt, also stets in dem kiirzeren der beiden Teile, in die 
der Balken durch den MomentenangrifIspunkt geteilt wird. 

In Balkenmitte (Xl=~ in G1. (69) und (70) fiir a<~) wird 

E. J·a ='E· J. dYI = .!£. (l2 -12 a2) 
c d Xl 24l ' 

E.J.y =.!£.(3l2 -12a 2). 
c 48 ' 

(73) 

(74) 

fUr ein rechtsdrehendes Moment ist Yl positiv, d. h. die Durchbiegung 
erfolgt nach unten. Dies stimmt mit dem eben gefundenenErgebnis 
iiberein, wonach ein links von der Mitte angreifendes positives Mo
ment seinen AngrifIspunkt senkt, die Biegelinie liegt unter der ur
spriinglichen Achse von dem Momentenangriffspunkt bis zum rechten 
Auflager. Die Tangente an die Biegelinie in Balkenmitte kann sowohl 
rechts- wie linkssteigend sein; dies hangt von der GroBe a ab; sie 
ist aber stets gleichgerichtet mit der Tangente an dem Momenten
angrifIspunkt. 

Die Biegelinie hat rechts von dem angreifenden Moment eine 
horizontale Tangente (vg1. G1. (69)), wenD. 

(75) 

Die Durchbiegung (nach unten) an diesem Punkt betragt (vgl. G1. (70)) 

M (F - 3 a 2)3/. 
E·J·Yl max = TI 3· (76) 

Die Biegelinie hat links von dem angreifenden Moment eine hori
zontale Tangente (G1. (67)), wenn 

X ~ 1[6(lT-2l2-3a~ -f-- 3 . (77) 

Die Durchbiegung (nach oben) an diesem Punkt betragt (G1. (68)) 

'. _ .!£. (6 a l- 2 l2 - 3 a2)'I. 
E J Ymax - 3l 3 (78) 
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Die Durchbiegung in dem kleineren Balkenteil (fiir a < f) ist 

Null an dem Punkt, der bestimmt ist nach G1. (68) 

x = Xo = Y 6 a l- 212 - S a2 • (79) 

Die Neigung am linken Auflager a z (x = 0 in G1. (67)) ist bestimmt 
durch 

E·J·a =!!... (6al-2l'J-S a 2) 
z 6l ' 

(80) 

also stets positiv, d. h. rechtssteigend, fiir rechtsdrehendes M. 
Die Neigung am rechten Auflager ar , G1. (69), ist bestimmt durch 

E·J·a = M_(l2_Sa'J) (81) 
"6l ' 

also stets positiv, d. h. rechtssteigend, fiir rechtsdrehendes M. 
Die N eigung der elastischen Linie ist mithin stets an beiden Auf

lagern gleichgerichtet. 
Wenn a = l, stimmen G1. (64) und (81) iiberein, wie zu erwarten. 

i) An beiden Balkenauflagern greift ein negatives Moment 
an. (Abb. 282:) 

Abb.282. 

Dieser Belastungsfall kann nach Abschnitt S i) oder auch selbstandig 
behandelt werden. 

Die Biegungslinie verUiuft horizontal an einem Punkt c in der 
Entfernung Xo von A, der derart zu bestimmen ist, daB das Moment 
.der Momentenfliiche A c c' A' in bezug auf A gleich dem Moment der 
Flache 0 B B' 0' in bezug auf B ist, odeI' 

Mr·xo3 + M/ (l- XO)'X02 + M/·x03 1 
3l 2l 6l 

= M/ (l- xo)8 + Mr·xo (l- XO)2 + Mr (l- XO)3 (82 a) 
3l 2l 6l 

.3 MZ·x02 - S Mr ·x02 - 6 Mz·l.xo + 2 Mz·l2 + Mr ·l2 = O. 
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Hieraus 
_ Mrl + 1/(2M/+Mr)l9 + M I9.l 2 • 

Xo = Mr - M/ f 3 (Mr - M1) (Mr - M/)2 (82) 

Wird M! = 0, so geht Gll (82) in Gl. (61) iiber. 
Wenn Mz = Mr , so wird Gl. (82) zu Xo = - 00 + 00, ist also un

bestimmt, die Gl. (82a) ergibt jedooh Xo = ~ , wie erforderlioh. 

Die folgenden Gleiohungen ergeben sioh leioht aus Absohnitt 3 i; 
Mr und Ml sind beide negativ, jedooh mit ihren absoluten Werten 
eingesetzt : 

J ( .) Mr·l M/·l E· . txl reohts stelgend = -6- + -3- . 

J (link . d) Mr·l M/.l E· . txr S stelgen = -3- + -6- . 

E.J.tx((+)=reohts steig., (-) = links steig.) I 
= :iW- 3 X2) +:; [3 (l_X)2_l2]. 

=:z (l2 - 3 x 2 ) + :; (2l2 - 6lx + 3 x 2). 

E·J·o ((+) . naoh oben geriohtet) I 
= Mr'X~-X2) + M/ ~~x) [l2 _ (l- x) 2] 

= Mr __ ~.Cl~ - x 2) + Mi· x (l- x) (2l- x) 
6l 6l . 

(83) 

(84) 

(85) 

(86) 

(87) 

Die groBte Durohbiegung tritt bei dem Punkt x = Xo auf, der 
duroh Gl. (82) gegeben ist; duroh Einsetzen von Xo aus Gl. (82) in 
Gl. (87) erhalt man dann omax. 

k) Balken auf zwei Stiitzen mit einem iiberkragenden Ende. 
(Abb. 283a u. b.) 

Der Balkenteil zwi
sohen den Auflagern wird 
naoh Absohnitt 3 g behan
delt; das am reohten Auf
lager angreifende reohts
drehende Moment ist 

Mr =P2· a2· 

Der iiberkragende Teil 
ist grundsatzlioh bereits in 
Absohnitt 2 behandelt. Dort 
war allerdings der Balken 
fest eingespannt, die Tan
gente an die Biegelinie 
in der Einspannung also 

r-~--- --- --- --1-- - - -- -- --- -- - --~_~2~--1 

1_ - - - - - <X '~J 

Abb.283a. 

PE(l,a?) 
z 

~ //7(t' , Pz 

LL 
Abb.283b. 

horizontal, wahrend hier die N eigung (links steig end) einen endliohen 
24 Swain-MehmeI, Festigkeitslehre. 
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Wert hat und bestimmt ist durch 

E.J.a = Mr·l = Pg.ag.l. 
r 3 3 

Die Werte fUr die Neigung, die durch. die Gleichungen in Ab

s9hnitt 2 gegeben sind, sind also urn a2 , die Werte fUr die Durch-

-----J-- --- -----

'KJ J I v 
M-Linie 

Abb.284-

biegung urn a,--x2 zu vergroBem. So. wird die Neigung an dem 

freien Ende 

oder 
Ps-ag ( l) E.J.a2 = -6- 3 a2 + 2 

1!Ild die Durchbiegung am gleichen Punkt 

E-J.~'1. = PS~a99 (a'1. + 1)_ 

(88) 

(89) 

1) Balken auf zwei Stiitzen mit zwei auskragenden Enden. 

Die Auskragungen seien gleich lang, die Einzellasten an den Enden 

gleich groB (Abb.285). Die Biegelinie hat dann in Balkenmitte eine 

horizontale Tangente, Verdrehungen und Durchbiegungen sind nach 

den Satzen von der Momentenflache leicht zu berechnen_ 

Es wird: 

J -, -, - P-a-l 
E· -", = Flache cc 6 6 = -2-' 

EJ Fl--h bb'" P-a.Z+ p p_x.9 

. ·a'1. = ac e c e 6=-2- -a-xl --2-' 

E J - F1" h -,-,- _ P-a·Z + P_a9 _ P-a (I + a) 
. . as - wC e a C 6 6 - -2- -2- - 2 ' 

E.J-a = Flliche dd'e'6=P~a(l-2X), 

(90) 

. (91) 

(92) 

(93) 
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E·J·{)l = Moment der Flache ee' e' e in bezug c = P.:.12, (94) 

E· J. () = E· J . ()l - Moment der Flache d d 'e' e in bezug d 1 
=P.a.x(l-x) J(95) 

2 ' 

E· J. ()2 = E· J. al • Xl + Moment d. Fl1iche b b' d c in bezug b 1 
_ P·a·l +P.ax/ p'X13 _ P'X1 (3 l+3 2) (96) 
--2-'Xl -2---6---6- a axl-x1 

P·a2 

E·J·{)g=-6-(3l+2a). (97) 

Abb.285. 

Sind die Auskragungen oder die Krafte oder beides derart ver
schieden, daB Mr =f= MI , so kann die Aufgabe nach Abschnitt 3 i und 
3 h behandelt werden. Greift nur eine Last am rechten Ende an, so liegt 
der Fall nach Abschnitt 3 k vor, wobei der links uberkragende Balken-

teil gerade bleibt, mit der Horizontalen den Winkel al = ~2 ;:/ bildend. 

Greifen an beiden Enden Lasten an, so ist nach Abschnitt 3 i: 
Zwischen den beiden Stutzen (( +) nach rechts steigend) 

E·J·a = P~·t~ (P -3 xl!) - P~'~l W - 3 (l-X)2]. (98) 

P·a ·x P·a .x(l-x) 
E·J·{) ((+) nach unten) = ~ (p- xl!) +.1. 161 (2l-x). 

(99) 
Fur das uberkragende Ende neb en dem linken Auflager: 

l 
E·J.al ="6 (P\l·a2 + 2 Pl·al), (100) 

24* 
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(101) 

(102) 

(103) 

(104) 

Die entsprechenden Gleichungen gelten fiir das rechte iiberkra
gende Ende. 

m) Balken auf zwei Stiitzen mit einem iiberkragenden Ende, 
an dem ein Moment angreift. (Abb. 286.) 

Der Balkenteil zwischen den Stiitzen wird nach Abschnitt 3 g be
handelt, und der auskragende Balkenteil entspricht dem in Abschnitt 2 e 

.:.-_;; ~:::- ---. --. -z- ----- --.-. - -.. --r-.-a ----

Ml 

L---L-------IM~-T,L/~n/~e--------~--~ 
Ab b. 286 uod 287. 

Mr 

Ill'Orterten Fall, mit dem Unterschied, daB die Endtangente nicht 

horizontal, sondern um den Winkel a = ~:~ geneigt ist. 

Liegt cler Belastungsfall nach Abb. 287 vor, so ist es eine Uber
l~ge~g der Falle nach Abschnitt 2 e und Abschnitt 3 i. 
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4. Balken einerseits fest eingespannt, 
andrerseits frei gelagert. 

a) Allgemeines. 

Man nennt ein Balkenende frei drehbar gelagert, falls es sich 
frei drehen kann, wenn der Balken irgendwie belastet ist, d. h. falls 
als Auflagerreaktionen keine Momente in Betracht kommen. 

(Sollen weiterhin vertikale Krafte keine horizontale Reaktionen 
erzeugen, so muB man auch horizontale Verschieblichkeit eines Auf
lagers ford ern. Diese I!'orderung ist z. B. beim beiderseits eingespannten 
Trager nicht erfiillt. Trotzdem vernachlassigt man fast stets die hori
zontalen Reaktionen infolge vertikaler Krafte. Vgl. hierzu auch: 
Dr.-Ing. Fukuhei Takabeya, Zur Berechnung des beiderseits ein
gemauerten Tragers unter besonderer Beriicksichtigung der Langskraft. 
Springer, 1925. Der mers.) 

Tritt als Reaktion dagegen ein Moment auf, so daB die Drehung, 
die bei freier Auflagerung auftreten wiirde, ganz oder ZUID Teil ver
hindert wird, so sagt man: der Balken ist "ganz" oder "teilweise" (auch 
elastisch) eingespannt. Spricht man von einer Einspannung schlechthin, 
so ist die "ganze" oder auch "feste", "starre" Einspannung gemeint, 
die also die Tangente der Biegelinie an der Einspannstelle stets in 
ihrer urspriinglichen Lage erhalt. 

Ein eingespannter Balken kann so betrachtet werden, daB er zu
nachst frei drehbar gelagert sei. Zu den unter dieser Annahme er
mittelten Reaktionen wird dann ein Moment hinzugefiigt, dessen GroBe 
und Drehsinn durch die Bedingung bestimmt ist, daB es die unter 
Annahme freier Drehbarkeit erfolgte Verdrehung an dem Auflager 
wieder riickgangig macht. 

Diese FaIle konnen also mit Hille der oben erorterten Methoden 
behandelt werden. 

b) Eine Einzelkraft wirkt an beliebiger Stelle. 

Es moge auf den Balken nach Abb. 288 eine Einzellast an belie
biger Stelle in der· Entfernung a vom rechten, fest eingespannten Auf
lager wirken. Waren beide Auflager £rei drehbar gelagert, so wiirde 
die Momentenlinie nach dem Geradenzug b d a verlaufen. Die Linie fiir 
das (gesuchte) Einspannmoment hat die Gestalt b e a und ist im 
ganzen Bereich des Balkens negativ. Tragt man ac = ae auf, so ist 
die Linie be die SchluBlinie, auf die die Momentenlinie bezogen ist, 
d. h. die vertikalen Abstande der Linie b d a von der Linie be stellen 
die algebraischen Momentenwerte dar. Der Momentennullpunkt liegt 
in i. Vorausgesetzt, daB die Linie be unterhalb b d liegt, findet man 
den Momentennullpunkt aus der Bedingung i g = i--rg oder 

p.x' (l- a) Mr (l- x') 
--l--= l 
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Mit x' = Xo wird 

(105) 

p 

Abb.288. 

G1. (30) gibt die Neigung am rechten Auflager eines einfachen, 
mit einer senkrecht nach unten wirkenden Einzellast belasteten Bal
kens zu 

P·a(l-a)(2l-a) . 
ar = 6l.E.J (rechtsstelgend). 

G1. (64) gibt die N eigung an der gleichen Stelle des gleichen 
Balkens, der am rechten Auflager durch ein negatives Moment Mr be
lastet ist, zu 

ar = -#fi .. ~ (linkssteigend). 

Da die resultierende N eigung Null sein muS, ist 

P·a(l-a)(2l-a) Mr·l 
6l -3-

oder 
P.a(l-a)(2l-a) 

Mr = 212 • 

Setzt man diesen Wert in G1. (105) ein, so erhiilt man 
a.l(2l-a) 

Xo = 2 l2 + a (2 l- a)" 

(106) 

(107) 

* Anmerkung: Eine oberhalb bd liegende Linie be wiirde zur Voraus
setzung haben, daB in A eine Zugkraft, also eine negative, nach unten gerich
tete Reaktion wirkt. Dies ist hei abwarts gerichteten auBeren Kriiften offenbar 
unmogIich, da daB negative Einspannmoment nie so groB werden kann, daB eine 
resultierende Zugkraft am freien AufIager entsteht, weil eben das Einspannmoment 
nur als Reaktion durch den Widerstand gegen Verdrehen infolge der Wirkung 
der auBeren Krafte entsteht. 
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Die Lagerreaktionen sind 

A_ P .a9 (31-a) 
- 213 , 

B = P (1- a) (2 19 + 2 a 1- a 9) 
21 3 • 

(108) 

(109) 

An jedem Punkt links von P gibt G1. (33) die Neigung des beider
seits freigelagerten, mit P belasteten Balkens zu 

und G1. (63) gibt die Neigung im gleichen Bereich des gleichen Balkens, 
der mit M.. am rechten Auflager belastet ist, zu 

Mr (1 9 - 3 x 2) • 
a= 61.E.J (rechtsstelgend). 

Die resultierende N eigung (linkssteigend) ist also bestimmt durch 

Setzt man fUr Mr seinen Wert ein, so erh1ilt man 

(110) 

Die Neigung am linken (£rei gelagerten) Ende betragt (x = 0) 

P·a 2 (1- a) 
E·J·C(,z = 41 . (111) 

Zwischen P und der Einspannung ist fUr irgendeinen Punkt des 
frei gelagerten, durch P belasteten Balkens die Neigung (vg1. G1. (37)) 

I P(l-a)(2a1-a2-3x/2) • 

a = 61.E.J (rechts steIgend) 

In Verbindung mit G1. (63) erb1ilt man, wenn man statt x den Wert 
(l - x') einsetzt, 

E.J.~I = P(1-a)(2a1-a2-3x,2)+Mr[19-3(1-x/)2] 
"" 61 • 

Setzt man fUr M .. den Wert ein, so erhiilt man 

E· J. d = P.x'4(~-; a) [a (2l- a) (2l - x') - 2l2. x'] (rechts ansteigend). 
(112) 
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Die Neigung unter der Last erhaJ.t man, wenn man in G1. (112) 
fiir :J! den Wert a einsetzt, zu 

E.J.C(,p = Pa2lll-: a) (2l'J +a'J - 4 al) = p.a~il3-a) [2l(l - 2 a) + a'J] . 
(113) 

Das gleiche Ergebnis mit umgekehrtem Vorzeichen ergibt sich, 
wenn man in G1. (110) x = l - a einsetzt. Die Tangente an die Biege
linie verlauft unter der Last horizontal, wenn 

a = l(2 - 12) = 0,586l. (114) 

1st a kleiner als dieser Wert, so befindet sich der Punkt der 
gro6ten Durchbiegung links von der Last; ist a gro6er als 0,586 l, 
so liegt jener Punkt rechts von der Last. 

Auf die gleiche Weise durch Superposition zweier Lastfalle erhalt 
man fiir die Durchbiegungen 

zwischen P und dem freien Lager aus G1. (34) und (66) 

E. J. (j = P·a·x (l2 __ a'J _ x 2) _ Mr·x (l2 _ x 2) 

6l 6l 

= ~~a;3x [3 al (l2 -a.l- Xli) + a 2 X2] (115) 

P·a 2 ·x =J:2l3 [3l2(l-a)-x 2 (3l-a)]. 

Zwisohen P und dem eingespannten Ende folgt aus G1. (38) und (66), 
wenn man x = l- x' einsetzt, 

E·J.(j' =p",';~;a) [3al(2l- a) - x' (2l2 + 2al- all)]. (116) 

Die Stelle der gro6tenDurchbiegung erhalt man durchDifferentiieren 
Von 01. (115) nach x; es wird 

1 /---;::::a 
Xo = l V 3l-a 

und der Wert der gro6ten Durchbiegung 
x =xo) 

(117) 

betragt (aus GI. (115) mit 

(j =P.a2 (l-ah/ l - a . (118) 
max 6E·J V 3l-a 

Die Durchbiegung unter der Last (x = l- a in GI. (115) und 
x' = a in 01. (116) betragt 

P·a3 (l- a)2 ( ) 
(jp = E.J.12l" (4l- a). 119 

c) Gleichma6ig verteilte Belastung tiber die 
ganze Spannweite (Abb. 289.) 

Wir bestimmen wieder Neigung und Durchbiegung durch Super
position zweier Belastungsfalle des beiderseits frei gelagerten Balkens. 
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Gl. (41) gibt ( + )-linkssteigend) die Neigung eines gleichma.Big be
lasteten einfachen Balkens in der Entfernung x vom linken Auflager 

a= E.j..24 (13 - 61x2 + 4x3) 

und Gl. (43) gibt fiir den gleichen Fall die Durchbiegung ( +) nach 
unten)l 

b = q x (1 - x) (12 + 1 _ 2) 
E.J.24 x x. 

"-
_~~~ ______ +-__ ~~~ ____ ~ __ ~~~l{r 

Das Moment Mr' allein am rechten Balkenende wirkend, erzeugt 
die Neigung ( +) rechts steigend) nach Gl. (63) 

_ Mr (12 3 2) a- 61.E.J - x 

und die Durchbiegung (+) nach oben) nach Gl. (66) 

~ Mr·x (12 2) 
U=61.E.J -x. 

Die N eigung am eingespannten Balkenende (x = 1) fUr die beiden 
Belastungsfalle betragt:. 

Fiir den gleichmaBig belasteten Balken 
q 13 • 

a = 24E.J (rechts steIgend). 

Fiir den durch M r belasteten Balken 

a = 3~E;.~ (links steigend). 

Die Dberlagerung beider Belastungsfalle muB ein resultierendes 
a = 0 ergeben, also 

(120) 
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3 
A=gql, 

5 
B=gql. 

(121) 

(122) 

Fiir die resultierende (wirkliohe) Neigung und Durohbiegung ergibt 
sioh duroh Vberlagerung 

E.J.rx = q(18_6~9+4x3) _ M,.(126~3X9) = !s(l3.- 91 xl! + 8x3), (123) 

24 61 (124) 
E·J·lJ = q·x (l-x)(l' + lx-xi) - M,..x(12-x2) I 

= q,xfs- x) (ll! + lx - 2xl1). 

Der Punkt der groBten Durohbiegung (rx = 0) ist bestimmt duroh 

l3 - 9lxll + 8x3 = 0 

x~0,41l. (125) 

Die groBte Durohbiegung betragt 

lJ = 0,0054 q l' 
max E.J (126) 

d) GleiohmaBig verteilte Belastung nur auf einem Teil des 
Balkens wirkend. 

Der Fall wird wieder duroh Vberlagerung mehrerer Belastdngs-
falle behandelt. So ent-

/+- --------8----------- steht der in Abb. 290 dar-
Mr gestellte Belastungsfall 

-- - 5!!P1.7T£. __ ~~!;4-+ duroh Vberlagerung der 

-------------------1----- ---------------J ~ 
in den Absohnitten 2 a u. 
d erorterten Belastungs
falle. Die Bedingung, daB 
die resultierende Duroh-

Abb.290. 
. . biegung am freien Ende 

Null sein muB, ergibt aus den Gleiohungen (7), (12) und (14) 

q a' q.a3 ..4.13 

0= 8E.J+ 6E.J(l- a) - 3E.J 

A = qa8 (41-a) 
813 

(127) 

M = q·a' _ A.l = q.a' (4l9 _ 4al + a2 ) (128) 
r 2 812 • 

In entspreohender Weise findet man die Gleiohungen fUr die Ver
drehungen und die Durohbiegungen. 
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5. Beiderseits eingespannter Balken. 

Beide Enden sind fest eingespannt, so daB die Verdrehungen dort 
Null sind. Bei abwarts geriohteten Lasten sind die Einspannmomente 
negativ. 

a) Eine Einzellast an beliebiger Stelle. (Abb. 291.) 

Aus Gl. (29) und Gl. (83) folgt (M,. und Ml sind absolut eingesetzt) 

P.a(12- a9) _ Mr·l + Ml'l 
--6-Z- - -6- -3-' 

Aus Gl. (30) und 
Gl. (84) ~ p 

-<'--------l-a------------

(129) 

P·a (Z- a)(21- a) 
61 ~(~=-~--------+-~-=~ 

= MS·l + M~.l (130) 

. '. (negativ) Ml 
P·a9 (I-a) 
--- (131) 

(negativ) M,. 
~~ 

Mr 
~--.L 

M-FlticITe 
Abb.291. = P·a (:.-a)~ (132) 

Der Wert von Ml folgt aus dem Ausdruok fUr M,. duroh Ver
taus~hen von (l- a) gegen a. 

Aus Gl. (33) und (86) folgt fUr die Neigung des Balkenteils links 
von P 

E J - P.a(12- a9_3x2) Mr(l2 3 2) Ml(,>p 6l· + 3 2) .• (X - 61 - fIT - x - -61 w - x X 

P·a2 ·x . 
= 213 [2l (l- a) - x (3l - 2a)] (133) 

(positiv = linkssteigend), 

fUr den Balkenteil reohts von P wird 

E· J.(X' = P(!~a) (2al- a'J - 3X'2) + :i(l'J - 3x2) - ~/(l2 - 3X'2) 

= P (I - a) (2 a ~ 1- a2 - 3 x' 2) + ~i [l2 _ 3 (l _ x') 2] 

- :Zl (l2 - 3x'2) 

= P (1-;'1~)2.x' [2 a l - x' (l + 2 a)] 

(positiv = reohts steigend). 

(134) 
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Gl. (134) geht auoh aus Gl. (133) hervor, wenn man (l- a) gegen a 

und aI gegen x vertauscht. 
Die Durchbiegung fUr den Balkenteil links von P foIgt aus den 

Gl. (34) und (87) 

E.J.~ = P.a.x(1,2-al -x2) _ M",x(l2 -x'J)'- M/,x(l_ x)(2l- x) 
61 61 • 61 

=P.a,x(l'J _ a'J _ x'J) _ p.a(l-a)I.x(1,2- x9) 

61 1,2 61 

Pal(l-a) x(l-x)(21-x) 
19 . 61 

P·al·xl 

= 6r[3l(l- a) - x(3l- 2a)] 

(positiv = Durchbiegung nach unten). 

In Balkenmitte mit x . i in Gl. (133) und Gl. (135) wird 

'P·al 

E·J·(X = '-(l- 2a) 
c 81 ' 

E.J.~ = P.a9(31-4a) 
c 48 

(135) 

(133 a) 

(135a) 

Die Durchbiegungen fUr den Balkenteil reohts von P (positiv 

= Durohbiegung nach unten) erhiilt man, wenn man in Gl. (135) aI 

gegen x und (l - a) gegen a vertauscht: 

E.J.~' =P(I~~9x'9 [3al- aI(l + 2 a)] . (136) 

Die N eigung unter der Last ergibt sich mit x' = a in GI. (134) 

P(l_a)9 a9 ( ) 

E.J.(Xp=~-(l- 2a). 137 

Die Durchbiegung ~p unter der Last erhalten wir aus Gl. (136) zu 

(138) 

bestimmt. 

Der Ausdruck (Xc (Gl.133a) ist positiv mit a < {, die Tangente 

in Balkenmitte faUt also nach der Last zu. Daraus foIgt, daB die 

groBte Durchbiegung zwischen Last und Balkenmitte erfolgt. Ihre 

Lage findet man duroh Nullsetzen der GI. (133) 

21(I-a) 
X= 31-2a' 

Durch Einsetzen dieses Wertes in Gl. (135) findet man 

2P.a9 (l-a)8 
E·J·~max= 3(3l-2a)2 . 

(139) 

(140) 



Beiderseits eingespannter Balken. 381 

Greift die Einzellast in Balkenmitte an (a = ~ ), so erhalt man 

P.x(l-2x) 
E·J·a= 8 ' 

E.J.(j = p·x2 ~~-4x), 

p·l3 
E·J .(jp= 192 

(141) 

(142) 

(143) 

oder ein Viertel des fUr den einfaohen Balken geltenden Wertes 1. 

b) GleiohmaBig verteilte Belastung. (Abb.292.) 

Aus Griinden der Symmetrie muB 

Ml=M,.=Ml 
sein. Aus den Satzen von 
der Momentenflaohe laBt 
sioh direkt ablesen: 

Da die N eigung in 
Balkenmitte sowohl wie 
an den Enden Null ist, 
so muB der (algebraisohe) 
Wert der Momentenflaohe 
zwisohen einem Lager und 
Balkenmitte versohwin
den, d. h. 

Abb.292. 

(144) 

Die Momentennullpunkte und damit die Wendepunkte der Biege
linie k ergeben sioh aus 

<oder 

-;- I
.. ~n =sAd, 

- Ac l 
. . n c' = - = -- = 0,289 l 

fS 2(3 

Xo = 0,211l. 

(145) 

(146) 

1 Anmerkung. Der Leser moge die vorstehend abgeleiteten Resultate mit 
HiIfe der Differentialgleichung der Biegelinie entwickeln. Er wird dann auch 
die groBere mechanische Klarheit und tTbersichtlichkeit der von dem Verfasser 
bevorzugten Methode erkennen, die auf den Satzen von der Momentenflache 

.aufgebaut iat. 
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Die weiteren Gleichungen wollen wir nunmehr aus der Differential
gleichung der Biegelinie herleiten. Mit A als Koordinatenursprung, 
x positiv nach rechts, y positiv nach unten, wird 

E.J.d2y=q12 _q1x+ q x2 
dx2 12 2 2 ' 

E.J. dy = q12x _ q1x2 + qx3 + [0 = OJ 
dx 12 4 6 1 , 

q [2 x2 q 1 x3 q x· 
E.J.y =2"4 -12+24+[02 = OJ. 

Innerhalb A und der Balkenmitte ist die Tangente linkssteigend, 
rechts von Balkenmitte rechtssteigend; die Durchbiegung ist abwarts 
gerichtet. 

E· J. fX = i; (l2 - 31 x + 2 X2) , 

E.J.o = q2~2 (12 - 21x + x2). 

d2 y . 
dx2 = 0 erglbt Gl. (146). 

Die groBte N eigung bei kist bestimmt durch 

E· J. fXmax = 0,008 q 13 • 

(147) 

(148) 

(149) 

Die groBte Durchbiegung in der Mitte (x = i in (148») 
q 14 

E.J.oc =384 (150) 

oder ein Fiinftel des fiir den einfachen Balken giiltigen Wertes. 

c) Zwei gleiche, symmetrjsch liegende Einzellasten. (Abb.293.) 

Wie fiir den Belastungsfall in Abschmtt 5 b ist die Biegelinie in 

m 

der Mitte und an den Enden 
des Balkens horizontal. Da
mit wird 

M1·l = P.a(a + b), 

M =P.a(a+b) 
1 1 

L-8--~ ----·-----b---- - - --t--,,-j 
~-8--~-----------l-B ---.----- .. -~ 

P.a(l-a) 
1 

(151) 

Die Entfernung Xo des Wen
depunktes k von A findet man 
aus den ahnlichen Dreiecken 

Abb.293. 

p.a(l-a). . 
- 1 -. p. a = xo' a, 

a (1- a) 
Xo = --z--· (152) 



Beiderseits eingespannter Balken_ 

Die Entfernung von k bis 0 betragt 

a2 

a-xo=T-

Das positive Moment zwischen 0 und D betragt 
P_a2 

P -a - M1 = -l-' 

383 

Die Neigung ist an allen Punkten zur Mitte fallend, die Durch
biegungen sind abwarts gerichtet_ 

Die N eigung an irgendeinem Punkt ist dargestellt durch die 
Momentenfiache zwischen A und jenem Punkt_ In Balkenmitte mist 
die N eigung Null, d_ h. Flache A a' m' m = Flache A e" mil m, oder Flache 
Ad 11 = Flache k' e" mil m' _ 

Es gilt 
innerhalb der Strecke A 0 

IP_ax2 poX 
E·J·a =M1 -x - ~ = 2T(2al- 2a2 -Lx), (153) 

innerhalb der Strecke 0 D 

P-~ P-~ 
E·J-a = M1 -x - -2- - Pa(x - a) = 2T(l- 2x)_ (154) 

Die Durchbiegung erhaJt man aus dem statischen Moment der 
Momentenfiache zwischen dem Auflager und dem betrachteten Punkt 
in bezug auf letzteren, da die Tangente im Lager horizontal ver
lauft, also 
innerhalb A 0 

M1 -x-x X X X Mr -x2 p_x3 I E·J·~ = -_. - P-a--·-·- = ----
2 a 2 3 2 6 

(155) 
=p(a;2 _ a~;2 _ ~3) =Pt(a- ~2 _ :), 

innerhalb 0 D 

E.J-~ = M1 -x· _ p.a-~(x _ 2a) - p_a(x_a)2

1 2 2 3 2 
(156) 

=P_a2(~ -;;- ~). 
Die gleichen Ergebnisse liefert, wie erforderlich, G1. (1)_ Mit dem 

Koordinatenursprung in A, x positiv nach rechts, y positiv nach unten, 
M1 = negatives Moment in A und B, erhalt man 
innerhalb A 0 

d2 y 
E·J· dx2 =M1 -P-x, 

dy p_x2 

E-J· dx = M1 ·x - -2- + [01 = 0], vg1. G1. (153), (157) 

M _x2 Px3 

E·J-y = + - -6- + [02 = OJ vgl. G1. (155), (158) 
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innerhalb 0 D 
d2 y 

E·J· daP = Ml - P·a, 

E.J.~; =M1 ·x-P.lJ;x+0;. (159) 

Setzt man den weiter unten berechneten Wert der Integrations
konstante 01 in G1. (159) ein, so erhalt man Gl. (154). 

E J - M1 'X2 P·a·x' + 0' + 0' . 'Y--2---2- l' X l 2' (160) 

.0; und 0; erhalt man aus der Bedingung, daB fUr x = a die GI. (157) 
mit G1. (159) und G1. (158) mit G1. (160) iibereinstimmen muB. FUr 

1 
.x ="2 muB G1. (159) den Wert Null ergeben, oder 

M .i_ P.al+of=o 
1 2 2 

0 , = P·a 1 _ Ml ·1 
1 2 2' 

Setzt man in G1. (157) und (159) x = a und die Integrations
konstanten mit ihren Werten ein, setzt die rechten Seiten gleich und 
lost nach M1 auf, so erhalt man den Wert von Ml nach G1. (151). 

Aus (158) und (160) erhalt man O~ = - P~a3, damit wird Gl. (160) 

E.J.y=p.a2(~ -;;- :), 

·oder den Wert nach G1. (156). 
Der vorstehend behandelte Fall ist ein gutes Beispiel fUr die 

beiden angewendeten Methoden. 
Offenbar ist der beiderseits eingespannte oder auch der einerseits 

eingespannte, andrerseits freigelagerte Trager steifer als der beiderseits 
freigelagerte Trager, d. h. seine Formanderungen sind unter sonst 
gleichen Voraussetzungen geringer; er ist auch tragfahiger, d. h. die 
gleiche Belastung erzeugt ein geringeres Mmax' Der beiderseits ein
gespannte und der einerseits eingespannte, andrerseits freiaufliegende 
Trager haben bei gleichmaBig verteilter Belastung absolut das gleiche 
groBte Moment: im ersten FaIle ist es aber negativ und tritt an den 
EinspannsteIlen auf, im andern Fall ist es positiv und tritt in Balken
mitte auf. Die negativen Stiitzenmomente sind bei der Bemessung 
von Tragern sorgfaltig zu beachten. 

6. Zahlenbeispiel fiir die Berechnung der Verdrehungen und 
Durchbiegungen eines einfachen Balkens unter Einzellasten 

und verteilter Belastung. (Abb. 294.) 

Wir konnen die Aufgabe mit Hille von verschiedenen Methoden 
behandeln. Wir konnten die Wirkung jeder einzelnen Last errechnen 
und dann superponieren. Diese Methode hat den N achteil, daB sich 
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nioht ohne weiteres die Gr6Btwerte der Formanderungen erkennen 
lassen, ebensowenig zeigt sie die GesetzmaBigkeiten, denen die Form 
anderungen tiber den Balken gehorohen. 

Abb.294. 

Wir k6nnen ferner so vorgehen, daB wir fiir die versohiedenen 
Absohnitte des Balkens, deren Grenzen daduroh gekennzeiohnet sind, 
daB sioh dort die Gleiohung der Querkraft andert, die Differential
gleiohung der Biegelinie aufstellen und integrieren. Das vorliegende 
Beispiel soll naoh dieser Methode behandelt werden. 

Es sei in A del' Koordinatenursprung, x und y positiv naoh reohts 
bzw. nach unten, dann ist 

innerhalb der Streoke A b 
d2 y 

E·J. rlx9 = - M = - 11520·x, 

E.J.!!:JL. = - 5760x2 + ° dx l' 

E·J·y = -1920xS + 0I'X + [02 = OJ; 

innerhalb der Streoke be 

d2 y 
E·J· dx2 = - M = - 11520x + 3000 (x - 6) = - 8520x -18000, 

E·J· :; = - 4260x2 -18000x + Os, 

E·J·y = -1420x3 - 9000·x2 +Os'x + 04; 

innerhalb der Streoke cd 

E.J. d2y = _ 11520.x + 3000 (x _ 6) + 1200 (x-14)2 
dx2 . 2 

= 600x2 - 25320x + 99600, 

E·J· :~ = 200xs -12660x2 + 99600x + 05' 

E.J.y = 50 X4 - 4220xs + 49800 x2 + 05'X + °6 ; 

innerhalb der Streoke de 
E.J. :~: = - 11520 x + 3000 (x - 6) + 9000 (x _ 20) + 1200 (~-14)2 

= 600X2 -16320x - 80400, 

E·J· ~~= 200x3 - 8160x2 - 80400x + °7 , 

E.J.y = 50x4 - 2720x3 - 40200x2 + 07' X + Os; 
Swain-Mehmel, Festigkeits\ehre. 25 
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innerhalb der Strecke e B 
d2 y 

E·J· dx2 = -11520x+3000(x-6)+9000(x-20)+6000(x-25) 

+ 1200 (X-214)2 = 600X2 -10320x - 230400, 

E·J· :; = 200x3 - 5160x2 - 230400 x + 09' 

E.J.y = 5\>x4 -1720x3 -115200x2 + 09' X + 010' 

Es sind 10 Konstanten zu berechnen, wozu 10 Gleichungen er
forderlich sind. Die Verdrehungen und Durchbiegungen an den 
Punkten b, c, d und e mussen, jeweils aus den beiden angrenzenden 
Balkenabschnitten bestimmt, gleich werden, wir haben also 4· 2 = 8 
Dbergangs- (Kontinuitats-, Stetigkeits-) Bedingungen. Dazu kommen 
die 2 Randbedingungen, daB die Durchbiegungen an den Auflagern 
verschwinden. Allgemein kann man sagen: Liegen n Berechnungs
abschnitte des einfachen Balkens vor (im FaIle nach Abb. 295 sind 
es 5 Abschnitte), so sind 2 n Konstante zu bestimmen. (n - 1) Punkte 
liefern 2 (n - 1) Kontinuitatsbedingungen, die beiden Endpunkte liefern 
je 1 Randbedingung, insgesamt 2 n Gleichungen mlt 2 n unbekannten, 
zu bestimmenden Konstanten. 1st der Balken unbestimmt gelagert, 
z. B. der beiderseits eingespannte Balken, so ergeben'sich entsprechend 
mehr Randbedingungen, also im Beispiel des beiderseits eingespannten 
Balkens sind beide Endtangenten horizontal. 

(1m allgemeinen bietet ein Simultansystem von 10 Gleichungen er
hebliche rechnerische Schwierigkeiten; im vorliegenden Fall ist die 
Rechnung dadurch erleichtert, daB nie mehr als zwei Unbekanilte 
gleichzeitig in einer Gleichung vorkommen und auBerdem eine bestimmte 
Ordnung in der Verteilung der Unbekannten eingehalten ist. D. Dbers.) 

Die Rechnung ergibt: 
01 = 1334207, 

02= 0, 
0 3 = 1388207, 

04 = - 108000, 

05 = 839407, 

0 6 = 1812800, 

07 = 2639407 

Os = -10187200, 

09 = 4514407, 

010 = - 25812200. 

Setzen wir diese Werte ein, so erhalten wir die in jedem Balken
abschnitt geltenden Gleichungen fiir Verdrehung und Durchbiegung. 

Der Leser fUhre die Rechnung zur Dbung selbst durch und be
stimme die Stelle der gr6.Bten Durchbiegung. 
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7. Veranderliches Tragheitsmoment. 
Wechselt das Tragheitsmoment sprunghaft, so kann grundsatzlieh 

die gleiehe Methode angewendet werden. J ede Unstetigkeitsstelle des 
Tragheitsmoments liefert dann aueh die GrenZe eines Bereehnungs
absehnittes, ebenso wie an den Angriffsstellen von Einzellasten usw. 

~ ________ ~5<~Oo~~~/~m~ __________ -4B 

Abb.295. 

Es sei die Biegelinie des in Abb. 295 dargestellten Kragtragers 
gesueht. Es sei 

Es ist das Moment 

in A . 

" b 

" c 

" d 

J1 = 48500 em4 , 

J2 = 38100 " 

"J3=2~100 " 

J, = 18500 " 

0,5.6,82 -1156 t • 2 - , m, 

05.642 
• -' -2-'- = 10,24 mt, 

0,5.5,82 

--2- = 8,41 mt, 

.0,5.2,02 

--2- = 1,00 mt. 

Es ist weiterhin 

Flaehe BAa' = ! ·11,56·6,8 = 26,202667 m2t, 

" Bbb' 
1 ~ 

= 3.10,24.6,4= 21,845333 m2t, 

" Bcr! 
1 

= 3· 8,41· 5,8 = 16,259333 milt, 

" Bdd' = !. 1,00:2,0 = 0,666667 milt, 

25* 
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Fliiohe A a' b' b = 4,357334 = F1 , 

" b b' a' a = 5,586000 = F'J' 

" a a' d'd = 15,592666 = F3 , 

" dd' B = 0,666667 =F 

Da die Anderung der N eigung 

d _M.dx 
IX - E.J 

betragt und E konstant angenommen wird, so ist offenbar die Ver
drehung des freien Endes gegeben duroh 

E.IX=.J)!. = F1 + ~2.. + Fa + F. (in om und kg) 
J J J2 Ja J. 

= 43573340 + 55860000 + 155926670 + 6666670 
48500 38100 28100 18500 8273,912 kg/om'J. 

Da IX als Verhaltnis zweier Streoken dimensionslos ist, muB das 
Resultat die Dimension von E, also kg/om'.!, haben, was sioh auoh 
aus den Dimensionen von Fund J ergibt. 

Mit E = 2100000 kg/om'.! '\\'ird 
8274 

IX = 2100000 = 0,00394. 

Da es offenbar nur auf die Verhaltniszahlen der Tragheitsmomente 
ankommt, so ist das im folgenden gezeigte Verfahren grundsatzlich 
das gleiohe: 

Es ist 
E.IX = .2) ~ - Fl + F2 • J1 + Fa .!!.. + F •. J1 

J-J1 J1 J2 J1 Ja J, J.' 

d. h. wir reohnen durohweg mit einem konstanten Tragheitsmoment J1 

und setzen dafiir die reduzierten Momentenflaohen ein, namlich statt 

F'.) • F'.!. ~: = 7,110787 

F3 •• F3 • ~' = 26,912610 
a 

F4 . F4 • ~: = 1,747747 

Fl 4,357333 
40,128477 m'.!/t 

401284770 em2 kg 
IX = 2100000.48500 kg/em2 .em' = 0,00394 

wie vorhin. 
,Urn die Durchbiegungen zu finden, haben wir die statischen 

Mornente der entsprechenden Momentenflachen in bezug auf B auf
zustellen. Es seien hierzu zunachst die Abstande der Schwerpunkte 
jener Fliichen von B errechnet~ 
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Es ist 

(26,202667.{ 6,8 - 21,845333.{. 6,4) 

Xl = 26,202667 - 21,845333 

= 6,60 m, 
x2 = 6,11 m, 
Xg = 4,53 m, 

3 
x4 = "4.2,0 = 1,5 m , 

E·Jl·~ = 43573330· 660 + 71107870· 6.11 
+ 269126100·453 + 17477 470·150, 

~ =1,93 em. 

Allgemein kann man also fUr die Behandlung von Tragern mit 
weehselndem Tragheitsmoment sagen: 

Benutzt man eine Methode, die auf den Satzen von der Momenten
flaehe beruht, wie dies im vorhergehenden Zahlenbeispiel gesehehen 
ist, so teilt man die Momentenflaehe in Streifen derart, daB das Trag
heitsmoment in einem Streifen konstant iat. Der (n-te) Streifen er
halt ein "Gewieht", das dureh Multiplikation mit der Verhaltniszahl 

~: bestimmt ist, wobei Jc ein beliebiges, meiat das groBte im Trager 

vorkommende, I n das Tragheitsmoment des betr. Streifens ist. Dann 
kann man mit diesen "reduzierten" FIaehen weiter so reehnen, als ob 
der Trager iiber die ganze Lange ein konstantes Tragheitsmoment hatte. 

Wenn man die Differentialgleiehung der Biegelinie beniitzt, so ist, 
falls J eine stetige integrable Funktion von X ist, die Integration 
innerhalb der Absehnitte durehzufiihren, die (vgl. oben) dureh die 
Lastverteilung gegeben sind. Verlam J jeweils iiber gewisse Balken
absehnitte konstant, um dann sprungweise seinen Wert zu andern, 
so sind dadureh ebenfalls Integrationsgrenzen gegeben. Hat also z. B. 
ein einfaeher Balken mit den Endpmlkten A und B von A bis 0 
(wobei 0 ein beliebiger Balkenpunkt sei) das Tragheitsmoment J l und 
von 0 bis B 

B 

das Tragheitsmoment J2 und ist das Integral zu bilden f f ~~ ;x, so 
A 

folgt Bee 

f
f(X) dx -ff(X) dx +ff(X) ax 
E·J - E.J, E·J2 • 

A A B 

8. Naherungsberechnung von Durchbiegungen bei variablem J. 
Elastische und unelastische Durchbiegung. Bemerkungen fiber 

die Genauigkeit. 
Es ist haufig notwendig, sich durch eine schnelle, iiberschlagliche 

Reehnung iiber irgendeine GroBe, z. B. eine Formanderung, Klarheit 
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zu versehafi'en. Nur ein gesehulter Ingenieur wird allerdings die noti
gen Annahmen maehen konnen, die in der Naherungsreehnung zum 
Ziel fiihren. Als Beispiel nehmen wir wieder den Balken aus Absehn. 7. 
Der Mittelwert des Tragheitsmomentes ist rund 28000 om4• Da je
dooh das Tragheitsmoment am Auflager betraehtlioh groBer ist als 
der Durehsohnittswert, woduroh die Verdrehung in der Auflagernahe, 
die infolge des groBen Halbmessers (die ganze Balkenlange) eine 
groBe Durehbiegung am freien Ende zur Folge hat, sehr herabgemin
dert wird, so reohnen wir mit einem etwas groBeren Mittelwert, 
z. B. 32500, und setzen diesen Wert in die Gleiohung fUr die Duroh
biegung ein 

q l4 5.6,84 .108 

(j = 8E.J = 8.21.106.325.104 = 1,97 em, , , 
erreiohen also mit guter Annaherung das genauere Resultat. Benutzen 
wir das arithmetisohe Mittel aller J- Werte, so wird die Durehbiegung 
des freien Endes um etwa 20 % zu groB. Der Leser gebe sieh 
Reehensohaft dariiber, warum der mittlere J-Wert zu groBe Form
anderungen ergibt! 

Diese Bemerkungen diirfen nioht so aufgefaBt werden, als ob all
gemein Naherungsreehnungen oder gar fliiehtiger Reehnung das Wort 
geredet werden sollte. Es solI aber an dieser Stelle iiber die Genauig
keit von Bereehnungen nooh einiges gesagt werden. Eine absolute Ge
nauigkeit ist in der angewandten Mathematik fast nirgends zu er
reiehen. Es gibt viele Ingenieure, die glauben, wenn sie nur geniigend 
Formeln und Tabellen benutzen, ganz genaue Ergebnisse zu erzielen, 
und tausehen damit oft sieh und andere. Sie vergessen namlieh haufig, 
daB die Genauigkeit einer Bereehnung niemals groBer sein kann als 
die der grundlegenden Annahmen. Dies gilt ganz allgemein, nieht 
nur fiir Berechnungen aus dem Gebiet der Teehnik, sondern auoh 
fiir solehe z. B. wirtsehaftlieher oder finanzieller Art. Ein mathe
matiseher Apparat in seiner unbedingten Riehtigkeit hat leieht etwas 
Besteehendes an sieh, so daB man die Fehler u. U. vergiBt, die ge
maeht sind, bevor iiberhaupt irgendetwas gereehnet ist. Z. B. findet 
man wohl gelegentlieh, daB eine Durehbiegung mit weitgehender reoh
neriseher Genauigkeit bestimmt wird, aber dabei nur die von den 
Biegungsmomenten herriihrenden Formanderungen beriieksiohtigt und 
die von den Querkraften herriihrenden vernaohlassigt sind. Ferner wird 
oft vergessen, daB die iibliehe Bereehnung nur die federnden Form
anderungen liefert, und daB ortliehe Uberbeanspruehungen z. B. von 
einzelnen Nieten, Bolzen od. dgl. bleibende Formanderungen erzeugen, 
die sieh der reehnerisohen Bestimmung iiberhaupt mehr oder weniger 
entziehen, sowie daB die grundlegenden Annahmen - Ebenbleiben 
der Quersohnitte, Hookesehes Gesetz usw. - durohaus nieht strenge 
Giiltigkeit haben. Es kann u. U. ein gut gesohultes GefUhl mehr 
wert sein als die kompliziertesten Bereohnungen. Der Studierende 
sollte eine gewisse Einseitigkeit vermeiden, die sieh einstellen kann, 
wenn er nur mathematisoh denkt, und sollte sioh £rUh daran gewohnen, 
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der genauen Rechnung eine angenaherte vorangehen zu lassen. Da
durch erwirbt sich der Ingenieur auch ein sicheres Schatzungsver
mogen. Wieviel Ingenieure z. B. konnen das Gewicht eines Kessels 
einigermaBen richtig schatzen, oder eine Bahnstrecke entlang fahren 
und angenahert den Wert der Strecke angeben1 Ein gutes Schatzungs
vermogen kann manchmal auBerordentlich. niitzlich sein und kann 
bis zu einem staunenswerten Grade vervollkommnet werden. 

9. Durchbiegungen von Balken gleicher Festigkeit. 
Wir haben in Kap. X gezeigt, daB wir - fiir bestimmte Be

lastungsfalle - jeweils einen Balken so gestalten konnen, daB jeder 
Querschnitt die gleiche maximale N ormalspannung, berechnet nach 
der Formel 

M·v 
0=7' 

hat. Gehen wir fiir die Berechnung der Durchbiegungen von der 
Gleichung der Biegelinie 

d·y M (J 

dx· = E·J = E·v' (161) 

so wird fiir einen rechtwinkligen Querschnitt mit konstanteri Rohe 

d2 y 15 2'(Jmax 
dx. = E.v = E.h = konst. = 0, 

dy 
dx=0.x+01 , 

a·x· . 
Y=-2-+ °1' X +02' (162) 

Fiir bestimmte Falle kon
nen die Konstanten leicht ge
funden werden. 

DurC'hblegung 
IS.... N J -~ - - - - .:::y y:, 

---Ol==j~~ 
Abb.296. 

Es sei ein einfacher Bal
ken in der Mitte durch eine 
Einzellast belastet. Legen wir 
den Koordinatenursprung in 
(Abb. 296), so erhalten wir 

die Mitte des deformierten Balkens 

fUr x = ° . t dy ° IS dx = , 

.. °1 =0, 
fiir x=o ist y=O, 

" °2=0, 

fUr x = ~ ist y = Y1 = Durchbiegung der Mitte = at = (J,tE:~ , 
fUr einen beliebigen Punkt x wird 

I5max ·x2 (Jma,,·l2 (D hb' . P nk) Y = ~ = 4 E.h, - urc legung an Jenem u t 
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oder 

Durohbiegung an irgendeinem beliebigen Punkt 

_ Gmaz ·l2 _ Gm.~~ _ GIll&% (l2 _ 4 x2) 
- 4E·h E·h - 4E·h . (163) 

1st die Breite des Balkens konstant, so ist v = i variabel, wobei 

das Gesetz der Veranderliohkeit von Belastung und Lagerung abhangt. Fiir 

------l-------l einen bestimmt gegebenen Fall kann v = t(x) 
bestimmt und die Differentialgleiohung der 
Biegelinie integriert werden. Untersuchen ",ir 
beispielsweise den gleiohmaBig belasteten 
Freitrager (Abb. 297); legen wir den Koordi
natenursprung in das freie Ende des defor
mierten Balkens, so waohst h linear mit x, 
oder v = c· x; geben wir einem Moment das 
positive Vorzeiohen, wenn es in der oberen 
Faser Zug erzeugt, so wird 

d2 y Gmu Gmu G 
dx2 = - E·v- = - E·c·x = x' 

Abb.297. 

Y= C·x.logx - C·x + C1 ·x + C2 , 

fUr x=O wird y=O, 
-'. C2 =0, 

fUr x = l wird ~~ = ° , 
. . G-Iog l 
.. C1 = - C.logl = -E--' 

·c 

fur x = l wird Y = Yl = b1 = C.Z(logl- 1) + C1 ·l, 

fiir x = x wird b = b1 - Y = C.l(logl- 1) + C1 ·l- C·x (log x -1) 

- C1 ·x, 
= C [l(logl- 1) - x (log x -1)] + C1 (l- x) 

= ~~~ [l- x - x(logl-logx)]. (164) 

Da diese Untersuchungen jedoch keine groBe praktische Bedeutung 
haben, sollen sie nicht weiter fortgefUhrt werden. 

10. Durchbiegungen des einfachen Balkens fUr einen 
allgemeinen Belastungsfall. (Abb. 298.) 

Es sei im folgenden ein einfacher Balken untersuoht, der duroh 
eine gleiohmaBig verteilte Belastung, dumh Einzelkrafte sowie durch 
Momente an den Auflagern belastet sei. 11 und 12 seien die Ver-
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drehungen an den Enden, das rechte Widerlager habe .sich gegen das 
linke urn. d gesenkt, wahrend der Balken urspriinglich horizontal war. 
Die Momentenfiachen sind fiir die einzelnen Belastungen einzeln ge
zeichnet; man konnte natiirlich auch die resultierende Momenten
Bache benutzen, aber es hat manche Vorteile, die Flaohen einzeln 
zu betrachten. Es wird nach den Satzen von den MomentenBachen 

D .E.J=P.a.l.i_ P·a·a .~+!l.ql2.~ 
2 2323382 

_ M .l.i _ (M,-M,)l.i 
r 2 2 3 

= P·a (l2 _ ail) + ql4 _ Mr l2 _ Mr ·l2 (165) 
6 ··243 6' 

Dil =T1·l+d, (166) 

D.E J=Pa(l-a)(2l-a)+!l!!.._M/.l2 _Mr ·l2 (167) 
1 6 246 3' 

Dl = T2 ·l - d, (168) 

T1 + T2 = Anderung der N eigung 
iiber die Lange des Balkens 

= P·a(l-a) + i!:. 
2 12 

+ ~.l + M;.l. (169) 

Sodann haben wir noch die drei 
Gleichgewichtsbedingungen 

.2H=O, 

.2V=O, 

.2M=O; 

diese ergeben 

A+B=ql+P, 

Mr - Ml + P a - B·l 

+q~2 =0. 

(170) 

(171) 

r-
i.fl 
..L 

Die neun GraBen Mr , Mp A, Abb.298. 

--. 
-,,!r 

..J. 

B, D1 , D 2 , T1 , T2 und d sind 
also durch die sieben Gleichungen (165) bis (171) miteinander ver
bunden. 

Aus Gl. (165) und (167) folgt 

6 E· J (a3) q l" --·D=Pa--+--2M-M l2 2 l2 4 ,. I 

q l2 
=P.l(k - kS) + 4" - 2M,. - Mp (172) 
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worin 

k-~· - l' 
mit 

und 

wird 
6E·J 6E·J 
-12- .D1 = 01 - Mr - 2 Ml = -12-(12·l- d), 

6E·J • 6E·J 
---,;-- .D2 = 02 - 2 M,. - Ml = -".- (11 ·l + d). 

Aus G1. (174) und (175) 

M = 2 O2 - 01 _ 2 E·J (3 d + 21 -1) 
r 3 11 12· 

M = ~01-02 + 2E.J(3d+ _ 2 ) 
l 3 1 I 11 1 2 • 

(174) 

(175) 

(176) 

(177) 

01 und 02 sind nur von der Belastung und von den Balken

abmessungen, 31d ist von einer etwaigen Widerlagersenkung abhangig. 

Fill einen beiderseits eingespannten Balken mit unnachgiebigen 
Widerlagern wird d = 0, 11 = 0, 12 = 0 und somit. 

Mp = P.l(k2 - k3) + ~~, (178) 

(179) 

was mit den Ergebnissen aus Abschn. 5 dieses Kapitels iibereinstimmt: 
G1. (145) ergibt bei gleichmaBig verteilter Belastung ein Stiitzenmoment 

q 12 
von 12 und G1. (131) und (132) ergeben 

Ml = P.12(1;k)2' k .Z =P.l(k- 2k2 +k3) (vg1. G1.(179)), 

Mr= P.Z(1-;2k)k2 .Z2 =P.lW- k3) (vgl. G1.(178)). 

XIII. Zusammengesetzte Beanspruchungen. 
1. Allgemeine Ubersicht. 

In den vorhergehenden Kapiteln sind Zug-, Druck-, Abscherungs-, 
Verdrehungs- und Biegungsbeanspruchungen behandelt worden. Bei 
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allen diesen Beanspruchungen einzeln waren schon Normal- und Tan
gentialspannungen gleichzeitig aufgetreten. Wir wollen nunmehr fol
gende Kombinationen behandeln: 

a) Zugbeanspruchungund Druckbeanspruchung in zwei zueinander 
senkrechten Ebenen, 

b) Zug und Verdrehung, 
c) Druck und Verdrehung, 
d) Zug und Biegung, 
e) Druck und Biegung, 
f) Abscherung und Verdrehung, 
g) Verdrehung und Biegung, 
h) Verdrehung, Biegung und Zug. 
i) Verdrehung, Biegung und Druck. 
Abscherung und Biegung ist bereits erortert. 
Die Aufgaben dieses Kapitels stellen eine Anwendung und Erweite

rung der in den Kapiteln V und IX abgeleiteten Satze dar. 

2. Zug und Druck in zwei zueinander senkrechten~Ebenen. 
Wenn in der einen Ebene reiner Zug und in der anderen Ebene 

reiner Druck herrscht, so sind dies die Hauptspannungen; der Fall ist 
in Kap. V erschOpfend behandelt. GroBe und Richtung der Spannung 
in irgendeiner beliebigen anderen Ebene kann nach den dort ab
geleiteten Satzen bestimmt werden. Bezeichnen wir die Druck- bzw. 
die Zugspannung mit 0d bzw. 0z' so ist die bezogene Langenanderung 
(Dehnung) in der Richtung der Zugspannung 

a. 1 ad 
cZ=E m'E 

und in der Richtung der Druckspannung 

C - ad + 2-. ~ 
d- E m E' 

wobei der Elastizitatsmodul E auf Druck und Zug gleich und unab
hangig von der Spannung angenommen ist. Fiir konstantes, aber 
auf Druck und Zug verschiedenes E wird 

Z E. m Ed' (1) 
C = a. +~. ad I 
C _ ad +~. az 
d- Ed m E.' 

Bezeichnet man mit °1 und 0'2 die Hauptspannungen, und fiihrt man 
ihre algebraischen Werte ein, - d. h. Zug erhalt das positive, Druck das 
negative V orzeichen, entsprechendes gilt fiir die Formanderungen -, 
so erhalt man mit konstantem, auf Zug und Druck gleichem E fiir die 
Langenanderungen in den Hauptspannungsrichtungen 

E'cl = °1 - ;., I 
E 01 

'C2 = °2 - m' 

(1 a) 
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Die bezogene Langenanderung in der dritten senkrechten Ebene 
ist bestimmt durch 

Haben wir einen dreiachsigen Spannungszustaud, so erhalt man 
fUr die bez. Langenanderungen eines isotropen Korpers in den drei 
Hauptspannungsrichtungen 

E· £; = (J - <12 - <13 1 11m m' 

E· £;2 = (J2 - ~ - ~ , J 
E.£; = (J _ <11 _ <12. 

33 m m 

(lb) 

3. Zug oder Druck und Verdrehung. 
In Kap. vm ist der Spannungszustand eines tordierten Stabes be

sprochen. Kommt zu der Verdrehung noch eine Normalbeanspruchung 
hinzu, so sind die Spannungen des einachsigen Spannungszustandes 
den Torsionsspannungen zu superponieren. 

4. Zug und Biegung. 
In Kap. IX ist die Spannungsverteilung iiber einen Querschnitt 

fiir jeden beliebigen DurchstoBpunkt und jede beliebige Richtung der 
Resultierenden gezeigt worden. Die Schwierigkeit bei Biegung ver
bunden mit N ormalkraft besteht darin, jenen DurchstoBpunkt Z'U finden. 
Es sei ein einfacher Balken nach Abb.299 auf Biegung durch Quer-

p 

r-------J---m---ui . z 

Abb.299. 

krafte und durch eine Zugkraft beansprucht, die in der Balkenachse 
wirkt. Zunachst moge nur die Biegung durch die Querkrafte vor
handen sein und den Balken nach der gestrichelten Linie deformieren, 
was auf Grund der in Kap. XII abgeleiteten Gleichungen berechnet 
werden kann. Nun trete die Zugkraft Z auf; sie wirkt auf einen ver
bogenen Balken, der an jedem Punkt durch ein positives Moment 
beansprucht ist. Infolgedessen hat Z in bezug auf jeden Balkenpunkt 
einen Hebelarm und iibt damit auf jeden Punkt ein negatives Moment 
aus (Zug in der oberen Faser) und vermindert damit die Durch
biegung. Die dem Gleichgewichtszustand entsprechende Biegelinie, die 
also fiacher als die erste ist, ist nicht bekannt. 
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Gehen wir von der Differentialgleichung der Biegelinie aus 
d2 y M 
dx2 = + E.J (2) 

und setzen fiir M den Betrag ein aus der Biegung durch Querkrafte 
und durch die an den (unbekannten) Hebelarmen y wirkende Zug
kraft Z, so· erhalten wir, wenn wir den Koordinatenursprung nach A 
leg en, x nach rechts und y nach unten positiv zahlen: 

d2 y M 
dx" -E·J' 

(3) 

(4) 

Durch Integration der Gl. (4) ware die durch die Zugkraft Z ver
flachte Biegelinie zu bestimmen. 

Als eine exakte Losung kann dies jedoch nicht bezeichnet werden. 
Es moge daran erinnert werden, daB Gl. (2) gewisse Annahmen in 
sich birgt, darunter dx = ds, d. h. in anderen Worten, daB die Durch
biegungen Null sind. Dies mag bei Biegung durch Querkrafte, wo 
also die Momente von den Durchbiegungen nicht beeinfluBt werden, 
jedenfalls viel eher hingenommen werden, als in diesem FaIle, wo 
ein Tell des Momentes eine Durchbiegung zur V oraussetzung hat. Es 
liegt hier in gewissem Sinn ein Selbsterregungsvorgang vor, indem 
erst durch Momente Durchbiegungen, dann durch die Durchbiegungen 
weitere Momente und damit wieder Durchbiegungen erzeugt werden 
u. s. f., bis ein Beharrungszustand eintritt; es ist also offenbar eine an
fechtbare Methode, auf Grund der Gl. (4) die Biegelinie zu bestimmen. 
Trotzdem wollen wir die Entwicklung bringen und nachher eine andere 
Naherungslosung angeben. 

Es ist fiir den einfachen Balken mit einer Einzellast in 
der Mitte (Abb. 299) 

I 
X= ---

~ I d2 y p·x 
E· J. dx" = - 2 + Z· y. 

x=o 
Mit 

ist das allgemeine Integral 

C q·x + C -q·x p 
y= I·e 2· e +2Z· X ' 

worin C1 und C2 Integrationskonstanten sind. 
Fiir x = ° ist Y = 0, also 

C1 + C2 = 0, 
C1 = - Ce• 

(4) 

(5) 
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FUr. I 
x=2" 

Daraus 
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ist :: = 0; wir miissen also ~: bestimmen. 

ay ° q·z a -q·z P ax = q. l' e - q. g' e + 2 Z • 

Bezeichnen wir den Klammerausdruck mitu, so wird 
. P 1 °1 = - 2Z' q''u,= - Og, 

= ~(x _ eq,z_e-q.z) 
y 2Z ql ql ' 

q.e"2 +qe-"2 

(6) 

(7) 

womit die Gleichung der elastischen Linie auf Grund der genannten 
Annahmen gefunden ist, 

Die groBte Durchbiegung tritt in der Mitte, x = {, auf, mit 

P (I 1 J _e-~) 
Y1=2Z 2"-q':"g! _g!' 

e 2 + e 2 

(8) 

Die groBte Randspannung folgt aus 

(J=;+~v _Z·~l·V (9) 

(v hat unterhalb der Achse das positive Vorzeichen). 
Einfacher Balken mit gleichma.8ig verteilter Belast~ng 

(Abb.300). 

,Z {==-:~::~~-=:~-~t.:--~~----~~-~J Z. 

Abb. SOO. 

Die Ausgangsgleichung iautet 

E.J. :~ = - PX(~-x) + Z.y. (10) 

Mit q = V E~ J und P/ = P wird 

° q·z + 0. -qz + p·x p.x2 P 
Y= l· e 2· e Z-n- q2 .Z' (11) 

worin 01 und 02 Integrationskonstanten sind. 
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FUr x = 0 ist Y = 0, also 

o = 01 + 02 - tZ ' q. 

02= t Z'- 01' q . 

F ·· l. d dy 0 . t ul' x=2 WIl' a:;;= ; es IS 

dy P p·x 
a:;; = q. 01 . eqX - q °2 , e-qx + Z - -----z--' 

damit 
q·z q·z 

0= q.Ol·eT - q.02·e 2 

1 
01 = 02'----q:z 

e 

° = p.eq •z 
2 q2.Z (1 + eN) 

° = ----:=-P-----:c-
1 q2.Z (1 + eq •Z) 
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(12) 

(12a) 

(12b) 

(13) 

womit die Gleichung del' elastischen Lillie fUr diesen Belastungsfall 
gefunden ist. 

Die groBte Durchbiegung in del' Mitte, x = ~ , betragt 

qZ 

p [2 e2 J P·l 
Y1 = q2.Z l+eql -1_ + 4Z' 

Die gl'oBte Randspannung ist durch Gl. (9) bestimmt. 
Beidel'seits eingespanntel' Balken mit Einzellast 

Mitte (Abb.301). 

P 

4!1~-~:r~_~----i __ -_/ ~ 
Ni t~~~~~-~--~-~---~~-~----~~~----------~I Mr=Ml 

Abb. SOl. 

Die Differentialgleichung del' Biegelinie lautet 
z 

x="2 

J 
x=o 

(14) 

in del' 

(15) 
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Mit q = V E~ J lautet das allgemeine Integral 

M/ p·x 
Y = ° ·ell ·X ---L ° ·e-Il•X __ +--1 I 2 Z 2Z • (16) 

Die Integrationskonstanten 01 und 02 bestimmen sich aus folgen. 
den Randbedingungen: 

Fur x = 0 ist Y = 0, daher 

o = 01 + 0'J _ ~l ; 

01 = ~/ - 0'J' 

F ·· 1 • t dy 0 ur X=21S Tx= 

daraus 

dy =q.O .eIlX-qO .e-Ilx+~ 
dx 1 2 2 Z ' 

11'[ q.[ 

0 "2 ° -"2+_P O=q· ·e -q ~·e 1 ~. 2 Z • 

(17) 

Bestimmen wir mit diesen Gleichungen 01 und 0'J und setzen die 
Werte in Gl. (16) ein, so erhalten wir 

q·l 
P qMl "2 

M, p.x 2Z+--z-oe 
y = --t(ellx -1) + 2 Z - (e llx - e-qx ) (~ _!li)' 

q e 2 +e 2 

(18) 

Die groBte Durchbiegung tritt in Balkenmitte, x = ;, auf und 

wird 
IJI 

~+qM/.e2 
M/(~ ) P·l (g1 -~) 2Z Z 

Y1=Z- e -1 +4-Z- e2 -e 2 (Ill Ill). (19) 
q e2 +e 2 

Die Randspannung in Balkenmitte wird nach Gl. (9) bestimmt; an 
den Enden ist 

Z Mrv 
0= F--Y-. (20) 

Fiir die zahlenmiiBige Auswertung sei daran erinnert, daB Ml ne
gativ ist, d. h. in den oberen Fasern Zugspannungen erzeugt (v ist 
positiv unter tmd negativ uber der N.L.). 

Eingespannter Balken mit gleichmaBig verteilter Be
lastung. 

Die Gleichung der Biegelinie lautet 

E.J. d2 y = _ p.x(l-x) ---'-Z. + M 
dx 2 2 I Y I' (21) 
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Mit q = V :. J und P = p~ l lautet das allgemeine Integral 

M/ p.x p·x2 P ) 
Y = C1 ·eqa; + C2 ·e-qa; - Z + --Z - 2"Z - q2.Z • (22 

Die Konstanten bestimmen sich wie folgt: 

Fur x = 0 ist Y = 0, also 

0= C1 + C2 - ~/ - qt.z . 

Fur x = 21 wird!:JL = 0 
dx 

~ - q.C .eqa; _ q.C .e-qa; + p _ px 
dx - 1 2 Z Z 

qZ ql 
0=q.C1 ·e2 -q.C2 ·e-2 . 

Damit ist die Gleichung der Biegungslinie bestimmt 

=(M/ +_p_).(eqa;+eQ1-qa; _l)+P.x _ pX2 
Y Z q2.Z 1+eq1 Z 2Z • 

Die gr6Bte Durchbiegung in der Mitte, x = ; , ist 

( M/ p )(2e¥ ) P·l 
Yl= z+ q2.Z 1+eqZ-1 +4Z' 

(23) 

(24) 

(25) 

Die Randspannungen in Mitte und Balkenenden gehen dann aus den 
Gl. (9) und (20) hervor. 

Niiherungs16sungen. 

1. Es ist klar, daB der tatsiichliche Hebelarm der Zugkraft Z 
in bezug auf die Balkenachse an jeder Stelle des Balkens kleiner ist, 
als die Durchbiegungen, die ohne Rucksicht auf Z errechnet sind. In 
bezug auf die Biegelinie hat Z die Wirkung, den Stab zu strecken 
und die Durchbiegungen zu vermindern. Die N ormalspannungen aus 
Z erhOhen die aus der Biegung durch Querkrafte herriihrenden Zug
spannungen und vermindern die entsprechenden Druckspannungen. 
Das von Z ausgeubte Biegungsmoment dagegen vermindert (bei posi
tivem Moment infolge von Querkraften) in Balkenmitte die Zugspan
nungen der unteren Faser aus der Biegung durch Querkrafte herruh
renden Zugspannungen sowohl wie die Druckspannungen der oberen 
Faser. Man bewegt sich also stets nach der Seite der Sicherheit, wenn 
man das von Z herruhrende Biegungsmoment vernachlassigt, fUr den 
Fall, daB die Z abgewandte Balkenfaser gezogen ist. Bezeichnet man 
mit M das Moment aus den Querkraften, so ist der Ausdruck 

Z M·v 
a=F+Y (26) 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 26 
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zu groB, wahrend der Ausdruck 

Z M·v Z',}B'V 
0= F+-;r--J- (27) 

(~B = Durchbiegungen ohne Beriicksichtigung von Z) zu klein ist. Setzt 
man den wahren Wert von ~ in G1. (27) ein, so erhalt man. den 
wahren Wert von o. 

1m Bereich der negativen Momente, wo also die Z zugewandte 
Balkenfaser gezogen ist, liefert der Ausdruck 

Z M·v Z',}B'V 
OZ = F + 7- - --J-

zu groBe Werte, und der Ausdruck 

Z M·v 
oz= F +-;r 

zu kleine Werte. 

2. a) Einfacher Balken. 

Es sei zunachst die Beziehung zwischen der graBten Randspan
nung und der graBten Durchbiegung bei Biegung fUr zwei Belastungs
falle abgeleitet. 

Mit einer Einzellast P in Balkenmitte wird 
Pla 

~B = 48E.J; 

P·l v 
oB=T'J 

°B·12 

.. ~B= 12.E.v • 

Mit gleichmaBig verteilter Last p wird 

5·p·l4 
~B= 384.E.J 

p·12 v 
°B= -8- o J 

jiB = 5 OB .12 • 
" u 48.E.v 

FUr beide Belastungsfalle geniige die Naherungsformel 

oB·12 

~B = lO.E.v • (28) 

Obwohl G1. (28) nur fUr zwei Belastungsfalle abgeleitet ist, mage 
3ie fUr jed e n Belastungsfall bei Biegung angeweridet werden. Es solI 
lUS G1. (28) also allgemein gelten 

10·E,v·,}B 
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Nun stellen in Gl. (27) die beiden letzten Ausdriicke die Bie
gungsrandspannung dar, da 

N·v Z·()·v 
a = -r - -J- , 

worin M das Moment durch Querkrafte ist, falls man unter !5 die 
wahre Durchbiegung versteht; unter dieser Voraussetzung hat Gl. (27) 
strenge Giiltigkeit. 

Setzen wir fiir !5 den Wert aus Gl. (28) ein, so wird 
N·v Z·v an·l2 

a = -----y- - -----y-. 10. E. v 

N·v 
a = ---oZ=-.--=l7"""2 • 

J+ 10E 

Unter Beriicksichtigung der Spannungen durch die Normalkraft 
wird 

Z I N·v 
a= F T Z.l2 

J+ 10E 

(29) 

Beispiel ' : Es moge ein horizontal an beiden Enden frei gelagerter Eisenstab 
mit einem Quersehnitt 1 X 6 em2 und einer Lange von l = 5 m einen Normalzug 
von 6 t haben. Es ist 

F= 6 em"; Z= 6t; g= 4,5 kg/m; 
1 

J=12. 6 3 = 18 em4 • 

Nach GI. (26) wird 

=P M.v=1000 4,5.25.100.3=1234k/ 2 
a F + J + 8.18 gem. 

Dieser Wert ist, wie oben gezeigt wurde; zu groB. 
Es wird 

5 45 5.5.5.5.10 8 

(jn = 384 . 100-· 2100000.18 = 0,96 em. 

Naeh Gl. (27) wird 
6000·0,96·3 

a = 1000 + 234- 18 = 274 kg/em2 • 

Diesel' Wert ist, wie gezeigt, zu klein. 
Unter Benutzung von Gl. (29) wird 

Z·l2 6000.500·500 
10.E.J = 10.2100000.18 = 3,97 

a = 1000 + 1 233\7 = 1047 kg/em". +, 
Gl. (27) hat in dies em Falle einen vollig unmogliehen Wert geliefert, da die 

Zugrandspannung nie kleiner werden kann als ~ = 1000 kg/em2• Der naehGl.(29) 

erreehnete Wert diirfte dem wirkliehen nabe genug liegen. 
Benutzen wir die Gl. (9) und (14), so erhalten wir 

1/ 6000 1 ti = 3,15 
q= V 2100000·18 = 79,2 ; 2 

1 Mit Reehensebieber gereehnet. D. Ubers. 
26* 
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e3,15 = 23,47 ; e6,30 = 550,8 
p.l 

P= 2 = 4,5·2,5 = 11,25 kg 

b = _4.5 . 79,2 2 [ 2·23,47 
100 6000 1 + 550,8 

IJ I 11,25·500 = 0 191 
+ 4·6000 ' 

G=1000+234-- 6000~i19.3 =1044kg/cm2. 

Man sieht, daB die Naherungsrechnung etwa zu dem gleichen Ergebnis fiihrt 
wie Gl. (14). Dies wird im allgemeinen, von bestimmten Fallen abgesehen, zu
treffen. 

b) Beiderseits eingespannter Balken. 
Fiir eine Einzellast Pinder Mitte wird 

P·l3 
OB = 192E.J ' 

P·l v 
(JB=S'J' 

GB ·l2 
•. OB= 24E.v • 

Fiir gleichmaBig verteilte Belastung p wird 

p·l4 
OB= 384E.J ' 

p·l2 v 
(JB=24"'J' 

GB ·l2 
•. OB= 16E.v . 

Als einen guten Durchschnittswert benutze man 

o _ --'!!3~2 
B- 20E.v 

und 
20bB·V·E 

(JB = l2 

Unter Benutzung der Gl. (27) erhalten wir 

M·v Z·(j·v 
a=-T--J-' 

M·v Z·GB·l 2 

a = ---y- - 20E. J ' 

M·v 
(J = ---=Z:-.~l2;--. 

J+ 20E 

(30) 

Unter Beriicksichtigung der Spannungen durch die Normalkraft wird 

Z M·v 
0= -F + Z.l2· (31) 

J+ 20E 
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Beispiel: Man betraehte den gleiehen. Stab wie vorhin, 
eingespannt, etwa in ein steifes Bleeh od. dgl. 

Es wird nach Gl. (26) 

Z M·v 1000 4,5·0,01·500·500 3 -1078 k / 2 a= F+--;r= +. 24 '18- gem 

Dieser Wert ist, wie gezeigt, zu groB 

1 
<5B = 5 . 0,96 = 0,192 em. 

Es wird naoh Gl. (27) 
960 

a = 1113 - -5- = 921 kg/em2 • 

Dieser Wert ist zu klein. 
Bei Benutzung von G1. (31) erhalten wir 

Z·l2 
20E.J = 1,98 

78 
(J = 1000 + -1 1 98 = 1026 kg/em2 • +, 
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jedoeh beiderseits 

(in Balkenmitte). 

Dieser Wert liegt zwischen den beiden ersten und a> ;; er wird ziem

lich in der Niihe des wahren Wertes liegen. 
Nach den genaueren Gleiehungen (25), (9) und (20) ergibt sich 

1 q·l 
q = 79,2 ; 2 = 3,15 , 

ql 
2" ql 

e =23,47; e =550,8; P=11,25. 
p l2 

Ml = Mr (aus Querkriiften) = 12 

[ 4,5.500.500 4,5 ( 1)2 1 ] 
<5= 100.6000.12+100' 79,2 '6000 

. ( 2·23,47 -1) 11,25·500 = 0 089 m 
1 + 550,8 + 4.6000 ' e. 

a = 1113 - 6000·~8089.3 = 1024 kg/em2 • 

Wir sehen, daB auch in dies em Fall die Anwendung der umstiindlieheren 
Reehnung unnotig war. 

Die Randspannungen am Balkenende sind (Z· <5 = 0) 

P l2 3 Q 

a = 1000 + 12 '18 = 1226 kg/em- . 

In diesem Beispiel steokt eine weitere Ungenauigkeit. Das Ein
spannmoment Mr = Mz ist nioht unbeeinfluBt davon, ob in der Rioh
tung der urspriingliohen Stabaohse eine Zugkraft wirkt. Die Zugkraft 
strebt, den Stab gerade zu biegen, und vermindert damit die Einspann
momente. Es mage versuoht werden, diesen EinfluB reohnerisoh zu 
erfassen. Die N eigung am Ende des bestimmt gelagerten Balkens 
betragt (x = 0 in Gl. (12)): 

dy C c' P a;=q. l-q' 2 T Z' 
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.°1 und 02 sind dureh die G1. (12a) und (12b) bestimmt, damit 
wird 

dy P (1- eql) P 
/Xz=d;= q.Z l+eql +Z-. 

Das Moment Mz = M r , das notig ist, urn das Balkenende wieder 
in die urspriingliehe Lage zuriiekzudrehen, ist bestimmt dureh 

Mj·l 1 
/Xl = E. J • -2 . 

Damit wird 

M =M = 2E·J .~(l_eql) + 2p·E·J 
Z r l q.Z l+eql l.Z 

2p (l-e ql ) 2P 
=l.q3 l+eql +l.q" 

= 2.4,5.79,2 3 (_ 549,S) + 22,50.79,2 2 

500·100 \ 551,S 500 

= - 89,0 + 283 = 194 emkg. 

Setzen wir diesen Wert in G1. (25) ein, so erhalten wir 

~ = 0,188 em, 

also, wie zu erwarten, einen hoheren Wert. 
Damit ergibt sieh aus G1. (9) die Randspannung in Balkenmitte 

( p l2 ) 
Z -S--M1·v Z·ij·v 

a=}f+ J --y-
3 3 

= 1000 + (1402 - 194) '18 - 6000 . 0,188 'lli 

= 1000 + 201 - 188 = 1013 kg/em2 • 

Die Randspannungen am Balkenende sind 

a = 1000 + 1:4 = 1032 kgjem2 • 

Mit den korrigierten Momenten erhalten wir also etwas andere 
Werte. Am Balkenende muB die Randspannung unter allen Umstan
den kleiner werden; in der Mitte sind zwei gegenlaufige Einfliisse 
festzustellen: das Moment dureh Querkrafte wird groBer, wahrend 
gleiehzeitig das entlastende Moment dureh die Zugkraft ebenfalls 
groBer wird. 

5. Druck und Biegung. 
Dieser Fall ist entsprechend dem letzten zu behandeln. Wahrend 

der axiale Zug die Durehbiegung vermindert, vergroBert sie der axiale 
Druck. Bezeichnet man wieder mit (j B die durch die Biegung aus 
Querkraften hervorgerufene Durchbiegung, so ist offenbar, daB 

D M·v . 
a = F + -:J zu klem, (32) 

a=~+~v+D.~.V zuklein. (33) 
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Die wirkliche Durchbiegung ~ wird groBer sein als ~B' und 

D M·v D·(j·v 
<1=]I'+-;r+-J- (34) 

stellt den richtigen Wert der Spannung dar. 
Benutzen wir die in den G1. (28) und (30) dargestellten Zusammen

hange, so erhalten wir 
fUr den einfachen Balken 

woraus 

und 

folgt. 

D M·v D·(j·v D lOE·(j·v 
<1 = ]I' + -:J + -J- = F + 12 

M·v 
-;r 

~ = -l~O;-E"'"·-v--;DO;-·-v
-1-2---;r 

D M·v 
<1 = F + D.12 

J--
lOE 

(35) 

Fiir den beiderseits eingespannten Balken wird in Balkenmitte 

D M·v 
~ - _ -L _--=-=-
U - F I D.12 • 

J- 20E 

Aus G1. (35) ist zu ersehen, daB <1 unendlich wird, wenn 
D·l2 

J= lOE 
oder wenn 

D- lOE.J. 
- 12 , 

dieser Wert entspricht dem Eulerschen 

D = n 2 .E.-!... 
12 , 

(36) 

Unsere Gleichung zeigt also - entsprechend der Eulerschen Glei
chung -, daB eine Druckkraft von ,dieser GroBe ein solches Moment 
erzeugt, daB der Stab bricht. 

1m folgenden mogen die genaueren Gleichungen abgeleitet werden. 

Balken auf zwei Stiitzen; Einzellast in der Mitte. 
Unsere Ausgangsgleichung lautet (Abb.302) 

I 
X=-

J 2 d 2 y p·x 
E·J·-2 = - --D·y. 

x = 0 dx 2 
(37) 

Mit 
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lautet das allgemeine Integral 
o poX 

Y = 01 sm q x + °2 0 COS q X - 2 D ' (38) 

worln 01 und.02 Integrationskonstanten sindo 

~[~~~:j~-~~~--~:~-~~~.~J .D 

Abbo 3020 

Fiir x = 0 ist y = 0, also 

Fiir lot dy 0 x=2 IS ([X= 

dy ° ° 0 p ([X=q locosqx-q 2osmqx- 2D' (39) 

ql 0 ql P o =qoOlocosT - qo02osmT - 2D' 

'p °1 = ql' 
2DoqocoST 

Daraus folgt die Gleichung derelastischen Linie 

po sin q x Pox 
Y= ql-2DO 

2DoqocosT 
(40) 

Die gr6Bte Durchbiegung in der Mitte fiir x = ~ ist 

Y1 = tD (tanq q~ l _ x) , ( 41) 

und die gr6Bte Randspannung folgt aus 

D pol v DoYl°V 
a=F TOJ+-J- o (42) 

Balken auf 2 Stiitzen mit gleichmaBig verteilter Be
lastung. 

Unsere Ausgangsgleichung lautet 

Mit 

EoJo ::~ = - px(~-x) -Doyo (43) 

D q2= __ 
Eo'; 
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lautet das allgemeine Integral 
. p·l·x p.x· p 

Y = C1·smqx + C2 ·cosqx - 2D + 2D - q2.D· (44) 

FUr x = 0 ist Y = 0, also 

0= C2 - :..~; C'J = qtD • 

Fur x = 0 ist :~ = 0, also 

!!:JL=q.C .cosqx-q.C .sinqx-P..i+ p.x, (45) 
dx 1 2 2D D 

q l . ql o =q,C1 ,coST- q,C'J.sm 2 , 

ql p ql 
C1 = C'J. tan 2 = q2.D . tanTO 

Damit wird die Gleichung der elastischen Linie 

p ( q·l . ) px(l-x) p 
Y = q2.0 tanT' smq·x + cos qx - 2 D. - q2.0 . 

Die grof3te Durchbiegung in der Mitte ist (x = ~) 

Y _ -p- (_1 __ 1) -' :L~ 
1 - q2. D q l 8 D . 

cos ----
2 

Die grof3te Randspannung in der Mitte folgt aus 

D p·l2 v D'Yl'V 
(J= F +-SoJ+-J-' 

Beiderseits eingespannter Balken; Einzellast in 
Mitte. 

Die Ausgangsgleichung lautet (Abb. 303) 

,0 IA ----duin_u
.-). B D 

~& - ,-] -- loT 
Mz' t~-~~~~-~~~ _~ ~ _~_:~_-_~_ ~_ ~_~~ _____ JMr = M/ 

Abb.303. 

(46) 

(47) 

(48) 

der 

I 
"=2 
f d2y P (49) 

E· J. dx 2 = - 2' x - D·y + MI' 
,,=0 

Mit q~ = E~J lautet das allgemeine Integral dieser Differential

gleichung 
C · C M/ p·x y = l' sm q x + 2' cos q x + N - 2 D • (50) 

Die Integrationskonstanten bestimmen sich wie folgt: 
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Fiir x=o ist y=O: 

F oo lot dy 0 
ur x="2 18 a-x= : 

dy 0 0 0 P 
dx = q - 1 - COS q X - q \) -SIll q X - 2 D ' 

O=q-O _cosq-1_q_0 _sinqol_~ 
1 2 2 2 2D' 

qol 
M/-tanT P 

0 1 = D + q-[" 
2q-D-cosT 

Damit ist die Gleichung der elastischen Linie bestimmt: 

y=-

qol 
Mrtan-osinqx 0 

2 + Posmqx 
D . qol 

2qoDocosT 

M/ M/ pox 
- 7J-cosqx+7J - 2D -

Die groBte Durchbiegung (in der Mitte) betdigt (X = {) : 

qol 
M/ 1 PotanT pol 

Y1 = - 7J(---q.t- 1) + 2qoD - 4D -
cosT 

Die Randspannung folgt aus 
in der Mitte: 

am Balkenende: 

(51) 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

Eingespannte Balken mit gleichmaBig verteilter Be
lastungo 

Die Ausgangsgleichung lautet: 

EoJ- d2 y = _ pox(l-x) _ Doy + M (56) 
dx2 2 10 

Mit q2 = E~J- wird das allgemeine Integral: 

o M/ plx pox' P ( 
Y = 0 1 o SIll qx + 02ocosqx + 7J - 2D + 2D - q20D ' 57) 
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Die Integrationskonstanten bestimmen sich wie folgt: 
Fiir x=O ist y=O, also 

0=02 + ~I - /:0' 
O2 = q2~D - ~l . 

F ·· l. d ur x= 2" W1l' 
dy 
dx =0: 

dy 0 O· p.l p·x - = q. ·cosqx - q. 'SlllqX - - --- +-dx 1 2 2D D' 
q.l . q.l 

0= q.o ·oos- - q·O 'Slll-, 
1 ~ 2 2 

q·t (p MI) q·1 01 = 02· tan T = q2.D - D tanT' 

Damit erhalten wir die Gleichung der elastisohen Linie: 

y= q2~D (tanq~l.Sinqx+Oosqx-l) 

411 

(58) 

- ~l (tan q~l,sinqx + cosqx - 1) _ pXJ1;;x) (59) 

Die groBte Durchbiegung (in Balkenmitte, x = }) ist 

M ( 1 - cos q ~ l) 12 
Y1 = (q/D - -D1

) --q-.l - ~~-. 
COST 

Die Randspannung folgt aus 
in Balkenmitte: 

am Balkenende: 
a =!2. + Mrv 

F J' 

6. Zahlenbeispiel. 

(60) 

(61) 

(55) 

Ein horizontaler Stab, dessen Quersehnittsprofil N.P. I 34 mit F = 86,7 cm2, 

J = 15695 cm4 sei, habe eine Lange von 10 m, sei senkreeht zur Langsachse mit 
500 kg/m und in der Riehtung der Langsaehse mit 45 t belastet. Der Stab soIl 
als beiderseits gelenkig gelagert betraehtet werden. 

Es ist naeh G1. (32): 

= ~5000 500.1000'1000.~-==520 678=1198k I 2 
(J 86,7 +100 8 15695· + gem. 

Die Durehbiegung aus der Biegung dureh die Querkrafte wird 

5 500 1012 

bB = 384'100' 2,1.106 .1,5695.104 = 1,975 em. 
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Nach Gl. (33) wird 

=1198 45000·1,975·17 =1294k / 2 
(J + 15695 g em • 

Beide Werte sind zu klein. Gl. (35) ergibt 

D·12 4,5.10<.106 

10E =~~=2140, 

5.106 .17 
(J = 520 + 8.1,5695.10. = 1300 kg/em2 • 

Gl. (47) und (48) ergeben folgendes: 

1/ --;4-;:-5-';-;00"'0-- 1 
q = y 2100000·15695 = 853' 

ql 
2=0,587, 

ql 
cos 2 = 0,8328. 

5·853·853 ( 1 ) 5.106 

Yl = 45000 0,8328 -1 - 8.4,5.10' = 16,28 -13,89 = 2,39 em, 

0=520+678+ 45000.2,39·17 = 1198+116=1314kg/em2 • 
15695 

Auch dieses Beispiel zeigt, daB die angegebenen Naherungsformeln 
praktisch hinreichende Genauigkeit ergeb,"n. 

7. Verdrehung und Biegung. 
Dieses ist der praktisch haufigste Fall von allen Moglichkeiten, 

wo Verdrehung gleichzeitig mit einer andern Beanspruchung auftritt. 
J ede horizontale Welle beispielsweise ist auf Verdrehung und Biegung 
beansprucht. Wird eine Welle mittels eines Riementriebs angetrieben, 
so ist der Seilzug in den beiden 

Abb.304. 

Riementeilen verschieden groB. Es sei PI> P2 (Abb.304). Die Re
sultierende P von PI und P2 wirke in einer Entfernung a von der 
Achse, sie sucht der Welle eine gleichmaBig beschleunigte Rotation 
zu verleihen. Die Welle gebe die indizierte Arbeit liber einen zweiten 
Riementrieb an eine Arbeitsmaschine abo Ist die Bewegung gleich-
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formig, so iiben die beiden Riementriebe gleichgroBe, entgegengesetzt 
gerichtete Torsionsmomente auf die Welle aus. Werden N Pferdekrafte 
iibertragen, so ist, wenn man mit n die Drehzahl pro Minute be
zeichnet, die Krafte in kg, die Langen in m mi.8t, 

23<·n·a·P (. 
(lO~=N ill P.S.), 

60·75·N 
Mp = P·a = 2n,;--. (62) 

Die beiden Kriifte P und P' wirken zusammen mit den Auflager
kraften quer zur Stabachse; die Krafte liegen nicht in einer Ebene. 
Ais weitere Krafte quer zur Achse kommen 
in Betracht das Gewicht der Welle und der 
Riemenscheiben usw. Jedenfalls wirken im 
allgemeinen in einem Querschnitt Biegungs
momente in zwei aufeinander senkrechten 
Ebenen, deren Schnittlinie die Stabachse 
ist. Das resultierende Moment M R kann 
nach GroBe und Richtung leicht bestimmt 
werden. In Abb. 305 sei der Wellenquer
schnitt dargestellt, die Wirkungsebene des 

y 

Abb.305. 

x 

resultierenden Moments sei AA'. Das Moment Mil erzeugt Biegungs
normalspannungen von der GroBe 

MR"r 
(J = ---y-' (63) 

worin r die Entfernung des betrachteten Punktes von der (durch den 
Mittelpunkt gehenden) Nullinie ist, und das Verdrehungsmoment Scher
spannungen normal zum Radius erzeugt von der GroBe 

7: = 2r·Mp = r.~ = r·Mp (64) 
1 3<.R4 Jp 2.J 

(vgl. Kap. VIII), wobei Jp das polare Tragheitsmoment bedeutet, das 
fUr einen kreisformigen Querschnitt den doppelten Wert des aqua
torialen Tragheitsmoments besitzt. Betrachten wir einen Punkt auf 
AA', so wirkt in der Querschnittsebene in Richtung AA' eine Scher
spannung infolge der Scherkrii.fte, deren GroBe, wie in Kap. X nach
gewiesen ist, nicht genau bestimmt, aber naherungsweise zu 

Q.@5 ( 
7:2 = T.J 65) 

angenommen werden kann. b ist die Querschnittsbreite, senkrecht zu 
A A' gemessen. 

In A, am Wellenumfang, ist 

MR·R 
a=-J-' 

Mp·R 2·Mp 2·Mp 
7:1 = ~- = 0l.R3 = F.R ' 

7:2 = o. 
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Schneiden wir nun in bekannter Weise am Wellenumfang ein 
Tetraeder aus der Welle heraus, so zeigt Abb. 306 die an dem Korper
element wirkenden Spannungen. Die Hauptspannungen sind 

~~} = i + {y0 2 + 4~2 = 2RJ ,(MR ± YM~ + M~) 
2 ,/-2---2 

= n.R3 (MR + VMR + MT ). (66) 

Es bestimmt sich (vgl. Kap. V) der Winkel £to' den eine Haupt
spannungsebene mit der AX-Ebene (Abb.306) einschlieBt, durch die 
Beziehung 

(67) 

Es ist offensichtlich, daB °1 das gleiche VQrzeichen wie ° und °2 

das entgegengesetzte Vorzeichen haben muB. Abb. 307 zeigt die 
Hauptspannungen fiir den Fall, daB Ox in A eine Zugspannung ist. 

is 

Y 
6x 

~ ·f~~~ X 

JMf 
A X Ty--t'x 

eJy=O 

Abb.306. Abb.307. 

Auf der entgegengesetzten Seite, wo Ox eine Druckspannung ist, wirkt 
0 1 als Druck und O2 als Zug. Einer der beiden a-Werte liegt stets 
zwischen + 45° und - 45°. Fiir MT = 0 werden AX und AY die 
Hauptspannungsebenen; fiir MR = 0 sind die Hauptspannungsebenen 
um 45 ° gegen AX geneigt. 

Der groBte Wert der N ormalspannung tritt am Wellenumfang des 
Querschnittes auf, fiir den . 

MR + YM~+M~ = Max. 

einen GroBtwert erreicht. 
Die groBte Scherspannung ist gegen die Hauptspannung um 45 ° 

geneigt und betragt (vgl. Kap. V) 

Hauptdehnungen: Diese sind durch Gl. (la) gegeben, 
man darin die Werte fiir °1 und O2 einsetzt. Mit m = 4 wird 

E. e = ~ (m - 1 . MR + m + 1 Y M~ + M~) 
1 2J m m 

= sRJ (3MR +5 YM~+M~)' 

(68) 

wenn 

(69) 
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(70) 

E· c1 und E· C2 sind keine tatsachlich witkenden Spannungen; wit 
haben sie in Kap. IV Ersatzspannungen genannt. Sie sind von Bedeu
tung, wenn man als MaB der Anstrengung des Materials nicht die 
Spannungen, sondern die Formanderungen betrachtet (vgl. Kap. XXIII). 

8. Zug und Verdrehung. 
Wird eine auf Verdrehung beanspruchte Welle gleichzeitig in der 

Richtung ihrer Achse mit der Kraft Z gezogen, so ist in Abb. 306: 
Z 

°x= 0=Ji" 

und wit erhalten die Gleichungen: 

01 } _ !!.. !.. ,/ 2 -.L 2 _ ~ ± !.. 1 / ~ I 16 M; 
02 - 2 + 2 r ° I 41: - 2 F 2 V F2 T F2.R2 

=_1 (Z+1/Z2-.L16M;) 
2F - V I R2 , 

t 2 2r", 4M~, 
an a=o= Z.R' 

fUr m = 4: 

9. Druck und Verdrehung. 

(71) 

(72) 

(73) 

(74 ) 

(75) 

Man erhalt die gesuchten Beziehungen, wenn man in den Glei
chungen des letzten Abschnitts der GroBe Z das negative V or
zeichen gibt. 

In G1. (71) ist Z positiv und 01 und 02 sind die algebraischen 
Werte der Hauptspannungen, wobei die Zugspannungen das positive 
Vorzeichen erhalten. Es ist dann 01 positiv und 02 negativ. Ent
sprechend stellt ein positives c eine Verlangerung, ein negatives c 
eine Verkfuzung dar. 

1st Z negativ, d. h. eine Druckkraft, so wird 01 negativ und 02 

positiv. 
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10. Verdrehung, Biegung und Zug. 
Dieser Spannungszustand litBt sioh mit den vorher abgeleiteten 

Gleiohungen umnittelbar behande1n. Es wird (Abb. 307) 

(64) 

(76) 

Duroh Einsetzen dieser Werte in Gl. (66) erhli.lt man (Jl und (J2' 

und die Werte el und e2 analog den Gl. (69) und (70). 
Wirkt eine axiale Druokkraft anstatt einer Zugkraft, so wird Z 

negativ. 

11. Verdrehung und Abscherung. 
Es wirkt an jedem Punkt eines Quersohnitts eine Soherspannung 

infolge der Verdrehung und eine solohe infolge der Absoherung. Die 
Resultierende dieser beiden Soherspannungen ist zu bestimmen. 

12. Verdrehung in Verbindung mit and ern Beanspruchungen 
bei nicht kreisformigen Querschnitten. 

Die Soherspannungen miissen irgendwie angenommen werden (vgl. 
Kap. WI. Die N ormalspannungen duroh Biegung und Axialkrii,fte 
konnen erreohnet werden. Der weitere Reohnungsgang ist naoh den 
Ausfiihrungen der vorhergehenden Absohnitte dann klar (Abb. 307). 
Auf die Herleitung gesohlossener Ausdriioke fiir einzelne Quersohnitts
formen sei hier' verziohtet. 

13. Versuche. 
Professor Hanoook 1 beriohtet iiber Versuohe an Stii,ben mit 

kreiskundem Quersohnitt, die er tordierte und dann in der Riohtung 
ihrer Langsaohse auf Zug beanspruohte. Die Torsionsbeanspruohung 
betrug 331/3 0/0, 662/3 Ofo und 100 Ofo der Torsionselastizitatsgrenze. Da
duroh wurde die Zugelelastizitatsgrenze wie folgt herabgesetzt: Bei 
Niokelstahl mit einem (Jp = 3940 kgj om'3 um 7 % bzw. 210f0 bzw. 
63 0/0; bei Kohlenstoffstahl mit (Jp = 2390 kgjom2 waren die ent
spreohenden Werte 6 Ofo, 30 Ofo, 54 Ofo. Diese Ergebnisse deoken sioh 
mit dem, was zu erwarten war. Es sei z. B. die Torsionselastizitats
grenze das 0,8 faohe der Zugelastizitatsgrenze, also fiir den unter
suohten Kohlenstoffstahl etwa 1910 kgjom2• Eine Verdrehungssoher
spannung von dieser GroBe (am Quersohnittsumfang) hat in einer um 
45 0 gegen die Langsaohse geneigten Ebene eine Zugspannung gleioher 
GroBe zur Folge. Einer von der Axialkraft herriihrenden Zugspannung 
von (100 - 54)0f0 = 460/0 von 2390 kg/om2, also von 1100 kg/om2 in 

1 Trans. A. S. T. M. 1905. 



Der Haken. 417 

einer senkrechten Querschnittsebene wiirde in der urn 45 0 geneigten 
Ebene eine Zugspannung von 550 kg entsprechen. Insgesamt wiirde 
also in jener Ebene am Rande eine Zugspannung von ° = 1910 + 550 
= 2460 kg/cm2 , d. h. ° ~ op, wirken. Ware der genaue Wert der 
Torsionselastizitatsgrenze eingesetzt, so wiirde die Obereinstimmung 
der Resultate vermutlich noch besser sein. 

14. Der Baken. 
Ein bekanntes Beispiel fiir Zug und Biegung ist der Haken 

(Abb. 308). Wenn man die Kriimmung des Hakens vernachlassigt, 
d. h. geradlinige Spannungsverteilung annimmt, so tritt die absolut 

-y 

p 

Abb.308. 

groBte Spannung als Zugspannung an der 
Innenseite des Hakens auf und betragt 

P P·d,v1 
°max = F + --y~-. (77) 

p 

Abb.309. 

Die Gleichung ist unter der genannten Einschrankung ebenfalls 
fiir einen offen en Kreisring giiltig (Abb. 309), wobei der Wert r an 
die Stelle von d tritt. 

In Kap. XX ist die Spannungsverteilung in gekriimmten Stab en 
untersucht; es wird dort gezeigt, daB unter der Annahme ebenbleibender 
Querschnitte die Verteilung der Biegungsnormalspannungen nicht ge
radlinig erfolgt, sondern daB die Spannung in einer Entfernung v1 

von dem Schwerpunkt durch die Gleichung bestimmt ist: 

P P·d P·d.v1·r 
°max = F + F'r + Jo (r+v,) , (78) 

f v··r·dF 
Jo = . 

r+v 

worin 

Fiir r = 00 stimmen G1.(77) und (78) iiberein. Bei Haken ist rmeistens 
klein, und G1. (78) bringt wesentlich verschiedene Resultate als G1. (77). 
Ob aber diese Ergebnisse genauer sind, erscheint sehr fraglich, da bei 
gekriimmten Staben die Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte 
weniger zutreffen mag als die Annahme geradliniger Spannungsver
teilung. 

Swain-MehmeI, Festigkeitslehre. 27 
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15. Die Hangestangen der Bussey -Brucke. 
1m Jahre 1887 stiirzte eine Eisenbahnbriicke bei Boston, Mass., 

die Bussey-Briicke unter, einem Personenzuge ein. 23 Menschen kamen 
dabei UlDS Leben, iiber 100 wurden verletzt. Der Einsturz wurde 
durch den Bruch von Hangestangen verursacht, deren Enden als 
Haken ausgebildet waren. 

Das System der Briicke war ein Bogen mit angehiingter Fahrbahn. 
Der Bogen hatte einen Hohlquerschnitt, gebildet aus 3 I- Profilen, 
die durch gekriimmte Bleche naoh Abb. 310 miteinander verbunden 

Abb.S10. 

waren. Die zweiteilig ausgebildeten Hangestangen waren durch Bolzen 
gelenkig mit dem Haupttrager sowohl wie mit den Quertragern ver
bunden. Letztere bestanden je aus zwei 6 - Zoll-I- Tragern. Die 
naoh G1. (77) errechnete Randspannung des Hakens lag betrachtlich 
iiber der Elastizitatsgrenze des Materials. Die Zerstorung trat ver
mutlich infolge der haufig wiederholten Belastungen nach elfjahrigem 
Betrieb ein. Das Ungliick ist also auf mangelhafte Berechnung und 
Konstruktion zuriiokzufiihren und hiitte mit Sicherheit vorausgesagt 
werden, konnen. 

Zu der Zeit, als der Ungliicksfall geschah, hatte die Eisenbahn
gesellsohaft von Massachusetts sowenig wie die der andern Staaten eine 
regelmal3ige Uberwaohung ihrer Briicken durch erfahrene Ingenieure. 
Der Einsturz gab Veranlassung zu einem Gesetz, wonaoh die Eisen
bahngeselischaften eine regelmiiBige Kontrolle unter staatlicher Auf
sicht (Board of Railroad Commissioners) durchzufiihren haben. Der 
Verfasser war 27 Jahre lang als behOrdlioher Saohverstandiger fiir 
Briickenbauten tatig und hat in dieser Zeit den Neubau oder Um
bau vieler Briicken veranlaBt. 
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Ein Bericht iiber den Einsturz ist in einer besonderen Schrift von 
der "Railroad Commission" im Jahre 1887 veroffentlicht. 

16. Die elastische Arbeit bei zusammengesetzter 
Beanspruchung. 

Bei Biegung mit Axialkraft ist die auf ein Flachenelemnt df 
wirkende N ormalkraft 

N M·v. 
o·df= y.df+ y.df. 

~
BrtlCh-
stelle 

~ 
~ 

y y 

Abb.311. 

Diese Kraft leistet bei einer Langenanderung Arbeit. Betrachten 
wir eine Faser von der Lange dx, und integrieren wir iiber den 
Querschnitt und iiber die Lange des Balkens, so erhalten wir die 
gesamte elastische Arbeit, oder 

If o·dt-a 
ilI= --·dx 2E 

l +,,_ 

= 2~ f dx f df (;: + M;/ + 2~.~._?) 
o -VI 

l l 

=2~ f (~2 + ~2)dx= f -~;~; + 2~"~' 
o 0 

(79) 

Es ergibt sich also die Gesamtarbeit als die Summe der Einzel
arbeiten. Dies gilt fiir aIle Fane von zusammengesetzten Bean
spruchungen. 

17. Praktiscbe FaIle zusammengesetzter Beansprucbungen. 
Praktische Fane zusammengesetzter Beanspruchungen sind auBer

ordentlich haufig. Unter senkrechten Kraften kommt Biegung mit 
27* 
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Axialkraft z. B. soots vor, wenn der Balken nioht wagereoht ist, 
oder in Saulen, die quer zur Langsaohse gebogen oder in Riohtung 
der Langsaohse exzentrisoh belastet werden, ferner bei allen Rahmen
und den meisten Bogenkonstruktionen. Verdrehung kommt BelteD allein 
vor, sondern ist meistens mit Biegung und oft auoh mit Beanspruohung 
duroh Axialkraft verbunden. Die in diesem Kapitel behandelOOn Zu
sammenhii.nge sind also fiir den Ingenieur sehr wiohtig. 

18. Einige Bemerkungen fiber die zulassigen Spannungen 
bei Biegung mit Axialkraft. 

1m allgemeinen fordern die amtliohen Bestimmungen, daB die 
groBOO Spannung aus Biegung und Axialkraft die fiir Beanspruohungen 
duroh Axialkraft allein zulassigen Spannungen nioht iibersohreitet. Dies 
ist eine eindeutige Festsetzung, wenn die Voraussetzungen, unter denen 
die Momente und Norma1krii.fte bestimmt werden, klar festgelegt sind. 
In den Bestimmungen, die der Verfasser fiir die "Massaohusetts Rail
road Oommission" ausarbeitete, ist dariiber folgendes vorgesehen: 

Fiir Tragteile von Eisenkonstruktionen, die duroh Biegung und 
Axialkraft beanspruoht sind, sollen die Spannungen duroh Superposition 
der aus der Biegung und der N ormalkraft herriihrenden Spannungen 
erreohnet werden, und zwar u'D.ter folgenden Annahmen: 

a) Das Maximalmoment eines Zugstabes solI zu 75% des Wertes 
angenommen werden, der sioh fiir einen einfaohen Balken ergibt. 

b) Bei einem Druokstab solI die aus der Axialkraft herriihrende 
Normalspannung naoh der Formel bestimmt werden: 

N ( 1 12) 
a = F 1 + 15000 i2 , 

worin N die N ormalkraft, F den Quersohnitt, l die Lange, i den 
Trii.gheitshalbmesser bedeutet. 

Bei durohlaufenden Tragerkonstruktionen sollen die Stiitzen
momente ebenso groB mit dem entgegengesetzten Vorzeiohen an
genommen werden, wie die oben bestimmten Feldmomente. 

Diese Bestimmungen konnen natiirlioh auf Genauigkeit keinen An
spruoh erheben, aber sie sind eindeutig: Es ist besser, eindeutige, 
wenn auoh falsohe, als unklare Bestimmungen herauszugeben; ein 
Fehler kann auf Grund spaterer, besserer Einsiohten behoben werden. 
Eine Unklarheit wirkt sioh indessen haufig so aus, daB die starkere 
der Vertragsparteien sie willkiirlioh auslegt. Man kann jedooh die Be
obaohtung maohen, daB manohe Ingenieure aus Mangel an Kenntnissen 
eine versohwommene Ausdruoksweise bevorzugen. 
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XIV. Balken iiber mehr als zwei Stiitzen. 

1. Lagerungsbedingungen.· 

Bisher sind Balken besprochen worden, die einfach, d. h. beider
seits gelenkig\ oder die einerseits ein
gespannt, andrerseits gelenkig oder die 
beiderseits eingespannt oder die nur ein
seitig eingespannt (Freitrager) gelagert 
waren. Wie man sich das Einspann
moment entstanden denkt, ist gleich
giiltig: ob durch Einzelkrafte oder 
durch verteilte Krafte innerhalb des 
Wandauflagers etwa; jedenfalls muB 
an der Einspannstelle ein Kraftepaar 
und eine Kraft wirken, die z. B. fiir 

=p 

.---.---- z----------·· p 
(a) 

. -----z------ -- - --- P 
(b) 

Abb.312. 

einen Kragtrager die Werte M = P·l und A = Q = P haben (Abb. 312). 
Haufig kommen jedoch auch Trager vor, die auf mehr als zwei 

Stiitzen gelagert sind. Wenn ein gerader Balken auf mehreren Stiitzen 
von gleicher Hohe gelagert ist, so entstehen, wenn er unbelastet ist 
- abgesehen vom Eigengewicht -, na;tiirlich auch keine Reaktions
krafte. Das gleiche gilt fiir einen gekriimmten Balken auf mehreren 
Stiitzen, wenn die Hohen der Stiitzen der Balkenform angepaBt sind. 
Wird jedoch ein gerader Balken auf mehreren ungleich hohen Stiitzen 
gelagert, so entstehen auch bei un
belastetem Balken Auflagerkrafte 
und Momente (d. h. ich muB auBere 
Krafte an den Auflagerpunkten an
bringen, um die Lagerbedingungen 
zu erfiillen). 

Der gebrauchlichste Fall ist der, 

t 
1 

t 
1 

t 
1 
t 

Abb.313. 

daB ein gerader Balken auf gleich hohen Stiitzen lagert, wobei Balken, 
Lager undKrafte alle in dergleichenEbeneliegen(Abb.313). Das System 
ist auBerlich statisch unbestimmt, d. h. die Auflagerkrafte konnen nicht 
allein mit Hille der Gleichgewichtsbedingungen ermittelt werden. Es wird 
angenommen, daB die Auflager sowohl Druck- wie Zugkrafte aufnehmen 
konnen. Es seien nAuflager und n - 1 Felder vorhanden. 1m allgemeinen 
Falle liefert jedes Lager 3 Unbekannte, namlich AngrifIspunkt, GroBe und 
Richtung der Kraft, also insgesamt 3 n Unbekannte. Unter der Voraus
setzung, daB alle Lager gelenkig und weiterhin alle Lager auBer einem 
horizontal verschieblich (Rollenlager) sind, reduziert sich die Zahl der 
Unbekannten auf n + 1. Da 3 Gleichgewichtsbedingungen zur Ver
fiigung stehen, ist das System statisch bestimmt nur fiir n = 2, d. h. 
fiir den Fall des einfachen Balkens. 1st n > 2, so miissen n - 2 Lager
krafte mit Hilfe von Elastizitatsgleichungen gefunden werden, also mit 

1 Vgl. Anmerkung auf S. 373. 
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Hilfe von Bedingungen iiber Neigung und Durchbiegung. Diesel' Ge
dankengang fiihrt zu verschiedenen Methoden. 1m folgenden wollen 
wir zunachst so vorgehen, daB wir dem Trager a.lle Zwischenstiitzen 
nehmen, ibn also als einfachen Balken betrachten, del' auf den beiden 
Endstiitzen gelagert ist. Wir belasten diesen Balken dann mit del' ge
gebenen auBeren Belastung, ferner mit Einzelkraften an den Zwischen
lagern derart, daB dort die Durchbiegungen verschwinden, bzw. wenn 
die Stiitzen nicht in gleicher Rohe liegen, daB die Durchbiegungen jeweils 
dem Rohenunterschied del' Lager entsprechen. 

2. Beispiel fUr zwei gleiche Spannweiten und gleichmaBig 
verteilte Belastung. (Abb. 314.) 

Wir betrachten einen einfachen Balken von del' Spannweite Z' = 2Z. 
Dessen Durchbiegung in del' Mitte betragt 

q-7rq/m 
5 q.l14 5 q.l4 

150 = 384' E·J- = 24' E·J ' 
It -----l---- - - -~O(__- -- --Z---- -- --... 

A= iq-l C = jqL D= jql 

Abb.314. 

wahrenddie (nach oben gerichtete) 
Durchbiegung infolge einer Einzel
last Xa betragt: 

1 X a ·l'3 1 X a ·13 
ba = 48'ET =6"ET' 

Damit die Auflagerbedingung des Systems erflillt, also 15 = 0 wird, 
muB sein: 

Daraus folgt 

x = G = :!'q.Z 
a 4' 

3 
A= B=8q·l. 

Das Moment libel' del' Mittelstlitze ist 
3 1 ql2 M =_q.l'J __ q.Z'J= __ 

c 8 2 8 . 

(1) 

(la) 

Wir finden also die MomentenfUiche in del' Weise, daB wir (Ab b. 315) 
libel' die beiden Momentenfiachen del' einfachen Balken (Parabeln) 

c 
~.----. 

~i~ ¥Z 
~--1.. 

A~_ ---.l----~-----l- - -.-1 
Abb.315a. 

die negative Momentenfiache (Dreieck mit del' Rohe Me) supel'
ponieren. In del' Dal'stellung 315 a ist die Linie A G B, in del' Dar
stellung 315 b die Linie A B die SchluBlinie del' Momentenfiache. 
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In der halben Feldweite wirkt das Moment 

~ql . .i_r;J • .i=ql2 
8 2 2 4 16 . 

Der Momentennullpunkt ergibt sich aus der Gleichung 
3 qx 2 
sq·l.xo - T = 0, 

3 
Xo = 4 l . 
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(2) 

(3) 

Das Moment in irgendeinem um x von A entfernten Punkt des 
linken Feldes ist 

Es wird zu einem Maximum, wenn 

dM=O 
dx ' 

oder fUr 

mit 
Mmax = 1~8·q·12. 

1st nur ein Feld gleichmaBig belastet, so wird 
q12 

Me = - 16 

und die Reaktion des Endlagers des unbelasteten Feldes wird 

ql 
B = - 16' 

(4) 

(5) 

Die Reaktion des Endlagers des belasteten Feldes findet man aus 
der Gleichung 

q l2 q l2 
- -=A·l--

16 2 ' 
woraus 

7 
A = 16 q·l. 

Mit dies em Wert ergibt sich der Wert der mittleren Lagerreaktion 

C = q 1 + q-"- - ~ q l = ! q ·I' 
16 16 8 

3. Zwei gleiche Spannweiten mit einer Einzellast. (Abb. 316.) 

Die Durchbiegung in der Mitte des einfachen Balkens von der 
Stiitzweite 2 l (Mittelstiitze entfernt gedacht) infolge der Last P 
(Abb. 3l6b) betragt nach Gl. (36) Kap. XII 

-" _ P·aj (l2 2) 
U o - 12 E.J 3 - a . (6) 
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Dies Ergebnis sei nochmals mittels der Satze von der Momenten
flache kurz hergeleitet. Abb. 316c gibt die Momentenflache eines 
Balkens von der Spannweite 2 r mit der Einzellast P in der Mitte. 
Die Durchbiegung in der Mitte betragt 

E· J. (J c = Moment der Momentenflache links von P 
in bezug auf ein Balkenende. 

1 P·l 1 2 P·l3 
(Jc= E.J·2·2·3· l =6E.J' 

Die Entfernung des Punktes D der Biegelinie von der Tangente 
an die Mitte der Biegelinie ist das Moment der E·J-fachen Momenten
flache zwischen D und Balkenmitte in bezug auf D, also 

(J-'= P·a (l_a)(l-a)+(l-a).P.(l-~.!(l_a) 
.. 2E·J 2 2E·J 2 3 • 

Die Durchbiegung 
die Differenz 

(Ja, ist I] 
k- ....... -l-m .... ~.-.---l .. --------~B (a) (J" = (Jc - (J" 

oder 

r-- a --£ 
& 1 

(Jd = l:~~J (3l 2 - all) 
(vgJ. oben). 

h-.. ---.. --- .... --2l-------.. -- ..... ~ (b) Dies ist nach dem Satz 
von der Gegenseitigkeit der 
Formanderungen gIeich der 
Durchbiegung in der Mitte, 
wenn Pinder Entfernung a 
von dem linken Auflager 
wirkt. ~ ..... ·2 e 

F===~(') 

A~u+ ___ u}') 

Die (nach oben gerichtete) 
Durchbiegung der Balken
mitte infolge 0 betragt 

0.1 3 

(Jc = 6E.J· 

Mit (Jd = (Jc wird 

0·l3 _ P·a (2 II) 

Aus den 

Abb.316. 6E.J-12E.J 3l -(Z , 

0= P.a(3Z 9 -a9) = P·k(3-k9) fur k = ~ (7) 
21 8 2 I • 

Gleichgewichtsgleichungen foIgt dann 

A= P _ P·k(5-k9 ) 

4 ' 
B= _P.k(1-k 2) 

4 ' 

M = _ P.k.l(1-k2 ) 

C 4' 

(8) 

(9) 

(10) 
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Bei Belastung durch eine abwiirts gerichtete Einzellast ist also 
das Stiitzmoment negativ (Zug in der oberen Faser); B muB ab
wiirts, A und 0 aufwiirts gerichtet sein. Dieses qualitative Er
gebnis folgt auch leicht aus einer geometrischen Betrachtung: Die 
im linken Felde angreifende Last erzeugt eine Biegelinie, die in 0 
von links nach rechts ansteigt, so daB der Balken in B von 'einer 
abwiirts gerichteten Kraft gehalten werden muB, um nicht vom Auf
lager B abgehoben zu werden. Die MomentenfHiche ist in Abb. 316 d 
dargestellt. Der Wendepunkt der elastischen Linie wird als Mo
mentennullpunkt gefunden 

111 = 0 = A.xo - P(xo - k.Z) 
4l 

.' .xo = 5-k2 • (11) 

Dieser Wert wird zu einem Minimum, wenn k ein Minimum ist, 
also fUr k = 0; dann ist 

Es folgt also, daB bei einer Einzellast und weiterhin fUr ein 
System von Einzellasten in einem Balkenfelde der Momentennullpunkt 

stets in dem Intervall ~ von der Mittelstiitze in dem belasteten Felde, 

also zwischen den Punkten El und 0 de~ Abb. 316d liegt. 
SolI bei beweglicher, gleichmaBig verteilter Nutzlast die Last

stellung bestimmt werden, die in einem beliebigen Punkt F des linken 
Feldes um Xl von A entfernt die groBte positive Querkraft erzeugt, 
so muE o1Iensichtlich das rechte Feld B 0 unbelastet sein, da jeder 
Belastung daselbst eine negative Auflagerkraft A entspricht; es ist 
also nur Fe zu belasten. Um in F die groBte negative Querkraft 
zu erhalten, ist A F und B 0 zu belasten. 

Die groBte positive Querkraft kann aus Gl. (8) gefunden werden, 

wenn man P = q·dx, k = T einsetzt und innerhalb der Grenzen Xl 

und Z integriert. 

Qmax = 11zs (7Z4 - 161 3 Xl + 10 l2 Xl 2 - x/). (12) 

Entsprechend wird 

Qmin = 1:l3 (l4 + 10 l2 X12 - x/) (Absolutwert ). (13) 

Um das groBte positive Moment in irgendeinem Punkt F des 
linken Feldes zu erzeugen, muE Be unbelastet bleiben; es muE aber 
nicht notwendigerweise das ganze Feld A 0 belastet sein, da, wie 
eben gezeigt, eine Last innerhalb A C negative Momente in 0 er
zeugt. Wir sahen, daB fUr alle Punkte innerhalb der Strecke 
-- 4 
A El = 5" . l eine innerhalb A 0 wirkende Last positive Momente er-
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zeugt, wahrend Lasten innerhalb des Feldes Be in jedem Punkte 
des linken Feldes A C negative Momente hervorrufen. Es gilt also 
fiir jeden Punkt innerhalb A E1 , daB rur das groBte positive Moment 
das linke, rur das groBte negative Moment das rechte Feld zu be
lasten ist. 

Es ist leicht nachzuweisen, daB, wenn der betrachtete Punkt urn 
Xl von A entfernt ist, die GroBtmomente den Wert haben 

M 7 l qxl 2 qXI(7l 8 ) max = ~6·q· ,xI - -2- = 16 - Xl' (14) 

Mmin = - q~:l. (15) 

Fiir irgendeinen Punkt auf EI C, rur den also Xl > ~ ·l, muB erst der 

zugehorige Punkt a = k·l gefunden werden, in dem eine Einzelkraft an
greifen muB, damit das Moment in Xl den Wert ° hat. Dies findet man aus 
Gl. (11), in der Xo durch Xl zu ersetzen, und die dann nach k auf
zulosen ist. Es wird 

(16) 

Eine Einzellast, deren kl kleiner als jener Wert ist, erzeugt nega
tive, deren kl groBer ist, erzeugt positive Momente in Xl' 

Es folgt daraus fiir die GroBtmomente von Punkten, deren 
4 

Xl > 5 l ist: rur Mmax ist zwischen C und einem Punkt, um 

°kl • l = Zl 1-;:- 4l von -A entfernt, zu belasten, rur Mmin ist der iibrige V Xl 

Teil von A B und B C zu belasten. Man findet dann 

Mmax=2; (2l3+4Z'XI2_5l2'XI-XI3), 
I 

Mmin= -sq·l (13x~+8Z2_20l'XI)' 
X, 

(17) 

(18) 

Man setze in die Gl. (14), (15), (17) und (18) rur Xl die Werte 0, 

l und : l ein, und vergleiche die Ergebnisse! 

4. Del' Dreimomentensatz. 

Die soeben angewendete Methode, die die notwendigen Elastizi
tatsgleichungen durch die Systembedingung liefert, daB die Durch
biegungen an den statisch iiberzahligen Lagern Null sind, ist fiir 
durchlaufende Balken iiber drei Stiitzen verhaltnismaBig einfach, e1'
gibt aber fiir Trager auf mehr als drei Stiitzen, namentlich wenn die 
Feldweiten ungleich sind, langwierige Rechenarbeiten. 

Es kann da mit V orteil eine Beziehung angewendet werden, die 
jeweils die Momente iiber drei aufeinanderfolgenden Stiitzen umfaBt, 
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bekannt als sogen. Dre'imomentensatz. Hat del' betrachtete Trager 
n Stiitzen und betrachtet man del' Reihe nach (von links nach rechts 
oder umgekehrt) jeweils zwei Felder, so erhalt man die erforderlichen 
n - 2 Elastizitatsgleichungen. 

Del' Dreimomentensatz kann auf verschiedene Arten abgeleitet 
werden. Die gebrauch
lichste Methode schnei
det den Balken iiber 
jeder Stiitze auf und 
findet die gesuchte Be
ziehung zwischen Stiitz
momenten, Belastung 
und Tragersystem durch 
eine Kontinuitatsbedin
gung, na,mlich daB die 

N eigungsanderungen 
beider Balkenenden an 
der Stiitze gleich sein 
miissen. 

Abb. 317 zeigt zwei 

Pn 

;z~ ; 
• 'RIl-1 hn 

h~_, -------l .. ---.- .. . ~.-, n , 
...1..- '--_____ --'_-'-____ ----' 

~klnr. n~ 
,- -- ~n 

(' I 
Mn'1 k-- .. ··-Zlll --· .. · - ..... ~ 

Abb.317. 

Balkenfelder. Betrachtet man das linke Feld, so hangt die Neigung 
der Biegelinie ab von 1. dem Moment 1]I[n-1' 2. dem Moment M", 
3. del' Last Pn - 1 , 4. dem Hohenunterschied del' Widerlager. Diese 
einzelnen EinfluBfaktol'en sollen gesondert untel'sucht und ihre Wil'
kungen iibel'lagel't werden. Die Neigung des linken Tragel's an del' 
Stiitze n wird 

infolge M"-1 

infolge M" 'f 

infolge P"-l 

(man beachte, daB k keine Konstante ist, sondel'll daB jeder Last Pn - 1 

ein k zugeol'dnet ist) , 

infolge des Hohenunterschiedes 

del' Widel'lagel'. . 

4 

Die Neigung an = 2: a, also 
t 

an = 6 ~.J[M"-1·ln-l+2 J.l1.n .l"_1+ 2: Pn-1·k·l'~-1 (1- k 2)] +'!...n_~hn~l. 
n-1 

Entsprechend gilt fiir die N eigung des l'echten Feldes an del' 
n·ten Stiitze (von rechts nach links steigend) 

I 1 [M l 2 M . l '; Pn . k . ln2 (1 - P)] -+- h n -,- h"+1 • an = 6 E. J n+1' n n" L.. , 
n 

(22) 

(23) 



428 Balken uber mehr als zwei Stutzen. 

Mit ex" = - exn' ergibt sich 

M"_l .l,,_l +. 2 M,,(ln_l + In) + 1Jrln+1 .In = - .JJ P"-1 . k .l;-l (1- k 2)1 
_.JJP".k.l,,2(1_k2)_6E.J(hn-hn+l) + (hn-hn_1). (24) 

In In-l 

Dies ist die Form der Dreimomentengleichung fiir konstantes 
Tragheitsmoment, homogenes Material und Belastung durch Einzel
lasten. Konstantes J wird haufig angenommen, aucb wenn es nicbt 
genau zutrifft. Positiv werden wieder die Momente bezeichnet, die in 
den unteren Fasern Zug erzeugen. Sind aile Stiitzen in gleicber Hobe, 
bzw. liegt der Balken in unbelastetem Zustand a.uf allen Stiitzen auf, 
ohne daB bei der Belastung ungleichmaBige Stiitzensenkungen statt
finden, so verschwindet der letzte Ausdruck auf der recbten Seite del' 
Gleichung. 

x 
Bei gleichmaBig verteilter Belastung q ist q. d x statt P und 

statt k einzusetzen, so daB das Glied mit P,,-l die Form erbalt 

In-l 

q f (l2 ~) d q.l;_l -- n-.l-X· ·x· X = ----
In-l 4 

o 

und entsprechend das Glied mit P" . Die Dreimomentengleichung wird 
also bei gleichmaBig verteilter Belastung iiber beide Felder zu 

1Jrl,,_1 .l"_1 + 2 j}J" (In'-1 + In) + M"+1 .In = - ! (l;-1 + l!). (25) 

Der Dreimomentensatz ist ein schones Anwendungsbeispiel aus dem 
Gebiet del' technischen Mechanik, und er zeigt, welche einfacben 
Zusammenhange oft in scbeinbar schwierigen Verhaltnissen vorliegen. 
Der Satz wurde zuerst von dem franzosiscben Ingenieur Clapeyron 
im Jahre 1857 abgeleitet (Clapeyron'scbe Gleichung) und ist wohl als 
die meist angewendete Methode fiir die Behandlung von durcblaufen
den Tragern anzusehen. 

Die Methode liefert zunachst die Momente iiber den Stiitzen. Mit 
Hilfe del' Gleichgewichtsbedingungen findet man dann leicht die Auf
lagerdriicke und samtlicbe andern gesuchten statiscben GroBen. 

5. Beispiele. 
a) Zwei gleiche ]j'elder. 
Fur gleichmaBig verteilte Belastung wird bei konstantem Tragheitsmoment 

q l" 
4Mc ·l = -2" 

q l2 
Mc = -8 [vgl. Gl. (Ia)]. 

Zur Bestimmung von A dient die Momentengleiohung in bezug auf C, 
q l2 q l2 

M U =-8=A.l- T , 
3 

A = 1\ q·l (vgl. oben). 
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b) Drei gleiohe Felder (Abh. 318) 
q l" 

4Mo·l+MD ·1 = -2' 

q13 
Mo·1+4MD ·1 = -2' ~e Mn 

~-+----. -----l-----+---l-----+I 
.A C' D B 3 

15Mo·1 = -2 ql3 , 

ql' 
Me = -10' 

Aus Griinden der Symmetrie wird 

Me= MD. 

Die Lagerkrafte sind leioht zu bestimmen. 

Aufgaben. 

Abb.318. 

1. Es ist naohzuweisen, daB fiir einen Balken iiber drei Stiitzen mit gleichen 
Feldweiten hei Belastung eines Feldes mit gleichmaBig verteilter Last q das 

S ··t M. q l2 d d Bt 't' M t M.' 49 lO tu zmoment a = -Wun as gr6 e posilve omen max = 512 q " 

betragt. 
2. Behandle den gleichen Fall sowie den, daB beide Felder belastet sind, 

naoh der Methode, iiber der Mittelstiitze durchzuschneiden und, von den beiden 
einfaohen Balken ausgehend, dann das Stiitzmoment zu bestimmen. Vergleiche 
die Ergebnisse! 

3. Weise fUr den Belastungsfall naoh Ahsohnitt 4 dieses Kapitels naoh, daB 
bei ungleichen Feldweiten 11 und 12 und mit a = k1 ·l1 die Beziehung besteht 

Mo = _ p. kl .112 (1 - k12 ) 

2 (ll + 12 ) • 

4. Bestimme fUr den Balken auf drei StiitzAn mit einfeldriger, gleiohmaBig 
verteilter Belastung die Lagerkriifte und das Stiitzenmoment, wobei von den 
Gleichungen in Abschnitt 4 ausgegangen werden solI (P= q.dx!). 

5. Leite die GI. (14), (15), (16), (17) und (18) naoh dem Dreimomentensatz abo 
6. Leite den Dreimomentensatz mit Bilfe der Differentialgleiohung der 

BiegeIinie abo 
7. Bestimme die Lagerkrafte eines Balkens auf vier Stiitzen fiir 
a) gleiohmaBig verteilte Belastung iiber aIle Felder, 
b) gleiohmaBig verteilte Belastung iiber ein Endfeld, 
0) gleiohmaBig verteilte Belastung iiber das Mittelfeld, 
d) eine Einzellast in der Mitte eines Endfeldes, 
e) eine Einzellast in der Mitte des Mittelfeldes. 

6. Durcblaufende Tra.ger mit Gelenken (Gerber-Trager). 

Unter einem Kragtrager versteht man einen Trager, der frei iiber 
eine Stiitze hinausragt. Ein Kragtrager kann an einem Ende einge
spannt sein, oder ein Balken auf zwei Stiitzen kann iiber eine oder 
iiber beide Stiitzen auskragen, womit man einen oder zwei Krag
trager erhalt. Es kann ein Freitrager auch so betrachtet werden, 
daB die beiden Auflager innerhalb der Einspannung dicht beieinander 
liegen. 



4;)U Balken iiber mehr als zwei Stiitzen. 

Wir sahen, daB bei einem Balken auf mehreren Stiitzen positive 
mit negativen Momenten abweohseln, daB also Momentennullpunkte 
innerhalb des Tragers vorhanden sein miissen. Ein Trager iiber n 

tu mu ',-----------+---',------l ----1, --un __ u~ 
A C D B 

Abb.319. 

Stiitzen brauoht n - 2 Bestimmungsgleiohungen auBer den drei be
kannten Gleiohgewiohtsbedingungen. Eine derartige Bestimmungsglei-

C2 O2 

II, Ii' 

lU1,- ... -·t· u' -I, __ n - _ •• 4+ -u -. -l,--m- u -l 
A C D B 

Abb.320. 

ohung ist z. B. daduroh gegeben, wenn man einen Momentennullpunkt 
des Tragers konstruktiv festlegt. Dies gesohieht in der Weise, daB 

A 

Abb.321. 

man den Trager an jener Stelle in seinem Zusammenhang unterbrioht 
und die unterbroohenen Enden so wieder miteinander verbindet, daB 
daselbst wohl Normal- und Soherkrafte, nioht aber Biegungsmomente 
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ubertragen werden konnen, diese letzteren vielmehr eine Drehbewegung 
zur Folge hatten. Man kann sich den Punkt entweder als Gelenk 
ausgebildet oder die Balken nach Abb. 319 und 320 aufeinander
gelagert denken. Der Trager in Abb. 319 ist auf vier Stiitzen gelagert; 
der mittlere Trager kragt uber seine beiden Lager aus und nimmt mit 

A 

Abb.322. 

den beiden Kragenden die Lagerreaktionen IG1 und G2 von zwei ein
fachen Tragern auf. Die Punkte G 1 und G 2 sind Gelenkpunkte oder 
Momentennullpunkte. Da im vorliegenden Falle n - 2 = 2 ist, ist der 
Trager durch die beiden Gelenke statisch bestimmt gemacht. 

Eine andere Trligerteilung mit vier Auflagern und zwei Gelenken 
ist in Abb. 320 dargestellt. Die beiden Gelenke sind dort so ange
ordnet, daB zwei Auslegertrager und ein einfacher Trager entstehen. 

Die Gelenktrager (in Deutschland nach dem Ingenieur Gerber 
auch Gerber-Trager genannt) weiter zu besprechen, erscheint unnotig, 
da die Elemente, aus denen sie sich zusammensetzen, genugend be
sprochen sind. 

Die Abb. 321 und 322 zeigen EinfiuBlinien fur Querkrafte und 
Momente fur die Trager der Abb.319 und 320 (die Gelenke sind 
durch kleine Kreise angedeutet). Da dies die weitaus haufigsten Sy
steme sind, so werden sie dem eingehenden Studium des Lesers 
empfohlen. 

XV. Eisenbetonbalken. 
1. AlIgemeines. 

Es ist bereits in den vorhergehenden Kapiteln gelegentlich darauf 
hingewiesen worden, wie Balken, die aus verschiedenen Materialien 
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hergestellt sind, zu behandeln sind. In dem vorliegenden Kapitel soll 
der Eisenbetonbalken besprochen werden, wobei sich eiuige Wieder
holungen nicht werden vermeiden lassen. 

Unter Eisenbetonbalken versteht man Betonbalken, in die Eisen 
derart eingelegt sind, daB sie die auftretenden Zugkriifte iibernehmen, 
wiihrend die Druckkrafte durch den Beton aufgenommen werden. 
Dellll die Zugfestigkeit des Betons ist wesentlich geringer als seine 
Druckfestigkeit. Andrerseits stellt die Zugbeanspruchung die wirt
schaftlichste Art der Beanspruchung des Eisens dar. Die Eisenbeweh
rung wird in der Form von Rund-, Vierkant- oder besonderen Profil
eisen eingebracht; letztere haben vielfach besondere Knoten oder 
Spiralwindungen oder dergleichen, um den GleitWiderstand zwischen Eisen 
und Beton zu erhohen. Die Eiseneinlagen sind "schlaff", d. h. sie 
konnen wegen ihres groBen Schlankheitsgrades keine nellllenswerten 
Druck-, sondern nur Zugkrafte iibernehmen. Es wird also im Eisen
betonbalken jedes Material so ausgenutzt, wie es am besten seiner 
Eigenart entspricht. AuBerdem gibt der Beton dem Eisen einen ausge
zeichneten Rost- und Feuerschutz. 

Entsprechend den Formanderungen und den Elastizitatsmoduln 
wird der Beton in einem Eisenbetonbalken Zugspannungen erhalten. 
Die Fasern, in denen die Betouzugfestigkeit iiberschritten wird, reiBen. 
Es ist Aufgabe des Konstrukteurs, den Balken so zu dimensionieren, 
daB die Betonzugspallllungen moglichst klein bleiben, oder daB, wenn 
Risse eintreten, dadurch kein Schaden entsteht. Es wird fiir Dimen
sionierung und Spannungsnachweis von Eisenbetonkonstruktionen im all
gemeinen angenommen, daB der Beton gar keine Zugkrafte aufnimmt. 

Eisenbetonbauglieder werden meist auf Biegung (Deckenplatten, 
Trager, Unterziige) und auf Druck (Stiitzen, Bogen, Gewolbe), selten 
auf reinen Zug beansprucht. Hiiufig tritt Biegung mit Normalkraft auf. 

1st ein Eisenstab von Beton umhiillt, so muB, wellll die Verbundkon
struktion in Spallllung gesetzt wird, die Langenanderung irgendeines 
Eisenteilchens die gleiche sein wie die Langenanderung des anliegenden 
Betonteilchens, falls kein Gleiten zwischen.Eisen und Beton stattfindet. 
Die Spannungen dieser beiden Elemente miissen sich dann verhalten 
wie die Elastizitatsmoduli, nach gebrauchlicher Annahme wie 15: 1 
(2100000: 140000). 1st das Eisen auf Zug beansprucht und liegt 
seine Spallllung iiber der 15fachen Zugfestigkeit des Betons, so muB 
dieser reiBen. (Dies gilt unter den iiblichen Voraussetzungen kon
stanten E-Moduls bis zum Bruch usw.) 

Wellll die Eisenbewehrung in einer auf Biegung beanspruchten 
Verbundkonstruktion gleiten wiirde, so wiirde dies, wenn der "Zug
beton" bereits gerissen ist, den Bruch des Balkens nach sich ziehen. 
Schaltet man die Haftung, also Tangentialspannungen, zwischen Beton 
und Eisen aus, gibt aber den Eisen an ihren Enden Verankerungen, 
so wiirden die Eisen auf ihre gauze Lange die gleiche Zugspallllung 
haben, und die Zugkrafte wiirden an den Enden durch die Haken 
auf den Beton iibertragen werden. Die Eisen wiirden also nur iihnlich 
wie ein Zugband in einem Bogen wirken. Dieses ware aber keine 
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Verbundwirkung. Die besteht eben darin, daB sich die Spannungen 
in dem Eisen in dem gleichen Verhaltnis andern wie in dem um
gebenden Beton; dieses ist nur moglich, wenn Tangentialspannungen 
auftreten, also Haftspannungen zwischen Eisen und Beton. 

Eine einfache, gebrauchliche Betrachtungsweise ersetzt den Eisen
querschnitt durch den 15 fachen Betonquerschnitt; auf die Mitwirkung 
des Betons bei tJbertragung von Zugspannungen wird verzichtet. Auf 
diese Weise entsteht ein "ideeller", ein gedachter Querschnitt. Dieser 
kann dann nach den gleichen Regeln behandelt werden wie irgendein 
anderer homogener Querschnitt. 

AuBer den Biegungsnormalspannungen treten i. A. noch Scher
spannungen auf und damit in der Neutralfaser schrag (45°) gerichtete 
Zugspannungen, die ebenfalls von Eisen aufzunehmen sind. 

2. Die vom Deutschen Ausschufi fiir Eisenbeton empfohlenen 
einheitlichen Bezeichnungen im Eisenbetonbau \ 

(Bestimmungen fiir Ausfiihrung von Bauwerken aus Eisenbeton. Auf
gestellt September 1925.) 

_:< b :'Ii 
Jthraz2i?Z????Z??W22W2mzzzm2~ x 'l..!_ ....... • • . • • • • • 1-

Abb.323. 

Abb.324. 

y = Abstand des Dmckmittelpunktes von der 
Nullinie. 

'" = Abstand der Nullinie vom gedrtickten 
Rand. 

= Abstand des Druckmittelpunktes vom 
Zugmittelpunkt. 

Fb = Betonquerschnitt ohne Abzug der Eisen
einlagen, geometriscber Querschnitt. 

Fe = Gesamtquerschnitt der Eisen eines Dmck
gliedes, insbesondere der Langseisen mit
tig belasteter Saulen. 

Fk = Querschnitt des umschniirten Betonkerns 
bei umschniirten Siiulen. 

F $ = Querschnitt der in Langseisen umgewan-
delten Umschniirung. 

Eb = ElastizitiitsmaE des Betons. 
Ee = ElastizitiitsmaE des Eisens. 

" = Be = Verhiiltnis der beiden Elastizitiits
Eb 
maEe. 

Fe = Querschnitt der Zugeisen bei Biegung. 
Fe' = Querschnitt der Druckeisen bei Biegung. 
"b = Dmckspannung des Betons bei Biegung 

und in Siiulen. 

I 
------ 1° ------

(Je = Zugspannung des EiSenS} Zustand II 
bei Biegung (AusschluJ3 

(Je' = DruckspannungdesEisens derBetanzug-
bei Biegung spannungen). 

<1bz = Zugspannung des BetonS}im ZustandI 
(J/Jd = Druckspannung des Betans (Mitwirkung 
(Jez = Zugspannung des Eisens d. Betonzug
(Jed = Druckspannung des Eisens spannung). 
To = Schubspannung des BetollS im Zustand II. 
T1 = Haftspannung des Betons am Eisen. 
d = GesamthOhe bei Rechteckbalken und 
do = GesamthOhe bei Plattenbalken. [platten. 
h = Abstand des Schwerpunktes der gezogenen 

Eisen vom gedriickten Rand, Nutzhiihe. 
h' = Abstand des Schwerpunktes der gedriick

ten Eisen vom gedriickten Rand. 
b = nutzbare Druckgurtbreite bei Platten

balken, Breite vonRechteckquerschnitten. 
bo = Rippenbreite bei Plattenbalken. 
u = Umfang der Eisen. [ . h .t 

F elUeI. 
fe = b ~ = Zugeisenquerschnitt auf die Breiten-

Fe' [teneinbeit. 
fe' = b = Druckeisenquerschnitt auf die Brei-

1 Im Swainschen Original nicht enthalten. D. Ubers. 
Swain·Mehmel, Festigkeitslehre. 28 
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3. Verbundbalken mit rechteckigem Querschnitt. 
Es werden die bekannten Annahmen und GesetzmiiBigkeiten wie 

bei der Biegung homogener Korper angewendet. Die Spannungen 
nehmen linear mit der Entfernung von der N.L. zu. Die Eisen
spannung ist die n-fache Spannung der in Beton umgewandelten Eisen
faser. Die gesamte Druck- und Zugkraft sind einander gleich, die 
neutrale Faser geht durch den Querschnittsschwerpunkt. Da jedoch 

. x=J(·h 
~ ; 
--:--~-

N N i / f. : / 

_-=h: uu _ L __ i ,Z=6".F;, 

-------6e-----.-~ 
'··-.... ll.F,,-~ .. 

Abb.326. Abb.327. 

die Mitwirkung des Zugbetons auBer acht gelassen wird, so ist der 
ideelle Querschnitt zun1i.chst nicht bekannt, sondern es muE erst die Lage 
der N.L. bestimmt werden; Sie ist durch den Querschnittsschwer
punkt gegeben, d. h. das Moment der gedriickten und das der gezogenen 
Querschnittsflache in bezug auf die N.L. sind einander gleich, oder 
nach Abb. 326 u. 327. 

x2 ·b 
-2- = n· Fe (h - x) , 

woraus 

x = n·Fe (V~+-'ib-h -1). 
b n·Fe 

Bezeichnet man': = k und 

so wird 

woraus 

b~h = f.l (Bewehrungsziffer), 

k 2 

--=1-k 
2p,·n ' 

(1) 

(2) 

(1 a) 

(1 b) 

(2 a) 

Die Druck- und die Zugkraft sind durch das iiuBere Moment und 
den Hebelarm gegeben 

M 
Z=D=---, z (3) 
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M 

2D 
ab = x·b= 

b,x.(h-.§) h.k.b.( h- ;) 

Fiir 

ae = 1200, 

folgt aus ahnlichen Dreiecken 

120 40 
-11:--;;' 

1 
x=T h 

2 
Y=g·h; 

(Je = 80 
n 

8 
z = --h 9 . 
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(4) 

2 (Je' fl 
(5) -k-

(6) 

In Amerika gebrauchliche Werte fiir zulassige Spannungen sind 

ae = 1000 bis 1150 kgJcm2 , 

ab = 35 bis 55 kgJcm2• 

Betr. der in Deutschland zugelassenen Spannungen muB auf die 
bereits zitierten "Bestimmungen fiir Ausfiihrung von Bauwerken aus 
Eisenbeton, 1925" verwiesen werden. 

Aus Abb. 327 geht klar hervor, daB der Hebelarm z um sO' groBer 
wird, je kleiner ab und je groBer ae wird und umgekehrt. Fiir den 
GroBtwert von z nehmen wir 

Dann wird fUr n = 15 

ae = 1200 kg!cm2, 

ab = 35 kgJcm2 • 

x = 0,304 h, 

z = 0,899 h. 

Fiir den Kleinstwert von z nehmen wir 

ae . 1000 kgjcm2, 

ab = 50 kg/emil. 

116,7 50 
-h-=-;; 

x = 0,428h, 

z = 0,857 h. 
28* 
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z = 0,9 h ist also ein brauchbarer Naherungswert. 
Mit dies em Naherungswert gestaltet sich die Spannungsermittlung 

sehr einfach nach Gt 3, bzw. (4) und (5). 
Die Lage der N.L. hangt bei sonst gleichen Balkenabmessungen 

nur von dem Eisenquerschnitt abo Der bestimmten Spannungen a e 

und ab entsprechende Bewehrungsprozentsatz ft kann aus Gl. (1 b) be
stimmt werden 

1 k (k ) 
-,; = -;; 2fl"n + 1 , 

woraus sich mit Gl. (5) ergibt 
1 1 1 

ft=-~--=-· .. 
~(_k_+l) 2 ~(~+1) 
/L 2 fl"n (Jo n·(Jb 

(7) 

4. T - Balken bei Biegung. (Abb. 328 und 329.) 

Es ist zunachst nicht moglich, zu sagen, ob die N.L. in der Platte 
oder im Steg liegt. 1m ersten FaIle ist die Rechnung wie fiir einen 
rechteckigen Balken von der Breite b durchzufiihren, da der Beton 
unterhalb der N.L. fUr die Kraftiibertragung nicht in Betracht kommt. 

Abb.328. 

,: -T -r---t==~ 
:x~k'h 

. __ . ....J...-.l. . '-T----'~ 
~ : 

~-.--~-.--~ 
Abb.329. 

Wir wollen zunachst annehmen, daB die N.L. in den Steg fallt, 
und untersuchen, ob die Aunahme zutrifft; ist dies nicht der Fall, 
liegt also die N.L. in der Platte, so stehen uns die bereits abgeleiteten 
Formeln zur Verfiigung. Liegt die N.L. im Steg, so mussen neue 
Formeln entwickelt werden. Es ist vielfach iiblich, die durch den 
Steg iibertragenen Druckkrafte zu vernachlassigen, da die Flache im 
Verhaltnis zu der der Platte gering jst und in der Nahe der N.L. 
liegt. Aus diesen beiden Griinden ist ihr Beitrag zum Tragheitsmoment 
in der Regel nur gering. Bei der angegebenen Vernachlassigung finden 
wir also die N.L. aus der Bedingung, daB das statische Moment der 
Platte in bezug auf die N.L. gleich dem der Eisen sein muB, also 

n.Fe(h-x)=b.d(x- ~), 

b·d 2 
n.h.Fe +-2 

X= n.-Fe+b.d . (8) 
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Der nachste Schritt besteht darin, den inneren Hebelarm z zu 
findeno Es ist also die Lage der resultierenden Druckkraft zu be
stimmeno 1hre GroBe ist durch den 1nhalt des Spannungstrapezes, 
multipliziert mit der Breite b, gegeben, also 

D = (a + a (x - d:)) ~ 0 d 0 b = a 0 d 0 b (1 - ~ 0 ~) 0 

b b x 2 b 2x 

1hr Abstand x - y von der oberen Faserbestimmt sich zu 

--- 1--I1bobod2 ( 2°d) 
2 3x d 3x-2d Moment vonD in bezug auf die obere Faser 

D D =3°2X~d--o 

Damit wird 
d 3x-2d 

z=h- S o 2x-cf o 

Die Biegungszugkraft erhiilt man wieder zu 

Z=aoF=M 
e e Z 

und 
M a ---

e - Feoz 0 

Die Druckrandspannung erhiUt man aus der Beziehung 

D= M 
Z ' 

wenn man darin die oben abgeleiteten Werte einsetzt, zu 

M 

a/J =d---;;(l _ ~ 0 ~) (h _ ~ 0 3 x - 2 d ) 
2 x 3 2 x-d 

x 
Mox 11, h 11, k 

zobod(x- ;) =n-ol __ ~_ = n O l_7c" 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Bei groBer Druckplatte fallt die NoLo entweder in die Platte oder 
dicht unter die Platte, so daB auch im zweiten Fall die Formeln des 
Rechteckquerschnitts mit geniigender Genauigkeit benutzt werden 
konneno 

1st die Druckplatte klein im Verhaltnis zum Steg, so daB die 
Vernachlassigung der durch den Steg iibertragenen Biegungsdruck
krafte eine erhebliche EinbuBe an Genauigkeit bedeuten wiirde, so 

(9) 

gelten die im folgenden abgeleiteten Beziehungen: . 
Durch Gleichsetzen der Momente der wirksamen Querschnitts

flachen in bezug auf die NoLo erhalt man 

( d) (x_d)2 
noFe(h - x) = dob x- 2 + bo- 2-' 
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woraus 

x = 1/ 2 n h· Fe + (b - bo) d 2 + (n. Fe + (b - bo) d)2 _ n· Fe + (b - bo) d 
r ~ ~ ~ 

Die Biegungsdruckkraft D mmmt den Wert an 

D = a • b . d (1 _ ~) + On bo (x - d) 9 
b 2x 2x 

Das Moment von D in bezug auf die oberste Faser wird 

Go·b·d s (1- 2d) + Go·bo(x-d)2 .(x + 2 d). 
2 3x 6 x 

Die Entfernung der Kraft D von dem oberen Rande erhalt man 
durch Division mit D zu 

b·d2(3 x-2 d)+ bo(x-d)2 (x+ 2 d) 
x-Y= 3b.d(2x-d)+3bo(x-t)2 (9 a) 

Damit hat man den inneren Hebelarm 

(lOa) 
Die Gl. (11) und (12) behalten ihre Giiltigkeit. Die Druckrand

spannung des Betons erhalt man aus der Beziehung 

D=a .b.d(l-~)+ ob·bo(x-d)2 =z= M 
b 2x 2x z ' 

2M·x 
(13 a) 

5. Eisenbetonbalken rechteckigen Querschnitts mit doppelter 
Bewehrung. 

Die bisherigen Betrachtungen nehmen eine Eisenbewehrung nur 
in der Zugzone an. Es soll nunmehr der Fall behandelt werden, daB 
ebenfalls in der Druckzone Eisen eingelegt sind (Abb. 330). Abb. 331 

:.:. -_ -_ ~;.-_-.:- t :.:. !.h_ -_-_~E73_E3<:F:' 
·m-1)P'/· '. 

I~ 

! x-k-17. 
h. : __ I_l __ -+ 

--~-----------------
... I I! 
.... "n'Fe"""" 

Abb.330. Abb.331. 

zeigt den ideellen Querschnitt. (Der den Druckeisenquerschnitt er
setzende ideelle Betonquerschnitt wird in der deutschen Literatur meist 
mit n· Fe', also um 1· Fe' zu groB, eingefiihrt. Eine ahnliche Un
genauigkeit liegt bei der Berechnung von Tragheitsmomenten vor, 
wenn, wie das in der Regel geschieht, das Tragheitsmoment der Eisen 
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in bezug auf die eigene Schwerlinie vernachlassigt wird. D. Dbers.). 
Zur Bestimmung des Abstandes der N.L. dient wieder die Momenten
gleichung in bezug auf die gesuchte N.L., also 

n·F .. (h - x) = bt + (n - 1) F: (x - h~), (14) 

woraus 

x = h [V 2 nit + 2 (n - 1) It' {+ (n· p, + (n -1) p,')2 

-(n.p,+(n-l).p,']' (15) 

Die Betonspannung an der Stelle der Druckeisen betragt 
x-h' 

a=ab - x-' 

Die gesamte Druckkraft betragt 

D = (Jb:' X + ab x ~h' (n -1)F:. 

(16) 

(17) 

Um die Lage von D zu finden, bestimmen wir wieder das Moment 
der Druckkriifte in bezug auf die obere Druckfaser zu 

Durch Division mit D erhalt man 

x2 + 6 (n - 1) rt' ·h' (x - h~ 
x-Y=3 2 • --;-+ 6 (n-l)(x-h') 11,' 

Der innere Hebelarm wird wieder 

z=h-x+y. 

Die Rand- bzw. Eisenspannungen sind 

M·x 

a -~-n.a (~-1) 
e - /L.b.z.h - b x ' 

, x-h' 
(Je = n'(Jb--x-' 

6. Biegung und N ormalkraft. 

(18) 

(19) 

(10) 

(20) 

(21) 

(22) 

1st ein Balken durch Biegung und N ormalkraft beansprucht, so 
lassen sich die oben abgeleiteten Beziehungen nicht a;nwenden. Be
kannt ist die den Querschnitt beanspruchende Normalkraft nach GroBe, 
Richtung und Angriffspunkt. Die NL. fallt nicht mit der Schwerlinie 
des Querschnitts zusammen. Fiir einen rechteckigen Querschnitt er-
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gibt sich der Abstand der NL. yom gedriickten Rand durch eine 
Gleichung 3. Grades. 

Die gesamte innere Druckkraft ist nich t gleich der gesamten 
inneren Zugkraft. 

Der Fall soll erst in einem spateren Bande behandelt werden. 
Als letzter, stets anwendbarer Weg zur Bestimmung von x bleibt 

das Probierverfahren (vgl. Kap. X). 

7. Scher- Imd Haftspanmmgen in Eisenbetonbalken. 
Wenn in irgendeinem Querschnitt eine Querkraft Q wirkt, so ist 

die 'Zunahme des Biegungsmomentes in einem um dx entfernten Quer
schnitt 

dM = Q.dx. 

Die auf die Langeneinheit bezogene Zunahme del' Eisenzugkraft 
betragt damit 

LlZ=!{. 
z 

Diese Zunahme Ll Z muB ihre Reaktion in einer (horizontalen) 
Tangentialkraft, auf die Breite des Balkens verteilt, finden, also 

LlZ=:t 
und 

~ Q 
r = b = b.z· (23) 

Bei T -Querschnitten ist die Stegbreite bo zu einzusetzen. 
Eine gleich groBe Scherspannung muB in der senkrechten Ebene 

herrschen, ferner in den beiden unter 45 0 geneigten Ebenen eine 
gleich groBe Druck- bzw. Zugspannung (vorausgesetzt ist Biegung ohne 
N ormalkraft). 

Am Rande der Eisen tritt die Tangentialkraft als Haftspannung 
zwischen Eisen und Beton auf, also, wenn man unter u den Umfang 
del' Zugeiseneinlagen versteht: 

(24) 

Es mage an dieser Stelle nochmals an die Annahmen erinnert 
werden, unter denen die Formeln dieses Kapitels abgeleitet sind. In 
Wirklichkeit wird der Beton sich an del' Aufnahme der Biegungs
zugspannungen mehr oder weniger beteiligen. Weiterhin werden fast 
immer Druckspannungen zwischen den Horizontalschichten vorhanden 
sein, die entsprechend der iiblichen Balkentheorie ebenfalls vernach
lassigt sind. 

Das "Joint Committee on Concrete and Reinforced Concrete", 
also etwa der dem Deutschen AusschuB fiir Eisenbeton entsprechende 
amerikanische AusschuB, empfiehlt, zwei Drittel der in einem Quer
schnitt wirkenden Scherkraft durch die Bewehrung aufzunehmen, also 

Q e = ~ Q anzunehmen. SoIl die horizontale Scherkraft durch Biigel 
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aufgenommen werden, die den Abstand c voneinander haben mogen, 
so ist die Kraft eines Bngels bestimmt zu 

B = Qe· c = ~ Q·c (25) 
z 3 z 

Zur Dimensionierung der schragen Eisen wird, sofern diese in 
einem Winkel zwischen 20 und 45 0 gegen die NL. aufgebogen sind, 
die Beziehung angegeben 

Z=~. Qe·c=~Q.c 1) (26) 
4 z 2 z . , 

(In der Frage der Schubbewehrung diirfte, auch in Deutschland, 
noch nicht das letzte Wort gesprochen sein. Die in den Bestimmungen 
des Deutschen Ausschusses flir Eisenbeton vom September 1925 hieriiber 
getroffenen Vereinbarungen sind z. T. auf wohlbegriindeten Wider
stand gestoBen. D. Dbers.). 

Da in dies em Band nur die Grundziige des Eisenbetons gebracht 
werden soIl en, moge diese Frage bier nicht weiter erortert werden. 

8. Saulen. 
Fiihrt man bei axialer Druckbeanspruchung wieder den ideellen 

Querschnitt ein, d. h. ersetzt man den Eisenquerschnitt durch den 

n-fachen (n = !:) Betonquerschnitt, so gelangt man zu folgenden Be

ziehungen 
P = (Jb(Fb - Fe + n.Fe) = (Jb·Fb [1 + (n - 1).u] , (27) 

p 
(Jt = Fd1 + (n _ 1) ,u]' (28) 
(Je = nO(Jh. (29) 

9. Die Durchbiegnng von Eisenbetonbalken. 
Man ziehe Radien durch zwei um die Langeneinheit voneinander 

entfernte Punkte der elastischen Linie (Ab
bildungen 332). Es verha.lt sich dann 

Ee 1 
h-x r' 

ferner 
Oc M 

Ee = Ee =z.Fe.Ee ' 

1 M 
z.Fe·E.(h-x) . (30) r 

Es ist also in der iiblichen Biegungsglei
chung fUr das Tragheitsmoment J der Wert 
z· (h - x). Fe und fiir den Elastizitatsmodul E 
zusetzen. 

Abb.332. 

der des Eisens em-

1 Diese Behandlung del" Schubspannungen durch das "Joint Committee ... " 
kann nicht befriedigen. Swain sagt selbst: This part of the report is not very clear, 
and the theory and facts of the subject are obscure and uncertain ... ". D. Dbers. 
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XVI. Nietverbindnngen. 
1. Nieten und Bolzen. 

Wenn Bauteile aus Eisen oder anderen Metalien miteinander ohne 
SchweiBung verbunden werden solien, so kann dies durch Schrauben
bolzen oder Nieten erfolgen. 

So konnen die Stabe a in Abb. 333 mit den Stab en b durch einen Bolzen 
verbunden werden, der entweder an beiden Enden ein Gewinde mit 
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Abb.336. 

einer Schraubenmutter oder an einem Elnde einen festen Kopf und 
an dem andern ein Gewinde mit Schraubenmutter hat. Das Bolzen
loch schwacht die betreffenden Stabquerschnitte; urn Stabe mit Quer
schnitten gleicherStarke zu erhalten, werden Augenstabe (Abb. 334) 
benutzt (vgl. auch Kap. VI). Jeder Stab wiirde, abgesehen von der 
Behinderung durch die Reibungskraft, sich urn den Schraubenbolzen 
frei drehen konnen. 

An Stelle der Schraubenbolzen konnen, wie bemerkt, auch Nieten 
verwendet werden (Abb.335). Ein Niet ist ein Bolzen mit einem 
festen Kopf an dem einen Ende (Setzkopf); mit dem andern Ende 
wird er in rotgliihendem Zustand durch die NietlOcher der miteinander 
zu verbindenden Bleche gesteckt. Der Nietschaft muB dabei so lang 
sein, daB nunmehr aus dem Nietschaftende der zweite Nietenkopf 
(SchlieBkopf) gebildet werden kann. Dies geschieht durch wiederholte 
Schlage oder durch stetigen Druck, wobei im ersten FaIle die Hammer 
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entweder durch Menschenkraft oder heute meist maschinell durch PreB
luft bedient werden und im zweiten Fall der Druck entweder 
hydraulisch oder durch PreBluft erzeugt wird. Die gewiinschte Form 
des SchlieBkopfes erhalt man durch den Dapper, der eine entsprechende 
Hohlung besitzt. (Abb. 336 zeigt z. B. einen kegelformigen SchlieB
kopf.) Gegen den fertigen Nietkopf muB wahrend des Nietens eine 

Abb. 337. Hydraulische Nietpresse. 

Gegenkraft ausgeiibt werden. Man unterscheidet Montagenieten und 
Werkstattnieten, je nachdem ob die Nieten auf der Baustelle bei der 
Montage oder bereits in der Werkstatt eingebracht werden. 1m all
gemeinen sind die Werkstattnieten vorzuziehen. 

Das Nietloch muB einen etwas groBeren Durchmesser haben als 
der erkaltete Nietschaft, damit dieser im warmen Zustand durch
gesteckt werden kalm. Dann kommt es vor, daB die Nietlacher einander 
nicht genau gegeniiber liegen oder nicht genau kreisfarmigen Quer
schnitt besitzen. Von einer guten Nietarbeit wird verlangt, daB der 
aus diesen verschiedenen Ursachen entstehende Hohlraum zwischen Schaft 
und Lochwand auch nach der Erkaltung des Niets vollstandig aus-
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gefullt ist. Maschinelle Nietung ist bessel' als Handnietung, da die 
ausgeu bten Krafte groBer und die einzelnen StoBe del' Hammer 
scbneller und regelmaBiger erfolgen. Die einzelnen Bleche mussen 
wahrend des Nietens fest gegeneinander angepreBt werden, damit sich 
das gestaucbte Material del' Niete nicht zwischen die Bleche drangt. 

Abb.338. Nietarbeit mit PreBJufthlimmern. 

Fruherglaubte man die Niete im Interesse eines weichen und 
zahen Materials .. aus Schmiedeeisen machen zu mussen; bei Stahl be
fiirchtete man durch das Gluhen nachteilige Folgen fiir das Material. 
Heute werden die Niete durchweg aus Stahl, im allgemeinen aus einem 
Spezialstahl, in Amerika rivet steel genannt, hergestellt. 

Eine Schraubenbolzenverbindung kann verhaltnismaBig einfach ge
lost werden, indem rue Mutter abgeschraubt und del' Bolzen heraus
geschlagen wird. Eine Nietverbindung bietet dagegen viel mehr Wider
stand, da man vorher das Materialgefiige zwischen Kopf und Schaft 
zerstoren muB. 

2. Nietmaschinen. 
Die Abb. 337, 338, 339 und 340 zeigen Nietpressen und Niet

hammer. Jeder Ingenieur muB das typische schnelle "rat-tat" des 
Niethammers bei der Montage von Eisenkonstruktionen gehort haben. 
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3. Herstellung del' Nietlocher. 

1m allgemeinen werden die Nietlocher gestanzt. Dies Verfahren Iiefert 
rauhe Lochwandtmgen und konisohe Locher derart, daB der Durohmesser 
von oben naoh unten zunimmt (Abb.341). Das Loch zur Aufnahme 
des Stanzhammers (Stempels) 
im StanzamboB (Matrize) muB 
dementspreohend einen gro
Beren Querschnitt als der 
Hammer besitzen. Es ist 
praktisch unmoglich, ein zy
Iindrisches Loch zu stanzen. 
Haufig ist die Lochkante auf 
dem Blech an der Austritt
seite des Stanzhammers rauh 
und uneben. Die Kraft, mit 
der der Stanzhammer arbeitet, 
ist sehr groB; die FlieBgrenze 
des dem Loch benachbarten 
Materials wird notwendig 
uberschritten, was sehr oft 
Risse in dem Material zur 
Folge hat, namentlich bei 
starken Blechen und sprodem 
Material. Ferner ist es sehr 
schwer, die Lochabstande ge
nau zu stanzen, also aufein
ander passende Locher der 
einzelnen Bleche zu erhalten. 
Es war fruher vielfach ublich, 
vor dem Nieten, nachdem man 
die gelochten Bleche passend 
zusammengelegt hatte, kegel
formige Bolzen aus hartem 
Stahl hindurchzutreiben und Abb. 339. PreBluftniethammer. 

so die Nietlocher vorzube-
reiten. Aber es ist offenbar, daB das Material durch eine solche Be
handlung sehr angestrengt wird. 

1m wesentlichen konnen wir drei Verfahren unterscheiden, die 
den oben geschilderten, mit dem Stanzen verbundenen N achteilen 
entgegenwirken sollen: Das gestanzte Loch wird entweder ausgegliiht 
oder mit der sogen. Reibahle ausgefeilt, oder aber das Loch wird llicht 
gestallzt, sondern gebohrt. Das Ausgliihen verbessert wohl wieder die 
Qualitat des das (kalt) gestallzte Loch umgebelldell Materials, aber die 
Risse verschwinden nicht, und die Dllgenauigkeiten in den Abmessungen 
und Abstallden der Locher bleiben ebenfalls bestehen. Das Ausfeilen 
kann das durch das Stanzen beschadigte Material ganzlich entfernen und 
das Loch zylindrisoh machen. Das Loch muB dann llatiirlich mit 
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einem kleineren Durehmesser gestanzt werden, als dem spater einzu
bringenden Niet entsprieht, und wird derart ausgefeilt, daB sein Dureh-

Abb. 340. Tragbare PreBluitniethammer. 

messer etwas groBer als der des Niets ist, so daB der wirkliehe Dureh
messer des Niets naeh dem Stauehen etwas groBer als der reehnerisehe 
ist. Am besten gesehieht das Ausfeilen, naehdem die Bleehe iiber-

\ 
Abb. 1I,11. Abb. a.l2. 

einander gelegt sind, urn so aueh die Nietabstande zu regeln. Die an 
der Austrittsflaehe des Bleehes beim Stanzen entstehende unregelmiiBige 
Kante wird am besten so weggefeilt, daB eine kleine Voute entsteht, 
wodureh der Nietkopf verstarkt wird. (Abb. 342.) 

Die einwandfreieste Methode, die Nietloeher herzustellen, ist ofl'en
bar das Bohren, wenn moglieh so, daB sieh die zu vernietenden Bleehe 
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dabei in ihrer spateren relativen Lage befinden. Es ist jedoch nicht 
immer angangig, auf diese Weise die Locher herzustellen, und im 
allgemeinen geniigen die gestanzten und spater ausgefeilten Locher 
durchaus, oft auch Locher, die nur gestanzt sind. Letzteres ist nament· 
lich dann unbedenklich, wenn das Blech aus zahem Material besteht 
und nicht zu dick ist. Die groBe Mehrzahl der bestehenden Eisen· 
bauwerke hat sicherlich Nietlocher, die ohne N achbearbeitung bloB 
gestanzt sind. Bei wichtigen, hoch beanspruchten Konstruktionsteilen 
sollten jedoch die Locher stets gebohrt werden. Es ist heute ge· 
brauchlich, gestanzte und nachbearbeitete oder gebohrte Locher zu 
verlangen, wenn die Bleche eine gewisse Starke iiberschreiten, und 
Bleche zuriickzuweisen, bei denen die Nietlocher nicht aufeinander· 
passen. So enthalten die Vorschriften del' "Massachusetts Public 
Service Commission" folgende Bestimmungen: 

Die Nietlocher in EIechen von geringerer Starke als 3/4 Zoll diirfen gestanzt 
werden. Ihr Durchmesser sol! urn 1/16 Zoll groBer sein als der des zugehorigen 
Niets. Die Lochabstande miissen so genau innegehalten werden, daB beim 
Zusammensetzen der Bleche die Locher aufeinanderpassen; eine Naohhilfe duroh 
eingetriebene kegel£ormige Bolzen wird nicht zugelassen, sondern muB duroh 
Ausfeilen geschehen. 

In Bleohen, die starker als 3/4 Zoll sind, sollen die Nietlooher geboIn't oder 
gestanzt und naohbearbeitet werden, wobei ihr Durohmesser uml/s Zoll groBer 
sein solI als der des Nietsohaftes. Die gestanzten Locher miissen vor der Nach· 
bearheitung einen urn "/16 Zoll geringeren Durchmesser haben als der zugehorige 
Nietschaft; die Kanten der Looher von Zuggliedern miissen ausgefeilt sein. 

Die Bestimmungen del' "American Railway EniineeringAssociation" 
iiber den Bau eiserner Briicken aus dem Jahre 1920 fordern: 

§ 206: Es wird untersohieden "Punohed Work" und "Reamed Work". (Ein. 
fache Stanzarbeit und Stanzarbeit mit naohfolgendem Ausfeilen)1. 

§ 210 •• ,Pullchcd Work": Die Stanzarbeit ist zulassig, wenn die Blech· 
starke den Durohmesser des Nietes hochstens urn "/S Zoll iibersteigt und nicht 
groBer ist als 3/4 ZolL Bei groBeren Bleohstarken miissen die Locher gebohrt 
werden. (Praktisch bedeutet diese Bestimmung in den meisten Fallen, daB 
Stanzarbeit zugelassen wird.) 

§ 211. "Reamed Work": Bei BIeohstarken unter 7/S Zoll konnen die Niet-
locher auf den vollen Nietdurohmesser gestanzt werden (full punohed), wenn es 
sioh urn Konstruktionsteile von untergeordneter Bedeutung handelt (Versteifungs· 
glieder u. dgL). 1m allgemeinen sollen die Locher bei BIechstarken von iiber 
3/4 Zoll gebohrt werden. 

§ 212: In wichtigeren Konstruktionsteilen miissen die Nietlocher kleiner als 
der Nietquerschnitt gestanzt werden (sub·punched holes). 

§ 214. Gestanzte Locher: Auf den vollen Nietquerschnitt (full punched 
holes) gestanzte Niet16cher sollen einen urn 1/16 Zoll groBeren Durchmesser haben 
als der nicht geschlagene Nietschaft. Sollte es einmal notig sein, ein Nietloch 
auszuweiten, so muB es ausgefeilt werden. Die Lochrander diirfen nicht zackig 
sein oder Risse aufweisen. Konstruktionsteile mit schlecht aufeinander pas· 
senden Nietlochern sind zuriickzuweisen. 

§ 215. Sub-punched and Reamed Holes: Die Nietlocher, die kleiner als 
der Nietquersohnitt gestanzt werden, sind urn Slt6 Zoll im Durchmesser kleiner 

1 Es geht aus den Bestimmungen nioht genau hervor, wann "punched 
work" und wann "reamed work" vorgeschrieben ist. D. Ubers. 
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zu stanzen und nach dem Zusammenlegen der Bleche urn 1/16 Zoll weiter zu 
feilen, als der Durchmesser des nicht gestauchten Nietes betragt. 

§ 216. Genauigkeit der Stanzarbeit bei "Sub.punched Work": Niet
locher, die kleiner als der Nietquerschnitt gestanzt und dann ausgefeilt werden, 
Bollen .so genau gestanzt sein, daB nach dem Zusammenlegen der Bleche und 
vor dem Ausfeilen ein zylindrischer Bolzen, dessen Durchmesser urn lis Zoll 
kleiner ist als der des Nietloches, durch 75 von 100 aufeinanderfolgenden Lochern 
der Bleche leicht hindurchgeschoben werden kann. Dabei muB der Bolzen 
senkrecht zur Ebene des Bleches stehen. Bleche, die dieser Bedingung nicht 
geniigen, sind zuriickzuweisen. Findet sich ein Nietloch, durch das ein der
artiger Probebolzen mit einem urn 3/16 Zoll kleineren Durchmesser nicht hin
durchgeht, so ist das Blech ebenfalls zuriickzuweisen. 

§ 217. Ausfeilen der Nietlocher: Die Nietl6cher sollen ausgefeilt werden, 
nachdem die zu einem Konstruktionsglied zu verbindenden Bleche zusammen
gelegt und fest aneinander gepreBt sind. Vor dem Nieten sollen die Bleche 
wieder voneinander getrennt und aIle Feilspane sorgfiiltig entfernt werden. Die 
Bleche miissen in der gleichen gegenseitigen Lage vernietet werden, wie sie 
ausgefeilt wurden. Ein Vertauschen nach dem Ausfeilen ist nicht gestattet. 

§ 218. Genauigkeit der Feil- und Bohrarbeit: Sind die Nietlocher aus
gefeilt oder gebohrt,. so sollen in 85 von 100 aufeinanderfolgenden Lochem 
eines Konstruktionsgliedes die Absatze an den einzelnen Blechen weniger als 
1/32 Zoll betragen. 

§ 219. Ausgefeilte NietlOcher: Die Nietlocher sollen zylindrisch sein und 
senkrecht zur Ebene des Bleches stehen. !hr Durchmesser solI urn nicht mehr 
als urn 3/s2 Zoll groBer sein als der des nicht geschIagenen Nietes. Die Feil
arbeit solI, wenn moglich, maschinell ausgefiihrt werden. 

§ 220. Gebohrte Locher sollen im Durchmesser urn 1/16 Zoll groBer sein 
als der zugehOrige nicht gestauchte Nietschaft. 

§ 221. Die Nietlocher eines Konstruktionsgliedes sollen so gebohrt 
werden, daB die einzelnen Bleche in ihrer endgiiltigen relativen Lage fest auf
einander gepreBt werden. 

4. Reibung zwischen den genieteten Blechen. 

Ein Niet wird in rotgliihendem Zustand geschlagen; beim Erkalten 
zieht er sich zusammen und preBt die genieteten Bleche zusammen. 

a 

Abb.343. 

Die GroBe der so erzeugten Reibung zwi
schen den Blechen hangt natiirlich von den 
Abmessungen des Nietes und der Bleche, 
dem Nietabstand, den bei der Bearbeitung 
erreichten Temperaturen u. a. m. abo Diese 
Reibungwird jedoch bei der Dbertragung der 
Krafte stets vernachlassigt, da man nicht 
sicher mit ihr rechnen und sie durch Er
schiitterungen und andere Ursachen u. U. 
aufgehoben werden kann. Der Nachweis 
der Reibungskrafte kann durch Zugver
suche mit Nietverbindungen nach Abb. 343 
gefiihrt werden. Abb.343a zeigt eine iib
liche Konstruktion, 343 b einen Niet ohne 

Kopfe und 343 c ein groBeres, auch durch den gestauchten Niet nicht 
ausgefiilltes Nietloch des mittleren Bleches. Der Leser gebe sich 
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Bechenschaft dariiber, was durch Versuche mit diesen drei Nietver
bindungen gezeigt werden kann! Es war in Deutschland eine Zeitlang 
iiblich, die Beibung bei der Berechnung von Nietverbindungen zu be
riicksichtigen; franzosische Ingenieure nahmen friiher ausschlieBlich 
die Beibung fiir die Kraftiibertragung in einer Nietverbindung zu Hille, 
wobei sie von folgendem Gedanken ausgingen: angenommen, der ge
stauchte rotgliihende Niet fiillt das Nietloch vollig aus, dann muB 
nach dem Erkalten zwischen Nietschaft und Nietlochwandung ein 
kleiner Zwischenraum sein, der eine Scherbeanspruchung des Nietes 
ausschlieBt; dabei ist vorausgesetzt, daB auf den gliihenden gestauchten 
Niet von der Lochwandung keine Druckkrafte ausgeiibt werden, die 
nach dem Erkalten noch in einer 
gewissen GroBe wirken oder ge-
rade bisaufNullzuriickgegangen ~~ 
sind. Tatsachlich laBt sich jedoch '0 

bei einem gut geschlagenen Niet .. ~ ~ 
zwischen Nietschaft und Loch-
wand kein Zwischenraum nach-
weisen. 

Eine Dampf- oder Wasser-
Abb.344 

druck ausgesetzte Nietverbindung kann aus verschiedenen Griinden 
undicht sein: Sind die Abmessungen ungeniigend, so treten Deforma
tionen und damit moglicherweise Undichtigkeiten auf; oder es hat sich 
Bost zwischen den Blechen gebildet u. a. m. 

N ach dem Nieten klaffen die Bleche um den Niet manchmal nach 
Abb. 344. Diesem Dbelstand kann durch Nachbearbeitung mittels 
eines stumpfen StoBels abgeholfen werden. Die Kantendes StOBels 
diirfen keine Sch1irfen aufweisen, da man sonst leicht das Blech ver
letzt, sondern miissen gut gerundet sein. 
Der Kantenwinkel soll nicht spitzer als 70° 
sein. Bost und Hammerschlag solien abge
kratzt oder mit einer Losung von Ammoniak
salz abgewaschen werden. 

Niete lockern sich hauptsachlich infolge 
von Erschiitterungen oder von wiederholten 
Beanspruchungen, namentlich wenn diese 
wechselndes V orzeichen haben. Lose Niete 
miissen entfernt und durch neue ersetzt 
werden. Ein gates Mittel, locker sitzende 
Niete festzustelien, besteht darin, mit einem 
Hammer gegen den einen Nietkopf zu schla
gen und gleichzeitig den andern Kopf mit 
einem Finger zu beriihren. 

Abb.345. 
Abmessungen: 

Voller Nietkopf: a = 1,5 d + f' 
b = 0,425 a 
e = 1,5b 

Versenkter Nietkopf: f = 0,5 d 
fI = 1,577 d 

5. Ausbildung des Nietkopfes. 
Handgeschlagene, mit einem einfachen Hammer ohne Dopper be

arbeitete Nieten haben konische Kopfe. Diese primitive Methode 
kommt jedoch fiir Ingenieurbauten kaum noch in Frage. Abb. 345 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 29 



450 Nietverbindungen. 

zeigt die Abmessungen der N ormalniete der American Bridge Co. 
Abb. 346 gibt die Normalniete der Dampfkesselabteilung der A. S. M. E. 
an. Da der Niet haufig auf Zug beansprucht ist (durch die oben er
wahnten Temperaturspannungen oder auch durch den EinfluB der Be
lastung), so soUte die aus dem Nietkopf herausgeschnittene Zylinder
flache a b eine Scherkraft aufnehnien konnen, die der Zugkrl!>ft gleich
kommt, die von dem Nietquerschnitt iibertragen werden kann . 

.. ·-90°· ""1.0-·-1 _.-90~. 

> 

~~ \------1,7--_."'1 

~- bd ~. -';;,0- -.. j 
--1.0-- · .. 0·· l§lJ ·-1,0-· 

Abb.346_ 

Versenkte Niete sind Niete, deren Kopf mit der Ebene des Bleches 
abschlieBt .. Sie sind dann notwendig, wenn man eine glatte ebene 
Flache ohne hervortretende Nietkopfe braucht. Die versenkten Kopfe 
sind konisch geformt. AuBer den Nieten mit ganz versenkten Kopfen 
steUt man auch Niete mit halbversenkten Kopfen her, wenn die Hohe 
des iiber das Blech hinausragenden Nietkopfes aus irgendeinem Grunde 
beschrankt ist. Versenkte Nietkopfe schwachen das Blech mehr als 
nicht versenkte Kopfe. 

6. Gebl'auchliche Abmessung'en eines Nietes. 
Den zwischen den Kopfen befindlichen Teil des Nietes nennt man 

den Schaft. (Bei Nieten mit versenkten Kopfen schlieBt der Ameri
kaner die Kopflange mit in die Schaftlange ein.) "Die Lange des 
kalten ungeschlagenen Nietes muB so bemessen werden, daB del' 
SchlieBkopf gebildet und das Nietloch durch das gestauchte Material 
vollig ausgefiillt werden kann. Mit zunehmender Schaftlange muB also 
die Differenz zwischen der Lange des ungeschlagenen Nietes und der 
Schaftlange wachsen, weil zum volligen Ausfiillen des groBeren Niet
loches mehr Material gebraucht wird. In den Handbiichern, z. B. im 
"Carnegie Pocket Companion" sind fiir verschiedene Lochdurchmesser 
und Schaftlangen, fiir nicht, halb- und ganzversenkte Nietkopfe die 
erforderlichen Langen des ungeschlagenen Nietes angegeben. 

J e groBer die Schaftlangen sind, um so schwerer sind die Nieten 
einwandfrei zu stauchen; die groBtzulassige Schaftlange wird im all
gemeinen in Abh1ingigkeit vom Schaftdurchmesser, als ein Viel
faches davon, festgesetzt. Es ist wiinschenswert, das das Verhaltnis 

Schaftlange d W 4 45 . h "b t'gt b' 1 N' t S h ftd h en ert -;- , mc t u ers eI ; eI augen Ie en c a nrc messer 



Grundsatzliches iibel' Nietbeanspruchungen. 451 

muB u. U.· entsprechend der Nietdurchmesser vergroBert werden. Die 
Bestimmungen der "A. R. E. A." sehen bei langen Nieten eine ge
ringere Beanspruchung vor: 

Dberschreitet bei Kraftnieten das Verhaltnis S h S~~tl:e den 
c a urc esser 

Wert 4,5, so solI fUr jedes 1/16 Zoll Schaftlange mehr die Anzahl der 
Nieten um 10f0 vermehrt werden. Dbersteigt jenes Verhaltnis den 
Wert 6, so sind besonders konstruierte Nieten zu verwenden. 

In Deutschland werden Niete mit nicht versenkten Kopfen bis zu 

einem W ert ~ = 4,5, fiir 4,5 < { < 6 werden Niete mit versenkten 

Kopfen angewendet; dariiber hinaus sollen dann Schrauben verwendet 
werden. (V gl. iiber die in Deutschland geltenden Bestimmungen z. B. 
"Normalbedingungen fiir die Lieferung von Eisenkonstruktionen fiir 
Briicken- und Hochbau, aufgestellt vom Verbande deutscher Architekten
und Ingenieurvereine. O. MeiBner, Hamburg.) 

Die gebrauchlichen Nietdurchmesser schwanken' zwischen 3/S Zoll 
und 11/S oder auch 11/4 Zollo Die meist verwendeten Niete sind im. 
Durchmesser 3/4 und '/s Zoll stark (1,91 cm und 2,22 cm) mit Quer
schnittsflachen von 0,44 und 0,6 Quadratzoll (2,83 cm2 und 3,87 cm2). 

Nieten mit einem Durchmesser von mehr als 11/4 Zoll werden selten 
verwendet. Man gebraucht dann lieber Schraubenbolzen; aber im. all
gemeinen kann man so konstruieren, daB man auf Schraubenbolzen 
verzichtet. Selbst wenn man die Schraubenbolzen und die Bolzen1ocher 
sorgfaltig dreht, so daB der Bolzen genau in das Loch paBt, so sitzt 
der Bolzen doch nie so gut im Loch wie ein gestauchter Niet. 

7. Grundsatzliches iiber Nietbeanspruchungen. 

In Abb. 347 sind verschiedene genietete StoBe von Eisenblechen 
dargestellt. Die Bleche der Abb. 347 a liegen in zwei Ebenen; der 

a) 

P __ Pb) 

StoB wird dadurch bewirkt, daB die Bleche um ein gewisses MaB iiber 
die StoBstelle ii bergefiihrt und vernietet werden. (lap joint). Liegen die 

29* 
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beiden zu stoBenden Bleohe in der gleiohen Ebene, so muB der StoB 
duroh eine oder zwei StoBlaschen gedeckt werden (butt joint) 
(Abb. 347b u. c). . 

Die Bleohe der Nietverbindung naoh Abb. 347 a sind auBer der 
Zugkraft auoh einem Biegungsmoment ausgesetzt, das das Bestreben 
hat, die Bleche in dem in Abb.348 dargestellten Sinn zu verbiegen. 

p~~~~~~~,»~p 
Abb.848. 

Die Niete erfahren dadurch eine zusatzliohe Zugbeanspruchung, die 
die Nietkopfe abzureiBen suoht. Das gleiohe gilt von dem StoB mit 
einfaoher Verlasohung (Abb. 3470), wahrend die Bleohe der Abb. 347b 
zentrisoh, also ohne zusatzliohes Biegungsmoment, beanspruoht sind. 

- Abb.349. 

Abb. 349 zeigt einen StoB, der durch Dberlappen der Bleohe sowie 
duroh eine Lasche gedeckt ist. 

Die Niete sollen vorwiegend auf Absoherung beansprucht werden. 
Niete, die aussohlieBlioh Zugkrafte aufzunehmen haben, sind zu ver
meiden. (Es ist hierbei natiirlich nicht an die durch das Erkalten der 
Nieten hervorgerufenen Zugkrafte gedaoht, sondern nur an jene Krafte, 
die von der Belastung erzeugt werden. Der Dbers.) 

Ganz lassen sich indessen Zugkrafte nicht immer vermeiden. In 
Abb. 350 sei der AnsohluB eines Langstragers an einen Quertrager 

darstellt. Da die Konstruktion eine ge
wisse Steifigkeit besitzt, so ist der Langs
trager an der AnsohluBstelle teilweise ein-

'0 Ldngs
a·'>'- 0 trdqer 

o .C 
o 

( db 
-

euertrager 

\ 

A.bb. 350. 

gespannt, d. h. es tritt ein Biegungsmoment 
auf, das die oberen Niete der Nietreihe a 
auf Zug beansprucht. Es wiegt jedooh die 
Beanspruchung auf Abscheren vor, die von 
der zu iibertragenden Auflagerkraft des 
Langstragers herriihrt. Der gleichen (senk-
recht wirkenden) Scherkraft sind auch die 
Niete der Reihe b ausgesetzt; auch diese 
Niete werden durch das Einspannmoment 
beansprucht; sie nehmen das Moment je
doch duroh wagerechte Scherkrafte auf, wo 

bei der Sinn der Scherkraft bei den unteren und den oberen Nieten 
entgegengesetzt ist. Die Niete der Reihe b sind also jeweils durch 
zwei Scherkrafte in qer Querschnittsebene beansprucht, deren Rich-
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tungssinne aufeinander senkrecht stehen. Die unteren Niete der Reihe a 
ubertragen ubrigens keine Biegungsdruckkrafte,da diese unmittelbar 
von dem Winkel in den Steg des Haupttragers ubergehen. 

Niete kannen also beansprucht sein entweder auf Abscherung 
oder auf Abscherung und Zug. Wirken in der Querschnittsebene zwei 
Scherkrafte (Nietreihe b in Abb. 350), so ist die resultierende Scher
kraft zu bestimmen. 

Man kann dies auch so ausdrUcken: 
Eine (in einer Ebeneliegende) Nietgruppe kann wie folgt bean

sprucht werden: 
1. Die Kraft greift im Schwerpunkt der Nieten senkrecht zu deren 

Langsachsen an. Die Nieten erleiden eine Scherbeanspruchung in 
Richtung der Kraft. 

2. Es wirkt eine Kraft wie unter 1. zusammen mit einem Moment, 
dessen Wirkungsebene senkrecht zu den Nietenlangsachsen steht. Die 
Niete erleiden eine Scherbeanspruchung, deren Richtung jedoch bei 
jedem Niet verschieden ist, da sie durch das Verhaltnis der GraBen 
der beiden auf jeden Niet wirkenden Scherkrafte abhangig ist. 

3. Es wirkt nur ein Moment wie unter 2., d. h. die auf die Niet
gruppe wirkende resultierende Kraft hat den Wert Null. Die Niete 
sind durch Scherkrafte beansprucht, deren Wirkungslinien alle parallel 
sind, deren Richtungssinne jedoch bei den oberen und bei den unteren 
Nieten umgekehrt sind. 

4. Es wirkt eine Kraft wie unter 1. zusammen mit einem Moment, 
dessen Wirkungsebene parallel zu den Nietenlangsachsen liegt. Die 
Niete werden auf Abscheren in Richtung der wirkenden Kraft und 
ein Teil der Niete wird auf Zug beansprucht. 

Manche (amerikanische) Bestimmungen verlangen, daB Niete uber
haupt nicht auf Zug beansprucht werden. Tatsachlich werden jedoch 
Niete haufig zur Dbertragung von Zugkraften verwendet, obzwar diese 
oft so gering sind, daB man sie vernachHissigen kann. Dieses ist meist 
der Fall bei den Nieten der AnschluBwinkel (Abb. 350). Die Vorschriften 
der A. R. E. A. sehen fUr diese Niete eine um 25 Ofo herabgesetzte zu
lassige Spannung vor. Der Verfasser hat indes viele Nietverbindungen 
von AnschluBwinkeln gesehen, wo die oberen Niete abgesprengt waren, 
und er kennt auch zahlreiche, namentIich altere EisenkoIlStruktionen, 
die durch reine Zugniete verstarkt wurden. Der Grund, warum wesent
Iiche Zugkrafte von Nieten nicht ubertragen werden sollen, ist in der 
berechtigten Beffuchtung zu suchen, daB das Material beim Erhitzen 
und beim Stauchen Schaden erleidet. 

8. Scherbeanspruchungen der Niete. 
Wir betrachten die Nietverbindung nach Abb.351. Der Niet uber

tragt die Kraft P aus dem einzelnen Blech in die beiden anderen 
Bleche und wird in den beiden Ebenen a und b mit der halben 
Kraft P geschert. Solch ein Niet heillt ein zweischnittiger Niet. Die 
Niete der Abb. 347 a sind einschnittige Niete. Ebenso ist der Niet 
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in Abb. 352 ein einschnittiger Niet, weil er in beiden Ebenen a und b 
die ganze Kraft P iibertragt. Wenn in Abb. 351 die beiden linken 
Bleche nicht gleichen Querschnitt hatten, sondern das eine doppelt 
so stark ware wie das andere, so wiirden zwei Drittel von P durch das 
starkere, ein Drittel von P durch das schwachere Blech iibertragen werden 
(vorausgesetzt, daB die Formanderungen beider Bleche gleich sind). 

Abb.351. 

Abb.352. 

p 

'P 
Abb.353. 

Del' Niet wiirde dann also nicht in dem iiblichen Sinne (vgl. oben) 
zweischnittig sein. Wir wollen so definieren: Ein Niet wird dalm als 
einschnittig bezeichnet, wenn die gauze zu iibertragende Kraft in jedem 
auf Abscheren beanspruchten Querschnitt des Niets wirksam ist; ein 
Niet ist zweischnittig, wenn die zu iibertragende Kraft in zwei, im 
allgemeinen gleiche Teile geteilt ist, die je durch einen oder mehrere 
gescherte Querschnitte geleitet wird. 

Del' Niet in Abb. 353 wird in dem zwischen den Blechen ge
legenen Querschnitt auf Abscheren beansprucht, gleichzeitig wirkel1 
auf die durch stark ausgezogene Linien al1gedeuteten Flachen Druck
krafte, die indessen (iiber eine Zylindererzeugende) nicht gleichmaBig 
verteilt sind, sOl1dern ihren GroBtwert an der Beriihrungsstelle del' 
Bleche haben und von dort nach auBen abl1ehmen. Es wirkt also 
auBer del' Scherkraft noch ein del' GroBe nach unbekanntes Moment 
auf die glscherte Nietflache. Trotzdem wird im allgemeinen reine 
Abscherung angenommen und ferner, daB sich die Scherkraft gleich
miiBig iiber den Querschnitt verteilt; ist also d del' Durchmesser des 
Niets und T die Scherspannung, so hat die durch den Niet iiber
tragene Kraft den Wert 

oder es ist 

nd2 

P=--'T, 
4 

(1) 

Die Oberflachenkrafte verteilen sich auch iiber abc (Abb. 354) 
l1icht gleichma13ig, sondern haben offenbar in c ihren GroBtwert und 
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in a und b den Wert Null. Man nimmt jedooh auch bier gleichmaBige 
Kraftverteilung, und zwar liber die Projektion ab, an, so daB die 
gesamte sogenannte Lochleibungskraft ausgedriickt ist durch 

worin tJl den Loohleibungs
druok, d den Nietdurch
messer und ~ die Blech
starke bedeutet: 

p 
al=~' (2) 

Eine etwas genauere 
Bestimmung des Lochlei
bungsdruckes moge im fol
genden unter Beriicksioh

p 

a~b 
~ 
: I Ie 
, 'I 

g 

Abb.354. Abb.355. 

tigung der Formanderungen versucht werden (Abb. 355). Die Niet
oberflache a c b wird offenbar nach einer Flaohe a c' b verformt. Wir 
nehmen nun an, daB der Lochleibungsdruck an jedem Punkt der 
Nietoberflache radial wirkt, und ferner daB sich jeder Punkt urn 
den gleichen Betrag in der Richtung der Kraft P verscbiebt, c nach 
c', e nach e', b nach b', also cc' = ee' = bb'. Bezeichnet man mit a 
den (radial gerichteten) Lochleibungsdruck, mit ar dessen GroBtwert 
bei c, so ist innerhalb der Proportionalitatsgrenze bei Giiltigkeit des 
Hookeschen Gesetzes: 

----" k ee = '0, 

wobei k eine Materialkonstante ist. Da . 

so ist, 

-, ee" 
ee = ---, 

COS IX 

--, --, k'G 
cc =k·a =ee =--, 

r COS IX . 

. '. a = ar , cos ex . 

Die in die Richtung von P fallenden Komponenten del' Krafte 
a· d s miissen P das Gleichgewicht halten, also 

~ n 

2 2 
P= 2 f a,ds·cosex·~ = 2~f a·cosa·ds 

o 0 

n 

2 

f ""r'G .~ 
=2~·0·r cos2 ex·dex=-_·_r-

r 0 2 ' 

P 
.', ar=~--' 

2'~ 
(3) 
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. GI. (S) sagt aus, daB der maximale Lochleibungsdruck ebenso 
groB ist· wie jener, der entsteht, wenn P sich auf eine Fliiche von der 
GroBe 0,78 d· ~ (anstatt von der GroBe d.~) gleichmaBig verteilt, oder 

ar = 1,28 a. (Sa) 

Gl. (S) und (Sa) haben zur Voraussetzung, daBsich a linear mit 
cos a oder sin fJ andert. Die iibliche Annahme gleichmaBig verteilten 
Lochleibungsdruckes wiirde, ebenfalls unter Annahme radial gerichteter 
Driicke, fordern, daB 

a = ar = const, 

denn nur dann besteht die Gleichung 
n 

2 

P=2~·a .r!cosa.aa=a .a·b. r r 
o 

Ein konstantes radial gerichootes a ist jedoch offenbar unmoglich. 
Gl. (3) und (Sa) kommen also den tatsachlichen Verhiiltnissen naher ala 
die iibliche Annahme gleichmaBig verteilten Lochleibungsdruckes. 

Da die Scherspannungen iiber den Nietquerschnitt nicht gleich
maBig verteilt sind, fast durchweg aber die Mittelwerte der Spannungen 
der Rechnung zugrunde gelegt werden, so folgt daraus, daB die GroBt
werte der Scherspannungen und Lochleibungsdriicke groBer sind als die 
errechneten Werte. Da jedoch diese GroBtwerte nur ortlich begrenzt 
auftreten, so kann bei der Dime~sionierung ruhig ein geringerer 
Sicherheitsgrad gegeniiber den bei Materialpriifung gewonnenen Festig
keitswerten angewendet werden, da diese selbst auch Mittelwerte dar
stellen. 

AuBer den Scherspannungen, denen der Niet, und den Loch
leibungsdriicken, denen Niet und Blech ausgesetzt sind, treten in 
einer Nietverbindung auch noch andere Spannungen auf. Die iiber
tragene Kraft hat das Bestreben, das Blech langs der Linien a fund 
b gin' Abb. S54 abzuscheren. Es sei a f e = b(j, dann muB sein, 
gleichmaBige Scherkraftverteilung wieder angenommen, 

. d2 

2 aa zul .. e· (j ~ aa zul .. ;n: 4 ' 

(aazul. = zul. Scherspannung.des Bleches und des Nietes), 

> .!.;n:.d2 '- O,39·d2 
e=8 d ~ d • 

Ferner liegt das Bestreben vor, das Blech in der Linie c h auf
zureiBen. 

Gewohnlich wird e nicht kleiner als 1,5 d gemacht, womit meist 
die oben abgeleitete Forderung erfiillt ist. Besser ist es allerdings, 
wie auch aus Versuchen Tetmajers hervorgeht, e = 2 d zu machen. 
(Diesen Wert empfiehlt auch Schaper. Der Dbers.1). 

1 Sohaper, Eiserne Briioken. Berlin: Wilh. Ernst & Sohn. 
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Beim Entwerfen oder bei dem Untersuehen von Nietverbindungen, 
z. B. bei der Beurteilung eines Unfalles, ist offenbar fiir d der Loeh
durehmesser bzw. der Durehmesser des gestauehten Nietes einzusetzen, 
eine gute Staueharbeit vorausgesetzt, so daB der Niet aueh tatsaeh
lieh naeh dem Erkalten das Loch vollig ausfiillt. Vielfaeh wird je
doeh in die Reehnung der Durehmesser des ungesehlagenen Nietes 
eingefiihrt. Die Sieherheit der Nietbereehnung wird dadureh zwar er
hoht; falls man aber den gleiehen Durehmesser als Loehdurehmesser 
fiir die Quersehnittsbestimmung eines Zugstabes in Abzug bringt (vgl. 
unten) , so ist hier die Sieherheit gemindert. Zieht man dagegen den 
riehtigen Loehquersehnitt ab und bereehnet gleiehzeitig den Niet mit 
dem Durehmesser vor dem Stauehen, so bleibt man beide Male auf 
der Seite der Sieherheit, aber konsequent ist das Verfahren nieht. 

9. Wirkungsgrad eiuer Nietverbindung. 

In welcher Weise wirken die Nietloeher auf die Tragfahigkeit 
eines Bleehes ein? 1st der Stab auf Druck beansprucht, so gesehieht 
die Kraftiibertragung in den Nietloehern dureh den Loehleibungsdruek 
auf der der Kraft zugewandten Nietsehaftseite. Der Blechquersehnitt 
ist also dureh das Nietloeh nicht geschwaeht. Anders ist es jedoeh 
bei Zugstaben. Die Kraftiibertragung gesehieht dureh Lochleibung 
auf der der Kraft abgewandten Seite, so daB der Bleehquer
sehnitt um das MaB des Nietloehdurehmessers vermindert ist. Das 
Verhaltnis der Tragfahigkeit einer Nietverbindung zu der Tragfahig
keit des ungesehwaehten Bleehes wird in Amerika als "Wirkungsgrad 
einer Nietverbindung" bezeichnet (efficiency. of the joint); dieses Ver
haltnis jst stets kleiner als Eins. J e groBer es ist, urn so giinstiger 
ist die Verbindung. Es mogenfolgende Bezeiehnungen vereinbart 
werden: 

a a = Seherspannung (des Nietes, manehmal auch die Seherfestigkeit), 

az = Zugspannung (manehmal aueh die Zugfestigkeit), 

al = Lochleibungsdruek (manchmal aueh die Loehleibungsfestigkeit). 

ad = Druekspannung (manehmal aueh die Druckfestigkeit), 
o = Bleehstarke, 

d = Nietdurchmesser. 

a" und al haben nicht den gleiehen Wert, sondern al > aa' da 
die Lochleibung eine ortlieh begrenzte Spannung ist. In den ein
schlagigen Bestimmungen (Boiler Code) der A. S. M. E. werden fiir 
FluBeisen folgende Festigkeiten verlangt: 

az = 55000 pdsjin2 (R:j 3870 kgjem2 ) , 

aa = 44000 " (R:j 3090 " ), 
:al = 95000 " (R:j 6680 " ) . 

Die, genannten Bestimmungen sehen eine fiinffaehe Sicherheit vor. 
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10. Nietabstiinde. 
Werden die Nietlocher zu nahe aneinander oder zu nahe am 

Blechende gestanzt, so besteht die Gefahr - und zwar um so mehr, 
je weniger zahe das Material ist -, entweder beim Stanzen oder 
beim Stauchen des Nietes das Material zu beschadigen, so daB sogar 
Risse auftreten konnen. Der kleinste Abstand zwischen zwei Niet
lOchern, von Mitte zu Mitte gemessen, sollte mindestensdrei Niet
durchmesser betragen. Die Bestimmungen der "A. R. E. A." schreiben 
vor, daB die Nietlochabstande im allgemeinen nicht, geringer sein sollen 
als 3 1/2 Zoll fUr einzollige, als 3 II fur 7/S zollige und 21 / 2 " fur 3/ 4 z6llige 
Nieten. Das RichtmaB fiir Nietabstande der "American Bridge Com
pany" betragt ebenfalls drei Nietdurchmesser, im einzelnen schreibt 
die A. B. C. im wesentlichen die gleichen MaBe vor wie die "A. R. E. A. " 
und weiterhin einen Nietabstand von 2" fiir 5/s z6llige, von 13/ t fiir 
halbzollige Nieten. Der "Pocket Companion" der "Carnegie Steel Co." 
gibt folgende MindestmaBe an: 

Nietdurchmesser in Zoll 1 j 4 3/8 1 j 2 5/8 3/4 -; /8 1 11; s 
Mindestabstand in Zoll 1 11/4 13/4 2 21/4 2 5 / 8 3 3 3 / s 
Die oben angefiim:ten Nietabstande gelten auch fiir mehneihige Niet
verbindungen mit versetzten Nieten, so daB also in diesem FaIle die 
(senkrechten) Abstande der Nietreihen geringer werden. Die gering

c 

Abb.356. 

sten Abstande der Nietmitten 
von dem Blechrand in der 
Kraftrichtung solI nach den 
Bestimmungen der A. R. E. A. 
betragen: 13/~" fiir einz6llige, 
11//' fiir 7/sz6llige, 11//' fiir 
3/~ zollige Nieten. 

Der Nietabstand ist auch 
nach oben begrenzt. Bei Kes
seln u. dgl. ist die obere Grenze 
durch die Forderung der Dich
tigkeit, bei Druckgliedern 
durch die Forderung· der 
Knicksicherheit der einzelnen 
Teile gegeben . 

. 11. Kraftverteilung 
in einer durch ein Moment 

beanspruchten Niet
verbindung. 

Wir sahen, in welcher Weise eine Nietverbindung durch ein Mo
ment beansprucht werden kann. Liegt die Wirkungsebene des Mo
ments senkrecht zu den Nietlangsachsen, so werden die Niete auf Ab
scheren beansprucht, z. B. die Nietreihe der Abb. 356, die nach der 
Anordnung 356 a zweischnittig, nach 356 b einschnittig sind. Die Aus-
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bildung nach 356b ist nicht empfehlenswert. Liegt die Wirkungs
ebene parallel zu den NietUingsachsen, so wird ein Teil der Nieten 
(der Reihe d in Abb. 356) auf Zug beansprucht, und ein Teil der 
durch die Nieten verbundenen Bleche wird aneinander gepreBt. 

Betrachten wir die Nietreihe e; wir nehmen an, daB die Niet
kraft der Entfernung des Nietes von der Schwerlinie der Verbindung 
linear proportional ist. Bezeichnen wir diese Entfernung mit v, so ist 
die Kraft irgendeines Nietes 8 = k.v, worm k eine Konstante und 
durch die Nietkraft in der Entfernung Eins von der Schwerlinie de
finiert ist. Die Summe der Momente samtlicher Nietkrafte in bezug 
auf die Schwerlinie muB dem auBeren Moment das Gleichgewicht 
halten, oder (ohne Beriicksichtigung des V orzeichens) 

(4) 
Zur Bestimmung der Kraft des auBersten, also des meist bean

spruchten Nietes, kann man wie folgt gelangen: 
Es ist 

k -!2 _ 8m .. 
- - , 

V Vmax 

j!J1 = 8m ... "v~ .L.; , 
Vmax 

8 M,vmax 
max = 2Jv2 • 

Beispiel (Abb. 357). Die Schwerlinie des eine Kraft 
den Zugstabes mage die Nietlinie des durch das 
Knotenblech a angeschlossenen Tragers 10 cm 
oberhalb des obersten Nietes schneiden. Dann 
wirken an diesem Punkt eine Horizontalkraft von 
10000· sin 30 0 = 5000 kg und eine Vertikalkraft 
von 10000'c06 30 0 = 8660 kg. Das Moment in 
bezug auf den Schwerpunkt der Nietreihe betragt 

M = 5000· 17,5 = 87500 cm kg .. 

Diesem Moment muB durch die Krafte der 
beiden auBeren Niete das Gleichgewicht gehalten 
werden, da del' mittlere durch die Biegung keine 
Spannungen erhalt. Es ist also 

8 = 87500 = 5833 k 
B 15 g. 

Das gleiche Ergebnis erhalt man nach G1. (5), 
mit Vm• x = 7,5 em, 2Jv2 = 112,50 cm2 

8 = 87500· 7,5 = 5833 k 
B 11~50 g. 

8B ist eine horizontal gerichtete Scherkraft. 
AuBer dem Moment haben die drei Niete noch 
die Horizontalkraft H = 5 t und die Vertikal

(5) 

von 10 t iibertragen-

V=8,lilito 

H=5to 

al 

Abb.357. 

kraft V = 8,660 t aufzumihmen. Nehmen wir hierbei gleichmaBige Kraftverteilung 
auf die Niete an, so hat jeder Niet eine horizontale Scherkraft von 1667 kg 
und eine vertikale Scherkraft von 2887 kg zu iibertragen. Insgesamt sind die 
einzelnen Niete durch folgende Krafte beansprucht: 
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Der oberste Niet; 

Der mittlere Niet; 

Der unterste Niet; 

Nietverbindungell. 

SH = 5833 + 1667 = 7500 kg, 

Sv = 2887 kg, 

S = 1'75002 + 28872 = 8025 kg. 

SH = 1667 kg, 

Sv = 2887 kg, 
.~~~= 

S = Y1667 2 + 28872 = 3335 kg. 

SH = 5833 - 1667, 

= 4166 kg, 

Sv = 2887 kg, 

S = f4166 2 + 28872 = 5070 kg. 

Die angegebenen S -W erte sind Absolutwerte. 
Bestande die untersuohte Nietreihe aus seohs anstatt aus drei Nieten, wobei 

die Lage des obersten Nietes und die Nietabstande die gleichen bleiben sollen, 
so ware das Moment 

M = 5000· (10 + 18,75) = 143750 em kg, 

und 'die durch das Moment erzeugte Kraft des auBersten Nietes 

143750·18,75 
Sma< = 2.(3,752 + 11,252 + 18,752) = 2740 kg. 

Die resultierende Nietkraft betriige 

S = YSH+ S~ == V (2740 + .50~6r + (86;oy = 3855 kg. 

Die Durchbildullg des Knotenpunktes nach Abb. 357 ist sehr sohleoht. Die 
Wirkungslinie der Kraft P sollte durch den Schwerpunkt der Gruppe der An
schluBniete gehen, so daB dann kein Moment entstande. 

Es moge die in Abb. 358 dargestellte Nietverbindung untersucht 
werden. 

Die Nietkrlifte konnen sofort nach Gl. (5) bestimmt werden; die 
punktierte Linie zeigt die (lineare) Kraftverteilung an. Es konnten 
in dies em FaIle auch die Nietkrlifte etwas umstlindlicher wie folgt 
bestimmt werden: 

M = 8 1 .2 v1 + 2 8 1 .4 v1 + 381 .6 VI + 481 .8 v1 = 6081 , v1 ' 

M M 
8 1 = 60 Vi ; 8 max = 481 = 15,vi • 

Gl. (5) erglibe ebenfalls 
M·4v M 

8 max = 60V1
2i = 15,vi • 

Ein Moment moge durch 2 Nietreihen aufgenommen werden 
(Abb. 359). 

Der Schwerpunkt liegt in 0 zwischen den beiden Nietreihen. 
Wir stellen die gleiche Uberlegung an wie oben. Das Moment 
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wirkt in einer Ebene senkrecht zu den Nietlii,ngsachsen, beansprucht 
also die Niete auf Abscherung. Die Entfernung eines Nietes vom 
Schwerpunkt der Nietgruppe werde 
wieder mit v bezeichnet; dann ist 

y 

T- 1-0- ~4J5', , lSl tv¥~ 
~V3;om, 

'2$1 

,j\z1Yfl ~ 7 
..s; 

IlO 

~-;Io--~-I 
I ' 

o 0 I 0 :0 

(, 0 I Q :,XmQX 

M( X - : - : iV:~1o-: X r 
o 0 I 0 0 

o 0 I 0 I 0 
I ' 

~-~.-?~~ 
'-0 r 

I --0 

--0 ~~~~m<= 
Abb.368. Abb.359. 

die Nietkraft S = k· v, worin k die Nietkraft in der Entfernung Eins 
von 0 bedeutet. Es ist 

S = k.v = Sm.x .v, 
Vmax 

lJ!I = ~k'V2 = Smax. 2)v2 
..::...J Vmax ' 

S M,vmax 
max = -Yv2- . (5) 

12. Das Moment wirkt in Richtung der Nietlangsachsen. 
Ein Tell del' Nieten del' Nietreihe d in Abb. 356 wiirde auf Zug 

beansprucht sein, die darunter befindlichen Flachen del' beiden Winkel
schenk~l. wiirden gegen den Steg des I-Eisens angedriickt werden. 
Die Endflache des Bleches f moge mit dem Steg des I-Tragers nicht 
in Beriihrung stehen. 

Liegt Biegung ohne N ormalkraft VOl', d. h. hat die vom Elech f 
auf den Trager g iibertragene resultierende Normalkraft den Wert 
Null, so hat del' das Moment iibertragende Querschnitt del' Nietver
bindung die in Abb. 356c dargestellte Form, und die Lage del' Nullinie 
N - N ist durch die Bedingung bestimmt, daB sie durch den Schwer
punkt des Querschnitts hindurchgeht. Sie kann durch Probieren ge
funden werden. Man nimmt z. B. an, daB die N.L. zwischen dem 
erst en und zweiten Niet von unten liegt; nennt man die Entfernung 
del' N.L. vom unteren Winkelrand x und vernachlassigt die Verringe
rung del' Druckflache durch die beiden NietlOcher, so erhiilt man 

x2 

2 b· T = 2·3,14 r(10 - x) + (16 - x) + (22 - x)] = 6,28 (48 - 3 x) , 

. = _ 9,42 ..L. J/301,44 + 88,74 
.. x b I. b b"' 
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Liegt dieser Wert zwischen 4 und 10, so war die Annahme richtig, 
und die N. L. ist gefunden; wenn nicht, so bedeutet das, daB iiber 
die Lage der N.L. eine andere Annahme zu machen ist. Die Ver
minderung der Druckflache durch die NietlOcher kann wie folgt be
riicksichtigt werden: 

x2 

2b'2"- 2.a,14(x- 4)= 6,28(48 - ax), 

= _ 6,28 + 1 /276,32 + 39,44 
b V b b2 ' 

1st x gefunden, so ist das Tragheitsmoment des Querschnitts in 
bezug auf die Schwerachse zu bestimmen; dann ist die Kraft eines 
Nietes von der Querschnittsflache Finder Entfernung v von der N.L. 
gegeben durch 

Wirkt auBer dem Moment noch eine N ormalkraft, so ist die Be
stimmung der N.L. schwieriger (vgl. Kap. XV, Abschn. 8). Die Lo
sung dieser Aufgabe soIl andern Orts gegebenwerden. 

13. Drei Grlmdsatze bei del' Betrachtlmg von 
Nietverbindtmgen. 

Man kann Nietverbindungen von folgenden drei Gesichtspunkten 
aus betrachten. Man geht aus von 

a) dem Zustand beim Bruch, 
b) den ii bertragenen Kraften, 
c) Kraftlinien oder Kraftstreifen. 

Jede der drei Betrachtungsweisen hat ihre Vorteile und solI dort 
angewendet werden, wo sie am Platz ist. Die unter b) genal1l1te er
weist sich am haufigsten als niitzlich. Ein Niet iibertragt stets Ki'afte 
von einem Konstruktionsteil A auf einen Teil B. Es muE also immer 
Klarheit dariiber bestehen, welche Kraft der Niet iibertragt, wie und 
von wo und wohin er sie iibertragt. Es moge folgendes gedankliche 
Schema empfohlen werden: Dieser betrachtete Niet iibertragt von A 
nach Beine Kraft von ..... t, wobei er auf Abscheren ...... . 
schnittig beansprucht wird; der Lochreibungsdruck auf das schwiWhste 
Blech (eins von zwei Einzelblechen bei einschnittigen, ein Einzelblech 
oder die Summe zweier Einzelbleche bei zweischnittigen Nieten) liegt 
••.•. dort vor. 

Zunachst sollen Nietverbindungen des Behalterbaus betrachtet wer
den, wo zwei Bleche miteinander auf ihre ganze Lange vernietet sind 
(continuous joints); dann mogen die Nietverbindungen'des Eisenhoch
und Briickenbaus besprochen werden. 
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14. Nietverbindungen des BehaIterbaus. 
In solchen Nietverbindungen, die aus einer oder mehreren Niet

reihen langs der ganzen Blechbreite bestehen, suche man zunachst 
die Grundform der Verbindung, d. h. den Streifen, der, geniigend oft 
nebeneinander.gesetzt, die ganze Nietverbindung ergibt. Es geniigt 
dann, "die Grundform" allein zu untersuchen. (Der amerikanische 
Ausdruck fiir die "Grundform" lautet "repeating section".) 

15. Einreihige Nietverbindung zweier iibereinandel' greifender 
Bleche. (Abb.360.) 

In diesem einfachsten FaIle ist die Grundform offenbar ein Streifen, 
dessen Breite gleich dem Nietabstand e ist; er habe einen Kraft
anteil P zu iibertragen. 

a) Vom Bruchzustand ausgehende Betrachtung. 

Die Verbindung kann 
zerstort werden: 

1. durch Dberschreitung 
der Tragfahigkeit 

des durch das Nietloch ge-
3chwachten Querschnitts, 

2. durch Dberschreitung 

d T gf"hi k 't ",d 2 
er ra a g eI °a· 4 

des gescherten Nietquer-
3Chnitts, 

3. durch Dberschreiten 

-e· 

der Tragfahigkeit der Lochleibung 0l' b . d. 

Abb.360. 

Es wird dabei angenommen, daB die Tragfahigkeit des langs der 
Linien a fund bg (Abb. 354) gescherten Bleches groBer ist als die 
lInter 1 bis 3 genannten Tragfahigkeiten, deren kleinste die Tragfahig
keit der Nietverbindung bestimmt. Die kleinere der unter 2. und 3. 
genannten moge der unter 1. genannten gleich sein. Scher- und Loch
leibungstragfahigkeit werden einander gleich, wenn 

.!!... = 401 = 275 £ , , 
u noaa 

wenn man die in Abschnitt 9 geforderten Festigkeitsz~hlen einsetzt. 
Wollen wir nunmehr noch den Nietabstand e so bestimmen, daB die 
Zugtragfahigkeit des geschwachten Blechquerschnitts den beiden andern, 
1lso z. B. der dritten, gleich sei, so mnE sein 

e = (JI+~=-.d = 2,73 d. 
o. 
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Die danaoh gewahlten Abmessungen der Blechstiirke, des Niet
quersohnitts und Nietabstands ergeben den giinstigsten "Wirkungs
grad" (vgL Absohn.9) dieser Nietverbindung oder, da 

a .. (e - d) ~ = az·~·d, 

so ist der groBtmogIiohe "Wirkungsgrad" 

e-d _ _ t1I _ _ 063 --- -,. 
e t11+a. 

In jedem Falle ist der "Wirkungsgrad" bestimmt duroh das Verhiilt
nis der kleinsten der unter 1 bis 3 genannten Tragfahigkeiten zu dem 
Wert a ... e.~. 

1st die Sohertragfahigkeit des Niets geringer als die Loohleibungs
tragfahigkeit - dies ist der Fall, wenn, wieder unter Anwendung der 
in Absohnitt 9 geforderten Festigkeiten, ~ > 0,36 d -, und wird die 
Zugtragfahigkeit des (gesohwaohten) Bleohes gleioh der Tragfahigkeit 
des gescherten Niets gemaoht, so wird 

aa ,r;d2 ( d) 
e = d + a. '"""'4F = d 1 + 0,63 b ' (6) 

der erforderIiche Nietabstand e waohst also mit d; der "Wirkungs
grad" wiirde 

Daraus 

waohst also mit d. 

aa·;n;d2 

4·t1.·e·~ . 

Sind die Niete auf Lochleibung schwaoher als auf Abscherung 
(~ < 0,36 d, immer unter Voraussetzung der in Absehnitt 9 gefor
derten Materialfestigkeiten) und 9ie Zugtragfahigkeit des (gesehwaohten) 
Bleehes der Loohleibungstragfahigkeit gleich gemaoht, so wird 

e = d(l+~!) = 2,73d, (6a) 
. a. 

nimmt also mit d zu. Der "Wirkungsgrad" wird 
e-d al 
-e- = al+a.' 

ist mithin von den Abmessungen der Nietverbindung unabhangig. 
Solange also die Nietverbindung duroh Obersohreiten der Soher

tragfahigkeit zerstOrt wird, wird der "Wirkungsgrad" duroh ErhOhung 
des Nietdurohmessers verbessert; wird dagegen die Nietverbindung 
duroh Obersohreiten der Loehleibungstragfahigkeit zerstOrt, so ist der 
"Wirkungsgrad" nur abhangig von den Festigkeitswerten. 

Es IieBen sieh, allerdings mit einer gewissen reohnerisohen Spielerei, 
nooh folgende Zusammenhange herleiten: es sei die mittlere Kraft 5 
des Bleohes auf die Breiteneinheit bekannt; es seien die oben 



Einreihige Nietverbindung zweier iibereinander greifender Bleche. 465 

behandelten Tragfahigkeiten auf Absoherung, Zug und Loohleibungs
druok einander gleich, dann ist 

Hieraus ergibt sioh bei bekanntem aa' az und al 

~ = 5' o/+oz 
°1 • 0: 

Die fUr den besten "Wirkungsgrad" notwendigen Abmessungen 
einer Nietverbindung konnen in der Regel nioht eingehalten werden. 
Z. B. verstoBt haufig der hierzu erforderliohe Nietabstand gegen die 
in Absohnitt 10 gegebenen Mindestabstande. Ein guter Entwurf er
fordert die Verwendung von mogliohst wenigen versohiedenen Niet
durchmessern an einem Bauwerk. 1m allgemeinen wird so verfahren: 
der Nietdurohmesser wird angenommen, darauf wird die Tragfahigkeit 
eines Niets auf Absoherung und Loohleibung erreohnet und dann der 
Nietabstand so bestimmt, daB die Tragfahigkeit des gesohwaohten 
Bleohquerschnitts dem kleineren jener beiden oben genannten Werte 
gleioh wird. 

b) Von den iibertragenen Kraften ausgehende Betraohtung. 

Es ist die Kraft P duroh den gezogenen Bleohquersohnitt ~ (e - d), 
sowie duroh einen Niet zu iibertragen. Man erhalt die sinngemaB 
gleiohen Resultate wie unter a); es sind statt der Materialfestigkeiten 
die zulassigen Spannungen einzusetzen. 

0) Von "Kraftstreifen" ausgehende Betraohtung (Abb.360). 

Man denkt sioh die auf die Bleohbreite e entfallende Zugkraft P 
in zwei Half ten in der in Abb.360 dargestellten Weise wirkend; die 

Kraft ;: geht dann duroh einen Streifen von der Breite e; d, del' Niet 

hat die Reaktion P zu iibe~nehmen. Die Entfernung des' letzten Niets 

vom Bleohrande muB dann mindestens ~ sein (von Loohmitte ge

messen), ist aber im allgemeinen (vgl. Absohn. 10) groBer. Das Bleoh 
ist um den Betrag der sohraffierten Streifen iiberdimensioniert. Die 
"Kraftstreifen" stellen natiirlioh nioht den wirkliohen Kraftverlauf dar; 
es kann also z. B. nioht etwa daraus gesohlossen werden, daB die 
erforderliohe Breite in der Kraftrichtung des hinter dem Niet ge
legenen Bleohstreifens nur der Breite der Kraftstreifen gleioh sein 
miiBte. 

Swain·MehmeI, Festigkeitslehre. 30 
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16. Zweireihige Nietverbindung. (Abb. 361.) 

Die Nieten der beiden Reihen konnen in der Kraftrichtung hinter
einander oder versetzt angeordnet· sein. In beiden Fallen ist e die 
Breite der "Grundfotm", die Kraft P wird durch zwei Niete iibertragen. 
Macht man die Tragfahigkeit (e - it) ~ . G. des geschwachten Bleohquer-

schnitts, die Soherlragfahigkeit 2· ,,;~d2 ·aa beider Niete und ihre Loch

leibungstragfahigkeit 2 d ~. Gl einander gleich, so findet man folgende 
Beziehungen (wieder unter Anwendung der in Abschnitt 9 geforderten 
Festigkeitswerte) 

d = 2,75~, 

e = d· 2al+az = 4,46 d. 
az 

Abb. S61. 

I""-e--

Der giinstigste Wirkungsgrad ist 

e-d = ~ = 0,775, 
e 2al+(jz 

wird jedooh praktisch kaum erreicht werden, da sich die Voraus
setzung - Gleichheit der drei Tragfahigkeiten - i. A. nicht ver
wirkliohen laBt. 

Die Kraftstreifen sind in Abb. 361 dargestellt. Die versetzte Nie
tung ist vorzuziehen, da der Kraftstreifenverlauf einfacher ist. Die 
Breite eines Kraftstreifens bei n Nieten in der Gnmdform betragt 

e-d 
~. 

Der "Boiler Code" der A. S. M. E. fordert bei versetzter Nietteilung 
zwischen den Nietreihen einen Abstand b. 

fiir~<4 
d = 

fUr ~ > 4 

bmin = 2 d, 

bmin = 2 d+O,l(e- 4d). 

Der geringste (schrag zur Kraftrichtung gemessene) Nietabstand 
ist in Abschnitt 10 angegeben; er muB, wenn man die Breite der 

Kraftstreifen beachtet, ofi'enbar groBer sein als d + 2 . e ~ d = e ~ d sein. 
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17. Drei Nietreihen. 
In der Nietverbindung nach Abb. 362 wird die auf die Blechbreite e 

entfallende Kraft P von vier Nieten iibertragen. Der Bruch kann ein
treten durch Dberwinden der 

a) Tragfahigkeit des Blechs in der vorderen Nietreihe 

= (e-d)b· az , 

b) Tragfahigkeit des Blechs in der mittleren Nietreihe und der 
Schertragfahigkeit bzw. der Lochleibungstragfahigkeit des Niets der 
vorderen Reihe 

bzw. 
(e- 2 d) b.az + al·b.d; 

c) bei Uberschreitung der Schertragfahigkeit der vier Nieten; Trag
fahigkeit = 11: d 2 • a a' 

d)· Bei Uberschreitung der Lochleibungstragfahigkeit; Tragfahig
keit = 4 d . b . al • 

Der durch die erste Lochreihe gelegte (auf Zug bean!3pruchte) 
Querschnitt des Bleches ist schwacher als der durch die zweite Loch
reihe gelegte, wenn 

nd 2 

d·b·a < -·a z 4 a 

oder wenn (vgl. die zulassige Beanspruchung, Abschnitt 9) 

d > 1,59 b,' 
Nehmen wir an, der Blechquerschnitt der ersten Lochreihe sei der 

schwachere; machen wir seine Zugtragfahigkeit der Niettragfahigkeit 
(d. h. dem kleineren der beiden Werte Lochleibungs- und Schertrag~ 

fahigkeit) gleich, so ist der "Wirkungsgrad" e - d. Konnen Lochleibungs-
e 

und Schertragfahigkeit einander gleich gemacht werden, so finden wir 

d=2,75b; 

e=d(l+ 40:1 ) = 7,91d 

und 
gro.Bter" Wirkungsgrad" = 0,86. 

Bei Sto.Ben ohne Laschen findet 
man haufig auch eine Nietanord
nung nach Abb.363. 

18. Die Methode der 
Kraftstreifen 

ist haufig geeignet, die Einsicht in 

t: -- -e------j 

o 

Abb.362. 

den Krafteverlauf und die Materialbeanspruchung zu erleichtern. So 
ist offenbar der Blechquerschnitt zwischen b und c in Abb. 362, durch 

30* 
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den vier Kraftstreifen durchgeleitet werden, starker beansprucht als 
der Querschnitt zwischen a und b, durch den nur zwei Kraftstreifen 
hindurchgehen. Bei Betrachtung der Bruchsicherheit jedoch wird im 
allgemeinen gleichmaBige Kraftverteilung angenommen, eine Annahme, 
die wohl nur in den seltensten Fallen zutrifft. In dem vorliegenden 
Fall wiirde die Tragfahigkeit der Nietverbindung zweifellos erhOht wer
den, wenn der Abstand a b verkleinert und der Abstand be vergroBert 
wiirde. 

19. Zahlenbeispiel fUr eine zweireihige Nietverbindung ohne 
Laschen mit versetzten Nieten. (Abb. 361.) 

Ein Kessel habe auf die Hoheneinheit (1 em) eine Ringkraft von 1000 kg. Das 
Bleeh sei 1;2 em stark, der Nietdurehmesser d = 20 mm, e = 7 em. Die Ring
spannung des ungesehwaehten Bleehquersehnitts betragt dann 

Oz R:: 840 kg/ems. 

Die Tragfahigkeiten nehmen folgende Werte an (vgl. Absehnitt 9, abge
rundete Werte): 
gesohwaehter Bleehquersehnitt (auf Zug) 

5·1,2·3900 = 23400 kg, 

ungesehwaehter Bleohquersohnitt (auf Zug) 

7 ·1,2·3900 = 32800 kg, 

2 Nietquersohnitte (auf Abseherung) 

;'l·4 
2· T ·3100 = 19450 kg, 

2 NieLe (auf Loohleibungsdruok) 

2·2,0·1,2·6700 = 32200 kg. 

Die Nietverbindung ist am sehwaohsten in bezug auf Abseheren 

. 19450 
"Wlrkungsgrad" = 32800 = 0,59. 

Die groBten Spannungen betragen 
im gesohwaohten Bleohquersohnitt (Zug) 

1000·7 . 0 

Oz = 5~,2 = 1167 kg/em-, 

im Niet (Absoherung) 
1000·7 0 

Oa = 2.;'l = 1110 kg/om-, 

im Niet (Loobleibung) 
1000·7 0 

01 = 2.12.20 = 1460 kg/om-. , , 

20. Zahienbeispiel einer dreireihigen Nietverbindung 
ohne Laschen. (Abb. 363.) 

Es sei die Ringkraft 1400 kg, auf die Hoheneinheit (10m) bezogen. 

0= 1,6 om, d=26 mm, e= 10 om. 
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Die Ringspannung des ungesehwachten Bleehes betragt dann 

1400 2 
(Jz = 16 = 875 kg/em. , 

Die Tragfahigkeiten nehmen folgende Werte an: 

gesehwaehter Bleehquersehnitt (Zug) 

7,4·1,6· 3900 = 46100 kg, 

ungesehwaehter Bleehquersehnitt (Zug) 

10·1,6·3900 = 62400 kg, 

3 Nietquersehnitte (Abseherung) 

3·5,31·3100=49400 kg, 

3 Niete (Loehleibung) 

3·1,6·2,6·6700 = 83000 kg. 

Die Sehertragfahigkeit eines Niets 
= 16470. 

o 

t---e---:J 

Abb. S63. 

Die Zugtragfahigkeit eines Quersehnitts d·(j = 2,6·1,6·3900 = 16200. 
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1 

Es ist also die Zugtragfahigkeit des dureh die mittlere Loehreihe gelegten 
Bleehquerschnitts groBer als die des durch die erste Lochreihe gelegten Quer
schnitts. Die Nietverbindung ist am schwaehsten in bezug auf die Zugtraf1:-

fahigkeit dieses Querschnitts. Der "Wirkungsgrad" betragt :~!~~ = 0,74. Die 

groBten Spannungen betragen 
im gesehwachten Blechquersehnitt 

_ 1400·10 _ 2 

(Jz- 1,6.7,4 -1180 kg/em, 

im Niet (Abseherung) 
1400·10 0 

(Ja= 3.531 =880 kg/em", , 
im Niet (LoehJeibung) 

1400·10 0 

(Jz = 3.26.16 = 1120 kg/em-. , , 

21. Nietverbindungen mit Laschen. 
Die Bleche werden im allgemeinen stumpf gesto.Ben (liegen also 

in einer Ebene) und durch zwei Laschen, auf jeder Seite eine, gedeckt, 
die gleiche oder auch verschiedene Starke besitzen. Bei dem Sto.B 
ohne Laschen wird die Kraft aus dem einen Blech durch die Niete 
unmittelbar in das andere Blech iibertragen. 1st der Sto.B zweier 
Bleche durch Laschen gedeckt, so wird die Kraft aus dem einen Blech 
durch die Nieten in die beiden Laschen und von dort durch die 
Nieten wieder in das zweite Blech geleitet. Die Nieten sind dabei 
zweischnittlg auf Scheren beansprucht, del' Lochleibungsdruck ist gegen 
die Leibung des gesto.Benen Blechs sowie gegen die del' beiden Laschen 
gerichtet. Die Tragfahigkeit del' beiden Laschen mu.B also ebenso gro.B 
sein wie die eines Blechs, d. h. del' geschwachte Querschnitt beider 
Laschen mu.B ebenso gro.B sein wie der des Blechs. Oder der Quer
schnitt des Blechs, del' durch die dem Sto.B entfernteste Nietreihe ge-
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legt ist, darf in der Regel nicht starker sein als die Summe der Laschen
querschnitte, die durch die dem StoB nachstgelegenen Nietreihen ge
legt sind; dabei ist angenommen, daB die genannten Querschnitte die 
schwachsten des Blechs bzw. der Laschen sind. Sind die beiden Laschen 
also gleich stark, so miissen sie mindestens die halbe Starke des ge
stoBenen Bleches haben, oft etwas mehr, da rue auBerste Nietreihe 
haufig weniger Nieten besitzt als die dem StoB nachstgelegene. 1m 
allgemeinen werden die Laschen starker ausgebildet als der Forderung 
gleicher Tragfahigkeit entspricht. 

So schreibt der "Boiler Code" der AS.M.E. folgende Starken vor: 

Starke des gestoBenen 
Blechs (in Zoll): 1/4 9/32 5/16 11/82 

3 f 13/ 7/16 15/ 1/2 Is 32 32 

Starke der Lasche 
(in Zoll): 1/4 1/4 1/ 14 1/4 5/16 5/ 16 

3/s 3/ s -; /16 
Starke des gestoBenen 

Blechs (in Zoll): 17/ 
32 9/16 5/8 3/4 7/8 1 11/S pi 

14 

Starke der Lasche 
(in Zoll): 7/16 7/16 1/2 112 5/8 11/16 3/4 7/S 

Ubersteigt die Blechstarke den Wert von 11/4 Zoll, so- sollen die 
Laschen nicht schwacher als 2/3 der Blechstarke sein. 

Es kommt gelegentlich vor, daB die Laschen aus konstruktiven 
Griinden verschieden stark gemacht werden. Man beteiligt sie dann im 
Verhaltnis ihrer Starken an der Lastiibertragung. Das gleiche gilt 
fiir die Beanspruchung der beiden gescherten Querschnitte der zwei
schnittigen Niete. 

22. Einreihige Nietverbindung mit Laschen. (Abb. 364.) 

I 

J 
--B- I 0 

I 
1-----. l --B- I 0 ~.E.... 
I- - -- .J 

0 I 0 
I 

6" 
r;@0/~--S-4s-\ 

_ r 

Abb.364. 

Die Tragf1i.higkeiten sind 

auf Zug . .. (e - d).b.oz ' 

auf Abscheren 

auf Lochleibung . 

Macht man die beiden letzten gleich, so 
erhalt man 

oder den halben Wert der gleichen Verbindung 
ohne Laschen. 

Macht man die erste und die letzte gleich, so erhalt man 

oder den gleichen Wert der Verbindung ohne Laschen. 
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Der giinstigste "Wirkungsgrad" ist ebeirlalls der gleiche, namlich 

e-d=~=0633 
e C11 + C1z ' , 

ist also wieder unabhangig von d. 

23. Andere Laschenverbindungen. 
Die Verbindungen werden zwei-, drei-, auch vierreihig, mit Laschen 

gleicher oder ungleicher Lange ausgefiihrt (Abb. 365). Kompliziertere 
Verbindungen sind im "Boiler Code" des A. S. M. E. behandelt. 
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Abb.365. 

Man betraehte Abb. 365 b. Der "Boiler Code" gibt dafiir folgendes Zahlen
beispiel: 

0=0,95 em (3/a"); 01 = 0,79 em (6/1s"), 
e = 16,52 em (6,5"); . d = 2,06 em (13/16"), 

Nietquersehnitt 3,35 em2• 

Der zu untersuehende Querschnitt von der Breite e liegt dann zwischen 
je zwei Nieten der groBeren Lasche; in diesem Querschnitt sind 4 Niete zwei
sehnittig, 1 Niet einschnittig beansprueht. 

Die Tragfahigkeiten sind 
des ungesehwaehten Bleehs (auf Zug) 

16,52·0,95·3900 = 61250 kg, 

des gesehwachten Bleehs (auf Zug) 
(16,52 - 2,06).0,95.3900 = 53500 kg, 

der Niete (auf Abseheren) 

3,35·3100·9 = 93500 kg, 

der Niete (auf Lochleibung) 

6700 (4. 2,06·0,95 + 1·2,06.0,79) = 63400 kg, 

von 4 Nieten auf Lochleibung + 1 Niet auf Abscheren 

6700·4· 2,06·0,95 + 1·3100·3,35 = 63250 kg, 

des gesehwachten Bleches in der zweiten Nietreihe + 1 Niet auf Abseheren 

(16,52 - 2· 2,06) 0,95· 3900 + 3100·3,35 = 56650 kg, 

des gesehwaehten Bleches in der zweiten Nietreihe + 1 Niet auf Loehleibung 

(16,52 - 2·2,06}·0,95· 3900 + 700·2,06·0,79 = 56800 kg. 
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Der kleinste dieser Werte ist 53500 kg, der »Wirkungsgrad U betragt 

53500 
61250 = 0,874. 

Die Laschenverbindung mit zwei ungleich langen Laschen ist 
schlecht und sollte vermieden werden. Sind die beiden Laschen gleich 
stark, so konnen sie gleiche Krafte iibertragen, benotigen dazu aber 
auch die gleiche Anzahl von Nieten, woraus sich - bei gleicher Blech
starke - die gleiche erforderliche Lange ergibt. Vbertragen sie keine 
gleichen Kraftanteile, so entsteht ein Biegungsmoment ahnlich wie bei 
der Nietverbindung ohne Laschen. Um das zu vermeiden, sollen die 
Laschen gleich stark und dementsprechend gleich lang gemaclit werden. 

24. Faustformeln. 
In den vorhergehenden Abschnitten sind die Beziehungen zwischen 

Nietabstand, Nietdurchmesser usw. fiir verschiedene Formen von Niet
verbindungen untersucht worden. Bei einem Kessel kann der passendste 
Nietquerschnitt ausgesucht und dann durchweg angewendet werden. 
1m allgemeinen ist der Nietdurchmesser groBer als die Starke des 
Blechs. In Deutschland und Frankreich hat man Wher vielfach nach 
der Faustformel gearbeitet 

d (in Zoll) = 1,5 b + 0,16. 

In England ist nach Unwin viel nach der Faustformel 

d = 1,2 fJ -;- 1,4 fJ 
gearbeitet worden. Wir sahen, daB meist der "Wirkungsgrad" mit dem 
Nietdurchmesser zunimmt. GroBere Nietdurchmesser bedingen groBere 
Nietkopfe und - unter sonst gleichen Verhaltnissen - groBere 
Dichtigkeit der Beh1Uter. Weitere Einzelheiten sind in der ein
schlagigen Literatur iiber Kessel- und Behalterbau nachzulesen. 

25. Nietverbindungen mit und ohne Laschen. 
Die Bleche einer laschenlosen Nietverbindung sind, da sie nicht in 

einer Ebene liegen, jedes einem Biegungsmoment M = P; (j (Abb. 366) aus

gesetzt, wobei die (den Hebelarm verkiirzende) Deformation auBer 

P~~------------~--~~.P 

Abb.366. 

acht geblieben ist. . Dieses 
Moment wiirde eine Rand
spannung . erzeugen von der 
GroBe 

p.(j (j 3P 
0=-'--=-

2 2·J b·(j' 

d. h. die groBte Randspannung 
erreicht den vierfachen Betrag der durch die N ormalkraft allein er
zeugten Normalspannung. Das Biegungsmoment verbiegt die Bleche 
derart, daB der Hebelarm und damit das Moment und die Rand-
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spannung vermindert wird; wenn die auftretenden Spannungen unter
halb der Elastizitatsgrenze bleiben, so ist die Deformation rein elastiseh 
und die Nietverbindung nimmt naeh dem Entfernen der Kraft wieder 
ihre urspriingliche Gestalt an. Wird die Elastizitatsgrenze iiber
schritten, so treten plastische Formanderungen auf. Diewiederholten 
Biegungsbeanspruc4ungen werden von manchen Ingenieuren fiir sehr 
schadlich gehalten, und sie verurteilen die laschenlosen Nietverbindungen. 
Risse, die gelegentlieh parallel einer Nietreihe auftreten, werden oft 
auf diese Beanspruchungen zuriiekgefUhrt. Der "Boiler Code" laBt 
laschenlose Verbindungen nur bis zu einem Kesseldurchmesser von 
rund 90 em zu und auch dann nur, wenn die Innendriicke den Wert 
von rund 7 kg/cm2 nicht iiberschreiten. Bei einem Kessel von 90 cm 
Durehmesser wiirde dies eine Ringkraft auf die Hoheneinheit von 
315 kg und bei einer Blechmindeststarke von 1// (0,64 em) eine Span
nung von rund 490 kg(cm2 (beim ungesehwachten Quersehnitt) be-

deuten} Nimmt man die volle Exzentrizitat e = ~ als wirksam an, 

so erreicht die Randspannung den Wert 0max = 1960 kg/cm2• 

In einer Nietverbindung mit Lasehen liegen die einzelnen Bleche je in 
einerEbene, und diese sindinfolgedessen nicht auf Biegung beansprueht. 
Wohl ist dies aber in 
den Laschen der Fall, 
die bei Zuggliedern das 
Bestreben haben, sich 
an ihren Enden von den 
Blechen weg zu biegen 

Abb.367. 

(vgl. Abb. 367). Diesem Bestreben wirken die Nietkopfe, das Moment 
verringernd, entgegen, die zugehorigen Nietschafte (aufiere Niete) werden 
auf Zug beansprucht. Die Laschen werden also mit gutem Grund starker 

als ~ gemacht und die Nieten in mehr als einer Reihe angeordnet. 

Eine ahnliche entlastende Wirkung durch die Nieten findet bei der 
laschenlosen Verbindung statt, so daB auch aus diesem Grund die er
reehneten Spannungen zu hoch erscheinen. 

Insgesamt ist der Verfasser der Ansicht, daB bei zahem Material 
die lasehenlose Nietverbindung nicht gar so schlecht ist wie vielfach 
angenommen wird, obwohl auch er die Verbindung mit Laschen fUr 
besser halt. Versuche mit Nietverbindungen (vgl. Abschn. 27) zeigen 
keinen wesentlichen Unterschied in der Tragfahigkeit beider Formen. 
Eine Hauptforderung fur die Ausgestaltung von laschenlosen Niet
verbindungen ist die Verwendung von gutem, zahem Material, das sieh 
ohne R,isse kalt biegen laBt. 

Weiterhin ist in diesem Zusammenhang die Frage der Anfangs
spannungen (vgl. Kap. XIX) von Bedeutung. Wenn die Bleche einer 
laschenlosen Verbindung kalt so gebogen werden, daB der Hebelarm 
verkiirzt wird, so wird nicht nur das Moment verringert, sondern das 
Kaltbiegen, das das Material oberhalb der Streckgrenze beansprucht, 
laBt Anfangsspannu;ngen in der Weise zuriick, daB sich an den Stellen, 
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wo 'Biegungsdruckspannungen entstehen, diesen Anfangszugspannungen 
und dort, wo Biegungszugspannungen entstehen, diesen Anfangsdruck
spannungen iiberlagern, so daB die Biegungspannungen durch die An
£angsspannungen verringert werden. 

Eiserne Behalter fiir 01, Gas, Wasser od. dgl. werden aus einzelnen 
Ringen zusammengesetzt; die Ringe sind aus einem Blechstreifen ge
bogen, dessen beide Enden miteinander vernietet sind. Diese Niet
reihen sind in den einzelnen Ringen in der Regel um 1800 gegen
einander versetzt. Die einzelnen Ringe werden dann wieder unter-

o 

o 
o 

0 1 
j 
1 

01 
1 

01 
1 

:0:00:00: _ -' ___ ' ____ .L _____ J 
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Abb.968. 

o 
o 
D 

Abb.369. 

einander vernietet. Werden die StoBe laschenlos ausgefiihrt, so 
muB jeweils an der StoBstelle eines Ringes ein Blech spitz auslaufen 
(vgl. Abb. 368). 

26. Einflu6 der Nietlocher auf die Tragfaltigkeit der Bleche. 
Wir haben gesehen, daB bei der Berechnung von Nietverbindungen 

die Krafte gleichmiiBig auf die Niete und auf die Lochleibungen ver
teilt werden. In Kap. VI wurde der EinfJ.uB einer Kerbe in einem 
Zugstabe erortert. Nun besteht in Wirklichkeit eine Nietverbindung 
aus einer Anzahl von Blechstreifen mit halbkreisfOrmigen Einkerbungen 
auf jeder Seite (Abb. 369). Es ist unzweifelliaft, daB an den Ein
kerbungen eine SpannungserhOhung stattfindet, der jedoch die groBere 
Steifigkeit des Materials daselbst gegeniibersteht, weil das Material in 
der Formanderung behindert ist. Theoretische Untersuchungen und 
Versuche, von denen die von Prof. Coker ausgefiihrten erwahnt seien 
(vgl. Kap. VI), haben nachgewiesen, daB die Spannung an der Kerb
stelle unter gewissen Voraussetzungen das Dreifache der Spannung des 
nicht geschwachten Querschnitts betragt, ein Ergebnis, das manche 
Ingenieure beunruhigt hat; wenn dieser Spannungserhohung nicht eine 
vergro,Berte Widerstandsfahigkeit des Materials gegeniiberstande, so 
miiBten schon viele Konstruktionsteile zerstort sein, die heute noch un
versehrt sind. Versuche mit Nietverbindungen zeigen tatsachlich, daB 
der durch eine Reihe von Nietlochern gelegte Blechquerschnitt eine 
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um etwa 10 bis 12 % erhOhte Festigkeit gegeniiber der eines prisma
tischen Stabes von gleicher Querschnittsflache aufweist. 

27. Versuche mit Nietverbindungen. 

Die besten und ausfiihrlichsten Versuche mit Nietverbin dungen, 
die dem Verfasser bekannt sind, wurden in dem Watertown Arsenal 
gemacht und sind in der Zeitschrift "Tests of Metals", Jahrg. 1882 
und 1891, beschrieben. Weiter findet sich eine Beschreibung dieser Ver
suche in Lanza's "Applied Mechanics"; es sollte jedoch hier wie iiber
all das Original studiert werden. Insgesamt wurden 112 Nietverbindungen 
gepriift, in 91 Fallen war die Bruchfestigkeit des Materials im geschwach
ten Querschnitt groBer befunden als die an Vergleichsstaben. Dies geht 
aus der Zusammenstellung auf S.476 hervor. 

Es ist iiberall das Verhaltnis der Zugspannung des geschwachten 
Querschnittes beim Bruch zu der Festigkeit des Materials, die durch 
einen besonderen Versuch festgestellt wurde, bestimmt. (Die Zerstorung 
der Nietverbindungen erfolgte durchaus nicht immer durch Db erwin
dung der Zugfestigkeit.) 

In der ersten Versuchsserie, die 11 Versuche umfaBte, war die Zug
festigkeit des Materials im geschwachten Querschnitt in 7 Fallen ge
ringer und in 4 Fallen hoher als die des ungeschwachten Querschnittes. 
Die Summe der oben erwahnten Verhaltniszahlen fiir die 7 ersten Falle 
(jede Verhaltniszahl kleiner als 1) betrug 6,265, und die Summe der 
Verhaltniszahlen fiir die 4 anderen Versuche (jede Verhaltniszahl groBer 
als 1) betrug 4,295. Addiert man die sich aus samtlichen Versuchen 
ergebenden Verhaltniszahlen und dividiert sie durch die Anzahl der 
Versuche, so findet man, daB die Zugfestigkeit des Materials des ge
schwachten Querschnittes gegeniiber der im nicht geschwachten Quer
schnitt um 12,3 Ofo erhoht ist. 

Fiir die entsprechenden Versuche mit gelaschten Nietverbindungen 
ergibt sich eine FestigkeitserhOhung von 8,3%. Dies Ergebnis ist 
eigentlich iiberraschend und nicht geeignet, von der lVIinderwertigkeit 
der laschenlosen Verbindungen zu iiberzeugen. 

Diese Versuche erharten die Ansicht des Verfassers, daB bei der 
Anwendung von laschenlosen Verbindungen es im wesentlichen damuf 
ankommt, zahes Material zu verwenden; geschieht dies, so sind 
diese Verbindungen durchaus nicht so schlecht, wie viele Ingenieure 
glauben. 

28. Nietverbindungen in Baugliedern. 

1m Gegensatzzu den im Kessel- und Behalterbau vorkommenden 
Nietverbindungen haben die Nietverbindungen der Bauglieder ver
haltnismaBig schmale Querschnitte miteinander zu verbinden. Die 
naheren Einzelheiten sollen in einem anderenBande besprochen werden; 
an dieser Stelle sollen nur einige Grundsatze erortert werden. 
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Es moge nach Abb. 370 der Stab A mit dem Blech B vernietet 
werden. Die gesamte Kraft in A muB durch die Nieten in B iiber
geleitet werden; es ist die 
Anzahl und die Anordnung 
der Niete zu bestimmen. 
Unter Annahme gleicher 
Kraftverteilung auf die ein
zelnen Niete erhalt man 
die notwendige Anzahl als 
den Quotienten aus der ge
samten Kraft und der Trag
fahigkeit eines Nietes. In 
Abb.370 mogen 6 Niete 
notwendig sein. 

Um den Stab moglichst 
wenig zu schwachen, ist in 
der ersten Reihe nur ein 
Niet angeordnet. Wenn die 
Zugtragfahigkeit eines Blech
querschnittes d . ~ geringer 
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Abb.370. 

A 

B 

ist als die Tragfahigkeit des Nietes, so ist der durch die zweite Niet
reihe gelegte Querschnitt starker als der erste. 

Die Abb. 370 zeigt die Kraftstreifen. Wenn noch eine weitere Reihe 
Nieten angeordnet ware, so miiBte der Abstand a breit genug fUr die 
Aufnahme von zwei Kraftstreifen sein. Die Kraft wird um so gleich
maBiger verteilt sein, je einfacher die Kraftstreifen geleitet sind. 

29. Kraftverteilung in den Nieten parallel zur Kraftrichtung. 

In einer parallel zur Kraftrichtung gelegenen Nietreihe ist von einer 
gleichmaBigen Kraftverteilung auf die Niete zunachst nicht die Rede, die 
Endniete tragen am meisten und die mittleren Niete am wenigsten. 
Es mogen 2 Stabe 
durch eine laschen-
lose Nietver bindung, ~c1~--+n-r'--::-lrrt-rr--";'--rr----' 
bestehend aus 3 Nie-
ten in einer Linie, tf-.~ ~p 
parallel der Kraft
richtung miteinander 
verbunden sein (vgl. Abb.371. 

Abb. 371). Es sei Nl 
die Kraft des ersten Nietes, N2 die des zweiten, N3 = Nl die Kraft 
des dritten Nietes; Ez sei del' Elastizitatsmodul auf Zug, G del' 
Elastizitatsmodul auf Abscherung. N ehmen wir nun an, . daB alle 

Niete gleichmaBig tragen, also jeder :' dann werden die Verzerrungen 

der Niete gleich und damit auch e/ gleich et sein; nun muB die Kraft 
in dem Stabteil a laut V oraussetzung 2/3 P und die Kraft in dem Stab-
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teil b l/S P betragen. Die Entfernung e/ ist die deformierte Strecke 
von der urspriinglichen Lange p und entsprechend e/'; da jedoch in 
diesen Stabteilen ungleiche Krafte herrschen, milB sein e/9= e/'. Die 
Gleichheit dieser beiden GrOBen ist aber die Voraussetzung fur gleiche 
Nietkrafte Nl rind· N'2; es ist also ebenfalls N1 9= N2 . 

Die Verteilung der Kraft kann gefunden werden, wenn man an
nimmt, daB die Spannungen in dem Stabquerschnitt zwischen den 
beiden Nieten gleichmaBig verteilt sind (was iibrigens nicht zutrifft). 

So wird, wenn man mit b die Stabbreite bezeichnet, 

e1' = e + (P - Nl ) b.ltE: = e + k(P - Nl ), 

II + Nt,e + kN e1 =e b,~,E: =e l' 

Bezeichnet man mit F den Nietquerschnitt, so wird 

e/ +Lle2 = et + Llel , 

. " e/ - et = L1 el - LI e2 , 

,'. e + k(F - Nl ) - e - kNl = c(N1 - N2 ), 

,', k (P - 2 N1) = c (Nl - N2). (7) 

Entsprechend 

k [P - 2 (Nl + N2)] = c (N2 - Ns) = C (N2 - Nl ), (8) 
Lost man (7) und (8) nach Nl und N2 auf, so erhalt man 

k+c 
Nl=P3c+2k' (9) 

es ist also N1 > N2 ' 

Zablenbeispiel: Es seien 2 Bleehe miteinander naeh Abb, 371 verbunden; 
G 

b = 10 em, ~ = 1 em, e = 6 em, d = 20 mm, E: = 0,4, 

Damit wird 

daraus 

Nt 8 N=1,3, 
2 

Nt = Na = 0,37 P, 

N2 = 0,26P. 

Die UngleichmaBigkeit in del' Kraftverteilung nimmt mit del' Zahl 
der Niete in der Kraftrichtung zu. Bei Anordnung von 2 Nieten 
iibertragt jeder Niet die gleiche Kraft, die Kraftverteilung bei 3 Nieten 
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ist im vorigen Abschnitt auseinandergesetzt. Bei 6 Nieten erhalt man 
folgende Gleichungen (Abb. 372): 

k(P- 2Nl ) = c(Nl - N2 ), 

k [P - 2 (Nt + Nil)} = c(N2 - Ns), 

k [P - 2 (Nt + Nil + Ns)] = C (N3 - N4) = 0. 

Abb.372. 

Die Aufl6sung nach Nt, Nil und N3 ergibt: 
c2 + 6ck +4k2 

Nt = P' 2 (3c+2k) (c+ 2k)' 

c 
Nil = p. 2 (3 c + 2 k) , 

c2 

Ns =P' 2 (3c+2k)(c+2k), 

Als Probe diene 

N ehmen wir als Beispiel die Bleche das Zahlenbeispiels auf S. 478 
an, so erhalten wir: 

N,N2 = 1 + 2!:... = 1,76, 
3 c 

N, k k2 

N,1 = 1 + 6 - + 4 2 = 1 + 2,28 + 0,58 = 3,86, 
3 ,c C 

Nl = 0,292 P, 

Nil = 0,133 P, 

Ns = 0,075P. 

DaB infolge der Plastizitat des Materials ein gewisser Ausgleich der 
iibertragenen Krafte stattfindet, ist an andrer Stelle gezeigt worden; 
deshalb sind die wirklichen Verhaltnisse giinstiger, als nach der oben 
mitgeteilten Rechnung zu erwarten ware. Immerhin sollte das Er
gebnis insofern zu denken geben, daB nicht kritiklos iiberall mit gleich
miiBiger Kraftverteilung ohne weiteres gerechnet werde. 

30. Nietverbfndungen mit Futterblechen. 
In den bisher betrachteten Fallen wurden die Kriifte aus einem 

Blech in ein anderes Blech iibertragen, wobei die beiden Bleche ein-
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ander unmittelbar beriihrten. Manchmal jedoch befindet sich zwischen 
den beiden Blechen ein sog. Futterblech; dann liegt indirekte Kraft
iibertragung vor. Die Frage ist, ob die Kraftiibertragung durch das 
Futterblech verandert wird. Offenbar ja! Der Niet wird in zwei Ebenen 
mit der gleichen Kraft abgeschert, wie sie in dem entspre.chenden FaIle 
ohne Futterstiicke nur in einer Ebene auftreten wiirde; selbst wenn 
das Nietloch vollstandig von gestauchtem Material ausgefiillt ist, so 
ist die zusatzliche Biegung, die in dem Niet wirkt, groBer als in 
dem FaIle ohne Futterblech. Solch ein Futterblech, wie das eben be
sprochene, nennt der Amerikaner ein "loose filler", und es ist klar, 

p, 

Abb. 373 .. 

daB diese Anordnung mehr 
Niete erfordert als eine 
sblche ohne Futterblech. Man 
kann auch ein "tight filler" 
anordnen, wie. die punktier-
ten Linien der Abb. 373 an

deuten. In diesem FaIle dienen die Niete A dazu, einen Tell der 
Kraft P aus dem Blech 1 in das Futterstiick iiberzuleiten, und die 
Nieten B sollen die Kraft in das Blech 2 iibertragen. Bei einem 
tight filler sind doppelt so viele Nieten notwendig, als bei einem loose 
filler, vorausgesetzt, daB das Futterstiick die gleichen Querschnitts
abmessungen hat, wie jedes der beiden Bleche; die eine Halfte dieser 
Nieten (A) solI die Kraft aus 1 in das Futterstiick, und die andere 
Haifte (B) aus dem Futterstiick in das Blech 2 iibertragen. Dies setzt 
voraus,' daB die Nieten B aus dem Blech 1 keine Kraft iibertragen. 
Oft sind jedoch die Futterstiicke diinn, und der Fall ist verwickelter. 
Die Versuche von Tetmajer mit Blechen von gleicher Starke fiihrten 
zu dem SchluB, daB Nietverbindungen mit einem Futterstiick min
destens die doppelte Anzahl von Nieten erfordern, als solche ohne 
Futterstiick. 

1st mehr als ein Futterstiick zwischen die tragenden Bleche ein
geschoben, so wird die Einsicht in den Kraftverlauf noch schwieriger, 
und es sind noch mehr Nieten erforderlich. Die Frage ist offenbar 
die, ob und bis zu welchem Betrage ein Niet aus dem einen Blech 
durch die Futterstiicke hindurch Kraft in das andere Blech iiber
tragen kann, oder ob ein Niet nur Kraft aus' einem Blech in ein 
anderes, diesem unmittelbar benachbartes Blech leitet. Letztere An
nahme ist die sicherere, geht aber ohne Zweifel iiber das notwendige 
MaB an Sicherheit hinaus. 

XVII. Drnckstiibe. 

1. Definitionen. 

Unter einem Druckstab sei ein Stab mit gerader Achse verstanden, 
auf den in seinen Endflachen zwei gleiche Krafte P aufeinander zu 
wirken, deren Wirkungslinien in der Stabachse liegen. Der Querschnitt 
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des Druckstabes kann iiber die ganze Lange konstant oder auch ver
iinderlich sein. Wenn die Kriifte P in den Schwerpunkten der End
fliichen wirken und der Stab kurz ist, so wird angenommen, daB er 
seitwarts nicht ausbiegt, so daB die resultierende Kraft in jedem Quer
schnitt im Schwerpunkte angreift. Es ist also dann die Kraft in jedem 
Querschnitt gleichmiiBig verteilt, die griiBte Spannung ist mit der mitt-

p 
leren Spannung identisch und hat den Wert a = If' Ein solcher Stab 

heiSt ein gedrungener Stab. 

Als Schlankheitsgrad eines Stabes wird das Verhii.ltnis zwischen der 
Stabliinge und dem kleinsten Triigheitsradius seines Quersehnittes be
zeichnet. 1st diese Verhaltniszahl geniigend groB, so kann der Stab seit
warts ausbiegen, aueh wenn die Krii.fte in den Schwerpunkten der End
quersehnittsflachen angreifen; es besteht dann nur in jenen beiden 
Querse:qnitten gleichmaBige Spannung~verteilung, wiihrend in allen 
anderen .. Querschnitten von einer gleiehmii.Bigen Spannungsverteilung 
nicht die Rede sein kann.Vielmehr iiberlagern sich die Spannungen 
ausdem Biegungsmoment iiber die gleiehmaBig verteilten Spannungen 

a = ~ , so daB die groBte Spannung groBer als die mittlere Span

nung ist. Soleh einen Stab nennt man einen sehlanken Stab. Ist a 

die zulassige Druekspannung, so wird die Gleichung a = ~ haufig 

bis zu einer ziemlich willkiirlichen Grenze -!- beniitzt, und 0 berhalb 
~ 

dieser Grenze wird dann eine Gleiehung angewendet, die die Biegung 
beriicksichtigt. Eine theoretisch einwandfreie Formel miiBte aIle 

Schlankheitsgrade umfassen und fiir ! = 0 den Wert a = ~ ergeben. 

Es ist jedoeh bisher noch nieht gelungen, eine diesen Anforderungen 
entspreehende Gleichung aufzustellen. 

2. Beiderseits gelenkig gelagerte Stiitzen. 
Es ist schon gesagt, daB an den Enden eines Druckstabes, in 

dessen Endquerschnitten die Druckkrafte zentriseh angreifen, Biegungs
momente nicht entstehen konnen. Man kommt dieser Voraussetzung 
am naehsten, wenn man die Stabenden gelenkig lagert, derart, daB das 
Stabende sich verdrehen kann, ohne daB dieser Drehung ein Widerstand 
entgegengesetzt wiirde (vgl. Abb. 374). Tatsiichlich jedoch kann diese 
Voraussetzung in ganzer Sehii.rfe nie zutrefien. Wenn der Gelenk
bolzen das Gelenkloch ausfiillt, so entsteht Reibung, und diese leistet 
einer Verdrehung einen gewissen Widerstand, so daB ein Biegungs
moment an dem Stabende auftreten kann, selbst wenn der Gelenk
bolzen im Schwerpunkt des Querschnitts angeordnet ist. Die GroBe 
der Reibung hangt von der Last und von dem Reibungswinkel ab; 
der Hebelarm des Momentes ist dureh den Halbmesser des Gelenk
bolzens nach oben begrenzt. 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 31 
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Praktisch flillt ein Gelenkbolzen das Gelenkloch niemals aus. In 
diesem FaIle ist die Kraft auf eine Flache verteilt, die geringer ist 
als die halbe abgewickelte Zylinderflache des Bolzenloches. Einer 
Drehbewegung des Stabes wirkt wiederum ein Moment entgegen, das 
del' Reibung zwischen Bolzen und Bolzenloch seine Entstehung ver
dankt. 

Unter einem gelenkig gelagerten Druckstabe versteht man deshalb 
nicht einen wirklichen Stab mit irgendwie ausgearbeiteten Gelenken, 

sondern einen idealen Stab, an dessen Enden absolut kein 
P Biegungsmoment auftritt. 

Wie wir noch sehen werden, sind die Lagerungsbedin
gungen von Druckstaben auBerordentlich mannigfaltig. Del' 
Name Druckstab ist ein Sammelname, del' jeweils einer Er
lauterung in bezug auf die Lagerungsbedingungen bedar£. 

Es ist natiirlich moglich, sich einen Druckstab vorzustellen, 
del' unter del' Einwirkung von zwei gleichgroBen, einander 
entgegengesetzt gerichteten Druckkraften vollkommen gerade 
b leibt, gleichgiiltig wie. lang er ist, so daB flir aIle Quer
schnitte . die Formel gelten wiirde 

p 
o=F' 

J edoch kann in der Wirklichkeit ein solcher Stab nicht vor
kommen: Einmal ist die Herstellung eines mathematisch ge
raden Stabes unmoglich, die Achse wird sich stets an einem 

Abb.374. odeI' mehrerenPunkten von del' Geraden entfernen; damit 
ist fiir die angreifenden Krafte ein Hebelarm gegeben, und es 

entsteht ein Moment; durch die dadurch eintretende Deformation ver
groBert sich wieder del' Hebelarm, damit das Biegungsmoment, da
mit wieder die Deformation bzw. del' Hebelarm usf., bis ein Gleich
gewichtszustand eintritt. Weiterhin sind Unhomogenitaten des Materials 
unvermeidlich, die, selbst bei einer mathematisch geraden Stabachse, 
Biegungsmomente zur Folge hatten. Drittens wiirde irgendeine noch 
so kleine quer zur Stabachse gerichtete Kraft eine Durchbiegung 
und damit einen Hebelarm erzeugen, an dem angreifend die Druck
kriifte ein Biegungsmoment bedingen, das zu dem durch die Quer
kriifte erzeugten Biegungsmoment hinzutritt. Viertens wiirde ein Bie
gungsmoment entstehen infolge des eigenen Gewichtes, wenn del' Stab 
nicht genau senkrecht steht. 

Um die Einwirkung einer mangelnden Homogenitat zu zeigen, neh111e 
man beispielsweise an, ein Saulenquerschnitt bestehe aus zwei U-Pro
filen, wie in Abb. 388, und man nehme weiterhin an, daB in Saulenmitte 
das rechte U-Profil auf eine kurze Strecke einen geringeren Elastizi
tiitsmodul habe, als das linke Profil; dann wird del' rechte Stab mehr 
zusammengedriickt als -del' andere, das bedeutet dne Biegung, mithin 
eine Durchbiegung, die sofort zum Hebelarm fUr die Druckkraft wird, 
dadurch das erste Moment und Durchbiegung vergroBernd usf. (vgl. 
oben), bis entweder Gleichgewicht odeI' Bruch eingetreten ist. 
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Es muB deshalb unter allen U mstanden angenommen werden, 
daB ein Druckstab seitlich ausbiegt, selbst wenn die Druckkrafte in 
den Schwerpunkten der beiden Endquerschnitte angreifen. Die Auf
ga,be ist, die groBten Spannungen zu finden. 

3. Biegungsmomente infolge der Reibung im Gelenk. 

Wenn der Druckstab an seinem Ende ein Gelenk hat, durch 
das die Kraft in den Stab eingeleitet 
wird (Abb.375), und wenn der Gelenk-
bolzen das Loch vollig ausfiillt, so ver
teilt sich die Kraft P iiber die Zylinder-
flache abc. Man mag annehmen, daB 
an jedem Punkte dieser Flache eine 
Normalspa,nnung a wirkt, welche von 
Null an den Punkten a und c bis zu 
einem GroBtwert 0 1 am Punkte b wachst. 
Die Gestalt der Beriihnmgsflache nach 
der Deformation ist nicht bekannt. Es 
erscheint jedoch berechtigt, anzunehmen, 
daB jeder Punkt g sich um dasselbe MaB 
g f = d e parallel zu der Wirkungsliriie 
von P bewegt. Die radiale Zusammen-
driickung g h ist, die Giiltigkeit des 
Hookeschen Gesetzes vorausgesetzt, c· a, 
worin c eine Materialkonstante ist. Es 
wird 

gh 

-rd 
C·" 

= cos cp 
" 1 

a ~ 0 1 cos cp. 
Abb.375. 

Dann wird, wenn a die Tiefe der gedriickten Zylinderflache ist, 

2 2 

P = J 2· o· r d cp' o· cos cp = 2 r· a 01 J cos 2 cp dcp oc ", .".1" a 
o 0 2 

2P 
°1 = ".r.(j . (1) 

Die groBte Spannung ist also ausgedriickt durch den Quotienten 
aus der Kraft P und der Flache eines Zylinderquadranten. (V gl. im 
vorigen Kapitel das iiber den Lochleibungsdruck Gesagte.) 

Wenn nun der Stab sich zu verbiegen trachtet und um den Ge
lenkbolzen eine Drehung ausfiihrt, so entsteht auf jedem Flachen
element r· o· dcp eine tangential gerichtete Reibungskraft von der GroBe 
r· o· dcp. p,. 0, worin f1 der Reibungskoeffizient ist. Die gesamte Rei
bungskraft betragt dann 

31* 
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2 2 

T= 2 Jr.(j.dcp.,u.a = 2 r.(j.,u 1£~:~ J cos cp.dcp 
o 0 

4p.-P 
=--=1,27,u.P. 1£ (1 a) 

Das Moment dieser Kraft in bezug auf Bolzemnitte ist 

.Lv! = T·r = 1,27 P·!-1:·r. (2) 
Dies ist also das an dem Stabende auftretende Moment, das der 

Tendenz des Stabes, sich zu verdrehen, widersteht. 
Die oben gegebene Ableitung hat nur Giiltigkeit, wenn der Bolzen 

das Bolzenloch vollig ausfiillt, ebenso wie bei der Verwendung von 
G1. (1) im vorigen Kapitel angenommen war, daB der Niet gut ge
staucht war und das Nietloch vollstandig ausfiillte. Allgemeiner Brauch 
ist es jedoch, die GroBtspannung nach der Formel zu berechnen 

P 
a1 = d·~ , 

dieser Wert ist kleiner als der nach G1. (1) errechnete. Ein BolzenpaBt nie 
genau in das Loch; ware es der Fall, so wiirde es infolge der unver

Abb.376. 

meidbaren Ungenauigkeiten der 
Ausfiihrung wahrscheinlich schwie
rig sein, ihn einzumontieren. Die 
Locher in den verschiedenen, durch 
den Bolzen verbundenen Stab en 
liegen einander oft nicht genau 
gegeniiber. Deshalb ist ein ge
wisses Spiel vorgeschrieben, im all
gemeinen 1/50 Zoll fiir Bolzen bis 
zu 5 ZoU Durchmesser und 1/32 Zoll 
fiir groBere Durchmesser (Bestim
mungen der A. R. E. A. 1920). Es 
konnen also, wenn das Stabende 
sich verdrehen will, zwei FaIle 
eintreten: Entweder hat der Stab 
das Bestreben, auf dem Bolzen 
zu gleiten, wobei eine Reibungs
kraft entsteht, die der beabsich
tigten Drehung entgegenwirkt, 

oder der Stab roUt auf dem Bolzen abo 
Wenn ein Gleiten stattfindet (Abb. 376), so bewegt sich der Punkt b 

der Stabachse nach b', und es entsteht eine Tangentialkraft T, die 
praktisch horizontal gerichtet ist und von dem Stabe auf den Bolzen 
ausgeiibt wird. Bringt man in 0 zwei einander entgegengesetzt gerichtete 
Krafte T an - was man tun kann, ohne an dem Gleichgewichts
zustand etwas zu andern - und vereinigt P mit einer dieser beiden 
Krafte zu pI, so verbleibt daneben noch ein rechtsdrehendes Moment, 
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dem ein anderes links drehendes Moment M = T· r, das irgendwo an 
dem Bolzen ausgeiibt wird, widerstehen muB, urn das Gleichgewicht 
zu erhalten. Die von dem Bolzen auf den Stab ausgeiibte Kraft ist 
die Resultierende von P' und M, die man sich als eine in einem links 
von b' gelegenem Punkte angreifende Kraft P' und T mit der Resul
tierenden P denken kann, wobei der Richtungssinn von T dem der 
in b wirkenden Kraft T entgegengesetzt ist. Der Druck auf den Bolzen 
ist iiber eine Flache rechts und links von bl verteilt; die Resultierende 
dieser Flachendriicke geht jedoch nicht durch b', dem Ende der 
Stabachse, hindurch, sondern durch einen Punkt, der links davon 
gelegen ist_ 

Wenn das Stabende auf dem Bolzen abrollt, dann bleibt der End
punkt der Achse in b, die resultierende Kraft P liegt links von b (in 
Abb. 376 gestrichelt) und wirkt der Drehbewegung des Stabes ent
gegen, wie vorhin_ 

In beiden Fallen entstehen also Momente, die der von dem Stabe 
gewollten Drehbewegung widerstehen. 

Wenn der Bolzen das Loch nicht ausfiillt, wie es wohl immer 
der Fall ist, dann wiirden sich, vollige Starrheit des Materials voraus
gesetzt, Stab und Bolzen nur in einem Punkte beruhren_ Infolge 
elastischer oder plastischer Deformationen bildet sich in Wirklichkeit 
eine Beriihrungs£lache, die jedoch kleiner ist als eine balbe Zylinder
£lache_ (Die Beriihrung der beiden Flachen in nur einem Punkte ist 
unmoglich, weil dann an jenem Punkte eine unendlich groBe Druck
spannung wirken wiirde.) Dadurch, daB die Beriihrungs£lache kleiner 
ist als die halbe Zylinder£lache, wie oben angenommen, wird das der 
Stabdrehung widerstehende Moment groBer: Es verteile sich P iiber 
einen kleinen Teil der Zylinder£lache mit dem Zentriwinkel 2 CPl' so 
wiirde wie vorher sein 

und 

'P, J' P = 2 f tJ-r-dcp-a-coscp = 2tJ-r-al cos 2 cpdcp 
o 0 

j> (+ sin 2 'Pl ) = u-r-a1 CPl --2-' 

Dieser Ausdruck geht iiber in Gl. (1), wenn 

m =90o=~ 
rl 2 ' 

sonst wird 
2P 1 

= 4 _p sin'Pl 
ft 2 'Pl + sin 2 'Pl -

Dieser Ausdruck ist stets groBer als der aua Gl. (la). 
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4. Verschledene Gesichtspunkte bei Betrachtul1g 
von Druckstaben. 

Druckst1ibe k6nnen voneinander grunds'itzlich verschieden sein 
1. In Hinsicht auf die Lagerungsbedingungen del' Stabenden, 

also z. B. in Hinsicht auf den Widerstand, den das Stabende bei einer 
beabsichtigten Drehung findet. 

2. In Hinsicht auf den Angriffspunkt del' auBeren Kraft, del' 
zentrisch odeI' exzentrisch gelegen sein kann. 

3. In Hinsicht auf die Querschnittsausbildung (konstanter 
odeI' ver1inderlicher Querschnitt), allgemein, in Hinsicht auf die geo
metrischen Verhaltnisse (Schlankheitsgrad usw.). 

Die meisten Druckst1ibe haben praktisch konstanten Querschnitt 
Qber die ganze Lange, wenn man von den Enden absieht, wo oft auf 
eine kurze Strecke eine andere Querschnittsausbildung gewahlt wird 
in Riicksicht auf die konstruktive Durchbildung des Anschlusses an 
andere Stabe. 

5. Lagerullgs bediugung·en. 
Zum Zwecke del' Einteilung solI en mehrere ideale Lagerungs

bedingungen aufgefiihrt werden, ideal deshalb, weil sie niemals prak
tisch so auftreten k6nnen. Es sind dies 

a) beide Enden gelenkig gelagert, 
b) beide Enden fest eingespannt, 
c) eill Stabende fest eingespannt, das andere gelenkig gelagert, 
d) beide Stabenden rund. 
Ein Stab mit ebenen Endquerschnitten, auf die ohne Gelenke die 

Kraft durch ebene Druckplatten iibertragen wird, ist eine Modifika
tion von b (vgl. S. 488, Zeile 15 u. if.). Wie wir noch sehen werden, 
gibt es eine ganze Anzahl Modifikationen in allen oben angefiihrten 
Systemen. 

6. Del' ideale gelel1kig gelagerte Druckstab 
(Abb. 377 a und a') 

solI wie folgt gekennzeichnet werden: 
1. Er hat urspriinglich eine mathematisch gerade Stabachse. 
2. Er ist urspriinglich homogen (E ist iiberall gleich). 
3. Del' Quersclmitt ist iiber die ganze Lange konstant. 
4. Die iiuBeren Krafte wirken in den Schwerpunkten del' Endquer-

schnittsfiachen, ilu'e Wirkungslinien fallen mit der Stabachse zusammen. 
5. Die Enden des Stabes konnen sich absolut frei verdrehen. 
6. Die Enden diirfen sich nicht 8eitlich ver8chieben. 
7. Es wirken keine Querkr1ifte (bei Beriicksichtigung des Eigen

gewichts muB also del' Stab vertikal stehen). 
Ein 801cher Stab kann theoretisch gerade bleiben; in dies em Falle 

hat jeder Querschnitt eine gleichmaBig verteilte Spannung von der GroBe 
p 

a=-y_ 
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Wenn sich der Stab verbiegt, so kann er sich nach Abb. 377a 
oder a'deformieren, oder die Biegungslinie kann noch mehr Wende
punkte haben. Das Biegungsmoment an den Enden und an den 

p 

JwJ-
~~ I 

I 

1 
1 

-I 

-..1. 

(')IP (eJ 

Abb.377. 

Wendepunkten der Biegungslinie hat den Wert Null. An irgendeinem 
beliebigen Punkte betragt das Moment M = p. y . 

7. Del' ideale beidel'seits fest eingespannte Druckstab. 
(Abb. 377 b, c und d.) 

Seine Kennzeichen sind die gleichen wie die des beiderseits gelen
kig gelagerten Stabes mit Ausnahme del' Lagerungsbedingung: Die 
Stabenden konnen sich nicht verdrehen. 

Die Lasten miissen also an den Stabenden in der Richtung der 
Stabachse angreifen; wenn das Stabende die Tendenz hat, sich zu 
verdrehen, so tritt noch ein Moment auf (Ab b. 377 b). Dieses wider
stehende Moment kann praktisch so erzielt werden, daB die Enden 
des Stabes in dicht schlieBenden Hohlkorpern laufen, die nur eine 
Vertikalbewegtmg des Stabes, nicht abel' eine seitliche odeI' eine Dreh
bewegung an den Enden zulassen. Entsteht nun ein Einspannungs
moment M, und wirkt gleichzeitig eine Normalkraft P, so ist die 
Resultierende aus P und M der GroBe nach der Kraft P gleich, ihre 

Wirkungslinie liegt parallel der Stabachse in einer Entfernung e = ~ 
(vgl. 377 d). 

Del;' Stab der Abb. 377 d besitzt zwei symetrische Halften; es miissen 
also die Tangenten an den Enden und in Stabmitte einander parallel 
sein. Wenn der Stab sich in der angedeuteten Weise durchbiegt, so 
erleidet er Biegungszugspannungen an den Stabenden auf der rechten 
und in der Mitte auf der linken Seite. Das Moment an den Enden 
hat den Wert M = p. e, an den Wendepunkten c und d verschwindet 
das Moment. Aus Symmetriegriinden folgt, daB das Moment seinem 
absoluten Wert nach in Stabmitte gleich dem an den Stabenden ist; 

ferner daB die Exzentrizitat e = ~ ist (0 = Durchbiegung in Stab-
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mitt e) , und daB cd = ~ ist. Es wird also 

p·fJ 
M=-2-=P.e. 

Die zur Stabmitte symmetrisch gelegene Stabhalfte cd ist ein 
idealer gelenkig gelagerter Stab. Es hat also der ideale beiderseits 
fest eingespannte Druckstab dieselbe Tragfahigkeit wie der ideale 
gelenkig gelagerte Druckstab von der halben Lange, gleichen Quer
schnitt und gleiches Material vorausgesetzt. Dieses wichtige Resultat 
ist ganzlich unabhangig von der Methode der Berechnung. Hat man 
demnach die Tragfahigkeit eines der beiden Stabe gefunden, so kann 
die des anderen daraus bestimmt werden. 

Haufig werden Druckstabe in horizontaler Lage gepriift; geschieht 
dies, so sonte jedoch dem Eigengewicht durch Gegengewichte, die in 
Stabmitte oder besser noch an mehreren Punkten angreifen, das 
Gleichgewicht gehalten werden. 

Ein "Druckstab mit ebenen Endquerschnitten" ist ein Stab, dessen 
Endquerschnitte eben sind, rechtwinklig zur Stabachse liegen und 
gegen ebene Druckplatten wirken. Verhindern die so gepreBten End
querschnitte eine seitliche Bewegung und eine Verdrehung der End
tangenten des Stabes, so ist ein solcher Stab praktisch beiderseits einge
spannt. Haufig jedoch wirkt sich die Tendenz des Stabes, sich zu 
verdrehen, in der Weise aus, daB die Endquerschnitte nicht mehr 
auf der ganzen Flache die Druckplatte beriihren, sondern mehr oder 
weniger klafi'en. Um dies zu verhindern, miiBten auf den klafi'enden 
Querschnittsteil Zugkrafte ausgeiibt werden, und dieses ist nicht moglich. 
Das Klafi'en tritt ein, wenn die Kraft P auBerhalb des Querschnitts
kernes, d. h. bei rechteckigem Querschnitt auBerhalb des mittleren 
Drittels angreift 1; sehr haufig fant die Resultierende auBerhalb des 
Kernes, wenn der Stab bis zur Zerstorung belastet wird. Ungliick
licherweise ist dieser Punkt nicht immer bei Versuchen geniigend 
beachtet worden. (Vgl. Abschn. 22 und 29 dieses Kapitels.) Saulen 
mit ebenen Endquerschnitten kommen als Bauteile haufig vor. In der 
Materialpriifung werden im allgemeinen Stabe mit ebenen Endquer
schnitten oder Stabe mit Gelenken an den Enden verwendet, wobei 
erstere als beiderseits fest eingespannt betrachtet werden. 

1 In dem Belastungsfall nach Abb. 378 tritt an der rechten Ecke so lange 
p P·e·v 

keine Zugspannung bzw. Klaffen auf, als F - F.i2' ;;;;; 0, 

i2 J worin i der Tragheitshalbmesser ist, d. h. so lange e::;-
~--e-;''''-Vi---·I - Vi 

,--L--+----i (::;: fiir rechteckigen Querschnitt). Es kann demnach 
1\)1 

~I 
Abb.378. 

die groBte Durchbiegung in Stabmitte ohne Klaffen des 
Endquerschnittes werden 
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Man beachte, daB es sich bei diesen Dberlegungen stets um gerade 
Stabe handelt. Ein Stab, der nach Abb. 379 geformt 
ist, ist kein beiderseits eingespannter Druckstab im Sinne 
ungerer Ausfiihrungen. Seine Tragfahigkeit ist betr1icht
Iich geringer, da die beiden 1iuBeren Kr1ifte P ein Kr1ifte
paar bilden. Die in Abb. 379 dargestellte gegenseitige 
Verschiebung der Stabenden kann bei Druckstaben eiserner 
Fachwerke infolge der Deformationen sehr wohl ein
treten; die zusatzIichen Spannungen, d. h.die Span
nungen, die durch die Deformation des Tragwerkes auf
treten, und die denen zu superponieren sind, die auf 
Grund der Annahme eines starren Systems errechnet 
sind, konnen unter Umstanden eine recht erhebIiche 
GroBe erreichen. Abb. 379. 

8. Der ideale Druckstab mit einem gelenkig gelagerten und 
einem fest eingespannten Ende. 

Die Deformation kann nach Abb. 377 e oder 377f erfolgen; es 
sind dies zwei durchaus voneinander verschiedene FaIle. Beide setzen 
eine seitIiche Verschiebung des frei drehbaren Endes voraus, im ersteren 
FaIle ist jedoch diese Bewegung gehemmt, wahrend im zweiten Falle 
die Bewegung nicht gehemmt ist und das Stabende jede seitIiche Be
wegung ausfiihren kann. 

Offenbar hat der Druckstab nach Abb. 377 e die gleiche Tragfahig
keit wie ein beiderseits gelenkig gelagerter Stab von gleichem Quer
schnitt, gleichem Material und einer Lange, die 2/3 der seinigen betr1igt. 

1m zweiten FaHe, wo also die seitIiche Bewegung des gelenkig 
gelagerten Stabendes ungehindert erfolgen kann, ist die Tragf1ihigkeit 
des Stabes gleich der eines doppelt so langen beiderseits gelenkig ge
lagerten Druckstabes von gleichem Querschnitt und gleichem Material. 
Diese Ergebnisse sind zwangl1iufig und unabh1ingig von einer besonderen 
Un~ersuchungsmethode. Die physikalischen Konstanten eines gelenkig 
gelagerten Druckstabes lassen sich aus den entsprechenden bekannten 
Werten eines einerseits eingespannten, andrerseits gelenkig gelagerten 
Stabes somit errechnen. 

Der in Abb. 377f dargestellte Stab ist fiir einen bestimmten ge
gebenen Querschnitt und eine bestimmte gegebene Lange der schwachste, 
dann kommt der beiderseits gelenkig gelagerte Stab, dann der Stab 
nach Abb. 377 e, die groBte Tragfahigkeit besitzt der beiderseits ein
gespannte Stab. 

Die BiegeIinie des einseitig eingespannten, andrerseits gelenkig ge
lagerten Druckstabes wird haufig nach Abb. 377 g dargestellt. Diese 
Darstellung ist offenbar falsch, da hierbei ein Moment an einem Stab
ende nicht auftreten kann; wird der Stab aber verbogen, so muB der 
Einspannquerschnitt durch ein Einspannungsmoment beansprucht sein. 
Es muB also unbedingt eine, wenn auch noch so geringe, seitIiche 
Verschiebung des Gelenklagers angenommen werden. 
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9. Del' Druckstab mit zwei runden Stabenden. (Abb. 377 h.) 

Die Stabenden konnen auf den ebenen Druckflachen frei abrollen. 
1st der Radius der Rundenden r, so verhalt sich der Stab wie ein 
idealer beiderseits gelenkig gelagerter Druckstab von der Lange l - 2 r, 
ist also etwas tragkraftiger als ein Gelenkstab gleicher Lange. 

Der Stab mit zwei runden Enden kommt praktisch nicht VOl', 

wird aber in der Materialpriifung manchmal benutzt, da er die beste 
Annaherung an den idealen gelenkig gelagerten Stab da.rstellt. 

Theorie des idealen Dl'uckstabes. 
10. Formel von Gordon. 

Der englisehe 1ngenieur Lewis Gordon sehlagt die Formel VOl' 

PE VB 

OK = -P = ---71' 
1 +a d2 

worin PK die Knicklast, F die Querschnittsflaehe, 0B die Bruehfestig
keit des Materials, OK die Sehwerpunktsspannung im Augenbliek des 
A uskniekens (Kniekspannung), l die Lange, d der kleinste Quersehnitts
durehmesser und a ein Beiwert ist. Fur fest eingespannte Stabenden 
gibt er folgende Werte fiir OK und a an: 

a 

Sehmiedeeisen, reehteekiger Vollquersehnitt 2530 kg! em ~ 

FluBstahl, kreisformigerVollquersehnitt . 5625 

FluBstahl, Kreisringquersehnitt 5625 " 
Steine und Ziegelsteine. . . 

a 
1 

3000 ' 
1 

400 ' 
1 

-sao' 
1 

-600 . 

Die Gordon'sehe Formel, die nul' noeh selten angewendet wird, 
erinnert an die Rankine'sehe Formel; diese soIl im folgenden Absehnitt 
besproehen werden. 

11. Formel von Ranldue. 
Jeder Quersehnitt hat die Kraft P zu ubertragen; es hat also 

jeder Querschnitt die gleiche mittlere Spannung ° = ; . 

Der Gelenkstab nach Abb. 380 ist in jedem Querschnitt durch 
ein Moment M = p. y beansprucht; das groBte Moment tritt in Stab
mitte auf und hat den Wert Mmax = p. Y 1; dem entspricht eine Bie
gungs-Randspannung von 

_ P·y,·V, 
o-"~J-
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und eine GroBstpannung von 

P( +Yl'V1) 0max=)F 1 ~, (3) 

worin wie ublich i den Tragheitshalbmesser, vl den Abstarid des 
Querschnittsschwerpunktes von der iiuBersten Faser be
deutet. 

Gleichung (3) ist streng richtig, wenn die Biegungs-

gleichung M = (J.J zutrifft, was mit genugender Genauig
v 

keit bekanntlich nur im elastischen Bereich der Fall ist.· 
Um die Gl. (3) praktisch benutzen zu konnen, muB Yl 

in bekannten GroBen ausgedruckt werden. Der Ausdruck 

1[\V~ ist dimensionslos, der Zahler hat die Dimension einer 
t 

ins Quadrat erhobenen Lange. Wir drucken nun Y1 ,vl als 
Funktion von l aus und zwar 

(4) Abb.380. 

worin c eine unbenannte Zahl sein muB. Das besagt, daB fur Druck
stabe gleichen Querschnitts die Durchbiegungen proportional dem 
Quadrat der Lange zunehmen, was plausibel erscheint. Die gewiihlte 
quadratisehe Funktion ist naturlich nur eine von vielen Mogliehkeiten, 
man konnte aueh an eine kubische denken, etwa 

Y1 1Jl ~~ cza, 

oder an eine Sinusfunktion od. dgl., die einfachste nachst der linearen 
ist aber offenbaT die gewahlte quadratische. 

Setzen wir Gl. (4) in Gl. (3) ein, so e1'halt man 

(5) 

Gl. (5) ist die Rankinesche Formel l • 

Die physikalische Konstante c ist durch den Versuch zu be
stimmen. Ih1' Wert hiingt offenbar von dem verwendeten Material 
und del' Querschnittsform abo 

Wenn der Stab die Mogliehkeit hat, nach jeder Riehtung auszu
biegen, so wird er den Weg des gel'ingsten Widerstandes wahlen, d. h. 
er wil'd sich um die Achse verbiegen, deren i am kleinsten ist. Es 
ist daun in Gl. (5) das kleinste i einzusetzen. Wenn die Ebene der 
Vel'biegung zwanglaufig bestimmt ist, so ist das entspl'echende i fiir 
Gl. (5) zu·benutzen. 

1 Wm .• J. Maequorn Rankine,. geb. 1820, gest.1872, ein bedeutender 
Ingeuieur schottischer Abstammung; er war lange Professor an der Hochschule 
zu Glasgow. 



492 Druckstabe. 

Es moge ferner darauf hingewiesen werden, daB die Funktion 
Y1 . v1 = f (l) = c ·l2 zunachst nur rur variables l, also fiir konstantes P 
gewahlt wurde, daB also bei zunehmendem P auch c zunehmen miiBte; 
es wird jedoch c als eine physikalische Konstante betrachtet. 

In . der Gordon'schen Formel steht d2 an Stelle von i 2 • Da fiir 
rechteckige Querschnitte 

h2 = d2 = 12i2 , 

so wiirde mit a = 30106 die Formel rur fest eingespannte Stabenden 

lauten 
PE GB 
F - l2 

1 + 36000.i2 

Entsprechend den in den Abschnitten 6, 7, 8 geful1denen Ergeb
nissen wiirde diese Beziehung lauten: 
fiir Gelenkstabe 

1 l2' 
1 + 9000' i" 

fUr den einerseits fest eingespanntel1, andrerseits gelenkig gelagerten 
Druckstab 

PE GB 
F -- -~l;';-2-' 

1 + 20250i2 

falls die horizontale Verschieblichkeit des gelenkig gelagert.el1 Endes 
gehemmt ist, und 

----l2 , 

1 + 2250 i2 

falls die horizon tale Verschieblichkeit nicht gehemmt ist. 

12. Die Formel von Euler. 

Es liegt nahe, bei dem Knickproblem von der elastischen Linie 
auszugehen, deren GIeichung bekanntlich lautet 

d2 y M p.y Q 

dx2 = - E.J = - E.J = - m-·y. (6) 

Das negative Vorzeichen erklart sich aus der Wahl des Koordinaten
systems, in dem y positiv nach rechts, x positiv nach unten gezahlt 

wird. Die Neigung :~ nimmt numerisch bei der Wanderung im Be

reich der positiven x mit abnehmendem x abo 
Das allgemeine Integral der Gl. (6) lautet 

y = A . cos m x + B· sin m x, (7) 
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worin A und B Integrationskonstanten und durch die Randbedingungen 
bestimmt sind 

Fiir 

fUr x = ° und x = l wird Y = ° , 
f ·· l . d ur x="2 WIT 

dy 
Y = Yl und dx = ° . 

x = ° wird Gl. (7) zu 

y=O=A; 

es vereinfacht sich also die Gleichung der Biegelinie zu 

y =B·sinmx. 
Fiir 

also 
x=l wird y=O, 

Y = ° = B·sinm·l. 

(7 a) 

Die Werte A = ° und B = ° wiirden also offenbar befriedigen; 
dies wiirde aber bedeuten y = 0, d. h. der Stab verbiegt sich gar 
nicht, was woW denkbar, aber praktisch nicht moglich ist. 

Die andere Moglichkeit ware 

sinm·l = 0, oder ml = n'n, 

wobei n eine beliebige ganze Zahl ist. Hieraus folgt 

n·n 
m= -z-' 

n 2 • .n2 P m2- -
- ----".- - E·j' 

n2 • .n2 ·E·J 
p = l2 . (8) 

P = Px , d. h. sowie eine wenn auch kleine Durchbiegung ent
standen ist, wachst sie plotzlich bis zum volligen Bruch des Stabes 
(vgl. S. 500). 

Den kleinsten Wert Px erhalt man fUr n = 1, namlich 
E·J·.n2 9,87·E·J 9,87.E.F.i2 

PX =-l2-= l2 l2 

oder PE .n2 ·E 9,87 E 
ax = F = --"z = --l2-' (9) 

i,2 i,2 

worin i der Tragheitsradius in bezug auf die zur Biegungsebene senk
recht stehende Schwerachse bedeutet. 

Differentiiert man Gl. (7 a), so wird 

dy ) dx = B.m·cos(mx . (10) 

Fur x = ~ ist ;~ = 0, also wird entweder B = 0, was bedeutet, 

daB keine Biegung auf tritt, oder cos (n~/) = 0, was wieder zu Gl. (8) 

fiihrt. 
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Fiir x = { ist Y = Yl; also nach (7a) 

. m·l 
Y1 =B'SillT' 

B=~ 
m·l' 

sinT 

und die Gleichung der elastischen Lillie lautet 

sinmx 
Y = Y1 ' --:-m:l' 

8mT 

D m·l 0 f 1 d f) • m·l l' (B' a cos 2- = ,so 0 gt, aw sm T = 1; a so mit n = 1 Iegung 

nach Abb. 380) lautet die Gleichung der elastischen Linie . 

Y = Y1 . sin m x , (ib) 

oder mit m·l = n·n (vgl. oben) = n (fur n = 1) folgt 

und 

Die 

p 

! 

:rc 
m=-

1 

(7 c) 

Gleichungen (8) und (9) sind die Eulerschen 1 Knickformeln. 
Sie sind korrekt, solange Gl. (6) gilt, also mit genugender Ge
nauigkeit im elastischen Bereich. 

1st n = 2, so wird 

• 2:rc·x . 
Y = Y1 • sm '-z-' (11) 

1 
Y verschwindet fur x = 0, x = ~2~ und x = l, der Fall ist in 

Abb. 381 dargestellt. 

Abb.381. 
1st n = 3, so wird Y = 0 fur x = O,!, } lund l; die 

Biegelillie hat also zwei Wendepunkte zwischen den Stab~ 
enden. Gl. (9) gilt stets, wenn unter l der Abstand zwischen zwei 
Wendepunkten verstanden wird. 

Bezeichnet man in Gl. (9) ~K = y, + = x, so erhiilt man 

diese Gleichung ist in Abb. 382 graphisch dargestellt. 

1 Leonhard Euler, geb. 1707 in Basel, gest. 1783 in St. Petersburg; 
Schiller von J. Bernouilli. 
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Die erste Ableitung nach x wird 
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Die an einen Punkt (Xl' Yl) gezogene Tangente schneidet auf der 
Y -Achse den Abschnitt ab 

dy 
Yo = Yl - Xl' dx =3 Yl' 

Diese Beziehung wird in Abschnitt 13 beniitzt werden. 

13. Das Geradlinien -Gesetz. 
Wird ein Druckstab gebogen, so muB notwendig in jedem Quer

schnitt die mittlere Spannung PI F geringer sein als die GroBtspannung 
(imax' In der Rankine'schen Formel erhiilt man die mittlere Spannung 
gleich der Hochstspannung, dividiert durch eine Zahl, die etwas groBer 
ist als Eins. Statt dessen konnte man die Hochstspannung der mitt
leren Spannung + einem Zuschlag gleich setzen, der mit wachsendem 
lji zunimmt. Der einfachste Ausdruck ware 

bezw. 

P I 
F = (imax - c'T' (12) 

P I 
(imax = F + c'i' (13) 

(12 a) 

(13a) 

worin C erne durch den Versuch zu bestimmenop. Materialkonstante 
bedeutet 1. 

1 Professor Merriman wandte das GerMmniengesetz im Jahre 1882 an, 
wobei er statt i den kleinsten Quersohnittsdurohmesser d einsetzte. 
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Tragt man ~K in Abhangigkeit von ! auf, so erhalt man eine 

gerade Linie. Die gleiche Abhangigkeit nach der Rankine'schen Formel 
aufgetragen, ergibt eine nach oben hohle, gekriimmte Kurve. 

Thos. H.J ohnson1 schlugdie Verbindungder Eulergleichungmitdem 
Geradliniengesetz vor in der Weise, daB er von dem Punkte (x = 0, Y = Yo) 

auf der Y -Achse, der die fUr x = -!- = 0 zulassige Spannung angibt, 
~ 

die Tangente an die Eulerkurve zog. Da nach den oben angegebenen 

Ableitungen Y1 = ~o ist, so ist der Punkt der Eulerkurve leicht zu 

bestimmen, an den die Tangente zu ziehen ist. Johnson nahm den 
Wert azul' also die Ordinate im Koordinatenursprung, zu 3/4 der 
Druckfestigkeit kurzer Prismen, also bei Eisen oberhalb der Elastizi
tatsgrenze, an. J 0 h nso n schlug folgende Werte vor: 

P. H. Johnsons Geradliniengesetz. 

Material Sehmiede- Stahl mit Stahl mit 
eisen 0,12%0 0,36% 0 

U •• l- Werle in kg/em2 2970 3710 5660 

c- Werle (vgl. Gl. 12) fiir 
a) ebene Endquersehnitte 9,0 12,6 23,7 
b) Gelenkstabe 11,2 15,5 29,2 
c) runde Stabenden . 14,3 20,0 37,7 

Die von Johnson fUr die verschiedenen Lagerungsbedingungen der 
Druckstabe angegebenen Konstanten stimmen nicht mit den fiir ideale 
Druckstabe notwendigen Werten iiberein (vgl.Abschn. 21). Johnsons 
Formeln sind also nur als praktische Gebrauchsformeln zu werten. 
Dies zeigt sich auch an den Formeln, die Johnson im "Eulerbereich" 
benutzt. Fiir runde Stabenden, die der idealen Gelenklagerung am 
nachsten kommen, benutzt er die Gleichung 

n 2 ·E 
OK =---zo. 

i2 

Fiir Gelenkstabe gibt Johnson an 

~n2.E 
3 

oK=--l2-' 

i2 

also von der erstgenannten Formel wesentlich verschieden. 
Fiir Druckstabe mit ebenen Endquerschnitten, denen im Idealfall 

die Gleichung geniigen wiirde 
4n 2 E 

OK = -l-'-' 
i2 

1 Trans. Am. Soc. O. E. 1886, p. 517. 
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Das· Parabel-Gesetz. 

~3/;2.E 
2 

OK = -1-2 - (vgl. Abschn. 20). 

497 

Der Wert c hangt von dem Wert E in der Eulergleichung abo 
(Die Linienziige der Abb. 382 entsprechen nicht genau den in der Zu
sammenstellung gegebenen c- Werten, da ihnen ein kleineres E zu
grunde liegt.) 

14. Das Parabel-Gesetz. 
Die von 0B in Gl. (12 a) abzuziehende GroBe kann statt in der 

linearen, in der quadratischen oder sonst einer andern Abhangigkeit 

von ~. stehen. So schlug J. B. Johnson die Gleichung vor 
~ 

PK 12 
IF = °B - k· 72 . (14) 

Die durch GI. (14) darzustellende Kurve soll tangential an die 
Eulerkurve verlaufen. 

Gl. (14) moge geschrieben werden 

und 
(14a) 

dy 
dx = - 2k·x. 

Die N eigung der Tangente an einen Punkt x, y der Eulerkurve 
betragt 

dy 
dx 

2y 

x - ---;So 

Setzt man die N eigungen beider Kurven einander gleich, so wird 

2k.x=2;; x=Vf. 

An dem Beriihrungspunkt miissen beide Kurven das gleiche y 
haben, also aus GI. (14a): 

aus GI. (9): 

y = 0B - k·x 2 = OB-Y, 

l~ 
X = f rt; 

,iAl:1: 0 2 
. . 0= y4bk; b=n; 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 32 
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Daraus folgen die Gleichungen der beiden Kurven. 

Parabel: 

I 
von ---;-=0 bis • 
&ierkurve: 

fUr 

15. Ableitung der Eulergleichung aus den Satzen von der 
Momentenflache. 

Die Eulergleichung kann man aus den Sii.tzen von der Momenten
fHiche erhalten.Der in Abb. 383 dargestellte Druckstab habe in 

Abb.388. 

. der Mitte die Durchbiegung Yt und daselbst das Bie
gungsmoment M = p·Yt • Die BiegeIinie, im entsprechen
den MaBstab gemessen, stellt also die Momentenflache 
dar (jede Ordinate mit P zu multiplizieren). Die Flache 

ODE F (mit : J mUltipliziert) stellt die N eigung der 

BiegeIinie in F in bezug auf A B dar. Das Moment dieser 

(mit {J multiplizierten) Flii.che in bezug auf EF stellt 

die Stracke F G dar; Flache ADO, niit : J multipliziert, 

stellt den Winkel ai' ihr Moment in bezug auf A die 
Durchbiegung Yt dar. 

Die Gleichung der elastischen Linie laute (Sinus
kurve) 

• :n;·x 
Y = Yt • sm -1- . 

Flache AD 0 = Yl· l . 
:n; 

Moment von Flache ADO in bezug auf A = Yl· 12 
31'2 

Daraus 
a .E.J = P·Yl· 1 

I 31' ' 

P'y,. l 
az = :n;·E·J' 

P'y,. 12 
Y1 = :n;2;E·J ; 

:n;9·E·J E·J 
P = ----z2- = 9,87 --12 • 
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Nimmt man an, daB die Biegelinie eine Parabel sei, so wird 

Flache AD C = Y~;l . 
Moment von ]'!iiche AD C in bezug auf A 

5 l'l 
4S V1 ' • 

Da;raus 
p.y ·1 a .E.J = __ 1_. 

I 3 ' 

P = 9,6·E·J 
III • (9 a) 

Gl. (9 a) stimmt also ziemlich genau mit der Eulergleichung iiberein. 

16. Diskussion der Eulergleichung. 

Die Eulergleichung besagt, daB die Knicklast P g unabhangig von 
der Durchbiegung Vt ist. Pg ist die Last, unter deren Einwirkung sich 
der gebogene Stab gerade noch im Gleichgewicht befindet, es wiirde 
aber auch bei irgendeiner anderen Durchbiegung unter der gleichen 
Last gerade noch Gleichgewicht bestehen. Die grundlegenden An
nahmen, auf denen sich die Gleichung aufbaut, sind: 

1. die Spannungen bleiben innerhalb der Elastizitatsgrenze, 
2. die Spannungsverteilung iiber einen Querschnitt ist linear, 
3. die Wirkung der Scherkriifte ist vernachliissigt, 

4. :~ = 0, oder dx = dB, d. h. die Durchbiegungen verschwinden. 

Von diesen Annahmen ist nur die vierte imstande, den Wert der 
Eulergleichung ernsthaft zu gefahrden. Diese Annahme findet sich in 
allen Formanderungsberechnungen von Balken und wird allgemein als 
zulassig betrachtet; dies geschieht nicht nur deshalb, weil die Durch
biegungen sehr klein sind, sondern weil die Momente durch Krafte, 
quer zur Langsachse gerichtet, hervorgerufen werden. Bei Balken 
sowohl wie bei Druckstaben wird die Durchbiegung durch Biegungs
momente verursacht; die Biegungsmomente des Balkens sind jedoch 
praktisch unabhangig von den Durchbiegungen, sie sind bestimmt 
unter der Annahme, daB der Balken starr ist. Die Biegungsmomente 
des Druckstabes haben jedoch eine elastische Durchbiegung 
des Stabes zur Voraussetzung. Ohne elastische Durchbiegung 
ware kein Biegungsmoment denkbar (wenn man von urspriinglich vor
handenen Abweichungen der Stabachse von der Form einer Geraden 
absieht); man kann also das Paradoxon aufstellen: Die Durchbiegung 
entsteht durch die Durchbiegung. Damit muB aber die unter 4. ge
nannte Annahme bedenklich erscheinen. 

Es ist wohl moglich, den genauen 
messers einzufiihren, so daB dB =1= dx. 

Wert des Kriimmungshalb
Dies fiihrt auf elliptische 

32* 
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Funktionen. Schneider1 leitet fiir n=l einen genaueren Ausdruck 
der Knicklast ab: 

(15) 

Man geht diesen Schwierigkeiten aus dem Wege., wenn man iiber
einkommt, daB die Eulergleichung den Wert der Druckkraft P ergibt, 
die der Stab gerade noch ertragt, ohne iiberhaupt in einer ge
gebenen Ebene auszubiegen, die durch das in der Gleichung 
verwendete J bestimmt ist. Nimmt man jene Ebene derart an, daB 
der Wert J zu einem Kleinstwert wird, so erhalt man den Kleinst
wert von P, die Knicklast. Jedes groBere P muB dann den Druck
stab plotzlich und betrachtlich V'erbiegen, jedenfalls so, daB die Span
nungen aus dem elastischen Bereich heraustreten, wahrscheinlich je
doch bis zum Bruch. Wird die Eulergleichung als richtig unterstellt, 
so ergibt sie die Hochstlast, die der Stab tragen kann. 

Nun ist es eine unbestreitbare Erfahrungstatsache, daB sich haufig 
ein Druckstab in der Priifmaschine plotzlich und betrachtlich verbiegt, 
ohne jedoch unbedingt dabei zu brechen. Oft jedoch kann man auch 
beobachten, daB die Durchbiegungen allmahlich mit der Belastung zu
nehmen. Diese Erscheinung laBt sich so erklaren, daB die urspriing
liche Stabachse nicht gerade oder das Material nicht homogen war. 
Nimmt man eine vor der Belastung gerade Stabachse und homogenes 
Material an, so muB sich ein Druckstab nach der Euler'schen Theorie 
folgendermaBen verhalten: 

1. Solange P unterhalb des in Gl. (9) gegebenen Wertes bleibt, 
verbiegt sich der Stab iiberhaupt nicht. Wirken auf den gleichen Stab 
auBer der Langskraft P noch Biegungsmomente (reine Biegung oder 
Biegung durch Querkrafte), so sind die Durchbiegungen natiirlich 
groBer als wenn jene Biegungsmomente allein, ohne P, wirkten. Horen 
aber die Biegungsmomente auf zu wirken, so wird der Stab wieder 
gerade. J e groBer P ist, um so geringer wird das Biegungsmoment, um 
eine bestimmte Durchbiegung unter sonst gleichen Bedingungen zu 
erzielen. 

2. 1st P genau gleich dem durch Gl.(9) bestimmten Wert, so tritt 
noch keine Durchbiegung auf; der Stab befindet sich jedoch in einer 
Art labilen oder zum mindesten indifferenten Gleichgewichts. Unter 
der Einwirkung einer beliebig kleinen Querkraft wird er endliche 
Durchbiegungen erleiden; ist die Durchbiegung so groB, daB die Elasti
zitatsgrenze des Materials iiberschritten wird, so kann Zerstorung ein
treten. Eine derartig groBe Durchbiegung kann aber bei sehr kleinen 
Querkraften erfolgen. 

3. Oberschreitet P den durch Gl. (9) gegebenen Wert um einen 
noch so geringen Betrag, so wird der Stab unter Einwirkung der 
kleinsten Querkraft brechen (wahrend es theoretisch denkbar ist, daB 
bei alleiniger Wirkung der Kraft P der Stab gerade bleibt und nicht 
ausknickt ). 

1 Z. d. Osterr. lng. u. Arch. Vereins 1901, S. 649. 
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Gl. (9) gibt also die Knioklast an. Da die Gleiohung die Giiltig
keit des Hooke'sohen Gesetzes zur Voraussetzung hat, so darf sie 
nioht verwendet werden, wenn die Spannungen infolge der mit ihrer 
Hille erreohneten Knioklast die Elastizitatsgrenze ubersohreiten. 

Es sei darauf hingewiesen, daB die Euler'sohe Knioklast wohl von 
dem Elastizitatsmodul, nioht aber von der Bruohfestigkeit des Materials 
abhangt. Demnaoh ist die Tragfahigkeit eines sohlanken Druokstabes 
die gleiohe, ob das Material sehr fester Stahl oder Sohmiedeeisen ist, 
da E praktisoh fiir beide Materialien gleioh ist. Je groBer die Bruoh
festigkeit, um so groBer muB wohl die Durohbiegung sein, damit die 
Randspannung die Bruohfestigkeit ubersohreitet; die GroBe der Kniok
last P bleibt aber davon unbeeinfluBt, da, wie wir gesehen haben, 
die duroh Gl. (9) bestimmte Kraft jede beliebige Durohbiegung er
zeugen kann. 

Fur das Sohlankheitsverhaltnis ~- = 0 ergibt die Eulergleiohung 
t 

nioht ~ = 0 B (Bruohfestigkeit), sondern ~ = 00. Dies bedeutet, daB 

ein Druokstab von unendlioh kleiner Lange sioh nioht durohbiegt, 
auoh wenn die Kraft P unendlioh groB wird, was offenbar zutrifft. 

Fur kleine Werte + liefert die Eulergleiohung ~; - Werte, die 

weit jenseits ,des im allgemeinen als Druokfestigkeit angenommenen 

werts liegen (fiir + = 50 wird !'; '" 8400 ); die Formel ist eben nur 

so lange giiltig, als die Spannung unterhalb der Elastizitatsgrenze bleibt. 

Die Eulergleiohung darf deshalb nur fiir solohe -!--Werte benutzt wer-
t 

den, wo sie Knioklasten liefert, infolge deren die Spannungen im ela
stisohen Bereioh bleiben. Fur holzerne Druckstabe kommt sie also 
i. A. nioht in Betracht. '0 

Bezeichnet man mit 0' die mittlere Druokspannung des Euler
stabes, so kann man sohreiben 

, ;n;2·E·J 
PK=o·F=--

l" ' 

woraus die Verkurzung des Stabes folgt 

was besagt, daB die elastisohe Verkurzung des Eulerstabes unabhangig 
von dem Material und abhangig nur von den Abmessungen ist, was 
zweifellos unmoglioh ist. 

Trotz dieser unleugbaren Widerspruche hat die Eulergleiohung viele 
Anhanger, namentlich in Europa, gefunden. Tetmajer sagte von ihr, 
daB ihre Anwendbarkeit unwiderlegbar bei zentrisoher Belastung 
innerhalb des elastischen Bereiohes erwiesen sei. Auf der anderen 
Seite hat die Eulergleichung auch in Europa Widerspruoh gefunden. 
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Professor Vierendeel von del' Lowener Universitat weist haupt
sachlich auf den Widerspruch hin, wonach ein Druckstab von einer 
Kraft verbogen wird, ohne sich zu verbiegen, und sagt dann weiter, 
daB die Eulergleichung stets die Ingenieure wenig befriedigt habe, 
und zwar hauptsachlich entwerfende Ingenieure, die auch die Ver
antwortung fUr ihre Konstruktionen tragen miissen. Denjenigen, 
die die Gleichung unter del' Begriindung halten, daB irgendwelche 
Material- odeI' Konstruktionsfehler von vornherein eine Biegung ver
ursachen, zeigt er, daB sie nur einen anderen logischen Fehler be· 
gehen, indem sie annehmen, daB irgendeine, irgendwelchen Gesetz
maBigkeiten nicht unterworfene Ursache (jene oben genannten Fehler) 
einem Gesetz gehorchen konne, das mathematisch formuliert ist. 
Vierendeel kritisiert ebenfalls die Rankine'sche Formel, schlagt 
abel' letzten Endes eine Knickformel VOl', die sich del' Rankineschen 

Form sehr niihert. Die Eulergleichung ist in Amerika fiir groBe.!,.-Werte 
~ 

im allgemeinen in Anwendung, jedoch nicht fUr die praktisch haufig 
,)orkommenden Schlankheitsverhaltnisse. 

17. Die Formeln von Euler und Rankine. 

Die Eulergleichung kann in einer anderen Weise verwendet 
werden, so daB sie schlieBlich zu einem del' Rankine'schen Formel 
ahnlichen Ausdruck fiihrt. Man geht von dem Gedanken aus, daB die 
GroBtspannung in irgendeinem Querschnitt eines gebogenen Druck
stabes sich aus del' Biegungsrandspannung und del' gleichmaBig ver
teilten N ormaIspannung durch die N ormalkraft zusammensetzt, odeI' 

+ PI 
0p 0b = F T abo 

Die Aufgabe ist, 0b zu finden. G1. (9) ist lediglich mit Riicksicht auf 
die Biegung abgeleitet und nimmt auf die Gesamtspannungen keine 
Riicksicht, sondern liefert nul' die groBte Druckkraft, die del' Druck
stab ertragt, ohne sich zu verbiegen, bzw. die er ertragt, wenn er 
durch eine nachher wieder zu entfernende Querkraft verbogen wird. 
Setzt man ein 

worin e die del' Biegungsspannung 0b zugeordnete spezifische Langen
anderung bedeutet, so wird G1. (9) zu 

;n;2·E·J Q (Jb·J 
PK = -Z-2- = Tl" ·-';'7,2' 

PE·c·Z' 
Ob=~' 
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oder 

(16) ab t2 • 

1+ n".E· i2 

G1. (16) hat die gleiche Form wie die Rankine'sche Gleichung mit 

dem Unterschiede, daB der Koeffizient von ~: variabel und zwar eine 
~ 

Funktion von 0b ,also von P, ist. Dieses Ergebnis stimmt mit den 
Ausfiihrungen des Abschn.11 dieses Kapitels iiberein und wiirde un
seres Ermessens eine den wirklichen VerhiUtnissen mehr entsprechende 
Form der Euler-Gl«:lichung £iir gebogene Druckstabe darstellen. Eine 
M6glichkeit, 0b zu errechnen, gibt die Gleichung allerdings auch nicht. 

18. Knickgleichung von Merriman. 
Professor Merriman leitet in der Zeitschrift "Engineering News" 

Juli 1894 eine Knickgleichung ab, die der G1. (16) im Aufbau ent
spricht. 

Bezeiohnet man ~ = y, + = x, so nimmt die Rankine'sohe Gleiohung die 

Form an 

und die Eulergleiohung 
n·n2 ·E 

y=~. 

Beriihren sioh die beiden Kurven in irgendeinem Punkte (x, y), so muB der 

Differentialquotient ~; an jenem Punkte fiir beide Kurven den gleiohen Wert 

haben. 
Fiir die Rankine'sohe Gleiohung: 

dy 2oB ·c·x 
dx - (1 + C'X2)2 . 

Fiir die Eulergleiohung: 

dy 2nn2 ·E 
dx X3 

Setzt man die beiden reohten Seiten gleioh, so erhiilt man x = 00 und c =.- a: E ; 
n·n· 

es folgt daraus, daB die Eulerkurve und die Rankine'sche Kurve sioh im Un
endliohen beriihren, und daB die Gleiohung dieser Rankine'sohen Kurve lautet 

PK aB 

F aB l2 ' 1+--.-
n.n2 .E i2 

fiir den idealen Gelenkstab ist n = 1 , 
fiir den idealen beiderseits eingespannten Stab ist n = 4, 
fUr den idealen einerseits gelenkig gelagerten, andererseits fest eingespann-

ten Stab ist n = ~ . 
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19. Vergleich der wichtigsten Knickgleichungen. 
Die wichtigsten Knickgleichungen sind: 

PE O"B (5) Y --1-9 ' 

1 +e i 9 

Rankine: 

PE -n;9·E 
(9) F -1-9 -Eulergleichung: 

i 9 

Geradliniengesetz : P; =OB- k .+, (12) 

Parabelgesetz: 
PE 19 

-F- = °B - k· i2· (14) 

Die Rankine'sche Gleichung hat wie aile auf der Biegungstheorie 
aufgebauten Gleichungen die Giiltigkeit des Hooke'schen Gesetzes und 
lineare Spannungsverteilung zur Voraussetzung. AuBerdem hat sie nur 
noch die Voraussetzung, daB' y·v = c·l 2 ist. Wir haben gesehen, daB 
c keine Konstante sein kann, sondern mit P veranderlich sein muB. 
Es ist schwierig, dieses Gesetz mathematisch einzufiihren, aber diese 
Abhangigkeit des Wertes c von P muB im Auge behalten werden. In 
den iiblichen Formen (Gl. (5)) mit c = konst. oder y unabhangig von 
P liegt ihr der gleiche Denkfehler zugrunde, wie er bei der Euler
gleichung besprochen ist. Die Gleichung ist nur innerhalb des elasti
schen Bereiches brauchbar. 

Wie bereits besprochen, gilt die Eulergleichung nur innerhalb des 
elastischen Bereiches und ergibt den Hochstwert von P, bei dem der 
Druckstab noch gerade bleibt. Sie sagt nichts aus fiber die Verhalt
nisse in einem gebogenen Druckstab und iiber die groBte Rand
spannung, ist also nicht verwendbar bei der Untersuchung eines der 
Einwirkung einer N ormalkraft und eines Biegungsmomentes ausgesetzten 
Stabes. Die Rankine'sche Gleichung ergibt dagegen die groBte Rand
spannung als Abhangige von zwei Einfliissen, dem der N ormalkraft 

und dem des Biegungsmomentes; fiir + = 0 wird ~ = 0B, sie hat da

her einen groBeren Geltungsbereich. 

Das Geradliniengesetz liefert die groBte Spannung wie die Ran
kine'sche Formel in zwei Ausdriicken; der den EinfluB des Biegungs-

momentes angebende Ausdruck, ~, ist jedoch unabhangig von P, was 
t 

offensichtlich falsch ist. Zweifellos kann ein Druckstab nach dieser 
Formel sicher dimensioniert werden, aber infolge dieses FehIers ist 
die Formel nioht geeignet, Spannungsuntersuohungen unter Beriick
sichtigung des Biegungsmomentes durchzufiihren. Es konnte ein-

gewandt werden, daB der Ausdruck k: 1 sioh mit P andert, weil 
t 

i um so groBer wird, je groBer P ist; dieses fiihrt zu dem 
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Ergebnis, daB mit zunehmendem P del' Ausdruck k:l abnimmt. 
2 

Diese Beziehung findet sich in del' Rankine'schen Gleichung ebenfalls 
und sagt nur aus, daB ein fUr eine groBere Druckkraft berechneter 
Druckstab widerstandsfahiger gegen zusatzIiche Biegung ist als ein fiir 
eine geringere Last berechneter Druckstab. 

Die gleichen Bemerkungen gelten auch fiir das Parabelgesetz. 
Weitere Schwierigkeiten ergeben sich, wenn wir die Werte 0, C 

und k untersuchen, was spateI' geschehen soIl. Offenbar jedoch kann 
keine der genannten Gleichungen voll befriedigen; aIle wurden und werden 
benutzt: die Euler'sche Gleichung hauptsachIich im festlandischen Europa 
und z. T. in England, die Rankine'sche Formel in England und in 
Amerika, wahrend das Geradliniengesetz hauptsachlich in Amerika eine 
groBe Verbreitung gefunden hat, besonders nachdem es von del' "Ame
rican Railway Engineering Association" angenommen war. Das Parabel
gesetz ist wenig verwendet worden, obwohl es auf Grund von Ver
suchen von dem "Committee of the A. R. E. A." empfohlen wurde. 

Das Knickproblem gehort zu den strittigsten Fragen der Festig
keitslehre, und del' Verfasser ist del' Ansicht, daB die schwachen Stellen 
in Ingenieurbauwerken in der Regel die Druckstabe sind. 

20. Der Verfasser bevorzugt die Rankine'sche Formel, 

und zwar aus folgenden Grunden: 
1. Die Formel bringt getrennt den EinfluB del' N ormalkraft und 

den EinfluB des Biegungsmomentes. 

2. Fur das Schlankheitsverhaltnis ~ = 0 ergibt sich P = 0· F 
2 

(dieserZusammenhang erscheint auch in dem GeradIiniengesetz und in 
dem Parabelgesetz, wahrend die Eulersche Formel fur diesen Fall 
P = 00 ergibt.) 

3. Die Formel erscheint auBerordentlich brauchbar fur praktisch 
vorkommende, nicht ideale Falle, wie z. B. Stege oder Gurtplatten odeI' 
Winkel von Blechtragern. 

Die Euler'sche Formel erklart die Knicklast PK unabhangig von 
der Durchbiegung. Das Geradlinien- und das Parabelgesetz ergeben den 
Ausdruck fUr 0b nur insoweit abhangig von P, als mit groBer wer-

dendem i del' die Biegungsrandspannung darstellende Ausdruck k:l 
2 

bzw. ~:- kleiner wird, was offenbar nicht richtig sein kann. Der wesent-
2 

Iiche del' Rankine'schen Formel anhaftende Fehler erscheint dem Ver
fasser der zu sein, daB del' Faktor c unabhangig von P ist. 

Ais sich der Verfasser im Jahre 1923 im Auftrage des "American 
Institute of Steel Construction" an del' Aufstellung von RichtIinien fiir 
Eisenbauten beteiligte, begriindete er den Vorschlag, die Rankine'sche 
Formel zu benutzen, wie folgt: 
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.An eine 'Gleichung fiir Druckstabe muB man die .Anforderung stellen, daB 
sie die graBte Randspannung durch Druck und Biegung liefert; eine Formel fiir 
Druckstiibe darf nicht an der Tatsache voriibergehen, daB sich der Stab ver
biegt. Der allgemeine .Aufbau muB sein 

_ PK PK'Y1' V1 _ PK+PK"Y1' V1 
(JB-F+--J~-F -F.i2 ' 

oder 
PK 

F 1+ Y1 ' V1 
i2 

Diese Gleichung ist innerhalb des elastischen Bereiches unbedingt korrekt, sofem 
die Biegungstheorie giiltig ist. Ihrer .Anwendung steht jedoch entgegen, daB Yl 
unbekannt ist. 

Rankine nimmt folgenden Zusammenhang an: 

Yl·v,=c·l2 , 

worin c eine Materialkonstante ist. Die Bedingung der Homogenitat der 
Gleichung ist erfiillt. WiF wollen diese Gleichung diskutieren: Es ist plausibel, 
daB mit wachsendem V1 , aile anderen .Abmessungen konstant vorausgesetzt, 
Y1 abnimmt; es ist weiterhin plausibel, daB mit zunehmender Lange, aile iibrigen 
.Abmessungen wieder konstant angenommen, der Wert Y. schneller wachsen 
muB ala l. Rankine nimmt den Exponenten von l mit 2 an: Es erscheint 
miiBig, diesen Zahlenwert zum Gegenstand eines wissenschaftlichen Streites zu 
machen. 

Hiermit nimmt die Rankine'sche Formel die Gestalt an 

(JB 
--j2' 
l+clT 

Die Gleichung enthalt eine ofl'enbare Unstimmigkeit: Es muB namlich Yl mit 
P wachsen, d. h. c kann keine Konstante sein, sondem muB mit zunehmendem P 
ebenfalls zunehmen. Fiir den praktischen Gebrauch erscheint die Vemach
lassigung der .Abhangigkeit des Wertes c von P zuIassig, zumal das Gesetz der 
.Abhangigkeit unbekannt ist. 

oder 

Das Geradliniengesetz lautet: 

(JB = PK+k . .i 
F i' 

Der .Ausdruck k.! ist der durch die Biegung hervorgerufene Spannungs
~ 

anteil der Randfaser oder 

Diese Gleichung ist nicht homogen. Die linke Seite ist dimensionslos, die rechte 
Seite hat die Dimension kg/em2 • 

Ferner ergibt sich 

k·l·F·i 
Yl = PK'Vl • 

Danaoh wachst Yl mit F und i und nimmt mit P ab, Ergebnisse, deren 
Unriohtigkeit auf der Hand liegt. 
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Das Geradliniengesetz ist also rein empirischer Natur und kann nicht den 
Anspruch erheben, eine physikalische GesetzmiiBigkeit auszusprechen. Das gleiche 
gilt von dem Parabelgesetz. 

Die Rankine'sche Formel scheint den tatsiichlichen Verhiiltnissen am besten 
gerecht zu werden. Die Biegungsspannungen werden beriicksichtigt. 

Das Gemdliniengesetz und das Pambelgesetz sind vielfach durch Versuche 
bestatigt worden so gut wie die Rankine'sche Formel; das beweist jedoch noch 
nichts, da viele Versuche ungenau angelegt und durchgefiihrt sind und die Er
gebnisse einander oft widersprechen. Wir miissen eine Formel verlangen, deren 
Aufbau wissenschaftlich befriedigt. 

Das Geradliniengesetz und das Parabelgesetz konnen aus den oben ge
nannten Griinden nicht fiir wissenschaftliche Untersuchungen beniitzt werden, 
die dem Verhalten von Druckgliedern allgemein nachgehen wollen, z. B. von 
Flanschen von Walzprofilenoder vonStegen von Blechtrageru usw. Die Rankine'sche 
Gleichung ist indessen sehr wohl fiir derartige Untersuchungen brauchbar. 

Es wird aus allen diesen Erwiigungen empfohlen, die Rankine'sche Gleichung 
zu verwenden, zumal ihre Anwendung nicht schwieriger ist als die irgendeiner 
andern Formel. 

Fiir groBe Schlankheitsgrade ~ ist die Euler-Gleichung zu empfehlen; diese 
t 

groBen Schlankheitsgrade kommen indes praktisch selten vor. 

21. Beziehungen zwischen den Konstanten in den einzelnen 
Knickgleichungen. 

Flir ideal gelagerte Druckstabe sind die Konstanten, d. h. die 
.. l l2 n"·E 

Faktoren der Ausdrucke --;- bzw. ~2 bzw. ~l2 (Euler) der verschie-
t t 

1,2 
denen Knickgleichungen in der folgenden Tabelle zusammengestellt, wobei 
die gleiche zuliissige Spannung flir alle Gleichungen zugrunde gelegt ist. 

I Koeffizient 

I dw W''''" Gerad- n~·E 

Art des Druckstabes Rankine linien- Parabel- -,;- in der 

gesetz 
gesetz __ 

i2 
I I Euler-
I Gleichung 

a) Idealer Gelenkstab C k k 1 
b) Idealer beiders. eingesp. Druck- c k k stab. 2 4 
c) Idealer einerseits fest eingesp., 4 4 

anders. gel. gelag. Stab; das 
Stabende kann seitlich nicht 4 ~k i:. k ausweichen. . . . . . . . .1 1)c 3 9 

2,25 

d) Wie unter c), jedoch mit seit-
2k 4k 0,25 lich verschieblichem Stabende . 4c 

22. Der ideal gelagerte Druckstab kommt praktisch nicht vor. 
Bei dem Gelenkstab leistet die Reibung zwischen Bolzen und 

Bolzenloch der Verdrehung der Stabenden Widerstand, so daB hier-
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durch der Stab teilweise eingespannt ist. Das durch die Reibung er
zeugte Moment nimmt mit fehlender oder mangelhafter Schmierung 
und mit zunehmendem Bolzendurehmesser zu. Ein Druckstab mit 
ebenen Endquerschnitten kann als ein Gelenkstab mit unendlich gro.Bem 
Bolzendurchmesser betrachtet werden. Wir haben in Abschn. 3 den 
Mindestwert des Reibungsmomentes zu M = 1,27 p. [t·r bestimmt 
unter der V oraussetzung gleitender Reibung. N ehmen wir fiir eine 
ungeschmierte Gelenkverbindung ein [t = 0,25 an, so wird M =0,32 p. r. 
Es bietet ein gewisses Interesse, zu untersuchen, wie gro.B der Bolzen
durchmesser eines Gelenkstabes sein mu.B, um praktisch eine Drehung 
der Stabenden zu verhindern: 

Nach der Rankine'schen Formel ist die Durchbiegung eines ge· 
lenkig gelagerten Druckstabes von der Lange 1 

c ·l2 
YI=v' 

1 

und nach Abb. 377 d ist die Durchbiegung eines beiderseits fest ein
gespannten Druckstabes von der Lange 1 doppelt so gro.B als die 

Durchbiegung eines Gelenkstabes von der Lange {. Es wird damit 

das Einspannmoment eines fest eingespannten Druckstabes 

p.Yi _ P·c·l2 

2 - 4.v1 • 

Setzt man diesen Wert dem Reibungsmoment mit [t = 0,25 gleich, 
so erhalt man 

P·c·l2 

032P'1"=---, 4,v1 ' 

1 
oder unter Verwendung des Wertes 3" anstatt 0,32 

3 c·l2 

r=-·- (17) 4 Vi' 

Nimmt man fiir Gelenkstabe an 
1 

c = 9000' 
so erhalt man 

l2 
r=~~-" 

12000'VI 

Fiir einen 10 m langen Druckstab z. B. wird mit VI = 15 em 

1000·1000 
1" = 12000.15 R:j 5,6 cm. 

Danach wiirde also mit den obigen Annahmen ein Bolzen mit einem 
Durchmesser von 11,2 em geniigen, urn dies en Stab an beiden Enden 
fest einzuspannen. Es ist eben notwendig, das Gelenk gut zu schmieren, 
falls man praktisch eine Gelenkwirkung erzielen" will. 1m allgemeinen 
werden Bolzen und Bolzenloch vor der Montage mit Talg eingefettet, 
um die Montage zu erleichtern und einen gewissen Rostschutz zu er-
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reichen; in den weitaus meisten Failen ist jedoch spater eine Schmie
rung nicht mehr moglich. Die StoBe, die Erschiitterungen und die 
Lastwiederholungen eines fahrenden Eisenbahnzuges konnen trotzdem 
eine gewisse Drehung der Stabenden einer Eisenbahnbriicke bewirken; 
es wird jedoch ein Teil dieser Verdrehung zuriickbleiben, nachdem 
der Zug die Brocke verlassen hat, wodurch in das unbelastete Bau
werk Spannungen hineinkommen, die das entgegengesetzte V orzeichen 
der Spannungen haben, die die gleiche Brocke mit steifen Knoten
punkten bei Belastung aufzunehmen hatte. 

Ebenso unmoglich ist es, den idealen beiderseits eingespannten 
Druckstab praktisch zu konstruieren. Selbst die steifste Einspannung 
wird etwas nachgeben und eine gewisse Verdrehung in den Stabenden 
zulassen. Hinzu kommt, daB die Enden eines belasteten Druckstabes 
in den meisten praktischen Failen Verdrehungen und Verschiebungen 
derart erfahren, daB die Stabachse zu einer raumlichen Kurve de
formiert wird, und schlieBlich greifen die Krafte fast immer mit einer 
gewissen Exzentrizitat an, wodurch die Unsicherheit der Rechnung 
vergroBert wird. 

Man kann also zusammenfassend sagen, daB selbst eine theoretisch 
streng richtige Knickformel fUr die praktisch vorkommenden Druck
stabe unrichtige Resultate liefern muB. Es ist eben unmoglich, die 
tatsachlichen Lagerungsbedingungen richtig zu erfassen. Es muB weiter 
darauf hingewiesen werden, um die Knickversuche im Laboratorium 
richtig zu beurteilen, daB der Versuch stets unter anderen Bedingun
gen durchgefiihrt wird, als die sind, denen der im Zusammenhang 
eines Bauwerks befindliche Druckstab ausgesetzt ist: In der Priif
maschine sind die Druckkrafte P die einzigen auf den Stab wirken
den auBeren Krafte, wahrend infolge der Deformationen des Bau
werkes an den Enden eines eingebauten Druckstabes zusatzliche 
Biegungsmomente eingeleitet werden. 

Man kann deshalb sagen, daB ein eingebauter, gelenkig gelagerter 
Druckstab im allgemeinen eine groBere Knicksicherheit aufweisen wird, 
als ein idealer gelenkig gelagerter Stab. 

Das gleiche gilt von dem Druckstab mit ebenen Stabenden. 

23. Druckstab mit schwach gekriimmter AchseI. 

Ein wesentlicher Unterschied des praktisch vorkommenden Druck
stabes gegeniiber dem idealen Druckstab ist der, daB die Stabachse 
von vornherein eine gewisse Kriimmung aufweist. Die gekriimmte 
Stabachse moge die Form ABC (Abb. 384) haben. Das Verhalten des 
Stabes unter der Einwirkung der beiden Druckkrafte P wird dadurch 
wesentlich beeinfluBt. Er wird, auch abgesehen von der Verkiirzung, 
seine urspriingliche Gestalt nicht beibehalten, bis P den in Gl. (9) be
stimmten Wert erreicht, sondern jede noch so kleine Last erzeugt 

1 "A praotioal Treatise on Bridge Construotion" by T. Claxton Fidler, 
London, Charles Griffin & Co. 
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an jedem Punkt das Biegungsmoment p. y, wodurch die Durchbiegung 
und damit das Biegungsmoment wieder vergroBert werden. Ange
nommen eine Last P verbiegt den Stab zu der Form A 0' B, die ur

yi' 
c' 

Abb.884. 

spriinglich vorhandene Durchbiegung y' sei also um den 
Betmg y" gewachsen, das Biegungsmoment in der Mitte 
betragt dann P'(Yl' + Yl)", und die Linie A 0' B stellt, im 
richtigen MaBstabe gemessen, die Momentenlinie dar. Diese 
Momente erzeugen die elastischen Durchbiegungen y". 

Das Moment der Flache ADO' in bezug auf A stellt 
nun die elastische Durchbiegung y/' dar, oder unter der 
Annahme, daB die Kurve eine Parabel ist, erhalten wir 

II 5 p ( '+ ") l' Y1 = 48 . Y1 Y1 E·J' 

48 Y/' E· J , y/' 
P=-·-~·-. =P-_·_--

5 Y/ + Yt" l2 Y/ + Yl" , 
(18) 

worin P' der durch Gl. (9a) in Abschn.15 angegebene Wert ist. 
Ferner wird 

(19) 

Rieraus geht hervor, daB die elastische Durchbiegung von der Last P 
abhangt; es ist ferner ersichtlich, daB, wenn sich der Wert P dem 

" Werte P' nahert, das Verhaltnis Yl, sehr groB wird, oder mit anderen 
Yl 

Worten, schon ein kleines Y/ den Wert y/, sehr ungiinstig zu beein-
Hussen vermag. 

Es leuchtet damit ein, daB ein praktisch vorkommender Druck
stab, der keine mathematisch gerade Achse und auch nicht vollig 
homogenes Material haben wird, nicht der Euler'schen Gleichung folgen 
kann, wonach er vollig gerade bleiben sollte, bis die Druckkraft einen 

P 
Abb.885. 

gewissen Wert erreicht hat, um sich dann plOtzlich 
sehr stark bis zur Zerstorung zu verbiegen; vielmehr 
wird er sich allmahlich durchbiegen. 

24. Knickfestigkeit bei exzentrisch wirkender 
Belastung. 

An einem idealen Gelenkstab mogen die beiden 
Druckkrafte P parallel zur Stabachse, um das MaB e 
von ihr entfernt, angreifen (Abb.385). Dann ist nach 
Euler 

d2 y P 
-0 = - -~ (e + y) = - m2 (e + y) . 
dx" E·J 

(20) 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung lautet 

y = A·cosmx + B·sinmx - e. (21) 

Die Randbedingungen lauten: 
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dy = 0 
dx 

und 

y=o; 

1 
x=-

2 

und 

x=o, 

A=e; 

x=l 

x = l, y=o 

e = e·cosml + B·sinml; 
B _ e (1 - cos m l) _ t m 1 . 

.. - sinml -eanT' 

1 ~=o x=2"' dx 

ergibt ebenfalls die Konstanten A und B; 

ergibt 

damit wird 

1 
x=2"' 

P "?(y.+e)v. P( eVl llIP) 
0= op + 0b = F + F.i2 = Ii 1 + -72 sec 2" V -jff:J . (22) 

Diese Formel wird von namhaften Fachgelehrten als die brauch
barste bezeichnet. Sie beriicksichtigt die Spannungen aus N ormaldruck 
und Biegung; sie kann nur innerhalb der Elastizit1itsgrenze gelten, da 
der Ausdruck fiir 0b auf dem Hookeschen Gesetz aufgebaut ist. 

Mit der Exzentrizit1it e = 0 wird a = ;, mit andern Werten sieht 

die Formel bei zentrisch angreifender Druckkaft ein Ausbiegen des 
Stabes nicht vor. Wird der Ausdruck 

das bedeutet, daB 

ll/-----P- 3l 

2"VE.J =2' 

n2 ·E·J p = -Z-2- = Euler'sche Knicklast 

wird, so erh1ilt man fiir a einen unbestimmten Ausdruck, wenn e = 0, 
und a = 00, wenn e =1= ° . Die praktische Benutzung der Formel setzt 
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die Kenntnis des Wertes e voraus, was aber in praktischen Fallen 
kaum zutreffen wird. Die Verteidiger dieser oder ahnlich aufgebauter 
Formeln bemiihen sich, die Exzentrizitat zu bestimmen, bei der die 

-f 
I 

I I 
: I 
I I 
: I 
: I I 1 eLe_.lJl , , c, 
: I I 
: r I 
: I I 
, , I : , 
La 

Abb.386. 

Versuchsresultate mit den errechneten Ergebnissen 
iibereinstimmen, oder sie wollen untere und obere Grenz
werte finden. Ein Druckstab vermag wohl mit einer 
Kraft belastet sein, deren Exzentrizitat bekannt ist; 
hierzu k6nnen aber zufallige und unbekannte Exzentrizi
taten kommen, wie im nachsten Abschnitt auseinander
gesetzt werden solI. Wird nun ein Druckstab mit einer 
bekannten Exzentrizitat gepriift (die Exzentrizitat kann 
auch den Wert Null haben), und werden die Durch
biegungen sorgfaltig beobachtet, so verm6chte die For
mel die zufallige Exzentrizitat ergeben, indem man den 
Wert e errechnet, der die beobachteten Durchbiegungen 
verursachen muBte. Systematische Untersuchungendieser 
Art k6nnten vielleicht dahin fiihren, daB man fiir den 
praktischen Gebrauch dieser Formel einen einzufiihren
den Gr6Btwert fiir e erhalt. Dies ist der Gedanken
gang, mit dem diese Formel verfochten wird 1 • 

. In einer wertvollen Abhandlung'.l gibt J. M. Moncrieff eine Knick
formel, die mit einer urspriinglich vorhandenen, zufalligen Exzentrizitat 
arbeitet. Moncrieff benutzt dann die Methode der Momentenfiachen, 
wobei er annimmt, daB die Biegelinie eine Parabel ist. Der Schwer-

punkt der Flache AOD (Abb. 386) liegt im Abstand ~.~ von A. 

Das Biegungsmoment an irgendeinem Punkt ist P (e + y). Die Durch
biegung Y1 ist dargestellt durch das mit P multiplizierte Moment der 
Flache FADE in bezug auf A, dividiert durch E·J, oder 

P·e·1 1 2 1 51 
E·J·Y1 = -2-'4 + 32,P'Y1'16' 

P·[2·e 
.'. Y1 = 5 

8E·J--Pl2 
(j 

(23) 

. (24) 

1 Basquin, O. H.: Journ. West. Soo. of Eng. 1912; Morris, C. T.: Eng. 
News, Nov. 1911. 

2 "The Praotical Column under Central or Eocentrio Loads", Trans. Amer . 
.soc. C. E., vol. XLV, 1901. 
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Hieraus erhiilt man den einem bestimmten Wert Gmax entsprechen
l 

den Wert "7 zu 
~ 

TIT d fU· E . d '111 .6 b W yv er en r , Gmax un is estimmte erte angenommen, so 

liefert G1. (25) den Wert f, der einer gegebenen Spannung 0p = ~ 
entspricht. ;Man kann dann eine Kurve aufzeichnen, die die ; -Werte 

in Abhangigkeit von ..; angibt, die irgendeinem bestimmten 0max und 
~ 

einer gegebenen Exzentrizitat entspreohen. 
Die Werte fUr Gmax und E konnen in befriedigender Weise an

genommen werden, wobei 0max die Festigkeit gedrungener Stabe dar-

stellt, jedooh kann der Wert V~~6 der Willkiir nioht entbehren. Trotz
$ 

dem konnen sehr wohl fUr bestimmte Versuohsserien Werte V~~6 ge-
$ 

funden werden, die eine obere und eine untere Grenze angeben. 
Moncrieff kommt zu dem Ergebnis, daB die untere Grenze der 

Festigkeit eines Druckstabes gegeben ist, wenn v~~ 6 = 0,6 und die 
$ 

'11·6 
obere Grenze bei + = 0,15 erreioht wird; er beanspruoht die Giiltig

. $ 

keit seiner Versuohswerte fUr Sohmiedeeisen, GuBstahl und ver
sohiedene Holzarten 1. 

Exzentrisohe Kraftiibertragung wird vielfaoh auoh naherungsweise 
derart beriioksiohtigt, daB man die Druckkraft mit einem Faktor, 
der groBer ist als Eins, multipliziert und dann mit zentrischem Kraft
angrifI reohnet. (In ahnlioher Weise wird vielfaoh in Deutsohland 
auch ein Druokstab bei zentrisohem Kraftangriff auf Knioken be
reohnet. V gl. z. B. V orsohriften fiir Eisenbauwerke der Deutsohen 
Reiohsbahnges. vom Jahre 1925. D. V.) Es moge ein Stab mit 
exzentrischem KraftanschluB naoh Abb. 386 a naoh dieser Methode 
untersuoht werden. 

Es sei 

P die von dem Trager auf die Stiitze iibertragene Kraft, 

e die Exzentrizitat = v1 ' 

pI die zentrlsch wirkende Ersatzkraft. 

1 tTber Versuche mit Druckstaben aus Winkeleisen, und zwar gelenkig ge
lagerten und solchen mit ebenen Endquerschnitten, vgl. A. H. Stang und 
L. R. Strickenberg: Tech. Paper 218, U. S. Bureau of Standards, 1922. 

Swaln-Mehmel, Festlgkeitslehre.j 33 
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Die Randspannung betragt 
p p 12 p.v 2 

(J = F + li·'c.i2 + P·m + F.i~-· 
Der erste und zweite Ausdruck auf der rechten Seite stellt die 

Rankine'sche Formel dar. Der dritte Ausdruck, p. m, ist die zusatz
liche Spannung, die daher riihrt, daB durch den exzentrischen Kraft-

. angriff die Durchbiegung und damit das Bie
YYl;-->j 

! 

I 
-
0 

:0 
, :0 

I 
:0 
',--

I 

Abb. 386 a. 

gungsmoment vergraBert werden. 
Die durch die Ersatzkraft P' erzeugte 

Randspannung muB der oben ausgedriickten 
gleich sein: 

pI pI 12 . 
a=-F +-F '-'2· 

c·~ 

Setzen wir die beiden rechten Seiten ein
ander gleich, so finden wir 

P' = P(l + F.m.i2~V12). 
i 2 +_ 

c 

Lassen wir die Glieder F· m· i2 und ~ weg, 
c 

woCiurch sich der Wert des Bruches in der 
Klammer wenig andern mage, so erhalten wir 

Nehmen wir z. B. an, die Stiit2ie der Abb. 386a sei ein NP. I- Profil 
mit VI = 15 und i = 11,9, so wird 

P'= 2,58P. 

Solche Koeffizienten von P sind z. B. in dem englischen Hand
buch "Handbook for Structural Steel" von R. A. Skelton and Co. zu
sammengestellt und offenbar nach dieser oder einer ahnlichen Formel 
ausgerechnet. 

Ist die Exzentrizit1it nicht VI' sondern e, so wird 

P' = P (1 + e~~l) . 

25. Vergitterte Druckstabe. 
Ein Druckstab mit einem genieteten Querschnitt, etwa nach 

Abb. 387b, wird wie ein einheitlich gewalzter Querschnitt wirken. 
Besteht der Saulenquerschnitt jedoch aus mehreren Teilen, die nicht 
mittels durchgehender Bleche, sondern nur mittels einzelner Blech
streifen oder einzelner Winkel vergittert, d. h. verbunden sind, so wird 
im allgemeinen die Knicksicherheit geringer sein als die eines ent
sprechenden einteiligen Querschnitts. AuBerdem muB jeder der Einzel
st1ibe fUr sich auf die Lange II (vgl. Abb. 388 und 389) knicksicher sein. 
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Es ist bei dem Entwerfen von vergitterten Druckstaben 
der Grundsatz zu befolgen, daB jeder Einzelstab mit der 

H 
1 

a 

H 
1 

b 
Abb.387. Abb.388. Abb.389. 

Knicklange II die gleiche Knicksicherheit bietet wie der 
Gesamtquerschnitt mit der Knicklange l. 

l 
Haufig wird diese Regel so befolgt, daB der Wert -/:- jedes Einzel-

~1 

stabes mindestens gleich dem Werte -!. gemacht wird. Es ware in-
~ 

dessen verfehlt zu glauben, daB damit dem oben ausgesprochenen 
Grundsatz immer geniigt ware, da die Lagerungsbedingungen der 
Einzelstabe mit der Knicklange II von denen des Gesamtstabes mit 
der Knicklange l sehr verschieden sein konnen. Nimmt man an, daB 
sich die Einzelstabe nach den in Abb. 388 und 389 gezeichneten 
Limen verbiegen, so kann man sagen, daB sich jeder Einzelstab II wie 
ein Gelenkstab verhalt, auch wenn der gesamte Stab etwa beiderseits 
fest eingesp,annt ist. Es muB dann sein: 

(26) 

worin c und C1 die den Lagerungsbedingungen des gesamten Stabes 
bzw. des Einzelstabes entsprechenden Konstanten sind. 

Es moge noch eine weitere Betrachtung iiber mehrteilige Druckstabe 
angestellt werden. 

In der Rankine'schen Formel (Gl. (5)) ist .; die mittlere Druck

spannung und die Randspannung betragt 

0= P(l+~). F C·~2 

Dies gilt fiir einteilige Druckstabe. Es muB jedoch beachtet werden, 
daB bei einem mehrteiligen Stabe diese Gleichung keinen AufschluB 
geben kann iiber die Spannungen innerhalb zweier durch Bindebleche 
gefaBten Stellen eines Einzelstabes. 

33* 
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Wir betrachten z. B. einen aus 2 U-Profilen bestehenden Druck
stab; es moge naherungsweise a' die mittlere Spannung iiber dem 
einen U -Querschnitt sein, es ist dann die GroBtspannung dieses Quer
schnittes, wenn man die Knicklange ll' also eine zwischen 2 Binde
blechen bzw. Diagonalstaben liegende Stablange betrachtet, 

somit wird 

(27) 

llld unter Befriedigung der Gl. (26) wird 
p (] 

71= -( -l2 )2' 1+-.2 c·t 

(27a) 

Entsprechend erhalt man, wenn man in diesem Gedankengang das 
Geradliniengesetz benutzt, 

P l k'·l' 
F=a-k'T-~' (27b) 

Es werden jedoch diese Knickformeln fiir vergitterte Druckstabe 
kaum benutzt. Es moge zum SchluB ·lediglich qualitativ hieriiber aus
gesagt sein, daB auf jeden· Fall die Knicksicherheit eines vergitterten 

r [ [A f ! E3 f-[ 
B'C 

(J J'I n k II 
n!!!iH 

o 
Abb.390. 

s o 
Druckstabes geringer ist, als lmter sonst gleichen Umstanden die eines 
einheitlich ausgebildeten Druckstabes. Es miissen aber haufig aus 
den verschiedensten Griinden gegliederte Druckstabe verwendet werden. 
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26. Querschnittsausbildungen. 

Abb.390 zeigt die am haufigsten angewendeten Querschnitte von 
Druckstaben; Vergitterungen.sind durch gestrichelte Linien angedeutet. 
Sehr groBe Querschnitte sind nicht wiedergegeben, diese werden in 
einem spateren Bande 
behandelt. 

Abb. 391 zeigt einen 
gegliederten Druokstab 
von der Querschnitts
form g mitBolzengelenk. 

Ein. U -Eisen allein 
ist als Druckstab nicht 
zu empfehlen, da das 
Verhaltnis des groBten 
zum kleinsten Triigheits
radius sehr groB ist. 

Abb.391. 

Das Profil c, zwei miteinander vergitterte Winkel, wird haufig benutzt; 
die Quersohnittsausbildung nach d ist jedoch vorzuziehen. Die I- Form 
naoh e oder 0 wird haufig benutzt. Die Quersohnittsausbildungen f, g, 
h und i stellen sohon sohwerere Konstruktionen dar. Der Naohteil 
der Kastenquerschnitte naoh k und list der, daB die Innenseiten unzu
ganglich sind (Rostgefahr!). Der .Querschnitt 8 wurde vor etwa 50 Jahren 
haufig angewendet, namentlich bei der "Phonix Bridge Co.". Rein me
chanisch betraohtet, ist dieses zweifellos der beste Querschnitt, . da 
jedes Querschnittselement weitmoglichst von der Achse entfernt ist; 
seine N aohteile waren einmal die Unzugangliohkeit der Innenseiten, 
und weiterhin die Schwierigkeit, die Knotenpunkte gut auszubilden. 
Ahnliches lieBe sich von der Querschnittsform t sagen, die ebenfalls 
jetzt kaum mehr verwendet wird. 

Verwendet man die Gl. (26) fUr einen naoh c ausgebildeten Druok
stab, so ist der Wert i auf eine Achse .A oder B, der Wert i 1 auf 
eine Aohse 0 zu beziehen. 

27. Brucbfestigkeit bei Druckstaben. 
Der Wert GB in allen Kniokformelnist auf ein Schlankheitsverhaltnis 

l --,- = 0 bezogen. 
~. 

Es besteht nun bei Stahl und Schmiedeeisen, weil es zahe Mate
rialien sind, die Schwierigkeit, eindeutig. einen Wert fUr die Bruoh
festigkeit anzugeben, wenn die Lange des Druckstabes bei endliohem 
Quersohnitt gegen Null geht; jedenfalls ist er sehr groB. Dies ist 
sohon in Kapitel IV auseinandergesetzt. Ein zylindrisoher Druokstab, 
dessen Lange etwa der kleinsten Quersohnittsabmessung gleich ist, 
kann duroh Vberwindung der Scherfestigkeit in einer etwa um 45 0 

gegen die Aohse geneigten Ebene zerstort werden. 
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Hat der Stab von vornherein eine leichte ortliche Kriimmung 
seiner Achse, wie dieses wohl fast stets der Fall sein wird, so tritt 
die groBte Spannung an der hohlen Seite der Kriimmung auf; bei 

JrtJ/cmz 
JOOOr--r--'--'---r--r--,,~~~~,,--r-~--.-~--~ 

jBruc.~st~kl 
6-fl?0 6=\z5w 6 2'ftiS 16~,J1 0 6=3 90 6-.]', ZlAJlI'=z 

2500r-¥+1--+-~~-~r-~~+--4--~--~-+--+-~--~~ 

~~o ~ 'fO ,.-~tr=~t::::=~i-
2000riLt~+-~---r1-~-+--~0~70~--~Z~0¥~C--~2~0~70d-~--~ 

2J20 

I j 
!JM !J8-1. 99-A 

F=1?80cm z F=.]'1'1O cm2 

Abb.392. 

der Dberschreitung der FlieBgrenze vergroBert sich die Durchbiegung, 
wodurch dann sehr haufig die Zerstorung des Stabes erfolgt. 

Ein gedrungener Druckstab, beispielsweise mit ~ unter 20, wird eine 
t 

Bruchfestigkeit erreichen, die durch Ausknicken kaum oder gar nicht be
eintrachtigt ist. Fiir schlanke Stabe ist jedoch ofl'ensichtlich bei einem 

2500 (ZZ50 ( 2250 ( 2180 
o=,Jlfo_ 6l"JO~ 

2000 ....-1- L.--

o 0,05 0 0,05 0 
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t'&JO /t .10 

"'/~ 
'ii~ 
~l 

000 
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Abb.393. 

zahen Material die "wirkliche Bruchfestigkeit" (useful limit point) 
etwa der Streckgrenze gleichzusetzen, jedenfalls nur wenig 
dariiber. Dieser Standpunkt hat sich nunmehr fast allgemein durch
gesetzt. 



Die Kniokfestigkeit in Ahhingigkeit von versohiedenen Einflul3komponenten. 519 

DaB FlieBen des Materials im Druckversuch ist nicht so charak
teristisch, wie daB Strecken im Zugversuch. DaB (J - e-Diagramm des 
Druckversuches hat im allgemeinen die in Abb. 392 und 393 dar
gestellte Form. Das" Committee on Steel Columns of the A. S. C. E." 
bestimmte in seinem Bericht im Jahre 1918, daB die "wirkliche Bruch
festigkeit" etwa dort anzunehmen sei, wo die N eigung der (J - e -Linie 
(die e-Werte auf der Abszisse aufgetragen) den halben Wert der des 
geraden Teils der Kurve hat, daB also die wirkliche Bruchfestigkeit 
etwa durch diesen so bestimmten (J -Wert gegeben sei. Diese Spannung 
liegt etWaB oberhalb der Elastizitatsgrenze. 

28. Die Knickfestigkeit in Abhangigkeit von. verschiedenen 
EinHu8komponenten. 

Die Knickformeln nehmen aIle an, daB, abgesehen von der Ma
terialfestigkeit, nur noch der Schlankheitsgrad eines Druckstabes seine 
Knicksicherheit beeinfiuBt. Dieses ist unrichtig, es sollen im folgenden 
die wichtigsten anderen EinfiuBfaktoren besprochen werden: 

a) Querschnittsform: 

Abb. 390 zeigt eine game Anzahl verschiedener Querschnittsaus
bildungen, und jeder Querschnitt kann Teile verschiedener Starke be
sitzen. Der Bruch geht nun vielfach von ortlichen Ausbeulungen irgend
welcher dunner, weit nach auBen liegender Querschnittsteile aus; so 
konnen 2 Druckstabe mit gleichen Tragheitsradien, gleichen Langen 
und von gleichem Material sehr verschiedene Tragfahigkeiten be
sitzen. Man betrachte z. B. den Querschnitt der Abb.390e; man be
halte die gleiche Querschnittsfiache bei, mache jedoch aIle Blechstarken 
dunner, wodurch notwendigerweise die Abstande der Querschnittsele
mente von der Stabachse vergroBert und folgerichtig der Schlankheits
grad verringertwird. Trotzdem kann, wenn die Schwachung der einzelnen 
Blechstarken sehr weit getrieben wird, die Tragfahigkeit des Druckstabes 
kleiner statt groBer werden. Es ist also die Querschnittsausbildung und 
die Starke der einzelnen Querschnittsteile fUr die Knicksicherheit sehr 
wichtig. Bei den Versuchen des "Committee of the A. S. C. E." wurden 
Querschnitte jeder Form gepriift, die sich jeweils nur durch die ver
schiedenen Blechstarken der Querschnittsteile unterschieden. In der 
uberwiegenden Mehrzahl der FaIle wurden bei gleichem Schlankheitsver
haltnis die Querschnitte mit dickeren Wandungen als die weniger trag
fahigen befunden. Das entgegengesetzte Ergebnis war erwartet worden. 
Man hatte sich bemuht, aHe Versuchsstabe aus dem gleichem Material 
herzusteHen; es war dieses anscheinend auch gelungen, da das dunn 
und dick gewalzte Material beim Zugversuch gute Ubereinstimmungen 
zeigte. Ais man jedoch danach Druckversuche anstellte, fand man, 
daB die Quetschgrenze des dicken Materials betrachtlich niedriger lag, 
alB die des diinnen Materials, und dies war im Einklang mit den Aus
fuhrnngen des Abschnitts 27 offenbar der Grund fur die geringere Wider
standsfahigkeit der starkeren Querschnitte. FUr einen Querschnittstyp 
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1- = 50 lag die durchschnittliche "wirkliche Bruchfestigkeit" fur den 
~ 

dunnwandigen Querschnitt etwa bei 2440 kg!cm2 , fur den dickwandigen 
Querschnitt aber nur bei 1390 kg/cm2, war also um rd. 43% geringer. 
Die Unterschiede waren in dieser GroBe vielleicht noch durch andere 
unerfaBte Einflusse bedingt. Es wird jedoch betont, daB es sich um aus
gesuchtes Material gehandelt hat. Abb. 392 zeigt die (J - e-Diagramme 

von Druckstaben mit ~ = 20, die aus langeren, vorher gepriiften 
~ 

Druckstaben herausgeschnitten worden waren. Abb. 393 zeigt die 
gleichen Versuche mit dem gleichen Material, das jedoch vorher noch 
nicht gepruft war. Die ErhOhung der Quetschgrenze infolge der vor
angegangenen Belastungsversuche ist unverkennbar. Die schweren 
Querschnitte erwiesen sich bei diesen gedrungenen Stab en als wider
standsfahiger als die leichten Querschnitte; sie waren eben zu gedrungen, 
als daB sie hatten ausbiegen konnen. Die Quetschgrenze war jedoch 

Abb. 394. Lokale Zerstiirungen eines Druckstabes. 

niedriger, und dies ist die Spannung, die bei schlanken Druckstaben 
fur die Hohe der Knicksicherheit ausschlaggebend ist, wie die Ver
suche ganz klar ergeben, und die wir oben deshalb die "wirkliche 
Bruchfestigkeit" genannt haben. Der Unterschied zwischen dunn und 
dick gewalztem Material ist ohne Zweifel auf die starkere meohanische 
Durcharbeitung des dunnen Materials wahrend des Walzprozesses zu
ruokzufuhren; es ist jedoch schwierig einzusehen, warum die Zugversuche 
nioht die gleiohen Unterschiede ergaben wie die Druokversuche. Tat
sachlich ergaben jene in den meisten Fallen fUr das diok gewalzte 
Material hohere Streckgrenzen. Der SchluB erscheint evident, daB die 
ubliohen Zugversuohe keinen sioheren MaBstab fUr die Druckfestigkeit 
des Materials geben, und daB die zur Zeit ublichen Walzprozesse kein 
gleichmaBiges Material erzeugen. 

Es ist sehr wiohtig, zu unterscheiden, ob ein Druokstab als ganzer 
zerstort wurde, oder ob es sich lediglich um eine 10k ale Zerstorung, 
von einer lokalen Ausbeulung ausgehend, handelt, wiewohl von einer 
solchen Stelle ausgehend sehr wohl ein volliger Bruch eintreten kann. 
Die Knickgleiohungen vermogen nur uber die Dberschreitung 
der Tragfahigkeit des ganzen Querschnittes etwas auszu-
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sagen. Dieses ist bei vielen Versuchen ubersehen worden. Jeder Ver
sueh muB genau beobachtet und studiert werden; wenn der Bruch von 
einer ortliehen Zerstorung, sei es infolge einer Ausbeulung oder einer 
ortliehen dunnen Quersehnittsausbildung, eriolgt, so kann der Versueh 
niehts uber die Gultigkeit einer Kniekgleiehung aussagen. Ein zu 
Prufungszweeken hergesteliter Druekstab solite, wenn moglieh, so aus
gebildet sein, daB die Tragf1ihigkeit des ganzen Quersehnitts uber
sehritten wird ohne vorherige ortlieh begrenzte Zerstorungen. Man 

Abb. 395. Zerstiirung eines Druckstabes (Z· Eisen). 

geht in dieser Hinsieht ziemlich sieher, wenn man gewisse minimale 
Bleehstarken einhalt, obwohl dureh die versehiedenen physikalisehen 
Eigenschaften von dick und dunn gewalztem Material eine neue Un
sicherheit hineingetragen wird. 

Bei manchen zusammengesetzten Druckstabquersehnitten liegt der 
Schwerpunkt eines Quersehnittsteils in einem gewissen Abstande von 

Abb. 396. Lokale Zerstiirongen eines Drockstabes 

dem Stegblech entfernt; biegt der Steg aus, so nimmt er den exzen
trisch gelegenen Querschnittsteil mit; die Folge ist, daB dessen Trag
fahigkeit bald erschopft ist. Der Schwerpunkt des Teiles a bei dem 
Querschnitt 390r liegt nicht auf dem Stege; der Querschnitt kann nun 
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dadurch zerst6rt werden, daB der Steg nach der bei a gestrichelten Linie 
ausbiegt, das Z -Eisen mitnimmt und dieses dann ausknickt. Dies wird 
namentlich dann erleichtert, wenn die Vergitterung nach der ge
strichelten Linie der Abb. 390 r fehlt. In den Abb. 394-396 sind 
zerst6rte Druckstabe dargestellt. 

Es ist offenaichtlich, daB jeder Querschnittsform eine besondere 
Knickgleichung entsprechen miiBte. Es ist undenkbar, daB eine Glei
chung allen Querschnittsformeln gerecht wird. Dies ist bereits oben 
ausgefiihrt. In der praktischen Rechnung jedoch nimmt man die 
Knicklast als unabhangig von der Querschnittsform an. 

b) Eigenschaften des verwendeten Materials; Streckgrenze; 
Unhomogenitat. 

Es ist bereits oben dariiber gesprochen, daB die Lage der Streck
grenze und damit der "wirklichen Brucbfestigkeit" vielfach ungewiB ist. 
Unhomogenitaten in einem Querschnitt bewirken exzentrische Kraft
angriffe und dadurch Biegungsmomente. 

c) Kriimmungen der urspriinglichen Stabachse. 
Man kann sagen, daB eine gerade Stabachse iiberhaupt nicht vor

kommt. Die stets vorhandenen Kriimmungen jedoch zu beriicksichtigen, 
ware nur durch willkiirliche Annahmen m6glich. 

d) Anfangsspann ungen 

k6nnen durch ungleichmaBiges Abkiihlen oder durch die mechanischen 
Einfliisse des Walzena, Stanzens oder Kaltreckens entstanden sein. Die 
meisten Winkel und U -Eisen miissen kalt gereckt werden. Wird eine 
Nietreihe in einen Winkelschenkel oder in einen Winkelflansch eines 
lJ -Eisens hineingestanzt, so wird das Material dieses Flansches durch 
den seitlichen Druck in der Richtung der Nietreihe gedehnt, d. h. der 
Stab erhalt eine gekriimmte Achse. 

Beim Kaltrecken wird das Material iiber die Streckgrenze hinaus 
beansprucht, und zwar auf Druck sowohl wie auf Zug, so daB es nach 
dem StreckprozeB unter der Einwirkung von Anfangsspannungen steht: 
in den gestreckten Fasern bleiben Druckspannungen, in den gestauchten 
Fasern bleiben Zugspannungen zuriick. Beachtet man ferner, daB durch 
das Kaltstrecken die Druckelastizitatsgrenze gesenkt wird, so ist die 
Widerstandfahigkeit der kaltgestreckten Fasern auBer durch die An
fangsdruckspannungen auch noch durch diese Veranderung der elasti
schen Eigenschaften geschwacht. Dies ist freilich rechnerisch sehr schwer 
zu erfassen. 

e) Lagerungs b edingungen. 
Auf die Unsicherheiten betr. die Annahme der Lagerungsbedin

gungen ist schon wiederholt hingewiesen. In den Gelenken k6nnen 
Reibungskrafte auftreten, die ebenen Endquerschnitte k6nnen nicht 
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genau senkreoht zur Stabaohse gesohnitten sein, die angreifenden Druok
krafte konnen unbeabsiohtigt exzentrisoh angreifen, alles dies bedingt 
exzentrisohe Kraftwirkungen, iiber die man niohts Sioheres weiB. 

f) Ausfiihrung. 

Die Ausfiihrung kann gut oder sohleoht sein. Die Nieten konnen 
z. B. die Niet160her nioht genau ausfiillen, duroh ungenaue Arbeit 
konnen bei der Montage erhebliohe Montagespannungen auftreten 
u. a.m. 

29. Knickversuche. 
Der Anfanger, der einwandfreie GesetzmaBigkeiten suoht, wird also 

nioht ohne Enttausohung Beriohte iiber Kniokversuohe lesen. 1m fol
genden moge ein Auszug aus einem lehrreiohen Berioht von James 
Christie 1 wiedergegeben werden. Christie maohte umfangreiohe 
Versuohe mit Druokstaben unter versohiedenen Lagerungsbedingungen 
(gelenkig gelagert, beiderseits fest eingespannt, ebene Endquersohnitte 
uud runde Stabenden). 

" ... Es wurde jede nur denkbare Vorsicht und Sorgfalt angewendet, und 
die Streuung in den Versuchsergebnissen scheint ihren Grund in unvermeid
lichen und unkontrollierbaren UnregelmaBigkeiten in dem Kraftangriff, in der 
Lagerung und Ausbildung der Stabe zu haben. Ganz geringe Verschiebungen 
des Kraftangriffspunktes hatten groBeren EinfluB auf die Widerstandsfahigkeit 
der Stabe, als wir erwarteten. 

Die Erfahrung hatte gelehrt, daB die Ergebnisse von einigen wenig en Ver
suchen nicht zu sicheren SchluBfolgerungen berechtigen; es wurde deshalb be
schlossen, so viele Versuche zu machen, daB man mit hinreichender Sicherheit 
obere und untere Grenzen feststellen und brauchbare Mittelwerte erbalten konnte. 
Aus nicht immer durchsichtigen Grilnden streuteneinzelne Versuche manchmal 
abnorm nach oben oder nach unten; es kann jedoch kamn bezweifelt werden, 
daB die Ursache geringer Tragfahigkeit meist im exzentrischen Kraftangriff zu 
suchen war ..... " 

Es mogen in diesem Zusammenhang einige bemerkenswerte Beob
aohtungen mitgeteilt werden. Die groBte Tragfahigkeit wurde duroh
aus nioht immer erreioht, wenn die Krafte genau in der geometrisohen 
Stabaohse angriffen, eine Versuohsbedingung, die sioh bei gut aus
gefiihrten Gelenkstaben verhaltnismaBig sioher feststellen laBt. Diese 
auffallende Ersoheinung war offenbar so zu erklaren, daB die Stab
achse eine andere als die angenommene gerade Form hatte, oder daB 
infolge von Dnhomogenitaten im Material die wirkliohe Lage der 
Stabaohse von der rechnerisohen abwioh. Die betreffenden Versuohs
werte finden sioh in dem oben bezeichneten Berioht. 

Druckstabe mit groBem Sohlankheitsgrad konnten bis an die Grenze 
ihrer Tragfahigkeit belastet werden, ohne daB die Tragfahigkeit bei 
spateren Versuohen darum geringer gewesen ware. Sie konnten be
liebig oft bis zu jener Grenze beanspruoht werden, ohne daB eine 
Verminderung ihrer Widerstandsfahigkeit festzustellen gewesen ware. 

1 Trans. Amer. Soc. Civ. Eng. vol. VIII, p. 85. 1884. 
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Das Verhalten der Gelenkstabe bei Uberschreitung der Knicklast 
war bemerkenswert. Griff die Kraft zentrisch an, so verbog sich der 
Stab bis kurz vor der Knicklast nur wenig, so daB die Deformation 
im wesentlichen nur in der Mitte, eine Verdrehung an den Auflagern 
jedoch kaum zu beobachten war. Die Verdrehung erfolgte aber plotz
lich und stark, wenn die Knicklast erreicht war. Je kleiner der Gelenk
bolzen, um so beweglicher war schon vor der Knicklast das Stabende. 
Die GroBe des Bolzens war von groBer Bedeutung auf die Knicklast, 
ebenso war es wichtig, daB er genau paBte. (Ein Zeichen, daB stets 
Reibung zwischen Loch und Bolzen wirkte.) 

Das Verhalten des Gelenkstabes, was seine Deformationen 
angeht, ahnelte nicht selten mehr dem eines eingespannten 
Stabes, wahrend sich die Enden des Stabes mit ebenen End
querschnitten nur dann bis zum Bruch nicht verdrehten, 
wenn der Stab gedrungen war. Die Enden eines schlanken 
Stabes mit ebenen Endquerschnitten verdrehten sich schon 
bei Belastungen, die wesentlich unterhalb der Knicklast 
lagen. Am sichersten waren Einspannmomente ausgeschaltet 
bei Stab en mit runden Enden, und folgerichtig war ihre Trag
fahigkeit am geringsten. 

Wenn die Stabachse genau gerade war und die Krafte 
zentrisch angriffen, erwiesen sich Gelenkstabe gleich knick
sicher wie Stabe mit ebenen Endquerschnitten. Die Hochst
werte der Tragfahigkeit lagen sogar bei Gelenkstaben hoher 
als bei Stab en mit ebenen Endquerschnitten. Dieses Er
gebnis kehrte so regelmaBig wieder, daB eine GesetzmaBig
keit unverkennbar ist. 

Der niederste Wert fUr die Tragfahigkeit von Gelenk
stab en lag ungefahr bei dem Mittelwert der Stabe mit run
den Enden. 

Folgende Versuchsergebnisse sollen diese Uberlegungen beleuchten: 
Es wurden zwei Stabe, Winkelquerschnitte 21/'./,/2 1/,/,/9/3,/" jeder 

5' 4 1 h6" lang, aus dem gleichen Trager herausgeschnitten und gepriift. 
Die Druckbacken der Maschine waren gelenkig gelagert, und zwar 
betrug der Durchmesser der Kugelgelenke einmal 2 ", das andere Mal 
1". 1m ersten Fall betrug die Knicklast 36560 lbs, das andere Mal 
24010 lbs. 

Die gleichen Stabe wurden dann kalt wieder gerade gebogen und 
wieder gepriift derart, daB sie jeder in der andern Maschine einge
spannt wurden. Man erhielt bei dem 2 -zolligen Kugelgelenk eine 
Knicklast von 36500 lbs, bei dem einzolligen Gelenk eine solche von 
17500, womit der Beweis erbracht war, daB lediglich die Verschie
denheit der Durchmesser der Kugelgelenke die Knicklasten beider 
Stabe beeinfluBt hatte. 

Ferner wurde ein Stab L 2"/2"/5/16", 8' 3 1 / 8" lang gepriift. Knick
last bei 1-zolligen Gelenk und zentrischer Belastung 4500 lbs, bei 
gleichem Gelenk und einer Exzentrizitat von 0,08" betrug die Knick
last 8100 Ibs. 
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Weiter findet sich z. B. folgende Versuchsserie mit widerspruchs
vollen Ergebnissen 

l 
-;- = 103, l"-Gelenk; Knickspannung 38600 Ibs/in2 , 
~ 

-.; = 105, l"-Gelenk; Knickspannung 36250 Ibs/in2, 
~ . 

-.; = 110, l"-Gelenk; Knickspannung 15826 Ibs/in2 , 
~ 

l --;- = 119, l"-Gelenk; Knickspannung 38600 Ibs/in2 • 
~ 

Am geringsten war die Streuung der Versuchsergebnisse bei 
L-Staben mit runden Enden; haufig jedoch wurden diese so abgeplattet, 
daB hierdurch die Knickfestigkeit wahrscheinlich gehoben wurde. 

Altere amerikanische Untersuchungen (1881) sind die von T. C. 
Clarke!, die sich hauptsachlich auf die Querschnittsform Abb.3905 
erstreckten. Durchmesser d=8,04", F=12 in2, Blechstarke (}=5/1/,. 

Die Lange variierte von 8" bis zu 28'. Lagerungsbedingung: ebene 
Endquerschnitte. Bouscaren fand, daB sich die Versuchsergebnisse 
gut durch die Formel darstellen lieBen 

Pg 38000 (. lb /. 2) 71-::- 1 19 m Sill. 

1 + 100000 . i2 

(28) 

Merriman fand fiir Kreisprofile mit l> 12d die Formel 

Pg 37200 
71= 1 zg' 

1 + 158000 . i2 

(29) 

Clarke sagt dann weiter: . 
,,- - - Bemerkenswert war das Verhalten der Stabe, als Durch

biegungen aufzutreten begannen. Die Tragfahigkeit nahm allmii.hlich 
ab; selbst als die Durchbiegung mehrere Zoll betrug, war noch immer 
eine betrii.chtliche Tragfahigkeit vorhanden. Ganzlich verschieden hier
von war das Verhalten von vergitterten Druckstaben. Diese knickten 
plotzlich ohne bemerkenswerte vorherige Durchbiegungen aus, womit 
dann ihre Tragfahigkeit beinahe ganzlich erschOpft war - - -." 

Ferner sei hingewiesen auf die sorgfaltig durchgefiihrten und klar 
beschriebenen Versuche von Bouscaren 2, die er in Verbindung mit 
der Cincinnati Southern Railway an 43 schmiedeeisernen Drucksmben 
durchfiihrte. Er kommt zu dem SchluB, daB die Rankine'sche Formel 
der Gordon'schen vorzuziehen sei. 

Die Versuche von Christie 3 (vgl. oben) erstreckten sich auf 
Druckstabe aus Schmiedeeisen und Stahl; die Lagerungsbedingungen 
waren: beiderseits gelenkig gelagert, beiderseits fest eingespannt, 

1 Trans. Amer. Soo. C. E., vol. XI, p. 1-120. 1882. 
2 Trans. Amer. Soo. C. E., vol. IX. p. 447. 1880. 
3 Trans. Amer. Soo. C. E., vol. XIII. 1884. 
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ebene und runde Endquerschnitte. Bei SchlankheitsverhaJtrrissen von 

+ <20 zeigte sich die Knickfestigkeit von der Lagerungsbedingung 

unabhangig. Mit steigendem -!- nahm die Tragfahigkeit der Gelenk-
~ 

stabe gegeniiber der der Stabe mit ebenen Endquerschnitten ab und 

betrug bei -!- = 250 etwa !3 der letzteren. Bei weiter steigendem -!-
~ ~ 

nahm die Differenz ab; bei -!- = 500 waren die Tragfabigkeiten beider 
~ 

Stab arlen wieder gleich, d. h. entweder drehte sich der Stab nicbt in 
den Gelenken, oder aber das Ende des Stabes mit ebenen Endquer
schnitten konnte sich ebenso gut verdrehen wie das des gelenkig ge
lagerten Stabes. Die Tragfahigkeit der beiderseits eingespannten Druck-

stabe nahm von -!- = 20 ab gegeniiber der der beiden anderen Stab-
~ l 

arlen zu und betrug bei --;- R:! 500 etwa das Doppelte. Die Stabe mit 

runden Enden batten b;i -!- = 160 die halbe Tragfahigkeit jener 
~ 

mit ebenen Endquerschnitten lilnd bei -!- = 450 die halbe Tragfahigkeit 
der Gelenkstabe. t 

Der mittlere Wert fiir Ez des verwendeten Stables wird mit 
2150000, fiir Ed mit 1440000 kgjcm2 angegeben! Dies Ergebrris laJ3t 
begriindete Zweifel in die MeBgenauigkeit zu. 0 

Christie gibt folgende Zusammenstellung fiir die Knickfestigkeit 
von schmiedeeisernen Druckstaben an: 

Kniekfestigkeit sehmiedeeiserner Druekstabe naeh Christie. 

Ebene Beiderseits fest I Beiderseits ge- Runde 
Stabenden eingespannte ilenkig gelagerte Stabenden Stabenden I Stabenden 

kg/em2 kg/em2 kg/em2 kg/em2 

20 3240 3240 : 3240 3100 
40 2810 2810 2810 2570 
60 2530 2530 2530 2150 
80 2250 2250 2220 1760 

100 2090 2110 1970 1440 
120 1850 1970 1710 1160 
140 1650 1790 1480 900 
160 1410 1620 1160 670 
180 1180 1410 900 530 
200 1020 1230 760 420 
220 890 1050 620 350 
240 790 915 530 300 
260 690 775 455 265 
280 600 705 400 225 
300 510 635 350 195 
320 420 560 320 175 
340 360 490 280 150 
360 300 455 245 135 
380 250 410 210 120 
400 210 365 175 105 
420 175 340 160 90 
440 155 300 150 80 
460 140 270 135 .70 
480 135 125 
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Prof. L. Tetmajer aus ZUrioh, spater in Wien, maohte umfang
reiohe, systematisohe Kniokversuohe, < wobei er Winkeleisen, T -Eisen; 
U-Eisen, I -Eisen, 2-Winkeleisen, 4-Winkeleisen, 2 T -Eisen, 2 U -Eisen 
und Stabe mit kreisrunden Profilen untersuohte 1. 

Gelenkstabe wurden in der Weise hergestellt, da13 die Stabe mit 
ebenen Endquersohnitten gegen die gelenkig gelagerten Druckbaoken 
der Priifmasohine angepre13t wurden. Er fand keinen Ein.fiu13 der 
Querschnittsform auf die Knickf~stigkeit, obwohl ein soloher Einflu13 
zweifellos vorhanden sein mu13. Er fand, da13 genietete Quersohnitte 
wie einheitliohe Quersohnitte wirken, wenn die Nietentfernung geringer 
war als 06 om, wenn die Niete die Nietlooher gut ausfiillen, und 
sohlie13lioh wenn die Nietlocher in einem Quersohnitt weniger als 
12 % des Gesamtquersohnittes betrugen. Er fand weiter, da13 Stahl 
empfindlioher gegeniiber der Quersohnittssohwaohung duroh Nietlocher 
ist als Schmiedeeisen, und folgerte aus seinen Versuohen, da13 Niet
looher von dem gesamten Quersohnitt abzuziehen seien, wenn sie 
mehr als 10% der Quersohnittsfiaohe ausmaohten. Er beobaohtete, 
daB die Durohbiegungallmahlich erfolgt, wenn der Sohlankheitsgrad 
iiber 100 lag, daI3 die Ausknickung plotzlich erfolgt bei geringeren 
Sohlankheitsgraden, also im Widerspruoh zur Euler'sohen Theorie. Er 
folgerte aus seinen Versuohen. daI3 Gelenkstabe der Euler -Gleiohung 
gehorohten unter folgenden Voraussetzungen: 

fUr Flu13eisen, wenn 

fiir Sohwei13eisen, wenn 

I -;- > 105, 
~ 

-!- > 112,5. 
~ 

(30) 

(31) 

Unterhalb dieser Sohlankheitsgrade folgten die Stabe nioht der 
Euler-Gleiohung, sondern zeigten folgende Beziehungen: 

fUr Flu13eisen, wenn 20,4 < -!- < 105 
~ 

; = 3207 -11,5.{ (kg/om2), 

I 
fUr Sohwei13eisen, wenn 18,5 < -;- < 112,5 

~ 

P I 
; = 3030 - 13,0· i (kg/cm2). 

(32) 

(33) 

1m wesentliohen lieBen sioh seine Ergebnisse mit hinreiohender 
Genauigkeit duroh die Rankine'sohe Formel ausdriioken: 

1 Mitteilungen der Anstalt zur Priifung von Baumaterialien. Heft IV 
Ziirich 1890. 



528 Druckstabe. 

fur Stahl 
297tJ 

--~12~ (kg!cm~); 

1 + 14500 i2 

(34) 

fur Schmiedeeisen 
2780 

--~l"-' - (kgjcm2). 

1 + 16667 i2 

(35) 

In den letzten J ahren sind in Amerika viele Knickversuche ge
macht worden. Uber einige solI hier kurz berichtet werden: Die in 
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dem Watertown-Arsenal in den Jahren 1881 und 1884 durchgefuhrten 
vielen Versuche sind in der Zeitschrift " Tests of Metals" und in 
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Lanzas "Applied Mechanics" beschrieben. 1m Jahre 1907 wurden 
Versuche mit Staben aus Walzeisen mit kreisformigem und H -Quer
schnitt durchgefiihrt; dem UntersuchungsausschuB gehorte auch der 
Verfasser an. 
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Abb.397 zeigt die Versuchsergebnisse mit den kreisformigen Quer
schnitten, Abb.398 zeigt die Versuchsergebnisse fiir H-Querschnitte; 
man ersieht daraus, daB Stabe mit ebenen Endquerschnitten durch
aus nicht immer tragfahiger waren als Gelenkstabe . . 

Abb. 399. Zerstorter Druckstab 

Abb. 399 zeigt einen durch Ausknicken zerstorten Druckstab. 
Heft 101, Technologic Paper of the U. St. Bureau of Standards 

beschreibt Knickversuche an groBen Druckstaben von Briickenkon
struktionen mit einer interessanten Besprechung. 

Die Amer. Soc. C. E. bildete im Jahre 1909 einen ArbeitsausschuB, 
der Knickversuche an Druckstaben verschiedener Querschnittsformen 
(Abb. 390e, 1, k, n, p, q, r und Bethlehem H ) jeweils mit gro.Ber und 
geringer Blechstarke, und mit den Sc.hlankheitsgraden 50, 85, 120 
durchfiihren sollte. Die Versuchsberichte erschienen in den Jahren 
1910, 1915, 1916, 1917 und 1920. Die Amer. Railway Eng. Ass. bildete 
im Jahre 1912 mit dem oben genallllten Verein eine Arbeitsgemein
schaft, die den Zweck hatte, das oben genallllte Arbeitsprogramm aus
zubauen. Es wurden untersucht die Querschnitte nach Abb. 390£, g, 
h, i, j, d IDld c. Die Versuche wurden in den Raumen des Bureau of 
Standards in Washington durchgefiihrt unter Mitarbeit dieses Instituts. 
Es wurden jeweils 3 Parallelversuche durchgefiihrt, so daB z. B. eine 
Querschnittsform in 3 Schlankheitsgraden mit insgesamt 9 leichten und 
9 schweren Ausfiihrungen gepriift wurde. Die A. R. E. A. -Versuche er
schienen in den Mitteilungen dieses Vereins, Bd. 16 und 19. Das ver
wendete Material hatte eine Zugfestigkeit von 4210 + 105 kg/cm2 

und eine Elastizitatsgrenze von 2670 + 70 kg/cm2• 

Diese Versuche waren in einem zu beschrankten Rahmen durch
gefiihrt, da sie nur 3 Schlankheitsgrade umfa.Bten, als da.B sie iiber die 
Wahl einer geeigneten Knickformel hatten AufschluB geben kOllllen. 
Es ergab sich, daB die Tragfahigkeit des Stabes erschopft war, wellll 
die Spallllung noch unterhalb der Streckgrenze lag. Der ArbeitsausschuB 
legte als kritische Spallllung die Spallllung fest, fur die im a - e
Diagramm der N eigungswinkel der Kurve halb so gro.B war wie die 
N eigung des geraden Kurvenastes (im elastischen Bereich). Die so 
definierle Spallllung nallllte er die "wirkliche Bruchfestigkeit" (Useful 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 34 
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Limit Point). (Vergleiche Abschn. 27.) Der Mittelwert der "wirklichen 
Bruchfestigkeiten" lag bei den A. S. C. E.- Versuchen flir die Schlank
heitsgrade 50 und 85 bei 1900 kgjcm2 ; der niedrigste gefundene Wert 
wurde bei einem Querschnitt mit besonders groBer Blechstiirke zu 
1380 kgjcm2 gefunden. Nimmt man einen Wert von 1680 kg/cm2 

an und rechnet mit 2 facher Sicherheit, so kame man auf eine zu
lassige Druckspannung von 0= 840 kgfcm2 • Beide Arbeitsausschiisse 
einigten sich darauf, die Formel zu empfehlen 

P 1 
F = 1050 - 3,5· i , (36) 

mit einem Maximalwert 0max = 880 kg/cm2• 

Die Versuche zeigten das unerwartete Ergebnis, daB bis auf einen 
Fall samtliche Querschnitte mit groBer Blechstarke eine niedrigere 
Knickfestigkeit aufwiesen als die mit kleiner Blechstarke. Das war 
darauf zurUckzufiihren, daB das dick gewalzte Material wahrend des 
Walzprozesses weniger durchgearbeitet war als das diinnere Material 
und sowohl seine Elastizitats- als auch Streckgrenze dadurch niedriger 
waren. Zu dem gleichen Ergebnis war Dagron1 im Jahre 1889 ge
kommen (vgl. Abschn. 28). 

Insgesamt ergaben die Versuche, daB die Bruchspannung zwischen 
der Elastizitats- und der Streckgrenze lag, wobei wahrscheinlich die 
maximale (Rand-) Spannung in der Nahe der Streckgrenze lag, daB 
die Knickfestigkeit bei Verwendung dick gewalzten Materials niedriger 
lag als bei Verwendung diinn gewalzten Materials, weil es eine 
niedrigere Streckgrenze besitzt, und daB Zugversuche keinen Auf
schluB geben konnen iiber die Knickfestigkeit eines Druckstabes. (V gl. 
Abschn. 28.) 

30. Allgemeine Bemerkungen tiber Knickversuche. 
Es wird dem Leser einleuchten, daB man mittels Knickversuche 

nicht imstande ist, theoretisch abgeleitete Knickformeln nachzupriifen. 
Die Griinde hierfiir sind: 

1. Die Enden der Druckstabe sind nicht genau eben und parallel, 
so daB sich die Kraft nicht gleichmaBig iibertragt. 

2. Das Material kann vor der Verarbeitung zum Druckstab kalt 
gereckt sein (Dberschreitung der Streckgrenze auf Zug). Das wiirde 
eine Senkung der Druck-Elastizitats- und Stauchgrenze bedingen und 
damit die Knickfestigkeit herabsetzen. 

3. Anfangsspannungen konnen die Knickfestigkeit herabsetzen. 
4. Kriimmungen der urspriinglichen Stabachse konnen ebenfaHs 

die Knickfestigkeit vermindern. 
5. Ungenauigkeiten in der Versuchsdurchfiihrung. 
6. Unhomogenitaten des Materials; die Schwerachse kann dadurch 

aus ihrer unter Annahme homogenen Materials errechneten Lage ver-

1 Trans. Am. Soc. C. E. vol. XX, p. 254, 1889. 
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schoben werden, so daB eine rechnerisohe Exzentrizitat (unter An
nahme. homogEmen Materials) giinstig auf die Knickfestigkeit wirkt. 

7. Die genaue Querschnittsllache kann durch Langenmessungen 
und selbst durch' Flachenmessungen mittels Planimeter nicht geniigend 
genau gefunden werden. 
Die genaueste Methode 
erscheint die indirekte, 
die Stabe zu wiegen. 

6 (kg!cm) 
11000 

t 
, , 
I 

8. Messungen von J500 
I Langenanderungen er-

wiesen sich in der Regel 
als unbefriedigend. In 
dem Bericht des A. R. E. 
A.-Arbeitsausschusses 

wird z. B. an einer Stelle 
erwahnt, daB unter Zu
grundelegung von 

E = 2080000 kg/cm2 

die auf Grund der Lan
genanderungen errech
netenSpannungendurch-
weg oberhalb der er
rechneten mittleren 
Spannung lagen, wobei 
die MeBstellen auf den 
ganzen Stabumfang ver
teilt waren. Dies ist na-
tiirlich ein unmogliches 
Resultat. Eine groBe 
Anzahl von Versuchen 
an gegliederten Druck
staben vermochte eben
sowenig zu befriedigen. 
Meistens zeigten zwei 
gegeniiberliegende Teil
stabe wahrend des Aus
knickens beide Druck
spannungen, nur selten 
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PIC 2580 PIC 
Kurve A: F = Z"; Kurve B: F 

1+ 9OO0 i" 

PIC 2950 
Kurve D: F = Z" 

1+ 6667 i' 
Die Gerade a tangiert die Enlerkurven nnd geht durch 

. Z 
den Pnnkt T I <1 = 0 I 8050. 

wies der eine Druck-, der andere Zugspannungen auf, wie zu erwarten. 
Es konnten nur dann in beiden Teilstaben gleichzeitig Druckspannungen 
wirken, wenn der Gitterstab sich nicht als Ganzes, sondern seine ein
zelnen Teile sich einzeln verbiegen. und zwar entweder beide nach 
innen, oder beide nach auBen; dies ist aber unmoglich, solange die 
Vergitterung wirksam ist. 

Knickversuche miissen auBerordentlich sorgfaltig durchgefiihrt wer
den; die obigen Bemerkungen mogen das MiBtrauen rechtfertigen, das
der Verfasser gegen viele Knickversuche hegt. 

34* 
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31. Weitere Versuchsergebnisse. 

Es ist natiirlich unmoglich, die Versuchsliteratur auch nur an
nahernd erschopfend zu behandeln. Der Studierende muB auf die 
Spezialliteratur hingewiesen werden. 

Abb. 400 zeigt die Ergebnisse der Christie'schen Versuche an 
schmiedeeisernen Druckstaben mit runden Enden in der iiblichen 

Weise, daB die Knickspannungen als Ordinaten, die Schlankheitsgrade + 
als Abszissen aufgetragen sind. Ferner ist die Eulerkurve fiir 
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E = 1900000 kg/cm2 aufgetragen (Kurve B). Fiir die hOheren 
Schlankheitsgrade gibt die Eulergleichung die Versuchsergebnisse 
gut wieder, fiir die niedrigen jedoch nicht. Ferner sind zwei Ran
kine'sche Kurven (Kurven A und D) sowie die Johnson'sche Gerade 
(Gerade C), tangierend an die Eulergleichung, eingetragen. Es mage 
aus der Abb.400 entnommen werden, daB man eine Rankine'sche 
Kurvefinden kann, die mit den Versuchsergebnissen befriedigend 
iibereinstimmt. 

Abb. 401 zeigt eine Zusammenstellung von Knickgleichungen. 
(Spannungen in kgjcm2 .) 
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1. A. J. S. c.: azul. = 1050 kgjom'J fiir ~ < 60 

azul. = 126~ fiir f > 6('). 

1 + 18000 i2 

l 
2. Am. Bridge 1922: azul = 1265 - 4,2 -;- , . . 

wobei azul. < 1055 kgjem'J. 

3. A. R. E. design Ry. Bridge: azul. = 1055 - 3,5· + 
azul. max = 890 kgjom'J. 

4. A. R. E. eleotrioal speo.: 
l 

azul. = 1055 - 5,3 i' 

5. A. R. E. existing Ry. Bridge, O. H. Steel: 
l 

azul. = 1690 - 5,6 i 

azul. max = 1405 kgjcm'J. 

6. A. R. E. existing Ry. Bridge Bsmr. Steel: 

azul. = 1480 - 50.{ 

azul. max = 1195 kgjom2. 

7. A. R. E. existing Buildings: 
l 

azul. = 1830 - 5,6 i; 

azul. max =1405 kgjom2. 

8. A. R. E. 1920 Ry. Bridges: 
l 

azul. = 1125 - 50· i ; 

azul. max = 985 kgjom2. 

9. A. S. C. E. Highway Bridge: 

10. Boston 1919: 

1125 
azul. = ---~ ; 

1 + 13500 i2 

azul. max = a l 
-=40 
i 

fUr ..; < 80 ist azul. = 845 kgjem2 , • 
fiir + > 80 ist azul. = 1405 - 7 + . 

533 
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11. Boston 1918: 
1125 

azul. = 12 

1 + 20000i 2 

12. Bethlehem Steel: 

13. N. Y. City: 

14. Carnegie: 

1 
azul. = 1125 - 3,9· T , 

azul. max = 915 kg/cm2 • 

1 
azul. = 1070 - 4,1· T' 

1 
azul. = 915 fUr -;- < 60, 

~ 

azul. = 490 fUr 

azul. = 210 fur 

l 
...,..= 120, 
~ 

l -;- = 200. 
~ 

Zwischen diesen Werten ist geradlinig zu interpolieren. 

15. Omaha: 

16. N. Y. C. Ry.: 

l 
azul. = 1265 - 5,6· i · 

1 
azul = 1125 - 5-~ . ~ , 

azul. max = 1055 kg/cm2 • 

17. Philadelphia: 
1125 

azul. = 12 

1 + 1100072 

18. Canton Boiler: 

fur -.; < 90 azul. = 1125 kg/cm2 , 
~ 

fur -.; > 90 
I 

~ 
azul. = 1505 - 4,2 i. 

19. Cambria - Gordon: 
845 

azul. = 19 

1 + 36000.i9 

20. Osborn Highway: 
1550 

azul. = 12 
1+36000i2 



Eiserne Druekstabe. 

21. Osborn El.Ry.: 
1340 

azul. = -~~~l2~-

1 + 36000i 2 

Ry.: 22. Osborn Steam 
1200 

azul. = l2 

1 + 36000 i" 

23. Chicago Br. and Iron: 

azul. = 1425 - [).{, 

ZOO 
190 
180 
170 
15 
150 
1'10 
1.0 
12 
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100 

azul.max = 985 kg/cm2 • 

ZII(ti".".ige Spunnllng in ff,g/cm: 
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Abb. 402 zeigt eine graphische Darstellung fUr den praktischen 
Gebrauch der Rankine'schen Formel, wie sie von dem American In
stitute of Steel Construction verwendet wird. 

Jedem i ist eine Gerade zugeordnet, die durch den Nullpunkt 

des l/~ -Systems geht. Durch den Schnittpunkt einer solchen Geraden 
t 

mit der Senkrechten durch die betreffende l- Abszisse ist die Hori
zontale zu ziehen; deren Schnittpunkt mit der gestrichelten Kurve 
ergibt die zulassige Spannung. 

Beispiel: Der (izul.- Wert eines Druekstabes mit i = 8 em und l = 9 mist 
zu bestimmen. Die zu i = 8 zugehorige Gerade wird mit der Senkreehten 
dureh l = 9 zum Sehnitt gebraeht; die Horizontale dureh den Sehnittpunkt trifft 
die gestriehelte Kurve in dem Wert (i = 890 kg/em2 • 

Gebrauchliche Knickformeln. 
32. Eiserne Druckstabe. 

Von der A. I. S. C. ist fUr den Eisenhochbau die Knickformel an
genommen 
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l2 , 

1 + 18000. ill 

Pzu!. 
'F 

1625 (37) 

wobei die Hochstspannung auf 1055 kgjcm2 festgelegt ist. 
Es war friiher iiblich, die Konstanten in den Formeln von der 

Lagerungsart des Stabes abhangig zu machen; neuerdings wird die 
Auffassung vertreten, daB es geniigt, unabhangig von der Lagerungsart 
einheitliche Konstanten zu benutzen. 

1m Briickenbau wird vielfach das Geradliniengesetz nach Gl. (36) 
beniitzt (A. R. E. A.) oder die Rankine -Formel 

P;!. = ~_ 105:2 (38) 

1 + 20000. i2 

An Stelle des Koeffizienten 20~00 wird auch 18~00 genommen. Die 

Rankine-Formel, die von dem A. S. C. E.-AusschuB fUr Bestimmungen 
des Eisen -Briickenbaues empfohlen wird, lautet 

Pzu!. 1125 (39) -r l2 
1 + 13500 . is 

Wir haben schon erwahnt, daB von vielen namhaften lngenieuren, 
z. B. von Lindenthal, die Ansicht vertreten wird, da.B nicht nur 
bei Zugstaben, sondern auch bei Druckstaben die Nietlocher zur Be
stimmung des tragenden Querschnitts abzuziehen sind, weil die Gefahr 
besteht, daB der erkaltete Niet das Nietloch nicht vollig ausfiillt. 
Der Verfasser schlieBt sich dieser Ansicht nicht an, da Untersuchungen 
von genieteten Staben erwiesen haben, daB im allgemeinen der Niet 
das Nietloch vollstandig ausfUllt. Es ist dies, wie andernorts erwahnt, 
dadurch sehr wohl moglich, daB der heiBe Niet so stark gestaucht 
wird, daB er einen seitlichen Druck auf die Lochwand ausiibt. Beim 
ErkaIten nimmt dieser Druck ab, ohne jedoch ganz zu verschwinden. 

33. Holzerne Druckstabe 
sind meistens von rechteckigem oder kreisrundem Querschnitt und 
entweder mit ebenen Endquerschnitten oder beiderseits eingespannt 
gelagert. Die Moglichkeit der exzentrischen Kraftiibertragung ist durch 
die Eigenart der Holzverbindungen auBerordentlich viel groBer als 
bei eisernen Staben, wodurch die Unsicherheit des Rechnungsganges 
vergro.Bert wird. Diese Unsicherheit wird noch vermehrt dadurch, daB 
von einem homogenen, qualitatsgleichen Material nicht gesprochen 
werden kann. 

In Anbetracht dieser Unsicherheiten ware es bei der Berechnung 
von holzernen Druckstaben zu rechtfertigen, wenn man sich einer 
vollstandig empirischen Gleichung bediente, z. B. des Geradliniengesetzes, 
zumal holzerne Stabe kaum sehr groBe Schlankheitsgrade aufweisen 
werden. Der Verfasser bevorzugt jedoch auch hier die Rankine-FormeI. 
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N ach der Gordon'schen Formel ist die Kriickfestigkeit bestimmt 
durch 

--~ 

1+250.d2 

(40) 

worin d die kleinste Querschnittsabmessung, aB die Druckfestigkeit des 

Materials bedeutet. Setzt man hierin i2 = ~~ fUr rechteckigen Quer

schnitt, so erhiilt man die Rankinesche Formel 

(41) 

Die Werte fiir die Konstanten in diesen Gleichungen waren urspriing
lich fiir fest eingespannte Stiibe gegeben. Um fiir groBere Schlank
heitsgrade in Dbereinstimmung mit der Euler - Formel zu kommen, 
muB (vgl. Absclm. 17) sem 

und mit 

und 

wird 

ab = 350 

E = 105000 
1 

c = 2960' 

so daB die oben angegebenen Konstanten fiir gelenkig gelagerte Stiibe 
gelten; fUr eingespannte Stiibe hiitte man 12000 statt 3000 ernzusetzen. 

Die Versuche von Boyd 1 zeigten die Brauchbarkeit der oben an
gegebenen Konstanten fUr Spruce-Holz mit 

aB = 365 kg/cm2 • 

Die Bestimmungen fiir Briickenbauten des "Canadian Departement of 
Railways and Canals 1908" bringen folgende Formeln fUr zuliissige 
Spannungen (in kg/cm2): 

Pzu!. 84 
---yi' l2 , 

1 + 1000.d 2 

(42) 

(fUr southern yellow .pine und Douglas fir); 

Pzu!. 70 
lJ' l2 

1 + 1000.d" 

( 43) 

(fUr white Oak); 
P~u!. 56 
lJ' l2 

1 + 1000.d 2 

(44) 

(fUr white pine und spruce). 

1 J. B. Boyd, on "Strength of spruce struts", Technologic Paper 152, 
U. S. Bureau of Standards. 
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Das Massachusetts Department of Public Utilities bestimmt 

Pzul. = 70 - 0 7.~ 
F ' d 

(45) 

(fiir longleaf yellow pine). 
Die A. R. E. A. bestimmt 

Pzu!. (I ) ) "F' = Gdzul.· 1-60d • (46 

Der Wert Gdzul. wird mit 90 kg/cm'iJ fiir longleaf pine und mit 60 kg/cm2 

fiir Norway pine angegeben. 
Die oben angegebenen Formeln gelten fiir ruhige Belastung; bei 

stoBweise wirkender Belastung ist zu der ruhigen Belastung ein an
gemessener Zuschlag zu machen. 

Die Division of Forestry of the Department of Agriculture gab im 
Jahre 1896 die Formel 

pg °B 

7= li( 1 ) 1+-
d2 700+ 15~ 

(47) 

Formel (47) erscheint noch heute hiiufig in den Handbiichern. 

34. GuBeiserne Druckstabe. 
Die ersten ernsthaften Versuche mit guBeisernen Druckstaben 

wurden von dem englischen Ingenieur Eaton Hodgkinson durchgefiihrt 
und sind in den Philosophical Transactions of the Royal Society of 
London, 1840 und 1857, bescbrieben. Die Formel, die er aus seinen 
Versuchen ableitete, sind rein empirisch; sie haben heute keine Be
deutung mehr. Zur Zeit werden hauptsachlich die Rankine-Formel 
und das Geradliniengesetz angewendet. 

GuBeisen wird fiir wichtige Konstruktionsteile heute nicht mehr 
beniitzt, insbesondere, wenn diese Stollbeanspruchungen ausgesetzt 
sind, da es sprode ist und infolgedessen ein geringes Arbeitsvermogen 
besitzt, ferner kein Material gleichbleibender Qualitat ist. In Bau
werken mit vorwiegend ruhender Belastung wird GuBeisen jedoch nocp. 
zuweilen angewandt. 

Man mull aus den obengenannten Grunden mit einem groBen 
Sicherheitsfaktor rechnen; gegeniiber Holz sowohl wie Stahl hat es 
den Vorzug der grolleren Feuersicherheit, es ist billiger als Stahl, die 
Querschnitte werden kleiner als bei Verwendung von Holz. Es werden 
folgende Knickformeln beniitzt (in kg und cm): 

P;.l. = 795 _ 2,: I 
(Bridgeport, District of Columbia, New Orleans, Portland), 

P;!. = 630 _ 2,:1 
Boston, Minneapolis, New York, New Haven, National Fire Underwriters), 
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P~. = 700 _ 4,~l 

(Chicago, Milwaukee, Omaha, St. Louis). 
Die Rankine'sche Formel wird in folgender Form beniitzt (d = kleinste 

Querschnittsabmessung) : 

Pzul. 9S5 
(Buffalo), ---y- = ---Z-2-

2+ 600d 2 

Pzul. 700 
(Detroit), ---y- Z" -

1 + SOO.d" 

Pzul. 600 (Providence) J!' [2 

1 + 1l000i2 

u. a. m. Die geringste Wandstarke der Stabe mit Kreisringquerschnitt 

ist im Allgemeinen auf 3! /' ~ 19 mm festgelegt, ! < 60 -7- 70. 

XVIII. Kreisringformige und kugelformige 
Behiilter. 

1. Allgemeine Dbersicht. 
Es sollen im folgenden Behalter betrachtet werden, auf deren 

Wandungen entweder von innen oder von auGen gesetzmaBig, meist 
gleichmaBig, verteiIte Krafte ausgeii bt werden. Ist die Wandstarke so 
gering, daB man die Veranderlichkeit der Spannung iiber den Quer
schnitt vernachlassigen kallll, so ist die Berechnung meistens verhalt
nismaBig einfach. Schwieriger wird die Berechnung, wellll die Wandung 
so stark ist, daB die Veranderlichkeit der Spallllung iiber den Querschnitt 
zu beriicksichtigen ist. 

Diinne Wand un gen. 
2. Richtung nnd GroBe des hydrostatischen Druckes. 
Der Behalter mage einem inneren hydrostatischen Druck ausge

setzt sein, also hervorgerufen durch Fliissigkeitsdruck oder Gasdruck; 
es sind dabei folgende grundlegenden Satze zu beachten: 

a) Der hydrostatische Druck wirkt stets senkrecht zu dem betrach
teten Oberfiachenteil. 

b) Zerlegt man emen hydrostatischen Druck in zwei Komponenten, 
die senkrecht aufeinander gerichtet sind, so ist die GraBe dieser Kom
ponenten bestimmt durch das Produkt der spezifischen hydrostatischen 
Flachenpressung und der Projektion des betrachteten Oberfiachenteils 
senkrecht zuder betreffenden Kraftrichtung. Es sei dieses kllrZ nach
gewiesen: 
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In Abb. 403 sei a b eine Oberflache von der GroBe F, die einer 

Abb.403. 

hydrostatischen Flachenpressung p ausgesetzt ist. Der 
gesamte angreifende Druck betragt dann p. F. Dieser 
moge in zwei beliebige, aber senkrecht aufeinander
stehende Komponenten zerlegt werden. Diese sind 
dann 

x = p.F·cosa = p·ac, 

Y = p.F.sina = p.bc, 

was zu beweisen war. 

3. Ring- und Langsspannungen in diinnwandigen Hohlzylindern. 
Der in Abb.404 dargestellte Hohlzylinder, dessen Ausdehnung 

normal zur Bildebene Eins sei, sei einem hydrostatischen Innendruck 
von der GroBe p ausgesetzt. Betrachtet man den Druck auf die 
Oberflache eines Halbzylinders, so ist dessen Komponente senkrecht 
zu dem zugehorigen Durchmesser 

V= p.d 

und die Ringkraft 
p.d 

P= --2 = p·r, (1) 

da V= 2P ist. 
Die Ringkraft wirkt in jedem Querschnitt. Die Querschnittsflache 

Abb.404. 

betragt 

F= l·b. 

Es ist also die Ringspannung 

p·r 
az = -rl-

oder es wird bestimmt 

b-L~ 
- azul.' 

(2) 

wenn man unter azul. die zulassige Zugspannung 
des verwendeten Mitterials versteht. 

In einem belie big gekriimmten Behalter ist die Ringkraft an jeder Stelle 
ebenfalls 

P=p.r, 

wobei r der Kriimmungsradius an der betrachteten Stelle ist. 

Diese einfachen Beziehungen geniigen zur Berechnung diinnwandiger 
Rohre mit gleichmiiBigem Innen- oder AuBendruck. 

Das den Hohlzylinder abschlieBende Bodenstiick erhalt einen Druck 
von P= p·n·r 2, der von der Zylinderwand aufzunehmen ist, wobei 
diese durch Normalkrafte parallel zur Zylinderlangsachse beansprucht 
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wird. Diese Langsspannung, senkrecht zur Ringspannung gerichtet, 
betragt 

p·;n;·r2 p·r (J=---=--2;n;·r·(J 2·(J , (3) 

ist mithin halb so groB wie die Ringspannung. 
Die Berechnung der Spannungen der Bodenplatte ist schwieriger 

und solI a. O. behandelt werden. 
BehaIter fUr Wasser, CH und andere Fliissigkeiten sind einem von 

oben nach unten zunehmenden hydrostatischen Druck ausgesetzt. Sie 
bestehen deshalb i. A. aus einzelnen Ringen, deren Starke nach unten 
wachst. In einer Tiefe h ist der spezifische Druck 'Y. h, worin 'Y das 
Raumgewicht der betreffenden Fliissigkeit ist. Die notige Wandstarke 
betragt dann 

r·h·r 
~=-. 

(fZU!. 
(4) 

Die einzelnen Ringe sind durch (horizontale) Nietverbindungen mit
einander zu verbinden; ferner bestehen die einzelnen Ringe aus 
mehreren Blechen, so daB auch senkrechte Nietverbindungen not
wendig werden. Letztere sind ebenso zu berechnen wie bei geraden 
Blechen, da die das geluiimmte Blech beanspruchenden Krafte jeweils 
senkrecht zum Kriimmungsradius gerichtet sind. 

Es sei noch erwahnt, daB die nach den oben angegebenen Formeln 
errechneten Blechstlirken auf die Schwachung des Querschnitts durch 
die Nietlocher keine Riicksicht nehmen, daB also die auszufiihrende 
Blechstarke graBer sein wird. 

4. Diinnwandige Hohlkugeln. 
Schneidet man eine diinnwandige Hohlkugel mit dem inneren 

Radius r und gleichmaBig verteiltem Innendruck p in zwei Halb
kugeln, so wirkt senkrecht zur Schnittflache auf jede Halbkugel del' 
Druck 

V=n·r 2 .p, 

die N ormalspannung an jeder Stelle der Wandung hieraus ist 

;n;·r 2 .p p·r 
(J = 2n.r.(J = 2T' (5) 

(Vg1. hierzu G1. (3).) 

5. AuBerer hydrostatischer Druck. 
Fiir gleichmaBigen AuBendruck gelten die gleichen Formeln wie fiir 

gleichmaBigen Irmendruck, wobei r und d auf den auBeren Kreis zu 
beziehen sind. Die Zerstarung erfolgt in den meisten Fallen durch 
Ausknicken. 

Der praktisch haufigste Fall gleichmaBigen auBeren Drucks tritt 
bei Kesselrohren auf. Es mage fiir die Tragfahigkeit eine empirische 
Formel angegeben werden, da die Knickberechnung wesentlich schwie-
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riger ist als beim geraden Druokstab. Fairbairn gibt fur Sohmiede-
eisen an 

9600000. ~2,18 
°K= l·d 

worin 0 in pounds/square inoh 

<5, lund d in Zoll 
einzufiihren sind. 

(6) 

Fair bairns Versuohe 1 an sohmiedeeisernen Rohren ergaben folgende 
Resultate: 

Lange (in) ... 
Durohmesser (in) 
Wandstarke (in) 
OK = maximaler Druok (pounds/sq. in) 

37 

9 
0,14 

378 

60 
24,5 

0,125 
125 

61 
18,75 
0,25 
420 

Die Fairbairn'sohe Formel deokt sioh, wie zu erwarten, durohaus 
nioht immer mit den wirkliohen Verhaltnissen. 

Eine andere empirische Formel ist die von Hutton, die manoher
orts vorgezogen wird, 

c· (32 tS)" ° - ---'---=,-
K- d.~l ' 

(6 a) 

worin d, <5, l die bekannten Bezeiohnungen in Zoll sind, C eine VOID 

Material abhangige Konstante ist, die Hutton fUr Sohmiedeeisen mit 
600, fur Stahl mit 660 angibt. Damit wird 

614000·~2 (6b) 
°K= d.ll 

675840·~2 . . 
OK = it (m pounds/square mohes). (60) 

d· l 

Fur Hohlzylinder mit andern als kreisformigen Quersohnitten gelten 
natiirlioh andere Gesetze. 

6. Hauptspannungen und Hauptdehnungen in diinnwandigen 
Zylindern. 

In dunnwandigen, versohlossenen Hohlzylindern mit dem Innen
druok p fanden wir die N ormalspannungen 

(Ringspannung) 
p·r 

o",=-~-, 

(Normalspannung in Riohtung der Langsaohse) 

p·r 
0y=2T 

1 VgI. hierzu auch Peabody and Miller: Steam Boilers (Wiley 1913); 
Haven and Swett: Design of Boilers and Pressure Vessels (Wiley 1915). 
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a., wirkt auf eine durch die Zylinderlangsachse, a" auf eine senk
recht zur Zylinderachse gelegte Ebene. Es wirken auBerdem noch 
Spannungen a., die bei Innendruck von innen nach auBen von einem 
endlichen Wert auf Null abnehmen. Diese mogen jedoch auBer Be
tracht bleiben. 

In den oben genannten Ebenen wirken keine Scherspannungen, 
a., und a" sind also Hauptspannungen. 

Die Ringdehnung ist 

e _ (1",_~ 
.,- E m·E· 

Die Dehnung in Richtung der Langsachse ist 

7. Diinnwandige Hoblzylinder mit zusammengesetzter 
Beanspruchung. 

Es werde ein Hohlzylinder ausgesetzt 

1. einem gleichfllaBigen inneren oder auBeren 
2. einem Normaldruck oder 

-zug in Richtung der Langsachse, 
3. einem Torsionsmoment. 

Zu den bisher betrachteten 
Spannungen treten dann hinzu: 

y 

Ring;;;nng.1 

Druck, 

a) Normalspanhungen in Rich
tung der Langsachse, 

b) Scherspannungen in den 
Ebenen senkrecht und damit auch 

~x~~~~~~~~--~x 

(}/ormd/sptTnng. in 
Richtung o'erAcn.se) 

parallel zur Langsachse. Abb. 405. 

Die Hauptspannungen sind also nach der Gleichung zu bestimmen 

(VgI. Abb. 405.) 

Dickwandige Hohlzylinder. 
Die Ringspannungen sind nicht gleichmaBig iiber den Querschnitt 

verteilt, sind vielmehr an der inneren und auBeren Faser voneinander 
verschieden. Von praktischer Bedeutung wird diaser Fall z. B. bei 
Geschiitzrohren. 
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8. Lames Theorie dickwandiger Hohlzylinder1. 
In Abb.406 ist der Querschnitt durch einen dickwandigen Hohl

zylinder dargestellt. Die Ausdehnung normal zur Bildebene sei Eins. 
Man betrachte einen Kreisring von der Wandstarke dx in radialer 

Abb.406. Abb. 407. 

Richtung (Abb. 407). Auf der Innenseite dieses Kreisringes wirkt die 
'Spannung P"" auf der AuBenseite Px + d Px' Die Ringspannungen Py 
sind an jeder Stelle des Ringes gleich, die Ringkraft ist Py' dx. 

Nach G1. (1) ist 

2py.dx= 2x.p",- 2(x +dx)(px + dpx) , 

()der unter Vernachlassigung unendlich kleiner GraBen zweiter Ordnung 

(7) 

(8) 

Es sei angenommen, daB die N ormalspannungen 0 1 parallel zur 
Langsachse gleichmaBig liber den Querschnitt verteilt seien. Diese 
Annahme erscheint erlaubt. Es wird die Dehnung an dem betrachteten 
Punkt in Richtung der Langsachse 

e = ~ - ~ - ~ = ~ (0 __ Px + py) 
1 E m·E m·E Elm . (9) 

Es sei ferner angenommen, daB die Querschnitte eben bleiben und 
sich gegeneinander nicht verdrehen. Dies ist eine Annahme, die durch
aus willklirlich erscheint; sie bedeutet, daB in den Querschnitten 
senkrecht zur Langsacbse keine Scherspannungen wirken. 1st der Zy
linder durch Bodenplatten abgeschlossen, so treten radial gerichtete 
Zugspannungen in den Bodenplatten auf, da der Ringdurchmesser sich 
elastisch verlangert. In der Umgebung der Endquerschnitte kannen 
also sehr wohl Scherspannungen wirken, obwohl natlirlicb die Summe 
der Tangentialkrafte liber einen Querschnitt in beliebiger Richtung 
verschwinden muE. 

Es folgt 
Py - P", = konst. = 2 a. 

1 V gl. M 0 rl e y; Strength of Materials. 

(10) 
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Aus (8) 
dp", 2 -2p -x-= a 

'" dx ' 
2dx dp", 

:. --x-= p",+a' 

Die Integration ergibt 

-logx2 + 0 = log(p .. + a), 
b 

p",+a=7' 

worin b eine Konstante ist, oder 
b 

P",= x2 - a. 

Aus (10) folgt 
b 

Py - P", = Py - x 2 + a = 2 a, 
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(11) 

(12) 

b 
pY=x2+a. (13) 

Aus (12) und (13) konnen P", und Py gefunden werden. Die hierzu 
notigen Randbedingungen sind 

fiir x = Rl : P", = Pl = auBererDruok, 

fiir x = R 2 : p .. = P2 = innerer Druok, 

oder 
b 

Pl = Rg - a; 
1 

hieraus 
b = Rl2.R22(P2-Pl) I 

Rl2_Rg2 , 

PS·RSB - Pl·RlB 
a= R2_R2 ' 

1 2 

(14) 

Diese Werte sind in (12) und (13) eingesetzt. 

1. Fall: Es wirkt nur Innendruok. 

Pl =0, 

(D k) PS·Rg2 (Rl2 1) 
P';; ruo = R12_R2~ X2 - , (15) 

Py (Zug) (16) 

Sowohl Pa: wie Py haben ihren GroBtwert fiir x = R.,p also an der 
Innenwand 

maxp", = P2 ' 

R12+Rs2 
maxp = P2 R,2 -R22 • 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre 

(17) 

35 
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Die gr6Bte Dehnung betragt 

c=JJL+~ 
E m·E' 

und die zugeh6rige Ersatzspannung 

c·E= Py+ ~. (18) 

Nimmt man z. B. einen Hohlzylinderquersehnitt mit RI = 20 em, 

R'J = 10 em an, so erhalt man folgende Verhaltniswerte Px und py in 
P2 P2 

Abhangigkeit von x. 

x I 10 I 11 I 12 I 13 I 14 I 15 I 16 17 I 18 I 19 I 20 

Px 1,0 1°,768 0,592 10,456 0,347 0,2591 0,1871 0,1281 0,078 0,036 0,000 
P2 

E!L 1,667 1,434 1,259 1,122 1,014 0,926 i 0,8541 0,795 0,745 0,703 0,667 
P2 

0,991 I 0,901 1°,827 0,764 1 0,712 
t·E 

1,917 1,626 1,407 .1,236 1 1,101 0,667 -
P2 I I 

Die W erte ~ sind mit m = 4 in der Tabelle angegeben. 
P2 

und 

Abb.408 zeigt die Kurven der py - und p", -Werte fiir das oben 
P2 pz 
ausgefiihrte Zahlenbeispiel. Wirken 
aueh noch N ormalspannungen 
parallel zur Langsaehse, sei es in
folge auBerer Krafte, sei es, weil 

k-------'''''''+----+--1.O der Hohlzylinder an beiden Enden 

o 0 

Abb.408. 

verschlossen ist, so ist diese Nor
malspannung die dritte Haupt
spannung. 

Nach dieser Theorie ist die 
Difl'erenz Py - Px konstant und 
zwar 

fiir j eden Wert x. 

2. Fall: Es wirkt nur AuBendruck. 
Es ist dann 

(19) 

(20) 
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Die Ringspannung ist diesmal eine Druckspannung und erreicht bei 
x = R2 ihren GroBwert mit 

(21) 

9. Anwendungen. 
Eines der wichtigsten Anwendungsgebiete dickwandiger Hohlzylinder 

ist das Gebiet des Geschiitzrohrbaues. Es ist anzustreben, die groBen 
Zugspannungen an der Innenwandung zu vermindern. Dies kann man 
so erreichen, daB man das Rohr Anfangsspannungen aussetzt, und 
zwar Druckspannungen auf del' hmen- und Zugspannungen auf der 
AuBenwandung. Diese Anfangsspam1ungen kann man auf verschiedene 
Art erzeugen. Friiher wurde das Rohr in einem GuB gegossen; sofort 
nach dem GuB kiihlte man die Innenwand schneller ab als die 
AuBenwand, so daB letztere bei dem spateren Erkalten auf die inneren 
Ringschichten Ringdruckkrafte ausiibte. Grundsatzlich gleich ist das 
neuere Verfahl'en, wonach das Rohr in zwei Teilen gegossen ist der
art, daB erst das innere Rohr hergestellt wird; nach dessen Erkalten 
wird das zweite Rohr, das erste umhiillend, gegossen und iibt wieder
um auf das innere Rohr Ringdruckkrafte aus. Einzelheiten sind in 
der einschlagigen Fachliteratur nachzulesen. 

10. Rotierende Hohlzylinder und Kreisringscheiben. 
Wenn ein Hohlzylinder (bzw. eine Kreisringscheibe) um die Langs

achse rotiert, so wirkt auf jedes Massenteilchen L. d V eine zum Mittel
g 

punkt gerichtete Kraft 
r v2 

-dP= -·dV·-
g x' 

worin bedeuten 
r das spezifische Gewicht, 
g die Erdbeschleunigung, 

d V das V olumen eines Korperelements, 
v die Geschwindigkeit, 
x die Entfernung von del' Achse. 

Mittels des d' Alembertschen Prinzips kann diesel' l!'all auf die Be
handlung eines im Gleichgewicht befindlichen Systems zuriickgefiihrt 
werden, indem man jedes Kol'perelement mit del' ihm zugehorigen 
Massenkraft, del' Beschleunigung entgegengesetzt wirkend, belastet. 
Nehmen wir an, del' Hohlzylindel' sei diinnwandig, es habe also jedel' 
Quel'schnittsteil die gleiche Umdrehungsgeschwindigkeit. Die Wand
starke sei 15, del' Radius sei r, die Lange des Zylinders sei Eins; 
ferner betrachten wir einen Querschnittsteil, dessen Bogenliinge 1 sei, 
das V olumen des zugehorigen Zylindel'elements ist dann b. Die Winkel
geschwindigkeit sei w, die Umdrehungsgeschwindigkeit also v = w· r. 

35* 
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Die Massenkraft betragt dann 

P = l'... c5. w 2 . r, 
g 

diese Kraft wirkt wie ein innerer hydrostatischer Druck; die zugehorige 
Ringspannung betragt also 

o=P.r=l'..·w2 .r2 • 
g 

Es ist z. B. ein Treibriemen von einer Zentrifugalkraft beansprucht; 
die daraus entstehende Spannung ist nach diesen Gleichungen zu er
rechnen. 

1st der Hohlzylinder dickwandig, so ist die Annahme gleicher Ge
schwindigkeit aller Querschnittsteile nicht mehr geniigend genau, viel
mehr muB dann die lineare Abhangigkeit der Geschwindigkeit eines 
Querschnittselements von dem zugehorigen Radius eingefiihrt werden. 
Darauf solI hier jedoch nicht naher eingegangen werden. 

11. Beispiele. 
1. Das Standrohr einer Wasserversorgungsanlage ist 60 m hoch und besitzt 

einen Durchmesser von 6 m. Welche Starke muB der unterste Ring erhalten, 
wenn der "Wirkungsgrad" der (vertikalen) Nietverblndung 75% betragt? 

2. Die graBte Wandstarke eines Wasserbebalters betriigt 15 mm. Wie hoch 
darf der Wasserdruck werden, wenn der Durchmesser 6 m, die zulassige Material
beanspruchung 1400 kg/em" und der "Wirkungsgrad" der Nietverbindungen 80% 
betragt? 

XIX. Anfangsspannungen in Metallen. 
1. Aligemeines. 

Metalle sind haufig Anfangsspannungen unterworfen, d. h. sie sind 
Spannungen ausgesetzt, ohne daB auBere Krafte einwirkten. Es miissen 
deshalb in jedem Querschnitt die inneren Krafte untereinander im 
Gleichgewicht stehen; es komlen also z. B. je zwei Druck- und Zug
flachen vorhanden sein, die zwei einander aufhebende Kraftepaare 
bilden, oder es sind zwei Zug- und eine Druckfiache (oder umgekehrt) 
vorhanden derart, daB die resultierende Zug- und die Druckkraft gleich 
groB sind und in der gleichen Wirkungslinie angreifen. 

Die Anfangsspannungen vermogen die Widerstandsfahigkeit des 
Materials herabzusetzen. Sie konnen von besonderer Bedeutung bei 
Druckstaben werden. Solange die Spannungen unterhalb der Elastizi
tatsgrenze bleiben, ist es fiir das elastische Verhalten des Stabes gleich
giiltig, ob er Anfangsspannungen hat; es ist jedoch zu beachten, daB 
die Elastizitatsgrenze einzelner Fasern schneller erreicht wird, wenn 
das Material Anfangsspannungen ausgesetzt war. Wie wir oben sahen, 
ist fiir die Knickfestigkeit eines Stabes die Elastizitatsgrenze von groBer 
Bedeutung, d. h. die Knickfestigkeit wird durch Anfangsspannungen 
herabgesetzt. 
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2. Entstehung der Anfangsspannungen. 
Anfangsspannungen werden verursacht durch die mechanische oder 

durch die thermische Behandlung des Materials. 
Ein GuBstiick kiihlt sich zunachst an der Oberflache ab, die Ober

flache wird fest, wahrend das Innere noch fliissig ist. Wenn nun der 
Kern ebenfalls abkiihlt und erstarrt, so geht er eine Volumenver
minderung ein, wodurch die vorher erstarrten auBeren Schichten Druck-, 
der Kern selbst Zugspannungen erhalt. Allgemein gesprochen, sind 
die Anfangsspannungen derart verteilt, daB die zuerst erharteten Teile 
des Materials gedriickt und die zuletzt erharteten gezogen sind. Bis 
zu einem gewissen Grade konnen jedoch die beim Erstarren des 
Materials erzeugten Anfangsspannungen durch die infolge mechani
scher Behandlung entstehenden Anfangsspannungen kompensiert werden. 

Letztere entstehen durch Walzen, Schmieden, Hammern, Kaltrecken 
u. dgl.; ihre GroBe ist wesentlich bedingt durch die Temperatur des 
Materials wahrend der Bearbeitung. Die Anfangsspannungen ent
stehen dadurch, daB die mechanische Arbeit nicht gleichmaBig auf 
jedes Element des bearbeiteten Stiickes ausgeiibt werden kann. Kalte 
Bearbeitung erzeugt naturgemaB hohere Anfangsspannungen als warme 
Bearbeitung. Selbst wenn die mechanische Arbeit gleichmaBig ausgeiibt 
werden konnte, so wiirden Anfangsspannungen durch unvermeidbare 
Materialunhomogenitaten bedingt sein. 

Wahrend des Walzprozesses wird die Starke des Materials durch 
die Walzrollen verringert, das ausgequetschte Material muB sieh einen 
Ausweg suchen, bleibt also zuriick. Die Reibung zwischen Material
oberflache und Walzrollen behindert das RiickwartsflieBen des an der 
Oberflache liegenden Materials, so daB die Bewegung des Riickwarts
flieBens am starksten in del' mittlermi Faser ist und nach der Ober
flache zu abnimmt. Die mittleren Fasern des gewalzten Materials 
miissen deshalb Druckspannungen haben, die nach auBen zu ab
nehmen, und in der Nahe der Oberflachen sind Zugspamlungen vor
handen. Die Anfangsspannungen sind urn so groBer, je groBer die 
durch einen Walzvorgang hervorgerufene Querschnittsverminderung 
ist. Howe und Groesbeck! haben zwei Blecheiibereinander gelegt 
und durch eine Walze laufen lassen; nach dem "\ValzprozeB waren 
die Bleche gebogen, jedes in entgegengesetzter R,ichtung. 

Uber die Verteilung der Anfangsspannungen laBt sich (vergleiche 
oben) Genaueres nicht aussagen. 

Die durch Kaltrecken erzeugten Anfangsspannungen sollen spater 
erortert werden. 

3. Messung von Anfangsspannungen. 
Die Anfangsspannungen werden auf indirektem Wege gem essen, 

namlich durch die Messung von Langenanderungen. Dieses kann bei
spielsweise so geschehen, daB man eine MeBlange genau festlegt, dieses 

1 Proo. A. S. T. M. 1920, p. 31 u. Teohn. Pap. 163, Bureau of Standards. 
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Stlick sodann ausschneidet und wieder miBt. Diese dahei festgestellte 
Langenanderung ergibt nach der Gleichung 

Al = !:i = c0. 
E·F E 

die gesuchte Spannung in Richtung der MeBstrecke, wobei angenom
men ist, daB der Spannungszustand infolge der Anfangsspannungen 
linear ist. 

Die Anfangsspannungen eines Stabes mit rundem Querschnittz. B. 
konnen auch wie folgt untersucht werden: Man schneidet einen auBeren 
Kreisring des Querschnittes aus und stellt fest, ob der Durchmesser 
des verbleibenden Teiles eine Langenanderung eingegangen ist. Hat 
er sich gedehnt, so waren in dem abgeschnittenen Kreisring Ringzug
spannungen. Schneidet man auf diese Weise einen Ring nach dem 
anderen ab, so kann man die Verteilung der Anfangsspannungen liber 
den ganzen Querschnitt feststellen. Ein dlinnes Blech kalID in folgen
der Weise untersucht werden: Man schneidet ein Stlick aus, bestreicht 
eine Oberftache mit Paraffin und taucht das Stuck in eine Saure, bis 
die Blechstarke um einen gewissen Betrag, etwa ein Viertel, geschwacht 
ist. Die Schwachung ist dabei nur von einer Blechseite ausgegangen, 
da das Paraffin vor dem Angriff durch die Saure schlitzt. Waren in 
dem Blech vorher Anfangsspannungen, so muB das Blech nach dem 
Saurebad gekrlimmt sein, und die GroBe der Krlimmung gibt einen 
Anhalt liber GroBe und Verteilung der Anfangsspannungenl. 

4. Anfangsspannungen hervorgerufen durch Kaltrecken. 
Ein groBer Teil der in den Bauwerken verwendeten Eisenstabe 

ist vor der Verwendung kalt bearbeitet und wiihrend dieser Bearbei
tung liber die Elastizitiitsgrenze hinaus beansprucht worden, da bei 

der Kaltbearbeitung bleibende 

A 

Abb.409. 

elastischen Dehl1ungen wieder 

Formiinderungen eintraten. 
Betrachten wir einen kalt 

gebogenen Stab: Die auBeren 
Fasern an der gebogenenStelle 
sind oberhalb der FlieBgrenze 
bzw. der Stauchgrenze bean
sprucht worden. Ein Teil der 
inneren Fasel'll ist dabei un
terhalb der Elastizitatsgrenze 
beansprucht, wird jedoch durch 
die N achbarfasel'll verhindert, 
die friihere Gestalt einzuneh
men, so daB sie in Spannung 
sein mlissel1. Die gezogenen 
Fasern, welche versuchen, die 

rlickgiil1gig zu machen, daran 'aber 

1 Techn. Paper 82 of the Bureau of Standards. 
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gehindert werden, haben also Anfangszugspannungen; die Fasern, 
die sieh diesem Bestreben ihrer Naehbarfasern entgegensetzen, haben 
Druekspannungen. Analoges gilt von den gedriiekten Fasern. Halt man 
sieh das in Absehn. 1 Gesagte vor Augen, so muB offenbar die Ver
teilung der dureh Kaltreeken erzeugten Anfangsspannungen etwa naeh 
Abb.409 erfolgen. Die um die Mitte C gelegenen Fasern erfahren nur 
elastisehe Langenanderungen wahrend des Kaltbiegens, sie bleiben also 
naeh dem Kaltreeken in Spannung, wobei die Spannung das gleiehe 
Vorzeiehen behalt. Die am Rande gelegenen Fasern, die iiber die Streek
bzw. Stauehgrenze beansprueht waren, erhalten Anfangsspannungen mit 
dem entgegengesetzten V orzeiehen, als sie wiihrend des Kaltreekens 
hatten. Die Krafte Dl und Zl und die Kr1ifte D2 und Z2 bilden je ein 
Kraftepaar gleieher GroBe und shid einander entgegengesetzt geriehtet. 
Die genaue Kraftverteilung ist unbekamlt, die Linie .M N 0 P ist nur 
eine mogliehe Losung. 

5. Die GroBe der Anfangsspannungen. 

Anfangsspannungenkonnen, wie Messungen ergeben haben, so hoeh 
werden, daB sie von der gleiehen GroBenordnung sind, wie die Span
nungen aus der Gebrauehslast. Merica und Woodward fanden in 
Messingstaben Anfangsspannungen von 1250 und 1750kg/em2• Howard 
fand in dem Flanseh eines 8"-I-Tragers eine Druekspannung von 
860 kg/em2 und an einer anderen Stelle des gleiehen Tragers eine 
ZugspaIIDung von 230 kg/em2 , also einen groBten Spannungsunter
sehied von 1090 kg/em2 • In einem Bleeh stellte er in einer Rand
faser eine Anfangszugspannung von 610 kg/em2 und in der entgegen
gesetzten Faser eine Anfangsdruekspannung von 740 kg/ emil fest, mit
hin eine von der in Abb. 409 dargestellten wesentlieh versehiedene 
Spannungsverteilung. Bei einem U -Eisen stellte er einen Spannungs
untersehied von 1700 kg/em 2 fest. Offensiehtlieh konnen tJberlagerungen 
von Anfangsspannungen aus thermiseher und meehamseher Behandlung 
zu den versehiedensten Spannungsverteilungen fiihren. Bleibende Span
nungen konnen weiterhin auftreten dureh die meehamsehe Bean
spruehung des Konstruktionsteiles wahrend des Gebrauehes, z. B. bei 
einer Eisenbahnsehiene dureh die Bearbeitung infolge der rollenden 
Lasten. Diese bleibenden Spannungen sind wesensgleieh mit den An
fangsspannungen. Howard fand eine bleibende Druekspannung von 
3100 kg/emil an der oberen und eine bleibende Zugspannung von 
1080 kg/em2 an der unteren Faser einer Sehiene, also ein Spannungs
gefalle von 4180kgfqm2.* 

Ein Messingstab wurde auf 450 0 erwarmt und daIlll plotzlieh in 
kaltem Wasser abgekiihlt. Es wurden danaeh an der Oberflaehe An
fangsdruekspannungen von 1020 kg/emil festgestellt. 

* Howard: The internal strains in steel rails. Proo. N. E. Railroad Club, 
Jan. 8. 1918. 
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6. Beseitigung von Anfangsspannungen. 
Anfangsspannungen kOnnen grrindsatzlich mit den gleichen Metho

den beseitigt werden, wie sie auch entstanden sind, d. h. durch ther
mische oder mechanische Behandlung. Die Walzspannungen werden 
durch Erwiirnlung auf eine geeignete Temperatur und durch langsames 
Abkuhlen beseitigt bzw. vermindert. Ein BronzeBtab wurde eine halbe 
Stunde lang auf einer Temperatur von 2000 gehalten und dann lang
sam abgeklihlt; die Anfangsspannungen gingen von 2600 kgJcm2 auf 
420 kg/cm2 herunter. Die gleiche Behandlung mit einer Temperatur 
von 3000 erniedrigte die Anfangsspannungen auf 210 kgJcm2.* Es ist 
durchaus moglich, die Erwiirnlung in solchen Grenzen zu halten, daB 
die Festigkeit von Stahl dabei unbeeinfluBt bleibt und trotzdem die 
Anfangsspannungen zum groBten Tell beseitigt werden. 

7. Eigentiimliche Brucherscheinungen 
finden sich bei Messing und anderen Legierungen ohne Einwirkung 
von auBeren Lasten. Die Ursache des Bruches sind zweifellos An
fangsspannungen; in der Regel tritt dieser BrUch aber nur ein, wenn 
die Oberfliiche durch Korrosion angegriffen ist. Bleibt die Oberflache 
fehlerfrei, so treten diese Art Bruche im allgemeinen nicht ein, ob
wohl es auch schon beobachtet worden ist, daB Temperaturwechsel 
in Verbindung mit Anfangsspannungen ebenfalls zum Bruch fUhrten. 
Bei Messing sind Anfangsspannungen bis zu 1750 kg/cm'J beobachtet 
worden, ohne daB eine Zerstorung eingetreten ware 1, vorausgesetzt, 
daB die Oberflache keine chemischen Zersetzungen erfahren hatte. Bei 
de.m Bau des "Catskill Aquaduct" (Wasserversorgungsanlage der Stadt 
New York) sind viele derartige "Corrosion Crackings" beobachtet worden. 
Die Materialprufung benutzt fur diese FiiUe im wesentlichen eine ge
wohnliche QuecksiIbersalzlosung. Die Bestimmungen des "New York 
Board of Water Supply 1915" schreiben vor, daB Platten und Rohren 
aus Messing eine Stunde lang in eine gesattigte LOsung von Chlor
quecksilber zu tauchen und danach zwei W ochen lang zu beobachten 
sind. Die "International Aircraft Standards Board Specification for 
Naval Brass" verlangt, daB die Messingrohre 15 Minuten lang in eine 
Quecksilbernitratlosung zu tauchen ist, die 100 g QuecksiIbernitrat 
auf 13 cms Salpetersaure enthalt (spezifisches Gewicht der LOsung 1,43), 
ohne Brucherscheinungen zu zeigen. Die Grenze, bei der "Corrosion 
Cracking" eintreten kann, gibt (vgl. oben) Merica und Woodward 
mit 1750 kgfcm2 an. Selbst wenn das Material die oben geschiIderten 
Prlifungen aushalt, so konnen die Anfangsspannungen doch so groB 
sein, daB die Tragfiihigkeit erheblich herabgesetzt iBt und unterhalb 
der dem betr. KonstruktionsteiI zugedachten Spannungen liegt. Es 
scheint deshalb diese Prlifung geeignet zu sein, wenn das Metall in 
KonstruktionsteiIen verwendet wird, die keiner iiuBeren Belastung aus
gesetzt sind. Polierte Oberfliichen sind der RiBgefahr weniger ausgesetzt. 

* Proc. A. S. T. M., p. 174. 1918. 
1 Proc. A. S. T. M. p. 171. 
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8. Anfangsspannungen in I- Balken. 
Ein I- Profil hat einen verhaltnismaBig diinnen Steg und dicke 

Flanschen. Der diinne Steg mit seiner verh1i1tnismaHig groBen Ober
flache erkaltet schneller als die Flanschen, 
bzw. als das Innere der Fla.nschen. Die 
hierdurch erzeugten Spannungen sind 
wahrscheinlich dort am gr6Bten, wo der 
Steg in den Flansch iibergeht. Wiirde man 
einen I- Trager vor dem Erkalten durch 
einen Langsschnitt mitten durch den Steg 
in 2 Balken teilen, so wiirden diese Trager
half ten sich wahrend des Erkaltens so 
verbiegfln, daB sie sich von der Langs
achse weg entfernen. Es miissen des
halb auch Zugspannungen im Stege vor
ha.nden sein, die senkrecht zu der ge
nannten Schnittflache wirken. Die alteren 
I- Profile mit dickeren Fla.nschen waren 
gr6Beren Anfa.ngsspannungen ausgesetzt 
als die neueren Profile mit verhaltnis
maBig diinnen Flanschen 1. 

9. Anfangsspannungen und 
Tragfahigkeit. 

Der EinfluB der Anfa.ngsspannungen 
auf die Sicherheit ist offensichtlich. Zwei
fellos sind ma.nche Unfalle darauf zuriick
zufiihren. Ebenso zweifellos aber kann die 
Tragfahigkeit eines Konstruktionsgliedes 
durch die Anfangsspannungen erh6ht wer
den: man denke an einen Querschnitt, 
der nach Abb. 409 Anfangsspannungen 
ausgesetzt sei und nun in der Weise auf Abb. 410. Trager aus Bessemer-Stahl, 

h d 13 di der durch einen leichten H ammer-
Biegung beanspruc t wird, a . e An- schlag zerst tirt wurde. 

fangsdruckspannungen den Biegungszug-
spannungen entgegenwirken, und umgekehrt. Abb. 410 zeigt einen 
Trager aus Bessemer-Stahl, der durch eillen leichten Schlag mit einem 
Hammer zerst6rt wurde. Diese mangelnde Widerstandsfahigkeit mag 
auch auf einen Materialfehler zuriickzufiihren sein; indessen sollte der 
Ingenieur bei unerwarteten Briichen stets sein Augenmerk auf Anfangs
spannungen rich ten und seine Sicherheitskoeffizienten ebenfalls in 
Riicksicht auf die Anfallgsspannungen bemessen. 

1 Pritchard: Faults in the theory of flexure. Trans. Am. Soc. C. E., vol. 75, 
895-981. 1912. 

Schlag
stelle 
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XX. Die Biegnng gekriimmter Stabe. 
1. Lineare Spannnngsverteilung und ebenbleibende 

Qrierschnitte. 
1st die in jedem Querschnitt wirkende N ormalkraft nach GroBe, 

Richtung und Angriffspunkt bekannt, so ergibt sich unter Annahme 
linearer Spannungsverteilung die N ormalspannung an jedem Punkt 
nach den' in Kap. IX entwickelten Gleichungen. Bleiben die Span
nungen innerhalb der Proportionalitatsgrenze, so schlieBt die Annahme 
linearer Spannungsverteilung die des Ebenbleibens der Querschnitte 
in sich ein unter der Voraussetzung, daB ein ursprunglich ebenel' 
Querschnitt eben bleibt, und ferner daB 
aIle Querschnitte vor der Deformation 
einander parallel sind, d. h. daB die Stab
achse gerade ist: 

a' a (' c' 

\ " \ I 
\ I 
mk-------,D 

\ / 
b b' d'd 

Abb.411. Abb.412. 

In Abb. 411 stelle ab cd das Stuck eines geraden, auf Biegung be
anspruchten Balkens dar. Die Querschnitte a b und cd mogen nach 
der Deformation eben bleiben und in a'b' und c'd' ubergehen. Die 
Langenanderungen der einzelnen Fasern verhalten sich wie die Faser
abstande von der Nullinie; da nun nach Voraussetzung (gerade Stab
achse) die einzelnen Fasern gleiche Lange haben, so nehmen auch 
die auf die Vingeneinheit bezogenen Langenanderungen linear mit 
dem Abstand von der N.L. zu. 1st die Stabachse gekriimmt (Abb. 412), 
so sind die Faserlangen zwischen zwei Querschnitten ab und cd nicht 
gleich. Nimmt man nun nach der Deformation wieder ebene Quer
schnitte an, so sind wohl die Langenanderungen der Fasern linear 
proportional dem Abstand von der N.L., nicht aber die bezogenen 
Langenanderungen. Bei einem auf Biegung beanspruchten gekrummten 
Stab ist also die V oraussetzung ebenbleibender Querschnitte unver
einbar mit der linearer Spannungsverteilung. 

2. Spannungsverteilung unter Annahme ebenbleibender 
Querschnitte. 

Es sei ED (Abb.413) die Querschnittsebene, D der DurchstoB
punkt der Schwerachse, E der DurchstoBpunkt der resultierenden 
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inneren Kraft R durch den Querschnitt. Man zerlege R in eine N ormal
kraft N und eine Querkraft Q. Das biegende Moment ist M =N ·ED. 
Als Wirkungsebene der Kriifte sei die Bildebene angenommen, in der 

y 

_..t 
\1se - D 

~c /--
/ 

L-________________ ~ __ ~x 

Abb.413. Abb.414. 

auch die eine Hauptachse liege. Die Tangente an die Stabachse in D 
bilde mit der Horizontalen den Winkel rp, der von der Horizontalen 
aus gegen den Sinn des Urzeigers gemessen werde. 

Die N ormalkraft N erhalte das positive Vorzeichen, wenn sie eine 
Druckkraft ist. Das Biegungsmoment Mist positiv, wenn es am linken 
Tragerstumpf rechtsdrehend ist, d. h. oberhalb der N.L. Druckspan
nungen erzeugt. 

Die Gleichgewichtsbedingungen liefern folgende Gleichungen (Abb. 
414): 

I a·df =N'l 
IT.df =Q, 

IT'.df -,--0, J 
I a·df·v = M, 

(1) 

worin T' die Tangentialspannungen senkrecht zur Bildebene bedeuten, 
die iibrigen Bezeichnungen die iibliche Bedeutung haben. Die Inte
gration hat iiber den gauzen Querschlritt zu erfolgen. 

Diese Gleichungen geniigen nicht, wie friiher dargelegt (vgL Kap. X), 
um die Spannungsverteilung eindeutig zu bestimmen. Wir miissen auBer 
dem Gleichgewicht noch die Formanderungen untersuchen. 

Wir betrachten zwei Querschnitte, deren Schwerpunkte vor der 
Deformation um den Betrag dB voneinander entfernt waren. Bezeichnen 
wIT den Winkel, den beide Querschnitte miteinander einschlieBen, mit 
d rp, so sind zwei einer und derselben Faser angehorende, um den 
Betrag v von der Stabachse entfernte Punkte der beiden Querschnitte 
um den Betrag 

dsv = dB - v.drp 
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voneinander entfernt. Bei der unter der Einwirkung der iiuBeren Krafte 
eintretenden Deformation mogen die Querschnitte eben bleiben. 

Aus ds wird ds + Ads, 

" dcp" dcp + Adcp, 

" dsv " dsv + Adsv = ds - v·dcp + Ads - v·Adrp. 

Und damit 

Llds-v·Lldtp 
ds-v·dtp 

Llds-v·Lld", r 
ds r + v . 

Es ist nach dem Hookeschen Gesetz 

(1= _ E(LldS _ V.Lldtp)_r_. 
ds ds r+v 

(2) 

Das negative V orzeichen riihrt daher, daB die Druckspannungen das 
positive V orzeichen haben. 

Die erste und die letzte der Gleichungen (1) ergeben zusammen 
mit (2): 

~= Ja·!!L=_rLldSJ.--!!.L+~LldtpJ v·df 
E E ds l'+V ds r+v' 

M = Ja,v.d[=_rLldSJ v·df +~~JV2.df 
E E ds r+v ds r+v' 

Mit 

f df= F, f v·df= 0 

und 

wird 

rJ.--!!.L = f df-f v·df =Jdf-JV.d[ + ~J v2.df = F+ ~. 
r + v r + v r r r + v r2 

Ferner ist 

Damit wird 

rJ v.df = f V.df-f v2.df = _:E... 
r+v r+v r 

N = _ F Ll ds _ (Ll ds + Ll dtp):E.. 
E ds r·ds ds r' 

M _ (Llds r Lldtp) JI 
E·r - r·ds T(J;8 r' 

(3) 

(4) 



Hieraus findet man 

Jds 
~ 

Der Wert JI. 

N M 
- E·Jf - F·E·r ' 

Jdrp=~+~+~. 
ds E·J' F·E·r2 F·E·r 

Setzen wir diese Werte in Gl. (2) ein, so erhiilt man 

N M M·r·v 
11=1'+ F.r+ J'(r+v) ' 
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(5) 

(6) 

(7) 

d. h. die N ormalspannung an jedem Punkt des Querschnitts unter der 
Annahme eben bleibender Querschnitte. 

1st der Stab gerade (r = 00), J' = J, so wird 

Jds N 
~=E·F' 

Jdrp M 
~ E·J' 

-'-- N + M·v 
11- F J' 

Gl. (7) zeigt, daB die auf der Annahme ebenbleibender Querschnitte 
errechnete Spannungsverteilung nicht linear ist. Triigt man senkrecht 
zur Querschnittsebene in jedem Punkt die Spannung in einem belie
bigen aber konstanten MaBstab auf, so erhiilt man eine Hyperbel, 
deren eine Asymptote durch den Kriimmungsmittelpunkt hindurch
geht und parallel zur N eigung der Achse in D liegt. Es stimmt 
bei Biegung ohne Axialkraft die Schwerachse nicht mit der N.L. 
iiberein. 

Es ist 11 = 0, wenn 

-JI.r(M+N·r) 
V = -=-c=,.--~-;---o-~~ 

JI(M+N·r)+M.F·r 2 

oder bei Biegung ohne Axialkraft (N = 0) 

d. h. die N.L. riickt von der Schwerlinie nach dem Kriimmungsmittel
punkt zu abo Es erscheint nun auch verstiindlich, warum der zweite 
Term auf der rechten Seite von Gl. (5) negativ ist; es haben niimlich 
die Querschnittselemente der Schwerachse Druckspannungen. 

3. Der Wert J'. 

Man forme um: 

(8) 
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FUr einen rechteckigen Querschnitt von der Breite b und der 
Rohe h wird mit df= b·dv: 

.k 
T~ 

J' = b·r3 J ~ - F·r2 = b·r3 ln 2r+h - F·r2. (9) 
r+v 2r-h 

k 
2 

Flir einen kreisformigen Querschnitt mit dem Radius R wird 

n 
+2 

J ' = 2 r3 • R2 J _CO_S=2_d c-d_,,_ F 2 
r-Rsina - ·r 

n 
2 

(10) 

In den meisten praktisehen Fallen ist l' groB im' Verhaltnis zu 
den Quersehnittsabmessungen. 1st der Querschnitt symmetriseh zur 
Querselmittsachse, so entsprieht jedem FUiehenelement d f im Ab
stand + v auf der einen ein gleiehes Element d f im Abstand - v. 
auf der andern Seite von der Aehse. Das erste Element tragt zu 
dem Wert J' bei mit 

das zweite mit 

Die Summe betragt naherungsweise 

und damit naherungsweise 

J'~J, 

der wahre Wert J' ist jedoeh stets etwas groBer als J. 
Z. B. wahle man einen verhaltnismliBig kleinen Krlimmungsradius 

mit r = 15 em, h = 6 em, so wird flir ein Quersehnittselement der 
auBersten Faser 

bzw. 

(dJ')2 =v 2 .df-! 

(dJ')l + (dJ')2 = ~~ v 2 ·df. 
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4. Spannungsermittlung unter Annahme linearer 
Spannungsverteilung. 

Die Gl. (1) bleiben bestehen,Gl. (7) wird 

P M·v 
a=1!'+-;'-' (7a) 

Die Gt. (7) ist aus den Formandernngen entwiokelt, indem wir die 
relativen Bewegungen zweier benaohbarter Quersohnitte betraohteten, 

die bezogenen Formandernngen aus Normalkraft und Moment ,jd:s 

,j drp 
undo a;q;- erreohneten und dann Gl. (1) und (2) benutzten . 

. Nunmehr wird iiber die Spannungsverteilung eine Annahme ge
maoht, namlioh daB die Spannung . eine lineare Funktion des Ortes ist. 
Hierduroh kommt man sofort zu Gl. (7 a), und es wird erst jetzt die 

gegenseitige Versohiebung der beiden Quersohnitte festgestellt, urn ,jd~~ 
und ,jd~rp zu finden. Man betraohte zwei in Riohtung der Aohse, die 

nun gleiohzeitig N. N. ist, um ds entfernte Quersohnitte eines ge
kriimmten Stabes; diese Entfernung hat naoh 'der Deformation den 

Zu.waohs :E .ds, da die Spannung der neutralen Faser (v = 0) die 

mittlere Spannung ist. Damit wird 

,j ds N 
-;r;- = - E·F· (5 a) 

In einer Entfernung v von der N.L. ist die Spannung gegeben 
duroh Gl. ( 7 a); es wird also die Faser von der urspriingliohen Lange 
d s - v· d f{J 'verkiirzt um 

( N M.V) 
Ads" = E.F + E.J (ds - v.df{J) , 

Mit 
r.df{J = - ds 

wird 

,jdrp N M M·v N M (r+v) 
-;r;-= E·F·r + E·J + E·J·r = E·F·r +E.J -r- . (6 a) 

Fiir r = 00 (gerade Stabaohse) wird 

,j drp d 2 y M. 
([8= dx 2 = E.J· 
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5. Querschnittskern (ebene Querschnitte bleiben eben). 
Wie beim geraden Balken erscheinen die Spannungsgrenzwerte an 

den Querschnittsdindern. Nach Abb. 415 tritt in der oberen urn VI 

Abb.415. 

von der Achse entfernten Rundfaser die groBte 
Druckspannung auf 

(Druck) 

(11) 

An der inneren Randfaser tritt die groBte 
Zugspannung auf 

(Zug) 

(12) 

wobei VI und v2 beide mit positiven Vorzeichen einzufiihren sind. 
Fiihrt man die Entfernung e des DurchstoBpunktes der Kraft durch 

die Querschnittsebene von der Balkenachse ein, so werden die Gl. (11) 
und (12) zu 

) N( e) N·e·r·v 
(Druck umax = F 1 + r + JI (1' + v:) , 

N ( e) N·e·r·v 
(Zug) umax = - F 1 + r + JI (1' - v2) • 

N sei eine Druckkraft; die Spannung hat dann ii ber 
Querschnitt das gleiche V orzeichen, wenn 

J' 
e <-=---~= 

1 = F.r.v2 J' 
--.~---

bzw. 
JI 

e. > - F JI· - - ·1'·v __ 1_+_ 
1·+V1 r 

(13) 

(14) 

den ganzen 

(15) 

(16) 

Stellen die Ungleichungen (15) und (16) Gleichungen dar, so ist 
die Zugspannung der unteren bzw. der oberen Faser gerade Null. In 
beiden Fallen herrscht gerade iiber den ganzen Querschnitt Druck, 
d. h. solange del' Wert e innerhalb del' durch die Gl. (15) und (16) 
gegebenen Grenzen liegt, solange haben die Spannungen iiber den 
ganzen Querschnitt das gleiche V orzeichen. Diese beiden Werte e sind 
also die Kernweiten des Querschnitts. 

Fiir einen geraden Balken mit r = 00 werden die Gl. (11) bis 
(16) zu 

(Druck) N M·v1 U - ~-.- -.L ~-
max-F i J (11 a) 

(13a) 
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(Z N jJ[,vg 
ug)omax = - F +-J- (12 a) 

_ N + N.e,vg 

--If -J-' (14 a) 

Die Kernweiten sind bestimmt durch 

oder 

J 
e1=-F ' 

'Vg 

J 
e =---

9 F,vl 
(15a, 16a) 

e1 
= ;; I (wie beim geraden Balken). 

e2 =!...-. 
Vl 

Den geometrischen Ort der DurchstoBpunkteder Kraft durch jeden 
Querschnitt (fiir einen bestimmten gegebenen Belastungsfall) nennt 
man die Stiitzlinie. Solange die Stiitzlinie innerhalb des Kernes fiir 
samtliche Querschnitte liegt, hat jeder Querschnitt - falls Peine 
Druckkraft ist - nur Druckspannungen. Fallt die Stiitzlinie auBerhalb 
des Kerns, so hat die der Kraft zugewendete Seite Spannungen mit 
dem gleichen, die andere Seite Spannungen mit dem entgegengesetzten 
Vorzeichen. 

Um die Spannung an dem oberen Kernpunkt zu ermitteln, setzen 
wir den Wert e aus Gl. (15) fiir v in Gl. (7) ein und erhalten 

0= N +~ = N(e+vg) • (17) 
F F,vg F,vg 

Entsprechend finden wir die Spannung an dem unteren Kern
punkt. 

6. Scherspannungen. 
Wie beim geraden Balken so hat auch beim Balken mit gekriimm

ter Achse die Scherspannung in der neutralen Faser jeden Quer
schnitts ihren Hochstwert und nimmt von der N.L. nach den Quer
schnittsrandern bis auf Null abo Das Verfahren zur Bestimmung der 
Scherspannungen ist das gleiche und solI hier nicht wiederholt werden. 
Die Scherspannungen spielen i. A. bei gekriimmten Staben eine geringere 
Rolle als bei geraden Staben. 

7. Elastische Untersnchungen. 
Die elastischen Untersuchungen gekriimmter Stabe sind einem spa

teren Bande vorbehalten. 

8. BeispieL 
Wir untersuchen den in Abb. 416 dargestellten Haken, und zwar den 

Querschnitt a-a. Es sei an dieser Stelle der Kri'tmmungsradius r = 2 om, del' 
Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 36 
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Querschnitt ein Kreis mit dem Durchmesser d = 2 cm. 

a 

:n·d4 
J=~ = 0,7854 cm', 

:n·d 2 

F= -4- = 3,14 cm2 , 

p= 300 kg. 

Es wird dann nach der iib!ichen Methode unter An
a nahme !inearer Spannungsverteilung 

PM· V1 300 300· 2· 1 
Omax = F + J- = 3,14 + 0,7854 

v = 94 + 761 = 1155 kg/cm2 (Zug). 
Abb.416. 

Nach Gl. (7) (Annahme ebenbleibender Querschnitte) 
haben wir zunachst JI aus Gl. (10) zu ermitteln; es wird 

J' = 0,2864:n (gegen J = 0,25 :n:), 
dann wird 

P M M·r·v1 a --+--+-_._-
max - F F·r JI (r+v1) 

300 600 600·2·1 
= 3,14 - 3,14.2 + 0,2864:n: = 1333 kg/cm> (Zug). 

Der groBe Unterscbied zwischen beiden errechneten Werteri zeigt, 
daB entweder die Annahme linearer Spammngsverteilung oder die 
ebenbleibender Querschnitte unzutreffend ist. Es ist indessen zu be
achten, daB es sich bei dem Beispiel um einen stark gekriimmten 
Stab handelte. Es scheint jedoch dem Verfasser ein gutes Beispiel 
dafiir zu sein, daB man sich vor einer scheinbaren mathematischen 
Genauigkeit hiiten und stets das groBte Interesse den Grundlagen zu
wenden soll, auf denen die Rechnung aufgebaut ist. 

Der Verfasser neigt zu der Ansicht, daB die auf der Annahme 
linearer Spannungsverteilung aufgebaute Rechnung den tatsachlichen 
Verhaltnissen naher kommt, da dabei das Prinzip del' geringsten Form
anderungsarbeit am besten gewahrt ist. Darauf soll in einem spateren 
Bande eingegangen werden. 

XXI. Materialpriifung. 
1. Allgemeines. 

Die J\lIatel'ialpl'iifung kann in diesem Buche nicht erschopfend 
behandelt werden; es ist dieses ein Spezialgebiet, das fiir den lnge
nieur von hochster Wichtigkeit ist 1 . 

1 Es mogen folgende Werke hieriiber empfohlen sein: 
Un win: "The Testing of Materials of Construction." Longmanns, Green & 

Co., 3rd edition 1910. - Martens: Handbuch des Material-Priifungswesens. -
Johnson: "Materials of Constructions": rewritten by Withey and Aston, Wiley 
1919. - The Proceedings of the Am. Soc. for Testing Materials (A. S. T. M.) 
Yearly volumes since 1901. 
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Einige kurze Bemerkungen iiber dieses Gebiet sind jedoch bier 
notwendig, damit der Leser den Stoff dieses Bandes versteht. 

Die Materialpriifung dient entweder wissenschaftlicher Erkenntnis, 
d. h. sie sucht GesetzmaBigkeiten zu finden, oder sie dient Handels
bzw.Kontrollzwecken. Nachdem die grundlegenden Eigenschaften 
und die physikalischen GesetzmaBigkeiten gefunden sind, ist der 
Ingenieur in der Lage, zu entscheiden, welche Eigenschaften ein 
Material fiir seine Zwecke besitzen muB, und welches Material er ver
wenden muB. Er hat dann Kontrollversuche mit dem erhaltenen 
Material auszufiihren, um sich zu vergewissern, ob das Material die von 
ihm gewiinschten Eigenschaften hat. Diese beiden Arten von Material
priifungen sind grundsatzlich voneinander verschieden, in Hinsicht auf 
den Zweck, vielfach auch in Hinsicht auf die Methoden, die Apparate 
und den anzustrebenden Genauigkeitsgrad. 

Die wissenschaftliche Materialpriifung sucht physikalische Ge
setzmaBigkeiten auf dem Versuchswege zu erhalten; Zusammenhange, 
die deduktiv, also auf Grund von bekannten anderen GesetzmaBig
keiten zu gewinnen sind, solI ten nicht Gegenstande der wissenschaft
lichen Materialpriifung sein. Grundsatzlich sollte bei den Unter
suchungen stets nur der EinfiuB einer Veranderlichen beobachtet 
werden. Z. B. sei der EinfiuB des Kohlenstoffgehaltes auf Zabigkeit 
oder Festigkeit von Stahl zu untersuchen; es miissen darm samt
liche Versuchsbedingungen sowie die iibrige Zusammensetzung des 
Stables bei allen Versuchen unverandert bleiben. Nur so karm man 
einen EinfiuB rein erfassen. Man macht haufig die Beobachtung, daB 
gegen diesen einfachen, selbstverstandlichen Grundsatz verstoBen wird, 
daB viele GroBen gleichzeitig variiert werden, so daB ein Vergleich 
der verschiedenen Versuche auBerordentlich schwierig, wenn nicht un
moglich ist. Der Zweck der Untersuchung sei stets, die grundlegenden 
GesetzmaBigkeiten zu finden, gewissermaBen die Elemente der Er
kenntnis. Die induktive Vberlegung wird aus dies en Elementen so
dann das Gebaude der Erkenntnis aufbauen. Haufig jedoch hat man 
den Eindruck, als ob die Materialpriifung das Denken ersetzen solI. 
Wenn wir ein Bauglied priifen, z. B. das Modell eines Dachbalkens, 
so werden wir beispielsweise finden, welche Last der Balken tragt und 
wie und wo er bricht. 1st die Untersuchung so durchgefiihrt, daB 
sich eine exakte Vberlegung und Berechnung darauf aufbauen laBt
werm wir z. B. finden konnen, welche Spannung an der Bruchstelle 
vorhanden war -, so wird uns der Versuch unter Umstanden in die 
Lage versetzen, wertvolle Schliisse daraus zu ziehen; sonst wird das 
Resultat des Versuches lediglich sein, daB dieser betreffende Balken 
in der besonderen, beobachteten Weise zu Bruch gekommen ist. 

Diese Vberlegungen mhren zwanglaufig zur N ormierung. Es 
miissen normiert werden: die Gestalt der Probekorper, die Unter
suchungsmethoden, die Belastungsgeschwindigkeit und anderes mehr. 
Von groBer Wichtigkeit ist die Beobachtung des Ahnlichkeitsgesetzes 
(vgl. Kap. IV, Abschn. 19), da die Abmessungen der Probekorper im 
Verhaltnis zu denen der Bauwerksglieder im allgemeinen sehr klein 

36* 
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sind. Eine absolute Ahnlichkeit ka:rrn nie erreicht werden. Diese 
Vberlegung hat manchma.l zu dem Bestreben gemhrt, Probekorper von 
den Abmessungen zu oenutzen, wie man sie auch in der Praxis an
wendet, beispielsweise also Druckstabe, des Briickenbaues. An Stelle 
der einen Schwierigkeit tritt aber dann eine andere, namlich die, die 
Versuchsbedingungen so zu gestalten, daB sie den im Bauwerk VOf

liegenden Bedingungen nahe kommen, so daB die Ergebnisse ebenfalls 
falsch sein konnen. . 

Bei der Kontrollzwecken dienenden· Materialpriifung muB man 
sich vor Augen hal ten , daB die Versuche nicht an den Materialien 
ausgefiihrt werden, die spater benutzt werden, sondern daB man die 
Annahme machen muB, daB das untersuchte Material dem verwen
deten Material vollkommen gleich ist. Es ist also darauf zu achten, 
ob diese Annahme auch zu Recht besteht. Man denke an ein kleines 
Probestiick aus Holz, das mit ziemlicher Sicherheit keine offensicht
lichen Mangel, wie AstlOcher und dgl., aufweisen wird, wie sie bei 
dem zum Bauwerk verwendeten Holz doch leicht vorkommen konnen. 
Eine ganze Anzahl von Versuchen schlieBt es aus, daB man das spater
verwendete Material seIber priift, wie z. B. samtliche Festigkeitsver
suche. Andere Eigenschaften konnen jedoch sehr wohl an dem ver
wendeten Material selbeI' untersucht werden. Elektrische odeI' magne
tische Priifungsmethoden scheinen berufen zu sein, Materialfehler bei 
Eisen aufzudecken. 

Versuche an Bauwerken, wie Briickenbauten odeI' dgl., werden 
zuweilen ausgefiihrt, um das elastische Verhalten zu studieren; solche 
Versuche konnen wichtige Erkenntnisse vermitteln. 

Die Materialpriifung erIordert in sehr vielen Fallen peinlich genaue 
Messungen; die Ergebnisse unterliegen Irrtiimern, die person1ich odeI' 
sachlich begriindet sein konnen: Nachlassigkeit in der Durchfiihrung 
und Fehler an den Beobachtungsinstrumenten konnen die Ergebnisse 
leicht wertlos machen. 

Die Beschaftigung mit der Materialpriifung erIordert ganz be
sonders geschulte Krafte. Del' Priifingenieur steht dem Wesen seiner 
Tatigkeit nach zwischen dem Produzenten und dem Konsumenten, 
indem er sowohl die Produktion zu verbessern sucht als dem Ver
brauch Ratschlage fiir die Anwendung del' bestqualifizierten Materia
lien gibt. 

Die untersuchten Materialeigenschaften sind zahlreich. 
sammenstellung findet sich in den "Proceedings of Am. 
Mat. 1923, Report of Committee E - 1 on Methods of 
S. 481. Von diesen seien hier folgende herausgegriffen: 

Eille Zu
Soc. Test. 
Testings" , 

Die Bruchfestigkeit: auf Zug, Druck, Abscherung, Verdrehung 
und Biegung. 

E la s t i zi ta t: Elastizitatsgrenze, FlieBgrenze, Elastizitatsmoduli. 
Dehnungsfahigkeit: Bruchdehnung, Querschnittverminderung. 

Kaltbiegeprobe. 
Harte: Widerstand gegen Abniitzung odeI' Einkerben. 
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Zahigkeit: Dampfungsfahigkeit, Arbeitsvermogen, Widerstands
fahigkeit gegen StoBbeanspruchungen. 

Ermiidungsfestig.keit: Widerstandsfahigkeit gegen wiederholte 
Belastungen. 

Chemische Untersuchungen stell en fest, ob die chemische Zu
sammensetzung der Baustoffe einwandfrei isp. 

Mikroskopische Untersuchungen untersuchen die Struktur 
(hauptsachlich an Metallen). 

Weiterhin sind zu nennen Versuche iiber Porositat, Verwitterung, 
spezifisches und Raumgewicht; bei Beton und Mortel speziell 'Unter
suchungen iiber Volumenbestandigkeit, Abbindezeit, Erhartung usw. 

Die beste Materialpriifung ist in vielen Fallen der praktische Ge
brauch; dies ist aber aus leicht einzusehenden Grunden nur selten 
moglich und erfordert haufig viel Zeit. Kontrollversuche sollen aber 
moglichst kurze Zeit dauern. 

Die Festigkeitspriifungen lassen sich in drei Abteilungen gliedern: 
1. Untersuchungen "statischer" Art mit dem Zweck, die verschiedenen 
Festigkeiten festzustellen. Die Last wird dabei nur einmal aufgebracht 
(statische Festigkeit). 2. Untersuchungen mit wiederholten Belastungen 
(Ermiidungsfestigkeit). 3. StoBversuche (Arbeitsvermogen). 

2. lUaschinen uml Apparate fiir Festigkeitsversuche. 
Normen. 

Die Maschinen miissen eine Kraft ausiiben; ferner muB diese Kraft 
gemessen werden. Die gebrauchliche stehende Presse (Abb. 417) faBt 
bei Zugvenmchen den Probekorper mit zangenartig wirkenden Greif
vorrichtungen, die in einem festen Ober- und einem beweglichen Unter
haupt angebracht sind. Das Oberhaupt ruht auf vier Hohlsaulen, die 
in der Platte E (Abb. 418) endigen; das Unterhaupt wird ebenfalls 
von vier Saulen getragen, die in den erstgenannten vier Siiulen laufen 
und durch die Grundplatte hindurchgehen. Daselbst hat jede ein 
Schraubengewinde; mittels einer Schraubenmutter, die ihre Reaktion 
an der Grundplatte findet, kann die Saule und damit das Unterhaupt 
nach unten gezogen werden, wodurcb. die Kraft auf den Probekorper 
iibertragen wird. Die Umdrehungsgeschwindigkeit der Schraubenmuttern, 
die im allgemeinen elektromotorisch angetrieben werden, kann genau re
guliert werden. Es wird also die Kraft wachsend in der Weise ausgeiibt, 
daB die Zunahme der Debuung in der Zeiteinheit oder die Formanderungs
geschwindigkeit beliebig eingestellt werden kann. Die MeBvorrichtung 
geht aus Abb. 418 klar hervor. Sie besteht aus einem System von 
Hebeln. Es sei darauf hingewiesen, daB nur die von der Maschine 
auf den Probekorper ausgeiibte Kraft, nicht aber das Gewicht des 
Probekorpers gemessen wird. 

In vielen Maschinen wird die Kraft hydraulisch ausgeiibt und ge
messen. Eine Fehlerquelle schleicht sich leicht durch die Reibung 
des Kolbens an der Zylinderwand ein. 
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Abb. 417. Priifmaschine System Olsen. 

Abb. 418. Schematische Darstellung zu Abb. 417 
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Die Vorriohtungen, die die Zugkorper greifen, konnen sehr ver
sohieden ausgebildet sein. Eine gebrauohliche Konstruktion ist die 
aus zwei Keilen bestehende, wobei die parallelen Innenseiten haufig 
aufgerauht sind, urn die Reibungskrafte zu vergroBern (Abb. 419). 
Die Probekorper werden 
zweokmaBig an beiden Enden 
verstarkt, so daB der Bruoh 
auf keinen Fall zwisohen den 
Greifzangen eintritt. An 
EteIle der Keile tritt auoh 

Sohraubengewinde und 
Sohraubenmutter (Abb. 426). 
Von besonderer Wichtigkeit 
ist eine zentrische Kraft-

a b 
Abb.419. 

iibertragung; es darf der Probekorper keinem biegenden Moment aus
gesetzt sein, wie dies z. B. in Abb. 419 b der Fall ist. 

Zur Bestimmung der Soherfestigkeit werden am haufigsten Versuchs· 
anordnungen naoh Abb. 420 und 421 benutzt. Voraussetzung fiir den 

P 

B [J 1 (! _ '1_ 
A A 

b ---1 r--
a b 

Abb.420. 

Fall reiner Abscherung in den Ebenen zwisohen B und C (Abb. 420) ist, 
daB die Kraft schneidenformig iibertragen wird. Dies ist aber offenbar 
unmoglioh, da eine unendlich groBe Flachenpressung die Folge ware. 
Es wird sich vielmehr die Kraft auf eine endliche 
Flache sowohl in B wie in C verteilen, d. h. es liegt 
keine reine Scherung mehr vor, sondern die Krafte 
bilden Kraftepaare. Wir haben also Scherung und 
Biegung. Das gleiche gilt fiir die Versuchsanordnung A 
nach Abb. 421. Die Scherkraft ist, wie wir sahen, 
nicht gleichmaBig verteilt, nimmt vielmehr von Null 
in den Randfasern auf ihren groBten Wert in der 
neutral en Faser zu, wahrend im allgemeinen als 

Scherfestigkeit der mittlere Wert !j, bezeiohnet wird. Abb. 421-

Aus diesem Grunde und wegen der unvermeidlichen zusatzlichen Bie
gung ist die wirkliche Scherfestigkeit im allgemeinen groBer als die 
experimentell bestimmte. Es ist besonders bei Abscherungsversuchen 
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wichtig, die Versuchseinrichtung kritisch zu betrachten, ehe man zu 
den Versuchsergebnissen Stellung nimmt. 

Die beste Art, die Scherfestigkeit zu bestimmen, ist die mittels 
Torsionsversuche. Die nach Gl. (2), Kap. VIII errechnete Scherfestig-

Abb.422. System "Olsen". 

keit ist jedoch gr613er als die wirkliche, wie in Kap. X auseinander
gesetzt ist. (Der Grund liegt darin, daB das Hooke'sche Gesetz nicht 
bis zum Bruch gilt.) Upton gibt in seinem Werk "Materials" an, 

daB das Verh1iJtnis der wirklichen 
zur rechnerischen Scherfestigkeit 
zwischen 3/4 und 1 schwankt, wo
bei die niedrigen Werte fiir die 
plastischen Stoffe geiten und mit 
zunehmender Sprodigkeit zunehmen. 
1m allgemeinen brechen ziihe Mate
ria.Iien bei Verdrehungsbeanspru
chung mit der BruchfHiche senk
recht zur Achse, sprode Materialien 
mit geringer Zugfestigkeit narh 
Spiralfliichen, die an der Oberflache 
gegen die Stabachse unter 45 0 ge
neigt sind, d. h. bei sproden Ma
terialien liegt im allgemeinen die 
Scherfestigkeit iiber der Zugfestig
keit, bei ziihen Materialien ist es 

Abb. 423. System "Olsen". umgekehrt. 
Es ist nach V orstehendemklar , 

daB es fiir die Beurteilung der experiment ell gefundenen Scherfestig
keit wesentlich ist, ob sie aus der Verdrehung oder aus reiner Ab
scherung bestimmt ist, ferner urn welches Material es sich handeIt, 
und schlieBlich, wie der Versuch durchgefiihrt wurde. 

Abb. 422 und 423 zeigen Priifmaschinen fUr Biegeversuche; eine 
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nahere Beschreibung eriibrigt sich, da es sich grundsatzlich um die 
gleichen Maschinen handelt wie fiir Zug- und Druckversuche. 

Abb.424. 

Abb. 424-426 zeigen normierte Zugk6rper del' Am. Soc. Test. 
Mat. Abb. 424 zeigt einen Probek6rper mit rechteckigem Quer
schnitt. Die Starke b richtet sieh nach del' Blechstarke des zu prii
fenden Materials. Die Lange l 
soIl zwischen 5,1 cm und 20,3 em 
(2" und 8") liegen. Del' normale 
Probek6rper fiir Zugversuehe hat 
kreisf6rmigen Quersehnitt und 
ist in Abb. 425 dargestellt. Je 
spr6der das Material ist, um so 

1<-- S,1cm ()1elJ/iinge)·--~ 

Abb.425. 

allmahlieher soll del' Dbergang zwischen Stabmitte und Stabende er
folgen (vgl. Abb. 426). 

Mit del' Belastungsgeschwindigkeit erh6ht sieh die Streckgrenze 

Radius nicht 
k/einera/s Jmm 

, 
-t\~ 

. ~\~ 
Slabk!! kPg,g ____ >I "eo 
Querschnitts ' 

, ~---T'~~W 
I k----- --- -MefJkil7gel~5,o8cm-- ------J. 

I -r,Z7 --1,8--f..,--- ______ Sfabfeil kORst; €uersc/lI7i1ts I 
I 

------~ k- ---- -- t1esamfldnge~"12'06'cm [Jesamtliinge.72,7cm 

Abb.426. 

und die Bruchfestigkeit. Die A. S. T. M. empfiehlt folgende Deforma
tionsgesehwindigkeiten bei del' Priifung von Stab I und Eisen: 

Zugfestigkeit MeBlange des 
Maximale Gesehwindigkeit bei Bestim-

des Materials Probek6rpes 
mung der 

El.-Grenze Prop.-Grenze I Streekgr. i Bruehfest. 

< 5600 kg/em" f 2" 0,125"/min 0,025"/" /min 0,50"/min 2,0"/min 
l8" 2,00"/min 6,0"/min 

> 5600 kg/em2 { 2" 0,125"/min 0,025"/" /min 0,25"/min 1,0"/min 
8" 0,50"/min 2,0"/min 



570 Materialpriifung. 

3. Bestimmung del' Streck-, Proportionalitats- und 
EJastizitatsgrenze. 

Die Bestimmung del' Streckgrenze kann bei zahem Eisen mit 
charakteristischer Streckgrenze geniigend genau durch den "drop of 
the beam" erfolgen. Zur Erklarung dieses amerikanischen terminus 
technicus werde auf Abb. 418 verwiesen: Unterhalb del' Streckgrenze 
wird die Verschiebung des Gewichtes bei gleichmaBiger Deformations
geschwindigkeit auch ziemlich gleichmaBig erfolgen (unterhalb del' Pro
portionalitatsgrenze genau gleichmaBig) miissen, um stets Gleichgewicht 
und damit eine korrekte Kraftanzeige zu haben. Diese GleichmaBigkeit 
in del' Bewegung des Gewichtes wird del' Priifende auch beibehalten, wenn 
die Streckgrenze erreicht ist. Da nun abel' einer verhaitnismaBig groBen 
Deformationszunahme nahezu keine Kraftzunahme entspricht, wird 
del' Ba1ken mit dem verschieblichen Gewicht plotzlich herunterfallen 
( drop). Die genaue Feststellung del' Proportionalitatsgrenze ist schwie
rigel' und erfordert die genaue Festlegung des Spannungs-Dehnungs
diagramms. Es bleibt abel' immer innerhalb gewisser Grenzen del' 
Willkiir iiberlassen, an welchen Punkt man den Beginn del' Kriim
mung legt. Die Bestimmung del' Elastizitatsgrenze erfordert mehr
maliges Be- und Entlasten, um die ersten plastischen Formanderungen 
festzusteIlen. 

4. Dehnungsmesser. 
1m Prinzip erbeiten aIle Dehnungsmesser in del' Weise, daB sie 

eine bestimmte MeBstrecke auf dem Probekorper VOl' del' Deformation 

Abb. 427. Dehnungsmesser von Berry. 

abstecken, wobei das eine Ende beweglich, das andere unbeweglich 
ist. Bei del' Deformation verschieben sich die beiden Enden des Deh-



Dehnungsmesser. 571 

nungsmessers um das gleiehe MaB gegeneinander, wie die Langen
anderung der MeBstreeke betragt. 

Die MeBstreeke betragt entweder 2", 8" oder 20". 
Man kann zwei Arten von Dehnungsmessern unterseheiden: 
Die einen arbeiten mit Hebeln, die die Bewegung des bewegliehen 

Punktes auf ein Zeigerwerk iibersetzen; die anderen arbeiten mit op
tisehen Methoden. 

Ein einfaeher Dehnungsmesser der ersten Art ist der von Berry 
(Abb. 427). Die Bewegung des bewegliehen Punktes b wird durch 
einen Hebel vergroBert naeh a und von da wieder dureh einen Hebel 
vergroBert auf das Zeigerwerk iibertragen. 

Die Genauigkeit der iibliehen meehanisch wirkenden Dehnungs
messer liegt zwischen 

1 1 ( 1 1) 1 l' 
± 5000";-- ± 10000 Zo11 R:: ± 1970";-- ± 3940em oder R:: ±200";-- ±400 mm. 

Das bedeutet bei einer MeBlange von 20 em eine Genauigkeit von 
1 1 

A e = ± 40000";-- ± 80000; rechnet man mit E = 2100000 kg/cm2, so 

ergibt das eine Genauigkeit der Spannungsermittlung von 

2100000. 2100000 . , . I 2 
A (J = ± 40000 --;- ± 80000 =;E. 52,5 --;- ± 26,20 R:: ± 50 --;- :r: 25 kg/ em . 

Betraehten wir eine Dehnungsmessung in der Nahe der Elastizitats
grenze, die mit a = 2100 kg/cm 2 angegeben sei. Bei E = 2100000 kg/em2 

haben wir dann ein e = 10100' bei einer MeBlange von 20 em also 

ein Al = 0,2 mm. Wird eine MeBgenauigkeit von 1% verlangt, so 

muB der Dehnungsmesser auf 5~0 mm genau anzeigen. Um einen 

so genauen Verlauf des a - e-Diagramms zu erhalten, daB man daraus 
mit Sieherheit die Lage der Proportionalitatsgrenze entnehmen kann, 
sind noch erheblieh hohere Genauigkeiten erforderlieh. Selbst wenn 
hohe Genauigkeiten objektiv zu erreiehen sind, so ist zu beaehten, 
daB die in der Person des Beobaehters liegenden FehlerqueUen sehr 
mannigfaeh sind. Derartige Feinmessungen erfordern groBe Gesehiek
liehkeit und Sorgfalt. 

Die Langenanderungen sind stets an zwei einander gegeniiberliegenden, sym
metrisch zur Schwerachse gelegenen Fasern zu messen, um den EinfluB eines zu
satzlichen Biegungsmomentes durch einen exzentrischen Kraftangriff oder eine 
Stabkriimmung auszuBchalten. 

In .Abb. 428 sei ein gekriimmter Stab dargestellt; die Lange des Bogens a b 
Bei 2c, die der Sehne sei 2e, h sei der Stich des Bogens. Dann ist naherungsweise 

4y~-e 
c= 3 . 

Werden die Spitzen des MeBinstruments in den Punkten a und b aufgesetzt, so 
ist der bei der Bestimmung der MeBstrecke entstehende Fehler, wenn der Stab 
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gestreekt wird, 
A=2c-2e. 

-- 1 1 
Betragt z. B. a b = 10 em, h = 50 em, so ist der Fehler nur A = 18868 em, d. h. 

er ist zu vernaehlassigen. Haufig jedoeh werden die Dehnungsmesser nieht 
innerhalb, sondern auBerhalb der Aehse aufgesetzt, so daB sie in einer Linie 
ag bg messen, wobei ag a = x sei. Streekt sieh der Stab, so verlangert sieh die 
Streeke ag b2 zu der Bogenlange a b. Nun ist 

und da 

so wird 

und 

d 1'-X x 
-=-=1-
err 

21'-h e 
--=-

e h 

e2 +h2 = 2 r h, 

Abb.428. It . b -b 10 h 1 s, Wle 0 en, a = em, = 50 em, 

x = 2 em, so ist der dureh Geradestreeken des Stabes entstehende Fehler beirn 
Messen von a2 b2 

A = 0,032 em (auf die Lange von 10 em) 

oder A 8 = 0,0032, d. h. ein nicht mehr zu vernachlassigender Fehler. 
Das Beispiel zeigt deutlich die Notwendigkeit, auf zwei entgegengesetzten, 

symmetriseh zur Achse gelegenen Fasern zu messen. 

Es ist eine unbedingt notwendige Voraussetzung fiir einwandfreie Mes
sungen, daB die Spitz en der Dehnungsmesser nicht gleiten. Haufig 
werden die Einsatzstellen eingekerbt. Es ist dann darauf zu achten, 
daB eine scharfe Kerbe, etwa ein Win
kel von 110° (vgI. Abb.428a), ent
steht. Erfahrene und geiibte Versuchs
ingenieure wollen mit dem Berry'schen 
Dehnungsmesser innerhalb der Grenzen 

Abb.428a. 

SIru/O' 

Abb.429. 

+ 0,0002" genau messen. Jedenfalls ist der Verfasser iiberzeugt, daB 
sehr viele in der Literatur niedergelegte Versuchsergebnisse falsch sind. 
(Dber Fehlerquellen vgl. auch Kap. XVII, Abschn. 30.) . 

Von den optischen MeBinstrumenten seien die Spiegelapparate von 
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Martens (Abb. 429) undBausohinger genannt. DasbewegIiohe Ende 
des MeBlineals ruht nicht unmittelbar auf dem Probekorper auf, sondern 
zwischen Lineal und Probekorper ist eine Rolle (Bausohinger) oder eine 
Schneide (Martens)zwischengelagert. Mit der Rolle bzw. der Schneide 
dreht sich ein Spiegel. In einer bestimmten Entfernung von dem 
Spiegel steht ein MaBstab; ein Fernrohr ist so aufgestellt, daB die 
von dem MaBstab ausgehenden, auf den Spiegel auftreffenden Licht
strahlen in die Achse des Fernrohrs reflektiert werden. Andert die 
MeBstrecke des Probekorpers ihre Lange, so andert sich die Lage 
des MeBlineals gegeniiber dem Probekorper und der Spiegel verdreht 
mch, d. h. der durch das Fernrohr sohauende Beobachter stellt eine 
Verschiebung des MaBstabs fest. Die Beobachtungsgenauigkeit hangt 
von der Entfernung zwisohen Spiegel und Skala abo Sie ist im Ver
gleioh zu der der mechanisch arbeitenden MeBapparate sehr hoch. 
Einze]heiten mogen ersehen werden in Martens "Materialpriifung" und 
in den von Bauschinger herausgegebenen "Mitteilungen aus dem me
ohanisch-teohnisohen Institut der Teohnischen Hochsohule Miinchen, 
1886". 

Zum SohluB seien noch Apparate erwahnt, die das Spannungs
Dehnungsdiagramm zeichnerisoh aumehmen. Auch diese Apparate 
arbeiten teils meohanisch, teils optisch (mit photographischen Auf
nahmen). 

5. Zahigkeit. 
Die Bruchdehnung wird in der Weise gemessen, daB die beiden 

Bruchstiicke dicht aneinander gelegt und der Abstand der beiden End
stellen der urspriingIichen MeBstrecke gemessen wird. Es muB also 
die ganze Einsohniirungsstelle in den Bereioh der urspriingIiohen MeB
strecke fallen. Die auf die urspriingIiohe Lange der MeBstrecke be
zogene (bleibende) Langenanderung, in Prozenten ausgedriickt, wird 
als Bruchdehnung bezeichnet. Es ist deshalb notwendig, bei Angabe 
der Bruchdehnung die GroBe der MeBstreoke zu nennen. 

Die Quersohnittskontraktion wird von vielen Faohleuten als bes
serer MaBstab fiir die Zahigkeit angesehen. 

Weiterhin wird die Zii.bigkeit durch die Kaltbiegeprobe untersucht. 
Der Probestab wird zu einem vollen Kreis gebogen, dessen Durch
messer dem Querschnittsdurchmesser gleich ist. Auf der Zugseite 
diirfen dabei keine Risse eintreten. 

Ein Material, das auf Zug Zahigkeit besitzt, hat auoh Torsions
zahigkeit, d. h. es wird bei einem Torsionsversuoh eine groBe Bruch
verdrehung zeigen. 

6. Harte. 
Die versohiedenen Deutungen des Wertes Harte sind sohon be

sproohen worden: Widerstandsfahigkeit gegen Ritzen, gegen Einkerben, 
gegen Abnutzung oder Absohiirfung, gegen Anbohren, Hohe der Elastizi
tatsgrenze und des Elastizitatsmoduls. Es bestehen zwischen diesen Be
griffen nioht notwendig gesetzmaBige Zusammenhange: ordnet man 
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eine Anzahl Materialien der Harte naoh entspreohend einer der oben
genannten Definitionen, so ist es durohaus nicht notwendig, daB diese 
dabei erhaltene Reihenfolge fUr eine andere Definition bestehen bleibt. 

Die gebrauchlichste Harteprobe ist die Brinell-Probe auf Einkerbe
widerstand. Es wird dabei eine Kugel aus gehartetem Stahl mit einem 
Durchmesser von 10 mm gegen eine polierte Oberfiache des unter
suohten Materials gedriiokt, und zwar bei Eisen bzw. Stahl mit einem 
Druck von 3000 kg. Bei weioheren Metallen und Legierungen be
tragt die Druokkraft 500 kg. Die Harte wird durch den spezifischen 
Druck pro qmm Einkerbfiache, die sogenannte Brinell-Zahl, bezeichnet. 
Je harter das Material, um so hoher ist die Brinell-Zahl. 1st t die 
Kerbtiefe bzw. der Verschiebungsweg der Kugel unter der Annahme, 
daB sie vollkommen starr ist, d der Durchmesser des Kerbkreises, D 
der Durchmesser der Kugel, so wird danach die Brinell-Zahl 

P 2P 

;n; • D . t - :r . D CD - ~D2 - d2) 

Folgende Brinell-Zahlen seien angegeben: 

Weiohes Eisen . 
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Abb.430. 

hielt A b bot t die Gleichung 

M=0,73B-28, 

Zwischen den Bri-
nell-Zahlen und den 
Zugfestigkeiten von 
Materialien gleicher 
Art besteht haufig eine 
annahernd lineare Ge
setzmaBigkeit.Abb.430 
zeigt diese Gesetz
maBigkeit fUr kohlen
stoffhaltige Stahle 1. 

Abbott untersuchte 
insgesamt 300 Stahl
sorten und fiihrte 3932 
Versuche aus. Fiir 
Kohlenstoffstahle er-

worin M die Zugfestigkeit in 1000 Ibsjin2, B die Brinellzahl bedeutet. 
Die entsprechenden Gleichungen fUr andere Stahle lauten ahnlich. 
Bemerkenswert ist, daB die beiden Geraden der Abb. 430 nicht durch 

1 A bbott: Strength and Hardness of Steels, A. S. T. M. 1915, p. 42. -
Devries: A Comparison of Five Methods of Hardness Measurement, A. S. T. M. 
1911, p. 709. 
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den Nullpunkt gehen. (Das bedeutet, daB ein Stoff der untersuchten 
Art auch dann der BrinelI-Kugel einen meBbaren Widerstand leistet, 
wenn er keine Zugfestigkeit besitzt. Die Werte in der Nahe des Null
punktes sind naturlich extrapoliert. Der -obers.) 

Die Brinell-Zahl hangt von der GroBe der Kugel, ihrer Harte, 
der Kraft und der zeitlichen Dauer ihrer Wirkung ab; diese Ver
suchsdaten mussen also normiert werden, um vergleichbare Werte zu 
erhalten. 

Die Hauptfehlerquellebei del' Brinell-Probe liegt in del' richtigen 
Messi.lllg des Kerbdurchmessers, da sich das Material am Rande auf
wirft und die auBere Umrandung durchaus nirht immer scharfkantig 
ist. Aus dengleichen Griinden ist die Messung der Kerbtiefe unzu
verlassig. Vielfach wird, um del' letztgenannten Fehlerquelle aus dem 
Weg zu gehen, der·W eg del' Kugel gemessen, d. h. die Kerbtiefe von 
del' urspriinglichen Oberflache aus gemessen. 

Del' Mittelpunkt der Einkerbung sollte urn das 2 1 / 2 fache des Kerb
durchmessers vom Rande des Probestiickes entfernt sein. 

In Abb. 431 ist eine Brinell-Maschine dargestellt. Die Maschine 
arbeitet mit hydraulischem Druck, der durch die beiden seitlichen Ge
wichte verursacht wird. 

Eine andere Kerbprobe, die von Ludwik empfohlen wird, benutzt 
anstatt einer Kugel einen Kegel aus gehartetem Stahl, dessen Er
zeugende mit der Achse einen Winkel von 90° einschlieBen. Del' 
Vorteil der Kegelprobe soIl darin bestehen, daB die sich ergebende 
Hartezahl unabhangig von der Belastung sei, d. h. die Belastung pro 
Flacheneinheit del' Einkerbung fiir jede Last konstant sei; dies scheint 
jedoch nicht zuzutreffen. 

Die Ritzprobe wird von den Mineralogen angewendet. Die Mine
ralien sind in einer Skala so eingeordnet, daB das weichste an erster 
Stelle steht und jeweils ein Mineral das iiber ihm stehende ritzt, abel' 
von dem darunter stehenden geritzt wird. An letzter Stelle steht 
del' Diamant, das harteste bekannte Mineral. Bei Metallen wird eine 
Ritzprobe so ausgefiihrt, daB ein Diamant unter einem solchen Druck 
uber die polierte Oberflache des untersuchten Metalls gefiihrt wird, 
daB eine soeben sichtbare Einritzung entsteht. Del' aufgewendete Druck 
dient als MaB fur die Harte des gepriiften Metalls. 

Mittels des in Abb. 432 dargestellten Apparates (Scleroscope) wird 
die Harte in folgender Weise gem essen : ein kleiner Hammer aus ge
hartetem Stahl falIt aus einer bestimmten Hohe auf das Probestuck 
nieder und wird zuruckgeschleudert. Das letztere MaB gilt unmittel
bar als Hartezahl. Es ist demnach ein reiner Vergleichswert, del' 
nUl' dann Bedeutung hat, wenn samtIiche Versuchsdaten konstant sind. 
Gemessen wird eigentlich die in Form von elastischer Spannungs
energie in dem Probestiick aufgespeicherte kinetische Energie des 
niederfallenden Hammers, wenn man von Reibungsverlusten absieht. 
Es liegt auf del' Hand, daB die SpanIiungsverteilung, die auBer von 
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der kinetischen Energie von der Ausbildung der Oberflache des nieder
fallenden Hammers abhangt, fiir die GroBe der aufgespeicherten ela
stischen Spannungsenergie von Bedeutung ist, sobald an einzelnen 
Stellen die Elastizitatsgrenze iiberschritten wird. 

Der "Rockwell"-Hartemesser miBt den Widerstand gegen Ein
kerben in der Weise, daB die Differenz zweier Einkerbtiefen festge
stent wird; und zwar wird eine Kugel oder ein Kegel erst mit einem 

Abb.431. Brinell·Maschine. Abb.432. Skleroskop. 

geringen, dann mit einem starkeren Druck eingepreBt. Die Differenz 
wird als MaB der Harte betrachtet. 

Da die Untersuchungen mit dem Skleroskop auf anderen physi
kalischen Grundlagen aufgebaut sind als die mit dem Brinell-Apparat, 
so kann fiiglich nicht erwartet werden, daB die Ergebnisse iiberein
stimmen, obwohl die beiden Methoden eine Reihe von Stahlen in 
bezug auf die Harte in gleicher Weise ordnen. Es ergibt sich nach 
der Skleroskop -Priifung ebenfalls eine lineare Beziehung zwischen 
der Harte und der Zugfestigkeit, die Abbott mit 

M'= 4.48 - 28 
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angibt. (M = Zugfestigkeit in 1000 IbsJin2 , S = Harte nach der 
Skieroskop-Priifung. ) 

Mit einem normierten Bohrer, der mit normierter Umdrehungszahl, 
Druck und Zeit bohrt, stellt man eine Harte fest, die den Wider
stand gegen mechanische Bearbeitung bedeutet. 

Der Widerstand gegen Abnutzung wird durch den Materiaiveriust 
des untersuchten Korpers festgestellt, den dieser erleidet, wenn er
wieder mit normierten Versuchsdaten - einer abschleifenden oder 
abschiirfenden Kraftwirkung ausgesetzt wird (rotierende Karborund
scheibe oder dgl.). 

Der Widerstand gegen Abnutzung zusammen mit der Zahigkeit 
wird auch so gem essen , daB eine Anzahl von Probestiicken in eine 
rotierende Trommel gefiillt wird. Die Menge des abgeschiirften oder 
abgestoBenen Materials ist das MaB fiir die obengenannten Material
eigenschaften. 

Der Widerstand gegen Abnutzung ist nicht mit der Brinell-Harte 
zu verwechseln. Ein Material mit niedriger Brinell-Zahl kann gegen 
Abnutzung sehr widerstandsfahig sein und umgekehrt. (Man denke 
an die pneumatische Bereifung!) 

Kaltrecken erhoht die Elastizitats- und die Streckgrenze. Es ist 
ofIensichtIich, daB Kaltrecken auch auf die Harteuntersuchungen von 
EinfluB sein muB, die auf der Elastizitat des Materials aufgebaut 
sind. Devries 1 fand z. B., daB der Hammer des Skleroscop, der in 
die gleiche Einkerbung einer vorher stattgefundenen Brinell-Probe schlug, 
hoher zuriickgeschleudert wurde. Das gleiche war der Fall, wenn der 
Hammer zweimal in die gleiche Kerbe schlug. Weiter fand er, daB 
die Ergebnisse der Skleroscop-Probe von einer Vorbelastung des Ma
terials unbeeinfluBt waren, solange die Spannungen aus der Vorbelastung 
unterhalb der Elastizitatsgrenze bIieben, daB sie aber bis zu 18 Ofo hohere 
Werte ergaben, wenn das Material vorher kaltgereckt worden war, 
wie folgende Zusammenstellung zeigt. Das Material war ein Stahl 
mit einer Streckgrenze von 5460 kg/cm2 • 

Vorspannung 
kg/cm2 

o 
703 

1406 
2460 
4218 
5435 
6890 

Skleroskop-
Harte . 

36,5 
36,8 
36,8 
37,0 
37,0 
40,0 
43,0 

Ob die Erhohung der BrineIl-Zahl durch Kaltrecken experimentell 
nachgewiesen ist, ist dem Verfasser nicht bekannt. Es ist jedoch 
wahrscheinIich. 

1 De vri e s: Hardness in its Relation to Other Physical Properties, A. S. T. M. 
1911, p. 725. 

Swain-Mehmel, Festigkeitslehre. 37 
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Es moge nochmals darauf hingewiesen werden, daB die Ergebnisse 
verschiedener Harteproben nicht unmittelbar miteinander vergleichbar 
sind. Es werden voneinander sehrverschiedene physikalische Eigen
schaften untersucht. Selbst eine und dieselbe Untersuchungsmethode 
liefert Ergebnisse, die nur in bezug auf die gleiche Stoffart zu ver
gleichen sind. 

,Harteproben sind leicht anzusteUen und sind deshalb weit ver
breitet. Sie konnen auch innerhalb gewisser Grenzen AufschluB iiber 
die Zugfestigkeit geben (vgl. oben). 

Harte ist nicht mit Steifigkeit oder Sprodigkeit zu verwechseln, 
obwohl ' namentlich letztere Eigenschaft mit Harte nahe verwandt ist. 

7. Zahigkeit, Widerstandsfahigkeit gegen 
Sto6beanspruchungen . 

. Eine groBe Widerstandsfahigkeit gegen stoBende Beanspruchungen 
ist sicherlich eine fiir Baustoffe sehr wertvolle Eigenschaft. Haufig 
werden aus dem Spannungs-Dehnungsdiagramm des Zugversuches hier-

Abb. 433. CharpY-Maschine. 

auf Riickschliisse gezogen. Da jedoch das Diagramm bei StoBbean
spruchung ganz anders verlaufen mag, so sind derartige Riickschliisse 
nicht unbedenklich. 

Ein wichtiges Ziel der StoBversuche besteht darin, die (bezogene) 
Energie zu messen, die unter bestimmten V oraussetzungen zum Bruch 
fiihrt. StoBversuche werden in neuerer Zeit immer haufiger ausgefiihrt. 
Namhafte Fachleute halten sie fUr die aufschluBreichsten der Material
priifung. 
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Eisenbahnschienen werden vor der Abnahme schon lange von den 
meisten amerikanischen Eisenbahngesellschaften durch StoBversuche ge
priift. Ein Schienenstiick wird hierbei als Balken auf zwei Stiitzen 
mit der Stiitzweite von ungefahr 1 m gelagert. 
Eine Last von etwa 900 kg fallt aus einer 
Hohe von 5- 7 m, je nach der Schwere des 
Schienenprofils, auf die Schiene herab. Ge
messen wird die Dehnung der Randfaser. Ein
zelheiten sind nachzulesen in den "Standards, 
A.S.T.M.", 1921, pp.20-26. 

Die Widerstandsfahigkeit gegen StoBbean
spruchungen hangt offenbar von der Zug- bzw. 
Druckfestigkeit sowie der Zahigkeit abo 

Abgesehen von der obenbeschriebenen 
Probe wird die StoBfestigkeit nach der Charpy
oder Izod-Probe gepriift. Fur beide Apparate 
charakteristisch ist ein schwingendes Pendel, 
das in dem tiefsten Punkte seiner Bahn gegen 
das Probestiick schlagt. 

Abb. 433 und 434 zeigen eine Charpy
Maschine. Das Probestiick ist ein kurzer 
Balken, der senkrecht zur Schwingungsebene ' 
des Pendels angebracht wird. Um den Bruch 
sicher an einer bestimmten Stelle, namlich' in 
der Mitte des Balkens, zu erhalten, ist das 
Probestuck in der Mitte eingekerbt. In den Abb.434. Charpy.Maschine. 

Abbildungen 435 und 436 sind zwei (nor-
mierte) Probestiicke dargestellt. Der Schlag erfolgt an der der Kerbe 
gegenuberliegenden Stelle. Das Pendel wird bis zu einem bestimmten 
(normierten) Winkel gegen dieSenkrechte hochgehoben und dann 
losgelassen: wenn es den Probestab zerbricht, schwingt es noch nach 

,--------.-..., ,------- --,- - - ,.-----, 
15mm : 

Zmm Rur/lus 

1----------------1- - - - f----+-T--'-
_________ - - - - - 160mm - - - - - - - - - - - - - • JO",,,,· 

Abb. 435. Probek6rper fUr Charpy·Biegeversuche. 

der entgegengesetzten Seite weiter. Dieser Ausschlagswinkel wird 
ebenfalls gemessen. Schwingt das Pendel frei, SO wird infolge von 
Reibungsverlusten der Ausschlagswinkel nach Durchschreiten des 
tiefsten Punktes etwas kleiner sein als der Ausschlagswinkel, um den 
das Pendel angehoben worden war. Die Differenz beider Winkel wird 
vor dem Versuch experiment ell festgelegt und auf diese Weise der 
Energieverlust durch Reibung bestimmt. Bei einem StoBversuch kann 
man die kinetische Energie, die das Pendel bei Erreichen des tiefsten 
Punktes hat, in folgender Weise aufteilen: 

37* 



580 MateriaIpriifung. 

1. Die gesuchte Energie, die notig ist, urn den Probekorper zu 
zerstoren. 

2. Die Energie, die durch Reibungsverluste verzehrt wird. 
3. Die Energie, die durch die Deformationen der Maschinenteile 

verzehrt wird. 
4. Die Energie, die dem Pendel als kinetische Energie verbleibt, 

und infolge deren es nach der Zerstorung des Probekorpers noch urn 
einen gewissen Winkel ausschlagt. 

Die unter 2. und 4. bezeichneten Energien konnen rechnerisch er
faBt werden; die unter 3. genannte Energie entzieht sich der exakten 
Rechnung. Es folgt also daraus, daB die zum Bruch des Korpers 

--- ~ 

li! 
----§~ 

I-_____ --,,--_____ ~--- --L 

~-----27,5mm--- ----Z7,5mm---- 10mm 

-----~-------55mm -----------

Ahb.436. Probekiirper fiir Charpy-Biegeversuche. 

aufgewendete Energie nicht genau bestimmt werden kann. Ge
wohnlich wird der unter 3. genannte Teil del' Energie vernachlassigt 
und die unter 1. genannte gesuchte Energie als Differenz der ge
samten auf der einen und der unter 2. und 4. genannten Energie 
auf der anderen Seite bestimmt. LaBt man das Pendel immer um 
den gleichen Winkel ausschlagen, so lassen sich Tabellen aufstellen, 
aus denen die gesuchte Bruchenergie in Abhangigkeit von dem Aus
schlagwinkel des Pendels nach dem Bruch abgelesen werden kann. 
Die Spannungsverteilung in der Nahe der Kerbe ist (vgl. Kap. VI) 
nicht mit Sicherheit zu bestimmen; zudem trifft die rechnerische Vor
aussetzung der Homogenitat des Materials nie zu; dann ist die unter 
3. genannte Energie vollstandig vernachlassigt, und schlieBlich ist die 
Form des Spannungs-Dehnungsdiagramms fUr den Fall einer stoBweisen 
Belastung unbekannt. Aus allen diesen Griinden wird man nicht er
warten konnen, daB die experimentell bestimmte Bruchenergie mit der 
auf Grund der Elastizitatstheorie errechneten iibereinstimmt. Der Wert 
dieser Materialpriifung ist mehr praktischer Natur_ Der Betrag der Bruch
energie, die ein Probestab aus irgendeinem Material imstande sein muB 
aufzunehmen, muB durch die Erfahrung bestimmt werden und rich
tet sich sowohl nach der Art des Materials als auch nach dem Ver
wendungszweck. 

Die Charpy-Maschine kann auch in der Weise verwendet werden, 
daB sie reine stoBende Zugbeanspruchungen ausiibt. Der meist mit 
kreisformigem Querschnitt ausgebildete Zugstab hat in der Mitte eine 
ringsherum laufende Einkerbung. Seine Langsachse liegt in der 
Schwingungsebene des Pendels senkrecht zum Pendel. Das eine Ende 
ist in das untere Ende des Pendels eingeschraubt, das andere Ende 
lauft in einen Anker aus, der beim Abwartsschwingen des Pendels 
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gegen einen gabelformigen AmboB stoBt, so daB der Stab in der Mitte relit 
und das Pendel mit der einen Halfte noch urn einen gewissen Winkel 
weiter ausschlagt. 1m iibrigen gelten die 
bei dem Biegungsversuch der Charpy
Maschine angestellten Dberlegungen. 
Abb. 437 zeigt einen Zugprobestab mit 
dem ungefahren Verlauf der Kraftlinien. 

Urn die bei der Berechnung der 
Bruchenergie vernachlassigte Defor
mationsenergie der Maschine wenig
stens naherungsweise erfassen zu 
konnen, sind verschiedene V orschlage 
gemacht. Man konnte daran denken, 
das Widerlager, auf das die beim StoB Probekiirper ftbt·h~~~Y-ZugVerSuche . 

Abb. 438. Izod·Maschine. 

auf den Probekorper ausgeiibten Krafte iibertragen werden, ebenfalls 
in Form eines Pendels auszubilden, und dessen Ausschlagwinkel zu 
messen. An dieser Stelle kann jedoch hierauf nicht weiter eingegangen 
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werden, und wir verweisen auf einen Aufsatz "A Symposium on Impact 
Testings", Proc. A. S. T. M. pp. 5-150. 1922. Bei den Zug-StoBver
suchen ist darauf zu achten, daB die Oberflache des Ambosses, del' den 
StoB auffangt, senkrecht zur Stabachse gerichtet ist, mit anderen Worten, 
daB die Wirkungslinie del' Reaktion in die Stabachse faUt, urn ein zu
satzliches Biegungsmoment zu vermeiden. 

Die Izod-Maschine (Abb. 438) wird viel in England beniitzt, sie 
beruht .auf den gleichen Grundsatzen wie die Charpy-Maschine, mit 
dem Unterschiede, daB del' Probestab als eingespannter Trager aus
gebildet ist. Betrefl'end Einzelheiten ebenso wie betrefl'end ahnliche 
Priifmaschinen muB auf die einschlagige Literatur verwiesen werden. 

8. Untersuchungen fiber die Einwirkung wiederholter 
Belastungen. 

Dieses Gebiet wird in Kap. XXII behandelt. Es moge hier nur 
soviel bemerkt werden, daB ein Material, auch wenn es unterhalb 
seiner Bruchfestigkeit beansprucht ist, u. U. zerstort werden kann, 
wenn die Beanspruchung haufig genug wiederholt wird. Die Spannung 
des Materials wahrend del' Lastwiederholungen kann stets in demselben 
Sinne el'folgen, also bei Be- und Entlastung das gleiche Vorzeichen 
haben, odeI' abel' das Vorzeiohen kann wechseln. 

9. Chemische Untersuchungen. 
Die chemischen Untersuchungen erstrecken sich im allgemeinen 

darauf, ob ein Material schadliche Bestandteile in einem MaBe ent
halt, das die Verwendbarkeit beeintraohtigt, odeI' das eine duroh Be
stimmungen festgelegte Grenze iiberschreitet; beispielsweise wird del' 
Schwefel- und Phosphorgehalt des Eisens festgestelit. 

Eine Frage von grundsatzlicher Bedeutung fur den Ingenieur ist 
die, ob die das Material betreffenden Bestimmungen gewisse physi
kalische Eigenschaften odeI' die chemische Zusammensetzung vor
schreiben sollen. Es wird vielfach die Ansioht vertreten, daB del' 
Ingenieur lediglich die physikalischen Eigenschaften fordern solI, die 
er fiir seine Zwecke fUr notig erachtet, und er es dem Fabrikanten 
iiberlassen soll, dieses Material herzustellen. Die notwendige Folge 
wiirde sein, daB del' Ingenieur jede physikalische Eigensohaft in seinen 
Forderungen einschlieBen miiBte, von del' man eine Schadigung durch 
irgendwelohe ohemischen Zusatze erwarten konnte, wobei es auBer
ordentlich schwierig erscheint, aIle moglichen Schadigungen in Betracht 
zu ziehen. Andererseits wird die Forderung geltend gemacht, daB zu 
einer genauen Bestimmung des gewiinschten Materials nicht nur die 
Bestimmung del' physikalischen Eigenschaften, sondel'n auch die del' 
chemischen Zusammensetzung gehort. Ofl'ensichtlich liegt hierbei die Ge
fahr nahe, daB man bei del' Bestimmung del' chemisohen Zusammen
setzung zu weit gehen kann, ja daB unter Umstanden die geforder
ten physikalischen Eigensohaften mit del' geforderten chemischen 
Zusammensetzung nur schwer in Einklang zu bringen sind. Man sollte dem 
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Fabrikanten in der chemischen Zusammensetzung der Baustoffe mog
lichst freie Hand lassen, desto scharfer die erwiinschten physika
lischen Eigenschaften bestimmen, und sich darauf beschranken, an
erkannt schadliche Bestandteile auszuschIieBen, oder auf ein Mindest
maB zu begrenzen. 

10. Mikroskopische Untersuchungen. 
Das Mikroskop gewinnt in der Materialpriifung immer mehr an 

Bedeutung. Es bietet oft die einzige Moglichkeit, eine Bruchursache 
einwandfrei festzusteIIen, oder die Geeignetheit eines Materials fiir einen 
bestimmten Zweck zu erkennen. 

Es ist bereits eingangs dieses Kapitels bemerkt worden, daB es 
nicht Aufgabe dieses Buches sein kann, einen umfassenden Uberblick 
iiber das Gebiet der Materialpriifung zu gewahren. Es wird dieser
halb auf die einschlagige Literatur verwiesen, von der das "Book 
of Standards A. S. T. M." besonders erwahnt seP. 

XXII. Wiederholte Beanspruchullgell. 
1. Allg'emeines. Geschichtliches. 

Es ist eine bekannte Tatsache, daB man zur Zerstorung eines 
Materials eine geringere Kraft braucht, wenn man sie haufiger wirken 
laBt, als wenn man den Korper mit einer einmaligen Kraftwirkung 
brechen will. Besonders wirksam sind die Lastwiederholungen, wenn 
jeweils die Richtung der Beanspruchung, also z. B. Zug und Druck, 
miteinander wechselt. Man denke an einen eisernen Draht, der durch 
wiederholtes Hin- und Herbiegen zerstort wird. Ein Beispiel fiir einen 
Konstruktionsteil, der unter Spannungsumkehr wiederholten Bean
spruchungen ausgesetzt ist, ist eine vVagenachse: betrachtet man eine 
Faser wahrend einer Umdrehung, so findet man, daB die Spannung 
von dem betrachteten Ausgangswert iiber einen positiven GroBtwert 
durch Null iiber einen negativen gleich groBen GroBtwert zu dem 
Ausgangswert zuriickkehrt. 

Die ersten systematischen Untersuchungen wurden von dem preu
Bischen Eisenbahningenieur A. Wohler unternommen in den Jahren 
1859-1870. Seine Untersuchungen wurden veroffentlicht in der "Zeit
schrift fUr Bauwesen"in den Jahren 1860, 1863, 1866 und 1870. 

Die in der deutschen Literatur iiblichen Bezeichnungen mogen wie 
folgt definiert werden: 

Wechselt die Spannung zwischen einem u~teren Wert au = 0 und 
einem oberen Wert 00' der derart gewahlt ist, daB gerade kein Bruch 

1 Der deutsche Leser sei verwiesen u. a. auf A. Martens, Handbuch der 
Materialienkunde fiir den Masohinenbau, Teil 1, Materialpriifungswesen, Probier
maschinen und MeBinstrumente, Berlin: Julius Springer. Otto Wawrziniok, 
Handbuoh des Materialpriifungswesens £iir Masohinen- und Bauingenieure, Berlin: 
Julius Springer. 
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eintritt, so nennt man ao = au die Ursprungsfestigkeit. 1st 

a" = - ao = as 
derart gewahlt, daB gerade kein Bruch eintritt, so spricht man von der 
Schwingungsfestigkeit. 1st au = °0 , d. h. wirkt dauernde ruhende Be
lastung, so spricht man von der Dauerfestigkeit. Der allgemeine Aus-

druck bei einem beliebigen V erhaltnis ~ ist Arbeits- oder auch Er-
°0 

miidungsfestigkeit, wobei also das Verhaltnis ~ stets angegeben wer-
o 

den muB. 
Bezeichnet man mit 0u stets die absolut kleinere Spannung, so sind 

innerhalb der Grenzen "." = - 1 und "." = + 1 samtliche moglichen 
00 00 

Falle der Arbeitsfestigkeit eingeschlossen. 
Wohlers Versuche wurden in den Jahren 1871-73 von L. Spangen

berg fortgefiihrt, der seine Ergebnisse bei Ernst und Korn 1875 ver
offentlichte: "Dber das Verhalten der Metalle bei wiederholt en An
strengungen" . 

Weitere Untersuchungen wurden von J. Bauschinger durchgefiihrt 
(13. Heft der l\fitteilungen des Mechanisch-Technischen Laboratoriums 
der T. H. Miinchen 1886.) Ferner arbeitete A. Foppl auf dies em Gebiet 
(25. Heft der Mitteilungen des Mechanisch-Technischen Laboratoriums 
der T. H. Miinchen 1897.) Dies waren noch bis vor knrzer Zeit die 
einzigen groBeren Untersuchungen auf diesem Gebiete. 

Seit einigen Jahren ist die Forschung von dem "National Resurch 
Council," "Engineering Foundation" und der "General Electric Co." 
aufgenommen worden; Prof. H. F. Moore leitet die Arbeiten an 
der Universitat von Illinois. Die Berichte 124, 136, 142 aus den 
Jahren 1921, 1923, 1924 erstatten Bericht iiber die Arb eiten , die je
doch noch keineswegs beendet sind. 

Diese Literaturangaben mogen fUr den Leser geniigen, der sich 
in dieses Sondergebiet tiefer einarbeiten will. Eine gute Zusammen
stellung hauptsachlich der Wohler'schen und Bauschinger'schen Arbeiten 
findet man in Unwin: "Testings of Materials of Constructions", third 
edition, chapt. 16 (Longmans, Green & Co. 1910) 1. 

2. Die Wijhlerschell Versuche. 
Wohler untersuchte folgende Spannungszustande: Statische Zug-, 

Verdrehungs- und Biegungsbeanspruchungen; Biegung von rotierenden 
Wellen; wiederholte Biegung in einer Richtung (die Lastwiederholungen 
verursachen in jeder Faser nur gleichgerichtete Spannung) wiederholte 
Zugbeanspruchungen, wiederholte Verdrehungsbeanspruchungen. 

Die von Wohler gefundenen GesetzmaBigkeiten mogen wie folgt 
dargestellt werden: 

1 Der deutsche Leser findet eine gute Zusammenstellung der bisherigen 
Forschungsergebnisse nebst ausfiihrlichen Literaturangaben bei Mailandpr, 
Ermiidungserscheinungen und Dauerversuche. Stahleisen 1924. 
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a) Eine Beanspruchung unterhalb der Bruchfestigkeit kann, haufig 
genug aufgebracht, den Bruch herbeifiihren. 

b) Behalt man die untere Spannung, d. h. die Spannung der Ent
lastung, bei, so nimmt die zum Bruch erforderliche Zahl der Span
nungswechsel zu, je kleiner die obere Spannung ist. 

Einige Zahlenangaben sollen die unter a) und b) gegebenen Satze 
beleuchten. Es wurde eine Eisenbahnachse wiederholt in der gleichen 
Richtung gebogen, d. h. au = 0, ao = amax' Die ZUlli Bruch notwen
dige Anzahl der Wiederholungen N betrug fUr 

Gma" = 4020 kg/qcm N = 169750 
Gm"" = 3650 " N = 420000 
Oma" = 2920" " N = 1320000 
Oma" = 2190" " N>48200000 

c) Bei unveranderter oberer Spannung ao nimmt die Zahl der zum 
Bruch notwendigen Lastwiederholungen mit der unteren Spannung au zu. 

AIs Beispiel moge folgende Zahlenreihe dienen, die aus Versuchen 
mit Federn aus GuBstahl stammen: 

au 0 0 N 
1210 kg/qcm 7300 kgJqcm 62000 
2430 

" 
7300 

" 
149800 

3650 
" 

7300 
" 

400050 
4260 7300 

" 
376700 

4820 
" 

7300 
" 

> 19673000 

d) Liegt die obere Spannung ao unterhalb einer gewissen Grenze, 
so tritt auch bei einer beliebig groBen Zahl von Lastwiederholungen 
kein Bruch mehr ein. Ihre Rohe hangt von der unteren Spannung au abo 

e) Die Arbeitsfestigkeit ist um so groBer, je groBer au ist. Ais 
ein Beispiel mogen folgende Versuchsergebnisse mit Schmiedeeisen 
angegeben sein, wobei unter a,A die Arbeitsfestigkeit verstanden sei: 

- 1167 kgJqcm 
o 

+ 1750 
+3280 

" 
" 
" 

G,A 

+ 1167 kgJqcm 
+2190 " 
+ 3210 " 
+3280 

" 
Wohler schloB, daB fUr Biegungs- bzw. Zugbeanspruchungen 

die gleiche Sicherheit bestande, wenn sich die Spannungen innerhalb 
folgender Grenzen bewegen: 

Schmiedeeisen { 
GuBstahI fUr Eisen- { 
bahnwagenachsen 

Ungeharteter GuB· j 
stahl fUr Eisenbahn
wagenfedern 

0 0 = + 1170 kgJqcm; 
0 0 =+2190 " 
0 0 =+ 3210 " 

0 0 = + 2050 " 
0 0 = +3500 " 
0 0 = +5840 " 

0 0 =+ 3650 
0 0 = +5120 
0 0 =+5840 
0 0 = +6570 

" 

a" = - 1170 kgJqcm 
0,,= 0" 
0,,= 1750 " 

0,,=-2050 
au = 0 
au = 2550 

0u= 0 
all = 1825 
au = 2920 
au = 4380 

" 
" 
" 

" 
" 
" 
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Fiir Scherbeanspruchungen fand Wohler bei AchsenguBstahl die 
entsprechenden Zahlen: 

°0 = + 1610 kg/qom 0u = - 1610 kg/qom 
°0 = 2780 0u = 0 ~ 

Mit m = 4 erzeugt reine Scherung die gleiche Dehnung wie reine 
Zugbeanspruchung, wenn 

4 
T="f)0. 

Nimmt man an, daB die Dehnung unter sonst gleichen Verhiilt
nissen fiir die Anstrengung eines Materials bestimmend ist, so miissen 
sich die Ursprungsfestigkeiten auf Zug und auf Abscherung wie 5: 4 
verhalten; damit stimmen die Versuchswerte gut iiberein, denn es 

ist 3500 ~ ~. 27 80. 

3. Bauschingers Untersuchungen. 
Professor J. Bauschinger veroffentJichte im Jahre 1886 seine 

Untersuchungen, die er im Laboratorium der Technischen Hochschule 
zu Miinchen durchgefiihrt hatte 1 • Diese Veroffentlichung kann als 
epochemachend bezeichnet werden, und es ist bis auf den heutigen 
Tag wohl die bedeutendste Abhandlung auf diesem Gebiete. Bau
schinger zog aus seinen Versuchen wichtige Schliisse; obwohl diese 
sich haufig nicht unmittelbar auf das Problem der Ermiidung be
ziehen, sollen sie trotzdem an dieser Stelle behandelt werden. 

Bauschinger maB Langenanderungen mit seinem Spiegelapparat 
(vgl. Kap. XXI), dessen MeBgenauigkeit er auf etwa 1/100000 cm an
gibt; er fand, daB eine Bea,nspruchung iiber die Elastizitatsgrenze 
hinaus die Wirkung hatte, daB die Elastizitatsgrenze nach einer ge
wissen Zeit bis zur Hohe der voraufgegangenen Belastung oder selbst 
hoher stieg. Dieses Ergebnis war nicht neu, denn es war bereits von 
Wohler, Thurston und Baerdselegefunden, aber dochnicht von einer 
solchen Fiille von Beweismaterial belegt worden wie von Bauschinger. 

Bauschinger lieB zu Zwecken der praktischen Bestimmung die 
Begriffe der Elastizitatsgrenze und der Proportionalitatsgrenze zusammen
fallen, da die Spannung, bei der erstmalig bleibende Formanderungen 
zuriickbleiben, praktisch sehr schwierig zu bestimmen sei in Hinsicht 
auf die erforderliche MeBgenauigkeit der Instrumente, wahrend die 
Bestimmung der Proportionalitatsgrenze geringere Schwierigkeiten 
mache, und zwar aus foIgenden Griinden: 

a) Die bleibenden Formanderungen innerhalb del' Proportionalitats
grenze - es ist dabei vorausgesetzt, daB die Elastizitatsgrenze unter
halb del' Proportionalitatsgrenze liegt - sind sehr klein. Sie wachsen 
aber p16tzlich bei Dberschreitung der Proportionalitatsgrenze. 

1 13. Heft der Mitteilungen des meohanisch-technischen Laboratoriums der 
Teohnischen Hoohschule Miinchen: Dber die Veranderungen der Elastizitatsgrenze 
und der Festigkeit des Eisens und Stahls durch Strecken, Quetsohen, Er
warmen, Abkiihlen und durch oftm:als wiederholte Belastung. 
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b) Wiederholte Belastungen innerhalb der Proportionalitatsgrenze 
ergeben keine Vermehrung der gesamten und bleibenden Formande
rungen; die Formanderungen wachsen jedoch, zunachst wenigstens, mit 
jeder Spannungswiederholung oberhalb der Proportionalitatsgrenze. 

c) Das gleiche gilt sinngemaB ffir Dauerbelastungen. Vnter einer 
Dauerbelastung innerhalb der Proportionalitatsgrenze bleiben die Form
anderungen konstant, wahrend sie bei einer Dauerbelastung oberhalb 
der Proportionalitatsgrenze innerhalb gewisser Grenzen zunehmen. 

Bauschingers SchluBfolgerungen mogen wie folgt zusammengefaBt 
werden: 

1. Eine Beanspruchung oberha"lb der Streckgrenze hebt die 
Streckgrenze unmittelbar bis auf ihre Rohe. Gibt man dem Stab 
nach der Beanspruchung geniigend Zeit zur Erholung, so steigt die 
Streckgrenze iiber die Rohe der Beanspruchung hinaus; dieser An
stieg dauert Tage, Wochen, Monate und sogar Jahre. 

2. Vnmittelbar nach der Beanspruchung iiber die Streckgrenze 
hinaus ist die Elastizitatsgrenze oft bis auf Null zuriickgeworfen; in 
einer darauffolgenden Ruhezeit hebt sich die Elastizitatsgrenze wieder 
bis zu der Rohe der voraufgegangenen Beanspruchung und iiber
steigt jene Spannung nach einer geniigenden Zeit, sicherlich aber 
nach Jahren. Die zur Wiederherstellung der Elastizitatsgrenze notige 
Ruhezeit kann dadurch wesentlich abgekiirzt werden, daB man den 
Stab maBig erhitzt, etwa in kochendem Wasser. 

Liegt die Beanspruchung sehr hoch, nahe der Bruchfestigkeit, so 
erfolgt die Rebung der Elastizitatsgrenze wahrend der Ruhepause sehr 
langsam, ist jedoch nicht verhindert. 

Wiederholte Beanspruchungen zwischen Null und einer unterhalb 
der urspriinglichen Elastizitatsgrenze liegenden Spannung verandern 
die Lage der Elastizitatsgrenze nicht. 

3. Eine Beanspruchung oberhalb der Streckgrenze erniedrigt auch 
die GroBe des Elastizitatsmoduls; in einer darauffolgenden Ruhe
zeit nimmt der Elastizitatsmodul zu; diese Zunahme geschieht aber 
wahrscheinlich langsamer als das Ansteigen der Elastizitatsgrenze; nach 
mehreren Jahren jedoch ist eine Versteifung des Materials eingetreten, 
der Elastizitatsmodul liegt der GroBe nach iiber seinem Urspriinglichen 
Wert. 

4. Eine Beanspruchung zwischen Elastizitatsgrenze und 
Streckgrenze hebt unmittelbar die Elastizitatsgrenze, und zwar um 
so hoher, je hoher die Beanspruchung war bis zu einem Maximum, 
wenn die Beanspruchung unmittelbar unterhalb der Streckgrenze liegt. 

5. StoBbeanspruchungen erniedrigen eine durch Dberbean
spruchung erzielte gehobene Elastizitatsgrenze; das gleiche gilt fUr eine 
gehobene Streckgrenze, jedoch nicht in dem gleichen MaBe. 

6. Erhitzen und darauffolgendes Abkiihlen, auch mehrere Male 
wiederholt, beeinflussen nicht die Lage der Elastizitatsgrenze und der 
Streckgrenze, falls die Temperaturen nicht iiber 350 0 mit anschlieBen
dem schnellen Abkiihlen oder 450 0 mit anschlieBendem langsamen 
Abkiihlen iiberschreiten. 



588 Wiederholte Beanspruchungen. 

7. Oberhalb dieser angegebenen Grenzen hat Erhitzen oder Ab
kiihlen eine Erniedrigung der Elastizitats- und der Streckgrenze zur 
Folge, und zwar dieses um so starker, je hoher die Temperaturen lagen. 
Die Einwirkung auf die Elastizitatsgrenze ist starker als die auf die 
Streckgrenze. (Es konnen sich natiirlich mehrere der eben beschrie
benen Vorgange iiberlagern; es ware beispielsweise denkbar, daB trotz 
der Einwirkung von Erhitzen und Abkiihlen die Elastizitatsgrenze 
steigt, weil der Stab vorher einer Beanspruchung iiber die Streckgrenze 
hinaus unterworfen worden war.) 

8. Wie unter 6. bemerkt, wird die Elastizitatsgrenze und die 
Streckgrenze starker gesenkt bei schnellem als bei langsamem Ab
kiihlen. Dieses gilt namentlich fiir die Elastizitatsgrenze. Rasches 
Abkiihlen etwa von 500 0 herunter, sicherlich aber von der der Rot
glut entsprechenden Temperatur wirft die Elastizitatsgrenze von 
Schmiedeeisen und Stahl bis auf Null oder in die Gegend von Null 
hinab. Eine durch Temperatureinwirkungen erniedrigte Elastizitats
grenze und Streckgrenze steigt jedoch im Gegensatz zu den unter 1. 
und 2. beschriebenen Erscheinungen in einer darauffolgenden Ruhe
zeit nicht wieder. 

9. Eine Beanspruchung iiber die Elastizitatsgrenze auf Zug oder 
Druck erniedrigt die Elastizitatsgrenze in bezug auf Druck bzw. Zug, 
d. h. in bezug auf die entgegengesetzte Beanspruchullg, und zwar dieses 
um so mehr, je hoher die Beanspruchung war. Eine so erniedrigte 
Elastizitatsgrenze steigt in einer darauffolgenden Ruheperiode kaum 
odeI' gar nicht, also im Gegensatz zu den unter 1. und 2. erwahnten 
Fallen. Sie kann durch langsam wachsende wiederholte Bean· 
spruchungen mit wechselnden Vorzeichen gehoben werden, jedoch nur 
bis zu einer Spannung, die betrachtlich unterhalb der urspriinglichen 
Elastizitatsgrenze liegt. 

10. Bau schinger fiihrt den Begriff der natiirlichen Elastizi tats
grenze ein. Er versteht unter der natiirlichen Elastizitatsgrenze jenen 
SpannungsgroBtwert, bei dem sich unter wiederholten Beanspruchungen 
mit wechselndem V orzeichen, jedoch gleicher absoluter GroBe, die 
Elastizita tsgrenze einstellt. 

11. Beanspruchungen zwischen Null und einer oberen Grenze unter
halb der Elastizitatsgrenze haben auch bei Wiederholungen bis zu 
16 Millionen keinen Bruch herbeigefiihrt, vorausgesetzt, daB das Probe
stiick keinen Materialfehler hatte. Der geringste Fehler kann die zum 
Bruch notwendige Zahl der Wiederholungen auBerordentlich herab
setzen. Dieses gilt namentlich fiir homogene Materialien wie Stahl. 
Schmiedeeisen ist weniger empfindlich, da es eine mehr faserige Struktur 
hat. Namentlich sind es Verletzungen der Oberflache, selbst wenn 
sie so klein sind, daB sie mit dem bloBen Auge kaum erkennbar sind, die die 
Widerstandsfahigkeit gegen wiederholte Beanspruchungen herabsetzen. 

(Es moge in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen werden, 
daB die urspriingliche Elastizitatsgrenze keine physikalische Konstante 
ist, da sie von del' vorhergehenden Behandlung des Materials abhangig 
ist und durch kalte Bearbeitung bzw. geeignete Beanspruchungen, wie 
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oben gezeigt, gehoben werden und andrerseits durch Beanspruchun
gen in dem Spannungsbereich mit entgegengesetztem V orzeichen er
niedrigt werden kann. Das unter 11. genannte Versuchsergebnis bezieht 
sich auf die "natiirliche Elastizitatsgrenze" der Obers.). 

12. Wiederholte Beanspruchungen zwischen Null und einer mehr 
oder weniger oberhalb der Elastiziilitsgrenze liegenden Spannung heben 
die Elastiziilitsgrenze bis zu oder auch noch iiber jene Spannung 
hinaus, und zwar dieses um so mehr, je groBer die Anzahl der Last
wiederholungen war, nicht aber iiber eine bestimmte Grenze hinaus. 

13. Wird unter dem EinfluB von wiederholten Beanspruchungen 
zwischen Null und einer Maximalspannung die Elastizitatsgrenze iiber 
die Maximalspannung hinausgehoben, so kann niemals Bruch eintreten; 
ist jedoch jene Maximalspannung so hoch, daB die Elastizitatsgrenze 
nicht bis wenigstens an diesen Wert hinansteigen kann, so muB auf 
die Dauer der Korper zerstort werden. 

14. Die Brucbiestigkeit fiir statische Beanspruchungen wird durch 
MiIlionen von Lastwiederholungen nicht erniedrigt, sondern eher erhoht. 

15. Lastwiederholungen rufen keine Veranderung im Gefiige hervor. 
(Die Bruchbilder der sogenannten Dauerbriiche zeigen im Gegensatz 
zu statischen Briichen keine Querkontraktion und keine Bruchdehnung, 
vielmehr erweckt das Gefiige den Eindruck kristallinischer Struktur. 
Es gilt jedoch als erwiesen, daB von einer Strukturveranderung keine 
Rede sein kann.) 

Es moge wiederholt werden: 
a) Eine durch Beanspruchung iiber die Streckgrenze hinaus er

niedrigte Elastizitatsgrenze hebt sich in einer darauffolgenden Ruhezeit. 
b) Wiederholte Beanspruchungen oberhalb der Elastizitatsgrenze 

konnen die Elastizitatsgrenze bis zur Spannung ()o oder sogar dar
iiber hinaus heben. 

c) Beanspruchungen oberhalb der Elastizitatsgrenze erniedrigen die 
Elastizitatsgrenze fiir die Spannung mit entgegengesetzten V orzeichen, 
ohne daB eine Rebung dieser Grenze in einer darauffolgenden Ruhe
zeit eintritt. 

d) Eine so erniedrigte Elastizitatsgrenze kann durch langsam zu
nehmende wiederholte Beanspruchungen mit verschiedenem V orzeichen 
wieder bis zu einer gewissen Rohe gehoben werden, jedoch nicht iiber 
eine bestimmte Grenze hinaus. Diese Grenze nennt Bauschinger 
die "natiirliche Elastizitatsgrenze". 

16. Bauschinger schlieBt weiter: Wird ein Stab wiederhoIten Bean
spruchungen unterworfen, die iiber Null ihr Vorzeichen jeweils wechseln 
und deren Maximalwerte absolut gleich sind, so miissen die Maximal
werte unterhalb der natiirlichen Elastizitatsgrenze bleiben, falls der 
Stab eine unendliche Anzahl von Beanspruchungen aushalten solI. 
(Ein derartiger Beweis ist streng genommen nie zu fUhren, da die 
Ausfiihrung einer unendlichen Zahl von Wiederholungen unmoglich ist 
und, wie bereits bemerkt, die kleinsten Materialfehler eine empfind
liche Schwachung des Probestabes gegeniiber Lastwiederholungen zur 
Folge haben.) 
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4. Anwendung der Woblerschen Ergebnisse. (Abb.439.) 

Tragen wir auf der Abszisse die au -W erte und als Ordinaten die diesen 
au-Werten zugehorigen Beanspruchungen auf, die der Korper gerade 
noch unendlich oft ertragt, so erhalten wir die Kurve der Arbeits- oder 
Ermlidungsfestigkeiten eines bestimmten Materials inAbhangigkeit von au' 
Die Punkte werden naturgemaB um ein gewisses MaB streuen, und es 
wird sich haufig nicht eine Kurve, sondern vielmehr nur ein Kurven
streifen einzeichnen lassen. Die V orzeichen des Koordinatensystems 
mogen so angenommen werden, daB Zugspannungen rechts von 
o Y und oberhalb 0 X, Druckspannungen links von 0 Y und unter-

y 

o 

Abb.439. 

, 
I 
I 

IT 
I 
I 

halb von 0 X aufgetragen werden. Sind ao und au beides Zug
spannungen, so liegen die Kurvenpunkte im ersten Quadranten. Wenn 
unter au stets der absolute kleinere Wert verstanden wird, so erhellt 
folgendes: Zieht man durch den Koordinatenursprung 0 ein gegen 
X Y um 45 0 gedrehtes rechtwinkliges Achsenkreuz mit den beiden 
Achsen a und b, so kommen die Kurvenpunkte nur innerhalb der Flachen 
rOt und r' 0 c zu lie gen. Die Ordinate e t stellt den Wert der Dauer
zugfestigkeit des Materials dar, da au upd ao einander algebraisch 
gleich sind. Entsprechend stellt e' c den Wert der Dauerdruckfestig
keit dar. Ok stellt den Wert der Ursprungszugfestigkeit dar. r d = r'rJ 
stellen den Wert der Schwingungsfestigkeit dar. Flir die Kurve der 
Arbeitsfestigkeiten sind, auf den W6hlerschen Gesetzen aufbauend, 
verschiedene Fassungen vorgeschlagen worden. 

Winkler nahill im Jahre 1877 zwei gerade Linien rt und r'c an 
mit folgenden Gleichungen fur r t (Abb. 439): 



Anwendung der Wiihlerschen Ergebnisse. 591 

Schmiedeeisen: 

(1) 
Gu6stahl: 

fiir r' c. 
Schmiedeeisen: 

(2) 
Gu6stahl: 

0A = 0,37 0Bd + 0,63 0u' 

0Bd und 0Bz bedeuten in diesen Gleichungen die Werte fiir statische 
Zug- bzw. Druckfestigkeit, 0A die Ermiidungsfestigkeit. 

Diskutieren wir die beiden Gleichungen (1) und (2) fiir Schmiede
eisen, so finden wir folgendes: Es sei die Schwingungsfestigkeit 
d r = gr' ermittelt, damit wird 

also aus (1): 
Os = 0,38 0Bz 

und aus (2): 
Os = 0,43 0Bd, 

daraus: 
0Bd = 0,88 0Bz' 

Es braucht nicht besonders betont zu werden, daB derartige Ge
dankengange mathematisch natiirlich korrekt sind, physikalisch jedoch 
zu unbrauchbaren Ergebnissen fiihren miissen. 

Launhardt 1 stellte die Gleichung auf: 

(3) 
wobei 0A und 0u gleiche Vorzeichen haben. 

Fiir 0u = 0 ergibt die Gleichung 0A = au, und fiir 0u = 0A erbaJt 
man 0A = 0BZ; diese Grenzbedingungen werden also erfiillt. (Fur 
0u = 0A = 00 miiBte streng genommen 0A den Wert der Dauerfestig
keit und nicht den der statischen Bruchfestigkeit annehmen, d. Ubers). 

Dnter Benutzung der Versuchsergebnisse fiir Schmiedeeisen 

6 
0u = 11'OBz, 

fiir Stahl 

erhielt Launhardt aus (3) 

0A = 161 0Bz (1 + ::;) 
bzw. 

1 Zeitschr. Hann. Arch. lng. Ver. 1873. 
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Unter Beriioksiohtigung etwaiger StoBbeanspruohungen sohlagt Laun
hardt vor 

und 

aA = l~aBz (1 + {::). 
Weyrauoh anderte diese Gleichungen um und beriioksiohtigte auoh 

den Fall, daB ao und au versohiedene Vorzeiohen haben. 

und 

und 

ao und au sind Zugspannungen: 

6 (+ 1 au) 
aA = naBz 1 "2 aA 

5 (+ 9 au) aA = 11 aBz 1 11 aA • 

ao und au sind Druckspannungen: 

aBz wird durch aBd. ersetzt. 

au und ao haben verschiedene Vorzeiohen: 

5 (+ 5 au) 
aA = 11 aB 1 11 aA • 

Fiir aB ist aBz oder aBd. einzusetzen, je naoh dem Vorzeiohen von ao. 
Z. B. wiirde fiir Sohmiedeeisen die Formel lauten, wenn ao eine 

Zugspannung ist, 

6 ( 1 au) 
aA=l1 aBz l-"2aA' 

wobei flk au und ao die Absolutwerte einzusetzen sind. 
Gerber nahm ein parabolisches Gesetz an, das sioh jedooh mit 

den Bausohinger'schen Ergebnissen nur schleoht in Einklang bringen 
laSt. 

Unwin gibt folgende Gleiohung: 

aA = i + YaBz'J - n·~·aBz, 
worin ~ = ao - au und n eine duroh den Versuoh zu bestimmende 
Materialkonstante bedeutet. Fiir Schmiedeeisen gibt Unwin n = 1,5, 
fUr harten Stahl n = 2 an. 

Es mogen 3 FaIle diskutiert werden: 
a) Statisohe Beanspruohung 
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b) Wiederholte Beanspruohungen zwisohen ° und 00' 

(j = 00 = UA 

UA=UU 

Uu = 2 UBzCVl + nil - n), 

was mit n = 1,5 ergibt: 
Uu = 0,6 UBz. 

c) Wiederholte Beanspruchungen mit Uu = - uo' 
(j = 2 Uo 

oder fUr n = 1,5 

°Bz. 
Us = 2""n' 

°Bz 
uS=3· 
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Die Illinois-Untersuchungen ergaben fUr Eisen und Stahl eine 
groBere Schwingungsfestigkeit, namlioh 0,38 UBz < Us < 0,6 UBz, mit 
einem mittleren Wert also Usm = 0,5 UBz' Moore empfiehlt einen 
Mittelwert US m = 0,45 UBz' 

In den Illinois-Untersuchungen ergab sioh die Sohwingungsfestig
keit fast durchweg unterhalb der urspriinglichen (Zug-) Streckgrenze und, 
ebenfalls mit Ausnahme weniger FaIle, unterhalb der urspriingliohen 
Elastizitatsgrenze; diese wenigen Ausnahmen ersoheinen dadurch plau
sibel, daB es sich um besondere Stahlsorten handelte (z. B. 0,02 0/0 C, also 
nahezu reines Ferrit). 

Der niedrigste in den Illinois-Untersuohungen festgestellte us-Wert 

betrug 0,36 UBz. 

Betraohten wir noohmals das Diagramm der Abb. 439. Da 
voraussetzungsgemaB das Aohsenkreuz a, b gegen das Krenz X, Y um 
45 0 verdreht ist, so ist jeweiIs 0 h = h n = uu ' und es ist m n = Uo -- uu' 
Man kann also die Linien rOund t 0 als die U u -Linien, t r und c r ' 
als die uo-Linien bezeiohnen. Naoh den Winkler'sohen Gleichungen 
wird 0 k = 0,55 UBz fUr Schmiedeeisen und 0,44 UBz fiir GuBstahl. 

Goodmann 1 sohlagt ein Diagramm naoh Abb.439 vor mit 0 k 
= 0,5 UBz, so daB kl = 0 k = 0,5 UBz' (Goodmann'sches Diagramm). 

- ° - -
Damit wird d r = ;z, m 0 = m n, d. h. Uo halbiert den Zwischenraum 

zwischen Uu und UBz' Goodmann begriindet dies in etwas eigen
artiger Weise: Die Spannung Uu entspricht einer Spannung durch stan
dige Belastung, Uo - Uu jedoch einer Spannung durch bewegliche Be
lastung; der letztere EinfluB ist bei Lastwiederholung doppelt so groB an
zunehmen als der erstere, also etwa wie bei plotzlich wirkender Belastung. 

Mit 0 k = o:z erhalt man 

UA = Uo = 0,5 UBz + 0,5 u u ' 

1 Goodmann, Mechanics applied to Engineering. 1903. 
Swain-MehmeI, Festigkeitslehre. 38 



594 Wiederholte Beanspruchungen. 

Die Gleichung soil fiir aile Werte des Verhaltnisses ~ geIten, d. h. 
ao 

es sind au und ao mit ihren algebraischen Werten einzufiihren. 

Setzt man as = a;z in obige Gleichung ein, so erhalt man 

3 as 
aA = a = - -

o 2 -~ . 
ao 

Abb. 440 zeigt die graphische Darstellung mit einigen Versuchs
werten. 

• Ver,sbch.sJ-ertt / 
V 

y 
~ ~" 'Ii 

~ 

~ ~ 
Sc~ 

.. 
ngs} sl!!!; ",Ii" ~ w"'f ..., 

5. Neuere Untersuchungen. 
An dieser Stelle mtissen die auBerordentlich umfangreichen Unter

suchungen erwahnt werden, die an der Universitat von illinois durch-

Abb.441. Maschine iiir wiederholte Biegungungsbeanspruchungen (Farmer-Maschine). 

gefiihrt worden sind 1. Die hauptsachlichen Versuche wurden an ro
tierenden Balken durchgefiihrt, die mit zwei gleichen, zur Balkenmitte 

1 Bull. 124 von H. F. Moor e und J . B. Komm e r s , Bull. 1 36 und 142 
von H. F. Moore und T. M. Jasper. 
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symmetrisch Iiegenden Kraften belastet waren, wobei die Spannungen 
nach den iiblichen Biegnngsgleichnngen berechnet wurden. Die Span
nung jeder Faser wechselte also von einem positiven GroBtwert durch 
Null zu einem negativenGroBtwert. Die Umdrehungsgeschwindigkeit 
war ziemlich hoch, im Mittel 1500 Umdrehungen pro Minute. Die 
meistbenutzte Maschine war die Farmer-Maschine (vgl. Abb. 441 und 
442). Die Form der Probekorper ist aus Abb.443 ersichtIich. AuBer 
den Dauerbiegeversuchen1 sind auch Dauertorsionsbeanspruchungen zur 

W 
Abb.442. Farmer·Maschine. 

Feststellung der Torsionsermiidungsfestigkeiten gemacht worden (Olsen
Foster-Maschine). Ferner sind zu nennen: DauerstoBversuche (Izod
Maschine). 

d=1,02cm ' 

[ _____ ~~ 16,!cm I---~~tr--~- _75,57C}~ ____ J===D 
!fad. 25,02 

Abb.443. 

Um bei den Ermiidungsversuchen ein Verhaltnis ~ =1= - 1 zu er-
"0 

zielen, hat man auf den gebogenen rotierenden Balken eine zusatz-
Hche axiale Zugkiaft mittels einer Feder ausgeiibt; um dasMaB der 

iiber denQuerschnitt gleichmaBig verteiIten Spannuugo = ~ .wird die 

Zugspannuug der gezogenen Randfaser vermehrt und die Drnckkraft 
der gedriickten Randfaser vermindert. 

Die Abb.444 zeigt einen wei-beren Typ von Maschinen fiir Ver
suche mit wiederholten Beanspruchungen. Das Prinzip der Maschine 
geht aus der Systemskizze klar hervor. Zwei Massen werden derart 
hin- uud herbewegt, daB ihre Bewegungsrichtungen in einer Geraden 
.Iiegen. In derselben Geraden Iiegen die Achsen der Probestabe, die 

1 Unter "Dauerversuchen" sind im folgenden, wie ja auch aus der beschriebe
nen Versuchsanordnung hervorgeht, Versuche mit wiederholten Beanspruchungen 
und nicht etwa Versuche mit dauernder ruhender Belastung zu verstehen. D. V. 

38* 
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durch die Massenkraft abwechselnd auf Zug und auf Druck beansprucht 
werden. Die Massenkraft ist linear proportional der sich bewegenden 
Masse und wachst im Quadrat mit der Geschwindigkeit. Es ist also eine 
sorgfaltige Regulierung der Geschwindigkeit notwendig. Auf diesem 
Prinzip aufgebaute Maschinen sind fUr Versuche zur Bestimmung der 
Torsionsschwingungsfestigkeit benutzt worden 1. Bei den obenerwahnten 
Untersuchungen in Illinois sind diese Maschinen wegen der Schwierig
keit, eine genaue Geschwindigkeit einzuhalten, nicht benutzt worden; 
sie sind hauptsachlich in England im Gebrauch. 

Abb.444. 

1m wesentlichen kann man zwei grundsatzliche Aufgaben bei 
Ermiidungsuntersuch ungen unterscheiden: 

1. Bei gegebenem au ist die zugehorige Ermiidungsfestigkeit 0A 

gesucht, mit anderen Worten die Linie r t in Abb. 439. 
2. Bei gegebenem au wird die Beziehung gesucht zwischen einem 

variablen 0 0 > 0A und der dabei zum Bruch erforderlichen Anzahl 
Lastwiederholungen. 

Es ergibt sich also die Frage: Wie groB mnS die Zahl der Last
wiederholungen sein, urn die SchluBfolgerung zu rechtfertigen, daB der 
Korper dariiber hinaus eine unendliche Zahl von Beanspruchungen 
noch aushalten kann; mit anderen Worten: Bei welcher Zahl von 
Lastwiederholungen darf man einen Versuch zur Bestimmung der Er
miidungsfestigkeit abbrechen·? Ein Korper mag 10 odeI' 100 Millionen 
Lastwiederholungen ertragen, er konnte aber sehr wohl bei der nach
sten Beanspruchung brechen. Dieses isb eine grundsatzliche Schwierig
keit bei den unter 1. erwahnten Untersuchungen, eine Schwierigkeit, 
die zur Skepsis in aIle mitgeteilten Untersuchungsergebnisse berechtigb. 
Irgendeine Annahme muB jedoch in del' Hinsicht gemacht werden. 
Bauschinger begniigt sich mit einer Lastwiederholungszahl von 5 bis 
10 Millionen. Goodmann hielt 4 Millionen Wiederholungen fUr ge
niigend. Neuerdings steht man auf dem Standpunkt, daB es bei del' 
Anwendung groBer Belastungsgeschwindigkeiten - einer groBen Zahl 
Lastwiederholungen in del' Zeiteinheit - notwendig sei, die Zahl del' 
Lastwiederholungen zu erhohen; bei den Illinois-Versuchen z. B. mit 
der Farmer-Maschine ging man bis zu 100000000. Die Hochstzahl der 
Lastwiederholungen betrug bei Bauschinger 17286000, bei Wohler 

1 D. J. Mc Ad am Jr.: A. Rig h Speed Alternating Torsion Testing Machine, 
A. S. T. M. p. 366. 
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132250000. Aber man hat natiirIich nie die Sicherheit, daB nicht etwa 
bei weiterer Fortfiihrung der Versuche der K6rper schlieBIich doch 
brechen wurde. Mit solchen hohen Zahlen von Lastwiederholungen 
werden die Versuche auBerordentIich zeitraubend. Legt man eine 
Belastungsgeschwindigkeit z. B. in der W6hlerschen Maschine mit 100 
Belastungen pro Minute zugrunde, so wiirde bei N = 14 Millionen und 
einer achtstundigen Versuchsdauer pro Tag ein Versuch 300 Tage dauern. 
Derartige Versuche haben jedoch haufig nur akademischen Wert. Man 
darf bei derartigen Vberlegungen die spatere konstruktive Verwendung 
des Materials nicht aus dem Auge lassen. Es kann z. B. sehr wohl 
sein, daB der betreffende Maschinenteil wahrend der ganzen Lebens-
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Abb.4.45. 

dauer der Maschinen keine so hohe Zahl von Beanspruchungen zu er
leiden haben wird. Wird nun ein Versuch aus praktischen Grunden 
durchgefiihrt, um etwa die Dimensionierung eines ganz bestimmten 
Bauteils auf eine exakte Grundlage zu stellen, so wird man die Zahl 
und Art der Lastwiederholungen mit der spateren Beanspruchung des 
Bauteils in Einklang zu bringen haben. 

Die Illinois-Versuche haben gezeigt, daB man sich bei Eisen und 
Stahl durchweg mit 10 MiIlionen Wiederholungen begnugen kann. 
Bei anderen Baustoffen jedoch hat sich eine Belastungszahl von mehr 
als 100 Millionen zur sicheren Feststellung der Ermudungsfestigkeit als 
notwendig erwiesen. 

Geht man bei der Bestimmung der Schwingungsfestigkeit (~= - 1) 

in der Weise vor, daB man die Spannung bei den einzelnen Ver
suchen allmahIich erniedrigt und die zum Bruch jeweils notwendige 
Zahl der Wiederholungen N feststellt, so erhalt man den Zusammen-
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ha.ng zwisohen N und G. Tragt man diese Funktion in gewohnliohen 
Koordinaten auf, wie in Abb. 445 1 , so erhallt man nur ein sohleohtes 
Bild fiber den Verlauf der Kurve in dem Bereich der kleinen N-Werte. 
Um dieser Sohwierigkeit zu begegnen, hat man zur graphisohen Dar-
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steHung dieser Funktion logarithmische Koordinaten benutzt (Abb.446) 
oder auoh halblogarithmisohe Koordinaten (Abb.447). 
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Abb.447. 

o. H. Basquin2 schlng im Jahre 1910 ein Exponentialgesetz vor 
in der Form 

G = c·Nn (fiir ~ = -1), 

1 Vgl. Moore, Kommers und Jasper: Fatigue of Metals 1922, A. S. T. M 
p. "266. 

9 Vgl. A. S. T. M. p. 625, Jahrgang 1910. 
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worin c und n physikalische Konstanten sind, die durch den Versuch 
zu bestimmen sind (n ist negativ) (vgl. Abb.446 und 447). Diese 
Gleichung logarithmiert, ergibt 

log 0 = log c + n log N, 

d. h. die 0 - N - Kurve wird im logarithmischen Koordinatensystem 
eine gerade Lillie. Dieses Gesetz wiirde besagen, daB bei einer noch 
so kleinen Beanspruchung ein Korper schlieBlich bei genugender Zahl 
von Lastwiederholungen brechen muB, und daB es eine Schwingungs
festigkeit nicht gibt. Diese Ansicht wird von namhaften Fachleuten 
vertreten. Der Verfasser jedoch kann dieser SchluBfolgerung nicht 
beitreten. Moore glaubt,einen beschrankten Giiltigkeitsbereich des 
Exponentialgesetzes feststellen zu konnen: Die 0 - N-Kurve hat an 
einem bestimmten Punkt einen Knick, von wo aus sie parallel zur 
N-Achse verlauft. Die Orclinate dieses Knickpunktes wiirde dann die 
Schwingungsfestigkeit darstellen. Es ist fiir diese Auffassung bedeutungs
los, ob die Kurve aus zwei Geraden-Ziigen besteht, oder ob sie ohne 
ausgesprochenen Knick asymptotisch an irgendeinen os-Wert verlauft. 
(Vgl. McAdam, A.S. T.M. 1922, p.288). Eine genaue Beantwortung 
dieser Frage erscheint infolge der Streuung der Versuche namentlich 
bei hohen N-Werten unmoglich. Es ist jedenfalls ziemlich sicher, daB 
das Exponentialgesetz iImerhalb eines groBen Spannungsbereiches 
Gultigkeit besitzt. 

Fuhrt man den Exponenten n in der Basquin'schen Formel positiv 
ein, so erhalt sie die Form 

Moore und Seely! schlugen eine allgemeinere Form der Gleichung 

fiir W erte ~ =1= - 1 VOl'. 
ao 

b 
0=------

(1 _ ~) ·NO,125 

Fiir die Konstante b geben sie folgende Werte an (der Wert 0 hat 
dabei die Dimension lbsjsq. in.): 

Fur Schmiedeeisen . 
fiir Stahl mit 0,45 Ofo C 
fUr getemperten Federstahl 
fUr graues GuBeisen 
fiir gegossenes Aluminium 
fiir gezogenen Kupferdraht 

b = 250000 
350000 

600000-800000 
100000 
80000 

140000 

Fiihrt man clie Spannungsdifferenz 0"0 - 0u in die Gleichung ein 

1 Vgl. A. S. T. M. 1915, p. 437; Trans Am. Soc. C. E. 1916, p. 1474; 
A. S. T. M. 1916, p. 470. 
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(algebraischer Wert), so erhiiJt man 
b 

°0 - °u = NO,125 • 

Bezeichnet man mit 0A die Ermiidungsfestigkeit fiir ein bestimmtes 

Verhaltnis GA, so erhalt man nach den Illinoisversuchen (Illinois Bull. 
Gu 

134) folgenden Zusammenhang: 

Der Verfasser ist der Ansicht, daB es bei dem jetzigen Stande der 
Untersuchungen verfriiht ist, diese Zusammenhange in gesetzmaBige 
Form zu kleiden. 

6. Beziehungen der Schwingungsfestigkeit zu anderen 
physikalischen Konstanten. 

Die Illinois-Untersuchungen zeigen innerhalb gewisser Grenzen nahezu 
eine lineare Proportionalitat zwischen der Schwingungsfe~tigkeit und der 
Brinell-Zahl; ein unmittelbarer Zusammenhang zwischen der Schwingungs
festigkeit einerseits und der statischen Bruchfestigkeit, Streckgrenze 
und Proportionalitatsgrenze andererseits besteht nicht in gleichem 
MaBe. Ein Material mit einer niedrigen Elastizitatsgrenze kann eine 
verhaltnismaBig hohe Schwingungsfestigkeit haben; ebensowenig be
steht ein gesetzmaBiger Zusammenhang zwischen der Schwingungs
festigkeit und der Widerstandsfahigkeit gegeniiber "wiederholten StOBen. 
Das Britische Nationale Physikalische Laboratorium (British National 
Physical Laboratory) verschafft sich VOl' del' Bestimmung der Schwingungs
festigkeit einen ungefahren Anhalt iiber ihre GroBe stets durch einen 
Brinell-Versuch. 

7. Andere Einfliisse auf die Hohe von Ermiidungsfestigkeiten. 
Aus den Illinois-Versuchen geht hervor, daB die Belastungsge

schwindigkeitauf die Schwingungsfestigkeit nur geringen EinfluB hat, 
sofern die Zahl der Belastungswechsel 2000 pro Minute nicht iiber
schreitet. Zu einem ahnlichen Ergebnis kommt Stanton. (Stanton, 
Resistance of Materials to Alternate Stress, 1912.) Er fand bei Be
lastungsgeschwindigkeiten zwischen 200 und 2200 keinen EinfiuB auf 
die Schwingungsfestigkeit. 

Es ist bei derartigen Untersuchungen darauf zu achten, daB die 
Probekorper durch Vibrationen der Maschinen keine zusatzlichen Be
anspruchungen erleiden. Die Starke der Erschiitterungen ist naturge
maB abhangig von der Umdrehungsgeschwindigkeit, so daB dann der 
EinfluB der Belastungsgeschwindigkeit auf die Schwingungsfestigkeit 
nicht mehr rein erfaBt wird. 

Es ist bereits oben darauf hingewiesen, daB die Ermiidungsfestig
keiten von Eisen und Stahl erheblich beeinfiuBt werden durch 
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winzige OberfHichenbeschadigungen der Probekorper, selbst wenn diese 
mikroskopisch klein sind. Bauschinger hat zuerst auf diese Er
scheinung aufmerksam gemacht. Diese· Stellen konnen bei wieder-
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Abb.448. 

holten Beanspruchungen zum Ausgangspunkt von Rissen werden, die 
sich schnell erweitern und bei verhaltnismaf3ig geringen Spannungen 
den Bruch herbeifiihren. 
Die lllionis- Untersuchun
gen zeigen, daf3 sogar 
Verschiedenheiten in der 
Oberflachenbehandlung 

einen erheblichen Ein
fluB ausiiben. Probe

d--T,02 cm d-o,75cm 

0, 'S' f> '0 
1... .. m·1651cm------·· ..: .... .. ·15.51cm .. · ---.J 

, ~R-25,OZ ~m 
Abb.449. 

stahle aus Bessemer-Stahl mit einfach abgedrehter 
eine urn 100/0 geringere Schwingungsfestigkeit auf 

Oberflache wiesen 
als gedrehte und 

polierte Stabe. 

Abb.450. 

Es ist noch eine grof3e Zahl von EinfluBkomponenten auf die 
Schwingungsfestigkeit festzustellen, wobei die GroBe des Einflusses im 
allgemeinen schwierig zu erfassen ist. 

Die thermische Behandlung ist sehr wichtig. (Vgl. Abb. 448.) Sie 
kann die Schwingungsfestigkeit ebenso wie die statische Festigkeit er
hohen, ohne groBe EinbuBe an Ziihigkeit. 
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Plotzliche Querschnittsanderungen beeinfiussen, offenbar durch 
ortliche SpannungserhOhungen, die Schwingungsfestigkeit in hohem 

'!JfZ,7 

r---~~L-~r---I_ L 
0.(;1 

Abb.451. 

MaBe. Das in den Illinois-Untersuchungen (Biegeversuche) fiir die 
Farmer-Maschine verwandte Probestiick ist in Abb. 449 darge

... 'Z,5~ - ... --1,50 -- • 

stellt. Eine andere Form zeigt 
roll"en!l~w. Abb.450. Unter sonst gleichen 

Versuchsbedingungen ergeben 
verschieden geformte Probe
stabe durchaus verschiedene 

. . - Z,5'1 ---

• • - . . -..... - - • - 5,!J8 - - ••• - • - - •. - -

Resultate. Die Abbildungen 
451 und 452 stellen Probekorper 
fiir Dauerzugversuche dar . 
Fehler in der Homogenitat des Allb. '162. 
Materials konnen in bezug auf 

10k ale Vberbeanspruchungen ebenso wirken wie Querschnittsande
rungen. Moore gibt foIgende Koeffizienten an, um bei Biegeversuchen 
aus der rechnungsmaBigen Randspannung die wirkliche Randspannung 
zu erhalten. 

V h·· It . Hmin er a mST MultipIikator 

0,1 2 
~5 ~6 
1 1,2 
2 1,1 

Scharfe V·Kerbe R 
Whitworth V-Kerbe . . 2 
U. S. Standard V-Kerbe . 2,5 

Bei zylindrischen Probestaben stellt er je nach der Bearbeitung 
eine gegeniiber der rechnungsmaBigen Beanspruchung erhohte wirk
liche Beanspruchung fest. So soll bei Stab en, die nur auf der Dreh
bank bearbeitet sind, die wirkliche Beanspruchung dem 1,2-fachen, bei 
Staben, die auf dem Schleifstein bearbeitet sind, dem 1,06-fachen und bei 
sorgfaltig polierten Staben dem gleichen Betrag entsprechen wie aus 
der rechnungsmaBigen Beanspruehung geschlossen werden sollte. Dieses 
gilt, wohIgemerkt, nur in bezug auf Ermiidungsfestigkeiten. Fiir die 
statisehe Festigkeit spielt die Bearbeitung der Oberfiaehe und kleine 
Besehadigungen der Oberfiaehe kaum eine Rolle. Alle derartigen Zahlen
werte sind natiirIieh auBerst anfeehtbar und unsieher. 
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Kaltrecken (vgl.Kap.rV) hebt die Streckgrenze, der EinfluB auf die 
Schwingungsfestigkeit dagegen ist sehr mannigfach und von der Rohe 
der Beanspruchung wahrend des Kaltreckens abhangig; es wird stets 
das Verhaltnis von Schwingungsfestigkeit zu Streckgrenze erniedrigt. 

Rat bei dem Kaltrecken die Spannung nur wenig iiber der ur
spriinglichen Schwingungsfestigkeit gelegen, so kann die Schwingungs
festigkeit urn ein Weniges erhoht werden. Nimmt die Spannung des 
Kaltreckens zu, so nimmt der dadurch bedingte Zuwachs der Schwin
gungsfestigkeit abo Lag die Spannung etwa 30 % iiber der urspriing
lichen Schwingungsfestigkeit, so ist der Zuwachs schon negativ, die 
Schwingungsfestigkeit ist etwas erniedrigt. Sehr wohl kann hierbei 
auch die durch das Kaltrecken eintretende Verrauhung der Oberflache 
eine Rolle spielen. Lag die Beanspruchung 50-70% iiber der urspriing
lichen Schwingungsfestigkeit, so erniedrigt sich die Schwingungsfestigkeit 
urn 20-23%. Daraus geht hervor, daB kalt bearbeitetes Material wieder
holten Beanspruchungen gegeniiber empfindlicher ist als warm bear
arbeitetes. (N ach den Illinois-Untersuchungen.) 

1m einzelnen kann auf die Ergebnisse der Illinois-Untersuchungen 
nicht naher eingegangen werden. Es moge nur noch eine interessante 
Erscheinung erwahnt werden, namlich die Erhohung der Schwingungs
festigkeit durch wiederholte Beanspruchungen. Die Schwingungsfestig
keit eines Stahles war zu 2320 kg/cm2 bestimmt worden. Ein Probe
stab dieses Stahles wurde 107-millionenmal mit + 2385 kg/cm2 be
ansprucht und dann mit weiteren 50 Millionen Lastwiederholungen 
in fiinf Stufen bis auf + 2925 kg/cm2 belastet. Diese sonderbare 
Erscheinung kann ihre Begriindung haben in einer UngleichmaBigkeit 
des untersuohten Stahles. Es wiirde jedoch nicht iiberraschend sein, 
wenn Lastwiederholungen in del' Niihe der Schwingungsfestigkeit eben 
diese Grenze heben sollten, genau wie eine statische Beanspruchung 
gerade unterhalb del' Bruchfestigkeit auch die Festigkeit des Materials 
zu erhohen vermag. 

Bei den Illinois-Untersuchungen wurde beobachtet, daB sich die 
Schwingungsfestigkeit eines Materials geringer ergab, wenn sie mittels 
axialer Beanspruchung des Probestabes, als wenn sie mittels Bie
gungsversuohen ermittelt wurde. Das Verhaltnis diesel' beiden Sohwin
gungsfestigkeiten wurde zu 0,64 ermittelt. (V gI. Bull. 142, p. 42.) 
Nach Ansicht der Versuchsbeobachter solIte die Schwingungsfestigkeit 
eines normal beanspruchten Stabes nicht hoher als 60% derSchwin
gungsfestigkeit eines gebogenen Stabes angenommen werden. Der Ver
fasser ist jedoch der Ansicht, daB diese Differenz der heiden Schwin
gungsfestigkeiten eine rein rechnerische ist, insofern, als die errechnete 
Biegungsspannung falsch ist. Es ist in Kap. X auseinandergesetzt, 
daB die wirklichen Randspannungen eines gebogenen Balkens, so
bald die Elastizitatsgrenze iiberschritten ist, geringer sind als die reoh
nerischen. Es ist an sich nicht einzusehen, warum die Schwingungs
festigkeit der Randfaser eines gebogenen Balkens hoher sein solI als 
die einer beliebigen Faser eines normal beanspruchten Querschnittes. 
Die Beriohterstatter der Illinois-Untersuchungen stellen es jedoch als 
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plausibel hin, daB die Schwingungsfestigkeit geringer wird, wenn 
samtliche Fasern des Querschnittes der gleich hohen Beanspruchung 
unterworfen sind, als wenn nur die Randfaser die hochste Beanspruchung 
erleidet. 

In den Illinois-Untersuchungen ist als Mittelwert fUr die Torsions
Schwingungsfestigkeit das O,53-fache der Biegungssch1\'ingungsfestig
keit ermittelt worden. 

8, . Bruchbilder der Ermiidungsbriiche. 
Das Aussehen von Ermiidungsbriichen (Dauerbriichen) ist unver

kennbar. Es findet weder Einschniirung noch Bruchdehnung statt; der 
Bruch tritt plotzlich und ohne warnende Anzeichen, wie bei einem 
sproden Material, ein. Die Bruchflache hat kristallinisches Aussehen, 
oft mit einem dunklen Fleck an der Kante, von wo die Zerstorung ihren 
Ausgang genommen haben mag. 

9. Bairstows Versuche I, 
Bairstow bezeichnet als das Wesentliche der Bauschinger'schen 

Ergebnisse, daB nur dann Ermiidung eintritt, wenn die durch die 
Lastwiederholungen erzeugten ,Formanderungen schlieBlich nicht rein 
elastisch werden, d. h. wenn jede Lastwiederholung einen wenn auch 
noch so kleinen Zuwachs del' unelastischen Formanderungen bringt. 
Bairstow glaubt mit seinen Versuchen diese Erkenntnis Bauschingers 
neu bestatigt zu haben. 

10. Abgekiirzte l\lethoden zur Bestimmung der 
Schwingungsfestigkeit. 

Die Bestimmung der Schwingungsfestigkeit mittels mehrerer Mil
lionen Spannungswiederholungen oder noch mehr ist so zeitraubend, 
daB diese Methode nur fUr wissenschaftliche Zwecke in Betracht kommt. 
Man hat die Erscheinung beobachtet, daB bei Dberschreitung der 
Schwingungsfestigkeit ein plOtzlicher Temperaturanstieg des Probe
korpers stattfiudet. Diese Zunahme an Warme ist nur moglich, wenn 
ein Teil der dem Korper zugefiihrten Arbeit nicht in Form von 
Spannungsenergie aufgespeichert wird, sondern in unelastische Form
anderungsarbeit, d. h. in Warme, verwandelt wird oder auch infolge 
der Hysteresis-Schleife ebenfalls in Warme umgesetzt wird. 1st die 
Hysteresis-Schleife geschlossen, so erwarmt sich der Korper, ohne 
daB eine Vermehrung der plastischen Formandenmg stattfindet; es 
konnte also ein Temperaturanstieg erfolgen, ohne daB damit not
wendig (vgl. Abschn. 9) ein kommender Bruch angezeigt wiirde. 

Die Illinois-Untersuchungen haben ergeben, daB die Schwingungs
festigkeit haufig mit der Spannung zusammenfallt, bei der bei zu-

1 Phil. Trans. 1909, series A. vol. 210, p.35-55. 
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nehmender Beanspruchung des Korpers plotzIich ein Temperaturanstieg 
erfolgt. (Vgl. hierzu Abb. 453.) DaB bereits vor Erreichung der 
Schwingungsfestigkeit ein allmahlicher Anstieg der Temperatur statt
gefunden hatte, ist deutIich ersichtlich und beweist, daB eine geschlos
sene Hysteresis -8chleife vorhanden war, und daB diese ohne Ein
fluB auf die Haltbarkeit des Materials ist. Der plOtzIiche Temperatur
anstieg ist ohne Zweifel jedoch auf den Eintritt bleibender Form
anderungen zuriickzufiihren. Ais erster wies Strohmeyer1 auf den 
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Abb.453. 

Wert der Temperaturmessungen beziiglich der Bestimmung von Er
miidungsfestigkeiten hin. Es solI jedoch ausdriicklich betont werden, 
daB dieses abgekiirzte Verfahren nur fiir gewisse Materialien brauch
bare Resultate liefert. 

Auf der plotzlichen Zunahme der bleibenden Formanderungen be
ruht ein anderes Verfahren, das von H. J. Gough 2 mitgeteilt wird. 
Mittels eines Spiegels und eines Lichtstrahles werden ahnlich wie bei 
dem Martensschen Spiegelapparat die Langenanderungen auf einen 
Schirm geworfen. Bei Uberschreitung der Schwingungsfestigkeit wird 
dieses Band plotzlich breiter. 

11. SchluBbetrachtungen tiber Ermiidungsversuche. 
Die (J = N-Diagramme verschiedener Materialien vermogen sich 

sehrwohl zu kreuzen. Man vergleiche hierzu Abb. 446. Jedenfalls konnen 

1 Proc. Royal Soc. 1914. 
2 The Engineer 1921, 12. August. 
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SchluBfolgerungen liber die Ermlidungsfestigkeit nicht auf Grund weniger, 
aber hoher Beanspruchungen erfolgen. Es ist schon darauf hinge
wiesen, daB die Biegeversuche unzuverlassiger sind als die Versuche 
mit normal beanspruchten Staben, da· sich die der Auswertung der 
Versuche zugrunde zu legenden rechnungsmaBigen Spannungen bei 
Biegeproben sicherlich mehr von den wirklichen Verhaltnissen ent
fernen werden, sobald sich die Randspannungen oberhalb der Elasti
zitatsgrenze bewegen. GewiB wird vielfach die Elastizitatsgrenze durch 
die Lastwiederholungen gehoben werden, so daB sich die rechnungs
maBigen Spannungen im Laufe der Untersuchungen mehr und mehr 
den wirklichen nahern; in einem solchen Falle jedoch wird del' Probe
stab nach der Bauschinger'schen Theorie nicht brechen. Dieses tut 
er nur, wenn eine dauernde Zunahme der bleibenden Formanderungen 
eintritt, das Hooke'sche Gesetz also nicht gilt. Wir sehen also, daB da
nach in allen Fallen, in denen ein Bruch des haufig auf Biegung bean
spruchten Stabes stattfindet, die wirkliche Randspannung nicht genau 
angegeben werden kann, und zwar ist der Irrtum um so groBer, je 
geringer die Anzahl der Lastwiederholungen gewesen ist. Der Ver
fasser befindet sich deshalb in Widerspruch zu dem Satz in dem Illinois
Bericht, worin es heiBt, daB die Hohe der Spannungen mit einem 
hohen Genauigkeitsgrade bestimmt werden kann. Er ist im Gegen
teil der Ansicht, daB die wirklichen Spannungen durchaus unbekannt 
sind, und daB diese Tatsache genaue SchluBfolgerungen aus den Ver
suchen verhindert. 

Insgesamt also ist zu sagen, daB Versuche mit normal beanspruchten 
Staben vorzuziehen sind, da die errechnete Spannung der wirklichen 
Spannung naherkommt. 

Den Versuchen mit wiederholten Biegungsbeanspruchungen vermag 
der Verfasser nur einen vergleichenden Wert zuzuschreiben, d. h., wenn 
zwe-i Probestabe von verschiedenen Materialien unter sonst gleichen 
Umstanden gepriift werden, so IaBt sich relativ liber die Schwingungs
festigkeit beider Materialien etwas aussagen, aber auch nicht mehr. 

Ein weiterer Umstand, der die Ergebnisse der Biegeversuche in 
ihrem Wert beeintrachtigen kann, ist in der moglichen Einspannung 
der Stabenden zu sehen, so daB nicht nur die Spannungsberechnung, 
sondern auch die Berechnung des Momentes von fraglicher Genauig
keit wird. Aus allen diesen Griinden glaubt der Verfasser an die 
Ergebnisse der Biegeversuche nur mit Vorsicht herantreten zu diirfen. 
Tatsachlich streuen auch die Ergebnisse in auBerordentlich weitem 
MaBe. Wenn wir lesen, daB ein Probestab, der mit + 4200 kg/emil 
beansprucht war, nach 495400 Lastwiederholungen brach, wahrend 
ein anderer gleicher Stab aus dem gleichen Material unter genau den 
gleichen Verhaltnissen 11479100 Wiederholungen aushielt, so wirftdas 
ein seltsames Licht auf die Glaubwiirdigkeit der Versuche. 

Als weitere Fehlerquellen seien genannt unbeabsichtigte StoB
wirkungen, Vibrationen der Maschinen, Massenkrafte der bewegten 
Teile usw. 

Die a = N-Diagramme haben, abgesehen von der Bestimmung des 
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as -Wertes, offenbar keinen praktischen Nutzen, sondern nur wissen
schaftlichen Wert, es sei denn, daB man bei der Dimensionierung 
eines Bauteiles davon ausgeht, wie oft er voraussichtlich beansprucht 
werden wird. Es lieBe sich denken, daB ein derartiges Verfahren bei 
Autom9bilmaschinenteilen z. B. angewandt wiirde, also bei Maschinen, 
denen ohnedies nur eine beschrankte Lebensdauer aus anderen 
GrUnden von vornherein zugeschriebenwird. In der Regel aber 
baut man nicht auf eine beschrankte Zeit, sondern sozusagen fiir 
ewig, und da interessiert lediglich die Ermiidungsfestigkeit, d. h. 
die Beanspruchung, die derKorper ohne Schaden unter den ob
waltenden Umstanden unendlich oft ertragen kann, nicht aber die 
hochst ertragbare Spannung fUr irgendeine beschrankte Anzahl von 
Lastwiederholungen. Liegt die Ermiidungsfestigkeit oberhalb der Streck
grenze, und ist die dieser Spannung zugeordnete Deformation so er
heblich, daB sie sich mit dem Zweck des vorliegenden Bauzwecks nicht 
vereinigen !aGt, so verliert auch die Ermiidungsfestigkeit ihren prak
tischen Wert; es muB dann die Spannung unterhalbder Streckgrenze 
bleiben, mit anderen Worten, es muB der einzuhaltende Sicherheits
faktor dann nicht auf die Ermiidungsfestigkeit, sondern auf die Streck
grenze bezogen werden. 

Bedenklich bei diesen Vberlegungen ist die Tatsache, daB die 
geringsten Oberflachenbeschadigungen bei wiederholten Beanspru
chungen verhangnisvoll werden konnen. Es ist undenkbar, eine 
Kontrolle durchzufiihren, die dem Konstrukteur die notige Sicherheit 
betreffend der Oberflachenbeschaffenheit fiir aIle wichtigen Maschinen
teile gibt. 

Diese Vberlegungen haben den Verfasser zu der Vberzeugung ge
bracht, daB allgemein der praktische Wert der Ermiidungsunter
suchungen nicht allzu groB ist, und daB ihnen nur Vergleichswert 
(vgl. oben) zuzuschreiben ist, wahrend die Benutzung qualitativer 
GesetzmaBigkeiten, die aus derartigen Versuchen abgeleitet sind, wert
voll werden kann. Fiir hochwertige, sorgfaltig bearbeitete und polierte 
Maschinenteile sind sie noch am ehesten anwendbar. Zur Zeit aller
dings sind diese Untersuchungen modern. Wie aIle neuen Dinge 
werden sie wahrscheinlich iibertrieben und nicht immer mit der notigen 
Kritik angewendet werden. Ahnliches trat nach den Wohler'schen Ver
suchen ein, wo eineFlutvon neuenDimensionierungsformeln den Konstruk
teur iiberschwemmte, um alsbald der Vergessenheit anheimzufallen. 
Ais alleinige Ausnahme moge die praktische Bedeutung der Schwingungs
festigkeit betont werden, die unter allen Umstanden von einem im 
Maschinenbau verwandten Material festgestellt werden sollte. 
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XXIII. Ursachen und Voraussetzungen fUr den 
Bruch eines Materials. 

1. Allgemeines. 

Bei del' Dimensionierung eines Bautei1s ist die iibliche Voraussetzung, 
daB das Material zerstort odeI' jedenfalls so deformiert wird, daB del' 
betreffende Bauteil unbrauchbar wird, wenn eine Beanspruchung (Zug, 
Druck odeI' Abscherung) eine gewisse Grenze iiberschreitet. Wenn das 
Problem damit ganzlich erfaBt ware, so hatte man nichts weiter zu 
tun, als die einzelnen Bauteile so zu bemessen, daB die groBten Span
nungen geniigend weit unterhalb einer gewissen Grenze bleiben. 

Wie noch weiter ausgefiihrt werden wird, geht es jedoch nicht an, 
eine bestimmte Beanspruchung fiir sich allein zu betrachten, sondern die 
Beanspruchungen, die an einem Punkte in verschiedenen Ebenen wirken, 
und die zugehorigen Deformationen miissen gemeinsam betrachtet 
werden. Einige gesetzmaBige Zusammenhange derSpannungen in ver
schiedenen Ebenen und del' Deformationen sollen deshalb noch einmal 
kurz wiederholt werden. 

Scherspannungen treten an einem Punkte niemals nur in einer 
Ebene auf, sondern es wirken stets Scherspannungen gleicher GroBe 
in zwei aufeinander senkrechten Ebenen, normal zu ihrer Schnitt
linie. In Verbindung mit Scherspannungen treten stets Normalspan
nungen auf. Die Hauptspannungen wirken im Sonderfalle reiner Scher
beanspruchung in Ebenen, die gegen die Ebenen del' groBten Scher
spannungen um 45 0 geneigt sind. 

Im einachsigen Spannungszustande reiner Zug- odeI' Druckbean
spruchung wirken in allen Ebenen Scherspa,nnungen mit Ausnahme 
jener Ebenen, auf denen die Resultierende senkrecht steht. 

Abb.454. 

Im Falle hydrostatischen Zuges odeI' Druckes, d. h. 
wenn in drei aufeinander senkrechten Ebenen durch 
einen Punkt gleiche Zug- oder Druckspannungen wirken, 
verschwinden die Scherspannungen. Das Entsprechende 
gilt fiir den zweiachsigen Spannungszustand, wenn (vgl. 
Abb. 454) in zwei aufeinander senkrecht stehenden 
Ebenen ab und a'b' gleiche Zug- bzw. gleiche Druck
spannungen wirken. Es ist dann in keiner durch 0 ge
legten beliebigen Eb~ne cd Abscherung vorhanden. Be
ziiglich del' Deformation sei kurz folgendes gesagt: 

Eine Zugbeanspruchung verursacht eine Verlangerung in ihrer Rich
tung a und eine Verkiirzung in del' Richtung b senkrecht dazu; wirkt 
dazu in Richtung b ebenfalls eine Zugspannung. so bewirkt diese eine 
Verminderung del' Verlangerung in der Richtung a. Es ist also del' 
Fall denkbar, daB eine N ormalkraft wirkt, ohne daB in Richtung dieser 
Normalkraft eine Langenanderung stattfindet. 
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Diese Dberlegungen ergeben zwei Fragestellungen: 
1. Tritt der Bruch eines Materials ein, wenn die Spannung oder 

wenn die Deformation einen bestimmten Wert iiberschreitet? 
2. Da Normalspannungen und Scherspannungen voneinander ab

hangig sind, welche von beiden Spannungsarten (bzw. der zugehorigen 
Deformationen) bedingt den Bruch? Tritt der Bruch ein, wenn die 
Scherspannung eine gewisse Grenze eneicht, so daB letzten Endes die 
Zug- t\)J.d die Druckfestigkeit von der Scherfestigkeit abhangt, oder 
hangt umgekehrt die Scherfestigkeit von der N ormal£estigkeit ab? 

Damit kommen wir zu folgenden Bruchhypothesen: 
a) Die Bruchgefahr hangt von der groBten der drei Haupt

spannungen, also Normalspannungen, abo 
b) Die Bruchgefahr hangt von der groBten Scherspannung abo 
c) Die Bruchgefahr hangt von der groBten Dehnung e, die bei 

der Verzenung erreicht wird, abo 
Bevor wir in die Erorterung der einzelnen Hypothesen eintreten, 

sollen einige Dberlegungen noch vorangestelIt werden. 
Unter einem Bruch versteht. man die Aufhebung des Material

zusammenhangs, also den Zerfall eines Teiles in mehrere Teile. Zer
storung braucht jedoch nicht identisch zu sein mit einer Trennung 
des Gefiiges (Bruch); man denke an ein holzernes Tragglied, das auf 
Druck beansprucht ist und dadurch zerstort wird, daB die einzelnen 
Fasern ausknicken; das gleiche gilt sinngemaB Z. B. fiir einen auf 
Druck beanspruchtes 1-Profil, dessen Flanschen oder dessen Steg aus
knicken. 

Die genaue Einsicht in diese Verhaltnisse ist notwendig, urn einen 
Konstruktionsteil so auszubilden, daB er die ihm zugedachten Krafte 
sicher iibertragen kann. SolIte diese genaue Einsicht nicht zu ver
schaffen sein, so muB man zum mindesten eine brauchbare Hypothese 
finden beziiglich der Bedingungen, unter der die Zerstorung eintritt, 
und diese Hypothese der Konstruktion zugrunde legen. 

Die Einstellung, mit der der Ingenieur an das Studium eines er
folgten Bruches herantritt, muB ganzIich verschieden sein von der, 
mit der er eine konstruktive Aufgabe behandelt. Es kann ein 
Konstruktionsglied Spannungen unterworfen sein, die weit iiber denen 
liegen, die rechnerisch bei einer N eukonstruktion zugelassen sind, und 
doch volIkommen sicher die Krafte iibertragen; wenn der Bruch ein
tritt, so sind unter U mstanden die Griinde dafiir woanders zu suchen 
(nicht iibersehbare auBere Einwirkungen, wie StoBe, Dberbelastungen 
oder dgl.). 

Dem Bauingenieur, der mit der Dberwachung von Briicken be
auftragt ist, tritt dauernd die Frage entgegen, in welchem Umfange 
er eine Dberschreitung der zulassigen Spannungen gestatten darf, bevor 
er einer Konstruktion die Lebensfahigkeit abspricht, d. h. wie weit 
er den Sicherheitsgrad erniedrigen darf. Der bei dem Entwurf vor
gesehene Sicherheitsgrad ist bis zu einem gewissen Grade dazu be
stimmt, eine Zunahme der Verkehrslasten wahrend des Bestandes der 
Briicke auszugleichen, und somit ist seine Erniedrigung innerhalb ge-

Swaln-Mehmel, Festigkeltslehre. 39 
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wisser Grenzen durchaus verniinftig. Es kann jedoch im EinzelfaUe sehr 
schwierig zu entscheiden sein, wieweit man da gehen darf. 

Ein Materialbruch nur auf zweierlei Weise eintreten kann: entweder 
wird der Zusammenhang des Materials durch Zugkrafte gelost, oder 
die einzelnen Teilchen gleiten infolge der Wirkung der Scherkrlj,fte 
iibereinander. Dabei ist es dann strittig, ob diese Veranderungen im 
Gefiige unmittelbar den Kraften oder den durch die Krafte erfolg
ten Deformationen zuzuschreiben sind. Ein Bruch infolge der di;rekten 
Wirkung von Druckspannungen ist nicht denkbar, da diese die einzel
nen Volumenelemente aneinanderpressen. (V gl. auch Abschn. 3, Haupt
normalspannungshypothese, Absatz 1.) 

Eine wichtige Vberlegung ist die, auf welche Spannung der Sicher
heitsgrad bezogen werden soll, auf die Elastizitatsgrenze, auf die Streck
grenze oder auf die Bruchfestigkeit. Es wird die Ansicht vertreten, 
daB diese Grenzspannung die Streckgrenze sein muB, weil bei Vber
schreitung dieser Spannung die Deformationen so groB werden, daB 
der Konstruktionsteil unbrauchbar wird. Andere Ingenieure wieder 
wollen den Sicherheitsfaktor auf die Elastizitatsgrenze beziehen, weil eine 
dauernd wiederholte Spannung oberhalb dieses Punktes eine dauernde 
Zunahme der bleibenden Formanderungen und damit den Bruch herbei
fiihre (also bessel' Ermiidungsfestigkeit statt Elastizitatsgrenze. D. Vb.). 
Diese Betrachtungen gelten natiirlich nicht aUgemein, sondern nur fUr 
Materialien, die eine Elastizitat,sgrenze und eine Streckgrenze besitzen. 

Es soll darauf hingewiesen werden, daB sprode und zlihe Mate
rialien eine unterschiedliche Beurteilung verlangen hinsichtlich der an
zunehmenden Sicherheit, da sie voneinander grundsatzlich verschiedene 
Spannungs-Dehnungs-Dia,gramme aufweisen. Ferner sollte man wohl 
darauf achten, unter welchen V oraussetzungen irgendein Ergebnis ge
wonnen wird: Liegt z. B. das Hooke'sche Gesetz irgendwelchen Be
trachtungen zugrunde, so gelten die Ergebnisse nur im Elastizitats
bereich und miissen entsprechend geandert werden, wenn die Krafte 
jenen Bereich iiberschreiten. Die wirklichen beim Bruch auftretenden 
Verhaltnisse konnen sehr verschieden von denen sein, wie sie vor 
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Abb.455. 

Dberschreitung der Streckgrenze bestehen. N ach 
Vberschreitung del' Streckgrenze findet haufig 
zunachst eine veranderte Vbertragung der 
Krafte statt, indem die weniger beanspruchten 
Fasern einen Teil der Last iibernehmen und 
so die Tragfahigkeit des ganzen Gliedes noch 
sehr wohl gewahrt bleiben kann. 

Briiche von ganzen Baugliedern sollen 
spater behandelt werden. Zunachst sollen nur 
die Verhaltnisse untersucht werden, unter denen 
das Material als solches zerstort wird. 

Durch jeden Punkt eines Korpers lassen sich im zweiachsigen 
Spannungszustand zwei Ebenen legen, in denen nur N ormalspannungen 
wirken (Hauptspannungen). Die Hauptspannungen konnen gleiches 
oder entgegengesetztes V orzeichen haben. Sind beides Zugspannungen 
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(vgl. Abb. 455), so ist die Dehnung in der Richtung von 01 mit 
m=4 

1st 01 eine Zug- und 02 eine Druckspannung, so wird 

5 0"1 

e1 = 4' E' 

(Es sind die Absolutwerte fiir 01 und 02 einzusetzen). 
Fiir den dreiachsigen Spannungszustand gelten die Gleichungen 

und entsprechend fiir e2 und c3' 

(1) 

Handelt es sich also urn ein Material, das nur geringe Verlange
rungen ertragen kann, so wird eine kleine Druckkraft geniigen, urn 
das Material in Ebenen parallel zur Richtung der Druckkraft zu spalten. 

1m zweiachsigen Spannungszustand tritt die groBte Scherspannung 
in Ebenen auf, die unter 45 0 gegen die Hauptebenen geneigt sind, 

ihre GroBe betragt <1! ~ 0"2 (algebraischer 0-W ert). Mit O2 = 0 wird die 

groBte Scherspannung 0"2 (einachsiger Spannungszustand). 

1m dreiachsigen Spannungszustand treten GroBtwerte der Scher
spannungen in sechs Ebenen jeweils paarweise in zwei aufeinander senk
rechten Ebenen auf. Diese beiden Ebenen enthalten eine Hauptachse und 
halbieren den Winkel zwischen den beiden anderen Hauptachsen. Der 
GroBe nach sind die Scherspannungen, die auf die Ebenen eines derartigen 
Ebenenpaares wirken, gleich der halben Difterenz der beiden anderen 
Hauptspannungen. 

2. Versuche. 
Die experimentelle Untersuchung dieser Fragen fiir den dreiachsigen 

Spannungszustand ist nicht einfach und ist bis heute noch nicht be
friedigend durchgefiihrt worden. Voraussetzung hierfiir ware die ein
wandfreie Moglichkeit, ein Korperelement drei veranderlichen Haupt
spannungen auszusetzen. Die experimentelle Untersuchung des zwei
achsigen Spannungszustandes ist dagegen leichter. Man benutzt zu 
diesem Zwecke einen Hohlzylinder mit variablem, innerem, hydrosta
tischem Druck, wobei man gleichzeitig den Zylinder Torsions- und 
Normalspannungen unterwirft. Der hydrostatische Druck erzeugt eine 
Ringspannung von beliebiger GroBe 0'. Die Normalspalillung in der 

39* 
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Richtung der Zylinderachse erzeugt eine Normalspannung a". Die 
Verdrehung erzeugt eine Tangentialspannung 7: in allen Querschnitten 
senkrecht zur Zylinderachse. Alle drei Spannungen konnen willkiirlich 
verandert werden. V oraussetzung hierfiir ist, daB ein diinnwandiger 

Zylinder gewahlt wird, damit die Ring
spannungen iiber den Querschnitt kon
stant sind. 

1m einachsigen Spannungszustand 
sind die Hauptspannungen 0 und + a. 

6' Bei einem reinen Verdrehungsversuch er
halten wir die Normalspannungen + a 

'--_-:;----c,...-_<X_"':;:' ~ und - a in Ebenen urn 45 0 gegen die T T' Achse geneigt. Bei beiden Versuchen ist 
6" es unmoglich, zwei gleiche Hauptspan-

Abb.456. nungen zu erzielen. In dem oben be-
schriebenen Versuche mit dem Hohlzy

linder jedoch sind andere Kombinationen moglich. Die Hauptspan
nungen sind (vgl. Abb. 456) 

::}= a'~~ + i 1(0" - 0')2 + 47:2 • (2) 

Macht man 0' = 0, so kann man fUr die Hauptspannungen samtliche 
Werte erhalten innerhalb der Grenzen 

a1 1 0 und 0 2 1- P . 
±P +p 

Dies ist leicht nachzuweisen: Mit 0' = 0 wird 

a, 1=a" +~1!0"2+47:2. 
a2 f 2 - 2 

Macht man nun 7: = 0, so ist 
a1 = a", 
a2 =0. 

Macht man nun a" = 0, so ist 
01 = +7:, 
O2 = -7:. 

Verwendet man Normalkrafte in Richtung der Achse mit hydrostati
schem Druck ohne Verdrehung, so wird 

oder 

al } _ a' +a" + 1 '/(" ')2 a2 - -2~ - "2 r 0 - 0 

0 1 =0", 

O2 = 0'; 

die Werte dieser beiden Spannungen konnen nun beliebig bestimmt 
werden. 

Man kann also jede beliebige Zusammenstellung von Hauptspan
nungen erreichen. Die dritte Hauptspannung ist eine radial wirkende 
Druckspalmung, die gegeniiber den anderen Spannungen vernachlassigt 
werden kann. 
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3. Hauptnormalspannungshypothese. 

Diese einfachste Bruchhypothese besagt, daB ein Material bricht, wenn 
eine Hauptnormalspannung eine gewisse Grenze, die sogenannte Bruch
festigkeit erreicht Ein eigentlicher Bruch infolge der Oberschreitung der 
Druckfestigkeit ist nicht denkbar, da die Druckspannung die Wirkung 
hat, die einzelnen Volumenelemente aneinander zu driicken, also nicht 
das Bestreben hat, den Zusammenhang aufzulosen. Bricht ein Korper 
unter der Wirkung von Druckkraften, so handelt es sich um einen 
Gleitbruch, also um die Wirkung der gleichzeitig auftretenden Scher
spannungen. Fiir die praktische Beurteilung eines Druckversuches 
spielt diese Oberlegung indes keine Rolle. Die Druckfestigkeit wird 
eben als die Druckspannung bestimmt, bei der der Gleitbruch auftritt. 
(Druckversuch im Iinearen Spannungszustand.) Die Ergebnisse der 
Festigkeitsversuche des Iinearen Spannungszustandes werden ganz all
gemein benutzt, um die Bruchfestigkeiten zu bestimmen. Man be
schrankt sich bei Anwendung der Hauptnormalspannungshypothese 
darauf, auch im zwei- und dreiachsigen Spannungszustand die groBten 
rechnerischen N ormalspannungen bis zu einem gewissen Bruchteil der 
im iiblichen Festigkeitsversuch nachgewiesenen Bruchfestigkeiten zu
zulassen. Wenn man auch dieser Hyothese eine gewisse Berechtigung 
bei nicht homogenen Materialien einraumen kann, z. B. bei Holz, wo 
die Festigkeiten in bezug auf die gleiche Spannungsart nach verschie
denen Richtungen verschieden sind, so kann sie doch nur als grobe 
Naherungstheorie angesprochen werden, da sie das Zusammenwirken 
der verschiedenen Krafte an einem Punkt vernachlassigt und sich 
darauf beschrankt, den Bruch von der GroBe e i n e r Spannung ab
hangig zu machen. 

Eine weitere Schwache der Hypothese liegt darin, daB sie keine 
Riicksicht auf die Deformationen nimmt. Diese sind jedoch eine 
Funktion aller auf ein Element wirkenden Krafte. 

4. Die Versuche von Bridgman 1. 

Bridgman steckte Rundeisenstabe durch einen Hohlzylinder hin
durch und dichtete sorgfaltig die DurchstoBstellen. Dann: setzte er 
das Innere des Hohlzylinders unter einen starken hydrostatischen 
Druck. Die Stabe brachen in einer zu der Stabachse senkrechten 
Ebene, teilweise mit solcher Gewalt, daB die Bruchstiicke mit Wucht 
fortgeschleudert wurden. Infolge der Querdehnung hatte der auf 
die Stabe wirkende hydrostatische Druck die Wirkung, daB sich die 
Stabe verIangerten. Durch die Reibung an den Austrittstellen des 
Hohlzylinders waren die Stabquerschnitte im Innern des Hohlzylinders 

1 Bridgman, Professor of Harvard University: "Breaking Tests unter 
Hydrostatic Pressure and Conditions of Rupture". 1912 Phil. Mag., July. 
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auf Druck beansprucht, freilich in geringem MaBe. Del' Versuch zeigt 
also ganz deutlich, daB es moglich ist, einen Trennungsbruch zu er
zielen, ohne die entsprechende Zugkraft auszuiiben, daB also nicht die 
Spannungen, sondern die Formanderungen den Bruch verursachten. 

Es ist auch an einem anderen Beispiel in bezug auf Druckspan
nungen leicht einzusehen, daB die Theorie del' groBten Spannungen 

p p unhaltbar ist. Man stelle sich eine 
t !:u I t U t lL I massi ve Kugel VOl', die hydrostatischem 

E t:::::1 E' . . Druck ausgesetzt ist. Es ist undenk-

I I bar, daB diese Kugel selbst unter An-
wendung del' hochsten Spannungen 

. bricht. Als weIteres BeIspIel betrachte 
Abb.457. Abb.458. man einen Belastungsfall nach Abb. 457 

und 458, und man wird erkennen, daB 
die gedriickten Elemente del' Oberflacbe E andel's beansprucht sein 
miissen als die del' Oberflache E', obwobl die Flachenpressungen p 
die gleichen sein mogen. 

5. Hauptschu bspanllllDgshypothese. 

Diese Hypothese besagt, daB die Differenz zweier Hauptspannungen 
von entscheidender Bedeutung fiir den Bruch eines Materials sei, und 
erhebt Anspruch, flir aIle Spannungszustande Giiltigkeit zu besitzen. 
Sind die Hauptspannungen gleich gerichtet, so ist die Difl'erenz kleiner 
als die maximale Hauptspannung; sind die Hauptspannungen entgegen
gesetzt gerichtet, so ist die Differenz die numeriscbe Summe beider 
Spannungen. Wir haben gesehen, daB die gr6Bte Scberspannung gleich 
del' HaUte del' algebraischen Differenz del' beiden Hauptspammngen 
ist. so daB diese Hypothese die Bruchgefahr von del' maximalen Scher
spannung abbangig macht, d. h. del' Bruch tritt ein, wenn die Scher
festigkeit in irgendeiner Ebene iiberscbritten wird. Normalspammngen 
konnen daher unmittelbar keinen Bruch hervorrufen. 

Wenn die Hypothese del' groBten Scherspannungen richtig ist, so 
muB im einachsigem Spannungszustand ein Gleitbruch langs einer um 45 0 

gegen die Achse geneigten Ebene eintreten. Wahrend derartige Briiche Q bei zahen Materialien tatsacblich oft eintreten, so sehen 
wir doch andererseits haufig reine Trennungsbriiche quer 
zur L1ingsachse. Ein derartiger Trennungsbruch miiBte sich 
dann zuriickfiihren lassen auf eine groBe Zahl von ge
zahnten Bruchstellen (vgl. Abb. 459) iiber die Querschnitt
ebene, d. h. die Scherfestigkeit betragt die Hallie del' Zug-

Abb.459. festigkeit, bezogen auf den Bruchquerschnitt. 
Diese Auslegung vertragt sich jedoch nicht mit dem Bruchbilde 

eines Zugstabes aus zahem Eisen. Betragt die prozentuale Verringe
rung des Bruchquerschnitts gegeniiber dem urspriinglichen Querschnitt 
fl %, so hat der tatsachliche Bruchquerschnitt die GroBe 

F B = F (1 - 1 ~o) . 
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Damit wird die tatsachliche mittlere Zugspannung beim Bruch 
p 

aB=----
F(1-160) , 

wahrend die rechnerische mittlere Spannung betragt 
, p 

aB=J!' 

Damit wird die wirkliche Scherspannung beim Bruch 
p 

rB= . 
2 F (1 - 160) 

Bei Baustahl wird allgemein die Scherfestigkeit rB zu dem 0,8 fachen 

der Zugfestigkeit ail = ~ angenommen. Fiihrt man das Verhaltnis 

rB 
- = rein, so wird nach obigem OR 

1 
r=----

2 (1- 160)' 
(3) 

danach wird fl mit r = 0,8 bestimmt zu 37,5 0/0. Haufig ist jedoch 
fl = 50, danach wird r = 1 und rB = ail. 

Man wiirde der Losung der Frage sehr viel naher kommen, wenn 
man die wirkliche Zug- und Scherspannung, also die Spannungen unter 
Beriicksichtigung der Querschnittsverminderung bestimmen konnte. Es 
erscheint jedoch kaum moglich, die Scherspannung genau zu bestimmen, 
da sich zusatzliche Biegung nicht vermeiden laBt. Eine weitere Schwie
rigkeit besteht darin, daB sich nach der Einschniirung die Normal
spannungen nicht gleichmaBig iiber den Bruchquerschnitt verteilen, so 
daB, selbst wenn der wirkliche Querschnitt Fl in jedem Belastungs-

stadium bekannt ware, der Quotient ; nur die mittlere Spannung 
1 

lieferte. Der Stab ahnelt nach der Einschniirung einem eingekerbten 
Zugstab (vgl. Kapitel VI). Die Maximalspannung tritt wahrscheinlich 
an den auBeren Fasern auf. Gleichung (3) miiBte demnach abgeandert 
werden zu 

(4) 

worin c eine Konstante ist, deren Wert groBer als 1 ist. 
Die Hypothese der groBten Scherspannullg miiBte, urn den wirklichell 

Verh1iltnissen naher zu kommell, die innere Reibung mit beriicksich
tigen. Nach Abb. 460a (vgl. hierzu Kapitel VI) wird die Tallgelltial
spannung in einer um a gegell die Querschnittebelle geneigten Ebelle 

p . 2 r=2F,slll a 
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und die N ormalspannung in der gleiohen Ebene 
p 

a = F . OOS2 IX. 

Der Widerstand gegen Gleiten in jener Ebene wird aber duroh 
die Reibung erhoht, und zwar um das MaB a· tan cp, worin cp der 
Winkel der inneren Reibung ist. Der Wert 'r~, bei dem in der Gleit
ebene Gleiten eintritt, stellt ruoht die Soherlestigkeit 'tB dar, sondern 

I ",PSlI1tX 

hat den Wert 

'tB = 'tB + a·tan cpo (5) 
Der GroBtwert von 'l B - a· tan cp tritt auf bei 

IX = 45 + ~. Damit erhalten wir 

P (I-sin '1') (1 - sin '1') 
'lB='lB-o.tan m ° (6); 

T 2 F oos rp Bd 2· cos 'I' 

entspreohend erhalten wir im Zugversuoh die 
Soherspannung, bei der Gleiten eintritt 

(7) 

wobei IX = 45 - ~ ist. Daraus erhalt man 

Abb. 460 a. (1 + sin '1') (8) 
'lB=aBz 2·cos'P • 

Wir wiederholen: 1m dreiaohsigen Spannungszustand konnen wir 
drei Ebenenpaare jeweils feststellen, wobei jedes Ebenenpaar aus zwei 
zueinander senkreohten Ebenen besteht, und deren drei Sohnittgeraden 
die drei Hauptaohsen darsteIlen; jedes Ebenenpaa,r halbiert den Winkel, 
den die beiden andern Hauptaohsen miteinander einsohlieBen. Die Soher
spannungen auf den beiden Ebenen jedes Ebenenpaares sind einander 
gleioh, groBer als die Soherspannungen irgendeiner duroh die gleiohe 

45~ Hauptaohse gelegten Ebene und zahlenmaBig 
I f b gleioh der halben algebraisohen Differenz der 

beiden anderen Hauptspammngen. Sind aIle 
drei Hauptspannungen Zugspannungen, so 
tritt die groBte Soherspannung in dem zur 

(1 mittleren Hauptspannung zugehorigen Ebe-
~~--~~----~;~a3 

a 

nenpaar auf. In Abb. 460b sei 01 die gr6Bte, 
03 die kleinste Hauptspannung, die mittlere 
02 wirkt dann senkreoht zur Bildebene duroh 
den Punkt o. AIle drei seien Zugspan
nungen; es ist dann die groBte Soherspannung 

at 
Abb. 460 b. 'l max = 01 ; Us, in zwei Ebenen wirkend, die 

unter 45 0 gegen die Wirkungsebenen von 0 1 und 0 3 geneigt sind. Die 
Ebene ab, in der unter Beriioksiohtigung der inneren Reibung der 
Widerstand gegen Gleiten iiberwunden werden wird, sohlieBt mit der 

Wirkungsebene von (II einen Winkel von 45 0 - ~ und mit der Wir-
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kungsebene von °3 einen Winkel von 45 0 + ~ ein. Es wird die Scher

spannung in der Ebene a b 

G1 (I+sin({J) G3 (I-sin({J) 
Tab = 2 ,cos ({J 2'C08 ({J 

= -2 1 [°1 - Os + (°1 + 0s)sin!p] . . COS ({J 

(9) 

Liegt reine Torsionsbeanspruchung vor mit einer Scherspannung T, 

so haben wir nur zwei Hauptspannungen mit entgegengesetztem V or
zeichen und einem Absolutwert ° = T. Es wird dann die Scherspan
nung in der kritischen Ebene a b 

T 

Tab = COS'({J' (10) 

Chido Sunatani 1 hat durch Versuche bei Baustahl den Winkel 
der inneren Reibung zu !p = 20 0 gefunden. Gilbert Cook 2 fand bei 
seinen Untesuchungen ahnliche Werte. Der Wert !p ist naturlich fiir 
verschiedene MateriaIien verschieden und kann auch fiir Zug- und 
Druckspannungen verschieden sein. Sunatani schloB aus seinen Ver
such en, daB !p fiir alle Stahlsorten ungefahr den gleichen Wert hat. 

Falls die Bruchhypothese der groBten Scherspannung zutrifft, ist 
es unmoglich, einen Korper im Falle dreier gleicher Hauptspannungen 
zu zerstoren. Dieses Ergebnis scheint plausibel fiir den Fall des 
hydrostatischen Drucks, also fUr den Fall, daB samtliche drei Haupt
spannungen Druckspannungen sind, weil dem Material kein Weg zum 
Ausweichen gegeben ist. GroBere, wenn nicht unuberwindliche Schwie
rigkeiten jedoch bereitet die Vorstellung, daB auch fur den Fall des 
hydrostatischen Zuges, also fiir den Fall, daB alle drei Hauptspan
nungen gleich groBe Zugspannungen sind, ein Bruch des Korpers un
moglich sein sollte. 

Betrachten wir nun einen durch reine Torsion beanspruchten Stab! 
In jedem Querschnitt herrscht reine Abscherung, und in Ebenen, die 
unter 45 0 gegen die Stabachse geneigt sind, herrscht Zug bzw. Druck 
von der gleichen GroBe wie die Scherspannung. 1st dieser Stab aus 
GuBeisen, also einem sproden Material, so bricht er in schraubenformig 
ansteigenden Ebenen, also in den Ebenen der groBten Zugspannungen, 
und nicht in Ebenen der groBten Scherspannungen. Besteht der Stab 
aus zahem Stahl, so bricht er unter der oben genannten Beanspruchung 
in einer Querschnittsebene, also durch Dberwindung der Scherfestigkeit. 
In dies em Falle ist demnach die Scherfestigkeit bzw. der Widerstand gegen 
Gleiten geringer als die Zugfestigkeit bzw. der Widerstand gegen 
Trennung. Dieses Ergebnis zeigt zum mindesten, daB die Bruch
hypothese der groBten Scherspannung auf sprodes Material nicht an
gewandt werden darf. 

1 Reports of the Tohuku Imperial University 1922, Vol. III, Nr. 1. 
2 Engineering 1911, Dec. 15. 
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Die Bruchhypothese del' groBten Scherspannungen hat viele Anhanger 
unter den Ingenieuren; zur Zeit neigt man dazu, sie in erster Linie 
fiir zahe Materialien anzuwenden, wahrend man fiir sprode Materialien 
del' Hypothese del' groBten Spannungen den V orzug gibt. Die Ergeb
nisse del' Bridgman'schen Untersuchungen widersprechen diesel' Auf
fassung. Professor Boyd 1 ist ein unbedingter Anhanger del' Bruch
hypothese del' groBten Scherspannungen. Er sagt, die Richtigkeit diesel' 
Hypothese unterliege keinem Zweifel. J. J. Guest 2 halt ebenfalls die 
Richtigkeit del' Hypothese fUr zahe Materialien als erwiesen. In del' 
Metallurgie fiihrt man haufig die Zerstorung des GefUges von Stahl 
auf die Dberwindung des Gleitwiderstandes in Gleitebenen del' Krystalle 
zuriick. 

6. Hauptdehnungshypothese. 

Die Hypothese besagt, daB del' Bruch eintritt, wenn di.e Dehnung 
einen bestimmten Wert erreicht hat, gleichgiiltig wie die Dehnung zu
stande gekommen ist. Diesel' kritische Wert del' Dehnung ist natiir
lich fiir jedes Material verschieden und bei nicht homogenem Material 
fiir ein und dasselbe Material fiir verschiedene Richtungen del' Bean
spruchung verschieden. Del' Wert del' Dehnung in Richtung del' Haupt
spannung 01 betragt 

worin 02 und 03 die beiden anderen Hauptspannungen sind. 
Wir sahen bei dem Versuch von Bridgman, daB ein Rundeisen

stab zerriB, wiewohl senkrecht zur Bruchflache Druckspannungen wirkten. 
In diesem FaIle war del' Stab infolge del' Querdehnung eine starke 
Veri1ingerung eingegangen, die offenbar den Trennungsbruch verur
sachte. Bridgman hat jedoch auch Versuche durchgefiihrt, wo del' 
Trennungsbruch eintrat, obwohl das Material Verkiirzungen erlitten 
hatte. Bridgman setzte einen Rundeisenstab, auf den er einen 
dicht schlieBenden Hartgummiring aufgezogen hatte, starkem hydro
statischen Druck aus. Del' Ring zerriB, obwohl er zweifellos Ver
kiirzungen eingegangen war. Die Erklarung ist offenbar darin zu 
such en, daB del' Ring, da Hartgummi einen niedrigeren Elastizitats
modul besitzt als Eisen, durch den Rundeisenstab teilweise an del' 
Verkiirzung seiner Fasern gehindert wurde; er zerriB also, weil er 
sich nicht so stark verkiirzen durfte, wie er wollte. Wenn man die 
wirkliche Formanderung mit del' von dem Material gewollten Form
anderung vergleicht, so kann man von einer relativen Verlangerung 
del' Fasern des Gummiringes sprechen, und es JaBt sich somit dieses 
Versuchsergebl,lis in die Hypothese del' groBten Dehnungen einordnen. 

Bridgman fiihrte weiterhin Versuche durch mit dickwandigen 
Hohlzylindern, die einem inneren hydrostatischen Druck ausgesetzt 

1 Strength of Materials, 3 d ed. p. 326. 
2 Phil. May 1900, p. 69-132. 
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waren. In diesem Falle liegen die GroBtwerte der Hauptspannung, 
Hauptdehnung, Hauptspannungs- und Hauptdehnungsdifferenzen samt
lich an der inneren Oberflache, mit der Einschrankung, daB diese 
Werte nach der ublichen Formel (vgl. Kapitel XVIII) berechnet sind, 
die jedoch bei Spannungen oberhalb der Proportionalitatsgrenze sicher
lich keine strenge Giiltigkeit mehr haben. Nun ging der Bruch, falls 
der Zylinder aUs zahem Material bestand, von der auBeren Ober
flache aus. War der Zylinder aus einem sproden Material, etwa Glas, 
gefertigt, so ging der Bruch von der inneren Oberflache aus. Bridg
man zieht aus seinen Versuchen den SchluB, daB keine der drei Bruch
hypothesen allgemeine Gultigkeit besitzt. 

7. Vergleiche del' drei Bruchhypothesen rur den zweiachsigen 
Spannungsznstand. 

Die Hauptspannungen seien 01 = P1' 02 = P2' Os = O. P1 sel erne 
Zugspannung, P2 sei numerisch kleiner als P1 , jedoch von beliebigem 
Vorzeichen. Die Zugfestigkeit des Materials sei 0B = p' (im Zugver
such des linearen Spannungszustandes 
gemessen). Die in den Abbildungen 461a 1Ft 

bis c senkrecht zur Achse x-x aufgetra- I J ~ I 
genen Ordinaten geben die zum Bruch ~'l l' 
des Materials erforderliche Spannung P1 X~-;;--"'--;--~· --1--;:;--'-L---x 

Druck 0 Zua als Funktion des Wertes P2 nach den v 

drei Theorien an. 
Nach der Hypothese der groBten 

Hauptspannungen ist der zum Bruch 
erforderliche Wert von P1 unabhangig 
von P2 , und zwar ist P1 = p' fiir aIle 
Werte 

I, I 

-P 
P2 I -+- p' (Abbildung 461a). 

Die Dehnung beim Bruch des Mate

x 

rials im Zugversuch des einachsigen Span- x:---"'r.::----,rl-;:-::,....,.~--,x 

nungszustandes betragt ~ unter der An

nahme konstanten E-Moduls bis zum Bruch. 
Nach der Hypothese der groBten Deh-
nungen muB fur jeden anderen Spannungszustand 

treten, wenn die gleiche Dehnung ~ erreicht ist. Es 

zweiachsigen Spannungszustand 
p' PI P. 
E If-m·E· 

Abb.461. 

der Bruch ein

ist also flir den 

(11) 

Fur P2 = 0 wird P1 = p'. Nimmt P2 im Gebiet der Zugspannun
gen zu, so nimmt P1 ebenfalls zu, und zwar nach einer Geraden, 

a) 

b) 

c) 
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deren N eigungswinkel gegen die Horizontale bestimmt ist durch 

tan a = ~. N ach dem gleichen Gesetz nimmt Pl mit wachsendem P'J 

ab, wenn P2 eine Druckspannung ist. Durch die Wertepaare Plmin' 
P2 = - Pl und Plmax ' P2 = + Pl , mithin durch die Schnittpunkte 
del' zwei unter 45° durch den Punkt 0 del' Abbildung 461b gezoge
nen Strahlen mit del' unter dem Winkel a durch den Punkt 0, p' 
gezogenen Geraden sind die beiden Grenzwerte P l max und Pl min be
stimmt, die den Korper zum Bruch bringen. 

Der praktische Gebrauch del' Hypothese del' groBten Dehnungen 
setzt also die Kenntnis del' Hauptspannungen voraus. Fiir den zwei
achsigen Spannungszustand liefert Gleichung(l1) den kritischen Wertpl' 
Sind beide Hauptspannungen gleich, und zwar Zugspammngen, also 

Pl = P2' so wird mit ~ = 0,3 die kritische Spannung, bei del' der 

Bruch erfolgt, zu 
I m I 

P1 = P . m --1 = 1,43 p, 

ist also urn 43 % hoher als del' nach del' Hypothese del' groBten Span
nungen errechnete Wert. 1st P1 = - P2' so wird 

, m , 
P l = P '-::Ll = 0,77 p, m, 

ist also urn 23 0/0 kleiner als der nach del' Hypothese del' groBten Spall
nungen errechnete Wert. 

(Da aIle diese Ergebnisse unter del' Voraussetzung konstanten E-Moduls 
errechnet sind, so geben sie nicht so sehr AufschluB libel' die Span
nungen, bei denen del' Bruch eilltritt, als vielmehr libel' die Spannun
gen, bei denen die Proportionalitatsgrenze liberschritten wird, wenn 
man unter p' statt del' Bruchfestigkeit (JB die Proportionalitatsgrenze 
(Jp, beide fiir den Zugversuch des einachsigen Spannungszustandes, 
versteht. D. Ubers.) 

Bet.rachten wir die Hypothese del' grol3ten Scherspal1l1ungen, so er
hellt folgendes: 

Die groBte Scherspallnung ist unabhangig von P2 , solange P2 eine 
Zugspannung ist. (Es sei daran el'innert, daB bei allen diesen Ab
leitungen vorausgesetzt ist, daB P1 eine Zugspannung ist.) Die grol3te 
Schel'spannung wirkt in einer Ebene, die die Wirkungsgerade von 
P2 enthalt und die den Winkel zwischen P l und Pa halbiert; ihre 

GroBe betragt ~. Solange also P2 eine Zugspal1l1ung ist, ist del' 

kritische Wert von Pl gleich dem Wert p' odeI' gleich dem nach del' 
Theorie del' groBten Spannungen errechneten kritischen Wert. 1st P2 
eine Druckspannung, so tritt die groBte Scherspal1l1ung in einer Ebene auf, 
die senkrecht zur Bildebene steht, die Wirkungslinie von Ps enthalt und 

den Winkel zwischen Pl und P2 halbiert. Ihre GroBe betragt Pl ~ P2 . 

Der kritische Wert Pl nimmt demnach, wel1l1 P2 eine Druckspannung 
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ist, nach der Linie a emit wachsendem P2 ab und hat den Wert 0, 
wenn Po = - p', denn im Zugversuche des linearen Spannungszu-

standes :nit P2 = ° und Pl = p' ist die gr6Bte Scherspannung ~ = ~ , 
und dieses muB nach der Theorie der groBten Scherspannungen ihr 
Wert beim Bruch des Materials sein, unabhangig von dem Wert P2' 

8. Weitere Versuche. 
Becker l arbeitet mit dunnen Hohlzylindern, deren auBerer Durch

messer 5,56", deren Wandstarke ~~ betrug, und die einem inneren 

hydrostatischen Druck und gleichzeitig einem axialen Zug oder Druck 
ausgesetzt wurden. Beobachtet wurde der kritische Spannungs
zustand, bei dem die Proportionalitatsgrenze erreicht wurde. Definiert 
wurde als Proportionalitatsgrenze der Punkt der a - e - Kurve, in 
dem die trigonometrische Tangente urn 500/0 gr6Ber war als am Ur
sprungspunkt der a - e - Kurve. (Hierbei sind die a - Werte als Abs
zissen, die e - Werte als Ordinaten aufgetragen.) Die MeBlange betrug 
4". Die Ergebnisse sind in der folgendcn Tabelle zusammengestellt: 

Verhaltnis der 
Ringspannung P2 
zur Spannung in 

Richtung der 
Achse Pi 

o 
0,24 
0,475 
0,69 
0,92 

o 
0,475 
0,92 
0,92 

0,0 
0,2 
0,3 
0,6 
0,9 

Gemessene Span- Spannung der Pro- I Spannung der Pro
nung der Proportio- portionalitatsgrenze, portionalitatsgrenze, 

nalitatsgrenze errechnet nach der errechnet nach der 
(pounds/square Theorie cler groBten Theorie der groBten 

inch) Dehnung Scherspannung 

1. Versuchsserie (axialer Zug). 
45000 
48000 
50000 
50000 
50000 

2. Versuchsserie (axialer Zug) • 
. 22000 

26500 
26500 
27000 

3. Versuchsserie (axialer Druck). 
25500 24300 
24000 23700 
22500 22200 
19000 20800 
16500 

21250 
19600 
16000 
13400 

Aus den Versuchen geht 

(beide Hauptspannungen sind 
portionalitatsgrenze konstant 

hervor, daB fUr Verhaltnisse '& > 0,5 
Pi 

Zugspannungen) die Spannung der Pro-
blieb. Be cker zieht den SchluB, daB 

1 Becker: The Strength and Stiffness of Steel under Biaxial Loading. 
Bull. Univ. of Dlinois No. 85. 1916. 
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die Hypothese der groBten Dehnung fUr Verhaltnisse ~ < 0,5, da
PI 

gegen fiir Verhaltnisse '& > 0,5 die Hypothose der groBten Scherspannung 
Pl 

Giiltigkeit hat. Dieser SchluB in seiner allgemeinen Fassung erscheint 
nicht zwingend, da fiir den Fall, daB beide Hauptspannungen Zug
spannungen sind, die Hypothese der groBten Scherspannung mit der 
Hypothese der groBten Hauptspannung iibereinstimmt. Fiir Haupt
spannungen mit entgegengesetztem Vorzeichen liefert die Hypothese 
der groBten Dehnungen ResUltate, die mit den Versuchsergebnissen 
besser iibereinstimmen als die Hypothese der groBten Scherspannungen, 
freilich ohne daB man iiberhaupt von einer eigentlichen Dbereinstim
mung reden kann. 

Sehr beachtliche Untersuchungen hat J. J. Guest angestellt; er 
kam zu dem Ergebnis, daB die Hypothese der groBten Scherspannung 
den wirklichen Verhaltnissen am nachsten komme. Vielfach wird in 
Amerika diese Hypothese auch Guest'sches Gesetz (Guest's law) genannt. 
Seine Versuchskorper waren kleine Hohlzylinder aus Stahl, Messing 
und Kupfer von einem FuB Lange mit einem auBeren Durchmesser 
von etwa 11 /." und einer Wand starke von 0,025 bis 0,036". Die 
Korper wurden einem inneren hydrostatischen Druck, einer axia.len 
Kraft und einem Verdrehungsmoment unterworfen. Die Verdrehun
gen und die Langenanderungen in Richtung der Achse wurden auf 
einer MeBstrecke von 8" beobachtet. Die AusmaBe der Korper miissen 
als reichlich klein bezeichnet werden. Becker hebt richtig hervor, 
daB die wiederholten Beanspruchungen eines und desselben Korpers 
unter Dberschreitung der P.- und der Streckgrenze fUr die Versuchs
auswertung bedenklich sei, da bekanntlich die Hohe der P.- und der 
Streckgrenze eine Funktion der V orbehandlung des Materials ist. Bei 
den meisten der Versuche war das Verhaltnis der Ring- zur Langs
spannung zwischen 0,5 und 1,0, also innerhalb der Grenzen, wo nach 
Becker die Hypothese der groBten Scherspannung Giiltigkeit besitzt. 
Es ist schon oben darauf hingewiesen, daB dieser SchluB nicht zwin
gend ist. Der Bereich, in dem der Versuch iiberzeugendere Ergeb
nisse liefern wiirde, ware der zwischen a und 0 in Abb. 461c. Solche 
Versuche sind jedoch dem Verfasser nicht bekannt. 

Zusammenfassend mochte der Verfasser seine Meinung dahingehend 
aussprechen, daB er die Hypothese der groBten Dehnungen - die auch 
in Deutschland die gebrauchlichste Hypothese ist - fiir die Bruch
hypothese halt, die den wirklichen Verhaltnissen am nachsten kommt. 

Die vorliegenden Betrachtungen haben nicht nur Bedeutung fiir 
den Entwurf, sondern ebenfaIls fUr Untersuchungen. die nach etwaigen 
Briichen von Konstruktionsgliedern, Zusammenstiirzen od. dgl. an
gestellt werden. Die Einstellung des Ingenieurs bei einer derartigen 
Untersuchung ist ganzlich verschieden von der bei einem Entwurf. 
1m letzteren FaIle arbeitet der Ingenieur mit einem Sicherheitsfaktor, 
mittels dessen eine gauze Anzahl unvorhergesehener EinfluBfaktoren 
auf die Sicherheit des Bauwerks erfaBt werden sollen. Es sfli z. B. 
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nur an eine mogliohe Lastensteigerung fiir eine Brlioke erinnert. Man 
sei sioh darliber klar, daB die wjrklichen Spannungen in einem Kon
struktionsglied wesentIich hoher als die dem Entwurf zugrunde gelegten 
sein konnen, und daB trotzdem u. U. die Konstruktion durohaus den An
forderungen del' Sicherheit genligen kann. Ein UntersuohungsausschuB del' 
A. R. E. A. empfahl noch kiirzlioh, Eisenbahnbrlicken erst dann zu ver
starken, wenn die Zugspannungen den Wert von 26000 pdsJsq. in. liber
sehritten, wahrend die neuen Entwiirfen zugrunde zu legende Spannung 
nur 16000 pds.Jsq. in. betragt. 

Erreicht die Spannung in einem Bauteile die Streokgrenze, so 
kann eine so groBe Deformation eintreten, daB die fiir die Berech
nung grundlegende Annahme eines starren Systems auch annaherungs
weise nicht mehr zutrifft und unzulassig groBe zusatzIiche Spannungen 
die Folge sind. In anderen Fallen wieder kann es vollig unbedenk
lioh sein, wenn die Spannung in einem Konstruktionsteil die Streok
grenze erreicht (Nietverbindungen!). 

Bei del' Beurteilung des notigen Sicherheitsfaktors ist stets die 
Eigenart del' Beanspruchung zu beachten. Ein auf Biegung und 
Axialzug beanspruohter Stab dad mit einem geringeren Sicherheits
grad dimensioniert werden als ein auf Biegung und Axialdruck be
anspruchter Stab. 1m ersten Falle wird die Durchbiegung durch die 
Zugkraft verringert, im zweiten Fane duroh die Druckkraft vermehrt. 
(Vgl. Kap. XVII.) Es ist weiter zu beachten, daB die lib lichen 
Biegungsformeln keinen AufsohluB libel' die Hohe und Verteilung 
der Spannungen geben konnen, sobald die Rechnung Spannungen 
ergibt, die libel' der P. -Grenze 
liegen. 

Sehr wichtig hinsichtlich del' 
Beurieilung del' Bruchgefahr sind 
ferner haufig wiederholte Be
lastungen. Es moge in diesem 
Zusammenhang einiges, was in 
den Kapiteln IV und XXII aus
fiihrlicher behandelt ist, wieder
holt werden. Eine Beanspru
ohung libel' die E.- und P.-Grenze 

I 

I 
I 
I 
I 

c 

Bruch 

-e 
Abb.462. 

hinaus vermag unter gewissen Umstanden diese Grenzen zu heben, 
und zwar bis auf die Hohe der vorallgegangenell Beanspruchung 
odeI' selbst noch darliber hinaus. Abb. 462 stellt die a - s-Kurve 
eines Stahles dar, dessell E.-, P.- und Streokgrenze ziemlich dicbt 
beisammen liegell, und zwar bei dem Punkte e. Das Material er
leide eine Beanspruchung, die durch den Punkt b des Dia,gramms 
bestimmt sei. Die Entlastungskurve ist jedoch von der Belastungs
kurve wesentlich verschieden; sie ist naherungsweise durch die Ge
rade b c bestimmt, die para.llel zu 0 e lauft. Die bleibende Deh-
nung entsprioht also del' Streoke tiC. Bei einer erneuten Belastung, 
u. U. nach einer gewissen Ruhezeit, bis b moge sich herausstellen, daB 
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die P.-Grenze bis oder nahe bis b gehoben ist. Einige weitere Last
wiederholungen oder eine weitere Ruhezeit wird die P.-Grenze im allge
meinen noch iiber b hinausheben. Ferner moge man die Beobachtung 
machen, daB eine weitere Zunahme der bleibenden Dehnung nun nicht 
mehr stattfindet, daB also mit der P.- auch die E.-Grenze bis zur Vorbe
anspruchung gestiegen ist. Betrachtet man nun die Bruchgefahr von 
dem Standpunkt der Hypothese der groBten Dehnungen, so erhellt, daB eine 
noch so haufig aufgebrachte Belastung in der angegebenen Hohe deli 
Bruch nicht herbeifiihren kann, da die zum Bruch erlorderliche Dehnung 
den Betrag 0 g' hat und laut Voraussetzung die bleibende Dehnung 
den Wert 0 c in dem betrachteten Fall nicht iiberschreiten kann. 

Anmerkung. Diese UberIegung steht im Widerspruch mit den Erfahrungs
tatsachen. Wie auch in Kap. XXII ausgefiihrt, zeigt der Ermiidungsbruch nicht 
die groBe Bruchdehnung des statischen Zugversuches, vielmehr bricht das z1ihe 
Eisen im Ermiidungsversuch wie sprodes Material. D. Ubers. 

Nach Bauschinger tritt ein Ermiidungsbruch dann ein, wenn 
jede Belastung eine Vermehrung derbleibenden Formanderungen be
dingt. Diese Ansicht wird von fast allen Fachleuten heute anerkannt. 
Sie erscheint evident und braucht eigentlich nicht durch Versuche be
wiesen zu werden. Die Umkehrung ist jedoch weniger evident, 
wonach also eine belie big haufige Wiederholung der Beanspruchung 
ohne EinfluB auf die Bruchgefahr ist, falls die Lastwiederholungen 
keine Vermehrung der bleibenden Formanderungen erzeugen. Die 
U mkehrung entspricht der Hypothese der groBten Dehnungen. 

1st, wie oben bemerkt, die Beanspruchung so hoch, daB die 
E.-Grenze nicht bis auf die Hohe der Beanspruchung gehoben wird, 
so bringt jede Belastung eine Vermehrung der bleibenden Formande
rungen und damit offensichtlich friiher oder spater den Bruch. 1m 
Sinne dieser Ausfiihrungen konnte man also die Ermiidungsfestigkeit 
als die Beanspruchung definieren, die nicht imstande ist, selbst nicht 
bei unendlich haufiger Wiederholung, die E.-Grenze auf die Hohe 
der Beanspruchung zu heben. 

Es ist in diesem Zusammenhange auf die Hysteresisschleife hin

~ 
I I, 

I I, 
hj :' 
I I I 

I I 
I Ig I 
I / I 
1/ I 
t I 

r: 

Abb.463. 

zuweisen. Haufig ist die Belastungs- und Entlastungs
linie nicht durch Gerade gegeben, sondern diese beiden 
Linien bilden ,zusammen eine Schleife, die, falls keine 
Vermehrung der bleibenden Dehnung stattfindet, ge
schlossen ist. (Abb.463, b 9 c= Entlastungslinie, c h b = 
Belastungslinie.) Es wird also bei der Entlastung we
niger Arbeit frei, als bei der Belastung in dem Korper 
aufgespeichert wurde, und zwar ist die Differenz der 
beiden Arbeitsbetrage dargestellt durch den Inhalt 
der Flache der Schleife. Die Arbeit ist natiirlich nicht 

verloren gegangen, sondern ist in eine andere Energieform, in Warme, 
iibergefiihrt worden. Es ist bei Vorhandensein einer Hysteresisschleife 
die Moglichkeit nicht von der Hand zu weisen, daB bei haufiger Last
wiederholung selbst bei vollkommener Elastizitat, also ohne Zunahme 
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der bleibenden Dehnungen; der Bruch eintritt, wenn der bei jeder 
Belastung sich vermehrende Betrag der von dem Korper in Form 
von Warme aufgenommenen Energie einen gewissen Wert erreicht 
hat. Die vorhandenen Versuchsergebnisse legen jedoch den SchluB 
nahe, daB die Hysteresisschleife auf die Ermiidungsfestigkeit, wenn 
iiberhaupt, nur von untergeordneter Bedeutung sein kann. 

Die hinsichtlich der Bruchgefahr ungiinstigste Ermiidungsbean
spruchung ist die Schwingungsbeanspruchung, . bei der jeweils die 
Spannung von einem positiven Wert iiber 0 zu einem absolut gleich 
groBen Wert mit negativem Vorzeichen und umgekehrt wechselt. 

Untersuchungen iiber die Ursache von irgendwelchen Zerstorungen 
von Konstruktionsteilen sind weiterhin haufig dadurch erschwert, daB 
es unter Umstanden nicht moglich ist, Ursache und Wirkung zu un
terscheiden: Irgendeine Zerstorungserscheinung kann sowohl Ursa<lhe 
als auch Wirkung des Zusammenbruchs dar gesamten Konstruktion sein. 

Anmerkung des Dbersetzers. 
Es moge im folgenden eine kurze Zusammenstellung der wichtigsten Bruch

und FlieBhypothesen gegeben werden, worin einige im vorstehenden nicht er
wahnte Hypothesen beriicksichtigt sind. 

K. von Sanden1 ordnet die verschiedenen Hypothesen in 3 Gruppen ein: 
a) Hypothesen der Spannungsgrenzen: 1. Hauptnormalspannungshypo

these, 2. Hauptschubspannungshypothese; 
b) Hypothese der Verzerrungsgrenzen: 1. Hauptdehnungshypotbese, 

2. Hauptschiebungshypothese; 
c) Hypothesen der Energiegrenzen: Hypothesen von 1. Beltrami, 

2. Huber, 3. v. Mises, Hencky, 4. Schleicher 2. 

Zu a, 1: VgI. XXXIII, Abschn. 3. 
Zu a, 2: Die allgemeinste Form der Schubspannungshypothese stammt von 

Mohr 2. Danach hangt die Bruch- hzw. FlieBgefahr nicht nur von der Schub
spannung, BoudoIn auch von der auf die Gleitflache wirkenden Normalspannung 
abo Von Bedeutung sind nur die algebraisch groBte und kleinste Hauptspaunung, 
wobei die GesetzmaBigkeit jeweils durch Versuche zu bestimmen ist. Die mittlere 
Hauptspannung ist ohne EinfluB. VgI. auch XXIII, Abschn.5. Nach neueren 
Versuchen ist jedoch ein EinfluB der mittleren Hauptspannung vorhanden. 

Zu b, 1: V gl. XXIII, Abschn. 6. 
Zu b,2: Sande13 schlagt eine Beziehung zwischen der noch moglichen 

groBten Gleitung und der Volumdehnung (statt der Normalspannung wie bei 
Mohr) vor: "Die groBte im elastischen Bereioh mogliche Gleitung nimmt mit 
der gleichzeitig stattfindenden positiven Volumenanderung linear ab." Da 
ev = ex + ey + ez , so bedeutet diese Hypothese, daB auch die mittlere Haupt
spannung einen EinfluB ansiibt. 

Zu 0,1: Beltrami 4 benutzte als erster die gesamte von einem Volumen
element aufgespeioherte Formiinderungsarbeit als MaB der Beanspruchung. 

1 K. von Sanden: Die Energiegrenze der EIastizitat nach Huber und 
Haigh im Vergleioh zu den alteren Dehnungs- und Sohubspannungstheorien. 
Werft Reederei Hafen, H.8. 1921. 

9 Mohr: Abhandlungen auf dem Gebiet der technischen Mechanik; Abh. V: 
Welohe Umstande bedingen die Elastizitiitsgrenzen und den Bruoh eines Materials? 

a Sandel: Dber die Festigkeitsbedingungen. Dissertation T. H. Stuttgart 
1919. 

4 Beltrami, Sulle conditione di resistenza dei corpi elastici. Opere mate
matiohe IV, t. 1920. 

Swaln-Mehmel. Festigkeitsiehre. 40 
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Da der Ausdruok fiir die FOrIDanderungsarbeit lautet 
1 1 1 

~ = 2E (a.,,2+ ay2 + a.2) - m.E (ay.a. + a.· a", + a.".ay)+ 2G (1:y•2 + 1:..,,2 + 1'xy2) , 

SO ist sowohl den elastisohen Konstanten E, m, G (also allen Konstanten, die 
fiir das elastisohe Verhalten des Materials bestimmend sind) als auoh samtliohen 
den Spannungszustand kennzeiohnenden Spannungen ein EinfluB zugesproohen. 

Zu 0,2: Naoh der Elastizitatstheorie ist die Formanderungsarbeit fiir jeden 
belie bigen Verzerrungszustand gleioh der Summe der Arbeiten, die fUr die Ver
diohtung bzw. die Diohteii.nderung einer- und fUr die Gestaltsanderung anderer
seits zu leisten sind. Es ist die Verdiohtungsarbeit = Formanderungsarbeit unter 
hydrostatisohem Zug oder Druok (a1 = a2 = a3 = p) 

<If _ 3 (m - 2) . p2 
~'P- 2m.E 

und die Gestaltanderungsarbeit = Formanderungsarbeit mit unverandertem Volumen 
bei der reinen Gestaltanderung 

~g = 121G [(a", - t1y)2 + (ay - a.)2 + (a. - a",)2] + 21G (1':. + ,;x + 1''1y) . 

Naoh der Huber'sohen 1 Hypothese ist bei Verzerrungszustanden, die mit 
einer V olumenverminderung verbunden sind, also fUr ev < 0, nur der der Gestalt
anderung entspreohende Teil der Formiinderungsarbeit zu beriioksiohtigen; ist 
dagegen ev> 0, so ist, wie von Beltrami vorgesohlagen, die gesamte Form
anderungsarbeit als MaB fiir die Materialanstren~ung anzusehen. Die Huber'sohe 
Hypothese stellt also eine Erweiterung der Beltrami'sohen Hypothese dar, 
wobei sie (vgl. XXIII, Absohn.4) annimmt, daB ein hydrostatischer Druck ohue 
EinfluB auf die Erreichung des Bruch- bzw. FlieBzustandes ist. 

Zu c,3: v. Mises und Hencky benutzen die Gleichung Gestaltanderung 
= constant fiir e § 0 als FlieBbedingung. 

Zu c, 4: Sohleioher2 nimmt wie Beltrami die gesamte (bezogene) Form
anderungsarbeit als MaB fUr die Materialanstrengung. Die der Elastizitats- bzw. 
FlieBgrenze entsprechende Formanderungsarbeit hat jedoch erfahrungsgemaB 
keinen konstanten Wert fiir aIle Spannungszustiinde, sondern ist eine Funktion 

der mittleren Normalspannung p = i (ax + ay + a.). Die Funktion ~ (p) ist fUr 

jeden Stoff durch Versuche zu bestimmen. Wegen des oben angedeuteten Zu
sammenhangs zwischen der Verdichtungsarbeit ~P' der Gestaltanderungsarbeit 
~g <und der gesamten Formanderungsarbeit ~ = Wg + ~p kann man naoh 
Schleioher auoh die Gestaltanderungsarbeit mg als MaB der Beanspruchung be
nutzen, was fiir die praktische Anwendung noch bequemer ist. Die Funktion 
mg = mg (p) fUr die FlieBgrenze kann unmittelbar aus Versuohen bestimmt oder 
aus m (p) bereohnet werden. 

Schleicher priift seine Hypothese auf Grund der neueren Versuche von 
Karman, Boker u. a. nach und stellt gute Ubereinstimmung fest. 

1 Huber, Czasopismo teohnize, Lemberg 1904. 
2 Sohleioher: Der Spannungszustand an der FlieBgrenze. Z. ang. Math. u. 

Mech. 1926. Ebenda findet man eine gute Zusamenstellung mit vielen Literatur· 
angaben. Derselbe: Uber die Sioherheit gegen Ubersohreiten der FlieBgrenze bei 
statisoher Beanspruchung. Bauing. 1928, H. 15. 
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