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Vorwort.

An guten Lehrbiichern der Variationsstatistik, die vor allen
Dingen fiir Biologen bestimmt sind, ist kein Mangel. Trotzdem
aber diirfte eine kurzgefaBte Einfithrung in dieses Gebiet wohl
am Platze sein, fehlt es doch oft an Zeit, um umfangreiche
Werke, wie Johannsen oder Lang mit Erfolg durchzuarbeiten.
Der Vererbungsforscher wird sich dazu wohl gendtigt sehen,
anders aber der Vertreter anderer biologischer Disziplinen oder
der Mediziner. Fiir diese besonders ist die kurze Einfithrung
berechnet, die naturgem#B nur die wichtigsten Methoden in
kiirzester Fassung bieten kann. Die Variationsstatistik 1aft
sich erfolgreich auch auf Gebiete ausdehnen, die bisher dieser
Methode noch fern standen, ich denke besonders an die Im-
munitétswissenschaft. Wenn auch die Musterbeispiele meist
dieser entlehnt sind, so ist die kleine Schrift doch fiir jeden

bestimmt, der sich kurz tiber die variationsstatistischen Methoden
orientieren will.

Abgeschlossen Zehlendorf, August 1921.
W. A. Collier.
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Variationsstatistik.

Die Aufgabe der Variationsstatistik liegt darin, das Maf} und
die Art der Mannigfaltigkeit einer Gesamtsumme von Beobach-
tungen, Reaktionen usw. gleicher Art zusammenzufassen und in
feste Formeln zu bringen. Statt der Vielfsrmigkeit einer Reihe
von Reaktionen usw. kann man auch dieselbe im Laufe der
Zeit sich #ndernde Reaktion eines bestimmten Teiles unter-
suchen. So kann z. B. die Variation der Titerzahl, die sich im
Serum eines Individuums im Laufe der Zeit éndert, Gegenstand
der Untersuchung sein.

Bei allem muBl stets folgendes beobachtet werden: Bei jeder
Beobachtung, Reaktion usw. ist die Gesamterscheinung in ge-
trennte Merkmale zu zerlegen, die streng definiert und aus-
einandergehalten werden miissen. Jedes Einzelmerkmal wird fiir
sich allein untersucht, und nur gleichartige Einzelmerkmale
diirfen zunichst miteinander verglichen werden, so z. B. die
Virulenz des gleichen Stammes, die Antitoxinbildung gegen die
gleichen Toxine, die Desinfektionskraft des gleichen Chemikals usw.

Die Variante 7.

Das MaBl, das jedesmal bei der Beurteilung der verschie-
denen Einzelfille gefunden wird, heifit Variante. Es ist nach
Moglichkeit in Zahlenwerten auszudriicken, seien es nun abso-
lute oder Verhiltniszahlen, und wird durch das Symbol V be-
zeichnet. KEs gibt so viele Varianten eines Einzelmerkmales, wie
man Einzelfille vorliegen hat. Da aber fiir gewOhnlich viele
Einzelmerkmale einen untereinander gleichen Zahlenwert be-
sitzen, gibt es weniger verschiedene Varianten, als die Ge-
samtzahl der Varianten betragt.

Die Frequenz j.

Bei der Untersuchung von beispielsweise 100 verschiedenen
Pferdeseren auf Immunitétseinheiten des Diphtherieantitoxins
Collier, Variationsstatistik. 1



9 Die Frequenz p. — Einteilung der Variabilitit.

(nachdem die Pferde alle nach genau der gleichen Methode be-
handelt worden sind) ist die Anzahl der Immunitétseinheiten
eines jeden einzelnen Serums eine Variante V. Bei der Priifung
zeigt sich bei einem Serum eine Stirke von 130 L-E., und bei
den anderen Seren stellén sich im weiteren Verlaufe der Mes-
sungen noch eine ganze Reihe heraus, die gleichfalls alle die
gleiche Anzahl von I.-E. besitzen, namlich 130. Die Anzahl
der Seren, die von allen 100 untersuchten eine Stirke von
130 L-E. besitzen, ist die Haufigkeit, die absolute Frequenz p
der Variante 130. Die Frequenz p heilt auch vielfach die
Repréisentanzziffer.

Einteilung der Variabilitiit.

Es werden zwei grofle Gruppen von Variationsreihen unter-
schieden: Die quantitative oder Reihenvariation und die
qualitative oder alternierende Variation.

Die quantitative oder die Reihenvariation zeichnet sich da-
durch aus, daB3 ihre Variantenunterschiede in Zahlenwerten aus-
gedriickt werden kénnen. Die Varianten kdnnen entsprechend
ihrem Zahlenwert in einer aufsteigenden und absteigenden Reihe
angeordnet werden.

Die qualitative oder alternative Variation 148t zunichst den
Unterschied der Varianten nicht zahlenméfBig ausdriicken. Hier-
her gehort z. B. der positive oder negative Ausfall einer Reihe
von bakteriologischen Versuchen, Unterschiede in Farbung, Unter-
schiede chemischen und physikalischen Charakters. Die Zeit
wird es allerdings langsam dahin bringen, dafl allméihlich alles
Qualitative auf Quantitatives zuriickgefiihrt werden kann.

Einteilung der Reihenvariation.

Die Reihenvariation lift sich ihrerseits wieder in zwei Ka-
tegorien trennen. Bei der einen lassen sich die Unterschiede
der Varianten nur durch ganze Zahlen ausdriicken. Man spricht
dann von ganzen oder diskreten Varianten. Als Beispiel
sei die Zahl lebensfihiger Keime nach einer verschieden lange
Zeit dauernden Desinfektionsprobe und die Zahl der phago-
zytierten Bakterien bei der Wrightschen Methodik der Be-
stimmung des opsonischen Indexes angefiihrt.
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Die zweite Kategorie der Reihenvariationen unterscheidet
sich von der ersten dadurch, daB die Unterschiede der Varianten
in den verschiedensten, selbst kleinsten Abstufungen vorkommen
und meist durch gebrochene Zahlen dargestellt werden miissen.
Man Dbezeichnet sie als kontinuierliche oder Klassen-
varianten. Hierher gehéren alle Variationen, die sich auf
MaBe, Gewichte, Proportionen und Verhiltnisse beziehen, so
z. B. Titerwerte usw.

Um die kontinuierlichen Varianten, die durch beliebig grofe,
ganze oder gebrochene Zahlen ausgedriickt werden, variations-
statistisch bearbeiten zu konnen, ist es notwendig, die ganze
Reihe kiinstlich in Klassen zu teilen. Diese sind willkiirlich
zu wihlen, doch muB stets der Spielraum fiir alle Klassen gleich
gro} sein. Nimmt man beispielsweise bei der Bestimmung von
Immunitétseinheiten je 10 I-E. als Klassenspielraum, so reicht
dieser Klassenspielraum von 10 I-E. von 0—10, 10—20, 20—
30 I-E. usw. Varianten von 22, 26, 29 I.-E. gehoren dann in
die dritte Klasse (20—30 I.-E.).

Beobachtungsgrundbedingungen.

Eine Grundbedingung fiir ein gutes Resultat ist vor allen
Dingen die genauste und exakteste Feststellung des Wertes
einer jeden Variante. Fiir jedes Material muf3 jedesmal eine
Methode ermittelt werden, bei der Beobachtungsfehler, gleich
welcher Art, nach Moglichkeit ausgeschaltet werden.

Auch beim Beobachter selbst kommen hiufig physiologische
oder psychologische Faktoren in Betracht, die Fehler ergeben
kénnen. Aus diesem Grunde empfiehlt es sich und ist fast
selbstverstidndlich, daB jede Beobachtung bzw. Messung der ein-
zelnen Varianten und vor allen Dingen die mathematischen
Berechnungen zwei oder mehrere Male wiederholt werden. Auch
die Anwendung zweier verschiedener Methoden, die einander
parallel laufen, ist anzuraten. Am sichersten jedoch ist eine
Wiederholung der gesamten Messungen, Berechnungen usw. durch
verschiedene, voneinander unbeeinfluflte Beobachter.

Eine weitere Grundbedingung ist die Anwendung der Me-
thode der groBen Zahlen auf das Untersuchungsmaterial.
Es miissen so viel Varianten wie mdglich zur Untersuchung ge-

1*



4 Biologisch brauchbare Resultate. — Die Reihenaufstellung.

langen. Allerdings kommt es hiufig auch auf die Art des Ma-
terials und die speziellen Verhéltnisse an. In der Biometrik
und speziell in der Anthropologie nimmt man fiir gewShnlich
1000 Varianten als eine brauchhare Zahl an. In der Immuni-
titswissenschaft und der Bakteriologie hingegen kommen der-
artig groBe Beobachtungsreihen allerdings weit seltener vor.
Immerhin muBl man stets darauf achten, eine moglichst groBe
Anzahl von Varianten zu verwenden.

Biologisch brauchbare Resultate.

Um biologisch wirklich brauchbare Resultate zu erhalten,
ist es notwendig, daf3 das Material moglichst einheitlich ist. In der
Biometrik verlangt man stets eine genotypische Einheitlichkeit.

Es hatte sicherlich recht wenig Sinn, in einem groBen zoo-
logischen Garten die Zahl der Erythrozyten im cmm aller vor-
handenen Warmbliiter zu berechnen, um einen Typus festzu-
stellen. Hier wiirden Raubtiere, Nager, Wiederkiuer, Stelzvogel,
Tauben usw. in vollig zufilligem Verhdltnis miteinander ver-
glichen werden, und es wiirde eine wissenschaftlich ergebnislose
Arbeit sein.

Man wiirde allerdings vielleicht eine Kurve erhalten, die der
idealen Binomialkurve (s. u.) recht #hnlich wire. Man hitte
dann jedoch nur die Erythrozytenzahlen der Insassen des be-
treffenden zoologischen Gartens als ,,Kollektivgegenstand*
(Fechner) festgestellt, was von gar keinem praktischen Nutzen
wire.

Die Reihenaufstellung.

Unm die Aufstellung der Reihen klarzumachen, diene fol-
gendes Beispiel. s werden bei 68 gesunden Personen die
Zahlen der phagozytierten Bakterien in 100 Leukozyten nach der
Wrightschen Technik gezihlt. Es handelt sich um eine Zahl
von n = 68 Versuchen, wobei n die Summe aller Einzelvari-
anten ist. In der zoologisch-botanischen Biometrik wird haufig
der Ausdruck Population gebraucht. Unter diesem Begriff
versteht Johannsen mdglichst viele Individuen einer lokal be-
grenzten Kolonie einer Organismenart. Es diirfte vielleicht statt-
haft sein, diesen #uBerst praktischen Ausdruck hier zu erweitern,
nur muf man sich stets klar sein, daB es sich bei einer Reihe
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von Reaktionen usw. nur in iibertragenem Sinne um eine
Population handelt.

Es wird also eine Population opsonischer Wirkungen von
n = 68 gesunden Menschen gepriift. Es sind also » = 68 Re-
aktionen, die die Population ausmachen.

Die Zahlen fiir die beobachteten 68 Varianten sind der Reihe
nach folgende:

283, 286, 285, 280, 284, 282, 284, 286, 284, 283, 285, 287, 284, 283,
281, 284, 286, 282, 288, 283, 285, 285, 282, 286, 284, 283, 291, 285, 282,
284, 283, 285, 281, 284, 286, 288, 284, 282, 285, 284, 283, 279, 285, 284,
283, 282, 281, 284, 286, 283, 284, 285, 282, 284, 290, 285, 283, 286, 284,
284, 285, 287, 284, 285, 282, 284, 281, 285.

Diese 68 verschiedenen Varianten werden nun in eine Reihe
geordnet, wobei man mit der kleinsten beginnt und mit der
groBten endet. Es ergibt sich also folgende Reihe:

Variantenklassen —
Zahl der phagozy-
tierten Bakterien: 279 280 281 282 283 284 285 286 287 288 289 290 291

Klassenfrequenz =
Zahl der Fille: 1 1 4 8 10 18 13 7 2 2 0 1 1.

Die Variante 282 kommt z. B. achtmal vor; 8 ist also die
Frequenzziffer p dieser Variante. Fiir die Variante 286 ist
p="1, fiir die Variante 290 ist p = 1 usw. Bei der Ordnung
der Varianten zeigt es sich, daB fiir die Variante 289 p =0
ist, daB mit anderen Worten die Variante 289 fehlt. Ks ist
aber notwendig, Reihen mit #quidistanten Gliedern zu
haben, und daher wird die Variante 289 mit der Frequenz O
trotzdem in die Reihe eingesetzt.

Aus der dargestellten Reihe geht ferner die Tatsache her-
vor, da bei jeder Ganzvariantenreihe die Zahl der verschie-
denen (anzvarianten mit den Variantenklassen zusammenfillt.

Die Variantenreihe.

Eine solche Reihe, wie sie hier vorliegt, zeigt schon ein wenn
auch rohes Bild des Mafles der Variabilitit innerhalb einer
Population. So zeigt schon der Uberblick, daB keine Falle vor-
kommen, wo mehr als 291 und weniger als 279 phagozytierte
Bakterien in 100 Phagozyten zu finden sind. Ferner geht her-
vor, dal3 Fille mit 284 phagozytierten Bakterien in 100 Pha-
gozyten weitaus am hiufigsten vorkommen. Allerdings muBl
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stets dabei im Auge behalten werden, daBl es sich bei diesem
Urteil um die vorliegende Population von 68 Fillen handelt.
Bei einer Untersuchung einer weiteren, gréferen Anzahl von
Fillen wiirde sich vielleicht die Frequenzliicke der 289-Klasse
ausfiillen und es wiirden Fille zu beobachten sein, wo mehr
als 291 und weniger als 279 Bakterien in 100 Phagozyten
phagozytiert wiren.

Die Variationsbreite.

Unter Variationsbreite oder Variationsweite versteht
man den Abstand der niedrigsten Variante der fraglichen Po-
pulation von der hochsten. Es ist also der Spiélraum, in dem
sich alle Varianten befinden. In dem vorliegenden Falle ist
also die Variationsbreite 291 — 278 — 13 Einheiten (Bakterien).
Diese Variationsbreite hat fiir die Beurteilung der Variabilitit
den allergeringsten Wert.

Der Mittelwert 1.

Der Mittelwert oder der Durchschnittswert M ist das
arithmetische Mittel simtlicher » Varianten. Er wird dadurch
gefunden, daB man die Frequenz p jeder Variantenklasse mit
ihrem absoluten Werte V multipliziert und die einzelnen auf diese
Weise gefundenen Produkte addiert. Die so erhaltene Summe
XpV wird darauf durch die Gesamtzahl der n Varianten dividiert.

Der Mittelwert berechnet sich also nach der Formel:

w==2YV.
n
Wird nach dieser Formel die vorliegende Population berechnet,
so ergibt sich:
1-279 +1-280 4-4.281 + 8.282 4 10283 4- 18 .284 -+ 13.285

i 4-7.286 4 2.287 1 2.288 - 0.289 - 1200 + 1291

68
oder
279 4 280 + 1124 + 2256 4 2830 4- 5112 - 3705 4- 2002 -+ 574
+ 576 4+ 290 + 291
M=
68
oder aber M = 1?6_38& , woraus sich berechnet:
M = 284,10.

Anm.: I ist das Summations- oder Additionszeichen.
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Dieser Mittelwert ist fiir alle weiteren Berechnungen
wichtig und unentbehrlich und soll bei jeder variations-
statistischen Bearbeitung einer Untersuchung mit angegeben
werden.

Vereinfachte Berechnung von M.

Bei zahlreichen Populationen und vor allen Dingen dann,
wenn die absoluten MaBe der Varianten durch sehr hohe Zahlen
ausgedriickt werden, wie dies auch in dem vorliegenden Falle
zutrifft, ist die Berechnung von M nach der oben angegebenen
Formel hiufig dullerst zeitraubend. Diese Rechnung laBt sich
bedeutend vereinfachen.

Zum Ausgangspunkt der Berechnung nimmt man jene Vari-
antenklasse, die jedenfalls dem gesuchten Mittelwerte am néch-
sten liegen diirfte. Diese Klasse bzw. deren Wert, die als Aus-
gangspunkt fiir die Berechnung von M gewdhlt wird, nennt
man 4. In dem vorliegenden Falle scheint der Mittelwert bei
der Variantenklasse 284 zu liegen. Man setzt also 4 = 284.

Es liegen nun bei dieser Variantenklasse drei Moglichkeiten
vor. Der einfachste Fall wire der, dal 4 genau mit dem
Mittelwerte iibereinstimmt, dann wire A = M. Die beiden
anderen Fille sind die, daB A grofler oder kleiner als M ist.
Die Abweichung des Wertes 4 von dem Mittelwert M bezeich-
net man mit b. Ist 4= M, so ist b = 0.

In der vorliegenden Variationsreihe liegen von dem gewihlten
Ausgangspunkt A4 aus gesehen links die Minus-Varianten
und rechts die Plus-Varianten. Jede Klasse weicht von der
vorhergehenden bzw. folgenden um genau den gleichen Spiel-
raum ab, der hier in diesem Falle gleich 1 ist. Die erste
Klasse links von 4 = 284 weicht um — 1 von 4 ab, es ist
die Klasse 283, die erste Klasse rechts von 4 weicht um -1
ab, es ist die Klasse 285. Die zweite Klasse links von 4
weicht um — 2 von A4 ab, es ist die Klasse 282, die zweite
Klasse rechts von 4 weicht um -~ 2 ab, es ist die Klasse 286.
Auf diese Weise 1aBt sich die ganze Variantenreihe zerlegen.

Die um den gleichen Betrag links und rechts von A
abweichenden Klassen sind die korrespondierenden oder
Symmetrieklassen. Der Betrag der Abweichung von A4
in Klassenspielriumen ausgedriickt, heiflt a.
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Die rechts und links liegenden Symmetrieklassen haben eine
ungleiche Frequenz, die durch die Differenz - oder — aus-
gedriickt wird.

Tritt der Fall ein, daB die Frequenz aller korrespondieren-
den Klassen die gleiche wire, so wire die Summe aller Plus-
abweichungen gleich der Summe aller Minusabweichungen und
die Gesamtsumme wire dann = 0. In diesem Falle wire b = 0,
und der gewihlte Ausgangspunkt 4 wire der Mittelpunkt .

In dem vorliegenden Falle ist die Differenz in der Frequenz
der beiden ersten korrespondierenden Klassen 285 und 283
(+ 13 und — 10) gleich + 3. Der Abstand a¢ von A ist ein
Klassenspielraum von der GréBle 1. Es liegt also eine Ab-
weichung -+ 3 vor. Ferner ist die Differenz in der Frequenz
der beiden nichsten korrespondierenden Klassen 286 und 282
(+17 und — 8) gleich — 1. Der Abstand a von A betrigt
hier 2 Klassenspielriume von der Grofle 1. Es liegt hier also
eine Abweichung von — 1 vor. Auf diese Weise wird nun
fortgefahren.

Es ergibt sich hierbei folgende Aufstellung:

Symmetrieklassen . 285 | 286 | 287 | 288 | 289 | 290 | 291
Wert 283 | 282 | 281 | 280 | 279 | 278 | 277
a = Abweichung von 4 1 2 3 4 5 6 7
Frequenz der + Klasse . + 18| 47 | +2 | +2 0 +1 | 41
Frequenz der — Klasse . —10| —8 | —4 | —1 | —1 0 0
Differenz der Frequenzen .||+ 3| —1 | —2 | 4+1 | —1 | 4+1 | 41
Frequenzdifferenz multipli-
ziert mit @ . .|+3-1-1-2—2.314+1-4—1-5\+1-64+1-7
p-a. +3 | —2 | —6 | +4 | —5]4+6 | +7
1 1

Die Gesamtsumme der gefundenen Werte Spa ist = - 7.
Mit anderen Worten: es ist die Gesamtsumme aller positiven
und negativen Abweichungen von der gewihlten Ausgangsklasse
= - 7. Es finden sich also auf der Plusseite 7 Abweichungen
mehr, als da wiren, wenn 4 der tatsichliche Mittelpunkt wire.
Dieser mufl also um einen geringen Betrag grofer sein, damit
die Summe aller Plusabweichungen und Minusabweichungen
nicht = -+ 7 sondern =: 0 ist.



Berechnung mit einem anderen Ausgangspunkt. 9

Um jetzt die Abweichung des Wertes A der gewihlten
Klasse vom Mittelwerte M, also um b zu berechnen, verteilt
man den Uberschufl gleichm#Big auf alle vorhandenen n Va-
rianten. In dem vorliegenden Falle wird daher -+ 7 durch
n = 68 dividiert. Dieser durchschnittliche Zuwachs jeder Einzel-

variante i68—7=0,1029 oder rund - 0,10 wird jetzt als b zu

dem Werte der gewshlten Ausgangsvariante hinzugezahlt. Hier-
durch erhilt man 4 -+ b = M, also den Mittelwert. Es ergibt
sich somit M = 284 —+ 0,10 = 284,10, die gleiche Zahl wie bei
der gewdhnlichen Berechnung.

Berechnung mit einem anderen Ausgangspunkt.

An Stelle der Variantenklasse 284 hétte auch eine beliebige
andere Klasse gewdhlt werden koénnen. Allerdings wire dann
die Berechnung etwas komplizierter geworden, denn die Frequenz-
differenz der Symmetrieklassen wiirde nicht so gering sein, und
der ganze Vorteil dieser Berechnungsart liegt ja darin, mit
moglichst kleinen Zahlen rechnen zu miissen.

Wird beispielsweise als Ausgangspunkt 4 die Klasse 285
gewahlt, so ergibt sich folgende Aufstellung:

Symmetrieklassen. . . . 286 | 287 | 288 | 289 | 290 | 291
Wert . . . . . . . .| 284 | 283 | 282 | 281 | 280 | 279
a = Abweichung von 4 . 1 2 | 3 \ 4 5 6
Frequenz der Plusklasse . ||+ 7 |4 2| 42 | 0 +1 | +1
Frequenz der Minusklasse ||—18 |—10 | —8 | —4 | —1 | —1
Differenz der Frequenzen. || —11 |— 8 | —6 | —4 0 0
Frequenzdifferenz multipli- I '
ziert mit a: ap = —11 [—16 ] —18 | —16 0 0
Yp.a=—61
2pa_ —6l_
b= =8 0,8970
oder abgerundet:
b= —0,90.

Hieraus berechnet sich M nach der Formel M = A -+ b mit

M = 285 — 0,90 als
I = 284,10.

Es ist also der gleiche Wert, der bereits gefunden war.
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Die Aufzihlungsreihe.

Zum Vergleich sei noch ein Beispiel angefiihrt, in dem als
4 ein niedriger Ausgangspunkt gewdhlt wird. Als A4 sei dies-
mal 282 gewahlt. Hier ergibt sich folgende Aufstellung:

Symmetrieklassen . | 283 | 284 | 285 | 286 | 287 | 288 | 289 | 290 | 291
Wert 281 | 280 | 279 | 278 | 277 | 276 | 275 | 274 | 273
a=........1r2}3‘4567819
Frequenz der Plusklassen . ||4-104+ 184131 4+7|4+2|+2| 0 |4+1|4+1
Frequenz der Minusklassen |—4|—1|—1| 0 0 0 0 0 0
Frequenzdifferenz . . . . -}-6;—}-17-}—12&—{—7 +2742 0 |4+1]41
ap=. . . . ... .H—}—Gl+34i+36{+28§+10{—|—12| 0 '—{—8[—}—9
Tpa= 4143
Tpa 143 .
b—T_E_Z,IOZQ
oder verkiirzt:
b=+ 2,10.

M berechnet sich jetzt wieder nach der Formel M — A - b
mit M = 282 - 2,10 als
M = 284,10,

was wieder der bereits oben gefundene Wert ist.

Die Aufzihlungsreihe.

Weil die Grenzen einer empirischen Variationsreihe stets
mehr oder weniger vom Zufall abhingig sind, ist die Variations-
breite ein sehr unzuverlissiges Ma8 der Variabilitit. Wiren in
dem oben erwihnten Falle weit mehr als 68 Individuen unter-
sucht worden, so hitte es leicht der Fall sein kénnen, daB bei
einem nur 261 und in einem vielleicht 298 Bakterien phago-
zytiert worden wiren. Hierdurch wire die Variationsbreite von
13 auf 38 gestiegen, wire also fast verdreifacht worden. Der
Charakter der gesamten Population wire aber jedenfalls der
gleiche geblieben.

Im Laufe der Zeit hat man gefunden, daf die h&dchst-
frequentierten Teile einer Variationsreihe am deut-
lichsten den spezifischen Charakter der betreffenden
Population zeigen. Die Variabilitit muB also durch etwas
ausgedriickt werden, das vor allen Dingen die héchstfrequen-
tierten Teile der Variationsreihe zur Grundlage besitzt, ohne
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aber andererseits das iibrige Material zu vernachléssigen. Hierzu
eignet sich meist das Galtonsche Quartil, das verhéltnis-
méBig leicht zu berechnen ist.

Um dieses Quartil zu berechnen, wird zunichst die soge-
nannte Aufzidhlungsreihe aufgestellt. Zu diesem Zweck werden
samtliche Varianten fortlaufend numeriert.
dem vorliegenden Beispiel folgendermafen:

Die geschieht in

Variantenklassen |279/280'281/282] 283 | 234 | 285 [286/287/288'289/200'201
Frequenz . 1/4|8| 10| 18] 138 |72 2‘0 101
== — 25 — N
] —  log _ [N DN D I D
=== o7 43 | == —|=l= =

=] =] = o8 44 ||l

| —l—|15 |29 45 |—|— —|—|==

——|—=l7 116 |30 46 |56 — —|—|— —

—l=l3ls |17 |31 a7 |57l — —|—| = —

49 |18% |32 48 | 586365 §

11215110/ 19 |33 49 |59 64 66| 0|67 08
—|—l6|11]20 |34 50 60| —|—|—|—!—
—l—l—|12ler Yl e —|—|— —
—|—]—|183/ 22 |36 52% |e2| — | — | —| — —

= —|14| 23 |37 53 ||| — || _
—|—|—=]—]24 |38 54 _____\_

=== = |39 55 | —|—|—|—|—'—

e e | — ] — 4]_ —_ e e = =

Diese Aufzéhlungsreihe, in welche bereits die unten erlauterten
Symbole g1, ¢s und Med eingetragen sind, gibt schon an und
fiir sich ein brauchbares Bild der Variabilitit der vorliegenden

Reihe.

Die Viertelgrenzen und die Halbgrenze.

Mit Hilfe der aufgezeichneten Aufzahlungsreihe lafit sich
nun leicht die Hilftegrenze oder Mediane Med feststellen,
durch die die Population in zwei Teile geteilt wird. Sie liegt
zwischen dem 34. und 35. Einzelfall, also in der Varianten-
Ferner zeigt es sich, daB die erste Viertel-

klasse 284.
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grenze ¢i, die das erste Viertel der Variationsreihe angibt, und
die zwischen dem 17. und 18. Fall liegt, in der Varianten-
klasse 283 zu finden ist, und daB die Grenze des dritten
Viertels g¢s, die sich zwischen dem 51. und 52. Fall findet,
in der Variantenklasse 285 liegt. Die ganze mittlere Halfte
der vorliegenden Population findet sich also innerhalb der
Klassen 283, 284 und 285, die mehr als die Hilfte der ge-
samten Einzelvarianten enthalten.

Um nun rechnerisch brauchbare Grenzbestimmungen zu be-
kommen, nimmt man — rein rechnerisch — an, jede Klasse
habe statt des Zahlenwertes 1 den Wert eines Spielraumes 1.
Man sagt also dann nicht Klasse 284, sondern Klasse 283,5
—284,5 und nicht Klasse 287, sondern Klasse 286,5 —287,5.

In diesem Falle kann man sich dann folgendermaflen aus-
driicken: 1 Fall {iiberschreitet nicht die obere Grenze des
Klassenspielraumes 278,56—279,5 oder die Grenze 279,5.
2 Fille lberschreiten nicht die Grenze 280,5; 6 Fille iber-
schreiten nicht die Grenze 281,5 usw. bis 68 Fille iiber-
schreiten nicht die obere Grenze des Klassenspielraumes 290,5
—291,5 d. h. die Grenze 291,5.

Die 17 ersten Fille, die erste Viertelgrenze, iiberschreiten
nicht die Grenze von 3/50 Spielraum der Klasse 282, 5—283,5.
Da nun 3%/10 dieses Spielraumes gleich 0,3 Spielraum ist, iiber-
schreiten die 17 ersten Fille nicht die Grenze 282,5 - 0,3
= 282,8. Die erste Viertelgrenze ¢1 liegt also bei 282,8.

Die 51 ersten Fille, die dritte Viertelgrenze, iiberschreiten
nicht die Grenze von ?/13 Spielriumen der Klasse 284,56 —285,5.
Da nun °/1s dieses Spielraumes = 0,6923 Spielraum ist, iiber-
schreiten die 51 ersten Fille nicht die Grenze 284,5 - 0,6923
= 285,1923. Die Dreiviertelgrenze gs liegt also bei 285,1923.

Die 34 ersten Fille ferner, die Hilftegrenze, iiberschreiten
nicht die Grenze von '°/1s Spielraum der Klasse 283,56 —284,5.
Da nun 1°/;5 dieses Spielraumes = 0,5556 Spielraum ist, iiber-
schreiten die 34 ersten Fille nicht die Grenze 283,5 + 0,5556
= 284,0556. Die Hilftegrenze Med liegt also bei 284,0556.

Es ist also

0 = 282,8
Med = 284,0556
s = 285,1923.
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Im folgenden sei nun noch eine vereinfachte Aufstellung
gegeben:

Ganzvarianten 279 l 280 281 282
Variantenklassen 278,5——279,5‘279,5—280,5 280,5—281,5 | 281,5—282,5
Klassenfrequenz 1 1 4 8
Aufzihlungsreihe 1 2 6 14

Ganzvarianten 283 l 284 285 286
Variantenklassen|| 282,5—283,5 | 283,5—284,5 | 284,5—285,5 | 285,5—286,5
Klassenfrequenz 10 18 13 7
Aufzéhlungsreihe 24 42 55 | 62

Ganzvarianten 287 288 289 290
Variantenklassen|| 286,5—287,5 | 287,5—288,5 | 288,5—289,5 | 289,5 —290,5
Klassenfrequenz 2 2 0 1
Aufzéhlungsreihe 64 ‘ 64 66 67

Ganzvarianten H 291

Klassenfrequenz 1

Variantenklasserj' 290,5—291,5
Aufzéhlungsreihe 68

1

17 Falle ¢, — 2828
34 Fille Med — 284,056
51 Fille ¢, — 285,1923.

Der Hiilftespielraum.

Die ganze Reihe wird durch die Grenzen ¢, Med und ¢
in vier gleichgrofe Spielrdume zerlegt. Jeder dieser Spiel-
rdume enthilt /4 der gesamten n Varianten der untersuchten
Population. Die beiden rechts und links von der Mediane
liegenden mittleren Viertelspielriume ¢; —gq: heiflen der zentrale
Halftespielraum. Dieser stellt in den meisten Fallen die
zuverldssigste Variationsgegend dar. Diese Gegend ist am
wenigsten verdnderlich, und das Bild der Variation wird bei
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Hinzufiigung neuer Varianten hier am wenigsten veréndert.
Der Hilftespielraum ist im Gegensatz zu den beiden duBeren
Viertelspielrdumen, bei denen neu hinzutretende Varianten
das Bild véllig dndern koénnen, ein verhéltnismaBig gutes Bild
der Variation.

Der Klassenwert der Mediane gilt um so mehr als
typisch fiir die Variationsreihe, und um so geringer
ist die Variation, je mehr sich der Hé&lftespielraum
um die Mediane gedridngt hat, und je enger er ist.

Das Galtonsche Quartil.

Der Wert des Hilftespielraumes wird dadurch gefunden,
daBl g1 von gs subtrahiert wird. Der Hilftespielraum ist also
=¢s — ¢q1. Dies wire in dem vorliegenden Beispiel 285,1923
— 282,8 = 2,3923. Diese GroBe wird von Galton durch 2
dividiert und das Quartil @ genannt, wodurch ihr Zusammen-
hang mit den Viertelsgrenzen zum Ausdruck kommt. Es ist also:

Q=91'—Q3

2
oder im vorliegenden Beispiel:

285,1923 — 282,8 _ 2,3923
0= 2 T2

=1,196.

Diese Zahl 1,196 ist eine benannte Zahl und gibt die Zahl der
Bakterieneinheiten an.

Galton benutzte die Mediane Med, die ja die Grenze
zwischen den beiden Hilften samtlicher Einzelvarianten bildet,
zum O-Punkt oder zum Ausgangspunkt fiir die Zahlung von
Abweichungen.

Die links der Mediane liegenden Varianten sind Minus-
varianten, die rechts von ihr liegenden Plusvarianten. Von
der Klasse selbst, in der die Mediane liegt, gehéren im vor-
liegenden Falle 10 Varianten (= 55,55 %) zu den Minusvarianten
und 8 Varianten (= 44,45 %) zu den Plusvarianten.

Der Viertelspielraum @ von ¢1 bis Med 1ait sich leicht
berechnen, denn es ist

Ql =q; — Med.
Im vorliegenden Falle wire also
Q, = 282,8 — 284,0556 = — 1,2556.
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Der dritte Viertelspielraum @s von Med bis ¢s lait sich
ebenfalls leicht berechnen, denn es ist
Qs = q; — Med.
Im vorliegenden Beispiel wire somit
@, = 285,1928 — 284,0556 = 1,1372.

Das Quartil ist nach Galton die Hilfte des zentralen
Halftespielraumes und kann sowohl oberhalb der Mediane als
Nullpunkt liegen, somit positiv sein, als auch unterhalb der
Mediane liegen, also negativ sein. Der numerische Durch-
schnittswert wird dadurch erhalten, dall @: und @; ohne Be-
riicksichtigung der Vorzeichen addiert und durch 2 dividiert
werden. Es ist also:

QZQ;‘;”_QE,

fiir den vorliegenden Fall
-+ 1,2556 —;— 1,1372 _ 2,33@ — 1,196,

Somit ist @ = == 1,196.

Berechnung des Quartils vom Mittelwert aus.

@ ist als der halbe zentrale Hilftespielraum fiir jede Va-
riationsreihe eine konstante Gré8e, und daher kann man als
0-Punkt irgendeinen beliebigen Punkt wéhlen, von dem aus
@1 und Qs berechnet werden. Er muf naturgemiB. zwischen
q1 und gs, also innerhalb des Hélftespielraumes liegen.

Liegt dieser Ausgangspunkt nun néher an ¢i, so wichst die
Plusziffer und die Minusziffer sinkt, liegt er jedoch ndher bei
qs, so wird die Minusziffer groBer und die Plusziffer kleiner.
In beiden Fillen jedoch bleibt das numerische Mittel von
@1 + Qs das gleiche.

Der geeignetste Punkt als 0-Punkt oder Ausgangspunkt wird
nun jedenfalls derjenige sein, der den Halftespielraum in még-
lichst genau gleiche Teile teilt, so daB der Abstand @1 von ¢
moglichst gleich dem Abstand s von ¢s ist. Mit anderen
Worten sollen @y und @s je annihernd gleich @ sein.

Der Mittelwert M als Durchschnitt aller Varianten hat die
groBere Wahrscheinlichkeit als die Mediane Med, den Halfte-
spielraum genau in 2 gleiche Teile zu teilen, doch braucht sich
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diese Annahme nicht immer zu bestéitigen, wenn es auch in
den meisten Fillen der Fall ist. In dem vorliegenden Beispiel
war der Mittelwert M = 284,10. Wird nun M = 284,10 als
0-Punkt angenommen und von ihm aus die Abstinde von ¢
und ¢s berechnet, so erhilt man:

Q= q — M = 282,8 — 284,10 = — 1,30
und

Q, = ¢, — M = 285,1923 — 284,10 = - 1,0923.
Ferner ist:

0—x@ -;— Q_ 130410923 | 23028 .00

5 = — ==

=

Es findet sich also genau der gleiche Wert wie oben.

Der Quartilkoeffizient.

Das Quartil ist eine benannte Zahl, ein absolutes Maf, und
kann daher nicht zu Vergleichszwecken benutzt werden. Um
vergleichbare Male zu bekommen, ist es notwendig, das Quartil
durch ein relatives Mall zu ersetzen. Es ist also eine unbe-
nannte Zahl zu finden, die allgemein vergleichbar ist. Es kann
héufig vorkommen, daBl man genétigt ist, ein und dieselbe Po-
pulation sowohl beispielsweise auf die Linge, als auch auf das
Gewicht zu untersuchen, wobei dann im ersten Falle das Quartil
in cm oder in mm und in dem zweiten Falle in g oder mg
ausgedriickt ist. Diese beiden Quartilwerte koénnen ohne wei-
teres nicht miteinander verglichen werden, und dies ist der
Grund, warum man ein relatives Mal nétig hat.

Berechnung des Quartilkoeffizienten.

Als relatives Mafl 148t sich gut der Quotient verwenden, der
sich bei der Division des Quartils @ durch den Mittelwert M
oder die Mediane Med ergibt. In dem benutzten Musterbeispiel

wire also: Q 1,19
- = -2 = +
I 284.10 == 0,0042098
oder aber unter Benutzung der Mediane Med
4+
Q _ L9 _ 4 40042105

Med ~ 284,0556
Es wird aber stets, um lange Zahlen nach Moglichkeit zu
vermeiden, das Hundertfache dieses Wertes angegeben. Das
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Hundertfache des Quotienten —J% oder % ist der Quartil-

koeffizient. Beide sind aber nicht einander identisch, auBler
fir den Fall, daB M = Med ist. Man unterscheidet daher
einen M-Quartilkoeffizienten und einen Med-Quartil-
koeffizienten.

Der M-Quartilkoeffizient ist also
100 @ =+ 119,6

v 0T+
M 284,10 +0,42098
und der Med-Quartilkoeffizient ist
+
100Q  £1196 =+ 0,42105.

Med ~— 284,0556

Die Quartilkoeffizienten sind relative Werte und unbenannte
Zahlen, und daher sind sie von jeden beliebigen Populationen,
die man auf beliebige Punkte hin variationsstatistisch unter-
sucht, ohne weiteres miteinander vergleichbar.

Reihenvariationen mit kontinuierlichen Varianten.

Werden Proportionen oder Verhéltnisse gemessen oder Eigen-
schaften auf Gewicht oder Linge untersucht, so werden die
Einzelvarianten h#ufig durch sehr viel kleine Zahlen, oft sogar
durch Bruchteile, ausgedriickt. Je genauer eine Population
untersucht wird, desto kleiner und zahlreicher werden die Vari-
anten. Um derartige Populationen zu untersuchen, miissen die
Varianten kiinstlich in einzelne Abschnitte oder Klassen einge-
teilt werden. Stets miissen aber die Klassen einen gleichgroBen,
dquidistanten Abstand oder Spielraum aufweisen.

Aufstellung der Variationsreihe.

Folgendes fiktive Beispiel: Es wurden bei 48 Pferden, die
nach genau der gleichen Methode mit Diphtherietoxin behandelt
wurden, am 130. Tage der Gehalt des Serums auf Immunitits-
einheiten gepriift. Die niedrigste Variante ist in diesem Falle
117 L-E., die hochste 162 L-E. Als Variationsbreite ergibt sich
also 46 I.-E. Wiirde in diesem Falle jede Klasse 1 L-E. betragen,
so hitte man mit 46 Variantenklassen zu rechnen. Es diirfte
daher zweckmiBig erscheinen, das ganze Material in Klassen
einzuordnen, die aus je 10 L-E. bestehen.

Collier, Variationsstatistik. 2
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Die erste Klasse wiirde somit den Spielraum 115—125 auf-
weisen, die zweite Klasse den Spielraum 125—135, die dritte
Klasse den Spielraum 135—145, die vierte Klasse den Spiel-
raum 145—155 und die fiinfte und letzte den Spielraum
155 —165.

Finden sich zufillig Varianten, die genau auf der Klassen-
grenze stehen, so werden sie abwechselnd einer hdheren oder
niederen Klasse zugewiesen, so daB dadurch ein Ausgleich
eintritt.

Bei einer Einordnung ergibt sich folgende Aufstellung:

Klassen . . . . 120 130 140 150 160
Spielraum . . . ||115—125|125—135|135—145|145—155 | 155—165

1) 117 | 2) 125 | 14) 136 | 33) 146 | 47) 160
— 3) 128 | 15) 136 | 34) 148 | 48) 162
— 4) 128 | 16) 137 | 35) 148 | —

— 5) 129 | 17) 137 | 36) 149 —
— 6) 130 | 18) 137 | 37) 149 —
- 7) 130 | 19) 138 | 38) 149 —
— 8) 130 | 20) 139 | 39) 149 —

— 9) 131 | 21) 139 | 40) 151 —
— 10) 132 | 22) 139 | 41) 151 —
— 11) 134 | 23) 139 | 42) 152 —
— 12) 134 | 24) 139 | 43) 153 -
— 13) 134 | 25) 140 | 44) 153 —
— — 26) 140 | 45) 153 —
— — 27) 140 | 46) 155 —
— — 28) 142 | — —
— — 29) 142 | — —
— 30) 143 | — —
— — 31) 144 | — —
— — 32) 144 | — —

Klassenfrequenz 1 12 19 14 2

Mittelwert der Vari-
anten jeder Klasse|| 117,000 | 130,416 | 139,555 | 150,457 | 161,000

Zur Vereinfachung nennt man die Variantenklassen mit dem
Zentrum Z ihres Spielraumes. Es heiBt also die 135 —145-Klasse
die 140-Klasse und die 145 —155-Klasse die 150-Klasse usw.
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Fiir die weiteren Berechnungen wird auch mit Z gerechnet, ob-
wohl dies nicht genau exakt ist.

Berechnung des Mittelwertes.

In dem vorliegenden Beispiel ergibt die genaue Berechnung
des Mittelwertes, indem man die einzelnen Varianten addiert
und die so erhaltene Summe durch die Gesamtzahl der Vari-
anten dividiert, M — 140,854.

Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn man. den Mittel-
wert einer jeden Variantenklasse, der V heifit, in die Formel

[Ty 14
n

einsetzt. Hier ergibt sich:
U= ZpV _ X117-1+4 130,416-12 4 139,555 - 19 - 150,457 - 14 - 161 .2

n 48

6761
=g = 140,854,

Der genaue Mittelwert M ist somit M = 140,854.
Wird an Stelle von V jedoch Z gesetzt, also die Klassen-
mitte oder das Zentrum, so erhilt man:

M__EpV ~120-1+4-130-12 414019 4 150-14 4-160-2
~ n 48

6760

Hierdurch erhdlt M den Anndherungswert / = 140,833.

Der Fehler d.

Die Klassenmitte Z fillt nicht immer genau mit dem Mit-
telwert der Klasse, mit ¥V zusammen. Man bezeichnet nun die
Differenz zwischen Z und V als == J, als den Fehler in jeder
einzelnen Klasse. Beispielsweise ist in dem Klassenspielraum
135—145 Z = 140 und V = 139,555. Die Differenz Z —V =20
ist also fiir diese 140-Klasse 140 — 139,555 = 0,455 1.-E. Auf
gleiche Weise 148t sich der Fehler d jeder anderen Klasse be-
rechnen.

Je symmetrischer eine Population variiert, desto mehr néhert
sich 3J dem Werte 0, und bei unsymmetrischen Variations-
reihen ist er entweder eine positive oder eine negative Zahl.

Im vorliegenden Falle ist =J = — 1,682.

%
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Die Binomialreihe.

(@ + b)* heiBt die Binomialformel, und aus ihrer Ent-
wicklung ergibt sich die binomiale Reihe. Bei der Entwick-
lung der niederen Potenzen des Binoms (¢ 4 b) ergeben sich
folgende Reihen:

(@ +b)° = 1

(a 4+ b = a+Db

(a 4 b)2 = a®* 4+ 2ab 4 b2

(@ + b2 = a® + 3a2b + 3ab? 4 b®

(a + b)t = at + 4a®b + 6a2b? 4 4abd 4 at

(@ -+ b)s = a5+ 5atb + 10a*b? + 10a2b® + 5abt -+ bs.

Eine derartige Zusammenstellung der Binomialreihen der

ansteigenden Potenzen heiflt ein Pascalsches Dreieck. Hier-

bei wird der Koeffizient 1 fortgelassen; wird er aber gesetzt,
so ergibt sich folgendes:

(@+0d)° = 1

(@ 4 b)) = la 410

(@ +b)2 = la® 4 2ab 4 102

(@ +0)® = 1a® 4 3a®b 4 3ab2 4 1b
usw.

Setzt man jedoch a = b und weiterhin ¢ = 1, so wire
a=1 und b = 1. Ferner wire dann le2=1-1-1=1,
2ab =211 =2, batb=>5-1-1=>5 usw. Das Pascalsche
Dreieck hat also demnach folgende Aufstellung:

1+ 1)°, 1 Glied 1 T=20 =1
@ + 1), 2 Glieder 141 >=921 =
1+1)2,3 . 1+2+1 3=22 =4
1+13,4 1+3+3+1 3 =23 =8
+1t,5 1+4+6+4+1 I=24 =16
d1+1¥5,6 1+5+10+10+5+1 I=2 =32
1+1),7 s 1+6+156+20+15+6+1 2 =2 =64
1+17,8 1+7+21+35+35+21+7+1 I=2" =128
1+1)%,9 » 1+8+28+56+70+56+28+8+1 X =28 =256
1+12,10 , 1+9+36+84+126+126+84+36+9+1 X =2 =512
T +1)011 , 1+10+45+120+210+252+210+1204+45+10+1 3 =210 =1024

usw. usw. usw.
(1 + 1), n + 1 Glieder X =9n
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Eine véllig symmetrische Binomialreihe entsteht stets dann,
wenn ¢ =254 ist. Hier sind die aufeinanderfolgenden Glieder
der Reihe sdmtlich dquidistant und lassen sich mit den Klassen
einer Variationsreihe vergleichen. Man kann beispielsweise das
aus 11 Gliedern bestehende Binom (1 4 1)!° folgendermafien
als eine Reihe von Ganzvarianten darstellen:

M

Variantenklasse: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Klassenfrequenz: 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Hier ist der Mittelwert mit der Mediane zusammengefallen
und liegt in der Klasse 6. Ferner sind die korrespondierenden
Plusklassen und Minusklassen genau einander gleich, wodurch
sich die absolute Symmetrie ausdriickt. Die Summe aller Plus-
abweichungen und Minusabweichungen ist gleich 0.

Die Zufallswirkungen.

Seit Newton baut sich die Wahrscheinlichkeitsrechnung vor
allen Dingen auf dem binomialen Lehrsatz auf. Hier ist die
symmetrische Verteilung der Zahlen der Binomialreihe (a — b)
ein Ausdruck dafiir, daBl das Resultat ebensooft nach der po-
sitiven oder negativen Seite hin beeinflult wird, wenn oo (un-
endlich viele) Faktoren zufillig zusammentreffen. Zwischen
‘diesen oo Faktoren treten alle nur méglichen Kombinationen
auf. Diese simtlich so entstandenen Faktoren ergiben in
richtiger Reibenfolge gruppiert eine der entwickelten Bino-
mialformel entsprechende Reihe, bei der der Exponent n = co
wire.

Johannsen fiihrt ein vortreffliches Beispiel zur Veranschau-
lichung dieser Tatsache an. Eine in die Luft geworfene Miinze
fallt entweder auf die Kopfseite (die man = +- 1 setzt) oder

auf die Wappenseite (die man = — 1 setzt), eine weitere
Moglichkeit ist ausgeschlossen. Bei einem einmaligen Werfen
gibt es entweder |+ 1 oder — 1. Auch bei einem weiteren

Wurfe ist die Wahrscheinlichkeit genau ebensogro wie das
erste Mal.

Faflt man aber beide Wiirfe zusammen, so finden sich
vier Moglichkeiten gréfter Wahrscheinlichkeit des Eintreffens
und zwar:
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1. Der erste Wurf gibt 4+ 1 und der zweite Wurf gibt 41,
2. ” » » 2 + 1 2 ”» ”» ” ” - 17
3‘ ” 2 » ” - 1 bEd ” ” ”» ” + 1’
4. . w o — 1, » o — 1L

Die Zahlenwerte jedes Wurfes summiert ergeben:

1. Moglichkeit: +1 41— -+ 2,

2. 5 +1—1=0,
3. » —14+1=0,
4. ” —1—1=-2,

Es 1aBt sich also folgende Aufstellung machen:

Zahlenklassen (= Summe der Zahlen): —2 0 42
Frequenz (= wahrscheinliche Mdoglichkeiten): 1 2 1 >=4.

Diese Reihe entspricht vollig der entwickelten Binomial-
formel (1 4+ 1)2. Es ist vollkommen dasselbe, ob nacheinander
zwei Wiirfe oder ein Wurf mit gleichzeitig zwei Miinzen ge-
macht wird. Stets ergibt sich das gleiche Resultat.

Bei drei Wiirfen oder bei einem Wurfe mit drei Miinzen
ergibt sich folgende Tabelle:

Moglichkeit || 1. Wurf E 2. Wurf | 3. Wurf | Summe
1 +1 | 1 +1 +3
2 +1 | 41 | —1 +1
3 +1 | —1 |+l +1
4 +1 i -1 -1 —1
5 -1 | +1 +1 +1
6 -1 | +1 -1 —1
7 -1 | =1 +1 —1
8 -1 -1 —1 —3

Hieraus ergibt sich:

Zahlenklasse: —3 —1 41 +3
Frequenz: 1 3 3 1 2=38.

Diese so erhaltene Reihe entspricht vollkommen der entwickel-
ten Binomialformel (1 4 1)%. Auch hier ist es vdllig gleich-
giiltig, ob nacheinander drei Wiirfe mit einer Miinze oder ein
Wurf mit gleichzeitig drei Miinzen gemacht wird. Es gibt stets
das gleiche Resultat.
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Bei vier Wiirfen erscheinen 16 wahrscheinliche Moglichkeiten,
bei deren Gesamtbetrigen die Zahlen 0, + 2, — 2, 4+ 4 und — 4
berechnet werden wiirden. Es erscheint hier folgende Reihe:

Zahlenklasse: —4 —2 0 +2 44
Frequenz: 1 4 6 4 1 =16.

Diese Reihe entspricht vollkommen der entwickelten Binomial-
formel (1 4 1)%

Bei sieben' Wiirfen ergibt sich schlieBlich, um noch ein wei-
teres Beispiel anzufiihren:

Zahlenklasse: —7 —5 —3 —1 +1 +3 +5 47

Frequenz: 1 7 21 3 35 21 7 1 ¥=128.

Hier erscheint wieder die entwickelte Binomialformel (1 - 1)

Aus den angefiihrten Beispielen diirfte hervorgehen, da die
Frequenzreihen genau den entwickelten Binomialreihen des Bi-
noms (1 - 1)* entsprechen.

Der Galtonsche Zufallsapparat.

Daf3 die binomiale Verteilung bei dem Zusammentreffen
zahlreicher Zufallsfaktoren erscheint, konnte Galton mittels
eines einfachen Apparates beweisen, der ihm zu Ehren der
Galtonsche Zufallsapparat genannt wird. Dieser Apparat
besteht aus einem schwach geneigten Kasten mit Glasdeckel,
an dessen oberem Ende ein nach unten gedffneter Trichter an-
gebracht ist. Unterhalb der Trichterdffnung stehen auf dem
glatten Boden alternierend kleine eingeschlagene Stiftchen.
Unten ist der Kasten in eine Reihe schmaler Aufnahmeficher
eingeteilt, die nach oben hin gedffnet sind. Im Ganzen erinnert
dieser Zufallsapparat an ein italienisches Tivolispiel (Abb. 1).

In den Trichter wird ein Haufen kleiner Schrotkdrner ge-
bracht, die durch die Trichtertffnung in die Aufnahmeficher
hinabrollen. Das Prinzip ist nun das, daB jedes einzelne Schrot-
korn einer Anzahl kleiner, voneinander unabhiéingiger Zufillig-
keiten beim Herabrollen ausgesetzt ist. Nur sehr selten be-
giinstigen diese Zufilligkeiten, da ein Schrotkorn immer nach
derselben AuBenseite fillt und dadurch in ein extrem seitlich
liegendes Fach gerit, wo es dann die Variante einer ex-
tremen Variantenklasse darstellt. Daher geraten die meisten
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Schrotkorner in die Mittelfacher, die in der Achsenverlingerung
des Trichters liegen.

Der obere Umril der nebeneinander stehenden Schrotsidulen
bildet zum Schluf} eine eingipfelige Variationskurve. Die Fre-

fiebfedsRusve

Abb. 1.

quenzverteilung der Schrotkiigelchen &hnelt stark einer bino-
mialen Variantenverteilung.

Wenn bei dem Herunterrollen eine Schrotkugel auf einen
Stift stoBt, so entscheidet der Zufall, da wir ja die eigentliche
Ursache nicht kennen, ob sie rechts oder links von dem Stift
herunterrollen soll, oder ob sie nach der Plusrichtung oder
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Minusrichtung fallt. Fir beide Falle ist die Wahrscheinlichkeit
gleich groB. Beim Weiterrollen st68t die Kugel in kurzer Zeit
auf einen neuen Stift, wo wieder der Zufall die Plusrichtung
oder Minusrichtung des Weiterrollens entscheidet. Es wieder-
holt sich hier genau das gleiche, wie bei dem Werfen der Miinze.

Asymmetrische binominale Verteilung.

Bei empirischen Variationsreihen ist die Symmetrie meist
mehr oder weniger stark gestort. Dies ist darauf zuriickzu-
fiihren, daB bei vdllig symmetrischen Reihen die positiv und
die negativ wirkenden Faktoren sich zwar die Wage halten,
bei unsymmetrischen Reihen hingegen nicht. Dies ist viel
hiufiger der Fall, als daB sie sich im Gleichgewicht befinden.
Die eigentlichen Ursachen sind bislang noch verborgen, spielen
doch bei jedem biologischen Geschehen unzéhlige Faktoren mit,
die noch keineswegs alle bekannt sind.

Summationsreihen ungleichgliedriger Binome.

Wird in dem Binom (a + b) « und b verschieden grol an-
genommen, beispielsweise @ = 2 und b =1, so ergeben sich
folgende Aufstellungen:

(a +b)2=a®+ 2ab 412
(2412 =2242.2.1+4 12

=4 4441 =9
(@ 4+ b)® = a® + 3a?b + 3ab? - b®
@41PpP=2%43.22.1 43.2.1241°

=8+4+124+641 I =27
(@ + b)! = a* 4 4a®b 4 6a%b? 4 4alb® 4 b4
2+1)¢=16+4+32+4+24+8+1 X =8l.
(@ 4 b)® = a® 4 5a*b 4 10a%b? + 10a2b3 + 5ab* + b°
(2+1)5=232+80+480+4+40+410 41 X =243,

Diese Binomialreihen zeigen eine starke Asymmetrie, doch
nimmt, wie Kapteyn zuerst bemerkte, die Asymmetrie mit
steigender Potenz ab. Johannsen hat (a -+ b)*° fiir a = 2
und b =1 ausgerechnet, wobei in der Summationsreihe n - 1
= 41 Glieder entstanden. Die Summe der Werte aller Glieder
wurde auf 1000 reduziert, um zu grofe Zahlen zu vermeiden.
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Hierdurch wurden die vier ersten und siebzehn letzten Glieder
so klein, daB man sie vernachlissigen kann. Die 20 bleibenden
Glieder oder Klassen zeigten dann folgende Werte oder Fre-
quenzen:

Klassen: 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Frequenz: 1 2 6 13 27 48 75 102 123 133 128 111 87 61

Klassen; 19 20 21 22 23 24
Frequenz: 39 23 12 6 2 1

Die Reihe zeigt ohne weiteres, daB3 bei dieser hohen Potenz
die Asymmetrie recht gering geworden ist. Aber der Biologe
muBl stets mit #uBerst hohen Potenzen rechnen, denn die
Faktoren, die das Geschehen in der Natur beeinflussen, sind
so vielartig und zahlreich, wie man kaum vermuten mdochte.

Vergleichbarmachung empirischer Variationsreihen.

Erst durch den Vergleich erhalten empirische Va-
riationsreihen ihren Wert. Um den Vergleich iiberhaupt
vergleichbarer Variationsreihen zu ermdglichen, wird die Ge-
samtsumme jeder Population, die verglichen werden soll, auf
100,1000 oder 10000 vergroBert oder reduziert. Die Klassen-
frequenzen werden dann in %/, %0 oder °/ceo angegeben.

Es sei hier folgendes fiktive Beispiel angefiihrt: 24 Pferde
und 36 Ziegen werden je unter gleichen Bedingungen mit
Diphtherietoxin behandelt. Nach 80 Tagen enthilt das Serum
folgende I.-E.:

Klasse 80 | 90 | 100 | 110 | 120 |
Frequenz, Pferde . . . 1 7 9 5 2 n =24
Frequenz, Ziegen . . . 2 10 14 9 1 n = 36

Die Zahl der Varianten fiir beide Populationen werden auf
100 erhdht, und die Frequenz aller Klassen in beiden Varia-
tionen werden in % ausgedriickt. Es wird zunéchst der Quotient

%) berechnet und dann mit p multipliziert, woraus die Klassen-

frequenzen in % resultieren. Die so erhaltenen Frequenzreihen
sind ohne weiteres miteinander vergleichbar. Die Prozentzahlen
der Frequenzen, auf zwei Dezimalstellen abgerundet, folgen hier:
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Klasse 80 ’ 90 [ 100 110 | 120

Frequenz, Pferde . . .| 4,17
Frequenz, Ziegen . . .| 5,56

29,19 37,63 20,85 8,34
27,80 38,92 25,02 2,71

Diese beiden Reihen konnen jetzt miteinander verglichen
werden. Es sei dem Leser iiberlassen, die verschiedenen Werte
fiir M, @ usw. fiir diese beiden Reihen zu berechnen.

Graphische Methode.

Anschaulicher und bedeutend {iibersichtlicher als die bloBen
Variationsreihen ist die graphische Methode. Wihrend bei
der rein zahlenmé#fBigen Darstellung der Variationsreihen zahl-
reiche Glieder im Gedichtnis behalten werden miissen, orientiert
bei der graphischen Darstellung ein einziger Blick auf den Ver-
lauf der Variationslinie iiber die Art der Variation.

Zur graphischen Darstellung benutzt man Millimeterpapier,
auf dem zunichst eine horizontale Grundlinie, die Abszissen-
achse, gezogen wird, die stets X — X heit. Links errichtet
man auf ihr eine Senkrechte, die Ordinatenachse, die stets
Y —Y genannt wird. Diese beiden Achsen kehren in allen
graphischen Darstellungen wieder.

Nur bei sehr kleinen Populationen ist es angingig, eine
Variationskurve auf Grund der Aufzihlungsreihe derart zu kon-
struieren, da} jede Einzelvariante zur Geltung kommt. Es miifite
dann das MaB jeder Einzelvariante durch eine besondere Ordinate
auf der Abszissenachse angegeben werden. Meist aber handelt
es sich um groBere Populationen, und so wire dieser Weg zu
mithevoll und langwierig. Hier mufl das Material wieder klassi-
fiziert werden.

Die Galtonsche Ogive.
Es sei wieder auf das oben angefiihrte Beispiel der opso-
nischen Wirkung zuriickgegriffen, wo es sich um eine Reihe

von Ganzvarianten handelt. Es sei noch einmal die Variations-
reihe aufgefiihrt:

Varianten 279\2801281 ’282}283’284'2851286}287 2881289 290 291‘

Aufzihlung 1] 2 6 |14|24 |42 | 55|62 | 64|66

Frequenz 1‘1‘4‘8l10‘18113l7|2 2'0 1|1

66 | 67 | 68 |n=68
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Auf der Abszissenachse werden jetzt gleich groBle Strecken
abgeteilt, deren jede einer bestimmten Anzahl Varianten ent-
spricht. In dem vorliegenden Falle mégen auf je 2 mm Ab-
szissenachse eine Variante kommen. Auf dieser Abszissenachse
werden die Entfernungen eingetragen, die den Zahlen der Auf-
zéhlungsreihe entsprechen, also 1, 2, 6, 14, 24 usw. Die erste
Zahl 1 liegt in einem Abstand von 2 mm von 0, die Zahl 2
in einem Abstand von 4 mm, die Zahl 6 in einem solchen
von 12 mm, usw.

Auf der Ordinatenachse werden in beliebig groBen, jedoch
untereinander gleichen, #quidistanten Abstinden die Grenzen

191,5'41/

790,51
89,5
88,5
87,5
86,5
785,549
45\ Med ______________________
183,51 g,
82,5 T ===
81,5 -
80,5
779,5
x

67
P 57 55 62646668

Abb. 2.

der Variantenklasse eingetragen. 279,56 darf als die obere
Grenze der Ganzvariantenklasse 279 und als die untere Grenze
der Ganzvariantenklasse 280 angesehen werden. Bei dem
0-Punkte, der Kreuzung der beiden Achsen, wiirde die unterste
Grenze der Variantenklasse liegen.

Eine Variante geht bis zur Grenze 279,5. Es werden also
auf der Linie, die dieser Grenze entspricht, und die der Abszisse
parallel lduft, der Abstand eingetragen, der der vorher auf der
Abszissenachse markierten Entfernung entspricht, also die Ent-
fernung 1 = 2 mm. Eine Variante geht bis zur Grenze 280,5.
Es werden also auf der Linie, die dieser Grenze entspricht und
die der Abszisse parallel geht, der vorher gefundene Abstand
2 =4 mm eingetragen. Vier Varianten gehen bis 281,5. Auf
der Linie, die dieser Grenze entspricht, wird also die Entfernung
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6 = 12 mm eingetragen. So fihrt man fort und erhalt hier-
durch eine Anzahl Punkte, die man durch gerade Linien ver-
bindet.

Es entsteht hierdurch eine Ogivenkurve, wie nebenstehend
(Abb. 2).

Das Wesen der Ogivenkurve.

Die Ogivenkurve zeigt die Richtigkeit des Quételetschen
Gesetzes von der ,Anndherung der Varianten an die bino-
miale Verteilung®. Der Kurvenverlauf ist leicht zu ver-
stehen. Die Abweichungen der Varianten sind dort am geringsten,
wo auch die Steigung am geringsten ist. Wo keine Steigung
vorhanden wére, wire auch keine Abweichung zu finden. In
ihrem mittleren Verlauf ist die vorliegende Ogive ziemlich stark
abgeflacht, was beweist, dal die meisten Varianten nur wenig
von der Durchschnittsstrecke und voneinander abweichen. Am
Anfang jedoch und am Ende wird die Ogivenkurve steiler.
Diese Steilheit und die Kiirze der Strecken driicken aus, daB
nur wenige Varianten grofe Abweichung vom Durchschnitt be-
sitzen und zwar in positiver oder negativer Richtung. Diese
Eigenart entspricht vollig dem Quételetschen Gesetz von der
binomialen Verteilung der Varianten.

Es muB noch einmal betont werden, daB die Kurve die
Klassenfrequenzen angibt.

Es ist ferner nicht schwierig, die Lage der Viertelgrenzen
und der Mediane g1, ¢s und Med zu bestimmen und auf der
Kurve einzutragen. Wie schon oben berechnet, liegt die erste
Viertelgrenze zwischen dem 17. und 18. Fall, also zwischen der

17. und 18. Einheit (je 2 mm). Um also g1 zu bestimmen,
braucht man nur auf diesem Punkte, der ja der Zahl g = %8 =17
entspricht (= 34 mm), eine Ordinate zu errichten. Der Schnitt-
punkt dieser Ordinate mit der Ogive stellt ¢: dar.

Der Wert von ¢; wird dadurch ermittelt, daB man von ihm
aus eine Senkrechte auf die Ordinatenachse zieht, auf der sich
die Klassenskala findet. Hier sieht man dann, da8 sich ¢; bei
dem Punkte findet, der 282,8 Bakterien entspricht.

In gleicher Weise bestimmt man die Mediane Med, die bei

284,05 zu liegen kommt, und ¢;, die bei 285,19 zu finden ist.
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Die Treppenkurve.

Bei Ganzvarianten gibt die Ogivenkurve immerhin noch
kein exaktes Bild der Variabilitit. Hierzu eignet sich besser die
Treppenkurve oder Treppenlinie, deren Darstellung fol-
gendermaflen geschieht:

Man geht beispielsweise von der Klasse aus, welche die
héchste Frequenz aufweist; in dem vorliegenden Falle ist dies
die Klasse 284, in der sich 19 Varianten befinden. Der erste
Fall von diesen 19 ist der 25. der Aufzéhlungsreihe, der letzte
der 42. Man sucht also auf der Abszissenachse den Punkt, der
der Grenze zwischen dem 24. und 25. und zwischen dem 42.

I/
291 4
290
289 - Uﬂ
288 y
287 Wi
286 i
285 i
28y TR e
283 491 —
282
281
280
279 -
x

|
!
I
'
1
!
t
|
|
|
|
1
!
i
1

x

S
[
[
2
®

24

3t

42 i 55 6264 68
571 66

N —

J:
Abb. 3.

¥

und 43. Fall entspricht. (Auch hier habe jeder Fall 2 mm.)
In jedem dieser Punkte wird eine Ordinate errichtet, deren
Héhe der Bakterienanzahl von 284 entspricht. (Die Klassen-
werte miissen genau wie oben auf der Ordinatenachse abgesetzt
werden.) Die Endpunkte beider Ordinaten werden jetzt mit-
einander durch eine horizontale Linie verbunden. Man kann
sich leicht vorstellen, daB alle Endpunkte der Ordinaten jedes
einzelnen Falles auf diese Linie fallen wiirden, falls fiir jede
Einzelvariante der Klasse 284 eine Ordinate errichtet wire
(Abb. 3).

Es ergibt sich hierdurch ein Rechteck, dessen Basis der
Frequenz und dessen Hoéhe der Bakterienzahl entspricht. In
gleicher Weise errichtet man fiir jede Variantenklasse ein Recht-
eck und erhilt eine Reihe von treppenférmig iibereinander an-
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geordneten horizontalen Linien, deren Stufenhhen den Varianten-
klassen entsprechen und daher &4quidistant sind. Die ver-
schiedene Breite der Stufen jedoch entspricht der verschieden
groBen Frequenz in den einzelnen Klassen.

Aus dieser Treppenkurve li8t sich leicht die Ogivenkurve
bestimmen und herstellen, indem man jede einzelne Treppen-
stufe halbiert und die so gefundenen Punkte durch gerade
Linien verbindet. Eine solche Treppenkurve zusammen mit
der dazugehdrigen Ogive und den Viertelgrenzen und der
Mediane ist eine sehr gute graphische Methode, die Variabilitit
zu demonstrieren.

Frequenzkurven.

Bei der Ogivenkurve handelt es sich um eine asymmetrische
Kurve. Fiir das Auge des Menschen ist es jedoch leichter,
Abweichungen einer symmetrischen als einer asymmetrischen
Linie zu unterscheiden. Da nun die Variationsreihen meist eine
mehr oder weniger starke Ahnlichkeit mit der Binomialkurve
(@ -+ b)* zeigen (s.u.), hat man diese als Typus gewshlt. Die
Abweichungen von der symmetrischen Binomialkurve werden
am deutlichsten durch Frequenzkurven gezeigt. Diese Fre-
quenzkurven lassen sich unter Benutzung der Klassenfrequenzen
einer Variationsreihe aufstellen, eine Methode, die allgemein
gebrauchlich ist

Die Galtonkurve.

Fiir die Darstellung von Ganzvarianten eignet sich die so-
genannte Ordinatenmethode, die zur Bildung eines kurven-
formigen Frequenzpolygons oder der Galtonkurve fiihrt.
Allerdings ist der Ausdruck Kurve nicht ganz exakt, da es sich
um eine gebrochene Linie handelt, die erst nach Abrundung
der Ecken die Form einer krummen Linie, einer Kurve, erhilt.

Bei Ganzvarianten wird die Zahl der Merkmale in ganzen
Zahlen ausgedriickt. Es findet sich also kein Klassenspielraum,
vielmehr diirfte jede Klasse cinem Punkte der Abszissenachse
entsprechen, wenn solche in #quidistanten Abstinden auf ihr
abgetragen sind. Um nun das Variationspolygon zu erhalten,
wird auf der Abszissenachse auf jedem dieser Punkte eine
Ordinate errichtet, deren Hohe der betreffenden Klassenfrequenz
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entspricht. Die oberen Endpunkte der Ordinaten werden so-
dann durch gerade Linien miteinander verbunden. Es steht
frei, die Ecken abzurunden und so das Variationspolygon in
eine Variationskurve zu verwandeln.

Konstruiert man in der hier beschriebenen Weise, ein Vari-
ationspolygon des oben angefiilhrten Beispiels der osponischen
Wirkung, so ergibt sich folgendes Bild (Abb. 4):
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Abb. 4.

Das Treppenpolygon.

Wie sich aus der Ogive noch eine der Ogive entsprechende
Treppenkurve darstellen lieB, so ist es auch bei dem Frequenz-
polygon der Fall. Um ein solches Treppenpolygon herzustellen,
tragt man auf karriertem Papier die 68 Varianten des obigen
Beispieles derartig ein, daB jede einzelne Variante ein Viereck
fiir sich erhdlt. Mit anderen Worten: Die Aufzéhlungsreihe
wird in umgekehrter Reihenfolge wiederholt. Man zahlt also
von unten nach oben, statt von oben nach unten.
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Auf der Abszissenachse werden die Variantenklassen #qui-
distant eingetragen, und in jeder Klasse werden so viele
Kistchen markiert, wie die Klassenfrequenz angibt. Es entsteht
dabei folgende Kurve (Abb. 5).

Der UmriBl des Areals hei3t Treppenpolygon. Das Areal
jeder Einzelklasse heifit Klassenrechteck und zeigt durch
seinen Flicheninhalt die Klassenfrequenz an. Es wiirde auch
vollkommen geniigen, nur diese Klassenrechtecke anzugeben.
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Abb. 5.

Ein Treppenpolygon kann nun sehr leicht, wie der Augen-
schein zeigt, in ein einfaches Variationspolygon umgewandelt
werden, indem man je die Mitten der Breiten der Klassen-
rechtecke miteinander verbindet. Ebensoleicht laft sich ein
Variationspolygon ohne weiteres in ein Treppenpolygon iiber-
fiilhren, indem das Verfahren einfach umgedreht wird.

Bei Klassenvarianten bevorzugt man die Rechteck-
methode oder das Treppenpolygon, bei Ganzvarianten
jedoch die Ordinatenmethode oder das Frequenz-
polygon.

Collier, Variationsstatistik. 3
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Der Verlauf der Variationspolygone.

Die durch Messungen gewonnenen Variationskurven sind oft
sehr verschieden gebildet. Mitunter sind sie stark hochgipfelig,
mitunter aulerordentlich tiefgipfelig. Sehr selten nur tritt
der Fall ein, daB sie vollkommen symmetrisch verlaufen, viel-
mehr sind sie stets mehr oder weniger schief. Diese
Schiefheit hat zur Berechnung einer weiter unten zu erdrternden
Schiefheitsziffer gefiilhrt. Die Asymmetrie kann so stark
sein, daB die Kurve von ihrem Gipfel aus steil und gerade ab-
fallt (Einseitige Kurven).

Meist beschrinkt sich die Kurve auf einen einzelnen Gipfel,
doch kann sie auch mitunter mehrere gut charakterisierte Gipfel
aufweisen. Man spricht dann von mehrgipfeligen Kurven.

Man ist bestrebt, die verschiedenen Polygone mit einer
Idealkurve, der theoretischen Binomialkurve, zu vergleichen,

was naturgemif nur bei
47 einer anndhernd symmet-
50 risch gebildeten Kurve mog-
;‘;‘; lich ist, wiahrend stark
200 asymmetrische, einseitige
w2 oder gar mehrgipfelige Kur-
50 ven nicht verglichen werden
30 -0 -1 0 +10 +20 +30 kénnen.
Abb. 6. Die theoretische Bino-
mialkurve ist eine ununter-
brochene krumme Linie, die das Bild der idealen Variations-
kurve oder Normalkurve darstellt, und die als das symmetrische
Variationspolygon (1+1)® aufgefalt werden kann. Johannsen
stellt diese Kurve folgendermaflen dar (Abb. 6).

Die Gipfelordinate.

Die eben erwihnte und dargestellte Kurve besitzt einige
wichtige Eigenschaften, die stirker betont werden miissen. Sie
ist vollig symmetrisch, und man kann auf der Abszissenachse
eine Mittelordinate oder Symmetrieordinate errichten.
Diese Symmetrieordinate stellt einerseits den Mittelwert aller
Einzelvarianten dar, andrerseits ist sie aber zu gleicher Zeit
auch die Mediane der Gesamtpopulation.
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Sie ist die Ordinate derjenigen Klasse, die eine grofite
Frequenz aufzuweisen hat, in der Gesamtheit aller Ordinaten
ist sie also die langste. Ihr oberer Endpunkt zeigt den Gipfel
der Normalkurve an, und aus diesem Grunde nennt man sie
auch die Gipfelordinate. Manche Autoren nennen sie mit-
unter die Schwerpunktsordinate der Normalkurve.

Die Mode Mo.

Die Gipfelordinate halbiert die Abszissenachse, und dieser
Punkt wird FuBpunkt der Gipfelordinate oder Mode Mo
genannt. Bei der Normalkurve fallen Mittelwert M und Mode
Mo zusammen. Dieser Punkt wird auch als 0-Punkt bezeichnet,
denn es gruppieren sich die Variantenklassen symmetrisch um
ihn herum, indem links die Minusvarianten und rechts die
Plusvarianten der negativ bzw. positiv abweichenden XKlassen
zu finden sind.

Es ist eine empirische und eine theoretische Mode zu
unterscheiden. Die empirische Mode stellt in einer Population
von Ganzvarianten die Klasse dar, die die gréBte Frequenz
aufweist, in einer Population von Klassenvarianten aber den
Mittelpunkt Z jenes Klassenspielraumes, der die gréfite Frequenz
zeigt. Bei Klassenvarianten ist die Mode etwas vdllig Will-
kiirliches, sind doch die Klassengrenzen stets frei gew#hlt.

Die theoretische oder ideale Mode ist der FuBpunkt des
Gipfels der theoretischen Variationskurve, die dem empirischen
Variationspolygon am genausten angepaflt ist. Sie ist also
der FuBpunkt des Gipfels einer vollkommen ausgeglichenen
Kurve.

Die Methode der kleinsten Quadrate.

Die Summe aller Abweichungen vom Mittelwert ist = 0.
Dies ist bei der rein symmetrischen Binomialkurve leicht ver-
stindlich, da sich die symmetrisch angeordneten Plus- und
Minusvarianten gegenseitig aufheben. Wiirde man aber die
einzelnen Plus- und Minusabweichungen ins Quadrat erheben
und diese Quadrate addieren, so wiirde sich stets eine positive
Zahl ergeben, da ja die Quadrate positiver wie negativer Gréfien
positive Vorzeichen besitzen.

3*
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Es ist nun eine wichtige Eigenschaft des Mittelwertes M,
daB die Summe der Quadrate aller Plus- und Minusab-
weichungen vom Mittelwert stets kleiner ist als die Summe der
Quadrate aller Plus- und Minusabweichungen von einem andern
Punkte als dem Mittelwert. Das Gesetz lautet kurz gefaSt:
Die Quadratsumme aller Abweichungen vom Mittel-
wert ist die kleinste.

Um dies zu beweisen, sei zunéchst fiir die symmetrische
Binomialreihe (1 4+ 1)® die Summe der Quadrate der Ab-
weichungen vom Mittelwerte gegeben.

Klassen 1 2 3 %{ 5 6 7
Frequenz: p . . .| 1 6 | 15| 2 | 15| 6 1
Abweichung von

Mea|—3 21| 0 |41 |22]|43
az.......;+9 44 |41 0 | 4+1 | +4 |49
prat. . ... .| 49| 424 415 0 | 15| 424 +9

Ep- =+ 96.

Es sei hier nochmals ausdriicklich hervorgehoben, dal «
stets die Abweichung vom Mittelwert M bedeutet, ¢ hingegen
bezeichnet die Abweichung von irgend einem frei gewihlten
Ausgangspunkte A.

Zum Vergleich seien jetzt die Quadratsummen aller Ab-
weichungen von einem anderen freigewéhlten Ausgangspunkte
angegeben. Als Ausgangspunkt sei zunichst die Klasse 3 gewihlt:

Klassen 1 2 % 4 5 6 7
Frequenz: p . . .| 1 6 | 15| 2 | 15| 6 | 1

Abweichung von
A=a | —2 | —1 0 +1 {42 | 4+3 | +4

. . . . . . . l+4 | +1 0 +1|+4+4]4+9 | 4+16
pea . . . . . .|l4+4]4+6]| 0 | 4+20 +60| +54| +16
Ip-a®= 4 160.

Wird der Ausgangspunkt also kleiner als der Mittelpunkt,
so steigt die Quadratsumme aller Abweichungen. Genau das
gleiche Bild erscheint, wenn man einen Ausgangspunkt wéhlt,
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der groBer ist als M. Auch in diesem Falle steigt die Quadrat-
summe aller Abweichungen.

Man spricht allgemein von einer Methode der kleinsten
Quadrate. Das Gesetz, dal die Quadrate der Abweichungen
dann am geringsten sind, wenn diese vom Mittelwerte aus be-
rechnet werden, ist fiir die Berechnung der Standardab-
weichung von grofiter Wichtigkeit, ist diese doch das beste
Maf} der Variabilitit einer Population.

Die Standardabweichung o.

Die Normalkurve, die dem aufgelésten Binom (1 + 1)* ent-
spricht, zerfallt in drei Strecken. Betrachtet man nimlich die
Art der Begrenzung des durch die Kurve eingefafiten Areals,
so erkennt man, daBl die mittlere Strecke dem Areal zu konkav
ist, die beiden seitlich liegenden Strecken hingegen konvex. Auf
beiden Seiten besteht ein mathematisch genau bestimmbarer
Punkt, an dem die konkave Strecke jederseits in die konvexe
iibergeht. Denkt man sich diese Wendepunkte der Kurve auf
die Abszissenachse projiziert, so erhdlt man die Streuung,
Hauptabweichung oder Standardabweichung o.

Diese beiden die Standardabweichung bezeichnen-
den Punkte bilden zusammen mit dem Gipfelpunkt die
drei wichtigsten Punkte der Normalkurve und lassen
sich bei jeder anderen Kurve wiederfinden, die nur
annihernd eine binomiale Verteilung aufzuweisen hat.

Die Standardabweichung ist von der grofiten Bedeutung,
dies kommt z. B. schon dadurch zum Ausdruck, daB man die
zur konkaven Kurve gehdrigen Varianten mit Duncker als
typische Plus- und Minusvarianten bezeichnet, die der
konvexen Kurve angehérigen Varianten aber als atypische.

Die Formel der Standardabweichung.

Die Formel fiir die Standardabweichung ist:

a=+]/£13_:f.
- n

Der Wert der Standardabweichung ist also entstanden, indem
die Abweichungen « simtlicher Klassen vom Mittelwerte M be-
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rechnet, ins Quadrat erhoben und mit der Frequenz p, der An-
zahl der in der betreffenden Klasse vorkommenden Varianten,
multipliziert werden. Diese einzelnen fiir jede Klasse berech-
neten p-o? werden nun addiert, die Summe durch » (An-
zahl der gesamten Varianten) dividiert, und aus dem so er-
haltenen Quotienten wird dann endlich die Wurzel gezogen.
Diese erhilt sowohl das positive als auch das negative Vor-
zeichen, was leicht erklirt werden kann, stellt doch die
Standardabweichung sowohl eine Plus- als auch eine Minus-
abweichung dar.

Zp-a?ist die Quadratsumme aller Abweichungen vom Mittel-
werte M. Wird diese durch n, die Gesamtzahl aller Varianten,
dividiert, so erhilt man einen Durchschnittswert. Dieser Durch-

ol
schnittswert ~pn¢t ist das Durchschnittsquadrat der Ab-

weichungen vom Mittelwert, das mittlere Quadrat. Die
Standardabweichung ist somit die Quadratwurzel aus
dem Durchschnittsquadrat der Abweichungen vom
Mittelwert.

Es muf aber noch folgendes betont werden: 3p-c«, also

die Summe séamtlicher Abweichungen vom Mittelwert, ist ja = 0.

e
Zpc = 0. Es ist also not-

Es wire also auch 3p-«? und

wendig, die positiven oder negativen Vorzeichen der
Variantenklasse zu vernachlassigen.

Der Wert der Standardabweichung.

Die Standardabweichung ist ein besseres Mall der Variabilitat
als das Quartil, haben bei ihr doch auch die extremsten Vari-
anten einen EinfluB, wihrend beim Quartil die Halfte aller
Varianten iiberhaupt keinen Einflufl besitzen, wenigstens nicht
dem MaBe, sondern nur der Zahl nach. Beim Quartil haben
die auBerhalb von ¢: und ¢s liegenden Varianten keinen Ein-
flu auf dieses. Bei der Standardabweichung hingegen gewinnen
die extremen Varianten gleichsam an Wichtigkeit, da ja die
Quadrate ihrer Abweichungen relativ grofer werden, je groBer
die Abweichungen selbst sind.
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Berechnung der Standardabweichung binomialer
Reibhen.

Am einfachsten ist die Berechnung der Standardabweichung
fiir Variationsreihen, die aus der Entwicklung des Binoms (1 - 1)*
hervorgehen.

Als erstes Beispiel sei die Berechnung von ¢ fiir die ent-
wickelte Binomialreihe (1 4 1)* gegeben. Hier ist die Gesamt-
zahl der Varianten » =16. Die Mittelklasse 3 stellt den Mittel-
wert M dar.

Variantenklassen: 1 2
Frequenz: 1 4

H o | 3

Abweichungen von I/:
Frequenz, positive Varianten:
Frequenz, negative Varianten:
Summe p jeder Abweichung:

@ o e
@ B MO =D ot

T Y v

In vollkommen analoger Weise laft sich o fiir die ent-
wickelte Binomialreihe (1 -+ 1)° berechnen. Hier ist n = 64,
und die Mittelklasse 4 stellt den Mittelwert M dar.

Variantenklassen: 1 2 3 4 5 6 7
Frequenz: 1 6 15 20 15 6 1
Abweichungen von M: 1 2 3
Frequenz, positive Varianten: 15 6 1
Frequenz, negative Varianten: 15 6 1
Summe p jeder Abweichung: 30 12 2
o = 1 4 9
P = 30 48 18
Xp-a?=96,
Ep-a2 96 6
e
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Auf analoge Weise lassen sich die Standardabweichungen
anderer dem entwickelten Binom (1 4 1)* entsprechenden Reihen
berechnen. Hier ergibt sich folgende Zusammenstellung:

Fiir (14 1)° ist a=—+_-V%,

b A1, o=x]/,
b A1, o=/,

8
8 — = —_
o @1, o=/,

, (L4120 a::t]/?g,

w (L1, a=i]/ﬁ,

wobei n diesmal den Exponenten des Binoms bezeichnet.

Berechnung von o bei empirischen Variationsreihen.
Sp-at
—=—
Hier sei nun bemerkt, dafl diese Formel Anwendung findet, wenn
es sich um groBle Variationsreihen handelt. Ist aber ¢ fiir kleine
Reihen zu suchen, so empfiehlt es sich stets, die genauere
Formel anzuwenden, die ein genaueres Resultat ergibt. Diese

Formel lautet:
3 2
=+ |/‘?"“ .
== n—1

Es sei nun fiir die Reihe der opsonierten Bakterien, eine
Reihe von Ganzvarianten, nach der vorliegenden Formel die
Standardabweichung berechnet.

Der Mittelwert M ist bereits oben berechnet worden,
M = 284,1. Es miissen nun zunichst die Abweichungen der
verschiedenen Variantenklassen von M, als a, berechnet werden.

Ist M = 284,1, so liegt er zwischen der Variantenklasse 284
und 285. Der Abstand « der Klasse 284 betrigt also von

Fiir ¢ war oben die Formel angegeben 0= —.*_—V
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M= —0,1 und der Abstand « der Klasse 285 von M = - 0,9.
Die iibrigen Abweichungen « lassen sich ebenfalls leicht be-
rechnen. Sdmtliche Abweichungen miissen quadriert werden.
Am besten wird der Gang der Operation durch folgende Aus-
rechnung erldutert:

Klassen- | Abweichung 2 Klassen- N
« P

wert von M =« frequenz
279 —51 26,01 1 26,01
280 —4,1 16,81 1 16,81
281 —31 9,61 4 38,44
282 —21 4,41 8 35,28
283 — 11 1,12 10 12,10
284 —0,1 0,01 18 0,18
285 +0,9 0,81 13 10,53
286 +1,9 3,61 7 25,27
287 +29 8,41 2 16,82
288 + 39 15,21 2 30,42
289 + 4,9 24,01 0 0
290 +5,9 34,81 1 34,81
291 + 6,9 47,61 1 47,61

n=68 | Tp-«*=294,28

Das durchschnittliche Quadrat aller Abweichungen ist also,
wenn die genauere theoretische Formel zugrunde gelegt wird:

Topat 294,28
n—1_ 67

und die Standardabweichung ¢ ist gleich:

= 4,392

<2 _
o= i]/ffi_‘; — = /4,302 = == 2,006,

o = == 2,096.

Vereinfachte Berechnung der Standardabweichung.

Die Berechnung der Standardabweichung 148t sich um vieles
vereinfachen, wenn man an Stelle der oben erwihnten Formeln

die sogenannte Berechnungsformel verwendet. Diese Formel
lautet:

Y. al az
a:iVﬁp Y b baw. o= Sp-a — b2,
n n—1
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Der Vorteil dieser scheinbar komplizierteren Formel liegt
darin, da die Abweichung o« vom Mittelwert nicht vorkommt.
An Stelle von o kommt hier a vor, die Abweichung von irgend-
einer frei gewihlten Ausgangsklasse 4. Diese ist iiberall da,
wo es sich um Ganzvarianten oder Klassenvarianten handelt,
die in ganzen Zahlen ausgedriickt werden konnen, ebenfalls in
geraden Zahlen anzugeben. Ferner findet sich in dieser Formel b,
die Abweichung des Mittelwertes M von dem frei gewihlten
Ausgangspunkte 4. Es ist also b = M — A.

In dem eben weiter durchgefithrten Beispiel der opso-
nierten Bakterien war

M = 284,10,
b (fir Klasse 284) = + 0,10.
Es werde jetzt die Klasse 284 als Ausgangsklasse gew#hlt

Hier ergibt sich dann folgende Berechnung: Zunéchst wird
Sp-a® berechnet:

Korrespondierende 285 | 286 | 287 | 288 | 289 | 200 | 291
Klassen 283 | 282 | 281 280 | 279 | 278 | 277
a 1 2 3 4 5 6 7
Frequenz der Plus-
klassen . . . . 13 7 2 2 0 1 1
Frequenz der Minus-
klassen . . . . 10 8 4 1 1 0 0
Summe von p, ohne
Beriicksichtigung
der Vorzeichen 23 15 6 3 1 1 1
a? 1 4 9 16 25 36 49
p-a? 23 60 54 48 25 36 49
Ip-at=204.
Es ist also
Speat 205
pran p = 4,403.
- Zp-a . .
2p-a oder auch — - heiBt v, das erste Moment iiber
o a )
A-Zp-a? oder auch ..pna heiBt 7. oder das zweite Moment

iiber 4, usw.
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Von dem Werte 4,403 ist nun noch b2 abzuziehen. b war
= 0,1, b2 ist also = 0,01. Es ist also

Ip-a?

T b® = 4,403 — 0,01 = 4,393.

n —
Und endlich ist
>0 -a? S
P %7’:‘% — b2 = +7/4,393 = = 2,096.

Es ist hierdurch genau der gleiche Wert erhalten worden,
wie bei der oben ausgefiihrten umstindlichen Berechnungsweise
nach der theoretischen Formel.

Die Standardabweichung bei Klassenvarianten.

Man kann nun mitunter in die Lage kommen, einzelne
Klassen zusammenlegen und somit den Klassenspielraum ver-
grofern zu miissen. In diesen Féllen wird genau ebenso ge-
rechnet, als ob es sich um Klassenwerte handelt, die sich durch
ganze Zahlen ausdriicken lassen. FErst nach Beendigung der
Rechnung wird die notige Korrektur durchgefiihrt.

Wird beispielsweise eine untersuchte Population nicht in
1g-Klassen, sondern in 2g¢-Klassen -eingeteilt, so rechnet
man genau ebenso, als wenn man einen Klassenspielraum von
nur 1g hatte. Das Resultat ist dann natiirlich um die Hilfte
zu klein und muBl mit 2 multipliziert werden.

Sheppards Korrektur.

Bei Klassenvarianten darf man aber folgendes nicht ver-
gessen. Bei der Einteilung der Varianten in Klassen und Be-
handlung als Ganzvarianten ergibt sich stets ein Fehler, weil
der Klassenmittelpunkt Z meist nicht mit dem Mittelpunkt der
Klassen identisch ist, wie schon oben gezeigt war. Die Ge-
nauigkeit der Standardabweichung wird hierdurch stark beein-
trichtigt, denn wenn in der Formel

6= Vﬂi—pn. @ _ b2

a quadriert wird und sich dadurch vergroBert, so vergréBert
sich auch der Fehler 0. Da a stets als positiv gilt, ist auch 0
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stets positiv. HEs wird die Standardabweichung in allen Fallen
zu groB. Nun hat Sheppard eine Formel zur Korrektur des
Fehlers gefunden, die sich als sehr zuverlissig erwiesen hat.
Diese Formel, die sehr leicht anzuwenden ist, lautet:

2
a—+]/ @ 2"1 +]/“?’“_bz—oos333

z 1 Tp-a?
= T’“__z__.=+'l/7’ —pr
o T = ) T — bt — 008333

bzw.

Der Variationskoeffizient.

Ebenso wie das Quartil ist auch die Standardabweichung
kein absolutes MaB, sondern eine benannte Zahl. So gibt sie
beispielsweise die Anzahl phagozytierter Bakterien, Gehalt an
Immunititseinheiten, Zentimeter, Gramm usw. Um Vergleiche
zwischen zwei verschiedenen Variationsreihen aufstellen zu
konnen, ist es also notwendig, ein auf der Standardabweichung
beruhendes relatives Ma zu finden.

Ahnlich wie beim Quartil, hat fiir diesen Fall Pearson an-
geraten, die Standardabweichung in Prozenten des Mittelwertes
auszudriicken. Es ergibt sich hieraus der Standardkoeffi-
zient oder Variationskoeffizient v. Es ist also

1006
1
oder fiir das Beispiel der phagozytierten Bakterien:
__ 1005 _ 100-=£2,096 _ , 209,6
M 284,10 T 284,10
v = =0,7378.

Es soll hier aber nicht unerwéhnt bleiben, dafl die Meinungen
iiber den Wert des Variationskoeffizienten recht geteilt sind und
von manchen Seiten aus heftig angegriffen werden. Bis aber
eine andere allgemein angenommene Art der Berechnung ge-
funden ist, mag ruhig der Variationskoeffizient bei Vergleichung
zweier oder mehrerer Variationsreihen zugrunde. gelegt werden,
denn so wertlos, wie es z. B. Duncker behauptet, ist er wohl
kaum. Bis eine endgiiltige Entscheidung getroffen ist, mag er
also seine Stellung bewahren, zumal er in vielen Fillen doch
eine gute Vergleichung erlaubt.

= == 0,7378,
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Die Standardabweichung bei der Normalkurve.

Um vergleichbare Variationspolygone aufzustellen, bezieht
man bei allen Untersuchungen auf jedem Gebiet die Zahl der
Einzelvarianten » auf 10 000. Es wird also die Gesamtfrequenz n
der Population und die Klassenfrequenzen p in pro 10000 aus-
gedriickt. Ferner kann man eine beliebige Vereinbarung treffen,
wie gro man die Einheiten auf der Abszissenachse und Ordi-
natenachse annehmen will. In der oben abgebildeten Normal-
kurve zeigt sich die ideale Variationskurve (14-1)* in dem
Verhiltnis der Ordinatenskala zu der Abszissenskala, wie es
Johannsen vorgeschlagen hat.

Fir die Einteilung der Abszissenskala ist die Standard-
abweichung ¢ als Einheit angenommen. Vom 0-Punkt, dem
Mittelwert M aus, gehen nach rechts die positiven und nach
links die negativen Einheiten. Jede Einheit ¢ ist aber noch-
mals in 0,1 0 eingeteilt, also in zehntel Einheiten. Die Ordi-
natenskala ist in entsprechend praktische Einheiten eingeteilt.

Die Standardwerte % .

Man hat nun angenommen, dafl das Gesamtareal in 10000
Flacheneinheiten oder Elementarrechtecke eingeteilt ist
und hat dann berechnet, wieviele Elementarrechtecke in
irgendeinem beliebigen Areal der Normalkurve vor-
handen sind, das von einer beliebigen Ordinate und
der Schwerpunktsordinate begrenzt ist. Die Entfernung
dieser Ordinate von der Mittelordinate muf nun in Einheiten
der Standardabweichung ausgedriickt werden, da diese ja bei
der Einteilung der Abszisse als Mafl benutzt wurde.

Die Abweichungen vom Mittelwert M werden stets als ¢ be-
zeichnet, und wenn diese in Einheiten der Standardabweichung
ausgedriickt werden sollen, so sind die Abweichungen vom
Mittel =(—;- Die Werte fiir % heilen Standardwerte oder
Abmodalitdatsindex.

Die Abweichung o der Mittelordinate ist = 0, folglich ist
auch % =0, und der Standardwert der Mittelordinate ist = 0.

Ist die Abweichung ¢ von M = = 3, so ist ihr Standardwert,
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Tabelle der Standardwerte nach Johannsen.
Differenz Differenz
£ °/o00 fir 0,01 zur ia °/000 fiir 0,01 zur
’ Interpolation ’ Interpolation

0,00 0 40 1,80 4641 8
0,05 199 40 1,85 4678 7
0,10 398 40 1,90 4713 7
0,15 596 39 1,95 4744 6
- 0,20 793 39 2,00 4773 6
0,25 987 38 2,05 4798 5
0,30 1179 38 2,10 4821 5
0,35 1368 37 2,15 4842 4
0,40 1554 37 2,20 4861 4
0,45 1736 26 2,25 4878 :
0,50 1915 35 2,30 4893 3
0,55 2088 34 2,35 4906 3
0,60 2258 33 2,40 4918 3
0,65 2492 oK 2,45 4929 >
0,70 2580 31 2,50 4938 2
0,75 2734 30 2,55 4946 2
0,80 2881 o8 2,60 4953 2
0,85 3023 27 2,65 4960 1
0,90 3159 26 2,70 4965 1
0,95 3289 2% 2,75 4970 1
1,00 3413 25 2,80 4974 1
1,05 3531 24 2,85 4978 1
1,10 3643 29 2,90 4981 _
1,15 3749 21 2,95 4984 _
1,20 3849 20 3,00 4987 _
1,25 3944 19 3,1 4990 _
1,30 4032 18 3,2 4993 .
1,35 4115 17 3,3 4995 _
1,40 4192 15 3,4 4997 _
1,45 4265 14 3,5 4998 _
1,50 4332 13 3,6 4999 B
1,55 4394 12 37 4999 .
1,60 4452 11 3,8 4999 B
1,65 4505 11 3,9 5000 .
1,70 4554 10 40-00| 5000 .

1,75 4599 9
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da ¢ als Einheit gleich 1 ist, gleich j:T3= =+ 3. Ist die Ab-
+0,2
1

weichung «==0,2, so ist der Standardwert = = =+0,2.

Man hat die Zahl der Elementarrechtecke, die zwischen einer
beliebigen «-Ordinate und der Schwerpunktsordinate liegen, fiir

alle Standardwerte % zwischen 0 und == 4 berechnet, fiir den

Fall, dal » = 10000 ist. Beifolgende Tabelle enthilt die be-
rechneten Werte. Es ist klar, dal einerseits sowohl die Werte
fiir —_%g und —_;_ﬁ einander gleich sind und sich nur durch das
Vorzeichen unterscheiden, und daf} andererseits die Tabelle nur
bis%——— 2= 4 berechnet ist, weil ja der == 4 -entsprechende

Punkt nicht einmal mehr auf der Skala zu finden ist.

Anpassung des Musterbeispiels an die Normalkurve.

Die Anpassung einer Variationskurve an die Normalkurve
muB vom Mittelwert M aus als 0-Punkt vorgenommen werden.
und von diesem aus sind alle Klassenabweichungen zu berechnen.
In dem Beispiel der opsonischen Wirkung war bereits gefunden:

M = 284,10
und o= +2,096
oder abgerundet c==2]10.

Zunichst miissen die Klassenfrequenzen auf eine Gesamt-
population von n = 10000 Fillen bezogen werden oder mit
anderen Worten in pro 10000 ausgedriickt werden. Hierbei
ergibt sich folgende Reihe:

Klassen: 279 280 281 282 283 284 285 286 287 288 289 290 291
p: 1 1 4 8 10 18 13 7 2 2 0 1 1
/00 147 147 588 1177 1471 2647 1912 1029 294 294 0 147 147

Nunmehr miissen die Standardwerte der bei 279,5, 280,5,
281,5 usw. liegenden Klassengrenzen bestimmt werden. Die
Standardabweichung war o= == 2,1, der Standardwert der

Klassengrenzen ist also % = 2—11 = 0,4762.

Der Mittelwert M = 284,1 liegt in der Klasse 284 zwischen
den Grenzen 283,5 und 284,5. Die Klassengrenze 283,5 ist
— 0,6 und die Klassengrenze 284,5 ist + 0,4 vom Mittelwert
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entfernt. In Standardwerten ausgedriickt befindet sich die
Klassengrenze 283,5 in einer Entfernung von — % = —0,2857¢0

vom Mittelwert und die Klassengrenze 284,5 in einer Entfernung
0.
von -+ ﬁ = 0,1905 ¢ vom Mittelwert entfernt. Die letzten

Einheiten der Abszissenskala haben einen Wert von 0,1 0. Die
unterste Grenze der Klasse 284 bei — 0,2857 liegt also eine
Kleinigkeit rechts vom dritten Minuspunkt der Abszissenskala,
und die oberste Grenze dieser Klasse liegt bei 4 0,1905, also
eine Kleinigkeit links von dem zweiten Pluspunkt der Abszissen-
achse. Die ganze Klasse umfaBt also den Raum zwischen
— 0,2857 0 und - 0,1905 0, also im Ganzen in o-Einheiten aus-
gedriickt 0,4762 o.

Die iibrigen Klassengrenzen finden sich nun leicht, indem
man zu der oberen Grenze — 0,1905 je -+ 0,4762 ¢ addiert
und zu der unteren Grenze — 0,2857 je — 0,4762 ¢ addiert.
Die ganzen Klassengrenzen ergeben sich aus beifolgender Tabelle.

« Klassen- Hohe der
frequenz o/ Klassenrecht-
Klassen Klassen- de:enKLarfsierr:- von 0 bis zur| n r:;:r ecke in Ein-
grenzen gS ¢ Zd d dullersten heiten der
‘32 r,;; ) Klassen- Klasse | Ordinaten-
grenze skala
279 278,5 — 2,6667 4962 105 929
og0 | 2195 | —2,1905 4857 280 61
051 | 2805 | —17143 4568 647 136
2892 281,5 — 1,2381 3921 1151 249
g3 | 2825 | —0,7619 2770 1646 346
283,5 — 0,2857 1124
284 284,1 0 187 1881 395
085 | 2845 | +0,1905 1719 361
og6 | 2855 | 0,667 2476 1958 264
og7 | 2865 | 41,1429 3734 738 155
g9 | 2885 | 42,0053 4819 299 o7
290 289,5 42,5715 4948 40 8
291 290,5 + 38,0477 4988 10 9
291,5 + 3,5239 4998
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Jetzt handelt es sich darum, die theoretischen Frequenz-
ziffern pro 10000 zu berechnen. Zunichst berechnet man nach
der oben gegebenen Tabelle die theoretische Frequenz pro 10000
vom 0-Punkt bis zur duBersten Klassengrenze. Fiir die Grenze
von 283,5, die = — 0,2857 ist, findet man in der Tabelle 1124.
Fir — 0,7619 findet man 2770 usw. (vgl. Tabelle).

Nach dieser Aufstellung wird die theoretische Frequenz pro
10000 in der Klasse berechnet. Die 284-Klasse geht von
— 0,2857 o bis - 0,1905 g, enthélt also 1124 4 757 = 1884
Elementarrechtecke. Klasse 285 geht von 0,1905 o bis 0,6667 o,

—400
/ E F-300
/ 361 =200
39 -
346 264 o
/ 242 E 00
755 E
136 £
%1 7 E
7 27 : Ivz o
T T T T T T T l'.\\"’\\JN T T
S N0 - NS N0 S MR DY R R Y
Vg oWy oB¥y pfs §UF SR 3R g

Abb. 7.

enthilt also 2476 — 757 = 1719 Elementarrechtecke, da bis
0,6667 0 2476 Elementarrechtecke gehen und bis 0,1905 ¢ 757
Elementarrechtecke. Es wird aber nur die Anzahl der zwischen
diesen Werten liegenden Elementarrechtecke gesucht, folglich
werden die beiden Werte voneinander subtrahiert. In analoger
Weise werden auch die anderen theoretischen Frequenzen in
den anderen Klassen berechnet.

Um die Hohen der Klassenrechtecke, die errichtet werden

sollen, zu finden, muB, da als Einheit der Skala 1%: 0,1 0 an-

genommen war, jede in pro 10000 ausgedriickte Klassenfrequenz
durch 10-0,4762 (den Standardwert) = 4,762 dividiert werden.

Sonst werden die Klassenrechtecke im Verh#ltnis zur Normalkurve
Collier, Variationsstatistik. 4
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4,762 mal zu hoch. Mit Hilfe der so gefundenen Hdohen er-
richtet man dann die Klassenrechtecke in der Normalkurve
und erhilt obenstehendes Bild (Abb. 7).

Es zeigt sich also bei der angepafiten Kurve, da die em-
pirische Variationskurve nur gering von der Normalkurve ab-
weicht und nur sehr wenig Asymmetrie zeigt.

Zuverlissigkeitsbestimmung.

Zuverlassigkeitsbestimmungen sind bei allen variations-
statistischen Berechnungen notwendig und ohne solche liBt
sich kein endgiiltiges Urteil iiber den Charakter einer Population
fallen. Vor allen Dingen sind sie notwendig zur Feststellung,
daBl Verschiedenheiten im Mall zweier verglichener Populationen
auch tatsichliche Verschiedenheiten des Charakters beider Po-
pulationen sind. Ferner kann man aus den Zuverldssigkeits-
bestimmungen erkennen, ob der fiir eine bestimmte aus n Vari-
anten bestehende Population berechnete Mittelwert oder die
betreffende Standardabweichung auch tatsiichlich den wirklichen
Charakter darstellt.

Der mittlere Fehler des Mittelwertes.

Der mittlere Fehler des Mittelwertes wird mit dem Symbol m
bezeichnet. Zu seiner Berechnung dienen zwei Formeln. Nimmt
man das Quartil als MaB3 der Variabilitit, so ist

-9

23
In neuerer Zeit nimmt man zur Bemessung der Variabilitit
jedoch meist die Standardabweichung o, und fiir diesen Fall ist

m

-7
m = V;L_ .

@ und o sind nicht einander gleich. Immerhin ist es méglich
in Reihen mit annshernd binomialer Verteilung diese beiden
verschiedenen Formeln in Ubereinstimmung zu bringen. In
solchen Reihen stehen @ und o stets zueinander in einem ganz
bestimmten Verhiltnis, das man als Quartilstandardab-

weichungsrelation %:—0,6745 bezeichnet. Ist nun
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e 0,6745, so ist @ = 0,6745 0. Wird dieser Wert einge-

P p—t
setzt, so ergibt sich:

Q _ 08750
1723 Vn
oder
4 Q

Vo 06145-Vn
Man bezeichnet nun den Ausdruck iVU: als mittleren
n

Fehler des Mittelwertes mit m und den Ausdruck i&_

Vn

:(%5—“ als wahrscheinlichen Fehler des Mittelwertes

mit Ky oder wFu. In analoger Weise wird der wahrschein-

liche Fehler des Variationskoeffizienten mit E, oder wF, be-
zeichnet.

@ und o haben stets doppelte Vorzeichen, folglich auch m
und Epu.

Anwendung des mittleren Fehlers des Mittelwertes.

Der bei jeder Population angegebene Mittelwert M bekommt
erst dann seine richtige Bedeutung, wenn man die Zuverlissig-
keit ebenfalls angibt und den mittleren Fehler m des Mittel-
wertes ebenfalls zu M hinzufiigt. Es wire dann also zu
schreiben: M == m.

Aus dem aus einer Population gefundenen Mittelwert M
lassen sich in Verbindung mit dem mittleren Fehler m des
Mittelwertes mit anndhernd exakter Genauigkeit jene Grenzen
bestimmen, zwischen denen der wirkliche Mittelwert liegen
muB. Der wirkliche Mittelwert ist der Mittelwert einer genau
analogen, aber ganz ungeheuer groen Population. Diese
Grenzen des wirklichen Mittelwertes findet man dadurch, daf3
zu dem empirisch gefundenen Mittelwert einerseits das Drei-
fache seines mittleren Fehlers hinzuaddiert und andererseits
das Dreifache seines mittleren Fehlers subtrahiert wird. Der
wahre Mittelwert liegt also zwischen den Grenzen
M %= 3m.

Beispielsweise wird jetzt der Mittelwert der Reihe der phago-
zytierten Bakterien folgendermaflen angegeben:

4*
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Mtm=M=% L_ = 284,1 *+ 2’036 =284,1 =& M =284,1 == 0,2542.
Vn V68 8,246

Der wahre Mittelwert wire also M == 3m = 284,1 == 0,7626,

er liegt also zwischen 283,3374 und 284,8626 Bakterien.

Vergleich zweier Populationen.

Die wichtigste Rolle spielt die Bestimmung des mittleren
Fehlers des Mittelwertes bei dem Vergleich zweier verwandter
Populationen. So werden beispielsweise bei einer Reihe von
Individuen, die an der gleichen Krankheit leiden, die Be-
stimmungen des opsonischen Indexes vorgenommen. Bei den
Untersuchungen ergab sich bei einer Population von gesunden
Individuen (= Population 4) ein Mittelwert von 284,1 Bakterien,
bei der Population der Kranken (Population B) aber ein Mittel-
wert von 263,43 Bakterien. Der Vergleich beider Populationen
bekommt erst dann einen wirklichen Wert, wenn bei beiden
Populationen die mittleren Fehler der Mittelwerte berticksichtigt
werden. m ist fiir Population 4 (normal) = == 0,2542 und fiir
die Population B (krank) = == 0,4125.

Es miissen nun fiir jede Population die Fehlergrenzen des
Mittelwertes bestimmt werden, was dadurch geschieht, daf} der
Spielraum des mittleren Fehlers auf das Dreifache vergroBert
wird. Es liegt also mit allergrofiter Wahrscheinlichkeit der
wahre Mittelwert der Population 4 (gesund) zwischen 284,1
-+ 3-0,2542 und 284,1 — 30,2542 und der wahre Mittelwert
der Population B (krank) zwischen 263,43 ++ 3:0,4125 und
263,43 — 3-0,4125.

Der wahre Mittelwert der Population 4 (gesund) liegt also
zwischen 283,3374 und 284,8626, und der wahre Mittelwert
der Population B (krank) liegt zwischen 262,1925 und 264,6675.
Diese Grenzen der wahren Mittelwerte liegen so weit ausein-
ander, daB kein Zweifel besteht, daB zwischen den Mittelwerten
der beiden Populationen 4 und B ein deutlicher Unterschied
besteht.

Es kann vorkommen, daB bei zwei Populationen, die mit-
einander verglichen werden, die Grenzen des wahren Mittel-
wertes ineinander {ibergehen. Da ist es dann schwierig zu
entscheiden, ob tatsichlich wirkliche Verschiedenheiten bestehen.
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Der mittlere Fehler der Differenz zweier Mittelwerte
M pig.

Aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung 148t sich eine Formel
ableiten, nach der der mittlere Fehler der Differenz zweier
Mittelwerte direkt bestimmt werden kann, nidmlich:

mpiff === Y'my? + my?.

Diese Formel besagt, da der mittlere Fehler der
Differenz zweier Mittelwerte mp;y gleich der Quadrat-
wurzel aus der Summe der Quadrate der mittleren
Fehler der betreffenden beiden Mittelwerte mi: und m.
ist. Bei der Anwendung dieser Formel auf den vorliegenden
Fall des opsonischen Indexes der beiden Populationen 4 und B
(gesund und krank) ergibt sich folgendes:

Die Differenz der Mittelwerte beider Populationen ist
284,1 — 263,43 =— 20,67. s ist also

mpip = =t 1/0,2542% 4 0,4125?
= == 1/0,064617 + 0,17016
= =+ 1/0,234777
= =+ 0,48453

oder abgerundet
= +048.

Die wahre Differenz ist also mit gleichzeitiger Angabe des
mittleren Fehlers 20,67 == 0,48. Die Differenz wire dann schon
als tatsichlich bestehend zu betrachten, wenn sie dreimal so
grol wire wie der mittlere Fehler. Hier ist sie fast 17mal
so grof3.

Die Zuverlassigkeitsbestimmungen sind schon deshalb von
groBter Wichtigkeit, weil man es hiaufig mit kleinen Populationen
zu tun hat, die aus 10, 20, 30 usw. Einzelbeobachtungen,
Einzelfillen usw. bestehen. Aus der Berechnung geht dann
hervor, ob die Zuverlissigkeit geniigend groB ist, um weitere
Schliisse ziehen zu diirfen.

Der mittlere Fehler von ¢ und v.

Der mittlere Fehler der Standardabweichung wird nach
der Formel



54 Der mittlere Fehler von ¢ und v. — Beispiel einer korrekten Liste.

berechnet. Die Berechnung des mittleren Fehlers des Variations-
koeffizienten ist verschieden, je nachdem v gré6Ber oder kleiner
als 10 ist. Ist v kleiner als 10, so verwendet man die Formel
v
Ven’

ist v jedoch groBer als 10, so tritt die Formel
v 2
" Van V + (100)
in Anwendung.

Um exakte Angaben zu machen, ist es notwendig, den
mittleren Fehler des Mittelwertes, der Standardabweichung und
des Variationskoeffizienten anzugeben.

Der wahrscheinliche Fehler EZ oder wF wird dadurch ge-
funden, daB m mit 0,6745 multipliziert wird, da dann die
Formeln ja nicht auf die Standardabweichung, sondern auf das
Quartil bezogen werden.

my =

Beispiel einer korrekten Liste.

Im folgenden sei nunmehr eine korrekte Liste der Konstanten
fiir die Versuchsreihe der phagozytierten Bakterien am Gesunden
angeben:

Frequenz der Population n = 68
Mittelwert, Durchschnitt der

phagozytierten Bakterien M %= m = 284,1 == 0,2542
Differenz des Mittelwertes

gegeniitber der Population

,,Krank* Diff M == mpif = 20,67 &= 0,48
Das Quartil Q==+1196
o 100-Q
Der M-Quartilkoeffizient = = 0,42098
Die Mediane Med = 284,0556
Standardabweichung o ms = == 2,096 = 0,1797
Variationskoeffizient v == mp = == 0,7378 == 0,06327

Abweichungen der Kurve.

Die meisten Variationskurven von Populationen zoologischer,
physiologischer oder serologischer Beobachtungen sind ein-
gipfelig, beiderseits beschrinkt und etwas asymmetrisch. Rein
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symmetrisch empirisch gefundene Variationsreihen sind wohl
nie zu beobachten.

Es ist aber leicht anzunehmen, daf eine asymmetrische
Kurve dadurch entstanden sein kann, da mehrere symmetrische
Kurven addiert worden sind und nunmehr eine sogenannte kom-
plexe Kurve entstehen lassen. Ebenso konnen durch Addition
zweier oder mehrerer symmetrischer Kurven zwei- oder mehrgipfe-
lige Kurven entstehen, wenn z. B. verschiedene Geschlechter,
Rassen, Arten usw. untersucht werden. Im groBen Ganzen kann
man jedoch sagen, dall die meisten Kurven von Populationen
‘eine anndhernd binomiale Verteilung ihrer Varianten aufweisen.

Allerdings kann eine mehr oder minder starke Schiefheit
nach der Plusseite oder Minusseite das Variationspolygon fast
vollig unsymmetrisch erscheinen lassen.

Klassifikation der Kurven.

Nur der Vollstindigkeit halber sei hier die Klassifikation
der Variationskurven nach Pearson angegeben, da man mit-
unter die Angaben findet, eine Kurve sei zu dem Pearson-
schen Typus II, IIT usw. zu rechnen.

A. Kurve eingipfelig.

I. Kurve einfach.
a. Abszissenachse oder Variationsbreite nach beiden
Seiten begrenzt.
1. Kurve asymmetrisch, schief: Typus I.
2. Kurve symmetrisch: Typus IIL
b. Abszissenachse oder Variationsbreite nur einseitig
begrenzt, wodurch die Kurve schon asymmetrisch
erscheint: Typus III, Typus V, Typus VI.
c. Abszissenachse oder Variationsbreite beiderseitig
unbegrenzt.
1. Kurve asymmetrisch, schief: Typus IV.
2. Kurve symmetrisch: Typus VII. Typus G
(Normalkurve).
II. Kurve komplex, zusammengesetzt aus mehreren Finzel-
kurven.

B. Kurve mehrgipfelig. Auch hier handelt es sich meist

um komplexe Kurven.
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Die allgemeine Wahrscheinlichkeitskurve.

Oben war stets die Binomialformel (1 -+ 1)*, die der Normal-

kurve entspricht, behandelt worden. Fiir (1 4 1) wird auch

oft (%—i—%\)" geschrieben, wodurch man ausdriicken will, da8

bei der Einwirkung unendlich vieler Faktoren die eine Hilfte
positiv und die andere negativ einwirkt. Es ist nun ein Ver-
dienst Pearsons, eine allgemeine Wahrscheinlichkeitskurve ein-
gefiihrt zu haben, in der auch die Normalkurve als Spezialfall
enthalten ist. Es ist die Formel:

a b \»n
(a FoTax b) ' _
Ist in dieser Formel @ = b, so erhilt man (—;—a—i——;—a)n, eine
symmetrische Kurve, und setzt man weiterhin ¢ = 1, so erhilt

1 1\»
man ('{j’*’?) , was der Normalkurve oder der Gaussschen

Fehlerkurve entspricht. Je nachdem, ob = klein, gréfer oder
gar oo ist, ist die Abszissenachse oder Variationsbreite ver-
schieden grof3.

Scheinbare Schiefheit.

Hiufig kommt es vor, da man bei den Messungen eine nur
scheinbar schiefe Kurve erhilt, wenn bei den Vorarbeiten
nicht genau und exakt verfahren wird. So kann oft der Fall
eintreten, da3 man eine schiefe Klassifikation vornimmt. Um
eine solche zu vermeiden, schligt Johannsen vor, wenn man
eine symmetrische Klassifikation finden will, das Symmetrie-
zentrum aufzusuchen. Das Symmetriezentrum ist der Mittel-
wert, den man dann am besten zum Zentrum der Mittelklasse
benutzt. Von hier aus kann man dann die Varianten gruppieren
und so mit ziemlicher Sicherheit eine scheinbare Schiefheit ver-
meiden. So stellt man beispielsweise bei Messungen an Stelle
von Klassengrenzen von 12, 13, 14, 15 usw. cm solche von
12,6 13,6, 14,6 usw. auf.

Die Schiefheitsziffer S.

Bei einer symmetrischen Kurve fallen die Schwerpunkts-
ordinate (die Ordinate, die auf dem Punkte M der Abszissen-
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achse errichtet wird, durch den der Mittelwert angegeben wird),
die Gipfelordinate Mo (die Ordinate, die auf dem Fufipunkt
des Gipfels errichtet wird) und die Medianordinate Med (die
Ordinate, die die Flacheneinheiten des Variationspolygons in
eine linke Minushilfte und eine rechte Plushilfte teilt) stets
zusammen. Dies ist bei einer schiefen Kurve nicht der Fall,
vielmehr ist hier die Mode von dem Mittelwerte durch einen
Abstand D getrennt. Es ist D= M — Mo. Die Schiefheit
einer Kurve ist positiv, wenn der Mittelwert gréBer als die
Mode ist, wenn also D positiv ist. Die Schiefheit einer Kurve
ist aber negativ, wenn der Mittelwert kleiner als die Mode ist,
wenn also D negativ ist.

Es ist zunichst notwendig, den Grad der Schiefheit auszu-
driicken, und dies tut Johannsen durch die Schiefheitsziffer S,
deren theoretische Formel folgendermafBlen lautet:

S== (vZ‘p_a“) 1 a3,
\ "
o ist stets positiv zu setzen. Xs handelt sich hier bei S
um eine sowohl positive als auch negative, unbenannte, rela-
tive Zahl.

Da M nur sehr selten mit dem Mittelpunkt einer Klasse
genau zusammenfallt, wire die Berechnung fiir Spa® recht er-
schwert, daher hat Johannsen eine Berechnungsformel fiir die
Schiefheitsziffer S gefunden, in der die Abweichung einer Va-
riante vom Mittelwerte M — « durch die Abweichung einer
Variantenklasse von einem freigewahlten Ausgangspunkt 4 =a
ersetzt wird. Diese Formel ist:

_ Epaa_ Ipa® | 3\ . a
S-—(——n 3b—n -}-2b).a.

Berechnung von S.

Die Berechnung von S nach der Johannsenschen Berech-
nungsformel ist nicht so schwierig, wie es auf den ersten Blick

2pa?

erscheinen mdchte, da frither schon berechnet war.

Die Berechnung von Zpa® geschieht in der bekannten Weise.
Es geniigt, wenn es an dem Beispiel der opsonierten Bakterien
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gezeigt wird. Bei der Ausrechnung von = " wird als Aus-

gangspunkt 4 die Klasse 284 gewihlt.

Symmetrieklassen | 285 | 286 | 287 | 288 | 289 | 290 | 201
(Wert) | 283 | 282 | 281 | 280 | 2719 | 218 | 217
a = Abweichung '
von A i 1 2 3 4 5 6 7
Frequenz der Plus- |
klassen 18 7 2 2 0 1 1
Frequenz der Mlnus ;
klassen . ] 10 8 4 1 1 0 0
Frequenzdifferenz . 5 +3 | —-1|—-2 | 4+1|—1|4+1]|+1
O . | 8 27 64 125 | 216 | 343
pa® . . . . .. ‘-*—3 —8 | —54 | +64|—125 |4 216 | 343
Ipa® =+ 439
Xpa® 439
= 6,456

Zpa?

Nunmehr schreitet man zur Berechnung von 36—~

b war = -+ 0,1, es ist also 3b = + 0,3. .‘:gae war frither ge-
funden mit 4,403, es ist also
3b- E%a* =0,3-4,403 = 1,321.
Als letztes Glied muBl 2b% berechnet werden. b war =

-+ 0,1, b® ist also = 0,001 und 243 = 0,002.
Es ist somit

% 3b“1’a + 20% = 6,456 — 1,321 - 0,002 = 5,137.

Dieser Wert ist durch ¢ zu dividieren. o war gefunden
als &= 2,096, o3 ist also demnach = == 9,208. Daher ist:

[ Zpa® pa? S .. 818 ..
S—( " 3b +2b) 6 —-——i9,208_0,5o79

oder abgerundet

8§ =0,56.
Schiefheiten unter 0,25 werden als klein angesehen, Schiefheiten
iber 0,5 als gro. Im vorliegenden Fall handelt es sich also
um eine starke Schiefheit.
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Die theoretische Mode.

Da die empirische Mode nicht immer exakt ist und ziemlich
willkiirlich entsteht, mull die theoretische Mode berechnet
werden. Yule fand, daBl der Mittelwert M und die theoretische
Mode Mo bei asymmetrischen
Variationskurven auf den ent-
gegengesetzten Seiten der Me-
diane liegen. (Vgl. Abb. 8.)

Liegt der Mittelwert M also
auf der Plusseite der Mediane,
so liegt die theoretische Mode
auf der Minusseite und umge- Mo ied. M1
kehrt. Der Abstand der Mode Abb. 8.
von der Mediane ist doppelt
so groB3, wie der Abstand des Mittelwertes von der Mediane.
Die Mode liegt somit am ersten Drittel der Strecke des Weges,
der vom Mittelwert zur Mediane fiihrt. Es ist also:

Mo =3 Med —2 M

oder auch
Mo=M —3(M — Med).

In dem Musterbeispiel der phagozytierten Bakterien ergibt
sich hier folgende Berechnung:
Mo=3Med —2 M
= 3 -284,0556 — 2-284,1
= 852,1668 — 568,2
Mo = 283,9668 .
Oder aber:
Mo=M —3-(M — Med)
= 284,1 — 3.(284,1 — 284,0556)
—284,1 — 0,1332
Mo — 283,9668,

also genau der gleiche Wert, wie bei Anwendung der ersten
Formel.

Hochgipfelige und tiefgipfelige Kurven.

Hochgipfelige Variationskurven sind Kurven, die nach ihrer
Anpassung an die Normalkurve mit ihrem Gipfel {iber den der
Normalkurve hervorragen. Tiefgipfelige Variationskurven sind
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Kurven, die nach ihrer Anpassung an die Normalkurve mit
ihrem Gipfel unter dem der Normalkurve zuriickbleiben. Der
Unterschied in der Gipfelhohe zwischen der fraglichen Variations-
kurve und der Normalkurve ist der ExzeB Ex, der einen
positiven (bei hochgipfeligen) oder negativen (bei tiefgipfeligen)
Wert haben kann.

Ohne auf die theoretische Ableitung eingehen zu wollen, sei
die Formel fiir die Berechnung des Exzesses Ex angegeben, die
folgendermaflen lautet:

Bx = (—E—pﬂ:a“)—&
n

Auch hier handelt es sich wieder um eine theoretische
Formel, nach der die Berechnung ziemlich schwierig wire. Die
dazu gehorige Berechnungsformel ist:

Spat  4b-Ipa® 6b2. ¥pa? g
Br=-" " " —3.

e

Mit Ausnahme von Zpa? sind alle Glieder bereits frither schon
berechnet worden, so daB die Ausrechnung nicht schwer fallen
diirfte.

Mehrgipfelige Variationspolygone.

Wiahrend bei der zoologischen und botanischen Biometrik
haufig zwei- und mehrgipfelige Variationspolygone auftreten
konnen, ist dies z. B. bei der Immunititswissenschaft wohl
selten der Fall. Es soll hier nur kurz darauf hingewiesen
werden, dafl es auch eine falsche Mehrgipfeligkeit gibt, die da-
durch entstehen kann, daf man eine zu kleine Variantenzahl
zur Verfiigung hat, oder daBl man zu kleine Klassengrenzen
angenommen hat. Bei einer Vermehrung des Beobachtungs-
materials, also der Varianten, bzw. bei einer VergréSerung
der Klassenspielrdiume erhdlt man dann ein eingipfeliges Vari-
ationspolygon. Ist dies aber trotzdem nicht der Fall, so hat
man ein wirkliches mehrgipfeliges Variationspolygon vor sich,
auf das hier aber nicht niher eingegangen werden soll,
da vor allen Dingen noch keine geniigende Klarheit dariiber
herrscht.
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Die alternative Variation.

Wihrend es sich bei der bisher behandelten quantitativen
oder Reihenvariation um Merkmale handelt, die gewogen, ge-
zdhlt, gemessen werden konnen, handelt es sich bei der
alternativen oder qualitativen Variation um Unter-
schiede, die sich z. Zt. noch nicht durch Zahlen ausdriicken
lassen, z.B. Farben, positiver oder negativer Ausfall einer Re-
aktion usw.

Die Aufgabe der statistischen Verarbeitung hierbei ist im
wesentlichen darauf beschrénkt, die Zahl der Repriisentanten
irgendeines alternativen Merkmales in einer Population fest-
zustellen und diese Frequenz in Bruchteilen oder Prozenten
der Gesamtpopulation anzugeben.

So reagierten beispielsweise (Franz, W.kl. W. 1909, Nr. 28)
von 1002 Soldaten mit der Kochschen Allgemeinreaktion auf
Tuberkulin 575 positiv und 427 negativ, also rund 57,39 %
positiv und 42,61 % negativ.

Neben diesen prozentualen Angaben lassen sich auch die
oben behandelten Werte, z. B. 0, m usw. berechnen.

Der Mittelwert 1.

Fiir die alternative Variation lassen sich insofern die Regeln
der Reihenvariation anwenden, als man das Material der alter-
nativen Population als in zwei Variantenklassen eingeordnet
ansehen kann. Es wiirde also eine Variationsreihe mit nur zwei
Variantenklassen vorliegen. In der einen Klasse wiren dann
alle die Varianten enthalten, die ein bestimmtes alternatives
Merkmal (z. B. positiven Ausfall) besiBlen, diese Klasse nennt
man Klasse I. Die Varianten der anderen Klasse besitzen
dann das betreffende Merkmal nicht, diese Klasse heif}t
Klasse 0.

Um bei dem eben erwihnten Beispiel zu bleiben, sei die
Kochsche Allgemeinreaktion auf Tuberkulin bei 1002 Soldaten
angefiihrt.

Variantenklassen: 0 I Gesamtzahl n
Positiv Nicht positiv
Klassenfrequenz: 575 427 1002

in 9% von n: 57,39 9, 42,61 9, 100 %,
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oder aber:
Variantenklassen: 0 I Gesamtzahl n
Negativ Nicht negativ
Klassenfrequenz: 427 575 1002
in % von n: 42,61 9 57,39 9, 100 9,

Der Mittelwert M wird nach der Formel M — 4 + b be-
stimmt. A4 ist die frei gewihlte Ausgangsklasse, es sei hier die
0-Klasse. Die Summe aller Abweichungen von A ist offenbar
gleich der Zahl der Varianten in der anderen Klasse, die noch
vorhanden ist, der Klasse I, im vorliegenden Falle also = 427.
Diese Summe aller Abweichungen von 4, also 427, muB3 durch
n==1002, die Gesamtzahl aller Varianten der Population
dividiert werden. Dieser so gefundene Wert b wird zu A4 addiert.

Es ist also
427

= 1002
M =A4+4b=04 04261 = 0,4261.

b = 0,4261

Der Wert der Klasse I ist negativ. Es bedeutet also M =
0,4261 negative Ausfille, oder anstatt pro 1 in pro 100 aus-
gedriickt ist M = 42,61 % negativer Ausfille.

Bilden die negativen Ausfille die 0-Klasse, so ergibt sich

M=A44b=0+0,5739 = 0,5739
oder in pro 100 ausgedriickt:

M =57,399
positiver Ausfille.

Hieraus geht hervor: Der in % ausgedriickte Mittelwert einer
alternativ gleichméflig variierenden Population ist gleich der
in % von n ausgedriickten Klassenfrequenz.

Die Standardabweichung.
Die Standardabweichung 148t sich leicht nach der bekannten
Formel o= = Vikftf_z — b? berechnen. p, die Zahl der Va-

rianten in jeder Klasse ist fiir Klasse 0 und Klasse I bekannt.
a, die Abweichung einer Variante von 4 ist = 1. n ist die
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Gesamtzahl der Varianten der Population und b war bereits
oben berechnet. Es lassen sich jetzt also die Werte einsetzen:

Tpat 472 .12
4+ — 2 __
¢t V b2 = i]/ 1002 — 0,42612

472
=+ —
V1002 042612

= +7/0,4261 — 0,1816

=+ V0,2445 = == 0,4945 oder = 49,45 9,
Also ist
o=+49,459,.

Werden die anderen Werte eingesetzt, d. h. die andere Klasse
zur Ausgangsklasse gewihlt, so ergibt sich:

Zpat 575. 12
6= +V = V1002 05739

575 .
-+ VI_O@ —0, 57300

= =+1/0,5739 — 0,3294

=+ )/ 0,2445 = == 0,4945 oder == 49,45 9.
Also ist
c=49459,.

Es ergibt sich also genau der gleiche Wert, wie er bei dem
anderen Ausgangspunkt erreicht war.

Vereinfachte Berechnung von o,

Um bei einer alternativen Variationsreihe ¢ zu berechnen,
gibt es eine vereinfachte Formel. Indem man die Zahl der
Varianten der 0-Klasse mit po bezeichnet und die Zahl der
Varianten der I-Klasse mit pi, erhdlt man die Formel:

_Vpo-m
n
Es war
po = 5753
p, = 427,

n = 1002,
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somit ergibt sich

_ L Vpop _  V5T5-42T _ 4 V245525 _ | 49551
il = o002 002 — = Toog — = 0:4941.

6= == 0,4941 oder == 49,41 9.

Es ergibt sich also genau der gleiche Wert, wie bei den oben
ausgefiihrten Berechnungen.

Die Klassenfrequenzen werden auch immer in % der Gesamt-
population n berechnet. Auch fiir diese Berechnung lifit sich

Vr-m
n

die Formel ¢ = umwandeln. Diese Formel lautet, ohne

auf die Ableitung eingehen zu wollen:
c=*Vp% 1 %-
Werden hier die Werte eingesetzt, so ergibt sich:

6=2Vp.% 1% = = V57,39% - 42,61 9, = =/2445,38 %,
=== 49,459,.
Der mittlere Fehler.

Der mittlere Fehler wird nach der Formel berechnet:
- %
= T

Fiir ¢ 1aBt sich der eben gefundene Wert einsetzen, namlich

m

‘7=V;70 % * 1 0/;:
und erhilt dann

m____Vpo%’pl%=i |/po%'p1%_
123 n

Werden hier die Werte eingesetzt, so ergibt sich:

me=t |/ P % % _ 4 )/5739% 4261% _ 4 | 560
» 1002

m = == 1,562.
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Nunmehr folge eine Zusammenstellung der vorkommenden
Symbole und Formeln:

A Frei gewihlte Ausgangsklasse
zur Berechnung.

-+ a | Abweichung einer Varianten- a=V — 4.
klasse von der frei gewihlten
Ausgangsklasse 4

+b | Abweichungdes Mittelwertes M |b= M — 4,
von der frei gewéhlten Aus- Epa
b=="—.
gangsklasse 4 n
c Klassenspielraum.

D Abstand der Mode Mo vom |D =M — Mo.
Mittelwerte M

B ‘Wahrscheinlicher Fehler.
E, | Wahrscheinlicher Fehler des | By =+ @ _ + 0,67450

— >

Mittelwertes M n Vn
E, | Wahrscheinlicher Fehler der | g, = + 287437
Standardabweichung ¢ V2n
. 0,6745 - v v \?[/e
E, Wahrscheinlicher Fehler des | B, = 2" "".|1+2. (_.) J
Variationskoeffizienten Ven 100
(nach Pearson).
Ex Der Exzef eines Polygons Theoretische Formel:
Zpat
Bz = ( :04) -3,
n
Berechnungsformel:
.‘Jﬁai_zlbipas—i_ ebzil,a'z—abl
Bz = -
M| Mittelwert u = Sﬁv )
M=A4+0,
Py
M=a+=P2_ 4.
m Der mittlere Fehler.
¢
m,, Mittlerer Fehler des Mittel- m= == —V—_—
(meist ein- wertes I "
fach m)
mp 5 | Mittlerer Fehler der Differenz | ™iy= == Vm? + m?,.

zwischen zwei Mittelwerten.
m, Mittlerer Fehler der Standard- | m, ==+ ——-

. '[/Q'n
abweichung .

Collier, Variationsstatistik. )
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m,

Med
Mo

QOB

e
92
'8}
94

Mittlerer Fehler des Variations-
koeffizienten v

Mediane (Grenze %) .

Mode, Klasse mit grofiter Fre-
quenz

Gesamtzahl der Varianten einer
Population oder Einheiten
eines Kurvenareals.

Anzahl der Varianten.
Galtons Quartil

M-Quartilkoeffizient

Med-Quartilkoeffzient

Viertelgrenzen einer Aufzih-
lungsreihe.

Schiefheitsziffer.

Variante oder Mittelwert einer
Variantenklasse.

Variationskoeffzient

Wabhrscheinlicher Fehler (vgl. E).

Die Abszissenachse.
Die Ordinatenachse.

Mittelpunkt des Spielraumes
einer Variantenklasse V.

wenn v < 10, gilt Formel:

v
my = ——,

V2n

wenn v > 10, gilt Formel:

v v \2
ml=V2_7L_-V1+2.(1_0_0> .

Mo =3Med —2M,
Mo = M — 3(M — Med).

Q=+B—"0
Q = 0,67456.

100Q
i

100 Q

Ded

Theoretische Formel:
A 3
S=i(~za ) H 63’

Berechnungsformel :
§= (27”“ —3p7 2% +2b3)

__100¢
M
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i({

vy

V3

vy
3

-~

Abweichung einer Varianten-
klasse vom Mittelwert M

Standardwert einer Abweichung

Differenz zwischen dem Zen-
trum des Klassenspielraumes
(der Klassenmitte und dem
Mittelwert der Klasse V).

Erstes Moment iiber 4
zweites Moment iiber A
drittes Moment iiber 4

viertes Moment iiber 4

Additionszeichen, Summen-
zeichen.
Standardabweichung

Standardwert einer Abweichung

«=V—1.

o

o

F=Z-—7.

n="2% (4 oder —),
v 2

v, = :»iq— (stets +),
¥ 3

vy = —I;Li (+ oder —),

4
V= Z—g;i (stets 4-).

Theoretische Formel:

2
U=i]/2pa
n
6=iV2pu2.
n—1

Berechnungsformel :

(,:i]/ﬁfﬂf_bz_
n

Berechnungsformel beiReihen-
variation mit Sheppards Kor-
rektur:

Zpa? c?
= l/ —_br— .
’ n b 12

Bei alternativer Variation:

0,=._|._Vpu'p1
E

V0% 2:1%-

oder genauer:

0=
o
(2



Anhang.

Die Korrelation.

Unter Korrelation versteht man die Abhingigkeit der
Verdnderung eines bestimmten Merkmales von einer Verinde-
rung eines andern bestimmten Merkmales. Vor allen Dingen
kommt hier die korrelative Variabilitat in Betracht, ein
Begriff, in dem bereits die Erklirung enthalten ist, daB es sich
um eine Reihe von Varianten handelt, die von einer andern
Reihe von Varianten abhéngig sind. Meist handelt es sich um
Korrelationen bei quantitativen oder Reihenvariationen. So
kann man beispielsweise interessiert sein, zu erfahren, ob Be-
ziehungen zwischen der Linge und Breite einer gewissen An-
zahl vorliegender geometrischer Korper bestehen. Um zur
Erleichterung des Verstindnisses die schon oben verwerteten
Zahlen benutzen zu konnen, sei folgendes fiktive Beispiel durch-
gefiihrt.

Es werden bei einer Anzahl von 68 geometrischen Korpern
sowohl die MaBe der Linge als auch der Breite festgestellt.
Hierbei erhilt man sowohl fiir die Linge, als auch fiir die
Breite eine Reihe von Varianten, die nunmehr je einzeln fiir
sich variationsstatistisch verarbeitet werden konnen. Um aber
die Korrelationsverhiltnisse dieser beiden Reihen festzustellen,
miissen diese miteinander verglichen werden.

Der Vergleich beider Reihen.

Bei der Untersuchung stellt sich heraus, daB ein Korper
eine Lange von 279 mm aufweist, die Messung der Breite er-
gibt genau das gleiche Resultat. 8 Korper zeigen eine Lénge
von 282 mm, eine ebenso grofle Breite; 18 Korper weisen eine
Liénge von 284 mm auf, auch die Breite zeigt hier die gleichen
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Werte usw. (Die Zahlen seien die gleichen, wie in dem oben
durchgefiihrten Beispiel der opsonierten Bakterien.) Es geht
daraus hervor, daB3 die beiden erhaltenen Variationsreihen genau
identisch sind. Die Variationspolygone beider Reihen decken
sich vollkommen.

Man sagt, es herrscht eine absolute, positive Kor-
relation zwischen der Linge und Breite der gegebenen geo-
metrischen Korper. Die Frequenz einer jeden Variantenklasse
einer Reihe verhilt sich zu der Frequenz der entsprechenden
Variantenklasse der anderen Reihe wie 1:1. Es heiflt, die Kor-
relation ist + 1, wodurch das groftmdogliche Mafl der Kor-
relation ausgedriickt ist.

Von den beiden Eigenschaften wird die eine als X-Eigen-
schaft oder gegebene oder supponierte Eigenschaft be-
zeichnet und die andere als Y-Eigenschaft oder abhéngige
oder relative Eigenschaft. Es ist stets vollkommen gleich-
giiltig, welche von beiden Eigenschaften man als die supponierte
oder relative ansehen will.

Der Korrelationskoeffizient ».

Der Korrelationskoeffizient » ist eine Zahl zwischen
-+ 1 und —1 und gibt mit seiner Gr6Be das Mal und mit
seinem Vorzeichen die Richtung der Korrelation an. Handelt
es sich um eine positive Zahl, so ist eine entsprechend grofle
Korrelation vorhanden, derart, daB mit der Zunahme einer
Eigenschaft auch die andere zunimmt. Ist keinerlei Korrelation
vorhanden, so ist ¥ = 0. Ist ¥ aber eine negative Zahl, so
besagt dies, dal bei einem Anwachsen z. B. der X-Eigenschaft
die Y-Eigenschaft abnimmt.

Der Korrelationskoeffizient berechnet sich nach der Bravais-
schen Formel:

= Epagey .
noy D'y

Die Berechnung nach dieser Formel ist dann sehr ein-
fach, wenn M mit einem Klassenwert iibereinstimmt, wenn
also « eine ganze Zahl ist. Da dies aber nur in den sel-
tensten Fillen vorkommt, wird die Berechnungsformel fiir »
angewendet:
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Yy Zparay — nb.by
NG ay

Hier ist wieder « durch @ und M durch eine frei gewéihlte Aus-

gangsklasse ersetzt. Es sei hier ebenfalls noch der mittlere
Fehler m, des Variationskoeffizienten angegeben:

1—»?
m, = ——-

Vn

Berechnung nach der Bravaisschen Formel.
Tpasa
,561_6'// Zu-
nichst wird der Zshler 2pazey berechnet. Es mufl also jede
Abweichung vom Mittelwerte des X-Merkmales mit der am
gleichen Korper gefundenen Abweichung vom Mittelwert des Y-
Merkmals und das so erhaltene Produkt wieder mit der Fre-
quenz p multipliziert- werden. Die Gesamtheit dieser Produkte
wird summiert. Es ist also:

Wie eben angegeben, lautet die Formel: v =

P Qy - Oy =Proy,
1.—5,1.-—5,1=+4 26,01,
1-.—4,1. —41=41681,
4.—31.—3,1=+ 38,44,
8- —21.—-21= 1} 3528,
10- —1,1. —1,1 =+ 1210,
18- —0,1. —01= 4+ 0,18,
13- +0,9- 4 0,9 = 4 10,53,
7-+19- 41,9 =4 2527,
2.429. +29= 141682,
2-43,9-+43,9=+ 3042,
0-+49. +49=— 0,
1459 +59=+ 34,81,
1-46,9- 46,9 = 47,61,
pazay TEM,%

Es ist nunmehr noch der Nenner der Bravaisschen Formel
zu suchen: no;0y, also das Produkt der Standardabweichungen
der X- und Y-Reihe und der Gesamtzahl der Varianten. Dies
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ist hier #uBerst einfach, denn oy ist gleich 0y, und ¢ war oben
schon berechnet worden. Es war 0 = == 2,096. Somit ist

- 6y 6, = 68 - &= 2,096 - == 2,096 = 298,72.

Es ist also:
Spacay | 294,28 _
vy = Y = - 208,72 — + 0,985 oder abgerundet = + 0,99.

Somit ist ¥ = -+ 0,99, also fast 4 1. Es zeigt sich also
eine absolute positive Korrelation.

Der mittlere Fehler ..

Hier mége sich gleich die Berechnung des mittleren Fehlers

des Korrelationskoeffizienten anschlieBen. Dieser wird nach der

1—,2
obengenannten Formel m,=——— berechnet.

Vn
Es ist also:
_1—»  1—-099° 0,019

Coyn e V68

Die Formel hat nur dann Giiltigkeit, wenn » <1 ist.

m

— 0,00241.

Berechnung von » nach der Berechnungsformel.

Es sei nunmehr zum SchluB » auch noch nach der Berech-
nungsformel berechnet. Die Formel lautete:
Lpazay — nbsb,

nO'J;O'U ’
Als Ausgangsklasse diene die Klasse 284. Die X-Werte

und Y-Werte sind im vorliegenden Falle alle gleich. Die Werte
waren schon frither berechnet worden.

V=

Es war
br;=0,1,
by =0,1,
My, = 284,1,
My =284,1,
Oy = + 2,096,

oy = = 2,096.
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Demnichst wird 2pazay berechnet. Hierzu dient folgende
Aufstellung:

P A Gy = pacay,
1.—5.—5=4+25,
1.—4.—4=416,
4.-3.—3=36,
§. —2.—2=1432,

10. —1.—1=+410,
10- 0 - 0 = 0 ,
13-+1-+1=+413,
7-42.-+2=+28,
2.-43.4+3=+18,
2.4+4.4+4=+432,
0-+5-45= 0,
1-+6.46=436,
1-47-+7=449,

Yparay =295.

Jetzt berechnet man nbzb,.
n-byby= 68.0,1.0,1=0,68.
Ferner ist:
-6y 6y = 68 - & 2,006 - = 2,006 — 298,72.
Folglich ist:

Sp(l.r, ay — nbx b‘// 295 — 0,68
= = = + 0,985 oder ab det = -+ 0,99.
v ey 208,72 <+ 0,985 oder abgerunde +

Somit ist ¥ = -}~ 0,99 oder ungefihr = -~ 1, was auch nach
der Bravaisschen Formel gefunden war.
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