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ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ 

В настолщей нниге излагаются основы газовой динамини в при
менении н теории реантивных двигателей и других маiПин и ап
паратов, работа ноторых связана с движением газа при больiПих 
сноростях. Непосредственный расчёт газовых маiПин в задачи 
ННИГИ Не ВХОДИТ. 

В значительной части кнnги используются одномерные ураЕ
пения газовой динамини, па ноторых по преимуществу и основы
ваются современные методы расчёта реантивных двигателе:И, 
номпрессоров и турбин. Однано не во всех вопросах теории газо
вых маiПин можно рассматривать потон нан единичную струйну 
газа; например,  теория течений с непрерывным увеличением 
снорости требует- частичного использования дифференциальных 
уравнений двумерного газового потона. Во всех таних случаях 
мы, нонечно, применяем необходимые дифференциальные урав
нения. 

Rнига составлена нан учебнин для моторных фанультетов авиа
ционных институтов по программе, утверждённой Министер
ством высiПего образования СССР. Материал излагается в т ан ом 
же виде и объёме, нан и в ленциях по газовой динамине, читаемых 
автором в Моеновсном авиационном институте им. С. Орджо
нинидзе. Для пользования ниигой читатель должен быть знаном 
с основами гидраnлини и термодинамини. 

Автор стремился достигнуть возможно больiПей наглядности 
и доступности изложения и в освещении наждого .вопроса иснал 
наиболее простых средств. На моторных фанультетах отдельные 
нурсы гидродинамини и аэродинамини не читаются. Это обстоп
тельство заставило автора уделить место таним вопросам из уна
ванных дисциплин, знание ноторых необходимо для усвоения 
газовой динамини, но одновременно это привело н иеноторому 
наруiПению единства стnля нниги. 

Г. А б ра.мови ч 



ПРЕДИСЛОВИЕ RO ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 

Во втором издании книга дополнена новыми разделами и пе
реработана. Изложена теория пограничного слоя в газовом те
чении у пластины и в трубе и дан пример расчёта пограничного 
слоя у крылового профиля. Приведевы газодинамические функ
ции, получившие в последнее время широкое применение в ин
женерных расчётах. Выделены в самостоятельную главу и суще
ственно пополнены разделы, относящиеся к теории сопел, диффу
зоров и эжекторов; в заново написанных параграфах об эжекто
рах освещены дополнительно такие вопросы, как влияние трения 
на изменение параметров газового потока в смесительной камере, 
определение длины смесительной камеры на основе теории свобод
ной струи, применение упрощённых приближённых формул н ра
счёту газового эжентора. Коренным образом персработана глава 
о допаточных машинах, в которой теперь изложены элементы 
газовой динамики не тольно осевых, но также центробежных 
и диагонаJiьных турбомашин. Ряд более мелких исправлений 
и добавлений внесён в остаJiьные разделы нниги. 

Книга дополнена оптическими фотографиями сверхавунового 
обтенания клина, нонуса, тупоносых осесимметричных, плосних 
тел. и ромбовидных профилей и сверхавуновых струй в камерв 
смешения эжектора; почти все эти фотографии являются надрами 
из звукового нинафильма <<Вопросы газовой динамикИ>>, снятого 
в 1951 г. Московской киностудией научно-популярных фильмов. 

Несколько параграфов и одну главу книги составили под 
редакцией автора другие лица:§§ 1-3 главы VI-Б. А. Жестков, 
§ 6 главы V и§§ 3-5 главы VII-A. Я:. Черкез, главу IX-C. И. Гинз
бург. 

Ценные редакционные замечания сделали при чтении руно
писи Г. Ю. Степанов, ·к. А. 'Ушаков, R. В. Холщевников и 
Г. Г. Черный. Всем указанным лицам автор выражает глубо
��ую благодарность. 

Г. Абрамович 



ГЛАВА 1 
УРАВНЕНИЛ Г А30ВОЙ ДИНАМИКИ 

ДЛЯ ЕДИНИЧНОЙ СТРУЙКИ 

§ 1. У равнение неразрывности 

Основные уравнения газовой динамики мы выведем для 
элементарной струйки газа, поперечные размеры которой на
столько малы, что в каждом её сечении можно считать посто
явными все основные параметры потока: скорость, давление. 
температуру и плотность газа. Именно в таком виде уравнения 
газовой динамики применяются обычно в те-
ории реактивных двигателей. В тех случаях, �� 
когда в пределах поперечного сечения рабочей 
струи параметры потока· меняются (например, � 
леодинаковы значения скорости ·или темпера
туры), вводится представnение о средних по 
сечению значениях этих величин, и тогда при 
помощи соответствующих, в большинстве слу
чаев незначительных, поправок удаётся ис
пользовать все уравнения, полученные для эле
ментарной струйки. Метод элементарной струйки 
лежит в основе гидравлики, поэтому газЬвую 
динамику элементарuой (единичной) струйки 
иногда называют «газовой гидравликой». 

Чтобы получить уравнение неразрывности, Фиг. 1. Элемен-
рассмотрим стационарное (установившееся) тарная струйка. 
движение элементарной струйки газа (фиг. 1). 
При стационарном движении в любой точке пространства сохра
няются неизменными по времени скорость движения и состо
яние жидкости (плотность, давление, температура). Траектории 
частиц при таtюм движении называются линиями тона 1). Боно
вал поверхность струйки, носящая название поверхности тока, 
является для жидкости (газа) непроницаемой. (векторы скорости 

1) При неустановившемся движении линии тока определяются иначе 
и не совпадают с траекториями частиц. 
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течения насательны н ней); образующие поверхности тона явля
ются линиями тона. 

Рассмотрим неноторый участон струйки между двумя нор
мальными н поверхности тона сечениями 1 и 2; заметим, что 
в соответствии с указанным на фиг. 1 направлением движе
ния в объёме 1-2 притон газа осуществляется тольно через 
поперечное сечение 1 ,  а расход газа- только через сечение 2. 

За бесконечно малый промежутон времени d"C выделенная 
часть струйки переместител в новое положение 1'- 2'. Пере
мещение состоит в том, что за время d"C заштрихованный объём 
1'-2 вместит газ, вытесненный из области 1-1', а известпое 
количество газа за то же время вытечет из этого объёма и за
полнит область 2-2'. Притсн газа в объёме 1' -2 составляет 

dG1 = j1F1 dl1 [11:г], (1) 

где 11- удельный вес газа в поперечном сечении 1, равный 
произведению плотности р1 на ускорение силы тяжести g, F1-
площадь поперечного сечения 1. Расстояние между сечениями 1 
и 1' равно произведению скорости движения на элементарный 
промежутон времени: 

dl1 =W1 d"C, 

где w1 -скорость в сечении 1, откуда 
dGI-== 1Iw1F 1 d't. 

F асход жидкости из объёма 1'- 2 равен, очевидно, 
dG2 = ъw2F2 d"C. 

При установившемел режиме и отсутствии разрывов сплош
ности в движущейся среде притон газа должен равняться рас
ходу: 

dG1 = dG2 = dG. 

Отсюда после соответствующей подстановни получаем уравне
ние неразрывности-занон сохранения массы- для единичной 
струйки сжимаемой жидкости (газа) при установившемен течении: 

ъw1F1=ъw2F2• (2) 

В случае несжимаемой жидкости, т. е. при 1 = const, урав
нение (2) принимает более простую форму: 

(3) 
ноторал применима н газовым течениям в тех случаях, ногда 
изменениями удельного веса газа можно пренебречь. 

Нан известно из гидравлики, на основании уравнения. 
неразрывности (3) по расположению линий тона в несжимаемой 
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среде можно судить о скорости движения. В местах сгущения 
линий тона скорость растёт; если линии тона раздвигаются, т<> 
скорость nадает. При движении газа не всегда можно неnосред
ственно по на ртине линий тона определить изменение скоро
сти, тан нан изменения плотности .(удельного веса) газа могут 
быть значительными. 

В газе, нан петрудно видеть из уравнения неразрывности, 
картина линий тона однозначно определит изменение плотности 
тона: 

. G J=jW=F' 

представляющей произведение удельного веса газа на скорость, 
т. е. весовой расход газа через единиr�,у площади поперечног<> 
сечения. В местах сгущения линий тона плотность тона увели
чивается, а в местах расхождения линий тона-убывает. 

§ 2 . Уравнение энергии 

Следуя первому началу термодинамики, составим баланс 
энергии в неподвижной системе координат (фиг. 1), т. е. рас
смотрим иреобразование энергии в одной и той же массе газа, 
заполнявшей вначале объём 1 - 2, а через бесконечно малый 
промежутон времени dт. переместившейся в положение 1' - 2'. 

Приращение любого вида энергии равно разности количеств 
этого вида энергии в положениях 1' - 2' и 1- 2. Ввиду того, что 
заштрихованный объём 1' - 2 является общим для этих двух 
положений, энергия массы газа, заполняющей объём 1' - 2, 
при вычитании сокращается 1), и приращение энергии измеряется 
разностью количеств энергии в бесконечно малых объёмах 2 - 2,_ 
и 1 - 1'. Отсюда следует, что приращение кинетической энергии 
равно: 

dG u 

dG w�-w� dEн=-g · 2 

здесь - - массавыи расход газа через поперечное сечение g 
струйки за время dт.. Приращение потенциальной энергии (энер
гии положения) 

dEn = dG (z2- z1), 
где z2 и z1- высоты расположения (нивеллирные уровни) сече
ний 2 и 1. Приращение внутренней (тепловой) энергии 

dG dЕт = А (и2- и1) , 

1) Движение гава предполагается, нан и в предыдущем параграфе, 
установивmимся. 
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А 1 u u б 
где = 427- тепловон эквивалент механичес кои ра оты, 

U=cvT 

[гл. 1 

-тепловая энергия единицы веса газа ( произведение теплоём
ности при постоянном объёме на абсолютную температуру) . Еслп 
теплоёмность газа в сечениях 1 и 2 одинакова, то прирост 
внутренней энергии равен: 

dЕт= c�G (Т2- Tl). 

На поверхность выделенной части струйки газа действуют 
направленные внутрь и по нормали н неи внешние силы дав
ления р. При перемещении газа внешние силы давления про
изводят работу. Например, перенос газа из сечения 1 в сече
ние 1' происходит нак бы под действием поршня площадью F1 
с давлением р1• Работа поршня за время d't равна: 

p1F 1w1 d't = l!2_ dG. 
'Тl 

Точно тан же можно представить себе, что давление р2 на сече
ние 2 осуществляется портнем площадью F 2• За время d't газ 
переместит поршень в положение 2, произведя отрицательную 
работу: 

-p2F2w2d't= -�dG. "(2 
Силы давления, действующие на боковую поверхность 

струйки (поверхность тона) , нинакой работы не производят, 
тан нан они нормальны н траекториям движения частиц газа. 
Таким образом, энергия, внесённая силами давления, равна 
разности между работами поршня 1 и поршня 2: 

dEд=dG (.l!.l..-�) . 11 "(2 
Н' газовой струйке на участке 1- 2 может быть за время d't 

nодведено тепло в количестве dW, в механических единицах 
dW Д u d равном -т . алее, газовая струина за время 't может про-

извести техническую работу dl , например, приводя во враще
ние колесо турбины, установленное между сечениями 1 и 2. 
Наконец, следует учесть работу, расходуемую газом за время d't 
на преодоление сил трения: dlтp· 

Согласно первому началу термадинамини (закону сохране
ния энергии) сумма подведённых н газу тепловой энергии 
и работы сил давления равна сумме работ технической и тре-
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ния и повышения запасов потенциальной, внутренней и кине
тической энергии: 

dW + (!!..!.-Р2 ) dG = А 'Тt 'Т2 
2 2 

=dl+dlтp+(z2-z1)dG+ и2�и1 dG+
w2-;C

w1 dG. (4) 

Разделив все члены полунеиного выражения на величину dG, 
приходим к уравнению энергии для единицы веса ( 1  1>г) газа: 

Q 2 2 
_ +Р1 _Р2 = L+L +z -z __1._ и2-U1 + W2-W1 
А "'t "12 тр 2 1 ' А 2g . 

(5) 

dW Здесь введены обозначения: Q = dG- тепло, подводимое R 1 1>г 
dl газа на участке 1- .Z, L = dG -техническая работа, совер-

dlтр 
шаемая 1 1>г газа на том же участке, Lтр = ---rllГ - работа сил 
трения, приходящаяся на 1 1>г газа. 

Приток тепла в общем случае осуществляется двумя спо
собами: 1) извне (Qнар), за счёт теплообмена 'через боковую 
поверхность струйки, 2) изнутри (Qвн), за счёт иреобразования 
в тепло работы трения. Таким образом, 

Q = Qнар + Qвн· (6) 
Вторая часть теплового потока, очевидно, в точности равна 
тепловому эквиваленту работы трения: 

�н=Lтр· (7) 

Из термодинамики известно уравнение состояния газа 

pv= RT, (8) 

где R- газовая постоянная, а удельный объём газа v есть 
величина, обратная удельному весу: 

Отсюда 

1 V=-. (9) "( 

( 10) 

.Кроме того, известно соотношение, связывающее теплоёмкость 
при постоянном объёме (с") и теплоёмкость при постоянном 
давлении (ер) : 

c� =c"+AR. ( 1 1 )  
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Введём в рассмотрение теп.аосодержапие (или тта.лъпию) 
газа, т. е. произведение теплоём:кости при постоянном давлении 
на абсолютную температуру: 

i =срТ. 

Тогда соотношение (11) примет несноль:ко иной вид: 

i= и+ART, 
ИJIИ на основании ( 1 О) 

i=и+АЕ. "( 

(12) 

(13) 

Используя 
нению энергии 

выражения (6) , (7) и (13), 
следующую форму: 

можно придать урав-

Q 2 2 о о �-L- _ +w2-w1 +l.-li (1!.) А - z2 z1 2g А • 
"' 

Это есть теnловая форма уравнения энергии или та:к называе
мое уравнение теnлосодержания для газа. Существенно то об
стоятельство, что уравнение теплосодержания не содержит 
работы трения. В самом деле, пос:коль:ку работа, расходуемая 
на преодоление трения или любого другого вида сопротивле
ний, иреобразуется полностыо в тепло, а nоследнее остаётся 
в газовой струе, наличие сил трения не может нарушить общего 
баланса энергии, а лишь приводит :к иреобразованию одного 
вида энергии в другой. 

Обычно в технике приходится иметь дело с частными фор
мами уравнения теплосодержания. Та:к, в большинстве случаев 
изменение потенциальной энергии пренебрежимо мало в сравне
нии с другими частями уравнения энергии, и членом (z2- z1) 
пренебрегают. Тогда уравнение теплосодержания имеет следу
ющий вид: 

( 15) 

При отсутствии техничес:кой работы и теплообмена с о:кру
жающей средой, т. е. в случае энергетичес:ки изолированного 
процесса в газе, имеем: 

(16) 

В частности, уравнение ( 1 6) определяет движение газа по трубе, 
если нет теплопередачи через стен:ки. Согласно сназанному это 
уравнение справедливо вне зависимости от того, действуют 
или нет силы трения. Иначе говоря, изменение теплосодержа
ния (температуры) в энергетичес:ки изолированном процессе 
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связано тольно с изменением снорости. Если сворость газа 
не меняется, то остаётся постоянной и температура. 

Отсутствие влияния сил трения можно объяснить следу
ющим образом. Под действием трения давление вдоль трубы 
падает, т. е. газ расширяется, и следовательно, температура 
должна была бы уменьшаться. О.днано работа сил трения ире
образуется в теnло; и тан нан работа сил трения в точности 
равна механичееному энвиваленту тепла, подведённого за счёт 
этой работы, то подогрев номпенсирует охлаждение. 

Вдоль трубы постоянного сечения под влиянием сил трения 
температура газа в дозвуновом течении даже убывает. Проис
ходит это потому, что падение давления сопровождается умень
шением удельного веса газа, а плотность тона остаётся неиз
менной: 

. G J =F= jW= const. 

Поэтому сворость газа возрастает, и температура в соответствии 
с уравнением ( 16) понижается. При малой снорости движения 
температура изменяется тольно за счёт теплообмена или в тех 
местах, где газ проходит через турбину (расходует энергию, 
Lт > О) или через номпрессор (получает энергию, Lн < 0). 

Если изменением снорости и теплообменом можно прене
бречь, то уравнение теплосодержания принимает следующую 
форму: 

(17) 

Иначе говоря, изменение теплосодержания газа при этом энви
валентно механичесной работе. В нолесе турбины температура 
газа уменьшается: 

(18) 

в нолесе номпрессора температура возрастает: 

i2= i1-ALн (Lн < 0). 

Напомним, что здесь имеется в виду работа L, отнесённая R 1 -,;е 
газа. Таним образом, следуя уравнению теплосодержания, мы 
получаем простые соотношения для расчёта температурных пере
падов на турбине и номпрессоре при малых изменениях нине
тичесной энергии: 

( 19) 

Здесь еР- среднее значение тещюёмности при постоянном: дав
лении на данном: интервале температур. 
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Если снорость изменяется существенно , 
немного усложнится . Именно : 

. . + А _w-=�.".-- w--=-f Zз- zl ') ... g 
-AL. 

то расчёт 

[гл. I 

лишь 

(20) 

Наконец, при изотермичесном процессе (i2 = i1 = const) 
механичесная работа расходуется целиком на изменение нине
тичесной энергии :  

(21) 

Режим, близний н изотермическому, можно получить в много
ступенчатом номпрессоре с промежуточным (между наждой 
парой ступеней) охлаждением газа. 

Rогда техничесной работы нет , уравнение теплосодержания 
даёт: 

(22) 

в таном виде оно применяется н теплообменным процессам . 
Возвратимся теперь н энергетичесни изолированным тече

ниям газа ,  ногда выполняются условия 

Qнар = О, AL = О, (23) 

и уравнение теплосодержания приобретает форму ( 16). При этом 
его можно записать следующим образом: 

• w� . wf • w2 
Z2+A-2 =z1+A-2 =z+A?=const. g g _g (24) 

Отсюда петрудно видеть, что если газовую струю затормозить 
полностью, то теплосодержание газа  достигнет мансимальяого 
возможного значения: 

. . w2 
z0= z +А '2g . (25) 

Получающееся при этом значение теппосодержания i0 мы будем 
называть по.апы.м теп.аосодержапие.м, а соответствующую абсо
лютную температуру Т_ io 

о- ер 
-температурой торможения . 

С помощью (25) из  уравнения теплосодержания ( 15) 
иснлючить снорости; ПОJiучаем уравнение 

Qнар- AL = io2 - iol 

(26) 

можно 

(27) 

Итан, температура газа получается равной темпер3:туре тор
можения в том случае , ногда снорость течения у�еньшаеrся 
до нуля при отсутствии энергетичес1\ого обмена· с· окружающей 
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средой . Поль3уясь средним 3начением теплоёмности, можно вы
числить температуру торможения по следующ�::й формуле: 

' w2 
Т0= Т+А2-. (28) 

gcp 
Для во3духа (ср�О,24) имеем приближённо: 

w2 
То�Т

+2ооо· 
(29) 

Например , в во3душном потоне нормальной температуры 
(Т 1 � 300° абс) при снорости движения w = 100; 350; 1000 .мjсе11: 
получается соответственно 
температура торможения : 
то�305, 360, 800° абс. 

В нонце входного диффу-
3ора (фиг . 2) во3душно-реан
тивного двигателя , обычно 
вне 3ависимости от снорости 
полёта, устанавливается 
сравнительно малая снорость 
потона . По этой причине тем
пература во3духа в диффу- 1 2 
зоре двигателя получается 2 ф 
бли3НОЙ н температуре тормо-

Фиг. · 
Ди фувор вовдушно-реан тив-

ного двигателя. 
жения . Пусть снорость вq3-
духа в нонце диффу3ора w2 = 100 .мfce"f>. Тогда температура 
:щесь nри ра3личной снорости полёта получается И3 условия 

w� wf-wi 
Т2� То- 2000 = Т1 + 20оо ' 

В нашем случае ( w2 = 1 00 .м f се-,., Т 
1 
= 300° абс) 
wf т2 �295 + 2О()о. (30) 

Ре3ультаты подсчёта температуры Т2 по формуле (30) сведены 
в следующую таблицу: 

Т а б л и ц а  1 

wi 100 350 1000 .м/ се� 
То 305 360 800 град абс 
т2 300 355 795 град абс 

Нан видим, ра3огрев во3духа тольно 3а счёт торможения при 
большой снорости потона (полёта) получается весьма 3начительным. 

Уравнение теплосодержания объясняет следующий весьма 
интересный фант. При течении га3а во3ле твёрдой поверхности 
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без теплообмена температура последней равна температуре тормо
жения в газе . . Дело в том, что в связи с вязиостью газа возле 
твёрдой стенни всегда образуется тонний пограничный слой, 
в нотаром снорость газа относительно стенни меняется от вели
чины, равной снорости обтенающего потона, до нуля (на стенне) . 
Но раз частицы газа непосредственно возле стевни затормажи
ваются, то при отсутствии теплообмена температура на стенне 
должна быть равна температуре торможения . Таи , например, 
в рабочей части аэродинамичесной трубы сверхавуновых сноростей 
(фиг . 3), где снорость очень велина, должна получиться зна
чительно более нианая температура (Т р. ч ) , чем в преднамере, 

PizOO'IOR '1/ZC!flb 

Фиг. 3. Схема аэродинамической трубы сверхзвуко
вых скоростей . 

из нотарой поноящийся воздух (Т0) поступает в трубу . Например, 
при снорости в рабочей части Wp. ч = 600 .м) сеУ> и температуре 
торможения в преднамере Т0 = 300° абс получается температура 
в потоне : 

2 
Тр. ч�Т0- ��о; = 120° абс= -153° Ц. 

Несмотря на это ,  нан поназывают опыты, температура стенни 
на всём протяжении аэродинамичесной трубы, вилючая рабочую 
часть , остаётся постоянной и приблизительно равной температуре 
торможения : 

Тет= Т0 = const. 
Температура термометра ,  помещённого в рабочую часть , танже 

приблиаительно равна температуре торможения . Это объясняется 
образованием у стенон трубы и термометра пограничного слоя, 
в натором обтекающий газовый поток полностью затормаживается . 
Таким образом, неподвижный термометр не может измерить 
температуру в потоке газа .  По тем же причинам поверхность 
тел, движущихся с большой скоростью в воздухе, бывает сильно 
разогрета . Например, поверхность снаряда, вылетающего из ору· 
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дия со скоростыо w = 1500 .мfсе";, за счёт образования воздушного 
пограничного слоя, в котором относительная скорость полностью 
гасится, должна была б� иметь температуру (Т0) выше, чем 

в воздухе, на Тп- Т= 2�00 = 1 1 25° . В действительности темпера

тура снаряда меньше полученной здесь за счёт теплоизлучения 
в пространство . При очень большой скорости полёта делается 
невозможным обледенение поверхности самолёта . Например, при 
скорости w = 900 n.мf;ac (250 .мfcen) температура торможения 

на величину д Т= ;g�o = 31 о Ц выше, чем в окружающей атмо

сфере . Температура поверхности с амолёта близка н температуре 
торможения,  поэтому в данном примере даже при морозе n 
20- 25° Ц обледенения не получится . 

Истинная температура обтекаемой газом поверхности, как 
отмечалось, отличается от температуры торможения. Для опре
деления температуры поверхности пользуются следующей фор
мулой : 

или для воздуха 

Aw2 
Тпов= T+Cf> 2gcp , 

w2 
т ПОВ � т + rp L.l,{.JO • 

(3 1 )  

(32) 

Здесь Cf' -поправочный ноэффиl\иент, который определяется боль
шей частью опытным , а иногда теоретическим путём . При rp = 1 
выражения (31) и (32) иревращаются в известные уже формулы 
для температуры торможения .  Таким образом, температура по
верхности тем ближе н температуре торможения в газе,  чем 
ближе значение коэффициента <р н единице . Для дозвунового 
скоростного самолёта при ближённое значение поправочного коэф

фициента равно 0,8. Для сверхзвуковой высотной ранеты попра
вочный коэффициент может уменьшиться до значения <р ""' 0,5. 

Остановимся ещё на одном примере из практини . При обтека

нии твёрдого тела в искоторой области вне пограничного слоя 

скорость выше, чем в набегающем потоке, и следовательно, 

температура в таких местах ниже, чем в набегающе�. потоке. 

Этим объясняется одно явление,  иногда наблюдаемое летчинами 

при пикировании.  Оно состоит в �ом , что в момент пинирования 

с больтои скоростью часть верхнеи поверхности крыла скрывает

ся от глаз лётчика под пеленой молочного цвета . Нак только 

лётчик выходит из пинирования,  т .  е .  снорость резi{О снижается, 

пелена исчезает . Повидимому, при этом в слоях воздуха , име

ющих повышенную скорость и пониженную температуру. про

исходиr конденсация влаги, которая пренращает
�
ся при выходе 

на меньшую скорость, т .  е .  при более высонои температуре .  

2 Г. Н. Абрамович 
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'Уравнение энергии для покоящегося газ
.� имеет более про

.� стой вид, чем для потока. Если газ не течет, то нет изменении 
кинетической и потенциальной энергиii и не могут совершаться 
техническая работа и работа трения. 

Рассмотрим эJiементарную работу сил давления в покоящемся 
газе, для чего разобьём её на две части: 

d ( � ) = d (pv) = v d р + р dv. 

Одну из частей можно назвать работой проталкивания: 

dLu = vdp. 

Она измеряет затраты энергии па перемещение заданного объёма 
газа (v) под влиянием перепада давления. Работа проталкивания 
в покоящемся газе равна нулю. Вторая часть представляет coбoii 
работу деформации 

dLд=pdv, 

ноторал отражает затраты энергии на изменение объёма газа 
под действием заданного ;иавления. В покоящемся газе работа 
деформации может совершаться. 

На основании изложенного уравнение энергии для одно1·о 
килограмма поноящегося газа имеет следующую форму: 

dQ=dи+Apdv, (33) 
или в конечном виде: 

2 

Q = и2- а1 + А � р dv. 
1 

(34) 

Иначе говоря, в поJ�:ояще.мся гаве всё тепло , подводимое .,. гаву, 
.может расходоваться то.льJ�:о на пов ышение вапаса внутрею-tей 
энергии и работу расширения (деформации) . 

Следует отметить, что в случае перехода от неподвижной 
системы координат к системе, движущейся поступательно вместе 
с выбранным элементом газа, уравнение энергии имеет также 
форму (33) или (34) , ибо относительно такой подвижной системы 
ноординат скорость потока равна нулю 1 ) . 

§ 3. Предельная скорость движения газа. 
Критерий подобия 

Рассматривая истечение газа при отсутствии энергетического 
обмена, нетрудпо убедиться в том, что снорость истечения ни 
при наних условиях не может быть получена выше неиоторой 

1) Это ваключение справедJiиво, есл:u прснсбречь работой переноспой 
СИЛЫ ИНРрЦИИ. 
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максимальной величины. В самом деле, из соотношения 
. "+Aw2 
lo = l 2g 

1 9  

следует, что максимальная скорость получается в том случае, 
ногда теплосодержание в потоке равно нулю, т. е. когда полное 
теплосодержание газа целиком иреобразуется в кинетическую 
энергию: 

2 А Wmax . 
-zg=lo· 

Отсюда получим формулу для максимального значения скорости-
в газе 

V2gi0 Wmax= А' (35)· 

Соответствующая приближённая формула для воздуха, выведен
ная в предположении постоянства теплоёмкости (ер� 0,24) , имеет 
следующий вид: 

Wmax�44,8 У Т0• 

Если температура торможения воздуха (температура в сосуде. 
из которого воздух вытекает) близка н нормальной (Т0�300° абс); 
то максимальпая возможная снорость истечения: Wmax == 776 .мfеrк. 

Увеличение мансимальяого значения сiюрости может бы1ь 
достигнуто тольно путём повышения температуры торможения 
(полного теплосодержания). 

Для того чтобы перевести газ из состояния покоя в движен-ие 
со скоростью w, необходимо израсходовать часть его теплосодср
жания, равную 

A w2 . . 
2g= lo-l· 

Разделив обе части этого равенства на полное теплосодержанно, 
получим: 

i0-i Aw2 
т=2gio. 

При постоянной теплоёмкости это безразмерное выражение при
мет следующий вид: 

Т0-Т Aw2 
----т;;-= 2gcpT0 • 

Если теперь умножить и разделить прав)'ю часть на газовую 
постоянную R, учесть соотношение AR =�еР- ev и обозначить 

•• " k Ср 
отношение теплоемкостел через = -, то nолучится: 

Cv 
Т0-Т w2 k-1 
т;;-= kgRT0 :Г 

2* 
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Но, хшк известно из физики, скорость звука в газе равна 1) : 

(36) 

·поэтому степень использования теплосодержания газа для nо
лучения заданного значения скорости потока определяется от
ношением снорости потона R скорости ввука в неподвижном 
гаае: 

Т8-Т wz k-1 

--т;- = а� • -г . 
'Отсюда выводится новое выражение для максимальной скорости 
истечения (Т= 0): 

Wmax = ао v k 2 1 • 

J�ля воздуха (k = 1 , 4) получаем : 

Wmax = 2 ,23 · а0, 

(37) 

т. е. мансимальная скорость истечения воздуха не может иревос
ходить снорости звуна в неподвижном воздухе более,  чем 
n 2,23 раза; при k = 1 , 2 мансимальная снорость газа выше: 

Wmax=3,16 · а0• 
Можно тепловой перепад разделить не на полное теплосодер

жание, а на теплосодержание в потоке , тогда получим: 

Т0-Т wz k-1 
-Т- = kgRT . ---у- ' 

В этом случае скорость потона оказывается отнесённой к снорости 
�вуна в потоне, а не в неподвижном газе: 

(38) 

Отношение снорости потона к снорости звука в потоке обозна
чliют буквой М: 

М=�. а (39) 

Число М характеризует степень иреобразования тещюсадержания 
� кинетическую энергию потока: 

Т0-Т 
=

k-1 М2 
т � . 

1) Э та формула будет выведена в § 1 гл. III. 
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Число М является основным к,ритерие.м подобия 1) для газовых 
течений болъшой ск,орости. 

Если М < 1,- течение газа называется доавук,овы.м, прк 
М > 1- сверхавук,овы.м. 

Отсюда можно получить расчётную формулу для отношении 
температуры торможения и температуре в потоие н:аи фуницию 
числа М: 

:!д_= 1 +k-1 М2 
т .2 • (40} 

Ветрудно видеть , что маисимальное ·значение числа М (при Т= О)· 
равно бесионечности . Этот фант объясняется тем , что при достиже
нии иансимальной сиорости вместе с абсолютной температурой 
обращается в нуль и сиорость звуиа . 

Посиольиу сиорость потона может быть иаи выше, тан и ниже 
снорости звуна , су���;ествует и таиой режим, иогда снорость по
тона равна сиорости звуиа , т .  е .  М= 1. Этот режим называетс11 
.,.ритическ,и.м; ему соответствует значение температуры в потоне: 

(41} 

В воздухе (k = 1 ,4) иритичесиая температура получается на 20% 
ниже температуры торможения . Само значение снорости звуиа 
для иритичесиого режима отличается от такового для заторио
жённого газа , но танже является вполне определённым : 

аир = l fTиp 
ао J" То ' (42) 

от нуда 

(43) 
В воздухе аир=0,913а0, а таи кан при этом R = 29 ,27, т� 

для а0 иы получаем следующее значение: 

а0=20,1 VT0, 
для аир получается: 

аир= 18,3 VT0• 

Отношение сиорости потона и снарасти звуиа в иачестве 
критерия, характеризующего обтеиание тел газом , фаитичесни 
впервые применил руссиий учёный профессор Артиллерийсноii 

1) Обоснование того, что число М является критерием подобия длв 
rавовых течений, :иожно найти , например, в курсе Фабр и к а н т Н. Я.,; 
Аэродинамика, т. 1, Гостехивдат, М .• 1949. 
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�шадемии Н . В .  Маиевсний ещё в 1868 г. 1} при изучении траен
тории полёта и воздушного сопротивления снарядов. 

Можно харантеризовать степень иреобразования теплосодер
жания в нинетичесную энергию ещё одним способом, подl'.'лив 
тепловой перепад на теплосодержание при нритичесном режиме: 

Т0-Т i0-i w2 k-1. 
Тир � iнр = а�р • --т- .  

Отсюда с помощью равенства (41) ПОJiучаем новую формулу для 
отношения темпоратур в энсргетичосни изолированном газовом 
точении: 

т -1 k-1 },_2 
т;- -k+i . 

Здесь принято обозначение 
' w Л= -- .  

aRP 

(44) 

(45) 

Величину А., измеряющую отношение снорости потона н нрити
чесной енорости, будем именовать коэффициентом скорости. На 
нритичесном режиме (ш = Wнр = а11р) коэффициент скорости равен 
числу М: Аир:= Мнр = 1 . Максимальной скорости потона при Т= О 
соответствует определённое максимальное значение Rоэффициента 
снорости· 

Amax= V�+�. (46) 

Для воздуха (k = 1 ,4) имеем: Amax '= 2 ,45. Для случая k = 1 , 2 
соответственно: Amax = 3,31. 

Коэффициент скорости, нак и число М, может считаться 
нритерием подобия для газовых течений, характеризующим сте
пень иреобразования теплосодержания в нинетичесную энергию. 

Данному значению числа М соответствует совершенно опре
делённое значение коэффициента скорости. Найдём формулу 
перехода от числа М н коэффициенту скорости: 

w2 w2 а�р а2 
М2 = _ == ____ . _о а2 а�р а� а2 ' 

отнуда на основании (4 1) ,  (42) и (44) получаем: 

_2_ . ).2 
м2 = k+i , 

1-k--1}.2 k+1 
(47) 

1) М а и е в с :к и й  Н. В., Внеmняя баллистина. СПБ, 1870, см. танже 
работу того же автора: О решении задач прицельпой и навесной стрельбы, 
СПБ, 1882 .  
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k+1. М2 
f...2=_2 __ _ 

1+ k-1 М2 
. 2 

23 

(48) 

В газовой динамине и теории реантивных двигателей nри
меняются оба безразмерных числа (Л; М). В одних случаях более 
простые �оотношения получаются при использовании ноэффи
циента снорости, а в других-числа М. На фиг. 4 представленЬJ 
нривые Л= f (М) для случаев k = 1 ,4 и k = 1,2. 

Иногда масштабом сноростей служит мансимальная снорость 
газа Wmax· В зтих случаях безраз-
мерное уравнение теплосодержа- 3 
ния может быть представлено на А. 
основании (35) в следующем виде: k;:.'J. ... -

--

Величину 

именуют безразмерной сноростыо 
газа. 

Зависимость отношения тем
пературы в потоне н температуре 
снорости выглядит таи: 

1 

_ .. 
1(-fiJ -

v 
v 

v 

2 

11 1 z 3 lj SH5 
Фиг. 4. Зависимость коэффициен

та скорости от'�исла М. 

торможения от безразмерноii 

§ 4. Механическая форма уравнения впергни 
(уравнение Бернулли) 

Выше мы подробно рассмотрели уравнение теплосодержания, 
представляющее собой тепловую форму уравнения энергии. 
Оно связывало температуру газа со скоростью движения с учё
том энергетичесних воздействий (подвода тепла, техничесной 
работы и изменения потенциальной энергии). Тание фанторы, 
нак давление и удельный вес газа, в уравнение теплосодер
жания не входили. 

Можно получить иную (механическую) форму уравнения 
энергии, нуда, наоборот, не входит температура газа, а ско
рость движения связана с давлением и удельным весом. 
Запишем уравнение энергии для одного нилограмма газа между 
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двумя беснонечно близкими сечениями газовой струйки в непо
движной системе координат: 

dQ du w2 
(49 -x-d (pv)-dL-dLтp= А +d �g

+dz ) 

и в системе ноординат, движущейся с выбранным элементом 
газа [см. (33)]: 

dQ du 
-x=-т+pdv, 

и вычтем второе равенство из первого : 
wz - dL-dLтp= d �g 

+dz +d (pv) - pd?J. 

(50) 

(51) 

Подставnял выражение удельного объёма через удельный вес 

( v = �), получаем:: 
w2 dp -dL=d.- tdz+-+dLтp· 
�g 1 (52) 

Это есть механическая форма уравнения энергии ,  ИJIИ, что то же, 
уравнение живых сил для единичной струйки . 

После интегрирования будем иметь : 
2 

w�-w� {' dp - L =  �g 
+z2 - z1+ J Т-1-Lтр· 

1 
(53) 

Выведенное уравнение носит название обобщёппого у равнения 
Берн.улли. Оно выражает скорость движения в функции от дав
ления и удельного веса газа с учётом производимой газом 
технической работы (L) ,  изменения потенциальной энергии (z2- z1) 
и работы сил трения (Lтр)· В r азовой динамиве часто пользу
ются упрощённой формой уравнения Бернулли, соответствующей 
режиму, когда отсутствует техническая работа (L � 0), нет 
rидравnических потерь (dLтТJ = О) и запас потенциальной энер
гии не изменяется (z2 = z1�. Для этого режима уравнение Бер
нуnли запишется в следующей форме: 

"Уравнение Бернулли иногда используется в несколько ином 
виде. Для этого интеграл разбив ается на две части : 

2 о 2 2 1 
� dp = {' dp + {' d: = � dp- r ар ; (55) 1 1 �1 �· 11 1 �1 
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отсюда попучается: 
1 2 р 

w� + r dp - w� + \ dp - w2 + с dp - t (56) 2g � 1 - 2g � 1 - 2g � 1 - cons . 

В это:и случае вычисление интегралов ведётся каждый раз от 
абсолютного вануума до давления , соответствующего заданной 
скорости потока . Постоянную этого уравнения можно получить , 
исходя из  того , что при расширении газа до абсолютного 
вануума достигается максимальная скорость потока . 

Поэтому уравнению Бернулли можно придать следующий вид: 
р 2 w2 \ dp = Wmax . 

2g 
+ 

J 1 'Lg о 
(57) 

В тех случаях, ногда удельный вес газа на участке 1-2 
элементарной струйки остаётся практически постоянным, инте
грал уравнения Бернулли равен: 

2 
\ dp _ P2 - PI 
J 1- 1 ' 
1 

и уравнение Бернулли выглядит особенно просто : 

или 

2 2 P2-Pl + w�-w� = O 
1 2g ' 

(58) 

В такой форме оно применяется в гидравлике идеальной несжи
маемой жидкости . Иногда уравнение Бернулли для идеальной 
несжимаемой жидкости записывается так: 

w� w� 
Р2 + 1 2g = Pt + 12g • (59) 

В первом: случае оно составлено для 1 �г, а во втором - для 1 .м3 
жидкости . Кинетическую энергию 1 �г жидкости ( �:) назы

вают с"оростпой высотой ,  а кинетическую энергию 1 .м3 жидкости 

( ��;)-с�оростпы.м папоро.м . 
Если нельзя иренебречь технической работой , гидравличе

скими потерями и изменением потенциальной энергии ,  то урав
нение Бернулли для 1 �г несжимаемой жидкости имеет такой 
вид: 

(60) 
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Посредством этого равенства можно вычислить, например, 
работу, ноторую отдаёт жидность нолесу турбины (L > 0), стоя
щему между сечениями 1 и 2, если все прочие члены этого 
уравнения известны . 

Для того чтобы пользоваться уравнением Бернулли для 
сжимаемого газа , нужно заранее 3нать термодинамичесний 
процесс изменения состояния газа ,  тан нак без этого неи3вестна 
аависимость удельного веса газа от давления и нель3я взять 

2 . 

интеграл \ dp , выращающий работу проталнивания . Вычислим 
i "( 

[)ТОТ интеграл для основных термодинамичесних процессов . 
При иаохоричеспо.м процессе (постоянный объём, т .  е .  постоян

ный удельный вес) , типичном для гидравлики напельных 
жидностей,  нак уже уназывалось , этот интеграл равен: 

2 
� dp = P2 - Pt • (6 1 ) 
1 "( "( 

В иаобаричеспо.м проце�.:се (постоянное давление) интеграл 
равен нулю: 

2 

� dp = 0 . 
1 "( 

( 62) 

Если осуществляется иаотер.ми чеспий процесс (постоянная 
температура) ,  то согласно уравнению состояния га3а (8)  

.!!_ = R T  = const ,  "( 
т .  е .  давление прямо пропорционально удельному весу газа :  

j = jl ;l .  
отнуда получается следующее выражение для интегра ла : 

2 2 
\ dp = Pt \ dp = Pt ln Р2 • 
J 1 lt J Р lt Pt 1 1 

(63) 

Предположим теперь, что состояние газа И3Меняется по идеаль
пой адиабате :  

тогда 

р li = const ,  "( 
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и, следовательно , интеграл равен: 

2 .! 2 k- 1 
\ dp = р� \ dp =-k Pt [ (P2 )-k - 1 ] ) 1 !1 J � k - 1  lt Р1 1 1 pk 

(64) 

Наконец , в политропичеспо.м процессе с постоянным пока
зателем политропы (n = const) 

_!!._ = const "(n 
получим следующее выражение для интеграла 

2 n-1 

� 
d: = 

n 
n 

1 �11 [ (�:) -п - 1 J . 
1 

(65) 

Следует отметить , что подводимое к газу тепло непосред
ственно не отражено в уравнении Бернулли .  Однако оно учи
тывается при вычислении интеграла ,  так как влияет на вид 
функции 1 = f (р) ,  т. е. на характер процесса , по которому 
изменяется состояние газа .  

Наибольшее знач!)ние в газовой динамиr{е имеет идеальный 
адиабатичеспий процесс,  который предполагает отсутствие 
тешювого воздействия и работы сил трения . По этой причине 
при идеальной адиабате энтропия 1) газа остаётся неизменной,  
т .  е .  такой процесс является идеальным термодинамическим
ивтттропичеспи.м-процессом . Напомним, что далеко не всякий 
адиабатический процесс является идеальным . Например,  при 
выводе уравнения теплосодержания мы показали,  что наличие 
трения не нарушает адиабатичности процесса , но процесс с тре
нием уже не может быть идеальным,  так как он протекает с уве
личением энтропии . Иначе говоря,  адиабатичность процесса 
требует только отсутствия теплообмена с внешней средой ,  а не 
постоянства энтропии .  Таким образом, адиабатичность совме
щается с постоянством энтропии только в идеальном процессе . 
Если движение газа совершается в горизонтальной плоскости 
(z2 = z1) и нет технической работы (L = 0) , а процесс является 
идеально адиабатическим ,  то уравнение Бернулли на основании 
(54) и (64) имеет следующий вид: 

k-1 
� P1 [ (P2 )-k - 1 ] +

w�;-w� 
О . f66)

. k - 1 "(t Pt g \ 
Рассмотрим случай идеального торможения газовой струи, 

т. е.  определим давление р2 = р0 , которое получится , если ско-

1) См. ниже § 7. 
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рость течения изоэнтропичесним путём уменьшится от w1 = w 
(при ЭТОМ Pt = р, т 1 = т) ДО w2 = о . "У равнение Бернутш в ЗTOJ.I 
случае даёт: 

Q'l'нуда 
h 

р0 = ( 1 + k .  1 �)h-1 . 
р ;.:: р ' 

kg -
1 

(67) 

выражение (36) , связывающее сворость звуна с параметраин 
состояния газ а ,  

a = V kp 
р ' 

приводит н формуле для вычисления давления в идеально 
s аторможённой газовой струе , в функции давления (р) и числа М 
перед торможением: 

h 
Ро = (1 + k - 1 М 2 \h-1 
р � ) • (68) 

Величина р0 носит название полного давления.  Нан и темпера
тура торможения, полнос давление является удобной харанте
ристиной газового потона , тан нан оно связывает сразу два 
фантора : сворость и давление в потоне ; последнее обычно назы
вают статическ,и.м, давлением .  Итан,  отношение полного дав.яения к, статическ,о.му есть фую•ция толмо числа М . 

Формулу (68) можно получить непосредственно из выра
жения (40) для температуры торможения : 

Т0 = 1 + k- 1 М2 
т � 1 ;  

иользуясь пропорциями идеальной адиабаты:  
h 

i = с т:; J-1 ' (69) 
1 

р; = ( �)h-1 . (70) 
Отсюда же получается формула для вычисления пло'l'ности 
в иде-ально заторможённой газовой струе : 

1 р; = (1 + k  2 1  м2)1!-1 . (7 1 )  
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С nомощью фуннции (44) , связывающей темnературу торможения 
с ноэффициентом снорости , находим из проnорции (69) з ави
симость nолного давления от ноэффициента снорости : 

k 
..!!... 

= 
( t - k - 1  )..2)k-1 • 

Ро k +  1 (72) 

Для плотности идеально заторможённого газа соответственно 
получим: 

(73) 

Нужно отметить, что истинное давление ,  нотарое получается 
при торможении струи газа , может существенно отличаться 
от nолного давления , отвечающего состоянию газа nеред тормо
жением, т. е .  оnределённого по формуле (68) . Сбъясняется это 
тем, что в действителъноr.ти торможение струи часто nротенает 
не по идеа льной адиа бате, а с более или менее существен
ными гидравличесними nотерями . Например , в диффузоре при 
дозвуновом теченИи газа уменьшение снорости обычно сопровож
дается вихреобразованиями , вносящими значительные сопротив
ления в газовый потон . При торможении сверхэвунового nотона 
всегда образуются ударные волны, дающие специфичесное 
«волновое» сопротивление .  Итан ,  деьствительное давление 
в ваторможённой струе газа обычнu ниже полного давления 
набегающей струи . 

Вообще,  если на участне струи 1 - 2 наблюдаются потери , 
то это обязательно приводит н тому, что полное давление 
в сечении 2 ниже полного давления в сечении 1 :  

Ро2 < Pot · 
Если ввести безразмерную величину , носящую название коэф
фициента давления:  

а _ Ро2 - ' Ро1 (74) 
то чем больше потери ,  тем ниже значение ноэффициента дав
ления и меньше полное давление в нонце рассматриваемого 
участна струи: 

Ро2 � а Pot • (75) 
Можно оценивать потери и по разности полных давлений :  

!::.ро = Pot - Ро2 = ( 1 - а) Ро1 · (76) 
На щшменении уравнения Бернупли основан пневматичесний 

способ определения снорости потона,  ноторый состоит в том, 
что в nоток вводится пасадон (фиг . 5 ) ,  состоящий из двух тру-
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бон . Открытое отверстие одной из  этих трубок (Л размещается 
в носовой части насадка (навстречу потоку) , а отверстия второй 
трубки (2) расположены в боковой поверхности насадка ( вдоль 
потока) ;  при дозnукоnой скорости замедление струи газа от 
встречи с насадком проходит без каких-либо потерь, так как 
трение и вихреобразования возникают уже на боковой поверх
ности насадка , т. е. после того , как струя минует область 
своего полного торможения ,  размещающуюся nеред самым носи
ком насадка . По этой причине в первой трубке госnодствует 
давление ,  почти в точности равноо полному давлению набега
ющего потока ;  во второй трубке , ecJIИ её входное отверстие 

z 

z 

достаточно удалено от носика ,  уста
навливается давление, близкое к ста-
тическому давлению потока . Трубки 1 
и 2 сообщаются с манометром, измеря
ющим даВJi ение . Отношение измерен-
ных давлений 

даёт возможность по формуле ( 68) или 
( 72) вычислить значения числа М или 
I{оэффициента с1-юрости потока . 

Расчёты по этим формулам доста

1 
точно точны только для дозвукового 
потока . Объясняется это тем, что при 

Фиг. 5.  Схема пневматиче- торможении сверхзвукового потока пе-
ского насадка . ред насадком возникает ударная волна , 

пересекал которую газовые стру и пре
терпевают значительные гидравлические потери .  Поэтому дав
ление в трубке 1 пневматического насадка при сверхзвуковом 
течении существенно отличается от полного давления набегаю
щего потока , что делает формулы (68) и ( 72) в этом случае 
неприменимыми . 

Нужно заметить , что пользоваться пневматическим наса11:ком 
можно и для измерения сверхзвуковой СI{орости , но при этом 
следует применять специальные расчётные формуJIЫ , учитываю
щие волновое сопротивление .  Такие формулы мы выведем в даль
нейшем. 

Итак предельное значение СI{Срости , выше которо1·о нельзя 
применять формулы (68) и ( 72) при торможении газового потока , 
равно снорости звука ( М = Л= 1 ) .  

Для ускоряющегося газового потока этими формулами можно 
пользоваться и при сверхзвуiхо вых скоростях , тан нан увели
чение снорости происходит обычно без заметных потерь (изоэн
тропичесни) не тольно в области М < 1 , но и в случае М > 1 , 
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т .  е .  полное давление в усноряющейся газовой струе почти не 
меняется . В частности , по формулам ( 68) или ( 72) вычисляется 
Cl'i,Opocmь и стечени я .  При этом в сосуде , где газ поноится , дав
ление равно полному давлению вытенающей струи р0 , а н выхлоп
ном отверстии сопл� - ст�:tтичесному давлению р. Из формулы (68) 
получим :  

k - 1  

М2 = [ ( � )-k - 1 J k 2 1 ' 

или из формулы ( 72) : 

k - 1  

д.2 = [ 1 - (L \--т- ] k + i .  
Ро ) k- 1 

Отсюда определим снорость истечения w: 

w= aM,  

где 

или 

W = анр · Л , 

где 

( 77) 

( 78)  

( 79) 

(80) 

Нан петрудно видеть, расчёт снорости истечения более удобно 
вести по ноэффициентам с1юрости, чем по числам М .  Точные 
значения снорости истечения немного ниже определяемых по 
формулам ( 77) - (80) , та н нан неноторых потерь трения избе
жать нельзя ,  но погрешность этих формул обычно не больше 
1 - 5% .  � 

1\ривые зависимости Л = f (� ) для случаев k =  1 ,4  и k = 1 , 2  

представлены н а  фиг . 6 .  
Исследуем с помощью уравнения Бернулли техничесную 

работу номпрессора и турбины . В помпрессоре полное давле
ние газа увеличивается :  

Ро2 > Ро1 • 
а в газовой турбине паАает: 

Ро2 < Ро1· 
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Коэффициент давления за номпрессором соответственно больше 
единицы, а за турбиной- меньше единицы . Для большей нагляд
носта предположим, что работа трения и изменение потенциаль

2, .f k = f Z 
� -

о / .r  ",....-2. 

r. и 

-

k =IJI 

ной энергии отсутствуют и из
менение давления в :иашине 
идёт по изоэнтропическому за
нону . В этом случае уравнение 
Бернупли напишется так: 

2 
- L = w� :-w� + С .!!!!._ = 

:C.g � т t 

w� - w� 
= 

2g + ��:r 5 '-.J k-1 

6 5/J 75 180 � 126 

+ -k .Е!_ [ ( Р2 )� - f ] k - 1 &1 Р1 
(81 ) 

;r 
Фиг. 6 . Зависимость коэффициента 
скорости истечения пт отношения 
полного давления к статическому в 

выхлопном отверстии. 

Компрессор или турбина , рабо
тающие в таних условиях, но
сят название идеа.аъного ком
прессора или идеа.аъной тур
бины . Используя ра венет

во (67) , введём в выражение (81)  полные давления перед и 
аа машиной , исключив из него скорости : 

k-1 k-1 

k k 1 { �:  [ (�2�)-т-- 1 ] - �11 [ (�1
1)

-"k
- 1 ] -r 

h - 1  

+ �11 [ с ;; )-k - 1 ] } = - L, 
откуда 

1 1 
li. h-1 k h-1  

_k_ {� (р )-h.- - � - 12_ (p )-т- . .Е!. + k- 1 12 °2 "(1 II 01 -т lt 
1 
h h-1 

+ �� (p2)_k_ - �11 } = - L; 

во в идеальном адиабатическом процессе имеет место равенство 
1 1 1 
k k k ii ..!!..!_ = .J!1:.... = Ро1 = Pn2 

, &2 lt lot lo2 
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с помощью которого после несложных иреобразований полу-
чается : 

k-1 

- L = k k 1 �:: [ с ;:: ) т- - 1 J (82) 

Итак , в идеальном случае техническая работа может быть 
определена �.о · изменению по:rных давлений без учёта конкрет
ных значении скорости газа до и после машины. Работа , исполь
зуемая газовой турбиной, является положительной (р02 < р01) , 
а подводимал компрессором - отрицательной (р02 > р01) . 

Отклонение от идеального изоэнтропического процесса в ма
шине учитывается обычно с помощью дополнительного множи
теля , представляющего собой I<аэффициент полезного действия 
машины . В случае компрессора получим: 

В случае турбины 

L Lн = - .  
"'н (83) 

(84) 
Отношение значений полного давления за и перед машиной 

_ _ Ро2 
· · - -

Pot (85) 

будем называть в дальнейшем степенью повышения 8ав.rtения 
(для компрессора) или степенью понuЖJения 8ав.rtен.ия (для 
турбины) . "Уравнение идеальной техничесной работы мы будем 
применять в следующем виде: 

k 
k-1 

L = - k -- i R T01 [r. k - 1 ] [��:г.мj��:г] . (86) 

Наиболее существенной особенностью технической работы яв
ляется то , что её величина , нан видно из выражения (86) ,  прямо 
пропорциональна начальной температуре газа (При одном и том 
же отношении значений полного давления техничесная работа , 
приходящаяся на 1 ��:г газа , изменяется в зависимости от тем
пературы газа перед машиной) . Это свойство техничесной работы 
лежит в основе рабочего процесса любой тепловой газовой 
машины . Например, в двигателе внутреннего сгорания всегда 
рабочее тело вначале сжимается, затем nе>догревается и потом 
расширяется . В соответствии с изложенным ра бота, затраченная 
при сжатии холодного газа ,  меньше работы , которую он про 
изведёт после подогрева при расширении до первоначального 
давления . Из разности этих работ, собственно говоря, и полу
чается полезнал работа , совершаемая двигателем внутреннего 
сгорания. 
3 г. н. Абрамович 
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§ 5 .  У равнение количества движения 

Теорема об изменении количества движения-элементарное 
изменение количества движения равно элементарпому импульсу 
силы-обычно представляется в виде 

d (тw) = Pd"' , (87) 

где Р - сумма проекций па какую-либо ось всех сил, прило
жеиных к телу массы т, w - проекция скорости па ту же ось, 
d't - время действия силы Р. В таком виде теорема об измене
нии количества движения используется в механике твёрдого 
тела . 

Примепительпо н потокам жидкостей и газов более удобна 
несколько иная (гидродинамическая) форма теоремы об измене

ч 
1 

о 

нии количества движения , ноторую 
получил впервые Эйлер . Выведем 
уравнение количества движения в 
гидродинамической форме . Для этого 
выделим элементарную струйку 
(фиг . 7) и проведё:м два нормальных 
к её оси сечения 1 и 2. Разобё:м 
всю массу жидкости , заключёпную 
в объёме 1 - 2, па большое число 
частей так, чтобы в пределах каж

__ _.,__ дой из них, имеющей массу т,  ско-z рость движения w можно было счи-
Фиг . 7 . Элементарная струйка . тать постоянной, и установим связь 

между проекци�ми сил и количества 
движения па ось х. Согласно теореме об изменении количества 
движения (87) сумма проекций импульсов всех сил, приложеи
ных к массе жидкости 1 - 2, равняется изменению проеiЩИII 
суммарпого ноличестна движения: 

(88) 

Рассмотрим изменение суммарпого количества движения 
d 2j тwх за время d't , в течение которого выделенная масса 
жид1юсти переместител из положения 1 - 2 в поJiожение 1' - 2' . 
Предположим, как это мы делали в предыдущих парагра
фах , что жидкость находится в установившемел движении, 
тьгда количество движения массы 1' - 2 ,  входящее как в на
чальное, так и в конечное значение суммарного количества 
движения, остаётся неизменным и при вычитании сокращает
ся . Иначе говоря, прирост суммарного количества движе
ния должен быть равен разности количества движения, взя
того соответственно для масс 2 - 2' и 1 - 1', которые в уста-
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новившемен движении одинановы: 
d � mwx = (wx2 - wx1) dM. 

Здесь dM - масса жидности элемента 1 - 1' (или 2 - 2' ) ,  wx2, 
Wx1 - проенции на ось х скорости потона в сечениях 2 и 1. 
Элементарная масса dllf равпа произведению сенундного весо
вого расхода жидкости на промежутон времени d't, поделённо�1у 
на уснорение силы тяшести : 

Отсюда 

G dllf = - d't.  g 

d � mwx = (шх2 - Wx1) � d't. 

в � u еличина - , равная произведению массы, протекающеп з а  g 
1 секунду через поперечное сечение , на скорость потока, носит 
название секундного количества движения. 

Подставляя полученное выражение в исходное ра венство (88) ,  
приходим к уравнению нолячества движения в гидро;:щнамиче
сной форме (первому уравнению Эйлера ) , соглаrно которому 
сумма проенций всех сил приложеиных н струе жидкости на 
любом е ё  участие , равна приращению проекции секундного 
нолячества движения на этом участке, или, ч'l'о то же. произ
ведению секундной массы на приращение проенцип снорости : 

(89 ) 

Аналогичные уравнения можно составить и для двух других осей . 
Применям уравнение ко;:rичества движения к прямолиней

ной струйке постоянного сечения . Проведём 1орцевые части 
нонтрельной поверхности нормально к паправлению потона , 
причём пусть образующая боковой поверхности етруйки парал
лельна оси х .  Скорость потона w направлена в еторону поло
жительной оси х. Составим баланс сил и количества движения 
в направлении потока . На поитрольную поверхность действуют 
силы давления, нормальные к ней . Поэтому проенции на ось х 
еил давления , приложеиных к боковой поверхноети , равны 
нулю. Изменение давления на участке между торцевыми сече
ниями етруйки дает силу, действующую на них (площадь сече
ний одинакова и равна F) . Эта сила , параллельная оси х ,  
равна (р1 - р2) F. Н боновой поверхности пряложена сила трения , 
направленная параллельне потоку, против него : - Ртр · Н роме 
того , между торцевыми сечениями струйки может находиться 
I�акая-либо машина , получающая от газа техническую работу . 

3* 
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Пусть проенция на направление движения силы , с которой дей
ствует машина на газ , ра вна - Р 1) .  Итан сумма проенций всех 
сил равна : 

Рх = (pl - Р2) F - Ртр - Р. 
По уравнению количества движения эта сила доJiжна быть 
равна изменению количества движения : 

G (р1 - P2) · F 
- Ртр - Р = -g (w2 - w3 ) .  (90) 

Еспи расстояние между сечениями 1 и 2 бесконечно мало, 
то уравнение количества двпжения нужно заnисать n дифферен
циальной форме : 

.!!_ dw +F dp = - dPтp - dP .  g 
Умножив все члены этого уравнения на скорость движения 
и разделив на весовой расход газа ,  получим уравнение работы 
всех сил для цилиндрической струйки, отнесённое н 1 кг газа : 

w dw + .!!:.!:_ - _wdPтp _ w dP 
g 1 - G G .  

Здесь исnользовано уравнение расхода в цилиндрической струйке : 
G 

jW = F = const . 

Петрудно видеть , что стоящие в nравой части члены nредстав
ляют coбoii работу cиJI трения : 

� dPтp = dLтp 
и техническую работу: 

� dP = dL. 

Таним образом , уравнение количества движения для цилиндри
чесной струйки газа легко прообразуется в уравнение Бернулли : 

(w2 ) dp - dL = d 2g + -1-+ dLтp · (91 ) 

В дальнейшем уравнение количества движения для цилиндри
ческой струи газа мы будем применять в следующей форме : 

dРтр dP dp + pw dw = 
- -F- - F . (92) 

1) Проекция силы, приложенной газовым потоком к машине, считается 
положительной. 
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При отсутствии трения и силового воздействия газа на какую
iiибо машиву диффер_евциальвое уравнение ноличестна движе
ния приобретает особенно простой вид : 

dp = - pw dw. . (93) 
В интегрально� форме уравнение количества движения для 
циливдрическои струйки напишется так: 

Ртр Р 
Р2 - Р1 + P1W1 (w2 - wl) = - �  - F ' 

или при условии Ртр = О  и Р = 0 :  

Р2 - Р1 = PtWl (wl - w2) , (94) 
или 

р + pw2 = const . 
Итак ,  в цилиндрической струйке давление может измениться 
даже в том случае , когда нет трения и технической работы . 
Для этого достаточно , чтобы изменялась скорость течения , что 
может быть достигнуто при подводе или отводе тепла . Напри
мер, при подогреве газа , в связи с уменьшением его плотности, снорость растёт (p1w1 = p2w2 ) , а давление падает. 

Важная особенность уравнения количества движения состоит 
в том, что с его помощью расчёт действующих сил производител 
только по состоянию потока на контрольной поверхности без 
проникновенил в сущность процессов , происходящих внутри этой 
контрольной поверхности. Поэтому уравнение количества движе
ния позволяет во многих случаях достаточно точно рассЧитать 
гидродинамический процесс , не вникая в его детали . 

Следует отметить , что эффективность использования уравне
ния количества движения зависит очень сильпо от того , на
сколько удачно выбрана в потоке контрольная поверхность . 

Рассмотрим несколько примеров применевил уравнения коли
чества движения. 

П р и м е р 1 . Определим гидравлические потери в потоRе 
несжимаемой жидкости при внезапном расширении канала 
(фиг . 8) .  Опыт показывает, что в этом случае струя, выходящая 
из узной части канала , не заполнл�т вначале всего поперечного 
сечения широкого канала , а растекается: постепенно . В углах 
между поверхностью струи и стенками образуются замкнутые 
токи жидкости , причём давление на торцевой стенке 1 по оnытам 
оказывается почти равным статичесRому давлению на выходе 
из узкой части нанала (р1) .  При внезапном расширении канала 
наблюдается значительное гидравлическое соnротивление , т. е .  
происходит уменьшение nолного давления в потоке . Если nоме
стить сечение 2 в таном месте , где поток уже полностью вы
равнллся, т. е . статическое давление р2 и скорость nотока w2 
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по сечению постоянны, то потери равны разности полных давлений: 

Аро = Ро1 = Ро2 · 
Полное давление Ро в случае движения несжимаемой жидко

сти определяется совершенно аналогично тому, нан это делалось 
для идеального адиабатичесного процесс а в § 4 , т. е . как давление 
в полностью заторможенной струе без потерь и в отсутствии 

1 z 

технической работы ; при 
z = const , согласно уравне
нию Бернулли для несжи
маемой жидности, имеем : 

Таним образом, для не
сжимаемой жидкости 

Фиг. 8. Схема потока при внезапном рас
ширении канала. 

Снорости w1 и w2 можно связать уравнением неразрывности 
wlFl = w2F2 ; 

изменение статичеснога давления (р1 - р2) заранее неизвестно , 
т .  е .  получается одно уравнение с двумя неизвестными . Допол 
нительно можно использовать уравнение ноличестна движения . 
Учитывая , что участон растенания струи 1 -2 имеет не слитном 
большую длину, силой трения обычно пренебрегают . Тогда 
уравнение количества движения можно применить в простойшей 
форме (94) : 

Здесь используется постоянство давления в сечении 1, что 
не является самоочевидным, но , нак указано выше, подтвер
ждается опытами. В отличие от уравнения Бернулли уравнение 
ноличестна движения даёт возможность сразу определить раз
ность значений статичеснаго давления, получающихся в потоке 
при внезапном расширении напала . Если этот результат подста
вить в уравнение Бернулли, то найдутся и потери полного 
давления при внезапном расширении напала : 

л (wl - W2)2 �Ро = Р 2 
· 
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Следует обратить внимание на то, что применение уравне
ния количества движения принесло в данном случае успех 
благодаря удачному выбору контрольной поверхности 1 - 2, на 
котором оказались известными основные действующие силы . 

П р  и м е р  2 .  Произведём расчёт простейmего эжектора, со
стоящего из сопла А и цилиндрической смесительной трубы В,  
расположенных в пространстве , заполненном неподвижной жидно
(;ТЬЮ (фиг .  9) .  Из сопла подаётся струя , которая подсасывает 
жидкость из окружающего пространства .  Пусть на выходе из 
смесительной трубы ско-
рость и удельный вес сме- r - - - - - - - - - -- --- - - ----. 

р 11 в ,1 -си п имерно постоянны . 
Построим контрольную по- А ! 1 

верхиость из сечений 1 и 2, ----� 1 
проходящих нормально R -:.:;.,;- ::::�1!1""- -потону по срезу сопла и 1 срезу смесительной трубы , 1 
и боковых поверхностей, 1 1 
направленных параллель- r------------------ 2 
но потону. На всей кон
трольной поверхности гос
подствует одно и то же 

Фиг. 9. Простейший эжс1•тор . 

давление поноящейся жидкости, т .  е .  главный вентор сил дав
ления равен нулю . 

Если иренебречь силой трения на стенках смесительной 
трубы, то окажется, что сумма проекций на ось х всех сил 
в пределах контрольной поверхности 1 - 2 равна нулю, а следо
вательно, не должно быть изменения количества движения . 

Изменение количества движения у активной струи на участке 
1 - 2 

То же у жидкости, подеосанной из окружающего пространства , 
где она находилась в покое (w = 0) : 

G2--;G1 (w2 _ О) , 
<QTRyдa суммарное изменение количества движения 

G2w2 _ G1w1 = О. 
g g 

Здесь G1, G2 - секундные весовые расходы жидкости соответ
ственно в сопле и на выходе из смесительной трубы, w1 и w2 -значения скорости истечения из сопла и смесительной трубы . Отсюда получаем, что расходы жидкости в сопле и на вы-
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ходе из смесительной трубы обратно пропорnиональны величи
нам соответственных сноростей: 

Gz W1 
� = w;-

c другой стороны , из уравнения неразрывности 
G2 12W2F2 
Gl = 'YlwlFl ' 

где т - удельный вес, F - площадь сечения . Сравнивая последние 
два выражения, приходим н следующей расчётной формуле: 

G2 � 1 r:r;F;_ 
cl - r � ·  

Если удельный вес жидности в антивной струе и в окружающем 
пространстве одинаков , то отношение весовых расходов жидкости 
равно отношению диаметров смесительно:ii трубы и сопла : 

G2 _ 1 /F'z _ D2 
G1 - У F\ - D1 • 

П р и м е р  3 . Вычислим силу, действующую на стенки диф
фузора (фиг . 10) при отсутствии гидравлических потерь 
в потоке несжимаемой жидкости . Пусть давление и скорость 

• ац1" -

r- - - - ... - - - -- - - - .,  
J 1 
� ---"--�� 
1 

в сечении 1 перед диффузо
ром постоянны и равны р1 , w1 и в сечении 2 после диф
фузора также постоянны и 
равны р2 , w2 • Уравнение Вер----- нулли, если пет потерь, даёт: 

1 1 
1 1 
- - - - - - - - - - - - - J 1 2 
Фиг. 10 .  Диффузор .  

pwr pw� Р1
+2= Р2 + т · 

Из уравнения неразрывности 
получаем : 

G wtFl = w2F2 = - . 1 
П роведём контрольную поверхность из поперечных сечений 1 и 2 
и боковых поверхностей , расположенных параллельна потону 
и охватывающих диффузор. Вследствие наклона стенок диффу
зора сумма проенций на ось х сил давления , приложеиных от 
стенок н жидкости , не равна нулю (Р д =!= О) . 

Сумма проенций всех сил на ось х получается путём сло
жения силы Рд с силами давления на торцевые сечения. Отсюда 
по уравнению ноличестна движения получается : 

Рд + Р1F1 - р2Р2 = � (w2 - wl) . 
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Производя замену величип w1 и р2 с помощью уравнений не
разрывности и Берпулли, приходим н следующему выражепиlО' 
для проенции па направление потона силы , действующей . па 
потон от степон диффузора : 

р = Р (F - F  ) ..L Gw2 ( F2-F1) 2 
д 1 2 1 1 2g Ft · 

Пусть внешнее давление - Рн, тогда проенция па ось х силы 
внешнего давления на диффузор 

Рнар = Рн (F2 - F1) · 
В итоге получаем следующее значение проекции на ось х ре

зультирующей силы, ноторал действует па степни диффузора :  
р р р ( F F Gw2 c F2-F1 )2 

- = д - нар = Pt - Рн) ( 2 - 1) +2g F1 • 

В частном случае , ногда внешнее давление одинаново с давле
нием в узном сечении диффузора , эта сила равна : 

_ р = Gw2 ( F 2 _ 1 )2 = "ftal� F ( 1 _ �)2 2g F1 2g 2 F2 ' 

Последнее выражение применяется иногда при вычислении си
лы, действующей на входпой диффузор воздушно-реантивпого. 
двигателя. 

§ 6.  Уравнение моментов иоличества движения 

Нан известно их мехапини , изменение суммарпого момента · 
ноличестна движения относительно наной-либо оси напримеР' 
оси у, равно сумме мо
ментов импульсов всех сил, 
пDиложенных н телу, от
носительно той же оси 
(фиг. 1 1) :  
d �  т (wжz - wzx) = Myd't . 

(95) 
Здесь тwz, тwх - проенции · 

ноличестна движения не
ноторой элементарной мас

z 

у 

сы т на оси z и х ;  х ,  Фиг. 1 1 .  R выводу уравнения моментов 
количества движения. z - соответствующие н:оор

динаты, т (wжz - Wzx) 
момент ноличестна движения элементарной массы т относи-
тельпо оси у .  

Если движение жидности является устаповившимся , то изме
нение суммарного момента ноличестна движения жидности , 
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перемещающейся за время d't из объёма 1 - 2 в объём 1' - 2' , 
равно разности моментов ноличества движения в элементарных 
<>бъёмах 2 - 2' и 1 - 1' :  

d �  т (wxz - wzx) -= � [ (w"'2z2 - Wz2x2) - (wx1z1 - Wz1 x1) ]  d't ,  (96) 

где G- сенундный расход жидности . Объясняется это тем, что 
момент ноличес тв а движения заштрихованной массы 1' - 2  при 
вычитании сонращается , тан нан движение жидности предпо
лагается установившимся. 

Подставляя (96) в правую часть равенства (95) , получим 
второе уравнение Эйлера , т. е. уравнение моментов ноличества 
движения в гидродинамичесной форме: 

G М У = - [ (wx2Z2 - Wz2x2) - (wxlzl - Wzlxl) ] . (97) g 

Аналогичные уравнения могут быть составлены для осей z и х . 
Согласно второму уравнению Эйлера сумма моментов относи
тельно любой оси всех сил, приложеиных н жидному объему, 
равна разности моментов относительно той же оси сенундных 
ноличеств движения выходящей и входящей жидности . 

Уравнение моментов ноличества движения приобретает более 
простую форму, если ввести полярные ноординаты 1) ; в этом 
�лучае снорости раснладываются на радиальные и онружные 
слагающие, причём моменты радиальных слагающих ноличества 
движения равны нулю . Уравнение (97) при этом имеет вид 

G М = - (wu2r2 - U'ulrl) , g (98) 

где М - сумма моментов всех сил, приложеиных н наному-либо 
жидному объему относительно начала ноординат . 

Для случая движения по инерции (М= О) получим известны:ii 
.занон площадей 

Wur = const. (99) 

§ 7 .  Энтропия 

Согласно второму занону термодинамини при реальных не
<>братимых процессах, протенающих в нонечной изолированной 
системе, энтропия возрастает, а при обратимых - остаётся не
изменной. 

1) При этом движение предполагается плоскопараллельным , т .  е .  траек
тории частиц суть плоские кривые. 
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Математически прирост энтропии определяется так : 

dS = dQ · 
Т ' 
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здесь dS - прирост энтроции, dQ - полное количество тепла, 
подводимое как извне, так и изнутри (например, за счёт работы 
сил трения) , Т- абсолютная температура . 

По первому закону термодинамики (33) : 
dQ = dи + Ap dv . 

В случае идеального газа имеем: 
dи = cvdT;  

отсюда с помощью уравнения состояния (pv = R Т) получаем: 

dS = dQ = с dT 
+ AR dv 

т v т v ' 

откуда , после замены 
AR = с - с = (k - 1) с 

р v v 

или на основании уравнения состояния: 
P2V� S2 - S1 =cv ln --k .  
P1V1 

( iOO) 

И а.мепепие энтропии в идеальном адиабатичес-,;о.м процессе, 
-,;оторый является обрати.м.ы.м., равно пулю, так как в этом 
случае 

p2v; = p1v� = pvk = const . 

Вся-,;ий реальный процесс для изолированной -,;онечной систе.мы 
протекает в та-,;о.м направлении , что энтропия возрастает: 

S2 - S1 > О . 
Для того чтобы убедиться в этом на примере идеального газа , 
перейдём в равенстве ( 100) от параметров потока к параметрам 
торможения, используя очевидное соотношение 

pvk = p0v� 

и выразив удельный объём через давление и температуру : 
RT 

Vo = --o ; 
Ро 
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тогда поJ1учим: 

( 101) 

В изолированной системе температура торможения не изменяется : 

Тш = То2 · 

Разбивая подвод тепла на наружный и внутренний 

dQ = dQнap + dQвн 

и замечая,  что в изолированной системе нет теплообмена с внеш
ней средой 

dQнap = О, 

получаем следующее выражение для изменения энтропии в изо
лированной системе: 

? - dQ S2 - S1 = \ �=AR ln � .  J Т Ро2 
1 

( 102) 

Ввиду того, что полное давление в газовом потоr>е за счёт потерь 
падает : 

Ро2 < Р01 

и соответственно тепло трения имеет в<.:егда положительный знак: 

dQвн > О, 

энтропия в изолированной системе либо увеJ1ичивается (необра
тимый процесс) , лиiSо при отсутствии потерь остаётся неизмеи
пай (обратимый процесс) . 

Вводя коэффициент давления ,  учитывающий гидравличе<.:кие 
потери 

а = Ро2 , 
POJ 

получим для энергоизолированного газового потока (без тепло
обмена и механической работы) прямую связь между гидра
влическими потерями и приростом энтропии:  

S2 - S1 = - AR ln a . ( 103) 

В теплоизолированном газовом потоке (dQнap = О) без потерь 
(dQвн = О) при совершении механической работы энтропия оста
нется неизменной ,  несмотря на то , что полное теплосодержание 
газа изменяется : 

- AL = i02 - Z01 =1= О. 
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В этом случае (dQнap = dQвн = О) согласно выражению (101) 
S2 - S1 = 0.  

45 

Тогда , в частности,  в идеальном номпрессоре и в идеальной тур
бине имеем : 

k 
�= (то2) k-1 . 
Ро1 То1 

В реальных машинах энтропия изменяется .  Пусть отличие 
реального процесса от идеальноr о учитывается не�юторым множи
телем (т) : 

k 
Ро2 _ ( T02 )k-1 - т -
Ро1 - Т01 ' 

отсюда изменение энтропии 

S2 - S1 = - cv (k - 1) ln (т) . ( 104) 
Нан в номпрессоре ,  тан: и в турбине при теплоизолированном 
процессе (dQнap = О) гидравличесние потери выражаются в под
воде тепла R газу (dQвн > 0) , 1'. е .  в обоих случаях это1· мно
житель меньше единицы (т < 1) 1) . Поэтому в реальных турба
машинах энтропия возрастает (S2 - S1 > 0) . 

1 ) И в :комnрессоре и в турбине при заданных переnаде температур 
и начальном давлении конечное давление тем nиже , чем больше гидра
влические nотери. 
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НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ И3 ГИДРОДИНАМИКИ 

§ 1 . Циркушщия скорости. Вихрь 

Введём неноторые положения гидродинамини идеальной 
жидности , ноторыми мы будем пользоваться ниже . Для :про
стоты ограничимся рассмотрением плосiюго установившегося 
движения жидкости . В установившемен плоском движении сно
рость частицы является фуннцией двух координат: 

w = w (х, у) . 

Здесь w - вектор снорости . Эта венторная фуннция определяет 
поле с�о рост ей . 

При исследовании различных случаев газовых течений и ,  
n частности, обтенания нрыльев и иных тел полезно ввести не
ноторую величину, связанную с полем сноростей рассматривае
мого течения и называемую quр11:умщ,ией C!i:Opocmu . 

Под цирнуляцией снорости Г по замкнутому нонтуру L по
нимают интеграл 

� w cos (w:l) dl . (1) 
L 

Здесь w- величина вентора скорости , (w:l) - угол между векто
ром скорости и направлением контура в данной точке, dl - эле-

мент длины дуги нонтура .  Знак � показывает, что интеграл 

берётся по замкнутому контуру . 
Таким образом, цирн:уляци'я сн:орости представляет собой 

предел суммы произведений тангенциальной к нонтуру проек
ции сн:орости на соответствующий ЭJiемент длины нонтура .  Поло
пштельным направлением обхода на нонтуре будем считать на
правление обхода против часовой стрелн:и 1) . 

Из самого определения цирн:уляции следует, что циркуляция 
по любому нонтуру L может быть выражена в виде суммы цир-

1) Иногда удобнее считать положительным противоположное напра
вление . 
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• u u нуляции по отдельным клеткам произвольпои сетки, понрываю-

щей площадь, ограниченную нонтуром L (фиг.  12) .  В самом деле, 
рассмотрим неноторый замкнутый контур ADCBA. Пусть произ
вольная дуга АС разбивает область , ограниченную этим конту
ром, на две �.лет�и : АСВА и ADCA (фиг.  13) .  Выразим цирку
ляцию для каждой клетки . Для 
первой клетки 

ГАСВА = � W COS (;, l)dl . 
(АСВА) 

При этом интеграл по контуру 
АСВА может быть разбит на два 
интеграла : интеграл по дуге СВА 
и по дуге АС . Для второй клетки 

ГАDСА = � W COS (w:-L) dl . 

l 

(АЛСА) Фиг . 12 .  R суммированию цир-
Интеграл по этому нонтуру состав- куляции . 
ляется из интегралов по дуге 
ADC и по дуге СА. Сумма циркуляций по контурам АСВА и 
ADCA равна сумме четырёх интегралов ,  причём интеграл по ду
ге АС, входящий в первую циркуляцию, и интеграл по дуге 
СА, входящий во вторую циркуляцию, вза
имно уничтожаются,  ибо они представляют 
интеграл по одной и той же дуге проходи
мой в противоположных направлениях (под
интегральная функция в обоих интегралах 
одна и та же) . Поэтому сумма цирку
ляций по контурам АСВА и ADCA равна 
сумме интегралов по дугам СВА и ADC, 
т .  е .  интегралу по контуру ADCBA . Итак , 

Г АСВА + ГАDСА = Г ADCBA • D 
Таким образом, су.м.ма цир�уляций по r;он.
тура.м двух ,;лето,; равн.а цирr;уляции по Фиг. 13. R суммиро

все.му r;oн.mypy L . Если каждую из клеток ванию циркуляции . 

АВСА и ACDA разбить ещё на две клетки, 
то для каждой из них можно полностью повторить приведён
ное выше рассуждение .  Продолжая процесс разбиения дальше 
и повторяя каждый раз такие же рассуждения, мы приходим 
I> высказанному выше положению о сум�ировании циркуляций 
(см . фиг . 12) . · 

Выразим теперь подинтегральное выражение в формуле ( 1 )  
с помощью полярных координат (r,  <р) . Для этого рассмотрим 
фиг. 14. Пусть М (r,  <р) - точка произвольнаго контура L, 
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dl = М  N - элемент дуги этого контура, w- вектор снорости 

в �точне��М с проекциями wr и w,! . Обозначим угол (Щt) = 
=L_NMP=Il, L PMK = � , L NMK = т.  Из рисунна видно что 

l ll -= т - � -

Фиг . 1 4 .  R оn ределению связи между 
вихрем и циркуляцией . 

Поэтому 

cos (w, l) = 

= cos ll = cos (т - �) = 

= cos т cos � + sin т sin � -
Но из малого криволиней
ного прямоугольного тре
угольника М N К получаем : 

МК dr cos Т =  MN = d[ ' . NK d'fJ sш т = MN = r  dl . 
Далее , очевидно , что 

R Wr • R Wu COS t- = w ' S lll t- = r.; · 

Подставляя эти значения в выражение для cos (w;l) , на йдём : 

N 

Фиг . 1 5 .  R оnределению завихренности в 
nолярных координатах . 

"' dr w cos (w, l) = dГ · ; + 
+ r d'{J . Wu 

dl w . 

Тогда подинтегральное 
выражение в формуле (1 )  
принимает вид 

w cos  ( w: l) dl = w dl х 
Wr dr + Wu • r d!f Х w dl = 

wr dr + wu . r drJ( .  

Таним образом , в поляр
ных ноординатах получаем следующую формулу для циркуля
ции скорости : 

Г = � Wr dr + Wu • r drp . (2) 
L 

Элементарное перемещение частицы жидкости или газа в общем 
случае состоит из трёх частей: поступательного перемещения, 
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вращения частицы , т . .  е. эа:вихреююсти , . и деформащщ частицы. 
Движения , в которых вращение частиц отсутствует, называются 
безвихревыми, движения с вращени.ем - вихревыми . 

Введём величину,  характеризуЮщую завихренность двумер
пого газового потока и называемую вихрем croopocmu, и выра::
аим вихрь скорости в полярных координатах .  При движении 
жидкой частицы MKNR (фиг . 15) с вращением форма её в об
щем случае изменяется . Пусть череg малый промежуток вре
мени dt грани MR и МК займут положение MR' и МК' . Переме
щение частицы в целом , определяемое поступательной скоростью, 
в данном вопросе не имеет значения . Определим угловые ско
рости вращения точек R и К относительно точки М. Если со
ставляющие скорости в точке .М обозначить через w, и W11 ,  то 
составляющие скорости в точке К равны : 

и 

а составляющие относительной скорости точки К (относительно 
дw дw · . 

точки М) - а/ f.r и дru. 6r. Очевидно , вращение точки К отно-

сительно точки М со:; 'Jаёт только вторая из этих составляющих, 
тап как первая пернендикулярна к направлению вращения (на
правлена по М К) . Таким образом, онружная снорость вращения 
точни К относительно М, за с.чёт нотарой проДелывается путь 

кк ' , 
дWu. А rавна ---а;:- IJ,r,  а относительная угловая ,,с норость вращения 

ТОЧRИ К ОIЮЛО центра М равна : 

дшu - !J.r дr дwu. wк = --;;;:- = а;:- .  

Составляющие скорости в точне R равны (фиг . 16) :  

и 

+ дwr д w, д'f ер 

Вращение точни R относитеJ1�но М происходит по направлению, 
- нерпецдикулщшому н хорде MR . В силу малости углQ. �� vожно 
· сч�тать. хорду М R перпендинулярн:ой н радиусу СМ, а , .  дщшу 
хорды М R - равной · длине дуги М R . Тщ·да напрдвление �раще
ция; r.очни R . относ�тельпо М nараллельна радиуру СМ. . - аа.йдёи 

· прое���-и ,Qб.еи� сосrавцдющ:аJ: . снqрос.т' "I:OЧR� R , да JJaцp�ЩJf�:н�e 
4 Г. н. Абрамович 
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вращения . Из фиг . 16 видно , что эти nроенции соответственно 
равны 

д • ) - ( Wr + :; .:\<р cos А ер 

3нан минус у nервой проекции принят потому, что эта nроек
ция создаёт вращение по часовой стрелке , а nоложительным счи
тается вращение против часовой стрелки . Считая приближённо 

Фиг .  1 6 . R определению п риращений скорости в 
поJrлрных координатах . 

cos .:\� � 1 и sin А� � .:\� и отбрасывая член второго порядка ма
лости , имеющиИ множителем (.:\ср)2 ,  получим следующие значения 
рассматриваемых проекций: 

- ( wr + �� A� ) 
и 

Wu�tf• 
Чтобы получить окружную скорость вращения точни R относи
тельно М, из nолученных выражений нужно , очевидно, вычесть 
проекции составляющих скорости в самой точке М на то же на
правление СМ . Но проекция wr на СМ равна самой величине wr, 
а проекция wu на СМ равна нулю. Таким образом, окружная 
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скорость точки R относительно М ,  за счёт которой продеJПJваетсь 
путь RR' (фиг . 15) , выражается так:  

Wu�rp - ( Wr + �; �ер - Wr) , 

откуда относительная угловая скорость вращения точки R о-коло 
центра М равна : 

'l'aH �tан 
RM � r llrp . 

За среднюю угловую снорость частицы относительно точни М, 
харантеризующую завих ренность потона в точно М, принимают 
среднюю арифметичесную угловых скоростей "А:райпих точен R 
и К: 

Это выражение удобно иреобразовать н виду 

W = ..!_ ( r awu + W _ awr) = ..!_ [ а (Wur) 
ер 2r ar и arp 2r ar 

awr] . 
arp (3) 

Оно представляет собой выражение вихря c"A:opocmu в полярпых 
rюордипатах .  

В гидродинамине доказывается,  что установившиеся движе
ния идеальной жидности бывшие безвихревыми в неноторый 
момент времени , всегда остаются безвихревыми . Если же дви
жение было в неноторыii: момент вихревым, оно всегда будет 
вихревым . Вознинновение вихрей должно быть вызвано специ
альными при чинами , например вязкостью газа или жидности .  

Условие отсутствия вихрей имеет, очевидно , следующий вид : 

т. е .  
а (wur) 

ar дwr _ o  аср - . 

(4) 

\ (5) 

Дифференциальное уравнение (5) выражает собой условие 
отсутствия вихрей в полярных координатах. 

Чтобы выяснить связь между понятиями вихря и цирнуля
ции скорости , иреобразуем подинтегральное выражение в фор
муле (2) н другому виду. Рассмотрим элементарную площадку 
MKNR. ограниченпую координатными линивми МК, RN� MR ,и 
KN (фиг. 17) . 
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�'fа.:В'И'М ' i  подинтегральное выражение для цирнуляции по 

нонтуру М К N R. Очевидно , получим: 

d[' = wr dr + ( Wu +8::.1t dr) (r + dr) drp - ( wr + а:; drp ) dr - wur drp . 

Зд-есь· wr � тангенциальная проенция rнорости на -отрез не 

М К= dr , wu + a;,�t dr -- тангенциа льная проенция сr<ор6сти на дуге 

KN=(r+dr) drp , wr+ ��r drр
тангенциальная проенцця 
снорости на отрез не N R = dr и Wu - тангенциальная про
енция снорости Ija дуге 
RM = r drp . 

У последних двух ч.Леiiов 
принят знан минус пqтому, 
что положительное напраiше
ние с норости на отрез не N R 

Фиг .  17. R определению цирнулшrии и на дуге RM противополож-
в полярных Jюординатах . но направлению обхода по 

нонтуру М К N R. П роивводя 
дw t DЫнладни и отбрасывая член третьего порядна малости дr' (dr)2  d'f' ,  

получим : 

dl' ·( дwu + дwr) d d = r� Wu - д:р r 'f ,  

что можно записать в rаrюм виде: 

l 

Фиг. 1 8 .  R суммированию цирrtуляции и 
зюзихрепности. 

= _!_ l д (�wu) - дwr ] r drp dr . 
r дr д<р 

Сравнивая это выражение 
с выражением (3) для вих
ря снарасти w и замечая , 
что произведение r drp dr 
представляет собой ' ;эле- · 

ментарную площадь dF, 
охватываемую нонтуром 
М К N R ,запише?.;I щ:>следнее 
выражение в таiюИ форме : 

:EcJ,Iд теперь . разбить "площадь, охв.атываемую uроив:вольны� 
·кан'rуроМ' Ь'; ·на .·элементарны� . .  uлощадн:и,  . обра::юванны� ��тцои 
:координатных линий (фиг . 18) ,  и использовать праnищ> QY},_t'MИ-

. .  
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рования циркуляций, то поJiучим : 

ГL = 2j dГ; = 2j �юi dFu 

или,  если перейти от сумм к интегралам : 

l' = � wr dr + wtLr drp = 2 ) ю dF . 
L (F) 

(6) 

Полученный результат и выражает искомую связ ь . между· tиrx- ·  
рем снорости и цир�уляцией 1) . Если величина вихря одина
кова во всех точках: ю = ю0 = const, то 

Г = 2ю0 \ dF = 2ю0F, 
1 

(F) 
т .  е .  в зтом случае ве.аичина цирА:у.ttяции по не�оторому · I'ЪO'It'-· 
туру ·равна удвоенному npouatJeдeнuю ве.ttичин ы вихря н:а: n.ttо-
щадь , охватываемую контуром . 

· 

Рассмотрим установившееся движение жидкости . _Циркуля-· 
ция Г при установившемел движепии сохраняет -nос±ояПtюе :ша
чение по всяко_

му н'Ешодвиж�ому замкнутому ' Н<:>Нтуру ' 2) . 
-

_ 

Предположим далее , что движение является установ:Ившимеn' 
и безвихревым ( ю = 0) . В этом случае циркуляция по любому 
неподвижному контуру равна нулю . - Последнее · занлючение,  
однано , верно лишь в том случае , если внутри неподвижного 
нонтура находятся только частицы жидкости , соверщадндис 
безвих·ревое движение . Циркуляция по неподв:ижном)' ,зам;ю:rу� 
rому контуру отлична от нуля , если кон;�ур охватывает · обЛасть , 
внутри которой находится , например , одиночный вихрь 3) и л и  
обтекаемое тело 4) . 

Таним образом , мы видим , что возникновение цирнуляЦ'юf. 
всегда связано с образованием вихрей в потоке жидности или 
газа . . 

1) Формула (6) выражает для плоского движения теорему · Сто}\tа: 
(см . ,  например , Ф а б р и к а н т  Н . Я . , Аэродинамика . Гостехиздат , М . , 1 94П) . 

2) В гидродинамике доказывается для весьма широкоГо класса II'ракти
чески важных движений, что и в случае неустановившеrоея движения

' 

циркуляция по замкнутому контуру постоянна i однако в . этом случае рас
сматривается так называемый жидкий контур ,  т. е .  контур, сос:rоящиj{· И'�. 
одних и тех же частиц . Последнее утверждение называется теоремой TOI'/IП· 
сона . Из этой теоремы следует,  что если пекоторая масса жидкости в на
чальный момент времени имела безвихревое движение или ПО!ЮJ�Jщсь , то 
и в предь в этой части жидi<ости не возникнет вихрей, о чём, уже упомИ
налось вып:tе (ем .  также учебник Н .  Я. Фабриканта , Цитироваuвый выше, 
в пе:Rвой сноске) .  

) О б  одиночном вихре см . пиже-пример 2. 
4) Нак будет показано нижР , при обтекании тела вязкой жидкостыо 

в потоке образуются вихри . 



Н ЕRОТОРЫЕ С ВЕДЕН ИЯ ИЗ ГИДРОДИНАМИНИ [гл . Il  

Раесмотрим теперь некоторые простейшие примеры движения 
жидкости , которые позволяют выяснить физичесний смысл по
нятий вихря и циркул яци и .  

П р  и м е р  1 . Вращение жидкости как твёрдого тела .  Пусть 
жидкость вращается как твёрдое тело вокруг начала коорди
нат с постоянной угловой скоростью е . Тогда величина скоро
сти в каждой точке w = er , где r - расстояние точки от начала 
координат. На йдём ра диальную и окружную составляющие ско
рости . Я сно , что в данном случае 

Wr = 0, Wu = W = e  · r.  
Составим выражение для вихря скорости . По формуле (3) 

_ _! [ д (rwu) _ дwr ] _ _!_ � (  2 ) = w 
- 2r дr д'f - 2r дr r е е ' 

Величина вихря скорости во всех точках одинюшва и равна 
nостоянной угловой скорости вращения частиц жидкости . Этот 
результат был заранее очевиден , ибо он непосредственно сле
дует из самого определения вихря.  

Н айдём теперь величину ц иркуляции по контуру, окружаю
щему начало н:оординат . В н:ачестве такого нонтура возьмём 
онружность р адиуса r. Из формулы (2) получим : 

2'1< 
Г = � wrdr + wur d-:p = � er · r d-:p = 2тсеr2 • 

L О 
Величина цирн:уляции пропорциональна н:вадрату радиуса . 

Разделив её на площадь круга F,  найдём : 

или 

Г 2Jt�r2 
F =-2- = 2e = 2w Jtr 

Г = 2wF. 
Это равенство иллюстрирует теорему Стокеа (6) ;· в данном случае величина циркуляции по окружности равна удвоенному произ ведению постоянной величины вихря w на площадь н:руга . 

П р  и м е р  2 .  Безвихревое циркуляционное движение. В качестве второго п римера рассмотрим такое плоское движение жидн:ости , ногда частицы жидкости движутся по нонцентрическим окружностям вокруг начала н:оординат со скоростями ,  обратно п рппорциональными расстояниям частиц от начала но-
� с ординат, таи что скорость в наждои ,точне w = r '  где с - по-

стоянная. Здесь радиальная и он:ружная составляющие сноро
сти равны: 

с 
ш.,. = W = r . 
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Найдём величину вихря: 
1 [ д ( ) дwт ] 1 д с с )  w = z, дr rwu - ifi  = 2r дr r . 7 = 0 . 

Таким образом , величина вихря во всех точках ,  кроме начала 
координат, равна нулю. В начаJiе ноординат (r = О) сн:орость 
равна беснонечности, т. е . начало координат математически 
явл яется особой точкой . Физ ичесни такое движение возможно 
лишь вне векоторого ядра конечного радиуса r0 •  Ядро может 
состоять из твёрдого тела или из жидкости другой или той же 
nлотности . Вне я цра течение является безnихревым.  На nоверх
ности ядра скорость имеет некоторую конечную nеличину 

с Wo = - .  ro 
Найдём з начение циркуляции по окружности с центром в на

чале координат: 
2". 

Г = \ � · r drp = 2т:с = const;  

о 
в данном случае циркуляция по любой окружности есть вели

с чина nостоянная . Так как w = - ,  то можно записать: r 

Г = 2т:с = 2т:rw = const = 2т:r 0w0 , 
где r0 - радиус ядра , а w0 - скорость на его nоверхности 1 ) .  Та
ким образом , скорость в любой точке 

r0w0 Г 
W = -r - = 21tr • 

Рассмотренное движение жидкости носит название безвихревого 
цирпуляциоюtого движения, а соответствующее ему nоле скоро
стей называется поле.м споростей плоспого изолированного вихря . 
Если считать жидкость несжимаемой ,  то давление 

pw2 r2w2 
р = const - т =  const - р �r2° 

убывает с уменьшением расстояния от начала координат, т .  е .  
о т  центра вихря . 

При r 0 ---;. О ядро переходит в точку . Эту точку называют 
точечным изолированным вихрем . Поэтому безвихревое цирку
ляционное движение можно связать с точечным вихрем ; nослед
ний индуцирует в каждой точке nлоскости скорость , nерnенди-

1) Rак петрудно показать,  циркуляция по любому замкнутому кон
туру, не охватывающему ядро , равна нулю, т. е. ядро играет роль вихря . 
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нулярную н отрезку , соединяющему эту точку с nихрем , ' li  рав-
г ную по вел�чине 2m- ,  где r - дJiина ,указанн:ого о�резка,  т .  е .  

индуцирует безвих ревое циркуляционное движение с циркуля 
цией ·Г . 

- Отметим теперь одно важное явление , относящееся н обтека 
нию т е л  потоком идеальной жидкости . Е с л и  контур обтекаемо го 

·�· 
--

тела :имеет участок , представля� 
ющиi'I coбoif дугу с малым радиу
сом закругления (фиг. 19 ; а ) , то 
часть потока вблизи этой дуги по
ходит на циркуляционное движе-' 
,ние :  скорость увеличивается по 
мере приближения к контуру дуги 
и при достаточно малых радиУ,сах 
закру глеnия· может статБ "очень 
большой . При векотором - (доста..: 
точно малом) радиусе закру гле
ния снорость ' должна быть столь 
велика , что давление (вычисля
емое по уравн�нию Бер�улли для 
несжимаемой жидкости) должно 
стать отрицательным, что· невоз� 
можно . Rогда радиус закругле

Фиг. 1 9 .  Схема обтекания за- ния равен нулю ,  т. е. когда 
круглё:р:ных и острых нромок . жидкость обтекает ocтpyiQ кромку 

(угловую точку контура , фиг .  19 . б) ; 
скорость обращается в бесконечность точно так же,  как в центре 
вихря ,  индуц ирующего циркул яЦионное движение .  Но беско
нечно большая скорость требует вереа льпого бесконечного отри 
цательнего давления.  По этому бесконечно большая скорость ЩJ
возможна, следовательно , невозможно без отрывное обтекание 
острых кромок , и происходит срыв струй 1). Еди-нственно воз
можным случаем безотрывного обтекания теJ1 а  с острой кромкоИ 
(крыло воrо профиля) потоком идеальной несжимаемой ж идкости 
является случай , изображённый на фиг.  19 ,  в :  здесь острая 
кромка лежит на линии раздела потоков , обтекающих верхнюю 
IJ дищнюю стороны nрофиля , и струи жидкости плавно с�одят с 
контура тела . . 

В реальной жидкости , обладающей вязкостью , при срыве 
струй из завихренных частиц погр аничного слоя образуется вихрь , 
которы й · как бы << округляет>> острую кромку , и струи жидкости 
обтекают уже не острую кромку , а этот вихрь . 

1) В дальнейшем будет показано ,  что в сверхзвуковом потоке газа воз-" 
можно безотрывное обтенание острой кромни ,  при этом сноростЬ нигде н е  
обращается в беснонечность. · · 
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§ 2 .  О сложении потоков идеальной жидности 

В дальнейшем нам придётся складывать потоки идеальiJ:о l f  
':1\Ид:кости .  Опишем правила сложения таких потонов. Если · и з 
вестны два наких-Jщбо плоскопараллельных установившихся 
течения идеальной несжимаемой жидкости , т. е . для ю:tждого 
из этих течений известны величина и направление с:корости 
в :каж цой точке плоскости , то можно построить новое резуль
тирующее течение ,  н:оторое предста
вит результат паложенил этих двух 
известных течений .  Для, этого в 
rшждой точке плосности нужно по
строить векторы скорости наждого 
из двух известных течений и найти 
вентор снорости нового течения ка:к 
геометрическую сумму этих векторов . 

Дадим простой способ графиче
ского определения линий тока ре
зультирующего потона по линиям 
тона накладываемых лотонов . Для 
этого нанесём на чертё:щ,-линии тона 
двух :каких-либо плоских потоков 
(фиг . 20) . Пересечение этих пиний 
тока образует сетку . Линии тmш 
надо вычертить та:к ,  чтобы стороны 
нлето}{ этой сет:ки изображали в Фиг . 20 . Графичесное сlюжо-

определённом масштабе венторы ско- ние потоков . 

рости на:кладываемых потоков в дан-
ной точке 1 ) . Тогда для получения линий тока результирующего· 
потока достаточно соединить между собой последовател:ьные точки 
пересечели я лИний тока накладываемых · потоiюв, т .  е .  провести 
диагональ в каждой нлетке сетни . Эти диагонали изображают 
в том же масштабе венторы снорости результирующего потона 
в с-оответствующих точrшх (фиг. 20) . 

· 

В качестве примера сложения плоскопараллельных пото
ков рассмотрим поле скоростей, которое создаёт бесконечнаЯ 
це,почка точечных вихрей одинаковой интенсивности , располо
женных на одной прямой , называемой осью цепоч:ки ,  на равных 
расстояниях друг от друга 2 ) (фиг.  21 ) . Обозначим расстояние ме
жду двумя соседними вихрями цепоч:ки через t и будем считать , 
•по !с\аждый вихрь индуцирует цир:куляционное движение с 

1) Легко поназать , что для выпОJшения этого условия достаточно nро
вести Jшнии тона так, чтобы расход между любыми двумя соседними ли
ниями тона для обоих потоков был одинаковым.  

2) Излагаемый ниже расчёт цепочки принадлежит С .  Л. Вишnевецному. ·  
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положительной 1) ци ркуляцией Г .  Скорость в каждой точке пло
СI(ОСТИ представляет собой геометрическую сумму скоростей, 
индуцируемых в этой точке наждым вихрем . 

Совместим начало координат с одним из вихрей цепочки , 
ось х направим по оси цепочки вправо , а ось у - перпендику
лярно к ней вверх . Вихрь , расположенный в начале координат ,  
·будем считать имеющим номер О,  вихри справа о т  него зану-

!/ 

Фиг. 2 1 . Бесконечная цепочка точечных вихрей. 

меруем : 1 ,  2, 3 , . . . , n, . . . , а вихри слева от него занумеруем: 
- 1 , - 2 ,  - 3, . . . , - n , . . .  

Рассмотрим про из вольную точку М на оси у .  Расстояние от 
-этой точки до наждого из вихрей цепочки обозначим буквой r 
с соответствующим индексом . Тогда снорость , индуцируемая 
в точне М вихрем с номером n, равна 

г 
Wn = � . ( 7) "'1trn 

Вектор скорости , индуцируемой каждым вихрем,  перпендикуля
рен к отрезну r n• соединяющему точку М с этим вихрем . Рас
смотрим скорости , индуцируемые двумя вихрями с номерами n 
и - n ,  ра сположенными симметрично относительно начала коор
динат . Вследствие симметрии для этих вихрей r n = r -n . Из ри-

1) Здесь и в дальнейшем положительным считается вращение по часо
.вой стрелке. 
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сунка видно, что векторы скорости W+n и W - n  симметричны 
относительно прямой, проведённой чере3 точку М параллельна 
оси х .  Поэтому проекции этих венторов на ось х равны по вели
чине и по 3наку, а их проекции на ось у равны по величине , 
но противоположны по 3наку. Таким обрв3ом , для каждой пары 
симметричных относительно начала координат вихрей имеем: 

откуда 

Wnx = W-nx, 

Wny = - Ш--nу, 

W+nx + W-nx = 2wnx , 

} W+ny + W-ny = О. 
Для вихря с номером 0: 

Wox = Wo = .,r ' } .o'ltl'o 

Woy = O. 

(8) 

(9) 

Вычислим теперь сумму проекций на оси х и у скоростей , 
индуцируемых в точке М всеми вихрями цепочки . ИсполЬ3уя 
(8) и (9) . получим: 

но 

n = oo  

Wy =  � Wny = Wov + (w1v + W-tv) + (w2y + w-2y) + . . .  + 
n=-oo 

00 00 

W:x: = � Wnx = Wox + 2 � Wnx• 
n=-CD n=-1 

= 0, 

(10) 

( 1 1) 
где C?n - угол между вектором Wn и осью х ,  равный углу между 
отре3ками r0 и r n· Таким обра3ом , cos C?n 

= 
ro ; расстояние от нal'n 

чала координат до вихря с номером n равно nt . Поэтому 

И3 (7) , ( 1 1) и ( 12) получаем: 
r l'o r l'o 

Wnx = 2'1tl'н • l'n = 2'1t • rб -!- n2t2 • 
Подставляя (9) и (13) в (10) , находим : 

"" 
Г Гr0 � ---c-.1:----

Z'Itl'o + 'ltt2 ..t.J ( 'о)2 2 
n=O Т -j- n 

(1 2) 

( 13} 



во : Н Е Н ОТОРЫЕ . С ВЕДЕН И Я  ИЗ ГИДРОДИЦАМИНИ [ ГJI . 1 L 

Бесконечная су.мма 

nриближённо равна интегралу 

dn , 

который может быть вычислен : 
00 

'>' 1 
00 

::::::: ' dn = - arc tg - = - · - . 

.._ ( '0)2 n = O  Т -· n 2  
' 1 [ t nt 1 n=oo t 7t 1 )  
. 1 r0)2 + . r0 r0 � n= O r0 2 
о l - n ·  

" t ' 

!Jодставляя - найденное _зна-чение в выра жение для W:x •  получим : 

1 '  Гr0 t т. Г (t " t ) 
Wx """ � + -2 · - · -т- = - +- · 2 .. r0 1tt r0 2 2t тtr0 

Ранее мы поЛучили : Wy = O . 
Таким образом, в точке М (0, r0) снорость , индуцируемая 

всеми вИх рями цепочни , nараллельна оси цеnочRи и имеет 
вел�чину 

w """ : (t + _t ) .  2t тtr0 
Таи как цепочка вихрей бесконечна , то за ось у можно при
нять вертикальную прямую , проходящую через любой из вихреi r 
цепочки , т .  е .  любую вертиналь с абсциссой х = ± kt , где 
k - целое число . Поэтому предыдущая формула даёт прибли
жённо веЛичину скорости во всех точках плоскости с коорди
ната м и  (± kt , rn) , где k - целое , а r(1 - любое число ; чтобы от-

1 }  Точное значснне этой су�шы равно : - . r '7f TO 7tTn ] 
t е 1 + е  1 t t тt тtr t2 

- т. - - - · - c th -0 -�r0 l -л;rо _ 7tTo + r0 -. r0 2 t + 2r� · 

е t - е  t 

(См. , например , Р ы ж и к И. М . ,  ТаблицЫ интегралов, сумм , рядов и про
изведений . 2-е пвд·. , Гостехиздат,  М . ,  1948 . )  
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метить это обстоятельство , перепишем предыдущую формулу 
в виде 1) 

( 14) 
ПоДобным ше путём могут быть получены ириближён:Ные 'зна
чения сRорости во всех точRа х  с Rоордина та ми ( ± ; t ,  r 0 ) ,  
где т - нечётное чиr,ло , т .  е . на прямых , перпендииулярных 
к оси целочии и проходящих посредиnе мешду двумя соседними 
вихрями целочии . Принимая таиую п рямую з а  ось у,  сохра 
няя прешние обо значения и рассущцая точно таи ше , к а н  
n предыдущем случае ,  н айдём: 

ОС) 

Wy =  � W11y = 0, 
n ==-oo 

В этом случае попрежнему 

Но, очевидно , 

Таиим образом,  
ОС) 

W = 4Г , !:Q. � ____ i ___ _ х 1t t 2 ..:::.J ( 2 
n=t � )  + (2п - 1 ) 2  

· ЗаменЯя сумму интегралом, приблишепно получим,  
со 

"�' ш<(2n- 1 ) ' � }  от:(2п - ' 1' dn � 

1 t [  (2n � 1 ) t l n=co = = -::- · -:;- D Г С  tg ., '" '"'о . '"'о n = l  
. 1  l c 1t t ) = ;z · 2ro _ _ 2 - arc tg 2ro , 

1):ЕсЛn ваять точное ана<�еnие беснонечпой суммы , то полуЧим· сле
,1)-"ЮЩее точное аначение - скорости: 

r ;  '�'>1"о' Wf!.! = - ;и c�h -t- . 
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w = - 1 -- arc tg - . 
г ( 2 t ) 

х 2t 1t 2r0 

[гл . II  

Так как попрежнему wY = О, то полная скорость в точках с коор
динатами ( ± � t ,  r0 ) равна : 

w'!!: 1 = �t ( 1 - : arc tg 2�0 ) • ( 15) 
2 

Если построить распределение скорости по любой прямой у = r0, 
параллельной оси цепочки, то в силу симметрии ясно , что это 
распределение имеет периодический характер, т . е. значения 
скорости во всех точках с координатами (a + kt ,  r0) и 
( а +  �t , r0) , где а - любое число, соответственно одинаковы . 
Из качественных соображений можно заключить , что значения 
скорости, даваемые формулой (14) ,  суть наибольшие значения 
скорости на этой прямой, а значения ( 15) - наименьшие значе
ния скорости на этой прямой . Поэтому снорость Wo. в любой 
точке на прямой у =  r0 занлючена в следующих пределах : 

(16) 

Формулы ( 14) и (15) являются приближёнными и при малых 
значениях ..!:Q. ими пользоваться нельзя .  Они становятся тем боле� t 

r точными, чем больше величина отношения -f .  В пределе при 

.!'!. _.".  оо эти фор�улы дают совершенно точный результат. 
t 
Поэтому, пользуясь ими, можно определить точное значение 
снорости, индуцируемой беснонечной прямолинейной цепочной 
точечных вихрей на беснонечности <<НаД>> и <шою> цепочной, 
величины, ноторые играют существенную роль в дальнейшем. 

"Устремляя r0 _.". оо в формулах (14) и ( 15) ,  получим одинано
вый результат: 

Неравенство ( 16) показывает, что и во всех остальных точках 
на, беснонечности скорость имеет такую. же величину. С:норость 
эта направлена параллельно оси цепочки . На беснонечности на& 
цепочной скорость w+co направлена вправо, на беснонечности по& 
цепочной скорость w-o:> наnравлена влево .  Таким образом, онон-
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чательно снорости, индуцируемые цепочной вихрей, в любой 
точне на бесконечности равны 1) : 

W+oo = + � ' J ( 1 7)-W-oo - - Zt  • 

§ 3 . Теория центробежной форсунки 

Остановимся ещё на одном примере сложного течения жидко
сти, состоящего из поступательного течения и поля вихря, име
ющего место в центробежной форсунке . Rорпус форсунки имеет-

Фиг. 22.  Схема центробежной форсунки . 

форму цилиндра с центральным выходным соплом, расположен
ным в торцевой стенке (фиг. 22) . Подача жидкости в форсунну 
осуществляется по трубке, ось которой перпендикулярна к оси 
цилиндра , но не пересекается с нею . 

Из геометрической схемы форсунки видно , что момент коли
чества движения струи жидкости на входе в форсунку относи
тельно оси выходного сопла не равен нулю. Поэтому жидность 
протекает сквозь форсунку с вращением . При выходе струи 
из форсунки прекращается действие центростремительных сил· 
от твёрдых стенок и жидкие частицы разлетаются (распыля
ются) в пространстве по прямолинейным лучам, касательным 
к их прежним траекториям, т. е. к цилиндрическим поверхно
стям, соосным с выходным соплом форсунни. 

Тангенс угла , ноторый образуют линии распыла с осью фор
сунки, равен отношению тангенциальной скорости к поступа
тельной в выходном сечении сопла: 

Wu tg cx. = - .  Wa 
( 18) · 

1) Полученный результат подтверждается точным расчётом по формулам, .  
приводимым, например, в книге: К о ч и н  Н .  Е . ,  К и б е л ь  И. А. , 
Р о а е Н .  В . ,  Теоретическая гидромеханика, ч. 1 ,  Гостехиздат, М. , 1948 . .  
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· . .  Исследуём потон в . форс.унке , пренебрегая действием си.n: тре
ния . Б этом случае момент 1юличества движения любой жидкой 
частицы относительно оси форсунки должен сохранить постоян
н о е  значение на всём путn" от входа в форсунну до выхода из неё 

Wвx · R  = w ... · r .  ( 19) 

3десь Wвх - скорость входа в форсунку, Й - радиальное рас стоя
ние от оси форсунки до ча стицы жидкости во входном отверстии 
форсунки, w ... - тангенциальная составляющая скорости в выход
ном отверстии,  r - радиаль11ое расстояние от оси форсунки 
до частицы жидкости в выходном отверстии форсунки. ' 

· 

Б случае иренебрежения гидравличесн:ими потерями давление 
в потоке определяется уравнением Берну лли 

Рвх W�x р w� w� (z8x - z) + -- + � =-- - + .,- т -:;- = const. 1 .. g 1 "'g "'g 

Здесь Рвх - давление во входном отверстии,  1 -- вес единицы 
объёма жидкости , Zвх - z - геометрическая разность уровней во 
входном и выходном отверстиях .  

Пола гая вход и выход форсунки расположенными в одноii 
горизонтальной плоскости (zвх = z) и вводя обозначение для 
полного напора 

будем иметь:  

Р w2 
H = � + � = const 1 lg ' 

р ( w� w�) 
1 = Н - Тg + zg . (20) 

Из уравнения (20) ветрудно видеть , что вблизи оси форсупни 
(r � О) скорость потона должна иметь беснонечно большое поло
жительное значение, а давление - беснонечно большое отрица
тельное значение,  что невозможно . В действительности наблю
дается следующее явление.  По мере приближения н оси фор
су�ни скорость растёт , а давление падает, но тольно до тех пор , 
пона последнее не станет равнЫм атмосферному. Дальн�йшее 
уменьшение давления в центральной области невозможно , так кан 
одним сцоим основанием эта область выхо,J;ит сквоЗь сопло 
в атмосферу . Иначе говоря , центральная часть форсунии не может 
быть заполнена потоном жидности;  з десь располага ется воздуш
F,JЫЙ вихрь с давлением , равным атмосферному ; избыточное 
давление в вихре равно нулю: Pm = О. Истечение жидности 
из форсунки осуществляется через нольдевое сечение, внутренний 
ра�иус ноторqго pail�н радиусу nоздушного J:!Ихря (r т) ,.д внеш
нии � радиусу �опла , (rc) · _ 
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Та ним образом . живое сечение струи жидности на выходе из 
форсупни равно: 

F = rp • 7t • r� = 7t (r� - r�) , (21) 
отнуда -коэффициент живого сечения форсупни (степень заполне
ния сопла) 

r2 <р = 1 - ": . (22) 
r 

Для выяснения заиона распреде
ления поступательных номпонентов 
r;норости Wa в выходном сечении фор
супни воспользуемся принципом Да
.�rамбера . Согласно этому принципу 
разность давлений dp на боновых 
поверхностях нольдевого элемента 
жидной струи (фиг . 23) радиуса r 
и толщины dr уравновешивается 
центробежной силой , приходящейся 
на единицу поверхности нольдевого 
элемента 

w2 
dp =__3!:_ dm . 

Фиг. 23 . Выходное попереч
ное сечение форсунни . 

r 

Масса нольдевого элемента с поверхностью, равной единице , 
составляет : 

По занону площадей имеем : 

и ,  следовательно , 
d Wum · 'rm d r = - --2- ·  Wu · wu 

ИспоJiьзуя эти соотношения , получим: 

и 

dp = - � · w · du: 
g и u 

р w� -.:r =  - � + const . 

По высиазаиному ранее условию на граiШце воздушного вихря 
(wu = Wuт) избыточное давление равняется нулю (Pm = 0) .  Таним 
образом, получаем занон ра�пределения давления, обеспечива� 
щий равновесие заиручелного потока : 

р w�m w� 
-:r = -zg - -zg · (23) 

5 Г. н. АОрамович 
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Из сопоставления равенств (20) и (23) следует, что поступа
тельная скорость в выходном сечении форсунки должна быть 
постоянной величиной : 

Wa = CODSt . (24) 
Значение выходной поступательной снорости может быть най
дено по состоянию потока на границе воздушного вихря: 

2 2 Wa - Н - wum (25) 2g - 2g .  
Приведённые соображения позволяют получить простой метод 
расчёта форсунки, если иренебречь действием сил трения . 

Секундный расход жидкости равен произведению скорости 
истечения на площадь живого сечения потона: 

Q = w · Fж = W · � · 'It · r� .  
Введём вспомогательное понятие - эпвива.п,ентную спорость , пред
ставляющую собой отношение секундного расхода жидкости 
к площади выходного сечения сопла : 

Q Wil = 'lt · r2 . 
с 

(26) 

Тогда поступательная скорость истечения из форсунки может 
быть выражена через энвивалентную скорость : 

w ij w = - .  
а <р (27) 

Расход жидкости можно также получить из условий входа 
в форсунну: 

Q . ·  
2 = Wвх · т: · rвх • 

где rвх - радиус отверстия, через ноторое жицность поступает 
в форсунну. Таним образом, скорость входа жидности в фор
сунну можно выразить через эквивалентную скорость: 

r2 
с Wвx = Wil · -2- • rвх 

(28) 

Наконец, занон nлощадей даёт возможность связать танген
ЦJi!альную скорость в произвольной точке форсунки с эивива
лентной скоростью: 

R r� 
Wu = Wэ · -,:- · "72 . 

вх 
. . В целях упрощения дальнейших рассуждений будем прибли
жённо считать , что плечо любой частицы во входном отверстии 
равно расстоянию от оси этого отверстия до оси форсунии: 

R = Rвx • 
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Результаты расчёта в этом случае будут тем ближе к действи
тельности, чем входное отверстие форсунки уже, т. е .  чем меньше 

rвх 
величина R . Высказанное предположение приводит к следую

вх 
щей формуле для тангенциальной сиорости: 

Rвх r� W,. = Wэ -r- · 72" · 

вх 
(29) 

ТанFенциальная сиорость ОI{ОЛО стеню1 выходного о1·верстия 
форсунки равна : 

(30) 

Тангенциальная сиорость на границе воздушного вихря: 
в выходном отверстии составляет: 

Rвx · rc rc W,.m = Wэ · r�x . rт ' 

откуда при помощи равенства (22) получаем: 
Rвx · rc 1 

W,.m = Wз · -
2
- ·  , r  . rвх у 1 - tp  (3 1) 

Используем полученные выражения для того , чтобы выра
зить полный напор жидкости через эквивалентную скорость ; 
для этого подставим выражения (27) и ( 31) в уравнение (25) .  
Получим следующее равенство для полного напора форсунки: 

эквивалентная скорость при истечении из форсунии равна : 

v2ili v-Wв = v 1 А2 = fJ- · 2gH. 

7 + 1 - ср  

(32) 

(33) 

Здесь для геометричесиой хараитеристики фор<;ун:кu. введено 
специальное обозначение 

(34) 

Эквивалентная сиорость представляет собой скорость исте
чения из форсунки в том случае , Iюгда nоток сплошь запощшет 
выходное отверстие . Следовательно , знаменатель формулы (33) 
равен· единице, делённой на� иоэффициент расхода форсунии 1-1-·  

5* 
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Таким· образом , получаем выражение для коэффициента 
расхода форсунки 

1 Р· = -v--;=1==A=2
= 

-
ср
-
2 + -1 --ср 

(35} 

Как видим, коэффициент расхода форсупни определяется двумя 
параметрами : геометрической харантеристикой форсунки 

Rвх . r  с r:,. 
А = 2 и ноэффициентом живого сечения ер = 1 - -2 • 

� � 
Для построения теории центробежной форсунки необходимо 

установить связь между коэффициентом живого сечения и геомет
рячееной характеристиной ер =  f (А) . При этом можно lюспользо
ваться следующими соображениями . Из формулы ( 35) получается ,  
что в зависимости от размеров воздушного вихря может уста
новиться тот или иной сенундный расход жидкости через фор
сунну. Вычисления поназывают , что нак при очень больших , 
так и при очень малых размерах воздушного вихря имеют 
место небольшве значения коэффициента расхода . В первом 
случае получаются очень малые живые сечения для прохода 
жидкости , во втором случае - очень малые значения скорости 
истечения (напор тратится на создание больших тангенциальных 
скоростей в точнах, расположенных близно к оси форсунки) . 

Можно доказать , что устойчивым должен быть воздушный 
вихрь таких размеров , при ноторых обеспечивается максималь
ный расход жидкости в форсунке 1) . Тогда истинное значение 
коэффициента живого сечения форсунки соответствует максималь
ному значению коэффициента расхода . Для выполнения .этого 
условия . следует вычислить провзводную �� из формупы (35) 
и приравнять её нулю . В результате получается следующая 
зависимость между коэффициентом живого сечения и геометри
чесной характеристикой форсунки (фиг. 24) : 

A =vi ер • 

срЗ 
у 

(36) 

Подставляя результат (36) в равенство ( 35) ,  получаем оконча
тельную формулу для определения коэффициента расхода фор
сУ:нки : 

(37) 

1) Это »3е условие можно сформулировать иначе : в форсунке:устанавли
вается такои режим течения, nри котором для данного расхода потребный 
напор-минимальный. 
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Согласно выражению (36) при изменении геометрической 
характеристики форсунки от А = О до А = ос значения коэффи· 
циента живого сечения и коэффициента расхода изменяются 
в пределах от 1 до О. 

Секундный расход жидкости через данную форсунку зависит 
от величины полного напора в 
линии нагнетания : f, о 

( 38) rp 
Здесь 
чения 
сунки. 

F с = 1tr� - площадь се
выходного сопла фор

Нан указывалось выше, из 
сопла форсунки частицы жидко

О..?: � 

сти разлетаются по прямо
линейным траекториям, направ- 11,5 
ление которых совпадает с па .. 
правленнем результирующей 
скорости течения в выходном 
участке сопла 1 ) . Таким обра- 0,25 
зом, тангенс бокового угла 
распыла определяется отноше
нием окружного компонf'нта 

\ 
\ 

"' . 
\ 

' 
" 

"' 
...... 

1" 
Г"'о """ 

w скорости R осевому tg а =  � . Wa о f z 3 '1 5 G -д 
Следует отметить , что в свя

зи с непостоянством скорости 
в поперечном сечении потока 
углы распыла у различных ча

Фиг. 24. Зависимость коэффициента 
живого сечения от �еометрической 

характеристики форсунки . 

стиц неодинаковы . Будем считать , что распыл приближённо 
характеризуется пекоторой средней величиной угла, соответ
ствующей среднему значению онружной с1юрости : 

где по закону площадей 

причём 

w 
tg a =

� . Wa 

1) Рассматривается случай истечения в неподвижную cpeiJ y .  
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Пользуясь выражениями (22) ,  (30) и (36) nолучим следую
щую формулу для бокового угла расnыла : 

(39) 

Заметим, что формула (39) является nриближённой; она 
дает завышенные значения углов распыла . Объясняется это тем, 
что в выходном участке сопла госnодствует давление выше 
атмосферного (центробежное давление) . Перед выходом струи 
из сопла, как показал В .  И. Скобелкин, избыточное давление 
иреобразуется в скоростной наnор, что nриводит к увеличению 
осевой скорости, т .  е .  к уменьшению угла распыла. 

Ввиду сложности иреобразования скорости nеред выходом 
из сопла мы не станем анализировать этот процесс ради уточ
нения формулы для угла распыла, тем более , что в данной 
nриближённой теории не рассматрИвается влияние другого 
существенного фактора - трения жидкости о стенки форсунки . 

Результаты испытаний свидетельствуют о том, что nриве
дённая теория центробежной форсунки удовлетворительно под
тверждается экспериментом как с качественной, так и с коли
чественной стороны . 



ГЛ А В А  III 
СКАЧКИ УПЛОТНЕНИЯ 

§ 1 . Прямые скачки уплотнения 

В случае полёта тела со сверхавуновой сноростью (wн > ан) 
перед ним вознинает ударная волна (сначон уплотнения) , вызы
вающая значительное сопротивление. 

Если рассматриваемое тело представляет собой летательный 
аппарат, снабжённый воздушно-реантивным двигателем, то в 
сверхавуновой струе воздуха , ноторая тормозится при втенании 
в двигатель, танже происходит сначон уплотнения . Принципи
ально можно представить себе и плавный переход сверхавуно
вого потона в дозвуновой осуществляемый посредством специ
ального обратного сопла . установленного на входе в двигатель. 
При этом не было бы потерь полного давления . Однано тор
можение сверхавунового потона таним способом осуществить 
не удаётся , в силу чего приходится мириться с существова
нием ударных волн и наличием соответствующего волнового 
сопроти:вления . 

Обратимся н теории ударных волн. Многочисленные опыты 
поназывают, что веяное повышение давления , возниншее 
в наном-л'ибо месте газовой среды , распространяется в ней 
с большой сноростью во все стороны в виде волн давления . 
Слабые волны давления, нан известно из анустини, движутся 
со сноростью звуна ;  их изучением занимаются в анустине . 
Сильные волны давления, нак видно из опытов , распростра
няются со сноростями , значительно большими , чем снорость 
звуна . Основная особенность сильной волны давления занлю
чаетея в том. что фронт волны очень узок, в связи с чем состояние 
газа (давление, плотность ; температура) изменяется сначном 1) . 

Можно дать следующее Начественное объяснение этого фанта . 
Пусть в иеноторой области (фиг . 25) произошло изменение давле-

1) Приближённая теория гласит, что толщина области , в которой 
умещается сильная волна давления, должна быть порядка длины свобод
ного пробега молекул . 
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ния , и вначале волна получила плавную форму 1АВ2 . Н а  отдель
ных бесконечно узких участках волны величина давления возрас
тает незначительно , поэтому распространение такой волны про
исходит с о  скор остью звука . В области высоких сжатий (А) на
блюдаются , естественно,  более высокие температуры, чем в об
ласти малых сжатий (В) ,  в силу чего <шершина>> волны давления 
движется быстрее,  чем её «nодножие>> .  В сторону меньших давле
ний ( вправо) в олна распр остраняется как волна сжатия , в сто
рону высоких давлений (влево)-как волна разрежения . Таким 
образом, если даже вначале волна сжатия является пологой , 

р t' ..... ... ... ... 1 - - .... , - - - - - , 
...... ... ...... , ,.._..,.:,._� \ 1 

', ' \ 1 ',, ', \ 1 ' ' \ 1 ' ' \ 
' 

',, 
\ 1 

',, в \ : 
... ... ' , ,  ' ,  1 

"" � - - - ...... ...... _ г'' - - z�- -

:с 

Фиг. 25 . Схема образования волн сжатия и разрежения. 

то с о  временем она делается всё круче и круче ; процесс этот оста
новится,  и волна приобретёт устойчивую форму только в тот мо
мент , когда фронт в олны станет совсем плоским (1 '-2' ) .  Итак , 
волны сж атия распространяются как скачки давления (разрыва) ,  
в связи с чем и х  называют ударными волнами . 

По тем же причинам, т .  е . вследствие того , что в т очке А 
волна разрежения движется быстрее,  чем в точке В, фронт волны 
разрежения со временем растягивается . Иначе говоря , возникно
вение волны разрежения не должно приводить к образованюо 
скачков разрежения . 

Н иже будет показано , что в адиабатических (без подвода 
тепла) скачках сжатия происходит увеличение энтропии газа ,  
а в адиабатических скачках разрежения , если б ы  они существовали, 
энтропия должна была бы уменьшаться . Этим доказывается закон
ность существования адиабатических скачков давления и одно
временно невозможность возникновения адиабатических скач
ков разрежения (нак известно из термодинамики, в нонечной зам
кнутой системе энтропия убывать не может) . В полном с оответ
ствии с этим находится тот известный факт , что наблюдаемые 
иногда в действительности скачки разрежения (скачок конден-
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сации, фронт пламени) получаются только при условии подвода 
тепла в области скачка ,  т .  е .  в таких особых условиях , когда 
и при скачке разрежения энтропия газа растёт . Нужно заметить , 
что возникновение скачков разрежения при подводе тепла к газу 
отнюдь не противоречит процессу, изображённому на фиг. 25 . 
В самом деле, если в области попижеиных давлений В за счёт 
подвода тепла получается температура выше, чем в области вы
соких давлений А, то скорость звука у подножия волны выше, 
чем у вершины; в связи с этим со временем должна усилиться кру
тизна фронта волны разрежения, что приведёт к образованию 

-:w --- EJ........___; -
2 1 н 

Фиг. 26 .  Схема расnространения ударной волны .  

теплового скачка разрежения . В адиабатическом же случае, как 
уже указывалось , скачки разрежения существовать не могут . 

Остановимся теперь на теории ударных волн. Представим 
себе, в;апример, что под влиянием резкого смещения поршня 
(фиг. 26) в трубе возникла и распространяется слева направо 
сильная волна сжатия . Пусть за бесконечно малый промежуток 
времени фронт волны переместилея на расстояние dx . Это зна
чит, что в области 1 - Н за время d't произошло повышение 
давления от величины Рн (даВJiение невозмущённого газа) до 
величины р1 (давление за фронтом волны сжатия) , в соответ
ствии с чем в области 1 - Н должо наблюдаться повышепие 
плотности газа на величину 

Однако это может произойти только в том случае, если неко
торое количество газа, равное 

dG = (р1 - Рн) gF dx, 

перетечёт из объёма 1 - 2  в объём Н - 1  (здесь F- плошадь 
поперечного сечения) .  Итак, при распространении сильной вол
ны сжатия газ позади фронта волны должен находиться в движе
нии , следуя в том же направлении ,  что и волна . Из уравнения 
неразрывности можно определить скорость газового потока (wп) : 

dG = p1gFwп d't, 
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откуда 

( 1) 

Но производпая пути по времени есть не что иное, как скорость движения волны: 
dx 

Wв = d't • (�) 

Отсюда получаем равенство , связывающее с10орость распро
странения во.ttны со сr;,оростью газа , движущегося за фронтом. 
во.ttны в том же направлении: 

р ,  Wв = Wп -'-'-
Рt - Рн (3) 

Применяя к области Н - 1  теорему о количестве движения , 
можно получить второе соотношение между теми же величи
нами . В самом деле, за время d-c масса газа ,  заполнявшая 
объём Н - 1, 

PнF dx 
перейдёт из состояния покоя в движение со скоростью Wп . Соответствующее изменение количества движения должно быть равно импульсу силы, вызванной разностью давлений, действующих в сечениях 1 и Н: 

(Pt - Рн) F d-c = РнF (wп - О) dx . 
откуда скорость волны равна : 

dx Рt -Рн Wв = - = --::. d't РнWп 
(4) 

Подставив выражение для скорости газа из (3) в (4) ,  получим скорость распространения волны сжатия как функцию прироста давления и прироста плотности : 

Wв = -. f Pt-Рн . 1!_ . , 
V Рt - Рн Рп (5) 

В случае едабой во.ttны ,  когда повышение давления (и плотности) получается незначительным: 

имеем : 

(6) 
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но такая слабая во.11:на является не чем иным, как а11:устичес"А:ой 
волиой , поэтому выражение (6) представляет собой фор.му.лу для 
c1>opocmu вву1>а . 

Из сравнения равенств (5) и (6) видно , что с1>орость рас
простраиеиия сильиой волиы сжатия всегда выше с,.орости 
вву1>а . Обычно распространение звука сопровождается столь 
незначительным изменением состояния газа , что энтропию можно считать практически постоянной, т . е .  полагать, что при этом имеет место идеальный адиабатический процесс : 

р pR. = const . 

Но в этом случае 

или на основании уравнения состояния для идеального газа 
dp . Тр = kgRT .  

Отсюда получается уже применявшаяся выше формула [ (36) 
гл. 1 ] для сnорости звука в идеальном газе 

l f kp . ;- а = у Р = у kgRT . 

Подставляя выражение (5) в равенство (3) , наидем формулу 
для с1>орости гавового пото,.а ва фроито.м, волиы сжатия: 

Wп = ,. ( (pl - Рн) (р i - Рн) 
• V Р1Рн ( 7) 

Нетрудно видеть, что с ослаблением волны сжатия скорость дви
жения газа падает. В слхчае слабой звуковой волны газ за её 
фронтом неnодвижен , так как согласно равенству (7) при р1 � Рн 
и р1 � Рн получается Wп = О. В действительности, как известно, 
звуковая волна состоит из правильно чередующихся областей 
сжатия и разрежения, причём газ за её фронтом находится 
в очень слабом колебательном движении , средняя поступатель
ная скорость газовых частиц равна нулю. 

Заметим теперь , что ввиду происходящего вытекания газа 
из области 1 - 2  (фиг . 26) ,  расположенной позади фронта силь
ной волны сжатия, давление в этой области со временем убы
вает. По указанной причине ударная волна, возникшая в не
подвижном газе под влиянием единичного сжатия (например, 
взрыва или смещения поршня) , всегда более или менее быстро 
затухает. И только в том случае , когда источник возмущения 
не прекращает своего действия, можно получить везатухающую 
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ударную волну . Обнаруженное выше свойство ударных волн 
распространяться со скоростью, большей, чем скорость ввука, 
приводит н тому, что везатухающие ударные волны образуются 
перед телом только в тех случаях, ногда движение происходит 
со сверхзвуновой сноростью . Но зато в этих случаях ударные 
волны наблюдаются всегда . Например, при движении в газе 
с постоянной сверхзвуковой скоростью твёрдого тела перед 
последним образуется ударная волна постоянной интенсивности, 
которая движется с той же сноростыо . 

Исследуем более детально изменение состояния в газе, по
лучающееся при прохождении в нём ударной волны стацио

нарного характера . Обратимся 
сначала к простейшей схеме, 
ногда фронт волны составляет 
прямой угол с направлением 
распространения . Такая волна 
называется пря.мой ударной 

Фиг . 27 .  Схема прямого скачка уп- во.аной . 
лотнения. Ради удобств расчёта выгод-

но обратить движение, т. е .  ос
тановить фронт волны, направив потон навстречу волне со ско
ростью, равной скорости распространения волны (фиг . 27) : 

тогда относительпая скорость газа за фронтом волны: 
(8) 

Остаповив ударную волну встречным потоном газа, мы полу
чили некоторую пеподвижпую поверхность , пересеная которую 
все элементарные струйки газа одновременно претерпевают 
скачкообразные изменения скорости движения, плотности, дав
ления и температуры . 

По . этой причипе ударную волну называют танже с10аЧ10О.М 
уп.аотнепия . Сначии уплотнения удобно наблюдать в сверхзву
ковых аэродинамических трубах при обтекании воздухом не
подвижных твёрдых тел . 

Примем площадь поперечного сечения струи равной единице 
(F = 1 ..ч2) и, пользуясь известными уравнениями газовой дина
мини, пайдём связь между значениями скорости газа до и после 
сначна уплотнения (фиг. 27) . 'Уравнение неразрывности даёт: 

P1W1 = рнWн . 

Из уравнения количества движения получается: 
Pl - Рн = РнWн (U'н - wl) .  
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Силой трения мы иренебрегли ввиду малости расстояния 1 - Н. 
Сопоставлял эти уравнения, найдём: 

Р1 - Рн = РнW� - P1W� = W1Wн (?1 - Рн) , (9) 
откуда 

(10) 

Е сли извне теnло не подводится, то полное теплосодержание 
газа остаётся постоянным. Теплоотдачей можно пренебречь, тан 
ка н боковые поверхности области сначна 1 - Н ничтожно малы .  
Поэтому из уравнения теплосодержания следует : 

2 9 
· Т Т + А Wн Т А Wi • 
10 = еР 0 = еР н 2g = еР 1 + Zg = const , 

здесь Т 0 - температура торможения . Из :этого уравнения имеем: 

Тн = Т0 - 2
А 

w� . gcp 
Согласно уравнению состояния газа 

следовательно, 

___!!l_ - .!!!:_ - g R 
Р1 1\ - РнТ н -

' 

т - � - � ·  
о - gRr oн - gRpoi ' 

здесь р01 ,  Рон - полное давление соответственно за и перед 
скачком уплотнения; р01 , Рон - nлотность газа , соответствующая 
nолному торможению, в тех же сечениях. Следовательно , 

( Рон ARw� ) 
Рн = Рп -р- - --zc- · 

Он Р 

Из термадинамини известно соотношение 
k- 1 AR = eP -k- , 

поэтому 

Рп = Рп с Рон - k-;- 1 
w

�) . 
Рон 2k 

По аналогии получаем: 

Р1 = Р1 с ::: -\/ w�) · 
Вычтя равенство ( 1 1) из равенства (12) , имеем: 

( ) Роп k - 1 ( 2 �) Р1 - Рн =  Pt - Pa -р- + �  PпWн - PlWl , Оп 

( 1 1) 

( 1 2) 
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откуда на основании (9) выводится: 
Рt - Рн 2k Рон 

Рl - Рн k+ 1 . Рон ' 

[гл . I I I  

(13) 

Используем выражение [ (43) гл. 1 ] для критической скорости: 

Тогда найдём : 

2 2k 2k Рон 
анр = k + 1 gRTo = k + 1 Рон • 

Рl - Рн 2k R T  2 _
Р
_l_Р...:

н
� = k --t- 1  g о = анр· ( 14) 

Наконец, сопоставляя равенства ( 10) и (14) , приходим к сле
дующему простому соотношению между величинами скорости 
газа до и после uрямого скачка : 

( 15) 
Это кинематическое соотношение мо)кно привести к безразмер
ному виду, вводя коэффициенты скорости (л =�) : 

анр 

или 
( 16) 

откуда видно, что в прямом с"ач"А:е уплотнения всегда сверх
гву"овая с"А:орость гага переходит в догву"А:овую, таи иак если 
Wн > анр. то w1 < анр · Одновременно можно заметить что чем 
больше значение коэффициента сиорости перед сиачком, тем 
меньше его значение после скачиа, т .  е .  чем выше начальная 
сиорость Wю тем сильнее получается сиачои уплотнения . 
С уменьшением начальной сиорости скачок ослабевает и исче
зает совсем при Wн ::::::: w1 ::::::: а .  

'У становим теперь связь между давлением и плотностью газа 
в скачке уплотнения. Для этого сложим равенства ( 1 1) и ( 12) :  

+ ( ) Рон k- 1  ( 2 2) 
Pt Рн = Pt + Рн -р- - ---z:tё РнWн + P1W1 · Он . . 

Но из уравнения неразрывности следует : 
РнW� + P1W� = WнW1 (pl + Рн) · 

Подставляя этот результат в предыдущее выражение, имеем :  
Р1 + Рн Рои /t - 1  
Рl + Рн = p;;; - y WнWt ; 
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откуда на основании ( 10) и ( 13) поJJ.учае:м основное динамическое 
соотношение 

Рt -Рн = k Рt +Рн 
Р1 - Рн Pt + Рн ' (1 7) 

согласно которому отношение прироста давления к приросту 
плотности в скачке уплотнения пропорционально отношению 
среднего давления к средней плотности. Отсюда :между прочим, 
следует уже известный нам результат, что при бесконечно :малом 
скачке уплотнения (р1 � Рю р1 � Рн) получается: 

.!!:.!!_ = k L 
dp р • 

Это подтверждает сделанное выше предположение, что гвуr;,о
вой волне отвечает идеальный адиабатичесr;,ий процесс . 

Рассмотрим более детально термодинамический процесс из
менения состояния газа в скачке уплотнения . Для этого пред
ставим динамическое соотношение в несколько ином виде: 

Pt + Рн 
k 

Р1 + Рн 
• 

Pl - rн РI -Рн 

Разделим числитель и знаменатель в левой части этого равен
ства на величину Рю а в правой на р1 : 

_h_+ 1  1 +  Рн 
Рн = k Р1 
J>.!__1 1-Рн 
Рн Р1 

Отсюда после несложных иреобразований получается з�виси:мость 
отношения ..h. от отношения ..!2_ в скачке уплотнения, носящая 

Рн Рн 
название ударной адиабаты :  

k + 1  Рн 
Pt _ k=I + p; 
Рн 1 + k + 1 Рн 

k - 1 Pt 

( 18) 

Существенной особенностыо ударной .адиабаты является то , 
что при неограниченно:м возрастании давления в сначке уплот
нения (р1 ---? оо) увеличение плотности имеет совершенно опре
делённый предел , который, ка н это видно из уравнения ( 18) . 
равен: 

( 19) 
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Например, для воздуха (k = 1 ,4) увеличение плотности в скачке 
уплотнения не может быть более шестикратного: 

1 .1!_ 1 = 6 
Рн шах 

• 

При сначне уплотнения в газе с :меньшим значением показа· 
теля k :может наблюдаться более сильное , но также ограничен· 

.Q�� 
3 � /  ... � / 

y_"lj� '// 

1 
2 

1 

о s 10 

/ 

.чаа.Р!i!!' ao!!f!.бt!!!J..tL-

!5 5 
,q, 

вое возрастание плотности ; 
например, при k =  1 ,2 

1 .1!_ 1 - 1 1  
Рн max - . 

Следует подчеркнуть, что 
в отличие от ударной ади· 
абаты в случае идеального 
адиабатического процесса , 
в котором имеет место за
висимость 

<Dиг.  28 .  Сравнение ударной адиабаты с 
идеальной адиабатой. 

увеличение плотности с 
ростом давления является 
неограниченны:м (р1 � оо 
при р1 --->- оо ) . 

Сравнение адиабат ударной и 
фиг. 28. 

идеальной произведено на 

Изменение давления и плотности газа в примом скачке уплот
нения можно представить в функции числа М перед скачком. 
Из уравнения количества движения с учёто:м формулы для 
скорости звука [ (36) гл . I] и уравнения неразрывности найдё:м: 

.Е!. - 1 = kM� ( 1 -�) . Рн Р1 

Ри Если с помощью ударной адиабаты заменить отношение -Р1 
его выражением через отношение 1!.!. , то после некоторых пре

Ри 
образований получится: 

Р1 _ 2k м2 k- 1 
Ри - k -г 1 н - k + 1 · 

В частности, для воздуха (k = 1 ,4) 

(20) 
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Можно выразить отношение давлений в прямом скачке уплат� 

нениFI и в функции коэффициента скорости перед скачн:ом Л8, 
для этого следует в равенстве (20) произвести замену перемен
н ы х  по формуле (47) из главы I:  

9 k - 1  /,j[ ---p,  k - '1 
р k - 1 2 н 1 --- Лн  k + 'l  

(2 1 ) 

При уменьшении сн:орости набегающего потона до критичесн:ого 
значения (Ми =  1 ) сн:ачон: уплотнения вырождается (р1 = Рн) · 
В дозвуrювом потон:е ,  н:ак уже указывалось выше, скачки уплот
нения невозможны . Вообще же повышение давления при пря
мом скачке уплотнения зависит только от значения числа М 
в набегающем потоке, причём с возрастанием М давление уве
личивается неограниченно (р1 --,). се при Мн --,). ос ) .  Подставив 
результат (20) в уравнение ( 18) ,  петрудно 'вывести зависимость 
плотности за прямым скач.ком уплотнения непосредственно 
от числа М или с помощью [(47) гл . I ]  от коэффициента ско
рости Ли в набегающем потоке:  

(22) 

Из равенства (22) ещё раз заключаем , что даже при бесконечно 
большом значении числа М плотность газа увеличивается 

k + 1 в скачн:е не более чем в k- 1 раз .  

Определим потери по.тшого давления в прямом сн:ачке уплот
нения .  

Полное давление в струе nосле с1шчка, очевидно, равно: 

р, Pot = h 
Pt 

h • 

( 1 - k- 1 ч '\) lt-1 
k ;- 1 (1 - k- 1 · -1-) h - 1 

k + 1 л� 
Полное давление перед скачком равно : 

Рн 
Рон = 

--------;k-

' 

( 1-�+ � л� y-t 

(23) 

поэтому коэффициент давления, учитывающий волновое сопро-

6 Г. Н .  Абрамn tш ч  
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тивление (потери в прямом скачке) ,  выражается, если исполь
зовать выражение (21) ,  следующим образом: 

1 

_ Pot _ , 2 [ 1 -� т � Л�] h-t <Jп - -- лн Рон 1 _ k- 1 _!_ 
k + H� 

(24) 

При скорости полёта , равной или меньшей, чем скорость звука 
1 

о;, 

o.s 

о 1 

"' 
\ 

\ 
\ 

\ 

(Л н -< 1 ) , волновое сопротивле-
ние исчезает: 

<Jп = 1 ; 
формула (24) справедлива толь
ко при Лн > 1 . При бесконеч
но большой скорости полёта 
(л� = �+ �) получается <Jп = о, 
однако при этом потери не по
глотят всего первоначального 
запаса полного давления, так 
как другой множитель (Рои) 
стремится к бесконечности. Кри
вая зависимости сrп = f (Лн) для 
воздуха (k = 1 ,4) приведена на 
фиг . 29 .  

Фиг . 29 .  Зависимость :коэффИцИента · 

давления за прямым с:кач:ком уплот
нения от :коэффициента с:корости. Из равенств (7 1 ) главы 1 и 

(22) можно получить формулу 
заторможённого газа после прямого для определения плотности 

скачна уплотнения: 
Л2 1!!_ = ____ 

н 
__ -,-rн 1 

(1-k- 1 _1_) h- 1 
k -г i  л� 

(25) 

В заключение з·аметим·, что выведенное выше равенство ( 10) 
и уравнение неразрывности дают возможность представить ско
рость потока перед · скачком как следующую фушщию возраста
ния давления и плотности : 

Wн = 1 1 PJ - Рн .1!__ 
• V Р l - Рн Рн 

Но это есть уже известное выражение ( 5) для скорости распро
странения прямой ударной волны в не::::юдвижном ·воздухе . Такой 
результат является вполне естественным , тю' как для того , 
чтобы остановить ударную волну, следует направить газовый 
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потон навстречу волне и сообщить ему снорость , равнуЮ сно
рости волны . 

Подставляя выражение (22) в соотношение ( 15 ) ,  получаем 
новую формулу для относительной снорости газа за фронтом 
сначна : 

1 f  Рн wl = аир r - .  Р1 
Отсюда с помощью ( 19) обнаруживается, что ноэффициент отно
сительной снорости газа за сначном не может быть меньше 
венотарого определённого значения : 

(26) 

Если перейти от неподвижного сначна уплотнения н сначну, 
распространяющемуел в неподвижном газе со сноростыо Wв = Wн . 
то е nомощью полученных равенств можно определить абсолют
ную снорость, ноторую приобретает газ в следе за сначном : 

Wп = Wн � Wl = анр (V :� -V ::) ' 

или на основании (22) 

Wп = Wн ( 1 - л� ) 
и в безразмерном выражении: 

1 
Лп = Ан - г . 

11 

(27) 

(28) 

(29) 

Согласно занону ( 16) за ударной волной сн:орость газа 
относительно фронта волны получаетел всегда меньше звуновой. 
(Лt < 1 ) ; на основании этого становится ясным, что веяное изме
нение давления, происходящее позади волны и распроетран.�r
ющееся со сноростыо звуна , может догнать фронт волны . Имепно' 
по этой причине описанное выше (фиг . 26) падение давлениа 
в следе за ударной волной, возниншей в неподвижном газе, 
приводит н ослаблению перепада давления на фронте воJLНЫ 
и вызывает её затухание . 

§ 2 . .Косые скачки уплотнения 

. .Харантсрной особенностыо прямого сначна уплотн(JН!l):Я ,  ЩIК 
можно _ было заметить , является то , что , пересекал его фронт, 
газовый потон не меняет своего направления , причём · фронт 
nрямого сн:ачна раеполагаеrся нор;м,ально н направлению потона . 

6.* 
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J]j{омимо прямых - скачков уплотнения, встречаются и так назы
J Ваемые посые спачпи уп.лотненил. Фронт косого скачка распо
.-л:щ�ается панлонно к направлению потока (фиг . 30) . Rосой ска
'пок получается в том случае, когда , пересекая фронт сначка, 
газовый поток должен изменить своё направление . Например, 
дри сверхзвуковом обтекании газом нлиновидного тела (фиг. 3 1 ,а) ,  

которое отклоняет поток от 
начального направления на 
угол w , перед телом образу
ются носые скачки уплотне
ния , сходяiЦиеся на его но-

щ сине (фиг.  32) .  Косой сначок 
уплотнения образуется и при 
обтекании нонуса (фиг. 31 ,6) . 
Поверхностью разрыва в этом 

'Фиг. 30. Схема коеого шачка уплот- случае будет нонус с верши-
пения . ной в носине обтекаемого ко-

нуса . Таким образом , если до 
·встречи струи с фронтом носого сначка вектор спорости Wн со
ставлял с ним угол еж. (фиг . 30) ,  то после пересечения фронта 
-струя отнлоняется на угол w, а угол между вектором сrюрости 
и фронтом скачrщ становится равным 

� = сж. - ш. (30) 
Разложим вектор скорости на два номпонента, из ноторых 

един нормален (w,., ) ,  а другой параллелен (w1 ) фронту скачка 

Wн 

Фиг. 32. Обравование косого скачка уплотнс. 
ния при обтекании юшн а . 

· (фиг .  33) . Нетрудно показать , что при пересечении струёй фронта 
,косого скачка нормальный номпонент снорости уменьшается : 

(3 1 ) 
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а тангенциальный :компонент остаётся неизменпым: 
w1 = const .  (32) 

Обратимся для этого I\ фиг . 34, на которой нанесён прямоуголь
ный :контур Н 11Н , охватывающий часть фронта носого скачка. 
Боковые участн:и rшнтура (Н - 1) проведсны перпенди:кулярна 
I{ фронту, а торцевые (Н - Н и 1 - 1) - па раллельно ему. 
Составим баланс количества движения для этого нонтура сначала: 
в проеrщии на направление фронта . Ввиду того , что силы; 
давления на обеих боковых поверхностях (Н - 1) одинаковы,  
соответствующая проев:ция количества движения остаётся неиз
менной, откуда и вытеrшет условие (32) ,  указывающее на 
постоянство тангенциального компонента скорости . Если теперь 

Фиг. 33. Кипематина потоrщ при 
косом скачr\е уплотнения . 

Фиг. 34. Расчётная схема 
косого скачка уплотнения . 

составить баланс количества движения в проенции на напра� 
вление Н - 1, перпендинулярное н фронту, то ввиду того , что 
на поверхностях Н - Н  и 1 - 1 господствуют существенно раз
ные давления , получится 1) : 

Р1 - Рн = РнWнп (Wнп - W1n) ·  
Давление в сначне уплотнения возрастает (р1 > Рн) ,  откуда 
следует условие ( 3 1 ) ,  согласно нотарому · нормальный компонент 
скорости в сначне уменьшается . 

Приведённые соображонин пон:азывают, что косой скачок 
уплотпепия сводится к пря.мо.му скачку , поторый cnocumcя в.месте 
с потоко.м газа вбок со скоростью w1 •  В отличие от прямо го 
скачна в косом скачне претерпевает разрыв ( сначнообразное 
уменьшение) не полная спорость газового потона ,  а тольно её 
н:омпонент, нормаJiьный н: фронту сначна .  В самом деле, согласно 
уравнению неразрывности 

P1W1n = РнWнп · 
1) llpи составлении этого уравнения мы приняли во внимание уравне

ние нера зрыnности 
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Уравнение теплосодэржания в адиабатическом случае (нет тепло
обмена) даёт: 

т т А 2 Т А 2 
о =  н т- -.�- Wн = 1 + -:;-- wl . -gcp "-g cp 

Далее, мы имеем : 

откуда 

W� = wiп + wF ,  
W� =W�п + WF , 

А 2 Т А 2 Т + А 2 срТ0 - �g Wt = Ср н +  2g Wнn = Cp 1 2g W1n · 

Введём в рассмотрение температуру частичного торможения, 
nонимая под этим следующую величину :  

· т  Т + А 2 Т + А 2 Т А 2 
n = н т,-- "Wнп = 1 -2- tQ/1 n = о - -2 tQ!t • ""gcp gcp gcp 

т .  е .  температуру, ноторал получится не при полном торможе
нии потока , а лишь при погашении нормальных к фронту скачка 
компонентов скорости . Нан пон:азывает это равенство, темпера
тура частичного торможения имеет одно и то же значение перед 
и за фронтом скачка , это вытекает из условия w1 = const. Если 
nрисоединить R этим уравнениям еще и уравнение состояния 

Р1 Рн 
Р1 Т1 

= 
Рн Т н ' 

то окажется,  как и следовало ожидать , что косой скачок уплот
нения описывается в точности теми же соотношениями , что 
и прямой скачок уплотнения (см. стр . 77-78) , с той лишь раз
ницей, что в первом случае вместо полной скорости фигурируют 
нормальные к фронту скачна её компоненты, а вместо темпера
туры полного торможения Т 0 - темпера тура частичного тормо
?Rения т .. . 

По этой причине , не повторяя всех выкладок ,  которые были 
подробно приведены в теории прямого скачка , можем написать 
сразу ряд готовых выражений . Например, вместо равенства ( 10) 
имеем : 

Рt - Рн --- = Wt n · Wнn • РI - Рн 

Соответственно вместо равенства ( 14) получим : 

РI - Рн 2k R 2 --- = k + i  g Tn = анрп · РI - Рн 

(33) 

(34 ) 

Здесь анрп - частичная критическая скорость , которая соответ� 
<:твует температуре частичного торможения Т n · Основное нинема-
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тичесное соотношение для косото сначна принимает следующую 
форму: 

Wt n · Wнn = a�pn • 
Равенство (34) даёт возможность связать полную 
скорость с частичной критической сноростью: 

2 2k R 1' 2 , k- 1 2 Uнр = k + 1 g о = Uнpn Т k + 1 Wt • 

(35) 

критическую 

(36) 

Пользуясь этим выражением, можно получить вторую часто 
встречающуюся форму основного нинематичесного соотношения 
для косого сначка уплотнения : 

k- 1 2 2 Wt nWнn + 
k 

т 1 Wt = Uнр • (37) 
В Т частном случае,  ног да косой сначок переходит в прямой 
(а = 90° ,  W1 = 0, Wнn = WН t  Wtn = W1) , из соотношений (35) и (37) 
получаем уже известное соотношение ( 15) . Переходя к ноэффи
циентам спорости 

получим в случае косого сначка безразмерное Ешнематичесное 
.соотношение 

), 1n · Анn = 1 ,  (38) 
которое соответствует равенству (16) для прямого скачка . Есте
.ственно, что динамичесное соотношение ( 1 7) пригодно для носого 
.скачна уплотнения без наних-либо изменений, и ударная ади
абата примелима н носому .скачку уплотнения точно в таном же 
виде ( 18) ,  кан и н прямому сначну. 

Изменение статичеснога и полного давлений в косом скачне 
найдутся соответственно из зависимостей (2 1 )  и (23) , если вста
вить в эти формулы вместо i.н величину Анn : 

2 k- 1 ).нn - --
J!l = ---;-----;-

k
--'+_

1
_ 

k- 1 2 t 1 - -- · Анn 
k + 1 

1 r k- 1  , 2 1н 
1 - -- лнn Ро 1 2 k+ 1 ah. = р;;= )·нn 

k- 1 1 ' 
н L 1 -k+ t л�п 

(39) 

(40) 

причём ноэффициент снорости Анn подсчитан здесь по нормаль
пой составляющей снорости и частичной нритической скорости : 
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Можно , разумеется , получить и такие формулы , ноторые связы
вают изменение давления в косом скачке непосредственно с абсо
лютной скоростыо набегающего потона . 

Согласно уравнению импульсов прирост статичеснаго давле
ния в носом сначне равен: 

Р1 - Рн = РнWнп (Wнn - Wt n} . 
'Уравнение (37) связывает номпонепты снорости : 

2 k- 1 2 Wнn · Wt n  = аир - k +  1 Wt .  
Полставлия уравнение (37) в уравнение импульсов и переходя 
н :коэффициентам Л , получим: 

2 ( л2 . 2 1 k- 'L л2 2 ) р1 - Рн = Рнанр · н · SШ 11. - + k + 1 н cos 11. • 

Однако из (44) и (43) главы I следует : 

Рн 
Рн 

2k 

k - 1 2 а2 ' 1 Л нр 
- k + l н 

Отсюда отношение значений статичеснога давления з а  и перед 
:косым сначном уплотнения равно : 

л2 [ 4k 2 J k- t }!_]_ 
= 

н 1 - (k+1)2 cos а - -т 
р k - 1 • н 1 --- 1-й k -t- 1 

(41) 

Выражение (41 ) при увеличении угла_ косого сначка до зна
чения а =  90° переходит в известнdе выражение (2 1) , получен-

ное выше для прямого сначна . Вычислим значение PI для воз
Рн 

духа (k = 1 ,4) :  
J!l Л� ( 1 - 0 , m2 cos2 a) - 0 , ! 67 
Рн 1 - 0 , 167 - Л� 

Отношение значений полного давления за и перед носым сначном 
является функцией коэффициентов сноrюсти и может быть опре
делено следующим образом : 

(42) 
где 
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а отношение значений статического давлепил .Е!... берётся по форРн 
муле (41) . 

Таким образом, для расчёта отношения значений полного 
давления crk в носом скачке уплотнения нужно знать коэффи
циент скорости Л.1 • Из треугольника скоростей за косым скачком 
следует: 

w� = Wjп + wl , 
Wнn =-=- Wн · Sin rz, Wt = Wн COS rz ,  

причём согласно (37) 

2 k - 1 2 Ш'нп • Wtп = анр - k + l U't • 

Отсюда выводитсн расчётная формула для коэффициента скорости 
за косым скачком уплотнения .  Эту формулу можно получить 
так : 

но пз (35) 

w1 = Wн COS rz .  

Вставляя эти значении Wtn и w 1  в выражение для Л. l '  будем 
иметь : ( k 1 ) 2 . 

1 - -=- л� cos2 а 
\ 2  \ 2 2 + k +  1 
11.1 = "н cos rz __;;_-."-2 -7( lo-----c2;;--:-)---'-- • Лн - c o s  а 

(43) 

"Увеличение угла скачка до прямого (rz = 90°) приводит к из
вестному соотношению ( 16) для прямого скачка : 

1 ''1 = -
Лн 

"Увеличение давления в носом скачке уплотнения можно 
также представить в функции числа М набегающего потона 
и угла rz ,  который образует вентор скорости Wн с фронтом сначка . 
Из треугольника сноростеi'r (фиг .  33) перед скачком имеем : 

Wнn = Wн · Sill rz .  

Подставим это выражение в уравнение импульсов 

Р1 - Рн = Wнn Рн (te 'нn - Wt n) 

(44) 
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и разделим обе  части последнего на  величину Рн · Тогда, 
используя уравнение неразрывности и формулу для скорости 
;з вуна [ (36) г л. I ] ,  получим : 

.f!J_ = 1 + kM� · s in2 а ( 1 - � ) . Рн Р1 
Выразив с помощью уравнения ударной адиабаты ( 18) отноше-

- Рн -ние плотностен - через отношение давлении и подставив его Р1 
в последнее уравнение,  приходим н иеномой зависимости : 

Р1 2k м2 . 2 k- 1 
- = -- н · Slll а. - -- . Рн k +  1 k + 1  (45) 

При одпой и той же скорости пабегающего потока косой 
скачок , как дто следует из (45) , всегда бывает слабее пря.мого . 

Фиг. 35 .  О бразование волны сil абых возмущений .  

Интенсивность носого сначна уплотнения изменяется с изме
"Нением угла нанлона его фронта I{ направлению набегающего 
потОI{а. В предельном случае ,  Iюгда Iюсой сначон переходит 
в прямой (а. =--= 90°) , увеличение давления получается максималь
ным . При этом равенство (45) принИl\!ает тот же вид,  что и ра
венство (20) , известное из теории -прямого скачка уплотнения . 

В другом предельном случае ,  -погда угол паклопа с-пач-па -п па
правлепию потока перед пи.м определяется условием 

. 1 
sн1 а.0 = м , 

н 
(46) 

косой скачок вырождаетс.<:t в бес-пон,ечпо слабую волпу (р1 � pJ . 
Разъясним этот факт неснольно подробнее . Пусть в иеноторой 
точке О сверхзвуi{QВОГО газового потОI{а возникло бесконечно 
малое возмущение (фиг .  35), вызвавшее незначительные нолеба
ния давления . Слабая волна сжатия (или разрежения) побежит 
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из центра возмущения во все стороны со скоростью звуна а . 
Через единицу времени ('t = 1 сек . )  фронт волны будет nред
r,тавлять собой сферу радиуса r = а . Однако вся масса жидкости ,  
в которой возникла волна , сносится по потоitу со сверхзвуковой 
сноростью Wн > а . По этой причине слабые волны давления 
ниь.огда не выйдут за пределы конуса ,  поверхность которого 
является огибающей для сферичесних волн. Образующая тан:ого 
конуса носит название харак,теристик,и , а угол а.0 между обра
зующей и осью называют углом распространени.я слабых возму
щений . Этот угол,  нан: видно из фиг . (35) ,  оnределяется равен-
С ТВ ОМ 

Итак, фронт очень слабого косого сначка уплотнения распола
гается по отношению к набегающему потоку под углом а0 , ното
рый определяется равенством (46) . Сильные возмущения,  кан 
было показано выше , распространяются со сверхзвуковой сно
ростью, в связи с чем фронт сильного скачка образует с набе
гающим пото1юм больший угол,  чем характеристина :  

а. > ао . 

Предельный диапазон углов а для косого скачка уплотнения , 
как nидно из приведёных выше данных, следующий :  

goo > а. >  а.о . 
Подставим выражение (4.5)  в уравнение 

·тогда получим равенство ,  связывающее 

тtосого скачна уплотнения с числом 
М 

углом наКJ1ОIШ скачка : 

k + 1  
р ,  k- 1 
- = ----;1--------;2-;---
Рн 1 + 2 • --

M н sin2 cx k - 1 

ударной адиабаты ( 1 8) ,  

отношение � в случае 
Рн 

набегающего nотока и 

(47) 

Э М 1 . . 90° то равенство при н � sin а дает р1 � Рш а в случае а. =  
переходит в соответствующее равенство (22) ДJIЯ прямого Сiiачна 
уплотнения .  

Зная отношение значений плотности газа за  и перед носым 
сначком , можно вычислить угол w , на который отклоняется 
поток в скачке (фиг . 30) . Из уравнения неразрывности имеем : 
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В то же время по схеме потока в скачке (фиг.  33) получается : 

Отсюда следует : 

А Рн tg r = - tg cx ,  P I  
или на основании равенства (47) :  

k + 1 2 • -- · Mн stn2 cx 2 
tg � = ),;n tg cx =  k - 1  2 

tg cx =  
1 + -. -· M н · Sin2 cx 

;:: 

k- 1 ( 2 1 ) 
= -k - 1 + -k 1 2 tg cx . + 1  - Mн sin2 сх 

(48) 

(49) 

(50) 

Но если известен угол между вектором скорости за скачком и 
фронтом последнего, то угол отклонения потока согласно выра
жению (30) равен : 

ш = сх - � . 

Мы указали способ определения угла , на который откло
няется поток в скачке , когда положение фронта известно . Если, 
наоборот, задано определённое отклонение сверхзвукового потока , 
то в тех случаях ,  когда в результате отклонения величина 
скорое1·и должна уменьШ иться (например , при сверхзвуковом 
обтекании клина , изображённого на фиг . 3 1 ,  а) , возникает косой 
скачон: уплотнения ; при этом по формулам (30) и (50) может 
быть вычислен угол сх ,  под н:оторым расположится фронт сн:ачн:а 
по отношению к потоку . 

На фиг . 36  представлены кривые сх = 1 (ш) ,  соответствующие 
различным значениям числа М набегающего потока , построен
ные для воздуха (k = 1 ,4) . Rак видим , каждому значению числа 
М отвечает некоторое предельное отклонение потока ( ш = Шmах) , 
выше которого нельзя получить ни при наном положении фронта 
скачка . Так , при М =  2 поток может быть отклонён не более ,  
чем на угол Шmах = 23° , при М -= 3 - на Шmах = 34° ,  при М = 4 -
на Шmах = 39° . Даже при беснопечно большой скорости (М = со )  
поток можно отклонить мансимум н а  угол Шmах = 46° . Наличие 
такого ограничения в отклонении потока после скачнов уплот
нения является вполне естественным фактом , ибо как при бес
конечно слабом скачке, т. е. когда угол сх равен углу распро
странения слабых возмущений,  а образующа я конуса возмуще
ний является хара,.теристик,ой , так и при наиболее сильном 
прямом скачке угол отклонения потока становится равным 
нулю, следовательно, кривые ш = 1 ( сх) имеют максимумы . 
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На нривых фиг . 36 видно , что одному и тому же отнлоне
нию потона отвечают два положения фронта скачка . Опыты 
поназывают, что из двух возможных положений скачка более 
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Фиг . 36 . Зависимость наnравления косого скачка 
ОТ угла ОТКJIОН€'НИЯ ПОТОКа . 

устойчиво такое , при котором угол можду направлением потока 
и фронтом сначна меньше . Таrшм образом , на фиг. 36 более 
важны нижние ветви нривых , лежащие под точнами мансиму
мов .  Нижнее пересечение наждой из кривых а. = f ( ш) с осью 
ординат соответствует перерождению сначна в слабую волну, 
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а получающийся при этом угол а. 0  представляет собой угол 
слабых -возмущений . 

Возможен случай сверхзвукового обтекания клина , у которого 
УI'ОЛ при вершине оказывается больше , чем допускается по 
фиг . 36 . При этом не может осуществиться обтекание с плоским 
косым скачком уплотнения.  Опыт показывает , что в таком слу

Фиг. 37 . Скачок уплотнения 
при сверхзвуковом

· 
обтекании 

клина со слишком большим уг
лом при вершине (ш > шmах) ·  

чае образуется скачок уплотнения 
с криволинейным фронтом (фиг .  37) , 
причём поверхность скачка разме
щается впереди , не соприкасаясь с 
носиком клина . В центральной своей 
части скачок получается прямым, 
но при удалении от оси симметрии 
переходит в косой скачок,  который 
на больших растояниях вырождает
ся в слабую волну . Такая же форма 
скачка уплотнения наблюдается при 
сверхзвуковом обтекании тела, име
ющего закруглённую носовую часть 
(фиг . 38) . 

Иногда необходимо вычислить 
скорость потока после косого скач
ка уплотнения . Проще всего это сде
лать , пользуясь треугольниками ско

ростей (фиг . 33) , из которых следует: 

Отсюда получаем: 
cos а w - w  --1 - н cos � 

или в безразмерных обозначениях :  
Л - Л  CO!' ot 

1 - н cos р .  

(5 1) 

(52) 

Обращаясь к известной переходной формуле [ (47) гл. J ] ,  можно 
на:Ити соответствующее значение числа М за косым сначком : 

1 ),2  
� k + 1 1 M t  = --';----:--

1 - k - l л2 
k +  1 1 

На фиг . 39 приведены нривые зависимости числа М1 за скач
ком уплотнения от положения фронта : М1 = f (!Х) для трёх зна
чений: чиспа М в набегающем потоке (М = 2, 3 ,  4) . Rак видим, 
во всех трёх случаях при углах нанлона фронта а. � 60° скn
рость потока после носого скачка уплотнения оказывается сверх-
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звуковой . Нрайняя левая точна каждой кривой отвечает режиму 
перехода носого скачка уплотнения в слабую волну, крайняя 
правая точка - в прямой скачок уплотнения .  

Случай, когда образуется прямой скачок , является наиболее· 
простым, так как при этом сразу получается дозвуковое течение. 
После rюсого С7>а"Ч.,.а пото.,. ва.медляется , по ,  нак мы видели . 
.может оставаться сверхвву1>овы.м . В таком случае последующее 
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Фиг. 39 . Зависимость числа М 
за скачком уплотнения от угла 

наклона скачка . 

Фиг. 40. Схема сверхзвукового обтека.
ния конуса . 

торможение должно сопровождаться вторым скачком, который 
может быть как прямым,  так и косым . В последнем случае 
может попадобиться ещё один скачок . Итак, полное торможение
сверхэвунового потока требует либо одного прямого скачка , 
либо системы из нескольких косых скачков , обычно завершаемой 
слабым прямым скачком . Можно представить себе такую систему 
скачков, в которой потери меньше , нежели в одном nрямом 
скачке . Остановимся теперь на сверхзвуковом обтекании нонуса . 

При симметричном сверхзвуковом обтекании нонуса {фиг. 40) 
перед последним устанавливается коническая ударная волна: 
(фиг . 3 1 , 6 ) ,  nричём вершины конуса и ударной волны (поверх
ности скачка 1 практичесни совпадают . Ввиду того, что толщина 
скачка всегда очень мала , приведённые выше формулы для 
расчёта плоскопараллельного косого сначка применимы и к 
осесимметричному сначну . В частпости , если известны угол между 
фронтом и наnравлением потона а. и скорость перед сначном 
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(фиг . 40) , то по формуле (50) можно отыскать направление по
тона Wпл (�пл = а - Wпл) ,  по формуле ( 5 1 ) - скорость и по формуле 
( 45) - с татичесное давление непосредственно за сначном. Однако 
в отличие от плосrюго в осесимметричном потоне направление 
�труй газа непосредственно за сначном (wпл) непараллельно по
верхности тела (wпл *- wRoн) ·  В связи с этим угол отнлонения 
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струй за сначном постепен
но изменяется, прибли
жаясь асимптотичесни I' 
полууглу при вершине н:о
пуса . Непосредственно за 
сначцом угол отнлонения 
имеет наименьшее значе-
ние : 

Wпл < Фнон 

и ,  нак упоминалось , полу
чается таким же , r�ак для 
плоеного потока ,  т. е. мо
жет быть определён с по
мощью фиг.  36 .  

Зависимость угла а 
между фронтом сначка и 
направлением потока от 
полуугла при вершине ко-

D ID о zo • JO а о ·� 50 ш GD" нуса ( wRoн) для случая 
Фиг . 41 .  Сравнение углов косого скачиа 
на ионусе и на 1шине (пунктир) при Iю

эффициенте скорости Лн = 2 (Мн = 3 , 1 6) . 

),п = 2 (Мн = 3 ,  1 6) nриведе
на на фиг. 41 (сnлошная)1 ) .  
Здесь ж е  нанесена нривая 
а =  f (wпл) , дающая углы 

отнлонения потока неnосредственно за сначном (пунктир) ,  т .  е .  
отвечающая плоеному потоку (обтенание нлина) . Rан видим, 
при один,а,.овых углах к,он,уса и ,.липа ua к,оиусе с,.ачок, полу
чается слабее (более наклонный) . 

Выше было уназано , что изменения направления nотока ,  
сrшрости и состояния газа в самом скачне н е  зависят о т  формы 
поверхности сначна ; nри заданной с1юрости nотона (Лн) и угле 
скачна а эти изменения nолучаются одинановыми в плоскоnарал
лельном и осесимметричном течениях.  РазJiичие этих двух сJiу
чаев состоит тоJiько в том, что один и тот же yгoJI сначна nо
лучается не при одинановых yгJiax раствора нонуса и клина 
Иначе говоря, nри сравнении осесимметричного и nлоеного носых 

1) Расчёт произведён Г. И. Петровым и Е. П.  Уховым.  См. П е т р  о в Г. и . . 
и У х  о в Е .  П . , Расчёт восстановления давления при перехо;з;е от сверхзву
кового потока к дозвукоnоlllу при различных системах п.1ОСIШХ с1щчков 
уплотнения, М . ,  1947 .  
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сначнов целесообразно выражать все фанторы в фуннции угла 
сначна , а не угла при вершине обтенаемого тела . В этом случае 
результаты расчёта осесимме:rричного и плоеного сначнов по
лучатся одинановыми. 

Течение газа за сначном в осесимметричном случае отличается 
от плоского, именно : снорость потока , статическое давление 
и плотность газа имеют близние, но неодинановые значения , 
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Фиг. 42 . Зависимость полуугла при вершине конуса от 
угла поворота IIOTOiia в скачке для различных скоростей 

потока .  

а углы поворота потона в скачне (угол клина) и на беснонечности 
(угол нонуса) существенно различны. На фиг. 42 приведены 
кривые 

Wнон = f ( Wпл) 

для различных значений числа М .  На фиг . 43 изображены 
нривые значений числа М за скачком (пунктир) и на поверхности 
нонуса (сплошная) в фуннции угла скачка при различных зна
чениях снорости набегающего потона . 1:\ак видим, уменьшение 
снорости между областью, лежащей непосредственно за скачном 
(соответствует плоеному течению), и поверхностью конуса полу
чается незначительным; тап нан числа М за скачком и на 
поверхности нонуса близни, то близни и соответственные числа Л . 

7 Г. Н. Абра мович 



98 СНАЧИИ УПЛОТНЕНИЯ [ гл .  П l  

Для прантичесних расчётов можно считать ,  что снорость за  осе

симметричным сначном есть средняя арифметичесная величина : 

или даже равная снарасти за плосним сначном : 

),1 � At ПЛ • 

(53) 

(54) 

Но при этом для осесимметричного течения ова ; ;ываются при

годными формулы , полученные выше для плоскопараллельного 

1 
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Фиг.  43 . Значения чисел М за с1шчком (пун:ктир) и на 
�поверхности нонуса в зависимости от угла сначка , 

течения ,  с той лишь разницей ,  что одним и тем же углам сначка 

соответствуют разные углы при вершине тела (фиг . 43) . 

§ 3 .  О применении пневматического насадка в сверхзвуковом 
потоке 

Для измерения скорости сверхзвукового газового течения 

можно пользоваться обычным пневматическим насадком 
(фиг .  44) . Нужно только учесть , что при сверхзвуковом обтекан:�;�и на

садка перед ним возникает ударная волна . Если ось симметрии 
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пасадна параллельна направлению потона, то центральная 
газовая струйна, претерпе
вающая полное торможе
ние ,  сначала проходит через 
прямую часть ударной вол
ны, где её снорость стано
вится дозвуновой;  затем при 
подходе к отверстию 1 сно
рость плавно уменьшается до 
нуля.  

Давление в труб не 1 (Рп1 ) 
может быть вычислено сле
дующим способом . Из выра
жения (68) главы I имеем: 

k 

Р о' = ( 1 + k- 1 
М2 )11-1 .  

Pt 2 1 ' 

2 

z 

z 

здесь р1 , М1 - статичесное Фиг. 44 . Пневматический насадок в 
давление и число М непо- сверхавуковам потоке . 

средственпо за ударной вол-
ной . Используя формулы (47) ,  (48) главы I и ( 16) , переходим 
н числу М в набегающем потоnе : 

или 

2 2 1 
-k +-1 · ч  m · � м� = 1 - k 1 1 1 - k- Л2 1 - -=- -

k + 1 1 k + 1 л� 

k- 1 2 1 + --;г Мн 

kм2 k - 1  
н --2

-

( k + 1 \ 2  2 
k- 1 2 :Г )  · 

Мн 
1 + -2- M1 = k- 1 ( 2k 2 ) • 

-у k- 1 
Мн - 1 

Отсюда на основании равенства (20) 
Р1 _ 2k м2 k- 1  

p; - k + 1 н - k + 1 

получаем общераспространённую формулу, выражающую отноше
ние давления р01 в трубне 1 н статичесному давлению в набега-. 
ющем потоне (Рн) нан фуннцию числа М в набега�щем пото�е : 

1!+ 1 1 211 

р01 = ( k +  1) 1!-1 (-2-) k-1 
М�-1 

. Рн \. 2 k-- 1  _1_ (55) 
( 2k М� - 1) 11-1 

k- 1 
7* 
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В случае воздуха (k= 1 ,4) формула приводится н следующему виду: 
Ро1 166 , 7 · М� 
Рн = (7 · М� - 1)2 • 5  • (56) 

Если боновые отверстия 2 находятся на расстоянии ,  равном 
не менее 4- 6 диаметрам пасадна от переднего его края, то , 
как показывает опыт, давление в трубке 2 равно статическому 
давлению набегающего потона (Рн) · Таким образом, величины р01 ·и Рн измеряютqя непосредственно на манометрах, присоединён
.ных соответственно н трубкам 1 и 2 насадка . 

Для вычисления скорости потока по формулам (55) или (56) 
нужно ещё знать скорость звука , или, что то же, температуру 
набегающего потока : 

В некоторых случаях удобнее пользоваться формулой, выра
жающей отношение давлений в трубках насадка в функции коэф
фициента скорости набегающего потока (Лн) · Эту формулу можно 
получи�ь из выражений (21 ) и (23) данной главы : 

Ро1 = -------1 _____ .-1 • 

Рн (_!__- k- 1) (t - k - 1 _1 ) 11.-1 

В случае воздуха 
л� k + t k + t л� 

(k = 1 ,4) 

Ро1 1 
Рн = (�-0 167) (1 - 0 , 167) 2 , 5 . 

л� ' л� 

(57) 

(58) 

Вычисление скорости набегающего потока по формуле (57) можно 
выполнить, если известно значение критической скорости : 

где 

причём 

у 2k 
аир = k + i · gR Toн , 

тв Тон = k- 1 2 1 --- Лн 
k + i  

Заметим, что , например, в аэродинамической трубе всегда из
вестна именно температура торможения, т. е. температура всасы
ваемого в трубу воздуха . 
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УСКОРЕНИЕ ГАЗОВОГО ПОТОКА 

§ 1 . Сверхзвуковое сопло 

В сверхзвуковом сопле Лаваля газовый поток иреобразуется 
таким образом, что скорость истечения становится больше сiю
рости звука : 

М >  1 ,  wa > a . 
Рассмотрим случай одномерного потока газа по сверхзвуко

вому соплу . Уравнение неразрывности даёт : 
G 

- = pwF = coпst . 
g 

Газ движется по соплу с ускорением , поэтому при малой ско
рости , когда плотность газа можно считать неизменной, необхо
димо уменьшать сечения . Этим обусловлено сужение начальной 
части сопла. При дальнеiiшем расширении газа увеличение 
сRорости сопровождается заметным уменьшением давления 
и, следовательно , плотности газа , что частично компенсирует 
рост сRорости, и поэтому сужать сечение Rанала нужно уже 
не так быстро . Наконец , процесс проходит через такую т.очну , 
ногда плотность расширяющегося газа уменьшается обратно 
пропорционально скорости , и сечение в данном месте изменять 
не придётся . HaR известно , в этом сечении канала скорость 
потока равна сRорости звуRа .  Дальнейшее увеличение сRорости 
сопровождается ещё более быстрым падением плотности , и для 
удовлетворения уравнению неразрывности нужно увеличивать 
сечение сопла . 

Таким образом , сверхаву-,;,овое con.ao , предн,аан,ачае.мое длл 
по.аучен,ия сверхзвукового пото-,;,а , до.ажно состоять ив сужаю
щейся (доsву-,;,овой) и расширяющейся (сверхаву-,;,овой) частей 
(фиг . 45) .  В уако.м сечен,ии сверхаву-,;,ового con.aa (критическо.м 
сечен,ии) скорость пото-,;,а равн,а авуковой . 

Нетрудно притти к этому же выводу и математическим путё:м. 
Для этого необходимо рассмотреть совместно уравнения исраэ-
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рывпасти и Бернулли (без учёта трения) в дифференциальной 
форме : 

d (pwF ) = O, dp + pw dw = O. 
Разделим второе ура;::нение на pw2 и умножим и разделим пер
вый его член на dp . Тогда · получим : 

1 dp dp _�_ dw _ О  
W'l dp p 1 -w - . 

Из первого уравнения имеем : 

Fw dp + Fp dw + pw dF = О  
или после деления на pwF: 

'!1_ dF dw 
P = - fi - -w 

Подставляя этот результат во второе уравнение И учитывая , что 
согJiасно равенству (36) Производнан давления по плотности 

kp 
а 

Фиг .  4!J . Сопло Jlавалл: . 

в идеальном адиабатическом 
процессе равна квадрату ско
рости звука в газе ,  получим: 

(�- 1 ) dw 
= dF ( 1 ), а2 w F · 

Анализируя это равенство, 
можно заметить, что при рас
ширении (ускорении) газа ,  

когда а; > О, сечение сопла должно изменяться так, как уна-

;,зывалось выше , а именно : 

если w < a, то 
dF 
F <

О 
(сужение) , 

если w = a , то 
dF = О 
F (кризис) , 

dF 
если w > a , то F > О  (расширение) .  

Таким образом , наблюдаются три режима : дозвуповой w < анр • 
притичеспий w = анр , сверхавуповой w > анр · 

Следует отметить , что около нритического сечения поток 
очень чувствителен к изменению поперечного сечения канала . 
Тю� , например , для изменения чис.ла М на 10 % (от М = 0,9 до 
М = 1) достаточно изменить площадь сечения на 1 % ,  а для 
перехода от М = О, 95 к М =  1 -- на 0,25%. По этой причине 
нельзя поддержать нритический режим на достаточно про
тяжённом участке прямой трубы (пограничный слой , образу-
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ющийся за счёт торможения газа у стенок, как бы сужаот 
сечение струи) .  

Плотность , кан: уже отмечалось, с ростом сн:орости умень
шается . В районе н:ритичесн:ого сечения сопла 

dF _ 0 . 
F - ' 

на этом участн:е уравнение неразрывности , если отложить 
по оси абсцисс р, а по оси ординат w, выражает гиперболу, 
а площадь поперочного сечения проходит через экстремум 
(минимум) . Из соотношения ( 1 )  следует , что именно в узком 
сечении сопла Лаваля получается скорость потока , равная 
местной скорости звука .  

Рассмотрим зависимость скорости от  площади поперечного 
сечения сопла . Для этого , пользуясь уравнением неразрывно 
сти , свяжем произвольпае сечение сверхзвукового сопла с его 
минимальным сечением:  

отсюда 

F Pн]JWRP 
-

Fнр pw 

Однако w = а М и Мнр = 1 , поэтому 

Н о ,  как известно , 

F Рнранр 
Рнр ра М 

1 

а:Р = (т;Р)� 
и при идеальном процессе 

следовательно , 

l 

Рнр 
= (Т 

н
p)ii=l р 1 '  ' 

k -1- 1  

.!'_- (Т Rp)�(k- 1 ) • _1_ 
FRP

- т м . 

На основании равенств (40) и (41 ) главы I имеем : 

1 +· k - 1 M2 
� 
k- 1.  1 + -2-
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Отсюда следует: 

F 
Fнр = 

k+1 
с k- 1 )2(/t.- 1 } 1 + -- М2 � 

k+1 
м (k� 1) 2(k- 1 } 

(2) 

Если принять для воздуха k =  1 ,4 , то получится : 
F (1 + 0 ,2М2)з 

FRP = 1 , 73М • (3) 

Из этих формул видно , что потребное безразмерное значение 
площади сечения является функцией только числа М . Следует 
подчеркнуть , что все приведённые выражения справедливы при 

---------

3 
t 

_,_ --;;;; 
1 

2 
1 

L 

-----v 
fl 

/ 1 
1 
1 

1 1 1 

отсутствии тепловых и гидрав
лических потерь , т. е .  при из
менении состояния газа по иде
альной адиабате . 

Если задаётся нонфигура
ция сверхэвунового сопла, то 
можно указать , какое число М 
получается в любом сечении . 
Каждому значению числа М 
соответствует определённая ве-

1 

о 1 2 
F 

3 И f/. личина отношения F . Rри
нр 

Фиг. 46 . Зависимость безразмерной 
площади сопла Лаваля от числа 

F вая F = 1 tM ) , построенная по 
нр 

м (k = 1 ,4) . формуле (3) , приведела на 
фиг . 46 . При этом , кан видно 

из кривой, уравнение (2) имеет два решения ; одному и тому же 
F 

М 
u 

F отвечают два значения числа : одно при дозвуновои ско-
нр 

рости и другое при сверхзвуковой скорости . Для входной части 
сопла , предшествующей критическому сечению , годны все до
зву�овые решения, а для выходной части - все сверхзву�овые . 
Однозначное решение получается только в критическом сечении 

(ь:Р = 1 ) -
. 

Давление и плотность газа при идеальном процессе зависят 
однозначно от числа М и определяются формулами (68) и ( 7 1) 
главы 1 .  Отсюда следует , что , выбрав произвольпае сечение , 
мы получим в этом сечении определённое значение числа М 
нотарому соответствуют определённые значения температуры , 
давления и плотности газа (с точностью до влияния погранич
ного слоя) . 
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Величина снорости в данном сечении сверхэвунового сопла 
зависит тольно от температуры торможения T{l . Изменение полного 
давления р0 на снорость не влияет , тан нан пропорционально ему 
изменяется и местное давление р, а их отношение остаётся 
неизменным; танже остаётся неизменным и отношение температур 

k - 1  

� = ( � )т. 
Для получения на срезе сверхэвунового сопла определёввого 

значения числа М необходимо соответствующим образом подо
брать площадь сечения и ,  нроме того , надо иметь достаточный 
запас давления в намере перед соплом . Другими словами , для 
достижения требуемого числа М на срезе сопла давление 
в намере должно в известное число раз иревосходить давление 
онружающей среды . 

Предположим. что давление в намере р0 возросло , тогда на 
срезе сщ:ша давление танже увеличивается , и газ истекает 
с избыточным давлением . Где-то за срезом сопла давление 
уравняется с атмосферным, избыток давлепил израсходуется 
в струе на увеличение скорости , а так как для сверхзвукового 
потока увеличение скорости требует увеличения поперечного 
сечения струи , то струя как бы образует в пространстве рас
ширяющееся сверхзвуковое сопло . Если же давление в камере 
по какой-либо причине понизится , то на срезе произойдёт 
повижевие давления , причём давление может получиться ниже 
атмосферного ;  скорость истечения при этом не изменится , так кан 
она является фушщией только отношения площадей выходного 'и критического сечений сопла . Изменение давления в атмосфере 
не сказывается на истечении из сопла , так как волна давления , 
распространяющаяся со скоростью звука , сносится сверхзвуко
вым газовым потоком . По выходе газовой струи из сопла 
давление в вей в конце концов должно сравняться с атмосфер
ным , т. е .  повыситься за счёт торможения сверхзвукового потока ; 
этот процесс сопровождается возникновением ударных волн 
и будет ниже разобран более подробно . 

Таким образом , давление на срезе данного сверхзвук,ового сопла 
не связано с давлением атмосферы , а зависит толък,о от дав.яе
ния в к,амере и формы сопла . 

Лишь в случае так называем: ого расчётного режима давлени е 
на срезе сопла равно атмосферному давлению : Ра = Рн · На верас
чётных режимах, когда давление на срезе больше или меньше 
атмосферного , должно происходить изменение давления в струе 
вне сопла. 

'Уже отмечалось, что процесс иреобразования давления в ско
рость в сверхзвуковом и в дозвуковом потоках протекает бе3 
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существенных потерь , т .  е .  примерно при постоянной энтропии ,  
п ,  следовательно , очень близок н идеальной адиабате . Именно 
поэтому приведённые выше формулы расчёта идеального сверх
звукового сопла дают хорошие результаты для реальных сопел . 

Во многих случаях расчётные формулы упрощаются , если 
параметры состояния газа определяются в функпни не от 
числа М, а от коэффициента скорости . Удобство оперирования 
ноэффициентом снарасти связано с тем , что его знаменатель 
(нритичесная снорость) зависит тольно от температуры тормо
жения, ноторал постоянна для любого участна потона с изоли
рованным процессом . Заноны изменения температуры ,  давления 
и плотности газа в фуннции ноэффициента /, выражаются фор
мулами ( 44) ,  ( 72) и ( 73) главы I .  

Выведем выражение, связывающее площадь сечения сверх
авунового сопла с ноэффициентом снорости . Обратимся к уравне
нию неразрывности 

Подставляя сюда 

получим: 

1 
Рнр = (Т нр) h- 1 

р т ' 

1 

F 1 [ d-т 1 h- 1 
(4) Fнр = т  1 - k- 1 Л2 k -t- 1 

Выведем в заключение формулу для расчёта секундного рас
хоДа газа в сверхзвуковом сопле . У до б но находить расход 
газа по критическому сечению сопла : 

G = g · рнранр · Fнр , 
так нан из выражений (44) , ( 72) , ( 73) главы I 
определить состояние газа в критичесном сечении 

1 

� = ( k + i) h- 1 
Рнр \ 2 

h 

_д_ = ( k� 1) h- 1 ' 
Рнр · ... 2 

В частности , для воздуха (k =  1 ,4 ) имеет место 

(5) 
легче всего 

р, = 1 ) :  
) 

f (6) 

J 
Т0 = 1 ,2 ·  Тнр ,  Ро = 1 , 58рнр , Ри = 1 ,89рнр ,  а.0 = 1 , 1анр · ( 7)  

Заменяя с помощью соотношений (6) нритические значения 
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плотности и скорости звука в выражении (5) значениями , соот
ветствующими состоянию торможения ,  т .  е .  состоянию в намере 
перед соплом , получим: 

k + 1  ( 2 ) 2(11.-1 ) G = gpuaoFнp k + 1 ' 

и л и  на основании уравнения состояния и формулы (36) главы I :  
k+ 1 1 

G = PoFнp (-2-) 2 (11.-1 ) ( kg ):г: 
V To k + 1 R (8) 

Итак,  расход газа через сверхэвуновое сопло зависит тольно 
от состояния газа в намере перед соплом . Для воздуха (k = 1 ,4 ,  
R = 29 ,27) имеем следующую упрощённую формулу расхода : 

о 4 РоFнр 1 1 G = , у nгjcen . 
То 

(9) 

По формулам (8) и (9} производят подбор размеров нритичесного 
сечения сверхэвунового сопла для заданного расхода и извест
ного состояния газа перед соплом . 

§ 2 . Простое сопло 

В тех случаях ,  ноrда снорость истечения меньше нритиче
о<ой , в начостве сопла применяют простой сходящийся наса
дон - нонфузор .  Состояние газа и скорость течения в различных 
сечениях нонфузора можно определять по тем же формулам, 
что и в случае сверхэвунового сопла . Однако потон в нонфу
а оре имеет ряд особенностей,  ноторые нельзя не учитывать . 

Наиб<"'лее важно , что при дозвуковом режиме истечения 
давление в струе на срезе сопла прантически равно давлению 
в окруящющей среде (в обтенающем потоке} , так нак при этом 
режиме любое изменение давления в атмосфере в виде волны 
давления проюшает внутрь сопла ,  вызывая изменение давления 
перед сопл()м п соответствующее изменение снорости истечения ;  
перестройка потона продолжается до  тех пор , лона давление 
в струе на срезе сопла не сравняется с атмосферным.  Поэтому 
в отличие от свеr.•х_звунового сопла в простом нонфузоре снорость 
истечения определяется не его формой,  а толыю давлением в на
мере перед нопфузором . Тан:им образом, если известно давление 
в намере Ре, .  то при заданном давлении в плоскости выходного 
среза Рн Бvэффициент скорости истечения находится непосред
ственно по формуле ( 78) главы I :  

k-1 
л� = k + 1 · l 1 - ( 1!..!!.. )--;:;- J k - 1 Ро 
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Величина скорости истечения равна Wa = Ла · аир . где критическая 
скорость зависит согJiасно формуле ( 43) главы 1 только от темпе
ратуры в камере перед соплом (температуры торможения) : 

V-2 v 2k анр = а0 k + 1 = k + 1 gR T0 • 

Расход газа в конфузаре найдём по уравнению неразрывно
сти , применив его к выходному сечению: 

G = gpaWaFa . 
Если использовать известные уже зависимости : 

1 
..k = ( t -

k- 1 л2) k-t 
Ро k +  1 а ' 

то получится : 

IIJIИ 

1 
llнp = (-2 )2 
а0 k +  1 ' 

( 10) 

причём величина Ла предварительно вычисляется , как уже ука
зывалось , по формуле ( 78) главы 1 .  

§ 3 .  Сверхзвуковое течение газа с непрерывным увеличением 
скорости. Обтекание внеПiнего тупого уг.па 

Рассмотрим сначала простейmий вид сверхзвукового течения 
газа- поступательный равномерный поток . При таком течении 
все частицы газа движутся по параллельным траекториям с по
стоянной по величине скоростью . Траектории частиц являются 
одновременно линиями тока , которые непроницаемы для газа . 

Если в поле течения нет никаких препятствий в виде твёр
дых тел или границ ( стенок) , то газ не испытывает никаких 
возмущений . Простейmей границей , могущей изменить характер 
равномерного поступательного течения газа , является прямоли
нейная твёрдая стенка . Рассмотрим сначала с_лучай, когда такая 
стенка расположена параллельна направлению течения ,  т . е .  
совпадает с одной и з  линий тока . Если движущийся газ зани
мает всю бесконечную область над стенкой и сама стенка тоже 
бесконечна по длине, то ясно , что в этом случае стенка не окажет 
никакого влияния на течение газа 1 ) .  Отметим , что это положение 
справедливо и в общем случае для кривых линий тока : если 

1) Влиянием вязкости газа мы пренебрегаем. 
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стенка совпадает с линией тока, то она не оказывает воздей
ствия на движущийся газ . 

Если бы в пекоторой точке А стенки (фиг . 4 7) имелось I<акое
либо препятствие , то оно вызвало бы слабое возмущение равно
мерного потока . Такое возмущение распространилось бы в равно
мерном сверхзвуковом потоке по прямой линии - характери
стике , - составляющей с на-
правлением скорости угол а.0 , 
определяемый из условия ========��w��:=��====== 

. 1 sш а.о = м .  д 
Этот угол , как нам уже извест-
но , называется углом распро- Фиг. 47 . Параллельный равномер

ный поток над плоской стенкой . страневин слабых возмущений . 
Теперь мы можем дать картину обтекания внешнего тупого 

угла . Пусть в пекоторой точке С стенка поворачивает, образуя 
с первоначальным направлением угол 8 (фиг . 48) . При сверх
звуковом обтекании внешнего тупого угла АСВ газ расширяется , 
ибо область , занятая газом , увеличивается ; при расширении газ 
ускоряется . Вдоль участка 
стенки АС скорость газа по
стоянна . "Угловая точка С 
при обтекании её газом яв
ляется препятствием, которое 
СЛУЖИТ ИСТОЧНИКОМ ВОЗНИК
НОВеНИЯ слабых возмущений 
в газовом потоке . Эти воз
мущения , как было показано , 
распространяются в равно- д ?/ 
мерном потоке по прямой 
линии - характеристике СК, 
которая отделяет невозму
щённый газовый поток от воз
мущённого. Вдоль участка Фиг. 48. Поворот сверхзвукового пото-

стенки СВ скорость газа сно- ка газа при обтекании угла АСВ. 
ва принимает постоянное 
значение , большее , чем в исходном потоке вдоль АС . Это зна
чит, что возмущение , возникшее вследствие обтекания угловой 
точки С, закончится на другой характеристике CL, которая 
также прямолинейна .  Таким образом , поворот потока к новому 
напраВJ:�;ению осуществляется внутри угла KCL между двумя 
прямолинейными характеристиками . Для большей наглядности 
разобьём непрерывное расширение газа внутри угла KCL на 
большое число участков с незначительными , но прерывными 
изменениями па раметроn . 
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Первый малый сначан скорости и давления произоидет на 
плоскости , следом которой является прямая СК; так как дав
ление при этом падает, то согласно теории скачков нормаль
ная к плоскости СК составляющая скорости увеличивается ; 
ввиду неизменности тангенциальной составляющей скорости 
поток ·немного изменяет своё направление ,  отклоняясь от пло
скости скачка разрежения в сторону, противоположную той ,  
в ноторую о н  отклонился б ы  в скачке сжатия . Итак , за  пло
сностью СК слабого скачка разрежения поток получил несколько 
большую скорость, немного отклонился в соответствующем 
направлении , а дав."Iение ,  плотность и температура газа слегна 
уменьшились . Возмущение,  распространяющееся из области 
более низних давлений , теперь уже должно быть ограничено 
новой ха рантеристиной СК' ,  ноторал вследствие отклонения 
потона и увеличения числа М располагается правее ирежней 
харантеристики СК. Левее харантеристини СК' никание воз
мущения не пронинают, поэтому вдоль линии СК' ,  тан же нан 
перед этим вдоль линии СК, параметры газа и спорость движе
ния неизменны . 

Если спорость потона ,  ноторал неснольно увеличилась в пер
вом сначне , спроентировать на направления,  нормальное и тан
генциальное но второй ха рантеристине СК' ,  то онажется , что 
нормальная составляющая спорости здесь меньше (w� < wu) ,  
а радиальная-больше (w; > wr) , чем н а  линии СК . 

Второй слабый сначан разрежения,  который мы совместим 
с плосностью СК' ,  вызывает новое отнлонение потока в сторону СВ 
и дальнейшее расширение газа ,  сопровождающееся у-величением 
спорости . 

Поворот потона , очевидно, завершится, если струйна , приле
гающая н стенне , станет лараллельной направлению СВ (фиг .  48) . 
Следовательно , у самой стенни вентор спорости параллелен СВ. 

Но в силу того,  что все харантеристини , исходящие из 
точни С, прямолинейны , т .  е .  спорость (и остальные параметры 
газа) вдоль нпх не изменяется , то и вдоль пос.аедпей харак
теристпни CL вентор спорости сохраняет nостоянное (по вели
чине и направлению) значение Wн 1) . Таким образом, за  пос.аед
пей харантеристиной CL потон снова становится поступатель
ным . Н о  за точной С потон не испытывает более нинаних воз
мущений . Следовательно , после поворота оноло угла потон 
будет над стенной СВ таним же, наним был потон над стенной 
АС, т. е. равномерным и параллельным потоном с постоянной 
споростью Wн > Wн . Последняя харантеристина CL, на нотарой 
завершается поворот газового потона около точни С, распола-

1) Точна С является особой точ�ой,  так нан в зтой точне сходятся 
лучи ,  на наждом из ноторых значения снорости и давления постояпны. 
Эти постоянные значения снорости и ддвления различны для разных лучей. 
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гаетел под углом а.п. н стенне СВ, соответствующим равенству 
. 1 

Slll a.h. = Мп. 
, 

тогда нан первая харантеристина располагается nод углом а..в 
н стенне АС в соответствии с равенством 

. 1 
sш а.н = м ; 

н 

здесь М н , Мп. - значения чисел М до и после поворота потона . 
Нан известно , нонечные адиабатичесние сначни разрежения 

невозможны . Однано, если разбить угол KCL на беснонечно 
большое чисJю беснонечно малых углов , то мы перейдём от 
рассмотренной выше условной схемы с малыми сначнами раз
режения н непрерывному расширению газа; вместо нонечного 
числа слабых сначнов получается беснонечное число харанте
ристин - nyчor;, xapar;,mepucmur;, . 

Таним образом, поворот потона оноло тупого угла и связанное 
с этим расширение газа (уменьшение давления) можно рас
сматривать нан последовательность слабых возмущений, источ
иином ноторых служит вершина угла ;  эти возмущения распро
страняются в потоне по прямолинейным харантеристикам, исхо
дящим из вершины . 

Приведённые рассуждения поназывают, что при повороте 
сверхавунового газового потона оноло внешнего тупого угла 
значения снорости , давления и плотности остаются постоянными 
вдuль лучей , исходящих из угловой точни и являющихся 
харантеристинами .  Поэтому при аналитичесном исследовании 
обтенания тупого угла удобно воспользоваться полярными 
ноординатами, поместив начало ноординат в этой угловой 
точне . Координатными линиями тогда служат лучи,  исходящие 
из угловой точни, и нонцентричесние онружности с центром 
в этой: угловой точне . Координатами точни на плосности 
являются радиус-вентор r этой точни и угол <.р, составляемый 
радиусом-вентором с лучом , имеющим финсировапное направ
ление , нотарое мы определим позже . Все параметры газа 
будем рассматривать · нан фующии от r и 9 :  w = w (r,  q;) , 
р = р (r, q;), р = р (r , q;) . В силу того,  что параметры газа вдоль 
лучей в нашеii задаче сохраняются постоянными ,  частпы� 
производвые от w, р и р по r равны нулю (при перемещении 
вдоль луча не происходит изменения параметров газа) . Таним 
образом, 

дw -
д = 0, ,. 

др = 0  дr ' др 
дr = 0 . ( 1 1) 

Составляющие скорости по радиусу-вентору и по направле
нию, перпендинулярному н нему, обозначены соответственно 
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через W7 и Wu . Величина скорости 

w = }lw� +w� .  
дw В силу того , что дr = О, имеем таюне:  

дwr = O  дr и 
дwu = O дr . (12) 

Ниже мы дадим аналитическое решение задачи об обтека
нии тупого угла , используя полярные ноордингты. 

Основное свойство харантеристини, нак уже известно , со
стоит в том, что нормальная к ней составляющая скорости 
равна скорости звука а, но характеристика совпадает с радиу-

сом-вектором, поэтому в вы-
Н бранной нами полярной си

стеме координат нормальная 
составляющая снорости мо
жет быть найдена из условия 

Wu = a. 
Течение газа около внешне
го тупого угла является 
плавным и ускоренным, по
этому его можно считать 

t: безвихревым. Но тогда цирку-
ляция по любому замкнуто

Фиг. 49 . R выводу условия отсутствия му контуру равна нулю . Со-
sавихренности . ставим выражение для цирку-

ляции по контуру М RN К,  
ограниченному отрезками двух радиусов-векторов, проведённых 
из вершины угла,  и двух дуг, обходя этот контур по часовой 
стрелке (фиг.  49) : 

dГ = Wurdcp + ( W7 + д:;  dcp )dr-

- с  Wu + а�; dr) (r + dr) d!p - Wrdr = О; 

учитывая постоянство скорости по радиусу-вектору, являюще
муел характеристикой, имеем: 

r (13) 

Это и есть условие отсутствия завихренпасти .ь сверхзвуковом 
газовом потоке, обтекающем внешний тупой угол.  Его можно 
было бы получить также непосредственно из выражения (3) 
главы I I  для завихренности . 
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Составим теперь уравнение энергии.  
В главе I было выведено уравнение Бернулли . В нашем 

слуqае, иогда отсутствует механичесиая работа , гидравличесние 
потери не учитываются и запас потенциальной энергии не изме
няется, уравнение Бернулли имеет вид 

2 
w�;;w� + \ d: = О. 

1 
Мы выразим удельный вес через плотность , 1 = gp ,  и таи 

кан написанное уравнение справедливо для двух произвольных 
состояний газа , то запишем его в форме уравнения (57) главы I :  

2 2 2 (' dp + wr + wu __ t _ Wm n x  

� Р 2 
- cons - 2 , 

где Wmax - максимальная скорость газ а .  Это же уравнение 
в дифференциальной форме записывается таи :  

dp -р +  (wr dw, + Wu dwu) = О. 

Напишем, наионец , уравнение процесса . 
Процесс обтенания угла мы будем считать изоэнтропичесним, 

т .  е .  подчиняющимся уравнению идеальной адиабаты : 

р 
�t = const . р 

Таним образом , для аналитичесного исследования задачи 
обтеиания внешнего тупого угла сверхэвуновым потоном газа  
мы nолучили следующие' четыре уравнения .  "Уравнение харан
теристини 

Wи = а , 
уравнения отсутствия вихрей в потоне 

dwr 
drp = Wи, 

уравнение Бернулли в интегральной форме 
2 2 2 \ dp + wr + wu = Wшах 

J р 2 2 
пли в дифференциальной форме 

уравнение процесса 

8 Г. Н.  Абрамович 

dp о - + wr dw1 + wи dwи = , р 

р ' ," �t = const = m . р 

( 14) 

(15) 

( 16) 

,( 1 7) 

( 18) . 
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Отметим в занлючение, что так нак  параметры газа вдоль 
лучей при обтекании угла сохраняются неизменпыми, т. е .  
не зависят о т  r , то все они являются фактически фуннциямп 
тольно одноrо перемениого - полярного угла rp. Поэтому мы 
вместо частных производных по r.p можем писать полные про
изводные . 

Перейдём н решению системы уравнений ( 14) - (18) . 
Нашей задачей будет вначале получение одного дифферен

циального уравнения с одной неизвестной фуннцией. Из урав
нения ( 18) следует : 

р = mpk ,  dp = mkpk-1 dp . 

Подставляя это выражение в уравнение ( 16) , найдём : 

mk pk-2 d + wr + wu = Wmax 
� 

2 2 2 

р 2 2 ' 

или после интегрирования:  
2 2 2 mk k- 1 + wr + wи = Wmax 

k- 1  р 2 2 • 
Заметим теперь , что 

а2 = k ]!_ = mkpk-1 ; 
р 

но а2 = w� , следовательно,  mkpk-1  = w� , и из предыдущего урав
нения получаем : 

или 

2 2 2 2 tl'u -+ wr + wu _ Wmax 
k- 1 2 - 2 ' 

2 k --1 2 k-1 2 Wu + k+ 1 Wr = k+ 1 Wmax • 

Используя теперь уравнение (15) , приходим к следующему диф
ференциальному уравнению: 

C
dwr \2 k- 1 2 k-1 2 
d'f ) + k+ 1 Wr = k+ 1  Wmax • 

В ЭТОМ уравнении nеременвые Wr И rp разделяются: 

или 

di!.•r vk- 1 2 2 
d'f = k+ 1 (Wmax - Wт) , 
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Это можно переписать ещё в таном виде : 

1 Jk + 1_ d (�) 
r k - 1 у 1_ (�)2 \ Wmax 

Производя интегрирование , поJiучим:  

Y
k + 1 . Wr 
k _ 1 arc s1n --=�+ с1 , Wmax 

1 15 

где с1 - постоянная интегрирования . Разрешая это выражен�е 
относитеJiыю иеномой веJiичины wr, найдём: 

wr = Wmax sin [У� + � (� + с1) ] • 

Тогда из уравнения ( 15) сразу следует: 

Определим теперь постоянную интегрирования с1 " Рассмотрим 
таной случай, ногда снорость невозмущённого потона (до пово
рота) равна спорости звука (Мн = 1 ) .  В этом случае начаJiьная 
характеристина КС (фиг.  48) перпендинулярна н стенне АС, 
тан нан 

. 1 1 s1n cxн = м = , 
н 

т .  е .  полярные угJiы fP нужно отсчитывать от перпендинуJiяра 
н направлению спорости невозмущённого потопа . Тогда при 
� = 0 имеем : 

и выражение для wr превращается в уравнение для определе
ния с1 : 

O = Wmax s in [�(0 + с1) ] . 

Отсюда ясно ,  что с1 = О. Таним образом, получаем следующие 
выражения для составJiяющих спорости wr и wu : 

. (1 Л=1 
) Wr = Wmax SШ r т <f , 

l fk- 1 (1 /k- 1 ) Wu = Wmax r k --t- 1  COS r k + t  <р • 
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Пользуась выражением (46) главы 1, можно перейти от макеи
кальной скорости газа к критической 

-vk + 1  Wmax = аир k- 1 
и выражения для wr и wu записать в следующем виде: 

Wr = -v�-�- � aиp sin (V�+ �  ер) ,  ( 19) 

Wu = аир cos (V �+ � ер) . 
(20) 

llpи ер = О получим: wr = О , Wu = w = анр . т .  е . скорость невоз
·мущённЬго потока равна критической скорости звука . 

Найдём теперь величину полной скорости на каждом из лучей : 
w = "Vw; + w� .  Из уравнений ( 19)  и (20) получим: 

2 _ 2 [ k + 1 . 2 ( V k- 1 ) + 2 (Vk - 1 ) J _ w - анр k - 1 sш k + 1 ер cos k + 1  ер -
2 [ 1 + 2 . 2 (

V
k - 1  ) 

J = анр k- 1 sш k + 1  ер . 
Отсюда определяется коэффициент скорости 

(21 ) 

Все остальные параметры газа выражаются через коэффициент 
скорости по формулам ,  полученным в главе I: 

k 
р - ( 1 k- 1  ' 2 '\k-1 
Ро - - k +1 л ) ' 

1 
_е_ = ( 1 - k- 1 ),2)k-1 
Ро k -t- 1 
т 

= 1 - k- 1 л2 
Т0 k -t- 1 ' М ={ �л2 

k- 1 1 - k + 1 л2 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

Таким образом,  определив по формуле (21 ) величину Л2 
.цля соответст�ующих значений ер ,  мы сможем по формулам 
(22) - (25) полностью рассчитать состояние газа на каждом 
из лучей , проходящих через вершину угла . При ер = О полу
чается Л =  1 ,  при ер > О Л > 1 . По мере увеличения полярного 
угла скорость газ� возрастает, а давление, плотность и темпе
ратура уменьшаютря • .  
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Rан видно и з  выражения (2 1 ) ,  при нецотором з нач:еuи• 

полярного угла ноэффициент сворости может достигнуть _м.ане.:а� 
мальяого значения 

когда давление, температура и плотность газа равны нулю_ 
Очевидно , что дальнейшее возрастание скорости невозможно, 
а следовательно, прекратится и поворот потона . Иначе говора. 
суrцествует предельное значение полярного угла , определяемое 
ИЗ УСЛОВИЯ 

или 

откуда 

k + 1  1 2 . 2 (Vk- 1 ) 
k-1  = + k - 1 SШ k -t- 1 'Ртах 

• 2 (yk- 1 ) sш k -t- 1 'Ртах = 1 ,  

_ 
2:. v

k -t- 1 'Ртах - 2 k - 1 .  
(26) 

Заметим, что полученное решение пригодно для всех зна
чений скорости сверхзвукового невозмуrцённого потона ,  а не 
ТОЛЬRО в случае Ан = 1 . Если скорость невозмуrцённого потона 
больше скорости звука ,  то отсчёт по формуле (21 ) следует 
начинать не от нулевого полярного угла (ер = 0) ,  а от того 
значения угла (ерн ) ,  ноторое соответствует заданной снороств 
невозмуrцённого потона (Лн) по формуле ( 21 ) :  

ИЛИ1 ЧТО ТО Же: 

Л2 = 1 + -2- s in2 [Vk 1 
J н k - 1  k +  1 q;'н ' 

1 /k+1 . -v k - 1 (Л2 
1 ) !fн = у k=t arc sш � н - . (21) 

. ' 

Пригодность полученного решения для любого значения снорос�и. 
основывается на том , что в данной задаче вдоль .любой харак
теристики скорость и остальные параметры газа не изменлют(f,в,
т .  е .  на любой характеристике поток является равномерным' 
и параллельным . И поэтому для поворота потока , происхо.ця
rцего правее данней харантеристики; не может иметь значения 

предистория потона , т. е. достигнуто ли данное значение Ли 
в результате ускорения газа при предварительном повороте 
от Л = 1 и ер =  О до Л = Лн и ер =  ер·н или поворот н ачина�тса 

сразу при значении коэффициента ст<ороети Л. =:;:  Лн . Итак •. 
в случае Лн > 1 при ер .,.;;; ер н поток остаётся: невозмущённым 
т . .  е .  все параметры газа сохраняют своё значение . При !р. > 'fц 
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параметры газа  вычисляются п о  полученным выше формулам 
(22) - (25) .  Н адо только помнить , что при скорости невозму
щённого потона ,  большей скорости звука , углы ер нужно от

считывать не от перпенди
нуляра к направлению не
возмущённого потока , а от 
прямой, состаВJшющей угол 
(/'н + Сlн с направлением не
возмущённого потока , где 

а н = arc si n � (фиг . 50) я в-
н 

ляется углом слабого возму
щения,  т. е. углом между х а
рактеристикой и направле
нием заданного невозмущёнФиг. 50 . Схема отсчёта углов 'f п ри ного потока . 

Чтобы получить нагляд
ную ка ртину обтекания внеш

него тупого угла, наидем форму линий тона . Для этого 
соста вим дифференциальное уравнение линий тона в полярных 
ноординатах . Вспомним, что напра вление касательной н линии 
тока в каждой её точке совпадает с направлением nектора ско

рости n этой точке . Возьмём 
два бесконечно близних ра
диуса-nектора , составляющих 
друг с другом угол drp , и 
проведём в точке А первого 
радиуса отрезо� линии тока 
АС, вектор скорости w = АЕ,  
направленный по касатель
ной н линии тона в точке А,  
и дугу окружности АВ ради
уса r (фиг. 5 1 ) .  Рассмотрим 

Фиг. 51 . К определению линии тока бесконечно малый прямо
ари обтекании внешнего тупого угла .  угольный криволинейный 

треугольник АВС. Тангенс 
угла А этого треугольника равен отношению 

Но угол между кривыми АВ и АС равен углу между их наса
тельными AF и АЕ,  т. е. tg (L EAF) = rd:'f . Вентор скорзсти w 
разложим на составляющие W1• и Wu · Из треугольника ADE 
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видно, что tg (L DEA) = 
W

r • Но И3 построения ясно , что L DEA = 
Wu. 

= L EAF. Таним обра3ом, 

dr Wr 
r drp - W u 

( 28) 

Уравнение (28) представл яет собой дифференциальное уравне
ние линий тона в полярных координатах в общем виде . 

В случае обтекания угла Шr и Ши определяются форму
лами ( 19) и (20) и мы получаем следующее дифференцюшьное 
уравнение : 

. (l!k=i ) 
dr - l fk-t- 1 . 

sш r 
k+f 'P  d 

r - r k- 1 (l fk- 1 ) 'Р ·  cos  r k +  1 'Р 

Его можно переписать в таком виде: 

dr 
- = 

r 

-. (k + l  (l fk- 1  ) r k=i d cos r k+I 'P 
-vk- 1 (yk- 1 ) . 

k + 1 cos k + 1 ер 

Интегрируя это дифференциальное уравнение: найдём : 

k + 1 (
V

k- 1 ) ln r = - k_ 1 In eos k -г 1 tp + ln r0 ,  

где чере3 ln r0 обо3начена прои3вольная постоянная интегриро
вания . После потенцирования получим : 

(29) 

Уравнение (29) есть уравнение линий тона в полярных ноор
динатах .  Здесь r0 - длина радиуса-вектора линии тока при 
tp = О,  т. е. в нево3мущённом потоке . И3 уравнения (29) видно, 
что все линии тока представляют собой подобные кривые 
с центром подобия в вершине угла . Расстояние по нормали 
между двумя соседними линиями тока увеличивается в направ
лении течения . 

Найдём теперь угол 3 ,  составляемый касательной к линии 
тока с направлением нево3мущённого потока ,  движущегося 
со скоростью 3вука , т .  е . угол , на который поворачивается 
поток, дойдя до соответствующего луча , составляющего угол Ч1 
с перпендикуляром к направлению скорости нево3мущённого 
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потона (при Лн = 1 ) . Для этого рассмотрим фиг . 52 .  Здесь w 
вектор скорости в точке В,  направленный по касательной 
к линии тока . Угол а - местный угол распространения слабых 
возмущений .  Этот угол равен , как известно , углу между направ
лением сиороети w и ха рактернетикай В Е в данной точке . 

[ 

Фиг.  52 . Свл3ь между углами , а ,  q> и о при обте
кании тупого угла . 

У гол а - иекомый угол поворота потока . Из рисунна ясно , 
что L ABD = а , а угол АВС = а . Тогда имеем :  

Из треугольнина АВС: L А = 7t - rp -; а .  

Из треугольнина ABD: L А = � - о , 
Таним образом, 

или 

Угол распространения слабых возмущений 
. 1 

а = are s1n М ,  

(30) 

(3 1 )  

Поэтому для вычисления yгJia поворота потока о , еоответствую
щего з аданному значению угла rp ,  нужно проделать следующие 
операции: 

1 ) . определить по формуле (2 1 )  коэффициент снорости Л для 
заданного значения � '  



§ 3] ОБТЕRАНИЕ ВНЕШНЕГО ТУПОГО УГЛА 121 

2) по формуле ( 25)  определить число М , 
3) по формуле ( 3 1 )  определить угол а и, нанонец, 
4) вычислить угол а по формуле (30) для заданного значе

ния ([� .  Таним образом , мы получим угол поворота потока а 
в функции от полярного угла ([� .  

До сих пор независимым переменным 'являлся полярный 
угол ([�, и все параметры газа вычислялись в функции от этого 
угла . В действительности же обычно бывают известны ве
личина обтекаемого тупого угла ,  т. е. величина угла пово-

Фиг. 53. Линия тока сверхзвукового потока , обтека
ющего внешний тупой угол .  

рота потона а , и значение скорости набегающего nотона .  По  этим 
данным нужно определить все параметры газа (скорость , дав
ление , температуру и т .  д . )  nосле поворота nотока около задан
ного тупого угла . Поэтому для практических расчётов удобно 
составить таблицу, где за  основной параметр принят угол поворота 
Потона а , а все остальные параметры газа  вычислены в функ
ции этого угла . Такая таблица ,  рассчитанная по формулам 
(2 1 ) - (25) , (30) и (3 1 ) ,  приводится в приложении I к книге 
на страницах  709 - 71 1 .  Пользоваться этой Тdблицей нужно 
следрощим образом : по заданной Сriорости невозмущённого 
потока Wн определяется ноэффициент скорости /,н ·  Далее ОТJ.!СКи
вается фик,тивный угол поворота потона ан ,  соответствующий 
значению Лн (угол , на  который должен повернуться пото,к ; 
тенущий со скоростью звука , чтобы достичь заданной ско
рости Wн) · Затем определяется угол aR = ан +  а, где а - заданный 
угол поворота nотока (фиг . 52) . Для значения ан из таблицы 

Рн. Рн Тн выписываются величины Л11, - - -т и М11, которые onpe-Po ' Ро ' о 
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деллют соответственно ноэффициент снорости, давление, плотность, 
температуру и число М после поворота потона около заданного 
тупого угла . Иривые ер (8) , М (о) ,  а ( о) и ;о = j (о) изображены 
на фиг . 54 . 

При желании можно определить форму линии тока по фор
муле (29) ,  задавшись величиной r0 и рядом значений ер от ер =  Сfн 
до ср = ерн (фиг . 53) . 
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Фиг . 5 4 .  Вспомогательные кривые к расчёту сверхзвукового обте
нанил внешнего тупого угла .  

Изложенная теория обтекания внешнего тупого угла сверх
авуновым потоком газа применлетел для решения большого 
числа ноннретных задач газовой динамики ; неноторые из них 
мы рассмотрим ниже . 

§ 4 .  Обтекание плоской стенки 1 ) 
Пусть сверхавуновой потон газа течёт с заданно;i сноростью 

над плоеной неподвижной стенной . В точне С (фиг .  55) стенна 
обрывается, а давление в пространстве за точкой С меньше, чем 
давление в невозмущённом nотоне вдоль стенни . Тогда точно тан 
же, нан в случае обтенанил внешнего тупого угла ,  точка С 
явител источиином возмущений . Потон, обтекал точну С,  

1 )  § §  4-6 , написанные для первого издания nод редакцией автора 
С. Л. Вишневецким, nомещены здесь без изменений. 
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повернётся на некоторый угол а .  Скорость его увеличится ,'а дав
ление в потоке упадёт до величины давления , существующего 
в пространстве а а точной С . Нартина течения при этом совер
шенно аналогична обтеканию внешнего тупого угла . Различие 
заключается лишь в том , что в случае обтекания тупого угла 
задан угол поворота потока 8 и требуется определить все пара
метры газа после поворота , а в рассматриваемом нами случае 
обтекания полубесконечной плоеной стенки задано давление в 
потоке после поворота и требуется найти угол поворота потока 
и все остальные параметры газа .  Угол поворота потока опре-

.......... ............... .......... 
Т1 ........ Yz ........... 

Фиг. 55 . Схема сверхавунового обтенания стеюш .  

деллет границу, отделяющую поnёрнутый поток газа от неnо
движного газа под стенной (пуннтир на фиг . 55) . 

Для расчёта обтекания плоской полубесконечной стенки нужно 
воспользоваться таблицей прююжения I н книге на стр . 709 - 71 1 . 
По заданной величине давления определяются угол поворота 
потока и все остальные параметры газа . 

Легко вычислить .ма�си.мальный угол 8max , на �оторый .может 
повернуться гааовый пото�, те�ущий вдоль плос�ой стен�и . Этот 
угол представляет собой угол поворота потока , текущего со 
скоростью звука , при истечении в вакуум . 

k + 1 2 Положим в формуле (22) р = О . Тогда Л2 = k- l  = Лmах · Под-

ставляя Л =  Лmах в формулу (27) , найдём: 

'1tv
k+ 1 

tfmax = т k- f · 
\ \ м 

. 1 о Так как при л =  лmах имеем : = оо ,  а = arc SIП М = , то из 
формулы (30) получаем : 

amax = ( Jl � -г � - 1) ; • 
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При k = 1 , 4 значения Cfimax и Omax будут: Cflmax = 220°27' , Omax = 

= 130°27' . Отсюда следует, что потон , движущийся вдоль плое
ной стенни и вытl:'нающий в вануум , не заполняет всего сво
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бодного пространства под 
стенной . Луч ер = Cfmax от
деляет этот потон от пу
стоты nод стенкой . Ясно , 
что это положение спра
ведливо не тольно для слу
чая Ан = 1 ,  но танже при 
Ан > 1 .  "У гол поворота та
ного потона nри истечении 
в вануум равен Omax - Он , 
где Он - финтявный угол 
поворота потона , соответ
ствующий заданному зна 
чению Ан . Эт.от nредель
ный угол , на ноторый мо
жет повернуться сверхзву
новой потон заданной сно
рости ,  обозначим Onp · Та
ним образом , 

Опр = Omax - Он . 
Зависимость Опр от чис
ла М невозмущённого по
тона (при k = 1 ,4) пред
ставлена на графине 
(фиг .  56) . При М = 1 имеем : 
Он = О И Опр = Omax • При 
М = оо : Он = Omax И Опр = О . Фиг. 56 .  Предельные углы nоворота пото

ка в скачке уплотнения и при обтсканпи 
внешнего тупого угла . 

Если сверхавуновой по
тон должен обтенать ту
пой угол,  для ноторого 

о > о11р , то после поворота потона оноло вершины угла потон 
отрывается и следует не по стенне , а по лучу , соответству
ющему о = Опр ; между лучом и стенrюй образуется вануум . Это 
явление можно назвать срыво.м сверхавукового потока . 

§ 5. Обтекание выпуклой вривой 

Чтобы составить себе представление о нартине , вознинашщей 
при обтенании выпунлой нривой линии , рассмотрим вначале 
одну из линий тоFа , полученных П:!JИ обтенании туnого угла , 
n примем её за твёрдую нривую стеину (фиг . 57) .  Тогда над 
этой степной потон известен , ибо он останется таним ЖЕ', :каним 
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он был над соответствующей (теперь отвердевшей) линией тона 
при обтенавии угла . 

Через наждую точну обтенаемой нривой линии проходит 
прямолинейная харантеристина , вдоль ноторой все параметры 
газа остаются неизменными . Состояние газа на наждой харак
теристике определяется по углу поворота потона 3 ,  соответству-

..... ...... ..... ...... ..... ' 

Фиг . 57 . Схuма сверх3вукового обтекания вы
nуклой кривой.  

ющему этой характеристике , и равному углу между касатель
ной к стенке в началыюй точпе харантеристини и направлением 
невозмущённого потока . При расчёте параметров газа нужно 
воспользоваться выведенными ранее формулами или табли
цей приложепил I к книге на стр . 709 - 71 1 . 

Замечательно, что тапая же точно пачественная партина 
и.меет .место при обтепании выпуп.лой привой стенпи .любой 

ш· -д-

Фиг. 58 .  Переход от обте�шнин ломаной стенки к обтеканию вы
nуклой кривой . 

фор.мы . Необходимо только, чтобы выпуклость стенки был а  
направлена всегда в сторону газа . Чтобы показать это , заменим 
произвольную нривую стенку вписанной ломаной линией , состо
ящей из последовательности прямолинейных отрезнов (фиг . 58, а).  
Обтенавие такой ломавой сводится н обтенанию последователь
ности внешних тупых углов и,  следовательно,  может быть пол-
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ностью рассчитано . Нартина обтенания ионазава на фиг .  58, б ,  
Если теперь безгранично увеличивать число вершин ломаной, 
вписанной в данную нривую, то в пределе мы получим обтена
ние нривой , причём ясно , что через важдую точку J{ривой про
ходит прямолинейная характеристика , вдоJIЬ которой параметры 
!'аза не меняются (фиг . 58, в) . 

Чтобы рассчитать обтекание произвольной кривой выпуклой 
стенки , нужно знать лишь угол поворота , т. е. направление 
касательной для каждой точки стенки.  Если ,  например , форма 
стенки задана уравнением в виде у =  у (х) ( ось Х направлена 
по вентору скорости невозмущённого потона) , то, дифференци
руя это уравнение ,  мы найдём угол насательной с осью Х для 
наждого значения абсциссы Х, равный углу поворота потона 8 .  
Таним образом , 

а = arc tg [ у' ( х) ]  . 

Зная 8 ,  легко определить все параметры газа ,  действуя точно 
тан же, кан в случае обтенания тупого угла . В частности, можно 
найти распределение сноростей и давлений вдоль стенки . При 
обтенании кривой выпуклой стенни , тан же нак и при обтенании 
угла , газ разгоняется . Скорость газа непрерывно увеличивается , 
а давление падает . 

Если онажися , что в наной-либо точне стенни 

8 > 8пр 1 

то произойдёт срыв потона . 
Нахождение формы линий тона при обтекании выпунлой 

стенки произвоJiьного вида является более трудпой задачей , 
и мы её здесь рассматривать не будем . Строгая теория обтена
ния нривой стенки создана И .  А. Нибелем и С .  А. Христиано
вичем . 

§ 6. Истечение из единичного плоского сопла с косым 
срезом в пространство с поиижеиным давление:м 1 )  

Рассмотрим истечение сверхзвунового потона газа  из плоеного 
сопла . Пусть сопло обеспечивает равномерную снорость на срезе 
сопла , а давление в свободном пространстве , в которое выте
нает газ , меньше, чем давление в плосности среза сопла . Изло
женная выше теория обтенания плоеной стенни позволяет опре
делить направление границ струи непосредственно после среза 
сопла . 

1) Вопрос об истечении из решётки сопел с I<осым срезом рассматри
вается в § 8 гл . V I I I .  
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Поведение газа вблизи нромон сопла А и В (фиг . 59) точно 
таное же , нан при обтенании одной плоеной стенни . Оноло каж
дой �з нромон ПОТОI{ повернётся на таной угол о, чтобы дав-

(/J) 

{г} 

(!JJ 

Фиг. 59 . Различные схемы истечения из сопла 
с носым срезом. 

ление в потоне стало равным заданному давлению в свобод
ном пространстве .  Следовательно , струя в целом при истечении 
расширяется . "Угол поворота потока о оноло наждой из нромон 
можно найти по заданным величинам снорости и да вления на 
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срезе сопла и давлению в свободном пространстве так же, :как 
при обтекании одной плоской стенки . Этот угол 8 определяет 
наnравление границ струи за срезом сопла . Вдоль всей свобод
вой границы струи существует постоянное з начение скорости , 
которое соответствует внешнему давлению и легко может быть 
вычислено по приведённым выше формупам и таблице . 

Пучки прямолинейных характеристик, исходящих из точек 
А и В, пересе:каются ; :как по:казано на рисунке . После пере
сечения характеристик скорость потока изменяется, и, :как это 
следуе·r из § 2 главы I I I ,  характеристики перестают быть 
прямолинейными.  Это обстоятельство з начительно усложняет 
расчёт дальнейших участков струи . 

Если плоскость среза сопла не nерпендикулярна :к оси потока 
то такое сопло называют соплом с посым среаом . Наличие :ко
сого среза нарушает симметрию потока и значительно услож
няет расчёт возникающего при этом течения . Изучение истече
ния из наналов с косым срезом имеет важное пра:ктичес:кое 
значение , так :кан такое истечение имеет место при работе па
ровых и газовых турбин , где в силу конструктивных сображе
ний сопловые аппараты nредставляют собой :каналы с :косым 
срезом . 

Рассмотрим истечение сверхзвукового потока газа из плоского 
сопла с косым срезом в пространство , в котором давление мень
ше , чем давление в потоке внутри сопла . Косой срез образуется 
при смещении кромки В сопла относительно нром:ки А назад,  
против потока . При небольтом смещении :кромни В, т .  е .  прИ 
небольтом наклоне плосности среза АВ (фиг . 59 , б) , получится , 
очевидно , несимметричная свободная струя . При этом область 
пересечения пучков характеристик,  исходящих из нромок А и В , 
перемещаетсн :к точке А .  Следовательно , прямолинейные характе
ристики,  исходящие из нром:ки А, начинают искривляться 
раньше, чем в случае прямого среза .  За плоскостью среза АВ 
струя расширяется .  Углы поворота nотока около каждой из нро
мон А и В, очевидно , тание же, нак и в случае прямого среза . 

Предельным положением нромни В для течения такого вида 
является то её положение, при нотором <шерваю> характери
стика , проведённая из кромки В, проходит точно через кромну А .  
Таной случай изображён н а  фиг. 59 , в .  Картина течения вблизи 
нромни В попрежнему аналогична обтеканию одной плоеной 
стенни . Поэтому направление границы струи за кромкой В сохра
няетсн прежним и его легно можно определить . Хара t�теристики ,  
исходящие и з  нромки А,  начнут искривляться сразу за  точн:ой А .  
Это усложняет определение второй границы струи за  точ�ой А .  

Если за  к ромкоИ А r делать направляющий козырёк, выпол
ненный по линии тона , соответствующей повороту потока оноло 
кромки В (фиг . 59 ,  �) , то течение можно рассчитать полностью. 
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Обтекание кромки В при заданном внешнем давлении анало
гично обтеканию внешнего тупого yгJia . Поэтому форму линии 
тоiш можно определить по формуле (29) . Таким образом, мы полу
чаем профиль направляющего козырька АС . Давление на луче ВС 
равно заданному внешнему давлению, вследствие чего за лучом ВС 
струя опять становится параллельной и равномерной . Скорость 
в этой струе больше, чем скорость внутри сопла в сечении BD . 
Струя отклоняется от оси сопла на угол о , определяемый отно
шением внешнего давления к давлению внутри сопла в сече
нии BD. 

Смещая кромку В ещё дальше назад, мы получим случай 
истечения из носого среза ,  изображённый на фиг. 59, а. Здесь 
«первая» характеристика , исходящая из кромки В, приходит 
на противоположную стенку внутри сопла в пекоторой точке 
левее А. Точный расчёт течения вблизи участна стенни между 
указанной точкой и точной А и определение границы струи 
за нромной А составляют довольно сложную задачу . Если ,  кан 
и в предыдущем случае, сделать направляющий нозырёк , поме
стив начало его в точну встречи первой характеристики со стен
кой А, то мы сведём рассматриваемый случай к предыдущему . 

Прантичесни применимыми случаями истечения из носого 
среза являются случаи в ,  г и д . В случаях в и д пользуются 
приближённым расчётом, определяя скорость и�течения и угол 
поворота струи в целом так же , кан в случае г, т. е. пренеб
регают небольшим изменением параметров потока ,  связанным 
с нарушением припятой при расчёте картины течения вблизи 
кромки А . 

Подчеркнём ещё раз , что во всех прантичесни применимых 
сЛучаях истечения из Плоского нанала с носым срезом в про
странство с поиижеиным давлен.шм потон в косом срезе испы
тывает расширение , а струя получает добавочное отнлонение ; 
при этом скорость дстечения увеличивается по сравнению 
со сноростью, которую может обеспечить то же самое сопло 
с прямым срезом. 
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§ 1 . Адиабатическое течение газа с трением . 
Кризис течения 

Рассмотрим установившееся течение газа в трубе постоянного 
сечения при наличии трения , но без теплообмена с внешней 
средой . 

Уравнение неразрывности в этом случае (G = coнst ,  F = const) 
имеет следующий вид : 

pw = const , 

или в дифференциальной форме : 

dp dw 
т = - w- ·  

Дифференциальное уравнение состояния 

dp = gR (p dT + T dp) . 

Из уравнений ( 1 )  и (2) получаем : 

.!!1!_ = gR dT - gRT 
dw • 

р w 

( 1) 

(2) 

(3) 

Используя уравнение Бернулли в дифференциальной форме 

!:Е -i- w2 .!!:!!!.... + g dLтp = О  р • w 
и известное выражение для скорости звука 

a2 = kgR T, 

иреобразуем выражение (3) к новому виду 

gR dT + ( w2 - а: } а: + g dLтp = O. (4) 

Ввиду того , что рассматриваемый процесс является энерге
тпчески изолированным, температура торможения вдоль трубы 
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не изменяется, откуда на основании уравнения теnлосодержа
ния следует: 

или, принимая во  внимание равенства 

AR = cp - cv ,  cp = kcv,  
имеем: 

(5) 

Подставляя (5) в (4) , приходим к соотношению, свя::�ывающему 
изменение скорости вдоль трубы постоянного сечения с работой 
сил трения : 

(6) 

Существенно, что трение является односторонним воздей
ствием : работа сил трения всегда положительна (dLтp > 0) .  
Поэтому. согласно соотношению (6) под в.лияние.м, трения довву-
10овой поток, (М <  1)  уск,оряется (dw > 0) ,  а сверхввук,овой 
(М> 1 ) - ва.медляется (dw < 0) .  Неnрерывный переход через 
скорость звука при .воздействии только трением невозможен. 

Выведем формулы , оnределяющие изменение параметров газа 
вдоль изолированной трубы при наличии трения . 

Ввиду того , что процесс в газе энергетически изолированv 
температура торможения не меняется : 

Т01 = Т02 = const . (7) 
Термодинамическая температура,  если воспользоваться уравне
ниями (44) главы I и (7) , определяется из соотношения 

1 - k- 1 Л2 
k + 1 1 

(8) 

Вследствие постоянства темnературы торможения критическая 
скорость вдоль трубы также не изменяется ;  отсюда отношение 
коэффициентов скорости равно отношению скоростей и на о�но
вании уравнения неразрывности - обратному отношению nлот
ностей 

9* 
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l!одставив равенства (8) и (9) в уравнение состояния, получи м 
зависимость давления от коэффициента скорости : 

1 - k - 1  л� 
р2 Л1 k -+- 1 
р; = т; 1 -- k - 1  ч 

k + 1  

( 10) 

Ввиду постоянства температуры торможен11я полное давление 
пропорционально плотности заторможённого газа 1) : k ( 1 - k- 1  ч )k-1 

Poz Ро2 Р2 k +  1 
-- - -=- · 

Ро1 - Pot Pt 1 _ k - 1 
Л2 

k + 1  2 

Отсюда на основании ( 10) получаем : 
1 

Роэ Ро2 Л1 ( 1-� Лl 
)k- 1 

Pot = ?; = л;-· 1 __ � + � л� ( 1 1 ) 

Дадим /.. 1 каное-либо постоянное значение и будем рассматри
вать /..2 нан переменную величину,  а параметры Т2 ,  р2 , р2 , р02 , 
р02 - как функции переменяого /..2 • Выше . было установлено на 
основании соотношения (6) , что трение ускоряет дозвуновой 
и замеДляет сверхзвуковой поток. Тогда нужно считать /..2 воз
растающим при дозву�овом и убывающим при сверхзвуковом 
потоке . Поэтому согласно зависимостям (8) , (9) и ( 10) термоди
намическая температура,  плотность и статическое давление вдоль 
изолированной трубы под влиянием трения падают в дозвуковом 
и растут в сверхзвуковом течении . Из равенства ( 1 1) следует , 
что в критическом сечении при /..2 = 1 полное давление р02 имеет 
минимальное значение 2) , но тогда из выражения ( 102) главы 1 
вытекает, что в нритичесном сечении энтропия достигает манси 
мальяого значения . Полное давление и плотность заторможён
ного газа в соответствии с равенством ( 1 1) нан в дозвуковом , 
тан и в сверхзвуновом потоке вдоль трубы убывают, и только 
один параметр - температура торможения - не меняется.  

1) Это вытекает ив  уравнения состояния и формулы (72) главы 1 .  
· 1) В этом можно убедиться, дифференцируя равенство (Н)  по Л1 . Под

ставляя в выражение nроизводной вместо Л2 едипицу,  nолучим :  

�(..l!E..) - о  dЛ2 Ро1 Л 2= t - • 
Вторая производпая положительна при Л2= 1 . 
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То обстоятельство, что энтропия достигает максимума в кри
тическом сечении ,  нан раз и обусловливает существование нри
зиса течения в изолированной трубе,  делающего невозможным 
плавный переход через снорость звуна под влиянием трения ; 
при таном переходе энтропия должна была бы уменьшаться , 
а это противоречит второму началу термодинаминп . 

4 . li . IЬz . l!  
l{'J; •  Pg, ' Р,  1,0 r--. � 
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'\ 1 
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о f.[J 2,0 z .. n. 
Фиг . 60.  Зависимость параметров гава от ко
эффициента скорости в трубе постоянного се

чения.  

На фиг . 60 изображены кривые температуры , плотности , 
давления, температуры торможения и полного давления в изо
лированной трубе В фуННЦИИ ноэффициента СI:\ОрОСТИ А2 Пр И 
Л1 = О, 1 для дознукавого потона , Л1  = 2 ,3 для сверхзвуковоrо 
потока и k = 1 ,4 .  Стрешш на фигурах указывают ·нащ)авление 
протенания процесса . 

§ 2. Трение в трубе постоянного сечения 

Исследуем влияние трения на изменение параметров турбу лент 
ного газового потона в трубах постоянного диаметра . Для этого 
заменим работу силы трения в соотношении (6) общепринятым 
в гидравлике выражением 

w2 dx dLтp = С · - - · ( 12) 2g D ' 
здесь С - ноэффициент трения в трубе,  D -- диамf)тр трубы , dx --:  
длина беснавечно малог9 участна трубы. - Тогда получим : 

. (М2 __: 1)
. 

· dw = - C · k � � . 
w · · 2. D 
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Пользуясь выражением (47) главы I и постоянством критиче
ской скорости в трубе , из чего следует равенство 

dw d'л 
-w = т ,  

перейдём в соотношении (6) от числа М н ноэффициенту 
расти Л : 

с ко-

( 13) 

Допустим в первом приближении ,  что ноэффициент трения 
в трубе как в дозвуновых , так и в сверхзвуковых потоках не 
зависит от числа М , а следовательно , и от ноэффициента ско
рости Л . 

В шероховатых трубах для несжимаемой жидкости вели
чина � не зависит также от числа R*)  и определяется по фор
муле 1 )  

� = 1 \ 2 ' ( 1 , 74 + 2 lg - J 
1 

€ / 

( 14) 

2h h 
где s = D = ,- - относительная шероховатость трубы (h - высота 

выступов шероховатости) . 
Рассмотрим,  далее , трение в так называемых техничесни 

гладних трубах.  Технически гладкая труба характеризуется 
тем , что выступы шероховатости в ней покрываются ламинар
ным подслоем 2 ) . Толщина подслоя уменьшается с ростом числа 
R ;  поэтому одна и та же труба при малых R является глад
ной , а при больших R шероховатой (фиг . 6 1 ) . 

В техничесни гладких трубах для турбулентного потона 
несжимаемой жидности коэффициент трения зависит от числа R 
и может быть определён по формуле 

здесь 

0, 221 � = 0,0032 + 
R 0 , 2 3 7  ( 15) 

tJ. - коэффициент вязкости газа , величина ноторого зависит от 
температуры газа . 

Паскольну в прямой трубе с огласно уравнению неразрывности 

pw = const ,  

* )  Подробнее о числе R будет сказано в главе VI  § 1 .  
1 )  См.  <<Проблемы турбулентности» , стр. 29 ,  ОНТИ. , 1936. 
2) Подробнее о ламинарном подслое см. гл . VI . 
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число R по длине трубы изменяется незна.чительно (только за 
счёт изменения вязкости) . 

Итак,  приблюкённо полагаем коэффициент трения в трубе 
постоянной величиной : 

� � const .  
В этом случае уравнение ( 1 3) легко интегрируется :  

1 1 ч 2k  х 
v - F - ln F = k + 1 � D ;  1 2 1 ( 1 6) 

здесь Л1 - значение коэффициента снорости в начале трубы при 
х1  = О, Л2 - значение коэффициента скорости в произвольнам 

1, 

1 

' о 

\ ф f  !S 
о •• =JDJi 9 о " =й/ 

� 
• ., = tZ!i 
• · •  =ZJZ 

B -'i) о " =507 
D, 

ll, 
� \_ � � � """"' 7 -::;j> 

� 
'""" � t N ...м"' � � 

о, 
ll,fi 

\ r � ' "_".а; � 

� 
......:; � ' .._ _".  -

1\ � ..... L...... 
� � � "Ь .. 

� а,.,_ .,.oed � --- lgR � 

.o,s 

0,'1 

D,J 
\ � ll,�G 2,8 3,/J J,Z J,'l J,li J,B 1/,0 1/,Z '1, '1  1/,li 1/,8 .f,O .f,Z .f,'l S,G 5,8 fi,D 

Фиг. 61 . Зависимость коэффициента трения � от R в трубах с различной ше
роховатостью по опытам Никурадзе . 

сечении трубы на расстоянии х = х2 от начала . С помощью 
выражения ( 16) можно определить значение коэффициента сно
рости в произвольнам сечении трубы , если известны коэффи
циент скорости в начале трубы Л1 ,  диаметр ' трубы D, коэффи
циент трения � и показатель идеальной адиабаты k .  

Rак было показало в предыдущем параграфе , в предельном 
случае как в сверхзвуковом (Л1 > 1 ) ,  так и в дозвуковом (Л1 < 1 ) 
течениях 
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Иначе говоря , длина трубы в формуле ( 16) не должна быть 
больше нен.оторой мансимальвой величины 

x -<: Xmax , 

но торой соответствует значение Л2 = 1 . В этом можно убедиться , 
решая обычным путём задачу на энстремум . Обозначим правую 

t:l::X: Xm 
1, 5 

1,0  

0.5 

о 

1 \  
\ 

1 
i\ 

\ 
]"":: 

1,0 А. 

часть выражения ( 16 )  
2k х 

x. = k , 1 . C D ' ( 1 7 ) 

назвав её приведённой · длиной 
трубы . Приравняем нулю пер
вую производную приведённой 
длины трубы х. по л� (nри л; = 
= const) : 

d'X 1 1 
-'2 = -4- - -2 - = 0· d/.. 2 А2 пр Л2 np 

Отсюда получаем : 

Л2 пр = 1 . 
Вторая производпая этой вели
чины (при л2 пр = 1 )  есть отри
цательная величина 
d2x 2 1 

d (f.. 2 ) 2 = - � + -л-4 - = - 1 . 2 2 пр 2 пр 

Фиг . 62 .  Зависимость нритической 
длины трубы от начального зна

чения коэффициента скорости. 

Итаи ,  действительно нритиче
сная длина трубы (Х = Xmax) 
получается в случае л2 пр = 1 . 
При этом формула , связы-

ведённую 
сиорости, 

вающая мансимальную пр.и
длину трубы с начальным значением ноэффициента 
приобретает следующий вид:  

Z = _'!:!!_ 
. 
С .  xmax = _1_ - 1 - ln _1_ 

-max k +  1 D Ч Ч · ( 18) 

Полученный результат (фиг . 62) нужно понимать следующим 
о бразом . При дозвуновом течении возможны три режима . Если 
при заданной начальной скорости Л1 приведённая длина трубы 
меньше максимальной (z < Xmax) ,  то сиорость в ионце трубы 
должна быть ниже иритичесной (Л2 < 1 ) .  Если nри:ведённая 
длина равна мансимальвой (х. = X.max) ,  то в нонце трубы полу
чается в точности нритичесний режим (Л2 = 1 ) .  Если , нанонец , 
вычисленная по формуле ( 1 7) приведённая длина трубы она-
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зывается больше максимальной , оnределяемой по формуле ( 18) , 
то это означает , что nрипятое начальное значение коэффициента 
скорости Л1 не может быть реализовано ; в начале трубы с задав
ной приведёвной длиной х можно осуществить величину коэф
фициента скорости л; пр ,  не б6лы:n:ую, чем nолучается из фор
мулы ( 1 8) : 

1 1 
x = Xmax = � - 1 - ln � ' 

1 пр 1 пр 
так как в этом случае (nри Л1 = Л1 пр) скорость в конце трубы 
равна критячееной (Л2 = 1 ) ,  т. е. через трубу nротенает �ма_кси
мально возможный сенундный расход газа . 

ILtлp 
1,0  

0,8  
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. 0. 2 

1 \  

1'-- -

.ff) 

г--

ff)f) l.ffl :с ZIJIJ п 
Фиг 63 .  Зависимость предельного значения коэффициен

та скорости в начале трубы от её длины. 

На фиг .  63 представлена зависимость nредельного значения 

ноэффициента снорости лl пр от безразмерной длины трубы с � ) 
при � = 0 ,015  и k = 1 ,4 в случае дозвунового nотока .  

При сверхэвуновом течении ,  для ноторого формула ( 1 6) также 
nригодна , возможны следующие режимы . Если nри заданной 
начальной снорости Л1 nриведённая длина меньше маисималь

ной (х < Xmax) ,  то в конце трубы nолучается сверхэвуновое 
течение (Л2 > 1 ) .  Если nриведённая длина равна максимальной 

(Х = Xmax ) ,  то снорость в нонце трубы равна критичесной (Л2 = 1 ) .  
Если ж е  при.ведённая длина , вычисленная п о  формуле ( 1 7) , 
nолучается больше максимальной,  оnределённой по  формуле ( 18) 
nри заданном значении коэффициеffта скорости в начале трубы Лl '  
то  nлавное торможение сверхзвукового nотона на nротяж'ении 
все� трубы невозможно ; в пекотором сечении трубы nроизойдёт 
сначок уnлотнения ,  за которым установится усноренное дозву-
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новое течение . Местоположение скачка определяется тем , что 
скорость в конце трубы должна быть равна критической.  

Расчёт местоположения скачка уплотнения можно произвести 
следующим образом . Пусть задана сверхзвуковая скорость в на
чале трубы Л1 , длина трубы х, диаметр трубы D, коэффициент 
трения � и покаватель идеальной адиабаты k. Вычисляем по 
формуле ( 1 7) приведённую длину трубы Х· По формуле ( 18) 
определяем максимальную приведённую длину Xmax и убеждаемся 
в том, что истинная приведённая длина больше максимальной 

(х > Xmax> · В этом случае ,  нак было указано , в венотором сече
нии, отстоящем на расстоянии Хеи от начала трубы , возникает 
скачок уплотнения . Для простоты допустим, что скачок уплот
нения прямой ,  тогда коэффициенты скорости до сначна (Л' ) и после 
сначна (Л" ) связаны соотношением ( 1 6) главы I I I  

Л' · Л" = 1 . ( 1 9) 
Коэффициент скорости перед скачком (Л' ) можно найти из фор
мулы ( 16) : 

1 1 Л ' 2 2k XCR 
v - л, 2 - ln v =  k -L 1 � -п  = хсн • 1 1 1 

( 20) 

Коэффициент скорости за скачком , где устанавливается уско
ренное дозвуновое течение (Л" < 1 ) , связан с длиной дозну
нового участка трубы , в конце ноторого имеет место кризис 
(Л2 = 1 ) , формулой ( 18) : 

1 1 2k х - хсн 
'л." 2 - 1 - ln 'л."2 = k+1 � D = х - Хсн ' 

отRуда на основании ( 1 9) получаем : 
Л' 2 - 1 - ln Л'2  = Х - Хсн · (2 1 ) 

Решая совместно два уравнения (20) и (2 1 )  с двумя неизвест
ными (Хсн ' Л' ) , приходим н уравнению с одним неизвестным, по 
которому вычисляется скорость перед сначном: 

, 2 1 1 Л ' 4  л + v - 1 - л, 2 - In � = x, (22) 1 1 
после чего по формуле (21 )  определяется местоположение скачка . 

Формулы (20) , ( 2 1 )  и ( 22) для определения местоположения 
скачка уплотнения неудобны, так нан по нИм приходится вести 
расчёты методом последовательных приближений. Можно реко
мендовать вспомогательные графини (фиг. 64) ,  существенно 
упрощающие расчёты . Кривая (1)  отвечает вспомогательной 
зависимости 

(23) 
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Нривая (2) изображает функцию (21 ) :  
Х - Хеи = Л' 2 - 1 - ln Л' 2 . 

Нривая (3) соответствует функции ( 18) : 
1 1 

Xmax = лг - 1 -- ln Ч . 

139 

Поясним способ пользования этими кривыми на конкретном 
примере . Пусть дана труба с приведённой длиной х. = 0 ,6 . По 
кривой (3) видно ,  что в 
этой трубе установится 
критический режим (Л2 = 1 )  Х 
при значении коэффици
ента скорости на входе 
Л1 = 1 ,95 . Проверим снача- 2,0 
ла  харан:тер течения в тру-
бе в случае лl > 1 ,95 , на
пример для Л1 = 2 ,2 . По 
формуле ( 1 6) можно вы-
числить скорость в конце 
трубы : 

1 l ' 2 _ 1 -L l ' 2  

1,5 

v + ll /\2 - v , n ��.1 - x.  
2 1 1, 0  

и л и  в соответствии с обо
значением ( 23) 

а2 = а1 - х_ . (24) 

На кривой (1) при Л1 = 2 ,2  0.5 
находим точн:у а1 = 1 ,  78, 
откуда 

а2 = 1 , 78 - 0 ,60 = 1 , 18 ,  
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2,0 2,5 А. чему на кривой { 1) отве- 01 
чает значение коэффици Фиг. 64 . Вспомогательные кривые для 

расчёта сверхввунового потока в трубе по
стоянного сечения . 

ента сн:орости в конце тру
бы Л2 = 1 , 4 . Итак , в тру
бе ,  имеющей приведённую 
длину х. = 0 ,6 ,  при начальном значении коэффициента скорости 
Л1 = 2 ,2 происходит плавное торможение сверхзвукового потон:а 
до значения коэффициента сн:орости Л2 = 1 ,4 . 

Пусть теперь труба имеет приnедённую длину больше ман:си
мальной (Х. > Xmax) •  т .  е . в данном примере Л 1 < 1 ,95 . Положим 
Л1 = 1 , 8 .  Тогда согласно кривой (3) 

Xmax = 0,48,  т. е. Xmax < Х ·  
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В этом случае в трубе возникает скачок уплотнения , в резуль
тате чего на участке трубы длиной х - Хеи установится дозну
ковое течение,  причём , как видно из сравнения кривых (2) и (3) , 
критическая длиюt трубы существенно увеличивается . Для 
отыскания местоположения скачка уплотнения иреобразуем фор
мулу (20) с помощью обозначений (23) . Тогда расстояние от 
начала трубы до сечения , в котором происходит скачок уплот-
пения , равно : 

( 25 )  

Н о , с другой стороны , 

заменяя последнее слагаемое в правой части этой 
.
Формулы 

по (25 ) ,  получаем : 
(26) 

Теперь , пользуясь нривыми фиг .  64 , определим местоположение 
скачка уплотнения в трубе при А1 = 1 ,8 . По кривой (1) вахо-
дим : 

а 1 = 1 ,48, 

откуда 

а 1 - Х = 1 ,48 - 0 , 60 = 0 ,88 .  

Остаётся найти значение Л ' ,  при котором расстояние между кри
выми (1) и (2) равно согласно (25) : 

а ' - (Х. - Хеи) = 0,88 .  

П олучается п о  фиг . 64 

).. ' = 1 ,4 ,  а ' = 1 , 18 ,  

чему соответствует п о  формуле (24) приведённое расстояние 
от начала трубы до скачка уплотнения : 

Хеи = а1 - а
' 

= 
0,3 . 

Описанным способом по нривым фиг . 64 вычислены и нане
сены на фиг . 65 кривые изменения ноэффициента с норости , 

л = 1 <х> 
:в трубе с приведёнвой дливой х = 0,6 , п олучающиеся при раз
личных начальных значениях коэффициента снорости А1 в на
чале трубы (при х = О) . Rан видим, сначан уплотнения распо
лагается тем ближе к началу трубы, чем меньше начальная 
снорость газа .  Значения скорЬсти- - после скачна в дозвуновой 



§ 3 ]  ДВИЖЕНИЕ ПОДОГРЕ ВАЕМОГО ГАЗА В ТРУБЕ 1 4 1  

области лежат во всех сlfучаях на универсадьной нриво-й ,  соот
ветствующей формуле 
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Фиг. 65 . Кривые распределения значений ко-
эффициента скорости по трубе с приведённой 
длиной х = О, 6 при различных начальных ско-

ростях . 

При Л1 = 1 , 6 сначан помещается г. нача Ji е трубы (Л1 = Л' ) ,  т .  е .  
участок сверхзвукового течения вовсе ликвидируется . 

§ 3 .  Движение подогреваемого газа по трубе постоннного 
сечеиин 1) 

Процесс подвода тепла вносит особыii вид сопротивления : 
при подогреве движущегося газа полное давление падает . 

Будем ра ссматривать движение газа в трубе,  изображённой 
на фиг. 65 . Обозна:чим Лх и Лг ноэффициенты скорости в соот
ветственных сечениях .  Пусть скорость в трубе 111ала :  

Ах �  1 И Аг � 1 . 

1) См. А' б р а м о в и ч Г .  Н . ,  О тепловом кризисе в газовом течен и и , 
Донлады Академии наук СССР,  т. 54, 1946 , .М 7 .  
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Прибегнем к следующей идеализированной схеме . Газ посту

пает в трубу Х - Г из канала с большим поперечным сече

нием 1 (фиг . 66) . На участке 1 - Х реализуется течение без 
потерь и теплообмена . Под
вод тепла осуществляется 
только в цю1индрической 
трубе Х -- Г. После этого 
газ без потерь и теплооб
мена вытекает в широкий 
канал 11 . Несмотря на то , 
что в каналах 1 и 11 ско
рость мала, а гидравличе
скими потерями можно 
пренебречь , значения пол-

_ _ _ __...,_ _ _ __ _ __ . _ _...... ___ _ 

х r 

1 8 
Фиг.  6 6 .  R определению теплового сопро

тивления . 

ного давления в сечени-
ях 1 и 11 неодинаковы : как мы покажем сейчас , вследствие 
подогрева полное давление во втором канале меныпе . 

Согласно уравнению Бернулли 
2 Wx Px = PoJ - Рх т •  
2 Wг 

Рг = Ро2 - Рг 2 · 
Отсюда изменение полного давления 

Pot-Ро2 = (Рх - Рг) + ( Рх �i - Рг � )  . 

При рассмотрении уравнения неразрывности 

PxWx = РгWг 
петрудно заметить, что если за счёт подогрева плотность газа 
уменьшается,  то скорость его растёт и, следовательно, ста
тическое давление падает. 

Из уравнения импульсов можно определить падение стати
ческого давления при подогреве на участке Х - Г (прене
брегая трением) : 

или 
Рх - Рг = PxWx (wг - Wx) 

Wг Wx ( 2 2) 
Рх - Рг = 2 Pr т - Рх т · 

Подставив эту разность в ранее полученное уравнение, имеем : 
2 2 Wг Wx 

Ро1 - Ро2 = Рг т - Рх т · 
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Отсюда видно , что при подогреве медленно движущегося газа 
величина потерь мала . При значительной же скорости ими пре
небрегать уJКе нельзя .  

Обнаруженное «тепловое>> сопротив.ление петрудно объяснить 
с точни зрения термодинамини . В рассмотренном примере имеет 
место расширение газа в нонфузоре , затем подогрев его при 
пониJКенном давлении и, нанонец , сжатие в диффузоре. Но 
таной цикл противоположен обычному циклу тепловой машины, 
в нотаром подвод тепла идёт при 
повышенном давлении . По этой при
чине рассматриваемый процесс свя
зан с поглощением , а не выделе
нием энергии . 

Оценим влияние подвода тепла 
на расход газа в трубе .  Пусть 
истечение газа происходит через тру

-
� ....... - �--- ---- -

-1 1 

�г t/ 
бу постоянного сечения (фиг.  67) , Фиг. 67 .  :К учёту влияния по
в тштором температура газа увели- догрева на расход гава в трубе . 
чивается от значения Т х до Т г · Ог-
раничиваясь случаем малых скоростей (Лг � 1 ) ,  при котором 
абсолютная величина давления меняется незначительно , по
лучим :  

Wx Р г  Т х Т ох 
w;- = Рх :::::: 

Т г 
:::::: 

Тог . 
Отсюда , пренебрегая сопротивлением трения , имеем: 

и 

откуда 

Рх - Рг = Рх • wi . [ �:- 1 J 

1 2 Рох - Рх = "f PxWx ,  

Рох - Рг = (Рх - Рг) + (Рох - Рх) = { PxWi [ 2 �: - 1 J · 

Здесь уменьшаемое есть полное давление в сосуде , из которого 
газ вытекает: 

Рох = Рог' 

а вычитаемое - статическое давление в выходном сечении 
трубы : 

Рr = Рн ·  
Весовой расход газа при заданном перепаде давлений 

Н = Роt - Рн 
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равен 
G = pxWx · g · F, 

где F- поперечное сечение трубы . 
Из сопоставления полученных формул имеем : w, ={,, ( z�- · ) . 

[ ГJJ . V 

Отсюда получаем формулу для отношенИя расходов газа при 
отсутствии и наличии подогрева в трубе : 

Gx � / Тг 
Gг 

= V 2 Тх - 1 . 

Как видим , подвод тепла при заданном перепаде давлений 
ведёт к уменьшению весового расхода газа при одновременном 
увеличении скорости истечения . 

Исследуем теnерь падение давления на участке Х - Г трубы 
при большой скорости движения газа . Согласно уравнению 
неразрывности 

WхРх = WгРг (27) 
при подогреве плотнос:rь газа падает, а скорость возрастает . 
В соответствии с уравнением импульсов 

Рх - Рг = PxWx (Шг - Wx) (28) 
рост скорости обуслоВJшвает падение давлепил . Из уравнения 
состояния имеем : 

р Рг Рх 
р = -- или -- - --gRT Ргтг - Рхтх · (29) 

Отсюда видно , что плотность падает несколько быстрее , че14 
по закону обратной пропорциональности с температурой , так 
как одновременно с ростом температуры уменьшается давление . 
Поэтому скоро�ть газа увеличивается быстрее , чем температура . 
Скорость звука , которая пропорциональна корню ивадратвому 
из абсошотноii температуры , увеличивается вдоль трубы значи
тельно медленнее, чем енорость потока . По этой причине число 
м w б 

.. = -;- по длине тру ы ра стет . 

Поток, имеющий любую начальную спорость, можно за счёт 
соответствующего подогрева  довести до нритической скорости 
(Мг = 1) . При большом начальном значении числа М понадо
бится незначительный подогрев . Чем ниже скорость , тем более 
сильный l>ритичесl'>ий подогрев .  необходим. Но нинаким подо-
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rревом нельзя перевести поток в цилиндрической трубе в сверх
з вуковую область . Это .явление носит название теплового к,ри-виеа 1) . 

. 

Естественно , что после того , как в конце трубы достигнут 
кризис , скорость потока в начаЛе трубы не может быть увели
чена никакими способами. Если по достижении кризиса про
должать подогрев газа ,  то вели.чина критической скорости 
в конце трубы растёт , а СКОР,Ость в начале трубы падает. Иначе 
говоря, заданному количеству тепла соответствует совершенно 
определённое предельное значение числа М в начале трубы . 

Теплосодержание заторможённого газа складывается из тепло
содержания в потоке и теплового эквивалента кинетической 
энергии : 

w2 w2 . . + А х . . + А г tox = tx 2g , t ог = lг Zg • 

Вследствие подвода тепла теплосодержание в конце трубы больше , 
чем в начале, на величину количества тепла ,  сообщённого 1 �г 
газа :  

Q = ioг - iox · 
Отсюда получаем: 

Q = еР (Тог - Т ох) = еР (Т  г - Тх) + � (w� - wi) . (30) 

Приведённых четырёх уравнений (27) , (28) , (29) и (30) доста
точно для определения четырёх параметров газа - Рг . Рг . Тг , Wг 
в конце трубы. 

Для упрощения рабочих формул сведём их к безразмерному 
виду , пользуясь известными величинами 

где 

анр г =  V � gR Toг, 
-v 2 k аир х = k +  1 gR Tox · 

(3 1)  

Рассматриваемая система из четырёх уравнений с четырьмя 
неизвестными приводится к одному квадратному уравнению . 
Чтобы получить это квадратное уравнение , будем исходить из 
уравнения (28) : 

Рг ( �: - 1) = РгWг (Wp - Wx) · 

1) Более подробное обоснование явления тепловоl:'о кривисадаётся в сле
дующем параграфе. 
10 Г. Н. Абрамович 



1 46 ОДН О МЕРНЫЕ ГА З О В ЫЕ ПО ТОН И [ гл .  V 

Вставляем в это уравнение значение Рх из уравнения (29) :  Pr 
!..!. . т х - 1 = � . w� ( 1 -· �) ' Рг Тг Рг Рх 

но по формуле (36) главы I 
kpr 2 
- = аг,  Рг 

следовательно , наше уравнение примет вид 
Рх . Тх - 1 = kM� (1 - Р� ) .  Рг Тг Р х 

Выразим теперь ртвошение температур в потопе 
А 2 Тох Awi 

Т -� -Тх Ох ер 2g То г ср'2gТ0 г 
Т г = Т _ Aw� = _t..::..::..._ __ A_w-;;�;-= 

Ог Ср 2g C p2gT О г 

Вводя притичеспую спорость аир г , получим: 
Т ох _ k- 1 

(2)\2 
Тог k + 1 Рх г 

тг = 1 k - 1 Л2 
- k + 1 г 

Используя формулу (47) главы I ,  имеем: 

_2_ л� 
м2 _  k + 1  

г - 1 _ k - 1  л2 
k + 1 г 

(32) 

т 
Вставляя значения м� и

---.!.. 
в уравнение (32) , приходим п ис

т г 
помому пвадратному уравнению 

(2)2�-�+ Тох • 

Рх 1 + Л� Рх То г 

решая поторое находим 1) :  

!.Е_ = 1 + л� [ 1 _  у 1 _ 4Л� Т о х  
J Рх 2Л� ( 1 + Л�) 2 Тог ' 

(33) 

(34) 

1) Почему мы берём именно &тот корень квадратного уравнения, будет 
пояснено ниже (стр. 169) . 
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или 

(35) 
причём 

Уравнение (35) исполЬ3уется в тех случаях, когда известно 
состояние газа в начале трубы . Если же газ разгоняется в конце 
трубы до критической скорости, то удобнее применять уравне
ние (34) . 

При отсутствии подогрева (Т ох = Тог) получается : 

Pr = Рх • 

Если в конце трубы имеет место тепловой кризис (Лг = 1 ) ,  
то  уравнение (34) примет следующий вид: 

где 

� = wx = 1 - -v 1 - Тох '  
Рх Wг Тог 

1 1 2k 
Wг = анр r = r k + 1 gRToг • 

(36) 

Предельное значение скорости в начале трубы при этом равно: 

1 Wx lmax = аир г ( 1 --v 1 - � �:) 1 (37) 

Разделив обе части равенства (37) на анр х .  можно перейти . 
к коэффициенту скорости : 

но 

поэтому 

анр гс .. / Т ох) \ Лx lmax = -- 1 - JI  1 - Т  , 
анр х О г 

1 /Тог l f Toг  \ Лх \mах = J' т- - J' т- - 1 . 
Ох Ох (38) 

Расчёт изменения максимальной скорости на входе в трубу при 
варьировании nодогрева дан в таблице 1 1 .  

10* 
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Т а б л и ц а  I I  

Тог /Тох 1 2 4 \ · 6 1 8 

1 Ax \ max 1 1 0 , 41 1 0 , 27 1 0 , 22 1 0 , 17 

Уменьшение скорости в начале трубы с усилением подогрева 
в условиях теплового нризиса объясняется сокращением рас
хода газа :  

G = Рх · Wx · F = Рг · Wг · F . 

В самом деле , при тепловом кризисе снорость увеличивается 
• _пропорционально корню нвадратному из температуры : 

Wг = аг "' Jl Т г ,  

- а  плотность газа  падает быстрее , чем по закону обратной про
порциональности с температурой (ввиду уменьшения давJrения) : 

Рг 
Рг "'-' у ' г 

JJоэтому расход газа уменьшается быстрее, чем по закону обрат
�ной пропорциональности с :корнем :квадратным из температуры : 

G F _ Рг 
= Гr .  Шr . "' -=- • 

У Тг 
Но плотность в начале трубы не зависит от подогрева ,  поэтому 
падение расхода приводит к уменьшению скорости в начале 
трубы .  Малые значения коэффициента скорости на входе в ка
меру сгорания , получающиеся при сильном подогреве, приводят 
к большим габаритам двигателя . С увеличением скорости полёта 
расту'!' начальная температура (Тох) и предельное значение ско
рости на входе в камеру сгорания . 

Согласно уравнению импульсов перепад давления в трубе 
равен : 

но на основании формул (36) и (47) главы I имеем: 

k- 1 2 
р 1 - k + i  Аг 

k _:_ = a� = 
2 а�р г ,  Рг 
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поэтому 
2k л2 

Рх = 1 + k+Т 
г 

( 1 - �) . (39) Рг 1 - k- 1  Л� wr k + 1 
Предельное падение давления получаетел при достижении теп
лового нризиса (Лг = 1) . В этом случае на основании (36) 

1 Рх 1 = 1 + k ,  ( 1 ...,-- Т ох • (40) ,  Рг m�x V Тог 
Осуществлял 

'
очень сильный подогрев ( �:: � О) ,  можно до

вести падение давления до следующей наивысшей величины : 

! Px l = k + 1 , Рг max 
или . при k = 1 ,4 

1 Рх 1 = 2,4 . Рг max 

Напомним, что в сопле Лаваля падение давления , необхо
димое для получения нритичесной снорости , составляет: 

т .  е . при k =  1 ,4 

k 
.J!.Q_ = ck-: 1 \k-1 • 

Рнр 2 ) 

.J!.Q_ = 1 ,89 .  
Рнр 

Определим теперь падение полного давления в цилиндри
чесной трубе . В начале и в нонце трубы имеем соответственно: 

k 

и 

Рх 
= ( i - k- 1 Л 2) k,-1 

Рох k + 'l х 

Рг ( 1 k- 1 ) 2)_k 
Рог = - k+ 1 лг k-1 • 

Разделив первое уравнение на второе , получим : 
k 

Рх Рог ( 1 -� Лi )k-t 
Рох • р; = 1 _ k - 1 )..2 k +  1 г 
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Отсюда :коэффициент полного давления в трубе равен: 
lt 

Рог Рг ( t-m J.i ·)н "к.с = Рох = Рх 1-k- 1 ).2 • 

k + 1 г '  

[ rл . V 

(41) 

Наибольшее падение полного давления получается в условиях 
теплового нризиса .  Подставляя выражения (38) и (40) в равен
ство (41) ,  можем выразить падение полного давления нан фунн
цию отношения температур торможения : 

k 

rk- (k- 1) ( 1- "� �-1 _ _  тох )_тог lk-1 V Тог Тох акр = �------�--���==����--
1 + k ' / 1 -Тох V Тог 

(42) 

Зависимость изменения полного давления при тепловом :кризисе 
в трубе от отношения температур торможения, вычисленная по формуле (42) , представлена в нижеследующей таблице: 

Т а б л и ц а I I I  

Тог /То х 6 

сrкр 1 1 0 , 89 1 0 , 86 1 0 , 82 1 0 , 81 1 0 , 80 1 О ,  79 

1\ан видим, потери полного давления при реальном подогреве 
( ��: � 4-8) получаются таиого же порядна, нан и при бес

т 
Rонечно сильном подогреве . При � � о, т . е . при беснонеч

Тог 

ном подогреве газа , 
1 

- .!. [ k + 1 
J 
lt-1 

"кр - 2 2 
' 

Следовательно , для воздуха (k = 1 , 4) мансимальное падение 
полного давления равно: 

акр = 0,79 .  
Итан, полт-юе давление в ��:онц,е подогрева составляет не .меньше 
80 % от полного давления в начале подогрева .  
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Выше было поназано , что при малых сноростях течения 
газа по трубе с подводом тепла в случае постоянного перепада 
давлений усиление подогрева ведёт н снижению расхода газа . 

Нетрудно поназать, что и при больших сноростях в случае 
nостоянного перепада давлений подогрев вызывает уменьшение 
расхода газа ,  однано ввиду громоздиости соответствующих вы
нладон мы здесь на этом не останавливаемся . 

§ 4. Общие условия перехода от дозвуковоrо течения 
к сверхзвуковому и обратно 

В предыдущих параграфах было поназано, что при подводе 
тепла или совершении работы трения в движущемся по цилин
дричесной трубе с дозвуновой сноростью газе происходит уве
личение числа М ;  то же явление наблюдается в дозвуновом 
потоне при сужении трубы без теплообмена и трения . 

Ниже будет доi<азано , что изменение числа М в газовом 
потоне происходит не тольно под влиянием трения , теплового 
и геометричесного воздействий , но танже при изменении расхо
да газа в навале и при совершении механичесной работы .  Уна-
3анные воздействия -вызывают изменение числа М нак в дозву
новом, тан и в сверхэвуновом потоне газа .  

Рас�мотрим в общем виде влияние этих воздействий на сно
рость движения газа .  Для простоты будем считать газ идеаль
ным. Весовой расход газа равен: 

G = gpwF, 
отсюда 

dG = g · d  (pwF) 
и после дифференцирования произведения 

dG = dF + dp + dw 
G F р w .  (43) 

Дифференцируя уравнение состояния для идеального газ а 
(р = gpR T) , получаем: 

�тнуда 
dp = gR (p · dT + T · dp) , 

d: = gR ( dT + Т d
:) . (44) 

Сопоставление выражений (43) и (44) даёт : 

!!:.!!_ = gR dT + gR T  ( dG - dF - dw ) . (45) р G F w ' 
из уравнения Бернупли в дифференциальной форме имеем: 

d! = - w dw - g dL - g dLтp , (46) 
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где L - техническая работа , Lтр - работа трения . Сопоставляя 
последние два выражения , освобождаемся от членов , содержа� 
щих плотность и давление: 

(47) 

Здесь используется выражение для снорости звуна (а2 = kgR T) • •  

От члена , содержащего температуру (gR dT) ,  можно избавиться 
с помощью дифференциального уравнения энергии 

. wв 
dQнap = dl + Ad -zg + A dL =  

Ak А 
g (k- i) 

gR dT + g- w dw + A dl;, (48) 

г де Qнар - тепло , подводимое н газу извне , di = еР dT = 
= AR k k 1 dT - прирост теплосодержания . Подставляя (48) 

в (47) и производя элементарные преобразования , приходим 
н соотношению, связывающему изменение скорости газовоFо 
потона с внешними воздействиями (геометрическим, расходным, 
механическим, тепловым и трением) : 

2 dw dF dG g k - 1  g kg L (М - 1) - = - - - - - dL - -- - dQнap - - d тn.· 
w F G а2 А а2 а2 ... (49) 

Это соотношение быJю установлено Л. А. Булисом 1) и полу
чило название условия об ращения воздействия . Особенность 
этого соотношения состоит в том , что знак его левой части 
изменяется при переходе значения скорости через критическое . 
Поэтому харак,тер влияния отдельных фивиttеск,их вовдействий 
на гавовое теttение противоположен при доввук,овом и сверхвву .. 
к,овом режимах .  Воздействия , вызывающие ускорение в дозву
коnом потоке (сужение -навала , подвод дополнительной массы 
газа , совершение газом работы , трение и подвод тепла) : 

dF < О,  dG > О, dL > О, d Qнар > О, 
приводят н замедлению сверхзвукового потона и уснорени� 
дозвукового потона ; воздействия обратного знака (расширение 
напала , отсос газа , . сообщение газу механической энергии 
и отвод тепла:  dF > О, dG < О, dL < О, dQнap < О) приводя;т 
к замедлению дозвукового и ускорению сверхзвукового потоков . 
Отсюда следует важный вывод, что под влиянием одностороннего 
вовдействия велиttину ск,орос,ти гавового поток,а можно довести. 

1) В у л и с  Л. А . ,  Доклады Академии наук СССР,  т. 54, .М 8,  1946 ;  
В у л и с Л. А . ,  Термодинамика газовых потоков . Энергоивдат, 1950. 
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до 7i:ритичес1i:ой , но не.аъзя перевести черев неё . Например, путём 
подвода тепла можно ускорять дозвуковой поток, но только до 
тех пор,. пока не получится М = 1 .  Для того же , чтобы пере
вести дозвуковой поток в сверхзвуковой , нужно перемелить 
знан воздействия , т .  е. в зоне М =  1 начать отводить тепло .  
Таково обоснование описанного в предыдущем параграфе явле
ния теплового кризиса в камере сгоранnя. Подогрев rаза 
в сверхзвуковом течении вызывает торможение снорости , но 
переход R дозвуновому течению и дальнейшее торможение станут 
возможными только в том случае , если , начиная с М = 1 ,  мы 
перенлючимся на охлаждение газа . 

Рассмотрим раздельно наждое из четырёх воздействий .  
При этом получим в дополнение к известному con.ay Лава.ая 

(геометричесное воздействие) ещё три уназанных Л .  А. Булисом 
способа перехода через снорость звука , т .  е .  расходное, .механи
чес'/i:ое и теп.аовое con.aa . 

Гео.метричес:к,ое con.ao , т. е . известное con.ao Лава.ая, пред
ставляет собой прибор, в котором только за счёт придания 
каналу соответствующей формы можно осуществить переход от 
дозвуновой скорости � сверхзвуковой.  В этом частном случае 
чисто гео.метричес-,;,ого вовдействия на noтo'li: (dF =1= О) отсутствуют 
прочие воздействия, т. е. не меняется расход rаза (dG= 0) , нет 
обмена теплом и работой с внешней средой (dQнap = О,  dL = О) 
и нет трения (dLтp = 0) .  

Но тогда соотношение -(49) переходит в полученное ранее 
р авенство ( 1) главы IV: 

(М2 - 1) � =d: . 

Не останавливаясь вторично на исследовании течения в сопле 
Лаваля, напомним тольно, что уснорение потона в дозвуковой 
части сопла Лаваля (М < 1) получается пут,ём сужения нанала 
(dF < 0) ,  но, начиная с критического сечения (М = 1) , для по
лучения сверхзвукового потока и дальнейшего его ускорения 
приходится изменять знак воздействия, т .  е. расширять канал 
(dF > 0) . 

Течение идеального газа в геометрическом сопле (фиг. 45) 
при отсутствии трения является изоэнтропическим . В критиче
ском сечении (М = 1) сопла воздействие проходит через мини
мум (dF = O) . 

Расходное con.ao даёт возможность получить переход через. 
скорость з вука за  счёт изменения расхода газа в трубе постоян
ного сечения (dF = О) при отсутствии обмена с внешней средой 
работы (dL = O) и тепла (dQнap = O) и без трения (dLтp = O) .  
В этом случае соотношение (49) принимает следующую форму: 

(М2 _ 1) dw = 
_ dG • 

w G 
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"Ускорение движения (dw > О) достигается здесь за  счёт под
вода дополнительной :массы газа в дозвуковой части канала 
и отсоса газа в сверхзвуковой его части . В критическом сече
нии (М = 1) расход газа и, следовательно , плотность тока про
�одят через максимум. 

Расходное сопло в принципе аналогично геометрическому. 
Если разбить поток в расходном сопле на отдельные струйки 

постоянного расхода , то каждая 
из них представляет собой гео
метрическое сопло с наиболее 
узким сечением в области кри
зиса (М = 1) ; однако сужение 
элементарных струек в нём осу
ществляется не путём сужения 

Фиг. 68. Схема потока в расходном общего канала , а за счёт подвода 
сопле . и отвода дополнительных коли

честв газа (фиг.  68) .  
Естественно , что изменение состояния идеального газа в рас

ходном сопле (без трения) идёт по изоэнтропическому закону.  
М ехапичес,;ое соп.л,о даёт ещё один принципиально возмож

ный путь перехода через снорость звука : за счёт техничесной 
работы при отсутствии других воздействий (dF = О , dG = О, 
dQнap = О, dLтp = О) . В этом случае основное соотношение ( 49) 
выглядит так: 

dw 
g L (М2 - 1) - = - - · d w а2 ' 

из чего следует, что если газовый поток совершает работу 
(dL > 0) , например, на колесе турбины , то в дозвуковом режиме 

(М < 1)  он ускоряется (dw > 0) ,  
а в сверхзвуковом ( М  > 1) за
медляется (dw < 0) . При под-
воде работы н газу (dL < О,  
т.  е .  на лопатках нагнетателя , 
в дозвуковом течении наблю
дается замедление , а в сверх
звуковом - ускорение . 

В критическом сечении 
(М = 1) механического сопла ра

Фиг. 69. Схема механического сопла. бота проходит через экстремум 
(минимум: dL = 0) . 

Непрерывный переход через снорость звука в механическом 
сопле можно получить, изменив знак воздействия в критиче
ском сечении . Пропусная дозвуковой поток газа через турбину, 
можно разогнать его до критической скорости; после этого нужно 
пустить его через нагнетатель, и тогда получится ускоряющийся 
сверхзвуковой потон (фиг. 69) . 
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Таним образом , сверхавуновое механическое сопло должно 
состоять из последовательно включённых турбины (в области 
М < 1) и номпрессора (в области М > 1) , между которыми рас
полагается нритичесное сечение (М = 1) . 

Особенностью механическ,ого coп.tta яв.ttяется то , что пара
метры торможения .  проходят в его к,ритическ,ом сечении через 
минимум . В самом деле, уравнение теплосодержания для меха
ничееного сопла можно записать следующим образом:  

i он  . io + AL.  

Здесь iон .  io - значения полного теплосодержания газа соответ
ственно в начальном и произвольном сечениях сопла ,  L - тех
ничесная работа , совершённая газом между начальным и произ
вольным сечениями сопла . Поэтому в дозвуковой части механиче
ского сопла ,  где газ совершает работу (на турбине) , т. е .  

L > O, 

полное теплосодержание (и температура торможения) убывает: 
io < iон . 

В сверхзвуковой области , где н газу подводится механическая 
энергия (L < 0) , происходит увеличение полного теплосодержа
ния по сравнению с его значением в критичесном сечении: 

io > io нр , 
отсюда 

То > То нр · 
В том, что полное давление и плотность заторможённого газа 
проходят вместе с температурой торможения в критическом се
чении механического сопла через минимумы, можно убедиться 
с помощью изоэнтропических пропорций: 

k 

1!2.. = (�)н , Рон Тон 
1 

д=(_!д_)k-1 ' 
Рон Тон 

которые применимы к идеальному механическому соплу ввиду 
отсутствия в нём трения и теплоотдачи . 

Для анализа изменения параметров потока в идеальном ме
ханическом сопле выразим отношение значений числа М в двух 
сечениях сопла через параметры потока : 

м2 w2 al p, a:l 
М 1  = W1 ' а2 = Ps«s ' 
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Здесь использовано уравнение неразрывности для нанала по
стоянного сечения , каковым йвляется механиЧе(шое сопло 
(dF = О) ; согласно пропорциям идеального адиабатичесного· 

процесс а 
1 1 

1!. = (p1)k = (T1) k-1 ; Р2 Р2 Tz 
отношение значения скорости звука 

1 
!:!.=(Т1 )2 . 
az Tz 

Отсюда nолучаем простые зависимости между значением числа 

Pz .  Тz . Р: 
P, ' Т, 'lf 

1 

IJ,$  1\ 
IJ, 6'  r-..... 

r\ ........ r- т 
\ 

\ ..... 
" Pi'-r- fJ 0, 2  

-�---

о " f·  2 
Фиг. 70. Зависимость nараметров гава от числа М 2 

в механическом соnл-е при M1 = Q, 1 ,  k= 1 ,4 . 

М и параметрами газа . в идеальном механическом сопле : 
k + 1  k + 1  k + t  

M z = ( T1)2 (1i- 1 ) =  (p1)2k = (  Pt)T . М 1 Т2 Р2 Pz (50) 

Итак, .мопотоппое воарастаitие апачепия числа М в .мехапичес""о.м 
сопле сопровождается .мон,отоппы.м падепие.м те.мпературы , да
вления и плотности . 

Кривые изменения параметров потона и торможения в сверх
ЗJ!УRОвом механическом . сопле при М1 = 0, 1 представлены на 
фиг . 70 и 71 .  . 

Из выражения (50) следует, что максимальная скорость исте
чения из механичееного сопла ничем не ограничивается : 

2 

w� _ Pt _ (1\11 2)ffi 
Wt - р; - M l , 
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т. е . при М2 __,.. оо имеем: w2 __..,. со .  Этот результат � не должен 
вызы�ать удивления , так как в сверхзвуновом участке механи
чееного ·сопла к газу подводится энергИя. (dL < О) .  

Теп.аовое con.ao, пока 
_
ещё н е  осуществлённое , даёт принци

пиальную возможность перехода газового потока через снорость 
звука за счёт ещё одного - чисто теплового - воздействия при 
отсутствии других воздействий, т . е. в цилиндрической трубе 
(dF = О) , при постоянном расходе газа (dG = 0) , без совершения 

./ ""' 
/ ;' 

" lp � 1-""" /. 
- ........... / 0,5 

l\ Ро / / 
�\ / / 

0.2  \ ..... _,.. ..,. r  r Pn  
..... .... i,...o-�-"""" 

1 2 М: z 3 

Фиг. 71 . Зависимость параметров торможения от 
числа М 2 в механичесном сопле при М 1 = О,  1 , k = 1 ,4 .  

мех аничесной работы (dL = О) и без трения (dLтp = 0) . Основное 
соотношение (49) применительво н тепловому соплу имеет сле
дующий вид :  

"Уснорение газа (dw > О) в дозвуновом nотоке (М < 1) здесь свя
зано с подводом тепла (dQнap > 0) ,  а в сверхзвуковом - с его 
отводом (dQнap < 0) . Подвод тепла при сверхзвуковом и отвод 
тепла при дозвуновом режиме вызывают замедление потона 
(dw < 0) .  Таним образом , для того чтобы иреобразовать дозну
ковой потов: в сверхзвуновой посредством теплового сопла , в до
звуновом участне последнего нужно повышать теплосодержание 
газа ,  а в сверхзвуковом - понижать его , т. е. в нритичесном 
сечении теплового сопла ,  где количество подведённого н газу 
тепла проходит через мансимум (dQнap нр = 0) ,  следует изменить 
зван воздействия . 

Температура торможения в критическом сечении теплового 
сопла (в противоположность. случаю механического сопла) 



158 ОДН ОМЕРН Ы Е  ГАЗ О В ЫЕ ПО ТОНИ [гл .  V 

достигает максимального значения; это вытекает из уравнения 
теплосодержанця , наторое применительно - н теnловому соплу 
имеет следующий вид:  

iон = io  - Qнар • 

В предыдущем nараграфе изложена теория теплового сопро
тивления , из которой следу�т, что при подводе тепла к газо
вому потоку пощюе давление в нём падает, а при отводе_ тепла 
растёт . Формулы теплового сопротивления были выведены при
менительно к случаю движения газа без трения по трубе по
стоянного сечения, т. е .  именно к случаю теплового сопла . 
Из этой теории следует , что полное давление в нритическом 
сечении теплового сопла ,  нан и в механичесном сопле , прохо
дит через минимум . 

Плотность заторможённого га з а ,  прямо nроnорциональная 
полному давлению и обратно пропорциональная температуре 
торможения , достигает в нритичесном сечении минималЬного 
значения . 

В рассмотренных выше идеальных соnлах : геометрическом, 
расходном и механичесном, изменение состояния газа было 
изоэнтропичесним, т .  е. описывалось уравнением идеальной 
адиабаты 

.L = const . pk 

В теплово.м сопле в связи с подводо.м и отводо.м тепла ттро
пия иа.меняется . 

Исследуем термодинамический nроцесс , который имеет место 
в тепловом сопле 1) . Дифференциальная форма уравнения коли
чества движения применительно R цилиндричесRQЙ трубе при 
отсутствии трения имеет следующий вид :  

dp = - pw dw. 
'Уравнение неразрывности в этом случае (dF = О , dG = О) даёт: 

отсюда 

dp =- dw 
? - w , 

�: = w2. (51) 
В политропичесном процессе при постоянном показателе 

политропы имеем: 
р п = const , р 

1) См . В у л и с Л. А . ,  О nереходе через скорость звука в газовом тече
нии. Доклады Академии наук СССР, т. 54, 1946 , М 8. 
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откуда получаем: 
dp р а2 
- = п - = п - · dp р k ' 

159 

(52) 

здесь использовано известное выражение для скорости звуна 
в газе 

2 kp а = - .  
р 

Приранпивая правые части выражений (51 )  и (52) , замечаем, 
что поназатель политропы в тепловом сопле является сущест
венно переменной величиной 

(53) 

Формула (53) показывает наличие двух харантерных сечений 
в тепловом сопле . 

1 В сечении, где М =  , r - , местное значение поназателя поли-. v k 
тропы равно единице: п = 1 ,  т . е .  элементарный термодинами
ческий процесс в этом сечении - изотермический (dT = 0) , и сле
довательно , температура газа здесь проходит через максимум. 

В критическом сечении теплового сопла , т .  е .  при М = 1 ,  
поназатель политропы на основании формулы (53) равен пона
зателю идеальной адиабаты : п = k, т. е. здесь имеет место 
элементарный изоэнтропичесний процесс , при котором , нан уже 
указывалось выше , ноличестно подведённого н газу тепла и тем
пература торможения проходят через максимум (dQнap = O . 
dT0 = 0) . 

От изотермического до критического сечений теплового сопла 
наблюдается интересное явление: понижение температуры газа 
(dT < О) при подводе тепла (dQнap > 0) . На этом участие сопла 
прирост кинетической энергии газа больше прироста полного 
теплосодержания . 

Для отыскания зависимости давления от числа М в тепло
вом сопле без трения используем уравнение ноличестна движе
ния в следующей форме : 

(54) 
отсюда 

или 
(55) 

Иначе говоря , давление гава в теплово.м сопле с росто.м числа М 
.монотонно падает . 



160 ОДН ОМЕРНЫЕ ГАЗО В ЫЕ ПОТОНИ [ rл . V 

Зависимость плотности газа и скорости течения в тепловом 
сопле от числа М можно найти следующим способом: 

М � w� aj w� Т1 

Mi = 
w� а� = Та w� ' 

но из уравнения состояния 
Т1 Р1 Р2 

т; = р;: · р;  
и из уравнения неразрывности 

отсюда 

Р2 _ W1 • - - - ,  Pt W2 

М � Pt Pt 
м� = --р; ·р;: · 

Используя зависимость (55) , получаем: 
Р2 Wt М� 1 + kM� 
р;- =  w2 

=
М �  i + kMi ' (56) 

откуда видно , что п.аотность газа вдо.аь теп.аового con.aa .моно
тонно падает с росто.м чис.аа М .  

Температура газа в тепловом сопле как функция числа М 
может быть получена делением равенства (55) на равенство (56) :  

т2 _ м� [ 1 +kMi J 2  (57) --т; - м� 1 + kM �  · 

:Как ветрудно убедиться из выражения (57) , кривая темпера
туры имеет максимум в точке 1) 

м: = � . 
В любых двух сечениях теплового сопла с одина:ковой тем

пературой ( Т2 = Т1) значения числа М ,  ка:к это явствует из 
выражения (57) , связаны следующей зависимостью: 

f 

1 М2М1 = 7ё · 

Выведем формулы для параметров торможения в тепловом 
сопле. Эти формулы приобретают более простой вид, если в них 

1) Для этого в равенстве (57) будем рассматривать М1 и Т1 как по
стоянные величины, М 2 - как аргумент, а Т2 - как функцию от М 2 • При-

dТ 1 
равнивая нулю проиэводную dM: , находим М� = т · Вторая проиэвод-

d2Т 1 
ная dM; отрицательна при М� = 7ё . 

2 
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число М заменить коэффициентом снорости Л ,  для чего можно 
воспользоваться известным соотношением (48) главы I k+ t м2 

f..2 = 2 

1 + k- 1 М 2  
2 

Температуру торможения найдём, пользуясь формулой (44) 
главы I ,  из равенства 

1- "- 1 ч 
Т02 Т2 k -t- 1  
т 01 = т-; .  1 -k - 1 л 2 ' 

k + 1 2 

отнуда согласно равенству (57) , выразив М через Л по фор
муле (47) главы I ,  получаем: 

(58) 

Полное давление в тепловом сопле может быть получено по 
формуле ( 72) главы I из выражения 

lt 

Ро2 _ Р2 [ 1-Ц-{ Лi ] lt- 1 • 
Ро1 - р;  1 _  k- 1 ).2 ' k + i 2 

отсюда с помощью равенства (55) приходим н следующей зави-
симости : 1 

Ро2 1 +Ч  [ t -mч ]k- l 

Pot = 1 + Л� 1-k- 1 ).2 k+ 1 2 (59) 

Плотность заторможённого газа в тепловом сопле можно 
определить путём деления выражения (59) на выражение (58) : 

1 

Ро2 Ч 1 + Ч [ t -i={ ч ] k-1 

-;;;- = -хг 1 т- ч  1 _ k- t л� k -t- 1 
(60) 

Иривые изменения в теuловом сопле параметров потона 
и торможения с изменением числа М2 nри М1 = О , 1 даны на 
фиг . 72 и 73 .  

Определим коJiичество тепJiа (Q) , нотарое нужно подвести 
в тепловом сопле , чтобы изменить снорость газа от каного-
1 1 Г. Н. Абрамович 
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либо одного значения (Л1) до другого (Л2) . При постоl!нной 
теплоёмн:ости имеем: 

Q = еР ( То2 - Tol) , 
или в безразмерном виде : 

q = ____!]___ = То2 _ 1 ;  срТо1 То1 
подставшш сюда отношение температур торможения из равен
ства (58) ,  находим : 

(Ч -Ч) ( 1-ЧЛЮ 

q = Ч (1 + Ч)2 
Ман:симальное ноличество тепла , отвечающее нритичесному 
подогреву (до л2 = 1 ) ,  равно : 

[ 1 -Ч ] z qmax = LA1 
• (6 1 )  

Оно резrш уменьшается с ростом начальной сн:орости газа (Л1) ,  
в чём можно убедиться на графине фиг . 7 4 .  Предельно возмож-

Poz . Pz 
�1 ' Р, 2,'1 

2, 2 
2,0 
1,8 
!,5 
f, 'l  
f,Z 
1,0  
IJ,8  
IJ, 5  
0, 1/  
IJ,Z  

017 

" ...... 
\ 

\ 

1 

1 

1 
Ро; 

J 
./ 

"'L р 
1-

z 

j 1 

: ' i 
1 1 
1 
1 ; 

1 
1 1 

1 
J 

i 
1 

J 
i_J 

1 i 
J i  

г- 1 

Фиг. 72 .  Зависимость статиче
ского и полного давлений от 
числа М2 в тепловом сопле 

при М 1 = 0 , 1 , k = 1 ,4 .  

Тог. Тz Т;�·r; 
zz 
zo 
/8 
!!i 
1'1 
IZ 
1/l 
8 
li 
'1 
z 
00 

/""'-
1/ 
V] \ 

' \  
1 
1 
1 ....... 11 1 � :i"l 

r 1 
1 1 

' 

i : -! - �1 

\ j 
) "\ 

�1 "'� г 

1\ 1 1 
\ 1 

i ·1 
\ 1 

\ Tt-
� "' 

1 
1 i 

2 
Фиг. 73 .  Зависимость тем
ператур потока и торможе
ния от числа М 2 в тепловом 
сопле при М1= 0, 1 , k = 1 ,4 .  

ная снорость истечения из теплового сопла (nри М2 = оо ) со
гласно равенству (56) зависит от началъного значения числа 1\11 : 

Wmax _ 1 + _1_ w1 - k · M2 ' 
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В частности , если вести отсчёт от нритичесного сечения , .  т .  е .  
положить : 

то получится : 
wmax k +  1 
а�Р = -k -

з.:�ось а�р - значение нритичесной снорости в сечении, . �де м -:= 1 1) . 
Помимо четырёх описанных «чистых>> схем сверхзвуновых . 

сопел , принципиально возможны :комбинированные схемы . 

01 l· - l  
у, =J!L_ mlL'& Т,JI 

20 

15 

10 

\ 
1 �  

� 
О о 0,2 0,1/ O,G 0,11 1,0 А:, 

Фиг. 74 .  Зависимость критического 
подогрева в трубе постоянного сече
ния от начального значения коэф-

фициента скорости . 

Наиболее реальным номбини:
рованным соплом является тан 
называемое полутепловое соп
ло , .1:1 :котором дозвуновой 
участон является теплщзым , 
а сверхзврювой - геометри:че
сним (фиг . 75) . В таном сопле 
газ усноряется от венаторого 
начального дозвунового значе
ния снорости до нритичесного 
в цилиндричесной трубе 1 - 2 
за счiiт подвода тепла , а пере
ход н сверхзвуновой сноростп 
и дальнvншее ускорение пото-

Фиг . 75 . Схема полутепловог,о 
сопла . 

JШ осуществляются без теплообмена в расширяющейся трубе 
2 - 3. Расчёт дозвунового участна полутеплового сопла ведётся 

1) Следует учитывать , что в связи с подводом тепла значение крити
ческой скорости по длине сопла меняется. 

11"' 
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по формулам теплового сопла , а сверхзвунового участна - п о 
формулам геометричесного сопла . 

Сравним полутепловое сопло с геометричесним при одипа
I<овом :конечном значении полного теплосодержания (i03) , имея 
в виду, что в полутепJювом сопле подогрев газа совершается 
в цилиндричесной трубе 1 - 2, а в геометричесном сопле то же 
количество тепла подводится н газу до его входа в сопло . 
Значения снорости истечения из обоих сопел одинановы , тан: 
кан в нритичесних сечениях величина температуры торможения 
одна и та же. Полное д;:�вление на выходе из полутеплового 
сопла ниже в связи с наличием теплового сопротивления в его 
дозвуковом участие , поэтому нише и статичеснос давление на 
выходе из полутеплового сопла . 

Рассмотрим пример полутеплового сопла с начальной сно
ростыо газа , соответствующей значению ноэффициента снорости 
Л1 = 0 ,2 .  При этом безразмерный подогрев газа в дозвуновом 
участке сопла согласно выражению (6 1 )  должен быть равен : 

qшах = ( 
1 
LA�i У =  5 , 75 .  

Потери полного давления в полутепловом сопле (Л.2 = 1) можно вычислить по формуле (59) :  
1 [ k- 1  ] k-1 t --- /..2 Ро1 Ро2  1 + Лi k + t 1 

[ р;; J п .  т .
= [ р;;; l п .  т.

= -2 � ' 
k + i  

что при Л.1 = 0 ,2  и k = 1 ,4  даёт : 
j Роз 1 = "п. т . = 0 ,82 .  1... Ро1 . 1  п . т. 

Полное давление в геометрическом сопле сохраняет постоянное 
значение : 

[�] = 1 .  Ро1 г 

Позтому статичоекое давление на выходе из полутеплового сопла 
при одной и той же СI<арости истечения составляет 100сrп. т. % 
от статичеснаго давления н а  выходе из геометричесного сопла : 

да:юе: 
Рз п . т . = 0п . т . · Рзг ;  

k 
f Рз 

J 
Рз Роз r k- 1 2) k- 1 

l -- = -- -- = сrп т 1 1 - k + t . )'з ' Ро1 п .  т. Роз Ро1 · · \. 
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где А3 - коэффициент скорости истечения из сопла , р01 - полное 
давление в начальном сечении сопла . При равных перепадах 
давления 

скорость истечения из полутеплового сопла меньше, чем из 
геометрического сопла (А3 п .  т . < А3 г} ; это вытекает из равенства 

k k [ k- 1  2 l k-1 [ k- 1  2 

J
k-1 Оп . т . 1 - k + 1 Аз п . т . .J = 1 - k + 1 Аз г ' 

с �тзывающего отношение статического давления н полному 
с коэффициентом скорости . Например , при оп . т . = 0 ,82 и Аз г =  2 
ноэффициепт скорости истечения из полутеплового сопла А3 п. т. = 

= 1 ,97 , т .  е .  на 1 ,5 % меньше коэффициента скорости истеченин 
из геометричесного сопла . 

Рассматриван различные типы сопел , предназначаемых для 
перехода через снорость звука , мы во всех случаях имели в виду 
переход от дозвуковой к сверхэвуновой скорости . Полученные 
формулы принципиально пригодны и для обратного случая ,  
т . е .  плавного преобразовапил сверхзвукового потона в дозву
ковой , однадо при торможении сверхзвукового потока могут 
возникнуть сначки уплотнения , которые усложняют явление . 

Остановимся теперь кратко н а  совместном проявлении двух 
или нескольких воздействиii . В качестве первого примера раз
берём случай геометрического сопла с трением . Основное соот
ношение ( 49) имеет в этом случае вид 

(М2 - 1 ) dw 
= dF - .!1!!_ . dLтp ·  ' w  F а2 

Наиболее интересной особенностью этого сопла является то , что 
критическая скорость получаетел в его расходнщейсл части , так 
как при М = 1 

dF gk L F = 7 d тр > О , 

а в узком сечении (dF = О  при dw > О) имеет место дозвуко
nал скорость и 

М < 1 .  
Выясним теперь главные особенности геометрического сопла 

с теплообменом . Основное соотношение в этом случае 

(М2 - 1) dw = dF _ .л_  k- 1  dQнap • w F а2 А 
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�-естоположение нритичесного сечения (М =  1 ) определяется ра-
венетвам 

dF g k- 1 Q F = 7 --:;г d нар •  

ПJ!И подводе тепла (dQнap > О) - например , при догорании газов 
в сопле - нритичесная снорость помещается в расходящейся 
части сопла (dF > 0) , при отводе тепла (dQнap < 0), т. е . тепло
отдаче через стенни соnла , нритичесная Сiюрость достигается 
в сходящейся части сопла (dF < 0) . В первом случае в узном 
сечении сопла (dF = О) имеет место дозвуновая , а во втором 
случае - сверхэвуновая снорость . 

Таним же путём можно исследовать совместное действие 
в газовом течении любых других воздействий . 

§ 5. О распространении детонации и горения в газах 1) 
Творцом теории распространения детонации в газах является 

известный руссний физии В. А. Михельсон, nосвятивший в 1889 г .  
этому вопр�су работу << 0 нормальной: скорости воспламенения 
гремучих газовых смесеЙ>> 2) . 

Выдающиеся теоретичесние и энспериментальные исследова
ния в области горения и детонации принадлежат Н. Н. Семё
нову , Я: . Б .  Зельдовичу, Д .  А. Франн-Rаменецному, R . И. Щёл
кину и другим советеним учёным 3) . 

Распространение пламени в горючей газовой смеси вне зави
симости от механизма воспламенения (теплопроводностью при 
медленном горении или ударной волной при детонации) подчи
няется основным занонам газовой динамини и , следовательно , 
может быть оnисано уравнениями сохранения массы , ноляче
ства движения и энергии. 

Фронт пламени представляет собой тонний слой газа пранти
чесни постоянного сечения, по обе стороны ноторого значения 
скорости движения (относительно фронта волны) , температуры, 
давления и других параметров различны . В соответствии с этим 
фронт пламени можно трантовать нан поверхность сильного 
разрыва (теплового сначна) . 

В современном представлении детонационная волна , распро
страняющаяся в горючей газовой среде, является двухслойной. 
Первый слой nредставляет собой адиабатичесную ударную волну, 
при прохожденип через ноторую газ сильно разогревается . 

1) В этом параграфе даётся расширенное ивложение работы: А б р а м  о 
в и ч Г .  Н. и В у л и с Л,  А . ,  R механике распространения детонации и го
рения. Доилады Аиадемии науи СССР , т. 55, вып . 2, 1947. 2) М и х  е л ь  с о н В. А. , Полное собрание сочинений, т .  1, М . , 1930. 

3) См . , например, 3 е л ь  д о в и ч Я .  Б . , Теория горения п детонации 
газов . Изд. Аиадемии наук СССР, 1944. 
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В химичесви активном газе разогрев этот , если он достаточно 
интенсивен, может вызвать воспламенение . В связи с тем , что 
толщина ударной волны ничтожно мала (порядка длины сво
бодного пробега моле:hулы) ,  в пределах её процесс горения , 
повидимому, развиться не в состоянии. Поэтому область , в ко
торой протеьает горение , образует второй , более протнжённый , 
но практически тю<же весьма тонкий слой , примынающиii непо
средственно к ударной волне (фиг. 76) .  

Разогрев газа при прохождении 
его через ударную волну в детона
ционном горении заменпет собой в 
сущности подогреu его теплопровод-
ностью в нормальном горении . Р 

Рассмотрим явление детонации 
в условштх одноразмерной задачи . 
В этом случае для плоеной уда pнoli 
волны по известному соотношению 
( 15) главы I I I  произведение скоро
стей газа относительно фронта вол- w 

д 
1 2 3 

ны (в:знтых соответственно перед и 1----t 
за· фронтом) равно нвадрату крити
чесной снорости : 

1 3 

5 

Z' 

Величина w1 является скоростью рас
пространения ударной волны (в на
шем случае волны детонации в не
подвижном газе) . Для исследования 
процесса удобнее считать , что газ 
притекает со скоростыо w1 н области 

Фиг . 76 .  Схема детонационной 
волны: А-свежая смесь , 
В-продуrtты сгорания; I -сна
ЧОI{ уплотнения , I I -зона го-

рения. 

детонации , а фронт волны неподвижен. Эта обращённан схема 
явления припята нами в последующем изложении . 

Ударнан волна (скачон уплотнения) , нан известно , распро
страняется со сверхнритичесной Сr{оростыо (w1 > а:нр ) , поэтому 
снорость газа за фронтом волны всегда ниже критиqесной 
(w2 < а:нр) . Иначе говоря, процесс горения nри детонации , нан 
и при медленном горении , протенает в дозвуiювой части газо
вого потона . 

В нонце второго слон детонационной волны вследствие под
вода тепла при горении снорость газа выше, чем вначале , 
а давление соответственно ниже . Таним образом , первый слой 
детонационной волны представляет собой сначон сжатия , а второй 
слой , где происходит горение , - сначон разрежения . Примерный 
харантер нривых давления и снорости газ а в детонационной 
волне поиаза н на фиг .  76 . 

Перейдём н: расчёту сначна уплотнения . 
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Для расчёта изменения состояния газа в первом слое пло

еной детонационной волны мы можем воспользоваться соотно
шениями прлмого сначка уплотнения . Вводя ради удобства без
размерную величину коэффициента скорости , получим соотно
шение ( 1 6) главы I I I :  

1 л2 = г ·  
1 

Для рассматриваемого случал существенно , что в первом 
слое детонационной волны (адиабатическом скачке уплотнения) 
температура торможения остаётсл неизменной : 

То1 = То2 ·  
Следовательно , критическая скорость в первом слое не изме
няется: 

а 1 нр = а2 нР•  

тогда как в иродунтах сгорания значение её увеличивается 
Тоз > Tol • 

и соответственно : 
а3 11Р  > al RP ·  

Это обстоятельство необходимо учесть n дальнейшем при вычи
слении коэффициентов скорости : 

Из уравнения неразрывности 
P1W1 = P2W2 

с помощью выражения ( 1 6) главы I I I найдём для изменения 
плотности и скорости соотношения 

(62) 

Закон изменения давления в прямом скачке уплотвения 
может быть получен из уравнения импульсов в виде известного 
равенства (21 ) главы I I I 

(63) 

Изменение температуры газа в скачне уплотнения на осно
вании этого равно: 

(64) 
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Например, при скорости распространения ударной волны 
w1 = 2000 мjсе";, начальной температуре газа Т1 = 400° абс, 
R = 30 ";гм,f".г град и k = 1 ,4 имеем : Т01 � .2400° абс , 
а1 нр � 900 мfсе"., Л1 � 2 ,2 , Л2 � 0,45 , чему соответствует 
т2 � 2300° абс . 

Нет сомнений, что в данном случае ударная волна может 
вызвать воспламенение горючей газовой смеси . 

3аймёмся теперь расчётом зоны горения . 
Естественно , что все формулы, выведенные в §§ 2 и 3 на слу

чай подогрева га за в цилиндрическоii трубе , пригодны для 
расчёта второго (теплового) слоя детонационной волны, так как 
при выводе указанных формул длина трубы не имеJiа значения 
(трением и теплоотдачей через боковую поверхность мы прене
брегали) . 

Для расчёта состояния !'аза во втором (дозвуковом) слое 
детонационной волны - в области горения - проще всего при
бегпуть к соотношению (58) между температурой торможения 
и коэффициентом скорости 

Тоз л� ( 1 + Ч)2 ч (Ai + 1 )2 
то2 = ч  ( t  + Ч)2 = ч  (t + Ч)2 ' ( 65} 

откуда после решения биквадратного уравнения получим СJiе
дующес выражение: 

и л и  

(66} 

Л = 1 + Ч [ 1 -J!/1 - 4Ч . Тоз ] 1 /То1 (67} 3 2Л2 ( 1 + Ч)2 То1 Jl Тоз . 
Здесь, как и ранее 1) , отброшены корни , дающие сверхэвуновые 
решения , тан как рассматривается зона горения, где относи
тельвые скорости ниже скорости звука (Л2 < 1 ) ;  кроме того , 
принято Т01 = Т02 • Коэффициент скорости Л2 - непосредственно 
за скачком ушютневия - обычно значительно меньше единицы ; 
если при этом и относительвый прирост температуры торможе-
ния в области горения невелик с�:: � 1 ) '  то формулу (67) можно 
существенно упроетить : 

, Az утоз Л у тоз 
"3 

� t---"12 -т � 2 -т + " з  о1 01 
(так нак при сделанных предположениях Л� <t: 1 ) .  Таким образом, 

(68) 

1) См. стр. 146.  
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где А. Т0 = !]_ , если Q - ноличестно тешюты, выделяющейся при 
Ср 

-сгорании единицы смеси . Из формулы (68) видно , что при сла-

бом разогреве ( �: � О ) ноэффициент снорости для иродунтов 

сгорания близон н ноэффициенту снорости за сначном уплотнения . 
С усилением сначна уплотнения, т .  е .  с увеличением сно

рости распространения ударной волны ,  температура торможения 
исходной смеси Т 01 = Т u2 резко возрастает согласно известному 
равенству (44) главы I 

1, т1 ol = k- 1 ; 1--- Л� k + 1 
(69) 

при этом резно увеличивается и температура в потоне перед oб-

vk+ 1  
ластью горения Т2 • В пределе при М1 = оо и Л1 = k - 1  имеем 

Т01 = Т02 = оо и Т2 = оо .  С увеличением температуры Т2 в связи 
с возрастающей ролью термичесной диссоциации 1) неснольно 
уменьшается абсолютная разность температур торможения : 

АТо = Tos - То1 ·  
Следовательно , с усилением ударной волны уменьшается нак 

!J.T относительный разогрев газа -т 0 , так и коэффициент скорости 01 
продуктов сгорания Л3 • 

Наиболее отчётливо это видно , если в формулу (68) вместо 
переменной температуры торможения ввести постоянную темпе
ратуру ХОЛОДНОГО Газа :  

Л � .!...Vt + !J.To ( t - k- 1 Л2 )  3 Л1 Т1 k +  1 1 • ( 70) 

Горение,  протекающее за  фронтом очень сильной ударной 
волны, начинается на столь высоком тепловом уровне что может 
вызвать лишь относительно небольшой прирост температуры 
торможения .  Поэтому в пределе 

т. е. детонационная волна сближается с обычным скачком 
ушютнения . 

1) Термической диссоциацией называется наблюдающееся при высоRИХ 
температурах, а также при низких давлениях явление частичного разложе
ния продуктов горения ; реакция идёт в обратном направлен:о:и и сопро
вождается логлощением теплоты. 
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Изучим стационарный режим детонации . 
Изложенные соображения позволяют представить себе про

цесс образования стационарной волны детонации в следующем 
виде . Обычно детонационная волна вознинает нан результат 
местного взрыва в горючей смеси . В области взрыва развиваются 
весьма высоние давления и от неё устремляется очень сильная 
ударпая волна . При прохождении через холодную горючую 
смесь эта волна , нан уназывалось выше , вызывает значитель
ный разогрев газа и может довести его до воспламенения . 
Именно в этом случае за фронтом ударной волны следует 
область горения , образующая в совонупности с ударной волной 
волну детонационную . Так нан вблизи центра взрыва снорость 
распространения волны и интенсивность её очень велини , 
то относительные снорости газа в начале области горения 
и в нонце её близки между собой и существенно ниже нрити
чесной снорости : 

А2 "-' А3 � 1 .  

Однано с удалением от центра взрыва волна детонации ослаб
ляется и снорость распространения её А1 падает. В связи с этим 
происходит снижение температуры торможения в начале области 
горения ( Т02) и рост ноэффициеита снорости газа (А2) .  Rан пона
зывает уравнение (68) , при этом увеличиваются относительный 

разогрев газа ( �: ) и скорость движения продунтоn сгорания 

(Аз ) ·  Очевидно , что ногда детонационная волна ослабится настоль
но , что Аз поднимется до нритичесного значения (Аз ир = 1 ) ,  даль
нейшее снижение снорости детонации онажется невозможным 1 ) . 

Следовательно , процесс детонации, начавшийся со взрыва , 
непрерывно ослабевает до тех пор, пона снорость распростране
ния не снизится до минимального значения , отвечающего насту
плению теплового нризиса в зоне горения . С этого момента 
рас:u:ространение детонационной волны приобретает устойчивый 
стационарный харантер . 

Rан было уназано в § 4 ,  дальнейшее уснорение и переход 
в сверхзвуновую область возможны единственно при перемене 
знана воздействия - в данном случае при переходе от выделе
ния тепла в зоне горения н отводу его, начиная от нритиче
сного сечения (men�toвoe con�to) . Таним образом, наступление 
теп�tового .,.puauca в зоне горения приводит н установлению 
стационарных значений А1 , Л2 и Аз . 

Мы можем определить ноэффициент скорости распростране· 
ния установившейся детонационной волны ,  подставив в уравне-

1) В отличие от этого простая ударная волна ,  образовавшалея в резуль
тате взрыва и распространяющаяся в инертной среде , по мере удаления 
от центра взрыва полностью вырождается в волну акустическую.  
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ние (66) значение Л3 = 1 . При этом 

_!_ = А2 = l fToз _ l � 
Л1 Jl То1 Jl т;;;: - .1 

или же после освобождения от радиналов 

или 

Т0з = ( "�+ 1 )2 
= с 1 + Ч ) 2 _ 

Т01 2Л1 2Л2 ' 

[гл . V 

(7 1 ) 

( 72) 

tJ.T0 = 
( М - 1) 2 

= ( 1 -Л�) 2 
( 73) Т01 2А.1 2Л2 

Последние два выражения, тан же нан и уравнение (65) ,  
сохраняют одинановый вид при подстановне в них :коэффициен
тов снорости Л1 и Л2 •  Тем самым изменение температуры торможе
ния связывается здесь или со сноростью распространения дето
нации (Л1) ,  или с мансимальвой споростыо распространения 
зоны горения ().2) .  Существенно , что :мансимальное значение Л2 
сохраняется вне зависимости от механизма зажигания , т .  е .  отно
сится нан н детонационному, тан и н нормальному распростра
нению пламени . 

Перейдём н вычислению снорости распространения волны . 
Обозначим для нратности тепловую харантеристину горючей 

смеси { Р) :  
Тоз - То1 = !!.То = & .  

Tl Tl 
Из формул (69) , ( 72) имеем: 

& ( 1 - �+ � л�) = ( л�лl 
1 
У ' 

отнуда н:вадрат :коэффициента снорости распространения волны 
равен: 

2 1 + 2& [ .. 1 1 + 4& � + �J лl = k- 1 1 ± V 1 - ( 1 + 2&)2 . 1 + 4& k + i 
( 74) 

В уравнении (74) оба звана перед норнем отвечают реаль
ным значениям ноэффициента снорости . Положительный знак 
соответствует детонационному горению (Л1 > 1 ) , т . е .  снорости 
распространения ударной волны . Отрицательный знан отвечает 

1) По смыслу эта величина равна отношению ноличестна выделившегося 

тепла н начальной энтальпии газа : & = QT . Например , для холодной 
Ср 1 

(Т 1 :::::: 300° абе) смеси бенвина с вовдухом (при а :::::: 1 )  & � 6,5 .  
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распространению медленного горения . Следует заметить, что 
формула ( 74) также и при 
отрицательном знаке при- iir 
годна для детонации .  В этом 
случае она связывает коэф- z 
фициент скорости непосред
ственно за фронтом СI{ачка 
уплотнения л2 ( вместо ),J )с 

1! 
1 
1/ 

1 2 
""""' .,.., 7 /1/ /1/ ;[/ '/V 

� 1 1  ; 1/ ;r; 1/1 '/ v '/ 1 '/ v 
1/ J !  r ; , 1 17 1 1/ / /  117 
1 1/ 1 1 /1 1 ·1 /1/ 1 7  // 
1 v 1 1  1 1  1 ;[ / / 1 1 

/1/ 1 1  /1 ;:/ !/  ' /  1 1 1 
величиной &' = д;: 0( вместо 2 ·- � 1 
& = !!.То) . 

1 
1/ 

;r; '/ 1 
1 1 1 

1 1 1 l /  '/ 1 j /  1 
/ •/ 7 1/ ' 1 / ; /  

Т1 
В практически интерес-

ных случаях, когда & > 1 ,  
вместо выражения ( 74) мож
но с ошибкой менее 2 %  при
нять приближённо : 

а) для скорости распро-
странения стационарной 
волны детонации 

).2 - 2 + 4& . 
1 - 1 + 48 k - 1 ' 

k -t- 1  
( 75) 

б) �для предельной ско
рости�распространения вол
ны горения 

' 2  1 
1\1 = 2 + 4& . ( 76) 

Пользуясь известной 
связью между коэффициен
том скорости и числом М,  
можно получить танже ана
логичные заnисимости чис
ла М для волн детонации 
и горения от тепловой 
харантеристики газовой 
смеси. 

На фиг . 77 и 78 изобра
жены графики зависимостей 

1 1 / 1 ! 1  /i / ;1/ 1 1  1 
v 1 1 1  1 ;1/ v 1 1 1 / !/ 

""' v 1 .{ i/ / V 1 1 I V  /1/ 
1/ 

о 10 20 7J. 30 
Фиг . 77 .  Зависимость экстремальной ве
личины коэффициента скорости распро
странения волны горения от тепловой 
характеристики смеси : 1-область неста
ционарной детонации ; 2--стационарный 
режим детонации , 3--мю,симальная ско
рость горения , 4--область нормального 

горения . 

� 
10 

."- .,..., 
1 ..., "., 7 1 1  

2 ....., 7 /  J !  1 
......., 1 1  J !  1 1 

� 1 J !  1 1 1 1 
/'/ lj / 1 1 1 1 1 1 1  1 

/. 'lj / 1 1 1 1 '/ 1 / . 1 1  
/1 1 1 1 1 1  1 1  1 1  ; (/ 

� 1 1 1 1  1 1  1 1  1 1 1 7 7 
11 1 1 1  1 1  1 1 /1 1 1/. 1'1. 
1 1  li l  / ,  1 1 1 J1 1 11 /7] "- / 1/ 3. .  /1 / 1 11 1  1 1 /1 

о 10 20 fJ 31  
Фиг. 78 . Зависимость эr,стремальной ве
личины числа М для распуостранения 
волны горения от тепловон характери
стики смеси : 1-область нестационарной 
детонации , 2-стационарный режим де
тонации , 3--максимальнал скорость горе
ния,  4-область нормального горения . 

для газоnой смеси (при k = 1 ,4) . Верхние ветви обеих кривых 
(в сверхзвукоnой области движения Л1 > 1 ,  М1 > 1) отвечают 
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установившейся минимальной снорости р�спространения детона
ции, нижние ветви (в дозвуновой области Л1 < 1 ,  М1 < 1 ) 
мансимальной снорости горения, т .  е .  предельно возможной 
скорости нормального распространения пламени . 

Мы приходим, таним образом, н единому представлению 
о снорости ра спространения горения .  При этом в сверхзвуковой 
области (выше нривой) лежат значения, соответствующие не
установившемуся режиму детонации , тогда нан в дозвуновоi1 
(ниже нривой) - бесчисленное множество значений , отвечающих 
стационарному нормальному раепространению горения при малых 
сноростях движения газ а .  Нанонеn, режимы, отвечающие заштри
хованной области (фиг . 77 и 78) , не могут быть реализованы 
в связи с явлением теплового нризиса (т .  е .  новозмоi!шостыо 
перейти через снорость зву.tш при подводе тепла) .  

Именно этим, повидимому, следует объяснить тот фант, что 
переход от медленного горения н детонации, нан поназ:ывают 
_опыты в трубах ,  всегда осуществляется сначнообразно . . 

Следует отметить одну интересную особенность полученr.ых 
нривых . Rан видно из графинов , достаточно самого незначитель
ного теплового воздействия, чтобы предельная снорость горения 
стала существенно ниже ,  а снорость детонации существенно 
выше звуновой. 

Дадим расчёт давлений при детонации и горении . 
Расчёт предельного сначна разрежения во фронте пламени,  

достигаемого при тепловом нризисе, можно произвести посред
ством уравнения импульсов . В случае Лз. = М3 = 1 имеем: 

но на этом режиме 

Р2 = 1 + k ( 1 - w2) 1) ' 
Рз Wз 

ws _ л  1 /To t 
Wз - 2 r Тоз . 

отнуда на основании зависимости ( 7 1 )  получается: 

w2 = 1 _ 1 � . 
Wз r l - То; (77) 

1) Чтобы получить это уравнение , напишем уравнение импульсов (94) 
главы 1 для нашего случая : 

или 
Р2-Рз = РзWз (wa - w2) 

P2 - i = k РзW� ( t-W2) , Рз kрз Wз 
Рзw: w� М2 1 · б по -k- = -2 = & =  , таким о разом , мы приходим к рассматрив!iемоы:у 
Рз Dз 

уравнению . 
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Таиим образом, предельное падение давления в газовом потоие 
в области горения равно :  

Р2 = 1 + k V1 _ тol Рз · Тоз ' 
или на основании выражения (72) : 

( 78) 

!?_2_ = 1 + k 1 - ч = 1 + k лr- l ( 79) Рз 1 + Л� Ч + i ' 
При этом значение коэффициента сиорости кан в детонационном,  
так и в предельном случае нормального горения берётся из соот
ношения ( 74) . 

Если воспользоваться равенством ( 75) , то найдётся следующая 
приближённая формула падения давления во второй области 
волны детонации (для & > 1 ) :  

Р2 � 1 + 1 + 8& + k .  
Рз 1 + 8& + �  k 

(80) 

Соответственно равенство ( 76) приведёт к приближённому 
выражению перепада давлений для предельной скорости нормаль
ного горения : 

(8 1 ) 

Изменение давления при прохождении через всю область дето
нации , состоящую из адиабатического скачка уплатпения и зоны 
горения , получится при делении равенс тва (63) на ( 79) : 

Рз Рз Р2 Л� + 1 Р1 = Р2 Р1 = k + 1 - (k - i ) Лf .  (82) 

Весьма простые зависимости получаются для изменения плот
ности газа . При предельной скорости нормального горения 
на основании уравнения неразрывности и выражений (77) и ( 72) 
получаем : 

(83) 

При стационарном режиме детонационного горения , исполь
зуя равенства ( 1 6) главы I I I  и (62) , имеем : 

Рз Рз Р2 2Ч (84) Pt" = r; · r;;- = ч + t ' 

Остановимся более подробно на некоторых общих свойствах 
одноразмерных неадиабатических волн и дадим , в частности , 
расчётные формулы для определения абсолютной скорости рас
пространения волны . Из уравнений импульсов и неразрывности 
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следует , что в любом случае ударной: nолны (в  пренебрежении 
силами трения) справедливо следующее соотношение: 

Рз - Pt = w . W • (85) Рз - Рt 1 3 
С другой стороны , уравнение теплосодержания с учётом уравне
ния состояния идеального газа даёт для скачка давления при 
любом подводе (или отводе) тепла 1) :  

(86) 

Из уравнений (85) и (86) и неразрывности петрудно вывести 
соотношение между скоростями л;ля произвольнога скачка 
давлений: 

W1W3 (w1 - w3) = а� ирW1 - а� ирw3• (87) 

В частном случае , когда подвод тепла отсутствует и af ир =а� ир , 
мы снова получаем соотношение ( 16) главы I I I  для адиабатиче
с кого скачка уплотнения . 

В интересующем нас случае устаноnившейся детонации (или 
распространения горения с предельной скоростью) , ногда насту
пает тепловой кризис , т. е .  

Л3 = 1 и w3 = аз ир 

уравнение (87) принимает вид 

(w1 - аз ир)2 = а� нр - aj н р ,  (88) 

причём для детонации 

для медленного горения 

1) '!Напишем уравнение теплосодержания (16) главы 1 для газа до 
и после ударной волны 

w� 
ер (Т01 -Т1 )  =А 2g , 

w� 
ер (Т03-Т3) = А  :гg , 

или ,  заменяя ив уравнения состолния Т = RP : 
gp 

RT AR 2 AR 1 P1 = P1g 01--т,---- plwl , Рз = рзgRТоз--2- рзWs· 
LCp Ср 

Вычитая ив второго уравнения первое, с учётом равенств 

AR k - 1  2 2k 
2ср = --zte и анр = k + 1  gRTo 

и ванона импульсов получим (86) . 
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Как и в приведённых ранее безразмерных уравнениях , 
здесь два решения: 

+ , /  � 2 W1 = аз :кр _ v аз :кр - а1 :кр , 

мы имеем 

(89) 

отвечающих минимальной скорости распространения детонации 
(положительный норень) и мансимальвой скорости медленного 
горения (отрицательный норень) . 

Полученные общие соотношения применимы н любым не�ди
абатичесним сначнам давления вне зависимости от механизма 
выделения тепла . Мы видели , что в рассмотренных выше двух 
случаях распространения фронта пламени непосредственно тепло
вой сначок (т .  е .  зона горения) представлял нан при детонации ,  
так и при нормальном горении сначан разрежения в дозвуновом 
течении .  Нетрудно уназать и случай теплового скачна сжатия 
в сверхзвуновом потоке . Мы имеем в виду хорошо известные 
скачни нонденсации , сопровождающейся переходом от большей 
сверхзвуновой снорости н меньшей , но всё ещё сверхзвуновой 
снорости . И в этом случае приведённые выше уравнения и вы
воды остаются справедливыми .  

В занлючение исследуем движение газов з а  фронтом волны . 
Выше были получены основные соотношения ,  харантеризую

щие газовый потон , проходящий через область сначна детонации 
или пламени с неподвижным фронтом ,  т. е. n обращённой схеме . 
Рассмотрим теперь , наной вид приобретут все соотношения , если 
перейти н нормальной схеме , ногда газ неподвижен, а в нём 
распространяется волна детонации ипи горения со сноростыо w

1
. 

В этом случае з а  фронтом ударной волны следуют ещё не вос
пламенившиеся частицы газа  со скоростью 

Wx = Wl - w2 , 

а позади области горения движутся иродунты горения со 
сноростью 

где под Wx и Wг мы понимаем абсолютные снорости . Нетрудно 
видеть , что в случае детонации 

wl > Wз > w2 

как фронт пламени , тан и иродунты горения движутся в том 
же направлении,  что и фронт ударной волны , но тольно сно
рость частиц во фронте пламени выше, чем в иродунтах горения : 

Wx > Wг .  

В случае нормального горения , ногда 

wl = W2 < Wз , 

12 Г. Н. Абрамович 
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величина Wг получается отрицательной , т .  е .  направления дви 
жения продуктов горения и фронта пламени противоположны . 

1\ак было установлено , при стационарном режиме детонации 
и при предельной скорости нормального горения имеет место 

Wз = аз нр или Аз = 1 , 

вследствие чего в этих режимах скорость движения продуктов 
горения равна : 

Wг = w1 - аз нр , 

где согласно полученной выше зависимости (89) 

w1 = аз нр ± Jl а� нр - ai нр . 

Отсюда приходим к следующему выражению для скорости распро
�транения продуктов горения в случаях стационарной детонации 
и предельного режима нормального горения : 

� /  2 2 Wг = ± Jl аз нр - а1 нр •  (90) 

Знак плю с отвечает детонации ,  знак минус - нормальному 
горению . 

Найдём теперь значения коэффициентов скорости . Для фрон
та ударной волuы получим : 

А� =� . а 1 нр 

Для частиц , следующих непосредственно за фронтом ударной 
волны, 

(9 1 ) 

здесь 
al нр = а2 нр · 

Наконец , для продуктов горения согласно (90) имеем : 

Аг = � = ±  -v1- То1 ' аз нр Тоа 
откуда с помощью ( 72) находим : 

Л2 - 1  Ar = Лf + 1 • (92) 

Положительные значения Аг получаются при детонации (Л1 > 1) , 
отрицательные - при нормальном горении (А1 < 1 ) .  В случае 
А1 = 1 имеет место 

Аг = О, 



§ 5 ] О РАСПРОСТРАНЕНИИ ДЕТО НАЦИИ И ГОРЕНИЯ В ГАЗАХ 1 79 
т .  е .  при движении волны со с:коростью зву:ка газ остаётся 
неподвижным , что вполне соответствует физичес:кой природе 
явления 1 ) . 

Наибольшее значение с:корости иродунтов нормального горе
ния получается ,  естественно , в неподвижной смеси бес:конечно 
боЛЬШОЙ :КаЛОрИЙНОСТИ [ {) = 00 ,  Т .  е .  А1 = 0 , СМ . ( 76) ) ;  ОНО раВНО : 

Аг = - 1 . 

Ма:ксимум с:корости иродунтов детонации достигается та:кже при 

бес:конечно большой :калорийности [ по ( 7 5) :  & = оо ,  д� = : + � J , 
но в этом случае ,  :ка:к ветрудно видеть из (92) , он равен: 

1 Аг = т . 

Ита:к , абсолютная ск.орость движения сгоревших частиц все
гда .меньше ск.орости авук.а. Этот результат справедлив :ка:к nри 
нормальном горении , та:к и при детонации . 

Между тем , :ка:к ветрудно видеть из (91 ) ,  с:корость несгорев
ших частиц (в начале зоны горения) в случае детонации может 
быть больше зву:ковой ; получается это на режиме 

или 

т. е. при 

1 Ах = А1 - г  > О , 
1 

1 + 'V5 А1 > 2 = 1 ,62 и М1 > 2 .  

Ма:ксимальное значение этой с:корости , очевидно , получается 

м \ 2 k +  1 
на режиме 1 = оо и л1 = k- 1 ; оно равно : 

l fk + 1 l Jk - 1  Ах max = У k - 1 - У k + 1 . 
Если k = 1 ,4 ,  ТО Ах щах = 2,04 И Mx max = 3 ,4 . 

Интересный результат получится ,  если связать абсолютные 
с:корости газа в начале и в :конце зоны детонационного горения : 

wx Ах a t нр 

wг = Аг . ag нр 
' 

1) Выше [см.  (74) ] было покааано , что Л1 = 1 получается только при 
нулевой калорийности смеси, когда детонация и горение вырождаются 
в обычные авуновые волны. 

12* 
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откуда , используя зависимости (9 1 ) ,  (92) и ( 72) , обнаруживаем 
следующее простое соотношение :  

(93) 
т. е .  при детонации сr;оростъ частиц перед фронтом п.аа.мени 
6Сегда вдвое выше сr;орости сгоревших частиц. 

Давления как за  фронтом ударной волны (р2) , так и в нон
це зоны горения (р3) , очевидно , не изменяются от того , что мы 
обратили движение , т. е. могут быть определены по формулам 
(63) и ( 79) . Можно, однано , посредством (92) прилать формуле 
(79) следующий особенно простой вид: 

р2 = 1 ± kЛг . (94) Рз 
Эдесь знан минус берётся при нормальном горении , знак 
плюс - при детонации . В предельных случаях нормального горе , 

ния (Л = - 1 ) и детонации ( Аг = i ) получаем соответственно 

для мансимальной скорости нормального горения: 

Р2 = 1 + k Ps 
и для минимальной снарасти детонации : 

Р2 = 2 .  Рз 

(95) 

(96) 

При встрече продуктов горения с тупоносым препятствием 
произойдёт повышение давления до величины р03 , которая для 
обоих режимов найдётся из одного и того же выражения , соот
ветствующего изоэнтропийному процессу:  

k 
� = (1 - k- 1 л�) k- 1 (97) Рuз k т 1 

Более значительное повышение давления произойдёт при 
остановке частиц ещё не загоревшегося газа ,  движущихся со ско
ростью Wx . На режимах Ах < 1 действует та же изоэнтропическая 
зависимость : 

k 
_.!2_ = ( 1 - k- 1 Лi) k-1 Ро2 k + 1 (98) 

Для сверхзвуковых режимов (Лх > 1 ) ,  когда торможение начи
нается с прямого сначка уплотнения , переводящего поток к дозву-

1 
ковой скорости Л� = т и давлению , определяемому формулой (63) :  

х Л2 _ k- 1 
х k -+- 1 

1-k- 1 Л 2 ' 
k + 1 х 

(99) 
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имеем при полном торможении: 

или окончательно : 

k 
р� - ( 1 - k- 1 . _1_)k- 1 
Ро 2 - k + 1 д;_ ' 

1 
� = -1 ( 1 - k- 1 л;.) ( 1 - k - 1 _!_)k-1 
Ро2 А;_ k + 1 k + 1 Лi 
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( 100) 

В предельном случае Af =  � + � ,  т . е . Ах = 2 ,04 (при k =  1 , 4) , 
получим предельное повышение давления при торможении 

Ро2 � 15 , Р2 
или по сравнению с давлением в продуктах горения : 

Ро2 � 30. Рз 
При встре;е газов , следующих непосредственно ,за фронтом 

детонациовнов волны , с остроносым препятствием может полу
читься вместо прямого косой скачок уплотнения . В последнем 
случае повышение давления при торможении газов оказывается 
меньшим: 

§ 6 .  Расчёт газовых потоков 
с использованием газодинамических функций 

Рассматривая различные уравнения для одноразмерного газо-
, вого потока , выведенные, например, в §§ 1 - 2 главы IV и §§ 1 - 3 
настоящей главы , можно заметить , что величина ноэффициента 
скорости Л входит в них в виде нескольних часто встречающихся 
комбинаций , получивших название газодинамичесних функций. 
Дадим этим функциям сонращённые обозначения и вычислим 
их значения в зависимости от величины Л .  

Расчёт газовых потонов с помощью таблиц этих величин 
получил в последнее время широкое распространение , так как 
он позволяет упростить иреобразование основных уравнений газо
вой динамини и облеrчить вычислительную работу. 

Рассмотрим основные из применяющихся в настоящее время 
газодинамических функций и на ряде примеров проиллюстрируем 
использование их для решения различных задач. 

В § 3 главы I путём иреобразования уравнения теплосодер
жания была получена формула ( 44) 

:!:..__ = 1 - k- 1 )..2 
Т0 k + 1 ' 
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связывающая температуру в потоке Т с температурой торможе
ния Т0 и коэффициентом скорости Л.. Обозначим 

k - 1  1 - k + i Л
2 = 't (Л) . ( 101 )  

Функция 't (Л) монотонно уменьшается от единицы до нуля 
l fk+ 1 С увеличением Л ОТ нуля ДО предеЛЬНОГО ЗНачеНИЯ ),max = J1 k - i · 

t, n;f 

Фиг. 79 . Rривые гююдинамических функций 't (Л) ,  
е (Л) ,  1t (Л) .  

На основании пропорций идеальной адиабаты в § 4 главы 1 
были получены выражения ( 72) и (73) для отношения давления 
и плотности в потоке к давлению и плотности заторможённого 
газа . Введём для них обозначения 

h 

1t (Л) = :
о

= ( 1 - :�� Л2 ) h-1 
, ( 102) 

1 

e (Л) = .1._ = (· 1 -
k - 1 /,2

) k-1 
( 103) 

Ро k +  1 ' 

Связь между функциями 't (Л) , 1t (Л) и е (Л) при одном значении ), 
очевидна :  

е (Л) - Е. Т0 _ 1t (Л) -
Ро Т - 't (Л) • ( 104) 

Характер изменения функций в зависимости от Л ясен из фиг . 79 . 
Располагая таблицами, в которых для каждого значения Л 

вычислены значения функций 't (Л) , 1t ( Л ) и е (!. ) , можно быстро 
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определять параметры торможения по параметрам в потоне 
и наоборот . Тание таблицы для значений k = 1 ,40 и k = 1 ,33 ,  
составленные А. Л .  Пархомовым , приведены в нонце нниги . 

Для расчётов , не требующих большой точности, можно поль
зоваться приложеиным н нниге вспомогательным графином . 

П р и м е р 1 .  В одном из сечений идеального сверхавунового 
сопла известно :  давление в потоне р1 = 6 -,;гfсм2, температура тор
можения Т0 = 310° абс ,  ноэффициент снорости Л1 = 0 , 6 .  Найти зна
чения давления и ноэффициента снорости воздуха в сечении 2 , 
где температура т2 равна 243° абс . 

Поснольну температура торможения и полное давление 
в потоне постоянны , то можно составить следующие уравнения : 

't (Л2) = �: . 
Р2 = Pu7t (Л2) = 'lt���) • 7t (/..2) • 

Подставляя значения Т2 и Т0 в первое уравнение, находим: 
't (Л2) = О, 7835 

и по таблицам определяем: 
Л2 = 1 , 1.4. 

Далее по таблицам находим значения фуннции 1t (Л) для Л = 0,6 
и Л =  1 , 14 ,  ноторые подставляем в выражение для р2 : 

6 0 ,4255 3 17 1 2 
Р2 

= · 0 , 8053 = ' -,;г см • 

Рассмотрим ещё две фуннции коэффициента снорости Л, кото
рые встречаются в иреобразованиях уравнения расхода га<ш . 
Подставим в уравнение расхода газа череа сечение F 

G = jWF 
соотношения 

и 

1 1 
с k- 1 2) k-t Ро ( 1 - k-1 ) 2)н 1 = 1о 1 - k + 1 Л = вт0 • k + 1 1\ 

w = Л · анр = А 1 / 2g -k- R '1'0 , r k + 1  
выражающие удельный вес 1 и снорость потона w через пара
метры торможения р0 и Т0 и ноэффициент скорости Л .  Получаем : 

1 
G = J!L 1 f2 _k_ R T · F · Л ( 1 - k- 1

л
2) k-t 

RTn J' g k + 1 о k + 1  • 
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'Умножим обе части уравнения на 

анр = у' 2g k� i RT0 • 
После сокращений получаем: 

1 
G 2k F ( 1 

k- 1  2) k-1 
- анр = -- Рп • А  - -- Л g k + i k + i . 

[гл. V 

(105) 

Это уравнение выражает расход газа в данном сечении через 
полное давление , критическую скорость звука и следующую 
функцию коэффициента снорости 

1 
л ( 1 - :+ � л

2) я-1 = Ле (Л) . 

В таблицах газодинамичесних функций обычно приводятся 
значения функции q (Л) , пропорциональной произведению Ле (Л) : 

1 1 
(Л) = ck + i )k-1 . f.. ( 1 - k- 1 

л
2) я- 1 q � k + 1  . (106) 

Коэффициент пропорциональности выбран так , чтобы при Л =  1 
получить q (Л) = 1 .  В таком виде функция q (Л) приобретает 
физический смысл безразмерной плотности тока . Легно убе
диться , что 

(Л) pw 
q = (рw)нр 

' 

где (рw)нр - максимальное значение плотности тока , соответ
ствующее течению со сноростью звука . При постоянных значе
ниях G, анр и р0 (например, при течении газа в сопле Лаваля 
без трения) величина q (Л) обратно пропорциональна площади 
сечения . График функции q (Л) приведён на фиг. 80 . При уве
личении Л от нуля до единицы величина q (Л) растёт от нуля 
до своего максимаJiьного значения q (Л) = 1 , а далее вновь сни-

1 -k т 1 жается до нуля при значении Л =- Amax = J/ k - i . Одно и то же 
значеню� q (Л) соответствует двум значениям коэффициента ско
рости , одно из которых больше, а другое меньше единицы . 

Подставляя в уравнение ( 105) выражение q (Л) и анр. пред
ставим его в виде, более удобном для вычисления расхода газа :  

где 

G = т . PoF . q (Л) 
( 107) 

У То 
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... 1 k + t  
В нижеследующей таблице· приведены значения V - k (k�t)k-t 
для различных k :  

/1: 1 1 , 4  1 1 , 35 1 1 , 33 , 1 , 30 , 1 , 25 1 

v k + 1 k c-2 )k- 1 0 , 685 0 , 676 0 , 673 0 , 667 0 , 658 k+'l 
1 

Для воздуха (k = 1 ,40, R = 29,27 �гм a) m = 0,3965. ,Для 
�г · гра 

выхлопных газов в турбореантивных двигателях ( k = 1 ,33 ,. 

R = 29 4 �гм 
) 

О 389 можно принимать т = , . ' �г · град 

� у 
� +---�---.��--�м�--r---��40 

O.lJ 1.6 

Фиг. 80. Rривые газодинамических функций q (Л) , 
у (Л) .  

При течении со сноростью звуна q (Л) = 1 , и уравнение ( 107} 
сводится R полученному в главе IV выражению для расхода 
газа в нритичесном сечении сопла Лаваля. 

Из уравнения расхода ( 107) можно получить непосредственно 
ряд зависимостей , выведенных ранее более сложным путём . 
В начестве примера проанализируем с помощью уравнения 
( 107) харантер изменения спорости при течении по цилиндри-
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чесной трубе с трением . Для этого слуqая (G = const,  Т0 = const 
и F = const) -из ( 107) имеем: 

q (Л) = const 
. ( 108) Ро 

Полное давление из-за налиqия трения всегда снижается , 
следовательно , на основании ( 108) скорость теqения изменяется 
так, что велиqина q (Л) растёт . В дозвуновой области это озна
чает ускорение , а в сверхзвуковой - торможение потока ; в обоих 
·случаях предельный режим Л = 1 соответствует максимальному 
значению q (Л) . 

При решении ряда задач требуется связать расход газа не 
с полным, а со статичесним давлением в данном сечении . 
Такую связь легко полуqить из уравнепил расхода ( 1 07) , если 
заменить в правой части величину полного давления её выраже
нием согласно ( 102) : 

р р 

Ро = 1t (Л) = с k- 1 )_k_ . 1--- Л2 11.- 1  
k+ 1 

Из уравнепил ( 107) находим: 

Фуннция 
G = m  p

F
. у (Л) . 

У Т о  
1 у (Л) = q (Л) = ( k + 1) 11.-1 Л 

1t (Л) 2 1 _ k- 1 Л2 
k + 1 

(109) 

(1 10) 

(1 1 1) 

является второй газодинамичесной фуннцией , применяющейсл 
в преобразованиях уравнения расхода (см . фиг . 80) . Значения 
её , тан же нан и значения фунн'ции q (Л) ,  приведены в табли
цах и на вспомогатель ном графине в нонце нниги. С увелиqе
нием Л фуннцил у (Л) монотонно возрастает, приqём при Л �  Лmах 
у (Л) � оо .  

П р и м е р  2 . Определить ноэффициент снорости Л2 и стати
чесное давление воздуха р2 на выходе из диффузора , если 
известно , qто на входе в диффузор полно-е давление р01  = 3 -,.гfс.м2, 
а ноэффициент снорости Л1 = 0 ,85 . Известны танже отношение 
площадей выходного и входного сечений �: = 2,5 и ноэффи-
л;иент полного давления а =  

Ро2 = 0,94 .  Pot 
Для решения задачи записываем уравнение равенства рас-

ходов воздуха в сеqениях 1 и 2, пользуясь соотношением ( 107) : 

Po1F1 · q (Лl ) Po2F2 · q  (Л2) 
VTo, VTo2 
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При отсутствии теплообмена через стенки диффузора Т01 = Т0� ,  поэтому для припятых условий получаем: 
1 F 

q (Л2) = q (Л1) • - • ·F1 = 0,425 q (Л1) . IJ 2 

По таблицам находим для Л1 = 0,85 : q (Л1) = 0 ,9729 , следовательно, 
q (Л2) = 0,413 ,  чему соответствует Л2 = 0,27 ; те (Л2) = 0,958 1 .  Полное 
давление на выходе из диффузора равно р02 = ар01 , а стати
ческое давление р2 = р02 • те (Л2) = 2 ,  7 �е г f с.м2 • 

П р  и м е р  3 .  Определить полное давление в выходном сечении 
компрессора площадью F = О , 1 .м2 по измеренному значению 
статического давления р = 4 ,2 �егfс.м2 ;  расход воздуха равен 
50 �егfсе�е, температура торможения Т0 = 480° абс . 

Пользуясь уравнением расхода ( 1 10) , вычисляем значение 
функции: 

(Л) = G VТо У m Fp 
50 t/480 

0, 3965 · 0 , 1 · 4, 2 · 10� = 0•65
8 · 

По таблицам газодинамических функций находим, что этому 
значению у (Л) соответствует 

Л = 0,406 , те (Л) = 0,907 . 
Далее определяем полное давление: 

р 4'2 4 63 Ро =  1t (Л) = 0, 907 = ' 

Подобное вычисление часто необходимо при обработке эксnе
риментальных данных. При обычном расчёте вычисление nрово
дится методом nоследовательных nриближений . 

Подставим теперь в выражение импульса, т .  е .  суммы 
секундного количества движения и силы давления в данном 
nоперечном сечении потока 

G G с р ) -w+pF =- w +- , 
g g pw 

следующие соотношения : 
( 1 12) 

Р R R T 
( 1 k - 1 л2) k + 1 2 ( 1 k - 1 л2 ) 

р = g Т = g о - k + 1 = ---;uc анр · - k + 1 · 

w = Ланр · 
Получаем: 

G F - G [ л  k + i  аир ( 1 /r - 1 л2) ]  g w + Р - g аир + 
2k · -л- - k + 1 ' 

или после упрощения : 
.Q_

w + pF = k.+ 1 · .Q_ аир · z (Л) 
8 2k g ' ( 1 13) 
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где z (Л) обозначает следующую фуннцию ноэффициента скорости: 
1 Л + т =  z (Л) . (1 14) 

График функции z (Л) приведён на фиг. 81 . Минимальное зна
чение z (Л) = 2 соответствует нритичесной скорости течения . В до
звуновых и сверхзвуковых течениях z (Л) > 2 . Легко видеть. - 1 что при замене величины Л обратной ей величиной Л = Т зна-

U/1 I.Z 1./i Z/1 it Z,ll-
Фиг. 81 .  Rривые газодинамических функций z (Л) , 

f (Л), r (Л) .  

чение z (Л) не изменяется . Таким образом, одному значению z (Л) 
могут соответствовать два взаимно обратных значения Л . 

Выражение импульса газового потока ( 1 13) ,  полученное 
Б .  М. Киселёвым, используется для иреобразования уравнения 
количества движения . Оно оказывается чрезвычайно полезным 
при решении широкого круга задач газовой динамики : расчёта 
течений с подводом тепла и охлаждением, с трением, с ударом 
при внезапном расширении канала, расчёта процесса смешения 
потоков, расчёта сил , действующих на стенки канала, и т . п .  
Приведём два примера , поясняющих методику таких расчётов . 

П р и м е р  4 . На входе в цилиндрическнй участок трубы поток 
характеризуется параметрами 

Т01 = 600° абс , Л1 = 0,4 . 

При протенании через трубу температура торможения газа 
повышается до значения Т02 = 1200° абс .  Определить, иренебре
гая трением, коэффициент скорости потона после подвода тепла . 
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Для потона в цилиндричесной трубе без учёта трения урав
нение ноличества движения записывается в виде 

( 1 15) 
-т .  е. силы давления во входном и выходном сечении являются 
единственными силами, вызывающими изменение ноличества 
движения . 

Уравнение ноличества движения ( 1 15) можно пре,1;1;ставить 
в виде 

G G -gw1 + p1F =-gw2+ p2F ;  

.заменим выражения импульсов согласно соотношению (1 13) .  
ПОJrучим: 

или 

z (Л2) = z (Лl) V�:: . 
Подставляя численные значения, находим: 

.. / ьОО z (Л2) = 2 ,9 V iL.OO = 
2 , 05 . 

( 1 16) 

По таблицам или непосредственным вычислением из квадрат-
наго уравнения 

'Определяем: 
Л2 = 0,8 .  

Второе решение Л2 = 1 , 25 нереально, тан нак подогревом нельзя 
перевести дозвуковой потон в сверхзвуновой . 

Отметим, нстати , что если из уравнения (1 16) следует z (Л2) < 2 , 
-то это означает, что заданное повышение температуры газа 
физически невозможно без снижения снорости во входном сече
нии, т . е. без уменьшения расхода газа . 

П р и м е р  5 .  Найти связь между ноэффициентами снорости 
потока до и после прямого скачка и определить изменение 
полного давления в сначне . 

Нан известно, в прямом сначне сохраняются значения рас
хода , температуры торможения или критической скорости звуна 
и импульса газового потона . Эти условия записываются в виде 

а) G1 = G2, 
б) Т01 = Т0а или а1 нр = а2 нр, 
в) p1F + G1 w1 = p2F + G2 w2 или G1 а 1 нр z (Л1) = G2 а 2 нр z (Л2) .  g g g g 
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На основании двух первых уравнений последнее уравнение 
принимает вид 

(1 
Если исiшючить случай Л2 = Л1 ,  соответствующий безударному 
течению с постоянными параметрами , из ( 1 1 7) следует : 

1 л2 = г ·  
1 

Таной же результат мы получили в § 1 главы II I иным путём . 
Чтобы определить снижение полного давления в сначне, 

воспользуемся уравнением неразрывности в форме ( 107) : 

Ро1 F · q (1\1) Po2F · q (Л2) 
V 1'01 V Го2 

Тан нан F = const и Т01 = Т02 ,  то отсюда непосредственно сле
дует : 

или 

Это соотношение энвивалентно уравнению (24) главы 1 1 1 ,  
но получено более простым путём. 

Составим ещё два выражения для импульса в газовом по
С тоне . Для этого заменим произведение - анр , входящее в пра-g 

вую часть уравнения ( 1 13) ,  его значением согласно ( 105) и затем 
( 109) .  В результате выражаем импульс в одном случае чере3 
полное давление в газовом потоне 

а в другом случае через статичесное давление 

� w + pF= pF k�l · z (Л) =  (k� 1 ) �t�1 - pF - y (Л) z (Л) . (1 19) 
i - -- Л2 k + 1  
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Введём обозначения для двух новых фуннций ноэффициента 
снорости Л , входящих в правые части этих выражений : 

1 1 

f (A) = (k� i )  k-1 · q (А) . z (Л) = (Л2 + 1) ( 1 - ;+ � )..2 )k-1 , ( 120) 

k - 1  
k + i)-1- 1 1 - k+ 1  А2 

r (Л) = l-z- k-1 . У (Л.) · z (А) = J..2 + 1 

Подставляя эти значения , получаем онончательно : 

Q_ w + pF = p0F · j (Л) , g 
G 1 � w + pF = pF · r  (Л.) . 

( 121)  

( 1 22} 

( 123} 

Фуннция r (Л) введена нан обратная величина произведению 
у (Л) · z (Л) ,  благодаря чему облегчается пользование таблицами (про
изведение у (Л) z (Л) быстро -возрастает с увеличением Л , стремясь 
R бесконечности при Л � Aroax , величина же r (Л) изменяется в 
пределах от единицы до нуля) . 

Графини фуннций f (Л) и r (Л) приведены на фиг . 81 . 
Обращает на себя внимание очень небольшой диапазон 

изменения фуннции f (Л) (оноло 25% в интервале значений 
О < Л < 1 ,5) .  Иначе говоря , при постоянном полном давлении 
импульс потона в данном сечении слабо зависит от величины 
снорости (при дозвуновых и небольтих сверхэвуновых сноро
стях) . 

Полезно запомнить , что согласно ( 122) и ( 1 23) при заданных 
значениях площади сечения F, ноэффициента снарасти Л и пол
ного (или статичесного) давления импульс не зависит от 
температуры газа . Это вполне соответствует следующему 
простейшему соображению : снорость течения при данном Л изме
няется прямо пропорционально, а расход газа - обратно про
порцианальна норню ивадратвому из абсолютной температуры, 
поэтому с изменением температуры не изменяется нан величина 

G ноличестна движения - w, таи и сила давления pF. 
g 

Перечислим ещё раз введённые газодинамичесние фуннции и 
соотношения между ними : 

1 . Простейшие фуннции , ноторые выражают связь между 
параметрами газа в потоне и параметрами торможения : 

't (Л) -- !!_ 
- То ' s (Л) = _f_ .  

Ро 
2 .  Фуннции ,  выражающие расход газа через полное давление 

q (Л) 
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или через статичесRое давление 

3. Функция 

q (Л) у (Л) = те (Л) . 

1 z (Л) = Л +т , 

[ rл.  V 

полученная при иреобразовании уравнения импульсов , и часто 
встречающиеся комбинации функций 

f (Л) = const · q (Л) z (Л) 
co nst r (Л) = у (Л) • z (Л) • } ( 124) 

При вычислениях с помощью таблиц следует иметь в виду , 
что функции q (Л) , z (Л) , f (Л) в области околозвуковых скоростей 
-(при Л, близних н единице) изменяются слабо . Поэтому если 
по величинам q (Л) , z (Л) или f (Л) надо определить значение Л ,  
то небольшал погрешность в величине функции приведёт н зна
чительной ошибке в Л. Таких вычислений следует избегать , 
используя по возможноети в этих случаях другие соотношения 
данного параграфа , вилючающие фующии у (Л) или r (Л) ;  по
нятно , что в этой области не реномендуется определение Л с по
мощью графиков . 

Если коэффициент скорости Л должен быть найден по вели
чине фуннции z (Л) , то nри z (Л) < 2 , 10 для уменьшения ошибки 
лучше вычислить два возможных значения неnосредственно из 
формулы 

или 

1 Л +т= z (Л) 

В занлючение рассмотрим применение газодинамических 
.функций для решения некоторых сравнительно сложных задач. 

П р и м е р  6 .  Оnределить nотери nолного давления в nотоне 
воздуха nри внезаnном расширении трубы и ноэффициент ско
рости Л2 nосле выравнивания nоля скоростей, если заданы коэф
фициент скорости nеред расширением Л1 = 0 ,8  и отношение про-
ходных сечений �: = 4 .  

Подобную задачу мы решали в § 5 главы 1 для несжимае
.мой жидкости . Сделаем это сейчас с учётом сжимаемости воз
духа . Заnишем уравнение количества движения, принебрегая 
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трением и учитывая , что при дозвуновых сноростях статичесное 
давление постоянно во всём с1Зчении 1 - 1  (фиг . 8) :  

G 
- (wl - W2) = P2F2 - P1F2 . g 

Сгруппируем члены уравнения тан , чтобы выделить импульсы 
потона в сечении 1 - 1 и 2 - 2. Получаем: 

( :  w2 + P2F2 ) = ( � w1 + P1F1 ) + Р1 (Fz - FI) , 

rде р1 (F2 - F1) - сила давления на нольцевую плащадну в се
чении 1 - 1 . 

Заменим теперь выражения импульсов согласно ( 1 13) , а стати 
чесiюе давление р1 выразим с помощью уравнения расхода ( 1 1 0 ) . 
Уравнение ноличестна движения принимает вид 

k + 1  G ---:zk · g аир z (Л2) = 

или после сонращения и подстановю1 фуннции у (Л1 ) : 
1 

(, )  (Л ) (F2 t) 1 ck -1- i)k-1 z л2 = z 1 + ft\ - У (ЛI) . -� - . 

Из этого уравнения по величинам /,1 и �2 можно найти ноэффи-
1 

циент снарасти после расширения трубы ),2 • 
Отметим, что результат не зависит от абсолютных значений 

давления и температуры газа и очень мало меняется в зави
симости от поназателя адиабаты k .  

Для нашего случая Л1 = 0,8 , т .  е .  z (Л1) = 2 ,05 , у (Л1 ) = 1 ,4 126 .  
Отсюда получаем z (Л2) :  

z (Л2) = 2 ,05 + (4 - 1) · 1 , :l:!.o · 0,634 = 3 ,396 
и 

Потери полного давления при внезапном расширении полу
чим из уравнения неразрывности ( 107) : 

отнуда 

13 Г. Н. Абрамович 
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С помощью таблиц находим : 
0 , 9518 1 

cr = 0 , 4917 · 4 =  0•4�5 · 

[гЛ. V 

П р и м е р 7 .  Намера горепил представляет собой цилиндри
-чесную трубу с соплом регулируемого сечения на выходе . Пара
vетры потока на входе в намеру заданы: 

р01 = 1 ,8 Бгfс.м2 , Т01 = 450° абс ,  Л1 = 0 ,4 .  
Определить мансимально возможное повышение температуры 
газа в намере и величину потерь полного давления на этом 
режиме . 

Чем выше температура торможения газа на выходе из ;ка
меры горения , тем больше - при прочих равных условиях
должно быть сечение сопла . Поэтому максимально возможному 
подогреву газа соответствует полное раснрытие сопла , т. е .  
F11 = F1 • При подnоде тепла полное давление в потоке умень-
шается: 

Ро2 < Ро1 = 1 ,8 -кгfс.м,2 • 

Следовательно, отношение давлений Ро2 меньше критического , Р2 
снорость истечения - дозвуковая, а статическое давление на вы-
ходе равно атмосферному (р2 = Рн) ·  

Записываем уравнение ноличестна движения потока , выра
жая импульс в сечении 1 через известное полное давление р01 
1IO формуле ( 122) ,  а в сечении 2 - через статическое давление 
р2 = Рн по формуле ( 123) . Так нак трением пренебрегаем , то 
эти импульсы равны : 

1 
PotF 1 · f ('Al) = P2F2 · r (Л2) • 

JIЛИ при F 2 = F 1 и Р2 = Рн 

r ('А2) = Pj (Л ) • Ро1 • 1 

Будем пренебрегать изменением теплоёмкости газа при подо
греве и считать k = const = 1 ,40. Подставляя в полученное урав
нение _табличные данные, имеем : 

1 , 033 
r (Л2) = 1 , 8 · 1 , 0842 = 0, 5295 ; 

т .  е .  А2 = 0,822, 7t (Л2) = 0,6583, z (Л2) = 2 ,0385 . Далее наиболее 
удобно воспользоваться уравнением , 

G G 
- а 1 н р  z (А1) = - а2 ир • z (А2) ,  g 
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отнуда следует: 

или 

Это и есть предельное значение температуры , при котором 
сохраняется заданная величина коэффициента скорости на входе . 
Скорость истечения на этом предельном режиме меньше скоро· 
сти звука (Л2 = 0,822) , так как располагаемый перепад давле
ний недостаточен для достижения Rритической сtюрости в потоке. 

Полное давление в выходном сечении равно : · 

Рн 1 , 033 1 568 / 2 Ро2 = 1t (Л2) = 0 , 6583 = ' r;г см ' 

а коэффициент полного давления 
_ Роа _ 1 , 568 _ 0 879  " - р01 - 1 , 80 - ' '"' '  

П р и м е р 8 . В поперечном сечении потока измерены поля 
температур, полных и статических давлений . Требуется найти 
средние значения параметров потока таким образом, чтобы пол
ная энергия, импульс и расход газа , вычисленные по средним 
значениям параметров , были равны действительным значениям 
полной энергии, импульса и расхода в потоке . 

По результатам измерений для каждой точки потока можно 
считать известными значения полного давления р0, температурЫ 
торможения Т0 и коэффициента скорости Л . По величине Л 
в каждой точне могут быть найдены и газодинамичесние фунн
ции 1t (Л) , q (Л) и т .  д .  

Элементарные значения расхода газа ,  импул:r.са и энергии 
записываются при помощи обычных соотношений . Для потона 
в целом эти величины определяются интегралами по всему се
чению от соответствующих элементарных выражений . Тан, на
nример , расход газа в nотоне 

. G = ( dG = (' т  Ро · q (Л) .  dF. 
� ,) V То (F) , (F) 

( 125) 

Для определения _расхода по этой формуле необходимо в на�дой 
точке nотока вычислить величину Po:J,o 

(Л
) , построить график 

Po · q (Л) Ф (F) _ и плавиметрированием найти площадь , ограу т. 
ничев:ную кривой; т. е .  �оспользоватьсн методом rрафическо:r:о 

1 3* 



1 96 ОДН О МЕ РНЫЕ ГАЗ О В ЫЕ ПОТОНИ [ гл .  V 
интегрирования . Можно воспользоваться также известными 
приближёнными способами . 

Переходим к решению задачи . Приравняем величины пол
ной энергии газа , вычисленные в одном случае по истинным, 
а в другом- по средним значениям параметров : 

GcPT0 =  � сРТ0 dG . {126) 
(G) 

Теплоёмкость еР считаем постоянной по сечению . Подставляя 
сюда выражения для общего расхода газа G и элементарного 
расхода, получаем формулу для определения средней величины 
температуры торможения: 

� YToPo · q (Л) dF 
Т -- (F) ( 127) 0 

- (" ./ • p0q (Л) dF ,) r То (F ) 
Это значение Т0 согласно ( 126) является среднемассовым зна
чением температуры торможения . Воспользуемся этим значением 
для определения средней величины «ритичесiюй скорости звука 

llнp = V 2g k � i  RT0 •  

Далее запишем условие равенства действительного импульса 
потока и импульса , вычиеленного по средним значениям пара
метров : 

Если элементарный импульс газа выразить с помощью уравне
ния ( 122) , что эквивалентно подстановне в записанное уравне
ние значения dG согласно ( 125) , то получается удобная фор
мула для определения соответствующей средней величины ноэф-
фициента снорости 1:: 

- 2gk 1 � F z (Л) = k + 1 • -- - p0f (Л) d , анр G 
(G) 

( 128) 

в :которой G и аир - найденные выше значения для потока 
в целом . В соответствии с режимом течения газа по функциs 
z (i") находится значение I < 1 или 1 > 1 .  

Таким образом, по уравнениям энергии и импульса опред� 
лаются средние величины температуры торможения и ноэффи-
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циента снорости в nотоне . Подставляя эти величины в уравне
ние расхода газа , выраженного по средним nараметрам в nо
тоне, находим среднее значение nолного давления газа в дан
ном сечении: 

- G V То 
Ро = · m · F · q (Л) 

( 1 29) 

По найденным значениям Т0, р0 и Л однозначно опредеJiяютс� 
все nараметры осреднённого потока : скорость w, плотноt:ть р 
и т .  д . 

Отметим, что средние значения параметров , удовлетворяю
щие поставJiенным в задаче условиям, получаютел вполне опре
делёнными независимо от способа решения основных уравнений , 
хотя при этом могут быть поJiучены и различные по внешнему 
виду формуJiы . 

Мы остановились лишь на одном из возможных способов 
определения средних значений параметров потока ; в ряде слу
чаев целесообразно применять другие способы осреднения, на
пример, осреднение с использованием условия сохранения энтро
пии вместо уеловил сохранения импульса .  



f Л А В А  V I  
ТЕОРИЯ ПОГР АНИЧНОГО СЛОЯ .  

ТУРБУЛЕНТНЫЕ ГАЗОВЫЕ СТРУИ 

§ . 1 .  Основные понитин пограничного слон 

Течение реальной жидкости отличается от течЕ!ния идеальной 
жидкости наличием вязкости , проявляющеliся в виде силы 
внутреннего трения . Нак известно из гидравлики, сила трения , 
по гипотезе Ньютона , проnорциональна изменению величины 
скорости , прих6дящЕ!муся :на единицу длины в направлении 
нормали к поверхности тела . · Ве:п:ичина сильi т'рен:ия, действую:.. 
щей на единицу площади, называется напряжением трения ; 
обозначим напряжение трения через 't ;  высказ&нную гипотезу 
Ньютона можно выразить так : 

aw 
't = (-1 -ду ( 1 ) 

где (.1 - коэффициент пропорциональности , называемый к,оэффи
циенто.м. вяак,ости ; чем больше f1, тем более вязка жидкость . 
Величина этого коэффициента существенно зависит от темпе
ратуры жидкости . Результаты многочисленных экспериментов 
хорошо подтверждают это соотношение . Поэтому гипотезу Нью
тона можно рассматривать как физический закон . С увели
чением температуры вязкость воздуха возрастает , вязкость во
ды падает . Для газов изменение коэффициента вязкости в ши
роком диапазоне изменения температур определяется формулой 
Сатерленда 

L= (..I... \ 1 ,5  273� + с 
u0 .273 ) Т + с · 

Для воздуха f1o = 1 ' 7 55 . 1 о-в кг��е-,; ' с =--= 1 22° . 
При решении практичliJских задач удобнее 

ueннoii зависимостью f1 от температуры: 

fL с Т )n � = То · 

( 2) 

пользоваться сте-

(3) 
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Следует иметь в виду , что значение n зависит от рассматри
ваемого интервала температур . Цапример , для воздуха В ·  интер
вале температур от 20 до 120° Ц n = О, 75, а в интервале от 300 
до 400° Ц n = 0 ,65 .  

Рассмотрим движение вязкой жидкости вблизи твёрдой 
стенки . Под действием сил вязкости слои жидкости по мере 
приближения к стенr{е постепенно подтормаживаютел и на самой 
стенке «прилипают» к ней . Эта область вихревого движения 
вязкой жидкости, расположенная около обтекаемого тела, назы
вается пограничны.м слое.м . Условно границей пограничного слоя 
принято считать ту линию, на которой скорость отличается O'l' 
местной скорости внешнего потока на один процент . По гранич
ный слой при больших числах R имеет очень малую толщину 
по сравнению с· размерами тела . Тю.;, наnример, на крыле 
самолёта с хордой 1 ,5 - 2 .м эта толщина равна нескольким 
сантиметрам . 

Ввиду относительно малоii толщины пограничного слоя ста
тическое давление в нём по нормали к поверхности тела не 
изменяется : 

!.!!... = 0 . 
д у (4) 

Это подтверждено результатами многочисленны� опытов и яв
Jiяется основпо �i фшiическо:И. характеристИiюii пограничного слоя . 
Введение попятил о пограничном слое позволяет условно разбить 
поток на две области: пограничный слой , т. с. обJiасть , непо
средственно примыкающую н · телу, где сказывается влияние 
nязкости , и внешний поток , который можно считать потенциаль
н ы м  1) . Таrшя схематизация течения оназывается искJiючительно 
плодотворной при решении практических зацач, так кан: позво
ляет использовать во внешнеi1 области потока решения для 
идеальной жидности . Схематиче'сн:ая картина течения вблизи 
тела приведела на фиг. 82. Следует отметить , что масса 
жидн:ости , захватываемая влиянием вязкости, по длине стенки 
возрастает, т .  с .  граница пограничного слоя не совпадает с 
кан:о:И-либо линией тока ; линии тока входят в пограничны:й 
слой, пересекаясь с его границей. 

Передача давления через пограничныri слой объясняет про
нехождение отрыва пограничного слоя от поверхности тела при 
возрастании давления по потоку (крыловоii профюrь с положи
тельным градиентом давления или диффузор) . В самом дeJie , 
при движении в сторону повышающегося давJiения поток под
торм. живаете я. Так как кинетичесная энергия потока по сече
нию пограничного слоя изменяется, то под влиянием возрастающего 

1) Внеnшей считается та часть потока , в которой сохраняется полвое 
давлен и е  набегающего потока . 
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давления слои жидности , расположенные ближе н телу, подтор
маживаютел сильнее . В иенотором месте потон останавливается : 

( �� )у=О = 0, (5} 

и происходит отрыв пограничного слоя от тела (фиг. 82) . 
Следует сразу же оговориться, что существующие методы рас
чёта пограничного слоя справедливы лишь для безотрывного 
течения или для области , расположенной до места отрыва.  

Существуют два способа расчёта параметров жи;:�;ности в по
I'раничном слое . Первый занлючается в решении системы диф
ференпиальных уравнений в частных производных, описывающих 

11 

о 

Фиг. 82 . Профили скороети и exe�ra образования 
отрыва nотока в nограничном слое . 

течение жидности в пограничном слое . Решение этих уравнений , 
впервые составленных Л . Прандтлем , возможно лишь для отдель
ных частных случаев . 

Второй, более простой ,  :метод состоит в решении интеграль
ного уравнения импульсов в пограничном слое, однано при этом 
решении нужно наперёд задаваться профилем снорости в попе
речном сечении пограничного слоя . 

Составим интегральное уравнение импульсов при уст(! новив
шемся течении в пограничном слое . Применяя уравнение ноля
чества движения н объёму жидкости с основанием, равным 
площади сечения пограничного слоя, и единичной глубиной ,  
получим (см . § 5 гл . 1 ) :  

f!:x: = � (Е mwx} ,  
где � (Emwx) есть проенция на ось х секундного количества 
движения, протекающего через поверхность,  ограничивающую 
рассматриваемый объём (фиг .  83) , а Р х - проекция на ось х рав
нодействующей всех сил , приJюженных н выделенному объёму. 

Подсчитаем сначала сенундное изменение количества движе
ния жидкости в объёме abcd . Через элемент площади dy про
текает за  единицу времени масса жидкости pwx dy, пеrеносящая 
ноличестно движения pw� dy . 
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Поэтому сенундное ноличество движения, переносимое вте

кающей через сечение аь· жидностью, равно: 
б 

(Emwx)aь = � pw� dy. 
о 

Аналогично ноличестно движения вытенающей через сече
ние cd жидности равно: 

о о 

(Е mwx)cd = \ pw� dy + ( ddx � pw� dy) dx. 
о о 

Найдём теперь ноличество движения, поступающее в рассмат
риваемый объём через границу пограничного слоя Ьс. Весовой 

у 

Фиг. 83. К выводу интегрального уравнения импульсов . 

расход жидности , втекающей через Ьс, очевидно, равен разности 
расходов через сечения cd и аЬ, т . е . 

а 

Gьс = Gcd- Gаь = ( d� � jWx dy) dx. 
о 

Так как скорость на границе слоя равна скорости потенциаль
ного потона W0, то количество движения жидности, втекающей. 
через Ьс, равно: 

а 

(Е mwx)ьc = W0 ( ddx � pWx dy) dx. 
о 

Следовательно , изменение количества движения рассматрива с
мого объёма согласно § 5 главы I равно : 

�(Е тед.·х) =(Е mwx)cd-(Е mwx)aь- (Е тwх)ьс = 

а а 

= { :х � pw�dy- W0 d� � �-ед.1хdУ } dx. 
о о 
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Найдём теперь проекцию равнодействующей всех сил, прило
жеиных н рассматриваемому объёму. При этом внешними мас
·совыми силами будем пренебрегать . Силы трения по сече
ниям аЬ и cd не дают составляющей на ось х. На внешней 
транице пограничного слоя Ьс сила трения равна нулю, так как 
на границе градиент скорости равен нулю . Следовательно, нам 
нужно учесть силы давления в сечениях аЬ, cd и Ьс, а также 
силу трения на поверхности тела ad. 

Проекции сил давления на ось х равны: Рхаь = р8; Рхьс = 
do d'O = р ds · di , где ds есть длина дуги Ьс и ds- синус угла, кото-

_рый Ьс составляет с осью х; Pxcd =- [pa+d(p8)]. Сумма про
€кций сил давл�ния равна: 

Pxaь+Pxьc+Pxcd=p8+p do-p8-d(po)= -odp= - о := dx. 
·Сила трения на стенке , действующая на поверхность ad = dx, 
равна Ртр = - tw dx, где tw- напряжение трения на стенке . 
Поэтому проекция равнодействующей всех сил, приложеиных к 
выделенному объёму, равна: 

Р х = - (о �� + 'tw) dx. 

Подставляя найденные значения д(� mwx) и Р х в уравнение 
·изменения количества движения, получим искомое интеграль
ное соотношение импульсов в пограничном слое : 

о о 
d \ 2 d w d \ d " dp - ([; ,) PWx У+ о dx � PWx У =о dx + "ш· 

о о 
(6) 

В этом уравнении W 0 и Р· являются известны�и функциями х 
и определяются из расчёта обтекания тела потоном идеально1-i 
жидкости или находятся из эксперимента . 

Преобразуем уравнение (6) к виду , удобному для решения. 
Из уравнения Бернулли имеем : 

далее: 

!!:Е_ _ _ W dW0 
dx - Р о dx ' 

а о 

Wo d� � pwxdy= d� � pW0wxdy- dzo � pwxdy. 
о о о 

Подставляя эти выражения в (6), получим: 
а а 

d� � PWx(W0-wx)dy+dZo � p(W0-wx) dy=t",. 
о о 
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Введём теперь понятия о толщине 

nотери и.мnу.л,ьса о**, ОПредеJIЯеМЫе 
вытеснения о* и толщице 

соответственно следующими 
!JЫражениями: 

о* = 
� 

а 
S (Ро Wo-PWx) dy а 
О = (' ( 1- PWx \ dy, PoWo � PoWo) о 

со 

S PWx (Wo-Wx) dy о 
о** = 0 = r _1_ ( 1 _ Wx ) Wx dy (8) PoW� ) Ро W о W о 

• 

о 
Заметим, что эти величины имеют ясный физический смысл . Тол
щина вытеснения о* характеризует смещение линий тока , вызван
·НОе торможение.м жидкости вблизи поверхности тела (фиг. 84), 
а величина о** выражает уменьшение нолячества движени/I 
�по сра�нению с п

)
ото

т
ком Wg не:влзкои жидкости . ол-

.щины о* и о** по величине 
всегда меньше толщины 
.ПОГраНИЧIJОГО СЛОН о. 

Вводи в интегральное 
уравнение величины о* и о**, получим: 
d (�** W2)+ 7;;· 0 Ро о 

1_ W �* dWo Фиг. 84. Гсометричесное определение. т ол-

-г Ро 0u � = "w' щпны вытеснения. 

откуда найдём следующую форму д.пл интегрального уравнения 
импульсов в пограничном слое: 

do** + (2о** +о*) _1_ d�\o - '2.о** . � .  dil.o = 'rw. ' (9) 
dx .\0 dx k-1 1- "Ч dx p0Wa 

\ W0 .. u где 1 0 = ,1 скорость, отнесенная к максимальпои сна-" '2.glcpT00 
рости газа; 1'00, Ро•н р00- соответственно температура торможе:.. 
ния, плотность и полное давление идеально заторможённого 

1 _1_ 

газа для внешнего пот она; А = Т ; р0 = р00 ( 1- A�)k-t. 
Основным нритерием подобия длл течений визкой несжимае

мой жидкости или течений газа с небольюими дозвуковыми сно
ростями лвллетсл число R. 

Rак мы уже говорили выше, для расчёта пограничного ело� 
необходимо наперёд задать занон распределения скоростен 
в поi·раничном слое. Движение жидности в пограничном слое 
.может иметь различный харантер , оnределяемый значение:u: 
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lfИсла R. При небольтих числах R движение частиц жидоости 
имеет упорядоченный слоистый характер ;  такое движение и 
соответствующий пограничный слой называются .ла.мипарпы.ми. 
При больших числах R движение частиц имеет беспорядочный 
турбулентный характер ;  соответствующий пограничный слой 
называют турбу.лептпы.м . 

Исследования течений жидкости в круглых трубах ПОI\азали 
существование критического чис.ла R: 

Rнр = 2wcpRP ( 10) 11. 
(wcp- средняя скорость, R - радиус трубы, р- плотность. 
!1.- коэффициент вязкости), являющегося основным критерием 
перехода ламинарного течения в турбулентное . Максимальное 
значение этого числа ,  при котором в случае любого начального 
возмущения течение успокаивается и становится ламинарным. 
равно примерно 2000. Следует иметь в виду, что при искусствен
ном уменьшении начальных возмущений в потоке ламинарное 
течение удаётся осуществить до значений числа R = 150 000. 

В случае внешнего обтекания переход ламинарного слоя 
в турбулентный характеризуется числом 

R** - w оРо** 
""" 600 нр- 11. ....., • 

Для ламинарного слоя распределение скоростей в пограничном 
спое обычно задают в виде полинома 

;
о 

= � An( � )n' (11} 
n=O 

в котором значения коэффициентов An определяют из следующих 
граничных условий: 

при у=О: и !__( дw )= д't"'=О 
ду !1 ду ду ' 

т. е. вб11изи стенки напряжение трения не изменяется ; 

при у = о: 
т. е .  на границе пограничного слоя снорость плавно переходит 
в скорость невозмущённого потока. 

Обычно при решении ограничиваются полиномами третьей 
или четвёртой степени и значения коэффициентов находят, 
используя два граничных условия на стенке и два или три 
условия на границе пограничного слоя . 

При турбулентном режиме профиль скоростей является более 
выполненным, т . е. более близким к прямоугольному, чем при 
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ламинарном и хорошо апроксимируется степенной зависимо

стью вида 1 

;о =(�)п, 
где n > 7, причём n увеличивается с увеличением числа Рей
нольдса .  

"Универсальным законом распределения снорости в турбу

лентном слое, провереиным в широком диапазоне значений: 
числа R , является логарифмичесний зан:он 

w 1 у -w = 1 + -� ln-;:-. (12) 
о �- о 

Этот:закон:получается ,  если напряжение трения 1) 

't=p (t aw )2 
ау 

в сечении пограничного слоя принять постоянным : 
't = 'tw = const, 

(13) 

а длину пути смешения считать пропорциональной расстоянию 
от стенни: (14) 
где х- коэффициент пропорциональности, равный 0,4. Тогда, 

вводя новую переменную 
t Wo 
�= -v-' 'tw 

р 

(15) 

1 
где W 0 и 'tш- фующии только х, а р - фующия х и у, запишем 

уравнение (13) так: 

aw 
В теории пограничного слоя предполагается , что дz мало 

aw 
fj сравнении с ау-' т. е .  можно положить: 

тогда 

au• dw 
dy =dii' 

') См. «Проблемы турбулентности•, стр. 15, ОНТИ, 1936. 
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Ин·тегрирул в пределах слоя и учитывал ,  что при у =а: w=W0, 
получим логарифмичесний занон распределения снорости в по
граничном слое . 

Однано по этому профилю снорости (равно нан и по степен
ному) напряжение трения непосредственно на стенне определить . дw . 
нельзя , тан нан при у = 0: w = - ro, ау= ro и,  следовательно, 
этот занон неприrоден непосредственно у стенни. 

Вблизи обтенаемого тела число R, определённое по мест
ным параметрам жидности в пограничном слое, может быть 
ещшь угодно малым . Поэтому n этой области доJiжно суще
ствовать ламинарное течение . Эта пристеночная часть погра
ничного слоя называется ламинарным поделаем . Ввиду малой 
толщины подслоя распределение сноростей в подслое прини
�./:!:{ОТ линейным и ,  следовательно 

(16) 

где 11-w- коэффициент вязкости на с теине, Wл- с норость на гра
нице подслол , ал- толщина подело я; переход n подслое лами
вариого течения в турбулентное определяется местным значением 
«рИтичесного числа R : 

( 17) 

rде а""' 11,5 . , 
Из уравнений ( 15), ( 1 6) и (17) получаем следующие выра

жения для скорости на границе подслоя и толщины подслоя 

(18) 

(19)  

Приравнивал скорость на границе поделал; и;;:(12)�и (1fS) имеем: 

или 

так IШ:К 

Ro = 0 ,288 х�ехе 

R ** = О 288 ( 1 - _3_ ) ех:; ' ' -x.i; ' 

о:* = -1 (1-2). о 'Х.� 'Х.� 
а 115 , 6 О - е-а.х = --'-е-�> = 288 'L' • 0,4 ' . '' ' ' ' ' 

(20) 
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Для течения в трубе радиуса Ra, записав профиль сRорости ( 12} 
в виде 

�= 1 + -1- ln Ra-R 
W0 �е Ra ' (21) 

из условия равенства СRоростей на границе подслоя nолучим� 
Wл 1 1\JI -w =1+�In -R , о �� а 

«�ткуда с помощью ( 18) и ( 19) имеем : 
о w � = _!J._ 11� = 

fJ. 2а� � - еа.х-хе 
Ra RaW оР 2.RawcpP , W о 

-

Подставив в это уравнение значение 
wcp 

= _!_ \ ..!!!.___ dF = 1 - � W0 F � W0 xi; 
(F) 

полученное с использовани_ем (21) , и 

R = 2RawcpP
' fJ. 

:е-""= 0,288 (а= 1 1 ,5, х = 0,4); 

после простых иреобразований имеем : 

-
2RaWcpP - хе R- -0,576 (хе -1,5) е . fJ. 

(22)· 

По заданному числу R с помощью (22) определяем значение хе 
и затем по (12) находим распределение сRорости в пограничном 
слое . KaR видно из графиRов фиг . 85, где изображены теорети
чесние профили при разных значениях R, логарифмичесний 
закон распределения снорости пренрасно согласуется с резуль
татами опытов в нруглых трубах . 

Остановимся теперь нратко на взаимодействии пограничного. 
слоя со скачнами уплотнения . Отметим сначала ,  что при отсут
ствии сначков уплотнения пограничный слой оказывает воздей
ствие на внешний потон . Это происходит следующим образом. 
Утолщение пограничного слоя в направлении течения учиты
вается увеличением толщины вытеснения 3*, приводящим к от
клонению линий тона во внешнем потоке . Таким образом, 
влияние пограничного слоя кан бы сводится к некоторому сме
щению контура тела на величину толщины вытеснения .  Поэтому, 
вообще говоря, при расчёте течения нужно итти методом после
довательных приближепий: сначала рассчитать обтекание тела 
потоком идеальноii жид1юсти , затем по найденному распределе
.шпо. давления и скорост·и вдоль поверхности тела рассчитать 
p:orpaiiUЩIЫЙ слой1 далее рассчитать обтекание фиктивн�го тела1. 

--........ ...... 
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поверхность которого смещена на толщину вытеснения 8*, и т. д. 
Однако обычно ограничиваютел расчётом первого приближения, 
таи ню;: толщина вытеснения мала по сравнению с размерами тела . 

При наличии в потоке скачков уплотнения пограничный 
слой оназывает сильное влияние на форму и положение скачка . 
Нан отмечено выше, при движении с положительным градиен
том давления выполненность профиля снорости в пограничном 

!О 
w 
Wo 

о,ч. 

�>� R = 23.3-Тi 
"" R = fOJ-103 

" R = 1!10·103 

• !? = 23.Ш!О3 

• R = 3ZIНNtf 

•Фиг. 85. Распределение скоростей в турбулентном погра
нпчном слое трубы при различных значениях числа R . 

.слое уменьшается , что увеличивает толщину вытеснения и вызы
вает отрыв по граничного слоя . Сначон уплотнения вносит рез
кий полржительный градиент давления ; рост давления пере
.даётсл навстречу потоi{У по дозвуновой части пограничного слоя, 
имеющейсл вблизи стенки . Вследствие этого толщина вытесне
ния о* в р.айоне сначна существенно возрастает, что значительно 
.отклоняет динии тона во внешнем течении и сказывается на 
форме и интенсивности сначна ; в пограничном слое в области 
.скачка уплотнения обычно наблюдается отрыв . 

На фиг . 86 приведе на фотография обтенанил хвостовой части 
ирылового профиля при большой дозвуновой снорости невозму
щённого набегающего потоtш . В образующейсл при это:м okOJfO 
.нрыла местной сверхзву1ювой зоне виден сначон уmrотненил 
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Фю·. 89. Распредепение давления в районе скачна уплотнения при i't 
ламинарном пограничном слое. 

fl.55г---------------,--------.-------, �U 
р -у= Ом.м а"[.мм} 7{; -- У = f.f NAI 0,50 Z,S __.,__У= 3Uм.м 

----.':>- у = 4J AIAI (},S.f --<>-- у= 50MN 
�у= l.fMI.I 

y=l.f 
U,lfS 50 

,. JO 0,411 !5 
о fl/IO 100 150 ZSU Х(N.М} 300 

Фиг. 90. Распределение давления и ивменение толщины вытес
нения в районе скаЧI{а при турбулентном пограничном слое . 

t4 Г. II. Аfiра,ювпч 
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и связанный с ним отрыв пограничного слоя от профиля; 
область отрыва ограничена горизонтальными белыми поло
сами, отходящими 01' поверхности крыла. Заметим, что форма 

Фиг.  91. Деформация сначка уплотнения при об
текании тупого угла под влиянием пограничного 
слоя . Фронт скачка в потоке без пограничного слоя 
и изыененис толщины вытеснения в районе скачка 

показавы пунктиром. 

сначка уплотнения в пограничном слое сильно ;зависит от вы
полненности профиля скорости. Например, при ;значениях 

Фиг. 92. Деформация скаq
нов уплотнении в трёх
Сiiачновом диффузоре под 
влиипием погранпчного 

слоя. 

М "'"' 1 ,  1 в ламинарном слое (фиг. 87) 
появляется неснолыю лямбдаобразных 
скачков уплотнения, каждыii: из кото
рых состоит из слабого косого сначка, 
за которым располагается более силь
ны�t прямо.й скачон; в турбулентном 
пограничном слое (фиг. 88) при М"'"' 1,1 
образуется один прямой скачон ушют
нения, несколько иснривJiённый у стен
ни. На фиг. 89 и 90 поназано рас
пределение давления в paiioнe сначна 
уплотнения соответственно для этих 
двух случаев. 1-\роме того, на фиг. 90 
нанесена толщина вытеснения о*, уве
личивающаяся в районе СI{ачна пример
но в пять раз. Нан ВИ,\НО из этих 
фигур, давление меняется не толыю 

вдоль погранпчного слон, но и поперёк его. Таким образом, 

условие ::=О в данном случае не выполняется и, следователь

но, в присутствии скачка уравнения пограничного СJЮЯ не могут 
быть использованы для расчёта течения около поверхности тела. 
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При обтенании внутренны'о тупого угJш сверхзвуковым по

тоном с числом М, значительно большим единицы (фиг . 9 1) , 
вследствие ре3Iюго возрастания толщины вытеснения ст-шчон 
уплотнения не толы{о иснривляется,  но и отходит от вершины 
угла вперёд по потш{у. Взаимное влияние пограничного слоя 
и сначнов уплотнения может существенно ухудшить работу 
сверхавунового диффузора 1) (фиг .  92) (восстановление давления 
уменьшается, а сопротивление возрастает) . 

Точный анализ взаимодействия пограничного слоя со 
сначнами уплотнения представляет весьма трудную задачу. 

§ 2. Течение газа в гл адRой цилиндричесrщй трубе 

Пусть в цилпндричесную трубу через иеноторое сопло втенает 
газ с равномерным распределением параметров Wa, Ра• Ра• Та 
по входному с ечению (фиг. 93). Таноо течение получается в хо-

R 

Ноqальншi 
t-t---- !/'IОСШОН 

!lсни/lнод ---1---- !!'шсток 
Фиг. 93. Схема течения газа в трубе . 

рошо спрофилированном сопле - при отсутствии потерь . Hanoм
w vk-1 ним, что в § 3 главы I мы ввели величину А= -- = /, k + 1 , wmax 

с помощью наторой параметры газа во входном сечении трубы 
можно определить по значению параметров газа в сосуде перед 
соплом , обозначенных через р00, Pou• Т00• Имеем: 

k 1 
Ра = Роо ( 1- A�)h-1 , Ра = Роо (1- A�)l:-1 , Та = Тоо (1- А�). 

Значение безра.змерной сrюрости Аа в соответствии с данными 
§ 3 главы 1 и § 1 главы JV при сверхэвуновом истечении из 
сопла определяется размерами сопла (k = 1,4): 

1 k+l 1 
-- -F 2 i\ (l-A2')h-1 =( -2- ) 2(k-l ) c k-1 ) 2 �=о 259 Rнр 

� а а k + 1 2 F ' В� ' 
1) Подробное описание работы свехзвуr{ОIJОго }IИффузора даётсн в § 2 

главы I IJ. 
14* 
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а при дозвуновом истечении- условием равенства статического 
давления на выходе из трубы и окружающего давления . При 
движении газа вдоль трубы профиль скорости вследствие тре
ния постепенно деформируется .  Схематически профиль скорости 
можно составить из ядра постоянной скорости и пограничного 
слоя толщиной ВУ (фиг . 93). 

Рассмотрим случай, когда теплообмен между газом и стеннами 
трубы отсутствует . Тогда температура торможения в любой 
точке потона постоянна 1) : 

w2A 
Т+ 2,,с = Тоо· (23) 

" р 

l\роме уравнения (23) , для решения задачи воспользуемся урав
нениями импульсов н расхода 

Ra 
d ( 2т; � pw2R dR + r.R�p) = - 21r.Ra'Cwdx, (24) 

о 
Ra 

Q = 1r.R�pa W а = 21r. � pwR dR, (25) 
о 

уравненнем состояния 
p=gpRT (26) 

и зависимостыо ноэффициепта вязкости от температуры , которую 
представим в таном виде:  

� = �оо ( �о )'1 . 
Уравнения (23)- (25) для удобства решения приведём н без
размерному шщу: 

1 

1' 
- = 1- А2, (27) 
1'оо 

.!:_ (2 [ .!_A2RdR + k-i_E__ ' = - 2'twA (28) ix ' Роо 2k Роо ) Poo2gc р1' оо ' о 
--- 1 1 

Q= +· V:г АТ = Аа (1- A�)k-1 = q (Аа)=2 \ _L AR dR , (29) 
тсRа р00 gcp оо 0 Роо 

1) Температура торможения постоянна, если число Прандтля в газе 

равно единице: Р = fL�p = 1. В частности, это практически справедливо для 

воздуха, в котором Р = О , 73. Подробпее об этом см .  в работе: Д о р о д
п и ц ы н А .  А., Поrраничный слой в сжимаемом газе. Прииладная мате
матика 11 механика , т. 4, 1942. 
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- R R=т· 
а 
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При иреобразовании уравнения (24) было использовано соот
ношение 

РооА k-1 
Poo2gcpT о о - ---;g( ' 

полученное из уравнения состояния . 
Таким образом, мы имеем четыре уравнения (26) ,  (27) ,  (28), 

(29) ,  связывающие пять неизвестных А, 8У, тт , .L и L 1)· 
оо Роо Роо 

Однако этих уравнений достаточно, так кан: в той части трубы, 
где имеется ядро постоянной скорости, давление является фунн
цией безразмерной скорости: 

k L=(1-A2)k-t, Роо 

а в той части, где пограничный слой полностыо развился, ау =  Ra. 
Для решения задачи нам нужно задаться законом распреде

ления скорости в пограничном слое, причём точность решения 
существенно зависит от того ,  насколько удачно выбран этот 
закон . В случае течения несжимаемой жидкости в начальном 
участке трубы хорошо подходят: для ламинарного режима 
параболический закон 

�=2 Ra-R _ (Ra-R )2' 
W оу оу 

для ·rурбулентного режима - логарифмический занон 
�= i +_!_ l Ra-R . 
w 'У.� n оу • 

здесь W- скорость в ядре течения, являющаяся фующией от х. 
Применительно н: сжимаемой жидн:ости уiхазапные профили 
скорости не получюш доетаточной эн:спериментальной проверни. 
Кроме того , использование этих зан:ономерностей связано е боль
шими неудобетвами при вычислении интегра лов , входящих 
в уравнения (28) и (29) . Поэтому для решения задачи перей
дём н: вспомогательным переменным х и "fj, где 

7J=-. j 2 � _LRdR (30) V J Роо о 
1) Значение "'w оnределяется по задаваемому занону расnре,11.елепил 

снорости в nограничnом слое. 
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или 

р00 1j dТj = pR dR. 

1\ar< поr<азано в работе А. А. Дородницына  1) , при этом уравнения 
пограничного слоя для сжимаемой щид1юсти становятся сход
ными с аналогичными уравнениями несжимаемой щидr<ости . 
В этих переменных зададимся для ламинарного течения пара
болическим зююном 

� = 2 
Ra-YJ _ (Ra-YJ)2 w о о ' 

а для турбулептного течения логарифмическим заионом 

W = 1 + _1_ 1 Ra- 'tJ • 

W -х.; n а ' 
"' 

здесь Ra есть то значение Тj, ноторое соответствует R = Ra, 

(31) 

(32) 

JV � = , (33) 
V �w P:�w 

где !J-л, Рл - вязиость и плотность газа на границе подслоя. 
При использовании вспомогательных переменных мы вводп:м 

ещё одну неизвестную - толщину пограничного слоя , значения 
Iюторой в действительных (оу) и вспомогатеJJьных (8) перемен
ных связаны между собой; разбивая область интегрирования 
на две части от нуля до Ra- ov и от Ra- оу до Ra, получим: 

Rа-бу Ra 
R�=2 \ RdR+2 � RdR, 

� Rа-бу 
где 

� R Rа�бу 
R dR = Ra�a Роо 1j dТj, �а R dR 

= 

·о б Р н,.-ау 
Ошошение f!!!l. согласно (26) и (27) равно :  р 

-
Ra � Р�о 1j dТj. 

Ra-6 

1) См. ссылну на эту работу , приве�ённую на стр. 212. Переход от перс

менных (х,у) Ii новым нсременным i;=x; YJ= V 2 � _f_ R dR даёт возмож-
0 Роо 

ность свести дифференциальные уравнения пограпичного слоя для сжима

емой жидкости 1{ уравнениям, сходным с уравнениями для несжимаемой жидкости. 
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поэтому уравнение, связывающее ау и в, можно записать в таrшм 
виде: 

-R� Ra - YJ а
=

� --;; - Оу адесь а = Ra ' 'fj = R
a 

' 
Ra ' uy - Ra . 

(34) 

Остановимся теперь на определении напряжения трения на 
стенне по :заданному профиюо сноростеii:. Для ламинарного тече
ния 

(35) 

где р11, --плотность газа на стенке. Для тур б у лентнаго течения, на н 
уже говорилось выше, определить nеличину трения непосред
ственно по логарифмичесиому профилю сиорости нельзя, таи 

I>ан при '1j = Ra получается w-= - со. Напомним, что при выnо
:�е логарифмичесной формулы распределения Сiюрости в погра
ничпом слое предполагается, что непосредственно оноло стеш{И 
нмеетсн ламинарный подсло:й, напряжение тренин по толщине 
пограничного слоя не изменяется и путь смешения прямо про
порцианален расстоянию от' стенюr. Принпмая распределение 
скорости в ламинарном подслое линейным: 

(36) 
беря упомянутое выше условие Шl границе ламинарного подслоя 
н турбулентного ядра течения 

wл о,/Л Рл ? 
_ ___:;· с:__...:... -= а."' !'·л (37) 

где а.= 11,5, и воспоJiьзовавшись уравнением (33), получiпi: 

" аЕ fLл Оул =w Рл . 
Носледнее выражение удобнее представить в таном виде : 

� - 2R аЕ ( Тл) 1+n Роо 
uuл- а-=- - • AR�0 Тоо Р 

(38) 

(39) 
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где 

R _ 2Ra р00 V2gJcp Т00 
оо- 11-оо 

есть обобщённое число Рейнольдса и 

�л = �oq с �: ) n ' 

Р Tuo 
Рл=Роо-р т · 00 л 

(40) 

С другой стороны , в случае логарифмичесного профиля сноро
стей (32), допусная,  что при 71 = Ra- Ол имеет место равенство 
w = и•ЛI и воспользовавшись (38), получим:  

xe(�-t) ол =' ое < , 
Снизь между Оул и Ол найдётся из равенства 

Ra Rn 
� RdR= ) 

Rа-Вул Rа-Вл 

(41) 

Заменял Роо с огласно (26) и (27) на Роо (1- А 2) и пренебрегая р р 
в пределах Jiаминарного подслоя значением А� по сравнению 
с единицей 1) , получим: 

- 2Raovл + о�л = Роо ( - 2Rаол + o�I). 
р 

Отбрасывая о�л и о� нан малые второго порядна , имеем : 

Raovл = Роо Rao". р 
Подставив сюда значение Оул и Ол из (39) и (41) , после неслож
ных nынладон приходим (при х = 0,4 и а.= 11,5) н уравнению 

(42) 
образующему вместе с уравнениями (26), (27), (28) и (29) заМiшу
тую систему пяти уравнений с пятью неизвестными. 

Отметим ещё раз , что , знал �. можно определить напряжение 
трения на стенr{е "w по формуле (33), из ноторой, пренебрегая 

Wл а 
1) Величина W =т обычно колеблется в пределах 0,4-0,5, поэтому 

А�< 0,25. При линейном распределении сноростп по по:.�rлою член, учиты
вающий А2, составляет по сравнению с единицей для М=оо (A= i)-8%, 
а для М=З (.\=0,8)- 5%. 
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членом с А�. т .  е . ,  полагая Т л= Т 10 = Т00, имеем: 

wz Р 'tw=""EТPoo - · (43) � Роо 
Таким образом , мы получили формулы для расчёта течения 

в трубе как при ламинарном, так и при турбулентном режи
мах . Ниже мы приводим полное решение для этих обоих ре
жимов в основном участке трубы (когда пограничный слоi1 
заполняет всё сечение трубы) . Для начального участка мы 
ограничимся лишь некоторыми качественными соображениями 
ввиду того , что относительная длина начального участка в ряде 
важных задач невелина, а решение для начального участна 
получаетел очень сложным 1) . 

Остановимся сначала на ламинарном режиме течения. 
В основном участке трубы оу = Ra и, следовательно, о= На· 
Поэтому nрофиль скорости (3 1 )  можно представить следующим 
образом: 

� = 2 11-Yj- c11-Yj)2 
w 11 11 . 

Уравнение расхода (29) при этом профиле после интегриро
вания приведётся н такому виду : 

q (Аа) = 0,582А. 

Здесь использовано условие (30) , согласно которому 1j d1j = _L R dH; Роо 
через Аа обозначена безразмерная снорость на оси трубы . 

Уравнение (34) ,  связывающее оу с о, запишется тан: 

1 = Р;о ( 1 - 1�2 ) а2. 

Это равенство после иснлюченин 8"2 на основании предыдущего 
равенства послужит для определения статического давления 
в функции безразмерной снорости на оси трубы: А2 

1 -
;) _!!_ = 2q (Аа) -А-. (44) 

Роо 
Уравнение импульсов (28) после вычисления интеграла , исншо

ченин 82 и подстановин значения L согласно (44) запишется в 
Роо 

следующем виде : 

q (Аа) d - +--у А 2'tw 
(k 1 k + 1 ' 2) 

-k- dx А = - Poo'2gJ срТоо • 

1) См. Ж е с т к о в Б. А., О ламинарном течении вязкого газа в пло
ском канале с теплоизолированными стенками. �1., 1947. 
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Правая чаеть этого уравнения в основном участне трубы равна: 

где 

't,l) 2Т'VRa Pw 1 4j_2 р 1 
Poo2gJcpToo = - f-Lw � Ро; Poo'2gJ срТоо = - Roo Puo '2q ("�а) ' 

R _ 2RaPoo V '2qJ срТоо 
оо- 1-loo 

. 

Иснлючая отсюда Р с по:�-ющыо (44) и . подставляя значение 
Роо 

?oo'l.qJcpToo 
в уравнение импульсов, имеем :  

но 

d (k- 1 + kt i �\_2) 
8k .-\2 

- == А(1--) ix �� RooqPa) 3 ' 

поэтому уравнение (45) можно переписать в таном виде: 

от нуда 

(k i,k+1\_2) 
1 d - -г- -----:г " 8k -

----.,.,-;;-2--:-) -d- dA = 
R 

( \. ) dx, 
А ( 1- Т .\. '� оо q " а  

А k- 1-k+1 А2 
__ _ _ Roo q Ра) \. 3 dA Х Хо - 8k с . \_2 ' 

Ао Аз 1-;:г ) 

(45) 

(46) 

где Хо и Аа- значения х и А в нонце 1tач2льного участна . При 
возрастании значения х снорость А может возрастать или 

V k-1 А убывать; при А< 3 k+ 1 величина возрастает, а при 

V k-1 
А > 3 k+ 1 убывает, стремясь в обоих СJiучаях н пределу: 

V k-1 Аир = 3k+1 • 
Введём в рассмотрение среднюю массовую скорость: 

Ra S pw2R dR 
о 

Wcp = """"н""-----
� pwR dR 
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Вычисления для ламинарного режима дают: 
2 Аср=зА, 

отсюда при k = 1 ,4  

Асрнр= � V3Z+�=0,47, Мсрнр= 1 ,19 ,  
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т. е. среднемас совая скорость в нритичесном сечении трубы не
много отличается от скорости звука, что можно объяснить при
ближённостыо решения . Взяв интеграл в формуле (46), получим: 

- - R00q(Aa) [k-1 ( 1 1 ) 1 А2(1-4)] 
х- хо = sk -----:т- .л� -АГ -3In �с -�) . (47) 

Ао 1 ::1 

Перейдём теперь к рассмотрению турбулентного режима тече
ния . Профиль с rюростей (32) в основном участие трубы : 

w 1 l 0-"1] 
-W =1+-с n-,- , 'Х.; () 

поэтому уравнения (29)  и (34) после выкладон запишутся в таном 
ни де: 

q (Аа) = "82А (1 - 1 'с5) , 1' •• J 
1=1!.!1!!_82 [1-А2(1-�+ 3·-�)J 

р 'Х.� -х.2;2 

(48) 

Если из ПОСJiеднего уравнения ИСIШЮЧИТЬ а2' то оно может 
служить для определения статического давления : 

1-А2(1-� "- 3;�) 
1!__ = q (А ) -х.� -х. � 
Роо а А ( 1- 1�е

5 ) (49) 

Дополните;rьное уравнение (42) в основном участке примет вид 

82 = 0,576 -x.Ree�: . 
00 

Иснлючив 82 с помощью ( 48), получим: 

( t _ 1 5) х; _ Roo q (Аа) 
"l� ' е - 0,576 • 

(50) 
Отсюда следует, что величина � в оеновном: участне трубы по
стоянна и определяется значением числа R00 и безразмерным 
расходом q (Аа) . 
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Удобнее всего значение х� рассчитывать методом последова

тельных приближений : 

Y.�i = xeo-ln (xei-1 - 1,5) , 

где 
� 1 Roo q (Аа) х�о = n 0,576 . 

При расчётах обычно бывает достаточно второго или третьего 
приближения . Уравнение импульсов (28) после вычислениR инте-

грала , исключения &2 с помощью ( 48) и подстановки _1!._ со-
Роо 

гласно ( 49) запишется в таком виде: 

q (Аа) _!!__[k-1+(k+1) ( 1-{+* )A2J 

2k( 1-�е5) а-х .�. 
2-tw (51} 

Роо 2gJ ер Тоо' 

но правая часть уравнени11 согласно (43) имес1· вид : 

-tw А2 р q(Aa)A r 1-А2( 1--:!r+�) J 
Роо 2gJcp Тоо = V Роо = -�-2- 1-1,5 

-х.е 
Поэтому уравнение (5 1 )  можно переписать так : 

.!!.._[k-1+(k+t>(t-�+:;e�JA2J 
__ 4k [ _ 2( -� �)] - А - �2 А 1 А 1 с+ 2"2 dx .. ох.� ох.� 

Таи t{ан 
cl d dA 

ах= dA а-х • 

то после носложных вынладон получим: 
А 1 k+1ci 3 3,5),2 

x-xs =k-t е2 r -k=I -%["+� д dA. (52) 4k � .\зl1-А2(1-2._+�)] Аа -х.� -х.2;2 
I\ан п в предыдущем случае, если 

... fk- 1 1 А < v k + 1 3 , 3,5 ' 1--:xr· -х.2е2 
то снорость вдоль трубы возрастает, а если 

... 1 k- 1 1 А> V k + 1 3 3,5 ' 1--:xr + "".Х.2е2 
то убывает .  
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Значение 

V
k-1 1 Аир= kт-1 3 ::1,5 1--;х- + �2�2 

называется нритичесной споростью . Отметим, что среднемас совая 
с норость 

1 3 + 3,5 
--� 2�2 т;r.т �� � � 

Wcp = vr 
1-� �� 

в критичесном сечении трубы прю{тичесни равна скорости 
звука (Мер ир = 1 ) ,  так как 

11 ::1 3,5 
V
k-1 r 1--;л--1- �2�2 vk-1 Асрир= k+i 1,5 :::.: k+ 1 =0,408. 

1--�� 
Плавный переход через это значение снорости нсвозможен. 
Если длина трубы больше критической , то , нан и в случае 
одномерного течения , рассмотренного в § 1 г:nавы V, при на
чальной дозвуковой снарасти изменятся начальные условия 
(уменьшается· начальная скорость), а при начальной сверх
звуковой снарасти в трубе вознинают сначии уплотнения .  Взяв 
интеграл в формуле (52), получим: 

"- "· � ;;. \. " . и� - ;. ) -
с 3 3,5 ) А2 [ 1-А� (1--i+* J ]\ 

- 1-�+ �2�2 ln 2 [ ( 3 3,5 )] . (53) 
Аа 1-д.2 1--+ --�е �2е2 

Таним образом, з ная параметры газа  перед соплом и начальную 
безразмерную снорость , можно определить з начения R00 и q (Аа) 
и затем по формуле (50) рассчитать значение хе. Безразмерную 
снорость А8 в начале основного участна можно найти из уеловил 
равенства статичесних давлений в месте перехода от начального 
н основному уча стну: 

k 1-А� (1-2_+�) 
_g_ = ( 1 - Ag)k-t = q (Аа) �е �2е2 

(54) Роо 1-1,5 Аа �е 
Определим теперь область изменения снарасти в начальном и 
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основном участках трубы . Для этого построим (фиг . 94) кривую 1 

1 
q (A)=A ( 1 - .A2)k-t при О < А< 1 ,  

с помощью которой п о  заданной начальной безразмерной ско
рости Аа находим безразмерный расход q (Аа) и кривую 2, соответ-

о 
as 

at 0,2 0,27 fl,l(. 
а в 

O,S ОД D,l 11.8 /J9 /,U А 
Фиг. 94. Изменение безразмерного расхода в зависимости от 
безразмерной снорости: 1-при равномерной снорости в начале 
трубы; 2-при полностью развившемся пограничном слое в на
чале основного участка течения; 3-при критичесних скоростях. 

ствующую безразмерному расходу в начале основного участка .  
"Уравнение этой кривой для турбулентного режима течения на осно
вании (54): 

с 1-�) (1-А2) 
q (.\а) ')te 
q р) = 1-А2 ( 1-�+ 3,5 ) . 

')te ')t2e2 
(55) 

Задаваясь величинами q (Аа) и Rol)• находим по формуле (50) 
значение х� и по формуле (55) значение А ,  при котором про
исходит смыкание пограничного cJioя на оси трубы . На фиг .  94 
приведены две такие нривые для двух значений числа Рейноль
дса : R00 = 106 и Rou = 1 07• Область изменения А в начаJiьном 
участие трубы занлючена между первой и второй кривыми , 
а в основном участке - внутри второй кривой . Мы видим, что 
при начальных околоэвуновых сноростях в трубе получается 
лишь начальный участок течения . "Увеличение начальной до-
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авуновой снорости или уменьшение начальной сверхзвуковой 
скорости возможно лишь до такого значения А= Анр. при кото
ром средняя по сечению скорость равна звуковой . Значение 
критической скорости в основном и начальном участках трубы 
определяется с помощью кривой 3, нанесённой на фиг . 94. 
На этой же фигуре нанесены расчётные кривые для ламинарного 
режима течения,  Iюторые напоминают соответствующие кривые 
турбулентного режима . 

Проанализируем подробнее возможные с лучаи течения , на
пример , для турбулентного режима при R00 = 107• 

1. При начальных дозnуiювых скоростях , закшочённых 
в интервале 

О < Аа < 0,27 (О < Ма < 0,63), 

двигаясь вправо от кривой 1 по линии постоянного значения 
1 

q (Аа) = Аа (1- A�)k-t 
(сиорость вдоль трубы возрастает), будем находиться снача
ла в начальном, затем пос ле прохождения кривой 2 в ос
новном участие трубы , причём в последнем, если наперёд не 
ограничивать длину трубы, дойдём до критического сечения 
примерно при Анр = 0,408 (см. кривую 3). 

2. При начальных дозвуковых скоростях 

0,27 < Аа < 0,408 (0,63 < Ма < 1) 

пограничный слой не может запалпить вс его сечения трубы; 
снорость в ядре течения возрастает от значения А= Аа до не
ноторого мансимального значения А =  Анр (до нривой 3) . 

3. При начальных сверхавуновых сноростях 1) 

0,408 < Аа < 0 ,59  ( 1  < Ма < 1,64) 

пограничный слой не может заполнить всего сечения трубы . 
Скорость в ядре течения уменьшается от А = Аа до неиотарого 
минимального значения А= Анр (до нривой 3). 

4. При начальных сверхавуновых сиоростях 

0 ,59 < Аа < 1 (1,64 < Ма < оо) 
сиорость на оси (или в ядре течения) убывает; до пересечения 
с иривой 2 имеет место начальный участои, затем основной, при
чём в последнем на неиотором расстоянии от начала трубы сио
рость становится равной иритичесной (на линии -3). 

Отметим ,  что во всех случаях число М, соответствующее 
снорости на оси при нритичесиом режиме , больше единицы . 
Это, однано , не противоречит результатам решения для одно-

1) Здесь рассматривается только непрерывное торможение сверхзвуко
вого потока в трубе .  
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мерного потона (§ 1 гл . V), тан нан если средняя снорость равна 
нритичесной (Мер= 1), то наличие малых сноростей у стенни 
с пеобходимостью влечёт за собой появление местной сверх
авуновой области оноло оси трубы . 

Наглядное представление о харантере течения газа по трубе 
можно получить из анализа уравнения неразрывности . Разобьём 
трубу на элементарные нольца столь малой толщины !!.R, чтобы 
в наждом из них можно было снорость считать постоянной.  
Расход газа через элементарное 1юльцо равен 21tR!J.Rwp, а соот
ветствующий удельный безразмерный расход (делим на величину 
Роо V '2gJcpTuo R dR) : 

qp.)=.l..A. Роо 
Вспоминая,  что при постоянстве теJ\шературы торможения в попе
речном сечении потона 

1.. = _]!_ т 00 = _]!_ _1_ Роо Роо Т Роо 1-А2 
преобразуем выражение q (А) в следующее: 

р А q(A)=- -1 А2. Роо -
Поэтому 

q (А) _ А 1-АВ < 1 q (А0) - А0 1-А2 ' 
где q (А0)- удельный безразмерный расход на оси трубы . Ясно, 
что чем меньше А (чем ближе элементарное нольцо н стенне 
трубы) ,  тем сильнее это неравенство, а следовательно ,  пропуснная 
способность элементарного нольца в данном сечении тем больше, 
чем больше в этом нольце снорость . 

С другой стороны , пропуснная способность элементарного 
[Юльца вблизи оси трубы существенно зависит от величины А0, 
тан нан в начальном участие пропуснная способность (удельный 
безразмерный расход) определяется нривой 1 фиг . 94, согласно 
которой при увеличении А0 от нуля до 0,408 величина q (А0) 
возрастает, а при дальнейшем увеличении А0 от 0,408 до еди
ницы ( сверхавуновые снорости) - уменьшается . 

При начальных дозвуковых сноростях условие сохранения 
первоначалыюго расхода при возрастании безразмерной сноро
сти примерно до А0 · =  0,4081) способствует нарастанию по
граничного слоя , ибо n этом интервале изменения А0 удель-

1) При начальных доввуковых скоростях статическое давление вдоль 
трубы уменьшается , что интенсифицирует описанный процесс и приводит 
к расширению ядра течения при скоростях несколько меньше звуковой 
сиорости. 
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ный безразмерный расход в ядре течения возрастает . Дальней
шее увеличение А0 уменьшает пропускную способность ядра 
течения, тан что сохранение начального расхода 
:\южным лишь при расширении области ядра 

делается воз
течения, что 

осуществляется за счёт уменьшения тол
щины пограничного слоя . 

Таким образом, условие постоянства 
расхода при переходе через скорость 
звука в местной зоне и связанное 
с этим уменьшение местной пропускной 
епособности (в ядре течения) вызынаrот 
всё более быстрое увеличение скорости А0 , 
расширение сверхзвуiювой зоны , умень
шение толщины по граничного слоя (если 
слой не сомннулся) и в соответствии с 
этим ещё более быстрое падение давления . 
Совонупность этих обстоятельств и при
IJодит н наступлению нризиса в том се
чении трубы, где 

dA0 
Тх = + оо и 

dp 
dx = - ос , 

т .  е .  к вапирапию трубы . 
В этом сечении средняя скорость при

мерно (из-за приближённости решения) 
равна снорости звука , т .  е. поток в трубе 
ведёт себя n среднем нак элементарная 
струйна , для которой переход через ско
рость звука при постоянном сечении 
трубы невозможен . t} 

При начальных сверхэвуновых скоро
стях уменьшение снорости в ядре течения 
( сверхзвуковое течение предполагается 
непрерывным) увеличивает пропуснную 
способность элементарных колец, находя
щихся в ядре течения , что способствует 
росту пограничного слоя, появлению ме
стной зоны (около стенни) с дозвуновы
ми скоростями и восстанавливает давле

Фиг. 95 . Качественная 
картина течения в трубе 
при различных началь
ных безразмерных ско-

ростях . 

ние . Эти процессы по мере развития дозвуковой зоны усноряются,  
что и приводит н наступлению нризиса в том сечении трубы, 

dA dp где dxo = - оо и dx = оо ,  а среднемассовая по сечению снорость 

uримерно равна звуновой . Схематичесная нартина изменения по 
;(лине трубы параметров газа и толщины пограничного слоя при 
турбулентном режиме поназана на фиг. 95. Для ламинарного 
режима течения получается начественно такая же нартипа - лишь 
15 Г. Н .  Абрамович 



226 ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ. ТУРБУЛЕНТНЫЕ ГАЗ О ВЫЕ СТРУИ [ гл .  Vl 
изменятся интервалы начальных споростей и нритичеспие длины 
трубы . 

П р  и м е р 1 .  Рассчитаем притичеспую длину трубы при 
начальных значениях R = 4 ,2 · 105 и Мер = 0 ,33  для турбулент
ного и ламинарного режимов течения . 

м 
При k = 1 , 4  по формуле А =  у находим 1) Аср= 5 + IV12 

V 
0 · 33 = 0 , 146 .  По формуле 5 + U , ;j32 

По формуле 

R (А ) - R - 4 ,
2 · 105 

- 4  26 - 105 ooq а - ( 1 - А�р)О,75 - u , 985 - ' · 

� 1 R ооЧ ( Аа) 1 ( , 1 .5) х�;, = n U , 576 - n x;i -1 - ' 

последовательно получаем : 
4 , 26 - 105 

хео = 1n U , S7ti = 13 ,50, хе1 = 13 ,50 - 1n 12 = 1 1 ,00 ;  

x!i2 = 13 ,50 -ln 9 ,5 = 1 1 , 2.5 ,  хЕ3 = 1 3 ,50 - l n 9, 75 = 1 1 ,23 . 

· па формуле 
1 -� 

-�� А =Аср ;j ;j , 5 1 - 'Х.� + -х.2�2 
находим начальную спорость на оси тру бы 

0 , 866 
Аа = 0, 146 u , 760 = 0, 1 67 .  

По формуле 

А _ 
0 , 408 ир - 1 /  3 3 , 5  r 1 -'Х.� + -х.2�2 

находим притичеспую спорость на оси  трубы : Аир = 0,47 1 .  
Наконец, по формуле 

Хир =- 5-х.:;:2 {0 ,2  ( �2 - А� ) -' а ир 

( 3 3 5 )  A�p r 1 - "\� ( 1 -2.+Ц) J } 
- 1 - -;:  + ---f-2 ln -х.� -х."�2 

-х..; -х. е A2 l 1-A2 ( 1 -_i_+ 3 , 5 ) J а Rp -х.е -х.2е2 

) w w a a  � 1 1 В самом деле, А = -- = - - -0- = М 
Wmax а ао Wmax � + М2 • k- 1 ' 
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получим безразмерную критичесную длину трубы дли турбу
лентного режима : 
- х 

{ 6 о 4 5) о 760 1 36 (1 -0 , 76 · 0 , 028 } 646 Хир = Ra 
= 140 0 ,2 (3 ' - ' - ' n 4 , 5 (1 - U , 76 · U , .222) = . 

Для ламинарного режима : Аа = 1 ,5Аср = 0,219 ; Аир = О, 701 к 
нритичесная длина трубы 

Хир хир = в = а 

( 
А21) 

А�р 1 -� 
= Rooq (Аа) r 0,2 (-\-+) _ _;_ ln : ] = 1 , 1 1 · 105 •  

1 1 , 2 L Аа Аир 3 2 ' Аир ) Аа ( t -3 

Таним образом, при ламинарном режиме течения н:ритичесная 
длина трубы в 1 70 раз больше, чем при турбулентном режиме . 

Отметим, что для выбранных условий эн:спериментально опре-
делённая нритичесная длина трубы равнялась Хир = 640, 
т. е .  320 налибров 1) . Это же значение мы получили теоретическим 
путём при турбулентном режиме течения . 

Остановимся теперь на определении ноэффициента сопротивле
ния . Гидравличесний ноэффициент сопротивления связан с напр.А:
жением трения соотношением : 

r 8'tw 1" = -( 2) ' 
wp ер 

(56) 

причём в случае течения газа в трубе нужно брать средцее 
по сечению значение сноростноrо напора . Ввиду постоянства 
расхода вдоль трубы сред�ий снаростной напор определим тан : 

(pW2)cp = (PWcp) Wcp = q (Аа) Роо V 2gl срТ00 Wcp• (57) 
где среднемассовая спорость: 

Ra S pw2R dR о 
Wcp = """'R:-a---

Для ламинарного режима 

S pwR dR о 

Wcp = ; W' 'tw = ioo ( 1 - �2 ) Poo2gJ еР Т оо • 

1) K e e n a n  I . H and N e u m a n  Е. Р . ,  Measurments of Frict ion in 
а Pipe for Subsonic and Supersonic l<'low of Air.  Jou rnal of Applid Mecha
nics. J une, 1946, ;м 2 . 

1 5* 
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для турбулентного режима 

' ш = ( ('\al - А [ 1 - А2 ( 1 - � +  3;,� ) ] p002gJcPT00 • 
;2 1 - � ) %� % � 

'l.� ' 
Поэтому ноэффициент сопротивления для ламинарного режима 
течения газа в трубе 

А2 
64 1 - -. ,-" ,) 

l,л = н- -�-- ' 00 - .\ J 
для турбулентного режима 

1 \_2 ( 1 3 3 , 5 ) 
8 

- j_ ----;= +---т-2 .... % � 

где значение � опредоляетсн из уравнении 
в сосуде параметрам газа и геометричесним 

( . � _ 1 5) xi; _ RооЧ (Аа) х, ' е - 0 ,576 · 

(58) 

(59) 

(50) по заданным 
размерам сопла : 

Найдём сначала ноэффициент сопротивления для несжимаемой 
ЖИДRОСТИ, Т. О .  В случае 

р = р00 = const .  

Для Jiаминарного режима и з  (58) получнм: 
" 64 1 
i.,лп = н т . оо ·ер 

Тан I<aR в данном eJiyчae 
2RaD V '2gJ СрТ 00 А ер Roo Acp =· f!· 

то окончатоJJьно 
64 ·.,шi = R . (60) 

Эта же завиеимоеть поJiучается при точном решении задачи 
о течении несжимаемой жидкоети в циJiиндричесной трубе . 
Теоретичееная формула (60) хорошо подтверждается энспери
ментами при значениях числа R, соответствующих ламинарному 
режиму течения . Это видно из графина фиг. 96 ,  на нотарой 
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сплошной линией нанесена кривая (60) , а кружками - экспери
ментальные данные . Следует напомнить , что ламинарный режим 
течения в трубах имеет место при значениях R ..;;;: 2000; при 
больших значениях числа R обычно наблюдается турбулентное 
течение . Для турбулент- l§{!DOl;J 
ного режима течения z 

r 8 1 �тн = 12" ----,3�-, -.,.;:j.,--,.,....� .::.: 
1 - 'Х.' -г -х.2(;2 

(6 1) 

Так Бак в рассматривае
мом случае 

Roo q (Аа) = 
2Rap V'2gJcpT00 Аа = = 

1 

1 lgR 
Фиг . 96 . Изменение ноэффициента сопро
тивления в зависимости от числа R при ла
минарном режиме течения для несжимае-

мой жидкости .  

ТО И З  (50) ПОлучим: 

R -xe = In -x.� - 1 • 5  ln 0,57G .  
Подставляя в это выраже
ние значение хЕ из (6 1) , 
найдём: 

1 2 3 -
--= = ' lg R V Стн -У 'тн У 8-х.2 

- � - Q lg 0 576 -v s ... � V&2 ' 

- 2 , 3 lg �/ 8x.2 . Jl' 87..2 
Фnг . 9 7 .  Изменение ноэффициента сопро
тивления в зависимости от числа R при 
турбулентном режиме для несжимаемой 

ЖИ;(НОСТН. Отсюда при х = 0,4 прихо-
дим к известной формуле 1) для турбулентного течения в несжи-
маемой жидкости 

1 r -

--= = 2,01 lg R V Стн - 0,84 .  У 'тн 
(62) 

Эта полуэмпирическая формула хорошо подтверждена энспери
ментом в широком диапазоне значений числа R (фиг .  97) . 

1) «Проблемы турбулентностИ>> , стр. 28, ОН ТИ. 1936. 
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· У становим теперь связь  между значениями ноэффициентов 

сопротивления при больших скоростях течения газа и в несжи

маемой жидкости. Из (59) и (6 1 )  имеем : 

Замечая , что 

вайдём: 

Ст = Стн [ 1 -А2 ( 1 - :е + :;е�) J . (63) 

Аср = А ( 1 - :� + �;е�) .  
(64) 

Таним образом, коэффициент сопротивления зависит не 

тольно от числа R, но и от числа М . Так, например, при 

10 

Фиг. 98 . Изменение -х.; в зависимости от 
коэффициента сопротивления ; Стн для не

сжи�щсмой жидности .  

Мер = 3 (Аср = 0,8) : 
Ст 6 -, - = 0,3 , т н 

т .  е .  коэффициент сопро
тивления почти в три раза 
меньше, чем в случае не
сжимаемой жидкости . При 
пользовании этой форму
лой �ужно для вычисле
ния Стн брать число R из 
условия 

R = Rou q (Аа) · 
Отметим, что при тече

нии газа с большими ско
ростями за счёт измене
ния коэффициента вязко

сти значение числа R изменяется вдоль трубы . Выразим число 

2Ra (pw) 
R = ер через параметры газа в сосуде и местную снорость : 

Отсюда 

Jlcp 

R = 2Raq (Аа) р00 V2gJcpToo � = Roo q (Аа) (1 - A�p)n. �оо �ер 
R 

Roo q (Аа) = ( 1 -A�p)n · (65) 

Таким образом, зная число R и среднее по сечению число Мер 
(или Аер) , по графику фиг . 98 определяем величипу Стн и затем 

по формуле (64) вычисляем значение Ст . 
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П р  и м е р . Рассчитаем изменение критической длины трубы 

в зависимости от начального значения среднего по сечению 
числа М а ер · Для простоты 
раечёт проведём при по
стоянном значенни хе ,  что 
соответствует случаю 

Roo q (Aa) = 

R - ( 'l - . 2 )n = const . Аа ер 
Начальна·я скорость на 
оси,  соответствующая вы
бранному Ма ер . опреде
Jяется по формуле 

1 - � 

so 

Аа = 
Ма ер 

i:l 'Х.' i:l • У 5+ М� ер 1 - � +  ;,� 'Х.� 'Х. '  

Фиг. 99.  Изменение критической длины 
трубы в зависимости от среднего числа 

М на входе в трубу . 

l\ритичесная снорость на оси в рассматриваемом случае посто 
янна и равна :  

!\_ - 0 , 408 
� кр - 1 / 3 3 , 5 

r 1 - -х.е + -х.2е2 

Следовательно, безразмерная нритичесная длина 

хкр х Т = D определится по формуле 
а 

хкр -х.2е2 � С 1 1 ) 
D = 'll � 'Х.2 0,2 -:;2 - -А2 -

а ' ..L l.a нр 

с 3 3 , 5) А�р r 1 - А� с1 -� +�) 1 1  
- 1 - � + 2"2 ln [ 

'" '" " ] "'" -х. ;  А� 1 - А�р (1 - � +-и-·-� ) -х.е -x.2ez 

трубы 

Результаты расчёта для хЕ = 10 приведсны на графиrtе фиг. 99 . 
1\ан видно, при сверхзвуновых начальных сноростях нритиче
сние длины трубы значительно меньше, чем при начальных 
дозвуновых скоростях . 

Для сравнения на фиг . 99 пунктирной линией нанесены нри
тичесние длины , подсчитанные по одномерной теории в предполо
жении, что коэффициент сопротивления не зависит от числа М 1) .  
И з  сопоставления результатов расчёта видно, что при начальных 

1) См. § 2 главы V .  
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дозвуковых скоростях отличие в критических длинах незначи
тельно (кривые практически совпадают) . Затем по мере увеличе
ния начального числа Ма ер разница между кривыми постепенно 
увеличивается .  Например, при Ма ер = 4 неучёт влияния сжимае
мости на коэффициент сопротивления занижает критическую 
длину вдвое . 

§ 3 . Обтекание пластины 

Рассмотрим обтекание плоской пластины потоком газа со  ско
ростью W0 и температурой торможения Тао (фиг . 100) . Для ре
шения задачи используем уравнение импульсов ,  которое при 

Роо, lOo, 
Роо ��------�----�-

отсутствии градиента давлении 
[ см . (9) ] выглядит так: 

Б 
.!!:_ с .1...� (1 - �) dy =  dx ) р0 W0 W0 о 

do** "'о 66 -= dX= p0Wg ' ( ) 
уравнение состояния 

р = gp R T (6 7) 

Фиг. 100. Схема обтекания пла
стины . 

и зависимость коэффициента вяз
кости от температуры 

;о = (�J 
Для определения 'tw мы должны задаться профилем скорости 

в пограничном слое . Перейдём к вспомогательным переменным 
х, "'j :  

Р dy = Pou d"'j , 
или 

у 
1J = � .1_ dy 0 Роо (68) 

и представим в этих переменных профиль снорости для лами
нарного режима в виде полинома 

(69) 

а для турбулентного режима по логарифмичесному занону 

w 1 1 I 1J Wo = + -х.е n о • (70) 
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Рассмотрим сначала ламинарный пограничный слой. Для оты
скания :коэффициентов An , определяющих профиль скоростей , 
используем следующие граничные условия :  

при у = 0 :  w = о и :у с� :;) = :у ('t) = u, 

т. е .  вблизи стенки напряжение трения не изменяется ; при 
У .  ау : W = Wo и производпая любого порядка i равна нулю : 
д'w 
дуi = О, т. е. на границе пограничного слоя скорость плавно 

подходит к значению скорости в невозмущённом потоке. Обычно 
при решении ограничиваются полиномами третьей или четвёр
той степени . Во вспомогате.пьных переменных эти ус.повия запи
шутся в таком виде : 

1J = 0:  W = O  
д2w при и дУJ2 = о, 

"IJ = o :  w = W0 
дirP; 

при и дYji  = 0. 

Иоэффициент сопротив.пения 

с - 2't1V - _2_ (,t дw) - 2А � ..!_  
f - ?oW8 - PoW� г ау у = О - l poWo 8 .  

Толщина потери импу.пьса выразится с.педующим образом: 

В у  о 

а** = Роо \ ��(t -�1 dy =  Роо \ �(t -�) d'Jj =  
Ро .} Роо W о W о J ?о � W о W о 

о о 
1 

= ( 1 - A�)k-1 8N , 

(7 1 )  

(72) 

(73) 

(74) 

где переход от переменной у к переменной 1j производится на 
основании форУу.пы (68) и 

1 
N =  \ �c1 -�) d � .  J W0 W0 о 

о 
(75) 

N является функцией толыю от х. l\оэффициент сопротивления 
можно представить в таrюм виде : 

2А N P1V fl-'1' 
с! = 1 - W ' * * . Ро Ро о0 

С другой стороны, из уравнения (66) получим: 

do** = А N Pw fl-ш 
• dx 1 ?о PoW о0** 

(76) 
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Отсюда определим изменение толщины потери импульса вдоль 
пластины : 

о** = 1 1 2A1N Pw fLшx • J' Ро PoWo 
Подставив этот результат в выражение длл с1 , имеем: 

Замечал, что 

С = l .f 2A N VPw (1 1 Po W&x ) -1 1 r 1 Ро , J' 1-'w 
Pw = То - 1 - А2 Ро Тоо - 0 ' 

найдём местный ноэффициент сопротивления 
1 

Ct = Y 2AlN ( 1 - A�)2 1 
V Rwx 

и средний ноэффициент сопротивления пластины длиной L 
L 2• ** 1 

1 \ OL r -- - 1 С1 = у  .\ c1 dx = --y- = 2 V 2A1N (1 - A�)2 �;- . 
ъ ... � 

(77) 

( 78) 

(79) 

Из последнего выражения следует, что ноэффициент сопроти
вления длл сжимаемого газа выражается через ноэффициент 
сопротивления несжимаемой жидности в виде: 

1 
С1 = Сtн (1 - А�)2 , (80) 

т .  е .  ноэффициент сопротивления падает с возрастанием снорости . 
П р  и м е р  1 .  Рассчитаем ноэффициент сопротивления и из

менение о** при обтенании пластины потоном несжимаемой 
жидности с ламинарным пограничным слоем, причём профиль 
снорости апронсимируем полиномом третьей степени: 

;; 0 = А0 + А1 � + А2 ( � у +  А3 ( r )3 • 
В этом с :�учае из выражений (77) и (78) получаем: 

где 

Ct = V 2AlN �/ , o* * = V 2AlN ,/x . ,  
r Rx r Rx 

Значения ноэффицпентов найдём из граничных 
d2w 

условий : 

при у = О :  w = O  и dц2 = 0, 
при у = о : w = W0 

dw и dy = 0. 
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Используя эти условия , имеем: 

0 = А0, 

0 = А2, 

1 = А0 + А1 + А2 + А3 ,  

0 = А1 + 2А2 + ЗА3 • 

Отсюда получаем : 

А0 = 0, 
1 Аз = - 2 ' 

и следовательно, профиль снорости 

w 3 у t с lJ ) 3 

wо = т т - т  в · 

Вычислим теперь величину 
t 

Имеем : 

N = \ �c t -..!... ) d .J!... . ' Wo Wo � 
о 

Поэтому коэффициент сопротивления 

1 /2 . 3 39 1 0 ,647 • 

с, = r --z- .  �80 . ; - = ., - 1 
1' Rx v Rx 

а толщина потери импульса 

о** = 0,645 ./ . 1' Rx 
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(81 ) 

(82) 

Отметим, что при точном решении уравнений пограничного слоя 

для этого случая получается: 

Таким образом , значения ноэффициента сопротивления по нашему 

расчёту и по точному решению практически совпадают. 
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Перейдё:м теперь н рассмотрению турбулентного погранично

го слоя 1 ) , причём, нан отмечалось выше ,  профиль сноростп 
в пограничном слое возьмём по логарифмическому закону 2) 

где 

w 1 "1) 
- =  1 + -ln -W0 �; о ' 

� = Wo (83) 
.. ( ._w � V Pл l!w 

- величина , обратно пропорциональная напряжению трения 
на стенке . Напомним, что непосредстnенно по логарифмическому 
закону напряжение трения на стенке определить нельзя .  Допол
нительное уравнение , позволяющее определить величину е , полу
чим аналогично рассмотренным выше случаям (см.  стр . 205-215) , 
исходя из следующих предположений : 

1) в ламинарном подслое , расположенном :непосредс'l'венпо 
у стенки, распределение скоростей линейно : 

Wл 'tш = 1'-w Г • у л (84) 
2) переход ламинарного подслоя в турбулентное ядро тече

ния определяется нритиче ским числом Рейнольдса 

(85)  

где а = 11,5 . 
Условие равенства сноростей на границе ламинарного под

слоя определяет значение ол : 
, с wл ) (jл хе --1 . ..._ = е Wo = еха-х; (j . ' 

так как на основании последних трёх выражений 

Wл а 
wо = т ·  

!\роме того, из этих же выражений находим: 

0 _ _!:::.:_ at _ !J-ю Рш !J-:-т Ро аЕ _ tl** ( Т  л) 1 +n Ре ае vл - РлWо . - PoWo PJI I:J.w Pw - R:l,* Tw Pw 1 

(86) 

1) Следует иметь в виду, что при любых значениях параметров набега
ющего потона в начале пластины существует неноторый участоl,{ с ламинар-
ным пограничным слоем. · 

2) См. стр . 232. 
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где 

оу о 
()** = r 1..�( 1 -�) ау = Роо с �(1 -�) d1j = �_!! _8_ ( 1 - �) . � Ро W о W о Ро � W о I'V о Ро -х.; -x.i; о о 

R** _ Ро Wo о** w - • 
f'-w 

(87) 

Связь между о л и оул отыскиваем из (68) , произведя интегриро
вание по у от нуля до границы подслоя: 

а." 
� \ Роо d Оул = � Р 11 ·  

о 
Так как по уравнению состояния 

Роо = Роо ..!:._ = Роо с 1 _ А 2 ) , 
Р Р Тоо Р 

то, пренебрегая н пределах ламинарного подслоя членом А:1 . 
получим: 

<:о " Роо Uул = Ол - • р 
Подставляя в это уравнение значения ол и оул ,  имеем : 

R�* = 0,288 ( 1 -�) е"е . (88) 

Мы рассматриваем случай, когда теплообмен между газом и пла
стиной отсутствует . Тогда в пограничном слое температура тор
можения постоянна и равна Т00 = Т ш· Поэтому уравнение им
пульсов (66) принимает вид 

d'O** "w 1 Р-т f!ш l То 
dX = PoW� = 12 ?;; f!::J � �2 Тоо- .  ( 89)  

После интегрирования получим: 

R = p0W0x = 0 , 288 Т00 2 t 2 "" ( t -_i__ +_5_ ) --'- C  xw u 42 т х '> е , 2 с 2  1 ' f'-w • о У.<; У. �  (90) 

где постоянная С может быть определена из условия равенства 
толщип потери импульса в месте перехода ламинарного слоя 
в турбулентный . В случае , если турбулентный слой практиче
ски начинается с самого начала пластины, величину С можно 
принять равной нулю.  Местныl'I коэффициент сопротивления 
составляет : 

( 9 1 )  



238 ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ. ТУРБУЛЕНТНЫЕ ГАЗОВЫЕ СТРУИ [ гл .  Vl 
Средний же коэффициент сопротивления пластины длиной L 
определяется из услvвия 

L ** с 1 {' d 2 OL 2;;** t = -y; � Ct Х = т = OL , 
о 

(92) 

где 8!,* - значение толщины потери импульса в конце пластины. 
Деля (88) на (90) при С= О, получим: 

1 -_2_ 
"** 1 То ----,----"1.--'; L�-

(93) OL = -. --�L Тоо 1 _-.i_ + _5_ %�L %2'f 
и, следовательно , средний коэффициент сопротивления пластины 
равен: 

(94) 

В случае обтекания пластины несжимаемой жидкостью мы полу
чаем выражение 

( 95) 

и поэтому 

(96) 

т .  е. коэффициент сопротивления пластины, обтеь.аемой газом, 
равен коэффициенту сопротивления пластины в несжимаемой 

жидкости при том же числе RwL = PoW oL ,  умноженному на отно-
f'-w 

шение температуры набегающего потока к температуре затормо-
жённого потока. Так , например, при М =  3 коэффициент сопроти
вления пластины примерно в три раза меньше соответствующего 
коэффициента сопротивления в случае несжимаемой жидкости. 

Найдём зависимость коэффициента сопротивления от числа 
Рейнольдса . Умножив уравнение (90) на (91) ,  имеем : 

Rxwcf = 0,576ex S ( 1 - � + .,.��2 ) , (97) 
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отсюда с помощью (91 ) находим: 
1 

0, 245 с Т0 )2 
с 

4 5 ) 
V cr Тоо 

= lg Rwx с1 - lg 0,576 1 - �  + -х.2�2 ; 
значение 

lg с 1 - � + ... �2 ) • 0,576 
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(98) 

слабо зависит от числа Rw.x.•  тан нан при изменении Rwx вели
чина е меняется мало ; поэтому в расчётах обычно принимают 
это значение постоянным и равным - 0,4 1 ,  что получается при 
хе = 10 . Для среднего ноэффицпента сопротивления пластины 
аналогично предыдущему получим : 

1 
0, 272 ( Т0 )2 ----=- т- = lg RLw C1 + 0,33 . v с, 00 (99) 

П р  и м е р  2 .  Рассчитаем ноэффициент сопротивления пластины 
длиной 1 .м, обтенаемой потоном воздуха со сноростью 100 .м f се11:; 
температура стенни равна оо Ц при р = 1 ama . Число RLw = 

= 7 ,5 - 106 • 
Если бы пограничныi1 слой был ламинарным, то 

Сtл = 1 , 293 = 0,48 - 1о-з. 
-v RLw 

При полностью турбулентном пограничном слое с помощью фор
т мулы (99) ,  в наторой полагаем т о = 1 ,  получим: 00 

Сtт = 0,34 · 10-2 • 
Таним образом, в турбулентном пограничном слое ноэффициент 
соnротивления для рассмотренного примера в семь раз больше, 
чем в ламинарном . 

Обычно при обтенании пластины в начале её сущестnует 
ламинарный пограничный слой , ноторый ввиду увеличения числа 
R�* по длине пластины в неиотором месте переходит в тур
булентный . Местоположение точни перехода зависит от началь
ной турбулентности потона ,  начества поверхности и т . д .  Поэтому 
щштичесное число R�� в точне перехода может существенно 
изменяться ,  но обычно в расчётах принимают минимальное нри
тичесное число R ,  равное R�� = 600 . Следовательно, погра
ничный слой на  пластине нужно рассчитывать нан ламинарный 
для R** < 600 и нан турбулентный для R** > 600, причём, 
нан уже уназывалось, в точне перехода можно принять , что 
толщины потери импульса в ламинарном и турбулентном слое 
одинановы : 

( 1 00) 
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Результаты расчёта полного коэффициента сопротивления пла
стины в зависимости от числа RLw при обтекании её несжимае

z 

1 

мой ЖИДI{ОСТЪЮ приведе
НЫ на графине фиг. 101. 
Здесь кривая 1 определяет 
коэффициент сопротивле
ния при ламинарном слое , 
кривая 2 - при турбулент
ном слое и кривая 3 - в 
случае,  когда пограничный 
с;rой ламинарный до R** = 
=600 и турбулентный при 
R** > 600 . Из этого гра
фина следует, что при 

О i/IL.....-----.5,P-----:7,flr:----:lg-:.R расчёте коэффициента со
противления для чисел 
R Lw > 107 можно пола
гать , что имеется только 
турбу.11ентный погранич
ный слой, а при RLw < 107 
необходимо учитывать на
личие на передней части 
пластины ламинарного 
слоя . 

Фиг. 101 .  аависююсть коэффициента со
nротив.ч:ения трения С f от чнс;rrа R для 
пластины: ]-турбулентный режим по всей 
длине пластины, 2-ламинарный режим по 
всей длине пластины, 3-в начале шш
стпны ламинарный, в нонце-турбу:шнтный 

режим течения. 

3 

(} N 
с Фиг . 1 02 .  Изменение отношеншт � 
jн 

п зависимости от числа М набегающего 
лотоня. (сравнение с энспсриментом) . 

Остановимся на зави
симости коэффициента со
противления от числа М 
набегающего потока .  Экс
периментально 1 ) были 
определены коэффициенты 
сопротивления пластины 
при обтекании её сверх
звуковым потоном при 
числах RLw > 7 - 106 и чи-
слах М от 1,5 до 2 ,2 .  Экс
периментальные значения 

с отношения 7!- (С1н рассчи-fн 
тылалось для того же 
чиела RL1v , которое было 
в опытах) в зависимости 

от числа М набегающего потока приведены на фиг .  102 нруж
нами . На этой же фигуре для сопоставJ!ения приведены рас-

1) W i l s о n  R .  Е . , Turbulent Boundary Layer Characteristics at Super
<юnic Speeds . Theory and Experiment.  Journal of the Aeronautical • Science, 
т .  17, ;м 9, September , 1950 . 
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с 

чётные ирмвые изменения ct . Нижнлл нривал рассчитана nu 
tн 

фор!llуле ( 96 ) ,  средняя - по форму;1е ( 99 ) .  Нан видно, теорети-
ческий расчёт неснольно иреувеличивает влияние сжимаемости. 
Это может быть объяснено, в частности, тем обстоятельством, что 
при определении ноэффициента сопротивления мы иренебрегли 
значением ЛJr (нвадратом безразмерной снорости на границе лами
нарноr о подс.лоя) по сравнению с единицей. При сверхзвуковых 
сноростях неучёт этого члена уменьшает величину ноэффициента 

с 
на несно;Iы\о процентов

. 
Отношение c t , полученное с учётом 

tн 
члена �\.Jr ( <.:м. верхнюю нривую на фиг .  102) , прантичесни со-
впадает с энспериментальными значениями . 

§ 4 .  Об�ие свойства турбулентной газовой струи 1) 

Струн называется свободноii и затопленной, если она не 
ограничена твёрдыми стеннами и распространяетсл в простран
стве, заполненном средой тех же физичесних свойств, что 
п вещество струи .  

Обычно струп турбулентна 2 ) ,  т. е .  в ней наблюдаются: 
беспорядочные движенпл вихревых масс. Последние прп своё:м 
поперечном перемощении попадают за пределы струи, перено
сят в соприкасающиесл со струёй слои неподвижноir жидности 3) 
с вои импульсы и увленают эти слои. На место частиц, выбро
шенных из струи, в неё пронинают частицы онружающей 
жидкости ноторые подтормаживают граничные слои потока ; 
устанавливается обмен вещества между струёй и неподвижноir 
шидностыо, в результате чего мас са  струи растёт, ширина её 
увеличивается, снорость у границ убывает . 

Подторможённые частицы активного потов:а вместе с увле
чённымп частицами окружающей жидности образуют турбулент
ный пограничныii слой струи, толщина ноторого в направлении 
течения возрастает. Если в выходном сечении сопла скорости 
распределяютел равномерно 4 ) , то в начале струи толщина погра
ничного слон равна нулю. В этом cJryчae границы пограничного 
слон представляют собой расходящиесл по верхности, ноторыо 
пересенаrотсл у нромни сопла (фиг. 103) . 

С внешней стороны пограничныii: слой струи сопринасаотсл с не
подвижной жидкостью, причём под внешней 1 ·раницеii понимают 

1) См. А б р а  ы о в и ч Г .  Н . ,  Турбулентные свободные струи жидrюстсй 
и газов . Эпергоиздат , 1948 .  

2)  Вопрос о ламинарной струе здесь не рассматривается .  
З)  Под ншдкостъю подразуыеваютсн как r<апелъные , тю> п газообразные 

текучие , в частности воздух . 
· 

4) Теория струи разработана применителъно к это�1у спучаю . 

16  Г.  II . Абрамош.ч 
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поверхность ,  во всех точRах Roтopoii Rомпонент rRорости , парал
лельвый оси струи, равен нушо 1)  (wx2 = 0) . 

С внутренней стороны пограничный слой переходит н ядро 
постоянных СRоростей . ТаRим образом, на внутренней границе 
пограничного слоя сRорость невозмущённого потоRа равна rRо
рости истечения (wx1 = W0 ) . 

Фиг . 1 03 .  Распространение свободной струи . 

По мере удаления от сопла наряду с утолщением погранич
ного слоя происходит сужение ядра постоянной сRорости . Этот 
nроцесс приводит н тому, что на иенотором рас стоянии ядро 
невоамущённого потоRа исчезает совсем . 

Фиг. 104 .  Схема свободной стру и .  

В nоследующем участRе струи пограничный слой заполняет 
уже всё поперечное сечение , простираясь вплоть до осп по
тона , и размывание потона сопровождается не тольно увели
чением ширины струи, но танже и падением сRоростп на её 
о с п  (фиг .  104) . 

1) Ось Х совпадает с осью симметрии струи , поэтому у - номпонент 
r 1юрости (wy) - не может равняться нулю; за его счёт возрастает масса 
струи (воздух притекает :к струе) . 
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Сечение струи, в котором завершается ликвидация ядра постоянной скорости , называют переходпы.м . 'Участок , расположенный между начальным и переходным сечениями струи, назы
вают па ча.лъпы.м, а участок ,  следующий за переходным сечением, 
осповпы.м . Точку пересечения внешних границ струи называют по.люсо.4t струи . 

Характерной особенностыо свободной струи, как показывают теория и многочисленные опыты , является то, что поперечные 

'/СС/1 W, lfll 
70 " 

\ s=O,G.м 
""""' s =О,В.и GO 

\ s=I, O.и � ,/ (\ s=1, 2.и .fO 
'\ ("\ s=l,ll.м 

""" l'\ � 1/0 
� / � 

-о... !'-<>.. � .s=O,Il.и 30 
1 �  � .s=О,В.и 

'� � '-о.. .s=t, O.и ?О 

10 \ ·" � /' � s=t, 2.м 
· ""  ..... r-.. / �s=t,ll.и � t-... � � � о U,f 0,2 0,3 у, .и 

Фиг. 105 .  Поля С iюростп в р азличных сечениях 
оrсr иммстричной струи.  

с оставляющие скорости в любом с ечении струи малы по сравне
нию с продольной скоростыо .  Если ось Х совместпть с осью еимметрии потока , то компоненты снорости rPJy окажутся настолько 
малыми , что в большинстве приложений теории струи ими ·можно иренебречь и считать скоростью в струе её компонент wx (w � w") . 

На фиг .  105 приведены нри вые распределения пюрости 
в различных с ечениях основного участка воздушноi r  струи 
круглого сечения по опытам Трюпеля . Начальная скоростт, струи 
равнялась 87 .мjcer. .  Радиус  начального с ечения струи составлял 
0,045 .м .  Скоростные поля снимались пос ледовательно на сле;:�ующих рас стояниях от сопла : 

s = 0,6 .м , s = 0,8 .м , s = 1 ,0 .м ,  s = 1 , 2 .м ,  s = 1 , 6 .м .  

Опыты Трюпеля ,  таи ж е  нан и исследования других авторов,  
с видетельствуют о непрерывной деформации сноростного про
филя стру и .  Чем дальше от начала струи выбрано сечение, 

16* 
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тем ниже и шире скоростной профиль .  Н этому выводу мы при
ходим при построении скоростных полей в абсолютных поорди
натах (w, у) . 

Более интересные результаты получаются при нанесении тех 
же полей в безразмерных координатах . Попробуем, например , 
отложить вместо абсолютных значений скорости w их отноше

w 
ния н: значению снорости Wm на оси струи - и вместо абсолютwm 
ных расстояний от оси струи у - их отношения к рас стояниям 

1 1 о - s=O, G..и г-г-
1,0  6 - s=О, 8..и 

1\ о - s= I, D..и O f:! d 8 · - s= t,Z..и • - s= � 'l.и -г--t. 
. .  -

{j !!)( • о. в 
. 

" о  1\ 
" w • 

" о  • O t.�x 
а ох • 

О ifx 8 t. .. � �  1-- --
D.Z 

о (/, 5  1, 0  1, 5  JL z.u 
Yo.5Wm 

Фпг_ 1 06 .  Поля снорости осесим�rетричной струи D бе;. раамсрпых 
ноордпнатах . 

от осп до таних точен, в ноторых СI�орость равна полоnппе 
осевой :  Y/Yo , 5wm (фиг.  106) . Полученная днаграмма указывает 
на полное подобие скоростных полеii во всех сеченпях основного 
участка струи .  Подобие это заключается в том, что в с ходств ен
ных точRах любых двух сечений основного у частна струп без
размерные величины скорости одинаковы . Естественно, что 
в качестве хараRтерной длины можно взять но только Yo , 5wm ' но, 
например ,  и ширину струи Ь .  Тогда равенство безразмерных 

сноростей для сходственных точек струи (Jh_ = Е!_) выражается ьl  ь2 
следующим образом: 
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З;:�;ос ь w1 и w2 - снорости в с ходственных точка:t двух сечений 
пру п, W.n l  н шт2 - соответствующие скорости в центрах этих 
с ечений . 

Полу ченные вы во;�:ы с праведливы не только для струи 
J \ руглого сечения . В равной мере они относятся н I{ плосRо
нараллелыюй струе (т .  е. с труе , вытекающей из длинной щел и) . 
,iJ,;;IЯ того чтобы у бедиться в этом , достаточно рассмотреть резуль
таты опытов Фертмана . Пос;;Iедниii: исследовал скоростные поля 
nоздушной струи,  вытекающей из отверстия в узком насадке 

r Ш1jjek 
-х- s= O 1 
__,__ s=!l,Zм j 

JJ � - s =!l,JS.м 1 
1- -.- s =0,5Ом 

1 1 cfi\. -- s=0,525.м 
lfJU \ --о- s = О, 75м j 1 Z'i : ! �-"'\ � -� 
lEI 

� 15 .]t � 1\ � � r;;' j 1 ?  10 1 � \ " .� ...... � .1 \ 1'« -...;; � .Р_ )11' 1 1  5 \ � tц. 
i � ;н I P  � -"": � 1 

� � / 1' 1 '\  1 -0:: :::::, 1 
-о,ш -o,os о 0,05 0, 10  !J, м 

Фuг.  1 07 .  По:тп с rшрости в различных ссчснпях плосiшй струп. 

шириной 0,03 .м п длиной 0,65 .м .  Скорость струп равня
;;Iась 35 .мfcen . На фиг . 107 нанесены поля скорости ,  снятые 
в сечениях струи ноторые удалены от сопла на рас стояния : 

S = O ,  8 = 0,20 .м ,  8 = 0,35 .м ,  
s = 0,50 .... � .  s = 0,625 .м ,  s = о, 75 .м .  

Пудучи перенесены в безразмерные координаты (те же,  что 
п nыmo) , поля снорости основного у частна плоеной струи, тан 
же нан и в случае с труи нруглого с ечения, оказываются подоб
ными (фиг. 108). 

В 1 938 г .  автором был подробно энспериментально псследо
ван начальный участон осесимметричной струи воздуха , выте
I-;ающеi1 из насадi{а диаметром 100 .м.м с различными сноростями 
(;::t;o 40 .Jitjcen) . Полученны е сноростные поля в пограничном е ло� 
начального участка на расстояниях от насадна : 

:r = 1 00 .м.м . x = 2.t)0 .м.м 
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нанесены на фиг. 109 . Изображённые поля были приведены 
н безразмерному виду типа 

:0 = ! (� ) . 
rде w0 - скорость в ядре невозмущённого потока (скорость исто-

. .... 
l� , ... 11) 

�"' Wm 
... 8 

lt' o,so 
110 

"' 
о, 

-Z,O - 1,0 о 

� 
• 

� 

о s = O, ZOм 
• s =O.J5.и 
• s= 0,5Ом 
0 s= O,GOм 
о s=  0, 75.и 

" 
о 
tA 

.lJ 
�, ." 

" 

1,0 у 
Ушт _z 

Фиг. 108 . Поля скорости плоской струи в безразмерных 
координатах . 

w 
Шо 1,0 1 .... 

:n.'\:1. • • ст ... 

"0. • 
'Ь. � -

е 'О. 
'0. u .:С""!ОО.и.и • • D,S • .:с=250 .и.и • 

'\:). 
• 

• '\:). 

--у ZD - !О D 10 ZD JO 'ID !f, .и,и 
Фиг. 1 09 . Поля скорости в nограничном слоз началыюго 

участна струи круглого сечения. 

чения) , х - расстояние от насадка , у - расстояние от точни за
мера до линии, идущей от кромни пасадна параллельна напра
влению потока . 
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Результаты , представленные на фиг . 1 10 ,  свидетельствуют 

о том , что в начальном участке на небольтих расстояниях от 

насадка (�о < 3) с нороствые поля в различных сечениях по

граничного слон струи подобны . Сравниван профили безразмер
ных скоростей , изображённые на фигурах 1 06 , 108 п 1 1 0, можно 
ааметить , что эти профили почти одинаковы . 

А• 

-i  

о • 

е� 
-D. t . ' 

_j 
1-;Т 

ч.� )J' 

-D,D.f 

w 
Шо t, D  
0,9 
0,8 � 
:1i 
�:, ' 

1/, '1  
ll,J 
O,Z 
ll,! 

и 

-'· -?s'�� Г""'""' u 

1! )"' 

о :с=.fD.и..и 
'Q :с= !DD ..и..и 1) :с =- l.fD ..и..и " .r = 2UU ,и..и 
• .r= 2.fU .и.и 

U,U.f 0,1 0,15 0,2 i. :с 
Фиг. 1 10 .  Безразмерные nоля скорости в nограничном 

слое начального участка струи круглого сечения . 

Итаi{ ,  существует универсальная функция f выражающая 
аа висимость безразмервой сн:орости от безразмерного расстояния 
между точной замера и точной максимальной скорости : 

.!!!_ - f (...JL) Wm - Rгр • 
( 101 )  

Здесь Rгр - полуширина струи для основного участн:а,  и ширина 
пограничвого слон для начального участн:а .  Функция f может 
быть определена раз и навсегда хотя бы экспериментальным 
путём. 

Значения безразмерной скорости � в фующии от безразмерwm 
ной ординаты 1j = RY , вычисленные по теории струи 1) , привогр 
; (нтсл в таблице IV.  

1 )  См:. книгу автора, уназанпую в сносне па  стр. 241 . 
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Т а б JI и ц а lV 

� 1 О 1 О , 1 1 О , 2 1 О , 3 1 0 , 4  1 0 , 5  1 О , 6 1 О , 7 1 О , 8 1 О, 9 1 1 

� 1 1 1 0 , 907 1 о ,  758 1 0 , 596 1 0 , 443 1 0 , 300
1
0 , 186 1 0 , 098 1 0 , ('.44 1 0 , 0 1 3 1 о 

Расчёт безразмерной скорости иногда производят такжо по с;;:rе
дующей формуле : 

� = [ 1 - (...!L)� ] 2  = (1 - 1ji) 2 ,  ( 102) Wm Нгр 
одинаково пригодной для осесимметричных и плоскопара;;:rлель
пых струй 1) . Напомним, что при использовании формулы ( 102) 
в пачальном участке струи следует понимать под Rгр полную 
ширину пограничного слоя , под у - расстояние от дачной точки 
до стыка пограничного слоя с ядром постолиной скорости . Б даль
нейшем нам понадоблтсл значения определённых интегралов 

1 

в = � c:mJ . 1j . d-r, ,  ( 1 03) 
о 

которые вычис лены по таблице IV и приведены n пюкеследую
щеii таблице : 

Т а б л и ц а  V 

n 1 1 , 5 2 2 , 5  3 

в 0 , 0985 0 , 0640 0 , 0464 0 , 03j9 0 , 0286 

Выяс ним, какую форму должна иметь nнешнлл граница струи . 
Вследствие турбулентности рассматриваемых струi1 rюмпо

ненты скорости в любой точке можно разложить на средние по 
времени и пульсационные составляющие 

Wx -= Wx + w� , Wy = Wи + w� ,  
таrшм образом, чтобы при осреднении за нен:оторыii Jюнечныii 
промежутон времени пульсационные составляющие равнялись 
нулю: 

-, - , о Wx = Wy = . 

1) Формула ( 102) и таблица I V  дают примерно одинаковые профили 
СRоростей только в том случае ,  если при использовании ( 1 02) принять не
ско;rыю меньшую шприну струи, чем при исподьзованпи таблпцы l Y .  
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Если свободныii: путь жидной частицы (путь смешения) в турбу
лентном потоне равен lт , то при переносе поперёк потока 
частица попадает в слой,  где значение снорости отличается от зна
чения её в с лое , и з  которого 'Iастица выделилась , на величи ну 

- д!Vх �Wx = lт · ау .  
Потеря индивидуааьности жидrюй частицы - слияние её с мас
сой нового слоя - должна сопровождаться  скачкообразным изме-
ненном (пуJiьсацией) снорости на величипу w� = дwх . Иначе го
воря , пуJrьсация главпоii составляющей снорости имеет порядоr> 

, l дwх Wx ""'-' т • ау • 

· В теории турбуJiентности принимается ,  что величины попе
речных пульсаций с1юрости пропорциональны пульсациям глав
ной составляющей с1-:орости : 

1 , Wy ""'-' Wx , т .  е .  

Отсутствие у свободного потока твёрдых границ позволяет 
предполоi;l(ить поrтоянство пути смешения в поперечном сечении 
пото'r{а : 

lт (у) = const . 

Закон изменения пути смешения вдоль оси абсцисс 

lт = lт (х) 

может быть установлен при помощи имеющихся эксперименталь
ных данных . Достаточным основанием для этого явшrется подо
бно пограничных слоёв в разJiичных поперечных сечениях сво
бодного потока . Rак упоминаJiось выше , подобие это установлено 
в J.�<i:ногочисленных экспериментальных работах посредством по
строения профилей скорости в безразмерных координатах . 

Подобие пограничных сJiоёв в сечениях данного свободного 
потока не может не относиться,  в частности , и к геометрическим 
фюпорам . Иначе говоря, с ледует ожидать равенства между собой 
безразмерных величин пути смешения для различных сечениii 
потока : 

1 1 1 2 ь; = 7J; = . . .  = const .  ( 104) 

1) В связи с незначитсJrьностью поперечной составляющей скорости по
лагаем ниже !Vx = ш;  осре;�;нённую скорость будем обозначать без чёрточr>ri 
с верху. 
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Итак, достаточно установить закон увеличения ширины струи 
вдоль оси абсцисс , чтобы стал известен зан:он возрастания пути 
смешения . 

Следующее рассуждение позволяет решить проблему зависи
мости : Ь = Ь (х) . Расширение струи (или пограничного слоя струи) 
происходит за с чёт поперечной пульсационной скорости 

(105) 
Вследствие подобия скоростных профилей в различных сечениях 
'Струи можно написать : 

и далее согласно ( 104) , ( 105) и ( 106) : 

db lт 
dt "'-' Ь • Wrn "'-' Wm .  

С другой стороны, скорость расширения струй равна : 
dЬ dЬ dx 

-т. е .  
dt = dx · dt · 

dЬ db 
dt "'"' dx • Wm • 

(106) 

(107) 

( 108) 

Сравнение выражений ( 107) и ( 108) приводит н: решению задачи 
-о зан:оне нарастания ширины свободной струи и пути смешения 
в направлении течения:  

db 
dx 

= const , Ь = х · const , lт = х · const .  

Полученный линейный закон возрастания ширины струи 
и пути смешения вдоль потона 

b= k · Х, lт = С · Х ( 109) 
применяется с успехом для свободных струй разной формы:  для 
пограничного слоя беспредельного плоеного потон:а , для плосн:о
nараллельной струи, для осесимметричной струи, вообще в тех 
-случаях свободных струй, н:огда профили скорости универсальны . 

Пусть со стенки АО (фиг . 1 1 1) сбегает беспредельная в положи
тельном направлении оси у плоскопараллельная невозмущённая 
.струя со сн:оростью w0 и, начиная от точки О, смешивается с окру
жающей неподвижной жидн:остью 1 ) . Установленный выше зан:он 

1) Плоскость хОу на фиг . 1 1 1  расположим горивонтально . В этом слу
'Чае гравитационные си;:;�ы, которые действуют, например,  в неивотермиче
ской гавовой струе, можно не рассматривать . 



§ 4] ОБЩИЕ СВОЙСТВ_� ТУРБУЛЕНТНОЙ ГАЗОВОЙ СТРУИ 251 

прямолинейного возрастания ширины Ь пограничного слоя в с о
четании с универсальноетыо скоростных профилей приводит 
н тому, что вдоль любого луча Or.p , проведённого из начала 
координат (последнее совмещается е точной О, где толщина 
пограничного слоя равна нулю) , скорость остаётсл поетоянной . 

Лumok 

� � /1 Лиkоя /Ju� щuiicн 
#у :т: 

у 

о - -- --
- -у-; �  

'- -.. ._ ----�t-
-- -- ._ ._  Г� -:т: ._ 

--- -ь_ -·-� 

� wo � 

- - - - --
- - :;: 

---:;>'" 
�------- -- - -

- - -

........ ....... _ ........ 

................ ....... .............. .... ._ �  
Фиг. 1 1 1 .  Пограничный слой свободной струи. 

В самом деле,  из  подобил скоростных профилей вытекает 
равенство значений еноростей в сходственных точнах потока ,  т.  е .  
при 

имеет место 
il = Уь 2 = . . . = const 

1 2 

w1 = w2 = . . . = eonst . m•0 Wo 

Но согласно равенству ( 109) 

Отсюда получаем , что при 

существует уеловне 

b = k . х. 

.Jf._ = const х 

w = const .  
Wo 

(1 10) 

( 1 1 1) 

Но уравнение ( 1 10) есть уравнение прямолинейного луча . Итан, 
в турбулентном пограничном слое плоснопараллельного свобод
ного потона лучи ,  сходлщиеся в месте , где толщина погранич
ного с лоя равна нулю, представляют собой изотахи (линии 
равных снороетеii) .  Данный результат относител не тольно 
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к плоскопараллельному потоку, но в равной мере и 1\ погра
ничному слою в начальном участке струи круглого с еченпн ,  
поскольн:у опыты показывают, что и в этом случае поля снара
сти универса Jiьны . Началом ноординат для изотах пограничного 
слоя в начальном участке струи с лужит выходная кромка сопла . 

Следует отметить , что изотахи начального участка струи по
лучаются одни и те же для абсолютных (w) и для безраз

. ,  w б :-.1ерных сrюростеи - лагадаря тому , что величина скорости 
Wo 

в ядре невозмущённого потока (w0) по длине струи не менястен .  

Фиг . 1 1 2 .  И 3отахи свободной струи , рассчптанныu по 
скорости истечения . 

Форма изотах в основном участке свободной струи зависит 
от способа определения безразмерной скорости . Для безразмер
ной скорости, полученной путём деления местной скорости на 

снорость истечения из сопла с:) , п для абсолютной сrюрqстп 
изотахи основного участка образуют фанел,  изображённый 
на фиг. 1 1 2 .  

Для безразмерной скорости , вычисленной посредством ;з;оле
ния местной скорости на величпну снорости в центре соответ-

ствующего поперечного сечения c:m ) ,  пзотахи основного участна 
представляют собой прямые линии,  сходящиеся в полюсе струн 
(фиг.  1 1 3) .  Данный результат вытенает из того, что уiш8аннал 
безразмерная скорость зависит тольно от отпосптельного поло
жения точrш в поперечном сечении струи : 

- !!!_ = t (L) . Wm Ь 

Вследствие линейности закона расширения струп 
b = k . х 
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завuсимость ( 10 1) может быть приведела I\ виду 

�= t (JL) , Wт х 
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отну;з;а и следует, что изотахи для безразмерной скорости типа w 
--;- нвллютсл лучами , ноторые пересе rшютсл в поJiюсе струи . 
ОС т  . 
llрююJlинейность изотах дJlл указанного типа без размерпой сно-

ростп Cw:) имеет место кан в осесимметричном, так и в плоско

параJлельном случаях . 

!Jолюс cmp11_u 
о 

� � : �  
� : �  ' §}: � ��-- lltl'ltl/lbiiЫii !J'Irzcmok � :  ';' !Jcнo!Jнutl !J'Itlcmu/r--

Фиг. 1 1 3 .  :И зотахи свободной струи, рассчитанные по местным 
осевым скоростшr .  

Остановимел на вопросе об изменении снарасти вдоль оси 
струи . 

Давление в струе ка н поiш3ывают опыты, практически неиз
менно и равно давJшнию в окружающем пространстве . Благо
даря этому по.:шое но;тичество движения сенундноii массы воз
духа во всех сечениях с труи дошiшо оставаться о;�ним и тем же : 

т 
J =  \ w · dm =  \ p- · w2 - dF = c onst . 

О F 
( 1 1 2) 

Здес ь dm - масса ,  протшщющан в единицу вре:\.ю нп С ii возь :ше-
1.\1ент поперечного с ечепил струи ,  р - плотность воздуха , dF - пло
щадь элемента с ечения струи . В с лучае струи кругаого с ечепил 
условие постоянства ноJlичества движения можно записать с ле
дующим образом : 

Rrp 

J = 2-r: \ pw2y dy = т:р0 · W� · R� .  
о 

( 1 13)  

Здесь R0 - радиу с нача:тьного сечепил струи , w0 - снорость в на
чальном сечении струи . Приведём это выражение к безразмерному 
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виду в случае несжимаемой жидкости (р= const ) :  

Rгр НО 
2 с c�) 2 ._!_ . d__1L = 1 . � tt'o / Ro Ro ( 1 14) 

о 
Газовые струи со значительными изменениями п:ютности рас

сматриваются в следующем параграфе. 
Безразмерная ордината (радиус) произвольной точки ; может 

о 
R 

быть nредс1·авлена в виде двух сомножителей :  ЛУ · � , из. гр Ro 
которых второй зависит только от расстояния между сечением 
и полюсом и не зависит от положения точки в поперечном сече-
нии струи .  Вводя обозначение 1J = RY , запишем :  

гр 

у Rгр 
-- 1) ·-Ro - Ro . 

В свою очередь безразмерная скорость может быть разложена 
на два сомножителя : 

из которых второй тю1.же не зависит от положения точни в попе
речном сечении струи .  Таким образом , выражение ( 1 14) может 
быть представлено в следующем виде: 

С :: У · ( �: У · 2 � С � Y · 1) · d1) = i .  
о 

Определённый интеграл имеет постоянное значение и согласно 
таблице V равен : 

1 

� ( :т )2 • ·� · d1) = 0 ,0464 . о 
Следовательно, безразмерный радиус nоперечного сечения можно 
связать сv безразмерной скоростью в центре этого сечения равен
ством 

откуда 

( Wm )2 · ( Rrp ) 2 · 2 · 0 ,0464 = 1 , а.•о Ro 

Rгр - 3 3 · Wo 
R0 - ' Wm • 

( 1 1 5) 



§ 4] О Б ЩИЕ СВ О ЙСТВА ТУР БУЛЕ НТН Ой ГАЗО В ОЙ СТРУИ 255 

В переходнам сечении wm = w0 ; отсюда следует, что беврав
.м ерпый радиус переходново сечения и.меет всегда постоянное 
впшчение : 

1 Rгр 1 ---в;- n = 3,3 . ( 1 16) 

Объёмный расход воздуха в поперечном с ечении определяется 
с ледующим образом : 

Q = 2'1t 
Rгр 1 
\ U' · Y · dy = 21t · Wm · R�p \ _!!l_ · YJ · dYJ = J .

) Wm о о 
1 

2 R2 Wm с Rгр )2 � W d = '1t o · Wo . - · - - · 1j · IJ ·  
w0 R0 • Wm о 

( 1 17) 

Но uроизведение т;R�w0 представляет coбoii не что иное ,  нак 
первоначальный расход газа , истенающего из отверстия трубы : 

Qo = 'ltR� · Wo · 

Квадрат безраамерного радиуса струи согласно формуле ( 1 15) 
равен : 

( Rгр )2 = 1 О ,8  (�)2 . Ro Wm 

Н анонец ,  интеграл соглаено таблице V равен постоянному числу : 

1 
(" � - 7j · dij = 0, 0985 . J Wm u 

Подстановна этих аначенnй в выражение ( 1 1 7) д.rш расхода газа 

в струе приводит н формуле 

( 1 18) 

Расход вовдуха в переходно.м сечении та�же и.меет определенпое 
и постоянное вначепис 

( 1 19) 

Нааовём средней по площади с�оростъю nomo�a частное i" 
от деления объёмного рас хода на поперечное сечение ; имеем : 

Wcp 1 Q Fo • 

-;;;- = Qo · -F ' 



256 п о гРАн ичн ы й  с л о й .  ТУР Б У Л Е Н Т Н Ы Е  ГА з о в ы Е  стРУИ [гл . VI 
при помощи ( 1 15) и ( 1 18) находим : 

( 120) 

или 
Wcp 1 = 0, 2 · wm . ( 1 2 1 ) 

Следовательно, средняя по п лоща дп скорост ь в .л юбо.м попереч
ном сечеюzп струп основного участпа составляет 20 % от .ttаnсп
.ма.льной споростп (в центре) этого се ченпя . 

J Назовём средней по расходу споростыо потоJ>а частное от т 
деления количества движения на массу ;  тогда 

wcp 2 =_!_ · то_ 
Wo Jo т 

Имен в виду , что импульс струи 
ношение масс прп постоянной 

т Q 
объёмных  расхо;�;ов ,  т .  е . - = �Q , 

постоянен , т .  е .  J = lu, а от

плотности равно отношению 

полу�им : 

или 

ти о п определяется по ( 1 18) ,  

Wcp 2 = О 48 . Wm 
Wo ' Wo 

' 

( 1 22) 

( 123) 

Следовательно, средняя п о расходу скорост ь в основn о.м уча стпе 
струп превыша ет средн юю по п.лощадп спорость в 2,4 ра за . 

ПоJiученные характеристиrш произвольнаго поперечного сече
ния струи (в том числе и переходного) справедливы только 
в пределах её основного участн:а . Замечательно, что эти харю\
теристrши не зависят от индивидуальных свойств струи п позво
ляют по одному измерению сrюрос ти в центре сечения опреде
лить размеры этого сечения , рас ход газа через это сечение , 
среднюю скорость потш-:а и т . д .  Разумеется , это справедливо 
;rишь при отсутствии особых внешних причин, могущих нару
шить подобие сн:оростных профилей струй . 

В приведённых формулах все характеристrши сечения выра
жены через скорость в центре этого с ечения:, пос ледняя же 
зависит от расстояния х между полюсом и рассматриваемым 
поперечным сечением . Введение в формулы этого расстояния 
позволило бы непосредственно (т. е. без измерения скорости 
на оси) вычислить характеристики сечения по заданному рас
стоянию. Однано это не мошет быть достигнуто без помощи не
I\оторого коэффициента а , значение Rоторого для наждой с труи 
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должно быть найдено опытным путём .  Границы струи опреде
ляются лучом 

Rгр <ргр = их ' 

где <ргр - безразмерная ордината границы струи; из теории струи 
удаётся получить значение <ргр ; для осесимметричной струи 
<ргр = 3 ,4, отнуда 

Rгр 3 , 4 - ах 
в;; = -----я;;- ( 124) 

При этом из формулы ( 1 15) можно установить непосредственную 
связь между безразмерной сноростью на оси и безразмерным 
расстоянием : 

Wm = � ,  3 . R0 = О, 96 . Ro . ( 1 25) 
w0 :3 , 4  ах ах 

Итан, ск,оростъ в центре сечения осеси.м .м етричпой струи 
обра тно пропорциона.аша расстоянию от полюса : 

const 
Wm = -x- · 

Безразмерный расход в поперечном сечении, выраженный через 
расстояние от полюса струи, равен, нак это видно из ( 1 18) : 

( И6) 

Для определения абсциссы переходиого сечения следуст восполь
зоваться формулой ( 125) и условием 

Wmu = Wг, .  
Таним образом , для абсциссы переходиого сеченпя получаем :  

ахп -:н;;- = 0,96 . ( 1 27) 
Глубина полюса струи ll0 ,  т .  е .  расстояние между точной 

пересечения границ и срезом сопла , находится  из геометричесних 
соотношений в предположении, что углы расширения струи 
в основном и начальном участнах одинановы 1) : 

а;;о = 0 , 29 . ( 1 28) о 
1) Иначе говоря , на основании (124) , (116) и ( l 27) допжно быть : 

отнуда И ПрИХО)\ИМ J{ ( 1 28).· 
17  Г. н. Абрамович 

Rc 3 , 3R0 
ah0 =�, 
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Наконец, расстояние s0 между срезом сопла и переходным 

сечением определяется из разности выражений ( 127) и ( 128) : 

�: = 0,96 - 0,29 = 0,67. ( 1 29) 

Это расстояние лвллетсл наименьшим, при котором дейс твительны 
все приведённые формулы . Длл более близких расстояний суще
ствуют другие формулы (формулы начального участка) , которые 
здесь не рассматриваютел 1) . 

Во всех приведённых выше формулах под расстоянием х 
подразумевается расстояние от полюса до рассматриваемого сече
ния . При желании отсчитывать расстояния от среза сопла необ
ходимо в формулах сделать замену : 

;: = �: + 0, 29 . ( 1 30) 

Здесь s - расстояние между рассматриваемым сечением и срезом 
сопла . При этом формулы ( 1 25) и (126) приобретают вид 

Wm 0 , 96 
-w-0 = -a-s---'--- ' 

Ro 
+ 0 , 29 

Q ( as 
) Q; = 2 ,22 

Ro 
+ 0,29 . 

( 131 )  

( 132) 

Тангенс бокового угла расширения струи, очевидно , равен : 
"гр Rгр Вгр . tg -2 .= --= а . -- = ШРгр = 3, 4 · а , х а х  

здесь а.гр - центральный угол расширепил струи , 3,4 = Cf'rp - без
размерпал ордината границы струи . При обычном значении 
постолиной а =  0,07 получаетел центральный угол расширепил 
струи порядна агр = 14° .  

Тангенс угла сужения ядра постоянных скоростей отыски
ваем из уеловил 

оп,уда в соответствии с выражением (1 29) 

а!! а tg � = 0, 67 = 1 , 33 . а . 

Полагал а =  0,07 ,  получаем центральный угол сужения ядра 
постоянных скоростей порядка а.л = 7° . 

1) См. книгу автора , i)'Каваиную в сноске на стр. 241 
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Для сравнения формулы ( 13 1)  с результатами энспериментов 

приводится фиг . 1 14 ,  составленная на основании опытов . 
При обработне опытных данных приходилось принимать 

n o  внимание первоначалъный профиль снорости на срезе сопла . 

Он:аза:::юсъ , что при равномерном профиле сноростli С 1 w;::x lo = 1) 
численное значенио опытной постоянной равно: а =  0 ,066 (свет
лые треугольники и квадраты) . При более выпунлом поле ско-

Шт 
Шо 
1, 0 

0,5 

о 

1 1 1 
� t) 1 �  
1 ' 1 

: - . 1 
i 

t:. !lpoнilmль ШZ7г. 
о L(им.м ШZ!г. 
о Трюпе.пь !9!5г. 
• Сырkин 19J5г. 
* Сырkин 1!/JI/г. 

' t  
� �� ! ' -t �-� 

i-- l-·-

1 2 J 

Фиг. 1 1 ft .  J i змененио снорости вдоль оси струи кругJiоп; 
сечения . 

ростей С \w:c:x \о= 1 , 1 ) значение опытного ноэффициента увели

чивается :  а = 0,070 (свет.аые нружни) ; ещё большая вытяну

тость профиля сноростеi i  С 1 w�:x 1 = 1 , 25) приводит н ещё боль

шему значению постоянной: а = 0 ,076 (тёмные иружни и звё-
3J(Очни) . 

Приведённые значения а зависят от начального профиля 
сноростеi1. на выходе из сопла и соответствуют струям с << есте
с твенной турбулентностью>> . С .  Н .  Сырнин и Д.  И .  Ляховсний 
производили иенуественную турбулизацию,  причём установна 
на срезе conJш турбулизирующей решётни из цилиндричесних 
nрутнов повысила значение ноэффициента до а= 0 ,089 , а уста
новка наклонных под углом а. = 45° к оси трубы наnравляющих 
;юпатон , закручивающих nотон , nовысила а до значения а = 0,27 .  
Этими данными следует ПОJiьзоваться в случаях ,  при rюторых 
нет возможности определить опытную постоянную а nутём непо
средственного измерения ,  например , осевой скорости в центре 
наного-нибудь nоnеречного сечения стру11. 

1741 
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Для плоскопараллельной струи постоянство копичестна дви

жения приводит к соотношению 
Ь гр 

х 
W� · X � ( ;m ) 2  · d ; = const 

о 
'( Ьгр - полуширина сечения струи) ; вследствие универсальности 
nрофилей скорости интеграл имеет постоянное значение : 

Ьгр 
х 

� c:m Y d ; = const . 
о 

Поэтому закон падения скорости вдоль оси пJ:юскопараJrлельной 
струи имеет следующий вид : 

COll!'t Wm = --=- · V x ( 133) 

Подробно на случае плоскопараллел ьной струи мы не оста
·навливаемся, отметим лишь, что падение безразмерной 
-скорости вдоль оси плоснопараллельно.ii струи выражается фор
мулой 

Wm 1 , 2 
- = ---:;-=='== Wo Jl �: + 0,41 

' ( 134) 

т де Ь0 - полуширина начального сечения струи, а - эксперимен
тальная нонстанта,  ноторал для обычной плоскопараллельноii 
струи имеет значение порядна а = О, 1 0 - О, 1 1 . Закон ( 1 34) хорошо 
,согласуется с опытными данными. 

В инженерной п'рантине ча сто приходитсн иметь де:ю 
со свободными струями, ноторые имеют температуру, отличную 
QT онружающей .  Решение задачи о распространении тепла из 
nоноящегося воздуха в с трую (и обратно) возможно лишь после 
'ТОГо, нан с тапет известным изменение температуры вдоль струи 
м .в её поперечных сечениях . 

Подобие сноростных полей предопределяет подобие ПОJiей 
температуры · (в нагретых и охлаждённых струях) , полей нон
центраций (в струях с примесями) и вообще распределений 
всех тех физичесних свойств ,  ноторые связаны с переносом 
�ещества струи . 

Естественно, что поснолы{у изменение этих свойств (напри
мер, температуры) в пограничпом слое струи происходит за счёт 
иеремешиванин струи с онружающей средой ,  постальну в рас
•Смотрение СJ1едует брать не абсолютное значение интер�суюЩей 
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нас ве;;rичины в данпой точке , а избыточное над соответствующим 
а н а ч Р п и е м  в он:рушающей среде . 

Введёы в рассмотрение избыточные температуры : 
а) разность между :з начениями температуры в данноi 1 точне· 

с 1  руи и в окружаюПJ.ей среде 

!!.. Т = Т - Тп ;  
б) разность между значениями температуры н а  оси струи 

п в онружающей с ре де 

!!.. Тт = Тт - Тн;  
n)  избыточную температуру в начальном сечении струи. 

(в устье нас адна) 
J.. То = То - Тн . 

Характер распределения избыточных значений температуры 
n с вободной с труе , как поназывают опыты, аналогичен харак-

дr !!d. 1 
/}Т, Шр � � �... r. u · lf/;  o r .. 

ll f-
-.,- - �  IJ T ,__ 

. о 11Ji, f-
о о 

'-о D,ff , о  

г �  
о 

о 
• о -o,z -О,! и 11.1 

Фиг . 1' 1 .1 .  Поля температуры и снарасти в 
п ограничпщr слое начального участиа струи 

круглого сечения. 

теру распреде.'тения значений скорости . В ядре постоянной спо
рости начального участка температура постоянна и равна тем
пературе истечения . В основном участке температурные границы 
струи по мере удаления от сопла расширяются, тогда как избы
точные значения температуры на оси потона убывают .  

Н а  фиг .  1 15 приведено поле значений безразмерной избы
точной температуры 

дТ с у )  J.To = f х ' 
полученное автором для пог раничного слоя начального участна 
воздушной струи круглого сечения диаметром 100 .м.м на рас
стоянии 250 .м.м от сопла (нружни) . Абсциссы (х) отсчиты-
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ваюrся от нромни сопла , а ординаты (у) - от липни ,  проведён
ной параллельtю направлению потона из нромни сопла . Для 
сравнения рядом с температурным полем нанесено с коростное 
поле (точни) , полученное в том же сечопии струи . Снорость 
истечения струи из сопла составляла w0 = 25 .мfсе,;, избыточная 
температура в выходном с ечении сопла равнялась  !::. Т0 = 35° Ц .  
, На фиг . 1 16 приведело поле температур (с плошная линия) , 
снятое Руделом в основном участие воздушной струи нруглого 
сечения диаметром Dp = 72 .м.м на расстоянии 1080 .м.м от сопла . 

ш JJT  __ _ 

ш", 4Т", 

-11 

Фиг . 1 1 6 .  Поля температуры и скорости в основлом 
участке струи круглого сечения . 

Избыточная температура истечения равнялась !::. Т0 = 1 7° Ц .  Резу.тrь
таты опыта обработаны в виде зависимости 

::т =/т ( Ь )  · 
Здесь у отсчитывается от оси струи . Д.тrя сравнения на фиг .  1 15 
нанесено сноростное поле (пуннтир) ,  с нятое в том же с ечении : 

.!!!_ = f (}!__) · Wm D 

Фиг. 1 15 и 1 16 свидетельствуют о том, что эксперимента.тrьныо 
nривые безразмерной снорости и безразмерной избыточной тем
пературы , полученные в одном и том же поперечном с ечении 
свободной струи, не совпадают . 

Теория струи связывает безразмерную избыточную темпора

туру с безразмерной сноростью следующей з а в и с имостыо 1) :  
д.Т = / w 

дТт J Wm • ( 135) 

1) А б р а м  о в и ч Г. Н. Турбулентные свобод ные струи жидкостей 
п гааов . Энергоиадат ,  1948 . 
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Таним образом, по распределению скорости в поперечном сече
нии струи можно судить о распределении температуры . На осно
вании формул ( 1 02) и ( 135) получаем танже : 

3 
� - 1 - (l)2 
дТт - Rгр 

· 

( 136) 

3анон распределения температуры вдоль оси основного 
участка струи можно установить тем же методом, что и занон 
распределения скорости,  с той лишь разницей ,  что вместо посто
листва количества движения надо использовать постоянство 

, теплосодержавил струи . В с амом деле, при определении тепло
содержавил струи по избыточным температурам жидкость, под
сасываемал струёii из о r{ружающего пространства , не является 
теплоносителем, таи Kai{ её избыточная температура равна нулю 
(� Т  н = 0) . Иначе говоря , избыточное теплосодержание вceii 
массы жидкости, протенающей через Произвольное сечение 
струи, равно избыточному теплосодержанию первоначальной 
массы,  вытекающей за  равный промежутон времени из сопла . 

Диффузия тепла в е труе выражается в переносе его через 
границу, проходящую между первоначальной маесон и присС!
единённой мaccoii: , за счёт чего , нан упоминалось выше , темпе
ратура на оси струи падает, а поля температуры в поперечных 
сечениях струи постепенно сглаживаются . Постоянство тепло
содержания свободной струи, подсчитанного по избыточным 
температурам , выражается следующим соотношением : 

т 
� � T · dm = � p · !!. T · w · dF = const . 
О F 

В применении R струе нруглого с ечения получим : 

Rгр 
27: � p · !!. T · w · y · dy = т; · pi• T0 · W0 · R � , 

о 
-откуда в случае несжимаемой жидности (р = coвst) 

Rгр Ro 
2 ( � . !!!. . JL . d .!L = 1 . J дТо Wo Ro Ro 

.Вводя безразмерную 

о 
у 

ординату 1i = R , 
гр 

у Rгр - = 7j · - , Ro Ro 

имеем : 

( 1 37) 

(138) 
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и далее : 

w W Wm 
Wo = Wт • Wo ' 
!J.T !!.Т .::,.тт 
!!.Т0 = !J.Тт · D.T0 • 

В трёх последних nырпжениях вторые множители представляют 
собой постоянные для данного сечения веJшчины, которые сле
дует вынести из-под знана интеграла ,  в связи с чем выражение 
( 137) можно записать тан: 

1 
2 . Wm • !!.Tm ( Rгp )2

• \ _Е'_ . � .  7J .  d·r, = 1 .  
Wo !:!.То R .) !!.Tm U'm о о 

Определённый интеграл имеет постоянное значение , нотарое 
с учётом формулы ( 135) можно взять из таблицы V: 

1 1 
\ . !J.T _!_ 1j · d7j = \ с� \) 1 '5 7j · dr, = 0 ,064 . 
' f1Tm Wт ,) Wm о о 

Используя равенства ( 1 24) и ( 125) , находим: 

!J. T  _ const 
т - х ' 

или 
!1Тт = О 7 . Ro 
!J.T0 ' ах 

Основываясь на выражении ( 130) , поJiучаем окончательную 
форму зависимости избыточной темnературы на оси струи от рас
стояния до сопла : 

0,7 

!!:!_ + О 2!) Ro , 
( 139) 

В п;юс н:опаралJiельной с труе принцип сохранения избыточ
ного теплосодержания можно выразить елодующим образом : 

Ь гр 
х 

!J. T  · W · Х ·  -- • -· - • 
d -"-

о= const . � !!.Т w и 

т т • D.Tm Wm Х о 
( 140) 

Постоюiстnо значения интеграла при учёте заnисимости ( 134) 
даёт занон падения температуры вдоль оси плоснопараJiлель
ной струи : 

л т  = const 

'-1 
т ух . 

( 14 1 )  
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В дове ршение предварительного анализа тепловых свойств 

свободной струи докажем одну теорему о связи между средними 
температурами и средними сн:оростями . Из постоянства коли
чества движения в струе следует, что произведение секундной 
массы , протекающей через произвольвое сечени е струи на сред
н юю по расходу скорость является постоянной величиной 

р · Q · Wcp2 = р · Q0 · W0 ,  
т .  е .  

( 142) 
В свою очередь постоянство теплосодержания указывает на то , 
что произведение массового расхода на  среднюю по расходу и вбы
точпую тем пературу т&нже не изме�яется с переходом от сече-
ния R сечению : 

т .  е .  при р = const 

Q !:J.Tcp2 
Q; I:!.To = 1 . ( 143) 

Сравнивая между собой условия ( 142) и ( 143) ,  обнаруживаем, что 
nадение средней по расходу температуры вдоль свободной струи 
подчиняется такому же закону, что и падение средней: по рас
ходу скорости : 

( 144) 

Интересно подчеркнуть , что условие ( 144.) , характеризующее 
соотношение средних величин,  выполняется, несмотря на то, 
что температурные и скоростные профили свободной струи 
неподобны . 

Выше было указано ,  что диффузия веяного рода примесей ,  
находящихся иногда в струе во взвешенном состоянии (напри
мер, газовые примеси или дисперсная пыль в воздушной струе) , 
имеет очень много общего с распространением тепла .  

Если ввести в рассмотрение понятие ивбыточной концентра
ции (разность между местной нонцентрацией примесе:й в струе 
п нонцентрацией вне струи) , то избыточное содержание примеси 
окажется одинаковым в различных поперечных сечениях струи , 
точно тю\ же нан оказывается неизменным теплосодержание 
струи . 

Принцип постоянства избыточного содержания примеси даёт 
возможность найти законы распределения нонцентрации в попе
речных сечениях и вдоль оси струи, причём оказывается, что 
законы распределения избыточных н:онпентраций: в точности 
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-совпадают с законами распределения избыточных температур . 
В частности , соотношение ( 144) применимо и н средним значе
ниям концентрации, если осреднение произведено по ра схо;з;у 
жидности : 

( 145) 

Здесь Хер - среднее по расходу значение нонцентрации примеси 
в данном сечении струи , хн - нонцентрация в окружающем поме
щении, х0 - то же в начальном сечении струи . 
Изменение избыточной нонцентрации примеси в поперечном сече
нии струи подчиняется закону (1 35) : 

(146) 

Изменение концентрации примеси вдоль оси струи круглого 
.сечения определяется выражением ( 139 ) :  

.1-x.m дТт О , 7 
д-х.о - дТо - _!!!_ + О 29 Ro , 

§ 5 . Горячая и холодная газовые стр�·и 

( 147) 

Закон постоянства количества движения в струе предопре;:t;е
ляет более быстрое затухание скорости в том случае ,  если струя 
распространяется в среде более плотной ,  чем её вещество .  Это 
в полной мере относится н расnространению горячей воздушной 
-струи в холодном более плотном воздухе . 

:Кроме того , в горичей струе остаётси постоянным теnло
содержание, вычисляемое по избыточной (по отношению н окру
жающей среде) температуре . 

В настоящем параграфе мы найдём приближённые формулы 
для определения с t-юрости и температуры на оси осесимметричной 
горичей струи . В отличие от случаи слабого подогрева (когда 
газ можно считать несжимаемой жидностыо) мы рассмотрим 
.случай произвольнаго подогрева сжимаемого газ а .  

Составим исходные уравнении . В основу расчёта положим закон 
постоянства количества движении в поперечном сечении струи 

R гр 
2-rt � p · W2 · Y · dy = -rt . p0 · W� - R� 

и аанон постоянства избыточного теплосодержании 
Rгр 

2-rt � 'fJ . W · f:!:. T . y · dy =  т.: · p0 · W0 · f:!:. T0 · R� .  
( )  

( 148) 

(149)  
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Rыразим их в безразмерном виде 
Rгр НО 

2 ( l(�)2 · _}j_ · d JL = 1 ,  J Ро Wo Ro Ro 
о 

Rгр НО . 
2 \ _i_ · � · АТ · _]f_ · d .JL = 1 .  J Ро Wo J.To Ro Ro о 

267 

(1 50) 

( 15 1) 

"Уравнение состояния для случал р = const позволлет заме
нить отношение плотностем обратным отношением температур:  

р То 
р; = т ;  

при этом исходные выражения в самом общем виде выглядят 
так: 

( 152) 

( 153) 

Преобразуем каждый из сомножителей,  стоящих под знаком 
интеграла , с целью отделить постоянные величины от перемен-

ных . Множитель % может быть представлен в следующем виде : 
о 

Далее 
W W Wm - = - · - , 
Wo Wm Wo 

t:.T t:.T д.Т", 
1'1То = 1'1Tm . D.l'o 

l\роме того , можно иреобразовать множитель 

Т0 Т0 Т0 1 . 
Т Тн + -Н '  = т;: · 1 +  д.Т ' 

Т н 
переменпая часть его 

где 
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Вводя обозначение для безразмерного начаJiьного подогрева 

о'- !:!!. - Тн '  
т переnишем множитель ---г/- в следующем виде : 

� = В · 1 
Т 1 + (О - 1) 11Tm- . Е_ 

д.То D. Тт 

После подстановни этих значений в ( 152) и ( 153) получRем 
исходные соотношения в онончательнсм виде : 

и 

2О Wm • !::.Т т ( Rrp )2 С 
Wo дТо Ro � о 

w дТ - · -- · 'tj · d'tj 
Wm 11Tm = 1 дТт дТ . 

1 + (IJ - t ) !::.То · D.Tm 

( 154) 

(155) 

Двучленные знаменатели выражений , находлщихсл под зню<ом 
интеграла , упрощаютел в двух нрайних случаях очень слабого 
и очень сильного подогревав . 

а) С.ttучай очень с.ttабого подогрева струи . В этом случае 8 � 1 ,  
и второй член знаменате ля становител пренебрежимо малым 
по сравнению с единицей . Тогда ( 154) л ( 155) соответственно 
обращаютсl! в выражениii 

1 
26 ( ::' ) 

2 ( R�: у .  � ( w:n ) 2 'tj .  d-q = 1 ( 156) 
о 

1 26 Wm .  д.Тт ( Rгр ) 2 . \ �- - �  · Yj · d-q =  1 . ( 157) Wo J.To Н0 � Wт дТт о 
б) С.ttучай бескоиечпо си.ttъпого подогрева струи . При этом 

в �  оо ,  и единипа становител пренебрежимо малой по сравне
нию со вторым членом знаменателя . В таном случае выражения 
( 154) и ( 155) переходят в следующие : 

2 . ( Wm ) 2 ( Rгр )' 
2 

• д То . � с�) 2 • д Т т . 'tj • dТJ = 1 ( 1 !'>8) Wo Ro J.Tm J Wm J.J' 
n 
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и 

2 · Шт ( Rгр ) 2 С �· 7j · d7j = 1 . 
w0 Во , J Wm ( 159) 

о 

Чтобы приложить полученные результаты н расчёту, нужно 
сдепать ещё следующие предположении . 

1 .  Распределение скорости и распределение температуры 
в поперечном сечении струи с подогревом не изменяются . Это 
предположение позволяет заменить интегралы в выражениях 
( 1 56) и ( 159) числами, заимствованными из таблицы V: 

и упростить с ами выражении : 

1 
\ __!!__ "'j .  dТj = 0,0985 , .\ Wm 
о 

6 ( :: ) 2 ( �: ) 2 = 10 ,8 , 

Wm ( Rгр ) 2 = 5 , 1 .  и•о Ro 

( 160) 

( 161 )  

2 .  Связь между безразмерными значениями температуры 
и скорости в поперечном сечении струи с подогревом не изме
няется : 

�:�т уw::.тт = Wm • 

При этом интегралы в выражениях ( 157) и ( 158) также могут 
быть заменены числами 

1 1 

\ ( ::т У Д'fz�" · Тj · d1j = � ( :,n У ' 5 • "'j  · d"'j = 0 , 064 , 
о о 

.а сами выражения дают: 

и 

( 162) 

с W m )2( Rrp ) 2 . !:! То = 7 , 84 . ( 1 63) 
u•0 Н0 I:!Tm 

Из сопоставления ( 160) и ( 162) следует, что при очень слабом 
подогреве существует пропорциональнан связь между безразмер
ной скоростыо и температурой в наждом поперечном сечении 
струи:  

\ I:!Tm 1 - О  72 · Wm 
.11'о е :::: 1 - ' Wo • 



270 ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ. ТУРЫ'ЛЕНТНЫЕ ГАЗОВЫЕ СТРУИ ( гл . \I J  
Сопоставление же ( 161 )  и ( 163) приводит к аналогичной зави
симости для случая бесконечно сильного начального подогрева 
струи :  

1 l!Tm 1 = 0, 65 · Wm • 
!!Т 0 6-->оо w0 

1-\ак видно из рассмотренных крайних случаев , существует пря
мая пропорциональность между безразмерными температурой п 
скоростью на оси струи : 

Ноэффициент пропорциональности k зависит от степени началь
ного подогрева , но эта зависимость выражается так слабо , что 
даже при бесконечно сильном начальном подогреве струи зна
чение коэффициента k всего на 1 0 %  отличается от его значе
ния при очень слабом подогреве . Поэтому для приближённого 
расчёта можно полагать 1) :  

k = О ,  72 = const , 

а соотношение 

( 164) 

справедливым для всех практичес ки интересных случаев началь
ного подогрева струи . 

Заметим ,  что эти выводы получены безотносительно к рас
стоянию между рассматриваемым поперечным сечением и полю
сом, а также независимо от турбулентности потока , начального 
распределения скорости на срезе сопла и других факторов , учи
тываемых опытным ноэффициентом . Теперь следует установип, 
зависимость границ струи и безразмерных осевых снорости и 
температуры от расстояния х .  Для этого потребуется ещё одно 
дополнительное предположение .  Сформулируем его следующю1 
образом . 

3 .  Границы горячей струи ,  нан и холодной, прямолинейны 
и совпадают между собой , т .  е .  угол раскрытия границ струи 
не зависит от степени подогрева .  Таким образом, мы допускаем ,  
что для нагретой струи сохраняется пропорциональность между 
радиусом поперечного сечения струи и расстоянием: 

Rгр = 3,4 ах .  ( 165} 

1 )  Это же значение k получается в несжимаемой жидности , что следует 
из формул ( 131 ) и (139) .  
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В безразмерном виде эта связь такова : 
Rгр ах 
- = 3,4 - R .  R0 о 

27 1 

( 1 66) 
Сделанных трёх предпо;южений достаточно ДJШ выяснения всех 
основных закономерностей нагретой струи . 

Перейдём теперь к составлению расчётных формул. 
Затухание скорости и температуры вдоJ1ь оси горлчей струи 

может быть определено из уравнений ( 154) и ( 155) . 
Для определения закона падения скорости в случае произ

воJiьного подогрева используем соотношение ( 154) . Делал замену 
Rгр = 3 4 · � дТm = 0,72 - Wm 
Во ' Во ' д Т о Wo 

и прибегал к обозначению 

где 

1 �1. c�) 2 · 1j - d1j 
- = 2 - 3  42 Wm 

А • ---'--"-'-'---п= . 1 + 0 , 72 - d � 
0 Wm 

d = (В - 1) W m ,  
Wo 

ПОJiучим формулу , позволяющую вычислять безразмерное рас-
ах 

стояние Ro , на котором находител по- Т а  б л и ц а  VI 
перечное сечение струи с заданной 
в его центре безразмерной скоростью 

( 167) 
Значения параметра А при разных 

значениях d приведены в таблице VI . 
Данные таблицы VI изображены на 
фиг . 1 1 7 .  Rак видно, функция А для 
приведённых значений d линейна , при
чём уравнение прямой имеет вид 

А � 0,5d + 0,935 . ( 168) 

d 

о 1 

2 
3 

4 
5 

1 
А 

0 , 94 
1 , 45 

1 , 95 
2 , 45 

2 , 94 
3 , 45 

11 
d 

1 
А 

6 3 , 94 
7 4 , 42 

8 4 , 95 
9 5 , 44 

10 5 , 95 

Пользулсь этим уравнением; можно составить интерполлцион
ную рабочую формулу, с достаточной степенью точности охва
тывающую весь диапазон начального подогрева струи : 

� = 0 • 9_? . � . 1 f1 + 0,535 (fJ - 1) · Wm . (169) Ru у6 Wm У Wo 
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Обычно в практике приходится по заданному расстоянию х 

.определять скорость на оси струи wm; для того чтобы избежать 
длинных вычислений , нами на ос новании этой формулы построен 

fj v д ./ s v / '1 � С7 1 / 1 3 Vnzo,sd +0,935 ' / 2 v 
l/ 

./ 
/ 

-f о 1 2 3 '1 .f о 7 8 !ld 10 
Фиг . 1 1 7 . Значение параметра А в зависимости ОТ d . 

график (фиг.  1 18) .  Из графика следует, что с увеличением 
степени начального подогрева осевая скорость струи затухает 
быстрее , а начальный участок сонращается .  

� о  l!:!tt2. Wg 0. 8 ' 

о, с 
0, 11  
0, 2  

о 1 z J ''1 tlX .r Ru 
Фиг . 1 1 8 .  Ию1енение скорости вдоль оси струи в зависи

мости от начального подогрева .  

А ф � 
налогичная ормула связи между расстоянием Но и темпера-

турой ��7 в соответствии с ( 155) или ( 164.) имеет вид 

\ 1 70) 

Эта зависимость представлена графически на фиг . 1 19 .  
Н а  фиг . 1 18 и 1 19 нанесены также кривые изменения скоро

сти и температуры по оси струи, в начальном сечении которой 
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температура ниже, чем в окружающем воздухе . Как видим, 
дальнобойность струи существенно возрастает при снижении её 
начальной температуры . 

Изменение разности температур между струёй в её начальном 
сечении и окружающей средой ведёт к изменению длины началь-

ot=з==r,==�1z::E§ЗJ��§q��ax�s 
!?о 

Фиг. 1 1 9 .  Зависимость избыточной темпе
ратуры на оси струи от безразмерного рас

стояния до начального сечения.  

ного участка струи по сравнению с изотермическим случаем ;  
при распространении струи в более горячей среде ядро постоянной 
скорости�удлиняется ,  а в более холодной среде -- укорачивается . 
Это свойство начального участка струи объясняется следующим 

Фиг. 120.  Схема пограничноi'О слоя неизотермиче
ской струи . 

образом . Пусть, например, плоскопараллельная струя воздуха 
температуры Т0 вытекает со  скоростью w0 в пространство с 
неподвижным воздухом температуры Т н · Тогда в зоне турбулент
ного смешения (фиг . 1 20) устанавливается непрерывное распреде
шелие �корости, температуры и пл�тности. 
1 '8 г н. 1-.брамович 
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Ввиду постоянства давления во всём пространстве ноличе

ство движения остаётся неизменным : 
2 

р0wбУ1 = � pW2 dy . 
1 

Здесь  в левой части стоит ноличество движения сенундной 
массы невозмущённого потона , втенающей в нонтур 0120 чере� 
грань 01, в правой части - ноличество движения сенунднои 
массы в зоне смешения , вытенающей через грань 1 - 2 ;  отсут
ствие других членов в этом уравнении объясняется тем , что 
через грань , параллельную направлению невозмущённого потона, 
расход воздуха равен нулю, а снорость воздуха , подсасываемого 
н струе через грань 2 - О ,  перпондинулярна н направлению 
невозмущённого потона . 

Из опытных данных следует, что поле сноростн в зоне смеше
ния не зависит от разности температур в струе и в онружающем 
пространстве ;  в § 4 поназано, что угол внешней границы струи 
х02 определяется отношением пульсационной сн:орости н сред
ней снорости, т. е. при неизменном поле снарасти этот угол 
остаётся неизменным, не зависящим от степени наизотермич
ности струи,  но ,  IШН это видно из уравнения ноличеств дви
жения , угол внутренней границы 10х должен изменяться с 
изменением отношения плотностей � в струе и онружающем Ро 
воздухе. 

В самом деле , при Рн > р0 среднее значение величины :о t 
стоящей под интегралом 

2 
у1 = � � c;oy dy, 1 

больше единицы , но тогда из условия сохранения ноличества 
движения ордината у1 ,  а вместе с ней и угол внутренней гра
ницы пограничного слоя в горячей струе должны быть боль
ше, чем в изотермичеСIШЙ струе ; при истечении холодной 
струи в пространство,  заполненное горячим газом (Рн < р0), сред-
няя величина _е_ меньше единицы ,  т .  е .  ордината у1 и угол 10х Ро 
должны быть меньше , чем в изотермичесной струе . 

Мы рассматривали распространение << готовых>> неизотермиче
СRИХ струй, подогрев или охлаждение ноторых осуществляется 
заранее (до смешения с онружающим воздухом) . 

Остановимел теперь нратно на таном случае ,  ногда тепло
обрааование происходит в объёме самой струи . Предположим для 
простоты , что подвод тепла (например, горение) осущесТJiлле'11СЯ 
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на весьма коротном участке 0 - 1  (фиг . 121 ) ,  расположенном 
у среза сопла . 

Для того чтобы обойти вопрос о количестве тепла и способе 
его подвода будем считать , что температура струи Т1 в сече
нии 1 известна . Параметры струи в момент истечения (R0, Wм 
р0 , Ро и Т0) должны быть также известны . Посмотрим, какие 
параметры остаются неизменными и какие и в какой степени 
изменлютея при переходе струи от сечевил О I< сечению 1 . 
Опыт показывает, что давление 
в струе примерно постоянно 
и равно давлению в окружаю
щей атмосфере: 

Р1 = Ро · 
Это условие позволлет восполь
зоваться уравнением состоявил 
в следующей форме : 

1l_ ( 171) 
Фпг. 121 . Упрощённая схема факела 

горения. 
Ро 

Постоянство давления приводит к постоянству количества движе
ния на участке О - 1 : 

ml · Wl = mo · Wo ·  
Изменением массового расхода газа на  участке О - 1  можно 
пренебречь : 

ml � то . 
Из сопоставления двух последних соотношений вытекает важное 
расчётное условие--равенство скоростей в обоих сечениях факела 
горения 1) : 

Уравнение неразрывности 

Р1 · F 1 · W1 = Ро · F о · Wo 
в сочетании с ·условием постоянства скорости даёт: 

Р1 · F 1 = Ро · F,J, 
или 

( 1 72) 

Последнее соотношение с учётом ( 1 71 )  позволлет определить 
недостающую геометрическую характеристику сечения 1 в зави-

1) Фанелом горения называют горящую струю. 

18* 
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симости от отношения значений температуры: 

и 

Fl Т1 Fo т, 

R� = Y] Ro То . 

( 173) 

(1 74) 

Таким образом, в сечении 1 известны все начальные условия, 
позволяющие рассчитать факел горения как горячую струю .  
При расчёте можно радиус струи R1 рассматривать как радиус 
векоторого фиктивного сопла , срезом которого является сече-
ние 1 .  . 

Определение температуры Т 1 не входит в задачу данного 
расчёта ; она может быть найдена из баланса тепла . 

Дальнейший расчёт факела горения произведём по формулам 
горячей струи . 

Приближённая формула, связывающая безразмерное расстоя
ние и безразмерную скорость на оси горлчей струи в зависи
мости от начального подогрева , имеет следующий вид 1) :  

( 1 75) 

Индекс 1 относится R начальным условиям истечения из фи
ктивного сопла . 

Можно воспользоваться связью между размерами действи
тельного и фиктивного сопел истечения 

R0 = R1 ·V�: 
и формулой ( 1 75) для составления прямой формулы, позволяю-

u Wm щеи определить расстояние по заданному отношению - и по - Wo 
значениям Т1-фиктивной температуры в сечении 1 , Т0-темпе-
ратуры при истечении факела из действительного сопла , Т н
температуры окружающей среды . 

Формула, дающая расстояние в радиусах действительного 
сопла, имеет вид 2} 

� =�--v0,495 (ТI -Тн) Wm + 0,93 Тн . R0 Wm Т0 w8 Т0 ( 1 76) 

1) Преобразованная формула (169) . 
2) Формула (176) немного отличается от (1 70) при Т=Тн из-за изме-

невия полюсного расстояния. 
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В частном случае, при Т0 = Т н. она обращается в формулу ( 175) 
ах =  Wo . l f  0,495 (Tl - 1 \ Wm + 0,93 . ( 1 77) R0 Wm У То ) Wo 

На основании последней формулы составлен графин фиг.  122. 
Rан видно из фиг . 122, подведение тепла в самой струе 

приводит н увеличению её дальнобойности, тогда нан _ nредва-

1,0 
!!lm. ш, 0,8 

D,G 
0.'1 
0,2 

и 

\\ \ 
N

8s \ � lO 
""" � � .......... 

Холо1н0/1 cfPP � � � --

1 2 J 
Фиг. 122 .  Изменение скорости вдоль оси уелониого факела rоревиа. 

рительвое повышение начальной температуры приводило н обрат
ному результату . Это объясняется существенным возрастанием 
поперечного сечения струи в области подогрева .  

§ 6.  Струя с тяжёJIЫми примесями (двухфазная струя) 

Рассмотрим газовую струю, содержащую во взвешенном 
состоянии тяжёлые примеси в жидной или твёрдой фазе .  Тание 
струи получаются, например, у пневматичесних форсунон и в 
ряде других случаев . 

Даже при очень больших начальных нонцентрациях при
меси благодаря существенному различию в плотности газа и при
меси струю можно рассматривать нан газовую .  Например , в струе, 
образующейся при подаче топливо-воздушной смеси из пневма
тичесиой форсупни при обычном соотношении веса распылива
емого горючего н весу сжатого воздуха (оноло единицы} ,  отно
шение объёмов воздуха и жидного горючего оназывается оноло 
тысячи .  По мере удаления от форсунни-за счёт присоединения 
воздуха н струе- это отношение увеличивается ещё в десятни раз . 
Движение мелних взвешенных напелен в струе в основном под
чиняется движению воздуха (т .  е .  снорость частиц примеси 
приблизительно совпадает с местной сиоростью воздуха в струе) . 
Поэтому допустимо рассматривать струю, содержащую примеси, 
нан свободную воздушную струю. 
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В то же время наличие посторонней примеси ,  масса  которой 

соизмерима с массой воздуха в струе , не может не внести попра
вок в законы её распространения .  Оценкой этих поправок мы 
и займёмся.  Будем исходить из закона постоянства количества 
движения . Количество движения двухфазной струи может быть 
записано в следующем виде : 

F 

� 
Gв Gпр р ( 1 + х) w2 - dF =- w0 + - wпp = const , g g о 

( 1 78) 

где х и w-местные нонцентрация примеси и скорость в произ
вольной точке струи,  Св и Gпр-соответственно начальные весо
вые расходы воздуха и примеси , w0 и Wпр-соответственно 
начальные скорости воздуха и примеси ,  р-плотность воздуха ,  
dF -элемент площади .  Для струи кругJюго сечения 

dF = 2r.y dy = 2r. (ax)2 · ep · dep ,  
где а-опытная константа , ер = .JL -безразмерная координата . ах 
При этом уравнение импульсов приобретает вид 

'!'гр 
21t (ах)2р�·� � с:тУ ( 1 + х) 'Р dcp = G�Wo (1 + �:р r;;op) . о 

Интеграл в левой части равенства составлен из  двух : 

Ч'гр '!'гр 

� (:т) 2 ер dep + � х ( w:) 2 ер dep .  
о о 

Безразмерная снорость в поперечном сечении струи зависит 
от безразмерной координаты ер 

:т = / (ер) ,  
и эта зависимость для свободных струй известна (см . § 4 
и табл . IV) .  

Предполагая, что наличие примесей не вносит заметного 
искажения в характер распределения скорости по поперечному 
сечению струи, можно при помощи таблицы IV вычислить зна
чение первого интеграла (см.  табл.  V) . Оно составляет : 

�р 1 1 

� С�)2 ер dep = ep�p � c:mY 1j d7j = 3,42 \ c :тy 7j . d7j = o.sзs .  
о о о 

так как ...!_=_L= 7j  а по ( 124) Сfгр = 3,4 . 
lfгp Rгр ' 
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Теория струй даёт для распределения безразмерной концентра
ции в поперечном сечении струи закон 1) (Н,6) 

'1. y---w 'Х.т == Wm • 

Следовательно, второй интеграл приобретает также определённое 
значение 

'!'гр 2 , 5 1 2 , 5 
Xm (' с�) tp · dcp = Xm · Cf'�p r с·�) · Тj · dТj = 0,415 · Xm • .\ Wm � ce! m о о 

Наконец , из теории струи известна зависимость безразмерной 
нонцентрации от безразме рной скорости на оси струи :  

'1-т = 0, 72 - Wm 
• 

'1-о Wo 
С помощью этих соотношений левая часть уравнения импул ьсов 
nриобретает такой вид : 

2rc (axj2p · W� ( 0,535 -1- 0,3 · х0 • ::) • 

В свою очередь правая часть может быть записана следующим 
образом : 

w 
rде v0 = 

�-отношение начальной скорости примеси к началь-
wо 

ной скорости струи , х0 = J GJ: \о -начальная концентрация при

меси в струе , R0--начальный радиус струи (радиус отверстия 
истечения) . Производя необходимые преобразования , можно евязать 

ах безразмерное расстояние � и безразмерную скорость на оси струи 
w � равенством Wo 

ах = О , 96 . � . V1 + '1-o · Vo • ( 1 79) 
R0 Wm у Wm 1 + 0,56'1-0 -Wo 

В случае отсутствия в струе примеси (х0 = О) формула ( 1 79) 
nриводит I{ закону изменения скорости _ по оси свободной струи,  
не содержащей примеси: 

Wm 0 , 96 - Ra 
w0 а х  

Ilpи наличии примеси nадение осевой скорости в струе зависит 

1) Здесь предполагается , что концентрация примесей в окружающем 
струю пространстве rавна нулю (%пом =О). 
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от начальной нонцентрации примеси 

Хо = 1 �:Р lo 
и от соотношения начальных сноростей примеси и воздуха 

wпр '�о = - . Wo 

Наибольшиii интерес представляют два случал : 
а) Снорость примеси в начале истечения равна  снорости 

истечения {Wпр = w0 , '10 = 1) . В этом случае формула ( 1 79) при
обретает вид 

ах = 0,96 � 
R0 Wm Wm 1 + 0,56 - x0 -

Wo 

( 1 80) 

б) Снорость примеси в начале истечения равна нулю (Wпр = О , 
'10 = 0) , т .  е .  добавление примеси н струе происходит вне сопла 
с нулевой сноростью .  В этом случае иснлючаетсл член V 1 -t- х · '10 
из формулы ( 179) .  Тогда 

ах 0 ,96 
п = . 

о Wm (t О 56 Wm - + ' 1to -
Wo Wo 

( 18 1) 

На основании формул ( 180) и ( 181)  составлевы графини (фиг .  123 
и 124) . Из рассмотрения: этих графинов следует, что наличие 

J,IJ 
IJ.i AJ  Wa48

��---+����--+---��---+--�--� 
о 

Фиг. 123 .  Ивменение
·
. скорости вдоль оси струи в вави

симости от начальном концентрации примеси (начальная 
скорость примеси равна начальной скорости вовдуха) . 

тя:жёлой примеси  существенно влияет на формирование струи; 
причём это влияние возрастает с увеличением начальной нов
центрации примеси х0 •  Наличие или отсутствие начальной сно
рости примеси по-разному отражается: на зановах ватухавил 
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осевой скорости струи . Тан, если примесь выбрасывается [из
сопла с начальной сноростью, равной начальной снорости струи,.  
т о  импульс струи увеличивается за счёт импульса примеси, 
и затухание скорости происходит медленнее, чем в струе, сво-. 

!, 0 
Шm Wo o,8 

0,8  

0,2 

о 

1\� \ 
-� �� 

� � � ....... ..:::::::: 

1 z 

Стрр;; ffe.J npu.мect'tl 
� � 

J 

� 

1/ !I:C s 
l?o 

Фиг. 124 .  Изменение скорости вдоль оси струи в зависи
мости от начальной концентрации примеси (начальная 

скорость примеси равна нулю) . 

бодной от примеси .  Если же примесь добавляется вне сопла 
(не имеет начальной скорости) , то струя затрачивает энергию 
на вовлечение примеси в дви жение , и затухание снорости про
исходит быстрее , чем в струе , свободной от примеси .  По мере
расширения струи влияние начальных значений концентрации
и снорости примес и  уменьшается ,  и , начиная с расстояния 

R х � 5 .....Q , струя, несущая примеси, по скорости своего расиростра
а 

пения мало отличается от нормальной свободной струи . 
Воспользовавшись соотношениями ( 180) и ( 18 1) ,  можно выве

сти формулы , дающие связь между безразмерными расстоянием 
и концентрацией на оси струи . При начальной скорости иримеси, 
равной скорости истечения струи (Шпр = ш0 , '10 = 1) , учитывал. 

соотношение -x.m = О, 72 Шт , будем иметь : 
"Х-о Wo 

( 182)' 

При начальной скорости иримеси,  равной нулю (wnp = '10 = 0) ,. 

ах О, 7 · ·�0 
Ro = -x.mV 1 + 0 , 77 · -x.m • ( 183)-

Приведённые формулы совместно с формулами распределениЯ' 
скорости и концентрации в поперечном сечении струи иозволяю11· 
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еоставить полную нартипу распределения снорости и нонцентра
ции по всему объёму струи . 

Полученные данные позволяют выяснить неноторые особен
ности топливо-воздушной струи .  

Пусть в начальном сечении таной струи имеется большой 
GT избытон топлива ,  т . е .  нонцентрация тош1ива в воздухе х0 = с в 

:шачитеJ1ьно выше теоретичесни необходимой для полного сгора
ния Хт . По длине струи за счёт подмешивания онружающего 
воздуха нонцентрация топлива постепенно убывает. В любом 
поперечном сечении нонцентрация имеет наибольшее значение 
на оси струи - х171, вследствие чего сгорание топлива может за
вершаться лишь в том сечении, где нонцентрация топлива на 
�си станет равной теоретичесни необходимой . 

Подставляя в формулы ( 1 82) и ( 1 83) величину Хт вместо xm , 
получим минимальную возможную длину фанела горения.  

В случае, если начальные снорости топлива и воздуха в струе 
·одинановы (v0 = 1 ) ,  длина фаr\ела определится из ( 1 82) : 

(�) = 0.7 . � -. /  1 + �п . R0 т ' -х,т r 1 + U , 77хт ' 
если начальная снорость топлива равна нуJ1ю (v0 = 0) , то длину 
фанела найдём из ( 1 83) :  

( ах )  О ,  7 · �о Ro т = -х,т V 1 + О ,  77-х,т ' 
Например , для бензовоздушной смес и  ( хт � 115) будет при v0 = 1 :  

.а при v0 = 0: 
( �: )т = 1 0  · х0 • V 1 + х0 , 

( а х ) � 10  . Хо · Ro т 
Нан видно, из приведённых формул, безразмерная длина фанела 
горения зависит от начальной нонцентрации топлива в воздухе .  

Заметим, что тан как средняя по расходу нонцентрация 
в струе согласно выражениям ( 145)  и ( 1 23) составJ1яет оноло 
.двух третей от осевой 1) : 

'Хер =  0,66 · xm, 
то для обеспечения полного сгорания в струе необходимо затра
'Тить примерно в полтора раза больше воздуха ,  чем в случае 
равномерного смешения топлива с воздухом . 

1) Здесь предполагается , что в окружающем струю воздухе топлива нет 
(-х,н = О) , т. е. А'Х. = 'Х.. 



Г Л А В А  V I I  
СОПРОТИВЛЕНИЕ СОПЛА И ДИФФУЗОРА. 

ГАЗОВЫЙ ЭЖЕКТОР 

§ 1 .  Сопротивление сопла 

Потери полного давлепил в сопле невелики и сводятел обычно 
:н потерям трения . В идеальном случае при отсутствии nотерь 
скорость истечения из сопла связана с отношением статического 
давления в выходном сечении Ра к полному давлению в сопле Рос 
известным равенством 

k 
Ра ( 1  k- 1  ' 2  )k-1 
Рос = - k + 1 ll.а ид . 

При наличии потерь истинная скорость истечения меньше иде
.альной : 

Аа = <р • Аа ид7 ( 1 ) 
где <р - скоростной коэффициент ; его значение равно обычно 
<р = 0 ,97 - 0,99 .  Вводя коэффициент давления, учитывающий по
тери полного давJiения в сопле : 

nолучим: 

,.. _ Роа 
'"'с - -- , 

Рос 

k 
Ра = Ра (1 k - 1 )._2 " k-1 
Роа ас · Рос = - k + 1 а ) ; 

отсюда устанавлийается зависимость коэффициента давления от 
скоростного коэффициента сопла: 

k - [ 1 -тл� ид J
k-1 

Ос - k- 1  1-m"� ид Ч>2 
Например, при Ла ид = 1 и <р = О, 98 получаем : ос = 0,975 . 

(2) 
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Зависимость ас = f ( �) при различных значениях числа М 

в выходном сечении представлена на фиг . 1 25 ;  нривые рассчи
таны по формуле (2) с использованием выражения (47) из главы 1 .  
Фиг .  1 25 понцзывает , что при сноростях истечения, значительно 
иревосходящих снорость звуна (Ма > 1 , 5) ,  даже умеренным по

терям снорости (� > 0,9 7) 
соответствуют большие 
потери полного давления. 

fi96 
Фиг. 1 2 5 .  Зависимость коэффициента пол
ного давления от скоростного коэффициента. 

Для вычисления рас
хода с учётом потерь в 
формулу (8) главы I V  сле
дует подставить величину 
Ро = ас · РОс · 

В тех случаях, ногда 
поле полных давлений 
во входном сечении соп
ла является равномер
ным,  а очертания сопла 
настольно плавные ,  �что 
в нём нет вихревых обла
стей и сначнов упJ1отне
ния , сопротивление сопла 
сводится н сопротивле
нию трения в погранич
ном слое . Ввиду того, 
что длина сопла обычно 
не больше неснольних 
диаметров сопла , толщи
на пограничного слоя 
составляет малую долю 
радиуса сопла , т .  е. боль
шая часть поперечного се
чения сопла · заполнена 
ядром потона , состоящим 

из струй постоянного полного давления, в ноторых параметры 
газа изменяются по за нонам идеальной адиабаты . В т ан ом случае 
полные давления в ядре потона в выходном и входном сечениях 
сопла одинановы, но из-за существования пограничного слов 
точное значение снорости истечения не может быть определено 
непосредственно по формулам (2 ) ,  (3) или (4) главы I V .  Однано 
можно воспользоваться этими формулами, если внести поправну 
н величине площади поперечного сечения сопла , применяя по
нятие о толщине вытеснения пограничноrо слоя , введённое в §  1 
главы VI . 

Нан известно, от:клонение стенни от её истинного положения в сторону от оси сопла на расстояние , равное толщине вытеснения 
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�* (фиг.  126) , ведёт к тому, что распределение статического 
давления и скорости по отклонённой стенке при обтекании её 
идеальной жидкостью получается таким же, как по истинной 
.стенке, обтекаемой вязкой жидкостью с заданным пограничны:м 
слоем . Иначе говоря , соответству
ющим увеличением поперечных 
сечений сопла можно F.омпенсиро
вать влияние пограничного слоя 

� 
�-r-

_ _ _  _:. .,.. 
на распределение скорости и дав- -- - --- ---- - --- · 

ления по оси coпJJa. Наоборот , если 
заменить заданное сопло фиктив- -�--
ным, Rонтур наторога в наждом - � 
сечении смещён к оси coпJia на Фиг. 1 2 6 .  Схема изменения тол
расстояние , равное толщине вы
<rеснения о* , то распределение 
снорости по длине фиктивного 

щины вытеснения о* по длине 
сопла . 

.coпJia можно опредеJiять по изоэнтропическим формуJiам (2) , 
(3) иJiи (4) главы IV, причём оно получается таким же, как в 
заданном сопле . 

В coпJie ПJiоскопараJiлельном пJiощадь фиктивного сечения F Ф 
пайдётся из усJiовия 

(3) 
где Ь - ширина поперечного сечения заданного coпJia . 

В осесимметрическом coпJie 
F Ф - ( 1 - � )2 � 1 - 2о* . (4) F · - R R ' 

здесь R - радиус заданного coпJia . 
Тогда снорость истечения из заданного coпJia 

по формуле 1 1 
Fф нр = (k+ 1 )k-1 л ( 1 _ k- 1 л2 )k-1 
Р 2 а k +  1 а 

ф а  

определяется 

(5) 
В этой формуле F Ф а - пJiощадь выходного сечения фиктивного 
сопла, F Ф нр - пJiощадь критического сечения фиктивного coпJia . 

Найденная .таким путём скорость имеет место в истинном 
сопле в ядре постоянного поJiного давJiения ,  запоJiняющем боль
шую часть поперечного сечения сош1а . По этому значению ско
рости, пользуясь известной формуJiой (78) главы I ,  отвечающей 
идеальному адиабатическому процессу в газовом потоке , можно 
определить статическое давление в соответствующем поперечном 
сечении истинного сопла : k 

L = ( t - k-1 л2 )k-1 . 
Ро k + i а ' (6) 
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здесь р0 - полное давление на оси сопла , величина ноторог() 
во всех сечениях одинанова . 

"Учёт влияния пограничного слоя путём замены истинног() 
нонтура сопла финтивным нонтуром приводит н сужению сопла , 
поэтому в дозвуновом течении пограничный слой вызывает увели
чение, а в сверхэвуновом - уменьшение снорости (по сравнению 
со случаем течения невязного газа в сопле истинного нонтура) .  

Итан, несмотря н а  с охранение полного давления в ядре 
течения , снорость в ядре в дозвуновом сопле получаетел больше, 
чем в идеальном случае :  

а в с верхэвуновом сопле - меньше, чем в идеальном случае: 

Ла < Аа ид • 
В соответствии с этим статичесное давление. в любом сечении 
истинного с опла при дозвуновом потоне понижаетсл ,  а при сверх
эвуновом потоне повышается по сравнению с давл ением в таном 
же сечении идеального сопла . 

Ввиду малости поправон , учитывающих влияние пограничного 
слоя на снорость и давление , их можно получить путём разложе
ния формулы (4) главы IV и формулы (5) в ряд . Согласно фор
муле (4) главы IV 

1 

F (_2 ) k-1 k + i 

Отсюда , если изменение площади поперечного сечениЯ на малую 
величину !J.F вызывает изменение снорости на малую величину 
!J.Л , то при k = const 

F + !!.F -F-- = 1 

(Л + !!.Л) [ 1 - �+ � (Л + D.Л)2 ] k-1 
После разложения в биномиальный ряд с отбрасыванием всех 
членов со множителями !J.Л 3 и более выеоного порядна имеем:· 

D.F !!.Л Л2 - 1 !!Л2 (3 -Л2) 
р- =  т 1 - k - 1 Л2 + (k+ 1) ( 1 - k - 1  лz )2 . k + 1 k +  1 

(7) 
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Во всех с лучаях ,  кроме Л �  1 , эту формулу можно упростить, 
отбросив член со множителем АЛ2 • Тогда получается :  

(8} 

В случае Л =  1 ,  т. е .  в окрестности критического сечения сверхзву
нового сопла формула ( 7) приобретает особенно простой вид 

дF = k + i  (А' ) 2  
F 2 1\ ' (9) 

Отсюда следует, что . незначительное изменение площади сечения 
сопла вблизи критического сечения вызывает заметное изменение
скорости . Например, изменение площади сопла около критиче-

ского сечения на 1 %  ( �� = 0 ,01 ) даёт изменение скорости на 9 %. 
(АЛ = 0 ,09) . 

Формула (8) устанавливает связь между малыми отклонениями 
площади сечения и соответствующими малыми изменениями 
скорости газового потока . При учёте влияния пограничноrо слоя 
на снорость потона можно вместо изменения площади с ечения 
ввести толщину вытеснения ; для осесимметричного сопла имеем: 

дF 28* 2,* 
у = т = а .  

Отсюда связь между толщиной вытеснения и изменением скорости 
приобретает следующий вид (при Л =1= 1 ) :  

3"* = _!_ !1Л Л2- 1 
• 2 л 1 - k- 1 1..2 k + 1 

( 1 0) 

Например, изменение коэффициента скорости на 3 %  (АЛ = 0, 03) 
при k = 1 , 4  и Л =  1 , 5  (М = 1 ,  73) достигается за счёт толщины 
вытеснения о* , составляющей 3, 5 %  от радиуса сопла ta* = 0 ,035) .  

Малые изменения давления,  вызываемые малыми изменениями 
скорости, можно также вычислить по формуле ,  полученной путём 
разложения равенства ( 78) главы I в биномиальный ряд с от
брасыванием всех членов со множителями АЛ2 и более высоног() 
порядна . В самом деле, 
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2k ).2 !J.p !J.Л k+i 
---;- - - т 1 _ k- 1 л2 • k + i 
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( 1 1) 

Для рассмотренного выше примера (дЛ = 0,03 , Л =  1 ,5) имеем 
изменение давления на 8 % c !J.: ::::::: 0 ,08) . В случае А = 1 для 

зависимости прироста давления от прироста скорости получаем 
следующую простую формулу :  

!J.p =  - k дЛ ,  р ( 12) 

т. е .  в окрестности критического сечения изменение давления 
.nропорционально изменению скорости . 

Ввиду наличия пограничного слоя средняя снорость газа 
в поперечном сечении меньше скорости в ядре течения :  

Аср < Аа . 
. .Для вычисления средней по массе газа скорости 

G 
S Aa dG ' о 

Лср = -а-
используют выведенное в § 1 главы VI понятие толщины потери 
.импульса в пограничном слое о** . Эта величина показывает, 
на накое расстояние о*'* нужно сместить нонтур сопла (в сторону 
к его оси) для того , чтобы равномерный поток в фиктивном 
сопле при той же скорости , что и в ядре течения истинного 
.сопла,  имел бы таное же секундное количество движения, кан 
и в истинном сопле . Тогда 

ЛGФ = Аср G . 
Отсюда скоростной коэффициент, учитывающий влияние погранич
.иого слоя ,  равен: 

.где 

Лс GФ FФ _ ер =  _Р = - = - =  1 - 2о** (13) 
Ла G F ' 

- � * *  
�** - -u_. u - R • 
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На вопросах определения толщип вытеснения а* и потери 
импульса а** в пограничном слое мы здесь не останавливаемсл ,  
таи нан они освещены в § 1 главы VI . 

Отметим в занлючение, что величина !f в формуле (13) выра
жает отношение средней по массе газа снорости н снорости 
в лдре течения, а не н снорости в идеальном сопле . Переход 
н величине 

' Лер !f = ла ид 
может быть осуществлён следующим путём: 

r·де согласно (10) 

Л _ Л :р ' = ч- а ид = ( 1 _ 2а**) а ид , ла ла 

- Л -Л а* = 2 а ид а 
ла ид k - 1  2 

1 - k + i  Ла ид 
Опыты Нинава и Неймана 1) дают возможность оценить отноше
ние финтивнога диаметра выхода из сопла DФ R истинному диа
метру выхода (Da) при различных значениях чисел R и М .  
Результаты этих опытов сведены в таблицу : 

.М сопла 1 Dнр 
1 

Da 
1 

IIJ'a ИСТ 
1 

Ra 
1 

Ма расч 1 DФ 
Da 

1 0 , 562" 0 , 945" 2 , 06 3 , 9  · 101> 2 , 58 0 , 79 
2 о ,  186 " 0 , 498" 3 , 14 3 , 9 . 1Q5 3 , 56 0 , 82 
3 0 , 175" 0 , 438" - 3 , 8  · 105 - -
4 0 , 107" 0 , 498" 3 , 87 1 , 2  · 105 4 , 80 0 , 67 
5 () ,  1 86" () , 498" 2 , 84 0 , 27 · 105 3 , 58 0 , 71 

Диаметры нритичесних (Dнр) и выходных сечений даны в этой 
таблице в дюймах, числа Ra подсчитаны по выходному диаметру 
сопла . Rан видим, истинные з_наченил числа М в выходном от
верстии ниже расчётных (Ма ист < Ма расч) и финтиввый диаметр 
выходного отверстия меньше истинного на 18 % - 33 % ,  т. е. без
размервал толщина вытеснения имеет значение порядна 

8* = 0 , 18 - 0,33, 
причём меньшие значения толщuны вытеснения соответствуют 
более высоним значениям числа R .  

1) K e e n a n  1 . ,  N a u m a n Е . ,  Journal of Applied Mechanics.  June, 
1946 ,  т . 13 ,  ;м 2 .  
19  Г . Н .  Абра мович 
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§ 2. Сопротивление диффузора 

Рассмотрим диффузор двигателя ,  установленного на движу
щемся самолёте . Обозначим спорость самолёта Wн , скорость звука , 

отвечающую температуре в атмо
сфере - ан.  Введём обозначения : 

tl F н - площадь поперечного сече
ния струи на бесконечности перед 
двигателем , "(н - удельный вес воз-

Н духа вда;т:tеке перед двигателем, 
Рп - давление в атмосфере . Ве.пи
чины площади, скорости , давления 
во входном отверстии диффузора 
обозначим теми же бунвами с ин

- -- 5 дексом е :  Fe , We , Ре ·  Значения 
тех же величин в конце диффу
зора обозначим : F д•  Wд ,  Рд · 

Работа диффузора зависит от 
отношения скорос ти полёта н 
скорости во входном его отвер
стии . Рассмотрим сначапа режим 

- -- D Wн < ан ,  т .  е .  полёт с дозвуковой 
скоростью . Двигатель принимает 
в диффузор Gв пг f cen воздуха . 

Можно представить себе такой 
Фиг. 1 27 . К онфигурация струи , случай , когда струя входит в диф-

входящей в диффузор . фузор без изменения с воей нонфи-
гурации . Площадь поперечного 

сечения струи на бесконечности перед двигателем Fн. при этом 
равна площади входного отверстия диффузора Fe : 

Вообще же форма струи на входе в двигатель опредепяется 
FH отношением Fe . В приведённом выше случае Fн = Fe , следова-

тельно, 
We = Wн. И Ре = Рн 

(фиг . 127 , б) , т .  е . иреобразования скорости и давления перед 
диффузором нет . 

Если мы начнём увеличивать расход воздуха через диффузор , 
струя изменит свою форму, поджимаясь перед входом , нан 
показано на фиг .  1 27, в .  Изменение формы струи сопровождается 
иреобразованием скорости и давления : 

we > Wю Ре < Рн. • 
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При уменьшении расхода воздуха струя нан бы образует 
диффузор ещё в атмосфере (перед двигате.nем) в связи с умень
шением снорости и повышением давления (фиг . 127 , а) .  80 

При постоянном расходе воздуха форма струи перед двига
телем зависит от величины входного отверстия диффузора . Изме
няя размеры диффузора ,  мы можем получить любой из трёх 
приведённых режимов работы . Для 
рабочего процесса двигателя выгоден 
таной случай ,  ногда потоr> подтор
маживается ещё перед диффузором , 
тан наr< торможение струи перед диф
фузором идёт без наних либо потерь , 
и собственное сопротивление диф
фузора уменьшается вследствие по
нижения снорости на входе . Необ
ходимо, однано, заметить , что , нроме 
внутренних потерь, следует учиты
вать танже внешнее лобовое сопро
тивление двигателя, увеличивающе
еся с унорочением диффузора . Объ
ясняется это тем , что при растенании 
потона перед носном двигателя струи 

Фиг . 1 28 .  Срыв струи при 
большт1 входном отверс тии 

диффузор а . 

подходят н его поверхности под большими угJхами атани, и может 
образоваться срыв на внешней поверхности носна (фиг . 1 28) . 
Для удовлетворения этих противоречивых требований отысни
ваются оптимальные условия работы входного участна двигателя .  

Опыты по1r,аа ывают ,  что для доа ву 1r,ового воадушио-реаптив
ного двигателя опти.му.м лежит вблиаи режи.ма 

We � 0 ,5 wи . 
Если бы в диффузоре потери отсутствовали, газ в любом его 

сечении имел бы одно и то же полное давJiение , равное (при 
дозвуновых сноростлх полёта) поJiному давлению в набегающей 
струе воздуха . Наличие потерь нарушает это равенство, и пол
ное давление в нонце диффузора всегда ниже , чем в начале : 

Род < РОи ·  
Статичесное давление вдоль диффузора , наоборот, увеличивается 
за счёт уменьшения снорости . 

Величину гидравлических потерь в диффузоре удобно выра
зить в долях скоростного напора в широком его сечении : 

w2 
,)Род = Рои - Род = �д · Род 2д 

· 

Здесь �д - коэффициент 
зора . Обычно потери 

гидравлического сопротивления диффу
в диффузоре относительно невелини: 

19* 
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Арод � 1 . Поэтому плотность заторможённого газа в диффузоре 
Рои 
можно считать праriтnчесни неизменшощеi1:сп :  

Род � РОн · 
Следовательно, можно принять : 

w2 А Род = СдРон Т . 
Приведём эту формулу н безразмерному виду: 

1 _ Род = :д _k_ w� . 
Рои Рои 2 ' 

здесь 

k -

Р о н  

kрон 2 k+ 1  2 
-- = аоп = -2 а ир · Р он 

После соответствующей подстаноnни имеем : 
2 од -= Род = 1 _ _  k_ �д �д . 

Роп k -t- 1 анр 
Wд 

Заметим, что - = ),д представляет собой ноэффициент снорости анр 
в нонце диффузора . В резуJrьтате получим следующее выраже
ние для ноэффициента полного давления в диффузоре : 

Од = 1 - k� i Сдl-� . ( 14) 

Сопротивление диффузора слагается  из потерь на трение 
н па вихреобразования . Вихревые потери вызываются отрывом 
пограничного слоя от стенон диффузора ,  причины ноторого 
объяснены в главе VI ; они зависят от угла раствора диффузора 
и играют главную роль . При малых углах раствора диффузора 
гидравличесние потери невелини, но по мере увеличения угла 
они возрастают. С ростом угла раствора зона вихрей переме
щается от нонца диффузора н его началу и при больших углах 
вел стенна поирыта вихревой областью . 

Многочисленные энсперименты приводят н занлючению, что 
вихревые потери в диффузоре можно оценивать нан смлгчённое 
сопротивление удара (в сравнении с внезапным расширением 
канала) 

rде потери удара 
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�\� - Коэффициент смягчения удара (ф < 1 ) . Опыты покааали 1), 
что коэффициент смягчения ф является функцией одного только 
угла раствора диффузора а. 

Соответствующая нривая для прямолинейного диффузора 
с круглым поперечным сечением дана на фиг. 129 . Большим 
углам раствора (а > 40°) соответствует ф :;;,.. 1 ,  т. е. смягчения удара 
нет. При угле а = О имеем : ф = О, т. е .  удара нет. Максимал:ь
ное значение коэффициента смягчения удара (ф = 1 , 2) дости
гается при угле а =  60° .  В этом случае потери даже больше, 

ф 1,2 
1, 0  
0,8 
O,G 

0,2 
1/ 

1 
1 1 /  

1 1  

!;" 1- ..... 
v -1- 1-.. 

1 

� -

n 20" vo• so• но· 1оо• 120• 1'10" шо•а rво• 
Фиг. 129 .  Зависимость Rоэффициента смягчения 
удара от угла раствора диффузора Rруглого 

сечения. 

чем при внезапном раскрытии канала , когда ф = 1 .  Объясняется 
это тем, что вихревая зона в прямом угле устойчива ,  в то время 
как при наклонной стенке (а :::::::: 60°) вихревал зона периодически 
смывается .  Таним образом , дополнительные потери при таких 
углах обусловшшаются з атратами энергии на возобновление 
вихревой зоны . 

Обычно применяют диффузоры с уг.ла.ми а = 6 + 1 0° . Таним 
значениям углов раствора соответствуют величины ф = О, 15 - 0,20. 
В этой области не наблюдается видимого отрыва струй от стенки 
диффузора .  

Если иренебречь изменением плотности воздуха в пред<.>па :х 
диффузора , то получится : 

1) См:. А б р а  м о в и ч Г .  Н . ,  АэродинамиRа местных сопротивлев:иi . 
Труды ЦАГИ,  вып . 21 1 ,  1 935. 
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( 15) 

I3 качестве примера вычислим коэффициент потерь для диф-F фузора с соотношением поперечных сечений F: = 3 при угле 
раствора а =  8Q .  Можно принять для этого случал (с учётом 
трения) : 

Тогда 
у = 0, 2 .  

Сд = 0 , 2 · 4 = 0 ,8 ,  
ад = 1 - 0, 44 Ч . 

Коэффициент скорости n Iюнце диффузора дозвунового воздушно
реактивного двигателя обычно бывает порядка Лд = О 2 -+- 0,4 .  
Тогда 

a;J; = 0 ,98 -т- 0 ,94 .  
На расчёте сопротивления трения м ы  н е  останавлнваемсл , так 
наr> он достаточно подробно освещается в главе V1 . 

Опыты показывают, что в диффузорах с криволинейными 
боковыми стенка:о.ш при больших углах раскрытия гидравли
ческие потери могут получиться существенно меньше 1) , чем 
в диффузорах с прямолинейными стенками . 

Ре зультаты экспериментального определения потерь (вилю
чал трение) в плос ких диффузорах одной и той же длины при 
постоянном среднем угле раснрытия а = 38° ,  но с разными 
очертаниями боновых стенон приводяте л ниже .  На фиг . 130 
представлены нонтуры испытывавшихсл диффузоров . Первый 
нонтур - прямая,  второй - дуга онружности, третий - соответ
ствует постоянному градиенту давления по длине диффузора dp .. " dw t dx = c onst ; четвертын-постоянному градиенту снорости dx = cons , 
пятый - построен по формуле 

!!___ [ d ( l - p) · �] = const > О, dx dx 1 - р 

где р - безразмернос дав.11ение , опрс;�еллемос из соотношения 
- р - р1 р = --2- . 

wl 
?Т 

1) И д е л ь  ч н н И. Е . .  Аэродпнамина потона и потери напора в диф
фузорах .  Сборник статей по про.мышленной аэродинампнс nод редакцией 
К .  А. Ушанова . :.\1 . ,  1 947 . 
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Наименьшее аначенпе коэффициента сопротивления � = 0, 24 
получено для диффуаороn 3 и 4 с постоянным градиентом дав
.11ения и постоянным градиентом снорости . Пятый диффуаор 
имел � = 0, 26 .  Для диффузора 2 со  стеннами, выполненными 
по дуге онружпости , получен ноэффициент сопротивления 
� = 0, 27 , а ДJIЯ диффузора 1 - с прямымп стеннами � = 0,32 . 

Таким образо:м , в диффузорах с постоянными градиентами 
давления или . СI<орости достигнуто с нижение потерь примерно 
на 25 % по сравнению с прюшм диффузором .  

!/4 = djit[t--p).r _ l=coлst 
u:r: d:J; d:r:{f-PJ ]\ Л. 'RAI/JJ1 
dW Д{/;О ОКД{/.7/сН. 'fJ. az=COnst 
-d!:=const 

�-- м 

у 

о 

О'  

Фиг . 130 .  Нонтуры испытывавшихсл диффузоров .  

z 

На фиг . 13 1 предстаnлены кривые зависимости ноэффици
uпта потерь от длины диффузора (т . е. от угла а.) для диффу
зоров типа 1 и 3. У достаточно длинных (близних н оптималь
ным) диффузоров этих типов разница в потерях становится малой . 

Мы рассматривали с опротивление диффузора в тюшх усло
виях ,  н:огда можно пренебрегать вJiиянием сжимаемости воздуха , 
ноторая, нан: пон:азывают опыты , начинает сн:азываться на ве
.11Ичине ноэффициента потерь лишь в том с лучае , если снорость 
во входном отверстии диффузора близн:а н снорости звуна 
(Ле > О, 7) . На фиг . 129 даны н:ривые завис имости отношения полных 
давлений в н:онце и начаJiе диффузора 

Род Од = --Рое 

от числа Ме во входном отверстии диффузора , полученные в опы
тах R .  С . Сцилларда 1) (при центральных углах расирытин 

1} С ц и л л а р  д R. С . ,  Исследование диффузоров при бо;Iыппх СIЮ
ростях . Технические заметки ЦАГИ , 1938. 
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Фиг . 1 3 1 . Зависимость :коэффициента потерь от длины 

диффуэора . 

d,q 
IJ97S 
0,9.f0 
0,32f 
0,900 
467f 
О, МО 
tl,8Zf 

!'-. N k. �= '1 '  1 ...., r... 
h 

0,800 о 0,1 D,2 а; 011 qs tl.G д1 ав fl9J/ 

* 
1/j}JS 
l/,9.f0 
0,92.f 
11,3!JO 
0.87S 
D,IJ.fO 
11,620 

� !--'-. k.. 
t--.. �· �=-

� """' 

0,660 О 0,1 0,2 D,9 f/HJ,.f fl5 07 118 09 f/f 
Ме 

d,q 
f/,97f 
IJ,9SD 
0,9Zf 
f/90/J 
0,1175 
0,8SO 
0,6Zf 

�"">-- � h �: и·  
� r-.._ ""): "" 

fJ,/JO!I О fl.! (Jt 1J.J !l,'f ft,f 0,6 f/7 fJ,В t/,J (0 
Не 

d-4 
D,97S 
0.9SO 
49Zf 
!1,9!1!1 
D,87S 
0,/J.fO 
0,62$ 
авоD 

� h k 
..... h.. kt= rг 

� r, 
Г\ 

. 

о 0.1 f/,2 o.J 41f o,s 0.6 и. 1 fJ6 аа to н, 
Фиг. 132 .  Зависимость :коэффициента полного давления в диффуэоре 
от числа Ме перед диффуэором при углах рас:крытия а = 4 ,  6 ,  8 и 10° 

· (по опытам R .  С . Сцилларда) .  
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а =  4, 6, 8 , 10° , диаметре входного сечения 100 .м.м и диаметре 
выходного сечения 222 .м.м) . Rривые проведены по энсперимен
тальным точнам, ноторые танже нанесены на фиг . 132 .  Резкое 
падение нривых, наступающее при значениях чисJ1а М8 ОIЮЛо 
0,9 ,  объясняется тем, что на ОJтих режимах в начальной ча
сти диффузора развивается зона 
сверхавуновых сноростей, замы
нающаяся сначном уплотнения, 
который вносит боJ1ьшое волновое 
сопротивление . Об этом можно 
судить по нривой фиг . 1 33 ,  ното-
рая изображает зависимость числа 

н� 1, 0 
• 1 

.�·�" / . �  v 
}' 

м� непосредственно при входе в o,s 
диффузор от числа Ме на расстоя- " /  

/ 
нии одного налибра перед входом 
в диффузор . 

Чертёж одного из диффузо-
ров (при а =  6°) ,  испытанного 
R .  С. Сциллардом, представлен 
на фиг . 134; остальные диффузоры 
данной серии отличаются от изоб
ражённого на этой фигуре тольно 
углом и соответственно длиной 
коничесного участна . 

Для оценни влияния числа R 
на сопротивление диффузора 

v 
v 

l/' 
v 

0.1 o,z o.s o,q. o,s u,s 47 о,в o,s �о 
Не 

Фиг. 1 33 . Связь между значения
ми числа М в начале (М;) и кон
це (Ме) цилиндрического входног@ 
участка диффузора (по опытаJ.I 

К .  С. Сцилларда) .  

R. С .  СциJ1лард испытывал геометричесr->и подобные диффузоры 
:меньшего размера (с диаметром входного отверстия 18 .м.м) . 
Результаты испытаний диффузоров увеличенного и малого раз-

а lt-�JJ----�-----�-----�:-_ _  · J 
Фиг. 1 3/f . Схема одного из диффузоров,  испытанных 

К .  С. Сциллардом. 

:м:еров оназались близними, что свидетельствует о слабом влия
нии числа R на потери в диффузоре . 

Зависимость сrд = Род = f ( М  е ) не даёт наглядного представпе-Рое 
ния о влиянии сжимаемости н а  сопротивление, тан нан вели
чина сrд изменяется со сноростью даже при постоянном значе
нии коэффициента потерь .  Удобной харантеристиной потерь прп 
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течении сжимаемого газа в диффузоре является н:оэффициент 

k- 1 
_k_ RT r ( Ро е )-k-_ 1 ]  L k - l О:� 1 • Ро;1 . :С/Н == -,> == 2 w� w.>e 

'2g 
( 16) 

Здесь чис литель представляет собой адиабатическую работу , 
которую надо затр атить , чтобы поднять в идеальном компрес
соре полное давление в нонце диффузора до величины полного 
давления в начало диффузора , а знаменатель выражает юше
тичосr,ую энергию струи газа во входном отверстии диффузора .  

сх =/0 ' 0,8 rx =IJ ' ['-._" . . 1 "" ........ '-...... 
rx -g· - --fl;Z 

--сх =ч ·  
1},7 1 

1 
1 

!},!  O,Z 

-� 1---г-- L--

/Ц /Ц '[1, 7  

1---
� 

L 
ь / 
v 

D,9 1,0 
М е 

Фиг . 1 3 5 .  З ависимость rюэффициента сопротивления диффузора от числа 
Ме на входе при углах раскрытия а = 4 ,  6, 8 п 1 0° (по опытам :h .  С. Сцил

.'!арда) . 

Зависимости коэффициентов потерь от чис:та Ме н а  входе 
n диффузор �еж = 1 ( Ме ) для четырёх диффузоров R'. С. Сцшшар
да , пересчитанные по нривы:м фиг . 132 , изображены на  фиг. 1 35 .  
Нан видим , влияние сжимаемости газа н а  значение н:оэффици
ента потерь начинает сназываться .:r�ишь при околозвуновых 
сноростях (М е > О, 7) . Некоторое падение нривых �са; = 1 ( М8) 
в области Ме < 0,3 ,  где з аведомо немыс;шмо влияние с жимае
}\Юсти, можно объяснить то:rьно вшшнием чис:rа R ,  нотарое 
лозрастает с увеличением чис .тrа Ме . 

Рассмотрим теперь работу при сверхзвуrювой скорости диф
фузора , имеющего обычную ( <<дозвуковую>> )  форму . Перед входом 
в таной диффузор образуется сначан уплотнения с криволинейным 
фронтом (фиг . 136) . В центральной части, т. е. в той , н:оторую пере
сенает рабочая струя воздуха (поступающая внутрь двигателя) , 
сначон: должен быть прямым . Последнее вытенает из того , что ра
бочая струя сохраняет после екачн:а своё нерваначальное направ-
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ление . Таким образом , скорость n рабочей е т р у е  поело С I�ачка·
дозвун:оnая . 

В зависимости от ве::ш ч п н ы  вхо;щого отверстня диффузора 
(Fв) имеет место то J 1 ,"'IH иное с оотн ошение :-ю;т.;;\у значениями 

Фиг. 1 11) .  Оптt tчсе кан фотографшr <· nсрх ан�· � ;овоп• t ютт;n пере;( проrп.ш д1 1фф,1 :юрюr . 

снор остн пос.'lе скачна (w1 ) IJ на вхо;.�о в ;�:иффуаор (ше) . Принци
пиа.'Iыю nозмmtшы дnа с;rу чая : 

т .  е .  потоt\ :-шжду фронт ом CI\a ЧJ\a  н вхо;�ом в дпффу:юр т ор ;чозптся ; 

т .  е .  снорость  пос.1о сначна н е н о р о с т ь  на nxo;:t,o в ; 1 пффу:юр о;:t,н
наковы . 

Возможен н таной случаii , J.;or;J,a рабочая струп вх о;:t, и т  в диф
фузо р  со cnepxanyнoвo ii сr>оростыо ,  тоца с:качон ушютнения поJrу
чится не пере�� ;.1,иффу зором , а внутри него.  Реаш:м ш1 < ше , т . е .  
уснороние потона мeii\i\Y фр онтои сна•н\а и вхо;(О:\f в ,.1,нффузор ,  
на прю\ти:ке н о  реализуется .  

Ита:к, в двигателе с простым диффу зор ом при сверхзвуi\овоi't 
с:корости торможение входящо i i  с труи начинаетс я с прямого 
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сначна уплотнения . Потери в сначне и параметры потона за  скач
ком определяются по формулам (24) , ( 15 ) , ( 1 6 ) ,  (21 ) , (22) , (23) 
и (25) главы I I I .  

Паскольну потон в простом диффузоре является дозвуновым 
даже при сверхавуновой снорости полёта (Л1 < 1 , А6 < 1 ) ,  гидра
вличесние потери в навале таиого диффузора можно рассчитывап. 
по формулам ( 14)  и ( 1 5) настоящей главы. 

Если для случая дозвуновой снорости полёта потери полно
го давления при торможении рабочей струи определялись толыю 
внутренним сопротивлением диффузора ад, то для случая сверх
звуковой снорости эти потери вилючают волновое сопротивле
ние a u ,  т .  е .  соответствуют произведению ноэффициентов давления 
п прямом сначке и в диффузоре : 

Применяя диффузоры специальной формы,  можно осуще
ствлять ступенчатое торможение сверхавунового потока посред
ством различных систем носых сначков уплотнения . Так нак 
за обычным плоским носым сначном снорость остаётся сверхзвуно
вой, то для полного торможения потона нужно за последним 
н:осым сначном поместить прямой сначон или особый ( «сильный>>)  
косой сначон, ноторые дают переход н дозвуновой снорости 
течения . На фиг. 36 сильные носые сначки отвечают верхним 
ветвям нривых а. = f (w) , лежащим выше мансимумов , причём 
фронт сильного носого сначна располагается по отношению 
к набегающему потону под углом не менее 60° . Тольно при этом 
условии (а. > 60°) можно получить за фронтом носого сначка дозву
ковую снорость потока ( М1  < 1 ) .  

Различные номбинации �качнов.исследованы в работе Г .  И .  Пет
рова и Е .  П. Ухова 1) . Рассмотрим вопрос о сверхавуновом диффу
зоре ,  используя результаты этой работы. Обратимся сначала 
к наиболее простой схеме сверхавунового диффузора , в ноторой 
торможение потока осуществляется посредством двух скачнов: 
косого и прямого. В Iюсом сначi{е происходит уменьшение сверх
авуновой скорости , а в прямом скачне-пониженная сверхзву
ковая снорость переводится в дозвунову1о . 

Обозначим ноэффициент снорости невозмущённого потока 
через Лн ,  ноэффициент снорости за носым сначном через Л1 и коэф-

1 фициент скорости за прямым скачном через Лh = 1;- . Rак было уста-

новлено выше ,  носой сначОI{ уплотнения представляет собой пря
мой сначон в отношении нормальных к его фронту составляющих 

1) П е т р о в  Г . И .  и V х о в Е .  П . ,  Расчёт восстановления давJiе
ния при переходе от сверхвnукового потока к доввуковому при равличных 
системах плоских скачков уплотнения, М . ,  1947 . 
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Сiюрости. Поэтому расчёт первого носого сначна системы можно 
произвести по формулам прямого сначка . 

Формулы (41 ) ,  (42) и (43) главы I I I  дают воз�южность рас
считать изменение полного давления в носом сначне уплотнения . 

Теперь , пользуясь выражениями (21 ) и (24) главы 1 1 1 , петрудно 
определить изменение статичеснога и полного давления в прямо:м 
сначне , расположенном за носым сначном . Для этого нужно толь
но учесть , что ноэффициент 1,0  снорости перед прямым снач- ОК ОЛ  н:ом есть лl , тогда : 

k - 1 
Рп Ч- т о,в 
Р1 = 1 _ k - 1 Л2 ' 

k + l 1 

·_ Ро п _ 2( 1 -�+ � Ч\)k� l 
Ou - p - Al k - 1 1 . 0 1 1 - -- -k + 1 Ч  

O,G л/ 
1 

i/ 

! .;- � 1 1" ' 1/ � i' , ...... � ;.!._ 
\ 8  

/ -... � ' 
N... 

� ' 
( 1 7) 

Общее изменение полного 
давления в сверхавуновом 
диффузоре, содержащем но
сой и прямой сначни, опре
деляется произведением ноэф
фициентов давления : 

IJ,2 1 /, -... !'--. 1 .лt.'-� 

Роп 01/. · Оп = - . ( 1 8) Рон 

� \' � t--v Нн=.f 1 ...... _ 

о 10 D JOD D SOD ,.. 70 " 90" 
Фиг.  137 .  Зависимость отношения nол
ных давлений за и nеред системой из 
двух скачков (косой + nрямой) от угла 

косого скач1ш . 

При изменении угла а. между фронтом носого сначна и направле
нием невозмущённого потона отношения значений полного и ста
тичеснаго давлений за и перед системой сначнов изменяются . 

На фиг .  137 приведены нривые зависимости отношения 
полных давлений за и перед системой сначнов от угла но-

. сого сначна при различных значениях снарасти невозмущённого 
потона (т .  е. при различных значениях Мн или Лн) . вычисленные 
для диффузора с двумя сначнами : носой и вслед за ним прямой . 
Каждому значению числа Мн (фиг . 137)  отвечает неноторый угол 
косого сначна (а. опт) , при натором восстановление полного давления 
в диффузоре достигает мансимума ; чем меньше снорость потона , 
тем ближе оптимальный угол н nр ям ому .  Лунитирной линией А 
соединены точни, в ноторых носой сначан вырождается в слабую 
волну ; в этом случае система состоит из одного прямого сначна . 
Пуннтирной линией В соединены точни, правее ноторых снорость 
за носым сначном дозвуновая .  Иначе говоря , ветвь наждой нривой , 
лежащая правее линии В,  отвечает сильному носому сначну , по
зади наторога нет прямого с1шчна . При а. = 90° сильный носой 
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сначок перехо,:�;ит в прямой скачок . В силу изложенного на каж
дой из кривых величины коэффициента давления сrнсrп при а. = 90° 
и при а. = а.0 (угол слабых возмущений) получаются одина
новыми . 

Н а  фиг . 137  видно ,  что превосходство системы-косой скачок 
с последующим прямым скачком перед одним прямым скачком, 
становится существенным только при Мн > 2 . В случае Мн -.2 
оптимальное восстановление полного давления в системе двух 
скачков составляет сrнсrп = 0 ,9 1  (при а.0пт = 50° ) , тогда нан один 
прямой скачоi{ даёт 0 , 72 , т .  е . на 27 % меньше.  При Мн = 3 полу
чается соответственно для системы из д rзух скачков ад = сr н сrп = 

= 0,58 (а.онт = 43°) и для о;:�;ного прямого скачка 0 ,33 (а. = 90° ) ,  
т . е .  два скачка дают выигрыш н полном давлении около 70 % .  
При дальнейшем увеJiичении скорости набегающего потока пре
имущества двух скачiюв становится ещё более значительным . 

Мы рассмотрели подробно систему из двух скачков . Применяя 
с Jюжные системы , состоящие из трёх , четырёх и большего числа 
скачков ,  можно получить лучшие результаты , чем в двухскач
новрй системе . Расчёт любоi1 системы плосrшх скачков уплотне
ния производится с помощью формул (41 )-(57)  главы I I I  и фор
мул ( 1 7 ) ,  ( 1 8 ) .  Можно отыскать оптимальные режимы для сложной 
системы скачков путём последовательного расчёта . Укажем сна
чала , как рассчитывается система из трёх скачков (два косых 
и завершающий прямой) . При этом сперва определяются ноэф
фициент скорости (или число М ) и ;:щвление за первым косым снач
ном при различных углах наклона его фронта и на основе уже имею
щих с я данных ДJIЯ rшждого значения ноэффициента снорости 
за первым скачном подбирается оптимальная система из осталь
ных двух сначrщв (носой с последующим прямым) . В результате 
получаются r;ривые ад = f (а.) , аналогичные приведённым на 
фиг . 1 3 7 ;  по ним устанавливаются оптимальные режимы для си
стемы из трёх сначнов . Далее можно найти оптимальные ре
жимы д.:Iя системы из четырёх сначков (три носых с последу
ющим прямым) .  Для этого нужно вести расчёт при различных 
положениях первого носого скачка , подбирая I\ наждому его поло
жению (по значению снорости за первым скачном) оптимальную 
систему из трёх скачнов . Таким же последовательным расчётом 
можно определить оптимальные режимы для любого заданного 
числа скачков . 

На фиг . 1 38 приведены кривые оптимальных отношений пол
ного давления за системой скачков н полному давлению перед ней 
в зависимости от числа Мн перед системой для случаев :  

1 )  прямой скачон , 
2) носой скачок с последующим прямым сначном, 
3)  два косых скачка с последующим прямым скачком, 
4) три носых скачка с последующим прямым скачком. 
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Оптимальные режимы поJJучены описанным способом и соот

ветствуют максимальному восстановлению поJJного давJJения . 
Из фиг . 138 видно,  что сJJожные 
системы скачков могут дать 
боJJьшой эффект JJишь при очень 
высокой скорости . Так , при 

1, 0 �����-.---.---,--, 
og 
о.в �--������г-�--� 

М < 1 , 5 хорошие резуJJьтаты 
даёт один прямой скачок , и бо- 0.6 

о 1 z 3 

Jiee сJJожные системы в этой 
обJJасти скоростой не требуют
ся . При М >  2 целесообразно 
применять двухекачковую еи
стему (косой с посJJедующим 
прямым) .  Проимущества четы
рёхскачковой системы (три ко
сых с посJJедующим прямым) 
становятся существенными при 
М .>- 3 . 

Выше рассматриваJJись раз-

Фиг . 1 38 .  Зависимость оптиыального 
воестановлепил полнога давления в 
раа::rичных системах сначкоn уп.:ют
ненил от числа М n набегающем 

потоке . 
JJичные системы скачков уnJJот-
нения вне зависимости от I\онфигурации диффузора , которая 
необходима ДJJЯ того , чтобы осуществить нужную систему . ПoJJy-

B ченные результаты при-
мелимы непосредственно 

(J) 

Фиг . 139 .  Схема плоского диффуаора с дву
мя скачками : ОА-первый косой скачок , 
СА-прямой скачок , АВ-косой скачок 

внешнего обтекания . 

К диффузорам ПJlOCKO
пapaJJJJOJlЬHOЙ формы и с 
незначитеJJьными измене
ниями R диффузорам осе
симметричным . 

П ринципиаJJышя схе
ма ПJlOCKOПapaJJJleJJЬHOГO 
диффузора с двумя скач
ками упJJотнения изобра
жена на фиг . 1 39 .  ДJJя 
того чтобы поJJучить пер
вый н:осой сн:ачок с нуж
ным угJJом накJJона а ,  
сJJедует устроить кJJино
образный выступ, откJJо
няющий ПОТОI{ На угол w ,  
I<аторый ДJJЯ заданного 
значения Мн подбирается 
по фиг .  36 . НаJJичие КJJИ-
на не нарушает внешнего 

обтен:ания диффузора , ecJJи расстояние ОС выбрано из усJJовия 
встречи фронта скачка ОА с кромкой входного отверстия . 
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Площадь входного отверстия диффузора должна быть рассчитана 
тан , чтобы снороС1Ъ потона в нё� равнялась снорости за прямым 
сначном . В этом случае прямои сначан помещается в плоскости 
СА и не влияет на внешнее обтенание диффузора .  

На  фиг . 1 40 изображена принципиальная схема диффузора 
<.; тремя сначнами уплотнения . В этом случае поверхность 1шина 
должна иметь излом . 'Угол отклонения невозмущённого потона w1 

Фиг. 140 .  Схема плоского диффу3ора с тре
мя скачками : ОА-первый косой скачок , 
DА-второй косой скачок , СА-прямой 
скачок , АВ-косой скачок внешнего обте-

канин . 

11 угол вторичного отклонения w2 подбираются попрежнему по 
кривым фиг . 36 в соответствии с заданными углами нанлона пер
вого (ct1) и второго (ct2) косых скачков и с учётом скоростей перед 
первым ( Мн) и перед вторым ( М 1) скачнами . Площадь входного 
отверстия СА подбирается по скорости за  прямым скачком ( Мн) .  
Расстояния OD и DC вычисляются и з  условия пересечения скач
нов СА и DA на нромi{е входного отверстия . При данных усло
виях через систему из трёх сначнов проходит тольно воздух , 
поступающий внутрь диффузора ; внешнее же обтенание не воз
мущается этой системой скачнов . 

Принципиальная схема осесимметричного сверхэвунового диф
фузора ничем не отличается от схемы плоеного диффузора . 

Состояния газа за сложными системами осесимметричных 
и плосних сначков (при равных углах нанлона сначнов с одина
новыми порядковыми номерами) должны быть близки между собой . 
В этом можно убедиться из фиг . 141 , на нотарой изображены две 
кривые отношения значений полного давления за и перед систе
мами из двух скачнов (н  осой с последующим прямым) при опти-
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мальных углах нанлона носого скачка в зависимости от числа М н  
набегающего потока . Одна из кривых фиг. 141  соответствует 
осесимметричному ,  другая ( пунктир )-плоскому течевию . При 
расчёте замыкающего прямого скачка в осесимметричном случае 
скорость перед ним (Л1 ) определялась по формуле (53) главы I I I . 
В сложном осесимметричном диф
фузоре все скачки ,  кроме пер
вого, можно считать практически 
плоскими ввиду того , что они 
размещаются в относительно уз-
них кольцевых каналах . 

§ 3 .  Теория газового 
эжектора 

1, 0  
О§ 

IJ,!J 
0,8 
0,7  
D,G 

В эжекторе производится уве
личение полного давления газо- D,� 
вого потока под действием струи 
другого , более высоконапорного 0, 1/  
газа .  Перенос энергии и з  одного 
потока в другой осуществляется O,J 
путём их турбулентного смеше-

\ 
\ 
'\ Кон 
� 1 

llл __, 
'\ 
\ 

'\ 

ния . Назначение эжентора в раз- !i,Z 
личных системах может быть раз
личным.  В одних случаях эжек- 0, 1  
тор  выполняет роль нагнетателя, 
позволяющего подать большое D f 2 J 

'\ 
' 

· -... 

5 G 7 
количество газа сравнительно 
невысоrшго давления за счёт энер
гии небольтого количества газа 
высокого давления . Таново наз
начение эжектора , например , в 
схеме аэродинамичестшй трубы, 
показаиной на фиг . 142 . В баллоне 
1 содержится воздух более высо-

Фиг. 1 41 .  Восстанонление п олного 
данленин за системой из д пух скач
ков (н.осой + п р нмой) п р и оптималь
ных углах rшсого сrшчна в зависи
мости от скор ости п ототш ДJ!Н осе
симметричного и п лосr{ого (пуннтир ) 

течений . 

кого давления , чем необходимо для работы трубы . Однако коли
чество воздуха невелико ,  и для обеспечения достаточно продол
жительной работы трубы сжатый воздух выпуснают в эжеi{тор 
2 ,  где к нему примешивается атмосферный воздух , просасываемый 
эжентором через рабочую часть трубы 3. Чем больше давление сжа
того воздуха ,  тем бoJiьrnee количество атмосферного воздуха 
можно привести в двюЕение . 

Во  многих сJiучаях ЭЖСI{тор используют в начестве эксга
устера ДJIЯ создания понижениого давления в нет{отором объёме . 
ДJiя этой цели эжеi{тор применяется в нонденсационных установ
ках паровых машин и турбин. 
20 Г. Н .  Абра мович 
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Часто эжентор используется для поддержания непрерыв

ного тона воздуха в навале или помещении . Примерам может 
служить изображённая на фиг . 143 схема стенда для испытания 

�----�о���----� 

/?----"7''-i::::r---rA=-�---

Фиг .  1 4 2 .  Схема аэродинамической трубы с эжек
тором · 1-ба:шон со сжатым воадухом, 2-эжектор , 

3-рабочая часть трубы . 

реантивных двигателей . Струя выхлопных газов , понидающих 
двигатель Б, подсасывает в эжентор В воздух из бонса А, обеспе

5 8 

чивая тем самым вен
тиляцию помещения 
и охлаждение двига
теля . Температура га-

Г за в выхлопной шах
те при этом получает
ся пониженной из-за 
разбавления горячих 
газов атмосферным 
воздухом ; иногда это 
бывает основной це
лью применевин эже-
нтора в установнах 
такого рода . Фиг . 1 4 3 .  Схема стенда для испытания реактив

ных двигателей : А-всасывающая шахта . В
двигатель н а  балансирном станне ,  В- эжеi<тор , 

Г-выхлопная шахта . 

В определённых 
условиях эжектор мо
жет быть применён 

для увеличения реактивной тяги путём присоединения н струе 
газа внешнего воздуха .  

Конструнтивные формы эженторов весьма разнообразны . Обыч
но можно выделить следующие элементы эжектора : сопло выеоно
напорного ( эжентирующего) газа 1,  сопло низконапорного ( эжен
тируемого) газа 2 , смесительную намеру 3 и диффузор 4 (фиг.  144) . 

Взаимное расположение , число и форма сопел могут быть 
различными;  это не оназывает существенного влияния на рабочий 
процесс и параметры эжектора .  Если отношение давлений в сопле 
больше нритичесного , то для полного расширения газа надо ис
пользовать сопло Лаваля .  Однано обычно при не очень больших 



§ 3 ]  ТЕОРИ Я  ГАЗ О В ОГО ЭЖЕНТОРА 307 
сверхкритических отношениях давлений, нан и при донритиче
сних режимах , в эженторе применяют нерасширяющиеся сопл& , 
тю< что скорость истечения газов из сопла не превосходи·r ско
рости звуна . 

Намера смешения выполняется либо вся цилиндрической , либо 
имеет сходящийся ноничесний участон на входе . Плоскость срез� 
сопла располагается во входном сечении цилиндрического уча
стка намеры смешения или находится на иенотором расстоянии 

Фиг. 1 44 .  Принципиальнал схема эжектора :  1-со
пло эжектирующего газа , 2-сопло эжектируе

мого газа , 3-камера смешения , 4-диффузор . 

от этого сечения .  Мы будем рассматривать тольно эженторы 
с цилиндрической намерой смешения , начало которой совпадает 
С ПЛОСКОСТЬЮ среза СОПЛа . 

Диффузор эжектора , обычно ноничесний , для повышения эф
фективности процесса сжатия газа выполняется с небольшим уг
лом раствора :  6° -+ 8°. 

Рабочий процесс эжентора сводится н следующему . При уста
новившемен режиме работы эжентора во входном счении сме
сительной намеры устанавливается давление р2 , нотарое всегда, 
ниже полного давления ниююнапорного ( эжеr<тируемого) газа 
р02 • Под действием разности давлений низконапорный газ устрем
ляется в намеру . Относительный расход этого газа , или, нан го-

G2 ворят, I<оэффициент эженции n == G1 ,  зависит от соотношения 
шющадей сопел, от плотности газов, их начальных давлений и от 
режима работы эжентора .  Несмотря на то ,  что снорость эженти
руемого газа во входном сечении w2 обычно меньше снорости эжен
тирующего газа w1 , надлежащим выбором геометрических nарамет
ров эжентора можно nолучить сноль угодно большое значение 
коэффициента эженции n . 

В намеру смешения эжентирующий и эжентируемый газы вхо
дят в виде двух раздельных nотонов ;  в общем случае они могут 
различаться по химическому составу, снорости, темnературе 

20* 
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и давлению , При смешении потоков в намере происходит выравни
�ние параметров по сечению потока. Весь процесс смешения 
МоЛ<но условно разделить на два этапа--начальный и основной . 
Соответственно выделяются два участка смесительной намеры 
(фиг . 145 ) .  

Течение в начальном участке камеры смешения с известным 
nриблиЛ<ением можно уподобить турбулентной струе в спутном 
потоке . Ввиду наличия поперечных пульсационных компонентов 
скорости,  свойственных турбулентному движению , потони внед
ряются друг в друга , образуя постепенно уширяющуюся зону 
смешения--пограничный слой струи .  Нан и в свободной струе ,  
2десь имеются ядро постоянных скоростей эжектирующего газа 

Фиг. 145 .  Изменение поля скоростей в камере сме 
шения эжектора . Г-Г- граничное сечение ,  разделяю

щее начадьный и основной участки камеры. 

и область невозмущённого эжентируемого потока,  лежащие вне 
зоны смешения . Точна О является полюсом струи . Благодаря не
прерывному захватыванию частиц эжентируемого потока высо
нонапорной струёй и увлечению их в зону смешения поддерживает
ся разрежение на входе n камеру , обеспечивающее подачу эжек
,тируемого газа . 

Н а  пекотором расстоянии от сопла , в сечении Г--Г, называе
мом граничным сечением, пограничпый слой струи заполняет 
tзсё сечение камеры смешения . В этом сечении нет зон невозму
щённого эжектируемого и эжектирующего газов , однако пара
метры потона довольно значительно изменяются по радиусу . 
Н а  границах струи скорость примерно равна w2 , в то время кан 

.па оси сечения снорость близка к скорости истечения из сопла w1 • 
Поэтому и в основном участне намеры после граничного сечения 
:пр_одолжается выравнивание параметров .потона . В нонечном сече
нии камеры смешения , отстоящем в среднем на расстоянии 6 --

.. 1Q диаметров намеры от среза сопла , получается достаточно одно
·родная смесь газов , полное давле):IИе Iшторой р03 тем больше пре
,вышает давление эжентируемого газа р02 , чем меньше коэффициент 
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эженции . В ,циффузоре,  устанавливаемом на выходе из намеры 
смешения , сноростной напор смеси частично иреобразуется в ста
тичеснос давление . В тех случаях , ногда используется непосред
ственно сноростной напор газа ,  эжентор вып�шннетсн без диффу
зора . Танова в общих чертах схема процесса смешения газов 
при дозвуновых скоростях .  

При сверхнри:ти:чесном отношении давлений в с опле нартипа 
течения получается неснольно иной . В этом случае статическое 
давление смошивающихся газов во входном сечении н:амеры может 
быть неодинановым . Если 
сопло эжснтирующего га- "--..,_1 
за выполнено нерасши- -.-1-� -----�------

ряющпмся , то при сверх- '---
кри:тичесi-шм отношении 
давлений Статичесное дав
;тн:шие газа на срезе соп
ла превышает давление 
в онружающей среде
эжен:тируемом газе . По
этому после выхода из со
rша А струя эжентирую
щего газа В1) продолжает 
расширяться , скорость её 
становится сверхзвуно
вой, а площадь сечения
большей , чем площадь 

Фиг. 1 46 . Схема теченил n начаJiьном уча 
стие намеры сысшенил при св ерхкритиче 

ском отношении давлений в сопле . 

сечения сопла (фиг . 146) , т .  е .  газовый потон ведёт себя , нан 
в расширнющейся части сопла Лаваля ; роль стенон сопла выпол
нюот границы струи. 

Потон эжентируемого газа в начальном участне намеры дви
жется между струёй и стеннами камеры . В начальном сечении 
намеры сr<орость эжектируемого потона дозвуr,ован , поэтому при 
течении по суживающемуел «наналу }> поток уснорнется , статиче
ское давление в нём па;:щет . 

Сечение 1' - 1' является харю,терным сечением началыюrо 
участка камеры : в нём зананчивается выравнивание статичесних 
давлений потm,ов . В дальнейшем мы будем называть его сечением 
равных давлений . 

С удалением от сопла граница между потоками размывается ,  
сверхзвуковое ядро эжеr<тирующей струи суживается , происхо-
дит постепенное выравнивание параметров газа по сечению сме
сите;тьной камеры . Н а  фиг . 147 и 148 приведены фотографии теtrе
нин в начальном участке намеры на различных режимах , полу
ченные при помощи оптического прибора . 

1) На фиг . 146 струн течёт слева направо . 
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Рабочий процесс эжентора сопровождается потерями . Наряду 

с обычными потерями на трение о стенни сопел и намеры смеше
ния при работе эжентора возникают потери особого рода , свя
занные с самим существом пропесса смешения потоков . Опреде
лим изменение кинетической энергии , происходящее при сме
шении двух газовых потоков , сенундный расход и скорость в 
которых обозначим соответственно G1 , w1 и G2 , w2 • Если предполо
жить , что смешение потоков происходит при постоянном давле
нии (следует иметь в виду, что это возможно либо при специ
альной профилировке камеры смешения, либо при смешении 
свободных струй) , то количество движения смеси должно быть 
равно сумме количеств движения потоков : 

( 1 9) 

откуда 

Кинетическая энергия смеси 

Е _ G1+G2 2 _ 1' (G w , + G2w2)2 см - L.g Wсм -- 2g GI +G2 
иеньше суммы нинетичесних энергий потоноn 

Е1 + Е2 = ig (G1w� + G2w�) 

на величину 

(20) 

которая представляет собой потери нинетичесной энергии, свя
занные со смешением двух потонов . Из формулы (20) видно, 
что независимо от температуры, плотности и т .  д .  потери нине
тичесной энергии тем больше, чем больше разность сноростей 
смешивающихся потонов . Эти потери аналогичны потерям при 
ударе неупругих тел . 

В цилиндрической намере смешения эжентора происходит 
nодобный процесс ,  но сопровождаемый изменением статичеснаго 
давления . Сравним параметры потона в двух проиавольных 
сечениях :камеры а и Ь (фиг. 149) ; очевидно ,  что поле сноростей 
в сечении Ь более равномерное , чем в с ечении а .  Вследствие 
равенства расходов газа в обоих сечениях средняя по площади 
скорость при 1 = const не изменяется :  

- G 1 \ 1 \ w = 1F = '1.7 J w dF = F J u: dF.  
(а) ( Ь ) 

(2 1 )  
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Напомним, что степень неравномерности поля сноростей харан
теризуется ноэффициентом поля 

Sw2 dF 

't = 

F 
( S w dF)2 . (22) 

При равномерном поле скоростей коэффициент поля 't равен 
единице . Во всех едучаях неравномерного поля 't > 1 ;  чем не
равномернее поле, тем больше веJrичина 't .  В нашем случае 
't a  > 'tь · Согласно (21 )  и (22) 

Следовательно, 

� w2 dF > � w2 dF . (23) 
( а) ( Ь )  

Итак, интегра;тr � w2 dF , опредеJiяющий нолячество движения 

в потопе , состав.-т:шет б6пьшую величину при неравномерном 
пoJie скорости, чем при равномерном , хотя средние по сечению 
скорости и одинаковы . 

Запишем теперь уравнение I<оличества движения между 
сечениями намеры смешения а и Ь: 

; � rш2 dF - ; � w2 dF = (p2-Pi) F.  
(а) ( Ь ) 

На основании неравенстnа  (23) левая часть данного уравнения 
всегда положительна , отсюда р2 > р1 • Другими словами, вырав
нивание поля сноростеi1: в ципиндричесн:ой трубе происходит 
с пониженнем количества движения и возрастанием статиче
ского давления . Эжентор , пон:азанный на фиг. 149 , подсасывает 
атмосферный воз;:�;ух и выбрасывает его вновь в атмосферу . Это 
возможно лишь потому, что статическое давление во входном с ече
нии намеры смешения меньше,  чем в выходном сечении . Заметим , 
что иногда при смешении газов различной температуры nозможно 
и снижение статического давления по длине камеры . 

В некоторых случаях намеру смешtJния стремятс я спрофили
ровать так , чтобы процесс проходю1 при постоянном давлении. 
ДJiя этого площадь сечения намеры должна уменьшаться с уда
лением от coпJia . Ниже мы рассматриваем только цилиндри
ческую намеру смешения. 
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Отношение площади сечения эжентирующего сошiа F 1 н пло

щади сечения намеры F3 представляет собой важный гео
метричесний параметр , харантеризующий: данный эжентор . 

В расчёте эжентора мы будем пользоваться геометрячееним пара
метром 

Эжентор с большим значением а. ,  т . е .  с относительно малой 
площадью камеры , является выеононапорным , но не может 
работать с бо;Iьшими ноэффициента:ми эжшщии ; эжентор с :ма

f,O 
р 
Рн 

1!6 
O,i 

\ \ \ 
'.../ 

и 

v 
---

/ 

f 2 3 4 t .r 7J 
Фиг.  149 .  Изыененис статического давлс-

ния вдоль камеры смешения .  

.'Iым значением а позво-
ля е т подсосать большое 
количество газа , но :мало повышает его напор . 

Степень уширения диф
F фузора f = l"4 -отношение 

' з 
площади на выходе из диф-
фузора н площади на вхо
де в него-является вто
рым харантерным нон
струнтивным параметром 
эжентора . В ряде с лучаен 
(например , при задан
ном статичеснам давленив 
на выходе из эжентора) 
степень уширения диффу

зора f су щественно влияет на все  параметры эжентора . С увешr
чением f снижаетс я  статичесное давJюние в намере с мешения , 
растут снорость ышштирования и ноэффициент эженции . В других 
случаях , погда заданы параметры потона на входе в намеру , 
степень уширения диффузора определяет лишь статичесное дав
ление ·и снорость смеси в выходном сечении эжентора . Рацио
нальная степень уширения диффузора ограничивается возраста
нием потерь на трение при чрезмерной его длине . 

Перейдём н расчёту газового эжентора .  Сопла и диффузор эжектора принuипиально не отличаются от обычны х сопел и диффу
зоров , расчёт ноторых излагался выше . Основные трудности в о а 
нинают при·расчёте намеры смЕшения , т .  е . при определении пара
метров смеси газов по исхоляым параметрам газов перед входом 
в эжентор . Замечательным является тот фант, что для опреД<�ления параметров потона на  выходе из намеры рассмотрение 
самого процесса смешения не обязаrельно . Нет необходимостп 
танже предварительно вычислять потери . вознинюощие в про
цессе смешения,  и анализировать механизм процесс а . 
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Течение газа в любом участке камеры смешения подчиняется 

трём основным уравнениям : уравнению сохранения энергии , 
уравнению сохранения массы и уравнению количества дви же
ния . Этих уравнений достаточно для определения трёх параметров 
смеси газов в выходном сечении ка меры смешения, если поток 
здесь можно считать одн омерным .  Три параJ..tетра полностью ха
рантеризуют состояние газа и позволяют найти JJюбые другие его 
пара метры . По ним же можно, если это требуется .  найти потери 
энергии при смешении потоков . Таним образом, здесь ,  тан же 
нан при решении задачи о сначке уплотнения, мы не вводим 
в исходные уравнения нинаних условий о необратимости про
цесса ,  однако после решения их nриходим н результату, кото
рый соответствует течению с потерями , т .  е .  росту энтропии . 

• Метод расчёта эжентора с учётом сжимаемости газов был 
преДJюжен С. А. Христианоничем в 1944 г. В труда х  М. Д. Мил
лионщинова ,  Г.  М. Рнбиннова ,  Е. Н .  Сонолова ,  Б .  М. 1:\иселёва 
и др . теория газового эжентора был а  развита и дополнена ,  
а метод расчёта существенно упрощён благодаря nрименению 
газодинамических функций . 

Запишем основные уравнения , связывающие параметры 
потока во входном и выходном сечениях цилиндрической намеры 
смешеnия . Параметры эжектирующеrо газа отметим индексом 1 ,  
параметры эжектируемоrо газа-индоксом 2 , параметры смеси 
в выходном с ечении намеры -индексом 3, параметры заторможён
ного потока-- дополнительным инденсом О . Будем считать задан
ными nараметры лотонов во  входном сечении намеры смешения 
и построим решение таним образом, чтобы из трёх уравненпй : 
уравнения сохранения массы, уравнения энергии и уравнения 
количества движения определить температуру торможении,  
ноэффициснт скорости и полное давление с меси газов в выход
ном сечении камеры . 

3анон сохранения массы записываем в виде 

Ga = Gl + G2 
пли 

(24) 

G 
где n = с: - ноэффициент эженции. Пусть теплопередача чере3 

стенни эжентора отсутствует .  Тогда на основании закона сохра
нения энергии можно записать:  

G1 с ср1 Т1 + А �: )+ G2 ( ср2 Т2 + А �;) = Gз с ср3 Т3 + А�;) , 

или, переходя к температурам торможения, 

GlcplTot + G2cp:�To2 = Gacpз Tos · (25) 
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'Ганим образом. независимо от  характера процесса в камере сме
шения суммарное теплосодержание смеси,  отвечающее состоянию 
полного торможения , равно сумме полных теплосодержаний эжек
тирующего и эжектируемого газов . РаздеJIИМ обе части уравне
ния (25) на G1 и подставим в него соотношение (24) .  Пренебре
гая различием в теплоёмкостях газов , получим: 

(26) 
Примем обозначение 

Тогда из (26) следует : 

(27) 

Это уравнение позволяет определить первый искомый параметр 
температуру торможения (или критическую скорость звука) в вы
ходном сечении камеры смешения . 

Внешние силы , действующие на боковую поверхность газо
вого потока между начальным и нонечным сечениями цилиндри
чесной камеры смешения , не дают составляющих , параллельных 
оси намеры (ес ли не учитывать трения о стею>и намеры) . По
этому изменение сенундного количества движения потоков рав
но разности cиJI давления на граничных сечениях камеры сме
шения . В общем случае , когда во входном сечении камеры 
статичесние давления эжектирующего и эжектируемого газов 
различны (но постоянны по сечению на ждого сопла) , уравнение 
nоличестна движения записывается в виде 

или 

G1 + G2 Gз F F F g W1 g W2 - g Шз = Рз з - Pt 1 - Р2 2 

(28) 

Следуя Б .  М .  Rиселёву, преобразуем это уравнение при по
мощи газодинамических фуннциii . Заменим выражения импуль
сов соглас но формуле ( 1 1 3) главы V :  

_Q_ w + pF = 
k -!rk 

1 _Q_ анрz(Л) . 
g � g 

k+1 Различием в величине � для газов и смеси будем пренебре-

гать . Из (28) получаем : 

(29) 
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Это уравнение имеет тн.кой же  вид, кан уравнение ( 19) ,  запи
санное без учёта сжимаемости газа и изменения давления в по
тоне , причём величина 

аир z (Л) = аир (Л + � ) 
играет ту же роль , что и величина снорости w в уравнении ( 19) .  
Поэтому решение уравнения (29) по существу не отличается 
от решения уравнения ( 19) ,  толыю вместо скорости w3 здесь мы 

1 
определим величину z (Л3) = Л3 + - . Разделим обе части урав

Аз 
пения (29) на G1a 1 ир и подставим введённые выше безразмер
ные величины 

2 
n = §_ И 6 - а2 ир 

Gl - aj ир . 
Воспользовавшись уравнениями (24) и (27) ,  получим : 

z (Л1) + n]/ f .  z (Л2) = У (п + 1) (n� + 1) z (Л3) .  (30) 
Это уравнение даёт возможность по параметрам га зов на вхо

де в намеру определить газодинамичесн:ую функцию z (Л3) , а ста
ло быть , и коэффициент снарасти смеси на выходе из намеры Л3 • Из главы V мы знаем, что нашдому значению z (Л) соответ
ствуют два взаимно обратных з начения Л .  Другими словами , 
при заданных параметрах смешивающихся потанов на входе в на
меру возможны два режима течения на выходе из намеры сме
шения, один из ноторых дозвуновой, другой - сверхзвуновой . 
Ниже изложены соображения ,  nозволяющие в каждом случае 
выделить реальный режим течения . 

Таним образом, два параметра смеси Т03 и Л3 определены . 
Для нахождения третьего искомого параметра - полного давле
ния смеси р03 - воспользуемся уравнением (24) , полученным на 
основании занона сохранения массы : 

�: = n + 1 . 

Заменим величины расхода газа G3 и G1 при помощи соотноше
ния ( 107) главы V :  

где 

G = m Po F · q (Л ) ' 
V To 
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Уравнение (24) принимает вид 

Роз . F з .  q (Ла) VT ot = n + 1 . 
PoJ F1 q (л1) Тоз 

[rл .  VI J 

т Заменим отношение температур т
01 согласно (27) и учтё:и , что 03 

по условию цплиндричности камеры 

Щ 1 И  
Fз = Fl + F2 
Fз = 1 +..!_ F1 а ' 

где Ft .. а = F2 - геометрическим параметр Rамеры смешения . Полу-

чаем : 
Роз 
Ро1 

(3 1 ) 

TaR Rar.; Аз определено из уравнения (30) , то по уравнению 
(3 1 ) можно найтп полн�:>е давление на выходе из Rамеры смеше
ния Роз · 

В уравнениях (27) ,  (30) и (3 1 ) ,  помимо параметров газов 
перед смешением. фигурирует безразмерная величина n - Rоэф 
фициент эженции : 

G2 n =  Gl ; 
она может быть выражена через параметры потоков на входе n 
Rамеру и не является, таним образом , независимой . С помощью 
уравнения расхода в виде ( 1 07) главы V получаем : 

P02 F2 q () 2) 1 1 Tot n = _:_::;:__.::....:.....:.....:cc__=::::::-
Pot Fl q (ЛJ )  У То2 

и л и  

(32) 

Это соотношение связывает ноэффициент эженции n е гео
метричесн:им параметром эжентора а и параметрами . газов на 
входе в намеру . 

Полученных уравнений: вместе с соотношением (32) достаточ
но для определения параметров потона n выходном сечении Rа
меры по заданным начальным параметрам потонов и ноэффи
циенту эженции (или по геометричесному параметру а) . 

Напомним,  что n этом nростейшем расчёте Rамеры смешения 
учтены ли шь основные потери , свойственные процессу смешс-
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ния - потери н а  удар . В ряде задач , однано , играют существен
ную роль потери на трение о стенки :камеры . Легко убедиться ,  
что для учёта сил трения о стенки необходимо изменить ви,l'( 
лишь уравнения импульсов . 

Действительно , при составлении суммы сил , действующих 
вдоль оси потона , нужно учесть силу трения о стенки , которую 
выражаем по обычной формуле 

Обозначив 
' l 

-:z п = 'l 
и проведя несложные преобраJования ,  имеем : 

Р тр = '1 � а 3 нр • А3 •  g (33) 

Если это выражение подставить в nравую часть уравнен ия 
количества движения (28) , то В J\юсто н:опечного уравнения (30) 
получаем следующее уравнение : 

z (Л1) + nJ/ O z (Л2) = Y (n т 1) (n 'J + 1 ) [ z (A3) + k�l v),з ] . (34) 

Нахождение из него коэффициента скорости Аз не представляет 
трудностей : Что касается остальных уравнений , то nри учёте 
трения они остаются без изменения (равенство расхода и полной 
энергии газа во входном и выходном с ечениях камеры сохра
няется независимо от наличия трения) . 

По па раме г рам потока на выходе из намеры смешения можно 
рассчитать параметры его в выходпом сечении диффузора . Тем
пера'I ура торможения потока при течении в диффузоре не изме
няется : 

(35) 

Вследствие возникающих в диффузоре п·отерь полное давление газа 
n Rыходном сечении диффузора меньше , чем во входном сечении: 

Ро4 = 0дРоз • (36) 

где од < 1 - коэффициент полного давления . 
3ависимость од от Аз по экспериментальным данным R . С .  Сцил

ларда описана в § 2 и приведена па фиг . 132 . Следует иметь 
в виду, что при работе диффузора в эжекторе поле сноростей 
на входе в диффузор обычно обладает заметной неравпомер
ностью , поэтому коэффициент полного давления од несколько 
снижается по сравнению с данными , полученными в условиях 
равномерного поля скоростей . 
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Для определения коэффициента скорости на выходе иа диф

фузора воспользуемся уравнением неразрывности в форме ( 107) 
главы V :  

Роз Fз · q (Лз) 
У Тоз 

Учитывая соотношения (35) и (36) , приводим это уравнение к 
виду 

(37) 
F 

где f = F: - степень уширения диффузора . 
Часто бывает заданным статическое давление газа на выходе 

из диффузора р4 (например , при выходе газа из эжектора 
в атмосферу) . В этом ел уча е удобно выразить расход газа в вы
ходном сечении диффузора посредством формулы ( 1 10) главы V: 

G Р 4 · F 4 · '11 (Л4) - т '-"-----"='------= 4 - У То4 ' 
что приводит к следующему виду уравнения неразрывности : 

(38) 
По значению функций q (Л4 ) или у (Л4) с помощью таблиц 

газодинамических функций можно определить величину коэф
фициента сворости Л4 • 

По найденным трём параметрам потока р04 , Т04 и Л4 легко 
вычислить все параметры в выходном сечении диффузора . В са
мом деле , 

k 
Р4 = Ро4 · 'lt (Л4 )  = Pu4 ( 1 -

�=� Л� ) k- t , 
1 

Ро 4 ( 1 k - 1  2 \ k-1  
i4 = Rтo4 . - k + 1 Л4 )  . 

Таким образом , если с читать известными полные давления , 
температуры торможения и коэффициенты скорости газовых по
токов во входном сечении цилиндрической к амеры смешения, 
то , по.льзуясь уравнениями (27) , (30) ,  (3 1 ) ,  (32) , (35) , (36) , (37) , 
можно определить конечные параметры смеси газов . Полные 
давления и температуры торможения эжектирующего и эжекти
руемого газов обычно заданы или легко определяются по пара
метрам газов перед соплами эжектора .  Что касается коэффици-
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ентов скорости Л1 и Л2 , то они зависят от статического давле� 
ния во входном с ечении камеры смешения, которое до расчёта 
эжектора неизвестно ; оно определяртся режимом работы и эффек
тивностью камеры смешения и диффузора . Поэтому в большин
стве случаев для расчёта эжектора приходится задаваться рядом 
значений Л1 и Л2 и находить характеристику эжектора-зависи
мость конечных параметров эжектора от сноростей во входном 
сечении камеры . По этой харак
теристике и выбирают режим, со- Ро9 
ответствующий условиям данной Ро2 
нонкретной задачи, т .  е . , напри
мер , заданному статическому или 
полному давлению смеси газов , J,O 
заданному коэффициенту эжекции , 
максимальному увеличению реан
тивной тяги и др .  

Н а  фиг . 150 приведела сетка 
кривых р04 = f (п, Л2) , построенных 
для заданных полных давлений 2,0 
газов при условии Л1 = 1 и Т 01 = Т02 • 
Очевидно ,  наивыгоднейшим режи
ма м соответствуют соединённые 
пунктирной линией точки макси
мального полного давления смеси 

-
-г- Pgl J. - = lf 

г- Pgg 
v 
...... \ 

v 1 
....-�""" 1 
....-�""" 

/ 
� � 

п 

-. D,Of 
- . L 0, 1�-

r-.... o,z. �-
- O,JO 
- о, 1/f! �30-=- 5!1 
- �70г--. 8� ,/J. rf--- 1.30 

газов . Следует иметь в виду , что I,Du,2 O,J U.lf ll.J D,li ll,J u,8 tl,! !,fl при различных значениях Л2 для A.z 

i,o1-

получения данного значения коэ<f:- Фиг. 1 5U .  3авuсимость отношения 
фициента эжекции необхо;щмо вы
бирать по формуле (32) различные 
величины геометрического пара-

F метра rJ. = F: . Поэтому точки кри-

полных давлений Ро4 от коэффиРо2 
циента эжекции и входпой скоро

сти эжектируемого га3а . 

вой n = const на фиг .  1 5 0  соответствуют различным эжекторам: чем 
больше Л2 , тем меньше относите;riьная плошадь камеры смешения . 

При выборе величин коэффициентов снорости Л1 и Л2 необхо
димо учитывать некоторые дополнительные условия , ограничи
вающие область возможных режимов . 

Так,  при дозвуновом режиме истечения газов из сопел можно 
считать постоянным статичесное давление во входном сече
нии намеры . Это условие связывает между собой значения Л1 
и Л 2 ,  таи нак при 

имеем : 
h h ( 1 k- 1 л2 )h-1 - ( 1 k- 1 л2 \ fl- t  

Ро1 - k + i 1 - Ро2 - k + 1  2 )  ' 
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или сокращённо: 

(39) 
Таким образом , толыю один из коэффициентов скорости может 
быть задан произвольно;  значение другого определяется по урав
нению (39 ) , после чего величины Л1 и Л2 подставлюотел в формуJJы для расчёта намеры смешения и диффузора .  При сверх
нритическом отношении давлений в сопле эжектирующего газа ,  
когда Л1 = 1 ,  статические давления газов в о  входном сечении 
намеры могут быть различными , и величина  Л2 выбирается 

неза nисимо от Л1 •  Одна но и в этом случае , на  н показали 
М .  Д .  :Миллионщинов , Г .  :М .  Рябинrюв и Е .  Н .  Соколов , 
существует условие, ограничивающее выбор Л2 • Выше указы
валось,  что при с верхкритическом режиме течения статиче
ские давления газов становятел одинаковыми на иенотором рас
стоянии от эжентирующего сопла ,  в тан называемом сечении 
равных даВJюний (фиг .  146) . Скорость эжентирующего газа 
в этом сечении больше снорости звука ()-� 1 ) ;  площадь сече
ния эжентируемого газа здесь минимальна , тан что снорость 
его не провосходит звуковую ()-� <.: 1 ) .  

Приближённо можно поJшгать, что д о  сечения равных давле
ний потоки тонут . не смешиваясь друг с другом, причём noJшoe 

давление и температура торможения в к аждом из них nостоюшы . 
Тогда условие равенства статичесних давлений связывает между 
собой ноэффициенты снорости га зов ),� и /,� уравнением 

У еловне цилиндричности намеры смешения между сечениями 
1 - 1  и 1' - 1' означает, что 

F1 + F2 = F� + F; 

или 

Если в потоке 

р0 = cons t ,  G = const , Т0 = const, 

то согласно уравнению расхода 

F 
= con �t 

q (Л) • 

Заменял в ура внении цилиндричности намеры отношение пло-
u Fi F' 

щадеи F1 и F: отношениями соответствующих фуннций q (Л) ,  
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получаем: 

а. + 1 = q (Л I ) а. +  q (Л2) 
q (Л:l) q (Л:;) 

или 

(41) 

где а--геометрический параметр камеры смешения . Это уравне
ние связывает коэффициенты скорости эжектируемого газа во 
входном сечении камеры и в сечении равных давлений . 

Таким образом, задаваясь одной из величин Л� или Л� ,  нахо
дим по уравнению (40) значение другой,  а затем по уравне
нию (41) величину Л2 • Легко видеть, что Л2 < Л� .  Предельное зна
чение л; равно единице ; ему соответствует определённое значе
ние Л2 max < 1 ,  которое является предельно возможным для дан
ного эжектора  и заданных нача льных параметров газов . 

Поэтому произвольно выбирал в расчёте значение Л2 , нельзя 
быть уверенным, что соответствующий режим реально осущест
вим. Если выбранное значение А2 > Л2mах . то это означает, что 
расход эжектируемого газа должен быть больше предельного, 
получающегосл при критическом режиме в сечении равных 
давлений, что невозможно .  

"Уравнения (40) и (41) позволлют выделить область реально 
существующих режимов работы эжектора при сверхкрити
ческом отношении давлений . 

Если величина а. неизвестна (например , при проектировании 
эжектора по заданным значениям n и В ,  Rогда а. должно быть опре
делено в результате расчёта) , то в формулу (41) вместо а. нужно 
подставить его выражение согласно (32) .  Уравнение (4 1 ) в этом 
случае принимает вид 

q (Л2) = q (Л�) г 1 - � . Ро2 . q (Л2) J q (Л�) - 1 } J 
� n 11 fJ Ро 1 q (Лl) t q (Лl) 

ИЛИ 

( ' ) q (Л:i) 
q л2 

= 1 l 1 1 
J 
. ( 42) 1 + n V 6 · �:: q (Л:i) q (Al) - q (Лl) 

При определении коэффициента скорости на  выходе из камеры 
смешения Аз обычно возникает з-атруднение, связанное с тем, 
что найденному из уравнепил (30) значению функции z (Аз) = 

1 = Аз +  "-з может соответствовать два значения А3 , взаимно об-

ратных, т. е .  связанных зависимостью 

21 Г. Н. Абрамов11ч 

(.43) 
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Эта же зависимость была получена в § 1 главы I I I  дпя ноэф
фициентов снорости до и после прямого сначна уплотнения . 
Поснольну в nримом сначне полная энер гия , импульс и расход 
газа не изменяются,  все  уравнения намеры смешения сохраняют 
силу, если где-либо в намере возниннет сначан уплотнения . 
В этом смысл неоднозначности решения уравнения (30) . Одна но 
не оба значения Лз реально возможны . Тан , например , при 
Л1 < 1 и Л2 < 1 реально лишь дозвуновое решение для Лз ; сверх
авуновое решение при этом соответствует физичесни невозмож
ному сначну разрежения . 

Анализ поназывает ,  что сверхавуновой режим на выходе из 
намеры смешения становится возможным лишь в том случае, 

р0� ногда снорость эжентируе-
Р02 маго газа н сечении равных 
3,5  давлений достигает снорости ---...... 

3,0 

2,5 

2,0 

t,S 
Фиг. 

1-t--, r-ь-.... r--. 
.... 

звуна , т .  е .  л; = 1 .  При Л� < 1 
режим течения на выходе из 
намеры всегда дозвуновой . 
Этим можно руноводствовать
ся при решении уравнения 
(30) относительно Аз · При 
Лз > 1 диффузор эжентора 
работает нан расширяющая
си часть сопла Лаваля .  

Параметры одного и того 
o.z 

1 5 1 .  
ач аб ао п 1.0 же эжентора могут сущест

Характеристика эжектора 

при Pol = 10.  
Ро2 

венно изменяться по режи
мам его работы . Харантери-
стиной эжентора называется 
зависимость между его двумя 

основными параметрами - напором (степенью повышения давле
ния) и производительностью (ноэффициентом эженции) . 

Н а  фиг .  151  приведена харантеристина  эжснтора ,  получен
ная из опыта путём изменения давления на выходе из эжентора 
при постоянных полных давлениях смсшивающихся газов р01 
и р02 • Левая ветвь харантеристини; с оответствует режимам,  ногда 
ноэффициент эженции невелин и снорость эжентируемого газа 
нигде не достигает снорости звуна . Снижение давления на 
выходе р4 приводит на этих режимах н снижению давления 
во входном сечении намеры, т. е. н увеличению снорости и рас
хода эжентируемого газ а .  

Расход эжентирующего газа ,  снорость нотарога обычно близна 
н звуновой, изменяется мало, а при сверхнритичесном отношении 
давлений вообще остаётся постоянным .  Поэтому уменьшение 
давления на выходе из эжентора приводит н значительному 
возрастанию ноэффициента эженции . 
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При дальнейшем уменьшении давления р4 снорость эженти

руемого потона в сечении равных давлений становител равной 
снорости звуна ;  эжентирующий газ в этом с ечении движется 
со сверхавуновой сноростью . Поэтому изменение давления юi 
выходе из эжентора не влияет на снорости и расходы газов: 
во входном сечении намеры . Коэффициент эженции на этих 
режимах равен постоянной величине , предельной для данного 
эжентора .  Предельным режи- р02 мам работы эжентора соот- Т 1 

u 01 --.--ветствует вертинальныи уча- о.ц 

v 
стон харантеристини . 

На фиг . 1 52 приведела 
другая ха рантеристина эжен
тора ,  связывающая ноэффи
циент эженции с полным дав
лением эжентирующего га
за  р01 при постоянном пол
ном давлении эжентируемого 
газа р02 и постоянном стати
чеснам давлении на выходе 
р4 • Танал харантеристина 
представляет интерес , напри-

1 

1 

о .г 

о fl д 0.04 0,08 0.}2 0,16 0.20 
Т! 

Фиг. 1 52 .  Связь между коэффиn;иентом 
эжекции и отношением полных давлений смешивающихся газов при а = 0 ,4  .. 

�:2 = 1 .  (А - запирание эжектора . ), 

мер,  для эжентора ,  поиазаиного на фиг . 149 , для нотороrо' 
давJшнил Pu2 и р4 равны атмосферному . 

Когда давление эжентирующего газа возрастает , то расход
его через сопло увеличивается пропорционально произведенюо.: 

эжентирующал способность струи при этом усиливается, разре
жение в намере смешения и снорость эжентируемого газа на, 
входе в намеру возрастают. Расход эжентируемого газа уве
личивается медленнее , чем расход эжентирующего газа (про
порционально величине q (Л2) , тан нан полное давление р02! 

G 
неизменно) . Поэтому ноэффициент эженции n = с: уменьшаете� · 

с увеличением полного давлепил эжентирующего газ а .  
Уменьшение ноэффициента эженции становится ещё более · 

значительным, ногда струя эжентирующего газа ,  расширлясь. 
в начальном участие намеры, уменьшает площадь эжентируемог.о, 
газа в сечении равных давлений. При неиотором значени:w 
полного давления р01 струя эжектирующего газа . в сеченииr 
равных давлений заполняет всю площадь намеры смешения . 
Расход эжентируемого газа при этом равен нулю . Это. явление· 
называется запиранием эжентора ;  на харантерист:ике· ему �оот
ветствует точRа А. 

21*' 
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Все рассмотренные режимы работы эжентора J I  харантери

стини в целом могут быть рассчитаны для эжентора заданных 
размеров по изложенному методу расчёта . В частности, момент 
запирания эжентора можно определить из уравнения (41 ) :  

q (Л2) = q (Л�) [ 1 - а { :  ��i� - 1 } ] . ( 44) 

Rаждому значению а соответствует неиоторое значение q (Л� ) ,  
отвечающее условию запирания эжентора q (Л2) = О, т .  е .  G2 = О. 
При помощи уравнения (40) 

7t (Л!) 
Ро2 = Ро1 7t (Л� ) (45) 

мошно найти значение р02 , при натором наступает запирание 
эжентора .  

П р и м е р р а с ч ё т а  э ж е н т о р а . Для испытательного 
стенда , поиазаиного на фиг .  143 ,  требуется подобрать эжентор , 
обеспечивающий просос воздуха для вентиляции помещения 
и охлаждения испытуемого двигателя . Расход воздуха нужно 
выбрать тан , чтобы температура газов в выхлопной шахте TtJ4 
была не выше 600° абс . Параметры газа на выходе из сопла 

двигателя р01 = 2 ��:82 , Т01 = 900° абс . Параметры воздуха в бонсе с .,и 
р02 = 1 , 03 ��:82 , Т02 = 300° абс . Статичесное давление в выхлопной 

с-и . 
шахте р4 , определяющоеся сопротивлением выхлопной системы , 
принимаем равным 1 ,05 кJfс.м2 • 

Расчёт наtrнём с определения ноэффициента эженции . Пренеб
регая различием в теплоёмкостях воздуха и газа ,  из формулы 
(26) пОJ1учаем : 

n = 
Тоi - Тоз 

= 
900- 600 = 1 . 

Тоз - То2 6UU- 30U 

Таним образом, заданное снижение температуры газов может 
быть достигнуто путём подмешивания воздуха в ноличестве, 

· равном расходу газа через двигатель .  
Отношение давлений в сопле двигателя выше нритичесного, 

поэтому Л1 = 1 .  
Нан мы уназыва;rи выше, для расчёта необходимо задаться 

рядом значений ноэффициента снорости Л2 и воспользоваться 
последоватепьно уравнениями (40) , (41 ) ,  (30) . 

Легно убедиться,  что решение поставленной задачи неодно
значно.  Заданным условиям удовлетворяет ряд эженторов ,  отли
�ающихся геометрячееними параметрами а и f. Однано, прежде 
чем начать расчёт различных вариантов эжентора, определим 
область реально возможных параметров . -

Найдём значение величины Л2 , при котором в сечении равных 
давлений скорость эжектируемого воздуха равна снорости звуна , 
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т . е .  Л� = 1 ,0 .  3адаёмся значением А.� = 1 ,0 ,  т .  е .  q (Л�) = 1 ,  
'lt" (Л�) = 0 ,528 . Из формулы (40) находим : 

'lt" (Л�) = Ро2 'lt" (Л;) , Ро1 
чему соответствует : 

л� = 1 , 365 и q (Л1 )  = 0,850.  
Подставляя найденные значения величин, а также значения 

т 1 q (Л1) = 1 и В = т:: = 3 в уравнение ( 42) , имеем: 

1 q (Л2) =  - 1 , 03 1 [ 1 ] = 0,865 .  
1 + VЗ · - · - --1 2 1 0 , 85 -

Этому значению q и соответствует максимально возможное значе
ние Л2 = 0,664. 

Теперь можно задаться несколькими звачениями Л2 < 0,664 
и провести расчёт по изложенному выше методу . Выбираем, 
например, Л2 = 0 ,6 .  Из формулы (32) находим, что для задан
ного коэффициента эжекции n = 1 геометрический параметр 
к амеры смешения 

ct = -1 - . р02 • q (Л2) = lf3 . 1 , 03 . 0 , 8109 = О 
723 

n V 6 Ро1 q (Лl) 2 1 ' · 

Статическое давление во входном сечении камеры 

P2 = P02 · '1t" (Л2) = 1 ,03 · 0 ,8053 = 0,83 -,;гjс.м2 • 
Подставляем значения z (Л1 ) = 2 ,0  и z (Л2) = 2 ,267 в уравнение (30) 
и определяем значение коэффициента скорости на выходе из ка
меры смешения : 

-vт . 2 + 1 · ;r · 2 , 267 
z (Л3) = у = 2 ,026 . 1 , 333 - 2  

Так как Л� < 1 ,  то реальному режиму соответствует дозвуковое 
решение , т .  е. Л3 < 1 .  

Чтобы избежать вычитания близких величин и тем повысить 
точность вычисления, рекомендуется дозвуковое решение иреоб
разовать так : 

Л _ z (Л3) - V z (Лз) 2 - 4 _ 2 (46) 3 - 2 -
z (Л3) + у z (Л3)2- 4  • 

Отсюда находим: 
Л3 = 0,854,  q (Л3) = 0, 9743 .  

Теперь можно вычислить полное давление после смешения п о  
формуле (31 ) :  

111 , 333 - 2 1 Р03 = 2 1 + 0 , 723 . 0 , 723 . 0 , 9743 = 1 ,405 . 
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Полное давление на  выходе из диффузора определяем по 

.формуле (36) , причём ноэффициент од выбираем равным 0 ,93 : 

Р04 = Од · Роз = 1 ,405 . 0 ,93 = 1 , 305 . 

Из условия задачи известно давление в выхлопной шахте , 
'11' . е .  давление на выходе из эжентора р4 = 1 , 05 . По величипе 

находим: 

Теперь можно 

Р4 1 , 05 О 80 , (Л ) р04 = 1 , 405 . 0 , 93 = ' Ч: = 'lt  <1 

А4 = 0 ,602 и q (Л4) = 0,81 27 .  

определить степень уширения диффузора f .  Со

а 

гласно формуле (37) 

/ = q ('лз) , _i = 1 , 29 . 
q ('л4) ад 

Таним образом,  один из возмож
ных вариантов эжеRтора опре
деляется геометричесRими пара
метрами 

а. =  о,  723, 1 = 1 , 29 .  
о,ч����----��--�-0,3 1 0,4 o,s (},о А2 Если известна площадь реаR

тивного сопла , то по этим па
раметрам можно найти и абсо
лютные размеры Rамеры сме
шения и диффузора .  

Фиг. 1 53.  Параметры эжекторов rz и 
1 в вависимости от выбранного вна

чениg л2 (к примеру расчёта) . 

Точно таR же проводим расчёт для других значений А2 и 
()Пределяем возможные сочетания а. и f, удовлетворяющие усло
виям задачи . Результаты всех расчётов приведены на фиг . 153 ;  

0Rончательный вариант эжектора выбирается в з ависимости 
()Т дополнительных условий , заданных при проеRтировании . 
'ТаR, например , в данном случае можно выполнить эжеRтор 
без диффузора . Тогда из фиг . 153 находим значение а. = 0,47 ,  
соответствующее условию f = 1 .  

§ 4 .  О длине камеры смешения эжектора 

Выше мы занимались определением параметров потоRа после 
полного выравнивания полей СRорости, температуры и давления 
и ничего не говорили о потребной для этого длине Rамеры 
смешения . Изложенный метод расчёта позволяет определить 
параметры смеси газов без рассмотрения самого процесса сме
шения и независимо от длины, на Rоторой происходит предпо
.лагающееся полное перемешивание газов . 
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Между тем из энспериментов известно, что длина намеры 
смешения существенно влияет на эффонтивность эжентора . При 
норотной намере сноростные и температурные поля в её выходном 
сечении обладают значительной неравномерностыо ,  т. е. эффент 
перераспределения энергии W по массе газа используется .м,твк 
не полностью . :Кроме того, nри 
этом увеличиваютел нотери 
в диффузоре .  При и::шишном 
удлинении намеры смешения 
полное давление смеси и 
эффентивность эжентора на-
дают из-за  возр аетанин по-

2.f0 

:о. 
l't<. 

\ 
' 

"' 

I=2,9 
1\' 
' 

1\. 
__J�.J,JS 

е--терь на трение о стенни на-
меры . _ JO � � \ ' N-

\----
�\ --- ..1� ,J.r 

Оптимальная длина наме
ры смеll!енил обычно выби
рается энспериментальным 
путём и по различным дан
ным равна 6 - 10 налибрам . 
Чтобы теоретичесни опреде
лить необходимую длину на-
меры смешения , требуется 
знание занонов перемешива
нил и выравнивания потонов 
по длине намеры смешения . 

Анализом этого нuоцесса 
мы и займёмсл .  На ф

'
иг.  154 

поназаны распределения сно
ростей в различных сечениях 
цилиндрячееной намеры сме
шения эжентора . С удале-
нием от сопла распределение 
сноростей в поперечном сече
нии становител всё более 
равномерным: снорость пото
на на периферии растёт за 
с чёт падения с rюрости вблизи 
оси намеры . Поля снорости 
в сечениях намеры смешения 

Г\.' 
� � )\ ' � 

6=5,7 / "8 \.� !SO 
"! 
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50 
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\� � 
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32 lf.O Л мн 
Фиг. 154. Поля скорости в различных 
сечениях камеры смешения ;  а = 0, 1 ,  
Ро1 � ' ·...: l -- = 2, 25 ,  l = 

D 
- расстояние от соп

Ро2 ла в калибрах. 

внешне различны , однано при более внимательном рассмотре
нии можно обнаружить в них интересную общую занономерность. 

Построим длл различных сечений намеры зависимость без-
- w u 

размернон снорости - ,  т .  е .  отношения снорости в данпои 
Wm 

точне н снорости на оси намеры в том же сечении, от безраз-
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мерного радпуса (фиг . 155) 

R 
<? = ах ,  

где R - расстояние от оси до данной точни поля,  х - расстояние 
между данным сечением и полюсом эжектирующеи струи, 
а - экспериментальная константа , характеризующая турбулент
ность потока . 

lk. Wm 
1, 0 

од ��.л 
-� J. 

о л 

�� �! 
0,8 

�� �-
0, 7  
О. б 06ознаvения 

о 
6 0.5 v 
о 
о 
-9-Q4 

о.з () 
• 
>< 

0.2 � 
+ 
).. Qf J. 

о 
о 

1 РоуРО2 5 1!111 
3.75 2.25 1.0 
4,75 2,25 1, 0  
5, 6  2,25 !,0 
6,7  2,25 !,0  
4, 0  !,40 1, 0  
6.0 1,40 1,0  
в. о 1,40 1. 0  
3, 5  1.62 !, 0  
5, 0  240 1.0 
5,0  1.88 1, 0  
5, 0  !,20 1 0  
3,75 2,25 0,4  
9,0 140  / 0  

11оле t:IШР  е сво/J стрt,е 
-

2 3 
0, 5  

4 

� ;t'�v 
� � � 

{J б 
1.0 

а =  

7 

1/с� i o 
0,053 � � 

...... ............. 

8 9 R Ю г  11 7E"l0 !2 

'(5 rn =_l!_ 2, 0 т а.:с 

Фиг. 1 55. Безразмерные поля скоростей в камере смешения и профиль 
скоростей в свободной струе (сплошная кривая) .  

Напомним, что такая же система координат использовалась 
при анализе полей скорости в свободной струе . График, при
ведённый на фиг. 155, построен на основании многочисленных 
экспериментов и показывает, что безразмерные поля скорости 
в различных сечениях основного участка смесительной камеры 
различных эжекторов в широком диапазоне изменения параметров 
смешивающихся газов укладываются на одну общую кривую, 
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б лизко соответствующую полю скорости в сечении свободной 
турбулентной струи несжимаемой жидкости (при а � О,53) . 

Поясним смысл этого результата , свидетельствующего об ана
логии между течением газа в камере смешения и свободной 
струёй . На фиг . 1 56 приведена схема свободной струи . Из пре-

Фиг. 156.  R аналогии между течением в камере 
смешения и свободной турбулентной струёй. 

дыдущего известно, что поля скорости в различных сечениях 
свободной турбулентной струи подобны, т. е .  выраш:аются одной 
безразмерной зависимостью 

w - = f (rp) . 'Wm 
(47) 

Прямолинейные лучи, проведёnные из полюса струи, выра

жаются уравнением 

или 

R - = const х 

R co = - = const .  • ах 

Согласно (47) вдоль каждого такого луча безразмерная ско-
w w 

рость - постоянна .  Чем больше ер, тем меньше - . Мысленно 
Wm Wm 

выделим теперь центральную часть струи цилиндрической труб

кой .  В каждом сечении внутри трубки оназывается тольно часть 

поля свободной струи ,  причём с удалением от сопла эта часть 

уменьшается, и скорость на нонтуре трубни всё меньше отли

чается от снорости н а  оси струи .  Другими словами, поле сно

ростей внутри трубни с удалением от сопла выравнивается.  

Расстояние от данного сечения до полюса струи можно харак-
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теризовать значением параметра ср0 на контуре трубки радиуса R3 :  

(48) 

Величина ср0 уменьшается при удалении сечения от полюса 
эжектирующей струи .  

Если теперь вернуться к безразмерным полям скоростей 
в сечениях свободной струи, то можно констатировать, что часть 
поля, находящаяся внутри цилиндрической трубки, представляет 
собой уменьшающуюся с удалением от сопла центральную часть 
одной и той же безразмерной кривой 

.!!!.._ = t (ер) . Wm 
(49) 

При х � оо получаем ср0 --? О, т. е. всё поле скорости стяги
w "вается в одну центральную точку графика ( - = 1 ) , соответwт 

·ствующую полному выравниванию поля скоростей . 
Течение в смесительной намере эжентора характеризуется 

постоянством сенундного расхода газа во всех поперечных сече
ниях . Поэтому при выравнивании поля сноростей веJ1ичины 
'СПорости на оси и у стенки намеры стремятся н одинаковой 
нонечной средней величине 

W = W  = Gз т "(зFз ' (50) 
в то время Kai\ скорость на  оси свободной струи и расход газа 
в центральной трубке при х � ер  уменьшаются до нуля . 

В соответствии с этим в камере эжектора статическое давле
ние растёт, что следует из неравенства (22) и уравнения коли
qества  движения, между тем нак в свободной струе статическое 
давление постоянно . 

Подобие полей спорости в намере смешения эжектора 
и в свободной струе , обнаруженное экспериментально , указывает 
на то , что наличие продольного градиента давлений практически 
не влияет нА закономерность переноса количества движения 
в поперечном направлении . 

Универсальность поля скорости в поперечных сечениях 
намеры смешения представляет собой эмпирический закон , 
на основании которого можно теоретически рассчитать весь про
цесс смешения потоков в эжекторе и указать способ определения 
рациональной длины камеры . 

Запишем условие равенства расхода газа в пекотором про
межуточном сечении основного участка камеры и в бесконечно 
удалённом сечении, где поле скорости полагаем равномерным. 
Это удалённое сечение по существу и является выходным сече-
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нием намеры 3, в нотором по сделанному допущению процесс 
смешения считался занончившимся .  

Удельный вес газа для упрощения полагаем постоянным : 

или для цилиндричесной намеры : 
Ra 

1tR�w3 = 2т. \ wR dR . 
о 

(51 )  

Приведём это уравнение н безразмерному виду, разделив 
обе его части на a2x2wm - величину, постоянную для данного 
сечения намеры : 

или согласно припятым обозначениям: 
'1' 0  

2 шз 2 � ш d <f'o ·  - = - ер  rp .  Шт Шт о 
(52) 

Rан было поназано энспериментально, входящая под знан 
w интеграла величина - - отношение снорости в произвольной 

Шт 
точне сечения н с норости на оси в том же сечении - выражается 
одной и той же фуннцией 1 (ер) для всех сечений основного 
участна намеры смешения . Поэтому интеграл  правой части 
является фуннцией лишь ср0 и может быть взят графичесни или 
аналитичесни при наличии соответствующего выражения для 
фуннции f (ер ) ;  точно тан же могут быть вычислены интегралы, 
вилючающие нвадрат и нуб величины 1 (ер) (фиг . 1 57) . Таним 
образом ,  из формулы (52) можно определить скорость на оси 
произвольного сечения wm нан функцию величины ср0 , характе
ризующей расстояние данного сечения до по;;:rюса струи :  

, 

(53) 

Значения интеграла 
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используются в теории свободной турбулентной струи 1) .и при
ведены в виде таблиц . Табличные данные позволяют апрокси
мировать правую часть уравнения (53) формулой 

:7 = А(ср0) = 1 + 0 ,25rp0 + 0,0835ср� . (54> 
С:корость в любой точке сечения выражает�я через скорость 

1 Вz,IJ,, !!t_ 
1, 0  / v 

/ 
v 

/ 
1 

v Вг 
1 �--""" 

J / 8s 04 

� / 1-" 

� 0.2 
... ", 

fl ДS 1.0 f,S Z,fl Z.S J.O JL; rp 
Фиг. 157.  Значения интегралов 

'Р 'fJ 
Bt = \ j (<р) <f' du; ,  В2 = \ j2 (:р) <f' d<p, 

о ъ 
'Р 

Вз = � /3 (<p) <p d<p. 

о 
w f ( <f') = -- - профиль беараамерных скоростей в ceWm 

чении свободной струи. 

на оси данного сечения универсальной зависимостью 

или согласно (53) 

1) А б р а м  о в и ч Г .  Н . ,  Турбулентные свободные струи жидкостей 
и гааов. Энергоиадат, 1948. 
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w Поснольну фуннция f (<р) = - ,  нан было поназано, совпадает 
Wm 

с аналогичной фуннцией - безразмерным полем снорости в сво
бодной струе, то для вычислений можно пользоваться уназан
ными выше табличными данными, ноторые хорошо выражаются 
формулой 

(55) 
Величина снорости потона пocJie полного выравнивания поля 
е.норости w3 определяется по параметрам эжентора . Действи
тельно, из уравнения расхода при р = const 

nолучается : 

Gз G2 + G1 F3w3 
G1 = -а;- = F1w1 

Шз = _а_ (n + i ) w1 а + 1 ' 

где n = g:- ноэффициент эженции, а. =;:- геометричесний пара
метр намеры смешения . Подставляя значения w3 , /(<р) и А(<р0) , можно 
8аписать следующее выражение дл,я ск,орости nomr-к,a в любой 
точк,е проиавол,ъного сечения к,а.меры с.мешения : 

(56) 
Здесь величина <р0 определяет абсциссу х ,  а величина <р - орди
нату R рассматриваемой точни. 

Зная снорости и, следовательно, ноличестно движения в наж
дом сечении намеры , можно из уравнения импул:ьсов определить 
изменение статичеснаго давления на любом участне намеры . 
Найдём повышение давления от начального до произвольнога 
сечения намеры смешения . 'Уравнение импульсов записываем 
'В виде 

или 

(
р - р ) F = -yF1 w2 + -yF2 w2 _ l  \ w2 dF 1 3 g 1 g 2 g ' Fз 

Ra g (p- p1 ) Щ _ R2w2 + R2w2 2 \ w2R dR 1 - 1 1 2 2 - � . 
о 

(57) 
Разделим правую и левую части уравнения на w�R� и образуем 
безразмерные величины под интегралом правой части : 
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или 

(58) 

Величина интеграла 
'!'о 

B2 ('fo) = \ [ / (y) ] 2 cp dcp 
о 

(фиг . 1 57) вычислена при помощи уназанных выше табличных 
данных . Отношение ( :; )2 определяется на основании фор
мулы (54) . Т ан им образом, вычисление перепада давлений р - р1 
не представляет трудностей . Подставляя в формулу (58) значе-
ние Wm сог;:тасно (53) ,  получаем следующее выражение длл Wз 
изменения давления в намере смешения : 

где 
p - p� = -r;r [ a� i +  ::2

1 - ( a � 1y (n + 1 ) 2 · " ('fo) ] ' (59) 

'1'0 
9б s [/ (9) 1 2 " 9  dtp 

" ( 'fo) = ------с�:с-о----
2 [ .\ f ('!') '1' d'f'] 2 

о 
Величина " (ср0) представляет собой ноэффициент неравномерности 
поля снарасти в рассматриваемом сечении намеры смешения, 
нвлюощийсн важной харюперистиной потона . Мы уже уназы
вали, что коэффициент " - отношение средней скорости по рас
ходу н средней по сечению - тем больше отличается от единицы, 
чем больше неравномерность поля скорости . Полученнан выше 
закономерность изменения поля скорости в намере смешения 
позволнет выразить коэффициент поля нан функцию ве:.rичины 

R <?о = --2 в данном сечении . С помощью табличных значений интеах 
гралов В1 (ер) и В2 (ер) можно получить следующую приближён
ную формулу: 

t (ср0) = 1 + 0 ,066ср0 - О, 108ср5 + 0,062ср�, (60) 
по которой легно определить из уравнения (59) изменение дав
ления на произвольнам участие камеры . Для получения более 
точного результата следует в уравнении (57) учесть силу тре
ния о стенки намеры . 
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Пользуясь тавим же методом, навой был применён в преоб� 
разовании уравнений расхода и воличества движения, можно 
получить простое выражение для опредешшия разности винети� 
чесних энергий в начальном и рассматриваемом сечениях на
меры : 

G1wi + G2w� 
_ \ � dG = G1 + G2 A f' 

:!.g '2g ) '2g g L.1 .J , 
Gз 

или после преобразований :  

[ f [j (tp) ] 3  tp dtp ] дЕ = _!_ 2 1 + а2пз с·-а-) 2 о (п +  1 ) 2 '1?� 0 _о ____ _ '2 Wt 1 + n а + 1 4 '!'о о 

[f j (ер) ер dlj?] з 

Обозначаем 
о 

'РО 
4 s [/ (tp) ] 3 tp dtp 

11 ( ) tf>n О 
___ tF4б о Вз (t;?o) 

\Т '?о = -4 -'--.,-о ----
т [ В1 (tpo) J З  о [J f (ер) tp dcp ]3 
о 

По табличным данным подобрана эмпиричесвая формула 
& (ср0) = 1 + 0, 02ср0 + 0 ,04ср� о 

( 6 1 )· 

Тав:им образом. подобие безразмерных полей св:орости в в:а
w мере смешения, т .  е .  существование зависимости -= f (ер) , 

Wm 
где f ('?) - неизменная фунвция для всех сечений смесительной 
намеры , позволяет определить различные харав:теристив:и про
цесса смешения двух потовов и параметры потов:а в любом про
межуточном сечении основного участка вамеры . 

Расположение сечения харав:теризуется велuчиной 'Ро • зави
сящей от расстояния между сечением и полюсом эжев:тирующей 
струи х .  

Обычно в эжев:торе известно расстояние между данным сече
нием и плосв:остью среза сопла l ; для определения величины 
.'С необходимо знать глубину полюса струи h0 , тав: RaR 

Х =  l + h0 • 
Глубина полюса h0 определяется из расчёта начального участв:а 
.камеры. Исследование поля св:оростей в начальном участне на
меры пов:азывает, что течение в этом участв:е подобно свобод
ной струе , движущейся в спутном потоне 1) . Не останавливаясь" 

1) А б р а м о в и ч  Г .  Н . ,  Газовая: динамиi{а воздушно-:неаRтивиых дви- 
гателей. Оборонгиз ,  1947 .  
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на данном вопросе подробно, унажем, что зта  аналогия позво
ляет получить выражение для глубины полюса в зависимости 
от радиуса сопла и отношения величин снорости основного (эжен
тирующего) и спутного (эжентируемого) потоков : 

ah0 = 
О, 12!J- + О 29 (62) Rl 1 - �J-2 ' ' 

w2 б где 11 = - = an, а - константа тур улентности, общая для всех 
w1 

сечений камеры. 
С помощью формулы (62) записываем соотношение между абсцис

сой сечения х и расстоянием от сопла l :  

и далее : 

Rз R3 1 (!) - - - -------:-----::".-
• О - ах - а ( l -т h0) - 2al + aho .  R1 

Rl Rз 

al _ _!_ _ _!_ 1 / а . ( О, 12an + О 29) 2 - 4tp0 4 Jl а + 1 1 - a2n2 ' / ' (63) 
- l где l -=  2Rз - относительное расстояние от сопла (в калибрах) . 
Зная завономерность выравнивания полей сворости в наме

ре смешения , можно определить рациональную длину намеры 
смешения, т. е . такую минимальную длину её, при которой 
полезный эффект от дальнейшего выравнивания полей сворости 
не компенсирует потерь на трение о стенки . 

Запишем уравнения расхода и импульсов для потока в ка
мере смешения эжектора ,  причём не будем делать обычного 
предположения о равномерности поля скоростей в выходном сече
нии камеры . Изменением удельного веса газа в намере смеше
ния пренебрегаем . "Уравнение расхода имеет вид 

или 

где 

rF1w1 + aF2w2 = "f \ w dF Fз 
F1W1 + F2w2 = FsWcPl • 

Sw dF 
F Wсрl = -F-

(64) 

nредста�ляет среднюю величину скорости по площади сечения . 
Уравнение импульсов записываем с учётом силы трения : 

2 
M1w1 + M2w2 - � w dM = p3F3 - p1F1 - p2F2 + � � w;;1- rF3 , Мз 
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или 

о 1 r r l 
1'v/1w1 + 1'vf2w2 + p1F1 + p2F2 - p3F3 = -g � w2 dF + 2 D 

M3wcp1 -
Fз 

Здесь � - ноэффициент трения . Интеграл правой части можно 
выразить следующим образом : 

\ w2 dF = ---,F=-'�-w_2_d:-::F:- .  ( � wFdF) 2 . F = twc2piF '  
Jз { S w dF) 2 

после чего правую часть уравнения запишем в виде 
l \ w2 dF + � � M3Wcp1 = M3Wcp1 ('t + v) ,  ( 65) g . Fз 

I "де 
(66) 

Далее можно разрешить уравнения (64) и (65) совместно 
с другими, известными нам из § 3 уравнениями и определить 
зависимость нонечного результата от величины ноэффициента 
поля 't и ноэффициента v .  

Однано можно поступить и более просто . Легно удостове
риться в том , что ноэффициент поля 't и :коэффициент v не вхо
дят ни в одно уравнение эжектора , кроме уравнения импуль
сов (65) .  Поскольну в уравнение (65) величины 't и v входят 
в виде суммы , то можно заключить , что влияние неравномер
ности поля скоростей (т. е. увеличенного значения 't) на пара
метры эжектора идентично влиянию ноэффициента трения . 
В идеальном эженторе 't = 1 и v = О, т .  е .  ноэффициент в пра
вой части уравнения импульсов (65) 't + v равен единице . Сле
довательно , отличие параметров реального эжентора (при нали
чии трения в намере и пекоторой неравномерности поля сноро
стей в выходном сечении) от параметров идеального эжектора 
характеризуется величиной К =  't + v - 1 ,  которую условно мож
но считать эффективным коэффициентом трения . Чем меньше К ,  
тем лучше эжектор . 

Величина v пропорциональна длине намеры смешения . :Коэф
фициент поля 't с помощью уравнений (60) и ( 63) танже может 
быть выражен через длину камеры смешения ; чем больше дли
на камеры, тем меньше 't. Сумма 't + v с увеличением длины 
камеры сначала уменьшается, затем начинает расти . Рациональ
ной длиной намеры смешения естественно считать такую дли
ну, ири I•оторой величина К достигает минимума (фиг . 158) . 
Таким образом , рациональная длина намеры смешения может 
быть определена и без решения системы основных уравнений 
эжектора . 
22 Г. Н. Абрамович 
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Подставим в выражение 

K = 't + v - 1 
значение 't согласно (60) и значение v согласно (66) . Заменим 
также величину l её выражением (63) через безразмерное рас
стояние до полюса ср0 • ПоJ1учаем : 
К = О ,  066ср0 - О, 1 08ср 3 + 0, 062:р� + 

1 i._ .  _ _  l_ _ 11 rx (0 . 12rx · n + О 29) 
т а 4tpo 4а r rx +  1 1 - rx2n2 ' • 

Теперь дифференцируем это выражение по r.p0 и из уравнения 
ddK = О, т .  е .  _;__ = 0 ,264ср* - 0, 864r 3 + О , 744 · r.p� ,  (67) tf'o а 

находим значение ср0 , соответствующее минимальной величине 
1/'t 
к 

lonm 

v 

Фиг. 158 .  l\ определению оптимальной длины наме-
ры с;-.шuепия . К - ноэффициент, учитывающий нерав-

номерность поля сноростсй и потери на трение .  

эффективного ноэффициента трения К. Это значение оказывается 
функцией отношения ноэффициента трения � н нонетаите турбу

r 
лентност:и а ;  n области практичесни возможных значений 2.... а 
оптимальное вначение q-0 может быть определено по прибли
жённой формуле 

(r.р0) опт = -v 1 , 6  � +0, 76 , ( 68) 

хорошо соответствующей точной формуле (67) . 
Оптимальная относитеJ1ьная длина намеры смешения lonт вы

ражается через (ср0)опт с помощью (63) :  
{ = 1 _ _!_ 1 1  а • ( 0 , 12a - n +О 29) . (691, опт 2а (tро) опт 2а r а + 1 1 - а2п2 ' 

Нан можно видеть , оптимальная длина намеры смешения зави
сит не тольно 01' отношения l_ ,  определяющего (r.p0)onт, но и от а 
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геометрического параметра эжектора а и отношения сr·юростеИ 
потоков на входе в камеру w2 = a. n .  Чем больше а. (т . е. относиwl 
тельный диаметр сопла) и чем больше коэффициент эжекции, опре-

u u w2 б 
· 

деляющии отношение снаростои - ,  тем меньше потре ная ДJIИ� wl 
.lta намеры смешения . Это объясняется увеличением глубины 
полюса h0: при большем значении hи одному и тому же значе
нию (ср0)оnт ,  т .  е .  х, соответствует меньшая длина камеры . 

В настоящем параграфе мы рассмотреJш вопрос о расчёте 
длины камеры смешения для потоков с одинановой температурой , 
когда процесс смешения своди.тiся к выравниванию полн ско
ростей в поперечном сечении камеры . 

Аналогичный анализ может быть проводён и для случая 
смешения потоков с разJ1ичноИ температурой ; при этом необхо
димо знать закономерности ьыравнивания температурного поля 
при смешении потоков . Эти закономерности могут быть подуче.:. 
ны экспериментально или приняты в соответствии с даннымИ 
теории свободной струи (гл . VJ) . 

Следует отметить , что зависимость параметров эжектора от 
д."'Iины намеры смешения вбюши оптимума выражается весьма 
подогимн нривыми: . Поэтому можно допускать некоторые отклоне
ния от теоретически определённого :1начения опти:мадьной дли
ны камеры . Обычно длину каморы можно выбрать на 1 - 1 ,5 
r�алибра меньшей оптимального значения ,  что практически не 
сназывается на параметрах эжектора . 

§ 5 .  Приближённые формулы расчёта эжектора 

Изложенный выше подробный метод расчёта эжектора позво
ляет разрешать любые задачи , связанные с определением пара
метров эжектора ,  выбором его геометричес ких параметров при 
проектировании, подбором оптимальных соотношений . 

Недостатком метода являются отсутствие явных зависимостей 
искомых величин от заданных и необходимость последователь
ных вычислений по ряду формул с применением табJшц газо
динамических функций . Поэтому влияние то1·о и;ш иного фак
тора на параметры эжектора опреде.11яется JIИmь детальным рас
чётом . 

Существует , однако, ряд nриближённых соотношений , позво
ляющих бодее просто оценивать связь между разJiичными па· 
раметрами эжектора и их взаимное вJiияние . На некоторых из 
этих соотношений мы сейчас и остановимся .  

Б уравнения (30) и (3 1 )  входит выражение 

�/ (пб + 1 )  ( n + 1) = GGз азнр . 
1 а J нр 

22* 
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Приближенно можно записать : 

V ( пб + 1 )  ( n + 1 ) = n 1 /  fi + 1 ;  ( 70) 

погрешность этого приближённого равенства не иревосходит 
2 ,5° ( 0 во всём практически важ�ом диаnазоне значений n = �: 
и б = Toz .  Заменим радикалы .. l'(пб + � ) (n + 1 )  в формулах (30) Tot У 
и (3 1 )  их приближённым значением согласно ( 70) . 

Рассматривая теперь сиетому основных уравнений камеры 
смешения, отмечаем, что величины коэффициента эжекции и от
ношения температур торможения В во все уравнения входят 
совмест11о в виде комш1екса n ]/ 6 .  Если n и В изменяются та
ким образом, что n уб = const , то полностыо сохраняется си
стема уравнений и , следовательно , полученные при её решении 
значения коэффициентов скоростей, давлений и т. д. Предста
вим теперь себе , что для выполненного эжектора (т .  е . при дан
ных а и /) мы, изменяя температуры торможения газов , остав
ляем неизменными давления газов на входе в эжектор и на 
выходе из него . Согласно основным уравнениям коэффициент 
эжекцип при этом изменяется обратно пропорционально корню 
квадратному из отношения т�:>мператур : 

const n = у6 . (71 ) 
Это и есть первое приближённое соотношение, позволяющее оце
нивать параметры эжектора при изменении б ;  оно хорошо под
тверждается экспериментом . Рассмотрим , напри11!1.ер , что проис
ходит при повышении температуры торможения эжектирующего 
газа Т01 ' Если F1 = const , то расход газа G1 изменяется обрат
но пропорционально корню квадратному из Т01 : 

G _ const 1 -
УТо1 . 

В данном случае ( Т02 = const) из приближённой формулы (71 )  
сtiедует: 

const � /-Т n = - const v 01 • 1 / То2 У То1 
Сравнивая это выражение с предыдущим, можно заключить, 
что 

G2 = nG1 = const . ( 72) 
Таким образом , увеличение коэффициента эжекции при увели
чении темпоратуры торможения эжоктирующего газа связано 
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лишь со снижением расхода этого газа ;  расход эжентируемо
го газа не изменяется с изменением температуры эжентирую
щего газа .  

Последнее возможно тольно в том случае ,  если статиче
ское давление во входном сечении камеры смешения не зави
сит от температуры торможения эжентирующего газа . Следую
щее отсюда общее правило гласит: при ив.мепепии температуры 

Ар мм Doll cm. 

ffDO 
900 
700 
500 
300 
100 

' 

a=az ...J � � • 
" 

' 
a=at/ 

""' � 
� ( "'а. ....__ r--.. � 

б" ....__ � 
0,? Poz 

Pot 
Фиг. 159. Зависимость разрежения на входе в каме

РУ с�1ешения от отношения полных давлений �� Ро1 
при различных температурах эжектирующего газа . 

О О - Т01 = 300� абс , •• - Т01 = 700' абс . 

0,3 а" o,s 

одного ив газов расход и стоорость другого , а татоже статичесл:ое 
давление па входе в тоа.меру остаются пеив.меппы.ми . На фиг . 1 59 
приведены экспериментальные данные , подтверждающие эту 
приближённую закономерность . 

Из общих уравнений процесс а  смешения потоков можно по
лучить ещё одну важную приближённую зависимость . Под
ставим в уравнение импульсов (28) следующее выражение , вы
вод которого приведён в § 6 главы V :  _ 

где 
9.. w + pF = p0F · I (Л) g 

1 
1 (Л) =  ( 1  + Л2) ( 1 - � + � Л2)k-t . 

Выражая таким обра зом импульс газового потока во вход
ном и выходном сечениях намеры смешения, приводим уравне
ние импульсов к виду 

Ро1 F 1/ (Лl) + Po2F 2l (Ч = PosF' зl (Лз) · (73 ) 
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В обычном расчёте эжектора такое уравнение менее удобно,  

чем уравнецие импульсов в виде (30) , так как включает одно
временно две неизвестные величины Роз и 1 (Лз) . 

"Учитывая, однако , пологость функции 1 (Л) и небольшой 
диапазон её изменения (см . § 6 гл. V) , формулу ( 73) можно 
без существенной погрешности заменить приближённым соотно
шением 

( 74) 
Возможность такой замены обусJювливается структурой фор
мулы (73) . Так как 1 (Л1) > 1 (Лз) > f (Ч , то отбрасывание мно
жителей 1 (Л1) и 1 (Л2) в Jiевой части уравнения может быть 
скомпенсировано отбрасыванием множителя 1 (Лз) в правой ча
сти .  Подставляя в (74) значение Fз = F1 + F2 и раздеJIИВ пра
вую и левую ча сти на F 2,  получаем формулу для определения 
полного давления в потоке после смешения : 

р _ аро1 + Ро2 (75) оз - а + 1 . 

Смысл полученной приближённой формулы, предложенной 
С .  А. ХристиановичЕ'м, сводится к тому, что в процессе смеше
ния газовых потоков происходит осреднение полного давления 
по сечению, т . е .  полное дав.nение потока на выходе из камеры 
смешения равно среднему по площади значению полного давле
ния во входном с ечении камеры . 

Расчёты по формуле (75) показывают, что точность её вполне 
удовлетворитеJiьна , если величины Л1 , Л2 и Лз лежат в преде
лах 0, 15 < 1.. < 1 .  

"Удобство пользования формулом ( 75) очевидно : она позвоJ1яет 
по заданным величинам Pot , р02 и а. непосредственно определить 
полное давление смеси Роз • которое почти всегда яюшется ко
нечным искомым параметром . Таким образом ,  значительно 
уменьшаются объём и сложность вычисJштельной работы по 
с равнению с подробным точным методом , согласно которому пол
ное давление смеси определяется лишь после нахождения всех 
ноэффициентов скорости и коэффициента эжен:ции . 

Выраженная формулой (75) закономерность позволяет выве
сти следующее практически важное правило : чтобы подучить 
qоз.мож1ю б(мьшую ведичину подного давдения смеси на выходе 
аз эже10тора , едедует стремиться ,. уменьшению nдощади се
чения сопда низ10онапорного газа (относитеJiьной площади ка-

F меры смешения) , т .  е .  ,. уведичению а. =  F: .  При этом необхо-
димо, однако, учитывать , что чем меньше площадь сечения 
камеры смешения по сравнению с площадью сопла эжектирую
щего газа ,  тем больше скорость газа на входе в диффузор Р ,  
следовательно, потори в диффузоре . 
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При сверхнритичесном отношении давлений в сопле эженти
рующего газа , ногда рас ход эжентируемого газа определяется 
площадью его в с ечении равных давлений , минимально возмож
ное значение площади намеры при данном ноэффициенте эжен
ции n соответствует разгону эжентируемого газа в с ечении рав
ных давлений до снорости звуна . Таним образом,  предельные 
режимы работы эжентора являютел выгодными с точни зрения 
достижения мансимальной величины nолного дав;Iенил смеси 
газов . 

Формулы (71) и ( 75) позволлют установить важную зави
симость между температурой газов и поJшым давлением потона 
после смешения .  Здесь надо различать два случая ,  в ноторых 
полное давление смеси отысниваетсл соответс1венно : 

а) при изменении температуры одного или обоих газов в вьшол
ненном эженторе, т. е. при а =  const , 

б) при изменении температуры газов с условием сохранения 
постоянного ноэффициента эженции, т .  е . при n = c onst .  

В обоих случаях р01 = const , р02 = const . 
Согласно формуле (75) в первом случае полное давление 

смеси газов не зависит от отношения температур торможения в ,  
т .  е .  н е  изменлетел при изменении в .  Нан уназывалось ,  в этом 
случае изменител ноэффициент эженции : чем больше О = Т

Т02 , 
01 G тем меньше согласно (71 ) величина n = G; Чтобы сохранить 

неизменное значение ноэффициента эженции, нужно увеличить 
относительную площадь сечения сопла боJше нагретого газа . 
Соответственно среднее значение поJfного давления во входном 
сечении намеры и равное ему полное давление смеси приблизятся 
н полному дав.лению более нагретого газ а .  

Поэтому, например , повышал температуру эжентирующего 
газа и изменял эжентор таним образом, чтобы обеспечить по
стоянное соотношение расходов (ноэффициент эженции) , мы 
можем получить большее полное давление смеси газов .  

Два приведённых приближённых соотношения весьма по
лезны при начественлом анализе параметров эжентора . Если же 
в расчёте допустима погрешность в 3 - 4%, то этими соотноше
ниями можно пользоваться и для ноличественных определений, 
•Iто часто бывает очень удобным. 



Г Л А В А VIII  
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ КРЫЛА И РЕШЁТRИ RРЫЛЬЕВ 

§ 1 .  Основвые геометрические параметры крылового профиля 
и решётки крыльев 

Обычный <<дозвуновой>> крылоной профиль впереди снруглён , 
а сзади имеет заострённый конец (фиг .  160) . Осевой дугой про
фи.ая называется кривая,  де11ящая пополам расстояние между 
верхней и нижней частями профиля, отсчитываемое по нормали 
н это� кривой . Приближённо осевую дугу заданного профиля 
можно найти , если провести ряд сеJ<:ущих mn под одинаковыми 
углами н элементам профиля и соединить середины получен
ных отрезков . Определив осевую дугу заданного профиля , 

!/ 

�--�------ Ь ----------� 
Фиг. НЮ. Авиащюн 1 1 ыii крылоuой профиль, 

можно построить неноторый симметричный профиль (с пря
мой средней линией) , имеющий ординаты , равные соответствую
щим расстояниям точен профиля от осевой дуги . Этот симме
тричный профиль называют си.м.метричпой частью даппого про
фи.ая . · Если теперь изогнуть симметричный профиль так , чтобы 
его ось симметрии перешла в осевую дугу,  а ординаты симме
тричных точен лежали бы на одной и той же нормали н осевой 
дуге, то мы получим исходный профиль . Таким образом , любой 
профиль может быть поJiучен в резуJiьтате изгиба иеноторога 
симметричного профиля . 

ДJiя опредеJiения поJiожения профиJiя по отношению н по
тону и в начестве характерного размера вводится понятие 
хорды профиля . Внутренней хордой профиJiя называют отрезок 
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прямой , соединяющей две самые удалённые точни осевой дуги 
профиля . Для слабо изогнутых профилей тан определённав 
хорда прантичесни совпадает с отрезном прямой, соединяющей 
две самые удалённые точки профиля . Под внешней хордой про
филя подразумевают отрезок насательной н нижней части про
филя, проходящий через заднюю нромку . В дальнейшем мы 
будем пользоваться только попятнем внутренней хорды , ноторую 
будем называть просто хордой профиля . Координаты точен про
филя задаются обычно в долях длины хорды , ноторал прини
мается за ось абсцисс . 

Конфигурация профиля определяется рядом геометрячеених 
параметров . Приведём главнейшие из них . Относительной тол
щиной профиля с называется частное от деления мансимальноil 
толщины профиля с (фиг .  160) на длину хорды Ь :  

с 
с = ь ·  

Относительной вогнутостью /, или относительной нривизной про
филя , называется отношение максимальной стрелы прогиба осе
вой дуги f к длине хорды : 

- 1 t = ь · 
Положения максимальной толщины профиля и максимальной. 
стреJ1ы прогиба осевой дуги явJшются важными параметрами 
и определяются соответственно величинами относительных абсцисс 

Хс - Xj 
хс = Т и х1 = Т  . Кроме того ,  передняя часть профиля харак-

теризуется радиусом кривизны р ,  а хвостовая часть - углом за
острения -; ,  Изменяя максимальную толщину и пропорционально 
ей координаты симметричной части профиля , можно по.лучить 
серию профилей с непрерывным изменением их толщины;  выбрав 
определённый вид уравнения осевой дуги и изменяя только её 
максимальную кривизну, получим серию профилей переменной 
кривизны . 

В дальнейшем мы часто будем иметь дело с решётк,ой про
филей ,  ноторал представляет собой совокупность одинаковых 
нрыловых профилей . Линия , соединяюшал соответственные точки 
nрофилей в решётке (наnример , задние точни) , называется 
фронтом решетк,и, а нормаль к ней - осью решетк,и . Практи
ческое значение имеют два типа решёток : пря.мо.аинейные решётки 
(фиг .  16 1 )  и к,руговые решетк,и 1) (фиг . 162) . В прямолинейной 
решётне фронт есть прямая , в круговой - окружность . 

1 )  Как будет покавано ниже , прямолинейная решётка применяетс 1� 
в осевых, а круговая - в центробежных турбомашинах . 
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Взаимное распоJюжение профилей в прямолинейной решётне 

однозначно определяется двумя параметрами : расстоянием между 
соседними профилями, называемым шаго.м решётки t , и углом 
между хордой профиля и фронтом, .который называется устано
вочным уг.ло.м �г ·  За положительное направление фронта и мы 
примем направление от вогнутой к выпуклой поверхности про
филя (фиг .  1 6 1 ) .  Вместо установоч�ого угла �г иногда nрименяют 

Фиг. 1 6 1 . Прямолинейная решётна . 

попятие выноса ,  подразумевая под ним расстояние а между нор
малями н хордам двух соседних профилей, проведёнными в подоб
ных точках . Эта величина показывает, насколько профили сдви
нуты вперёд по потоку по отношению друг н другу . Нан видно 

а -
из чертежа , t = а =  - cos �г и, следовательно, положительный 
вынос соответствует значениям �г > 90°, а отрицательный вы
нос - значениям �г < 90° . При �г = 90° значение выноса обра
щается в нуль . Величина шага решётни, отнесённая к длине 
хорды профиля, называется относите.льны.м шаго.м решётки 
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обратная величина называется густотой решётк,и 
ь 

't = т · 

347 

Таним образом, прямолинейная решётка может быть однозначно 
определена формой профиля, густотой и значением установоч
ного угла . 

В случае решётки большой густоты , составленной из сильно 
изогнутых профилей, бoJiee лелесообразно под относительным 

Фиг . 1 6 2 .  :К руговая решётна . 

шагом понимать величину шага , отнесёввую не н длине хорды , 
а н длине осевой дуги профиля s :  

и соответственно 
t = ..:_ s s 

s 
't" = т ·  

В осе�ых компрессорах применяются профили малой относи
тельной толщины и небольшой относительной нривизны ; про
фили решётон осевых турбин характеризуются большой кри
визной и значительной толщиной . На фиг. 265 и 266 представ
Jiены в начестве примера типичные решётни профилей ступени 
осевого номпрессора и ступени осевой турбины . 

Важным параметром, определяющим степень иснривления 
профиля решётни, является угод и згиба профиля в, т. е. yгoJI 



348 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ НРЫЛА И РЕШЕТНИ ИРЫЛЪЕ В (гл . Vl l l  
между насательными н осевой дуге в носине и вадней точне, 
навываемыми соответственно передней и вадней насательнымit 
профиля . Углы 91 и 92 между унаванными насательными и фрон
том решётки и (фиг. 161 )  определяют положение профиля в ре
шётке и поэтому навываются соответственно входным и выход
ным установочными угла.ми профиля в решёт1>е . Очевидно, 

в = 92 - 91 · 
Перейдём теперь к определению углов , характеривующих 

положение профиля и реrоётки профилей по отношению к потоку . 
В случае единичного профиля таким углом является угол ата1>и fJ ,  

Фиг . 163 .  Геометрические параметры крылового профиля . 

под которым понимается yгoJl между направлением скорости на 
бесконечности и хордой профиля (фиг. 1 63) . В случае решётки 
под углом атаки a.m понимается угол между хордой профиJJя 
и средней геометрической скоростью wm 1) .  Угол между напра
влением скорости на входе щ1 и фронтом решётки �1 навывается 
углом входа и соответственно угол между скоростью на выходе w2 
и фронтом решётки навывается углом выхода �2 • Равность этих 
углов А� =  �2 - �1 определяет поворот потока в решётке . Вход
ным угло.м. ата1>и а.1 , или углом нате1>ания, навывается угол 
между скоростью w1 и передней касательной профиля . Соответ
ственный угол на выходе , т .  е . угол мещду w2 и вадней каса
тельной, навывается углом схода или угло.м, отставания пото1>а & . 

Rак видно ив фиг . 1 6 1 ,  

& = б - А� + а.1 • 

1) Средняя геометрическая скорость есть геометрическая полусуш1 а 
СI<орости на входе w1 и скорости на выходе w2 ив решётки . 
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§ 2 .  Теорема Жуковского о силах, действующих на к рыло 

и pemёТity крыльев в потоке 

Рассмотрим общий случай ПJюсного обтенанин прямо:шнеii
ной бесконечной решётки крыльев установившимен потоком 
сжимаемого газ а без ограничения как значений скорости, так 
и характера и величины потерь . Будем предполагать , что крылья , 
образующие решётку ,  имеют бесконечный размах, и все скорости 

и 

С!пг. 164.  К выводу теоремы Н .  Е .  Жуновского о nодъёмной сип:е крыла 
в решётке . 

.пежат в плоскостях, нормальных к размаху кры:1ьев , т .  е .  тече
ние является плоскопараллельным .  

Определим силу, с которой воздействует поток н а  единицу 
.-.;липы размаха крыла . Проведём сечения 1 - 1  и 2 - 2, парал
лельвые фронту решётки (фиг . 1 64) и настолько удалённые от 
неё , что можно считать скорость и давление в каждом из этих 
сечений постоянными . Выберем любую линию тока А1А2 и про
ве;:�.ом другую линию тока В1В2 на расстолнии одного шага 
от первой линии тока . Очевидно, что эти линии тока конгруэнтны, 
т. е. совпадают при наложении . Применял к объёму жидкости, 
ограниченному отрезнами прямых а1 Ь1 и а2Ь2 и отрезками линий 
тока а1а2 и Ь1Ь2 уравнение количества движения, получим со
гnаско (89) из главы 1 следующие выражения для проенциi 
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на фронт решётки и н а  ос ь решётки равнодейс твующей всех 
сил,  прююженных к объёму жидкости : 

Pu = M  (w2и - W1u) ,  ( 1 ) 
Ра = М (w2a - W1a) , (2) 

где М - сенундная масса жидкости , проходящая через один 
шаг решётки 1) :  

М =  PtWla . t = PzW2a . t . 
С другой с тороны , эти силы можно определить с ложением 
проекций вrех сил действующих на объём а1 Ь,_ Ь2а2 ,  т . е . силы 
давления по контуру а1 Ь1 Ь2а2 и реакции от силы давления 
на поверхность крыла (гравитационными сиJrами мы пренебре
гаем) . Обозначая сос тавляющие сИJiы , приложенной н крылу, 
через Ru и Ra и замечая,  что равнодействующие сил давJ1ения, 
приложеиных к отрезкам JIИний тока а1а2 и Ь1 Ь2 , равны по вели
чине и направлены в противоположные стороны , имеем : 

Ри = - Ru 
и 

Ра = - Ra + (Pt - Р2) t . 
Подставляя посаедние равенства в выражения ( 1 ) и (2) и обо
значая 

получим : 

дwu = WJ u - W2u• 
дwа = Wla - W2a •  
др = рl - р2 , 

Ru = Mдwu , 
Ra = t др + М дwа .  

(3) 
(4) 

Введём в рассмотрение проенции вектора плотности тока 
(j = pw) :  

fta = P1W1 sin� 1 • 
f2a = p2w2 sin �2 . 

Согласно уравнеюно неразрывности 
fta = f2a · 

Это означает, что концы венторов плотности тока j1 и j2 , построен
ных из одного полюса , лежат на прямой , параллельной фронту 
решётни (фиг . 1 64) . 

Для nостроения геометрической полусуммы этих векторов Jm 
достаточно соединить с полюсом середину отрезка nрямой ,  заклю-

1) Толщина струи в направлении перпендику;IЯ ра к плосiюсти чертежа 
равна единице. 
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чённого между нонцами векторов j1 и j2 и равного по величине 
(фиг. 165) 

!1ju = i1u - i2u = i1 COS �1 - i2 COS �2 · 
Обозначая у гол между направлением геометрической полусуммы 
плотностой тока Jm и фронтом решётки через �m • получим еле-

�----Дk�------� 
r---------jmu---------1 
�------------J,u ----------� 

а 
Фпг . 1 6 5 .  Треугольнин плотностей тон:а . 

lJ 

дующие выражения ДJIЯ осевой и фронтальной составляющих : 
ima = im sin �m = p1WJ sin �1 = p2w2 sin �2 , 

iти = im C OS �m = � (pJW1 COS �1 + Р2"\.'2 COS �2) . 

Из последних двух выражений вытекает следующее равенство : 

ctg �m = 
2
1 (ctg �1 + ctg �2) = �mu . (5) ! та 

Таким образом , направление геометрической полусуммы плот
ностой тона на входе и на выходе может быть определено , если 
известны направления скорости на входе и выходе из решётки . 

Выражал сенундную массу через пло1'ность тока 
М = P1W1at = imat , 

получим для фронтальной составляющей силы на нрыле : 
Ru = imat · !!.wu . (6} 

Определим теперь связь между величиной 11wu и значением 
циркуляции Г по контуру а1Ь1Ь2а2 • Обходя нонтур по положительному направлению, т .  е . по ча
совой стрелне , имеем следующие величины цирнуляции для 
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фронтальных участков контура : 

г alьl = t . wl cos �1 = twltl' 
Гь2а2 = - tw2 cos �2 = - tw2u . 

Тю< как отреЗiш линий тока а1а2 и Ь1Ь2 равны и имеют одно 
п то же распределение скорости, то в силу разного направления 
при обходе их 

Гь1Ь2  = - Г а1а2 · 
Таким образом, суммарная величина цирнуляции по нонтуру 
а1 Ь1 Ь2а2 равна : 

Г = l 'а1Ь1 + l'ь1ь2 + l'ь2ь1 + Га2а1 = t (wlu - W2u) 
или 

Г = t!:J.wu . (7) 
Подставляя последнее выражение в формулу (6) , получим 

сJiедующее выражение для фронтальной составляющей силы, 
приJiоженной к крылу в решётн:е : 

Ru = fma · Г · (8) 

Прибавив и вычтя из выражения (4) для осевой составляющей 
этой силы величину fmu · Г  п введя обозначение 

F а = fmuГ + t11p + М 11wa, (9) 
приходим к выражению 

Ra = - fmu · 1' + Fa . ( 10) 
Из (8) и ( 10) следует, что суммарное усилие R, действующее на 
профиль в решётке, есть равнодействующая двух сил, иа кото
рых одна ( G) имеет проенции 

Gu = fmaГ 
и 

а другая (Fa) направлена по оси решётки и определяется ne 
выражению (9) . 

Найдём веJiичину и направление силы G ;  величина отыски
вается по формуле 

G - ,  1 '2 1' 2 + '2 l' 2 - . г - V /та · ] ти - Im • ( 1 1) 

Обозначая
· 

угол между направлением силы G и фронтап:ьноi 
линией решётни через 6, можем написать : 

откуда 

t l:; Ga iти t R g u = - =  - -.- = - с g l'm• Gu ! та 
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Последнее выражение есть ана литиче<.;кое у с ловие взаимной 
пернендикулярности напра n.тrений с и лы G и геометрической нолу 
су ммы плотностой TOI{a jm . Обращаясь к фиг . 1 64 ,  можно сфор· 
мулировать следующее правило : для определения направления 
СИJIЫ G сле;:�;ует вектор с редней геометрической плотнос ти тона 
перенести н а  нрыло и повернуть на 90° в сторону против на
правления циркуляции . 

Сила G ,  пропорциональная циркуляции Г ,  называется цир
куляциоюtОй си лой JЛ уповспого ИJIИ просто силой Ж уповспого . 

Си лу Fa назовём доба в очной осевой силой . 
Полу ченныir  выше розуJiьтат носит название теоре.м ы Яfупов

спого и онончатеJIЫIО форму л ируется с леду ющим образом 1) : в слу
чае плоспопарал лел ыtОго обтепани я газо.м беспонечной решетпи 
крыл ьев (профилей) ра вн одейств ующа .<t в сех сил , приложеnных 
потопом n единице дли ны прыла , равна г ео.метри чеспой су.м .ме 
цирпуляциопной силы Жуповспого,  определяемой по вел ичипе фор
.му.лой 

G = fmГ , 
и па правлеююй по пор.ма ли n гео.метричеспой по.лусу.м.ме п.лотно
стей топа Jm , и добавочnой осевой сил ы ,  рав ной по ве.ли'Чине 

Fa = fmuГ + tAp + Mдwa ,  • 

n а прав.ленной по оси решетпи . 
СогJiасно теореме i-Rуковского фронтальная составляющая 

равнодействующей сиJiы шt нрыJiе в решётне равна фронтальной 
соста вJiяющей циркуляционной силы Жу r:овс ного (Ru = Gu) · Ра
бота машин (Iюмнрес сора , ту р бины) определяется моментом си
лы, приложенноii н нолесу,  т. е .  моментом фронтальной силы . 
Поэтому мощность ноле с а  машины зависит от циркуJiяционной 
силы ( G) и но зависит от ос евон добавочной силы (Fa) · 

Нан было д жазано в § 1 ГJiавы I J  в с лучае потенциального 
(безвихревого) потон а ,  т. е. в cJiy чae отсу тствия потерь ,  цирну
JJ Яция г по н:онтуру a l  ь1 Ь2а2 равна цирну JIЛЦИИ по JIЮбому нон
туру , охватывающему профиль , в том чис;rе и по поверхности 
самого нрофиля . 

Таним образом , в случае потенциального течения с жимаемого 
газа величина силы fl\у ковсiюго равна произведению веJiичины 
геометрической полус уммы плотностой тоrщ на величину цирку
ляции вонруг !{рыла Г .  

Перейдём н нес жимаемой жидности , для наторой имеем : 

р1 = р2 = р = const . 

1) С е д о в JI . И . ,  Гидроа:зродинамические силы nри обтекании профи
лей сжимаемой жидкостью . Доклады Академии наук СССР, 1948 ,  т. L X I II ,  
.М 6 .  См . также статью Г .  Ю. Степапава в обварном бюллетене авиамотора
строения , .М 4, 1 949 . 
23 Г . Н .  Абрамович 
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В этом случае средняя геометрическая плотность тона запишется 
тан : 

( 12) 

где wm есть средняя геометрическая скорость . Таним образом , 
в случае несжимаемой жидкости геометрическая полусумма ско
ростей направлена по геометричесной полусумме плотностей то
ка,  и следовательно ,  направление геометрической полусуммы 
скоростей определяется углом �т по формуле (5) . Подставляя 
значение ( 12) в выражение ( 1 1 ) ,  полу чаем : 

G = pwmГ ,  

т . е .  сила JНуr;,овсу;,ого в песжи.мае.мой жиду;,ости · равна произве
дению плотности жидr;,ости ua величипу гео.метричесу;,ой полу
су.м.мы су;,оростей и па значение цирr;,уляции .  При этом, нан уже 
уназывалось ,  цирнуляцию Г определяют по нонтуру а1Ь1Ь2а2 в слу
чае вязнаго обтенания и по любому нонтуру (в том числе по 
нонтуру нрыла) в случае идеального обтенания,  

Найдём теперь величину осевой добавочной силы F
a . Для 

этого выразим величину !J.p = р1 - р2 через цирнуляцию Г .  
И з  уравнения Бернулли для несжимаемой вязной жидкости 

имеем : 

где hw - потери полного напора на 1 .м3 жидкости, откуда 
!J. h - р ( 2 2 )  р [ 2 + 2 2 2 1 р - w - ;z- W2 - Wl = ;z- W2u W2a - Wt u- W1 a  

и так как в случае несжимаемой жидкости 

то 
Ар = � [w�u - Wiu ] + hw. 

Величину разности квадратов фронтальных составляющих ско
рости представим в виде 

Из рассмотрения треу гольника снорости (фиг . 166) следует: 

После соответствующей подста новки имеем: 

!J.p = - p !J.Wu · Wmu + h,., ,  
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или согласно (7) :  
г 

11р = - Р Т WmtL + h.ш· 

Подставляя это  значение перепада давлений в выражение для 
Fa и замечал ,  что в несжимаемой жидности 

имеем : 
(13) 

Таним образом , в случае обтенанил решётни влзrюй несжимаемой 

�--------------+Шtu·----------------� 
�-------дши ------� 

Фиг. 1 66 .  Треугольник скорости в случае обтека
пил решётки несжимаемой жидкостью. 

жидrюстью получаютел следующие выражения . для циркуля� 
дионной силы Жуковского : 

G = pwmГ 
и осевой добавочной силы: 

Fa = h,i . 
В случае обтекания решётни профилей идеальным потоном несжи
маемой жидкости потерь нет, т .  е .  осевал добавочная сила 
отсутствует: 

Fa = O, 
и равнодействующая всех сил сводител н силе Жуковеного 

B = G. 
Поэтому теорема Жуковеного для идеальной несжnмаемой жидко
сти формулnруетсл так : при потенчиа.лыю.м. общекании рещётпи 

23* 
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профилей пото,;,о.м, несжимаемой жид,;,ости величина равнодей
ствующей всех сил ,  прилоэ1Сенных ,;, единице длины ,;,рыла 
в решет,;,е , равна произведению плотности па величину гео.мет
ричес,;,ой полусуммы с,;,оростей входа и выхода и ua циркуляцию 
во,;,руг ,;,рыла : 

R = pWm · Г ; ( 1 4) 

сила R направлена перпендинулярно R геометричесной полу
сумме сноростей.  Чтобы получить направлеиие этой сил ы , 
нужио гео.метричес,;,ую полусу.м.му повернуть ua прямой угол 
противоположно направлению цир,;,уляции . Эта теорема для 
решётi<и профилей была впервые получена Н. Е .  Жуковским 
в 1 9 1 2  г .  

В случае идеальной сжимаемой жидн:ости результирующая 
сила нап:Q_авлена не по нормали н: геометричесн:ой полусумме 
плотностен тон:а ,  однако это отклонение для не очень больших 
дозвуковых сноростей незначительно . Rак уназал Б. С. Стечкин 
в 1 947 г .  и обосновал Л .  Г. Лойцянский в 1 949 г. 1) ,  при 
дозвуковых скоростях можно пользоваться уравнением подъёмной 
силы в форме ( 14) , определяя величину р нак среднюю tlриф
метическую из величин плотности перед и за решёткой 
(р = Р1! Р2 ) . 

В дальнейшем рассмотрении силового воздействия потока на 
решётну мы ограничимся случаем несжимаомой жидкости . 

До сих пор мы проектировали равнодействующую R только 
на направления оси и фронта решётки . Введём новые оси ноор
динат х, у. Ось х направим вдоль геометрической полусуммы 
скоростей wm , а ось у - порпендикулярно R ней (фиг.  1 67) . 
Проентируя равнодействующую В, циркуляционную силу Жу
ковского G и осевую добавочную силу fi'a на оси х и у, получим: 

Ry = G  - Fa COS �m = PWm · Г -- hш · t C OS �т• 
Rx = Fa sin �m = hш · t sin �m · 

( 1 5) 
( 1 6) 

В с лучае идеальной жидкости потери отсутствуют и, следова
тельно , 

Ry = G = p · Wm · Г ,  
Rx = O. 

( 1 7) 

1) См. Б. С. С т е ч к и н, Осевые компрессоры. Изд. Боенно-Воздушной 
Академии им. Жуковского 1947 . Случай дозвуковых скоростей подробно 
рассмотрен Л. Г .  Лойцянским в статье « Обобщение формулы Жуковского 
на случай профиля в решётк!J ,  обтекаемой сжимаемым газом при дозву
ковых скоростях» .  Прикладпая математика и механика, т. 13. М 2, 1949. 
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Поэтому проенцию равнодействующей силы на направление 
нормали н геометрической полусумме скоростей wm называют 
подъё.мн,ой си,п,ой , а проекцию на направление геометрической 
полусуммы скоростей - ,п,обовы.м сопротив,п,ен,ие.м . Rак видим, 
при обтекании решётки идеальной жидкостью возникает только 
подъёмная сила (сила сопротивления отсутствует) : 

R = Ry. 
Вот почему теорему Жуковского для случая обтекания решётки 
профилей потоком идеальной несжимаемой жидкости называют 

IY Дuфф!J30fJHOII peшimka 1 1 1 1 

l/ 

Фиг. 1 67 .  Силы, действующие на профиль в диффузорной решётке. 

теоремой Жуковского о подъёмной силе профиля в решётке. 
В случае же обтекания решётки вязкой жидкостью согласно 
выражениям ( 1 5) и ( 16) изменяется не только величина подъёмной 
силы Ry по сравнению с вычисленной по теореме Жуковского (1 7) , 
но  появляется ещё новая сила - сила лобового сопротивления Rx. 

Как следует из выражения ( 15) ,  величина подъёмной силы 
в этом сnучае зависит от значения угла �т· 

Рассматривая треугольники екорости , замечаем, что при 

А ':, тс • 

t'm ___ 2 имеем . 

т .  е .  поток , проходя 
решётку называют 

�т < � :  

wl < w2,  

через решётку, увеличивает скорость ; такую 
-,;,он,фузорн,ой решёт-,;,ой (фиг . 1 68) . При 
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т.  е .  реmётна оназыв�ет на  потон тормозящее действие ; такал 

реmётка называется диффуаорпой (фиг. 1 67) . Наконец, при �т = ; : 
wl = w2; 

соответствующая реmётка называется ак,тивпой . 

Согласно выражению ( 1 5) ·  8 к,опфуаорпой решёmFЬе С �т > ; ) 
,
nодъё.м.пая сила бо.л,ъше цирк,уляциоппой силы Жук,овск,ого: в диф

Конф!f3Орн011 решётkа 

ll 

\ \ \ 
fl и' 

Фиг. 1 68 .  Силы, действующие на профиль в конфузорной ре
шётке . 

фуаорnой решёmFЬе с�т < ; ) nод'Оё.м.nая сила .М.еnъше цирFЬуля

ЦиОJ-t1lОй силы ЖуFЬовск,ого; в случае ак,тивпой решётк,и С �т = ; ) 
под'Ьё.м.пая сила pшJJ-ta цирк,уляциоппой силе Жук,овск,ого . Сила 
сопротивления в последнем случае равна осевой добавочной силе : 

Rx = Fa . 
Определим силовое воздействие газового потока на единичный 

профи�ь, ограничиваясь случаем изоэнтропического потока.  Длл 
этого ,устрещrм шаг t к бесконечности . В пределе получим 
единичный профиль . Очевидно, что если параметры на входе 
в реmётку считать фиксированными, то nри t � оо имеем: 
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и ,  следовательно , 
iz ------3>- i1 = Р1Ш1 . 

В таком случае в пределе для единичного профиля согласно ( 1 1 ) 
сила fКуковского есть 

G = Р1W1Го = РнWнi' о• 
где индекс «Н» означает, что плотность и скорость берутся 
в беснонечном удалении от профиля.  

Прежде чем определить предельное значение осевой доба
вочной силы Fa, перепишем ( 1 3) ,  используя ( 7) и заменяя 
сенундный расход, приходящийся на один шаг: 

nолучим: 
М =  P1W1at = PzWzal ,  

F = Г [ Р1 W1и + P2W2u + Р2 - Р 1  _1_ P2W�a - p,wia ] 
а 2 W2u - W1u 

Рассматривая параметры на выходе как функцию величины .lwu, 
.имеем n пределе (при Г ------3>- 1'0) 1) :  

F = Г [ р W + dp + d ( p2W�a) 
J а u 2 2u dw2u 

Согласно уравнению неразрывности 

P2W2a = PlWla = const,  

и следовательно, 
d ( p2W�a) dW2a (p 2W2a) dw2a _с;-=--"'-'-' = = P2W2a --dw2tt dw2u dw2,, 

Записьшан уравнение Бернушrи в виде 

2 Р 1  
W�u + W �a _ W1 = _ \ dp 

;;: ;;: � р ' 
P l  

nолучим после дифференцирования по w2u : 
dp - dw2a - -d - = P2W2,_. + P2W2a _d_ • W2u W2u 

( 18) 

Подставляя полученные значения производных в ( 18) ,  обна
руживаем , что в пределе для единичного крыла 

Fa = O, 
и следовательно ,  равнодействующая всех сил , приложеиных н по
верхности единичного профиля , равна силе fКуковского:  

R = G = РнWнГ 0 •  ( 19) 
Таким образом, можем сформулировать следующую теорему 

1) Здесь Г0 - циркуляцил nокруг единичного крыла (при t - c:o) .  
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Жуновского для единичного профиля : при обте,.апии единичного 
профиля (,.рыла) газовым пото,.о.м равнодействующая сил, прило
жеппых ,. профилю , равна произведению плотности и с,.орост и ,  
взятых в бес,.опечпо.м удалении от профиля, па величипу цир,.уля
ции Г0 во,.руг профиля . Для отысн:ания направления равнодей
ствующей , называемой в этом случае подъёмной силой , нужно вен
тор СI<арости повернуть на 9G0 в сторону против направления 
циркуляции . 

Эта важная теорема впервые была получена для несжимаемой 
жидности Н .  Е .  Жуковским в 1 906 г. В дальнейшем :М .  В .  Rелдыш 
и Ф .  И .  Франкль в 1 934 г .  доназалп строго эту теорему для газового 
по:rона ,  ограничиваясь достаточно малыми чИСJiами М. Элементар
ный вывод теоремы Жуновского для газа был дан Л. И. Седо
вым 1) в 1 948 г . 

Теорема 1-Rуновсного сыграла огромную роль в развитии гид
роаэродинамики ; с её помощью Н .  Е .  Л-\уновсний объяснил проне
хождение подъёмной силы самолёта и дал научное объяснение 
действия лопаточных машин : гребных винтов , турбин , насосов , 
компрессоров , устаноnив связь между величиной подъёмной силы 
и значением циркуляции . Однако наличия только одной таной 
связи недостаточно для вычисления подъёмной силы единичного 
профиля или решётни профилей , тан кан значение цирнуляции 
остаётся неизвестным . Необходимо иметь ещё одно условие , опре
деляющее величину циркуляции . Такое условие было указано 
Н .  Е . Жуновским и С. А . Чаплыгиным в 1909 г . ; до этого не было 
эффективного математического метода решения задачи обтекания 
нрыла , т .  е .  по существу не было теоретической аэродинамики 
н рыла . 

С целью выяснения этого условия рассмотрим обтекание пото
ком несжимаемой жидности профиля , имеющего острую заднюю 
нромну , наличие ноторой характерно для современных профи
лей . Предположим сначала , что цирнуляция скорости отсутствует 
(Г = 0) , т .  е. нет подъёмной силы . Получающаяся в этом гипоте
тическом случае нартипа так назьшаемого бесцир,.уляциоппогQ 
обте,.ан,ия профиля может быть построена известными методами 
теоретической гидродинамини . 

Нартина бесциркуляционного обтекания профиля обладает 
следующими основными особенностями . Набегающий поток раз
деляется на две части , обтекающие соответственно верхнюю 
и нижнюю поверхности профиля (фиг .  1 69) .  Точi<а А ,  в которой 
струи разделяются , имеет нулевую скорость и называется перед
пей ,.ритичес,.ой точ,.ой , или точ,.ой  раздела струй . Обойдя про
филь , струи вновь сходятся в некоторой точке С, называемой 
tпоч,.ой слияния струй,  или задпей ,.ритичес,.ой точ,.ой.  

1) См . сноску па стр .  353 . 
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Изменение угла атани приводит к изменению положения перед
ней и задней критических точен . Например , в случае , изображён
ном на фиг . 1 69 ,  при увеличении угла атаки передняя критическаа 
точка движется по нижней 72 � . _ 

поверхности� приближа- f"%%%/0.7, 't'/ltl Шн i' О  • Г- 0 
ясь к заднеи кромне про
филя , а задняя нритиче
ская точна приближается 
R лобовой части профиля ; 
уменьшение угла атаrш 
приводит R первмещению 
точни разветвления струй 
в сторону н носину , а точ
RИ слияния струй-в хво
стовую часть профиля . 

В общем случае ,  нан 
было поRазано ранее , вви

.7o!lНl1R mol/кo npo
f//UЛR 

Фиг. 169 .  Бесциркуляционное обтекание
профиля.  

ду невозможности обтекания острой задней кромки такое течение 
сопровождается отрывом потоr\а от поверхности профиля . Только 
при неRотором частном значении угла атаки (обычно отрицатель

Фиг. 1 70 . Обтекание профиля при угле 
атаки сх0 (угле нулевой подъёмной 

силы) .  

ном) точRа схода струй сов
падает с задней нромкой про
филя , т. е. получается безот
рывное бесцирнуляционное 
течение (фиг . 1 70) ; соответ
ствующий угол атаки а0 назы
вается уг.ао.м нулевой подъё.м
ной си.аы . 

Рассмотрим теперь другой 
крайний случай обтекания 
Rрыла - чисто циркуляцион
ное обтекание . Под чисто 
цирRуляционным течением 
будем понимать течение,  
обусловленное только нали
чием цирнуляции вонруг 
профиля при отсутствии на
бегающего потона 

Wн = О, Г =!= О .  
П римером чисто цирRуляци-
онного течения является рас

смотренное в главе II Rруговое течение , поле сRоростей которогО' 
вызвано одиночным вихрем . В случае чисто цирнуляционного тече
ния (фиг.  1 7 1 )  отсутствуют передняя и задняя нритичесние точни, 
и линии тона представляют собой замннутые нривые , огибающие: 
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профиль . Такое течение независимо от nеличины циркуляции 
�ребует наличия бесконечной скорости в точке ,  лежащей на зад
ней кромке профиля , и следовательно ,  так же как бесциркуля
ционное течение , не может быть реализовано без отрыва потока . 

Общий случай плоснопараллельного обтекания крыла может 
.быть получен наложением двух выше р�ссмотренных течений : 

бесциркуляционного и чисто цирну-
Шн'=О; ГФО ляционного . Нан можно убедиться 

из построения картины обтекания , 
в результате наложения на бесцир
нуляционное течение (фиг . 1 69) чисто 
цирнуляционного течения (фиг . 1 71 ) 
при положительном значении цирку
ляции (Г > О) задняя нритичесная 
точна сдвигается н хвостовой , а при
отрицательном (Г < 0)-н лобовой 
час ти профиля 1 ) . 

Задавая величину Г ,  мы однознач
ным образом определяем положение 
задней критической точки при дан

-Фиг. 1 7 1 .  Чисто циркуляцион- ном направлении бесцирнуляционно-
ное обтекание профиля .  го течения , т . е .  направлении ско-

рости вдалеке от профиля . 
Очевидно , что при пепотором впо.rте определённом зншчении 

цирпуляции вопруг прыла Г задняя прит.ичеспая точпа совпадает 
с задней острой промпой про-
""' (ф 1 7  2) Э Точка cmpgii Верхннн nodep:c-1Puля иг . . то являет- {. криmиlfескин ность l1f10t/Ш/lfl 
ся единственным случаем , точка; 
когда циркуляционное тече- �����;!����� 
ние может быть физичесни 
реализовано безотрывным 
образом. При всех других 
значениях циркуляции тре
-буется обтекание задней 
Rромни, что , нан уже неод
нократно уназывалось , не
возможно без отрыва потока . 

Это условие , впервые 
высиазаиное Н .  Е .  Жунов
.сним и С . А. Чаплыгиным , Фиг. 1 72 .  Обтекание профиля с дику-

называется постулатом Jl{y- ляцией . 

. повспого-Ч аплыгина и может 

.быть сформулировано следующим образом : при безотрывном 
.обтепании профиля вопруг него воанипает цирпуляция Г тапой 

1) Напоминаем, что положительным считается вращение по часоnой стрелке. 
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(Jе.личипы , при r;,оторой вадпяя острая r;,po.мr;,a яв.ляется точr;,ой 
схода струй.  Постулат Жуновсного-Чаплыгина даёт возможность 
вычислить величину цирнуляции вонруг профиля , а следовательно ,  
nри помощи теоремы Жуновсного ( 1 5) п подъёмную силу нрыла . 

Рассмотрим физичесную схему обтенания нрыла , при ноторой 
появляется подъёмная сила , т. е. сила давления жидности на нры
ло , направленная перпендинулярно н снорости невозмущён
ного потона . Нан мы видели , в потон:е оноло н:рыла вознинает 
цирнуляция, в результате наложения 
ноторой на набегающий потон снорости 
над ирылом становятся больше, а под 
крылом меньше снорости невозмущён
ного потон:а , вследствие чего давление 
над ирылом понижается , а .  под ирылом 
повышается ; этот перепад давления и 
даёт подъёмную силу .  В ознинновение 
цирнуляции жидности вонруг нрыла 
в свою очередь объясняется следующи
ми причинами.  В начальный момент 
обтенание нрыла является бесцирнуля
ционным, но при этом в области между 
точной схода струй (на верхней поверх
ности нрыла) и задней острой нромной 
нрыла получается застойная зона по
тона . Жиднан поверхность раздела (гра
:ница между застойной зоной и пото
ком, стенающим с задней нромни) , нан 
nоназывают наблюдения , сворачивается 
в вихрь , ноторый увленается потоном . 
Однано в набегающем потоне не было 
завихренности , следовательно , цирну-

Фиг. 173 .  Схема вовникно-
вения циркуляции под дей
ствием начального вихря. 

ляция по нонтуру , охватывающему н рыло и вихрь (фиг. 1 73) , 
равна нулю .  Если же этот нонтур рассечь линией , отделяющей 
:крыло от вихря , то в наждом из новых двух нонтуров цирнуляция 
не равна нулю . Очевидно ,  что эти цирнуляции должны быть равны 
по величине , но противоположны по направлению . 

Итан , начальный вихрь , срывающийся с задней нромни нрыла , 
вызывает вознинновение циркуляции вонруг нрыла , ноторал и 
по рождает подъёмную силу . На фотографии обтенания нрыла 
(фиг. 1 74) видны нан начальный вихрь , таи и цирнуляционное 
течение оноло нрыла . 

Заметим, что рассмотренный выше частный случай безотрыв
ного бесцирнуляционного обтенания (фиг . 1 70) представляет 
собой пример выполнения условия Жуновсного-Чаплыгина для 
режима 

Г = О.  
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Таное безотрывное бесциркуляционное течение (при Г = О) есть 
единственно возможный случай,  при котором бесциркуляционное 

Фнг. 1 74 .  Фотография начального вихр я .  

течение реализуется в действительности ;  в прочих случаях оно 
является лишь мысленной частью истинного течения , включаю

щего также и циркуля
ционный поток .  

Обратимся н: рассмотре
нию обтекания несжимае
мой жидкостыо прямоли

Тоllkа poJf!llЛa нейной реmётки , cocтaв-
cmPJIU JJенно:й из профиJJеЙ , имею

Фиг. 17 5. Бесцпрr>уляционное обтснаппс 
решетки п рофилсй . 

щих острую заднюю кром
ку . Бесцирr{уJJяционное 
обтекание решётrш (при 
отсутствии циркуJJяции во
круг профиJJеЙ , состав
ляющих решётку) пред
ставлено на фиг . 1 7 5 ;  на-
праююние тююго течения 
в решётке не изменяется.  
Так же нак и для сJJучая 
единичного нрыJJа , можно 
найти тюше направJJение 

бесциркуляционного течения , при котором острая кромка явJJяется 
точкой схода струй ; соответствующий yroJJ атани обозначим а0Р 
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(фиг. 1 76) , а угол между бесцирнуляционным направлением 
и фронтом рошётки обозначим �ор · Чисто циркуляционное обте-

Фиг. 1 7 G .  Обтекание рсшiiтюf профилей па пулевш1 
угле атаrш . 

нание решётки профилей представлено на фиг . 1 7 7 ;  т ан же нак 
и в случае единичного профиля , оно пе может быть осуществлено 
nри наличии острых кромок. 

Фпг .  1 7 7 .  Чисто цирнуллционнос обтенанис рсшётюr профилей . 

В отличие от единичного про,Риля при чисто цирнуляционно.\i 
обтшшнии решётки жидхюсть вдалеке от неё уже не является непо
движной ; для определения снорости этого движения на беснонеч
ном удалении перед и за решётi{ОЙ достаточно заменить рошётку 
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профилей цепочкой точечных вихрей , имеющих тот же шаг t 
и то же значение циркуляции во.круг каждого вихря Г ,  что и у про

филя в решётке .  Rак было \ш, уже показано в § 2 гла-

и 

а 

' вы I I ,  в этом случае 
жидкость на бесконечно
сти перед и за решёткой 
движется с одинаковыми 
скоростями wi в противо
положные стороны парал
лельна фронту решётки; 
величина скорости wi 
определяется по форму
лам ( 1 7) главы I I  

Фиг .  178 .  Обтекание решётки nрофилей с 
цирi{уляцией. Для получения обще-

го случая обтекания ре
шётки с циркуляцией сложим два течения - бесциркуляционное
и _чисто циркуляционное (фиг . 1 78 ) .  Для определения скоростей 

1 -- - - -

'8 

2 ------ - - - - - -

Фиг .  1 79 .  Сложение двух течений-чисто циинуляционного 
и бесциркуляционного-в реmётне nрофилей. 

далено впереди и за решётной построим два векторных треуголь
ника скоростей перед и за решёткой (фиг.  1 79) .  Нан следует из 
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рассмотрения этих треугольников , снорости перед рошёткой и за 
решёткой различны по величине и по направлению . Если по
строить оба треугольника скорости совместно (фиг . 1 79) , то леГR() 
заметить , что скорость бесциркуляционного течения определяетсл 
как геометрическая полусумма скоростей перед и за решётной, 
т .  е .  так называемая средняя геометрическая скорость . 

Применяя постулат Жуi{овского-Чаплыгина о сходе струй 
с задней острой нромки профиля в решётке ,  получаем дополни
тельное условие , с помощью ноторого может быть однозначнО< 
определена величина циркуляции Г вокруг профиля в решётке 
при заданной по направлению и величине средней геометричесной. 
скорости wm. На постулате Жуковского-Чаплыгина основываютсп 
существующие математические методы определения чиркуляции, 
а следовательно ,  и подъёмной силы нак для единичного профиля , 
так и для решётки профилей ; с помощью этих методов удаётся 
найти и распределение циркуляции и подъёмной силы по размаху 
крыла . Эти методы составляют содержание теоретической аэро
динамики крыла и решётни крыльев , основные результаты ното
рой излагаются ниже . 

Аэродинамическую силу , возникающую на ирыловом профиле
при обтенании его потоком вязкой жидности , обычно раскладывают 
на две составляющие : подъёмную силу Ry и лобовое сопротивление: 
Rx . Для удобства анализа и пользования данными экспериментов 
вводят безразмерные l}оэффициенты подъёмной сИлы Су и лобового 
сопротивления Сх , деля значения сил на произведение площади 
нрыла на снаростной напор потока . В случае изолированного 
нрыла харантерной является скорость невозмущённого потока 
(на беснонечности) Wн . Поэтому 

(20) 

(21)  

где S = [ .  Ь - площадь нрыла , равная произведению длины размаха 
на хорду . Зная величины этих ноэффициентов , можно найти подъ
ёмную силу и лобовое сопротивление из очевидных равенств 

(22� 

(2=i) 
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Отношение подъёмной силы н силе лобового сопротивления 
называется начеством н рыла К:  

Обратную величину, т .  е .  отношение лобового сопротивления 
R подъёмной силе , называют обратным начеством и обозначают: 

1 Rx Сх 11 =  к = ну = с;; · 
ЗаJ\Iстим , что в спучае идеальной жидiюсти 

силовое воздействие па профиль определяется при этом тольно 
значением ноэффициента подъёмной силы СУ . 

В случае обтенания решётни профилей несжимаемой жид
ностью харантерной сноростыо является геометричесная полу
сумма сноростей перед и за решётной ; ноэффициенты подъёмной 
С И JIЫ и лобового сопротивJtения и обратное начество профиля 
в решётне определяются следующим образом : 

Подставляя значения подъёмной силы ( 1 5) и лобового сопро
тивления ( 1 6) профиля в решётне в выражения для ноэффи
циентов СУ и Сх ,  получим : 

с hw 
. Го! х = --2 S lll t'm · wm 'tP T 

(24) 

(25) 

ь .Здесь положено l = 1 ,  т .  е . S = Ь , где Ь - хорда профиля ; 't = Т . 
Если ввести гидравличесние ноэффициенты сопротивления 

решётни, оnределяемые по геометричесной полусумме wm сно-
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ростей или по снорости входа : 

r:.n = h;:? ' т Р у  
С hw 1 = -----wг ' 

р -r-

369 

(26) 

(27) 

TO можно согласно (25) записать выражение для ноэффициента 
лобового сопротивления в следующем виде� 

Выразим циркуляцию Г в формуле (24) с помощью ( 1 7) :  

отнуда 

с 2дwu С R у = -- - x c tg t'm • 'tWm 

Закрутка потока в решётке определяется равенством 

дwu W1 R W2 R - = - cos r1 - - cos r2 •  
Wm Wm Wm 

Из треугольнина скорости (фиг . 1 66) следует: 

поэтому 

w1 sin �m 
Wm = sin �1 ' 

W2 si n pm 
Wm = siн �2 ' 

дwu = sin �m ( ctg �1 - ctg �2) .  
Wm 

Подставляя последнее выражение в (28) , имеем: 

Су = � sin �m (ctg �1 - ctg �2) - Cx ctg �m · 

Полагая в приведённых выражениях 

Сх = О , 
tJ. = O, 

(28) 

' (29) 

( 30) 

( 31 ) 

получим следующие формулы для случая обтекания решётни 

идеальной несжимаемой жидкостью: 

24 Г. Н . Абрамовпч 

С - � - 2дw,, (32) у - Ьwт - 'tWm ' 
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или 

Су = : sin �т (ctg �1 - ctg �2) (33) 

и 

(34) 

Обычно ввиду малости величины р. формулой (32) пользуются 
и в случае обтенания решётRи профилей вязRой жидRостью . 

§ 3 .  ОбтеRание врыла потовом несжимаемой жидвости 

RaR известно из гидродинамиRи 1) , в идеальной жидRости 
величина церRуляции для единичного нрыла , определяемая 
из условия Жувовсвого-Чаплыгина,  пропорциональна снорости 
набегающего потона ,  хорде нрыла и синусу угла между напра
влением нулевой подъёмной силы и направлением набегающего 
потона (фиг.  1 63) : 

(35) 

где mu - воэффициент пропорциональности ,  зависящий тольно 
от формы профиля, (10 - угол нулевой подъёмной силы,  т .  е .  
безотрывного бесцирнуляционного обтенания . В случае nластинни 

mu = 1t .  (36) 

Ноэффициент nодъёмной силы согласно ( 19) ,  (20) и (35) равен : 

СУ = ь2г = 2ти sin  ((Х - (10) . WH 
Таи наR обычно применяемые углы атани невелини, то можно 
nоложить : 

отсюда 

СУ = 2ти ((Х - (10) ; 

вводя таи называемый аэродинам:ичесний угол атаRи 

т . е. угол между направлением СRорости на беснонечности 
и направлением нулевой подъёмной силы (фиг . 163) , имеем :  

Су = 2m,рл, 

1)  С е д о в  Л. И . ,  Плоские задачи гидродинамики и аэродинамшш,  
Гостехивдат, 1950. 
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или после дифференцирования: 

d�y = 2mu, 

и следовательно , 

Для плоской пластинки согласно (36) 

dC11 _ 2_ � - .. . (З7) 

V симметричных профилей хорда совпадает с осью симмежрии.t 
вследствие чего угол нулевой подъёмной силы равен нулю : 

а0 = 0,  

поэтому коэффициент подъёмной силы плоской пластины равен·: 

С11 = 21tcx . 

Введём понятие э�>вивалентной пластин�>и ,  т .  е .  пластинки., 
дающей ту же подъёмную силу, что и данный профиль при 
равном угле атаки . 

Для того чтобы это условие соблюдалось , в частности при 
нулевой подъёмной силе , необходимо,  чтобы пластинка была 
параллельна направлению нулевой подъёмной силы профил.я 
(фиг. 1 63) .  Длина (хорда) эквивалентной пластинки Ь* опре
делится из условия 

откуда 

(38) 

выражение для коэффициента подъёмной силы можно соответ
ственно записать в таном виде : 

Ь* Ь* Су = 21t Ь а.А = 21t Ь (а - а0 ) .  

Вводя безразмерную длину энвивалентной пластинни 

получим: 

- Ь* Ь* = ь •  

Су = 21tb*aA = 21th* (а - сх0) .  

Аэродинамичесной хордой профиля называют длину эRвиналент
ной пластинки; она откладывается по направлению нулевой 
подъёмной силы . 

24* 
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Таним образом, определение ноэффициента подъёмной силы 

профиля можно свести н отыснанию величины и направления 
аэродинамичесной хорды профиля . 

Существуют расчётные методы , по ноторым можно найти для 
любого заданного профиля не тольно величины ти , а.0 и СУ ,  но 
танже и распределение снорости (и давления) по поверхности 
профиля 1) . Эти методы основаны на  решении задачи способом 
последовательных приближений и требуют довольно громоздних 
расчётов . 

Задача существенно упрощается для тан называемых теоре
тичссних профилей , получаемых в результате неноторого математи
чесного иреобразования . Впервые семейства теоретичесних профилей 
были созданы Н. · Е .  Жуновсним в 1 9 10  г. Аэродинамичесная 
хорда , а следовательно, и ноэффициент подъёмной силы теоре
тичесного профиля определяются в процессе его построения . 
Для приближённого вычисления ноэффициента подъёмной силы 
произвольнаго профиля подбирают соответствующий ему теоре
тичесний профиль , исходя из условий равенства относительпой 
толщины и относительной нривизны. Пользуясь данными по 
профилю Жуковского, можно получить следующую приближён-

ф dCy ную ормулу для определения величины """(k" произвольнога 

профил я :  

d�y = 21t ( 1 + 0, 77ё) Vt+ (�) 2 • (39) 
В этой формуле 2) один из множителей учитывает кривизну 
профиля, а другой множитель - его толщину. Направление 
нулевой подъёмной силы может быть с достаточной точностью 
определено как параллельное прямой, проходящей через заднюю 
кромку профиля и точку пересечения осевой дуги с нормалью, 
восставленной в середине хорды. 

До сих пор мы изучали свойства профиля крыла в случае 
плоскопараллельного течения жидкости , т .  е .  занимались тео
рией крыла бесконечного размаха ,  а теперь остановимся на ос
новных вопросах теории крыла конечного размаха 3) . Как уже 
неоднократно говорилось ,  бесконечное крыло воздействует на  
обтекающий его  поток жидкости , как бесконечная вихревая нить . 
Иначе говоря , можно считать, что в крыло как бы помещён 
так называемый присоединённый вихрь .  Rак известно из гидро-

1) С е р е б р и й с к и й Л. М:. , Обтекание крыловых профилей произ
вольной формы. Инженерный сборник , 1944 , т. 3 ,  вып . 1 . 

2) См.  Аэродинамика , под ред . В . Ф .  Дюренда , т. I I ,  Оборонгиз , М: . - Л . ,  
1939 . 

3) См. Ю р ь е в  Б .  Н . ,  Экспериментальная а:эродинамика, ч. 1 1 ,  Оборон
rиз , 1938 . 
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динамини , вихрь может онанчиватьсл тольно на границах 
потона или является замннуты:М:.  Поэтому присоединённый 
вихрь не может внезапно оборваться на торцах нрыла нонечного 
размаха (фиг . 180) ;  его свободные нонцы, называемые вихревыми 
усами, выходят за  пределы размаха l и, будучи подхвачены 
общим течением жидности, вытя-
гиваются по линиям тока в бес-
конечность . 

Если цирнуллция вокруг кры
ла постоянна , то такое крыло ко
нечного размаха можно заменить 
П-образным вихрем . В действи
тельности циркуляция по крылу 
конечного размаха обычно изме
няется,  и в общем случае крыло 
можно заменить системой из бес
нонечного числа П-образных вих
рей, образующих непрерывную 
вихревую пелену (фиг . 181 ) ,  кото
рая , как показывают исследова-

Фиг. 1 80 . Аэродинамическая схе
ма крыла конечного размаха с 
П-образным вихрем постоянной 

циркуляции. \ 

ния , неустойчива и за ирылом , 
сворачивается в два вихревых уса (фиг . 182) . "У крыла прямо
угольной формы вихревые усы сбегают главным образом с кон
цов , т .  е .  такое крыло может быть заменено приближённо одни� 
П-образным вихрем с постоянной цирRуллцией . 

ппп 
Ф:цг .  181 .  Схема П-об
разных вихрей для 
крыла с переменной 
циркуляцией по раз-

маху . 

Фиг. 182 .  Схема свора
чивания вихревой пеле
ны за крылом в два 

вихревых уса . 

Опы,ты прекрасно подтверждают описанную гидродинамиче
скую схему крыла нонечного размаха . Принимал во внимали� 
действие с бегающих с концов крыла вихрей, удаётсл определить 
влияние размаха нрыла на его аэродинамические свойства .  

Рассмотрим простейшую схему нрыла с П-образным вихрем 
(фиг. 183) . Расстояние между вихревыми усами несколько 
больше размаха нрыла (11 > l) ; расстояние от оси вихревоrо 
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уса  до нрая нрыла равно: 

f).l = l l - l 2 • 
Для оценни вJ1ияния вихревых усов на точки , лежащие на при
соединённом вихревом шнуре, проводём через него плоскость, 

�---------4.----------� 1 
r.�д�l ------l ------� 

Фиг. 183 .  Индуктивные скоро
сти , вызванные усом П-образного 

вихря. 

перпендикулярную к скорости по
лёта Wн. и определим скорости, 
которые индуцируют в этой плос
кости вихревые усы . 

В теории крыла конечного раз
маха имеет значение только одна 
составляющая индуктивной скоро
сти, перпендикулярная к направ
лению полёта и к оси присоединён
ного вихря wy . В главе 11 было 
показано, что скорость , индуцируе
мая бесконечным вихрем, равна :  

r 
Wy = - 21tZ ' 

где z - расстояние от вихревого 
уса,  отсчитываемое в данном слу
чае по оси присоединённого вихря. 
Знак минус поставлен потому, 
что скорость Wy на фиг. 183 на-
правлена вниз .  

Однако мы имеем дело не  с бесконечным вихрем , а с вих
ревым усом, который является полувихрем, так как уходит 
ст края крыла в бесконеч
Jюсть только в одну сто
рону (по потоку) ; скорость , 
индуцируемая полувихрем 
в плоскости, близкой к его 
<>кончанию, в два раза 
меньше ,  чем в с лучае бес
Rонечного вихря, т. е. в 
нашем случае : 

r 
Wiy = - 41tZ . 

Вычислим среднюю по 
размаху крыла индуктив
ную скорость , называемую 

Фиг. 184.  Скос потока за крылом конеч
ного размаха.  

скоростью скоса потока : 
Z + AI 

Wyo = � � wydz • 

. н 
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Здесь множитель 2 взят для учёта воздействия двух вихревых 
усов . Выражая индунтивную снорость через цирнуллцию, полу
чим:: 

Z + A l  l + A l  
1 \ Г Г \ dz Г l + дl 

Wyo = - 2 · Т · J 41tz dz = - 21tl J z = - 21tl ln АГ · 
A l М 

В соответствии с припятым обозначением имеем : 

г lt + l  
Wyo = - 21tl · ln ll - l • 

l + l  
Величина е = ln z: - l есть '#Соэффициент са.моинду'#СЦUU '#Сры.аа; на 

основании теории и опытов можно положить : 

т. е .  

отсюда 

ll � 1 ,04/ , 

е �  4 ;  

Е · Г 2Г 
Wyo = - 21tl = - --;г . 

Прибегая к полученному ранее соотношению 

2Г 
Су = -ь- · WH 

можно выразить скорость скоса через конструктивные параметры 
нрыла: 

величина 

называется относительным размахом или удлинением крыла . 
Угол сноса потока lia., который вызывается вихревыми усами, 

можно определить из уеловил (фиг. 184) :  

tg lia.  = - Wyo • 

Wн ' 

здесь принято , что lia. > О  при Wyo < О. Ввиду малости угла !J.a. l) 
можно положить : 

Wн � w' , 

1) Обычно дсх равен нескольким градусам . 
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где Аос взят в радианах . Выражал величину Wyo через ноэффи
циент подъёмной силы, получим следующую основную формулу 
теории нрыла нонечного размаха : 

Аос = �� .  
Переходя от измерения в радианах н: измерению в градусах,  
имеем: 

Аа0 = �6� • Аос = 18 , 23 · �11 • 
Если нрыло стоит в потоне под углом атаки ос, то истинный 
(аэродинамический) угол атаки равен : 

oci = а  - Аос . 

В случае крыла бесконечного размаха (Л = се ) угол скоса 
равен нулю (Аос = 0) , т. е. истинный угол атаки равен нажущемусл 
(ос) . Чем меньше относительный размах крыла Л ,  тем больше 
угол скоса потока ,  т. е .  тем меньше истинный угол атаки.  

В связи со скосом потока на угол Аос подъёмнал сила нрыла 
повернётсл на тот же угол, так нак её направление перпендикуллр
но к истинному направлению потока .  Проекцил подъёмной силы 
крыла конечного размаха 1) на направление невозмущённого по
тока представляет собой силу сопротивления: 

Rxi = R� · sin Аос . 

Переходя к безразмерным величинам и учитывал малость угла 
скоса (s in Аос � Аос) , получаем формулу так называемого коэф
фициента индуктивного сопротивления крыла' конечного размаха 

с� С ,  = С · Аос = -, Xt У тел 

Таким образом, в.п,ияние rьонечности r.ръz.п,а сrьааывается в появ.п,е
нии особого рода (индуrьтивного) сопротив.п,ения даже в едучае 
обтеrьания rьры.п,а идеа.п,ъной жидrьостъю .  

Коэффициент индуктивного сопротивления зависит только от 
величин Су и Л, т .  е .  не зависит непосредственно от формы 
профилл. Ввиду того , что коэффициент подъёмной силы согласно 
формуле (35) пропорционален аэродинамическому углу атаки, 
коэффициент индуктивного сопротивления пропорционаJiеН ква
драту угла атаки . 

Мы изложили приб лижённую теорию крыла конечного раз
маха в идеальной жидкости, основанную на замене крыла 

1) Ввиду того , что углы скоса малы, подъёмная сила при скосе потока 
почти не меняется (С� ::::::: Су) · 
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П-образным вихрем. Формулы более строгой теории получаются 
в следующем виде : 

Cv да = 1r.Л ( 1 + 't) ,  

cxi = �� (1 + 3) . 
Поправни 't и 8 зависят от размаха и формы н рыла в плане 1) .  
Ниже приводится таблица поправон для прямоугольного нрыла , 
вычисленная Глауэртом : 

л --
dCy oo 

� 

Л nри 
dCy оо =21t 

da 

't 

8 
1 

Т а б л и ц а  VII 

0 , 50 о ,  75 1 , 00 1 , 25 1 , 50 1 , 75 

3 , 14 4 , 72 6 , 28 7 , 87 9 , 42 10 , 98 

0 , 10 1 0 , 14 1 0 , 17 1 0 , 20 1 0 , 22 1 0 , 24 

1 0 , 019 1 0 , 034 1 0 , 049 1 0 , 063 1 0 , 076 1 0 , 088 1 

В случае нрыла эллиптичесной формы в плане поправки равны 
нулю ('t = O, о = О) .  

До сих пор мы расс матривали обтеRание крыла идеальной 
жидкостью . Изложим неноторые соображения о влиянии вязности . 
Вязнасть жиднести вносит изменения в нартипу течения и при
водит к различию между выводами теории потенциального об
тенания нрыла и энспериментальными данными . Влияние вязности 
в случае хорошо обтекаемых тел сназывается лишь в тонком 
пограничном слое , вне которого движение можно считать потен
циальным, т. е. безвихревым . 

В главе VI рассмотрено подробно обтенание с трением плоскоii 
пластины , расположенной параллельна направJшнию потока ; 
в этом случае давление в потоне практически не изменяется ;  
при обтекании же нрыла давление оноло его поверхности сущест
венно изменяется .  Исходя из этого, в сё  течение вблизи нрыла 
следует разделить на два основных участка: -,;,онфуаорный участок, ,  

1 )  С м .  более nодробвое ивложение теории крыла конечного равмаха 
в книге Ю р  ъ е в а Б. Н . ,  Эксnериментальная аэродинамика, ч. I I ,  Оборов
гив, 1938. 
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в нотором снорость возрастает, а давление соответственно падает, 

т .  е. градиент давления отрицателен ( �� < О) ; диффуаорный 

участо�,  в нотаром снорость падает, а давление возрастает, 

т . е. градиент давления положителен ( �� > О) . 

Н нонфузорному участну относятся нижняя поверхность 
и передняя часть верхней поверхности нрыла (до точни минимума 
давлений - Pmin) . R диффузорлому участну относится задняя 
часть верхней поверхности (от точни минимума давления до задней 
нромни) . В нонфузорном участие течение совершается в сторону 
падения давления, и поэтому не вознинает опасности отрыва 
по граничного слоя от поверхности :крыла . В диффузорнам участие 

р 1, 0  
0,8 
fl,G 
IJ, 'I  0,2 

о -o,z 
-0,1/ 

\ 
_'3 --·� 

Н= !,GG·I08: ё=0,!50G 

. v· 
·- .-· 

·-
·-· 

--
-O,G{j IJ,I fl,2 /J,J /l,f/ ll,S fl,G fl, 7 {/,8 /l, ll  !,0 1'-•-" f--' .:z: о 

Фиг. 185 . Сравнение экспериментальной и теоретической эnюр 
давления для симметричного профиля Жуковского с относи
тельной толщиной с= О, 1506 при нулевом угле атаки (кривая-

расчёт , крестики-эксперимент) . 

движение направлено в сторону роста давлений, что , нан уназы
валось в главе VI,  при больших градиентах давления приводит 
.н возможности отрыва пограничного с.аоя . 

Эти соображения подтверждаются многочисленными энспе
риментами с диффузорами, нонфузорами и нрыловыми профилями. 

На фиг .  185 и 1 86 производится сравнение эпюр безразмерных 

(- р - р  ) величин давления р = �' по поверхности ,  полученных из 
0 , 5рwп 

энсперимента , с данными теории потенциального обтенания на  
нулевом угле атани для двух симметричных профилей Жунов
·.еного, имеющих относительные толщины : ё = О, 1 .J06 и ё = 0,4025 .  

Rан видим, разница между теоретичесними и эксперименталь
ными данными в распределении давления имеется тольно в нор
мавой части профиля, причём она увеличивается с толщиной 
uрофиля . Этот результат справедлив не тольно при нулевом 
угле, но танже и при малых углах атани . 
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С увеличением угла атаки усиливается диффузорпасть течения 

на верхней поверхности , что увеличивает расхождение :между экспе
риментом и теорией . На больших (закритических) углах атаки 
возникает отрыв пограничного слоя от верхней поверхности крыла ; 
это приводит к резкому падению коэффициента подъё:мной силы Су 
и возрастанию коэффициента лобового сопротивления (х:, причём 
наблюдается существенное различие между данными экспери
мента и теории потенциального обтекания крылового профиля . 

ift Н= f.OG·to�t"=OJID25 1,0  ' ' 

0,8 
0,6' 
0, 1/  0, 2  

" 

1 \ ./х о -o,z \ х/ 
-о, f/ -O,!i -0,8 -1,0 -!, Z 
-!, f/ о 

\ 
\ 
\х \ 

1\х /х 
'\.х -��х flt о"  х о! 0, '1  

/ 
у 

/ 
�, 

0.5 118 0,7  0,8 

/ � 
х 

.с Jj 

0,9 1,0 
Фиг. 1 86 . Сравнение экспериментальной и теоретической 
эпюр давления для симметричного профиля Жуковского 
с относительной толщиной с= 0,4025 при нулевом угле 

атаки (нривая-расчёт , крестини-эксперимент) .  

Влияние вязкости сказывается в нарушении теоремы Жуков
ского о направлении равнодействующей сил давления, так как 
появляется составляющая, направленная параллельна набега
ющему nотоку против движения крыла; она называется сапро-

б R ' с  Rxn тивлением давления и о означается xn•  величину xn = 
2 

S Wн 
Р ;г 

будем соответственно называть коэффициентом сопротивления 
давления . Кроме сопротивления давления, на профиль , как уже 
указывалось , действуют касательные силы поверхностного трения . 

Общая сила профильнаго сопротивления Rx пр состоит из 
сопротивnения давления и сопротивления трения: 

Rx пр = Rxn + Rxf • 

Коэффициент профильнога сопротивления равен : 

Rх пр С:х: пр = 2 = Cxj + Cxn• 
Sp �н 
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Здесь в отличие от коэффициента трения пластины С1 коэффи
циент сопротивления трения профиля обозначается Cxt ·  Иногда 
ещё вводят понятие сопротивления формы . Под коэффициентом 
сопротивления формы понимают разность между коэффициентом 
профильнога сопротивления и коэффициентом трения плоской 
пластины, имеющей ту же поверхность , что и данное крыло 1) :  

Сх формы =  Сх пр - 2С1 = С ха + (Cxf - 2С1) . 
Для иллюстрации соотношения между сопротивлением давле

ния и сопротивлением трения на фиг . 1 87 приведены результаты 

f:znp_ D,OJ�----т-----.-----.-----� 

Фиг. 1 87 .  Соотношени� между соnротивлением 
трения и сопротивлением давления в зависимости 
от относительной толщипы nрофиля с для сим
метричного nрофиля Жуновсного по данным 

, nродувни nри нулевом угле атани . 

экспериментальных исследований на нулевом угле атаки серии 
из семи симметричных профилей Жуковского с относительной 
толщиной :  с = о,о5 ;  о . 1о ;  о , 1 5 ;  o ,2t ; о,27 ;  о , 33 ; о ,4о.  

Иак видим, у тонких профилей подавляющую часть про
фильнаго сопротивления составляет сопротивление трения ; на-
пример , в случае с =  0, 1 на долю трения падает 75 % профильнаго 
сопротивления . С увеличением относительной толщины профиля 
за счёт возрастания градиента давления в диффузорной части 
крыла растёт общее профильвое сопротивление и уменьшается 
доля сопротивления трения ; при ё > 0, 25 сопротивление давления 

1) 3десъ множитель 2 при с, учитывает чение на двух сторонах 
пластины. 
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преобладает над сопротивлением трения ; при ё = 0,4 первое соста
вляет ""' 70% общего профильнога сопротивления . 

Рассчитаем коэффициент сопротивления трения симметричного 
профиля Жуковского с относительной толщиной ё = О, 1 506 при 
нулевом угле атаки . Экспериментальная эпюра давления для 
этого профиля приведена на фиг . 185 при R = 1 , 66 · 10 6 •  Напом-

1 
/28 
/lli 

0,2 
о 

- 0,2 

- /26' · о  

( 
1 

\ 
\ 

А о 
---г--

р 
1 

� -

0.5 

r-- А о - -г--

. 

-- --1--
� 

! :Т  
Фиг. 188 .  Эпюра давления вдоль спрямлённой обра
зующей профиля и распределение относительной ско

рости. 

ним, что при расчёте пограничного слоя ноордината х выбирается 
вдоль образующей профиля, а координата у - перпендикулярно 
к ней . Поэтому, прежде чем перейти к расчёту пограничного 
слоя , необходимо перестроить эпюру давления вдоль спрямJ1ён
ной образующей профиля .  Эта эпюра давления и распределение 

безразмерной скорости А0 = ;о вдоль спрямлённой образующей, 
00 

где W00-СКорость невозмущённого потока , приведены на фиг.  1 88 1) .  
Согласно главе VI расчёт пограничного слоя при наличии гра
диента давления для несжимаемой жидкости сводится к решению 

1) Величину А0 не следует смешивать с величиной А, с которой мы 
имеем дело в главе VI . О построении профилей Жуковского см. , например, 
1\ о ч и н  Н .  Е . ,  R и б е л ь  И . А . , Р о з е  Н .  В . ,  Теоретическая гидро
механика, часть I, изд. 4-е , Гостехиздат , 1948. 
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уравнения 

где 
о 

d o** + (2о** + о*) _1 _ d W0 _ � 
dx W о dx - Ро Wб ' 

о 
о** = �  �c i -�) dy и � Wo Wo о* = \ ( 1 - �) dy .) J,Y о о о 

- соответственно толщины потери импульса и вытеснения . Это 
уравнение можно свести н интегральному соотношению 

х � ** 
\ 
[ 

"ш 

(2' ** + �* ) 1 d vV0 ] d Ui = .)  
Ро Wб - Oi-1 Oi-1 vVo dX х , о 

которое решается методом последовательных приближений . При 
выборе первого приближения для изменения о** и о* вдоль про
филя следует учитывать , что при отрицательном градиенте дав
ления (конфузорная часть) нарастание пограничного слоя про
исходит менее интенсивно, а при положительном градиенте 
давления (диффузорная часть) более интенсивно , чем в случае 
обтекания пластины . Однако расчёт методом последовательных 
приближений громоздок и неудобен . Для практических целей 
Л. Г. Лойцянсним 1) ,  а т ан же Л. Е . Налихманом 2) предложен 
упрощённый метод, в нотаром для ламинарного пограничного 
слоя используется соотношение 

а для полностыо турбулентного слоя соотношение 
х s Аб d х 

R** - PWo о** - 1 , 25 
R о 

-- -11.- - � � ·  
В случае, ногда на профиле имеется вначале ламинарный 0<х<х0 ,  
а затем турбулентный пограничный слой (� < х < 1 ) , толщина 
потери импульса определяется по номбинированной формуле 

1) Л о й  ц я н с н и й Л. Г . ,  Прпближёнпый метод расчёта турбулентного 
пограничного слоя на профиле. Прииладиан математина и :механика, вып. 6 ,  1945. 2) R а л и х  м а н Л. Е . ,  Газодинамическая теория теплопередачи. При
нладнан математина и механика М 4, 1946 . 
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(8�* = 8;* в точке перехода) 

где 

-х S A3 dx 

R**  = R**- _ + 1 , 25 R х_=_х--'-о';-;;--л х=х0 �2 А8 

Значение 8** и величина � определяются формулой (20) главы VI -
х s A� dx 

R**  = О 288 х<: ( 1 - �) = 1 , 25 R _о____,,--' е � " 2  1. "  ')(."' � 1 о 
Изменение 8** вдоль профиля для ламинарного и турбулентного 
режимов течения изображено на фиг . 189 .  Rроме того , на этой 

Фиг. 1 89 .  Изменение толщины потери импульса вдоль 
профиля. 

фигуре приведе но изменение 8** ,  рассчитанное сначала-для лами
нарного режима (О < х < 0, 35) , а затем при 0,35 < х < 1 для 
турбулентного J ;сашма 1) . Для сопоставления на этом графике 
пунктирными линиями нанесены соответствующие значения а** 

1)  В точке х =  0, 35 имеем :  R** = 600, что соответствует критическому 
числу R для перехода ламинарного слоя в турбулентный . 
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в случае обтекания пластины . Нан:  видно, при наличии градиента 
давления в конфузорной части профиля возрастание о** меньше ,  
а в диффузорной части больше, чем в случае пластины . 

Зная изменение о** и хе вдоль профиля, подсчитываем сум-1 1 
марвый :коэффициент трения С1 = � с1 ix = 2 � 'tw2 dx для лами-

о о pW оо 
вариого режима по формуле 

1 
с = о,418 \ !о dx 1 и ·' о**  • о 

так как для поля скоростей: 

имеем : 
;о = � � - �  ( � у  

(&и) 
3 О 1 

'tw = 1'-w &у У= О = 1'-w Wo �о = , 209r-w Wo о** ' 
а для турбулентного режима по формуле 

1 
с

1 = 2 � �� dx, 
о 

так как согJiасно (89) главы VI 
pW� 'tw = � · 

Приведённые расчёты показали ,  что для ламинарного режима 
С1 = 0,001 ,  для чисто турбулентного режима С1 = 0,0049 , для 
смешанного С1 = 0,0036 .  

Согласно графику фиг .  187 коэффициент трения при относи-
тельной толщине профиля с= 0 . 1 506 равен С1 = 0 ,007 . Это зна
чение совпадает с удвоенным значением С1 (для обоих сторон 
профиля) для смешанного режима течения . 

В случае профиля большой толщины градиент давления ста
новится настолько большим, что возни:кает отрыв пограничного 
слоя в диффузорной части крыла, причём увеличение относи
тельной толщины приводит к перемещению точки отрыва по на
правлению :к носику профиля . 

Эксперименты показывают,  что коэффициент профильнога 
сопротивления крыла Сх пр зависит как от геометрических харак
теристик профиля так и от значения числа R .  Например , у тон-
:кого симметричного профиля (с= 0,06) при нулевом угле атаки , 
:как известно из опытов на малых значениях числа R ,  профиль
вое сопротивление почти равно сопротивлению трения пластины 
с полностью ламинарным пограничным слоем ; при увеличении 
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числа R профильвое сопротивление приближается н сопротив
лению трения пластины с полностью турбулентным пограпич
пым слоем . 

В результате обработки большого количества энсперимеп
тальпых материалов удалось получить кривые (фиг. 1 90) , ното
рые дают с достаточной для прантини точностью величипу мини
мального значения Сх пр в функции числа R и обобщённого гео-

oL-5.�.5�---o.�.o�---o.7,5�--�7,0�---l��� 
Фиг . 190 .  Зависимость коэффициента профильного 
сопротивления крылового профиля С х пр от числа 

R и от обобщЁ'нного параметра ё* = (ё + О, 17/) · 100. 

метричесного параметра , учитывающего толщину и кривизну 
профиля : 

с* = (с + 0, 1 7f) 100 .  
Перейдём н вопросу о влиянии вязкости на  подъёмную силу . 

Типичная экспериментальная кривая СУ (а) профиля изображена 
на фиг .  19 1 . На фиг . 192 представлены кривые С11 (а) для серии 
винтовых профилей различной толщины . 

В начаJrе экспериментальной нривой СУ (а) имеется значитель
ный прямолинейный участон, как это получалось и в потенци
альном обтекании ; при нритичесном значении угла атаки аир 
коэффициент подъёмной силы достигает максимума (Су = Су шах) , 
после чего наблюдается падение величины Су с увеличением угла 
атаки . Резное отнлонение зависимости Су (а) от линейной при 
больших углах атаки вызывается отрывом пограничпого слоя, 
ноторый с увеличением угла атани распространяется на всё 
большую часть верхней поверхности профиля (фиг . 193) .  
25 Г. Н .  Абра мович 
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Фиг . 1 9 1 . Экспериментальная 
кривая Су (а) для единичного 

профиля. 

Фиг 1 9 2 .  Зависимость I<оэффициента 
подъёмной силы от угла атаки для 

серии впнтовых профилей. 

а' ДokpumLi'leckoe oomekoнue 

о Jokpumul/вckoe oomekoнue 
Фиг . 1 93 .  Схема обтекания профиля 
nри малых (а) и вакритических (6) углах 

атаки. 
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Прямолинейная часть харантеристини, определяемая двумя 

параметрами : углом нулевой подъёмной силы t10 и нанлоном 
dCy 

прямой по отношению н оси абсцисс , т е .  величиной Та ,  зави-

сит главным образом от основных геометрических характеристин 

профиля , т .  е. nеличин f и с .  
dC'IJ 

Энспериментальные значения Та получаются меньше вычис-

ленных по теории потенциального обтенания .  на: фиг . 194 пред-
dСу .. 

ставлен графин величины Та ,  полученнон из энсперимента , и 

Teo,oemи'!ef/ee 
� � JHU'It'IШI? Yifl: -.... 

_#..-
/�сперимент ....... _. 

f-----
1 rv-

fl, !Z 

0. 10  

tJ.(jf 1 

'L I L l  1 1 tl.05o [I!Jll fl,{'3 0,12 с. ш  o,zo 0,2'1 с 
dC 

Фиг .  1 9 4 .  Зависимость величины da
y от относи-

тельной толщины профиля . 

той же величины, вычисленной теоретичесни , для профиля 
N АСА 22 в зависимости от относительной толщины профиля 
(t1 измеряется в градусах) . Чем толще профиль ,  тем сильнее 
различие между данными энсперимента и теории . Для обычных 
нрыловых профиле й можно приближённо принять : 

dC'IJ (jД :::::: 0 , 1 ,  

где t1 выражен в градусах .  Истинное значение угла нулевой 
подъёмной силы всегда меньше теоретичесного . В частности , 
для теоретичесних профилей Жуновсн?го по данным расчёта 

1 ag 1 • 

-

1% = 1 , 15 ,  

по опытным ж е  данным, которые относятся Haii н профиля� 
Жуковского , так и к обычным крыловым профилям. 

1 ag 1 • 1% = 0 ,9 --. 1 , 0 .  

25* 
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Меньшие значения соответствуют профиллм, у ноторых место 
мансимальвой нривизны расположено ближе н носину . Вели
чина Су max в- сильной мере зависит от значения числа R и 
�тепени турбулентности набегающего потопа . На основании 
обработни большого чис ла энспериментов можно утверждать 
�ледующее 1) : 

1 )  Для профиJ1ей тонних (ё < 4 %)  и средней толщины (ё <  1 2% )  
� малой вогнутостыо ( /  < 3 % ) увеличение числа R приводит 
н возрастанию Су max · Аналогичное влияние оназывает увеличе
ние турбулентности при постоянном значении числа R .  

tjтllZ 

Фиг. 1 9 5 .  Зависимость максимального значения 
коэффициента подъёмной силы Су max от -;f для 
профиля с относительной толщиной �= 0, 1 2  при 

разных значениях кривизны профиля [% . 

2) Для профилей средней толщины и средней вогнутости 
<7 >- 6 % ) величина Су max слабо изменяется с изменением значе
ния R при малой турбулентности потоп а .  При большой турбу
лентности привал Су max ( R) поднимается вверх .  

3) Для толстых профилей (с > 1 2 % )  с большой вогнутостыо 
(! ;> 6 % )  возрастание чисJ1а R ,  нак и увеличение турбулентности , 
сопровождается уменьшением Су max · 

Значительное влияние на величину Су m a x  оказывают геомет
ричесние параметры х1 и хс �форма носика профилл . На фиг . 1�5 
представлены нрив:uе Cy max (х1) для профиJ1л 12 % толщины при 

разных значениях f % . 
Утолщение носина профиля вызывает сначала некоторое возра

стание Су max . а затем резное его падение . Заострение носика 
приводит н выглаживанию привой в окрестности Су max при неiю
тором снижении величины последнего .  

1 )  Справочник авиаконструктора , ЦАГ И ,  М . ,  1937. 
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§ 4. Обтекание крыла дозвуковым потоком газа 

При малых значениях снарасти газового потона ( М < 0,3-0,5) 
величина снорости не сназываетсл на безразмерной нартипе 
распределения давления, т. е. сжимаемость газа не влияет 
на харантер обтенанил nрофилл . При более высоких значениях 
скорости набегающего потока увеличение снарасти nриводит R 
изменению эпюры давления , причём большие разрежения растут 
быстрее, чем малые , однако ха рактер кривой давления. в этой 
области остаотел тем же . 

Увеличению разрешения соответствует рост местных значе
ний снорости на профиJ1е ;  в точне минимального давления Pmin 
снорость достигает максимального значения . При пекотором 
значении числа М набегающего потока минимальное давление 
становител критическим 1 ) :  

k 

Pmin = Рир = (k� 1 ) k- t р0, 

где р0 есть полное давление набегающего потона ; в точне Рнр 
снорость потока равна местной скорости звуна 

М = 1 . 
Число М набегающего потока , при котором где-либо на профиле 
возникает звуновал скорость, называется критичесним : Мир · При 
дальнейшем возрастании числа М набегающего потона , т. е. при 

Мн > Мир, 
около поверхности крыла вознинает зона 1.'еченил, где име
ются сверхзвуковые снорости, в связи с чем течение при
обретает новые начества ; величина Мир является границей двух 
основных режимов обтекания профиля при дозвуновой снарасти 
набегающего потона : док,ритическ,ого ( Мн < М ир) и занритического 
(Мн > Мнр) · 

Для докритичесноrо режима характерно отсутствие сверхзву
Iшвых скоростей во всей области течения . Анализ уравнений: 
газовой динамики позволил Л . Прандтлю дать в случае слабо 
изогнутых и тонких профилей приближённый метод учёта сжи
маемости для докритичесного режима . Этот метод занлючаетс н  
в том, что вместо рассмотреnил обтекания газом заданного про 
филя рассматривается обтекание несжимаемой жидкостыо иено
торого энвивалентного профиля, полученного деформацией задан
ного профиля и всей области течения путём увеличения всех 

1) Настоящее вначение Pmin можно получить ив формулы (68) главы I ,  
полагая в этой формуле М =  1 .  
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1 поnеречных размеров в раз (фиг . 1 96) 1) . Деформация 

V 1 - M2 
профиля оназывается столь незначительной , что для определе
ния ноэффициента nодъёмной силы СУ достаточно учесть изме
нение только угла атаки , который в энвивалентном течении 

1 несжимаомой жиднос т и получается больше в раз : -у' 1 - М2 

, а 11 =  ' 
rl - IV,2 

(40) 

где 11-фактичесний угол атаки в газовом течении, 11' -угол 
атаки в эквивалентном течении несжимаемой жидкости . При 

!/ 
CJicuмoeмf.ZJI :Jicшlkocmь 

У' 

1/ec.:J!cuмde.мllR :JicиilktJcmь 
:r:' 

Фиг. 196 .  Схема перехода от профиля в потоке сжимаемого 
газа к эквивалентному профилю в несжимаемой жидкости . 

этом предполагается,  что оба угла атани достат�чно �алы.! и отсчёт для удобства ведут от наnравления нулевои подъемнои 
силы . Очевидно , что угол нулевой подъёмной силы у симмет
ричного nрофиля всегда равен нулю, т. е .  не зависит от ско
рости набегающего потока и от числа М набегающего nотона ;  с достаточной для практики точностью можно считать,  что вели
чина угла нулевой подъёмной с илы у малоизогнутых авиацион
ных профилей не зависит от значения числа М . В газовом тече
нии и в эквивалентном течении несжимаемой жидкости (при 
соблюдении условия Мн < Мир) значения коэффициента подъём
ной силы должны быть одинаковы : 

Су = С�, 
но тан нан при отсчёте угла атани от направления нулевой 
подъёмной силы 

с = ( acy ) · l1  У da ' 
С' _  (dCy )' , 

у - da · 11 , 

1) См. Ф а б р  и н а н т Н. Н . ,  Аэродинамика , ч. 1 ,  Гостехиздат,  М . ,  1949 . 
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то с учётом (40) получаем : 
( dCy) ' 

C dCy ) = (fa 
da. V 1 - ма (41 )  

Отсюда вытенает, что при одинаковых углах атаки в газе 
и в несжимаемой жидкости справедливо соотношение 

Су = 1 С - С' 1 
с� Jl 1 - мz или 1J - 1J у 1 - мz . 

Следовательно,  для получения величины СУ при заданных значе
ниях числа М набегающего по-
тона и угла атаки а. достаточно 
коэффициент подъёмной силы. 
взятый из продувок данного 
профиля на малых скоростях 
при том же угле атаки, по-

1 множить на величину . 
)I 1 - M2 

На фиг. 1 97 построена кри
вая, соответствующая уравне
нию (41 ) ,  и нанесены экспери
ментальные точки для крыльев 
разной относительной толщины 
(а. - в радианах) . Эксперимент 1) 
даёт хорошее совпадение с тео
ретической нривой вплоть до 
критического значения числа М , 
тем большего, чем тоньше про
филь . При дальнейшем возра
стании числа М обтенание ста
новится занритичесним и наблю
дается резное падение величины 

+8.3 . 

ft!C9 } 

�"t$-J.. = ( 7f(i1" dtr � � \ 
\ \ \ \ \ t. 

\ . � 1/,DG 
\ \ \ \ \ 11,111 

- - - - - - - - - - - - - -- -� - ---

� ё•ll,/0 
8.'1 11,5 1.8 11,7 0,8 м 

Фиг. 197 .  Влияние числа М на вели-
dС 

чины da.Y для крылового профиля 

(сплошная линия-теория , кружки, 
нрестики , треугольники - экспери-

мент ) .  

dCy Т б 
.. 

dr;: .  аним о разом , для учета суммарного влияния сжимаемости 
на подъёмную силу профиля в донритичесной области можно 
с достаточной для прантини точностью пользоваться формулами 
приближённой теории. Существует и более точная теория донри
тического обтенания изолированного профиля плоскопараллель
ным потенциальным потоном газа , разработанная С. А. Христи
ановичем в 1 939 г .  2) .  В о снову этой теории положены резуль
таты, полученные С .  А .  Чаплыгиным ещё в 1 902 г .  в его зна
менитой работе «0 газовых струях>> ,  где доказана возможность 
сведения задачи течения газа н иеноторому течению несжимаемой 

1) Справочник авиаконструктора,  ЦАГИ ,  М. , 1 937 . 
2) Х р и с т и а н о в и ч  С .  А . ,  Обтекание тел газом при больших 

доавуковых скоростях .  Труды ЦАГИ ,  выл. 481 , М . ,  1940. 
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шидности .  Теория С . А .  Христиановича позволяет определить 
не тольно значения СУ , но и распределение давления по про
филю в фуннции от числа М набегающего потона . Распо
лагая эпюрой давления, полученной из продувни профиля 
на малых сноростях , можно по методу С . А. Христиановича 
найти эпюру давления и снарасти для любой донритичесной 

\ 
\ 
\ 

' 
\. 

" " 
"� pmin 

о -0.5 -1. 0 -1.5 -2. 0 
BellU'IUHll if/luDDPIIШB3i p!lapeJiceнuв Н/1 npoфUIIBIPm;nl 

Фиг. 198 .  Зависимость l{рити
ческого числа М от минималь-
ного давления на профиле Pmin 

(по С .  А .  Христиановичу) .  

снарасти и тем самым определить 
значение Мнр для этого профиля . 
В работе С . А . Христиановича вы
числена приближённая универсаль
ная зависимость величины Мнр от 
значения Prnin • соответствующего 

и. и 
� " 

"' ....... 
'-.. f/,.f 

Фиг. 199 .  Зависимость крити
чоекого числа М для симмет
ричного профиля от [ угла 

атаки . 

обтенанию профиля несжимаемой жидностыо (фиг . 198) ;  эта 
зависимость, хорошо подтверждаемая данными энсперимента , по
зволяет определять величину Мнр по эпюре давлений,  снятой 
при малых сноростях . 

Заметим, что наряду с теорией С .  А.  Христиановича имеютс я  
различные приближённые методы ,  позволяющие оценить влияние 
сжимаемости на распределение давления по профилю 1) . 

Значение Мнр зависит от тех же фанторов , что и величина 
Pmin , т. е .  от нонфигурации профиля и угла атани . Тонним и 
слабо изогнутым профилям соответствуют большие значения Мнр · 
Rан установлено на основании энспериментов 2) с обычными ави
ационными профипями, уменьшение толщины профиля на 5 % 

1) Н у ж и н С .  Г . , Об обтекании тел газом при больтих дозвуковых 
скоростях.  Прикладнан математика и механика , 1945, т .  10 ,  вып . 5 - 6. 2) Л е в и н с о н Я .  И . ,  Аэродинамиrщ больших скоростей, Оборонгиз ,  
1950. 
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приводит н повышению Мир на величину от 0 ,03 до 0 ,05 , 

а уменьшение нривизны 1 = ' от 5 %  до нуля вьiЗывает повыше

ние Мир примерно на величину от 0 , 1 до 0 , 12 .  �Выгодно рас
полагать места наибольшей нривизны и наибольшей толщины 
на расстоянии 0 ,4 - 0,5 хорды от носина профиля ;  при этом 
получаются мансимальные значения Мир · Существенное влияние 
на величину Мир имеет форма носина профиля . Наличие острого 
носина при большом yгJie атани приводит н пинообразной форме 
нривой разрешения и резно снижает веJiичину Мнр · УвеJiичение 
угла атани приводит н увеличению разрежения на верхней по
верхности профиля и, следоватеJiьно , н уменьшению величины 

Фиг. 200. Нартина околозву1ювого обтекания единичного профиля . 

Мир ; это обстоятеJiьство иллюстрируется результатами':продувни 
симметричного профиJiя 1 2 %  тоJiщины с расположением наи
большей ТОJIЩины на расстоянии 0 , 3  хорды от носина (фиг . 1 99) : 
при нулевом угле атани значение Мир превышает 0 , 7 , при yгJie 
атани а =  go значение Мир падает до 0 ,46 .  

При Мн > Мир , нан уназьшалось,  образуется зона сверхзву
новой снорости, наторая завершается сначнами уплотнения . Это 
хорошо видно на фиг .  200, где представлена фотография соот-
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вет�твующей нартипы обтеJ{ания авиационного профиля,  получен
ная ... В .  С . Татаренчиком 1) . За системой скачков на фиг . 200 
виден отрыв потока от крыла . Наличие скачков и отрыва при
lюдит к возрастанию лобового сопротивления профиля (фиг .  20 1) ,  
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Фиг. 201 .  Зависимость коэффициента сопротив
ления симметричного профиля от числа М набе
гающего потока при нулевом угле атаки (в круж
ках изображены соответствующие схемы скачков) . 

уменьшению подъёмной силы (фиг . 202) и резкому изменению 
Е характере распределения давления по профилю ; последнее 
обстоятельство ИJIЛюстрируется фиг . 203, где значительная 
деформация кривой давления наблюдается , начина я с М = 0 , 64 . 

Заметим, что число Мх,  при котором начинается резкое воз
растание (х., и число Му, соответствующее началу падения СУ , 
неодинаковы ; это объясняется различной природой влияния 
скачков уплотнения на лобовое сопротивJJение и подъёмную cиJJy . 
Очевидно, что оба эти чисJJа боJJьше критического :  

Мх > Мир.  

М у > М ир ·  

1 )  .См.  rшигу Я .  И .  Левинсона , уназанную в предыдущей ссылне. 



§ 5] СВЕРХ а ВУНО В О Е  О Б ТЕНАНИЕ НРЫЛА 395 

При увеличении числа Мн в набегающем потоне (в области 
Мн > Мнр) сверхавуновая зона расширяется и система сначнов 

уплотнения продвигается н зад-
; ней кромне профилл . При этом ;r\6' О. сопротиВJiение профиля (фиг . 201 ) 7 

1 \ 
v v j\ а-'1' 

v v \ 
v v 

r 
a-z• 

-- к-
_....... v \ 

-- ----

0,'1  
D,J 
o.z 

, ��ecmo ckovko 
HrD,GI/'(' � 

1 

а-и· (}/} .r r. 
........... 

О D,J 0,1/ D,S D,G 0,7 0.8 N D.5 
Фиг.i 202 . Зависимость коэффи
циента подъёмной силы профиля 
от числа М при различных углах 

атаки . 

Фиг. 203 .  Эпюры давления на верх
ней поверхности. авиационного про
филя при различных значениях чис-

ла М (на большом угле атаки) . 

нруто растёт . При Мн > 1 образуется сверхэвуновое обтенание 
профилл, на нотором мы остановимел ниже . 

§ 5 .  Сверхзвуковое обтекание крыла 

Сначала рассмотрим плоеную неподвижную пластинку, 
на ноторую набегает плоский равномерный сверхавуновой поток 
газа .  Пусть пластинна нанлонена под углом а н направлению 
набегающего потока (фиг . 204) .  Обтенание таной пластинки 
можно полностью рассчитать, пользулсь теорией косых скачнов 
уплотнения и теорией обтенанил внешнего тупого угла . При 
этом считают , что поток за пластинной снова принимает напра
вление набегающего потона . Обозначим ноэффициент сноростн 
потока , набегающего на пластинну, через А1 , давле ние в этом 
потоке - через р1 • Ноэффициент скорости потока , тенущего вдоль 
верхней стороны пластинни ,  обозначим через Ав ,  н давJiение 
в этом потОI;е - через Рв · Для потока ,  сбегающего с верхней 
стороны пластинни, обозначим эти параметры через А2 и р2 • Для 
потона ,  тенущего вдоль нижней стороны пластинни, соответ
ствующие параметры обозначим через А11 , Рн и А3 , Рз · 

При обтекании верхней стороны пластинки у передней кромни 
поток поворачивается на угол а и становител параллельным 
направлению пластинки , т. е. вознинает картина , совершенно 
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аналогичная обтенанию внешнего тупого угла . Величины Ав и Рв 
можно определить по формулам ,  приведённым в § 3 главы I V .  
Для расчёта удобно пользоваться таблицей приложении 1 в конце 
нниrи . У задней нромки поток должен снова повернуться на угол а 
в обратном направлении, т .  е .  возникает косой скачок уплотне� 
ния, так RIO\ получается нартина , аналогичная обтенанию клина 
с угло:м а при вершине . Величины А2 и р2 определяются по фор
мулам для косого скачка уплотнения , приведённым в третьей 
главе . Ясно, что Ав > А1 ,  Рв < р1 и А2 < Ав , Р2 > Рв · 

Фиг. 204. Схема сверхзвукового обтекания пластинки . 

При обтекании нижней стороны пластинки у передней кромни 
образуется косой скачок уплотнения, пройдя через который 
поток повернётся на угол а . Величины Ан и Рн можно опредеJIИТЬ 
по формулам для косого скачка ушютнения . У задней кромки 
поток повернётся на угол а в обратном направJiении .  ВеJiичины 
/,3 и Рз определяются по формулам обтекания внешнего тупого 
угла . Здесь Ан < Л1 , Рн > р1 и А3 > Аш Рз < Рн · 

ДавJiение в потоке , сбегающем с верхней стороны пJiастинки, 
доJiжно быть равно давлению в потоке , сбегающем с нижней 
стороны : 

Р2 = Рз ·  
Скорости этих двух потоков могут быть разJiичными по веJiичине, 
но направJiение их одинаково .  Таким образом, А2 может быть 
не равно А3 1) . 

1) Бо;rее точное исследование поназывает , что направление потона , сбе
гающего с пластинни ,  не совпадает с направлением набегающего потона. 
Это направление определяется из условия равенства давлений и одинаково
сти направления сноростей в потонах, сбегающих с верхней и нижней сто
рон пластинки. Однако отклонение потона пластинной очень невелико 
п при М1 < 3 не превыmает 1°, таи что в практических расчётах можно 
пользоваться изложенной здесь схемой. 
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Сила R, действующая на пластинну, равна (Рн - Рв) F, где 
F - площадь пластинни . Поэтому подъёмнал сила плоеной пла
стинни определяется формулой 

Rv = (Рн - Рв) F cos 8 , 

а лобовое сопротивление - формулой 

Rx = (Рн - Рв) F sin 8 . 

Изложенпал схема расчёта обтенания плоеной пластинни 
становител вепригодной в следующих двух случаях . 

Во-первых , если угол атани 8 > 8пр для заданного числа М 
набегающего потона ; в этом случае при обтенании верхней сто
роны пластинни происходит срыв потона . Этот случай имеет 
малое прантичесное значение, тан нан для чисел М <  10 углы 
атани до 25° меныпе предельного угла . Тольно при очень боль
ших числах М прантичесни встречающиеся углы атани могут 
оназаться большими, чем 8пр · 

Во-вторых,  если угол атани 8 онажетсл больше, чем манси
мальный угол отнлонения потона в носом сначне уплотнения 
W max для заданного числа ,М набегающего потона (глава I I I ,  
фиг . 36) ; при 8 > Wm a x перед нижней стороной пластинни обра
зуется отделившийся сначон уплотнения с нриволинейным фрон
том . Расчёт таиого течения является очень сложной задачей . 
Случай,  ногда 8 > W m a x . может иметь место при не очень боль
ших числах М ,  например для М =  1 , 5  при 8 > 12 ° .  

Важно отметить , что при М < 6 ,4  всегда W max < Опр , и поэтому 
причиной веприменимости изложенной схемы расчёта является 
образование перед пластинной отделившегося нриволинейного 
сначна уплотнения , а при очень больших числах М ,  наоборот , 
Опр < W ma x . и причиной веприменимости расчётной схемы 
является срыв потона при обтенании верхней стороны пластинни 
(см . фиг . 55) . 

П р и м е р . Определим ноэффициенты подъёмной силы и лобо
вого сопротивления плоеной пластинни, обтенаемой под углом 
атани о = 10° сверхавуновым потоном воздуха при числе М = 2 , 5 .  

Относя подъёмую силу и сопротивление н сноростному на
пору, получим : 

с Ry Рн - Рв �> 
= --2 - = --2- cos u ,  у 

PIWI F PIWI 
2 2 

с Rx Рн - Рв . �> 
-'х = --2 - = --2- S lll u . 

PIWI F P IWI 
2 2 
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Эти формулы удобно преобра;овать следующим образом . Выразим 
плотность через давление и температуру из уравнения состояния 

Р1 
Pl = g RTt . 

Спорость выразим через число М и спорость звуна 

wl = Ml . ai 
или, тан нан 

то 

Подставляя выражения для р1 и w1 в формулы для СУ и Сх, 
найдём : 

с 2 с Рп Рв ) ... = - - - - cos o ц kM� Pt Р1 
с 2 с Рп Рв ) . � 

x = kJV 2  --- Slll u . 
1 Pt Р1 

Из таблицы приложении I в нонце Iшиги находим, что числу 
М 1 = 2, 5 отвечает финтиввый угол поворота потона 81 � 39° . Следо
вательно,  после поворота потона прп обтенании верхней стороны 
пластпнни угол поворота станет равным 82 = 81 + 8 = 49° . Значе-

нию о1 = 39° отвечает отношение давлений Pt = 0 ,059 ,  нначению Ро 
82 = 49° - отношение давлений Рв 

= О , 029 .  Отсюда получаем : Ро 
� = 0 , 029 = 0 ,49 . 

Р1 U , U59 

При обтенании нижней стороны пластинни потон проходит 
через Iюсой сначон уплотнения .  Следовательно, статичеснив 
давления перед и за сначном связаны соотношением 

Рн 2k М' . 2 k - 1 
� = k + i  l sш a - k + 1 ' 

По графину на фиг .  36 (гл . I II) находим, что углу 8 = 1 0° 
и числу М1 = 2,5 соответствует угол нанлоца сначна а = 32°. 
Таним образом, принимая для воздуха k = 1 ,4 , получим : 

Рн = .2_ · 2 t;2 · Sl; n2 32° - .!. =  1 88 PI 6 •" Ь ' • 
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п u � h ф одставлял нанденные значения - и - в ормулы Р1 Р1 и Сх, имеем : 

су = 1 ,/2,52 ( 1 , 88 - 0 ,49) cos 1 0° = о  316 , 

Сх = 1 /2 52 ( 1 , 88 - 0, 49) sin 1 0° = 0, 056 . 
' ' 

399 

для CJJ 

Дпя малых углов атани существуют приближённые формулы 
для расчёта 1юэффициентов сопротивленин и подъёмной. силы 
плоеной. пластинни . Мы приведём их здесь без вывода (о бе
рётся в радианах) : 

с = 
4()2 

х у М2- 1 ' 
С = 4о 

у у М2- 1  
При углах атани о < 15 °  расчёт по этим формулам даёт удов.:Jе
творительное совпадение с более точным расчётом, выполнен-

л 

Фиг. 205 . Схема сверхзвукового симметричного обтеканил профилл , состав
ленного из прямолинейных отрезков.  

ным по изложенному в этом параграфе методу . В нашем при
мере расчёт по приближённым формулам даёт следующие зна
чения : 

су =  0 ,306 , сх = 0 , 0535 . 

Теория носых сначнов уплотнения и теория обтенания внеш
него тупого угла позволяют рассчитать обтенание любого про
филя , нонтур ноторого состав;rен из прямолинейных отрезнов . 

Рассмотрим, например,  изображённый. на фиг . 205 симмет
ричный профиль под нулевым углом атани . В силу симметрии 
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достаточно рассмотреть лишь обтекание верхней стороны про
филя . V передней кромки профиля в точке А возникает косой 
скачок уплотнения , так как поток набегает на клин с углом 2о1 при 
вершине . Пройдя через этот косой скачок, поток поворачивается 
на угол о1 и становител параллельным отрезку АВ . Статическое 
давление и скорость в потоке вдоль отрезка АВ можно опре
делить по формулам для косого скачка уплотнения . Далее по
ток обтекает последовательность внешних тупых углов АВС, 
BCD, CDE и т .  д .  Обтекал угол АВС, поток поворачивается 
на угол о2 и становител параллельным отрезку ВС; обтекал 
угол BCD, поток поворачивается на угол о3 и становится парал-

Фиг. 206 . Схема сверхзвукового несимметричного обтекания профиля, со
ставленного из прямолинейных отрезков. 

лельным отрезку CD . Далее поток последовательно nоворачи
вается на углы о4 и о5 , становясь каждый раз параллельным 
соответствующему прямолинейному отрезку профилл .  Давление 
и скорость в потонах вдоль каждого из прямолинейных отрезков 
профиля, начиная с отрезка ВС, можно рассчитать , используя 
теорию обтекания внешнего тупого угла . V задней кромки про
филя в точке F снова образуется косой скачок уплотнения , 
пройдя через который поток откловлетел на угол о6 в обрат
ном направлении и приобретает направление, приблизительно 
параллель вое набегающему потоку . 

Петрудно рассчч:тать обтекание такого же профиля под иену
левым углом атаки . Пусть , например, профиль наклонён под 
углом о к направлению набегающего потока (фиг . 206) . Тогда 
при обтекании верхней стороны профиля поток набегает на клин 
с углом о1 - о, а при обт�кании нижней стороны - на клин 
с угпом о1 + о . V передней кромки в точке А образуется два 
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н:осых сначна уплотненил-АМ и AN. Пройдя через скачок АИ 
при обтекании верхней стороны профиля, потон станет парал
.;Jельным отрезну АВ. ПроИдя через сначок AN при обтенании 
нижней стороны, потоп становител параюшльным отрезку АВ1• 
Далее вдоль верхней стороны поток обтекает посJiедовательность 
внешних тупых углов АВС, BCD и т .  д . , а вдоль нижней сто
роны -последовательность тупых углов АВ1С1, B1C1D1 и т .  д .  
ДавJiение и скорость в потоках ВДОJIЬ отрезков АВ и АВ1 опре
деJшются по формулам для косых скачков ушютнения , тан как 
скорость набегающего потока задана , а углы поворота потока 
известны (о1 - о для верхней стороны и о1 +о -для нижней сто
роны) . ДавJJение и скорости вдоль остальных отрезков профиля 
опредеJ1яются из теории обтекания внешнего тупого угJ1а . У зад
ней кромки профиJIЯ в точке F образуются снова два косых 
скачка уплотнения .  За этими скачками поток, сбегающий кан 
с верхней, так и с нижней стороны профиля , становится nарал
лельным набегающему потоку . Зная давление на каждом из 
прямолинейных отрезков профиля щ1 верхней и нижней сторо
нах его, можно определить коэффициенты подъёмной силы и 
;юбового сопротивления для такого профиля . 

Заметим, что изJ1оженная схема расчёта обтекания сверхзву
ковым потоком профИJIЯ, составленного из прямолинейных от
резков , применима лишь при таних углах атаки о, при кото
рых угол о1 +о остаётся меньше предельного угла отклоне
ния Шmах для заданной скорости набегающего потока . Если 
о1 + о > Шmах, то перед профилем образуется отделившийся ска
чок уплотнения с криволинейным фронтом . Расчёт обтекания 
тела при наличии отде.тшвшегося криволинейного скачка ушют
нения составляет , как уже указывалось ,  одну из труднейших 
задач газовой динамики .  

Расчёт обтекания профиля рассматриваемой формы значи
тельно осложняется таюье и в том с лучае , ногда прямолиней
ная характеристина , выходящая из точки В (фиг . 205 и 206), 
встречает фронт носого сначка уплотнения и, <<Отразившись» 
от него , снова попадает' на профиль . Такой случай мы здесь 
рассматривать не будем . 

Ввиду сложности задачи сверхзвукового обтекания криволи 
нейного профиJш мы на ней не останавливаемся . 

В заключение на фиг . 207 приведсны оптические фотогра 
фии сверхавунового обтекания в аэродинамической тру бе ромбо
видных профилей разной толщины при нулевом угле атаки . 
На каждой из этих фотографий отчётливо видны скачки уплот
нения у носика nрофиля ,  пучки характеристик у верхнего и 
нижнего выпуклых углов nрофиля и характеристики, отходя
щие от неровностеii на стенках аэродинамической трубы, по 
наклону которых можно судить о скорости потока в трубе . 
26 Г. Н. Абрамович 
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§ 6. Обтекание решётки крыльев потоком 

несжимаемой жидкости 

Величина цирнуляции Д:iiЯ профиля, установленного в решёт
не , обтенаемой идеальной несжимаемой жидностью, опреде:ilяется 
из того же выражения , что и для единичного профиля , но толь
но вместо снорости набегающего потона, нан это делалось в слу
чае изолированного нрыла, следует подставить геометричесную 
полусумму сноростей перед и за решётной wm, т .  е .  снорость 
бесцирнуляционной части течения; угол атани CLm определяется 
нан угол между хордой профиля и геометрячееной полусум
мой wm сноростей перед и за решётной (фиг .  1 58) . 

Таним образом,  мы можем написать : 
l'p =-= mp · Ь· wm · sin (CLm- �Хор), 

где mp- ноэффициент пропорциональности, зависящий от формы 
профиля и па раметрав решётни, �Хор- угол между направлением 
нулевой подъёмной силы и хордой профиля. 

Подставляя это значение цирнуляции в (32) , получим: 
Сур = 2mp.  sin (СLт- �Хор)· 

В случаях малых углов , обычно применяемых на практине. 
можно положить : 

и следовательно,  
СуР = 2mp (СLт- �Хор)· 

Дифференцируя последнее выражение, имеем: 
dCYP fk""= 2mp. 

т . е. 

ИЛИ 

где 
IXAp = CLm- IXOp· 

dC 
Заметим, что если в случае изолированного нрыла величина d: 

и угол нулевой подъёмной силы CL0 зависят только от формы 
профишi, то в случае решётни эти величины зависят , кроме 
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ь того , и от параметров решётн:и : густоты 't = t и установочного 
yг;rJa �г· 

Очевидно, что при стремлении шага решётRи н беснонечности 
('t �О) значения mp и �Хор стремятся соответственно R значе-dС ниям ти и et0 изолированного профиля . Измепение величины day 
и угла беецирнуляционного обтенания et0 при переходе от изоли
рованного профиля н решётке , состаВJюнной из тюшх же профи
.'IеЙ, МОЖНО ОЦСНИТЬ С ПОМОЩЬЮ параметров х И а, ПОJiаГаЯ 

и 

CdCy) Та Р mp Х= =-(dCy) mи da п 

(43)' 
где инденс <<р» СеiО'Тветствует профилю в решётне, а инденс 
«и» - профилю изолированному (единичному) . В дальнейшем 
для простоты записи мы индекс « И>> будем опуснать . 

Величины х и а являются функциями параметров решётRИ: 
густоты и геометричес:Rого угла установки; при стремлении 't 
R нуJ1ю х стремится к единице, а а- R нулю . Нахождение этих 
фунRций в аналитичес:Rом виде для произвольных профилей 
в широRом диапазоне густот является чрезвычайно сложной 
математичесRоЙ задачей . В настоящее время известно точное 
решение тольRо для решётон:, составленных из плоских пластин . 

Пр:Иближённые выражения для х и а в виде явных функ
ций от геометрических параметров решётн:и для произвольнога 
профиля были впервые даны Н. Е. Ночиным 1) ,  но лишь для 
малых густот , т . е. редRих решётоR . ПопытRа распространить 
это решение на случай обычных прантических густот приводит 
R очень сложным выRладRам . 

В настоящее время в СССР разработаны теоретич!:JсRие мето
ды построения обте:Rания решётRи профилей произвольной фор
мы при шобых значениях параметров решётн:и, позволтощие 
получить функции х и а для заданного профиля в численном 
виде 2) . Эта задача может быть также решена методом электро.
гидродинамичесRой аналогии (сОI{ращённо ЭГДА) , основанным 
на аналогии исходных дифференциальных уравнений электри
чесRого поля и потенциального потока неежимасмой жидности ; 

1) К о ч и  н II. Е., Влияние шага решётки на �ё гидродинамические ха
ра:ктеристики. Прикладлая математика и механика , 1941, т. 5, вып. 2. 

2) См., например, Са м о й л о в и ч  Г. С., Расчёт гидродинамических 
решётоi\ . Прикладлая математика и механика, т. ·XIV, вып. 2. 

26* 
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он nозволяет с помощью соответствующих элентр:и:чесних изме
рений получить численное решение задачи потенциального об
тенания произвольной решётки . 

Впервые этот метод был применён к решению плоской зада
чи обтенания решётки идеальнон несжимаемой жидностью Л. А. Симоновым l) .  

Применеине уназанных громоздких методов является необхо
димым, если требуется определить распределение скорости и 
давления по профилю в решётне . 

Для отыснания суммарных характеристин х :и о можно под
менить решётку заданных профилей решётной теоретических 
профИJюй, имеющих те же значения относительной толщины, 
относитеJJьной нривизны, шага и установочного угла ; расчёт 
же решётн:и, составленной из теоретических профилей, не пред
ставляет особого труда.  

Известен, например , метод построения решётни теоретичесних 
профилей Э. Л. Блоха 2) , полученный в результате обобщения 
на случай реmётни иреобразования С. А. Чаплыгина , предло
женного последним для построения изолированного профиля . 

Метод Э .  Л. Блоха позволяет рассчитать величины х и о, 
харантеризующие работу профиля в решётне, а танже найти 
распределение снорости и давпения по контуру профиля . 

Предложенное Е .  И .  Умновыи усовершенствование и упро
щение расчётного метода Блоха позволяет построить серию гра
финов, в которых величины х и о представJiены в фуннции тол-
щины ё и нривизньi j профиля во всём диапазоне практически 
встречающихся значений густоты и установочного угла ре
шётки3). 

Ввиду того , что практические значения угла атани малы, 
можно для профиJiя в решётне (нан это делаJiось и для еди
ничного профиля) воспользоваться Jlинейной зависимостью ноэф
фициента подъёмной силы от угла атани; при этом получаем 
сJiедующее выражение для отношения коэффициентов подъём
вой силы : .  

сур а*-ао �о -,- = х--- (х-1) = х- -- , 
Су а-а0 а-а0 

где а*- угол, при нотаром прямые СУ (а) д;ш решётки и еди
ничного нрыла пересенаются, т .  е . при а=а*: 

Сур=Су. 

1) См. его работу в научных записках Харьковского механи:ко-машвно
строительного института, т. VI, Харьков, 1940. 

2) Бл о х  Э. Л., Исследование плоской решёт:ки, составленной из тео
ретических профилей :конечной толщины. М., 1947 (Труды ЦАГИ, выв. 611). З) V м н о в Е. И., Потенциальное обтекание несжимаемой жвд:коотъю 
реmёто:к из теоретических профилей. Оборовrва, 1952. 
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В случае а= О 

с"Р 
с- = х. у 

Для большинства нонфузорных решётоi-\ имеют место о < О и 
х > 1, поэтому r;,оаффициент подъё.м.ной силы r;,онфуаорной решёт
�>и больше , че.м. у единичного профиля. В случае диффузорной 
решётни обычно а > о (фиг .  206) ,  сJ1едовательно, в прантичесном 
диапазоне углов атани при шобом значении  х r;,оэффициент 
подъё.м.ной силы в дпффуаорной решёт-,;е .м.еиъше , че.м. у единпч
ного профиля. 

Фиг. 208. Зависимость Су (а) для единичного 
профила и профилей в нонфузорной и диффу

зорной решётнах . 

Установим зависимость между углами входа и выхода и ве
личинами mp и IIOp· 

Из треугольнина снорости (фиг .  1 66) имеем : 
г :и +w2 cos �2 Г 

ctg�m= . � 2 . � +ctg �2• (44) W� Slll 2 twт SIII т 

Если значение цирнулнции выразить согласно (32) , то первый 
член правой части выражения (44) можно записать n сJшдую
щем виде : 

Г _ Cy't _ 2mp sin а А _ 
2twm '>in �т - 4 sin �m - 4 sin �m ' · 
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На фиг . 161 имеем: 

а А= IIт -IIop = �Ор-�т• 
где �ор есть угол между направлением нулевой подъёмноii СIЫЫ 
и фронтальной линией решётки ; отсюда 

sin IIA = sin (�ор-�т) = sin �Ор · cos �m-cos �Ор · sin �т. 
После элементарных преобразованиii получаем: 

г т 't 
2 .· , = Р2 (sin �ор · ctg �m-cos �ор)· tWт·:;lll �т 

Подставляя это выражение вместо первого члена в правую часть 
уравнения (44) и разрешая последнее относитеJiьно ctg �т• имеем: 

r mp't о ctg �2- Т cos �Ор 
ctg �т= -------

mp't . r t-2sш �ор 
Сопоставляя данное выражение с (5) , приходим Б CJieдyющei:i: 
зависимости между углами входа и выхода: 

ctg�2=Actg�1+B, (45) 
где А и В- постоянные для заданной решёпш профилей вели
чины: 

Здесь 

mp . 1-2 't sш �ор 
A = -----

mP 
. 

а 

1-L- 't Slll �О ' 2 ' р 

2mp = (d�:\ . 

(46) 

(47) 

Таким образом , между котангенсами углов входа и выхода суще
ствует линейная зависимость , коэффициенты которой опредеdС ляются значениями d: и IIop. или, что то же , х и 8. 

Величина А с возрастанием густоты уменьшается , поэтому, 
начиная с пекоторой густоты "• первым членом в правой части 
выражения (45) можно пренебречь , т .  е .  при больших значениях " 
угол выхода перестаёт зависеть от угла входа, становясь для 
данных значений параметров решётки постоянной величиной 

ctg �2 �В = const; 



§ 6] ОБТЕНАНИЕ РЕШЁТНИ ПО Т О Н О М  НЕСЖИМАЕМ ОЙ ЖИДНОСТИ 407 

при этом течение на выходе определяется только выходной 
частью межлопаточного напала , т .  е. не зависит от условий 
на входе. Если соблюдается условие постоянства угла выхода 

�2= const, 

то направление потока на выходе совпадает с направлением 
нулевой_ подъёмной силы 

так как при этом �1 = �2, т. е. поток в решётке не отнJюняется. 

Дuфф!J3DPHOJl peшemka 

ДulfJf/J!J.1DpНIIIli 
ре .жим 

шAwz 
б-Б! zt zt 

lJ 

Фиг. 209. Различные режимы обтекания диффузорной решётки. 
Рассмотрим обтекание решётки в широком диапазоне изме

нений угла входа �1• Такая задача обычно возникает при иссJiе
довании нерасчётных условий работы колеса и направляющих 
.аппаратов . ·' • Обратимся сначала к решётке , для которой угол нулевон 
подъёмной сиJiы меньше прямого (фиг . 209) : 

Q т.: 
['ор<т· 

Нак видно из треугольника скорости, во всём диапазоне поло
жительных аэродинамических углов атаки (tiA = �ор- �т >О) 
-скорость выхода меньше скорости входа (w2 < w1) ,  т. е. давле
ние на выходе боJiьше, чем на входе (р2 > Рд· Такой режим 
>Обтекания решётки называют диффуаорны.м. 
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"Увеличивая угол вхо;щ �1, мы пройдём через режим нулевой 

подъёмной силы �т= �1 = �2, при Rотором w1 = w2, р1 = р2• При 
дальнейшем увеличении угла �1, или , что то же, увеличении 
угла �т• вновь возникает циркуляция, но уже про
тивоположного направления (фиг. 209) . В этой области отрица� 
тельных углов атаки 

�Ор <�т< �' 
т. с. 

�Ор < �1 < �� акт, 

nоток, nроходящий через решётку, ускоряется , и давление па:-

г г 

KOHI/I_f/30PHIJ/O 

� 2t � 

Конфу3орнон peшёmktz 
Фиг. 210. Ршшичные режимы обтекания конфузорной решётки. 

дает; такой режим называют r;,онфуаорн,ы.м. При значении 

�т= � снорости выхода и входа равны (w2 = u•1 ) и, следоватеJiьно, 

р1 = р2; этот режим обтекания решётки называют а;;,тивны.м. При диапазоне углов входа 
1t �� ант < �1 < r., Т · е .  � < �т < r., 

снова имеет место диффузорвый режим обтенания решётки . 
Аналогичный анализ режимов обтенания решётки можно провести 
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для случал �ор > : (фиг. 210) и для решётни с основным режи

мом �т= :  (фиг. 211). 

При основном режиме обтенанил, на ноторый рассчитывает-
ся решётка, профили находятел под положительными углами 

дkти6ноя решётkа 

а 
Фиг. 211. Различные режимы обтен:ания активной решётки. 

атаки 1); по характеру расчётного режима решётни делятел на: 
1) диффузорвые (фиг. 209), у которых 

�Ор-< ; ; 
2) конфузорные (фиг .  210), у ноторых 

�Ор > ; ; 
З) антиnные (фиг. 211), у н:оторых 

Однаrю, t•ак следует из проведённого выше анализа, при нерас
чётных условиях харантер течения через данную реmётну 
может измениться (например, диффузорпал решётна при отри
цательных углах атани а.А работает на конфузорном режиме и т. д . ). 

1) В реальной (вязной) жидr{ости значительное отr{;;тонение от расчёт
ного угла атани аА.=ат-аор обычно приводит н большим потерям. 
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Разберём в начестве примера обтенание решётни плосних 

пластин в тироном диапазоне изменения густоты 't и установоч
ного угла �г· Мы уже уназывали, что в этом случае имеется точ
ное решение . Результаты этого решения в виде кривых х ('t) 
при различных значениях установочного угла �г представлены 
на фиг .  2 12. 

хг-----т-----,------.-----.----�----� 

ь 
Фиг . 212. Зависимость параметра -х. от густоты 't=-;: для 

решётки пластины . 

Заметим,  что впервые задача обтекания решёток плоских 
nластин была решена С. А. Чаплыгиным в 1912 г . ;  затеи бо.т�ес 
.nростое решение получил Н .  Е .  Жуковский в 1915 г . 

Очевидно,  что в случае решётки плоских пластин направле
.ние нулевой подъёмной силы совпадает с направлением пластин: 

�г= �Ор· 
Так как длл единичной пластины согласно (30) имеем: 

dCy 2 (f;: = 71:, 
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то д.т�я решётrш пластин 

2 (dC11) 2 mp = с;.,'- Р = т.х. 

Ныражения ДJIЯ коэффициентов� А и В, опредышющих завиен 
мость упш выхода от угJш входа , запишутся поэтому с.1:еду
ющим образом:. 

1-�-x.'t sin R ') гг 
А= : ' 1 + � ц l"in Рг 

7t%'t cos �г 
В = ----=--

1 7t • ' ' + 2 'X.'t Slll .�г 

(4�) 

(4V) 

На фиr . 213 и 2 14  представлены нривые функций А и В 
дая. решётr�и плоских пластин в зависимости от густоты 't , прп 

�---г 

: �.f-J_L_ f'�-d=. � 1 !f.-10, 1 

t-1 ��к 
��-к[',.� [_��� ·�1\ 

1 '17���<?�1\ r\ 
1 ЬIJC/ -j' � \. 

-R: -����'\ 

- �u·� � во·� """���� 
1 

fj о.5 !,0 t,S 
Фиг. 213. Коэффициент А д::rя решётrш п::rастин. 

различных yгJiax установки �г· Нак елодует из рассмотроная 
этих графинов , величина А при 't>1 становится порядна A<U,l, 
велиqина же В асимптотически приближается н ctg �г и пра 
">- 1,2 может считаться постоянной . 

По величинам А и В в начестве примера вычислены и нанесены 
на фиг. 215 значения так называемого угла отставания&, т .  е .  
угла между направлением потока на выходе и направлением 
пластин: 

д1ш данного примера угол �2 опредеJшется по формуJiе (45), 
�г= 60°. Нак видим, с увеличением густоты yгoJI отставания 
.быстро уменьшается; например, в случае �1 = 30° угол отставания 
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для густоты " =  0,5 с оставляет & = 1 1  о, а при значенип 
't = 1 - всего TOJIЬKO {} = 2°. 

Вводём полятис эпвивалентной решетпи пластин, т. е . решi:;т
I'Ш п�тастин, имеющей ту же подъёмную силу при той же скоро
сти W111 (по величине и по направлению) и том же шаге t, что н 
решётка заданных профш1ей. Пластины ЭI<вивалентной решёп.;и 

в 
G.O г-�-��-1-Т 1 ..,..-�f==t==+= :::::t==�Д.Rr'=fO'' ! у: : s.о��---+--�--4�-����---+---г-1�--� 

i 1 i 'I.OГt-тll-i11!f�-t-�, ==i===�t=:+=�t.f' 
J,O г---г--r-ltr�/Y'k-t�:::::J==+==+==t=:::::j zo· 
Z.O��-tl b �1::v7"t-:=t=t==+==i==+==1 JO' 

t�:ii!id.A��-����· ��,i����������������g; 

1,0 � %: /_ 80" 
О 1,0 Z.Or=f 

Фиг. 2'14. Rоэффrщиент В для решётни шiастин. 

ДОJJЖНЫ быть паралJiельны направлению нулевой подъёмной си
JIЫ решётки заданных профилей : 

�г= �Qp, 
где �1.- установочный угол эквивалентной решётки шшстин,!�ор
угол между направлением нулевой подъёмной силы и фронтшi 
заданной решётни . Длину пластины Ь*, называемую аэродnнами
чесной хордой профиля в решётке ,  определяем из ус.тюшш 
равенства подъёмных сил : 

СУ upb* = СурЬ, (50) 
где СУ пр- ноэффициент подъёмной силы пластины в реmётне . 
В Tai<OM случае 

И, CJJeДOBaTeJIЬHO, 

Ь
*= Ь 

mp
. 7t'l.. (51) 

Поделив обе части последнего выражения на шаг решётки t,. 
nолучим: 

't* mp = 7 т:х. (52) 
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Если известна э:н:вивалентная решётна шжастин , то по фор
муле (52) может быть опреде.лён основной параметр рсшё1ии 
профилей : (dCv) =2mp. da р 

Такая задача решается методом электрогидродинамичесной ана
логии, где по данным эпектричесних измерений определяется и lj .fD 

'10 

.JO 

20 

10 

о 

'\. 
\ 

1\ 
' \ 
\ \ 

\ �-
\ \ \ 

� 1\ �-
'\ ,\ "' 

""' "'� 
............... � 

o.s 

Pr�so• 

\ 
\ 

"\ ' � � 
1,0 /,.f 

Фиг. 215. Зависимость угла отставания & от густоты 't для ре
шётки пластин. 

нан угол нулевой подъёмной силы аор, тан: и длина пластин 
:энвивалентной решётни . Располагая значением угла а0р и вели
чиной mp, MOiiШO найти энвивалентпую решётну пластин; её 
густота вычисляется по формуле (52) : 

т 
t* Х = t ____Е = tX п 2'1t , 

где Хп- значение х для решётни пластин; угол установки 
находител из у�овия 

�r = �Ор· 
На фиг. 216 представлены решётна профилей и эквивалент

ная ей решётка пластин. 
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Зная параметры эквивалентной решётки пластин и по;;тьзуясь 

графиками фиг . 213  и 214, можно определить коэффициенты .4 
и В для заданной решётки профилей .  

:Кроме того. эквивалентная решётка пластин позволяе1�леГJю 
пересчитывать распределение давления по профилю в решётт\е 
на любое заданное значение циркуляции Г, если известно рас
пределение давления при нулевом значении циркуляции (Г= О) . 
Однако для последпей задачи более эффективным оказывается при
менеиле эквива.лентной решётки круговых цилиндров . 

� 4� ��t�"it 
&�'/�� r-' ���,�� ��<;; �� /�1\ 

Фиг. 216. Схема замены решётни профилей эквивалентной решёт� 
ной пластин. 

В заключение заметим , что для грубых приющочных рас
чётов для решёток малой густоты , пользуясь тем , что обычно 
величина & невелика , можно принять : 

и , полагая приближённо длину пластинки эквивалентной ре
шётки равной длине эквивалентной пластины для изолирован
ного профиля 

ь� "...._, ь*, 
отыскать эквивалентную решётку пластин, а следоватеJiьно, 
и величину х .  

Если для единичного профиля, составляющего решётку , 
неизвестна величина эквивалентной пластины, то она может 
быть приближённо опредеJiена по заданной относительной тoJI 
щипе с и относительной нривизне f с помощью формул (38) 
и (39) , из ноторых имеем : 

Ь* = Ь ( 1 +О, 77 · ё) v 1 + ( {у . (53}. 
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Нан уже отмечалось ,  влияние вязкости при обтекании рошётни 
сназываетсл не только в появлении добавочной осевой силы, но 
и в уменьшении величины цирнуллции Г, что приводит н умень
шению окружного усилил . Введём коэффициент цирнуллции ,  
равный отношению фактической цирну ллции Г н цирну ллции 
в идеальной жидкости Гид при тех же направлении и снорости 
набегающего потона : 

Из (7) получаем: 
�1 = �1 ид. W1 = Wt ид· 

Заменял значение угла выхода в идеальной несжимаемой жидно
сти согласно (45), имеем : 

Г ctg �� -ctg �2 
Гид= (1-А) ctg р1 -В 

Нан следует из последнего выражения, для определения вели-
Г б -чины Г должна ыть известна энвивалентная решетка пластин . 
ИД 

Уменьшение цирнуллции за счёт влияния вязиости приводит 
н изменению углов �2 и �т в реальном течении по сравнению· 
с идеальным течением. 

Таним образом, в течениях реальной и идеальной жидкостей 
при одинановых значениях угла входа �1 имеют место разные 
значения угла геометрячееной полусуммы скоростей �т· Однако 
эта поправна столь незначительна , что обычно сравнение теоре
тичесних и энспериментальных результатов проводят при одном 
и том же значении угла �т· 

Прежде чем переiiти н рассмотрению результатов энспери
мента с нонфузорными и диффузорными решётнами., остановимел 
более подробно на харантере течения в наждой из таних решё
тон . Выше мы уже отмечали, что течение вблизи верхней поверх
ности изолированного нрыла можно разделить на нонфузорный 
и диффузорвый участки. В начальном нонфузорном участке 
пото:ii ускоряется и давление падает до своего минимального 
значения Pmin; затем начинается диффузорвый участон , в ното
ром происходит увеличение давления . Следует отметить , что 
в случае единичного крыла конфузорный и диффузорвый участии 
имеют только местный характер , так нан давления в невозму
щённом потоке перед и за крылом одинаковы. Главная особен
ность решётни состоит в том , что перед и за профилем, нахо
длщимсл в решётне , существуют разные давления. 

Проведя поверхности тона а1а2 и Ь1Ь2 с двух сторон профиля 
на расстолнии шага (фиг . 217), можно заметить , что обтенание 
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:профиля в решётне энвивалентно обтенанию профиля в н еиото
ром нриволинейном диффузорнам или нонфузорном нанале , в то 
время нан обтенание единичного профиля происходит нан бы 
в прямоJiинейном нанале . 

Естественно, что диффузорпасть или соответственно конфу
.зорность течения,  вызванная соседними профилями , существенно 
.влияет на распределение давления по данному профилю. На фиг. 218 
представJiено вычисленное Е .  И .  Умновым распределение давле
ния по верхней поверхности профиля в случае потенциального 

а, 
Фиг. 217. Схс�ш течения жидкости около профиля в решiiтке. 

<Обтенания ДJШ единичного профиля и для того же профиля 
:в нонфузорной и диффузорной решётнах с одинановыми значе
ниями густоты и установочного угла при угле атани в решётке , 
равном углу атани единичного профюш (ат =а) . Rак видим, 
в конфузорной решётне происходит сильное уменьшение по
ложительного· градиента давления в задней части профиля ;  
в диффузорной . решётне положитеJiьный градиент давления 
в задней части профиля резно возрастает. Таной характер 
обтенания профиля в решётне, энвивалентный обтеканию в 
канале перемениого сечения , приводит к тому, что характери
·Стини профиля в конфузорной и диффузорной решётках . су
щественно различны . Создаются условия, которые при обтекании 
профиля вязкой жидностъю в ускоряющемся потоке препят
·ствуют отрыву nограничного слоя, а в замедляющемся nотоке 
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1 
способствуют более раннему отрыву . Эти обстоятельства и при-
водят н большим потерям полного напора и сравнительно малым 
значениям Су шах в диффузорной решётке . 

Существует другой подход к анализу течения жидности 
через решётку , занлючающийся в том, что решётка рассматри
вается нан ряд межлопаточных каналов, образованных линиями 
тона, подходящими к носинам профилей , верхней и нижней 

Фиг. 218. Сравнени е  теоретичесних эпюр давления для еди
ничного профиля и того же п рофиля в ди ффу3 орной и нонфу-

3 орной решё тнах. 

поверхностями двух соседних профилей и линиями тона , схо
дящими с ;jадних нромон профилей (фиг . 219). Если в первом 
прибл ижении иренебречь допо;rшительным сужением проходиого 
сечения за счёт ТОJJщины профиля, то, очевидно , харантер тече
ния в таком канале опреде.11яется отношением площади на вы
ходе F2 к ПJющади на входе F1 : 

F2 n2 t нin Р2 sin �2 W1 
7; = n1 = t sн1 �1 = sin р1 = w2 

Если �2 ;> 1 ,  то межлопаточный канал является диффузорным; 
1 

при �: < 1 имеем конфузорный канал . 

Для качественпои характеристики таких д иффузорны х  меж
лопаточных каналов введём понятие об эквивалентном прямо::м 
диффузоре , боковая сторона которого равна длине осевой дуги 
профишi. а площади входного и выходного сечений равны соот-
27 Г. Н. Абрамович 
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ветствующим площадям в решётне 1) .  В таном случае центральный 
угол эквивалентного диффузора а плоской решётки определится 
следующим образом : 

. а n2-n1 t (sin �2-sin �1) Sllly= 2s = 2s 
где s- длина осевой дуги профиля . Для несильна изогнутых 

Jk!Ju!Joлcнmныti nлockшl tluфф§30P 

w, 

1 1 
1 1 
!____ а ____..-\ 

Фиг. 219. Схема вамены межлопаточного диффуворного канала эк
вивалентным прямым диффувором. 

профилей можно положить s = Ь, и следовательно, 

• а sin �2 -!>in �1 
SШ2= 2-с • 

Применяемые на ирактике углы диффузора малы, поэтому 
можно принять : 

a.'t ""' sin �2 - sin �1• 

Часто совершенство прямолинейного диффузора оценивается 
с помощью тан называемого ноэффициента полезного действия 
дв:ффузора , под КQторым понимается отношение фактического 

1) См.  Х о л щ е в н и к о в Н. В., Выбор параметров и расчёт осевого 

Rомпрессора. Оборонгив, М, 1949. 
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перепада давлений н перепаду давлений в идеальной 
при одних и тех же значениях снорости w1 и w2: 

P2-Pt 'Jjp.д = (Р2-Рt)ид 
согласно уравнению Бернулли 

где 

1 hw 
'Jjp.д= - � (wj-w�) 

pwf pw� 
hw=Pt-P2+т-т 

жидност:и 

(54) 

- потери полного давления. Разделив числитель и знаменатель 
pwi дроби, стоящей в правой части выражения (54), на 2, полу-

чим согласно (27) и фиг . 166: 
- 1- cl sin2 �2 'Jjp.д- sin2 �2-sin2 �1 ' 

pw:n а разделив на величину 2 , соответственно: 

� ' 2 Q ' 2 Q = 1 ......: <"т Slll t'l . Slll t'2 'Jjp.д sin2 �т (sin2 �2-sin2 �1) · 
Выразим ноэффициент полезного действия диффузорной репiётни 
через начество профиля в решётне р.. 

Для этого запишем выражение для 'Jjp.д в следующем виде:· 

Р2-Р1 Р2-Р1 
'Jjp.д= (Р2-Рt)ид = 

P2-Pt+hw 
или согласно (4) и (13) в условиях несжимаемой жидности 

1/р.д 
Проентируя составляющие равнодействующей Ry и Rx на ось. 
решётни (фиг.  167), имеем: 

Ra= -Ry cos �т+Rxsin �т· 
Подставляя это значение Ra в полученное выше выражение 
для 1/р.д и заменяя Fa· согласно ( 1 6) , будем иметь : 

1-fJ,tg �m 

'Jjp.д = 1 +fJ. ctg �m ; 
при этом мы воепользавались выражением для обратного начества 
профил я:  

R" 
"'=н· у 

27* 
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· · ·· Для оценки степени совершенства нонфузорной решётни 

вводится' понятие коэффициента полезного действия нонфузорной 
реmётни "'jp.н; под последним понимается отношение фактического 
приращения скоростного напора в решётне н приращению ско
ростного напора в потоке идеальной iiЦiдности при одном и 
том же перепаде с татических давлений: 

pw� pw� pw pwi 
т-т т-т 

ljp.н = (�w� _ pwf ) - �w� _ pwj'+ hw � 2 ид 2 2 
(55) 

Разделив числитель и знаменатель последнего 
<?Норостной напор набегающего потока , получим: 

выражения на 

"'jp,н = sin2 �1-(1.-С1) sin2 �2 • 
С другой стороны, согласно } , ·внению Бернулли 

Pz-P1 +hw "'jp.н
= Pz-Pl 

и на основании (4) и (13) 
_ Ra--Fa "'jp.и- R а 

В случае нонфузорной решётни (фиг. 65) танже 
Ra = -- Rv cos �m + Rx sin �m• 

отсюда из (16) после элементарных иреобразований получаем: 
1 +f1 ctg �m 

"'jp.н = 1-[1 tg �m 
Остановимся на ре<1ультатах энспериментального исследо

вания решётон на малых скоростях .  Впервые экспериментальное 
исследование решётни, нотарая была составлена из пластин, 
произвёл Н. Е. Жуновсний в 1902 г. в лаборатории Мосн:овсного 
государственного универс итета . На фиг . 220 изображена схема 
зн:спериментальной установн:и. Испытуемая решётн:а пластин 
соединялась с аэродинамическими весами, по пон:азаниям н:оторых 
определился коэффициент подъёмной силы пласти.ны в решётне. 
При дальнейшем развитии эн:сперимента взвешивание решётни 
почти никогда не применялось ввиду методического несовер
mенства такого эксперимента . Экспериментальная установна 
для продувки плоских реш�тон, позволяющая изменять угол 
входа �1 и установочный угол профилей, представлена 
на фиг. 221. При эксперименте производится измерение ско
ростей и углов соответственно перед и за решётной и разности 
полных напоров . Величины Cv и Сх определяются по формулам 
{25), (30) и (34). 
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Рассмотрим результаты экспериментального исследования 

ковфузорвых решётон 1) .  На фиг . 222 представлено распреде
ление давления на сильно изогнутом турбинном профиле при 

Фиг. 220. Схема эксnериментальной установки Н. Е. Жук�ш
ского для исследования решёток nластин (1902 г.). 

одно:и и том же угле nритенавил 1t- �1 = 70° и при разных rустотах решётни, в том числе при 't =О (изолированный про-

PьJ'I03 tln.н 
U3MBHBHOR !JCmO· 
нo/Jollнogo !Jgдa 
профиля t7 peшifmke 

Ось 8рищенил dceii peшifmko 
/} цс.по.м 

Oьt:co!lнoiJ цoлuн!Jpollec/шu нucшJolf 
Фиг. 221. Схема эксnериментальной установки для 

исследования решёток профилей . 

филь) ; по оси абсцисс отложена длина дуги s, отсчитываемая 
от хвоетина профиля (профиль обходится по часовой стролне); 

1) См. П о  в х И. Л., Исследование лопаток турбо:машин ' на стати
ческих вовдушных установках. Котлотурбостросние , .м 2, Маmгив, 1948; 
• его же статью: *О влиянии шага на аэродинамические харюасристинu 
'J'урбинных nрофилей в решётке» . Котлатурбостроение ;м 6, Машгив, 1948. 
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1)- Р-Рт С 

по оси ординат откладываютел величины р = pw;,. . удя по 

� 
перегибу кривой распределения давления, в случае изолиро
ванного крыла ('t =О) происходит более ранний отрыв потон:а . 

С увеJшчением туетаты точка перегиба смещается вниз 
по потоку, что свидетельствует о более позднем отрыве. При 
густоте "t = 1 кривая распределения давлений. уже не имеет точки 
перегиба; при ещё большей густоте исчезает пикообразный 

w,J t:Ed 

:/) �· 1 f 

о 

{'' l 
1 '(Т:'"' 1./J 

А ' .,_ J \ !'-.",_ 1'=1,� \ 

1\ li v ' rv 
! iii ' ... .J=O,G �\ 

'\\ tj / 
... _ ·т- -·-- ..: . 

, . , .. g ,: ... jj 
... � � ��'---� ·-

-3,0 
-2/1 
-t,IJ 

f,D �� rtt v Jr/J gro 
t 2 3 f/ 5 G 78.9 tt /JIJ/1/ 15 IG 17 

N� m1111e/t lf/liii/!IUIJI 

s 

Фиг. ·222. Распределение давления по сильно изогну
тому профилю в конфузорной решётке при различных 

густотах . 

характер кривой и диффузорвый участок занимает незначитель
ную часть профиля (см .  сплошную кривую на фиг. 222 при 
't = 1 , 6) .  

Такое резкое влияние густоты на характер течения объяс
няется сильной кривизной профилл, приводящей в редкой 
решётке к весьма раннему отрыву потока. Кривые распределе-

1) Здесь Рт-статическое давление, соответствующее скорости Wm 

с pwr pw�) Рт=Р1+2-2 . 
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нил давления для решётни из авиационных профилей (фиг . 223) ,  
имеющих незначительную кривизну, не поназывают столь рез
ного изменения в характере 
обтекания, хотя и здесь 
увеличение густоты решётни 
ведёт н уменьшению диффу-
зорнаго участка . Можно за- Р 

.,J 1/ .f $ 7 8 9 
/с:···� 

метить , что влияние густо- 2.01-----,-_-_-_-:_=:_;;-::_===---т---J!!.:....:.!J� 
ты решётки на распределе
ние лавления по профилю 
при сохранении угла a.m ана
логично влиянию угла ата
ки для изолированного 
профилл. 

Зависимость рас пределе- 11 L.J..1-i:-2-1:3-''lt-J.___.5 __ GL.L-_7....__...J8L.........;:::9�::oo..IO.L..I...-s-
нин давлений по профилю от 
угла входа �1 для одной и 
той же решётки представ
лена на фиг . 224 . l\ак ви
дим, с увеличением угла 

Фиг. 223. Распроделение давления по 
авиацrюнному ирыловому профилю в ноп
фузорной решётне при различных густо-

входа разрежение на спинке профиля 

11 

тах . 

уменьшается . Экспери
мецтальное распреде
ление давлений для 
нонфузорной решёши 
с осевым входом (соп
лового аппарата) да

ёт у довлетворитеJlь

ное совпадение с тео
ретической кривой 
потенциального обте
нания1) (фиг .  225) . 

Расчёт потерь пол
ного давления в ре
шётке и распределе-

о ния статического дaв-

L _ _L_)�3:§��1__L_l_L__l_j sм.м 
ления и скорости по 

1,0 поверхности профи-

1 7 /0 1518 20 23 25 28 30 
N�mD'18k 

Фиг. 224. Зависимость распределения давлений 
в решётке от угла входа . 

ля и в просветах 
между профилями 
следовало бы произ
водить с использова

нием теории погра
ничного слоя, подоб-

но rом:у как это делается при расчёте течения газа в трубе или _ ____:_ ____ _ 1) С а м о й л о в и ч Г. С., Расчёт гидродинамических решётон. При
кладиая математина и механика, т. XIV, вып. 2, 1950. 
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вдnль пластины . Однако из-за влияния на пограничный слой 
существенных градиентов давле�ия, имеющих место в решётк�; такой расчёт представляет собои сложную задачу, на которои 
мы здесь не останавливаемся . 

Обратимся н рас смотрению характеризующих решётну сум
марных величин. На фиг. 226 представлены кривые СУ (�1) для 

1 v. � 
l ЦА 
1 �� D,G 
1 

1 1/.'1 1 
1 D,Z 
1 .......... 
�с 9вн �j и 

Дl) 
Ц.<l 
,., 

11,7 

lt'"ц�...;_ 6 0,8 � '--meop.kpuiJUII�\ -· А H=tl.2/J!J • H=liZ!i!l 
- о И=-0.31111 

: 
1 
1 1 
1 
1 1 
r, 
L 

Фиг. 225. Сравнение энспериментального и теоре
тического раснредРлений давления по профилю в 

конфу3орной решетке. 

нонфузорной решетки с сильно ИСI{ривлёнными профилями nри 
установочном у гле профиля в решётне �2 = 134° 1 по данным 
продувки. 

Важно отметить ,  что в решётке силь но искриnлённы х профилей 
получаются весьма высокие значения коэффициента подъём:ной 
силы (Су� 4), тогда как у обычных изолированных авиационных 
крыJ1ьеn величина Су не превышае т  ;значения 1,2-1,5. Сравнение 
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с данными иродувон индивидуального профиля приводит н очень 
большим значениям ноэффициента решётни (фиг .  227) : 

CdCy) Х= da р (dtJy ) da. и 

В случае слабо иснривлённых профилей значения СУ в нон
фузорной решётне получаются меньшими, однано и здесь прямо-

tj. линейная зависимость СУ (а) coxpa-

(Z няется до больших значений угла 
атани а. 

3.1 На фиг .  228 даны нривые зави-
симости ноэффициента полезного 

L 
1 

1 Z.2 
1,8 

fJ,. =f3lr.. 
/_ '( 

1 
1 

100 120 ff/0" {тt:-,8,)0 
Фпг. 226. Энсперимонтальпан 
эавпrимоrть ноэффициепта 
подъёмной силы С 11 от угла вхо
да для нонфуэорной решётrш 
при установочном угле �г= 

=1 34°. 

х 
s,o 

'1,0 

3,0 / 
1 

'ОНШ/l.СШСЮ. '11 

4��5� r--. 
/ " / 

/ 

2,0D,8 1,0 1,2 !,� I,S 1,8 2,0 2.2 'r 
Фиг. 227. Эн�нсриментальнал� заnи
еимость параметра � от густоты -r ре
шётни для сил ьно изогнутого про-

филя. 

действия нонфузорной решётни "/jp. н от угла входа при различ
ных значениях густоты и одном и том же установочном у гJю 
�г= 46° для сильно иснривпённого профиля . Мансимальное зна
чение "'jp. н. а следовательно ,  минимальные потери при значениях 
густоты 't = 1 и 't = 1,4 соответствуют случаю, ног да снорость 
направлена по насательной н осевой дуге профиля в �носине 
(а1 = 0). Следует отметить, что при дальнейшем увеличении 
густоты потери возрастают , пинообразный харантер нривой 
Т,р. н (�1) сглаживается и мансимум нривой перемешается в сто
рону меньших углов притенанпя . Выше, при рассмотрении 
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потенциального обтекания решётки , выяснилось , что при густа
тах порядка 't > 1 - 1 , 2  угол выхода не зависит от угла 

входа ; данные эксперимента 
подтверждают этот вывод. 

Перейдём к описанию ре
зультатов 'эксперимента с 
диффузорными решётками . 
Исследование крылового про
филя 1) (фиг . 229) в диффу

'I!Шеmkи зорной решётке при разных --��������� !! густатах представлено на 
фиг . 230. Сравнивая кривую 

!8 С У (а) для единичного про-
филя ('t = О) с такой же кри
вой для профиля в диффу
зорной решётке для двух 
значений густоты ('t = 0,5 ,  
't = 1 ) , замечаем , что в по
следнем случае падение ве
личин СУ начинается при 
значительно меньших углах 
атаки (фиг . 230) : диффузор
ный характер течения в ре
шётке вызывает более ран
ний отрыв пограничного cJioя , 
чем на индивидуальном про
фиJiе . Нак показывают опыты, 

93 ��--��--��--�� 7/J 8(1 90. ШО 110 !Z/J 13/J.{7t""дJ" 
Фиг. 228. 
полезного 
шёткп �от 

Зависимость rюэффициента 
действия конфузорной ре
угла входа для различных 

густот. 

влияние угла установки профиля в решётне �г на протекание 
nривой Су (а) невелино . Эксперименты с диффузорными и нон
фузорными решётн:ами позволяют сделать елодующее зан:лючо
ние о работе профиля в решётн:е : 

f 

Фиг. 229. Авиационный крылавой профиль. 

1) Абсолютное значение угла нулевой подъёмной силы в кон
фузарной решётке обычно больше, а в диффузорной реmётн:е 
меньше, чем у изолированного профиля . 

1) Сборник статей по осевым компрессорам турбореактивных двигателей. 
Обзоры и переводы Министерства авиационной промышленности .М 39, 1949. 
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о 

�� ��(; - t�i)(/ �/i)W 
�у') , 

1 
Г! 

о. в 

O.G 
O,f/. 

0.2 

a'A-==�s�r=4s 
�/ 1 

llг =25";r=t,O 
� t-....... 

-O,'f.f/. -2 о 2 G 8 
Фиг. 230 .  Сравнение значений коэффи
циента подъёмной силы для единичного 
профишr и профиля в диффузорной ре
-u:отне при относительных густатах '1: = 0 , 5  

и '1: = 1 ,0.  

Фиг. 231 . Экспериментальное распределение дав
ления по профилю в диффузорпои решётке при 

различных густотах. 
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2) "Угол нанлона прямолинейной части нри.вой С11 (11) в нон

фузорной решётне обычно больше , а в диффузорной решётне 
меньше , чем у изолированного профиля . 

3) Rритичесний у гол атани 11нр, соответствующий мансималь
ному значению СУ ,  в нофузорной: решётне больше, а в диффузор
ной решётне меньше, чем у изолированного профиля . 

Распределение давления по профишо в диффузорной решётне 
при различных густатах представлено на фиг . 23 1 ;  мы видим, 

0,10 
, _  hw 
,- рш/ 0.05 

2 

v 

i/ 

"" 

v � 

v 
v 

l':c 

.,.......... --f--
't;. 1,0 

� 0,5 
о 

D,t. J o,n. ,J ��1 о 

Фиг .  

l..zo -15 -10 -5 о 5 /0 а; 
232.  Тип ичные резу:rьтаты п р одушш диф

фузорной реш i'тни . 

что увеличение гу стоты приводит н во:!растанию градиента давле
ния на диффузорнам участие профиJJя .  Значител ьное число 
энспериментов с диффузорными реш ё пхами , составленными из 
профилей различной нривизны с парабо.nичесной осевой дугой , 
ноторые обра:!ованы из одного и с ходного симметричного профиJIЯ 
10% толщины , nозвоJшло получить неноторые ноJшчественные 
соотношения 1) .  

Типичные данные nродувни одного из вариантов тапой ре
шётни представлены на фиг .  232 ;  з дееь величины СУ , Сх ,  �1 и 
угол отнJюнения потона в решётне L\ �  = �2 � 1 даны в зависи
мости от угла атани на входе 111 (угла между направлением 
набегающего на решётну потока  и направлен ием пасательной 
н осевой дуге в носине профиля) .  Мы за меч аем , что при изменении 
входного угла атани от нуJш до -10° величины Сх и С1 сохраняют 

1) Х о л щ е в н и к о в R. В . ,  Выбор параметров и расчёт осевого ком
nрессора. Оборонги з ,  М . ,  1949 . Приводимые nиже соотношения , полученные 
для одного исходного nрофиля, имеют ограниченное п рименение , так на« 
свойства решётки зависят от формы n рофиля. 
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постоянное (минимальное) значение, при угле атани на входе 
а.1 = 6° потери начинают резно возрастать , а веJшчина СУ достигает 
мансимального значения . 

Результаты эксперимента могут быть обобщены , если условно 
ввести так на3ываемый но.мина льnый режи.м,  при нотором отюю
нение потока составляет 80% от мансимально возможного в дан:
ной решётне .  "Условимся все величины , относящиеся н номина ль
ному режиму, обозначать звёз;з:очкой (*) ,  в частности 

А�* = 0, 8 · A�max • 
Как показывают эксперименты , номина.11ьный режим является 
границей , до которой примерно справедлива линейная зависи
мость угла отнлонения �� и коэф
фициента подъёмной силы Су от 
входного угла атаки а.1. Номиналь
ный режим бли3ок к режиму м а
ксимального качества профиля , 
так как потори здесь ощё неве
лики , а 3начение СУ уже довольно 
большое . 

50 .l\ 
� 
\ 

1'\. 1/0' 
.� 
�' 

/0 • 

� 
\." 
'\. 
' 
' 

� 
r\.� кr-2,s 
i'\..' � 2,0 t.S 
i'\.. � � 1,0 
" � � � 
O.GG,I"J � � � � 

........ � � 

На фиг . 233 изобрашена зави
симость отнлонения потона ��* от 
угла выхода �� на номинальном 
режиме для различных значениИ 
густоты,  полученная из большого 
числа экспериментов при разных 
установочных углах и кривизнах 
профилл ; . " "" , • О,оо n 60 10 so .rD' '10' 3D' zr 

-fJ; Н а  фиг . 234 приведены кри
вые значений коэффициента подъ
ёмной силы СУ в зависимости от 
угла �т для номинальных режи
мов при различных значопиях 

Фиг. 233 .  Зависимость угла от
клонения потока в диффузорной 
решётке от угла выхода для но-

минального режима. 

густоты 't .  
Представленные н а  фиг .  233 кривые отклонепил потока для 

номи:наJiьного режима tv1огут быть вы ражены в диапазоне у глов 
выхода 5u0 � �2 � 90° следующей эмпирической формул ой : 

или 

r<* R* 1 . 5 1 , 5  
ctg Г'l - ctg �-'2 = 1 t + t ,5 ь 1 + 1 ,5 t 

r<* R* 1 , 5 
ctg �-'2 = ctg Г't - - • 1 т l , 5 t 

(56) 

l\ак мы уже упоминали, поток на выходе из решётки не сле
дует по касательной к осевой дуге профиJ!Н , а несколько отстаёт 
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от этого направления. В случае номинального режима сущест
вует следующая эмпиричесн:ая зависимость между углом отста
вания потона & = 'f2 - �2 и параметрами решётн:и : 

57) 

где т-нен:оторый ноэффициент , зависящий от формы профиля, 

t9 
t. S r-------r-------r-------r------, 

и· to• 20• Jo' 11о• fo• оо· 1о· во·4п 
Фиг. 234 . Зависимость Су от �т для номинального 

режима обтекания диффуворной решётки. 

а О-угол изгиба профиля . Нан поназывает энсперимент для 
углов выхода 

50° -< �� < 90° ,  

1-юэффициент т может быть выражен следующим образом в-зави
симости от положения мансимальпой кривизны на осевой; дуге 
про филя : 

(58) 

Из выражения (57) с учётом (58) можно в случае номинального 
режима вывести формулу для угла выхода : 

1 f =- -2 �: а = tp� - J t (0 , 92 х� J_ ��· 18) 6° . 
1-о , 1 Vt soo 

(59) 
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Таним образом, если заданы геометричесние параметры 
реmётни, то из последнего выражения можно определить угол 
выхода потона на номинальном режиме . Rак было показано в §  1 , 

б = & + .:\ � - 1Х1 • 

Исключая угол изrиба профиля 6 из выражения 
для номинального режима : 

&* = т lft(д�-a1 )  
1-m V t  

(57) , получим: 

(60) 

Введём понятия относите�ьного отклонения .:\� и относитель
ного угла атаки на входе IX1 : 

Экспериментальная зависимость между величинами IX1 и .:\�, 
представленная на фиг .  235 , является для испытанных решёток 
универсальной .  Если, напри
мер, задан угол входа IX1 и 
необходимо определить осталь
ные параметры обтенания , то 
это можно сделать, перейдя н 
уназанным выше относитель
ным величинам . 

Для этого по задаюiым гео
метричесним параметрам рс
mётни из формулы (59) опреде
ляем угол �: и из фиг . 233-
значение д�* ;  величину IX: на
ходим из очевидной форму �ы 

IX� = <pl + .:\�* - �:,  
затем вычисляем относитель
ный входной угол атани IX1 и из 
фиг. 235 получаем значение 
д�; помножив последнее на ве
личину .:\�* ,  отыскиваем значе
ния .:\� и 

--!JjJ дfl-дfi" 
1,2  
1,0  
11,9 
0,6' 

0.2 
о 

V' 
v 
\ 

� 

1-/ /-f--
ip, / 

V2 /f_D.ИUHfU!bHUe omk/luнeнuc 

1 
/ 

1 
/ 

-о,о -o.v -0,2 о 

С :с 0,12 
0,10 
и. о. 
о, о. 
о. о 

'2 0,/J.  
о 

Фиг. 235 . "Универсальная характери
стиrш диффузорных рсmёток , состав
ленных из профилей с параболиче-

ской осевой дугой при с= 0,1 .  

из этого же графика находим величину Сх ; соответствующее 
значение СУ может быть определено по формуле (31 ) .  
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§ 7. Обтекание решётки крыльев дозвуковым потоком газа 

Остановимся прежде всего на некоторых общих свойствах 
обтекания газом решётни профилей. Расход газа в навале, как 
было показано в главе IV, не может иревосходить неиоторой 
предельной величины, соответствующей критической скорости 
в узком сечении канала . Это обстоятельство накладывает неко
торые ограничения на возможные значения параметров газового 
потока перед и за решёткой.  

Рассмотрим сначала с этой точки зрения решётку, составлен
ную из бесконечно тонких профилей . Найдём максимальный 
расход газа,  исходя из значений параметров на входе в решётку 
(фиг .  1 61) .  Секундный массовый расход газа ,  приходящийся 
на один шаг решётки,  равен : 

М = р1 w1 t · sin �1 ;  
максимальный расход при заданном угле входа в решётку �1 
составляет : 

Мир ид = Рир 1 аир 1 t .  s in �1 , 

т .  е .  такой же, :как в обычном пршюлинейном сопле с :критичес:ким сечением : 
F ир = п1 = t · s in �1 • 

Величину Мир ид будем называть идеальным критичес:ким рас
ходом . Максимальное значение идеального критического расхода 
достигается при осевом входе потона (�1 = 90°) : 

Мmах ид = Рир 1 аир 1 • t . (61) 
Предположим, что все потери в рЕmётке сосредоточены в прост
ранстве между сечениями 1 - 1  и 2- 2 и учитываются величиной 
коэффициента давления 

a = Poz . 
Ро1 

Так как мы рассматриваем только теплоизолированные п роцессы, 
то в этом случае То1 = То2 • 

Wир 1 = Wир 2 = аир· 
Из уравнения состояния следует :  

т . е . 

_Ро_2 = _Ро_2 = Рир 2 
Pu 1 Р о1 Рир 1 ' 

Рир 2 -- = а . 
Рнр 1 

(62) 

(63) 
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Пусть задана воличина расхода в решётне : 

iИ < Мм�х ид · 
Определим �иапазон возмтт-шых значений параметров потона 
на выходе из решёт:Еiи , соответствующих заданному расходу . 
Из уравнения неразрывности имеем: 

M = p2 - w2 - n2, 

где n2 = t · sin �2 - нормальное сечение струи на выходе из ре
шётни . 

Будем умеп ьшатъ значение угла �2; при этом норма.;Iьное 
с ечение на  nыхо;(е n2 танже уменьшается ,  а плотность тона p2w2 
уnеJшчиваетс я .  Одню ;о при иенотором :-�пачении угла �2 min 1) 
скорость за реш\;люii: достигает r.;ритической величины:  

дальнейшее уменьшснпо угла �2 нельзя осуществить , так нак 
п;rотность то1<а уже достигла своего максимального значения .  
В рассматри ваемом случае имеем : 

М =  Рнр 2 анр 2t · sin �2 min •  

и л и  согласно (62)  п (63) :  

откуда 

iff = ар11р 1 анр 1 t · sin �2 min , 

• r< м Slll l'2  min = ----G?нр 1 анр 1 · t 
м 

aMmax IIД . 

Выражая расход через параметры на входе: 

имеем : 

где 

М = p1w1 t sin �1 • 

• r< q (Л1 ) sin � 1 Slll l' 2  m in = 
а 

P • · w • q = -"'-'----'--
Рнр 1 · анр 1 

согласно ( 106)  г.лавы V есть с:тедующая функция коэффициента 
скорости: 1 1 

( . ) = c k+ 1 )1<- 1 . ) C t - k- 1 Л2)k-1 
q л 2 • k+ 1 . (64) 

Проводя аналогичные рассуждения в случае увеличения 
угла �2 , можпо по.лучить второе мансимальное его значение �2 m a x .  
соответствуrпщее танже условию образования нритической сно-

1} Обворный бюллетень авиамоторостроения, 1949 . .N1> 4.  
28 Г. Н .  Абрамович 
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рости на выходе из решётки 1) :  

�2 max = '1t - �2 min • 

Если заданный расход является критическим , т .  е . 
м = м ИР = Рир 1 . аир t t sin �1 ' 

что осуществляется при 
М1 = 1, 

то получим следующие выражения для предельных углов выхода : 

при этом на режиме 

. � c;in �1 Slll t'2 min = -а- , 

�2 max = '1t - �2 min ; 

sin �1 = а 
� 7t: 

существует TOJIЬKO одно значение угла выхода t'2 = 2 ,  т .  е .  на 
этом режиме критический расход может быть осуществлён 
только при осевом выходе nотона из решётни . Для больших 
значений угла входа �1, т . е. соответствующих неравенству 

sin �1 > а , (65) 
критический расход в сечении перед решёткой 

Мир= Рир t · а ир t t  sin �1 
уже не может быть реаJшзован, так 1\a i{ ,  если на меньших 
углах входа потери номпенсировались уве:тичением выходного 
сечения (за счёт поворота потока) ,  то при 

sin �1 = а  
это сечение достигло своего маисимума ( �2 = � ) - : 

n2 max = t . 
Таним образом, при yr:rax входа , отвечающих условию (65), 
величина мансимального расхода определяется сечением на 
выходе и не з - . висит от направления потона на входе 
в решётку: 

М max ист = Рир 2анр 2t = арнр 1 анр 1 t 
или согласно (61 ) :  

М m a x  п�т = аМ max пд• (66) 
Уменьшение истинного мансимального расхода по сравнению 
с максимальным расходом при изоэнтропичесном течении приводит 
к оr:раничен;ию возможных :шачениii числа М1 . 

1) Речь идёт о возможности поворота потона на выходе из решётнп 
в двух направлениях ( �2 > �1 и �2 < �1 )  с одинаковыми сечениями . 
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Максимальному расходу отвечает выражение 

Pmax Wmax а = q (Лmах) = -- -� . ( 67) 
Рнр 1 анр 1 Slll 1'1 

Здесь индексом max обозначены параметры потона на входе при 
маисимальном расходе и заданном направлении . 

Нан известно из главы IV,  уравнение q (Л) = const имеет два 
решения : одно - дозвуновое (),д < 1 ) , дру гое - сверхзвуковое 

Фиг. 236 .  R определению критичесного ре
жима обтекания решётки . 

(Л с > 1) .  Это о:шачает , что при данпоl\[ направлении пото1щ на 
входе возможны дозвуновые течен и я  со скоростями 

Лl < ),i\ . 
и сверхзвуковые течения с о  скоростями 

Лl > f- c ·  
В случае решётки , состошцей и з  профютей нонечной толщи_ны , 

значение Л1 м о ж е т  т а юко о г р а н и ч и в а т ь с я  у словиями в узком 
сечении мепшопаточного rшнала . Предполотим , например , что 
направление скорос ти в с а м ом у з rюм м е с т о  межлопаточного 
канала не зависит от направJiения набегающего потока , т. е .  
будем сч ит а ть постоянной ширину наиболее узкого сечения n11p 
(фиг .  236) . 

Согласно сказанному ранее 

М 1 .\Ia x  = nнрОJ Рнр t G нp 1 ,  
Ронр где а1 = -- учитывает потери на у ч а с тне межлопаточного 
Ро1  

нанала от входа до у зкого сечения . 
Для определения возможных значений коэффициента скорости 

следует по аналоrпи с предыду щим решить уравнение 
(л ) - n н pal q max - sin :il ' 

- n j 
где nнр = �Р - относительная ширина узноrо сечения . 

Обратимел к построению треуго:Iьнинов скорости на 
и выходе . Напишем уравнение неразрывности 

p1w1 sin �1 = р2��- 2 sin �2 
DХОД� 

28* 
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или 

f1a = f2a •  
где j - вентор плотности тока (j = ри') , направленный по каса
тельной к линии тока , т .  е. параллельный вектору скорости . 
Максимальное значение плотности тока 

imax = Рнранр ·  
И з  треугольника плотности тока легко можно получить и тре
у голышк скорости, если знать соответственные значения плот
ности р1 и р2 •  В случае несжимаемой жидкости р1 = р 2  = const ,  т .  е .  урав
нение неразрывности записывается в шrде равенства осевых 
проекций стюрост и :  

W1a = СС'2а ·  
Построение треугольника скоростей: в случае обтекания решётки 
газовым потоном может быть упрощено, если ввести понятие 
безразмерной плотности тока , под которой понимают отношение 
истинной плотности тона к максимаJтьному значению плотности 
тока в набегающем на решётку потоке : 

. ; J = --l max 1 
Отсюда на входе в решётку 

PW 

j1 = PtWJ = q (Л1) , 
Рнр 1 анр 1 

на выходе из решётки · P2W2 () ) l 2 = = aq '2 • 
Рнр 1 анр 1 

В таком случае уравнение неразрывности можно записать 
в следующем безразмерном виде: 

t'де 

Построим кривые 

f1a = f2a• 

J1a = /1 sin �1 = q (Л1) sin �1 ,  

J2a = /2 sin �2 = aq (1.2) sin �2 •  

J1a = q (Л1 )  sin �1  = const; 
в полярной системе координат с радиусом-вектором Л1 и поляр
ным углом �1 1) (фиг . 237) . 

1) См. сноску на стр. 433 . 
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Если провести по заданным величинам ),1 и �1 вентор без

размерной скорости на входе в решёп{у и по нриnой .постоянного 
значения /1а ,  проходящей через конец вентора снороети , опре
делить значение q (1.1) s in �1 ,  то ,  используя равенство 

() ) • R q (Л1 ) sin �1 q '2 Slll t-'2 = о ' 

можно найти соответствующую нривую 
q (Л2) sin  �2 = const ,  

нотарая является геомстричеСI{ИМ местом точен нонцов венторов 

Фиг. 237 . Rривые постоннных значений i1 a н полирной системе Rоордипат 
(Л ,  �) . 

снорости на выходе из решётни для заданных условий входа 
и заданной ве.личины потерь . В пзоэнтропичеСI{ОМ потоно 

а =· 1 , 

и следовательно , задача построения треугольнина упрощается , 
тан как нонцы венторов снарасти входа и выхода лежат н а  
одной и той же нривой f1a = const . 

На фиг . 238 представлен пример графичеснога определения 
выходных параметров решётни с помощью фиг . 237 по заданным 
параметрам '-1и ,  �Р безразмерной величине заирутки tJ.Л'/), = llwu 

анр 
1 1  ноэффициенту давления а . 

Построив по величинам Л1 и �1 вентор входной: снорости , 
находим соответствующую кривую j1 = const , проходящую через 
конец этого вектора , и ,  таким образом, определяем численное 
значение /1 • Далее опускаем нормаль из нонца вентора f-1 на 
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поJIЯрную ось , явшrющуюся фронтом решётюr, и отнладываем 
по этой: оси заданную величину дли . Точна пересечения перпен
динуляра , восставленного н полярной оси в нонце отрезна дЛ,р 
с нривой i1_ -= const и будет нонцом вентора Л2 • Остаётся снять с; 
с r рафина значение параметров потона на выходе из решётни Л2 и �2 •  

Перейдём теперь н. оценне влияния с;юrмаемости газа на 
аэродинамичесние свойства решётни nрофилеi1 .  

Фиг 238.  R графичссi,ому расчёту 
параметров потоiщ в решётн:е . 

1,0.----.---,----.----, 
м 
0,9�--+---���--� 

Фиг . 239 . Зависимость значений 
fll 1 шах и М1 нр от угла атаки а1 для 
типичной диффузорной решётн:и . 

Дозвуновое обтенание решётни , Hai{ и рассмотренное выше 
дозвуновое обтенание единичного профиля , разделяется на до�>ри
тичес�>ое и аа�>ритичес�>ое.  Очевидно . что значение M t нр , соот
ветствующее нритической снорости набегающего nотона , зависит 
n ноночном счёте от величины наибоJrьшего разрежения на про
филе Pmin · В первом nриближении теоретичесная зависимость 
Мнр (Pmin) , где Prnin отвечает потону несжимаемой жидности , 
!lfожет быть принята для решётни таной же, нан и для еди
ничного нрыла . Экспериментальная нривая зависимос ти М1 нр от 
входного угла атаки для типичной диффузорной решётки пред
ставлона на фиг .  239. 

Следует отметить , что в случае решётки набшодается гораздо · 
большее влияние толщины пограничного слоя на воличину М1 нр , 
чем в случае единичного нрыла . Это объясняется тем, что в ре
шётl{е прп ОI{ОЛозвуковых сноростях очень llfaлoe из!lfенение nопе
речного сечения ведёт к заметному из!lfенению числа М .  
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При донритических скоростях можно, R aii и в случае единич
ного профиля, обтекание газом данной решётки заменить обте
нанием несжимаемой жидкостью пекоторой энвивалентной ре
шётки . Возможны два способа построения энвивалентной решётни, 
nытенающис из анализа уравнений газовой динамини 1) . Ввиду 
простоты физичесного обосiJованил этих способов опишем их , 
не прибегал н анализу уравнений . Остановимся сначала на 
наиболее простом случае - решётке симметричных профилей с ну
:�евым выносом и нулевым углом атаки . Поступал с наждым 
нрофилем в решётне , как с изолированным профилем, т . е. уве-1 . шчивая его поперечные размеры в 2 раз , получим экви-V 1 - Мн 
nалентную решётку того же шага t ,  но составленную ив профцлей 
большей относительной то.1щины : 

-, с 
с = . 

У 1 - М� 

Тuт же эффект можно получить путём перехода к более тесной 
решётке без деформации профилей, ДJIЯ чего следует изменить 
u V 1 - М�1 раз расстояние между профилями, отсчитываемое по 
направлению нормали к набегающему потоку.  

В случае симметричных профиJ1еi:i: с нулевым выносом и нуле
вым углом атаки этот же результат даёт соответствующее ив-
:-.юнение шага решётни : 

· 
t ' = t . V 1 - м:� . 

Оба указанных способа построения эквивалентной решётки. 
нJображённые на фиг .  240, вполне равноценны в случае, если 
толщина профиля мала по сравнению с шагом решётки . Заметим , 
что второй способ удобнее для анализа и расчётов , тан :на:н сам 
профиль в нём остаётся неизменным .  Остановимел теперь на 
обтекании решётки с несимметричными профилями и отличными 
от пуля значениями выноса и угла атаки, ограничивалсь , однако , 
еJ1учаем тонких профилей и малых углов атаки . Введём новое 
понятие - аэродипа.мичес�>ий шаг решеm�>и h, равный рас стояни10 
между двумя прямыми, проведёнными через соответс твенные 
точки соседних профиJiеЙ параллельна геометрической полусумме 
сноростеi:i: входа и выхода (шm) · Применял второй способ построе
юш , мы получим эквивалентную решётку (фиг. 241 ) ,  состоящую 
и а  тех же профилей, но с меньшим аэродинамическим шагом : 

lz ' = h v 1 - м;.;  

1 )  С е д о в Л .  И. , Плоские задачи гидродинамики и аэроцинашпш. 
Гостехиздат, 1950. 
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здесь величина Mm проще всего вычисляется по известной пере
ходной формуле 

где 

-v 2k аир = k + i gRT0 •  
Изменение аэродинамичесного шага приводит н изменению 

геометрячеених параметров реmётни . Обозначая все nараметры , 

� � - - - - - - - - -

� -=--- J 
' t '-t 

� с::_]��-:.:-..---, 
t'-t VНi! N 

Фиг. 240 . Схема к двум способам построения эквивалентной 
решётки симметричных профилей при нулевом угле атаки . 

относящиеся н энвивалонтной решётне в потоне несжимаемой 
жидности, значном ', найдём из треуго;Jьнинов B0B1D и B0B;D 
(фиг.  241 ) :  

отнуда 
, h' tg (�г - СХр) = h · tg (�г - СХр) 
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и, следовательно 

tg (�; - ар) = v 1 - м� .  tg ( ?  r - ар) 
или 

tg (�� - llp) = �/ 1 - м� • . tg �m • 
где �m - угол между направлением с норости Wm и фронтом решётни. Определив из последнего выражения установочный yгoJJ 

Фиг. 241 . Исходная решётiш профилей в газе и эквивалентная ей решётка 
в несжимаемой жид1шсти .  

ан:вивалентной решётюr �; ,  находим её шаг  t '  и з  следующсi1 
очевидной формулы: 

разделив обе части этого выражения на хорду профиля , наторан 
по условию построения не меняется , получи м густоту энвивалент
ной решётн:и : 

't' = 't · }r/ 1 - sin2 �m . м� .  
Зная геометричесн:ие параметры анвиваJiентной решётi{И, опрс

деJiяем yгoJI атаки в обтеr{ании её несжимаемой жидностыо , 
при :котором :коэффициент подъёмной сиJiы имеет таное же зна
чение, наr-\ и в исходной решётr-tе , для чего испоJiьзуем сооотноше
ние, п:рцведённое выше ДJIЯ изоJiированного профиJiя : 
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Основываясь на линейной з ависимости между углом атаRИ и 1юэф-т 
фициентом подъёмноii си::Iы , можно, нан: и в сл;�гчае единичного 
профиля , вместо ·расчёта изменения угла атаки при СУ = const 
определить изменение СУ при а =  const , сели использовать следу
ющее приведённос в § 4 выражение : 

с;, о; . �� ' ар) Су (�г • 't , ар) = V 2 • 1 - IV т 
Определим,  например ноэффициент подъёмной силы для_ 

решётни пластин с параметрами �r = 60° ,  't =  1, 20 

при обтен:ании её потоном газа со с редней геоме1ричесн:ой ско
ростью, соответствующей числу Mm = 0,5 ,  и углом атаки ар = 10° 
(�m = 50°) .  

Сначала находим эквивалентную решётн:у пластин . Из полу
ченных выше выражений имеем длл эквивалентной решётн:и : 

откуда 

tg (�; - ар) = tg �m · V 1 - М� = 1 ,03 , 

't1 = 't · V 1 - м:,., sin2 �m = 0,922't, 

�; = 56° ,  
't 1 = 1 , 1 1 . 

По этим параметрам решётки пластин с помощью кривых х. ('t, �г) 
(фиг. 212) находим соответствующую величину х. = 0 , 69 . Следова
тельно , искомое значение коэффициента подъёмной силы 

27t · x. · ap 
Су = 

V 
2 = 0 ,875 .  

1 - fl m 

Величина СУ длл исходной решётки пластин при том же угле 
аrа:ки ар = 1 0° в случае несжимаемой жидности равна : 

Су = 0, 75 .  
Та:ким образом ,  в данном случае влияние _ сжимаемости сназы
вается в увеличении С У на 1 4 % . Напомним, что изложенные 
соображения относятся только к до:критическому обтеканию ре
шётни . 

На режиме М1  > Мнр в решётн:е образуется сверхзву:ковал 
зона , завершаемая системой скачнов , которая получаетел гораздо 
сложнее , чем у единичного профиля за с чёт отраженив. �;�дч:ков 
от соседних профиm:'Й . На фиг . 242 представлены I'i'Оследовател!>
ные оптические енимни спектров обтекания диффузорной решётки,  
полученные при значениях числа М1 от 0, 6 до О, 7 .  При М1 = 0,6 
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пмеем донритичесное обтекание , т .  е. сверхзвуnовые скорости 
отсутствуют во веей области течения . С увеличением числа М1 
скорость непосредственно за  носином лопатни становится сверх
звуковой и потом скачком переходит в дозвуновую; кроме того, 
ааметен отрыв пограничного слоя . Дальнейшее увеличение ско
рости набегающего потоr{а приво;r;ит н расширению области сверх
звуковых течений : наблюдаются отражение сначнов от соседней 
лопатки и отрыв пограничного слоя . При достижении в набега
ющем потоке значения М1 ·= О, 7 сверхавуновое течение аанимает 

·lO� 

:: ' ' 

·:� 1,0 . 1 • о SIJ /00 
� �  • 1 1 1 1 1 о SIJ 100 о 5О 100 % :&IIPI111 

Фиг . 243. Последовательное изменение эпюр 
давления для профиля в решётнс ('t = 1 , 5 , а1 = = 14 , 9°) при увеличении числа М .  

всё межлопаточное пространство,  т .  е .  ещё при дозвуновой ско
рости набегающего потона наблюдается целином сверхзвуковое 
обтекание профиля в решётне ; характерно, что в последнем случае 
уже нет отрыва по граничного слоя . 

Эпюры безразмерных давлений, снятые на профиле в диф
фузорной решётне при неизменном направлении набегающего 
потона и при разных значениях чис Jш М1 на входе в решётну, 
нредсtавлены 1) на фиг . 243 ; разность давJiений выражена в доJiях 
екоростного напора на входе в решётну: 

_L _ 1 р _ р - Р1 __ _ р_, __ 
- pwf - !!__ JIГ21 • 2 2 

При 1 Pmin 1 < 1 Рнр 1 распределение давдения носит непрерывный 
характер . С увеJiичением чисJiа М1 набегающего потона раз-
режение на профиле увеличиваетс я .  При 1 Pmin \ > I Рнр 1 уже 

1) Обзорный бю.:шетень авиамоторостроения , 1948, .М 7. 
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наблюдаются изломы эпюры давлений , что свидетельствует о н а 

личии сверхэвуновой зоны и системы сначнов . 
Скачни и отрыв потона приводят :н: резному возрастанию по

терь и уменьшению подъёмной силы решёт:н:и. Это видно иа 

э:н:спериментальных зависимостей Сх (сх1) ,  полученных для значе
ний М1 = 0,3  и М1 = 0, 7  (фиг . 244) 1) .  При нулевом угле атанн 
сверхавуновая зона незначительна , и потери почти не зависят 
от числа М. С увеличением угла атани разрежение на профиле 
растёт,  что приводит н сильному увеличению сверхэвуновой зоны 

и появлению отрыва ,  т .  е .  cy-

tj. щественному возрастанию но
эффициента сопротивления на 
режиме М1 = О, 7 по сравнению 

Фиг.  244. Сравнение эксперимен
тальных зависимостей Сх (а1) , С11 (а1) 
для диффузорной решёши при М1 = 

= 0, 7  и М1 = 0 , 3 .  

JfJ. 21/ 

IG 

12 

-

. . .  -�'11 � 

--н 
Фиг. 245 . Зависимость угла от
клонения потока в решётке от 

значения числа М .  

с режимом М 1  = 0, 3 .  Иак и для единичного профиля , значение 
числа М1 = М�. начиная с ноторого наблюдается падение ноэф
фициента подъё:мноii силы и соответственно уменьшение поворота 
потона в решётне , неснольно иревоеходит величину Мир (фиг . 245) . 
При М1 > М� происходит резное увеличение потерь ; при неиото
ром значении М1 = Mt max,  ноторое может быть найдено из урав
нения (68) ,  достигается мансимально возможная сrюрость обтека
ния решётки на данном угле атани . 

Производя в уравнении (68) замену 
�� = <!'1 - cx.l , 

имеем : 

(69} 

1) Обзорный бюллетень авиамоторостроения, 1 948 , .М 9 .  
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Для данной решётки nир задаётся как геометрический параметр 
межлопаточного канала ; считая о1 в первом приближении не 
зависящим от угла атаки, замечаем, что с увеличением угла 
атаки величина M t max должна увеличиваться.  На фиг . 246 пред
ставлена экспериментальная кривая M t max , полученная для диф
фузорной решётки, кото-
рая подтверждает это за- /./, !,О 
нлючение . 1m11:r: 

Из определения имеем : O.!t----+--
n "P пнр Fнр 

,:in �1 = t sin �1 = F;- ' 

где F ир - площадь узr<ого 
сечения , F 1 - площадь 
нормального сечения пото
на на nходо n межлопа
точный канал (фиг . 246) . 
Перепишем выражение (68) 
в виде 

Fнр 
q (Лmах) = а1 · 7-;- • 

0,81----+-

о. 

О. "о. в . 0.1 1,0 
Изображённая на фиг. 246 
экспериментальная кри
вая 1) соответствует этой 
зависимости . На этом же 
графике нанесена теорети-

Фиг. 246. Зависимость максимального зна
чения числа М от степени сужения струи 

в рошётке . 

ческая кривая для шюэнтропического движения , т . о .  в пред
положении отсутствия потерь (о = 1) и равномерном поле ско-
ростей. При �: > 1 узкое сечение n межлопаточном канале 
отсутствует и наличие нризиса ( M max < 1) определяется уже 
только потерями . Заметим, что в этом случае выражение (68) 
несправедливо, n величину Mmax следует определять из урав
пения 

sin �2 
q (Лmах) = 0 -. -r. · 

SlП � � 
( 70) 

До сих пор мы рассматривали результаты эксперименталь
ного исследования диффузорных решётон, имеющих nрименение 
в осевых компрессорах .  Перейдём н конфузорным решётнам , 
встречающимся в осевых турбинах . На фиг . 247 изображены 
енимни обтенания турбинных решётон при углах притенания 

1) Х о л щ е в н и к о в R. В . , Выбор параметров и расчёт осевого ком 
прессора .  Оборонгиз, 1 949 . 
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�1 = 20, 40, 90° ,  полученные с помощью интерферо:�ютра 1) . R от
личие от обычных оптических снимков, дающих только каче

ственную нартину, интер
ференционный снимок поз
во::шет опрсдс.1лть ноли
чес твенные парамстры . 
Однако и без обработки 
уназанных сним1юв можно 
по из.тюму интерференци
онных полос обнаружить 

!J,=zo• !J,=ZO' отрыв потона и границу 
:застойной областп . На 
фпг .  247 ,  полученной дJш 
�1 = 2Ci0, виден интенсив
ный отрыв потона , ноторы ii 
примерно в два раза умень
шает с ечение межпопаточ
ного нана.тrа в средней его 
части ; :ло приводит н го
раздо бoJreo рапнему полв
:Jению местноii н:ритиче
ской споро с ти ,  т .  е .  н а а 
метному уменьшению М t нр · 

J} =lfo• 
Фиг. 247 . Снимюr обтенанил турбинных 
решётон , полученные с пшющью интер

ферометра .  

В случае турбинных решётон давJ1ение удобно выражать в С I\О
ростных напорах потона на выходе иs решётюr : 

или в следующем виде : 

E_ _ l р - Р2 Р2 
P2W� == -,-, -2 , т -�- !V 2 

р - р2 Р = ,. 
РО1 - Р2 

При снятии распределения даnлоний по нонфуаорной решётне, 
составленной из турбинных профи.пеii , дпя значений М2 от 0,3  
;�;о 0 ,9 (фиг . 248) кривые давления , полученные Н .  Д .  Сенни
ченно , оназались плавными, что уназывает на отсутствие сначков 
и соответственно на ма.тJью потери в напало . Таним образом , 
при почти нритичссном перепаде давлений нигде на профиле 
ещё нет местных авуновы х и сверхзвуковых сноростей . 

Большие перепады даш1ения срабатываютс я  в сопловых (на
правляющих) аппара тах турбины , зачастую имеющих на выходе 
сверхзвуковую снорость . На фиг . 249 предс тавпены онтичесние 
енимни нотона на выходе из сопловой решётни , полученные 

1) Обзорный бюп.1етень авпаыоторостроения , 1 947,  М 1 2 .  
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!,D j1 
�ВЬ--���-+--4-���--�-+--+-� 

1,0 0,9 0,8 0.7 о 
-s 

Фиг. 248. Распределение давления по профилю в Iюнфу
зорной решётне при различных зпаченилх чисел М 2 ,  nолу

ченное Н. Д .  Сенниченко . 

Фnг. 249 . Снпмюr noтor:a на выходе решёт1ш. 

447 
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М. Е .  Дейчем 1)  nри числах М н а  выходе : М2 = 1 , 132 ,  1 , 266 
и 1 ,494 . На снимках отчётливо видны скачки уплотнения . 

Происходящее на выходе из решёток расширение потока ,  т .  е .  
так называемое расширение в косом срезе при сверхзвуковых 
скоростях, будет более подробно рассмотрено ниже . 

f,U 
rp 0,$ 

0,8 
0,7 
O,G 
D,.f 
0,'1  

_"... 
v 

J 1 

..f. 
-z ""' 11 ' � 

� 
Шz =80 .И/СС/( ' ' • IJ,3u• zu· '!и· su· вu· шo•tzo•t'lo•tsu 19, 

f{J 
0,9 

ll,i5 
ll,8 

11,75 

'С. 
-;;;;;; :;;;::;;; 

11 , _  7 

.о 
::;:,;;:; :::::.... в � � ...... к - ....... 1' 

8, 7 U '10 80 120 IGO 200 21/0 .И/ССК--ш Z 

и и.z U.'l o,s 0.8 --иШz 
Фиг. 250. Экспериментальная зависимость сн:оростного коэффициента 
<р от угла входа и снорости выхода для диффузорных решёток с раз

личными п рофилями . 
Количественный учёт пuтерь газового потока в турбинной ре

шётке производится так же, как и в соплах Лаваля (см.  гл . VI I ) .  
путём введения скоростного коэффициента : 

w 
rp= w- ,  ИД 

rде индекс << ИД>> означает снорость изоэнтропического истечения . 
л 

З аметим , что в случае тешюизолированного процесса 9 = -л - . 
ИД 

На фиг. 250 даны экспериментальные кривые зависимости вели
чины rp от угла входа и снорости выхода для решётон, соста
вленных из профилей различной: формы . 

1) Обзорный бюллетень авиамоторостроения. 1949 , М 5 .  
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§ 8. Сверхзвуковое обтекание 
реmётки крыльев 

449 

При обтенании решётон, составленных из обычных профилей 
с тупым носином, перед каждым профилем образуется криволи
нейная ударная волна (фиг .  251 ) ,  за которой располагается зона 
дозвуновых скоростей . Одна
но дальше скорость вновь 
увеличивается тан , что при 
обтекании профиля в решёт
но почти всюду на его по
верхности получаются сверх
звуковые снорости 1) . В густой 
решётке отдеJJьные ударные 
волны, образующиеся перед 
каждым профилем, могут 
слиться в одну ударную вол
ну периодического характера .  
Такие ударные волны вызы
вают значитеJiьные потери .  
Поэтому решётки для сверх
звуковых потоков составJшют 
из сверхэвуновых профилей 
с острой передней нро111ной, 
не вызываюшей кривоJшней
ной волны . Напомним, что 
в сверхэвуновых течениях 
возмущения передаются толь-

ц 

ll 

- CU/lbH6/U CkO'IOk --- C/100/JiU ckPlfOk ---- /1U/IUII llCf!C.:C0!/11 от !Jo30!fkO!Jo!.:C k c/lвp.:c3llfkDD61.И сkоростн.и 
Фиг. 251 . П римерная схем:а сверхзву
кового обтен:ания реmётки профилей 

с тупой передней нромной . 
но в области , ограниченные характеристиками, причём нормаль
ная н харюперистине составляющая СFорости всегда равна мест
ной скорости звука (фиг . 252) .  

При анализе сверхзвукового обтекания решёток ограничимся 
наиболее простым с лучаем,  при котором осевая состютяюшая 
снорости перед рошётной является сверхэвуновой (w1a > а ) . 
:Кан петрудно видеть из фиг .  252, в этом случае харантсрп
стики направлены внутрь решётни, т .  е . отсутствует интерфе
ренция между решётной и набегающим потоком, и поэтому 
достаточно рассматривать течение тольно в межлопаточных ка
налах . 

В качестве примера остановимся на сверхэвуновом обтекании 
решётни пластин 2) . На фиг . 253 представлено обтенание ре
шётни пластин при Л1 10 = 1 , 83 и угле атюш а1 = 1 0° . Профи
ли раздвинуты настолько , что волны ,  распространяюшиеся от 

1) Обзорный бюллетень авиамоторостроения,  1947 , .М 12 .  
2 )  См . там же. 

29 Г. Н. Абрамович 
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наждого профилл, н е  попадают на соседний профиль . Тем самым 
устранлетел интерференция мелщу профиллми , т. е. они обте-

4 
A"opokmвpucmulru 

lopokmвpucmuku 

tE 
Фиг.  252 Схема обтенания решётни npn сверхзвуноnой 

осевой составляющей снорости. 

f-\аютсл нан еди ничные профили . Это даёт возможность опредс

л нть параметры потшiа n решёп<е по данным, относлщюiсл 

J 
11 

/ 1  / 1  
/ 1 

1 1 / 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 

l 

Фиг. 253 . Схема сверхзвукового обтекаюrя 
решёТiш пластин при 

A!w = 1 ,83, а1 = 10° .  

н единичному профплю . 
Интерференция между вол
нами, отходящими от наж
дого профилл , начинается 
после среза решётни и при
водит н изменению направ
ления пототщ з а  решётноii . 

Остаповимея теперь п а  
задаче построения сверх
звутшвой решётни по из

вестным параметрам тече
ния 1) . СначаJш рассмотрю.t 
тание решётни, н ; ,то]JЫИ 
обсспечпвают поворот по

тона без нарушения изоэн
тропичности течения , т. е .  
без волнового сопротивле

ния . Для этого используем теорию сверхзвукового течения 
оноJю тупого угла (гл . IV) . Зная угол поворота потона п число 

1) См . сноску н а  стр . 449 . 
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М1 в набегающем п0токе, мы можем найти число М2 пос ле по
ворота и изменение давления Р2 • Пе числам М 1 и М2 строим PI 
соответствующие хараRтериhтини и проводим на расстоянии r0 
две линии тона , каждая из которых состоит из двух отрезнов 

Фиг. 254. Схема сверхзвуковой конфузорной решётки , 
не имеющей волнового сопротивленип. 

прямых и кривоJшнейного участка (фиг .  254) ,  опредешю�о1 u. 
по уравнени ю (29) главы IV.  Продолжим прямолиней ные от
резни 1 - 1  и 2 - 2, ЯВJiяющиес я н ас ательными в точнах 1 и 2 
к криволинейному участну -f линии тока , до их пересс- �? 
чения в точке О' . -с}-

В результате построе- --- --- --- --
ния мы получили некото- '�::.. 
рый профиль с бесконечно 
тонними передней и задней 
нромками , не вызывающий 
никаних возмущений в по
токе . 

Повторяя аналогичный 
приём построения приме
ннтепьно к точке О' , полу

Фиг. 25!J .  Диффузорпая рсшi:'тка , получен
ная обращением течения в нонфу .юpнo:iil 

решёп<с (фиг. 254) . 

чаем второй профиль решётки ,  идентичный первому, и затеи в с-е 

ос тальные профили . Такая решётна не имеет воJшового сопро
тивления . 

Обращая течение , ветрудно конфузорную рсшёшу прсвратить 
в диффузорную (фиг .  255) , однако в последнем CJiyчae область 
потока , где происходит сжатие газа , может ока з а ться местом 
образования сначков уплотнения и волновых потерь . 

Используя течение сжатия около тупого угла (обращён
ное течение расширения) , построим неноторый участок криво� 
линейного нанала с плавным уменьшением скорости и ;:�,авпе-

2&* 
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нием р после поворота потока . Если теперь добавить симметрич
ный второй участок, в котором осуществляется течение расширения · от давления р до первоначаль-
, ' ного давления р1 , то мы полу

Фn:г. 256 Схема антиnной сверхзву
иовой решётки без волнового сопро

тивления .  

чим криволинейный активный 
:канал, а следовательно, смо
жем построить активную решёт
ку профилей (256, а) . При этом 
предполагается, что течение сжа
тия идёт без потерь ,  хотя в дей
ствительности это мало вероятно. 

Аналогичным образом liiOii\

нo построить решётку , :каждый 
профиль которой образован 
двумя линиями тона ; при этом 
поверхность профиля имеет :кри
волинейную, а не ломаную фор
му (фиг. 256 ,  б) . 

Можно представить себе 
сверхавуновые решётки, в кото
рых сжатие газа происходит в 
скачнах уплотнения ,  например 
диффузорную решётку со сжа
тием газа в :косых скачках .  Для 
этого применим профи.n и  в фор

ме треугольнин:ов , направив потон с заданным числом М1  парал
лельна норотной стороне треугольнина А'О' (фиг. 257) ; угол при 
вершине_ треугольнина в передпей нромне ш 1  выбираем меньше 

� Д' 

Фиг .  257 Сверхзвуковая решётка из треугольников, 
обладающая волновым сопротивлением. 

предельного для косого сначка при данном значении М 1 ,  т. е .  
полу чаем обтекание :клина с :косым скач:ком уплотнения .  

Правее линии скачка уплотнения А'О" осуществляется равно
мерное течение газа параллельна стенке А' В' со скоростью 
Лс11 < Л1 и давлением Рср.> р1 • За точной В' частицы газа попа-
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дают в область повышенного давления (р2 > Рср) , в связи с чем 
возникает второй скачок уплотнении В'О", в котором поток снова 
изменнет своё направление . Вершину следующего профили ре
шётки помещают в точку пересечения скачков 0", а грани О"В" 
и О' В' проводят парал
лельна направлению пото
ка после второго скачка . 
Таким образом, треуi ·оль
ные профили А' В' О' и 
А" В" О" располагаются па
раллельно . 

Продолжан процесс по
строения аналогичным об
разом, получим решётку , 
в которой изменение пара
метров потока происходит 

Фиг. 258 . Сверхавукован рсшётка иа трапе
ций, обладающая волновым сопротивле-

нием. 

толыю внутри межлопаточного :канала . Эта решёт:ка обладает 
волновым сопротивлением, определяемым по известным формулам 
для потерь полного давления в системе из двух :косых с:качков . 
Заметим,  что аналогичным построением можно получить решёт:ку, 
состоящую из трапеций (фиг . 258) , наторан имеет большую гу

2 

стоту , чем. решётrщ из трсу гольни:ков 
(фиг .  257) . 

Мы рассматривали чисто сверхзвуrювые 
решёт:ки . Одна:ко для сопловых аппаратов 
турбин примеюпотсн п та:кие :конфузор
ные реmёт:ки , в межлопаточных каналах 
которых имеются участки как дозвуковых, 
так и сверхзвуковых скоростей . Поток 
набегает на таную решётriу с малой дозну
новой сноростью,  а на выходе из решёт:ки 
становится сверхзвуковым . 

Обычно в таних реmётнах предусмат
ривается расширение в носом срезе,  рас
чёт которого в случае решётни излагается 
ниже . Фиг. 259 . Н расчёту рас

ширения гааа в носом 
срезе решётrш пластин. 

В отличие от изоэнтропического исте
чения из :косого среза индивидуального 
сопла , рассмотренного в главе IV, в слу

чае косого среза в сопловой решётне вознинают дополнительные 
потери энергии в веноторой системе сначнов уплотнении . Эти 
сначии получаются из-за дополнительной деформации струй, :ко
торая вызывается тем, что потон по выходе из решётни должен 
сплошь заполнить всё зарешёточное пространство . 

"Удачный и простой метод расчёта I<осого среза дан Г. Ю.  Сте
пановым для случая решётни ПJiастин (фиг . 259) ; остановимс11 
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н а  этом методе, придерживаясь изложения автора . В сечении · 1 - 1 , перпендинулярном н пластинам , снорость газа w1 ,  давле
�rие р; п плотность р1 равны нритичесним . Сечение 2 - 2 расnоложи м  параллепьно фронту решётни и на таном расстоянии от неё , чтобы nол е сноростей и давлений можно было считать 
однородным. Выделим часть потона жидности, ограниченную 
выбра нными сечениями, частью пластины и двумн нонгруэнтным:ц .лnнилми тона , и применим н ней три основных уравне
ния : сохранения массы ,  импульса и энергии. В соответстnпп с уравнением неразрывности расход газа через сечение 1 - 1  должен быть равен расходу через сечение 2 - 2 :  

p1w1t s in � 1  = p2w2t sin (�1 + 8) .  ( 7 1 )  
Учитывая , что в идеальном газе силы трения отсутствуют , 

и применяя ураnпспис п:мпульсов в проекции на направление 
пластин , найдём : 

Из уравненин :энергии следует, что в любом энергетичеснп 
изолированном процессе ,  наним, в частности. является и рас
сматриваемый процесс , температура торможения сохраняется по
стоянной :  

То1 = То2 • 
или по уравнению теплосодержаний 

Pt + k - 1 w� Р2 + k- 1 w� 
р;- -k- т = р;- -k- т · ( 73) 

Написанные уравнения ( 7 1 ) - (73) позволяют найти три не
известные : р2 ,  w2 и 8 , как фу нкции критичесних параметров со
стояния газа в узком се:чо1ши, величин �1 , р2 и поназателя 
адиабаты k .  

И з  уравнения ( 7 1 )  имеем : 

Pt w2 sin (�1 + о) 
р;= w, f'ill �1 

Из уравнений (72) и ( 74) следует : 

w2 _ ( Pt - P2 + 1) _1 W - o w2 cos o '  1 ' 1 1 

( 74) 

( 75) 
nли ,  так нан при критическом режиме имеет место с оотношение 

_Е!_ _ _!_ ? tWf - k ' 
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то полу�аем : 
k + 1 -P2 

Л2 = w2 = Р• 
W1 k COS о 

Далее из уравнений ( 73) и ( 74) находим : 
k + 1

=
_!_ E! w2 1'\in ( �. + o) 

+
k - 1  cw2'\ 2 . 

'2k k р1 w1 sin �1 '2k w1 ) ' 
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(76) 

используя (76) , приходим н нвадратному уравнению, связываю
щему Р2 = р и tg о :  р, t 2 0 + �  p ctg �1 tg o - k+ 1 ( 1-р )2 7-= О, g k - 1 k + i -p k - 1 k+ i-p ( 77) 

откуда 

(78) 

Отрицательный норень отброшен , нан не удовлетворяющий уело-

fO 
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Фиг. 260.  Угол выхода потока �2 = �1 + 13 и ско
ростной коэффициент ер D косом срезе решётrш пла
стин. - - - - - приближенная формула (79) ,  - · - · - · -

область нереальных режимов , о - M2 sin �2 = 1 . 

вию S = О при р = 1. П риближённо при малых nеличинах а 
o � k:f- 1 . ( 1 -Р}2 · tg �� " '2k p (i -,- k - p) 

(79) 

Скоростной ноэффициент <р определяется с помощью уравне 
ния (76) нан отношение действительной снорости н теоретичо-
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с:н:ой, :н:оторую имел бы газ в случае идеального адиаба.тичесного 
расширения : 

k + 1 - p  
Ф = _w_•2_ = -,===k=c=o=s=o===;==;== ' w� и д -w j [ k 

1 1 ' v �+ � 1 - (Jо�)-т 
f·де р01 - полное давление газа в сечении 1 - 1 .  

(80) 

Резуп:ьтаты вычислений угла выхода потона �2 = �1 + 8 и сно
ростного ноэффициента 9 по полученным формулам для несноль
них величин углов �1 и k = 1 ,4 приведены на фиг . 260. Отметим , 
что приближённую формулу ( 79) можно считать достаточно 
точной при а <  1u0 •  

Снарос тной ноэффициент оназывается близним н единице ,  чем 
оправдывается пренебрежение потерями (в системе сначнов) nри 
разработно nрибJtижённых методов расчёта расширения га за 

В ROCOM срезе .  
Согласно ( 76 )  и (77) nроенция снорости w2 на ось решётни 

может стать больше снорости звуна а2 • Вычисления nоназывают,  
что отношение Ро1 и энтроnия S достигают маисимума nри равонРо2 
стве осевой nроенции снорости величине снорости звуна : 

te�2 • sin �2 = а 2 
ИЛИ 

м2 .  sin �2 = 1 ; 
этот режим истечения , отмеченный на фиг . 260 нружнами, сле
дует счит ать nредельным для расширения в носом срезе ; при 
этом: режиме ха рантеристяни в сечении 2 - 2  параллельны фронту 
решетни , п ,  следовательн о ,  дальнейшее уменьшение давления не 
может сназаться на nроцессе расширения в носом срезе решётни . 
!!:ели бы согласно ( 76) и ( 77) при М2 · sin �2 > 1 осуществлялось  
дальнейшее расширенпо газа ,  то имел б ы  место сначон разреже
ния, параллельный фронту решётни , ноторый удовлt:творяет 
уравнениям (7 1) - ( 73) , но таной сначон невозможен по физиче
ским соображениям . 



Г Л А В А  JX 
ЭЛЕМЕНТЫ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ КОМПРЕССОРОВ 

И ТУРБИН 
§ 1 .  Основные типы лопаточных турбомашин и их элементы 

Существуют две груnпы лоnаточных турбомашин : турбома
шины , отводящие энергию от потона жидности юхи газ а ,  и турбо
машины , подводящие энергию н потону ; к первой группе отно
сятся турбины и ветряни, но второй - различного р ода нагне
тательные машины : насосы , возду ходувки , вентилятор ы ,  ном
прессоры , авиационные и судовые nииты . 

В зависимости от рода жиююстп и ли газа турбомашины 
делятся на гидравличесние,  паровые,  газовые, воздушные . 

Всяr"'ая турбомашина состоит из вращающихся эJrементов ·
рабочих нолёс,  в которых осушествляется техническая работа 
и изменяются полное даВJюние и теплосодержание жидкости ипи 
газа , и неподвижны х аппаратов , служащих лишь ДJIЯ измене
ния величины и напраВJrения скорости потока . В заnисимости 
от местоположения различают входные направшпощие аnпараты , 
расположенные перед первым рабочим нолесом , выходные (спрям
ляющие) аппараты , помещаемые за последним р абочим коле
сом ,  и промежуточные аппараты , установленные между рабо
чими ноJiёсами . 

Рабочее колесо представляет собой вращающийся лопаточ
ный венец , т .  е. совокупность пенаторого числа совершенно 
одинаковых лопаток , равномерно и идентично расположенных 
на центральном теле вращения , называемом вту лкой венца . 

Е сли в .нопаточной машине имеется одно ра бочее нолесо , то 
она назьшаетсп одноступенчатой ; при н аличии в машине не
СIЮJrьких последовательно установленных рабочих нолёс она 
именуется .многоступенчатой . В дальнейшем мы ограничимся 
рассмотрением одноступенчатых машин . 

Неподвижный аппарат турбомашины часто представляет со
бой лопаточный венец , напоминающий по своей форме венеu 
рабочего нолеса и унреп.ляе:мый на неподвижном норпусе турбо
машины . Однано встречаются и без лопаточные неподвижные 
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аппараты (входFiал улитна гидротурбины, безлопаточный выход
пой диффузор центробежного :компрессора и т .  д . ) .  

Входной - направляющий - аппарат обычно предназначается 
д;rя иреобразования давления в снаростной напор и придания 
потону перед первым рабочим нолесом нужного направления, 
т .  е. занрутни потона ; поэтому течение газа в направляющем 
аппарате является  нонфузорным.  

Выходной - спрямляющий - аппарат используется для линви
дации занрутни и торможения потона , выходящего из послед
него рабочего нолеса ;  при этом абсо.лютная снорость газа умень
шаетсJI ,  а статичеснее давление растёт, т .  е .  спрямляющий ап
парат является диффузором . 

Промежуточные аппараты служат одновременно для спрям
:rения потона после предыдущего нолеса и придания ему долж
ного направления перед последующим :колесом ; промежуточные 
аппараты могут быть диффузорными, нонфузорными и антив
пыми . Если соседние рабочие ноJ1ёса турбомашины имеют про
тивоположные направления вращения, то можно обойтись и без 
промежуточных аппаратов . Часто встречаются машины с непол
ным набором неподвижных аппаратов ; например,  в осевых венти
ляторах и номпрессорах обычно не бывает входного направляю
щего аппарата ; в одноступенчатых турбинах, нан правило, нет 
выходного спрямляющего аппарата ; ветряки и воздушные вин
ты состоят тоJ1ьно из рабочих нолёс, т. е. вовсе не имеют не
подвижных аппаратов . 

Основное свойство турбины можно выразить СJ1едующим не
равенством: 

Р ос < Рон ,  

т .  е .  отношение полного давления за турбиной (Рос) н поJ1ному 
давлению перед турбиной (Рон) ,  называемое степепью у.мепъшепия 
no.rmoгo давления,  всегда меньше единицы : 

Рос 1 1tот = - < · 
Рон 

При этом в турбине всегда уменьшается и температура тормо
жения : 

Тое < Тон ·  

Обычно уменьшение полного давления в турбине сопровождается 
падением статичеснаго давJ1ениJI . 

Встречаютел турбины, в ноторых Статичоеное давление па
дает тольно в сошювом аппарате 1) ,  где оно прообразуется в 
снаростной напор , а в рабочем нолесе остаётсл неизменным;  

1 )  Так обычно называют входной направляющий аппарат турбины . 
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такие турбины называются аr.тивт-tы.мл . Если в активной турбине 
и меетсп спрямлпющи й аппарат , то в нём статическое давление 
обычно даже увеличивается .  Итан , в антиnпой турбине сопловой 
венец - нонфузорный , венец рабочего нолоса - а нтивныii:,  венец 

спрямляющего аппар ата , нан правило , - диффузорный . В реантив
ной турбине статичеснос давление уменьшается ню• в сопловом 
аппарате,  тю"' и в ра бочем но;тесе ,  т .  е .  з десь венцы соплового 
аппарата и колеса явл яются шшфузорными , и толыю венец 
спрямляющего аппарата может быть диффузорпым . 

Ввиду того , что диффузорпью паиалы являются источнинами 

более значительных потер ь ,  чем I\онфузорные,  в турбинах часто 
стремятся обойтись без спряиляющего апп ара та ; ДJIЯ этого под

бирают п а раметры сопJювого аппарата и тюлёса таr{ , чтобы по
ток на выходе из нолоса не имел закруп\и, т .  е .  чтобы враща
тельная составляющая сr\орости потока за  ноJюсом равнялась 
нулю . Иногда турбины подразделяются на турбины скорости и 
турбины давления ;  в первых используется главным образом 

кинетическая эпергия н а бегающего потока (например , ветр шш) , 

во вторых срабаты ва ются бо;j}ьшие перепады давления (напри
мер , паровые тур бины) . 

Основная особониость нагнотатеJiьных ;-.шшин может быть 
выражена С Jiедующим образом : 

величина 
Роп < Рос ; 

Рос 
'Тi:он = -- ,  

Рон 
называемая степенью повыше1-1ия полного давлеиия, в этих ма

шинах всегда больше единицы . В неохJiаждаемом '
компрес с оре 

темnература торыоженил таюне растi.iт :  
Тое > Тон · 

В компрессоре повышение по.�rного да в Jiения с оnровождается 

увеличение:\'! статичесr"'ого давлен11 я ,  однано венец вхо;r;ного ап
парата явл яется IЮнфузорны м , поэтому увеличенпе статичесн:ого 
давления обычно осуществляется в венца х  р абочего KOJ1eca и 

выходного аппарата . 
Примененив ан:тивного п особенно конфузориого ра бочего 

коле с а  в компросс оре невыгоцно,  тат< как поJiучающийс я при 
этом очень большой прирост статичеснога давJюпия в вы ходном 
аnпарате яв.nястс я  источниi\ОМ значптельных диффузорных по
терь . ДJiя того чтобы избежать боJJьших диффузорных потерь , 
ограничивают прирост полного давления в одной ступени ном
прессора ;  этим объясняетс я  тот известный факт , что при про
чих раnных у с J1Овиях возможная степень изменения полного 
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давления в ступени номпрессора гораздо меньше, чем в ступени 
ту рбины . 

Течение газа через ступень (фиг . 261 )  определяется парамет
рами потона в харантерных сечениях ступени:  на входе в сту
пень (сечение « Н >> ) , в зазоре между венцами входного аппарата 
и рабочего но.песа (сечение 1) , в зазоре между венцами рабо-

Фиг .  261 . Ступень компрессора . 

чего нолеса и спрямляющего аппарата ( сечение 2) и на выходе 
из ступени (сечение << С >> ) . 

Встречаются осев ые , радиальные , диаготtальпые и Jr,О.мбппиро
ганные ступени турбомашины . В осевой машине (фиг . 262) час
тицы газа движутся по поверхнос тям , близним н цилиндрическим , 
т .  е .  радиальные составляющие скорости весьма малы . В ра
диалыюй турбомашине (фиг. 263) поток имеет весьма малые 
осевые с оставляющие скорости ,  т. е. частицы газа движутся 
почти в перпендинулярных R оси машпны шюсностях .  П ри на
личии в потоке радиальных и осевых составляющих скорости 
одного порядна частицы газа  движутся по нанлонным н оси 
нолеса поверхностям ; машины соответствующей схемы называются  
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диагона.лъны.ми .  Если при переходе от одного характерного �е
чения ступени к другому направление потока в плоскости , про
ходящей через ось машины , существенно изменяется ,  то сту
пень называют по.мбинированной .  

Рассечём ступень турбомашины двумя близкими поверхно
стями тока , являющимиен поверхностями вращения с образую
щими 1 - 2 и 1' - 2' (фиг. 264) . 
В пространстве , заключённом 
между этими двумя поверхно
стями, расположится элемен
тарная ступень лопаточной ма
шины , которая состоит из эле
ментарных лопаточных венцов 
rабочего н:олеса и направляю
щих аппаратов . 

Bы:z:иllнutl нопро/Jл.пшщиil 
оп порот 

В зависимости от соотноше
ния между радиусами венцов 
при входе и выходе элемен-

б Фиг 262 Схема ступени осевого тарнчrе венды ра очего коле- · · 
коыпрессора. 

са разделяются на центробеж- . 
ные ( �: )  > 1 ,  центростремительные с �: ) < 1 и постоянного 

радиуса ( �: = 1 ) . 
Нроме того, эJюментарные венцы различаются по направле

нию состаВJшющей сн:орости в плоскости, проходящей через ось 

Фиг. 263 .  Схема ступени центробежного компрессора. 

машины на входе и выходе (меридиональной составляющей) , 
определяемому углом � между вектором с оставляющеи сr-юрости 
и осью машины ; положительным считают такой у гол , при н:ото
ром составляющая скорости направлена в сторону возрастаю
щего радиуса .  



1} Осс!ые 3Л6'Nенторные dе11цы !Ctr =C'zr=O , '1/1, = � =О} 
6} 

Д!; = /f)  .!Jfj 

�· ·-tf� 

r; _j_ _j_ _ _  _ 
Z]Роuuаньнм• .7/!е.иенторныв dенцы fCi =CzrrO , 1/1, =  V!z= ±ljj 

!) 

J} Д uагонадьныв .JЛеАшнтарные dвнцы 

ft.} Комtfцнороdанньtс .Jнсментарнме dенцьt 

Фиг. 264 .  Основные случаи элементарных венцов . 1-осевые элементарные 
ве1щы· а-осевой венец , б-осевой венец с цилпндричесн:ой средней поверх
ностыо ,  в-ци;;:rиндричесниii венец; ?-радиальные элементарные венцы· а
центробежный венец постолипой ширины , б-центростремительный вепсп 
постоянной ширины, в-центробежный венец переменной ширины; 3-ди
агональные элементарные венцы : а-нрпволиней;ная средняя поверхность , 
6-ноничесная средняя поверхность , в-н:ониqесний венец : 4-комбиниро
ванные элементарные венцы :  а-осе-радnальный пентробежный венец, 
б-радиально-осевой центробеrr'ны:i\: nснец,  в-осе-диагональный центробеж-

ный венец . 
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1-\огда меридиональная составляющая скорости на входе н 

выходе направлена параллельна оси машины (�1 = �2 = 0) , ве
нец называют осевым;  если при этом r1 = r2 и Ar1 = дr2 , то ве
нец является ци.липдриче-
Cl>U.М . 

При 1 �1 l = l �2 l  = ;  име
ем радиальный венец . 
Встречаются также венцы , 
имеющие разные yrJIЫ по
тока при входе и выхо
де, равные или нулю или 

1t ± 2 . Такие венцы назы-

ваются радиалъпо-осевы.ми 
или осе-радиа.лъпы.ми в за
висимости от значений 
углов �1 и �2 • Так, на
пример , центробежный осе-

радиальный венец (r2 > 1 , rl 
�1 = О) применя етс я в ра-

бочем колесе центробежно
го номпрессора поршнево
го авиамотора . 

Если значения углов 
�1 и �2 но равны ну JIЮ 

1t или ± ;т , а имеют про-
межуточные значения, то 
венец называют диагопалъ
пы.м . Диагональный венец , 
у ноторого �1 = �2, назы
вают коничесним венцом . 
Существуют венцы осе-диа
гона льные , диагона ;;Iьно
радиаJiьные и т. д .  

Меридиональные сече
ния нююторых ти пов эле
ментарных лопаточных 

С:се.ио cmgpeнu ko.мngecco��д. 

H--- ------r�::�------8 

B:coilнoti нипри/Jллющиti 
unnopum 

,?113 
Bы:couнoti нипрudллющшl 
unnflllum 

Фиг. 265 . Р азвёртка на плоскость элемен
тарной ступени о севого Iщмпрессора с цп

линдричесной средней поверхностью 

венцов представлены на фиг . 264 . Цилиндри;:.еский эл�мен
тарный венец можно превратить в прямолинеиную решетну , 
развернув его на плос 1юсть ; для того чтобы обтенание всех 
профиJiеЙ было одинановым (нан в лопаточном венце) , решётка 
должна состоять из бесконечного чисJiа профилей . Пример 
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такой' развёртки элементарной цилиндричоснnli: ступени турбины 
и. номпрессора представлен на фиг . 265 и 266. 

В случае радиального элементарного в�нпа течение происхо
дит в плоскости и поэтому не требуется никакой развёртки для 
изображения такого течения . 

_ 1/оп;иdлешн dрощеши 

Фиг. 266 . Р R э в rртка на плоскость эле�шнта рпой: ступени осевой 
турбины с цилиндрической ср едпей поверхностью . 

На фиг . 267 и 268 представлены радиальные элементарные 
ступени центробежного компрессора и центростремительной 
турбины . 

Если во всех хараr�терных сечениях ту рбома шины с норость 
потона меньше местной снорости звун:а , то таная ступень на
зывается доавуповой даже и в тех случаях , ногда местные 
снорости в межлопаточных навалах превосходпт снорость 
звун:а . 

Наличие в одном или неснольних хараптерных сечениях сту
пени сверхавуновых сноростей потона является признаrюм сверх
авуповой ступени .  

Обы чно в с тупени турбомашины теплообмен между газовым 
потоном и внешней средой либо вовсе отсутствует ,  либо незна
чителен ; поэтому в дальнейшем мы рассматриваем тольно адиа
батичесние течения газа в турбомашинах , т. е. принимаем во 
внимание лишь гидравличесние потери и пренебрегаем тепловы
ми потернми . 
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Фги. 267 . Элементарная ступень ра
диального центробежного I{омпрессора . 

Фиг. 268 . Элементарная сту!lень радиальной 
центростремительнои турбины. 

30 Г. н. Абрамович 
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466 ЭЛЕМЕНТЫ ГАЗ О В ОЙ ДИНАМИНИ Н О МПРЕССОРОВ И ТУРБИН [ гл . lX 
§ 2. Связь между параметрами газа в абсолютном 

и относительном движениях 

Любая точна потона в' турбомашине определяется с помощью 
цилиндричесной системы ноординат а, ер r (фиг . 269) . Ось а 
совпадает с осью вращения нолеса и направлена по nотону, 

r 

Фиг. 269 . Цилиндрическая система ко
ординат турбомашины . 

ось r направлена по ра
диусу от оси колеса,  угол ер 
отсчитывается от неио
торого начального положе
ния r0 • 

Мы будем различать в 
наждой точне потона две 
снорости : абсолютную с";о
рость с и относительную 
с";орость w; под первой 
понимается снорость дви
жения частицы в непо
движной системе ь:оорди
нат, связанной с ножухом 
или направляющими аппа
ратами ; под второй пони

мается снорость по отношению R вращающейся системе координат , 
связанной с рабочим нолесом . 

Обычно вентор снорости проентируют на три взаимно перпен
динулярных направления и получают составляющие снорости : 
осевую са ,  онружную cu и радиальную cr .  Осевое направление 
параллельна оси машины, радиальное идёт по радиусу, а окруж
ное совпадает с направлением онружной с норости в данной 
точке (фиг . 270) . 

Вводя в рассмотрение угол между вентором снорости и поло
жительным направлением оси и,  ноторый мы для вентора абсо
лютной с1юрости обозначим а ,  а для вентора относительной 
снорости �. получим следующее выражение для окружной со
ставляющей снорости: 

cu = c cos a ,  
Wu = W COS � · 

Онружную составляющую абсолютной скорости часто называют 
ва";рут";ой пото";а . Различают положительную - по вращению-и 
отрицательную - против вращения - занрутни потона . 

Через оси ноординат и , а ,  r проведём три ноординатные 
плоскости . Плоскость , проходящая через оси r и а,  называется 
.меридиональной , плосность , проходящая через оси r и и и перпен
динулярная н оси машины , - радиальной , плоскость , проходящая 
через оси и и а , - ";асательной . 
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Rроме проенций снорости на оси , используются также проен:
ции снорости на ноординатные плосности : меридиональную, ра
диальную и насательную (фиг . 270) . 

Меридиональные составляющие абсошотной и относительпои 
скоростей определяются из равенств 

cm = с sin rx ,  

wm = w sin � · 
Меридиональная скорость равна геометричесной сумме ра

диальной и осевой составляющих с норости . Последние могут 

r 

-nлоскость mpet;toЛbНI.(.KIZ cкllpocmeu 

и 

Фиг. 270. Составляющие скорости по координат
ным осям и координатным плоскостям . 

быть определены, если известен угол 7 между направлением 
меридиональной снорости и осью машины а (фиг . 270) : 

с, = ст sin 7 = с sin rx sin 7 ,  
Са = cm c os ф = с  sin rx c os ф .  

В дальнейшем вектор снорости мы будем определять по  трём 
его проенциям на оси а, и и r или по меридиональной и онруж
ной сноростям и углу ф .  

В общем случае величина абсошотной: скорости и все её 
проенции суть фующии ноординат точюr и времени, т. е .  

с = с (а , r.p ,  r ,  t ) ,  
Са = са (а,  r.p ,  r ,  t ) ,  
Cu = cu (a , r.p ,  r ,  t ) ,  
Cr = cr (a,  r.p,  r , t) .  

30* 
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В дальнейшем задачу о движении газа через турбомашину 

мы ограничим тольно случаем стационарных движений ;  в та
ком случае угловая сн:орс_сть н:олеса должна быть постоянной 
(U> = const) ; нроме того, будем предполагать , что параметры по
�ока не зависят от угла � :  

с = с (а ,  r) , 
са =  Са (а , r) , 

cu = cu (а, r) , 
cr = cr (а ,  r) .  

Тогда и относительная сн:орость w и все её составляющие 
�акже будут функциями тольн:о а и r : 

w = w (a , r) , 
Wa = Wa (a, r) , 
Wu = Wu (a , r) , 

wr = wr (а, r) .  
Перейдём н установлению связи между относительной и абсо

лютной сн:оростями . Согласно известной теореме н:инематики 
абсолютная сн:орость равна геометрической сумме переносной 
и относительной сн:оростей. 

В рассматриваемом случае переносной сн:оростью является 
онружная снорость , равная по величине 

U = U>r 
и направленная перпендин:улярно н: меридиональной плосн:ости. 
Поэтому проен:ции абсолютной и относительной сн:оростей на мери
диональную плосн:ость равны между собой :  

отсюда с ледует , что 
Cr = Wr, 

Ca = Wa; 

их проен:ции на ось и связаны равенством 
Cu = wu + u . (1 ) 

Венторный треугольник, составленный абсолютной , относитель
ной и переносной (он:ружной) сн:оростями ,  называют треугольнин:ом 
скорости в данной точне потона , а плосность , проходящую через 
этот треугольнин, - плосн:остью треугольника скорости; эта 
плоскость перпендинулярна н: меридиональной плосн:ости и со
ставлR"ет угол ф с направлением оси турбомашины . 

Неличина и направление относительной сн:орости зависят от 
закрутки потока и величины окружной скорости. 
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В случае отрицательной занрутки (фиг .  271)  потока имеем 

w > с. EcJIИ положительная закрутка отвечает условию си < 0,5u , 
то относительная снорость больше абсолютной ; при си = 0,5и 
имеем равенство скоростей : w = с; при си > 0,5и относительная 
скорость становител меньше абсолютной w < с. 

В теории турбомашин обычно пользуютел безразмерными ско
ростями потока . Различают два основных способа вычисления 

Фиг. 271 . Равличные случаи вакрутки потока : а-против вра-
и и 

щениЯ, б-по вращению при Си < 2 , в-то же при Си = 2 , 
и 

г-то же при Си > 2 . 

безразмерных скоростей . В первом случае величины относительной 
и абсолютной скоростей относят или к окружной СI{Орости в дан
ной точке потока , или к окружной скорости векоторой харак
терной точки рабочего колеса . Такал безразмерная скорость 
определяет характер течения в гидравлической лопаточной машине 
при бескавитационном реашме и в газовой лопаточной машине 
при малых дозвуковых скоростях ,  т. е. является критерием 
подобия . 

При достаточно больших скоростях в газовых лопаточных 
машинах в качестве безразмерной скорости используют число 
М или коэффициент скорости Л .  

Остановимел сначала н а  первом виде безразмерной скорости . 
"У с ловимел отношение скоро.сти потока к окружной скорости 
в данной точке обозначать прямой чертой , а отношение скоростп 
I-> окружной скорости характерной точки рабочего колеса - допол-
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нительно индексом k:  

с 
С = и '  

с 
сн = и , 

н 

w w = и , 

E c Jiи ввести также безразмерную координату точпи 
r 

r = - , 
rн 

где rн есть радиус какой-либо харю{терной точки рабочего колеса ,  
т о  получим : 

Си = rc , 

Wн = r w. 

Применяя к треугольнику сноростей (фиг . 272 ,  а) теоре:му сину-
0] 

а] 

Фиг. 272 . Размерный и безразмерные треугольники скорости : а-раз
мерный[ треугольник скорости , б-треугольник чисел М, в-трr
угольник коэффициентов скорости Л , г-треугольник скорости пото-

на , отнесённой к окружной скорости колеса.  

сов ,  можем написать :  
sin � с = sin (� - а) ' 
sin а W =  . 

sin (� - а) 
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Используя последние равенства , легно получить следующие выра
жения для безразмерных составляющих снорости : 

- - sin � sin а 
Ст = Wm = sin (� - а) ' 

sin а sin � cos w 
с - w - · 

а - а - sin (� - a) 
- - sin а sin � sin о/ cr = Wr = sin ( � - а) . 

Таким образом , три угла а. ,  � и ф целином и однозначно 
определяют величины безразмерных скоростей и их составляющих ; 
равенство безразмерных скоростей и их составляющих означает 
подобие треугольников скорости . Зная безразмерные скорости, 
легко определить и характерные углы cz ,  � и 9 по следующим 
очевидным формулам : 

или 

t Ст g a. = =- , 
Си 

t (.1 _  Ст _ Wm g l' - --- - =- ' 
Cu - 1  Wu 

Перейдём н рассмотрению безразмерных газодинамических 
параметров потока . По опредеnению числа М имеем для абсо
лютной скорости 

и для относительной скорости M1v = w . aw 

Очевидно, что параметры потока : статичесrюе давление , термо
динамическая температура и плотность газа,  а следовательно , 
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и скорость звука в потоке, не зависят от системы координат,  
т .  е .  являются одними и теми же в абсолютном и в относитель
ном движениях : 

Ре = Pw = P, 
Те =  Tw = Т , 
Ре = Pw = р , 
ae = aw = a . 

Поэтому отношение чисел М пропорционально отношению 
скоростей 

откуда 

Mw w 
-м = -с 

Mw sin a 
м= sin � . 

Под числами М для составляющих снорости понимаются 
величины 

и соответственно 

М = Cu 
u а ' 

М = Cm 
т а 

М Wu 
wu =a ' 

м _ Wm 
wт - . а 

Разделив все стороны треугольнина сноростей (фиг. 272, а) 
на величину снорости звуна а в данной точне потона , получаем 
безразмерный треугольник скоростей в числах М (фиг . 272, б) . 

Из этого треугольнина сноростей имеем следующую связь 
между числами М в относительном и абсолютном движениях :  

или 

где 

Mwm = Mm,  
Mwu = Mu - : • 

r:1 Mm r = arc tg -- . Mu -...!:: а 
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Наличие безразмерной окружной скорости .!!:.. весьма затруда 
няет практичесное использование этих формул, таи кан предвари
тельно необходимо знать распределение сноростей звуна в потоке . 

Более удобно выразить онружную снорость в долях крити
чесной снорости абсолютного движения, величина ноторой в боль
шинстве турбомашин является постоянной в наждом характерном 
сечении ступени. 

Поделив все стороны треугольнина снорости (фиг. 272 , а), 
на величину нритической снорости в абсолютном движении аир , 
получим подобный треугольнин (фиг. 272,  6) со сторонами 

W W аир w - аир w - = -- -- = Aw -- , 
4ир аир w аир аир 

Под ноэффициентами составляющих снорости понимаются 
величины 

и соответственно 

Следует отметить , что в отличие от теории косого скачна 
уплотнения здесь при вычислении ноэффициента составляющей 
скорости величина критической скорости определяется не по со
ставляющей скорости , а по полной скорости (с или w) . 

Отношение критичесних сноростей пропорционально норню 
нвадратному из отношения соответствующих температур торможе
ния: 

'1 = аир w = v1'ou; 
аир То • 

Величина температуры торможения зависит от скорости на
бегающего потона ;  этим и объясняется существенное различи� 
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между величинами температуры торможения и нритичесной 
�норости в относительном и абсолютном движениях : 

т т k-1 2 Gw = + 2kgR W ' 

т - т k-1 2 о - + 2kgR c ' 

Из последних двух равенств имеем : 
Tow - 1  , k- 1  ( 2 2) · 'i'; - T 2kgRTo W 

-
с 

' 
nводя мансимальную снорость газа в абсолютном дnижении : 

получаем: 

Здесь 

от нуда 

2kg RT 0 2 k + 1 2 
k- 1 = Cmax = k- 1 а:кр , 

w2 = w;, + w�,  
с2 = с;, + с�, 

т 2 _ с2 k 1 2 2 
_.!!Е! = 1 _ � = f + -=--- Wи - си 
Т0 с�ах k + 1 а�Р • 

Из треугольнина снорости имеем : 

отсюда 
w� - c� = (си - и)2 - с� = и2 - 2иси ; 

Т0," = 1 + k-1 *2 _ 2 k- 1 *' 
Т 0 k + 1 и k -г 1 и "и ' 

'1 =  аw :кр = l ft + k- 1 *2 _ 2 k- 1 *' 
а r k'+ 1 и k i 1 и ли . 
:кр 

т 

При меридиональном направлении потоi<а (J,и == О) 

'1 = 1 /1 + k- 1 u*2 r . k + 1 · 

(2) 

Можно _выразить величину '1 и через углы а. и � и.Jiи через 
величину си :  

l ft + k- 1 * 2 sin2 a- sin2 � 1 ft k- 1 -
'/ = r k + 1 и sin2 ( � - a) = r + k + l u*2 (1 - 2ctt) , 
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Для воздуха имеем : 

V и*� и* 
v = 1 + "-""tГ - З Ли 

и при меридиональном направлении абсолютной снорости 

'1 =  V1 + и;2 . 
Кривые постоянных значений v для воздуха представл{)нw 

на фиг . 273 .  

-t.o -о.о -fJ.Ii -fJ.lf. -ru о oz fl.lf. fi.O to 
� � 

Фиг. 273. График зависимости отношения критической 
скорости в относителыюм движении к критической ско-

а нр w  
рости в абсолютном движении -v = -- от безразмерной 

анр 
Оiiружной скорости и* и коэффициента закрутки потока Ли. 

По оси ординат отложена величина безразмерной онружной 
скорости, а по оси абсцисс - ноэффициент окружной составляю
щей скорости . Положитепьная ось абсцисс соответствует поло
жительной занрутне потока , т .  е .  заирутке по вращению. 
:·� : нетрудно видеть , что нривые постоянных значений v - гипер
болы , имеющие асимптотами ось абсцисс и прямую : 

и* = 2Ли; 
на этой прямой : 

'1 = 1 ,  
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т. е .  температуры торможения в абсолютном и относительном 
движениях одинаковы, таи как треугольник скоростей стано
вится  равнобедренным (фиr. 271 , в) : 

W = C, 

ёu = 0 ,5 . 

Прямая и* = 2Лu разделяет всю совокупность значений и* , л ... 
на область , лежащую справа от этой прямой, в которой '/ < 1 ,  
т. е .  температура торможения в относительном движении ниже, 
чем в абсолютном движении, и на область значений и* и Ли ,  
лежащую слева от этой прямой, в которой '/ > 1 и соответственно 
температура торможения в относительном движении больще, чем 
в абсолютном движении. 

Зная величину '/ , определяем отнощение других параметров 
в изоэнтропичесни заторможённом потоке : 

Tow - '12 
То 

- ' 
2 

"'tw нр = low = '/k-1 
lнр "(о 

2k 
Pow = '/k-1 
Ро ' 

k + t  
'Yw нр aw нр '/k-i • 

Для воздуха (k = 1 ,4) 
lнр анр 

lw нp 5 -- = '1 ,  
lнр 
Poi/J = '/7 Ро ' 

lw нp аw нр 6 __;;....;;;..<;__;;�- = '/ . 
lнр анр 

Если скорость потона и окружную скорость отнести н ма
ксимальной скорости газа в данной точке : 

А = -с - = -. /k t л 
Cmax r k + i ' 

U = -и- = .. /k 1 и* 
Cmax r k + 1  ' 

то выражение для v принимает универсальный вид, не зависящий 
от природы газа : 
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Это обстоятельство позволяет воспользоваться графином зави

симости -v (и* , Ли) , вычисленным для воздуха (фиг . 273) , при 
определении величины -v в любом газе .  

Определим зависимость величины ноэффициента относитель
ной снорости Л111 от параметров абсолiотного потона . 

Из соотношения 
с2 + и2 - 2ис cos a. - w2 = О, 

справедливого для любого треугольнина снорости, после деле
ния его слагаемых на нвадрат нритичесной снорости в данной 
точне потона имеем : 

отнуда согласно (2) получаем следующее выражение для ноэф
фициента относительной снорости : 

или 

и соответственно 
V ла k + 1 

л = k+ 1 + -k-=1 
w k- 1 'V 

l f  А2 - 1 Aw = J1 1 + -r · 
При -v = 1 имеем Лw = Л и w = c. 

(3) 

В случае меридионального направления абсолютного потока 
(Лu =  0) :  

),w = k - 1  ' V Л2 -t- и* 2 
1 + k + i u*a 

Это уравнение удобно представить в виде 
1 - k- 1 f..? ла + *2 k + 1 111 

F и л "  1 .  
111 111 (4) 

Таким образом, линии равных значений :коэффициента отно
сительной скорости Л111 = const в случае меридионального направ
ления абсолютного потока суть эллипсы с полуосями 
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в отличие от линий равных значений самих величин относи
тельных св:оростей w =-=- const, в:оторые являются дугами окруж
ности (фиг. 274) . 

Полученное выражение коэффициента относительной скоро
сти ),10 nозволяет проанализировать различные совов:уnности 
треугольников скорости . Можно, наnример , nользуясь форму
лой (3) , найти совокупность значений безразмерной окружной 

Фиг. 274. Rривые постоянных значений :коэффициента 
относительнuй с:корости Лw в случае меридионального 

направления абсолютной с:корости (Лu = О) .  

снорости и* ,  ноэффициента абсолютной скорости Л и ноэффи
•иента зав:рутни потона Лu ,  удовлетворяющих условию Лw .,.;;; Лw ro a x · 

Для большей наглядности введём nолярную диаграмму 
(фиг . 275) с радиусом-вентором Л и nолярным углом а.. Если 

и безразмерную окружную с норость и* = -- откладывать по оси аир 
абсцисс н полюсу диаграммы, то треугольник безразмерных 
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значений спорости, составленный из и* , Л и 'IЛw, определяется 
тольно одной точной , противолежащей оси абсцисс .  

Ompuцomi!Л6HllЯ Joкpgmкa 

Фиг. 275. Полярная диаграмма коэффициентов скорости в абсолют
ном движении и относительном движении при заданном значении 

безразмерной окружной скорости и* . 

Разрешая (3) относительно Л ,  получаем зависимость Л от 
угла 'I и значения Лw 

Л = и* ( 1 - ��� Л�) cos a ± 
± v[ 1 _ k- 1 *2 ( 1 - k- 1 Л2 ) ] \ 2 _ *2 (1 - k- 1 \ 2 ) 2 . 2 (5) 

k + 1 и + 1 w "w и k + 1 "w Slll а . 

Полагая в последнем уравнении Лw = const получаем в по-
лярной системе ноординат уравнение нривой, ноторал является 
геометричесним местом вер
шин треугольнинов споро
сти, обладающих тем свой
ством, что все они имеют 
одно и то же значение ноэф
фициента относительной спо
рости Лw . 

Нетрудно убедиться, что 
эти привые являются полу- Фиг. 276. Вспомогательная полярная 
онружностями. Для этого диаграмма. 
напишем уравнение онруж-
ности радиуса R в полярной системе ноординат р ,  а (фиг . 276) 
с центром k на полярной оси на расстоянии Ь влево от полюса . 
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Из рассмотрения: треугольниhа ОАВ следует :  

R2 = (р - Ь cos а.)2 + Ь2 sin2 а. ,  

.откуда мы получаем уравнение окружности 
p = b cos a. ± VR2 - b2 sin2 a. . 

Сравнение последнего выражения: с (5) показывает , что кри
вые постоянных значений Лw представляют собой окружности 
радиусов 

R _ \  vi k - 1 *2 ( 1  k - 1 н ) _ ,..w - k -т- 1 и -
k + 1 "w (6) 

с центрами в точках, лежащих на полярной оси слева от полюса ва расстояниях 

ь * ( 1 k- 1 , 2 ') = и -
k + 1 "w • (7) 

Полагая: в выражении (5) Лw = 1 , получим окружность , расделяющую всю область возможных значений относительной скорости на дозвуковую (внутри окружности) и сверхзвуковую (вне .окружности) . "Уравнение этой окружности будет : 

, 2и* vc1 2 k - 1 *2) 4и* . 2 " =
k + 1 c os a. ±  - (k + 1)�

и - (k + 1)2 sш a. . 

Согласно сказанному выше радиу с  окружности 

R Vi 2 k - 1 *2 = - (k + 1)2 и 
' 

.а центр окружности находится влево от полюса на расстоянии 
2и* 

Ь = k + 1 ; 

.для воздуха (k = 1 ,4) :  
R = у 1 - :6 и*2, Ь = � и* . 

С увеличением онружной безразмерной скорости и* умень
шается согласно (6) возможная область дозвуковых значений 
относительной скорости, перемещаясь при этом в сторону поло
жительных закруток абсолютного потока . При значении * -Vk+ i и - � ' 
соответствующем условию Ь = R, всей области дозвуковых отно
-сительных скоростей отвечают только положительные заирутки 
п.отока . 
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Дозвуновые снорости при отрицательной занрутне абсолют

ного потона возможны тольно при условии 

и* = � < Vk + i ' анр 2 

что , учитывая равенство 

можно записать и таи :  
и < а1, . 

При дальнейшем увеличении онружной снорости, т .  е .  при 

и* > Vkt i ,  имеем :  Ь > R ,  и ,  нан легко видеть из выраже
ния (5) , не при всех значениях угла а соблюдается естествен
ное требование вещественности величины Л, т. е. положитель
ности подкоренного выражения . Это означает , что область 
дозвуковых скоростей дополнительно справа ограничивается 
прямой 

а = a rc sin V 1 - k� t ( 1 - ��*� ) , 
уравнение наторой получено из условия R2 = Ь2 sin2 а. .  

При дальнейшем увеличении онружной снорости область 
дозвуковых относительных сноростей уменьшается уже не тольно 
за счёт уменьшения радиуса R, но за счёт уменьшения угла а 
прямой, дополнительно ограничивающей уназанную область . 

Наконец, при 

чему соответствует 

и* = --:--=k=+==i= v 2 (k - 1) 

2 k +  1 2 и = k- 1 ао ,  

величина R равна нулю, т .  е . при  значениях онружной с ко
рости 

невозможно осуществить дозвуковую относительную снорость . 
Для воздуха при то = 288° абс ,  а0 = 340 .мjсер; получаем сле

дующее условие существования доавуковой относительной СК()
рости : 

и <  588 .мjсер; . 
3 1 Г. Н.rАбрамович 
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§ 3. Относительное движение единичной струйки газа 

в рабочем колесе 

Исследование течения газа в венцах входных и выходных 
направляющих апnаратов можно производить в неподвижной 
системе ноординат, используя выведенные в главе 1 уравнения 
элементарной струйки газа.  

Для изучения потона в венце рабочего колеса удобнее перейти 
к относительному движению, т. е .  к системе координат, вра
щающейся вместе с колесом . 

Как известно , все закономерности механики тела для непо
движной системы координат можно ' перенести на подвижную 
систему координат, если дополнительно приложять к телу силы 
инерции переносиого движения и кориолисовы силы инерции 
частиц тела . 

В случае рабочего колеса переносным движением является 
вращательное движение с постоянной угловой сноростью w вокруг 
неподвижной оси колеса . 

Поэтому сила инерции переносиого движения для элемен
тарной частицы газа массы !J.m есть центробежная сила 

�ти2 !J.lц = -- = !J.mw2r , r 
направленная вдоль радиуса от оси колеса .  

Кориолисова си.па инерции для частицы газа равна п о  величине 

!J.lн = 2!J.m w w siп (w: w) ,  

лежит в плоскости, перпендикулярной к о с и  машины , и направ
лена перпендику.пярно к относительной скорости .  При написа
нии уравнения теплосодержания в относительном движении 
следует учесть работу инерционных сил, которые в относительном 
движении нужно рассматривать как некоторые внешние силы . 

Работа центробежных сил равна : 
r2 

!J.mw2 � r dr = �;- (и� - а�) . 
r1 

Работа кориолпсовых сил инерции равна нулю, так как эти 
силы всегда перпендикулярны к направлению относите.пьной 
скорости . Техническая работа L в относительном движении 
отсутству_ет, так как рабочее колесо в относительной системе 
координат неподвижно.  

Предполагая ,  что теплообмен в элементарной струйке отсут
ствует, т .  е .  процесс является адиабатическим, получим сле
дующее уравнение теплосодержания для 1 �>г газа в относитель-
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н ом движении : 

( . . 
) 

1 + w� - w� _ u� - ui 
l2 - ll А 2g - 2g . (8) 

Введём в уравнение теплосодержания температуру торможе
ния в относ ительном движении : 

w2 
Tuw = Т + А -2- ; gcp 

при еР = coвst, принимая во внимание (8) ,  имеем : 

или 

Обозначая 

найдём : 

To2w - To1w = 2А (u; - u�) gcp 

To2w - Tu1w = ��: [ ( �: у  - 1 ] 

Аи� и� 
� Tow = ;г-- R = -т-н Q . gcp 2 -g-k - 1  

(9) 

( 1 0) 

Если Q > О, расстояние от оси нолеса до струйни уве.'Iичи
вается (r2 > r1) ;  при отрицательном значении Q < О  происходит . 
центростремительное течение (r2 < r1) ; нулевое значение [2 соот
ветствует цилиндричесному течению,  т. е. слу чаю, ногда эле
ментарные струйки расположены на цилиндрических поверх
ностях 

r2 = r1 = coвst . 

Таким образом, изменение температуры торможения в отно
сительном движении пропорционально работе центробежных сил , .  
т .  е .  приросту квадрата окружной скорости . В случае положи
тельного значения [� происходит возрастание температуры тор
можения газа в относительном движении (t:.T0w > О) ;  обратное 
явление наблюдаетс я  при отрицатеJiьном значении &!, т. е .  цен
тростреllштельном течении газа (t:. Tuw < О) ;  n цилиндрическом 
потоке (&! = О) температура торможения в относительном движе
нии остаётся неизменной : 

T0w = const . 

З J *  
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Для воздуха согласно ( 1 0) имеем следующую приближённую 
формулу (k = 1 , 4 ; R = 29 , 27) : 

Пусть 

в этом случае 

• 

и1 = 200 .мfcel!: , 

� = 2 5 · 
rl ' ' 

40 000 о f1T0w = 2000 · 5 , 25 = 105 . 

Для центростремитеJiьной струйни при 
и1 = 300 .мj сек, , 

� = 0 5 rl ' 
имеем : 

9 =  - 0, 75 
и 

90 000 о 11 Tow = To2w - Tol•» = 
2000 

( - 0, 75) = - 34 . 

Заметим, что температура лопатни рабочего нолеса опреде
ляется температурой торможения газа в относительном движе
нии . Представим уравнения теплосодержания (9) в безразмер
ном виде, относя приращение температуры торможения в отно
си:rельном движении н температуре заторможённого газа Т01 
при входе в нолесо 

9 ,  
или 

где 
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Максимальвое повижение температуры торможения в относи
тельном движении может быть получено при r2 = О, т .  е .  при 
Q = - 1 ;  оно составит : 

(TOJw- To2W '\ = k- 1  u • 2  = U* 2 То1 )шах k + l 1 1 · 

Введём n рассмотрение степень изменения температуры тор
можения в относительном движении : 

е = То2Ш 0'» To1w ' 
Из уравнения теплосодержания ( 10) имеем : 

т т k - 1 • 2 J' о 
02w - Olw = k + 1 U1 IJI -" ' 

от:куда 

где согласно (2) 
2 To1w 1 k- 1 • 2 2 k- 1 • - 1 U * 2 2U* Л '11 = Tol = + k 1  1 u1 - k + 1 u1лlu = + 1 - 1 Iu · 

( 1 1 ) 

При меридиональном входе потона в колесо в абсолютном 
движении (Лlu = О) выражение для eow упрощается и принимает 
вид 

U1 2 иР 6ow = 1 + 1 + U• 2 Q =  1 + k + 1 Q . 
1 • u• 2 k- 1  т 1 

ДJш воздуха в этом случае имеем : 
иi 2 eow = 1 + 6 + ui 2 Q .  

Чем больше &! ,  тем больше энергии подводится R потону ; 
принципиально величина 60w ничем не ограничена , т . е .  воз
можно CROJJ Ь угодно значительное увеличение энергии газа в от
носительном движении . 

В цилиндрическом течении (Q = О) работа центробежных сил 
равна нулю (60w = 1 ) ,  так как направление движения нормально 
R направлению центробежной силы .  

В центростремительной струйке (Q < 0) : 60w < 1 , т .  е .  полная 
энергия газового потона в относительвом движении уменьшаете я ;  
при венотором значении радиус а струйки r температура тормо
жения в относительном движении обращается в нуль , т .  е .  весь 
первовачальвый запас энергии газа в относительвом движении, 
пропорциональный величине Т otw• затрачен на продвижение ча
стиц газа в поле центробежных сил . Это минимально возмож-
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ное значение радиуса (_!_) находится из условия r1 min 

воw = о . 
Согласно ( 1 1 ) в этом случае получаем : 

rmi n = V1 -_:1_ - V1 -�  k + 1  ( 12) r1 Ui 2 - ui 2 k - 1  · 
Следует отметить , что ограничение степени уменьшения ра

.:�;иуса в центростремительной струйне существует только в том 
случае, когда величина температуры торможения при входе 
в колесо не иревосходит максимально возможного пониженин 
температуры торможения в относительном движении . Это ше 
условие можно получить из требования вещественности веJIИ
'IИНЫ минимального радиуса ,  приводящего согласно выражению 
( 1 2) к следующему неравенству : 

k +  1 v� / 1 
k- 1 ui 2 <... ' 

1юrорое можно переписать и так : 
1 k + 1 

лlu > 2ui  k- 1 1 

шш ,  относя скорость закрутки к местной онружной скорости и1 , 
- . k +  1 1 
Clu > 2 (k - 1) ui 2 . 

Таким образом , только при наличии достаточно большой по
.1ожитеJIЬНОЙ закрутки при входе в колесо,  удовлетворяющей 
подученным выше неравенствам ,  можно говорить о наличии 
ограничения в возможном уменьшении первоначального радиуса 

· струйки . 
Заметим , что в некоторых случаях при существенном пони

;кении температу ры газа (например, в центростремительном те
ч:ении) может начаться процесс конденсации газа ,  на рассмо

, т рении которого мы не останавливаемся . 
Кривые степени изменения температуры торможения в отно

сительном движении 60w для случая меридионального входа 
н :колесо в зависимости от отношения текущего радиуса частицы 
газа r к начальному радиусу r1 , при разных значениях безраз
мерной окружной скорости и� на входе в :колесо для воздуха пред
ставлены на фиг . 277 и 278 .  

При наличии закрутки в абсолютном движении перед коле
сом единый график для 60w построить невозможно, так кан сте-
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пень повышения температуры торможения в относительном по
тоне зависит согJшсно выражению (11) не только от окружной 
скорости, но и от закрутни . 

Фиг. 277 . Зависимость степени повышения 
температуры торможения в относительном 

�вижении В0", от радиальности ( � > 1 ) 
для равличных вначений бевравмерной ок-

Фиг .  278. Зависимость степени 
понижения температуры тор
можения в относительном дви
жении В0", от радиальпости 

ружной скорости на входе. ( ;1 < 1 ) для равличных вна

чений бевравмерной окружной 
скорости на входе. 

В этом общем случае удобно ввести следующий безразмер-
ный параметр: 

u; 2 k- 1 иР Ь - - - - -- v� - k т 1  vi · 

Подставляя сюда вместо v1 выражение (2) , имеем : 
..!_ = _1_ +  1 _ 2 A11.t = k + i  _1_ +  1 _ ') Ан.t 
ь Ui 2 и; k- 1 ui 2 ... ui • 

( 1 3) 

На фиг . 279 и 280 представлено fJ0w в зависимости от rfr1 для 
различных значений параметра Ь при k = 1 ,4 .  



488 ЭЛЕМЕНТЫ ГАзовой динАмини _номnРЕССОРОВ и ТУРБИН [ гл . IX 
Область значений rfr1 < 1 соответствует центростремительной 

струйне, а область rfr1 > 1 - струйне , удаляющейся от оси но
леса . В случае 

с_ = 1 /1 _ k -t- 1 vf = 1 / 1 _ !.._ 
1'1 r k- 1 Ui 2 r ь 

имеем минимально возможное значение rfr1 ; при этом нривые 
60w (rfr1 , Ь) пересенают ось абсцисс . Все нривые проходят через 

f,ft. 
1,3 

1,2 
t.t 

2.0 .J.O r/r, 
Фиг. 279 . Зависимость степени по
вышения температуры торможения 
в относительном движении 00"' от 

радиальности ( .!_ > 1) для различ-'- r1 
ных значений параметра 

u*i Ь= 6 *2 2 *Л + иl - ul 111. 

0,4 
O,J 
0,2 
0.1  

о 
о 0,2 0.* 0.5 о. о'/. 1,0 

r, r,  
Фиг. 280. Зависимость степени 
пониженил температуры тормо
жения в относительном дви
жении 60w от радиальности ( � < 1 J для различных зна

чений параметра и1 2 
Ь = 6 +  * 2 2 *Л . U l - Ul HL 

точку 60w = 1 и rfr1 = 1 ,  соответствующую цилиндричесному 
течению .  

Если течение в элементарной струйне является изоэнтропи
ческим, то степень изменения полного давления в относитель-
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ном движении может быть определена из пропорции идеальной 
адиабаты : 

или 

k 
Pow · ( �o1v )k-1 Ро1ш  1 о l ш  

h 
k- 1 ТСоw = B ow 

Заменяя величину B0w согласно выражению ( 1 1 ) ,  получим : 
k 

тсоw = ( 1 + bQ)k-1 ' 

где Ь вычисляется по выражению ( 13) . 
Подставляя в ( 1 4) выражения ( 13) и (9) , имеем : 

k 
Pow J �-=--иР _ [ ( r�1)2 _ 1 ] } k-1 . тс01v = -- = 1 + т-1 Po1w \ ____::::_ + и • 2 _ 2и • Л k- 1  1 1 I U  

При меридиональном входе в рабочее нолесо 
k 

тсон• = -р = 1 + ....,.k-+c-7"1--=----Pow [ ui 2 (-rr22 _ t) ] k-1 . 
0i w  __ + ui 2 1 k- 1  

ДJIЯ воздуха k = 1 ,4 находим в общем случае 

[ иР ( r2 ) ] 3 , 5  тсоw = 1 + 6 ' u * 2  2u* A ;:2 - 1 Г 1 - 1 1U 1 
и в случае меридионального входа 

( 14) 

( 1 5) 

( 1 6) 

При меридиональном входе веJiичина тс0,0 согJiасно ( 1 6) зави
сит тоJiьно от безразмерной окружной скорости и относитеJiь
ного радиуса рассматриваемой точки ; соответствующие кривые 
зависимости тс0w от rjr1 ДJIЯ различных значений и; nриведсны 
на фиг . 281 и 282 .  

Полученные выше выражения ДJIЯ веJiичины тс0 ш справедливы 
только в случае отсутствия потерь , т. е. при иsоэнтропическом 
течении газа в струйке . В реальном течении газа имеются по
тери., которые приводят к уменьшению поJшого даВJiения по 



490 ЭЛЕМЕНТЫ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ КОМПРЕССОРОВ И ТУРБИН ( гл .  lX 
сравнению со случаем изоэнтропического течения . Отношение 
соответствующих веJшчин полного давления , характеризующее 
отrщонение от изоэнтропического процесса , назовём коэффициен
том изоэнтропичности : 

m = � .  Pow и s  

Начальное давJiение p01w в двух сравниваемых процессах 

r/r, 
Фиг. 281 . Зависимость изоэнтропической сте
пени повышения полного давления 7tow в от
носительном движении от радиальпости (_.!.._ > 1 '\ для различных значений безраз-r11 ) мерной окружной скорости на входе и1\_. 

llcJY * f0г--- �����0.�8�==F=��� 
' L-!0.�8--1---т 

u,�������--J_� O.Z fl.'l 0,8 U,B 1.0 r/r, 
Фиг. 282. Зависимость изоэнт
ропической степени пониженин 
полного давления 7tow в отно
сительном движении от ради-

альности ( � < 1) для раз· 

личных значений безразмерной 
011ружной скорости на входе uf . 

(дfСJЙствительном и изоэнтропическом) одинаково ,  поэтому 
Pow 

m = � = 
Роw ив 

Po11v 
Роw ив 

Po1w 

1tош = --- или 1tnw m = --п-
k-t б оw 
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Подставляя в последнее выражение величину Bow из ( 1 1 ) ,  имеем : 

или в развёрнутом виде : 

т = --'ТC-"O:,:::W�h 
[ 1 + ЬQ ]h-1 

т = --------'ТС....:О:.:::W _______ � k • 

(� - 1) г-1 
( 1 7)  

( 1 8 ) 

llpи нулевой онружной снорости (ДJIЯ неподвижного венца) 

т = Р"2w = а 
Potw ' 

т .  е .  ноэффициент изоэнтроnичности совпадает с уже ранее вне
дённым ноэффициентом восстановления nолного давлепил а ; 
последнее равенство справедливо и в частном случае элементар
ного nращающегося венца при цилиндричесном течении . Дей
ствительно при r = r1 = const знаменатель правой части выраже
ния ( 18) обращается в единицу, т .  е .  имеем : 

т = Ро2w = а . 
Potw 

Рассмотрим уравнение неразрывности для элементарной струй
ни в относительном движении : 

11tlF1w1 = 16-Fw, 

где tlF - площадь поперечного сечения элементарной струйки . 
Преобразуем это уравнение R безразмерному виду : 

11F1 1tWt 
!'J.F • 1t нр а 1  нр w 

1w 1нр w анр w 
1 нр w анр w 1 1  нр а1 нр w 

Согласно уравнению состояния имеем : 

Учитывая, что 

получаем : 

здесь 

1нр w 
1 1 нр w  

анр w = у е  а 1  нр w Ow •  

--1"'--w __ - q U-w) • 
1нр w анр w 
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Вводя обозначение 

1tow 
Jl 6ow = Xw • 

запишем уравнение неразрывности так : 

и 

q (Лlw) = Xw f q (Лш) · 
В случае изоэнтропичесного процесса 

" 
1<-1 

1tuw = B ow 

1< + 1  • _ n2 ( 1<-1 ) Xw - иоw ' 
rде величина б0w вычисляется по формуле ( 1 1 ) .  Для воздуха 

Xw = б�w · 
В общем случае неизоэнтропичесного процесса 

и, следоватеJiьно ,  

" 
nl<-1  7t0w = mиow 

1< + 1  • _ п 2 (1<-1 ) X.w - mиow . 
Таким образом,  уравнение неразрывности при наличии потерь , т .  е .  в самом общем виде , выглядит следующим образом :  

1< + 1  
(\ n2 ( 1<- 1 )  \ ) q л1w) = mиow jq (лw , 

где 60w есть функция радиуса данного сечения и начальных условий и определяется из выражения ( 1 1 ) .  Полагая w = О, имеем : 
т = а , 

eow = 1 ,0 
и ,  следоватеJiьно , получим обычное уравнение неразрывности 
элементарной струйки при отсутствии вращения 

q (Лlw) = ajq (Лw) · 
Это же уравнение получается и при вращении для струйки 

в цилиндрическом течении , так как в этом случае 
eow = 1 , 0 
m = a .  

Таким образом, при изоэнтропическом цилиндрическом течении нет никакого принципиального • различия между относительным 
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и абсолютным движением; это обстоятельство позволяет заменить 
изучение потона в элементарных сечениях вращающегосл цилиндри
чеснаго рабочего нолеса изучением обтекания гео:метричесни подоб
ного неподвижного венца при условии , что снорости в абсолютном 
движении для неподвижного венца и в относительном движении 
для вращающегося венца равны по величине и направлению . 
Отличие между относительным движением во вращающем с я 
и абсолютным движением в неполвижном элементарном венце 
наблюдается тольно при ноэффициенте радиальности, не равном 
нулю . 

Рассмотрим в начестве примера дозвуновое пзоэнтропичесноо 
течение в элементарной струйке для этих двух случаев движе
ния при одинановых значениях коэффициента снорости на входе 
(Л1 = Л1w < 1 ) . Для струйни в неподвижном венце уравнение 
неразрывности выглядит так :  

q (Л) =  q jl) ' 
для струйни во вращающемся венце :  

q (Л ) = q (Лlw) 
w h + l  /6 2 ( 11.- 1 ) Ow 

где 60w - заданная согласно ( 1 1 )  фуннция относительного ради
уса rfr1 • Уменьшение поперечного сечения струйки ведёт н увеличе
нию ноэффициента скорости. При венотором минимальном зна
чении безразмерной площади в неподв�жном венце имеем : 

f = q (Лl) , 
т .  е . скорость течения равна скорости звука : 

q (Л) = 1 , 
Л = 1 . 

Во вращающемсл венце при заданной степени радиальности 
критический режим находится из условия 

в этом месте величина 

достигает минимума . 

11. + 1  
16

2 
(11.-1 )  - q ( ' ) . Ow - лlw • 

11. + 1  
/62 (11.-1 )  Ow 

Таким образом, скорость определяется не только изменением 
площади сечения, но и изменением величины 6ow · Течение в не
иодвижном венце управляется толь но одним воздействием -
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геометрическим, т .  е .  изменением площади сечения ; при течении 
во вращающемся венце , кроме геометрического воздействия ,  
имеется ещё и механическое воздействие - работа центробежных 
сил . 

При положительной работе центробежных сил (r > r1 , б0u: > 1 )  
происходит как б ы  дополнительное уiПирение канала , при отри
цательной работе центробежных сил (r < r1 , б0w < 1 ) - как бы 
дополнительное сужение канала;  в последнем случае при леко
тором приросте радиуса может наступить критический режим 
даже в несужающемся канале . Если во вращающемся венце 
площадь проходиого сечениЯ не изменяется : 

т .  е .  

ТО 

t:J.F = !:J.F1 = const , 

q (Л ) _ q (Л1w) 
w - k + 1  . 

e 2 < k- t > Ow 

( 19) 

В этом случае струйка газа находится только под воздействием 
работы центробежных сил . 

При дозвуковой относительной скорости газа на входе в венец 
и при увеличивающемся радиусе струйки температура торможе
ния возрастает и согласно (19)  величина q (Л.w) падает , что ведёт 
н уменьiПению числа М в относительном движении. 

Если начальная относительная скорость больiПе скорости 
звука (Л1w > 1 ) ,  то при тех же условиях значение числа М 
в струйне увеличивается .  

Итан, в о  вращающемся венце с постоянным поперечным сече
нием при движении частиц газа от оси нолеса (r > r1) скорость 
движения газа по своей величине всегда удаляется от снорости 
звука . Обратная картина наблюдается при центростремительном 
течении газа во вращающемся венце .  Из сказанного выiПе следует, 
что , имея трубку с постоянной площадью проходиого сечения , 
принципиально возможно при вращении её вокруг пекоторой 
оси осуществить нак сверхзвуновое сопло, тан и сверхзвуновой 
диффузор . 

Схему сверхзвукового сопла можно представить себе прин
ципиально в виде иеноторой вращающейся цилиндрической трубки, 
имеющей сначала центростремительную, а затем центробежную 
часть (фиг . 283) . Величину нритичесного радиуса (nри q (Л.w) = 1 )  
находим из соотношения ( 1 9) , которое согласно ( 1 1 )  приводит 
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н следующей формулЕ': 

� =  .. (1 
r1 r 

При этом величины r1 и Л1w считаются заданными, а величина 
мансимального выходного радиуса в центробежной части трубни 
определяется потребным значением сверхэвуновой снорости (Л2ш) . 

_L _ _l_._L 
Фиг. 283 .  Принципиальная схема вращающей
ся сверхзвуковой трубы постоянного сечения. 

Аналогичным образом можно представить себе принципиаJJЬ
ное осуществление вращающегося сверхэвунового диффузора 
с постоянной площадью проходиого сечения . В этом случае 
величина Л1w больше единицы, в сечении нритичесного радиуса 
имеем нритичесную снорость и на выходе из центробежной части 
струйни может быть получена заданная величина дозвуновой 
снорости . 

§ 4. Основные соотношения между параметрами газового 
потона в элементарной ступени турбомашины 

Остановимен на соотношении параметров потона на входе 
в элементарный венец рабочего нолеса и на выходе из него, 
т .  е .  в сечениях 1 - 1  и 2 - 2 . Малое расстояние между поверх
ностями тона позволнет пренебрегать изменениями параметров 
потона в поперечном сечении элементарной ступени. Заметим, 
что связь между параметрами потона при входе и выходе из 
элементарных венцов неподвижных аппаратов может быть по
лучена по с оответствующим формулам для рабочего нолоса 
путём перехода н нулевой онруЛ<ной снорости . 
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Введём следующие обозначения для отношеnий параметров 
потона перед и за элементарным венцом рабочего нолеса :  

�: = 1tн , 

Ро2 
- 1t 

Ро1 - Он , 

�: = в н .  

Т
То2 = Вон · 01 

Отношение площади радиального сечения на выходе из венца 
" соответствующей площади на входе обозначим: 

!!.F 2 -·- r2 !1r2 _ f 
дЬ\ - r1 !1r1 - t ·  

Здесь под r 1 и r 2 понимаютел расстояния от оси вращения 
до середины элементарного венца соответственно перед и з а  тю-

rpff,ff:J:иk 
2 

А 
ll 

Tpl/ffi/011/JHUk IJ:I:fltla 

lL 

Honpu!Jлeнue 
!Jрищенин 

/lлон ckopocmeu kолеса 

Фиг. 284. План скоростей цилиндрического рабо
чего колеса компрессора . 

лесом , а 11r1 и 11r2 суть радиальные расстояния между поверхно
стями тона , ограничивающими элементарную ступень (фиг . 264) . 
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Установим основные соотношения между нинематиной потона 
при входе и выходе иа ступени и иаменением параметров потона 
в венце . 

Для суждения об"'иаменении сноростей удобно треуrольнини u ,., 
сноростеи при входе и выходе иа ступени построить иа одного 

Тде!Jгольниk Oш:oila 

Тpe!JJOЛbHUK 'U:z:шla 

Ш10н ckopocmeil колеса 

ll 

llonpo/J/leнue 
/JрощениJ1 

Фиг. 285 . План сн:оростей цилиндрического н:олеса турбины. 

полюса . Таная фигура нааывается планом сноростей рабочего 
нолеса . Типичные планы сноростей нолеса номпрессора и нолеса 
турбины представлены соответственно на фиг. 284 и 28.5 . 

Если иа этого же полюса построить снарасти при входе и 
выходе иа ступени , то получится план сноростей ступени . 
32 г. Н. Абрамович 
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В общем случае треугольнини при входе и выходе из венца 

находятся в разных плосностях ; при построении плана сноростеn 
колеса эти треугольнини совмещают в плосности чертежа . 

При входе в нолесо снорость абсолютного движения имеет 
.меридиональную составляютую c1m , папраnленную под углом Фi 
н оси турбомашины, и онружную составляющую c1u ; при выходе 
из рабочего нолеса соответственные величины обозначаются : 
C2m' ф2 И C2u • 

Определим сначала зависимость между окружными составля-
ющими снорости. С этой целью воспользуемся уравнением момен
тов количества движения, согласно ноторому момент сил М н 
относительно оси машины , приложеиных газовым потоном н лопат
нам э:1ементарного рабочего нолеса,  отнесённый н 1 ,.г газа , равен : 

1 Ми = -- - (c2ur2 - clиrl) . g 

Работа равна произведению момента сил на угJювую снорость 
венца : 

Следовате.7Jьно , 

(20) 

Это уравнение называется уравнением Эйлера . 
Согласно определению цирнуляции снорости имеем при входе 

в венец 
1 ' 1 = 2т.:rlclu 

и соответственно при выходе 

г2 = 2'1t'r2C2U ' 
Следовательно, уравнение Эйлера можно записать п в следующем 
виде : 

L =- � (Г - Г ) 
'Lтtg 1 2 • 

На основании ( 1 )  его можно записать и тан :  

L = _!_ (w1uи1 - w2u.и2) + __!_ (и� - и�) . g g 

(2 1 )  

(22) 

В турбине- работа газа L положительна,  Tai{ нак происходит 
отвод энергии от газового потона . В номпрессоре осуществJiяется 
подвод энергии н газовому потону, т. е .  работа L отрица,.тельна . 

Поэтому согJшсно выражению (20) в случае турбин� наи
большие значения L_ могут быть достигнуты при положитеJiьной 
занрутi-:е потона на входе в венец (c1u > О) и отрицатеJiьноii 
заирутке потона на выходе ( с2и < О) .  
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В случае рабочего нолеса номпрессора наблюдается обратная 

нартина :  для подвода наибольшей работы н газу потон перед 
нолесом должен иметь отрицательную занрутну, а потон на вы
ходе - nоложительную занрутну ; в цилиндр и чесной ступени 

и1 = и2 = и  
и , следовательно, согласно (20) и (22) 

и и 
L = - (clu - C2u) = - (шlи - W2u) ·  g g 

Обозначим изменение абсолютной скорости в венце через .1 с ,  
изменение относительной снорости - через .1w; проекции этих 
величин на ось и соответственно равны разности онружных проен
ций абсолютных и относительных скоростей : 

dcu = c1u - c2u = с1 cos а1 - с2 cos az ,  
dWu = W1u - W2u = W1 COS �1 - W2 COS �2 • 

R таном случае ДJIЯ цилиндричесного элементарного венца имеем 
и и L = -g dcи = -g dWu · 

В общем случае элементарной ступени при меридиональн:Jм 
в ходе в нолесо (c1u = 0) : 

L = _ с21Lи2 
g ' 

при меридиональном выходе из нолеса ( с2и = О) :  

L = � .  
g 

В соответствии с уназанным выше правИJюм знаков имеем. 
в цилиндричесRом нолесе турбины : 

dcu = �Wu > О, т .  с .  clu > с2и • 
в цилиндрическом нолесе номпрессора :  

. дси = dWu < 0, Т .  е .  C1u < C2u•  
При меридиональном входе (с1 и  = О) в турбине 

c2u < О, 
в номnрессоре 

C2u > О. 
При меридиональном выходе занрутка на входе должна быть 

положительной (c1u > О) для турбины и отрицательной (c1u < О) 
для номпрессора .  

При наличии в относитеJiьном движении незанрученног<1 по� 
тона турбинное нолесо может быть тольно центростремительным 

32* 
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( r 2/ r 1 < 1 ) ,  а номпрессо рное - толыю центробежным ( r 2/ r 1 > 1 ) ,  
'!ТО СЛ{jдует из равенства (22) . 

Запишем уравнение Эйлера в безразмерном виде, поделив 
работу 1 �>г газа на отношение квадрата онрущной скорости 
(при входе или выходе) R усiюрению силы тяжести : 

(23) 

(24) 

Здесь с есть отношение с корости потона н местной онружной 
-снорости . 

ДJ1я номпрессора обычно применяют величину L1, а для 
турбин - L2 • R случае цилиндричосного рабочего колеса (u 1 = и2) 

L1 = L2 = L1 = dcu = dwu . 

При меридиональном входе в рабочее нолесо компрессора 
н абсолютном движении и моридиональном выходе в относи
тельном движении на основании (1) и (22) имеем : 

Clu = 0, C2u = U2 , 
т .  е .  

c1u = О И �и -= 1 , 
.и с ледовательно , согласно (24) 

J L2 J = 1 ,  
т . е . 2 

- L - .'!:.!.. 
- g · 

Такую ступень компрес с ора паз овём эталонной ; треуго.ТJЬНИI-< 
скоростей эталонной ступени представлен на фиг . 286 . 

Абсолютная величина L2 показывает , наку ю долю от работы 
эталонной ступени составляет работа в данной ступени номрос
еора при той же окружной скорости на выходе и2 • 

В эталонной ступени турбины имеется меридиональный вход 
относительного потона и меридиональный выход абсолютного 
дотона из рабочего �юлеса .  В такой ступени (фиг . 287) 

,-. е . 
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следовательно, L1 показывает, накую долю от работы эталон
ной ступени составляет работа данной ступени турбины при 
той же окружной скорости на входе и1 •  

Нан уже указывалось ранее , мы ограничпваемся рассмотре
нием адиабатических, т .  о. теплоизолированных процессов ц 
турбомащине ; в этом случае для определения работы 1 х:г газа 
можно также воспользоваться уравнением теплосодержания ( 1 5)  

Фиг .  286 . План скоростей рабо
чего колеса эталонной элемен
тарной ступени компрессора. 

Фиг. 287 . План скоростей ра
бочего колеса эталонной эле

ментарной ступени турбины. 

главы I ,  применяя ого н сечениям перед и з а рабочим колесом: 
2 2 . . 

L = c1 - c2 -l_ r t - r 2 
2g А . 

Переходя н полным теплосодоржаниям, · имеем: 

здесь 

L __ i o t - io2 _ f'p ( Т _ Т ) ·  - А - А U l  02 ' 

• . с 2  
l0 = l  + А 2- . g 

Отсюда получаем :  

В турбине Т01  > Т02 , т . е .  работа газового потона положи
тельна .  В компрессоре Т01 < Т02 , т .  е .  работа отрицательна . 

Придадим уравнению теплосодержания неснолыю иной вид, 
заменив полное теплосодержание на входе кинетичес кой энер
гией 1 пг газа ,  имеющего мю,симаю,пую скорость в абсолют
ном движении перед колесом : 

L = c�max с 1 - То2) = k + 1 а�р !  ( 1 - То2 ) 
(25) 2g Т01 2 (k - 1 )  g Т01 

Ес.'Iи работу 1 кг газа отнести н полной энергии 1 пг газа па 
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входе в ступень , равной 

. с 2  � - С р  Т _ ! max 
А - А ol - '2g ' 

то по.пучим безразмерную работу :  

к - ...!::._ - 1 - т 02 • 
- io1 - То1 ' 

А 
u турбине К < 1 ,  в номпрессоре К > 1 . 

(26) 

Из уравнений (23) , (24) и (26) находим линеiiную зависимость 
между безразмерной работой и величиной L: 

к _ т.;2 (k - 1 )  * 2 _ L 2 (k- 1 ) _11_ 
- 1 k + 1 U f - 2 k + 1 2 

анрl  
Отсюда по;riучаем выражение для степени повышения темпера
туры ,торl'rfщнения : 

1'02 = 1 - К = 1 _ 2 ( k- 1) -L • 2  
Tol f.. + !  lul . 

В елучае цилиндричесного лолеса 

При заданном значении L степень повышения температуры 
торможения изменяется пропорционально нвадрату безразмер
ной онружной снорости . 

Найдём соотношение между Iюэффпционтами ш,ружной со
ставляющей с1юрости перед и за  полосам : ),1и и Л2u ,  приравняв 
выражения для работы 1 кг газ а ,  по.1ученные из уравнения 
Эйлера (20) и уравнения тешюсадержания (25) : 

2 
k + 1  анрl ( 1 То2) 
k - 1 ---;г- - ]'01 = cluu1 - c2uu2 . 

Поделив обе части пос леднего равенства на нвадрат нри
тичесной СI<орости в абсол ютном движении перед 1юлесом и учи
тывая равенства 

и 
u2 u l r2 -- = -- · -

анрl анр! '• 

(27) 
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приходим R следующему соотношению: 

k + t 
2 (k- 1) 

( 1 _ То2) Tot 
Для безразмерных сRоростей А =  _с _ имеем: cmax 

- 1 _ То2 Tot 
r2 U* v То2 
r_l 1 Tot 
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(28) 

Уравнение (28) назовём общим уравнением безраамерной за
нрутни потока в элементарном лопаточном венце рабочего Rолеса . 

Изменение темnературы торможения в относительном движении 

где согласно (2) 
2 1 k- 1 и� 2 k- t и2 , '12 = + k-1 -2 - - k + 1 -- I\2U" + а ! нр а ! нр 

Заменяя в последнем выражении Rоэффициент закрутRи nото11 а 
при выходе Л2,1 7 на основании (28) найдём: 

ОТRуда 

и далее : 

'12 _ k- 1  и� . _ 2 k- l � Л. � vTot + Tot 2 - k + 1  а r н р k + 1 а ! нр 
l U  r2 То2 То2 ' 

? k - 1  *' k- 1 *2 k- 1 * 2 ...).. k - 1  и� Т02 1 - w k + 1 U lll.tu + k + i u1 - k + 1: u l ' k -+- 1 � T  
'1� 

' ! н р or _ 
v2 + k- 1 u* 2 [.....!.. и� То2 _ 1 ] 1 k + 1 1 и* 2 а 2 Т 1 1 RP 0 1 

T02u' = i + k- 1 и�2 [ (�) 2 - i ] . 
T01 w  k + 1 v1 r1 

ИтаR, другим путём нами получено известное уже выражение 
( 1 1 ) для степени повышения -температуры торможения в относи
тельном движении . 
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В центробежном колесе (r2 / r1 > 1·) происходит рост темпе� 
ратуры торможении в относительном движении, а в центростре
мительном колесе (r2 f r1 < 1 )-её падение ; это изменение за
висит от акрушной скорости, закрутни потока при входе в ра
бочее колесо и степени радиальности потока (r2 J r1 ) и не зависит 
от закрутни потока при выходе . 

В цилиндрической ступени (r2 / r1 = 1 )  температура торможе
нии в относительном движении остаётсл постоянной . 

Перейдём к определению · зависимости между меридиональ
ными составляющими скорости , используя уравнение неразрыв
ности длл элементарного венца рабочего кoJieca :  

ilснпд.F ln = l2c2mд.p 2n · 
Здесь д.F n - площадь поперечного сечепил ЭJiементарной струи,  

нормального н меридионаJiьной снорости : 
1 д.Fn = 21tr д.r --,, ,  cos '1' 

Вставлил в уравнение неразрывности значение cm: 
ст = с  sin ct ,  

получим:  

или 

Отношение шютности тока к нритическому значению плот
ности тока есть , на& известно, универсальная функции коэф
фициента скорости 

11-:: 1 = q (Л.1 ) , 
1 t нр а iнр  

12� = q (Л2) . 
12нр- а2нр -

СогJщсно уравнению состолпил имеем :  

отсюда 

Ро2 
12нр _ "to2 _ -F01 - .  
"t t нp - � - То2 ' Tot 
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Здесь исnользована зависимость 

a2Rp VT02 а 1 нр 
= То1 ' 

и если ввести обозначения 1 = дF2ri n дFi n ' 
Ро2 
Ро1  х = ---0.-"-0:::= VTo2 ' 

То1 
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то уравнение неразрывности можно записать в следующем без 
размерном виде : 

где 
1 1 

q (Л) = "(С = (k + 1 ) 11.-1 (1 - k- 1 Л2)1t-1 л .  
1нр аир 2 k +  1 

Значения функции q (Л) приведены в таблице nриложении П 
и на графине в конце книги . 

В случае непо.движного венца имеем : 
То2 = Tol •  

Х. = Ро2 = а .  Ро1 
Если, кроме тоr о ,  nлощади элементарной струйки на вход& 

и выходе одинаковы , т .  е .  fп = 1 , то мы имеем уравнение не
разрывности для течения сжимаемого газа через nлоеную ре
шётну профилей, полученное в главе VI I I :  

q (Л1 ) sin а.1 = а  q (Л2) sin а.2 • 

Так нан решение этого уравнения в аналитическом виде за
труднительно, то его обычно решают графически . Для этого 
в плоскости треугольника скорости строим декартову систему 
ноординат Лm и Ли и nолярную систему ноординат Л и а. .  

Наносим нривые nостоянных значений 

величина 
q (Л) sin а. = const ; 

(' ) . _ 1с sin адF n q л sш а. - дF 1нр аир n 

есть отношение фантичесУого расхода через элементарную струй
ку н максимальному местному расходу, nолучающемуел при 
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нритичесной снорости и при условии, что полпая снорость пото-

1t на направлена по нормали- R площадне I::J.F n• т .  е .  е1 = 2 . •  
Это отношение называется местным безразмерным расходом 

11 обозначается 
q,.. = q (Л) sin 1:1 . 

Нритичесний расход 
I::J.Fn"(нpaнp 

n общем случае течения газа через элементарный лопаточный 
венец изменяется , поэтому ,  несмотря на постоянство расхода 
газа вдоль струйl\и тона , местный безразмерный расход не со
храняет постоянной величины . · Пользуясь величиной qa. , можем уравнение- неразрывности 
:элементарного венца :колеса записать в следующем виде : 

ql .. = fпXq2a. ·  
Если, например, известен ноэффициент занрутни потона при 

выходе из колеса ).2u и задан местный безразмерный расход 
при входе в нолесо 

'ТО, определив величину 

q2� = q (Л2) sJ.n 1:12 = q t a. , fn"X. 
no заданным значениям х п fn находим исномую точну нонца 
вектора безразмерной снорости Л2 Rак пеr есечение нривой qa.= const 
· �  заданной прямой Л2,L = const и отсюда определяем значения 
:Л2111 и 1:12 • На фиг . 237 представлены нривые q .. = const ,  вычис
ленные для воздуха (k = 1 , 4) .  Область возможных значен�й 
безразмэрной скорости Л ограничена окружностью, радиУ.с кото
рой равен мансимальному значению ноэффициента скорости: 

для воздуха 

l fk + i  
'-max = J' k- 1  ; 

Amax = }16 = 2,45 . 
Вся область возможных значений ноэффициента снорости ра;з

деллется в свою очередь онружностью единичного радиуса на 
{)бласти дозвуновых и сверхзвуковых скоростей . Определив вели
чину Л2m , находим ноэффициенты радиальной и окружной соста
вляющих сн:орости 

Л2r = Л2m sin ф . 
Таким образом если заданы в элементарном нолесе степень 

из:м.енен}Jя температуры торможения Т02 /  Т01 и степень изменения 
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полного давления 1to н = р02 / р01 , то :можно, пользуясь уравнением 
занрутни и уравнением неразрывности, определить ноэффициент 
скорости /..2 и угол а2 , обеспечивающие заданное изменение пара
метров газа в рабочем колесе при известной величине местного 
безразмеримо расхода на входе в рабочее колесо .  Определив же 
необходимые параметры потока в абсолютном движении, нетрудно, 
пользуясь формулами, приведёнными в § 2 , перейти н параметрам 
потона в относительном движении . 

§ 5 .  Коэффициент полезного действия 
элементарной ступени компрессора 

Для оценки степени газодина-мичес кого совершенства элемен
тарной ступени номпрессора удобно применить два способа . 
В первом способе сравнивается фактическая величина затраченной 
работы L с работой в пекотором идеальном процессе повышения 
поJiного давления при одной и той же нач_альной температуре 
заторможён:�:юго потока Т он и соответственно одинаковых значе
ниях полного давления перед и за ступеiiыо : Ров и Рос · Отношение 
этих работ называется ноэффициентом полезного действия ступени 
компрессора 

(29) 

Величина затраченной работы L может быть определена из 
уравнения теплоеодержания 

С р Ср ( Т Ос \) k ( Т Ос ) L = -;r ( Toc - To11) = -;r Toн. --т- - 1  = k - i  fl T uв у- - 1 , 
Он 1 Он 

и 1 и  из уравнения Эйлера (20) 1) 
1 

L = - (c2u u2 - Clu ul) ,  g 
или,  наконец, из очевидного соотношения 

N 
L = c ·  

(30) 

где G - секундный расход газа через ступень , а N - мощность , 
затрачиваемая на вращение рабочего колеса ,  т .  е . общая мощность , 
приложенпая к валу компрессора, за вычетом мощности, идущей 
на преодоление трения в подшипниках . 

Величины L11д ощrеделяются в ·зави<:имости от характера при
нятого идеального цикла . 

1) Здесь и в дальн<'йшем под L мы будем понимать абсолютную вели
чину рабаты. 
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П римевял уравнение теплосодержания н данному идеальному 

процесс у ,  имеем: 
Ср Ср ( Т Ос ИД "\ Lид = А  (Тое 1щ - Т он) = А 

Т 
- 1 _) 

Он 
и, следовательно, 

ЮIИ 

АТоид 
АТ� 

Тое ид _ 1  
Тон б оид - 1  

1j = -
Тое - бо - 1  -- 1  
Тон 

(31 ) 

где под 80 понимается отношение температур торможения в ступени. 
Напомним, что тан нан мы рассматриваем адиабатичесние, 

т .  е .  теплоизолированные, процессы, то изменение температуры 
торможения происходит толыю в нoJiece : 

Тон = Т01 , Тос = Т02 , 
Тое - Топ =  Т02 -- Т01 , llTu = llToн ·  

СJiедовательно, степень повышения температуры торможения в ра
т бочем нолесе Вон = т02 равно степени повышения температуры 01 

Тое торможения в ступени 80 = --;_г- , т .  е .  
Он 

ИJШ 

Т02 Тое 
TOI = ·Тон 

&он = Во .  
При адиабатичесном процессе за идеальный цинл лринимают 

изоэнтропичесний (идеальный адиабатичесн:ий) процесс и ноэффи
циент полезного действия называют адиабатичесм:и.м .  Обозначая 
в дальнейшем параметры потона в идеальном .адиабатичесном про
цессе ин донсом << ад» , согласно определению ноэффициента полез
ного действия име�: 

Lад АТоад б оад - 1  
7Jaд = z;- =  АТо = !lo - 1  4 (32) 

Во втором способе оценни газодинамичесного совершенства ном
прессора сравнивается фантичесная величина лоJiного давления 
Рос с той величиной nолного давления Рос ид . ноторал получилась бы 
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в иенотором идеальном процессе при одной и той же подведённой 
работе и при одинаковых начальных параметрах потона Роп и Тон ·  

Тан же  нан и при определении коэффициента полезного дей
ствии , при таной оценне идеальным . считают изоэнтропичесний: 
процесс ; величину 

Рос тст = ---Рос из 
можно назвать ноэффициентом изоэнтропичности ступени.  

Согласно уравнению идеальной адиабаты 
k 

сJiедовательно, 

пли 

Рос из ::;; с Т Ос )ii=Т, 
Рон Тон 

_k_ k 
Рос с Тае )k-1 h- 1 -- = 1t0 = mcт у- = mcт (Jo Ра п Оп 

Рос 

Рап 1to 1to 
тет =  -----,k- """ -k- = 1t--c �Oc ) k-1 е�-1 О иэ 

1 Он 

(33) 

Иными словами, ноэффициент изоэнтропичности тет поназывает 
недобор в повьпnении полного давлении в реальной ступени 
по сравнению с идеальным процессом при одной и той же степени 
увеличении температуры торможении (J0 • 

Остановимся сначала на адиабатическом ноэффицпенте полеа
ного действии . Выражение дли изоэнтропической работы может 
быть получено ,  если с помощью пропорций идеальной адиабаты 
в уравнении тепJiосодержании (30) заменить отношение температур 
торможении отношением полных давлений : 

k_-_1 1< -1  
ср Топ [ ( Рас·) h ] k -k Lад = -:;г- Ран - 1 = k- 1  RT он [ 1to - 1 ] .  (34) 

Это выражение уже встречалось выше . Дли воздуха (е
р

= 0, 24 ;  
k = 1 , 4} имеем : 

Lад = 1 02, 5 Тон [ 1t8 ' 28 6  - 1  J ,  
Кривые зависимости 

L k- 1  
ад k -

HTo�r = k- 1 (1to h - 1 ) 

дли рааличных значений k представлены на фиг . 288 . 
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Отношение адиабатячееной работы Lад н величине и: j g назы

вают относительным адиабатическим напором или коэффициентом 
адиабатического напора : 

- Lа д L2 ад = -2- • � 
g 

Согласно (32) получаем следующее соотношение :  

L 2 ад = 1Jад L2 . 

L 
Фиг. 288. Зависимость величины R;� от сте-

пени повышения полного давления для равJшч

ных вначений lc= .!!Е_ . 
с" 

Представлял согласно (34) адиабатическую работу в виде 

имеем : 

2 h-1 

L C l max -h- i ) ад = 2g (1to - ' 

откуда получаем : 
h ( 2 (k- 1) и� - ) h.-l 

1t o  = 1 + k 1 -2- L2 а;! • · + a l R P 
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Для · возДуха (k = 1 ,4) · 
( 1 и� - ) 3 ,5 

'ito = 1 + 3 -2- L2ад • 
а 1 нр 

5 1 1  

На фиг .  289 представлена зависимость степени повышения полноrо 
давления в ступени воздушноrо (J,SO 
компрессора от коэффициента на- R0 
пора и безразмерной окружной 
скорости.  

Выражение для адиабатиче- f,O I--------1-----Н 
ской работы можно представить 
в следующем виде : 

Lад =  
k- 1 

= -k � [ ( 1 + �)-" - 1 ] k - 1  Тон Рон 
При небольтих значениях 7t0 ве
личина f1p0 1 Ро11 мала , и, огра
ничиваясь двумя членами разло- s,ot-----+--++-f+-+1 
женил в биномиальный ряд ве
личины (1 + Ар0 1 Рон) , получаем 
следующее выражение для адиа
батической работы : 

Lад = дро 
' Тон 

т .  е .  при небольтих значениях 7t0 
адиабатическая работа в газе мо
жет определяться так же, нак и 
в несжимаемой жидкости . 

Согласно (32) адиабатичесi\ИЙ 
коэффициент полезноrо действия 
равен : 

k-1 

"-;:1 ( Рос )-"- _ 1  
"'ад = 1t - 1 = Рон 

(3t:;) · •  60 - 1  Т ' v �- 1  
То1 

Uz "7!1Кi 
Фиг. 289 . Зависимость степени 
ппвышсния полного давления от 
безразмерной окружной с_корости и2 • 
-- для ра зличных значении 
а 1 нр 
коэффициента адиабатического - - LR д напора La11 = -2- • 

.!:2 • 
g 

откуда имеем следующее выражение для степени повышения 
температуры торможения : 

( 36) 
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Эта зависимость представлена графичесни na фиг . 290 .  При 
'Jj aд = 1 получаем обычную пропорцию идеальной адиабаты k- 1 

во = 'ltт. 
Выразим адиабатичесний ноэффициент полезного действия 

Фиг. 290 . Зависимость степени повышения температуры 
торможения 00 от степени повышения nолного давления 1to 
при различных значениях адиабатического коэффициента 

полезного действия компрессора 'rJaд· 

через ноэффициент изоэнтропичности т ет · Согласно (33) и (35) 
·имеем : 

. ИЛ II 
7Jад = 

k-1 
md00- 1  

00- 1 

k-1 
1tт -1 

7Jaд == ------�k--��--( ""'о )-k 
-- - - 1  т ет 

(37) 

(38) 
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Выясним физический смысл коэффициента изоэнтроnичности . 
По определению можем написать :  

Рос Рос Ро2 Ро1 -- . -- · --Роп Ро2 РО1 Роп 
тет = Рос 1ш Рос пs Ро2 и э  Po t иэ --- · ---Рон Ро2 и э  Po t из Рон 

При изоэнтропическом процессе полное давление потока в непо
движных аппаратах не изменяется : 

Рос из = Ро2 из , 
Po t из = Рон· 

Наличие потерь в аппаратах приводит к уменьшению полного 
давления : 

Po t 01 = -- '  Рои 
Рос 02 = -- .  Ро2 

Эти величины имеют обычный гидравлический смысл и могут 
быть оnредеJ1ены путём замеров попнаго давления при входе 
в вппарат и перепада полных давлений: 

Величину 

1 Рон-Po t ol = - ' Рон 
1 Ро2-Ро с  

02 = - • Ро2 

тн = сРо2 ) 
Po t из 

Ро 2 
Po t 

назовём -к-оаффициеNто.м иаоаNтропичNости рабочего подеса . 
Введённые три коэффициента о1,  о2 и т11 определяют общий 

fi,Оаффицишт uaoaNтponuчNocтu ступеNи : 

тет = o1 o2rn н •  

Согласно уравнению 
колеса , имеем : 

идеальной адиабаты, наnисанному 

k 

Ро2 ( Ро 2) (То2 ) k-i 
'ltoн = Po t = тн 

Po t ив =  
тн To t 

ЗЗ Г. Н . Абрамович 

для 

(39) 
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Перейдём н параметрам потона в относительном движе11ии. 

Rан уже уназывалось в § 2 , переход от парамотров в абсолют
ном движении н параметрам в относительном движении совер
шается по идеальной адиабате : 

Ро2 
Ро 2 -p- P02tv 0 2w 
Po t Pot -P-- Potw 0 1 w 

-

k с То2 ) k- 1 k Po 2w 
т;;;: . Po 2w = (То2 ) k-1 Po 1w 

_k_ Po 1w То 1 _k_ ' ( То 1 ) ''-1 ( To2w ) k-1 
Totw Totw 

Сопоставлял это выражение с (39) , получаем : 

Ро2 <)) 
Po tw 

ти = k • 
CT02w )k-1 
Tot w  

Таним образом, ноэффициент изоэнтропичности имеет одинано
вый вид в параметрах абсолютного и относительного движений .  

В § 3 была получена формул а для отношения температур 
торможения в относительном движении 

To2w = 1 + k- � u�2 [ с�)2 _ 1 J . Tot w k -r- 1 " 1  r1 
Следовательно , в общем случае ноэффициент изоэнтропичности 
рабочего нолеса равен : 

Po 2w 
Po t w  ти = ______ _::_:_::_ ____ ----;/{- . { i + k- 1 u�22 [ (�)2- i ] } k-J k+ i v1 r1 

(40) 

В цилиндричесном рабочем нолесе (r2 = r1) температура тормо
жения в относительном движении остаётсл постолиной величи
ной , отнуда 

Po2t!" 
mи = -- , Po tw 

т .  е .  в этом случае ноэффициент изоэнтропичности рабочего 
нолеса равен ноэффициенту полного давления : 

отсюда 
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На фиг . 291 представлена зависимость адиабатичесного ноэф-
фициента полезного действия ступени номпрессора от степени 
повышения полного давления в ступени тс0 для разных значе
ний Iюэффициента изоэнтропичности т ; нривые фиг . 291 поRа
зываiQ,т , что с увеличением степени повышения полного давле
ния ступени заданное значение адиабатичесRого Rоэффициента 

1,708 1,0  
0,9 
0,8 
0,7 
0,/J 
IJ,.f 

O,J 
0,2 
0, 1  

/ 
1 
1 
I(J 
(� 
(/; 
V/; v 

v 
k-

v v 
v/ v 
v/ v 

/ v/ v 
./ 

v v 
/ 

m =!.O 
0,9 
0,8 

r- 0, 7  
f.,-- � � ..!:!- -

--3J- -

v -

� -

v дZ -

� !-"" 

и и и и и и и и и � 
п; 

Фиг. 291 .  Зависимость коэффициента полезного действия 
элементарной ступени компрессора от степени повыше
ния полного давления при различных значениях коэф-фициента шюэнтропичности т .  

полезного действия достигается при меньших величинах Rоэф
фициента изоэнтропичности ступени, т. е. при б6J1ьших потерях 
в ступени. 

V стремляя в выражении (38) степень повышения полного 
давления R бесRонечности, находим, что адиабатичесRий Rоэф
фициент полезного действия ступени Rомпрессора не может ире
восходить значения 

k-t 
т "1/ад < тет • 

33* 
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Используя выражения (37) и (38) , находим следующие условия 
достижения заданной величины адиабатичесного ноэффициента 
полезного действия ступени :  

или 

k 
[ 1 + (60 - i ) YJaд lk-i 

тет > k 
боk-1 

тет > [ k-1 ] _k_ • 
1t k - 1 + '11 k-1 

О · •а д 
Приравнивая адиабатический коэффициент полезного действия 
нулю, находим следующее минимальное значение коэффициента 
изоэнтропичности ступени :  

k 
1 ( То 1 )k-1 

тcт min > -- = - • _k_ То 2 боk-1 
Условию 1Jад > О согласно (33) соответствует степень повышения 
полного давления в ступени компрессора 1е0 больше единицы .  

Степень повышения полного давления в колесе должна быть 
больше, чем в ступени : 

Ро 2 Рои Ро 2 Рос 'lto '!Сок = - = -- · -- · - = -. 
Ро 1  Po t Ро,с Рои а1а2 

Адиабатический коэффициент полезного действия колеса со
гласно (35) равен:  

k-1 

Повышение температуры торможения в ступени такое же, как 
и в рабочем колесе , следовательно, 

11. - 1  (...2.)-т-- 1 
"11ад .  к а10'2 -- = _o_....:.....:':-'-.----

"IJaд 11.-1 1to_l!. _ _  1 
1\ак и следовало ожидать, адиабатический коэффициент полез
ного действия рабочего колеса больше адиабатического коэффи
циента полезного действия целой ступени. 
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С помощью нривых зависимости повышения температуры 

торможения от повышения полного давления и адиабатичосного 
ноэффициента полезного действия (фиг .  290) можно определить 
ноэффициент полезного действия рабочего в:олеса по Rаданным 
параметрам ступени : 1t0 , 'УJад , cr1 и cr2 или в:оэффициент полезного 
действия ступени по заданным параметрам рабочего но леса 'ltoн 
и 'УJад . н и величинам cr1 и cr2 • 

Пусть , например , 'lt o н  = 1 ,4 , 'УJад. н = 0,84, cr1cr2 = 0, 98 и тре
буется определить адиабатичесний ноэффициент полезного дей
етвия ступени.  Сначала находим степень повышения полного 
давления ступени : 

'lt0 = 0'10'2'1tон = 0, 98 · 1 ,4 = 1 ,37 . 
Затем по заданным величинам 'ltoн и 'УJад .  н находим степень повыше
ния температуры торможения �02= 1 , 1 2 и адиабатичосний ноэф-

оt  
фициент полезного действия ступени 'УJад = О, 78 (фиг. 290) . 
Обычно потери в аппаратах задаются ноэффициентом гидравли
чесного сопротивления С .  Тан, например , для выходного направ
ляющего аппарата имеем : 

или согласно формулам (43) и ( 73) главы I получим : 

k + 1 · -k- . 

Таним образом, ес.ли дана величина С2 , то ноэффициент пол
ного давления cr2 может быть определён по значению ноэффи
циента абсолютной снорости потона Л2 перед аппаратом : 

1 
1 k r. ( 1 k - 1  2)k-1 2 . 

0'2 = - k + t  ·2 - k + t  л2 л2 , 
при Л2 � 1 получаем уже известную приближённую формулу 
из главы VI I  
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Точная зависимость а от Л для различных значений � пред

ставлена на фиг . 292 .  
Рассмотрим ещё одну важную характеристику элементарной 

ступени номпрессора - степень реаr;,тивности рабочего r;,о.леса . 
Мы уже указывали, что основное назначение рабочего колеса 
номпрессора состоит в увеличении полного давления путём 
подвода энергии к газовому потону . Однако подвод энергии 
может осуществллтьсн кан за счёт увеличения сноростного 
напора ,  тан и статического дав ления . Тан нан обычно ном-

o.z 1 1  8.0 z. z  z.• А 
Фиг. 292. Зависимость коэффициента полного давления а от коэффициента 
скорости Л набегающего потока для раэличных эначений rшэффициснта 

сопротивления �. 
ирессоры предназначаютел для повышения полного давления 
газового потона , главным образом за счёт статического давле
ния, то задачей выходного напр авляющего аппарата является 
иреобразование скоростного напора потона в давление ; поэтому 
выходной аппарат часто называют диффузором . 

Степень диффузорпасти выходного направляющего аппарата 
зависит от того, за счёт на rюй части энергии увеличивается 
полное давление потока в рабочем колесе .  

Степень реактивности рабочего колеса Рн характеризует долю 
работы, идущую на увеличение статического давления в нолесе , 
и численно равна отношению работы проталкинанин в колесе 
к общей величине затраченной работы:  

( 2 ) 
\ dp 

( l )  "'( 
Рн = L (41 ) 

Согласно уравнению Бернулли для абсолютного движенпн в 
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рабочем нолесе имеем : 
( 2 )  (" dp с� - с� - L = \ - + -�- + Lтр. н ·  . 1 g ( 1 ) 

Остановимся на идеальпой степени реантивности 
колеса , т . е. степени реантивности в изоэнтропичесном 
В этом случае по уравнению Берпулли имеем:  

( 2 ) � d: 2 2 ( 1 ) 1 _  с 2 - с1 
Рн = L �gL • 
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рабочего 
течении . 

(42). 
Вводя n рассмотрение меридиональные и онружные составляю
щие сrшрости, получим : 

Нулеnая сте-пень реаi{ТИвности соответствует равенству статиче
ских давлений перед и за рабочим нолесом . В этом случае вся 
энергия, подведённая н рабочему нолесу,  израсходована на уве
личение нинетичесной энергии потона .  Таное нолесо называют 
антивным рабочим нолесом . 

Если абсолютные снорости при входе и выходе из нолеса 
равны : с1 = с2 , то степень реантивности равна единице , т . е . вся 
энергия , подведённая н рабочему нолесу, израсходована на уве
личение статичеснаго давления . 

Отрицательная степень реаr{тиnности означает ,  что в нолесе 
произошло падение статичеснаго давления ;  nри этом прираще
ние нинетичесrюй энергии превосходит затраченную работу . 

EcJIИ меридиональные состав:шющие снорости остаются по-
СТОЯИНЫМИ С 1 т = C2m, ТО 2 2 _ 1 c2u - c1 u  

Рн - - �gL 
Если ,  нроме того ,  течение в нолесе является цилиндрячееним 

(r1 = r2) ,  то затраченная работа на основании формулы (20) равна 
и L = - ( C2u - С1 u) g 

и степень реантивности нолеса выражается следующим образом1) :  
р = 1 _ c2u + c1 n = 1 - c t u _ J:._ llcu. 

11 2и и 2 и • (43) 

1) Здес ь  nод tlcu nонимается разностъ окружных составляющих скорости 
Аси = c2u - с11 • •  
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Заменяя в выражении ( 42) для степени реантивпоети колеса за
траченную работу L по формуле (30) 

имеем : 

L сf шах ( То2 - 1) = � \_то t ' 

То2 1 2  1 2  -, - /\2 - /\1 
р - 1 То , (44) :к - - k+ l (Tn2_ 1)- '  

k - 1 Т01 т Разрешая посJrеднее уравнение относительно т02 , получаем сле-
о t 

11ующую зависимость степени повышения температуры торможе
ния от степени реактивности и ноэффициентов абсолютной ско
рости перед и за  колесом : 

Тп2 (k + 1 ) ( 1 - р:к ) - Ч (k - 1)  
Т01 = (k + 1) ( 1 - р:к) - Ч (k - 1) · 

§ 6 .  Rоэффициент полезного действия 
элементарной ступени турбины 

(45) 

С энергетичесной точки зрения все турбины можно разделить 
на два основных типа : с использованием энергии выходящего 
потона и с потерей энергии выходящего потока . Н нерnому типу 
относится,  например , турбина турбореантивного двигателя, так 
нан в нём энергия выходящей струи создаёт тягу двигателя . 
Последняя ступень стационарной паравой турбины, в которой 
не используется энергия выходящего пара ,  мoill.eт служить при
мерам турбины второго типа . 

Для наждого из указанных типов турбин вводятся свои без
размерные коэффициенты, характеризующие их газодинами
чесное совершенство . 

Рассмотрим сначала ступень турбины первого типа . В такой 
ступени турбины , таи же н:аr{ и в ступени компрессора,  удобны 
два способа оценни её газодинамического совершенства .  

В первом способе сравнивается фактичесная работа , снимае
мая с вала турбины, с той работой, :н:оторую можно бьшо бы 
снять при данном перепаде полных давлений в иенотором иде
альном термодинамическом процессе . Отношение этих работ назы
вается коэффициентом полезного действия ступени турбины : 

L 1j = Lпд • 
Очевидно , что Lид > L и 1J < 1 . Величина отведённой от 

потока работы L может быть определена из уравнения тепло-
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содержания 
L = с� ( Т он - Т се) 

или из уравнения Эйлера 
1 L = - (cluul - c2uul) .  
g 
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Применяя уравнение теплосодержания н выбранному идеаль
ному процессу, получим : 

и следовательно , 

или 

Lид = с� (Тон - Тое uд) , 

Т ое 1 - -
Топ 'YJ = ---=--'--

1 - Тое пд 
Тон 

1 - 0 0 
1 - О о ид • 

В начестве идеального принимают обычно изоэнтропичесний: 
процесс и ноэффициент полезного действия называют адиаба
тячееним 1) :  

L 
'Уjад = у;- . ад 

При втором способе оценни газодинамичесн:ого совершенства 
ступени турбины сравнивается фактичесное поJпюе давление за  
турбиной Р о с  с тем полным давлением Р ос из , нотарое получилось бы 
в изоэнтропичесиом процессе при одинаиовых мощностях на валу 
турбины , т . о. при одинановых значениях температуры тормо
жения за турбиной Тое и начальных параметров Рон и Тон� 
Отношение 

Рос 
Рос Рон ::to -- = mст = -- = --

р Ос  и з  Рос и з  7t o из 

Рон 

назовём ноэффициентом изоэнтропичности ступени турбины . 

1) Иногда этот коэффициент полезного действия навывюот относи
те.1ьным внутренним . 
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Перейдём н рассмотрению адиабатичес:кого ноэффициента 

полезного действия . Rак было поназано в предыдущем параграфе, 
k- 1 - k 1 _ 

ер Т Он [ ( Рос ) k J _ k Т Lад - -=г- 1 - -- - k - 1 RT Он [ 1 - Т:0 ] • - Роп 
Laa Я lОн k= 1, 1  
�о г---�---г-�--�-+---г---4 

!,S 

о 0,1 O,J 0.4 o.s 0,8 0,7 
л.JI 

Фиг. 293 . Зависи;ность величины J;T
n д от стопони пониженю1 

Он 
полного давления для различных sна ченпй k = .!):_ . 

Cv 
или длл воздуха : 

Lад = 1 02, 5 Тон [1 - 7t8 • 2 8 6 J . 
!1\ривые зависимости величины 

k-1 L k - а д  
k - 1 ( 1 -- 7t o k ) = llToн 
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от степени пониженил полного давления в ступени турбины для 
различных значений k представлены на фиr .  293 . 

Подставляя значение адиабатической работы в выражение 
для коэффициента полезного действия, nолучим :  

1 _ То2 
То1 'Уjад = -------"':C.,I<:----1' 

1 ( Рос \ -,.-- Роп 1 
1 - бn 

k - 1  
1 - Jt� 

(46) 

откуда степень понюкl'нил температуры торможения в турбине 
равна : 

1< - 1  
00 = 1 - 'Уjад ( 1 - 'lto---т ) .  (47) 

Последняя зависимость для воздуха (k = 1 , 4) представлена 

Фиг. 294 . Зависимость степени пониженин температуры торможения б0  от 
Gтепени пониженин полного давления 1t0 в ступени турбины для различ

ных значений адиабатического коэффициента полезного действия "'Jaд· 

графически на фиг . 294 . При 'Уjад = 1 получаем обычную про
порцию идеальной адиабаты 

k-1 
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Пользуясь уравнением действительного процссса в ступени тур
бины 

k (�) -- с то2 ) k-1 - тет , Рон Т01 
приходим R следующему выражению : 

1 - 60 'У/ад = -----;h,-'_'-1,--

или k- 1 
1t

-l-, 
о k-1 1 li-1 1-c::J" 

где 

В предыдущем параграфе выведено равенство 

Po2w 
mн = __ "-.P.::.:O lc.:.oШ:._Ii,--

f То2ш)h-1  
\_ Т01ш 

В случае цилиндрического рабочего IIOJieca имеем : 

Po?w mн = -- = сrн . Po 1w  

(48) 

(49) 

Зависимости адиа батического коэффициента полезного дей
ствин от степени пониженин температуры торможенин и степени 
пониженин полного давJJения для различных значений ноэффи
циента изоэнтропичности представлены на фиг . 295 и 296 .  

При малых значениях ео (или 7t0) ,  т .  е .  при больших пере
падах давленин в турбине, гидравличесние потери относительно 
слабее сназываютсн на величипе 'У/ад • чем при малых перепадах 
давленин . 

Так же нак и в случае компрессора , можно ввести в рас
смотрение коэффициент полезного действин рабочего колеса 
турбины, н:оторый численно равен ноэффициенту полезного дей
ствин ступени при отсутствии потерь в напраВJшющих аппа
рuтах .  



{/.! !l2 (!,J fl!;. (J.f 0,6 {/,7 0,8 fl.J !,0 
llo 

Фиг. 295 . Зависимость адиабатического коэффициента по
лРзного действия элементарной ступени турбины от степени 
попижевин температуры торможения для различных зна-

чений коэффициента ивоэнтропичности. 

�111 1, 0  
0,9 
о. в 

0. 7  
O.G 
D,.f 
0, 1/  
0. 3  
0. 2  
0,1  

!,li 2/1 3.0 f/.,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0 
' �  � 

Фиг. 296 . Зависимость ' адиабатического коэффициента 
полезного действюi элементарной ступени турбины от 
степени пониженил полного давления при различных 

значениях коэффициента ивоэнтропичности. 

eQJ 

� 

� 
� 
� 
CD 1=1 
1?;1 !';:: 
1?;1 ::z: >-3 > 
'1:j ::z: о iS! 
о 
>-3 '< 1:1 
1?;1 ::z: :s: 
>-3 '< '1:j 
IJj :s: ::z: g: 

1:.11 1\:) 1:.11 
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Понижение полного давления в колесе 

Poz Рос Ро2 Рон тсо 1tон =- =-- · -- · -- = - • 
Ро1 Рон Рос Ро1 а1 о 2 

следовательно, 

1Jад.  н = k-1 • 
1 - 1to� 

Сравнивая выражения (46) и (50) , получаем : 

'11ад .  н 

'11ад . ст 

k-1 

k- 1 ' 

(50) 

т . е . , как и следовало ожидать , ноэффициент полезного действия 
нолеса больше коэффициента полезного действия ступени .  

Исходя и з  равенства степеней пониженил температуры тор
можения в рабочем колесе и в целой ступени, можно с помощью 
привой зависимости степени пониженил температуры торможения 
от степени пониженил полного давления и адиабатичесного 
1-юэффициента полезного действия (фиг .  294) определить коэф
фициент полезного действия рабочего нолеса по значениям 1t0 , 
1/ад . а1 и а2 или коэффициент полезного действия ступени по 
1tон . 1/ад .  R •  а1 И а2 . 

В предыдущем параграфе мы уже останавливались на опре
делении величины а по затr;анным значениям ноэффициента 
потерь � и коэффициента скорости Л (фиг. 292) . Однако в ирак
тине турбиностроения обычно потери учитываются с помощью 
сноростных коэффициентов направляющих аппаратов (ер) и ра
бочих нолёс ( ф) . 

Иаждый из этих коэффициентов определяется н а к  соответ
ствующее отношение действительной снарасти истечения из ре
шётни к спорости изоэнтропического истечения : 

л 
ср =-ЛИД • 

В § 1 главы VII было получено соотношение между коэффи
циентом полного давления а и сноростным ноэффициентом 

k 
(1 - k- 1 . �)k-1 k + 1 rp2 а -- 1 - k - 1 , 1  , 

k + 1 " " 
представлепное на графике фиг. 125 .  
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Работа,  отводимая рабочим нолесом от газового потона , по
лучается Rai{ за счёт уменьшения давления, так и за счёт· 
уменьшения нинетической энергии потока газа : 

1 ' d 2 2 L - Р + c1- r2 L - . Т � - тр • 

2 
(5 1} 

Степень реактивности колеса турбины Ри харантеризует долю· 
работы проталкивания в общей суммарной работе L, отводимой. 
колесом от потона : 

1 
\ dp 2 1 

Рн = -L
- .  

Предполагая, что действительный процесс может быть опи
сан иеноторой политропой � = const 1) , получим следующее выра-

1 
жение для степени реактивности через начальное и нонечное-
давJiения в колесе : 

1 . d \ _!!_ nи-1 
R = � = � RT [ 1 - (p1 \n;-p L пи - 1 1 Р2 ) ] l . (52� 

Пользуясь понятием степени реантивности , можно ура внение
Бернулли записать в с.тrедующем виде : 

2 2 I 1 _  + с1-с 2 _ �тр - Рн '2gL L ' 

откуда имеем следующее выражение степени реантивности чере3' 
снорости абсолютного движения : 

2 2 L с 2 - с 1 тр 
Рн = :c.gL + 1 + т · 

В да льнейшем будем рассматривать тольно идеаJ1ьную степень. 
реактивности , т .  е. степень реантивности, вычисляемую в пред
положении изоэнтропичностп течения . В этом случае 

и 

k-1 
Рн = k \ вт1 [ 1 - ( �: )-��.- ] ·  � 

2 2 2 2 = 1 + c2-cl = f - cl- cz . 
Рн LgL i!.gL 

1) Здесь величина показателя политропы n отлична от показателЯI 
политропы n0 для заторможённых параметров газового потока.  
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Здесь снорость с2 отJшчаетсл от истинной снарас ти  за  ноле

·сом, та н нан соответствует не действительному , а идеальному 
процессу . 

Используя равенство (30) , можно степень реактивности выра
зить через коэффициент абсолютной с норости и степень пони· 
.женил температуры торможения 

' 2 ' 2 То2 11.1 - 11.2 -1 Tol 
Рн = - k + 1 ( 

1
_ Т 02 ) 

k - 1 Toi 
(53) 

Из последнего выражения получаем зависимость степени пони
·женпл температуры торможения от степени реантивности:  

Т02 (k + 1 ) ( 1 - рн) - (k - 1 ) Л� 

Т01 = (k + 1 ) ( 1 - рн) - (k - 1 ) Ч ' (54) 

Если степень реантивности равна нулю, то значение с тати
·чесного давления при входе и выходе из ноле са равно : 

Р1 = Р2, 
·т . е .  вел работа газа в рабочем нолесе совершается тольно за  
счёт уменьшения его  нинетичесной энергии . Такое рабочее нолесо 
называют активным рабочим IIOJ1ecoм . 

Иолесо , в но1 ором степень реантивности отлична от нуля, 
называют реантивным. При значении степени реантивности, 
равной единице, имеем : 

т . е .  в этом случае работа газа в рабочем но лесе  совершается 
тольно за  счёт уменьшения давления . 

При отрицатеJ1ьном значении степени реантивности давление 
за нолесом турбины больше, чем перед нолесом : 

Р2 > Р1 · 
В случае, ес ли меридиональные составляющие снарасти перед 
и з а  нолесом равны, имеем : 

(55) 

Если течение газа в нолесе лвллетсл циJIИндричесним (r1 = r2) , 
то выражение для степени реантивности нолеса упрощается : 

р = 1 - Ctu + c2u = 1 _  С1и _ _!_ Llcu 
н 2и и 2 и ' (56) 

Перейдём теперь н способу оценни совершенства турбин 
:В ноторых не используется энергия выходлще•·о потопа . 
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Пусть , например, для ступени таной турбины, состоящей из входного направляющего аппарата , рабочего колеса и спрямляющего аппарата , заданы коэффициенты, характеризующие потери в соответственных её элементах : а1 , тн и а2 , и пусть известен в:оэффициент скорости на срезе турбины - Л0 • Из уравнения теплосодержания 

где 
k- 1  

Т о е  ( Рос \ -k- 1 . т- = р) k=Т •  Он Он -��.-тет 
тав:им образом,  имеем : 

здесь 

k [ ( Рос  \ 
k� 1 

1 ] L = k - 1 R Тон 1 - Рон ) k-1 ; 
mcтk 

Ре Рос= k • ( 1 _ k - 1 л2) k-1 
k + 1  с 

(57) 

За сuрямляющим аппаратом находится срез турбины, поэтому при дозвуковом истечении из спрямляющего аппарата статич�сное давление равно давлению онружающего пространства Ра, отсюда 

и, следоватеJ1ьно, 

Ра Рос = ----=-=----:-k
-( k- 1 , 2) /t-1 

1 --- {l.c 
' k т- 1  

k - 1  
L = -k- RT [ 1 - ( l!!L , -к 

k - 1  Ol Роп )  
1 ] (58) 

Работа одного в:илограмма газа в этих усЛовиях может быть увеличена, . если осуществить дальнейшее торможение потона после спрямляющего аппарата путём постановки, например, специального безлопаточного нольдевого диф�узора . 
3 4  Г. Н. Абрамович 
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'Увеличение работы достигается , конечно,  только в том слу

чае, если потери в этом диффузоре не слишн:ом велин:и . При 
:наличии чрезмерно больших потерь в диффузоре возмощно даже 
уменьшение работы . 

Пусть диффузор осуществляет торможение потока от значе
ния н:оэффициента Ас до векоторого значения Ад < Ас и н:оэффи
циент полного давления при этом составляет ад . Статичесное 
давление на срезе диффузора равно Ра• и выражение для работы 
ступени при наличии диффузора - Lд примет следующий вид: 

k- 1 
L, � 

k
' 1 R Tou (1 -С::. )

-
k
-

1 l k- 1 k- 1 J . - - k- 1 • т k а k ( 1 --- ЛД )  
ст д k +  1 

(59) 

Сравнивая работы при наличии диффузора (Lд) и без 
него (L) ,  замечаем, что установка диффузора только тогда даёт 
увеличение работы ,  если н:оэффициент давления в нём удовле
творяет условию 

k 
( k- 1  2 )k- 1 1--- Лс k+ l ад > 

k- 1 2 1 - k + 1  
Ад 

При полном торможении (Ад � О) это условие принимает 
следующий вид : 

Если 
k 

( k- 1 2 )k-1 
1 - k + 1  

А
с 

ад < k - 1 2 ' 
1 --- Лд 

' k т- 1  

то :нет смысла применять диффузор, так как он приводит 
н: уменьшению работы ступени . 

Заменяя ад н:оэффициентом сопротивления диффузора С 
(см . § 5) , можем условие эффен:тивности диффузора переписать 
в следующем виде : 

[ 

1- k- 1 /..� ] 
k + 1 1 k l- 1  

Lд < k\2 1 - k • 
с С 1 _  k - 1 л2)k-Т С 1_ k- 1 л 2)h- t k+ 1 с k + 1 д 
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В случае полного торможения потона в диффузоре (Ад � О) имеем: 

/!. ( k - 1 2 \ k- 1  
k + 1 1 - 1 - k _[_ 1 Ас ) 

Сд <. н� _1_ ( k - 1  2 )/1.- 1 1 ---- Лс 
. k +  1 

Кривые зависимости мансимального допустимого значения �д для 
воздуха (k = 1 ,4) от ноэффициента с:в.орости за спрямляющим 
аппаратом Ас для разных значений ноэффnциентов снорости при 
выходе из диффузора представлены на фиг. 297 . 

с� 
2,0 .,_ ____ ,_---,,----т---т---.----. 

Фиг. 297 . Зависимость максимально допускаемого 
значения коэффициента сопротивления диффузора от 
коэффициента сК�JЮсти за спрямляющим аппаратом 
элементарной турбины для различных значений коэф-
фициента скорости на выходе ив дифувора - Л11•  

Мансимально возможная работа получается при изоэнтропиче
сном процессе в турбине и полном торможении потона в диффузоре. 

Полагая в (59) т =  ад = 1 и Ад � О, получим следующее вы
ражение для мансимально возможной работы при заданных 
параметрах заторможённого потона на входе в ступень Ран.  Тон, 
заданной величине статичесного давления Ра и температуре Т а 
в пространстве, онружающем турбину : 

/1. - 1  
Lmax = -k R Toн [ t - (_!.!_)fi] = -k RToн ( t - �) · (60) k- 1 Рои k- 1 Тон 

34.* 
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Долю, составляемую максимальной работой от полной энер

гии потока на входе в турбину, назовём коэффициентом воз
можного использования энергии потока 

k-1 

К =  Lmax = 1 - (�)
-k-= 1 -� = ср (Тон-Та) 

Ср Рон Т Оп СрТ Оп А Тон 
Здесь Т а - термодинамическая температура потока на срезе тур
бины . Величину еР ( Тон - Та) называют обычно располагаемым 
теплоперепадом. Поэтому коэффициент К можно назвать отно
сительным располагаемым теплоперепадом . 

Таким образом, коэффициент возможного использования 
энергии ,  или относительный · располагаемый теплоперепад, зави
сит только от заданных параметров потока при входе в тур
бину и параметров газа в среде , куда будет выходить поток 
из турбины, и не может служить характеристиной стелен• 
совершенства турбины . . 

Для определения степени соверщенства ступени турбины при 
работе её в качестве привода (без использования энергии потока 
газа на выходе) вводится коэффициент мощности, под которым 
понимается отношение фактической работы L, передаваемой на 
вал турбины, к максимальному значению работы Lmax · 

Согласно определению имеем : 
k- 1 

1 - c�)-
k _.,...--,,.---1 __ 

Рон k- 1 ( k 1 ) 
m-k- 1 - -=- л� L ст k + 1  "IJnp = -L-- = ----------,k,-_..:;1,---..:...._-�-

max 
1 _ ( _!2__)

_k_ 

Роп 

или при наличии диффузора на выходе из турбины : ' 

k- 1 

1 - (�)
-k ���1 ____ _ 

Рон k- 1  k-1 k 1 

(61 ) 

Lд 
"IJnp = -- = 

Lmax 

т -т- a-k- с 1 --=- л� \ ст д k т 1 } . (62) k-1 

t - (�)
-k 

Роп 

Сравнивал последнее выражение с формулой (49) , замечаем, 
что коэффициент мощности численно равен адиабат�ческому 
коэффициенту полезного действия такой ступени турбины , у кото-
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рой степень уменьшения полного давления равна отношению 
статического давления на выходе к полному давлению на в ходе, 
а коэффициент изоэнтропичности равен : 

k ( k - 1 , 2 ) k-1 теф = т стад 1 - k + 1 Ад • 
Используя это свойство, можно с помощью уже ранее приведён
ноrо графика фиг . 296 определить значение коэффициента мощ
ности . 

Работа на валу турбины, а следовательно, и коэффициент 
мощности зависят от работы сил трения и потери кинетической 
энергии выходящей струи . Это легко видеть , если написать 
уравнение Бернулли для абсолютного движения 

н 2 2 L \ dp СИ Сд = J 1 + 2g 
- 'Ij - Lтp · 

;ц 

Определим адиабатический коэффициент полезного действия сту
пени турбины, включая в понятие ступени и выходной диффузор : 

k-1 
1 _( Род )т ---=-1 -,...-

Рон k- 1  mh ст. д 
1Jад = --------k;--1,.-1 _( Род ) ;: 

Рои 

(63) 

Здесь Род - полное давление в:а срезе турбины, тет. д - коэффи
циент изоэнтропичности ; он отыскивается по формуле 

тет. д = а1а2тнад . 
Сравнивая выражения (62) и (63) и учитывая равенство 

получим: 

Ра Род = -----'---=-k - • ( 1 _ Тt_·-_1 л�) k-1 
k + 1  

k- 1 
1 -(�)-k- --�1--:---

Рон k - 1 z 1 - k + 1 Лд 
1Jпр = -------�k�-.:.,1.l....::___ , 1jв д• 

1 -(�)-k 
Рои 

(€4) 
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Первый сомножитель учитывает потери, связанные с выход

ной скоростью, а второй характеризует степень газодинамиче
ского совершенства ступени. 

Если происходит почти полное торможение потока , т .  е .  
скорость при выходе из турбины может быть припята равной 
нулю (Лд � 0) , то потерь , связанных с выходной скоростью, 
нет ,  и, как следует из (64) ,  

1)пр = 1Jад · 
В случае изоэнтропического процесса в турбине 

1)ад = 1 ; 
т Jгда коэффициент мощности зависит только от выходных потерь : 

1Jпр = k 1 
( Ра )Т 1 - -

Рон 

§ 7 .  Элементарная ступень компрессора 

При рассмотрении элементарной ступени компрессора разли
чают две основные задачи : 

а) проектирование элементарной ступени по заданным вели
чинам степени повышения полного давления, объёмного расхода 
газа и адиабатического коэффициента полезного действия ; 

б) получение характеристики данной эле.ментарной ступени , 
т .  е .  нахождение зависимости степени повышения полного давле
ния и коэффициента полезного действия от объёмного расхода 
газа (или осевой скорости на входе в ступень) при фиксирован
ной величине окружной скорости . 

Проектирование элементарной ступени в свою очередь состоит 
из двух частей : определения параметров газового потона в меж
венцовых зазорах ступени (в абсолютном и относительном дви
жениях) и профилирования меридионального сечевил проточной 
части с тупени и лапатон элемеfiтарных венцов направляющих 
аппаратов и колеса . 

Остановимся сначала на определении параметров потока 
в межвенцовых зазорах ступени .  Вопросы профилирования эле
ментарных венцов будут расемотрепы ниже (§ 9) в общем в иде, 
безотносительно к тому, принадлежат ли элементарные венцы 
ступени компрессора или турбины . 

Обычно при проектировании элементарной ступени компрес
сора заданными величинами являются : степень повышения пол-
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ного давления 1t0 , с:корость при входе n ступень сн , имеющая 
всегда меридиональное направление , и угол между направлением 
.этой с:корости и осью номпрессора t/Jн , адиабатичес:кий :коэффи
циент полезного действия ступени,  о:кружнал с:корость входных 
:кромо:к лопато:к элементарного рабочего нолеса и1 и температура 
торможения при входе в ступень , :которая в силу адиабатич
ности процесса равна температуре торможения перед нолесом 
(Тон = Т0 1 ) .  Та:к :ка:к задачей номпрессора является повышение 
не толь:ко поJшого, но и статичеснога давления в газовом пото:ке, 
то должна быть задана та:кже либо необходимая степень поnы-

Ре б тенил статичеснога давления 1t = - , Jtи о ве.личина с:корости 
Рн 

на выходе из ступени се ; при этом предполагается, что с:корость 
на вы ходе Се имеет меридиональное направление и задан угол t/Je 
между вентором Се и осью :компрессора . 

Та:ким образом, при прое:ктировании элементарной ступени 
:компрессора заданными явлюотел параметры пото:ка перед венцом 
входного направляющего аппарата и за венцом выходно го направ
ляющего аппарата ; определению и выбору подлежат толь:ко 
параметры потона в межвенцовых зазорах ступени ,  т . е . на входе 
и выходе из элементарного рабочего :кoJteca .  

В этих двух сечениях четыре основных газодинамичес:ких 
параметра 

Лlu • Лlm • A2u и Л2m• 
- - f AF2n ()Тноmение элементарных площадеи нормальных сечении n = t:.F 1n 

и степень изме�ения радиуса струй:ки � связаны между собой ri 
двумя уравнениями :  общим уравнением за:крутни потона (28) 
и безразмерным уравнением неразрывности . 

Уравнение занрут:ки (28) в случае ступени :компрессора удобно 
.записать в следующем виде : 

для воздуха (k = 1 , 4) имеом : 
3 (?'02_ 1 )  

�л2 = То 1 + r1 и uf 1 / То2 1 /То2 
Jl То1 Jl То1 

(65) 

(66) 

Степень повышения температуры торможения , входящая в ypantreHII(} занрут:ки, определяется согласно формуле (36) по степени 
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повышения полного давления в ступени 7С0 и заданному значению 
адиабатического коэффициента полезного действия: 

k-1 
то2 = 1 + 'ltT - 1 
То1 1Jад 

График этой функции был представлен на фиг .  290 . 
Пользуясь последним выражением , можно представить за

крутну нан явную фуннцию задаваемых при расчёте величин 7Сс.> 

r2 л [ (k + 1)CT - 1) л ] V1i; -,:;_ 2u = 2 (k - 1) 1Jaдuf + lu v k-;: 1 
1Jaд + 7to - 1  

В случае меридионального входа (Л1u = О) выражение упро
щается : 

ИЛИ 

с k-1 \ 
r2 Л - k + 1 'lt� - 1 ) � 2u - 2 (k- 1)  v k- 1  ) ' 

иf 2 ( -k-"aд + 1Jaд - 7to - 1 с То2 1) r2 л - k -+- 1 т;;;-� 2u - 2 (k- 1 )  VT 2 • 
иТ _о_ 

То! 

В случае меридионального выхода потоiщ (Л2u = О) 
для необходимой предварительной заирутки потока 
мает , как это видно из (65) , вид 

или соответственно 
k-1 

k + 1 'lto k - 1  
Лlu = - 2 (k- 1)  1Jaдuf 

(67) 

(68) 

выражение 
лlu прини-

(69) 

(70) 

Безразмерному уравнению неразрывности можно придать сле
дующую форму: 

(71 ) 
здесь 
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есть отношение сечений элементарной струйки,  нормальных 
к соответствующим наnравлениям меридиональных скоростей,. 
а величина 

учитывает изменение параметров газа в колесе . 
Степень nовышения nолного давления в рабочем колесе 'ltoн , 

входящая в уравнение неразрывности , оnределяется изменением 
nолного давления в неnодвижных аnпаратах 

т: о 
'1toн = o-la2 

или адиабатическим коэффициентом nолезного действия рабочего 
колеса 

k 
'1tQн = [ 1Jад. н (�:: - 1 ) + 1 J k-i ( 72) 

На фиг. 298 nриведён всnомогательный график для оnреде
ления функции х. .  

Безразмерный расход н а  входе в колесо q (),1) sin cz 1  может 
быть оnределён по заданной скорости входа nотока в стуnень Сп � 

(' ) . (' . дFш q "н = alq лl) SШ czl !:!.F ' нп 
где а1 - коэффициент nолного давления во входном наnравляю
щем аnпарате , !:J.F нп -· nлощадь сечения на входе в стуnень , 
перnендикулярного входной снорости . 

Нак уже указывалось в § 3 ,  аналитическое решение уравне
ния (71 ) относительно коэффициента меридиональной скорости Лm 
затруднительно , nоэтому nрименяется графический метод решения 
с nомощью кривых nостоянного значения q а. =  q (Л) sin cz (фиг . 23 7) . 

Нак видим, задание степени nовышения nолного давленияr 
- адиабатичесного коэффициента nолезного действюi .  входной мери
диональной скорости и окружной скорости на входе в рабочее 
колесо не оnределяет единственным образом nараметры nотока 
в меашенцовых зазорах элементарной стуnени компрессора .  
Изменение зав:рутни потока н а  входе в рабочее колесо и отно-
шения � nриводит согласно уравнению (65) к изменению заирутки rl 
nотона на выходе из колеса . Изменение же nлощадей nроходных 
сечений на входе и выходе из элементарных венцов с1уnени 
nриводит согласно уравнению неразрывности ( 7 1 )  к изменению 
меридиональной составляющей скорости, а следовательно и nолной 
скорости . 



538 ЭЛЕМЕНТЫ ГАЗОВОЙ ДИНАМИНИ НОМПРЕССОРОВ И ТУРБИН [гл . IX 
Таним образом, можно построить большое ноличество тре

угольнинов снорости , ноторые удовлетворяют заданным выше 
параметрам ступени . Наложение ограничений прочностного и нон
струтiтивноrо харантера (ограничение мансимальвой величины 
� при заданном значении и1 , ограничение в изменении площади 
Гt 
проходиого сечения дF т отсутствие входного или выходного 

х� Уд о ц·�------+-------+--

z,o 
8 r.o Фиг. 29 . Зависимость величины х = , ; - от степени по-

" бо 
выmепия полного давления для различных зпачений адиа-

батического коэффициента полезного действия. 

направляющих аппаратов) уменьшает первоначальное многообра
.:зие возможных решений . Однав:о учёт этих ограничений обычно 
ещё не делает однозначным выбор параметров потона в межвен
цовых зазорах ступени . 

Для иллюстрации этого на фиг .  299 представлены значения 
основных параметров для различных треугольнинов снарасти 
в ступени, рассчитанные на одно и то же задание 

'1t0 = 1 , 3 , Сн = Са = 125 .мfce r;, ,  

U1 = 250 .мfc er;,, Т0 = 288° 
при следующих ограничениях : 

� =--= 1 дF 6F fjp r1 ' ln = 2n = з п •  



Jшrpgmкa 11pomu!J !JpoщeнuR Jшrpgmкa no !Jращению 

-щ -o.s -0.4 -tlJ -o.z -17,1 о 0.1 o,z D,3 О/1 �s 45 а7 о.в 
Л т Лtu 

Фиг. 299 . Зависимость значений основных параметров цилипдри•rес1юй элементарной ступепи :компрессора 
от за:крут:ки потона на входе в колесо при 1Ja��: = 1 , 0 ,  7to = 1 ,3 , Сан = 1 25 .мjcer; , и = 250 .мjcer> , Тон = 288' .  

"_ 
....:t 

<:0 � 
t>;j ls:: 
t>;j JI: 
t-3 > 'tj JI: > j:Q 
о 
� :::1 
t>;j JI: 
l:r' ..... ... 
о ls: :::1 'tj t>;j о о о 'tj > 
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ф 



540 ЭЛЕМЕНТЫ Г АЗО В ОЙ ДИНАМИНИ RОМПРЕСС ОРОВ И ТУРБ ИН [ГЛ. IX 
т .  е .  при цилиндричесном течении в ступени. В этом случае все 
возмож:в:ые ступен:и имеют одно и то же изменение окружной 
составляющей снорости в нолесе 

�� = �wu = L = 0,47. 
Для простоты расчётов принято "/)ад = 1 .  
Соответствующие треугольнини снарасти (фиг. 300) различаются 

значениями закрутки потока на входе в рабочее нолесо . Случай 
осевого входа , т . е .  нулевой предварительной занрутки потш;а , 
представлен на фиг . 300,  а .  При занрутне против вращения увели
чивается относительная снорость на входе в нолесо w1 и уменьшаются 
угол поворота потока в колесе и абсолютная скорость перед 
выходным направляющим аппаратом с2 • При этом происходит 
увеличение угла а2 ,  что приводит н уменьшению поворота потона 
в выходном направляющем аппарате (при отсутствии занрутки 
на выходе из ступени) . При иенотором значении отрицательной 
закрутки потона во входном направляющем аппарате угол а2 
за нолесом становится прямым (фиг . 300 , б) ; в этом случае сту
пень должна состоять тольно из входного направляющего аппарата 
и рабочего нолеса .  При достаточно большой отрицательной за
нрутке ПЕl})ед нолесом в случае сверхзвуковой. относительной 
снорости в нолесе необходимое изменение онружной составляю
щей снорости потона может получиться только за счёт перехода 
от сверхавуновой относительной скорости н дозвуковой, т. е . 
за счёт сначка уплотнения без поворота потона в относительном 
движении (фиг . 300, в) . При дальнейшем увеличении закрутки 
появляется даже необходимость в повороте относительного потона 
в рабочем нолесе против вращения (фиг . 300, г) , т. е. угол 
поворота в нолесе становится отрицательным : 

�2 - �1 = �� < о . 
Поворот потока во входном направляющем аппарате по враще

нию (фиг. 300, д) приводит к уменьшению относительной скорости 
на входе в нолесо при одновременном увеличении с2 и умень
шении у гла а2 ,  что в свою очередь ведёт н увеличению необ
ходимого поворота потона в выходном направляющем аппарате . 
При иенотором значении положительной закрутки потона коэф
фициент относительной снарасти достигает минимального значения ; 
дальнейшее увеличение закрутки потока уже приводит R увеличе
нию ноэффициента относительной снорости на входе (фиг. 300, е) . 
Следует отметить, что уменьшение относительной скорости на 
входе сопровождается увеличением относительвой скорости на вы
ходе из нолеса . При иенотором значении занрутни эти снорости 
становятся одинановыми : 
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т .  е .  ступень имеет активное рабочее колесо (фиг. 300, ж) . При 
дальнейшем увеличении положительной закрутки течение в рабо
чем колесе становится конфузорным : 

w2 > wl .  

Вычисляя степень реактивности рабочего колеса в рассмот
ренных выше ступенях :  2 2 2 2 = 1 - С2 - с1 = 1 _  с2 - с1 

Рк 2gL 2u�cu ' 

3амечаем, что при увеличении поворота потока во входном 
направляющем аппарате в сторону, противоположную вращению 
нолеса ,  степень реактивности увеличив ется, достигая при осевом 
входе величины Рк = 0 , 86 .  

При зан:рутке потона перед рабочим нолесом по вращению 
степень реактивности уменьшается ,  достигая ну левого значения 
при антивном рабочем колесе (фиг. 300, ж) . Дальнейшее увели
чение положительной закрутни потока приводит н отрицатель
ному значению степени реактивности , что соответствует, нак уже 
уназывалось , падению статичеснога давления в колесе . 

Рассмотренный выше пример относится только к частному 
случаю цилиндрической элементарной ступени . 

В общем случае элементарной ступени многообразие пригод
ных треугольнинов скорости увеличивается за счёт возможности 
изменения величин 

� И j _ �F2n 
r1 п - �Fm . 

Определив значения параметров потока в межвенцовых зазорах 
ступени, можно перейти к профилированию элементарных решётон 
направляющих аппаратов и рабочего колеса , выполняя эту 
<3адачу так, чтобы обеспечить получение нужных значений пара
метров . 

Если бы мы имели дело с изоэнтропическими течениями 
rаза ,  т. е .  с отсутствием потерь ,  то все треугольн.ики скорости, 
удовлетворяющие уравнениям закрутни и неразрывности, были 
бы совершенно равноценны . 

Задача профилирования в этом случае состояла бы только 
в том ,  чтобы обеспечить необходимое направление потока, что , 
нак известно, при достаточно большой густоте кольцевой решётки 
может быть всегда получено . Однако действительное течение 
в ступени компрессора сопряжено с наличием потерь, т. е .  
н е  является изоэнтропическим. Величиnа потерь зависит о т  зна
чения числа М набегающеrо на венец потока и степени диффузор
ности венца . 

Из всего многообразия возможных параметров потока в меж
�енцовых зазорах элементарной ступени, определяемых по задан� 
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ЛоНорот потока по Врощенu/(/ НоВорот потока поВрощенu/(/ Л1штtn 

Oj 

ftt•IU5-.JU' 
Фиг. 300. Различные планы СI<арости рабочего колеса элементарлой цилиндрической стуnели компрес-

сора при 'l]ад = 1 ,0 ,  1t0 = 1 , 3 ,  Саи = 125 .мjсе�>, и = 250 .мfсе�> , То 11 = 288�. 
а -осевой вход в рабочее колесо (c1u = 0) ; б - закрутка потока против вращения , осевой выход из ра
бочего колеса в абсолютном движепии (c2u = 0) ; в - закрутка лотока против вращении , прю.rолинейное 
движеnие относительного потока в рабочем колесе (�2 = �1 ) nри сверхзвуковой относительной скорости 
на входе (Л1w > 1) и дозвуковой па выходе; г- закрутка потока против вращения , угол nоворота по
тока в колесе �1 - �2 = L1� < О; д- закрутка nотока no вращению; е - закрутка nотока no вращению nри 
минимальном значении коэффициента отноеите:�ьпой скорости на входе в колесо; :ис- закрутка потока 

nротив вращения, активное рабочее колесо (Л 1w = Л2w ; �1 = 1t- �2) .  

W> 
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.вым величинам расхода и степени повышения температуры тормо
жения,  следует выбрать таную совонупность параметров, при 
которой суммарные потери в ступени минимальны, т. е. величина 
�диабатичесного ноэффициента полезного действия максимальна . 

Этой совонупности параметров потона в межвенцовых зазорах 
-соответствуют тан называемые оптимальные треугольнини сно
рости, для выбора ноторых нужно располагать обширными экс
·периментальными данными о потерях в элементарных неподвиж
ных и вращающихсл венцах различной нонфигурации .  

Однако и н е  располагал этими данными , можно высказать 
ряд общих соображений о выборе параметров потона в межвен
цовых зазорах элементарной ступени компрессора .  Так , например , 
_учитывая нонфузорный харантер течения во входном направлл
·ющем аппарате, можно в первом приближении иренебречь поте
рями в нём . 

Суммарные потери, связанные с диффузорностью потона 
.в колесе и спрямляющем аппарате, получаются наименьшими, 
-если общее увеличение статичеснаго давления распределено 
более ИJJИ менее равномерно между этими двумя венцами . Ниже 
·будет поназано, что , например , для случая цилиндричосной сту
nени при небольтих числах М набегающего на венцы потона 
максимальное значение коэффициента полезного действия ступени 
имеет место в том случае , когда работа проталнивания в рабочем 
нолесе равна работе проталнивания в венце выходного направля
ющего аппарата ; степень реантивности рабочего нолеса в этом 
случае равна половине : Ри = 0 ,5 . Следует, однано, отметить , что 
.применение половинной степени реантивности в рабочем нолесе 
.вовсе не обязательно в общем случае ступени номпрессора . 

Не всегда можно выполнить уназаввое выше требование об 
увеличении статичеснога давления нан в нолесе, таи и в аппа
рате . Например , если нужно получить мансимальную степень 
повышения полного давления, то при изоэнтропическом тече
нии в цилиндричесной ступени должна быть мансимальвой 
.и онружнал составляющая усилия, приложеиного н лопатне, 
ьоторая пропорциональна величине 

AЛwu = )..2wu - Alwu ·  
Из фиг. 237 видно, что мансимум величины дЛwu при финсиро
'Ванном значении безразмерного расхода в относительном движе
нии q .. w достигается при условии 

�2 = 7С - �1 • )..21!' = ).. lw ' 

Б цилиндричесной ступени это отвечает случаю антивного рабо
чего ноле са : 
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Для уменьшения диффузорных потерь в ступени нужно 

выбрать такие треугольники скорости ,  чтобы значения чисел M 1w 
(в относительном движении перед венцом рабочего нолеса) и М2 

(перед спрямляющим аппаратом) были возможно меньше . 
Если во всех характерных сечениях ступени (перед и за всеми 

венцами) значения сноnости (абсолютной для неподвижных 
венцов и относительной для вращающегося венца) не иревосхо
дят местной скорости звука , то таная ступень называется дозву
ковой . Несоблюдение этого условия хотя бы в одном характер
ном сечении является признаком сверхзвуковой ступени . Gледует 
подчеркнуть , что с этой точки зрения считается дозвуновоil 
и такая ступень, в межлопаточных пространствах которой 
имеются местные сверхзвуковые зоны , но в характерных сече
ниях снорости являются дозву ковыми . При выборе схемы сту
пени компрессора следует прежде всего выяснить возможность 
получения заданной степени повышения полного давления при 
заданных величинах окружной и осевой скоростей, в случае 
использования дозву ковой ступени .  

Если допустить наличие сверхзвуковых скоростей тольно в абсо
лютном движении за входным направляющим аппа ратом ( М с  > 1 )  
или сверхз вуковых относительных сноростей н а  выходе и з  рабо
чего колеса ( M2w > 1 ) ,  то при этом , судя по имеющимся энспе
рименталъным характеристикам сверхзву новых сопел, потери 
могут достигать такого же порядка , нак и н дозвуновой ступени . 

Обратимся н анализу возможных параметров ступен'и при 
соблюдении у словий 

Л1w< 1 , Л2 ..;;;: 1 . 
Следует отметить , что при наличии ограничения в величине 
..!:!. эти два требования являются противоречивыми . В самом r, 
деле , при большой онружной снорости дJш получения дозвуно
вой относительпои снорости Л1w < 1 требуется положительпал 
закрутна потока ( н  сторону вращения) . Для уменьшения же 
величины Л2 следует уменьшать коэффициент окружной соста
вляющей скорости Л2�." что согласно выражению (65) при отно
сительно большой степени повышения поJшого давления при
водит ·I< необходимости занручивать поток перед рабочим колесом 
против вращения последнего (i.. 1u < 0) . 

В § 2 была получена зависимость (3) между ноэффициентом 
занрутни Л1u , коэффициентом меридиональной составляющей 
абсолютной снорости Л1m и местной безразмерной окружной 
скоростью : 
Л�m + Л�u - (1 - �+ � Л�,.) 2и�Л1и + и:2 - Л:w( 1 +�+� и:2 ) = 0, (73) 

где Л�m + Л�и=Л� . 
35 Г. Н. Абрамс вич 
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Полагая в этом уравнении Л1w = 1 и считая для простоты, что 

во входном направляющем аппарате не изменяется величина 
:меридиональной составляющей скорости (Л1m = Л1н) ,  получим сле
дующее выражение для необходимого- коэффициента закрутки 
потока перед рабочим колесом : 

л 
2иr -. 11 л 2 2 (k - 1 ) *2 

t u = k + 1  ± r - н - (k + 1)2 ul . ( 74) 

Перейдё:м н рассмотрению параметров потока на выходе из 
нолеса . Согласно уравнению закрутки (28) имеем : 

То2 _ 1 
Л Л k + 1 Toi _l Аш 2u = 2 cos сх2 = 2 (k - 1) 

г -г у ' _!2_ иТ .. 1 То2 ..!2_ То2 
r1 V То1 r1 Tol 

или на основании (67) 
k-1 

r2 ' r2 \ [ k+ 1 1to/l. - 1  ] v� 
7; "2u = � л2 cos cx2 = 2 (k- 1 ) 11адиr + Лlu v k- 1 

11а ц + 1t: - 1  

В одной ступени компрессора можно получить любую наперёд 
заданную степень повышения полвого давления при дозвуковой 
скорости абсолютного потока на выходе из колеса (Л2 < 1) и при 

любом значении угла сх2 , если только величина С �: ) не имеет 
ограничения .  

Величину С ;: ) и� можно представить так: 

Большие значения � могут привести к неосущестnимым 
rl 

по соображениям прочности окружным скоростям рабочего ко-

леса. Rроме того , увеличение � приводит н увеличению пo
ri 

перечных размеров компрессора, что может оказаться нежела
тельным, особенно в транспортных установках. 

Если величина 2:!._ ограничена , то при условии Л2 < 1 полу-
rl 

чается ограниченной степень повышения температуры торможения 
(и степень повышения полного давления) . Это ограничение ещё 
усугубляется необходимостью положительной закрутки потока 
при входе в рабочее колесо. Разрешая уравнещш (65) относи-
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телъно { �:: , имеем : 

1 /Т02 _ k- 1  . !!._  *Л ± У Tot - k+ 1 rl ul 2u 1 /ck- 1)2 ri *2Л 2 2 (k- 1)  *Л ! У k+ 1  lf ut 2u - k + 1 ul 1u + • . 
(75} 

Полагая Л2 = 1 и подставляя наименьшее значение Л1u из 
формулы (74) , получаем следующее выражение для максималъ-

Фиг . 301 .  Зависимость максимальпого значения 
степени повышения полного давления в элемен
тарной дозвуковой ступени компрессора от без
равмерной окружной скорости па входе для раз
личных значений отношения r2jr1 при '!)ад = 0 ,9 .  

ного значения степени повышепил температуры торможения в 
дозвуковой ступени: с .  /То2) = �+ � ;2 u� cos a2 + V Т01 max 1 

�--�--�--------��--�----------1 1 1 k- 1 )2 ri *2 2 2 (k- 1)  * (Л ) 1 
+ У \ k+ 1  r� ul cos а.2 

k+ i  ul lu min + • 
При этом согласно (72) максимальное значение степени повы
шения полного давления в дозвуковой ступени равно:  

11. 

'ltomax = [ 1 + "1Jад(Тто2 - 1) ]11.-1 . 
01 max 

На фиг . 301 представлена зависимость величины 
безразмерной окружной скорости и� при Ан = 0,8, 
"'iад = 0,9 длц различных значений ..!..L ri 
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Не всегда возможно ограничиться исполь:юванием дозвуновой 

ступени . При больших меридиональных сноростях на входе 
в ступень и одновременно больших онружных сноростя;х: осуще
СТВJfение дозвуновой .снорости относительного движения перед 
�олесом весьма затруднительно ; стремление н увеличению сте
Ьени повышения полного давления в одной стуnени при финси-

рованных значениях и1 , � и сх2 танже приводит н необходи-. ri 
мости осуществления сверхавуновых сноростей в межвенцовых 
зазорах.  

Повышение тс 0  путём перехода от дозвуновой ступени н сверх
звуновой может быть достигнуто при одних и тех же значениях 

а1,  �: и сх2 за счёт применепил отрицательной занрутни вместо 
nоложительной , что даёт сверхавуновую снорост� относительного 
nотона на входе в рабочее нолесо (Л 1w > 1 ) или за счёт приме
непил сверхавуновой абсолютной снорости на выходе из рабочего 
нолеса Л2 > 1 при сохранении дозвуновой относительной сноро-
сти перед рабочим нолесом .  , 

Для значительного повышения тс0, особенно в случае одно
временного увеличения меридиональной снорости на входе в сту
nень, может оназаться необходимым переход н сверхавуновым 
сноростям одновременно на входе в рабочее нолесо и спрямляющий 
аnпарат (Л1w > 1 , Л2 > 1 ) .  

Нан следует и з  выражения (75) , работа , подводимая рабочим 
нолесом н газу ,  а следовательно, и степень повышения полного 
давления при финсированных значениях � и и� тем больше, ri 
�ем больше абсолютные значения ноэффициентов онружных состав
Ляющих снорости Л2u и Л1u ; nри этом предполагается , что за
нрутна на входе отрицательна и на выходе положительна . 
Выражение 

\ l fk + 1 \ 2  
лlu = У k- 1 - лн 

�ёт мансимальную занрутну потона перед нолесом в зависимости 
O'J' ноэффициента снорости перед ступенью при постоянной мери
диональной снорости в венце входного направляющего аппарата . 

Мансимальная занрутна потона на выходе из нолеса опреде
ляется мансимальвой сноростью газа 

Подr.тавляя мансимальные значения Л1u и Л2u в (75) , получим 
выражение для мансимального значения степени повышения 
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температуры торможения при заданных значениях и�, ..!:!.. и >-.t rl 

v . ;  k + i 2 
k- 1  ( rs ) 2 * 2  2 (k- 1 ) V k - 1 - Лн 

+ k+ 1  r;- ul + k + i  и� + 1 . 
В соответствии с этим максимальная степень повышения пол

-ного давления есть следующая функция адиабатического коэффи
циента полезного действия ступени : 

k 
1to max = { 1 + "qад [ (�::) rna x 

- 1 J } 11.-l • 
Полученвал максимальная степень повышения полного давле;. 

нил в элем�нтарной ступени компрессора является преувеличен� 
ной, так как основана на предположениях о равенстве бесконеч
'ности . чисел М на выходе из направляющего аппарата и рабочего 
колеса ( М1 = М2 = со ) и равенстве нулю угла входа потока в венец 
спрямляющего аппарата (а.2 = 0) . . 

В качестве примера на фиг . 302 представлены кривые повы
шевил полного давления 1to rnax в элементарной ступени в зави� 

симости от иt при а.2 = 45°, � = 1 , Лн = 0,6 , 7Jад = 0,9  и при уело� rl 
вии М1  = М2  в прерположении постоянства меридиональной со
ставляющей скорости во входном аппарате . Вычисления сделаны 
для трёх значений числа М1 = М2 = 4, 3, 2 .  

На эт9м же графиRе нанесены максимальные степени повыше
вил полного давления для дозвуковой ступени ( M 1w = М2 = 1 ) .  : 

l\ак видим, ограничение в величинах M1w и М2 приводит 
к существенному уменьшению значения 1t o rn ax · • 

Рассмотрим свойства элементарной ступени, состолщей из paJ.. 
бочего колеса и выходного (спрямляющего ) аппарата , т .  е . бе3 
закрутки потока перед рабочим колесом (Л1u = 0) . В этом случа0 
выражение (73) даёт : 

Л� + иf 2 
i+k - 1 *2 . 

k t- 1 ul 

Полагал Л1w = 1 ,  получаем следующее соотношение :иежду 
окружной и меридиональной скоростями, обеспечивающее дозву· 
новой вход в рабочее колесо : 

\ 2 + 2 *2 1 Ан k + 1 U t  = • 
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Фиг. 302. Зависимость максимального значения степени повышения 
полного давления в элементарной осевой ступени от безразмерной 

окружной скорости при 

� --· .  ' 0 6  0 9  � "к = • • 'IJaд = • rl 

дл11 различных значений числа М за входным наnравляющим аппаратом 
и перед спрямляющим аппаратом (М1 = М2) .  
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Общее уравнение закрутки (65) в случае меридионального 
входа (Л1u = О) имеет вид 

То2_ 1 
А k + 1 __ T.::..:OI_--== 2u - z (k- 1 ) r2 * V то2 . - u l -

r1 То1 
У читывая равенство 

найдём: 

или 

Таким образом, в случае меридионального входа в колесо 
закрутка потока Л2u зависит только от безразмерной окруж-u и2 нои скорости на выходе -- и не зависит ни от степени радиальаl иР 

� u ности - ,  ни от значения меридиональнои скорости на входе rl 
в ступень .  Поэтому максимальное значение степени повышения 
полного давления в ступени элементарного компрессора зависит 
только от числа м2, угла (12 и безразмерной окружной скорости и� .  
В самом деле , 

откуда 
'itQ ruax = 

( Т ) [ и A2u -. ( и� Чи ] 2 т:: ruax = а11:Р k + 1 + V 1 + а�ир (k + 1 )2 ' 
k- 1 k- 1 

11. { 1  [(k- 1 U2 ) Vck - 1)2 и � ) 2  2 1 ) 1 } J /1.-t = + k + 1 aiRP л2 COS C12 + k+ 1  а�ирл2 СОS Cl2 + - 'r/ад • 
Зависимость 'lto шах от ---.!:!:.J... при 'Уiад = 0 ,8 и а2 = 45° для значений а lИР 

чисел м2 = 1 ,  2, 3 ,  4 представлена на фиг. 303 .  
Легко видеть и з  (65) ,  что закрутку потока н а  выходе из нолеса 

в общем случае можно представить как сумму закрутни потона 
при меридиональном входе (Л2u)m и величины, пропорциональ
ной закрутке на входе : 

A2u = (Л2u)m + v Т • r2 02 
r; 7'ot 
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Если отсутствует за:нрутна потона на вы;ходе из нолеса (Л2u = 0) , 

то ступень состоит тольно из входного направляющего аппарата и рабочеr о :нолеса .  

v 

о 

о 

ll 

о 

3, о 

о 4 
�о о 

1 
1 '/ 1 

1 1 
/;' 

+�v / 
1/ J  

� / � е v __.. .,d ...-"""' 
� � ,---� 

-

O.Z fl,ft. 0.5 0.0 tO �3 !ft. 
Фиг. 303. Зависимость максимального значении сте
пени повышения полного давления в элементарной 
ступени компрессора от безразмерной окружной 
скорости на выходе из колеса при меридиональном 
входе потока в колесо для различных значений 

м 2 ,  при а2 = 45° и "1Jад= 0,9. 

Полагая в уравнении занрутни (65) Л2u = О, получаем следу
ющее выражение для занрутни потона перед входом в рабочее 
RQлeco : 

Л k + 1 (Tn2 t )  
lu = - 2 (k- 1) uf Т01 - ' 

При таной схеме ступени входной направляющий аппарат 
должен занручивать потон против вращения рабочего но:'lеса , 
что , нан известно , приводит н большим значениям числа M1w, 
соответствующим относительной снорости на входе в нолесо . 
Подводимая н газу работа при л2u = о определяется тольно за
нрутной потона на входе в стуnень {Л1u) и онружной споростью 
передних нромон рабочего нолеса uf и не зависит от параметров 
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потона на выходе из рабочего нолеса : 

То2 = 1 - Л 2 (k - 1 ) иТ 
То1 1U k + 1 • (76) 

Мансимальное значение степени повышения полного давления 
в таной ступени получается при мансимальвой занрут1<е потона .  
Последняя ж е  определяется величиной ноэффициента меридио
нальной снорости при входе в ступень Лн . Если на выходе из 
аппарата сохраняется то же значение меридиональной скорости 
Лн = Л1m, то максимальная начальная занрутна при мансимальной 
снарасти газа на выходе из направляющего аппарата есть 

, Vk + 1  \ 2 " 1 u max = k- 1 - лн . (77) 

Если ограничимся неноторым предельным значением ноэф
фициента снорости в направляющем аппарате Л 1 пр . то получим 
следующее выражение для мансимальвой закрутки потона : 

Лtu  max = J/ Лj пр - Л� . (78) 
В случае идеального цилиндричесного венца входного напра

вляющего аппарата уравнение неразрывности может быть записано 
в следующем виде : 

отнуда . -v l q ( Лн) J 2 cos а1 = V 1 - sш2 а1 = 1 - q (Л1) , 

л л v1 q2 (ЛII ) 
l u = J cos а1 = Лl - q2 (Лt) • ( 79) 

Рассматривая выражение (79) кан некоторую фуннцию от не
зависимой переменной Л1 при заданном значении q (Лн) и исполь
зуя выражение ( 106) главы V для q (Л1 ) , решаем задачу на ма
нсимум и находим значение Л1 ,  соответствующее мансимальной 
занрутне в направляющем аппарате (Л 1 umax ) : Vk+ 1 2 2 "-1 

л - -- - -- q 1< + 1  1 - k- 1  k- 1 н ' 
отнуда получается следующее выражение для мансимальной за
нрутни потона в цилиндричесном входном аппарате при заданном 
значении ноэффициента снорости на входе в ступень 1) :  

-vk + 1 -v 2 k-1 
A1u max = k- 1 1 - qп "+ 1 , (80) 

1) Эта величина может быть легко опре11:елена графически (по фиг . 237) 
путём нахождения точки пересечения с осью абсцисс (Ли) касательной к кри
вой q .. = const, nараллельной оси ординат .  
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где 

С помощью выражений (76) и (80) можно определить ма:нси
мальное значение степени повышения полного давления 1to шах 

в ступени с осевым выходом потона 
tComaz 

� г--------+--------� 

�и�-------+---

I,U и · 2.0 
1 

Фиг. 304. Зависимость степени по
вышения полного давления в эле
ментарной ступени компрессора с 
осевым выходом из колеса в абсо
лютном движении ( c2u = О) от без
размерной окружной скорости при 
постоянстве меридиональной со
ставляющей скорости во входном 
направляющем аппарате (сн = с1m) дл11 различных значений М t пр на 

выходе из аппарата. 

из рабочего нолеса . 
На фиг. 304 представлена за

висимость 1to ш а х  от безразмерной 
онружной снорости на входе в но
лесо иТ для различных значений 
:ноэффициента скорости М 1 пр при 
Л1m = Ли.  

На фиг . 305 приведена зависи
мость 1to ша х  (и!) для цилиндриче
сного входного аппарата при Л н =  О; 
0, 2 ;  0 ,4 ;  0 , 6 ;  0 ,8 .  В обоих уназан-

1Como:c 

�.r • 2,8 
и, 

Фиг. 305. Зависимость степени по
вышения полного давления в эле
ментарной ступени компрессора с 
осевым выходом из колеса в абсо
лютном движении (c2u = 0) и с ци
линдрическим входным направляю
щим аппаратом от безравмерной 
окружной скорости для различных 

значений Лн, при '1Jад = 0,9 .  

ных случаях происходит существенное уменьшение величины 
�to шах с увеличением ноэффициента скорости на входе в ступень Л8 ,  
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что объясняется уменьшением возможной закрутки в аппа� 
рате лlu· 

Раесмотрим более подробно элементарную ступень осевого 
компрессора в случае , когда средняя поверхность тона в ступени 
является круговым цилиндром, т .  е .  степень радиальности во всех 
венцах ступени равна единице . 

Пусть площади проходных сечений элементарных венцов под
бираются из условия постоянства осевой скорости в характерных 
сечениях. 

В несжимаемой жид1юсти, а также при маJ1ых скоростях 
в сжимаемом газе постоянство осевой скорости соблюдается при 
одинаковых проходных сечениях, но тогда в рассматриваемом 
типе ступени не только средняя, но и все поверхности тона 
являютел цилиндрическими . При постоянстве осевой скорости 
концы венторов в треугольнинах  скорости лежат на одной прямой, 
параллельной направлению окружной скорости , что существенно 
упрощает анализ работы такой ступени. 

Ограничимся сначала  случаем малых сноростей, при которых 
влиянием сжимаемости газа можно практически пренебречь . 
В § 4 было получено выражение для идеальной работы в этом 
случае : 

где величина 

Lид =
дРо

, "( 

Ь.ро = Рос - Рон 
может быть представлена тан: 

Ь.ро = Ро2 - Ро1 - (Рои - Ро1) - (Ро2 - Рос) , 
или 

Ь.р0 = !!рои - АРо1 - Ь.ро2 · 
Обозначал потери полного напора во входном и выходном аппа
ратах соответственно через 

получим : 

hl = Ь.ро1 = Рои - Ро1 •  
h2 = АРо2 = Ро2 - Рос , 

дрои - h1 - h2 
Lид = -..:....----

1 
Применяя уравнение Бернулли к относительному движению 

в рабочем колесе ,  имеем : 
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где hwи - потери полного давления в венце ноле са . Подставляя 
разность статичесних давлений 

_ 1w� r 2 h Р2 - Р1 - '2g - Zg w2 - wи 

в выражение для разности полных давлений в абсолютном движе
нии, будем иметь :  

11Ром = (Р2 + 2� с�) - (Р1 + 2� с�) = 2� [ (с� - с;) - (w� - w�) ] - hwlt, 

и таи нан по условию 

то можно написать :  

dрои = ig ( (c�u - С� и) - (W�u - wru) )  - hwи • 
Из плана сноростей но леса имеем : 

11cu = 11ши, 
С1и - W1u = и, 
C2u - W2u = и . 

Онончательно имеем : 

и следовательно,  

ИЛИ 

L д = __!__ 11с и -
hwн - .!!.l_ - !!:1._ 

и g и 1 1 1 

Lид = L - hwи -'!2_ - � 
1 1 1 ' 

т .  е .  идеальная работа Lид равна разности между фантичесни 
подведённой работой L и потерями в венцах элементарной сту
пени.  

Коэффициент полезного действия ступени выразител таи: 
hWR + hl + h2 1j = 1 - IL 

или 

(81 ) 
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Откидывая потери в аппаратах, получаем выражение для 

коэффициента полезного действия элементарного рабочего колеса 

и 

следовательно, 

hWR 'У/и = 1 - --'----
1. uLku g 

h t  + h2 'Yj = 'Yjи - • 
]_ идеи g 

Согласно (24) и (29) главы VI I I  имеем: 
ь "( 2 Сх - - Wт 

h = t {5 

следовательно, 

и так Rак 

!1'0 

wи 2 sin �т ' 
ь с  Awu = Wm т ; ( 1 + f1и ctg �m) , 

Wa Са Wm = -- = --sin �т sin �т ' 

hWR fLиCa 
"( = sin2 �т ( 1  + 1'-и ctg �m) · - uдwu g 

(82) 

Из рассмотрения плана сноростей для колеса (фиг . 306) 
следует : 

-2 
Са 

sin2 �m = - • -2 - дru)2 са + \  1 - c tu
-

т 

Пренебрегая ввиду малости величины f1 (обычно [.1 � 0, 05 --:-- 0 ,02) 
произведением f1 ctg �m по сравнению с единицей, получаем: 

hWR = �R [ё"� + с f -Ctu_Д�t)2 ] , ·  ]_ uдwu Са g 
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откуда 

(83) 

Если воспользоваться данными продувки решёток профилей 
для определения величины tJ-н в зависимости от параметров 
треугольника скорости колеса , то можно решить задачу о наи
выгоднейшем треугольнике скорости колеса ,  который при задан-

О 

flunpo#лeнue 
dрощенин 

li 

Фиг. 306. План скоростей колеса осевого компрессора . 

ных величинах дсu и ёа даст наибольшее значение коэффици
ента полезного дейетвия, а следовательно ,  и относительного 
напора : 

Н =  1/ндси . 
Примем в первом приближении !1н = const и для опреденлеия 
оптимального значения безразмерной закрутки потока ё1и при
равняем нулю производн:ую: 

откуда получим : - дёu 
C tu опт = 1 - Т ·  

Величина дсu обычно не превышает значений 0 ,3 - 0,4, по
этому выгодна закрутка по вращению колеса (c tu опт > 0) . 

Согласно ( 42) степень реактивности рабочего колееа в слу
чае несжимаемой ж�дкости выразится так: 

здесь прирост статического давления при отсутствии потерь может 
быть выражен так : 
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Таним образом, 
w� - w� 

Р:к = 2uLku ' 
Из плана сноростей ноJ1еса (фиг. 306) следует : 

w� = (и - C tu)2 + с�, 
w� = (и - Сt и - дси)2 + с�, 

отнуда 
W� - w: = 2идси - 2ct иdСи - де� . 

Из (83) и (86) имеем : 

559 

(84) 

(85) 

(- 1 - ) С1и+с2и 
Р:к = 1 - Сt и + у дси = 1 - 2 . (86) 

В форму л у (83) для ноэффициента полезного действия ROJieca 
можно ввести степень реантивности нолеса , если в ней согласно 
(86) произвести следующую замену : 

Тогда получим: 

- 1 -
Сtи + у дси = 1 - р11• 

fLн - 2 [- р� ] 'У/11 = 1 - =- [Са + Рн] = 1 - f-1-н Са + =- • 
Са Са (�7) 

1-\ан видно из этого выражения , мансимальное значение ноэф
фициента полезного действия нолеса достигается при р11 = О, 
т .  е .  в антивном ноJ1есе . 

Этот результат может быть танже получ.ен подстановной оп
тимального значения занрутни на входе в нолесо с1 опт в выра
жение для степени реантивности . 

В антивном нанале гидравличесние потери сопряжены глав
ным образом с поворотом потопа . 

Пренебрегая потерями в нонфузорном элементарном венце 
направляющего аппарата , т .  е . полагая h1 = О, получим согласно 
(81 ) следующее выражение для ноэффициента полезного действия 
ступени: 

h2 h2 1j = 1Jн - = 1J:к - 1 д.::,L � идеи - и l  дси / 2 --g g [дси] 2 
(88) 

Здесь / дси / 2 есть абсолютная величина занрутни потона в спря
мляющем аппарате dс2и = Сси - С2и · Rан следует из плана сно
ростей рабочего нолеса ,  в случае осевого выхода nотона из сту
пени 
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Таиим образом, при осевом входе и осевом выходе изменение 

заирутни в нолесе равно по величине изменению занрутии в 
спрямляющем аппа рате.  

Положительная занрутна при входе в :колесо увеличивает 
заирутну в спрямляющем аппарате , а отрицательная заирутиа 

Са � 

Pooovee kолесо 
lfonpo!Цeнue !рощенин 

Bы:cotlнod 
нопро!Jлнющиii 

оп порот 

О /lлон ckopocmed 
otlнopotJнoli 

'С Cz СШ!/ПВН/J 

Фиг. 307. Схема однородпой ступени 

(Ct u < О) уменьшает заирутиу 
в спрямляющем аппарате (по 
сравнению с осевым входом 
потоиа ) .  

Каи уже уиазывалось выше 
при равных по величине и про
тивопоJJО/JiНЫХ по знаиу закрут
нах на входе в нолесо и в са-
мом ноле<;е имеем : 

C tu  = - .6.cu, .  

Необходимость в расиру1не по
тона отпа дает,  т . е. потон в аб
солютном движении выходит из 
рабочего колеса с осевым напра
влением . 

Однородной ступенью в мно
гоступенчатом осевом компрес
соре называют таиу ю ступень , в 
:которой условия перед иолесом 
совпадают с условиями за выход
ным направляющим а ппаратом . 

1\аи следует из рассмотрения 
треугольнииов скорости (фиг. 
307) , в этом случае 

C tu  = Ccu 
осевого компрессора. и, следовательно , в однородной 

ступени изменение заирутиn по
тока в :колесе всегда равно по абсолютной величине изменению 
закрутии потока в следующем за  ним неподвижном венце: 

J .6.cu J = J .6.cu l 2 · 
Иачество лопатки элементарного венца направляющего аппа

рата обозначрм : 

'У гол между геометричесиой полусуммой скоростей входа 
и выхода из аппарата и фронтом решётии обозначим а.т2 ; тогда 
по аналогии с решётиой рабочего колеса можем согласно фор-
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муле (82) написать : 
h2 

561 

(89) 

Из треугольнина сноростей выходного направляющего аппа
рата (фиг . 306) имеем : 

-2 2 Са sin cx.2m = -----==------=---/? + (ё + (Llc,l ) 2  )2 а си 2 
(90) 

Пренебрегая величиной р.2 ctg cx.2m по сравнению с единицей 
согласно (88) , (89) и (90) , получаем: 

Считая величину р. одинаковой для решёток колеса и выход
ного направляющего аппарата , в случае однородной ступени 
[ d� = (�cu)2] находим: 

1J --=- 1 - ( [2с�+ (1 -ёt u- д�иу + (ёt u + 1�иу ] , 
или согласно ( 43) 

1J = 1 - �L [ 2с� + Р� + (1 - ри)2 ] .  (9 1 )  
Са 

Предполагал , как и при · выше провсдённом а нализе коэф
фициента полезного действия колеса , величину р. постоянной 
(р. = const) . приходим к следующему уравнению д;пл о�тимальной 
степени реактивности колеса при заданном значении са : 

откуда 
Ри .  опт = 0,5 , 

и следовательно,  согласно формуле (86) оптимальная величина 
закрутки составляет : 

1 - дёu Сtu опт = � 
36 Г. Н . Абрамович 
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Подставляя оптимальное значение степени реантивности в (91 ) ,  
выводим зависимость максимального ноэффициента полезного 
действия ступени от осевой скорости : 

fJ. -2 11max = 1 - =- (2са + О,5) . 
Са 

Будем теперь считать постоянными величины онружные 
составляющие скорости c 1 u и c2u , что ведёт н постоянству и 
степени реактивности рабочего колеса Рн• и проанализируем 
вл'ияние величины безразмерной осевой снорости при входе 
в ступень на значение коэффициента полезного действия . 

Как следует из плана скоростей, при изменении Са (фиг . 306) 
изменяются как углы входа и выхода потока из элементарных 
венцов ступени, так и величины соответственных скоростей . 
Это приводит к изменению потерь в венцах и коэффициента 
полезного действия ступени . 

При определении потерь следует учитывать изменение :ка
чества профиля р. .  

Полагая приближённо р. = const , определим оптимальное 
значение ёа оnт . соответствующее максимуму коэффициента полез
ного действия однородной ступени .  

Приравнивая нулю производную выражения (91) по Св,  имеем: 

откуда 

� = 2 - Р� + (1- р�')2 = 0 аса с� ' 

- -vr�+ ( 1 -pн)2 
Са оnт - 2 · 

При оптимальном значении степени реактивности Рн = 0,5 ма
нсимум коэффициента полезного действия ступени имеет место 
на режиме � = 0,5 .  

Подставляя в (91 ) значения Р н  = 0, 5 и � = 0 , 5 , nолучаем 
следующее выражение для абсолютного максимума коэффици
ента полезного действия элементарной однородной ступени: 

11max = 1 - 2р. .  
Итак, при р. = const в случае однородной элементарной сту

пени еоблюдается условие 
. 11 -< 1 - 2р. .  

Так,  например, для р. = 0,03, чему соответствует реmётка хоро
шего качества , имеем: 

11 < 94 % . .  
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Если 11 = 0,05 , то ноэффициент полезного действия ступеЩI огра
ничен значением 

"'J -< 90% . 
Используя данные продувни плосних решётон пр� небольтих 

сноростях воздушного потона можно построить 1) зависимость 
ноэффициента полезного действия ступени от безразмерной 

9 JL  . 
ом--.. n.ъ� ........ =::---.----, � 

.. . � 9.� ···.--,__ 
о.оо- �'!!.� ��-::;;;;оо-.;:��"""""'..-------; �� · ,,�· '!!.\�\ .------�"' --'· � 

1, 0  _t,S Са 

} � 

Фиг. 308. Зависимость коэффициента полезного 
действия элементарной цилиндрической стуnени 

об ф .. Сх и ратного качества про иля в решетке f-L =  011 
по данным про21увки решёток от безразмерной 
осевой скорости са для различных значений реак-

тивности рабочего колеса.  

осевой снорости са ДJIЯ различных значени.й: сте:q:ени реантив:-
иости рабочего нолеса Рн (фиг . 307) . . 

Определение ноэффициента полезного действия облегчалось 
тем обстоятельством, что начество профиля согласно данным 
энсперимента с плосними решётнами прантичесни зависит тольно 
от ноэффициента осевой скорости � и не зависит от степени 
реантивности рабочего нолеса . Экспериментальная зависимость 
11 (са) представлена на фиг . 308.  

Кривые ноэффициента полезного действия, построенные по 
анспериментальным данным , удовлетворительно согласуются 
с результатами теоретичесного анализа , проведенi;Iого в пред
положении постоянства величины 11· В опытах абсолютный 
мансимум ноэффициента полезного действия получен при опти� 
иальной теоретичесной степени реантивности Рн = 0,5 и при 
неснольно отличном от оптимального теоретичесного значениv 
безразмерной снорости са = 0,57 (вместо Са теор = 0,5) . 

1) Х о л щ е в н и к о в 1\ .  В . ,  Выбор параметров и расчёт осевого ком-
прессора. Обvронгиа , 1 949 . - ... 

36* 
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При Рн =F- 0, 5 оптимальное значение са увеличивается с рос

том Рн;  например, при Рн = 1 имеем ёа опт = О, 7 . 
При увеличении онружной снорости рабочего нолеса и соот

ветственно осевой скорости входа в осевую элементарную сту
пень, когда уже нельзя пренебреrать сжимаемостью газа , тре
бование постоянства меридиональной составляющей скорости 
в характерных сечениях ступени ведёт н необходимости изме
нения элементарных площадей проходных сечений по уравнению 
неразрывности : 

F = q (Л1 ) sin а 1  F 2 уд (Л2) sin а2 1 • 
При этом течение через венец определяется не только угла

м и ,  но и ноэффициентами снорости Л . Само понятие r:;J;нородно.й 
ступени становится уже н<.'r троrп::-.1: , nбо при Ы>IIЮJшении условий 

cl = Се , a;l ·-=- О:с , 
коэффициенты ('Короети },1 н ).0 отличаются из-за подогрева воз 
духа : 

Л1 1 /  То2 
-у;; =

 J' То1 .  

Постол:нс·rво осевой. сн:орости 

приводит н сдедующпм соотношениям меiiщу r-юэффициентами 
осевой скорости : 

Нроме того, 

),на = A f a ,  
г Т A f a = А2а V т:: , (92) 

),2а = Аса • 

( 93) 

Соотношения (92) и (93) необходимо учитывать при определе
нии степени повышения температуры торможения в ступени 
ао выражению (65) .  

Задавая величину ).2 ,  можно опредеJшть степень повышения 
nолного даваенил в зависимости от онружной снорости рабочего 
.колеса , сн:орости входа и :занрутни во входном аппарате . 

Определим степень повышевил поJшого давления изоэнтропичесной дозвуковой элементарной ступени осевого помпрессора 
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при постоянстве осевой скорости и при степени реактивности 
Рн = 0,5,  M t w -< 0,9 ,  М2 <: 0, 9 ; в случае Рн = 0,5: 

Wt u = - C2u, 

Ct u = - W2u · 
Результаты расчёта nредставлены на фиг . 309 в виде зави

симостей 'lt0 от безразмерной окружной скорости ...!:.. для разлвчаl 
ных значений Ла. Как следует из этого графика , в дозвукооой 
осевой ступени при половинной степени реактивности получаются 

Фиг. 309 . Зависимость максимальпого 
повышения полного давления от окружной 
скорости в дозвуковой стуnспи осевого 

компрессора nри рн=0,5 .  
весьма небольшве степени повышения полного давления при 
достаточно больших значениях коэффициента осевой скорости 
на входе в ступень . 

Переход к другой степени реактивности рабочего нолеса поз
воляет в дозвуr-ювой ступени получить большие значения степени 
повышения полного давления . 

Дальнейшее увеличение 'lt0 в рамнах дозвуковой ступени 
может быть достигнуто путём увеличения радиальности рабо
чего нолеса , т . е . путём отназа от цилиндрической схемы ступе-
ни с �: =  1 ) .  

Единственный путь получения выеоной степени повышения 
полного давления в цилиндричесной ступени занлючается в пе
реходе н сверхзвуковым скоростям в характерных сечениях 
ступени . 

Рассмотрим в начестве примеров элементарной сверхзвуковой 
цилиндрической ступени следующие две схемы . 

А .  Схема ступени с нулевой реактивностью, дозвуковой от
носительной скоростью в рабочем колесе активного типа 
(w1 = w2 < а1) и сверхавуновой абсолютной скоростью после 
колеса (с2 > а2) , переходящей прямым скачком уплотнения: 
в дозвуковую в выходном направляющем аппарате .  
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Б .  С:х:ема со сверхзвуковой относительной сноростью на 

входе (w1 > а1 ) ,  переходящей в нолесе прямым сначном уплот
нения в дозвуновую снорость , причём потон в нолесе не меняет 
первоначального направления . Абсолютная спорость после ноле
са является дозвуновой (с2 < а2) .  Таная ступень харантеризуется 
большим положительным значением степени реантивности . 

н-- - - - - - -�с
:�- � - - - - - - - - - - - - - - -- - Н  

B:cotlнou 
нопро!Jляющик onnopom (з{Ik;Jymko по 

1/рощению} 

Сс < Ос 

с--------------------------------с 

Тре_qсо.пьнин�сс ckbpocmetl w с , ш Cz 
11 11 

Фиг. 310. Схема А ступени сверхзвукового осевого 
компрессора с доввуковым относительным потоком 

в колесе. 

Типичные �треугольнини снорости этих двух схем представ
лены на фиг . 310 и 31 1 .  В обеих схемах сверхэвуновая скорость 
имеется тольно в одном из элементов проточной части и переход 
от сверхэвуновой снорости н дозвуновой осуществляется в при
мом сначне уплотнения . В схеме А потон в нолесе при дозву
ковой относительной снорости разгоняется до сверхэвуновой 
абсолютной снорости ,  и сначон происходит в абсолютном движе
нии после нолеса в навалах выходного направляющего аппарата , 
вызывая лишь восстановление статичесного давления . В схеме 
Б . .  �'.относительная снорость на входе в рабочее нолесо сверх-
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звуновая , и скачок происходит в относительном движении 
в межлопаточных каналах рабочего колеса,  создавая фронталъ-' 
ное усилие. 

При течении сжимаемого газа через решётку без изменения 
направления ,  т .  е .  при �1 = �2 , выражение для фронтального 
усилия имеет вид 

Ru = М  (Wt u - W2u) = М  cos �1 (w1 - w2) , 
т. е . фронтальное усилие может возникнуть только при неоди-

ckl;pocmeu с. 

,,"_.нujf � � с, u 

lJ 
Фиг. 311 .  Схема Б ступени сверхзвукового осевого ком
прессора со сверхзвуковым относительным потоком 

в колесе. 

наковых значениях скорости на входе и выходе . 'Уравнение не
разрывности для цилиндрического рабочего колеса при �1 = ��� 
запишется так :  

или 
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Но ранее уже было показано , что в дозвуковых течениях с рос
том скорости плотность тока j увеличивается ,  а в сверхзвуко
вых - уменьшается ; поэтому одновременное выполнение условий 

wt =f:. w2 ,  
j l  = i2 

возможно только при переходе через скорость звука , т .  е . при 
w1 > а1 , w2 < а2 или наоборот . 

Исходя из определения схем , можно выяснить в зависимости 
от значений окружной скорости и осевой скорости входа на сту
пень те диапазоны входных и выходных углов , при ноторых 
осуществима наждая схема . В случае схемы А, предусматриваю
щей дозвуковой вход на активное рабочее колесо, минимальная 
занрутна потона по вращению c 1 u и максимальное значение угла 
входа в абсолютном движении а 1 определяются из условия 
w1 < а1 ,  что подробно было уже разобрано выше . Дальнейшее 
увеличение закрутки на входе в колесо приводит к уменьшению 
скорости входа w1 , а так как w2 = w1 , то и скорости выхода ; 
из треугольнина сворости видно, что при этом абсолютная ско
рость на выходе с2 тоже уменьшает своё значение . 

Значение максимальной заирутки и соответственно мини
мального угла а1 min можно :найти, исходя из требования с2 > а2 • 

С.хема Б осуществляется в случае сверхзвуковой скорости 
в относительном движении на входе в колесо :  w1 > а1 . Выполне
ние этого условия при и < а1 требует закрутни против вращения 
(c tu  < О) .  Минимальная для схемы Б абсuлютная величина за
крутки потока на входе в рабочее нолесо получается на режиме 

Mlw <  1 , 
при котором могут быть использованы результаты § 2 .  Исходя 
из необходимости осуществления дозвуковой скорости на выходе 
из колеса { М2 < 1 ) , получаем ограничения для значений онруж
ной скорости и осевой скорости входа в ступень (в зависимости 
от угла а1) . 

Остановимся ещё на трёх схемах сверхзвукового компрес
сора , полагая осевую скорость постоянной .  

В .  С дозвуковым потоком в рабочем колесе и сверхзвуковым 
потоком в выходном направляющем аппарате . 

Г .  Со сверхзвуковым потоном в рабочем колесе при дозну
ковой осевой составляющей скорости и сверхзвуковым потоном 
в направляющем аппарате . 

Д .  Со сверхзвуковой осевой скоростью и сверхзвуковым по
током в рабочем колесе и выходном направляющем аппарате .  

Рассмотренная выше схема А является частным случаем схе
мы В с активным рабочим колесом. 
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На фиг .  3 12  даны величины степени повышения давления 1t11 

для схемы В при изоэнтропичесиом течении (без потерь) и условиях 

Mtw = 0,9 ,  � = 1 ,425 ai 
при различных значениях осевой сиорости; под величиной а1 на 

" � ��-". ,'J j - � �-�2-и �  1-'r- м, ::::: 0,9 'J 1--
$ 1,_  1--'r- l!.. .. t. '125 1/, в �  1- - llt ' �� 1/J 7 · ,  

G llb?J -1 - � ._.". 5 
Са:� t; ..... � 11 о, ..... ;... � � 3 � ];1 � � ::: [,;' 2 � И"" J; .,'ir tJ,B � �во шл t'lll 120 шо во ио 'IO 21/ 1/ /i/ l. 

Фиг. 312. Зависимость степени повышения полного 
давления от угла выхода потока при различных 

осевых скоростях для схемы В. 

фиг .  31 2  понимается сиорость звуиа, соответствующая парамет
рам торможения перед иолесом . Результаты расчёта схемы Г 

Фиг. 313 .  Зависимость степени повышения пол
ного давления от угла выхода потока при раз
личных осевых скоростях для схемы LГ (до-

. звуковой осевой поток) .  

для изоэнтропичесиого течения для чисел M tw = 2 и M tw = 1 , 5  
приведены н а  фиг . 313 и свидетельствуют о том, насиольио мо
гут быть значительными степени повышения полного давления 
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nри сверхзвуковых режимах. Ещё большие величины получа
ются в случае сверхзвуковой осевой скорости (фиг . 314) . 

Остановимся теперь на элементарной ступени центробежного 
компрессора , имеющего осе-радиальное рабочее колесо с осевым 
�Входным (направляющим) аппаратом и радиальным выходным 

ОФиr. 314 . Зависимость степени повышения 
nолного давления от угла выхода потока 
>nри различных осевых скоростях для 

схемы Г (сверхзвуковой осевой поток) . 

(спрямляющим) аппаратом 
(диффузором) . 

При достаточно боль
шом числе лопаток отно
сительное течение газа на 
выходе из колеса направ
.rrено вдоль выходных кро
мок лопаток. 

В радиальной части ко
леса используются как 
прямые радиальные лопат
ки, так и криволинейные 
лопатки. 

Последние бывают за
гнутыми вперёд (по вра-
щению) : �1 < ; и назад 

(против вращения) : �1 > � . 
При достаточно большом числе прямых лопаток относитель

•ное течение газа на выходе из колеса имеет радиальное направ
ление 

в этом случае 
W2u = О; 

C2u = W2u + и2 = и2 , 
Л2u. = � 1 /Tol 

а1нр У То2 ' 
·откуда на основании (65) : 
Т02 _ 1 = 2 (k- 1) Г и� _ �!:!.л1 J = 2 (k- 1 )  
То1 k + i  L а�нр a t нp r2 и. k -.1- 1 (94) 

Таким образом, в колесе с радиальным выходом потока в от
носительном движении степень повышения температуры тормо
жения не зависит от относительной скорости на выходе из ко
леса , а определяется только закруткой потока на входе и сте
пенью радиальности колеса . 

Зависимость степени повышения полного давления от безразмер-
ной окружной скорости � , вычисленная в предположении 

а 1 нр "1Jад = 80% при различных значениях произведения и�Л1u для случая 
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оеевого входа , представлена на фиг . 31 5 . Угол входа потока в 
диффузор 112 в данном случае ( с2и = и2) определяется величиной 
окружной скорости : 

c2u U2 и� и2 1 vт 01 cos а.2 = с;- =  с2 = л; = a l HP л2 То2 . 
Минимальное значение 112 , равное нулю , соответствует нулевой 

радиальной скорости (с2и = с2) , а максимальное значение 
«2 max = = arccos-c-2 

и-'�=--а-х- = arccos( и; V:=;:�) = arccos с а:2р V�+� �::) 
соответствует максимальной величине абсолютной скороети газа 
на выходе из колеса. 

1(0 

5.0 

11,1] 

J,tJ 

2,0 

1,(} 
а,кр 

Фиг. 315. Зависимость степени повышения полного давле
ния в элементарной радиальной ступени от безразмерной 
окружной скорости на выходе из колеса при радиальном 
выходе потока в относительном движении (w2u = 0) для 

различных значений иfЛш и УJад = 0 ,8 .  

Таким образом , возможное значение угла а.2 при прямых 
лопатках колеса лежит в следующих пределах:  

( .. vk-1 ) О < а2 < arccos U2 k+ i  . 
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Для воздуха имеем : 

и* О < а2 < arccos /н . 
Ограничиваясь случаем постоянства меридиональных скоро-

стей в характерных сечениях стуnени (си = Ct a = C2r) , имеем : 

Лн = Л tа = Л2r v� '  
, "1 /, 2 , 2 То1 л 2 = r Л2и -+ Лн То2 . 

При осевом входе согласно (65) : 
То2 _ 1 

Л 
k + 1 То1 

2и - � ( k - 1 ) -u-2-""--"1--::: /Т=о=2 . 
al RP r Tol То• Разрешая последние два уравнения относительно т " , можно 01 

установить зависимость степени повышения температуры тормо-
жения от коэффициентов скорости на входе и выходе из колеса. 

Полагая Л2 = 1 и k = 1 , 4 , получаем следующее выражение т максимального значения т02 при дозвуновом выходе и осевом 01 
входе воздуха в рабочее колесо : (т02) - (1 +.!._ �) -t vc 1 + _!· _5_)2 _ .!.. л� ___11_ _ 1  Т01 max - 18 а� нр 18 а� нр 9 а� нр · 

Соответствующий угол выхода потока а2 определяется выра-
жением 

. л2r . " н  11 2  = arcsш 1:; = arcsш (' 1 / т 02) Jl То1 max 
При рабочем колесе с большим числом прямых лопаток , 

обеспечивающих радиальный выход в относительном движении . 
будем иметь : 

, _ * _ U2 VT01 Л2и - U2 - -а t  
-
Т 

' 
RP 02 

' � �  2 vтol л2 = v � + Л2 Т '  а2 н 02 1 нр 

. A 2r А н  a2 = aГCSIП y- = v 2 . 2 и2 , , 2 
-- , лн a�Rp 

В случае осевого входа и радиального выхода в относительном 
движении согласно (94) имеем следующее выражение для сте-
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пени повышения температуры торможения : 

То2 = 2 k -- 1 и� --г 1 
Т01 k + 1 а �нр • 

Уведичение окружной скорости nри постоянном значении 
меридиональной скорости ведёт н возрастанию снорости на выходе 
из колеса с2 , однако и3-за одновременного роста температуры 
торможения ноэффициент сно
роС'l'И Л2 увеличивается мед- ..!!L деннее , чем снорость с2 • а,. Зависимость ноэффициента ' б 2.U ш.и с 1юрости на выходе л2 от ез-
размерной онружно:И: снорости 
� и коэффициента осевой сно
а t нр 
расти на входе в стуnени с осе
вым входом выглядит тан : 

1 /  (�Ъ-j-1 )  (и�+с�) 
А;: = У 2(k-1)  u�-j- (k-j-i )a �  нр · 

Выраже ние (94) по з во.гшет 
определить максима:1ьно воз
можную степень поныmени н  
температуры торможения в рас
сматриnаомоii схеме ступени 
номпрессора в зависи:мости от 

_коэффициента осевой снорости 
л11 при различных ограниченп
ях коэффициента С iюрости Л2 ;  
здесь толыю не учтено воз
можное ограничение в числе 
М10 на входе .  

Возможные значения r-0 при 
1Jад = 0, 8 И Л2 = 1 В фуннции Лн 

f,S J.U 

Фиг. 316 .  Зависимость степени п о 
вышении полного давления , уг:ш 
nотон:а nеред выходным: диффузором 
и значения безразмерной окружной 

скорости � от коэффициента ско-
аl нр 

рости на входе в колесо для элемен
тарной осе-радпадьной ступени при 
nостоянстве ыеридионалъных скоро
стей в едучае осевого входа и ради
ального выхода относительного пото-

ка ,  Л2 = 1 и Уiад = 0,8 .  

.:�;аны на фиг .  3 1 6 ;  здесь же приведены нривые соответствующих 
значений а.2 и и 2 • Применяя лопатки, загнутые вперёд (по вра-

а t нр 
щению колеса) , можно достигнуть увеличения степени повыше
ния полного давления при неизменной онружной снорости . 

§ 8.  Элементарная ступень турбины 
При проектировании турбины различают ступени с испОJIЬЗО

ванием и с потерей энергии выходящего потока . 
Остановимся сначала на ступени первого типа . В этом случае 

аадаётся работа L и л и  соответствующий ей теплоперепад : 
А !!. Т0 = Тон - Тое = - L . 
Ср 
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Переходя н безразмерным: величинам, можно воспользоваться 

безразмерной работой 

К =  _L_ = IJ.To = i - То2 

Ср Т 
То1 То1 А 01 

или степенью пониженин температуры торможения 

б = To2 = 1 - -L- = 1 - K. о Tol ер Т А о1 

Определим параметры потона в харантерных сечениях сту
пени, при :которых реализуется заданный теплоперепад. Rоэффи
циенты онружных составляющих абсолютной спорости перед 
и �а нолесом связаны между собой уравнением: занрутни (28) , 
но�rорое в случае ступени турбины удобнее записывать тан : 

1 - То2 

Л 
k + 1 Т0 , + r2 ).. V T02 t u= 2 (k- 1 ) _u_i

---"-'-
r1 2u То1 . (95) 

Таним образом, окружные составляющие скорости зависят 
тольно от степени пониженин температуры торможения при задан-

ных значениях u; и �.  rl 
Вводя в уравнение закрутки (95) безразмерную работу, полу

чим : 

k + i К r2 , / --
Лt u = :�. (k - 1 ) иt + l; Л2u. V 1 -К 

При меридиональном выходе потона (Л2u = О) 

k + i  к 
Лt u  = 2 (k - 1) uf 

или 

т. е .  

и 

к 
Atu = 2U* ' 1 

л * k + i  к tu. Ul = 2 (k - 1 )  • 

(96) 

(97 ) 

(98) 

Величина 
К 

-существенно положительная, следовательно, в слу-



§ 8] ЭЛЕМЕНТАРНАЯ СТУПЕНЬ ТУРВИНЫ 575-
чае меридионального выхода из колеса закрутка потока перед: 
колесом может быть только положительной. Закрутка на входе 
в кoJJeco в общем. случае может быть представлена так :  

здесь 
A tu = Atu + !:!  А2иУ fio ; rl 

' k+ 1 к 
Atu = k (k- 1) иТ 

есть закрутка при меридиональном выходе из рабочего колеса . 
Rак видим. при положительной закрутке потока на выходе 

из колеса необходимая закрутка потока во входном направляю
щем аппарате увеличивается, а при отрицательной выходной 
закрутке-уменьшается . При отсутствии входного направляющего 
аппарата, т. е . при меридиональном входе потока в рабочее колесо 
(A.1u = 0) , имеем следующее выражение для закрутки потока на. 
выходе из KOJieca : 

или 

k+1 к 
A2u = - 2 (k 1 ) ' - r2 и* V 1 - K rl 1 

Для определения полной скорости нужно ещё найти меридиональ
ные составляющие скорости . Последние связаны между собой 
уравнением неразрывности . 

Во входном направляющем аппарате имеем : 

(99) 
в рабочем колесе 

( 100) 

в выходном спрямляющем аппарате 

!:J.F n2 q (А.2) = а2 !:J.F пс q (А.с) · (101)  

Здесь а1 и а2-коэффициенты полного давления соответственно 
те о к направляющего и спрямляющего аппаратов , х = -= ,  !:J.F n - пло
l1 6о 

щадь проходиого сечения элементарной кольцевой струйки . 
Зависимость функции х от безразмерной работы К представ

лена на фиг. 3 1 7  для различных значений адиабатического коэф
фициента полезного действия колеса , а на фиг .  318 - для различ
ных зн�чений коэффициента изоэнтропичности колеса . 



576 ЭЛЕМЕНТЫ ГАЗовои: динАмини :КОМПРЕССОРОВ и ТУРБИН [ гл .  I X 
Если вместо проходиого сечения �F т перпендинулярного н на

правлению полной снорости, ввести сечение !!.F т• перпендинуляр
ное н меридиональной составляющей снорости, то уравнения (99) ,  
( 1  00) и ( 1 01 ) записываютел еледующим образом : 

!!.Рт н  q (Лн) = а1 11F ml q (Л1) sin tz1 , 

!J.F mi q (Л1) sin а.1 = xi1Fm2 q (Л2) siп tz 2 ,  

tJ.f! m 2  q (Лз) sin tl2 = !1F те q Р-е) · 

( 102) 
( 1 03) 
( 104) 

При этом предполагаютсн меридиопальный вход потона в ступень 

0,6 к 

Фиг. 317. Зависимость функции 1. = 'lto от безразмерной работы К nри 
V То2 То1 рR �шичных значениях а;щабатичсского коэффициента полезного действия ( k= ; ) . 

( tzн = ; )  и меридиональный выход потока из ступени. Распо
лагая значениями ноэффициентов онружных составляющих сно
рости Atu и Л2u. и пользуясь уравнениями неразрывности ( 102) , 
{ 1 03) и (1 04) , можно решить следующие две основные задачи . 



§ 8 ] Э.;IЕМЕНТАРНАЯ СТУПЕНЬ ТУРБИНЫ 577 

В первой задаче известными являются величины · площадей 
f).F m ил:ц их отношения (например, в случае цилиндрической сту
IЮНИ !:i.F m н  = !:J.F mt = t:J.F m2 = f).F те) и подлежат определению коэф
фициенты скорости и углы в характерных сечениях ступени. Эта 

х ·  Wr------.------.-----��--��------�----�------� 

0.1 0,2 

Фиг. 318.  3авис ююсть фушщип х=VТ:о от без р11.3)!Ср1 1 оil работы к ПP.II 
То2 
То1 

различных юшчспиях Iюэффпциента изо:ютрошrчности ( k = � ) .  
эа.дача �решаетсп графическш1 путё:и с помощью кривых посто
янного значения 

q (Л) sin а. . 

Во второй, наибапес распространённой задаче известны соот
ношения между меридиональными составляющими скорости 
n характерных сечениях или величины коэффициента полной 
снарасти и угла потока п подлежат определению соответствую
щие проходвые сечения . В последнем случае уравнение неразрыв
ности позволяет решить задачу без графических построений ; 
елодует отметить , что во второй задаче ве.личпны коэффициентов 
снарасти и её составляющих зависят от безразмерной работы К ,  
по не  зависят от  Jюэффициента полезного ;:�;ействпя . 
37 Г. Н. Абрамович 
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Только при определении проходных площадей нужно знать 
потери в аппаратах и коэффициент полезного действия колеса 
или коэффициент изоэнтропичности. 

Параметры потока в характерных сечениях элементарной сту
пени при заданной величине коэффициента работы К зависят 
от закрутки потока при входе в рабочее колесо, окружной ско
рости и степени радиальности . В качестве примера определим 
параметры потока в элементарной ступени осевой турбины при 
степени радиальности r2 = 1 ,  работе L = 26 000 "г.мf"г и пapa-rl 
метрах газового потока на входе 

Коэффициент 

Тон = 1 1 00° абс, k = � ,  R = 29, 4. 

Лн = 0, 3, и1 = 394 .мfсе" . 
работы равен : 

к L 26 000 - О '> = k - 4 · 29 , 4 · 1 100 - , ... . 
k - 1  RTot 

Степень пониженин температуры торможения 
Т

т
о2 = 1 - К = 0,8 ,  
0 1  

критическая скорость перед колесом 
акр 1 = акр. н = 18, 1  V 1 1 00 = 600 .мfсе", 

следовательно , 
* Ut 394 о 65 

ul = -- = воо = ' . акр 1 

Подставляя в уравнение закрутки (95) величины К, и: и k, 
получим: 

Л2u = 1 , 12Л1u - 1 , 21 . 
При постоянстве осевой скорости 

Сн = Cla = С2а = Се 
имеем : 

Ан = А1а = А2а V�::= Ac � ,  
и, следовательно, 

Л� = Л�u + Л�а = Л�u + Лi , 
л2 л2 + Л2 л2 + Лz Tot 
2 = 2U 2а = 2U Н Т 02 • 

Подставляя численные значения , находим: 
Л� = Л�u + О, О9, 
л: = A�u + 0, 1 1 2 . 
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Зависимость параметров потона на входе и выходе из ноnеса от 
ноэффициента занрутни потона на выходе из нолеса длл разо
бранного примера представлена на фиг . 3 1 9 . 

При мансимальвой занрутне потона на входе в нолесо, соот
ветствующей углу выхода потона из соплового аппарата а. =  10°30' , 
величина Л1 достигает маисимума (Л1 = 2,02) . Получающеесл 
в этом случае разрежение за сопловым аппаратом столь велино, 
что течение в рабочем нолесе становится диффузорным, а степень 
реантивности решётни рабочего нолеса отрицательной (Ри = - 1 , 25) ; 

Лоz Pz 
'11./UJ а, 

Рк � л, р, 3.0 
3 140 

(О 
z llU" 

1 2.0 тои· 

о о 

-1 50" 
�о 

-2 40" -0,1 
-з 20" 
-4 о о 

- Аzи -2.0 -!,0 о 1.0 
Фиг. 319. Зависимость параметров потока на входе и выходе из колеса 
турбины от коэффициента закрутки потока на выходе из колеса Л2,. с к = 0,2 ;  !.!. =  1, Uj = 394 .мjcer;, Tol = 1100° абс, Cla = С2а •  k = !!_  ' R  = 29,4) . � 3 

потов на выходе имеет поnожительную занрутну при угле а.2 = 20" 
и ноэффициенте сворости л2 = 1 , 1 . с уменьшением занрутни раз
режение за сопловым аппаратом падает, что приводит н увели
чению степени реантивности рабочего нолеса и уменьшению 
занрутни потона за ним. При а.1 = 33° степень реантивности обра
щается в нуль (нолесо становится антивным) и имеется ОЧI;)Нъ 
малая занрутна на выходе : Azu. = О, 12 .  

При дальнейшем уменьшении занрутни на входе в нолесо 
до величины, соответствующей степени реантивности Ри = 0,2, вы
ход из нолеса становится осевым. Если продолжать уменьшение 

37 * 
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закрутки на входе в колесо , то появится отрицательная закрутка 
на' > выходе из колеса .  При осевом входе в колесо, т. е .  при 
отсутствии соu;юnого аппарата ( :х1 = � ) , уго:1 выхода потока 
CXz = 1 62°40' , а степень реактивности достигает значения Ри = 1 ,84. 
Переход R отрицательной закрутке перед нолесом ведёт н даль
нейшему увеличению степени реактивности рабочего колеса , 
уменьшению угла поворота потона в рабочем полесе и увеличе
нию числа М на выходе из .колеса .  

Следу ет отметить , что при большой отрицательной занрутне 
па входе имеют место малые углы поворота потона в нoJiece .  
'Ган: ,  при за нрутне /,1и  = - 1  поворот потона в r:олесе состав
ляет всего 1� = 3°30' . 

Тан:им образом , в t:лучае идеальпой ступени �южно при раз
личных значениях параметреn потона n хараRтерных сечениях 
получать одну и ту жо воличину поэффиционта работы и пеиз
Ж'нную степень уменьшепил полного давления в турбине k k (T02) k-1 k- 1 

"-оид = т01 = ( 1 - К) . 

Н рассматриваемом примере 

- - (Рос ) - О 84 - О 41 • · Опд - -- - , - , • Роп п д  
В реальной ступени имеютел потери, и необходимая степень 

пониженил поJiного давления является фуннцией коэффициента 
изоэнтропичности : k k ( т  )k-1 k - 1  "-о = mст т:: = тст ( 1 - К) 

Величина mc1 учитывает потери в венцах входного направля
ющего аппарата , рабочего колеса и спрямляющего аппарата : 

ноторые в наждом· из у назанных венцов зависят от угла пово
рота потона и ноэффициента спорости иа входе и выходе из венца . 

При иенотором сочетании параметров потона в харантерных 
сечениях суммарные потери минимаJiьны, т. е. ноэффициент изо
энтропичности ступени тет и адиабатичесний Fоэффициент полез
ного действия достигают мансимальяого значения, соответству
ющая схема ступени является оцтимальной . Располагал зависи
ы:о�тью потерь от yгJia поворота в решётне , можно найти зави
симость адиабатичесного . ноэффициента полезного действия 
от _ занрутни поrона на выходе н таним образом определить 
оптимальные параметры ступени для заданных безразмерных 
<Шач:щшй работы и онружной спорости . 

· 
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В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением ступеней с мери

диональным выходом потона из рабочего нолеса (c2u = 0) . 
Выгодность танnх ступеней обусл.овлена отсутствием спрямля

ющего аппарата , диффузорвые потори в нотором могут быть 
особенно велпни по сравнению с потерями в нонфузорных венцах 
рабочего но.n:еса и сошювого аппарата . В зтом случае согласно (97� 
имеем : 

( 105) 

т . е .  при заданном значении безразмерной работы занрутна потона однозначно определяется безразмерной онружной сноростью, что позволяет . выразить параметры потона в харюперных сечениях ступени в зависимости от безразмерных значений онружной снорости и работы . 
Угол выхода потона пз направляющего аппарата равен : 

t _ А1а _ 2 (k - 1 ) ufЛ1 a g a.l - A1u - k -t- 1 К ' ( 1 06} 
или 

Rыразим теперь угол входа потона на лопатни рабочего нолеса :  
' *' 

t R _ Л 1 а _ ---;-:--:-u...::l--'"J'""a'-----g t'l - . "' - . Atu - Ul k + i К *2 
<! (k - l ) - ul 

Выразим отношение томператур торможения 
и абсолютном движениях сошасно (2) n ( 105) : 

или 

To11v = 2 = 1 + k - 1 *2 _ К Tot 'IJ k -t- 1  ul ' 

Тоиv = 1 + U�2 - K . То ,  

( 107) 

в относительном 

( 108 ) 

Из (3) и ( 108) получим следующее выражение для ноэффициента 
относительной снорости при входе в нолесо :  

тан Hai> 

Л2 * 2 k + i К 1 + и1 - k=i 
k - 1 

1 + -- и*2 - К k -t- 1 1 
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то 

или 

*4 k + 1 К *2 1 (k + 1 )2 К2 + '  2 *2 
2 k -t- 1 иl -k- 1 иl + 4 k- 1 "1аи1 

Л = -- --------:;-;-.--"----'------lw k- 1 *4 + k + 1 ( 1 К) *2 иl -k--1 - иl 

У гол выхода из но леса 

tg �2 = _ С2а = _ А2а • 
u2 и2 

а2 нр 

( 109) 

( 1 10) 

В случае постоянства среднего радиуса (r2 = r1 ) и равенства осевых 

скоростей находим : tg �2 = - Л1: .  Соотношение между температу-иl 
рой торможения в относительном и абсолютном движениях на вы
ходе из рабочего колеса согласно (3) при c2u = О  имеет следую
щий вид : 

Т0211, _ 1 + k- 1  и� = 1 + k - 1 и� а� нр 
Т02 - k + 1 а� нр k + l а� нр а� нр • 

Заменяя отношение квадратов критических скоростей отноше
нием соответственных температур торможения получаем :  

llЛИ 

T02w = ..,2 = 1 + k- 1 и� _1_ и� 
Т02 2 k -t- 1 af нp 1 - K af нp ' 

2 1 и� 1 v2 = + -2-- тк ' 
с1 max -

Нычислим относительную скорость на выходе из колеса 

w: = с:а + и: 

( 1 1 1 ) 

с учётом (1 1 1 ) ;  приходим к следующему выражению для коэф
фициента относительной скорости : 

2 и� Л2а + ( 1 -К) а2 , 2 1 нр 
"'2w = k 1 2 1 - и2 + k + IO - K) af нр 
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и:2 -1- Ча 
*2 + k + 1 

u2 k - 1  

583 

С изменением окружной скорости при заданном значении 
коэффицента работы изменяется степень реактивности рабочего 
колеса (см . § 6) : 

cr - c� Рн = 1 - '2gL • 
В рассматриваемом случае меридионального выхода из колеса 

2 + 2 2 
1 C 11L Cla - C2a  Рн = - '2gL 

Последнее равенство можно записать и в безразмерных величинах: 
J...2 + J...2 ' 2  То2 1u lа - "2а -т 1 Ol  Рн = - k -i- 1 (1 -

Т
о2) . 

k - 1 Т01 
При равенстве осевых скоростей до и пocJie рабочего колеса 

выражение степени реактивности упрощается : 

1 A�u Рн =  - k + 1 
k - 1 к 

шш согласно (105) : 
1 k + 1 к 

Рн = 1 - 4 k - 1 u�2 • 

В случае равенства осевых составляющих скоростей, задаваясь 
значением безразмерной работы и степенью реактивности рабо
чего колеса , находим из последнего выражения необходимое 
:значение безразмерной окружной скорости 

* 1 . / k + 1 . / к- U* 1 . 1 -к Ul = -z  r k - 1 r 1 - pR ИЛИ 1 = т  r 1 - pR 
( 1 1 2) 

п из приведеиных выше формул - параметры потока в харак
терных сечениях. Так, например, при нулевом значении степени 
реактивности (активное рабочее колесо) имеем безразмерную 
окружную скорость 

или 
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п ноэффициент занрутюr потона 

• /k + 1 , ;- лlu = v k - 1 Jl к . 
Из этого выражения получается следующее значение относи

тельной занрутни потона в сопловом аппарате : 
_ cl, t _ "-1 " - ? Clu - и - и* - � ' 

1 1 
или часто употребляемая н турбостроении величина 

Х = ..!!:.!_ = cos а1 

с1 2 
Последнее соотношение может быть получено и непосредственно 

пз треугольнина скорости активного рабочего колеса при посто
янстве осевых скоростей (фиг. 320) . 

1-+----- 'lffгu C1u 
Фиг. 320. Треугольник скорости активного 
рабочего нолеса при равенстве осевых ско-
ростей на входе и выходе 11 осевом выходе 

IIOTOKa И З  IЮЛеса . 

Подставляя значение окружной скорости ( 1 12) в уравнения 
( 106) , ( 107) и ( 108) , получаем следующие выражения для уг:та 
выхода а1 потока из направляющего аппарата : 

t • /k- 1 Al a . \ , а  
g a1 = V k + i у к ( 1 - е :н ) = �� к ( 1 - ры ) ' 

угла входа потока на лопатни рабочего 1юлеса : 

t А - )., " 
g t'l -

vГ-Рн 
U, 5 - ри ' . / k + 1 , г к V k- 1  r 

отношения температур торможения в относительном и абсолютном 
движениях (при k = 1 ,4) :  

т о 75 - р O l1G _ 2 _ 1 _ ' И К - '11 - 1 . То1 - Ри 
Если степень реантивности рабочего нолеса Рн не является 

заданной, то величина коэффициента закрутки потока в сопловом 
аппарате или безразмерная онружная скорость должна выби
раться тан,  чтобы потери в двух венцах ,  составJшющих рассма-
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триваемую ступень , были бы минимальны . С этой цеJIЫО следует . 
варьируя, например, окружную сн:орость , определить значения 
параметров потона в харантерных сечениях ступени.  

На фиг. 321 представлены результаты такого расчёта длн 
рассмотренного уже выше примера (К = 0 ,2 ,  k = � ) .  Распола
гал углом поворота потона в сопловом аппарате и величиной 
ноэффициента спорости на выходе из него ),1 , можно по опыт
ным величинам ер определить согласно формуле (2) главы VII 
Iюэффициент полного давления в сопловом аппарате . 

а, р, (J, L---
5 fJz л, / v 

140 Л/Ш 
i\./U \ 1 120° \ / Рк 

100 2,0 - --

� / 1 / 80° \ 
1 1\\ 1 __, > 50° 

� \ � / v 
1,0 � / /Xj 40° 

!') � ..........: f::::--." v l-,..._ -- л,  :;>"'-: 
20° ...--:: � � 

v � � А/ш 
Pz 

о 

-5 

-!О о 0,2 0,4 0,6  о,8 1,0 !,2 1,4 1.6 
Фиг. 321 . Записимасть параметраn потока па входе и выходе 
ИЗ КОЛеСа турбИНЫ ОТ безразмерНОЙ окруЖНОЙ СКОрОСТИ иr ПрИ 
осевом выходе потока из рабочего Iюлеса и равенстве осевых 

Сiюростей па входе и выходе из IIO."Jeca (к= 0 , 2 ,  �: = 1) . 
· По величине же угла поворота потока 13 рабочем н:олесе н 

значениям ноэффициента относите.;Iьной скорости при входе п 
выходе из нолоса можно, поJiьзуясь экспериментальными нриllы
ми ф , найти ноэффициент изоэнтропичности колеса тн . 

Располагая величиной ноэффициента изоэнтропичьости ступ�нн 
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определяем значение адиабатичесного ноэффициента полезного 
действия в зависимости от окружной скорости и находим опти
мальное значение безразмерной окружной скорости, соответству
ющее максимальному значению адиабатического коэффициента 
поnезного действия . 

Следует отметить , что коэффициенты скоростей газа в харак
терных сечениях ступени турбины в отличие от ступени ком
прессора определяются безразмерной работой колеса , т.  е . не 
зависят от потерь в венцах .  Согласно (95) с ростом окружв:ой 
снорости необходимая занрутка потока на входе в рабочее но
лесо падает и , следовательно, потери в сопловом аппарцте 
уменьшаются ; это связано с уменьшением коэффициента относи
тельной снорости и угла поворота потока в рабочем колесе.  

При пекотором значении окружной скорости коэффициент 
относительной скорости Л tw достигает минимального значения. 

Для определения последнего приравняем нулю производную 
выражения ( 1 09) по и�, или ,  что то же , выражения ( 1 10) 
по ur, получим следующее уравнение : 

U*4 К2 U*2 К2 ( 1 - К) . о 
1 - 2  ( 1-Aja) 1 - 4  (1 - -Ча) ' 

из ноторого выводится следующая зависимость безразмерной 
онружной скорости от безразмерной работы и ноэффициента 
осевой скорости при входе в нолесо : 

U*2 _ К [ 1 + 1 /  4 ( 1 - К) ( 1-Afa) J 1 - 4 (1 -Afa) J' 1 + К2 " ( 1 13) 

Подставляя это значение окружн:ой скорости в (109) ,  находим 
минимальное значение ноэффициента относительной скорости. 

Следует отметить , что минимум относительной скорости w1 
не совпадает с минимумом коэффициента относительной ско
рости Л1w, так как последний зависит не только от величины 
w1 , но и от значения температуры торможения в относительном 
движении, определяемого по выражению ( 1 1 1 ) .  

Минимальное значение относительной скорости получается 
в случае меридионального входа потока в относительном движе
нии в рабочее колесо, т. е .  при выполнен:ии равенств 

( 1 14) 
или 

Подставляя последнее равенство в (97) , получаем следующее 
выражение для ноэффициента закрутни и безразмерной окруж-
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ной скорости, соответствующих минимуму относительной ско
рости на входе в колесо : 

ИЛИ 

* .. / k � t 1 ГIГ At u = Ul = v k- 1  r т '  

Подставляя значение закрутни ( 1 1 4) в выражение степени 
реантивности для случая C t a  = С2а ; C2u оо =  О ; 1'2 = r l• имеем : 

C fu C t u 
Рк = 1 - 2 ;;L = 1 - 2и1 = 0 ,5 .  

Таким образом, минимум относительной скорости соответствует 
поJювинной степени реактивности, которая имеет место при 

т. е .  при равенстве треугольников скорости соплового аппарата 
и рабочего колеса . Последнее означает, что решётка рабочего 

Фиг. 322. Решётка соплового аппарата и рабочего 
колеса элементарной ступени турбины при значе-

нии степени реактивности Рк = 0,5  (при постоян-

стве осевых скоростей и для � = 1 ) . 
rl 

нолеса является зеркальным отображением решётки соплового 
аппарата относительно оси машины (фиг . 322) . 

Располагая значением безразмерной окружной скорости U� 
( 1 13),  при котором для заданных безразмерной работы К и без
размерной осевой скорости на входе в колесо At a безразмерная 
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относительная снорость At w достигает минимума , можно построитi, 
нривые, приведённыс на фиг. 323 . По оси абсцисс отлож()ны 
значения К, а no оси ординат - минимальная величина ноэф
фициента относительной снарасти при входе в нолесо A1w для 
разных значений A t a · 

На этом же графюш нанесены линии постоянных значений Vk- 1 
k + 1 для 

значения К ,  

�K=l,O 
��i� �-L.. . 
�_:1f 

0.6 

0.5 
а4 l4 

�-JJ 
о. 3 1,2 

0.! 1-· 7,/ 

о. 1 

различных величин k = ер • Начиная с пекотарого Cv 
зависящего от величины осевой скорости, мини-

--- ---1- - - Р-=: Р--::::. � ------· - 1- L.. --- --- -- � --=-t::.:::=: Р- -

--- � � 1--" - --
� 

l--� · --=  L--:: - - -.,.. 
v 17 

-1--

--!.--
---� -::2 

� - -1- - - v-..-.:::: 
v --

___... 
v k. --

v 

� - - -
� 

� 
-

....... 

_... 
_·:.::. -..2 ---
L2': 
� 

1- - -

0,4 
0.3 
D,2 
0.1 

О 0.1 0,! 0,3 0,4 0.5 0,6 Dl 0,8 . 0.9 {О К 
1 / k - 1 Фиг. 323 . Зависимость маr>си:мальпого значения A11v = Jl k+ i  Aotw 

от безразмерпой работы К для различных значений коэффи-
vk- 1 

циента осевой скорости А 1а = k 1 1  Л1а . Пунктяром нанессны 

Vk- 1 
величины k +  1 ,  соответствующие числу M1w = 1 для различ-

ных значений k =!:Е_ . Cv 
А .. /k- 1  мальное значение 1 w иревосходит величину V k + 1 , т .  о .  коэф-

фициент относительной скорости A 1w  больше единицы . 
Величину К, при которой минимальное значение н:оэффп

циента отно?ительной снарасти равно единице 
(Л t w)mtn = 1 ,  

назовём 11:рuтичес�Ьой беараа.мерuой рабоmой . 
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Элементарные ступени турбины, имеющие меридиональный 
uыход потона из рабочего нолеса ,  можно подразделить на сту
пени с .J:Оliрптичесним и занритичесюrм значеш шми безразмер
uоii работы . 

В первом случае принципиально возможен дозвуновой вход 
потона на лопатни рабочего нолеса в относительном движении, 
во втором случае таная возможность отсутствует.  

Получение минимального значения нозффициента относитель
ной сiюрости Л1 w связано с необходимостью иметь достаточно 
боJ1ьшую онружную с норость лапатон рабочего нолеса . 
На фиг. 324 представлона зави- {//' симость безразмерной онружноii: 
сiшрости V 1  = � . соответствую- flg 

c l max 
щей этому ус;rовию, от бсзраююр- /J,ьl-----t------::;��----11:--+
ной работы 

при A t a = 0, 2 .  
Полагая в выражении ( 1 09) 

>- r w = 1 , находим необходимые зна
•юния · онружной спорости . 

Соответствующие нривые,  рас-
4 с.читапные для k = 3 , при раз-

."'Iичпых значепиях н:озффициента 
осевой сворости At a представ;rены 
на фиг. 325 . 

O L---�--�----�--�-42 0.'1 0.5 40 к 
Фиг. 324. Зависимость безразмер
ной окружной скорости uf от без
размерной работы К при А 1 а =0,2 

и M1w= 1 . 

. ЕсЛи онружная сворость меньше , чем требуется по фиг. 325 , 
то неизбежно nоявление сверхавуновой относительной спорости 
на входе . Это иллюстрируется представленными на фиг. 326 нри
выми зависимости ноэффициента относительной с rюрости от без
размерной онружной с норости для различных значений безраз-

мер�ой работы при ). l a = 0,3 и k = � . Тюшм образом, нан и u 

элементарной ступени номпрессора,  невозможность осуществления 
достаточно больших онружных сноростей приводит н сверхавуно
вым сноростям потона на входе в лопаточные венцы .  Разница 
в этом смысле между э;rементарными ступенями но?Ушрессора 
u турбины занлючается в том, что в намарессоре при меридио
налыюм входе и недостаточной онру жной снорости на выходных 
I>ромrщх из рабочего нолеса сверхэвуновая сн:орость вознинаст 
на входе в спрямляющий: аппарат, в турбине же с меридиональ
ным nыiодом потона из нолеса при недостаточной онружноi:i: 



и: 
2.5 ������--��--��--�� 

z.o 1 1 1 1 1 1 I/Y' 1 /' 7\v 1 

1.5 1 1 1 1 1 / ,f 16-1 ............. � 

1,0 1 1 1 /  1 ........... 1 1 1 1 1 1 1 

Q5L-�--������������--� 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.1 0.8 u,g 1,0 к 
Фиг. 325 .  Зависимость безразмерной окружной скорости иr от 
безразмерной работы К nри Л1w = 1 для различных значений 

осевой скорости ( k = � ) . 

zo , 1 1 1 1 \ \ 1 7 1 
Лл,' 

1.5 1 1 \ \ 1 \ \ /  1 / 1 

Ul l  1 \ \ 1 '• \ Х  

451 · t 1 'i" \ f 1 

о 0.5 ·1.5 l.O и •  f 
1,0 

Фиг. 326 .  Зависимость Л1w от иt для различных зна

чений К nри k= � и А1а = 0,3.  
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снорости входных нромон рабочего нолеса сверхэвуновая сноростъ 
вознинает на входе в рабочее нолесо . 

Еспи отназаться от меридионального выхода потона из ра
бочего нолеса , то при любой заданной онружной снорости пу
тём подбора соответствующей занрутни потона в сопловом ап
парате можно обеспечить дозвуновой вход потона на лопатни 
рабочего нол:еса . 

-Aru 
Фиг. 327. Связь между :коэффициентом за:крутки потока ' на 
входе в колесо и коэффициентами окружной и осевой скоро-

стей при Л1w = 1 для k = 1 ,4 .  

Для определения мансимально возможной занрутни потока 
при условии дозвунового входа обратимся к выражению (73) 
и, полагая в нём значение ноэффициента относительной снорости 
Л tw = 1 ,  получим следующее нвадратное уравнение : 

\ 2  2 k-1  . ,  2 * '  \ 2  *2 k - 1 *2 1 о ll. fu + k + 1 U1 11.t u - U 1 11. t u + ll. t a + U t - k + i U t - = , 

решая которое, находим : 
л 2 * У<1 )..2 )  2 (k - 1)  *2 t u = k + i  U l  ± - f a - (k + 1)2 Ul · ( 1 15) 

Зависимость безразмерной окружной скорости от величины Лt и 
для разных значений ноэффициента осевой скорости при Лt w = 1 

4 представлена на фиг. 327 для k = з  и на фиг . 328 для k = 1 ,4 . 
Определив по выражению ( 1 1 5) мансимальную закрутну пото

на в сопловом аппарате ,  при которой для заданной безразмерной 
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онружной снор,ости входных кромон рабочего нолеса осущест� 
вляется дозвуновой вход, определяем из уравнения (95) величину 
аю .. рутюr потона на выходе из нолеса ,  необходимую для по
;rучения заданной безразмерной работы прп заданной стопенп 
радиальности :  r2 A t u - А?н = --c===-

rl - w  V i - K  
k + 1 к 

2 (k- 1) u'j:V 1 к · 
Следует отметить , что при малоii безразмерной онружной 

с нарасти и� и при значительной безразмерпой работе необходи
:\Iа Я  величина Л2u может оказаться сто;riь большой, что снорость 

и •  , 
�---.------- �О т---------.---------,---� 

Фиг. 328. Связь между коэффициентом закрутки на входе 
в нол есо и :коэффициентами окружной и осевой скоростей 

4 
при А110 -=-= 1 ДЛЯ k = з  · 

на выходе из ноJшса станет сверхзвуновоii, и тогда , избавившись 
от сверхзвуновой снорости на входе в нолесо , мы получим сверх
эвуновую с норость на входе н спрямляющий аппарат . 

Перейдём н рассмотрению одноступенчатой турбины , в ното
рой не используется энергия выходящего газоnого потона . При 
расчёте таной ступени задаются параметрами потона на входе 
rr статическим давлением или термодинамичесной температурой 
��а выходном срезе турбины . Подлежат определению параметры 
газа в харантерных сечениях элементарной ступени, обеспечива
ющие получение маисималь но го значения безразмерной работы К .  

Ограничимся тольно случаем идеальной ступени .  В § 6 уже 
уназывалось ,  что мансимальное значение безразмерной работы 
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в этом случае получается при полном торможении потона на вы
ходном срезе турбины 

k-1 
/ Ре ) -��- 1'с Kmax 7= 1 - ! - = 1 - Т . \. Роп uп 

При неполном торможешш потона работа уменьшается : 
k-1 Тое 1'с ( Ре )1< К == 1 - Топ = 1 - (1 - k- 1  Л2 )т 

= 1 - \ Роп 1 ---,k;-_---,-1-Л-2 k + 1 С О Н - k + 1 С 

адесь Ас - 1юэффициент снарасти на среае турбины . В обычной 
ступени, состоящей из соплового аппарата и рабо чего нолеса 
(без спрямляющего аппарата) , безразмерная работа зависит от 
�анрутни потона на выходе из рабочего нолеса , наторая увели
чивает выходную скорость , что ведёт н росту доли неиспоJIЬ
ауемой энергии потона . 

Очевидно , максимальная работа поJiучается в этом случае при 
меридиональном выходе потона из рабочего колеса . ПредпоJiагая 
постоянство меридиональных составляющих с норости до и после 
рабочего колеса , имеем : 

1 , . ( Тон )2 А2а = "са = Лlа Т 00 
• ( 1 16) 

С другой стороны , в случае меридионального выхода из кoJieca 

те . k- 1 2 Т -== 1 - k + 1 Аса , ос 
откуда на основании ( 1 1 6) поJiучаем :  

тое те k - 1 ' 2 • 
т = т + k + 1 лt а . 

он он 

при постоянстве осевой снарасти это приводит к следующему 
выражению для максимальной безразмерной работы , соответствую
щей осевому выходу потока из колеса : 

к k- 1 2 те = 1 - -- At a - - • k т 1 Т011 ( 1 1 7) 

Закрутка потона на входе при A2u = О опредеJiяется в зависи
мости от окружной снарасти согласно (96) : 

38 Г. н. Абрамович 
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Подставляя в цаеледнее выражение равенство ( 1 1 7) ,  получим : 

* ·l [ k + 1 ( 1 те ) л2 ] Лlu U t = 2 k- 1  - Тон - l a  . 

Для заданной степени реантивности нолеса согласно ( 1 1 2) имеем : 

л 
= l f k 1- 1 ( 1 те \ 2 v -1 -t u V k- 1 - т  1 - Л t а  - Рн · оп / 

Поделив одно из этих равенств на другое , получаем зависимость 
оптимального отношения онружной скорости R занрутне потона 
от степени реактивности рабочего колеса : 

Обычно в турбиностроении онружную скорость относят н ско
рости с1 ; в таком случае имеем : 

..!!:_ = Х = 
СО!< а 1  

с1 2 ( 1 - р11) 

При ,степени реантивнос�и р11 = 0 ,5, получаем : 
и - = cos (Xl , c l 

При активном колесе (р11 = 0).: 
и 1 
- = -2 cos (Xl , CJ 

При наличии выходного спрямляющего аппарата скорость на срезе 
имеет меридиональное направщшие,  и следовательно , независимо 
от соблюдения приведёuных соотношений в идеальной ступени 
получается максимальное значение безразмерной работы . 

Однако в реальной ступенц установна выходного спрямляющего 
�ппарата , течение в :котором имеет диффузорный характер , при
водит н существенному у:величению потерь ,  а следователь)fо, и 
н уменьшению работы отводимой турбиной от газового потона . 

§ 9. Проф'илирование Элеиентарного венца 
Задач� профилиро�ания элементарной ступенц лопаточной ма

шины состоит в том, ч.тобы подобрать такую форму проточной 
части, ноторал обеспечивает подучение заданных параметров потона 
(например , степени увеличения _ цо�ного давления в но:.шрессоре 
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или степени уменьшения температуры торможения в турбине) при 
определённом значении коэффициента полезного действия, т . е .  
при известных потерях в элементах ступени.  Эти условия долж-· 
ны быть выполнены при выбранных значениях расхода газа и 
окрул,ной скорости рабочего колеса . 

Для построения характеристики ступени важно решить и вто
рую основную задачу : по заданной форме элементарного Зенца 
и известным значениям параметров потока на. входе в него опре
делить параметры потока на выходе и потери в венце . 

Первую задачу называют обратной, а вторую - прямой задачей 
аэродинамики . 

Элементарная ступень состоит из лопаточ,ных элементарных 
венцов и безлопаточных направляющих аппаратов . Очертания 
элементарного лопаточного венца определяются формой кольцевого 
канала , ограничивающего венец, и профилем, числом и взаимным 
расположением лопаток. Совокупность одинаковых элементарных 
лопаток, находящихся в кольцевом канале ,  называют элемен
тарной кольцевой решёткой .  

Кольцевой элементарный канал ограничен двумя поверхностями 
вращения , расположенными друг относительно друга на стоJIЬ 
малом расстоянии, что изменением параметров потока при радиаль
ном переходе от одной поверхности к другой можно пренебречь . 
Кольцевой элементарный канал полностыо определяется формой 
меридионального сечения и его расположением относительно оси 
турбомашины . В дальнейшем кольцевой канал мы будем задавать 
формой средней поверхности ,  т. е . поверхности вращения ,  обра
зованной средней линией меридионального сечения канала и те
кущей высотой последнего - f}.п ,  Qтсчитываемой по н·ормали 
к средней поверхности. 

В свою очередь кольцевая решётка определяется шаго.м ре
шётки,  профилем и установочным углом лопатки. Под профи
лем лопатни понимается фигура , которая получается при р�с
сечении элементарной лопатки средней поверхностью кольцевого 
канала . 

Профиль лопатки в кольцевой решётке характеризуется теми 
же геометрическими параметрами ,  как и крыловой профиль в пря
мой решётке : средней дужкой (средней линией) профиля , т .  е . гёо::. 
метрическим местом точ.ек, равно удалённых от противополож
ных сторон профиля ; максимальной относительной кривизной 
дужки 7 и её расположением ; максимальной относительной тол
щиной профиля ё и её положением; углом изгиба профиля в , 
-r. е .  углом между касательными к средней Линии, проведёнными 
в носике · и задней точке профиля ; хордой профиля , т .  е .  отрез:
ком прямой , соединяЮщим крайние точки tредней линии nро
филя; устаноiючн:ым углО'м (ме.жду прямолине.йн?,Й хордоИ: :про�и�"! : 
и осью и) . · · , .  · · 

зв• 
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Нромс этого , иногда удобно пользоваться тан называемой 

.криволинейной хордой hн . под н:оторой понимается отрезан н:ривой 
наименьшей длины , лежащей на средней поверхности профиля 
и соединяющей Rрайние точн:и средней линии профиля . 

Взаимное расположение профилей определяется расстоянием 
между сходственными точн:ами двух соседних профилей, отсчиты
ваемым по дуге нруга с центром на оси венца . Шаг t 

нольцевой 
реmётки определяется отношением 

t = 2Jtr 
z ' 

где z - число лопатон , ,. - соответственный радиус элементарного 
венца . 

При входе в венец 

следавател ыю , 

Под средним maroм нольцевой реmётни понимают величину 
шага на среднем радиусе нольцевого нанала : 

t _ 1t (r1 + r2) 
ер - z • 

Отношение нриволинейной хорды н среднему шагу называется 
густотой Rольцевой реmётни: 

bR bR 't = -- =  z .  tcp 1t (r1 + r2) 
Вонимая под относительной н:риволинейной хордой hн величину 

nолучим : 

- ьк Ьи = -" 21tr1 ' 

Рассмотрим течение газа через неподвижные входные и вы
ходные аппараты ступени . Пусть входное сечение аппарата 
обозначено 1 - 1 , а выходное сечение 2 - 2. Неподвижные аппа
раты ступени разделяются на лопаточные и безлопаточные . Оста
новимся сначала на безлопаточном аппарате , т .  е .  элементарном 
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кольцевом канале . "Уравнение неразрывности в таном аппарате 
имеет следующий вид : 

с1т TtdFtт = ст jdF т ;  
здесь dF т - площадь поперечного сечения кольцевого канала , 
нормального к направлению меридиональной составляющей ско
рости . 

Обозначая через dn·расстояние между поверхностями вращения , 
ограничивающими кольцевой канал,  отсчитываемое по нормали 
н средней поверхности канала . имеем : 

AF т = 21trdn ,  
отсюда 

или 

Ctil Sin ct1 = Cj s in ctdn r, 
r u u где r = - - относительныи радиус среднеи линии меридиональ
rt - An ного сечения , dn = --.-- - относительная высота канала . L>nl 

"Уравнение неразрывности можно записать в обычном безраз
мерном виде 

( 1 1 8) 
или 

q,. (Л1) = adn rq .. (/.) , 
где а =  р0 j р01  харантеризует потери на участке кольцевого нанала 
от входа до тенущего сечения . Вторым уравнением, определяющим 
течение газа в безлопаточном нольцевом канале , если иренебречь 
силой трения , является условие постоянства моментов нолячества 
движения 

которое можно записать и так : 

или 

откуда 

л = � и -
r 
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Подставляя последнее выражение в уравнение нера�рывности 

( 1 1 8) , получим следующую зависимость между коэффициентом 
полной скорости Л и геометрическими параметрами кольцевого 
нанала : 

( 1 19) 

Заменяя в этом уравнении q (Л) с помощью выражения ( 106) 
главы V ,  приходим R развёрнутому виду уравнения движения 
в кольцевом канале : 

или 

_1_ 1 
\ ( 1 - k- i ) 2) h-1 _ л - J/ ' 2 -2 _ ' 2 ( 1 - k- 1 , 2 ) k-1 "Im k + i  '1 - O LJ. U 1\ r /, lu , k+ i " ' 

1 1 
( k- 1  2 )/i-1 - - -, с k-1  2 )/i-1 Л 1m 1 - k+ 1 Л1 - а �n rлт 1 - k + 1 Л . ( 1 20) 

Если потон при входе в канал не имеет занрутни (Л1u = 0) , 
то зависимость ( 1 1 9} упрощается : 

или 1 1 
(. k-1  2) /i-1 -- ( k - 1 2 )k-1 

). 1 1 - k + i Л1 = a �nrЛ 1 - k + 1 1. 
Задавая желаемую ванономерность изменения коэффициента 

снорости вдоль линии тона Л (S) и форму средней линии мери
дионального сечения нольценого нанала , можно определить удо
влетворяющий этим условиям занон · изменения относительной 
ширины нольдевого нанала �п-:- Реmение существенно упроща.этся , 
если задаться распределением не полной, а меридиональной со
ставляющей снорости . 

В начестве примера рассмотрим течение в нольцевом элемен
тарном навале с постоянной величиной меридиональной составля
ющей скорости : 

т .  е .  
Лm = Л 1m = const . 

Согласно (1 20) имеем следующее выражение для относительной 
ширины нольдевого элемен:тарного нанала при постоянстве ноэф
фициента меридиональной составляющей снорости Лm и заданной 
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величине занрутни потона на входе в нанал (Л1u) : 
1 

( k- 1  k - 1  )k=t 
- 1 - k + 1 Л� - k + i Чи 

!J.n = t 2 -
ar ( t - k - 1 Л2 _ k - 1 � ) k-t 

k + 1 m k + i  r2 
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Основной медостатон безлопаточных нольцевых нана.nов в ма
шинах с положительным ноэффициентом радиальности · (r2 f r1 > 1 )  
состоит Il том , что получение необходимой занрутни потона всегда 
связано с более или менее значительным радиальным перетена
нием газа ; это приводит н большим радиальным размерам . Нроме 
того , получение любой заданной занрутни в безлопаточном ап
парате возможно тольно в том случае , если при входе в него 
уже имеется не«оторая начальная занрутна . 

Поэтому для занрутни потона более целесообразно пользовать
ел лопаточным направляющим аппаратом . При профилировании 
лопаточного венца мы считаем заданными форму меридионального 
сечепил элементарного нольпевого нанала и ведичины r1 и r2 , 
определяющие положения этого сечения относительно оси турбо
машины . Таним образом , остаётсл по заданным параметрам 
потона при входе и выходе из венца выбрать профиль лопатни , 
число лаnатон и их взаимное расположение в венце . 

Отметим, что задача построения нольцевой решётни , удовле
творяющей уназанным условиям , т .  е. дающей по заданным 
параметрам на входе в неё (ноэффициенту снорости Л1 и углам а1 
и �1 между вентором снорости с1 и направлениями осей и и а) 
определённые значения параметров при выходе Л2 , а2 и �2 , не 
имеет однозначного решения . 

Можно уназать бесчисленное множество ра�личных реmётон ,  
отличающихсл густотой , нривизной , средней линией профиля , 
относительной толщиной профиля и углом атани при входе , 
но дающих отнлоненил потона на один и тот же заданный угол . 

Например , на фиг . 329 представлены прямолинейные решётни 
из различных теоретичесних профилей 1) с относительной толщиной 
ё = 0 , 1 , построенные по теории идеальной несжимаемой жидности 
для одних и тех же значений входного (а1 = 32° 1 2' ) и выходного 
(а2 = 52°39' ) углов . 

Естественно , что наложение различных ограничений суживает 
возможный диапазон реmётон, удовлетворчющих заданному ре
жиму . Эти ограничения могут быть нонструнтивного или гидравли
чесного харантера . R первым относятся , например, ограничения 

1 ) У м н о в Е .  И . ,  Потенциальное обтекание несжимаемой жидкостью 
реmёток из теоретических п рофилей.  М . ,  Оборонгиs ,  1952 . 
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в относительной толщине профиля , осевых габаритах лопаточного 
венца и числе лопаток .  Ro вторым относится , например , требова
ние , чтобы потери в данном лопаточном венце не иревосходили 
иеноторой наперёд заданной величины или даже были минимально 
возможными . 

В резудьтате большого числа экспериментальных иссдедований 
по плоским решётнам (нонфузорным и диффузорным) получены 
данные , позводяющие удовлетворительно решать эту задачу при 
не очень больших дозвуновых скоростях набегающего потока . 

Один из методов нахождения параметров оптимальной диф
фузорной плоеной решётни был изложен в § 6 главы VII I .  

' 

f=!,O t =O f = f. O 
f = f% 

�=1,5 � f = S% 

f=2.D t. 
f = О 

1 
f = 2.f! 
1 = S % 

/- = 1.0 
1 =!OZ 

f =!.S 
1 = 10% 

�f:=Z.O � t = lf/Z 

Фиг. 329 . Плоские решётки профилей с различной густотой, крививной 
11 устапавочным углом при одних и тех же значениях углов входа и вы

хода потона идеальной несжимаемой жидкости. 

Отсутствие достаточных эRспериментальных данных по · коль
цевым решётнам не даёт возможности в настоящее время создать 
соответствующий метод подбора параметров нольценой решётни 
с произвольным меридионадьным сечением кольцевого нанала 
и в широком диапазоне чисел М потока , набегающего на долаточ
ный венец . Однако ддя качественного анадиза обтекания не
подвижного эдементарного лопаточного венца можно применить 
приближённый метод , в натором вместо фантичесного двухмерного 
обтенания газом эдементарной нольценой решётни рассматривается 
одномерный поток газа в изолированном междопаточном нанале , 
образованном двумя соседними лопатнами и двумя стеннами (иди 
поверхностями тона) нольценого нанала , что равносильно замене 
истинного межлопаточного нанада прямолинейным (выпрямлен
ным) плосним наналом постоянной высоты ; длина и занон изме-
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нения площади поперечного сечения по длине у исходного меж
лопаточного нанала и эквивалентного плоеного нанала должны 
быть соответственно одни и те же. 

Если кривизна межлопаточного нанала не очень велика, то 
при равных значениях чисел М и R на входе в исходный и экви
валентный наналы гидравлические потери и распределение пара
метров газового потона по длине в обоих каналах приблизительно 
одинаковы . Безразмерная текущая ширина плоеного нанала равна 
безразмерной площади соответствующего поперечного сечения ис
ходного нанала 

или 

X=f, 
где х1 и �F 1 - соответственно ширина плоеного и площадь сече
ния исходного наналов в их начальных сечениях. В случае 
цилиндрического кольцевого нанала безразмерные ширины обоих 
наналов-исходного и эквивалентного- одинаковы .  

В зависимости от  отношения значений коэффициентов ско
рости на входе Л1 и выходе Л2 все лопаточные венцы разделяются 
на конфузорные (Л2 > Л1), диффузорные (Л2 < Лд и аi>тивные 
(Л2 = Лl). 

Rонфузорные венцы употребляются для входных направля
ющих аппаратов турбины и компрессора и для рабочих нолёс 
турбины . Выходные лопаточные аппараты ступени :компрессора 
и турбины и рабочее колесо компрессора имеют диффузорные 
венцы. Активный венец находит применение в рабочем колесе 
ступени активной турбины. 

Степень конфузориости лопаточного венца характеризуется 
обычно отношением площадей поперечного сечения на входе и дF дF 
выходе: дF: . Обратная величина дF: используется для оцен:ки 

степени диффузорности венца. 
Сводя течение в лопаточных каналах н прямолинейному 

одномерному , мы принципиально не можем учесть гидравличе
ских потерь, связанных с поворотом потона в этих каналах. 

Как поназывают многочисленные эксперименты , в нонфузор
ных каналах потери относительно невелини, и возможно осу
ществление весьма больших поджатий: например, в соплах аэро
динамических труб осуществляется поджатие до 25 ( �F 1 = 25 · �F 2) . 

В диффузорных наналах потери могут быть очень значитель
ными и получение заданного увеличения поперечного сечения 
нанала без больших потерь возможно лишь при достаточной 
длине , т. е. малых углах расширения канала . 
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Нан уже уназывалось ранее (§ 1 -2 гл . VII) , таное большое 
различие между нонфуворными и диффуворными наналамп опре
деляется влиянием поrраничного слон , свойства ноторого при 
положительном (диффувор) и отрицательном (нонфузор) градиентах 
давления существенно равличаютсн . 

Осуществление диффузорных лопаточных венцов с достаточно 
малыми потерями является поэтому наиболее трудной задачей. 
Бели заданы параметры потона при входе и выходе из венца, 
то известно отношение площадей при входе и выходе из нанала. 

Площадь при входе в межлопаточный н:анал 

!:J.F1 = !:J.n1t1 sin �Х1, 

соответственно при выходе 

следовательно, отношение площадей 

дF2 tln2r2 sin а2 
дР1 = дn1r1 sin а1 • 

При расчёте диффузорнаго лопаточного венца всегда задаётсн 
необходимая степень расширения энвивалентного диффузора. 

Исследование плосних диффузоров с прямолинейной осью при 
малых дозвуновых сноростнх потона поназывает , что потери при 

др заданном значенпи др: зависят нан от длины диффузора , тан и 

от формы боновых стенон 1 ). 
Степень расширения и длина диффузора определяют средний 

угол раснрытия диффузора �Х, образованный отрезнами прямых 
соединяющих нрайние точrш входного и выходного сечений пло
ского диффузора: 

где lд- длина оси диффузора . Переходя н параметрам межлопа
точного н:анала , имеем : 

1) См. § 2 гл. VI. 
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В случае цилиндрического элементарного кольцевого канала 

откуда 

rl = r2, 

tl = t2, 

dn1 =dn2, 

t а �in a2-sin а1 
gт= slt 2-t 

или приближённо (при малых углах расирытин диффуаора) 

sin а2- sin а1 
CI � _ __:с__ _ _; Slt 

t 
Для слабо иснривлённых профилей в последнем выражении 

среднюю линию канала можно ааменить хордой bi в этом случае 
получаем иавестную формулу для угла расирытин эквивалент
ного шюского диффуаора плоеной решётки: 

sin а2- sin а1 CI= Ь 
t 

При любых формах стенон и степени расширения диффуаора 

существует оптимальный угол раскрытия Сiопт, при натором 

потери имеют минимум . 
Если для ааданной степени расширения лопаточного венца 

иавестен оптимальный угол расирытин эквивалентного пJюского 

диффуаора Сiопт, то иа приведённой формулы может быть опреД("J

лён шаг при входе t1 в соответствующую кольцевую решётку. 

Раарешая уравнение относительно t1 и польауясь малостыо вели

чины оптимального угла раскрытия Сiопт, получим: 

В случае слабо иснривлённых профилей длину средней линии 
межлопаточного нанала можно принять равной длине криволи
нейной хорды профиля sк � Ь11 и, следовательно, густота коль
цевой решётни по входу 

r2 дп2 . . 
- -Slll a2-s1n а1 

(J = b�t = r...:t_д_n--"1 ____ _ 
t1 аопт 

число элементарных лопаток 
2�r1 Z = -

t. 
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Естественно , что величина t1 должна быть уточнена таним 
образом, чтобы z было целым числом .  Для получения сравни
тельно малого оптимального yгJia расирытин при больших рас
ширениях нанала необходима значительная густота нольдевой 
решётки, ноторая может быть осуществлена выбором достаточно 
большой хорды профиля Ьн или большого чисJJа лопатон z. 
Однано увеличение хорды профиля приводит н возрастанию осе
вых габаритов венца , а нолячество лапатон ограничено возмож
ностью их нонструнтивного размещения в венце . Поэтому пран
тичесни угол энвивалентного плоеного диффузора может оназаться 
значительно больше оптимального . "Уменьшение потерь в это\1 
случае достигается выбором таиого распределения проходных 
сечений по длине , нотарое даёт наиболее благоприятное распре
деление давлений. 

Зная распределение ширин по длине межлопаточного нана.'Jа 
и располагал средней линией , можно построить элементарную 
нольцевую решётну . 

При определении оптимаJiьного угла расирытин диффузора 
в случае больших дозвуновых сноростей следует учитывать , что 
с увеличением числа М оптимальный угол расирытин диффузора 
уменьшается- 1) . 

Неподвижные аппараты могут бы:rь нак лопаточными, таи и 
безлопаточными; в рабочем колесе используются тольно лопаточ
ные венцы . Правда, ь.асательные силы трения на стеннах безло
паточного венца дают неноторую онружную составляющую, однано 
она столь незначительна , что делает невозможным применение 
безлопаточного диффузора в качестве рабочего нолеса. 

Остановимся на вопросах, связанных с профилированием вра
щающегосл элементарного венца . Рассматривая относительное 
течение газа в венце, следует учесть воздействие на поток, кроме 
сил давления и трения, силы инерции, т. е. центробежной силы . 

Наличие этой силы приводит, нак уже уназывалось в § 3, 
н повышению температуры торможения в относительном движе
нии, что не позволяет в общем случае свести обтекание враща
ющегосл элементарного венца к обычной внешней задаче газовой 
динамики и препятствует непосредственному применению резуль
татов продувки неподвижных элементарных кольцевых решёток 
к расчёту рабочего колеса . 

Только в частном случае цилиндрическоi'О течения, когда 
работа центробежных сил равна нулю, обтекание вращающейсл 
элементарной кольцевой решётки в относительном движении 
сводится к обтеканию неподвижной кольцевой решётки при той 
же относительной скорости . По этой причине для расчёта цилин-

1) См. § 2 гл . VI, а таRже цИ тируемую в этом параграфе работу 
R. С. Сцилларда . 
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дрического венца рабочего :nолеса с успехом пользуются резуль
татами продувок неподвижных венцов, которые в этом случае 
моделируются плосними решётн:ами. 

При рассмотрении основ профилирования нецилиндричссного 
вращающегосл венца будем считать заданной, нан и в случае 
неподвижного венца , среднюю линию меридионального сечения 
1-юльцевого канала. Положим сначала, что лопатни бесконечно 
тонкие и число их столь велико , что траектория частицы 
в относительном движении прантичесни совпадает с нонтуром 
Jrопатни. 

Одномерный характер течения в случае беснонечного числа 
лапатон позволлет применить основные уравнения элементарной 
струйки. "Уравнение неразрывности в относительном движении 
имеет вид 

. 1tow q ('-tw) = q (Лw) / -= · 
V �Ow 

Оно даёт возможность найти распределение сноростей вдоль 
ааданного элементарного межлопаточного нанала или определить 
необходимое изменение площади проходиого сечения межлопа
точного нанала по заданному распределению снорости или дав
ления вдоль оси нанала s. При этом должны быть известны: 

r эакон изменения относительного радиуса по длине нанаJJа - (s) 
r1 

н значение угловой снорости ш. 
Ограничивалсь случаем изоэнтропичесного течения, можно за

писать уравнение неразрывности в следующем виде: 
11.+1 

q (Лtw) = q (Лw) f0ow2 (11.-i); 
эдесь попрежнему 

Oow= 
T

ow = 1 + u�2 k-1 [(!...)2 -t]. 
To1w "2 k+1 r1 

Для воздуха (k = 1 , 4) имеем: 

q (Лtw) = q (Лw) O�w f. 
Рассмотрим некоторые частные случаи одномерного течения 

газа в межлопаточных каналах вращающегосл венца при задан
ном законе изменения площади проходиого сечения. 

"Уравнение неразрывности удобнее переписать в следующем 
виде: 
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Величина fiow задана , поскольку известна кривая s = s (rjr1). 
Таким образом, распределение значений числа М по наналу 
полностью определяется характером изменения площади . 

Случай 1 (s) = const уже рассматривался в § 2 . Остановимся 
на течении в расширяющемся нанале , т. е .  положим 1 (s) > 1 . 

Во вращающемся венце с положительной степенью радиаль
ности (rjr1 > 1) при дозвуновом относительном входе значение 
ноэффициента сноростп падает более интенсивно, чем в неподnиж
ном венце . Во вращающемся венце с отрицательной степенью ради
альности вследствие снижения температуры торможения (fiow < 1) 
падение коэффициента скорости при заданном расширении Iшнала 
идёт менее интенсивно, чем в неподвижном венце . Вообще же, 
если в канале вращающегося венца при увеличении площади 
поперечного сечения в 1 раз происходит уменьшение коэффици
ента скорости от значения Л1 до Л2, то в неподвижном венце та
кое же изменение коэффициента скорости требует увеличения 
площади в IO�w раз . Можно тан подобрать степень радиальности 
или угловую скорость , чтобы выполнялось условие 

lfi&w= 1 ;  

тогда значение коэффициента СI\орости на всей длине межлопа
точного нанала не изменяется (Л1 =Л= const), несмотря на  изме
нение площади проходиого сечения межлопаточного канала . 

При иенотором соотношении между степенью расширения 
и степенью радиальности канала увеличение площади сечения 
во вращаЮЩР.МСЯ венце может сопровождаться даже возрастанием 
ноэффициента скорости . 

Сужение межлопаточного нанала во вращающемся венце 
ведёт при положительной радиальности н замедленному ,  а при 
отрицательной радиальности н более быстрому росту коэффи
циента скорости, чем в ж·подвижном венце . При определённом 
сочетании сужения и радиальности можно добиться не только 
постоянства , но даже уменьшения коэффициента скорости в меж
лопаточном канале врашающегося венца . 

Все полученные выводы справедливы для дозвунового тече
ния в канале; нетрудно таким же образом охарантериз<;шать 
основные свойства сверхзвунового течения газа в канале вращаю
:щегося венца . 

Рассмотрим теперь движение газа с постоянной относитель
ной скоростыо . 

В цилиндричесном венце постоянству ноэффициента скорости 
соответствует постоянство самой снорости . В общем же случае 
вращающегося венца изменение те�шературы торможения в отно
сительном движении приводит н тому, что в потоке с постоян
ной скоростью коэффициент скорости возрастает при отрица
тельней степени радиальности И уменьшается при положительной 
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степени рьдиальности. Это вытенает из выражения для коэффи
циента снарасти в относительном движении при w = const: 

л 1 w ),w =-..:,:::....-
V bow 

Подставляя это выражение в уравнение неразрывности, полу
чим закон изменения площади сечения межлопатqчного канала, 
удовлетворяющий условию постоянства относительной скорdсти 
(w=const): 

При цилиндрическом течении 6ow = 1 и ,  следовательно , f = 1. 
До сих пор мы рассматривали относительное движение в ра

бочем колесе , имеющем бесконечное число весьма тонких лопа
ток, т .  е .  столь большое чисJю лопатон , при котором можно 
считать , что траектория частиц газового потока в межлопаточ
ных каналах в среднем совпадает с контуром лопатки и соответ
ственно направление потока при выходе из колеса (в относи
тельном движении) совпадает с задней кромкой . Так как в этом 
случае движение частиц газа совпадает с контуром лопаток, 
то очевидно, что траенторил частиц не будет зависеть от угло
вой скорости вращения элементарного венца . 

Rогда число лопаток невелико, даже в случае неподвижного 
венца наблюдается несовладение между направлением потока 
на выходе из него и направлением задних нромок лопаток. 
У гол между этими двумя направлениями обычно называют 
углом, отставаниц потока . Чем меньше число лопаток,  т .  е. чем 
иеньше густота решётки, тем больше угол отставания потока. 

Если радиальный венец неподвижен, состоит из прямых ради
альных лопаток и nоток при входе в венец имеет радиальное 
направление , то очевидно, что лопатки не нарушают течения и на 
выходе из_ решётки сохранлетел радиальное направление потока, 
т .  е . независимо от числа лопаток угол отставания 8 =О. 

Пусть теперь венец вращается с угловой скоростью w·1Jcer;; , 
а вход потока на лопатки в относительном движении попреж
нему радиальный; этого можно достичь при закрутке на выходе: 

В отличие от движения газа через неподвижную решётду 
которое совершается только под воздействием лопаток, относи-
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тельное движение газа через вращающуюся решётну происходит 
и под воздействием сил инерции- кориолисовой п центробежной. 

Под действием нориолпсовой силы инерции, приходящейся на 
единицу массы 

lн=2Will=2w !!.., r r 1• 

n рассматриваемом примере траектория движения откJюняется 
от первоначалыюго радиального направления в сторону, обрат
ную направлению вращения . Это приводит н тому, что среднее 
направление потока при выходе из решётни отличается от ра
диального на некоторый угол отставания 8. Чем больше число 
лопаток при данном отношении r2fr1, тем меньше величина 
этого угла о. Если число лопатон z = оо, то о= О .  

При отсутствии лопатон. т. е.  при z =О, относительное дви
щение происходит тольно под воздействием инерционных сил . 
Пренебрегая силами трения в диенах , имеем в этом случае 
в абсолютном движении 

от нуда 

В нашем пртшре 

следоватеJIЬно, 

и 

Онружная составляющая в относительном движении будет: 

Таним образом ,  чом больше угловая сворость венца ill, тем 
поток сильнее отходит от первоначального радиального направ
ления . 

Наличие радиальных лопатон уменьшает эту занрутну , ли
нвидируя её совсем при беснонечно большом числе лопатон. 

Отставание потона в относительном движении приводит 
1( уменьшению затрачиваемой работы компрессора. Это учиты
вается ноэффициентом р., ноторый равен отношению фантячееной 
закрутки потона н занрутно, получающейся при беснонечно 
fioJrьшoм чис ле лопатон (z = оо). 
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В случае прямых радиальных лопаток при z = оо поток в 

относительном движщши выходит в радиальном направлении, т .  е. 

(c2u)z=co = и2. 
Следовательно, для колёс с радиальными лопатками имеем : 

C2u C2u -

(.!. = (c2u)co =и;-= c2u· 
На фиг . 330 представлена теоретическая зависимость р. для 

р 1,0 �-----,--------�---------.---------, 

-- TllllfJU!I 
о о о JJГCI/IlfJUAfl/11/fl 

1 l 3 ц 5 6 7 8 g 10 11 12 13 14 15 16 17 16 ш 20 
z 

Фиг . 330. Зависимость коэффициента f.l. от числа лопа
тпк дл я радиальной решётки с прямыми лопатками. 

прямых лопаток от числа лопаток при r1 fr2 =О. На этом же 
графике нанесены экспериментальные данные, полученные 
В. И. Дмитриевским.1) . 

§ 10. Течение газа в межвенцовых зазорах 
ступени турбомашины 

Обратимся к пространствеиным течениям газа в межвенцовых 
зазорах ступени турбомашины и на входе и выходе из ступени. 
Границами потока являются две твёрдые поверхности вращения -
внутренняя поверхность корпуса и поверхность втулки машины , 
которые находятся на конечном расстоянии друг от друга ; поэтому 
здесь , в отличие от элементарной ступени - параметры , опреде
ляющие поток в данном сечении, зависят от радиуса r. Будем 
предпоJiагать ,  что все параметры потока зависят только от коор
динат а и r и не зависят от угла <:р. Такое течение газа в турба
машине называют осесимметричным. Независимость радиальной 

1) Дм и т р и е в е ки й В .  И .  и Х о лще в н и к о в  К. В ., Нагнетатели 
и наддув авиационных д вигателей, Оборонгиа, 1939. 
39 г. н. Абрамович 



610 ЭЛЕМЕНТЫ ГАЗОВОЙ ДИНАМИНИ КОМПРЕССОРОВ И ТУРБИН [ГЛ. JX 

составляющей скорости от угла r.p означает , что все поверхности 
тона суть поверхности вращения (фиг . 331).  

Скорость движения газа в межвенцовом зазоре разложим на 
меридиональную и окружную составляющие ст и си. 

Для составления уравнений движения в неподвижной системе 
координат применим к элементарной частице газа принцпп Далам
бера : если н действующим на элементарную частицу газа силам 
добавить силы инерции: ,  то такал система сил будет находиться 

Фиг. 331. Пространственная� схема потока 
в колесе осевого компрессора. 

в равновесии. Все силы , действующие на элементарную частпцу 
газа ,  разделяются на поверхностные и массовые . Поверхностные 
силы разделяютел на нормальные силы давления и насательпые 
силы трения . Абсолютное движение частицы газа можно пред
ставить как результирующее двух движений : относительноr·о 
в меридиональной плоскости и переносного , причем скорость 
переносиого движения равна си= r dr.pjdt , где r.p есть угловая коор
дината частицы. 

В относительном (меридиональном) движении газа уснорение 
частицы можно разложить на два ускорения : центростремитель
ное , направленное по нормали :к образующей поверхности тона с2 
и равное в:, где Rm есть радиус :кривизны образующей , и Щl.-
сательное ус:корение , направленное по :касательной :к Qбразующей 

dcm 
поверхности тона и равное -d • Элементарные - центробежная 

' t 
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и насательная--силы инерции имеют направления , противополож
ные направлениям соот-
ветствующих ус но рений , 
и_ равны : 

!J.l = Llmc� 
1 Rт ' 

:здесь !J.m- масса элемен
тарной частицы газа .  

В переноснам двюне
нии элементарные центро
бежная и насательная 
силы инерции соответ
ственно равны : 

с 
tJ.J =!J.m� з r ' 

d2tp tJ.J� =!J.m dt2 . 

При составлении соглас
но принципу Даламбе
ра уравнения равновесия 
сил, приложеиных н га
зовой частице , и сцл 
инерции силами трения 
и силами веса пренебре

ЛиКШl nepecevcнllfl 
001111PXHOClТIU mшra 
С мepuiJUO#OЛЬHoiJ 

плоскостью -
(odpoзvющllfl) ............... 

'r_ ...... 
1 
1 
1 
1 1 
1 1 

r 

_.... ....-_....j Mepuiluшmnь/101 -....-"" -----r плоскость 
1 
1 

Фиг . 332. R выводу уравнения движения 
элементарной частицы газа в межвенцовом 

зазоре. 

жем , т .  е. сохраним тольно силы давления и силы инерции. 
Проентируя все силы на направление , перпендинулярное 

меридиональной плосности (ось «и») , имеем : 

- !J.J 4 + ptJ.F т- ( Р + �� !J.cp) !J.F т= О. 

Здесь tJ.J 4- проенция элементарной силы инерции в абсолютном 
движении на онружное направление , равная 

tJ.I4 = tJ.J� +tJ.Ik, 
где tJ.Jk- норполисова сила инерции-выразится таи : 

!J.J k 2юпер Ст sin Ч!' tJ.m = 2 с; cr tJ.m, 

т. е. 

ЗС* • v 
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AF т"-7ШJощадь сечения элементарной частицы элементарной 
плоскостью . 

В случае,  когда р не зависит от cr: 

и ,  следовательно 

т. е. 

др= о 
дrр 

dcu + CuCr =О. 
dt r 

Полагая cr = drjdt "t=O, после интегрирования находим : 

При cr =О имеем : 

т. е. 

Cr· r = const . 

dcu=O 
dt ' 

си= const. 

ПроеRТируя силы на оси r и а (фиг. 333), получим соответ
i:твенно : 

- А/2 sin W t А/3- А/1 sin (21t -1)- �� Ar AFr =О, (121) 

- А/2 cos W + А/1 cos (2т: -1)- �� Аа AFa =О. (122) 

Здесь i- угол между осью а и нормалыQ R образующей, направ
ляемой всегда R центру кривизны. 

"У словимея поверхность тона называть вогнутой, если нормаль 
.R её образующей направлена от оси машины, и выпуклой, если 
нормаль направлена к оси машины. Для вогнутой поверхности 
тона имеем : 

для выпуклой поверхности : 

j= ; -W. 

Подставляя выражение для сил инерции А/3 и А/1 в (121) и 
учитывая равенство : 

получим: 
1 ар с� + cila • dcm . 1Т1' --- = -- -SШj+ -Slll �. р·дr- r Rт dt (123) 
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Представляя !J.m в виде 

!J.m=p!J.a!J.Fa, 

после аналогичных иреобразований уравнения (1 22) будем 
иметь : 

1 др dcm ш с� ---= - COS '!: +-cOS"(. 
р да dt Rm (1 24) 

"Уравнения движения в проенциях на радиальное направление 

\ U��mp Kpll8l/3HЬ/ \'ОЗ!JЮЩСU 

л\ .":> 
� 

r ОdразуюЩОfl 
пооерхнисти тока 

Ось 6РОЩСН1111 о 

Фиг. 333. Н выводу уравнений дви жени я в осях а и r. 

(1 23) и на направление оси машины ( 1 24) суть уравнения. Эйлера , 
написанные в пилиндричесной системе ноординат для случая , 
когда поверхности тона являются поверхностями вращения . 
Тан нан 

dcm dcm dsm dcm - = -- =С -dt dsm dt т dsm ' 
где sm- дуга образующей поверхности тона , то эти уравнения 

. 
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можно записать и тан : 

или: 

1 др dcm . с;, . r� -- - = - С sшW+-sш1--р дr dsm т Rm r ' 

2 
1 др dcm 

qr 
cm 

- р да = dsm Cm COS + Rm COS 1 

1 др dcm с� • с� --- = -С+ -SШ1--р дr dsm r Rm r ' 

1 др dcm с;, ---=-Са + - COS 1· р да ds111 Rm 

( 125) 

( 126) 

( 127) 

( 128) 

Полаган в (127) и ( 128) Rm =со, попучаем елодующие уравне
ния движения для конического течения , т. е. для случая , ногда 
все поверхности тока суть п:руговые нонусы : 

1 др dcm с� --- = е ----Р дr Tdsm r ' 

1 др d�m ----с -
р да- a dsm ' 

(129) 

( 1 30) 

Отметим , что в точках перегиба образующей поверхности тока 
(Rm = оо ) уравнения движения принимают таной же вид, паи и 
nри в:оничесиом течении. Частными случаями нонпчесиого тече
ния являются цилиндрическое и радиальное теченпя . 

В nервом случае поверхностями тока являются круговые 
цилиндры , а во втором случае- плоскости , нормальные н оси 
вращения машины . 

В случае изоэнтропичееиого движения уравнение неразрыв
ности для элементарной струйки может быть представлено таи : 

q (Л) sin а. !J.F n = const, 

где !J.Fn- текущее значение площади сечения элементарной 
етруйни тона, перпендив:улярпого направлению меридиональной 
составляющей снорости, а Л- текущее значение коэффициента 
nолной спорости. 

При цилиндрическом осесимметричном течении 

!J.Fn = r !J.rp !J.r = const, 

и, следовательно- , уравнение неразрывности nринимает вид: 

q (Л) sin а. =  const; 

его можно записать и так : 
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При цилиндрическом осесимметричном течении на данной поверх� 
ности тока (r = const): 

си= const 
и, следовательно, 

Au=const. 
Сопоставляя это условие с уравнением неразрывности, занлю
чаем , что при изоэнтропичесном цилиндричесном осесимметрич
ном течении газа в межвенцовом зазоре на данной поверхности 
тока ноэффициент скорости Л, а следовательно, давление р и 
все остальные параметры потона остаются постоянными. Иначе 
говоря ,  в рассматриваемом случае течения параметры потона 
зависят тольно от радиуса . 

Полагая в уравнениях (129) и ( 130): 

с,.=О, 

ар=О да ' 
подучим едедующее дифференциальное уравнение : 

1 dp 
р dr 

с� 
г· 

выражающее зависимость параметров потона от радиуса. 

('131) 

Сдедует заме;тить , что полученные выше соотношения для 
цидиндрического движения справедливы тольно при отсутствии 
скачнов . При наличии с1шчна эти соотношения пригодны лишь 
в областях слева и справа от поверхности разрыва . Т ан ка н 
условие постоянства окружной составляющей сн:орости сохра
няется и при надичии скачна , то поверхность скачка есть 
радиальная плосность ,  а скачок при наличии закрутни являет
ся носым . 

В случае радиального течения (са = О, W = ± ; ) уравне
ния (129) и ( 130) приобретают следующий вид : 

1 др dcm <'� --- = С ---р дr r dsm r ' 
_!_др 

=0 р да ' 
т. е. радиальное течение описывается одним уравнением движе
ния 

1 dp dcm с� ----с-----Р dr - r dsm r ' ( 132) 

Перейдём R уравнениям движения в так называемой натураль
ной системе координат, т .  е. в системе координат, связанной 
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с поверхностями тона. 'Одну ось направим ·по насательной 
н образующей поверхности тона, а другую-по нормали н ней 
(фиг. 334). За положительное направление первой оси, называемой 
насательной и обозначаемой 1:, примем направление движения 
газа, а за положительное направление второй: оси, называемой 
нормалью и обозначаемой n , примем направление R центру нри
визны образующей. Если образующая прямолииейна, то за 

DdpoJ!!IOЩ0/1 
no611pxнocmu тока 

т 

___ _L __ ·-·-
Ось вращении о 

Фиг. 334. R выводу уравнений движения в нату
ральной системе координат (оси n и 1:). 

положительное направление оси n принимаем направление от оси 
вращения . Rан уже уназывалось , в случае осесимметричног� 
течения достаточно рассмотреть движение тольно в меридиональнои 
ПЛОСRОСТИ. 

П роентируя все силы (давления и инерционные) на оси n и 
1:, имеем соответственно : 

-Ы1 +bl3sinj- �� AnAFn=O, 

-Ы2+Ы3sinф-:- �� A1:AF"=O. 

Здесь Ь..Fn и АF,.-элементарные площади боновых поверхностей. 
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нормальных соответственно осям n и 't ,  Выражая Am: 
!1m = р АFп An= р AF" A't, 

617 

и подставляя значения чнерционных сил, получим после элемен
тарных преобразований уравнения движения в проекциях на 
нормальную и касательную оси: 

1 др с;"_ с� . -- = -- +-Sl ll 'Y  р дп Rm r •' (133) 

1 др dcm с� -. 
р-а;- = - fit  +-r-sш �· (134) 

3 dcm dcm аменяя -d = cm -d-- и имея в виду , что направление 't совпа-t sm 
дает с направлением sm, ураnнение движения (134) записываем 
в следующем виде : 

1 ар с� • , ,, dcm 
--=-Sl ll 'f·-C --. р д-с r т d'C 

Для конических течений ( Rm = оо) уравнение движения 

(135} 

(133) 
выглядит так : 

1 др с'!" 
� --=-COS . р дп r (136} 

При цилиндрическом течении (�= О) ось n совпадает с осью r, 
и это уравнение движения имеет вид (131) . При радиальном течении 

( � = ± �) ось n совпадает с осью а, ось 't -с осью r, cm = cr и 

уравнение движения (135) принимает форму (132) . 
В уравнениях движения газа в межвенцовых зазnрах как 

в осях а, r, так и в натуральных осях 't, n кроме искомых и 
задаваемых кинематических параметров потока, входят ещё 
статическое давление и пJютность , т. е .  величины, определяемые, 
в свою очередь кинематикой потока . Выразим плотность и ста
тическое давление через скорость потона ,  пользуясь известными 
соотношениями 

h 
( k-1 )h-1 

Р=Ро 1-k+1Л.2 ' 
1 - ( k-1 2) k-1 

Р - Ро 1 - k 1 1 Л · 

Дифференцируя по радиусу уравнение (137) , получим: 
1 k 

(137! 

(138} 

ap = _ _ k_(1_k-1 л2)k-1 ал2 +(1_k-1л2)k-tдp0
, дr k -г 1 k т 1 d1· Ро k -t-1 а, 
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отнуда согласно (138) имеем:: 

..!_др- _ _ k_l!2_ дЛ2 + _!__ (1- k-1 )..2) дро (139) р дr - k + 1 р0 дr р0 k + 1 дr • 
Помножив и разделив второй член правой части на Ри и исполь
зуя уравнение состояния 

...!!.!. = g RT0, Ро 
переписываем выражение (139) так : 

или 

..!_др= _kgRT0 дЛ2 + RT (1 _ k-1л2 ) _1_дРо 
р дr k + 1 дr g 0 k + 1 р0 дr ' 

..!_�= а�Р [ k+1(1_k-1л2) д(lnp0) 
р дr 2 k ..._ k+ 1 дr 

дЛ2 ] 
дr • 

Если nолный напор постоянен, то 

1 др 
рдr 

(140) 

(141) 

1 др 1 др Очевидно , для получения величин --д , --д и т. д. даста-Р n р 't 
точно в выражении ( 140) поставить вместо r соответствующую 
буrшу .  

В случае несжимаемой жидкости: 

откуда 

рс2 Ро=Р+2, 

рс2 Р=Ро-;т• 
или в дифференциальной форме : 

1 др 1 д р0 1 дс2 . 
-ра,: -ра,:-т--а;-, 

nри постоянном: полном: давлении 
1 др 1 дс2 
р-аг=--zаг· 

(142) 

Согласно (140) уравнения движения газа (127) и (128) принимают 
следующий вид: 

dЛmл +л;, . -л;_..!_дЛ2=_k+1 (1-k-1л2)д(lnро) (143) dsm r Rm Slll 1 r 2 д г 2k k + 1 дr ' 
dЛmл +л;, с 8 _.!_д'л2 =-k+1 ( 1_k-1л2) д(lnp0) (144) dsm а Rm 0 1 2 да 2k k + 1 да ' 
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При изоэнтропическом изменении состояния газа вдоль струйки 
в l\Южвенцовом зазоре полное давление должно быть постоян-

ным, т. е. 8Jc0 = О; таким образом , р0 может изменяться только 

по нормали к поверхности тока, откуда следует : 

дро dpo 
an dn 

В соответствии с этим и согласно ( 140) уравнения движения 
(133) и (134) принимают вид : 

_!_ ал2 +л� . _л;, _k-f-1l1_k-1л2J d(lnp0) 
2 дп r SШ 1 Rm - 2k k + 1 dn ' (145) 

( 146) 

Уравнения (143) и (144) или (145) и (146) являются уравне
ниями движения газа в кольцевом канале , ограниченном двумя 
nоверхностями вращения; совместное их решение позволяет 
получить распределение параметров газа во всём объёмР коль
цевого канала. 

Применительно I{ турбомашинам тюшя задача ставится , 
например, при анализе течения в безлопаточном (кольцевом) 
диффузоре . 

При обычно встречающихся малых расстояниях между двумя 
соседними венцами можно пренебречь изменением параметров 
в межвенцовом зазоре вдоль поверхности тока , если предпола
гать , что меридиональная проекция задних иромок лопатон: 
совпадает с трансверсалью 1 ) линий тоиа ; в этом случае 

ал dЛ 
ап = a:n: .  

Если, например , линии тока представляют собой пучОI� прямых , 
nроходящих через полюс Р, то трансверсалыо является окруж
ность с центром в точие Р (см. ниже фиг. 337); при этом течение 
в межвенцовом зазоре определяется тольио уравнением движения 
в проекции на нормаль (145), иоторое переписываем в следую
щем виде : 

2 Л2 Л2 
_!_� + � · _ � = k+1 [ 1_ k-1,2] d(lnp0) 
2 dn r SШ 1 Hm 2k , k-\-1 л dn · 

Полное давление за входным направляющим аппаратом: 

Ро1 = 01Рон· 

(147) 

1) Трансверсалью называется Rривая , нормальная во всех точRах 
пересечения к Rривым данного семейства . 
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Обычно полагают, что на входе полное давление есть постоянная 
в·еличина: 

Рон = const. 

В таном случае в межвенцовом зазоре за входным аппаратом. 
имеем :  

.!._ ач л;,. . - л�m _k+1 r 1-k-1 ).2 ] d(lnal) 
2 dn + r SШ it llm - 'Lk L k+i 1 dn ' 

или согласно (103) главы I :  

1 dЧ Л�,. . Л�m k+1 [ k-1 2] dS �dп + -r-sш 1'1- llm =- 'LkAR 1- k-t-1 Л1 an' 

(148) 

где S- энтропия, а R - универсальная газовая постоянная . Сле
дует отметить, что , несмотря на наличие в уравнении (148) ноэффи
циента а1, это уравнение попрежнему является уравнением движе
ния для газа, лиmённого вязности, таи нан величина а1 учитывает 
лишь влияние потерь ,  происmедmих ранее ,  на распределение 
полных давлений в данном харантерном сечении ступени. 

Ограничиваясь в дальнейшем тольно случаем постоянства 
потерь по сечению во входном направляющем аппарате , получим 
следующее уравнение движения за ним: 

(149) 

или 

(150) 

При р01 = const уравнение движения за рабочим нолесом можно 
записать в виде 

.!._ dl-.i +Чи . _ Чт =k+1( 1_k-1л2 ) d(ln1tok) (151) 'L dn r Slll 1'2 Нт 'Lk k-t-1 2 dn · 
Заменяя степень изменения полного давления в рабочем нолесе 
через степень изменения температуры торможения и ноэффи
циент изоэнтропичности: 

имебм : 

и следовательно, 

k 
- Ро2 (To2)k-1 

7tuн- -- =mн - ' Ро1 То1 
k-1 

1 k l -k- k l 1'02 nт:он=k-1 nmн +k-1 nToi, 
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Последнее уравнение можно записать и в безразмерных сноро
стях : 

или 

k-1 
d (1nтУ То2) dA� t 2A�u . 2 A�m _ (1 А2) Т0, - -Slll "f - -- - - 2 _ _.::.___.,-_....::..:.._;____ 

dn r • 12 Rm dn (153) 

dA2 А2 А2 d (ln т k�1) d (ln Tr,2) 
-2+ 2 � s in "( - 2�=(1-А�) н +(1-А�) dпт01 • dn r 12 Rm dn 

Ilpи постоянстве ноэффициента изоэнтропичности по 
рабочего нолеса , т. е .  при постоянстве потерь , имеем : 

с То2) 2 2 2 d ln-dA2 2 A2u · 2 A2m (1 • 2) То1 - + -SШj- --= -.Li.2 • dn r 2 Rm dn 

(154) 

сечению 

(155) 

В рабочем нолесе номпрессора случаю тн = const соответствует 
следующая зависимость для адиабатичесного ноэффициента по
лезного действия : 

k-1 
т 02 т li:""" - 1 To i н 

"'jaд н = �;;;T,-----
-E _ t То1 

(156) 

Задавая распределение степени повышения температуры тормо
жения , мы тем самым с помощью (156) задаём распределение 
адиабатичссного ноэффициента полезного действия , отвечающее 
формуле (155). В рабочем нолесе турбины случаю тн = const 
отвечает следующая формула для адиабатичесного ноэффициента 
nолезного действия : 

('157) 

Выражая степень изменения температуры торможения через ра
боту (см . § 3) 

To2 _ 1 _ _ L_ 
То1- cjmax ' 

т 
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urлучи:м: 

d (ln То2) То1 
2g - -2-- dL clmax 

dn 2 L dn ' 1- -g-
c�max 

И Tai\ 

то уравнение движения за рабочим нолесом (155) при постоян
стве nотерь записывается в следующем виде :  

ИЛИ 

dc� + 2 C�u • 
2 c�m 2 dL -

d -SШj2- R- =- g -d ' n r т n 

1 dc�+ C�u • C�m dL 
Zdn r8Шj2- Rm = -gdn • 

В случае рабочего нолеса номпрессора (см. § 5) имеем: 

от нуда 
k-1 

d ( ln т-:/ �02) 1 '- 01 - --=-----:--- d l сто2 
dn -

1Jад с�::-1 ) + 1 dn 'IJaд То! 

(158) 

(159) 

При постоянном значении адиабатичесного ноэффициента 
полезного действия уравнение движения ( 153) принимает вид 

dA� , 2 A�u . 2 A�m (1 А2) 1Jад d То2 (160) -1 -SШj2- -= - 2 - . dn r Rm ( Т 02 _1) + 1 dn Т 01 1Jад Т 01 
В резу ль та те аналогичных вынладон получаем следующее урав
нение движения за рабочим нолесом турбины при постоянном 
значении адиабатичесного ноэффициента полезного действия : 

d ( Т02\ 
dA�+-2A�u .  2A�m-{1 А2) dn То1) - - Slll'Yn- -- - 2 ---....;;.;..,:;;---
dn r •� Rm То2 1Jад-1+тоJ 

(16 ·1 ) 
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'Уравнение движения за рабочим колесом при постоянстве пол
ного давления имеет такой же вид, как за входным аппаратом 
при постоянстве потерь: 

(162) 

В случае несжимаемой жидкости согласно (133) и (142) уравне
ние движения за рабочим колесом записывается следующим 
образом: 

но в несжимаемой жидкости 

или 

1 L = (PoJ - Ро2) 1 

1 L=H-1 ' 

(163), 

где напором Н называется разность полных давлений. Таким 
образом, 

и следовательно, в несжимаемой жидкости уравнение движения 
за колесом (163) принимает вид 

1 dc� +c�u . с�т dL 
-;-- -SШj2-- = -g-. 2 dn r Rm dn (164) 

Сравнивая (159) и (164) , видим, что дифференциальное уравнение 
движения, написанное в размерном виде, имеет одну и ту же 
форму для несжимаемой жидкости и сжимаемого газа . 

Рассмотрим различные законы изменения параметров потока 
за входным направляющим аппаратом в предположении постоян
ства потерь по высоте лопаток ,  для чего воспользуемся уравне
нием: 

(165) 

которое с учётом равенства А�= А� и+ А�т можно записать так:. 

.!__ d�\.�u + A�u sin i1 + J.:_ d_\.�m _ Aim = 0 
2 dn r 2 dn Rm ' (166) 
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или 

(167) 

Задачей входного направляющего аппарата является отRло
нение потона от первоначального меридионального направления, 
'l'. е .  получение заданных величин заRрутни 'А1и и Rоэффициен
-та сRорости А1 на выходе из него. В таRом случае (167) можно 
рассматривать наR уравнение для исRомых функций т и Rm, 

- -
<>.::"' ""'=-

__ К,=К2=Кн 
Ось вращения 

О) 
' 

-
о 

<>.::"' ___ _!_ _____ _ 
Ось lf{Jnщeнull 

oJ 

' 1 

Фиг. 335. Ступень с цилиндричесrшм течением гава в межвендоных 
ваворах: а-при цилиндрическом кожухе, б-при rщлиндрической втулке . 

хараRтеризующих поверхности тоRа в межвенцовом зазоре меж
ду входным направляющим аппаратом и рабочим колесом . Из 
уравнения (167) получаем следующую зависимость кривизны 

б 
� А А d.\y 

о разующеп от т1 и задаваемых величин 1и, 1 и """"dii:: 

1 

1 d,\f + Afn . 
21in -r- SШj\ _ 1 с 1 d.\f + A�u · J Rm �Ч-А�и - Aim 21in -r- sш т1 · (168) 

RaR видим , две величины т и Rm связаны тольRо одиим 
уравнением (168) , т. е. возможно наложение каRого-либо допол
нительного условия . Пусть , наnример , А1 = const, а А1и- задан
ная фуннция r: 

т. е .  известны значения угла а1: 

(169} 

Из ( 168) получается следующее выражение для Rривизны о бра� 
зующей: 

1 t.g2a1 • -R = -- sшъ. 
т r 
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Полагая , например , что трансверсальная линия есть nрямая , т .  е. 
все центры кривизны образующих поверхностей тона лежат на 
одной прямой, и подставляп последнее выражение в (169), най
дём зависимость кривизны образующей от радиуса r. 

В приложениях обычно рассматривается более узкая задача , 
когда известна форма образующих поверхностей тона, т . е. даны 

Ось орощсния q 
Фиг. 336. Ступень с RоничесRим течением гааа в межвенцо

вых ааворах nри <jJ = const. 

величины Rm и 1 и по заданному распределению закрутки 
потона A1u отыскивают по уравнению (167) необходимые значе
ния А1 или по уравнению (166)- со:этветствующие величины 
меридиональных составляющих скорости A1m. В осевых машинах 
предполагают цилиндрическое течение газа в межвенцовых зазорах 
(фиг. 335); тогда . 

т. е. 

"' 
1= const =т, 

n =r. 
При коническом течении газа в межвенцовых зазорах (Rт = оо) 
в частном случае т= const имеем (фиг. 336) : ф = const. 

40 Г. Н. Абрамович 
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Случай ноничесного течения в межвенцовом зазоре с пере
менными значениями угла ф, ногда образующие поверхностей 
тока пересекаются в одной точке ,  представлен на фиг . 337. 

Пример течения в межвенцовом зазоре с криволинейными 
образующими IIоверхностей тока изображён на фиг. 338; здесь 
образующими являются дуги концентрических окружностей с 
центром в точке О. 

Рассмотрим изменение параметров потока в каждом из ука
занных случаев за входнЫм направляющим аппаратом .  

Начнём с последнего случая. Здесь трансверсальной линией 
является прямая ,  т. е .  

1 = const = io · 
Радиус кривизны 

R = ro-r 
т sin 1о ' 

где r- радиус данной точки, а r0- расстояние от оси враще
ния до центра онружностей О. 

Тан нан 

то 

r r n = -- =-sin 1 sin "(о ' 

1 dn=-.- dr, sш 1о 
и уравнение ( 167) принимает вид 

Полагая 

1 dAf . Afsin '(о+ roA�u · _ 0 
-;;- -d sш io- ( ) sш io- . и r r0-r r r0-r 

sin 10 =f=. О, 
имеем следующее линейное дифференциаJiьное уравнение 11ервого 
порядка: 

dAf _ _ 2_ Aa + 2rnAf,. - О  
dr r0-r 1 r(r0-r)- ' 

его решение можно представить в виде 

rде 

А2 -SP(r)dr[ t \ Q ( ) SP(r)drd J 1 = е cons - � r е r , 

P(r)= - -2- , r0-r 

Q (r) = 2r0A�., 
, ,. (r0-r) 

(170) 

(171) 
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r! 

IJcь 6JЮШенип о 

Фиг. 337. Ко ниче ское течение газа в межвенцовом зазоре 
пр и н аличии об щей точки пересечения обр азующих. 

,. 

Фи г. � 338. Т�чение в межвенцо вом зазоре. Образующие 
поверхностен тока дуги концентри�е ских окружно стей. 

q 

62'1 

40* 
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при этом A1u (r) - заданная фуннция; т а  ним образом, мы нахо
дим фуннцию А1 (r), а затем с помощью выражения 

Afm = A� - Afu 

- меридиональную снорость A1m (r) ; значение угла (11 получается 
из очевидной формулы 

AJu а1 = arc tg A- . 
J m  

( 172) 

Если путём соответствующего профилирования лапатон входного 
направляющего аппарата обеспечить реализацию углов потока 
на выходе из него согласно ( 1 72) , то будет получено и заданное 
распределение закруток A1u (r) .  

Полагая в ( 166) и ( 167) Rm = оо ,  получаем следующее урав ... 
пение для конического течения : 

или 

_!_ dM,. + �Ч . .  f'in 11 + _!_ dAf". = о 
2 dn r 2 dn '  

_!_ dAf + Af,. sin 11 = О  
2 dn r 

· 
( 1 73) 

( 1 74) 

Если все образующие конического течения пересекаются 
в одной точке (фиг. 337) , то трансверсальной кривой является 
окружность радиуса Rн с центром в точке пересечения образую
щих - Р .  Ордината r точек этой Rривой равна : 

r = rp - Rн sin ф1,  
rде rp - ордината центра окружности Р (фиг.  337) . 

В таком случае 

Длина дуги трансверсальной Rривой 

n = Rн ff1, 
rде ffl - центральный угол 

и, следовательно, 

(175) 

( 1 76) 

n = Rн (ljl10 - ф1). ( 1 77) 

3десь ф0 - значение угла ф1 в точке начала отсчёта для длины 
дуги трансверсальной кривой . Дифференцируя ( 1 77) , имеем: 

dn = - Rн dtjl. ( 1 78) 
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Подставляя ( 1 76) и ( 1 78) :в ( 1 7  4) ,  получаем : 

_ _ ·1_ dAf + Af,. cos о/1 = 0 
2Rп d�1 rp-Rн sin 1\11 • ( 1 79) 

Полагая , что 
'lt о/1 =!= 7 , записываем последнее выражение тан: 

1 dAf + Af,. -= О. ( 180) 2Rн сов �� d<f rp-Rн sin 1\11 

Дифференцируя ( 1 75) ,  имеем: 

dr = - Rв соs ф1 dф, 

поэтому уравнению ( 180) можно придать вид 

dAf -1_ 2 Af" = O dr .,. 
или 

( 1 81) 

( 182) 

Разделяя переменвые и интегрируя уравнения (179) и (182)> 
находим : 

А� 
= 2 J Af,. cos Фt dф + const , 

rp -sin <j11 Rн 
А� = const - 2 s �f,. d (�в) .  Rв 

( 183) 

( 184) 

Меридиональные снорости определяем из очевидного соотно
шения 

Аа Аа Аа 2 s Af,. d ,. А2 
tm = 1 - Iu = const - ,. Ru - t u • 

Rn 
Если занрутна потона соответствует постоянству цирнуляции 
потона вдоль задней кромни лопаток входного аппарата, т. е . 

и, следовательно, 

.,. -
A1u R = 1\ = const 

в 
(185) 
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то после интегрирования из ( 184) , получим: 

л: � const + (�)' � const + А!. , ( 1 86) 

откуда 
Aim 

= 
Ai - Afu = const . 

Таким образом , в случае конического течения за входным на
правляющим аппаратом, при закрутке потока по закону по
стоянства циркуляции, получаем постоянную меридиональную 
скорость . 

В частном случае конического течения с параллельными об
разующими, т. е. с постоянным углом наклона tj10 к оси вра
щения , имеем : 

отсюда 
r = n cos tjl10 = n sin 11 ;  

dr dn = -- · 
cos �10 ' 

1t 
тогда при tjl10 =f; 2 уравнение ( 1 7 4) выглядит так: 

dAf + 2 Af,. = O. 
dr r 

Бводя относительный радиус 
r 

r = 
R '  

( 187) 

( 188) 

Где R - радиус коЖуха машины в данном сечении, переписываем 
уравнение ( 187) в безразмерном виде 

или 

Представляя уравнение (190) в виде: 

dAlm + !  d (A1u r)2 
-= О, dr r2 dr 

( 189) 

( 1 90) 

замечаем , что в данном примере, как и в случае конического 
течения с образующими, пересекающимися в одной точке, при 
постоянстве циркуляции за, входным аппаратом 

.Alu r = const 
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меридиональная составляющая скорости оказывается постоянной: 

A1m = const ;  

но здесь из  постоянства меридиональной скорости следует и 
постоянство осевой скорости : 

А1а = A1m cos ф10 = const .  

При ф10 = О имеем цилиндрическое течение : 

r = n ,  

Atm = Ala • 

и уравнение движения ( 190) принимает вид 

lf :IИ 

или также 

d1�i .. + 2 �i .. + dA}a = О, 
dr r dr 

dA!a + !  d (AJU r)2 
dr r2 dr 

о .  

( 191) 

( 1 92) 

( 193) 

Таким образом , всем трём рассмотренным выше случаям 
новического течения отвечают одни и те же уравнения онруж
ных и меридиональных составляющих скорости. Это позвол11ет 
заменить исследование новичесних течений исследованием част
ного случая цилиндричесних течений , выводы из которого 
могут быть распространены на общий случай новичеснога 
течения . 

Интегрируя уравнение ( 191 ) , получаем следующее выраже
ние для осевой снорости в зависимости от задаваемой за-
нрутки A1u (r) :  

Aia = const - А �и - 2 � AJ,. ir . ( 194) 

Занрутна , соответствующая закону постоянства циркуляции 

A1u ;:;_ = const 

согласно ( 193) , даёт постоянство осевой скорости 

A1a = const . 

Наличие постоянной осевой скорости и закрутки потока , об
ратно про�орпиональной радиусу ,  приводит к появлению боль-
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ших чисел М1 у втулни входного направляющего аппарата : 
А2 

М = Ма + �и . r� 
В начестве второго примера рассмотрим таное распределение 

заr<рутни потона по радиусу направляющего аппарата , наторое 
соответствует занону вращения твёрдого тела : 

А1и = const r1 • 
Принимая за  харантерную величину снорость занрутни на пе
риферии AtRu , имеем : 

Подставляя выражение ( 1 95) в формулу ( 194) ,  приходим 
дующему занону для осевой снорости : 

А1 а v -\- = 1 + 2 ctg2 a.I R (1 - r�) . 1 1 Ra 
Из ( 1 95) и ( 196) находим значение полной снорости : 

А! =  МRи [2 +  tg2 a. 1 R -r�] . 

R еле-

( 1 96) 

( 197) 

Рассмотрим распределение по радиусу значений безразмерных · относительных сноростей A1w на входе в рабочее нолеео при 
различных занонах занрутни . Из треугольнина снорости на 
входе в нолесо имеем очгвидное равенство 

( 198) 
относя величины сноростей R онружной снорости нонца лопатни 
рабочего нолееа , получим : 

( 1 99) 

Поделив обе части ( 198) на мансимальную снорость в относитель
ном движении Wt max и используя (2) ,  приходим R следующей зави
симости безразмерной относительной снорости A1w от безразмерной 
снорости AL J занрутни потона А1и, безразмерной онружной cнopo-

u lR u r1 . СТИ U� = И безразмерного радиуеа ДаННОИ ТОЧНИ r1 = R1 • 01 max 

(200) 

В общем случае меридионального или в частном елучае осевого 
входа (A1Ru = О) имеем : 

Ai + Uf� ry A!w = ----=--1 + Ufil_ ri 
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Производпая последнего выражения по радиусу положительна , 
т .  е .  в случае осевого входа с увеличением радиуса величина 
A1w монотонно возрастает . Подставляя в (200) выражения за
крутки потока и скорости пр и постоянстве циркуляции, полу
чаем зависимость безразмерной относительной скорости A1w от 
радиуса при закрутке потона во входном аппарате по закону 
постоянства циркуляции : 

(201) ·  

Здесь в отличие от случая осевого входа нет монотонного воз
растания A1w с увеличением относительного радиуса r; вначале 
A1w убывает с возрастанием относительного радиуса , при пеко-
тором значении � = rш величина A1w достигает минимума 

Alw = At w min 
и при дальнейшем возрастании относительного радиуса A1w увели
чивается до наибольшего значения на периферии . 

Дифференцируя (201)  по r� и прирав�иван произподную 
нулю, получаем следующее выражение для r10 : 

A1 uR [ v ( 1 2 ) Г:о = i - A2 AtRu + А�ни + U*2  - и · А1Rи ( 1 - Ata)] · 1 а 1R 1R 
Подставляя в ( 1 99) значения 

с1а = const ,  

имеем: -2 
- з  1 - ""2 CIRu W1 = С1а - 2С1ни + r1 + -=- · ri 

Распределение относительных скоростей носит такой же харак
тер , как и распределение A t w · Приравнивая нулю производную· 
последнего выражения , находим : 

;:10 = Vc1Ru· 
Таким образом ,  при положительной закрутке потока по закону 
постоянства циркуляции в интервале о <  r1 < v· ё1Rи происхо::
дит уменьшение относительной скорости, а для значении 
r > v ёtни относительная скорость wl возрастает , достигая наи-
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большей величины на периферии колеса . 'Указанный характер 
изменения относительно� скорости виден непосредственно . из 
треугольника скорости на входе в колесо , так как минимальное v Q � значение относительпои скорости w1 имеет место при I'I = 2 , 
т . е . при закрутке , равной местной окружной скорости:  

или в безразмерном виде : 

Ctu = rl . 

Подставляя это равенство в выражение для закрутки потока , 
при постоянстве циркуляции, имеем : 

откуда 

r01 = Vё1Ru ·  
Подставляя в (200) и з  ( 195) и ( 196) : 

A1u = A1 Ru rl,  
А� = A� Rи r� + AiRa [1  + 2 ctg2 cxt R ( 1-r;) ] , 

получаем следующее выражение для безразмерной относительной 
.скорости при закрутне потона во входном направляющем аппара
те по занону вращения твёрдого тела , т . е .  при линейном рас
пределении занрутни по радиусу : 

или 

А2 _ AfR+ArRи+ (U!1-2A1Ru UfR - AiRu) ri 
lw - 1 + (U* 2 2А U* ) r 2 ' 

1 R - 1uR 1 R 1 

, 
2 cj R +ёfu + (1 -2c1 u -cfu) rl 

Alw = ....:..::.:;....,2.-'-'"'-----'-'-----
ct max + (1 2ё ) -2 ---uг- - 1u rl 1 R  

Выражая в общем случае нвадрат занрутни полиноиои 

( 202) 

А А ( t ) А 1 - -
A1u = _::n + -n:_-;_ + . . . + :: + А0 + А1 r1 + . . . + А11 r� , (203) r1 r1 r1 

«ли в сокращённой записи i-k 
Afu = � Ai ri , (204) i=-n 
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получаем после подстановки в ( 193) и интегрирования : 

А�а = const - А ( 1 + 2 lн r1) -
i-k i=- 1 

- � ( 1 + ; ) Ai ri - � ( 1 + ; ) Airi . (205) 

i=1 i=-n 
Последним выражением .для распределения осевых скоростей 

по высоте лопатки можно воспользоваться и в том случае , когда 
в виде степенного ряда. задаётся не квадрат закрутки (203) , 
а сама величина закрутки: 

i = k  

A 1 u = � Bi ri . i=-n 
(206) 

Для этого следует только , сравнивая ряды (206) и (203) , выра
зить коэффициенты А через В . Располагая величинами осевой: 
скорости и закрутки, определяем угол выхода потока из на
правляющего аппарата а.1 и по формулам § 2 находим п�раметры 
потока в относительном движении перед рабочим колесом . 
Соответствующим подбором полинома (203) или (206) можно 
добиться желаемого распределения указанных параметров. 

Однако эту задачу можно решать и более прямым образом , 
если предварительно так видоизменить уравнение движения , 
чтобы в него непосре;::(ственно входила интересующая нас вели
чина . 

Подставляя в ( 192) выра жение 
At u = А1 cos а.1, 

получаем следующее уравнение движения, в которое в явном 
виде входит угол ti1 : 

d�i + 2 со:_2 а1 А� = О. dr1 r1 
Разделяя переменвые ,  после интегрирования найдём распреде
ление по высоте лопатки безразмерной скорости 

1 � �os2 а.1 dr 
� r 

\ 1' 1  
_' _t = е 
_\ 1 R  

е ё  окружной составляющей 
1 
J 

cos2 "'1dr 

A1u cos а1 r1 -- = - е  _\. 1 uR cos а1 R 
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и осевой составляющей 

"\_f a sin а1 

A1 aR 
= sin a1 R  е 

1 

S cos2 а.1 --_- dr - r Tt 

При постоянном значении а.1 по высоrе лопатни имеем : 
1 \ cos2 а - -

) � dr = - cos2 a1 ln r1 , 

откуда 

Выражая с помощью (200) .А� через относительную и окружную 
составляющие : 

А� = Arw ( 1 - 2Atu U!R r;_ + Ui� � ) + 2At u U!R r1 - Uflt r� , 
d \_2 

находим величину � . Подставляя последнюю в ( 192) , получаем dr 
дифференциалыrое уравнение , связывающее между собой A t w и At u . 

Задавая желаемое распределение чисел M tw , или, что то же,  
Atw, по высоте лопатки рабочего :колеса и решая указанное 
дифференциальное уравнение , находим необходимую закрутку 
потока.  Решение этого уравнения в общем случае представляет 
значительные трудности, однако при некоторых частных 
видах функции Atw  = Atw (�) оно существенно упрощается . 

Например , задавая At w = const ,  имеем: 
dAf 2 ( 1  А2 ) U* ( - dAtu А U* - ) -=- = - t w  1 R \ r1 --- + .Lчu - 1 Rr1 · dr1 \.. dr1 

Подставляя последнее в уравнение движения ( 192) , приходим 
к дифференциальному уравнению, отвечающему условию постоян
ства безразмерной относительной скорости на входе в рабочее 
колесо : 

где 

С помощью подстанов:ки 
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иреобразовываем это уравнение н виду 

а dz 

Интегрируя , имеем : 

Vb+ а + A.2u 
1 -

In r1 = 2Vb - In r1 + ln с ,  
yb-a-�IU а 

rl 
где Ь = aUf + а 2 ,  с - произвольпая постоянная. После элемента р
ных иреобразований получаем : 

-;: -- 2 ! rь -
Alu = - :.! v ь [с <Vb - a) rl а - (J/ b + a) ] . 

1 + cr1 а 
При длинных лопатках и At w = const закрутка по высоте 

лопатки меняет знан .  
Действительно , в верхних сечениях лопатки рабочего колеса 

QКружпые скорости велики, в норневых-малы ;  поэтому для вы
равнивания относительных скоростей по высоте лопатки необхо
димо в верхних сечениях уменьшать относительные скорости, 
что, каR известно, достигается закруткой потока во входном 
аnпарате no вращению, и, наоборот , в норневых сечениях сле
дует увеличивать относительные скорости, что осуществляется 
предварительной закрутной потока против вращения. 

Рассмотрим теперь случай цилиндрического течения газа за 
рабочии нолесом (Rm = со ) при постоянном значении ноэффициента 
изоэнтропичности тн по высоте лопатни. Выпишем по а налогии 
-с ( 1 55) уравнение движения 

2 А z d ( ln 
Toz ) 

d1�2 + 2 _2и = ( 1 - А;) 
То1 (207) dr2 r2 dr2 

Qбобщённое уравнение заирутки (28) : 

1_ Toz 
То1 (208) 

где r2 и r1 - расстояние от оси вращения элементарной струйни 
тоi\а в межвенцовых зазорах на входе в нолесо и выходе из 

zl2R wR - r 
него , -- = --2- ,  r2 = ; ; уравнение неразрывности для элемен� clmax clmax 2 
тарной струйн:и (см . § 3) 

(209) 
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или в безразмерном виде 

где 

q (Л.1) sin tx1 = z ��:: q (Л.2) sin а2 ,  
k+ 1 

1tон _ (T02)2 ( k-1 ) 
Х. = 1 /То2 - "н Toi 

. 

Jl То1 
В случае цилиндрического течения в межвенцовых зазорах 

D.F 2m r 2  dr2 dr� 
!J.F1m = r1 dr1 = drr ' 

С1т = Cla • 
С2т = С2а• 

поэтому уравнения неразрывl1ости можно представить тан : 
dr� P1C t a = Р2С2а dr2 ' 1 

ИЛИ 

(210) 

(21 1 )  

(212) 

Итак ,  для определения параметров потона за рабочим нолесом 
при заданном распределении работы по высоте лопатки и заданных 
параметрах на входе в нолесо требуется решить систему обынно
венl1ых дифференциальных уравнений (207) , (208) и (212) .  

Однано в трёх случаях, имеющих широкое прантпчесное при
менение: в случае осевого входа , осевого выхода и в случае 
занрутни потона на входе в рабочее нолесо по занону постоян
ства циркуляции, задача существенно упрощаися, тан нан от
сутствует необходимость в определении соответствия · между 
радиусами струйни r1 и r2 , т . е .  задача сводится н решению 
системы толыю из двух уравнений (207) и (208) . 

В случае осевого входа (A1u =О) занрутна за нолесом не 
зависит от занрутни на входе в него и определяется согласно 

т 
(208) тольно заданным распределением т02 : 01 

То2_ 1 
А _ То1 . 2U - v -2 То2� 

Tot С1 max 

(213) 

В случае осевого выхода (A2u = О) задаваемое распределение 
работы целином определяет занрутну потона на входе : 

1 -То2 
А Tol t u = U* 1 R r1 

(214) 
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где 
и *  (j)Rl t R = -- , clmax 

rl rt = RI . 

Если закрутка на входе осуществляется по закону постоян
ства циркуляции 

Atu r1 = const,  

то закрутка на выходе согласно (208) определяется только рас
пределением степени изменения температуры тормоЛ<ения 

1 _ То2 А conRt Tot (215) 
2u = 

r-2 V�:: 2 v�:: :::ах ,2 
О становимся подробнее на каЛ<дом из этих случаев ." Ступень 

с осевым входом потока в рабочее колесо применяется главным 
образом в компрессорах. 

При осевом входе и при постоянстве работы по высоте 
лопатки (Т02/ Т01 = const) закрутка потока на выходе согласно 
(213) равна : 

�\2u = v и ·> Tu2 2R 
- То1  Ct max 

1 const . -=--- == --- (216) 

т . е . удовлетворяет закону постоянства циркуляции в потоне 
за  рабочим колесом : 

A2u r2 = const .  

Записывая уравнение (207) в виде 

получаем: 

откуда 

d ( ln То2 ) 
( 1 - А2) То1 2 dr2 ' 

A2a = const . 

(21 7) 

(218) 

Таким образом, при постоянстве работы в случае осевого 
входа имеем в потоке за рабочим колесом постоянство циркуля
ции и осевой скорости по высоте лопатки. Постоянство осевой 
скорости и циркуляции приводит к увеличению скорости, а при 
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постолиной температуре торможения за колесом и к увеличению 
ЧИСЛа М2 ПО н аправлению К втулке . "У ВТУЛКИ ЧИСЛО М2 ДОСТИ
гает наибольшего значения . Одновременно с увеличением числа 
м2 происходит уменьшение угла а.2 , значение которого дости
гает минимального значения у втулки; это приводит к необходи
мости большого поворота потока в привтулочном сечении , рас
поло;кенного за рабочим колесом спрямляющего аппарата . 

Оба указанных обстоятельства - большие значения числа М2 
и малые значения угюt а.2  у втулки рабочего колеса - ограни
.чивают величину подведёnв ой работы в рабочем колесе ком
nрессора и отведённой работы в рабочем нолесе турбины . 

Согласно (21 6) и (218) при постоянстве снорости и цирку
ляции имеем следующее выражение для безразмерной скорости : 

(219) 

т де ( То2 1 \ 2 

А2 _ ...:::_т...::о,_,_1 ___ J _  2Ru - 4 То2 u�R 
Т01 cf ш а х  

(220) 

и угла : 
tg а R tg а.2 = ___ 2 -

r2 
Если, например , считать заданными коэффициент осевой скорости 
И ОТНОСИТеЛЬНЫЙ радиус ВТУЛКИ КОЛеСа r2 ВТ > ТО ИЗ (21 6) ЗаКЛЮ
чаеМ, что чем больше окружная скорость конца выходной кромки 
рабочего колеса , тем при меньшем значении ноэффициента ско
рости А2 возможно получить заданное значение степени повышения 
температуры торможения. 

{ Если же считать заданным максимальное число А2 \.например ,  

-. /k- 1  ) А2 = V k + 1 - соответствующее значению числа М2 = 1 , то , 
как видно из (219) ,  чем больше окружная скорость , тем большее 

т значение т02 можно получить при заданных величинах коэффи-
о l  

циента осевой ск орости А2а и относительного радиуса втулни 
колеса r2 вт • в компрессоре обычно задаются окружной скоростью 
рабочего колеса , степенью повышения температуры торможения 
и весовым сенундным расходом газа через данную ступень . 
При большой относительной втулне на выходе из рабочего ко-
леса (r2 вт) ПЛОЩадь ПрОХОДИОГО сечения мала , ЧТО ПрИВОДИТ К боль
ШИМ значениям осевой скорости А�а· 
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С другой стороны , согласно (216) увеличение втулни при 

.�аданном значении TToz требует уменьшения онружной составля
оt 

ющей снорости . 
При малой втулне за нолесом получаются малая осевая и боль

шая онружная составляющие снорости у втулни . 
Отсюда петрудно занлючит� , что имеется таное значение от-

носительного радиуса втулни r2 в т .  при НОl;Ором величина 

А; вт = А:а + А�и вт 

т 
при данных значениях т

02 , G ,.гfсе�> и U�  достигает минимума .  
01 

Переходим н общему случаю осевого входа с переменной 
работой по высоте .чопатни . Подставляя выражение для занрутни 
потона (21 3) в уравнение движения (207) , получаем следующее 
линейное дифференциальное уравнение первого порядна , связыва
ющее между собой ноэффициент снорости за рабочим нолесом 
и степень изменения температуры торможения : 

е го решение записывается в следующем виде : 

l'ДО 

A� = e-S P < r2) dr2 [ const - � Q (r2) e S P <r2 > ar2 dr2 ] ' 

d (ln То2) 
P (r ) = Tot 2 drz 
( То2_ 1) 2 d (ln То2 \ 

Q (r2) = Tot 2 _ Tot J 
2 То2 � 7з 

dr2 
То1 c� max 

(221 )  

(222) 

(223) 

(224) 

llодставляя (223) и (224) в (222) , после элементарных вынладон 
н меем : i с то2_ 1 \ 2 

\._ 2 _ 1 + const _ 1 ) Т 01 ) [ 1 2 - Т � r2 . 
� 2 Т02 U 2 R  r� 
Tot То1 cJ ma x • 

(225) 

Таним образом , если задано распределение степени изменения 
температуры торможения за рабочим нолесом в фуннции от ради
уса , то, пользуясь формулой (225) , можно найти распределение 
коэффициентов снорости А2 •  
И Г .  Н . Абрамовиq 
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Определив из (213) значение ноэффициента онружной составля
ющей снорости, получим угол 

Azu о:2 = arc cos -,-"'z 
и ноэффициент осевой составляющей скорости 

А2а = А2 sin о:2 • 
Если 

то 

т .  е .  

Т02 = const То1 ' 

(226) 

где D1 и D2 - неноторые постоянные величины . Выражение (226) 
совпадает с ранее полученной зависимостью (21 9) снорости на вы
ходе из нолеса от радиуса в случае постоянства работы по высоте 
лопатки. 

Используя дифференциальное уравнение (22 1 ) ,  можно решать 
и обратную задачу : задавая распределение А2 по высоте лопатни, 
найти соответствующее распределение Тт02 • Не проводя общего 01 
анализа , остановимся на случае постоянства числа М2 по высоте 
лопатни, т. е .  

А2 = const, 

при этом дифференциальное уравнение (221) принимает вид 

d с т112 t) 
.(А� - 1 )  т;- = _ _ i_ d�2 • " ( То2_ 1 )2 2 ��R r§ То1 c1max 

(227) 

После интегрирования приходим R следующему распределению 
.безразмерной работы по высоте лопатни при М2 = const :  

1 1 . 1 - =  -- = const - 2 К Toz 1 • ( ·\ 2 . 1 . U2R -- " z - -2--TOJ с1 шах 

(228} 



§ 10] ТЕЧЕНИЕ ГА ЗА В :МЕЖВЕНЦОВЫХ ЗАЗОРАХ СТУ-ПЕНИ -

Раес!'(отрим теперь осевой JJЫХод из рабочего колеса , ПР.Ц-: 
:меняемый главным образом в одноступенчатых турбинах- иJ� 
в последней ступени многоступенчатой турбины . 

При постопнстnо работы ( �02 = co:qst) закрутка на входЕ-оt -
согласно (2 1 4) равна : 

const 

т. о .  

·что QЗНачает постоянство цирнушщии по  высоте лопатки за вход
ным направл:пощим аппаратом . Этот случай уже подробно рас
смотрен выше . 

При осевом выходе потока из рабочего колеса и при постоян
стве работы по высот<> лопатки согласно (207) имеем: 

d�� = 0, dr2 
т .  с .  

А2 = const . 

Та нn:м образом , постоянной работе по высоте лопатки nри� 
осевом вы Х(Ще соответствуют закрутка потока на входе в коЛ.есо 
по закону постоянства циркуляции и постоянная скорость IЩ . 
выходе из рабочего колеса . 

Полагая в уравнении (207) А2,� = О, получаем следующее диф
ференциальное соотношение между коэффициентом скорости и ст� · 
пеныо изменения температуры торможения : 

dA� = d ( ln 
То2) 

1 �А� То1 
После интегрирования получаем : 

А2 _ 1 _ co nst 
2 - То2 ' 

То1 
Подставляя выражение для з акрутки на входе (214) n урав

нение движения за входны� направля:Ю�им апnаратом ( 189) � 
имеем:  

41 * 
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отнуда приходим н следующему выражению для ноэффициента 
скорости за входным аппаратом : 

( Т02 )2 . 

S 1--
2 2 То1 -

А1 = U*2 dr1 + const .  1 ri 

Располагая величинами А1 и A1u , находим осевую скорость 
и угол a.l . 

При наличии закрутки потона на входе и выходе и постоянства 
циркуляции перед рабочим нолесом заирутка потока на выходе 
определяется формулой (215) , ноторую пореписываем так : 

При постоянстве работы (�:: = ronst ) : 

'\ _ _ const 
.. 2u - --- ' 

r2 

(229) 

что означает постоянство циркуляции и на выходе из рабочего 
1юлеса ; этот случай (с постоянством осевой скорости на выходе 
из нолеса) подробно рассмотрен выше . 

Метод проектирования лопаток осевых машин с постоянством 
циркуляции по радиусу , обеспечивающим постоянство работы 
no высоте лопатни и цилиндрический характер течения газа 
в межвенцовых зазорах, был впервые разработан Н. Е. Жуков
еним в 19 12  г. применительно к воздушному винту и тогда же 
был использован его учениками при проектировании вентиляторов 
для аэродинамических труб . 

Такие винты и вентиляторы получили по инициалам создателя 
название винтов и ветпиляторов типа «HEi-R>> . В дальнейшем 
этот принцип проентирования лопастей был распространён уче
никами Н. Е . Жуковсного-В. П .  Ветчинниным ,  R .  А. "Ушаковым 
и R .  R .  Баулиным на промытленные вентиляторы и компрессоры , 
а в настояrцее время находит широкое применение и в нроенти
ровании турбин с длинными лопатками 1) . 

Для анализа течения на выходе из нолеса при закрутке ПO
'l'Or<a па входе в колесо по закону постоянства цирнуляции, но 
nри переменной работе по высоте лопатки, подставляем в урав
нение движения (207) выражение закрутrш (229) , предварительно 

1) У в а р  о в В. В . ,  Профилирование длинных лопаток газовых и паро
вых турбин . Оборопгиз , М . ,  1945 .  



§ 10) ТЕЧЕНИЕ ГАЗА Б М Е Ж Б Е НЦОБ ЬI Х  ЗАЗ О РАХ СТУПЕНИ 645 

обозначив постоянную, входящую в числитель правой части , 
через N, т .  е .  положив 

N-To2 
А - То! 

2и -
2 u2R уто2 --- - r2 c1max То1 

В результате получаем следующее дифференциальное уравне
ние относительно А2 : 

2 d с ln То2) с Т о2-N ) 2 d с ln Т о2 ') 
d1:2 + Tot А: + То 1 2 _ То1 = 0. (230) 
dr2 dr2 2 Т02 � rз dr2 Toi c�max 

Сравнивая (230) с (221) , замечаем , что различие заключается 
только в том , что в числителе третьего члена левой части урав
нения (230) вместо единицы стоит пекоторая постоянная вели
чина N; это позволяет по аналогии с (225) написать с ледующее 
решение уравнения (230) : 

A
2 _ 1 +

const
_ 

1 � C�-Ny d_ 
2 - 2 r2 ·  

То2 2 То2� r� 
Тох То1 c�max 

(23 1 )  

Условие постоянства числа М2 за колесом мощно по  аналогии 
с (228) записать в следующем виде : 

1 1 
--- = const - 2 To2_ N (А� - 1 ) �2R i=\ ' Tot c1 ma x 

(232) 

Если известны параметры потока на входе и выходе из лопаточ
ного венца , то для нахощдения функции 

(233) 

характеризующей перетекание струй в рабочем колесе с цилин
дрической поверхности тока одного радиуса (перед венцом) на 
цилиндрическую uоверхность тока другого радиуса (за венцом) , 
необходимо составить уравнение неразрывности. Во входном на
правляющем аппарате имеем : 

R1 

Рн Сна 1t (R� - r�) = 21t ) р1с1а r1dr1 , 

или в безразмерном виде : 
2 1 

q О,на) ( 1 - r�) �f = 2 � a1q (Л1) sin а.1 r1 dr1 • 
т, 

(234) 
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Здесь 

Л = Jfk+ 1 A 
k- 1  ' 

"н rн = т · н 
1't rl = --в; . 

При постоянстве потерь по высоте лопатRи 

q (Лпа> ( 1 - r� ) с �: у r . _ _ 
2а 1 

=J q (/,I ) sш �I r1 dr1 . (235) 

Иа определснпя q (Л) следует : 
1 1 

- (' )  . - (k + 1 )ii=Т '  ( t - k- 1 ' 2)/t-1 . = q {\ sш а - 2 {\ k+ 1 {\ sш а 
1 

1 = ( k + 1 '\ п-t Л (
1

-

k- 1  л2 _ k- 1 л2 \
k

-

1 = 
\ 2 ) а k + 1 а k+ 1 и ) 

1 1 [ k- 1 2 -. _1_ 

= (k+ 1)n-1 л (1 - k- 1 л2 )k-1 1 - m л .. J/
k

-

1
=
 

2 а k + 1 а k- 1 1 - k + 1 ч 1 

= q (Ла) 
[

1

- �л; 2
]

/t- l 

(236) 

- 1 -k , 1  А а 
Подставляя последнее в (235) , получаем : 

q (Л на) (1 -r�) (�� У 1 [ : + � Чи ]
k

�t _ _ 

2а1 = � q (Лla) i - k- 1 rldr l .  
Тi 1- k+ iЧa 

При aaRpyтRe цотоRа в направляющем аппарате по ааюшу 
постоянства цирRуляции имеем : 

Обозначан 

k- 1  kLl Aru А�" 1 А� Ru 
k- 1 Л2 = 1 -Afa 

= r� 1 - Afa ' 1 - k+ 1 1а 
q (Л1а) = const . 

, ,  Ai Ru у - - -�-1 - 1-Afa 
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записываем уравнение неразрывности при постоянстве пириуля
ции в следующем виде : 

q (Лна) 1 -ri1 (Rн ) 2 
= 

\1· ( 1 _.JЬ_)k� 1 - d-
(Л ) . , R -2 r 1 r 1 ·  q 1 а "'crl 1 ..: r 1 

При значениях 

С р  = k = N+ 1 
Cv N 

(237) 

(238) 

где N - целое число, интеграл ,  стоящий в правой части равен-
ства 

1 

в = � ( 1 - � ) k-
! г а т:, 

выражается через сумму интегралов типа � xndx .  
4 

Например , при k = 3 

):2 - 6у2 4у3 =- - 3y ln r -- -=-- + -=--- . 2 r2 r4 

Если k = ер не удовлетворяет условию (238) , то вычисление 
С,о 

интеграла В представJ1яет известные трудности . Для воздуха 
(k = 1 , 4) 

Подстановной 

\ ( 1f ) 2 , 5 - -В = � 1 - -;2 r dr. 

приводим этот интеграл и виду 

\ х6 
В = У ) ( i _ х2)2 dx .  

Окончательно имеем : 
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Составим уравнение неразрывности для сечения н а  входе 
в ступень и за рабочим нолесом : 

Ra 

р11Спа7t (R:I - riO = 2т: � C2ap2r2dr2; 
r2 

в безразмерном виде это уравнение представится та 1.; :  

q (Лна) ( 1 -r�) R� s1 � (. ) • -
d-2 -2 = q л2 Si n a2 r2 1·2 • 

Rz _ v То2 r 2 То1 

(239) 

При постоянстве полного давления и адиабатическогn ноэффи
циента полезного действия по высоте лопатки 

q (Лнa) (1 -�� ) -v �o2 R2 �� - -
----------'0"'-1 R1: = r1 (),2) sin а.2 r2 dг2 • ( 240) 

2 Ро2 2 _ 
Ра н ra 

Если за нолесом, нроме постоянс·rва полного давления . имеется 
ещё и постоянство цирнуллции, то согласно (237) уравнение 
неразрывности (240) записывается в сJшдующем виде : 

где 

k+ t _л 
k- '1 2а 

( 24 1 )  

const . 

В несжимаемой жидкости уравнение неразрывности длн входного 
аппарата выглядит так : 

а для колеса 

сна ( i _;н) R� С - -
2 R� = ) C t a  r1 dr1 ,  

1 1  

с - R2 ,� _ _ 
н2
а ( 1 2 ) н d - rн R2 = С2а r2 r2 • 

2 -� 
r2 

При постоянстве цирнуляции осевая составляющая снорости та ii
же постоянна, отсюда во входном аппарате : 

t _;2 R2 t -J:a 11 н 1 
Сна -----z-- R = -2-С Ia 

2 
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l --;.f сна R� ---- = - R2 = const .  
l - r� С1а 1 

Н случае цилиндрического кожуха (Rн = R1) 
1 -r� сна ---- = - = const . 
l - r� С1а 

По аналогии за колесом имеем : 

1 -;� Cla Rf t ---- = - 2 = cons , 
1 - r� С2а R2 

н в случае цилиндрического кожуха (R1 = R2) 
1 -;:2 с 

:.. 2 = ..!!!.. = const . 1 - r� С2а 

649 

(242) 

(243} 

(244) 

(245) 

При анализе пространствеиного течения в межвенцовых зазорах 

ступени возможна и такая постановка задачи , при которой соот

ветствие радиусов уже не является искомым, а задаётся заранее . 

r 

Ось врощени11 а 

Фиг.  339. Цилиндрическая ступень . Стрелки на фигуре изобра
жают меридиональные проекции линий тока . 

Остановимся на одном примере такой задачи - на цилиндри
ческой ступени турбомаmины (фиг . 339) .  В этом случае должны 
иметься цилиндрическая втулка (rн. вт = 7 t вт = r2вт = =  r0 вт) и ци
линдрический кожух (Rн = R1 = R2 = R0) , и во всём простран
стве течения выполняются условия 

rн = rl = rz = rc .  (246) 
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В несжимаемой жидности из уравнения неразрывности, написан

ного для элементарной струйни, следует ,  что осевые снорости 

вдоль ступени не изменяются : 

Сна = C ta = С2а · (247) 

Если на входе в ступень поле осевых сноростей равномерное , 
то из выражения (247) следует, что снорость не изменяется и по 
•высоте лопатни : 

Сна = C t a = С2а = COllSt .  (248) 

Подставляя это условие в уравнение движения за входным ап-

nаратом 

получаем : 

т .  е . 
C tu  r1 = const , 

что означает постоянство цирнуляции в потоне за входным ап

паратом. 
Обращаясь к течению за  нолесом , записываем уравнение 

движения в общем случае переменной работы по высоте лопатки: . 

dc�a 1 d (c2ur2)2 dL 
dr2 + :lr� dr2 

= - g dr2 • (249) 

Из уравненпя Эйлера следует : 

1 L = - (CtuU1 - c2uи2) . g 
Дифференцируя ,  имеем : 

dL d (c2uu2) d (c1 uu1 ) 
- g dr2 = dr2 dr2 - юd (r2t:2u) юd (c 1 ur1 ) 

dr2 dr2 
(250) 

Подставляя (248) и (250) в (249) , получим уравнение движения 
за рабочим колесом в следующем виде : 

(2.51 )  

Решая это уравнение с помощью интегрирующего множителя 

(252) 
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приходим к общему решению : 

r2c2u = const , ( 253) 
т .  е .  к постоянству циркуляции не только перед , но и за колеt: ом .  
Это означает постоянство работы по высоте ло патки рабочего 
колеса . 

Таким образом ,  в цилиндрической ступени турбомашины при 
несжимаемой жидкости имеет место постоянство циркул.нции в 
межвенцовых зазорах ступени и постоянство работы по радиусу . 

При постоянстве циркуляции вдоль лопатни стеnень реа.ктив
ности колеса по радиусу изменяется : 

(254) 

Если значение степени реактивности на nериферии (r = Н) обо-v r 
значить [JRн и ввести относительвыи радиус r = н , 'l'O вы ражение 
(254) можно переписать так : 

1 - Рнн р =-- 1 = --:::--r2 
При значении Рнн = 1 посто.ннство циркуляции совпадает с 
постоянством степени реа.кти в u ости . При Рнн =1= 1 ,  нан это пока
зано на фиг . 340, степень р�::антивности п� радиусу изменяется 
в зависимости от относительного радиуса r . 

При 
(255) 

интегрирующий множитоJiь (252) обра щается в бесконечность , 
т .  е .  общее решение (253) уравнения (25 1 )  становится несправед
ливым. В этом случае имеется особое решение (255) , соответ
ствующее переменной циркуляции на выходе из кoJieca , что 
приводит в свою очередь к непосто.ннству работы по высоте 
лоnатни : 

L = _!.._ (с 1 t,и1 - С2uи2) = _!.._ ( const - и:) . g g 
Следует отметить , что nри осевом входе и условии (255) рас
пределение работц в цилиндрической ступени соответствует 
постоянству no нысоте лопатн:и отношения работы к веJiцчине 
u2 
- ,  где и - местна.н окружная скорость : g - Lr Lr = и2 = 1 , 

g 
т .  е .  в этом cJiyчae все эJiементарные ступени явJiяются эталон
ными ступенями . 
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Обратимся теперь н цилиндрической ступени в потоке ежи� 
маемого газа . Остановимся ,  например ,  на входном направляю-

1, 0  Р. =1,0 

� "'о.� _ A.-r- - -

-f.---'1""" 1--� -

о .......... - -1--
o,s, и.sр .. о. у �--"": ,7  0.9 l,....oo � 0.9 -1-- f,O f 

_.)r' ....... ..",... .....,. /' / ь.--- Отн�льньtii 
l/ 

1� v / polluyc F= r/R t--

v Q _,., "'  
A L v 

/ l<f "� А R- 3Htl'leнue степени г-1--/ v 
к /lf!!!"Ц{!.'?ffl!.!!ft'!Liд/l..!PШL 1--/ v 

1, 0 

1 / 
v _j -z.o 

1 -
J 

-3,0 
v 

Фиг . 340 .  Изменение стеnени рсантинности по высоте ло
nатни номпрессора для разных значений стеnени реактив

ности на периферии (Г = ronst) . 

щем аппарате . В этом случае уравнение движен ия выглядит так :  

d ,\ 2 .\.2 _:_! + 2 � = 0. dr1 r1 

Условие цилиндричности течения через аппарат имеет вид 
C t a Рн - =.:. -

(256) 

Ограничиваясь иаоэнтропическим течением , можно последнее 
соотношение записать и тю.; : 
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откуда 

Переписывая уравнение движения (256) в виде 

dAf + � ( Л2 - Aa )=0 dl· • rt 1 
! а  

(257) 

и подставляя значение А1 а  по формуле (2.57) ,  нолучим после рай
деления переменных 

2 
(1 -1\f)k=Г dAi dr 

2 = ,.. ; 
Af ( 1 - А�)k=Г - Ь  

интегрируя , будем иметь : 
2 

где 
1· =' const · е 

� 

( 1 -лв >l!.-1  
1 dA2 

2 1 
А� ( 1 -А� )1!.-l  - Ь  

2 
Ь = Ана (1 - А�а)k=Г = const .  

Найдя распределение по радиусу безразмерных скоростей , опре
;,еляем из (257) осевые ,  а затем и окружные составляющие ско
ростей и величины углов а.1 • 

Цилиндрическое течение газа через входной направляющий 
<шпарат и рабочее .колесо характеризуется следующим условием : 

Уравнение неразрывности, написанное :в этом случае для сече 
н ия на  входе в ступень и сечения за рабочим .колесом , есть 

Р2С2а = РнСп 
И JIИ в безразмерном виде (см . § 3) : 
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Заме RЯR ноэффициенты снорости 

k- 1 
А

=
 k + 1 Л , 

переписываем уравнение неразрывности в следующем виде : 

откуда 

1 1 
А ( 1 -

А 
2 )1!.-1 = Л ( 1 - N)k- : Рон н н 2а 2 У 1, ' 

' 02 
То1 

Используя соотношение 
k 

Ро2 = тна ( То2 )k-1
, Рон 1 То1 

где aJ и тн·- коэффициенты изоэнтропичности соответствЕ'ттпо 
входного аппарата и рабочего колеса ,  получаем в случае цилин
дрического течения в ступени при постоянстве потерь по радиусу : 

А

2 con�t 1 2а = 2 1!. + 1 • 

( 1 - A�)k-1 (Т02) 2 (1!.- 1 ) 
То, 

Подставляя последнее выражение в уравнение цилиндрического 
движения за рабочим нолесом (207) , найдём : 

d с то2) dA� + �  ! А2 _ const 1 1 
= 

( i - А2) т; 
. -

-
2 2 1!.+ 1  J 2 -

a
r2 r

2 

- --- dr2 ( 1 -A�)k-1 ( Т02 '\ 2 ( 1!.- 1 ) 
- То) ' 

С другой стороны, согласно уравнению закрутки (208) при цилин
дричесном течении (r1 = r2) 
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Здесь Atu. удовлетворяет условию цилиндричности течения во. 
входном направляющем аппарате и далее 

( 2 u2R - То2) 2 -- A1ur2 - 1 + -
А2 = const 1 + ' c1 max Tot 

2 _2_ �� и:п -2 Т 2 ( 1_ Л2) k-1 ( To2 ) 2 (k - 1 ) 4 -2 -r2 �  2 т с max То1 п 1 

Подставляя последнее выражение в (207) , получаем дифферен
циальное уравнение для распределения степени изменения темт 
ператур торможения т

02 no высоте лопатки, после решения :нотоо1 
рого находим все остальные параметры потона за колесом . 

В случае осевого входа (A tu = О) уравнение цилиндрического 
течения через колесо несколько упрощается , однако, и не решая 
его , легко поназать ,  что при этом невозможно осуществить 
в рабочем колесе постоянного по радиусу подвода или отвода 
работы . 

В самом деле , нан было по:назано ранее , при цилиндрическом 
течении за нолесом постоянство работы означает и постоянство· 
осевой составляющей безразмерной скорости А2а ,  что противоре
чит условию пилиндричности течения через ступень (r1 = r2) . 

При прое:нтировании осевых турбомашин , особенно осевых 
компрессоров , часто применяют лопатки рабочего колеса с посто
янной степенью реактивности Рн по радиусу . 

Выразим коэффициент отноr.ительной скорости через степень. 
реактивности. Поделив числитель и знаменатель правой части 
(200) на U!� .  получим следующее выражение для безразмерной 
относительной скорости : 

А2 ёiи + ё'lа- 2с1и;:-t + ;i 1 w  = 1 _ _ _ 
----.:2 - 2clU r1 + ri U t R 

Здесь черта сверху обозначает ,  что с норость или её составляю
щая отнесена R окружной скорости конца лопатки рабочего
нолеса . При равенстве осевых скоростей на входе и выходе и� 
колеса в случае r1 = r2 степень реантивности рабочего колес а 
компрессора можно представить в следующем виде : 

от:нуда ' ./  • 1 ё tи = (1 - rн) r1 - 0,5L, - L L = -2- . UR 
g 
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Подставляя последнес в выражение для нвадрата безразмерноii 
относительной снорости, получим : 

-2 - - - 2-8 .Ai к =' С1 а + 0,25L + L рнr1 + рн1•1 
. 1 - - - !  

---;2 + L?н'' 1 + (2р11 - 1) r1 
ut R 

При значеюш степени реантивности 

Рн = 0 ,5  
имеем : 

.Ajw = 2'ёfа + 0,�+ 1�+ 0,5r� 

-2- + Lr1 
UfR 

Нан следует из последних формул , распределение чисел Mw 
uри входе в рабочее нолесо при постоянстве степени реактив
Jюсти по радиусу оназывается более равномерным, чем при по
етоянстве цирнуляции; то же относится и н числам М в абсолютном 
движении за нолесом . 

Ра ссмотрим более подробно условие постоянства реантивности 
в случае несжимаемой жидности при отсутствии потерь. 

С этой це.11ью введём явным образом значение степени реак
тивности в уравнения движепия в межвенцовых зазорах .  По оп
ределению степени реактивности 

2 
\ dp 
� 1 2 2 1 1 с2 - с1 . 

Рн = -L - = - 2gL ' 
в случае несжимаемой жидности 

р _ P2-Pl 
R -- - j L  

Из выражения (258) получаем: 

с; - с� = ( 1 - Рк) 2gL. 
Однако 

поэтому 
с:,. - ciu = ( 1 - Рн) 2gL - (с�а - cfa) ·  

Напишем уравнения движения перед нолесом 

_!_ dcfu + ..!_ dcfa + cru = о 
2 dr '2 dr r 

(258) 

(259) 

(260) 
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и за колесом 
� dc�1t + � dc�a + c�u _ g dL 
2 dr 2 dr r - dr · 

Нычтя одно из другого , будем иметь : 

657 

(26 1 )  

Строго говоря , полученное уравнение справедливо только в слу
чае цилиндрического течения , кuгда радиусы соосвых цилиндри
ческих поверхностей тока до и после колеса одинаковы (r1 = r2 ) . 
В общем же случае рассматриваемого нами течения 

rl =1= r2 . 
Однако если разница между r1 и r2 практически невелика , то 
можно считать уравнение (261) справедливым и для некоторых 
других случаев течения . 

Заменяя в уравнении (26 1 )  разность квадратов окружных 
составляющих скорости по (260) , получим уравнение движения, 
в которое в явном виде входит степень реактивности : 

(262) 

Исследуем два случая рабочего колеса с постоянной степенью 
реактивности По высоте ,110па тки 1 ) : 

1 -й с.аучай .  Постоянны степень реактивности и работа :  

Рн = const , L = const .  

В этом случае уравнение (262) примет вид 

с:а - с:а = 2gL { 1 - Рн) = const ,  
т .  е .  

с:а - С�а = const . 
Заметим , что при 

из выражения (264) получается : Рн = 1 . 

(263) 

(264) 

Определим закрутку потока , соответствующую условию (263) . 
Для этого выражение (264) подставим в уравнение (260) : 

C�u - С� и = { 1 - Рн) 2gL - { 1 - Рн) 2gL = О; {265) 
отсюда 

C2u = - Ctu ·  (266) 

1) Х о л щ с в н и R о в R. В . ,  Выбор nараметров и расчёт осевого 
комnрессора. Оборонгив, М. , 1949 . 
42 Г. Н. Абрамович 
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При э том мы отбрасываем тривиальное_ решение уравнения (265) 

C 2 u  = C t u ,  

т а н  нан в этом с:rучае работа равна нулю : 
и L = - (c1  .. - C:;.u) = O. g 

Из условия постоянства работы согласно (266) пмеем : 
gL = и (с1и - c2u) = 2шrс1и = const , 

т .  е .  зю\рутiш пптока до и после колеса соответствует заrюну 
постоянства циркуляции : 

1 1 - 1 1 - С()Л�t  l c J u - с 2 ч l - 1 .  · 

Проходное сечение колеса может быть опродеJJено при этом по 
формулам,  полученным для случая постоянной цирнуляции 
перед и за колесом . 

2-й случай . Постоянство степени реактивности при закрутке по
тока перед и за колесом по зюю<tу вращения твёрдого тела : 

В этом случае 

Рн = const , 

с1и = const · r, 

c2u = const · r . 

1 
L = - и �си = const ·  r2 •  (267) 

g 
Подставляя значение работы (267) и степенп реактивности 
в уравнение движения (262) , получим : 

с2 с2 2а� la = L (1 - 2pи) = const r2 ( 1 - 2pи) · 

Таюrм образом , при осуществлении закрутни по закону враще
ния твёрдого тела возможно любое значение степени реактив
ности ; соответствующее распределение осевых сноростей най
дётся из последнего уравнения , а проходвое сечение нолеса 
из уравнения неразрывности . 

Н занлючение настоящего параграфа остановимся на потерях,  
происходящих в венце осевой машины . 

Определяя коэффициент полезного действия элементарноii 
ступени, мы учитывали т о ль ко тан называемые профильвые 
потери, образующиося при плоеном обтенании решётни профл 
лей , и соответс твенно получили профильвый ноэффициент по
лезного действия ступени .  

Обычно при энспериментальном исследовании решётни про
фили находятся между двумя параллельными плосностями , 
ограничива ю щ им и  потон ; н а  э т и х · плосностях образуется погра-
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личный слой , ноторый вызывает поперечное перетенание жидно
сти в межлопа точном навале ,  приводящее R значительным по

терям энергии . На фиг . 341 наглядно поназано распределение 

потерь на выходе nз диффузорной решётни ; в данном случае 

дополнительные потери ,  связ анные с трёхмерным харантером 
потона , составляют в среднем по сечению 6 %  от сноростного 

��·--- -----�--------� 

1 
1 !lume;ш [D "!о к ско

ростнои!f нonopf но IJ:coie; 
D-ZfD 
z f -so 

J"-Ш � 
ш-zu� 
zo-JD� 
JU-qD8 
qo-.fDI!i!ll 
SD-GD. 

Фиг .  341 . Раt'предслевие потерь по равмаху ш 
патни в выходном сечении диффузорвой решёпш . 

напора на входе , n то время нан профильвые потери составляют 

всего 2 %  от СI-юростноrо напора .  Доля этих дополнительных по

терь увеличивается с ум еньшением высоты лопа тон . 
В реальной ступени , нроме потерь от поперечного перетенания , 

существуют ещё особые потери, свяаанные с утечной жидности 
через радиальный зазор ме>нду лопатнами ра боче го нолес а и непо

движным но жухом и тем обстоятельством ,  что наждый последую

щий венец работает в потоне, воамущённом предыдущим венцом . 

На фиг . 342 представлены энспериментальные нривые ноэф
фициента полезного действия ступени дозвунового номпрессора, 

в зависимости от са , позволяющие судить об удельной роли 

различных потерь . Тан, при ноэффициенте полезного действия 

ступени оноло 90 % приблизительно 4 % составляют профильвые 

потери , 2 %  дают потери на трение в нольцевом н а п а л е  и 4 % 
42* 
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составляют так называемые вторичные потери, связанные со вза
имодействием элементарных решётон: (в том числе и с радиаль
.ным перетен:анием) . Если все потери распределить равномерно 
по длине лопатн:и рабочего н:олеса ,  то их можно учесть нен:о
торым увеличением значения Сх элементарной решётн:и . Для 
·радиальных зазоров, не превышающих 1 - 2 % длины лопасти, 
и осевых зазоров порядка от 20 до 50 %  хорды можно эффектив
ное значение Сж элементарной реmётн:и определять по формуле 

Сж э = Сж пр + Cxa + Cxt • 
где Сх. пр - коэффициент сопротивления крыла в плоской решёп: е  

100 

/ 
v 

6011. ,5 0.7 

$.2% 
q,g% -� � v.l% -...... 
--

� � 

1\3 
\ 

1,3 1,5 
Фиг. 342 . Зависимость коэффициента полезного 
действия колеса от безразмерной осевой скорости 
ёа. 1-включает потери в кольцевом ка нале , 2-
включает также вторичные потери,  3-включает, 

кроме того, профильныв по тери. 

(коэффициент «профильногоt сопротивления) , С :х.а - коэффициент 
сопротивления трения в кольцевых каналах. cxt - коэффициент , 
учитывающий все прочие потери, в том числе и потери на пере
текание .  Коэффициент С ж пр может быть взят из данных про
дувки плоских решёток, а последние два коэффициента - из 
следующих эмпирических формул : 

Сжа = 0,02 � ,  Сжt = 0,018С� .  

где h - высота лопатки. 
В заключение отметим, что рассмотренные выше поте�и 

вызывают не только уменьшение коэффиц иента полезного деи
ствия, но также и уменьшение прироста nолного давления . 



Г Л А В А Х 

РЕАКТИВНАЯ СИЛА . ВОЗДУШНО-РЕАКТИВВЫЕ 
ДВИГАТЕЛИ 

§ 1 .  Расчёт реактивной силы: (тяги) 
Полёт реантивноrо аппарата осуществляется под действием 

реактивной силы , или, нан её часто называют, реактивной тяги, 
которую сообщает ему струя вы ходящих rазо в .  Для нахождения 
величины реактивной силы Р нет необходимости рассматривать 

н г----------------f-----,1' 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 1 1 1 

Pu 1 1 1 
шн:�-===- - · - · - · - · - ·  = �-:_��1�): 1 1 t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

нL----------------�-----�1 

Фиг. 343. Контур для определения реактивной силы. 

детально распределение давления по внутренним и наружным 
стенкам реактивного аппарата . Реактивную силу можно опре
делить в конечном виде с помощью теоремы об изменении 
количества движения. ' 

Совершая полёт, тело производит возмущение в окружающей 
среде . Всегда можно выделить некоторую, достаточно большую, 
например цилиндрическую, область , границы которой выходят 
за пределы возмущённой части потока (фиг. 343) . На боковых: 
границах этой области давление и скорость потока (считаем 
двигатель неподвижным,  а воздух - движущимся со скоростью 
полёта) равны их значениям на бесконечности перед двигателем. 



662 РЕАКТИ ВНАЯ СИЛА. ВОЗДУШНО-РЕАКТИВ НЫЕ ДВИГАТЕЛИ [ГЛ .  Х 

Пусть ось х совпадает с направление м полёта и является 
осью симметрии двигателя; спроектируем на ось х силы , дей
ствующие на двигатель и на поверхность выделенного контура . 
Так как силы давления в жидкости нормальны к поверхности , 
то проекции на ось х сил, действующих на боковые поверхности 
контура , обращаются в нуль .  Поэтому уравнение Эйлера 
{см . (90) главы I] запишется так : 

00 00 00 � 
� Pн dF - � p1 dF + P = � (w1 - Wн) dmн + � w1 dmr .  
о о о о 

Эдесь площади, на которые распространяются пнтегралы , 
и область интегрирования первого члена правой части бесконечны . 
Сила Р берётся со знаком + потому , что при выводе формулы (90) 
главы I предполагалось , что машина получает от газа работу , 

GB а здесь реактивный двигатель сообщает работу газу ;  тв = - g 
секундная масса воздуха , втекающая в контур через сечение F;  

Gг 
тг = - - дополнительная секундная масса горючего, которая g 
нодаётся в двигатель . 

Если взять левую торцевую поверхность далеко перед 
двигателем, то давление на ней постоянно и равно атмосфер
ному (Рн) , а скорость потона равна скорости полёта (wn) · Кроме 
того ,  можно допустить , что в поперечном направлении уже на 
иенотором нонечном расстоянии от поверхности двигателя потоп 
является невозмущённым и площадь F, на ноторую распростра
няются интегралы левой части, считать нопечной ;  точно таи же 
ионечной будет и область интегрирования в первом члене правой 
'Iасти. Тогда следует написать :  

F тв 

РнF - � p1 · dF + P =  � (w 
о 

ml' 
н) . dmв + � wl . dтг .  

о 

В боJiьшом числе случаев возмущение , вызываемое летящи:\1 
телом, настольно незначительно, что в плосности среза сопла а 

(вне струи выхлопны х газов) давление о бтенающего потона 
мало отличается от давления на беснонечности (Рн) · Тогда с и л ы  
давления на передней и задней торцевых по верхностях нонтура 
уравновешиваются везде ,  нроме участна , соответствующего 
поперечному сечению выхлопной струи ( F а ) . Спорости потона 
во всех элементарных струйнах, нроме проходящих через дви
гатель , одинановы (здесь мы пренебрегаем влиянием трения , 
вихревых и волновых потерь на наружной поверхности двига
теля) . Следовательно , изменение ноличестна движения полу-
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чается толыю в струе, протенающей снвозь двигатель . Тогда 
уравнение Эйлера принимает следующий вид : 

Gв Gг 
(Рн - Ра) · Fa + P = -g (wa - Wн) + -g · Wa , 

отнуда получается основная формула для реантивной силы 

Gв Gг 
( 1 )  Р = -g (Wa - rVн) + /Г ' Wa + (Pa - Рн) · Ра . 

GB В этих выражениях g - секундная масса воздуха , всасываемого 

в двигатель, Wa - средняя снорость истечения . 
Следует подчерннуть , что полученное соотношение справед

.:шво тольно в том случае , если скорость и давление в пло
скости а (за иснлючением участна рабочей струи) равны 
в точности их значениям на бесконечности перед двигателем . 
Нроме того , мы здесь пренебрегаем внешним лобовым сопротив
пением двигателя, Iюторое всегда может быть учтено отдельно . 

На расчётuом режиме работы реантивного двигатели давление 
в выхлопной струе равно давлению окружающего воздуха 
(Ра = Рн) ; в этом случае реактивная тяга равна изменению коли
чества движения газа , прошедшего через двигатель : 

(2) 

Однано в воздушно-реактивных двигателях второй член правоii: 
части мал и им часто пренебрегают 1) , т. е. принимают для воз
;�ушно-реактивных двигателей в расчётном случае 2) :  

GB P = - (wa - U'н) · 
g (3 ) 

Тяга жидностного реантивного двигателя, в котором не исполь
::у ется атмосферный воздух,  определяется для расчётного режима 
uo формуле 

нли на нерасчётно�I режиме 
Gг + Go 

Р = -- · wa + (Pa - Рп) · Fа .  g 
Здесь G0 - секундныii весовой расход окислителя . 

(4) 

(5) 

1) Весовая доля горючего n nовдухе ,  проходящем чсрев двигатель ,  н е  
провышает одного-пяти процентов :  G г  � (0 ,01 --;- 0,05) · Gв . 

2) Следует особо подчеркнуть , что вuличина wн сеть скорость nmirт a ,  
а отнюдь не скорость во входном отверстии двигатеJiя.  
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Рассмотрим теперь влияние на реантивную силу непостоянства 
давлений в плосности выходного среза двигателя. Построим 
эпюру давления и снорости на срезе сопла (фиг. 344) . Для 
простоты остановимся на случа-е дозвунового истечения . Можно , 
щшример, представить себе таное обтенание двигателя, при ното
ром давление вблизи выходного среза понижено, за счёт чего 
местная снорость во внешнем потоне увеличивается . Давление 
внутри дозвуновой выхлопной струи является примерно таним же,  
нан и на её границе . 

Для подсчёта реантивной силы воспользуемся основным 
свойством неравномерных (по величинам полного давления) 

Шн 
Фиг. 344 . Р аспределение давления и скорости потока 

у выходного среза сопла . 

потонов , занлючающимся в том, что неравномерность в распре
делении снорости исчезает очень медленно,  а давление вырав
нивается быстро . 

Так, например, неравномерность в поле давлениFI, возни
нающая при повороте потона , выравнивается на расстоянии 
1 , 5 - 2 диаметров прямой трубы за местом поворота , снорость 
же выравнивается на расстоянии 20 - 30 диаметров . Этим свой
ством можно воспользоваться при подсчёте тяги. Из опытов 
известно, что если плоскость Ь отстоит от среза сопла на рас
стоянии аЬ, больше одного диаметра среза (фиг. 345) , то поле 
давлений уже равномерно .  Таним образом, неснольно отойдя 
от среза сопла , мы попадаем в плосность постоянного давления 
(Рь = Рн) , в связи с чем можем определить реантивную тягу 
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Остаётся только найти величину скорости Wь , которую имеет 
рабочая струя в плоскости Ь (фиг. 345) . Для этого при дозву
ковом истечении можно воспользоваться уравнением Бернулли, 
не учитывая гидравлических и тепловых потерь , ибо, кан уна
зывалось , участон струи, занлючённый между плоскостями 
а и Ь, мал . 

Шн 
Фиг. 345 . Н ар тина р аспределения давления и скорости за двигателем. 

Рассмотрим в начестве примера случай не слишном большой 
дозвуновой снорости ( М � 1 ) .  Тогда по уравнению Бернулли 

2 2 Wa WЬ Ра +
Ра · т = Ри + Ра '"]"" · При такой снорости разность давлений (Ра - Рн) бывает невелика, 

вследствие чего мы и приняли плотность газа неизменной . 
Итан, 

от нуда 

2 2 
wь - ша Рп. - Рн ·= Ра 2 , 

Ра-�п + 1 . 
Wa 

Ра т 
В большинстве случаев при дозвуковой снорости на срезе 

сопла устанавливается давление, очень близное R атмосферному, 
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и тогда полагают Wь = Wa · При сверхэвуновом истечении между 
плосностями а и Ь могут образоваться сначии уплотнения . 
В этом случае расчёт поправни несполь ко усложняется, 
но танже вполне доступен . 

§ 2. Реактивная сила на нерас чётном режиме 

В § 1 главы IV было поназано ,  что снорость истечения из 
сверхэвунового сопла определяется отношением площади выход
ного отверстия н площади нритичесного отверстия и не зависит 
от давлений перед и за соплом . 

Давление в сверхэвуновой струе , вытенающей из сопла (Ра) ,  
является фуннцией от полного давления перед соплом (Рос) и ноэф
фициента спорости (или числа М) в выходном отверстии сопла 1) :  

k 
Р а = Рос 

( 1 - : + � Л�) k-t 

Поэтому, нан уже уназывалось , при сверхзвуновом истечении 
давление на срезе сопла в общем случае не равно атмосферному : 

Ра =/= Рн, 
и :�ишь в частном случае расчётного режима эти давления 
одинановы:  

Ра = Рн · 
Рассмотрим приближённую нартипу сверхэвунового истечения 

с избытном давления (Ра > Рн) . На значительном удалении от 
сопла давления в струе и в атмосфере должны уравняться . 
В связи с этим давление в струе по мере удаления от выходного 
отверстия сопла постепенно уменьшается , спорость газа возра
стает и поперечное сечение сверхэвуновой струи увеличивается 
(фиг. 346) . Опыт поназывает , что при этом происходит пере
расширение струи, т. е. в иенотором наиболее широном сечении 
струи (а1) устанавливается давление ниже атмосферного ( р/).1 < Рн) .  
После этого струя начинает сужаться, тан нан давление должно 
nриблизиться н атмосферпому, а спорость соответственно умень
шается ; но торможение сверхэвунового потока приводит н воз
нинновению сначна уплотнения ; таним образом в неиотором 
сечении струи Ь1 спорость становится дозвуковой, а давление 
выше атмосферного . Затем давление внсшь уменьшается , сблшнаясь 
с атмосферным ; соответствующий рост дозвуновой спорости при
водит н сужению струи . При достаточно большом избытне давле-

1) Расс матривается и,;�;еа;�ьный с;т:rуqай, т. с. иыеетсл n виду отсутствие 
nотерь в сош1е.  
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ния снорость вновь достигает нритичесного , а затем и сверх
авунового значения, т .  е .  появляется второй сверхэвуновой 
участон, на нотором струя расширя!:}тся .  В результате второго 
перерасширения (Ра2 < Рн) и последующего увеличения давления 
вознинает ·второй сначон уплотнения Ь2 • Естественно , что вслед
ствие потерь в первом сначне второе перерасширение струи 

Фиг. 346 . Сверхвнуконое истечение с ивбытRом 
давления. 

и второй сначон уплотнения получаются слабее первых.  Таним 
образом, постепенно струя рассеивает свою энергию, иревращаясь 
в конце нонцов в обычную дозвуновую струю. При небольшом 
избытне давления на срезе сопла также получаются колебания 
спорости и давления вдоль оси струи, но без скачrюв уплотнения . 

а 

Фиг .  347 . Схс:.ш истечения ив плоскопараллель
ного сопла Лаваля на режиме перерасшпрения . 

Сверхзвуковое истечение из сопла в том случае, :к.огда на срезе 
господству ет давленпе ниже окружающего ,  осуществляется посред
ством сложной системы скачнов . Рассмотрим,  например, плосно
параллельную струю газ а  1) вытенающую в среду большего дав
ления (фиг . 347) . От краёв сопла отходят носые скачки уплотнения, 
встречающиеся на оси струи в точке О . Элементарные струйни 
газа ,  иерееекая фронт  носого скачка (а - 0) , переходят в область 

1) Речь идёт о соп;rе ,  поперечное сечение ноторого имеет форму вытяну
того прямоуго:Iьюша. Сверхввуковос истечение ив осесимметричного rопла 
�rенее ивучсно,  11 мы его рассматривать не будем. 
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атмосферного давления Рн > Ра · Отнлонение струен от первола
чальнога направления, происходящее при сначне , должно было бы 
привести н их столнновению на оси симметрии. В действитель
ности происходит второй поворот струен, возвращающий их 
н первоначальному направлению, но это приводит н вознинно
вению второй группы сначнов (ОЬ) . Естественно , что если в обла
стях аОЬ господствует атмосферное давление, то правее линий 
0 - Ь (фиг. 347) получится давление выше атмосферного . Поэтому 
за второй группой сначнов устанавливается таной же режим , 
Kai{ при истечении с избытком давления (Ра > Рн) ·  Чем меньше 
давление Ра на срезе сопла , тем больше получится угол между 
фронтом косого скачна и направлением потона ; при этом увели

Фиг. 348 . Мостообра3ный скачок при не
расчётном истечении И3 сопла Ланалн:.  

чивается угол, на ноторьiй 
должен повернуться потон 
во второй группе сначнов 
ОЬ. Одновременно умень
шается снорость потона за 
первой группой сначнов (в 
области аОЬ) , поэтому в 
нонце I{онцов наступает та
ной режим, при нотаром 
нужный угол поворота ( оо) 
потона не может быть оrу
ществлён в сначнах ОЬ :  

оо > OOm ax . С этого момента 
в центральной части струи образуется ударная волна, а вся схема 
сначнов принимает мостаобразную форму (фит .  348) . С увеличе
нием противодавления участон ударной волны с - с увеличивается . 
При· большом противодавлении сверхэвуновое истечение оназы
вается невозможным, и сначии давления перемещаются внутрь 
сопла ,  т. е . осуществляются в меньшем сечении, на меньшеИ 
снорости для данного сверхзвуrювого течения . В таном случае 
выходная часть сопла за фронтом сначна работает нан обынновен
ный дозвуновой диффузор. 

С паденпем давления в намере сначон всё ближе подходит 
н нритичесному сечению, одновременно становясь более слабым . 
Приблизившись вплотную R нритичесному сечению, скачон исчез 
нет , сверхэвуновое сопло при этом превратится в трубну Вентури 
(фиг . 349) . 

Местоположение плосности сначна определяется отношением 
давления в намере (перед сошюм) к давлению в той среде, нуда 
истенает газ . Следует отметить , что режимы, при ноторых сначни 
получаются внутри сверхэвунового сопла , встречаются в двига
телях редно . Обычно газ расширяется до выходного сечения сопла 
и вытенает со сверхэвуновой сноростью. 

Остановимся на работе двигателя в нерасчётных условиях.  
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При работе двигателя на расчётном режиме давление в пло

сности выходного среза сопла нан в рабочей струе, таи и во внешнем потоне равно атмосферному, Однано таное условие 
!,0 ��-----------------------
.!!.. 
Р, 

0,52. 

Фиг. 349 . R ривые давлений при скачке уплот
нения внутри сопла Л аваля . 

выполняется лишь при одном значении скорости истечения, ногда 
справедливо равенство (4) главы IV: 

1 
( 

2 
)11.-1 

f 
= 

Fa = _!_ · k-+1 
� Fир Ла 1 - k - 1 Л� • 

k + 1 
С изменением снорости полёта изменяется и ноэффициент сно

рости истеченю1. По этой причине неизменное выходное сечение 
становится не соответствующим расчётному режиму . Можно выде
лить две области нерасчётных условий :  первая - при недоста
точной , вторая - при слитном большой площади выходного 
отверстия сопла . 

В первом случае на срезе сопла Лаваля поддерживается 
постоянное значение снорости истечения , соответствующее Ла (/0) 
(такое же, нан на расчётном режиме) . Давление на сре::>е при 
этом выше атмосферного , ибо выходное сечение меньше расчёт
ного , вследствие чего газ в сопле расширяется неполностью. 
Величина давления на срезе равна : 

11. с k- 1  2 )11.-1 
Ра = Роа · 1 - k + i · Aa · 

Чем меньше безразмерная площадь выходного отверстия (/0) , 
тем ниже ноэффициент сьорости (Ла) и,  следовательно, тем выше 
давление на срезе (Ра) · Выходя из сопла,  струя , нан описано 
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выше , продолжает расширяться в атмосфере,  а снорость потона 
растёт . На фиг. 350 поназаны границы области в струе , внутри 
н:оторых среднее давление остаётся избыточным . 

Если достроить сопло до расчётных размеров ,  то из-за того , 
что внутри дополнительной части сопла господствует повышен
ное давление , ПОJ1учится прирост тяги 1:1Р . Следовательно , при 
недостаточной площади выходного отверстия тяга двигателя 

г 
Фиг.  350 . И стечение ив сопла с ивбытком 

давления.  

.меньше, нежели на рас
чётно.м. режи.ме . 

Другая область рабо
ты сопла Лаваля отвечает 
тому случаю,  ногда пло
щадь выходного отверстия 
иревосходит расчётную , 
т .  е. когда величипа по;;I
ного давления недостаточ
на для того , чтобы полу
чить на выходе атмосфер
ное давление . На этом ре

жиме сопло Jlаваля заполнено сверхавуновым потоном до самого 
среза , а давление на срезе получается ниже атмосферного, т. е .  
сопло работает с перерасширением . При выходе струи в атмо
сферу в ней устанавливается ,  Haii было поназано , сложная сп
стема сначнов уплотнения, ноторал поддерживает разрежение 
на срезе сопла . 

Работа на режиме перерасширения станет невозможна , если 
на выходе из сопла должно получиться давление ниже нокото-
рого минимального : 

Ра < Paшin ' 

В таком случае, нак указывалось nрежде , скачон уплот
нения переместител внутрь сопла Лаваля, давление на срезе 
сравняется с атмосферным и с порость истечения станет дозву
новой . Этот режим работы , нан уже уnоминалось , в двигателях 
почти ни:когда не встречается и пра:ктичесRого значения не имеет . 

Иначе говоря , при недостат:ке давления , т .  е .  при слиm:ко:м 
широ:ком сопле , с:корость на выходе обычно такал же,  :ка:к и на 
расчётном режиме , а давление здесь согласно приведённой фор
муле ниже атмосферного ; при этом в выходной части · сопла 
Лаваля получается участо:к ва:куума , на :котором н стен:кам 
приложона сила 1:1Р, направленная по потону (фиг. 351 ) . Ита:к,  
на режиме перерасширения реак,тивная тяга пиже расчётной . 
Для увеличения тяги выгодно отб роситъ участо :к перерасшире
ния , уноротив сопло до расчётных размеров . 

Та:ким образом , во всех случаях отrшонения от расчётного 
режима истечения при Роа = const реа:ктивнал сила меньше , 
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нежели на расчётно:м режиме . В формуле ( 1 ) для реактивной т я г п  

Р = Gв (wa - Wн) + §:_ · Wa + (Pa - Pн) · Fa g g 
на режиме перерасширения третим член отрицателен (Ра < Рн) , 
а первые два члена больше, чем на расчётном режиме (из-за уве
личения Wa) ; на режиме »збытка давления (Ра > Рн) третий член 
положителен , .  а первые два члена вследствие уменьшения Ш'а 
меньше, чем на расчётном режиме . 

Вычисления показывают, что некоторый отход от расчётных 
условий не влечёт за собой значительного уменьшения реантив
ной тяги . Получается это потому,  что изменение третьего члена 
в формуле тяги компенсируется в значительной мере изменением 
первых двух членов . По этой причине в тех с лучаях,  когда выход
ное сечение сопла больше , чем се
чение камеры сгорания , в целях 
снижения лобового сопротивле
ния можно без особого ущерба 
для тяги укоротить сопло , при-
няв Fa = Fг , т. е. работая на не- !JP 
расчётном режиме . Можно дона-
зать теоретически , на чём мы 
здесь не останавливаемся , что ве- Фиг . 35'1 . Истечение из с.опла с не-

Р рерасширением . 
личина ---F достигает максимума 

а • 
при условии , ногда снорость истечения в точности равна снорости 
nолёта (wa = W11) , а давление на выходном срезе значительно выше 
расчётного (Ра > р11) ;  но на таном режиме тяга образуется толыю 
за счёт избытка давления на срезе сопла: 

Р = (Ра - Рн) · Fa . 
Выше установлено , что при постоянных значениях полного 

давления и температуры торможения в двигателе наибольшая 
тяга получается на расчётном режиме истечения . 

Естественно ,  что в случае нерегулируемого выхлопного сош1 а ,  
т .  е .  сопла с постоянными сечениями, тяга возрастает при увели
чении полного давления , тан нан при этом давление на срезе 
соп.'lа растёт , а ноэффициент с норости истечения не изменяется .  

§ 3 .  Прямоточный воздушно-реактивный двигатель 

Прямоточный воздушно-реантивный двигатель (фиг . 352) рабо
тает за счёт сноростного наддува . Во входном участие двигателя 
происходит иреобразование сноростного напора набегающего 
потона в давление , т. е. динамичесное сжатие воздуха . В намере 
егорания подводится тепло , и образующаяся смесь сжатого 
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воздуха с иродунтами сгорания нагревается. В выходном сопле 
нагретые газы расширяются ; здесь давление иреобразуется в сно
ростной напор . 

1 
1 

r-·--1 1 
1 
1 1 н е tl 

Фиг. 352 . Схема прямоточного вовдушно-рею,тивного дви
гателя:  е-входное сечение , :с-начальное сечение намеры 
сгорания , г-конечное сечение камеры сгорания, а-вы-

ходное сечение сопла . 

Если давление в выходном отверстии равно атмосферному , то 
согласно равенству (3) реантивная сила равна приросту ноличе
ства движения сенундной массы !'аза 

G P = - (Wa - Wн) ·  (6) g 
Энономичность двигателя харантеризуется уде.льны.м и.м.пу.ль

со.м. , т . е. отношением реантивной силы н сенуидиому расходу 
горючего : 

р 
l = c · r 

(7) 
\ 1 1 1 1 1 
1 
1 /1 х 

Основы теории прямоточного 
г кр о. воздушно-реантивного двигате

Фиг. 353. Принципиальная схема 
прямоточного вовдуши о-реактивного 
двигателя для сверхзвуковой скоро-

сти. 

ля даны впервЫе Б .  С. Стечни · 
ным в 1 929 г .  1) . 

Наиболее совершенный цинл 
работы прямоточного воздушно-
реантивного двигателя был бы 

получен в том случае ,  если бы сжатие воздуха на участне н - х 
(фиг. 353) осуществлялось по идеальной адиабате и снорость 
потона была бы доведена до нуля, подвод тепла в намере сго
рания х - г приходил бы при постоянном давлении, после чего 
выхлопная смесь расширялась бы в сопле г - а до атмосферного 
давления танже по идеальной адиабате. Прямоточный воздушно
реантивный двигатель , работающий по уназанному совершенному 
динлу ,  мы назовём идеа.льны.м..  

1)  С т е ч к и н Б .  С. , Теория вовдушного реактивного двигателя тех
ника Вовдушного Флота, 1929, .N! 2 .  
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Прежде чем перейти R исследованию двигателя этого типа , 

выразим все основные величины, характеризующие поток газа, 
через коэффициент скорости: 

2_ = 1 - k - 1 }.2 (8) Т0 k +  1 ' 

где Т0 - температура адиабатически заторможённого газа : 

h. 

J!_ =  ( 1 - k - 1 }.2)11.-1 
Ро k +  1 ' 

1 

_Р_ = ( 1 - k - 1 л2 )h.-1 
Ро k + i ' 

где р0 и р0 - давление и плотность в идеально з аторможённо.н 
газе (р0 - полное давление) , k - поназатель идеальной адиабаты . 
Напомним расчётные формулы для критической скорости 

и числа М 
-v '2k -v '2k Ро аир = k -t- 1 gR To = k + i (j; 

_2_ Л2 
М2 = Тr + t 

1 - k- 1 Л2 
k + i 

Эти зависимости справедливы лишь 13 случае пригодности уравне
ния состояния идеального газа и при условии постоянства теп
лоёмкости . 

Рассмотрим теперь основные особенности идеального прямо
точного двигателя , работающего на расчётном режиме , т .  е .  пр:к 
Ра = Рн · 

Полное давление в намере сгорания может быть найдено 
из уравнения Бернуллп, которое интегрируется в этом случае 
с помощью идеальной адиабаты : 

h-1 

_k .!.!!... [ (1!2_)-т-- 1 J = ��� . 
k - 1 Рн Рн '2 

Скорость истечения найдётся из аналогичного выражения 
h-1 

_k !.!!... [ ( _J:.g_)-11. - 1 J = �� . k - 1 Ра Рн '2 

Отсюда мы получаем основное соотношение 

43 г. н. Абрамович 

w� w� Pи · ---:z- = Pa · ;z- · 
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.Итак ,  в идеа.аъно.n прямоточном воздушно-реак,тивном двигателе 
,ск,оростной напор поток,а в выхлопном отверстии равен ск,орост
nому напору по.аёта . 

Используя те же равенства , получим для идеального двига
теля (Рох = Рог ,  Ра = Рн) ещё один важный результат : 

(9)  

т . е .  к,оэффициенты ск,орости в в ыходном отверстии идеального 
двигателя и в набегающем н,евозмущённом поток,е равны . Отсюда 
вытекает также и равепство чисел М полёта и истечения : 

Ма = Мн .  ( 1 0) 

Соотношения (9) и ( 1 0) справедJIИНЫ для идеального двига
теля как при дозвуковой , так и при сверхзвуковой скорости 
полёта . 

В реальном двигателе в связи с потерями давления во вход
ном и выходном участках и в камере сгорания скоростной напор 
на выхлопе ниже скоростного напора полёта : 

w� w� 
Ра · -у < Рн · -у · 

По этой же причине число М и коэффициент скорости в вы
ходном отверстии имеют меньшие значения, чем в набегающем 
потоке : 

Ма < Мн, Ла < Лн . 

Таким образом , увеличение скорости истечения по сравнению 
со скоростыо полёта получается не в результате увеличения 
скоростного напора в двигателе , а за счёт уменьшения плот
Iюсти газа при подогреве . 

Соотношение (9) приводят к простой расчот�ой формуле для 
скорости истечения в идеальном двигателе : 

v-Рн аир. г Wa = Wн · - = Wн · -- , Ра аир . х 

1·де аир. г .  аир . х - критическая скорость газа соответственно после 
и до подогрева .  Из этой формулы следует ,  что отношение ско
рости истечения к скорости полёта для идеального двигателя 
пропорционально корню квадратному из отношения температур 
торможения , взятых в конце и начале камеры сгорания : 

Wa 1 / Тог 
wн = V Тох · ( 1 1)  

Следует подчеркнуть при этом , что температура торможения 
в начале камеры сгорания может быть подсчитана по фор-
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муле (8) нан функция температуры в атмосфере и коэффициента 

скорости полёта 
тн = 1 - k - 1 _ ).2 
Тох k + i н . 

а температура торможения в конце намеры сгорания определяется 

расходом горючего в двигателе и расходом воздуха : 

Ср . Gв Gг = -Н · (ТОг - Т ох) , <р · и 

где Н и - теплотворная способность горючего , r.p - н:оэффициент 

полноты сгорания . 
Приведённых формул вполне достаточно для расчёта реактив

ной силы и удельного импульса идеального прямоточного воз

душно-реактивного двигателя . 
Интересна одна особенность прямоточного воздушно-реа ктив

ного двигателя: если сохранять нl'изменной температуру в намере 

сгорания, то nеличина реактивной тяги 

G G ((--т;; ) P = - (Wa - W11) = - wп -, - - 1 
g g Тох 

вначале возрастает с увеличением скорости полёта , а затем,  

пройдя через максимум, начинает убывать и при неиотором 

значении скорости падает до нуля . Объясняется это тем , что 

увеличение скорости полёта вызывает рост температуры тормо

жения в начале намеры (Тох) , но при этом для сохранения неиз

менной температуры торможения в конце намеры приходится: 

уменьшать подвод тепла . В том случае , ногда температура 

торможения в набегающем потоке становится равной предельно 

допустимой температуре в двигателе (Т  ох = Тог) , подвод тепла 

приходится пренратить . При этом величина тяги падает до нуля . 

Из формулы (8) получается следующее условие исчезновения 

тяги нан для дозвунового , тан и для сверхзвукового идеального 

двигателя : 

откуда коэффициент скорости полёта , при которой идеальный 

двигатель перестаёт развивать тягу , равен : 

Л он = V � + � ( 1 - :·:г ) . 
В отличие от реактивной силы удельный импульс идеального 

двигателя , нан поназывают расчёты по приведённым формулам, 

обращается в нуль только при бесконечно большой скорости 
43* 
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б nолета лн = k - 1  . т о  о ъясняется тем , что в точне , соответ-
ствующей исчезновению реантивной силы , расход горючего также 
равен нулю . 

Обнаруженные особенности идеального двигателя имеют лишь 
сравнительное значение, nоскольну реальный двигатель может 
значительно отличаться от него . Протекание воздуха в реальном: 
двигателе соnровождается потерями давления , в связи с че:м: 
в действительности реантивная сила и удельный имnульс всегда 
меньше , чем nри идеальном цинле . Снижение реантивной силы 
вызывается тем , что падение давления , а следовательно , и плот
ности воздуха в двигателе сопровождается уменьшением нак 
снорости истечения, тан и суммарного расхода воздуха . 

Если учесть потери давления ноэффициентом а = Роа , выра-
Рон 

жающим отношение истинного полного давления на выхлопе 
к идеальному , то коэффициент снорости истечеция для двига
теля , работающего на расчётном режиме , можно связать с ноэф
фициентом скороети nолёта , основываясь на равенстве давлений 
(Ра = Рн) :  

/1. /1. (
1 

k - 1  \ 2 )1<-1 _ (
1 

k - 1 \ 2) /1.-1 
О · - -- · 1\.а - - -- · лн k + 1 k + 1 ( 1 2) 

Иначе говоря , при заданных значениях скорости по.лёта &'н , 
давления в атмосфере и температуры в намере сгорания Tr сно
рость истечения зависит тольно от полного давления газов 
в выходном сопле .  

Введём в рассмотрение ноэффициент потери скорости в дви
гателе : 

!!.Л = Ан - Ла = f (а , Ан) ·  

Нан nоназывают расчёты , величина t:.A составляет обычно не 
более 1 5 %  от значения ноэффициента с норости полёта (даже 
в тех случаях , когда на очень большой сверхавуновой снорости 
полёта истинное давление в двигателе из-за волнового сопротив
ления бывает в 8 - 10 раз ниже идеального , т .  е .  получается 
а =  0 , 1 -;- 0 , 12) . Расчётные формулы для идеальной тяги Рид были 
даны выше . Для вычисления истинной тяги Р нужно дополни
тельно определить коэффициент давления а и ,  зная его величину , 
найти коэффициент скорости истечения Ла . 

Полный коэффициент давления , характеризующий данный 
двигатель в целом , может быть представлен нак nроизведение 
частных ноэффициентов , наждый из ноторых является фуннцией 
потерь давления в отдельном элементе двигателя : 
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здесь асн = Pot - отношение истинного полного давления после Рон преобразования сверхэвуновой скорости в дозвуновую н давле
Род нию идеального торможения , ад = -- - коэффициент , учитываРоt 

ющий падение поJiного д<tвления внутри диффузора ; ах = 
Рох -Род коэффициент ,  учитывающий падение полного давления в намере 

сгорания до начала участка подогрева воздуха ; ах вычисляется 
с учётом гидравлических сопротивлений во входных устройствах 
намеры сгорания (регистры , энраны , форсунки , завихрители 
и др . ) ,  которые обычно обтенаются ещё неподогретым воздухом; Рог фф 

-аг = -- - ноэ ициент , учитывающип падение полного давления,  � р связанное с подогревом газа в намере сгорания ; ас = � - ноэфРог фициент , характеризующий падение полного давления за счёт 
потерь в выходном сопле двигателя . 

В рассмотренном идеальном цинле работы прямоточного воз
душно-реактивного двиг-tтеля процессы сжатия воздуха во вход
ном диффузоре , нан и процессы расширения в выходном сопле, 
предполагались изоэнтропическими .  

Расширение газа  при переходе от  состояния поноя н движе
нию со сверхзвуковой скоростью можно осуществить с очень 
малыми потерями давления , т . е. практически по идеальной 
адиабате ; для этого следует лишь подобрать достиочно плав
ную форму сопла Лаваля . Наоборот , сжатие воздуха за счёт 
уменьшения скорости от сверхэвунового её значения до нулевого 
не удаётся произвести без больших потерь энергии. Переход от 
сверхэвуновой скорости к дозвуковой всегда осуществляется 
скачками и сопровождается резким повышением давления , тем
пературы , плотности и энтропии газа . 

Перед входным отверстием воздушно-реактивного двигателя 
с диффузором простейшего доаву�>ового типа (фиг . 352) при М н > 1 
получается прямой скачок уплотнения . Н а  фиг. 133 ,  где пред
ставлена фотография обтекания воздухом полого тела при зна
чении М = 2, отчётливо виден прямой сначок уплотнения в цен
тральной части головной ударной волны , нак раз перед вход
ным отверстием тела . 

На основании изложенного можно считать , что восстановле
ние давления в nоздушно-реактивном двигателе с простым диф
фузором при сверхзвуковом полёте отвечает не идеа.Тiьной 
адиабате ,  а ударной адиабате . 

Исследуем работу nоздушно-реантивного двигателя с простым 
диффузором , т .  е .  будем считать , что nеред входом струи воз
духа в прямоточный воздушно-реактивный двигатель в ней 
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происходит прямой сначон уплотнения при скорости потока , 
равной с корости полёта . Всеми другими потерями (кроме удар
ных) в ориентировочных расчётзх можно пренебречь , тан как уже 
при скорости полёта , иревосходящей в полтора раза скорость 
звука , потери в дозвуковом тракте двигателя и выходном сопле 
значительно меньше , чем в примом скачке уплотнения . 

Будем считать , что в диффузоре двигателя происходит пол
ное торможение потона , т. е. скоростью газа в н:амере сгорания 
можно иренебречь : 

Wx � О ; 

Wг � О . 

Гидравлическим сопротивлением диффузора пренебрежём .  
Тогда повышение давления в дозвуновой части входного 

участка (за областью сначка) происходит по идеальной адиабате 
и с учётом уравнения (23) главы I I I  может быть представлено тан : 

h 
р1 (i k- 1 1 ) h-1 -- = - -- · -
Рох k+ 1 л:r . 

"Уменьшение полного давления за счёт потерь в примом скачке 
�rплотнения в сравнении с идеальным процессом учитывается 
соответствующим значением коэффициента давления по выраже
нию (24) главы I I I : 

1 

Рох 2 
(
 _1----;-_:�-;---�--,Л,--� -)

k
-

I 
Опр = 

-- = ),н 
Рон 1 __ k- 1  _ _  ,_1 _  

k + i л� 
Температура торможения в данном случае ввиду отсутствия 

теплообмена подчиняется тому же закону (8) , что и в идеаль
ном процессе . Плотность заторможённого воздуха определяется 
формулой (25) главы I I I : 

Рох 
Рн 

Л2 
н 

1 • 
( 1--�+ � . л� у-1 

При бесконечно большой скорости полёта , нан указывалось 
выше , ноэффициент скорости имеет предельное значение : 

),� = Z� � , чему соответствует следующее максимально возможное 
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повышение плотности газа при торможении струи : 
k + 1 
k - 1 

1 �Р ох 1 7н мах
= 

[ t- (�+ �yy�! ' 
при k = 1 ,4 имеем : Рох = 6 ,45 Рн· 

двигателе с простым диф
пе превосходит более че.м 

Итан, в пря.моточпо.м реаР>тивпо.м 
фузоро.м плотпостъ воздуха:- nиР>огда 
в 6 , 5  раза плотпостъ оР>ру
жающего ат.мосферпого воз- f.fD 1-+-t-t-1--t-t-1--+-+-+-+-+-+-++-+-++-+-1 
духа , хотя давление торможе-
ния при неограниченном уве- Pg 
;r:rичении скорости полёта стре- flн H-+-t-H-1-+-H-1-+-H-1-+-1--+++1-11 
мится н бесконечно большой � 1 
величине .  В отличие от этого H-+-t-H-1-+-H-1-+-H-1-+-1--++-1-1' 
в идеальном двигателе плот- IDD H-1-+-H-I-+-H-1-+-H++-1--+-1-Jiu� 
ность воздуха в намере его- • �� ;1 
рания принципиально может ���-+4-����4-���. 
возрастать до бесконечности , �� 1- 1 

� 1- J  
так же каr-\· и давление . H-1--t-H-1-+-H-1--+-H-1-+4 1:} 1- '. 

l\ривая зависимости ! дан- � r---г- 1  .. fiil r-r- ' 
ления заторможенного возду- �� 1-1- ' 
ха (k = 1 ,4) от числа Мн по- �1-++-�1 
.J:ёта приведе на на фиг . 354 , 50 H-!--1-t++-+-+-+--lн-+-H��--1+-+-+-+-1� 
на которой для сравнения H-1-�1--+-t-+-++�1--+++A-+4-1--+�1 
;з:ана также кривая полного н-+-+-+-+-++-+-+-++-H--Iil /4-+-1-+-!-1: 
1-(авления , получаемого в иде
а льном случае 1) . 

Поскольку скорость воз
духа в камере сгорания дви
гателя сравнительно невели
ка , подвод тепла :к потоку 
не может вызвать существен
ного падения полного давле
ния . Глдрав.лические потери -в 

D f,D Z,O J,D М 1/,D 
Фиг. 354 .  Зависимость давления тормо

жения от числа М .  

устройствах на.меры сгорания п о  сравнению с потер r: ми в скачке 
уплотнения также относительно малы . Поэто:му полное давление 
в диффузоре , намере сгорания и сопле двигателя изменяется 
незначительно . Принимаем : 

Clx · Сiг • Cl c  = 0 , 9 .  

1 )  3десь , как и в дальнейшем, для большей наглядноети интересующие 
нас характеристики представляютел в функции числа М , хотя расчёты 
удобнее вести с помощью коэффициента скорости . Соответствующий переход 
()Т Л к М производится посредством формулы (47) главы I. 
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Существенно измевяются температура торможения (Тог > Тох) , 
плотность воздуха и критическая скорость : 

аир . г = VТог . 
аир. х Т ох 

Рассмотрим теперь истечение газа из двигателя через выходное 
сопло Лаваля . Выше было показано , что максимальное значение 
реактивной силы получается в расчётном сопле Лаваля , т. е .  
когда в нём происходит полное расширение газа д о  атмосферного 
давления на выходном срезе .  В этом случае для отыскания коэф
фициента скорости истечения можно использовать зависимость ( 1 2) ,  
которая даёт Ла как функцию А11 • Ввиду наличия потерь коэффи
циент скорости истечения в реальвом двигателе в отличие от 
идеального меньше коэффициента скорости полёта (Ла < Л11) . 

Скорость истечения из двигателя получается как произведение её 
ноэффициента на нритическую скорость подогретого газа : 

Wa = Аа • аир . Г •  

Вследствие того , что рассматривается сверхзвуковой режим 
работы двигателя , весовой расход воздуха целесообразно опре
делять по формуле (9) главы I V :  

G о 4 Роа · Fир 
= , · у 

к.гfсеr.: . 
Тоа 

При расчёте идеального двигателя (G = G11д) следует полагать 

Рн Роа = Рон = -----=---
..,.1<-

( k- 1 \ 2 '\ h.- 1  
\. 1 - k + i  . лн ) 

В реальном двигателе , очевидно ,  имеет место 

G = cr · Gпд · 
Подставляя полученные результаты непосредственно в ра

венства (6) и (7) ,  определяем реантивную силу и удельный 
импульс реального прямоточного воздушно-реактивного двигате;rя 
с простым диффузором . 

Примерное распределение величин скорости, полного давления 
и температуры торможения по длине прямоточного двигателя 
с простым диффузором при Мн = 2 и Тог =  1500° абс приведено 
на фю· . 355. Температура торможения в прямоточном двигателе 
изменяется тольно в намере сгорания . Полн ое давление резно 
падает в головном сначке уплотнения , остаётся неизменным 
в области идеального торможения между скачком и входом 
в диффузор и несколько уменьшается в диффузоре , намере его-
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рания и выходном сопле . Снорость газа резно уменьшается 
в сначне уплотнения , затем последовательно падает перед входом 
в двигатель и в диффузоре , потом увеличивается за счёт подо
грева в намере горения двигателя и доводится в выходном сопле 
до значения , большего , чем в набегающем потоне (i:f'a > Wн)·  

По нривым температуры торможения ,  полного давления 
и снорости петрудно вычислить плотность газа , термодинами
чесную температуру и Статичесное давление в любом характер
ном сечении двигателя . 

L�.--t _ _ _  _ 
1 iJ :с 

Р. 

w 

w 

Тg'tJoc. Р. ОЮО W M/Cilk 
1100 о в 100. 
11100 900 

7 800 
1200 700 
1000 G 800 
во о soo 
6'00 s 1/00 
1/00 300 
200 '1 200 

Фиг. 355 . Распределение величин скорости , полиого давлепил :и тем
пературы торможения по длине прямоточного воадушно-реактивного 

двигателя при М н =  2 и Т О г =  1500° абс . 

На фиг . 356 и 357 поназана зависимость тяги и удельного 
импульеа прямоточного воздушного реюпивного двигателя на 
расчётном режиме от числа М ,  соответствующего снорости по
лёта , при двух схемах диффузора : идеальном и простом (с пря
мым сначком) ; площадь критичесного сечения выходного сопла 
припята равной F нр = 0 ,5  .м2 •  

Огромная разница реактивных тяг у двигателей с идеальным 
и простым диффузором объясняется прежде всего тем , что весо
вой расход в двигателе с идеальным диффузором значитЕ.'льно 
выше , так нан в нём за счёт меньших потерь имеет место 
большая плотность воздуха . 

Удельный импульс не зависит от весового расхода воздуха , 
поэтому в идеальной схеме он больше только за счёт более 
выеоного значения скорости истечения. Применяя сверхавуновой 
диффузор с рациональной системой скачков , содержащей один 
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или неснолыю носых сначнов уплотнения , можно при прочих 
,равных условиях существенно увеличить полное давление в дви
.гателе .  Тяга и энономичность двигателя со сверхзвуновым диф-

р ' 
rт�югr��r+�тн'�� 

300 t-t--t-11-t--t-11-t--!НI-+-t-IH 

250 гr��r+-++1-t--t-tt-� 

.200 1--+-+-+-+-+-�f-+-+--1--fl---+-! 

1 
1 

1--+-+-+---t.l/н-l"fJRI MOU t--+-t-+-i 
20 11: �  h 1\. 

"" 1 1 1 
о 1 z 3 5 6 М  

'Фиг. 356. Зависимость тяги пря
моточного воздушно - реактивно
Г!) двигателя (Тог = 2000° абс , 
F.кр = 0, 5  м2) от чис;;Iа М (полёт 
у земли) при идеальном и про· 

стом диффузорах 

фузором получаются поэтому вы
ше , чем с простым диффузором. 

Нривые зависимости тяги и 
удельного импульса прямоточного 
воздуши о-реантивного двигателя 
от числа М полёта при различ
ных схемах входного диффузора 
приведены на фиг . 358 и 357 .  Дви
гатели сравниваются здесь при 
одинановых поперечных сечениях 
струи воздуха , набегающего на 
диффузор (F н = 0 ,5 .м2) со сноро
стью невозмущённого потона , тан 
нан в случае сверхзвунового диф
фузора таное сопоставление яв-
ляется более харантерным. Прочие 
условия приняты таиими же, нан 
при расчёте нривых на фиг . 356 . 
Ниже всего проходят нривые ,  соот
ветствующие случаю простого диф
фузора, выше идут нривые для 
двигателя с двухсначновым сверх
звуновым диффузором (ОДИН RОСОЙ 
с последующим прямым) , ещё вы
ше расположены нривые для слу
чая сверхэвунового диффузора с 

тремя сначнами (два носых с по
следующим прямым) . В расчёте 
сверхавуновых диффузоров пред
полагалось , что при всех значе
ниях скорости полёта осуще
ствляется оптимальная система 
скачнов . 

Нроме рассмотренных нривых,  
на фиг . 358 и 357 приведены для 
сравнения нривые тяги и удель-
ного импульса идеального двига

теля с таким же поперечным сечением набегающей струи и при 
той ж е  температуре в намере горения, что и в уназанных 
выше реальных двигателях . Ветрудно видеть , что в отличие от 
идеального у реального двигателя реантивная сила и удельный им
пульс обращаются в нуль на одном и том же режиме,  а именно ,  
Rогда снорость истечения становится равной снорости полёта . Этот 
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Фиг. 357. Зависимость удельного импульса прямоточного воздушно
реактивного двигателя (Тго = 2000° абс) от числа М (полёт у земли) 

nри различных схемах входного диффузора . 
р 

тонн 
�о�--,----т----r---�---,--� 

Фиг. 358 . Зависимость тяги прямоточного воздушво-реантивпого 
двигателя (Тог = 2000° абс , Fн = 0,5 .м2 ) от числа М полёта при раз

личных схемах входного диффузора . 



р 
тонн 

Фиг . 359 . Зависимость тяги прямоточного воэдушно-реактивного цви
гателя (F и =  0,5 .м2) от числа М (rюлёт у эемли ) при раэличных rсм
пературах в камере сгорания rв !случае трёхскач.кового входного 

диффуэора. 
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Фиг. 360. Зависимость удельного импульса nрямоточного воэдушно
реактивного двигателя от числа М (rюлёт у эемли) при раэличпых 

температурах в камере сгорания и трёхскачковом диффуэоре . 
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режим в реальном двигателе не соответствует прекращению 
подогрева газа , таи нан некоторое нолячество тепла должно 
быть подведено для номпенсации гидравлических потерь . 

Изменение тяги реального двигателя с трёхскачковым опти
мальным диффузором в зависимости от числа М полёта для трёх 
значений абсолютной температуры в камере сгорания показано на 
фиг . 359 . Аналогичные нривые для удельных импульсов представ
лены на фиг . 360 . Максимальное значение удельного импульса 
достигается на меньшей скорости, нежели максимальное значение 
реантивной силы . Потери в сначке уплотнения, интенсивно воз
растающие с увеличением скорости полёта , сначала приводят 
н ухудшению энономичности воздушно-реактивного двигателя, 
.а затем уже к существенному снижению его мощности.  

Влияние температуры на максимальную величину удельного 
импульса, кан видно из фиг . 360, невелино . В()лизи маисимумов 
нривые протекают настольно полого , особенно для высоних 
температур, что энономичность двигателя на режиме максималь
ной реантивной силы получается не намного меньше опти
мальной . 

§ 4. Турбо-реактивный двигатель 1)  

Повышение давления в прямоточном воздушно-реактивном 
двигателе достигаетсн за счёт динамического сжатия ВQздуха 
перед входом в двигатель и в его диффузоре . Такой двигатель, 
нан мы видели, эффективен только при очень большой скорости 
полёта и вовсе не способен развивать тягу на месте . Для полу
чения в воздушно-реактивном двигателе достаточной тяги на 
ста рте и при умеренной скорости полёта приходится применять 
механическое сжатие воздуха . Воздушно-реактивный двигатель 
с механическим сжатием уже нашёл тироное применение в совре
менной авиации . Наиболее распространённым типом воздушно
реактивного двигателя с механическим сжатием является турбо
реактивный двигатель (фиг .  361 ) .  В этом двигателе воздух заса
сывается компрессором . После сжатия в компрессоре воздух по
·ступает в намеру сгорания , откуда смесь разогретого воздуха 
и продуктов горения направляется на .лопатки турбины . Обычно 
в турбине используется только часть энергии газов (для полу
чения механической работы , потребной на вращение номпрес
·сора) . Остальная (свободная) часть энергии газов преобразуется 
в нинетичесную энергию вытекающей струи. 

В случае, если весь избытон давления, имеющийся в намере 
-сгорания, используется на нолесе турбины, двигатель перестаёт 

1) Подробное изложение теории турбо-реактивного двигателя см . в кни
ге: И н о з е м ц е  в Н .  В . ,  3 у е в В .  С . ,  Авиационные газотурбинные дви
гатели . Оборонгиз , 1949 .  
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развивать реактивную силу ,  но при этом мощность 1·урбины пре
восходит мощность , потребляемую компрессором ; избыток мощ
ности можно использовать , например,  для вращения авиационного 
винта или динамомашины . 

Работа, затрачиваемая на сжатие 1 11:8 газа в компрессоре, 
нак уназывалось выше, равна : 

Lн = -k- · RТо д [(Pox)k;;1 - 1] . 
k- 1 'tJн , Ро д 

Здесь Рох ,  Род - полное давление соответственно за и: перед ком
прессором;  '1/н - коэффициент полезного действия компрессора ; 
Т од - температура торможения перед компрессором. 

Фиг. 361 . Схема турбо-реактивного двигателя :  D - диффузор , К
компрессор , Т - газовая турбина,  А - камера сгорания , В - выходное 

сопло. 

Если пренебречь отводом тепла в диффузоре, то можно считать . 
что Т од = Тон · "Условимся, как прежде, под степенью повышения 
давления в компрессоре понимать отношение значений полного
давления газа за и перед компрессором :  

Рох 
1tо н = - · Ро ц 

Иногда степенью повышения давления считают отношения соответ
ствующих значений статического давления .  В случае малой ско
рости потока или равных значений числа М перед и за компрес
сором оба эти отношения практически совпадают . 

Под степенью уменьшения давления в турбине будем попреж
нему понимать отношение значений полного давления за и перед. 
турбиной : 

Рос 1tот = - · Рог  
Величина е:ос = 1tон · 1tот характеризует избытон давления в сопле •• 

Работа расширения 1 11:8 газа в турбине равна : k-1 
4 = k 

k 1 ' R  · Т Ос · 7jт [ (��:) k""" - 1] ; 
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;щесь Тое - температура торможения за турбиной, 1J r  - ll.оэф
фициент полезноl'О действия турбины . 

В турбо-реан:тивном двигателе работа турбины используется 
пран:тичесн:и целином на привод н:омпроссора : 4 � Lн . Если 
иренобречь небольшими изменениями газовой пастоннпой и пон:а
зателя адиабаты , то будем иметь : 

( 1 3) 

Обычно температура заторможённого газа в выходном сопле 
значительно выше температуры заторможённого газа в диффузоре 
(Тое > То д) · Тогда из равенства работ ROl\Шpeccopa и турбины 
вытен:ает, что степень увеличения давления воздуха в н:омпрессоре 

выше степени уменьшения давления в турбине 
( 
т.:он 

> -1-) , 
т .  е .  

, 7t0т 
имеется избыточное давление в реан:тивном сопле двигателя . 
Итан:, турбо-реан:тивный двигатель должен иметь : 

Еое = Т.:он · Т.:от > 1 .  ( 14) 

Это необходимо для того , чтобы сн:орость истечения из сопла Wa 
и соответственно реан:тивная тяга были достаточно велин:и (н:ан: 
на старте , тан: и в полёте) . Турбо-реан:тивный двигатель разви
вает обычно значительную стартовую тягу (при условии вое > 1) . 

Существенной особенностью этого типа двигателя является
таиже его нечувствительность н: изменению плотьости воздуха . 
Плотность воздуха, поступающего в двигатель, заметно повы
шается с увеличением снарасти полёта , благодаря чему растёт 
весовой расход воздуха в номпрессоре 1) . Мощность , потребляемая 
компрессором, изменяется пропорционально весовому расходу ; 
однако последний возрастает одновременно и в турбине . Следо
вательно, мощность турбины увеличивается пропорционально· 
мощности н:омпрессора , и поэтому ведостаток мощности на валу 
компрессора не имеет места . 

Суммарная работа газа в двигателе складывается из работ 
расширения в турбине и в сопле 2) : 

� L = Lт + Lев ИЛИ � L = Lн + Lсв ·  

1 )  Компрессор является объёмной машиной, поэтому с иэменение!\1> 
плотности гава меняется весовой расход, а объёмный расход щ:таётся. 
постоянным.  

2) Как покаэано выше, в турбо-реактивном двигателе всегда выпол
няется равенство L = Lн. 
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Таким образом, как уже отмечалось,  после использования пеко
торой доли энергии в турбинном колесе остальная её часть 
(свободная) может быть использо�на в выходном сопле . Отсюда 
получается так называемая свободная мощность 

LCB Ncв = m . 
Rак известно , доля работы компрессора (��) обычно значитель

но больше половины,  следовательно,  на образование свободной 
мощности в турбо-реактивном двигателе тратится относительно 
малая часть располагаемой энергии . 

Выше указывалось ,  что механическую работу ,  сообщённую 
одному килограмму воздуха в компрессоре, можно представить 
как прирост теплосодержания заторможённого газа :  

АLн = iox - i о д  = А iон · 
Работа в турбине получается за счёт падения полного тепло
сод�ржания : 

АLт = iог - ioc  = Аiот ,  
но так как Lн = Lт, то 

А iон = Ыот · 
Итю,, изменение полного теплосодержания воздуха в ко:ипрес
сорс и турбине примерно одинаково . 

Если считать, что теплоёмкость газа n двигателе не меняетсл 1) ,  
то перепад температуры торможения у компрессора и турбинн 
один и тот же : 

А Тон = А  Тот · 
Температура в камере сгорания лимитируется жаростойкостью 

лопаток турбины . В современных турбо-реактивных двигателях 
температура за турбиной получается порядка Тое = 800 - 900° абс .  
В намере сгорания температура выше на величину перепада 
температуры в турбине . Для нахождения последнего подсчитаем 
равный ему перепад температуры в компрессоре : 

З;�;есь 

т k - 1  
А Тон = AL = ___!!_ . AR .�с 'lt-1!- - 1) . 

Ср k- 1  Ср 1Jн Он  

AR Cp - Cv k- 1  
с; = -----;;- = -k- ' 

1) В дальнейшем будем полагать cp = const. 
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следовательно, 
т k-1  ) 

Од с --flToк = -т::; · �о: - 1 . 

Если бы сжатие в компрессоре осуществлялось без потерь 
('ТJк = 1) , то было бы : 

k-1  
---;;:--_ Ро х _ Ох 
k-1 ( )-k 1 т 1 �ок - Род - Тод ид · 

JЗведём обозначение для перепада температуры в идеальном случае : 
flТок пд · 

В реальном н:омпрессоре получим : 

дТон ид 
fl Toн = -.:...::......c� 

1Jн 

Определение температуры за турбиной может быть произведено 
без учёта перепадов температуры в компрессоре и турбине , тю"' 
нан эти перепады равны и противоположны по знану , с Jrедова
тельно,  при сложении взаимно уничтожаются : 

То е = Т од + il T0 •  

Здесь 11 Т0 - прирост температуры торможения в намере сгорания ,  
который определяется только полнотой сгорания , родом горю
чего и коэффициентом избыпш воздуха (если не учитывать терми
чесr{ую диссоциацию, ноторал в нююторой степени зависит от 
абсолютной температуры и абсолютного давления за компрес
сором) . 

В прямоточных воздушно-реактивных двигателях при увели
чении скорости полёта , :как было поназано, происходит рост 
давления и температуры торможения в намере сгорания .  Тяга 
при этом (в случае постоянства температуры горения) сначала 
растёт, а затем, пройдя через максимум, убывает . 

В турбо-реюпивных двигателях наблюдается аналогичная 
:картина за счёт механического сжатия . С ростом давления 
в :камере сгорания давление за турбиной увеличивается ,  вслед
ствие чего возрастают скорость истечения и тяга . Однако этот 
процесс не беспределен. Постепенно рост тяги становится слабее ; в неrюторой точке тяга достигает максимума и затем падает 
до нуля . Дело в том , что у величение степени повышения давле
ния в :компрессоре влечёт за собой повышение температуры газа ,  нf> при этом начальная температура в намере сгорания прибли
жается н :конечной (последняя имеет предел ,  зависящий от жаро
стойкости лопаток турбины) . В связи с этим при увеличении 
44 Г. Н .  Абрамович 
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степени повышения давления в компрессоре прихо;щтся снижать 
подачу горючего в двигатель . Rогда полу чается Т ох = Тог , подачу 
горючего необходимо пренратить совсем, но тогда и тяга стано
вится равной нулю. Режим Р = О  наступает даже несколько 
раньше , ибо часть тепла расходуется на покрытие внутренних 
потерь . 

Иллюстрацией к этой особенности турбо-реантивных двига
телей служит фиг. 362, на которой представлена зависимость 
тяги на старте (wн = О) от степени повышения полного давления 

fl.m ka 

JUUO 

200/J 

1000 

D /} 

1 

� 
'! 

� /tffJ??" '----

...-- -
r---� . ...... 

......... -
� 

г-..._��0'�· � 
� 

10 f.f 20 JU 

Фиг. 362. Зависимость стартовой тяги турбо
реактивного двигателя от степени повышении 
полного давления в компрессоре при различ
ных температурах в камере сгорания (G в =  

40 пгjсек) . 

в компрессоре при различных значениях температуры торможения 
перед турбиной . В расчёте приняты стандартные атмосферные 
условия у земли (Т н = 288° абс , Рн = 1 0  330 -,;,гj.м2) и использо
ваны следующие язвествые формулы для температуры торможе
ния за компрессором : 

k-1 
Тох 'lto: - 1  - = 1 + _::..:::___ 
Тод '11н 

(здесь следует учесть , что температура торможения перед ком-



§ -1 ]  ТУРБ О-РЕАКТИ В Н Ы Й  ДВ ИГАТЕJIЬ 69 1 

прессором на режиме старта равна температуре в атмосфере :  
Т од = Т11) ; для температуры торможения в выходном сопле 

Тое = Т од +  .1 Т0 ,  
где 

j. T0 = Тог - Т ох ; 
Д;'IЯ полного давлепил перед компрессаром 

Род = од · Рою 

причём коэффициент давления во входном диффузоре можно 
положить од "" 0, 98 , а полное давление в атмосферном воздухе 
равно статическому (wн = О, Рон = Рн) ;  для полного давления 
за компрессором 

Рох = 'ltOR · Род ;  
для ПО;'IНОГО давления перед турбиной 

Рог = Ох · Ог ·  Рох ; 

здесь ноэффициент давления в намере сгорания турбо-реактив
ного двигателя можно принять равным 

О11 . с  = Ох ·  Or = 0 ,95 ;  
для полного давлепил за турбиной 

Рос = 'ltoт · Рог ,  

где степень уменьшения давления в турбине определяется и з  
условия равенства работ турбины и компрессора k- 1 

Тод 7to: - 1  1 - ·  =- - 1  
Тое 1JR · 1iт k-1 • 

-""k 
7tот 

(1 5) 

Rоэффициенты полезного действия компрессора и турбины 
приняты в нашем расчёте постоянными : 

"1/R = 0, 8, "1/г = 0, 9 .  
Скорость истечения определялась по известным форму лам 

k Ра = ( 1 - k- 1  ),_ 2  )k-1 
Роа k + 1 а , 
Wa = Аа .  аR Р · Г •  

. /-2�k----
aRp . г = V k + i · g · R Toa• 

причём потерями давления и тепла в выходном сопле мы ирене
брегали (Роа = Рос. Т оа = Тое) и полагали, что в выходном сопл� 

44* 
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осуществляется во всех случанх расчётный режим : 

Ра = Рн · 
Расход топлива (Gr) определялся с помощью известного 

выражения 

Ср · Gв · (Tor - Т ох) = �  · Н и · Gr ;  
здесь принимались следующие значения постоянных: теплоём-

.icm 
кв·сск 
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zooo 
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Фиг. 363. Зависимость стартового удельного 
импульса турбо-реактивного двигателя от сте
пени nовышения полного давления в Fомпрес
соре при различных температурах в камере 

сгорания . 

кость еР = 0 ,24 , полнота сгорания � = 1 , теплотворная способность 
топлива Н и = 1 О 000 ,.а.а f �>г , расход воздуха Св = 40 ,.г f се,. . 

Реактивная тяга на старте равна : 

Pcr = !}j._ · Wa . g 
:Кривые удельного импульса на старте 

J Рст ст =  Gr 
дпя тех же режимов приведены на фиг . 363 .  Полученные таким 
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путём нривые тяги и удельного импульса , как н предсназыва
лось выше , имеют мансимумы , ноторыо достигаются при тем 
больших значения х степени повышения давления , чем выше тем
пература перед турбиной . 

Нан видно,  с точни зрения мансимума тяги рациональны 
степени повышения давления в номпрессоре порядна 'ltoн = 6 - 10 
(чем выше температура , тем выше выгодная степень повышения 
давления) . 

С точки зрения мансимума энономичности желательны зна
чительно более высоние степени повышения давления в турбо
реантивном двигателе , чем с точни зрения максимума абсолют
ной тяги. 

При газодинамическом расчёте турбо-реантивного двигателя 
на полётных режимах пользуются следующими соотношениями :  

1 )  формулой для вычисления реантивной тяги н а  расчётном 
режиме (Ра = Рн) 

2) формулой для определения полного давления в набегаю
щем потоне 

здесь 
. WH Ан = -- - ноэффициент aRP · H  скорости полёта ,  а нр. н = 

l 1 '2k = J1 k +  1 gR Toн - I{ритичесная СI{Орость в потоке , набегающем 

на двигатель , Тон - температура торможения в набегающем 
потоне ;  

3 )  формулой: для определения полного давления перед ном
прессором 

здесь оси - коэффициент давления , учитывающий волновые по
тери в системе сначнов уплотнения, вознинающих перед двига
телем при сверхавуновом полёте (при Мн < 1 :  сrсн = 1 ) ,  од - ноэф
фициент давления внутри входного диффузора 1) ; 

1) Следует иметь в виду, что в турбо-реактивном двигателе входной IШ
нал обычно является конфу3ором,  т. е. торможение потока осуществляетсн 
перед двигателем ,  а но входном: канале СIН>рость немного увеличивается . 
Делается это ДJI Я  того , чтобы обеспечить получение равномерного поля 
fЖоростей перед компрессором . 
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4) для определения весового расхода воздуха в двигателе 

G "'-' G  "'о ц 
в .......,.;.- ст . -- ,  "'п. ст 

где Gв .cr - весовой расход воздуха на старте , Тн.ст - удельный вес 

в оздуха перед компрессором в условиях старта , То = RРТ
од -д од удельный вес воздуха перед компрессором в условиях полёта 1) 

(температу ра торможения перед компрессором равна температуре 
торможения в набегающем потоке : Т од = Тон) · 

Все прочие параметры , характеризующие течение газа в ка
nалах турбо-реактивного двигателя при полёте , вычисляются по 
тем же формулам , что и в условиях старта . Нужно только до
полнительно учитывать следующее важное обстоятельство : сте
пень повышения давления в компрессоре существенно зависит 
от температуры газа перед компрессором . В самом деле , по урав
нению моментов количества движения (98) главы I можно найти 
момент сил , возникающих на колесе компрессора . Для этого 
нужно знать окружные составляющие скорости газа за (w2u} и пе
ред (w1 u) колесом , а также радиусы выходящей (r2) и входя
щей (r1) массы газа .  Секундная работа на валу колеса , как 
известно , равна произведению момента сил на угловую ско
рость (ш) , откуда получаем для 1 10г газа : 

- L = � (W2u · r2 - Wlu · rl) . g 
Таким образом , работа 1 10г газа на колесе определяется 

кинематикой потОI{а и угловой скоростью колеса , но не зависит 
от температуры и давления газа (жидкости) перед колесом. Выше 
было показано , что работа колеса пропорциональна разности 
полных теплосодержаний за и перед нолесом : 

Поэтому при постоянных значениях числа оборотов и объёмного 
расхода газа , определяемого кинематикой потока , перепад тепло
содержаний на нолесе не изменяется : 

i02 - i01 = const . 

1) Имеется в ви;�;у, что IШllшpeccop lШJ> объёмная машина при постоян
ных оборотах в условиях данного двигателя подаёт одно и то же объёмное 
количество вовдуха, а удельный вес вовдуха можно определ ять из условий 
полного торможения , так 1•ак сrюрость потока перед компрессором обычно 
значительно меньше скорости звуна.  



§ 4] ТУРБО-РЕАКТИВНЫЙ ДВИГАТЕЛЬ 695 
Следовательно , при постоянной теплоёмности (ер = const) пе

репад температур торможения на колесе также не измен11ется : 

!::. Т0 = Т02 - Т01 = const .  

Отсюда, пользуясь уравнением работы компрессора в форме (86) 
главы I ,  замечаем , что степень повышения давления зависит от 
томпоратуры газа перед нолесом:  

k - 1  

!::. Т0 = �:1 ( r.0: - 1 ) = \н1 Lн = const .  

Пусть , например, степень повышения давления в компрессоре 
на старте ( Т н= Тон= 288° абс) равна r.он ; при увеличении скоро
сти полёта , влекущем за собой увеличение температуры тормо
жения перед колесом , степень повышения давления в компрес
соре падает и может быть вычислена из условия постоянства 
работы : k-1 k-1 k 1 Т н ( -k - 1 ) 'l)к 7t о н  - = - 7tон ст - · - .  ( 16) Т од т н ст 
Если в первом приб:тижении иренебречь зависимостью коэффи
циента полезного действия компрессора от температуры на входе , 
то получится : 

h - 1  k - 1  

-k 1 Тп ( -k 1 ) 7tон - = Т  од 
7tон ст - , 

откуда с учётом равенства 

имеем : 

т п - 1 
k- 1 ) 2 - ----,---=1--:-_ 

Т од
- - k +  1 ·н - k- 1 2 

11 - 1  
-k-

r.oн  - 1 = 
1 + 2"- Мн 

k - 1  

'lt�T - 1 
1 + k- 1 M2 

2. н 

( 1 7) 

( 18) 

Итак, в ноночном счёте из уравнения моментов количества дви
жения вытекает,  что степень повышения давления в компрессоре 
турбо-реантивного двигателя падает с увеличением скорости по
лёта . Результаты расчёта по формуле ( 18) при стартовой степени 
повышения давления r.он  ст = 4 и k = 1 ,4 представлены в следующей 
таблице : 

Т а б л и ц а VI I I  1 
��"н о 0 , 3  1 1 , 5 2 2 , 5  3 

-- -- -- -- -- --

т: он 4 3 , 8 3 , 2  2 , 75 2 , 3  2 1 , 75 1 
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Пользуясь теми же исходными соотношениями , можно обна
ружить зависимость степени уменьшения: давления в турбине от 
температуры на входе . Одна:ко ввиду того , что обычно темпера
тура перед турбиной устанавливается независимо от с:корости 
полёта , перепад давлений в турбине та:кже не зависит от спо
рости полёта . 

Основное назн:ачение турбо:компрессорного устройства в турбо
реа:ктивном двигателе состоит в том, чтобы создать в выходном 
сопле (за турбиной) большее полное давление , чем в диффузоре 
(перед :компрессором) : 

Рос > Род ; 

на основании этого должно выполняться неравенство 

'ltoн • 'ltoт · сrн .с > 1 .  ( 19) 

Ввиду того , что с ростом скорости полёта величина 1to11 умень
шается, а величины 1tот и cr11.c остаются практически неизменными, 
при пекотором значении скорости полёта двигатель перестаёт 
удовлетворять неравенству ( 19) . 

В разобранном выше случае (1tон ст = 4) при 'ltoт = 0 , 5  и сrн . с =  0 ,9 
это неравенство не выполняется уже при значениях Мн = 2 , 5  
(1tон = 2 ,  'ltoн · 1tот · сrн . с =  0 ,95) и выше . 

Иначе говоря , при скорости полёта в 2 - 2 , .5 раза больше 
скорости звука турбокомпрессорное устройство в целом пере
стаёт повышать давление в двигателе , т. е . становится нецелесо
образным. На этих скоростях полёт�t работа воздушно-реактив
ного двигателя обеспечивается сжатием воздуха только за счёт 
скорости наддува , вследствие чего прямоточный двигатель ста
новится эффективнее турбореактивного . 

При дозвуковой,  околозвуковой и не очень большой сверх
звуковой скорости полёта , когда сжатие газа в номпрессоре 
существенно преобладает над расширением в турбине ,  турбо
реантивный двигатель сохраняет все свои преимущества перед 
прямоточным реактивным двигателем . 

Прирост полного давления в турбокомпрессорном устройстве 
в целом (Рос > Род) зависит танже и от температуры перед турби
ной, с увеличением которой уменьшается перепад давлений 
на турбине . Можно получить условие , учитывающее влияние 
скорости полёта и температуры перед турбиной на прирост давле
ния в турбокомпрессорном устройстве. 

Расчёт распределения скорости, давления и других пара
метров газа по тракту турбо-реактивного двигателя производят 
по тем же формулам , которые применялись при расчёте прямо
точного двигателя: . Нужно только дополнительно учесть измене
ние параметров в компрессоре и турбине , для чего следует вос
пользоваться выражениями , приведёнными в начале данного 
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параграфа . Примерное распределение снорости , полного давле
ния и температуры торможения в турбо-реантивном двигателе 
приведено на фиг . 364 . В расчёте приняты с ледующие исход
ные данные : 

н 

а) расход воздуха Св = 40 /i;гfceJi; , 
б) скорость полёта Wн = 250 .мfсе�> (900 Ji;.Мjчac) , 
в) степень увеличения давления в компрессоре 

'!tон = 4 ,  

г )  коэффициент полезного действия компрессора "'j н  = 0,8 ,  

0 rJc] �z] ШJ l 1000 7 GDD 
r---���-4 �----��--��� 9@ G �о 

700 5 1/00 
suu 1/ 300 

�------�------� 3� 3 2 

Фиг. 364. Распределение величин скорости , полного давления и темпера
туры торможения по длине турбо-реактивного двигателя при 7tон ст = 4, 

Wн = 900 F>.Мjча с ,  Тог = 1 100° абс , '1Jн = 0,8 ,  1Jт = 0 , 9 , ад = 0,98, аг = 0,95 ,  а0 = 1 . 

Gв = 40 F>гjce�>:. 

д) коэффициент полезного действия турбины "'jт = 0 ,9 ,  
е )  поназатель адиабаты k = const = 1 ,4 , 
ж) температура торможения перед турбиной Тог = 1 100° абс ,  
з )  на�альное состояние воздуха взято на уровне моря: 

Т н = 288° абс , Рн = 10 330 Ji;8f.м2 • 

Rак видим , температура торможения возрастает в номпрес
соре и уменьшается в турбине на одну и ту же величину 
(дТ0 � 1 70°) и остаётся постоянной во всех прочих частях дви
гателя , нроме намеры сгорания . 

В связи с подогревом воздуха перед турбиной степень изме
нения полного давления в последней меньше , чем в номпрес
соре (1tон = 4 ,  '!tот = 0 ,5) .  Перед выходным соплом давление 
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в 2 ,  7 раза выше атмосферного , что приводит н наличию избы

точного давления (Ра > Рн) на срезо сопла при нритичесном 

истечении (Ла = 1 ) .  
И з  равенства мощностей турбины и номпрессора следует : 

отнуда 

(20) 

Но турбономпрессорное устройство приносит по�ьзу тольно при 
условии, что давление за турбиной выше , чем перед номпрес
сором, т. е .  7tон · 7tот > 1 . В этом случае доллшо иметь мост о 
неравенство 

где 

Jl 

Тое т-- · Тjт · Тjн > 1 , 
Од 

( k-1 2 ) 
Т од =  Т н 1 + -2- Мн 

Произведя с оответствующую подстановну , получим: 

k- 1 2 
Т 1 + ---.,-- Мн дТ 
� >  .. + � Тп 'УJт · 1Jн · Тп 

. 

(21 ) 

(22) 

Условия (21 )  и (22) означают, что подвод тепла в двигателе 
должен быть достаточен для понрытия гидравличес1шх потерь 
в турбономпрессорном устройстве . При неизменном числе оборо
тов n одной и той же высоте полёта для данного двигателя 

дТон 
величина т- , нан было уназано выше ,  должна быть постоян-

н 
ной.  Таним образом,  минимальная температура на лопатнах 
турбины , при ноторой турбо-реактивный двигатель будет эффен
тивнее прямоточного воздуmно-реантивного двигателя, является 
фуннцией числа М полёта , а также ноэффициента полезного 
действия турбины и номпрессора . 
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Лимитируя температуру в намере сгорания , мы не даём 
возможности турбо-реантивному двигателю работать в выгодных 
условиях при значениях Мн выше венаторого опрсделённого . С другой стороны , при заданной температуре перед турбиной 
прирост полного давления в турбономпрессорном устройстве 
получаетел тольно в том случае ,  если ноэффициенты полезного 
действия турбины и номпрессора имеют значения не ниже пеко
торого предела , определяемого веравенетвам (2 1 ) :  

Т од 
Т.т · 7jн > Т · ос  (23) 

Например , в турбо-реантивпом двигателе с рассмотренными 
выше харан:теристинами на старте (Т од = Тн = 288° абс , Тое= = 930° абс) имеем: 

'У) т · 7jн > 0 , 3 1 , 

а при с iюрости полёта 250 .м fсе,. ( Т  од = 350° абс , z · oc = 930° абс) : 

7Jт · 7Jн > 0 ,38 ,  

т .  е .  среднее значенпе ноэффициента полсаного действия н е  
должно быть ниже 

'Yicp = У 7Jт · Т.н = 0 ,56  -о- 0 , 62 .  

Осуществление столь высоних значений ноэффициента полезного 
действия турбины и номпрес с ора стало возмо;нно лишь в послед
ние годы в итоге больших исследовательсiшх работ по газовой 
;:�.инамине номпрессоров и турбин . При уназавнам выше мини
мальном значении ноэффициента полезного действия вел вели
чина избыточного давления перед турбиной (по сравнению 
с давлением перед номпрессором) должна быть истрачена 
на понрытие потерь в турбономпрессорном устройстве . На этом 
режиме тяга двигателя на месте равна нулю , а в полёте она 
получается толыю за счёт сноростного наддува , т. е. турбо
реантивный двигатель работает нан прямоточный и турбоном
прес с орное устройство является лишним грузом . 

Работа турбо-реантивного двигателя с принлтыми выше 
ха рантеристинами (" он = 4, Св = 40 ,.гjсе,.) в условиях старта при 
изменении среднего значения ноэффициента полезного действия 
турбины и нампроссора для различных значений температуры 
торможения перед турбиной иллюстрируетсл нривы:ми фиг. 365 .  
Нан видим , изменение ноэффициента полезного действия очень 
сильно сназываетсл на тяге двигателя . Танал чувствительность 
турбо-реантивного двигателя 11 изменению ноэффициента полез
ного действия но:мпрессора и турбины обънснлется тем , что , нан 
уназывалось выше , значительная доля энергии газа расходуется 
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в турбономпрессорном устройстве ; энергия же с труи в реак
тивном сопле получается нан сравнительно малая разност:

между полной энергиеи 
и энергией , употребляемой 
компрессором . Таким 
образом , в турбо-реантив
ных двигателях предъяв
ляются чрезвычайно высо
кие требования н газоди
намическому совершенст
ву турбины и номпрес 
сора . 

Рст 
[kz] 
3200 
2800 
2'100 
iooo 
1600 
1200 
800 
'1100 

-
f--

1--- lor=t500'ooc. "-" - · - Тor=13UU'ooc. / "/ 
- Тor=ffOO'ooc. �,/ / 

' 17 v 
1 j 1 1 ; ! 1 /  
! 

"., 

� 

--·-
v 

Из перавеяства ' (23) и 
фиг . 366 следует , что с 

увеличением температуры 
торможения перед турби
ной наименьшее допусти-

о О.f " =1J.  = 7J.  1 мое значение ноэфф�циен-
.,rп к r та полезного деиствин 

т 
Фиг. 365. Зависимость стартовой тнги 
турбо-реактивного двигателя (lJн = ТJт • 'lt = 4 ,  
G8 = 40  li.гjcew,) от  среднего значения 
коэффициента nолезного действия комn-

рессора и турбины. 

J{ОМпрессора и турбины 
снижается. Естественно , 
что развитие турбо-реак
тивного двигателя должно 
итти по обоим путям 
повышению ноэффициента 

полезного действия нолёс и увеличению температуры торможе
ния перед турбиной , которое требует увеличения жаростойкости 
турбинных лопаток.  

Влияние скорости полёта 1,0 
на тягу турбо-реактивного 0,! 
двигателя при различных 
значениях температуры тор
можения перед турбиной 

0,8 

0, 7  
п
р

ред�тавлено н а  фиг . 367 . U,G 
асчет выполнен по приве

дённым выше фор\fулам для 0.5 
0.'1 следующих условий: 

1"'-

а) Полёт совершается у 0.� 710 

' " 

150 

'lmi11 = 11к = 1Jт 

1' r-...... 
� r- 1--

1000 т; с·ии&r or /S/1. земли ( Тн = 288о абс ,  Рн = 
= 760 .м.м рт. с т. =  10  330 пгf.м2) . 

б) Расход воздуха и сте
пень повышения давления 
на старте: Gв. ст = 40 nгjcen , 

Фиг . 366 . Зависимость минимального 
значения среднего коэффициента полез
ного действия турбины и компрессора 

от температуры в камере сгорапия . 
1tон = 4 .  

в )  Ноэффициент полезного действия компрессора 1J н  = 0 ,8 ,  
коэффициент полезного действия турбины 'УJт = 0 ,9 . 
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г) При сверхзвуковой скорости полёта в струе воздуха , поступающей в двигатель , происходит прямой сначан уплотнения . Остановимся на важнейших особенностях приведённых нривых . 
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Фиг. 367. Зависимость тяги турбо-реантивного 
двигателя (1t011 ст = 4 , 7Jн = 0, 8 ,  1Jт = 0 ,9) от числа Мн 
(полёт у земли) в случае прямого сначна уплот
нения на входе при различных температурах в 

[kiRl/111/J 
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' 

намере сгорания. 
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- ..... i'.. 

1" 
r\ 

f 2 
Фиг. 368 . Зависимость ,  удельного импульса турбореантивного двигателя ( 01:011 ст=4,Т  ог1 = 100° абс ,  1]11=0, 8,_ 
1Jт = 0 , 9 , Gв = 40 wгjcen) от числа Мн (полёт у земли) 

в случае прямого сначна уплотнения на входе. 

При малых скоростях полёта ( Мн < 05) реактивная тяга 
с увеличением числа Мн падает (растёт вычитаемое Wн в скобке 
формулы тяги) . В области значений числа М от 0,5 до 1 ,5 -;- 2 
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тяга увеличивается (под влиянием роста весового расхода , вызы
ваемого увеличением плотности воздуха от сноростного наддува) . 

При значениях М н >  1 , 5 --:--- 2 тяга уменьшается (вследствие 
уменьшения разности сноростей истечения и полёта в связи 
с уменьшением степени повышения давления в компрессоре 
и со крашением подвода тепла в камере сгорания) . 

При пекотором значении числа М тяга падает до нуля 
(скорость истечения становится равной снорости полёта) ; на этшr 
режиме подведённого тепла хватает только на покрытие потерь 
в двигателе . При дозвуновых с н:оростях полёта (Мн < 1 )  рею'
тивная тяга изменяется со скоростыо полёта не очень значитель
но ; в частности, при Мн = 1 п старте тяги примерно одинаковы . 

Удельный импупьс турбо-реюпивного двигателя со сн:оростыо 
полёта монотонно падает , что видно из фиг . 368 . Здесь приве
дона зависимость J ( Мп) тольн:о для одного значения температу
ры торможения перед турбиной , так как из расчётов следует ,  
что величина температуры почти не сказывается на удельншr 
импульсе .  Отсутствие подъёма кривой удельного импульса 
в области М = 0 ,5 --:--- 1 , 5  объясняется тем , что увеличение расхода 
воздуха (н:оторое приводит н: увеличению абсолютной тяги в этом 
диапазоне сн:оростей) сопровождается пропорциона:rьным воз
растанием расхода горючего (при Т0г = const) . 

Тяга турбо-реактивного двигателя опреде;:тяется сн:оростью 
истечения из сопла : 

где 

Если давление за турбиной выше , _ чем перед компрессором ,  то 
ноэффициент скорости истечения при одинаковых условинх 
полёта у турбореактивного двигателя выше , чем у прямо
точного воздушно-реактивного двигатепя . Но в послеДоБем воз
можны более высокие температуры . Поэтому прямоточный во:з
душно-реан:тивный двигатель может развивать более значителт,
ные тяги даже при меньших давлениях в реактивном соп.;:rе . 
Однако для увеличения тяги в турбо-реактивном двигателе можно 
устроить за турбиной вторую камеру сгорания (так называемую 
форсажную н:амеру) с догревом газов до таной же температуры , 
что и в прямоточном воздушно-реан:тивном двигателе . В этом 
случае тяга турбо-реан:тивного двигателя существенно возрастает .  

Если иренобречь потерями давления во второй н:амере сгорания , 
то н:оэффициент скорости истечения О•а) сохранит то же значе
ние , что и без форсажной камеры . Следовательно,  на старте 
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имеем : 

(24) 

При Т0Ф -= 2000° абс получим д:ш турбо-реактивного двигателя, 
который был рассчитан выше : 

1 j 2UUO 
Рст.ф = Рст ' r 1 1UU - 17U = 1 ,47 - Рст · 

Энономичность двигатс .iiя при работе форсажной намеры 
падает, тан нан тяга возрастает медленнее ,  чем расход горючего ., 
Но с увеличением снорости полёта ухудшение энономичности , 
связанное с применением форсажной намеры , ослабляется . 
В рассмотренном примере при снорости полёта Wп = 250 .мfсе-"; 
снорость истечения на расчётном режиме (Ра = Рн) равна 
Wa = 685 .мfce1f: . 

Если примелить форсажную намеру ( Т0Ф = 2000° абс) , то по
лучится: 

1010  .мjce1r:. 

Следовательно , тяга в полёте возрастает в отноmении 

рф = 1010 - 250 = 1 75 р 685 - 250 , • 
Отноmение удельных вмпульсов турбо-реантИвных двигате

лей с форсажной намерой и без неё определится из соотноmения 

р 
где : определено выше , 

Gг Тог - Тох -- =  причём Тох = Тон + �Ток · 
Gг . ф  Тоф - Тох , 

(25) 

Для рассматриваемого режима (�Ток = 170° , Т0г = 1 100° абс ;  
Тоф = 2000° абс) имеем н а  старте (Тон = Тн = 288° абс) : 

Jст .ф 
1 47 1 100 - 458 О 61 т- = ' ' 2000 - 458 . - ' ' 

СТ 

при снорости полёта 250 .мjce1r: (Топ = 320° абс) 

Jф 1100 - 490 
J = 1 • 75 • 2000 - 490 = 0 • 71 · 
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Таним образом , применение. форсажной намеры на турбо-реан
тивном двигателе даёт возможность увеличить тягу за счёт 
снижения энономичности двигателя . 

Однаi{О при одинановых расходах воздуха и равных значе
ниях температуры в форсажной намере турбо-реюпивного дви
гателя и в прямоточном воздушно-реантивном двиr ателе первый 
имеет лучшие не тольно тяговые ,  но и Эiюномичесние поназа
телиf тат{ нак в его выходном сопле получается более выеоное 

давление (Рос > Род , или 7tок · Т:от · О'н . с  > 1 ) . 

§ 5 .  О месте приложепил реактивной силы 

Выясним вопрос о том , в каном месте двигателя пряложена 
реантивная сила . 

Рассмотрим сначала простейший случай - идеальный прямо
точный воздушно-реантивный двигатель (фиг . 369) . Пусть ско

Фиг. 369 . Схема прямоточного воздутно
реактивного двигателя {к определению 

сил, действующих на двигатель) . 

рость во входном отвер
стии равна скорости по
лёта (we = Wн) ; тогда дав
ление во входном отвер
стии равно атмосферному 
(Ре =  Рн) ; нроме того , пред
положим, что двигатель 
работает на расчётном ре
жиме ,  т. е. давление в вы
ходном отверстии танже 
равно атмосферному (Ра = = Рн) . При малой спорости движения газа в намере сгорания 

давление в последней можно считать постоянным (Рх = Рг) · 
В описанном идеальном двигателе перепады давлений в}диф

фузоре и сопле одинановы : 

Рх - Ре = Рг - Ра · 
Однано ввиду того , что в сопле воздух имеет более выеоную 
температуру , чем в диффузоре , площадь выходного отверстия 
двигателя должна быть больше площади входного отверстия. 
В самом деле , в идеальном двигателе снаростной напор в выход
ном отверстии равен сноростному напору набегающего потона , 
т .  е .  в рассматриваемом случае сноростному напору во входном 
QТВерстии : 

Рн W� = Ра · W� , 
но по уравнению неразрывности с учётом этого неравенства по
лучаем : 

(26) 
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поэтому при подводе тепла в камере сгорания (Рн > Ра) имеем : Fa 1 у > · в 

Итан , среднее давление , действующее на стенки диффузора и сопла , одно и то же , а проекция стенни диффузора на плосность , перпендинулярную н оси двигателн,  больше соответствующей проенции стенки сопла .  Вследствие изложенного сила давления изнутри на диффузор (Рд) больше , чем на сопло (Ре) ; направления этих сил , как явствует из чертежа (фиг . 369) , противоположны . 
Если внешние очертания двигателя являются очень плавными , то давление воздуха на внешнюю поверхность двигателя весьма близно Ii атмосферному ,  т. е. силой давления на внешнюю поверхность можно пренебречь . В рассматриваемом идеальном случае реантивная сила , действующая на двигатель , сводится к разности сил , при:rюженных соответственно н диффузору и соплу : 

Р = Рд - Ре. 
Для расшифровки этого равенства воспользуемся результатом , полученным в главе I (§ 5 ,  пример 3) ,  согласно наторому величины сил , действующих на диффузор и сопло , соответственно равны : 

P _ "tвW� F ( 1 - Fc ) 2 
д - 2g · х Fx ' 

iaW� F ( 1 - FFar)
2 . Ре = '2g · г 

Но по принятому выше 

отсюда 

или 

Fx = Fг ;  
iaW� = jнW� ;  

Р =  "tнW�I [ 2 - Fв + Fa ]  [F - F ) 2g Fx а в · 

Рассмотрим двигатель с малыми сноростями в камере сгорания, т. е .  с площадью намеры, существенно большей, чем площади входного и выходного отверстий : 

�: � 1 , �: � 1 . 
45 Г. н . АСiрамович 
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В этом случае мы приходим н следующей простой форму.п е  длн 
реантивной силы , определённой в результате вычитания силы , 
приложенной R соплу , из силы , приложенпой н диффузору : 

"' w2 
P = � (Fa - Fн) .  

g 
Тот же r езультат можно получить непосредственно И3 формулы 
(3) для реактивной тяги с учётом выражения (26) : 

пли 

р - _Q_ ( - ' ) - iпW� · Fп CWa - 1) - Wa Wп - ' g g Wн 

(27) 

Итак , реактивная тяга получается за счёт того ,  что сила 
давления па диффузор больше, чем на сопло . Это является 
следствием подогрева газа , в связи с ноторым площадь выход
ного отверстия приходится делать больше площади поперечного 
сеченин набегающей: струи . 

I3 реальном двигателе , RIO\ уназьшалось выше , значения ско
рости и давления во входно.\1 отверстии обычно отличаются от 
таковых в невозмущённом набегающем потоr\е , что затрудняет 
определение реактивной силы непосредственно п о  разности уси
лий , прююженных к диффузору и соплу ; нроме того , n дей
ствительности сила , действующая на внешнюю поверхность дви
гателя ,  обычно не равна нулю . Однако n любом случае можно 
доказать , что в прямоточном воздушно-роантивном двигателе 
реактивнаЯ сила является резуJrьтирующей сил давления , прило
жеиных н стеннам внутреннего и паружиого обводов двигателя . 

Остановимся тешерь на том , ь:ак вшrяст на реактивную тягу 
величина площади входного отверстия двигателя . Из приnодён
пого в § 1 настоящей главы вывода формулы для рою\тиnной 
тяги следует , что снорость входа воздуха n двигатель не с навы
вается на величине реантивно.й силы ; играют роль толыю ско
рость истечения из двигателя и скорость невозмущённого IJ абс
гающего потона . 

Это обстонте.пьство имеет следующее объяснение . 
Если скорость входа вовдуха в двигатель меньше сноростп 

н абегающего потока (we < Wн) , то перед диффузором происхо
дит торможение набегающего потона (фиг . 370) , причём 
струйки притенают н передной нромке диффузора под большим 
углом атаки . Это приводит к тому , что вблизи входного отвер
етия на внутренней стенке диффузора появляется обJшсть повы
шенного статического давления (блианого по nеличине к поJшому 
давлению набегающего потока) , а на наружной поверхности 
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диффузора - разрежение ;  чем больше входное отверстие диффу
зора , тем выше давление на его внутреннюю поверхность и тем 
больше разрежение на его наружной поверхности (углы атаки 
струек воздуха возрастают) . Иначе r оворя , при значительном 
торможении воздуха перед диффузором передняя стенка послед
него работает как крыло при больших углах атаки . 

Указанная дополнительная сила , вызванная в данном случае 
(we < Wп) разностью давлений на передней стенке диффузора , 
в точности компенсирует уменьшение силы тяги , наторое должно 
было бы получиться за счёт 
сокращения поверхности диф
фузора по сравнению со слу
чаем W8 = Wн .  Заметим , что на 
таких режимах значительная 
часть силы тяги приходится на 
долю раарежен,ия , возникаю
щего на внешней поверхности 
диффузора . Если полностыо 
раскрыть диффузор , т .  е .  сде
лать площадь входа равной 
площади камеры сгорания 

1 1 1 1 
н l  ех 

Фиг . 370. Двигатrль беs входного. 
диффувора . 

(фиг .  370) , то тяга будет вызываться только разрежением на 
внешней повёрхности диффузора (проон:ци.н на ось двигателя сил 
давления , приложеиных н: внутренним стенкам каморы и диф
фузора , в этом случае равна нулю) . 

Если снорость  входа воздуха в двигатель больше снорости 
полёта (we > Wп) , то перед диффузором потон усноряется, при 
этом струйки притекают к передней нромн:е диффузора под 
отрицательными углами ; в этом случае вблизи входного отвер
стия на наружной поверхности ;з:иффузора вознин:ает повышенно(} 
давление, а на внутренней - разрежение . Такая разность давJIО
ний даёт дополнительную сиЛу, которая направлена в сторону , 
противоположную по отношению к реактивной силе ; эта допол
нительная сю;а н:омпенсирует то увеличение реан:тивной силы , 
н:оторое в случае We > Wп можно быJю бы ожидать за счёт уве
Jiичения поверхности диффузора (по сравнению со случаем W8 = Wп) · 
Итан:, скорость входа воздуха в двигатель не должна учптыва
ться непосредственно в формуле реактивной силы ; однан:о , как 
уже указывалось в § 2 главы VI I ,  носвепно на величине тягн 
она сказывается, так как влияет на сопротивление диффузора ,  
при росте которого падает сiюрость :::стечения и з  двигателя . 
Тан ,  при We < w11 появляется дополнительное внешнее лобовое 
сопротивление ,  а при W8 > Wп - дополнительные гидравлические 
потери внутри диффузора . 

Прямоточный воздушно-реантивный двигатель , имеющий 
форму тонкостенной трубы (фиг . 371) ,  вовсе не развивает тяги ; 

45*' 



708 РЕАНТИВНАЯ СИЛА. ВОЗДУШНО-РЕАНТИВНЫЕ ДВИГАТЕЛИ [гл . Х 

цилиндричесная форма двигателя приводит н тому , что слагаю
щаи силы давлении на стенни , параллелъная оси двигателя, 
равна нулю . Существо дела занлючается в том , что за счёт 
срыва обтенающего трубу потона с передней её нромки возни
кает внешнее вихревое сопротивление , которое полностью урав
новешивает реактивную тягу ;  эпюра скорости в следе за трубой 
в области внешнего потока имеет провалы ,  вызванные вихревым 

Фиг. 371 . Схема обтекания прямоточного воа
дуmно-реактивного двигателя , имеющего форму 

тонкостенной трубы . 

сопротивлением ,  ноторые компенсируют прирост снорости внутри 
двигателя; иначе говоря , суммарное ноличестно движения в по
токе за двигателем получается такое же, кан и перед ним . 

В заключение отметим , что в турбо-реантивном двигателе 
_ реактивная тяга состоит не тольно из результирующей сил дав
ления , действующей на етенни двигателя, но также из силы ,  
приложенной к турбономпрессорному устройству и вызванной 
тем, что давление за турбиной иревосходит давление перед ком
прессором ; эта дополнительная сила воспринимается подпятни
ком компрессора и передаётся через опоры подпятника н а  кор
пус двигателя . 



П риложеиие 1 
'fабJШца для расчёта сверхзвуковых течений газа с непрерывным 

у величением скорости (k = 1 ,4) 

11 0 1 <fo 1 м 1 л 1 PIPo 1 Р!Рз 1 Т/Т0 1 а о 1· rfro 

0°00 ' 0°00 '  1 , 000 1 , 000 0 , 528 0 , 634 0 , 833 i:I0 ° 00 ' 1 
0 ° 1 0 '  13°08 ' 1 , 026 1 , 022 0 , 5 1 2 0 , 620 0 , 826 77 °02 ' 1 , 027 
0°20 ' 16° 05 ' 1 , 039 1 , 032 0 , 504 0 , 6 1 3  0 , 822 74° 1 5 ' 1 , 04 1  
0°30 ' 18° 24 ' 1 , 05 1  1 , 042 0 , 497 0 , 607 0 , 819 72°06 ' 1 , 049 
0°40 ' 20°25 ' 1 , 062 1 , 05 1  0 , 490 0 , 601 0 , 816 70 ° 1 5 ' 1 , 065 
0°50 ' 22°06 ' 1 , 073 1 , 060 0 , 484 0 , 596 0 , 81 3 68°44 ' 1 , 077 
1 °00 ' 23 °32 ' 1 , 083 1 , 067 0 , 479 0 , 59 1  0 , 810 67°28 ' 1 , 087 
i 030 ' 27 °06 ' 1 , 109 1 , 088 0 , 463 0 , 577 0 , 803 64°24 ' 1 , 1 08 
2°00 ' 30°00 ' 1 , 133 1 , 107 0 , 450 0 , 565 0 , 796 62° 00 ' 1 , 147 
2°30 ' 32°33 ' 1 , 155 1 , 1 25 0 , 464 0 , 553 0 , 789 59°57 1 1 , 176 
3 °00 1 34054 1 1 , 1 7 8  1 , 142 0 , 424 0 , 542 0 , 783 58° 06 1 1 , 205 
3°30 ' 37 °00 1 1 , 199 1 , 157 0 , 413 0 , 532 0 , 777 56 ° 30 1 1 , 234 
4°00 ' 38°52 1 1 , 219 1 , 172 0 , 402 0 , 522 0 , 77 1 55 °08 1 1 , 262 
4830'  40°39 1 1 , 238 1 , 186 0 , 392 0 , 513 0 , 766 53 ° 5 1 1 1 , 290 
50 42° 1 8 1 1 , 257 1 , 200 0 , 383 0 , 504 0 , 760 52°42 1 1 , 312 
во 45° 24 1 1 , 294 1 , 227 0 , 364 0 , 497 о, 749 50 °36 1 1 , 372 
7 0 48° 18 ' 1 , 33 1  1 , 253 0 , 346 0 , 468 0 , 738 48° 42 ' 1 , 437 
во 5 1 °00 ' 1 , 367 1 , 277 0 , 330 0 , 452 о, 728 47 ° 00 1 1 , 498 
9 о  53° 28 ' 1 , 401 1 , 300 0 , 314 0 , 437 0 , 7 1 8 45 ° 32 ' 1 , 559 

100 55° 50 1 1 , 435 1 , 323 0 , 299 0 , 422 0 , 708 44° 10 1 1 , 626 
н· 58°06 1 1 , 469 1 , 345 0 , 285 0 , 408 0 , 698 42 °54 1 1 , 690 
12° 60°20 1 1 , 504 1 , 367 0 , 271  0 , 393 0 , 688 41 °40 ' 1 , 772 
13° 62°24 ' 1 , 536 1 , 388 0 , 258 0 , 380 0 , 679 40°36 ' 1 , 845 
14° 64°25 1 1 , 569 1 , 408 0 , 246 0 , 367 0 , 670 39°35 ' 1 , 923 
1 5° 66 °24 ' 1 , 603 1 , 428 0 , 234 0 , 354 0 , 660 38 ° 36 ' 2 , 005 
16° 68°24 1 1 , 639 1 , 448 0 , 222 0 , 341 0 , 650 37°36 ' 2 , 094 
17 ° 70° 18 ' 1 , 673 1 , 467 0 , 21 1  0 , 329 0 , 641 36 °42 1 2 , 183 
1s• 72°06 '  1 , 705 1 , 486 0 , 201 0 , 3 18 0 , 632 35°54 '  2 , 29 1  
19°  73°57 ' 1 , 741  1 , 505 0 , 190 0 , 30() 0 , 622 35 °03 1 2 , 394 
20• 75°42 '  1 , 775 1 , 523 о, 181  0 , 295 0 , 6 13 34 ° 1 8 1 2 , 500 
2 1 °  77°27 ' 1 , 809 1 , 542 0 , 1 7 1  0 , 284 0 , 604 33°33 ' 2 , 6 12 
22° 79 ° 1 2 1 1 , 846 1 , 559 0 , 162 0 , 273 0 , 595 32°48 1 2 , 735 
23 °  80°52 ' 1 , 880 1 , 576 0 , 1 54 0 , 263 0 , 586 32°08 1 2 , 858 
24° ·82°30 1 1 , 914 1 , 594 0 , 146 0 , 253 0 , 576 3 1 ° 30 ' 2 , 993 
25• 84° 10 ' 1 , 95 1  1 , 610 0 , 138 0 , 243 0 , 568 30 °50 1 3 , 163 
26° 85°48 ' 1 , 988 1 , 628 0 , 130 0 , 233 0 , 558 30 ° 1 2 ' 3 , 319 
27 ° 87 ° 24 ' 2 , 028 1 , 644 0 , 123 0 , 224 0 , 550 29°33 ' 3 , 47 6  
28• 89°00 ' 2 , 063 1 , 660 0 , 1 16  0 , 2 15 0 , 541 29°00'  3 , 647 

1 �--- � - --



7 1 0  ПРИЛОiЕЫНИЕ I 

П ро8ол::нсение 

0 0 1 'f o  1 м 1 л. 1 PIPo 1 PIPo 1 Т/ Т0 1 а о 1 l'/r0 

1 1 

290 90°30 ' 2 , 096 1 , 675 0 , 1 100 0 , 207 0 , 532 28°30 ' 3 , 820 
30° 92°00 ' 2 , 130 1 , 69 1  0 , 1040 О ,  198 0 , 523 28°00'  4 , 046 
::н о 93°36 ' 2 , 173 1 , 706 0 , 0980 о, 1t0 0 , 515  27 °24 ' 4 , 256 
3 2 °  95°05 ' 2 , 209 1 , 722 0 ,0920 о, 1 32 0 , 506 26°55 ' 4 , 436 
33 ° 96°33 ' 2 , 245 1 ,  737 0, 0867 о ,  174 0 , 497 26 ° 27 ' 4 , 7 1 0  
34 ° 98°03 ' 2 , 285 1 , 752 0 , 0814 о ,  167 0 , 488 25°57 ' 4 , 955 
35° 99°33 ' 2 , 327 1 , 767 0,()764 0 , 1 59 0 , 480 25° 27 '  5 , 236 
36° 10'1 0 ()() ' 2 , 366 1 , 782 0 , 0717  о ,  152 0 , 47 1  25 ° 00 ' 5 , 52 1  
37 °  1 02 ° 30 ' 2 , 41 1  1 , 796 0 , 0672 0 , 145 0 , 462 2!1 °30 ' 5 , 741  
38°  103° 57 ' 2 , 454 1 , 81 0  0 , 0630 0 , 139 0 , 454 24°03 ' 6 , 166 
390 105°24 ' 2 , 498 1 , 824 0 , 0590 о, 132 0 , 446 23 °36 ' 13 , 472 
40° 106 ° 48 '  2 , 539 1 , 838 0 , 0352 0 , 1 26 0 , 437 23 ° 1 2 '  6 , 9 1 9  
41 ° 108 ° 1 2 '  2 , 581 1 , 852 0 , 05 1 4  0 , 1 20 0 , 428 22 °48 ' 7 , 362 
42 ° 109°36 ' 2 , 1324 1 , 865 0 , 048 1  0 , 1 14 0 , 420 22°24 ' 7 , 798 
43° 1 1 1  °00 ' 2 , 670 1 , 878 0 , 04.')() О ,  109 0 , 4 1 2  22°00 '  8 , 260 
44° 1 1 2 ° 2 1 1 2 , 7 1 7  1 , 89 1  0 ,0419 0 , 104 0 , 404 2 1 ° 36 ' 8 , 7 1 0  
45 ° Н3°48 ' 2 , 765 1 ,  905 0 ,0388 0 , 098 0 , 395 2 1 ° 1 2 '  9 , 1 84 
413 ° 1 15 ° 1 2 '  2 , 8 16 1 , 9 1 8  0, 03GO 0 , 093 0 , 387 20°48 ' 9 , 954 
47 ° 1 113 ° 36 '  2 ,  869 1 , 930 0 , 0334 0 , 088 0 , 379 20°24' 1 0 , 57 
48° 1 1 7 ° 54 ' 1 2 , 9 10 1 , 943 0 , 0310 0 , 084 0 , 37 1  20° 06 ' 1 1 , 20 
49° 1 1 9 ° 1 5 ' 2 , 95!1 1 , 955 0 ,0288 0 , 079 0 , 363 19°45 ' 1 1 , 97 
50° 120°36 ' 3 , 0 1 0  ' 1 , 9() 7  0 ,0267 0 , 075 0 , 355 19°24 ' 1 2 , 94 
5 1 0 1 2 1 °57 ' 3 , 064 1 , 978 0,0249 0 , 071 0 , 348 1 9 ° 0 3 '  1 3 , 62 
52°  123° 1 8 ' 3 , 1 19 1 , 990 0 , 0229 0 , 067 0 , 340 18°42 ' 1 4 , 72 
53 °  124°38 ' 3 , 174 2 , 002 0 , 02 1 1  0 , 063 0 , 332 18°22 ' 1 5 , 78 
54° 126°00 ' 3 , 236 2 ,  0'14 0 , 0 1 94 0 , 060 0 , 324 18°00 ' 1 6 , 90 
35° 1 27 ° 1 8 ' 3 , 289 2 , 025 0 , 0 178 0 , 056 0 , 316 17°42'  1 8 , 62 
::;во 128°36 '  3 , 344 2 , 036 0 , 0 1 64 0 , 053 0 , 309 1 7 ° 24 ' 1 9 , 49 
57 ° 129°55 ' 3 , 404 2 , 047 0 , 0 1 5 1  0 , 050 0 , 302 1 7 ° 05 ' 20 , 89 
58 °  1 3 1 ° 1 5 ' 3 , 470 2 , 058 0 ,0138 0 , 047 0 , 294 16°45 ' 22 , 49 
;:;9о  132°36 ' i\ ,  542 2 , 069 0 , 0126 0 , 044 0 , 286 1 6 ° 2 4 '  24 , 38 
60° 133°54 ' :3 , 606 2 , 080 0 , 0 1 1 5  0 , 041 0 , 279 16°06 ' 26 , 30 
6 1 °  135 ° 1 0 '  3 , 666 2 , 090 0 , 0105 0 , 039 0 , 272 1 5 ° 50 ' 28 , 32 
62° 13t\ 030 ' :\ , 742 2 , 100 0 ,954 . 1 0- 2 0 , 036 0 , 265 1 5 ° 30 ' 30 , 55 
в;зо 137 °48 ' 3 , 8 1 4  2 , 1 1 1  0 , 869 . 1 0-2 0 , 034 0 , 258 1 5 ° 1 2 '  33 , 89 
64° 139°03 ' 3 , 876 2 , 1 2 1  о,  78!! . 1()-2 0 , 031 0 , 250 14°57 ' 36 , 40 

(j5 0 140°20 ' 3 , 949 2 , 130 0 , 7 1 2  . 1 0- 2  0 , 029 0 , 244 14°40 ' 39 , 63 
66 ° 141 °36 ' 4 , 021 2 , 1 40 0 , 645 . 1 0- 2  0 , 027 0 , 237 14°24 ' 43 , 15 
67 0 142 ° 5 4 '  4 , 124 2 , 150 0 , 584 . 10- 2 0 , 025 0 , 230 14°02 ' 47 , 85 



во  1 (/) о  1 �� 1 л 1 
68° 144° 1 2 '  4 , 193 2 , 1 59 
69° 145°27 ' 4 , 268 2 , 168 
70° 146°42 '  4 , 348 2 , 1 77 

1 7 1  о 147 °57 ' 4 , 429 2 , 186 
72° 149 ° 1 2 '  4 , 5 15 2 , 195 
73° 150°30 ' 4 , 621  2 , 204 
74° 1 5 1 ° 42 '  4 , 695 2 , 2 12 
75° 153°00 '  4 , 810 2 , 220 
76°  154° 15 ' 4 , 91 2 2 , 228 

1 
7 7 °  155°30 '  5 , 015 2 , 237 
78°  156°45 ' fJ, 126 2 , 244 
7В 0 158°00 ' 5 , 241 2 , 252 
80° 159 ° 15 ' 5 , 362 2 , 260 
8 1 °  160°30 ' 5 , 488 2 , 267 
82° 161 °42 '  5 , 593 2 , 274 
83° 162°57 ' 5 , 731 2 , 282 
84° 164° 1 2 ' 5 , 875 2 , 289 

85° 165 °27 ' 6 , 028 2 , 296 
86° 166 °42 ' 6 , 188 2 , 302 

87 0 167 ° 54 '  6 , 321  2 , 309 

88° 169°06 ' 6 , 464 2 , 3 15 

89о 170° 2 1 ' 6 , 649 2 , 321 

90о 17 1 °36 ' 6 , 845 2 , 328 

9 1 °  172°48'  7 , 013 2 , 334 

1 92о 174°00 ' 7 '  184 2 , 340 

gзо 175 ° 1 5 '  7 , 413 2 , 345 

91 о 176°27 ' 7 , 61 0  2 , 350 

95° 177 °40 ' 7 , 837 2 , 356 
96° 178°54'  8 , 091 2 , 361 
97 ° 1 79 ° 06 '  8 , 326 2 , 366 
98о 1 8 1 ° 2 1 1 8 , 636 2 , 37 1  

99 о 182 ° 34 ' 8 , 928 2 , 376 

100° 183 °48 ' 9 , 259 2 , 380 
101 о 185°00 ' 9 , 569 2 , 385 

102° 186 ° 1 2 '  9 , 891  2 , 389 

103° 1 87 °24 '  1 0 , 245 2 , 393 
104° 188°36 ' 1 0 , 626 2 , 397 
105 ° 189 °48 ' 1 1 . 037 2 , 401 
130°27 ' 220°27 ' 00 2 , 449 

Ш>ИЛОЖЕНИЕ I 

PIPo 

0 , 525 . 10- 2 
0 , 474 . 10- 2 
0 ,426 . 10-2 
0,380 .  10-2 
0, 339 . 10-2 
0, 301 . 10- 2 
0 , 270 . 10- 2 
0 , 24 1 . 10- 2 
0 ,214 . 10- 2 
0 , 186 . 10-2 
0 , 165 . 10-2 
0, 145 . 10-2 
0 , 126 . 1Q- 2  
0, 1 1 2 . 10-2 
0 ,971  · 10- 3 
0 , 836 . 10-3 
0 , 722 . 10-з 
0,631 . 10- 3 
о , 545 . 1о-� 
0,460 . 10- 3  
0 ,398 • 10- 3  
0,340 · 1Q- 3 
0, 285 . 1Q- 3  
0 , 236 . 10- 3  
0 , 1 97 . 1Q- 3 
0, 168 · 10- з  
0 , 139 · 10-3 

0 , 1 14 . 1о- з 

0 , 954 . 10-4 
0,778 . 10-4 
0 , 628 . 10- 4  
0 , 502 . 10-4 
0,403 . 10-4 
0, 321 . 10-4 
0 ,257 . 10- 4 
0, 202 . 10- 4  
0 , 156 . 1Q- 4  
0 , 1 1 8 . 10-4 

о 

1 PIPo 

0, 0235 
0, 0219 
0 , 0203 
0 , 0187 
0 , 0172 
0 ,0158 
0,0 146 
0 ,0135 
0,0124 
0 ,0112  
0, 0103 
0 ,940 . 10-2 
0 ,851 . 1 0-2 
0 , 780 . 10- 2 
о, 705 . tQ--2 
0, 633 . 10-2 
0 , 570 . 10- 2  
0 , 5 1 8  . 10-2 
0,466 . 10- 2  
0 ,413 . 1Q-2 
0 , 373 . 10- 2 
0, 333 . 1Q- 2 
0 , 294 . 10- 2 
0, 257 . 10-2 
0 , 226 . 1Q-2 
0 , 202 . 10- 2  

0 , 176 . 10-2  
0, 153 . 10-2 
0, 134 . 10-2 
0 , 1 16 . 10-2 
0 , 996 . 1Q- 3 

0 ,849 . 1Q- 3 

0,726 · 1о- з 
0 , 6 17 . 10- 3  
0, 526 · 10- 3 
0,444 .  10-3 
0 ,368 . 1Q-З 

0, 302 . 10- 3  
о 

7 1 1 
Л родол:жJен ие 

1 1 ' /То 1 (1. 0  1 rfro 

0 , 223 13 °48 ' 51 , 62 
0 , 217 1 3 ° 33 '  56 , 00 
0 , 210 1 3 ° 18 ' 62 , 50 
0 , 204 1 3 ° 03 ' 1 68 , 50 
о ,  197 1 2°48 ' 75 , 00 
0 , 190 1 2 ° 30 '  82 , 75 
0 , 184 1 2 ° 1 8 '  91 , 20 
0 , 1 79 1 2°00 ' 101 , 4  
0 , 173 11 °45 '  1 1 1 , 7  
0 , 166 11  °30 ' 123 , 5  
0 , 1 60 1 1  ° 1 5 '  143 , 3  
0 , 155 1 1  ° 00 ' 154 , 8  
0 , 149 10°45 ' 1 77 , 0  
0 , 144 10°30 ' 1 96 , 8  
0 , 138 10 °  18 ' 219 , 8  
0 , 132 10°03 '  247 , 0  
0 , 127 9 °48 ' 27 9 , 3  
0 , 122 9°33 ' 3 16 , 2  
0 , 1 17 9 ° 18 ' 36 1 , 0 
о ,  1 1 1  9 ° 06 '  409 , 0 
0 , 107 8°54'  466 , 0  
0 , 102 8°39'  537 , 0  
0 , 097 8 ° 24 '  631 , 0  
0 , 092 8 ° 1 2 '  724 , 5  
0 , 087 8 ° 00 '  841 , 2  
0 , 083 7 °45 ' 977 , 0  
0 , 079 7 °33 '  1 135 
0 , 075 7 ° 20 ' 1334 
0 , 07 1  7 ° 06 ' 1478 
0 , 067 6 ° 5 4 '  1622 
0 , 063 6 ° 39 ' 2240 
0 , 059 6 °26 ' 2680 
0 , 055 6 ° 1 2 '  3092 
0 , 052 6 °00 ' 3890 
0 , 049 5 ° 48 '  4730 
0 , 046 5 ° 36 ' 6080 
0 , 042 5 °24 ' 7440 
0 , 039 5 ° 1 2 ' 9360 

о 0° 00 ' 00 



/с = 1 .4  Таблица rа:юдинамических функций 

л 1 't 1 'lt 1 li 1 q 1 у 

0 , 00 1 , 0000 1 , 0000 1 , 0000 0 , 0000 0 , 0000 
0 , 01 1 , 0000 0 , 9999 0 , 9999 0 , 015!:! 0 , 0158 
0 , 02 0 , 9999 0 , 9998 0 , 9998 0 , 0315 0 , 0316 
0 , 03 0 , 9999 0 , 9995 0 , 9997 0 , 0473 0 , 0473 
0 , 04 0 , 9997 0 , 9990 0 , 9993 0 , 0631 0 , 0631 

0 , 05 0 , 9996 0 , 9986 0 , 9990 0 , 0788 0 , 0789 
0 , 06 0 , 9994 0 , 9979 0 , 9985 0 , 0945 0 , 0947 
0 , 07 0 , 9992 0 , 9971 0 , 9979 0 , 1 1 02 0 , 1 105 
0 , 08 0 , 9989 0 , 9963 0 , 9974 0 , 1259 0 , 1 263 
0 , 09 0 , 9087 0 , 9953 0 , 9967 О ,  1415 О,  1422 

0 , 10 0 , 9983 0 , 9942 0 , 9959 0 , 1571 О,  1580 
0 , 1 1  0 , 9980 0 , 9929 0 , 9949 о ,  1726 0 , 1 739 
0 , 12 0 , 9976 0 , 9916 0 , 9940 о, 1882 0 , 1 897 
0 , 1 3 0 , 9972 0 , 9901 0 , 9929 0 , 203Н 0 , 2056 
0 , 14 0 , 9967 0 , 9886 0 , 9918 0 , 21DO 0 , 2216 

0 , 1 5 0 , 99Н3 0 , 9810 0 , 9907 0 , 2344 0 , 2375 
0 , 1 Н 0 , 9957 0 , 9851 0 , 9893 0 , 2497 0 , 2535 
0 , 1 7 0 , 9952 0 , 9832 0 , 9880 0 , 2Н49 0 , 2695 
0 , 18 0 , 9946 0 , 98 1 2  0 , 9866 0 , 2801 0 , 2855 
0 , 19 0 , 9940 0 , 9791 0 , 9850 0 , 2952 0 , 301!) 

0 , 20 0 , 9933 0 , 9768 0 , 9834 0 , 3 102 0 , 3176 

0 , 21 0 , 9927 0 , 9745 0 , 9817 0 , 3252 0 , 3337 

0 , 22 0 , 9919 0 , 9720 0 , 9799 0 , 3401 0 , 3499 

0 , 23 0 , 9912 0 , 9695 0 , 9781 0 , 3549 0 , 3660 

0 , 24 0 , 9904 0 , 9668 0 , 9762 0 , 3696 0 , 3823 

1 1 1 
1 , 0000 
1 , 0000 
1 , 0002 
1 , 0006 
1 , 0009 

1 , 0015 
1 , 0021 
1 , 0028 
1 , 0038 
1 , 0047 

1 , 0058 
1 , 0070 
1 , 0083 
1 , 0100 
1 , 01 13 

1 , 0129 
1 , 0147 
1 , 01 65 
1 , 0185 
1 , 0206 

1 , 0227 
1 , 0250 
1 , 0274 
1 , 0298 
1 , 0315  

П ри.л,оже н,ие 11 

r 1 м 

1 , 0000 0 , 0000 
0 , 9999 0 , 0091 
0 , 9996 0 , 0183 
0 , 9989 0 , 0274 
0 , 9981 0 , 0365 

0 , 9971 0 , 0457 
0 , 9958 0 , 0548 
0 , 9943 0 , 0639 
0 , 9925 0 , 0731 
0 , 9906 0 , 0822 

0 , 9885 0 , 0914 
0 , 9860 0 , 1 005 
0 , 9834 0 , 1097 
0 , 9806 0 , 1 190 
0 , 9776 0 , 1 280 

0 , 9744 о, 1372 
0 , 9709 о ,  1460 
0 , 9673 0 , 1 560 
0 , 9634 0 , 1 650 
0 , 9594 0 , 1740 

0 , 9551 О, 1830 
0 , 9507 0 , 1920 
0 , 946 1 0 , 2020 
0 , 9414 0 , 2109 
0 , 9373 0 , 2202 

....:J ..... !:'-' 

� 
't1 :s: � 
о * 
(;l;j � 
; .... .... 



k =  1 , 4 

л .. 1 1t 1 а q 

0 , 25 0 , 9896 0 , 9640 0 , 9742 0 , 3842 
0 , 26 0 , 9887 0 , 96 1 1  0 , 9721 0 , 3987 
0 , 27 0 , 9879 0 , 9581 0 , 9699 0 , 4131 
0 , 28 0 , 9869 0 , 9550 0 , 9677 0 , 4274 
0 , 29 0 , 9860 0 , 9518 0 , 9653 0 , 4416 

0 , 30 0 , 9850 0 , 9485 0 , 9630 0 , 4557 
0 , 31 0 , 9840 0 , 9451 0 , 9605 0 , 4697 
0 , 32 0 , 9829 0 , 9415 0 , 9579 0 , 4835 
0 , 33 0 , 9819 0 , 9379 0 , 9552 0 , 4972 
0 , 34 0 , 9807 0 , 9342 0 , 9525 0 , 5 109 

0 , 35 0 , 9796 0 , 9303 0 , 9497 0 , 5243 
0 , 36 0 , 9784 0 , 9265 0 , 9469 0 , 5377 
0 , 37 0 , 9772 0 , 9224 0 , 9439 0 , 5509 
0 , 38 0 , 9759 0 , 9183 0 , 9409 0 , 5640 
0 , 39 0 , 9747 0 , 9141 0 , 9378 0 , 5769 

0 , 40 0 , 9733 0 , 9097 0 , 9346 0 , 5897 
0 , 41 0 , 9720 0 , 9053 0 , 9314 0 , 6024 
0 , 42 0 , 9706 0 , 9008 0 , 9281 0 , 6 149 
0 , 43 0 , 9692 0 , 8962 0 , 9247 0 , 6272 
0 , 44 0 , 9677 0 , 8915 0 , 9212 0 , 6394 

0 , 45 0 , 9663 0 , 8868 0 , 9178 0 , 65 1 5  
0 , 46 0 , 9647 0 , 881 9  0 , 9 142 0 , 6633 
0 , 47 0 , 9632 0 , 8770 0 , 9105 0 , 6750 
0 , 48 0 , 9616 0 , 8719 0 , 9067 0 , 6865 
0 , 49 0 , 9600 0 , 8668 0 , 9029 0 , 6979 

1 
1 1 11 1 

0 , 3985 1 , 0350 
0 , 4148 1 , 0378 
0 , 43 1 1  1 , 0406 
0 , 4475 1 , 0435 
0 , 4640 1 , 0465 

0 , 4804 1 , 0496 
0 , 4970 1 , 0528 
0 , 5135 1 , 0559 
0 , 5302 1 , 0593 
0 , 5469 1 , 0626 

0 , 5636 1 , 0661 
0 , 5804 1 , 0696 
0 , 5973 1 , 0732 
0 , 6 142 1 , 0768 
0 , 6312 1 , 0805 

0 , 6482 1 , 0842 
0 , 6654 1 , 0880 
0 , 6826 1 , 09 1 8  
0 , 6998 1 , 0957 
0 , 7172 1 , 0996 

0 , 7346 1 , 1036 
0 , 7521 1 , 1076 
0 , 7697 1 , 1 1 16 
0 , 7874 1 , 1 156 
0 , 8052 1 , 1 197 

r 

0 , 9314 
0 , 926 1 
0 , 9207 
0 , 9 1 52 
0 , 9095 

0 , 9037 
0 , 8977 
0 , 8917 
0 , 8854 
0 , 8791 

0 , 8727 
0 , 8662 
0 , 8595 
0 , 8528 
0 , 8460 

0 , 8391 
0 , 832 1 
0 , 8251 
0 , 8179 
0 , 8108 

0 , 8035 
0 , 7963 
0 , 7889 
0 , 7816 
0 , 7741 

Продолжение 

1 м 

0 , 2290 
0 , 2387 
0 , 2480 
0 , 2573 
0 , 2670 

0 , 2760 
0 , 2850 
0 , 2947 
0 , 3040 
0 , 3134 

0 , 3228 
0 , 3322 
0 , 341.7 
0 , 35 1 1  
0 , 3606 

0 , 3701 
0 , 3796 
0 , 3892 
0 , 3987 
0 , 4083 

0 , 4179 
0 , 4275 
0 , 4372 
0 , 4468 
0 , 4565 

� 
>tl :s: � 
о � 
1;:1 � :s: 
1;:1 
..... ..... 

....::1 
...... 
с:." 



k �  1 , 11 

! /... 1 't 1 1t 1 Е 1 rz 
1 ! .. -·--· -· 

0 , 50 0 , 9383 0 , 86 1 6  0 , 8991 0 , 7091 
0 , 5 1 0 , 9567 0 , 8563 0 , 8951 0 , 7201 
0 , 52 0 , 9549 0 , 8509 0 , 89 1 1  0 , 7309 
0 , 53 0 , 9532 0 , 8455 0 , 887 1 0 , 7416 
0 , 54 0 , 9514 0 , 8400 0 , 8829 0 , 7520 

0 , 55 0 , 9496 0 , 8344 0 , 8787 0 , 7623 
0 , 56 о , 91177 0 , 8287 0 , 8744 0 , 7724 
0 , 57 0 , 9459 0 , 8230 0 , 8701 0 , 7823 
0 , 58 0 , 94:=19 0 , 8172 0 , 8657 0 , 7920 
0 , 59 0 , 9420 0 , 8 1 1 2  0 , 86 1 2  0 , 8015 

0 , 60 0 , 9400 0 , 8053 0 , 8567 0 , 8109 
0 . 6 1 O , IOSO 0 , 7992 0 , 8521 0 , 8198 1 0 , 62 0 , 9:359 0 , 7932 0 , 8475 0 , 8288 1 
0 , 63 0 , 9:339 0 , 7870 0 , 8428 0 , 8375 0 , 64 0 , 9317 О,  7808 0 , 8380 0 , 8459 

0 , 65 0 , 9296 0 , 7745 0 , 8332 () , 8543 
0 , 66 0 , 9274 0 , 7681 0 , 8283 0 , 8623 
0 , 67 0 , 9252 0 , 7617 0 , 8233 0 , 8701 
0 , 68 0 , 9229 0 , 7553 0 , 8183 0 , 8778 
0 , 69 0 , 9207 0 , 7488 0 , 8133 0 , 8852 

0 , 70 0 , 9183 0 , 7422 0 , 8082 0 , 8924 о, 7 1  0 , 9160 0 , 7356 0 , 8030 0 , 8993 
0 , 72 0 , 9136 0 , 7289 0 , 7978 0 , 906 1 
0 , 73 0 , 9 1 1 2  0 , 7221 0 , 7925 0 , 9126 
0 , 74 0 , 9087 0 , 7154 0 , 7872 0 , 9189 

1 у 1 1 1 
0 , 8230 1 , 1 239 
0 , 8409 1 , 1279 
0 , 8590 1 , 1320 
0 , 877 1  1 , 1362 
0 , 8953 1 , 1403 

0 , 9136 1 , 1445 
0 , 9321 1 , 1486 
0 , 9506 1 , 1528 
0 , 9Н92 1 , 1 569 
0 , 9880 1 , 1610 

1 , 0069 1 , 1651 
1 , 0258 1 , 1691 
1 , 0М9 1 , 1733 
1 , 0641 1 , 1 772 
1 , ()842 

' 
1 , 1812 

1 , 1030 1 , 1 852 
1 , 1 226 1 , 1891 
1 , 1423 1 , 1 929 
1 , 1622 1 , 1967 
1 , 1822 1 , 2005 

1 , 2024 1 , 2042 
1 , 2227 1 , 2078 
1 , 2431 1 ' 21 1 4  
1 , 2637 1 , 2148 
1 , 2845 1 , 2183 

r 

0 , 766б 
0 , 7592 
0 , 7 5 1. 7  
0 , 7442 
0 , 7366 

0 , 7290 
0 , 7215 
0 , 7139 
0 , 7064 
0 , 6987 

0 , 6912 
0 , 6836 
0 , 6760 
0 , 6685 
0 , 6610 

0 , 6535 
0 , 6460 
0 , 6386 
0 , 63 1 1  
0 , 6237 

0 , 6163 
0 , 6090 
0 , 60 1 7  
0 , 5944 
0 , 5872 

1I родол;ж;ен ue 

1 м 

0 , 4663 
0 , 4760 
0 , 4858 
0 , 4956 
0 , 5054 

0 , 5 1 52 
0 , 5251 
0 , 5350 
0 , 5450 
0 , 5549 

0 , 5б49 
0 , 5750 
0 , 5850 
0 , 5951 
0 , 6053 

0 , 6154 
0 , 6256 
0 , 6359 
0 , 6461 
0 , 6565 

0 , 6668 
0 , 6772 
0 , 6876 
0 , 6981 
0 , 708б 

-.1 -
..,.. 

� 
'1:1 � � 
о ..,.. � 
t>J :r: :s: 
t>J н ..., 



k = 1 , 4 

л 1 't 1 1t 1 € 1 q 1 
0 , 75 0 , 9063 0 , 7086 0 , 7819 0 , 9250 
0 , 76 0 , 9037 0 , 701 7 0 , 7764 0 , 9308 
0 , 77 0 , 90 1 2  0 , 6948 о ,  7 7 1 0  0 , 9364 
о ,  78 0 , 8986 0 , 6878 0 , 7655 0 , 9418 
0 , 79 0 , 8960 0 , 6809 0 , 7599 0 , 9469 

0 , 80 0 , 8933 0 , 6738 0 , 7543 0 , 9518 
0 , 81 0 , 8907 0 , 6668 О, 7486 0 , 9565 
0 , 82 0 , 8879 0 , 6597 0 , 7429 0 , 9610 
0 , 83 0 , 8852 0 , 6526 0 , 7372 0 , 9652 
0 , 84 0 , 8824 0 , 6454 0 , 7314 0 , 969 1 

0 , 85 0 , 8796 0 , 6382 0 , 7256 0 , 9729 
0 , 86 0 , 8767 0 , 6310 0 , 7197 0 , 9764 
0 , 87 0 , 8739 0 , 6238 0 , 7138 0 , 9796 
0 , 88 0 , 8709 0 , 6165 0 , 7079 0 , 9826 
0 , 89 0 , 8680 0 , 6092 0 , 7019 0 , 9854 

0 , 90 0 , 8650 0 , 6019 0 , 6959 0 , 9879 
0 , 91 0 , 8620 0 , 5946 0 , 6898 0 , 9902 
0 , 92 0 , 8589 0 , 5873 0 , 6838 0 , 9923 
0 , 93 0 , 8559 0 , 5800 0 , 6776 0 , 9941 
0 , 94 0 , 8527 0 , 5726 0 , 67 1 5  0 , 9957 

0 , 95 0 , 84!16 0 , 5653 0 , 6653 0 , 9970 
0 , 96 0 , 8464 0 , 5579 0 , 659 1 0 , 9981 
0 , 97 0 , 8432 0 , 5505 0 , 6528 0 , 9989 
0 , 98 0 , 8399 0 , 5431 0 , 6466 0 , 9953 
0 , 99 0 , 8367 0 , 5357 0 , 6403 0 , 9999 

у 1 1 1 r 

1 
1 , 3054 1 , 2216 0 , 5800 
1 , 3265 1 , 2249 0 , 5729 
1 , 3478 1 , 2280 0 , 5658 
'1 , 3692 1 , 23 1 1  0 , 5587 
1 , 3908 1 , 2341 0 , 55 1 7  

1 , 41 26 1 , 2370 0 , 5447 
1 , 4346 1 , 2398 0 , 5378 
1 , 4567 1 , 2425 0 , 5309 
1 , 4790 ·t ' 245 1 0 , 5241 
1 , 50 1 6  1 , 2475 0 , 5174 

1 , 3243 1 
1 , 2498 0 , 5107 

1 '  5473 1 1 , 2520 0 , 5040 
1 . 5704 1 , 2541 0 , 4974 
1 , 5938 1 , 2560 0 , 4908 
1 , 6 1 71 1 , 2579 0 , 4843 

1 , 64 1 2 1 , 2595 0 . 4779 
1 , 6()52 1 , 26 1 1  0 , 47 1 5  
1 , 6895 1 , 2625 0 , 4652 
1 , 7 1 40 1 , 2637 0 , 4589 
1 , 7388 1 , 2648 0 , 4527 

1 , 7()38 J , 2658 0 , 4466 
1 , 7891 1 , 2666 0 , 4405 
1 , 8146 1 , 2671 0 , 4344 
1 , 8404 1 , 2676 0 , 4285 
1 , 8665 1 , 2678 0 , 4225 

Продол,;жен ие 

1 м 

0 , 7192 
о ,  7298 
0 , 7404 
О ,  75 1 1  
0 , 76 1 9  

0 , 7727 
0 , 7835 
0 , 7944 
0 , 8053 
0 , 8163 

0 , 8274 
0 , 8384 
0 , 8496 
0 , 8608 
0 , 8721 

0 , 8833 
0 , 8947 
0 , 9062 
0 , 9177 
0 , 9292 

0 , 9409 
0 , 9526 
0 , 9644 
0 , 9761 
0 , 9880 

� ..., :s:: :::1 
о * 
t>:i � :s:: 
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k = 1 , 4  

л 1 't J 11: l 1!! 1 q 

1 , 00 0 , 8333 0 , 5283 0 , 6340 1 , 0000 
1 , 01 0 , 8300 0 , 5209 0 , 6276 0 , 9999 
1 , 02 0 , 8266 0 , 5 135 0 , 6212 0 , 9995 
1 , 03 0 , 8232 0 , 506 1 0 , 6 148 0 , 9989 
1 , 04 0 , 8197 0 , 4987 0 , 6084 0 , 9980 

1 , 05 0 , 8163 0 , 4913 0 , 6019 0 , 9969 
1 , 06 0 , 8127 0 , 4840 0 , 5955 0 , 9957 
1 , 07 0 , 8092 0 , 4766 0 , 5890 0 , 9941 
1 , 08 0 , 8056 0 , 4693 0 , 5826 0 , 9924 
1 , 09 0 , 8020 0 , 4619 0 , 5760 0 , 9903 

1 , 10 0 , 7983 0 , 4546 0 , 5694 0 , 9880 
1 , 1 1 0 , 7947 0 , 4473 0 , 5629 0 , 9856 
1 , 12 0 , 7909 0 , 4400 0 , 5564 0 , 9829 
1 , 13 0 , 7872 0 , 4328 0 , 5498 0 , 9800 
1 , 14 0 , 7834 0 , 4255 0 , 5432 !) , 9768 

1 , 15 0 , 7796 0 , 4184 0 , 5366 0 , 9735 
1 , 16 0 , 7757 0 , 41 1 1  0 , 5300 0 , 9698 
1 , 17 0 , 77 1 9  0 , 4040 0 , 5234 0 , 9659 
1 , 1 8 о ,  7679 0 , 3969 0 , 5 1 68 0 , 9620 
1 , 1 9 0 , 7640 0 , 3898 0 , 5 1 02 0 , 9577 

- 1 , 20 0 , 7600 0 , 382J 0 , 5035 0 , 9531 
1 , 21. 0 , 7560 0 , 3757 0 , 4969 0 , 9484 
1 , 22 0 , 7519 0 , 3687 0 , 4903 0 , 9435 
1 , 23 0 , 7478 0 , 3617 0 , 4837 0 , 9384 
1 , 24 0 , 7437 0 , 3548 0 , 4770 0 , 9331 

1 у 1 1 1 
1 , 8929 1 , 2679 
1 , 9 195 1 , 2678 
1 , 9464 1 , 2675 
1 , 9737 1 , 2671  
2 , 0013 1 , 2664 

2 , 0291 1 , 2655 
2 , 0573 1 , 2646 
2 , 0858 1 , 2633 
2 , 1 147 1 , 2620 
2 , 1439 1 , 2602 

2 , 1734 1 , 2584 
2 , 2034 1 , 2564 
2 , 2337 1 , 2543 
2 , 2643 1 , 25 19 
2 , 2954 1 , 2491 

2 , 3269 1 , 2463 
2 , 3588 1 , 2432 
2 , 39 1 1  1 , 2398 
2 , 4238 1 , 2364 
2 , 4570 1 , 2326 

2 , 4906 1 , 2286 
2 , 5247 1 , 2244 
2 , 5593 1 , 2200 
2 , 5944 1 , 2154 
2 , 630 1 , 2105 

П родол:ж:ен ие 

r 1 м 

0 , 4167 1 , 0000 
0 , 4109 1 , 0120 
0 , 4051 1 , 0241 
0 , 3994 1 , 0363 
0 , 3938 1 , 0486 

0 , 3882 1 , 0609 
0 , 3827 1 , 0733 
0 , 3773 1 , 0858 
0 , 37 1 9  1 , 0985 
0 , 3665 1 , 1 1 1 1  

0 , 36 1 3  1 , 1 239 
0 , 3560 1 , 1367 
0 , 3508 1 , 1496 
0 , 3457 1 , 1627 
0 , 3407 1 , 1758 

0 , 3357 1 , 1890 
0 , 3307 1 , 2023 
0 , 3258 1 , 2157 
0 , 3210 1 , 2292 
0 , 3162 1 , 2428 

0 , 3 1 1 5  1 , 2566 
0 , 3068 1 , 2708 
0 , 3022 1 , 2843 
0 , 2976 1 , 2974 
0 , 2931 1 , 3126 

-.:J 
-
ф 
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k = 1 , 4  

л 1 'С 1 1t 1 1 1 q 

1 , 25 0 , 7396 0 , 3479 0 , 4704 0 , 9275 
1 , 26 0 , 7354 0 , 34 1 1  0 , 4638 0 , 9217 
1 , 27 0 , 7312 0 , 3343 0 , 4572 0 , 9 159 
1 , 28 о ,  7269 0 , 3275 0 , 4505 0 , 9096 
1 , 29 о , 7227 0 , 3208 0 , 4439 0 , 9033 

1 , 30 0 , 7 183 0 , 3142 0 , 4374 0 , 8969 
1 , 31 0 , 7 1 40 0 , 3075 0 , 4307 0 , 8901 
1 , 32 0 , 7096 0 , 3010 0 , 4241 0 , 8831 
1 , 33 0 , 7052 0 , 2945 0 , 4176 0 , 8761 
1 , 34 0 , 7007 0 , 2880 0 , 41 10 0 , 8688 

1 , 35 0 , 6962 0 , 2816 0 , 4045 0 , 8614 
1 , 36 0 , 6917 0 , 2753 0 , 3980 0 , 8538 
1 , 37 0 , 687.2 0 , 2690 0 , 39 1 4  0 , 8459 
1 , 38 0 , 6826 0 , 2628 0 , 3850 0 , 8380 
1 , 39 0 , 6780 0 , 2566 0 , 3785 0 , 8299 

1 , 40 0 , 6733 0 , 2505 0 , 3720 0 , 8216 
1 , 41 0 , 6687 0 , 2445 0 , 3656 0 , 8131 
1 , 42 0 , 6639 0 , 2385 0 , 3592 0 , 8046 
1 , 43 0 , 6592 0 , 2326 0 , 3528 0 , 7958 
1 , 44 0 , 6544 0 , 2267 0 , 3464 0 , 7869 

1 , 45 0 , 6496 0 , 2209 0 , 3401 0 , 7778 
1 , 46 0 , 6447 0 , 2 1 52 0 , 3338 0 , 7687 
1 , 47 0 , 6398 0 , 2095 0 , 3275 0 , 7593 
1 , 48 0 , 6349 0 , 2040 0 , 3212 0 , 7499 
1 , 49 0 , 6300 о ,  1985 0 , 3 1 50 0 , 7404 

1 у 1 1 1 
2 , 66fiO 1 , 2054 
2 , 7026 1 , .2000 
2 , 7398 1 '  1 946 
2 , 7775 1 , 1887 
2 , 8158 1 , 1826 

2 , 8547 1 , 1765 
2 , 8941 1 , 1699 
2 , 9343 1 , 1632 
2 , 9750 1 , 1562 
3 , 0164 1 , 1490 

3 , 0586 1 , 1417 
3 , 1013 1 , 1341 
3 , 1448 1 '  1261 
3 , 1889 1 , 1 1 80 
3 , 2340 1 , 1 09� 

3 , 2798 1 , 1012 
3 , 3263 1 , 0924 
3 , 3737 1 , 0835 
3 , 4219 1 , 0742 
3 , 4710 1 , 0648 

3 , 52 1 1  1 , 0551 
3 , 5720 1 , 0453 
3 , 6240 1 , 0351 
3 , 6768 1 , 0249 
3 , 7308 1 , 0144 

Лрооо.ажен ие 

r 1 м 

0 , 2886 1 , 3268 
0 , 2842 1 , 3413 
0 , 2798 1 , 3558 
0 , 2755 1 , 3705 
0 , 27 1 3  1 , 3853 

0 , 2670 1 , 4002 
0 , 2629 1 , 4153 
0 , 2574 1 , 4305 
0 , 2547 1 , 4458 
0 , 2507 1 , 4613 

0 , 2467 1 , 4769 
0 , 2427 1 , 4927 
0 , 2389 1 , 5087 
0 , 2350 1 , 5248 
0 , 2312 1 , 5410 

0 , 2275 1 , 5575 
0 , 2238 1 , 5741 
0 , 2201 1 , 5909 
0 , 2165 1 , 6078 
0 , 2129 1 , 6250 

0 , 2094 1 , 6423 
0 , 2()59 1 , 6598 
0 , 2024 1 , 6776 
0 , 1 990 1 , 6955 
0 , 1 956 1 , 7 137 

1 
! 

1 

1 
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k = 1 , 4 

л 1 't 1 1t 1 е 1 q 1 
1 , 50 0 , 6250 о, 1930 0 , 3088 о ,  7307 
1 , 51 0 , 6200 0 , 1 876 0 , 3027 о ,  7209 
1 , 52 1! , 6 149 о ,  1824 0 , 2965 о, 7 1 1 0 
1 , 53 0 , 6099 0 , 1771 0 , 2904 0 , 7009 
1 , 54 0 , 6047 о ,  1720 0 , 2844 0 , 6909 

1 , 55 0 , 5996 о , 1669 0 , 2784 0 , 6807 
1 , 56 0 , 5944 0 , 1 6 1 9  0 , 2724 0 , 6703 
1 , 57 0 , 5892 о, 1 570 0 , 2665 0 , 6599 
1 , 58 0 , 5839 о, 1522 0 , 2606 0 , 6494 
1 , 59 0 , 5786 0 , 1474 0 , 2547 0 , 6389 

1 , 60 0 , 5733 0 , 1427 0 , 2489 0 , 6282 
1 , 61 0 , 5680 о, 1381 0 , 243 1 0 , 6175 
1 , 62 0 , .'5626 о , 1336 0 , 2374 0 , 6067 
1 , 63 0 , 5572 0 , 1291 0 , 2317 0 , 5958 
1 , 64 0 , 5517  о ,  1248 0 , 2261 0 , 5850 

1 , 65 0 , 5463 о, 1205 0 , 2205 0 , 5740 
1 , 66 0 , 5407 о, 1 163 0 , 2150 0 , 5630 
1 , 67 0 , 5352 о, 1 1 21 0 , 2095 0 , 5520 
1 , ()8 0 , 5296 0 , 1081 0 , 2041 0 , 5409 
1 , 69 0 , 5240 о, 1041 о ,  1 988 0 , 5298 

1 ' 70 0 , 5 1 83 о , 1003 о ,  1934 0 , 5187 
1 , 7 1 0 , 5 1 26 0 , 0965 0 , 1881 0 , 5075 
1 , 72 0 , 5069 0 , 0928 о ,  1830 0 , 4965 
1 , 73 0 , 5012 0 , 0891 о, 1778 0 , 4852 
1 , 74 0 , 4954 0 , 0856 О ,  1 727 0 , 4741 

у 1 f 1 r 

3 , 7858 1 , 0037 о ,  1 923 
3 , 8418 0 , 9927 о ,  1 890 
3 , 8990 0 , 9816 о, 1858 
3 , 9574 0 , 9703 0 , 1825 
4 , 0 1 7 2  0 , 9590 о ,  1 794 

4 , 0778 0 , 9472 о, 1762 
4 , 1 398 0 , 9353 0 , 1731 
4 , 2034 0 , 9233 о ,  1700 
4 , 2680 0 , 9 1 1 1  о ,  1670 
4 , 3345 0 , 8988 О ,  1 640 

4 , 4020 0 , 8861 0 , 1 6 1 1  
4 , 47 1 3  0 , 8734 0 , 1 581 
4 , 5422 0 , 8604 о ,  1 552 
4 , 6144 0 , 8474 о ,  1524 
4 , 6887 0 , 8343 о, 1495 

4 , 7647 0 , 8210 о, 1467 
4 , 8424 0 , 8075 О ,  1440 
4 , 9221 0 , 7939 о, 1413 
5 , 0037 0 , 7802 о ,  1386 
5 , 0877 0 , 7664 0 , 1359 

5 , 1735 0 , 7524 о, 1333 
5 , 3 1 67 0 , 7383 0 , 1 306 
5 , 3520 0 , 7243 0 , 1281 
5 , 4449 0 , 7 100 о ,  1 255 
5 , 5403 0 , 6957 0 , 1230 

П родо.а:нсен.ие 

1 м 

1 , 7321 
1 , 7506 
1 , 7694 
1 , 7885 
1 , 8078 

1 , 8273 
1 , 8471 
1 , 8672 
1 , 8875 
1 , 9081 

1 , 9290 
1 , 9501 
1 , 97 1 6  
1 , 9934 
2 , 0155 

2 , 0380 
2 , 0607 
2 , 0839 
2 , 1073 
2 , 1313 

2 , 1555 
2 , 1 802 
2 , 2053 
2 , 2308 
2 , 2567 

-J 
-
00 
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k = 1 , 4  

л 1 't 1 'lt 1 е 1 q 1 
1 , 75 0 , 4896 0 , 0821 о, 1 677 0 , 4630 
1 , 76 0 , 4837 0 , 0787 0 , 1628 0 , 452 
1 , 77 0 , 4779 0 , 0754 0 , 1578 0 , 4407 
1 , 78 0 , 47 1 9  0 , 0722 О, 1 530 0 , 4296 
1 ,  79 0 , 4660 0 , 0691 о, 1482 0 , 4185 

1 , 80 0 , 4600 0 , 0660 о ,  1435 0 , 4075 
1 , 81 0 , 4540 0 , 0630 0 , 1389 0 , 3965 
1 , 82 0 , 4479 0 , 0602 о , 1 343 0 , 3855 
1 , 83 0 , 4418 0 , 0573 О ,  1 298 0 , 3746 
1 , 84 0 , 4357 0 , 0546 о ,  1253 0 , 3638 

1 , 85 0 , 4296 0 , 0520 0 , 1210 0 , 3530 
1 , 86 0 , 4234 0 , 0494 о , 1 167 0 , 3423 
1 , 87 0 , 4 1 7 2  0 , 0469 о , 1 124 0 , 3316 
1 , 88 0 , 4109 0 , 0445 о ,  1083 0 , 321 1 
1 , 89 0 , 4047 0 , 0422 о , 1042 0 , 3 105 

1 , 90 0 , 3983 0 , 0399 о , 1002 0 , 3002 
1 , 91 0 , 3920 0 , 0377 0 , 0962 0 , 2898 
1 , 92 0 , 3856 0 , 0356 0 , 0923 0 , 2797 
1 , 93 0 , 3792 0 , 0336 0 , 0885 0 , 2695 
1 , 94 0 , 3727 0 , 0316 0 , 0848 0 , 2596 

1 , 95 0 , 3662 0 , 0297 0 , 0812 0 , 2497 
1 , 96 0 , 3597 0 , 0279 0 , 0776 0 , 2400 
1 , 97 0 , 3532 0 , 0262 0 , 0741 0 , 2304 
1 , 98 0 , 3466 0 , 0245 0 , 0707 0 , 2209 
1 , 99 0 , 3400 0 , 0229 0 , 0674 0 , 2 1 1 6  

- с 

у 1 1 1 
5 , 6383 0 , 6813 
5 , 7390 0 , 6669 
5 , 8427 0 , 6523 
5 , 9495 0 , 6378 
6 , 0593 0 , 6232 

6 , 1 723 0 , 6085 
6 , 2893 0 , 5038 
6 , 4091 0 , 5791 
6 , 5335 0 , 5 644 
6 , 6607 0 , 5497 

6 , 7934 0 , 5349 
6 , 9298 0 , 5202 
7 , 0707 0 , 5055 
7 , 2162 0 , 4909 
7 , 3673 0 , 4762 

7 , 5243 0 , 4617  
7 , 6858 0 , 4472 
7 , 8540 0 , 4327 
8 , 0289 0 , 4183 
8 , 2098 0 , 4041 

8 , 3985 0 , 3899 
8 , 5943 0 , 3758 
8 , 7984 1 0 , 3618 
9 , 0112 0 , 3480 
9 , 2329 0 , 3343 

r 

о ,  1205 
О , 1 181 
о, 1 156 
О, 1 132 
о ,  1 108 

0 , 1085 
о , 1062 
о , 1 039 
о, 1016 
0 , 0994 

0 , 0971  
0 , 0949 
0 , 0928 
0 , 0906 
0 , 0885 

0 , 0864 
0 , 0843 
0 , 0823 
0 , 0803 
0 , 0782 

0 , 0763 
0 , 0743 
0 , 0724 
0 , 0704 
0 , 0685 

П родол;нсен ue 

1 м 

2 , 2831 
2 , 3100 
2 , 3374 
2 , 3653 
2 , 3937 

2 , 4227 
2 , 4523 
2 , 4824 
2 , 5132 
2 , 5449 

2 , 5766 
2 , 6094 
2 , 6429 
2 , 6772 
2 , 7 1 23 

2 , 7481 
2 , 7849 
2 , 8225 
2 , 8612 
2 , 9007 

2 , 9414 
2 , 9831 
3 , 0301 
3 , 0701 
3 , 1 1 55 

1:1 
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k = 1 , 4  

л 1 't 1 'lt 1 Е 1 q 

2 , 00 0 , 3333 0 , 0214 0 , 0642 0 , 2024 
2 , 01 0 , 3267 0 , 0199 0 , 0610 о , 1934 
2 , 02 0 , 3199 0 , 0185 0 , 0579 о , 1845 
2 , 03 0 , 3132 0 , 0172 0 , 0549 о, 1 758 
2 , 04 0 , 3064 0 , 0159 0 , 0520 О, 1672 

2 , 05 0 , 2996 0 , 0147 0 , 049 1 о ,  1588 
2 , 06 0 , 2927 0 , 0136 0 , 0464 о , 1507 
2 , 07 0 , 2859 0 , 0125 0 , 0437 о , 1427 
2 , 08 0 , 2789 0 , 0115 0 , 04 1 1  о , 1348 
2 , 09 0 , 2720 0 , 0105 0 , 0386 о, 1272 

2 , 10 0 , 2650 0 , 0096 0 , 0361 0 , 1 198 
2 , 1 1  0 , 2580 0 , 0087 0 , 0338 о, 1 125 
2 , 1 2 0 , 2509 0 , 0079 0 , 03 1 5  о ,  1055 
2 , 13 0 , 2439 0 , 0072 0 , 0294 0 , 0986 
2 , 14 0 , 2367 0 , 0065 0 , 0273 0 , 0921 

2 , 15 0 , 2296 O , OQ58 0 , 0253 0 , 0857 
2 , 1 6 0 , 2224 () , 0052 0 , 0233 0 , 0795 
2 , 17 0 , 2152 0 , 0046 0 , 02 1 5  0 , 0735 
2 , 18 0 , 2079 0 , 0041 0 , 0197 0 , 0678 
2 , 19 0 , 2006 0 , 0036 0 , 0180 0 , 0623 

2 , 20 о ,  1933 0 , 0032 0 , 0 1 64 0 , 0570 
2 , 21 О , 1 860 0 , 0028 0 , 0149 0 , 0520 
2 , 22 0 , 1 786 0 , 0024 0 , 0135 0 , 0472 
2 , 23 О ,  1712  0 , 0021 0 , 0121 0 , 0427 
2 , 24 О ,  1637 0 , 0018 0 , 01 1 6  0 , 0408 -

1 у 1 1 1 
9 , 464 0 , 3203 
9 , 706 0 , 3074 
9 , 961  0 , 2942 

1 0 , 224 0 , 281 1  
1 0 , 502 0 , 2683 

10 , 794 0 , 2556 
1 1 , 1{)2 0 , 213 1 
1 1 , 422 0 , 2309 
1 1 , 762 0 , 2189 
1 2 , 121  0 , 2070 

1 2 , 500 о ,  1956 
12 , 901 0 , 1843 
1 3 , 326 о ,  1733 
1 3 , 778 о , 1626 
1 4 , 259 0 , 1522 

14 , 772 о, 1420 
15 , 319 о, 1322 
1 5 , 906 о , 1226 
16 , 537 о, 1 1 34 
1 7 , 218 0 , 1045 

1 7 , 949 0 , 0960 
1 8 , 742 0 , 0878 
1 9 , 607 0 , 0799 
20 , 548 0 , 0724 
22 , 983 0 , 0695 

1' 

0 , 0668 
0 , 0648 
0 , 0630 
0 , 06 1 2  
0 , 0594 

0 , 0576 
0 , 0558 
0 , 0541 
0 , 0524 
0 , 0507 

0 , 0490 
0 , 0473 
0 , 0457 
0 , 0440 
0 , 0424 

0 , 0408 
0 , 0393 
0 , 0377 
0 , 0361 
0 , 0346 

0 , 033 1 
0 , 031 6  
0 , 0301 
0 , 0287 
0 , 0255 

Il родолжеп ие 

1 м 

3 , 1622 
3 , 2104 
3 , 2603 
3 , 3 1 1 3  
3 , 3642 

3 , 4190 
3 , 4759 
3 , 5343 
3 , 5951 
3 , 6583 

3 , 7240 
3 , 7922 
3 , 8633 
3 , 9376 
4 , 0150 

4 , 0961 
4 , 1791 
4 , 2702 
4 , 3642 
4 , 4633 

4 , 5674 
4 , 6778 
4 , 7954 
4 , 9201 
5 , 0533 

.....:] 1:\:) о 
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� /r = 1 , 4 

;.J 
?= 
� "' .. 
� "' � 

л 

2 , 25 
2 , 26 
2 , 27 
2 , 28 
2 , 29 

2 , 30 
2 , 3 1 
2 , 32 
2 , 33 
2 , 34 

2 , 35 
2 , 36 
2 , 37 
2 , 38 
2 , 39 

2 , 40 
2 , 41 
2 , 42 
2 , 43 
2 , 44 

2 , 449 

1 '1: 1 
0 , 1563 
О, 1487 
о, 1412 
о,  1336 
0 , 1260 

0 , 1 18::3 
О, 1 1 06 
о ,  1029 
0 , 0952 
0 , 0874 

0 , 0796 
0 , 07 1 7  
0 , 0638 
0 , 0559 
0 , 0480 

0 , 0400 
0 , 0320 
0 , 0239 
0 , 0158 
0 , 0077 

о 

7t 1 е · 1 q 

0 , 00 1 5 1  0 , 00966 0 , 0343 
0 , 00127 0 , 00813 0 , 0290 
0 , 00106 0 , 00749 0 , 0268 
0 , 00087 0 , 00652 0 , 0234 
0 , 00071 0 , 00564 0 , 0204 

0 , 00057 0 , 00482 0 , 0175 
0 , 00045 0 , 00407 0 , 0148 
0 , 00035 0 , 03400 0 , 0124 
0 , 00027 0 , 00280 0 , 0103 
0 , 00020 0 , 00226 0 , 0083 

0 , 00014 0 , 00170 0 , 0063 
о ,  988 . 10-J 0 , 00138 0 , 0051 
0 , 657 . 10- 1 0 , 00103 0 , 0038 
0 , 413 . 10-4 0 , 00074 0 , 0028 
0 , 242 . 10 4 0 , 00050 0 , 0019 

о , 1 28 . 10-4 0 , 00032 0 , 0012 
0 , 584 . 10-;; 0 , 00018 0 , 0007 
0 , 21 1 . ю-;; 0 , 884 . 10-4 0 , 0003 
0 , 49 9 . 1 Q-6 0 , 315 . 10-4 0 , 0001 
0 , 316 . 10-7 0 , 410 . 10-5 0 , 058 . 10-4 

о о о 

1 у 1 1 1 
22 , 7 12 0 , 0585 
23 , 968 0 , 0496 
25 , 36 1  0 , 046 1 
26 , 893 0 , 0404 
28 , 669 0 , 0352 

30 , 658 0 , 0302 
32 , 937 0 , 0258 
35 , 551 0 , 02 1 7  
38 , 606 0 , 0180 
42 , 233 0 , 0146 

46 , 593 0 , 01 1 1  
5 1 , 914 0 , 0090 
58 , 569 0 , 0068 
67 , 144 0 , 0049 
7 8 , 613 0 , 0034 

94 , 703 0 , 0022 
1 18 , 94 0 , 0012 
159 , 65 0 , 0006 
242 , 16 0 , 0002 
499 , 16 0 , 285 . 10- 4 

00 о 

r 

0 , 0258 
0 , 0256 
0 , 0229 
0 , 02 1 6  
0 , 0202 

0 , 0189 
0 , 0175 
0 , 0161  
0 , 0148 
0 , 0135 

0 , 0122 
0 , 0109 
0 , 0096 
0 , 0084 
0 , 007 1 

0 , 0059 
0 , 0047 
0 , 0035 
0 , 0025 
0 , 00 1 1  

о 

Продолжение 

1 м 

5 , 1958 
5 , 3494 
5 , 5 147 
5 , 6940 
5 , 8891 

6 , 1033 
6 , 3399 
6 , 6008 
6 , 8935 
7 , 2254 

7 , 6053 
8 , 0450 
8 , 56 1 9  
9 , 1882 
9 , 9624 

1 0 , 957 
12 , 306 
14 , 287 
1 7 , 63 1  
25 , 367 

00 

-
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k = 1 ,33 

л 1 "С 1 1t 1 е 1 q 

0 , 00 1 , 0000 1 , 0000 1 , 0000 0 , 0000 
0 , 01 . 1 , 0000 0 , 9999 0 , 9999 0 , 0159 
0 , 02 0 , 9999 0 , 9998 0 , 9999 0 , 0318 
0 , 03 0 , 9999 0 , 9995 0 , 9997 0 , 0476 
0 , 04 0 , 9998 0 , 999 1 0 , 9993 0 , 0635 

0 , 05 0 , 9997 0 , 9986 0 , 9990 0 , 0793 
0 , 06 0 , 9995 0 , 9980 0 , 9985 0 , 0952 
0 , 07 0 , 9993 0 , 9972 0 , 9979 о, 1 1 1 0  
0 , 08 0 , 9991 0 , 9964 0 , ()973 о , 1267 
0 , 09 0 , 9989 0 , 9954 0 , 9965 о, 1425 

0 , 10 0 , 9986 0 , 9944 0 , 9958 о , 1582 
0 , 1 1  0 , 9983 0 , 9932 0 , 9949 о , 1 738 
О , 12 0 , 9980 0 , 99 1 8 0 , 9938 о , 1894 
о, 13 0 , 9976 0 , 9904 0 , 9928 0 , 2052 
0 , 14 0 , 9972 0 , 9889 0 , 99 1 7  0 , 2205 

о , 1 5  0 , 9968 0 , 9872 0 , 9903 0 , 2360 
о , 16 0 , 9964 0 , 9854 0 , 9890 0 , 2514 
0 , 17 0 , 9959 0 , 9836 0 , 9877 0 , 2667 
о , 18 0 , 9954 0 , 9816 0 , 9862 0 , 2820 
0 , 1 9 0 , 9949 0 , 9796 0 , 9846 0 , 2972 

0 , 20 0 , 9943 0 , 9774 0 , 9830 0 , 3 1 23 
0 , 21 0 , 9938 0 , 9751 0 , 9812 0 , 3273 
0 , 22 0 , 9932 0 , 9728 0 , 9795 0 , 3423 
0 , 23 0 , 9925 0 , 9702 0 , 9775 0 , 3571 
0, 24 0 , 9918 0 , 9675 0 , 9755 0 , 37 1 9  

1 у 1 f 1 
0 , 0000 1 , 0000 
0 , 0159 1 , 0000 
0 , 0318 1 , 0003 
0 , 0477 1 , 0006 
0 , 0636 1 , 0009 

0 , 0795 1 , 0015 
0 , 0954 1 , 002 1 
0 , 1 1 13 1 , 0028 
о ,  1272 1 , 0037 
о , 1431 1 , 0046 

о , 1591 1 , 0057 
о ,  1 750 1 , 0069 
О , 1 9 10 1 , 008 1 
0 , 2072 1 , 0096 
0 , 2220 1 ' 0 1 1 1  

0 , 2390 1 , 0126 
0 , 2551 1 , 0143 
0 , 27 12 1 , 0162 
0 , 2873 1 , 0181  
0 , 3034 1 , 0202 

0 , 3195 1 , 0223 
0 , 3357 1 , 0245 
0 , 351 9  1 , 0269 
0 , 3681 1 , 0292 
0 , 3844 1 , 0317 

r 

1 , 0000 
1 , 0000 
0 , 9995 
0 , 9990 
0 , 9982 

0 , 9972 
0 , 9959 
0 , 9944 
0 , 9928 
0 , 9908 

0 , 9887 
0 , 9864 
0 , 9838 
0 , 9810 
0 , 9781 

0 , 9749 
0 , 9715 
0 , 9679 
0 , 9642 
0 , 9602 

0 , 9561 
0 , 95 1 8  
0 , 9473 
0 , 9427 
0 , 9378 

П роfJолэюен ue 

1 м 

0 , 0000 
0 , 0093 
0 , 0185 
0 , 0278 
0 , 037 1 

0 , 0463 
0 , 0556 
0 , 0649 
0 , 0742 
0 , 0834 

0 , 0927 
о , 1020 
о , 1 1 1 3 
о , 1206 
о ,  1299 

о , 1392 
о , 1485 
о, 1578 
о , 1672 
0 , 1 765 

о , 1 858 
о, 1 952 
0 , 2045 
0 , 2 1 39 
0 , 2233 

-з 
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N 
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11>-0> * 

k =  1 , 33 

л 

0 , 25 
0 , 26 
0 , 27 
0 , 28 
0 , 29 

0 , 30 
0 , 31 
0 , 32 
0 , 33 
0 , 34 

0 , 35 
0 , 36 
0 , 37 
0 , 38 
0 , 39 

0 , 40 
0 , 41 
0 , 42 
0 , 43 
0 , 44 

0 , 45 
0 , 46 
0 , 47 
0 , 48 
0 , 49 

1 't 

0 , 99 1 2  
0 , 9904 
0 , 9897 
0 , 9889 
0 , 9881 

0 , 9873 
0 , 9864 
0 , 9855 
0 , 9846 
0 , 9836 

0 , 9827 
0 , 9817 
0 , 9806 
0 , 9796 
0 , 9785 

0 , 9773 
0 , 9762 
0 , 9750 
0 , 9738 
0 , 9726 

0 , 97 1 3  
0 , 9700 
0 , 9687 
0 , 9674 

- 0 , 9660 

1 1t 1 е 1 
0 , 9648 0 , 9734 
0 , 9619 0 , 97 1 2  
0 , 9590 0 , 9690 
0 , 9560 0 , 9667 
0 , 9529 0 , 9644 

0 , 9496 0 , 9619 
0 , 9463 0 , 9594 
0 , 9428 0 , 9567 
0 , 9393 0 , 9540 
0 , 9356 0 , 9512 

0 , 9319 0 , 9484 
0 , 9281 0 , 9455 
0 , 9241 0 , 9424 
0 , 9201 0 , 9393 
0 , 9159 0 , 936 1 

о ,  9 1 1 8  0 , 9329 
0 , 9075 0 , 9296 
0 , 9030 0 , 9262 
0 , 8985 0 , 9227 
0 , 8940 0 , 9 192 

0 , 8893 0 , 9156 
0 , 8850 0 , 9123 
0 , 8797 0 , 9081 
0 , 8749 0 , 9044 
0 , 8699 0 , 9005 

- · -

q 1 у 1 1 

0 , 3866 0 , 4007 1 , 0343 
0 , 401 1 0 , 4170 1 , 0369 
0 , 4156 0 , 4334 1 , 0396 
0 , 4300 0 , 4498 1 , 0425 
0 , 4443 0 , 4662 1 , 0455 

0 , 4584 0 , 4827 1 , 0485 
0 , 4724 0 , 4992 1 , 05 1 6  
0 , 4863 0 , 5158 1 , 0547 
0 , 5001 0 , 5324 1 , 0579 
0 , 5137 0 , 5491 1 , 0612 

0 , 5273 0 , 5658 1 , 0645 
0 , 5407 0 , 5826 1 , 0680 
0 , 5539 0 , 5994 1 , 07 1 4  
0 , 5670 0 , 6 1 62 1 , 0750 
0 , 5799 0 , 6332 1 , 0785 

0 , 5928 0 , 6501 1 , 0822 
0 , 6055 0 , 6672 1 , 0859 
0 , 6179 0 , 6843 1 , 0896 
0 , 6303 0 , 7014 1 , 0933 
0 , 6425 0 , 7 1 87 1 , 0972 

0 , 6545 0 , 7359 1 , 1010 
0 , 6666 о , 7533 1 , 1053 
0 , 6780 0 , 7707 1 , 1088 
0 , 6896 0 , 7882 1 , 1128 
0 , 7609 0 , 8058 1 , 1 1 67 

-

1 r 

0 , 9329 
0 , 9277 
0 , 9224 
0 , 9 1 70 
0 , 9 1 14 

0 , 9057 
0 , 8999 
0 , 8940 
0 , 8879 
0 , 8817 

0 , 8754 
0 , 8690 
0 , 8625 
0 , 8560 
0 , 8493 

0 , 8425 
0 , 8357 
0 , 8288 
0 , 8218 
0 , 8148 

0 , 8078 
0 , 8006 
0 , 7934 
0 , 7862 
О , 7790 

- --

П роао.ажен ue 

1 

-

м 

0 , 2327 
0 , 2420 
0 , 2515 
0 , 2609 
0 , 2703 

0 , 2797 
0 , 2892 
0 , 2986 
0 , 3081 
0 , 3 176 

0 , 327 1 
о 3366 
0 , 3462 
0 , 3557 
0 , 3653 

0 , 3749 
0 , 3845 
0 , 3941 
0 , 4037 
0 , 4134 

0 , 4230 
0 , 4305 
0 , 4424 
0 , 4522 
0 , 46 Ш ·· 

- . 

-

1 
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'"t:l :s: � 
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k =  1 , 33 

Л 1 't 1 1t 1 s 1 q 

0 , 50 0 , 9646 0 , 8648 0 , 8966 0 , 71 2 1  
0 , 51 0 , 9632 0 , 8596 0 , 8925 о , 7230 
0 , 52 0 , 9617 0 , 8544 0 , 8884 0 , 7339 
0 , 53 0 , 9602 0 , 8491 0 , 8843 о , 7445 
0 , 54 0 , 9587 0 , 8436 0 , 8799 0 , 7548 

0 , 55 0 , 9572 0 , 8382 0 , 8757 0 , 765 1 
0 , 56 0 , 9556 0 , 8327 0 , 8714 0 , 7752 
0 , 57 0 , 9540 0 , 827 1 0 , 8670 0 , 7850 
0 , 58 0 , 9524 0 , 8214 0 , 8625 0 , 7946 
0 , 59 0 , 9507 0 , 8156 0 , 8579 0 , 8040 

0 , 60 0 , 9490 0 , 8098 0 , 8533 0 , 8133 
0 , 6 1  0 , 9473 0 , 8040 0 , 8487 0 , 8224 
0 , 62 0 , 9456 0 , 7980 0 , 8439 0 , 8312 
0 , 63 0 , 9438 0 , 7921 0 , 8393 0 , 8399 
0 , 64 0 , 9420 0 , 7860 0 , 8344 0 , 8483 

0 , 65 0 , 9402 0 , 7798 0 , 8294 0 , 8564 
0 , 66 0 , 9383 0 , 7737 0 , 8246 0 , 8645 
0 , 67 0 , 9364 0 , 7674 0 , 8195 0 , 8722 
0 , 68 0 , 9345 0 , 7612 0 , 8145 0 , 8798 
0 , 69 0 , 9326 0 , 7548 0 , 8094 0 , 8871 

0 , 70 0 , 9306 0 , 7483 0 , 8041 0 , 8941 
0 , 7 1  0 , 9286 0 , 7419 0 , 7989 0 , 90 1 1  
0 , 72 0 , 9266 0 , 7354 0 , 7937 0 , 9077 
о, 73 0 , 9245 0 , 7289 0 , 7884 0 , 9 143 
0 , 74 0 , 9224 0 , 7223 0 , 7830 0 , 9204 

-

1 у 1 j 1 
0 , 8234 1 , 1207 
0 , 84 1 1  1 , 1246 
0 , 8589 1 , 1287 
0 , 8768 1 , 1327 
0 , 8947 1 , 1365 

0 , 9 128 1 , 1406 
0 , 9309 1 , 1447 
0 , 9491 1 , 1487 
0 , 9674 1 , 1 526 
0 , 9858 1 , 1 565 

1 , 0043 1 , 1605 
1 , 0229 1 , 1645 
1 , 0416 1 , 1684 
1 , 0604 1 , '1724 
1 , 0792 '1 , 1762 

1 , 0982 1 , 1799 
1 '  1 1 73 1 , 1 838 
'1 , 1366 1 '  1874 
1 , 1559 1 '  1 9 1 1  
1 , 1753 1 , 1947 

1 , 1949 1 , 1981 
1 , 2146 1 , 2017 
1 , 2343 1 , 205 1 
1 , 2543 1 , 2086 
1 , 2743 1 , 21 1 8  

r 

0 , 7717 
0 , 7644 
0 , 7570 
0 , 7496 
0 , 7423 

0 , 7349 
0 , 7275 
0 , 7200 
0 , 7 126 
0 , 7052 

0 , 6978 
0 , 6904 
0 , 6830 
0 , 6756 
0 , 6683 

0 , 6609 
0 , 6536 
0 , 6463 
0 , 6390 
0 , 6318 

0 , 6246 
0 , 6174 
0 , 6 102 
0 , 603 1 
0 , 5961 

П рооо.ажен ue 

1 м 

0 , 4717 
0 , 4815 
0 , 4913 
0 , 50 1 1  
0 , 5 1 1 0  

0 , 5208 
0 , 5308 
0 , 5407 
0 , 5506 
0 , 5606 

0 , 5706 
0 , 5807 
0 , 5907 
0 , 6008 
0 , 6 109 

0 , 62 1 1  
0 , 6313 
0 , 6415 
0 , 6517 
0 , 6620 

0 , 6723 
0 , 6826 
0 , 6930 
о ,  7034 
0 , 7139 

1 

'-1 
� 

1:1 
>t:l :s:: � 
о � 
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k = 1 , 33 

л 1 't 1 1t 1 е 1 q 1 
0 , 75 0 , 9203 0 , 7 1 57 0 , 7777 0 , 9265 
0 , 76 0 , 9 1 82 0 , 7090 0 , 7722 0 , 9322 
0 , 77 0 , 9160 0 , 7023 0 , 7666 0 , 9377 
0 , 78 0 , 9138 0 , 6955 О , 761 1 0 , 9430 О , 79 0 , 91 16 0 , 6887 0 , 7555 0 , 9481 

0 , 80 0 , 9094 0 , 6819 0 , 7499 0 , 9529 
0 , 81 0 , 907 1 0 , 6750 0 , 7442 0 , 9575 
0 , 82 0 , 9048 0 , 6681 0 , 7384 0 , 9618 
0 , 83 0 , 9024 0 , 66 1 2  0 , 7326 0 , 9660 
0 , 84 0 , 9001 0 , 6542 0 , 7268 0 , 9698 

0 , 85 0 , 8977 0 , 6472 0 , 72 10 0 , 9735 
0 , 86 0 , 8953 0 , 6402 о , 7 1 5 1  0 , 9769 
0 , 87 0 , 8928 0 , 6332 0 , 7092 0 , 9802 
0 , 88 0 , 8903 0 , 6261 0 , 7032 0 , 9830 
0 , 89 0 , 8878 0 , 6191  0 , 6973 0 , 9859 

0 , 90 0 , 8853 0 , 6 120 0 , 6913 0 , 9883 
0 , 9 1 0 , 8827 0 , 6048 0 , 6852 0 , 9904 
0 , 92 0 , 8801 0 , 5977 0 , 6791 0 , 9925 
0 , 93 0 , 8775 0 , 5906 0 , 6730 0 , 9943 
0 , 94 0 , 8749 0 , 5834 0 , 6669 0 , 9957 

0 , 95 0 , 8722 0 , 5763 0 , 6608 0 , 9972 
0 , 96 0 , 8695 0 , 569 1 0 , 6545 0 , 9981 
0 , 97 0 , 8667 0 , 5619 0 , 6483 0 , 9989 
0 , 98 0 , 8640 0 , 5547 0 , 6420 0 , 9995 
0 , 99 0 , 8612 0 , 5476 0 , 6359 1 , 0000 

--

у 1 1 1 r 

1 , 2945 1 , 2 1 5 1  0 , 5890 
1 , 3148 1 , 2182 0 , 5820 
1 , 3353 1 , 2212 0 , 5751 
1 , 3559 1 , 2241 0 , 5682 
1 , 3766 1 , 2270 0 , 5613 

1 , 3975 1 , 2298 0 , 5545 
1 , 41 85 1 , 2324 0 , 5477 
1 , 4397 1 , 2349 0 , 5410 
1 , 4610 1 , 2374 0 , 5343 
1 , 4825 1 , 2397 0 , 5277 

1 , 5042 1 , 2419 0 , 52 1 1  
1 , 5260 1 , 2440 0 , 5 146 
1 , 5479 1 , 246 1 0 , 5082 
1 , 5701 1 , 2478 0 , 5018 
1 , 5924 1 , 2497 0 , 4954 

1 , 6149 1 , 2512 0 , 489 1 
1 , 6376 1 , 2525 0 , 4829 
1 , 6605 1 , 2539 0 , 4767 
1 , 6835 1 , 2552 0 , 4705 
1 , 7068 1 , 2561 0 , 4645 

1 , 7302 1 , 2572 0 , 4584 
1 , 7539 1 , 2577 0 , 4525 
1 , 7778 1 , 2583 0 , 4466 
1 , 8018 1 , 2586 0 , 4407 
1 , 8261 1 , 2591 0 , 4349 

----

П родмжение 

1 м 

О , 7243 
0 , 7348 
0 , 7454 
0 , 7561 
0 , 7666 

0 , 7772 
о, 7880 
0 , 7987 
0 , 8095 
0 , 8203 

0 , 83 12 
0 , 8421 
0 , 853 1 
0 , 8641 
0 , 8751 

0 , 8862 
0 , 8974 
0 , 9086 
0 , 9198 
0 , 931 1  

0 , 9424 
0 , 9538 
0 , 9653 
0 , 9768 
0 , 9884 

� 
� 
s 
� � 
� 
..... ..... 
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� 



k =  1 , 33· 11 ро8омюе11ие 

, 1 , 1 · l  . г . · 1 • 1 · ' · 1 • 1 м 

1 , 00 0 , 8584 0 , 5404 0 , 6296 1 , 0000 1 , 8506 1 , 259 1 0 , 4292 1 , 0000 
1 , 01 0 , 8555 0 , 5332 0 , 6233 1 , 0000 1 , 8754 1 , 2590 0 , 4235 1 , 01 1 7  
1 , 02 0 , 8527 0 , 5260 0 , 6 1 69 1 , 9995 1 , 9003 1 , 2587 0 , 4179 1 , 0234 
1 , 03 0 , 8497 0 , 5 1 88 0 , 6 105 0 , 9989 1 , 9255 1 , 2583 0 , 4123 1 , 0352 
1 , 04 0 , 846 8 0 , 5 1 1 6  0 , 6042 0 , 9981 1 , 9509 1 , 2576 0 , 4068 1 , 0471 

1 , 05 0 , 8439 0 , 5045 O , tJJ79 0 , 9972 1 , 9766 1 , 2570 0 , 4014 1 , 0590 
1 , 06 0 , 8409 0 , 4973 0 , 5914 0 , 9958 2 , 0025 1 , 2559 0 , 3960 1 , 0710 
1 , 07 0 , 8379 0 , 4902 0 , 5850 0 , 9944 2 , 0286 1 , 2548 0 , 3906 1 , 0830 
1 , 08 0 , 8348 0 , 4830 0 , 5786 0 , 9926 2 , 0550 1 , 2534 0 , 3854 1 , 0951 
1 , 09 0 , 8317  0 , 4759 0 , 5722 0 , 9907 2 , 0818 1 , 2520 0 , 3801 1 , 1073 

1 , 10 0 , 8286 0 , 4688 0 , 5658 0 , 9886 2 , 1087 1 , 2503 0 , 3750 1 , 1 196 
1 , 1 1 0 , 8255 0 , 46 1 7  0 , 5593 0 , 9862 2 , 1360 1 , 2484 0 , 3698 1 , 1319 
1 , 12 0 , 8223 0 , 4546 0 , 5528 0 , 9835 2 , 1 635 1 , 2463 0 , 3648 1 , 1443 
1 , 13 0 , 8192 0 , 4475 0 , 5463 0 , 9806 2 , 1913 1 , 2439 0 , 3598 1 , 1567 
1 , 14 0 , 8159 0 , 4405 0 , 5399 0 , 9777 2 , 2194 1 , 24 1 5  0 , 3548 1 , 1 693 

1 , 15 0 , 8127 0 , 4335 0 , 5334 0 , 9744 2 , 2478 1 , 2388 0 , 3499 1 , 1819 
1 , 16 0 , 8094 0 , 4265 0 , 5269 0 , 9709 2 , 2765 1 , 2359 0 , 3451 1 , 1 946 
1 , 17 0 , 8061 0 , 4196 0 , 5205 0 , 9674 2 , 3055 1 , 2330 0 , 3403 1 , 2073 
1 , 1 8 0 , 8028 0 , 4126 0 , 5 1 40 0 , 9634 2 , 3349 1 , 2296 0 , 3356 1 , 2202 
1 , 1!) о ,  7994 0 , 4057 0 , 5075 0 , 9593 2 , 3646 1 , 2261 0 , 3309 1 , 233 1 

1 , 20 0 , 7961 0 , 3986 0 , 5007 0 , 9545 2 , 3940 1 , 22 1 8  0 , 3263 1 , 2461 
1 , 21 о, 7926 0 , 3920 0 , 4946 0 , 9506 2 , 4249 1 , 2186 0 , 3217  1 , 2592 
1 , 22 0 , 7892 0 , 3852 0 , 4881 0 , 9459 2 , 4556 1 , 2146 0 , 3 1 72 1 , 2723 
1 , 23 0 , 71'!57 0 , 3784 0 , 4816 0 , 9410 2 , 4867 1 , 2102 0 , 3127 1 , 2856 
1 ,  24 О ,  7822 0 , 37 1 6  0 , 4751  О , 9357 2 ,  5181  1 ,  2055 О , 3083 1 , 2990 

....:) 
L -'  
"" 

� >tj :::;: � 
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k = 1 , 33 -
Л. 1 't 1 'lt 1 е 1 

1 , 25 0 , 7787 0 , 3649 0 , 4686 
1 , 26 0 , 7752 0 , 3583 0 , 4622 
1 , 27 0 , 7716  0 , 35 1 6  0 , 4557 
1 , 28 0 , 7680 0 , 3450 0 , 4493 
1 , 29 0 , 7643 0 , 3385 0 , 4429 

1 , 30 0 , 7606 0 , 3320 0 , 4365 
1 , 31 0 , 7570 0 , 3255 0 , 4300 
1 , 32 0 , 7532 0 , 31 9 1  0 , 4236 
1 , 33 0 , 7495 0 , 3128 0 , 4173 
1 , 34 0 , 7457 0 , 3065 0 , 41 10 

1 , 35 0 , 741 9 0 , 3092 0 , 4046 
1 , 36 0 , 7380 0 , 2940 0 , 3984 
1 , 37 0 , 7342 0 , 2878 0 , 3920 
1 , 38 0 , 7303 0 , 2817 0 , 3857 
1 , 39 0 , 7264 0 , 2757 0 , 3796 

1 , 40 0 , 722/! 0 , 2697 0 , 3733 
1 , 4 1  0 , 7 1 84 0 , 2637 0 , 367 1 
1 , 42 О , 7144 0 , 2578 0 , 360() 
1 , 43 0 , 7 104 0 , 2520 0 , 3548 
1 , 44 0 , 7063 0 , 2463 0 , 3487 

1 , 45 0 , 7022 0 , 2406 0 , 3426 
1 , 46 0 , 6981 0 , 2349 0 , 3365 
1 , 47 0 , 6940 0 , 2294 0 , 3305 
1 , 48 0 , 6898 0 , 2238 0 , 3245 
1 , 49 0 , 6856 0 , 2184 0 , 3186 

q 1 у 1 1 1 
0 , 9305 2 , 5500 1 , 2008 
0 , 9252 2 , 582 1 1 , 1961  
0 , 9 193 2 , 6147 1 , 1907 
0 , 9 135 2 , 6477 1 , 1853 
0 , 9075 2 , 681 1 1 , 1799 

0 , 9014 2 , 7 1 49 1 , 1741 
0 , 8949 2 , 7492 1 , 1680 
0 , 8883 2 ,  7838 1 , 1618  
0 , 8816 2 , 8 1 90 1 , 1555 
0 , 8749 2 , 8545 1 , 1491 

0 , 8677 2 , 8905 1 , 1421 
0 , 8606 2 , 92 7 1  1 , 1351 
0 , 8531 2 , 9642 1 , 1277 
0 , 8455 3 , 00 1 7  1 ' 1 202 
0 , 8381 3 , 0398 1 , 1 1 29 

0 , 8303 3 , 0784 1 , 105 1  
0 , 8221 3 , 1 1 76 1 , 0968 
0 , 8140 3 , 1573 1 , 0885 
0 , 8С60 3 , 1977  1 , 0803 
0 , 7976 3 , 2386 1 , 0717 

0 , 7891 3 , 2802 1 , 0629 
о ,  7805 3 , 3222 1 , 0539 
0 , 77 1 8  3 , 3649 1 , 0447 
0 , 7629 3 , 4083 1 , 0353 
0 , 7540 3 , 4524 1 , 0258 

r 

0 , 3039 
0 , 2996 
0 , 2953 
0 , 29 1 1  
0 , 2869 

0 , 2828 
0 , 2787 
0 , 2747 
0 , 2707 
0 , 2667 

0 , 2629 
0 , 2590 
0 , 2552 
0 , 2515 
0 , 2477 

0 , 2441 
0 , 2404 
0 , 2368 
0 , 2333 
0 , 2298 

0 , 2263 
0 , 2229 
0 , 2195 
0 , 2162 
0 , 2129 

li родолжениl! 

1 м 

1 , 3124 
1 , 3259 
1 , 3396 
1 , 3533 
1 , 3671 

1 , 3820 
1 , 3950 
1 , 409 1 
1 , 4234 
1 , 4377 

1 , 4521 
1 , 4667 
1 , 4814 
1 , 4960 
1 , 5 1 10 

1 , 5290 
1 , 5412 
1 , 5564 
1 , 57 1 9  
1 , 5875 

1 , 6031 
1 , 6188 
1 , 6349 
1 , 6510 
1 , 6672 

1 1 
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k = 1 , 33 

л 1 't 1 1t 1 е 1 q 

1 , 50 0 , 6813 0 , 2138 0 , 3126 0 , 7449 
1 , 5 1 0 , 6771 0 , 2077 0 , 3067 0 , 7357 
1 , 52 0 , 6728 0 , 2024 0 , 3009 0 , 7265 
1 , 53 0 , 6685 0 , 1973 0 , 2951 0 , 7172 
1 , 54 0 , 6641 о, 1921 0 , 2В93 0 , 7077 

1 , 55 0 , 6597 0 , 1871 0 , 2836 0 , 6982 
1 , 56 0 , 6553 о, 1821 0 , 2779 0 , 6886 
1 , 57 0 , 6509 0 , 1772 0 , 2722 0 , 678!:! 
1 , 58 0 , 6464 0 , 1 723 0 , 2666 0 , 669 1 
1 , 59 0 , 6420 о ,  1676 0 , 2610 0 , 6593 

1 , 60 0 , 6374 0 , 1 628 0 , 2554 0 , 6492 
1 , 61 0 , 6329 0 , 1 582 0 , 2500 0 , 6394 
1 , 62 0 , 6283 о ,  1 537 0 , 2446 0 , 6294 
1 , 63 0 , 6237 о ,  1492 0 , 2392 0 , 6 1 93 
1 , 64 0 , 6191 о ,  1448 0 , 2338 0 , 6092 

1 , 65 0 , 6144 ' о ,  1404 0 , 2286 0 , 5991 
1 , 66 0 , 6097 о ,  1 362 0 , 2233 0 , 5889 
1 , 67 0 , 6050 о ,  1 320 0 , 2181 0 , 5786 
1 , 68 0 , 6003 о , 1 278 0 , 2130 0 , 5684 
1 , 69 0 , 5955 о , 1238 0 , 2079 0 , �61 

1 , 70 0 , 5907 0 , 1 198 0 , 2029 0 , 5478 
1 , 7 1 0 , 5859 о, 1 1 59 О , 1979 0 , 5374 
1 , 72 0 , 5810 о, 1 121 о,  1929 0 , 527 1  
1 , 73 0 , 5761 0 , 1083 о ,  1881 0 , 5168 
1 , 74 0 , 5712  о , 1047 о, 1 833 0 , 5065 

1 у 1 1 1 
3 , 4972 1 , 0160 
3 , 5426 1 , 0061 
3 , 5890 0 , 9961 
3 , 6358 0 , 9858 
3 , 6836 0 , 9754 

3 , 732 1 0 , 9649 
3 , 7813 0 , 9541 
3 , 83 1 6  0 , 9432 
3 , 8825 0 , 9321 
3 , 9345 0 , 9209 

3 , 9874 0 , 9093 
4 , 0410 0 , 8981 
4 , 0957 0 , 8865 
4 , 1514 0 , 8746 
4 , 2080 0 , 8628 

4 , 2659 0 , 8508 
4 , 3250 0 , 8387 
4 , 3849 0 , 8264 
4 , 4458 0 , 8141 
4 , 5082 0 , 8016 

4 , 5718  0 , 7890 
4 , 6362 0 , 7764 
4 ,  7027 0 , 7637 
4 , 7703 0 , 7509 
4 , 8390 0 , 7381 

r 

0 , 2097 
0 , 2064 
0 , 2032 
0 , 2001 
0 , 1970 

0 , 1939 
о ,  1909 
о ,  1879 
О , 1849 
о ,  1 820 

0 , 1791 
0 , 1762 
о , 1734 
о , 1706 
о ,  1678 

0 , 1651 
о, 1623 
о, 1597 
о ,  1570 
о , 1544 

О , 1519 
о,  1493 
О, 146R 
о , 1443 
о, 1418 

Л родол.ж:ение 

1 м 

1 , 6836 
1 , 7002 
1 , 7169 
1 , 7338 
1 , 7508 

1 , 7680 
1 , 7854 
1 , 8029 
1 , 8207 
1 , 8386 

1 , 8567 
1 , 8750 
1 , 8935 
1 , 9 122 
1 , 93 1 1  

1 , 9503 
1 , 9696 
1 , 9892 
2 , 0089 
2 , 0290 

2 , 0493 
2 , 0698 
2 , 0906 
2 , 1 1 12 
2 , 1 330 

.....:] 
N 
00 

::1 
>о :::;: ;;;t 
о � 
l:'J � :::;: 
l:'J .... .... 



k = 1 , 33 

л 1 't 1 'lt 1 Е 1 q 

1 , 75 0 , 5663 о, 1 0 1 1  0 , 1 785 0 , 4961 
1 , 76 0 , 5613 0 , 0975 0 , 1738 0 , 4858 
1 , 77 0 , 5563 0 , 0941 0 , 1691 0 , 4755 
1 , 78 0 , 5513 0 , 0907 о , 1645 0 , 4652 
1 , 79 0 , 5462 0 , 0874 О, 1620 0 , 4550 

1 , 80 0 , 5411  0 , 0842 0 , 1555 0 , 4447 
1 , 8 1 0 , 5360 0 , 0810 О, 1 5 1 1  0 , 4345 
1 , 82 0 , 5309 0 , 0779 О , 1468 0 , 4243 
1 , 83 0 , 5257 0 , 0749 о ,  1 425 0 , 4142 
1 , 84 0 , 5205 0 , 0720 о, 1383 0 , 4041 

1 , 85 0 , 5153 0 , 0691 0 , 1341 0 , 3927 
1 , 86 0 , 5100 0 , 0663 о ,  1300 0 , 3841 
1 , 87 0 , 5047 0 , 0636 0 , 1 260 0 , 3741 
1 , 88 0 , 4994 0 , 0609 О ,  1220 0 , 3643 
1 , 89 0 , 4941 0 , 0583 о, 1 1 8 1  0 , 3545 

1 , 90 0 , 4887 0 , 0558 0 , 1 142 0 , 3447 
1 , 91 0 , 4833 0 , 0534 О ,  1 105 0 , 335 1 
1 , 92 0 , 4779 0 , 0510 О ,  1067 0 , 3256 
1 , 93 0 , 4724 0 , 0487 О , 1031 0 , 3161 
1 , 94 0 , 4670 0 , 0465 0 , 0995 0 , 3064 

1 , 95 0 , 461 5 0 , 0443 0 , 0960 0 , 2973 
1 , 96 0 , 4559 0 , 0422 0 , 0925 0 , 2881 
1 , 97 0 , 4504 0 , 0402 0 , 0892 0 , 2790 
1 , 98 0 , 4448 0 , 0382 0 , 0858 0 , 2700 
1 , 99 0 , 439 1 0 , 0363 0 , 0826 0 , 26 1 1  

1 у 1 1 1 
4 , 9090 0 , 7250 
4 , 9808 0 , 7120 
5 , 0543 0 , 6990 
5 , 1291 0 , 6858 
5 , 2057 0 , 6727 

5 , 2839 0 , 6595 
5 , 3642 0 , 6462 
5 , 4459 0 , 6329 
5 , 5297 0 , 6197 
5 , 6153 0 , 6063 

5 , 6835 0 , 5930 
5 , 7928 0 , 5797 
5 , 8850 0 , 5664 
5 , 9795 0 , 5531 
6 , 0764 0 , 5398 

6 , 1757 0 , 5266 
6 , 2779 0 , 5134 
6 , 3820 0 , 5002 
6 , 4899 0 , 487 1 
6 , 5949 0 , 4740 

6 , 7128 0 , 4609 
6 , 8289 0 , 4480 
6 , 9487 0 , 4352 
7 , 0720 0 , 4224 
7 '  1985 0 , 4097 

П родол:JSСение 

r 1 м 

О , 1394 2 , 1546 
О, 1370 2 , 1765 
О, 1346 2 , 1987 
о, 1323 2 , 22 1 1  
о ,  1 299 2 , 2439 

0 , 1 276 2 , 2670 
о ,  1254 2 , 2905 
О, 1231 2 , 3143 
0 , 1209 2 , 3384 
0 , 1 187 2 , 3629 

0 , 1 165 2 , 3877 
О ,  1 1 44 2 , 4130 
о, 1 122 2 , 4386 
О ,  1 101 2 , 4647 
О ,  1081 2 , 49 1 1  

о ,  1060 2 , 5 1 80 
о ,  1040 2 , 5454 
о ,  1020 2 , 5731 
о, 1000 2 , 6015 
0 , 0980 2 , 6302 

0 , 0961 2 , 6596 
0 , 0942 2 , 6894 
0 , 0923 2 , 7198 
0 , 0904 2 , 7507 
0 , 0885 2 , 7822 

1 
1 
1 1 1 

� 
"С l:s:: � 
о 

� :z: l:s:: 
tz;j .... .... 

.....:1 1\:) � 



k = 1 , 33 

л 1 't 1 1t 1 е 1 q 

2 , 00 0 , 4335 0 , 0344 0 , 0794 0 , 2523 
2 , 01 0 , 4278 0 , 0326 0 , 0763 0 , 2436 
2 , 02 0 , 4221 0 , 030!1 0 , 0733 0 , 2351 
2 , 03 0 , 4164 0 , 0293 0 , 0703 0 , 2267 
2 , 04 0 , 4106 0 , 0277 0 , 0674 0 , 2183 

2 , 05 0 , 4048 0 , 0261 0 , 0645 0 , 2101 
2 , 06 0 , 3990 0 , 0247 0 , 0618 0 , 2022 
2 , 07 0 , 3931 0 , 0232 0 , 0591 о, 1942 
2 , 08 0 , 3873 0 , 02 1 9  0 , 0564 0 , 1864 
2 09 0 , 3814 0 , 0205 0 , 0539 0 , 1788 

2 , 1 0 0 , 3754 0 , 0193 0 , 0514 0 , 1 7 13 
2 , 1 1 0 , 3695 0 , 0181 0 , 0489 о , 1 640 
2 , 1 2 0 , 3635 0 , 0169 0 , 0466 о, 1569 
2 , 1 3 0 , 3574 0 , 0 1 58 0 , 0443 о ,  1500 
2 , 14 0 , 3514 0 , 0148 0 , 0420 0 , 1429 

2 , 1 5 0 , 3453 0 , 0138 0 , 0399 о ,  1362 
2 , 16 0 , 3392 0 , 0128 0 , 0378 О, 1 296 
2 , 1 7 0 , 3331 0 , 0 '1 1 9  0 , 0357 о ,  1232 
2 , 18 0 , 3269 0 , 0 1 1 0  0 , 0338 0 , 1 1 7 0  
2 , 19 0 , 3207 0 , 0102 0 , 0319 о , 1 109 

2 , 20 0 , 3145 0 , 0094 0 , 0300 о ,  1050 
2 , 21 0 , 3083 0 , 0087 0 , 0282 0 , 0993 
2 , 22 0 , 3020 0 , 0080 0 , 0266 0 , 0937 
2 , 23 0 , 2957 0 , 0074 0 , 0249 0 , 0883 
2 , 24 0 , 2894 0 , 0068 0 , 0233 0 , 0830 

1 у 1 1 

7 , 3288 0 , 397 1 
7 , 4635 0 , 3845 
7 , 6020 0 , 3723 
7 , 7448 0 , 3600 
7 , 8923 0 , 3477 

8 , 0444 0 , 3357 
8 , 2016 0 , 3240 
8 , 3639 0 , 3 1 22 
8 , 5323 0 , 3005 
8 , 7059 0 , 289 1 

8 , 8854 0 , 2778 
9 , 0725 0 , 2668 
9 , 2652 0 , 2559 
9 , 4829 0 , 245 1 
9 , 6737 0 , 2345 

9 , 8903 0 , 2242 
10 , 1 16 0 , 2140 
10 , 349 0 , 2041 
1 0 , 592 0 , 1943 
1 0 , 847 О ,  1847 

1 1 , 1 1 1  0 , 1755 
1 1 , 388 0 , 1664 
1 1 , 678 0 , 1575 
1 1 , 980 О ,  1488 
1 2 , 297 0 , 1404 

1 r 

0 , 0867 
0 , 0849 
0 , 083 1 
0 , 0813 
0 , 0795 

0 , 0778 
0 , 07 6 1  
0 , 0744 
0 , 0727 
0 , 07 1 0  

0 , 0694 
0 , 0678 
0 , 0662 
0 , 0646 
0 , 0630 

0 , 0614 
0 , 0599 
0 , 0583 
0 , 0568 
0 , 0553 

0 , 0539 
0 , 0524 
0 , 0509 
0 , 0495 
0 , 048 1 

ii родо.Jiжение 

1 м 

2 , 8143 
2 , 847 1 
2 , 8806 
2 , 9147 
2 , 9496 

2 , 9852 
3 , 0215 
3 , 0587 . 
3 , 0967 
3 , 1356 

3 , 1754 
3 , 2162 
3 , 2579 
3 , 3007 
3 , 3446 

3 , 3897 
3 , 4360 
3 , 4836 
3 , 5324 
3 , 5828 

3 , 6344 
3 , 6877 
3 , 7428 
3 , 7995 
3 , 8579 
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� 
о 

� 
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ft = 1 , 33 

л 1 't 1 1t 1 в 1 q 1 у 

2 , 25 0 , 2830 0 , 00620 0 , 0218 0 , 0780 12 , 629 
2 , 26 0 , 2766 0 , 00560 0 , 0204 0 , 0731 1 2 , 978 
2 , 27 0 , 2702 0 , 005 1 2  0 , 0190 0 , 0684 1 3 , 345 
2 , 28 0 , 2638 0 , 00465 0 , 0176 0 , 0638 13 , 732 
2 , 29 0 , 2573 0 , 00421 0 , 0163 0 , 0595 14 , 139 

2 , 30 0 , 2508 0 , 00379 0 , 01 51  0 , 0553 1 4 , 568 
2 , 31 0 , 2443 0 , 00341 0 , 0140 0 , 0512 15 , 023 
2 , 32 0 , 2377 0 , 00306 0 , 0129 0 , 0474 15 , 505 
2 , 33 0 , 23 1 1  0 , 00273 0 , 01 1 8  0 , 0437 1 6 , 014 
2 , 34 0 , 2245 0 , 00243 0 , 0108 0 , 0402 1 6 , 557 

2 , 35 0 , 2179 0 , 0021 5  0 , 0099 0 , 0369 1 7 , 136 
2 , 36 0 , 2 1 1 2  0 , 00190 0 , 0090 0 , 0337 17 , 751 
2 , 37 0 , 2045 0 , 00167 0 , 0081 0 , 0307 1 8 , 4 1 1  
2 , 38 о ,  1978 0 , 00146 0 , 0074 0 , 0278 19 , 1 1 8  
2 , 39 0 , 1910 0 , 00127 0 , 0066 0 , 0252 1 9 , 876 

2 , 40 о ,  1842 0 , 00109 0 , 0059 0 , 0226 20 , 696 
2 , 41 о ,  1774 0 , 00095 0 , 0053 0 , 0205 21 , 579 
2 , 42 0 , 1 706 0 , 00080 0 , 0047 0 , 0181 22 , 536 
2 , 43 о ,  1637 0 , 00068 0 , 0041 0 , 0160 23 , 581 
2 , 44 о , 1568 0 , 00057 0 , 0036 0 , 0141 24 , 7 19 

2 , 45 о ,  1499 0 , 00048 0 , 0032 0 , 0124 26 , 050 
2 , 46 0 , 1 429 0 , 00039 0 , 0027 0 , 0108 27 , 345 
2 , 47 0 , 1 359 0 , 00032 0 , 0024 0 , 0093 28 , 863 
2 , 48 О ,  1289 0 , 00026 0 , 0020 0 , 0079 30 , 556 
2 , 49 О ,  1219 0 , 0002 1 0 , 00 1 7  0 , 0067 32 , 459 

1 f 1 r 

о ,  1 323 0 , 0467 
о, 1 243 0 , 0453 
0 , 1 167 0 , 0439 
0 , 1092 0 , 0426 
О ,  1021 0 , 0412 

0 , 0951  0 , 0399 
0 , 0885 0 , 0385 
0 , 0821 0 , 0372 
0 , 0759 0 , 0360 
0 , 0700 0 , 0347 

0 , 0644 0 , 0334 
0 , 0590 0 , 0321 
0 , 0539 0 , 0309 
0 , 0491 0 , 0297 
0 , 0445 0 , 0285 

0 , 0402 0 , 0272 
0 , 0364 0 , 026 1 
0 , 0323 0 , 0249 
0 , 0287 0 , 0237 
0 , 0254 0 , 0225 

0 , 0223 0 , 0214 
0 , 0194 0 , 0203 
0 , 0168 0 , 0,91 
0 , 0144 0 , 0180 
0 , 0122 0 , 0169 

П родо.ажениi! 

1 м 

3 , 9185 
3 , 98 1 1  
4 , 0458 
4 , 1 1 3 1  
4 , 1828 

4 , 2551 
4 , 3304 
4 , 4086 
4 , 4903 
4 , 5756 

4 , 6647 
4 , 7578 
4 , 8557 
4 , 9586 
5 , 0665 

5 , 1807 
5 , 301 1 
5 , 4288 
5 , 5645 
5 , 7089 

5 , 8630 
6 , 0288 
6 , 2067 
6 , 3990 
6 , 6079 

� 
'tj :s: :::1 
о 

� ::ц :s: 
1;1 
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k =  1 , 3 3  

л. 1 't 1 'lt 1 е 1 
2 , 50 0 , 1 148 0 , 000163 0 , 001420 
2 , 51 0 , 1077 0 , 000126 0 , 001 169 
2 , 52 О , 1006 0 , 955 . 10- 4 0 , 000949 
2 , 53 0 , 0934 о, 710 . 10-4 0 , 000759 
2 , 54 0 , 0863 0 , 514 . 10-4 0 , 000596 

2 , 55 0 , 0791 0 , 362 . 10- 4  0 , 000457 
2 , 56 0 , 07 1 8  0 , 240 . 10-4 0 , 000342 
2 , 57 0 , 0646 0 , 160 . 10-4 0 , 000248 
2 , 58 0 , 0573 о , 986 . 1о-• 0 , 000172 
2 , 59 0 , 0499 0 , 568 . 1Q- 5  0 , 000114 

2 , 60 0 , 0426 0 , 299 . 10-5  О , 702 . 10-4 

2 , 6 1 0 , 0352 о, 139 . 10-5 0 , 394 . 10-4 
2 , 62 0 , 0278 0 , 536 . 1Q-6 о ,  193 . 10-4 
2 , 63 0 , 0204 о ,  153 . 1Q-6 О , 750 · 10-5  
2 , 64 0 , 0129 о , 243 . 10- 7  0 , 188 . 1Q-5 

2 , 65 0 , 0054 о, 728 . 10-9  О , 135 · 10-6 

2 , 657 о о о 

- ------------------ -----

q 1 у 1 1 

0 , 00503 34 , 587 0 , 01030 
0 , 00466 37 , 012 0 , 00853 
0 , 00380 36 , 796 0 , 00698 
0 , 00305 43 , 01 1  0 , 00562 
0 , 00240 46 , 774 0 , 00444 

0 , 00185 5 1 , 242 0 , 00343 
0 , 00139 56 , 629 0 , 00258 
0 , 00101 63 , 248 0 , 001 88 
0 , 00070 7 1 , 572 0 , 00132 
0 , 00047 82 , 393 0 , 00088 

0 , 00029 96 , 998 0 , 00054 
0 , 00016 1 1 7 ' 79 0 , 0003 1 

0 , 802 . 10-4 149 , 68 о ,  152 . 1 0-4 
0 , 313 . 10-4 205 , 1 7 0 , 594 . 10-4  

О , 782 · 1 0- 5 322 , 26 О , 150 • 10-4 

0 , 567 . 10-5  779 , 1 2 о ,  108 . 10-5 
о 00 о 

- -

1 r 

0 , 01580 
0 , 01480 
0 , 01370 
0 , 00373 
0 , 01 160 

0 , 01050 
0 , 00952 
0 , 00850 
0 , 00748 
0 , 00648 

0 , 00548 
0 , 00450 
0 , 00353 
0 , 00257 
0 , 00162 

0 , 00067 
о 

П родолrнсение 

1 м 

6 , 8355 
7 , 0851 
7 , 3614 
7 , 6681 
8 , 0125 

8 , 41)28 
8 , 8506 
9 , 3716 
9 , 9892 

1 0 , 7387 

1 1 , 6736 
1 2 , 8883 
1 4 , 5579 
1 7 , 0777 
21 , 5366 

33 , 3991 
00 

-.::J 
Ci.' 
1:\:) 

1:1 

� 00 
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::::: 



ПРЕДМЕТНЫй УКАЗАТЕЛЬ 
Адиабата идеальная 2 6 ,  80 
- ударная 79 
Аналогия электро-гидродинамиче-

ская 403 , 41 3 
Аппарат входной (направляющий) 

457,  458 
- выходной (спрямляющий) 457 ,  

458 
- промежуточный 457 ,  458 
- сопловой 458 

Бернулли уравнение 2 3  и д. 
Венец лопаточный 457 
- - активный 601 
- - диагональный 463 

- диффузорный 601 
- конический 463 
- конфузорный 601 
- осевой 463 
- осе-радиальный 463 
- постоянного радиуса 461 
- радиально-осевой 463 
- центробежный 461 
- центростремительный 461 
- цилиндрический 463 

Вентилятор 457 
Ветряк 457 
Вихрь идеальный 363 

одиночный 53 
- плоский изолированный 55 
- П-образный 373 
- соединённый 372 
- скорости 49 
- - в полярных координатах 51 
- точечный изолированный 5 5  
Влияние вязкости на обтекание кры

лового профиля 377 и д . 
Вогнутость профиля относительная 

345 
Воздуходувка 457 
Волна детонационная 1 66 и д .  

разрежения 72 
сжатия (ударная) 71 и д .  

- - прямая 76 

Волна сжатия сильная 71 , 15 
- - слабая 71 , 74 
Втулка венца 457 
Вынос решётки 346 
Высота скоростная 25 
Вязкость 377 и д .  

Гидравлика газовая 7 
Горение в газах 1 66 и д .  
Густота решётки 347 
- - кольцевой 596 

Давление полное 28 
- статическое 28 
Д вигатель воздушно-реактивный 

661 и д .  
- - - прямоточный 6 7 1  и д.  
- - - - идеальный 6 7 2  и д .  
- турбо-реактивный 6 8 5  и д .  
Д вижение с м .  Течение . 
Детонация 1 66 и д .  
Диссоциация термическая 1 70 
Диффузия примесей в струе 2 6 5  
- тепла в струе 263 
Диффузор 40 
- эквивалентный прямой 41 7 
Длина трубы приведённая 1 3 6  
Дуга профиля осевая 344 

�уковского сила 353, 354 
- теорема 349 и д . , 353,  3 5 5 ,  

357,  3 6 0  
�уковского-Чаплыгина постулат 

362 

Задача аэродинамики обратная 595 - - прямая 595 
Закрутка потока 466 
Запирание трубы 225 

Изменение скорости вдоль оси струи 
253 и д .  

Изотаха 251 
Импульс удельный 672 
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Камера сгорания 685 и д.  
- - форсажная 702 
- смешения эжентора 307,  32 6  

и д . 
Качество !{рыла 368 
- - обратное 368 
Колесо рабочес 4!7 и д .  
- - активное 51 9 ,  528 
- - реактивное 528 
Количество движения секундное 35 
Коl\шрессор идеальный 32 
Концентрация избыточная приые-

сей в струе 265 
Конфузор 1 0 7  
Коэффициент вязкости 1 34,  1 98 

давления 2 9  
- живого сечения форсунки 65 
- изоэнтропичности 489 
- - рабочего колеса I{Ol\шpeccopa 

5 1 3  и д.  
- - - - турбины 585 
- - ступени компрессора 509 

и д. 
- - - общий 513 и д .  
- - турбины 521 , 580 

- мощности турбины 532 
- напора 51 0 
- неравномерности поля скоростей 

334 
- подъёмной силы 367 
- полезного действия адиабатичс-

сюrй ступени ноl\шрессора 508 
и д. 

- - турбины 521 
- диффузора 41 8 

- - решетни диффузорной 41 9 
- - - нонфузорной 420 
полного давления 2 9  
полноты сгорания 675 
потери скорости в воздушно-реак-

тивном двигателе 676 
- самоиндукции крыла 375 
- скорости 22 , 471 и д. 
-- сопротивления давления 379 

индуктивного 376 
лобового 367 

- профильнога 379 , 384 
- трения 380 
- формы 380 
трения пластины 380 
эжекции 31 3 ,  323 ,  340 

Кривизна относительная профиля 
345 

Кризис тепловой 1 45 ,  1 71 
Критерий подобия для газовых тече

ний 21 , 22 

Линия тона 7 

Метод элсктро-гидродинамической 
аналогии 403 , 4 1 3  

Мощность свободная 668 

Наложение течений 57 
Напор относительный 51 0 
- скоростной 2 5  
Н апряжение трения 1 98 
Н асадок пнеnматичесний 30 
- - в сверхэвуновом потоне 9 8  
Н асос 4 5 7  
Нормаль 61 6 

Обтенание внешнего тупого угла 
1 0 8  и д .  

nыпуrшой нривой 1 2 4 и д .  
нлина сверхзвуковое 94 
нонуса сверхзвуковое 96 
плоской стенки 1 2 2  и д. 
профиля бесциркуляционное 360 
- дозвуковое 389 и д.  
- сверхэвуновое 395 и д.  
- чисто циркуляционное 361 
решётки активное 408 
- бесциркуляционное 364 

диффузорнос 407 
дозвуковое 432 и д. 
докритическое 438 
жидкостью идеальной несжи

мае�юй 402 и д . 
- вязкой 41 6 
занритическос 438 

- конфузорнос 408 
- сверхэвуновое 449 и д . 
- чисто цирнуляционное 365 
тела с острой кроl\ШОЙ 56 

Ось решётни 345 
Отнлонение относительное 431 
Отрыв пограничного слоя 5 6 ,  378 

Параметр геометрический эжектора 
31 6 

План скоростей рабочего нолеса 497 
Пластинка эквивалентная 371  
Плосr{ость насательная 466 
- меридиональная 466 
- радиальная 466 
- треугольшша скорости 468 
Плотность тона 9 
Поверхность тона 7 
Подогрев газа 1 41 и д. 
- критический 1 44 
- струи 266 и д .  
Поле скоростей 4 6  
- - плоского изолированного вих

ря 55 
Полюс струи 243 
Постулат Жуrювсного-Чаплыгипа 

362 
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Профилирование элементарного вен
ца 594 и д .  

Профиль теоретический 3 7 2  
Процесс идеально адиабатический 

2 7 ,  43 , 7 9  
ивабарический 2 6  
иватермический 1 4 ,  2 6  
ивохорический 2 6 
ивоэнтропический 1 1 3  
необратимый 44 
обратимый 44 
политропический 2 7  

Пульсация скорости 249 
Путь смешения 205 , 248 
Пучок характеристик 1 1 1  

Работа деформации 1 8  
- критическая беврав:мерная 588 
- проталкивания 1 8  
Равмах относительный крыла 375 
Расход идеальный критический 432 
- :местный бевравмерный 506 
Расширение в косом среве 448 
Режим критический 2 1 , 1 02 
- нерасчётный 666 и д .  
- обтекания профиля докрити-

ческий 389 
- вакритический 389 

- решётки активный 408 
- - диффузорный 407 
- - конфузорный 408 
- - номинальный 42 9 
перерасширения 670 - расчётный 1 05 

Решетка профилей 345 
активная 358, 408 
диффуворная 358, 405 , 41 5 
конфузорная 3 5 7 ,  405 , 41 5 
круговая 345 
прямолинейная 345 

эквивалентная пластин 4 1 2  - цилиндров 41 4 
элементарная кольцевая 595 

Сечение живое струи на выходе из 
форсунки 65 

- струи nереходное 243 
Сила Жуковского циркуляционная 

353,  354 
лобового сопротивления 357 
осевая добавочная 353 

- nодъёмная 3 5 7  
- реактивная 6 6 1  и д . , 7 0 4  и д .  
Система координат натуральная 6 1 5  
Скачок уплотнения 71 , 7 6 ,  207 
- - косой 83 и д .  
- - прямой 7 1  и д. 
Скорость абсолютная 466 и д. 

Скорость :звука 20 , 75  
истечения 31 
критическая 21 , 221 
- относительная 466 и д . 
- частичная 86 
nотока средняя по площади 255'  
- - по расходу 256 
р аспространения горения 1 73 

- предельная (максимальная) дви-
жения газа 1 8  и д .  

- скоса потока 374 
- эквивалентная 66 
Сложение потоков идеальной жид-

кости 5 7  
Слой пограничный 1 98 и д .  
- - ламинарный 203 , 382 
- - турбулентный 204, 382 
Сопло геометрическое (Лаваля) 1 01 , 

1 53 ,  1 63 
механическое 1 53 ,  1 54 
полутеnловое 1 63 
nростое 1 0 7  
расходное 1 53 
с :косым срезом 1 2 6  и д.  
тепловое 1 53 ,  1 57 , 1 71 

Сопротивление волновое 2 9  
давления 379 
диффузора 290 и д. 
индуктивное 3 7 6  
лобовое 357 
nрофильное 379,  384 
соnла 283 и д . 
тепловое 1 43 ,  1 58 
трения 379 
формы 380 

Срыв сверхвнукового потока 1 2 4  
- струй 56 
Степень повышения давления в ком

nрессоре 3 3 ,  686 
- nолного давления 459 

- пониженин давления в турбине 33 
- реактивности колеса компрессо-

ра 51 8 
- - - турбины 5 2 7  
- - ступени компрессора 51 8 
- уменьшения nолного давления 

458 
- уширения диффувора 31 2 
Струйка элементарная (единичная)· 

7 и д . 
Струя горячего газа 266 и д.  
- двухфазная (с  тяжёлыми nриме-

сями) 2 7 7  и д .  
- свободная турбулентная 241 и д.  
Ступень н:омпрессора 534 и д.  
- - эталонная 500 
- турбины 573 и д. 
- турбомашины 4 5 7 ,  464 
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Температура :критичес:кая 2 1  - торможения 1 4  
- - частичного 86 
Теорема Жуковского 349 и д.,  353,  

3 5 5 ,  357,  360 
Теплоём:кость 1 1  
Тешюперепад р асполагаемый 532 
- - относительный 532 
Теплосодержание 1 2  
- полное 1 4  
Течение адиабатичес:кое с трением 

1 30 и д . 
- безвихревое 49 
- - цир:куляционное 5 5  

вихревое 4 9  
- дозву:ковое 2 1  
- одномерное 1 30 и д .  
- сверхзву:ковое 2 1  
Толщина вытеснения 203 
- потеуи импульса 203 
-- профиля относительная 345 
Торможение идеальное 2 7  
Точка раздела струй (передняя :кри

тическая точка) 360 
- сдияния струи (задняя :критиче-

ская точка) 360 
Трение в трубе 1 30 и д. 
Треугольни:к е�шрости 468 - - оптимальный 544 
Турбина 457 
- активная 459 
- давления 459 
- идеальная 32 
- скорости 459 
Турбомашина диагонадьная 460 

:комбинированная 460 , 461 - многоступенчатая 457 
- одноступенчатая 45 7 
- радиальная 460 
Тяга реа:ктивная 661 и д. 

Угол ата:ки 348 
аэродинамический 370 
входной (угол нате:кания) 348 
- относительный 431 

входа 348 
выхода 348 
заострения nрофиля 345 
изгиба nрофиля решёт:ки 347 

- нулевой подъёмной силы 361 
- отставания 41 1 ,  ' 607 
- расnространения слабых возму-

щений 91 
- схода (угол отставания) nо

тока 348 

Угол установочный nрофиля в решёт-
:ке 346, 348 

Удлинение :крыла 375 
Уравнение Бернулли 24 
- :количества движения (nервое 

уравнение Эйлера) 35 
- моментов :количества движения 

(второе уравнение Эйлера) 42 
неразрывности 7 
состояния газа 1 1  
теnлосодержания 1 2  
Эйлера в теории турбомашин 498 
энергии 9 и д. 
- в nокоящемся газе 1 8  

Ус вихревой 374 
Условия обращения воздействия 1 52 
- отсутствия вихрей 5 1  
Участо:к струи начальный 2 4 3  
- - основной 2 43 

Факел горения 2 7 5  
Формула Сатерленда 1 98 
Форсун:ка центробежная 63 и д.  
Фронт решётни 345 
Функции газодинамичесние 1 81 и д. 

Характеристи:ка сверхзвукового по-
тока 91 

- эжектора 322 
Хорда аэродина�mчесная 371 

- в решётне 412 
внешняя 345 

- внутренняя 344 
- нриволинейная 596 

Цеnочна точечных вихрей 5 7  и д . 
Цирнуляция с:корости 46 , 53 

Часть симметричная данного про
филя 344 

Число М 20,  471 и д. 
:критическое 389 

- R 1 34 ,  2 03 
- - критическое 204 

Шаг решёши 346 
аэродинамический 439 - - кольцевой 596 

- - относительный ; 346 

Эжектор газовый 39, 305 и д .  
- идеальный 337 
Эйлера уравнение в теории турба

машин 498 
Энталъпия газа 1 2  
Энтрошш 2 7 ,  4 2  и д .  



Опечатки 
Стра- Строка Напечатано Должно быть ниц а 
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582 Формула 
( 1 1 1 )  

1+
k-1 � _1_ � k+ 1 ai нp 1-К a� RP 
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