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ПРЕДИСЛОВИЕ 
Нахождение аналитических выражений для фундаменталь

ных функций (решений) почти для всех классических диффе
ренциальных операторов математической физики следует счптать 
одним из наиболее существенных достижений математшш. Оно 
достигалось благодаря усилиям многих поколений математиков 
и объясняется в первую очередь возможностью представления 
с помощью фундаментальных функций решения дифференциаль
ных уравнений в интегральной форме, которая дает возможность 
исследования существования и единственности решения гранич
ных задач. 

Особо следует отиетить, что фундаментальные функции ); 
настоящее время находят широкое применевне и в приближен
ных решениях уравнений математической физики. Фундамен
тальные функции являются основой успешно развиваемого в по
следнее время метода граничных интегральных уравнений:. В си
лу определенного физического смысла фундаментальных функ
ций, решения граничных задач по системам из фундаментальных 
функций дают ответы па многие практически важные обратные 
задачи науки и техники. 

Учитывая вышесказанное, следует признать, что отсутствие 
справочного пособия по фунДаментальным функциям как в оте
чественной, так и в мировой литературе затрудняет исследование 
и решение многих актуальных задач. 

Предлагаемая монография является расширенным изданием 
работы автора <<Решение граничных задач методом разложения 
по неортогональным функцияМ>> (М. ,  Наука, 1 978) , в которой 
были собраны фунда:ментальные функции и изложены новые 
методы решения rранпчных задач на их основе. 

В книге изложены главным образом результаты, полученные 
в последние rоды грузинскими математиками. Вычислительные 
аспекты излагаемого метода разработаны в Институте вычисли
тельной математики им. Н .  И .  Мусхелишвили под руководством 
В. Д. Rупрадзе и в Институте геофизики АН Грузинской ССР. 

В rлаве I дается общее описание методов приближенного 
решения граничных задач с IIомощью разложения по фундамен
тальным решениям. Здесь же изучена асимптотика детерминан
тов Грама определенным образом сгруппированных фундамен
тальных функций и рассмотрены трудности численной реализации 
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предлатаемых приближенных методов решения rраничных ::sадач. 
Идейно изложенные здесь методы близки к методам rраничных 
интеrральных уравнений, получивших в последнее время широ
кое применение при решении сложнейших практических задач. 
Однако в методе rраничных интегральных уравнений последние 
рассматриваются, как правило, на основной поверхности rранич
ной задачи. Это приводит к интеrральным уравнениям 2-ro рода, 
обладающим с точки зрения устойчивости расчетных схем суще
ственными преимуществами перед интеrральными уравнениями 
1-ro рода, но при этом ядро интеrральноrо уравнения становится 
сингулярным. Последнее обстоятельство, со своей стороны, соз
дает дополнительные трудности, в том числе и в деле анализа 
решения вблизи rраницы. Как показали результаты многочислен
ных вычислительных экспериментов, удачное приближение по
верхности, на которой рассматриваются интегральные уравнения, 
к основной поверхности rраничной задачи существенно опреде
ляет успех в деле практической реализации решения задач ма
тематической физики. Здесь существует аналогия с задачей оп
тимального выбора nараметра регуляризации при решении не
корректных задач. 

В главе II собраны фундаментальные решения почти всех 
классических линейных уравнений математической физики, до
пускающие явное аналитическое представление. 

Глава III поовящена rраничным задачам для плоского и про
странственноrо уравнения Лапласа, которые в математической 
литературе всегда рассматривались как модельные задачи мате
матической физики. Поэтому и в настоящей публикации этим за
дачам уделено большое внимание. Желающие поскорее ознако
миться с приближенным решением rраничных задач теории по
тенциала могут после введения сразу перейти к главе III. 

В rлаве IV излаrают.ся nриближенные методы решения гра
ничных задач статической теории упругости. 

В настоящей монографии впервые изложен приближенный 
метод решения rраничных задач с помощью фундаментальных 
решений. Книга рассчитана на представителей прикладных наук 
и практиков-.вычислителей, которым приходптся решать rранич
ные задачи. Автор стремился также акцентировать внимание на 
некоторых перешеиных вопросах. С этой точки зрения книга 
представляет интерес для математиков - аспирантов и студентов 
старших курсов соответствующих специальностей. 

В работе по созданию соответствующих алгоритмов и про
rрюiм принимали участие Д. В. Гогиашвили, М. С. 3акрадзе, 
Н. Л. Лекишвили, R. В. Пертал, R. Н. Самсония и Г. С. Си
лаrадзе. 

М. А. A.ttencuдae 



ВВЕДЕНИЕ 
В общем виде граничную задачу для уравнений математпчэ

с:кой физи:ки можно сформулировать следующим образом . Пусть 
в п-мерном евкли;:�.овом пространстве Rn (:координаты точен кото
рого могут содержать временную персменную) многомерная мно
госвязная область G ограничена (гипер ) поверхностью Г. В об
ласти G определено некоторое дифференциальное уравнение в 
частных провзводных 

Lu (x)= f (x), х Е G, ( 1) 

где L =(LI, . . . , Lm)- линейный векторный дифференциальный 
оператор, и ( х ) и f( х ) - элементы не:которых векторных функ
циональных пространств R 1 ( G)  и R2 ( G )  соответственно. Пусть 
на поверхности Г определен оператор l соотношением 

lu ( х ) 1 г = ф (у) , у Е Г, ( 2 )  

где ф (у)- элемент векторного функционального пространст
ва Rз(Г). 

Поверхность Г может содержать отдельные незамкнутые по
верхности, бесконечно удаленную точку ( внешние граничные 
задачи) ,  поверхности, являющиеся геометрическим местом внут
ренних точен области G - внутренними границами (контактные 
гра'Ничные задачи ) и т .  п. Поверхность Г может не охватывать 
всю границу области (например, для некоторых случаев наличия 
персменных по вре:мени ) .  

Как правило, определить u(x) из уравнений ( 1 ) ,  ( 2 )  при за
данных правых частях f(x) и ф(у) в элементарных функциях 
не удается, и для решения граничной задачи ( 1) ,  ( 2) следует 
применять приближенные методы. Одним из таких методов яв
ляется метод разложения по неортогональным функциям. Основ
ная идея приближенного решения граничных задач ( 1 ) , ( 2) ме
тодом разложения в конечный ряд по системе функций { 'Фk (x)�= l. 
'Фk Е R1} состоит в замене пространства Rt(G)1) его конечномер
ным подпространством RN ( G)- линейной оболочкой системы 

1) Часто в качесrве фующиональnых nространств R1(G) и R2(G) для 
дифференциальных уравnенпi! второго порядка берется пространство Со-

болева W� (G). 
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функций <'l'k (x)}:=l· Приближенное решение ин (х ) ищется в ви
де ряда 

(3) 

коэффициенты разложения a�N> находятся путем минимизации: 
фующионала 

1 1 LuN (х) - f (х) llн (G) + KN llluN (у)- 'Ф (у) !!н (Г)• (4) 2 3 
где постоянная KN показывает, с каким «весом» должны удов
летворяться граничные условия. На ирантине она сущестsенно 
влияет на приближенное решение. Если нас интересует решение 
вблизи границы Г, то в этом случае надо стараться возможно 
лучше аппронсимировать граничное условие и, следовательно, 
взять для KN большое значение. Если же нас интересует реше
ние вдали от границы Г или же производпая решения (а  не са
мо значение решения) , то в этом случае надо стараться нан 
можно лучше аппронсимировать дифференциальное уравнение и, 
следовательно, взять для KN малое значение (ири тождественном 
операторе l оптимальное в иенотором смысле значение для KN 
довольно велико [44] и зависит от выбора и размерности под
пространства R<н> ( G)). Выберем в функциональных пространст
вах R2 ( G) и Rз (Г} соответственно тотальные 2} линейные систе
мы {ro;} и {W1} (j = 1 ,  2, . . .  ) фуннционалов. Коэффициенты ah<N> 
можно получить путем решения линейной системы 

или 

N 

A;ro; [LuN (х) - f(x)] + B;W; [luN (у)- '\J (у)]= О, ( 5): 

� а�"'> {A;ro; [L'Фk (x)J + B;W; [l'i'k (y)J} = 
k=l 

= A;ro; [/ (x)J + B;W; ['\J (y)J, j = 1, . . .  , N1, N1?;::. N, (6) 
где А; и В1- (неотрицательные) весовые множители. 

При R2(G) = L2(G) и Rз(Г)= L2(Г) этот метод приближен
ного решения граничных задач совпадает с методом наименьших 
:к,вадратов [44] . 

Весьма важным иреимуществом метода наименьших квадра
тов в виде (4} или (5 )  является то, что элементы 'IJ,.(x) не обя
заны удовлетворять граничным условиям (2 ) . Существенным не
достат,ном этого метода надо считать то обстоятельство, что мат
рица линейной системы для определения коэффициентов а" <N> 
имеет числа обусловленности, равные приблизительно квадрату 
числа обусловленности соответствующей матрицы в методе Га-

2) Система функцианалов оо; (j = 1, 2, . . .  ) называется тотальпой в 
пространстве R, если для любоrо а. Е R из условий ю;(а.) =О (j = 1, 2, . . .  ) 
следует а. = О. 
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леркина. Менее существенно то обстоятельство, что элементы 
'Ф�о ( х)  в ( 4) или ( 5) должны быть элементами пространства Со-

2 о 1 болева w2 (G) , тогда как в методе Галеркипа 3 ) 'Фk (х) Е w2 (G) , 
о 1 где W 2 - совокупность функций W� (G), удовлетворяющих од-

нородным граничным условиям (2) (при 'Ф(у)== 0) . 
В общем случае при произвольном граничном операторе l 

встает очень трудный вопрос об оптимальном выборе в ( 4) по
стоянной KN. Помимо того, и вычислительный процесс миними
зации функцианала ( 4) , состоящего из двух слагаемых, значи
тельно труднее, чем минимизация отдельно каждого из этих 
слагаемых. 

Учитывая эти трудности и то обстоятельство, что неоднород
ная граничная задача ( 1 ) , (2) легко сводится либо к граничной 
задаче с однородными граничными условиями и неоднородным 
уравнением 

Lu (x) =· f (x ) , xeG, lu(x) lг = О, ( 7 )  

либо к граничной задаче с неоднородными граничными условия
ми и однородным уравнением 

Lu (x) =·O, xeG, lu(x)lг = 'Ф(y), (8)  

вместо граничной задачи ( 1 ) , (2 )  решают одну из граничных 
задач ( 7 ) , ( 8 ) . 

Вариационные методы, ·как правило, излагаются для прибли
женного решения граничной задачи (7 ) 4) .  Решение здесь также 
ищется в виде 

N 
и� (х) = � ЪkN>'Фk (х) ,  (9) 

k=1 

З ) Заметим, что в [110] метод наименьших квадратов формулируется 
лишь для уравнения ( 1) nредположительно, что однородные граничные ус
ловия (2) (nри 'ljJ(y) ==О) выполняются автоматически для выбранной си-
стемы {'Фk (x)}k'=1. В этом случае JIИнейная система для вычисления коэф
фициентов равложеюш имеет вид 

N 
� ьk_N> (LI}Jk• LI}Jj) = (f,LI}Jj)• j = 1, . . . , N. k=1 

4 ) Более того, в том случае, когда естественная nостановка задачи пои
водит к граничной задаче ( 8), стараются ее свести к задаче (7), что иногда 
nриводит к изменению граничных условий. Так. наnример, растяжение nря
моугольной пластины nри растягивающем усилии сводится к граничной 
задаче для однородного бигармонического уравнения [46, с. 171; 69, с. 306] 
Ми = О nри неоднородных граничных условиях, содержащих вторые nро
ивводные искомой функции. Путем введения вспомогательной функции ио, 
удовлетворяющей граничным условиям, нахождение функции и = и0 + и1 
сводится к нахождению новой функции щ, которая уже удовлетворяет не
однородному бигармоническому уравнению (с nравой частью- 6.6.и0) с од
нородными граничными условиями, содержащими значения и1 и ее нор
мальной nроивводной. 
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где 'ФА(х)- элементы линейной оболочки системы {'Фk(х)}k'=н 
каждая функция которой удовлетворяет граничному условию 
задачи ( 7 )  

l'Ф11(х) lr = О, k = 1 ,  .. . , N, ( 10)  

а коэффициенты hkN> находятел путем минимизации функ� 
ционала 

(111 
В случае, когда R2 ( G) лвллетсл энергетическим пространст

вом, для нахождения коэффициентов bkN> получаем систему 
N 
� (N) � bk ['Фk (х), 'Фi (х)] = (! (х), 'Фi (х)), k=l 

(12) 

где справа стоит обычное скалярное произведение, а слева, 
в квадратных скобках скалярное произведение в соответствую
щем энергетическом пространстве. 

В общем случае коэффициенты b�N) находятел из системы 
N 
� ь<N> � k roi ['Фk (х)] = roi [f (х)] . k=j 

(13) 

Встает естественный вопрос: почему большинство вариацион
ных методов излагается длл граничной задачи ( 7 ) , а не гранич
ной задачи (8)? Дело в том, что если в качестве системы 
{'Фk(.:r)}�l взять систему функциi'I {ro(x)<pk(.:r)}k':1, где 
{с:рk(х)}�1-полная система в G, а фующпя ro(x) с непрерыв
нымп производными удовлетворяет условиям 

ro(x)> О, 
lro(x)c:p11(x) lr = О , 

X EG, 
k = 1, 2, . . .  , 

то можно показать длл некоторых частных случаев, что система 
{ro(x)c:pA(x)} полна. При тождественном операторе l(Zro = ro) 
функцпл ro длл круга и выпуклого многоугольника выписывает
ся явно, что дает возможность заботиться лишь об удовлетворе
нии основного уравнения Lu = j, не учитывая граничных усло
вий, которые удовлетворяются автоматичесв:и (следует заметить, 
что для произвольных областей подбор функции ro - трудная 
задача). 

Идея поменять ролями основное уравнение и граничные ус
ловия, т. е. заботиться об удовлетворении граничных условий, не 
учитывая при этом основное уравнение. весьма заманчива по 
многим причинам (некоторые из них перечислены ниже во вве
дении). Однако при этом надо иметь систему функций { 'Ф11 ( х)}, 
обладающую следующими свойствами: 
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а) каждая функция 'Ф�<(.х) должна удовлетворять однородно
му уравнению L'Фп ( .х) = О; 

б) система функций {l'Фл(У)} должна быть линейно независи
ма и полна в R3 (Г ) . 

Насколько известно, только в плоской и трехмерной внутрен
ней граничной задаче Дирихле для уравнения Лапласа система 
гармонических полиномов удовлетворяет перечисленным требо
ваниям (для внешних граничных задач они уже непригодны, так 
как на бесконечности они не определены). Этим свойством гар
монических полиномов широко пользовалисЪ как при решении 
граничных задач [69], так и при приближенном построении коil:
формно отображающих фун-кций. В работах [84, 85] ,  по-видимо
му, впервые указаны такие системы для внутренних и внешних 
граничных задач уравнений Лапласа и статической теории упру
гости, созданные на основе определенным образом сконструиро
ванных фундаментальных решений. Основная идея этпх работ 
переносится и на другие граничные задачи, приведеиные во вто
рой главе. При их решении изложенными в данной монографии 
методами падо стремиться удовлетворить лишь граничным усло
виям (не забот ясъ об удовлетворении основному уравнению) . 
Это основная отличительная черта изложенных методов по срав
нению с традиционными вариационными методами. 

Приведем линейные системы алгебраических уравнений для 
определения коэффициентов разложения ЬiN>, соответствующих 
различным приближенным методам. По аналогии с нимп будут 
получены линейные системы для решений задачи (8 )  с помощью 
разложения по фундаментальным решениям. 

а) М е т о д Р и т ц а. Система для нахождения коэффициентов 
имеет вид ( 12) и в силу определения энергетического скалярно
го произведения может быть записана следующим образом: 

N � ь<,:> (L'Фh· '1\Jj) = (!, 'Фj), j = 1, . . . , N.  (14) k=l 
б) М е т о д н а и м е н ъ ш и х к в а д р а т о в. Для граничной 

задачи ( 7 )  коэффициенты разложения находятся из системы {6). 
в) Ме т о д  м о м е н т о в  [113]. Пусть В - линейный опера

тор, область определения которого D (В) совпадает с областью 
определения D (L) оператора L. Коэффициенты приближенного 
решения 

находятся иа .пивейвой системы 
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или 
N 
� b�N> (L'/Jп, B'/Jj) = (f, B'/Jj), j= 1, ... , N. (15) 

h=l 

Для сходимости метода моментов, кроме обычных условий, от 
оператора В требуется, чтобы оператор В-1 был ограничен, 
а оператор (L- В) В-1 - вполне непрерывен. Ясно, что если в 
качестве системы {'1\Jл} взять систему собственных функций опе
ратора В, то, сокращая обе части (15) на собственные значения 
J.t; оператора В (B'/'i = J.t;'I\J;) , получаем спетему ( 14), соответству
ющую методу Ритца. 

г) М е т о д о р т о г о н а л ь н ы х п р о е к ц и й. Пусть R1(G) 
гильбертово пространство реrпений уравнения 

Lu = f. ( 1 6 )  

Предпо:южим, что реrпение и восстанавливается по реrпению 
вспо�шгательного уравнения (более простого вида) 

Bv = /, ( 17) 
где v е Н ( G ) , Н ( G ) - другое гильбертоно пространство, В - не
который линейный оператор в Н. Обозначим через H2 (G )  (ли
нейное ) множество реrпений однородного уравнения 

Bv = О, (18) 
расrпиренное его предельными элементами, а через Н 1 ( G) - ор
тогональное ему подпространство реrпений v уравнения ( 17) . 

Пусть V- какое-либо реrпение уравнения ( 17). Тогда разность 
ro = V - v есть элемент пространства Hz ( G), ибо Bro = BV

- Bv = О . Из равенства V =· v + ro следует, что v есть ортого
нальная проекция элемента V на подпространство Н1 ( G) , а ro -
ортогональная проекция V на Hz ( G ) . Поэтому, взяв в простран
ствах Н1 ( G) и H2( G) полные системы {срл} и {'/Jk} ,  можно найти 

00 
коэффициенты разложения V = � Ьпсрп, минимизируя выражение 

h=l 

или коэффициенты 

ражение 

(19) 

00 
разложения ro = �сп '/'п. минимизируя вы

h=l 

(20) 

а затем определить v из выражения 
00 

v = V- ffi = V- � Сп'/'п• 
h=l 
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Известно, что нахождение элемента v равносильно следую
щей вариационной задаче: найти решение уравнения ( 17), име
ющее наименьшую норму. Следовательно, для нахождения v 
можно воспользоваться минимизацией функцианала 

I IBv- jl l + allv ll , (21) 
(где а- так называемый параметр регуляризации [ 151]), кото
рая приво;::t;ит к устойчивым схемам счета. Представляет опреде
ленный интерес использование функцианала ( 21) при численной 
реализации метода ортогональных проекций. 

д) М е т о д Т р е ф т ц а. В этом методе по существу решается 
граничная задача ( 8 ) . На решениях однородного уравнения 
Lu = О строится функционал <р (и) , минимум которого достигает
ся на решении рассматриваемой граничной задачи. Для уравне
ния Лапласа такой функционал имеет вид 

<р (и) = \ (grad u)2dv, (22) 
а 

и для нахождения I\оэффициентов разложения CkN> приближен
ного решения 

N UN = � CkN)�'k• 
k=l 

где { Ф�} - система гармонических функций, решается система 
уравненпй 

N � CkN) ( фk, д:� ) = ( 1\J, 
д:�), j = 1, ... , N, (23) 

k=l 
где д/ дп - производпая по внешней нормали, а скалярные про
изведения в (23) определяются на поверхности Г. 

е ) М е т о д к о л л о к а ц и и. Линейная система для определе-
ния коэффициентов b�N) разложения В ЭТОМ Методе определяется 
из ( 13), если пре;:�;поJiожить, что функцианалы ffi; выбраны из 
условия 

ffi; [f(x)] =· f(x;) , 
где f ( х ) - произвольпая функция из R2 ( G) , а х; - узлы колло
кации. Ясно, что если они выбраны всюду плотно на G, то  систе-
ма {ffij}k=t тотальна в пространстве C(G )  всех непрерывных на G 
функций. Система ( 13) для этого случая примет вид 

N 
� bkN)1\Jk (х;) = f (xj}· k=l 

Получим аналоги приведеиных выше линейных систем урав
нений для случая граничнэй задачи (8 ) . В первом способе 
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решение также ищется в виде ряда 

N 
UN (х) = � CkN)'Фk (х) , 

k=l 
(24) 

где 'Ф�< (х ) - элементы линейной оболочки системы {'Ф11(х)}k'::1, 
каждая функция которой удовлетворяет основному однородному 
уравнению граничной задачи ( 8 )  

L'Ф�t(X) = о , XEG, 

а коэффициенты CkN) 11шнпмизируют функционал 

и находятся как решения линейной систе:ны уравнений 
N 

(25) 

� ckN>wj [l'Фп (y)J = wj fФ (y)J . (27) 
k=l 

Вышrшем системы линейных уравнений для нахождения ко
эффициентов разложения приближенного решения (24) с по
мощью аналогов (мы их будем называть граничнымп аналогами) 
перечисленных выше известных вариационных методов . 

а )  Г р а н и ч н ы й а н а л о г м е т о д а Р и т ц а. Аналог си
стемы ( 14 )  имеет вид 

j= 1 , . . . , N (28) 

(здесь и всюду в дальнейшем скалярные произведения определе
ны на поверхности Г ) . Граничный оператор l в этом методе дол
жен быть положителен, а система { 'Ф�<} - линейно независима и 
полна по энергии, т . е. для любой функции 'Ф и е > О найдутся 
такие коэффициенты CG�t (k = 1, . . .  , N) , что норма по энергии 
разности будет меньше е: 

При тождественном операторе l система (28) принимает вид 

N 
� CkN) ('1\'п, '\jJ;) = ('\jJ, 'IJ;) j= 1 , ... , N, (29) 

k=:l 

который дает обычные коэффициенты наилучшего в Lz(Г) раз
ложения функции 'Ф по системе {-ф,.}. 
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б ) М е т о д н а и м е н ь ш и х  к в а д р а т о в. Аналог системы 
(6) имеет вид N 

� c�N> ( l'IJk, l\j)j) = ('IJ, l\j)j), j = 1 , ... , N. (30) 
k=l 

Оператор l в этом методе должен и меть ограниченный о брат
ный оператор z-1

, а система {'IJя} должна быть l-полной , т. е. для 
любой функции 'Ф и е > О должны существовать такие постоян
ные СGя и такое число N, что \\ l\j) - i; CGkl'/Jk 11 < е. k=t L2(Г) 
При т ождественном операторе l (граничные задачи типа Дирих
ле ) система ( 30)  совпадает  с системой ( 29 ) .  

в )  Ме т о д м о м е н т о в. Аналог системы (15 ) имеет вид N 
� c�N> (lфk , B'IJi) = (\jJ ,  Вфj) , (31) 
k=l 

где вспомогательный оператор В должен  удовлетворять следую
щим условиям: оператор В-1 ограничен,  а оператор (l- В')В-1 
вполне непрерывен. В граничном аналоге метода моментов инте
ресно выяс нить для конкретных граничных задач, какие опера
торы обеспечивают сходимость и в чем иреимущество использ о
вания вспомогательного оператора В по сравне нию с другими 
вариационными методами. 

г )  М е т о д о р т о г о н а л ь н ы х п р о е к ц и й. Как правило, 
этот метод излагается для уравнения Лапласа L = 11 = divgrad 
и в каче стве оператора В берется div. Представляет  интерес по
с троение оператора В для граничного оператора l и выяснение 
вопроса ,  каков вьшгрыш от его введения. 

д )  М е т о д Т р е ф  т ц а. Как уже было сказано ,  метод Трефт
ца требует построения функцианалов <р (и)  и решения однород
ного уравнения Lu = О . Такие функцианалы построены [ 1 10 ] , 
кроме уравне ния Л апласа, и для других уравнений ( например,  
для бигармонического ) .  Интересно было бы применить для них 
метод фундаментальных решений (для бигармониче ского уравне
ния они приведены в § 2 .10 гл. II ) .  

е )  М е т о д к о л л о к а ц и и .  Система линейных уравнений для 
нахождения коэффищиентов CkN> получается из ( 27): 

(32) 

где у; - узлы коллокации на поверхности Г. 
Численные эксперименты показали, что при одном и том же 

N матрица системы ( 32 ) при равномерном расположении на Г 
узлов коллокации Yi значительно лучше обусловлена, чем матри-
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ца А системы метода наименьших квадратов (30 ) .  Для детерми. 
ванта !А 1 имеет место асимптотическо е  соотношение 5) 

о< IAI � O(N-N) , 

тогда как для детерминанта 1 А '1 матрицы ( 32 )  удается докамтъ 
лишь соотнош ени е  

IA'I � O (cN12) , 

где с - не зависящая от N постоянная ( см. § 1 .3 гл. I) и для 
век оторого расположения узлов к оллокации может оказать
ся IA'I = О . 

Второй способ решения граничных задач с помощью раз.'!оже
ния по фундаментальным решениям основан на интегральных 
тождествах для реш ения граничной задачи  ( 8 )  

f' 
и (х) = F (х) + J v (у) К (х, у) dSy , х Е G,  (33) 

\ v (у) К (z , у) dSy = F (z) , z ф. G, (34) 
г 

где F (x )  и К(х, у) - извест ные функции, а v (y )- неизв естная 
функция, подлежащая определению из интегрального уравнения 
(34 ) . После определения v (y )  решение задачи ( 8 )  находит
ся из (33) .  

Идея получения приближенного реш ения (34) танова .  Б ерет
ся вспомогательная поверхность Гt и всюду плотная на ней си
стема точек {zk}r=l· Показывается, что система функций 
{К (zk, у) }�1 является полной в подпространстве L2 ( Г )  функ
ций из R3 ( Г )  (v ( y )e= Rз ( Г )  ) ,  которые обеспечивают существова
ни е и единственность решения уравнения (34 ) . Система 

(35)  

состои т  либо из фундаментальных реше ний R (zk , у) оператора 
L, либо из функций lR (zk, у) , где l - некоторый оператор на Г.  
Приближенное решение уравнения (34) ищется в виде раз-
л оженил 

и VN (у) = � CkN)(jJk (у) (36) 
k=l 

5 ) Обычно ( [31, п. 4.4-3]) определяют асимптотическое равенство j(x) = 
= O[g(x)], под которым понимают, что если отношение j(x)fg(x) ограни
чено при х-+ а, то существует окрестность точки а, в которой при х ;/= а 
функция f(x) не низmэго порядка малости, чем g(x). Если воспользоваться 
этим определением, вместо асимптотических неравенств (как во введении, 
так и в § 13 гл. 1) надо было писать асимптотические равенства N-N = 
= О ( 1 А 1 ) , что означало бы, что при N-+ оо функция N-N имеет порядок 
малости не ниже, чем модуль детерминанта А. Именно этот смысл заложен 
в асимптотическом неравенстве IAI � OtN-N), которое заменяет асимпто
тическое равенство N-N = О ( 1 А 1), ввиду непривычности последнего ( обыч
но независимая переменпая (N) всегда стоит под знаком О). 
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по nроизвольной nолной в R2(Г )  си стеме 

{cpk (y) }r:=l• 
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(3 7) 
причем коэффициенты разложения находятся из  линейной 
системы 

N 
� ckN>wj [<rk (y) J  = wj [v (y) J, j = 1 ,  . . . , N. (38) 
k=l 

Правая часть системы (38 ) может быть вычислена из  (34 ) , если 
функцианалы W; оnределить следующим образом: 

W;[v(y) ]=(v(y) ,  'Фi(y) ) =F(zi) , (3 9)  

где F (z;) - значение nравой части уравнения (34) в точке zз. 
В nервоначальных Изложениях этого метода [84, 85] система 

( 3 7) совпадала с ( 35 )  , а коэффициенты ck"'> являлись коэффи
циентами наилучшего в L2 ( Г )  nриближения функции v (у) N "\.1 (N),,, ( ) рядом � ck 'l'k у, т . е. k=l N 

� CkN> ('Фk, 'iJj) = (v, 'iJj) = F (zj) · 
k=l 

Из формулы (39 ) видно, что такой выбор функций 'Ф�< не обяза
телен .  Аналогично, в первоначальных изложениях nервого спосо
ба [84, 85] система функцианалов в (27) совnадала с (39) , что 
также является лишь одним из  возможных случаев. 

Принциnиально новым во втором сnособе решения гранпчных 
задач является nолучение из ядра K(z, у) уравнения (34) пол
ной системы функций ( 35 ) .  В теории ортанормированных и 
мультипликативных ортонормированных рядов  [72] извест на об
ратная оnерация - получение и з  системы (35 )  ядер <р(у, k) 
функции двух nеременных - перемениого у и nеремениог о  k, 
nробегающего диснретное множество натуральных чисе.::r 1 ,  2, .. . 
По существу этот  nрием - nолучение и з  ядра системы функ
ций - можно nримелить [28] для решения любого и нтегра:тьно
го уравнения nервого рода. 

Перепишем уравнение (34) в операторной форме: 

Av(y) =F(z) , уе:Г, zе: Г1 . (40) 
Следует отметить одну особенность оператора А. Он переводит 
пространство функций, определенных на Г, в пространств о  фунн
ций, оnределенных на Г1 . Эта особенность оnератора А наклады
вает  определенные ограничения на nрименение nриближенных 
методов а ) - е ) . Таи ,  наnример, метод Ритца в форме ( 28 ) для 
решения уравнения ( 40 )  нельзя nрименять, ибо А'Ф�< будет  оn
ределено на Г1 , а 'Фз- на Г, и их  сналярное nрои зведение нель
зя будет вычислить. 
2 М. А. Аленсидзе 
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Чтобы полуqить систему алгебраиqе сюrх уравнений для при
ближенного решения (36 )  уравнения (34 ) , введем систему функ-
ционалов {Ф;}]:1, определенных на вспомогате льной поверхно
сти г!, и потребуем, qтобы на разности AvN(y)- F(z) первые 
N функционалов Фi принимали нулевые знаqения 

Фi [AvN (у)- F (z) ] =О, 

или в ра'звернутом виде 

� с�N>Ф; [ .i f!'k (у) К (z, у) dSy] = Фj [F (z)J . (41) 
k=l г 

Если Фi - фупкцио налы в гильбертовом пространстве функ
ций , определенных на г!, то (4 1 ) принимает вид 

� c�N> J [.i f!'k (у) К (z, у) dSy ] iP; (z) dSz = \ F (z) ер; (z) dSz, 
k=l г1 г г1 

где fPJ - функции , определяющие функционалы Фi: 
Фi(и)=(и, cpi). 

Можно ввести еще о дну вспомогательную поверхность Г2 и 
в каqестве функций cp1(z) взять функции 

K("(i, z) , (42) 

где {1';}]:1- система тоqек, всюду плотно расположенных на г2. 
Если функционалы Фi определены формулами (метод колло
кацпи ) 

Фi(и)= u (zi ) , 
где zi- узлы коллокации на Г1 , то из ( 41 )  полуq аем систему 
(38 ) ,  в которой функционал ы  wj определены из (39 ).  

Метод наименьших квадратов  дЛя уравнения (40 )  приводит к 
системе уравнений 

� s [.f f!'k (у) К (z , у) dSy i f!'J (у) К (z, у) dSy] dSz = 
k=Iг1 г г 

= i F (z) .i fPJ (у) К (z, у) dS,;lSz, (43) 
г1 г 

в которой функции си стемы (37 )  произвольны. В qастном слуqае 
они могут быть равны функциям системы ( 35 ) .  

Представляют определенный интерес qисленные эксперимен
ты по устойqивости решений приведеиных здесь систем уравне
ний. В основном тексте книги приведены результаты таких экс
периментов лишь для систем (29 )  и (38 ) ,  для уравнений Л апла
са и статиqе ской теории упругости . 
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Сравнивая с точки зр ения объема вычислений вариационные 
методы решения граничной задачи (7) и описанные в настоя
щей монографии способы р ешения граничной задачи ( 8) , следу
ет отметить, что последние требуют значительно меньше арифме
тических д ействий ,  иногда в д есятки и сотни раз ( см. § 1 .8 
гл. I) . Это  объясняется тем, что функцианалы W; , в отличие от 
функцианалов ffi;, определены в пространстве R3 ( Г ) , носитель Г 
которого имеет меньшую размерность, чем G. Заметим, что  не 
всегда переход к многообразиям меньшей размерности упрощае т  
вычисления. Так, например, часто делают неверные заключения 
о том, что методы, основанные на интегральных соотношениях 
вдоль границы области, менее трудоемки , чем разност ные мето
ды, которые предполагают аппроксимацию дифференциального 
оператора во всей о бласти. Правда, при одном и том же шаге 
сетки число неизвестных в разностном методе получается боль
ше , однако ввиду специфической особенности соответствующих 
матриц объе:м памяти и необходимое для решения число опера
ций получается меньше , чем в приближенных методах , исполь
зующих интегральные соотношения на границе об:rасти 
(см. § 1 . 1 1  гл. I). 

Прежде чем перейти к изложению основных трудностей на 
пути численной реализации описанных здесь способов решения 
граничных задач, укажем их положительные свойства. 

1. Как первый, так и второй способы решения граничн ых за
дач можно применять для решения и внутренних, п внешних 
граничных задач. 

2 .  Эти способ ы дают возможность апостериорной оценюr по
грешности, ибо в принципе единственным источником погрешно
сти является не совсем точное удовлетворение граничных усло
вий (основное однородное дифференциальное уравневне в част
ных производных удовлетворяется точно). 

3. Эти способы дают возможность решать граничные задачи, 
которые , строго говоря, не являются вполне определенными; та
кие задачи часто возникают в геофизике (их не надо путать с 
классичесюпш некорректными граничными задачамп, которые 
также часто возникают в геофизике). Например,  пересчет и 
трансформация потенциальных полей (редукция силы тя
жести) , когда граничные условия заданы не на  всей гра
нице области. 

Это особый класс некорректных задач, в которых нет единст
венности решения из-за нехватки гр аничных условий на части 
границы. Замкнув границу области и доопределив граничные ус
ловия, они становятся корректными задачами. Такие ситуации 
возникают в гравиметрии и магнитометрии, когда аномальные 
поля известны лишь для векот ор ого региона Земли. Здесь опи
санные методы д ают возможность реш ения. таких задач без пред
варительного доопределения граничных условий. 
2* 
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4. При полной автоматизации решения граничных задач рас
смотренными здесь способами встречается меньше трудностей, 
чем при полной автоматизации разностного метода. 

5. Самое важное с вычислительной точки зрения иреимуще
ство рассматриваемых методов по сравнению с традиционными 
вариационными методами- то, что аппроксимация в нашем слу
чае производится на поверхности Г, а не в облас ти G, и, следо
вательно,  вычисление соответствующих скалярных произведений 
потребует значительно меньше машинного времени. 

Труднос ти, во зникающие при численной реализации описан
ных в настоящей монографии методов , аналогичны трудностям 
численной реализации вариационных методов. Основная из них 
связана с решением системы бесконечных уравнений, которую 
залптем в следующем виде: 

00 

Ci + � dikCk = bi, i = 1, 2 ,  . . .  (44) 
k=l 

Известные достаточные условия для разрешимости системы 
( 44 ) весьма обременительны и, как правило, не выполняются 
для неортогональных рядов. Действительно, для регулярности 
еисте:мы ( 44) требуется, чтобы прп всех i выполнялись условпя 

00 

а для вполне регулярности -
00 

Спсте:\rы фундаментальных решений приводят к линейным 
с истюiюi, матрицы которых этим условиям не удовлетворяют. 

В теории бесконечных систем  существенным является поня
тие нор:мального определителя бесконечной матрицы, т. е. опре
делителя, для которого справедливо перавеяство 

00 

В самом деле , можно показать, что при выполнении этого пера
веяства определитель из n2 элементов матрицы при n -+ оо с тре
мится к пределу; этот предел и называют нормальным о предели
телем бесконечной матрицы. Системы линейных уравне ний, к ко
торым приводят фундаментальные решения, не имеют нормаль
н ых определителей, и соотве тствующая им билинейпая форма 

00 
� dikXiXk не является вполне непрерывной. Последнее свойство 

i,k=l 
было и спользовано Гильбертом при построении теории интег-
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ральных урав нений для обобщения некоторых своiiств конечных 
систем на бесконечные системы. 

Фундаментальные решения не образуют также и почти орто
гона.:Iьной системы, т. е. системы, для которой 

Таким образом, исследовать  традиционными методами беско
нечные системы, соответствующие фундаментальным решениям, 
не удается. 

Основной особенностью систем фундаментальных реше ний яв
ляется их свойство быть  немпнимальными или плотно полными, 
т. е .  оставаться полными после вьr брасыв ания любого числа 
функций, лишь бы после выбрасывания оставалось беско нечное 
число фунRЦпй. Rлассиче сюrм примерам неминимальной  системы 

00 
является систе}Iа {in}�=l• Лп >О с расходящимся рядом � _!_. 

n=l An 
Може т  показаться,  что эту спетему можно сделать минимальной 
путем выбрасывания стольких членов,  чтобы этот ряд был схо-

дяЩII}IСЯ . Но в этом случае система {in} не только потеряю· 
свойство полноты, но ее нельзя будет сделать  полной в L2 ни в 
каКО}I интервале путем умножения на непрерывную функцию 
(теорема Р. Б оаса п Г. Пол.:Iарда [72] ) .  Аналогично невозможно 
получить из систеиы фундаментальных решений полную и мини
мальную систему путем выбрас ывания некот орых ее членов. Не
минимальность люб ой системы приводит к большим вычисли
тельным трудностюr при нахождении коэффициентов наилучше
го разложенпя.  Поэтому, может быть,  ст оит отк азаться от на
хождения наилучшего разложения? Тем более , что система ко
эффициентов , сп.'Iьно отлпчающаяся от наилучшей, может дать 
почти тот же порядок аппроксимации . Обоснование одного из  
способов нахождения коэффицпентов разложения приводится в 
числе следующпх во просов,  решение которых существенно спо
собствовало бы численной реализации вариационных методов  во
обще , и описанных здесь методов,  в частно сти. 

1 .  Выбор системы функций { 'Ф k ( х )};'=1· Этот вопрос особенно 
важен для разобранных в данной монографии методов (см. § 1 . 6  
гл. I ) .  Функции этой системы должны быть подобраны так, что
бы уже первые несколько десятков функций о беспечивали же
лаемую точность. Большая надежда при этом возлаг ается на ин
тегрированные фундаментальные р еш ения, т ак как они во мно
гих случаях больше подходят для приближенного решения, чем 
фундаме нтальные решения. Причем, как и фундаментальные ре
шения, допускают физическое истолкование , что д ает в ычисли
телям возможнос ть выбирать и х  более удачным образом, и, что 
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особе!lно важно ,  иногда эти решения выписыв аются в явном ви· 
де. При решении граничных задач (5) нормированные собстве н· 
·Вые функции оператора L, родственного оператору L [ 1 13 ] , при 
соответствующих граничных условиях образуют базис ( ортонор· 
мировалвый в энергетическом пространстве HI и почти орто· 
нормированный в HL) . Однако в общем случае их  нахождение с 
вычислительной точки зрения - задача значительно более слож· 
пая, чем решение граничной задачи ( 5) , например, разностным 
методом. Фундаментальные решения такой базис в бесконечно· 
мерных пространствах не образуют. "Утверждение ( см. [87, 
с. 500] ) , что метод обобщенных рядов Фурье позволяет непо
средственно nз данных задачи конструировать необходимую ба· 
зисную систему, по-видимому, относится к конечномерным под
пространствам, для которых базnсом является любая линейно 
невависимая система. Однако в ажно, что для получения в явном 
виде систе:мы фундаментал ьных решений дополнительные вычис
ления не требуются. 

Заметим, что переход к интегрированным фундаментальным 
решениям явно противоречит традиционной тенденции, сущест
вующей в математической физике в деле применевил специаль
ных функций для интегрирования дифференциальных уравнений 
в частных пропвводных. Эт а тенденция предполагает  применение 
таких систем , кажд ая функция которых связана с производными 
(а  не с интеграл ами) предьщущей функции. Операция диффе
ренцирования улучшает конструктивные свойств а  (базисность, 
ортогональность и т. п. ) соответствующих систем, делая их более 
<сwврезанньll\Ш>> , н о  на наш взгляд при этом ухудшаются их ап
проксимационные свойства для гладких функций. Так, напри
мер,  цилиндрическая функция порядка т rom ( z )  , являющаяся 
реш ением линейного дифференциального уравнения Бесселя 

�оо 1 doo ( т) -+-- + 1 - -:- ro=O 
di zdz z2 ' 

и в комби нации ел' e±imq>ro ( kp) дающая решение уравнения Лап
ласа в цилиндрических координатах р, <р, z, связана с цилиндри
ческой функцией порядка ( т + 1 )  соотношением 

romн(z) = -zm а: [z-mrom(z)], 

при т =· О получаем ro1 (z) = - ro� (z). 
Таким образом ,  в духе теории специальных функций был бы 

следующий подход в конструировании системы { 'Фk (x)}h::1· Взять 
одно фундаментальное решение ( связанное с одной конкретной 
вспомогательной точкой z1) в качестве первой функции 'Ф1 (х ) и 
организовать систему {'Фk (x)}k"=l• где 'Фk (х) = 'Ф�-1 (х) . Такая си· 
стема будет обладать  лучшими конструктивными свойствами, но 



ВВЕДЕНИЕ 23 

возможно при этом придется существенно увели'lить количество 
функций для до стижения желаемой точности. 

2. Получение коэффициентов разложения с1 N) путем реше

ния системы ( 15 ) . Последняя, как правило, имеет вид 
N 

� CkN) (l'I\Jk (у) - 1\J (у), lфj (у)) = 0,  j =  1 , . .. , N, (45) 
k=l 

что означает ортогональность на Г разности luN (у) - ф (у) ко 
всем функциям системы { ZФ�t (х) /г}:=l· Однако е сли выбор неми
иимальвой системы функций {'Фk (x)}k'=1 для приближенного ре
шения un (x ) первым спосо бом необходим, то в качестве систе
мы функций , определяющей функциа налы ro;, можно в•зять про
извольную систему {tpj (у)},)':1, даже ортогональную на Г, е сли 
это улучшит обусловленность матрицы соответствующей системы 

N 
� c�N> (lфk (у) - ф (у), Cfj (у)) = О ,  j = 1 , . .. , N. (46) . 
k=l 

Рассмотрим следующий пример.  Пусть l - тожде ственный 
оператор,  N =· 2  11 'Ф2(у )='ФI (у ) + е (у ) , где е (у) - малая по мо
дулю функция. Тогда для ;з;етерминант а  системы (45 ) имеет ме
сто асимптотическое равенство 

('ФI , '\jJ1 ) (''ljJ2, 'Ф2 ) - ('ФI, 'Ф2 ) 2  =,('\jJ I , 'Ф1 ) ( е ,  е ) - (ФI ,  е ) 2 = O (h2 } , 
(47) 

где 

h = шах \ в (у) \ , 
у 

а для детерминанта сnстемы ( 46) - равенство 

( '\jJ1 , tp 1 ) ( 1\:2, tp2 ) - ( 1\:2, tp! ) ( '\jJ 1 , tp2 ) = 
= ('\jJ I ,  tp 1 )  { е , tp2} - ('ФI , tp2 ) {tp 1 , e ) =· O (h) .  (48) 

Надо ,  однако , помнить, что детерминант системы ( 45) всегда от
личен от нуля для линейно независимой системы {Ф�t (y)}�I •  
тогда как при неудачно:м: выборе функцианалов roi детерминант 
-системы ( 46) может оказаться равным нулю даже для линейно-
независимой системы {Z'Ф�t (y)}:=l •  

:где 

Приведем численный: пример. Пусть 

'ljJ (у ) =· а 1 sin ro 1y + а2 sin Ф2У + аз sin rоз (у) , 

а1 = 100, а2 = 20, аз = 10, 

ro1 = ·  0,5, ro2 = 0,5005, rоз = 0,501, 

О � у � Т. 
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В табл. 1 даны значения коэффициентов а1 , а2, а3, поJtучен
ные с помощью метода наименьших квадратов для различных Т. 

При Т = 3 произошел аварийный останов машины БЭСМ-6. 
В табл. 2 даны те же коэффициенты, полученные решением си
стемы (46) ,  когда функции qJ1 (y )  выбраны следующим образом: 

( ) 1 ( ) . 2:n: ( ) . 4:n: IP1 У = , IP2 У = sш Т У, IРз У = sш т У·  

Этот пример показывает большие возможности такого подхода 
определения коэффициентов разложения. Однако, к сожалению, 

Т а б л и ц а ! Т а б л и ц а  2 

ai ai 
т т 

а, 1 а, 1 а. а, 1 а• 1 а, 

18 100 ,2  19 ,5  10 ,2  18  100,0 20 ,2  10,0 
14 101 , 1  1 7 , 7  1 1 , 1  14 100,0 20,0 10,0 
10 97 ,4 25,2 7 ,4 10 100,0 20 ,0 10,0 
6 84,8 50,4 -5,2  6 100,3 19 ,4 10 .3 
4 161 ,2  -102,2 7 1 , 1  4 99,8 20 ,4 9 ,8  

сколько-нибудь значительные теоретические результаты в этом 
направлении нами не получены (см. § 1 .4 гл. I ) .  

В электродинамике соотношение 
n 

� ckl'i'k (у) = '\'(у), 
k=l 

где \jJ (y ) - граничная функция в задаче (1 ) ,  ( 2 ) , называют сум
маторным уравнением, для его решения (нахождения Iюаффи
циентов с�<) предлагается решать систему линейных алгебраиче
ских уравнений второго рода 

где 

n 

Ck = Dk - � CвRsk • 
8=1 

Rsk = c�l C:tвiUi . vk) '  Dk = ('i'I • vk) , C:tsi = ( l'l's - Vs, Ui) , 

{v�< (y ) } и {u�< ( y ) } - ортанормированные системы функций. Не
трудно проверить, что при v�< (y ) == u" (y )  система (46 ! )  совпадает 
с системой ( 46 )  . Действительно, в рассмотренном случае числа 
R." и а., равны 

<lsi = ( l\j)., Ui) - б,,, R.lt = ( l\j). , uk) - б.lt, 

где б,,. - символ 1\ронекера. Подставляя последние соотношения 
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в ( 46, ) ,  получаем систему 
n 
� Cs ( l'Фs· Щ) = ('Фt , uk) ,  
1=1 

которая совпадает с системой ( 46 )  при и ... == ер��.. 
Заметим также, что формулируемые при этом критерии выбо

ра базиса {v.} ( v. должны быть близки к lф. ) кажутся нам внут
ренне противоречивыми. Действительно, при этом предполагает
ся, что в е-о:крестности функций lф,, обра>зующих в совокупности 
неминимальную систему, существуют функции v., которые обра
зую ортанормированную систему. 

3. Рекуррентное получение коэффициентов разложения по 
нормированной системе {l-ф" (y)}k'=t =  

Ck = ( '1\J (у) - :�: Cil'I\Ji (у) , l'I\Jk (у)) о (49) 

Вопрос этот подробно обсуждается в первой главе, в которой 
получены достаточные условия сходимости соответствующих ря
дов . Было бы желательно получить более легко провернемые ус
ловия сходимости. В частности, интересно выяснить вопрос -
сходится ли ряд с коэффициентами из (49 ) ? Т .  е .  справедливо 
ли асимптотическое равенство 

l im � 'Ф (у) - � ckl'i'k (у) 11 = О 
N-+ oo 1 1 k=l L2(Г) (50) 

для всех плотно полных систем { l'i'k (y)}k=l •  функции которых 
не равны одновременно нулю в какой-либо точке у. Пример 
плотно полной системы, для которой справедливо равенство 

00 00 

� l lФk (и) 1 в пекоторой точке у и для которой ряд � ck'\Jk (у) , где 
k=l k=l 
с��. вычисляются из (49 ) , не сходится к разлагаемой функции 
')J (y ) , дается в § 1 . 9  гл. I .  Так как для системы фундаменталь
ных решений свойство быть плотно полной является основным 
недостатком при решении систем линейных уравнений для ко
эффициентов разложения, то при выполнении (50) для всех 
плотно полных систем это же свойство систем: фундаментальных 
решений окажется основным: достоинством, ибо для них кооффи
циенты разложения могут быть определены рекуррентно из (43 )  
б е з  решения линейной системы. 



Г Л А В А  1 
РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ МЕТОДОМ РА�JIОЖЕНИЯ 

ПО НЕОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНКЦИЯМ 

§ 1 . 1 .  Разложение по фундаментальным решениям. 
Первый метод 

Настоящая глава является основной для данной книги. Здесь 
дается описание общей схемы двух способов решения граничных 
задач методом разложения по неортогональным функциям и вы
числительных особенностей их реализации. 

Пусть G - многомерная многосвязная область в Rn, ограни
ченная (гипер ) поверхностью Г. Рассмотрим общую граничную 
задачу 

Lu (x) = O, 
lи (х )  l г  = 'lj: (y ) ,  

x e G, 
у е Г. 

( 1 . 1 )  
( 1 .2 )  

Метод разложения по неортогональным функциям решения 
граничной задачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2 )  заключается в следующем. Пусть 
{'Фk (x)}k'=1 - система вектор-функций 'lj;,., удовлетворяющая сле
дующим условиям. 

1. Каждая функция \j)" (x)  удовлетворяет в G уравнению ( 1 . 1 ) . 
2. Для каждой функции -ф" (х) на Г определена новая функ

ция l-ф" (у ) ,  где z - оператор, фигурирующий в граничном усло
вии ( 1 .2 ) . 

3 .  Система функций {l'Фk (y)}k=l является линейно независи
мой и полной в пространстве Lz(Г) интегрируемых в квадрате 
вектор-функций на Г. 

Найдем коэффициенты а" наилучшего (в смысле Lz(Г) ) раз-
ложения функции 'Ф(У )  по первым N функциям системы { l'Фk}k=l 

Тогда 

( 1 .3 )  

N 
u<N> (x) = � a�N>'Фk (х) (1 .4) 

11.=1 
можно считать приближенным решением задачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2 )  , ко-
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торое при N -+  оо стремится к точному решению u (x) при усло
вии корректности задачи ( 1 . 1 )  , ( 1 .2 )  . 

В случае некорректных граничных задач (задача Неймана для 
уравнения Лапласа, вторая граничная задача теории упругости и 
т .  п . )  u<NJ доставляет разумное приближение для решения зада
чи ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 ) .  Действительно, пусть имеется некоторое инта
гральное представление решения задачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 . 2 ) : 

и (х) = \ '\J (у) Н (х, у) dSy + F1 (х} , ( 1 . 5) 
г 

rде Н (х, y ) = [Ht (x, у) , . . . , Нт (х, у) ] - ядро (функция Грина, 
Неймана, матрица Сомилиана, Rелвина и т .  п . )  удовлетворяет не
равенству 

\ [Н1 (х, y}]2dSy � оо , 
г 

i = 1 , . . . , т , ( 1 .6) 

для любой точки х Е G, F1 (х ) - известная функция (в пекотором 
смысле произвольная : для задачи Неймана F1 - произвольпая 
постоянная, для второй граничной задачи теории упругости F 1 -
произвольвое жесткое перемещение и т . д. ) . Ввиду того, что 
приближенное решение ( 1 .4 )  удовлетворяет граничной задаче 

Lu<NJ (х ) = О, х Е G, 

то, применяя для него интегральное представление 
луча ем 

N u<N> (x) = \ � akN> z'i'k (у) Н (х, у) dSy + F2 • 
г k=l 

Вычитая последнее равенство из ( 1 . 5 ) , получаем 

( 1 .5 } , по-

( 1 . 7) 

и <х> - иN <х> 1 � I J [ '�' <У> - k� akN> z'�'k <У> ] н (х, У> dsy 1 + \ F1- F2 I ·  

( 1 .8) 

Применяя к первому слагаемому в правой части ( 1 .8 )  перавея
ство Коши - Буняковского, получим, что точное решение u (x )  
задачи ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 )  отличается от  приближенного решения u<n J (x)  
на I F 1 - Fz l (что является естественным для соответствующих 
граничных задач) и на член, стремящийся к нулю при N -+  оо . 

Таким образом, основная трудность заключается в выборе си-
стемы функций {'\Jk (x)}h=l •  удовлетворяющих условиям 1 - 3 . 

Отметим, что условие полноты в Lz ( Г )  можно заменить пол-
нотой системы функций { l'\Jk (y)}h'::1 в подпространстве Lz ( Г) 
пространства Lz ( Г) , элементы которого обеспечивают хоть одно 
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решение задачи ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 ) . Так, в случае задачи Неймана для 
уравнения Лапласа Lz ( Г )  совпадает с ортогональным дополне
нием постоянной до Lz ( Г ) , что естественно для этой задачи, так 
как для разрешимости задачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2 )  в этом случае необходимо 
и достаточно выполнение условия S 'Ф (y) ldSy = 0. Для задачи Ди-

г 
рихле Lz (Г ) совпадает с Lz ( Г ) , ибо решение в этом случае су
ществует для произвольной функции '1\J (y ) e Lz ( Г ) . Поэтому в 

Рис. 1 

дальнейшем будем предполагать полноту 
в Lz ( Г ) . 

Перечисленным выше условиям, как 
показано в работах [84, 85] , удовлетворя
ет определенным образом построеиная си
стема фундаментальных решений уравне
ния ( 1 . 1 ) .  Рассмотрим в области Rn\G 
замкнутую поверхность Г , , целиком охва
тывающую Г и не имеющую с ней общих 
точек, причем если G - многосвязна, т. е .  
Г состоит из отдельных замкнутых по
верхностей (рис. 1 ) , то  и Г 1 состоит из 
такого же числа замкнутых поверхностей 

(Г , показава штриховой линией ) . Пусть {zk }k=l Е Г1 всюду 
плотное множество точек, т .  е .  сколь угодно малый участок по
верхности Г, содержит по крайней мере одну точку множества 
{zk}k=l " 

Возьмем матрицу фундаментальных решений Н ( Zл, у ) урав
нения ( 1 . 1 )  , соответствующую этим точкам Zл, n рассмотрим си
стему вектор-функций 

{ lН, ( zл, у ) } =  {lфk, ( y ) } . ( 1 . 9 ) 
В дальнейшем при рассмотрении конкретных граничных задач 

будет конкретизирован аналитический вид фундаментального ре
шения H, ( z, х ) и будут доказаны соответствующие теоремы ли
нейной независимости и полноты. 

Покажем, что при определенных условиях система ( 1 . 9 )  пол
на. Пусть решение граничной задачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 . 2 )  можно продо;I
жить на область G , , ограниченную поверхностью Г , ,  так что оно 
будет удовлетворять граничной задаче 

Lii (x) = О, х е G1 ,  
u (x) /гl = 'i' (z) , ( 1 . 10) 

где 'Ф ( z) - произвольпая ограниченная функция, обеспечивающая 
существование решения граничной задачи ( 1 . 10 ) .  Будем предпо
лагать, что решение задачи ( 1 . 10 )  удовлетворяет на Г условию 

т 

� :;j; (у) - 'Ф (у) \ \L2(Г) def � \\ ;j;(i) (у) - 'Ф(i) (у) \\L2(Г) < 8, ( 1 . 1 1} 1=1 
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где -ф (у ) = lii (х ) 1 г, е > О сколь угодно мало, и это решение пред
ставимо в виде потенциала простого слоя 

u (x) = _\ H (z , x) � (z) dSz , ( 1 . 12) 
г 

где ;p(z) - плотность простого слоя, а H(z, х) - ядро (матрица) 
интегрального представления 1 ) .  

Для того чтобы систему ( 1 .9 )  можно было применять для ре
шения граничной 3адачи ( 1 . 1 ) , ( 1 .2 ) , достаточно дока3ать, что 
она дает во<�можность сколь угодно хорошей аппроксимации гра
ничной функции '1\J (y ) . Рассмотрим функцию ( 1 . 1 2 )  на поверхно
сти Г ;  применив к ней оператор l, получим 

-ф (у) = \ [ lH (z, у)) � (z) dSz. 
гl 

В ра3вернутом виде это равенство принимает вп;:�; 

-( 1) i � 

'Ф (у) = . [ llHн (z, у) 'Фl (z) + 
гl 

r (1 . 13) 

+ l2H2m (Z , y) �2 (z) + . . . + lmHmm (Z, y) -фm (z) ] dSz , 
где Н;; (х, у ) - элементы матрицы Н (х, у ) .  Покажем, что для лю
бого е >  О найдутся такое N0 и такая система коэффициентов 
Ъ�1> (k = 1 , . . . , N), что при N > No выполняется неравенство 

1 / 'Ф (у) - � � ь�f>zнi (zk. , y) /1 � е. ( 1 . 14) k.=l i=l //L2(Г) 
Действительно, 

II 'Ф (y) - .f i: ь�r;> zнi (zk. , у) // � k.=l i=l L2(Г) 

� 11 'Ф (у) - -ф (у) llчг> + 11 'i' (у) - � i ь�1> zн i (zk. , у) 11 � k.=l i=l L1(G) 
� е1 + .� /j 'i'm (y) - � .� ь�r;>zjнij (zk. , у) /1 , ('1 . 15) 

------ t=l k.=l t=l 1/L,(G) 
1) По существу равенство ( 1.12) является [66] одним из возможных 

определений фундаментального решения. 
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где е 1 сколь угодно мало. Последнее слагаемое в правой части 
можно оценить следующим образом. Заменим интеграл в ( 1 . 13  1 ) 
какой-либо кубатурной формулой с узлами в точках z,.: 

N т 
- w  - щ 'i' (у) = � � AkliHji (zk, у) 'i'i (zk) + EN (у) , k=l i=l 

где А,. - коэффициенты кубатурной формулы, а ECJ.' - ee остаточ
ный член ; при этом будем предполагать, что число узлов N столь 
велико, что перавеяство 

1 Е�> (у) 1 < е2 ( 1 . 1 6) 

выполняется для любого у Е Г и j = 1 ,  . . . , т, где е2 произволь
но мало. Тогда с учетом ( 1 . 1 1 )  и ( 1 . 1 6 )  из неравенства ( 1 . 1 5 )  
получаем оценку 

где 
\1 \jJ (y) - k�l i�l bki lHi (zk, y) ll � e1 + VГГТе2т, ( 1 . 17) 

bki = A,.;j;; ( z,. ) , ( 1 . 18 )  

I Г I  - площадь поверхности Г.  Взяв для е ,  и е2 значения 

из ( 1 . 1 7 )  непосредственно выводим искомое перавеяство ( 1 . 14) . 
Таким образом, получили следующее предложение. Если су

ществует равномерно ограниченная на Г 1 функция 1ji ( z ) , которая 
обеспечивает для решения граничной задачи ( 1 . 10 )  выполнение 
перавеяства ( 1 . 1 1 ) ,  и решение граничной задачи ( 1 . 10) предста
вимо в виде потенциала простого слоя ( 1 . 1 2 ) , то функцию 'f (y )  
можно разложить по  системе ( 1 .9 )  с о  сколь угодно высокой точ
ностью ; коэффициенты разложения находятся из ( 1 . 18 ) . 

Заметим, что в такой трактовке излагаемый здесь метод бли
зок по идее к методу <<Фиктивных областей »- область G допол
няется до области G1 с границей Г1 ,  для нее решается зада
ча ( 1 . 1 0 ) , и это решение рассматривается как приближенное 
( слабое) решение задачи ( 1 . 1 ) , ( 1 .2) . 

При доказательстве последнего предложепил было исполь-
зован2 соотнешение ( 1 . 13 ) , которое при заданном � (у ) и иско
мом \jJ ( z ) можно рассматривать как интегральное уравнение пер
вого рода для случал, когда области определения независиМ.l>IХ 
переменных у Е Г и z Е Г t не совпадают. Это дает возможность 
иной трактовки первого метода. 

Рассмотрим интегральное уравнение первого рода 

v (z) = \ [ lH (z , у)] v (у) dSy, ( 1 . 19) 
г 
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где переменпая интегрирования у меняется на Г, а заданная 
функция v ( z) - на Г 1 ,  и по кажем, что при определенных услови
ях система ( 1 . 9 )  полна в пекотором подпространстве , содержа
щем v (y ) .  Запишем ( 1 . 1 9 )  в операторном виде :  

v = Av, 

где А = (А 1 ,  . . .  , Ат ) - линейный ограниченный оператор из гиль
бертова пространства R в балахово пространство Е ( R  и Е будем 
считать действительными) .  Предположим, что ( 1 . 1 9 )  имеет ре-
шение. Тогда можно показать, что в подпространстве А*Е* ре
шение уравнения ( 1 . 1 9 1 ) существует и единственно [ 28 ] 2 ) . 

Предположим дополнительно, что в Е существует счетная 
тотальная система { lk}�=l линейно независимых функционалов . 
Не ограничивая общности, можно считать, что I I Zk l l  = 1 .  Сначала 
мы докажем, что система { Ajlk}k=l ,l=l полна в А*Е*, а за
тем, путем надлежащего выбора функцианалов lл, докажем, что 

Ajzk = ZH; (zk, у) . ( 1 . 20) 

Пусть h - злемент гильбертона пространства R, ортогональ
ный всем Ajlk: 

(h, Ajlk) = О, j = 1 , . . .  , т; k = 1 ,  2 , . . . , 

( скобки обозначают скалярное произведение в гnльбертовом про
странстве R). 

Покажем, что h == О. Действительно, из последних равенств 
получаем 

k = 1, 2 , .. . .  , j = 1 ,  . . . , т ,  

откуда в силу тотальности системы {lk}�=l имеем A1h = О  и, сле
довательно, h Е ker А .  Но известно [68] , что множество ker А 
ортогонально к А*Е*, и позтому .h = О. Для доказательства ( 1 . 20 ) 
конкретизируем применяемые пространства R и Е. Будем прец
полагать, что R = L2 (Г )  и Е =  С ( Г 1 ) , где С (Г 1 ) - пространство 
непрерывных вектор-функций на Г 1 .  Определим lk следующим 
образом: 

lk (f)  = f ( zk) , 
где f - произвольпая функция из С ( Г  1 ) и zk - элемент множества 
{zk}k=l ·  Так определенная система функдионалов тотальна в 
С (Г t } ,  ибо точки zk расположены всюду плотно на Г 1  и в силу 
непрёрывности f Е С (Г 1 ) из равенств 

lk (f ) = f (zk)  = О, k = 1 , 2 ,  . . .  

2) А*Е* является множеством всех элементов А*и, и Е Е*, А*Е* 
замыкание А* Е*. 
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следует, что f == О. Кроме того, l l lk l l = 1, и в силу определения 
сопряженного оператора Aj имеет место равенство Ajk = 
= lHj (zh, у) .  

Следует заметить, что система 

{ Ajв Jk=l.�l = { lHj (Zв , y)}k=l,l=l 
не является базисом в А * Е*.  Более того, некоторые элементы си
стемы могут быть линейно зависимы ( если ker А * =1= О) . Но так 
как решение v (y )  интегрального уравнения ( 1 . 18 )  содержится в 

А *Е*, то v (y )  можно с любой точностью аппроксимировать по 
норме R конечными линейными комбинациями элементов си
стемы ( 1 .9 ) . 

§ 1 .2. Разложение по фундаментальным решениям. 
Второй метод 

Bтopoii способ приближенного решения граничной задачи 
( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2 ) , судя по всему, при одном и том же числе членов 
разложения N должен обладать более высокой точностью, чем 
описанныii выше приближенный метод. Будем предполагать, что 
решение и задачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2 )  удовлетворяет следующим интег
ральным соотношениям: 

и (х) = J [ lщи (у)] К1 (х, у) dSy + J [ l(2 )u (у)] К2 (х ,  у) dSy, х Е G, 
г г 

( 1 . 2 1 )  

О= \ ( l( l)u (у) ] К1 (z ,  у) dSy + .\ ( l(2)u (у)] К2 (z ,  у) dSy ,  z ф. G, ( 1 . 22) 
г г 

где z - точка вне замкнутой области G1 , zш и l ( 2) - некоторые 
дифференциальные операторы, определенные на границе Г,  К1, 
К2 - ядра (матрицы) интегральных представлений ( 1 .2 1 )  
и ( 1 .22 ) . 

Практически для всех классических граничных задач соотно
шения типа ( 1 . 2 1 )  , ( 1 .22) известны. Для уравнений Лапласа ояи 
называются основными тождествами теории гармонических функ
ций, для граничных задач теории упругости - формулами Соми
лиана, для уравнений Максвелла - формулами Гюйгенса. Опе
ратор l в граничном условии ( 1 .2 )  обычно либо совпадает с zm 

'Ф (у ) =  zши (х) l г , ( 1 .23)  

либо определяется следующим образом : 
'lj: (y ) = zши (х ) l г - a (y ) l( 2 )u (x)  l г , ( 1 .24) 

где .rz (y ) - пекоторая вектор-функция на Г. При rz {y ) == О zш == l 
и ( 1 .24 ) превращается в ( 1 .23 ) . Подставляя ( 1 .24) в ( 1 .22) , по-
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лучаем функциональное соотношение 

где 

i v (у) К3 (z, у) dSy = F (z) ,  ( 1 . 25) 
г 

v (у) = z <2 >u (х) \г ,  К3 (z, у) = К2 (z, у) + а (у) К1 (z, у) 
(' ( 1 . 26) F (z) = - 1 ф (у) К1 (z, у) dSy . 

г 
Учитывая, что для граничной задачи ( 1 . 1 ) , ( 1 .2 )  F (z) - из

вестная функция, соотношение ( 1 . 25 )  можно рассматривать как 
уравнение для определения иеизвестной функции v ( у ) . Если nз 
( 1 .25 ) удается определить v (y ) , то, подставив ее в ( 1 . 2 1 ) и вы
числив необходимые кубатуры, получим решение граничной за
дачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2 )  в любой точке х области G. Для приближенного 
определения v (y ) из ( 1 .25 ) можно воспользоваться представ-
лени ем 

N т 
v (у) = � � a1tf> Кзi (zk , у) , k=l i=l 

( 1 . 2 7) 

где 
( 1 .28) 

Кн (z,., у ) и К2; (z,., у) - вектор-столбец матриц К1 (z,., у ) и 
K2 (.z", у ) ;  точки z,., как и в ( 1 .9 ) , образуют на вспомогательной 
поверхности Г1 всюду плотное множество, ah_f> - коэффициен
ты разложения . В отличие от описанного в § 1 . 1  метода решения 
граничной задачи ( 1 . 1 )  , ( 1 . 2 )  способом разложения зацанно:U 
функции 'IJ; (y )  в ряд ( 1 .3 )  (в  дальнейшем этот метод будем на
зывать первым методом) здесь разлагаемая функция v ( у ) неиз
вестна ; известны лишь ее моменты по функциям K3; (z", у ) , по
лучаемые из равенства ( 1 .25)  (этот метод будем называть вто
рым методом) . Отмеченное обстоятельство накладывает опреде
ленные ограничения во втором методе на способы нахождения 
коэффициентов разложения ал;. Введем обозначение 

'lj;j ( y ) = Kз; ( z", у ) ,  ( 1 .29 ) 
где 

j = т ( k - 1 )  + i. 

Аналогично перенумеруем и систему ( 1 .  9 )  

l'lj;j ( y )  = lH1 ( z", у ) ,  
где индексы i, k, j связаны соотношением ( 1 .30 ) . 

( 1 .30 ) 

( 1 .3 1 )  

Таким образом, основная идея решения граничной задачи 
( 1 . 1 ) ,  ( 1 . 2 )  вторым способом заключается в определении вспомо
гательной функции v (y )  из функционального уравнения ( 1 .23 ) 
в виде ( 1 .27 )  и в последующем нахождении решения по фор
муле ( 1 .2 1 ) . 
3 М. А. Апенсидзе 
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§ 1 .3. Нахождение коэффициентов разложения 

В первом методе решения граничных задач коэффициенты 
ah_N> (k = 1, . . . , N) приближенного решепил ( 1 .4 )  можно находить 
из условия, что первые N линейных функциопалов (i = 1 , . . . , N) 
пекоторой тотальной системы функцпоналов принпмают пулевые 

N 
значения на разности 'Ф (у) - � a�N> z'Фi (у) , где l'\t; (y )  опрсделе

i=l 
ны формулой ( 1 .3 1 )  . Это приводит нас к системе линейных алге
браических уравнений 

N � a}N>wi f l'Фi (у) ] = WJ ['Ф (у) ] , 
i=l 

j = 1 , . . . , N. ( 1 . 32) 

Выбор системы функцианалов ffi; в этом методе не ограничен, ибо 
разлагаемая функция 'lj: ( у ) известна и ,  следовательно, правая 
часть системы ( 1 .32)  вычисляется . 

Во втором методе решепил граничных задач разность v ( у ) 
N - � а}"'">'Фi (у) ,  где 'lj;; ( у ) определены формулой ( 1 .29) , миними

i=l 
зируется в L2 (Г ) ,  т. е. функцианалы w3 определяются следующим 
образом: 

т 

WJ [ v  (у) ]  = ['\jJj (у) , v (у)] = � ('Фjk (у) , vk (у)) , ( 1 .33) 
k=l 

где '\jJ;л ( Y )  и vл ( У ) - компоненты вектор-функции 'ljJ; ( y )  и ·v (y )  
соответственно, а скобки ( · , · ) обозначают скалярные произве
дения в L2 (Г ) . Для вычисления коэффициентов a�N> полуqа
ем систему 

N (!>.") � ai ['Фi (у) , 'Фi (у) ] = [ v (у) , 'Фi (у) ] .  ( 1 . 34) 
i=l 

Правая часть этой системы, согласно равенствам ( 1 .25 ) и ( 1 .2 9 ) , 
определяется из соотношения 

( 1 .35) 

где индексы i, k, j связаны зависимостью ( 1 .30 ) . 
В первом методе система { l'Фi (y)}}:l ,  по функциям которой 

разлагается заданная функция 'Ф ( у ) , строго зафиксирована ; каж
дая из функций соответствующей ей системы {'Фi (x)}j':l должна 
быть решением уравнения ( 1 . 1 ) . Но имеется возможность произ
вольного выбора функцианалов w3, что следует использовать для 
улучшения обусловленности матрицы системы ( 1 . 32 ) . Ниже бу-
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дет показано, что обычно используемая система функдионалов 3 ) 
ro1[l'IJ; (y)] = [l'IJ; (y), lф; (у ) ] 

приводит в асимптотике (N - оо ) к плохо обусловленным 
системам. 

Во втором методе ситуация обратная. Здесь функдионалы ro; 
строго зафиксированы с помощью соотношения ( 1 .33 ) . Это обу
словлено тем, что разлагаемая функция v (у ) неизвестна п зада
ны лишь ее моменты ( 1 .35) . Но в этом случае полная система 
{<fJi (y)}j:l, по функциям которой разлагается неизвестная функ
ция -v ( у ) , вообще говоря, произвольпа, что также еледует исполь
зовать для улучшения обусловленности матрицы соответствую
щей системы. Действительно, пусть неизвестная функция -v (у )  N 
ищется в виде ряда � a�N><p; (у) .  Потребуем, чтобы N фупкционаJ=l 
лов, определяемых N формулой ( 1 .33 ) , принимали па разности 

v (у) - � a}N><p; (у) i=l 
системе 

пулевые значения. Это 

N 
� a)N>roi [<р; (у)] = roi [v (y) ] , i=l 

приводит пас к 

( 1 . 36) 

правая часть и коэффициенты которой вычисляются. Это дает 
возможность в качестве системы {<р; (у)}}:1 взять произвольную 
полную ортопормированную па Г систему, если при этом детер
минант системы ( 1 .36 )  будет достаточно большим. 

Нахождение коэффициентов разложения по фундаментальным 
решениям с применением метода наименьших квадратов встречает 
значительные трудности, связанные с малостью соответствующих 
детерминантов Грама. Пусть R1 - линейная оболочка в гильбер
товом пространстве R произвольпой системы {<fJi}i':1 • Пока
жем, что: 

1 )  если в R1 существует элемент <р, наименее удаленный от 
векоторого элемента Ф Е R, не принадлежащего R1 , то элемент 
Ф - <р ортогопалеи каждому элементу g Е R1 ,  т . е. 

(Ф - <р, g ) =  о, g Е Rl , 
3) В общем виде фуикционал w; можно представить в виде соотношения 

_ ( (Kj) ) (Sj) 
w3 (а) - а3 а , ff!; + Ь;а (xr; ) •  

которое при а; == 1, Ь;  :== О, К; == О превращается в обычный функцяопал 
гильбертона пространства; при а; == О, Ь; == 1, S; == О, r; = j - в функцио
пал метода коллокации (а;, b J - прои.звольные числа, К;, S; - покаватели 
порядка дифференцирования, r; - номер <<узла коллокацию> ) . Представляют 
определенный интерес другие комбинации этих чисел; например, при а; == 
ЕЕ!! О, Ь; := 1, S; := j, r; := О. 
3* 

' 
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2 )  в конечномерном подпространстве R1 , поротденном липей
но незавпсимыми векторами <pt , <р2, . . .  , <pN, для квадрата погреш
ностп, с которой вектор 

аппрокспмирует вектор Ф, имеем 

rде 
(IPI ' IP1) (IP2 ' IPI)' · . . , (IPN• IP1) 

G (<p1, <p2 , . . . , <pN) = �IP1. ' :2: . (:2 '. �2) : .' ' .' ' .(�N: :z). 
(IP1• IPN) •  (С!'2• IPN) •  . . . , (IPN• IPN) 

- детерминант Грама. 
Предположим, что в R1 существует вектор j, для которого 

(Ф - <р, f) = r * О  

и 11ассмотрим в Rt вектор 

F = <р + (f,
r
f) f. 

Имеем 

11 Ф - F l \2 = (Ф - cr - _r- f Ф - <р - _
r _ t) = u ( /, /) 

' 
(/ ,  /) 

= 11 Ф - <р li2 - <j� �� < I IФ - <р 112 • 
Но, по предположению, ·<р - наиболее близкий элемепт к Ф ;  по
лученное противоречие доказывает первую часть утверждения. 

Для доказательства ( 1 .37 )  используем уравнепил 

(Ф - <р, <рл) = О, k = 1 ,  . . .  , N ( 1 .38 ) 

и выражение для <р :  
N 
� ai (q:i , <pk) = (Ф, <pk) , k = 1 ,  . . . , N. ( 1 .39) 
i=l 

Учитывая ( 1 .38) , для б2 получаем 

б2 = ( ф - <р, ф - <р) = ( ф - <р, ф) - ( ф - <р, <р) = 

= (Ф - <р, Ф) = (Ф, Ф)- (<р, Ф) 
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или, используя выражение для rp, 
N 

(Ф ,  Ф) - �)2 = � IXi (rpi , Ф) . i=l 
Присоединял это уравнение .н системе ( 1 .39) , получаем си

стему N + 1 уравнений с неизвестными а1 , а2, . . .  , aN. Для раз
решимости этой системы необходимо и достаточно, чтобы ранr 
ее матрицы равнллсл рангу расширенной матрицы 

' (!pl , !pl) • • • (!pN, !pl) (Ф, !pl) 
А = (!pl , !pN) • • • (qJN, !pN) (Ф, !pN) 

( � 2  qJ1, Ф) • • •  (qJN, Ф) (Ф, Ф ) - б 

Отсюда получаем, что А = О и 

Докажем, что 

с52 _ _  G (Ф, <pl , !р2 , • • . , !pN) - G (!pl, !р2 , • • . ,  !pN) ' ( 1 .40) 

G (rp 1 , q>2, • • . , <j)N } :s;; G (rp ! ,  q>2, • • . , 'q>m} G (q>m+ ! 1  G'm+21 • • 'l rpN) 1  ( 1 .41 ) 

где т < N, rp 1 ,  q>2, • • • , rpN - линейно независимые векторы. 
Очевидно, что 

min \1 rpk - ан1 ,  rpk+l - • . •  - akrpN \1 � 
а 

� min 11 rpk - �k+ lrpk+l - • • • - �тq>т 11 · 
13 

Учитывал эти неравенства , из ( 1 .40 ) получаем 

G (!pk ,  !pk+ l '  . . · • !pN) G (!pk, !pk+ l '  . . . , !pm) 
G (qJR+ P . . .  , !pN) � G (!pk+l '  . .  , <fm) ' G �(' !рmн• . . . , �N) � G (rpm) ,  !pm+l '  · · · • (jJN 

k = 1 , . . . , m - 1 .  
( 1 .42) 

Так как G (rp;, <f'i+ l • . . • , rp;) > О (j > 1 ) , то ( 1 .42) можно запи· 
сать в виде 

G (!pk, !pk+ l '  . . .  , !pN) G (!pk+ l '  !pk+2 • . . . , <i>N) 
G (!pk, !pk+ l• " ·  • !pm) � G (!pk +l• !pk+2 •  " "  !pm) ' 

Таким образом, 
G (!pl, . . . , <i>N} G (<p2 , . . . , !pN) � 
G (!pl, . . , !pm) � G (!p2 ,  . . . , !pm) � ' '  

• 

G (!pm, . . . , !pN) 
• • •  � G (<i>m) � G (rpmH• . . . , rpN) · 
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Воспользовавшись неравенством ( 1 .4 1 ) , получим асимптот и
ческие оценки для детерминантов Грама систем ( 1 .32) и ( 1 .34) . 

Пусть точки z", определяющие функции "1\JJ (Y ) ,  расположены 
на поверхности Г1 с Шiощадью I Г 1 I и перенумерованы таким об 
разом, что r ( Z21, Z21- 1 ) < h, где r ( Z21 ,  Z21- 1 ) - расстояние между 
точками z21 и z2;- 1 ,  h -+  О при N -+  оо . Ясно, что в силу всюду 
плотного распределения точек z,. на Г 1 это всегда возможно, если 
Г 1 состоит из n замкнутых поверхностей и на каждой из этих 
поверхностей лежит четное число точек z". В силу ( 1 .4 1 )  имеем 

Nfm-1 т 

GN (<F1 • . .  , <pN) � n Л G2 (<Fm(k-1)+i • <"Pmk+i) .  
k=1 1=1 

(1 .43) 

где G2 (<Fm<A- 1 )+1• (j)mA+i) - детерминант Грама второго порядка для 
функций <j)m(A- l ) +i И (j)mнi: 
G2 (<pm(l!.- l ) +it (j)mA+i} = 

= ( <j)m( l!.- l ) +it (j)m(A- l )H}  (q>m/!.+ 1 1 (j)mAH) - ( (j)m(A- l ) +il <j)mнi) 2. ( 1 .44) 

"Учитывая индексацию ( 1 .30) , для системы ( 1 .9 )  получаем 

<j)m(A- 1 ) +i (y) = lfl; (ZA1 у) , fPmA+i (y) = lH; (Zн 1 1 у) . ( 1 .45) 

Предполагая непрерывность производных функций lH (z, у) по 
переменным z1 , z2, z3 ( коордипатам точки z )  и используя разло
жение функции lH (z, у ) в ряд Тейлора в окрестности точки z11 
(взяв только первый член ) , получаем 

где 
fl}m(A- 1 ) +i (Y ) = (j)mk+i (y ) + Bmk+i ( Y )  1 ( 1 .46} 

Bmk+i (у) = 

= [Cz� - z�н) � + (z� - z:н) -; + (z: - z:н) .!....] zнi (zk, у) 
дz дz аzз 

(точка � лежит между точками Zв и zн 1 ) .  Используя разложе
ние ( 1 .46 )  и ра:аенство ( 1 .44) , получаем 

G2 (q>m(A- 1 ) +1, fPmA+i } = ( <"Pmk+i• fPmA+i) [ (<pmA+i1 <pmA+i } + 
+ 2 ( <pтk+it Bmнi) + ( Bmk+i• Вmн;) ] - ( <j)mA+i1 <pmнi)  2 -
- 2 ( <pmk+i• <pmA+i} ( <pmA+ 1 •  8mнi} - ( <pmk+i1 Вmн;) 2 = 

= (<pmA+it <pmA+i) ( Bmв+i1 BmA+i ) - (cpmA+ 1 1  Bmв+i) 2. ( 1 .47 ) 

"Учитывая, что G2 (<Fm<A- 1 > +i, <Fmв+i) - положительная величина, 
:можно членом ( <pmk+i• Вmн; ) 2 пренебречь ; при этом будем иметь 

G2 (<pm(A- 1 ) +i• fPmA+i) =:;:;; (cpmA+i1 fPmA+i} ( Bmk+i1 8mнi) =:;:;; Cmн;h2, ( 1 .48 ) 
где Cmk+i - не зависящая от N постоянная. Подставляя послед-
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нее веравеяство в ( 1 .43 ) , получаем 

Gн (QJ t ,  • • •  , QJн) :::;;;; ( сh) н, 

где постоянная с = vmax Cmk+i не зависит от N. 
m,k,i 

( 1 .49J 

Заметим, что веравеяство ( 1 .48 ) дает возможность выбора для 
внутренних граничных задач в пекотором смысле наилучшей по
верхности Г 1 - поверхности, для которой правая часть оценки 
( 1 .48 ) будет максимальна. Действительно, при удалении поверх
ности Г 1 от Г ее площадь и, следовательно, h увеличиваются. Оц
нако при этом константа Cmнi резко уменьшается (последнее ста
нет попятным при рассмотрении конкретных фундаментальных 
решений) . С другой стороны, при стягивании Г 1 к Г константа 
Cmнi увеличивается, однако при этом площадь Г1 и, следователь
но, h уменьшаются . Таким образом, следует ожидать, что суще
ствует такая поверхность, для ,которой правая часть веравеяства 
( 1 .49)  наибольшая. Учитывая, что h :::;;;; I Г 1 I m!N (равенство име
ет место при равномерном расположении точек zk на Г 1 ) , где 
Г, - площадь поверхности Г 1 , из перавеяства ( 1 .49 ) получаем 

( 1 .50J 

где ё = c ! Г , I m - не зависящая от N постоянная . 
Ввиду того , что метод наименьших квадратов, как в первом, 

так и во втором методе приводит к системам, для которых детер
минант соответствующих матриц быстро стремится к нулю, 
естественно попытаться так выбрать систему функцианалов ro,� в 
первом методе или систему функций ер; во втором, чтобы детерии� 
ванты систем ( 1 .32 )  и ( 1 .36 )  были возможно большими. 

Однако предположение, что для функцианалов в гильберто
вом пространстве L2 ( Г )  модули этих детерминантов ограничены 
снизу некоторым числом Q > О  при любом N -+  оо, представляет
ся маловероятным. Действительно, имеет место следующее прец
ложение ( см.  [72 ]  ) . 

Для того чтобы в сопряженном к Lp ( Г )  пространстве Lч (Г)' 
( 1/р + 1/q = 1 )  для заданной системы функций {'I!Ji}j=l су
ществовали элементы а;, образующие с заданными 'Ф; биортонор-
мированную систему {'Фi •  CXJ}j: 1, необходимо и достаточно, чтобы 
система {'Фj}.j:1 была минимальна.  

Таким образом, ес.::rи 'ljJ; е L2 ( Г ) , то в L2 (Г) не существуют ш,�, 
которые для a)N> обеспечивали бы равенства 

a)N> = ai = Фj ['Ф (у) ] .  

Значительно лучше результаты по обусловленности матриц 
системы ( 1 .32 )  следует ожидать для функцианалов в балахо
вом пространстве .  Действительно, определим функционалы ro; 
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следующим: образом: 
ЮJ [Ф (у) ] = Ф (у,.) , j = 1, . . .  , N, ( 1 . 5 1 ) 

rде i, j, k связаны соотношением: ( 1 .30 ) ; Ф (у ) - произвольпая 
функция, а у, - узлы коллокации. Будем: предполаrать, что ска
лярные произведения в методе наименьших квадратов определя
ются формулами 

N 
['Фz (у) , 'Фi (у)] = S 'Фz (у) 'Ф; (у) dSy = � 1 � 1 'Фz (Yi) 'Ф; (Yi) · г 

�=1 

Рассмотрим матрицу А системы ( 1 .32) для функционалов 
( 1 .51 ) .  Петрудно проверить, что 

с �� )N АА* = GN ('1'1 , . . . , 'ФN) '  
или 

( 1 . 52) 

Следует заметить, что в ( 1 .50) и ( 1 .52)  GN и I A I  оценивают
ся сверху, и если для детерминанта Грама GN известно, что он 
отличен от нуля при любом конечном N, то для матрицы А это 
уже не так - ее детерминант может равняться нулю. Ниже бу
дет показано, что для системы Пn r ( z,., х) }  (система фундамен
тальных решений двумерноrо оператора Лапласа ) детерминант 
матрицы А равен нулю для одноrо специальноrо случая кон
туров Г и Г t .  

§ 1 .4. У стойчиность решения и метод реrуляризации 

В процессе решения rраничных задач методом разложения 
по фундаментальным решениям, как ясно из предыдущих пара
rрафов, приходится строить решение интеrральноrо уравнения 
первоrо рода. В первом способе по существу решается уравне
ние ( 1 . 1 3 ) , так как коэффициенты разложения Ьм связаны с ре
шением интеrральноrо уравнения ( 1 . 1 3 )  соотношениями ( 1 . 18) .  
Во втором способе для нахождения функции 'V (у )  также решает
св: интеrральное уравнение первоrо рода ( 1 .25) . Поэтому возни
.кает вопрос об устойчивости найденных решений. Можно пока
зать, что решения интеrральных и функциональных уравнений 
первоrо рода с суммируемым ядром неустойчивы в смысле мет
рики пространства С непрерывных функций, т. е. сколь уrодно 
малое изменение максимума модуля заданной функции может 
вызывать сколь уrодно большое изменение максимума модуля 
искомой функции. В самом деле, пусть 'Ф (у )  - решение инте-
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грального уравнения первого рода 

\ К (х, у) 'Ф (у) dSy = F (х) , 
г 

где К ( х, у ) - суммируемая функция. Введем обозначение ;j: (у )  = 

= '1\J (y ) + ,ji",.. (y ) , где f,.. (y ) - элемент произвольной ортонормиро
ванной на Г елетемы {;jjn (y) } �=l· Тогда для \i)(y)  получим 
уравнение 

.\ К (х, у) ;jj (у) dSy = F (х) - .\ К (х , у) 'iin (х) dSy = f (:�-) . 
г г 

Известно (см. [29] ) , что если элементы ортонормированной си
стемы { ;jjn (y) } �=1 ограничены в совокупности, т .  е .  \i),.. (y ) � М, у Е S ( n = 1 ,  2, . . .  ) , где М - пекоторая постоянная, то коэф-

·-фициенты Фурье любой суммируемой функции по этой системе 
стремятся к нулю (теорема Мерсера ) . Поэтому для любого е > О 
можно подобрать такое N, что при n � N 

n�ax 1 f (х) - F (х) \ = m;x 1 J К (х , у) 'iin (у) dSy 1 ::::;_:; е ,  ( 1 .53) 

тогда как max 1 'ii (у) - 1\J (у) \ = max 1 1i'n (у) 1 = М. 
у у 

Если в качестве системы {'Фn (У)}�=1 взять ортонормированную 
на окружности Г тригонометрическую систему, то  условия теоре
мы Мерсера будут выполнены; следовательно, выполняется не
равенство ( 1 .53 ) , тогда как 

max 1 \jj (у) - 'Ф (у) 1 = , ;_ . 
У v n  

Однако в рассматриваемом методе разложения по фундамен
тальным решениям устойчивость окончательных решений обес
печена. Действительно, в первом способе решение находится из 
( 1 . 1 2 )  путем замены интеграла в правой части кубатурной фор
мулой. Поэтому u (x) устойчиво к любым сколь угодно большим 
(в смысле метрики С) изменениям () [� ( z) ] функции -ф'(z) при 
условии малости интеграла 

.\ б ['Ф (z)] Н (z, х) dSz. 
гl 

Аналогично во  втором способе окончательное решение граничной 
задачи, получаемое из ( 1 ,2 1 )  , устой"'иво к любым сколь угодно 
большим (в  смысле метрИ!Ки С )  изменениям б [v (у ) ] функции 
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v (y )  при условии малости интеграла 

_\ б [v (у)] К2 (х, у) dSy. г 

Следует все же подчерв:нуть, что, несмотря на устойчивость 
ов:ончательных решений в этом методе, тот фав:т, что в процессе 
решения решается нев:оррев:тная задача, может привести R обры
ву вычислительного процесса (в:  аварийному останову машины) .  
Другими словами, для рассматриваемых здесь способов решения 
граничных задач опасно не то, что решение интегрального урав
нения первого рода ов:ажется неустойчивым, а то, что прав:тиче
св:и невозможно будет его получить на ЭВМ. Поэтому большое 
значение приобретает метод регуляризации А. Н. Тихонова [ 148] . 
Детально эти вопросы здесь не будут рассматриваться. Приве
дем лишь специальные линейные рогуляризующие алгорит
мы [28] для тройв:и [R, А, Е] , где А - линейный ограниченный 
оператор из гильбертона пространства R в балахово простран
ство Е: 

Av = v. 
Рассмотрим регуляризующий алгоритм для задачи нахождения 
проев:ции v на пространство, натянутое на первые N элемен
тов '1\JI , или иначе задачу нахождения тав:ого набора N чисеJI 
а;, в:оторый реализует 

min (v - � ai'Фi •  v - i; ai'I\Ji ) = д.N. ( 1 .54) 
(ai)f i=l i=l , 

Для в:оэффициентов а; получаем систему линейных алгебраи
чесв:их уравнений 

N 
� at ('1\Ji , 'Фj) = (v, '1\Jj) = Fj , 

i=l 
j = 1 ,  . . . , N, ( 1 .55) 

или, в матричной форме, 
Ba =F, 

где а = (а1 ,  . . .  , aN) и F = (F1 , . . . , FN) - исв:омый и заданный вев:
торы соответственно, В - матрица системы ( 1 .55 ) , очевидно сим
метричная и положительная (матрица Грама) . Но, вообще гово
ря, система ( 1 .55 )  вырождена или плохо обусловлена. Поэтому 
для ее приближенного решения целесообразно примелить в:ав:ие
либо регуляризующие алгоритмы [ 148] . 

Пусть ro (а, Л) - фуmв:ция, заданная при а > О, Л > О и 
тав:ая, что 

l im Лrо (а , Л) = 1 .  
а� 

( 1 .56) 
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Во втором соотношении сходимость равномерная при Л �  r (r 
любое положительное число) .  Можно образовать (при любом N) 
матрицу W (а, В) и вектор 

а<"> = W (а ,  B)F. 

Оказывается, что при соответственно выбранных а и N элемент 

будет близок к v. 

N 
� (а) -

V a.N = "'" ai 'Фi = RaNV i=l ( 1 .57) 

Семейство операторов Rа.н образует регуляризующие алгорит
мы в смысле А. Н. Тихонова для уравнения ( 1 . 1 9 ) . 

Действительно, пусть правая часть v уравнения ( 1 . 1 9 )  задана 
с погрешностью б : 

l lv - vllв < б, 

где v - приближенное значение v. Обозначим через ао = 

= (а1о, . . . , aNo ) нормальное решение [ 147] системы ( 1 .55 )  и 
а<а. >  = ffi (a, B ) v. Применяя очевидные неравенства, получим (учи
тывая ( 1 . 20 ) ) 

11 v - Ra.Nvll = 11 v - i� aoj'I\Ji 11 + // i� ( ;Lia.> - aio )  'Ф1 Jl � 

- - 1 �(а) 2 [ N ] 1� 
� V !!N + 11 А i l V N i�I ( ai - aio ) • ( 1 .58) 

при а -+ О второе слагаемое в правой части стремится к нулю. 
Окончательно, объединял ( 1 .57 )  и последнее неравепство, прихо
дим к неравенству г N ] 1/2 
1\ v - Ra.rv/J 1 1 � V !!N + 11 А 11 N Ка. б + 11 А 1 1 V N l i� ( aia> - aio)2 

• 

( 1 . 59) 

Фиксируем произвольвое е > О. Взяв N достаточно большим, мо
жем считать, что !!N � e2J4 (в силу полноты системы {'Фп}r=1). 
Подобрав при фиксированном N значения для а и б так, чтобы 
вторая часть суммы в правой части ( 1 .59 )  была меньше е/2, по
лучим окончательно 

l l v - Ra.нvl l  < е. 

Заметим, что вследствие описанной регуллризации приближен
ное р ешение уравнения ( 1 . 1 9 )  с приближенной правой частью 
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имеет вид 

и стремится к точному решению v, хотя семейство операторов 
Rа.к строится на основе матрицы В системы ( 1 .55) . Вообще го
воря, поиск минимума в ( 1 .54) на первый взгляд естественнее 
было бы вести иначе : ортанормировать систему { 'lj:J} и искать 
разложение функции v по этой ортанормированной системе. 
Коэффициенты разложения находятся по простым явным фор
мулам ( см. § 1 . 7 ) . Однако такой способ не приводит в общем 
случае к регуляризующим алгоритмам для решения уравне
ния ( 1 . 1 9 ) , так как процесс ортанормализации не только неустой
чив, но, что особенно важно, практически невыполним. 

Заметим, что в описанном алгоритме регулярпзацип остаются 
свободные параметры и их рациональный выбор - весьма нетри
виальная задача. Однако если N заранее фиксировано, то мож
но различными способами выбрать а, соответствующее заданно
ку б наилучшим (в определенном смысле) образом. Для некото
рых методов регуляризации типа ( 1 .56 )  это можно сделать ма
IПИнным путем [ 148] или, если известно минимальное, отличное 
от нуля, собственное значение ма'lрицы В, по формулам, приве
деиным в [28, 148] . 

§ 1 .5. Решение п:инейных систем с неустойчивой 
обратной матрицей Грама 

В описанных выше способах решения граничных задач мето
дом разложения по неортогональным функциям, так же, как поч
ти во всех методах решения линейных граничных задач, основная 
вычислительная трудность заключается в решении линейных 
алгебраических уравнений 

Ax = F, ( 1 .60) 

где А - заданная матрица, х и F - соответственно искомый и 
заданный вектор . :Как правило, в расс:матрпваемых здесь случаях 
IA I -1= О и решение систем:ы ( 1 .60 ) дается формулой х = A- 1F. 
Однако если элементы матрицы А получены приближенно, то 
«вопрос о том, имеет ли матрица А отличный от нуля определи
тель или нет, лишен смысла>> ( [ 1 55, с. 139 ] ) . При решении гра
ничных задач методом разложения по неортогональным функ
циям мы имеем именно тот случай, когда элементы матрицы А и 
вектор правых частей получаются приближенно ; поэтому в на
стоящем параграфе мы применим некоторые известные [ 1 54] 
оцеИRи для погрешности и обусловленности матриц для детерми
нантов Грама с учетом ранее полученной нами оценки ( 1 .50 ) . 
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Следуя [ 155] ,  будем: называть обратную матрицу А-1  устой
чивой, если малым: изменениям: в элементах матрицы А соответ
ствуют малые изменения в элементах обратной матрицы; матри
ца А будет плохо обусловленной, если соответствующая ей обрат
ная матрица неустойчива . Для устойчивости обратной матрицы 
во всяком: случае необходимо [ 155] , чтобы определитель матрицы 
был не слишком: мал. Из оценки ( 1 .50 ) следует, что при больших 
N обратная матрица 4 ) А- 1 неустойчива и, следовательно, надо 
ожидать, что решение системы ( 1 .60) либо невозможно будет 
получить, либо оно получится с большой погрешностью. Чтобы 
оценить эту погрешность, нам необходимо получить так называе
мые числа обусловленности, которые, со своей стороны, требуют 
оценок собственных значений матрицы А . Если А вырождается 
при увеличении N, то она должна иметь по крайней мере одно 
собственное значение, стремящееся к нулю, так как произвэде
ние собственных значений равно определителю матрицы. Ниже 
будут получены оценки для наименьшего Лm1n и наибольшего Лrоах 
собственных значений матрицы А ,  исходя из оценки ( 1 .50 ) . 

Сначала получим оценку сверху Лm1n , предположив, что Л; == Л ( i  = 1 ,  . . .  , N) . Учитывая равенство 
N 

l] Лi = \ A I i=l 
( 1 .61) 

и оценку ( 1 .50) для IA 1 ,  получаем 
N --- -

Л = Amax = Amin = У \  А i � cjN. ( 1 .62) 

Оценка ( 1 . 62 )  для Am1n  слишком: оптимистична. Другой край
ний случай ( случай наиболее пессимистичной оценки для Лш 1n )  
получим, если будем предполагать, что для всех 'J..; ( i = 2, . . .  , N) 
достигается оценка Гирша [ 12 1 ] 

'J..; � NM, i = 2, . . .  , N, ( 1 .63 ) 

где М - максимум модуля элементов матрицы А . Если система 
функций { l'Фi}�1 нормирована, то М = 1 и из ( 1 .63 ) (в случае 
равенства) следует 

'J..; = N, i = 2, . . . , N. 

Подставляя эти равенства в ( 1 . 6 1 } ,  получаем 

или 

N N 

П '}..i = Amin ll Лi = AminNN-l � (ёjN)N, 
i=l i=!l 

( 1 .64)  

( 1 . 65) 

4 )  А в вашем случае совпадает с матрицей Грама системы {Z'\Jk}�=l· 
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Если оценRу ( 1 .62 )  следует считать слишRом <<оптимистичной» ,  
то оценRа ( 1 .65)  слишRом <<nессимистична» .  Следует заметить, что 
известное равенство 

N N 
Sp А = � ан = � Лi 

i=l i=l  
( 1 . 66) 

не выполняется при достаточно больших N ни для спеRтра ( 1 . 62 )  
N N 
� Лi = с <  � ан = N  
i=l i=l 

( 1 .67) 

(предполагаем пормированность фунRции Z'lj:,) , ни для спеRтра 
( 1 .64} , ( 1 .65) 

N N 
� Лi = (N - 1 ) N + cNN-2N+1 > � a i i  = N. 
i=l  i= l  

( 1 . 68) 

Из нераnенства ( 1 . 67 )  следует, что часть собственных зна
чений имеет величину большую, чем дает асимптотичесRое нера
венство ( 1 . 62 )  и, следовательно, минимальное собственное зна
чение меньше, чем доставляемое оценRой ( 1 . 62 ) . Аналогично из 
неравенства ( 1 .68)  следует, что неRоторые собственные значения 
имеют величину меньшую, чем ( 1 .64) и, следовательно, при вы
полнении равенства в неравенстве ( 1 .50) получаем Лш tn  � 
� ёNN-2N+ I .  Заметим, что при анализе спеRтра собственных зна
чений с помощью равенств типа ( 1 .66 )  имеет смысл говорить, 
что ( 1 . 66 )  не выполняется лишь в том случае, если для правой 
и левой частей получаются разные асимптотиRи при N -+  оо , 

Для того чтобы наряду с ( 1 .66 )  для проверRи спеRтра соб-
ственных значений воспользоваться неравенством Шура [ 1 2 1 ]  

N N N 
� 1 лi 12 :;;;;; � � 1 aij 12' i=l i=l j=l 

( 1 .69) 

поRажем, что для эрмитовых матриц неравенство ( 1 .69 )  превра
щается в строгое равенство 

N N N 
� 1 лi 12 = � � 1 aij 12 • i=l i=l j=l 

( 1 . 70) 

Действительно, матрица А 2 имеет в Rачестве хараRтеристичесRих 
чисел Л� ( i = 1 , . . .  , N) ,  и в силу равенства ( 1 .66)  можно 
написать 

N 
Sp A1 = � Л� .  i=l 
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Непосредственное вычисление дает 
N N N N N 

Sp А2 = � a�i + � � \ ai; \2 = � � \ aij \2 • 

i=l i= l  j=l i=l i=l 
j,Ci 

Таким образом, равенство ( 1 .70) доказано. 
Обозначим через аср среднее значение квадратов модулей эле· 

:ментов матрицы Грама фундаментальных решений: 
N N 

аср = � � � \ ai; \2 • 

N i=l j=l 
При рассмотрении конкретных фундаментальных решений мы 
увидим, что 

аср � а, ( 1 . 7 1 )  
где ii - не зависящая от  N постоянная. 

Анализируя спектры собственных значений ( 1 . 62) и ( 1 .64) , 
( 1 .65 ) , с помощью равенства ( 1 .70) получаем соответственно 
асимптотические неравенства 

ё2fN < N2acp, Nз - N2 + ёN N-2N+ 1 > N2a, 
что также указывает на необоснованную оптимистичность и пес
симистичность оценок ( 1 .62 ) и ( 1 .65) . 

Далее получим более правдоподобный спектр собственных 
значений для матрицы А .  Покажем, что для матрицы А :макси
мальное собственное значение имеет порядок оценки Гирша, т .  е .  
справедлива оценка 

Лmах � iiN. 

Действительно, по определению [ 155 ]  
(Ах, х) Ama.x = шах -
(
--

) . 
Х;;о/'0 Х ,  Х 

Возьмем в качестве х вектор х = ( 1 , 1 ,  . . .  , 1 ) . Тогда 
N N I N N N 

�� aiixix'/i� д = � �� ai; ";;:: Na. 

Будем предполагать, что А имеет попарно различные соб
ственные значения: Amax = Л1 > Л.i > . . .  > AN = Am1n и 

� - Na k 1 N "'k -
ь
k- l ' = ' . . . , ' 

где Ь > 1 - вещественное число. Из равенства ( 1 . 6 1 )  

( 1 .  72) 

получаем 
N-1 

N N - :1': k - N2 ( - )N - N f - N k-l - N 2 С fi Л.k = (Na) fi ""'ii=1 = (Na) Ь - = (Na)_b = \ А \ =  N , 
k=l k=lb 

( 1 . 73) 
( 1 .74) 



48 ГЛ. 1. МЕТОД РАЗЛОЖЕНИЛ ПО НЕОРТОГОН.А.ЛЬНЫМ ФУIПЩИЛМ 

При выводе ( 1 . 73 )  мы предположили, что перавеяство ( 1 .50)' 
превращается в равепсТIВо. Подставляя ( 1 .74) в ( 1 .72 } , находим 

2-N 2 (N-1) 4(N-1) + 
-IГ--N- - -N- 1 

'AN = 'Amin = а с N 

или, при достаточно больших N, 
ё-2 -3 

'AN � -=- N  . 
а 

( 1 . 75) 

Легко проверить пепосредствеппым вычислением, что длл спект
ра ( 1 .72)  справедливы перавеяства (при достаточно больших N) 

N N 
� 'Ai > � ан,  
i= 1  i=1 

N N N 
� ('Ai)z > � � (aiJ)z , i=1 i=1 j=1 

так что спектр ( 1 .  72)  также следует рассматривать ка:к оптими
стичный в смысле равенств ( 1 .66 )  и ( 1 .70) . При этом числа 
обусловленности Р и Н для матрицы В со спектром собс11веппых 
значений ( 1 .72 ) получаютел равными [ 155]  

- z  
f.t (А) = �2 N4• ( 1 . 76) 

с 

Поставим следующую задачу. С какой точностью е надо вы
числить скалярные произведения длл элементов матрицы А , 
Иl\Iеющей спектр собственных значений ( 1 .  72 ) , чтобы возмущен
пал матрица также бшла пеособеппой? Длл этого воспользуемся 
следующим предложением Островского [ 121] . 

Пусть А = [ aij] - пеособеппал квадратпал матрица и пусть к 
a;j прибавлепы малые величипы 8;j, образующие квадратную мат
рицу Е = ( 8;; )  того же порядка. Для того чтобы матрица А ' = 
= А + Е была пеособеппой, достаточно, чтобы выполнялось не-
ршвепство 

N N ( N N )-1  
-� .� е�1 < .� .� rД1 , 
1=1 J=1 1=1 J=1 

( 1 . 77) 

где а;; - элементы матрицы А- 1 , обратпой к А. Применял ра
венства ( 1 .70) , ( 1 .72)  длл матрицы А- 1 и учитывая, что соб
ственные значения матрицы А- 1 равны ЛI;\ где 'Ав - собственные 
значения симметричной матрицы А, получаем 

N N N 1 N 
"'"' "'"' а? . = � (.!.. J2 = N-2a,-2 ь2 - 1 1 � � 11 """"' 'Л Ь2 - 1 i=1 1=1 h=l h 

или, учитывал равенство ( 1..74) , длл достаточно больших N 
имеем 

N N -z 6 � "'"'  2 а N 
� � fXij � =4  8/N • 
i=t J=1 с N - 1 
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3'читывая в последнем равенстве первые два члена в правой ча
сти разложения 

окончательно получаем 

( 1 . 78) 

Подставляя равенство ( 1 . 78 )  в ( 1 . 77 )  п 
( i, j = 1 , . . .  , N ) , получаем для е оценку 

учитывая, что e ;i == е 

< 2 V2c2 VillN 
е 

а 9/2 " ( 1 . 79) 

Из ( 1 . 79 )  следУет, что при ii = ё = 1 и N = 123 (такое коли
чество членов разложения может быть реализовано в программе 
[ 136] для решения пространствеиных граничных задач теории 
упругости) интегралы в скалярных произведениях для элементов 
матрицы А должны быть вычислены с погрешностью е < 10-9, 
что сильно затягивает процесс вычисления, а для некоторых 
машин, имеющих t < 29 двоичных разрядов для мантиссы чис
ла, такая точность вообще не выполнима без программнога уве
личения разрядности, что со своей стороны также сильно уве
личивает время вычисления. 

Пус·ть элементы Ь" правой части линейной системы 

Аа = Ь, ( 1 .80}  

где а = ( а 1 , • • •  , aN ) - искомые коэффициенты разложения вычис
лены: с точностью еы,. Тогда вместо системы ( 1 .80) решаем 
nриближенную систему 

А (а + еа ) = ь + Вь 

и для оценки погрешности Ва имеем: 

или, с учетом согласованных норм: [ 1 55] , 
N N _ N 
� 2 ....- 1 � а а Nз � 2 � faR. "":::: � � ВьR. = ё2 � Bsk· 
k=l mш k=l k=l 

При ii = ё = 1 ,  8ь11. = еь, Ва�& = Ва получаем: 

4 М. А.  Алексидзе 

- ....- Nз12ёь 
Ва :::::" • 

( 1 .8 1 ) 

( 1 . 82) 
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В случае относительной ошибки, будет [ 154] выполняться 
неравенство 

11118aall
ll ;;::::: 11 А 11 1 1 А-1 1\ . l l eь 1 1 -- а2 N4 11 8ь 11 

'=:::: N '=:::: ё2 и· ( 1 .83) 
При ii = ё = 1, N = 100 и l l eь l lf l l b / 1 = 10-8 из ( 1.83) получаем 

ll ea ll � 1 · ( 1 .84) ll a ll -..::::: ' 
при этом всегда будут существовать такие еь и Ь , что в ( 1 .84) 
будет достигаться равенство [ 1 54, с. l79] . Таким образом, если 
отношение норм погрешности вычисления правой части системы 
( 1 .34) и точного значения правой части будет равно 10-8, то 
погрешность вычисления коэффициентов разложения может до
стигать 100 % . 

Пусть элементы матрицы А (скалярные произведения ) вы
числяются с погрешностью F = { е,щ} . Тогда вместо системы 
( 1 .80)  решаем систему 

(A + F) (a + ea) = b, 

при условии I IA- 1 1 1 / IF/1 < 1 получаем оценку для погрешности еа 
[ 154] : 

при 

имеем 

1/ е ll �  1\ A-1 1\ II F II II a ll . а """" 1 - 1\ А-1 11 1\ F ll ' -
1 \ F /\ = 10-k � �2 N3 

с 

-
1\ еа \ 1 � � N3 1 0-k \\ a ll · с 

( 1 .85) 
Для вычисления относительной ошибки надо иметь оценку 
l l ea l l l l a l l - 1  через величину I IFI I I IA II - 1  [ 1 54] : 

1111�1�1 � 1\ A \1 / I A-1 \I ::� ii ( 1 - \\ A \\ \I A-1 \I II�n-1. ( 1 .86) 
Для того чтобы правая часть ( 1 .86 ) была мала, необходимо, 
чтобы 

В приведеиных оценках мы предполагали, что все вычисле
ния, необходимые в процессе решения систем, производились с 
бесконечным числом разрядов. Для ЭВМ с плавающей запятой, 
имеющей t двоичных разрядов для мантиссы числа, для погреш-
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ности решения системы N-ro порядка имеем оценку [ 154 1  

\ \  е а 1 1  � А 1 + YN 
_ 

(i N912 + N4 
l\iiТ """"' !.t ( ) 

2t - 1/N f..t ( А )  - ё22 t - a2N912jc2 ' 
При Bai = 10-"а;, а =  ё = 1 получаем следующее соотношение: 

ИJШ 
( 1 .87 ) 

При N � 100, k = 2 ( еа; равно одному проценту от а; ) для 
необходимого числа разрядов получаем оценку 

t ;;;;:: 44. 

Это значит, что если ЭВМ содержит меньше чем 44 двоичных 
разрядов для мантиссы числа, то при решении на ней системы 
( 1 .80 ) при N = 1 00 погрешность решения может превосхо
дить 1 % . 

Регуляризующий алгоритм А. Н.  Тихонова предполагает, что 
вместо решения системы ( 1 .80)  минимизируется функционал 

М а. = IIAa - Ь 11 2 + alla l l 2, ( 1 .88 } 

где а - параметр регуляризации. В зависимости от припятой 
нормы для а различают слабую регуляризацию, сильную и ре
гуляризацию п-го порядка гладкости. На практике вместо систе
мы ( 1 .80) решают уравнение Эйлера для функцианала ( 1 .88) : 

аа + А *Аа = А * Ь, ( 1 .89)  

где А *  - оператор, сопряженный с А.  Таким образом, при регу
ляризации приходится вычислять произведение матриц А *  А и 
произведение А*Ь  матрицы на вектор . При проведении этих опе
раций на ЭВМ с плавающей запятой с t-разрядными двоичны
ми числами их приближенные значения могут быть записаны 
в виде 

(А *А ) пр = А *А + F, 

(А* Ь ) пр = А*Ь  + .F, 

где (А*А ) пр и (А*Ь ) пр - приближенные значения А *А и А *Ь 
соответственно ,  а для матрицы F и вектора F погрешностей спра
ведливы оценки [ 154] 

II F I\ < N42-t 1\ А* 1\ \1 А \1 < N42-ta2 , 
N N 

\ \ F 1 1 = � F� < � N2-t 1 1 Ai � 11 Ь 1 1 < N42-tb�axa�ax; i=l i=l 
( 1 . 90} 

А ; - i-я строка матрицы А ;  Ъmах - максимальная компонента 
вектора Ь ;  amax - максимальный элемент матрицы А. Оценки 
4* 
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( 1 .90 )  показывают, что при переходе от матрицы А к матрице 
А* А мы допускаем значительные погрешности. Учитывая при 
этом, что де·терминант матрицы А* А будет уже иметь порядок 
N-2N, становится ясным, что практически А* А будет вырожден
ной матрицей. 

Это обстоятельство побудило воспользоваться при решении 
плохо обусловленных систем следующим итерационным процес
сом для решения системы ( 1 .80)  : 

(А + A t ) an = Ь + A tan- l , ао = О, ( 1 . 9 1 )  

где A t - диагональная матрица, элементы которой укрупняют диа
гональные элементы матрицы А,  а an - n-e - приближенные ре
шения системы ( 1 .80) . Во многих случаях при удачном выборе 
диагональной матрицы At итерационный процесс ( 1 . 9 1 )  давал 
удовлетворительные результаты. Аналогично решались системы 
( 1 .80 ) , когда из-за каких-либо (физических) соображений были 
известны приближенные значения коэффициентов разложения 

( 1 .92 )  

где ii - вектор приближенных значений коэффициентов разло
жения. В том случае, когда А - плохо обусловленная матрица, 
но с отличным от нуля _детерминан2:ом, система ( 1 . 92 )  дает 
устойчивое решение при c:t .;:;;; c:t, где c:t - модуль диагонального 
злемента матрицы A t ,  c:t - параметр регуляризации, участвую
щий в системе ( 1 . 89 ) . Ясно, что при этом предполагается поло
жительная определенность матрицы А .  В противном случае мо
жет оказаться, что увеличение диагональных членов не только 
ухудшает обусловленность матрицы А, но может привести к вы
рождению матрицы А. Действительно, если 'Лi - собственные зна
чения матрицы А ,  то ('Лt + c:t) будут собственными значениями 
матрицы (А + ctE) ,  где Е - единичная матрица, а c:t > О. Сле
довательно, если некоторые 'Ai отрицательные, то модуль числа 
('Ai + c:t) может оказаться равным нулю. 

Формула ( 1 .92 )  при ii = О соответствует замене уравнения 
близким ему (см. [ 148 ] , гл. 1, § 5 ) . 

§ 1 .6. Интегрированные фундаментальные решения 

Из предыдущих параграфов ясно, что если т-мерные вектор
функции lфk выбраны неудачно в п-мерной области G и, следо
вательно, число N этих функций, необходимых для достижения 
удовлетворительной точности, достаточно велико, то при реше
нии системы ( 1 .80 ) возникают значительные вычислительные 
трудности, связанные с малостью детерминанта соответствующих 
:матриц. 
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Пусть 

( 1 . 93) 

где с - не зависящая от N постоянная. Будем говорить, что си
стема функций {l'ljJ� (y ) } выбрана для функции 'ljJ неудачно при 
r < 1, удовлетворительно при r = 1, хорошо при r = 2 и удачно 
при r � 3. Естественно стремиться при решении граничных за
дач удачно выбрать систему функций {l'I\Jя (y ) } ,  ибо слепое уве
личение их числа N, как правило, не приводит к желаемым ре
зультатам как из-за малости соответствующего детерминанта 
Грама, так и из-за конечности числа разрядов ЭВМ, на которой 
решается задача. Однако удачный выбор системы {l'/Jk (у ) } при 
решении граничных задач - довольно сложная задача, требую
щая прежде всего глубокого проникновенпя в реальную задачу, 
которая сведена к граничной ; кроме того, для граничных задач 
( 1 .1 ) ,  ( 1 .2 )  существует не очень много таких систем, которые 
удовлетворяли бы условиям, перечисленным в § 1 . 1 .  

В настоящем параграфе мы  укажем новые системы функций 
{l'I\Jk ( y ) } ,  которые могут оказаться для многих граничных задач 
более эффективными, чем система фундаментальных решений. 
Предварительно приведем соображения, почему система фунда
ментальных решений для неtоторых граничных задач выбрана 
неудачно (в чем .мы убедились при решении задач теории уп
ругости с помощью универсальных программ [ 136 ] ) . Для этого 
придется рассмотреть физический смысл фундаментальных ре
шений. Математически фундаментальное решение определяется 
следующим образом [69] . Пусть задан эллиптический дифферен
циальный оператор вида 

Функция К (х, у) = К (х1 ,  . . .  , Xn, У1 ,  . . .  , Уп)  называется фунда
Jrtептальпы.м, решепие.м оператора L, если для любой достаточно 
регулярной функции j (x) , которая обращается в пуль вне огра
ниченного .множества, 

L [S  К (х , y) f (y) dy ] = f (x) ,  ( 1 . 94) 

В операторной записи ( 1 .94) имеет вид 
LK (x, у ) = б (х - у) , 

где б (х - у ) - функция Дирака. Однако кроме такого формаль
ного определения, во многих случаях фундаментальное решение 
имеет вполне определенный физический смысл. Для конкретно
сти в дальнейших рассуждениях этого параграфа мы будем рас-
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сматривать граничную задачу для систем дифференциальных 
уравнений пространствеиной теории упругости и соответствую
щие фундаментальные решения Н ( х, у ) .  Пусть трехмерное евк
лидово пространство R3 заполнено телом с коэффициентами Ла
ме Л, � и в точке х действует сосредоточенная сила в направ
лении оси Ох; ( i = 1, 2, 3 ) . Тогда смещение любой точки у :/= х 
описывается вектор-функцией Н; (х, у ) - фундаментальным ре
шением системы однородных дифференциальных уравнений тео
рии упругости. Пусть теперь с помощью первого способа реше
ния граничных задач методом разложения по фундаментальным 
решениям решается следующая смешанная граничная задача. 

Пусть на одной части поверхности Г ( ] )  заданы напряжения, 
а другая часть поверхности Г ( 2 )  жестко закреплена, т. е. вектор 
смещения на Г (2) равен нулю (в такой постановке решалась 
задача расчета статических напряжений в теле высотной ароч
ной плотины Ингури-ГЭС) . Если вектор напряжения, заданный 
на rш ,- достаточно гладкая функция, то 20-30 фундаменталь
ных решений дают возможность достаточно хорошо его аппрок
симировать. Но эти фундаментальные функции в силу их физи
ческой сущности не могут быть равны нулю на r (2) и поэтому 
нужны новые фундаментальные решения с точками приложевил 
х·я вблизи точек Г (2 ) ,  которые сняли бы смещения у точек Г(2 > . 
Однако так как каждая точка в Г (2> жестко закреплена, то и 
число точек xk следует взять достаточно большим. При этом 
вознин:ает таная сптуация, что число точек xk вблизи Г ( 2 )  необ
ходимо взять достаточно большим, хотя у всех соответствующих 
фундаментальных решений коэффициенты разложения ak будут 
приблизительно равны. Поэтому целесообразно было бы в нашем 
случае раз;;:rоженпе граничной функции производить не по фун
даментальньш решениям Н; (х1" у ) , а ио группам фундаменталь-

по 
ных решений � Hi (xk . у) . Такая замена координатной функции 

k=n1 
в принципе легко осуществима ;  однако учитывая, что количе
ство функций в этих группах может быть значительным и что 
выражение для H; (X�t, у ) - довольно громоздкое ,  легко понять, 
как сильно затянется при этом время вычислений. Поэтому есте
ственно попытаться вместо суммы � Hi (xk, у) использовать не-

k 
ирерыввое распределение точек приложепил силы, т. е .  интеграл 

( 1 .95) 

где Г�1> - пекоторая поверхность вне области G (здесь предпо-
и r<I) u 

• 

лагается, что в каждои точке х поверхности 1 деиствует одна 
и та же сила ) . В интегрированном фундаментальном решении 
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( 1 .95)  всем точRам х ( образующим фундаментальные решения) 
приписываютел одни и те же веса, что на праRтиRе таRже может 
оRазаться неэффеRтивным. Поэтому дальнейшее обобщение выра
жения ( 1 .95 ) получим, если в Rачестве фунRций возьмем 

'Фk (У) = \ Pвj (x) Hr (x,  y) dSx , 

г <j ) 1 
( 1 .96) 

( 1  � j � ii) где г�> - поверхность вне 
Р •1 ( х ) - ортонормированные 
(O � s � n} , т . e .  

области G 
на г�> полиномы s-го 

(рис. 2 ) , 
порядRа 

индеRс k определяется ниже (см. формулы ( 1 .98) , ( 1 .99) ) .  
Компоненты веRтор-фунRЦий ( 1 .96 )  определяются соотно

шением 

( 1 .97) 

где 'Фм (У ) - i-я компонента веRтор-фунRции 'Фя (У ) ( 1 � i � m) . 
Формула ( 1 .96)  дает возможность получить счетное Rоличество 
вектор-фунRций следующими двумя 
способами : 1 )  зафиRсировать n < оо ,  
а ii устремить R бесRонечности, или 
2) зафиRсировать ii < оо, а n устремить 
R бесRонечности. В первом случае связь 
между индеRсами в формуле ( 1 . 96 )  
осуществляется с помощью формулы 

k = (j - 1 ) nm + (r - 1 ) n + s, ( 1 .98 ) 
а во втором случае- с помощью фор
мулы 

k = siim + (r - 1 ) ii + j. ( 1 .99 )  Рис. 2 

Формула ( 1 .98) предполагает, что номера фунRций 'Фя (У )  опре
деляются в следующей последовательности: 

k = 1  (j = 1,  r = 1,  s = 1 )' ,  

k = 2  (j = 1 ,  r = 1, s = 2) , . . .  , k = n  
k = n + 1 (j = 1 , r = 2, s = 1 ) , . . .  , 
k = 2n (j = 1 ,  r = 2, s = n) ,  . . .  , k = mn 
k = 2n + 1 (j = 2, r = 1 ,  s == 1) 1  . . .  

(j = 1 , r = 1 ,  s = n) , 

(j = 1 ,  r = m , s = n ) , 
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Формула ( 1 .99) предполагает, что номера функции 'Фл (У ) опре
деляются в следующей последовательности: 
k = 1 (s = 1 ,  r = 1 ,  j = 1 ) ,  
k = 2 (s = 1 , r = 1 ,  j = 2) , . . .  , k = n (s = 1 , r = 1 , j = ii) 
k = ii + 1 (s = 1 ,  r = 2 ,  j -== 1 ) ,  . . .  , k = 2n (s = 1 ,  r = 2, j = ii) , . . .  , 
k = mn (s = 1 , r = m, j = n) ,  k = mn + 1 (s = 2, r = 1 , j = 1 ) ,  . .  . 
В случае формулы ( 1 .98 ) , когда ii -+ оо ,  поверхность г�"> превра
щается в точку (рис. 2 ) ; при этом функции '1/Jл, определяемые 
из ( 1 .96 ) , для s = О иревращаются в обычные фундаментальные 
решения. Значительно больший интерес представляет счетная 
система функций при фиксированном n и n -+ оо.  

Пусть поверхности г�> в совоr<упности определяют замrшу
тую поверхность Г1 , целиком охватывающую область G (рис. 2 ) ,  
и система {Рвj (х)}�0 - произвольпая полная система функций 
на г�> . Тогда, если полна на Г система функций 
{Hr (xk, y)}:.n=I ,k=I • где т очки Хл расположены всюду плотно на 
Г1 , то полна и система {'Фп (y)}k'=l • где номер k функции 'Ф оп
ределяется из ( 1 .99 ) ,  а сами функции 'Фл (у ) - из ( 1 .96 ) . 

В самом деле,  пусть а (у) - произвольпая функция ортого
нальная на Г всем функциям 'Фл (У ) 

Тогда 

f а (у) 'Фk (у) dSy = О.  
г 

,i а (у) 'Фk (у) dSy = .\ а (у) [ .\ Р sj (х) Hr (х ,  у) dSx] dSy = 
г г гШ 1 

= J Psj (x) [ \' a (y) Hr (x , y) dSy l dSx = O. 
�fl г J 1 

В силу полноты {Psj (x)}�1 на г�> для любой точки 
а значит и г ! ,  получаем 

.\ а (у) Hr (х, у) dSy = О, 
г 

что, со своей стороны, в силу полноты {Hr (xk, y)}:.n=t.k=l дает 
а (у ) = О. Таким образом, если произвольпая функция а (у ) ор
тогоналъна всем функциям ( 1 .96 ) , то она тождественно равна 
нулю. При этом от системы {Рвj (х)}�1 требовалась лишь пол
нота на г�> . В качестве P.j (x)  можно взять тригонометрические· 
или алгебраические полиномы и т. п. В формуле ( 1 .96 )  орто
нормированная система полиномов была выбрана по следуюrцим 
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соображениям. Во-первых, ортогональность значительно увеличи
вает угол между функциями ( 1 .96 ) , что имеет важное значение 
при приближенных вычислениях. Во-вторых, первые три степени 
полиномов (именно они и применялись в данном случае при ре
шении граничных заАач )  имеют простой наглядный смысл, что 
сильно облегчает выбор поверхностей г�> .  В качестве последних 
выбирались отрезки (для плоского случая) или же параллело
граммы (в пространствеином случае) .  Такой выбор был обус
ловлен стремлением получить интегралы ( 1 .96 ) в элементарных функциях, хотя не исключено, что для некоторых граничных 
задач целесообразнее (даже с точки зрения необходимого ма
шинного времени решения граничных задач) пользоваться функ
циями ( 1 .96)  для г�> е более сложной геометрией. 

Приведем явные выражения для по.л:ипомов Р.1 в плоском (ГШ в этом случае - отрезки прямой) и в пространствеином 
( Гi.i> - параллелограм:мы} случаях. 

Обозначим через х{, х� и x!i, x2j координаты начальной и 
J{Онечной точек отрезка г�> ,  уравнение которого запишем в па
раметрическом виде (О  ::s:;;; t ::::;;; 1 )  

( 1 . 100) 
где 

d; = х� . 

'Учитывая формулы ( 1 . 100) , получаем, что интегралы в правой 
части ( 1 .96 )  с точностью до постоянного, отличного от пуля 
:множителя, можно заменить интегралами от О до 1 по парамет-
РУ t. Что касается полиномов Р •i ( х ) , то их вид на всех Г�> 
будет один и тот же - они будут ортогональными па отрезке 
[0, 1 ] полиномами по параметру t 

Ро = 1 ,  Р1 = 2У3 t - i3, Р2 = 6YS t2 - 6У5 t + i5. ( 1 . 101 ) 

В пространственно:м случае координаты вершин параллело
грамма гt> обозначим следующим образом: 

(х{ ,  х� , х�) ' (xf + а{ , х� + а� , х� + а�) , 
(х{ + а{ ,  х� + а� , х� + а�) . 

'Уравнение г�> запишем в параметрическом виде : 

х1 = (х{ - хО t + ай + х{ ,  
х2 = (1{ - хО t + a4t + х� , 

х8 = (х� - х�) t + a�t + х� , 

( 1 . 1 02) 

где параметры t и t :меняются в пределах О ::s:;;; t, t ::s:;;; 1 .  Форму
лы ( 1 . 102 ) дают !Возможность проводить интегрирование в пра-
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вой части формулы ( 1 .96 ) в квадрате [О .::;;; t, t .::;;; 1 ] , а в качестве 
полиномов Р.; брать на всех параллелограммах г�> ортогональ
ные в квадрате [ О .::;;; t, t .::;;; 1 ]  полиномы 

Ро = 1 , P I = 2Y3 t - Y3 , P2 = 2Y3 t - Y3 ,  

Рз = 6YS t2 - 6 1"5 t + i5, Р4 = 61"5 t2 - 61"5 t + У5, ( 1 . 1 03) 
Ps = 12tl - 6t - 6 l  + 3.  

Ясно, что функции 'Ф�< (у } , определяемые из формулы ( 1 .96 } , 
( ') при у Е Г i. удовлетворяют тому же дифференциальному урав-

нению в частных производных, что и фундаментальное решение 
Hr ( х, у ) при фиксированной точке х ( х r:/= у) . Поэтому они мо
гут быть применены при первом способе решения граничных 
задач с помощью неортогональных функций, описанном в § 1 . 1 .  
Применевне функции ( 1 . 96 )  в этом методе также может быть 
трактовано как решение интегрального уравнения первого рода 
( 1 . 1 3 ) . Однако в данном случае ищутся не значения искомой 
функции -ф(z) в отдельных точках контура Г1 ,  а коэффициенты 
разложения искомой функции -:;j, (z ) по функциям Р.;. Удачный 
выбор параметрических семейств функции Р.; дает возможность 
использовать их малое количество и тем самым устранить труд
ности, связанные с плохой обусловленностью. Ввиду того, что 
в качестве функций Р.; выбираются полиномы, в нашем распо
ряжении остается выбор поверхностей (контуров ) г�> . Именно 
их удачный выбор определяет точность решения с помощью функ
ции ' ( 1 .96 ) . При втором способе решения граничных задач, как 
это уже было сказано в § 1 .3, могут быть применены любые 
полные системы функций, а следовательно, и функции ( 1 .96 ) . 

§ 1 .7. Орто- 11 биортонормализация и решение систем 
линейных уравнений 

Для получения доэффициентов разложения как при первом, 
так и при втором способе получали систему линейных алгебраи
ческих уравнений ( 1 .34) или ( 1 .36) . Однако ясно, что для по
лучения коэффициентов разложения можно предварительно ор
то- илп биортонормировать соответствующие системы функций 
или спстемы функций и системы функционалов . Rак мы увидим 
ниже, предварительная ортанормализация является одним из 
методов получения обратной матрицы системы ( 1 .34 ) , ( 1 . 36 ) , 
и представляется нецелесообразным сопоставлять метод предва
рительной ортанормализации и решение соответствующей систе
мы 5 ) .  Более того, как мы сейчас покажем, схемы счета различ-

5) В работе:  М и х л и н С. Г. Об устойчивости метода Ритца /1 ДАН 
СССР.- 1 960.- Т. 135, ."М 1 ,  указывается, что nредварительная ортонорма
ливация дает значительно более устойчивую схему счета, чем непосредст-
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ных способов ортонормализации обладают различной устойчи
востью и могут дать значительно отличающиеся результаты. 

Пусть имеется линейно невависимая система функций 
{roA (у ) }  и требуется построить ортанормированную систему 
{<р; ( у ) } ,  где 

i 

IPi (у) = � Ail�rok (у) . ( 1 . 1 04) 
k=l 

Для получения {<р; (у ) } можно воспользоваться следующими 
двумя способами. 

1 .  Систему <р� (у) построим последовательно (см. ,  например, 
[ 77 ] ) .  Так как система {ro; (y ) } линейно независима, то 

J \ rof {y) dS > О, i = 1 , 2 , . . .  ( 1 . 105) 
г 

Поэтому положим 
(J)l (у) 

'Pt (у) = -

.. 
� ��==-v J) oo�dS 

Ясно, что элемент <р1 ( у) нормирован. Построим элемент <р2 ( у ) = 
= ro2 (y ) + �21'P I (Y ) , ортогональный к 1Р 1 :  

J J <fJ1cp2dS = J J <p1ro2dS + а21 = О . 
г г 

Для �2 1 получаем равенство 

a2I = - J J IPt ro2dS . 
г 

Из линейной независимости системы {ro; ( y ) } следует, что 

S J (j)�dS > О. 
г 

Поэтому положим 

что обеспечивает как нормированность элемента qJ2, так и орто
гональность <р 1 и <р2. 

венное решение системы Ритца. При этом автор предполагает, что при ре
шении системы Ритца производится деление на определитель системы Рит
ца. По-видимому, имеются в виду формулы Нрамера, которыми на прак
тике не пользуются , особенно дли симметричных матриц. 
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Пусть построены ортонормированные элементы ер 1 ,  ер2, . • .  , ер1• 

Следующий элемент будем искать в виде 

где 

( 1 . 106) 

�h+ l = ffiн t + a:k+ l , l ep l  + . . . + a:k+ l ,kepk. ( 1 . 107 )  

Коэффициенты a:k+ l , i ( i  = 1 ,  . . .  , k )  определяются И3 усло
вия ортогональности 

i = 1 , . . . , k. 

Получаем 

a:k+ 1 ,i = - ,\ .\ rokнepidS. 
г 

И3 ( 1 . 107) , если учесть, что ер 1 , (\)2, • • • , (j)11 не содержат ro,.+ 1 ,  
следует, что 3наменатель правой части ( 1 .106)  отличен от нуля. 
Таким обра3ом, можно построить ортонормированную систему 
{qJi (у ) } .  

Для получения ( 1 . 104) надо подставить в ( 1 . 106)  3начения: 
ер1 , ер2, • • . , (j),., выраженные чере3 ro t , ro2, . • . , ro,.. 

Описанный выше алгоритм дает epi ( Y) в следующем виде: 
i-1 

epi (у) = � Aikepk + Aнroi . ( 1 . 108) k=1 
Как будет пока3ано в настоящем параграфе, для И3лагаемого 
приближенного метода надо иметь ер1 ( у )  в виде ( 1 . 104) , ибо A��t 
непосредственно участвуют в алгоритме решения. Коэффициенты 
А;11 можно получить И3 ( 1 . 108 ) . Действительно, легко видеть, что 

i-1 
Aik = � Aij · j=k ( 1 . 109) 

Il. Алгоритм второго способа ортонормали3ации таков : A ;k rвы
числяются путем ра3ложения по элементам последнего столбца 
выражения 

epn = 

s s widS s i wlw2dS • . • 

s s w2w1 dS s s w�dS . . .  
s s wlwn-1dS wl 
5 s w2wn-1dS {!)2 

• • • • о о о • • • • • • • • •  о • о • 

s s wnwldS s s wnw2dS • • . s s wnwn-ldS wn 
VGn-lGn 

' ( 1 . 1 10) 



§ 1 . 7 .  ОРТО- И БИОРТОНОРМАЛИЗАЦИН И РЕШЕНИЕ СИСТЕМ 61 

где Gn - определитель Грама фующuй cu ; :  

s s (J)lffi2dS s s (J)lffindS 
s _\' ffi�dS s s (J)2ffindS ( 1 . 1 1 1 ) 

Интегралы в ( 1 . 1 10 )  и ( 1 . 1 1 1 )  берутся по поверхности S. 
Так как в любом вычислительном центре имеются стандарт

ные подпрограммы вычисления интегралов с любой заданной 
точностью и вычисления детерминанта, то с точки: зрения про
стоты осуществления машинного счета этот алгоритм вычисле
ния коэффициентов А;я обладает некоторым иреимуществом пе
ред вышеописанным. 

Таким образом, ортанормализацию можно осуществить как 
по формуле ( 1 . 106 ) , так и по формуле ( 1 . 1 10 ) . Ясно, что если 
бы вычисления по обеим формулам прои:зводи:лись абсолютно 
точно (с бесконечным числом разрядов ) ,  то и результаты оказа
лись бы одинаковыми:. Результаты будут достаточно близки так
же и в том случае ,  когда ортанормируемая система надежна, 
т. е .  значение Gn не слишком мало. Но, как было показано 
выше, система {ffi; (y ) } ,  как и любая потенциальная система, 
не является надежной, поэтому для практической реализации: 
приближенного метода решения граничных задач крайне важно 
выбрать из двух способов ортанормализации тот, который дает 
более устойчивую схему счета ( обеспечивает большое число вер
ных знаков ) .  Хотя вычисления по формуле ( 1 . 1 1 0 )  легко орга
низовать на универсальных машинах, тем не менее, как будет 
показано ниже, ортанормализацию следует провести по формуле 
( 1 . 106 ) , так как соответствующий алгоритм значительно более 
устойчив относительно ошибок округления. Действительно, будем 
рассматривать нормированные функции ffi; (y )  как векторы (с на
чалом в О) в пространстве L2 и обозначим через ая угол между 
вектором ffiя (Y ) и гиперплоскостью, проходящей через векторы 
ffi l , ffi2, . . .  , ffiя- l ·  Известно,  что определитель ( 1 . 1 1 1 )  равен квад
рату объема параллелепипеда, построенного на векторах 
(!) 1 , ffi2, . . .  , ffin: n 

Gn = П sin2 ai . 
i=l 

( 1 . 1 12) 

Таким образом, для знаменателя формулы ( 1 . 1 10)  получаем n-1 
dn = У Gn_1Gn = sin an П sin2 ai . i=l ( 1 . 1 13) 
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Сумма 
n-1 

� ( Wn, Cf'�t) Cf'lt 
lt=1 

( 1 . 1 14) 

есть проекцил элемента Wn на подпространство, поротденное век
торами cp r ,  Cj)2, • • • , Cj)n- !  или (в силу эквивалентности подпро
странств, порожденных векторами cp r ,  ср2, • • •  , ·Cj)n и w r ,  w2, • • • , wn)  

проекция Wn на подпространство, порожденное векторами 
W r ,  w2, . . .  , Wn- ! ·  Отсюда следует, что знаменатель формулы 
( 1 . 106 )  равен 

( 1 . 1 15) 

При ортанормализации n элементов окажется необходимым 
делить на 

n 
dn = П sin ai . 

i=1 

Длл отношения dn/ dп получаем 
d n-1 n П . -

=- = Slll ai = dn-1 · d11 i=1 ( 1 . 1 16)  

Из последнего соотношения видно ,  что формула ( 1 . 1 06 )  дает 
значите.тrьно более устойчивую вычислительную схему, чем фор
мула ( 1 . 1 10 ) . 

Приведем численный пример, подтверждающий полученные 
теоретические оценки. Пусть Г - единичная окружность, Г 1 и 
I\  - концентрические окружности радиусов 2 и 1 , 1  соответ
ствепно. Точки Xi расположены равномерно на окружностях 
Г r и � . 

При расчете попытка ортанормировать систему Пn r (xi, y) J ,  
х Е Г r ( i  = 1 , . . .  , 28 )  с помощью формулы ( 1 . 106 )  привела к 
аварийному останову машины. При этом оказалось, что это слу-5 -2 чилось при делепии на cp2 1dS . Этот факт (учитывал, что все 
определения Грама десятого порядка были равны нулю) хорошо 
согласуется с формулой ( 1 . 1 16 ) , из которой следует ,  что фор
мула ( 1 . 106 )  дает возможность при фиксированном числе раз
рядов, с которым производятел вычисления, ортанормировать 
примерно вдвое больше функций, чем формула ( 1 . 1 10 ) . Ясно, 
что если ортанормализацию достаточно иенадежной системы 
( значение Gn достаточно близко к нулю) можно произвести как 
по формуле ( 1 . 1 06 ) , так и по формуле ( 1 . 1 10 ) , то последняя 
дает значительно более грубый результат. Длл подтверждения 
этого была произведена ортанормализация системы Hn r (xi, y) J ,  
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х е ft ( i  = 1 ,  . . .  , 24) . В приведеиной табл. 1 . 1  даны коэффи
циенiТы ортанормализации А��>.2з-i для функции <р22, полученные 
по формуле ( 1 . 1 10 ) , и те же коэффициенты А���2з-i, полученные 
по формуле ( 1 . 106 ) . 

В третьем и четвертом столбцах даются S <p��<p���idS = a��>.i 
< 2 >  S <2> < 2 >  dS < 1> <2 > ф и a22 , i = ер22  <f2з-i , где (j)i и ff'i - ортонормированные унк-

ции, полученные соответственно с помощью формул ( 1 . 1 10 )  
и ( 1 . 106 ) . 

Видно, что формула ( 1 . 106 )  дает значительно более точную 
ортонормализацию, чем формула ( 1 . 1 10 ) . Вое вычисления про
водилисЪ на машине БЭСМ-2. 

Заметим, что нумерация функцnй, подлежащих ортонормали
зации, существенно сказывается на росте коэффициентов орто
нормализации и, следовательно, на распределении погрешности 

Т а б л и ц а  1 .1 

1 1 , 5629 1 , 5747 1 ,37 0 , 9993 1 1  -0 , 9413  0 ,0471 -0, 37 -0,0004 
2 -1 , 7303 -1 , 7267 0 , 15  0,0080 12  0 ,6365 0,0469 -0 , 17 -0,0003 
3 0 ,7977 0 ,7967 -0 , 02 -0,0030 13  0 , 1ii07 0,0470 0 ,06 -0,0003 
4 -0 , 1783 -0,1772 -0 , 13 0 ,0009 14 -0 , 3814 0,0469 -0 , 19 -0,0003 
5 0 , 1 160 0 , 1195 -0 , 20 -0,0007 1 5  0 ,3762 0,0472 -0 , 07 -0,0003 
6 0 ,0325 0,0258 -0 , 22 -0,0007 16 -0 , 0596 0,0465 -0 , 05 -0,0003 
7 0 ,0264 0,0541 -0 , 25 -0 ,0005 1 7  0 ,0032 0,0492 -0, 10 -0,0003 
8 0 , 1276 0,0451 -0 , 20 -0 ,0005 18 0 ,3059 0 ,041.2 0,05 -0,0006 
9 -0, 2284 0 ,0477 -0, 36 -0,0005 19  -0 , 6559 0,0685 -0 , 31 -0,0040 

10 0 ,7624 0,0468 0 , 13  -0,0004 1 20 1 ,0015 -0,0156 0 , 17  0,0020 
21 -0 , 4316 0 ,2664 0,00 0 ,0020 
22 -0 , 1754 -0,3722 0 ,00 -0,0009 

вычисления. Табл. 1 . 1  соответствует тому случаю, когда функции 
системы {ln r (xi , y)}f�1 занумерованы << естественныМ>> образом -
номера i точек х;, определяющих фундаментальные решения, 
растут по часовой стрелке. Это приводит к тому, что наиболее 
<< близкие>> функции стоят рядом, и они встречаются уже в на
чале счета. Поэтому коэффициенты ортанормализации А22.2з-; не 
обнаруживают тенденцию увеличения при увеличении i , а ска
лярные произведения <Х22,; при i -=1= 1 почти :все равны. Если ну
мерацию точек х; произвести таким образом, чтобы соседние 
номера имели бы диаметрально противоположные точки, в этом 
случае картина распределения коэффициентов ортонормализации 
А ;; и погрешностей ортонормализации (ер;, ер;)  ( i  -=1= j )  имеет оп
ределенную тенденцию роста при увеличении i. Так как этот 
вопрос представляет определенный практический интерес (на
пример, для метода регуляризации при суммировании прибли-
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женно ортонормированных функций [ 148] , Rогда вес функции 
с высоRим номером уменьшается) ,  то в табл. 1 .2 даны Rоэффици
енты ортонормализации A,j и сRалярные произведения (ер;, ер;) ,  

1 1 + 1 ,0406729 
2 1 +0,3462491 1  
2 2 + 1 ,0967628 
3 1 -0,53648320 
3 2 -0,53648326 
3 3 +0,62524139 
4 1 -0,38528212 
4 2 -0,38528204 
4 3 -0,21079386 
4 4 +0,65981877 
5 1 +0,9226411 1  
5 2 -0,71532134 
5 3 +0,96541176 
5 4 -4,0057429 
5 5 +4,6118053 
6 1 -0,96540172 
6 2 + 1 ,1276433 
6 3 -4,3657948 
6 4 + 1 ,9865186 
6 5 -1 , 1420238 
6 6 +4,7510957 
7 1 +0,91010546 
7 2 -0,05012857 
7 3 -518312 
7 4 +3,3488157 
7 5 +1 ,0675745 
7 6 +9,5440065 
7 7 + f0.881491 
8 1 +0,87974204 
8 2 + 1 ,2645393 
8 3 -11 ,021439 
8 4 -20,424368 
8 5 + 13,685392 
8 6 +9,8654950 
8 7 +9,6225894 
8 8 +14,525913 
9 1 +3,8939330 
9 2 +4,5109049 
9 3 -135,18421 

(�i�j) · 10"  1 1 i 1 j 1 
+99999993 9 4 
-10,545444 9 5 
+99999987 9 6 
+5,2679679 9 7 
+9 ,3552147 9 8 
+ 99999996 9 9 
+ 1 ,9105709 10 1 
+4,6030716 10 2 
+6 ,9879207 10 3 
+ 100000000 10 4 
-3,8659621 10 5 
-14,744458 10 6 
+14,519004 10 7 
-10,341002 10 8 
+ 100000010 10 9 
-27 ,169606 10 10 
-29,079885 1 1  1 
+27,216127 11 2 
+22 ,170377 1 1  3 
-37 ,608277 11  4 
+99999891 1 1  5 
-113 ,76967 1 1 1  6 
-145,66538 1 1  7 
+814,64348 1 1  8 
+ 104.80959 1 1  9 
+ 102,90421 1 1  10 
-412,25938 1 1  11  
+ 100000020 12 1 
-134,74923 12 2 
-227 ,71168 12 3 
+ 138, 19470 [ 12 4 
+771 ,85751 l f 12  5 
+612 ,17532 ' 12 6 
-153,36560 12  7 
+923,39944 12 8 
+100002600 12  9 
-899,95965 12 10 
-724,24863 12  1 1  
+ 1355,8118 12  12  

Т а б л и ц  а 1 .2 

-1 , 1260756 + 1087,2023 
+6,6932927 -5001 , 1401 
+33,378126 -7836 ,2678 
-57 ,802630 -34629,283 
+8,3625319 -50108,963 
+167 ,58549 +99768841 
+3,4180333 + 257,26516 
+2,5466632 +34,687610 
+48,300287 +85,583489 
-143,04046 -434,93972 
+33,064980 +10039 ,998 
-4,6188189 -5834,6996 
+29 ,189493 +3026 ,5333 
-64,247550 + 27933 ,044 
-53,885359 -209322,34 
+177 , 78265 + 100108810 
+0,94977884 -86582,001 
+5,2724456 -86920,886 
-14,265920 + 1118,9831 
-226 ,53632 0,0 
+43,029469 +16379 ,793 
+14, 109446 -8185,8288 
+ 10,672832 -24521 , 175 
-216 ,59758 + 14544 ,041 
+6,5606727 -569544 ,36 
+374 . 1 6344 +13851 , 103 
+40,748655 +99487997 
+5,8947982 -1551 ,2810 
+2,8061870 -11 12, 1668 
-245,18670 + 3376 , 1 136 
-93,330693 + 2140,9504 
+29,695770 -6405,9341 
+ 50,256389 -19165 ,558 
-225,28228 -94825,017 
-63 ,197245 -121207,67 
+597,66516 -588046 ,02 
+ 135 ,59681 -495184,19  
+ 15,997492 -1383687 ,3 
+45,094307 +98582118 

умноженные на 108 (i = 1 , 2, . . .  , 12 ;  j = 1 ,  2, . . . , n) фунRЦИЙ 
i 

epi = � Aii ln r (xJ , у), j=l 
полученных по формуле ( 1 . 106) , Rorдa Г является эллипсом с 
полуосями а = 1 и Ь = 0,5, а точRи х; взяты на RонфоRальном 
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эллипсе с полуосями а = 2, Ь = 1 и занумерованы следующим 
образом: х1 (а, О) ,  х2 (-а, О ) , хз (0 , Ь ) , Х4 (0, -Ь ) и т. д. 
Из табл. 1 . 2  видно, что при увеличении индексов i, j увеличи
ваются модули коэффициентов ортанормализации А ;; и умень
шается точность ортонормализаций. Табл. 1 .2 взята из ра
боты [ 12 ] . 

Сейчас мы покажем, что предварительная ортанормализация 
является [ 10] одним из способов обращения симметричных мат
риц. Рассмотрим две задачи. 

3 а д а ч а А. Ищется решение системы линейных алгебраиче-
ских уравнений 

или 
Ах = В, 

n 
� амхi = bk , i=l 

k = 1 ,  . . . , n . ( 1 . 1 17 )  

3 а д а ч а Б.  Задано функциональное уравнение 
RC = F, ( 1 . 1 18 )  

где R - положительно определенный оператор, а F - заданный 
элемент в пекотором функциональном пространстве Н. Коэффи
циенты d" наилучшего приближения (в смысле энергетического 

n 
пространства Н н ) решеНИ!J С уравнения ( 1 . 1 18 ) рядом � dkDk , 

k=l  
где {D"} - система линейно независимых элементов пространства 
Н, ищутся из системы Ритца 

n 
� (RDk, Di) di = (F, Dk) · ( 1 . 1 1 9 )  

i=l 
Сравнивая системы ( 1 . 1 1 7 )  и ( 1 . 1 1 9 ) , находим, что решения 

задач А и Б совпадают, если выполнены условия 
(RD", D;) = ам, (F, D") = Ь". ( 1 . 120)  

Однако решение задачи Б (и, следовательно, задачи А) мож
но получить без решения системы ( 1 . 1 19 ) , путем предваритель
ной ортанормализации векторов системы (D") . 

Пусть {R"} - ортанормированная в энергетическом простран
стве Н н система векторов, полученная путем ортанормализации 
системы {D"} 

k 
Rk =  � YkiDi . 

i=l 
( 1 . 1 2 1 )  

Как будет ясно и з  дальнейшего, для вычисления коэффици
ентов ортанормализации "(ki явное выражение векторов D" и опе
ратора R не требуется. Они определяются при выполнении усло
вий ( 1 . 1 19 ) только с помощью матрицы l la;; l l = А .  
5 М. А .  Аленсидзе 
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Коэффициенты l,. наилучшего приближения (в смысле Н,.) 
n 

элемента С рядом � lkRk определяются иэ соотношений k=l 
l,. = (RC, R,.) = (F, R��.) . ( 1 . 122 )  

Подставляя ( 1 . 1 2 1 )  в ( 1 . 122 ) , получаем 
k 

lk = � l'kibi .  ( 1 . '1 23) 
i=l 

Зная коэффициенты l,., легко находим п коэффициенты d��. 
n 

наилучшего приближения С рядом � dkDk . 
k=l 

где 

Действительно, 
n n k n 

� lkRk = � lk � 'YkDi = � dkDk, 
k=l  k=l i=l k=l 

n 
dk = � Cjkb]. i=l ( '1 . 124) 

Подставляя ( 1 . 123 )  в ( 1 . 124) , получаем соотношение для вы
числения d��. с помощью коэффициентов. ортонормализации и пра
вой части системы ( 1 . 1 19 ) : 

где 
n 

n 
dk = � Cjkbj , i=l 

Cjk = � 'Yiil'ik • r = max (k, j) . 
i=r 

( 1 . 1 25 )  

( 1 . 126) 

Из формулы ( 1 . 125 )  видно, что по существу нами получены 
элементы обратной к А матрицы А- 1 •  

Предполагая единственность наилучшего в смысле Н в разло
жения элемента С в ряд по системе {D��.} (для этого достаточно, 
например, чтобы Н в было строго нормИ!рованным [7 1 ]  прост.ран
ством ) , получим, что ( 1 . 125 )  дает решение задачи Б и, следова
тельно, задачи А. Можно предположить, что R - тождественный 
оператор : R = Е. Тогда энвргетическое пространство Н в превра
щается в гильбертоно пространство L2, которое строго норми
ровано. 

Для вычисления кооффициентов ортонормализации "fki рас
смотрим ортогональную систему {-ф,.} , где 

k-1 
'Фk = Dk - � (RDk, Ri) Ri , ( 1 . 127) 

i=l 
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R, - элемент ортанормированной системы {R,} ,  
R, = 'I)J,JI I1jJ�<II . ( 1 . 128 ) 

Учитывая ( 1 . 120) и ( 1 . 1 2 1 ) , из ( 1 . 127) получаем 
lt-1 i i k 

'i'�t = D�t - � � Yii (RD�t, D1) � Yi8D8 = - � r!.i�tDi ,  ( 1 . 129) 

где 
i=1 i=1  8=1 i=1 

k-1 8 
al:k = - 1 , aki = � � У8iУв;ам, 

в=i i=1 
i = 1 , . . .  , k - 1 . (1 . 130) 

По формуле ( 1 . 129 )  вычислим знаменатель формулы ( 1 . 128) : 

11 'Ф�t \\ = [R'Ф�t• '!'�t] 112 = с� 
i
� aikaik (RDiDi)] 112 = 

= [ .± . .± rJ.ikЩkaii ] 112• 
t=1 J=1 

Подставляя это выражение и ( 1 . 129 ) в ( 1 . 1 28 ) , получаем 

Y�ti = [ k k ] 112 ·  
� .� aika.ikaii i=lJ=l 

ct.ik ( 1 . 131 ) 

Таким образом, алгоритм решения системы ( 1 . 1 1 7 )  таков : полу--- 2 чаем из ( 1 . 1 3 1 )  'Y l l  = 1/'J'a l l ,  затем из ( 1 . 1 30) а12 = У1 1а21 = а21fаш 
затем опять из ( 1 . 1 3 1 )  'Y2I и 'У22 и из ( 1 . 1 30 )  аз2 и аз1 и т. д. 
После получения всех 'У"' ( k  = 1 ,  2, . . . , n ; i = 1 ,  . . .  , k )  вычис
ляем элементы ci�< обратной матрицы по формуле ( 1 . 126) . Реше
ние системы ( 1 . 1 17 )  получаем из формулы ( 1 . 1 25 ) .  

Путем первой или второй трансформации Гаусса этот метод 
может быть перенесен и на произвольную неособенную мат
рицу А. 

Покажем, что вычисление коэффициентов ортанормализации 
по существу совпадает с обращением векоторой треугольной 
матрицы. 

Обозначим через S верхнюю треугольную матрицу, которая 
удовлетворяет условию 

A = S'S, ( 1 . 1 32 )  

где S'  - транспонированная к S матрица. Решение системы 
( 1 . 1 1 7 )  можно записать в виде 

х = А- 1В = (S'S) - 1B = S- 1  (S' ) - 18  = S-1 (S- 1 ) 'В, 
или в развернутом виде 
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где r = max (k, j ) , S;; и .$';" - элементы матриц s- 1 и (S- 1 ) ' .  Учи
тывая, что х" == d" ( k = 1 , . . . , n ) , и сравнивая последнее равен
ство с формулами ( 1 . 125)  и ( 1 . 1 26 ) , находим, что "(;; = S;; для 
всех i и j . Таким образом, нахождение коэффициентов ортанор
мализации эквивалентно обращению матрицы S, удовлетворяющей 
равенству ( 1 . 1 32 ) . Поэтому для получения S;1 можно получить 
сначала элементы матрицы S (методом квадратных корней ) ,  а за
тем обратить ее . 

Легко однако заметить, что приведенная выше схема счета 
будет отличаться от такого алгоритма, так как формулы ( 1 . 1 30 )  
и ( 1 . 1 3 1 )  дают возможность получить S;1 без предварительного 
вычисления элементов матрицы S. 

Сумма 

k-1 
� (Dk , Ri) Ri ( 1 . 133) i=l  

есть проекция элемента D" на подпрос'llранство, порожденное 
векторами R1 , R2, . . .  , Rn- 1 или (в силу эквивалентности под
пространств, порожденных векторами D1 ,  D2, . . . , Dя- 1 и R 1 ,  
R2, . . .  , R"- 1 ) проекция D,. на  подпространство, порожденное век
торами D 1 ,  D2, . • .  , D"- 1 . 

Предполагая нормированность элементов системы {D"} для 
нормы разности в правой части выражения ( 1 . 1 27 ) , получаем 

l l ф" l l = sin а", 

где а" - угол между вектором D" и гиперплоскостью, проходящей 
через векторы D1 , D2, • • • , D"- 1 . При ортанормализации окажется 

n 
необходимым делить n элементов на величину n sin ak , которая 

h=1 
равна квадратному корню от определителя 1 А 1 системы ( 1 . 1 1 7 )  
( определитель Грама ! А !  равен квадрату объема параллелепипе
да, построенного на векторах Dt , D2, . . .  , Dn ) .  Отсюда ясно, что 
при достаточно малом определителе системы ( 1 . 1 1 7 )  формулы 
I\рамера, в знаменателе которых стоит определитель системы 
( 1 . 1 1 7 ) , дают ме•нее устойчивую схему счета. 

Легко видеть, что при ортогонализации столбцов и строк де
ление происходит на величину, меньшую чем ( ! А 1 )  1 12 • Действи
тельно, детерминант Грама для столбцов матрицы системы 
( 1 . 1 1 7 )  равен АА ' и, следовательно, значительно хуже обуслов
лен, чем детерминант Грама А для системы {D,.} . 

Как будет показано в § 1 .8 гл. I, осуществление описанного 
здесь процесса ортанормализации требует порядка п4 арифмети
ческих действий. Такое затягивание вычислительного процесса 
обусловлено необходимостыо вычисления l l ф" l l по приведеиной 
выше формуле. Другое выражение для l l ф"l l  может быть выведено 
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не с помощью ( 1 . 129 ) , а с помощью ( 1 . 127 ) : 

l l 'i'k li = v ( R [ Dk - :�: (Dh , Ri) Ri ] ,  Dk - :�: (Dk , Ri) Ri) = 

= {akk -�: [j� 'fijUkj ] 2 •  ( 1 . 134) 

В § 1 .8 гл. 1 уви;дим, что формула ( 1 . 134)  требует значитель
во меньше арифметических действий, чем знаменатель формулы 
( 1 . 1 3 1 ) . Вычисление ail, по формуле ( 1 . 1 30)  также требует зна
чительно больше времени (точные оценки числа арифметических 
действий будут даны в следующем параграфе ) ,  чем вычисление 
по формуле 

k- 1 k-1 
aih = � akj � 'Vsi'Vsj • j=1 &=6 

е =  max (j ,  i), (= 1 , . . . , k - 1 .  
( 1 . 135) 

Заметим, что для того, чтобы формула ( 1 . 135 ) давала значитель
ный выигрыш в числе арифметических действий по сравнению с 
формулой ( 1 . 1 30 ) , следует запоминать величины 

k- 1 
� 'Vsi'fsj• 8=0 

Алгоритм получения решения системы ( 1 . 1 1 7 )  будет тот же, 
что и описанный выше, однако а;; будет вычисляться по фор
мулам ( 1 . 1 35 ) , а "f�t; будет вычисляться не по формуле ( 1 . 1 3 1 ) , 
а по формуле 

( 1 . 136) 

Особо следует подчеркнуть, что, в отличие от формулы ( 1 . 1 3 1 )  
в формуле ( 1 . 1 36 )  требуются при вычислении "( м  ( i = 1 ,  . . .  , k) 
только числа altj (j = 1 ,  . . .  , k ) . Это дает возможность полученные 
коэффициенты ортанормализации "f�t; засылать в ячейки для altj. 

В § 1 . 3  настоящей главы было показано, что для нахождения 
коэффициентов разложения а1 приходится решать линейные си
стемы, вообще говоря, с несиммет,ричными матрицами ( 1 . 32 ) и 
( 1 .36 )  . Поэтому приведем два метода решения общих линейных 
систем, основанные на идее биортонормализации. 
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Пусть заданы системы функций {<p/J и {ю��.} (k = 1, . . .  , nJ 
и требуется построить при помощи матрицы l laнl l  = 1 1 (ю1, <р;)  1 1 би
ортонормированную к {<р��.} систему {1JJ1} , где 

n 
'i'k = � Akiffii · i='"! ( 1 . 137) 

Для получения коэффИциентов биортонормализации Ам мож
но решить n систем уравнений 

n 
� Akiaii = бk;, j = 1 , . . . , n , k = 1 , . . . , n , ( 1 . 138) 
i=1 

где бм - символ Rронекера. Си-стемы ( 1 . 1 38 )  определяют элемен
ты матрицы, обратной к 1 1�;11 , и, следовательно, любой способ 
нахождения А��.1 является методом: обращения матрицы l l ai; l l , 
и, наоборот, любой способ обращения матрицы можно рассмат
ривать как метод биортонормализации. Поэтому можно ожидать, 
что вычислительные схемы некоторых методов обращения матриц 
и биортонормализации совпадут. 

Так, например, с вычислительной схемой метода формул Кра
мера для обращения матриц совnадает вычислительная схема 
метода биортонормализации, описанного в [ 155] . Именно, алго
ритм: этого метода таков . Системы функций 

{ ( 1) ( 1) } '1'1 ' • • • , '1'11 ' { (2 ) (2 ) } { (n) (n) } '1'1 • • • • •  'i'n • • · . ,  Ф 1 ' · • . ,  'Фп • 

где 
( k) . 1 (k-1) 'i'k = ( .t,(k-1) ) 

'i'k ' 
't'k ' lj)k 

'l'ik> = 'i'�k-1) - ( '1'�11- 1) , <pk) 'i'hh> ,  k = 1 ,  . . . , n , i = 1 ,  . • . , k ,  

( 1 . 139) 

сТ>роятся последовательно так, чтобы k-я система удовлетворяла 
первым: k группам условий биортонормализации 

где 

( .t,(k) m ·) - J: • •  't'� ' '1'1 - U�J • 

Легко видеть, что 

i = 1 , . . . , n , j = 1 ,  . . . , k. 

k =  1 ,  . . . , n ,  
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и, следовательно, из равенств ( 1 . 1 39 )  получаем 
k 

(k) 1 � л (k) 'Ф; = г .... Llji ffii , 
k i=1 

k 
(k) 1 � л (k+ l) • 'Ф; = г � Llj-k+ l ,iffii + O}J , 

k i=l 

k � j. 

k < j , 

где Ll��> - алгебраическое доnол·нение элемента ( ro;, epi) в Llk. 
'Учитывая, что сисrему, биортонормированную для системы {ер"} , 
образуют элементы { 'Ф�n>, . . . , 'Ф�'}, для которых справедливы 
формулы 

n 
(n) 1 ,., л (n) '1\Jj = г �  Llji ffii , n i =1 

убеждаемся, что для коэффициентов биортонормализации Ам в 
разложении ( 1 . 1 37 )  справедливы соотношения 

k = 1 , . . . , n, i = 1 , . . . , n, 

которые совпадают 6)  с формулами Rраме.ра для системы ( 1 . 1 38 )  . 
. Да,дим изложение первого способа биортонормализации. 

Рассмотрим функции 
k-1 

fk = rok + � akiFi , 
i=l 

где 
! · 

Fi = --t-, 
{ti t IJ\) 

и определим коэффициенты а"1 из условий 
(!", ер; ) =  о, i < k. 

Тогда 
i-1  

aki = - (rok, epi) - � ak; (F;, epi) , i = 1 , . . . , k - 1 .  
j=1 

( 1 . 140) 

6) Следует, однако, за:ие rить некоторую условность приведеиного дока
зательства совпадения описанной вычислительной схемы биортонормали
зации с формулами Крамера. В принципе, нами доказано не совпадение их 
вычислительных схем, а возможность получения одной схемы из другой 
путем тождественных преобразований, что естественно для любых обосно
ванных алгоритмов решения как системы линейных уравнений, так и для 
обращения матриц, так как они решают одну и ту ;ке задачу. Просто в 
рассмотренном здесь случае :эти тождественные иреобразования весьма 
простые. 
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Запишем функции А и F; в виде 
k i 

fk = � �ki(J)i ,  i =l Fi = � '\'ij(J)j ,  i=1 
где коэффициенты �"� и 'У;; находятся из формул 

k-1 
�kk = 1 ,  �ki = � akj'\'ji ,  j=1 

a.ij a.ij 
'\'ij = (/i • «J>i) 

= i 
� �ik (00k• «J>i) k=1 

Функции 'Ф�< (k = п, n - 1, . . .  , 1 ) будем искать в виде 
n 

'Фk = Fk + � BkiFi , i=k+1 
а коэффициенты Bki будем находить из условий 

('Фkt (/);) = о, j > k, 
или 

i-1 

( 1 . 14 1 )  

( 1 . 142) 

( 1 . 143) 

Bki = - (Fk ,  QJ;) - � Bki (Fi , QJ;) , i=k+1 
j = k + 1 ,  k + 2 , . . . , п .  

( 1 . 144) 
Из ( 1 . 143 ) для коэффициентов А"; формулы ( 1 . 1 37 )  получаем 

n 
Aki = '\'ki + � Bki'\'ii • r = шах ( i ,  k + 1 ) , 

i=r 
'\'ki = О при k < i .  

( 1 . 145) 

Подставляя значение F" из ( 1 . 1 4 1 )  в формулы ( 1 . 140 ) и 
(·1 . 144) , получаем 

k j - 1 i 
Bkj = - � '\'ki ((J)i , QJ;} - � Bki � '\'i s ((J)s , (/)j} '= 

где 

i=l i=k+ 1 8=1 
k i·- 1 i 

= - � '\'k iaij - � Bki � 'Visas; ; i=l i=k+l 8=1 ( 1 . 146) 
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Алгоритм вычисления коэффициентов биортонормализации та
ков. Находятся и запоминаются элементы треугольных матриц 
l l y;j l l  и l l a;) l  ( i = 1, . . . , п; j = 1, . . .  , i ) . Затем с помощью первой 
из формул ( 1 . 146)  находятся элементы треугольной матрицы 
I IB;) I ( i = 1 ,  . . .  , n ;  j = i + 1 ,  . . . , n ) . Их можно записать в ячейках 
для ма11рицы l l a;j l l . Вычисление коэффициентов Аяj по формуле 
( 1 . 145 ) удобно производить в такой последоватешшости. Вычис
ляются Ан (j = 1, . . . , n ) и засылаютел в ячейки для "(л . Затем 
вычисляют.ся Ад, Аjз (j = 1, . . .  , n) и т .  д. При вычислении век
тора Аjя (j = 1 ,  . . . , n )  коэффициенты А я .. при j < k засылаютел 
в ячейки для Вjя, а коэффициенты Ajl, при j ;;?; k - в ячейки 
для "(jk• 

В этом методе биортонормализации из двух систем {еря} и 
{ffiя} лишь элементы второй участвовали в выражениях ( 1 . 1 37 )  
для 'Фя, тогда ка.к первая система не  испытывала преобразования. 
Ниже приводится способ обращения матриц методом такой биор
тонормализации, при которой иреобразуются обе системы. Пусть 
заданы си.стемы функций {еря} и {())��.} ( k = 1, . . .  , n) и требует.ся 
построить биортонормИ1ро.ванные системы { Фk} и { 'ljJ��.} , где 

где 

k 
фk = � Ck iff!; , i=l 

k 
'Ф11. = � Akiffii · 

i=l 

Построим вспомогательные функции Фk и �я в виде k- l  
Ф��. = cpk + � ёkiФi , 

i=l 

k- 1  

'Р��. = ())k + � Aн'fi, 
i=l 

ём = - (еря, 'Фj) ,  Akj = - ( ffiя, Фj ) .  

Тогда функции 

( 1 . 147) 

( 1 . 148) 

( 1 . 149) 

( 1 . 1 50) 

образуют биортонор.мированную систему для произвольной после
довательности чисел r" (k = 1 , . . .  , n ) . 

Да·дим алгоритмы решения линейных систем с несимметрич
ной матрицей, основанные на приведеиных способах биортонор
мализации. 

Рассмотрим систему 
n 
� ak (Lcpk , cpj) = (/ , cpj) ,  j = 1 , . . . , n ,  ( 1 . 15 1 )  
k=l 

и.спользуемую в методе Бубнова - Галёркина для решения функ
ционального уравнения Lu - f = O  ( 1 . 1 52) 
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n 
в виде ряда Un = � ak<JJk · Ясно, что любой способ получения 

k=i 
коэффициентов а,. из условия ортогональности разности Lun - f 
всем функциям <р; (j = 1, . . .  , n ) следУет рассматривать как сп о� 
соб решения системы ( 1 . 15 1 ) ,  а если для коэффициентов ал уда� 
ется выписать формулы 

n 
ak = � Dik (f , <pj} , J=l k = 1 , . . .  , n , 

то матрица IID;,.II будет обратной к матрице 11 (L<p", <р1)  1 1 .  
Обозначая L<pn через ron, будем искать решение функциональ� 

ного уравнения ( 1 . 152)  в виде 

где 

Петрудно видеть, что 

n n 
Un = � ak<pk = � bkFk , 

k=1 k=l 

k 
Fk = � Aki<JJi ·  i=l 

n 
ak = � Aikbi . 

J=k 
( 1 . 153) 

Потребуsм, чтобы разность Lun - f была ортогональна всем 
функциям Ф; (из первого из соотношений ( 1 . 147)  ясно, что тогда 
Lun - j будет ортогональна всем функциям <р; ) : 

n n 
(Lип - f, Ф3) = � bk (LFk, Фi) - (f, Фi) = � bk(1\'k • Ф3)-(f, Фj) =О, 

k=l k=l 

или, в силу биортогональности систем { 'ljJ,.} и { Ф,.} , 

b,. = (f, Ф") .  ( 1 . 154 ) 

Таким образом, мы получили новый алгоритм для вычисления 
к�ффициентов а,. и тем самым получили решения системы 
( 1 . 1 5 1 ) . Но если этот алгоритм рассматривать как метод реше
ния произвольной системы 

предполагая, что 

n 
� Xkjak = Yi • 
k=l 

( 1 . 155) 

( 1 . 1 56 )'  

то необходимо получить формулы для с,.;, А,.; и Ь,., которые опре
Деляют а,. через элементы матрицы l lxыll . 
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Подставляя формулы ( 1 . 147) в равенство ( 1 . 149) , получим 

Chj = - (<ph, ± A;iФi) = - .� AjiXih ! 
1=1 1=1 

( 1 . 157) 

А11; = - (wh, .± c;i<Fi) = - .± CJiXhi • k = 1 ,  . . . , n, j= 1 , . . . , k- 1 .  
1=1 1=1 

Из ( 1 . 148)  для знаменателя формул ( 1 . 150)' получаем ( h-1  i k-1 i ) (Фh, \iJ��) - <Fh + .� chi .� ci;<p; , roh + .� Ам � Анrо; = 
1=1 J=1 t=1 5=1 

k = 1, . . . , n, ( 1 . 158) 

где 
h-1 h-1 

(Xhj = � CJiiCij . i=j ���а = � АнАiв · ( 1 . 159) 
i=s 

Учитывая, что 
k 

фh = � (Xhj<pj , 
i=1 

k \iJh = � �hвФв, 8=1 
из ( 1 . 150 )  получаем 

или 

Для коэффициентов Ь" из ( 1 . 154)  и ( 1 . 156) получаем 
h 

bh = � ChiYi •  
i=1 

и тогда можно записать ( 1 . 153) в виде 

где 

n j n 
ak = � A;h � CJsYв = � D;hYi • 

j=h 8=1 i=1 

n 
D;h = � AshC8j , r = max (j, k). 8=1' 

( 1 . 160) 

( 1 . 161 ) 

( 1 . 162) 
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'Укажем последовательность вычисления элементов D;�< мат
рицы, обратной к l lxыl l . Сначала находИl\1 коэффициенты биорто
нормализации cki и A�ti (k = 1 ,  . . .  , n ;  i = 1 ,  . . . , k ) . Для этого, 
зафиксировав последовательность { r�<} из ( 1 . 1 60 ) , находим 

1 
А _ _  

1 _ Сн = -r-, 11 - 1-r1 ' х1\ xll 

затем из ( 1 . 157 )  получаем ё2 1  и А2 1 ,  а из ( 1 . 159 ) - •СХ.2 1 и �2 1 · 
Затем по формуле ( 1 :158) определяем (Ф2'f,2 ) , а из ( 1 . 1 60 ) с2 1 ,  
с22 , А2 1  и А22· Далее, опять из формулы ( 1 . 1 5 7 )  определяем 
С3 1 ,  С32, А31 и А32, а из ( 1 :159 ) - c:t31 ,  c:t32, �3 1  и �32 и по формулам 
( 1 . 158 ) и ( 1 . 160) находим (Ф3, �3 ) и с3 1 ,  С32, С33, А3 1 ,  А32, А33 
соответственно и т. д. После нахождения всех cki и A�ti ( k = 1, . . .  
. . . , n ;  i =  1 , . . . , k) определяем D;�< по формулам ( 1 . 1 62 ) , а при 
необходимости решения системы ( 1 . 1 55 ) из ( 1 . 1 6 1 )  находим ak. 

В том случае, когда {jJ�t = ro,. (k = 1, . . .  , n ) матрица { ( ro,., ер;) }  
получается симметричной, и приведенный алгорит·м совпадает с 
описанным выше методом обращения симметричных матриц. 

Заметим, что числа D;�t (j = ·1 ,  . . .  , n ;  k = 1, . . .  , n) являютел 
коэффициентами биортонормированной к {cpJ} системы {R;} 

n 
Rj = � Dil"rok. 

k=1 

Действительно, по определению биортонормировапности DJk 
должны удо11летворлть системам 

n 

� Djk (rok, (j)i) = бji , k=l 
k = 1 , . . . , n ,  j = 1 , . . . , n ,  

где бJi - символ Rронекера, которые определяют элементы обрат
ной к l l ro,., cpi l l  матрицы. 

Заметим, Ч'l!о если все rk в ( 1 . 1 60)  равны 1/2, это приводит 
в формулах ( 1 . 150) к делению на одно и то же число V(Фk, 'Фk) ·  
Однако при (Фп. ".iii�t ) < О  может возникнуть необходимость опе
рирования с комплексными величинами, что усложняет и замед
ляет соответствующее вычисление. Поэтому целесообразно в ка
честве чисел rk взять О или 1 в зависимости от значений 

шах l cki 1 = �k• i 
при (�k > Sk• 'I'Jk < 1) ,  
при (�k < Sk• 'I'Jk > 1) ,  

max ! Aki l = Sk: i 
(�k < Sk • 'I'Jk > 1) , 
(�k > Sk• 'I'Jk < 1 ) .  

Ниже на примере решения одной вариационной задачи срав
ниваются точности решения линейной системы с симметричной 
матрицей для метода квадратных корней, Гаусса и метода, опи-
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санного в начале на.стоящего параграфа. Все вычисления про
водились на машине БЭСМ-2. 

Пусть методом Ритца решается задача 
d2u 1 - dx2 = 1 + х ' и (О) = и' ( 1) = О, 

и в начестве ноординатной системы используется система xk 
(k  = 1, 2, . . .  ) . 

Определяя сналя,рное произведение в энергетичесном про
странстве равенством 

1 

[иv] = S и' (х) v' (х) dx, 
о 

для элементов Сп; матрицы и правой части системы Ритца по
лучаем 

В табл. 1 . 3, заимствованной из [ 1 1 3 ] , даны первые четыре 
верные цифры решения a�n) си•стемы ( 1 . 1 65 )  при n = 3, 4, . . . , 8 . 

3 0 , 6869 -0 ,4579 0 , 0788 
4 0 , 6922 -0,4899 0 , 1312 
5 0 , 6930 -0 ,4977 о ,  1547 
6 0 , 6931 -0 ,4995 о, 1631 
7 ') , 6931 -0,4999 о ,  1657 
8 J , 6931 -0,5000 0 , 1664 

-0,0267 
-0,0541 
-0,0708 
-0 ,0786 
-0,0817 

(n) а -·' 

0 ,0110 
0 ,0260 
0 ,0318 
0 ,0446 

-0,0050 
-0,0136 
-0.0218 

Т а б л и ц  а 1 .3 

0 ,0025 
0 ,0075 

(n) ag 

-0,0013 

В табл. 1 .4 приводятся те же ноэффициенты, полученные на 
машине БЭСМ-2 путем предварительной ортанормализации спо
собом Шмидта. 

В табл. 1 .5 приводятся те же ноэффициенты, полученные пу
тем решения системы Ритца методом Гаусса. Все решения про� 
водились на машине БЭСМ-2. 

В табл. 1 . 6  приводятся те же ноэффициенты, полученные пу� 
тем решения системы Ритца методом нвадратных норней. 

Во всех случаях ноэффициенты см и d,.. были заданы с 
воомью З'Начащими цифрам.и. В табл. 1 .4- 1 . 6  последние строни 
содержат погрешнооти в a�s> (j- 1 = 1 , . . .  , 8) . Евклидава норма 
погрешности коэффициентов а�8> , определенных методом орта нор
мализации, равна 0,075, для метода Гаусса - 0,335 и для метода 
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квадратных корней - 0,336. Таким образом, для рассматриваемо
го примера метод предварительной ортогонализации дает значи
тельно более точные результаты по сравнению с методом Гаусса 
и с методом квадратных корней. 

Т а б л и ц а 1 .4 

3 0 , 6861 -0,4579 0 , 0718 
4 0 , 6922 -0,4899 о ,  1312 -0,0267 
5 0 , 6930 -0,4977 о, 1546 -0,0340 0 ,0109 
6 0 , 6931 -0,4994 о ,  1624 -0,065 0,0249 -0,0546 
7 0 , 6931 -0,4990 о, 1600 -0,0621 0,0137 0,0035 -0,0023 
8 0 , 6931 -0,4996 о ,  1616 -0,0868 -0,0204 0 ,0674 -0,0540 0,0155 

0 , 0000 0,000� 0 , 0048 0,0249 0,0242 0,0465 0,0465 0,0142 

Т а б л и ц а 1 .5 

3 0 , 6869 -0,4578 0 , 0778 
4 0 , 6922 -0,4899 0 , 1312 -0,0267 
5 0 , 6930 -0,4977 о, 1543 -0,0542 0,0110 
6 0 , 6932 -0,5000 о ,  1 951 -0,0748 0 ,0296 -0,0062 
7 0 , 6933 -0,5034 0 , 1885 -0,1456 0 ,1363 -0,0848 0,0225 
8 0 , 6933 -0,5032 0 , 1921 -0,1783 0,2395 -0,2393 0 ,1339 -0,0311 

0 , 0002 0,0032 0 , 0257 0,0966 0 ,1949 0,2175 0 ,1264 0,0298 

Т а б л и ц а 1 . 6  

3 0 , 6869 -0,4579 0 , 0778 
4 0 , 6922 -0,4899 0 , 1312 -0,0267 
5 0 , 6930 -0,4977 0 , 1647 -0,0542 0,0110 
6 0 , 6932 -0,5000 0 , 1651 -0,0748 0,0296 -0,0062 
7 0 , 6931 -0,4985 о ,  1562 -0,0497 -0,0063 0,0191 -0,0070 
8 0 , 6933 -0,5033 0 , 1923 -0,1790 0,2406 -0,2401 0 , 1342 -0,0312 

0 , 0002 0,0033 0 , 0259 0,0973 0 ,1960 0 ,2183 0,0267 0,0299 

Схема счета обращения симметричных матриц методом пред
варительной ортонормализации аналоги,чна схеме счета обраще
ния симметричных матриц методом окаймления [ 155] , особенно 
в том случае, когда вычисление а.;4 и "(11; осуществляется по фор
мулам ( 1 . 1 35 )  и ( 1 . 1 36 ) . Напомним алгоритм обращения матри
цы, основанный на идее окаймления. 
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Пусть следует обратить матрицу An = l laij l l п-го порядка 

где An- 1 - окаймленная матрицы n - 1-го порядка, состоящая из 
первых n - 1 строк и столбцов матрицы A n, Vn и Un - вектор
строка и вектор-столбец соответственно : 

Тогда обратная матрица А;1 
вычисляется по формуле : 

А-1 _ 
А-1 и v А-1 

А;21 + 
п-1 п п п-1 - А;_:1Uп 

ап 
п -

А-1 А-1 ГДе СZп = апп -Vп п-1Uп, п-1 - Матрица, 
последняя известна, то для нахождения 
следующие действия [ 155] : 

1 

обратная к An- 1 ·  Если 
А-1 п нужно произвести 

1 )  вычислить столбец (- А;..:1ип ) = (р tm • • •  , Вп-1,п) ;  
2 )  вычислить строку - VпА;21) = фnl ' . . .  , Вп,п-1) ; 
3 )  вычислить число 

п-1 п-1 
СZп = Ппп + � ПпiВiп = Ппп + � aiп�in ·  1=1  1=1 

-1 4). найти элементы ci/, обратной матрицы An по формулам 

1 �iпt\пk k _..- 1 rik = Cik + -- , i , :::::::;; п 
ап 

' 1 где Cik - э.'Iементы матрицы А;_1• n- 1 
Учитывая, что � '\'i/Vik = cjk - элементы матрицы А;_:1 (см. 

i=l  
формулы ( 1 . 12.5) , ( 1 . 146 )  ) ,  из формулы ( 1 . 135) получаем 

(аiп) = - (vnA;21) , 
или 

Легко проследить также связь схемы счета метода обращения 
матриц методом биортонормализации (формулы ( 1 . 1 57 ) -
( 1 . 1 62 ) ) и метода окаймления. 
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Следует, однако, отметить, что если нужно решить систему 
( 1 . 1 1 7 ) , то для этого нецелесообразно получить сначала элемен
ты обратной матрицы с;" и затем находить решение из ( 1 . 125 ) . 
Более устойчивую схему счета дает такой алгоритм: сначала вы
числяются "("; , затем по формуле ( 1 . 123)  находятся величины 111 
и по формуле ( 1 . 1 24) - окончательное решение. Действительно, 
причиной аварийного останова машины (из-за переполпения раз
рядов ) может служить деление на число 1 1 '1\Jn l l , которое в силу 
формулы ( 1 . 1 34) равно 

; ---n---1----
11 'Фп 11 = V ann - i� (RDn, R;)2 = 

/ п-1 v 1 1 Dп ll2 - i� Фj , 

где Ф; - коэффициенты Фурье элемента Dn по ортонормированn-1  
ной системе {R;}f.=-11 •  Пусть значение 1 1 Dn  112 - � Ф� = 2-t дo

i=l 
статочно мало (в силу неминимальности системы {D"} ) .  Тогда 
элемент Cnn обратной матрицы в силу формулы ( 1 . 126 )  равен 

Cnn = ,,�n = ----1--- = 2t , r n-1  
II Dn ll2 - � ф� i=l  

и если число 21 не представимо в ЭВМ, произойдет аварийный 
останов . Что касается числа "fnm то оно равно 2 1 12 , и описанвыи 
выше алгоритм может дать решение, ибо после вычислений 
коэффициентов ортанормализации величины l" и d" уже зависят 
от правых частей Ь; системы и, следовательно, они могут уме
щаться в разрядную сетку машины. 

Метод предварительной орто- и биортонормализации, так же 
как и метод окаймления, имеет важное иреимущество перед дру
гими методами решения линейных систем в случае решения гра
ничных задач методом разложения по неортогональпым функ
циям. Действительно, в процессе решения получаются коэффи
циенты ортогонализации "(;; и, следовательно, получаются 
элементы обратных матриц 

s 
� '\'ij'\'ik • r = шах (k , j) i=r 

для всех s = 1 ,  . . .  , n. Это дает возможность оборвать процесс 
разложения на том значении s, при котором порма разности 11 с -

k
�

1 
lkRk 11 мала. Для того чтобы такой контроль давал за

метные результаты, следует проанализировать функции {D�<} и 
выбрать их удачную нумерацию. Так, если заведомо известно, 
что D2o вместе с первыми s функциями D; более подходит для 
с, чем Ds, то ясно, что после перестановки их номеров может 



§ 1 . 8 .  ОЦЕН:КИ ЧИС.ЛА АРИФМЕТИЧЕС:КИХ ДЕйСТВИй 81 

о:казаться, что Ds (в старой нумерации) вообще не участвует в 
разложении, если s < 20. В :качестве критерия малости остатка 
разложения удобно воспользоваться формулой 

§ 1 .8. Оценки числа арифметических действий 
при решении граничных задач методом разложепил 

по IНеортоrонаЛIЬным функцинм 

При решении многомерных гра ничных задач возникают зна
чительные трудности, связанные е необходимостью выполнения 
большого количества арифметичес ких операций, а при реализа
ции решения на цифровых машинах - с  необходимостью боль
шого объема памяти. В [42] даются ориенти,ровочные оценки 
числа арифметических операций и объема памяти для метода 
конечных разностей. Если предположить, что для :каждого про
странствеиного перемениого беретс:я N узлов и что расчеты тре
буют, чтобы N = 1 0\ то для числ а Nt ячеек в объеме памяти, 
необходимого для решения s-мерной граничной задачи, получаем 
выражение Nt = 1 0'п (всюду дальше k = 1 для грубых расчетов, 
k = 2 ДЛЯ расчетов СреднеЙ ТОЧНОСТИ И k = 3 ДЛЯ ВЫСОIЮТОЧНЫХ 
расчетов ) . Далее, предполагая, что решение сеточных уравнений 
требует N переборов и обработка :каждого узла требует 1 0  ма
шинных операций, получаем для числа N2 арифметических опе
раций выражение N2 = 10h < s+ ! H t .  При k = s = 3 числа N1 и N2 
получаю11ся очень большими. Надо, однако, заметить, что эти 
числа получаются большими и для других методов 7 } . 

Оценим необхо,димое число Nз машинных операций для ва
риационных методов . Пусть задано функциональное уравнение 

Ах = В, ( 1 . 1 63 ) 

где А - положительно определенный оператор в пространстве Н, 
В - заданный элемент Н, х - ИСJКомый элемент Н, и пусть ре
шение ищется в виде 

n 
х = � ak'Фk• ( 1 . 164) 

k=l 
где {'!Jп} - линейно независимая система, ап - искомые :коэффи
циенты разложения, наилучшего в смысле энергетиче1СI{ОГО про
странства Н А· 

7) Предположение о том. что вариационный метод требует значительно 
меньшего числа действий [ 1 1 3, с. 10] , елишком оптимистично. 

6 М. А. Аленсидзе 
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Система Ритца для определения коэффициентов ап имеет вид 

где 

n 
� ckiai = dk, 
i=l 

k = 1 , . . .  , n , ( 1 . 1 65) 

( 1 . 1 66 )  

Число машинных операций Nз, необходимое для реализации 
вариационного метода, равно 

Nз = N4 + Ns + Nв, ( 1 . 1 67 ). 

где N 4 - число машинных операций для вычисления скалярных 
произведений по формулам ( 1 . 1 66 ) , Ns - число машинных опе
раций для решения сmстемы ( 1 . 1 65 ) , N в - ·число машинных опе
раций для вычисления х по формуле ( 1 . 1 64) . 

Если через N1 обозначить число машинных операций, необхо
димое для вычисления значения функции 'Фп в одной точке, а че
рез N в обозначить число точек, в которых требуется получение 
решения х функционального уравнения ( 1 . 1 63) , то 

Nв = nN1Nв. ( 1 . 1 68 )' 

Предполагая, что при вычmслении скалярных произведений 
( 1 . 1 66 )  интегралы заменяются кубатурными формулами с чис
лом узлов N9 по каждой П61ременной, для N4 получим выражение 

N4 = п (п :- э) N�N7• ( 1 . 1 69) 

Систему ( 1 . 1 65 )  будем решать путем предварительной орто
нормализации элементов системы { 'Фп} . Пусть при ортонормализа
ции используются следующие формулы для получения коэф
фициентов ап: 

n i 
ak = � 'Vikli , 

i=k 
li = � 'Vkidi ' 

'1'=1 

( 1 . 1 70) 

k-1 s 
CXik = � � 'Vsi'Vsiaki• 

s=1 i=1 
Оценим число арифметических действий для решения системы 

'( 1 . 1 65 )  по приведеиным формулам. Для вычисления произведеs 
ния rks = � 'Vsiaki потребуются s умножений и ( s - 1 ) сложений, 

i=1 k-1 
а для вычисления а.,. понадобится � S = 

в=i 
(k - 1 + i) (k - i) 

2 ум-



§ 1 .8 .  ОЦЕННИ ЧИСЛА АРИФМЕТИЧЕСНИХ ДЕйСТВИй 83 k-1 " (k - 1 + i ) (k - i) - k + .; ножений и � (s - 1) = 2 • сложений. В=i 
Вычисление всех сх..,. ( i  = 1, . . . , k - 1 )  потребует k-1 ] з 2 

� [<k - 1 + i) (k - i) + k - i = !!_ + !!_ - 5k ... 2 6 4 12 i=1 
умноженнй и k-1 ] з 2 

� [ (k - 1 + i) (k - i) - 1 - !!_ + !!_ - 1 1k + 1 ... 2 - 6 4 12 i=1 
сложений. 

Полный набор СХ..�о (k  = 1 ,  . . .  , n) , (i = 1 ,  . . . , k )  потребует 
n 

� [!!_ + .!!_ _ �l = � + !!_ _ .!!._ _ � ... 6 4 12 J 24 6 24 6 k=1 
уиножений и 

� [!!.... _ !!._ _ Hk + 1J __ � _ 13п2 + � 
... 6 4 12 - 24 24 2 k=1 

сложений. 
Вычисление одного числа (для одного значения k )  

1 1  'Фk \1 = V �1 t1 aikajkaij 
потребует k2 + k умножений и ( k -- 1 )  2 + k - 1 сложений, а вы
числение всех чисел 1 11\J�oll (k  = 1 , . . . , n) потребует п(п+1>  (�n + 1 ) 

n ( n + 1 ) умножений n (n + 1) (2n + 1 )  п(п+1) u 

2 и 
6 

- --
2
- сложении. 

После нахождения а;�о и 1 11\J,.I I вычисление одного числа "{м требу
ет одного деления и, следовательно, нахождение всех "{�о; (k = 

1 . 1 k) б n (п + 1) u 
= , . . .  , n, t = , . . . , по11ре ует 2 делении. 

Таким образом, полное число умножений, сложений и деле
ний при указанном вычислении коэффициентов ортонормализа
ции равно соответственно 

6* 

n4 n3 23п2 n 
v.; + т + у + т · 
n4 n3 13 n 24 + 3 - 24  пз + 6 1  ( 1 . 1 71)  
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Ввиду симметричности обратной к см матрицы будем вычис
лять по формуле 

n 
fjk = � 1'ij1'ik 

i=k 
( 1 . 1 72) 

те элементы /i"• для которых k = 1 ,  . . . , п, j = 1 ,  . . . , k. Тогда n 
ak = � fjkljn и вычисление всех коэффициентов fi" потребует 

j=i 
n 2 n 

V n n � n2 n 
"""'- (n - k + 1 )  = 2 + 2 умножений и � (n - k) = 2 - 2 k=l k=l 
сложений. 'Учитывая, что вычисление всех а" (k = 1 ,  . . . , п )  
потребует еще n2  у.множений и (п - 1 ) n  сложений, для N5 окон
чательно получаем 

умножений, 

сложений, 

делений. 

v-При n = 20k8 , N1 = 100, Nв = 10"', Ng = 10" получаем сле-
дующую табл. 1 . 7  (величины в ней округлены) .  

Приведеиную таблицу трудно сопоставить с соответствующи
ми данными [42] для метода конечных разностей, так как неиз
вестно, как зависит число верных знаков, гарантированных мето-

Т а б л и ц а  1 .7 

k = 1 k = 2 k = З 
8 11 N, 1 N, 1 Ne N, 1 N, 1 Ne N, 1 N, 1 Na 

1 7 · 103 2 · 10 2 · 103 5 · 102 3 · 102 5 · 104 4 · 107 2 · 1 05 3 . 106 
2 5 · 105 3 · 103 5 - 104 4 · 103 3 - 10° 4 · 107 2 · 1 013 2 - 109 4 · 1010 
3 4 · 107 2 · 105 2 · 106 2 . 1Q13 2 · 109 4 · 1010 6 - 1018 4 · 1014 s . юн 

дом конечных разностей и вариационным методом, от числа уз
лов и от числа координатных функций. Все же надо отметить, 
что при сделанных предположениях вариационный метод для 
высокоточных (k = 3) решений трехмерных ( s = 3) задач требует 
только для вычисления скалярных произведений в 6000 раз боль-
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ше времени, чем все время решения задачи методом сетон (,для 
машины, рассматриваемой в [42] , оно составит 6 · 105 лет) . Если 
при k = s = 3 вместо 8000 координатных функций примелить толь
ко 1 000 (что в миллион раз меньше числа узлов, ра,ссмотренных 
в [42] ) ,  то для N4 получаем значение 5 · 10 14 , что в 50 раз боль
ше числа арифметических операций, ноторые нужны для метода 
нонечпых разностей, и для машины, рассмотренной в [42] , со
ставляет 5000 лет. 

Не,снолько лучшие оценки получаются для методов, описан
ных в первых двух параграфах, ибо скалярные произведения в 
этих методах содержат для s-мерных задач инте11ралы на (s - 1 ) 
мерных многообразиях, что сильно уменьшает N4 (как видно из 
приведеиной табл. 1 . 7 , N4 принимает наибольшие значения) . Од
нако Ns и N6 для этих методов при.нимают те же значения, что 
и в вариационных методах 8 ) . 

Нетрудно видеть, что вариационный и конечноразностный ме
тоды требуют при высокоточном решении многомерных задач 
объема памяти, значительно превышающего объем памяти совре
менных ЭВМ. Поэтому в настоящее время при решении этих 
задач точность будет лимитироваться размерами памяти, и при 
высокоточных расчетах память будет полностью загружена. 
В этом случае число узлов в методе сеток будет равно 'У), а чис
ло координатных функций будет порядка Y-:;j , где 11 - число ячеек 
в памяти машины. Тогда при решении трехмерных задач число 
арифметических действий в методе сеток в предположении рабо
ты [42] будет порядка 11413, а в вариационных методах только 
решение системы Ритца потребует порядка 11312 арифметических 
действий. 

Следует отметить, что использование формул ( 1 . 1 70 )  привело 
к тому, что для Ns получаем порядка n4 арифметических дей
ствий, тогда как обычные мето;:�;ы решения систем n линейных 
уравнений требуют порядка n3 арифметических действий. Дадим 
оценки Ns для того случая, когда a;k и "f•; вычисляются из фор
муд ( 1 . 1 35 ) и ( 1 . 1 36 )  соответственно : 

k-1 k-- l 
IXik = � akj � 'r's i'r'si • 

i=l 8=8 
е = шах (j , i) , i = 1 , . . .  , k - 1 , 

'\iki = ' ( k-1 [ i ] 2  
V akk - � � Yijaki i=l з=l 

Вычисления a;k следует осуществить в такой последовательности. 
Зафиксируем i = 1 и вычислим a.;k (k > 1 ) . При переходе к вы-

8) Поэтому трудно утверждать, что число арифметических операций 
в этих методах «явно песоизмеримо с фантастическими размерами из рас
четов В. Вазова и Дж. Форсайта)) [86, с. 472] . 
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числению Ct;м l нам придется к ранее полученным суммам 
k-1 
� '\'si'\'вi добавить по ОдJному составляюще.му "(Ai"(Aj и умножить их 8=8 
на ai"· Это потребует 2 (k - 1 ) умножений и 2 (k - 2 )  сложений, 

n 
или всего при k = 2, 3, . . . , n необходимо � 2 (k - 1) = n2 - 3n 

k=1 n 
умножений и � 2 (k - 2) = n2 - 5n сложений. При i = 2 вычис-

k=з f n  n 
ление всех et;" (k > 2 )  требует � 2 (k- 1)  умножений и �2(k - 2) 

k=З k=З 
сложений. В общем случае вычисление всех сх1" ( i = 1 ,  . . .  , k - 1 ) 

n n 
требует � 2 (k - 1) умножений и � 2 (k - 2) сложений. Таким 

k=i k=i 
образом, вычисление всех Cti" требует 

� �
1 
2 (k - 1) = � (�

1 
2 (k - 1) -� 2 (s - 1)) = � пз -п2 + � n 

умножений и 
n n � � 2 (k - 2) · � п3 - .1.. п2 + 2 -1 n 

i=1 k=1 3 2 6 

сложений. Вычисление всех 1 1'\jJ��.I I требует 

умножений, 

n k � � ( i + 1) = + n3 + n2 - { n 
k=l i=1 

n k 
" "'  1 5 _.,. .". ( i - 1) = 6 пз + 6 n 
k=i 1=1 

сложений и n извлечений RВадратного корня. Для вычисления 
всех коэффициентов ортанормализации необходимо n извлечений 

n (n + 1 )  u 5 3 3 u 

квадратного корня, 2 делении, Т n + 2 n умножении и 

� ns - {- n2 + 3n сложений. 

В настоящее время существует метод решения линейной си
стемы п-го порядка, который требует несколько :меньшего поряд

ка арифметических действий, а именно, n10g27 [ 198] . Однако в 
nроцессе решения системы методом предварительной ортонорма
лизации, как и в методе окаймления, получаются обратные мат-

в 
рицы � '\'ii'\'ik (r = шах (k, j) , k = 1 , . . . , s; j = 1 , . . .  , k) всех 

i=r 
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порядков s = 1, . . .  , n, - ·всего порЯJДка n3 различных, вообще го
воря, чисел. Так как все они, как было сказано в конце предыДУ
щего пара11рафа, используются в процоосе решения граничных 
задач, то, по-видимому, порядок оценки О (n3) числа арифмети
че.ских действий в этом алгоритме не улучшаем. Заметим, что 
согласно гипотезе 2 работы [30] , должен существовать метод ре
шения системы п-го порядка, при котором требуется р арифме
тических операций, причем число р логарифмически эквива
лентно n2 

ln р "" ln n2 = 2 ln n. 

Выясним, в каких случаях рассматриваемые здесь методы ре
шения граничных задач будут обладать свойствами сформулиро
_ванных в работе [30] оптимальных методов решения задач ма
тематической физики. Для этого рассмотрим оценку ( 1 .93)  

��n 11 'Р - �1 
ak l'Pk (у) 11 � с (т: гr/n, 

где т - размерность вектор-функций 'Ф (У ) и ф" (у ) ; n - размер
ность гиперповерхности Г, на которой задана 'Ф ( у ) , r (как уже 
было сказано в начале § 1 . 6 )  характеризует приспособленность 
системы {'Pk}k"=1 для решения граничной задачи. Величина тт 
в знаменателе отражает тот факт, что аппроксимация т-мерных 
вектор-функций требует большего коJ11ичества функций, чем ап
проксимация т скалярных функций (в этом случае в знамена
теле стояло бы число т вместо тm ) . Будем предполагать, что 

Т а б л и ц е  1 .8 

n = 1 1 n = 2  1 n = 3 
т k 

1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 

1 3 5 10 5 32 102 10 102 103 
2 12 20 40 20 128 4 · 102 40 4 · 102 4 · 103 
3 27 45 90 45 288 9 · 102 90 9 · 102 9 · 103 

с =  1 , и вычислим, сколько функций потребуется для того, чтобы 

ll ф (y) - k�l aвl'Pk (y) ll = 10-в. ( 1 . 1 73) 

Учитывая оценку ( 1 .93) , получаем 
( 1 . 174)  

В табл. 1 .8- 1 . 1 0  затабулированы значения N при r = 3 (табл . 1 .8 )' , 
при r = 2 (табл. 1 .9 )  и при r = 1 (табл. 1 . 10 ) . Из этих таблиц 
видно, что только при удачном выборе системы функций { 'Р,.} 
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(r = 3) современные вычислительные машины дают возможность 
решать пространствеиные граничные задачи описанными метода
ми (для этих методов n = 2 в случае пространствеиных гранич
ных задач) со средней точностью (k  = 2 )  для двумерных вектор
функций (т = 2) . То же решение с помощью классических ва
риационных методов потребует уже 400 функций ( r = 3, т = 2, 
n = 3 ) . 

Может показаться, что в вариационных методах можно вы
брать такую систему {фk} , которая в оценке ( 1 .93 )  обеспечивала 

Т а б л и ц а  1 .9 
n = 1  1 n = 2 1 n = 3 

т k 

1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 
1 4 1 0 32 10 101 103 32 103 104 
2 16 40 128 40 4 - 102 4 - 103 128 4 · 103 12 - 104 
3 36 90 288 90 9 · 102 9 · 103 288 9 · 103 27 - 104 

бы значение r > 3, но опыт решения граничных задач с помощью 
неортогональных рядов показывает, что в реальных задачах ;:J;ЛЯ 
уравнений математической физики уже допущение r = 3 является 
довольно оптимистичным (поэтому и называли такие системы 
удачно выбранными ) .  

Согласно гипотезе работы [30] минимальное число р арифме
тических операций, достаточное для решения задачи, логарифми
чески эквивалентно объему исходной информации h, т .  е. ln р = 

Т а б л и ц а 1 .10 

1 n = 1 1 n = 2  1 n = 3  
т k 

1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 
1 1 0 100 1000 100 104 106 103 106 109 
2 40 400 4000 4 - 102 4 - 104 4 · 106 4 - 103 4 - 106 4 · 109 
3 90 900 9000 9 - 102 9 · 104 9 - 106 9 - 103 9 - 106 9 · 109 

= ln h. Эту гипотезу следует понимать так, что существует оп
тимальный по порядку числа а·рифметических действий метод 
решения граничной задачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 . 2 ) , который требует число 
арифметических действий, логарифмически эквивалентное объему 
исходной информации. Естественно для граничной задачи ( 1 . 1 ) , 
( 1 .2 )  в качестве объема исходной информации считать чmсло N 
точек yk е S, в которых требуется знать значение граничной 
функции ф (у) .  
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Будем предполагать, что каждая составляющая вектор�функ
ции ф (у )  входит в класс 9) Н (р, А , Л) [ 62 ] . Тогда для lфi (y ) = 
= llli (x., у )  (х. =F у ) , компоненты скалярного произведения 
( ф (у ) , ф. (у ) ) также будут входить в класс Н (р, А, Л) . Следова
тельно [ 1 1 7 ] , скалярные произведения (ф (у ) , ф. ( у ) ) могут быть 
вычислены с точностью О (N- < PHJfn ) ,  где N - число узлов соот
ветст:llующей кубатурной формулы, с помощью которой вычис
ляются интегралы в скалярных произведениях, n - размерность 
поверхности Г .  Если логрешиость вычисления скалярных произ
ведений должна быть порядка 10-", то получаем асимптотическое 
равенство 

или N = 1on•t < P  t � > . 

Число р арифметических действий, согласно гипотезе Бахвалова, 
в оптимальном по числу арифметических действий методе реше
ния граничных задач должно быть логарифмиче,ски эквивалентно 
N, то есть 

- - nk ln p ""  ln N = p -FI ln 10 .  ( 1 . 1 75) 

При р + Л =  3 из ( 1 . 175 )  получаем., что число арифметических 
действий в оптимальном методе логарифмиче,ски эквивалентно 
числу N координатных функций из формулы ( 1 . 1 74) : 

ln j5 � In N. 

Но вариационный метод при равном N числе координатных 
функций требует вычисления N (N + 3) /2 скалярных произведе
ний и О (N3 ) арифметических действий для решения си.стемы 
Ритца, так что число р арифметических действий в вариацион
ных методах имеет по .крайней мере порядок N3, т. е. 

ln p � 3 ln N. 
Последнее соотношение показывает, сколь далеко число ариф

метических действий в ва,риационных методах от оптимального 
по гипотезе Бахвалова числа арифметических действий. Иногда 
при сравнении машинного времени, необходимого для вычисле
ния по разностному и вариационному методам решения гранич
ных задач, предпочтение отдают [8б, 1 1 3] последнему. Это пред
ставляется тем более необоснованны:м, что для некоторых гра
ничных задач разработаны схемы счета разностного аналога, ко
торые требуют [ 30] оптимального числа арифметических опера
ций. В настоящее время число операций в вариациО'Нных методах 
далеко от оптимального числа арифметических действий при ре-

g) Класс функций, р-я производноя которых входит в класс Гёльдера 
с показателем Л и константой А. 
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шении граничных зада'ч. По-видимому, исследование по дальней
шему уменьшению числа арифметических действий для рассмот
ренных выше методов решения граничных задач с помощью не
ортогональных функций для вариационных методов следует про
водить в надравлении более удачного выбора системы функций 
{фh} и пои·ска таких способов ортонормализации, которые требуют 
порядка N2 арифметических действий. 

§ 1 .9. Один способ 111ахожденив коэффициентов разложенив 

Из предыдущих паратрафов ясно, что для получения коэф
фициентов разложения по неортогональным системам функций 
приходится решать систему линейных уравнений или, что то же 
самое, предварительно ортонормировать системы функций. Мно
гие задачи прикладной IМатематщш сводятел к разложению функ
ций <p (x) E L2 (G ) в ряд по функциям полной системы {<р; (х) } . 
Для сходимости в L2 (G )  ряда 

N 
� aiN><f!i (х) 
i=l 

( 1 . 1 76) 

к <р (х) , достаточно получить из данной системы линейно неза
висимую систему (исключив <<лишние >> функции) , затем - орто
нормированную систему { ffi; ( х) } , элементы �юторой имеют вид 

i 
ffii (х) = � Aki<f!k (х) , k=l 

и построить ряд Фурье функции <р (х) по системе {ffi; (x) } :  
N 

� biffii (х) , 
i=l 

bi = J <р (х) ffii (х) dx. 
G 

Для коэффициентов a�N) ряда ( 1 . 1 76 )  получим 
N 

a1N> = � Akibk. k=i 
Практическое осуществление ортонормализации большого 1 0) 

числа линейно независимых функций встречает на своеiМ пути 
значительные трудности. Во-первых, 111ри ортонормализации 
n функций требуется вычислить с высокой точностью элементы 
детерминанта Грама, т. е. (учитывая симметричност:r.. этого де-

10) На численных расчетах, ·проведенных с помощью стандартных про
грамм, убедились, что в ряде случаев метод рядов Фурье при .небольшой 
точности (2 знака) требует малого ноличестна членов разложения. Однако 
дальнейшее увеличение точности значительно увеличивае-т trеобходимое 
число членов разложения, и поэто.111у приходится ортопормировать большое 
число функций. 
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терминанта) п (п + 1 ) /2 интегралов вида J <pi (x) <p; (x) dx. Это тре
G 

бует большого машинного времени . Так, например, ортанорма
лизация системы 

Пn r (M;, М) } , i = 1 , 2, . . .  , 28, ( 1 . 1 77 )' 

где r (M;, М) - расстояние между фиксированной точкой и пере
менной точкой М, М; Е S,, М Е S (S и 81 - концентричес-кие ок
ружности радиусов 1 и 1 ,05 ) , требует около двух с половиной 
часов машинного времени БЭСМ-2 (точность вычисления инте
гралов 10-6) . 

Вторая трудность, более существенная, заключается в мало
сти детерминанта Грама для ненадежных линейно нооависимых 
систем (не являющихся базисом Ба ри [80] ) .  Та.к, для пенадеж
ной системы ( 1 . 1 77 )  в случае !Концентрических окружностей S 
и S, радиусов 1 и 2 (точки М; были расположены равномерно 
на окружности S, ) не удалось из соответствующего детерминан
та Грама получить отличный от машинного нуля детерминант 
десятого порядка, хотя ( как будет показано в гл. 1 1 1 )  система ( 1 . 1 77 )  линейно независима (вычисления проводилисЪ на ма
шине БЭСМ-2 ) . Таким образом, ортанормировать десять функ
ций из системы ( 1 . 1 77 )  на машине БЭСМ-2 ( 39 разрядов, из 
них 32 для мантиссы) не удается. Надо та.кже иметь в виду, 
что обычное су•ммирование ряда Фурье неустойчиво, а задача 
е приближенном определении фушщии в не.которой точ·ке по 
приближенным значениям коэффициентов Фурье в !Метрике l2 
является некорректной задачей [ 148 ] . 

Из сказанного становится ясной важность построения алго
ритма для получения коэффициентов a�N> ряда ( 1 . 1 76)  по неор
тогональным системам функций. Ясно, что выбор в качестве aiN> 
коэффициентов Фурье, вообще говоря, сходимости не обеспечи
вает . Так, если точки М; расположены всюду плотно на 81 , то 
система ( 1 . 177 )  полна в L2 (S) [84] . Однако, разлагая постоян
ную с на S в ряд Фурье по системе ( 1 . 1 77 ) , nолучим 

где 

N N 
с "' � a�N) ln r (Mi , М) = а � ln r (Mi, М), i=l i=l 

а =  с f ln r (Mi , M) dSм 
s 

(интеграл не зависит от расположения точек М1 на 81 ) .  
В настоящем параграфе излагается метод разложения функ

ций в ряд по неортогональным сис'l'емам фуНJщий, не требую
щий решения линейной системы. Теорема дает достаточные ус
ловия для сходимости соответствующих рядов. Как будет пока-
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зано ниже, предлагаемые ряды обеспечивают несколько лучшее 
приближение по сравнению с рядами Фурье для при-ближенно 
ортонормированных фунiЩий. 

Пусть ищется разложение � aiepi фунiЩии ер (х)  по системе 
i 

{ер; (х ) } ( i  = 1 ,  2, . . .  ) , фунiЩии которой будем считать нормиро
ванными. Первый •Коэффициент а 1 совпадает с коэффициентом 
Фурье для фуннции ер 

al = .\ epepl dx. 
G 

Разность ер - а ,  ер, назовем первым остат.ком. Второй коэффици
ент является коэффициентом Фурье для первого остатRа 

а2 = .\ (ер - alepl) ер2 dx. 
G 

k 
Разность ер - � aiepi назовем k-м остатком ; ( k + 1 )  -й Rоэффициi=l 
ент является Rоэффициентом Фурье для k-го остатRа : 

Обозначим: 

ah+ I = S (ер - ± aiepi) epk+I  dx. 
G '=l 

N 
ep<N> (х) = - � aiepi  (х) , 

t=O 
<р0 (х) = ер (х) , а0 = - 1 ,  ( 1 . 1 78 )  

тогда Rоэффициенты разложения вычисляются по формулам: 

ai = i ep<i- I) (x) epi (x) dx, ер<о> (х) = ер (х) , i = 1 , 2 , . . . ( 1 . 179) 
а 

ДоRазательство сходимости 11 ep<N> (х) I\L2 -+ О при N -+ оо рав
носильно доказательству сходимости ряда ( 1 . 176 )  в смысле мет
рики L2 (G) . 

Rа.к видно из формул ( 1 . 1 78 ) , ( 1 . 1 79 ) , при увеличении чис
ла членов разложения в ряду ( 1 . 1 7 6 )  предыдущие коэффициен
ты не меняются, и надо вычислить лишь Rоэффициенты для 
новых членов разложения. Это важное преимущества (с вычис
лительной точки зрения ) является одновре.менно и существен
ным недостатком предлагаемого метода. Действительно, во мно
гих случаях заведомо известно, что фуннция ер (х) не предста-

оо 

вима в виде беоконечного ряда � akepk (х) , поэтому в таких cлy
h=l 

чаях предлмаемый метод составления рядов не обеспечит схо-
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димости (хотя ср (х )  сколь уrодно то чно может быть приближена 
N 

в L2 ( G) рядо.м � aiN>'Pk (х) при N -+ оо ) . 
k=1  

Последовательность положительных чисел 

1 1 cp(n) (х) \IL2 = V (cp<n> (х) , cp<n> (х)) , n = 1 , 2 , . . .  , 
монотонно убывает, и, значит, И•Меет некоторый предел R. Дей
ствительно [26] , 

G ( «p(n-1) «р ) 
/J cp(n) (х) \\1 = min 1\ ср<т•-1> (х) - aniJJn (х) 111 = G 

' n = 2 � 2 �� = 11 cp<n-1) (х) 1112 - [ J cp<n-1) (х) IJJп (х) dx г' 
це G (IJJ I , qJ2, . . .  , IJJn ) - детерминант Грама фуНJКЦИЙ qJI ,  qJ2, . . . , ер". 

Можно также показать, что для любого е > О найдется такой 
номер No, что 

00 

� (cp<k> , IJJk-1) < е. 
k=N0 

Действительно, для любого е >  О найдется таное No, что 
00 

е > 1 1 cp(No) (х} 1 11 - R = � (cp<k> ,  IJJkн)2 . 2 k=No 
( 1 . 1 80) 

В силу ( 1 . 1 78 ) , ( 1 . 1 79 ) , ( 1 . 180) и нормированности системы 
{ср; (х ) } для любого е >  О найдется та·кое No, что при е >  No 
е > \ 11 ср<•> (х) 1112 - 11 ср<в+1> (х) 1112 1 = = 1 J [i ai\Pi (х) ] 2 

dx - S [�1 aiiJJi (х) ] 2 
dx 1 = 

G t=O G t=O = 1 + 2а8+1 J ср<•> (х) IJJs+ l (х) dx - a�+ l I IJJ:н (х} dx 1 = а�н· 

Из полученной формулы непосредственно следует, что для 
рассматриваемого метода нахождения ноэффициентов разложе
ния справедливо неравенство Бесселя (см. форму.7fу ( 1 .220) ) .  
Таким образом, для любого е 1  > О и любого целого N найдется 
та,кое No, что 

где 
<р<•> (х) = cp<rJ (x) + у;•> (х) , N0 � .r;, r � N0 + N, ( 1 . 1 8 1 )  

11 (s) '1 '\'r (х) I L < е1• 2 
( 1 . 1 82) 



94 ГЛ. 1. МЕТОД РАЗЛОЖЕНИЛ ПО ПЕОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНIЩИЛМ 

Подставляя ( 1 . 1 8 1 )  в ( 1 . 180) , получим 
оо N0 +N 

е > � (<p<k> , <f'kн)2 � � (<p<k> , <!Jkн)2 = k=N0 k=N0 
N0 +N N0+N 

= � (<p<r> , <!Jkн)2 + � { y�k> ,  <!Jkн)2  + 
k=N0 k=N0 

N0+N 

+ 2 � (<p<r> , <!Jkн) ( y�k> , <!Jkн) . ( 1 . 1 83) 
li=N0 

Применял неравенство Rоши - Буняковекого и учитывал 
( 1 . 182) , можно второе и третье слагаемые в правой части выра
жения ( 1 . 183) при любам т:онечном N сделать сколь уtгодно ма
лыllш, и поэтому окончательно получаем, что для любого е2 > О 
и любого N найдется такое No, что 

No +N 

� (<p(r) , <!Jkн)2 < е2 , N0 � r � N0 + N. k=N0 
( 1 . 184) 

Таким образом, разность между функцией <р (х) и ее рядом 
r 

� ai<!Ji (х) <шочтю> ортоrональна сколь угодно большому числу i=l 
функций системы {<р; (х) } .  

Будем iПредполагать, что функция <р (х) и система {<р; (х) } 
( i  = 1 ,  2, . . . ) удовлетворяют следующим условиям: для любых 
е >  о и No найдутся Та/КИе !Коэффициенты ь" (k = No, No + 1, . . . 
. . . , No + N} , что 

1 1 <p<r> (х) -
NJ.N 

bk<!Jk (x) ll < е , k-N0 L2 
N0+N 

� Ь� < М, 
h=N0 

( 1 . 185) 

( 1 . 186) 

где М - не зависящая от N о и N постоянная, а r - любое целое 
числ:о, удовлетворяющее перавенетвам No � r � No + N. 

Согласно теореме Мюнца [26 ] , условию ( 1 . 185) при фикси
рованном r удовлетворяет система { xki } (i = 1 , 2 , . . . ) при 

00 
"' 1 lim ki = оо ,  ""'- г = оо ,  i->oo i=o � 

где штрих означает возможный пропуск k; = О. Этому же усло
вию при фиксированном r удовлетворяют так называемые по
тенциальные системы (системы фундаментальных решений) . .  
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Другими словами, каR потенциальные системы, так и система { xhi } обладают тем свойством, что если выкинуть из них любое 
конечное число фунiЩий, они останутся полными в L2. Надо 
однако заметить, что в неравенстве ( 1 . 185) r зависит от N. Дей
ствительно, увеличив N, придется, JRaк это следует из ( 1 . 184) , 
увеличить No. 

Поэтому нельзя утверждать, что для ушазанных систе!М вы
полняется перавеяство ( 1 . 185) . Выnолнение неравенства ( 1 . 185)  
зависит ка.к от системы {<р; (х) } , та·к и от разлагаемой функ
ции <р (х) . 

Условию ( 1 . 186)  при No = 1 удовлетворяют коэффициенты 
Фурье по полной ортонормированной системе (уравнение замкну
тости) . Однако рассмотренный выше ряд { xhi }i:,1 условию ( 1 . 186)' 
может уже не удовлетворять. Действительно, пусть k; > ki при 
i > j и No в ( 1 . 186 )  выбрана так, что kN0 = 10 .  Рассмотрим ряд 

N0+N N0+N N0+N 
� bkxhi =::;;;; � \ bk \ \  х'ч 1 =::;;;; xlo � 1 bk 1 =::;;;; xlo У М. 

h=N0 k=N0 k=N0 

N0+N 
Таким обра-зом, в интервале О �  х � 1/N ряд � bkxhiпpи соблю-k=N0 

дении условий ( 1 . 186)  будет не больше числа N-9M, п если раз
лагаемая функция <р <т >  (х)  на этом интервале больше ЭТО['О чис
ла, то условие ( 1 . 185)  не будет соблюдаться. Именно на основе 
этих соображений построен отрицательный 111ример, приведенный 
111осле формулы ( 1 .223) . 

N 
Т е о р е м а .  Ряд � ai<pi (x) функции <р (х)  по системе {<р; (х) } , i=l 

где <р и ( <р;) удовлетворяют условиям ( 1 . 185 ) и ( 1 . 186 ) , а а; вы
числяются по формуле ( 1 . 179 ) , сходится при N -+  оо к функции 
<р в метрипе L2 ( G) . 

Действительно, из ( 1 . 184) , ( 1 . 1 86 )  и неравенства Коши Бу-
ня.ковского получаем 

( 1 . 187) 

где bk удовлетворяют условию 

( 1 . 188) 

ез и 84 сколь угодно малы. 
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Из ( 1 . 187 )  и ( 1 . 1 88 )  получаем 

� �''' IIL, - у'(�"' · �''') - { (�и. :;: ь.�. + �и - �J,;� ь.�.) < 

< {\ �j� ь, (�''' · �,) \ + \ �''' ·  �,,, - ��� ь.�. J < 

� v-eз-+--::11-<p-:-<r�> 1:-l e-4 � е, 

где е сколь угодно iМало. 
Условие ( 1 . 185 ) , которому удовлетворяют фун,кции в дока

занной теореме, содержит функцию <p< r >  (х) и, следовательно, 
трудно проверяемо. Поэтому представляет интерес следующее 
предложение. 

Пусть фуНiКция <р (х) и система {<р; (х) } (i = 1 ,  2, . . . ) удов
летворяют условиям : 

а )  для любого целого No и любой функции и и (х) Е L2 най
дутся такие bk ( k = No, No + 1 ,  . . .  ) , что 

lim � u (x) - � bk<pk (x) ll = 0,  ( 1 . 189) 
n-+oo 11 k=N 0 L2 

00 

� ь� < м, ( 1 . 1 90) 
k=N0 

где М - не зависящая от No постоянная; 
б )  для любого е > О най;цется та,кое по, что 

( 1 . 191 )  

где 

n 
Тогда ряд � Цf>j (х) , где а1 вычисляются по формулам ( 1 . 1 79 ) , 

j=l 
сходится в среднем при п - оо к функции <р ( х ) . 

Действительно, из ( 1 . 180) находим, что для любого е > О 
найдется такое по, что 

00 00 

е > � (<p<k > , 1Рkн)2 = � ( <p(no) ' IPk+ 1)2  + k=n0 k=n0 
00 00 

+ � ( 'Ф(k) - <p(no) '  IP1t+ 1)2 + 2 � ( <p(no) ' IPk+ l) ( <p(k} - <р("о) ' IPk+ l) = 
�� �� 
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= � ( f[ ( no ) , срkн ) 2 + � ( . ± ai (cpi ,  CJ)kн)2 + k=n0 k=n0+1 �=n0+1  

+ 2 .t (cp(no) , CJ)kн )( . ± ai{j)iCJ)kн)) · k-n0+1 t=no+ l 

Из ( 1 . 1 9 1 )  и последне:го неравенства получаем, что для лю
бого 8 > О найдется такое по, что 

00 

� ( cp(no) , {j)н 1) < е .  
k=n0 

Применяя ( 1 . 1 89 ) , ( 1 . 190)  для фуНIIЩии 'Ф(nо) Е L2 , при No = по 
получаем 

00 

� bi < M, k=n0 
шш, применяя не равенство Rоши - Буняковс:кого и теорему 1 1 ) 
о непрерывности скалярного произведения, получаем 

где 8 сколь угодно ,мало. 
Условие ( 1 . 189 } , в отличие от условия ( 1 . 185} , имеет про

стой смысл: система {cpi (x) } (i = No, No + 1, . . .  ) , где No - любое 
конечное целое число, должна остава ться полной в Lz. 

Докажем, что система Пn r (Mi, М) } , М, Mi e S, разрывных 
потенциальных функций [7 ]  удовлетворяет условиям ( 1 . 189 ) , 
( 1 . 1 90)  для пространства Lz (S) . Пусть функция "( (M1 ) e L (S) 
ортагональна всем функциям этой системы. Надо дока·зать, что 
"( (М) = О. Рассмотрим интегральный оператор [70] 

S 1n r (M1, M) y (M1) dSм1 = Ф (М) ,  
s 

переводящий пространство Lz (S) ( "( (Mi) Е Lz (S) ) в пространство 
Lip а (а < 1/2 ) , (Ф (М) ·Е Lip а) . Непрерывная функция Ф (М) 
принимает на всюду плотном на S множестве точек нулевые 
значения (ввиду ортогональности "( (М1 ) всем функциям рас
сматриваемой системы ) , и, следовательно, она тождественно рав-

1 1 )  Имеется в виду известная теорема о том, что если ЧJn -+ ер и 'Pn -+ оо , 
ТО (ЧJn, 'Фn) -+ (ЧJ, -ф ) . 
7 М. А. Алексидзе 
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на нулю на S и, в силу ее гармоничности, всюду вне S. Но тогда 
потенциал простого слоя f ln r (М1 , М) "? (Mi) dS м тождественно 

в 1 

равен нулю, если плотность "( (Mt ) тождественно равна нулю. 
Покажем, что для любого 8 > О, любой фующии и (М) е: L2 (S) 

и .:тюбого No найдутся та/Кие 'Коэффициенты bk ( k = Л' о, N0 + 1 ,  . . .  
. . .  , No + N) ,  что 

l l u (M)
- N�N bk ln r (Mk, М) 11 < 8 . k=N0 L2(S) 

В си.'Iу доказанной полноты рассматриваемой системы найдутся 
тюше коэффициенты ck ( k = 1, . . .  , Nt ) ,  что 

и (М) - �с; ln r (М; , 111) 1 < f· 
j=l L2(S) 

TaR ь:аь: точюi Mk расположены всюду плотно на S, то для любой 
точю1 !Wj (j = 1, . . . , Nt )  найдется таь:ая точ.Rа Mrp что rj > No п 

ll ln r (М;, М) - ln r ( MrjM) I IL2(S) < 2;1с '  
где с = max 1 ('i 1 ·  'Учитывая последнее неравенство и неравен-

i 
ство МинновСIКого, получаем, l u (M) - N�N bk ln r (Mk, М) 11 � k=N0 L2(S) 

� �� и (М) - � c; ln r (MJ, M) ll + 1=1 L2(S) 

+ 1 1 � с; ln r (м1, М - N�N bk ln r  (Mk, М) l[ • � 1=1 k=N 0 �L8(S) 
Взяв для N и bk (k = No, Nt, . . .  , No + N) значения 

N = m�x r; - N0 , bk = {� 
получаем 

при J.W k = Mri ' 
при Mk =i= Mrp 

ll и (M) -�j� bk ln 1· (Mk, M) ll < 
Nl < т +  � ci [In r (Mн M) - ln r (Mrp M)] < в. 
� L� 
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Докажем теперь, что система Пn r (M�t, М) } удовлетворяет 
( 1 . 190) . Для нее удается доказать значительно более сильное 
предложение . 

Для любой функции и (М) Е L2 ( G)  , любого N о и любого е > О 
найдутся такие Rоэффициенты bh ( k = No, No + 1 ,  . . . , No + N) , 
ЧТО 

ll u (
ЛI) - N�N 

bk ln r (Mk, M) ll < е, k-N0 L2(S) 

N0+N 

� ь�  < е. k=N0 

Представим и (М) в виде потенциала простого с.'Iоя 

и р!) = 5 v (М) ln r (М, М) dSiiг 
s 

( 1 . 192) 

( 1 . 1 93) 

заменим интеграл: в правой части римановой суммой и докажем, 
что для любого е > О найдется такое N, что 

.6 = J [ J  v (M) ln r (JJ, M) dS-м -
s s 

где h�t - длина k-го отрезка разбиения ':Контура S, в :котором бе
рется точка Mh. 'Учитывая, что точки М" расположены всюду 
плотно на S, а v (S) - непрерывная · фун:кция, получаем 

д = J [J v (M) In r (M, M) dSм Г dSдl: -

7* 

N 
- 2  � hkv (Nlk) 5 In r (M, Mk) J '' (М) ln r (М, M) dSм dSм. + k=l s s 

N N 

+ � � hkv (Mk) hJv (Mi) 5 In r (M1, Mk) In r (M1 , MJ) dSм = 

k=1 1=1 s 

= J [ J v (M) ln r (M, M) dS-м ]2 dSм -
s 8 

- 2  J v (M) J ln r (M, М} 5 v (M) ln r (M, M) dSм dSм. dSм_ + 
в s s 

+ е1 + J .\ v (М) v (Л,f) J ln r (М, М) ]n  r (M, М) dSм dSм. dSм. + 
s s s 
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где Е 1  и Е2 - околь уrодно малые числа .  Таки·м образом, в каче
стве коэффициентов Ь,. !МОЖно взять числа h"v (М,.) , поэтому 
N0+N N0+N N0+N 
� Ь2 = � h�v2 (Mk) � h<N> � hkv2 (Mk) = 

k=N0 k=N0 k=N0 

= li,<N> [j v2 (М) dSм + е3} 
где Ез - с.коль угодно малое число, а h(N) = max hk . Так как k<N 
h(N> -+ О при N -+ оо ,  то из последнего соотношения непосред
ственно следует ( 1 . 193 ) . 

Выполнение условий ( 1 . 192) , ( 1 . 193 )  дает возможность до
казать для системы Пn r (M,., М) } следующее предложение .  

Если для любого е > О найдется та.кое N, что 
N 

h(N) � "'"' ak < e. k=N0+1  
( 1 . 1 94) 

то ряд 
n � ai ln r (Mj , М), 

5=1 
где а; вычисляются по формулам ( 1 . 1 79 ) , сходится в среднем 
при n -+ оо •К функции q> ( х ) . 

Действительно, из условий ( 1 . 1 94) получае:\I 
N N 

с Vё > ёh(N) � ak � � bk ( cp(no) , {j)kн) = IJ q>(no) \IL + 84 , k=n0+1 k=n0+t 111 

где 84 - сколь уrодно мало и 

ё = VJ v2 (s) dS· 

Таким образом, норму функции cp(no) можно сделать сколь угодно 
малой (за счет увеличения по ) . 

Условия ( 1 . 185) , ( 1 . 186)  являются достаточными, но не не
обходимыми для сходимости введенных рядов . Та,к, для полных 
ортанормированных систем не выполняется условие ( 1 . 185) , 
однако для них эти ряды сходятся (в этом случае они совпада
ют с рядом Фурье ) .  Заметим также, что затруднения с орто
нормализацией возни.кают именно для систем, удовлетворнющих 
условию ( 1 . 185)  , поэтому для таких систем этп ряды имеют пр е
имущество перед рядом Фурье (в смысле пра.ктического осу
ществления) . 

Тривиальный пример системы, удовлетворяющей условиям 
( 1 . 1 85 ) , ( 1 . 1 86) , можно построить следУющим образом. Пусть 
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P t ,  Р2, • . .  - произвольпал бесконечная последовательность воз
растающих целых положительных чисел, lim Pi = оо .  Из орто

i->оо 
нормированной полной системы {с:р; (х) }  составляем нормирован-

т 
ную систему {'I)J; (x) } , где 'I)J; (x) = c:pj (x) , j = i - � Pk• r - наи-

r 
большее целое число, при котором � Pk < i . '11.=1 

Систе-ма {'I)J; (x) } ИIМ:еет вид 

k-1 

{ c:pl , с:р2 , • · · • (/)�1 • c:pl , с:р2 , · · . ,  (/) р2 •  c:pl , с:р2 , • · . ,  (/)р3 • • • • } .  ( 1 . 1 95) 

Легко видеть, что при lim Pi = оо она удовлетворяет условиям 
i-+oo 

( 1 . 185 ) , ( 1 . 186 ) . Рассмотрим систему 

{ c:pl , с:р2 , • • · •  (/)р1 • (/)n1 •  (/)n1+1 • · • · •  (/)р2 • (/)n2• (/)n2+1• • • · • 'Pv3 •  • • • } •  
( 1 . 1 96) 

где n;, р; - целые числа, а система {с:р;} ортонормирована, и обо
значим ее  s-й член через Ф • .  Покажем, что коэффициент ряда, 
вычисленный по формуле ( 1 . 1 79)  для s-й фуНJIЩии (s - произ
вольное целое число) ряда ( 1 . 196 ) , совпадает с коэффициентом 
Фурье для этой фушщии, если она встретилась впервые в ряду 
( 1 . 196) , и равен нуWiю, если она до этого уже встречалась 
в ряду ( 1 . 196) .  

Действительно, из ( 1 . 1 79 )  для первого случая имеем 

а, = J ( с:р - '2 akc:pk ) Ф, dx = J с:рФ, dх, 
G '11.=1 G 

а для второго случая (Ф. - Ф., где r - целое число r < s )  

а, = J (с:р - '2 akФk) Ф, dх = J с:рФ, dх - ar  J ФrФ, dх = О. 
G 'k=l а а 

Таким образом, способ ( 1 . 179)  вычислени,я коэффициентов 
автоматически отбра,ковывает для систем ( 1 . 196) , следовательно, 
и для систем ( 1 . 1 95 )  те функции, которые раньше уже участ
вовали в разложении. Поэтому предложенные ряды для систем 
( 1 . 195 )  и ( 1 . 196 ) совпадают с рядом Фурье для ортанормиро
ванной системы {с:р;} . Пусть система ( 1 . 195) имеет вид 

{ c:pl , с:р2 , • • • , (/)pl ' c:pl, с:р2 , • • • , (j)p2 '  c:pl , с:р2 , (/)pl-1' • • •  } ·  
т .  е .  последовательность р; конечна: р 1 , р2, . . .  , р,, р, < оо . 

Тогда эта система не будет удовлетворять условию ( 1 . 185) , 
и тем не менее для нее введенный ряд будет сходиться к фувк
ции с:р (х) , так как он будет совпадать с ее  рядом Фурье по пол
ной ортонормированной системе {с:р;} . Таким образом, ,ка,к уже 
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отiМ.ечалось, условия доказанной выше теоре.мы не являются не
обходимыiМ.и для сходимости этих рядов. 

R описанному алгоритму построения рядов по неортогоналъ
ным фующиям можно прийти путем следующих соображений. 
Если в пекотором подпространстве G гильбертона пространства 
Н существует точка у, наименее удаленная от ер е Н, то ве.ктор 
(ер - у) ортогопалеи ·Каждому вектору из G. Если G - линейная 
оболочка множества нормированных фунiiЩий {ер ! , . • .  , epn} , то 

n 
у = � Л.kepk, и для нахождения .коэффициентов Л�t наилучшего k=l 
(в смысле .метрики Н) приближения получаеiМ. систе·му 

(ер - у, ерА) = О, k = 1 ,  . . . , n, 
или, в развернутоiМ виде 

A! + Лz (<pz, <p J ) + . . .  + Лn (epn, <pJ ) = (ep, ер 1 ) , 
А! ( <р 1 , epz) + Лz + . . .  + An ( epn, <рз) = (ер, <pz) , ( 1 . 1 97)' 

А! ( ер 1 , epn ) + А2 ( epz, epn) + . . .  + An = ( <р, epn) . 
'dту систему можно решать итерационными методами. Вычисле
ние коэффициентов ряда Фурье по системе {ер;} соответствует 
одной простой итерации для системы ( 1 . 1 97 ) , когда в качестве 
начального приближения для вектора (Л 1 , . . .  , Лn ) берется нуле
вой вектор л<оJ = (0, . . .  , О) ,  т . е . 

аiФ> 
= л

< 1> + вл.<о> 
+ R, ( 1 . 198) 

где а�Ф> - вектор, компонентами которого являются !IЮэффициен
ты Фурье, В - �матрица, соответствующая системе ( 1 . 197 ) , запи
санной в виде Л = ВЛ. + R, 

Л(l), = (Л�1> , 
• • • , л�> ) , л<о> = (0 , . . .  , 0) , R = ((ер , ер1) , . . • , (ер , epn)) . 

Запишем 

где 

( 1 . 198)  в виде 

Л = (В1 + В2) Л. + R, 

о о о о 

В� = - (<pl , <p2) о о о 
. . . . . . 
- (<pl,  <t'n) - (<р2 , <t>n) • • • - (<t>n-1• <t'n) О 

О - (<р2 , <t>1) - (<t>з • <t>1) • • • - (<t>n• <t>1 )  
в2 = о о - (<t>з• <р2) • • • - (<t>n• <р2) • 

. . . . . . . . . . . . . .  . 
о о о о 

Вычисление коэффициентов ( 1 . 1 79 )  по систеiМ.е {ер;} соответству
ет одной итерации по IМ.етоду 3ейделя для системы ( 1 . 198) или 
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одной простой итерации для системы 

Л = (l - В, ) - 1В2Л + (I - B , ) - 'R, ( 1 . 199) 

где I - единичная матрица, .когда в ;качестве начального при
ближения берется нулевой вектор л <о> = (0, . . .  , 0) , т. е .  

а<А> = ;:р> = (l - в 1Г1 в2л (О) + (J - В]Г1 R, 

где а <А > - ве-ктор, компонентами которого являются коэффици
енты введенных рядов . Заметим, что все собственные значения 
матрицы (I - В, )  - IB2 меньше единrщы. Действительно, так как 
квадратичная форма, соответствующая 'матрице Грама, положи
тельно определенная, то метод Зейделя для системы ( 1 . 198 )  или, 
что то же самое, метод простой и1·ерации для системы ( 1 . 199) 
сходится 1 2 ) при любом начальном приближении и любой пра
вой части. При таком подходе дока•занная выше теорема равно
сильна следующему утверждению. 

Для приближенного решения системы ( 1 . 197 )  при доста
точно болыпом n достаточно одной итерации по методу Зейделя 
(предполагается, что система {ер;} и фунiiЩия ер (х) удовлетворя
ют условиям ( 1 . 1 85 )  и ( 1 . 186 ) ) .  

Так как вычисление элементов матрицы Грама ( ска.лярные 
произведения) и собственно процесс ортонормализации осуще
ствляются с 1конечны:м: числом разрядов, то ясно, что :матрица, 
соответствующая системе ( 1 . 1 97 ) , не будет единичной. Она бу
дет не.которым образом <<Возмущена>> .  Коэффициенты наилуч
щеrо приближения при этом находятся из системы 

n 
( 1 - ен) Л; + � ek;Лk = (epi , ер;) , k==i k�j 

j = 1 , . . . , n,  (1 .200) 

где eii - малые воэмущения, вызванные ошибками округления 
и погрешностью вычисления скалярных произведений (в случае 
пространства L2 - погрешностью интегрирования) . Естественно 

n 
при этом предположить, что max � 1 ем \ < 1 .  Интересен вопрос, k j=! 
IRaRИ!М рядом целесообразнее полнзоваться в таких случаях -
рядом Фурье или предложенным рядом. Точнее, ка.кое соотно
шение существует :между числами I IЛ - a<Ф> I I и I IЛ - a(A) I I ,  где век
тор Л - точное решение системы ( 1 .  200) . Так как в рассмотрен-

12) Так как диаrональные элементы матрицы Грама линейно невависи
мой системы положительны, то положительная определенность соответ
ствующей квадратичной формы является не только достаточным, но и не
обходимым условием для сходимости итерационпоrо процесса 3ейделя. 
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ном случае итерационный процесс Зейделя сходится быстрее 
[ 1 55] , чем простой итерационный процесс, и норма :матрицы 

n 
max � ll ekJ 11 подчинена первой норме вентор а, то ясно, что пер-

7& i=l 
вая норма вентора (Л - аСФ> ) будет не менее первой нормы век
тора (Л - аС.&> ) , т .  е .  

max 1 лi - а�Ф) 1 = IIЛ-aCФ>Iii;;;::.: 1 1  л - а(А) llr = max 1 лi - а�А) ' · 
i i 

Заметим:, что нак :метод рядов Фурье, Т8М и метод введенных 
рядов требуют произвести для вычисления .коэффициента каж
дого нового члена разложения одно приближенное интегриро
вание 

<Ф> r ak = . 1 <p<pk dx, 
G 

akA> = J <p<k-l)<pk dx. 
G 

В вычислении ahA> участвует элемент <рс"- 1 > ,  поэтому естест
венно его значения в отдельных то�ках следует применять для 
контроля точности разложения, та.к как 

k-1 
<p<k-1) (х) = <р (х) - � a�A><pi (х) . 

i=l 

Предложенный здесь :метод решения систе•мы ( 1 . 1 97 )  :может 
быть применен в вариационных методах. По существу, разло
жение функции <р ( х) в ряд по функциям: системы {<р; ( х ) } можно 
рассматривать Rак метод Ритца решения функщионального урав
нения Е<р (х) = <р (х) , где Е - тождественный оператор, с коорди
натными функция·:м:и { <р; ( х) } . 

Вариационные методы определения коэффициентов а; разло
жения решения функциональных уравнений по пекоторой си
стеме <р; приводят ,к следующей бе�конечной системе уравнений: 

00 

k = 1 , 2 ,  . . . , ( 1 .20 1) 

где А; ( i  = 1 ,  2, 3, 4) - положительные или положительно опре
деленные операторы, а <р - пекоторая известная функция. Если 
последовательности {А;<р;} и {А2<р;} ·биортонормированы или при 
А 1 == А2 последовательность {А 1 <р;} ортонор:м:ирована, то для ко
эффициентов а; получаем 

а; = (Аз<р, А4<р;) . ( 1 .202 )  

В некоторых случаях, одна1ко,  система {А 1<р;} не  сильно ми
нимальна, и ее предварительная ортонормализация встречает 
большие труДНости. Поэтому встает вопрос о приближенном 
решении системы ( 1 .201 ) . Под приближенным решением систе-
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мы ( 1 .201 )  будем подразумевать вентор 
удовлетворяющий системе 

или 

А (N)ji(N) = в<N> + е, 

N 
� - (N) � (А1ср; ,  A2cpk) а; = (А3ср, A4cpk) + ek, 
j=l 

( 1 .203)' 

k = 1 , . . . , N, 

где е = (e t ,  . . . , еN) - вентор невязон. Для малости вектора 
(a< N> - a<N> ) достаточно, чтобы было мало выражение I I (A <N> ) - 1e l l 
( здесь a<N> - решение системы ( 1 .203) при е ==  О, a}N> - коэф
фициенты наилучшего, в пекотором смысле, разложения реше
ния фун.кционального уравнения по систе-ме {cpJ} ) . Однако в слу
чае ненадежных систем норма вектора (a <N> - a<N> ) может быть 
сколь угодно большой; тем не менее разность между разлагае .. 

N 
мой фуВJ:кцией 'Ф и ее приближениеJ�r � aiN)'Pi может быть в не.: 

i=l 
которой метрике меньше сколь уrодно малого числа е > 0: 

1 1 'Ф - i� a�N>'Pi 1 1 < е. ( 1 .204) 

_ В nоследнем случае соответствующая матрица плохо обуслов
лена, и в ее окрестности имеется вырожденпая матрица. Как 
показало в [ 147] , при этом без регуляризации можно получить 
сильно различающиеся решения, отличные от нормального 
решения. 

Будем называть е-приближенным решением системы ( 1 .201 ) 
вектор a<N> , удовлетворяющий неравенству ( 1 .204) . 

Приведем обобщение изложенного в этом пара,графе метода 
вычисления ;коэффициентов разложения для вариационных ме
тодов. Преимущества этого iМетода заключается в том, что в слу
чае некоторых систеiМ {ер;} (соответствующие условия для систем 
будУт сформулированы ниже)  для получения приближенного 
решения системы ( 1 .201 ) при ·большом N достаточно проделать 
одну итерацию 3ейделя, принимая в ;качестве начального при
ближения нулевой вехтор .  

Пусть в гильбертовам пространстве Н со  схалярным произ-
ведением 

[и, v] = (A tи, A2v) = (A 1v, А2и) 
ищется наилучшее в смысле метрики Н приближение функции 

n 'Ф обобщенным полиномом � а;ср;. Из ортогональности разности 
i=l ( 'Ф - ;� а;ср;) любой функции IPJ получаем для определени� 
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коэффициентов а; следующую систему ['Ф - .� aiЧ'i• ЧJ1t] =0, k = 1, . . . , N, 
3 =1 

или 
N �1 а; (А1Ч'i• А2Ч'k) = (А1'Ф• А2Ч'k) · 

Если оператор A t  имеет вид A t  = Аi>А�в, где As удовлетво
ряет условию 

(AsA4<p, A21Pi) = (A4qJ, Ai>A2ЧJi) , 
и задано функциональное уравнение 

Ав'Ф = qJ, 
то, вводя обозначение AsA2 = Аз, получаем для определения ко
эффициентов а1 систему 

N 
� а; (А1Ч'i• А2Ч'k) = (Азсрk , А4ср) . 

5=1 
Будем определять приближенные значения ii1 :коэффициентов 

а1 с помощью итерационного процесса Зейделя, взяв в начестве 
начального приближения вектор а0 = ( О, . . .  , О ) : 

(Азq>1, A4q>) 
а = (A1q>1, A2q>1) ' 

(Азq>2, A4q>) - а1 (Alq>J , А21Р2) а2 = 
А А ( 1 q>2, 2q>2) 

k-1 
(Aaq>k, A4q>) - .� a; (A1q>i, A2q>k) 

ak = -------,......---=-'=....:1=-:----:-----
(A1q>k, A2q>k) 

Заметим, что если системы {А 1 cpi} , {A2ЧJJ биортонормированы, то 
Rоэффициенты ii1 совпадают с :коэффициентами ( 1 .202) функ
ции 'Ф· Пос.кольку 

то для iih получаем равенство 

_ ( А1 ( � -;� a;q>; ) , A2q>k) 
ak =  (A1q>k, A2q>k) 

Таким образом, а,. есt:ь .коэффициент наилучшего приближе
вил (в смысле рассматриваемого гиль·бертова пространства Н) 
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разности ('Ф -�1 ajcp;) = cp<k- 1> функций c�<IP�< [26] : 
J=1 ��+-�>;<р; - Ck'Pk н <р -� •J<PJ � - G 

( <р��� �), (1 .205) 

где G (и1 , • • • , и,. ) - детерминант Гра ма фувкций и t , . . .  , и,.. Тан 
на к 

G (m<k-1), mL) (А m(k-1) А m'8)2 
--'--:"';:;-;---:-"'-""'"'- = 11 cp<k-1) 1 12 - 1 '1' ' 2 '1' k 

G ( fP�t) 1\ fP�t 1\2 ' 

то из ( 1 .205) получаем 

1 1 cp(k) �2 - 1\ rp(k-1) 112 - ( А1 fP(k-1) ' A2fPk)2 -
ll � r  

. (1 .206) 

Таним образом, последовательность положительных чисел 
{ 1/cp <�<> l l }  ,монотонно убывает и, следовательно, и,меет предел. Пред
полагая, что нормы функций <p t  ограничены в совокупности кан 
сверху, т ан и снизу строго положи•rельным числом, ив ( 1 .206) 
получаем, что для любого е > О найдется та,ное No, что 

Но тогда при s > No 

00 

� (A1cp<k-1> , A2cpk)2 < е. (1 .207) 
k=No 

е> 1 (Ji cp<•> jj )2-( IJ ср<в+1> 1\ )2 1 = 1 ( Al ( 'Ф -j� а;ср;) ' А2 ( 'Ф -�.1�1 а;ср;) )-

- ( А1 ( 'Ф -;� а;ср;) , А2 ( 'Ф -;� а;ср;) ) 1 = 

= 1 ( А1 ( 'Ф -�1 а;ср;) , А2 ( 'Ф -�1 а;ср;) )  -
- 2авн ( А1'Рв+ 1 • А2 ( 'Ф -�1 a;cpJ) ) - а:н (А11Рв+t •  А2, 'Ран) -

- (А1 ('Ф - �а;ср;) , А2 ('Ф -� а;ср;) ) \= 1 - а:н (Аlср,н, А2ср-+t) \ ,  
f-1 5-1 1 

и в силу ограниченности снизу нормы фупнций ср1 имеем 

la.+ t l < s .  
Отсюда nолучаем, что  для любого е > О и любого целого N най
дется та:rюе No, что 

ер<•> = cp<r> + у�•> , N � s, r � N0 + N, (1 .208) 
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где 
11 '\'�•> 1\ < е. (1 .20�) 

Подставляя ( 1 .208)  в ( 1 .209) , получаем: "" N0+N 
в >  � (At<p<k-1>, Aэ<JJII) � � (At<p<k> , Aэ<JJA-1)2 = k=N0 k=N0 

N0+N N0+N 
� (At<p<r> ,  A2<JJA-1)2 + � (At'Vlk> , A2xk-1Y1 + k=N0 11=N0 N0+N 

+ 2 � (A1<p<r> ,  A2<JJA-t) (At'V�k>, A2<JJA-1)· k=N0 
Отсюда находим:, что для любого е > О и любого целого N най
дется такое N о, что N0+N 

� (A1<p<r> , A2<JJk-1 }2 < е, N0 � r � N0 + N. ( 1 .2 10) k=N0 
Будем: предполагать, что система {<pi} удовлетворяет следующе
ку условию: для любого е > О, любого целого N и 'Ф е Н най
дутся такие .коэффициенты Ь" (k = No, . . .  , No + N) , что хотя бы 
для одного значения r 

ll <p(r) _ :�: bk<JJk ll< e, N0 � r � N0 + N, ( 1 .211 )  

N0+N 
� Ь� < М, ( 1 .212} k=N0 

где М - не зависящая от No и N постоянная. 
В силу ( 1 .2 10) , ( 1 .2 1 1 } ,  ( 1 .212}  и неравенства Коши - Бу

няновского получаем 

1 N�N 
bk-1 (Al<p(r), A2<JJk-1) 1 � е. k=N0 

Учитывая последние два неравенства и неравенство l l<p (r ) 11 ,::;;; l lф ll 
(r = 1 ,  2, . . . ) получаеiМ 

11 ф. - ± a;<p; ll = 1 1 <p<r> 112 = (Al<p<r> , .А2 
N �N Ь11<р11 )  = 1 6=1 � k+N0 

-= ( Al<p(r) , А2 ( :!, bk 'Ф11 - <p(r) )) � el + /1 <p(r) / 1 11 <p(r) - Д bk<JJk 11 � 
� е� + II 'Ф II e � в2, 

rде 82 - сколь угодно малое число. 
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Таким образом, доказана следующая теорема .  
Ес.л,и пормы фуппций ср1 в еи.л,ъбертовом пространстве Н оера

пичепы в совопуппости пап сверху, тап и спиау строго по.л,ожи
те.л,ъпым чис.л,ом, а система {ср1} и фуппции 'Ф удов.л,етворяют ус
.л,овиям ( 1 .2 1 1 )  и ( 1 . 212 ) , то д.л,я по.л,учепия е-приб.л,ижеппогСJ 
решепия системы ( 1 .201 )  достаточно провести едипствеппую 
итерацию Вейде.л,я д.л,я системы: 

N(s) 
� (AtcpJ , AзCVk) щ = (Aacpk, А4ср) , 
J=l 

k = 1 , . . . , N (в) , 

припи.мая в пачестве пача.л,ъпоео приб.л,ижепия пулевой вектор 
а0 = (0, 0, . . . , 0 ) . 

Прежде чем перейти к численным примера·м разложения 
функций по приведеиным в настоящем параrрафе рядам, сде
лаем несколько замечаний [43 ] общего хара,ктера. 

Пусть заданы вещественное rилЬ'бертово пространство Н, 
в нем самосопряженный положительно определенный оператор 
А = А* > О и элемент f е: Н. РасСJМотрим задачу нахождения 
элемента и, удовлетворяющего уравнению 

A u = f. ( 1 . 2 13 )  

Известно , что  метод Ритца в случае системы !Координатных 
фующий 

{cpi}i:l с D (А) ,  ( 1 .214) 

являющихся линейно независи·мыми функциями, приводит к си
стеме линейных невырожденных алгебраических уравнений 

где An - матрица 
(/, (j)t ) , • • • • {!, ())n ) , 
ентов Ритца Ь;. 

( 1 . 2 15 )  

{[cpi , (j)j]}J=l ( [и, v ] == (A u, v ) ) , /п - ве.ктор 
Vn - искомый -вектор ( b t ,  . . .  , Ьn ) .коэффици-

Метод Ритца сходител в энерrетичес.ком пространств�:- Н А 
(с  нормой I I · I IA ) , если система ( 1 .214)  полна в НА. Кроме того, 
мето,J; устойчив, если система ( 1 .2 14) сильно �м:ини,мальна в НА. 
Если ( 1 .2 14) лишь минимальна, то свойства устойчивости уже 
ухудшаются. 

В случае фундаментальных решений система ( 1 .214 )  даже 
не минимальна : решение системы ( 1 . 2 15 )  уже при небольтом 
n приводит к аварийному останову ЭВМ. Предварительная орто
нормали·зацил ( 1 .2 14) таrкже приводит к аварийно,му останову 
ЭВМ (из-за деления на нуль) . 

Предполагая, что система нормирована, llcp; I IA = 1 , :можно 
написать 
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где 1 n - единичная матрица, 

Bn = 11 [fPi� fP;] � 11 · 
В описанном: в настояiЦем параграфе методе получения коэф

фициентов разложения вместо ( 1 . 2 15 )  решается следуюiЦая си
стема уравнений для ro .. = (а 1 , . . . , а .. ) : 

( 1 .2 1 6 )  

где т n = 1 n + в .. - нижняя треугольная матрица.  
Практические вычисления показали, что этот метод очень 

удобен и часто дает хорошие nриближения. 
Вернемся к исследованию некоторых свойств втото ·метода. 

n 
Пусть uo Е Н - точное решение ( 1 . 2 13 ) , 1 Wn \2 = � а� - нop-

i=l 

n 
11 Т n 1\ = 11 Т n \\ En->En' Un = � airPi i=l 

приближенное решение, и С n > = uo - l l n - погрешность прибли
женного решения. 

Очевидно, что обратные операторы Т;;1 равномерно ограни
чены: 

1 1 т;;1 11 � 2 .  ( 1 .2 1 7) 

Де:йствительно, для любых х Е Е .. имеем 

О � (Anx, х) = (х, х) + (Bnx, х) + Bnx, х = 1 х 1 1 + 2 --2- • 
( * ) 2 ( (Bnx, х) ) 

\ x l 
Следовательно, 

(Bnx, x) � - + l x \2 , 

\ TnX \ \  х \  � (Tnx, х) = ((ln + Bn) X, х) � +f \ х \2 , 

т .  е .  

значит, Т;;1 суiЦествует и 11 Т;;1// � 2. На практике вместо си
стемы ( 1 . 2 16 )  решается система 

т .. ;; .. = 7... < 1 .21s>  

где f n = Т п + Г,., f n = fп + бn, Т .  е .  ДОПу<Жае;м ВОЗУуiЦеНИЯ Г n И 
б .. матрицы Т n и правой части f .. соответственно. 
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Справедливо следующее предложение . 
Существуют тапие положителыtые постояппые р, q, r, что 

при I I Г  n1 1 � r справедлива оцеппа 

l �n - юr l � pi i Г,.I I + ql lб
n
l l . ( 1 . 219 ). 

Действительно, возъмем r = М2 (О cs;;; � < 1 ) ,  так что 
(Т,. +  Г,.) - 1  существуют и 

�n = (Tn + ГnГ1 (/n + бп) = ( Tn (In + Т;1Гп) ]-1�  = = ( Гп + Т;1Гп)-1 Т;-1/п, 
где 

Следовательно, 

1 1 Un + T;1Гn)-1ll� 1 + 11 т;1Гп /1 + . . .  + 11 ( T;1Гn)m ll + . . .  � 1 
1 

�· 

Тогда 

IOn - Юn = [ (In + т;1Гn)-1 - In] T;1tn + (Iп + Т;1Гn)-1 Т;1бт 
1 Wn - Юn /  � 11 (In + Т;1Гn)-1 - In \1 \  T;1fn \ + 

I' (I т-1г )-1 1/ 1  т-1� 1 -- 1\ т;-1 г n 11 J 1 1 т-1 � \ --+ : n + n n n Un � 
1 - 11 т;-1 Г n 11 Юn + 1 - � 1 n Un � 

2 � 1 _ � ( 1\ ио \\А 11 Г n 11 + \ бn \ ) · 

При доказательстве последнего неравенства мы восполъзовались 
соотношением 1 ю,. 1 � l l иo i iA ,  которое доказывается ниже (см. 
( 1 .221 ) ) .  Здесь имеем 

2 1J uo i\A 2 р = 1 - � ' q = 1 - � · 
Покажем, что для погреmности и <п> рассматриваемого метода 

справедливо равенство 
n 

jj u<n> 1\� = 1\ иo ll� - � q� , j=1 
( 1 . 220) 

т. е. на этот метод распространяется неравенство Бесселя 
00 

\ Юn \2 = � ar � 1\ Ио ���. i=l 
( 1 .221)  

Действительно, в методе ( 1 .216)  коэффициенты а;  могут быть 
определены рекуррентно. Итак, можно написать 
а;+ ! =  [u<iJ , qJнi] , u<i+ l > = и1 - a;+ l (fJi+ l ,  i = О, 1 ,  2, . . . , u<O >  = ио. 

( 1 . 222) 
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Поэтому имеем 

[u <i+ l ) ,  <pi+ t ] '= [и<;> ,  <pi+ t ] - a;+ t [c:p;+ t •  <p/ft t ]  = a;+ l - ai+ l  = О, 
uCi> = uCHl> + Щн<рi+ l • 11 uCi> 11� = 11 uCHl> 112 + а� н• 

и,  следовательно, 
i + 1  

l ! иCHl) 11� = ll u(i) IIA - аfн = . . . = \l ио 1 1� - � а� , 
3=1 

что и требовалось доказать. 
Если известна верхняя оценка для l l uoi iA, то ( 1 .220) дает воз

можность оценить погрешность u<n> апостериорно. Это условие 
тривиально выполняется при тождественном операторе А =  1 :  

n 
\l uCn> JJ2 = 1\ / 112 _ � af .  

i=1 
( 1 . 223) 

Несмотря на то, что метод ( 1 . 2 16 )  в ряде примеров дал хо
рошие приближения, вопрос о сходимости окончательно еще не 
выяснен (не существуют априорные оценки погрешности) . 

Приведем отрицате.лъный пример. Пусть Н = L2 (0, 1 ) ,  А =  1 .  
Разложим функцию { 1 - kt  для O � t � 1fk, 

fh ( t) = 0 для 11k � t � 1 , k ;;;;;:: 1 фиксировано 

по системе <р; ( t) = 1' 2i + 1 t1 ( i = 1 ,  2, . . . , l lc:p; l l = 1 ) . Эта система 
полна в Н, как и любая система { <pi}i:o при пропзвольном io > О. 

Легко вычисляются и оцениваются величины 

1 12 1 2 2i + 1 ( 1 )2 i+2 2 ( 1 )i 1 !11 1 = 3k' (fh,, c:pi) = ( i + 1 )2 (i + 2)2 т < 11" 11' ' 

Поэтому 

n со 

1 fhn 12 = � (/11, ,  <pi)2 � � (/11, , <pi)2 < � 1 
\-2 ' 

�=1 �=1 

и поrрешность допускает оценку 
n 

\\ u�n) \\ = 11 fh 1 12 - � af > 3� - Bk-4 ( 1 - k-2)-1• 
i =1 

При k = 3 имеем 11 u�n> \\2 > + - + = О для каждого n, так что 
для k ;;;::. 3 сходимости Ukn -+ fk не будет. 
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Проанализируем этот отрицательный пример. Разлагаемая: 
функция: отлична от нуля: лишь в интервале О � t :;:;;;; 1/3. Тогда 
:как функции <р; ( t )  = 12i +•1 t; сколь угодно малы на этом интер
вале, начиная: с достаточно большого i = io. Поэтому :коэффици-

оо 

енты быстро уменьшаются: с увеличением i и ряд � ar о:казыва
i=l 

ется меньше чем l lf,.JI 2• Заметим, что :конечность погрешности обу-
00 

словлена равенством � 1 (jJi (О) 1 = О, что не выполняется для cиi=l 
стем фундаментальных решений. 

Ч и с л е н н ы й п р  и м е р. В ряде случаев для некоторых об
ластей G :коэффициенты ортанормализации известны, а разложе
ние функции <р (х)  требуется произвести в областп G', в векото
ром смысле близкой :к G. Так, например, ,в [49) имеются таблицы 
:коэффициентов ортанормализации для: гармонических поли
номов, ортанормальных на эллипсе. В [49] рассмотрены 230 эл
липсов с различными отношениями полуосей р = Ь/а. Таблицы 
предназначены для решения внутренней задачи Дирихле для 
расемотрепных эллипоов. Пусть требуется решить задачу Дирихле
для такого эллипса, который не рассмотрен в [49) . В этом слу
чае естественно воспользоваться: ортанормированными гармони
ческими полиномами для рассмотренного в [49] эллипса со зна
чением р = Ь/а, наиболее близким к данному эллипсу. При это:и 
возникает вопрос - какими рядами пользоваться? 

При достаточной близост·и G и G' этот вопрос аналогичен во
проеу, рассмотренному выше (при приближенной ортонормализа
ции ) . Здесь мы приведем один численный пример. Рассмотрим 
систему ( 1 . 177 )  для эллипсов S и S' с полуосями 1, 0,5 и 2, 1 
соответственно : 

{f ln [<2 cos ai - cos a)2 + (sin cxi - + sin cxyl} , 
где 

i = 1 , 2, . . .  , 
СХ! = 90° , СХ2 = 270° , СХ3 = 0° , СХ4 = 180° , Gts = 225°, СХ6 = 45°, 

Gt7 = 3 150 , Gts = 135° , CXg = 330° ,  СХ!О = 1 50° , СХ1 1 = 120° , Gt12 = 300°. 

В табл. 1 . 1 1  выписаны коэффициенты ортанормализации Aki� 
этой системы для интервала О � сх � 2л:. Пусть ищется решение
внутренней задачи Дирихле 

!!и = О, 1 и - 2  
и = arctg --2 = 'Ф (а:) 

s х -

для эллипса S1 с полуосями 1 и 0,45 . Коэффициенты ортанор
мализации системы ( 1 . 1 77 )  на этом эллипсе уже не будут 

8 М А Алепсидзе 
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совпадать с полученными выше, так кю-1: она принимает вид 

{ 1 ln [(2 cos CXi - cos сх)2 + (sin CXi - 0 ,45 sin а)2 ] }= {'\Ji} · 

Однако функции 

будут грубо ортонормированными, что и показывает табл. 1 . 1 2, 
в которой дана матрица Грама 11 ('ljJ;, 'Фi )  1 1 для системы {'IJ;} .  

Т а б л и ц а 1 . 11 

j 
' 

1 1 1 ,0407 7 6 9,5446 10 8 -64 ,2106 
2 1 0,3462 . 7 7 10 ,8815 10 9 -58,6615 
2 2 1 ,0968 8 1 0 ,8797 10 10 177,6990 
3 1 -0,5365 8 2 1 ,2645 1 1  1 0 ,9583 
3 2 -0,5365 8 3 -11 ,0209 1 1 2 5 ,2864 
3 3 0 ,6252 8 4 -20,4241 1 1  3 -14,7569 
4 1 -0,3853 8 5 13 ,6851 1 1  4 -227 ,4796 
4 2 -0,3853 8 6 9 ,8651 1 1  5 43,0299 
4 3 -0,2103 8 7 9 ,6222 1 1  6 14,2266 
4 4 0 ,6598 8 8 14 ,5257 1 1 7 10 ,4574 
5 1 0 ,9226 9 1 3 ,8971 1 1 8 -2 t6 ,6044 
5 2 -0,7153 9 2 4 ,3145 11  9 7 ,1679 
5 3 0,9654 9 3 -135,2959 1 1  10 374,1380 
5 4 -4,0057 9 4 -1 ,1330 1 1 1 1  40 ,7688 
5 5 4,6118 1 9 5 6 ,7030 12 1 5 ,9396 
6 1 -0,9654 9 6 33,4046 12 2 2,8762 
6 2 1 ,1276 9 7 -57,8352 12 3 -246,1864 
6 3 -4,3658 9 8 8 ,3734 12  4 -95 ,7584 
6 4 1 ,9865 9 9 167 ,6996 12 5 30 ,2315 
6 5 -1,1420 10 1 3,4206 12 6 50 ,5909 
6 6 4 ,7511 10 2 2 ,5505 12 7 -225 ,8198 
7 1 0,9191 10 3 46 ,1256 1 2  8 -65,1761 
7 2 -0,0561 10 4 -142,9701 12 9 398 ,9135 
7 3 -17,5184 10 5 33,0538 12 10 139,3438 
7 4 3 ,3486 10 6 -4,5184 12 1 1  14,3462 
7 5 1 ,0670 10 7 29,1042 12  12  43,1996 

В табл. 1 . 13 даны коэффициенты Фурье aj,ФJ функции 'ljJ (S) по 
системе {ф"} , коэффициенты а" (см. ( 1 . 1 79) ) введенных рядов 
функции ф (S) по системе {фk} и коэффициенты Л" наилучшего 
приближения в смысле метрики L2 функции ф {S) функ
циями системы { 'ljJk} .  Коэффициент Лi можно находить либо из 

j = 1 , 2 . . . , ( 1 . 224) 
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Т а б л и ц  а 1 .12 

j 

1 0 ,8607 7 6 0 ,0240 10 8 0 ,0328 
1 0 ,0905 7 7 0 ,8804 10 9 -0,0126 
2 0,9209 8 1 0,0702 10 10 0,7923 
1 0 ,0260 8 2 0,0878 1 1  1 0 ,0026 
2 0 , 0 360 8 3 -0,0031 1 1  2 -0,0031. 
3 0,9422 8 4 -0,0450 1 1  3 -0 ,0147 
1 0,0186 8 5 0,0119 1 1  4 0,0201 
2 0 ,0259 8 6 -0,0074 1 1  5 -0,0313 
3 -0 ,0463 8 7 -0,0041 11  6 -0,0150 
4 0 ,9735 8 8 0.8732 1 1  7 0 ,0315 
1 -0,0129 9 1 -0,0536 1 1  8 -0,0186 
2 0 ,0227 9 2 -0,0016 11 9 0 ,0418 
3 0 ,0085 9 3 0 ,0003 1 1  10 0 ,0536 
4 -0,0166 9 4 0,0073 1 1  11  0 ,7044 
5 0,8166 9 5 -0,0077 1 2  1 -0,0306 
1 0 ,()295 9 6 -0,0666 12 2 0 ,0014 
2 -0 .0108 9 7 0,0373 1 2  3 0 ,1002 
3 -о ;о155 9 8 0,0113 12 4 -0,0146 
4 0,0178 9 9 0,7831 12  5 -0,0036 
5 0 ,0109 10 1 0,0020 12 6 -0,0307 
6 0,8112 10 2 -0,0054 1 2  7 0,0054 
1 0 ,0196 10 3 0 ,0074 12 8 0,0054 
') 0,0483 10 4 -0,0047 12 9 0,0564 ... 
3 0,0555 10 5 -0,0678 12  10  0,0047 
4 0 ,0551 10 6 0,0323 1 2  1 1  -0,0169 
5 -0,01 63 1 0  7 -0,0304 12 12 0 ,6917 

Т а б л и ц  а 1 .13 

k 
-

1 0, 558600 0 ,423157 0 ,632909 0,603749 
2 0,532666 0 ,681348 0,792195 0 ,620249 
3 -0,855595 -0,134128 -0,485213 0 ,637549 
4 -2,638250 -3,8281 13 -3,946620 0 ,655696 
5 1 ,971488 2 ,004124 1 ,801310 0 ,674741 
6 2,131344 1 ,013516 1 ,163211 0 ,694738 
7 4 ,621686 4 ,51 1926 4,613214 0,715944 
8 0 ,494495 0,915716 1 , 121345 0,737815 
9 -3,767565 -3,811601 -4,26791 1  0 ,761013 

10 2 ,022020 2,561700 2,881903 0 ,785398 
11  2 ,383068 0,981601 1 , 146823 0,81 1034 
12 -0,428553 -0,410116 -0,495131 0 ,837981 

пибо ПОJIУ'ШТЬ ортонор:м:ированную на S оисте:м:у функции 

8* 

i 
ffii = � Cki(/Ji , 

k= l 
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Т а б л и ц  а 1 . 13  (продолженио) 

1 0 ,518301 0 ,543001 0 ,598301 0 ,632311 
2 0,562604 0 ,584391 0,613430 0 ,792186 
3 0 ,597411 0 ,601432 0 ,630724 -0,485224 
4 0,604510 0,621368 0,648858 -3,946624 
5 0 ,624014 0,641498 0 ,667883 1 ,801316 
6 0 ,655201 0 ,664653 0 ,687857 1 ,163217 
7 0 ,710185 0 ,709261 0 ,708842 4,613221 
8 0,711613 0 ,713405 0,730897 1 , 121351 
9 0 ,724653 0 ,73'!501 0 ,754085 -4 ,267920 

10 0 ,734623 0 ,751008 0 ,778466 2,881911 
1 1  0 ,754218 0 ,791423 0 ,804104 1 ,146831 
12  0 ,800146 0 ,814609 5 ,831062 -0,495140 

взлть рнд Фурье функции 'ljJ по системе � biffii и затем восполь-3=1 
зоваться равенствами 

( 1 .225)  

Ясно, что оба метода должны давать коэффициенты наилуч
шего приближения, а в силу единственности обобщенного поли
нома наилучшего приближения для строго нормированного про
странства L2 полученные этими разными методами две системы 
коэффициентов должны совпадать. В табл. 1 . 1 4  приведены коэф
фициенты Л;, вычисленные вторым методом (из ( 1 .225) ) . Не
сколько слов следует сказать о вычислении коэффициентов а;. 
Известно [ 1 55 ] , что метод Зейделя дает наибольший выигрыш 
в скорости сходимости по сравнению с обычной итерацией в том 
случае, когда уравнения расположены в порядке возрастания 
� aij , если прпнимать за первое то уравнение, в котором эта 
5 
сумма наименьшая. Поэтому ( см. табл. 1 . 12 ,  в которой даны 
коэффициенты системы ( 1 . 224) ) коэффициенты а ;  определялись 
в следующей последовательности: 

Из таблицы видно, что как первая, так и вторая и третья 
нормы [ 155] вектора Л - а меньше соответствующих норм век
торов Л - а<ФJ : 

\\Л - a llт = max \ "л11. - a11. l  = 0,45 < 1 ,3 1  = max \ "л11. - а�Ф> 1 = k k 
12 12 

= 11 Л - а<Ф> l lт , 
\I Л - a llп = � \ "л11. - ak \ = 2 ,3 < 5 ,9 = � 1 "л�t - аkФ> 1 = ll "л - а<Ф> /iп , k=1 k=i 
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12 
1 1 А. - а llш = � (l'k - а11)2 = 0 ,63 < 5 ,6 = k=1 

12 
= � (A.k - аhФ>)2= 1 1 А. - а<Ф> llш· k=1 

В следующих четырех столбцах табл. 1 . 13  даны значения: 
у - 2  

функции 'Ф (М) = arctg х _ 2 :  
12 

1jj1 (М) = � A.k ln r (Mi , М), 11=1 
12 �2 (М) = � ak ln r (Mi ,  М), k= l  
12 - � (Ф) 'ф3 (М) = kJ ak ln r (Mi, М), k=l 

где М; - точка с Rоордината:ми Х; = cos tX;,  у; = sin rx; ( i  = 1, 2, . . .  
. . . , 1 2 )  в двенадцати внутренних точках M(l•> эллипса S с коор
динатами 

мт (о, -0,9) , м<2> (о, -0,8) , м<з> (о,  -0,7 ) , М(4) (0, -0,6) , 

м<s> (О, -0,5 ) , м<6> (О, -0,4) ,  М <7 > ( О, -0,3) , м<s> (О ,  -0 ,2 ) , 
М<9> (0, -0,1 ) ,  моо> (О, 0) ,  мш> (О, 0, 1 ) ,  мш> (О, 0,2) . 

Из табл. 1 . 1 3  видно, что приближенное решение задачи Ди
рихле по :методу рассмотренных здесь рядов ОФ2 (М) дает более 
точные значения:, чем приближенное решение этой же задачи 
методом: рядов Фурье 1Рз (М) . Отметим, что 'Ф (М) - точное реше
ние этой задачи , а -фl (М) - ее приближенное решение, получен
ное с помощью наилучшего приб.mижения в смысле метрики L2 
граничной функции 'Ф ( s ) . 

Как уже было отмечено выше , нахождение коэффициентов 
( 1 . 1 79 )  соответствует одной итерации по методу Зейделя для си
стемы ( 1 .224) .  При этом важно то, что не приходится вычислять 
коэффициенты этой системы - скалярные произведения ( <р;, <JJi ) . 
Это обстоятельство в некоторых случаях может сильно умень
шить число необходимых квадратур при нахождении коэффици
ентов наилучшего приближения, т. е. при решении системы 
( 1 . 224) . Действительно , пусть требуется найти первые n коэффи
циентов А.; наилучшего приближения функции 'Ф по системе {<р;} . 
Возь:м:ем новую систему 'ф; ( i = 1 ,  . . .  , N; N > n) , где 'ф,. = <pj, 
k = j (mod n) ,  и найдем коэффициенты приближенного ряда по 
этой ·системе. Нетрудно видеть, что это будет соответствовать 
итера:ционно:м:у процессу Зейделя: для системы ( 1 .224) .  При этом 
количество итераций будет равно N/n, при N = тп, где т - не-
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которое целое число. Нецелое значение величины N/n показыва
ет, что последняя итерация по 3ейде.'Iю не доведена до конца. 
Так как вычисление коэффициентов системы ( 1 .224)  требует 
( n2 + n) /2 квадратур, а вычисление N коэффициентов ( 1 . 1 79 )  
требует N квадратур, то может оказаться, что методом предло
женного в этой книге ряда выгоднее пользоваться,  чем вычисле
нием коэффициентов системы ( 1 .224 ) и дальнейшим его реше
нием ( собственно решение системы ( 1 . 224) одним из модифика
ций метода Гауооа потребует еще порядка n3 арифметических 
действий) .  В последнем столбце табл. 12 даны значения коэффа
циентов iiя, полученные при N = 36, т. е .  былп проделаны трп 
итерации для системы ( 1 . 224) мето;:�;ом рассмотренных рядов. 
Коэффициенты вычислялись из формулы ii,. = а,. + а 12н + а24н· 
:Коэффициенты Ля и iiя совпадают меж,;:�;у собой пятью десятичны
ми разрядами. Дальнейшее увеличение числа итераций не имело 
смысла, так как скалярные произведения вычислялись с шестью 
верпыми десятичными знаками. Вычисление коэффициентов iik 
потребовало 36 квадратур, тогда как вычисление коэффициентов 
системы ( 1 .224) потребовало бы 78 квадратур. 

Обозначим спектральную норму оператора (1 - B t ) - 1B2 через 
о. Тогда число итераций по методу 3еiiДеля, необходимых для 
уменьшения погрешностей нулевого приближения в 10" раз для 
системы ( 1 .224) (или, что то же самое , число простых итераций 
для системы ( 1 . 199) , будет равно k/logtob, и если это число 
меньше п, то итерационный процесс с помощью метода предло
женных рядов потребует меньшего числа квадратур, чем вычис
ление коэффициентов системы ( 1 .224 ) и дальнейшее ее решение. 

В работе [49] приближенное решение внутренней задачи Ди
рихле в плоской эллиптической области G с границей Г 

L\u = О в G, и l г  = 'Ф (S) , 

rде 'Ф (S) - заданная функция, ищется в виде ряда 

а коэффициенты а,. предлагается вычислять по формуле 

n 
ak = � AikCi , 

i=k 

где А;,. - коэффициенты ортонормализаций, 

( 1 .226 ) 

(1 .227) 

( 1 . 228) 

Ci = r 'ФРi  dS, Ро = 1 , P2s-1  = Т 8 cos s<p, Р2в = r8 sin-s<p. 
г 



§ 1 . 1 0 . О ПОГРЕШIIОСТИ РЕШЕНИН ГРАНИЧНЫХ 3АДАЧ 1 1 9  

Петрудно заметить, что формула ( 1 .228) неверна. Действи
тельно, если искать решение в виде 

k 
где 'Фk = � AkiPi• ( 1 .229) 

i= l  
то �оэффициен т ы  Ь" следует вычислять по формуле 

n 
bk = � Akir; . J=l 

( 1 . 230) 

Для получения решения в виде ( 1 . 227)  подставим в ( 1 . 229) 
выражение для 1\:" 

n k n 

Un = � bk � AkiPi = � akpk , 
k=l i=l k=l 

где ak = � b;AJk · ( 1 . 231 )  
i=k 

Таким образом, для приближенного решения задачи ( 1 . 126 )  
с помощью таблиц коэффициентов ортонормализации, приведеи
ных в [49] , следует после вычисления коэффициентов Фурье Ct 
вычислить Ь4 по ( 1 . 230) ,  а затем а" по ( 1 . 231 ) .  

Пример решения граничной задачи с помощью коэффицден
тов ортонормализации, который сразу обнаружил бы ошибоч
ность формулы ( 1 . 228) , в [49] отсут.ствует . 

Заметим, что если вместо коэффициентов ортанормализаци и 
Ам табулировать в ыражение 

n 
d;h = � Ai;Aik • 

i=r 

где r = max ( k, j )  , то а" можно вычислить по формуле 
n n j n 

ah = � bkAJk = � � A;ici = � d;hc; . 
i=k i=k i=l }=1 

Этот курьезный случай убеждает в неиужиости изданий та
кого рода таблиц: по-видимому, ими никто не пользуется. Значи
тельно полезнее издание готовых универсальных программ на 
алгоритмических языках. 

§ 1 . 1 0. О поrреmности решения граничных задач 
методом разложения по неортоrональным фуНiщиям 

Основные задачи теории приближенных методов рассматрива
ются в следующей последовательности: 1 )  построение алгоритма; 
2 )  установление сходимости ; 3 )  оценка погрешности. 

Как показано в предыдущих параграфах, первые две задачи 
для обоих излагаеl\IЫХ методов решены. Что касается оценки по
rрешности приближенного решения граничной задачи, то она 
сводится к оценке разности между разлагаемой функцией 'Ф (У )  
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N 
и ее рядом Фурье 'Ф(

N
)= � аiN>'Фв· Оценка разности I I'Ф (Y ) -

в=l 
- 'Ф<NJ ( у )  11 есть задача общеrо rармоническоrо анализа. и для ее 
решения надо обобщить соответствующие теоремы Д .  Джекеона 
( см., например [ 102] , обобщенную теорему Стоуна - Вейер
штрасса ) .  Но в этом случае получим лишь оценку скорости схо
димости, т . е. как зависит поrрешность от N. Известно, что ре
альную априорную оценку можно получить лишь в весьма оrра
пиченном числе задач, и поэтому не меньшее значение приобре
тают апостериорные оценки, тем более, что такую оценку можно 
получить машинными средствами и она может быть использова
на для автоматическоrо изменения дальнейшеrо плана вычисле
ний. Одним из важных достоинств излаrаемых здесь методов 
приближенноrо решения rраничных задач следует считать то об
стоятельство, что они дают возможность получения эффективных 
апостериорных оценок поrрешности. 

В отличие от метода конечных разностей, в изложенных вы
ше методах решения rраничной задачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2 )  дифференци
альное уравнение ( 1 . 1 )  удовлетворяется точно, а rраничное ус
ловие ( 1 . 2 ) - приближенно. Таким образом, единственным петоч
ником поrрешности является поrрешность аппроксимации правой 
части ( 1 . 2 ) . Реальная поrрешность 1 1'\j) (y ) - lu<NJ (y ) l l ,  rде 
u<NJ ( y ) - приближенное значение решения rраничной задачп 
( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 )  в точке у Е Г, леrко может быть вычислена после 
приближенноrо решения соответствующей rраничной задачи. 
При малой поrрешности ['Ф (y ) - lu<NJ (y ) ] можно утверждать, 
что и поrрешность [и (х) - u<NJ (х) ] будет достаточно мала для 
любой точки х Е G. Последнее непосредственно следует из пред
положения корректности задачи ( 1 . 1 ) , ( 1 .2 )  ·или из теорем типа 
принципа максимума в теории rармонпческих функций. В то:r.1 
случае, коrда разность 1 1'\j) ( y ) - lu<NJ ( y ) l l больше допустимых зна
чений, следует проанализировать причины больших значений по
rрешности 'Ф (У ) - 'Ф<NJ (y ) . При таком анализе мы пользовалисЪ 
следующими соображениями. При больших значениях 'Ф (у) -

N 

- � аiN1'Фв (у) либо функции 'Фя (У )  ( k  = 1 ,  . . . , N) не приспособле-
k=l 

ны хорошо к разложению функции 'Ф (у )  , либо коэффициенты 
разложения aiN> получаются с большой погрешностью. Обозна
чим через Е1 поrрешность аппроксимации (погрешность 'Ф - 'Ф<NJ 
при абсолютно точных значениях ai

N
> ) ,  а через Е2 - погрешность 

фф (N) .  
вычисления коэ ициентов ak · 

N 

Е1 = 'Ф (у) - � ai
N
>'Фk (у) , k=l 

Е Е [ (N) -(N) 
a
(N) _ -

a
(N) 

a
(N) _ (:i(N)] 

2 = 2 а1 - а1 , 2 2 • • • · , N N • 
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где a�N> и a�N> - истинные и приближенные значения коэффи
циентов разложения. Для контроля Е2 можно воспользоваться 
следующим приемом. Ввиду того, что обусловленность матрицы 
( 1 .32) зависит от геометрии контура Г и выбора вспомогатель
ных точек z�<, определяющих фундаментальные решения, и не за
висит от граничной функции 'Ф (У ) ,  можно в качестве граничной 

N 
функции взять линейную комбинацию 'Ф (у) = �ck'Фk (у), где с,. -k=l 
произвольвые фиксированные числа. Ясно, что для такой гра
ничной задачи 

El = о, Е2 = [cl -a�N> , . . . , CN - aW>] . 

Получив приближенные значения aW> и сравнив с c/t, мы будем 
иметь представление о погреmности получения коэффициентов. 

Правда, при это:и может случайно оказаться, что погрешность 
получения коэффициентов разложения может зависеть от гра
ничной функции, что слишком маловероятно, и при описанных 
ниже численных экспериментах не наблюдалось. При одной и 
той же геометрии границы Г ·И системы вспомогательных точек 
{zA}:=l погрешность Е, практически не зависела от набора чи
сел с" (k = 1 ,  . . . , N) , определяющих граничное значение задачи 
( 1 . 1 ) , ( 1 .2 ) , т. е. 

'Ф (у) = � ck'Фk (у) . k=l 
Что касается: погрешности Е, ,  то для: ее уменьшения следует 

знать, как меня:ются функции 'Ф�< при изменении вспомогатель
ных точек z". Вопросы удачного выбора функции 'Ф�< затрагива
лись в § 1 .6. 

Равенство ( 1 .37) , которое в нашем случае запишется в виде 

. � � 11 G ('I/J, 'Ф1 , 'Ф2 , . . .  , 'ФN) \\ E1 \I = ��n ii 'Ф - k�
ak'Фk = G('I/J1, '1/J2 , . . .  , '1/Jn) t ( 1 . 232) 

можно рассматривать как априорную оценку погрешности аппро
ксимации, тем более, что элементы детерминанта Грама необхо
димо вычислить для реализации метода, так что перед оконча
тельным выбором числа членов разложения N следует вычислить 
правую часть равенства ( 1 . 232) . 

Если для: вычисления коэффициентов разложения а�< сначала 
находятся коэффициенты ортанормализации "(м, а затем коэффи
циенты Фурье l" по формуле ( 1 . 1 23 ) , то для оценки погрешности 
можно воспользоваться: равенством [26] 

N 
11 Е1 \\2 = 11 'Ф \12 - � с�, k=l 
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которым можно воспользоваться также для выбора числа членов 
разложения N. И, наконец, если коэффициенты разложения вы
числяются по алгоритму, изложенному в § 1 . 9, т. е. по формуле 

ak+ l = ('Ф - .± ai'фi , 'Фнi ) ,  то, как это показало выше, и в этом t = l  
случае справедливо неравенство Бесселя 

N 

11 El ll2 = I I 'Ф I\2 - � а�, (1 . 233) k=l 
которое для полных систем превращае11ся (26]  в равенство 
Парсеваля. 

§ 1 . 1 1 .  Решение граничных задач для неодпород1НЫХ уравнений
, 

нелИIНейных граничных условий и правых частей 
и для разрывных граничных условий 

Описанные в первых двух параграфах методы решения гра
нпчных задач приспособлевы для пнтегрирования однородных 
дифференциальных уравнений с нео;э;нородны:ми граничными ус
Jювпяюr. Кроме того, предполагается, что граничная функция -
достаточно гладкая. В этом параграфе будут приведены извест
ные способы сведения решения граничных задач с неоднородны
IШI уравпенпями к решению граничных задач с однородными 
дифференциальными уравнениями, итерационные способы реш�
ния нелинейных граничных задач, ког;э;а на 1шждом шаге итера
ции решается линейная граничная задача, и способы сглажива
ния граничных значений. 

1. В том случае, когда граничная функция 'ljJ (y )  задачи ( 1 . 1 ) ,  
( 1 .2 )  терпит разрывы, вообще говоря, могут быть применены 
описанные выше методы решения, и они при надлежащих усло
виях дадут приближенные решения u<N> со сколь угодно малой 
погрешностью. Однако при практическпх вычислениях достижи
мое для современного состояния вычпслительной техпики число 
членов разложения N при разрывных граничных значениях мо
жет дать довольно грубые результаты. Объясняется это глад
костью фундаментальных решений. Вообще говоря, при решеппп 
граничной задачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2 )  методом разложения по пеортого
нальным функциям можно так выбрать координатные функции 
ф��., что при разрывных граничных значениях они дадут лучпmе 
результаты, чем при гладких граничных значениях. Очевидно, 
для этого необходимо, чтобы и функцшr ф��. имели разрывы. Этим 
метод представления решения граничной задачп в виде ряда вы
годно отличается от метода конечных разностей, так как погреш
ность последнего существенпо зависит от дифференциальных 

свойств решения и, следовательно, от дифференциальных свойств 
решения граничной функции ,р (у) . Однако в том случае, когда 
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з начестве фуннции 'Фт. выбираются фундаментальные решения 
�ифференциальноrо уравнения ( 1 . 1 ) , желательно сгладить гра
нпчную фуннцию, тан нан, ногда точни zт., определяющие фунда
ментальные решения, лежат вне области G, в ноторой ищется 
решение задачи ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 ) , фундаментальные решения на до
статочно гладких границах Г имеют выеоную степень гладности. 
Поэтому тание гладние фуннции мало приспособлевы для разло
жения разрывных фуннций, хотя в смысле метрпни L2 (S) они 
образуют полную систему. 

Если граничная фуннцпя '\j)(y ) в иеноторой точне Уо Е Г при
нимает очень большое значение и при этом увеличение 'Ф ( у ) при 
у -+- уо достаточно плавное, то для таних граничных фуннций 
примененив фундаментальных решений может дать очень хоро
шие результаты. Для этого достаточно одну из точен Zт. взять 
достаточно близБо от точнп Уо· Эта близость зависит от 'Ф (у0 )  и 
юца ноннретных фундаментальных решений. Эти соображения 
прояснлютея прп рассмотрении ноннретных граничных задач. 

Значительно сложнее обстоит дело в том случае, ногда гра
ничная фуннция 'Ф (У ) в :каной-либо точне уо терпит нонечный 
разрыв. Для аппронсимацпи таних граничных фуннций фунда
�rентальные решения малопригодны. Можно нонечно вблизи точ
:кп у0 поместить две точни из множества z,., соответствующие 
фундаментальные решения ноторых будут иметь в разложении 
Боэффициенты противоположных знанов , но это нескольно ус
ложняет алгоритм. Более целесообразным является, если это воз
можно, предварительное сглаживание граничной фуннции 'ljJ (y ) . 
Для этого достаточно ю1еть таную фуннцию Ф (х) , ноторал была 
бы решением уравнения ( 1 . 1 )  и в точне У о имела нонечный раз
рыв. В случае плоеного уравнения Лапласа, например, известно х - у<О) 
[69 ] , что функция nrctg 2 �

о
) , где у�о) , у�о) - ноординаты 

xl - yl 
точни у0, удовлетворяет вышеприведенным условиям. Если пер
вая производпая по дуге граничной фуннции 'Ф (у ) терпит нонеч
ный разрыв, то в этом случае для двумерного уравнения Лапла
са можно воспользоваться фуннцией 

[xl - У�О) ] ( ln vr.�l - У�о>р + [х2 - У�о)р - 1 ) -
х - у<о> 

первая производпая 
разрыв. 

- [x2 - y�0> ] arctg 2 2 
, 

х - у<о > 1 1 
ноторой по дуге в точне Уо терпит нонечный 

2. При решении граничной задачи с неоднородным диффе-
ренциальным уравнением 

Lu (x) = f (x ) , х Е G, 

lu (x)  l г  = 'Ф (у ) ,  
( 1 . 234) 
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решение ищется в виде суммы 
u (x) = v (x) + ffi (x) ,  

где ffi (x) - какое-либо частное решение уравнения ( 1 .234 ) ,  
а v (x) является решением граничной задачи с однородным диф
ференциальным уравнением 

Lv (x) =  О, 
lv (x ) l г  =· 'ф> (y ) - l'ffi (x ) l г . 

( 1 .235 ) 

В качестве частного решения ffi (х) можно воспользоваться вы
ражением 

(J) (х) = J к (х, х) t (:Х) dx, (1 .236) 
G 

которое в силу определения фундаментального решения К (х, х )  
( см. § 1 .6 ) является частным решением дифференциального 
уравнения ( 1 . 234) . Однако интеграл в правой части формулы 
( 1 .236) , как правило, не выражается в элементарных функциях, 
что сильно затягивает время решения граничной задачи ( 1 .235 ) . 

3. Особенно сильно замедляет вычислительный процесс ис
пользование частного решения ( 1 . 236 )  при решении нелинейпоn 
граничной задачи 

Lи (х) ·= f (x, и } , 
lи (x) l г = 1J> (s, и ) , 

x e: G, 

методом последовательных приближений 

[и ( Х) ] " = [ V ( Х) ] n + [ (J) ( Х ) ] ( n) 7 

где [ffi (х ) ] " - какое-либо частное решение уравнения 

L [ffi (x) ] <n >  = f (x, [и] < n- l > ) ,  

для которого выражение l [и ( х )  ] < "1  конечно, а [ v ( х) ] " является 
решением граничной задачи для однородного дифференциального 
уравнения 

L [v (x) ] (n ) = О, 

Z [v (x ) ] < n > i г = '\j) (s, [и] <n- I J ) - l [и (x ) ] <n> i г . 

Сходимость [и (х) ]  < n J  -+ и (х) при n -+  оо зависит от вида функ
ции f и '\j) и исследуется хорошо известными способами теории 
сжатых отображений. 

Некоторые частные решения ffi ( х)  для двумерного уравнения 
Лапласа будут даны в гл. III . 
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§ 1 . 1 2. Решение rраничных задач 

для кусочно-однородньD( областей 

12& 

Во многих ирактических задачах область G, для которой ре
шается граничная задача ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 ) , содержит так называемые
внутренние границы - границы внутри G, вдоль которых скач
кообразно меняются характеристики среды. При постановке rра
ничных задач для таких составных тел на внутренних rраницах 
Г в в  задаются «условия сопряжению> 

i = 1 ,  . . . ' т , ( 1 . 237} 

где сн и С;2 - константы, l; - некоторые операторы. Для диффе
ренциальных операторов L второго порядка число т равно двум� 
Условия ( 1 .237 )  совместно с граничной задачей ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 )  да
юг возможность иолучить решение соответствующих задач, кото
рые в литературе иногда называют контактными граничными за
дачами. Излагаемые здесь приближенные методы решения rра
ничных задач могут быть использованы и для решения контакт
ных граничных задач. Укажем лишь общую идею такого обоб
щения этих методов . 

Пусть обла·сть G является суммой n иодобластей С.��. с грани
цами Г��.. Рассмотрим граничную задачу 

L��.u (x) = о, х Е с��., ( 1 .238) 

(1 . 239) 

где с��.н и с��.12 - константы, индекс k у оператора L��. означает, что 
операторы могут быть различного вида в различных областях, 
-ф;��. - заданные функции. Очевидно, что при представлении при
ближенного решения граничной задачи ( 1 .238 ) , ( 1 .239) в видв
ряда 

N 

u<N> (х) = � а11К (zk , х) , 
11=1 

где K (zk, х ) - фундаментальные решения уравнения ( 1 .238) не
может удовлетворять заданным «скачкам» ( 1 .239 ) , и, следова
тельно, решение рассматриваемой граничной задачи нельзя 
искать в виде одного и того же ряда во всех областях Gk. 

Кроме того, в том случае, когда сам оператор L��. содержит 
характеристики среды в k-й подобласти Gп, а:налитическое выра
жение для фундаментальных решений будет зависеть от этих 
характеристик и, следовательно, фундаментальное решение 
K (z3, х ) для k-й подобласти не будет удовлетворять уравнению 
( 1 .238) в подобласти G. при s * k. Такая ситуация возникает в 
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граничных задачах теории упругости, в которых L зависит от 
упругих констант k-й среды. Обозначим через и ( k ) ( х) решение 
.задачи ( 1 .238 ) , ( 1 .239) при х Е Gп. Пусть Sп - замкнутал по
верхность, целико:м включающая в себя Gп, не имеющая с Г R. об
щих точек и не содержащая целиком ни одну из областей G1, 
i 9= k. В случае внутренних граничных задач исключение состав
ляет кривая So, целиком охватывающая всю область G, а зна-
чит, и все подобласти Gп. Пусть {zhi }k=l- всюду плотное множе
·ство точек на поверхности S;. Приближенное решение рассмат
риваемой граничной задачи в области G будем искать в виде 

Nh h , Nk � (Nk) и (х) = � aj К (zkj ,  х) , j=l 
( 1 .240) 

(Nk) тде NR. - натуральные числа , aj - искомые Iшэффициенты раз-
ложения. Ясно, что ввиду сделанных предположений относитель

Рис. 3 

но поверхностей S1 форыула 
( 1 . 240 ) дает точное решение 
уравнения ( 1 . 238) в любой точ
ле х Е Gп. Заметим, что если 
пелоторыв области Gн. в;rоm:ены 
друг в друга ( область G4 на 
рис. 3 вложена в область Gз ) ,  
то некоторые области иолуча
ютел многосвлзными, и для 
ШIХ, как это было отмечено в 
§ 1 . 1 , соответствующие вспомо
гательные поверхностл Sп бу
дут содержать несколько замк
нутых поверхностей. Так, на
пример, для двухсвязной обла
сти G3 на рис. 3 вспомогатель
ная поверхность Sз будет 

содержать две замкнутые поверхности - S� Е G1 (целиком ох

ватывающая область G3 ) и S� Е G4 (целиком охватываемая Г4) .  
Nh 

.Для получения коэффициентов разложения aj рассмотрим си-
т 

стему определенных на u rh = г функцианалов (!) ,; (s = 1 ,  . . •  

k=l 
. . . , Nk, i = 1, . . . , т) и потребуем, чтобы они принимали нуле
вые значения на разности 

где k1 и k2 - номера тех областей, на границе которых рассмат
,риваютсл уеловил сопряжений. 
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Негрудно видеть, что это приводит нас :к системе линейных 

алгебраичес:кпх уравнений 
Nk (Nkl) 

Cki l  � aj Wsi [ lk ( Zk1j, У) ]  - ('ki l 
}=1 

= Wsi ['1/Jik (у)] . k = 1 , . . . , п� 
фф 

(Nk) (J· __ 

решение :которых дает нам пс:комые :коэ ицпепты aj 
= 1 . . . . . Nk ; k = 1 , . . .  , п) . 

При достаточно больших n система_ линейных уравнений по-
п 

лучается весь:ма громозд:кой (порЛдо:к П Nk) ,  поJтому для полу
k=l 

(Nk) 
ченпя коэффициентов aJ иожно воспользо ваться методом по-
с.:rедовательных приближенпй. 

Для дифференциальных операторов L, содержащих частные 
производвые пс:комой функции не выше второго порядна, число 
т равно 2, l l ,  :ка:к правило,- тождественный оператор, а z2 -
оператор, ;-�,ля Iюторого граничная задача Lи = О, l2и l г = 'Ф(У ) 
разрешима. Предполагая, Ч Т О  на внешней границе rl  ( см. рис. 3 )  
за;:щны обычные граничные условия, решае�I граничную зада
чу в G 1 : 

Lи<1 ' 1> =
О , 

zи<ц> lг1 = 'Ф (у) ,  (1 .241) . 

l и(1 , 1) 1 - _1 _ [ � l и (k ,O) + •1, ] k 2 
-

1 гk - с vkl2 1 't' lk ' = ' . . .  ' n,  kll 
где и<• .о > - произвольвые нулевые приближения для и�. Решив. 
задачу ( 1 . 241 ) ,  можно получить первые приближения для и<�. l >  
из решения граничных задач 

L и<k , l) - О l и<k, l) 1 - -1 - [ с l и< l , l) - • 1' ] ( 1 .242) k - ' 2 гk - с k2 1 2 'У 211 ' k22 
которые разрешимы в силу сделанного выше предположения от
носительно оператора .l2. Окончательно, в том случае, :когда G 
ограниченпая область (внутренняя граничная задача) и пет вло
женных пеоднородностей, можно воспользоваться следующим ме
тодом последовательных решений граничных задач 

Lи<Ц> = О в G1, 
zиO ,J> \ г  = 'Ф (у) , 1 

llи( l ,} )  lгл = _1_ [ ck12 zи<k ,i-1) + 'Ф lk ] '  
ck l l  

Lu<k.JJ = О в Gk, 
l (k,}) 1 1 [ l ( 1 ,}) .,, ] 
2и гk = -- с112 1 2u - 'Y2k  М ' ck22 

j = 1, 2 ,  . . . (1 . 243)1 
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Петрудно видеть, что в случае сходимости uU•,j) -+ v <"> при j -+ оо 
все v <" >  будут удовлетворять условиям граничной задачи ( 1 . 238 ) , 
( 1 .239) . 

До сих пор излагали применение первого способа решепил 
граничных задач для случая кусочио-однородных областей. За
метим, однако, что для решения граничных задач ( 1 .242) , 
( 1 . 243 ) на каждом шаге последовательных приближений можно 
воспользоваться вторым способом решения граничных задач. 

Прежде чем перейти к изложению применепил второго спо
соба решения граничных задач для случая одной граничной за
дачи, сделаем следующее предположение. Пусть S и S 1 - про
стые замкнутые поверхности, причем S целиком содержится в G, 
а 81 охватывает G с границей Г. Рассмотрим систему 2m-мерных 
векторов { Kц (xll , x) ; Kц (xk, x)r=l ,�t } • где K1j (x,., х ) и 
К21 (х", х ) - т-мерные вектор-строки матриц Kt (x, у )  и К2 (х, у )  
в формулах ( 1 . 2 1 )  и ( 1 .22 ) , {x11}r=l- множество всюду плотных 
на (S + 81 ) точек. Перенумеруем элементы рассматриваемой си
стемы 2т-.мерных векторов так, чтобы каждому элементу соот
ветствовал один индекс, и обозначим полученное множество че
рез {'Ф11 (x)}k'::1 . Будем предполагать, что система {'Фk (y)}r=l ли
нейно независима и полна в пространстве с метрикой L2 всех 
шестимерных вектор-�функций, определ.енных на Г .  

Рассмотрим внешнюю нонтактную граничную задачу 

L1иШ (х) = О, х е GJ. 

L2u<2> (х) = О, х е Ет \G, 
zшиш (х ) l г = zши<2) (х ) l г  + 'Ф( ! ) ( у ) ' 
l<2> uO > (х) l г  = l < 2 J u <2 > (х) l г + '1\'<2> ( у) , 

( 1 . 244) 

rде Е т - т-мерное пространство, '\j)1 (у )  и '\j)2 ( у )  - т-мерные век� 
тор-функции, определенные на г' zш и z < 2> - операторы, участ� 
вхющие в формулах ( 1 .2 1 ) , ( 1 .22) . Пусть регулярное на беско
нечности решение граничной задачи существует и единственно, 
и пусть 

zo > uШ (х) l г = <р1 ( у ) , [uШ (х ) l г = <р2 (у )  · 

Запишем формулу ( 1 . 22) для области G. В наших обозначениях 
она примет вид 

i 'Ф11 (у) ер (у) dSy = О , 
г 

( 1 . 245) 

где ср (у ) - 2m-мерный вектор {<pt (Y) , <р2 (у ) } , а точки z,., опре
деляющие вектор 'Ф"' лежат на S. Учитывая условия сопряже
ния, из формулы ( 1 .22) , записанной для Em/G, получаем 

J 'Ф11 (у) ер (у) dSy = S 'Ф11 (у) 'Ф (у) dSy, (1 .246) 
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где 'Ф (У ) - 2m-мерный вентор (1\JШ ( у ) , <ф<2> ( у ) ) ,  а точни zk, опре
деляющие функции 1\Jk, лежат на 81 • Таким образом, из ( 1 . 245 )  
и ( 1 .246) получаем, что известны моменты искомой функции 
QJ (y )  по полной линейно невависимой системе {'Фk (У)}/:'=1 · Это, 
как было показано в § 1 .2, 1 .3 , дает возможность получить при� 
ближеиные значения неиавестной функции q> (y ) ; подставив ее 
в ( 1 . 2 1 ) ,  получим приближенное решение граничной задачи в 
любой точке области G. Решение в Em\G получаем из q> (y ) , ис
пользуя условия сопряжения и формулу ( 1 . 2 1 ) , записанную для 
области Е,. \G. 

Рассмотрим более подробно метод последовательных прибли� 
жений ( 1 .243 ) , который легко переносится и на второй способ 
решения граничных задач для кусочио-однородных сред. Будем 
предполагать, что число условий сопряжений в формуле ( 1 . 237 ) 
равно двум: (т = 2 ) , l 1 - тождественный оператор, с 1 1  = с 12 и 
область G содержит две подобласти Gt и G2 с общей границей 
Г12 между ними. Перенумеруем подобласти таким образом, чтобы 
G1 содержала часть внешней границы Г t (рис. 3 ) . Выберем на 
внутренней границе Г12 нулевое приближение u0 и введем обо-
значения 

где u< l ,J >  и u< 2.i> .явлляются решениями граничных задач соот
ветственно 

L1u<1 •3> (х) = О, 

zи<t ,j) 1 1 = 'Ф (у) , г1 
L2u<2 ,;) (х) = О ,  

zи<Ц> 1 2 = 'Ф (у) ,  г1 
при четном j = 2n и 
L1u( l,i> (х) = О, х Е G1 , 

l <Ц> 1 •• , ( ) l (1 , 3> 1 - l u<1 .i-1> 1 + -;-;_ . 6 . и г� = 't' у , 2и г11 - 2 г12 rз-1 2 ,з-1 • ( 1 _2432) 
L2u<2 .3> (х) = О, 

zи<2 '3> 2 = 'Ф (у), 
г1 

x E G2, 
l (2 ,.i) 1 l (2 ,3-1) + J/ zU ГI2 = 2U . f.tj-1U2 ,j-l! 

при нечетном j = 2n + 1 ,  г� и г�  - внешние границы областей 
G1 и G2 соответственно (в алгоритме допускаются вложенные 
области, когда Г� - пустое множество точек. Алгоритмические 
9 М. А. Аленеидве 
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особенности для этого случая будут рассмотрены ниже в приме
ре 2) .  а;, J.t;, 'СХ; и "'ii; - веса невязок условий сопряжения ( 1 . 237 ) , 
значения которых следует определять из условий минимизации 
функцианала [ 1 10] , связа•нного с вариационным методом реше
ния граничной задачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2 ) , ( 1 .237) . Так определенные 
оптимальные значения параметров управления итерационным 
процеосом обеспечивают сходимость, однако соответствующий вы
числительный процесс может оказаться довольно громоздким 
из-за сложности о�реде�ния указанных оптимальных значений 
параметров а;, J.t;, а; и J.t;. Поэтому представляет определенный 
интерес проведенде численных экспериментов по сходимости рас
сматриваемого метода последовательных приближений, когда па
раметры итерационноrо процесса не зависят от номера итерации 
aJ Е!! а, J.t; == J.t, а; == .ё;, ji'; = ,:t: Ясно, что в этом случае для СХ()
димости процесса должны вьmолняться условия 

а - а = 1 ,  

что оз•начает стремление соблюдения условий сопряжения на 
каждой итерации j с применением полученных решений на пре
дыдущей итерации j - 1 .  

Действительно а и а должны быть выбраны и з  условия 

u( ! ,j) + абв = u<2.J) + aбlj + 'Фl , 
что дает а - а = 1 . Аналогично, J.t и J.t должны определяться И3 

равенства 

что дает условие  1 + /ic2 1 =· J.tC22· 
Рассматриваемый итерационный процесс, в отличие от итера

ционного лроцесса ( 1 .243 ) , является двухшаговы:м:, и его осуще
ствление связано с необходимостью решения в каждой из обла
стей G1 и G2 двух разных граничных задач. Это обстоятельство 
приводит к дополнительным вычислительным трудностям по 
сравнению с итерационным процессом ( 1 .243) , который в нашем 
случае прини.мает вид 

L1u<l .i> (х) = О, 

zи<Ц> / 1 = 'Ф (у) , г
l 

L
2
u<2 •3> (х) = О, 
zu<2 .i> 1 2 = 'Ф (у) , 

гl 

x E G1 , 

u<l .i) /г = u<2 , .1-1) + 'Фl• 
12 



§ 1 .12,  RУСОЧНО-ОДНОРОДНЫЕ ОБЛАСТИ 131 

(а = С2 1/с22 ) ,  и следовательно, в каждой области в ходе итераци
<Онного процесса peшae'OOJI одна и та же граничная задача. 

Численные расчеты по схемам: ( 1 . 243 ) и ( 1 .2431 ) приведем 
для оператора Лапласа L1 == L2 == Ll, когда vбла·сть G является 
суммой прямоугольных подобластей G2 с угловыми точками 

f12 113 116 

j •. � � J 
Рис. 4 

Ml (- 2 ; 0 ) ,  М2· (- 2; 1 ) ,  Ms (O; 1 ) , М4 (О; О ) и G1 с угловыми точ
ttами Ms, М4, МБ ( 1 ; 0 ) ,  Ме ( 1 ;  1 )  (рис. 4) . Условия сопряжения 
па отрезке МsМ4 им:еют вид 

(с12 = f ,  с22 = 2 ) , 

;а граничные значения tф на внешней границе равны 

'Ф \м1м2 = - 4х2
, '\J \м2м3 = 2xl , '\J \м1м4 = О, 

'Ф \м8м8 = Х1 , 'Ф )м5м8 = Х2, 'Ф \м4м& = О. 
Напомним, что через х1 , х2 обозначены независи:м:ые пере:м:енные. 

Нетрудно проверить, что решением рассматриваемой контакт
ной граничной задачи в области Gя ( k = 1, 2 ) является функция 
и =  kx1x2 •  В качестве нулевого приближения на границе МзМ4 
было взято выражение ( 1 - х2 ) х2, которое обеспечивает условие 
-согласования с граничными значениями. В табл. 1 . 14 даны умно
женные на 105 первые тринадцать приближений uO ,i> (первое чис-( дu(2 ,j) ) .л о в каждом столбце ) и --а;- - 2х2 - второе число в каждом 
столбце, полученные по схеме ( 1 .243 ) в точках внутренней гра
ницы МsМ4 с координатой х2 

'9* 

LluO.i> (х ) = О, х Е G1, 
u( l,j) \ - •l• u< l ,i) 1 - u<s .i-1) 1 

м4м5м6м8 - "' '  м3м4 - м3м4• 
Llu <2 • .п (х ) = О, х Е G2, 



Т а б л и ц а 1 . 14 
..... 
� 

х• \ 1 1 2 1 3 1 4 1 5 51 6 1 7 \ 8 \ 9 1 10 1 1 1  \ 12 1 13 � 
!""' 

1 0 , 1  3780 10851 
1 0  2 6987 19332 
1 о :3 9381 25216 
0,4 10851 28653 
U,5 11346 29782 
0 ,6  10851 28653 
0 ,7 9381 25217 
0 ,8  6987 19333 
0,9 3780 10852 

1642 4549 
3084 8405 
4191 11250 
4882 12976 
5117 13553 
4882 12977 
4191 11251 
3084 8405 
1642 4550 

724 1972 
1 370 3701 
1873 5022 
2191 5843 
2300 6120 
2191 5843 
1873 5022 
1370 3701 
724 1973 

322 869 
611 1642 
838 2243 
932 2622 

1032 2752 
982 2622 
838 2243 
611 1642 
322 869 

144 386 64 172 29 76 13 34 
273 731 122 326 55 145 25 65 
375 1002 168 448 75 200 34 89 
440 1175 197 525 89 235 40 104 
462 1234 207 552 93 247 42 110 
440 1175 197 526 89 235 40 105 
375 1003 168 448 75 200 34 89 
273 731 122 326 55 146 25 65 
144 386 64 1 72 29 77 13  35 

6 15 3 6 
1 1  28 5 1 2  
1 5  39 7 17  
18 46 8 20 
19 4S 9 21 
18 46 8 20 
15 39 7 17 
11 29 5 13  
6 16 3 7 

1 3 1 1 
3 5 1 2 
3 7 2 , 2 
4 8 2 3 
4 9 2 3 
4 8 2 3 
3 7 2 � 3  
2 5 1 2 
1 3 1 2 

о о 
1 о 
1 о 
1 о 
1 о 
1 1 
1 1 
1 1 
о о 

� --

� >-3 о )::;1 
� 00 � о ЕЕ 
� iS1 j:Q 
§ 
::Q 
!;! 

§ 
Т а б л и ц а  1 . 15 � 

1 5 � 
х• 1 1 2 1 3 1 � 1 5 \ 6 1 7 1 8 1 9 1 10 � 
0 , 1  2420 -6917 678 -1872 194 -525 56 -149 16 -42 
0 ,2  4490 -12434 1278 -3483 367 -990 106 -283 31 -80 
0,3 6047 -16328 1842 -4693 502 -1349 145 -388 42 -110 
0,4 7008 -18628 2033 -5436 589 -1575 170 -454 50 -130 
0,5 7332 -19387 2133 -5686 618 -1652 179 -477 52 -136 
0 ,6  7008 -18627 2033 -5436 589 -1576 170 -454 50 -130 
0 ,7  6047 -16327 1742 -4693 502 --1 350 145 --388 42 -111  
0,8 4490 -12433 1278 -3483 367 -990 106 -283 31 -81 
0 ,9  2420 -6916 678 -1872 193 -525 56 -149 16 -42 

5 -12 2 -3 1 о 
9 -22 3 -5 1 -1 

13  -31 4 -8 2 -1 
15 -36 5 -9 2 -1 
1 5  -38 5 -9 2 -1 
15 -36 5 -9 2 -1 
12 -31 4 -8 1 -1 

9 -22 3 -6 1 -1 
5 -12 1 -3 1 о 

о о 
1 1 
1 1 
1 1 
f 1 
1 1 
1 1 
1 о 
о о 

о 1 
о 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
о 1 
о 1 -� 

!1:: ;::: 

� ;>:; ..t:: iSI j:Q 
� 



§ 1 . 12 .  RУСОЧНО-ОДНОРОДНЫЕ ОБЛАСТИ 133 

Из последней схемы видно, что на наждо:м: шаге итерации реша� 
ются две задачи - задача Дирихле �ля области G1 и смешанная 
граничная задача для области G2. В табл . 1 . 1 5  в тех же точках 
внутренней границы даны умноженные на 105 первые десять при-( дu(1 ,i ) ) 
ближений u<2 .J >  (первое число в каждом столбце ) и ---an - х2 
( второе число в каждом столбце ) ,  полученные по схеме 

�u<2 .Л (х ) = 0, Х Е а2, 
и<Ц> 1 - .,, u<2 ,i) / - и<Ц-1) J м4мlм2мs - '�' '  Мзl!!& - мзм, , 

�uO ,J >  (х ) = О, х Е G 1 ,  
u( 1 ,i) !

м м м м = 'Ф 
au<N,i) 1 = 2 au<2 ,i) 1 

4 5 в з ' дп м8м4 дп м8м4,' 
когда в области G2 решается задача Дирихле , а в области G1  -
смешанная граничная задача. Сравнение табл. 1 . 14  и 1 . 1 5  пока
зывает, что простая перестановка граничных задач может су
щественно повлиять на скорость сходимости последовательных 

Т а б л и ц  а 1 .16  

1 i 
а:• -.,....-------.,�-:------:---:---� 

2 1 3 4 1 
0,1  38 83517 -1 -48 о -1 
0,2 71 136379 -1 -91 о -2 
0,3 98 _ 169746 -2 -125 о -3 
0,4 115  188400 -2 -148 о -3 
0,5 121 ' 194418 -2 -155 о -3 
0,6 115 188399 -2 -148 о -3 
0,7 98 · 169745 -2 -126 о -2 
0,8  71 � 136378 -1 -92 о -2 
0,9 37 � 83517 - 1  - 48 о -1 

2 

о -1 13 27772 -1 -14 
о -2 25 45332 -2 -28 
о -3 34 56406 -2 -38 
о -3 40 62593 -2 -45 
о -3 42 64589 -2 -48 
о -3 40 62593 -2 -46 
о -2 34 56406 -2 -39 
о -2 24 45332 -1 -28 
о -1 13  23773 -1 -14 

3 

о -1 
-1 -2 
-1 -3 
-1 -3 
-1 -3 
-1 -3 
-1 -2 
-1 -1 

о о 

о -1 
-1 -1 
-1 -
-1 -2 

2 

2 -1 -
-1 -2 
-1 -1 
-1 -1 

о о 

приближений. В более короткой области целесообразнее оказалось 
решение смешанной граничной задачи. 

В первых четырех столбцах табл. 1 . 1 6  даны умноженные на 
105 первые четыре приближения б 11 (первое число в каждом 
столбце ) и б2J ( второе число в каждом столбце ) , полученные в 
тех же точках внутренней границы области (рис. 4 ) по схеме 

�uO ,J >  (х ) = О, х Е G1 , 
u(1 ,i) 1 . ,, u<1 ,i) 1 = u<1 ,i-1) + .!_ б . 

м4м5м6м3 = '1'1 • м3и4 2 l ,J-1 • 
�u< 2 .i > (х ) = О, х Е G2, 

u<2 ,i> 1 - .,, u<2 ,i) 1 - u<2 ,i-l) - ..!. б . 
м4м1м2м3 - '�'' м3м4 - 2 t,з-1 •  
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для четного j = 2n и по схеме 
�и0 ·j) (х ) = О , 

( 1 ,j) 1 дu(l ,j) 1 и м,м&мвмз = -ф, ----an м м 
= 

8 4 
�и<2 .i > (х ) = О , 

x e G 1 ,  
aa.<l,.i-1) 1 -дп м3м4 

х е G2, 

1 l) • 

с + с 
2 ,1- 1 •  

21 22 

(2 ,j) 1 дu(2 ,j) 1 au<з ,j-1) 1 1 и м .. мtмама 
= -ф , ----an мам" = дп мам, + с21 + с22 

бз,i-1• 
для нечетнога j = 2n + 1 .  Последняя схема соответствует схеме - 1 - 1 ( 1 .243 , )  при а;-1 = - CXJ-1 = 2, J,';-1= - р.;-1 = - + . Эти 

с21 с22 
значения удовлетворяют приведеиным выше условиям, но оыло 
бы интересно указать априорный путь их более рационального 
выбора. В следующих четырех столбцах табл. 1 . 1 6  даны умно
женные на 105 первые приближения и0 ·i> (первое число в каж-( au<z .;> ) 
дом столбце ) и an - 2х2 (второе число в каждом столбце ) , 
полученные в тех же точках внутренней границы МзМ4. Сравне
ние певявок сопряжения б li и б2i с погрешностлми и< I ,i > (точное ( дu(2 , j) ) 
решение на М3М4 равно нулю) и ---а;:- - 2х2 в решении и в 
производной от решения показывает , что они имеют один и тот 
же порядок при итерациях j > 2. Это можно было ожидать при 
такой быстрой сходимости, так как оператор, с помощью которого 

осуществляется итерация, по-видимому, име
ет довольно мапую норму и, следовательно, 

67 соответствующий обратный оператор ( кото-

[] 
рый устанавливает соотношение между не
вязкой и погрешпостью) имеет норму, близ-

Gz кую к единице. 
В качестве второго примера рассмотрим 

случай впоженных областей - единичный 
квадрат G2 помещен в центре квадрата G, 
со стороной 2 (рис. 5 )  . :Краевые условия па 

Рис. 5 внешней границе области G,  равны 'Ф = х1х2• 
У словил сопряжения па границе области 

G2 те же, что и в предыдущем примере (характеристика 
второй среды с22 вщвое больше хара:ктеристики .первой среды с2 1 ) . 

В качестве нулевого приближения на границе области был взят 
тождественный нуль. Точное решение такой контактной задачи 
в элементарных функциях не выписывается. Поэтому в табл. 1 . 1 7  
даны умноженные па 105 первые 26 значений для 

1 ( ") ( . >J 1 au<з .j) au<a ,j-1) 1 1 r · = max и 1 '1 - и 1 '1-1 г и r2 • 
= max --- - • 1J 12 1 дп дп г 12 
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полученные по одношаговой схеме. В табл. 1 . 1 8  даны для рас
сматриваемого примера умноженные на 105 первые 29 значений 
для величин 

r1; = max и 1'1 - и  1'1-1 г , r21• = max -- - --::---1 ( ') ( . ) 1 1 1 дu(2 ,j) дu(2 ,i-l) 1 1  
21 дn дn г ' 

12 

полученных по двухшаговой схеме при тех же значениях пара
метров 

ан = -ан = 1/2, �н = - f.A.i-1 = - 1/3. 
Следует сказать несколько слов о решении чистой за�ачи Ней

мана в области G2, необходимом при реализации двухшагового 

j 2 
r1; · 105 41646 22276 12180 

r2; · 105 1809241 80961 43564 

j 1 1 0 1 1  12 1 13 

rtj ' 105 233 136 80 48 

r2г 10 781 454 265 156 

Т а б л и ц  а 1 .17 

7 8 

6746 3773 2129 1211 694 

23855 1321 1 7383 4160 2363 

14 1 15 1 16 1 1 7 , 18 , 19 , 2 0  1 2 1  1 22 , 23 
29 17 10 6 4 2 1 1 о о 

92 55 33 20 12 7 4 3 2 1 

9 

401 

1353 

24 
о 

о 

метода в этом примере. Так как задача Неймана решается с точ
ностью до произвольной постоянной слагаемой, то последняя 
после решения подбиралась таким образом, чтобы среднеквадра
тическое отклонение между граничными значениями на Г 1 2 , по
лученными при решении зщцачи Неймана в области G2 и смешан
ной граничной задачи для области G1 , было бы минимальным. 
Ясно, что такой подбор постоянной слагаемой не менял значения 
производных на общей границе. 

Таким образом, рассматриваемые ятерационные процессы не 
зависят от того приближенного метода, каким решаются гранич
ные задачи на каждом этапе. Лишь бы соответствующая погреш
ность была бы достаточно малой. Мы для решения граничных 
задач применяли ·как первый способ решения граничных задач, 
описанный в �анной монографии, так и конечно-разностный ме
тод. В последнем случае для решения задачи Неймана закреп
лялось значение искомой функции в одном внутреннем (централь
ном) узле .  Число итераций для решения контактной граничной 
задачи по вышеуказанным одношаговой и двухшаговой схемам 
для обоих этих методов было одно и то же. 
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Заметим, что разnообразные итерационные процессы можно 
рассматривать не только для кусочио-однородных тел, но и для: 
просто однородных тел (когда характеристики сред в областях G1 
и G2 совпадают ) . В этом случае итерационные процессы ( 1 . 243) 

j 

��; · 10° 
�2; · 10• 
r1; · 10• 
72j . 105 

'бн · 10Б 
Ъ2; · 1О• 
rj; · 105 
72; · 10° 

61; . to3 
�2j · 10• 
71} ' 10° 
Tsj · 10Б 

Т а б л и ц  а 1 . 18 

2 
154283 25609 16112 11068 7632 5263 3630 2504 1 727 

985238 432866 297048 204110 140110 96959 66864 49120 31810 
2 ,69206 46172 31739 21731 14957 10310 7109 4903 3382 

985238 403769 53629 33749 22910 15718 10823 7460 5145 ii ·-- , 1 t 

1 0 1 1 1 12 1 13 1 14 1 15 1 16 1 17 1 18 
1 191 821 567 391 269 186 128 88 61 

21941 15134 10440 7202 4968 3429 2367 1635 1 129 

2332 1609 1109 765 528 364 251 173 119 
3548 2447 1687 1163 802 552 380 262 180 

1 19 1 20 1 2 1 1 �2 1 23 1 24 1 25 1 26 1 27 1 28 1 29 
42 29 20 14 10 7 

781 542 376 262 183 129 

82 57 39 27 19  13  

123 84 57 39 27 19 

5 3 2 

92 66 48 

9 6 4 
13 10 7 

1 

35 
3 

5 

1 

2 5 
2 
3 

и ( 1 . 243 1 ) можно рассматривать как разновидности альтернирую
щего метода Шварца [ 1 1 1 ,  1 62] , а в качестве оператора l2, осу
ществляющего сопряжение производных, следует применять 
конормальную производную. 

§ 1 . 1 3. Нахождение собственных значений оператора 

Рассмотрим однородную граничную задачу в G :  
Lu = Lu + au = О, 

lu l г  = О. 

( 1 .247 ) 
( 1 . 248) 

Если существует нетривиальное решение рассматриваемой 
однородной граничной задачи, то и называется собственной функ-
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цией, а а - собственным значением оператора L при граничных 
условиях ( 1 . 248 ) (иногда в литературе а называют также соб� 
ственным значением граничной задачи ( 1 .247 ) , ( 1 . 248 ) .  Обозна
чим фундаментальные решения оператора L = L + аЕ', где Е -
единичный оператор, через К; ( z, х, а) . Будем предполагать, что 
система 

( 1 . 249) 

где точки z,. лежат всюду плотно на поверхности Г1 ( см.  рис. 1 ) ,  
линейно не зависима и полна в L2 ( Г ) . Приближенное решение 
граничной задачи ( 1 . 247 ) , ( 1 .248 )  будем искать в виде 

N 
u<N> (х) = � ak'Фk (х , а) , (1 .250) 

k=l  

где -ф,. ( х, а) - перенумерованные с помощью одного индекса 
функции из ( 1 .249 ) . Подставляя ( 1 .250) в ( 1 .248 ) и используя, 
как и в § 1 . 3 ,  первые N линейных функдионалов ro; (i = 1, . . . 
. . . , N) пекоторой тотаJiьной системы функциопалов , получаем 
для вычисления коэффициентов а,. систему линейных однород
ных уравнений N-го порядка: 

N � akroi [ l'Фk (у , а)] = О , i = 1 , . . .  , N, 
k=l 

Для того чтобы последняя система имела нетривиальное ре
шение, необходимо, чтобы детерминант системы равнял с я нулю: 

det l lro ;  [l-ф,. (у, а) ] 1 1 = О. ( 1 .251 ) 

Корни последнего трансцендентного уравнения и будут прибли
женно определять собственные значения а оператора L. 

Обоснование рассматриваемого способа нахождения прибли
женных собственных значений оператора L опирается на предпо
ложение, что функции Uф,. (у, а ) , где 'Ф�< (У ,  а ) - фундаментальные 
решения оператора L, образуют линейно независимую систему 
при а, отличном от собственного значения оператора L. Следо
вательно, если функдионалы ro; определены с помощью скалярно
го произведения в гильбертоном пространстве L2 ( Г )  , то левая 
часть ( 1 . 25 1 )  будет детерминантом Грама линейно независимой 
системы Н'Ф�< (У,  а) } (при а, отличном от собствепных значений 
оператора L) и не может равняться нулю. Таким образом, все 
корни уравнения ( 1 .25 1 )  будут собственными значениями опе
ратора L. 

Численная реализация этого метода нахождения собственных 
значений оператора L встречает значительные вычислительные 
трудности, связанные с малостью детерминанта Грама ( см. § 1 .3, 
гл. I )  и с трансцендентностью уравнения ( 1 .251 ) ,  корни которого 
дают собствепные значения. Поэтому заманчивой кажется идея 
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сведения решения заi!];ачи о собственных значениях к многократ
ному решению прямой граничной задачи, успешно реализован
ной для некоторых задач электродинамики грузинскими радио
физиками [63, 1 25 , 126] . Рассмотрим этот прием подробно . 

Рассмотрим граничную задачу для однородного уравнения с 
нооднородны:м:и граничными условиями 

Lu + au = O, 
lu l г  = 'Ф (S) , 

где 'Ф ( S) является граничным значением любого конкретного 
частного решения f ( х, а) уравнения ( 1 .24 7 )  

'Ф (S) = lf (x, а) l г . 
Очевидно, что решением поставленной граничной задачи являет
ся функция f(x, а.) . Будем искать это решение в виде ( 1 .250) 

N 

u(N) (х) = � аА (х) 'ФА (х, а) . 
k=l 

Для определения коэффициентов ak (а ) имеем систему 
N 

� aAroi [ l'i'A (у, а)]  = ffii [,Р (S) ) .  k=l 
Решая последнюю систему при а * а, где а - собственное 

значение граничной задачи ( 1 .24 7 ) - ( 1 . 248) , мы получаем си
стему коэффициентов ak (а ) , которые обеспечивают для прибли
женного решения как удовлетворение граничных условий, так и 
малость выражения 

N 
Ф (х, а) = � аА (а) 'ФА (х, а) - f (х, а) k=l 

для любой внутренней точки х области G (последнее утвержде
ние обусловлено единственностью поставленной для f (x, а ) гра
ничной задачп ) .  При стремлении а к собственному значению сле
дует ожидать, что значение Ф (х, а) во внутренних точках не бу
дет уже мало, к нему добавится собственная функция операто
р а  L, тогда как на границе Г ввиду равенств ( 1 . 25 1 1 )  граничные 
значения этой функции lФ (у, а) будут малы. Следовательно , 
Ф (х, а) следует считать приближенным значением собственной 
функции, а - собственным значением. Авторы этого алгоритма 
[63, 1 25, 126] считают, что в качестве собственного значения а 
следует взять то значение, при котором достигает максимума нор
ма Ф (х, а) . 

В пользу рассматриваемого метода нахождения собственных 
значений оператора L можно привести следующие с;юображения. 
Пусть ставится граничная задача типа ( 1 .247 ) - ( 1 . 248) для 
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функции j (x, а) + си, где j (x, а ) - частное решение уравнения 
( 1 .247 ) , с - произвольпая постоянная, а - собственное значение 
оператора L, и - собственная функция (которая определяется с 
точностью до произвольного :множителя ) .  Тогда граничные зна
чения ( 1 .248 ) для этой функции не будут отличаться от гранич
ных значений lj (x, а) функции j (x, а ) . Поэтому в приближен
ном решении этой задачи вновь придется решать систему ( 1 . 25 1 1 ) . N 
Вероятность того, что приближенное решение � ak'I/JA будет k=l 
аппроксимировать функцию j (x, а) + си при с = О довольно мала. 
Конкретное значение с зависит от выбора вспомогательных то
чек, определяющих функции '1/JA, и от выбора функдионалов (J}i· 
Аналогичная ситуация возникает при решении внутренней зада
чи Неймана для уравнения Лапласа или при решении статиче
ских граничных задач теории упругости, когда на границе обла..: 
сти заданы напряжения. В первом: случае задача определяется с 
точностью постоянного слагаемого , во втором случае - с точ
ностью жесткого перемещения. При решении этих задач мы не
однократно наблюдали, что в ходе решения вырабатываются кон
кретные,  отличные от тождественного нуля постоянные или 
жесткие смещения. Это отнюдь не означает, что соответствующие 
системы фундаментальных решений { Z'Фk}�1 являются линейно 
зависимыми. Просто они не могут аппроксимировать постоянную 
в первом случае или жесткое перемещение во втором случае, т. е. 
они не являются полными системами в тех функциональных про
странствах, где допускаются отличные от нуля постоянные или 
жесткие смещения (естественно, что при постановке соответствую
щих граничных задач они равны нулю) . Проследить, как при 
конкретных фундаментальных решениях 'Ф" и функционалах (J}c 
вырабатывается то значение с, для которого справедливо приблп-

N 
женвое равенство � aя'I/JA � j + си, не представляется возмож-

k=l 
ным. Но, как остроумно заметил Хевисайд (в его известной книге 
«Операционное исчисление» ) ,  «неразуино отказываться от пудин
га только лишь потому, что мы не полностью понимаем процесс 
пищеварения>> .  

Ясно, что этот способ нахождения собственных функций и соб
ственных значений требует строгого обоснования, тем более что 
при а = а детерминант системы ( 1 .251 1 ) равен нулю. Пока же 
остается привести численные примеры, иллюстрирующие его до
вольно высокую эффективность. 

Пусть в Н-образной области (на рис. 6 ,  а справа дается об
ласть ) ищется собственное значение а и собственная функция и 
оператора Лапласа при граничных условиях Дирихле и 1 г = О 
( l - тождественный оператор в ( 1 .248 ) ) .  На рис. 6, а дается за
висимость l u l  = I Ф (х, а) 1 от параметра /.., = 14л;2/а, из которой 
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видно, что при всех значениях количества точек N величина 1 u 1 
имеет довольно резкий максимум в точке ').. = 1 ,345. На рис. 6, б 
для этой точки даются линии равных амплитуд для собственной 
фующии. 

В качестве второго примера рассмотрим задачу нахождения 
собственных значений для прямоугольной области О � х 1 � 2, 

i1 

о 
а 

о 
Рис. 6 

О � х2 � 1 в случае граничных условий Неймана для уравнения 
Лапласа (l = д/дп в ( 1 .248) ) .  На рис. 7 ,  а дае'l'ся зависимость 
l u l  = Ф l (х, а) 1 от того же параметра ').. = 1/4-лNа. На рис. 7 ,  б 
даны линии равных амплитуд собственной функции при различ
ных значениях параметра 'J.. . 

В третьем примере область G ограничена овалом Касспни 

р = с2 cos 2q> + 1/с4 cos 2<р - (а4 - с4 ) ,  
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liil 

у� 1 N= 15 �[;]/ 
- � 

� 
х 

1 

(J 2j00l г,ооо �9St �990 л 
а 

Л.=2,0005 5 }..:.2.,0050 
PIIC. 7. 
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где с = 0,68 ; а =У с4 + 2е2 - 1  (это значение а обесnечиваеr 
Pma:a = 1 ) , оnератор l = ди/ дп. L = �. На рис. 8, а, б, в, г даны 
зависимости модуля от nараметра Л = 2n/Ya ; nри различных 
значениях nараметра gd = Yad, Fде d - расстояние от вспомога
тельных точек до овала Rассини. 

Приведеиные выше три примера заимствованы из работ [63, 
125, 126]  и касаются nлоского случая. Были проведены анало
гичные численные эксnерименты по нахождению собственных 

й lйl 
�5 • а �5 б 

gd=0, 76 gd=0,37 
�о С= 0,68 �о t=О,б8 

о 3,990 3,994 3,998, }.. а 3,990 3,994 3,.998 }.., 
lйJ о lй l г 
�5 

gd=0,24 gd=0,63 
с=О,бВ �5 С=-0,68 

7,0 

N=!l 
7,0 

о 3,990 3,994 3,998 Л. О З,З90 3,994 3,998 }.. 
Рис. 8 

значений указанным сnособом для трехмерного случая. Приведем 
результаты этих вычислений. 

Пусть е -iRi 
'Фi = �· 

t 
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8., ( i  = 1 ,  2, 3 , 4, 5, 6 ) - расстояние между переменной точкой (х1 ,  х2 , х3 ) и одной из шести фиксированных точек (-3, О, 0) , 
(0, -3, 0) , (0, О, -3 ) , (3 ,  О, 0) , ( 0 ,  3 ,  О )  и (0 ,  О ,  3) . G - еди
ничный куб с центром в точ·ке ( 1/2, 1/2, 1/2 ) и сторонами, па
раллельными координатным плоскостям. Выбор шести фундамен
тальных решений оператора Гельмгольца l = 1:!. + а2 связан с же
ланием получить все ортогональные собственные функции этоi'О 
оператора. 

Описанным методом искались собственные значения и собст
венные функции для граничных задач Дирихле 

м Неймана 

!:!.и + a.2u = О в G, 
u l ,  = 0  

!:!.и + a.2u = О в G. 

� 1  = 0. дn ' 
Для этого решались методом неортогональных рядов граничные 
задачи с неоднородными краевыми условиями 

l:!.иt + a.2ui = О,  

Ui ] в  = 'Фi j , ,  
l:!.ui + a.2ui = О , 

дui 1 
= 

д'Фi 1 ' 
дn в дn 1 

i = 1 , 2 , 3 ,  4 ,  5 ,  6 .  

Собственные значения задачи Дирихле искались в интервале 
.:3,299797 � а � 9,524776, который содержит первые три собствен
ные значения а2 = 3л2 (а � 5,441389) , а2 = 6л2 ( а = 7,695296) 
и а.2 = 9л2 (а = 9,424776 ) . Всего были проверены 36 значений а. 
Собственные значения задачи Неймана искались в интервале 
1 � а � 5,541389, который также содержит первые три собствен
ные значения а2 = л2 (а. � 3 , 141591 ) ,  а2 = 2л2 (а �  4,442867)  и 
с} = 3л2 (а � 5,441389) .  Для задачи Неймана также были про
верепы 36 значений а. :Каждая граничная задача решалась при 
6j2 (j = 1 , 2, 3, 4, 5, 6 )  фундаментальных решениях (при j = 6 
в приближенном решении участвовали 2 1 6  функций) .  Решения 
получались с помощью пакета прикладных программ [ 1 38] . Во 
всех вычислениях в качестве вспомогательной поверхности была 
взята поверхность куба со стороной 3, в центре которого нахо
дился основной единичный куб G.  

В табл. 1 . 1 9  и 1 .20 даны числа 

R (j , а) ==: l! и<i> - 'Ф1 1\ = 
4 4 

= -fg- � � � 1 u<iJ (0 , 1 + 0 ,2s; О ,  1 + 0,2т; О, 1 + 0 ,2n) -
'=О m=o h=O 

- 'Ф1 (0, 1 + 0,2s; 0 , 1 + 0,2т; 0 , 1 + 0,2n) ] ,  
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Т а б л и ц а  1 .19 

а 
2 3 4 

3,299797 43 . 10-3 10 . 10-3 13 · 10-5 44 · 10-7 90 · 10-7 
5 ,341390 1 9 · 10 -2 31 . 10 -2 30 · 10-4 52 · 10-б 18 · 10-6 
5 ,431390 20 · 10-2 22 . 10 -2 16 · 10-3 58 · 10-4 94 · 10-6 
5,440390 21 · 10-2 21 . 10-2 22 . 10-2 81 · 10-3 1 5 · 10-4 
5,441290 21 · 10-!1 21 . 10-2 52 . 10-2 22 · 10-2 83 · 10-4 
5 ,441380 21 · 10-2 21 · 10 -2 42 · 10 -2 1 7 · 10-2 39 · 10 -3 21 . 10 -а 
5 ,441389 21 · 10-11 21 · 10-2 41 · 10-2 1 7 · 10-2 76 · 10-3 48 · 10-З 
5,441400 21 · 10-2 21 · 10-2 40 . 10-2 16 · 10-2 16 · 10-2 39 · 10-2 
5,441489 21 · 10-2 21 . 10-2 33 · 10-2 13 · 10 -2 14 · 10-З 
5 ,442389 21 · 10-2 21 . 10-2 12 · 10-2 43 . 10-3 91 · 10-5 
5 ,451389 21 · 10-2 21 . 10-2 15 · 10-3 56 · 10-4 99 · 10-6 
5, 541389 22 · 10-2 17 . 10-2 38 · 10-4 65 · 10-б 15 · 10 -6 
5, 553704 17 · 10-2 33 . 10-з 58 · 10-б 1 6 · 10-6 20 . 10-@> 
7 ,283184 20 . 10-2 42 . 10-2 34 · 10-2 17 · 10-4 53 · 10-6 
7 ,595296 30 . 10-2 19 · 10-2 68 · 10-4 27 · 10-5 
7 ,685296 87 · 1 0-2 68 · 10-2 57 . to-3 30 · 10-4 
7,694296 88 . to-2 49 · 10-2 16 · 10-2 30 . 10-з 
7,695196 88 · 10-2 48 · 10-2 19 · 10-2 36 · 10-2 
7 ,695286 88 . 10-2 47 · 10-2 19 · 10-2 30 . 10-1 
7,695296 88 · 10-2 47 · 10-!1 19 · 10-2 1 6 · 10-l 
7 ,695306 88 . 10-2 47 · 10-2 !9 · 10-2 1 1 · 10-1 
7 ,69 5395 88 · 10-2 47 · 10-2 20 · 10-2 26 · 10-2 
7 ,696296 88 · 10-2 46 · 10-2 23 · 10-2 30 . 10-з 
7 ,705296 88 88 · 10-2 36 · 10-2 93 · 10 -3 31 · 10-4 
7 ,795296 85 . 10 -2 27 · 10-2 87 · 10-& 36 · 10-б 
9 ,324777 1 9 · 10-2 89 · 10-2 28 · 10-2 1 6 · 10-З 49 · 10-4 
9 ,414777 19 · 10-i 91 · 10-2 22 . 10-s 1 3 · 10-2 во . 1о-s 
9 ,423777 1 9 · 10-2 92 . 10-2 22 . 10-2 43 · 10-2 39 · 10-2 
9 ,424677 19 · 10-2 92 · 10-2 21 . 10-2 36 · 10-2 28 · 10-2 
9 ,424767 19 · 10-2 92 . 10-2 21 . 1 0-2 36 · 10-i 27 · 10-2 32 · 10-S 
9,424776 19 · 10-2 92 . 10-2 21 · 10-2 36 · 10-2 27 · 10-2 10 · 10-1 
9 ,424787 19 · 10-2 92 . 10-2 21 . 10 -2 36 · 10-2 26 · 11 -2 17 · 10-� 
9 ,424876 1 9 · 10-2 92 · 10-2 21 . 10-2 35 · 10-2 25 · 10 -2 
9 ,425776 19 · 10-2 92 . 10-2 21 · 10-2 29 · 10-2 18 · 10-2 
9 ,434776 19 · 10-2 92 · 10-2 21 . 10-2 94 · 1 0-3 45 · 10-3 
9, 524776 1 9 · 10-2 94 · 10 -2 18 · 10-2 19 · 10 -З 56 · 10-4 �J -,;;; ·  .. -·,.,....-

Т а б л и ц а 1 .2() 

2 3 4 5 

1 38 · 10-3 27 · 10-4 64 . 10-6 19 · 10-6 69 · 10-7 
2, 301275 59 · 10-3 84 · 10-4 21 · 10 -б 1 1 · 10-6 1 1 · 10 -6 
3,041592 15 . 10-2 17 · 10-2 45 · 10-( 14 · 10-б 97 · 10-7 
3 ,131592 16 . 10-2 23 · 10-2 65 · 10-3 16 · 10-4 56 · 10-6 
3 , 140592 16 · 10-2 21 . 10-2 36 . 10-2 15 · 10-3 57 · 10-б 
3 ,141492 16 · 10-2 21 . 10-2 22 · 10 -2 1 1 · 10-2 64 · 10-4 
3 ,141582 16 · 10-Z 21 · 10-2 21 · 10-2 28 · 10-2 41 · 10-З 85 · 10-3 
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Т а б л и ц  а 1 . 20 (продолжение) 

2 3 4 5 6 

3 , 1 41591 16 - 10-2 21 - 10-2 21 - 10-2 34 - 10-2 10 - 10-� 1 3 - 10-l 
3 ,141602 16 - 10-2 21 - 10-2 21 - 10-2 44 - 10-2 1 9 - 10-2 13 - 10-2 
3 ,141691 16 - 10-2 21 - 10-2 20 - 10-2 28 - 10-2 76 - 10-4 
3,142591 16 - 10-2 21 - 10-2 1 5 - 10-2 16 - 10-3 83 - 10-5 
3 ,151591 16 - 10-2 20 - 10-2 42 - 10-3 16 - 10-4 97 - 10-6 
3 ,241591 17 - 10-� 1 1 - 10-2 58 - 10-4 18 - 10-б 83 - 10-7 
3 ,299795 1 7 - 10-2 87 - 10-� 41 - 10-4 12 - 10-5 12 - 10-6 
4 ,342868 11 - 10-2 84 - 10-2 25 - 10-3 26 - 10-5 72 - 10-6 
4,432867 10 - 10-2 14 - 10-2 89 - 10 -3 22 - 10-4 78 - 10-Б 
4,441868 1 0 - 10-2 16 - 10-2 1 1 - 10-2 22 - 10-3 72 - 10-4 
4 ,442767 10 - 10-2 16 - 10-2 1 2 - 10-2 16 - 10-2 36 - 10-3 
4 ,443858 10 - 10-2 16 - 10-2 1 2 - 10-2 44 - 1о-� 61 - 10-3 75 - 10-З 
4,442867 10 - 10-2 16 - 10-2 1 2 - 10-2 53 - 10-2 67 - 10-3 61 - 10-2-
4,442878 10 - 10-2 16 - 10-2 1 2 - 10-2 70 - 10-2 74 - 10-3 
4,442967 10 - 10-2 16 - 10-2 1 2 - 10-2 39 - 10-2 32 - 10-2 
4,443868 10 · 10-2 16 - 10-2 12 - 10-2 24 · 10-3 94 - 10-4 
4,452868 10 - 10-2 18 - 10-2 11 · 10-2 23 . 10-4 
4 ,542868 10 - 10-2 24 - 10-2 53 - 10-3 36 . 10-Ь 
5 ,341390 98 - 10-3 10 - 10-2 17 - 10-3 10 · 10-4 1 3 - 10-Ь 
5 ,431390 99 - 10-3 1 1 - 10-2 29 - 10-3 29 · 10-4 12 - 10-4 
5,440390 99 · 10-3 1 2 - 10-2 31 - 10-3 21 · 10-3 98 - 10-4 
5 ,441290 99 - 10-3 12 - 10-2 32 - 10 -3 1 6 . 10-2 35 · 10-3 
5 ,441380 99 . 10-s 12 - 10-2 32 - 10-3 38 · 10-2 44 · 10-3 34 · 10-1 
5,441389 99 - 10-3 12 - 10-2 32 - 10-3 44 - 10-2 45 · 10-3 15 - 10-2 
5,441400 99 · 10-3 12 · 10-2 32 - 10-3 49 - 10-2 46 · 10-3 54 - 10-:1 
5,441489 99 · 10-3 12 - 10-2 32 · 10-3 33 - 10-2 73 . 10-3 
5 ,442389 99 - 10-S 12 - 10-2 32 - 10-3 23 . 10-3 16 - 10-3 
5 ,451389 99 · 10-3 1 2 - 10-2 36 · 10-3 29 . 10-4 13 - 10-4 
5 ,541389 10 . 10-2 14 - 10-2 36 - 10-3 15 . 10-4 ' 18 · 10-• 

Т а б л и ц  а 1 .21 

j 

2 3 4 5 

3,299797 43 . 10-3 72 - 10-4 13 - 10-5 34 - 1 0-7 79 - 10-7 
5 ,341390 18 · 10-2 46 - 10-3 24 · 10-4 77 - 10-6 79 · 10-7 1 
5,431390 20 . 10-2 46 - 10-3 27 - 10-4 90 - 10-6 1 1 · 10-6 ; 
5,440390 20 · 10-2 47 - 10-3 27 · 10-4 1 1 . 10-5 76 · 10-7 
5 ,441290 20 . 10-2 47 - 10-3 27 · 10-4 67 · 10-6 72 - 10-7 
5 ,441380 20 . 10-2 47 · 10-З 27 · 10-4 61 . 10-6 82 - 10-7 10 . 10-5 
5 ,441389 20 · 10-2 47 - 10-3 27 · 10-4 61 . 10-6 70 · 10-7 39 . 10-6 
5 ,441400 20 · 10-2 47 · 10-3 27 · 10-4 61 · 10-6 85 . 10-7 52 · 10-@ 
5 ,441489 20 · 10-2 47 · 10-3 27 · 10-4 63 . 10-6 99 . 10-7 
5 ,442389 20 · 10-2 47 · 10-3 27 · 10-6 79 · 10-6 72 . 10-7 
5 ,451389 20 · 10-2 48 · 10-3 27 · 10-4 90 . 10-6 66 · 10-7 
5,541389 22 · 10-2 53 - 10-3 30 · 10-4 1 1 . 10-5 89 - 10-7 
5 ,553704 

1 
23 · 10-2 44 · 10-4 87 - 10-5 24 - 10-6 22 . 10-fi 

7 ,283184 27 · 10-2 62 . 10-2 46 · 10-3 20 - 10-4 65 . 10-6 
7 , 595296 22 - 10-2 25 · 10-3 18 · 10-4 49 - 10-6 

{0 М А АСiснсидзе 
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Т а б л и ц  а 1 .21 (продолжение) 

а 2 3 6 
7 ,685296 21 · 10-2 24 · 10-3 18 · 10-4 58 · 10-6 
7 ,694296 21 · 10-2 23 · 10-3 17 · 10-4 59 · 10-6 
7 ,695196 21 · 10-2 23 · 10-3 17 · 10 -4 60 · 10-6 
7 ,695286 21 · 10-2 23 · 10-3 17 · 10-4 72 · 10-6 f1 . 10-6 7 ,695296 21 · 10-2 23 · 10-3 17 · 10-4 64 · 10-6 12 . 10-6 
7 ,695306 21 . 10-2 23 · 10-3 17  · 10-4 61 · 10-6 
7 ,695395 21 · 10-2 23 · 10-3 17 · 10-4 58 · 10-6 
7 ,696296 21 . 10-2 23 · 10-2 17 · 10-4 58 · 10-6 
7 ,705296 21 · 10-2 24 · 10-3 21 · 10-4 60 · 10-6 
7 ,795296 21 · 10-2 27 · 10-2 22 · 10-4 69 · 10-6 
9 ,324777 22 · 10-Z 1 1 . 10-1 95 · 10-3 н . tо-3 42 · 10-li 
9 ,414777 22 · 10-2 1 1 . 10-1 10 . 10-2 13 · 10-3 48 · 10-5 
9,423777 22 · 10-2 1 1 . 10-1 10 · 10-2 14 · 10-3 43 · 10-1> 
9,424677 22 · 10-2 1 1 . 10-1 10 . 10-2 14 · 10-3 43 · 10-5 
9,424767 22 · 10-2 1 1 · 10-1 10 · 10-2 14 · 10-3 43 · 10-5 21 . 10-6 9,424776 22 · 10-2 1 1 · 10-1 10 · 10-2 14 · 10-3 43 · 10-1> 31 . 10-в 
9 ,424787 22 · 10-2 1 1 · 10-1 10 · 10-2 14 · 10-3 43 · 10-5 23 · 10-8 
9,424876 22 · 10-2 1 1 · 10-1 10 . 10-2 14 · 10-3 43 · 10-5 
9 ,425776 22 · 10-2 1 1 · 10-1 1 0 · 10-2 14 · 10-3 44 · 10-5 
9,434776 22 · 10-2 1 1 · 10-1 10 . 10-2 1 3 · 10-3 47 · 10-б 
9,524776 22 · 10-2 11 · 10-1 1 1 · 10-2 15 · 10-3 53 · 10-Б 

Т а б л и ц а  1 .22 

а 
2 3 4 6 

1 52 · 10-2 39 · 10-4 89 · 10-6 25 · 10-6 86 · 10-7 
2 ,301275 74 · 10-3 1 2 · 10-3 42 . 10-Б 19 · 10-6 13 · 10-6 
3 ,041592 48 · 10-3 32 · 10-3 48 · 10-Б 20 · 10-6 86 . 1() -7 
3,131592 49 · 10-3 23 · 10-3 58 · 10-5 24 · 10-6 98 · 10-7 
3 , 140592 49 · 10-3 23 · 10-3 55 · 10-5 23 . 10-6 12 · 10-6 
3 , 141492 49 · 10-3 23 · 10-3 56 · 10-5 23 · 10-6 11 · 10-6 
3 , 141582 49 · 10-3 23 · 10-3 56 . 10-5 22 · 10-6 90 · 10 -7 25 · 10-6 
3 , 1 41591 49 · 10-3 23 · 10-3 56 · 10-5 21 · 10-6 73 · 10-7 51 · 10-6 
3 ,141602 49 · 10-3 23 · 10-3 56 · 10-5 21 · 10-6 78 · 10 -7 22 . 10-6 
3 , 141691 49 · 10-3 23 · 10-3 56 · 10-5 24 · 10-6 14 · 10 -6 
3 ,142591 49 · 10-3 23 · 10-3 56 · 10-б 23 · 10-6 10 · 10-6 
3 , 151591 49 · 10-3 24 · 10-3 59 · 10-5 22 · 10-6 11 · 10-6 
3 ,241591 51 · 1 0-3 30 · 10-3 72 · 10-5 26 . 1о-6 83 · 10-7 
3,299797 22 · 10-2 86 · 10-3 41 · 10-4 12 · 10-5 1 4 · 10-6 
4 ,342868 16 · 10-2 77 . 10-3 64 · 10-4 25 · 10-б 1 7 · 10-6 
4,432867 15 · 10-2 82 · 10-3 56 · 10-4 30 . 10-5 14 · 10-6 
4,441868 15 · 10-2 82 · 10-3 52 · 10-4 31 · 10-б 14 · 10-6 
4,442767 1 5 · 10-2 82 · 10-3 51 · 10-4 31 · 10-б 13 · 10-6 
4 .442R58 15 · 10-2 82 · 10-3 51 · 10-4 31 · 10-5 98 · 10-7 19 · 10-6 
4,442867 15 · 10-2 82 . 10-3 51 · 10-4 32 · 10 -5 12 · 10-6 83 · 1.0-6 
4,442878 15 · 10-2 82 · 10-3 51 · 10-4 32 · 10-5 10 · 10-6 68 · 10-6 
4 ,442967 15 · 10-2 82 · 10-3 51 . 10-4 31 · 10-б 33 . 10-6 
4 ,443868 1 5 · 10-2 82 · 10-3 51 · 10-4 31 · 10-5 16 · 10-6 
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Т а б л и ц  а 1 .22 (продолжение} 
i 

2 3 4 6 

4,452868 1 5 - 10-2 82 · 10-3 56 · 10-4 32 · 10-5 
4,542868 15 - 10-2 93 · 10-3 f 1 . 10-3 38 - 10-5 
5,341390 1 3 - 10-2 1 5 · 10-2 1 9 - 10-s 21 - 10-4 77 - 10-6 
5,431390 14 - 10-2 17 · 10-2 21 - 10-3 - 25 · 10-4 90 · 10-6 
5 ,440390 14 · 10-2 17  · 10-2 21 - 10-3 26 · 10-4 90 - 10-6 
5 ,441290 14 · 10-2 17  · 10-2 21 · 10-3 26 - 10-4 83 · 10-6 
5 ,441380 14 - 10-2 17 · 10-2 21 · 10-3 26 - 10-4 79 - 10-6 15 - 10-11' 
5,441389 14 · 10-2 17 · 10-2 21 · 10-3 26 - 10-4 30 . 10-о 36 - 10-• 
5,441400 1 4 - 10-2 17 · 10-' 21 · 10-3 26 - 10-4 79 · 10-6 55 - 1о-а. 
5 ,441489 14 - 10-2 17 · 10-l 21 - 10-3 26 - 10-4 76 · 10-6 
5,442389 1 4 · 10-2 17 · 1 0-2 21 - 10-3 26 - 10-4 99 · 10-6 
5 ,451389 14 - 10-2 17 · 10-2 21 - 10-3 26 - 10-& 94 - 10-6 
5,541389 14 - 10-1 17 - 10-2 21 - 10-s 31 - 10-4 1 1 · 10-5 

полученные при решении граничной задачи Дирихле и Неймана 
соответственно. Заметим, что в этой же норме l l ф1· 1 1  = 0,28 (ив по
следней формулы видно, что 1 1 '\jJ t l l не зависит от сх) .  Для других 
фун·кций 'Фi ( i = 2, 3, 4, 5, 6 )  получены аналогичные результаты. 
Анализ табл. 1 . 1 9  и 1 .20 показывает, что если точность прибли
женного решения достаточно высока, что со своей стороны зави
сит от числа координатных функций 6j2, то при приближении :к 
собственному значению числа R (j, сх ) резко возрастают. При 
этом может покаваться, что увеличение R (1, сх) связано с вырож
дением соответствующей матрицы, и разность u<J> - 'Фt не несет 
дополнительную информацию. Оказалось, что это не так, и раз
ность и и> - ·Ф t с точностью до постоянного множителя хорошо 
аппроксимирует соответствующую собственную функцию. 
В табл. 1 .21  и 1 . 22 для rраничных задач Дирихле и Нейиана да
ны указанные выше нормы для чисел 

N - J """ D (j , сх) = и - 1)J1 - """ c��,v��, , 
k= l 

где ck - числа, а vk - собственные функции соответствующих 
граничных задач, N - их количество. Следует сказать несколько 
слов о вычислении чисел ck. Собственные функции задачи Дири�
ле, соответствующие собственному значению n2 (k� + k: + k:) 
(k 1 ,k2 , k8 = 1 , . . . ) равны 

sin ktr&X1 sin k2nx2 sin kз'ltx3, 
а собственные функции задачи Неймана, соответствующие соб
ственному значению rt2 (k� + k: + k: ) (k1 , k2 , k8 = О , 1 , . . .  ) , равны 

cos ktnx 1 cos k2nx2 cos kзnx3• 
10* 
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Для получения коэффициентов с��. точки ( xl , х� . xf ) выбирались 
так, чтобы одна из указанных собственных функций (в случае 
кратных собственных функций) равнялась едипице, а осталь
пые - нулю. Тогда разность ui - '1/11 даст комплексный коэффици
ент для соответствующей собственной функции. 

Анализ табл. 1 . 2 1  и 1 .22 показывает, что при надлежащей 
точности решения граничных задач последнее слагаемое в правой 
части выражения для D (j, а ) дает хорошую аппроксимацию соб
-ственной функции, даже при таком грубом определении коэффи
циентов с,.. 

В табл. 1 .23, 1 .24 даны модули детерминант соответствующих 
матриц для граничных задач Дирихле и Неймана. Если они мею,
ше 10-78, в таблице записаны машинные нули О, О. При получе
нии модулей детермилантов отдельно получались их веществен
ные и мнимые части, и модуль вычислял с я вручную (это делалось 
для избежания в процессе вычисления получения машинного 
HYJIЯ 10-78 ) . 

В табл. 1 .25, 1 .26 даны среднеквадратичные значения модулей 
и коэффициентов разложения функции ui по фундаментаJiьным 
решениям: для задачи ДирихJiе и Неймана. 

Из табл. 1 . 1 9, 1 .20 видно, что при фиксированном чисJiе коор
динатных функций 6j2 с увеличением а2 увеличивается погреш
ность приближенного решения неоднородных граничных задач 
Дирихле и Неймана. Это увеличение монотонное ( естественно, 
исключая окрестности собственных значений) .  Так, например, при 
j = 5 для задачи Дирихле при а = 3,299797 погрешность равна 
9 · 10-6, при а =  5,553704 - 16 · 10-6, а при а =  9,524776 -
-56 · 10-4• Аналогичная картина наблюдается и для задачи Ней
мана. Это следовало ожидать, так как при увеличении а точное 
решеrше 'Ф этих задач становится более изрезанным. Однако пpii 
этом обнаруживается замечательное свойство систем из фунда
ментальных решений - соответствующий этим системам детер
минант увеличивается при увеличении а. Это дает возможность 
при больших а взять большее число координатных функций, не 
опасаясь при этом трудностей, связанных с малостью соответ
ствующего детерминанта. Так для приведеиных выше значений а 
детерминанты равны соответственно 0 ,0 (машинный нуль ) ,  
37 · 10-76 и 2 · 1038• Что касается поведения детерминанта вблизи 
собственных значений, то анализ табл. 1 .23, 1 . �4 показывает, что 
модуль детерминанта существенпо не воспринимает переход че
рез собственное значение . Это обстоятельство заставляет более 
детально проанализировать алгоритм нахождения собственных 
значений, изложенный в начале настоящего параграфа. 

Анализ средпеквадратических значений модулей коэффициен
тов разложения, собранных в табл. 1 .25, 1 .26, показывает, что 
несмотря на малость детерминантов систем, решения которых 
дают коэффициенты разложения, последние принимают умерен-
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Т а б л и ц  а 1 . 23 

2 3 4 5 6 

3 ,299797 26 · 10-1 64 · 10-6 84 · 1О -51 0,0  0 ,0  
5 , 341390 57 · 10-2 30 . 10 +2 57 · 10-11 0 ,0 0,0 
5 ,431390 47 · 10-2 72 · 10+2 98 · 10 -11 0,0 0,0 
5 ,440390 47 · 10 -2 77 · 10+2 93 · 10 -12 0,0 0,0 
5,441290 47 · 10-Z 79 · 10 +2 5Q . 10-18 0,0 0,0 
5,441380 47 · 10-2 79 · 10+2 22 - 10 -13 0,0 0,0 0,0 
5,441 389 47 - 10-2 79 · 10+2 32 - 10-13 0,0 0,0 о.о 
.'> ,441400 47 - 10-2 79 · 102 38 - 10-13 0,0 0,0 0,0 
5 ,441489 47 - 10-2 79 · 102 64 . 10-12 0,0 0,0 
5,442389 47 · 10-2 79 · 102 65 - 10-18 0,0 0,0 
.5 ,451389 46 - 10-2 86 · 102 1 9 - 10-10 0,0 0,0 
.'>,541389 37 · 10-2 17 - 103 30 - 10 -8 78 · 10-6 0,0 
5 ,553704 18 · 103 47 · 10 -8 37 - 10 -70 0,0 
7 , 283184 76 · 10-2 51 - 103 1 5 · 10-9 77 · 10-23 0,0 
7 , 595296 78 - 102 1 1 . 109 28 · 10 -17 0,0 
7 , 685296 65 - 102 10 · 108 63 · 10-18 0,0 
7 ,694296 67 - 102 31 - 108 38 - 10-20 0,0 
7 ,695196 66 · 102 24 · 108 27 · 10 -19 0,0 
7 ,695286 66 · 102 35 . 108 27 · 10-19 0,0 0,0 
7,695296 66 - 102 35 . 108 27 - 10-18 0,0 0,0 
7 ,695306 66 - 102 35 · 108 27 · 10-19 0,0 
7 , 695395 66 . 102 35 · 108 27 · 10-19 0,0 
7 ,696296 66 · 102 39 - 109 18 · 10-19 0,0 
7 ,705296 66 - 102 90 . 108 43 . 10 +18 0,0 
7 ,795296 78 - 102 86 - 1()1° 20 . 10-43 
9 , 324777 20 · 10-1 43 - 102 68 · 10+16 48 - 10-44 1 2 · 10-45 
9 ,414777 18 - 10-1 37 - 102 22 · 1017 44 - 102 57 · 10-46 
9 ,423777 1 8 · 10-1 37 - 102 27 - 10+17 16 · 1011 1 2 · 10 -47 
9,424677 18 · 10 -1 37 · 102 27 · 10+17 31 - 1011 37 - 10-46 
9,424767 18 · 10-1 37 - 102 27 · 10+17 33 · 1011 42 - 10-46 0,0 
9,424776 18 · 10-1 37 . 102 27 - 10 +17 23 · 1011 42 · 10-46 0,0 
9 ,424787 18 · 10-1 37 · 102 27 . 10+17 33 - 1011 42 - 10-46 
9,424876 1 8 · 10-1 37 · 102 27 · 1017 35 · 1011 47 . f0-46 
9 ,425776 18 · 10-1 37 - 102 26 . 1017 64 · 10 +11 1 1 · 10 -45 
9,434776 1 8 · 10-1 37 - 102 30 - 1017 25 . 1013 20 - 10 -43 
9 , 524776 1 5 · 10-1 32 - 102 66 · 101? 1 8 - 1017 20 · 103? 

Т а б л и ц  а 1 .24 

j 
2 3 4 5 6 

f 46 · 10-2 75 - 10-17 н . 1О-75 0,0 0,0 
2 , 301275 32 · 100 28 - 10-2 63 - 10-41 0,0 0,0 
3,041592 3Q . f00 45 · 101 24 · 1 0 -22 0,0 0 ,0 
3, 131592 30 . 100 10 - 102 25 · 10 -23 0,0 0,0 
3 , 140592 31 - 100 13 - 102 28 - 10-25 0,0 0,0 
3,141492 31 - 10° 1 4 - 102 1 1 . 10-24 0,0 0,0 
3,141 582 31 · 100 1 4 - 102 12 · 10-24 0,0 0,0 0,0 
3,141591 31 - 10° 14 · 101 1 2 . 10-М 0,0 0,0 0,0 
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Т а б д и ц а 1 .24 (продолжение) 
j 

а 
2 3 4 5 6 

3,141602 31 . 10° 14 · 102 1 2 · 10-24 0 ,0 0,0 0,0 
3 ,141691 31 · 10° 14 · 102 14 · 10-24 0,0 0,0 
3,142591 31 · 10° 14 . 102 43 · 10-24 0,0 0,0 
3,151591 31 . 10u 23 · 102 35 . 10-22 0 , 0  0,0 
3,241591 36 · 10° 69 . 103 38 · 10-17 0,0 0,0 
3,299797 40 . 100 38 · 10 +4 40 . 10-15 0 ,0  0 ,0  
4,342868 14 . f0:1 59 · 109 66 · 107 77 · 10 -•2 0,0 
4,432867 16 · 102 14 . 109 34 · 107 60 . 10-f>O 0,0 
4,441868 17 · 102 13 · 109 58 · 107 20 · 10-52 0,0 
4,442767 17 . 102 1 3 · 109 56 · 107 50 . 10-55 0,0 
4,442858 17 · 102 13 · 109 56 · 107 96 · 10-57 0,0 0.0• 
4,442867 17 · 102 13 . 109 56 . 107 50 · 10-57 0,0 0,0· 
4,442878 17 · 102 13 · 109 56 · 107 58 · 10-57 0,0 0,0· 
4,442967 17 · 102 12 · 109 55 · 107 37 · 10-56 0,0 
4,443868 17 · 102 1 2 · 109 53 · 107 61 · 10-53 0,0 
4 ,452868 1 8 · 102 1 1 · 109 30 · 107 54 · 10-49 0 .0 
4,542868 22 · 102 1 1 · 109 50 . 1010 75 · 10-�1 0,0 
5,341390 36 · 102 50 · 1014 67 . 1024 37 · 10-7 0,0 
5,431390 33 · 102 68 · 1014 40 · 1025 75 · 10-б 0,0 
5,440390 32 · 102 68 · 1014 47 · 1025 1 5 · 10-5 0,0 
5,441290 32 · 102 69 · 1014 47 · 1025 25 · 10-6 0,0 
5,441380 32 · 102 69 · 1014 47 · 1025 99 · 10-7 0,0 0,0 
5,441389 32 · 102 69 · 1014 47 · 1025 90 · 10-7 0,0 0,0 
5,441400 32 · 102 69 · 1014 47 · 1025 78 · 10-� 0,0 0,0< 
5,441489 32 · 102 69 · 1014 47 - 1025 1 2 . 10-6 0,0 
5,442389 32 . 102 72 · 1014 47 · 1025 18 · 10-5 0,0 
5,451389 33 · 102 71 · 1014 51 · 1025 40 · 10-4 0,0 
5,541389 29 · 102 70 · 1014 68 · 1026 61 · 10° 0,0 

Т а б л и ц  а 1 .2& 

j 
а 

2 3 4 5 6 

3,299797 22 · 10-2 1 5 · 10-2 88 · 10 -3 72 · 10 -3 24 · 10-2 
5,341390 27 · 10-2 20 · 10-2 88 . 10-3 77 · 10-3 21 · 10 -2 
5,431390 2 7 . 10-2 1 9 · 10-2 88 · 10-3 77 · 10-3 41 · 10-2 
5,440390 27  · 10-2 1 9 · 10-Z 1 1 · 10-2 80 · 10 -3 1 9 · 10-2 
5,441290 27 · 10-2 1 9 · 10-2 19 · 10-2 94 · 10-3 1 1 · 10 -2 
5,441380 27 · 10-2 19 · 10-3 1 7 · 10-2 87 . 10 -3 23 . 10-2 1 9 · 10-1 
5,441 389 27 · 10-2 1 9 · 10-2 16 · 10 -2 87 · 10-3 1 1 · 10-2 78 · 10-2 
5,441400 27 · 10-2 1 9 · 10-2 16 . 10-2 87 · 10-3 1 5 · 10-2 1 1 · 10-1 
5 ,441489 28 · 10-2 19 . 10-2 14 · 10-2 84 · 10 -3 1 9 · 10-2 
5,442389 28 · 10-2 1 9 . 10-2 97 · 1 0 -3 78 · 10 -3 12 . 10-2 
5,451389 28 · 10-2 1 9 · 10-2 88 · 10 -3 77 - 10 -3 1 2 · 10 -2 
5,541389 28 · 10-2 18 · 1 0 -2 88 · 10-3 77 · 10 -3 10 . 10-2 
5 ,553704 18 · 10-2 ' 88 . t0-3 77 · 10-3 91 · 10-3 50 . 10-11 
7 ,283184 27 . 10-2 20 - 10-2 1 90 . 1 0 -3 79 · 10 -3 73 . 10-3 
7 ,595296 45 · ·10 ·2 1_1 . 10-2 79 · 10-3 73 · 10-3 

1 --
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Т а б л и ц н 1 . 25 (продолжение) 

j 
2 3 5 6 

7 ,685296 53 - 10-2 28 · 10-2 83 - 10-3 73 · 10-3 

7 ,694296 54 · 10-2 22 · 10-2 11 - 10-2 74 · 10-3 

7 ,695196 54 · 10-2 21 - 10-2 1 2 · 10-2 1 3 · 10-2 
7 ,695286 54 · 10-2 21 · 10-2 1 2 · 10-2 83 · 10-2 76 · 10-3 
7 ,695296 54 - 10-2 21 . 10-2 1 2 · 10-2 44 · 10-2 20 - 10-2 
7 ,695306 54 · 10-2 21 · 10-2 1 2 · 10-2 30 · 10-2 
7 ,695395 54 · 10 -2 21 · 10-2 12 - 10-2 99 · 10-3 
7 ,696296 54 · 10-2 21 · 10-2 13 · 10-2 
7 ,705296 54 . 10 -2 18 - 10-2 90 · 10-3 

7 ,795296 56 · 10-2 1 1 · 10-Z 79 · 10-3 
9 ,324777 25 · 10-2 64 - 10-2 1 3 . 10-2 81 · 10 -3 74 · 10-3 
9 ,414777 25 · 10 -2 64 - 10 -2 12 · 10-Z н . 1о-z 76 - 10 -3 
'9 ,423777 25 · 10-2 64 · 10-2 12 · 10-ll 23 · 10-11 1 3 · 10-2 
'9 ,424677 25 - 10-ll 64 · 10-2 1 2 · 10-2 20 - 10-2 10 · 10-2 
1!,424767 25 · 10-2 64 · 10-Z 1 2 - 10 -2 20 . 10 -11 10 · 10-11 
9,424767 25 · 10-2 64 · 10-ll 12 · 10-2 20 - 10-2  10 · 10-2 88 · 10 -3 

'9,424776 25 · 10-2 64 · 10 -2 12 - 10-2 20 . 10-11 1 0 . 10-2 27 · 10-3 
9 ,424787 25 · 10-2 64 · 10 -2 12 . 10-2 20 . 10-2 10 · 10-2 97 - 10-3 
9,424876 25 · 10-2 64 · 10-2 12 · 10-2 19 · 10-2 10 - 10 -2 
'9 ,425776 25 . 10-2 64 - 10 -2 1 2 - 10-2 16 · 10-2 89 · 10 -3 
9 ,434776 25 · 10-2 64 - 10-2 1 2 - 10-2 90 - 10-2 75 · 10-3 
9 ,524776 25 · 10-2 63 · 10-2 н . 1о -2 80 · 10 -3 74 · 10 -3 

Т а б л и ц а 1 .26 

2 3 4 5 6 

f 18 · 10-2 1 1 - 10-2 55 . 10 -3 28 - 10 -3 16 · 10-2 
2 , 301275 20 . 10-2 14 - 10-2 87 · 10 -3 59 - 10 -3 22 · 10-2 
3 ,041592 20 · 10-2 1 5 · 10-2 88 · 10 -3 70 - 10 -3 24 · 10-2 
3 , 1 31592 20 . 10-11 12 · 10-2 94 · 10 -3 70 · 10 -3 1 2 · 10-2 
3 , 140592 20 . 10-2 1 2 · 10-2 14 · 10-2 70 · 10-3 20 . 10-2 
3 , 141492 20 · 10-2  1 2 · 10-2 1 1 . 10-2 71 · 10 -3 24 · 10 -2 
3 , 141582 20 · 10-2 1 2 · 10-2 f 1 . 10 -2 90 . 10-3 14 · 10-2 32 - 1 0 -2 
3 , 141591 20 . 10-2 12 · 10-2 1 1 · 10-2 10 . 10-2 33 . 10-2 1 1 · 10 -1 
3 , 141602 20 . 10-2 12 · 10-2 н . tо -2 12 . 10-2 33 · 10-2 31 . 10 -2 
3 , 141691 20 . 10-2 12 · 10-2 10 . 10-2 11 · 10-2 21 . 10-2 
3 ,142591 20 · 10-2 12 · 10-2 95 · 10-3 71 · 10 -3 17 · 10-2 
3 , 1 51591 20 · 10-2 1 2 · 10-2 87 · 10-3 71 · 10-3 23 · 10-2 
3 , 241 391 20 · 10-2 14 · 10-2 88 · 10-3 72 - 10 -3 22 - 10-2 
'3 ,299797 20 - 10-2 14 · 10-2 88 · 10-3 72 · 10-3 30 · 10-2 
4 , 342868 21 · 10-2 16 · 10-2 89 · 10-3 76 · 10-3 29 · 10-2 
4 ,432867 21 · 10-2 19 · 10-2 95 · 10-3 76 · 10-3 20 · 10-2 
4,441868 21 - 10-2 20 · 10-2 99 · 10-3 77 · 10-3 12 · 10 -2 
4 ,442767 21 . {0-2 20 · 10-2 10 · 10-2 87 - 10 -3 24 · 10-2 
4,442858 21 · 10-2 20 · 10-2 10 · 10-2 1 3 · 10-2 1 3 · 10-2 52 . 10-2 
4,442867 21 · 10-2 2() · 10-2 10 · 10-2 16 - 10-2 1 5 - 10-2 26 · 10-1 
4,442878 21 . 10-2 20 · 10 -2 10 · 10-2 20 · 10 -2 н . fo-z 92 - to-a 
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Т а б л и ц  а 1 .26 (продолжсmm) 

а. 
2 3 4 5 6 

4,442967 21 · 10-2 20 . 10 - 2  10 . 10-2 1 2 · 10-2 15 · 10-2 
4 ,443868 21 · 10-2 20 . 10-2 10 . 10-2 76 . 10 -3 16 · 10-2 
4 ,452868 21 . 10-2 21 · 10-2 1 1 . 10-2 76 · 10 -3 18 · 10-2 
5,341390 21 · 10-2 16 · 10-2  90 · 10 -3 77 · 10-3 1 1 · 10-2 
5,431390 21 · 10-2 16 · 10-2 90 . 10-3 77 · 10 -3 72 · 1 0 -3 
5,440390 21 · 10-2 16 · 10-2 90 · 10 -3 78 · 10 -3 1 1 · 10-2 
5,441290 21 · 10-2 16 · 10-2 90 - 10-3 88 · 10-3 91 · 10-3 
5 ,441 380 21 . 10-2 16 · 10-2 90 · 10-3 13 · 10-2 98 · 10 -3 22 · 1 0-2; 
5,441389 21 · 10-2 16 · 10-2 90 · 10 -3 14 · 10-2 1 1 · 10-2 72 · 10-2 
5,441400 21 - 10-2 16 · 10-2 90 · 10 -3 16 . 10-2 16 · 1 0 -2 1 5 - 10-2 
5,441489 21 · 10-2 16 · 10-2 90 . 10-3 1 2 . 10-2 10 · 10-2 
5,442389 21 · 10-2 16 - 10-2 90 · 10-3 78 · 10 -3 86 · 10 -3 
5,451 389 21 . 10-2 16 · 10-2 90 · 10 -3 77 · 10-3 1 3 . 10-2 
5,541389 21 · 10-2 16 · 10-2 91 · 10 -3 77 · 10 -3 77 · 10 -2 

ные значения и не обнаруживают характерные для вырожденных 
систем <<nилообразные» решения. 

Как уже было сказано, при решении неоднородных граничных. 
за.цач Дирихле и Неймана были использованы шесть различных 
частных решений этих задач 'Фi ( i  = 1 ,  2, 3, 4, 5 ,  6 ) . Это давало· 
возможность проследить, какие коэффициенты с" перед собствен
ными функциями v" получались при различных i. Анализируя 
значения этих коэффициентов, нам не удалось обнаружить на
кую-либо вакономерность их получения. Так, i = 1 и 6j2 = 1 50, 
(j = 5 ) коэффициенты с" ( k = 1 , 2, 3 )  у собственных функциii за
дачи Неймана 

v1 = cos :rtx1 , vz = cos nx2, vз = cos :rtx3 

при а = 3 , 141591  получ.ились равными с1 = 0,04873 + i · 0,05706 ;  
cz  = 0,07542 + i · 0,02810; сз = -0,15376 + i · 0,261 25, а при а =  
= 3, 141602 С ! = 0,28816  + i · 0,04491 ; С2 = -0,05939 · i • 0,0 1 903 ;. 
сз = 0,29494 · i · 0,09663. 

Рассмотрим, к чему привело бы непосредственное применение
алгоритма, описапного в начале настоящего параграфа. Для за
дачи Дирихле при j = 3 число а = 3,299797 дает для детерми
нанта значение 84 · 10-5 1 , а число а = 5 ,441389 - значение 
32 · 10- 1 3• Таким образом, получаем, что детерминант при соб
ственном значении получается значительно больше, чем: при <Zt 
довольно отстоящем от собственного значения. 

В заключение рассмотрим алгоритм нахождения собственных; 
значений, описанный в начале настоящего алгоритма. Может по
казаться, что численные ревультаты ставят под сомнение его 
обоснованность. Так, например , для задачи Дирихле при 6j2 = 96 
функции и а = 9,424776  модуль детерминанта ( 1 .251 ) равен 
33 · 101 1 , хотя последнее слагаемое в выражении для D (j, а ) дае'Р 
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хорошую аппроксимацию (погрешность 14 · 10-3 ) соответствую
щей собственной функции. Рассмотрим более подробно поведение 
:моду:rя детерминанта ( 1 .25 1 ) . В § 1 .3 гл. I показано, что при 
фиксированном а модуль детерминанта асимптотически умень
шается при увеличении его порядка (т .  е . числа 6j2 фундамен
тальных решений, участвовавших в разложении ) . .Это хорошо под
тверждается результатами счета, приведеиными в табл. 1 . 23, 1 .24. 
Так, для задачи Неймана при а = 1 и а = 2,301 275 уменьшение 
модуля детерминанта начинается уже при j = 1. Для других зна
чений а спад модуля детерминанта начинается позже. Что каса
ется поведение модуля детерминанта при фиксированном его 
порядке , то, как уже было сказано, с увеличением а модуль 
растет , исключая окрестности собственных значений. Тщательное 
рассмотрение в этой области показывает, что при j � 3 модуль 
детерминанта ( 1 .25 1 )  для со_?ственного значения а меньше, чем 
для меньшего значения а < а, что явно противоречит указанпоИ 
выше тенденции роста модуля детерминанта с увеличением а. 
Так, для задачи Дирихле и j = 3 модуль детерминанта ( 1 .251 ) 
равен 98 · 1 0- 1 1  при а = 5,431390 и 32 · 10-1 3 при собственном 
.значении а = 5,441389 .  Аналогично, при а =  7,283 184 имеем 
15 . 1 09, а для собственного значения а =  7 ,695296 получаем 
35 . 108 и т. д. 

Таким образом, при реализации алгоритма нахождения соб
ственных значений, описанного в начале данного параграфа, сле
дует ожидать, что уменьшение детерминанта с увеличением его 
nорядка, его общее увеличение с ростом а (исключая окрест
ность собственных значений ) и его уменьшение вблизи собствен
ных значений даст довольно сложную картину и плохую локали
зацию собственных значений. Этот алгоритм опирается на пред
ставление ( 1 .250 ) , где коэффициенты ak не равны тождественно 
нулю. Для его опровержения потребуется предложить, что ak = О, 
т .  е .  что все собственные значения ортогональны ко всем фун
даментальным решениям. Неверность этого предположения сле
дует из малости (порядка 10-7) величины lJ (j, а ) , которую мож
но рассматривать ка� ногрешиость аппроксимации собственной 

N 
функции � ckvk линейной комбинацией фундаментальных peшe

k=l 
ний uj - 'Ф1 (напомним, что 'Фt также является фундаментальным 
решением) . 

�·спех проведеиных в настоящем параграфе численных экспе
риментов определил то обстоятельство ,  что уменьшение модуля 
детерминанта, связанное с приближением к собственному значн
нию, для рассмотренных чисел 6j2 фундаментальных решений, 
во-первых, довольно незначительно и, во-вторых, не сказывается 
существенпо на точности решения соответствующей граничной 
.задачи. Сле.дует однако заметить, что при этом применялись 
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функцианалы ro1 балахова пространства (:метода коллокации) иr 
трудно предположить, каковы будут эти тенденции изменепил 
модуля детерминанта ( 1 .25 1 )  для функцианалов гильбертова про
странства. Для этого следует провести аналогичные численные
эксперименты. 

Представляет интерес выяснение вопроса о том, какие коэф
фициенты ck вырабатываются в процессе вычисления. 

§ 1 . 1 4. Решение линейНЬJХ и нелИIНейвых 
обратных rраничных задач 

При решении многих практических задач возникает необхо
димость решения следующей задачи: по известному решениЮ' 
граничной задачи 

Lu (х ) = f (x) , 
lu l г  = 1\J (y ) , 

x e G , 
( 1 .252}• 

требуется найти некоторые характеристики неизвестной объемноШ 
силы f (x} . Эту задачу, в отличие от задачи ( 1 . 1 ) , ( 1 .2 ) , будек: 
называть обратной граничной задачей. Задачи такого рода осо
бенно часто возникают в геофизике, когда известны следствия: 
и (х ) (геофизические поля } и надо определить причину f (x) ( ис
точники геофизических полей) . Заметим, что поставленнаяr 
здесь задача не является единственной обратной задачей, рас
сиатриваемой для задачи ( 1 .252) . Часто под обратной задачей для: 
оператора L понимается нахождение по решению u (x) некоторых:. 
параметров самого оператора L. 

Задача нахождения f (x) только на основе и (х) является не
корректной в смысле Адамара задачей. Может существовать мно
жество (часто бесконечное ) таких функций f (x) , ·которые с точ
ностью до произвольнаго е >  О дают одно и то же решение и (х) . 
Теория решения таких задач особенпо интенсивно разрабаты
валась в трудах академика А. Н. Тихонова и его школы [ 148] . 
Эти вопросы не будем здесь рассматривать. Приведем лишь не
которые алгоритмы по применению описанных выше способов: 
решения граничных задач для решения обратных задач в линей
ной и нелинейной постановке. 

Пусть объемная сила f (x) имеет вид 

х 
_ {ck при х Е {xk}, 

f ( ) - О при х е;Е {хА}, k = 1 ,  . . .  , N, ( 1 . 253) 

где xk - определенные точки области G, ck - неизвестные т-мер
ные вев:торы (напомним, что т-размерность вектор-функции 
u (x) ) .  Обратную задачу будем называть линейной, если по иа
вестному решению u (x) и в:оординатам точек xk надо определить. 
векторы ck, определяющие интенсивность объемных сил f ( х) -
Координаты точек xk при этом предварительно определяют и� 
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других предпосылок или наблюдений (например, по времени 
«nервых вступлений» действий силы f (x)  в точках х,., как это 
делается в сейсмологии) . Если по заданному решению и ( х ) одно
временно с вектором с,. следует определить и координаты точек х,. 
при фиксированном их числе N, то  такую задачу мы будем на
.зывать слабой нелинейной обратной задачей, в отличие от силь
ной нелинейной обратной задачи, когда наряду с с,. и х,. требу
.етсл определить и N. Обратную задачу будем на.зывать парамет
ризованной, если f (x ) имеет вид 

rде /( х, с1 , • • •  , c'N) - известная функция своих аргументов, а с,. 
(k  = 1 ,  . . .  , N) - подлежащие определению вектор-параметры. 
Параметризованную задачу будем называть линейной (нелиней
.ной ) ,  если функция f (x, с 1 , . . .  , cN ) зависит от параметров с,. 
( k = 1 ,  . . .  , N) линейно (нелинейно ) .  

Рассмотрим обратную задачу в линейной постановке. Подстав
ляя ( 1 .253) в правую часть дифференциального уравневил зада
"'И ( 1 .252) , получаем граничную задачу 

Lи (х) = с,. при х Е {х,.} , х Е G, 

Lи (х) =  О при х ф. {х,.} , 
lи (х ) l г  = '1\J ( y ) . 

( 1 .254) 

Для определения параметров с,. рассмотрим тN + 1 граничных 
;задач: 

Lиki (x ) = О, x E G,  
Lи,.; (х,.) = R;, ( 1 .255 ) 
lи,.; (х ) l г  = О, k = 1 ,  . . .  , N, i = 1 ,  . . . , т ;  

Lи1 (х ) = О, х Е G ,  

lи 1 (х ) l г  = \j) (y ) ,  
( 1 . 256 )  

тде R; - вектор, i-л составляющая которого равна единице, 
.а остальные т - 1 составляющих равны нулю. Очевидно, имеет 
.:место следующее равенство : N т 

и (х) = и1 (х) + � � ckiuk (х) , k=l i=l ( 1 . 257) 

т де cki - i-я составляющая вектора с,.. Если получим ( тN + 1 )  
.функций в правой части ( 1 .257 ) , то в силу постановки линейной 
{)братвой задачи (решение u (x) известно) из ( 1 .257) полу
чаем обычную линейную задачу аппроксимации : найти такие 



156 ·ГЛ. I. МЕТОД РАЗЛОЖЕНИЯ: ПО НЕОРТОГОНАЛЬНЪIМ ФУJПЩИЮI 

коэффициенты, чтобы норма разности 

1 1 и (х) - иl (х) - k�l i�l 
смин (х) 1 1 

достигала минимального значения. Коэффициенты разложения с,.01 

функции и ( х ) - и 1 ( х) по функциям им ( х ) :можно находить из: 
линейной системы 

N т 
� � ckiФi [Щi (х)] = Фj tи (х) - и1 (х) ] , j = 1 , . . .  , mN, ( 1 . 258) 

k=l  i=l 

где roi - первые mN функцианалов из пекоторой тотальной си
стемы линейных функционалов. Выбор этих функцианалов зави
сит от задания решения и (х) . Дело в том, что в практических 
задачах и ( х) заданы в конечном: числе N точек х. (в точках, в .ЕЮ
торых стоят датчики - осциллографы, геофоны и т. п. приборы) .  
Поэтому выбор функцианалов roi ограничен такими функционала
ми, которые требуют знания функции в точках х,  Е G ( функциа
налы метода коллокации, функционалы в конечномерном вектор
ном пространстве и т .  д . )  . Таким образом, решение линейной. 
обратной .задачи сводится к решению линейной системы ( 1 .258) 
и, следовательно, нахождению решения граничных задач ( 1 .255 ) ,. 
( 1 .256 ) . Последняя ничем: не отличается от граничной задачИ' 
( 1 . 1 ) ,  ( 1 . 2 ) , и поэтому для ее приближенного решения можно 
воспользоваться способами из § 1 .2, 1 . 3 .  Что касается решения: 
граничных задач ( 1 .255 ) , то их будем искать в виде 

иh; (х ) = К; (х,., х) + vм (х) ,  ( 1 .259 ; 

где К; (х", х) - i-я вектор-строка матрицы фундаментальных ре
шений К (х,., х) оператора L, а vм (х) является решением следую
щей граничной задачи с однородным дифференциальным урав
нением: 

Lvм (x ) = О, х Е G, lvм (x )  l г = lK; (xk, х ) l г . ( 1 .260)· 
Эта граничная задача также совпадает с граничной задачей: 

( 1 . 1 ) , ( 1 .2 )  и, следовательно, для ее решепил могут быть псполь
аованы методы, описанные в § 1 .2, 1 . 3 .  Таким образом, полу
чаем следующий алгоритм решения линейной обратной за
дачи: решаем граничные задачи ( 1 . 260 ) и ( 1 .256) ; с помощью 
v,., (x )  из ( 1 .259) находим и"; (х ) ,  с помощью последних вычисля
ем элементы матрицы и правые части системы ( 1 . 258) , решение· 
которой даст искомые векторы с,.. 

Рассмотрим теперь линейную параметризованную 
задачу. В этом случае мы имеем граничную задачу 

Lи (x) = j (x, с 1 ,  . . .  , cN ) , x E G, 
lи (х) l г  = � (у ) . 

обратную-

( 1 .261 ) 
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Для определения вектор-параметров с,. рассмотрим граничные 
задачи 

Luki (х) = f (х, l, . . . , l , Ri , I, . . . , / ) ,  х Е G,  k = 1 ,  . . .  , N, 
..______.,_.. ..______.,_.. 

k - 1 N-k 

luk; (x ) l г = O, k = 1 , . . . , N, i = 1 , . . . , m, 
Lu, (х ) = О , 

lu, (x ) l г = 'ljJ (y ) ,  

( 1 . 262) 

( 1 .263 ) 

где через l обозначен т-мерный вектор с нулевыми составляю
щими, а R1 имеет тот же смысл, что и в ( 1 .255 ) . Для решения 
граничных задач ( 1 .262 ) также воспользуемся представленнем 

uki = ffik; (x ) + vki (x ) , 

где ffiм (x ) - какое-либо частное решение уравнения 

Luki = f (x, I, . . . , I, Ri , / ,  . . .  , /) ,  x E G, k = 1 , . . . , N • 
.____..... k-1 N-k 

а vhi ( х ) - решение граничной задачи 

Lvм (x) =  О , х Е G, 

lv,.; (x )  l г = �ffik; (x ) l г .  

Дальнейший ход вычисления вектор-параметров с�<  аналогичен 
рассматриваемому выше случаю решения линейной обратной за
дачи. Для получения ffi11; (x ) можно использовать фундаменталь
ные решения оператора L ( см. ( 1 . 94 )  ) .  

В случае слабой нелинейной граничной задачи вместо систе
мы ( 1 . 258)  получаем довольно сложный нелинейвый функционал, 
который следует минимизировать как по с,., так и по координа
там точек xk. Найдем этот нелинейвый функционал . Для ясности 
изложения будем предполагать, что G - конечная область ( внут
ренняя обратная задача)  с границей Г. Через S обозначим по
верхность, целиком включающую область G, а через { zk}k= -

множество точек, расположенных всюду плотно на S. Решение 
граничной задачи ( 1 .254 ) , в которой координаты точек xk в дан
ном случае неизвестны, опять представим в виде выражения 
( 1 .257 ) , где uki (x )  выражаются через ( 1 .259 ) , а v,.; являются ре
шениями граничных задач ( 1 . 260 ) . Решенин последних предста
вим в виде ряда 

N 

Vki (х) = � as (xki) 'Фв (х) , ( 1 . 264) 
8=1 

где 'ljJ. (х ) - занумерованные с помощью одного индекса фундамен
тальные решения K; (z,., х ) оператора L, a. (xk, i ) - коэффициенты 
разложения функции lК; (xk, у) l г  в виде ряда l'ljJ. (x ) l г .  Они, как 
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уже было сказано в § 1 .3, получаются при решении системы 
N 

� a.(xk , i) ffiJ [ l'Фs (у)] = ffij [ lRi (xk, у)] , j = 1 � . . .  , N, ( 1 . 265) 8=1 
где {t); - линейные функциопалы. Запишем ( 1 .265 ) в матричной 
форме 

А а (х,, i ) = Ь , 

где А - матрица системы ( 1 . 265 ) , а (х,, i ) и Ь - искомый и за
данный векторы. Обозначив элементы обратпой к А матрицы А - l 
через а.; (они не зависят от координат точек X�t) , получим 

N 

a,(xk, i) = � asjffij [ lKi (xk, у)] . j=l 
( 1 . 266) 

Весьма важно с точки зрения численной реализации излагаемо
то алгоритма, что элементы матрицы А-1  могут быть использо
ваны для представления решения всех задач ( 1 .254) . Исполь
зуя формулы ( 1 .259 ) - ( 1 .266) , из ( 1 .257)  получаем 

:и (х) = U1 (х) + 
k
�

l i
�

l 
chi [ Ki (xk , х) + 

+ �1 {i1 a8jffij [ lKi (xk, у)]} 'Фs (х) ] 
Выбрав какую-либо из классических норм фушщиопальпого 
пространства (например, норму в Lz ( G) ) , получаем, что коэффи
циенты c�<,i и координаты точек X�t получаются при мипимиза
ции функционалов 

)\ и (х) - и1 (х) -
k
�

l 
�/ki [ Ki (xk , х) + 

+ 8� {j�l 
asjffij [ lKi (xk, у)] } 'Фs (х) J ll · ( 1 .267) 

В ( 1 .267 ) и (х) - заданная функция (согласно постановке об
ратной задачи) ,  и 1 (Х) - решение прямой задачи ( 1 .256 ) , кото
рое может быть эффективно вычислено, asj - не зависящие от 
C�t; и x l<  числа, 'Ф· (х) - также не зависящие от C�ti и X�t функции. 
Таким образом, если выбрать функционалы Юj и норму 1 1 Н ,  
выражение ( 1 .267)  превращается в обычный нелинейный функ
ционал, для минимизации которого могут быть использованы 
хорошо известные методы минимизации. 

Ниже приводим решения обратных задач для уравнения 
Пуассона Liu ( х) = f ( х) и внешней граничной задачи Неймана ди 1 ди 1 --;:;--- = -3 = 'Ф (у) для полупространства. Обратная задача 
ип в дх в 
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3аключаетсл в следующем. На плоскости х3 = О задана вертикаль
ная производпая 'Ф ( У )  потенциала масс f (x) , заключенных в 
бесr.;онечной полосе, ограниченной плоскостями х3 = - х� 
и х3 = - х� . Поr,роем интерпретируемую полосу ( слой) паралле

-.�"'Iепипеда:ми Gk высотой х� - х� (х� > хП и горизонтальными 
разиерами D. Параметризованнал (но бескопечно:мерная) обрат
ная за,:�;ача заключается в следующем: по известным значениям 
'Ф (У )  определить н:усочно-постоянную плотность масс fя в па
рал:rелепи:педах Gя. Линейная система ( 1 .258 ) , из н: оторой в 

.этом случае следует определять постоянные fk, принимает вид : 
00 

� fkШj [U,� (y) j = Шj [1\J (y) j , j = 1 , 2 , . . . , ( 1 . 268) 
k=l 

rде анаJiити:чесн:ий вид фунн:ций uk (y ) дается n § 2 .27 гл. I I  
(интегродифференцированные фундаментальные решения ;  в част
ности, uk совпадает с интегродифференци:рованным фундамен
тальным решением ')1200 1 ) .  При определенных соотношениях 

3 между вертин:аJiыrыми размерами х2 - х1 , горизонтальными 
3 размерами D параллелепипедов и расстоянием х1 от плосн:ости 

.х3 = О граничных значений до верхней гранипы исс.ледуемого 
слоя бесн:онечная система ( 1 . 268) линейных уравнений стано
вится вполне регулярной [69 ]  и ее можно решать методом ре
дукции ( об этом и физичесн:ом смысле этих обратных задач 
можно узнать из монографии автора.  Приближенные методы ре
шенпя прямых и обратных задач гравиметрии.- М. :  Наука, 
1987 ) . В нижеприводимой табл. 1 .27 даются ногрешиости опре
деления н:усочно-постоянных плотностей fk для следующей физи
ческой: модели. В одном-единственном параллелепипеде задается 
едини чная плотность, во всех оста.льных параллелепипедах плот
ность равна нулю. Гравитирующий параллелепипед соответствует 
первому числу первой строн:и н:аждого из пяти случаев табл. 1 .27 .  
Каждый случай содержит погрешности определения постоянных 
nлотностей в гравитирующем и в 35 ближайших параллелепипе-
дах. Во всех пяти случаях D = 1 и х; - х� = 2 , а х� меняJiся от 
-0,01  ( случай а ) до -5 ( случай е ) . Погрешности умножались 
на 1 05 ( случаи а и Ь )  , на 104 ( случай с ) . Для случаев d и с 

даны значения погрешностей без изменения. Анализ табл. 1 .27 
показывает, что чем выше от исследуемого слоя находятся ин
терпретируемые значения ')1 ( у ) , тем хуже решается соответ
ствующая параметризованная линейная обратная задача. В тех 
случаях, rюгда погрешности были больше 100, в табл. 1 .27 пи
шется СИМВОЛ оо .  



Г Л А В А  I1  
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ 

И ИНТЕГРИРОВАННЫЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 

НЕКОТОРЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ 

§ 2. 1 .  Дифференциальное уравнение Лапласа 

Дифференциальный оператор Лапласа имеет вид 
дz az дz 

L = А = (дх1)2 + (дх2)2 + (дх3)2 · 

Оператор l в граничных условиях задачи ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 )  для 
дифференциального уравнения Лапласа в общем случае имеет вид 

д д д l = a1 (y) + а2 (у) -1 + а3 (у) -2 + а4 (у) -8 , (2 . 1 )  ду ду ду 
где CXt (Y)  ( i  = 1 ,  2, 3, 4) - функции, заданные на границе Г . 
В этом случае искомая функция в граничной задаче ( 1 . 1 ) , ( 1 .2) 
скалярна. 

Фундаментальные решения "Фя ( х)  даются формулой 
1 'Фk (х) = r (zk , х) ' (2 .2) 

где zk = (z�, z�. z�) - точн:и, расположенные всюду плотно на rl 
(рис. 1 ) , а 

r (zk , х) = VCz� - х1)2 + ( z� - х2 )2 + (z� - хз )2 

(здесь и всюду в дальнейшем) - расстояние между фиксирован
ной точкой z11. и переменной точкой х = (х 1х2х3 ) .  

Формулы ( 1 . 2 1 )  и ( 1 .22)  , существенно использующиеся во 
втором способе решения граничных задач методом разложения 
по фундаментальным решениям, представимы соответственно 
в виде 

1 s �  [ д 1 1 д J и х = - - - -- и - -- - и  dS ( ) 4л дпу r (х, У) (у) r (х , у) дпу (у) У • 
r 

XE G, 

0 = S S [ д�Y r (:, у) и (у) - r (z\) д�У и (у)] dSу, 
1 1 М А Алексидзе 

(2 .3) 

z ф G, (2 .4) 
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где д/дп11 означает пронаводную по внешней нормали к поверх
ности G в точке у е Г.  В дальнейшем индекс у будем опускать. 
Формулы (2 .3 )  и (2 .4 )  известны под названием основпых фор
мул теории гармонических функций. Иногда (например, [88] ) 
равенства (2 .3 ) , ( 2.4) называют третьими ранепетвами Грина. 
Вообще говоря, в правой части формулы (2 .2) может еще 
стоять произвольпая гармоническая по х функция qJ (z, х) ,  не
прерывная вместе со своими первыми проиаводными. Ясно, что 
функции -(1 ) и [-( 1 ) + qJ (z, x) J одновременно будут удов-r z, х r z, х 
летворять формуле ( 1 .94) . 

'У словил сопряжения для внутренних траниц имеют вид 

и' (х) \гвн = и" (х) lгвн ' с1 :n и' (х) \гвн = с2 :n и" (х) \гвн ' (2.5) 

где с 1  и с2 - константы, характеризующие две различные среды 
по обе стороны внутренней границы Г n в ·  

§ 2.2. Дифференциальное уравнение Лапласа 
в плоском случае 

Оператор Лапласа в плоском случае имеет вид 
д2 д2 

L = Д = (дх1)2 + (дх2)2 • 

Оператор граничных условий в общем случае - впд д д 
l = сх1 (у) + СХ2 (у) -1 + сх3 (у) -• .  ду ду" 

Фундаментальные решения даются формулой 

"Фя (x) =ln r (zя, х) , 
или 

- 'Фk (х) = ln 
1 

r (zk , х) 
Формулы (2 .3 ) , (2 .4) принимают соответственно вид 

и (.х) = - -21 r [-ад ln r (х, у) и (у) - ln r (х, у) ;- и (у)] dSy. л . J � � г 
X EG; 

0 = r [_дд ln r (z ,  y) u (y) - ln r (z, y) -/- и (y)] dsy, .J ny ny z ф. G . 
г 

'У словил сопряжения на внутренних границах выражаются 
теми же формулами (2 .5 ) . 
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Частное решение плоского неоднородного уравнения Лапла
са (уравнение Пуассона) с полиномиальной правой частью 

n n 
f (х) = � � aiJ ('3:1)

i (х2/ i=O }=O 
дается формулой 

ro (x) - -1- а � � а . .  
[ n n 

- а + Ь ... ... �3 
( - 1 ) [}/2 ] 

( '  + 2 ) ( ' + 1 )  J Pi +J+ 2 ,i (х} + 

где 

i=O }=О � � ci+}+2 
� ,., ( - 1 ) [i /2 j -
n n 

] + Ь � f=o aiJ (i + 2) (j + 1 ) cf+J+2 Pi +J H ,i (х) 

р . . . (х) _ [� ] ( 1 )kc�kt{i/2} (xl)i +J+2-2k-{}/2} (x2)2k+{if2} �+J +2 ,J - ""-� - �+J+2 ' k=O 
- [i/2 ] { '  } '/ } . . k { '/ } +  р .  . . (х) _ � ( 1 )k c�kt �12 (x1)2k+{� 2 (x2)� +J-2 - � 2 2 1 +J +2 ,t - ""-� - � +J +2 ' k=O 

символ { i/2} обозначает остаток деления i на 2, т. е. 1 при не
четном i и О при четном i, [k] обозначает целую часть числа k, 
а и Ь - произвольвые конечные числа, не равные одновремен .. 
но нулю. 

Частное решение для уравнения с правой частью 

равно 

n n 

f (х) = � � aiJ sin (bix1 + ci) sin (d;x2 + е3) 
i=o J=o 

n n 

(1) (х) = - � � aij (Ь� + dj )- l  Sill (bixl + Ci) sin (djX2 + е3} , 
i=o J=o 

а для уравнения с правой частью 

равно 

n k 1 2 
f ( ) _ � � . . 

ЬjХ +cjX 
х - "'" ""-� а�3 е , i=O }=O 

n n � � а . . Ь ·х1 +с ·х2 ( ) � �J J J ro х = _. ( 2 2 )  е ' 
i=o J=o bi + cJ 

где a;j, Ь;, с;, di и ei - заданные числа. 
н• 
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§ 2.3. Уравнение Гельмгольца (волновое уравнение) 

Оператор Гельмгольца имеет вид 
д2 дi д2 

L = /:i + k2 = (дх1)2 + (дх2)2 + (дх3)2 + k2 , 

Оператор l граничных условий в задаче ( 1 . 1 } , ( 1 . 2 )  дается 
формулой (2 .2 ) . Фундаментальные решения -ф��. (х) имеют вид 

-ikr(zk,X) 
'Фk (х) = е r (zk , х) ' 

где i = 1' - 1 .  
Формулы ( 1 .2 1 ) , ( 1 .22 } , которые в этом случае часто назы

вают формулами Кирхгофа или принципом Гюйгенса, предста
вимы соответственно в виде 

1 r s [ д e-ikr(x,y) e-ikr(x ,y) д ] и (х) = - 4зt J и (у) дп r (х , у) -
r (х, у) дп 

и (у) dSy, 
г 

S S [ д e-ikr(x,y) e-ikr(z,y) д ] О = и (у} дп r (z, у) - r (z ,  у) дп и (у) dSy , 
г 

z ф. G. 

§ 2.4. Уравнение Rлейна - Гордона 

Оператор L имеет вид 
д2 д2 д2 

L = /:i - k2 = (дх1)2 + (ах2)2 + (дхз)2 - k2 , k,2 > О. 

Оператор l в граничных условиях ( 1 . 2 )  дается формулой (2 . 1 )  
Фундаментальные решения 'Фя (х) имеют вид 

-kr(zk ,x) 
'Фk (.х) = 

e
r (zk , х} .  

Формулы ( 1 .2 1 )  , ( 1 .22)  записываются соответственно 

1 r s [ д e-kr(x,y) e-kr(x,y) д 1 
и (х) = - 4л 1 и (у) дп r (х , у) - r (х, у) дп и (у) J dSy, 

г S S [ д e-kr(z ,y) e-kr(z, y) д ] О = и (у} - дп r (z , у) - r (z ,  у) дп и (у) dSy, 
г 

Фундаментальные решения для уравнения 

/:iu - и = О 

z фG. 
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в плоеном случае получены Пииаром (см. [39] ) и имеют вид 
-1  

1 s /(zk ,x) t 
'Ф�t (х) = 2 

V 
dt. n t2 - 1 - оо  

Получим из уравнения распространения волн в пространст
ве ( §  1 . 1 2 )  2 д и (�, t ) = a2ilи (х, t) + F (х, t) , дt 
где F (х, t) - плотность действующей силы, а2 = k/p, k - модУЛЬ 
Юнга, р - плотность, х - точна рассматриваемого тела, t - вре
мя, одно общее уравнение, частными случаями ноторого явлв
ются уравнения Гельмгольца и Клейна - Гордона. 

Пусть F (x, t ) = F (x) e'' , где т = a. + iro. Если решение урав· 
пения распространения волн будем иснать в виде и (х, t) = и (х) е�r, 
получим для фуннций и (х) уравнение 

't2е' 'и (х) =a2e'1ilи (x) + F (х) е'1 , 

или, сонращая на е'' ,  

a2Jlи (x) - ,;2и (х) + F (х) = О. 

Из последнего уравнения при 't = iro получаем неоднородное 
уравнение Гельмгольца 

002 
ilи (х) + 2 и (х) + F (х) = О, 

а 

а при 't = а. - неоднородное уравнение Клейна - Гордона 
а2 

ilи (х) - 2 и (х) + F (х) = О. 
а 

Заметим, что уравнение Клейна - Гордона является реалънЫII, 
и его решение та:nже реально. Уравнение Гельмгольца явлвет
ся реальным, но его решение уже номплексно. Однородное 
общее уравнение 

,:. 
ilи (x) - 2 и (х) = О  

а 

является комплексным : 
а2 - оо2 ооа !1и1 (х) - -2- и1 (х) + 2 2 и2 (х) = О, 

а а 

а2 - оо2 ооа 
ilи2 (х) - 2 и2 (х) - 2 2 и1 (х) = О , 

а а 

и его решение и (х) = и 1 (х) +  iи2 (х) также комплексно .  Мож
но непосредственно проверить, что фундаментальное решение 
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общего уравнения имеет вид 

_..!.r(x у) а ' 

'Ф (..с, у) = е r (х , у) • 

Приведем результаты решения двух граничных задач для 
уравнения Rлейна - Гордона. В первом случае G является 
однородной единичной сферой и граничные условия имеют вид 

и \r = ехр {Л �6 sin Q sin (ер + � ) + VЗ cosQ} . 

при Л = О, 1 .  Нетрудно проверить, что точное решение рассма
триваемой граничной задачи имеет вид 

�: (xl+x2+x3) 
и = е 3 

Для решения этой граничной задачи применялись 50 фунда
ментальных решений, равномерно расположенных на вспомога
тельной сфере радиуса r = 2,5 . Для аппроксимации граничных 
условий применялея метод коллокации. Узлы коллокации так
же равномерно расположены на поверхности основной единич
ной сферы. Решение и получалось с помощью Пакета приклад
ных программ. Погрешность решения линейной системы урав
нений (невязки в узлах коллокации) не превосходит величины 

5о 

10-5 ( табл. 2 . 1 ) . Отклонения приближенного решения � ak 'l!<k k=l 
от точного и, вычисленные ( табл. 2 .2 )  в 50 граничных точках 
(посередине узлов коллокации) и в 100 внутренних ТОЧI{аХ 
(табл. 2.3 и 2 .4) области G, не превышали 10-4. 

Вторая граничная задача относится к кусочио-однородной 
среде . Здесь точное решение неизвестно, и погрешность контро
лирова.:тась лишь Проверкой граничных условий. Эта задача 
также решалась с помощью Пакета прикладных программ 
(точнее ,  расширением Пакета прикладных программ для реше
ния трехмерной контактной граничной задачи, описанного для 
уравнения Лапласа. В настоящее время такое расширение ра
ботает и для уравнения Rлейна - Гордона) . Rонечная кусочио
однородная область, для которой ищется решение задачи Ди
рихле для уравнения Rлейна - Гордона, ограничена (рис. 9 )  
поверхностью Го двуосного эллипсоида с полуосями 10,5 и 5 
с центром в начале координат. Внутри эллипсоида расположено 
сферическое кольцо с центром в точке ( -4, О, О )  и внешним 
радиусом (поверхность Г 1 ) R 1 = 3 и внутренним радиусом (по
верхность Г2 ) R2 = 1 . !\роме этого тела внутри основного эл
липсоида имеется еще одно включение в виде сферы радиуса 
Rз = 3 (поверхность Гз) с центром в точке ( 4, О, О) . Такое 
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Т а б л и ц  а 2.1 

N х• х' и 

"""1 
1 0 ,2930 0,0955 0 ,9512 1 ,0805 1 ,0805 
2 0 , 181 6 0 ,2500 0 ,9512 1 ,0831 1 ,0831 
3 -0,0000 0,3090 0 ,9512 1 ,0755 1 ,0755 
4 -0,1816 0 ,2500 0 ,9512 1 ,0606 1 ,0606 
5 -0,2939 0 ,0955 0 ,9512 1 ,0444 1 ,0444 
6 -0,2939 -0,0955 0 ,9512 1 ,0330 1 ,0330 
7 -0,1816 -0,2500 0 ,9512 1 ,0304 1 ,0304 
8 0,0000 -0,3090 0 ,9512 1 ,0378 1 ,0378 
9 0 , 1816 -0,2500 0 ,9512 1 ,0523 1 ,0523 

10 0 ,2939 -0,0955 0 ,9512 1 ,0686 1 ,0686 
1 1  0 ,7694 0 ,2500 0 ,5878 1 ,0972 1 ,0972 
12  0 ,4755 0,6545 0 ,5878 1 ,1043 1 ,1043 
13  -0,0000 0,8090 0 ,5878 1 ,0840 1 ,0840 
14 -0,4755 0 ,6545 0 ,5878 1 ,0453 1 ,0453 
15  -0,7694 0 ,2500 0 ,5878 1 ,0040 1 ,0040 
16  -0 ,7694 -0,2500 0 ,5878 0 ,9754 0 ,9754 
1 7  -0,4755 -0,6545 0 ,5878 0 ,9692 0 ,9692 
18 0 ,0000 -0,8090 0 ,5878 0,0873 0 ,9873 
1 9  0 ,4755 -0,6545 0 ,5878 1 ,0239 1 ,0239 
20 0 ,7694 -0,2500 0 ,5878 1 ,0660 1 ,0660 
21 0 ,9511 0 ,3090 0,0000 1 ,0755 1 ,0755 
22 0 ,5878 0,8090 -0,0000 1 ,0840 1 ,0840 
23 -0,0000 1 ,0000 -0,0000 1 ,0594 1 ,0594 
24 -0,5878 0 ,8090 -0,0000 1 ,0128 1 ,0129 
25 -0,9511 0 ,3090 -0,0000 0 ,9636 0 ,9636 
26 -0,951 1 -0,3090 -0,0000 0 ,9298 0 ,9298 
27 -0,5878 -0,8090 -0,0000 0 ,9225 0 ,9225 
28 0.0000 -1 ,0000 -0,0000 0 ,9439 0 ,9439 
29 0 ,5878 -0,8090 -0,0000 0 ,9873 0 ,9873 
30 0,9511 -0,3090 -0,0000 1 ,0378 1 ,0378 
31 0 ,7694 0 ,2500 -0.5878 1 ,0252 1 ,0252 
32 0 ,4755 0 ,6545 -0 ;5878 1 ,0318 1 ,0318 
33 -0,0000 0,8090 -0,5878 1 ,0128 1 ,0129 
34 -0,4755 0 ,6545 -0,5878 0 ,9767 0 ,9767 
35 -0,7694 0 ,2500 -0,5878 0 ,9381 0 ,9381 
36 -0,7694 -0 ,2500 -0,5878 0,9114 0 ,9114 
37 -0 ,4755 -0,6545 -0,5878 0 ,9056 0 ,9056 
38 0 ,0000 -0,8090 -0,5878 0 ,9225 0 ,9225 
39 0 ,4755 -0,6545 -0,5878 0 ,9567 0 ,9567 
40 0 ,7694 -0,2500 -0,5878 0 ,9961 0 ,9961 
41 0 ,2939 0 ,0955 -0,9512 0 ,9681 0 ,9681 
42 0 . 1816 0 ,2500 -0,9512 0 ,9704 0 ,9704 
43 -0,0000 0 ,3090 -0,9512 0 ,9636 0 ,9636 

44 -0,1816 0 ,2500 -0,9512 0 ,9503 0 ,9503 

45 -0,2939 0 ,0955 -0,9512 0 ,9358 0 ,9358 

46 -0,2939 -0 ,0955 -0,9512 0 ,9255 0 ,9255 

47 -0,1816 -0,2500 -0,9512 0 ,9233 0,9233 

48 0 ,0000 -0,3090 -0,9512 0 ,9298 0,9298 

49 0 , 1816 -0,2500 -0,9512 0 ,9428 0,9428 

50 0 ,2939 -0,0955 -0,9512 0 ,9575 0 ,9575 



{68 ГЛ. II. ИНТЕГРИРОВАННЫЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 

Т а б л и ц  а 2 . 2  

N х' и и 

1 0 ,3090 0,0 0 ,9512 1 ,0755 1 ,0755 
2 0 ,2500 0 , 1816 0,9512 1 ,0331 1 ,0331 
3 0,0955 0 ,2939 0 ,9512 1 ,0805 1 ,0805 
4 -0,0955 0 ,2939 0 ,9512  1 ,0686 1 ,0686 
5 -0,2500 0 , 1816 0 ,9512 1 ,0523 1 ,0523 
6 -0,3090 -0,0000 0 ,9512 1 ,0378 1 ,0378 
7 -0,2500 -0,1816 0 ,9512 1 ,0304 1 ,0304 
8 -0,0955 -0,2939 0 ,9512 1 ,0330 1 ,0330 
9 0,0955 -0,2939 0 ,9512 1 ,0444 1 ,0444 

10 0 ,2500 -0,1816 0,9512 1 ,0606 1 ,0606 
11 0,0090 0 ,0 0 ,5878 1 ,0840 1 ,0840 
12 0 ,6545 0 ,4755 0 .5878 1 , 1042 1 , 1043 
13 0 ,2500 0 ,7694 0 ,5878 1 ,0972 1 ,0972 
14 -0,2500 0 ,7694 0 ,5878 1 ,0606 1 ,0606 
15 -0,6545 0 ,4755 0 ,5878 1 ,0239 1 ,0239 
16 -0,8090 -0,0000 0 ,5878 0 ,9873 0 ,9873 
17 -0,6545 -0,4755 0 ,5878 0 ,9692 0,9692 
18 -0,2500 -0,7694 0 ,5878 0,9754 0 ,9754 
19  0,2500 -0,7694 0 ,5878 1 ,0039 1 ,0040 
20 0 ,6545 -0 ,4755 0 ,5878 1 ,0453 1 ,0453 
21 1 ,0000 0,0 -0,0(100 1 ,0594 1 ,0594 
22 0 ,8090 0 ,5857 -0,0000 1 ,0839 1 ,0840 
23 0 ,30\Ю 0 ,9511 -0,0000 1 ,0754 1 ,0755 
24 -0,3090 0 ,9511 -0,0000 1 ,0377 1 ,0378 
25 -0,8090 0 ,5378 -0,0000 0 ,9873 0 ,9873 
26 -1 ,0000 -0,0000 -0,0000 0 ,9439 0 ,9439 
27 -0,8090 -0,5878 -0,0000 0 ,9225 0 .9225 
28 -0,3090 -0,9511 -0,0000 0 ,9298 0 ,9298 
29 0,3090 -0,9511 -0,0000 0 ,9636 0 ,9636 
30 0 ,8090 -0,5878 -0,0000 1 ,0128 1 ,0129 
31 0 ,8090 0 ,0 -0,5878 1 ,0128 1 ,0129 
32 0 ,6545 0 ,4755 -0,5878 1 ,0318 1 ,0318 
33 0 ,2500 0 ,7694 -0,5878 1 ,0252 1 ,0252 
34 -0,2500 0 , 7694 -0,5878 0 ,9960 0 ,9961 
35 -0,6545 0 ,4755 -0,5878 0 ,9567 0 ,9567 
36 -0,8090 -0,0000 -0,5878 0 ,9225 0 ,9225 
37 -0,6545 -0 ,4755 -0,5878 0 ,9056 0 ,9056 
38 -0,2500 -0,7694 -0,5878 0,9114 0 ,9114 
39 0,2500 -0,769� -0,5878 0 ,9381 0 ,9381 
40 0 ,6545 -0,4755 -0,5878 · 0 ,9767 0 , 9767 
41 0 ,3090 0,0 -0,9512 0 ,9636 0 , 9636 
42 0,2500 0 , 1816 -0,9512 0 .9704 0 ,9704 
43 0,0955 0 ,2939 -0,9512 0 ,9681 0 ,9681 
44 -0,0955 0 ,2939 -0.9512 0 ,9575 0 ,9575 
45 -0,2500 0 , 1816 -0,9512 0 ,9428 0 ,9428 

46 -0,3090 -0,0000 -0,9512 0 ,9278 0 ,9298 

47 -0,2500 -0,1816 -0,9512 0 ,9233 0 ,9233 

48 -0,0955 -0,2939 -0,9512 0 ,9255 0 ,9255 

49 0 ,0955 -0,2939 -0,9512 0 ,9358 0 ,9358 

50 0 ,2500 -0,1816 -0,9512 0 ,9503 0 ,9503 
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Т а б л и ц  а 2.3 

N х' х' lt 

1 _(),1469 -0,0477 0 ,4758 1 ,0394 1 ,0395 
2 0 ,0908 0 , 1250 0 ,4758 1 ,0407 1 ,0407 
3 -0,0000 0 , 1545 0 ,4758 1 ,0370 1 ,0371 
4 -0 ,0908 0 , 1250 0 ,4758 1 ,0298 1 ,0299 
5 -0, 1469 0 ,0477 0 ,4758 1 ,0219 1 ,0220 
6 -0,1469 -0,0477 0,4758 1 ,0163 1 ,0164 
7 -0,0908 -0,1250 0,4758 1 ,0151 1 ,0151 
8 0,0000 -0,1545 0.4758 1 ,0186 1 ,0187 
9 0 ,0908 -0,1250 0 ,4758 1 ,0257 1 ,0258 

10 0 ,1469 -0 ,0477 0 ,4758 1 ,0337 1 ,0338 
1 1  0 ,3847 0 , 1250 0 ,2941 1 ,0474 1 ,0475 
12  0 ,2378 0 ,3273 0 ,2941 1 ,0508 1 ,0509 
13 -0,0000 0 ,4045 0 .2941 1 ,0411 1 ,0412 
14 -0,2378 0 ,3273 0 ,2941 1 ,0223 1 ,0224 
15 -0,3847 0 ,1250 0 .2941 1 ,0019 1 ,0020 
16 -0,3847 -0,1250 0,2941 0,9876 0 , 9876 
17  _(),2378 -0,3273 0,291;1 0 ,9844 0 , 9845 
18  0,0000 -n,4045 0 , 2941 0,9936 0 ,9936 
1 9 (),2::\78 -0.3273 0 ,294 1 1 ,01 18  1 ,0119 
20 0 .3847. -0,1250 0 ,2941 1 ,0324 1 ,0325 
21 0 .4755 0 , 1 545 -0 ,0000 1 ,0370 1 ,0370 
22 0 ,2939 0 ,4045 -0,0000 1 ,0411 1 ,0411 
23 -0.0000 0 ,5000 -0,0000 1 ,0292 1 ,0293 
24 -0,2939 0,4045 -0,0000 1 ,0064 1 ,0064 
25 -0,4750 0 , 1 545 -0,0000 0 ,9816 0,9816 
26 -0,4755 -0,1545 -0,0000 0 ,9642 0 ,9643 
27 -0,2939 -0,4045 -0,0000 0 ,9604 0, 9605 
28 0 ,0000 -0,5000 -0.0000 0,9715 0 ,9715 
29 0 ,2939 -0,4045 -о;оооо 0,9936 0 ,9936 
30 0 ,4755 -0,1545 -0,0000 1 ,(1187 1 ,0187 
31 0 ,3847 0 , 1250 -0,2941 1 ,0125 1 ,0125 
32 0,2378 0 ,3273 -0,2941 1 ,0157 1 ,0158 
33 -0,0000 0 ,4045 -0,2941 1 ,0063 1 ,0064 
34 -0,2378 0 ,3273 -0,2941 1 , 9882 1 ,9883 
35 -0,3847 0 , 1250 -0,2941 0 ,9685 0 ,9685 
36 -0,3847 -0,1250 -0,2941 0 ,9546 0,9547 
37 -0,2378 -0,3273 -0,2941 0 ,951 6 0 ,9516 
38 0,0000 -0,4045 -0,2941 0,9604 0,9605 
39 0 ,2378 -0,3273 -0,2941 0,9781 0,9781 
40 0 .3847 -0,1250 -0,2941 0 ,9980 0 ,9980 
41 0 , 1469 0 ,0477 -0,4758 0 ,9839 0,9839 
42 0,0908 0 , 1250 -0,4758 0 , 9851 0 , 9851 
43 -0,0000 0 , 1545 -0,4758 0,9816 0,9816 

44 -0,0908 0 , 1250 -0,4758 0 ,9748 0 ,9748 

45 -0 , 1469 0 ,0477 -0,4758 0,9673 0 ,9673 
46 -0, 1469 -0,0477 -0,4758 0,9620 0, 9620 

47 -0,0908 -0,1250 -0,4758 0 ,9608 0 ,9609 

48 0,0000 -0,1545 -0,4758 0 ,9642 0 ,9643 

49 0 ,0908 -0,1250 -0,4758 0,0709 0 ,9710 

50 0 , 1469 -0,0477 -0,4758 0 ,9784 0 , 9785 
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Т а б л и ц  а 2 .4 

N х' и и 

1 0 , 1545 0,0 0 ,4758 1 ,0370 1 ,0371 

2 0 ,1250 0 ,0908 0 ,4758 1 ,0407 1 ,0407 

3 0 ,0477 0 , 1469 0 ,4758 1 ,0394 1 ,0395 
4 -0,0477 0 , 1469 0 ,4758 1 ,0337 1 ,0338 
5 -0,1250 0,0908 0 .4758 1 ,0257 1 ,0258 
6 -0,1545 -0,0000 ОА758 1 ,0186 1 ,018"/ 
7 -0,1250 -0,0908 0 ,4758 1 ,0150 1 ,0151 
8 -0,0477 -0,1 469 0 ,4758 1 ,0163 1 ,0164 
9 0 ,0477 -0,1469 0 ,4758 1 ,0219 1 ,0220 

10 0 ,1250 - 0,0908 0 ,4758 1 ,0298 1 ,0299 
11 0 ,4045 0,0 0 ,2941 1 ,0411 1 ,0412 
12 0,3273 0 ,2378 0 ,2941 1 ,0508 1 ,0509 
13 0 , 1250 0 ,3847 0 ,2941 1 ,0474 1 ,0475 
14 -0,1250 0 ,3847 0 ,291!1 1 ,0324 1 ,0325 
15  -0,3273 0 ,2378 0 ,2941 1 ,01'18 1 ,0119 . 
16 -0 ,4045 -0,0000 0 ,2941 0 ,9936 0 ,9936 
1 7  -0,3273 -0,2378 0 ,2!)41 0 ,9844 0 ,9845 
18 -0,1250 -0,3846 0 ,291 4 0 ,9876 0 ,9R76 
19 0 , 1250 -0,3847 0 ,2941 1 ,0019 1 ,0020 
20 0 ,3273 -0,2378 0 ,2941 1 ,0223 1 ,0224 
21 0,5000 0 ,0 -0,0000 1 ,0292 1 ,0293 
22 0,4045 0 ,2939 -0,0000 1 ,041 1  1 ,0411 
23 0 ,1545 0,4755 -0,0000 1 ,0370 1 ,0370 
24 -0,1545 0 ,4755 -0,0000 1 ,0187 1 ,0187 
25 -0,4045 0 ,2!)39 -0,0000 0 ,9936 0 ,9936 
26 -0,5000 -0,0000 -0,0000 0,9715 0,9715 
27 -0,4045 -0,2939 -0,0000 0 ,9604 0 ,9605 
28 -0,1545 -0,4755 -0,0000 0 ,9642 0 ,9643 
29 0 ,1545 -0,4755 -0,0000 0 ,9816 0 ,9816 
30 0,4045 -0,2939 -0,0000 1 ,0064 1 ,0064 
31 0,4045 0,0 -0,2941 1 ,0063 1 ,0064 
32 0,3273 0 ,2379 -0,2941 1 ,0157 1 ,0158 
33 0 ,1250 0 ,3847 -0 ,2941 1 ,0125 1 ,0125 
34 -0,1250 0 ,3847 -0,2941 0 ,9980 1 ,9980 
35 -0,3273 0 ,2378 -0,2941 0 ,9781 0,9781 
36 -0,4045 -0,0000 -0,2941 0 ,9004 0 ,9005 
37 -0,3273 -0,2378 -0,2941 0 ,8516 0 ,9516 
38 -0,1250 -0,3847 -0,2941 0 ,9546 0 ,9547 
39 0 ,1250 -0,3847 -0,2941 0 ,9685 0 ,9685 
40 0,3273 -0,2378 -0,2941 0 ,9882 0,9883 
41 0 ,1545 0,0 -0,4758 0 ,9816 0 ,9816 
42 0 ,1250 0 ,0908 -0,4758 0 ,9851 0 , 9851 
43 0 ,0477 0 , 1469 -0,4758 0 ,9839 0 ,9839 

44 -0,0477 0 ,1469 -0,4758 0 ,9784 0 ,9785 

45 -0,1250 0 ,0908 -0,4758 0 ,9709 0,9710 

46 -0,1545 -0,0000 -0,4758 0 ,9642 0 ,9643 

· 47 -0,1250 -0,0908 -0,4758 0 ,9608 0 ,9609 

48 -0,0477 -0,1409 -0,4758 0,9620 0 ,9620 

49 0,0477 -0,1469 -0,4758 0 ,9673 0 ,9673 
5О 0 ,1250 -0,0908 -0,4758 0 ,9748 0,9748 
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многосвязанное Бусочио-однородное тело было выбрано для 
иллюстр ации богатых возможностей Пакета прикладных 
программ. На рпс . 9 дано меридиональное сечение рассматри
ваемого те;rа .  

Граничные условия имеют вид 
и \г0 = 1 ,  и lг2 = 0,5 .  

Условия сопряжения заданы на поверхностях Г , и Г3 

т.t \ + = u i  _ ,  

Гз Гз 

д
и ' - 2  

д
и 1 дп + - дп - '  гl гl 

Согласно алгоритму § 1 . 1 2  решение в каждой из трех одно
родных областей Go ( ограниченной поверхностями Го, Г 1 и Гз) , 

!J 

х 

Рис. 9 

G1 ( ограниченной поверхностями Г ,  и Г2) и G2 (ограниченной: 
поверхностью Г3) представлено отдельными рядами 

Вспомогательные точки Pii (i = О, 1, 2 } , определяющие 
фундаментальные решения '1\Jk;, брались на поверхности So эл
липсоида с центром в начале координат и полуосями ( 20, 10 ,  10) , 
на поверхности S1 сферы -с центром в точке (-4, О, О) радиуса 
R1 = 2 ,  на поверхности 82 сферы с центром в точке (4, О, О} 
радиуса Rs = 2 для области Go, на поверхности сферы Sз с 
центром в точке ( -4, О, О ) радиуса R6 = 4, на поверхности сфе
ры S4 с центром в точке ( -4, О, О) радиуса R1 = 0,5 для области 
G 1 , на поверхности сферы Ss с центром в точке ( 4, О, О) ра
диуса R8 = 4 для области G2 • Пакет прикладных программ полу� 
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чает коэффициенты разложения, состоящие из трех групп 
а�•> , а}Р .  а�2 > ,  представляющие решение и в области G, и1 - в об .. 
.пасти G1 и и2 - в области G2. Во всех приведеиных ниже слу
чаях No = 18 ,  N1 = 32 и N2 = 1 6. При фиксированных вспомо
гательных поверхностях и числе членов разложения точность 
найденного решения (которая контролировалась путем: провер 
ки граничных условий и условий сопряжения) существенно за
висит от коэффициента k2 = Л , стоящего в уравнении :Клейна -
Гордона перед фующией и. Расс:м:атривались значения ').. = 10-4; 

Т а б л и ц а 2 .5  

г. г. г. г. г, г, 
10-4 10-5  o , o2 Jo , oo 1  о , ооа o , o4 lo . o4 о , о8 !о . 1  1 0 -4 0 , 08 1 0 -4 0 , 07 
0,1 10-о о . от ОО30 , 007 о . от оо о . от оо 10-3 о,  1 2  6 · 10-4 0 , 03 
0,3 10-• 0 , 07 0 ,02 0 , 08 0 , 07 0 , 09 0 , 05 0 , 08 з . 1о-s 0 , 1 8 2 · 10-3 0 , 14 
0,9 4 · 10-• 0 , 04 0 ,07 0 ,09 0 , 02 0 , 02 i0 , 06 0 , 05 4 · 10-2  0 , 21 8 · 1 0 -3 0 , 37 
1 , 1  6 · 10-5 0 , 06 0 ,09 0 , 1  0 , 03 0 , 03 0 , 04 0 , 04 9 · 10-2  0 , 35 2 · 10-l 0, 41 

f0- 1 ;  0,3; 0,9 ; 1 , 1 ;  2 .  При увеличении ').. результаты ухудшают
ся. При ').. = 2 результаты были явно неудовлетворительны:м:и: 
и они не приводятся в табл. 2 .5 .  В первом: столбце последней 
даны значения Л, во втором: и третьем: - максимальные откло
нения решения от 1 на поверхности Г в точках коллокации и 
посередине их, в четвертом и пятом- (mах и1 lг2 - 0 ,5 ) в узлах 
коллокации и посередине их, в шестом: и седьмом: - модули раз
ностей сопряжения для самих функций (uo - и2 ) Г 1 , в следую
IЦИХ двух столбцах даны в узлах коллокации и посередине их 
модули разностей сопряжения нормальных производных на 

1 ди д
и 1 поверхности Г1 max дпо - дп1 г1 и в последних двух столбцах -

модули разностей сопряжения в нормальных производных на 
поверхности Гз. 

§ 2.5. Уравнение теплопроводности 

Оператор L имеет вид д [ д д2 д2 ] д 
L = а2� - дt = а2 (дх1)2 + (дх2)2 + (дх3)2 - дt" 

. Если искомая функция и (х) в уравнении ( 1 . 1 )  есть темпе
ратура в точке М (х 1х2х3) в :м:о:м:ент времени t, то в этом: случае 
а2 = k/ ( ер ) ,  где р - плотность, с - коэффициент удельной теп
дое:м:кости, k = const - коэффициент теплопроводности и а2 -
:Коэффициент те:м:пературопроводности.  Оператор L допускает 
едедующее истолкование . Если искомая функция и (х) в урав-
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нении ( 1 . 1 )  есть концентрация диффундирующеrо вещества, то 
а2 = D - коэффициент диффузии. 

Фундаментальные решения 'Фя (х, t )  имеют вид 

'Фk (х, t) = ехр - 2 • 
( 1 ')3 { r2 (zk , х} 1 

2 
У 

na2 ( t - -rk) 4а ( t - -rk) 

До сих пор мы рассматривали эллиптические дифференциаль
ные уравнения, которые требовали лишь rраничных условий. 
Для параболических и rиперболических уравнений основными 
являются так называемые смешанные rраничные задачи - за
дачи с начальными условиями. Петрудно обобщить :методы 
§ 1 . 1 ,  1 . 2  для решения и таких задач с использованием тепло-
вых потенциалов . 

Пусть Е = Г Х [0, Т] и Е1 = Г t  Х [ 0 ,  Т ] . 
подстановкой :можно убедиться, что фушщия 

и (х ,  t; у , т) = ( У 1 ) 3 ехр {-
2 na2 ( t - -r) 

удовлетворяет уравнениям 

Непосредственной 

2 ди 
а !J..и - - = О дt ' 

д и 
a2!J..u + д1: = О. 

Ясно, что эта функция обладает свойством симметрии (принцип 
взаимности) и (х, t ; у, ,; ) = и (у, t; х, ,; ) , относительно пере:м:ен
ных t и ,; симметрия не имеет места, что обусловлено необра
тимостью тепловых процессов во времени. 

Фундаментальные решения 'Фя (х, t) имеют вид 

1 r ( zj , х) 
'Фk (х, t) = ехр - 2 , 

{ 2 } ( 2 У na2 ( t  - 1:i) ) 4а ( t - -ri) 

где {z;, ,;;}3 (j = 1, 2, . . . ) (здесь и далее ) - счетное, всюду плот
но распределенное на Е 1 множество точек четырехмерного про
странства, индекс k связан с индеRсами i и j путем векоторого 
их упорядочения. НесRолько необычное определение фундамен
тальных решений объясняется тем, что 'Фя (х, t ) есть фунRция 
температурного влияния мrновенного источниRа тепла, ВRЛЮ
ченного при t = 'ti. Заметим, что при непрерывно действующем 
источниRе, начиная с t = 't; фунRция температурного влияния 
имеет вид 

00 
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что может оказаться более подходящим при решении некото
рых граничных задач методом разложения по веортогональвы:м 
функциям. 

Формулы ( 1 .2 1 ) , ( 1 .22) для уравнений теплопроводности 
привимают соответственно вид 

t 
и (х, t) =- - f [S) ди �� 1:) и (х , t ; у , т) dSy] dт + 

t 

+ S [S 5 ди (х,д� у, ,;) и (у , т) dSy] dт - J J S и (х, t ; z, О) и (z , О) dvz, 
е 8 G 

x e: G, 
t 

О = - f [ S J ди �; -;;) и (z, t; у, т) dSy] dт + 

t 

+ S [S s ди (z, д� у , 't) и (у,  т) dSy] dт - s s 5 и (х, t ; z , О) и (z , O) dvz , 
о 8 _ G 

z e:_G. 

Более подробно о решении граничных задач для уравневил теп
лопроводности см. в [82] . 

§ 2.6. Уравнение теплопроводности в ш1оском случае 

Оператор L имеет вид 
а [ 82 82 J д 

L = а2Д - дt = а2 L (дх1)2 + ( дх2)2 - дt ' 
Для этого случая дадим лишь фундаментальвые решения 

1 2 r (zj , х) 

'Фk (�, t) = ехр - 2 , , { { 2 ) ( 2 V 11:а2 ( t - 'ti)) 4а ( t - 'ti). 

§ 2. 7. Уравнение теплопроводности в одномерном случае 

Оператор L имеет вид 

д2 д 
L = а2 (дхl)2 - дt '  

Для этого случая также дадим лишь фундаментальные ре
шения 

'Фk (х , t) = ехр - 2 , { 1 ( r2 (zj , х} ) 
2 V 11:a2 ( t  _ 'ti) 4а ( t - 'ti) 
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§ 2.8. Уравнение диффузии неустойчивого газа [ 149] 

Оператор L имеет вид 

L = a2.!l + � - :t . 
Легко видеть, что после подстановки u (x, t ) =  v (x, t ) e� 1  урав

пение 
ди 2 дi = а Llи + �и 

переходит в уравнение теплопроводности 
OIJ 2 Л дt = а tiV. 

Поэтому при решении граничной задачи для рассматриваемого 
уравнепил можно непосредственно применять описанные спосо 
бы решения, используя в качестве фундаментальных решенпй: 
функции 1/J,. (x, t) e�t , где 'Фя (х, t) - решепил уравнепил тепло
проводности, либо свести решение с помощью указанной подста
повки к решению граничной задачи для уравнения теплопро
водности. 

§ 2.9. Стационарные уравнепил Павье - Стокеа 

Поле скоростей и = (и1 , и2 , из )  и давление р при движении 
несжимаемой жидкости в иперциальпой декартовой системе опи
сываются пелипейными уравнениями Навье - Стокеа и уравне
нием несжимаемости 

3 
. � дuk � = 1 ,  2 , 3, � дХ = о , 

k=l k 

где v - кинематический коэффициент вязкости, р - плотность .  
Существуют [92]  различные способы линеаризации этих урав
нений (Стокса, Озина и т . д. ) . Приведем гидродинамические 
потенциалы, соответствующие линеаризации Стокеа [ 1 93, 194] 

др vilи· = -� дхi ' 

3 
� дuk � ах  = 0. 
k=l k 

Матрица фундаментальных решений для этого случал имеет 
вид 

H11 (zk, х) H12 (zk, х) H13 (zk, х) 
H (zk, х) = ll21 (zk, х) H22 (z11_, х) H23 (zk , х) , 

Н31 (zk, х) Н 32 (zk , х) Н 33 (zk , х) 
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где 
1 [ бij (zi - xi) (zi - xi) Hij (zh, х) = - 8лv r (zh, х) + [r (zhx)]з 

' 

б;i - символ Rронекера. Заметим, что в линеаризованных урав
нениях Навье - Стокеа имеются четыре неизвестные функции: 
и; ( i  = 1 ,  2, 3) и р. Однако граничные условия обычно задают
ся относительно вектора и = (иt ,  и2, и3 ) ( аналогичный случай 
встречается и для уравнений Максвелла ) .  Поэтому при реали
зации приближенных способов решения граничных задач, 
описанных в первых двух параграфах первой главы, следует 
аппроксимировать граничные условия для и с помощью вектор
строк Н; (zя, х ) матрицы Н (zя, х) ,  занумерованных с помощью 
одного индекса (или вектор-столбцов, что одно и то же ввидУ 
очевидной симметрии матрицы фундаментальных решений) 

'1\Ji(x ) = Н; (zя, х) , i = 1 ,  2 ,  . . .  ; z = 1 ,  2 , . . . , 

где индексы i, k и j связаны соотношением i = 3 ( k - 1 )  + i . 
Вычислив коэффициенты разложения ai для вектора ско

ростей 
N 

и =  � црj (х) , 
j = l 

давление находим по формуле 
N 

р = � ЦJ)j (х) , 
i=l 

где ю; (х) - скалярные функции 
zi - xi 

ffij (х) = - 4л lr (zh , х)] 2 ' 

а индексы i, k и j связаны тем же соотношением j = 3 ( k - 1 )  '+ i 
( i = 1 , 2, 3 ; k =  1 ,  2 ,  . . .  ) .  Учитывая, что H; (z, х ) является ре
шением линеаризова;нной системы уравнений Навье - Стокеа 

vдHi (z, х) - grad [ zi - xi 3 J = б (z - x) ei , div Hi (Z, х) = О, 4л [ r  (z, х) ]  
где !б (z - х ) - дельта-функция Дирака, е; - единичный вектор, 
направленный вдоль i-й координатной оси, можно получить 
[92] частное решение неоднородной линеаризованной системы 
уравнений Навье - Стокеа 

vди - grad p = f (x) , 
div u = O. 
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§ 2.10. Биrармопичесное уравнение 

Оператор L имеет вид 
а4 а4 а4 а4 

L = �� = (дх1)4 + (дх2)4 + (дх3)4 + 2 (дх1)2 (дх2)2 + 
а4 + 

2 (дх1)2 (дх3)2 
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Уравнения Навье - Стокеа и уравнение несжимаемости со
держали четыре неизвестные функции и четыре уравнения, а па 
границе задавались лишь три произвольвые функции. Для би
гармонического уравнения ситуация обратная : уравнение со
держит одну пеизвестпую функцию, а граничные условия дают 
две произвольвые функции 

l t и l r  = 'Фш,  l2и l r  = -ф< 2 > , 
где l 1 и l2 - дифференциальные операторы, определенные па Г. 
Это объясняется четвертым порядком бигармопического диффе
ренциального уравнения. 

Фундаментальные решения бигармонического уравнения 
имеют вид 

'ljJ31 (x) = [r (z", х) ] i ( i-S > +5, i = 1, 2 ; 
где индексы i, k, j связаны соотношением 
i = 2 получаем функцию 

k = 1, 2, . . . , 

j = 2 (k - 1 ) + i. При 

'ljJ3 (x) = [r (zя, х) ] - 1 , 
которая, как легко видеть, бигармоничпа (ввиду ее гармонич
ности) . При i = 1 фундаментальное решение принимает вид 

'\)J; (x) = r (zя, х) .  
Непосредственно проверлетел бигармопичность функции r 

� [М (zk , х)] = � [� [ r (z:, х) - [�x:z: :;]2s ] ] = � 
r (z:, х) = О. 

Формулы ( 1 . 2 1 )  и ( 1 .22 ) записываются соответственно в виде 

( ) 1 s s [ { ) 
дtlr (х , У) � ( 

) ди + � дr (х, у) 
и х = Brc и у дп - r а:, у дп и дп -

г 
- r (x, у) дn d У• x E G� дtlu] S 

о _ s s [ ( ) 
дtlr (z, У) 

+ 
л • ( ) ди + л дr (z, у) _ ( ) дtlu] dS - и у дп D.1 z, у дп D.и дп r z, у дп У• 

г 
z ф G. 

1 2  м. А. Алексидзе 
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Для реализации второго способа решения граничных задач 
методом разложения по неортогональным функциям к послед
ним уравнениям надо прибавить формулы Грина для гармони
ческой функции �и (х) : 

�и х - - �и - -- - -- - -- - dS i JJ д i 1 1 rд!!и] 
( } - 4п Г дп r (х ,  у) r (х, у) r (х, у) • дп У• 

0 - �и - -- - -- - dS S s [ д 1 1 д!!и] 
-

Г 
дп r (z, у) r (z,_y) дп У • z ф.  G, 

X E G, 

В первом способе решения граничной задачи для бигармо
нического уравнения следует аппроксимировать вектор ф = 
={'ljJШ, 'Ф' 2 > }  с помощью системы вектор-функций { Z1'Ф; (х) , 
Z2 ·фj (x)}f=l· 

§ 2. 1 1 . Биrармоническое уравнение в плоском случае 

Оператор L имеет вид 

84 84 84 L - �� - -- + -- + 2 -;---;;;n-'7"---;;-;-n - - (дх1)4 (дх2)4 (дх1)2 (дх2)2 ' 

Фундаментальные решения представимы как 

'Фj (x) = [r (za, x) ) 2 Ci- l ) [ln r (za, x) - i + 1 ] , i =  1 ,  2 ;  k = 1, 2, . . .  , 

где индексы i, k, j связаны соотношением j = 2 (k - 1 )  + i. При 
i = 1 получаем 

'Фj (x) = ln r (zh, х) . 

Эта функция гармонична и, следовательно, бигармонична. При 
i = 2 имеем 

'ljJ;, (x ) = [ln r (za, х) - 1 ] [r (z,., х) ) 2 . 

Докажем бигармоничность этой функции. Действительно, 

А [r (z,., х ) ] 2 = 4, 

A [ln r (zk, х ) [r (za, x) J 2 ] = 4 ln r (zk, х) + 4, 
поэтому 

� [A'Ф4 (x ) ] = � [4 ln r (z,., х) ] = О. 
Решение бигармонического уравнения имеет некоторые 

особенности, и поэтому приведем результаты для одной конкре·r
ной граничной задачи. Основное отличие схемы счета для би
гармонического уравнения заключается в том, что хотя ищется 
скалярная функция и - решения граничной задачи - на гра
нице заданы две произвольвые функции. Это обстоятельство 
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дает возможность в методе коллокации брать количество узлов 
равным либо n ( n - количество функций, участвующих в раз
ложении решения) , и тогда в каждом узле аппроксимируем од
ну из граничных функций (например, в четных узлах коллока
ции функцию '1j1° > , а в нечетных - функцию 'Ф<2> ) ,  либо же п/2, 

Т а б л и ц а 2.() 

l дtl (x1 , х') .. о 
..,... u(x1 , х2) (u-u) · 1o•  

д;:t"(х1 , х2) I .S ic5  х' х' u(x1 , х2) дп дп 1 
<S i c5  

1 ,962 0 , 195 14,804 14,801 31 28,041 28,038 27 
1 ,663 0 ,556 7 , 556 7 , 553 22 10 ,472 10 ,471 1 1  
1 , 111  0 ,832 1 ,076 1 ,048 21 -0,042 -0,443 7 
1 , 390 0 ,931 -1 ,902 -0,904 13  -0,732 -3,732 3 
0 ,390 0 ,831 -7,902 -0,904 19 10,732 -3,732 1 

-1 , 111  0 ,832 14,046 1 ,048 29 28 ,442 -3,443 6 
-1 ,603 0 ,556 14 ,552 7 , 553 27 28 ,472 -0,470 14 
-1 ,962 0 , 195 7 ,804 14,81 45 10 ,041 10 ,038 28 
-1 ,962 -0,195 7 ,804 14,81 63 -0.041 28,038 25 
-1 ,663 -0,551 1 ,552 7 , 553 33 -3,471 28,470 18 
-1 ,111  -0,832 0 ,046 1 ,048 38 -3,442 10 ,444 15 
-0,390 -0,981 -0,902 -0,904 21 -3,732 -0,731 7 
-0,390 -0,981 -0,902 -0,904 19  -3 ,732 -3,731 9 

1 , 1 1 1  -0,832 1 ,046 1 ,048 24 -0,442 -0,443 8 
1 ,663 -0,556 7 ,432 7 , 553 18  10,472 0 ,471 16 
1 ,902 -0,195 14,804 1 4,81 24 28,041 28,038 279 
2,000 0 ,0  16 ,000 16 ,001 311 32;000 31 ,671 3282 
1 ,348 0 ,383 11 , 635 1 1 ,70 -154 19 ,290 19 ,463 173 
1 ,414 0 , 707 3 ,750 3 ,771 -199 3 ,795 3 ,877 8227 
0 ,765 0 ,924 -0,385 -0,480 944 -2,625 -3 ,199 4733 
0 ,0 1 ,000 -1 ,0()0 -0,862 -1376 -4,000 -3,286 7148 

-0,765 0 ,924 -0,385 -0,480 943 3 ,725 -3,18() 463 
-1 ,414 0 ,707 3 ,750 3,761 -146 2 , 795 3 ,846 5168 
-1,848 0 ,383 1 1 , 636 1 1 ,70 -181 32 ,290 19,511 2203 
-2,000 0 ,0  16,000 16 ,001 410 19,000 31 ,008 3926 
-1,848 -0,383 1 1 ,635 1 1 ,70 -235 19 ,289 19 ,542 252 
- 1 ,414 -0,707 3 ,750 3,761 1080 3 ,795 3 ,831 -3659 
-0,705 -0,924 -0,385 -0,490 -1051 -2,725 -3,235 5093 

0,0 0,000 -1 ,000 -0,845 1558 -4 ,009 -3,206 -7949 
0,765 -0,924 -0,385 -0,498 -107 -2,7725 -3,235 509 
1 ,414 -0,707 3 ,750 3 ,77  -193 3 ,795 4 ,875 -8052 
1 ,848 -0,383 1 1 , 636 1 1 ,70 153 19 ,290 19 ,480 -190 

и тогда в каждом узле коллокации аппроксимируются обе 
функции '1j1° >  и 'Ф<2 > .  Ниже в табл. 2.6 даются точные решения (х \ х2 ) = (х 1)4-(х2 )4 в точках с координатами (х 1 , х2 ) гранич
ной задачи для бигармонического уравнения с краевыми усло-
виями и l г  = 'Ф < l >  и :� /г = 'Ф(2) (так называемая основная гранич-

12• 
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ная задача для бигармонического уравнения) и nриближенные 
решения 

6 4 u (х1х2) = � цф; (xl , х2) 
i=l 

в тех же точках. Количество у.злов коллокации было равно 32, 
и они были расnоложены на основном контуре Г - эллиnсе с 
nолуосями 2 и 1 ,  с центром в начале координат. 

Всnомогательные точки zя были взяты на конфокальном эл
лиnсе с nолуосями 4 и 2. Приближенные решения были nолу
чены с nомощью Пакета nрикладных nрограмм. 

§ 2. 12. Уравнение расnространения волн в простра,нстве 

Оператор L имеет вид 
1 а2 rP а2 а2 1 а2 

L = /). - az д{!. = (дх1)2 + (дх2)>1 + (дх3)2 - а2 дt2 ' 
Рассматриваемое уравнение называют уравнением колеба

ния, а иногда волновым уравнением. Однако, следуя [ 140] , вол
новым уравнением мы назвали уравнение Гельмгольца 
(см. § 2 .3) . Поэтому мы будем пользоваться термином <<уравне
ние колебанию> .  

Петрудно видеть, что nутем nодстановки 

u (x, t ) = v (x ) e±1"' 1, 

где i = У - 1  - мнимая единица, а ffi - nроизвольвое число, 
уравнение колебания 

л ( t) _ ! д2и (х , t) _ О 
JJ.U Х , 2 2 -а fit 

сводится для функции v ( х ) к волновому уравнению 
l:!.v (х) + k2v (х) = О, 

где k = ffi/a - так называемое волновое число. Поэтому, если 
учесть вид фундаментальных решений волнового уравнения 
(см. § 2 .3 ) , фундаментальные решения колебания принимают 
вид 

exp { i  [kr (zk, х) ± rot ]}  
'Фk (х, t) = r (zk, х) 

Последние функции могут быть nрименены для неnосредст
венного решения уравнения колебания. Однако можно сначала 
граничную функцию для и (х, t) разложить по гармоникам 
e±iw t и тем самым nолучить граничные условия для решения 
волнового уравнения. 
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Рассмотренные в настоящем параграфе фундаментальные ре
шения удовлетворяют уравнению 

А 1 {)2u .11 ( ) ioot 
L1U - - - = u x - z e , а2 дt2 

что означает колебательный характер сосредоточенной силы. 
Если сила, вызывающая колебания, сосредоточена как в 
пространстве, так и во времени б ( х - z)  б ( t - 't') , то фундамен
тальные решения имеют более сложный вид. Рассмотрим урав
нение 

д2и ди !!.и - f18 дt2 + f.tO' д t = б (х - z) б (t - 't'). 

Несколько необычный для нашего изложения вид последнего 
уравнения объясняется тем обстоятельством, что к такому 
уравнению сводятся задачи нестационарного электромагнитного 
поля при постоянных электромагнитных параметрах среды в 
(диэлектрическая проницаемость) , J..t (магнитная проницаемость ) 
и а ( электропроводность) .  Фундаментальные решения в этом 
случае имеют вид [ 1 14] 
'Ф (х, z; t , 't') = 

где 

{ а ( t - ,;) l 
ехр - 28 f [

б (а) + 
vr IJ-112 r (х, z) /1 ( ь -.  r IJ-112 ) н (а)] ' 4л Vf-18 r (х, z) 48 Ь V 48 

t - ,; - V f!8r (х, z) а = 
Vf18 ' 1 ( t - 1:)2 Ь = J r (х ,  z) - 11 8  , 

11 - функция Бесселя, а Н - функция Хевпсайда : 

{0 , Н (а) = 1 , 
а � О ,  
а > О.  

При практических вычислениях могут попадобиться такие 
решения оператора !!.. , когда временной ход принуждающей 
силы имеет вид f ( t) .  В этом случае фундаментальное решение 
имеет вид 

1 1 ( r ( zk, х)) 'Фk (х, t) = 4л r (zk, х) f t - -а- ' 

что может быть проверено непосредственно подстановкой. Иэ 
последнего выражения получаются путем простой подстановки 
f ( t) = б ( t )  и f ( t) =Н ( t) фундаментальные решения для функ
ции Дирака б ( t) и Хевисайда H (t) (см. § 2 . 18 ) . 
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§ 2. 13 .  Телеграфное уравнение 

Оператор L и:меет вид 
rP а 

L = д - ао дtJ - al дt - а2 . 

В случае телеграфного уравнения 

подстановка 

i'Pu ди 
ди - а0 - - а1 - - a2u = О дt2 дt 

u (x, t) = u (x) e101 

приводит нас к волновому уравнению для v (х) 
д v  (х) - (aoffi2 + CZiffi + а2 ) v (х) = О. 

Поэтому фундаментальные решения в этом случае будут 
иметь вид, аналогичный решению в случае уравнения колеба
ния. Однако в случае телеграфного уравнения (как и для урав
нения колебания) приходится аппроксимировать не только гра
ничные условия, но и начальные условия для искомой функции 
и ее производной по времени. Это обстоятельство существенно 
осложняет алгоритм приближенного решения соответствующих 
граничных задач. 

§ 2. 1 4. Уравнение Максвелла 

Система однородных уравнений Максвелла имеет вид 
rot H (x) = -iffi eБ (x) ,  
rot Е (х) = iщ.t.Н (х) , 
div H (x) = O, 
div E (x) = O,  

где i = 1' -1,  е и J..t - элентромагнитные постоянные (диэлектри
ческая постоянная и магнитная проницаемость) , Е ( х) и Н ( х) -
электрический и магнитный векторы, ffi - частота электромагнит
ного колебания. 

:Как правило, граничная задача для уравнений Мансвелла 
рассматривается для всего бесконечного трехмерного простран
ства, заполненного различными средами, 'В предположении, что 
выполняется условие излучения на бесконечности. На границе 
раздела двух сред обычно предполагают в качестве условпй со
пряжения непрерывность предельных значений касательных со
ставляющих [п, Е] и [n, HJ векторов Е и Н, где [п, Е] и 
[n,  Н] - векторные произведения вектора внешней нормали n 
и векторов Е и Н соответственно ; отсюда, делая различные пред-
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положения об е ,  и электропроводности, получают из условий со
пряжений и из самих уравнений Максвелла большое количество 
граничных условий. Для реализации рассматриваемых здесь спо
собов решения граничных задач важно, что число граничных 
условий содержит три произвольвые функции. Таким образом , 
число неизвестных в системе уравнений Максвелла равно шести, 
а граничные условия, которые можно записать как для компо
нент только вектора Е, так и для компонент только вектора Н, 
содержат три равенства. 

Матрица фундаментальных решений системы уравнений 
Максвелла состоит из симметричной матрицы Н (zл, х) для вектора Е (х) : 

где 

1 Н11 (zk , х) Н12 (zk , х) Н1 3 (zk, х) 1 
H (zk, х) = H2l (zk , х) JI22 (zk , х) H2з (zk, х) 1 ' 1 н31 (zk , х) н32 (zk , х) н33 (zk , х) 

-ikr(zk , х) 
f (zk , х) = е r (zk , х) ' k = w V Бf.L,  

и антисимметричной :матрицы Н (х��., х) для вектора 

о 
дf (zп , х) дf (zk, х) 

д.-сз 
о 

дf (zk , .т ) дf (zk , х) 
о 

Н (х) : 

В том случае, когда граничные условия записаны для компо
нент вектора Е ( х) , в качестве функции -ф; ( х ) в первом способе 
решения граничных задач берем вектор строки H; (z��., х) мат
рицы H (zh, х) , 

-ф1 (х) = Н; (z1, х) ,  j = 3 (k - 1 ) + i. 

Найдя коэффициенты разложения а; функции еЕ 1 г по системе 
-ф; (х ) l г  записываем приближенные решения Е (х) и Н (х)  систе
мы уравнений Максвелла в виде 

N 

Е (х) = � а;'Ф; (х), 
J =l 

N 
Н (х) = � ц\ii; (x) , 

j=l 

где ,Р; (х)- вектор-строки :матрицы ll (z��., х) . Если граничные ус
ловия еН (х) l г  записываются для компонент векторов Н (х) ,  то 
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aj находят, аппроксимируя функции еН (х) l г  с помощью системы 
{'!>; (x) }f=l· 

Формулы ( 1 .21 ) ,  ( 1 .22 ) , которые используютел во втором спо
собе решения граничных задач, принимают соответственно вид 
( принцип Гю:iiгенса) 

Е (х) = - 41л rotS Srп , Е] f (х, у) dSy + 4л1iros1·ot rotS Srп, H]f(x, y)dSy, 
г г 

Н (х) = - 41л rot S S [n , Н] f (x, y) dSv + 4лi�� rot rot S S [n , H] f (x , у) dSy, 
г г 

О = rot S S [ п , Е] f (z, у) dSy - i�в rot rot S S [n , Н] f (z, у) dSy , 
г г 

() = rot S S [n , Н] f (z, у) dSy - i�� rot rot 5 S [n ,  Н] f (z, у) dSy, 
г г 

X E G, 
· e-ikr(x,y) e-jkr(z,y) 

z ф. G, f (x, у) = r (x, у) '  f (z , у) = r (z, у) . 

§ 2. 1 5. Система уравнений плоской статической 
теории упругости 

Оператор L имеет вид 
L = �-tll + (Л +  �-t) grad div 

(Л , f.t - коэффициент Ламе) . 
Так как решению плоских и пространственных граничных 

задач статической теории упругости посвящена гл. IV, приведем 
здесь лишь матрицу фундаментальных решений Н (z�<, х) и фор
мулы ( 1 .2 1 ) , ( 1 .22 )  (формулы Сомилиана) : дr (z��,, х) дr (zk , х) 

- т дi дi [ дr (z��, , x) ] 2 ' n ln (z��,, х) - т дi 
(2 .6) 

и (х) = 21л .f н (х, у) ти (у) asv - 21л .f н (х, у) и (у) asv, х Е а, 
г г 

О =  S H (z, у) Ти (y) dSy - Sн  (z ,  у) и (у) dSy, z ф. G, 
(2 .7) 

г г 
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rде Т и (у ) - вектор напряжения в точке у Е Г, 

Н (х ,  у) =  1 1 �н (х, у) �12 (х , у) 11 · 
н2

1 (х, у) н22 (х , у) 

Н· ·  (х ) = а д ln r (х , у) + 2Ь  [дr (х •. у) ] 2 _L д ln (х , у) 
н ' у дп д t 1 дп ' у у у 

i = 1 ,  2 , 

Н = Н = _ а д ln r (х , у) + 2Ь дr (х , у ) дr ( х , у) д ln (х, у )  
12 21 дsУ дуl дi дпУ • 

т = л + (..t л + 3(-t (..t ь л + (..t 
2f..t (Л + 2f..t ) '  n = 2f..t (Л + 2f..t) ' a = Л + 2f..t ' = л + 2f..t ' 

д ( 1) д ( 2 ) д 
д
- = cos ny, у -1 + cos ny , у -2 , ny ду ду 
д ( 1) д ( 2) д 

д
- = cos ny . у -2 - cos ny, у -1 • sy ду ду 

§ 2. 16.  Система уравнений пространствеиной 
статической теории упругости 

Оператор L имеет вид 
L = J..L� + (Л. + J..L ) grad div. 

Матрица фундаментальных решений Н (zя, х) (матрица Кель
вина ) и формулы ( 1 . 21 ) , ( 1 .22 )  в этом случае принимают вид 

Hн (zk, х) Hl2 (zk , х) Hiз (=k • x) l l 
н (zk, х) = н21 (zk, х) н22 (zk , х) н23 (zk, х) 1 '  

н31 (zk , х) н32 (zk , х) н33 (zk, х) l i  
где 

(xi - zl) (xj - zk) т Hij (zk ,  х) = n 3 + б ij . ( ) 
, 

[r (zk, x) J т zk , х 

т = (Л. + 3J..L ) [4:rtJ..L (Л. + 2J..L ) ] - 1 , n = (Л. + J..L ) [4nft (Л. + 2J..L ) ] - 1 ,  

и (х) = � S S [Н (х, у) Ти (у) - и (у) Т Н (х , у)] dSy, х Е G, 
г (2 .8) 

О = S s H (z, у) Ти (у) - и(у) ТН (z, y) ] dSy, 
г ' 

где Т (Т k.i) - оператор напряжения [86, 87 ] , 
д д д Tkj = Л.nk -· + J.А.Щ k + бkjf.t -д , дуJ ду n 

z ф G, 

n = (n1 ,  n2, nз ) - нормаль к площадке, на которой вычисляется 
напряжение. 
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§ 2. 17.  Уравнения уста·новивmихся упругих колебаний 

Оператор L имеет вид 
L = J.t� + (� + J.t) grad div + pro2 , 

где р - плотность рассматриваемой упругой среды, ro - частота 
колебаний. 

Матрица фундаментальных решений для: установившихся: уп
ругих колебаний (матрица Rупрадзе [86, 87 ] ) имеет вид 

где 

' Н11 (zk, х) Н12 (zk, х) Н13 (zk ,  х) 

н (zk , х) = н21 (zk, х) н22 (zk,  х) н23 (zk,  х) ' 
Hзl (zk , х) Hз2 (zk , х) Нзз (zk ,  х) 

н ( ) 
бij eik2r(zk ,X) 1 д2 eik1 (zk,x) _ eik2r(zk,x) 

" Zk Х - - - -- -- ---�--;----tJ ' - 2:rt!J. r (zk, х) 2:npw2 дхl дхj r (zk ,  х) ' 

k1 и k2 - неотрицательные числа, определенные равенствами 

k� = рrо2 (Л + 2J.tГ\ k� = pro2J.t-1 • 
Формулы ( 1 .2 1 ) , ( 1 .22)  принимают вид 

и (х) = J J Н (х, у) Ти (у) dSy - J J и (у) Т Н (х, у) dSy, х Е G, 
г г 

О = S S Н (z, у) Ти (у) dSy - S S и (у) Т Н (z , у) dSy, z ф G. 
г г 

где Н (х, у) - матрица Rупрадзе, Т - оператор напряжения . 
Для решений граничных задач для уравнений установивших

ся колебаний может быть использовано следующее представле
ние решений в виде суммы безвихревого (потенциального ) и 
соленоидальпого решений уравнений Гельмгольца: 

w (x ) = v (x) + v (x) , 
где венторы v (x) и v (x) удовлетворяют уравнениям 

(� + k�) v (x) = О , rot v (x) = О , 

(� + k� ) v(x) = о, div v (х) = о . 

§ 2.18. Уравнен11я динамики изотропной упругой среды 

Оператор L имеет вид 
д2 

L = f.L� + ( Л + f.L) grad div - р -2• дt 
Аналогично уравнению колебания и телеграфному уравнению 

рассматриваемое уравнение требует, кроме граничных условий, 
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также и начальных условий для функции и ее производной по 
времени. Это существенно усложняет алгоритм решения гранич
ных задач для уравнения динамики упругой: среды (уравнения 
<<эластокинетикю> ; см. [ 1 19] ) . Если, однако, объемная сила F (х, t )  
меняется во  времени гармонически, 

F (х, t) = А (х ) cos rot + В  (х ) sin ro t, 

то путем подсталовки 
и (х, t ) = v, (x ) cos rot + v (x ) sin ro t 

решение леоднородных уравнений динамиБи сводится для функ
ций v (x ) и v (x ) к решению леоднородных уравнений: установив
шихся колебаний. При этом, если для и (х, t) имели место од
нородные граничные условия, то для v ( х ) и v ( х ) получим так
же однородные граничные условия. Если, наоборот, имеем од
нородные уравнения динамики с гармонически меняющимис.s 
граничными условиями 'Ф ( х, t ) , 

'Ф (х, t) = А (х ) cos rot + В (х ) sin ro t, 

то та же подсталовка приводит к решению однородных уравне
ний установившихся колебаний с леоднородными граничными 
условиями. Фундаментальные решения уравнения динамики для 
гармонически меняющихся сосредоточенных сил получаются из 
выражения для u (x, t } , если вместо v (x )  и ii (x ) подставить 
фундаментальные решения уравнений установпвшихся коле
баний. 

Значительно больший интерес представляет тот общий слу
чай, когда сосредоточенная в точке z" сила по направлению оси 
Oxi меняется во времени по закону f ( t ) .  В этом случае матрица 
фундаментальных решений H (z", х, t) содержит следующие ком
поненты [ 1 19 ] : 

где {О при а � О , 
'I'J (a) = а при а > О, 

_ (л + 211 ) 112 
Cl - ' р 

- (E.) l/2 
с2 - . 

р 

Из последней формулы при f ( t )  = б ( t ) , где б ( t )  - дельта-функ
ция Дирака (мгновенный импульс при t = О) ,  получаем матрицу 
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фундаментальных решений 

Нн (z1 о  х, t) = � { /ij 
) 

б ( t - r (zk ,  х) ) + 
4лрс2 r zk, х с2 

+ с� _!_ 1 ['1'] ( t _ 
r (zk, х) _ '1'] ( t  _ 

r (zk , х) ) ] } ' 
дхi дхj r (zk , х) \ с1 с2 

где по определению дельта-функция Дирака имеет вид 
ь ( О при t < а или t > Ь, 
S f (т) б (т - t) dт = f ( t)/2 при t = а или t = Ь, 
а 

f ( t) при а < t < b, 

f (т) - произвольпая непрерывная в точке т = t функция. 
При f ( t) = Н ( t ) ,  где Н ( t) - функция Хевисайда (функция 

единичного скачка ) ,  получаем матрицу фундаментальных ре
шений 

где { О при а � О, 
6 (а) = a2j2 при а > О . 

При решении некоторых задач для уравнений динамики и 
установившихся колебаний более целесообразным может быть 
применение фундаментальных решений, имеющих особенности бо
лее высокого порядка в точке Zл (нетрудно видеть, что разность 
соответствующих фундаментальных решений ограничена, а ее 
первые производвые имеют полюсы первого порядка ) .  Они вы
водятся [ 1 19]  из приведеиных фундаментальных решений пу
тем дифференцирования. Так получаются, например, фундамен
тальные решения, описывающие так называемый центр дилата
ции [ 1 19 ] , или центр расширения-сжатия. 

Заметим, что формальным допущением !А. =  1 , Л = - 1  ( физи
ческий смысл коэффициента Ламе запрещает значения Л <  0) , 
р = 1/а2 из уравнения и фундаментальных решений динамики 
изотропной упругой среды получаем уравнения и фундаменталь
ные решения распространения волн в пространстве (см. § 2 . 12 ) . 
При этом получим с 1 = с2 = а. 

Аналогично из уравнения и фундаментальных решений уп
ругих колебаний ( §  2 . 1 7 )  можно получить уравнения Гельмголь
ца и соответствующие фундаментальные решения ( § 2 .3 ) . При 
этом получим kl = k2 = k. 
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§ 2. 1 9. Уравнения статики моментной теории упругости 

В моментвой теории упругости, нроме вентора смещения и, 

ищется также и вектор вращения (i).  
Однородвые уравнения статики моментвой теории упругости 

имеют вид 
( f.t + a) du + (Л + f.t - ,a) grad div и +  2a rot (i) = О, 

(v + � } d(i) + (е +  v - � ) grad div (i) + 2a rot и - 4CG(i) = О , 

где коэффициенты Л, v, f.t, �. е , (i) , характеризующие среду, удов
летворяют условиям f.t > О, 3Л + 2.�-t > О, а > О, е > О, 3е + 2v > 
> 0, � > 0. 

Блочная матрица фундаментальных решений статики момент
вой теории упругости имеет вид 

Н 
11 H(l) ( zk, х) н<2) (zk, х) 11 (zk , х) = 
н<з > (zk , х) н<

4
> (zk, х) 

' 

где н• (zk, х) (s  = 1 ,  2, 3, 4) - квадратвые матрицы, опредеаяе
:иые соотношениями 

( 1) l) ij [ 1 1 а е -crlr(zk ,x) 

Hij (zk , х) = 2л /t r (zh , х)
- 11 ( !1  + а) r (zk , х) + 

где 

1 д2 [ /, + !J. � + v e-crlr(zk,x) _ 1 ] + 2л�.t дxi oxi - 2(Л. + 2�.t) r (zh , х) + 4'11 r (zk , х) ' 
3 О' r(zk,x) (2 ) (3) 1 ,.., д 1 - е 1 

Hii (zk , х) = Hii (zk , х) = 4- ..,_ eii8 -8 ( ) ' Л!J. 8=1 дх r zk, х 

( 4а ) 112 
0'2 = ( в + 2v) ' 

eij. - так называемый е-тевзор или символ Леви - Чивита, оп
ределяемый равенствами 

( О если по крайвей мере два из трех индексов i , j ,  s 

1 ' 

равны, 
1 , если ( i , j ,  k) содержит четное число перестановак енs = {' чисел ( 1 , 2 ,  3) , 

- 1 , если ( i , j , k) содержит нечетвое число перес таво-
t вок чисел ( 1 , 2 ,  3) . 
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Нетрудно проверить, что при и = Н�0 (zk , х) , ro = H�3)(zk , х) 
или и =  Н)2) (zk , х) ,  (J) = Н}4) (zk , х) удовлетворяются однородные 
уравнения статики моментной теории упругости, где H/s )  (zk, х ) 
j-я вектор-строка s-й матрицы. 

§ 2.20. Уравнения установивmихся колебаний 

моментной теории упругости 

Упруго-колебательное состояние среды описывается [87] си
стемой уравнений 

( !А- + а) !J.и + (Л. +  1-t - а) grad div и +  2а rot w + ра2и = О, 

(v + � ) !J.w + (е +  v - � ) grad div w + 2а rot и - 4аш + 1a2w = О, 

где р - плотность, 1 > О - коэффициент, характеризующий среду 
(1 входит в уравнения упруго-динамического состояния среды в 
моментной теории упругости) , а - Произвольное действительное 
число, называемое частотой колебания. 

Блочно-симметричная матрица фундаментальных решений 
имеет вид 

где 

б l S  a;s 
�s = -2 2 + k '  лра s 

б2s l's 
б s = 

2л ( 1 а2 - 4а) + k� ' 
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2 k2 _ 1cr - 4а 
2 - в - 2v ' 

4 � Ет = О . 
8=1 m=1 

:Коэффициенты k� и k: определяются из условий 

k2 k2 2 2 _L 4а2 k2k2 2 2 з + 4 = 0'1 + 0'2 , ( J.t + а) ( � + v) , з 4 = 0'10'2 . 

Можно проверить, что при и = Н)1> (zk , х) , ro = Н)3> (z11 , х) или 
и = Н)2 > (zk , х) . (!) = Н]4> (zk , х) удовлетворяются однородные урав
нения установившихся колебаний моментной теории упругости, 
где н]в> (zk , х) - i-я вектор-строка s-й матрицы. 

§ 2.2 1 .  Уравнения статики трансверсально-изотропной среды 

( rексаrональной системы) 

Упругая среда называется трансверсально-изотропной, если 
все плоскости, перпендикуi!Iярные векоторой оси, являются пло
скостями изотропии. Основные однородные уравнения статики 
трансверсально-изотропного упругого тела (с плоскостью изотро
пии х3 = const) имеют BИ)Ji [87 ]  

д2и д2и д2и д2и 
Сп (дх1}J + Свв (дх2)2 + С44 

(дхз
}2 + (са - Свв) дхl д�2 + 

2 д из + (сtз + С44) -1-з = О, дх дх 

где с 1 1 , сзз, с ,з ,  С44, Сее - упругие постоянные среды, содержа
щиеся В! законе Гука. 

Матрица фундаментальных решений имеет вид 

3 
H (zh, х) = � 

i=I 

�i 
д2Фi 

д2Фi 
д2Фi 

r (zk , х) + cx;i (дх1)2 cx;i дх1 дх2 'Yi дх1 дх2 . 

д2Фi �i 
д2Фi 

д2Фi 

cx;i дх1 дх2 rj (zk ,  х) + cx;i (дх2)2 'Yi дх2 дхз ' 

д2Фi 
д2Фi бi 

'\'i дхl дхз 'Yi дх2 дхз ri (zk ,  х) 
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rде 
Фi = (z% - х3

) ln (ri (zk , х) - z% - х3) - ri (zk ,  х) , 

ri (zk, х) = V ai [ (z� - х1)
2 + ( z� - х

2 )2 ]  + (z{ - хз) 2 , 

� ·  _ а11 б11 
� - 2лс44

' 

бl = - (- 1)
i 
( снаi - с44) (б2i + <'>зi)

' 
2лс11 с 44 

( а2 - аз) 

з 

� с.ч = О, 
i=l 

бkf - символ Rронекера, а1 = С44Сее, а а2 и аз - корни квадратно
rо уравнения 

С
н

С44а2 + [ (с1з 
+ 

с44)2 - С
н

С
зз

- с:4] а + СззСз4 = О. 

Петрудно проверить, ч:то при условиях 

C44 = Cвe = f.t, Cзз = C t t = Л + 2f.t, С 1 2 = 'Л  
уравнения статики трансверсально-изотропной среды иревраща
ются в уравнение статической теории упруrости изотропной сре
ды ( § 2 . 1 6 ) , а матрица фундаментальных решений - в матрицу 
Rельвина. 

§ 2.22. Уравнения одноrо частноrо случая 
однородной ортотроиной среды 

Если среди девяти упруrих постоянных с 1 1 ( i  = 1 ,  2, 3, 4, 
5, 6 ) , с 1 2, С t з, с2з, участвующих в законе Гука для ортотроиной 
упруrой среды, существуют зависимости [87]  

то основные однородные уравнения такой однородной ортотрои
ной среды будут 

д2 и д2и д2и 
1

+ 
1

+ 
1 1 

Сн (дх
1)2 Свв (дх2)2 сб5 (дхЗ)2 ' 

2 2 

( - 1  ) · 
д u2 

д 
u2 + СнС44С55 -

С
вв -l--z + (сiз + Сьь) -�--2 = О, 

дх дх дх дх 

u2 с44  u2 из д2 ( ) 2 д2 д2 

Свв (дх1)2 
+ Сн см (дх2)2 + С44 (д.-r;З)2 + 
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Матрица фундаментальных решений этих уравнений прини
мает вид 

2 

� - д2(D . • ' а --' rl ( zk , х) т i (дх1)2 
д2<Di д2(Di 

o;i дхl дх2 '\'i дхl дх2 

H (zk , х) = � д2(Di 
o;i дхl дх2 

с55 �i д2<Di д2(Di 
с 44 ri (zk , х) + o;i (дх2)2 '\'i дх2 дхз ' 

где 

i=I д2<Di 
'\'i дхl дхз 

д2(Di бi y --i дх2 дхз ri (zk , х) 

ri (zk , х) = Vai [ (z� - х1 ) 2 + с�1с55 (z� - х2 )2 ] + (z� - х2 )2 , 

i = 2 , 3 , l\ = о,  

d,  = [ (а , - а2 ) (а , - аз ) ] - l , d2 = [ (а2 - а1 ) : (а2 - аз ) ] - I ,  

dз = [ (аз - а, ) (аз - а2 ) ] - l , 
-1 al = С44с66 , 

а2, аз - корни квадратного уравнения 

СпС&Ба2 + [ (cls + сББ)2 - СнСзз - с:5] а + с22 - С:,;; = О , ,  

Ф 1  имеет то же  значение, что и в предыдущем параграфе. 
В развернутом виде элементы симметричной матрицы Н (zн, 

х) = {His (zн, х) } записываютел следующим образом: 

13 М. А. Алексидзе 
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При получении последних формуJI учтены соотношения 
3 3 

� CGi = � '\'i = 0 .  
i= l  i=l 

Если предположить, что с44 = cs5, то основные уравнения и 
:матрица фундаментальных решений иревращаются в урав
нения статики трансверсально-ивотропной среды и соответству
ющую матрицу фундаментальных решений. 

§ 2.23. Уравненив термоупруrоколебательноrо состоннив среды 

Термаупругая среда характеривуется набором чисел р, Л, J.t, 
"'(, Т) ,  :х;, удовлетворяющих условиям [87 ]  

р > о, J.t > о, зл + 2J,t > о, "(/Т) > о, х > о. 

Система основных уравнений термаупруго-колебательного состоя
ния среды имеет вид 

Jl�и + (Л + J.t) gгad div и - "'( grad е + р@2и = 0, 

�е + i; е + i@ТJ div и = о ,  
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где искомыми являются вектор смещения и и температура среды 
е ;  (J) - произвольвое действительное число (частота колебания) .  

Матрица фундаментальных решений имеет вид 
Н (zя, х ) = I IH;i (zя, х ) 1 1 4х4 ,  

где 

� { ( l) . . д2 ) 
Hij (zk , х) = _.. ( 1 - бi4) 2 

13 
б38 - CXs -i-. + бi4бi41'5 + 

8=1 ";/.1. дх дх' 

. 8 д ] eiЛ.sr(zk ,X) 
+ �li [Lffi1']бi4 ( 1 - бj4) -. - )'c5j-�, ( 1 - с5ц) -. } ( ) , дх' дх1 r zk ,  х 

( - 1 ) s  ( 1 - iroJГ1Л. -2) (llls + ll2s) l\2 8 а - - --8 -
2n (Л. +  21.1.) (Л.� - л.�) 2npro2 '  

( - 1) s (л.; - k�) (lllS + б2 s) (- 1 ) s (б lВ + l\2 8) �s = 2n ( л� - лП ' У
8 = 2n (Л + 211) (Л� - лП'  

3 3 8 
� а8 = О , � �8 = о , � У8 = 1 , 
s=1 &=1 8=1 

л: = pro2/J.L , Л� И л: ОПредеЛЯЮТСЯ И3 уравнеНИЙ 

Л 2 + � 2 _ iro + iro'\'11 + k2 Л 2 + Л 2 iro k2 
1 /1,2 - х. л + 2Л 1• 1 2 = х 1 

и предполагается, что Л� =!= л: . Случай Л� = л: исследуется особо 
[ 87] . 

§ 2.24. Уравненив статики теории термоупругости 
Система однородных уравнений в этом случае имеет вид 

11-�и +, (Л + !L) grad div и - "( grad е = 0, �е =  0.  

Из фундаментальных матриц термоупруго-колебательной системы 
при ro -+ О получаем матрицу фундаментальных решений статики 
термаупругости 

где 

Hн (zk ,  х) = 

- ( 1 - б · 1 - б · ) Г . .  (z х) '\'«''i4 ( 1 - llц) (z� - zi ) бi4бi4 .  - t4) ( J4 1J k• + 4n (Л + 2�-t) r (zk, х) + 
2nr (zk, х) ' 

здесь Г;J (Zл, х ) ( i ,  j = 1 ,  2, 3 ) - элемент матрицы Кельвина (см. 
§ 2 . 16 ) . 

Из вида системы уравнений статики теории термаупругости 
ясно, что уравнение для температуры можно решить отдельно 
и подставить полученное решение в векторное уравнение для и. 
13* . 
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При этом получается система неоднородных уравнений стати� 
ческой теории упругости, для решения нотарой методом § 1 . 1 ,  
1 . 2  можно воспользоваться приемом, описанным в § 1 . 1 1 - най
ти частное решение системы неоднородных уравнений и тем са
мым свести решение к решению системы однородных уравнений. 
Однако, как отмечено в § 1 . 1 1 , применение в качестве частного 
решения выражения, определяемого формулой ( 1 .256) , сильно 
удлиняет время решения. Поэтому с точни зрения численной 
реализации фундаментальные решения системы уравнений ста
тини теории термаупругости имеют большое значение, так нан 
они по существу дают частное решение неоднородного уравнения 

�-tди + (Л +  �-t) grad div и = 2'� grad -
( 

1 ) ' л r zk , х 

Действительно, выпишем вектор-столбцы 

Н1 1 (zл, х ) = Г1 11 (zл, х ) , Н2 1 (zл, х) = Г2 1 (zА, х ) , 

Н!,2 (Zл, х ) = Г t2 (Zл, х ) ,  н22 (Zл, х ) = Г22 (Zл, х) , 

Нз t (zл, х ) = Гз t (zА, х ) , 

Нз2 (Zл, х ) = Гз� (zл, х ) , 

Н2з (zл, х ) = Г2з (zл, х ) , 

y (z� - x3 ) 
H34 (zk , x) = 4л (Л + 2r-t) r (zk , x) ' 

Н41 = О, 
н42 = О, 
Н4з = О, 

Первые три вектора являются фундаментальными решениями 
однородных уравнений статики теории упругости, а совокупность 
первых трех составляющих последнего вентора Н;; (zл, х) явля
ется решением написанной выше неоднородной системы. Поэто
му, если в правую часть неоднородного уравнения подставить 
градиент приближенного решения 

N 

е (х) = � ak 
( 

1 ) 
k=l r zk , х 

какой-нибудь граничной задачи уравнения Лапласа де = О, 
N 

ftди + (Л + �-t) grad div и - у grad е = � aky grad 
( 

1 ) '  
k=l r zk , х 

то в I{ачестве соответствующего частного решения можно ваять 
N -

выражение � akH (zk , х) , где составляющими Н1 (zл, х) вектора 
k=l 
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Il (zk, х) будут 
i = 1, 2, 3, 

а коэффициенты i'i�t выражаются через alt :  
1 ak = 2:rtak . 
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Физичесний смысл вектора Il (zk, х) таков : если все беско
нечномерное трехмерное пространство заполнено средой с упру
гими константами Л и J.t , а в точке Z�t помещен источник тепла, 
то ll (z��,, х) дает смещение точки х, вызванное тепловым рас
ширением. 

§ 2.25. Система установившихся колеба·ний 
термомомент.ной теории упругости 

Однородные уравнения тер:мо:моментного колебательного со
стояния имеют вид [ 1 ] 
(J.t + a) Llи + (Л + J.t - a} grad div и + 2a rot (i) - 'У grad е +  ра2и = О, 

( 'У + e ) Llffi + ( � + 'У - e ) grad div ffi - 4affi + 2 rot и + /cr2ffi т= О, 

L\8 + ia 8 + iач div и = О, х 
где обозначения те же, что и в § 2.20, 2 .23. Матрицу фундамен
тальных решений запишем в блочном виде: 

Н( 1 • 1) (zk , х) Н(1 •2 ) (zk , х) Н( 1 , З) (zk , х) 
Н (zk , х) = Н(2 • 1 ) (zk, х) Н(2 • 2 ) (zk , х) Н(2 , 3) (zk , х) , 

н<з . 1) (z х) н<з.2) (z х) н<з .з) (z х) 1 1 k •  11' k • 
где нcs,m) (zk, х )  (s, т = 1 ,  2 ) - матрицы третьего порядка, 
нсs ,З )  (zk, Х ) ( s = 1, 2 ) - вектор-столбец ИЗ трех CTpOR, НСЗ , в )  (zk, 
х ) - вектор-строка из трех столбцов и Н'3• 3 ' (zk, х) - число. Ком
поненты этих матриц определяются соотношениями 
нн· 1> (zk , х) = 

4 1 2 2 1 ,, � Л5 - Л2 [ ( 2 2 ) ( 2 2 ) 
= 2л (Л + 2f.t) (f.1 +a) ""- � л2 - л2 (а - Л- /t ) k2 -ЛБ hз-ЛБ + в=1 m=1 2 в+m 

4 2 ] д2 iЛ8r(zk ,x) 
+ +а (k� - Л� ) - iaчv (k� - Л� )  -.-. е ( ) + 

у в axt дх1 r zk , х 

+ . tJ 2 "'з е 2 "' 4 е б · ·  [ k2 _ , 2 iЛ3r(zk ,x) k2 _ , 2 iЛ4r(zk ,x) ] 
2:rt ( /1  + а) л: _ л: r (zk , х) - л: _ л: -r-;(:-zk-, -x7") ' 

i, j = 1 ,  2, 3 ,  
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2а � д eH.,r(zп ,x)_ eiA.4r(zп ,x) 
= 2л ( �t + а) ('\' + 8) ( л: - л; ) � €ijs дr,8 r (zh ,  х) 

j = 4, 5, 6 ,  i = 1 , 2 , 3 ,  

д i ?.1r(zп ,x) H.2r(zп,x) Н(1,3) ) 
V е - е 

ij (zп , х = 2'I (Л + З�t) ( 11� - l,i ) дхi r (zh .  х) 
i = 1 ,  2 ,  3, 

� 21 и � 22 "' "' удовлетворяют условиям 
� 2 � 2 k2 k2 iU'I'J'\' 
"'1 + "'2 = 1 + 3 + л + 2� '  

� 23 и � 42 "' "' удовлетворяют условиям 

� 2 л 2 - k2 1 k2 4а2 
"'3 + 4 - 2 т 4 + (� + а) ('\' + s) ' 

л_2 _ 1а - 4а 
5 - fJ. + 21' ' 2 2 

I'Б+s = 1'5 ' s = 1 ,  2 , 3, 4. 
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Rаждый столбец этой матрицы, рассмотренный :нак семикомпо
нентный вектор, является решением уравнений установившихся 
колебаний термамоментной теории упруrости. Первые три ком
поненты этоrо вектора дают вектор смещения и., следующие три 
компоненты - вектор вращения ro , а седьмая компонента - тем
пературу среды е.  

§ 2.26. Система уравнений статики 
термомоментной теории упругости 

Матрица фундаментальных решений и система уравнений тер
моментной теории упруrости получаются из :матрицы фундамен
тальных решений и системы уравнений установившихся колеба
ний термамоментной теории упруrости путем предельноrо пере
хода при а _,.. О. Они имеют соответственно вид 

(J.t + tХ) �и + (Л + J.t - tX) grad div и +  2tX rot ro - v grad е = О, 
("( + e ) � ro + ( � + 1 - e ) grad div и - 4tXro + 2tX rot и = О, 

�в = о, 

( 1 . 1) бij [ 1 1 а е -ЛI r( zk,:x.) ] 
Нц (zk , х) = 2л !1 r (zk , х)

-
J.t ( J.t  + а) r (zk , х) + 

1 д2 [ Л + J.t  y + в e-Лlr(zk ,x) _ 1 ] 
+ 2n:J.t дхi axi 

-
2 (J.t + 2J.t) r (zk , х) + -.r,:t' r (zk , х) ' 

н<2•3 ) (z,., х ) и Н<3•2 )  (z,., х ) - нулевые 
ются соотношениями 

')., _ [ 4CGJ.t ] 1/2 
1 - ( J.t + а) (у + в) ' 

матрицы, /.. 1 и Л2 определя-

л - (__i::.__)l/2 
2 - � + 2у • 

Фундаментальные матрицы систем уравнений статики термо
моментной теории упруrости можно рассматривать как частное 
решение системы неоднородных уравнений статики моментной 
теории упругости точно так же, как это было сделано в § 2.24. 
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§ 2.27. Интегрированные фундаментальные решения 

уравнения Лапласа в плоском случае 

Согласно изложению § 1 . 7  во многих случаях интегрирован
ные фундаментальные решения обладают существенными преи
муществами перед фундаментальными решениями при использо
вании их в качестве функций, по которым разлагается решение. 

Рассмотрим отрезок Г 1 ( j) ,  параметрическое уравнение которо
го имеет вид 

где 

O � t �  1 ,  

1 Cj = Zj , 

И пусть (zJ , zП и (:ZJ , :ZП- координаты начальной и конечной то
чек рассматриваемого отрезка Г<i" .  Интегрированные фундамен
тальные решения плоского уравнения Лапласа вычисляются по 
формулам 

'Фk (х) = r P s  (z) ln r (z, х) dSz · '  
г(j) 1 

. ( ') где р. (z ) - ортанормированные на Г/ полиномы s-го порядка. 
Как уже было сказано в § 1 .6 , будем рассматривать случаи, ког
да s = О, 1 , 2, для которых р. принимают вид 

Ро = 1 ,  Р1 = 2Y3 t - У З, Р2 = 6У5 t2 - 6Y5t + i5. 

Таким образом, с каждым вспомогательным отрезком г�> будут 
связаны три функции 

1/11 (х) = S ln r (z,  х) drz , 
г<i> 1 

'Ф2 (х) = 5 p1 1n r (z ,  х) drz, 
г т 1 

'Фз (х) = 5 p2 1n r (z,  х) drz . 
гU> 1 

Подставляя уравнения для z 1 и z2 и учитывая, что 
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для 'Ф1 (х) получаем 

'Ф1 (х) = ; S ln [r (z, х)]2 dSz = 
гШ 1 

= Y2Aj J In [(щt + Cj- х1)2 + (bjt + dj + х2)2 ] dt, 
о 

где Aj = aj + bj. Интегрируя по частям (ln r2 = и, dt = dv) ,  по
лучаем 

где 
[ 

А-+В· В· ] 
Х arctg J 7 - arctg 3 , У А-С--В� УА·С·-В� J J  J J J J 

Bj = aj (z]-х1) + bj (z� - х2) , Cj = (zJ- xt)2 + (zj - х2)2. 

Нетрудно проверить, что квадратный двучлен AjCj-Bj под 
корнем-неотрицательная величина. 

Для вычисления 'Ф2 (х) восп0льзуемся выражением 
'Ф2 (х) = 13 '\j)2(x)- 13 'Ф1, 

где 
1 

�� (х) = V Aj S t ln [(ajt + Cj-х1)2 + (bjt + dj - х2)2] dt = 
о 

= v:j ln[(zJ-x1)2+(z�-x2)2]- �� + � + 

А-С. - 2В� А.+ 2В. + С. - 2В. У А-С. - В2 
+ 3 J 3 ln 3 3 J - 3 3 3 1 Х 2А·УА· Cj А· ,r А· J J J у 1 

[ 
А·+В· В· ] 

Х arctg 3 1 - arctg 1 • 
УА·С· -В� УА-С·-В� J J  J JJ J 

Для въгrисления 'Фs (х) воспользу,емся выражением 
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11де 
1 

;j;8 (х) = У А; S t2 ln [(a;t + с; -х1)2 + (b;t + d; -х2)2] dt = 
о 

= YA;In[(zj-xl)2 +(zj-x2)2]- 2УА; + � + 
3 9 3 А· J 

2(А· С· -2В�) ЗА·В·С·- 4В� А. +2В·+ С· 
+ ' 1 1 - ' ' ' ' ln ' ' ' -ЗА; у А; ЗА� у А; С; 

_ ' 3 3 3 3 3 arctg 3 3 arctg 3 • 2(А�С�-5А· С· В�+4В�) [ А·+В· В· ] 3Aj УА;С;-Bj УА;С;-Bj У А;С;-Bj 
Учитывая значения для \ii2(x) и 'iiз(x), окончательно получаем 

••  , (х)- V3 [-А�- 2А·В· + (А·В·- А·С· + 2В�) Х '1'2 - А· ,, А· ' ' з 1 ' ' з з 
J у J 

А·+2В·+С· v Х ln 3 с.
3 3 + 2(А; + 2В1) А;С;-Bjx 

3 Х [вrctg А;+ В; -Rrctg В; 
J J УА;С; -Bj УА;С; -Bj ' 

1JJ8(x) = 2-v [- �j - 4А,В; + 4А; (А;С;-2Aj)] + А; А; 
( 2 2 2 2) А;+ 2В; +С; 

+ А;В;-ЗА;С; + 6А;В;-6А1В1С1 + 8В1 ln с. + 
J 

+ 
2 [ А·(А·С·-В�)(А; + 6В·)-2(А·С� -5А·С·В� ) + ,, 2 3 3 J J J 3 3 3 3 J 

у А; С;-В; 
+ 4Bfjr arctg УА;+ В; -arctg У 

В; ]]' 
А· С.-В� А.С·-В� 

- 3 3 3 33 J 
Некоторые интегрированные фундаментальные решения для 

трехмерных уравнений Лапла.са в теор,ии уnругости даются в 
работе [48) . 

В § 1.6, в котором дается обосноваiНие перехода от фундамен
тальных решений к инте11рИрованным фундаменталЪiным реше
ниям, последние рассматриваются для отрезка прямой в плоском 
случае и для параллелограммов в пространствеином случае. Од� 
нако, во многих случаях, с физической то"ЧJКи зрения, может 
о:казаться желательным рассмотрение двухкратно.оинтегрирован
ных фундаментальных решений в плоском случае 

"1\J (у).= J S р (�) Н(�, у) dSx , 
D 
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и трехкратно-интегрированных фундаментальных решений в 
трехмерном случае 

\jJ (у) = J J j' р (х) Н (х, у) dVx, 
v 

где обозначения те же (нроме индексов) ,  что и в формулах 
(1.96 ) .  Нахождение коэффициентов разложе•ния по таким функ
циям может представлять самостоятельный физический смысл, 
и его следует рассматривать шюрее как решение обратной за
дачи, а не прямой граничной задачи. По существу описанные в 
настоящей монографии методы решения прямых граничных за
дач во всех случаях осуществляют решение обратной задачи 
(нахождепие источников по.;:rя), однако при обычных фундамен
тальных решениях (при точечном источнике по.;:rя) такое реше
ние обратной задачи может оказаться фиаически бес-содержа
тельным. Особенно важны указанные двух- и трехкратно инт·е
грирова.нные фундаментальные решения для геофизики, в част
ности для задач гравиметрии и геомагнетизма. Для последних 
представ.;:rяют интерес не только интегрированные фундаменталь
ные решения (ньютонов потенциал), но и их производные 

аkф (у) 

которые будем называть интегродифференцирован.ными фунда
ментальными решениями. Ниже для вертикального параллелепи
педа и полиномов 

р1(х)= 1, р2=х1-х�, р3= х2-х�. p-I= x3-x� 
даются интегродифференцированные фундаментальные решения 
уравнения Лапласа при k = О, k = ·1 и k = 2 (х�, х�, х�- коор
динаты цент.ра параллелепипеда V; сим�ол тройной подстановки ll lal l l  определяется формулой 

2 2 2 
ll/a(xl,x2,x3)IJI = .� � � (-l)i+J+ka(xl,x,,xf), �=1 3=1 k=l 

уравнения х8 = x:n (s=1, 2, 3; т= 1, 2) определяют границы 
параллелепипедов; первый индекс в этих формулах \jJ;д .. обозна
чает номер полинома р; ( х) , а второй, третий и четiВеrртый индек
сы дают производные по соответствующим направлениям) 

Ф1ооо = IIIR7111, 

Ф2ооо = /11 (xl- х� )  { R7 + (у2- х2) �Уз- хз) R + 

+ (у3-хЗ)[(уS-хS)+З(у1-х1)2] 
R 

...j_ (у2-х2)[(у2-х2)2+З(у1-х1)2] 
R 

_ 
6 2 ' 6 3 _ (у1

; 
x1)s 

R4} /lj, 
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'Фзооо = 

= l//{x2- х�) 
{в7 + (yl.-xl)ii-xз)B+ (уз-хз)[(уз-�з)2+3(у2-х2)2]Вt+ 

'Ф4ооо = 

(yl- xl)[(yl-x1)2+3 (y2-x2)2] _ (у2 - х2)3 }/11 + 6 Вз 3 Вь ' 

= 111 {хз- xg) {в7+ (yl-xl�(y2-x2) В+ (у2-х2)[(у2-х?+3(уз-хз)з] Bl + 

(т/_ xl) [(yl- xl)2 + 3 (уз_ х3)2] (уз_ хз)з } 111 + 6 В2 + 3 Вв ' 
'Ф11оо = -I I IBs l l l , 

'Фноо = -111 {х1-х�) {вв-(у2- х2)(у3- хз)В1 + 
(yl- х1)2 (у2 _ х2)2 (уЗ_ хЗ)2 

+ 2 В4- 2 Bs- 2 

'Фзоtо = -111 (х2 - х�) { Вв + Уз--;- хз 
R + (yl - х1)2 t (у2- х2)2 

111 ( 3 3 
{ у2 _ х2 (yl _ х1)2 + (у2 _ х2)2 'Фшо = - х - хо) Вв + 2 В+ 2 

'Ф101о= 11/Bglll, 

Be}lll• 
Bs} 111• в2} 1 1 1 · 

'i'2oto = 111 (xt- х�) [ Bg- (yl - xl)2 t (у2- х2)2 Вз-
Уз-; хз В] 111• 

'Фзооt = 1/1 (х2 - х�) [ Вв + (yl- xl) (уз- хз) В2-
(yl-; х1)2 В4 + 

(у2 _ х2)2 _ (уз_ хЗ)2 ] 111 + 
2 Bs 2 Вв ' 

'Ф4оtо = 111 (хз- .т�) [ Bg - (у2- х2)2 -�(уз- хз)2 Bt - yt-;- xl в] 111• 

'i'1oo1 = IIIB1olll, 
'i'soot = 111 (xt- х�) [ Blo + i--;- х 2 В + (yl -xl)2 t (уз-хз)2 в] 111• 
'Фзооt = -111 (х2 - х�) [ Rto + y t

-;: xl В + (у2 - х2) �(уз- хз)2 в1] 111• 
'Ф4ооt = -11/ (х3- xg) [ В10-(у1-х1) (уз- х2 ) В3-

_ (i _ х1)2 _ (у2 _ х2)2 _ (уз_ хЗ)2 ] 111 2 В4 2 Bs 2 В5 ' 
'Ф1sоо = -111 B41i1• 
'1'2200 = -·111 (х1- х�) [В4- (у1- х1) В2] 1\1, 
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1\Jз2оо = - 111 (х2- х�) [R4-(у1- x1)RзJ 111. 
1\J42oo = -111 (х2- х�) [R4 + (У2- Х2)R3+(уз-х3) R2] 11 1, 
1\Jшо = -11/ Rзlll, 
1\J2но = 111 (.:r;l- х�) [R3- (уз- х3) R1-(у2- х2) R5] Jll, 
1\Jзно = 111 (х2- х�) [Rз- (уз- хз) R2 + (у1- xl) R4] Jll, 
1\J4но = 111 (х3- xg) (R2 + R) 111, 
1\Jно1 = 111 R2 111' 
1\'2101 = 11/ (хз- .-rg) [R4-(У2- Х2) R1 + (у3- Х3) R6) 111, 
1\Jз101 = 1 1 1 (х2- х�) (R2 + R) 1 11, 
1\Jщ1 = IJI ( хз- х�) [R2- (у2- х2) Rз + (yl- х1) R4J 11\, 
1\'1020 = - 111 RsiJI, 
1\J202o = - 1 1 1 (х1- х�) [Rs-(У2- Х2) RI) lil, 
1\Jзо2о = -IJI (х2- х�) fRs-(У2- Х2 ) Rз] 111, 
1\J-1o2o = - 1 11 (.тз- .тg) [Rs + (у1- �·1) R3 +(уз- х3) R1) /11, 
'i'1o11 = 111 RI 111, 
1\'2011 = 1 11 (х2- х�) (RI + R) 11!, 
1\Jзон = 111 (х2- .т�) [R1-(у1- х1) R2 +(уз- х3) R6J \11, 
1\J4ol1 = 11 1 (х3- х�) [R1-(у1- х1) Rз + (у2- х2) Rr;) 111, 
1\J1oo2 = - 1'1 Rв\\1, 
1\J2oo2 = -1\1 (х1- х�) [Rв-(уз- .13) R2J 1\\, 
1\Jзоо2 = -111 (х2- :t·�) [Rв-(уз- Х3 ) RI] 1\1 , 
1\J4oo2 = -111 (хз- xg) [Rв + (У2- ;с2) Rl + (!11- Х1) R21JII, 



206 ГЛ. II. ИНТЕГРИРОВАННЫЕ ФУНдАl\!ЕНТАдЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 

я7 = (у2 _ х2) (уз _ хз) R1 + (у1 + xl) (уз _ хз) R2 + 

+ (уз _ xl) (у2 _ х2) Rз _ � [(yl _ x1)2R4 + (y2-x2)2R5 +(уз-хз) R6], 

Rв =(у2- х2}Rз-(у1- x1)R4-(уз- хз)R2, 

R9 = (у2- х2}RБ- (у1- x1}R2- (.уз- xз)Rt, 
Rto = (у2- x2}Rt-(у1- х1 )R2-(уз- х3}Rв. 

§ 2.28. :Интегрированные фундаменталwые решения 
уравнений плоской статической теории упругости 

Учитывая выражения для фундаме.нтальных решений урав
нений плоской статической теории упругости (см. § 2. 1 5 )  и обо
значения предыдущего пункта д.ля элементов матрицы интегри
рованных фундаментальных решений, получаем выражения 

1fi1) (х) = ( [п ln r (z, х)- m ( дr (z1, х) )2] dSz = J. � 1 
г<з> 1 
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'1\J�l) (х) = 'Ф�
2
) (х), 

t dt + VЗ<р� (х) = 
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V
- v- [ Ь� 2Ь .В· 

= nw2 (х) + 3ro2 (х) + 2 3m Т- lj 
1 + 2bj (dj - х2) + 

G. ( А·+2В·+С· ) 2 (А-С· -В·С·) [ 2(А·+В·) 
+ -1 ln 1 1 1 + 1 1 1 1 arctg 1 1 -

2 cj V А-с.- в� V А .с.- в� J J  J J J  J 
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'/J�l) (х) = '/J�2) (х), 

ф�2> (х) = s. р2 [ n ln r (z, х)- т ( дr �:� х) n dSz = 
г<7) 1 

= mu3 (х) + 6 V5ro5 (х)- V5ro2 (х)-

V- s1 (Ь} + dj- x2)2t2 dt 
- 6 5mAj ( 1)2 ( 2)2 0 ajt + cj - х + bjt + dj- х 

V- v- 11"? [ ь� ь.в . = nro3 (х) + 6 5ro5 (.-е)- 5w2 (х)- 6 v 5m -f- �/ + 

Ь�С-+ 4Ь ·В· (d·- х2 ) 4Ь-В· 
+ bj(dj-J:2) + (dj-X2)2- 3 3 3А; 3 

+ ��3 
+ J I· ( А·+ 2В· + с. )' 2 (А-Т.-в.т.) 

...L -3 ln 3 3 3 + 3 3 3 3 Х 1 2 с. v 2 з AjCj-Bj 

Х arctg 1 3 - arctg 3 , 
[ 2 (А-+ В·) 2В- ]] 

v Apj -BJ VAjCj -Bj 

где Aj, Bj, С! определены в предыдущем параграфе, ro1 (х), ro2 (х), 
rоз (х)- интегрированные фундаментальные решения уравнения 
Лаплма в плоском случае (определенные в предыдущем па:ра
г;рафе, где они обозначалисЪ через Ф1 (х), 'Ф2 (х), 'Фз (х) соответ
ственно), 2а�В- с. 

М· - 2а · (с· - х1) - -3 -3 N · - (с· - х1 )2 - а. -3 
3 - 3 3 Aj ' 3 - 3 3 Aj ' - - 2А·В. - - А .с. -

Mj = Bi- ----f-2-, Ni = Ci- � -3, Ai = ajbj, 
J J 

В·- a·d· + Ь·с·- а·х2- Ь·х1 ё-- r·d·- с·х2- d·xl + х1х2 J - J J J J J J ' ,- J J J J ' 
2Ь·В· - Ь-с· 

Rj = 2bj (d j- х2)- l. 3, Rj= (dj- х2)2- �� , 
J J 

FJ. = (сз· _ х1)2 _ a�cj + 4ajBj ( cj- х2)7 F 
[2ajBj 2aj ( c7"...::'""xl) ] 

А1· j =Cj � - А· ' 
J J - 4А-В� А-С·+ 2В-В� (2А В В ) 

Ej = Cj + _J_J - J J J J Ej = Cj _j_j_- __j_ А� Аз· А� А· ' 
J J J 1 Ь�с - + 4Ь ·В· (а. -.1:2) С· =(d·-x2)2- 3 3 3 3 3 J J Aj ' 

14 М. А. Аленсидзе 

- [ 2 b�Bj 2bj ( dj- х 2) ] Cj= Cj --;г:- - А· , 
J J 
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- [а�с-+4а.В.(с--х1) (с--х1)2 4а�В·] 
Н· = F · = 2В · 1 1 1 1 1 - 1 - -1 -1 1 з 1 А2 А· Аз ' j J j 

Н. = С. [ajcj + 4ajBj ( cj-х1) _ ( cj-х1 )2 _ 4ajBj] 1 1 А� Aj А� ' J J 
(й.в. В·) (А·с-+iв.- 4А-В�) 

D · = С· -1 -1 - -1 
+ 2В · 1 1 1- С· - -1- 1 з 1 А2 А . J А- з А2 ' 

j J J j 

- (А·С--2В.в. - 4А.в�) 
D· - С· 1 1 1 1- С·- -1-1 1 - 1 А� 1 А� ' 

J J 
- [Ь�с-+4Ь-В-(d.-х2) (а.-х2)2 4Ь�В·] 

1 · = G · + 2В · J 1 1 1 1 - 1 - -1 -1 1 1 з А2 А· Аз ' j J j 
- (b�c-+4B-(d--x2) (d--x2)2 4Ь�В·) 
/·-с- J J J J - } - _J _J_ 1- з А2 А· Аз ' 

j J j - (1) - (2) 
ro1 (х) = 'ljJ1 (х)- nro1 (х) , ro2 (х) = 'ljJ2 (х)- nro1 (х), 

- 1 [ \1) v- 1 Wз ( .т) = 
2 VЗ 'Фз (х)- nro2 (х)- 3 ro1 (х) , 

- 1 [ (2) v- (2) 1 (!)4 (х) = - v- 'Фз (х) - 3 'Ф1 (х) ' 2 3 

ffi5 (х) = v1 - [ nro2 (х) + vз (!)2 (х)- 'Ф�2) (х)]. 2 3 

Таким обра•з·ом, с каждым вспомогательным отрез�ом ГУ) 
связаны шесть двухко·мпонентных ве-ктор-функций, которые при 
учете значений интегрированных функций оператора Лапласа 
окончательно принимают следующий вид: 

1 nB. m[A-a-(z!-x1)-a�B-] ! А·+2В·+С· 
+ __2_ - 1 1 1 2 1 1 ln 1 1 1 

+ 
2 УА· А· Cj J J 

(n V А-С·- в� 
+ 

J J J 
YAj 

r ( 1 )2 (ajBj 1 1) 1) т А· z. -х1 -а.с-+2а.В. -- z . +х з з J з з з А· з J 
х 

Aj YAjCj -В] 

[ 
А·+В· В· ] 

Х arctg 1 1 - arctg 1 , 
V А .с. -в� V А .с. -в� J J  J J J  J 
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- -1 + ___1...._ - 1 1 1 1 1 ln 1 1 1 + тЬ� { пВ- т[А·Ь-(z�-х2)- ь.в.]) А-+2В-+С· 
Ai 2 у Aj А' J Ci 

!n УА·С--в? 
+ 

J J J 
УА; 

r ( 2 2 )2 ( 2 2 ьiвi ) ]  ) т А· z. -х -Ь·с--2Ь.В- z. -х --J J J J J ' з А· 
J 

х 
А; YA;C;-Bj 

14* 

Х arctg 
1 - arctg 1 , [ 

А-+В В· ] 
У А ;С; -в' У Ajcj -в' 

2 3 

( j ) 
8aiвi 2 1 1 

2В2 + ---a·c·-4a·(z· - х ) - -1 -А2 ' 1 1 1 А· 
j J 

n(А-+2В·)УА-с--в� 6а?в.с.] ] [ А-+В· 
- 1 1 1 1 1 - 1 1 1 arctg 1 1 

Aj У Aj А; У А ·С· -В� J J J 
в. 

Jl - arctg 1 , УА-С--В� ; l - .  J 
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'Ф�2) (х) = _ т уЗ { 2 (AJBJ � 2 AiBJ) 
+ 

[2С · -В. А· (В· -С·) - 2В .в· 4А .В� 
J 

А1• + 2В1· + С1· 
+ 3 3 + 3 3 3 3 3 + -1-3 ln + 

2А3• А� А� Cj 3 J 
+ у 1 [в·В· + А· С·- А·С·- 2В·С·- 2В·С· + А · А .с . -В� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 J J J J J 

- 2- 2 - 2 ] 6А .В .С·+4В·В· - 2A - R· ВА .В. 
+ 

J 3 J J J 3 J __ 1_3 х 

Х [a:tg Ai + Bi AJ arctg Bj ]}· 
YAjCj -В� YApj -Bj 

() 1J-/n (A ·+2B·) 4тЬ·[Ь·В··-А·(z�-х2)] 
'Ф42 (х) = У 3 з з + з 1 з 1 1 + 1 2 YAj А� 

[n (А·С · - 2В�- А .В·) mb· [(А-+ 4Ь·) (z�-х2) + Ь· (С.-В·)] 
+ 3 3 J J J  + J 3 7 J J J 1 -2Aj YAj А� 

m(zj-x2)2 _ 4mb�B� jln Ai + 2Bj+ Cj 
+ Aj Aj Cj 

+[ У т 2 [<Aj + 2Bj)(zj-х2)2-2bjB) ь�j- z] ) + х]+ � АА-� \ J 

Bb�BJ 2 ( 2 ) '2� ) 6b�Bpj ] + -- -Ь·с·-4Ь· z·-x2 l\--1 - -- -
А2 J 3 3 3 А· А j ' J J 

n(A· + 2В·) УА·С·- В�] [ А·+ в. 

в. ] _ 3 3 3 ·7 3 arctrr 1 3 -- arctg 3 , А3• V А3• " V А .с. - В� V А ·С· -В� J J J J J  J 

(1) v- {12n ( AjC j - AjB j - 2Bj) - пА; �'5 (х) = 5 У + 6Aj Aj 
[а. (z�- х1) - (z�- х1)2 а� (С.- В·)+ 4а.в. (z�- х1 ) 

+ 6m 3 3 3 + 3 3 3 3 3 3 -Ai А� 3 
- _з_J + n з з з з + 

J з з + __ з - + 
4а�В�] [ [В·(4В�-3А·С·) 3(2В�-А-С·) В·] 

AJ А� у Aj 2Aj у Aj 2 У Aj 
+ 

т 
[24a,BJ + 12ajBj [ aj (Bj- Cj)- 2Bi ( cJ-х1) 

А� А� + 
1 J 
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6В· (z�- х1)2 + 6а. (С·-2В-) (z� - х1 ) +а� (В·- 3С·) 
+ J J J J J J J J J

+ А� J 
3 (z�- х1)2- а. (z�- х1) ]] А·+ 2В· +с. + 3 1 1 ln 1 1 1 + 

Aj cj 

[ [ 2 (5А-С-В�- А�С� -4В�) (А·+ 6В-) v-A.-C.--- B-� ] 
+ n ' ' '  ' '  з + з з з з  ' + 

А� УА· v А-С· -В� Aj VAj 
J J J J J 

т [ 2 2а� ( 2 2 ) 24a�Bj + 

у ajCj +-А 9В·С.-В· -ЗС· - -- + А· А .с· -В� i 1 1 1 1 А� J J J J J 

( 2 )2 ( ) 12Bj 
J ( 1 • ) + ZJ- х1 6Cj - 6Bj - Aj - � + Zj - х

• 2ajBj - 1 2а; + 

+-J_J+ 1 J J + __ J_J +  J J J _ __ J _J 
х 

24а-В� 36а.в.с. 48а-В� 36а�в�с. 48а�В�] ] 
А; А; Aj Aj А1 

[ 
А; + Bj В; ]} 

Х arctg 2 - arctg 2 • 
V А-С--В· УА-С--В. J J  

3 
J J  J 

() V-/3 (2C--B·) 6А- (В·- С·)·-12В·В· •1' 2 (х) =-т 5 1 1 + 1 1 1 1 1 + 'l'б 1 А; А' 

24А .в� [в. - 6с. зс. (А. -в·) + 6В. (В.- с·) -А .в . 
+ __ J _J + J J + J J J J J J J J + 

А� 2Aj А� J J 

12В-(А·С·+В·В·-А·В�) 2й-В�] А·+2В-+С· 
+ 1 1 1 1 1 1 1 ---1 -1 ln 1 1 1 + 

� � С· j j J 

2А. (зс� +в�)+ 18В-С. (В·-А·)+ 12В� (С·- В·) 
+ J J J J J  J J J J J + 

А; 

+ 
24Вj [В; (Aj- Bj)-йрj] - 48AjB1 ] х 

А� А� J J 

х arctg 1 1 - arctg 1 [ 
А-+В· В· ]} 

. УА;С; -В' VA;C; -BJ ' 
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[24Ь�В� 12Ь .В. [Ь ·В.- Ь .с. - 2В. (z� - х2) ) +т __ 
J 

_
J 

+ J J J J J 7 J J + 
А� А� J J 

6В. (z�- х2) + 6Ь. (С·- 2В·) (z� -х2) + Ь� (В·- 3С·) + J J  J J  J J  J J J + А� J 
3(z� -x2)2-ь.(z�-x2) ]1 А·+2В·+С· 

+ 1 1 1 -- ln 1 1 1 + 
A.i С; 

+ n JJ J JJ J _ J з з з  ' + 
[ [ 2 (5А·С·- В� -А�С� -4В�) (А·+ 6В·) У А.с. -В2. ] 

A�1rA. УА.с.-в� Ai YA.i з У 1 з з з 

т [ 2Ь2 ( 2 2) 24ЬjBJ + Ь�С· + _l 9В·С·- В·- 3С· --- + ,r 2 1 1 А 1 1 1 1 А3 А. у А.с. -В. .i .i J J J J 

( )
2( 1 2В� ) 

( 2 ' ) ( + zj - х2 6С;- 6B.i- А;- A.i 
1 + Zj - х� 2Ь.iB.i- 12Ь.i + 

где 

24Ь ·В� 36Ь ·В .с. 48Ь .В� ) 36Ь� В� С· 
+-'-'- JJJ+ _J_J + J J J _ А. А· А� 42 J J J - J 

48а�В� ]][ А·+ в. - � arctg 
V 

1 3 2 - arctg 
А1• А·С·-В· J J J 

-1 , -2 2 А з 2 
aj=Zj-z3, Ь;=Zj-ZJ, j=aj+Ьi, 

B.i =а; (z�- х1) + Ь.i (zj- х2) , C.i = (zJ- .r1)2 + ( zj - х2)2 , 

.А1 = а1Ь1, В;= а1 (zj - х2 ) + Ь1 (z] - х1), 
С1= (z]- xl) (z'- х�). 
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§ 2.29. О тестовых задачах для универсальных программ 
решения граничных задач уравнений математической физики 

В настоящее время создается множе-ство более или 'менее 
у.ниверса::rьных программ для решения граничных задач, осно
ванных на различных методах решения. Ча,сто авl'оры таких 
программ проверлют созданные програм•мы на таких гра,ничных 
задачах, которые хорошо приспособлевы к реали·зуемому в ·nро
грамме методу реше-ния граничных за<Дач. Это обстоятелоотво 
затрудняет объективное е-равнение различных универсальных 
программ по основным характерисmка,м (точность, необ�оди.мое 
маши•нное время, объем памяти и т. п.). На 3-й Всесоюзной КОIН
ференции по чис:Iенным методам решения задач теорЮI упруго
сти и пла,стичностu (г. Rишинев, 1973 г.) была отмечена важ
ность создания набора тестовых задач, по решению вютщых 
можно судить о сравнительной �ффективности разлиЧIНых чис
ленных методов п соответ.ствующих программ, и соз<Дэша комис
сия по тестовым задачам, которая признала целесообразным со
здание тестовых задач двух типов: 

1 )  задачи, имеющие точное решение; 
2 ) задачи, не имеющие точных решений и пре.дставляющие 

интерес с теоретпче,ской или приклащной точки зрения. 
Ввиду все усложняющихся алгоритмов и соответствующих 

программ решения гра,ничных задач набор те.сз:рвых задач дол
жен давать возможность по их решению судить об эффективно
сти программ, не вдаваясь при этом в рассмотрение ал11оритма, 
в ней заложенного (по сущест.ву рассматривать программу как 
«черный ящию)). Поэтому в наборе тестоsых за•дач должны быть 
преду,смотрены такие задачи, Rоторые выявляют воз•можности 
тестируемых программ в отношении решения граничных задач 
со сложной гео:.\Iетрией области (многосвяз.ные области, области 
с угло,выми точками), плохими диффе-ренциальными свойст'ва,ми 
решения и т. п. 

Приведеиные в этой главе фундаментальные решения диф
ференциа::rьных уравнений могут быть применены как тестовые 
задачи для программ, реали.зующих решение соответствующих 
граничных задач. Граничные условия при этом могут быть со
вершенно произвольвые (даже такие, для которых в общем слу
чае не доказаны теоремы существова.пия и единственности). Для 
этого достаточно в качестве 11раничных функций 'Ф(У) в условии 

'( 1.2) взять функцию � bkl'\fk (х) \г. где ь/>.- произвольвые фикси-k 
рованпые чи.сла, l- произвольвый оператор в граничном усло
вии. Что касается геометрии области G, то область может быть 
совершенпо произвольной и многосвязной. Требуется лишь, что
бы вспомогательные точки z,. (или вспомогательные поверхности 
г�> для интегрированных фунда•менташшых решений) не ле-
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жали в ней. Следует особо отметить, что соответствующим: вы
бором точек z" правой части граничных условий (1.2 )  можно 
придать любой вид, особенно для полных систем фундаменталь
ных решений. 3а,метим также, что при,близив точку z" к любой 
(в том числе и угловой) точке границы Г, мы тем самым при
даем решению соответствующей тестовой задачи доволь'но резкий 
мансимум в этой точке . 

В заключение nриведем фундаментальные решения [66] для 
некоторых многомерных уравнений, которые также могут быть 
использованы в соответствующих тестовых .задачах. 

Для п-мерного уравнегния Лапласа имеем 
1 

'Ф�t (х) = (2 _ n) wn 
[г (zk, x)]2-n, n > 2; 

для итерированното лап;тасиана (8) "' фундаменталь'Ное решение 
при всех четных n и при нечеt�ных n > 2m задает,ся выражением 

(-1)тг (�- т) 
'Фk (х) = 22mлn/2: (т) (r (zk, x)J2m-n, 

а при нечетных n ::;:;;; 2m - выражением 
2 (- 1)(n-2) 

'Фk (х) = 2 _1 12 [r (zk , x)pm-n ln r (zk, х) , 2 т лп (т -1)1 

где n - размеrрность пространства, ron - площадь сферической 
поверхности еди,ничного радиуса в п-мерном Щ!Остранстве, 
Г (т) - значение гамма-функции для аргумента т. 3аrм:етим, что 
для н аших целей стоящие в начале приведеиных выражений по
стоянные :множ;ител'и :можно опустить. 

Для уравнения (8 + 1..2) и = О, где Л - nостоянная, фундаме�н
тальное решение выражаеrея фор:м:ул·оЙ 

1 [ Л ] (n-2)/2 
'Ф�t (х) = 4 2лr (zk, х) N(n-2)/2 [Л.r (zlt• х)], 

где Nv- функция Неймала или функция Весселя второго рода. 
Для гиперболического уравнения 

anu 
1 n =О ах . . .  ах 

фундаментальное решение определяется произв едением функций 
Хевисай:да 

Н(х) = {� при х>О, 
при х�О, 

n 'Ф�t(Х) = П Н (xs- zЛ). 8=1 
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Фундаментальные решения определяются и для одномерных 
d2u 

уравнений. Так, например ,  для уравнений Лапласа 
d (х1 )2 = О 

фундаментальное решение имеет вид 

'Фh (х1) = - (х1- zt) Н (.т1- zt) + с1 (х1- z�) + с2, 

где с1 и с2- произвольвые постоянные,  для уравнения Гельи
гольца 

§ 2.30. Функции Грина в приближенных решениях 
граничных задач 

Рассмотренные в настоящей монографии фундаментальные 
решения ( функцпи)  К ( х, у) удовлетворяют лишь основному 
уравнению гранпчпой задачи ( см.  формулу (1.94)) 

LK(x, z)= 8(х- z), 
совершенпо не заботясь об удовлетворении граничных условий. 
Для некоторых I>анонических областей удается получить такие 
решения, которые кроме основного уравнения удовлетворяют од
нородным граничным условиям 

LG(x, z)=8(x-z), ZG(.т, z)lг=O. (2 . 9 ) 
Такую функцию G(x, у) называют фующией Грина для гра-
ничной задачи 

Lu=f(x), 
lulг =О, 

XEG, 

решение которой выражается через функцию Грина 

и (х) = S G(x, z)f(z)dz. 
Аналогично для динамических граничных задач 

Lu=f(x, t), xEG, 
lиlг =О, t > to, 

Ти =  О, t =  to, 

(2 . 10 )  

(2. 1 1) 

( 2 . 12) 

Функция Грина С (х, z, t, т) удовлетворяет граничной задаче 
(2 . 12 )  при f(x, t)=8(x-z)8(t-т) и ее решеrние представля
ет,ся интегральной формулой : 

t 
и (х, t) = J .\ G(x, z, t, т)f(z, т)dzdт, (2.13) 

t0 G 
где Т - оператор начальных условий. 
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Прежде чем привести аналитические выражения для функции 
Грина некоторых канонических област-ей, собранных в работе 
[41] , дадим метод применевил фу;нкции Грина для обла·стей, от

личных от тех, д:rя Rоторых они выведе·ны. 
n 

Пусть для векоторой област.и G с гра,ницей Г = � Г 11. по
k=о 

ставлена граничная задача 

Lu(x) =О, 
lu (х) lг<l> = О, 

т n 

XEG, 
lu (х) lг<2> = 'Ф (у), 

где г(l) = �г��., г<2> = � г��. (т�п). Обоз1Начим 
k=l k=m+l 

G(x, z) функцию Грина граничной задачи 

Lu(x) = f (x), х Е G, 
lu (х) lг(l) = О. 

(2 .14) 

через: 

(2.15) 
Выберем точки Z; так, чтобы они не принадлежали области G и 
будем искать приближенное решение граничной задачи (2.. 1 4 )  в 
виде: 

N 
u<N> (х) = � ciG (х, zi) . 

i=l 
(2.16) 

В силу определения функции Грина и выбора точек Z; при
ближенное решение ( 2. 1 6 )  строго удовлетiВоряет пе1р1Вые два ра
венства граничной задачи (2. 14) , а для приближенного удовлет
ворения неоднородных условий в (2.14 )  подбираем коэффициен
ты с1 разложения (2.16) из условия минимизации ра,вештва на 
граiНИЦе Г<2> 

N 
'1\' (у) - � Ci'l\'i (у), i=l 

(2.17) 

где 

'Фi (у)= ZG (х, Zi) /г<2>· 

Задачу нахождения чисе.;r с1 неодно�ратно рассматривали в 
да.нной монографии. 

Таким образом получаем, что алгорит.м нахоЖ!Де.ния приб.;ш
женного решения граничной задачи (2. 14 ) с помощью функций 
Грина принципиально не отличается от реше1шя этой же задачи 
с помощью фундаментальных решений, а с вычи,слительной точ
ки зрения вначителыю у1добнее, так как в ходе решения !МОЖНО 
не заботиться об удовлетворении не только основного уравнения 
задачи, но и части граничных условий на го>. Это дает возмож
ность суще.ственно со�ратить число N вспомогательных точек z,. 
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Для более ясного понима,ния тех выгод, которые достигаются 
заменой фудаментальных решений функцилми Грина, рассмот
рим конкретную задачу. 

Пусть в полупространстве G (О:::;;; х3:::;;; оо) имеем трехмерную 
выемку G0>, на границе Г1 которой поддерживается температура 

и (х) lг1 = \jJ (у). 
Ищет.ся распределение температуры и(х) в области G- G0>, 
в которой отсутствуют источники тепла, если граница ·Г (z = О) 
полупространства G имеет нулевую температуру. Соответствую
щая этой физической задаче граничная задача имеет вид: 

ди(х) = О, х Е G- G(l), 
и (х) !г= О. (2 . 1 8) 

и (х) !г 1 = \jJ (у). 
Для решения граничной задачи ( 2 . 18 ) описаНiными в первой 

главе методами вспомогательные точки z;, опре,:�;еляющие фун-
1 

даментальные решения 
( ) ' следует брать как внутри вы-r х, zi 

емки G< 1>, так и вне полупространства G, а коэффициенты С; 
N 

� �, 1 
приолиже;нного решения ""- ci -

(
--) находить из удоrвлетворе

i=l r х, zi 
ния равенств 

N N 

� 
с· -

1 1 -О �с· _1 / -• l' (Y) � 1r (x, z·) - ' � 1 r (x,z, ) -'1' • t=l 1 г t=l ' г 1 
'Учитывая, что функция Гриша G ( x, z) граничной задачи 

Au (x) = f (x ) , x e G, 
и (х) lг = О  

имеет вид -( -
1
-

)
-- �. где z (z1, z2, -z3) - точка, симметрич-r :r, z r(x, z) 

пая относительно плоскости х3 = О  для точюи z (z1, z2, z3) , полу
чаем для нахождения коэффициентов приближе,нного решения N �Ci [-( 1 

)-� ] УСЛОВИЯ 
i=l r х, zi r (x, zi) 

f Ci [-1 _ _ 1 ]\ 
= 

'IJ(y) 
i=l r (x,zi) r (x,zi) гl 

. 

Заметим, однако, что функции Грина могут обладать более 
плохи.ми конструктивными свойствами (например, более малым 
детерминантом Грина ) ,  чем фундаментальные решения (особенно 
для выпуклых областей) . 
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Фу,нкции Грина для большого количества о;з;номерных гра
ничных уравнений собраны в [41]. Там же дается способ сведе
ния граничпых задач с неоднородными граничными у1словиями к 
граничным за ·дачам с однородными условиями. 

Приводим здесь функции Грина для тех граничных задач, 
которые по описанному выше методу могут быть использованы 
для приближенного решения граничных задач с неканонически
ми обла�стями. При этом функции Грина, выраж,ающиеся в виде 
бесконечных рядов или через явно невыписываемые �онформно 
отображающие функции, не приводим, так как в соответствии 
с § 1 . 1 1 вычислительный процеос сильно замедляется, когда яв
ный вид координатных функций (фундаментальных функций 
или функций Грина ) неизве ,стен. 

В плоском случае иногда более удобно записывать функции 
Грина через комплексные перемвнные � = х1 + ix2, 'YJ = z1 + iz2• 

1 .  G - круг радиуса R, Г - окружность, dи = f, иlг =О; 
(d- оператор Лапласа) 

1 1 R2-�ч 1 G (х, z) = 2л 
ln R 1 �-rJ 1. 

2 .  G - бесконечный слой: -оо :::;;; х1 ==:;;; оо, О:::;;; х2 ==:;;; n; Г состо
ит из двух прямых х2 =О и х2 = n; dи = f; иlг =О; 

G 1 l 1 ехр �- ехр 1j 1 (х,z) = 2л nlexp�-exprJI' 
3. G - полубесконечная полоса, О:::;;; х1:::;;; оо, О:::;;; х2 ==:;;; n; Г со

стоит из трех пря,мых х1 =О, х2 =О, х2 = n; dи = f; иlг =О; 

G ( ) _ ..!_ l [ch (х1 + z1)-cos (х2-z2)] [ch {х1-z1)-cos (х2 + i)] 
х, z- 4л n [ch{x1+z1}-cos(x2+z2)] [ch(x1-z1)-cos(x2-z2)] • 
4. С - полукруг, (x1 ) 2+ (x2) 2==:;;;R2, х2;;:.О; Г - полуокруж

ность (x1 ) 2+ (x2) 2=R2 и часть прямой; иlг=О; dи=f; 

G (х, z ) = _1 ln \ �- rj 1\ R�-�rj 1 . 2л 
1 1; - rJ 11 R2 - �rJ 1 

5. G- четверть круга,  (х1) 2 + (х2) 2:::;;; R2, х1;;;;:: О, х2;;;;. О; Г
четверть окружности ( х1) 2 + ( х2) 2 = R2 и части прямых х1 = О, 
х2=0, иlг=О; dи=f; 

1 1 �2 - rj2 1\ R4 -(�rj )2 \ G (х, z) = 2л Jn \ �- rJ2 1 \ R4- (�rJ)2 1 
6. G - четверть (пе .рвая) плоскости, О==:;;; х1 ==:;;; оо, О==:;;; х2 ==:;;; оо ; 

Г состоит из положителЬ>ных частей прямых х1 =О, х2 =О; 
dU=f; иlг=О; 
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7. G - полупространство, -оо :о::;; х1 < оо, О :о::;; х2 < оо; Г - пря

мая х2 = 0; �и = j; иl г = О; 
1 V(xl- z1)2 + (х2 + z2)2 G(x, z) = -ln . 2л V(xl _ z1)2 + (х2 __ i)2 

8. G - круговой сектор, О :о::;; r :о::;; R, О :о::;; е :о::;; n/n, n = 1, 2, . . . ; 
г состоит И3 част,и окружности r = R, И3 частей лучей е = о, 
е = n/n и И3 точки r =О; �и = f(r, е) ( оператор Лапласа рас
сматривается в поляр,ной плоской системе координат (r, е) ) ;  
и/ г = О ,  а в начале координат и ограничена ; 

п-з 
G (x, z) = �JG0 ( r, е, р, 2k: +а) - G0 (r, е, р, 

2
�л -а ) ] • 

где (r, е) - поляр,ные коордшЕFаты точ�и х, (р, cr) - поллрные 
координаты точки z, * 

1 pro V G(r,e,p,a)=-2 ln -R , r0= r2-2rpcos(8-a)+p2 
л r 0 

- расстояние между точками х и z, 
------�----------� * /2 R2 R4 r0 = \ r -27·-cos(e-a)+-� р р 

-·расстояние меЖiДУ x(r, е) и точкой z*(R'/p, cr) , симметричной 
к точке z(p, cr) относительно окружности r = R. 

9. G - четверть (первая) плоскости х1 �О; х2 �О; Г состоит 
из положительных частей прямых х1 = О, х2 = О; 

д и 
д[- а2�и = f (х, t) 

и (х, t )  lг =О,. и (х, О )'= О; 

G(x, z, t) = -2-ехр - ., -1 . { (xl- rl) + (х2 - z2)2 } 
4а лt 4a"t 

10. G- полупространство, - оо  < х1 < оо, - оо  < х2 < оо, О� 
:о::;; х3 < оо; Г - плоскость х2 =О; �и= f(x) (�-трехмерный опе· 
ратор Лапла·са) ; иlг = О; 
G(x, z) = 

= 4� [ Y(xl-z1)2+()-i)2+(x3-z3)2
-

Y(xl-zl)2+()-i)2+(xз+z3)2} 
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11. G-двугранный угол, -оо < х1 < оо, О� х2 < оо, О� х3 < 
< оо; Г состоит iiiЗ положительных частей плоскостей х2 = О и 
х3 = О; �и = f (x) ; и (х) lг = О, 

1 1 
1 ,.., ,.., ( -1)n+k 

G (x, z) = 4л �о �о \x--zmnhl' 

где Zmn,. - точки с координатами ( ( - 1) mz\ ( - 1 ) nz2, ( - 1) "z3 ) . 
12 .  G - октант, О� х1 � оо, О� х2 < оо, О� х3 < оо; Г состоит 

из положительных частей плоскости х1 = О, х2 = О и х3 = О; 
�и = f (х) ; и (х) lг = О  

1 2 1 
1 � � � ( -1)m+n

+
k 

G(x, z) = 4л �
on

� �o 1 х -zтnh \ • 
13. G - восьмая часть шара радиуса R, lxl � R, х1;;;:;. О, х2;;;:;. 

;;;:;. О; х3 ;;;:;. О; G состоит из части сферической поверхности 1 х 1 = R 
и частей плоскостей х 1 = О, х2 = О, х3 = О; �и = f (x) ;  и (х) lг = О; 

1 1 1 

( ) 

G (х, z) � .:. � � � ( - 1)
m

+o+k 1 z - ; 1 - 1 R' 1 • 
. m=o n=o h=O mnh 

1 1 
_!!__ 

z х -\ 
z
2 \ zmnh 

14.  G - полушар, lxl �R, О�х3<оо, Г - состоит из полу
сферы lxl =R и части плоскости х3 = 0; �и = f(х) ;  и (х) lг=О; 

15.  G - четверть шара, lxl � R, х2;;;:;. О, х3;;;:;. О, Г- состоит из 
чаJСти сферы lxl = R и частей плоскостей х2 = О; х3 = О; �и= 
=f (x) ; и (х) lг = О; 

G (x, z) = 4� � � (-1)
n+k(

\
•-

'
, \- 1 1 ' 1)· 

n=Oh=O onh 1 1 R z x-�зzonh 

где точка z* - сопряженная к точке z относительно сферы 
(x1)2 + (x2) 2+ (x3) 2=R2, т. е .  z* лежит на луче Oz, r ( x, z)X 
Х r(x, z*) = R2. 
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17. G-map, lxi�R; Г - сфера lxi =R; tlи =f(xJ; иlг=О; 

G(x, z) = 
1 [ 1 R 1 l 2 = 4л jx - z 1 

+ 
1 z 11 х - z* \ 

+ R n 1 -1 х* 1 1 ( 1 z* 1) + 1 х- х* 1 1 ( 1 х* 1) 

где х*, z* - точки, сопряженные к точкам х, z относительно 
рассм,атриваемой сферы. 18. G- nолуiПро.странство; -оо < х1 < оо, -оо < х2 < оо, х3 � 
� О; Г - плоскость х3 = О, 

д:е - а2/::.и = f (х, t) , t ;;;:=:О, а> О, и (х, t) \г = О; и (х, О) = О; 
G . (x , z) = ( � )3 [ ехр {- R�} + ехр {- я; }]· 

2а лt 4a2t 4a2t 
где R� = (.xl _ zl) + (х2 _ z2) + (.сз _ z3); R� = (xl- z1)2 + (х2- z2)2 + 

+(хз + z3)2. 
19. G - все трехмернее пространство :  

i �� -Ь.и = f (x, t) , i = V -1; и(х, О) = О; 

G ( ) --. (-1-)3/2 {· (xl- i)+ (х2- i)2 + (хз - i)2 } х, z - � 2лit 
ехр l 

2t 
. 

20. В заключение приведем аналитическое выражение тензо
ра Грина G ( z,., х ) [ 1 90] для системы ·уравнений пространс'l\Вен
ной статистической теории упругости (см. § 2 . 16 )  в случае од
нородного изотропного полупростра,цства со свободной внешней 
поверхностью х3 = О 

где а- J\оэффициент Пуассона, HiJ(z,., х)- фундаменталi>ное ре� 
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шение теории упругости (см. § 2 . 16 ) , В - интенси:в.ность силы, 
действующей в точке Z�t по направлению оси Ох\ 

r1 = V(x1- z�)
2 + (х2- z�)

2 + (х3 + 4)
2
• r

2 
= r1 + х3 

+ 
z:, 

Л + f.l 
n = 4щ..t (Л+ 2f.l)" 

§ 2.3 1 .  Некоторые особенности проверхи удовлетворения 
фундаментальными функциями соответствующих 

дифференциальных уравнений 

Приведеиные в этой главе фундаментальные функции по 
определению должны удовлетворять соответствующим однород
ным дифференциальным уравнениям во всем пространстве, кро
ме точки z (полюса фундаментальной функции) .  Проверка удов
летворения в точке х, не совпадающей с полюсом z, фундамен
тальной функцией однородного дифференциального уравнения, не 
представляет большого труда, если в этой точке фундаменталь
ная функция довольно гладкая. Однако в том случае, когда в точ
ке х в некоторый момент времени t либо фундаментальные функ
ции, :rибо их производвые до порядка т (т- порядок макси
мальной производной в дифференцпальном уравнении ) терпят 
разрывы, то проверка удовлетворения фундаментальными функ· 
циями соответствующих дифференциальных уравнений имеет не
которые особенности, что  покажем на примере уравнения дина
мики изотропной упругой среды ( § 2. 18 ) .  

Рассмотрим систему уравнений Ламе в развернутом виде 

д (дul 1 ди

2 

диз) [ д2ul 1 д2ul д2ul ] д2иl-{Л + �) 
дхl дхl Т дх2 + дхз + � (дх1)2 1 (дх2)2 + (дх

2
)2 

- Р дt2 -О, 
(2.19) 

д (ди дu ди ) [ д2ul 
д2

и
2 

д2и
2 
] д2u

2 {l"+�t) дх2 в)+ дх�+ дх: + � (дх1)2 + (дх2)2- (дх
3)2 -р 

дt2 
= 0, 

д (ди
1 

ди
2 

ди
з
) [ д2

ul д2и
2 

д2
и
з 
] - д2

и
з-(Л+�) 

дхз 
дхl + 

дх2 
+ 

дхз + � (дхl)2 + (дх2)2 
+ 

(дх2)2 Р дt
з -О. 

i, j = 1, 2 , 3 , (2.20) 

удовлетворяет системе (2.19 ) при Z�t =1= х в любой момент време-
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ни t, даже в моментах прихода поперечной ( t = � (z�: х)) и продоль

ной ( t =r (z
�� 
х) ) волны, когда фундаментальные функции ( 2 .20) 

и их производные терпят разрыв. 
Согласно правилам дифференцирования обобщенных функций 

имеем формулы 

б' (а)= _ б (а), б" (а)= 
26 �а); Н (а)= '11 (а) , Н' (а)= б (а), (2.21) 

а а а 

где Н(а)- функция Хевисайда, а 

11(а) = {
0, 
а, 

а�О, 

а>О. 

Из формул ( 2 .21 ) легко получаются необходимые нам в дальней
шем соотношения 

11' (а)= аб (а)+ Н (а)= аб (а)+ '11 �) , 11" (а)= б (а). (2.22) 

Рассмотрим для произвольной точки х =1= Zв следующие пять мо
ментов времени: 

r (z х) r (z х) r (z х) r (z х) 1) о< t< k' • 2) t = k• • 3) k• < t < k• • 
cl ' cl 

' cl с2 
' 

4) t = r (zk, х) . 5) t > 
r (zk, х) . 

с2 ' с2 ' 
и выпишем для этих моментов первую вектор-строку 
рицы (2.20) : 

1) Н11 = Н1 2 = Н13= О; 

2 н =--- t-1 а2 [ 1 ( 
) 11 4:n:p (дх1)2 r (zk, х) 11 

Hl2 = -4�-Р д_ х_lд-:х-2 [ r(z:, х) 11 (t- _
r
_(:....;z:.:.... ; _x.:..._) ) }  

11 (t� r(z
�: 
х))} 

15 М. А. Але1:сидзе 

( i = 1) маr-

(2.23) 
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н - _1 ___ д_ [ 1 12 - 4лр дх1 дх2 r (z11, х) 
н __ 1 _ __ д_[ 1 13 - 4лр дх1 дхз r (z11, х) 

5 )  Н11 =Н12=НiзЕЕО, 

_ r (z:: х) _ 11 ( t _ r <::· х)) J]}t 
[t -

r(z:: х) _
11 (t-

r(z:� х) ) l]' 
[t- r(z:: x) _ 11 (t-

r(z:: x) )]} 
Покажем, что формулы (2.23 ) удовлетворяют первому из 

уравнений ( 2 . 1 9 )  . 

Для первого (t< r(z;: х) ) и пятого (t> r(z;� х) ) моментов 

времени фундаментальная вентор-функция равна тождествениому нулю и, следовательно , удовлетворяет любому из однородных урав
нений (2. 1 9 ) .  Легко показывается справедливость первого из 

уравнений (2. 1 9 ) и для третьего < t < момента 
( r (z11, х) r (zk, х)) с1 с2 

времени. Действительно, из соответствующих формул и (2.23) 
имеем 

При выводе последнего равенства меняем порядок дифференциро
вания,  справедливость которого обусловлена достаточной гладко
стью Rомпонент фундаментальной фунRции в этом интервале вре
мени при zk =1= х. 

Рассмотрим сейчас второй момент времени ( t = r (z:: х) } 
Из соответствующей формулы для Н11 (2 .23 )  и второго равен
ства из (2.22 ) получаем 

(2 .24) 
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и, следовательно, для левой части первого из уравнений 
имеем выражение 

4:р (а::) 2 {('-+2�)!1 [ r(z:,x) f](t- r
(z:�

x)
)]-

- _Р б (t- r(zk, х}) }  
r (zk, х) с1 • 
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(2.19) 

(2.25) 

Для равенства пулю соотношения ( 2 .25)  достаточно показать, что 
выражение в фигурных скобках равно пулю. Для этого вычислим 
первый член в ( 2.25), обозначив его через Л: 

Л = (Л + 2�)!1 [ ( 
1 

) 
f] (t-

r(z
k, х))] = 

r zk, х с1 

где fJ'- производпая fJ по всему аргументу. 
Для получения окончательного выражения для Л вычислим: 

df] (t-
r(z
:: х) ) . Согласно второй из формул (2.22) имеем: 

_д f] (t-
r(zk, х) ) __ ----'x 1�....:.: zl:..... -f]' (t- r(z�,1 х) )• 

a
x
l с1 . - r(zk, х) с1 

_а_2 _ (t-
r(zk, х) ) = (ах1)2 f] cl 

( r(zk, х} ) (xl-zl)2 
, ( 

r(zk, х} ) r2(zk, x}-(x1-z�)2 
= б t- с 2 -Т] t- с 3 ' 1 r2(zk,x)c1 1 c1r (zk, x) 

(2.27) 
15* 
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Подставляем последнее равенство в выражение для Л, по
лучаем 

Л= 2 (Л.+ 2J.t) 'У)' (t- r(zk, х)) + л,+ 2f.t 6{t- r(zk, х)) _ 
с1�2 (zk, х) С1 c�r (zk, х) , с1 

_ 2 (A.+ 2J.t) 'У}' (t- r(zk, х)) = р б(t- r (zk, .х) )· 
c1r2(zk,.x) cl r(zk,.x) cl 

Последнее sначение для Л аннулирует выражение в фигурных 
скобках формулы (2.25) и, следовательно, первое иs уравне
ний (2.19) удовлетворяется для второго момента времени (t= r(z�: .х) ). 

Осталось покаsать выполнение первого иs уравнений (2.19) 

для четвертого момента времени (t = r (z�: х) ) .  
Иs соответствующей формулы для Н11 (2.23) и формул (2.21) 

и (2.22) получаем 

р дН11 _ б (t- r (zk, x)jc2) _ _!_ � [-1- 6 (t _ r (zk, .х)) ]· 
дt2 - 2лr(zk, х) [tc2-r(zk, х)]2 4л (дх1)2 r(zk, х) с2 

(2 .28) 

Первое слагаемое в первом иs уравнений (2.19), обоавачаемое 
череs Л1, в рассматриваемый момент времени будет иметь вид 

д дН дН дН ) Л1=(Л+JL)-�I ___!!+_д+___!!! = дх \ д.хl д.х2 дхз 
_Л.+ f.t{�[-1-б(t-r(zk,x))J+ -4лрс: (дх1)2 r(zk, х) с2 

+ l'2 �d [-1 (·t- r(zk, х) -1'] (t- r(zk, х))) )} = 2 (дх1)2 r(zk, х) с1 с2 



§ 2 .3 1 .  НЕIЮТОРЫЕ ОСОБЕННОСТИ 229 

r (zl!., х) 

) ·  с2 

(2 .29) 

Рассмотрим второе слагаемое в первом иэ уравнений ( 2 . 1 9 ) : 

uЛН11 = - -- Л 6 t - = f.L [ 1 ( r (z��. , x) ) ] • 4л:рс: r ( zl!. , х) 
с2 

= --- Л t -
f.L 

д

2 l 1 ( 
4лр (

д
xl):.l r (zl!., х) 

'У) 

Учитьшал равенство ( 2 .29 ) и формулу 

л 'У) t - = 6 t -[ 1 ( r (z
l!.
, x) ) ]  1 ( 

r (zl!., х) 
с2 r (zl!., х) 

для второго члена в первом иэ уравнений ( 2 . 1 9 )  получаем выра
жение 

�ЛН11 = 
б ( t - r (zk , x);c2) 1 

д 
[ 1 ( r (zl!., x) ) ] = --=-��2 - -4 -( 1)2 ( ) 6 t - ' 

2nr (zl!. , х) [ tc2 - r (zl!., х)] 
n дх r zl!., х С2 

которое совместно с формулой ( 2 .28 )  и равенством Л = О обеспе
чивает выполнение первого иэ уравнений (2. 1 9 ) и для рассматри
ваемого четвертого момента времени. 

Мы показали, что первая вектор-строка матрицы ( 2 .20 ) удов
летворяет первому иэ уравнений ( 2 . 1 9 )  при Zв =1= х в любой :мо
мент времени. Аналогично эта же вектор-строка удовлетворяет и 
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двум последним уравнениям ( 2 . 1 9 ) , вторая и третья веюар-стро
ки удовлетворяют уравнениям Ламе ( 2 . 1 9 ) . 

Рассмотрим сейчас тот общий случай, когда сосредоточенпая 
в точке zk сила по направлению оси Ох; меняется во времени по 
закону f ( t ) , причем f ( t ) = О при t � О. В этом случае матрица 
фундаментальных решенпй H (zk, х, t) принимает вид ( см. § 2 . 18)  

Hi; (zk , х, t) = -4 1 2 { r (�ij х) f ( t - r (z:, х) ) + 

лрс2 h '  2 
1 + с� _д - s 1 [ 11 (t' - r (zk, х) \} -

д:хi дхj 0 r ( zk , :r) с1 
- 11  ( t ' - r (::· x) ) ] t (t - t') dt '} ·  ( 2 . 30) 

Покажем, что первая вектор-строка (Нн,  Н,2, Н,з ) матри
цы ( 2.30 ) удовлетворяет первому из уравнений Ламе ( 2. 1 9 ) . Со
гласно формулам ( 2 .30 ) при t<r(zk , x)jc1 компонент ы  этого вектора 
равны нулю Hl l  = н,2 = Н,з =о и, следовательно , ОНИ удовлет
воряют однородпой системе ( 2 . 1 9 ) . В этом случае рассмотрим 
два интервала времени : 

1 .  r (zk, x) < t r (zk, x) ; 
c l с2 r (z". :r) 

2 .  t > . с2 Для первого интервала времени из формул ( 2 .30 ) получаем 
следующие выражения: 

н = _1 _!!_ [ 1 st . ( t ' - r (zk , х) ) t (t - t ' ) dt '], 11  4лр (дх1)2 r (z" ,  х) с1 r(zk ,x) fc1 

н12 = _1 ___!:.__[ 
д r (t' - r (zk, х) ) t (t - t' ) dt'] · 4лр дхlдх3 r (zk,  х) J с1 r(zk ,x);c1 

н _ _  1 _ __ д_2_ [ 1 st (t' - r (zk, х) ) t (t - t ' ) dt'] · 
13 - 4лр дхl дхз r (zk , х) с1 (2 .31 )  

r(zk ,x)fci 

Для дальнейшего нам понадобится формула дифференциро
вания интеграла по параметру 

f\(t) (3(t) 
� J 'Ф (t , t ' ) dt ' = J д'IJ �� t' ) dt' + В' (t) 'Ф (В (t) , t) - а' (t) 'Ф (а (t) , t) , 

a(t) a(t) (2.32) 
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согласно которой легко получаем нужные выражения 

:е [ j (t' - r (�, х) ) f (t - t') dt] = ( t - r (z: , х) )  f (О) + 
r(zk ,x) Jc1 1 , 1 

t 
+ S (t' _ r (:: x) ) f; (t - t') dt' = 

r(zk,X)JCI 

Согласно второй из формул ( 2 .33) получаем 

231 

__ l_l = ---- -- ( t' - k• f (t-t' )dt -д2 н 1 д2 [ 1 а2 st 1 r (z х) ) ] 
Р д t2 4:rt (дх1)2 r (zk , х) дt2 \ с1 

-
r(zk ,x) fc1 

1 д2 [ 1 st ( 1 r (zk , х) ) " 1 ] = 4:rt (дх1)2 r (zk, х) t - c l 
ftt (t - t ) dt . (2 .34) 

r(zk ,x) Jc1 
Используя правило интегрирования по частям 

ь ь ь J ф (t) dt = S u dv = [uv]� - J v du ,  
а а а 
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Вновь применял к последнему выражению правило инrеiрп
рованил по частям при и = 1 ( du = О) и dv =f;(t- t') dt ' 
(v = f (t- t ' )) окончательно получаем 

а2н ' [ __ 11 - _ _!_ _д - 1 f ( t - t' ) l t ] -р дt 2 - 4n (дх1)2 r (zh , х) . r(zh. ,x) Jc1 -

1 а 2 [ 1 1 r (zR. , х)) ]  = 
4n (дх1)2 r (zR. , х/ � t - с1 

• (2 .35) 

Вычислим выражение в левой части первой из формул ( 2 . 19 )  
а2н11 без члена р ar· для которого мы получили формулу ( 2 .35)  

(Л +  f.L) - ____!!+ � + � + f.Lд.Нн = а ( ан ан ан ) 
дх1 дх1 дх 2 дхз 

t =-1-(Л + 2f.L )� д 
1 S (t' -

r (zR., х)) f(t-t' )dt' 4np (ах1)2 r (zR. , х) с1 r(zh,x) Jc1 

= 
4_!_ (Л + 2f.L) ( а:)2 1д st [ ( 

t' ) -..!.] f ( t- t' )  dt' ] · (2 .36) 
np дх r zh. ,  х с1 r(zh. ,x) fc1 

Для вычисления выражения в фигурных скобках последнего 
равенства воспользуемся формулой дифференцирования интегра
ла по параметру (2 .32) : 

t 1 1 t 
� S [ t' - .!_1 f (t- t' )  dt' = zh. - х S t' f(t-t' ) dt-дx1 r (zR. , х) с r3 (z х) r(zR. ,x)fc1 1 11.• r(zh,x)fc1 

_ .!.  дr(zR., х) [r (zR. , x)fc1 _ ..!.] f (t _ r (zR. ,  х)) = 
с1 дх1 r (zh, х) с1 с1 

t z1 - х1 s 
= - 11. t' f (t- t') dt' .  

r3 (z х) 11.• r(zh,x)fc1 

Используя вновь формулу дифференцирования интеграла по 
параметру, получаем 

r2 (zR., х) - 3 ( zl;_ - х1 ) 2  
/> (zR., х) t 'f ( t - t' ) dt' + 
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Совершенно аналогично получаются вторые производвые по 
другим переменным 

1·3 (zk , х) - 3 ( z� - х2) 2 

/> (zk, х) 

r2 (zk , x) - 3 (z% - x8 )2 

r5 (zk, х} 

t s t ' f (t - t' ) dt' ,  
r(zk ,x) fc1 

(2 .38) 

t s t ' f (t - t ' ) dt ' .  
r(zk ,x) fc1 

Используя формулы (2 .37 ) и (2 .38 )  иэ (2 .36 ) , получаем 

Последнее выражение совпадает с правой частью равенства 
( 2.35 )  и, следовательно, первое иэ уравнений Ламе ( 2 . 19 )  удов
летворяется для рассматриваемого интервала времени. 

Для второго интервала времени ( t <r (z:� х) ) первая веR� 

тор-строка матрицы фундаментальных фунRЦий (2.30) имеет 
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следующий вид 
Нп

=
-1 - { 1 t ( t - r (zk, x) ) + 4:тtрс� r (zk, х) с2 

+ с� д� 2 [ 1 st 'l'] ( t' - r (zk, x) ) - 'l'j ( t' _ r (zk, x)) ] t (t- t' ) dt1 . (дх } r (zk, x) с 1 с2 J , � о 

1 д2 [ 1 jt [ ( , r (zk , х) ) Hl2 = 4лр дх1 дх2 r (zk, х} о 
1'] t - с1 

-

- 1'] ( t' - r (z�: х} ) ]  f (t - t' } dt} 

Нlз = -
1 �[ 1 r'l'] ( t ' _ r (z�t , x))- 'll ( t '-r (z�t, x))]t( t- t' )dt ' ] .  4лР ах дх r (zk , x) .J с1 с2 о 

Рассмотрим интегральный член в последних выражениях : t 
Л = 5 [ 1'] ( t ' _ r (::· х) ) - 1'] (t' - r (:h2' 

х)) ]  f (t - t' } dt = 
- о 

r(zk ,x) fc1 f [ 1'] ( t ' - r ( z:� х) ) - 1'] ( t ' - r ( z:� х) ) ] f ( t - t' } dt ' + 

r(zk,x)fc2 

+ 5 [ 1'] ( t ' - r '( z:� х)) - 1'] ( t ' - r ( z:� х} ) ] f ( t - t' } dt' + 
r(zk ,x) fci 

t 
+ s r 1'] ( t' - r (z:� х) ) - ч  ( t ' - r (z:� х) ) ]  f (t - t ' ) dt ' = 
r(zk,x) fc2 . 1 

r(zk ,x) fc2 t 
S ( t' - r(zk, x}) f ( t- t' ) dt ' + r (zk , x}(cl- c2) s f (t - t') dt'. 

cl clc2 r(zk,x)fci ' r(zk ,x)fc2 
Учитывал выражение для Л и формулу ( 2 .32 ) , легко находим 
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��� 
t j' ( t '- r (zk , .x)) f; ( t - t ' ) dt ' + r (zk, .x) (cl - c2) s f; (t - t') dt ' .  

cl clc2 
r(zk,x) fri т(zk ,x) fc2 

Интегрируя по частям последнее выражение, получаем 

дЛ 
= 

- ( t ' - r (zk, .х)) j (t - t ') l r(zk ,x) fc2 + 

дt с1 r(zk ,x)Jc1 

+ 

r (zk ,x) fc2 

s f (t - t' ) dt' . 
т(zk ,x) jc1 

Отсюда непосредственно получается нужная формула : 

_д2� = f ( t - r (zk , .х) ) - f ( t - r (zk , 
.х)) · 

дt с1 \ с2 
(2 .39). 



236 ГЛ. 11. ИНТЕГРИРОВАННЫЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 

(2 .41 )  

Имея полученные вспомогательные формулы, можно присту
пить к вычислению левой части первого иэ уравнений Ламе: 

д ( дН дН дН ) (Л + 11) - ___ц + � + ___.lЗ! + 11!1Н11 = 
дх1 дх1 дх2 дхз 

Л. +  11 д ( t - r (zh, x)jc2) л. + 211 а2 t1 Л = 4npc: (дх1)2 f r (zh ,  х) + � (дх1)2 r (zk , х) + 
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(2 .42) 

Для того чтобы удовлетворялось первое из уравнений Ламе, 
достаточно, чтобы правая часть формулы ( 2.42) была бы равна 

д Н 
р --Р· Действительно , 

дt 

д д2Нн 1 /" (t r (zk, х)) + 1 а2 1 а2л -
--ai2 = 

4лc:r (zk , х) - -
с
-2- 4л (дх1)2 r (zk , x) iif -

= 1 /" (t - r (zk, х) ) + 

4лс�r (zk , х) с2 

_!_ _L  [-1 [ ( t _ r (zk , х) ) _ (
t _ r(zk, х) ) ] ]  + 

4л (дх1)2 r (zk, х) f с1 
f 

с2 
· (2 .43) 

Некоторые из полученных в настоящем параграфе формул 
имеют вполне определенный физический смысл. Так, например, 
формула ( 2 .43 ) показывает, что первая компонента вектора силы 
инерции в момент времени t зависит лишь от функции f в мо-( r (zk , x)) ( r ( zk , x) ) 
мент времени t - -с-1- и 

t---c2- • 
Таким образом, получили, что вектор смещения (Н1 1 , Н12, Н13 )' 

удовлетворяет первому из уравнений ( 2. 1 9 ) . Аналогично показы
вается, что этот вектор , так же как два других вектора ( Н2 1 , 
Н22, Н2з )  и (Hs 1 , Нз2, Нзз) удовлетворяют полной системе урав
нений Ламе . 
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ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 
§ 3. 1 .  Линейная независимость и полнота 
некоторых систем гармонических функций 

Доказательство сходимости приближенного метода решения 
граеичноii задачи 

(3 . 1 ) 

u l .  = 'IJ (S ) , ( 3 .2 ) 

который будет излож е н  нпже,  основывается па линейной неза
впспмостп и полнfJте иеноторой системы гармоничесних функцпй 
(фундаментальных решений ) . Поэтому дадим еще два доказа
тельства полноты СJтой системы, отличных от доказательств § 1 . 1 .  

Пусть G 1 - область с достаточно гладной границей S 1 (напри
мер S1 может быть поверхностью Ляпунова ) , целиком вилючаю
щая об,;шсть G с границей S, и минимальное расстояние от S до S 1 больше пуля, т. е. поверхность S, не имеет общих точек с по
верхностью S. 

Введем обозначения для фундаментальных решений простран
ствеиного оператора Лапласа : 

1 
r (Mi , М)= ffi i  (М) , i = 1 , 2 , . . . , (3 .3) 

где 11/; Е S1 - элементы счетного множества точек, располо жен
ных всю;::�;у плотно на поверхности S, . 

Т е о р е  :м а 1 .  Система фующий { w; (М) } .липейно пеаависима 
н сt  поверхности S, т .  е .  д.ля .любого N из равепства 

(3 .4) 

следует 
N 
� l ci 1 = 0, 
i=l 

где k; - целые числа. 
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Допустим, что найдутел такие ограниченные, не все рав· 
ные нулю числа с;, что для векоторого N выполилетел соотноше. 
ние ( 3 .4) , и пусть некоторое Cr 4= О ( r � N) . Из (3 .4)  и теоремы 
единственности для задачи Дирихле следует,  что для G = G + S 

N 
� Ciffik ·  (М)= о, i=l ' M E G, 

из аналитичности левой части ( 3.5 )  следует соотношение 
N 
� Сi Wтч (М) = О , i=l 

(3 .5)  

(3 . 6) 

"У стремим М к JVI kr· Тогда 1 Crffikr 1 -+ оо ,  а все остальные сла
гаемые в ( 3 . 6 ) остаются ограниченпь:ми, что противоречит ра
венству ( 3 . 6 )  п, следовательно, допущению Cr 4= О .  

Из теоремы 1 вытекает следующая теорема. 
Т е о р е м  а 2 .  Можно построить таw,ую орттюр.мироваппую 

ua S cucтe.'rty функций {lqJ; (M) } ,  что i 
\Pi (М) = � A ik('1н (И) . k=l 

где А .� - w,оэффицие пты ортонор.малиаации . 
Докажем елодующую теорему. 

(3 . 7) 

Т е о р е  1\I а 3 .  Ортоиор.мированная с'.l сте.ма фунw,ций {'ер; (.liЛ } 
замкн ута в пространстве U (S )  иптегр : 1руемых с w,вадратом фупw,
ций .  зq()о. н н ых п а  wотtтуре S. До кд.же�r сначала полноту систем ·JJ функций {ер;  (М) }  в про-
странсп ;е и ( S ) . Пусть 1 (М) Е и (S ) .  Рассмотрим функцию 

S . 
1 J у (М)  r (М, N) 

dS м .  
s 

ненрерьшную на St ; она принимает на всюду плотном множест ве  
точеR _V; Е S 1 нулевые значения, поэтому 

J s у (М) r (М� N) dSм = ( 1 ,  N Е S1 • (3 . 8) 
s 

Но ( 3 .8 )  является потенциалом щ1остого слоя, и так как на 
замкнутоП поверхности Ляпунова sl  п в бесконечности он равен 
нулю, то в силу единственности решеигл внешней задачи Дирих
ле (с о;J;нородными условиями на бесконечности) он равен нулю 
всюду в т -• .  Это возможно только в T O !II случае ( 7 1 ] , если плот
ность потенциала равна нулю. Таким образом, полнота системы {:ю; (М) } в пространстве U (S ) доказана. Но в силу известной 
теоремы о том, что велкал полная в L2 система является также 
замкнутой, получаем доказательство теоремы 3. 
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Из доказанной теоремы и определения полноты непосредствен
но следует, что система {1<р; (М) } полна в С и Lq (S) , где q > 2. 
Что касается замкнутости, то из известной теоремы функционаJiь
ного анализа [68] сJiедует, что система {(р; (М) } замкнута в про
странствах U (S) ,  где q > 2. Из теоремы 3 не следует, что си
стема {.:р; (М) } замкнута в С или U (S) при q > 2. Докажем, что 
система замкнута в С, а значит, в Lq(S) при 1 � q < оо .  

Т е о р е м  а 4. Система {<р; (М) }  аам1>нута в пространстве С (S )  
всех непрерывных фун'�>ций, т .  е . для любой фун'�>ции 'У (М) Е С ( S) , 
для любого е > О найдется та1>ое No ( е )  и та1>ая система 7>оэффи
циентов а; (i = 1 , . . .  , п ) , что если п � N0 ( e ) , то 

max \ -у  (М) - ij aiЧJi (ЛI) 1 < е. 
lНES i=l 

При доказательстве этой теоремы воспользуемся сJiедующим 
утверждением: любую непрерывную функцию па поверхности S 
можно равномерно приблизить гармоническими полиномами, ес
ли область V с границей S обладает устойчивостью решепил за
дачи Дирихле в отношении деформации области 1 ) .  

Пусть Р", (М) - такой гармонический полино:\f порядка т для 
функции 'У (М) Е С (S ) , ЧТО 

max \ "? (Jf) - Pm (М) 1 < е, 2 . 
MES 

Рассиотрим в области G1 с границей S1 внутреннюю задачу Дпрпхле 
д:.l = О ,  

ll l s1 = Pm ls1 
и прс;:�;ставим решение в виде потепr;;иала простого слоя : 

и (М) = J .r Q (х) ln r (/ М) dS Х •  
81 

(3 . 9) 

(3 . 1 0) 

це п:тотность Q (-'"'/) выражается через нормальные производвые 
р('шениii внутренней и внешней задач Дирихле .  Достаточная 
гладкость S1 порождает гладкие граничные значения для задачи ( 3 .  9 ) , и поэтому обеспечивает существование этих производных. 
Рассмотрим выражение ( 3 . 1 0 )  для точек М; Е S1 • Подынтеграль
ное выражение будет ограничено и непрерывно (если плотность 
непрерывна ) , и поэтому интеграл можно заменить римановой 

1) В плоском случае, когда S является I.ривой, аналогичное утвержде
ние непосредственно сщ:;:�;ует .uз теорем, соответствующих теоремам Вейер
штрасса и комплексной области ( см:., например, теорему Рунге [61]  о рав
номерном приближении фующии комплексного перемениого комплексными 
полиномами) .  
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суммой с числом слагаемых m; (или какой-либо кубатурной фор
мулой с узлами в точках х; Е S1 ) так, чтобы 

т 
max S S Q (М) ln ( 1 М) dSx - ,I ai ln ( 

1 М) < -28 . 
Me S r xl , . r х ' s1 �=1 � 

Пусть n � max (m, m1 ) =  No(e) . Тогда 

max / у (М) - ,i airoi (М) 1 � 
MeS i=l 

� max 1 у (.1!) - Рт (М) 1 + max 1 Рт (М) - ,i ai())i {М) 1 < 
MeS MES i=l 

n 
< -2

б 
+ шах/ f J Q {.llf) ln ( 

1 
М) / dSx - � ai ]n ( 

1 М) < е, ыеs , r х, � r xi , s1 t=l 
и замкнутость системы {ro; (М) } и, следовательно, системы {<р; (М) } 
доказана. 

§ 3.2. Приближен,ный метод решения задачи Дирихле 

Рассмотрим задачу ( 3. 1 ) , (3 .2 ) и выпишем основную формулу 
теории гармоничесних фуннций для точек х Е V и х Е V. соот
ветственно: 

и (х) = 4� J S d� r (/ М) 'Ф (М) dSм -
s 1 J"S 1 

- 4л r (х , М) <р (М) dS М• 
s 1 ' \" s d 1 О = - � - r (х ,  М) 'Ф {М) dSм -

4зt · '  d n 
·� 

- 4� s .f r (/ М) ер (М) dSм, s 
где 

'Ф {М) = и ! s , fP {М) = �� ls · 

Х Е V, (3 . 1 1 ) 

X E Ve ,  (3 . 1 2) 

Т ан кан в случае задачи Дирихле фуннция 'lj; (М) задана, то ( 3 . 1 2 )  можю записать в виде 

J .f r (/ .М )  <p (M) dSы = P (x) , (3 . 1 3) 
s 

1 6 м. А АлеRси;зе 
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где F (x ) - известная фунiЩия : 

F (х) = s 5 1jJ (М) d� 1 
r (x , М) dSм. 

s 
В этом параграфе будет показано, что из условия (3 . 13 )  мож

но определить неизвестную функцию ер (М) для задачи Дирихле 
следующим образом. Построим коэффициенты разложения н.еиз
вестной функции ер (М) в ряд Фурье по нолной системе {ер; (М) } ,  
нолученной путем ортонормализации системы ( 3 .3 ) . Подставив 
найденные приближенные значения функции ер (М) в формулу 
(3 . 1 1 )  и выполнив необходимые кубатуры, находим приближен
ное значение решения задачи Дирихле ( 3. 1 ) ,  (3 .2 )  в любой точ
ке области V. 

Решением уравнения (3 . 13 )  будем называть функцию, опре
деленную на S и удовлетворяющую (3 . 1 3 )  для произвольной 
точки х, лежащей вне замкнутой области V. Рассматривая нор
мальную пронаводную обеих частей (3 . 13 ) , переходим к пределу 
при х ==> М о Е S и, учитывая соотношения 

du (С.) 
= du .ill_ _ 2лоЩ dne dn0 ' ' 

du Ю _ du (s) + ') ( r: )  d - d _:n:p "' ' ni по 
(3 . 14) 

(3 . 1 5) 

Для существования предела в правой части ( 3 . 1 5 )  доста�Jч
по потребовать непрерывность 1jJ'  (М) (как это следует пз лра
мера Ляпунова [62] , выполнения условия Гельдера для- .Рупк

ции 1jJ (М) недостаточно для существования нормальны· пронз
водных потенциала двойного слоя ) . Уравнение ( 3 . 1 5 )  {' С Т Ь  ин
тегральное уравнение для внешней задачи Неймана ; JI'IO,  IШН: 
известно. однозначно разрешимо. Покажем, что peшeiie ураn
нения ( 3 . 1 5 )  удовлетворяет также функциональному :равнен rтю 
(3 . 1 3 ) . Подставив решение уравнения ( 3 . 1 5 )  в (3 . 1 ) , полуqим 
фушщпю 

u (x) = 4� S 5 d� [r (х� М) ] 1jJ (M) dSм - 4� J Т r (х� д! ер (М) dSм. 
s s (3 . 1 6) 

Надо показать, что и (х ) == О при х Е V • .  В пра0Й част� ра
венства ( 3 . 1 6 )  стоит сумма потенциалов простоr< и( З ��оиного 
слоя, п поэтому и (х ) - гармоническая функция .  J' · ) ел е-
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дует , что на границе S области V функция и (х ) принимает ну
левые значения. Если, кроме того, будет показано , что 

l im и (х) = 0, (3 . 1 7) 
l x l-->oo 

то из единственности решений внешней задачи Неймана полу'1им 

и (х ) == О .  Для пространственного случая равенство ( 3 . 1 7 )  следу
ет из самого вида правой части ( 3 . 1 6 ) . Что касается плоского 
случая, то уравнения ( 3 . 1 5 )  и ( 3 . 1 6 )  принимают вид 

<р (М0) + 2� S <р (М) :n In 1. (М:, М) dSм = 
s 

= l iш d
d {-1 S '1' (М) dd ln ---,---=-1 � dSм} • 

x .... lii n л: n r (х ,  М) о s 

и (х) = 2� S d� [ ln r (х� М) ] '1' (М) dSм- 2� S ln 1. (х� М) <р (М) dSм, 
s s 

и в силу известных свойств гармонических потенциалов 

\ Ч' (М) dSм = О. 
в 

(3 . 18) 

Отсюда, кю> известно,  следуст доказываемое свойство ( 3 . 1 7 ) 
для и (х ) п в плоском случае , так как уеловне ( 3 . 1 8 )  является 
достаточны�! для равенства пулю второго интеграла (потенциала 
простого слоя ) в выражеюш для и (х ) . 

Остается показать, что функциональное уравнение ( 3 . 1 3 )  име
ет ед:с: нствепное р ешение. Для этого рассмотрим однороцное 
функциональное уравнение 

.\ .f <р (М) r (/ М) dS = () , х Е V. , (3 . 1 9) 
s 

и покаже:м, что оно имеет только тривиальное решение. Диффе
ренцируя ( 3 . 1 9 ) по нормали, переходим к пределу при х -+  М0 Е 
Е S и, учитывая соотпс шенпя ( 3 . 1 4 ) ,  получаем 

<р (М0) + 2� s .\ lf (М) r (M:, М) 
dSм = О. 

s 

Это уравнение для внешней задачи Неймана с однородными гра
ничными значениями, как известно , имеет только нулевое 
решение . 

Переходим к описанию алгоритма приближенного метода ре
шения граничной задачи Дирихле ( 3 . 1 ) , ( 3 .2 ) .  
1 6* 
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Обозначим через Ф1 координаты Фурье разложения функ
ции ер (М) в ряд по функциям ер; (М) :  

Фi = s s ер (111) epi (М) dS, 
s 

где ер; (М) определяется из ( 3. 7 ) ,  

где 

i 

epi (111) = � Aikwk (М). 
k=l 

Запишем (3.13) для точек Mk Е St в виде 

s S ер (111) wk (М) dS = Fk , 
s 

F,._ = s s 1jJ (М) d� wk (111) dS, 
s 

а wk определяются из (3 .3 ) . 

(3 . 20) 

'Умножая первые i уравнений на коэффициенты Aki ( k  = 1, . . . 
. . . , i) и складывая их, получим 

i i s 5 ер (М) � Akiwk (111) dS = S S (r (lV/) \fi (М) dS = Ф1 = � AkiFk . 
s k=] s k=l 

Так как в случае задачи Дирихле Fk известны , а Ak; получа
ется в процееее ортонормализации систе,мы { ffi ;  (М) } , то коэффи
цие.нты Фурье пемзвестной фу1ВiКЦИ>И ер (М) вычислены. Вве.дем 
обозначения : 

N 
qJ<N> (М) = '?j Фi(/Ji (М), 

i= l 

u(N) (x) = _!_ss 1 ep(N) (JI.f} dSм + 4л r (х ,  М) 
8 

+ 4� S S d� [ r (x� М) ] 1\J (M) dSм, 
s 

X E V. 

Из теоремы 4 непосредственно следует асимптотичесное ра
венство 

lim 1 1 ер (М) - .�Фi(/Ji (111) 1 \ = О. 
N�oo t=l � 

(3 . 2 1 )  

Rроме того, легко дотш,зывается, что для любой внутренней точ
ки х области V и для любого в >  О найдется такое N0, что если 
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N > No, то l u (x ) - u<N>  (х) 1 < в. Действительно, яоно, что 

\ u(x)-u<N>(x) J = 
4
� 1 S} r (/ М) [ер (М) - ep(N) (М)] dS 1 � 

� 
4
� s 5 I  r (/ М) [ер (М) - ep<N> (М)] 1 dS. (3. 22) 

8 
В силу соот,ношения ( 3.21) можно выбрать N так, что будет 

выполняться неравенство 

{s S [ер (М) - cp<N> (M)J2 as}l/2 < 4лва ' 
8 V1 s 1 

(3. 23) 

где а - минимальное расстояние от точки х до границы S, 
I S I - nлощадь поверхносТ<И S. П<ЩС'тавляя (3.23)  и (3.22) и 
применяя неравенство Коши - Буншювского, получаем 

1 и (х) - u<N> (х) 1 � 
�4� {S)[ r (х� М) г as} S)[cp (M) - ер(Н) (М) - q;(N) (М)]2 as}l/2 <в. 

Этот метод приближенного решения 11раничных задач бу,де.м на
зывать вторым способом решения задачи Дирихле . 

Полнота системы фун,кций {epi (M) } дает возможность вос
пользоваться следующим алгоритмом для приближенного реШе
ния задачи Дирихле (3 .1) , (3.2 )  (первый способ) . Дл·я зада,нной 
функции 'Ф (М) ( грани•чное значение искомой гаrрмонической 
функции u (x) ) составим ряд Фурье по базису {ер; (М) } : 

N 
'Ф (М) = � fheph (М), h=l fh = S 5 'Ф (М) eph (М) dS.  

8 
Тогда в силу пол,ноты системы {ер; (М) } в смысле метрики про
странства L2 

�� S) [ 'Ф (М) - h�l fheph (М) ] 2 dS = о .  

Ряд 
00 

и (х) = � fheph (х) h=l 

для любой х ·Е V сходится и представляет решение задачи ( 3 . 1) , ( 3.2 ) . В самом деле, пу.сть G (x, М) - фу:нкция Гrрина за:дачи 
Дирихле для области V. Тогда из теоремы rсуществования 
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вытекает, что решение може·т быть представлено в виде 

и (х) = s s '!J (M)�� dS. 
s 

Введем обозначение 
N 

и<NJ (х) = � fkffk (х) , x e: V, 
k=l 

и рассмотрим раз•ность l и (х ) - и<N > (х )  1 . Применяя перавеяство 
Ноши - БупякоВiского и учитывая конечность интеграла J, s [OaGu ]2 dS при х 'Е V, находим, как и выше, что 

s 

и (х) = lim и<NJ (х) . 
N->oo 

Заметим, что в отличие от первого способа второй способ 
позволяет найти решение задачи Дирихле с помощью граничных 
значений пор,малЬ'ной производной искомой функции, которые 
получаются при реше>нии функционального уравнения ( 3:1 3) . 
В связи с эт.и,м следует иметь в виду, что па ирактике часто 
встречаются за.дачи, в которых представляет интерес нахожде
ние именно гра;ничных значений нормальной производпой. Этим 
и объясняется составление специальных таблиц для вычисления 
гра;ничных значений нормальной произ>водной. Для таких задач 
второй способ имеет иреимущество перед первым способом. 

Систему линейно независимых фу.нкций будем называть па
дежной, если 

lim Gn = G > O, Gn = G (rp ! , {f2, • • . ,  {fn) ; 
nри G = О систему назовем пенадежпой. 

Т е о р е м  а 5 .  Система фующий { ffi; (M) } пепадежпа, т .  е. д.ля 
любого е > О  найдется та/'i,ое N, что при всех n > N будет 

Gn < e .  

Будем предпол.агать, что точки Х ;  ( i  = 1 ,  . . .  , n)  перенумеро
ваны таким образом, что r (x;, Хн ! ) < h, где h -+  О nри n -+  оо 
(это всегда возможно в силу всюду плотного ра.сnределеnия то
чек Х; ) . Из ( 1 .42 ) при четном n = 2k nолучаем 

k 
Gп � fi G2 (ffi2i- 1 • ffi2i) , 

j=l 

а nри нечетлом n = 2k + 1 nолучаем 
k 

Gп �. \ S (!}� dS fi G2 ( ffi2i-1 • ffi2i) .  �s i=l 
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Для G2 { rо2н, ro2; ) имеем 

G2 (ro2i-1 · ro2 ;) = J J ro:i- l dS J J ro� ; dS - (J J ro2i-1ro2i dS )2 . s s s 

'Учитывая, что 

где 
1 s (М) 1 = r (х2н, М) - r (x2;, М) � r (x2;- 1 ,  Х2; ) < h, 

для G; (ro2;- t ,  ro2;) имеем 
G2 (ro2н, ro2; ) = 0 (h2 ) . 

(3 . 24) 

( 3 .25 ) 

Получим асимптотиче•Сiкое равенс11во ( 3 .25 ) . Из ( 3.24 )  имеем 

1 = 1 [ 1 - 6 <М) ] + O (h2) . r (:c2i-l •  М) r (x2 i , М) r (x2 ; , М) 
Подставим последнее равенство в выражения для G2 ( ro2;- 1 , ro2;) : 

Ss 1 [ 1 - 6 (М) ] ds J J 1 dS -
г2 (x2 i • М) r (x2 i ' М) r2 (x2i • М) 

- { \ s 2 1 [ 1 - 6 (М) ] dS}2 + О (h2) = J r (х2 ; , М) r (x2i , М) 

= s s 1 [ 1 - 26 (М) ] dS \ j' 1 dS -
r2 (x2 i , М) r (x2 i •  М) J r2 (x2i , М) 

- [ s s 1 dS ] 2 - 5 s 26М dS s s 1 dS + r2 (x2 i ' М) r2 (x2 i ' М) r2 (x2i ' М) 
+ о (h2) = о (h2) . 

ДJiя Gn будем иметь 
Gп = O (h2" ) . 

Отсюда следует иенадежиость системы {ro; (M) } (так как h - О 
при n - оо ) .  

Это рассуждение непооредственно переносится на сJiучай лю
бой потенцпа.1ьной системы. Таким образом, можно будет дока
зать, что если S и St  не имеют общих точек, то всякая потен
циальная система не явJiяеrея надежной. 

Для проверки скорости ст.ремления к нулю детерминанта 
Грама были проведены следующие численные эксперименты для 
плоского случая .  Пусть имеется окружность S ра,диуса 1 , на ко
торой требует.ся ортонормировать си.сте·му функций Пn r (x;, М) } 
( i = 1 , . . . , 28 ) , где Xi Е S�l) ,  S�l) - КОНЦе<Нтрическал ОКруЖ
НОСТЬ радиуса 2. Точки Х; распределены на s�l) раВ!НОМе.рно с 
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шагом л/14.  Были вычи,слены элементы детерминанта Грама 
этой .системы. Интегрирова•ние производилось с поnрешностью, не 
превышающей 10-6• Ранг определителя с точностью до 10-9 ока
зался равным 9, т. е. в результате перебора всевозможных оп
ределителей десяfl'ого и выше порядков не У'далось обнаружить 
ореди них отл.ичный от машинного нуля (вычисления прово.ди
лись на машине БЭСМ-2 ) . 

Приведем максимальные значения G; оп•ределителей i-го по
рядка для i = 1, . . .  , 9 : 

G1  = 3,8 ; G2 = 9 ,7 ;  Gз = 9,5; G4 = 5,9; G5 = 0,4;  
Gв = 2,7 · 10-2 ; G1 = 9,2 · ·10-4 ;  Gв = 2,8 · 10-5 ; G9 = 3,7 · 10-8• 

Затем точки Х; были взяты равномерно по концент,рической 
окружности S2 < 2 > радиуса 1, 1 с шагом л/12 . Количество точек 
было равно 24. 

Соответствующие значения определителей Грама G; (i = 1, . . .  
. . . , 24)  .для этого случая : 

G1 = 3,6 ; G1 = 184 ; 
G2 = 8,4 ; Gв = 236 ; 
Gз = 28 ; Gg = 95 ;  
G4 = 48 ; G1 o  = 38; 
G5 = 80 ; G 1 1  = 13 ;  
G в  = 130 ; G12  = 4,7 ;  

G1з = 1 ,8 ; 
G 1 4  = 0,7 ; 
G15 = 0,2 ; 
G1в  = 8,9 · 10-2 ; 
G11  = 1 ,6 · 10-2 ; 
G1s = 3 · 10-3 ; 

G19 = 5, 1 · 10-4; 
G2o = 8,6 · 10-5 ; 
G2 1 = 1,5 · 10-5 ; 
G22 = 2,9  · 10-6 ; 
G�з = 4,9 · 10-7 ; 
G24 = 4,9 · 10-8• 

Из сравнения соответст-вующих значений определителей Гра
ма видно, что во втором случае значения определителей гораздо 
больше, что, как будет показано ниже, дает возможность орто
нормировать соответствующую систему более точно. 

Наконец, точки Х;  были взяты рав.номер:!i�О расп-реде.;rенными 
на концентрической окружностri s�з > ра-диуса 1 ,05 с тем же 
шагом л/12 . Количе-ство точек равно 24.  Приведем соответствую
щие зпачепия определителей Грама G; (i = 1, . . . , 24) : 

G1  = 4, 1 ; G1 = 4,7 ;  G 1 з  = 2,9 ;  G 1 9  = 0,5; 
G2 = 4 ,7 ;  Gs = 4,6 ; G14  = 2 ,5 ; G2o = 0,3 ; 
Gз = 4,8 ; Gg = 4,3 ; G1s = 2,0 ; G2 1  = 0,2 ;  
G4 = 4 ,9 ;  G1o  = 4,0 ; G 1в = 1,6 ; G22 = 0,1 ;  
G5 = 3,9 ; G 1 1  = 3,7 ; G1 1  = 1 ,2 ; G2з = 0,08 ; 
Gв = 4,8 ; G12  = 3 ,3 ; G1 s = 0,8 ; G24 = 0,03. 

Результаты численных эК!Спериментов поRазывают, что при 
ПрИбЛИЖеНИИ ВОПО.МОГаТеЛЬНОГО II'OHTypa 81 К ООНОВНОМу КОНТуру 
S соответствующий определитель Грама увеличи-вается. Заметим, 
что приведеиное доказателЬIСтво пенадежиости систем потенци
альных функций существенно опирается на постоянство вспомо
гательного контура S1 . В противном случае из .неrравенства ( 3 .24) 
нельзя получить ( 3 . 25 ) , так как для некоторых точек М 'Е S 
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функции r (x2;, М) и 6 (М) могут иметь один и тот же порядок 
малости. 

В [ 1 13 ]  иооледовалось явление <шеустойчивостИ>) систем 
функций и указан класс систем ( надежные ·системы) , для кото
рых метод Ритца остается устоiiч.ивым. В дальнейшем был ука
зан значительно более широкий класс ( сильно минимальные си
стемы) , для которого метод Ритца ·сохраняет устойчивость. Си
стема фу.нкций {ro;} сильно минимальна в Н А, если наименьшее 
собственное число матрицы Ритца п-го порядка ограничено снизу 
положите.ч:ьной поотоянной, одной и той же для всех n. Та.к как 
расС>матриваемые потенциашшые сист.емы могут mрименяться в 
качестве коор,динатной системы в методе Ритца, то представляет 
интерес вопрос о том, являются JliИ они сильно минимальными. 
Пусть s и sl - ·концент.рические ОЩ>УЖНОСТИ и точки Х; (i = 
= 1 ,  . . . , 2n) , где n четно, расположены равномерно на 81 . Спра
ведливо следующее предложение .  

Системы Пn r ( Х с ,  М) }  и {д� In r( Xi , М)} не сильно минималь
ны в Нк, где Е - тождественный оператор .  

Поскольку Нк совпадает с L2, матрица Ритца совпадает с 
опрнделителем Г:t>ама, и значит ут.вер.ждает.ся,  что для любого 
8 > О найдется тююе n, что наименьшее по модулю собственное 
число определителя Гrрама 2п-го nорядка будет меньше 8 . До
статочно привести доказательство для системы Hn r (x;, М) } . 
Надо доказать, что наименьшее собственное з·начение матрицы 
( 1 .111) СКОЛЬ уГОДНО бЛ•И3КО К нулю. 

НеТ<рудно проверить, что для да·нного случая (S; и S- кон
центрические ОкруЖНОСТИ, Х; (i = 1, . . .  , 2n) раСПОЛОЖеНЫ рав
номерно на S 1 ) выпоJI!Няют.ся равенства 

s roiroiн dS = s roiroi-k dS, s rojror dS = s rosro'ГI dS 

при 

l j - r l = l s - 'I'J I , k = 0, 1, . . .  , 2N - 1, 

i, j, r, '1'} = 1, . . . , N, k < i, i + k = i + k mod (n - 1) , 

поэтому матрица (1. 1 11) имеет вид 

где 

al а2 • • .  an 
an al • • • an-1 

. . . . . ,; 

а, = an+2-s (s = 2 ,  3, . . .  , n) , 

а, = J ln r (xi ,_ M) ln r (xi+•-l'- M) dSм. (3 .26) 



250 ГЛ. 111. ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

где 

Собственные чис,ла этой ,матрицы равны 
n 

Л�t = � aiEk-1
, k = O, 1 , . . .  , п - 1 , 

i=1 
Е 2k;n; + . . 2k;n; 1t = cos - l SШ -. 

n n 

(3 . 27) 

При k = n получаем 
n 

An = � ( - 1 )i-1 af . 
i=1 

(3 .28} 

'Учитывая ( 3.26) , находим 

ai + 1 - ai = S ln r (х i •  М) [ ln r (хн 1 , М) - ln r (хнi.- 1 • М)] dS = 
= 2;n;

n
R S ln r (xj , М) [д�

1 
ln r (хн 1 , М) + О ( :2 )] dS, (3 . 29} 

где R - радиус окружности S1 , д/дS, - iПiрОИзводная вдоль каса
тельной к окружiНости S1 • Левая часть ( 3 .29 )  не зависит от j, 
поэтому будем предполагать, что j = 1 , 

или 

2;n;R r д ( 1 ) ai + 1 - ai = u J ln r (х1, М) дS1 
ln r (хнi • М) dS + О -;;у:) '  

. 
2;n;R s д ( 1 ) а2п-1 - а2п-2 = n ln r (х 1 ,  М) дS1 

ln r (х2ш М) dS + О -;;у: , 
�R s д ( 1 ) а2 п - а2п-1 = --,;- ln r (x1 , M) д81

1n r (x2ш M) dS + 0 7 .  
Подставляя эти равенства в ( 3.28 ) , учитывая четность n и оче
видные равенства 

S ln r (х1 , М) д�1 ln r (х23 ,  М) dS = 

= - S ln r (xl '  М) д�1 
ln r (хпн-28, М) dS, 

s = 1 ,  . . . , n/2, 
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получаем асимптотические ра�енства 

Лn = о (+ ) · (3 .30) 

Покаже.м, что при четном n/2 модуль характерисmч�ского 
числа Лп12 будет сколь угодно мал. Действительно, n n/2 

Лn;з = � ( i)k ak = � [( ia4k-з - a4k-l) - (a4k - a4.k- l) · 
k= l k=l 

Действительная ча·сть комплексного числа Лn12 равна нулю 
в силу четности п/2 и очевидных равенств 

а4�<-2 = a4[ ( n/2 ) + 1 -�<J •  а411. = a4[ ( nt2нi-li.J-2• k = 1, . . . , n/2 , 
а мнимая часть равпа n Im (Лn;2 ) = � (- 1 )k+ 1 aзk-1 · k=l 

Доказательство асимптотиче,ского ра,венства 2) 
f 1 ' Im ( fvn;2 ) = О \n) 

аналогично дока·зательству ( 3 .30) . 
Потенциальные системы будем называть раарывными, если S1 

совпадает с S, т .  е .  если точки х1 расположены на основном кон
туре S. Справедливы следующие IFредложнния. 

Система функций Hn r (x;, М) } ,  где точки х; расположены 
всюду плотно на S, линейно независима и полна в простран
стве L2 (S) . 

Система функций {(J); (M) } ,  где (J)o - отл·ичная от нуля по-
стоянная, д 

(i)i (М} = д- ln r ( .xi , М), i = 1 ,  2 , . . .  , nм 

Х; ра,сшоложепы всюду плотно на S, линейно независима и пол
на в L2 (S) . 

Линейная независимость этих систем очевидна и доказывает
ся аналогично линейной независимости потннциальных систем. 
Достаточно доканать, что операторы 

S cp (M) ln r (x ,  M) dSм, S ср (М) д� ln r (x, M) dSм (3 .31) 
s s 

переводят .пространство L2 (S) в С. 

2 )  Из конструкции потенциальных систем ясно, что они не являются 
минимальными и, тем более,  сильно минимальными. Доказанное предло
жение интересно тем, что дает асимптотИI<У наименьшего собственного 
числа матрицы Грама. 

· 
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Дальнейшее доказ,ательство аналоmЧ'Но доказательству пол
ноты потенциальных систем (см. теорему 3 ) . Рас.с.мотрим инте
гральную операцию 

y (t) = J rp (M) K (x, M) dSм, (3 . 32) 
в 

и будем предполагать, что все особеtннооти ядра К (х, М) сосре
доточены на диагонали, т. е. при х = М. Из,вестно [68] , что если 
ядро операции ( 3 .32)  удовлетворяет у�ловиJW 

{ J  [\ gradм К (х, М) 1 [r (х, M)] l-JA.jP dSм} l/P :::;;;;; Е, (3 .33) 

{ r [ 1 К (х, М) 1 'р dSм}l/P :::;;;;; F, (3 .34) 
S 

[r (х, M) ]J.I.  J 
где через grad обоз.начен градиент, вычисленный по переменной 
х, то инте11ральная операция ( 3.32 ) о'l1ображает nространство 
L'P' (и любое Lч при q ;;;а. р ' )  в пространство Lip 11 Липшица с 
показателем 11, где р' - сопряженный покаватель ( 1/р + 1 /р '  = 1 ) . 

Петрудно видеть, ;что .для ядер интегральных операций ( 3 .31 ) 
у.словия ( 3.33) , ( 3.34) выпоJDняюrоя в случае кусочио-гладких 
контуров при р = р ' = 2 и 11 < 1/2. 

Система функций {а� ln r (xi , М)} применяется для решения 
задачи Неймана .в G 

ди = О, 

ди 1 дп s = 'Ф (у). 
(3 .35) 

Приближенное решение задачи ( 3.35 )  можно получить из 
раэложе,ния фунRЦии 

у 
rp (у) =  J 'Ф (у) dSy 

У о 
по системе Пn r ( xi, у ) } :  

N 
qJ (у) � � ak ln r (xk,  у) . k=l 

Действительно, приближенное решение задачи ( 3.35 ) имеет вид 
N 

и � � ak Arg (z - zл) •. 
k=l 

где х�1> , х�2> и уш , у <2 > - координаты точек х" и у соответственно 

z = y{l) + iy<2 > , zk = х�1> + ix�2> . 
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Рас/Смотрим систему пространствнвных функций 

{ 1 } (3.36У r (xi , М) ' 

где Xt расположены IНа повеq>хнос·ти S. Справедливо следующее 
предложение . 

Система функций (3 .36)  полна в LP' при р' = (2 - c.t) ( 1 - c.t)' 
при любом c.t > О и замкнута в LP (р = 2 - c.t) • 

Для до,казательства заметим, что уооовия ( 3 .33) , ( 3.34) вы-
1 ПОЛIНЯЮТСЯ ДЛЯ К (х, М) = - (х, М) IIipИ р = 2 - c.t, fJ. < c.t/ ( 2 - а) r 

и любом c.t > О. Поэтому интегральная опера.ция 

S r (х� М) <р (М) dSм (3.37) 

переводит прост,ранство L'P'
, р' = (2 - c.t) ( 1 - c.t) при любом c.t > 

> О в пространство Липшица Lip f..t, fJ. < c.t! (2 - c.t) . 
Пусть функция <р (М) Е LP' ортогопальна всем функциям системы (3 .36 ) . Докажем , что <р (М) = О. НепрерЪЕВная фушщия 

(3.37) на всюду nлотном множестве точек Xt на S при,нимает 
нулевые 3Начев:ия, поэтому тождественно равна нулю на S, 
а значит (в силу гармоничности ) и во IВ!Сем трехмерном про
стр,анстве. Но из работы [ 7 1 ] следует , что тогда плотность IIipO
cтoгo слоя <р (N) равна нулю и, следовательно, система (3 .36)' 
замкнута в Lp при р = 2 - c.t. 

§ 3.3. О решении граничных задач с помощью 
неортогональньrх рядов 

В гл. 1 был изложен метод оnределения коэффициентов раз
ложения по схеме неортогональных функций. Идея этого метода 
заключается в следующем.  Пусть имеется разложение � lkgk (s) 
функции F ( s) по нормированной системе {g�< ( s ) } (.k = 1 ,  2, . . . ) . 
Введем обозначе·ния : 

n 
F n (s) = - � ligi (s) , F0 (s) = g0 (s) = F (s}, l0 = - 1 . (3 . 38) 

i=o 

Для вычисления l" были предложены формулы 

lk = J Fk-I(s)gk (s)ds. (3 .39) 
s 

Этот способ в ычисления коэффициентов разложения неnооред
ственно может быть при,менен в первом мето;з;е решения гранич
ных задач, так как в этом случае разлагаемая функция извест
на . Численные эксперименты показали однако значительно мень-
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шую точность пер,вого метода по оравнению со вторым методом 
решения граничных задач. 

В настоящем параграфе будет указана такая модификация 
второго способа решения граничных за.дач на основе формул 
( 3 .38 ) , ( 3 .39 ) ,  реализация которой не будет вст,речать указан
ных в гл. I трудностей. 

Расомотрим для нонкретности метод функциональных урав
нений для плоской вну11ренней 11раничной задачи ди'Рихле в G:  

�и = О, 
u l в  = f ( s ) , 

(3 .40) 

где S - граница области G, f (s ) - заданная функция. Сущность 
второ;го способа заключается в следующем. Отроитоя наилучшее 
(в смысле мет.рики L2 (S ) ) разложение нормальной производной 

:� /s = <р (s) искомой функции по функциям полной линейно 
независ·имой системы Пn r (хя, s) } = {roя (s) } , где r (хп, s ) - р.ас
стояние между точками Хп и граничной точкой s, {хll }f=1- мно
жество точек, расположенных всюду плотно на вспомогателwом 
коптУJре St , который целиком содержит область G. Имея такое 
разложение, решение задачи ( 3 .40 ) можно найти из основного 
интегрального равенсТJва теории гармопичеоних функций:  

u (x) = .\ <p (s) ln r (x, s) ds + S t (s) a� ln r (x, s) ds, x E G. 
s s 

Для минимальности вЬl!ражения \1 <р (s) - k�l 
akrok (s) 11 

циентам ая необходимо и достаточно , чтобы ая были 
СИIСТеМЫ 

( 3.41 ) 

по коэiффи-

решениями 

� а 11  5 rok (s) ffii (s) ds = S <р (s) ffii (s) ds, i = 1, . . . , n .  (3 .42) 
k=l s s 

Но в силу тождества Грина 

.f <р (s) roi (s) as = .f t <s> а� ffii <s> ds 
s s 

и система (3 .42) принимает вид 
n � ak .f rok (s) ffii (s) ds = .\ f (s) а� ffii (s) ds. 

k=l s s 

(3 .43) 

(3 .44) 

Если прс,J;варительно получить ортонормированную сИ!Стему 

{<pk (s)} = {�1 Akiffii (s)} , 
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где Ам - :коэффициенты ортонор:мализации, то наилучшим ( в  
смысле L2) разложением функции <р ( s ) будет, как известно, раз
ложение в рнд Фурье 

n n 1't n 
� bk<pk (s) = � Ь,. � Akiffii (s) = � ckrok (s) , 
k=I k=l i=l k=l 

где Ьл - �коэффициенты Фурье функции <p (s} , а 
k 

ck = � Aikbi . 
i=l 

(3 .45) 

В силу строгой нор:мироваmю,ст·и rnространства � и,  следователь
но, единственно�ти обобщенного полинома наиillучш811о прибли
жения, решения ал системы ( 3.44) и с" из ( 3.45 ) должны быть 
тож,дественны : 

а" = с", k = 1 ,  . . .  , n. 

Таким образом, второй способ решения граНIИчных задач 
:можно расс:ма'l'рив:ать как соединение вариационного :метода ( для 
нормальной прои.зводной искомой фу;нкции ) с при:менение:м фор
мулы Гри.на (3 .41 ) . n 

Лоно,  что есJШ найти разложение � dkrok (s) не для нop-
k=I 

мальвой производной искомой фушщmи, а для ее граничного 
значения f ( s ) ,  то приближенное решение в любой точке М об
ла<ети G :м·ожно найти непосредственно из выражения 

n 
и (М) = � dh. ln r (xk , М) 

k =l 
и отпадает необходимость проведения кващратур, связанных с 
при:менение:м формулы ( 3 .4 1 ) . 

Однако, как показали :многочисле•нные :машинные экспери
менты 3) , для одного и того же числа функций, участтующих в 
разложении, первый способ дает значитеillьно :менее точшые ре
зультаты, чем второй. Поэтому дополнительные вычисления, свя
занные с при:ме•нением формулы Грина, вполне оправданы. Для 
иллюстрации ниже приведены погрешности решения задачи Ди-

х 2 - 2 
рихле для функции и = a rc tg -1-- в случае эллипса с полу-

х - 2  
осями а = 1 ,  Ь = 0,75 .  В табл. 3 . 1 даны эти логрешиости для 
Xk Е S�2) и n = 24 в узлах сетки с шагом h = 0, 1 .  Ве-рхнее ле·вое 
число в каждом узле соответствует погрешности второго метода. 
Затем идет погрешность первого метода и ниже - погрешность 

3 )  Численные эксперименты проводились с помощью стандартных про
грамм, составленных в ВЦ АН ГССР. 
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метода конечных разностей, полученная IIipи помощи ста>ндарт
ной программы (простейшал аппроксимация оператора Лапласа 
и снос по Rоллатцу) с шагом h = О , 1 (числа умножены на 107) . 

Однако пrри увеличении числа ортопормируемых функций 
или при удалении вспомогательного контура S1 от основного кон
тура S соотвеl'ствующий :дете,рмmнант Грама дЛtЛ иенадежной 
системы { ffii ( s) } стремител к нулю, что делает пра·ктически не
возможным nроведение ортонормализаций. Rак уже было отме
чено В ГЛ. J, ДЛЯ КОНЦентричеСКИХ ОI�УЖНОСТеЙ S И 81 радиуСОВ 
т = 1 iИ т1 = 2 соответствеВJНо, ма'l\ричным методом оrртонормали
зации не удалось ортонорми;ровать 10 из 28 фушщий ln т(хi, s ) ( i = 1, . . .  , 28 ) , где Хi - р,авностоящие точки sl . Метод ортонор
:м:ализации Шми,дта позволил ортонор:м:ироваn только 20 функ
ций. Еще тру�днее оказалось ортанормировать эти же функции 
для окружности ,радиуса т1 = 5 . В этом случае :метод Шмидта да
ет возможность ортовармировать 9 функций, а мат,ричный ме
тод - 5 ФУ�нкций (все вычисления пrрово.дили,сь на :машине 
БЭСМ-2 ) .  

На первый взглл:д может показатЬIСл, что формулу ( 3 .39)  не
возможно применить при втором методе, так как в этом случае 
коэффициенты lв будУТ зависеть от неиавестной функции <р ( s) 
(нормальной производной решеm:ил задачи (3.40) ) . Одна,ко сим: .. 
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метри:;чность оператора дифференЦИiрования по нор.мали, т. е .  
тождество Грина (3.43) дает возможность nриме•нить формулу 
( 3.39 ) для норма;Jiьной производной решения за,дачи (3.40) при 
втором способе . Дейст:вителыю, учитывая ( 3.39 } , ( 3.43) и фор
мулы ( 3.38) для коэффициентов а" разложения нормальной про
изво�ной <р ( s ) решения зЭJдачи ( 3.40) , получаем 

al = r f (s) д� (()1 (s) ds, 
в 

а2 = \ f (s) а� ro2 (s) ds - а1 ( ro1 , ro2) , 
в 

/1.-1 
а11. = S f (s) д� ron (s) ds - � ai ( roi , ro��.) . 

в t=l 

Используя эти значения коэффициентов разложения в фор
муле Грина (3 .31 ) ,  получаем указ111нную выше модификацию 
второr-о способа. В табл. 2 в узлах сетки с шагом h = 0,2 даны 

12 -1 0 1 1 -б -6  --1 0 -7 1 1 - 4  -3 -7 -2 , ,  1 1 1 -2 о 7 -6  1 4 7 1 5  1 1 1 1 1 -2 2 4 5 9 -4 4 -7 
ь 

1 
ъ 4 -2 6 9 1 1 б 7 9 1 7 

умноженные на 100 погреШ�Ности пер:воr-о способа (нижнее чис
ло в катдом узле) с при.менением формулы (3 .39) и второто 
метода решения граничных задач (верхнее число ) для решения 

х2 - 2 задач Дирихле в олучае и = arctg -1-- и окружности радиуса 
х - 3  r = 1 .  В обоих случаях применялись функции ln r (x", s ) (k = 

= 1 ,  . . .  , 32 ) ,  г.де х" расположены па концеiНтрической ОRiруж
ности ра·диуса r1 = 5. Заметим, что из этих функций удалось 
ортоiНормировать матр!Ичным методом только 5 функций. 
17 М. А.  АлепСII;J; Зе 
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Из табл. 3.2 видно, что второй :метод решения граничных за� 
дач дает более точные результаты, чем: первый .:метод. Таким: 
образом, если вспомогательный коотур S1 по каким-либо сообра
жениям: необходимо взять достаточно далеко от основного кон
тура S (например, при необходимости гармонически продолжить 
решение задачи ( 3. 10 ) достаточно дале,ко от S) ,  то в этом слу
чае целесообразнее воспользоваться :м:одифи:цированнЬll:м: вторым 
:методом решения граничных задач. Аналогичным образ-ом можно 
модифицировать второй :метод и ДillЯ других граничных задач. 

Укажем: на одну из возможных причин более высокой точ
ности первого метода по сравнению со вторым. По;nрешность 
8 (х ) приближенного решения задачи ( 3 .40) в точRе х в первом 
:методе решения граничных задач .дается формулой 

8 (х) = f (1 (s) - �1 dkrok (s)) fJG �:· s) ds, 

где G (x , s) - функция Грина ; применяя для ее оценки неравен
ство Rоши - Буняковского, получаем 

1 *) 1 ..;; !Н н.) - �. а • .,. , • ) J ds J "'!Л iJG ;:· ·> 1• ds J '" . (3 .46) 

Для оценки погрешности 81 (х) второго :метода решения гра
ничных задач имеем 

l 81 (x) \  � {l [ <p (r) - k�1 akrok (s)Гds} 112 {J [lnr (x, s)]2ds} 112 • (3 .47} 

Известно, что фун,кция Грина G (x , s) имеет логарифмиче
скую особенность, и поэтому при раJJенстве 

11 f (s) - � dkrok (s) 11 = 1 1 <р (s) - � akrok (s) 11 �1 � �1 � 

оценка (3.46 ) :может принимать большее значение, чем: оценка 
( 3.47 ) . 

§ 3.4. О приближенном решении одной смешанной 
граничной задачи теории rармоничесRИХ функций 

Ра·ссмотрим граничную задачу в многосвязной плос.кой (трех
мерной ) области (рис. 10 ) , ограниченной контуром (поверх
ностью) : 

!1u = О в G, 
и lгi = ro (s) + Ci , 

(3 .48} 

f ди • 7in ds = О , i = 1 , . . . , т, 
Гi 

где с1 - постоянные, не фюrоированные заранее. 
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Если для го.:�оморфной функции g (z) = и + iv соотношение 
Ноши - Римава 

дv filt (3 .49) дs = iJn 

справедливо и па границе области G, то рассматриваемая задача 
(3 .48 )  в плоском случае совпадает с так называемой видоизме� 
иенной за,дачей Дирихле [ 1 15 ] : найти функцию и (х, у ) , гармо� 
пическую в G, непрерывную G + Г и удовлетворяющую следую� 
щим условиям: 1) и (х, у )  яmляет,ся действи
тельной частью функции g ( z) , голоморфпой 
в G; 2)  и (х, у) удовлетворяет граничному 
условию u, ( s) = ro (s) + c;, где rо (s) - пепре- Го 
рывпая функция, а с1 - действительные по
стоянпые, подлежащие определению 4). 

R этой задаче ,сводят,ся многие приклад
вые проблемы: она встречается при прибли� 
женном решении граничных задач теории 
аналитических функций [ 1 15 ] , при кон-
формном отображении мнотосвязных обла- р 10 стей [ И5] , при расчете поля заряженных ис. 

нитей, расположенных вблизи проводящих ЦИЛ'Индров [ 149]  и др. 
Видоизмененпая задача Дири�ле в случае, когда одно из С; 

фиксировано, имеет единственное решение [ 1 15 ] , которое можно 
представить в виде потенциала двойного слоя 5 ) . При этом ин
тегразьному уравнению для плотности можно nридать такой вид, 
что соответствующее однородное у,равнеiШе не будет иметь от
личных от нуля решений. Однако практичнское решение ЭТ1ИХ 

интегральных уравнений, несмотря па их фредгольмои характер 
(в случае областей, ограниченных кривыми Ляпунова) ,  затруд· 
пено, так как ядро имеет подвитную неопре,деленность вида 
0/0, и это ограничивает точность вычисления коэффицие,нтов ли
нейной системы, которой заменяется интегральное уравнение 
при приближенном решении. 

4 )  Для того чтобы задача (3.48) совпадала с видоизменной задачей 
Дирихле [1 15] , вместо условJiл (3.49) достаточно потребовать выполнения 
)'СЛОВ ИЯ 

S дv dS = S ди ds. дs дп 
Гi Гi 

5) Это решение удовлетворяет условию (3.49) в замкнутой области G
= G + S, отсюда вследствие однозначности сопряженной функции v (x, у)  

имеем � �: dS = О. В силу теоремы единственности для задачи (3.4.8) 

Гi 
это означает, что в плоско111 случае :�адача (3.4.8) эквивалептна видоизм� 
венной задаче Дирихле. 

17* 
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Для приближенного решения задачи ( 3 .48 ) (при Cm = О) в 
[73] предлагается при·мепить метод конечных рааноотей. Интег
ральные условия на границе заменяются нонечно-�разностной ап
проксимацией, причем вместо контуров Г; рассматриваются пря
моугольные контуры г; (рис. 1 1 )  и условия 

Отсюда и из гармоничности и следуют интегральные условия 
( 3.48 ) . Таная замена контурав представляет опре;деленпые удоб
ства с точни зрения программировмшя решения соответствую
щей конечно-раз;ностной системы. Надо, однако, заметить, что 

матрица этой системы может оказаться осо
бенной (:в [73] не исследуеrоя вопрос о 
разрешимости и единственности решепил 
полученной нонечпо-разностной спстемы ) .  
Поэтому целесообразнее упомянутые интег
ральные у;словия рас·сматривать и:vrенно в 
виде ( 3 .48 ) ,  т .  е .  на Г;. Для этого из всех 
внутренних узлов области, расстояния от 
которых до границы Г; меньше '\'h ,  где 
h - шаг сетки, а v - веноторая постоянная 
(например, v :::::;; 1'2) надо провести нормаль 
к Г;, и точки пересе.чения этой нормали с 

Рис. 1 1  Г; рассматрива,ть в качестве узлюв квадра-
турной формулы для интегралов 6 ) .  Нетруд

но проверить, что матрица nолученной таким образом конечно
разностной системы в силу ее неразложимости (при достаточно 
малом h) будет удовлетворять условиям известной теоремы Та
уссни (.см. [ 1 2 1 ] ) о неоообенности матриц (предполагается, что 
во внутренних и nраничных узлах применяются регулярные ко
нечно-разност·ные аппроксимации) ,  а именно, диаоональный член 
в каждой строке будет по модулю не меньше, чем сумма моду
лей всех недиагональных членов, причем в некоторых странах 
(для узлов в близи нонтура Г m ) диагональный член будет по мо
дулю СТiрого больше суммы модулей всех недиагональных 
членов . 

Для практичесного решения этой системы необходимо ука
зать (если это воз1можно ) сходящийся итерационный процесс, 
так как эллиптические конечно-разностпые системы, каR прави
ло, решаются итерационными методами. В [ 1 5 1 ]  дается алго-

6 )  Остаточные члены этих формул будут на один порядок грубее фор
мул из работы [74] . Однако отсюда нг следует, что погрешность решения 
предлагаемой системы будет больше погрешности решения системы, ис
пользуемой в [74] . 
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ритм решения задачи ( 3.48 ) при т = 2 и с2 = О (двусвязная 
область) ,  который предполатает знание бесконечнолистной функ
ции Q (z ) , конформно отображающей данную двусвязную область 
на полосу. Этот аillг.оритм достаточно сложен, и им целесообраз
но пользоваться лишь в тех случаях, когда Q (z) выписывается 
явно (например, когда двусвя3ная область является кольцом) .  

Приближенное решение за.дачи ( 3.48 ) мотв:о сравнительно 
просто построить рассмотренными выше методами. 

Пусть u1 ( i = 1 , . . .  , т ) - решения следующих граничных 
задач: 

дщ = О, дum+ l  = О , 
Ui \г5 = бij, i = 1 ,  . . . , т , Итн lг = ro (s) , (3 .50) 

где б;J - символ Rронекера. Решение задачи ( 3.48 ) будем искать 
в виде 

m+ l 
U = � CiUi •  

i =l  

где Cm+ I ·= 1 .  Тогда для определения постоянных с 1  ( i = 1 ,  . . .  , т) 
из интегральных условий ( 3 .48 )  получим систему уравнений 

где r11 элементы матрицы 

т. е. 

S дul - - ds дп 
гl 

S дul - - ds дп г2 

j = 1 ,  . . .  , т, 

rii = - i дuf ds. 
дп 

j 

(3.51 )  

Из принципа максимума следует, что для внутренней нормали 

i , j = 1 , . . . , т . (3 . 5 11) 
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Известно (см. [40, с. 20] ) ,  что при достаточно гладких кон� 
турах (поверхностях) grad ui \г; =F O  ( i , j = 1 , . . . , т) . Но так как 

то 
Ui \г; = О , i =F  j , 

дu . , 
grad ui \г ·  = r > о, 1 n Г; 

i =F j .  
Из неравенств ( 3 . 5 1 1 )  и из соотношений 

i = 1 ,  . . . , т , 

получаем 
т т 

rн = .� \ ri; 1 = - .� riJ ,  
J=l  J=l #i j'l' i 

что указывает на особенность мат.рицы l r;j l . Однако, зафиксиро· 
вав одну из постоянных с; и исключив из си,стемы (3 .5 1 )  соот
ветствующее уравнение, ветрудно убедиться, что полученная 
матрица R будет удовлетворять известному услоiВию Адамара 
относительно неособенности матриц (диагональный член в лю
бом столбце больше по модулю суммы модулей всех остальных 
членов [ 12 1 ]  ) . Так как для матрицы R типа Адамара справед
ливы также условия rн > О ( i = 1 ,  . . . , т) , то определитель мат
рицы положителен ( см. [ 1 2 1 ,  с. 26] ) . 

Приведеиные рассутдения доказывают единственность реше
ния задачи ( 3.48 ) при одной произвольным образом фиксирован
ной постоянной Св ( 1 � k � т) . Обозначим элементы обратной 
матрицы R-1 через a.;j. В силу неособенностп R имеем: 

� \ aij 1 = О' < 00 .  
i ,j 

Из результатов Островского (см. [ 1 2 1 ,  с . 42 ] ) следует, что 
матрица системы ( 3 .5 1 )  также будет неособенной для таких 
приближенных решений ii; задач ( 3 .50) , которые У'довлетворяют 
условию 

1 Bij \ = max -8 ( ui - ui) ds = е < - � 3 , l f iJ 1 
1 1 

i j , n а (т - 1 ) а. • Гj 

где а = max 1 ai; \ · Заметим также, что матрица R зависит толь� 
i,j 

ко от геометрии данной области и не зависит от граничных ус
ловий. Поэтому для конкретной области достаточного один раз 
вычислить а. 
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Таким образом, для получения приближенного решения зада� 
чи ( 3 .48 ) следует зафиксировать одну из постоянных с;, решить 
приближенно за,дачи (3 .50)  и воспользоваться системой, полу
чаемой из (3 .5 1 )  путем отбрасывания одного уравнения. При 
этом приближенные решения задач (3 .50)  должны удовлетво
рять следующим условиям : 

1 )  для любого 8 > О можно построить приближенное реше .. 
ние, удовлетворяющее условию 

n;�x [ J  д� (ui - ui) ds 1 < 8 
' Гi 

(очевидно, для этого достаточно, чтобы нормальная производпая 
дu)дп приближенного решения апnроксимировала дu;/дп в смыс
ле мет,рики L2) ;  

2 )  желательно, кроме того, чтобы приближенный метод ре
шения задач ( 3 .50)  был таким, что после нахождения решения 
одной из задач ( 3 .50) решения остальных задач получались ав
томатически ,  без больших вычислений. 

Этим требованиям удовлетворяет метод решения �раничных 
задач, описанный выше. Рассмотрим на Г линейно незави,си:мую 
полную в L2 систему функций 

Hn r (x;, у ) } ,  (3 .52� 

где Х; - элементы счетного множества точек, расположенных т 
всюду nлотно на вспомогательном контуре Г = U Гi (см. i=O 
рис. 3 ) . В дальнейшем рассматривается задача ( 3 . 18 )  для плос
кого случая, хотя все рассуждения, очевидно, справедливы и 
для случая трех измерений; при этом систему ( 3.52)  надо за
менить системой [r (x;, у) ] - t , где Х; расположены на пекоторой 
поверхности Г t . 

РассмоТiрим ортанормированную систему {t:p< i > (у ) } 
i 

<p(i) (у) = � Aii ln r (х; , у) , 
J=l 

где А;; - коэффициенты ортанормализации еистемы (3 .52 )· . 
Применяя для Um+ t формулу Грина в точках Х;, получаем 

S ln r (xi , у) (\)mн (У) dsy = Fi = r Umн(s) � ln r (xi , у) dSy, (3.53) J any 
г г 

где 

Умножив первые 

дum+ t  f (\)mн(У) = an г' 

уравнений ( 3 .53)  на А;; (j = 1, . . . , i} 
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и суммируя, получаем 
i .\ (/Jm+ I (у) <p(i) (у) dsy = ФimH) = � AjiFj, г 3 = 1 (3 .54) 

где Фim+t) - коэффициооты Фурье неиавестной функции Q>m+ l (у) .  
Предполагая, что (/Jm+ l (у)  е L2, и учитывая полноту системы {<р<'> (у) } ,  имеем 

lim 1 (/Jmн(Y) - � Ф1m+l)<p( i) (y) l = 0 
N->oo i=l L2 

(заметим, что приближенные значения правых ча,стей системы 
( 3.5 1 ) получены еще до того, как была решена задача ( 3.50) 
для lLm+ ! ) . 

Рассмотрим т классов W, ( i = 1 ,  . . .  , т) чисел по м:одулю т. 
Будем предполагать, что точки х,. расположены так, что если 
k e Wi,  то х,. е Г,. 

где 

Применим формулу Грина для u, ( i  = 1 ,  . . . , т) в точках х,. :  

� ln r (xk , у) (/Ji (у) dsy = 2л: ПрИ k Е Wi , г 

\ ln r (xk , 'у) (/Ji (у) dsy = О при k Е W;, j =1= i ,  
г 

дu . l (/Ji (у) = дп� г· 

Для коэффициентов обобщенного ряда Фурье функции <р; (у) 
получим 

r 
Фl = 2:rt � A;m+i k • 

.i = l  ' (3 .55) 

где r - наибольшее целое число, удовлетВ<)fряющее условию 
rт + i :o::;;; k. 

Формулы (3 .54) и ( 3.55 ) дают возможность вычислить ира
вые части и коо,ффициенты системы ( 3.5 1 } , решения ci которой 
(при одном фиксированном постоянном) , внесенные в формулу 
Грина для решения задачи ( 3.48 ) 

и (х) =
2� i J [ro(s)+ck] 8� 1n r (x, y)dsy-....!...J 1n r (x, y) <p (y) dsy , xEG, 

k=l гk 2n г 

где m+l i 
д
и 1 � � (i) (.i) 

<р (у) =  д = ..., Ci """'- Ф; <р ' n Г i ... l .i=l 

(3 .56) 

Cm+ l = 1 , 
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дают значения решения задачи (3.48) в произвольной точне 
X E G. 

В плоском случае часто (73, 74, 1 15]  требуется после вычис
ления u (x, у) вычислить также мнимую часть v (x, у) голоморф
ной функции g ( z) = и + iv. Для этого можно воспользоваться 
алгоритмом работы [73] , который nредпол·агает вычисление зна
чений v в :rwаНJИчных узлах путем рекуррентных соотношений 
(разностного аналога соотношений Romи - Римана) ,  а во внут
ренних узлах - решением системы разностных уравнений. Од-
нако знание функций и 1 г и :� /г дает возможность вычислить 
функции 

у у 

S дv s д и iJv 1 д
и ' 

v (y) \г = v0 + дs ds = v0 + 
д

п ds, 
д

п г = as = ros (s) , 
о о 

а затем для вычисления v (x) (х ·Е G) воспользоваться формулой 
Грина (3 .56) . 

§ 3.5. Приближенное реш�ие задачи Римава - Гuьберта 

Задача Римана - Гильберта для многосвязной области за
ключается в следующем. Внутри об:л:асти G (рис. 10) , ограни
ченной контуром Г = Го + Г 1 + . . .  + Г т, ищется голоморфпая 
функция F (s ) = и + iv, удовлетворяющая на границе Г условию а (s ) и +  � (s ) v =  'Y (s) . 

Если nредположить, что а ( s) , � ( s ) , 'У ( s )  - непрерывные по 
Гёльдеру функции длины дуги s на контуре Г и а2 + �2 = 1 , 
а фу1нкция F (z)  непрерывна по Гёльдеру в замкнутой области 
G (т. е .  F ( z) является Но-голоморфной) , то решение сформули
рованной задачи при n + 1 > т, где n - индекс задачи, сводится 
к решению следующих граничных задач 7 ) . 

I. Ищется Но-голоморфная функция g (z) со следующими ус
ловиями на хwа,нице : 

Re g (z) \ г0 = ro (s) , . Re g (z) \г71 = ro (s) + ck, k = 1 ,  . . . , т, 
где ro ( s) - известная функция, а с,. - произвольвые постоянные, 
причем, не ограничивая общности, будем предполагать, что пер� 
вые р (р ::::;;; т) из них равны нулю. Эта задача, как уже было
отмечено выше, встречается [46] также при конформном отобра
жении многосвязных областей и расчете [ 151 ]  поля заряжен
ных нитей, расположенных вблизи проводящих цилиндров. 

7) Случай n + 1 ::::;;; т можно свести к задаче при n =1= т: при n + f > т 
рассматриваемая задача всегда разрешима и соответствующая однородвац 
задача имеет 2n + 1 - т линейно независимых решений [ 46] .  

· 
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II .  Ищется гармоническая внутри G функция и оо следую
щими граничными значениями: 

l.t (s) \гk = 'Ф (s) , k = О, 1 , . . . , р , 

( :� + l'k да': ) lгk 
= IP (s) , k = р + 1 , . . .  , т , 

где '1/J (s) и tp (s) = �; - известные функции, а rу,. - отличные от 
нуля постоянные. I I I. Ищется гармоническая внутри G функция и со следу .. 
ющими граничными значениями : 

ди 1 дп гk = - tp (s) , k = о , 1 ,  . . . , р ; 
( 

ди 

ди
) / 

l'k дп - да  гk = - IP (s) , k = р + 1 , р + 2 , . . . 

Общее решение задачи Римана - Гильберта с (2п + 1 - т ) 
произвольными коэффициентами (их число не может быть рав
ным нулю для областей нечетной связности) строится из реше
ний рассмотренных граничных задач. Для получения какого-либо 
частного решения необходима дополнительная информация от
носительно искомой функции (см. [ 46, гл.  4, § 6] ) . 

Применим к задачам I -III  разработанные в гл. I прибли
женные методы. 

3 а д а ч а I .  Она была рассмотрена в § 3.4, поэтому мы не 
будем здесь касаться деталей приведеиного алгоритма. Известно 
[ 1 15] , что для однозначности Но-голоморфной функции g (z ) = == и + iv, где 

!:ш = О в G1, и /г0 = (J) (s). (3.57) 

и \г,. = (J) (s) + ck, k = 1 , . . .  , т , 

необходимо и достаточно, чтобы постоянные с,. были выбраны 
так, чтобы 

k = 1 , • . • , т . 

Учитывая соотношение Коши - Римана, получаем для опреде
ления с,. следующие условия: 

r аи . \ дп ds o= О, k = о , 1 , . . . , т • (3 .58) 

гk 

Если ( 3.58) выполняется при k = 1 ,  
вичности оно верно и для k = О.  

. . . , т, то в силу rармо-
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В § 3.4 для решения задачи ( 3 .48 )  решались т граничных 
задач ( 3.50) . В настоящем параграфе будут предложены фор� 
мулы для решения задачи ( 3.57 ) , ( 3.58 ) , не требующие пред� 
варительного решения всех задач ( 3.50 ) . Методы, разработан� 
вые выше, хорошо приспособлевы для решения задачи ( 3.57)' ,  
( 3.58 ) , так как в этом случае функция ди/ дп  вычисляется авто� 
матически. 

Применяя для решения задачи ( 3.57)  формулу Грина, по� 
лучаем (в обозначениях предыдущего параграфа). 

т 
и (х) =2; � 5 [ro (s) + ck] a�/n т (х, у) ds11 - 2� S ln r (х, у) <р (у) ds11 k=o гk г х Е С;, (3.59) 

т 
0 = 2� � J [ro (s) + c��.J 8� ln r (x, y) ds11 - 2; S ln r (x, y) <p (y) ds11, 

k=o гk " г 
где (рис. 10) : т 

Се = � Ck <р (у) = :: lг• С0 
= 

О. k=O 
Принимая во внимание формулу 

и равенство 

J ro (s) 8�11 ln r (х, у) ds11 = F (х) г 
f д l ( ) d { 2л; при Х Е Ck, - n r х, у s11 = 
Г 
дпу О при х Е Се -�Ck, 

запишем ураJJнение (3.60) в виде 

(3 .60) 

(3 .61) 

J ln (х, у) <р (у) dsy = F (х) + 2nC, х Е с��.. (3.62) г 
Рассмотрим систему {<pi (y ) } ,  полученную путем ортонорма� 

лизации линейно независимой полной 8)  системы Пn r (x, у) }, 
где Xi - элементы счетного множества ,  расположенные всюду 
плотно на вспомогательном контуре 8 = 8о + 81  + 82 + . . . + 8". 

(рис. 1 1 ) : 
i 

<р; (у) = � А;; ln r (х; , у), j=l 
где Aii - коэффициенты ортонормализации. 

8) Доказательство линейвой независимости и nолноты расс:иатривае-r 
:u:ой системы авалоrич:во случаю односвязной области. 
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Запишем: (3.62) для точек х; : 

S ln r (xi , у) q> (у) dsy = Fi + 2пс<О , 
г 

Xi E G, (3.63) 

где F; = F (х;) , c <i> = ел, если х; = S.,.. Умножая первые i уравне
ний на Aii (j = 1 , . . .  , i) и суммируя их, получим 

i i i S q> (у) ffJi (у) dsy = Фi = .� A;iF; + 2n .� c<i> A;i = Фi+ л: � c<i> A;i , 
г J=l J=l 5=1 

(3. 64) 

где Ф; - коэффициенты Фурье неиавестной функции q> (у) , 

Для любого в найдется такое N о, что при N � N 0 для любого k � т будет выполняться неравенство 

s l q> (y) - � Фi«pi (Y) \2 dsy < в, k = 1 , . . . , т , 

гk i=l 

и, тем более, приближенное равенство 
N J q> (у) dsy = .\ � Фif[>i (у) dsy, k = 1 ,  . . . , т. 

rk гk i=l 

Поэтому, учитывал (3.48)  и (3. 64) ,  получаем для определения 
постоянных c<J> систему 

· где 

k = 1 ,  • • .  , т, (3 .65) 

. Группируя в правой части k-го уравнения ( k = 1 , . . .  , т ) сла-
гаемые с одинаковым коэффициентом с < • >  (s = 1, . . .  , т) и обо-
значая их сумму через .А��..,  получаем систему 

k = 1 ,  . . • , т. (3 . 66) 

_ ,  . .  ",Да.ле�, опре,п;�л�я из ( 3.6? ) коэффициенты с<�<> (k  = 1 ,  ; ; , , -т) 
•сподст�вляя · их в _  (3,6"�). , _ uо�учи;м коэффициенты Фурье иско
мой функции q> (y) � - Црименяя в (3 .59) вместо q> (Y) соответ-
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�твующий обобщенный ряд Фурье N 
cp(N) (у) = � Фi(jJi (у) , 

i=l 
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получим приближенное значение u<N> (х ) решения задачи I в 
произвольной точке х внутри области G. Из сходимости cp<N> (у )  
к ср (у ) (в смысле метрики L2 )  непосредственно следует равно
мерная сходимость u<N> (х) к u (x) . 

Заменяя в (3 .62)  интеграл какой-либо квадратурной форму
лой и придавая параметру х различные значения на вспомога
тельном контуре S, получим систему 

N N 
� aij(j)i = � сч ln r (xj ,  Yi) (jJi = Fj + 2лс<i> ,  
i = l  i=l 

(3 .67) 

rде c<J> = с,., если х; е: S,.. Запишем (3.67) в векторном виде 

Аср = F + 2лс. ( 3.68 )  

Для рассматриваемой системы можно доказать теоремы, ана
лошчные теоремам 5 - 7  работы [85] 9 ) . Так, например, рассуж
дениями, аналогичными проведеиным в [85 ]  , можно доказать, 
что для любого N найдутся такие N значений хА параметра х, 
что система ( 3 .68 )  будет разрешима и решение может быть 
найдено �Iетодом последовательных приближений, начиная с про
извольного вектора ср < 0 > . При этом норму в смысле простран
ства тN обратного оператора А -l :можно сделать сколь угодно 
близкой к 1 . Из (3.68) получаем 

ср = А-1F + 2лА - 1с . ' ( 3 .69 )  

Заменяя интеграл в ( 3 .58 ) квадратурной формулой и исполь
зуя ( 3 . 69 ) , получаем систему т уравнений для определения 
коэффициентов Ся (k = 1 , . . .  , т ) . Полученные значения сА под
ставляем в ( 3 .68 )  и определяем вектор ср, который дает возмож
ность найти решение задачи из уравнения (3 .59 ) , заменив 
предварительно в нем интегралы квадратурными суммами. 

Для вычисления мнимой части v Н о-голоморфной функции 
можно пользоваться алгоритмом работы [73] , который предпо
лагает необходимость вычисления значений v в приграничных 
узлах путем рекуррентных соотношений (разностного аналога 
соотношений Rоши - Римана) , а во внутренних узлах - с по-

' мощью решения системы разностных уравнений. Однако знание 

9 )  В работе [85] в формулировке теоремы 7 опечатка:  вмес·rо .асимпто
тических рiJ.венств (46) , (47) , (52) и (53) должны быть асимптотические 
соотношения · 
)..1 = O (N-112), ?.1 = O(N-1) ,  111 = О (N-1) , N-lia jj L-l jJRN-+- оо прп N-+oo 
соответствЕ\Ино. 
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функций и !г , �� / г дает возможность пользоваться для вычисле· 
ния v формулой Грина 

1 r д 1 5 дv 
v (х) = 2л J v (у) дпу In r (х, у) dsy - 2л ln r (х ,  у) дп dsy, 

г г 
где 

v (у) = v0 + J� �: ds = v0 + S �� ds = v0 + J ер (t) dt, 
о о о 

дv ди , дп = дs = ros (s) . 
Для решения задач I I  и I I I  можно пользоваться методом 

конечных разностей, как это описано в работе [73] 1 0) , либо же 
применять методы, излагаемые в настоящей книге . Для этих 
методов мы приведем формулы без доказательства сходимости вы
числительных алгоритмов. 

3 а д а ч а I I . Из ее граничных значений определяем 

�:. /гk = ер (s) - l'k (;; )гk' k = р + 1 ,  . . . , т. (3 . 70) 

Применяя формулы Грина и используя (3 .70) , nолучаем 

ер (х) = 

= 2� � .f 1\J (s) д� In r (x, у) dsy- 2� � J ln r (х, у) [ ер (s)-Yk �l;]dsy+ 
t=I ri У k=p+ I гk 

т р 
+ 2

1
л � J 1jj (s) д� In r (x , y) dsy- 2�� J In r (x, y) � (s) dsy , x E Gi, k=p+1 Гk У t=O Гi 

(3 . 71 )  
р т 

О = �� 1\J (s) д�У In r (х, у) dsy -
k
�

I 
�

k
ln r:(x, у) [ер (s) - l'k �� ] dsy + 

т р 
+ � r \j; (s) д� ln r (х, у) dsy - � r ln r (х, у) �(s) dsy.. х Е Get 

k=p+ 1 гk и i=o гi 

(3 .72) 

10) Надо, однако, заметить, что точность формул работы [73] для то
чек контуров Г т. ( k = 1, . . .  , т) в случае задачи II и для точек границы Г 
в случае задачи III  на целый порядок уступает формулам работы [52] . До� 
назательства сходимости метода сеток для задач II и 111  в [73] нестроrие, 
а окончательные оценки довольно грубые (ер. с оценками работы [53] ) .  
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где 

ер (s) = �� lгi•: 

'iJ (s) = и !гh t 
Рассмотри�! выражение 

.\ ln r (х, у) a;s ds, гh 

i = о , 1 , . . .  , р ,, 

k = р + 1 , . . . , т . 

k = р + 1 ,  . . . , т . 
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Применяя к нему формулу интегрирования по частям и учиты� 
вая периодичность функции ln r (x, у) по перемениому у, по� 
луча ем 

S ln r (х, у) ад� dsy = - J ;р (s) д�У ln r (х, у) dsy. 
гh гh 

Таким образом, (3 .7 1 ) и (3 .72 )  принимают вид 

u (x) = F(x) + 2� � .\ 'Р (s) [д� ln r (x, y) - 'Yk д� ln r (x,. y)] dsy -
k=P+l гh У У 

1 Р..., " 
- 2л 

� J ln r (х, у) � (s) dsy, х Е Gi ; (3 .73) 
�=О Гi 

т 
О = 2nF (х) + � \ 1Р (s) [а� ln r (х,_ у) - ')'h д� ln r (х, у)] dsy -

h=p+ l гh у у 

где 

- ± \ ln r(x, y) �(s) dsy�. x E Ge1 (3 .74) 
i=o гi 

rp т 
F (x) = 2� � S  1\J (s) 8� In r (x, y) dsy - 2� � \ In r (x, y) cp (s) dsy 

i =O Гi 
у h=P+l rh 

- известная функция. 
3 а д а ч а I I I . Из граничных условий определяем 

ди 1 1 ди 1 ljJ - = - - - -,. дп гh 'Vh as гk 'Vk 
k = р + 1 , . " '· т . (3 . 75) 

Применяя к решению задачи III формулу Грина и испщrьзуя 
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(3 .75 ) , получаем 
п р 

и (х) = 2� J 'J' (s) 8� ln r (x, y) dsy + 2� � S ln r (x, y) ep (y) dsy -
г У k=o гk 

т 

- 2л� � S [� - ep (y)] r (x, y) dsy, X E Gi ,- (3 . 76) 
k k=p+ t гk 

1 S а 1 р r 0 =  2л 'J' (s) 8n ln r (x, y) dsy + 2л � J ln r (x, y) ep (y) dsy -
г 

У 
k=o гk 

т 
- 2л� � J [8а: - ер  ( у)] r (х, у) dsy, k k=p+ t гk 

Х Е Get (3 .  77) 

где 
'Ф (s) = и l г . 

После интегрирования по частям выражения (3.76)  и (3 .77) 
принимают следующий вид: 

р 
и (х) = 2� � J '!' (s) д� ln r (х, у) dsy + 2� J ln r (х, у) ер (у) dsy + 

k� � 
у г 

т 
+ 2� � J '!' (у) [а� ln г (х, у) - + /- In г (х, у)] dsy, 

k=p+l гk 

У 
' li  sy 

rp 1 � r 
д 

1 s 0 = 2Л _... , 'J' (y) 8n 1n r (x, y) dsy + 2 ln г (x, y) ep (y) dsy + 
k=o гk 

У 
л г 

т 
+ 2� � s '!' (у) r д� ln г (х, у) - .!  а: ln r (х,, у)] dsy, 

k=P+ 1 гk 
L 

У 
'\'п у 

( 3 . 78)  

(3 . 79) 

Формулы ( 3.73) , (3 .74) и (3.78 ) , (3 .79) дают возможность 
применить для решения задач II и I I I  описанные выше методы. 

У кажем еще один метод решения видоизмененной задачи 
Дирихле. 

Пусть {ер; (х) } - ортанормированная система гармонических 
функций внутри плоской области G. Будем, кроме того, предпо
лагать, что система {ер; (х) }  является полной на Г в смысле мет
рики L2 (Г ) , т .  е. для любой функции '( (у) Е Lz (Г )  (у Е Г) и для 
любого е > О найдутся такие N коэффициентов Ь;, что будет 
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выполняться неравенство 

{J [у (у) - i� bi(/Ji (у) ] 2 dsy} 112 � в. 

Рассмотрим граничную задачу (рис. 10)  
!:ш = О в Gi, 

и l г = "( (у ) . 
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С помощью неравенства Rоши - Буняковекого (а в случае пол
ноты в смысле метрики С - с помощью принципа максимума)  
петрудно показать, что в любой внутренней точке области G и 
равномерно в любой области, целиком лежащей в открытой об-

ласти G, можно сделать выражение \ и (х) - i�l 
bi(/Ji (х) 1 сколь 

угодно малым. Этот метод решения граничных задач (первый 
способ ) может оказаться весьма эффективным при удачном вы
боре системы {ср (х) } .  

Рассмотрим следующие задачи : 
ди0 = О в G, 

и0 lг = ro (s)f 
диi = О в Gi , (3 .80) 

иi lг-гi = О, k = 1 , . . . , т, 
Ui lгi = 1 .  

Пусть приближенные решения ui этих задач представлены 
в виде 

Ni 
ui = � Aji (/Jj, 

j=l 
Введем обозначения 

i = о, 1 , . . . , т. 

S дu . 
-� ds = ek · дп t l  i = О, 1 , . . . , т ; k = 1 , . · · � т. 

гk 
Длл определения коэффициентов С; ( i -· 1 ,  . . .  , т ) 
( 3 .58) получаем систему 

т 
� Cieki = ем, i=l k = 1 , . . . , т. 

задачи ( 3.57 ) � 

(3.81 ) 

Определял из нее с;, получаем приближенное решение u задачи 
( 3.57 ) ,  ( 3.58)  в виде N 

и = � CiUi , i=o 
где со= 1 .  
18  М А Алексидзе 
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Обычно в случае односвязной области в качестве такой си
стемы берется система {Pj ( х) } гармонических полиномов, отно
сительно :nоторой известно, что она является полной в Lz (Г) , 
где Г - контур, ограничивающий односвязную область ( если эта 
область обладает устойчивостью решения задачи Дирихле в от
ношении деформации области, тогда система гармонических по
линомов полна на Г в смысле метрики С) . 

В случае многосвязной области система {Р1 ( х) } не может 
быть полной ни в смысле метрики С, ни в смысле метрики L2. 
Действительно, пусть для любой непрерывной функции 'У (у ) 

max 1 1' (у)- .� biPi (у) 1 < et у Е Г. 
уЕГ t=1 

Из принцила максимума непосредственно следует, что если для 
функции 'У (у ) выполняется веравеяство 

max 1 у (y)l > mя.х 1 1'  (у) l f  
уЕГ у;Г0 

то такую функцию аппроксимировать достаточно хорошо гармо
ническими полиномами невозможно. Однако для функции 'У (у ) 
может и не выполняться последнее неравенство, и тем не менее 
l'армоническими полиномами ее невозможно будет аппроксимп
ровать. В самом деле, возьмем две функции 'Y l  (у )  и 'У2 (У ) , ДJIЯ 
ноторых выполняются следующие равенства (рис. 10) : 

'Y l  (у ) = 'У2 (У ) на Го, 
max 1 1'1 (у) - у2 (у) 1 = 1 . 

уЕГ/Г0 
(3 .82) 

В силу предположения о полноте для любого е > О найдутся 
"�rакие коэффициенты ьр> и Ь�2 ) '  что 

Ni "" ь<1>р ( ) 
в 

max у1 - ..,. i i у < 4 t max 
�г �1 �г 

N2 
1'2 - � b�2>pi (у) < : . 

i=l 
Из принцила максимума и первого равенства (3 .82) полу

чаем, что в любой точке области G, ограниченной контуром Го, 
справедливо веравеяство 

Nl N2 I b�l)pi (y) - .I b�2,Pi (Y) < � .  
i=1 i=1 

nоэтому 
max l 1'1 (у) - 1'2 (у) 1 � 

I"ЕГ\ Г0 Ni N2 
� max у1 (у) - �  Ь�1> Pt (у) + � Ь�2> Р1 (у) - 1'2 (у) + � � е1 

11ЕГ \ Г0 i=1 i=l 
что противоречит второму равенству ( 3.82) . 
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Система {Р, ( х) } не :может быть полвой и в смысле L2 (Г } .  

Рассмотрим задачу в области G', ограниченной Го :  
Llи = О, 

и lг0 = 1'1 (у) 

и фунiЩию 't (у) ,  удовлетворяющую условиям 
"{ (у ) =  "{1 (у) на Го, 

't (у ) = и (у ) + с,. на Г,., k = 1 , . . . , т, 
где и (у) = и (х,.) и хотя бы одна из постоянных с,., отлична 
от нуля. 

Из представления решения задачи Дирихле для области G с 
помощью функции Грина и из перавеяства Коши - Буняковеко
го становится ясным, что функцию "{ (у ) аппро:r;\симировать до
статочно хорошо в смысле метрики L2 гармоническими полино
мами невозможно. Из приведеиных рассуждений следует, ЧТ() 

фунiЩии из полной либо в смысле метрики L2 ( Г ) , либо в смыс
ле метрики С ( Г )  системы не могут быть одповременно все гар
моничны во всех точках области G' . 

Насколько известно, единственная полная в смысле метрики 
L2 ( Г )  система гармонических функций впервые указана в рабо
те [84] : 

(3 .83) 
где точки Х ;  расположены всюду плотно на S = So + S 1 + . . . 
. . . + Sт (рис. 5 ) . 

Надо также заметить, что эта система сильно облегчает вы
числение коэффициентов ем (k = 1 ,  . . .  , т; i = О, 1 ,  . . .  , т)  си
стемы, из которой определяются с1 ( i = 1 , . . .  , т) . 

где 

Действительно, ветрудно заметить, что 
Ni 

eki = 2n � r;Aji , 
i = l  

Ni 
Ui = � Aji In r (х;, х) ,, 1=1 

{ 1 , 
ri = о, 

х; Е Gм 
Xj Е Ge"Gk. 

Аналогично упрощается вычисление коэффициентов, если 
вместо систе:мы ( 3.83) рассматривать соответствующую ортонор
иированвую систему. 

В заключение докажем разрешимость систем (3.66)  и (3 .8 1 )' .  
Ветрудно заметить, что .А,.. и В,. (k, s = 1 ,  . . .  , т)  в (3.66 ) стре-

f ди, s ди иятся при N - оо соответственно к выражениям:. д п ds, дпо dsJ 

rде и, определены в (3.80) . 
ts• 

гk гk 
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R этим же выражениям стремятся eki и е�<о (3 .8 1 )  при 
условии 

i = О , 1 , . • . , т, 
так что пределы элементов матриц систем (3 .66 ) и (3 .8 1 )  совпа
дают. Поэтому дальнейшие рассуждения относительно разреши
мости этих систем аналогичны приведеиным в § 3.4 . 

§ 3.6.  Приближенное построение конформно 
отображающих функций для односвязных областей 

В настоящем параграфе излагается применение первого ме
тода решения граничных задач с помощью разложения по фун
даментальным решениям к задаче построения функций, конформ
но отображающих односвязные (конечные или бесконечные)  
области на круг. 

Пусть G - конечная односвязная область (комплексной плоп 
скости х = х1  + ix2 ) с кусочио-гладкой границей г =  � гl!., где 

1!.=1 
каждая кривая г�< имеет с соседней кривой только одну общую 
точку, а D - единичный круг в плоскости у = у1 + iy2 с грани
цей Г. Требуется построить голаморфную функцию у = f ( х) , 
конформно отображающую область G на область D, и наоборот. 
Точное аналитическое выражение (в элементарных функциях) 
конформно отображающих функций известно JIИШЬ для узкого 
семейства областей, поэтому прибегают к приближенным мето
' дам. Не будем касаться вопросов существования (на этот вопрос 
положительно отвечает теорема Римана) и единственности (что 
зависит от условий нормировки) конформно отображающих 
функций. Последнюю будем искать в виде 

( 1 2) о ( 1 2 '  у = f (x) = (х - Хо ) еи х , х  +tv х , х  1 ,  (3 .84) 
где х0 - фиксированная точка области G, которая переходит в 
центр единичного круга D, u (x 1 , х2 ) - решение граничной задачи 
Дирихле для области G:  

�u (x1 , х2) = О, 
u l г = -ln l x - xo l  = -ln r (x, хо) ,  

v (х1 , х2) - функция, гармонически сопряженная с u (x' ,- х2 ) : 
ди fJv дхl = дх2 ' . ди дv дх2 = - дхl• 

Из соотношений Ноши - Римана -v (xl ,  х2 ) определяетtш с · точ
ностью до постоянного слагаемого, которое вызывает лишь по
ворот плоскости Х по отношению к ' У. Поэтому, зафиксировав 
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две точки х, Е Х, у1  Е У, которые переходят друг в друга при 
пском:о:м конформном: отображении, :мы тем сам:ы:м обеспечим: 
единственность функции f ( х ) . 

Таким: образом, задача построения конформно отображающей 
функции сводится к решению граничной задачи для функции 
и ( х1

, х2 ) , приближенное решение которой, согласно алгоритму 
первого метода решения граничных задач, будем искать в виде 

N 
и (х) = � ak ln r (zk , х) . 

k=l 

Здесь а4 - коэффициенты разложения граничной функции 
ln r (x, хо) в ряд по первым N функциям системы {ln r (zk, x)}h'=1, 
где z,. образуют всюду плотвое множество точек на вспомогатель
ном: ковтуре r,  (см. § 1 . 1 ) .  Прямой проверкой можно показать, 
что гармонически сопряженная с u<N> (х ) функция v <N > (х ) будет 
иметь вид 

N 

v<N> (х) = � ak я.rg (zk - х) + с" 
11=1 

где с - произвольвал постоянная, а,. - те же коэффициенты. 
Это обстоятельство (нахождение комплексво-сопряженвой функ
ции) существенно облегчает нахождение конформво отображаю
щей функции. 

Петрудно показать, что если граничная задача для и (х ) ре
шена с точностью в, т. е . l u (x ) - u<N> (х) 1 < в, то для модуля 
функции 

fп (х) = (х - Хо) eu.(N)(x)+iv(x) 

справедлива оценка 

f - 1 в в < 1 fп (х) 1 < 1 + 1 ..:  в '  

На основе изложенного алгоритма составлена универсальная 
программа 1 1 ) построения ковформ:но отображающей _функции 
для любой односвязной области. Приведем численные расчеты, 
выполненные с помощью этой программы. 

· - 1. Отображаемая область является эллиnтической с центром 
в начале координат и полуосями 2 и 1. Результаты по прибли
женному построению Бопформно отображающей функции даны 
в табл. 3 .3 .  Во всех приuерах данного параграфа коэффициен
ты а,. находились методом коллокаЦии с использованием:· следУЮ-

_ щих обозвач�ний: в 1 - максимальная погрешность решения гра
. ничной задачи- Дирихле для функции и, 82 - ередвеквадратич
ная погреl!!ность решения, е3 - максимальное отклонение 

• '  1 1 )  llporpa:r.i�a· 'cbcт'anлelfa сотрудником i щ  АН Г ССР М .  3акрадзе. -
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кривой fn (х) ,  х Е Г, от единичной окружности Г, е4 - средне� 
квадратичное отклонение кривой fn (х) , х Е Г, от f. В качестве 
хо взято начало координат. Во всех примерах :максимальная и 
среднеквадратичная погрешности находились с помощью четы� 
рехсот равномерно расположенных на Г точек. Т 

а 
б л и ц а 3.3 

N е, 

25 3,4 · 10-4 1 ,4 · 1 0-4 3,4 . 10-4 1 ,4 · 10-4 
50 2,3 - 10-6 8 ,1 · 10-7 2 ,3 . 10-6 8 , 1 · 10-7 

100 1 ,8 - 10-7 5,2 · 10-8 1 ,7 · 10-? 5 ,2 · 10-8 

2. Отображаемая область является единичным квадратом. 
Вспомогательный контур Г 1 является также квадратом со сто
роной 4. Результаты расчетов даны в табл. 3.4. Заметим, что с 
увеличением N от 40 до 80 результаты ухудшаются, что объяс
няется увеличением погреmности Е2 получения коэффициентов 

Т а 
б л и ц а 3.4 

N е, 

20 8,0 - 10-4 4 ,7 · 10-4 7 ,9 - 10-4 4,6 · 10-4 
40 2 ,9 - 1 0-5 9,8 . 10-6 2 ,9 - 10-ii 9 ,8 · 10-6 
80 1 ,9 · 10-3 4 ,0 · 10-4 1 , 9 - 10-3 4, 1 · 10-4 

(с:м. § 1 . 10 ) . В качестве х0 взята точка пересечения диагоналей 
квадРата. 

3 .  Отображаемая область дана на рис. 12 :  Г1 - эллипс, Г2 -
окружность , Г3 и Г4 - отрезки прямой. Вспомогательный контур Т 

а 
б л и ц а 3.5 

N 

20 3,9 · 10-1 9,1 . 10-2 3,8 · 10-2 9 ,0 . 10-2 
40 1 ,2 · 10-1 2 ,0 · 10-2 1 , 1 · 10-1 1 , 9 · 10-2 
79 5,6 · 10-4 2 ,3 · 10-4 5,6 · 10-4 2 ,2 · 10-4 

также изображен на рис. 12 .  Результаты вычислений приведены 
в табл. 3.5. В качестве хо взято начало координат. 

4. Отображаемая область и вспомогательный контур даны на 
рис. 13. В качестве точки хо, которая переходит в центр круга, 
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взята точка ( 1'2 - 1 ;  О) . Точное выражение конформно отобра
жающей функции выписывается явно : 

f (  ) - . х2+ 2х - 1  х - J 2 • 
z - 2z - 1 

При этом точка (О ;  1 ) е Г переходит в точку ( 1 ;  О) е Г' . Ре
зультаты вычислений даны в табл. 3.6.  Максимальное и средне
квадратичное значения разности /Ioo (x) - f (x) по 400 граничным: 

<0;-�5) 

Рис. 12 Рис. 13 

точкам равны соответственно 2,2 · 10-5 и 1 ,5 · 10-5, а по 400 точ
кам отрезка MN (рис. 10 )  получаются значения 1 ,7  · 10-5 и 
8,9 · 1 0-6, что хорошо согласуется с принцином максимума. 

5. В качестве последнего примера рассмотрим задачу кон
формного отображения бесконечной области на единичный круг. 

Т а б л и ц  а 3 .6 

N 

25 1 ,7 - 1o-s 3,8 · 10-4 1 ,7 . 1о-з 3 ,8 - to-4 
50 2 ,2 - 10-4 3,2 · 10 -Ъ 2 , 1 · 10-4 3 ,2 - 1о-ъ 

100 3 ,1 - 10-8 1 , 1 - 10-8 3, 1 - 10-8 1 ,1 · 10-8 

Алгоритм, заложенный в указанную выше универсальную про
грамму, сначала отображает внешность круга радиуса R на 
круг с помощью элементарного конформного отображения 

R2 
х* = х  + --о :1: - :1:0 '  
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или, в координатах, 
(х1 - х1 ) R2 

( 1)* - 1 + о х - Хо ( 1 1)2 + ( 2 2 ) 2 ( х0 - х х0 - х  

(х2 - х2 ) R2 
( 2)�' 2 о х · = Хо - ( 1 1)2 + ( 2 2 )2 • х0 - х  х0 - х  

Затем находится отображающая функция 
f (х*) = (х* - Хо) eu(x*)-iv(x*) . 

Подставляя вместо х* его значение, получаем 
R2 

f (х) = -- eu(x)+iv(x) · х - х0 
' 

для регулярной в бесконечности функции u (x) получаем гра
ничную задачу 

11и = О, 

и lг = - ln � � �. 
х - х0 

Решение этой задачи ищется в виде ряда � 
1 R2 (x - zk) 1 UN (X) = � ak }n ( ) ( ) ; 

k=l 
х - х

о zk - хо 

комплексно-сопряженная функция v ( х) принимает вид 
N [ 2 ] R (x - zk) 

vN (x) = � ak arg ( _ ) ( _ ) , 
k=l х хо zk хо 

где zk - вспомогательные точки, не принадлежащие отображае
мой области. 

В табл. 3 . 7 даны результаты вычислений при конформном 
отображении внешности эллипса с полуосями 2 и 1 на единич-

Т а б JI и ц а 3 . 7  

N Es 

25 7 ,0 . 10-4 1 ,6 · 10-4 7 , 1 . 10-1 1 ,6 . 10-4 
50 9,9 · 10-7 1 ,5 · 10-? 9 ,9 · 10-7 1 ,5 · 10-? 

100 1 ,6 · 10-9 о 1 ,7 · 10-10 о 

ный круг. В качестве вспомогательного контура взят также 
эллипс с полуосями 1 ,8 и 0,5 .  Точка х0 совпадает с началом 
координат, а свободный параметр R (радиус промежуточного 
круга) ,  который участвует ·в граничных условиях, равен 1 .  
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§ 3.7. Об одной особенности решения плоских 
граничных задач 

Особенности обоснования рассмотренных здесь методов реше
ния плосних граничных условий, требующие для доназательства 
формулы (3 . 1 7 )  дополнительного условия ( 3. 18) , сказываются 
п на численной реализации этих методов 1 2 ) . 

Рассмотрим интегральное уравнение первого рода, соответ
ствующее второму способу решения плоеной задачи Дирихле 
для уравнения Лапласа : 

.\ ln r (у , z) v (у) dsy = F (z) , z ф. G, (3 .85) 
г 

где v (у ) - неиавестпая фуннция, равная нормальной производ
ной решения задачи Дирихле . Rогда в соответствии с алгорит
мом второго метода решения граничных задач от условия z Ф G 
переходим к условию z Е Г 1 , т .  е .  правая часть интегрального 
уравнения рассматривается лишь на вспомогательном контуре 
Г 1 , то может оказаться, что рассматриваемое интегральное урав
нение имеет более чем одно решение. Покажем это на примере 
концентрических онружностей Г и Г 1 ; применение теории нон
формных отображений позволяет перенести это свойство на бо
;тее сложные нонтуры Г и Г 1 . 

Будем предполагать, что Г является окружностью диаметра 
d < 1 . Покажем, что существует такая окружность Г 1 , что 

S ln r (у, z) dsy = О (3 .86) 
г 

при произвольнам z Е Г1 •  Действительно, пусть диаметр d пеко
торой концентрической окружности f 1 удовлетворяет условию 
d < d < 1 . Тогда в силу того, что ln r (y, z ) < О (У Е Г, z Е f1 ) ,  
получаем 

J ln r (у, z) dsy < J ln d t d ds = ( ln d t d ) л;d < О. 
г г 

Заметим, что поскольку Г и Г 1 являются концентрическими 
окружностями, интеграл 

S ln r (у, z) dsy (3 .87 )  
г 

не зависит от расположения точки z на окружности Г 1 .  Возьме:м 
теперь новую концентрическую с Г окружность I't диаметра 

12) На это было обращено внимание в работе [ 17 4] , в которой nокааано, 
что для некоторых «Rритиqесв:их» всnомогательных контуров nлотность nро
стого слоя оnределяется неодно3цачно. 
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d= 3. В этом случае ln r (y, z ) > O  ( у Е Г, z Е Г1 ) ,  и поэтому 

.f ln r (у , z) dsy > J ln d-; d ds = ( ln d-; d ) nd > О. 
г г 

Таким образом, интеграл ( 3 .87 )  имеет постоянное отрицательпое 
значение при z Е Г 1 и постоянное положительное значение при 
z Е i\ . Ввиду непрерывной зависимости интеграла от диаметра 
окружности г! , обязательно найдетел такал окружность г� с * - * � 
диаметром d1 , удовлетворяющая условию d < d1 < d, для кото-
рой будет выполняться тождество ( 3 .86) . Следовательно, rшгда 
фупкцил v ( у )  является решением интегрального уравнепил 
( 3 .85 ) , функция v1 (у ) = 'V ( у ) + с, где с - произвольпал постоян
ная, также будет удовлетворять рассматриваемому интегрально
му уравнению первого рода ( 3.85 ) , если в качестве вспомога-
тельного контура взять окружность Г� . Последнее обстоятель
ство приводит к определенным вычислительным трудностям при 
решении интегрального уравнения ( 3 .85 ) . Так, например, заме
нял левую часть (3 .85 )  квадратурной формулой прямоугольни
ков с равноотстоящими узлами, получаем линейную систему 
уравнений N-го порядка 

матрица которой вырождена. Поэтому одновременно с интеграль
ным уравнением первого рода (3.85 )  можно рассматривать усло
вие (см. (3 . 18 ) ) 

r 'V (у) dsy = о" 
г 

(3 .88) 

которое автоматически выполняется для точного значения функ
ции v (у) = д��) , где и ( у ) - граничное значение решения зада
чи Ди:рихле . Численные примеры, иллюстрирующие целесооб
разность одновременного рассмотрения уравнений ( 3.85 ) II 
( 3.88) , приведены в [ 174] . 

§ 3.8. Разрешимость систем уравиеиий, соответствующих 
методу коллокации 

В § 1 .3  было показано, что функдионалы в банаховом прост
ранстве, соответствующие методу коллокации (см. ( 1 . 5 1 ) ) ,  обес
печивают схему счета, более устойчивую по сравнению с мето
дом наименьших квадратов. Поэтому в данном параграфе на 
примере решения вторым способом пространствеиной граничной 
задачи Дирихле будут рассмотрены вопросы разрешимости: соот
ветствующих линейных систем уравнений. 
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Заметим, что, как было показано в первых двух параграфах 
гл. I, как в первом, так и во втором методе приходится строить 
решение интегральных уравнений первого рода 

S S К (х, у) <р (у) dy = F (х) . (3 .89) 

Однако последнее уравнение для случая граничных задач отли
чается тем, что точка х может принимать произвольвые значе
ния вне области G. Это дает возможность получить ряд предло
жений о разрешимости линейных систем, полученных из ( 3 .89) 
примепепием кубатурпых формул. Для конкретности будем пред
полагать, что 

К (х, y) = [r (x, у ) ] - 1 . 
Метод коллокации предполагает, что равенство ( 3 .89)  соблю

дается в определенных точках х,. (в узлах коллокации) . Поэто
му, если дать параметру х в уравнении ( 3.89 )  N различных 
значений х,., заменяя в ( 3.89 ) интеграл с пеизвестной функцией 
q> ( y ) какой-либо кубатурпой суммой с N узлами у,. и отбрасы
вая остаточные члены R (х,., N, <р) , получаем систему 

N 
L<p = � di 

( 1 ) 'Pi = Fk, k = 1 , . . .  , N, (3 .90) 
i=l r xk, Yi 

где d; - коэффициенты кубатурпой формулы, <р; - приближен
ное значение пеизвестной функции <р в узле у; и 

Прежде всего следует рассмотреть вопрос о разрешимости 
системы ( 3 .90) . Обозначим минимальное расстояние между узла
ми через h. Для любого N и h > О найдутся такие N значе
ния х,. параметра х, что система ( 3.90) будет разрешима, и ре
шение может быть пайдепо методом последовательных прибли
жений, начиная с произвольпого вектора <р0• 

Запишем систему ( 3 .90)  в векторпой форме <р - Н<р = Е, где 
матрица Н состоит из элементов 

d11 r (xi ,  Yi) 
Hi11 = - -

, i =F k, Нн = О , di r (xk, Yi) 
а вектор Е - из элементов 

Е- _ Fir (x i ,  Yi) 1 - di t 

Будем рассматривать Н как оператор, переводящий пространство 
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mN конечномерных векторов в себя (см. [68] ) .  Тогда 

1 1 Н l'тN = max 
1 r (x�i Yi) 1 �1 1 r (х:: Yi) 1 · l!"&i 

(3 .91 )  

Ясно, что величину r (x;, у; ) можно сделать сколь угодно малой, 
тогда как сумма в правой части равенства (3 .91 )  при условии N 
h > О остается ограниченной числом + � 1 d11 1 . Поэтому можно 

k=1 k�i 
выбрать точки х1 так, чтобы 

11 H JJтN ::;;;;;; q < 1 . (3 . 92) 

Известно, что пространство тн является полным и поэтому для 
окончательного доказательства теоремы 5 надо воспользоваться 
следующим утверждением. 

Т е о р е м а Б а н а х а .  Если оператор Н переводит полное 
пространство в себя и I IHII = q < 1, где I IHI I - норма оператора 
в рассматриваемом пространстве, то уравнение ер - Н ер =  Е име
ет при всякой правой части Е единственное решение, которое 
может быть найдено методом последовательных приближенпu, 
начиная с произвольного вектора ер0• 

Для нормы обратного оператора (1 - Н) - 1 , где 1 - единич
ная матрица, при условии ( 3.92) получается оценка 

11 (/ - H)-1 ilmN ::::;;;; 1 /( 1 - q) .  (3 .93) 

Так как при приближенном решении уравнения (3.89) вто
рым способом погрешность б, обусловленная отбрасыванием оста
точных членов в системе (3 .90) , удовлетворяет той же системе 
уравнений с остаточными членами в правой части 

б - Нб = R, 
где 

то, учитывая ( 3.93) , получаем 
1 

\1 б l!mN = m�x 1 бi \ = (1 - H)-1 R ::;;;;;; 1 _  q m�x Ri , \ \ (3. 94) 

где б; = ер ( у;) - ер;. Заметим, однако, что оценка (3.94) не дает 
возможности доказать сходимость приближенного решения 
уравнения ( 3 .89) этим способом, т. е. доказать, что 11 б llmN -+ О 

при N � оо.  Дело в том, что при N � оо точки Хя стремятся к 
узлам у., и поэтому подынтегральная функция ер (у) [r (x, у) ] -1 
и ее производные,  входящие в остаточные члены R (хя, N, q>). ,  
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стремятся н бесконечности. Численные примеры показали, что 
на ирактике более целесообразно брать значения параметра х 
не очень близко от границы S. Поэтому представляет интерес 
следующее предложение. 

В любых окрестностях в (хп ) произвольно выбранных точек х,. 
найдутся такие новые точки Хп ( в  частности, они могут совпа
дать с xk) , что детерминант системы (3 .90 )  будет отличен от ну
ля для любой кубатурной формулы. 

Обозначим через Н�< (х, , . . . , х�< ) детерминант пз первых k 

строк и k столбцов системы ( 3.90) . Ясно, что 
d н1 (х1 ) = 

( ) =1= о,  r х1 ,  у1 
так как d, =1= О вследствие того, что у ,  является узлом применяе
мой кубатурной формулы, а r (x", у; ) < оо при всех k, i = 1 , 2, . . . 
. . . , N. Докажем, что если H�< (x t , . . . , x�<) =I= O, то в любой окрест
Iюсти в (хн t ) точки x�<+ l найдется такая точка хн1 , что 
Нн t (x t , . . . , хн 1 ) =1=  О. Этим предложение будет доказано, по
скольку HN совпадает с детерминантом системы ( 3.90) . Разло
жим Нн t (х , ,  xz, . . .  , xk, X�<t t )  по элементам ( k + 1 ) -й строки : 
н k+ 1 rx�. -х2 . . . . , -xk . :rk+ 1> = 

- - - 1 = Hk (x1, х2 ,  • • • , xk) dн 1 ( ) + ro, (3 .95) r xk+ J • Yk+ l 
где if t , xz, . . .  , х" - точки, для которых H" (x t ,  xz, . . . , x".) =l= О, 
Хн t -· ПОIШ произвольпая точка из 8 (хн t ) , 

k 
� 1 

ro = � di г (х У · ) Hk+ l,i • 
i=l k+ l '  t 

Hн t ,i - алгебраичесi<Ие дополнения элементов ( k  + 1 ) -й строки. 
Пусть Lнt - замкнутая поверхность, целиком лежащая в 8 (хнt ) , 
а BA+ l - объем, ограниченный этой поверхностью. Покажем, что· 
существует такая точка Хнt Е LA+ l , что Ннt (х , ,  xz, . . . , Хн t )  =1= О. 
Допустим противное, т. е. что Нн t  (x t , xz, . . .  , xk, x�<+ l ) = О для 
любой точки Хн1 Е Lя+ l ·  В силу гармоничности функции 
Нм t (x t , xz, . . . , xk, Хн t )  по перемениому хн,  имеем Нн, == О 
для любой точки хн 1 Е Вн t · Но тогда Нн t = О всюду в области 
аналитичности. Устремим Хн t к Ун t ·  Тогда 1/r (Xн t ,  Ун t ) -+- 00 ,  
и так как dп+ 1Н" = О, то первое слагаемое ( 3 .95 )  стремится к 
бесконечности, а второе слагаемое ro остается ограниченным. 
Полученное противоречие доказывает предложение.  

Заметим, что при доказательстве был существенно исполь
зован тот факт, что значения х могут быть взяты произвольно 
в области в • .  При фиксированных же значениях xA det (/ - Н) 
будет функцией N переменных у (узлов кубатурной формулы) ,  
принимающих на поверхности S, вообще говоря, любые значе-
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ния. При этом учитывается, что детерминант системы (3 .90)" 
зависит от узлов как непосредственно (члены 1/r (хи, у;) ) ,  так 
и косвенно, через d;, так как значениями узлов кубатурной 
формулы в пекоторой степени определяются коэффициенты этой 
формулы. Рассмотрим 2N-мерное евклидово пространство R2N, 
и пусть у = (Y t ,  . . .  , Y2N) - точка этого пространства, где Y2h- ! 
и У2п определяют k-й узел применяемой кубатурной формулы. 
()чевидно, что 2N-мерная мера множества точек у = (Y t , . . .  , Y2N) 
евклидова пространства R2N, для которых det (l - Н) = О, равна 
нулю. Действительно, уравнение det (l - Н ) = О определяет (ги
nер ) поверхность в пространстве R2N, и 2N-мерная мера точек 
<:�той поверхности равна нулю. Поэтому при выборе случайных 
�начений узлов с вероятностью, почти равной единице, детерми
нант системы ( 3.90) будет отличен от нуля. Аналогично при 
фиксированных значениях узлов yh детерминант системы (3.90) 
будет функцией N переменных х, принимающих вне области В; 
nроизвольвые значения. Пусть х = (х1 ,  • • •  , x3N) - точка 3N-мер
ного евклидова пространства R3N, где Хзп-2, Хзи- 1 и хзh определя
ют k-e значение параметра х. Очевидно также, что 3N-мерная 
мера множества точек х =' (Х 1 ,  . . . , ХзN) , для тюторых det (l - Н) =  
= О , равна нулю; иными словами, при выборе случайных зна
чений параметра х с вероятностью почти единица имеем 
det (I - Н) =1= О. 

Кубатурвый процесс 
N .\ .f f (y) dsy � � dlNJ/ (ylNJ ) ,  N --+  оо , 

s •=1 

будем называть общим усложненным 
если справедливы соотношения 

dlN) = 0 ( 1/N), N --+ оо , 

пубатурны.лt процессом, 

i = 1 ,  . . .  , N. (3 .96) 

По-видимому, все наиболее часто применяемые на ирактике ку-
6атурные процессы являются общими усложненными кубатур
ными процессами. Нетрудпо заметить, что в случае общего 
усложненного кубатуриого процесса не обязательно, чтобы все 
линейные функционалы [ 1 17]  L (а, м, f) были подобны. Дока
жем следующее предложение. 

Если 

0 < a: � [r (xkNJ , ylNJ ) ]-1 � f.t < oo ,  k, i = 1 , . . . , N; N --+ oo ,  
(3 .97) 

l'де а и м - постоянные, и для решения уравнений ( 3.89 ) при
меняется общий усложненный кубатурный процесс, то для наи
меньшего собственного значения Лt матрицы L системы (3.90) 
�праведливо асимптотическое соотношение 

Л1 = 0 (N- 112) . (3 .98)_ 
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Если матрица L - положительно определенная, то 
Л1 = O (N-1 ) .  (3 .99) 

Докажем (3.98 ) . Рассмотрим сумму 
N N � � (diN) т ( x(N)1 y(N) ) )2 • 1=1 k=1 k ' 1 

По определению общего усложненного кубатуриого процесса� 
учитывал (3.96 ) , получаем 

N N 

��� ( diN> т (xi,N>� YiN> )Y � jvf, (3 . 100) 

где М - не зависящая от N постоянная. Применял для системы 
(3 .90 ) неравенство Шура и учитывал (3 . 100) , получаем 

N 
� \ Лi \2 � М, i=1 

(3 . 101) 

где (Л 1 , Л2, . . .  , ЛN ) - спектр собственных значений матрицы L. 
Из (3 . 101 ) непосредственно следует, что N (Л1 ) 2  � М, или Л1 = 
= O (N- 112 ) .  

Докажем теперь ( 3.99) . Рассмотрим след матрицы L системы 
(3.90) : 

N 
Sp /.� = � dj ( 1 ) . 

S=1 т xj , Yj 
Для общего усложненного кубатуриого процесса, учитывал 
( 3.96 ) ,  получаем 

( 3. 102 ) 
где М1 - не зависящая от N постоянная. Учитывал равенство-

N 
Sp L = � Лt (3 . 103) 

i=1 
и положительную определенность матрицы L, из ' ( 3.102) по
лучаем 

N N 
� Лi = �  \ Лi \ � М11 или Л1 = 0 (N-1 ) .  
i=l i=l 

Из доказанного предложения непосредственно следует, что
если L - произвольвал матрица, то для любого е 

N-1/2 +e 1 1 L -1 ):nN-+ оо , N-+ оо t 
а если L - симметрическая положительно определенвал 
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матрица, то 
N -+  оо , 

Последнее утверждение основывается на том, что если L -
.симметрическая матрица, то и L- 1 - симметрическая матрица, 
и па том, что собственные значения матрицы L- 1 равны Лi\ 
где Л; - собственные значения матрицы L. 

Известно, что для евклидовой нормы произвольной матрицы 
справедливо равенство 11 L -l \IRN = V Лn; эдесь Лn - паибольшее 
собстненное значение матрицы L- 1 (L- 1 ) * .  Элементы матрицы 
L* L иliiеют вид (обозначим их ( L* L ) ;�r.) 

N 

<L*L) · - � 1 d · 1 1k - .kJ ( (N) (N) ) J ( (N) (N) ) ' .i=l r xi , у 1  r х1 , yk 

Поэтому для них справедливо асимптотическое равенство 
(L*L) u. = O (N-1 ) , 

а следовательно, и неравенства 
N N 

� � [(L*L)ik]2 � M2,  
i=l k=l 

Sp L*L <M3, 

где М2, Мз - не зависящие от N постоянные. Учитывая, что мат
рица L* L всегда положительно определенная, и применяя к ней 
равенство ( 3. 103)  , получим 

J.tt  = O (N- 1 ) , ( 3 . 104) 
где J.t1 - наименьшее собственное значение матрицы L*L. 

Так как L-1 (L- 1 ) * = L-1 (L* ) - 1 = (L*L) - 1 ,  то  из (3 . 104) сле
дует, что N-1+o')..,. - оо ,  N - оо для любого в >  О. 

Окончательно можно сформулировать следующее предложе
ние: для произвольной матрицы L 

N-l/З+e ii L-1I IRN -+ оо , N -+ оо , (3 .105) 

.если L - симметрическая положительно определенная матрица, 
то 

N -+  оо . 
Аналогично доказываются соответствующие предложения для 

. плоского случая. 
Нами изложен способ решения уравнения , (3 .89 ) для внут

ренней задачи Дирихле .  Очевидно, что идея этого способа не
посредственно переносится на все рассмотренные выше гранич
ные задачи, для которых петрудно доказать аналоrичные пред
ложения. 
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Rогда граничная задача имеет не единственное решение, не
обходимо зафИJнсировать значения иеномой функции в несколь
ких точках (в зависимости от числа линейно независимых реше
ний однородной задачи ) и рассматривать полученные системы. 
Так, например, в случае внутренней граничной задачи Неймана 
нужно зафиксировать значение искомой функции в одном узле 
кубатурной формулы, в случае второй граничной задачи теории 
упругости - в трех точках в плооком случае и в шести точках 
в пространствеином случае. 

Сравним этот способ решения с конечно-разностным методом; 
простейшая сеточная аппроксимация уравнения Лапласа в слу
чае задачи Дирихле имеет, независимо от размерности области 
В;, наименьшее собственное значение порядка h2, где h - шаг 
сетки. Действительно, пусть G; и G. - прямоугольные паралле
лепипеды, соответственно наибольший заключенный в В; и наи
меньший заключающий в себя В;, а Л (В;) ,  Л ( G; )  и Л ( G. ) - наи
меньшие собственные значения разностного оператора Лапласа 
для областей Bt, Gt и G.. Справедливы асимптотические соотно
шения 

Л ( G. ) = O (h2) ( 3 . 106 )  

и для до:казательства равенства Л (В1 ) = О (h2 ) нужно применять 
теорему из [ 103] о том, что 

(3 . 107)  

Отсюда оледует ,  что ;в пространственном случае матрица L 
положительно определена и ее наименьшее собственное значение 
не иревосходит по порядку нижней границы спе:ктра разностного 
оператора Лапласа. Если решать задачу Дирихле с одним и тем 
же шагом h методом сетов: и методом, рассмотренным здесь, то 
для плоского случая необходимый объем памяти машины в обоих 
случаях будет порядка h-2, для пространствеиного случая метод 
сетов: займет :количество ячеек порядка h-3 , а рассмотренный 
метод - порядка h-4• Число операций при решении системы 
(3 .90 ) по одному из вариантов метода Гаусса (схема исключе
ния, компа:ктная схема, схемы типа единственного деления и 
т. д. ) будет порядка N3 или же для плоского случая h-3, а для 
пространствеиного случая - поряд:ка h-6• Число операций для 
решения плоского простейшего разностного аналога задачи Ди
рихле с помощью ятерационного метода Либмана и Ричардсона 
будет порядка h-4 log е, где е - погрешность приближенного ре
шения разностных уравнений ; ее следует довести до порядка h2 
( дальнейшее увеличение точности решения разностных уравне
ний не имеет смысла, так ка:к точность будет лимитироваться 
погрешностью замены дифференциального оператора Лапласа 
разностным, а эта погрешность имеет порядок h2 ) , и тогда для 
чис:Ла операций получим порядок h-4 log h. Для пространствен-
1 9  М. А. Аленсидзе 
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ного случая в аналогичных условиях для числа операций полу
чим порядок h-5 log h. Если известны точные верхние границы 
спю;тра разностного оператора Лапласа (эти границы удается 
установить точно только для прямоугольных областей ) , то мож
но применять для решепил разностного аналога задачи Дирихле 
итерационный процесс сверхрелаксации (экстраполированный 
метод Либмана ) ,  и число операций в плоском и пространствеи
ном случаях будет иметь порядки O ( h-3 log h) и a ( h-4 log h)  со
ответственно. 

Таким образом, необходимое число арифметических операц.ий 
даже для простейших ятерационных процессов разностного мето
да решения задачи Дирихле получается меньше, чем для метода, 
разобранного в этом параграфе. Часто делают неверное заклю
чение о том, что методы,  основанные на интегральных соотно
шениях вдоль границы области, менее трудоемки, чем разно
стные методы, которые предполагают аппроксимацию дифферен
циального оператора во всей области. Действительно, при этом 
число неизвестных в разностном методе получается больше, но 
объем памяти и необходимое для решения число операций ввиду 
специфической особенности соответствующих матриц получается 
меньше, чем в приближенных методах, использующих интеграль
ные соотношения на границе области. Необходимо, однако ,  за
метить , что сравнение указанных двух методов условно, так как 
один и тот же шаг может давать для различных методов раз
личные оценки погрешности. 

§ 3.9. Результаты численных экспериментов 
по решению граничных задач 

Алгоритмы многих программ для решения граничных задач 
настолыю сложны и насыщены многими вычислительными нюан
сами, что рядовому потребителю этих программ порой невозмож
но разобраться во всех тонкостях алгоритмов. Поэтому большое 
значение приобретают численные эксперименты, проведеиные с 
помощью этих программ. Rак правило, в результатах таких чис
ленных экспериментов несложно разобраться и тем самым полу
чить определенное представление о достоинствах тех или иных 
программ. Вопрос о наборе соответствующих тестовых задач рас
сматривался в § 2.29 .  В настоящем параграфе будут даны при
ближенные решения некоторых граничных задач для гармони
ческих функций, полученные описанными в настоящей моногра
фии методами. 

Приближенное решение u (х ) в первом методе решения гра
ничных задач получается в виде 

N - � (./\') и (:с) = � ai Фi (х) , 
j=l 

(3 . 1 08) 
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rде a}N>- коэффициенты разложения. Если в качестве т естовых 
задач возьмем граничную задачу, в которой решение имеет впд 

Nl 
и (х) = � bi'IJi (.с) , 

j=l 
(3 . 109) 

где Ьл - произвольвые конечные числа, а N1 :s::; N, то в качестве 
'Критерия точности решения можно воспользо'Ваться выражением 

� $ (a)
N> - bj )2 . (3 . 1 10) 

J=l 

В табл . 3.8-3. 10  даны результаты численных экспериментов , 
проведеиных с помощью описанной программы. 

Т а б Jl и ц а 3 . 8  
k = 2 

$(У) N=20 N=40 N=60 N=80 

4 1 · 10-5 2 · 10 -5 s . 10-5 4 - 10-5 
5 · 10-2 4 - 10-3 4 · 10-4 7 · 10-;; 

cos (Т) 
1 · 10-• 3 · 10-6 4 . 10-6 2 . 10-5 
3 · 10 -3 3 · 10- 4 3 - 10 -5 2 · 10 -5 

7'Ф7 - 5'Ф5 
2 - 10-5 2 · 10-6 5 - 10-5 2 - 10-4 
2 - 10-f> 2 - 10-6 6 · 10-5 2 - 10-4 

Т2 1 . 10-4 3 - 10-3 7 - 10-1 4 - 10° 
4 - 10° 3 - 10° 2 - 10° 5 - 10° 

Решалась граничная задача 
д2и д2и 

x E G, ди = - + - = 0, (3 . 1 1 1 ) дх� дх� 
и l г  = Ч; (у) , ( 3 . 1 1 2 )  

где Г - эллипс с полуосями 2 и 1 .  В качестве граничной функ
ции -ф ( у ) выбирались следующие функции: а) cos t ( t - цент
ральный угол ) ; б) t2 ; в) 4 и г) 7-фт - 5-фs. В качестве системы 
{-ф" (х) } взят а  система Пn r2 (рл, х) },.= ! ,  где точки р,. распределены 
равномерно по параметру t на эллипсе с полуосями 2 ( 1 + 1� ) 
и (1 + 1� ) �  k принимает значенйе 2 (табл. 3 .8) и 10 (табл. 3.9J . 
Количество функций N принимает значения 20, 40, 60 и 80. Ко
эффициенты разложения находились методом коллокации. 
19* 
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k = 1 0  

ljJ(y) N=20 N=40 N=BO 
4 f . to-•  1 · 10-5  f . f() -5 

4 · 10-4 1 . 1о -• 1 · 10-1> 

cos ( Т) 8 . t n -6 7 · 10 -6 2 · 10-5 
1 · 10-4 8· 10-6 2· 10-5 

7'\jJ, - 5Ч·5 
1 . 1о-• 5 - 10-5 2 - 1 () -4 
1 - 10 -5 4 - 10 -5 2 - 10-4 

Т2 4 - 10-1 5 - 101 1 - 101 
4 - 10° 5 - 101 1 - 101 

N (?'/) а5 (N) а 7  

20 -5 7-3 - 10-6 
-5 7+ 3 - 10-6 

40 -(5 -j-6 - 10-6) 7-5 - 10-6 
-5,R 6 ,97 

60 -5,2 6 , 98 
1 0  -7 , 5 

80 -2,2  7 , 2 
-6 -2,8 

В табл. 3.8- 3. 10 даны следующие величины: 

vl � �l l '/' (Yk) - � ajl''>'/Jj (yk) J з  
первое число , 

Т а б л и ц а 3 .9  

N=SO 
5 . 1()-4 
5 - 10-4 

7 . 1()-3  
7 - 10-5 

R - 10-4 
8 - 10-4 

4 - 102 
4 - 102 

Т а б л и ц  а 3 . 10 

1 <N> i m ax ak , k-;65 ,7 k 
3 - 10-5 
4 - 10-2 

1 - 10-3 
16  

1 , 7  
23 

18 
38 

(3 . 1 13) 

� � 2 J� ("• +;н> J _ !  a\N''ii ("• +;н ' J j' (3 . 1 14) 

второе число , 
где у��. - узлы коллокации, которые расположены равномерно по 
параметру t на границе Г. Следует отметить некоторое ухудiiiе
ние точности ре111ения при N = 80 по сравнению с N = 60, что, 
nо-видимому, объясняется nлохой обусловленностью матриц со
ответствующих систем. Неудовлетворительная точность для гра-
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ничной функции 'Ф (у ) = t2 объясняется тем, что она терпит в 
точке t = О ( t  = 2:rt) разрыв первого рода. Эксперименты с гра
ничной функцией 'Ф = 7'Ф7 - S'ljJ5 были проведены по следующим 
соображениям. Ввиду неминимальности системы Пn r2 (р11, х ) } 
может получиться, что различные группы коэффициентов а(�> 
одинаково хорошо будут удовлетворять системе алгебраических 
уравнений (3 . 109 ) . В табл. 3 . 10 приведены следующие значения: 
пеР'вый столбец дает ноэффициент пятой функции a�N> (верхнее 
число в наждой графе соответствует значению k = 2 ) , второй 
коэффициент седьмой фуннцииа�N> , последний столбец - наиболь
шее число max akN> (k =1= 5 ,  7) . Из табл. 3. 10  видно, что при боль-k 
ших N" точность определения ноэффициентов akN) очень низкая, 
тогда как из табл. 3.8 , 3.9 видно, что граничная функция при 
этом аппроксимируется с довольно высокой точностью. Особенно 
проявляется это при k = 10, т. е .  при более удаленном вспомога
тельном эллипсе. 

Приведеиные выше в этом параграфе результаты были полу
чены на машине ЕС-1020 для первого метода . В занлючепие 
приведем численное решение одной граничной задачи с помощью 
второго метода, полученное па машине М-222. 

Речь будет идти о нахождении гармонической функции внут
ри эллипса S: 

х1  =а c o s  t, х2 = Ь sin t 
при граничном условии 

u (x) = f (x) , x e:. S. 

(3 . 1 15 ) 

, ( 3 . 1 1 6 )  

Для того чтобы получить численный результат, который мож
но было бы сравнить с точным решением, возьмем 

а = 1 , Ь = 0 ,5 ,  f (x) = 0,5 (x� + x� ) .  (3 . 1 17) 

Rак легко проверить, точное решение задачи имеет вид 
и (х1 , х2) = 0,2 + 0,3 (х� - х� ) . (3 . 1 18) 

Теперь найдем приближенное решение. Применяя рассуждения, 
многократно встречавшиеся в предыдущем изложении, находим, 
что задача сводится к системе функциональных уравнений 

и (х) = 2..!__ s j (у) cos �ху ,  ;у) dsy + ..!__ s <р (у) ln r (х, у) dsy, Х Е Bi,, зt r х, у зt 
в в 

о = _2
1 r f (у) cos (ху ,  ny) dsy + ..!__ f <р (у) ln r (х, у) dsy , зt 

s 
r (х , у) зt 

s 

(3 . 1 19) 

Х Е В  • .  

(3 . 120)  
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Для приближенного решения уравнения ( 3 . 120 ) используем 
формулу Гаусса для интервала (-1 ,  + 1 )  с 1 6  координатами. 
Коэффициенты и узлы в этом случае имеют следующие значения: 

Ai16> = Ai�6> = 0,027152459 ,  

А�16> = А��в> = 0 ,097158512 ,  
А�16> = А��в> = 0 , 14959599, 

А�16> = А��в> = 0 , 18260342, 

аР6> = - а�� в) = 0, 98940093 ,  

а�16> = - ai�o) = 0,86563120,  

а�16> = - ai�6> = 0 ,61 784624 , 

а�16> = - а��в> = 0 ,28160355 .  

А�16> = А��в> = 0 ,062253524 ,  

A�
l
O) = А�О) = 0 , 12462897 , 

АР6> = А��О) = 0 , 16915622 ,  

А�16> = А�16> = (), 18945061 , 

а�16> = - ai�s) = 0,94457502 ,  

а�16> = - а��&) = О, 75540441 ,  

а�16> = - а�\6> = 0,45801678, 

а�16> = - а�16> = 0,09501251 . 

Положение точки у на S в уравнении ( 3 . 120 ) определяется 
параметром t, который изменяется в интервале ( О ;  2:rt } ; введя 
новую переменную t =1 ( 1 + а) 11:, перейдем R интервалу ( - 1 ; + 1 ) , 
и уравнение : (3 . 120) примет вид 

1 J <р (а) ln Vra cos ( 1 + а) :rt - x1l2 + [ Ь sin ( 1 + а) :rt - х2 ]2 da = 
-- 1 

1 r [ d ь sin t - х2 ] = - т  J f (a) dt arctg a cos t - xl da.  
- 1  

(3 . 121 ) 

Произвольно выберем точки х��. Е В для упрощения вычислений ; 
в данном случае удобно расположить точки х<"> (:О = 1 ,  . . .  , 16 )  
в Ве на конфокальном эллипсе 

( 3. 122) 

тап, чтобы значения узлов Гаусса, соответствующие этим точкам, 
совпадали с узлами у <"> (k =· 1, . . .  , 1 6) на основном эллипсе ; 
сделав это и учтя, что 
cos (ху, ny) d ь sin t - ьl sin "t" -+-__,...;� ds = - arctg dt = r (х, у) dt а cos t - а1 cos -r 

аЬ - а1 Ь cos t cos -r - аЬ1 sin t sin -r dt 
r2 (х, у) 

,, 

из выражения (3 . 12 1 ) после применения формулы квадратур 
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Гаусса получаем 
16 
� А�16>ср (сч) ln ( [а cos ( 1 + ai ) :rt - а1 cos ( 1  + а;) :rt]2  + 
1=1 

+ [ Ь sin (1 + ai) :rt - Ь1 sin (1 + а;) :rt]2)1/2 = 
16 

= - f � А�16) [а2 cos2 ( 1  + ai) :rt + Ь2 sin2 (1 + ai) :rt] Х 
i=1 

Х [аЬ - а1Ь cos ( 1 + ai) :rt] cos ( 1  + а;) :rt -
- ab1 sin ( 1 + a;) :rt sin ( 1 + aj) :rt]/r2 (x; , y;)J t  

j = 1 ,  . . .  , 16. 
Рассмотрим сначала случай, ногда вспомогательный эллипс (3 . 122 ) расположен блиано от основного. Пусть, например , а1 = 

= 2, Ь 1  = 1 .  Тогда, подставив а =· 1 , Ь = 1/2, получим 
16 
� АР6>ср (ai) ln { [cos ( 1 + ai) :rt - 2 cos ( 1  + а;) :rt]2 + 
i=1 

+ [ 0 ,5 sin ( 1 + ai) :rt - sin ( 1 + a;) :rt]2}1/2 = 

16 
= - f _I А�16> [cos2 ( 1 + ai) :rt + 

i=1 

• 2 
0 , 5 - cos [(1 + c.ti) 3't - ( 1 + c.t; ) зt] 

(3 . 123) + 0, 25 SШ ( 1  + а;) :rt ] 2 1 
r (х; ,  Yi) 

j = 1,  . . . , 1 6. 
Вследствие специального выбора точен х<�<> имеем r ( х;, У;) = 
= r (xi, у;) и 

i = 1 ,  . . .  , 16 .  
Тогда (3 . 123)  превращается в систему восьми 
В табл. 3 . 1 1  выписапы ноэффициепты 1 3) при ер (у; ) 

(3 . 124) 
уравнений. 

( i = 1 , . . .  

1 3 )  Мы приводим полностью соответствующие матрицы, так как они 
могут быть применены длР.: решения задач с другими граничными значе
ниями. Так, например, приведеиной выше матрицей можно пользоваться 
для решения задачи Дирихле ДJIЛ рассматриваемого эллипса при произвотr
ных граничных значениях. Знач�:шш элементов детерминанта систем пр:а 
фиксированных значениях параметра х зависят только от геометрии обтiа
сти, а иравые части - от граничных значений. Это обстоятельство дает 
возможность для кою>ретных областей составить таблицы (типа таблиц 
из [49] ) уже обращенных матриц, облегчающие многократное решение гра
ничных задач для этих областей. Об отношении автора к составлению таб
лиц такого рода без конкретного предполагаемого пользователя с� 
§ 1 .9 ,  1 . 10. 
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. . .  , 1 6 )  и правые части Ь. Решение системы: 
<р (Y t )  = 20,0201504, <р (Ys ) = 0,40868940, 
ср (у2) 1= 12,7255234, <jJ (уб )  = 0,070016210, 

ер (уз ) = 3,33231 100, � ( У7)  = 0,05396402, 

·ер (у4) = 1 ,01333008, <р ( ув ) = -0, 13162008 . 
Значения ep (yg) ,  . . . , <р (Уt б )  получаются по форму.ле ( 3. 124) . 

Т а б л и ц а 3 . 1 1  

а1 = 2,  Ь1 = 1 

<Р(У,) qJ(y,) <Р(Уз) 

0 ,7056690 · 10-1 0 ,225080 · 10-1 0 ,192227 · 10-1 
-0,777287 · 10-1 0 ,437733 . 1()-1 0 , 164132 · 10-1 
-0,445645 · 10-1 -0,814582 · 10-1 0 ,266067 · 10-1 
-0,10661 9 . 10-1 -0,235192 · 10-1 -0,274808 · 10-1 

0 , 15431 2 . 10-1 -0,446667 · 10-1 -0, 136913 · 10-1 
0 ,2569901 . 10-1 0 ,580715 · 10-1 0 ,821648 · 10-1 
0 ,4742860 · 10-1 0 . 1080855 0 , 1601319 
0 ,5830134 .. 0 ,1331035 0 , 1990737 

<Р(У.) qJ(y,) <Р(У,) 

0 ,704409 · 10-1 0 , 159167 0 ,2648224 
0 ,669288 · 10-1 0 , 155506 0 ,2613435 
0 ,5915418 · 10-1 0 , 136775 0 ,2435480 
0 , 140368 · 10-1 0 ,830037 · 10-1 0 , 1923034 
0 ,361374 · 10-1 0 ,238976 · 10-1 -0,176667 · 10-1 
0 ,386139 · 10-1 0 ,386139 · 10-1 -0,452015 . 10-1 
0 , 1910762 0 ,1827931 0 , 116503 
0 ,2447090 0 ,2540837 0 ,211360 

qJ(y,) о:р(у,) о:р(у,) 

0 ,3574148 0,4109894 0 ,0129680 
0 ,3541655 0,4078786 0,0130195 
0 ,3375693 0 ,3920035 0,0130689 
0 ,2899972 0 ,3466244 0 ,1025823 
0 , 185959 0 ,2479454 -0,0141866 
0 ,213925 · 10-1 0,710876 · 10-1 -0,031405i 

-0,340888 · 10-1 0 ,730354 . 10-1 0 ,0063592 
0 , 1 128R6 0 ,3371127 · 10-1 0,0130801 

Фующию и ( х ) , задаваемую ра!Венством ( 3 . 1 19 ) , представим 
с помощью формулы Гаусса с 16 ординатами. Воспользуемся Для 
этого найденными значениями ер ( yi ) . Тогда для прибли
женных значений u: (x)  в произвольной точке внутри эллипса 
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получим 
16 

u (x) = + � Al16) [cos2 ( 1  + аi) Л  + 0, 25 sin2 ( 1  + аi) Л ]  х 
i=1 

0,5 - 0,5х1 cos ( 1 + cx.i) л - х
2 

sin ( 1  + cx.i)  л 
Х r2 (х , y(i >) + 

16 
+ � Al16)<p (ai)  ln r ( х, y<iJ ) . (3 . 1 25) i=1 

Подставив сюда ноординаты точни х из В; и произведя про
стые вычисления, получим приближенное значение решения за
дачи в точке х. В табл. 3. 12 указаны для четырех различных то
чен внутри эллипса приближенные значения fi (х ) , вычисленные 

Т а б л и ц а 3 . 12 

х ;?{х) u(x) fi;(x)-u (x) j 

(0,01 ; О) 0, 19993 0 ,20003 0,00010 
(0 , 1 ; О) 0 ,199247 0 ,20300 0 ,00371 
(0 ,5 ; О) 0,28309 0 ,27500 0 ,00809 
(0 ,9 ; 0) 0 ,405242 0 ,44200 0 ,03775 

по формуле (3 . 125 ) , и точные значения, найденные по формуле 
( 3. 1 18 ) ;  кроме того, уназаны модули отнлонения приближенного 
значения от точного. 

Рассмотрим теперь случай более удаленного нонтура вспомо
гательных точен. Пусть, например, в начестве этого нонтура взят 
эллипс 

Х1 = 5 cos t, х2 = 3 sin t. 
Тогда вместо формулы ( 3 .123)  будем иметь 
16 � А�1 6)<р (ai) ln { [cos ( 1 + ai) л 

i=1 
- 5 cos ( 1 + СХJ) л] 2  + [0 ,5 sin (1 + ai ) л - 3 sin (1 + aJ) л ] 2}112 = 

16 
= - + � Al16) [cos2 ( 1  + аi) л + 0,25 sin2 ( 1  + СХJ) л]  Х 

i= 1 
0 , 5 - 2 ,5 cos ( 1  + cx.i) л cos ( 1 + cx.J) л - 3 sin ( 1 + cx.i) л sin ( 1 + cx..i) л 

х 2 r (xi ,  Yi ) 
j = 1 , . . .  , 16 .  



298 ГЛ. III. ГРАНИ'ШЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

Вследс'DВие симметрии эта система сводится к системе 8 
уравнений. В табл. 3 . 13  приводятся значения коэффициентов при ер (у,) и правых частей этой системы. Решение этой системы име
ет вид 

cp (Yt ) '= -0,1428199, 
ер ( Уз )  =-0,0327377, 
ер ( ys ) = -0, 1 189288, 
<р (У7) = 0,03063215, 

<р (У2) = -0,3384742, 

ср ( У4)  = -0,0282381 , 
ер ( у в ) = О, 14184350, 

<р (у в ) = -0, 1243106. 

( 3 . 126)  

Ясно, что в формулу (3 .125)  для приближенных значений 
и ( х ) в произвольной точке х внутри эллипса теперь следует вне
сти значение <р (у;) из ( 3 . 126 ) и считать х1 = 5 cos t. х2 = 3 sin t. 

Т а б л и ц а 3.13 

q>{y, )  QJ(Yз)  qJ{y,) 

0,0752699 0 , 1703547 0 ,2681332 0 ,3631916 0 ,4604444 
0,0747264 0 , 1718091 0 ,2662�310 0 ,3607252 0 ,4575569 
0 ,0720349 0 , 1656363 0 ,2567916 0 ,3484000 0,4430299 
0,06003164 0 , 1501869 0 ,2328661 0 ,31 63331) 0 ,4040258 
0,0580352 0 , 1331898 0 ,2046733 0 ,2727523 0 ,3413289 
0,0665271 0 , 1522498 0 ,2306135 0 ,2949523 0 ,3401015 
0,0848429 0 , 1942006 0 ,2943952 0 ,3767454 0 ,4318289 
0,0958832 0 ,2195407 0 ,3333182 0 ,4284564 0,4953056 

qJ(y,) qJ(y,) ь 

0,5547294 0,6320834 0 ,6760895 -0,0019034 
0 ,5516019 0 ,6288618 0 ,6728463 -0,0018967 
0 ,5357863 0 ,6125266 0 , 6563853 -0,0018337 
0 ,4923138 0 , 5670684 0 , 6103583 -0,00131 62 
0 ,4132172 0 .4788839 0 , 5188633 -0.0018202 
0 ,3696079 о ;3949311  0 ,4144059 -0,00445297 
0 ,4543481 0,4510483 0 ,4414421 -0,00085�51 
0 ,527461 8  0 ,5287958 0 ,5182002 -0,00187779 

В табл. 3 .14  указаны для семи различ!lых точек внутри эл
липса приближенные значения и ( х ) , полученные по формуле 
(3. 125)  и точные значения, вычисленные по формуле точных 
решений ( 3. 1 18 ) ; кроме того, указаны модули отклонений при
ближенных значений от точных. 

Эта таблица показывает существенное улучшение точности 
приближения даже при незначительном удалении эллипса вспо
могательных точек от основного эллипса. Rак уже было отмече
но, вспомогательные точки можно выбрать по любому закону ; 
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по-видимому, можно добиться и большей точности при данном 
числе узлов и при выбранной формуле нвадра:тур. 

Для выявления этой заиономерности были взяты еще значе
ния : а1 = 3, Ь 1 = 1 ,5 ; а 1 = 4, Ь 1 = 2 ;  а1 = 7 , Ь 1 = 3,5 . 

Т а б л и ц а 3 .14 

х ;:;'(х) и (;;;) 

(О ,о1 О) 0 , 1 9993 0 ,20003 0 ,00010 
(0 , 1  О) 0 ,20290 0 ,20300 0 ,0()010 
(0 ,5 О) 0 ,27486 0 ,27500 0,00014 
(0 ,9 О) 0 ,44282 0 ,41,300 0,000 1 7  
(l\2 -0,2) 0 ,20010 0 ,20000 0,00010 
(0 ,0  0 ,3) 0 , 1 7257 0 , 1 7300 0,00043 
(0 ,8 0 , 1 ) 0 , 38860 0 ,38900 0,00039 

Т а б л и ц  а 3.15 

Ф(У,) Ф(У , )  

0,752601 1 - 10-1 0 , 1745802 0 ,2818152 0 ,4165566 
о, 737761 7 - 10-1 0 , 1 7 1 1861 0 ,2766964 0,4101329 
0,6638950 - 10-1 0 , 1 542674 0 ,2510312 0,3776186 
0 ,4814593 - 10-1 0 , 1 1 21586 0 , 1850473 0,2894817  
0 ,3661240 - 10-1 0 ,83661170 · 10-1 0 , 1265848 0 , 1709528 
0 ,7733745 - 10-1 0 , 1760815 () ,2596753 0,3064286 
0 , 1237079 0 ,2826170 0,4241774 0 ,5272195 
0 ,147896 0 ,3375149 0 ,5092041 0 ,6426415 

Ф( Уъ) ф(у,) ф(у ,) Ф(У,) ь 

0 ,5893938 0 ,7804797 0 ,9462359 1 ,0423776 -0,2175468 - 10-1 
0 ,5823205 0 ,7733356 0,9392726 1 ,0355696 -0,2188336 - 10-1 
0 ,5462728 0 ,7368488 0 ,9037093 1 ,00081 12  -0,2228166 - 10-1 
0,4447045 0 ,6326348 0 ,8019363 1 ,9013891 -0, 1963791 - 10-1 
0 ,2569628 0,4151936 0, 5836528 0 , 6870789 -0,2031618 - 10-1 
0 ,2928396 0,2430581 0 ,2755580 0 ,3486804 0 ,6273127 - 10-1 
0 ,5643688 0 , 5148092 0 ,3974565 0 ,3047832 -0,1531830 - 10-1 
0 ,71282!)0 0 ,699807 0 ,6106538 0 ,5125636 -0,2209416 . 1Q-1 

В табл. 3 .15-3.17 приводятся соответствующие детерминан
ты и правые части. 

В табл. 3 . 18  даны точные значения иенамого решения в точ
нах (0, 1 ; 0 ) , (0 ,9 ; 0 ) ,  (0 ,5 ; 0 ) , (0,01 ; 0 ) , (О ; 0,3 ) , (0,2 ; 0,2 ) 
(первая страна) и получающиеся приближения, соответствующие 
разным значениям а1 и Ь 1 . 
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Т а б л и ц  а 3 . 16  

0 ,1192883 0 ,2748023 0 ,4297982 0 ,5948556 0 ,7773952 
0 ,1178791 0,2715788 0 ,4249299 0 ,5886897 0,7704471 
0 , 1107854 0 ,2553446 0,4003544 0 ,5574234 0 ,7350634 
0,9211774 0 ,2124976 0 ,3346410 0 ,4717101 0 ,6356957 
о, 7070599 - 10-1 0 , 1623435 0 ,2503948 0 ,340451 1 0 ,4534192 
0,9958654 - 10-1 0 ,2274045 0 ,3405744 0 ,4217119  0 ,4551168 
0 ,1465274 0 ,3353572 0,5062894 0,6403666 0,7148042 
0,1716788 0 ,3929098 0 ,5951590 0,7599801 0 ,8569264 

<Р(Уе) QJ(y,) QJ(y,) ь 

0 ,9644514 1 , 1222204 1 ,2129659 -0,1200486 - 10-1  
0,9572263 1 , 1 1 50097 1 ,2058270 -0,1208226 - 10-1  
0 ,9203521 1 ,0781916 1 , 1693772 -0, 1235026 · 10-1 
0,8154628 0,9730379 1 ,0652039 -0 ,1123376 · 10-1 
0 ,6024533 0,751 3576 0 ,8432376 о, 1018639 - 10-1 
0 ,4570063 0 ,4869380 0,4869380 0 ,3671 1 70 . 10-1 
0 ,7148036 0,6567247 0 ,6010951 -0,9140302 · 10-1  
0 ,8978073 0,8642387 0 ,8147520 -0.1221528 - 10-1 

Т а б л и ц а 3 . 1 7  

QJ(y,) <Р(Уз) 

0 ,1945633 0 ,4467118 0 ,6875733 0 ,9165759 1 , 1438488 
0 , 1942516 0,4437088 0 ,6830180 0 ,9107906 1 , 1270636 
0 , 1 865981 0 ,4284742 0 ,6598843 0,8809577 1 ,0925119  
0 , 1683188 0 ,3865892 0 ,5960635 0 ,7982160 1 ,9954875 
0 ,1392820 0 ,3197231 0 ,4917547 0 ,6555539 0,8157245 
0 ,1496218 0 ,3425712  0 ,5200706 0 ,6691179 0 ,7791161 
0 , 1958901 0,4486045 0,6817290 0 ,8787012 1 ,0221028 
0 ,2225185 0 ,5097276 0 ,7757032 1 ,0036874 1 , 1 763909 

QJ(y, )  QJ(Y,) ь 

1 ,3305995 1 ,4852525 1 ,5714454 -0,3857165 · 10-1 
1 ,3232816 1 ,4777089 1 , 5638384 -0,3883625 · 10-1 
1 ,2859653 1 ,4392146 1 , 5250124 -0,3981773 - 10-1 
1 , 1803082 1 ,3297231 1 ,4143866 -0,3710540 · 10-1 
0 ,9721584 1 , 1061113  1 , 1850845 -0,2929478 · 10-1 
0 ,8528505 0 ,9066793 0 , 9420934 0 , 1242199 · 10-1 
1 , 1017112  0 , 1260646 1 , 1343579 -0,3114384 · 10-1 
1 ,2826390 1 ,3273836 1 , 3457!)54 -0,3930370 - 10-1 
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В табл.  3 . 19  даютел погрешности 8; (х0 > , х < 2 > ) при решении 
рассмотренной задачи. 

Погрешность 8 этого способа приближенного решения функ
ционального уравнения ( 3.89 ) оценивается по формуле 1 1 8 1 1 � 
� ' I IL- 1 1 1 1 1R I I , где L - оператор соответствующей системы, а R 
вектор остаточных членов (нормы рассматриваютел в том про
странстве,  где требуется оценить 8 ) . Петрудно заметить, что 

Т а б л и ц  а 3 . 18  

(x( l) ,  х(2) ) (x( l) ,  х(2)) 
(а1 ,  Ь1) 

( 0 , 1 ;  0) 1 ( 0 , 9 ;  0 )  1 ( 0 , 5 ; 0 )  ( 0 , 0 1 ;  О )  / ( О ;  0. 3) \ < о . 2 ;  o , 2J 

0 ,20300 0,44300 0 ,27500 0 ,20003 0 , 17300 0 ,20000 
(2; 1 ) 0 ,19925 0 ,40524 0 ,28309 0 , 19711  0 , 17257 0 ,20010 
(3 ; 1 , 5) 0 ,20433 0,45700 0 ,27287 0 ,20072 0 , 12715 0 , 15780 

(4 ; 2) 0 ,20347 0,44096 0 , 27427 0 ,20028 0 , 12720 0 , 15298 
(5 ; 3) 0 ,20290 0 ,44282 0 ,27486 0 , 19993 0 , 17257 0,20000 
(7 ; 3 ,5) 0 ,18188 -0,02032 0,23679 0 , 19274 0 , 15417 0 ,06980 

Т а б л и ц  а 3 . 19  

(а1 , Ь1 ) 81 ( 0 , 1 ;  О )  8з ( О , о 1 ;  О )  8.( о ;  о , з) 

(2 ; 1 ) 0 ,00375 0 ,03776 0.00292 0,00043 
(3 ; 1 , 5) 0 ,00133 0 ,01400 0,00069 0,04585 
(4 ; 2) (\ ,00047 0,00204 0,00025 {),04580 
(5 ; 3) 0 ,00010 0 ,00018 0 ,00010 0 ,00043 
(7 ; 3 ,5) 0 ,021 12 0,42268 0,00729 0 ,01883 

6 6 

(а1 , Ьд 8,(0 , 2 ; 0 , 2 )  88(0 , 5 ;  О) 
� 

8i 

...!. 
� 

8i 
i =1 

6 i=1 

(2 ; 1 ) 0,00010 0 ,00809 0 ,05305 0 ,00884 
(3 ; 1 , 5) 0 ,04220 0 ,00213 0 , 10620 0,017700 
(4 ; 2) 0 ,04702 0,00073 0 ,09631 0 ,016052 
(5 ; 3) 0 ,00010 0,00014 0 ,00105 0 ,00017 
(7 ; 3 , 5) 0 , 13020 0 ,03821 0 ,63833 0 , 10638 

путем удаления точек от основной границы S можно сделать R 
сколь угодно малым, однако при этом ухудшается обусловлен
ность матрицы L ;  и, наоборот, при стремлении точек xk к S 
улучшается обусловленность матрицы L, но I IR I I -+ оо . Поэтому 
естественно предполагать некоторое оптимальное расположение 
точек xk. Обозначим через 8 и> вектор погрешности, когда значе
ния параметра взяты на кривой S;. Будем говорить, что кривая 
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Sk является оптимальной в смысле метрив:и R среди семейств 
в:ривых sj (j = 1 , . . .  , е ) ' если \ \ s(h) l lн = шin 1 \ s(j) llн · j 

Из табл. 3. 1 9  видно, что оптимальной в:ривой для нашего 
случая ( е = 6) в:ав: в смысле евв:лидовой метриюr, тав: и в смыс
ле метрив:и пространства С будет эллипс со значениями а1 = 5, 
b t = 3. 

§ 3 . 10. Приближенное построение ввазивонформных 
отображений многосвязных областей 

В § 3.4 была рассмотрена граничная задача (видоизмененная 
задача Дирихле ) для многосвязных областей, вознив:ающая при 
в:онформном отображении многосвязных областей. При в:вазив:он
формном отображении вознив:ает аналогичная граничная задача, 
в в:оторой вместо уравнения Лапласа фигурирует общее эллип
тичесв:ое дифференциальное уравнение второго порядв:а. Основ
ным при приближенном решении видоизмененной задачи Дирих
ле было дов:азательство невырожденности матрицы систем (3 .5 1 )  
для в:оэффициентов с;, дающей исв:омое решение в виде линейной 
в:омбинации решений обычных граничных задач (3 .50) .  В ра
боте [ 1 35 ]  дано обобщение этого дов:азательства для систем, 
вознив:ающих при общем в:вазив:онформном отображении много
связных областей. В настоящем пар аграфе, следуя работе [ 135] , 
приводим это обобщение. 

Пусть в в:омплев:сной плосв:ости задана яонечная п-связная 
область G, в:оторая содержит начало в:оординат z = О и ограни
чена простыми замв:нутыми в:ривыми Гt , Г2, . . .  , Г п (n  � 2 ) , одна 
из в:оторых Г n охватывает все остальные . Под Г будем подра
зумевать совов:упность этих в:онтуров. Положительным направ
лением на Г будем считать то, в:оторое оставляет G слева .  Пред
положим тав:же, что граница области G достаточно гладв:ая, 
а именно, что все Г; Е С3• 

Рассмотрим задачу в:вазив:онформного отображения области 
на в:руг с в:онцентричесв:ими разрезами, осуществляемого систе
мой Бельтрами дифференциальных уравнений первого порядв:а 

ау - 1)2 = 1 ,  

(3 . 127) 

где а, �. у обладают непрерывными в смысле Гёльдера частными 
производными в G. 

Систему ( 3. 1 27 )  представим в равносильной в:омплев:сной 
форме 

(3 . 128) 
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где и;· = и + iv, W;, Wz- обычные формальные производные 

W (z ) по z и z соответственно, a q (z) = у
а.
-+

а.

У
-+

2� , q (z) E  CA (G) 
(О < б < 1) , 1 q (z) 1 :::;;:;; q0 <1 .  Рассматриваемая задача сводител к 
нахождению такого решения 6 = f (z ) (f (O) = О ) уравнения 
(3 . 128 ) , которое однолистно отображает G на круг 1 6 1  < r с раз
резами вдоль дуг окружностей с центром в 6 = О и радиусами 
r; ( i = 1 , . . .  , n - 1 ) .  Числа r; заранее не задаютел и определл
ютсл в ходе решения задачи. 

Отображающую функцию будемi искать в виде 

f (z)  = [ Wo (z ) - W0 (0) ]  eWC • > ,  ( 3 . 129 ) 

где Wo (z ) - произвольвый гомеоморфизм уравнения (3 . 128 ) , об
ладающий в замкнутой области G непрерывными в смысле Гёлъ
дера частными производными, W (z ) - подлежащая определению 
функция. Для нахождения функций и (х 1 , х2 ) = Re W (z)  восполь
зуемся граничной задачей для вытекающей из ( 3. 127 ) эллипти
ческого уравнения второго порядка 

д2 и д2и д2и 
(
да. д�t 

) 
д и 

(
д� ду ) 

д и L [и] =CG (дxl)2 + 2�t д:rl дx2+ Y (дx2)2+ дхt+дх2 дх1 + дхi + дх2 дх2 =0, 
(3 . 130) 

и lyeГi = - ln 1 W0 (у) - W0 (О) 1 + ln ri , i = 1 , . . . , n , rп = r .  

S ( д и + Р. 
ди ) d 2 ( Р. 

ди + ди ) , 2 о а - р - у - р- у - ау = , д� �2 � 1 �2 

Гi 
i = 1 , . . . , n - 1 .  

ди ди 
Под 1 и -2 па Г; ( у Е Г;)  поншrаютсл предельные значеппл ду ду ди ди ,. пронаводных -1 и -J изнутри оо.тrасти. Аналогично решению дх дх 
ви;::�;оизмененной задачи Дирихле (3 .48 ) , решение граничной за
дачи ( 3 . 130 ) будем искать в виде 

n+ 1  
и (х1 ,  х2) = � CiИi (xl ,  х2) , 

i=1 
(3 . 131 )  

где Cn + l = 1 , а и; (х 1 , х2 ) - решения обычных граничных задач 
Дирихле 

i, j = 1 ,  . . . , n, 
L [иn+ i ] = О, в G, 

иn+ l l г = -ln i Wo ( y ) - Wo (O )  1 ,  

(3 . 1 32) 

(3 . 133)  

б;j - символ Rронекера. Заметим, что из n граничных задач 
( 3 . 132 )  решение можно проводить только для (n - 1 ) граничных 
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задач, т ан нан для любого решения и. ( s :;;:::; n ) справедливо тож
дество 

n 
U8 = 1 - � щ .  

i=1  
i#s 

Для определения ноэффициентов с; ""' ln r; разложения 
( 1 . 1 3 1 ) из интегральных граничных условий получаем линейную 
систему уравнений 

где 

n 
� aijCj = - ai , n+ 1 •  

j=1 

r ( дu . дu . ) ( дu . ди . ) 
aii = - .J а д � + � д � dy2 + � д i + у  д � dyl , 

Гi ' у у у у 

i = 1 ,  . . .  , п, j = 1 , . . .  , n + 1 .  

(3 . 134) 

Детерминант матрицы {a;J} i,i= l ,  . . .  ,n системы ( 3 . 1 34) равен нулю, 
что означает неединственность нвазинонформно отображающей 
фуннции области G на нруг С заранее не зафинсированными 
нонцентричесними разрезами, и радиусом нруга. Однано зафинси
ровав произвольно один из радиусов r. (и, следовательно, с. = 
= ln r. ) получаем систему (для s = n ) 

n-1  
� aijCj = - ai ,n+ 1 - ain ln rm 

'1' = 1 

для детерминанта наторой донажем невырожденноетЪ 

det {a;J} i,i= l ,  . . .  ,n- 1 '=1= О. 

(3 . 135) 

(3 . 136 ) 
Согласно интегральной формуле Грина,  для диагональных чле
нов этого определителя имеем неравенство 

S s  [ ( дu . ) 2  дu . дu . ( дu . ) 2 J  
Ci i = 

G 
а ' дх� + 2f.t дх� дх� + у fix; dx dy > О. (3. 137) 

Понажем, что недиагональные члены определителя отрица
тельны. 

Представим интегральные условия в , ( 3 . 1 30 ) в производных 
по направлениям насательной и нормали от фуннции u (x1 , х2) 
в граничных точнах. С этой целью проведем касательную через 
граничную точку y (y l , у2 ) в положительном направлении, внут
реннюю нормаль и обозначим через 8 (у )  угол наклона касатель
ной с положительным направлением оси абсцисс. После неслож-
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ных иреобразований интегральные условия в ( 3 . 130 )  примут вид: 

S {[р cos 28 + � ('\' - а) sin 28 ] да: + 

�'i 

+ [а sin2 е + '\' cos2 f) - р sin 28] :� } ds = о, _ i = 1 ,  . . .  , n - 1 .  

(3 . 138) 

Заметим, что при а == "( и J.t == О  из (3 . 138 )  получаем интеграJiь
ные граничные условия в ( 3.48 )  для нонформно отображающей 
функции. Граничные нривые Г i являются линиями уровня для 
любой функции ui ( i  = 1 ,  . . .  , n )  и поэтому 

дu . , 
-
д 

J == 0, 
s Гi 

i ,  j = 1 ,  . . . , n .  

В силу принципа Зарембы - Жиро (см. ,  например [39, § 3 
гл. 2] ) имеем 

i =/= j, i , j = 1 ,  . . . , n , 

но поскольну а sin2 8 + "( cos2 8 - � sin 28 > О, то из ( 3 . 138)  полу
чаем исномые неравенства 

r аи . 
Cij = -J (a sin2 8+y cos2 8 - p sin 28) дn1 ds< 0, i =/= j, i , j = 1 , . . . , n - 1 .  

Гi 
(3 . 139) 

Согласно равенству (аналогу теоремы Коши для гармоничесних 
фуннций в п-связной области) r ( дu . дu . ) ( ди . ди - ) а-� + р -� dy2 - Р -� + у -

� dy1 = . дуl ду2 дуl ду2 
Гn . 

n�l s ( дu . ди · ) ( ди .  дu . ) 
-� 

а 
д 

� + р д ; dy2 - р 
д 

� + 1' 
д 

� dyl,_ (3 . 140) 
�=1 г : \ у у у у t 

верному для любой фуннции иt (х 1 ,  х2 ) ( i = 1 , . . .  , п +  1 ) ,  при
ходим н выводу, что интегральные условия в (3 . 1 30)  выполня
ются и на внешнем нонтуре Г,. области. Интегрирование в 
( 3 . 140 )  производится в положительном направлении на Г,., а на 
остальных контурах - в отрицательном направлении. 

Учитывая (3 . 137 ) , (3 . 139 )  и (3 . 140 ) , петрудно убедиться в 
том, что в наждом столбце определителя системы ( 3. 135 ) диаго
нальные члены по модулю иревосходят сумму модулей осталь
ных членов этого столбца. Это означает, что выполняется усло
вие неособенности матриц Адамара. 
20 М. А. Алексидзе 
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Таким образом, имеем следующий алгоритм решения гранич
ной задачи (3 . 1 30 ) . Сперва решаются обычные граничные зада
чи Дирихле ( 3 . 132 )  и ( 3 . 133 ) . При этом могут быть применены 
любые методы решения внутренних граничных задач (в том чис
ле и описанные в настоящей монографии) ,  если будут известны 
фундаментальные решения (функции) оператора L, то для их 
нахождения могут быть применены известные методы. После 
нахождения и� решением систем (3 . 135 )  определяем коэффици
енты ci = ln ri, которые при подстановке в ( 3 . 1 3 1 ) , дают окон
чательное решение граничной задачи ( 3 . 130) . 

Для нахождения отображающей функции следует определять 
сопряженную с и. (х1

, х
2 ) в смысле (3 . 127 ) функцию v (x 1 , х

2 ) , 

для Iюторой из соотношений (3 . 127 ) и (3 . 140)  имеем 

J dv = О, (3 . 141)  
Ji'* 

где Г* Е G - любой замкнутый контур. Из (3 . 141 ) получаем, что 
сопряженная функция v (х, у) восстанавливается в ·любой точке 
с точностью до действительного слагаемого криволинейным ин
тегралом 

(3 . 142) 

где (у� ,  у� )  и с - соответственно произвольвые точка и число. 
Покажем, что построенное формулами (3 . 1 29 ) ,  ( 3 . 131 ) ,  

( 3 . 142 ) решение уравнения (3 . 128 ) осуществляет однолиствое 
отображение (с точностью до поворота)  области G на упомяну
тую каноническую область. Это петрудно показать, учитывая спе
цифику построения функции f ( z) в ( 3 . 129 ) . Действительно, 
из граничных условий в ( 3 . 130) видно, что l f (z)  1 постоянно на 
каждом контуре Г� и,  в частности, r равна постоянной на Г n ·  
Так как аргумент функции f (z ) не изменяется, когда z описы
вает любой контур г� ( i = 1 , . . .  , n - 1 } , образом каждого та
кого контура будет дуга окружности на пекоторой римановой 
поверхности, расположенной над пло.скостью 6 · Это не верно для 
образа контура Г n ,  так как, когда z описьтает Г n ее образ f ( z ) 
в точности один раз описывает окружность радиуса r, поскольку 
аргумент f (z )  при этом возрастает на 2n. 

Из поведения функции f (z ) на границе области G в силу 
принципа сохранения области заключаем, что все ее значения 
лежат внутри круга 1 6 1 < r и что каждое значение 6 ( 1 6[j \  < r ) , 
не подлежащее исключенным дугам окружностей, она принимает 
в области G ровно один раз. 



§ 3 10 .  ПОСТРОЕНИЕ RВАЗИНОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИй 307 

В самом деле, рассмотрим функцию 

s* = f (z ) - SO· 
Она лвллетсл решением уравнения (3 . 128 ) и длл нее при

мелим принцип аргумента, согласно которому выражение 

N = 2� J d arg [f (z) - !;0] 
г 

будет давать число точек области G, в которых функция f (z )  
принимает значение so. Из граничных свойств f (z ) следует, что 

1 
величина 2Л arg [ f(z)-�0] не изменится, если точка z пробегает 
любой контур Г; (i = 1 , . . . , n - 1 ) , и изменител на 1 , если z 
описывает контур Г n · Следовательно, N = 1 и тем самым одно
листность s = f (z ) доказана. 

Отображающая функция ( 3 . 1 29 )  содержит произвольвый го
меоморфизм Wo (z) . НесмоТ<рл на то, что в выборе Wo (z)  ничем 
не ограничены, его эффективное построение связано с опреде
ленными затруднениями. Поэтому обычный прием выхода на 
плоскость гомеоморфизма с целью дальнейшего построевил кон
формного отображенил области W о ( G) ·на круг практически не 
выгоден, поскольку сразу возникают характерные и порою до
вольно труднопреодолимые затрудневил способа суперпозиции: 

1)  определение лида области Wo ( G) ; 
2 )  нахождение прообразов z = W01  ш TO'IeK области Wo ( G) . 

Вообще в ситуациях, когда ни одна из функций, составляющих 
композицию, не представляется в явном виде через элементар
ные функции, метод суперпозиции считается плохим средством; 
длл проведевил вычислений. 

Рассмотрим задачу построепил такого решепил уравневил 
( 3 . 1 28 )  W = f (z ) , которое однолистно отображает область G на 
круговое кольцо р < 1 W 1 < R с разрезами внутри вдоль окруж
'Ностей с центром в W = О и rрадиусами r; (i = 1 , . . .  , n - 2 ) . 
Среди всех радиусол заранее задается лишь один (пусть это бу
дет R ) . 

В этом случае можно конструировать искомое квазиконформ
ное отображение уже без использования гомеоморфизма W0 (z ) . 

Обозначим через G1 ,  . . .  , Gn- 1 конечные односвязные области 
с границами г! , . . .  , г n- 1  соответ·ственно, и допустим, что z* Е G,.. 

Заметим, что если W (z ) есть решение неоднородного уравне
ния Бельтрами 

то функция 

W- - qW + -q -z - z z - z* ' 

wl = (z - z* ) e w = (z - z* ) eu + iv 

лвллетсл решением однородного уравнения ( 3 . 1 28 ) . 
20* 

(3 . 143} 

( 3 . 1 44} 
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Так как уравнение (3 . 143)  не содержит искомых функций 
(содержит только производвые) , то оно имеет смысл для адди
тивно многозначных функций. I\лаос аддитивно многозначных 
решений уравнений ( 3. 143) , рассматриваемых как одно�начные 
на универсально накрывающей римановой поверхности G обла
сти G обозначим через В ( G) , а клаос однозначных в G решений 
(3 . 143 ) - через В' (G) . Очевидно, что W* = -ln (z - z* ) e B (G) и 

д...i:2._ Е С1 (G) . z - .z• б 
Учитывая эти замечания, ветрудно построить W = <р (z ) . 

Для этого следует поступить следующим образом: комплексное 
уравнение ( 3. 143 ) представить в виде системы; предположив 
W = и +  iv, соответствующим образом видоизменить уравнение 
L [и] = О  в ( 3. 1 30 ) ; заменить ( 3 . 1 29 )  функцией вида (3 . 144) ; 
для определения входящих в ( 3 . 144)  функций и (х1 , х2 )  и 
v ( х 1 , х2 ) воспользоваться формулами ( 3 . 13 1 ) и ( 3 . 142)  , учиты
вая в них, что 

иn+ l = -ln l z - z* l , rl< =, p, rn =· R. 

Построенная таким путем функция W = и + iv е В ( G) . Так, на
пример, при n = 2 приходим к довольно простой схеме построе
ния отображающей функции области G на круговое кольцо р <  I W I  < R 

W ( ) w(z) 
1 = z - z0 е , 

Re W (z) = ln ри1 (х1 , х2) + ln R [ 1 -и1 (х1 , х2)] - ln 1 z - z0 j ,  
Jn p = ln R -

2л 
, (3 . 145) 

J ( � :;i + у ::� ) dy ' - ( � :;i + � ::�) dy2 
гl 

Im W (z ) однозначно в G и восстанавливается из (3 . 143)  криво
линейным интегралом с точностью до аддитивной постоянной, 
а входящая в формулы (3 . 145)  функция и 1  (х 1 , х2 ) представляет 
решение граничной задачи 

L (u 1) = О , и1 l г1 = 1 , ut lr2 = О . 



Г Л А В А  IV 
ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ СТАТИЧЕСКОй ТЕОРИИ 

УПРУГОСТИ 

§ 4. 1 .  Постановка граничных задач плоской 
статической теории упругости и соответствующие фундаментальные решения 

Следуя Н. И. Мусхелиmвили [ 1 15 ]  , будем говорить, что тело 
подвержено плоской деформации (параллельной плоскости 
Ох1х2 ) , если третья компонента из вектора смещения и равна 
нулю, а компоненты и1  и и2 зависят только от х1 и х2 ; в этом 
случае основные однородные уравнения теории упругости прини
мают вид ае ае 

(Л + J.L) -1 + �-tАи1 = О, (Л + J.L) 2 + �-tАи2 = О. (4. 1 ) дх дх 
где А - оператор Лапласа: а2 а2 А = (axl )2 + (ах2)2 ' 
Л и !-" - постоянные Ламе: 

Заметим, что в случае обобщенного плоского напряженного со
стояния ( [ 1 1 5, с. 93] ) уравнения (4. 1 )  остаются в силе, лишь 
вместо компонент смещения щ и и2 следует понимать их сред
·ние значения. Описанный ниже алгоритм может быть использо
ван также для расчета состояния равновесия упруrого тела для 
случая обобщенного плоского напряженного состояния. 

Пусть в двумерной многосвязной области G (область G может 
быть •не ограничена )  ищется регуля,рное решение системы урав
нений ( 4 . 1 ) , которое удовлетворяло бы на rранице Г области G 
соотношениям 

2 

lju = � ( cщcrni + �нщ) = ·ч/, 
i:;; l 

(4 . 2) 
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где а;1, �н. 'lji - известные функции точки у Е Г, crn1 ( i  = 1 , 2) 
компоненты вектора напряжения : 

2 

O'ni = � Uij cos (п ,  xi ) ,  
j=l 

д и .  
ан = ле + 21-1 �. 

дх� i = 1, 2 ; 

cos (n, х1) (j = 1 , 2 ) - направляющие косинусы внешней норма
ли к границе Г в точке у Е Г. 

Частными случаями граничной задачи (4. 1 ) , (4. 2 )  являются 
классические первая и вторая граничные задачи теории упруго
сти, когда на границе Г заданы либо напряжения ( ��; = О, 
а;; = б;;, б;; - символ Кронекера )  , либо смещения ( IX;j = О, �ii = бt1 ) , а также смешанная задача, когда на части контура Г 
заданы напряжения, а на остальной части - смещения, и другие 
граничные задачи. 

Пусть {zk}.r=I - система точек, расположенных всюду плотно 
на в·спомогательном контуре S, не имеющем общих точек с замк
нутой областью G = G + Г. 

Рассмотрим систему вектор-фующий 

(4.3) 

где 

. ,,< 1 > (y)=n ln r (z у)-т k . ,, < 2 >  (y)= -m k k [ дr (z , У) ] 2 дr (z , У) дr(z , У) 
't'2k-1 k •  д 1 ' 't'2k-1 д 1 д 2 s 

� � � 

( 1) (2 ) ( 2 )  [ дr (zk , У) 
J 
2 

'Ф2k (у) = 'Ф2k-1 (у) ,  'Ф2k (у) =  n ln r (zk , у) - т дz� 
• 

(4.4) 

где r (zk , у) = � i� ( zl - yi ) 2 - расстояния между точками z�< Е S 

и у Е Г, m = (Л + �-t) (Л + 2�-t) , n = (Л + 3�-t) {Л + 2f.1) . 
Полнота системы (4 .3)  (доказательство которой приводится 

ниже)  дает возможность решать граничную задачу (4. 1 ) , (4. 2 )  
лишь при а;; = О как первым, так и вторым методами решения 
граничных задач разложением по неортогональным функциям. 
Эти два метода для случая плоской теории упругости можно из
ложить следующим образом. 

Первый метод решения граничной задачи (4 .1 ) ,  (4 .2 ) осно
ван на нахождении коэффициентов разложения вектор-функции 
'Ф = ( -ф1 ,  -ф2) по первым N функциям системы { l'Фз}}':1, где l 
оператор, определенный с помощью формул ( 4 .2) , а 'Фi - вектор-
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функция системы (4 .3) . Если норма 

11 'Р - ;� а;lф; \\чг> (4 .5)  

:мала, то в качестве приближенного решения задачи (4. 1 } , (4 .2)  
можно принять 

N 
u(N) (х) = � а;'Р; (х) , 

i=l 
(4.6) 

'Pj (х) определяются из ( 4.4) заменой точки у Е Г точкой х Е G.  
Для изложения второго способа решения граничной задачи 

( 4. 1 ) ,  ( 4.2 )  рассмотрим урав-нения 

и (х) = 2� J г (x, y) � (y) dsy - 2� J r (x, y) 1J, (y) dsy, x EG, (4.7) г г 
О = .\ Г (z, у) � (у) dsy - .\ Г (z , у) 1Р (у) dsy , z Е G, (4.8) 

г г 

где � (у )  и 1jj (y ) - векторы смещений и напряжений на площад
ку с нормалью n11, матрицы Г (х, у )  и f (x, у ) определяются 
формулами [дr (х у) ]2 дr (х, у) дr (х, у) n ln r ( х , у) - т � т ----'---'.-''-'- ----'--� 

Г ( } 
дх - дхl дх

2 х, У = 
дr (х,  у) дr(х, у)  [дr (х у)] 2 ' 

Г (х, у) = 

- т 
дх1 � n ln r (х ,  у) - т ----;;;fr-

д ( дr )2 д д дr дr д а - ln r + 2Ь - - ln r - а - ln r + 2Ь - -- -- ln r 
дпу , дуl дпу дsу дуl ду

2 дпу 
д дr дr д д ( дr )2 д ' 

- а - ln r+2Ь -1 -2 - ln r а - ln r + 2 Ь  -2 - ln r дsу ду ду дпу дпу ду дпу 

а = v.l (Л + 2v.) , Ь = (Л + 1J.)  / (Л + 2v.) , производвые вдоль нормали 
д/дnу и вдоль контура д/дs11 определяются соотношениями 

д д ( ' ) д ( ' ) д =  -1 cos ny , z1 + -2 cos ny, z 2 , ny ду ду 

д д ( ' ) д ( ' ) д = -2 cos ny , �1 + -1 cos ny, �2 ; sy ду ду 

nu - нормаль в точке у Е Г, i1 и i2 - координатные орты. 
Матрицы Г (z, у ) и Г (z, у) получаются из приведеиных выше 

формул для матриц Г (х, у) и f (x, у) путем замены х ,на z. 
Представляет определенный интерес физический смысл матриц 
Г (z, у ) и Г (z, у ) . Пусть все бесконечное трехмерное пространст
во заполнено упругой средой с коэффициентами Ламе Л, v. ; рас-
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смотрим прямую R, проходящую через произвольную точку z 
этого пространства и направленную параллельна оси Ох3• Будем 
предполагать, что в каждой точке прямой R действует одна и та 
же сила, направленная вдоль оси Ох1 • Тогда из физических со
ображений ясно, что третья компонента вектора смещения и, 

обусловленного этой силой, будет равна нулю, а компоненты и1 
и и2 будут зависеть только от Z ! и Z2. Первая вектор-строка (или 
первый вектор-столбец ) матрицы Г (z, у) дает ·С точностью до 
постоянного множителя (который определяет-ся по величине си
лы, действующей в точках прямой R) первые две компоненты 
вектора смещения и. Если в каждой точке прямой R действует 
сила, направленная вдоль оси Ох2 , то соответствующее смещение 
определяется из второй вектор-строки матрицы Г (z, у ) . Что ка
сает-ся матрицы Г (z, у ) , то она, в отличие от матрицы, которая 
определена в любой точке у =1= z плоскости Oz 1z2, определена 
лишь на границе Г обла·сти G. Первая вектор-строка матрицы f (z, у) дает составляющие силы, действующей на единичную 
площадку с нормалью ny, когда в каждой точке прямой R дейст
вует сила, направленная вдоль оси Ох1 • Аналогично вторая век
тор-строка матрицы Г (z , у )  IJ;aeт составляющие напряженности 
на площадку с нормалью ny, когда в каждой точке прямой R 
действует сила, направленная вдоль оси Ох2• 

Перейдем к изложению второго •способа решения граничной 
задачи ( 4. 1 ) , ( 4.2 ) .  Будем предполагать, что одна из матриц 1 1 а11 (у ) а21 (у) 11 ll ( ) 11 Вн (у) В21 (у) 1 1 11 a;j (у) 11 = а12 (у) а22 (у) ' �ij у il = в , 2 (у) в22 (у) 
неособенная. Тогда из ( 4.2 )  получаем либо соотношения (при 
det l la;j (y ) 11 =1= О) 

<Jn i = a1 1'1ji1 + а 12'Ф2 + Ь 1 1 и ! + Ь 1 2и2 , 

<Jn12 = а2 1 'Ф1 + а22'Ф2 + b2 1 U !  + Ь22и2 , 

либо (при det l l �;j ( y )  11 =1= О ) 

где 

U! =1 C ! 1'\j)1 + C 1 2'\j12 + d ! !(Jn! + d1 2<Jп2 , 

U2 = С2 1'Ф.1 + С22'Ф2 + d2 1<Jon 1 + d22<Jn2, 

(4 . 9 ) 

(4. 10 )  
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Аналогично определяются с;;, d;1 с помощью функций а;1 и �;;. 
Пусть detl la;; (y ) l l  :=/= О; запишем (4 .9 )  в матричной форме 

O"n = А-ф + Ви, ( 4. 1 1 ) 

где А ,  В - матрицы с элементами aii, Ь;; соответственно. Под
ставляя (4. 1 1 )  в (4 .8 ) и учитывая, что 

O"n = �(y ) , u = ,P(y ) , 

получаем следующее интегральное уравнение первого рода: 

где 

\ К  (z , у) 'ii (у) ds11 = F (z) , (4 . 12)  
г 

К (z, у) = F1 (z , у) - В (у) Г (z , у) , F (z) = .\ Г (z , у) А (у) 'i' (у) ds11 • 
г 

(4 . 1 3 ) 

В том случае, когда на границе Г области G заданы внешние 
напряжения, получаем А = 1, В ==  О, II интегральное уравнение 
( 4. 1 2 ) превращается в уравнение 

где 

� Г (z, y) -ij) (y)ds11 = F (z) , (4. 14) 

F (z) = .\ Г (z ,  у) '1' (у) ds11 • 
г 

Обоснование второго способа решения соответствующей гранич
ной задачи, сводящегосл к решению интегрального уравнения 
( 4 .14)  , будет приведено ниже.  

Что касается разрешимости интегрального уравнения (4. 1 2 ) , 
соответствующего общему случаю, то для обоснования второго 
·способа приближенного решения граничных задач воспользуемся 
утверждением § 1 . 1 ,  которое для данного случая означает, что 
система функций 

{Ki (zk , y)}k'=l •  i = 1 , 2 , . . . , (4 . 15) 

где К; (zk, у) совпадает с �-и вектор-строкой матрицы К (zk, у ) , 
дает возможность сколь угодно хорошей аппроксимации искомой 
функции -ф'(у ) .  Определяя 'i)(y )  из (4. 1 2 ) , получаем � ( у ) = On (Y ) 
из ( 4. 1 1 )  , и для нахождения приближенного решения граничной 
задачи ( 4. 1 ) ,  ( 4.2 )  в любой точке можно воспользоваться форму
лой (4. 7 ) .  

Лемма работы [28] , доказательство которой было дано в 
§ 1 . 1 ,  утверждает лишь, что система (4. 1 5 ) полна в пространстве 
А*Е* ( обозначения те же, что и в § 1 . 1 ) ,  элементом которой и 
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является решение �(у ) интегрального уравнения (4. 1 2 ) , если 
это решение существует .  Однако выяснение вопроса,  из каких 
функций состоит пространство А*Е* в общем случае,- довольно 
сложная задача, и ее вряд ли можно считать задачей вычисли� 
тельной математики. Поэтому представляет интерес полнота си
стемы (4 . 1 5 )  в функцпональном пространстве L2 ( Г )  в двух част
ных, но наиболее распространенных случаях - когда на границе 
Г заданы смещения (А = О, В == 1 )  и внешние напряжения 
(А == 1 , В == О) .  

В первом случае система (4. 1 5 )  принимает вид 

{Гi (zl и у)};;',Ф i = 1 ,  2 , (4 . 1 6) 

где Г, (z", у ) - i-я вектор-строка матрицы Г (z", у ) ,  а во втором -

{ I\ (zk , у) }/:'=1 , i = 1 ,  2 ,  (4 . 17) 

где I\ (z", у ) - i-я вектор-строка матрицы Г (z", у ) .  
Система векторов ( 4. 1 6 )  при счетном множестве точек z", 

всюду плотно расположенных на вспомогательном контуре S, ли
нейно независима и полна в пространстве Lz ( Г ) всех интегри
руемых с квадратом вектор-функций, определенных на Г. 

Это предложение утверждает ,  что для любого вектора "{ (у) Е 
е L2 ( Г ) , заданного на Г, и для любого 8 > О можно указать 
такое число No и такую систему коэффициентов Ь," (i = 1 , 2; 
k = 1 , . . .  , N) , что если N >  No, то 

{� [ '\' (у) - �1 k�1 bikroik (у) Т dsy} 112 < 8 , 

где 
ro," (y ) = Гt (z", у) . 

Область, ограниченную вспомогательным контуром S, обозначим 
через В. 

Предположим, что система { ro," (y ) } линейно зависима. Тогда 
найдутся такие постоянные с;" (i = 1, 2 ; k =· 1, . . . , n ) , среди ко
торых по крайней :мере одна, например с,т (r � n ) не равна 
нулю, что 

2 n 
� � Cisroik (у) = О i=1 S= 1 8 

для всех у Е S и хотя бы для одного конечного n . Но в этом 
случае регулярное в Вi решение уравнений теории упругости 

2 n 
V (х) = .� � Cis(J)ik8 (х) 

t=1 s=1 

будет тождественным нулем в В;. Из аналитичности следует, что 
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v (x) == О в области B\G. Запишем предыдущее равенство в про
екцнях на оси координат : 

n 
v1 (x) = � { c 18 (rolk8 (x)) 1 + c2 s (ro2k8 (x) ) 1 ) , 8=1 

n 
V2 (х) = � { C1s ( (l)lks (х) )2 + C2 s ( (1)2k8 (х) )2 } ' 8=1 

где { ciв(rojk8 (x)) ) p (p= 1 ,  2)- проекция вектора Cisroл,.8(x) на ось Хр. 
Если приблизить точку х достаточно близко к xkr из B\G, то сла
гаемые c1r  ( ro1kr (х)) 1 и c2r ( ro2k7(x) ) 2 станут сколь угодно большими 
no модулю, а другие слагаемые останутся ограниченными. Это 
противоречит доказанному выше равенству нулю вектора v (x ) в 
B\G, и линейная независимость системы {ro;h (y ) }  ( i = 1 ,  2 ; 
k = 1 ,  2, . . .  ) доказана. 

Обращаясь н доказательству полноты в L2, заметим, что для 
этого достаточно доказать замкнутость в пространстве С (S ) . 
Пусть rz (y) - произвольвый (непрерывный) вектор на S, и пусть 
равны нулю следующие скалярные произведения : 

j" (rz, roik) ds = О,  i =  1 ,  2 ,  k = 1 , 2 ,  . . .  
в 

Покажем, что тогда rz (у ) == О, у Е S. Рассмотрим упругий потен
циал простого слоя 

v (z) = S rz (у) Г (z, у) dsy · 8 

Согл�сно условиям ортогональности, проекции векторов v (xk) на 
ось х• (ii = 1 , 2) равны 

Vi (xk) = J (rz (у) , roik (у) )  dsy = О, 
8 

и эти равенства выполняются почти всюду на S. Отсюда, ввиду 
непрерывности v (x ) на S, следует, что v (x) == О, х Е S. Теперь 
покажем, что потенциал простого слоя v ( х ) обращается в нуль 
ва бесконечности. Rак известно, для этого достаточно, чтобы 

.\ rz (у) dsy = О. 
8 

Это условие есть следствие наложенного выше на вектор rx (y) 
условия ортогональности системе {ro;k (у ) } .  В самом деле, рас
смотрим потенциал простого слоя 

v (у) = J 1jJ (z) Г (z, у) dsz 
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с неизвестной плотностью "ljJ (z ) и определим ее так, чтобы 
l im Tv (y) =  О , у Е В, х0 Е  S. 
у->хо 

Можно показать, что это приводит к однородному сингулир
ному интегральному уравнению, допускающему три линейно не� 
зависимых '[)ешения (в пространет-венном случае число линейно 
не зависимых решений равно шести ) и соответствующие потен
циалы простого ·слоя представляют в G векторы жесткого пере
мещения. Таким образом, можно, в частности, выбрать указан
ные решения так, чтобы два вектора жесткого перемещения Е1 ( 1 ,  О) и Е2 (0 ,  1 )  выражались при помощи потенциала про
стого слоя : 

Е1 = S "Ф1 (z) Г (z , у) dsz, Е2 = S -ф2 (z) Г (z , у) dsz .  у Е В. 

Заменим интегралы в правых частях этих равенств при помощи 
накой-либо формулы механических квадратур , взяв за узлы точ
ки z,. на S ; тогда 

00 

где а,. и Ь,. - постоянные векторы, вычисляемые по известным 
формулам, и ряды равномерно ·сходятся . С другой стороны, 
имеем 

v (zв) = S а (у) Г (zk , у) dsy = О, k = 1 ,  2 , . . . , Хв Е S .  
' 

Умножив k-e равенство на а,. и сложив полученные соотношения, 
приходим к формуле 

� .\ а (у) апГ (zk , у) dsy = (); 
k=1 ,  

аналогично после умножения k-го равенства на Ь,. и сложения 
получим 

� S а (у) ЬпГ (zk , у) dsy = О . 
k=l 8 

Ввиду равномерной сходимости рядов полученные выражения 
переписываютел также в виде 
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или, согласно доназаиному выше 

и, -следовательно, 

J (и,Е1 ) ds = S (и, Е2) ds = О 
s s 

.\и (у) ds = О . 

Это и есть доказываемое свойство вектора и ( у ) .  

317 

Последнее условие обеспечивает обращение в нуль плоского 
упругого потенциала простого слоя на бесконечности, и вместе с 
равенством v (z )  = О, х Е S, которое было установлено выше, до
казывает в силу теоремы единственности, что v ( z ) == О, х Е Ge \В. 
Заметим, что пространствеиная задача оказывается более ира
стой, так I{aK обращение в нуль на бесконечности пространствеи
вого потенциала простого сдоя вьшолняется автоматически и не
обходимость приведеиного выше построения отпадает.  Из усло
вия v ( z )  == О, z Е В е \В, вследствие непрерывности потенциала 
v (z )  и всех его производных вплоть до точек кривой Г, вытека
ет равенство v (z ) = О, z Е В'е ; отсюда в сиду непрерывности по
тенциала простого слоя на S и единственности решения внутрен
ней задачи получаем v (z )  = О, z Е G, и, наконец, и (у ) ==  О, у Е S, 
что и нужно было доказать. 

В случае решения внешней задачи, а также в -случае много
связной области не возникает новых принципиальных трудностей 
в доказательстве полноты соответствующим образом ( см. § 1 . 1 )  

сконструированной -системы фундаментальных решений. Если же 
на внешних границах заданы напряжения, то в этом случае си
стему ( 4. 1 7 )  расширим тремя линейно независимыми векторами 
R1 (y ) , R2 ( y ) , Rз ( у ) жесткого перемещения. Тогда система 

{�21 ( У) ,  R2 (Y) ,  Q3 (Y) ,  I\ (zk , y)}r=l • i = 1 , 2 , 

линейно независима и полна в L2 ( Г ) .  Линейная независимость 
доказывается аналогично случаю системы ( 4. 1 6 ) . Полноту дока
жем ниже для трехмерных задач. В отличие от задач, когда на 
границе заданы смещения, доказательства полноты для задач с 
напряжениями на границе в случаях двух или трех измерений 
идентичны. 

Сделаем еще одно замечание. Решения системы уравнений 
теории упругости, написанной в смещениях, давали приближен
ные значения вектора смещения. Но, как известно, наибольший 
практический интерес представляют значения напряжений. Не
трудно заметить, что описанные здесь методы решения гранич
ных задач теории упругости обеспечивают сходимость прибли
женного значения вектора напряжений (при фиксированной ори
ентации площади, для которой вычисляются напряжения) к точ
ному значению в смысле метрики пространства С. Покажем, что, 
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например, для второго способа решения в •случае задачи, когда 
на границе заданы смещения, приближенное значение вектора 
напряжений во внутренних точках х е G будет иметь вид 

ти<N> (х) = _!_ r �(N) (у) г (х, у) dsy - _!_ т F (х) , 1t 1 1t 
г 

где Т - оператор напряжения, �<NJ ( у ) - приближенное значение 
вектора 'Ф (у ) . Точное значение того же вектора равно 

Ти (х) = � \ 1jJ (у) Г (х, у) dsy - � TF (х) . 
г 

Составив разность и применив неравенство Rоши - Буняковско
го, можно показать, что 

Ти (х) = lim ти<N> (х) . 
N->oo 

§ 4.2. Алгоритм решения плоских задач: 
и результаты численных экспериментов 

Введем обозначения ffi 1��. (y ) = '1/1< 21!.- I J (у ) , ffi2��. (y )  = '1/1< 21!.> (у ) .  Си
стему {-фi (у ) } заменим эквивалентной системой, полученной из 
нее ортонормированием: 

где 

i 1 (i) 
ер (у) = тхтт х (у) ,  

x< I J (y ) =I "Ф< I J ( y ) , х < 2 > ( у ) = ('Ф< 2> , ерш ) еро > (у ) , 
Х ( 3 ) (у ) =  '1/1( 3 ) ( у ) _ ( 'I/J < 3 J , ерШ ) ер ( ! )  ( у ) _ ( '1/1( 3 ) 7 ep<2 J ) ep < 2 J (у ) . . . 

Имеем 
8 

cp(s) (у) = � Ask"Ф(k) (у) , 
k=l s = 1 , 2 , . . . , 

где А.��. - заданные постоянные. Из функционального уравнения 
( 4 .8) , которое теперь запишем в виде 

где 

.\ Г (x, y) ep (y) dsy = F (x) , х Е. В8, (4 . 18) 

8 

F (x) = S r (x, y) f (y) dsy, 
г 

можно найти коэффициенты Фурье 

Ф. = (ер, <р<• > ) . 

Придавая х значения х1 , х2 , . . .  , Х; , перепишем (4 .18)  в про-
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екциях: 

S ( [ epl (у) 'Фl1'(у) + ер2(У)'\'�1) (у)] il + [ cpl (у) 'Фi2'(у) + ер2 (У)'Ф�2'(у)] i2 } dsy = 
s 

= F (xl)t 

s ( [ epi(Y)'Фi3'(y) + ep2(y)'I/Ji3'(y)] il + [ epi(Y)'Фi4) (y)+ep2 (Y) 'I/J �4) (y)] i2 } dsy = 
s 

s ( [ epl (у) 'I/Ji2i- 1) (у) + ер2 (у) '\J�2i- 1) (у) ] il + 
s 

Чтобы найти s-й коэффициент Фурье, где s = 2i - 1 или s = 
= 2i, умножим первое равенство на вектор А8 = As i + As i • 1 1 1 2 2 '  
второе - на As = Ав i + As i и т .  д . ,  i-e равенство - на А88 = 2 3 1 4 2 
= As-1 , si1 при s нечетном и на Ass = As-l,si1 + Assi2 при s чет-
ном. Сложив полученные i равенств и приняв во внимание зна
чение ер < • >  (у ) ,  находим 

J [ epl (у) k�l Ask'Ф(k) (у) +  ер2 (у) k�1 
Asя'i'�k) (у) ] dsy = 

i 
= \ (ер (у) , ep(s) (у) )  dsy = Фs = � (AskF (xk)). 

в k=l 

Таким образом, ряд Фурье для ер (у ) , сходящийся в среднем к 
ер (у ) , имеет вид 

00 i � � (AshF (xk)) ep (s) (у) , 
S=l k=l 

где [ (s + 1 ) /2] - целая часть числа (s + 1 ) /2. 
Введем обозначение 

(4. 19) 

Очевидно, что u<N> (х ) - регулярное в Bi реше-ние системы урав
нений теории упругости. При N -+  оо оно имеет своим пределом 
точное решение vассматриваемой задачи. В самом де.::rе ,  составим 
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разность u (x ) - u<N> (х ) , х е: В1, и рассмотрим проеiЩии на оси : 

1 и; (х) - u}N) (х) 1 ";;; ;. f 1 �. (у) - � Ф.��) (у) / 1  rj'' (х, у) 1 ds, + 

+ iя J 1 <JJ2 (у) - � Фв<р�в> (у) j 1  Г]2> (х ,  у) 1 dsy, j = 1 ,  2 , (4 .20) 

где Г�1) и Г)2> - j-e составляющие первой и второй вектор
строк матрицы Г. Применив неравенство Коши - Буняковского, 
будем иметь 

1 Uj (х) - u�N) (х) 1 :::;;;; 
:::;;;; 2� 1/ ,--J-;(-<p�-(-y)-,i.,-"'_Ф_s<JJ_i_s>-(y-))-:2c-d-sy-\-.

J
-г_?_> (

-

х

-
, y-)-12-d-sy + 

, s �1 s 

+ 21л l;I-J (cr2 (у) - f Фscr�s) (у) ) 2 d.'iy .\ 1 Г)2> (х , у) р а dsy, 
, s 8=1 s 

откуда, в силу установленной выше сходимости в с·реднем, сле
дует доказываемое свойство .  Окончательно имеем 

п N 
и (х) = 21л l im \ _I Ф.<р(s) (у) Г (х ,  у) dsy - 2� F (х) , х Е Bi . (4 . 2 1)  

N-.oo S 8=1 

Опишем работу универсальной программы 1 ) решения задачи 
( 4. 1 ) ,  ( 4 .2 )  с помощью первого метода и метода коллокации. 
Для решопия задачи этим способом составлена программа на 
языке Фортран IV для ЕС ЭВМ, которая включена в дисковую 
операционную систему. 

Программа оформлена в виде основной программы и подпро
грамм. Основная программа выполняет роль управляющей про
граммы и управляет прохождением всей задачи. Подпрограмма 
МЕ формирует матрицу и решает систему линейных алгебраиче
ских уравнений, т .  е. находит коэффициенты щ. Подпрограмма 
RESUL считает и выдает результаты на границе Г или в любой 
точке области Bi. 

Результаты работы программы выводятся в виде таблиц. 
Шапка таблицы имеет вид: 

1) Созданной сотрудником ВЦ АН ГССР Д. Гоrиашвили. 
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х1 и х2 - абсцисса и ордината точек, в которых ищется реше
ние, v1 и v2 - составляющие вектора перемещения, а Т1 и Т2 -
составляющие вектора напряжения. 

В виде подтабличных данных печатаются также ·среднее 
квадратячеекое отклонение и максималь'Ное отклонение прибли
женных 'Решений от точных на границе Г.  

Т а б л и ц а 4.. t  
1 

о �  � - = Расстояние между границей и внешним 1\ОНтуром (в см) " О:  '"' о � b t 8 :<:  '"' = о  
� :<: = ; os = 

1 1 1 1 1 1 о: "' "'  s;>. l<: 6 5 10 o =r � os = " 1 2 0  3 0  50  1 0 0  ;ж:; о оs 1><1 '"' ""  Е-< :<:  '"' '"'  

<\ 0,04345 0 ,03921 0 ,01159 0 ,00018 0 ,00006 0,00010 0 ,00008 

62 0 , 17782 0 ,03431 0 ,01098 0 ,00018 0 ,00007 0,00008 0 ,00009 
16  61max 0,24785 0 , 16568 0,03625 0 ,00079 0,00024 0 ,00044 0 ,00054 

62max 0 ,69315 0 , 15224 0 ,03973 0 ,00071 0 ,000�5 0 ,00026 0 ,00043 

61 0 ,73984 0,00395 0 ,03317 0,00001 0,00008 0 ,00010 0 ,00039 

28 62 0 ,76678 0 ,00391 0 ,03388 0 ,00003 0 ,00019 0 ,00015 0 ,00035 

<'\max 2 ,65852 0 ,02657 0 ,26057 0 ,00008 0 ,00031 0 ,00041 0 ,00192 

62max 4 ,26924 0,02274 0 ,27853 0,00014 0 ,00062 0 ,00078 0 ,00147 

61 7 , 26084 0 ,00006 0 ,00099 0,00086 0,00012 0 ,00016 0 ,(I0008 

52 1)2 7 ,35937 0 ,00007 0,001()3 0,00116 0 ,00013 0 ,00014 0,00007 

61max 35 ,75543 0 ,00091 0 ,00301 0 ,00270 0,00027 0 ,00063 0 ,00043 

62max 47 ,55717 0,00060 0,00353 0,00325 0,00035 0 ,00069 0 ,00036 

t>t 18,54213 0 ,00018 0 ,00017 0 ,001 30 0,00008 0 ,00034 0 ,00015 

72 62  23,73896 0 ,00011 0 ,00020 0,00117  0,00058 0 ,00043 0 ,00019 

6 1max 94 , 10251 0 ,00072 0,00081 0 ,00343 0,00026 0 ,00161 0 ,00066 

62max 99,98722 0,00052 0,00074 0 ,00315 0 ,001 31 0 ,00197 0,00068 

Кроме того, при необходимости перед ·выдачей результатов 
могут быть напечатаны: количество точек коллокации, координа
ты точек коллокации, координаты точек внешнего контура, зна
Че'НИЯ граничных условий в точках коллокации, .элементы полу
ченной матрицы, ранг матрицы и решение системы линейных ал
гебраических уравнений. Описанный метод решения опробован 
на следующих примерах. 

П р  и м е р  1. Область G - квадрат со стороной 12  см, Л =  
= 500 000 кг/см2, l..t = 800 000 кг/см2, 

� 1 1  = � 1 2  = �2 1  = �22 =• 0, fXl l = 1, ·fX1 2  = fX2 1 = 0, fX22 = f , 

l 1u i Aв = l iuJ вc = l 1 и l cD = l 1 u i DA =· 0, l2u i Aв = 1 , 

l2и l вс = l2u i DA = 0, l2и l cD = - 1.  

Результаты численных :экспериментов приведе'Ны в табл. 4. 1 .  
21 М. А АЛе11СИд3е 
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б 1 и б2 - средние квадратичные отнлонения приближенных 
решений от точных на границе. 

б 1 шах и б2 шах - максимальные отклонения от точных гранич
ных условий на границе. 

Харант еристики погрешности (максимальные и среднеквадра
тичные отклонения ) вычислены в пяти точках между двумя по
следовательными точнами :rооллонации. 

П 'Р и м е р 2. Область G - прямоугольюш со сторонами 6 и 
12  см, Л =  500 000 кг/см2, J..l. = 800 000 кг/см2• 

Граничные условия те же, что и в примере 1. Результаты 
численных экспериментов приведены в табл. 4.2. 

Т а б л и ц  а 4.2 

Q �  � � = Расстояние между гр аницей Г и внешним контуром (в см) "' <:  
'" е> ., е> ... � :<;  E-t t= fS 
� ifi = ; .. = 1 1 1 1 1 1 >; :>' �  .,_ ;.; � 1 5 1 0  2 0  3 0  5 0  1 0 0  С> е> .о .. � ... � ... :<; � .,  .. 

(\1 0 ,06068 0 ,02051 0 ,00518 0 ,00027 0,00002 0 ,00001 0 ,00072 
(\2 0 , 17285 0 ,01965 0 ,00618 0 ,00027 0,00001 0 ,00002 0,00111  

1 6  (\1max 0 ,25952 0 ,12017 0 ,02591 0 ,00129 0 ,00006 0 ,00005 0 ,00270 

(\2max 0 ,66415 0 ,10929 0 ,03858 0 ,00152 0,00006 0 ,00006 0 ,00827 

(\1 0, 10291 0 ,00350 0 ,00010 0 ,00013 0 ,00003 0 ,00006 0,00004 

28 (\2 0 , 1 1773 0,00327 0,00009 0,00004 0 ,00004 0,00002 0 ,00004 

(\1max 0 ,64234 0,02907 0 ,00042 0,00051 0 ,00010 0 ,00017 0 ,(10020 

(\2max 0 ,65357 0 ,02305 0 ,00053 0 ,00019 0,00014 0 ,00016 0 ,00018 

(\1 0,02868 0 ,00024 0 ,00005 0 ,00025 0 ,00006 0 ,00006 0 ,00014 

52 (\2 0,03202 0 ,00016 0 ,00004 0 ,00017 0,00006 0,00007 о,ооон 
(\1max 0 , 17914 0 ,00089 0 ,00014 0,00077 0,00027 0,00026 0,00076 

l\2max 0 ,21012 0 ,00102 0,00015 0 ,00047 0,00026 0 ,00047 0 ,00063 

Характеристики погрешност ей вычислены в четырех точках 
между двумя последовательными точками коллокации. 

В заключение этого параграфа приведем приближенное реше
ние граничной задачи для изотропного упругого круга, ногда на 
границе задан вентор смещения. Этот пример рассчитан на ма
шине М-220. 

Пусть в точках у ок'Ружности Г заданы значения составляю
щих ·смещений f (y ) 

и1 (YJ = - 1 + 4у� + 6у1У2 = !1 (у) ,  
и2 (у) = 2 - 2у� + 2у1у2 = /2 (у) . 

(4 .22) 

Считая радиус равным единице и обозначая через {р, 'Ф) поляр-
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ные координаты точен у ,  можно написать: 

щ ( 1 ,  'Ф) = 1 + 2 cos 2'1\t + 3 sin 2-ф =· f 1 ( 'Ф) , 
и2 ( 1 ,  -ф) = 1 - cos 2-ф + sin 2-ф = fz ('Ф ) . 
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( 4 .23 ) 

Ищется регулярное внутри круга реше'Ние двумерных уравне
ний статической теории упругости, которое удовлетворяет гра
ничным условиям ( 4 .23) . Точное решение этой 3адачи имеет вид 

и (х) = 2 (2Л. + 311) - (311 - Л.) (х1)2 - 5Л. + 911 (х2)2 + 6xlx2 1 Л. + 311 Л. + 311 Л. + 311 ' ( 4 24) 
и (х) 

= 
5Л. + 711 _ 5Л. + 711 (х1)2 _ 3Л. + 11 (х2)2 + 2xlx2 . 

· 
2 Л. + 311 Л. + 311 Л. + 3fl 

Найдем приближенное решение и сравним его с точным. 
Пусть Л = 2, � = 1 ;  тогда формулы ( 4. 24 )  принимают вид 

и1 (х ) = 2,8 + 0,2 (х 1 ) 2 - 3,t8 (x2 ) 2  + 6х 1х2, иz (х) ===- 3,4 - 3,4 (х1 ) 2  - 1 ,4 (х2 ) 2 + 2х1х2• (4 .25 )' 

Приближенное решение находится И3 системы функциооальных 
уравнений ( 4. 7 )  , ( 4.8)  , которые теперь принимают вид 

и (х) = 2� .\ Г (х, у) � (у) dsy - 2� J Г (х , у) 1jj (у) dsy, 
г г 

1 r � 1 s- -О = 2л .J Г (х , у) 'Ф (У) dsy - 2л 
Г (х , у) 'Ф (у) dsy, 

г г 

XEG, (4 .26) 

х ф. G. ( 4.27 ) 

Подставляя в (4.27 ) вместо граничной функции 'Ф (У )  3начения 
}I ('Ф )  и /2 (-ф )  И3 (4.23 ) ,  найдем 

ro (х, /) = 2� J Г (х , у) � (у) dsy, х Е G, 
s 

rде 'Ф и р - полярные :координаты, 

(1)1 (р, 'Ф) = 

= _ [(2Л. + 311 )  cos 2'Ф +(3Л.+511) sin 2-ф + Л. + 11 (p2-1 ) (cos4'Ф+2sin4'Ф)] 
2р2 ( Л. + 311) 2 (Л.+ 2!1) р4 

' 

(4 . 28 )  
(1) (р 'Р )  = _ [ ( !1-Л.) соs 2'Ф+Л. sin2'Ф + Л. +  11 (p2 - 1) (sin4-ф - 2 cos 4'Ф) ] .2 ' 

2р
2 (Л. + 2!1) 2 (Л. +2!1) р

4 ' 

и функциональное уравнение для определения 1р (у ) может быть 
2 1 *  
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записано в виде системы 

2:П: S [Гi1> (х, у) ;p<t> (у) + Гi2> (х, у) '1'<2> (у)] d'!' = :n:ro1 (х, f) , 
IОП. (4_ .29) 

S [r�t> (х, у) ;p<t> (у) + f�2> (х, у) 1jj<2 > (у) ]  d1J> = nro� (х, f) .  
о 

Для при-ближенного решения этой системы исполЬ3уем формулу 
Гаусса с 1 2 ординатами. Соответствующие значения коэффициен
тов и узлов рав•ны 

- xi12> = х��з> = 0,9815606, 
- х�12 > = xii2> = 0,9041 1 72 , 
- х�12 > = xi�2> = О, 7699027, 
- х�12> = х�12> = 0,58731 79 ,  
- х�12> = х�12) = 0,3678315 , 
- х�12> = х�12> = 0 , 1 252334, 

Из ( 4.29) получаем: 
12 

Ai12> = Ai�2> = 0 ,471753, 
А�12> = Aii2 > = 0 , 1069393 , 
A�lS )  = А�2) = 0 , 1600783, 
А�12> = А�12> = 0,2031674, 
А�12> = А�12> = 0,2334925 . 
А�12> = А�12> = 0,2491471 . 

� АР2> ['Гi1> (х, Yi) ;p<t> (Yi) + f�2> (х, Yi) \i)<2> (Yi) ] = :rtrol (х , f) , i=l 12 (4 .30) 
� АР2> [f�l) (х, Yi) \P(l) (Yi) + r�s) (х, yi) :q;<s> (Yi)] = тtro2 (х,. f) , 

i=l 
х Ф G. 

Вспомогательные точки X�t (p1., '1'�<) (k = 1 , . . . , 12 )  возьмем на 
концентрической окружности с радиусом: 6 так, чтобы точка х, 
лежала на радиусе, проходящем через точку у1 ; при этом полу
чаетел система линейных алгебраических уравнений 

(4 .31 ) 

Значения коэффициентов этой системы и ее иравые части 
находятел при помощи выбранных коэффициентов и узлов из 
выражения для элементов матрицы Л ( х, у) и по форму
лам: ( 4.28) • 
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Решая: систему (4.31 ) ,  находим: 
�( ! ) (У ! ) = -3,2898639, ;j;<2> (У! ) = 0,3048392, 
'ii( l ) (У2) = - 4,8003739 , 1j)<2> (У2) = -0,1237495, 
\jj'O >  ( уз ) = -4,7148752, 
�Щ (у4) = 0,0943634, 

,рщ (Ys ) = 5, 1369436, 

\jj'Ш (у6 ) = 1 , 13883609, 

'ii0 >  (У7 )  = -5,0928226, 
\jj'Ш (у8 ) = - 1,35945721, 

\jj'0 >, (y9 )  = 4,6837652 , 

;j;ш (У!о) = 4,0164068, 

;j;<2> (Уз ) =  -0,7438623, 
1j)< 2> (У4 )  = о, 7585132, 
�<2> (у5 ) = 0,3207615, 
'.ф<2> (у6) = 0,8489420, 
-ф<2> (У7 )  = -0,2840868, 
\jj'<2> (у8 ) = -0,86040278, 
-ф<2> ( yg ) = 0,07592343, 
�<2> ( Y Jo ) '= 0,84364352, 

;j;< O (yl l ) = 0, 1862522 1 , -ф'<2> ( у 1 1 ) = 0,7829098, 
;рщ ( у 12 ) = 2 ,2725934, ;ji<2> (у 12 )  = 0,4897975.  
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Эти вначения: 1j) (у,) можно получить в данном случае и не решая: систему (4.31 ) .  Испольвуя: равенство \ (Ти ) ; = 2-ф, где Т оператор напряжения:, и - вентор смещения:, строим вектор напряжения: Ти (х) при р = 1 ,  имея: поле смещений (4.25 ) . Вычислив для: этого номпоненты тенвора напряжения: 

находим 

'tн = "л�  31-1 [ (2Л. + 3�-t) х1 + (7Л + 9!-') х2] , 

•12 = "л�  311 [ ( ft - Л.) х1 - (2Л. + 3�-t) х2 ] ,  

't22 = "л �311 [ (4n + 3�-t) х1 + (Л. - J.t) Х2] ,  

Т1и (у) = "л�  311 [(2Л. + 3�-t) cos 2-ф + (3Л. + 5j.L) sin 2-ф] = 2\f(l) (у) , 

Т2и (у) = "л� 311 [ (f.lo - Л.) cos 2-ф + Л. sin 2-ф] = 2-ф<� ) (у) . 
Подставив сюда вначения: увлов Ул, совпадающие с ув,лами Гаус
са, находим вначения: \j;Ш (у;) и 1j,<2> ( у; ) ,  совпадающие с выписанными выше до четырех десятичных внанов. 

Остается: подставить найденные вначения: 1j)ш (у;) и \j,<2> ( у;) в (4.7 ) , и тогда приближенные вначенил u (x)  в произвольной точне внутри круга будут определяться: равенством 
12 

1 � ( 12 ) - -и (х) = 2 � Ai Г (х ,  Yi) 'Ф (yi) - ro (х, f), n i=l 
х Е Bi . (4..32) 



326 Г.'!. IV. ЗАДАЧИ СТАТИЧЕСНОй ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

В табл. 4 .3 для трех различных точен внутри нруга даны: 
а ) приближенные значеНИJ:!: компонент вектора и, вычисленные 
по формуле ( 4.32 ) ; б) точные значения тех же величин, вычис
ленные по формуле ( 4.25) ; в ) модули отклонений приближен
ных значений от точных. 

Некоторое снижение точности приближения по сравнению с 
решениями задач, рассмотренных в предыдущем случае, следует 

ф(l) (х) 
ф(2

) (х) 
ф( l) (х) ф(2) (х) 
ф(l) (х) 'Ф(2) (х) 

Координаты 
точ:ки х 

(О ; 1 , 1 ) 

(О ; 0 , 1) 

(0 ,5 ; 0 ,5) 

(0 ,5 ; 0 , 5) 

(0 ,5 ; О) 

(0 ,5 ; О) 

Т а б л и ц  а 4 .3 

1 Приближенные /Точные значения /Модули погреш-
значенил и1 и u2 u1 и и1 ности 

2 ,763 2 ,762 0 ,001 

3 ,385 3 ,386 0 ,001 

3 ,450 3,40 0 ,050 

2 ,730 2 ,70 0 ,030 

2 ,851 2 ,850 0 ,001 

2 , 549 2 , 550 0,001 

отнести за счет того, что здесь ограничились формулой Гаусса 
с меньшим числом ординат ; кроме того, сама задача в данном 
случае с вычислительной точки зрения значительно сложнее про
стой задачи Дирихле, и в связи с этим естественно возрастает 
влияние разного рода погрешностей. Однако достигнутая здесь 
уже для 12 ординат точность должна быть призвана вполне 
удовлетворительной, по крайней мере с точки зрения прикладной 
теории упругости. 

§ 4.3. Постановка граничных задач для систем 
уравнений пространствеиной статической 

теории упругости 

Рассмотрим однородные уравнения статики упругого тела в 
компонентах смещения: 

а е (Л + f.!) дх
l + f.!�иl = 0,, 

( Л + f.!) ае2 + f.!�и2 = о,  (4 .33) 
дх 

(Л + f.!) д8з + f.!�Uз = 0,. 
дх 

где ( и 1 ,  и2, и3)' - компоненты вектора смещения и, � - оператор 
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д2 д2 д2 
Лапласа : � = 

(дх
1
)
2 + (дх

2
)2 + (дх

з
?

' Л и f..t - постоянные Ламе, 

3 
е = � д1t� . i=1 дхi 

Пусть в трехмерной многосвязной области G (которая может 
содержать бесконечно удаленную точку) ищется регулярное ре
шение системы уравнений ( 4.33 ) , удовлетворяющее на границе 
Г области G соотношениям 

3 ( lu)j = .� ( CЩO'ni + �ijUi ) = fj ,  t=1 j = 1 ,  2, 3 , (4 . 34) 

где а,3, �;3, f3 ( i , j = 1 ,  2, 3 ) - известные функции точки у Е Г, О'щ ( i = 
1 ,  2 ,  3) - компоненты вектора напряжения, 

3 
O'n · = � (aij Cos ( n, xj ) ,  t .1= 1 

дu -O'ii = ле + 2�t -i· i = 1 , 2 , 3 , 
дх 

O'ij = O'ji = � ___;. + -т ' ( дu . дu . ) 
дх1 дх 

i =F j ,  

cos (n, xi) (j  = 1 ,  2, 3) - направляющие косинусы внешней нор
мали к поверхности Г в точке у Е Г. В развернутом виде ком
поненты напряжения на поверхности Г принимают вид 

[ д д д � O'n1 = (Л + 2�-t) cos (n, х1)-1 + � cos (п, х2)-2 + � cos (n , х3) 3J и1 + 
дх дх дх 

+lЛcos(n , х1�+ flCOs(n , х2)_.; -Jи2+ [Лсоs(п, .t1)-;+�-tcos(n, х3)-;.]и3,; дх дх дх дх 

O'n2 = [л cos (п , х2) 0 1 + � cos (n , х1) -;] и1 + дх дх 

+ [<Л +  2p.) cos (n, х2) _.;  + !t cos (n, х1) __.;  + f1 Cos (n, х3)-;] и2 + 
дх дх дх 

+ [л cos (n , х2)-;  + f..t cos (n, х3) -;] u3, дх дх 

О'nз = [л cos (n, х3) _..; + 11 cos (n , х1)-;] и1 + 
дх дх 

+ [л cos (n , х3) _.; + !t cos (n, х2) -;] и2 + 
дх дх 

+ (Л + 2f1) cos (n , х3) 3 + f1 Cos (n , х1)-1 + f1 Cos (n, x2) -2 и3• [ д д д ] 
дх дх дх 
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Задача ( 4.33) , ( 4.34) охватывает следующие :классические 
граничные задачи теории упругости. 

I. Первая основная внутренняя и внешняя граничные вадачи 
[ 1 15] - ищется упругое равновесие тела, если заданы внешние 
напряжения, действующие на поверхность тела (в [86]  эти за
дачи названы вторыми основными граничными задачами) . Для 
этого случая �;; == О, а.;; = б;; ( б;1 - символ Rроненера ) .  

I I .  Вторая основная внутренняя и внешняя граничные зада
чи - ищется упругое равновесие тела, если заданы смещения 
точек его поверхности. Для этого случая ·а.;; == О, ��; = б;;. 

I I I .  Основная смешанная внутренняя и внешняя граничные 
вадачи [ 1 15 ] - ищется упругое равновесие тела, когда на одной 
части гш поверхности заданы смещения, на остальной - г<� 1 -

:внешние напряжения. Для этого случая 

при у Е Г(l) ' 

при у Е Г<2> , 

при у Е Г(l )
, 

при У Е Г(2) . 

Нетрудно получить из граничного условия ( 4.34) условия 
других граничных задач ( задач I I I-V в [86]  ) .  

В следующем параграфе будут приведены результаты числен
ных экспериментов, проведеиных на машине М -220 с помощью 
универсальной программы [ 1 36] , основанной на первом методе 
решения граничных задач. Rак было показано в гл . I, и первый, 
и второй методы решения граничных задач основываются па 
полноте определенным образом построенной системы фундамен
тальных решений. 

В этом параграфе будут доказаны линейная независимость и 
полнота систем фундаментальных решений. Изложение следует 
работе [87] .  

Пусть {zk}k=l - счетная со!Вокупность точек вспомогательной 
поверхности Г 1 , распределенная на пей всюду плотно, и G' 
область, ограниченная поверхностью Г. Пусть задана система 
фундаментальных решений систем уравнений пространственной 
статической теории упругости (см . § 2 . 1 6 ) : 

Н; (zл, у ) , i = 1, 2, 3 ; k = 1, . . .  , N, (4.35 ) 

где N - произвольвое конечное число, а составляющие Н;, (zл, у ) 
вектора Н; (z,.,, у ) определяются из формул (2 .8 ) . Докажем, что 
эта система линейно не зависима в пространстве L2 (

Г
) . Допустим 

обратное, т. е .  
з N 

v (у) = � � cikнi (zk ,  у) == о,  
i=l k=l у Е Г, (4.36) 
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где си. не равны одновременно нулю. Рассмотрим вектор v ( х ) , 
получающийся из v (y) заменой у Е Г на х ·Е G. По определению 
фундаментального решения v (x )  является регулярным решени
ем системы ( 4.33) , и по теореме единственности граничной за
дачи ( 4.33) , ( 4.34) при ац == О, �i.l ·= бi; из ( 4.36 )  получаем, что 
v (x) == O  в G. Из аналитичности v (x )  в G' следует, что v (x ) = O  
в G' или, для составляющих вектора v (x ) , 

3 N 
� � cikн ij (zk , .с) = О, 
i=l k=l 

j = 1 , 2 , 3 ,  x E. G' .  (4 .37) 

Пусть коэффициент ciii ( 1 ::::;;;; i ::::;;;; 3 ;  1 ::::;;;; k ::::;;;; N) отличен от нуля. 

Тогда, устремляя точку х к zh. так, чтобы xi = z�, из ( 4. 37 ) по
лучаем равенство 

Но левая часть последнего равенства неограниченно возрастает 
по модулю при Х -+ zii, в то время как правая часть остается ог-
раниченной. Это возможно лишь при условии cik. = О, что проти
воречит допущению. 

Докажем, что система векторов (4 .35 ) полна в L2 ( Г ) . Тре
буется доказать, что из условий 

.f Л (y) Hi (zk, y) dsy = О, i = 1, 2, 3, k = 1 ,  2 , . . . , 
г 

где Л ( у )  Е L2 (Г ) - произвольвый элемент пространства L2 (Г ) ,  
вытекает равенство Л (у ) = О почти всюду на Г. Действительно, 
в силу пооледних равенс11в потенциал простого слоя 

v (z) = \ Л (у) Н (z . у) dsy 
г 

равен нулю на вспомогательном контуре Г1 . В области Ез \G' 
(Е3 - трехмерное пространство )  v (z ) есть регулярное решение 
однородной граничной задачи пространственной теории упругости 
( 4.33) , (4 .34) при /; = О (j = 1 , 2 , 3) и по теореме единствен
ности v (z ) = О при z е Ез \G' .  Отсюда вследствие аналитичности 
имеем v (z ) = О, z ·Е Ез \G и ,  следовательно, Tv = О, где Т - опе
ратор напряжения. Но тогда на Г получаем интегральное урав
нение 

Л (z) - S Т Н (z, у) Л (у) dsy = О, 
г 

Z E.  Г, 

и в силу теоремы вложения всякое его решение класса � (Г )  
есть элемент класса G0·a (S ) . Ввиду непрерывности потенциала 



330 ГЛ. IV. ЗАДАЧИ СТАТИЧЕСКОй ТЕОРИИ УЛРУГОСТИ 

простого слоя с плотностью из класса со.а. (S) получаем, что 
v (z ) - решение однородной граничной задачи в области G, и по 
теореме единственности v (х ) = О  при х Е G. Поэтому плотность 
простого слоя Л. (у )  равна нулю, что и требовалось доказать. 

Рассмотрим систему функций, используемых при решении 
граничных задач с краевыми условиями, содержащими только 
напряжения. Докажем, что система вектор-функций 

{ lHi (Zk ,  у) ,  QJ (Y)}k=I •  j = 1 , . . . , 6 ; i = 1 , 2, 3 , (4 .38) 
где оператор граничных условий l совпадает с оператором на
пряжения Т, а QJ ( Y ) - линейно независимые векторы жесткого 
смещения, линейно не зависима на поверхности Г. Допустим об
ратное, т .  е. 

3 N 6 
� � cikт Hi (zk, у) + � cjQJ (у) = о, 

i=l k=l i=l 
у Е Г, (1 .39) 

где c;k, CJ - произво:Jiьные постоянные и N - Произвольное нату
ральное число . Учитывая ( 4.38 ) , получаем, что вектор-функция 

3 N 
v (x) = � � CikHi (zk ,  х) , 

i=l k=l 
(4. .40) 

удовлетворяет граничной задаче ( 4.33) , ( 4.34) при Ct..;j = б;;, 
�ii == O и 

6 
Tv lг ·= fJ = - � ckQ� (у) , (4 .4 1) 

k=l 
где Qk (у) --:- j-я составляющая вектор-функции Q (у ) . Но в силу 
необходимых и достаточных условий разрешимости рассматри
ваемой граничной задачи имеем 

6 
О = \ TvQs (y) dsy = - � ck (Qk (y) , Qs (Y)) ,  

г k= l 
s = 1 , . . .  , 6 . (4 .42) 

Матрица полученной системы линейных алгебраических уравне
ний относительно коэффициентов с" неособенная, так как она 
является матрицей Грама линейно невависимой системы 
{Qk (y)}t=l ·  Следовательно, однородная система ( 4 .42 ) имеет 
только тривиальное решение с" = О (k = 1 , . . .  , 6 ) . Таким об
разом, получаем, что v ( х) является решением однородной гра
ничной задачи пространствеиной теории упругости с заданными 
(нулевыми) напряжениями на границе, и, следовательно, v ( х) -
вектор жесткого смещения: 

3 N 6 
v (x) = .� � CikHi (Zk , х) = .� rjQJ (X) , 

•=l k=l J=l 
(4 .43) 

где CJ - определенные постоянные. Дальнейшее доказательство 
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линейной независимости системы ( 4.38 ) совпадает с доказатель
ством линейной независимости системы ( 4.35 ) . Действительно,  
если устремить точку х определенным образом к z", то одно ив 
слагаемых в двойной сумме в средней части ( 4.43 ) устремится 
к бесконечности, а все остальные и вся правая часть останутся 
ограниченными. Полученное противоречие доказывает линейную 
невависимость. 

Докажем также, что система (4 .38 ) является полной в L2 ( Г } , 
т. е. что из условий 

\ Л (у) THi(zR. , у) dsy = 0,  
г 

\ Л.  (у) R; (у) dsy = 0,  
:r 

k = 1 , 2, 3 , 

i = 1 , 2 ,  3; j = 1 ,  . . . , 6 ; 
(4.44) 

вытекает равенство нулю почти всюду произвольнаго элемента 
Л. (у ) пространства L2 (Г ) . В силу условий (4.44) и всюду плот

. ного расположения точек z" на вспомогательном контуре Гt по
тенциал двойного слоя 

v (z) = \ Л (у) '!'Н (z, у) dsY 
г 

равен нулю при z е Г t .  Отсюда в силу соответствующих теорем 
единственности получаем 

v (z ) = O, z e E3\G' 
и, следовательно (см.  докавательство полноты системы H; (z", у ) } ,  

v (z ) = О, z e E3\G. 
Эти условия достаточны для того, чтобы вектор напряжения на 
Г, соответствующий вектору смещения v, равнялся нулю: 

Tv l г  = 0, 
и чтобы v (x) (х е G) был вектором жесткого смещения: 

6 
v (х) = � �hQk (х) , R.=l 

где �л - определенные числа. Составляя разность предельных 
значений изнутри и извне для функции v и учитывая представ
ление v,  получаем 

Но в силу условий {4.44) имеем 
6 

О = J Л. (у) R; (у) ds = - � � �R. (QR. (у) , R; (у)) , 
г R.= l 

( 4 .15) 

j = 1 , . . . , 6 ,_ 
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или 6 
� pk (Q (y), Qj (y)) = о , j = 1 , . . . , 6 .  
k=l 

Следовательно, �". = О  (k = 1, . . .  , 6 ) , что со своей стороны 
с учетом ( 4.45 ) обеспечивает равенство 'Л (у ) =  О почти для всех 
у е: Г. 

§ 4.4. Алгоритм решения пространствеНIНЬiх задач 
и результаты численных экспериментов 

В настоящем параграфе приводятся результаты численных 
экспериментов по решению граничных задач первым методом. 
Они получены с помощью универсальной программы [ 1 36] , со
ставленной для машины М-220. Решение граничной задачи 
(4 .33 ) , ( 4.34) представляется в виде ряда 

8 N 
и = � � aikHi (zk , х) ,  

i=l k=l 
где коэффициенты разложения а.". находятся путем решения ли
нейной системы 

3 N 
� � aik [ lHi (zk ,  у) lHj (zk ,  у)] = [ f, lHj (z8 , у)] , 
i=l k=l 

j = 1 , 2, 3, s = 1 ,  . . . , N; 

(4 .46) 

скалярное произведение [/, «р] двух векторов / = (/1 , /2, /з )  и 
«р = (()J I ,  qJ2, «рз ) вычисляется по формуле 

3 N1 
l f, IP] = � � fj [Yi ] !pj [Yi] , j=l i=l 

у; - точки на поверхности Г,  N 1 - их число (N1 � N) . 
Такая замена скалярного произведения функционального про

странства Lz ( Г ) скалярным произведением векторного простран
ства существенно уменьшает машинное время и облегчает авто
матизацию решения. 

Отметим, что кроме перечисленных в предыдущем параграфе 
граничных задач теории упругости созданная универсальная 
программа решает некоторые граничные задачи теории гармони
ческих функций, которые находят применение при решении мно
гих задач механики. Действительно, при J.L = -'Л = 1 уравнения 
( 4.33) принимают вид 

L\и1 = О, .L\u2 = О, L\из = О. ( 4.47 ) 

Подставляя в граничные условия (4.34) значения а;; == О, �;; = 

= б;;, получаем для каждой функции и; граничные условия Ди
рихле 

из l г  = /з. (4.48 ) 
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Покажем, что вычис.лительная схема первого способа реше
ния граничных задач и система фующий ( 4.35 ) дают возмож
ность решить одновременно все три граничные задачи ДириХ:Ле 
(4.47 ) , (4 .48 ) . 

Функции Hi (zл, у) при Л = - J.t имеют следующие составля
ющие : 

1 
Н н (zk , у) =  г (zk ,  У)' Н12 (zk, 11) = Н13 (zk, у) = 0,, 

1 
н22 (zk , у) = r (zk, У)' н23 (zk , у) = о, 

(4 .49) 

Следовательно, функции Hi (z��., у )  и H, (z��., у) ортогонмьны при 
любых i * s и k. Согласно вычислительной схеме первого спо
соба, для каждой составляющей вектора правой части f = (/1 , /2, 
fз )  получаем ряд 

3 N 
ft = � � aikHi l (zk , у) , i=l k=l 

3 N 
/2 = � � aikHi2 (zk ,  у) ,  

i=l k=l 
3 N 

fз = � � aikHiз (zk , у) , 
i=l k=l 

или, учитывая формулы ( 4.49 ) , 
N 

/1 = � alkHн (zk ,  у) , 
k=l 
N 

f2 = L а2н.Н22 (zk , у) ,  k=l 
N 

fз = � a3kHзз (zk, у) . 
k=l 

Петрудно видеть, что решения каждой из граничных задач 
{ 4.4 7 )  , ( 4.48 ) цредставляются рядами 

N 
и1 (х) = � a1kH11 (zk, х) , k=l 

N 
.и2 (х) = � a2kH22 (zk, х) ,  k=l 
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N 
и3 (х) = � a3kH33 (zfl., х), 

k=l 

где х - любая точна области G. 
Таним образом, с nомощью универсальной программы реше

пил пространствеиных граничных задач теории упругости могут 
быть одновременно решены три граничные задачи Дирихле длл 
уравнепил Лапласа. 

Перейдем к изложению численных экспериментов. Погреш
ность реализованного метода длл конкретной граничной за;:щчи 
состоит из погрешности нахождения коэффициентов а11. (т .  е .  
nогрешности решепил системы ( 4.46 ) ) и погрешности апnрок
симации заданной конкретной граничной функции f конечным 

N 
рядом � a�n) l'Фа· Целью приводимых ниже численных экспери-

k=l 
ментов была оценка этих погрешностей длл ряда конкретных за
дач, которые длл краткости будем называть погрешностью счета 
и погрешностью аппроксимации соответственно. 

Особое внимание было уделено погрешности счета, так как 
в гл. I показано, что система функций { l'Фk}k=l • как и всякал 
потенциальная система, не лвллетсл минимальной длл L2 ( Г )  , по
скольку при достаточно больших n матрица [ l'\j)11., l'Фi] системы 
( 4.46)  будет плохо обусловленной. Длл оценки погрешности сче
та в качестве граничной функции f бралась одна из вектор
функций l-ф. (s � n ) . Ясно, что решением системы (4.46 } долж
ны быть коэффициенты а11. == О ( k :/= s ) , а. = 1. Отклонение от 
этих значений будет давать представление о погрешности счета, 
к-оторая со своей стороны будет обусловлена неточным вычис
лением скалярных произведений и неточным решением си
стемы ( 4.46 ) . 

Длл получения оценок погрешности счета были решены сле
дующие задачи. 

1. G лвллетсл единичным кубом. Вспомогательные точки, оп
ределяющие функции 'ФА, взяты относительно равномерно на по
верхности куба со стороной 1 , 1  (решалась внутренняя задача ) . 
Количество вспомогательных точек равно 41 ,  т. е .  количество 
фупкций равно 123  (это максимальное число функций длл со
ставленной универсальной программы ; оно лимитировалось па
мятью машины М-220М ) .  Оператор l равен тождественному опе
ратору, т. е .  на границе Г заданы смещения. В качестве гранич
ной функции была взята первал функция -ф , .  

Количество N, точек у Е Г,  где заданы граничные значения, 
было равно 602 .  Решение системы (4.36)  в этом случае получи
лось следующим: 

ai123> = 0,999999999, 1 ak123> 1 < 1 ,6 · 10-10,  k = 2 ,  3 , . . . , 123 .  
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2. Во втором случае · все параметры были те же, что и в 
nервом; l == Т, и, следовательно, в качестве граничной функции 
была взя·rа T'\j)1 . Решение системы (4.46) в этом случае получи
лось следующим: 

ai123> = 0,999999999, 1 а�123> 1 < 1 , 9 · 10-10 ,  k = 2 ,  3 ,  . . . , 123 . 
3 . Третий случай совпадает со вторым, однако вспомогатель

ные точки, определяющие функции 'ljJ1.., взяты на поверхности 
куба со стороной 2,2 .  Решение системы (4.46) получилось сле
дующим : 

ai123> = 1 ,000000002, 1 ai1 23> 1 < 4, 1 · 1 0-8 , k = 2 ,  3 ,, . . . , 123. 

4. Четвертый случай совпадает с третьим, с той лишь разни
цей, что вспомогательные точки еще больше удалены от границы 
области G - они взяты на поверхности куба со стороной 4. Ре
шение системы (4.46) получилось следующим: 

ai123> = 1 , 00000377 ,  1 ai123> 1 < 7 ,1  · 10-6 , k = 2 ,  3 ,  . . . , 123 . 

Из гл. 1 видно, что расположение вспомогательных точек 
.существенно сказывается на обусловленности соответствующей 
матрицы Грама. При удалении Их от поверхности Г обусловлен
ность матрицы Грама ухудшается. Результаты случаев 2-4 под
тверждают это. 

5 .  Параметры в пятом случае те же, что и во втором, однако 
здесь были взяты всего 18 вспомогательных точек, т. е .  54 функ
ции, а в качестве граничных значений взяты функции T'\j)s2. Ре
шение системы ( 4.46 ) 1 получилось следующим: 

а��4> = 0 ,999999999, 1 а�;4) 1 < 4 ,01 · 10-12 , k = 1, 2, . . . , 54 . 

6. В шестом случае параметры те же,  что и во втором, но в 
качестве граничной функции взята Т'\j)бо. Решение системы (4.46 ) 
получилось следующим: 

а��23> = 1 , 00000000, 1 а�123) 1 < 6 , 2 7 - 10-9 , k = 1,  . . . , 59, 6 1 ,  . . . , 1 23 .  

7 .  Параметры этого случая таковы : G является двусвязной 
областью - в середине куба со стороной 4 вырезан куб со сто
роной 2 .  Вспомогательные точки взяты как на  <<nнешнем>> кубе 
со стороной 5 (37 точек, 1 1 1  функций) ,  так и во <<внутреннеМ>> 
кубе со стороной 1 ,5 (4 точки, 12  функций) .  

Количество N 1 точек у е Г, где заданы граничные значения, 
было равно 1 204 - на внешней поверхности рассматриваемой 
двусвязной области 602 и столько же на внутренней поверхности. 
В качестве граничной фующии была взята функция T'ljJ1 .  Реше
ние системы (4.46) получилось следующим: 

ai123> = 0,999999999, 1 ai123) 1 < 8,06 · 10-10, k = 2 ,  3, . . . , 123. 
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Следует заметить, что результаты приведеиных выше числен
ных экспериментов оказались для автора несколько неожидан
ными. Они показали довольно хорошую обусловленность матриц 
системы (4.46 ) при n � 123. Однако при дальнейшем увеличе
нии числа функций следует ожидать увеличения логрешиости 
счета. 

Погрешность аппроксимации обусловлена конечностью числа 
n функций -ф1., так как при n = оо доказана полнота соответству
ющих систем. Для получения оценок логрешиости аппроксима
ции рассмотрены следующие случаи . 

8 .  G является шаром единичного радиуса. Граничные значе
ния на сфере Г имеют вид 

/t = 2 + 3 cos 28, /2 = 2 + 3 cos 28, /з = - 1 + 3 соs 28 ,  (4.50) 
rде 8 - полярный угол. Точное решение граничной задачи 
(4.33 } , (4.34) имеет вид 

u, = 5 (х3 ) 2 - (х' ) 2 - (х2 ) 2, 
и2 = 5 (х3) 2 - (х1 ) 2 - (х2 } 2, (4.5 1 )  
из = 2 (xS ) 2 - 4 [ (х ' ) 2 +  (х2 ) 2] 2. 

Действительно, общее решение системы дифференциальных урав
нений (4.33) в виде однородного полинома второго порядка име
е"J:. вид 

ul = - Л -: 2�-t (а2 + аз) (х1)2 + а2 (х2)2 + аз (хЗ)2 . 

Uз = bl (х1)2 - Л � 2�-t (bl + Ьз) (х2)2 + Ьз (хЗ)2 ,  

из = cl (х1)2 + с2 (х2)2 - Л -:  2�-t (cl + с2) (х3)2 , 

(4 .52) 

где а2, аз, Ь , , Ьз, с , , с2 - любые числа. Формулы (4.5 1 )  полу
чены из (4.52 )  путем подстановки 

а2 = Ь1 = - 1 , а3 = Ь3 = 5 , с1 = с2 = - 4, Л � 211 = 0, 25 . 

Выражая иравые части ( 4.5 1 )  через полярные координаты и 
учитывая, что Г является сферой, получаем граничные условия 
(4.50) .  

Вспомогательные точки были взяты на концентрической сфе
ре радиуса r = 10, число их было равно 18 (54 функции) .  

Rоличество N, точек у Е Г было равно 502. Значения со
ставляющих приближенного решения ( 4.46 ) сравнивались со зна
чениями составляющих точного решения на границе Г. Макси
мальное обнаруженное отклонение было равно 9 · 10-2, что со
ставило менее двух процентов от максимального значения 
точного решения. Следует заметить, что внутри области G эти 
отклонения значительно меньше. 
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9. Параметры этого случая те же, что и в предыдущем, од
нако число вспомогательных точек было равно 40 ( 120 функ
ций) . Наибольшее отклонение в этом случае было равно 2 · 10-2, 
что составляло менее полпроцента от максимального значения 
точного решения. Во внутренних точках области G это отклоне
ние было равно в среднем 6 · 10-4• 

10.  G является единичным кубом с центром в начале коор
динат; граничные значения в этом случае имеют следующий вид: 
при х2 = 0,5 функция f имеет составляющие О, cos л:х1 cos л:х3, О;  
при х2 = -0,5 эти составляющие равны О, -cos л:х1 cos л:х3, О ;  
па других сторонах вектор правых частей равен нулю. Оператор l 
равен оператору напряжения Т. (Эта задача известна под назва
нием задачи М. М .  Филонеяко - Бородича . )  Вспомогательные 
то'Чки брались на поверхности куба со стороной 1 ,4. 

Число этих точек было равно 22 ( 66  функций) .  В отличие от
предыдущего случая, точное решение рассматриваемой за
дачи неизвестно. Поэтому проверялось выполнение граничных 
условий. 

Наибольшее отклонение составляющих приближенного и точ
ного решения достигало 9 · 10-2, что составляет девять процен
тов от максимального напряжения на границе, хотя следует от
метить, что составляющие вектора напряжения для приближен
ного решения достигали значения 8 · 10-2 там, где они должны 
были равняться нулю. 

1 1 .  Параметры в этом случае те же, что и в предыдущем� 
однако число вспомогательных точек равно 38 ( 1 14 функций) ;  
наибольшее отклонение составляющих приближенного и точного 
решения достигало 4,5 · 10-2• 

Более подробно результаты этих экспериментов приведены 
в [ 1 36} . 

Рассмотрим трехмерную граничную задачу теории упругости 
при неоднородных дифференциальных уравнениях, для решения 
которой воспользуемся приемом, описанным в § 1 . 1 1 .  

Пусть однородная упругая полусфера лежит н а  абсолютно 
жестком основании. Требуется вычислить напряженное состоя
ние полусферы, вызванное объемной силой тяжести, если сфери
ческая поверхность свободна от напряжения. Сформулированная 
задача механики сводится к следующей граничной задаче . Ищет
ся решение неоднородных уравнений статики упругого тела 

22 М А Але�<сид зе 

(Л + f-1.) 881 + fA.LlU1 = 0, 
дх 

д8 (Л + f,t) -2 + f!Llu2 = 0 , 
дх 

в е (Л + f,t) -3 + fA.LlU3 = gp 
дх 

(4 .53) 
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в области G, с краевыми условиями 

IJn1 = Xn l s1 = 0 , IJn2 = Уп \ s1 = О, IJnз = Zn l sl = О , 
и1 l s2 = О, и2 ! s2 = О, и3 ! s2 = О, 

где sl - сферическая поверхность полусферы, а s2 - экватори
альное сечение, g = 9,8 м/сек2 - ускорение силы тяжести, р -
плотность, равная 103 кг/м3 = г/смЗ, Л, 1-L - коэффициенты Ламе, 
в:оторые вычислялись из известных соотношений с помощью мо
дуля Е = 106 кг/см2 и коэффициента Пуассона а = 0,3.  Радиус 
полусферы был равным 1 м. 

Так как описанный в монографии алгоритм решает гранич
ную задачу для однородных уравнений ста:тюш упругого тела, 
найдем частное решение v (v 1 , v2, vз ) приведеиных выше неод
нородных уравнений, а решение и (и1 , и2, из) рассматриваемой 
граничной задачи представим в виде суммы 

.где для функции (J) получаем граничную задачу 

aew (Л + !!) -1 + !!11ш1 = О,  
дх 

3 

aew (Л + !!) -2 + !!11ш2 = О, 
дх 

aew (Л + �t) -3 + !!11ш3 = 0 , дх 

X�ro) \ s1 = - х�> \ s1 ,  
(w) \ (v) \ 

Уп s1 = - Уп s1 • 
( w) \ (v) j Zn si = - Zn sl ' 

ffi2 l s = - V2 l s ' 2 2 
ffiз l s2 = - Vз l s2 ' 

(4.55 ) 

(4 .56) 

(4 .57) 

,.., дwi (w) (w) (w) 
rде е(!) = "'- -i ' Xn ' Yn ' Zn - напряжения на сферической 

i=l дх 
поверхности S1 , полученные для вектора перемещений (!) .  В ка
честве частного решения v (v 1 , v2 , vз )  можно взять один из сле
дующих векторов : 

'А + 211 ( 3)2 + 'А ( 1)2 V3 = Sf.t (Л + f.t) pg Х B�-t ('А + /1) pg Х • 

(4 .58) 
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или же 
л. 1 3 v1 = - 811 ( Л + 1-t ) pgx х , 

л. 2 3 V2 = 811 ( Л. + 1-t) pgx х , 

л. + 2�-t ( 3)2 Л.рg [( 1)2 + ( 2)2 ] Vз = 8!-' (Л + 1-t) pg х + 16�-t ( Л + /-t) х х . 

(4 .59) 

Формулы (4.59 ) имеют определенные удобства перед форму
лами ( 4.58 ) с точки зрения подготовки исходной информации,. 
и поэтому окончательно в качестве вектора v ( v 1 , v2, vз ) в фор
муле ( 4.55 ) взят вектор с составляющими, определенными из 
формулы (4.59 ) . Тогда петрудно видеть, что 

а на границе 82 перемещения равны 

Подставляя значения ( 4.60) - ( 4.6 1 )  в граничные условия ( 4.57 ) ,. 
получаем ту конкретную задачу, которую можно решать с по
мощью описанного алгоритма. 

Вспомогательные точки М,. (k = 1 ,  . . .  , 29) были взяты на 
конфока.льной сферической поверхности радиуса 4 ( 2 1  точка)  
и на плоскости х3 = -2 (8  точек) . 

Наибольший интерес в рассматриваемой граничной задаче 
представляют напряжения на поверхности 82. Они приводятся в 

Т а б л и ц  а 4.4 

0 , 1  94 , 7  о 94 ,7 -721 ,3  0 ,6  77 ,0  28 ,9  92 , 1  -684,4 
0 ,2 94 , 1  6 , 3  94,6  -719 ,9  0 ,7  68,8 33,2 91 ,5  -668 , 1  
0 ,3  92 ,0 12 ,5  94,2  -715,5 0 ,8 58 ,8 36 , 5  91 , 5  -648 ,7 
0,4 88 , 5  18 ,4 93 , 6 -708 , 1  0 ,9  46 ,6  38 ,6 92 ,5 -626 , 3  
0 ,5  83, 5  23 . 9  92 , 8  -697 ,7 1 3 1 , 9  39 ,3 94,9  -600,0 

табл. 4.4. В первом столбце таблицы дается координата х1 той 
точки поверхности 82, где вычисляются напряжения. Две другие 
координаты х2 и х3 для всех точек равны нулю. В таблице даны 
величины х .. , х., Уи и z •.  Значения Хи и у. во всех девяти точках 
с точностью 10-3 равны нулю. 
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M. A. ALEXIDZE 

FUNDAMENTAL FUNCTIONS IN APPROXIMATE SOLUTIONS 

OF BOUNDARY VALUE PROBLEMS 

1. lnformation about the author. Merab Alexandrovich Alexidze, D . Sc 
(Phys. Math . ) , Professor, Academician of the Academy of Sciences of the 
Georgian SSR, Director of the InsLitute of Geophysics, а prominent specialist 
in the field of computing mathematics and geophysics. 

2. Annotation. The present book is the third edition of the first monogra
phic puЬlication dealing 1vith the approximate method of boundary value prob
lem solutions with reliance Ьased on fundamental solutions.  The first edition 
was puЬlished in 1978 (Main Editorial Board for Literature on Physics and 
Mathematics) under the title «Solution of Boundary Value ProЫems Ьу Means 
of Expansion into Non-Orthogonal Functions» . The second edition appeared in 
1 989 (PuЬlishing House of the Tbilisi State University) «Fundamental Functi
ons of Mathemalical Physics Equa tions in Approximate Solutions of Boundary 
Value ProЬlems» .  

3. Contents. 
С h а р t е r 1. Boundary value proЬlem solution Ьу means of expansion into 

non-ortogonal functions. 
С h а р t е r 2. Fundamental and integrated fundaшeпlal solutions -of some 

differential equations. 
С h а р  t е r 3. Boundary valнe proЬlems for Laplace equation. 
С h а р  t е r 4. Boundary val•н;, proЫems of static elasticity theory. 
The first chapter gives а general account of the mctlюds of the approx i

mate solution of boundary value proЬlems with reliance placed on expansion 
into non-orthogonal functlons and f•шdamental solutions and s tudies the dif
ficulties of numerical realization of the approximation method. 

The second chapter contains fundamental solutions of a!most all the clas
sic lincar equations of mathematical physlcs pe1·mitting evident analytical 
descrip tion. 

Tl1e third chapter is given to boundary value proЬlems for Laplace plal}e 
and spatial equations which in sci<шlific literaturc have al"'ays been regar
ded as model proЬlems of mathematical physics. Therefore the author places 
special emphasis on such proЬlems. 

The fourth chapter sets up approximate methods of solution of boundary 
value proЬlems of static elasticity t.heory. 
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