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Untersuchungen iiber Knickfestigkeit.

Von Theodor von Karman.

Einleitung.

Die Eulersche Theorie der Knickfestigkeit durch Druck beanspruchter langer
zylindrischer Stdbe sucht die Stabilitdt des elastischen Gleichgewichtes im Falle
eines gleichmifigen parallelen Spannungszustandes festzustellen. Da der Unter-
suchung die Bedingung eines vollkommen elastischen Stoffes zugrunde gelegt wird,
148t sich im voraus erwarten, daB die der Theorie entnommene sogenannte »Knik-
kungsformel« nur insoweit brauchbare Werte liefert, als diese Bedingung wenigstens
anndhernd erfiillt ist. Dies ist nun bei sehr schlanken Stiben tatsichlich der
Fall, insofern die Knickung bei Druckbeanspruchungen erfolgt, die unterhalb
der Elastizitdtsgrenze des Stoffes liegen. Bei diesen verhiltnisméfiig sehr langen
Stiben ruft die Knickung erst eine fast rein federnde Ausbiegung hervor; bei
weiterer Belastung geht diese Ausbiegung freilich in eine bleibende Verkriimmung des
Stabes {iiber; da jedoch der Vorgang bis zu ziemlich grofien Ausbiegungen den
Charakter einer elastischen Erscheinung trégt, méchte ich diesen Fall als elastische
Knickung bezeichnen.

Bei demselben Stoff und denselben Querschnittabmessungen hingt die
Knicklast nur von der »freien Linge« des Stabes ab; 148t man die letztere ab-
nehmen, so kommt man zu einer Grenze, wo die »Knickspannung« — d. h. die
gleichméfiige Druckbeanspruchung, bei der das Gleichgewicht labil wird — die
Elastizititsgrenze erreicht. Bei kiirzeren Stiben ist der Stoff schon im Augen-
blicke der Knickung nicht mehr rein elastisch; die Ausknickung ruft sofort be-
trichtliche bleibende Ausbiegungen hervor, so daf man in diesem Falle von
unelastischer Knickung sprechen diirfte.

Der Fall der verhiltnismiifiig kiirzeren Stibe ist praktisch nicht weniger wichtig
als der der sehr langen, da zahlreiche Konstruktionsteile der Bau- und Maschinen-
technik in diese Gruppe fallen. Da die Eulersche Formel in diesem Falle keine
brauchbaren Werke zu liefern vermag, wurde eine Reihe mehr oder weniger empi-
rischer Formeln aufgestellt, die die Abhingigkeit der Knicklast von Querschnittab-
messungen und Lidnge des Stabes ausdriicken. Zurzeit werden in der Praxis haupt-
séchlich die rein empirischen Formeln Tetmajers benutzt, denen sehr zahlreiche und
sorgfiltic durchgefiihrte Versuche zugrunde liegen. Wihrend Tetmajer fiir sehr
lange Stibe die Eulersche Formel durch seine Versuche ziemlich gut bestitigt
findet, verzichtet er vollkommen auf eine theoretische Verfolgung der Xnick-
erscheinungen kiirzerer Stibe, die in den Bereich der unelastischen Knickung
gehoren.

Mitteilungen. Heft 81. 1



Die vorliegende Arbeit ist hauptséichlich diesem letzteren Falle gewidmet; ins-
besondere habe ich mir die Aufgabe gestellt, durch Versuche zu untersuchen, ob
die Knicklast — #hnlich wie es fiir die elastische Knickung durch die Eulersche
Theorie geschieht — aus dem Verhalten des Stoffes gegen reine Druckbeanspruchung
ermittelt werden kann,

Als wichtigstes Ergebnis will ich im voraus anfiihren, da man unter ge-
wissen, einfachen Annahmen, die spiter erortert werden sollen, zu einer der Euler-
schen ganz #hnlichen Formel fiir die Knicklast gelangen kann und dafl diese Formel
durch die Versuche gut bestitigt wurde.

Auf die Mdglichkeit einer Erweiterung der Eulerschen Theorie in diesem Sinne
wurde in der technischen Literatur mehrmals hingewiesen, zuerst von Engesser!')
im Jahre 1889; jedoch aus Mangel zuversichtlicher Versuche beziiglich des Ver-
haltens des Stoifes gegen reinen Druck mufite er sich damit begniigen, eine an-
nihernde Aehnlichkeit zwischen den theoretisch gewonnenen Gesetzmiifigkeiten
und Tetmajers empirischen Formeln nachzuweisen. Es wurden iiberhaupt Versuche
unmittelbar zu dem Zwecke, die GesetzmiBigkeit der Knickfestigkeit aus dem Ver-
halten des Stoffes gegen Druck abzuleiten, bisher — meines Wissens — nicht
gemacht.

Die gestellte Aufgabe machte parallele Druck- und Knickversuche an Stiben
von demselben Stoff ndtig, {iber die spiter einzeln berichtet wird. Diese Versuche
gaben auch Gelegenheit :

a) den Einfluf einer genauen Zentrierung des Stabes,

b) den Verlauf des Knickungsvorganges nach Ueberschreiten der Hochst-
last weiter zu untersuchen. Obwohl fiir beide Punkte einzelne Beobachtungen
gewil vorliegen, glaube ich dazu beitragen zu kionnen, da ich einerseits durch be-
sondere Versuchseinrichtungen die theoretischen Bedingungen besser verwirklichen
konnte, als dies bei den meisten in technischen Versuchsanstalten zu praktischen
Zwecken unternommenen Versuchen der Fall gewesen war, und anderseits die Vor-
ginge mit Hiilfe meiner parallelen Druckversuche rechnerisch verfolgen konnte.

Sowohl bei dem theoretischen wie bei dem experimentellen Teile meiner Ar-
beit wurden mir seitens des Hrn. Prof. Dr. L. Prandtl, Direktors des Institutes
fiir angewandte Mechanik in Gottingen, manche Anregungen und wertvolle Unter-
stlitzung zu teil.

I. Versuchseinrichtungen und Versuchsverfahren.

1) Festigkeitsmaschine.

Alle Versuche wurden an der hydraulischen 150 t-Presse des Institutes fiir
angewandte Mechanik an der Universitit Gotitingen durchgefiihrt (s. Fig. 1). Da
diese stehende Maschine hochstens etwa 1 m freie Linge fiir die Knickstibe zulift,
durften die Querschnittabmessungen nicht allzu gro gewihlt werden; dies machte
wieder eine ziemlich feine Kraftmessung notwendig. Zu diesem Zwecke wurde die

1) Die in Engessers erster Arbeit (Zeitschr. d. Hann. Ing.- u. Arch.-Ver. Bd. 35 (1889) S.
155) gegebene Losung ist nicht einwandfrei; von Jasinsky darauf aufmerksam gemacht, berich-
tigte er seine erste Losung in einer Arbeit von 1895 (Schweizer. Bauzeitung Bd. 26 S. 24). Bei
der Drucklegung meiner Dissertation war mir nur die erste Engessersche Arbeit bekannt, und
so beziehen sich meine Bemerkungen und meine Kritik auf S. 46 der Dissertation selbstverstind-
lich nur auf diese,



Maschine mit einer 45 t-Mefidose ausgeriistet; das an der Dose angebrachte Mano-
meter lieB etwa 150 kg in der Drucklast noch unmittelbar ablesen und daher etwa
30 bis 15 kg noch abschiitzen. AufBerdem war ein feineres Manometer an der
MeBdose angebracht, welches Lasten bis etwa 9 t zeigte und den fiinften Teil der

Fig. 1. Festigkeitsmaschine mit der Versuchseinrichtung.

oben genannten Grofien ablesen bezw. abschiitzen lieB. Der Umstand, daf die
Festigkeitsmaschine stets nur bis zu 20 vH ibhrer Leistung belastet war, kam der
Messung insofern zugute, als eine Ausbiegung der Sdulen und daraus entstehender
exzentrischer Kraftangriff viel weniger zu befiirchten war.

2) Einspannvorrichtung.

Bei der Konstruktion der Einspannvorrichtung kam es hauptsichlich darauf
an, daf sie
a) die Stibe wihrend des Versuches vollstindig festhalten, d. h. jegliches

Rutschen an der Druckplatte verhindern,
l*



b) eine feine Einstellung der Stabmittellinie in die Linie des Kraftangriffes
ermdglichen soll.

Die Konstruktionszeichnung der Einspannvorrichtung (nach meiner Zeichnung
von der Mannheimer Maschinenfabrik Mohr & Federhaft ausgefiihrt) ist in Fig. 2
wiedergegeben. Da nur Stibe mit viereckigem Querschnitt zu den Versuchen ver-
wendet wurden und so die Richtung der Ausknickung — wenn auch nicht der Sinn —
im voraus bestimmt war, so konnten die Knickstibe zwischen Schneiden statt
Spitzen gefaBt werden. Schneiden und Pfannen wurden aus Stahl angefertigt und
gehirtet; ihre Hochstbelastung bei den Versuchen betrug etwa 400 kg/cm.
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Fig. 2. Einspannvorrichtung zu Knickversuchen,

Zum Festhalten und Einstellen der Knickstibe sind die Einfassungsschuhe
mit Keilen versehen; gegen etwaiges Rutschen in der Lingsrichtung des Quer-
schnittes dienen verschiebbare kleinere Klotze.

Die beschriebene Versuchseinrichtung bietet hauptséichlich den Vorteil, daf die
Keile die Nachstellung der Stibe noch unter einer gewissen, nicht allzu grofien
Belastung ermdglichen. Die Stibe wurden vor den eigentlichen Versuchen etwa bis
zur Hilfte der zu erwartenden Hochstlast — bei kiirzeren Stiben so weit, dafl
man nicht Gefahr lief, die Elastizitdtsgrenze zu tiberschreiten — belastet und die
Ausbiegung der Stabmitte vermerkt. Nach mehrmaligem Entlasten und Nach-
stellen — wobei der Stab stets unter einer geringen Last festgehalten bleiben
konnte — hat man erreichen konnen, dafl die Ausbiegung bei der erwihnten Probe-
belastung zuletzt auf einen kaum merklichen Betrag vermindert wurde. Erst da-
raufhin wurde der eigentliche Versuch vorgenommen.

Eine nachstellbare Einfafvorrichtung zu Knickversuchen hat meines Wissens
Considere') angewendet. Ferner ist es Prandtl bei den in seiner Dissertation ?)

1) Considére, Congrés international des procédés de construction 1891 S. 371 u. ff.
%) Prandtl, Kipperscheinungen, Diss, Miinchen 1899.



wiedergegebenen Versuchen gelungen, durch sorgfiltige Einstellung mit der Hand
bei freilich sehr diinnen Stiben der theoretischen Forderung (kaum merkliche Aus-
biegung bis zur N#he der kritischen Last) sehr nahe zu kommen, und dies gab mir
hauptsiichlich die Anregung, auf die richtige Zentrierung der Stdibe grofies Gewicht zu
legen. Da Considére nur die Knicklasten angibt, jedoch nichts iiber den Verlauf der
Versuche mitteilt, so kann ich meine Versuche in dieser Hinsicht nur mit denen ei-
niger andrer Forscher vergleichen. In Fig. 3 ist der Zusammenhang der Belastung
und der relativen Ausbiegung (als relative Ausbiegung wird das Verhdltnis der
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Fig. 3.

Ausbiegung in der Stabmitte zum Trigheitshalbmesser des Stabquerschnittes betrach-
tet) in stark vergroBertem Mafstabe dargestellt, und zwar nach Versuchen von Tetmajer?),
von Kirsch?) und von mir; man sieht, daf sich meine Versuche noch bedeutend
besser dem theoretischen Vorgang anschmiegen, als es bei den somst sehr sorgfiltig
durchgefiihrten Tetmajerschen Versuchen der Fall war. Hrn. Kirschs Einwinde
gegen die Eulersche Theorie sind meiner Ausicht nach einfach darauf zuriickzu-
fiihren, daB bei seinen Versuchen die Voraussetzungen der Theorie nicht einmal
annihernd erfiillt waren.

An dieser Stelle miissen zwei Fehlerquellen erwihnt werden, die mit der An-
ordnung der Einspannstiicke zusammenhéingen.

a) Der erste Fehler wird dadurch begangen, daf als freie Linge der Ab-
stand der Schneiden betrachtet wird und so die fast starren Einfassungsschuhe zu
der elastischen Linie mitgerechnet werden. Der so begangene Fehler kann jedoch
leicht abgeschitzt werden:

1) y. Tetmajer, Die Gesetze der Knickungs- und der zusammengesetzten Druckfestigkeit
der technisch wichtigsten Baustoffe. Wien 1903. Versuche Nr, 15 und 16 (S. 38 u. ff.).

?) B. Kirsch, Ergebnisse von Versuchen iiber die Knickfestigkeit von Siulen mit fest ein-
gespannten Enden. Z. d. V. d.I. 1905 8. 907. — Das Beispiel bezieht sich auf Versuch 4 mit
Spitzenlagerung; bei den iibrigen Versuchen scheinen die Stibe noch weniger gut zentriert ge-
wesen zu sein.



Betrachtet man den Stab von der Gesamtlinge A4 B, Fig. 4, mit den starren
Enden AP und QB in einem unter der Last leicht ausgebogenen Zustande, so
besteht die Biegungslinie aus den beiden geraden Teilen AP und QB und dem
Sinusbogen PQ, und es ist leicht zu zeigen, da§ der Stab unter derselben Last aus-

L

Fig. 4. Einfluf der starren Enden.

knicken wird, die den vollkommen biegsamen Stab A'B' zur Knickung bringt. Die
beiden elastischen Linien decken sich vollstindig zwischen den Punkten P und Q,
und an diese gemeinschaftlichen Teile setzen sich die geraden Enden beriihrend an.

Schreibt man
T="4p"
so verhiilt sich AB zu AP annihernd wie tg ¢ : ¢, und man hat fiir die Berichti-
gung 4, die man an jedem Ende des Stabes in Abzug bringen mufi, um die
richtige freie Linge zu erhalten,

teg—g
T

d=1L

’

oder falls man sich bei dem Tangens auf die ersten zwei Glieder beschrinkt,

7? AP\3
=5 2(5)
Die nachfolgende Zahlentafel 1 gibt die Berichtigungen in Prozenten von der

Gesamtliinge L an fiir verschiedene Werte von i—%.
Die hier angestellte Betrachtung gilt streng nur fiir den Fall der elastischen
Knickung; bei der unelastischen Knickung wird jedoch die Berichtigung noch geringer,
da die Biegungslinie von der Sinuskurve in dem Sinne abweicht, dafl sich die
Kriimmung auf die Mitte beschrinkt und die Stabenden noch besser der Tangente

anschmiegen.
Zahlentafel 1.

Linge des starren Teiles Berichtigung
in vH der Stablinge vH
l N
2 0,02
5 0,04
10 0,3
15 1,1
20 | 2,6
25 f 5,1
|

b) Ein andrer Fehler kommt dadurch zustande, daff die Reibung in den
Schneidepfannen nicht vollstindig beseitigt werden kann. Dies ist der Grund,
warum einige Knicklastwerte zu hoch kommen. Die theoretische Knicklast — wie
sie z. B. durch die Eulersche Formel angegeben wird — bildet eine obere
Grenze, und so diirften Abweichungen nur in dem cinen Sinne: nach unten, je-
doch nicht auch nach oben, vorkommen. Trotzdem kann diese Reibung nicht allzn
groflen Einflufl haben, da die Abweichungen von der Eulerschen Formel im elasti-



schen Bereiche hochstens 1 bis 1,5 vH ausmachen; nur in einem einzigen Falle
betriigt die Abweichung etwa 3 vH. Es ist zu bemerken, daB bei Knickversuchen
Abweichungen von 10 bis 15 vH nicht zur Seltenheit gehoren.

3) Mefigeriite.

a) Druckversuche. — Die Druckversuche wurden mit Hiilfe des Martens-
schen Spiegelapparates durchgefiihrt. Da die Mefllinge 50 mm betrug, so konnten
die Ablesungen, ohne die Spiegel zu wechseln, in den Bereich der bleibenden Form-
iinderungen bis 2 vH Verkiirzung fortgesetzt werden.

b) Knickversuche. — Die Ausbiegung in der Stabmitte wurde an einem Bau-
schingerschen Rollenapparate abgelesen. Er hatte drei Rollen, so daB die Ueber-
setzungen /s, 710, '/» betrugen. Bei Verwendung der mittleren Rolle, die ich stets
benutzte, konnten 0,1 mm an der Skala und 0,01 mm am Nonius abgelesen werden.
Eigentlich diirfte jedoch meiner Ansicht nach die Empfindlichkeit dieser Apparate
nicht iiberschéitzt werden. Bei den Versuchen kam es nicht darauf an, die Aus-
biegungen genau auszuwerten, sondern es handelte sich mehr um eine Abschitzung
der anfdnglichen Exzentrizitit und um eine Beschreibung des Knickvorganges.
Dementsprechend wurde auch auf die Anbringung besonderer Mefigerite zur Fest-
stellung etwaiger kleiner Verschiebungen der Stabenden verzichtet. Diese Ver-
schiebungen spielen bei den gewthnlichen Knickversuchsanordnungen eine be-
deutende Rolle, da die Pfannen meistens an den Druckplatten frei rutschen kénnen. Dies
war jedoch bei meiner Anordnung nicht der Fall. Wie ich feststellte, betrugen die
Verschiebungen, die namentlich bei dem unteren Einspannstiicke vorkamen, bei
den hochsten Belastungen 0,01 bis 0,02 mm, so daB es wirklich nicht der Miihe wert
erschien, dies zu beriicksichtigen, besonders da es ohnehin kaum moglich ist,
die anfiinglich #uflerst kleinen Ausbiegungen von Punkt zu Punkt rechnerisch zu
verfolgen.

4) Versuchstiicke.

Als Versuchstiicke dienten 6 kurze Druckstibe und 25 Knickstibe. AuBer-
dem wurden von den Enden der beiden Ilingsten Knickstibe Stiicke von etwa
100 mm Linge abgeschnitten und als Druckstibe verwendet.

Alle diese Stiibe — die die Firma Fried. Krupp in Essen dem Institute fiir an-
gewandte Mechanik freundlichst zur Verfiigung gestellt hat — sind aus einem geschmie-
deten Martinstahlblock von den Abmessungen 200 >< 200 mm ausgeschnitten worden.
Die chemische Zusammensetzung des Stahls ist durch folgende Annalyse gegeben:

C . . . . . . . O0uebisosovH|S. . . . . . . 0,25 bis 0,020 vH
Sio.o. . . . . . 0,82 » 0,35 » Ca . . . . . .. 001 »
Mn . . . . . . . 085 » 056> |Ni . . . . . . . . . .02 »
P ... .. ... 0 005> [ CroLoL 0L L L L 0,05 >

Die Figuren 5 und 6 zeigen das Spannungsdiagramm fiir den Zug- und den
Druckversuch. Die Zugfestigkeit betrigt 6800 kg/qem. Die Bruchdehnung betriigt
16,7 vH und die Kontraktion 36 vH. Der Elastizititsmodul (gegen Druck) betrigt
im Mittel E = 2170 t/qem. Die Ergebnisse von 6 Druckversuchen sind in Zahlen-
tafel 2 wiedergegeben.

Die Druckstibe hatten die Abmessungen 30 ><30>< 90 mm; die Abmessungen der

Knickstibe sind in Zahlentafel 3 zusammengestellt. Alle Stibe waren auf der
Hobelbank recht genau bearbeitet.
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Fig. 5. Zugversuchsdiagramm.
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Fig. 6. Druckversuchsdiagramm.

Zahlentaiel 2.

Bestimmung des Elastizititsmoduls mittels Druckversuche.

Nr. Linge ! Querschnitt Elastizititsmodul
mm ‘ mm t/qem
I 90 30.1 >< 30,1 | 2150
11 90 30,2 >< 30,1 2150
III 90 30,1 >< 30,1 2170
v 90 30,2 >< 18,1 2170
v 20 30,1 >< 18,1 2200
VI 90 80,1 >< 18,1 2190
Mittel 2170
Zahlentafel 3.
Abmessungen der Knickstibe.
Nr. Liinge Querschnitt N Liinge Querschnitt
mm qmm mm qmm
1 837 18,2 < 30,1 10 a) 345 25,05 >< 40,05
2 685 18,1 < 30,1 10b) 345 25,05 >< 40,05
3 a) 530 18,1 >< 30,1 11 202 18,1 < 30,0
3b) 529,5 18,05 >< 30,05 12 a) 270 25,1 >< 40,05
4a) 460 18,1 < 30,05 12b) 270 25,05 >< 40,1
1h) 460 18,0 >< 30,05 13 169 18,1 < 30,0
5 419 18,05 >< 30,05 14 a) 200 25,1 >< 40,0
6 400,5 18,1 > 80,05 14b) 200 25,1 >< 40,0
7a) 537,5 25,0 ><40,0 15 a) 130 25,1 > 40,1
7b) 537,5 25,05 >< 40,0 15 b) 130 25,1 >< 40,05
8 300 16,0 > 30,0 16 101 25,0 > 40,0
9 a) 150 25,1 >< 40,0 17 81 25,0 >< 40,0
9 1) 150 25,05 > 40,05 \




Il. Theorie der Knickung fiir Stoffe mit beliebigem
Forminderungsgesetz.

(Unelastische Knickung.)

1) Bevor ich in eine theoretische Behandlung des nichtelastischen Knickungs-
vorganges eingehe, will ich die Ergebnisse der entsprechenden Untersuchungen fiir
den elastischen Fall kurz zusammenfassen.

Die Differentialgleichung fiir die Mittellinie des durch die axiale Kraft P
leicht gebogenen Stabes lautet im Falle einer Spitzen- oder Schneidenlagerung
a’y
IE 5+ Ply+y)=0 . . . . . . . . (1,
wobei
I das Kkleinste Trigheitsmoment des Stabquerschnittes,
E den Elastizitiitsmodul des Stoffes,
y die Ordinate der ausgebogenen Mittellinie im Abstande w,
Y« die anfingliche Exzentrizitit der Last in bezug auf die gerade Schwer-
punktlinie bedeutet.

Zu der Differentialgleichung (1) kommen noch die Grenzbedingungen y — 0 fiir
=0 und z=/1; alsdann haben wir folgende Losungen:
a) Im Falle y,— 0, d. h. bei vollkommener Zentrierung
a) die Gerade y= 0 fiir alle Werte von P,

B) die Sinuslinie j =Asin(nm7) fiir einzelne Eigenwerte des Para-
meters P,

welche in der Formel

IE
P=m2ﬂ2? O )

enthalten sind (wobei m eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet). Die Inte-
grationskonstante 4 bleibt dabei unbestimmt.
b) Im Falle 7, > 0 ergibt sich fiir y

{ l
cosk (w———2—)

Y ="Ya ’“*C;(T?l)*———ll. N )

l
und somit fiir = 5, d. h. fiir die Stabmitte

1
Yn=Ya [—77 1 .
(COSI;l ) e e e e e e e (oa),

wo k die Grofe V% bezeichnet.

Werden P und y, als Koordinaten aufgetragen, so erh#lt man fiir verschiedene
Exzentrizititen (y.,) die in Fig. 7 dargestellte Kurvenschar (vergl. dazu die Ver-
suchskurven in Fig. 38). Die Kurven haben als gemeinschafiliche Asymptote

IE
die wagerechte Gerade P=Pk=iz27, entsprechend der kleinsten kritischen

Knicklast im Falle vollkommener Zentrierung.

Die Losungen, welche man im Bereiche oberhalb dieses ersten kritischen
Wertes erhalten kann, sind praktisch belanglos, da man in diesen Bereich nur
durch kiinstliche Verhinderung der Ausbiegung gelangen konnte; es braucht deshalb



in ijhre Diskussion nicht eingegangen zu werden. Fiir praktische Zwecke ergibt
sich daher die Formel fiir die Knicklast (m = 1)

IE
Po=m®"p . . L L L L L. (48
2 _Hmicklast
a’; ot —

} Il —T""]
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Fig. 7. Ausbiegung vollkommen elastischer Stihe.

PN P .
und fiir die Knickspannung — mit it= (¢ gleich dem »Trigheitshalbmesser«
des Querschnittes F) —

(i)'ﬁ..A.,....(w).

l
Das Verhiiltnis (jlf), von dem die Knickspannung bei demselben Stofi allein ab

hiingt, wird schlechthin als »Schlankheit« bezeichnet.

Die darch Gl. (3a) dargestellten Kurven, Fig. 7, kénnen mit guter Anniiherung
durch Hyperbeln ersetzt werden; dadurch konnen z. B. zu Versuchskurven — wie sie
in Fig. 3 dargestellt sind — mit ziemlicher Sicherheit Asymptoten konstruiert
werden?). Ich will noch bemerken, dafl bei etwa P = 0,4 P, (d. h. als die Belastung
40 vH der Knicklast betrigt), 4. = 4. wird, so daB dadurch sehr kleine, unmittelbar
nicht mefbare Exzentrizititen (y,) aus dem Verlaufe des Versuches ermittelt bezw.
abgeschitzt werden konnen.

) In einfachster Weise gewinnt man z. B. die Asymptoten, deren Richtung bekannt ist,
aus drei Punkten 1, 2, 3 der Hyperbel, Fig. 8, indem man durch 1 und 3 eine Wagerechte

|

[
Fig. 8. Asymptotenkonstruktion.

bezw. Senkrechte zieht und durch den Schnittpunkt derselben Parallelen zu 12 resp. 23 zeichnet.
Die Schnittpunkte dieser Parallelen mit 23 resp. 12 liefern je einen Punkt der zwel Asymptoten.
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2) Fiir den unelastischen Fall. Da die Giiltigkeit des einfachen Propor-
tionalitiitsgesetzes aufhort, sind die Rechnungen weit verwickelter. Ist jedoch das
Forminderungsgesetz fiir den Stoff durch Druckversuche bekannt, so kann man —
allerdings nur fiir gegebene Werte der mittleren Druckspannung — die moglichen
Gleichgewichtgestalten des leicht gebogenen Stabes graphisch oder rechnerisch er-
mitteln. Diese Aufgabe soll unter den Annahmen gelost werden, daf

a) bei schwachen Biegungen eines geraden Stabes den Dehnungen (Verkiir-
zungen) der einzelnen Faser dieselben Spannungen entsprechen — und zwar auch
iiber die Elastizititsgrenze hinaus —, welche diese Dehnungen bei reinem Druck-
oder Zugversuchen hervorrufen,

b) die Dehnungen (Verkiirzungen) der Faser eines leicht gebogenen Stabes an-
geniihert durch den Ansatz sich berechnen lassen, dafi die ebenen Querschnitte
eben bleiben.

Beide Annahmen bilden eine Erweiterung der iiblichen N#herungstheorie fiir
Biegung eines geraden Stabes. Die Moglichkeit einer #hnlichen Erweiterung fiir
Forménderungen iiber die Elastizititsgrenze hinaus wurde in letater Zeit von E.
Meyer?!) durch eigens zu diesem Zwecke veranstaltete Versuche nachgewiesen,
und zwar fiir viel groBere Ausbiegungen, als sie hier in Frage kommen. Die
erste Annahme ist aulerdem an und fiir sich einleuchtend; daff im Mangel andrer
Grundlagen die Annahme der eben bleibenden Querschnitte benutzt wird, mag damit
begriindet werden, da sie fiir gleichmiBige Biegung durch ein gleichbleibendes
Moment streng zutrifit und daher in Fiillen, wo das Biegungsmoment lings des Stabes
sich verh#ltnismi#fiig langsam indert, als Anndherung noch zugelassen werden kann.

Denkt man sich nun den Stab durch eine Kraft P = Fo, gleichmifiig zusam-
mengedriickt und dann leicht ausgebogen, so ergibt sich auf Grund der erwihnten
Annahmen folgende Spannungsverteilung: es gibt eine gerade Linie in jedem
Querschnitte — ich will sie als »neutrale Achse«?) bezeichnen —, lings deren die
Spannung ¢, unverindert bleibt; an einer Seite dieser Achse wird nun die Spannung
durch die Biegung vermehrt, es gilt daher das durch die Druckversuche ermittelte
Form#nderungsgesetz; aut der andern Seite dagegen cntstcht eine Entlastung, und
da bei der Entlastung nur die elastischen Forminderungen riickgingig werden, so
gilt hier das einfache Proportionalitiitsgesetz.

Unter der Annahme ciner solchen Spannungsverteilung — wie sie z B. in
Fig. 9 gezeichnet ist — sind die folgenden Berechnungen und graphischen Ver-
fahren durchgefiihrt worden.
|
} 8
&7
— - i ’
z et
¥ g,
el oy ’
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Fig. 9. Spannungsverteilung.

) Eugen Meyer, Die Berechnung der Durchbiegung von Stiben, deren Material dem
Hookeschen Gesetze nicht folgt. (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1908 S. 167.)

%) Die Bezeichnung entspricht insofern nicht dem iiblichen Sprachgebrauch, als diese »neutrale
Achse« nicht spannungsfrei ist; ihre Fasern erhalten eben nur keine Spannungsinderung infolge
der Biegung.



3) Wird der Stab unter der axialen Kraft P mit der anfiinglichen Exzentri-
zitit 7, leicht gebogen, so hat man fiir jeden Querschnitt die beiden Gleichgewicht-
bedingungen

jmp:p... . (3a)
[x]
62dF=Ply+4) - . - « - . + . (5D
[¥]

zu erfiillen (F bedeutet die Querschnittfiiche, z den Abstand der einzelnen Faser
von der oben niher bezeichneten »neutralen Achse«), welche aussagen, daB die
Resultierende der Spannungen der #ufleren Kraft und das Moment der Spannungen
dem Momente der Kraft P das Gleichgewicht hilt. Auf Grund der im vorigen Ab-
schnitt angefiihrten Voraussetzungen kommt einerseits die erwihnte Beziehung
zwischen Spannung und Forminderung dazu, welche ich einfach durch

o=1f( . . . . . . . . . . (50
andeuten will; anderseits darf man — gemifi der Annahme eben bleibender Quer-
schnitte —, falls die Dehnung zu der »neutralen« Faser &, betrigt,

2
& — &y = v (5d)

schreiben, so daf die Dehnungen der einzelnen Faser durch den Kriimmungshalb-
messer ¢, welcher fiir kleine Ausbiegungen fiir alle Fasern gleich gesetzt werden
kann, schon bestimmt sind.

Wir wollen uns zunichst auf rechteckige Querschnitte (von der Hthe h und
Breite ) beschrinken. Alsdann diirfen wir schreiben — falls die Dehnungen in
den #uflersten Fasern mit & und & bezeichnet werden,

1 & — &
e_h..........(ea),
2
§— by = — (85 —
% (8 — &)

und die Gleichungen (5a) und (5b) erhalten die Form

2

bhfd(s)ds:P R (1))
und &
<2
fo(a)(s—sm)ds
bRt = Ply+yd - - . . . . (60

(&2 — &0)?
Die Gleichungen (6a) bis (6c¢) 16sen vollstindig die Aufgabe.
Gl. (6b) bestimmt eine Reihe von Spannungsverteilungen mit der mittleren
Spannung 0, =§, so daB alle in den einzelnen Querschnitten lings des gebogenen

Stabes auftretenden Spannungsverteilungen darin enthalten sein miissen. Zu jeder

solchen Spannungsverteilung gehort nun laut Gl. (6a) ein Wert der Kriimmung x

N
€2

fa (¢e) (e —e,)ade aus der

und laut Gl. (6¢) ein Wert von y, da die Grofie 7 ! g
2 — &
!
Spannungsverteilung sich berechnen Lifit; somit erhalten wir eine Reihe zusammen-
2
gehorender Werte von y und —1—7—, d. h. mit —1—6\3— ‘B:
0 o — dx

N S

cine Differentialgleichung

von der Form



YV=Ff@. . . . . . . . .. (D,
wo die Beziehung f(y) graphisch gegeben ist.
Durch die Substitution

a .
iy 2 ?/u) =y

ist die Losung der Gleichung (7) auf Quadraturen zuriickgefiihrt, und wir sind
somit imstande, die Gestalt der gebogenen Mittellinie zu ermitteln.

Fiir die einfache Beziehung zwischen Spannung und Dehnung ¢ = KEg¢, d. h.
im elastischen TFalle, wird die Gréfie

€,

w2
! fo‘(s)(a—e,,.)d.s:w

(69 — &1)? 12 ’

&1

und da laut Gl (6a) & — & — " ist, so wird
¢

ond 1
E- i P (y + ya),
und die allgemeine Differentialgleichung erhilt die einfache Form
2
JEZ“;%—!—P(?/—Fya) =0,

die wir im Punkt 1 aufstellten.

4) Das im letzten Punkt angedeutete graphisch-rechnerische Verfahren soll
im folgenden niher erdrtert werden. Die dazu gehiérenden Zeichnungen sind in
Fig. 10 bis 15 zusammengestellt. Der erste Teil der Aufgabe besteht darin, dic

Beziehung (7) fiir verschiedene Werte von 7 = Om ZU ermitteln. Die schon erwihnte

Fig. 9 stellt als Beispiel eine Reihe von Spannungsverteilungen dar, welche einer
miftleren Spannung von ¢, = 2950 kg/qem entsprechen. Wir haben dazu ein-
fach einen Teil der durch die Druckversuche gelieferten Spannungskurve zu nehmen;
man hat nur dabei, wie schon hemerkt wurde, in Betracht zu ziehen, daf in den
entlasteten Fasern der #ufieren Seite nur die elastischen Forminderungen riickgingig
werden und somit fiir kleinere Spannungen als o das Geradliniengesetz gilt. In
der Figur 9 sind rechts vom Punkt 4 gleiche Teile aufgetragen und dann g so
bestimmt, dafi die Flichen A BB, und ACC, einander gleich werden. Die Entfernung
des Punktes 4 von der Mitte der Strecke £ — & bestimmt dann die Lage der neu-
tralen Fasern im Querschnitte selbst; sie riickt desto mehr nach der dufleren Faser
hin, je stirker die Kriilmmung wird.

Durch Berechnung oder graphische Ermittlung des statischen Momentes der

2

Spannungsflichen erhilt man die GroSe —1‘ j 6(¢) (e — em) @& und bestimmt fiir jede

g2 — £1)
€1
- 70%y"”
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Fig. 10. Differentialbeziehungen 3" = £ (y) fiir verschiedene Werte der mittleren Spannung.
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Integration.
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Fig. 12 bis 14. Die Linien gleicher Belastung bezw. mittlerer Spannung in dem XKoordinaten-

!
systemen —, ym (Schlankheit und Ausbiegung) bei verschiedenen Exzentrizititen (ya=0,
i

Ya= 0,001k, yo=10,005h.
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Fig. 15. Beziechung zwischen Belastung und Ausbiegung bei verschiedenen Exzentrizititen fiir

l
einen Stab von der Schlankheit --=75.
¢

Bemerkung. In den Figuren 12 bis 15 sowie in Fig. 10 sind die Werte ym (Ausbic-
gung in der Mitte) auf !/jg00 der Stabdicke bezogen, so daB diese GréSe (bei den Versuchen 0,018
bezw. 0,025 mm) gewissermafen als Lingeneinheit benutzt wird.



- 16 -

Spannungsverteilung den Wert y oder richtiger y + ya. An dieser Stelle will ich be-
merken, daff es gentigt, die Integrationen fiir den Fall y,=0 (vollkommene Zentric-
rung) durchzufiihren, da man aus den so ermittelten Gleichgewichtgestalten sofort
eine Reihe solcher fiir verschiedene Exzentrizitit erhalten kann. Stellt nimlich die

Kurve.A/Z{ in Fig. 16 die gebogene Mittellinie dar, so liefert der Bogen ATBI chen-
falls eine Gleichgewichtgestalt, und zwar die eines entsprechend kiirzeren Stabes fiir
den Fall, dafi dieselbe Last mit der Exzentrizitit y. angreift.

Fig. 16. Zentrische und exzentrische Belastung.

Die aus den Gleichungen (6a) und (6¢) sich ergebende Differentialbezichung

y'=r®
ist fiir den Bereich ow = 2400 bis 8100 kg/qem (zwischen Elastizitdts- und Fliefgrenze)
in Fig. 10 dargestellt. Zur weiteren Losung kann man nun den zeichnerischen oder
den rechnerischen Weg einschlagen.

a) Beim zeichnerischen Verfahren hat man zwei graphische Integrationen
nacheinander vorzunehmen. Mit
© () ="

ay

d(y?) =2/ (y) dy,
wobei man iiber die Integrationskonstante dadurch verfiigen kann, dafl man den Bie-
gungspfeil in der Stabmitte annimmt. Somit wird fiir ' = 0, y = y». Hat man nun
y' als Funktion von y, so wird weiter

Y
dy
= |—.
y
0

Damit erhélt man eine Beziehung zwischen x und y bezw. y, die die Gleichgewicht-
form der ausgebogenen Mittellinie liefert, und zwar fiir cinen Stab, dessen Lidnge
durch das Integral

wird

Ym
d
L=2|%
y
0

bestimmt ist 1),
Die zweite graphische Integration wird in der Ndhe von y = y. unbequem
und ungenau, da der Integrand ins Unendliche wichst. Dies kann man durch einc

. . . sy Y d
Umformung vermeiden, indem man die Identitit i, = (y") benutzt und daraus
Yy y

— einsetzt. Das Integral wird dann zweckgemi in zwei Teile zu zerspalten secin:
Y

:l{l :l{m
L dy 1
ry :];;’ +/;u’ dy'.
0 Y1

Die graphische Integration wird in Fig. 11 veranschaulicht. Die Kurve z = ¢ (y)
liefert das Endergebnis: die Gestalt der gebogenen Mittellinie.

b) In manchen Fillen mag ein rechnerisches Verfahren rascher zum Ziele
fithren. Die Kurven konnen meistens durch eine Entwicklung nach y bis zum dritten
Grade gut angenidhert werden, alsdann erhilt man fiir y’2 einen Ausdruck von nicht
hoherem als vom vierten Grad in y, so daff allgemein die Stablinge durch die Periode
eines elliptischen Integrals und die Gestalt der Mittellinie durch elliptische Funktionen
dargestellt werden kann. . Fiir den einfachen Ansatz

!) Fir die Berechnungen empfiehlt sich, h=1 zu setzen, d. h. als Liingencinheit die Stab-
dicke zu beniitzen. So wird die tatsiichliche Linge ! des betreffenden Stabes von der Dicke 7

l U
I=7nL und seine Schlankkeit — = L > }/12.
13



—_ 17 =

—y"= Ay + By,
welcher diters gut benutzt werden konnte, lauten die entsprechenden Formeln
L——-> K (33, x) ,
VA + Byn? 2
wo

Bym®
L =
PRI A+ Bym2

bezeichnet, und fiir die Mittellinie gilt y = ym sin am .
¢) Fir die Fille, in denen dieser einfache Ansatz nicht geniigend genau war,
hat sich folgendes Anniherungsverfahren sehr brauchbar erwiesen:
Man zerlegt die Linie y" = (y), wie aus Fig. 17 ersichtlich ist, in kleine ge-
rade Stiicke, so daff fiir jedes Intervall zwischen yi—1 und y: gesetzt werden kann:

—y" = ai+ biy;

alsdann wird die Kurve aus einzelnen Sinusbogen zusammengesetzt. Nun kann man
fiir einen beliebigen Teil einer Sinuslinie y = 4sin (Az) folgende Beziehung aufstellen:

Ti— L (al tg w arc tg yi_l”)
;— xi—1 = — |arc — arc
i ) g0y € 1y1)

wo y/ und gy die Werte von y' und y” fiir den Punkt z; bezeichnen. Mittels dieser
Bezichung kann man sich die zweite unbequemere Integration ersparen und, da die

Werte g/, v’ bereits vorliegen, die Werte z;, @, . .. zu den Werten y;, y2 . . . berechnen.
Py
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Fig. 17. Zur graphischen Integration.

Man kann sich in den meisten Fillen mit einer verhiltnismifig geringen
Anzahl von Teilintervallen begniigen, da die Anniherung als recht gut bezeichnet
werden kann. Ich bemerke, dafi die einzelnen Sinusbogenstiicke nicht nur mit ihren
Tangenten, sondern auch mit ihren Kriimmungen stetig ineinander iibergehen; erst
in der Aendcrung der Kriimmung liegt eine Unstetigkeit vor. Die so erhaltene
Biegungslinie ist In der Fig. 17 mit = ¢ (y) bezeichnet.

Beziiglich der Gestalt der so gewonnenen Mittellinien ist im allgemeinen das
zu bemerken, da sie von der Sinusform in dem Sinne abweichen, dafi die Kriim-
mung sich auf die Mitte des Stabes beschriinkt. Dies ist an den gebogenen kleine-
ren Knickstiben wohl zu sehen, wihrend die lingeren Stdbe auch in ihren blei-

benden Form#nderungen mehr die Sinusform behalten.

5) Bei dem im vorigen Punkt angedeuteten Rechnungsverfahren konnte die
Gestalt der gebogenen Mittellinie eines Stabes von gegebener Linge unmittelbar
doch nicht ermittelt werden; vielmehr ergibt sich die Linge als Endergebnis
der Integration. Dies kann so ausgedriickt werden, dafl man die Linge jenes
Stabes bestimmen kann, den die gegebene Kraft bei gegebener Exzentri-
zitdt in einer gebogenen Gestalt mit dem Biegungspfeil y» zu behalten vermag.
In dieser Weise erhilt man die Linien gleicher Belastung in dem Koordinaten-

Mitteilungen. Heft 81. 2
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systeme L, ym (bezw. L’_, Ym, Schlankheit und Ausbiegung) fiir verschiedene Ex-
2

zentrizititen. Diese Linien sind in den Fig. 12 bis 14 fiir y, = 0 0,001 A und 0,005 %
eingezeichnet. Um zu der iiblichen Darstellung zu gelangen, die fiir den elasti-
schen Fall in Fig. 7 gegeben ist, wihle man die Belastung (bezw. mittlere Span-
nung ¢,) und die Ausbiegung (3m) als Koordinaten. Die Fig. 15 und 18 liefern die

: l .
entsprechenden Diagramme fiir Stibe von der Schlankheit %: 75 und T = 60.

Aus diesen Figuren ist nun sowohl der EinfluB der Exzentrizitit auf die
Hochstlast als der Verlauf des Vorganges nach der Ausknickung deutlich zu ent-
nehmen. Namentlich sieht man, daf im Gegensatz zu dem elastischen Falle, wo
die Kurven mit verschiedenen Exzentrizititen derselben Hochstlast asymptotisch
zustreben, hier die Hochstlast schon durch sehr geringe Exzentrizititen
erheblich vermindert wird.
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Fig. 18. Aufbiegung bei unelastischer Knickung (~4= 60) .
i

Dieser — in praktischer Hinsicht #ufilerst wichtige — Umstand steht damit
im Zusammenhang, daf, wihrend bei der elastischen Knickung die Ausbiegung
unter fast unverdinderlicher Last erfolgt, bei dem unelastischen Vorgange die Aus-
biegung eine rasche Abnahme der Last zur Folge hat — wie dies z. B. die Fig. 18
klar zeigt. (Es ist dabei zu bemerken, daf die Ausbiegungen in #Huflerst ver-
grofertem Mafistabe gezeichnet sind, indem als Lingeneinheit Y1000 der Stabdicke
dient.) Spiter werden wir sehen, wie diese theoretischen Folgerungen durch die
Versuche bestétigt wurden.

6) Es bleibt noch die Aufgabe iibrig, fiir den kritischen Wert P, — d. h. fiir
die theoretische Knicklast bei vollkommener Zentrierung — eine geschlossene
Formel aufzustellen. Diese konnte wohl durch Grenziibergang aus den voran-
gegangenen Betrachtungen gewonnen werden; ich ziehe es jedoch vor, das Er-
gebnis durch die Betrachtung der Spannungsverteilung in unmittelbarer Nihe des
geraden Zustandes abzuleiten.

Fiir diese Stabilitdtsberechnung darf man die Spannung in der Nihe der ge-
suchten Knickspannung nach Potenzen von 4 ¢ entwickeln und, ohne etwas an
Strenge einzubiifien, sich auf das erste Glied beschrinken. Es sei daher fiir posi-
tive 4 ¢
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c=o0,+ M 4d¢
und fiir negative — da, wie es schon bemerkt wurde, in den entlasteten Fasern
nur die elastischen Formiinderungen riickgingig werden —
c=o0,+ M, de.
Die Grofie M;, die ich als Modul der gesamten Forminderungen be-
zeichnen will, ist durch den Differentialquotienten Z—Z gegeben; dagegen ist der

Wert M; dem urspriinglichen Elastizititsmodul nahezu gleich.

Die entsprechende Spannungsverteilung ist in Fig. 19 dargestellt; die Lage
der neutralen Faser (in dem friiher bestimmten Sinne) ist dadurch bestimmt, daf}
die mittlere Spannung o6, = 0; betragen muf. Fiir den rechteckigen Querschnitt
sind die Resultierenden der »Zusatzspannungen« den beiden Dreieckinhalten 4B L'
und 4CC’ in Fig. 19 proportional. Da

I—“”'z'
N
i ¥

Fig. 19. Spannungsverteilung im Augenblick der Ausknickung.
61’ - J‘[l

6y = M;

SRS
o
o]
~

betrigt, so liefert die Gleichheit der beiden Dreiecke die Beziehung
M1 h1 2= M1 h22

oder mit
h=hi -+ he
h1 — & h
VM1 =+ V.Mz
! (9).
_ Vi
hy=———-——~
Vi, + Vg,

Das Moment der Spannungen berechnet sich daraus zu
m, = g (m? o + k' 0))

oder mit den Werten aus Gl. (8) und (9) zu

Mot w1
T8 (Ve V) ¢

oder
m
m, =27
¢
falls
b A3
12
und



4 3, My

M=V e vomy

. (10)

gesetzt wird.
Die Differentialgleichung fiir die gebogene Mittellinie lautet daher mit der
2
iiblichen Ann#herung 1 _ %y
0 dz?

MIYY L Py=0 . . . . . . . . .()
dax?
und wir erhalten fiir die Knicklast den Wert
MJT

Po=n®—-

12a
L (122)

oder fiir die Knickspannung
0, = m? —7111[—" Ce e e e e (12b).

Die Druckversuche liefern M; und M; und daraus M als Fanktion von a,,
so daB die Gleichung (12b) nach (i) auflgsbar ist. Es ist daher schlieBlich oy als
1

Funktion von (i) fiir einen und denselben Stoff bestimmt.
K3

Der »resultierende Modul« M, der in der Eulerschen Gleichung an Stelle des .
Elastizitdtsmoduls getreten ist, bildet im allgemeinen einen Mittelwert zwischen den
beiden Moduln }; (gesamte Forminderungen) und M, (federnde Formiinderungen).
Wie dicser Mittelwert zu bilden sei, hingt von der Querschnittform ab. Fiir das
Rechteck haben wir bereits die Formel abgeleitet

4 My Mo

M=+ Vo)

oder in andrer Form
L1l 1)
Var 2 W Vi)
Im allgemeinen gilt folgende Vorschrift: Man hat den Querschnitt durch einc
Gerade — parallel der Achse des kleinsten Trigheitsmomentes — so in zwei Teile

zu teilen, dafl zwischen den statischen Momenten dieser Teile und den Moduln
M, und M, die Beziehung besteht

My St = M; Se,
welche aussagt, dafl die Resultierenden der gegenseitigen Zusatzspannungen sich
aufheben. Werden die Trigheitsmomente der beiden Teilquerschnitte in bezug auf
dieselbe Gerade mit J; und J:, das Trigheitsmoment des vollen Querschnittes mit
J bezeichnet, so hat man fiir das Moment der Spannungen

My = J1 M1+ J> M
oder, falls man
W, =JdM

setzt, so ergibt sich daraus fiir M der Wert

J1 J2
M=7M1+7M2 . . . . . . . . (13).

Diese Betrachtung fiihrt zu dem beachtenswerten Ergebnis, dafi die Knickspan-
nung im unelastischen Bereiche — im Gegensatze zu dem elastischen Falle —

nicht allein von der Schlankheit, d. h. vom Verhiltnis i., sondern auch von der
?

Querschnittform abhiingt. Allerdings ist der Einflu der letzteren nicht sehr be-



triachtlich, so dafl er praktisch wenig in Betracht kommt. Z. B. fiir die von dem
vollen Rechtecke ziemlich abweichende Querschnittform eines I -Trigers wird bei
Vernachlissigung des Steges

S = fhl

Sz = fhz
(f gleich der Querschnittfliche des Flansches, &, und 2, Abstinde der Flanschmitte
von der neutralen Achse). Daraus folgt fiir 21 und h:
]}tg o

und da die Trigheitsmomente niherungsweise
Ji=fm?
Jy = f hs?®

geschrieben werden konnen, nach Gl. (13)

My Mo
=Sun.oay (14)

oder
141 1

L
M 2 \m +M2 ’
Betrdgt z. B. My /: bezw. /130 von M: = E, so berechnet sich M

fiir das volle Rechteck zu . . M = 0,68 E bezw. 0,23 E
fiir den T-Triger zu . . . . M = 0,66 E bezw. 0,18 E.

Somit ist die volle Rechteckform bei gleichem Trigheitshalbmesser etwas
knicksicherer als der J-Triger. Freilich kann es in extremen Fillen darauf an-
kommen, die Berechnung genau durchzufiihren; in fast allen praktischen Fillen
wird man jedoch damit auskommen, dafl man die Knickspannung als Funktion
der Schlankheit betrachtet.

1Il. Versuchsergebnisse.

Als Hauptzweck der Versuche galt, wie schon erwihnt wurde, die Bestitigung
der erweiterten Knickformel (12a) bezw. (12b). Zur Ermittlung der Werte M,
und M, dienten die Druckversuche, deren Ergebnisse in den Fig. 20 und 21 dar-
gestellt sind. Erstere bezieht sich auf den Bereich zwischen Proportionalitits- und
Fliegrenze, letztere veranschaulicht das Gebiet oberhalb der Fliefigrenze. Aus den

do
Versuchskurven wurden Mittelwerte filr M =—", als Funktion von ¢ berechnet,

l
und daraus ergibt sich M und (7) .ebenfalls als Funktion von o, wie dies in Fig.

22 veranschaulicht ist. Einen Vergleich der theoretischen Berechnung und der

. 1
Versuche erlaubt nun Fig. 23, wo in iiblicher Weise o; als Funktion von (7) darge-

!
stellt ist. Die oberste Linie, welche bei etwa — = 88 in die Eulersche Hyperbel

iibergeht, stellt die aus der Formel (12b) berechneten Werte dar; sie soll daher eine
obere Grenze fiir die beobachteten Werte von o; bilden, wobei die letzteren desto
geringer ausfallen, je weniger genau die Stibe bei den Versuchen zentriert werden
konnten. Nun zeigen sich wohl im Bereiche der erweiterten Formel weit grofiere
Abweichungen in diesem Sinne als im Berciche, wo die urspriingliche Eulersche
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Fig. 23. Vergleich der theoretischen Bereehnung‘zmit den Versuchsergebnissen.
Formel gilt. Dies war jedoch schon auf Grund der theoretischen Erwigungen zu
erwarten. Diese zeigten eben, dal in dem unelastischen Bereich eine sehr ge-
ringe Exzentrizitit der Kraft schon eine bedeutende Verminderung der Hochstlast
hervorzurufen vermag, wihrend im elastischen Bereiche die Hochstlast selbst kaum
merklich beeinfluit wird. Die untere Kurve in derselben Figur gibt iiber den
Einflu sehr geringer anfinglicher Exzentrizitit Aufschluff, indem sie die Hochst-
last — entsprechend einer exzentrischen Lage des Kraftangriffes um '/z200 der Stab-
dicke — darstellt. Mit Ausnahme eines einzigen Versuchswertes fallen alle beob-

Zahlentafel 4.
Zusammenstellung der Versuchsergebnisse mit Knickstdben.

Schlankheit i i
; Knickspannung Knickspannung Untersehiod
Gruppe Nr. ) beobachtet berechnet
‘ kg/qem kg/gem vH
1 175,8 690 690 I —_
2 146,0 1000 1005 | —0,5
4 3a) und b) 116,2 1595 1590 +0,5
4a) und b) 103,0 2030 2050 j —1,0
5 95,8 2305 2360 | —2,5
6 91,38 2500 [ 2550 | —2,0
o 7a) und b) 88,0 2720 2690 +1,0
8 82,0 2740 2900 —5,0
9a) und a) 73,1 2950 3050 ~—3,0
B 103) und b) 58,6 3130 3150 —0,5
11 53,6 3165 3175 —0,5
12a) und b) 48,2 3020 3210 —6,0
13 47,3 3060 3215 —5,0
14a) und b) 38,2 3250 ‘ 3320 —2,5
o 15a) und b) 28,8 3445 i 3560 —3,5
16 24,8 3900 4100 —5,0
17 22,0 4330 | etwa 4600 —6,0
Anmerkung. Fir Versuchswerte, dic sich auf je 2 Stibe mit gleichen Abmessungen

beziehen, ist ein Mittelwert in die Zahlentafel gesctzt worden, z. B, 4a) und b)



achteten Werte in das durch diese Kurve begrenzte Bereich; anderseits erlaubt der
Verlauf der einzelnen Versuche eine Abschitzung der anfinglichen Exzentrizitit,
und diese Abschiitzung fiihrt zu Werten, die von derselben GroSenordnung sind.

Es soll nicht unerwiihnt bleiben, daf die Schwankungen im Verhalten des
Stoifes gegen Druck — insbesondere in dem Bereiche zwischen der Elastizitits-
und Fliefigrenze — ebenfalls zur Vergrifierung der Abweichungen der Versuchs-
werte beitragen konnen. Es sind jedoch diese Schwankungen weit geringer, als daf§
sie die Streuung der Versuchswerte vollstindig erkliren konnten, und aulerdem 148t
sich in fast allen Fillen zeigen, daf die Stibe die zu friih ausknickten, minder ge-
nau zentriert waren, so dafi dies keinem Zufalle zugeschrieben werden kann.

Die beiden charakteristischen Grenzen im Verhalten des Stoffes — Elastizitiits-
und Fliefigrenze — zerlegen die Linie der Knickspannungen in drei Abschnitte. Da

Zahlentafel 5.
Stab Nr. 1. L =925 mm, F=18:2>< 30,1 — 548 qmm, — = 175,s.
2

Manometer Belastung Spannung } Ausbiegung Bemerkungen
at kg kg/gem | mm
2,5 750 140 i —
5,0 1510 j 275 ; —
7,5 2260 ; 415 ; 0,01
10,0 3020 ‘ 550 0,025
10,5 3170 580 0,04
11,0 3320 j 605 ‘ 0,06
11,5 3470 i 635 i 0,09
12,0 3620 i 660 f 0,25
12,5 3770 w 690 | — Zeiger liuft
12,0 3620 ; 660 13,4
11,5 3470 ; 635 16,0
11,0 3320 ! 605 ‘ 18,4
10,5 3170 i 580 20,0
10,0 3020 | 550 {218
7,5 2260 | 415 i 11,8 entlastet
5,0 1510 | 275 7,3
2,5 750 i 140 3,2
Zahlentafiel 6.
Stab Nr. 2. L= 763 mm, F— 18,1 50,1 = 545 qmm, % — 146,0.
| .
Manometer Belastung Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg kg/qem mm
|
2,5 750 | 140 —
10,0 3020 550 —
15,0 4520 | 830 0,02
16,0 1830 i 885 0,05
17,0 5130 ! 940 0,11
17,5 5280 965 0,24
18,0 5430 1000 0,86 Zelger liuft
18,0 5430 1000 2,8
17,0 5130 940 9,6
16,5 4980 910 10,4
16,0 4830 885 11,3
15,5 4675 855 12,3
12,0 4520 830 13,6
14,0 4220 775 15,4
13,0 3920 720 17,3
12,5 3770 690 18,5 entlastet
10,0 3020 550 13,4
5,0 1510 275 —
2,5 750 | 140 6,6
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das Verhalten der Stiibe in den drei Bereichen gewisse Verschiedenheiten aufweist,
so wollen wir diese einzeln besprechen. Die Knickstibe diirfen danach als sehr
schlanke, mittlere und kurze Stibe bezeichnet werden, wobei der letzten
Gruppe in praktischer Hinsicht wohl geringere Bedeutung zukommt, da bei diesen
kurzen Stiben eine eigentliche Knickgefahr innerhalb der zullissigen Spannungen
kaum mehr vorliegt.

A) Versuche mit schlanken Stiben.

Die Ergebnisse der Knickversuche mit Stiiben der ersten Gruppe (Nr. 1 bis 6)
sind in den folgenden Zahlentafeln 5 bis 12 wiedergegeben.

Zahlentafel 7.
Stab Nr. 3a). L =608 mm, F — 18,1 > 30,1 — 545 qmm, = — 116,.
2

Manometer Belastung Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg kg/qem mm
1
2,5 750 i 140 —
10,0 3020 555 —
20,0 6030 1110 ! 0,01
25,0 7540 | 1390 0,03
27,5 8290 ! 1525 0,11
28,2 8520 1570 0,52
28,6 8630 1580 ‘ — Zeiger liuft
27,1 8360 1535 4,30 entlastet
25,0 7540 1390 1,65
20,0 6030 1110 0,75
15,0 4520 835 0,45
10,0 3020 555 0,28
2,5 750 140 0,20
10,0 3020 555 0,28 wieder belastet
20,0 6030 1110 ] 0,60
25,0 7540 ] 1390 1,40
26,0 7840 1445 1 2,80
27,0 8140 1500 | 2,80
27,5 8290 ! 1530 | 4,10 zweiter Hochstwert bei 27,6 at
Zahlentafel 8.
Stab Nr. 3b). L =607,5 mm, F = 18,05 >< 30,05 = 542 qmm, £ = 116,1.
- K]
i 3 ‘ i o
Manometer Belastung | Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg kg/qem mm
2,5 750 i 140 —
10,0 3020 | 555 —
20,0 6030 i 1110 —
25,0 7540 \ 1390 —
26,0 7840 1445 0,02
27,0 8140 1500 0,05
27,5 8290 i 1530 0,07
28,0 8445 [ 1555 0,11
28,5 8600 1585 0,21
29,0 8750 ’ 1610 — Zeiger liuft
26,5 7990 i 1475 6,3
26,0 7840 | 1445 6,75
25,0 7540 | 1390 7,45
22,5 6790 | 1230 9,5
20,0 6030 | 1110 2,4 entlastet
15,0 4520 | 835 8,8
10,0 3020 555 " 6,4
5,0 1510 ‘ 280 | 5,2
2,5 750 1 140 | 4,6
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Die Ergebnisse der Knickversuche mit den Stiben 1 bis 6 stimmen sehr genau
mit den Eulerschen Werten tiberein. Der Elektrizititsmodul wurde zu

E=2170000 kg/qcm
gefunden, und zwar als Mittelwert von 6 Versuchen. Die einzelnen Werte, die
die Versuche mittels Spiegelapparates ergaben und in Zahlentafel 2 zusammengestellt
waren, zeigen Abweichungen untereinander, die wohl mindestens so grof} sind, als
die Abweichungen der Knickversuche von der Eulerschen Formel. Wir erwihnten
Zahlentafel 9.
Stab Nr. 4a). L —538 mm, F=18,1><30,05= 544 qmm, f’ = 103.

Manometer Belastung Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg kg/qem mm
2,5 750 140 —
25,0 7540 1385 —
30,0 9050 1665 0,02
32,0 9660 1775 0,025
34,0 10260 1885 0,03
35,0 10560 1940 0,07
35,5 10710 1970 0,10
36,0 10860 1995 0,13
36,5 11010 2025 0,25
37,0 11160 2050 0,78 Zeiger liuft
27,5 8300 1525 6,7
25,0 7540 1385 8,5
225 6790 1250 10,7
20,0 6030 1110 | 13,0 entlastet
15,0 4525 830 ] 10,3
10,0 3020 555 8,2
2,5 750 140 6,1

Zahlentafel 10.
L
Stab Nr. 4b). L = 538 mm, F =18 > 30,05 = 541 qmm, 5= 103.

Manometer Belastung Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg kg/qem mm
2,5 750 140 —
5,0 1510 280 0,01
10,0 3020 560 0,03
15,0 4530 835 0,05
20,0 6030 1115 0,07
25,0 7540 1395 0,09
27,5 8300 1535 ,‘ 0,12
30,0 9050 1675 0,15
32,5 9805 1815 0,23
33,0 9960 1840 0,26
33,5 10110 1870 0,29
34,0 10260 1895 0,33
34,5 10410 : 1925 0,41
35,0 10560 1950 0,52
35,5 10710 1980 0,71
36,0 10860 2010 | 1,46 Hochstlast bei 86,1 at, Zeiger Liuft
|
28,0 8450 1565 ‘ 5,95 entlastet
25,0 7540 1395 4,9
20,0 6030 1115 ' 3,45
15,0 4530 835 2,6
10,0 3020 i 560 2,05
2,5 750 | 140 1,45
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Schon, daBl die beobachteten Werte etwas zu hoch liegen wegen einiger Reibung an

den Schneiden.

Ueber den Verlauf der Versuche wire noch folgendes zu bemerken.

a) Fig. 24 zeigt den Verlauf der Versuche, bis die Belastung ihren Hochst-
Die Ausbiegungen sind dabei in sehr grofiem MafSstabe gezeichnet,
da die anfiinglichen Exzentrizititen und daher die Ausbiegungen im allgemeinen
iiberaus klein sind. Eine Ausnahme bildet der Stab 4b; dieser Versuch ist jedoch

wert erreicht.

Zahlentaftel 11.

Stab Nr. 5. L =497 mm, F = 18,05>< 30,05 =542 qmm, — = 9),3.
Manometer Belastung Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg kg/qem mm
2,5 750 140 =
30,0 9050 1670 0,01
35,0 10560 1945 0,03
36,0 10860 2000 0,05
37,0 11160 2055 0,07
38,0 11470 2115 0,10
39,0 11770 2170 0,15
40,0 12070 2225 0,22
41,0 123870 2280 0,80
41,5 12520 2305 0,45 Zeiger lduft
28,5 8150 1583 6,05
27,0 8600 1500 7,3
25,0 7540 1390 8,9
22,5 6790 1250 11,0
20,0 6030 1110 13,3 entlastet
15,0 4520 835 11,15
10,0 3020 555 9,35
2,5 750 140 7,4 wieder belastet
10,0 3020 555 8,9
20,0 6030 1110 | — zweite Hochstlast bei 20,0 at
Zahlentatel 12.
Stab Nr. 6. L =478,5 mm, F = 18,1 < 30,05 = 544 qmm, »L =91,3.
(2
Manometer Bglastung Spannung Ausgbiegung Bemerkungen
at kg kg/qem mm
2,5 750 140 -
30,0 9050 1665 —
35,0 10560 1940 0,01
40,0 12070 2220 0,04
41,0 12370 2275 0,06
42,0 12670 2330 0,10
43,0 12970 2385 0,15
44,0 13270 2440 0,25
44,5 13430 2470 0,34
45,0 13580 2500 0,74 Zeiger liuft, Hochstlast bei 45,1 at
28,5 8600 1580 6,3
27,5 8300 1525 7,3
25,0 7540 1385 9,1
22,5 6790 1250 11,1
20,0 6030 1110 13,6
17,5 5280 970 16,6
15,0 4525 830 20,9 entlastet
10,0 3020 555 18,1
5,0 1510 280 15.5
2,5 750 140 14,5
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deshalb bemerkenswert, weil man klar sieht, da die Linie 4b trotz eciner weit
groBeren anfiinglichen Exzentrizitit derselben Hochstlast asymptotisch zustrebt, wie
die Linie 4a.

b) Es ist auch der Verlauf des Vorganges, nachdem die Hochstlast {iberschritten
wurde, nicht ohne Bedeutung, Fig. 25. Die theoretische Forderung bei vollkommener
Elastizitit — Zunahme in der Ausbiegung bei gleichbleibender Last — wird nament-
lich bei den lingsten Stiben ziemlich gut erfiillt. Je kiirzer der Stab wird, d. h.
je hoher die Knicklast, desto eher tritt ein Riickgang der Last ein, welcher bei den
Versuchstiiben 5 und ¢ schon ziemlich pldtzlich wird. Die Entlastungskurven zecigen,
wie die bleibende Ausbiegung neben der fcdernden stets mehr zum Vorschein kommt.
In einigen Fiillen wurden die cntlasteten Stibe nochmals belastet; die zweite
Hichstlast wird ungefidhr bei der Belastung erreicht, bei welcher der Stab entlastet
wurde (s. Fig. 26).

Zahlentafel 13.
- - L .
Stab Nr. 7a). L= 635,5 mm, F= 250> 40,0 = 1000 qmum, -— = 88,
2

]
Manometer Belastung | Spannung Ausbiegung Bemerkungen

at kg ‘ kg/qem mm
50,0 e \ 2415 0,01

85,0 - 2565 0,02

90,0 = 2715 0,05

91,0 = 2745 0,12

91,5 = 2760 0,24 . Zeiger liuft

g%

17,9 £z 1445 6,2
45,0 + 8 1360 8,8
42,5 = & 1280 | 10,3

40,0 ? 1205 12,3

37,5 ‘; < 1130 14,0

35,0 g 1055 16,3

32,5 = 980 18,9

30,0 = 905 21,3 entlastet
20,0 M 605 17,0

10,0 2 i 305 | 14,8

2,5 < ‘ 75 ; 12,8

Zahlentafel 14.
Stab Nr. Th). L= 635,5 mm, & = 25,05 40,0 — 1002 qmm, = = 8.

Z

Manometer Belastung Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg kg/qem mm
2,5 . 75 -
60,0 2 1810 -
70,0 = 2110 0,02
80,0 <, 2415 0,04
85,5 zs 2565 0,07
86,0 b 2595 0,08
87,0 e g 2625 0,10
88,0 =12 2655 0,12
89,0 3 B 2685 — Zeiger liduft
=g
48,1 %",&: 1465 6,9 entlastet
40,0 23 1205 5,25
30,0 T‘j | 905 3,85
20,0 @ ! 605 2,75
10,0 ) 300 1,8
5,0 ~ | 150 1,4




B) Knickversuche mit mittelschlanken Stiben.

Die Zahlentafeln 13 bis 23 enthalten die Ergebnisse der Versuche mit der
niichsten Gruppe.
Zahlentafel 15.
Stab Nr. 8. L =378 mm, F= 30,0>< 16,0 =480 qmm, £,= 82,0.
2

|
Manometer Belastung Spannung | Ausbiegung Bemerkungen
at kg | kg/qem i mm
|
5,0 1510 313 ‘ —
30,0 9050 1875 i 0,01
40,0 12070 2515 ? 0,02
40,5 12220 2545 ! 0,035
41,0 12370 2575 ‘ 0,05
41,5 12520 2610 ; 0,07
42,0 12670 2640 ‘ 0,11
42,5 12820 2670 0,18
43,0 12970 2705 0,47
48,5 13120 2740 — Zeiger lautt
27,8 8220 | 1715 | 4,9
23,0 7540 | 1570 | 7,3
22,5 6790 1415 i 8,9
20,0 6030 1255 10,9
17,5 5280 1100 13,2
15,0 4530 945 16,2 entlastet
10,0 3020 630 14,45
2,5 750 | 160 11,9

Zahlentafel 16.

Stab Nr. 9a). L =528 mm, F= 25,1 < 40,0 = 1004 qmn, L _ 73,1,
z
Manometer Belastung | Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg ‘ kg/qem mm
i
5,0 J 150 1 —
80,0 & | 2415 1 —
90,0 g ’ 2715 | 0,01
95,0 g 1 2865 * 0,035
97,0 & | 2925 0,05
98,0 i | 2955 | 0,07
99,0 3 2985 0,11
100,0 ° 3015 ‘ 0,15
100,5 = 3030 i — Manometerzeiger springt jlotzlich
& | zuriick, Zeiger des Rollenappara-
58,7 =t | 1770 5,1 tes eilt mit einem kriftigen Ruck
53,0 2 1600 : 7,9 voraus
48,7 3 3 1470 10,0
43,5 = | 1815 ‘ 12,5 enilastet
40,0 S | 1205 12,0
30,0 - 905 10,5
20,0 & 605 | 9,25
10,0 £ 300 ] 8,05
2,5 = 75 | 7,15
10,0 = 1 300 | 7,1 wieder belastet
20 0 Z \ 605 | 8,6
30,0 k| 905 ; 9,8
35,0 A | 1055 ‘ 10,6
40,0 2 : 1205 \ 11,4
48,5 © 1315 | 13,8 zweite Hochstlast
38,0 | 1145 i 17,8
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Zu der Auswertung der Versuche von 7a bis 13 muBte zuerst dic Aenderung
des Wertes M) (Modul der gesamten Forminderungen) ermittelt werden; die Ent-
lastungsbeobachtungen, welche bei einzelnen Druckversuchen vorgenommen wurden,
ergaben, daB sich der Modul der elastischen Form#nderungen auch in diescm Be-
reiche kaum #ndert. Im Mittel findet man

M, = 2100000 kg/qgem,

also einen etwas geringeren Wert, als der urspriingliche Elastizitiitsmodul. Dieser Wert
ist auch in den Berechnungen benutzt worden.

Zahlentafel 17.

Stab Nr. 9b). L =528 mm, F= 25,05 > 40,05 — 1003 qmum, % — 3,1,
} 1 Ausbieguns
Manometer Belastung | Spannung \ Ausbiegung Bemerkungen

at . kg | kg/qem \ mm

5,0 | — —

35,0 5 j 1055 0,01

45,0 ~ ‘~‘ 1360 0,02

55,0 k| 1660 0,03

65,0 = | 1960 0,04

75,0 = 2265 0,07

85,0 - 2565 0,10

90, k: 2715 0,13

92,5 - & 2790 0,15

93, E E 2866 0,23 plotzliche Ausknickung wie bei

» =
o B S*ab Nr. 9a)

58,0 =2 B 1750 6,95 entlastet

30,0 £ 905 5,0

20,0 = 605 4,0

10,0 & 300 3,9

5,0 2 150 3,6 wieder belastet
30,0 2 905 i 4,55

40,0 A 1205 Z 5,15

50,0 ® 1510 ! 5,95

55,0 LS 1660 6,5

57,5 1735 zweite Mochstlast, Zeiger Liuft

Zahlentafel 18.
Stab Nr. 10a). L =423 mm, F = 40,05>< 25,05 = 1003 qmm, é = 58,6.

Manometer Belastung ." Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg ’ kg/qem mm
5,0 5 150 —
80 0 ° 2415 -—
90,0 5 2715 0,01
100,0 & 3015 0,02
102,5 S 3090 0,03
105,0 " -3165 0,06
105,5 K 3185 0,09 plotzliche Ausknickung, wie vor-
@ B0 her, sofort entlastet
79,7 s g 2175 5,4
60,0 » g 1810 4,6
50,0 :&;0(24 1510 4,3
40,0 = 1205 4,0
30,0 2 905 3,8
20,0 & 603 3,55
10,0 E 300 3,3 wieder belastet
30,0 2 905 3,6
50,0 g 1510 | 4,1
60,0 . 1810 i 4,3
70,0 =t 2110 | 4,8 zweite Hochstlast bei 73,5 at
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In bezug auf den Verlauf des Knickvorganges ist folgendes zu bemerken:

a) Es wird durch die Versuche im allgemeinen bestitigt, daB anfinglich exzen-
trischer Kraftangriff nicht nur die Ausbiegungen frither zum Vorschein treten l:iBt,
sondern auch die Hochstlast sehr merklich vermindert. Eine Uebersicht der Ver-
suchsergebnisse bietet Fig. 27. Sie enthilt einerseits die Versuchswerte (Knick-

7
spannungen als Funktion der Schlankheit fiir den Bereich - =230 bis 90), und zwar

mit Angabe der abgeschitzten Werte der Exzentrizititen, anderseits die theoretisch
ermittelten Kurven fiir die Hochstlast bei verschiedenen angenommenen Exzentri-
zitdten. Die Exzentrizititen sind in /1900 der Stabdicke ausgedriickt. Die Versuchs-
punkte ordnmen sich mit wenigen Ausnahmen in recht befriedigender Weise zu den

Zahlentafel 19,
L .
Stab Nr, 10b). L =423 mm, F= 25,05 > 40,05 = 1003 qnm, S= 58,6.

Manometer Belastung Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg kg/qem | mm
5,0 150 —
80,0 = 2415 —
90,0 3 2715 0.01
95,0 B 2865 0,02
100,0 25 3015 0,04
101,0 - 8 3045 0,07
102,1 ,__% & 3080 — plotzliche Ausknickung
2,
73,2 23 2210 4,4 entlastet
60,0 ¥ o 1810 3,95
50,0 £3 1510 3,75
40,0 = - 1205 3,5
30,0 a3 905 3,3
20,0 e 605 3,1
10,0 ° 300 2,9
2,6 75 2,7

Zahlentafel 20.-
L _
Stab Nr. 11. L= 280 mm, F = 30,0 > 18,1 = 543 qmm, = 53,6.

i
Manometer Belastung ] Spannung Ausbiegung Bemerkungen

at kg ‘ kg/qem mm

2,5 750 140 —
40,0 12070 2225 0,01
50,0 15090 | 2780 0,02
55,0 16000 | 3055 0,03
56,0 16910 3110 0,035
56,5 17060 3140 0,05
57,0 17210 3165 0,18 Zeiger liuft
46,25 13960 2570 2,15
45,6 13580 2500 2,75
42,5 12820 2360 8,7
40,0 12070 2225 5,05
37,5 11310 2085 6,1
35,0 10560 19145 7,3
32,5 9800 | 1805 8,8
30,0 9050 | 1665 10,3 entlastet
20,0 6030 1110 9,5
10,0 3020 555 8,7

2,5 750 140 ' 8,0




theoretisch ermittelten Kurven. (Eine auffallende Ausnahme wird nur durch Stab
12b gebildet.)

b) Nachdem die Hochstlast erreicht wurde, trat bei den meisten Stiben eine
ganz plitzliche Ausknickung ein, so da Manometer und Rollenapparat einen kriftigen
Ruck erhielten. In Fig. 28, welche den Verlauf einiger dieser Versuche veranschau-
licht, ist das Sinken der Last durch gestrichelte Linien angedeutet. Dies ist dadurch
zu erkliren, daB das Gleichgewicht im Gesamtsysteme Pumpe -+ Festigkeitsma-
schine 4+ Stab labil wird. Um sich den Vorgang klar zu machen, betrachte man
das Kriftespiel in der Maschine in seiner Abhingigkeit von der Annidherung der
beiden Schneidenlager. Die letztere ist gleich dem Kolbenwege vermindert um die

Zahlentafel 21.
Stab Nr. 12a). L = 348 mm, F = 40,05 > 25,1 = 1004 qmin, L = 48,2.
2

Manometer Belastung Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg kg/qem | mm
|
5,0 8 ’ 150 ‘ —
40,0 s 1205 0,01
60,0 < [ 1810 0,025
80,0 & I 2414 0,035
90,0 = & 2715 : 0,04
100,0 . 3015 0,075
101,0 = \ 3045 0,115
102,0 o | 3080 — Zeiger liuft
k)
87,5 2 g 2640 2,6 entlastet
80,0 &3 2415 2,5
60,0 £% 1810 2,3
40,0 2 1205 2,1
20,0 ® 605 1,9
5,0 5 150 1,75
30,0 2 905 1,95
50,0 g 1510 i 2,0
70,0 . 2110 | 21
87,6 =i 2645 | — zweite Hochstlast

Zahlentafel 22.
Stab Nr. 12b). L =348 mm, F — 25,05 > 40,1 — 1004 qmm, - — 48,2.
(2

Manometer Belastung | Spannung : Ausbiegung Bemerkungen
at kg kg/qem | mm
l

5,0 ) 150 I —

60,0 e 1810 | 0,01

80,0 & 2415 | 0,02

90,0 a 2715 i 0,04

95,0 2 2865 1 0,10

96,0 k= 2895 3 0,14

97,0 2y 2925 i 0,17

98,0 22 2960 | - plétzliche Ausknickung

52 |

84,5 = g 2550 | 1,95 entlastet
70,0 B . 2110 ‘ 1,85

60,0 =3 1810 | 1,77
50,0 @ 1510 ‘ 1,70

40,0 £ 1205 ‘ 1,63

30,0 = 905 | 1,56

20,0 x 605 ] 1,48

10,0 2 300 1,40

5,0 < 150 1 1,36

Mitteilungen. Heft 81. 3



Zahlentatel 23.
: . - . e L -
Stab Nv. 13. L =247 mm, F= 30,0 > 18,1 =543 quum, -~ = 47,3,
?

H
Manometer Boelastung \ Spannung Ausbiegung
| Bemerkungen
at kg | kg/qem | mm
2,5 5 ! 140 ; —
40,0 < | 2225 0,01
45,0 = ; 2500 ; 0,02
50,0 k| ; 2780 | 0,08
52,5 2 2920 | 0,04
53,5 . 2975 0,05
54,0 E 3 3000 | 0,07
34,5 o | 3030 i 0,13
55,0 2 g 3060 } 0,38 Zeiger liuft
-
48,5 @ g 2695 1,2
45,0 £* | 2500 | 1,9
42,5 = : 2360 : 4,15
40,0 50 ‘ 2225 : 5,5
35,0 E 1945 | 8,1
30,0 n 1665 i 11,3 entlastet
20,0 g 1110 10,6
10,0 ° 555 9,9
2,5 b 140 9,3

Federung der Maschine, welche sich im wesentlichen aus der Streckung der Siulen
und der Durchbiegung des Querbalkens zusammensetzt. Diese Federung kann als der
Kraft proportional angenommen werden, welche auf den Stab ausgeiibt wird. In
Fig. 29 sei auf die x-Achse der Kolbenweg, auf die y-Achse die Kraft aufge-
tragen; die Zustinde der Maschine, die je ein und derselben Wassermenge im

Kolben entsprechen, werden dann durch parallele, schiefe Geraden (BF) dargestellt.

ky/fgern
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Fig. 27. EinfluB des exzentrischen Kraftangriffes.

Anderseits entspricht den Verkiirzungen des Probestabes ein bestimmter Kraftverlauf,
der als Funktion dieser Verkiirzung durch die Linie AP, dargestellt ist. Die
Schnittpunkte dieser Kurve mit den parallelen Geraden bestimmen die nacheinander
folgenden Gleichgewichtzustiinde des Gesamtsystems. Da nun nach Ueberschreitung
der Hochstlast P, die Kurve rasch fillt, so kommt man zu einem Punkte P’, wo. sie



durch eine der parallelen Geraden beriihrt wird. In diesem Punkte findet ein plotz-
licher Gleichgewichtwechsel statt, indem die Last rasch zuriickgeht, bis im Punkte

P" wieder eine stabile Gleichgewichtslage erreicht wird.

C) Versuche mit kurzen Stiben.

Die Ergebnisse der mit den kurzen Stiben 14a bis 17 durchgefiihrten Ver-

suche werden in den Zahlentafeln 24 bis 29 wiedergegeben.
Bei dieser letzten Gruppe von Versuchen ist hauptséichlich das Verhalten des
Stabes in der Nihe der Fliefigrenze von Bedeutung. Die FlieBgrenze bildet eigent-

. a
lich stets einen Anlafl zur Labilitit, da d—: auflerordentlich klein wird. Diesc Labi-

litéit ist jedoch nur voriibergehend, da der Stoff bald wieder eine »Festigung« erfiihrt,
so daff der Stab fihig wird, gréBere Lasten zu tragen. Dies tritt bei einzelnen
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Fig. 28. Verlauf der Versuche in der Gruppe B.
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Versuchen sehr klar zum Vorschein. So liegt z. B. bei Stab Nr. 16 (siehe Fig. 30)
die endgiiltige Knicklast bedeutend hoher als die Fliefigrenze, obwohl der Stab
schon an der FlieBgrenze eine betrichtliche Ausbiegung erlitt.

Bei der Anwendung unserer Knickformel scheint der Umstand Schwierigkeiten
zu bereiten, dal der Verlauf der Spannungskurve oberhalb der Fliefigrenze be-
kanntlich von zeitlichen Einfliissen (Geschwindigkeit der Belastung usw.) beein-
trichtigt wird. Die Druckversuche waren grundsitzlich in der Weise durchgefiihrt,
daB man nach gewissen Belastungsstufen mit dem Pumpen aufhorte, die Last etwas
zuriickgehen lief und der Deformation die sich so einstellende Belastung zuschrieb.
Dieses Verfahren fiihrt zu dem Diagramme der sogenannten »unendlich langsamen Be-
lastung«. Um eine Vorstellung iiber den Einflaf§ der Belastungsgeschwindigkeit zu
gewinnen, machte ich zwei Druckversuche mit verschiedenen Geschwindigkeiten, wo-
bei der Stab in dem ersten Falle rascher, in dem zweiten langsamer belastet wurde,

Zahlentafel 24.
Stab Nr. 142). L — 278 mm, = 40,0 >< 25,1 — 1004 qmm, - = 38,2
K2

Manometer Spannung Ausbiegung Bemerkungen

at kg/qem mm

5,0 150 —

30,0 905 —

60,0 1810 —0,01

90,0 2715 —0,02
100,0 3015 —0,02
102,5 3095 +0,10 plotzliche Ausbiegung nach der
105,0 3170 +0,14 entgegengesetzten Richtung
96,0 2895 1,22 entlastet

90,0 2715 1,20

70,0 2110 1,15

50,0 1510 1,10

30,0 905 1,05

5,0 150 i 0,95

Zahlentafel 25.

Stab Nr. 14b). L =278 mm, F = 40,05 > 25,1 = 1005 qmm, —?— = 38,2.
Manometer Spannung Ausbiegung Bemerkungen

at kg/qem | mm
5,0 150 i —

50,0 1510 i —

70,0 2110 0,01

90,0 2715 0,02

100,0 3015 0,085

105,0 3170 0,04

107,5 3245 ; 0,05

110,0 3320 ‘ 0,14 Zeiger liuft

1

90,5 2730 i 3,8 entlastet
70,0 2110 | 3,6

50,0 1510 | 3,35

30,0 905 | 3,1

10,0 300 | 2.8

30,0 905 3,0

20,0 1510 ; 3,2

70,0 2110 3,45

80,0 2415 3,6

90,0 2715 3,85 zweite Hochstlast bei 92 at
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Fig. 30. Ueberschreiten der Fliefigrenze bei Knickversuchen (Gruppe C).

Zahlentafel 26.

Stab Nr. 15a), L= 208 mm, F=40,15< 25,1 — 1004 qmm,  — 28,5.
1
Manometer Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg/qem | mm
|
5,0 150 —
50,0 1510 0,01
70,0 2110 0,02
90,0 2715 : 0,04
100,0 3015 1 0,05
105,0 3170 } 0,06
107,5 3240 j 0,07
110,0 3320 0,12 Zeiger liauft
112,5 3395 i 2,8
113,6 — : 2,85 Hochstlast; — entlastet
|
|
100,0 3015 : 2,8
60,0 1810 2,65
20,0 605 2,45
5,0 75 2,35

Zahlentafel 27.

Stab Nr. 15b). =208 mm, F =40.05 > 25,1 = 1005 qmm, fi = 28,s.
Manometer Spannung Ausbiegung Bemerkungen
at kg/qem mm
5,0 150 —32
40,0 1205 0,02
100,0 3020 0,03
105,0 3170 0,06
107,5 3245 0,0
108,5 3260 — Zeiger ldauft, die Last sinkt
105,0 3170 0,60
107,5 3245 0,70 Last steigt
110,0 3320 1,05
112,5 3395 2,05
115,5 3485 4,2
110,0 3320 5,4 entlastet
100,0 3015 5,35
60,0 1810 5,15
20,0 605 4,75
2,5 75 4,5




als bei den Knickversuchen. Ich erhielt dabei Kurven, die wohl voneinander
verschieden sind, jedoch ungefihr parallel verlaufen, so dafl man sie als etwa durch
Verschiebung auseinander entstanden denken kann. Da aber in unserer Formel

a
nur die Neigung der Tangente E‘_: als Funktion der Spannung eine Rolle spielt, so

diirfte dieser Einflu hier unwesentlich sein.

Andererseits miifite die einfache Knickformel aus dem Grunde eine Berichti-
gung erfahren, daB bei so kurzen Stiben der »Einflu der Schubspannungen< auf
die Biegungslinie sehr merklich wird. Dieser Einflul, welcher die theoretische
Knicklast sicher vermindert, kann bei unseren allerkiirzesten Stiben auf etwa 5 bis
6 vH geschiitzt werden. Da wir jedoch zur Beriicksichtigung der Schubspannungen
bei Forminderungen oberhalb der Elastizititsgrenze keine richtige Grundlage be-
sitzen, so glaubte ich davon absehen zu diirfen. Es sei jedoch bemerkt, dafi die
Uebereinstimmung zwischen unserer Theorie und den Versuchen mit Beriicksichti-
gung dieses Umstandes nur verbessert wird.

Zahlentafel 28.
. L
Stab Nr. 16. L =179 mm, F=40,0 < 25,0 = 1000 qmm, — = 24,x.
2

|
Manometer Spannung | Ausbiegung Bemerkungen
at kg/qem mm
5,0 150 l' —
50,0 1510 —
70,0 2110 —0,03
90,0 2715 —0,04
100,0 3015 +0,06
110,0 3320 0,45
115,0 3470 0,85
120,0 3620 1,50
125,0 3775 2,45
1275 3850 3,05
129,0 3890 — Zeiger lauft
125,5 3700 6.15
120,0 3620 7,85 entlastet
100,0 3015 7,25
50,0 1510 7,00
5,0 150 6,65

Zahlentatel 29.
L
Stab Nr. 17. L =159 mm, F=40,0>< 25,0 = 1000 qmm, - = 220.

Manometer Spannung “ Ausbiegung Bemerkungen
at kg/qem | mm
5,0 150 —
50,0 1510 —
75,0 2265 —
100,0 3015 0,01
110,0 3320 0,09
115,0 3470 0,44
120,0 3620 | 0,74
125,0 3775 1,04
130,0 3925 | 1,44
135,0 4075 2,04
140,0 4225 2,85
143,5 4330 . 5,05 Hochstlast
132,5 4000 ; 6,65



Der weitere Verlauf des Knickungsvorganges nach der Ueberschreitung der
Knicklast dhnelt insofern dem Verlaufe bei sehr schlanken Stiben, daf keine plitzliche
Lastverminderung eintritt. Dies ist dadurch erklirt, da die Spannungskurve ober-
halb der Fliefigrenze eine sanfte Krimmung besitzt, so dafl das Forminderungs-
gesetz in engen Bereichen der einfachen Proportionalitéit wieder niher kommt. So
findet man auch, daf die Knicklast wieder sehr stark mit Abnahme der Schlankheit
zuzunehmen beginnt, wie dies in dem elastischen Bereiche der Fall war. Freilich
zeigt der ganze Vorgang nichts weniger als elastischen Charakter; vielmehr sind
die federnden Forminderungen #HuBerst gering im Verhiltnis zu den bleibenden.
Die ausgebogenen Stibe behalten eine starke Kriimmung hauptsichlich um die Mitte,
wihrend die Enden fast gerade bleiben.

IV. Die praktischen Folgerungen der Knickungs-
theorie und der Knickversuche.

1) Die Knickungsfrage war lange Zeit ein wunder Punkt der praktischen Festig-
keitslehre; die Praxis fordert bestimmte Vorschriften fiir die Mabestimmung von Kon-
straktionsteilen, die der Knickgefahr ausgesetzt werden konnen. Diese schienen nun
durch die Eulersche Theorie nicht geliefert werden zu konnen; die Versuche er-
gaben selbst fiir sehr lange Stibe stark abweichende Werte, aulerdem brauchte man
Angaben fiir die Grenze, wo die Eulersche Theorie ihre Giiltigkeit vollkommen
verliert. Infolgedessen wurde die theoretische Formel von Praktikern bis zu den
letzten Jahrzehnten kaum benutzt; man bediente sich vielmehr empirischer For-
meln, die sich den Versuchswerten mehr oder weniger anpassen liefen.

Der Grund der Unstimmigkeiten war vor allem der, dafi die Voraussetzungen
der Theorie (freie Beweglichkeit der Stabenden in dem ersten, starre Einspannung
in dem zweiten Eulerschen Falle) bei den Versuchen nicht erfiillt waren. Die Knick-
stibe wurden einfach zwischen parallelen Druckflichen zusammengedriickt, was
augenscheinlich ein Mittelding zwischen den beiden theoretisch betrachteten Fillen
bildet. Bauschinger war der erste, der die Stibe zwischen Spitzen lagerte, und er
fand auch die Eulersche Theorie fiir sehr lange Stibe im grofien und ganzen be-
stitigt.

In den folgenden Zeilen sind einige der wichtigsten empirischen Formeln zu-
sammengestellt:

1) Hodgkinson ') suchte die Knickfestigkeit durch Stibe mit gleichen Quer-
schnitten durch eine Formel von der Form

p=2

Zm
darzustellen. Er fand z. B. fiir kreisférmige Siulen mit dem Durchmesser d (I, d, i

im englischen Mafie ausgedriickt)
as76
bei Gufleisen P=1320 7

3,76
» Schmiedeisen P = 21098 -

Seine Angaben findet man noch manchmal in englischen Lehrbiichern.

2) Die frilher am meisten gebrauchte empirische Formel war die Rankine-
sche (auch nach Gordon, Navier und Schwarz benannt). Danach ist die Knick-
spannung

) Phil. Transactions of Roy. Soec. S. 385.
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wo 0, die Zerdriickungsfestigkeit des Stoffes, 3 eine aus den Versuchen zu ermit-
telnde Konstante bezeichnet. Man hat versucht, dieser empirischen Formel eine ge-
wisse Begriindung zu geben?). Sie soll danach die gréfite Spannung in den iuBeren
Fasern eines durch exzentrischen Druck beanspruchten Stabes ausdriicken; allerdings
gilt die Ableitung nur fiir Stdbe mit #hnlichen Querschnitten und ist nicht frei von
willkiirlichen Annahmen.

l
Die Rankinesche Formel wurde fiir alle Werte von " einheitlich benutzt.

Spiter schlug Bauschinger?) vor, ihre Giiltigkeit auf den Bereich zu beschrinken,
iiber den die Eulersche Theorie nichts auszusagen vermochte, und fiir sehr lange Stiibe
die Eulersche Formel zu benutzen, die er bestitigt fand. Allerdings kommen noch
bei Bauschingers Versuchen Abweichungen von 20 bis 30 vH vor. Tetmajers sehr
sorgfiltiz durchgefiihrte Versuche ergaben fiir schlanke Stibe Abweichungen bis etwa
10 bis 12 vH von der Eulerschen Theorie; fiir kiirzere Stibe findet er die Rankinesche
Formel nicht gut brauchbar, da die aus den Versuchen ermittelien Werte der Kon-
stante zu sehr schwanken. (Niheres iiber seine empirischen Formeln Punkt 4.)

Unsre Versuche zeigen einerseits eine noch weit genauere Uebereinstimmung mit
der Eulerschen Formel (1 bis 2 vH), anderseits scheint die Rankinesche Formel,
wenigstens fiir diesen Stoff hdchstens als eine ganz rohe Anniherung in Betracht
kommen zu konnen.

3) Statt der Rankineschen Formel schlug J. B. Johnson?® eine Parabel-
formel von der Gestalt

= (l)

(2

vor. Diese Formel, in welcher die eine Konstante dadurch bestimmt wird, daff die
Kurve die Eulersche Hyperbel beriihren soll, wurde von Ostenfeld?) genauer
untersucht, und er fand sie namentlich fiir schmiedbare Eisensorten recht brauchbar.

4) Heutzutage sind in der Praxis am meisten die Tetmajerschen® empiri-
schen Formeln verbreitet, einmal wegen ihrer einfachen Form, andererseits weil sie
durch sehr zahlreiche Versuche begriindet sind. Die Ergebnisse dieser Versuche
sollen, da sie in einigen Punkten von unsern Versuchen abweichen, hier n#her
besprochen werden.

Tetmajers Versuche beziehen sich auf verschiedene Stoffgruppen, so dafi die
Versuche mit Stiben von verschiedenster Form und Herkunft in Gruppen wie
»Schmiedeisen«, »Flufeisen«, »Gufeisen« und »Bauholz« zusammengefafit werden.
Dies mag in praktischer Hinsicht zweckmifBig erscheinen, es verwischt jedoch leicht
die feineren Gesetzmifiigkeiten. Zum Vergleiche mit unsern Versuchen kommen
hauptséchlich die Versuche mit schmiedbaren Eisensorten in Betracht. Bei diesen
Stoffen werden die Versuchsergebnisse fiir den unelastischen Bereich in Formeln
von der Form

1) Vergl. Rankine, A manual of applied mechanics (1858). London S. 360.

2 Bauschinger, Mitteilungen aus dem mech.-techn. Laboratorium der Tcechn. Hochschule
Miinchen. Heft 15 (1887).

3) Johnson, Modern frame structures. New York 1894 S. 148.

4 A, Ostenfeld, Exzentrische und zentrische Knickfestigkeit mit besonderer Beriicksichtigung
der fiir schmiedbares Eisen vorliegenden Versuchsergebnisse. Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1898 S. 1462. TFerner dieselbe Zeitschrift 1902 S. 1858.

%) v. Tetmajer, Die Gesetze der Knickfestigkeit usw. Wien 1903 3. Aufl.
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zusammengefafit (Tetmajersche Gerade). Die weit grofere Streuung der Versuchs-
werte scheint darauf hinzuweisen, daf bei Tetmajer die Versuchseinrichtung weni-
ger giinstig gew#hlt war. Zun#chst scheint die Spitzenlagerung mehr Reibung zu
geben als die Schneidenlagerung, da die Spitzen sich in die Pfanne ecindriicken
und somit die freie Beweglichkeit einigermafien verhindern. Dafi die Gruppenmittel-
punkte Tetmajers, trotzdem bei den einzelnen Versuchen Abweichungen iiber 15 vH
hinaus vorkommen, doch ziemlich genau der Eulerschen Hyperbel folgen, ist da-
durch zu erkliren, daf die beiden Fehlerquellen — Reibung in den Spitzen und
ungenaue Zentrierung — das Ergebnis in dem entgegengesetzten Sinne beeinflussen.
Bei kiirzeren Stiben scheint aber die letztere Fehlerquelle, wie es auch bei unsern
Versuchen der Fall war und auch theoretisch zu erwarten ist, mehr zur Geltung zu
kommen. Es mag dadurch erklirt werden, daf

a) Tetmajer den Punkt, wo die Gﬁltigkeit der Eulerschen Formel authort, etwas
unterhalb der Proportionalititsgrenze findet. So bestimmt er die Proportionalitiits-
grenze seiner Flufleisensorten aus Versuchen mit 6 Probestiben zu

2350 kg/qem 2630 kg/qem
2510 » 2420 »
2300 » 2440 »

im Mittel zu 2440 kg/qem; dagegen betrdgt die Knickspannung fiir i.:=105, wo die
(2

Giiltigkeit der Eulerschen Formel aufhoren soll, nur 1930 kg/qem.

b) Tetmajer konnte das starke Anwachsen der Knickfestigkeit oberhalb der
FlieBgrenze nicht feststellen. Wir erwiihnten, dafi die FlieBgrenze stets einen An-
laB zur Labilitdt gibt; ist nun die anfingliche Exzentrizitit zu grofi, so kann es
vorkommen, daf der Stab dieser Labilitéit erliegt, so dafl die Belastung kaum iiber
die Fliefigrenze steigen kann. Aus diesen Ueberlegungen geht jedoch hervor,

daff die Extrapolation fiir i.—_— 0, wodurch Tetmajer »zu einer Art Druckfestigkeit«
t

gelangt, welche von der sogenannten »Wiirfelfestigkeit« verschieden ist, kaum einen

richtigen Sinn hat. Die Knickfestigkeit gut zentrierter Stibe geht sicher fiir sehr

kleine Werté von i_:() in die Wiirfelfestigkeit {iber, wenn man von dem bei
k2

plastischen Materialien sehr kleinen Einfluf der Einspannflichen auf die Ausbildung
des Spannungszustandes absieht.

Infolge dieser Umstinde bleibt die Tetmajersche Gerade wohl stets unter der
wirklichen Knicklast, so daB sie stets eine etwas hohere Sicherheit bietet als die
theoretische Formel. Dies ist ein Ergebnis, welches wohl dazu beitragen kann, den
Tetmajerschen Formeln in der Praxis den Vorrang zu geben.

AuBer diesen empirischen Vorschriften hat man oft versucht, der Mafiberechnung
gegen Knickung theoretische Grundlagen zu geben, auch wo dies die Eulersche
Theorie nicht mehr leistet. Es sind dabei zwei Wege moglich. Entweder will man
die zentrische Knickfestigkeit theoretisch ableiten, etwa wie wir es versucht haben,
oder aber die Hochstlast fiir den Fall exzentrischen Kraftangriffes berechnen.

Tiir die erste Aufgabe kommen insbesonders Engessers?) Arbeiten in Be-
tracht. Engesser fiihrt in die Eulersche Formel statt des Elastizititsmoduls F einen

1) Engesser, Zeitschr. d. Hannov. Ing.- u. Arch.-Ver. 1889 S. 455; ferner Schweiz. Baunztg.
1895 Bd. 26 S. 24 und Zeitschrift des Vereines deotscher Ingenieure 1898 8. 927,



Knickmodul 7 ein und setzte zuerst T=Z—6, d. h. gleich unserm Werte M,. Spi-
&

ter haben Considere (in der S. 4 erw#hnten Arbeit) und Jasinsky!) darauf hinge-
wiesen, daff sich die entlasteten #ufieren Fasern anders verhalten als die inneren,
in welchen die Spannung zunimmt, worauf Engesser den Weg zur richtigen Lisung
angab. Da der resultierende Modul M stets grofier ist als Mi, so erhilt man nach
EngessersVerfahren kleinere Werte fiir die Knicklast. Der Vergleich mit den Ver-
suchswerten fillt zugunsten der theoretischen Formel aus, besonders wenn man be-
denkt, daff diese eine obere Grenze angeben sollZ).

Engesser legt in seiner ersten Arbeit mangels zuversichtlicher Versuche seinen
Berechnungen eine annehmbare Form der Spannungskurve zugrunde und erhilt fiir
die Abhingigkeit der Knickspannung von der Schlankheit zwei Geraden, von denen
die eine sich an die Eulersche Hyperbel anschliefit, die andere wagerecht verliuft.
Spiter verzichtete er auf die unmittelbare Ermittlung des Knickmoduls und berech-
nete ihn riickwirts aus den Tetmajerschen Formeln, wodurch diese empirischen For-

meln — mit einiger Wahrscheinlichkeit -— auf verwickeltere Fiélle iibertragen wer-
den konnen.
Das zweite Verfahren — Berechnungen der exzentrischen Knickfestigkeit —

wird z. B. von Ostenfeld?®), Kirsch*) entwickelt und teilweise auch von Foppl?)
angenommen; der letztere gibt jedoch fiir praktische Zwecke den rein empirischen
Formeln den Vorzug. Es kommt bei all diesen Berechnungen stets darauf an, die
grofite Spannung zu ermitteln, welche bei der gegebenen Belastung infolge einer
unvermeidlichen — etwa durch Montierungsfehler entstandenen — Exzentrizitit
des Kraftangriffes auftritt, und die Stababmessungen so zu bestimmen, daf die
Spannung unter einer gewissen Grenze bleibt. Die so gewonnenen Formeln
sind nicht sehr einfach, auflerdem aber liegt eine grofie Unbestimmtheit in der Ab-
schiitzung der anfinglichen Exzentrizitit, iiber die keine Angaben bekannt sind.
Auch sind diese Formeln nur so weit richtig, als die hochste Spannung die
Proportionalititsgrenze nicht iiberschreitet. Wenn Ostenfeld seine Formel zum
Vergleich mit Knickversuchen von verschiedenen Autoren heranzieht, so bemerkt
er selbst, dafl sie in diesem Fall als eine »empirische Formel« zu betrachten
sei, deren Koeffizienten aus den Versuchswerten zu ermitteln seien. Ich will noch
im allgemeinen iiber diese Formeln, die von der Berechnung der hichsten Span-

!) Jasinsky, Schweiz. Bauzeitung 25 (1895) S. 172.

) Entscheidend scheinen fiir diese Frage die Versuche mit sehr kurzen Stiben zu sein,
da, wie Fig. 19 lehrt, M destomehr von M; abwelcht, je kleiner M; selbst ist. Einen Vergleich
soll folgende Zusammenstellung gewihren, wo zu den beobachteten Knickspannuugen die nach
unsrer Formel und nach Engesser berechneten Werte angegeben sind:

beobachtete Knickspannungen berechnet
Schlankheit Knick-

spannung mit T=M mit 7= M;
73,0 3030 3055 3015
58,5 3130 3150 3100
53,5 3165 3175 3115
38,8 3320 3315 3170
28,8 3485 3620 3240
24,8 3890 4100 3300

3) Ostenfeld, 1. c.

4) B. Kirsch, Ergebnisse von Versuchen #ber die Tragtihigkeit von S#ulen mit einge-
spannten Enden. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1905 S. 967.

%) Foppl, Vorlesungen f{iber technische Mechanik, Band III S. 348 u. ff.



nung ausgehen, das bemerken, dafi es als Sicherheit nicht geniigt, wenn diese —
(aus dem reinen Druck und der Biegung sich zusammensetzende) — hochste Span-
nung den fiir reinen Druck zuldssigen Wert nicht {iberschreitet. Es ist vielmehr
das Richtige — da Spannung und Belastung in diesem Falle nicht proportional
wachsen — die gefilhrliche Belastung selbst, d. h. jene Kraft, welche die gefiihr-
liche Spannung (etwa Streckgrenze oder Bruchgrenze) hervorruft, durch den ent-
sprechenden Sicherheitsfaktor zu dividieren.

Auf Grund der angefiihrten Ueberlegungen erscheint als sicherster und ein-
fachster Weg — wenigstens solange wir iiber die unberechenbaren Einfliisse, welche
in den Sicherheitsfaktor zusammengefafit werden sollen, keine weiteren Angaben
besitzen —, wenn wir die zentrische Knickfestigkeit berechnen und einen ge-
wissen Bruchteil davon als zuldssige Belastung einfiihren. Dabei wire es gewif
sehr vorteilhaft, dariiber Angaben zu sammeln, welcher Grad der Genauigkeit be-
ziiglich Zentrierung der Kraftrichtung bei einzelnen Konstruktionsteilen und Bau-
arten zu erwarten sei, um wenigstens den Sicherheitsfaktor entsprechend wihlen
zu konnen.

Fiir die zentrische Knickfestigkeit ist nun zu sagen, daB sie fiir lange
Stibe durch die Eulersche Formel, fiir kiirzere Stidbe durch unsre er-
weiterte Formel ziemlich genau angegeben wird, sobald man den Verlauf des
Spannungsdiagrammes bei dem einfachen Druckversuche kennt. Die Grenze der
Giiltigkeit der Eulerschen Formel ist hierbei da, wo die Knickspannung der Pro-
portionalititsgrenze gleich kommt.

Praktisch wichtig ist noch die Frage, wie weit man die zuldssige Beanspru-
chung erhohen darf, falls die Enden des gedriickten Stabes als eingespannt be-
trachtet werden konnen (zweiter Eulerscher Fall) Die Eulersche Theorie liefert
fiir diesen Fall die vierfache Knickfestigkeit

oder fiir die Spannung

Oy = 4n?

Es ist einleuchtend, daf wir auch in diesem Falle E durch unsern Modul M.
ersetzen kénnen. Nun stehen aber M und o¢; in funktioneller Beziehung, so dafl es
keineswegs folgt, daB o, dabei auf das Vierfache erhoht wird; es bleibt vielmehr
richtig, daB demselben Werte von o die zweifache Stablinge entspricht. Unsre
Formel fiir die Knickfestigkeit von Stiben mit drehbaren Enden kann daher auch
auf Stidbe mit eing’espannten'Euden angewandt werden, falls man als freie Linge
die Hilfte der Stablﬁhge einfiihrt. Berechnet man aber in solcher Weise das
Verhiltnis der beiden Knicklasten fiir einen und denselben Stab, so wird dies bei
dem verwendeten Stofif fiir

L = 150 Ti@ = 3,16
Z ox(1) ’
100 1,51
50 1,29
betragen.
Fiir die Praxis folgt daraus, dafi durch die Einspannung der Stabenden die
Knickfestigkeit — aufier bei sehr langen Stiben — nicht sehr wesentlich er-

hoht wird.



Zusammenfassung der Ergebnisse.

1) Die Eulersche theoretische Formel ist bei sehr schlanken Stiben,
bei denen die Knickspannung unterhalb der Proportionalititsgrenze des verwen-
deten Stoffes licgt, sehr genau erfiillt, falls man die theoretischen Voraussetzungen
durch geeignete Versuchseinrichtung zu verwirklichen sucht.

2) Fiir kiirzere oder dickere Stibe gilt eine ganz #hnlich gebaute
Formel, in welcher der Elastizititsmodul durch einen Mittelwert zwischen dem Modul
der gesamten und der elastischen Forminderungen ersetzt ist. Die Art, nach der
dieser Mittelwert zu bilden ist, héngt im allgemeinen von der Querschnittform ab.

3) Die Knickfestigkeit wird durch geringe Exzentrizitit des Kraftan-
griffes bei sehr schlanken Stiben nicht betrichilich beeinflufit, dagegen wird sie
bei kiirzeren Stiben schon durch #uflerst geringe Exzentrizititen bedeutend ver-
mindert.

4) Die Tetmajerschen Geraden fiir schmiedbares Eisen verlaufen unter-
halb der Linie der idealen Knickfestigkeit, so daf sie stets eine etwas grofierc
Sicherheit bieten als die theoretische Formel.

5) Durch starre Einspannung der Stabenden kann nur bei sehr schlanken
Stiben eine bedeutende Erhthung der Knickfestigkeit erzielt werden, mnicht aber
bei dickeren.
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