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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Работа инженера-системотехника требует глубоких знаний 
в области электронной вычислительной техники, техники передачи, 
отображения и отбора информации. Все технические средства, 
применяемые в этих областях, имеют общую основу - элект­
ронные блоки, функционирование которых определяется физичес­
кими законами, описывающими движение носителей электрических 
зарядов . 

В общей физике излагаются основы теории электричества 
и курс «Основы теории цепей» с познавательной точки зрения 
является продолжением и развитием этого раздела. С точки 
зрения собственной внутренней структуры данная дисциплина 
математическая, поскольку имеет дело не с реальными объектами, 
а с абстракциями. Законы теории цепей выражают отношения 
между этими абстракциями, одновременно отражая существенные 
стороны реальных процессов в электронных схемах. 

Законами электрических цепей пользуются при расчетах схем 
отдельных интегральных узлов, блоков вычислительных машин 
и систем управления в целом. Знание теории цепей позволяет 
правильно понимать как процессы иреобразования информации, 
представленной совокупностью электрических сигналов, так и эф­
фекты работы аппаратуры ЭВМ, влияние помех, передачу 
информации между ЭВМ в сетях, между терминалами и процес­
сором и т . д. Умение проектировать схемы вычислительных 
устройств, систем обработки и передачи информации полностью 
опирается на знание курса «Основы теории цепей». 

Целью курса является изучение законов электрических цепей 
с прикладной точки зрения, т. е. привитие навыков правильного 
их использования для проектирования и эксплуатации сложных 
систем и устройств . 

За многие годы своего развития теория электрических цепей 
впитала в себя столь много различных идей, методов, направ­
лений, что говорить о систематическом и всеобъемлющем ее 
изучении в рамках одной учебной дисциплины не представляется 
возможным. Поэтому авторы включили в пособие только те 
разделы, которые на настоящем этапе, по их мнению, являются 
необходимыми для инженеров-системотехников. 

Сюда входят такие основные направления: 
методы анализа электрических нестационарных процессов 

в линейных стационарных цепях; 
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процессы в простых нелинейных и автоколебательных цепях; 
анализ линейных цепей с дискретным временем; 
анализ нестационарных процессов в длинных линиях, на-

груженных на комплексную нагрузку. . 
Исходя из того, что практически всегда передача и обработка 

цифровой информации отражаются неустановившимися электри­
ческими процессами, в пособии сокращены классические разделы 
анализа цепей в гармоническом режиме, опущен ряд разделов, 
хорошо освещенных в других учебниках (П. Н .  Матханов «Основы 
анализа электрических цепей» [2 ] ,  В. П. Попов «Основы теории 
цепей» [5 ] ;  А. К. Лосев «Теория линейных электрических цепей» 
[6 ]. Это позволило ввести в книгу новые разделы, традиционно не 
изучаемые в курсе основ теории цепей (ОТЦ), например цепи 
дискретного времени, которые, однако, являются чрезвычайно 
важными для специалистов цифровой обработки инфqрмации. 

Авторы не сочли также нужным отягощать материал конк­
ретными программными реализациями алгоритмов расчетов, 
давая лишь подробное описание алгоритмов на содержательном 
уровне, чтобы не затуманить смысл законов электрических цепей. 
При необходимости читателю следует обратиться к книге под 
ред. Л. В. Данилова и Е. С. Филиппова «Расчет электрических 
цепей и электромагнитных полей на ЭВМ» [4 ] или к описанию 
программных систем и пакетов прикладных программ анализа 
электрических цепей - АРОПС, СПРОС, ПАРИ С и др. ;  только 
использование таких развитых программных средств позволяет 
вести эффективный расчет сложных цепей на ЭВМ. 

Материал книги основан на конспектах лекций, читаемых 
авторами в течение последних пяти лет в Горьковеком политехни­
ческом институте студентам специальностей 22.0 1 ,  22.02, 23 .0 1. 

Авторы выражают признательность проф. Г. В. Глебовичу 
и другим сотрудникам кафедры «Теория цепей и сигналов» ГПИ за 
помощь в процессе работы над рукописью, а также 
В. В. Корягиной за подготовку машинописного варианта рукописи. 

Большую благодарность приносят авторы рецензентам: коллек­
тиву кафедры ТОЭ ЛЭТИ (зав. кафедрой д-р техн. наук Ю. А. Быч­
ков) и проф. С. И.  Баскакову за ценные замечания и советы, 
способствовавшие существенному улучшению качества этой книги. 

Отзывы о книге можно направлять по адресу: Москва ГСП-4, 
Неглинпая ул. ,  д. 29 / 14, издательство «Высшая школа». 

Авторы 



СПИСОК ОСНОВНЫХ УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 
ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН И ЕДИНИЦ 
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- мгновенное, действующее и амплитудное 
значения ЭДС источника напряжения 

- мгновенное, действующее и амплитудное 
значения тока независимого источника тока 

- комплексная амлитуда ЭДС [В ] и тока [А ] 
- электродвижущая сила [В ] 
- сопротивление [Ом ] 
- индуктивность [Гн ] 
- емкость [Ф ] 
- время [с ] 
- комплексное сопротивление [Ом ] 
- мнимая единица 
- модуль комплексного сопротивления [Ом ] 
- комплексная проводимость [См ] 
- матрицы уравнений в пространстве состояний 
- импульсная характеристика цепи 
- переходпая характеристика цепи 
- единичная функция 
- дельта-функция 
- символ операции свертки 
- мгновенная мощность [Вт ] 
- энергия [Дж ] , волновое сопротивление [Ом ] 
- активная мощность [Вт ] 
- реактивная мощность [Вар ] 
- полная мощность [В · А ]  
- добротность 
- характеристическое сопротивление [Ом ] 
- угловая частота [рад/с ] 
- циклическая частота [Гц ]  
- частота свободных колебаний [рад/ с ]  
- резонансная частота [рад/ с ]  
- затухание [ 1  / с ]  
- начальная фаза гармонического колебания 

[рад ] 
- экспонента от матрицы А 
- сигнал, входной сигнал цепи 
- выходной сигнал цепи 
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т 
§:{iro) 
K(iro) 
р 
U(p), !(Р) 

s 

[(р) 
Е 

-k-й коэффициент спектра 

-комплексная амплитуда k-й гармоники ряда 
Фурье 

-период [с ] 
-спектральная плотность 
- комплексная частотная характеристика 
-комплексная переменпая 

- изображение по Лапласу напряжения, тока 
-знак соответствия оригинала и изображения 

по Лапласу 
-вычет функции f (р) 
- потокосцепление [Вб ] 
- аргумент z-преобразования 
-передаточная функция цифрового фильтра 
- импульсная характеристика цифрового 

фильтра 
-крутизна вольт-амперной характеристики 

нелилейного элемента [В / А ]  
- напряжение смещения [В ] 
- скорость распространения волны в длинной 

линии [м/с ] 
- операторный коэффициент отражения 
- единичная матрица 

Размеры графических обозначений элементов схемы определены ГОСТ 
2.730-73. 

Единицы электрических величии 

А--ампер (сила тока) 
В-вольт (напряжение) 
Ом-ом (сопротивление) 
Вт-ватт (мощность) 
Гн-генри (индуктивность) 

Ф - фарад (емкость) 
с-секунда (время) 
Кл-кулон (заряд) 
Гц-герц (частота) 
См-сименс (проводимость) 

Приставки, обозначающие доли и кратность 

п-пико ( 10-12) 
н-нано ( 10-9) 
мк-микро ( 10-6) 
М-МИЛЛИ ( 10-3) 

к-кило ( 103) 
М-мега ( 106) 
Г -гига ( 109) 



ГЛАВА 1 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ЗАКОНЫ ТЕОРИИ ЦЕПЕЙ 

§ 1 .1 .  ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ПОЛЯ И ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ 
ЦЕПИ 

Реальная электрическая цепь представляет собой систему 
соединенных между собой проводящих тел, полупроводниковых 
и диэлектрических устройств. На рис. 1 . 1  дан пример такой цепи. 

В этой цепи представлены две основные части: активная, в которой 
создается электрический ток как движение электронов за счет 
преобразования энергии другого вида, и пассивная, где энергия 
электрического тока может только преобразовываться в другую. Так, 
в конденсаторе происходит накопление зарядов на пластинах, вокруг 
катушки появляется магнитное поле, а в лампе выделяется теплота, 
приводящая к свечению нити и излучению квантов света. Как известно 
из законов физики, движение электрических зарядов с переменной 
скоростью вызывает появление вокруг проводников перемениого 
магнитного поля. Эrо поле, в свою очередь, порождает в окружающем 
пространстве переменное электрическое поле. Таким образом, вокруг 
проводника с переменным током всегда появляется распространяюще­
еся электромагнитное поле, уносящее часть энергии в окружающее 
пространство. Этот процесс носит название и з л у ч е н и я. Есть 
специальные электрические цепи для создания сильного излучения, 
называемые антеннами. Однако излучение не относится к кругу 
вопросов теории цепей и далее рассматриваться не будет. 

Рис. l . l 

1/ампа 
накали6ания 
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Рис. 1 .2 

лить, что при размерах 
0,3 · 1 0 -9 с = 0,3 не. 

Ток через лампу накаливания при 
вращении генератора начинает проте­
кать не мгновенно, а с запаздыванием 
на время, зависящее от геометрических 
размеров электрической цепи и удален­
ности лампочки от генератора. Рас­
пространение поля происходит со ско­
ростью света с= 3 · 1 О м /  с. Таким об­
разом, время, затрачиваемое на то, 
чтобы во всей цепи начался процесс 
протекания электрического тока, соста­
вляет величину не менее !J.t=l /с, где 
1- максимальный геометрический раз­
мер цепи. Для примера можно вычис-

цепи О, 1 м запаздывание составит около 

Если в сетях промышленного тока, где изменения происходят 
50 раз в секунду, такое запаздывание никак не проявляется, то 
для современных сверхбыстродействующих ЭВМ это время, всего 
лишь в 3-5 раз меньшее времени выполнения элементарной 
микрооперации, весьма существенно. Итак, электрические процес­
сы в реальных физических системах есть процессы распростране­
ния ( и излучения) электромагнитного поля. При этом, как 
следует из законов физики, если скорость протекания элект­
рических процессов в цепи такова, что электрический ток 
значительно раньше достигнет границ цепи, qем произойдет его 
полное изменение во времени, то можно иренебречь не только 
излучением в окружающее пространство, но и запаздыванием 
процессов внутри цепи. Поясним сказанное временной диаграммой 
(осциллограммой) рис. 1.2, на которой показано· изменение тока 
в цепи во времени в опорной точке (а) и в максимально 
удаленной точке (6). 

Если время запаздывания дt много меньше характерного 
времени ,изменения сигнала Т, то такой режим цепи называют 
к в а з  и с т а ц и о н ар н ы м. Можно считать, что в квазистацио­
нарном режиме цепь не имеет геометрических рюмеров, а как 
бы сосредоточена в бесконечно малой области с нулевыми 
размерами в обычном геометрическом пространстве. Элементы, 
составляющие цепь, также не имеют геометрических размеров. 
Такой класс цепей называют ц е пями с со сре д о точенНЫ:\оiИ 
п а р а м е т р а м и .  

Другой класс цепей, который изучает геория электрических 
цепей,---это цепи, имеющие размеры вдоль одной оси. В них 
время запаздывания дt> Т, и гок уже не поянляется мгновенно, 
однако все процессы также можно описать соотношениями между 
напряжением, током и параметрами элементов цепи, которые 
в этом случае будут зависеть от одной пространствеиной 
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координаты. Поэтому такие цепи называют ц е п я м и  с р а с ­
п р е д е л е н н ы м и  п а р а м е т р а м и. Примечательно то, что ме­
тоды анализа этих двух классов цепей во многом схожи, поэтому 
рассмотрение начнем с более простых цепей с сосредоточенными 
параметрами. 

§ 1 .2. ЭЛЕМЕНТЫ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЦЕПИ 
И ИХ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

Будем считать, что вся цепь и ее элементы не имеют 
геометрических размеров. Поэтому отличие элементов друг от 
друга может задаваться только с помощью некоторых не 
физических, а математических понятий. Абстракция теории цепей 
состоит в представлении каждого элемента цепи как некоторого 
отношения между множеством токов и напряжений. Вспомним 
эти понятия из курса физики. Электрический ток как явление 
есть направленное движение электрических зарядов. Количествен­
ная характеристика этого явления - сила тока (юm просто ток), 
т. е. скорость изменения заряда, проходящего через сечение 
проводщt:ка: i = dq / dt, где i- сила тока; q- заряд. В СИ сила 
тока измеряется в амперах (А) . 

Напряжением или разностью потенциалов между двумя точка­
ми называется работа, совершаемая при перемещении малого 
заряда между этими точками в электрической цепи: dA = udq, 
где А - работа; и -напряжение; единица измерения напряжения 
в СИ - вольт (В) . 

Далее будем рассматривать основные элементы цепи как 
математические модели, связывающие токи и напряжения. Для 
удобства, кроме задания отношения с помощью математических 
символов, каждому элементу ставится в соответствие специальный 
графический символ. Изображение цепи в виде соединения таких 
графических символов, называемое схемой цепи, оказывается 
очень удобным при наличии в цепи большого числа элементов. 
Сначала рассмотрим элементы, образующие активную часть цепи. 

Источник тока. Источником тока называют элемент цепи, 
который создает заданный ток j (t ) независимо от напряжения 
на его полюсах, т. е. имеющий график рис. 1 .3 ,  а. Условное 
обозначение источника тока показано на рис. 1 . 3 ,  б. 

Источник напряжения (ЭДС). Источником напряжения назы­
вают элемент цепи, который создает на своих зажимах напряже­
ние u (t ) = e (t ) независимо от того, какой ток протекает через 
источник. т. е. имеющий график рис. 1 .4, а. Условное обозначение 
источника напряжения показано на рис. 1.4, б. 

Источник напряжения характеризует внесенную в цепь энергию 
извне и связан с работой сил, в том числе неэлектрического 
происхождения (так называемых сторонних сил) по созданию 
электрического поля, поэтому он называется также источником 

9 



и 

j{t) 

1о 

а) 5) а) 5) 
Рис. 1 .3 Рис. 1 .4 

электродвижущей силы- ЭДС. Напряжение на зажимах источника 
равно его ЭДС. 

Зависимые источники. Во многих задачах возник ает необхо­
димость в допущении, что ток источника тока или напряжение 
источника напряжения не являются постоянными, а зависят от 
другого тока или напряжения. Здесь возможны четыре отношения: 

/:_ /(�) (рис. 1 . 5 ,  а �; е:: .f(i} (рис. 1 . 5 ,  б); 
J- .f(zJ (рис. 1 . 5 ,  в), е- .f(u) (рис. 1 . 5 ,  г). 

Функция .f, определяющая зависимость тока или напряжения 
от тока или напряжения, называется ф у  н к ц и е й  у п р ав л е н и я . 
Ее аргумент называют управляющим током или напряжением, 
а значение -у п р а в л я е м ы м  т о к о м  и л и  н а п р я ж е н и е м. 

Отношение (и, i) , задаваемое зависимым источником, назы­
вают в о л ь т - а м п е р н о й  х а р а к т е р и с т и к о й, отношения (i, i) 
(и, и) - п е р е д а т о ч н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  по току или на­
пряжению соответственно. 

Независимые активные элементы электрической цепи могут 
определять как постоянные в любой момент времени, так 
и изменяющиеся в ф�зическом времени значения токов или 
напряжений. В последнем случае ток источника тока или 
напряжение источника напряжения считают заданной функцией 
времени. Например, ток источника тока (см. рис. 1 . 3 ,  б) может 
иметь значение j=j(t), т. е. изменяться с течением времени. При 
этом имеет место источник перемениого тока . Аналогично можно 
рассматривать источники перемениого напряжения e=e(t). На­
пример, источник переменнаго напряжения e(t)=E0sin(21ti) изо­
бражен на рис. 1 .6, а, а график зависимости напряжения от 
времени - на рис. 1 .6, б. 

а) 

10 

6) 
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е= f0 sin (2:nt) 
t 

й) 5} 
Рис. 1 .6 

:�. 
t t 

а) �) 
Рис. 1 .7 

Зависимость от времени тока или напряжения может быть 
любой функцией. Например, 

e (t) =E0·l (t) = { O, t< O, 
1, t� O. 

График такой функции приведен на рис. 1 .  7, а. Функция носит 
название е д и н и ч н о й  ф у н к ц и и  и л и  ф у н к ц и и  Х е в и с а й д а. 
На рис. 1 .  7, б по казана зависимость вида 

( ) = Е -t.l ( ) = { 0 , t< O, 
е t 0е t Е _1 0 0е , t� . 

Генератор физической схемы, изображенной на рис. 1 . 1 ,  при 
постоянной единичной угловой скорости вращения рамки можно 
приближенно отразить источником напряжения рис. 1 .6 ,  а. 

Пассивную часть электрической цепи представляют тремя 
основными элементами: сопротивлением, емкостью, индуктив­
ностью. 

Сопротивление. Отношение\ определяющее сопротивление, дает­
ся так: u (t) = Ri (t), или i (tJ=u (t)/R, или i (t) =Gu(t). График 
такого отношения показан на рис. 1 .8 ,  а, а условное обозначение 
сопротивления -на рис. 1 .8 ,  б. 

Величина R называется с о -
п р о т и в л е н и е м  и выражается 
в омах (Ом) . Обратная ей вели­
чина G = 1 / R называется п р  о в о -
д и м о с т ь ю  и выражается в си­
менсах [См ] .  Ток в сопротивлении 
пропорционален напряжению. Эта 

ц 

� � 
а) 6) 

Рис. 1 .8 
1 1  
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Рис. 1 .9 

а) 
5} 

6} 

Рис. 1 . 1 0 
идеализация соответствует закону Ома для ненагревающихся 
проводников в физике. Если напряжение на сопротивлении 
изменяется во времени, то в точности по такому же закону 
будет изменяться и ток в нем. Говорят, что формы тока 
и напряжения на сопротивлении совпадают с точностью до 
константы. На рис. 1.9 приведены графики тока и напряжения 
для сопротивления R = 2  Ом. 

В реальных электронных схемах заданное сопротивление 
обычно обеспечивают включением специального радиоэлектрон­
ного компонента, называемого р е з  и с т о р о м. На рис. 1.1 О по­
казан внешний вид некоторых видов резисторов: металлопле­
ночных (а), подетроечных (б), переменных (в) .  

Емкость. Отношение, определяющее емкость, дается так : ic (t) 
= Cdu / dt или обратно: 

t 
uc(t) =� f ic (t') d t' +uc (t0). 

Как видно, это отношение функциональное и не может быть 
задано в виде простого графика. Условное обозначение емкост­
ного элемента показано на рис. 1.1 1 . Величина С выражается 
в фарадах [Ф ] и называется е м к о с т ь ю. По определению, ток 
в емкости пропорционален производной от напряжения. или 
напряжение пропорционально интегралу от тока. Эта идеализация 

С ic 

1=ft 
Рис. 1 . 1 1 

1 2  

отражает физическое понимание тока как скорости 
изменения заряда в каком-либо сечении проводни­
ка: i (t) = dq (t)fdt. Если свойства проводника не за­
висят от количества зарядов, то заряд, протекающий 
через участок проводника, пропорционален напря­
жению на этом участке: q =Си. Из этого соотноше­
ния следует математическая модель емкости. 
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Рис. 1 . 1 2  

Нетрудно видеть, что формы тока 
и напряжения для емкости совпадают 
только для экспоненциальной и га­
рмонической зависимостей. Графики 
тока и напряжения для емкости 
С= 10-6 Ф приведены на • 
рис. 1.12, а, б. Емкость обладает свой-
ством непрерывности для напряжения: 
при ограниченном токе напряжение а) 
на емкости не может измениться 
скачком. 

Из интегрального соотношения, 
определяющего емкость, следует, что 
даже при мгновенном изменении в мо­
мент времени t 0 тока на конечную 
величину А 

t 

1 
6) 

5) 
Рис. 1. 1 3  

f ic (t ' ) dt ' �А (t- t0 ), т .  е. lim uc (t)=uc (t0 ) . 
t-+10 

б} 

В реальных электронных схемах необходимую емкость чаще 
всего обеспечивают включением специального радиоэлектронного 
компонента, называемого к о н д е н с а т о р о м. На рис. 1.13 по ка­
зан внешний вид некоторых видов конденсаторов: подетроечных 
(а), алюминиевых оксидно-электролитических (б), керамических (в ) . 

Индуктивность. Отношение, определяющее индуктивность, об­
ратно тому, которое задает емкость, а именно: 

1 3  
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Рис. 1 . 1 4 
Это отношение также функциональное. Условное 
обозначение индуктивности показано на рис. 1 . 14. 
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Величина L выражается в генри [Г н] 
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и называется и н д у к т и в н о с т ь ю. 
Как видно из определения индуктив­
ности, напряжение на ней пропорци­
онально производной от тока или 
ток пропорционален интегралу от 
приложеиного напряжения. Эта иде­
ализация отражает физический закон 
самоиндукции, согласно которому со­
здаваемая в идеальном проводнике 
ЭДС самоиндукции равна скорости 
изменения потокосцепления Ч', т. е. 
полного магнитного потока: 

о 2 t,c 

Рис. 1 . 1 5 uL = dЧ' f dt. Если считать, что свойства 
проводника не зависят от протекающего через него тока, то 
потокосцепление пропорционально току: Ч' =LiL . Из этого соот­
ношения следует математическая модель идеальной индуктив­
ности. 

Для индуктивности формы тока и напряжения также различны 
в общем случае. Например, для индуктивности L = 1 Гн временные 
диаграммы тока и напряжения будут соответствовать рис. 1 . 1 5 . 

В реальных электронных схемах индуктивности обычно задают 
включением различных катушек и просто проводников. 

Для индуктивности справедливо свойство непрерывности для 
тока: ток в индуктивности при изменении напряжения на конечную 
величину не может измениться скачком. Это следует непосред­
ственно из интегрального соотношения, определяющего ток 
в индуктивности. 

§ t.3. СОЕДИНЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ. ЗАКОНЫ СОЕДИНЕНИЙ 

Кроме отдельных элементов, рассмотренных в предыдущем 
параграфе, в теории цепей изучаются их сколь угодно сложные 
соединения.  Основными структурными понятиями соединения 
элементов являются у з  е л и к о н т у р .  

Узел. Если два или более элементов цепи имеют общую 
точку, то она называется узлом. Примеры узлов даны на 
рис. 1 . 16 .  Узел будем обозначать цифрой в кружочке, соответ­
ствующей номеру узла. 

Для узла выполняется первый закон Кирхгофа: алгебраическая 
сумма токов в узле равна нулю. Под алгебраической суммой 
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понимают сумму мгновенных 
значений токов с учетом вы­
бираемого условного направ­
ления, которое на рис. 1 . 16 
обозначено стрелками. Ток, 
втекающий в узел, полагают 
положительным, а вытека­
ющий - отрицательным. Для 
узла на схеме рис. 1 .16, а 
iн- ie = O. Для узла 1 на схеме 
рис. 1 .16, в i1 + i2 + i3- i4 =0. 
Для схемы рис. 1 .16, б 
i- iн- ic - iL = O. 

В общем случае первый 
закон Кирхгофа записывается 
в виде 

е ф R � 
te 'R 

а} 
� iz 

8) 

Рис. 1 . 1 6  

6} 

(1 .1) 

Другой его формулировкой можно считать такую: сумма 
втекающих в узел токов равна сумме вытекающих токов . 

Первый закон Кирхгофа отражает закон сохранения заряда, 
т. е. заряды в узлах цепи не исчезают и не накапливаются. 

Контур. Если два элемента имеют общий узел, то говорят, 
что они соединены в цепочку. Если имеется третий элемент, 
соединенный в цепочку со вторым, который соединен в цепочку 
с первым, то получается цепочка из трех элементов. Продолжая 
это построение, можно определить цепочку из N элементов 
(рис. 1 .17, а). Если в этой цепочке N-й элемент имеет общий 
узел с первым, то такая цепочка образует контур (рис. 1 .17, б) . 

Для контура выполняется второй закон Кирхгофа: алгебраи­
ческая сумма напряжений в контуре равна нулю. Здесь под 
алгебраической суммой понимают сумму мгновенных значений 
напряжений с учетом выбранного условного направления обхода 

j_ j_ 
� ... ..ь-

а} 

j_ j_ 

� ·  "':=J 
6) 

Рис. 1 . 1 7  Рис. 1 . 18 
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контура и направлений напряжений. Если направление напряжения 
совпадает с направлением обхода, то напряжение входит в сумму 
со знаком « + », в противном случае - со знаком « - ».  

Направление отсqета напряжений удобно выбирать согласован­
ным с выбранными направлениями токов в элементах. Например, для 
контура, изображенного на рис. 1.18, будет справедлива следующая 
запись по второму закону Кирхгофа: иR 1 + ис+ иL - ин2 =0. 

В общем случае второй закон Кирхгофа записывается так: 

I иk = O. (1.2) 
k 

Другая форма записи этого закона имеет вид 

L иk = L е;. (1.2а) 
k i 

В каждом контуре алгебраическая сумма напряжений равна 
алгебраической сумме ЭДС с учетом произвольно выбранного 
направления обхода. Второй закон Кирхгофа связан с законом 
сохранения энергии в электрической цепи: энергия активных 
источников ЭДС расходуется на падение напряжения на элемен­
тах, т. е. превращается в теплоту в резисторах и запасается 
в виде электромагнитного поля в индуктивностях и емкостях. 

Сложные соединения элементов отражают схемой, которую можно 
рассматривать как условное графическое изображение пекоторой 
реальной электрической цепи. Такая схема может содержать много 
узлов и контуров. Но ДJIЯ любого узла будет справедлив первый, а для 
любого выбранного контура - второй законы Кирхгофа. 

Еще раз остановимся на выборе опорных направлений напря­
жений и токов. Важно понять, что они могут быть взяты 
произвольно для каждого элемента, однако направления тока 
и напряжения в одном элементе должны быть согласованными. 
Условно принимают, что направление тока совпадает с на­
правлением движения положительных зарядов и с наnравлением 
напряжения на элементе цепи. 

Уравнения, составленные для конкретной схемы по формулам 
(1.1 ), (1.2), определяются только соединением элементов и не 
зависят от того, какие элементы включены в схему. Говорят, 
что способ соединения задает топологию цепи, а уравнения, 
составленные по законам Кирхгофа, называют т о п  о л о г и ч е с­
к и м и  у р а в н е н и я м и  цепи. 

§ 1 .4. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ЦЕПИ 

Первый и второй законы Кирхгофа позволяют составить 
топологические уравнения цепи. Каждое такое уравнение может 
содержать как известные (токи и напряжения независимых 
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источников), так и неизвестные (токи и напряжения пассивных 
элементов) функции . Записав уравнения первого закона Кирхгофа 
для всех узлов цепи, петрудно убедиться, что одно из них 
всегда может быть получено комбинацией других . В качестве 
примера рассмотрим схему цепи рис. 1 . 1 9 . Пронумеруем узлы 
цепи. Запишем уравнения первого закона Кирхгофа ( 1 . 1 ) :  

для узла 1 
для узла 2 
для узла О 

ie - il = 0; 
i 1 - i 2 - i 3 = О; 
i2+ i3- ie = 0. 

( 1 .3) 
( 1 .4) 
( 1 . 5) 

Если сложить уравнения ( 1 . 3), ( 1 .4), то получим ie-i1 + i1 - i2 -
- i 3 = О, что совпадает с ( 1 .  5) после умножения правой и левой частей 
на минус единицу. Сложив уравнения ( 1 .4) и ( 1 . 5), получим ( 1 .3) . 

Таким образом, из всех уравнений ( 1 . 1 )  одно всегда является 
следствием остальных и, следовательно, может быть исключено . 
Узел, соответствующий этому уравнению, называют б а з  о в ы  м 
и обычно обозначают как нулевой (см. рис. 1 . 1 9). Уравнения, 
записанные для всех узлов, исключая базовый, являются независи­
мыми. Обозначим общее число узлов цепи NY, количество 
независимых источников тока NJ, общее число элементов в схеме 
N?:NY + 1 .  Тогда NY - 1 независимых уравнений, составленных 
по первому закону Кирхгофа ( 1 . 1 ) , будут содержать N- NJ 
неизвестных. Запишем теперь уравнения второго закона Кирхгофа 
( 1 .2) для всех контуров, которые можно выделить в цепи. 
В этом случае уравнения для NZ контуров также являются 
линейной комбинацией остальных. Исключая эти контуры, об­
разуем независимую систему уравнений. Если в цепи имеется 
NK контуров и NE независимых источников напряжения, то 
независимая система уравнений по второму закону Кирхгофа 
будет иметь NK - NZ уравнений с N-NE неизвестными. На­
пример, цепь рис. 1 . 1 9 имеет контуры, обозначенные на рис. 1 .20: 

для контура 1 u 1 + и3+е= О; ( 1 . 6) 
для контура II u2- u3 = О; ( 1 . 7) 
для контура III и1 + и2+е=О. (1.8) 

Нетрудно видеть, что, сложив уравнения ( 1 .6), ( 1 .7), получим 
(1.8). Наоборот, сложив уравнения ( 1 . 7), (1.8), получим ( 1 . 6) .  
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Таким образом, топологические уравнения для любой цепи 
содержат NY + NK- NZ -1 независимых уравнений, которые отра­
жают только характер соединений элементов и не зависят от 
того, какие элементы входят в цепь. 

Присоединение к топологическим уравнениям уравнений, отра­
жающих связь токов и напряжений каждого из элементов цепи, 
позволяет построить полную систему уравнений цепи, называемую 
также с и с т е м о й  э л е к т р и ч е с к о г о  р а в н ов е с и я. Неизвест­
ными в этой системе являются функции токов и напряжений 
каждого из элементов цепи. Решение полной системы уравнений 
цепи называется а н а л и з  о м ц е п  и. Найденные функции описыва­
ют электрические процессы, которые происходят в данной цепи. 

Вопросы и задачи для самостоятельной проработки 

1 .  Вспомните физическое определение единиц заряда, силы тока, напряжения, 
сопротивления, емкости, индуктивности. 

2. Какие уравнения цепи называют топологическими? Составьте топологи­
ческие уравнения цепи рис. 8. 1 .  1 .  

3 .  Найдите напряжение на полюсах цепи рис. 8. 1 .2 и начертите его график, 
если график тока в цепи представлен трапецеидальным импульсом (рис. 8. 1 .3) . 

4. Найдите токи в элементах цепи рис. 8. 1 .4 и постройте их графики, если 
напряжение на полюсах независимого источника изменяется так, как представлено 
на рис. 8. 1 .5 .  

e(t) 
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Рис. 8. 1 .2 

Рис. 8. 1 . 1  

<·ъв 1 ш 
о 1 2 J t,c 

Рис. 8. 1 .3 
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ГЛАВА 2 
АНАЛИЗ ПРОЦЕССОВ В ПРОСТЕЙШИХ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ 

§ 2.1. ПОЛНЫЕ УРАВНЕНИЯ R-ЦЕПИ 

Анализ процессов в цепи начинается с составления полной 
системы уравнений. Неизвестными в этой системе являются 
функции времени, определяющие токи и напряжения в элементах 
цепи. Поэтому в общем случае полная система уравнений 
относится к функциональным уравнениям и только в частных 
случаях - к алгебраическим уравнениям. Типичными здесь явля­
ются цепи, содержащие из пассивных элементов только сопротив­
ления. Покажем на примере, как получается полная система 
уравнений для такой цепи, называемой р е з и с т и в н о й  или 
R-цепью. 

Запишем для цепи, схема которой изображена на рис. 2 . 1 ,  
независимую систему топологических уравнений, выбрав направ­
ления токов, напряжений и контуров, как показано на рисунке. 

Запишем уравнения: 
для узлов: 

для контуров: 

(2 . 1 )  
(2 .2) 

e (t) + uR1 (t) + иR2 (t) = 0; (2. 3) 
uj (t) + uR2 (t ) = O. (2.4) 

Уравнения для элементов uR 1 (t) = R 1 iR1 (t); uR2 (t) = R2 iR2 (t ), 
подставленные в (2 . 3) , позво.ляют записать следующую систему 
линейных уравнений: 

(2. 5) 
Это система из двух линейных 

ными. Определитель системы 
уравнений с двумя неизвест-

D = [ l -1] 
Rt R2 

. 

Найдем решение системы, записав (2 . 5) 
в матричной форме·и определив обратную 
матрицу: 

[�1 �:J С:� �;�J = [ =��;)J 
Решение дается соотношением 

е 

(j) 

,.---, 1 1 1 1 • 1 1 .._ ___ _, 
® 

Рис. 2. 1 
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[:::�:�]=[�1 �:J-1 [ =��})} 
Найдем обратную матрицу: [ 1 - 1 ] -1 1 [ R2 1] R1 R2 

=
R 1+R2 -R1 1 . 

Условием обратимости является неравенство R1 =1- -R2• Тогда 
решение будет иметь вид 

[iRl (t )] = 
iн 2 (t ) 

R1 +R2 R 1 +R2 
-R 1  1 ----

R 1 +R2 R 1 +R2 

[-j(t)J -e(t) · 

Это решение свидетельствует о том, что если независимые e(t)=J(t)=O, то iR1(t)=iR2(t)=O, т. е. все токи и напряжения 
в цепи, содержащей только сойотивление, всегда равны нулю. 
Найдем токи в случае, когда e(t и j(t) не равны нулю. Сначала 
рассмотрим случай, когда R1 = 2 = 1 Ом, Jtt ) = 1 · sin 21tt А, e(t)= 
= 1 · cos 21tt В, iRl (t) = _! sin 21tt- !cos 21tt= - � cos(21tt-�) . iн2 (t) = 

Рис. 2.2 
20 

2 2 у2 4 
1 . 2 1 

2 =- sш 1t t-- cos 1t t = 
2 2 

= � sin ( 21t t-�} 
Графики, характеризующие 

токи в цепи, приведены на 
рис. 2.2 . 

���------------�·-' t,c 
iRй! 
-0,51--------

t,c 

iR�I 
-0,51---------------t,c 

Рис. 2 .3 



Рассмотрим другой случай, когда в качестве e(t) используется 
функция Хевисайда, или единичная функция 

e(t)= 1 (t){ �: t;;?;O, 
t<O, 

а ток j(t)= O. На рис. 2 .3  приведено решение задачи анализа 
для такого случая. Отрицательный знак означает, что выбранное 
направление тока не совпадает с тем, которое было выбрано 
в начале анализа. 

Сформулируем основной результат, вытекающий из рассмотре­
ния данного простого примера: 

1) нулевым источникам в цепи соответствуют только нулевые 
значения всех токов и напряжений; 

2) функции, определяющие токи и напряжения в любом 
элементе цепи, являются линейной комбинацией функций, опре­
деляющих независимые источники. 

Аналогичные результаты будут получаться для любых цепей, 
содержащих только сопротивления. 

R-цепи не изменяют формы приложенных к uим внешних 
воздействий. 

Пример 2.1. Найти ток в сопротивлении нагрузки цепи рис. 2.4, 
если известно, что поведение во времени независимых источников 
ЭДС описывается функциями e1{t), e2(t), ... , eN(t). 

По второму закону Кирхгофа для контуров, охватывающих 
ek, Rk и Rю получим 

ek (t) = ik (t) Rk + iн (t) Rн. 
По первому закону Кирхгофа для узла 1 имеем 

N 
iн(t}= L ik(t). k= l 

Выразим из этого соотношения ток в k-й ветви и подставим 
его в уравнение, составленное по первому закону Кирхгофа: 

iн(t}= f ek (t)-iн(t) Rн. k=1 Rk 
Решая полученное уравнение, находим ток в нагрузке 

Rн 

Рис. 2.4 Рис. 2. 5 
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N l l N ( ) Обозначим L -=-, R0 L ek t = e3 (t) . 
k=l Rk Ro k=l Rk 

Тогда 

iн ( t) = ___:JQ_ • Ro+Rн 
При этом цепь рис. 2.4 можно заменить более простой схемой 

по отношению к нагрузке, так называемой э к  в и в а л е н т н о й 
с х е м о й, или с х е м о й  з а м е щ е н и я  (рис. 2 .5) .  

Преобразования цепей, сохраняющие баланс токов и напря­
жений в участках цепи, называют э к  в и в а л е н т н ы м и. 

Рассмотрим примеры эквивалентных преобразований, облег­
чающих анализ цепей. 

Пример 2.2. Преобразовать цепь рис. 2 .6 ,  а, соединенную звез­
дой, в эквивалентную ей цепь рис. 2.6, б, соединенную треуголь­
ником, таким образом, чтобы значения токов i1, i2, i3 и напряже­
ний и12, и13, и23 остались неизменными. 

Запишем уравнения Кирхгофа: 
д л я  с х е м ы  а) д л я  с х е м ы  б) 

Решим систему уравнений для схемы а) относительно токов, 
для чего перепишем ее в матричной форме: 

® t· t.s 

а) 5) 
Рис. 2.6 
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[�: т -Н ш [�ь:J 
или в более компактном виде 

· Обратим матрицу: 
det А= R1 R3 + R 1 R2 + R2 R3; 

Отсюда 

. Rз ul2 Rl ul3 
11 = detA + detA; 

. R1 + R3 + 
R1 и1 3 

12 = - detA u12 det.A; • R1 и12 R1 +R2 
lз= detA- detA u13• 

Сравнивая полученные выражения с аналоги'Пlым выражением для 
схемы б) и приравнивая коэффициенты при напряжениях, получим 

R1 2 = \R1 R2 + R1 R3 + R2 R3 j/R3; 
R13 =  R1 R2 +R1 R3 + R2 R3 /R2; 
R2 з = R1 R2 + R1 Rз + R2 Rз / Rl. 

Аналогичные соотношения можно получить и при преоб­
разовании «треугольник--звезда», что предоставляется читателю 
проделать самостоятельно . 

Рассмотрим мощность, преобразованную в теплоту в каждом 
сопротивлении. Мгновенная мощность определяется произведе­
нием напряжения на ток: p(t)=u(t) i(t). Для R-цепи в любом 
сопротивлении мгновенная мощность PR (t) = uR (t) iR (t) = Rii (t ). 
Энергия, рассеянная в сопротивлении за время Т, представляет 
собой интеграл от мгновенной мощности: 

t0+T t0+T 
WR= J PR(t)dt= J Ri�(t)dt. 

to to 
Нетрудно видеть, что если к моменту времени t0 независимые 

источники будут отключены, то энергия, рассеянная в R-цепи 
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после этого момента, будет равна нулю. Энергия независимых 
источников расходуется R-цепью мгновенно . 

Иначе происходят электрические процессы в цепях, содержащих 
элементы типа емкости и индуктивности. 

§ 2.2. АНАЛИЗ RС-ЦЕПИ БЕЗ НЕЗАВИСИМЫХ 
источников 

Рассмотрим цепь, образуемую емкостью С и сопротивлением R. 
Пусть в момент времени 10 = 0  заряженная до напряжения U0 
емкость подключается к сопротивлению. Определим электрические 
процессы, возникающие при этом. Схема цепи приведена на рис. 2 .7 .  

Уравнения по законам Кирхгофа имеют вид 

iн - ic = О; i, ( t) = ic( t); 
ин + ис = О; ин\1)= - ис{ t) . 

Уравнения элементов Cdиc fdt = ic, ин = Riн .  Подстапавка при­
водит к одному уравнению 

(2.6) 

Это линейное дифференциальное уравнение, решением кото­
рого является бесчисленное множество функций, отличающихся 
на константу. Действительно, перепишем (2 .6) в виде 

Интегрируя, имеем 

duc 1 -= --dt. 
Uc RC 

fduc= -f-1 dt; 
Uc RC 

Jdln иc = -f-1 dt, или ln иc -lnB= _ _ t 
, RC RC 

где В- произвольная константа .  
Однако, по условиям задачи, при t0 = 0  ис (О) =  U0, т. е. получим 

И0 = Вехр ( -0/RC) . Отсюда В= U0• Итак, окончательно имеем 
результат 

ис (t) = Иoe-tfRC. 
Показатель экспоненты t/RС- безразмерный, поскольку раз­

мерность RC равна [Ом]· [Ф ] =  [с ] .  Величина RC носит название 
п о с т о я н н о й  в р е м е н и RС-цепи. Обычно обозначают RC=r:. 
Примем t='t, тогда uc(r;)= U0je, т. е. nостоянная времени RС-цепи 
численно равна времени, за которое напряжение на емкости 
при ее разрядке убывает в е раз. 
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Uc 

t 

Рис. 2.7 Ри�;:. 2.8 

Рассмотрим полученное решение для различных значений U0 
путем построения графиков. График рис. 2 .8  показывает, что 
независимо от U0 напряжение на емкости спадает с относительной 
скоростью, определяемой только значением постоянной вр�мени. 
Графики для различных И 0 нигде не пересекаются. Если зарядить 
емкость до отрицательного напряжения (И О' <0), то ток будет 
проходить в противоположную сторону. 

Как видим, RС-цепь принципиально отличается от R-цепи: 
даже при отсутствии независимого источника электрические 
процессы в цепи протекают и энергия, рассеиваемая в сопро­
тивлении, начиная с момента времени t0 =О не равна нулю: 

т т 

Wв(Т) = f Rii(t ) dt = R f( �oe-tfty dt = 

о о 
т 

_ U5f -2tf'd _ cu�(l -2т1 ) -- е t - -- -е t . R 2 
о 

Рассмогрим график рассеивания энергии в цепи (рис. 2 .9) .  
Полная энергия, которая будет рассеяна в RС-цепи, равна 

lim Wn(T) = с и б_ 
Т-<А- 2 

Если вспомнить законы физпки, то становится ясным, что 
:па энергия в точности равна энергии, запасенной в емкости 
С, заряженной к МО\-tенту времени t0=0, поскольку работа по 
п�реносу заряда dq м�жду точками � разнос..;rью поrенциалов 

Ис онределяется соотношением Wc= J ucdq. 

Так как dq=icdt=Cduc, то 
о f cu;((J) сЩ 

Wc= Cucduc=-2-=-2-.. 
-ао 
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w Ур2 

t t 
Рис. 2.9 Рис. 2.10 

Итак, в RС-цепи происходит экспоненциальная разрядка 
емко.:ти через сопротивление, при этом постепенно расходуется 
.-юлностью вся энергия, запасенная в емкости. 

Рассмотрим теперь, как влияют параметры RС-цепи на 
процсссы в ней. Будем считать U0 постоянной величиной, 
а изменению подвергнем сначала С, а затем R. Поскольку обе 
эти величипы входят в выражение для 1: как произведение, 
r .. южно видеть, что увеличение как С, так и R приводит к росту 
1:, и, наоборот, их уменьшение вызывает уменьшение 1:. Если 
один из параметров цепи увеличить, а другой уменьшить так\ что постоянная времени 1: не изменится, то процесс Uc ( t J 
1 акже не изменится. Величина 1: определяет скорость разрядки 
еVJ:кости. Рассмотрим графики Uc для различных 1: (рис. 2 . 1Q) .  
Найдем угол касательной в начальной точке графика uc: 

duc 1 
= -�= arctg сх. 

dt t=O t 

Чем больше 1:, тем меньше угол сх, т. е. более медленно 
происходит разрядка емкости. Чем меньше 1:, тем быстрее будет 
разряжена емкость, независимо от того, чем вызвано это 
уменьшение -изменением С или R. Эта разница может быть 
обнаружена только при анализе тока в цепи: 

Uo/R 

а) 
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iя 
U0/R' 
Uо/Л" 
U,JR�t 

Рис. 2.1 1 

о 

r,<Tz<l".J 
я:<R"<R"' 
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Здесь уменьшение 't в цепи за счет С приводит к изменению 
только скорости спадания тока (см. рис. 2 . 1 1 , а). Уменьшение 
же 't за счет R изменит также начальное значение тока 
(рис. 2 . 1 1 , б). 

Итак, мы рассмотрели RС-цепь без внешнего источника. 
Такой режим в цепи иногда называют свободным. Рассмотрим 
более сложный случай. 

§ 2.3. АНАЛИЗ RС-ЦЕПИ ПРИ ВНЕШНЕМ 
ВОЗДЕЙСТВИИ 

Пусть в RС-цепи имеется внешний независимый источник 
напряжения e = e (t) (рис. 2 . 1 2) .  

Сначала построим полную систему уравнений. Уравнения 
Кирхгофа дают: 

Ис (t4 tt )� VJ �)� (t ); 
lc (t) = zн (t ) . 

Используя уравнения элементов ин (t) = Riн (t) , законы Кирхгофа 
ic (t) = Cduc/dt и 

Ис (t) = e (t) - Riн (t); 
uc (t) +  RCdu�?) = e (t) , 

получаем дифференциальное уравнение цепи 

d:
t
c+ �с ис =е. (2.7) 

Это линейное дифференциальное уравнение, в правой части 
которого стоит про из вольная функция е ( t ) . Для того чтобы 
можно было отыскать его единственное решение, необходимо 
знать значение uc (t) в какой-либо момент времени. Будем 
рассматривать процессы в цепи начиная с момента времени 
t = О, полагая, что к этом� моменту емкость была заряжена до 
напряжения U0, т. е. ис (О)_ = U0. 

Решим уравнение (2. 7) методом ин-
тегрирующего множителя. Умножим правую 
и левую части на вспомогательную функцию 
� (t): 

� (t)du�?) + R
I
C� (t) uc (t) = �c� (t) e (t ) . 

Подберем эту функцию таким образом, 
чтобы в левой части получилась производпая 
от произведения 

е 

R 

Uc � С 

® 
Рис. 2.12 
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d ( ) duc d1.1 
dt JlUc = Jl dt + Uc dt" 

Для этого должно выполняться условие 
_1 Jl(t)= 

dJ.t(t)
. RC dt 

Решим это уравнение, определив J.t(t) в виде 

dll dt 

-; = 
RC ' Jl(t)=ettRc. 

Тогда можно записать 
d 1 
dt (e*uc(t))= 

RC
etfte(t); 

t 1 etfтuc(t) = J RC 
et'fte(t')dt' +В; 

о 
t 

uc(t)= J -1 e-tftet'/te(t')dt' +Be-tft. 
0RC 

(2 . 8) 

Начальное условие позволяет получить окончательный результат: 
t 

uc(t)= И0e-tft+ J R1
C

e-<t-t'Jite(t')dt', (2 .9) 
о 

где t'- переменпая интегрирования. 
Это полное решение уравнения R С-цепи при произвольном 

воздействии. В нем сразу можно выделить две составляющие: 
первая совпадает с полученным ранее процессом разрядки емкости 
от начального напряжения U0, т. е . является с в о б о д н о й  
составляющей; вторая носит название в ы н у ж д е н н о й  состав­
ляющей. Она не зависит от начальной зарядки емкости и опре­
деляется только источником e(t). Здесь будем изучать только 
ее вклад, для чего в дальнейшем положим И 0 =О. 

При необходимости учета иенулевого значения U0 достаточно сло­
жить найденную вьmужденную составляющую с функцией U0e-tlt. 

Итак, если независимый источник напряжения задан функцией 
e(t), то напряжение на емкости определяется интегралом 

t 
uc(t)= J -1 e-<t-t'Jite(t')dt'. (2 .10) 

0RC 

Если обозначить функцию �
c

e-tft=k(t), стоящую в качестве 

одного из сомножителей под знаком интеграла, то (2. 1 О) можно 
записать в виде 

t 
uc(t)= J k(t-t')e(t')dt'. (2.1 1 )  

о 
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Интеграл вида (2 .11) называется и н ­
т е г р а л о м  с в е р т к и  функций e (t) и k (t) . 
Функция е( t) описывает изменение во вре­
мени напряжения независимого источни­
ка - внешнего воздействия на RС-цепь, 
а функция k (t} определяется только па­
раметрами и видом цепи. Ее называют 
и м п у л ь с н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  це­
пи . Причины такого названия обсудим 
позже. 

Сначала найдем напряжение на емкости, 
которое появляется, если независимый ис­
точник e (t) описывается функцией Хеви­
сайда: e (t) =1 (t}E0 • 

Найдем uc, (t} в соответствии с (2 . 10): 

• 
t 

Рис. 2.13 

1 1 
uc (t) =J-1 e - <l-l')f'E0·1 (t'}dt ' = Ео e - t/t Jet ' i'd t ' = E0 ( 1 - e - tit) . 

0 RC RC 0 
(2 . 12) 

На рис. 2 . 1 3 изображены графики e (t) и uc (t) . Поскольку ток 

в цепи ic = Cduc/d t, в данном случае он равен ic (t} = � e - tft. 
На рис. 2 . 1 3 приведен также график тока ic . 

Анализируя эти графики, нетрудно заметить, что RС-цепь 
обладает инерционностью. Мгновенный скачок напряжения не­
зависимого источника приводит к плавному нарастанию напряже­
ния на емкости до величины Е0 и соответственно к плавному 
спаданию тока, за\)яжающего емкость, от Е0 / R до нуля. Функция 
uc (t} при e (t) = l (t) (т. е. при Е0 = 1) зависит только от свойств 
цепи и называется п е р е х о д н о й  х а р а к т е р и с т и к о й. Ее 
обозначают h (t) . Для рассматриваемой цепи h (t) = 1 - e - tft . 

Понятие переходной характеристики тесно связано с представленнем цепи 
как четырехполюсника, т. е. некоторого «черного ящика» с двумя входными 
и двумя выходными полюсами (рис. 2.14, а). 

Для RС-цепи возможны два случая: 
1) выходное напряжение снимается с емкости (рис. 2.14, б); 
2) выходное напряжение снимается с сопротивления (рис. 2.14, в). 
В первом случае имеем RС-цепъ интегрирующего типа, во втором-диф­

ференцирующего. Это название следует из сравнения графиков функций входного 
и выходного напряжений (см. рис. 2. 1 5, а, б). 

г------, г-----, 
R !и�� !ивых е е 

а) б) 6) 
Рис. 2.14 
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'1 
O�--�t-0--------�t� 

5) 
Рис. 2 . 1 5 

При входном напряжении в виде единичной функции RС-цепь (см. рис. 2 . 1 4, б) 
дает выходное напряжение (кривая 2), близкое к кривой 1, определяющей 
интеграл от e(t) . RС-цепъ рис. 2. 1 4, в дает выходное напряжение (кривая 2), 
близкое к производной от кривой 1 на рис. 2 . 1 5 , б. 

Переходной характеристикой цепи называют отклик цепи при 
нулевых начальных условиях на воздействие в виде единичной 
функции. Размерность переходной характеристики определяется 
размерностью отношения выходной величины и входной. 

Ilонятие переходной характеристики удобно использовать для 
описания цепи без указания ее конкретной схемы. Это связано 
с возможностью представления многих функций e (t) суммой 
ступенчатых функций и свойством линейности интеграла (2 . 1 1  ) . 

Если e(t) = e1 (t) + e2 (t), то 

то 

t t 
ис (t) =  J k(t - t ' ) [e1 (t ' ) + e2 (t ' )J d t '  = J k(t - t ' )e1 (t ' )d t ' + 

о о t 
+ J k(t- t ')e2 (t ' )d t ' . 

о 
Если e1 (t) = a ·l(t), а e2 (t) = b ·1 (t- t0), то 

иc (t) = ah(t)+ bh(t - t0). 
В общем случае, если 

N 
e(t) =  L a; ·l(t- t;), 

i= 1 
N 

ис (t) =  L a;h(t - t; ). 
i = l 

(2 . 1 3) 

Рассмотрим случай, когда e (t) = A  [l(t)-l(t- tи)] (рис. 2 . 1 6, а) . 
Такую функцию называют п р я м о у г о л ь н ы м  и м п у л ь с о м. 
Здесь А - амплитуда, а tи -длительность импульса. 

В соответствии с (2 . 1 3) для этого случая получаем, что 
напряжение на емкости будет изменяться по закону 
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6} 
Рис. 2. 1 6  

:h 
t о 
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Рис. 2. 1 7  

ис (t) = А  ( 1 - е -t/t ) · 1 (t) - А (1 - е - (r - t. J / t) 1 (t - tи )· 

График этой функции показан на рис. 2. 1 7 . Как видно, 
электрический процесс состоит из двух этапов после появления 
напряжения e (t) : сначала начинается зарядка емкости, которая 
продолжается в течение времени tи ; затем наступает зарядка 
емкости по экспоненциальному закону - от величины, до которой 
она успела зарядиться, до нуля. 

Выражение для напряжения на емкости при воздействии 
на цепь прямоугольного импульса можно получить и непосредст­
венно из (2 . 1 1  ) , учитывая при этом, что для моментов 
времени t > tи 

t 
ис(t)= J Ak (t- t ' )dt ' . 

о 
Рассмотрим теперь случай, когда длительност.Р импульса 

стремится к нулю, а амплитуда соответственно возрастает так, 
что площадь под графиком импульса остается постоянной 
и равной единице. Для этого достаточно считать, что А = 1 / tи .  
Графически это означает, что необходимо найти предел площади 
под графиком функции k(t - t ' ) f tи (заштрихована на рис. 2 .18) 
при tи ,  стремящемся к нулю: 

t и 1 lim J - k (t - t ' )d t ' = k (t) . 
,. -. о  о t. 

Мы получили, что предел отклика RС-цепи на воздействие 
прямоугольного импульса единичной площади при стремлении 
к нулю его длительности совпадает с функцией k (t) . Так 
объясняется название этой функции: импульсная характеристика 
цепи. По своему физическому смыслу импульсная характеристика 
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1/tнk(t -t? 

о 
t 

Рис. 2. 1 8  

t '  

tн t 

Рис. 2. 1 9  

является откликом цепи на предел последователыюсти единичных 
импульсов при стремящейся к иулю длительиости (рис. 2. 1 9). 

Обозначим функцию ft (t) = [ 1 (t ) - 1 (t - tи)] f tи . Предел после­
довательности функций ft.{t) носит название Б-функции: 

lim J;. (t) = Б (t) .  
r. -.. o 

Б-функция (функция Дирака) является обобщенной функцией, 
она равна нулю для всех значений аргумента t, кроме t = O. 
При t = О ее можно считать бесконечно большой. Условие, 
определяющее Б-функцию, состоит в том, что 

00 
J Б(t )d t = 1 . 

- оо  
При этом Б (t) = O \ft # 0. 
Остановимся еще на одном важном свойстве Б-функции. 

Рассмотрим интеграл· от произведения Б-функции на гладкую 
функцию <p(t) : 

00 00 1 J ч>(t) o(t - t0 )dt = lim J <p(t) - [ l (t - t0 ) - 1 (t - t0 - tи)] d t = <p (t0 ) . 
- 00  /0 -+ 0 - оо 1и 
Это свойство Б-функции называется ф и  л ь  т р у  ю щ и  м и иногда 

используется в качестве ее определения как линейного непрерыв­
ного функционала. 

Таким образом, можно определить понятие импульсной харак­
теристики цепи аналогично введенному выше определению пе­
реходной характеристики. 

Импульс1fОЙ характеристикой цепи называется ее отклик на 
воздействие в виде дельта-функциц. 

Из определения переходной характеристики h(  t )  и выражения 
(2. 1 1 ) следует, что 

t 1 
h (t ) = J k(t - t ' ) l ( t ' )d t '  = J k(t- t ' )d t ' . 

о о 
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Сделаем замену переменных t - t ' = x. Тогда dt ' = - dx, при 
t ' = 0 х =  t, а при t ' = t х = О . В результате получим 

о t 
h (t ) = - J k(x)dx = J k(x)dx. 

t о 
Переходная характеристика цепи есть интеграл от ее им­

пульсной характеристики. Наоборот, импульсная характеристика 
есть производная от переходной характеристики : 

k (t ) = d:�t) . 
Для интегрирующей RС-цепи импульсная характеристика k (t ) = 

= ! e- tfт. Для физически реализуемых цепей k (t) = O'v' t  < 0. Размерность 
't 

импульсной характеристики обратна размерности времени [ 1 /с ] . 

§ 2.4. АНАЛИЗ RL-ЦЕПИ 

Рассмотрим анализ еще одной простой цепи, содержащей 
элемент, накапливающий энергию, индуктивность. На рис. 2.20 
приведена схема цепи, на которой показан внешний, независимый 
источник напряжения. 

Произведя нумерацию узлов и выбрав направление обхода 
контура, запишем топологические уравнения цепи: 

Цt) = iн (t ); iн (t) = iL (t); 
ин (t) + иL (t) = e (t) . 

Совместно с уравнениями элементов ин = Riн ; иL = LdiLfd t 
получаем 

diL R . 1 ( ) - + - zL = - e  t . dt L L (2 . 14) 

Уравнение (2 . 1 4) решается методом интегрирующего множи­
теля аналогично полученному ранее уравнению для RС-цепи (2 .7) : 

Jl(t) d��t) + Jl(t) iL (t) � = Jl(t)e(t ) ± · 

Для приведения к формуле про­
изводной от произведения необ­
ходимо удовлетворение условия 
R Jl(t) /L = d_Jl(t) /d t. Отсюда Jl(t) = 
= exp(Rt/LJ . 

Подставляя найденный множи­
тель в исходное уравнение, находим 

2 Зак 532 

d(eRt/L iL (t)) = .!_ eRt/Le (t) . dt L 

e(tJ 

ф r- - - - - - - - - , 
1 1 t 1 1 1 , _ _ _ _ _  - - - - -� 

Рис. 2.20 
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Интегрируя, получаем 
t 

iL (t) = Be -Rt/L + J 2. e- R (t - t ' ) /Le (t' )d t' . o L 
Найденное решение зависит от произвольной постоянной В. 

Пусть напряжение внешнего источника e (t) = O. Тогда решение 
будет определять ток в RL-цепи за счет начального запаса 
энергии в индуктивности., Свободный процесс в цепи описывается 
формулой 

iL cв {t) = В  е -Rt/L. 
Ясно, что В = iL (О) = /0 - началыюе значение тока в индуктив­

ности. 
Если обозначить L/R = 'L, то 

iL cв = lo e - tfr:, 
т. е. зависимость тока в RL-цепи в точности совпадает с за­
висимостью тока от времени в RС-цепи. В роли постоянной 
времени здесь выступает отношение L j R = 1:, ее размерность 
[Гн ] = [с ] .  
[Ом ] 

На рис. 2 .21 приведены графики тока в индуктивности для 
различных значений 7:. Напряжение на сопротивлении совпадает 
по форме с током и его значение 

uR (t) = R iL (t) = Rl0e - tfт . 
Напряжение на индуктивности 

uL (t) = L  d�?) = - !0 Re - tfт . 

Как видно, полученный результат полностью согласуется со 
вторым законом Кирхгофа. 

Рассеянная в цепи за время Т энергия определяется так же, 
как и для RС-цепи: 

Рис. 2 .2 1 
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Т r 2 
WR (T) = J R i� (t )d t =  LTo ( I - е- 2т;т ) . 

о 2 

t 

Рассеянная за бесконечное время 
энергия равна ее начальному запасу 
в индуктивности: 

lim Wн (Т) = L�б . 
Т --> оо 

Перейдем теперь к рассмотрению 
вынужденного режима при е( t) =f. О. 
Будем считать для простоты Т0 = О, 
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Рис. 2.22 
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помня, что при отличном от нуля начальном токе достаточно 
сложить вынужденное решение с экспоненциальной свободной 
составляющей. 

Ток в RL-цепи, протекающий под воздействием внешнего 
источника напряжения, определяется, как и в RС-цепи, интегралом 
свертки: 

t 
iL (t) =  f ± e - <t - t ' > l' e(t ' )d t ' . 

о 
Следовательно, если за выходное принять напряжение на 

сопротивлении (рис. 2.22, а), то импульсная характеристика цепи 
k(t) = RiL (t ) при e(t) = <> (t) . Значит, 

k(t ) = � e- t ft = � е -*. 
Это выражение совпадает с импульсной характеристикой 

RС-цепи интегрирующего типа. Поэтому цепь, включенная в соот­
ветствии с рис. 2.22, а, также называется интегрирующей RL­
цепью. 

Для цепи, выходное напряжение которой снимается с индук­
тивности (рис. 2 .22, б), переходпая характеристика определяется 
производной от интеграла 

t 
iL (t) =  f ± e- <t - t ' > l'd t ' 

о 
и описывается выражением 

uL (t) = L  d��t) =L :t ( 1 - e - t f' ) = e - t ft = h(t) . 
Эта переходпая характеристика совпадает с переход­

ной характеристикой R С-цепи дифференцирующего типа. По­
этому цепь рис. 2 .22 ,  б также носит название дифференци­
рующей . 
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§ 2.5. ПРАКmЧЕСКИЕ ПРИМЕНЕПИЯ МЕТОДОВ АНАЛИЗА 
ЦЕПЕЙ ВО ВРЕМЕНН6й ОБЛАСТИ В ЗАДАЧАХ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ТЕХНИКИ И СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 

Рассмотрим выше методы анализа позволяют рассчитывать 
многие процессы в цифровых узлах. В качестве примера рас­
смотрим расчет некоторых типовых узлов. В вычислительной 
технике основу построения узлов составляют так называемые 
базовые логические элементы -управляемые источники напряже­
ния с одним или несколькими входами и ступенчатой функцией 
управления. Самым простым базовым элементом является од­
новходовый элемент, схема которого показана на рис. 2 .23 .  
Функция f задается таким образом: 

е= f(и)= { О и < U" .  1 , и � Uп .  
На рис. 2.24 изображен график такой ступенчатой функции. 
Ступенчатая функция управления определяет, что напряжение 

равно нулю всегда, есля напряжение и на входе меньше 
некоторого фиксированного порогового значения U0 • Если вход­
ное напряжение достигнет U0 , то немедленно появится равное 
единице (в выбранной системе отсчета) напряжение е. На рис. 2 .25 
и 2.26 показано, как изменяется напряжение е при изменении 
напряжения и. 

Одновходоный элемент называется и н в е р т о р  о м или ло­
гическим элементом НЕ, если функция управления f опреде­
лена как 
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е= f(и)= { 0 и ';:; un , (рис. 2.27) 1 , и<Uп . 
Изменение е при различных напряжениях и показано на 

рис. 2.28, а условное обозначение инвертора на схемах - на 
рис. 2.29. 

Большое значение имеет также элемент с двумя входами 
(рис. 2. 30), называемый с х е м о й  с о в п а д е н и я  или л о г и ч е с ­
к и м  э л е м е н т о м  И. 

Функция управления f определяется зависимостью 

!( ) { 1 , и1 ';:; U0 И и2 ';:; U0 • 
е - и и -- 1 ' 2 - О, в остальных случаях. 

В схеме И выходное напряжение отлично от нуля только, 
если оба входных напряжения (и1 и и2) одновременно больше 

·ь_ 
О Un t 

Рис. 2.27 

·М· 
о о 

Рис. 2.29 

�� о 1 1 t 1 1 1 1 "' tл 1 1 и"D--�-t\-� 
о v� v v � v r  1 1 1 1 1 1 1 1 

е tL...-.--..L..LH---LL..H -· о t 
Рис. 2 .3 1 

·�--LL. о 1 I V��t 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 11 
1 1 1 1 1 eнl l 1 1 

1 н н  
о t 

Рис. 2 .28 

о----Г"----- - - .., 

� сщ:: е=f(и1 ,и2) 
:---; 1 2 1 
<>----t_ _ _ _ _ _ _ _  ..J 

Рис. 2.30 

J· о--.1.....1:..-----о 
Рис. 2.32 

.. JтDl .. 
о т о 

Рис. 2 .33 
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"
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Рис. 2.36 

� 
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порогового значения U0 •  На рис. 2. 3 1  приведены осциллограммы 
выходного напряжения при различных процессах на входах. 
Условное обозначение элемента И на схемах показано на рис. 2 .32 .  

Соединением базовых элементов с RL- и R С-цепями можно 
получить ряд практически важных схем. 

1 . С х е м а  з а д е р ж к и  и м п у л ь с о в  (рис. 2 . 33) .  R С-цепь, 
включенная по интегрирующей схеме, имеет переходную харак­
теристику вида 

h (t) = 1 - е-Ф, 't = RC. 
Если на входе цепи действует прямоугольный импульс u1 (t) =  

= 1 (t) - 1 / (t - tи), то на емкости RС-цепи 

u(t) = ( 1 - e - t 1•) 1 (t) - ( 1 - e - <t - t. > l• ) · 1 (t - tи ) (рис. 2 . 34) .  

Напряжение на выходе базового элемента при этом будет 
изменяться, как показано на том же рисунке. Очевидно, этот 
задержанный импульс имеет ту же длительность, что и u1 , 
а задержка �� определяется из уравнения 

1 - e - At ft = Uп ИЛИ �t = - 'tln( 1 - Uп) · 
2. С х е м а  ф о р м и р о в а н и я  п р я м о у г о л ь н о г о  и м п у л ь ­

с а (рис. 2 .35) .  Если на вход такой цепи подать перепад напряжения 
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u0 (t) = 1 (t), то напряжение uc (t), приложеиное к первому входу 
элемента И, будет изменяться по закону переходной характеристики 

Ис (t) = 1 - e - t fт . . 
На другом входе и 1 ( t) = 1 ( t ) . На рис. 2 .36 показано входное 

и сформированное выходное напряжения в такой цепи. 
Длительность формируемого этой схемой импульса tи опре­

деляется из уравнения tи = - t ln ( 1 - ип)· 
Существует множество других практически важных схем, 

расчет параметров которых можно произвести методами анализа 
RС-цепей во временной области, изложенными в предыдущих 
параграфах. 

Вопросы и задачи для самостоятельной проработки 

1 . Найдите токи в элементах цепи рис. В.2. 1 , постройте графики, если 
напряжение и ток независимых источников изменяются, как показано на рис. В.2.2. 

2. Преобразуйте цепь рис. 2 .6, б в цепь рис. 2.6, а. 
3. Что называют постоянной времени цепи? Определите постоянные времени 

цепей на рис. В.2 .3-В.2.6. 
4. Дайте определение импульсной и переходной характеристик цепи. Как 

связаны друг с другом эти характеристики? 

е 

j 

e(t) 

J он 

Рис. В.2. 1 

2 н1Р 

Рис. В.2.3 
z он 

Рис. В.2. 5 

2 Dн j 

t мrн j 

�ь 
о 2 

ч----п 
о J 4 

Рис. В.2.2 

2 Dм 

Рис. В.2.4 

1кDм 

Рис. В.2.6 
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t 
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e(t) 

e(tJ 
1 

tпtp 

2 011 

Рис. В.2 .7 

о z J t 
Рис. В.2.9 

e{t) 

2 

о 
Рис. В.2.8 

e(t) f______, EoLL 
О t0 t 
Рис. В.2. 1 0  

5 . Определите импульсные и переходные характеристики цепей на рис. В.2.3-
В.2.6, постройте графики. 

6. Найдите напряжение на сопротивлении цепи рис. В.2. 7 при воздействиях, 
приведеиных на рис. В.2 .8-В.2. 10; постройте графики. 

ГЛАВА 3 
АНАЛИЗ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
В ЦЕПЯХ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

§ 3.1. АНАЛИЗ RLС-ЦЕПИ. СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

Рассмотренные ранее цепи содержали один энергоемкий эле­
мент. Их математической моделью служило дифференциальное 
уравнение первого порядка. Введем понятие порядка цепи, под 
которым будем понимать порядок дифференциального уравнения, 
описывающего цепь. Для многих цепей порядок равен количеству 
энергоемких элементов. 

При анализе цепей первого порядка было показано, что они 
обладают свойством инерционности: быстрое изменение напряжения 
независимых источников приводит к плавным изменениям напряже-

Ф R L ния на емкости или тока в индуктивности. 
Рассмотрим теперь, какое качественное 

отличие имеют цепи, содержащие одно-
е(t) с временно емкость и индуктивность . Мо-
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делью таких цепей служит дифференци­
альное уравнение второго порядка. ® Рассмотрим цепь, схема которой при-

Рис. 3 . 1 ведена на рис. 3 . 1 .  



Получим уравнения цепи, исходя из законов Кирхгофа _и--урав­
нений элементов: uL + иR + ис = е (t) ; iR = iL = i6 uR = RiR ; uL = LdiLfd t ; 
ic =  Cduc /dt :  

{ L �; + RiL + ис = е (t) , 
(3 . 1 ) 

C
duc . 
dt = lL . 

Это уравнения RLС-цепи. 
Для отыскания общего решения воспользуемся приведением 

уравнений (3 . 1 ) к одному уравнению, продифференцировав второе 
из них: 

d2 uc + 
!!_ duc + 

_1_ и = _1_ е. (3 .3) dt2  L d t  LC с LC 

Запишем характеристическое уравнение, соответствующее это­
R 

му однородному дифференциальному уравнению: p 2 + Lp + 
1 

+ LC = O . Пусть его корни равны р1 и р2 • Тогда решение 

дифференциального уравнения через корни р1 и р2 выразится 
следующим образом: 

uc (t) = А1 еР1 1 + А2 ePz 1, 
где А 1 , А 2 - произвольные константы, которые могут 
определены из начальных условий. 

Ес-!JИ считать, что к моменту времени t = O uc(O) = U0 , 
= 10 , то значения А 1 , А2 можно найти из уравнений 

U0 = A 1 ePt " 0 + A2ePz " 0 = A 1 + А2 ; 
/0 = СА 1р1 + СА2р2 • 

Корни р1 и р2 определяются формулами 

Рц = - 2: ±j{ 2: у- L1C . 

(3 .4) 
быть 

а iL (O) 
(3 . 5) 
(3 .6) 

Тогда общее решение уравнения (3 .4) может быть записано 
в виде 
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А, >О, Az < O  
/А , / ::> /А2/ 

а) 

/A, / = I A2/ 
А1 >0, А2 < 0  

В) 

Uc 

Рис. 3.2 

А1 ::>0, А2 < 0  
/A, / < I A 2 1  

5) 

uc (t) = A l exp [( - 2� + J( 2�y- L� ) t] + 

+ Az exp [ (- 2: + J( 2� У- L1C) tJ (3 .7) 

Рассмотрим различные случаи свободных процессов в RLС­
цепи. 
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1 .  А п е р и о д и ч е с к и й  р е ж и м  (рис. 3 .2, а- г): 

Pl <0; Pz <0; (;:,у- L1C > 0 . 

2. К о л е  б а  т е л ь н ы й  р е ж и м: 

R 1 - <-- · 
2L JLё' 



Обозначим 
= - rz±jroc . 

а) 6) 
Рис. 3 . 3  

rz =R/2L ; 

Тогда решение может быть записано так: 
Ис (t) = A t  e - "t ejm,t + A2e - "le - jm,t . 

В наиболее простом случае (А 1 = А2 = А ) (рис. 3 . 3) 
Ис (t) = А  1 е - "1 (ejm/ +е - jm,t ) = 2А е - .. t cos (j)c t. 

P t . 2 = 

Величину ro0 называют р е з о н а н с н о й  ч а с т о т о й, ее фи­
зический смысл будет выяснен позже. Величина rz, называемая 
д е к р е м  е н т о м з а т у х  а н и я, показывает скорость спадания 
колебаний, а величина roc есть частота свободных колебаний 
RLС-цепи. 

В случае, когда отношение rzjro0 существенно меньше единицы, 
RLС-цепь называют к о л е б а т е л ь н ы м  к о н т у р о м. Выражая 
rz и ro0 через L, R, С, можно показать, что rz/ro0 < 1 ,  если 
величина Q = JIJC 1 R, называемая д о б р о т  н о с т ь ю RLС-цепи, 
больше 0,5 , т. е. при Q > 0,5 цепь имеет колебательный свободный 
режим. 

Найдем решение для случая А 1 # А2 (рис. 3 .4) , т. е. для 
произвольных начальных условий U0 и /0 : 

Ис (t) = е- "1 (А 1 ejmot + А2 е - jm/) . 
Опуская несложные преобразования, приходим к соотношению 

Ис (t) = е- "1 [(� + r:t Uo ) sin roc t+ И о cos roc t] = А е- "1 cos (roc t+ <р), 
С оо, оо, 

где 
А =  (l0 + a.C U0)2 + U2 • 

cz oo� 
о , 

t a.C U0 + 10 <p = arc g . 
U0oo,C 

Найдем ток в цепи при Q > 0,5 

iL (t) = ic (t)= С ddutc . Рис. 3 .4 

t 
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а} 

Рис. 3 . 5  

В общем случае 
iL (t) = - cxCAe- tжt cos (roc t+ q>) - roc CAe- tжt sin (roc t+ q>) = 

= - А  ce- tжt J сх2 + ro� cos ( roc t + q> + arctg :с ) = 

= - А Ce- Q!tro0 cos ( roc t+ q> + arctg :с ) . 
Представляет интерес взаимосвязь iL и Ис для любого момента 

времени. Плоскость (uc , iL ) носит название п л о с к о с т и  с о ­
с т о я н и я ц е п  и. Состояние цепи в каждый момент времени 
t отражается точкой на этой плоскости. Зависимость положения 
точки от времени порождает траекторию на плоскости состояния. 

Рассмотрим построение траектории по осциллограммам на­
пряжения и тока. В момент времени t = O координаты точки 
( U0 ,  /0 ) представляют начальные значения напряжения и тока. 
Затем начинается спадание напряжения и возрастание тока 
в отрицательную сторону. В момент времени t1 напряжение Ис 
равно нулю, а ток отрицателен. Затем ток спадает до нуля, 
становится положительным, напряжение в это время возрастает. 
Траектория все больше приближается к центру, скручиваясь 
в спираль (рис. 3 . 5 , а, б). Колебательность процессов в RLС-цепи 
отражается спиралевидностью траектории на плоскости состояния. 
Если колебательность отсутствует, например, при действительных 
корнях р1 , р2 , то из графика напряжения и тока получим 
траекторию на плоскости состояния, имеющую вид, показаивый 
на рис. 3 .6 .  

3 .  К р и т и ч е с к и й  р е ж и м: 
Были рассмотрены процессы в цепи для случая р1 =/:р2 • При 

р1 =р2 =р решение 
Ис (t) = еР1 (А1 + А2 ) 

зависит лишь от одной произвольной постоянной и не может 
быть общим решением дифференциального уравнения второго 
порядка. Поэтому для такого случая решение ищут в виде 
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t - -

Рис. 3 .6 Рис. 3 .7 Рис. 3 .8 

uc (t) = (B1 + B2 t)e - "' ; 
U0 = B1 ; iL (t) = CB2 e - cc' - (B1 + B2 t)a:ce- 111 ; 

1 
l0 = CB2 - a:CB1 ; B2 = c (/0 + a:C U0 ) . 

Отсюда 

Иc (t) = (Uo + � (/0 + a: C U0 ) t) e - cc1 • 

На рис. 3 .7  показаны осциллограммы напряжения для раз­
личных начальных условий. 

Рассмотрим еще один случай, когда уравнение траектории 
можно получить в явном виде. Пусть Q-ню, т. е. 1 /LC» 
» (R/2L)2 , roc :::::: ro0 • Тогда 

lim uc (t) = 2A cos ro0 t ; Q--+oo 
lim iL (t) = - 2ACro0 sin ro0 t. 

Q-oo 
Найдем u� = 4A 2 cos2 ro0 t ; il = 4A 2 C2roб sin2 ro0 t. Так как 

sin2 х = 1 - cos2 х, то 

откуда получаем 

i2 = 4А 2 rо б  C2 - ro 2 С2 u 2 ; 
il+ roб С2 и� = 4А � rоб  cS , 

· 2  2 I L  � = 1 4А 2 rоб С2 + 4А 2 • 

Это уравнение эллипса (рис. 3 .8). 
Для нашего случая /0 = 0, поэтому uc (O) = U0 ; iL (O) = O. 
Так, с помощью траектории на плоскости состояния (uc , iL) 

можно анализировать характер процессов в RLС-цепи. 
Основной вывод, который можно здесь сделать, заключается 

в следующем: процессы в RLС-цепи в отличие от процессов 
RC- и RL-цепях определяются двумя параметрами р1 и р2 • 
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Рис. 3 .9 

w 
2СА 2 

t 

Рис. 3 . 1 0  

В зависимости от соотношения значений R, L , С они могут 
быть действительными числами (Rf2L > 1 f#) и иметь смысл 
постоянных времени, как и в случае RC- или RL-цепей: 't 1 = - 1 /р 1 , 
't2 = - 1 /р2 • Если же р1 и р2 комплексные (Rf2L < 1 /JLC) , то 
их физический смысл совсем другой: действительная часть 
Cl = Rep1 = Rер2-постоянная затухания, мнимая часть 
lmp1 = - lmр2 =О\-частота свободных колебаний. RLС-цепь мо­
жет вести себя как колебательная система: процессы в ней 
напоминают колебания механического маятника (рис. 3 .9). 

В маятнике происходят колебания с периодом Т= 2n Дg, 
в RLС-цепи 

т= 2тt = -----;::==2=1t :====:::::: 
ro. Jl/LC-(R/2L)2 

При малых Cl =R/2L T= 2nfJLC. 
Роль трения в RLС-цепи выполняет сопротивление R. В ма­

ятнике происходят колебания, порождаемые переходами кинети­
ческой энергии Wк =mv 2j2 в нижней точке в потенциальную 
энергию Wп = mgh в точке максимального подъема. Этот процесс 
происходит дважды за период. 

Очевидно, что в RLС-цепи также происходит преобразование 
энергии, при Cl-+0; Q -+ oo  uc (t ) � 2A cos ro0t, а iL (t ) = - 2ACro х 
х sш ro0 t. Энергия, накопленная в емкости в момент времени t 

Си2 (t) Wc (t) =-f--= 2A 2 Ccos2 ro0 t. 
Энергия в индуктивности 

et.i2 (t) WL (t) =-L-= 2A 2 C sin2 ro0 t. 2 
Если изобразить на графике мгновенное изменение энергии 

(рис. 3 . 1 0), то можно заметить, что за период происходит полный 
обмен энергиями между емкостью и индуктивностью. Когда 
максимальна энергия Wc, равна нулю энергия W1. и наоборот. 
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Рис. 3 . 1 1  Рис. 3 . 1 2  

Общая энергия W0 =А 2 С и при заданных ro0 , С W0 = 

= 2A 2/(roб L). Поскольку считалось, что потерь нет (сх = О), полная 
энергия в цепи будет сохраняться. В случае а:> О энергия будет 
рассеиваться в сопротивлении R, постепенно снижая запас энергии 
до нуля. Тогда график изменения энергии в цепи будет выглядеть 
так, как показано на рис. 3 . 1 1 . 

Итак, характерным для RLС-цепи является наличие колеба­
тельных процессов, �ые происходят в цепи, если R/(2L) <  
< 1JLC или R/2 <-JL/C; R < 2jL!C или Q > 1 /2 . 
§ 3.2. АНАЛИЗ RLС-ЦЕПИ. ПЕРЕХОДПАЯ 
ХАРАКТЕРИСТИКА 

Будем рассматривать RLС-цепь как четырехполюсник (рис. 
3 . 1 2) . Очевидно, для выходного напряжения будет справедливо 
полученное ранее уравнение (3 .3) . 

Полагая e (t) = E0 · 1  ( t ) ,  получим uc (t) = h (t) при Е0 = 1 . Сле­
довательно, переходную характеристику h находят как решение 
дифференциального уравнения (3 . 8) при нулевых начальных 
условиях (3 .9) : 
d2 uc Rduc 1 1 Е О -+--+- Ис = - о t �  . 
dt 2 L dt LC LC ' ' 

uc (O) = O, c:;c J = 0; 
t=O 

h (t) = uc (t) . 

(3 .8) 

(3 .9) 

Решение неоднородного уравнения (3 .8) найдем как сумму решения 
однородного уравнения (3 .7) и частного решения, которое здесь можно 
считать константой, равной Е0 .  Действительно, uc (t) = E0,  t-нfJ. Итак, 

uc (t) = A t eP2 t + А2 eP2 t + Ео . 
Из начальных условий имеем: 

А 1 + А2 + Е0 = 0; 
Pt A t С+р2 А2 С= О; 

А 1 =__!!_2___ Е0; А 2 = -� Е0 •  Pt -P2 Pt -P2 
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Рис. 3 . 1 3  Рис. 3 . 1 4  

Решение, удовлетворяющее начальным условиям, можно за­
писать в виде 

uc (t) =Eo+�(P2 eP! t -pl ePz t) . P! -Pz 
Константы р1 и р2 определены, как и для свободного 

режима. Тогда 
Pl -P2 = 2Ja.2 -ro6 . 

Разность a.2 -ro 6 , а следовательно, добротность Q определяют 
характер переходной характеристики. При Q > 0,5 процесс будет 
колебательным; при Q < 0,5-апериодическим. 

Подставляя Е0 = 1 и выражения для р1 ,  р2 , найдем общий вид переходной характеристики 
1 J � t h (t) = 1 +  [ - а. - a.2 - roб e - "1 ev' \L  -wo --: 2Ja.z -mz о г.::г-:;:2 - ( - a.+Ja.2 -roб ) e - "t e -v a.  -mo t ] = 

= l - e- "1 [ch (Ja.2 -roб t) + 2а. sh (Ja.2 - roб t)J. Ja. -mo 
При a.< ro0 , т. е. в случае апериодического режима в цепи 

(Q < 0,5), графики h будут иметь вид, изображенный на рис. 3 . 1 3  
(кривая 1 ) . При а.= ron необходимо найти предел второго слага­
емого. Обозначим ja.2 -ro б = x. Тогда второе слагаемое будет 
иметь предел 

1 . 
а. h 1. sh кt 1m - s xt = a.  1m --=a.t. 

к-о к к-о к 
График h (t ) =  1 - (1 + a.t) e - "t приведен на рис. 3 . 1 3  (кри­

вая 2) .  
Как видно, апериодический режим не представляет ни­

чего нового по сравнению с процессами в обычной 
RС-цепи. 

Для колебательного режима (Q > 0,5) можно записать 
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т 2 2 ак как roc = ro0 - Cl , то 
1 + (cx./roc )2 = ro0 /roc . 

На рис. 3 . 1 4 изображен график переходной характеристики 
RLС-цепи в колебательном режиме. 
§ 3.3. РАСЧЕТ РЕАКЦИИ RLС-ЦЕПИ 
НА ПРОИЗВОЛЬНОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ 

Если источник напряжения e (t) определяется пекоторой произ­
вольной функцией, то можно предположить, что, как и для 
RL- RС-цепей, напряжение на емкости при нулевых условиях 
может быть определено интегралом свертки e (t) с функцией 
k ( t) -импу льеной характеристикой цепи: 

t 
uc (t) = J k (t- t ' ) e (t ' ) dt .  

о 
Как было показано в § 2.3 , импульсная характеристика цепи 

определяется как производпая от переходной характеристики: 
k (t) = 

d��t) .  
Для нашего случая 

k (t) = -
1
- (PzP t  e Ptt - p2 p 1 e P2t ) = P lPz (e N - e P2t )

. Pz -Pl Pz -Pl 
Подставляя значения р 1 и р2 , получим 

002 -�--� 
k (t) = 0 e - "1 sh JtX2 - ro5 t. Jcx2 -roб 

В колебательном режиме (Q > 0,5) 

Значит, для апериодического режима напряжение на емкости 
можно найти как интеграл 
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. 

uc (t) = f� е - ot(t - t ' ) sh Jcx2 - ro 5 (t- t ' ) e (t ' ) dt. 
ot2 ro2 

о 
Соответственно для колебательного режима 

1 

(3 . 1 0) 

Ис (t) = rоб Je -ot (t- t ' )sin [ roc (t - t ' )] е (t ' ) dt ' . (3 . 1 1 ) 
те 

о 
Полученные здесь формулы выведены в предположении полной 

аналогии между уравнениями связи Ис и е для RC- и RL-цепей. 
Докажем, что сделанное допущение верно. Вернемся снова 
к уравнениям RLС-цепи (3 .2): {diL R . 1 1 

. 
dt= - [, zL -z: uc +r:e ;

. duc 1 . 
-= - lL . dt с 

Воспользуемся формальным представленнем этой системы 
матричным уравнением первого порядка. С этой целью введем 
вектор (матрицу-столбец) 

x(t) � [ �c�l) ] . 
Система уравнений (3 .2) может быть записана в виде мат­

ричного уравнения: 

(3 . 1 2) 

dx (t)fdt = Ах (t) + Ве (t) .  
Решим уравнение (3 . 1 2) методом интегрирующего множителя, 

вводя матрицу M (t) размера 2 х 2 с элементами, зависящими от t : 

M (t) dx - M (t) A x(t) = M (t) Вe (t) .  dt 
(3 . 1 3) 
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Воспользуемся матричным равенством 

� [P (t) Q (t)] =P d��t) + Q d��t) _ 
Если -M (t) A = dM (t)/dt, то уравнение (3 . 1 3) может быть 

записано в виде 

� [M (t) x (t)] = M (t) Be (t) . (3 . 14) 

Интегрируя, получаем 
t 

M (t) x (t) =  J M (t ' ) Be (t ' ) dt '  + D0 • 
о 

Отсюда искомое решение 
t 

x (t) =  J м- 1 (t) M (t' ) Be (t ' ) dt '  + м- 1 (t) D0 .  
о . 

Найдем матрицу M (t) из условия dM (t)/dt = - M (t) A . Для 
одномерного случая это уравнение легко решается: 

d - at - at 
di

e = -ае . 

Введем понятие матричной экспоненты eAt, определив ее 
как ряд: 2 3 

eAt = E+!..A +:_A2 +:_ A3 + 1 !  2! 3 ! . . .  

аналогично, обычному определению экспоненты 

где 

t t2 t3 eat = 1 +- а +-а2 +- а3+ . . 1 !  2! 3! . ' 

Е� [ � � ] 
Таким образом, M (t) = eлt является матрицей размерности 2 х 2: 

t 
x (t) =  J eAt e -At' Be (t ' ) dt + eAt D0 • 

о 
Объединяя произведение матричных экспонент под интегралом, 

получаем 
t 

x (t) =  J eA <t - t') Be (t ' ) dt '  + eAt D0 • 
о 
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Для определения произвольной матрицы D0 положим t = О. 
Тогда интеграл обращается в нуль, еА1 = Е . Получим, что 
x (O) = D0 ,  т. е. 

Значит, при нулевых запасах энергии в цепи к моменту 
подачи внешнего воздействия D0 = О. Если заданы неиулевые 
начальные условия, то эта матрица будет составлена из начальных 
значений тока и напряжения. Для рассматриваемого случая 
начальные условия полагаются нулевыми. Значит, 

t 
x (t) = J eA <t - t ' > Be (t ' ) dt ' . (3 . 1 5) 

о 
Покомпонентная запись всех матриц дает 

[ iL ( t) ] = J exp { [ -� -± ] (t - t ' )} e (t ' ) dt . uc (t) о 2. О с 
(3 . 1 6) 

Для записи тока и напряжения в явном виде необходимо 
найти экспоненту 

ехр ( [ -f -± ] r) = [ml l (t) m1 2 (t) ] 
- О m2 1 (t) m22 (t) с 

Так как exp At = E  при t = O, то начальные условия для 
элементов будут такими: 

m1 1 (0) = 1 ,  m1 2 (0) = 0, m2 1 (0) = 0, m22 (0) = 1 .  
По определению экспоненты имеем 

f, [ :: : ::: J � [ :: : ::: J [ -I -� J . 
Вычисляя производную слева и 

следующую систему уравнений: 
матрицу справа, получаем 

52 

drn1 1  R l 
-- = - - тн + -c ml 2 ; d t L 
drn2 1 R l drn22 l 
dt = - L mz t  + C m22 ; Тt = - 1, m2 1· 

Дифференцируя первое уравнение, получаем 



d2 m 1 1  _ R dm1 1  + 
1 dm1 2 

dt2 - - I Тt сТt · 
Подставляем сюда второе уравнение: 

d2 m 1 1  R dm1 1  
1 О 

dt2 + z: Тt + zс т1 1  = · 
Поступая аналогично со второй парой уравнений, получаем 

d2 m2 1 R dm2 1 1 
О dt2 + L dt + LС т2 1  = . 

Решение этих уравнений одинаково. Оно совпадает с решением 
однородного уравнения для RLС-цепи в § 3 . 1 .  

Выбирая постоянные А 1 и А2 так, чтобы удовлетворялнеЪ 
начальные условия, получаем 

(t) -
1 (р р t р t) · т1 1  - -- 1 е 1 -р2 е 2 , 

Р1 -Р2 

т (t) = 
1 (eP1 t - ep2t) · 2 1  C(pl -Pz ) ' 

т (t) = 
1 (ePt t - ePz t); 1 2  L(pl -Pz ) 

т22 (t) = -
1
- [(р1 + �) eP t t - (p2 + �) ePz tJ . 

Pl -Pz L L 

Подставим в эти выражения (3 . 1 6) :  

[ 
] t 

[ 1 ( ' ) ] 
L = L e(t ' )d t ' . 
i (t) f - т1 1 t - t 

uc (t) 
о ±т2 1 (t- t ' ) 

Полученные выражения показывают, что для напряжения на 
емкости в RLС-цепи действительно справедлив интеграл свертки, 
который для апериодического режима совпадает с соотношением 
(3 . 1 0), а для колебательного режима - (3 . 1 1 ) .  Одновременно нами 
был выведен интеграл свертки для тока в RLС-цепи. 

Таким образом, вычисляя интеграл (3 . 1  О) или (3. 1 1  ), можно 
рассчитать процессы в RLС-цепи, которые возникают под 
воздействием внешнего источника, заданного любой функцией e(t) . 

§ 3.4. РЕАКЦИЯ КОЛЕБАТЕЛЬНОГО КОНТУРА 
НА Г АРМ ОНИЧЕСКОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ. РЕЗОНАНС 

Рассмотрим воздействие на колебательный контур гармо­
нического напряжения e(t) = Em sin roE t. Воспользовавшись выра­
жением (3 . 1 1 ), найдем 
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ис (t) = :: J e - .. (t - t ' )  sin [ roc (t - t ' )] Ет sin roE t '  d t '  = 

о 
t 

ro2 e- «'E [ f = 0 т sin ro t e"t ' cos ro t '  sin ro t ' d t ' -
ro О с Е 

с 
о 

t 
- cos roc t f e"t ' sin roE t '  sin roc t '  d t '  J 

о 
Вычислим интегралы по таблице и произведем тригономет­

рические преобразования: ( ) EmroEroa [ 1 - .. t . ( ) 1 . ( )] ис t = 
2 2 2 2 

- е SШ Фc t+ q> 1 + - SШ 00E t+ q>2 . 
J(roo - roE) + 4cx roE 00с roE 

Проанализируем получеm1ый результат. Напряжение на емкости 
в RLС-цепи при воздействии синусоидального напряжения внешнего 
источника с частотой roE содержит две компоненты: первая 
представляет собой затухающие колебания с частотой собственных 
колебаний контура roc , вторая -незатухающие колебания с частотой 
внешнего источника roE . Амплитуда как собственных, так и вынуж­
денm.IХ колебаний в цепи тем больше, чем меm.ше затухание сх. 
Кроме того, амплитуда колебаний зависит от соотношения частот 
roE и ro0 • Изобразим эту зависимость в виде графика рис. 3 . 1 5. 
Как видно, амплитуда как собственm.1х, так и незатухающих 
вынуждеm1ых колебаний достигает максимума при равенстве частот 
roE = ro0 • Это явление носит название резонанса. 

Резонанс- явление резкого возрастания амплитуды колебаний 
в цепи при совпадении частот собственных колебаний цепи 
и внешнего воздействия. 

При резонансе амплитуда вынужденных колебаний опреде­
ляется величиной 

Рис. 3 . 1 5  
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Ат = Emroб = Emroo = Q Em . 
J 4a?ro5 2сх 

Следовательно, напряжение 
вынужденных колебаний при ре­
зонансе имеет амплитуду, 
в Q раз большую амплитуды 
приложеиного напряжения. 
С энергетической точки зрения 
это означает, что при резонансе 
RLС-цепь потребляет от источ-
ника наибольшую мощность. Об-



Рис. 3 . 1 6  

а) 

t 

б) 
Рис. 3 . 1 8  

Рис. 3 . 1 7  

и с 

"6) 

мен энергией между магнитным полем индуктивности и элект­
рическим полем емкости при резонансе наиболее эффективен. 
Говорят, что в этом случае собственные и вынужденные колебания 
происходят синхронно друг с другом. На рис. 3 . 1 6  изображен 
график напряжения на емкости в RLС-цепи при резонансе. 

При несовладении частот ro0 и roE взаимодействие происходит 
более сложным образом. Энергия за период попеременно со­
средоточивается больше то в емкости, то в индуктивности. 
График напряжения на емкости в этом случае более сложен 
(рис. 3 . 1 7) .  Со временем собственные колебания затухают и уста­
навливается режим вынужденных колебаний с постоянной амп­
литудой. 

На плоскости состояния процессы в RLС-цепи отражаются 
сложением «эллипса» незатухающих вынужденных колебаний 
(рис. 3 . 1 8 , а) и «спирали» собственных колебаний (рис. 3 . 1 8 , б) 
так, что образуется траектория, изображенная на рис. 3 . 1 8 , в.  

В заключение отметим, что аналогично тому, как путем 
вычисления интеграла свертки было получено выражение для 
напряжения на емкости в RLС-цепи при гармоническом воз­
действии, может быть рассчитан отклик RLС-цепи на любое 
воздействие. 

Вопросы и задачи для самостоятельной проработки 
1 .  Могут ли в цепи, изображенной на рис. В.3 . 1 , возникнуть свободные 

колебания? 
2. Определите частоту свободных колебаний, декремент затухания парал­

лельного колебательного контура (рис. В.3 . 1 ) . 
3. Найдите переходную характеристику цепи для апериодического и коле­

бательного режимов цепи рис. В.3 .2 . 
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Рис. В.З . l Рис. В.3 .2 

4. Постройте траекторию (для цепи рис. В.З . l ) на плоскости состояния, если 
e(t)=2  · 1 (�. 

5. Данте определение резонанса в электрической цепи. Приведите примеры 
резонансных явлений в неэлектрических объектах. 

6. Определите амплитуду колебаний напряжения на емкости в цепи, изоб­
раженной на рис. 3 . 1 2, если e(t)= 2 cos · l 06 t, L= l мГн, С= l нФ, R= 2 0м. 

ГЛАВА 4 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ ПРИ Г АРМ ОНИЧЕСКОМ 
ВОЗДЕЙСТВИИ 

§ 4.1 .  КОМПЛЕКСНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
СИГНАЛОВ 

Рассмотренные выше методы анализа пригодных при изучении 
процессов в электрических цепях, происходящих под воздействием 
внешних источников напряжения и тока, определяемых произ­
вольными функциями времени. 

Во многих задачах анализа цепей в системах передачи 
информации, в устройствах электропитания внешние источники 
имеют переменное во времени напряжение или ток, изменяющиеся 
по гармоническому закону: 

a (t) = Am cos (ro0 t + <pa ) · (4. 1 )  
Здесь Аm - а м п л и т у  да  к о л е б а н и й; rо0 - у г  л о в а  я ч а с т о т а; 
<ра - н а ч а л ь н а я  ф а з а. 

На рис. 4. 1 изображен график такой функции. 
Напряжения и токи, изменяющиеся по закону ( 4. 1 ) , являются 

гармоническими колебаниями. Величина Т называется п е р  и -
о д о м  к о л е б а н и й  T= 2тt/ro0 , величина /0 - ц и к л и ч е с к о й  
ч а с т о т о й  /0 = 1 / T= ro0 /2тt. При <ра > 0  колебания опережа­
ют по фазе чисто косинусоидальные, причем опережение 
11t = <р а /  ro0 • Если <р < О, то колебания отстают по фазе от 
косинусоидальных, A t =  - <pa fro0 • При <ра = тt/2 колебания могут 
быть описаны функцией sin ro0 t, однако обычно их принято 
записывать в виде (4. 1 ) .  

Гармонические к.9лебания заданной частоты ro0 , кроме амп­
литуды и начальнои фазы, характеризуются некоторыми интег-
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ральными параметрами, которые 
легко измеряются. Один из них 
называется с р е д н и м  з н а  ч е н и ­
е м  з а  п о л у п е р и о �  

Т /4 

Аср = � f a(t) d t, 
- Т /4 

другой - с р е д н е к в а  д р  а т и ч е с -
к и м  или д е й с т в у ю щ и м  з н а ч е н и е м: 

1 А = ­т 

т 
J [ a(t)] 2 dt . о 

Вычислим среднее значение за полупериод: 
Т/4 

Аср =  � f Am cos (ro0 t +q>a)d t. 
- Т /4 

Замена (2n/ T) t + q>a дает 
'��а + 11/ 2 

А 2Am T f d 2Am = -- COS X Х = - .  ер T2n 1t 
'��а - 11/ 2  

l!.;1�tl 
Рис. 4. 1 

Среднее значение равно высоте прямоугольника с основанием 
Т /2, площадь которого равна площади под кривой исходного 
сигнала (отметим, что среднее за период значение равно нулю). 

Среднеквадратическое, или действующее, значение 
т т 

А 2 = � f [ Am cos (ro0 t+ q>a)] 2 d t= �; f [ 1  +cos (2ro0 t+ 2q>a)] d t= 
о о 

411 + 2ора 

= А � f [ 1  +cosx ] dx= А� , 2 Tro0 2 
2 ора 

т. е. A =Aтf.J2. 
Действующее значение гармонического тока равно по значению 

такому постоянному току, который, проходя по сопротивлению 
R, вьщеляет за время Т то же количество теплоты, что 
и гармонический ток. 

Воспользуемся представленнем Эйлера: cosx= [ exp(jx) +  
+ ехр ( -jx)] /2, sinx = [exp(jx) - exp ( -jx)] f2j. Так как j2 = - 1 ,  
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Rel, 
Рис. 4.2 Рис. 4.3 

то cosx +jsin x = exp(jx). Обозначив действительную часть 
комплексного числа Z. = a +jb как a = ReZ,, а мнимую - как 
Ь = ImZ,, запишем а ";" Zm Re { exp(j<pz) } . 

С помощью этой формулы колебание (4. 1 )  может быть 
заnисано таким образом: 

a(t) = AmRe e j <mot + rp. J = Re {Ame j'�>·d"'o' } . 
Введем понятие комплексной амплитуды колебания 

A = Ame jrp· = Am cos<pa +jAm sin<pa = a +jb. Это комплексное число 
отражает как амплитуду Am , так и начальную фазу ч>а колебания 
(4. 1 ) .  Отобразим комплексную амплитуду А на комплексной 
плоскости (рис. 4.2): 

-
� = �e j"'o't = Ame jrp•e j"'o' t = Ame j <mo t + rp. > . 

Рассмотрим теперь, как может быть изображено на комплексной 
плоскости колебание a(t) : a(t) = Re {A ej"'o' } .  При t = O  a(O) = ReA . 
Это -проекция вектора А на действительную ось (рис. 4.3). В момент 
времени t1 > О  a(t) представляет собой действительную часть числа:  

� = �ej"'o't = Ame jrp•e j"'o' t = Ame j <mo t + rp. > . 
Модуль этого числа 1� 1 = 1 � 1 = Ат не изменился, а аргумент 

arg� = rot1 + ч>а увеличился. Это означает, что произошел поворот 
вектора А на угол ro0 t1 (см. рис. 4 .3) .  С течением времени 
вектор, иЗображающий колебания, будет равномерно вращаться 
против часовой стрелки с угловой частотой ro0 • Проекция этого 
вектора на действительную ось будет в точности совпадать 
с функцией (4. 1 )  (рис. 4.4) .  

Рассмотрим другое колебание b(t) = Bm cos (ro0 t+ <pв) с той же 
частотой. Вводя комплексную амплитуду В = Bmej'�>., представим 
b(t) = Bm cos (ro0 t + <pв) = Re {Bexp(jro0 t) . Вместо вычислений по слож­
ным тригонометрическим qiормулам сумму колебаний c(t) = a(t) + 
+bit) = Amcos (ro0 t + <pa)+Bm cos (ro0 t+ <pв) можно записать в виде 
c (t) = Re {4 ехр (jro0 t) } + Re {В ехр (jro0 t) } = Re { (4 + ll_)exp (jro0 t) } = 
= Re {fexp(iro0 t)} , f=�+Ji . 
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Следовательно, при сложении гармонических колебаний до­
статочно сложить их комплексные амплитуды как комплексные 
числа или векторы, а далее считать эту сумму комплексной 
амплитудой нового колебания (рис. 4 .5) .  

Найдем амплитуду суммарного колебания 

I C I  = 1�+� 1 = 1 Am cos<pa +jAm sin<pa +jBm sin<pв+ Bm COS<p8 1 = 
= J (Ат соs<ра + Вт COS<p8)2 + (Am sin<pa+  Вт sin<p8)2 . 

Начальная фаза суммарного колебания { Am sin<p.+B А В О <p0 = arctg , m COS<pa +  m COS(/)8 > ; 
<i>c = Am cos<p.+ Bm cos<p. 

n+ <p0 , Am cos<pa + Bm cos<p8 < 0. 
Как видно, для нахождения колебания c(t) достаточно записать 

с ( t ) = Re { Сехр ( jro0 t) } . Если колебание с ( t ) = Ка ( t ) = 
= KAm cos (ro0 t+ <pa), то f.= KA . 

Рассмотренные правила показывают, что линейные преоб­
разования колебаний с фиксированной частотой ro0 эквивалентны 
преобразованиям комплексных чисел - комплексных амплитуд. 

Таким образом, вместо функций времени, представляющих 
собой гармонические процессы 

a(t) = Am cos (ro0 t+  <!>а ), (4.2) 

при линейных преобразованиях можно рассматривать комплекс­
ные числа 

(4. 3) 

С точки зрения математики считается, что относительно 
линейных преобразований существует взаимно-однозначное 
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соответствие между линейным пространством функций (4.2) 
и пространством комплексных чисел (4.3) . Построение процесса 
во времени по полученной комплексной амплитуде сводится 
к умножению ее на множитель вращения и взятию действительной 
части: a(t) = Re {A expUro0 t)} . 

Изображение-колебаний с помощью векторов комплексных 
амплитуд на комплексной плоскости называется векторной диа­
граммой. Векторная диаграмма позволяет сравнивать гармоничес­
кие колебания по амплитуде и начальной фазе. Например, на 
рис. 4.6 колебание А имеет большую амплитуду, чем колебание 
В. Колебание В опережает колебание А (начальная фаза </>в > <р А ) . 

Линейные преобразования колебаний соответствуют измене­
ниям длины и поворотам векторов комплексных амплитуд. 

Основным применением векторных диаграмм комплексных 
амплитуд является анализ линейных цепей при гармонических 
воздействиях. 

§ 4.2. УРАВНЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ ПРИ ГАРМОНИЧЕСКОМ 
ВОЗДЕЙСТВИИ 

В этом параграфе снова вернемся к уравнениям, описывающим 
связь токов и напряжений в простейших элементах линейных 
электрических цепей - R, L, С. Как было показано в § 1 .2 , связь 
мгновенных значений напряжения u(t) и тока i(t) в сопротивлении R, 
индуктивности L и емкости С дается соответственно уравнениями 

u(t) =R i(t); (4.4) 
d "(t) u(t) = L  �� ; (4. 5) 

, u(t ) = С d:�t) . (4.6) 

Если ток представляет собой гармоническое колебание вида 
(4. 1 ) : i(t ) = Im cos (ro t+ <pi), то напряжение на сопротивлении (рис. 4.7) 
u(t ) = R l(t) = Rlm cos (ro t+ <pi) может быть представлено в виде 
u(t) = Um cos (ro t+ <pa) · Как видно из полученного выражения, при 
гармоническом токе, протекающем через сопротивление, напряже­
ние на нем также будет гармоническим. Амплитуда напряжения 
Иm= Rlm , начальная фаза сохраняется, как и у тока: <i>u = <i>i ·  

Введем комплексную амплитуду тока ! = Im ехр (J <l>i)· Тогда 
комплексную амплитуду напряжения на сопротивлении можно 
будет вычислить по формуле 

U= Rl. (4.7) 
Уравнение (4.7) является полностью эквивалентным уравнению 

(4.4), если ток, протекающий через сопротивление, гармонический. 
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Рис. 4.7 Рис. 4.8 

Уравнение (4.7) носит название закона Ома в комплексной форме 
для сопротивления. Из (4.7) следует, что если задано напряжение 
u (t ) = Um cos (ro t + q>и) с комплексной амплитудой И= Um exp (jq>a) , 
то найти комплексную амплитуду тока можно из соотношения 
{= U/R, из которого очевидно, что lm = Иm/R, q>i = q>u, как и было 
показано ранее. 

Векторная диаграмма, изображающая комплексные амплитуды 
тока и напряжения, соответствует рис. 4 .8 .  

Векторы комплексных амплитуд тока и напряжения совпадают 
по направлению и отличаются только модулем. Для сопротив­
ления связь между комплексными амплитудами такая же, как 
и для просто амплитуд. Иначе выглядит эта связь для энергоем­
ких элементов: индуктивности и емкости. 

Пусть через индуктивность протекает гармонический ток 
i( t ) = Im cos (ro t +  9'д· Напряжение на индуктивности и (t ) = Ldi (t )/ 
fdt = - Im roL sin �ro t + q>д = Imro L  cos (rot +  q>i + n/2) = И  m cos (ro t + q>и) , 
т. е. оно также гармоническое. Амплитуда напряжения Иm = ro Llm, 
а начальная фаза q>" = q>i + n/2 . 

Комплексная амплитуда напряжения 

И= UmeifPu = roLJmei(�; + x/2) = eiпtzroLI. 
Обозначим �L = roL ехр (j n/2) . Связь между комплексными амп­
литудами тока I в индуктивности и напряжения И дается 
алгебраическим соотношением 

(4.8) 

Это уравнение аналогично (4.5), если ток в индуктивности 
гармонический. Уравнение (4. 8) существенно проще (4. 5), так 
как представляет простое перемножение комплексных чисел, а не 
дифференцирование функций . Множитель �L = roL ехр (j n/2) на­
зывается к о м п л е к с н ы м  с о  п р о т и в л е н и е м  и н д у к т и в н о ­
с т и  по аналогии с (4.7), а уравнение (4.8) --- з а к о н о м  О м а  
в к о м п л е к с н о й  ф о р м е  д л я  и н д у к т и в н о с т и. Если считать 
заданным напряжение на индуктивности, то комплексная амп-
литуда тока != И/ �L· Это замечательное свойство означает, что 
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понятие комплексного сопротивления ZL позволяет свести вычис­
ление производной и интеграла к- умножению и делению 
комплексных чисел. Запишем ZL в аЛгебраической форме: 

ZL = ro Lein/2 = roL cos �+jroL sin �=jroL. - 2 2 
Комплексное сопротивление индуктивности-чисто мнимая 

величина, пропорциональная частоте гармонического внешнего 
воздействия и индуктивности L. 

Рассмотрим векторную диаграмму тока и напряжения для 
индуктивности (рис. 4.9) .  

Напряжение на индуктивности опережает по фазе ток на 
угол n/2, или ток в индуктивности отстает по фазе от 
напряжения на угол n/2. 

Величина ro L = I ZL I  называется м о д у  л е м  к о м п л е к с н о г о  
с о п р о т и в л е н и я  Индуктивности (рис. 4. 10) . Она показывает 
связь между длинами векторов тока и напряжения. При ro--+0  
1 �L l --+0. Угол же между векторами сохраняется равным тt/2 
независимо от частоты и значения индуктивности. 

Рассмотрим теперь ток в емкости при гармоническом 
напряжении: 

и (t ) = Um cos (ro t +  q>и); i (t ) = Cdи (t ) /d t = - Cro Um sin (ro t+ q>и) = 
= roCUm cos (ro t+ q>u + тt/2) = /m cos (ro t+  q>i); Im = roCUm; q>и = q>i + тt/2. 

Очевидно, по аналогии с тем, как это было сделано для 
индуктивности, можно записать, что комплексная амплитуда 
тока в емкости связана с комплексной амплитудой напряжения 
U соотношением 

!= lmeiч>j = roCUm� (q>. +1t/2) = ro Ceinf2 U. 
Величина ro Сехр (jп/2)-комплексное число, имеющее раз­

мерность проводимости. Она называется к о м п л е к с н о й  п р  о ­
в о д и м о с т ь ю  е м к о с ти Yc = roCexp (jn/2) =jro C, а обратная ей 
величина 1 /  Xc = Zc =  1 / (jro  С)-к о м п л е к с н ы м  с о  п р о т и в л е ­
н и е м е м к о с т и. Комплексное сопротивление емкости можно 
записать в нескольких формах: 
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Рис. 4. 1 1  

Zc = -1- = _j_ =_1_ e -jnf2 . 
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Рис. 4. 1 2  

Это тоже чисто мнимая величина. Зависимость модуля 
I Zc l = 1 /roC от частоты приведена на рис. 4. 1 1 .  
- Используя данное понятие, запишем у р а  в н е н и е з а  к о н а 
О м а  в к о м п л е к с н о й  ф о р м е  д л я  е м к о с т и: 

U= Zc!· (4.9) 
Уравнение (4.9) полностью заменяет более сложное уравнение 

(4.6) в случае гармонического тока. 
Векторная диаграмма тока и напряжения для емкости имеет 

вид, показанный на рис. 4. 12 .  
Напряжение на емкости отстает по фазе от тока на угол 

тr./2, или ток в емкости опережает по фазе напряжение на угол тr./2 .  
Как видно из определений, комплексное сопротивление для 

сопротивления-действительное число. Комплексные сопротив­
ления для индуктивности и емкости-мнимые величины. Такие 
элементы называют реактивными. В реактивных элементах век­
торы тока и напряжения ортогональны друг другу. Сдвиг фаз 
между током и напряжением равен тr./2. 

Понять термин «реактивный элемент» можно из рассмотрения 
средней за период мощности, превращаемой в теплоту в элементе. 

Сначала вычислим среднюю за пер�од мощность при гармониче­
ских токе i (t ) = lm cos (ro t+q>i) и напряжении и (t ) = Um cos (ro t+q>u): 

т т 

Р=� f и (t )  i (t )dt =� f Um/m cos (ro t+ q>u) cos (ro t + q>i) dt = 

О 2n О 

= Umlm 2
1
1t 
f cos (x+ q>u) cos (x+ q>i) dx= � Um/m cos (q>u - q>i) · 
о 

Средняя за период мощность 
1 P=-z Um/m cos (q>u - q>i)· (4. 1 0) 
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Если вспомнить понятия действующих значений и= итf J2 
и I = !т/ J2, то среднюю рассеиваемую мощность можно записать 
в более простом виде: 

Р= иicos (<pи - <pJ (4. 1 1 ) 
Величина cos (<pи - <pi) играе� роль множителя, характеризую­

щего степень превращения энергии гармонического тока в другие 
виды энергии (в частности, в тепловую). Для сопротивления 
<ри = <рi, Р =  иi. Для реактивных элементов L и С <ри - <рi = ± тt/2, 
Р = О. Отсюда и следует название этих элементов. 

Соотношение (4. 1 0) может быть записано и в комплексных 
амплитудах: P= Re (!!_I*)/2 .  Символом I *  обозначена величина 
!т ехр ( -j <рд = !т (cos <pi -J sin <рд- комплексно-сопряженное число. 

Величина Р выражается половиной скалярного произведения 
векторов и и !· Эта мощность также называется а к т и в н о й  
м о щ н о с т ь ю  в цепи. 

Величина PQ = lт (иi*) / 2j= иisin (<pи - <pi) носит название р е ­
а к т и в н о й  м о щ н о с т и. Для сопротивления Р12 = 0 для индук­
тивности PQ = roL/ 2 2, для емкости PQ = l2 f 2roc. 

Величину Р8 = Р�+Р 2 = Итlт/2 назьmают п о л н о й  м о щ ­
и о с т ь ю. Для сопротивления R она равна активной, а для 
реактивных элементов L и С-реактивной мощности. 

§ 4.3. АНАЛИЗ ПРОСТЫХ ЦЕПЕЙ ПРИ Г АРМ ОНИЧЕСКОМ 
ВОЗДЕЙСТВИИ 

В этом параграфе рассмотрение будем вести аналогично 
тому, как для цепей во временной области. Здесь необходимо 
убедиться в справедливости законов Кирхгофа для комплексных 
амплитуд. Рассмотрим узел цепи рис. 4. 1 3 .  

По первому закону Кирхгофа алгебраическая сумма мгно­
венных значений токов ik в любой момент времени равна нулю: 

n 
L ik (t ) = O\it. 
k = 1 

Будем считать все токи ik гармоническими с одной и той 
же частотой ro, но с различными амплитудами Ikт и начальными 
фазами (/)ik : ik (t ) =lkт cos (ro t+  (/)ik) · 

Воспользуемся представленнем гармонического колебания че­
рез комплексную амплитуду: 

ik ( t ) = Re {{keiro t} , где !k = Ikт�<r>;_ 

Тогда уравнение первого закона Кирхгофа для узла 
запишется в виде 
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Рис. 4. 1 3  Рис. 4. 1 4  

n L Re {{kejю t} , где {k = lkmeiЧ'i. k = l 
Необходимым и достаточным условием этого равенства будет 

соотношение 
n 
L !k = O. (4. 1 2) 
k = l 

Уравнение (4. 1 2) представляет собой формулировку уравнения 
первого закона Кирхгофа для узла в комплексной форме: 
алгебраическая сумма комплексных амплитуд гармонических токов 
в узле цепи равна нулю. 

Если в узел входят токи независимых гармонических источ­
ников j1 ( t )  = 11m cos ( ro t + <р jl) то, как и для мгновенных значений, 
будет справедливо равенство 

n m 
I !k = I .f_� . k = l 1 = 1 

(4. 1 3) 

Здесь введены комплексные амплитуды токов независимых 
источников. 

Рассмотрим теперь уравнение второго закона Кирхгофа для 
какого-либо контура (рис. 4. 1 4) . 

Для мгновенных значений напряжений в контуре с учетом 
выбора направления обхода уравнение записывается так: 

n 
L иk (t } = O'v' t. 
k = l 

Если все напряжения в контуре гармонические: иk ( t ) = 
= Иkm cos (ro t + <puk), то, вводя комплексные амплитуды Uk = Иkm x 
х ехр (j <f>иk), уравнение можно переписать в виде 

n n 
L Re Uk ejю t = Re L Ukejm t = O'v' t. 
k = l k = l 

Необходимым и достаточным условием этого равенства будет 
соотношение 
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n 
L Uk = O. (4. 1 4) 

k = 1 
Это уравнение второго закона Кирхгофа для комплексных 

амплитуд. 
Если в контур включены независимые источники напряжения 

гармонической формы е1 ( t )  = Ет1 cos ( m t + q> El), то второй закон 
Кирхгофа будет формулироваться так: алгебраическая сумма 
комплексных напряжений в замкнутом контуре равна алгебраи­
ческой сумме комплексных амплитуд напряжений независимых 
источников :  

n т L Uk = L !iz· k = 1 1 = 1 
( 4 . 1 5) 

Здесь комплексная амплитуда Е1 = Е1т ехр (j <i'El)· 
Итак, мы показали, что для комплексных амплитуд справед­

ливы те же уравнения Кирхгофа, что и для мгновенных значений. 
Для решения задачи анализа, т. е. определения всех токов 

и напряжений в цепи, необходимо найти их комплексные 
амплитуды. С этой целью из топологических уравнений (по 
законам Кирхгофа) и уравнений элементов в комплексной форме 
формируют полную систему уравнений цепи. Далее, сводя их 
к одному уравнению или используя алгоритмы решения систем 
уравнений, определяют комплексные амплитуды токов и напря­
жений в элементах цепи. 

Рассмотрим изложенную здесь методику решения задачи 
анализа цепей при гармоническом воздействии на примерах 
расчета простых цепей. 

Цепи с последовательным соединением элементов. Для после­
довательных цепей, состоящих из R-, L-, С-элементов, можно 
условно ставить в соответствие схему рис. 4. 1 5 . Здесь Z1 , �2, 
. . .  , Zk, Zn - комплексные сопротивления элементов. Если элемент 
k-сопротивление, то �k = R, если индуктивность, то �k =jmL, 
если емкость, то Zk = 1 /jmC. 

Для любого узла справедливо равенство lk = lн 1 , где k = 1 ,  
2 ,  . . . , п - 1 .  Это уравнение первого закона Кирхгофа. Отсюда 
Ik = JV k = 1 ,  п. Если взять контур, проходящий через все элементы 
Цепи, то, очевидно, из уравнения по первому закону Кирхгофа 
получим 

n 
L Uk = U. 
k = 1 

Поскольку уравнения элементов дают простые алгебраические 
равенства uk = �k{k, подставляя !k = {, имеем 
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Если обозначить I �k = �э' то полное уравнение для после­
k � l 

довательной цепи получится в простой алгебраической форме: 
(4. 1 6) �з{= И. 

Если задана комплексная амплитуда общего напряжения И, то 
решение относительно комплексной амплитуды тока находят 
обычным делением: 

{= И/�э · (4 . 1 7) 
Эквивалентное сопротивление последовательной цепи опре­

деляют по значениям R-, L-, С-элементов . Для примера рас-
смотрим RС-цепь рис. 4. 1 6, для которой �c = 1 /jroC; �я =R; 
Z3 = R + 1 /J ro С. Комплексная амплитуда тока связана с комп­
Лексной амплитудой напряжения зависимостью 

jro CU и [= -�-- R+ 1 fjroC l +jro CR 
Рассмотрим, как связаны амплитуды и начальные фазы тока 

и напряжения в последовательной цепи: И= Z3l. Очевидно, 
комплексное число �э = 1 Zэ 1 ехр (j <р2), <р2 = arg zэ-:- -Тогда 1 И 1 = 
= l �э l l ! l , 1 != 1 И l / l �э l · Это связь амплитуд. Для фаз имеем 

1 И l ejЧJ" = 1 �э 1 ejЧJz l  ! 1 ejЧJ; = 1 �., 1 1  { lej (ЧJ; +ЧJ.); <fJu = <fJ; + <fJz· 
Итак, сдвиг фаз между током и напряжением в последова­

тельной цепи определяется величиной <fJz = arg Z3• Для определения 
<pz необходимо найти алгебраическОе представление 
Zэ = Re Zэ + j lm Z3• Тогда arg Zэ = arctg (Im Zэ/ Re Zэ)· 
- Аргумент комплексного сопротивлениЯ можно найти с по­
мощью векторной диаграммы, отложив по осям действительную 
и мнимую части комплексного сопротивления (рис. 4. 1 7) . 

Векторная диаграмма, отображающая комплексное сопро­
тивление цепи, называется в е к т о р н о й  д и а г р а м м о й  с о ­
п р  о т и в л е н ия . Действительная часть комплексного сопротивле­
ния из предыдущего примера 
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Рис. 4. 1 7  Рис. 4. 1 8  

Zэ = R +  1 /Jro C=R-jfroC, Re Zэ = R, Im Zэ = - 1 /roC. 
Для этой цепи I Zэ i =JR 2 + ( 1 /roC)2 ,  <p,. = arg Zэ = arctg ( - 1 /ro CR) = = - arctg ( l /roCRr -

Как видим, модуль комплексного сопротивления последова­
тельной RС-цепи зависит от частоты. График этой зависимости 
приведен на рис. 4. 1 8 .  

На  Ч'!!стотах, близких к нулю, сопротивление цепи определяется 
емкостью и бесконечно возрастает. Наоборот, с ростом частоты 
сопротивление емкости стремится к нулю, а всей цепи-к 
величине R. 

Аргумент комплексного сопротивления на частотах ro -+  О 
стремится к величине - 1t/2, а с ростом частоты -к нулю, 
оставаясь отрицательным. На векторной диаграмме сопротив­
ления цепи зависимость от частоты отображается поворотом 
вектора против часовой стрелки до нулевого угла с постоянным 
уменьшением длины от оо до R (рис. 4. 1 9) . 

Если задан ток /, то И=Zэ/ и векторную диаграмму 
токов и напряжений -можно -поСтроить так: на комплексной 
плоскости откладывают комплексную амплитуду тока, длину 
вектора 1 умножают на 1 Zэ 1 и поворачивают на угол arg Zэ; 
полученнь1й вектор являетсЯ вектором напряжения. При задан­
ной комплексной амплитуде напряжения поступают наоборот, 
деля длину вектора И на 1 Zэ 1 и поворачивая результирующий 
вектор на - arg�э · 

Iml 
0 ��,__ __ _ Re� 

Рис. 4. 1 9  Рис. 4.20 
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Рис. 4 .21 

L. lh--�fl�-J�ln 
lk ln ---- ---

Рис. 4.22 

Следует отметить, что на практике нет необходимости в пред­
варительном вычислении Zэ и arg Z3• Для этого используют 
свойство последовательного соединения элементов, которое за­
ключается в том, что ток через них протекает один и тот 
же, а напряжения складываются. В качестве примера приведем 
цепь рис. 4.20 . 

Если считать заданным гармонический ток с комплексной 
амплитудой l, то для нахождения напряжения и сначала следует 
определить - ин =!R, а затем иL= roL!exp (Jn/2), ис = 
=! ехр (J n/2) / ro С. В результате сложения всех этих векторов 
получаем вектор и (рис. 4.2 1 ). Сдвиг фаз между током и напряже­
нием в этой цепи 

�q> = arctg l UL I - 1  Ис l
. !!_R 

Заметим, что сдвиг фаз �q> = O при ro L = 1 /roC. Это происходит 
при 1 иL I = I ис l , т. е. между частотой гармонического тока 
и величинами L, С цепи выполняется соотношение ro2 = 1 /LC 
или 00 = 1 /jLC . 

Вспомним рассмотренное ранее воздействие гармонического 
напряжения на RLС-цепь (см. § 3 . 3) . Это случай rо = rо0 -резонанс 
в контуре. При этом величина Z3 = R+j roL+ 1 /jro C  будет равна R. 

При ro = ro0 ток ! = и/ R, а-напряжение на емкости 

и с = j (!)� с*= j� fi = Qj!!_ . 

При ro = ro0 напряжение на емкости имеет амплитуду 
1 иc i = Q I и 1 , в Q раз большую приложеиного к цепи напряжения, 
а-его фаза на n/2 отстает от приложеиного напряжения. 

Эти результаты уже были получены при анализе во временной 
области, но только существенно более громоздким путем. Данный 
пример иллюстрирует эффективность метода комплексных амп­
литуд при рассмотрении гармонических воздействий. Особен­
ностью является то, что начало гармонического воздействия на 
вход цепи при таком методе считается бесконечно давним. 
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Цепи с параллельным соединением элементов. Для этого 
соединения (рис. 4.22) справедливы уравнения первого и второго 
законов Кирхгофа: 

первый закон Кирхгофа 

второй закон Кирхгофа 

И= Uk V k=  1 , n .  

Уравнения элементов Uk = Zklk дают !k = Uk /Zk . Тогда для 
параллельного соединения цепи имеем 

(4. 1 8) 

1 n 1 Вводя Zэ по правилу -= I -, это соотношение можно 
�э k = l �k 

записать в виде обычного закона Ома: U= Z3/. 
Рассмотрим нахождение комплексных сопро-тивлений парал­

лельной цепи в векторную диаграмму. 
Для упрощения вместо сопротивления участков необходимо 

рассматривать их комплексные проводимости Yk = 1 f Zk. Напри­
мер, для емкости Ус= j ro С, для индуктивности У= lfj roL, для 
сопротивления У= нl/ R. Общая комплексная провоДимость парал­
лельного соединения получается в виде суммы проводимостей n 
участков: Уэ = I Xk· k = l 

Построение векторной диаграммы общей проводимости удоб-
нее выполнять поэтапно, суммируя все проводимости. Например, 
цепь рис. 4.23 имеет в е к т о р н ую д и а г р а м м у  п р о в о д и м о ­
с т и рис. 4.24. Комплексная проводимость в этом примере будет 
определяться суммой 
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Соответственно модуль и аргумент комплексного сопротивления 
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l �э l = 1 / l !э l , arg Zэ = - arg !э· 
Напряжение и ток в такой цепи будут отражаться векторной 

диаграммой, которую также целесообразно строить поэтапно, 
откладывая и суммируя комплексные амплитуды токов в каждом 
из элементов (рис. 4.25) . 

Угол между векторами тока и напряжения Aq> = arg Z3 = q>,.. 
Для рассматриваемого примера может существовать такое соот­
ношение между величинами ro, L, С, при котором Aq> = q>,. = O. 
Это будет при ro = 1 J jLC = ro0, тогда Zэ = R. Этот случай также 
носит название резонанса (см. цепь рИс. 4.23). 

§ 4.4. РАСЧЕТ ХАРАКТЕРИСТИК ДВУХПОЛЮСНЫХ ЦЕПЕЙ 
В ГАРМОНИЧЕСКОМ РЕЖИМЕ 
МЕТОДОМ КОМПЛЕКСНЫХ АМПЛИТУД 

В этом параграфе рассмотрим типичные задачи анализа 
цепей, решаемых методом комплексных амплитуд. 

Д в у х п о л ю  с н и к о м называется электрическая цепь, имею­
щая два внешних полюса для подключения (рис. 4.26). Пассивный 
линейный двухполюсник полностью характеризуется своим вход-
ным сопротивлением Z= Ujl, причем, как будет показано в даль­
нейшем, не только дЛя гармонических, но и для произвольных 
воздействий. Для этого необходимо знать не одно значение Z 
для заданной частоты, а зависимость Z(ro) как функцию частоты. 
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Для нахождения Z(ro) двухполюсника 
нужно решить задачу анализа, определив 
комплексную амплитуду I гармоничес­R2 кого тока iвх (t )  при заданном гармо­
ническом напряжении Ивх ( t )  = е ( t ), опре­
деляемом комплексной амплитудой U. 

Рис. 4.27 Общий подход к решению задачи 
анализа описан в § 4 .3 .  Приведем несколько примеров определе­
ния входного сопротивления двухполюсников. 

Пример 4.1. Найдем частотную зависимость входного со­
противления двухполюсника, схема которого изображена на 
рис. 4.27. Для нахождения входного сопротивления представим 
схему в виде последовательного соединения трех комплексных 
сопротивлений (рис. 4.28). 

Тогда Z1 = R1 , Z3 =jroL, а �2 найдем как сопротивление 
параллельно соединенных �в2 и Zc: 

!2 =!с+ Хн2 =jro С+ 1 /R2 = ( 1 +jroCR2) /R2 ; 
Z2 = 1 / .!:"2 = R2 / ( 1 + jro CR2). 

Для всего двухполюсника Z(ro) = Zэ = Z1 + �2 + Z3 , поэтому 

z(ro) = R + Rz + " ro L = R1 + R2 -w2LCR2 +j (wL+ w CR1R2) . - 1 l +jwCR2 } l +jw CR2 
Модуль этого 

l � (ro) l = 

сопротивления 
(R 1 + R2 - ro2LCR2 )2 + (roL+ ro CR1R2)2 

1 + (ro CR2)2 
аргумент сопротивления 

arg Z (ro) = arctg wL+w C�1R2 
- R1 + R2 -w LCR2 

arctg ro CR2 • 

График модуля входного сопротивления двухполиосинка при­
веден на рис. 4.29 .  Для нахождения точки минимума графика 

d необходимо найти решение ro* уравнения dwi Z (ro) l 2 = 0. Это 

lt =R, 

Рис. 4.28 
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Рис. 4.29 Рис. 4.30 

уравнение равносильно равенству нулю числителя дроби, опре­
деляющей производную квадрата 1 Z (ro) 1 2 , решение которого 
в явном виде записать не удается. О""днако численно найти ro* 
всегда возможно. Подставляя это значение, определяем 

1 �min 1 = 1 � (ro*} 1 . 
Физически наличие точки минимума объясняется монотонным 

спадом сопротивления Z2 участка RС-цепи и монотонным ростом 
сопротивления индуктивности с частотой. Сумма сначала умень­
шается, затем начинает возрастать . 

Построим векторные диаграммы токов и напряжений в двухпо­
люснике. Для простоты построения начнем с вектора тока 
в сопротивлении (рис. 4. 30) . Очевидно, вектор напряжения на 
сопротивлении R2 будет совпадать по фазе с вектором тока 
{R2 : ис = иR2 . Вектор тока !с опережает вектор напряжения ис на 
угол rt/2 . Их сумма lc + IR2 = IL = IR 1 = 1. Напряжение иR1 = R1l 
и совпадает с этим ток-ом По фазе, -напрЯжение и L опережает ток 
на угол rt/2 . Сложив иL + и с + иR t = и, получим -вектор напряже­
ния на двухполюснике. Сдвиг -фаз i\<p  определяет arg Z. 

Пример 4.2. Найдем входное сопротивление двухполюсника 
(рис. 4.3 1 ) . Общее сопротивление двухполюсника можно представить 
последовательным соединением двух параллельных RС-цепей: 

�(ro} = �3 = Z1 + Z1; 
1 /Z1 = .!"1 = YR 1 + Xct = 1 /R1 +jro C1 = ( 1 +jro C1} /R1 ;  

1 /Z2 = У2 = YR2 + Хс2 = ( 1 +jro CR2) /  R1 ;  

� (ro} = Zt +�з = R1 ;R2 +jro (C2�tR2 + C1R 1R2) ; 1 -ro R1R2C1 С2 +Jro (C1R1 + C2R2) 

1 � (ro) 1 = (R 1 + R2)2 +ro2 (C2R1R2 + C1R1R2)2 

( l -ro2 R1R2C1C2)2 + ro2 (R 1 C1 + R2C2) 2 · 



R, 

��� R2 
Rt +R2 

• о fU 

Рис. 4.3 1  Рис. 4.32 -, 
Граф� модуля сопротивления монотонно спадает, так как 

сопротивлеiЩ� емкостей уменьшается с частотой (рис. 4.32) :  

arg Z (ro) = arctg ro (R1R2 (Ct + С2) arctg ro (R�C1 + R2C2)_ . - R1 + R2 1 -ro R1R2C1C2 

Построим векторную диаграмму токов и напряжений в этом 
двухполюснике (рис. 4.33) . Построение начнем, задавшись током 
в сопротивлении R1 . Поступая аналогично предыдущему примеру, 
найдем вектор общего тока 1 в цепи. Для нахождения токов 
в элементах R2 и С 2 необхоДимо разложить вектор 1 на две 
перпендикулярные составляющие. Для этого воспользуёмся тем 
фактом, что геометрическим местом точек вершины прямого 
угла треугольника при заданной гипотенузе является окружность, 
построенная на гипотенузе как на диаметре. Поскольку ток !с2 
опережает напряжение Uc2 = UR2, построение вектора напряжения 
Uн2 выполняется по направлению вектора тока lн2 : IR2 + 1c2 = 1. 
Окончательно имеем U= UR1 + UR2 . Угол сдвиГа фаз междУ 
током и напряжением L\<p-::arg � (ro). 

Кроме пассивных двухполюсников, состоящих только из 
RLС-элементов, на практике встречаются и активные, содержащие 
независимые источники напряжения и тока. 

Активный двухполюсник описывается двумя характеристиками: 
напряжением холостого хода с комплексной амплитудой U 

lcz 
lct 
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Рис. 4.35 

L L и внутренним комплексным 
сопротивлением �вн· Эквива­
лентная схема активного двух­
полюсника приведена на 
рис. 4.34. 

Для нахождения напряже­
ния холостого хода необходи-

,п и 
Q) 

мо решить задачу анализа для Рис. 4.36 
заданного двухполюсника, 

б) 

определив напряжения на его полюсах без подключения какой-
либо нагрузки. Для определения �вн следует закоротить все 
независимые источники напряжения в схеме активного двухполюс­
ника, отключить все независимые источники тока и после этого 
любым способом рассчитать сопротивление полученного пас­
сивного двухполюсника. 

Пример 4.3. Пусть активный двухполюсник задан схемой 
рис. 4 .35 .  Найдем комплексную амплитуду напряжения на по-
люсах и. Заменим параллельное соединение R и С некоторым 
эквивалентным комплексным сопротивлением Z: � = 1 / _r, 
У= У н + У с = 1 / R + j ro С, и= ZJ. Внутреннее сопротивление актив­
ного двухполюсника будет определяться после отключения источ-
ника тока !_. Отсюда сразу получаем �вн = �= R/ ( 1 +jro CR). 

Пример 4.4. Активный двухполюсник, схема которого приве­
дена на рис. 4.36, а, имеет напряжение холостого хода 
и= JiR/ ( 1 + j ro L ) . Внутреннее сопротивление определяется из схе­
мы рис. 4.36, 6: 

�вн = 1 /Х; Х = XL +Хн = (R +  jro L)fjro LR; �вн =jro LR/(R +  jro L ) . 

§ 4.5. УСЛОВИЕ ПЕРЕДАЧИ МАКСИМУМА МОЩНОСТИ 
НАГРУЗКЕ 

Рассмотрим обмен электроэнергией между активным двухпо­
люсником-источником и пассивным двухполюсником-нагруз­
кой (рис. 4.37). 

Найдем мощность, поступающую в нагрузку �:  P = Re и1[i / 2. 
Определим комплексные амплитуды и1 и [1 : 
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/1 = И/ @:+�вн); Ul = !1Z1 ;  

P= � Re /i/1Z= � Re Z I /1 I 2 = 
2 - - - 2 -

I U I 2 ----'-'='--- Re Z. 2 1 �вн + � l2 
Рис. 4.37 Передача энергии предполагает по­

лучение максимально возможной мощности Р. Из последнего 
выражения видно, что мощность Р пропорциональна квадрату модуля 
напряжения источника и не зависит от его начальной фазы. Мнимая 
часть сопротивления нагрузки входит в выражение только совместно 
с выходным сопротивлением источника, тогда как реальная часть 
Re Z вносит пропорциональный вклад в передаваемую мощность. 
Рассмотрим сначала влияние мнимых частей сопротивлений на 
передаваемую мощность. Очевидно, максимум мощности Р будет 
достигнут, если знаменатель дроби будет минимален. Обозначим 

Rе �вн = а, Re �= b, lm Zвн = X, lm Z=y, l �вн + Z I = 
= (a + b)Z + (x +y)Z .  

Это выражение достигает миним>'ма при таком значении х, 
которое удовлетворяет уравнению д [tа + Ь)2 + (х +у)2] / дх = 0. Диф­
ференцируя, получаем 2 (х+ у) = О и х = -у. Следовательно, на­
ибольшая активная мощность Р будет передаваться в нагрузку 
при прочих равных условиях тогда, когда мнимые части ком­
плексных сопротивлений источника и нагрузки будут равны по 
модулю и противоположны по знаку: Im Zвн = - Im Z. При этом 
/1 = И/(Zвн +� =  И/ (а + Ь). Ток в нагрузке совпадает по фазе 
с напряЖением источника. Это случай резонанса в цепи передачи 
мощности. 

Рассмотрим теперь влияние действительной части сопротивления 
Z: P = a l  И l 2 j 2 (a + b). Найдем оптимальное значение а, при котором 
мощностЬ максимизируется из условия дР/ да = 0: (а+ Ь) 2 - 2а (а+ Ь) = 
= 0, а= Ь. Таким образом, наибольшая мощность в нагрузке будет при 
равенстве действительных частей сопротивлений источника и нагрузки. 

Итак, получены условия максимума передачи активной мощ-
ности: Re Z = Re Zвн; Im Z = - Im Zвн · Эти два условия можно 
записать в компактной форме: сопротивления источника и нагруз­
ки должны быть комплексно-сопряженными для оптимального 
согласования : Z = Z:н· 

Векторная диаГрамма для оптимально согласованного канала 
передачи мощности приведена на рис. 4.38 . 

В качестве примера рассмотрим случай электропитания об­
мотки двигателя с сопротивлением R и индуктивностью 
L (рис. 4.39, а) гармоническим током с частотой ro1 . Оптимальной 
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Im� 

R с R R 

Re� �L У. L 

lан Q) 6) 
Рис. 4.38 Рис. 4.39 

цепью питания этой обмотки будет цепь с сопротивлением 
Zвн = Z * .  Поскольку Z = R + j ro1 L, необходимо подобрать Z8 = 
--;;;. R -]x, где x = ro1L. ЕСли выбрать х = 1 fro1C= ro1L, т. е. С= 1 ГrofL, 
то условия сопряженности будут выполнены. На рис. 4.39, б 
представлена схема цепи питания обмотки. 

Вопросы и задачи для самостоятельной проработки 
1 .  Запишите выражения для комплексной амплитуды суммы двух гармони­

ческих токов: i1 (t ) = 2 cos (30 t + 30°), i2 (t ) = 4 cos (30 t-60°). 
2. Запишите выражения для тока в сопротивлении цепи рис. В.4. 1 ,  если 

e (t ) = 5 sin (2 n 1 03 t+ 30°) B, R = IO  Ом, L = 2  мГн, С=0,5 мФ. Постройте векторную 
диаграмму токов и напряжений. 

R с 

L R 

e(t) с j(t) L 

Рис. В.4. 1 Рис. В.4.2 

R2 L с 
L R, 

с R R 

Рис. В.4.3 Рис. В.4.4 

. н, 

с =пR 
Рис. В.4.5 Рис. В.4.6 
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3. Определите напряжение на индуктивности цепи рис. В.4.2, если j (t ) 
= 2 sin 1 06t А, С =  2 мкФ, R = 20 Ом, L = 5 мГн, постройте векторную диаграмму 
токов и напряжений. , 

4. Постройте векторную диаграмму токов и напряжений цепи рис. В.4.3, 
если ooL> 1 /оо С. 

5 . Найдите комплексное сопротивление двухполюсника рис. В.4.4, постройте 
векторную диаграмму токов и напряжений. 

6. Постройте зависимость модуля входного сопротивления двухполюсника 
рис. В.4.5 от частоты. 

7. Начертите схему двухполюсника, входное сопротивление которого является 
комплексно-сопряженным по отношению к двухполюснику рис. В.4.6. 

ГЛАВА 5 
АНАЛИЗ СЛОЖНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 
ВО ВРЕМЕННОЙ ОБЛАСТИ 

§ 5.1. МЕТОД ПРИВЕДЕНИЯ К ЭКВИВАЛЕНТНЫМ 
ЦЕПЯМ 

Рассмотренные выше задачи анализа цепей показывают 
типичный путь решения: по схеме составляют топологические 
уравнения цепи, затем выписывают уравнения элементов, образуя 
полную систему уравнений. Далее проводят достаточно трудно 
формализуемый этап приведения полной системы уравнений 
к уравнению, содержащему только одну неизвестную функцию. 
Решая это уравнение, определяют один из токов или напряжений 
в цепи. Все остальные токи и напряжения находят из то­
пологических и элементарных уравнений. Если цепь содержит 
более двух элементов, то следование по этому пути оказывается 
весьма трудоемким. В некоторых случаях исходную сложную 
цепь удается привести к простой RC- или RL-цепи так, 
что ток (напряжение) в ней оказывается в точности равным 
току (напряжению) в исходной анализируемой цепи. Исходную 
цепь и цепь, к которой можно ее привести, при этом 
называют э к в и в а л е н т н ы м и. 

Здесь будет рассмотрено несколько ситуаций, когда возможно 
приведение к эквивалентным простым цепям. Рассмотрим сначала 
цепи с последовательным и параллельным соединением однотип­
ных элементов. 
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Участок цепи с последовательным соединением сопротивлений 
может быть заменен одним 

Рис. 5 . 1  

Rэ 
-c::J-

сопротивлением, равным сум­
ме всех сопротивлений участка 
(рис. 5 . 1  ). Действительно, из 
первого закона Кирхгофа для 
узлов в точках соединения эле­
ментов следует, что i1 = i2 = 



Рис. 5 .2 

= . . .  iN - 1 = iN. Обозначим этот ток i. По второму закону Кирхгофа 
и0 = и1 + и2 + и3 + . . .  + uN - t + uN. Так как и1 = R1 i1 , и2 = R2i . . .  , 
UN = RNiN, ТО 

u0 = R1 i+ R2i+ . . .  + RNi =R), 
N 

если положить Rэ = L Rk . k = 1 
Рассмотрим участок с последовательным соединением ин-

дуктивностей (рис. 5 .2). По первому закону Кирхгофа имеем 
i1 = i2 = . . .  = iN = i. По второму закону Кирхгофа и0 = и1 + и2 + . . .  + uN. 
Так как uLk = Lkdifd t, то 

N 
d i di 

Uo = L Lk-= Lэ -· k = 1 d t  d t  
N 

Следовательно, эквивалентная индуктивность Lэ = L Lk. k = 1 
Последовательное соединение емкостей (рис. 5 . 3) также приво-

дится к одной эквивалентной емкости. По первому закону Кирхгофа 
снова имеем i1 = i2 = . . .  = iN = i. По второму закону Кирхгофа 

N 
Ио = L uk . k = 1 

Для каждой емкости справедливо соотношение 

uk =_!_fikdt. ck 
Подставляя, имеем 

и0 = I _!_f idt =_!_f idt. 
k = 1 ck с. 

Значит, значение эквивалентной емкости удовлетворяет равенству 
1 N 1 -= r - . с. k = 1 ck 

Для параллельного соедине­
ния элементов всегда справедли­
вы топологические уравнения 
(рис. 5 .4) : 

с, с, Сэ 
--11--

Рис. 5 .3 
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а} 

·�h-l iN CN 1 
�� 

-fF-
6) 

Рис. 5.4 

N 
i0 = L ik; ( 5 . 1 )  k = l 

U1 = U2 = . . .  = UN = U. (5.2) 
Подставляя ik = uk /Rk в (5 . 1 )  с учетом (5.2), имеем 

N 
i= I � =� . 

k = t Rk R. 
Таким образом, для параллельного соединения (рис. 5 .4, а) 

можно записать 
1 N 1 
R. = k�l Rk . 

Для емкостей имеем ik = Ckduk/ dt (рис. 5 .4, б), 
• N 

du du 
lo = L Сk - = Сэ - · k = 1 dt dt 

Отсюда параллельное соединение емкостей дает эквивалентную 
емкость N 

Сэ = L ck . k = l  
Наконец, параллельное соединение индуктивностей приводится 

к одной эквивалентной индуктивности (рис. 5.4, в) :  
1 N 1 
L. 

= k�t Lt . 
Вывод этого уравнения петрудно дать самостоятельно исходя 

из соотношений 
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Элементы цепи могут быть 
связаны друг с другом не 
только путем соединения об­
щими узлами, но и через об­
щий поток взаимной индук­
ции. В этом случае говорят, 
что цепь содержит индуктив­
но-связанные ветви. Физически Рис. 5 . 5  
индуктивно-связанные элемен-
ты представляют собой две близко расположенные либо нахо­
дящиеся на одном сердечнике катушки индуктивности. Индук­
тивную связь могут иметь провода, образующие линии связи 
между блоками ЭВМ, удаленными терминалами, близко рас­
положенными проводниками печатных плат быстродействующих 
цифровых схем. Схематическое изображение индуктивно-связан­
ных элементов показано на рис. 5 . 5 .  

Магнитная связь характеризуется коэффициентом взаимной 
индукции М, измеряемым в генри. Общий магнитный поток 
создается токами, протекающими по обеим катушкам. 

Поток каждой катушки складывается из потока, создаваемого 
собственным потоком самоиндукции и потоком взаимной ин­
дукции, который будет складываться с собственным потоком 
при согласном включении (токи в катушках ориентированы 
одинаково относительно точек рис. 5 .5 ,  а) и вычитаться при 
встречном включении (токи в катушках ориентированы проти­
воположно относительно точек рис. 5 . 5 , б) . Таким образом, по­
токосцепление первой 'Р 1 и второй 'Р 2 катушек можно выразить 
следующим образом: 

с о г л а с н о е  в к л ю ч е н и е  
'Р1 = L1 i1 + Mi2 ; 
'l'z =Lziz + Mi1 ; 

в с т р е ч н о е  в к л ю ч е н и е  

'l'1 =L1 i1 - Miz ; 
'P2 =L2i2 - Mi1 . 

Дифференцирование этих 
зажимах катушек: 

выражений дает напряжения на 

и =L di1 + Mdi2 • 1 1 dt - dt '  
_ L di2 + Mdi1 Uz - 2 дt - dt 

(5 .3) 

(знак « + » для согласного, знак « - >> для встречного включения) . 
Рассмотрим последовательное соединение ветвей индуктивно­
связанных элементов (рис. 5 .6) .  Поскольку при таком включении 
через катушки протекает один и тот же ток, можно записать 
i1 = i; и = и1 ± и2 • Сложив уравнения (5 .3), будем иметь 

di u = (L1 +L2 + 2M) - . - dt 
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i, -

Рис. 5 .6 Рис. 5 .7 

Участок цепи с последовательным включением индуктив­
но-связанных элементов может быть заменен одной эквивалентной 
индуктивностью 

(5.4) 
где знак « + )) берут при согласном, знак « - )) при встречном 
включении. 

Рассмотрим параллельное соединение индуктивно связанных 
элементов (рис. 5 .7) .  Для такого соединения i = i1 + i2 ; и1 = и2 = и. 
Совместно с (5 .3) будем иметь систему уравнений 

u = L d i1 + Mdi2 • 1 d t - d t  ' 

u = L d i2 + Mdi1 • 2 d t - d t ' 
i = il + i2 . 

Преобразовав эту систему к виду 

и = (L _ M ) d i1 + Mdi . 1 + d t - d t ' 

u = (L _ M ) d i2 + Mdi 
2 + d t - d t 

и умножив первое уравнение на (L2 + М), а второе на (L1 + М), 
получим 

L! Lz -M2 d i и - .  L1 L2 ±2M d t 
Таким образом, участок цепи с параллельным соединением 

двух индуктивно-связанных элементов может быть заменен одной 
эквивалентной индуктивностью 

L = LI L2 -M 2 
э L1 +L2 ±2M (5 . 5) 

Используя законы последовательного и параллельного сое­
динений, иногда удается привести сложную цепь к виду, изоб-

82 



е с е 

Рис. 5 .8 

ражеиному на рис. 5.8 . Здесь R-четырехполюсник представляет 
собой схему с четырьмя полюсами, содержащую только со­
противления. При этом цепь приводится к простой эквивалентной 
RC- или RL-цепи соответственно. Емкость не пересчитывают, 
а находят новые значения Rэ и e3 (t ) (рис. 5 .9, а, б). 

Для определения значений параметров эквивалентных эле­
ментов вычислим напряжение на емкости (или индуктивности) 
в эквивалентной цепи при напряжении источника е3 = Е1 · l (t ) .  
В соответствии с (2. 1 2) это напряжение 

Иc3 (t ) = E1 ( 1 - e-t lt,), где 't3 = R3 C. 

В исходной цепи нахождение uc(t )  более сложно� Рассмотрим 
для примера схему рис. 5 . 1 0. Для этой схемы полная система 
уравнений имеет вид 

ie = iн l ;  iн 1 = iн 2 + ic ; 
Ин 2 = е- ин 1 ; Ин 2 = И6 

. 
C

duc R . R . lc = dt ;  UR 1 = 1 lR 1 ; Ин 2 = 2 lR 2 · 
Сформируем уравнения для uc (t ) :  

а) 
Рис. 5 .9 

R1 iR l  + ис = е ; 

Rl ( iR 2  + c d
d
u
t
c) + Ис = е ; 

R ( uc Cduc) 1 - + - + ис = е. R2 d t  

ф я, ф 

e(t) 

Рис. 5 . 1 0  
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e(t) 

Наконец, 

Рис. 5 . 1 1  

d uc + 
R1 +R2 ис = _1_ е . 

d t  CR1 R2 R 1 С 
Решение этого уравнения для e( t ) = Е0 · 1 (t ) запишется в виде 

и (t ) =  RzEo ( I -e-tfт) где "t = C R1 R2 • с R1 +R2 ' R1 + R2 
Отсюда видно, что 

R -- R! Rz Rz Е э R! + Rz ' еэ = R! + Rz о . 

Таким образом, элементы эквивалентной цепи находят из 
следующих соображений. Напряжение эквивалентного источника 
отличается от источника в исходной цепи множителем 
R2 / (R1 + R2 ) .  Сопротивление Rэ равно сопротивлению парал­
лельна соединенных R1 и R2 . Заметим, что эти значения могут 
быть получены на основании простых физических соображений. 

Напряжение эквивалентного источника находят как напряжение 
на выходных полюсах R-ч'етырехполюсника при отключенной 
емкости. Его называют н а п р я ж е н и е м  х о л о с т о г о  х о д а. 
Эквивалентное сопротивление Rэ равно сопротивлению между 
этими же полюсами R-четырехполюсника при закороченном 
источнике. Это сопротивление может быть получено последо­
вательным пересчетом параллельных и последовательных цепей. 

Другой способ нахождения эквивалентного сопротивления со­
стоит в следующем: из исходной цепи удаляют источники тока и за­
корачивают источники напряжения, к выходным полюсам получен­
ного двухполюсника подключают источник напряжения, находят от­
ношение напряжения источника к току, протекающего через полюсы. 

На рис. 5 . 1 1  показавы схемы двух R-цепей, которые надо 
рассчитать, чтобы найти эквивалентный источник и сопротивление. 
Эти результаты пригодны и для расчета эквивалентной RL-цепи. 

§ 5.2. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ 
В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ ДЛЯ СЛОЖНОЙ ЦЕПИ 

При анализе RLС-цепи второго порядка нами был введен 
в рассмотрение вектор состояния цепи Х = (iL , ис ) . В сложной 
цепи может быть много напряжений и и токов i, поэтому 
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состояния в общем случае представля­
ется большим числом компонент Ис , iL 
и характеризует токи и напряжения 
в энергоемких элементах цепи в каждый 
момент времени. Активные источники 
в общем виде представим в виде вектора 

Хвн = (J, Еу. При этом цепь описывается 
системой линейных дифференциальных 
уравнений первого порядка: 

, _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ __ _  / 

Рис. 5 . 1 2  

d
d�n = an 1 Х1 + ап 2Х2 + · · ·  + annXn + bn 1 Х1 вн + · · ·  + ЬптХтв н •  

или в матричном виде 

d 
d t Х = АХ + ВХв н ·  (5 .6) 

Размерность А определяется количеством индуктJJвностей 
и емкостей: А =  [n х п ]; n = NL + NС- порядок цепи;_.,.В -= [n х т ], 
где т - число независимых источников. / -"" _.,... 

Составим уравнение в пространстве состояний для цепи, 
изображенной на рис. 5 . 1 2 .  

Векторы состояний и внешних ист.очников запишутся в виде 

По второму закону Кирхгофа для контуров 1 и // будем 
иметь соответственно 

По первому закону Кирхгофа для второго узла получим 

с duC 2 . 
( 

) 1 z -d- = zL + ez - Иc z  - , t R2 

или в матричном виде 
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d r ::, J r � ��, о - l /L ] r �, J + = - 1 / C1 R1 
- 1 /�zRz d t  Ис z о Ис z r l fL 

+ 1 ; c0 R1 l /�,R, ] 
1 /R2 [ :: ] . 

Решение матричного уравнения (5 .6) имеет вид 
t 

Х(t ) = ел 1Х(О) + J eA <t - t ' >вxвн (t ' ) d t ', (5 .7) 
о 

где ел t _ экспонента от матрицы (см. § 3 . 3) . 
Вычислим производную от матричной экспоненты: 

:!.еЛ ·=  2A2 t + 3A3 t 3 
+ = А At 

d t  АЕ + 2 ! 3 ! 
. . .  е . 

Покажем, что (5 .7) действительно является решением мат­
ричного дифференциального уравнения (5 .6) . 

Подставим решение в левую часть (5 .6) :  
t �� = ( еА1Х(0) + f eA <t - t ' >вxвн (t ' ) d t ' J ' = Аел1Х(0) + 
о 

t 
+ AeAt J e -At 'BXвн(t ' ) d t ' + еАtе -А1ВХвн = АеА1Х(О) + 

о 
t 

+ А J еА (t - t ' > вхвн (t ' )  dt '  + вхвн · 
о 

Вычислим правую часть: 
t 

АХ(t) + ВХвн(t) = АелtХ(О) + А  J eA <t - t ' >BXвн(t ' ) d t '  + ВХвн(t), 
о 

что совпадает с полученной ранее левой частью (5 .6) ,  следо­
вательно, решение (5 .7) справедливо. 

Определив вектор X(t), найдем зависимость от времени 
напряжений на емкостях и токов в индуктивностях при данных 
зависимостях внешних источников. Однако можно интересоваться 
не только этими величинами, а, например, токами и напряже­
ниями на сопротивлениях или какими-то суммарными вели­
чинами. В этом смысле для обобщения целесообразно ввести 
понятие выхода цепи, т. е. группы элементов (или одного 
элемента), для которых определяется зависимость от времени 
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е с 

Рис. 5 . 1 3  Рис. 5 . 1 4  

напряжений или токов. Введем понятие выходного вектора Y(t), 
который для каждой цепи определяется индивидуально в зави­
симости от решаемой задачи. 

При известном векторе X(t) выходной вектор Y(t) можно 
найти по законам Кирхгофа, поскольку компоненты вектора 
представляют собой токи в каких-либо ветвях и напряжения на 
каких-либо элементах, т. е. 

Y(t) = CX(t) + DХвн(t), 
где С - матрица наблюдения или выхода 1 х n (/- число точек 
в цепи, выбранных для анализа); D - матрица прямого про­
хождения 1 х т .  

Таким образом, цепи описываются матричными уравнениями 
в пространстве состояний 

d��t) = AX (t) + ВХвн(t); ] 
Y(t) = CX(t) + DХвн(t). 

(5 .8) 

Пример 5.1. Составить уравнения в пространстве состояний 
для цепи, изображенной на рис. 5 . 1 3 :  

X = U6 хвн = е ; у = х ; 
dx 1 1 d t = - RCx +  RCe, 

т. е. A = 1 /RC ;  B = 1 /RC ;  С = 1 ;  D = O. 
Если у = ив , то у = - х-+- е ;  С = - 1 ; D = 1 .  Если одновременно 

У = [ив ис ] т, то 

Пример 5.2. Составить уравнения в пространстве состояний 
для цепи, изображенной на рис. 5. 1 4: 

X = [Uc t ] . Х = [ et ] · У = [Uв 2] . 
Uc 2 ' вн е2 ' Uc 2 ' 
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С duc l - el - uC l Ucz - UC l . 
1 dt - � - R2 

' 

С dиc z  = ez - Ucz  _ Uc z - Uc l . 
2 

d t  R3 R2 ' 
Yt = Uc z - Иc t ;  Yz = Иc z ;  

Найдем импульсную характеристику цепи, заданной урав-
нениями 

d:�t ) = AX(t) + B8(t); } 
Y(t) = CX + D8(t) . 

t 
По определению, X(t) = J eA <t - t ' > B8 {t ' ) dt ' ; Х (О) = О. 

о 
Воспользуемся фильтрующим свойством 8-функции: 

X(t) = eA1B.  
Импульсная характеристика определяется одновременно на 

нескольких элементах: 

K(t) = l k1?) ] = Ceл1B + D8(t) . 
k1(t) 

Соответственно переходпая характеристика 
t 

(5 .9) 

H(t) = J K (t ' ) d t '  = СА - t eA1B + D  · l (t) . (5 . 1 0) 
о 

При постоянном токе и в гармоническом режиме решение 
уравнения состояния выглядит наиболее просто. Действительно, 
если Xви = const, то dXfdt = O. Тогда 

АХ +ВХви = О; 
Х = - А - t вх · ви • 

У = (C - DA - t В) Хвн · 
Для гармонического режима используем метод комплексных 

амплитуд. Представим 

Хви (t) = Rе {Xвиdmo t } ;  X(t) = Re {Xdmo 1 } ;  

Y(t) = Re {Ydmo 1 } , 
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где Хвн • Х ,  Х - комплексные амплитуды входных воздействий, 
СОСТОЯНИЙ И ВЫХОДНЫХ реакЦИЙ. 

Подставив в (5 .8) и сократив на exp {jro0 t), получим 

jrо�Х = АХ+ ВХвн ; } 
У - СХ + DХвн · 

Решение записывается в виде 

Х = {jrоЕ - А) - 1 ВХвн ; } 
У= [C {jroE -A) - 1 B + DJ Хвн · 

Здесь Е - единичная матрица той же размерности, что и А. 
�одель цепи в пространстве состояний позволяет представить 

цепь любой сложности в каноническом виде, что упрощает 
формализацию описания цепи при расчетах с помощью ЭВ�. 

§ 5.3. РАСЧЕТ РЕАКЦИИ СЛОЖНОЙ ЦЕПИ НА ЭВМ 

При расчетах на ЭВ� функции непрерывного аргумента 
t заменяют таблицей значений функции в равноотстоящих точках 
tп = nA t, где n = O, 1 ,  2, . . .  , nmax · Величина A t называется ш а г о м  
д и с к р е  т и з  а ц и и.  Расчет импульсной характеристики цепи про­
изводится в соответствии с выражением (5.9). Подставляя t =nA t, 
получаем 

( ) AnAt s: ( л ) {CB + D, n = O  К nA t  = Се B + Du nLJ. t = С(емt)"В, n = 1 , 2, . . . 
Для переходной характеристики такая же подстановка дает 

H(nA t) = CA - 1 (елм) "В + D. 
Как видим, расчет сводится к перемножению и слоЖению 

матриц. Для этих операций в программнам обеспечении прак­
тически любых ЭВ� имеются стандартные программы. Воз­
ведение в степень - это также результат циклического умножения 
матрицы. 

Вычисление экспоненты от матрицы производится различными 
способами. Один из наилучших способов - применение формулы 
дробио-рациональной аппроксимации: 

AAt ,.." Е+АМ/2+А2М2 / 12 
е = Е-АМ/2+А2М2 / 12 . 

Вычисленную по этой формхле матрицу используют далее 
для расчетов K(nA t) или H(nA t) . 

В более общем случае необходимо найти реакцию цепи на 
входное воздействие, заданное таблицей значений функции 
Xвнf (nA t) .  В результате расчетов получается таблица значений 
реакции цепи Y(nA t) .  
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Возьмем решение уравнения в пр,остранств� состояний в форме 
(5 .7) и подставим в него eA<t - > = eAte -At . Полагая t =nA t, 
иреобразуем это выражение к виду 

nAt X(nA t) = eAnAtX(O) + eAnAt J е -Аt 'ВХвн t ' d t ' .  
о 

Для следующего момента времени t" + 1 = (n +  l ) A t  имеем 

(n + l )At X((n + l ) A t) = eA(n + l ) AtX(O) + eA(n + l ) At J e -At 'BXвн(t ' ) d t ' = 
о 

nAt 
= еААtел"мХ(О) + еллt ел"м [ J e-At 'BXвн(t ' ) d t ' + 

о 
(n + l )At 

+ J e -At 'BXвн (t ' ) d t ' .  
nAt 

Сравнивая с предыдущим соотношением для X(nA t), можно 
записать 

(n + l )At X((n +  l ) A t) = eAAtX(nA t) + eA <n + l ) At J e -At 'BXвн(t ' ) d t ' .  
nAt 

Если внешнее воздействие считать кусочио-постоянной функ­
цией со значением Хвн (пА t) на каждом из интервалов nA t ::;;. 
::;;. t ::;;. (n + l )A t, то можно вычислить интеграл 

(n + l )At J e -At 'BXвн(nA t) d t ' = (e -AnAt) _ e -A (n +  l )At) A - 1 ВХвн(пА t) . 
nAt 

Окончательно имеем следующее выражение для вектора со­
стояния в точках nA t :  

Выходная реакция 

Y(nA t) = CX(nA t) + DXвн(nA t). 
Программа расчета реакции линейной цепи, заданной урав­

нениями в пространстве состояний, использующая этот алгоритм, 
оказывается достаточно простой. Приведем здесь текст програм­
мы на языке ФОРТРАН с комментариями. 
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С ПРОГРАММА 5 . 1 
SUВROUТINE RLS ( N ,  T,, NR , КМAX , A , B , C , D ,  У , XWN  , М , Х )  

С РАСПРЕдЕJIЕНИЕ ПАМЯТИ 
СОММОN /ВАNК1 А1 (40 , 40) , А2 ( 40 , 40 ) , АЗ(40 , 40 ) , 

•A4(40 , 40) , L1 ( 40) , L2 ( 40 , 40 ) , R1 ( 40 )  
DIМENSION A( 1 ) , B ( 1 ) , C ( 1 ) , D( 1 ) , Y ( 1 ) , xwN( 1 ) , A5( 1600 ) , X( 1 )  
EQUIVALENCE ( А1 ( 1 ) , А5( 1 ) )  

С ПРЕОВРАЗОВАНИЕ ВЕКТОРНОГО СПОСОБА ХРАНЕНИЯ 
С МАТРИUЫ А В ДВУ11ЕРНЬ1Й ЩССИВ 

CALL ARRAY( 1 , N , N , 40 , 40 , A , A1 )  
С ВЬIЧИСJIЕНИЕ ЭКСПОНЕНТЫ ОТ МАТРИUЫ 

DO 2 1=1 , N  
DO 3 J=i , N  
A2( 1 , J )-0 
DO 4 K=i , N  

4 A2( 1 , J )=A2( 1 , J )+A1 ( 1 , J)+A1 ( K , J )  
AЗ( I , J)•(A2( 1 , J)•T)•T/12 . -A1 ( 1 , J) •T/2 

З A2 ( I , J )= {A2( I , J ) •T)•T/12 .+A1 ( 1 , J )•T/2 . 
AЗ( I , J)=A( I , J )+i 
R1 ( I )=1 

2 A2( I , J ) =A2( I , J)+1 
CALL ARRAY(2 , N , N , 40 , 40 , A1 , AЗ)  

С ОБРАЩЕНИЕ МАТРИUЫ 
CALL MINV(A1 , N , DEТ , L1 , L2 )  
CALL ARRAY ( 2 , N , N , 40 , 40 , AЗ , A2 ) 

С УМНОШIИЕ МАТРИЦ 
CALL GМPRD( A1 , AЗ , A2 , N , N , N )  

С ВЫЧИТАНИЕ МАТРИЦ 
CALL МSUВ(A2 , R1 , AЗ , N , N , 0 , 2 )  
J,..N•N 

С ВЬIЧИСJIЕНИЕ ВЕКТОРА СОСТОЯНИЯ 
DO 7 l•i , J  

7 A5( I )=A( l )  
CALL MINV(A5 , N , DET , L1 , L2 )  
CALL GМPRD ( AЗ , A5 , A4 , N , N , N )  
CALL GМPRD(A4 , B , A5 , N , N , 1 )  



с 

8 

с 
10 
1 2  

1 1  
14  

ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЫХОДНОГО МАССИВА 
DO 9 1=1 , КМАХ  
У Ш =0 .  
CALL GMPRD( A2 , X , R1 , N , N , 1 )  
DO 8 J=1 , N  
X ( J ) =R1 ( J )+A5 ( J ) *XWN( 1 )  
CALL LOC ( NR , J , NRJ , M , N , 0 )  
Y ( l ) =C ( NRJ ) *X ( J )+Y( I )  
Y( l )=D ( NR ) *XWN( l )+Y( l )  
ВЫВОД РЕЗУЛЬТАТОВ 

FORМAT( 1 15X , ' ВЫХОДНОЙ СИГНАЛ ' ) 
FORМAT(2( I 1 0 , E15 . 6 ) ) 
WRIТE( 3 , 10 )  
К=КМАХ/2 
DO 1 1  I=1 , K  
J=I *K 
WRIТE( 3 , 1 2 )  I , Y ( I ) , J , Y ( J )  
REТURN 
END 

Программа реализована 
в виде подпрограммы и ис­
пользует подпрограммы сло­
жения, умножения и обраще­
ния квадратных матриц из 
пакета научных программ SSP. 
Их полное описание приведено 
в книге «Сборник научных 
программ на ФОРТРАНЕ» 
(М. ,  Мир, 1 974. Т. 2) . 

Исходными данными для 
работы программы являются 
матрицы уравнений состояний 
А, В, С, D. В соответствии 
с припятыми при использова­
нии пакета программ SSP со­
глашениями эти матрицы хра­
нятся в памяти в векторной 
форме по столбцам в виде 
одномерного массива. Если 
размерность матрицы состо­

ит из М строк и N столбцов, то длина массива равна бу­
дет MN. В описываемой подпрограмме полагается одно 
внешнее воздействие, заданное массивом значений XWN, 
и выводится на печать выходная реакция, являющаяся на­
пряжением или током одного из участков цепи . Выбор это­
го участка определяется номером строки NR в матрицах 
С и D. В программу введены следующие обозначения: 
Т- шаг дискретизации; КМАХ - число точек, в которых ве­
дется расчет; N - число строк и столбцов матрицы А; М ­
число строк в матрице С; Х - имя массива для хранения 
текущего состояния цепи. При использовании подпрограммы 
в основной программе должна быть зарезервирована общая 
область памяти с именем BANK длиной не менее 40 К байт. 
При этом максимальная размерность пространства состояний 
цепи N = 40 . 

Рассмотрим пример расчета реакции цепи с помощью про­
граммы RLS. 

Необходимо найти зависимость от времени тока в со­
противлении цепи, схема которой изображена на рис. 5 . 1 5 , 
а. Напряжение внешнего источника e (t) изменяется по 
трапецеидальному закону (рис. 5 . 1 5 , б). Значения параметров 
элементов таковы: R 1 = 1 0  Ом, R2 = 1 0  кОм, С=  1 мкФ, 
L = 400 мкГн. 

Сформировав дифференциальные уравнения цепи в фор­
ме (5 .8), найдем матрицы уравнений в пространстве со­
стояний: 
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а) 

e, Bm 1,0  
0,5 

О 10 20 JO f/At 
6) 

Рис. 5 . 1 5  

Для печати таблицы значений тока в сопротивлении можно 
воспользоваться программой на языке ФОРТРАН (см. про­
грамму 5 .2). 

ПРОГРАММА 5.2 
С ПРОГРАММА ПРИМЕРА РАСЧЕТА РЕАКЦИИ ЦЕПИ 

DIМENSION A ( 4 ) , B( 2 ) , C ( 2 ) , D ( 2 ) , X (2 ) , Y ( 100 ) , E ( 100 )  
СОММОN /ВАNК/ МЕМОRУ С 9600 ) 
АШ=0 . 25 
А( 2 )=10 
А(З)=-0 . 025 
А(4}  .. -1 . Е-З 
ВС 1 )=0 . 25 
В( 2 ) .,0 

С ( 1 ) =0 
С ( 2 )=1 . Е-4 
D( 1 )=0 

С ЗАДАНИЕ МАССИВА НАЧАЛЬНОГО СОСТОЯНИЯ 
Х(  1 )=0 
Х(2)=0 

С ЗАДАНИЕ МАССИВА ВНЕШНЕГО ВОЗДЕйСТВИЯ 
00 1 1=1 , 10  
E( I ) = I/10 
EC I+10)=1 . 

1 E ( I +20)=3-I/10 
00 2 1=31 ' 100 

2 E< I )=0 
С РАСЧЕТ РЕАКЦИИ 

CALL RLS ( 2 , 0 , 0 . 2 , 1 , 1 00 , A , B , C , D , Y , E , 1 , X )  
SТОР 
END 
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Рис. 5 . 1 6  
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После выполнения этой програм­
мы печатается таблица значений вы­
ходной реакции. На рис. 5 . 1 6  приведен 
график зависимости тока в сопротив-

tдJt лении от времени. Программпая ре­
ализация описанных здесь алгоритмов 
может быть и иной. Выбор языка 
реализации определяется имеющимися 

возможностями. Здесь и далее приводятся программы расчетов, 
реализованные на языке ФОРТРАН IV ОС ЕС с использованием 
пакета научных программ SSP на ФОРТРАНЕ. 

Вопросы и задачи для самостоятельной проработки 
1 .  Определите постоянные времени цепей рис. В .5 . 1 ,  В .5 .2 .  
2. Найдите Rэ и еэ для цепи рис. В .5 .3 .  
3. ЗапиiiШте уравнения в пространстве состояний для цепи рис. В.5.4. В качестве 

компонент выходного вектора выберите напряжения на емкости и индуктивности. 

R1 

с R1 

e(t) Rz j(t) R2 с 

Рис. В .5 . 1 Рис. В .5 .2 

R1 

R1 

e(t) L R3 e(t) L Rz j(t) 

Рис. В .5 .3  Рис. В . 5 .4 

а) 5) 
Рис. В .5 . 5  
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4. Определите параметры эквивалентной схемы при замещении индуктивно­
связанного участка цепи рис. В.5 .5 , а участком цепи без связанных индуктивностей 
(рис. В.5 .5 , б). 

ГЛАВА 6 

СПЕКТРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ 
В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ 

§ 6.1 . ПОНЯТИЕ СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛИЗА ЦЕПИ 

Как было показано в гл. 5, напряжение и2 или ток i2 на 
выходе цепи, к входным полюсам которой подключен источник 
напряжения u1 или тока i1 , описываемые функциями времени 
и1 (t) ,  i1 (t), определяется интегралом свертки: 

t 
u2(t) = J ku(t - t ' ) u1(t ' ) d t ' ; (6. 1 ) 

о 
t 

i2(t) = J ki(t - t ' ) i1(t ' ) d t ' ; (6.2) 
о 

Функцию ku (t) называют и м п у  л ь е н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  
Четырехполюсника п о  н а п р я ж е н и ю, а функцию ki (t) - и м ­
п у л ь с н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  п о  т о к �  

Вместо уравнений (6. 1 ), (6.2) будем рассматривать соотношение 
более общего вида -

t 
y(t) = J k(t - t ' ) s(t ' ) d t' , 

о 
(6. 3) 

понимая под у(t) - выходной ток (напряжение), под s(t) - вход­
ной ток (напряжение), а под k(t) - соответствующую импульсную 
характеристику. В таком обобщающем случае s(t) принято 
называть входным сигналом, у (t ) - выходным сигналом, а вместо 
Четырехполюсника изображать цепь, иреобразующую s(t) в y (t) 
в виде функциональной схемы рис. 6 . 1 .  

Определение выходного сигнала по входному является задачей 
анализа электрической цепи. Как видно из (6.3), определение 
выходного сигнала требует вычисления интеграла свертки, что 
является очень трудоемкой операцией. Очевидно, существенно n 
легче вычислить y (t) , если s (t) = L siq>i (t), а интегралы свертки 

i = 1 
t 

J; = J k (t - t ') q>i (t ') d t ' 
о 

95 



rpf(t) � Hkrpltt) 
� 

Рис. 6. 1 Рис. 6.2 

заранее известны. Действительно, подставив s (t ) в (6.3), получим 
t n 

y(t) = J k(t - t ' ) L S; </>; (t ' ) d t ' =  
о i = 1 

n t n 
L s; J k (t - t ' ) <!>; ( t ' ) d t ' = L sJ;(t). i = 1 о i = 1 

(6.4) 
Соотношение (6.4) выражает свойство линейности цепи, опи­

сываемой соотношением (6.3) : реакция линейной цепи на сумму 
входных сигналов равна сумме реакций на каждый из входных 
сигналов, или, более строго, линейная цепь преобразует линейную n 
комбинацию L s;<p ; (t) вхо,дных сигналов { <p;(t) Н= 1 в линейную 

i = 1 
комбинацию выходных сигналов 

t J;(t) = J k (t - t ' ) <!>; (t ' ) d t ' 
о 

с теми же коэффициентами { s; } f= 1 . 
Задача анализа решается наиболее просто, если оказывается, 

что функция J;(t) связана коэффициентом Н; с функцией <p ; (t), 
т. е. J; (t) = H;<p; (t) .  Функции <p ; (t) ,  которые иреобразуются цепью 
с точностью до постоянного множителя, называют с о б с т ­
в е н н ы м и  ф у н к ц и я м и  цепи (рис. 6.2) .  

Если входной сигнал представляет собой линейную комби­
нацию собственных функций цепи 

то 

n s(t) = L s; <p r (t), i = 1 

n n n 
y(t) = L s;J; (t) = L s;H;q>Нt) = L q;<p f (t ) . i = 1 i = 1  i = l  

При таком представлении входного сигнала задача анализа 
цепи сводится к вычислению произведений q; = s;H; . 

В более сложном случае функция <p ; (t) не является собственной, 
но выражается линейной комбинацией собственных функций 

n 
/; = L H;jq>At) . (6 . 5) 

j = 1 
Подставляя это соотношение в (6.4), получаем 
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где 
n 

qj = L siHji . i = 1 
И в этом случае вычисление интеграла свертки заменяется 

алгебраическими действиями над коэффициентами si , Hii · 
Итак, если входной сигнал s (t ) представить линейной ком­

бинацией функций { <pi (t ) } " :  
n s (t) = L si <p; (t), i = 1 

обладающей тем свойством, что и выходной сигнал 
n 

y (t) = I q; <p; (t), i = 1 
то вместо вычисления интеграла свертки можно найти выходной 
сигнал у (t), рассчитывая коэффициент qi по простым алгебра­
ическим соотношениям 

В частном случае 

n q; = L sjHij· j= 1 
н . .  = {H;, j= i, l }  о, i =ft j. 

Тогда q; = s;Hi . __ 
Коэффициенты s;, '/i (i = 1 ,  п) называют коэффициентами спек­

тра сигналов s (t), у �t), соответственно по системе функций { <р; ( t) } i = 1 , или спектральными коэффициентами. 
Ьпределение этих коэффициентов по функциям s (t) или у (t) 

сводится к нахождению спектра s (t) или у �t) по системе функции 
{ <pi (t)} i= 1 ·  Набор { s; } f= 1  или { q; } f= 1  носит название спектра 
сигнала s (t) или у (t) соответственно . Метод определения выход­
ного сигнала путем вычисления его спектра { q; } i= 1 по спектру 
{s; } i= 1  и характеристикам цепи называют с п е к т р а льн ы м  
м е т о д о м  а н а л и з а  ц е пи . 

Для того чтобы применять спектральный метод анализа, 
необходимо: 

1 )  решить, какие системы функций <pi (t) могут использоваться 
для спектрального анализа; 

2) знать, какие · сигналы могут быть представлены линейными 
комбинациями функций, обладающих заданными свойствами; 
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3) уметь определять спектр сигнала по заданной системе 
функций. 

Решение этих задач будет рассмотрено далее. 

§ 6.2. СПЕКТРЫ СИГНАЛОВ ПО ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМ 
ФУНКЦИЯМ 

Одной из наиболее изученных систем функций являются 
тригонометрические функции. Из курса математики известно, 
что любую периодическую с периодом Т функцию, имеющую 
на периоде конечное число точек разрыва первого рода, можно 
представить линейной комбинацией тригонометрических функ­
ций-рядом Фурье: 

00 2ni  00 • 2ni s (t) = a0 + L a; cos - t+  L b; sш -t. (6.6) 
i = l т i = l т 

При этом, если известна сама функция, то коэффициенты 
ряда могут быть найдены по формулам 

т т т 
1 f ( 

) 

2 f ( ) 2л i  2 f ( ) . 2л i  а0 =т s t d t; а; =т s t cos -y td t; Ь; =т s t sш -y tdt. 
о о о 

Таким образом, периодические сигналы могут быть предс­
тавлены бесконечными суммами гармоник-тригонометрических 
функций с кратными частотами. Каждой из частотных компонент 
соответствуют две составляющие: 

косинусоидальная 
2n i  ехр {i2ni t/T)+ exp (-j2ni t/T) а 1 cos т t = а; 2 ; 

синусоидальная 
ь . 2лi  _ Ь ехр {i2ni t/T)-exp ( -j2ni t/T) l sш - t - . . т ' 2j 

Для теоретических расчетов удобнее использовать комплекс­
ную формулу ряда Фурье, введя понятие комплексной спект-
ральной амплитуды i-й гармоники сигнала: <;;_= (a; -jb; ) /2. 

Выразим сигнал s ( t) через комплексный спектр: 
00 

s (t) = L <;;_; ej 2 nit/T . (6.7) 
i = - оо 

Здесь i <;;_; i = Jаf + Ьf -амплитудный спектр сигнала; 8; =  
= arg С; =  - arctg � + 1t 1 ( - а; )-фазовый спектр. - ai 
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Комплексные спектральные амплитуды можно рассматривать 
как коэффициенты спект�� сигнала s (t) по системе комплекс­
нозначных функций {ехр V21t it/T)} � - оо · 

Из формул для коэффициентов ряда Фурье следует, 
что комплексные спектральные амплитуды сигнала можно 
вычислить так : т 

Ci =� fs (t) e -j 2ni t/T d t. 
о 

(6 .8) 

Формулы (6.7), (6 .8) определяют нахождение сигнала s (t) по 
комплексному спектру Фурье { Ci } r; _ оо и наоборот. 

Рассмотрим основные свойства спектра Фурье. Все функции 
s А (t), s8 (t), sc (t) будем считать периодическими, удовлетворя­
ющими условиям Дирихле. 

1 .  С в о й с т в о  л и н е й н о с ти. Если s (t) = sA (t) + s8 (t), то 
т Ci =� f [ asA (t) + bs8 (t)] е -i 2 ni t/T d t = aCf+ bff. (6.9) 

о 
Спектральные коэффициенты суммы равны сумме спектральных 

коэффициентов каждого из сигналов. 
2 . С в о й с т в о  и н в а р и а н т н о с т и  м о д у л я  о т н о си-

т е л ь н о  с д в и г а  с и г н а ла s (t) = sA (t - -r) (рис. 6.3) : 
т т - . 

fi=� fsA (t - -r) e -j 2 n it/T d t =� f sA (t ') e -j 2к i (t ' + t)/T d t ' = 
о - ·  

т 

= [ � fs А (t ') e - j 2n i t '/T d t] e - j 2nt ijT = Cf e - j 2n it/T; 
о 

(6 . 1 0) 

Таким образом, модуль спектральных коэффициентов не из­
меняется при сдвигах сигнала (запаздывании) . 

t 
�� . 

О t'-T Т ZT t '  
Рис. 6 .3 Рис. 6.4 
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3 .  Л и н е й н ы й  р о с т ф а з ы  п р и  з а п а з д ы в а н и я х  с иг­
н а ла. Если s (t) = sA (t- t), то 

8; = 8t - i21tt/T. (6. 1 1 ) 

Это следует из вывода предыдущего свойства спектра: 
cl = Cf e - j 2nit/T = 1 ct 1 ejargf;_f е - j 2n it/T; 

8; = argf; = arg Ct - 21t it/T. 
4. С п е к т р  п р о и з в о д н о й  и и н т е г р а л а  о т  с и г н а ла. 

Пусть s (t)= ds;?)· Тогда 
ао 

SA (t) = L 
i = - оо 

t 

C1-ei2 11ittт. 
_ 1 ' 

Обратно, если s (t) = J sA (t ') d t ' , то, очевидно, 
о 

C; = Ct/(�21t i) . 

(6. 1 2) 

(6. 1 3) 

5 .  С п е к т р  к р у г о в о й  с в е р т к и  ф у н к ц ий. Для двух Т­
периодических функций sA (t) и s8 (� существует операция, при­
водящая к третьей Т-периодическом функции 

т 
s (t) = � fsA (t - t ') s8 (t ') d t ' . 

о 
Для каждого t значение s (t) определяется заштрихованной 

площадью под графиком произведения функций на рис. 6.4 (на 
одном периоде 1). 

При сдвигах периодических функций происходит продвижение 
функций из «соседних» периодов, так что этот процесс можно 
пояснить более наглядно, используя вместо оси t окружность 
длины Т. Тогда все Т-периодические функции будут представлены 
так, как показано на рис. 6 .5 .  

Найдем спектр круговой свертки. Вычислим s (t), подставив 
спектральные представления для каждого из пары свертываемых 
сигналов: 
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ПА Т/'1 

�1
ь п п 

о о ta Т T+t0 2Т 2T+t0 

Рис. 6.5 Рис. 6.6 

т 

s (t) =� { =
�

оо 
f_f ej2ni (t - t ' )/T 

n =
�

oo 
C� ej 2nnt '/T d t ' . 

о 

п . t 

Пользуясь свойством линейности интеграла и производя 
перестановку сумм, получаем 

т 

s {t) =
i =�oo

f.f 
n =� oo

f� � fej (n - i) 2nt '/T x 

о 00 
х d t ' ej 2 n i t/T = I с: C�ej 2 nntfT. 

n = - оо 
Следовательно, поскольку 

00 
s (t) =  I 

n = - оо 
получаем сп = с: с�. 

С ej 2 nnt/T _n ' 

Этот <fакт- формулируется таким образом: спектральные 
коэффициенты круговой свертки двух сигналов равны произведению 
спектральных коэффициентов каждого из сигналов. 

Найдем спектры по Фурье для некоторых типичных сигналов. 
Пусть сигнал s (t) имеет вид периодической последовательности 
прямоугольных импульсов длительностью t0 (рис. 6 .6) . Определим 
коэффициенты спектра. Обозначим 2тс/Т=й.. Тогда можно за­
писать 

т t 
· - - s t е t - - е t - -- . с _ 1 f { )  -j iO.t d _ 1 fA -j iO.t d - A e -jШt l 'o _ А 1 -e -jШto 

-' Т Т T(-JIO.) 0 Т jiO. 
о о 

Модуль спектральных коэффициентов 
А 1 1 - е -j iOto А . 2 . 2 . I Ci l = . .  =-. J(1 - cos zй. t0 ) + sш zй. t0 = - Т !J lQ I  10 t 
=__!____ J2 { 1 - cosЮ t0 ) =  1 � sin IO.to 1 ·  

21t l  о 1t l  2 
1 0 1  



С к 
А/'1 .... 

Фазовый спектр 

е с 1 - cos iO t0 +jsin iO t0 . = arg . = arg -----'------'-• -· jiQ 
1t t sin iO t0 = arc g ..,----_::_-1 -cos iO t0 2 

= arct 2 sin (Ю t0 /2) cos (Ю t0 /2) � -g 2 sin 2 (Юt0 /2) 2 

= _ юt0 - 1t  · 1 ( - Re C.) 2 -· . 

Рис. 6.7 Графически спектр сигнала s (q 
изображают так, как показано на рис. 6 .7 .  Найдем спектральныи 
коэффициент 

1 с 1 1. А 1 ·  Юt0 1 А t0 0 = tm --: sш - = -, - ;�о 1t z  2 т 

который называется п о с т о я н н о й  с о с т а в л я ю щ е й  с иг­
н а ла. 

В соответствии с формулой ряда Фурье сигнал s (t) пред­
ставляется суммой 

s (t) = f.0 + 2 1  C1 l cos (0 t + 81 ) + 2 1  f2 l cos (20 t + 82 ) + . . .  
На рис. 6 .8 показан процесс постепенного суммирования 

синусоид; по мере их сложения получается последовательность 
прямоугольных импульсов. 

Рассмотрим, как можно получить спектр сигнала в виде 
двуполярных импульсов (рис. 6 .9) . Представим сигнал s (t) в виде 
суммы двух сигналов sA (t) и sв (t) (рис. 6 . 1 0) .  Заметим, что 
s (t) = sA (t) + sв (t). Тогда спектр сигнала s (t) определится равенст­
вом C; = f.f + Cf. Поскольку сигнал sA (t) совпадает с рассмот­
ренным ранее, сразу можно записать 

s(t) 

1 02 

А А 1 - e -j into 
с . = - . 
_ l  т jiO ' 

Рис. 6.8 
t 



SA h · П  
t 

О t0 т 
·� � D о 

Рис. 6.9 Рис. 6. 1 0  

A I -e -i into · ·  А С. =- ( 1 - е - ; •nto ) =--(I -e -iinto ) 2 . -1 Т jifJ. jiO.T ' 

1 с 1 4А . 2 IO. t0 2А . 2 IO. to · = - Stn -- = - SШ -- · 
-1 ю т  2 i1t 2 ' 

ei = - IO.t0 +rt/2 - rc  · 1  ( - Re Ci ) · 

п 
7 2Т 

Dt 

Таким образом, практически любые реальные периодические 
сигналы могут быть представлены набором своих спектральных 
коэффициентов по системе функций {exp {ii2rc t/T)} j; - 00 • 

Отметим, что основным иреимуществом этой системы является 
то (см. гл. 4), что она образует собственную систему для любой 
линейной цепи. На этом ее свойстве основан спектральный 
метод анализа цепей, рассматриваемый в гл. 7 .  
§ 6.3. СПЕКТРЫ СИГНАЛОВ ПО ОРТОГОНАЛЬ.НЫМ 
СИСТЕМАМ ФУНКЦИЙ (ОБОБЩЕННЫЕ РЯДЫ ФУРЬЕ) 

Тригонометрические функции с кратными частотами не единственные, которые 
образуют систему, пригодную для спектрального представления сигналов .  Интерес 
к поиску других систем функций обусловлен тем, что на практике никогда не 
удается рассчитать все коэффициенты ряда Фурье - ведь их бесчисленное 
множество. Ряд приходится усекать, отбрасывая часть коэффициентов с номерами 
i > N- некоторого конечного числа. Ошибку такой замены принято характеризо­
вать среднеквадратической погрешностью, определяемой между сигналом и его 
приближенным спектральным представлением: 

т 

&о ={� J[s (t)- i =�Nfi ei 2 кilfTJ d t} 112 . 
о 

Если рассматривать иную систему функций { <pi (t)} i= 
1 

и спектральные 
коэффициенты разложения сигнала по ней обозначить {si} f= 1 ,  то ошибка представления 

т 

&, ={� J[s (t)- itl si <pi (t)J dt} 112 
о 

может стать меньше &0 при одном и том же числе членов ряда. Существует 
ряд других причин технического характера, которые делают необходимым 
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применение систем функций, отличных от тригонометрических. Рассмотрим 
общий подход к выбору систем функций для представления сигналов в теории 
цепей. 

Выбор системы функций f <р; (t)} i= 1 существенно зависит от того, каковы 
свойства сигналов s (t) и y (t) . Описание множества сигналов обычно не может 
быть дано как перечислимое множество Х = {s1 (t), s2 (t), . . .  }. Будем пользоваться 
заданием множества рассматриваемых сигналов через указание его характерис­
тического свойства: 

X= {s (t) : fl (s)} .  
Например, Хм =  {s (t) : 1 s (t) I �M < + оо} -множество ограниченных сигналов; 

Xт= {s (t) : 3 T> O, s (t) = s ( t+ T)} 
- множество Т-периодических сигналов; 

ь 
х2 = {s (t) : J [s (t)J l d t < + 00 }  

- множество квадратично интегрируемых н а  отрезке [а, Ь] сигналов. 
Свойство квадратичной интегрируемости наделяет множество сигналов рядом 

свойств, позволяющих рассматривать его как пространство функций, «похожее» 
на обычное трехмерное геометрическое пространство. 

Прежде всего условимся, что в кач;стве отрезка [а, Ь] квадратичной 
интегрируемости будем рассматривать как конечные, так и бесконечные отрезки{ т. е. ( - оо,  0] ,  [0, + оо), ( - оо,  оо), [0, Т] и т. д. Далее функции s1 (t) и s2 (tJ обозначим сокращенно s1 и s2 • Значения s1 (t) и s2 (t) будем считать в общем 
случае комплексными. Рассмотрим основные свойства множества Х2• l . Если s1 e X2 и s2 e X2, то a:S1 + �s2 e X2 и Х2 замкнуто относительно 
линейных операций, поэтому его называют л и н е й н ы м в е к т о р н ы м п р  о ст­
р а н с т в ом. 

2. Для всех s1 , s2 , еХ2 определена операция 
ь 

(s1 , s2 ) =  J s1 (t) s ! (t) d t < + оо,  

называемая с к а л я р н ы м  п р о и з в е д е н и е м  ф у н к ц ий s1 (t) и s2 (t) . ь 

З . Величина l l s l l = {f[s (t)] 2 d t}
1 12 

носит название н о р м ы  с и г н а ла s (t) . 

Норма сигнала обладает" свойством длины вектора, так как для нее вьmолняется 
неравенство треугольника 

11 St + s2 l l  � 1 1 S 1 1 1 + 11 s2 1 1 -
Докажите это самостоятельно через определение нормы. 
Норма может быть выражена через скалярное произведение 

ь 
l l s l l = (s, s) 1 12 ; l l s l l 2 = (s, s) = J [s (t)] 2 d t=E, 

где Е имеет смысл энергии сигнала. 
Для скалярного произведения выполняется неравенство Коши- Буняковс­

кого-Шварца: 
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l (st , s2 ) l � 1 1 st l l · l l s2 l l . 
Величина, равная отношению 

(st , s2 ) 
l l s t Hl s2 l l 

cos a:, 



есть косинус угла между сигналами s1 (t) и s2 (t). Если a. = rc/2, то cos a. = O 
и сигналы называются ортогональными. Для ортогональных сигналов (s1 , s2 ) =0. 
Значит, сигналы ортогональные, если /_----:._ 

ь / 
Js1 (t) s �  (t)d t=O . 

Если множество сигналов (/); (t) i E /= { 1 , 2, . . .  , n} , где n, возможно, бесконечно 
велико, обладает свойством 

( ) 
{0, i # l, 

(/);, (/)r = в . .  · = z IJ '  l ' 
E;j = ll (/); l l · l l (/)r l l , 

то система сигналов {(j)1 (t)} называется о р т о г о н а л ь н ой. Если к тому же 
11 (/); 11 = l 'V i, то такие сигналы называются ортонормированными. Если из равенства 
нулю линейной комбинации 

i = 1 
следует, что а.1 =О l;f i, то такая система функций называется л и н е й  н о н е з а  вис и м ой. 

Любая ортогональная система функций является линейно независимой, но 
не наоборот. Докажите это самостоятельно. 

Из любой линейно независимой системы функций можно построить ор­
тонормированную систему. Этот процесс называется процессом ортогонализации 
Г рама- Шмидта. 

Пусть имеется система линейно независимых функций {lj11 �)} 7= 1 • Построим из 
нее ортонормированную систему {(/)1 (t)} i'= 1 . Положив (/)1 = \jf1 , наидем (j)2 = \jf2 -Л.2 1 (/) 1 . 

Скаляр Л.2 1 подберем из условия (/)1  .l (/)2, т. е. 

(Фz - Az 1  (/) 1 , (/) 1 ) = 0 
или 

откуда 

Л2 1 = (ljlz , (/) 1 )/((/) 1 , (/) 1) . 
Найдем (j)3 =1jf3 - Л.3 1(j) 1 - Л.32(j)2 , а скаляры выберем из условия (j)3.l(j)2 , 

(/)з.l(/) t ' т. е. 

((/)з , (/) 1 ) = (Фз , (/) 1 ) - Л.з 1 ((/) t ,  (/) 1 ) -Лзz ((j)z ,  (/) 1 )· 
Так как ((/)2, (/) 1 ) = 0, то Л.3 1 = (ljf3, (/) 1 )/ 1 1  (/) 1  1 1 2 , аналогично Л.32 = (ljf3 , (/)2 )/ 1 1 (/)2 1 1 2 . 

Подобным образом найдутся остальные функции 
i - 1 

(/); = Ф; - I Ail(j)l ; 
1 = 1 

л.il = (ljl; , (j)r)j((j), , (j)r) . 
Полагая (j) { = (/)1/ 1 1 (/); 1 1 ,  получим ортонормированную систему. 
Если любой сигнал s eX2 может быть представлен линейной комбинацией 

функций векоторой независимой системы {(j)1(t )}i'= 1 , то такая система функций 
называется б а з и с ом в множестве Х2 • В этом случае всегда 3 {s; }i'= 1 такая, что 

s (t ) = I s1(j)1(t ) . 
i = 1 

Множество {s; } i'= 1 даже в сл�чае бесконечного n можно назвать с п е к т р о м  
с и г н а ла s (t )  п о  б а з и су {(j)1(t )Ji'= t ·  Таким образом, если известен спектр {s; } 
по базису {(/) 1 } ,  то  сигнал s (t )  определяется п о  формуле (6. 1 3). 
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�перь решим обратную задачу - нахождение спектра сигнала по заданному 
базису f q>1{t ) �= 1 . 

Выберем в ожестве Х2 другой базис {oo1 (t )} 7= 1 • Будем последовательно 
вычислять и записы ,ь друг под другом скалярные произведения • 

(s, OO-t ) = L: s1(q>1 , оо1 ) ;  
i = l . . . . . . . . . . . . . (6. 14) • 

(s, оо1) = L: s1 (q>1 , оо1 ) . i = 1 
Число таких уравнений определяется кардинальным числом множества /. 

Пусть 1 конечно, т. е. 1 = ( 1 , 2, . . . , n ) . Тогда (6. 1 4) представляет собой конечную 
систему линейных уравнений: 

s1 (q> 1 , oo1 )+ s2(11'2 • оо1 )+  . . .  +s.(q>., oo 1 ) : (s, оо1 ) :  
s1 (11' 1 • oo2)+s2(11'2 • оо2)+ . . . +s. (q>., oo2) - (s, оо2), 

�;(� 1 :  �.)+�2(<Р2 : �.)+ : . : +�. (q>·.:�. j,.; (�. ��)." 
Введем обозначения: 

- матрица-столбец неизвестных коэффициентов спектра; 

G= [ ���'.
1 •. �

1 � . �q>� , -�1 � · : · ��· ·. �1 ! ] 
(11' 1 , 

оо
.) (q>2 , оо.) . . .  (q>. , оо.) 

- матрица Грама; 

V= (s, оо2) r (
s, 

оо
1 ) 1 

L (s, оо.) J 
-вектор скалярных произведений.  

Тогда систему уравнений можно записать в матричной форме: 
GS=V. 

Отсюда спектр сигнала s (t ) по базису {q>1{t )}7= 1 дается решением 
GS =V; S =G- 1 V. (6. 1 5) 

Выбором вспомогательного базиса {oo1{t )}7= 1 можно упростить решение (6. 1 5) . 
Выберем вспомогательный базис так, чтобы вьmолнялось равенство 

( ) 
{ 1 , i = l, 

q>,, 001 = О, i =F /. 
Тогда получим единичную матрицу Грама. В этом случае базис {oo1 (t )} ;ei • 

1 = { 1 , 2, . . .  , n }  называется в з а и м н ым по отношению к {q>1 } ;ei • а спектр S=V, 
т. е. s1 = (s, оо;), или 

106 

ь 
s1 = J s (t )oo;(t )dt. (6. 1 6) 

Напомним, что при этом должно вьmолняться условие 

Jb ( ) *( ) { 1 ' i = /, 
q>; t 00 i t dt = о . 1 а , 1 =F • 



Если базис {cp;} ;ei ортонормированный, то он совпадает с взаимным базисом 
ro;(t ) = q>; ( t ) .  Таким образом, спектр сигнала s {t ) по ортанормированному базису 
вычисляется наиболее просто: 

ь 
s; = (s, q>;) = J s (t )cp; (t )dt. 

Для ортогонального базиса взаимный базис 

ffi; = q>;/ 1 1 q>; 1 1 2 • 
В этом случае 

(s, q>;) 1 sb • 
S; 

= 
11 q>; 1 1 2 

= 
11 q>; 1 1 2 а S 

(t )q> ; dt. 

(6. 1 7) 

Рассмотрим, как найти спектр {s; } сигнала по ортогональному базису {q>;} ,  
если известен спектр {q; }  этого сигнала по другому ортогональному базису {'/1; } .  

Запишем разложение сигнала s (t ) по базису {ljlk(t )} в виде произведения 
векторов 

Тогда 

s (t ) =фqт. 
С другой стороны, s (t ) =q>S. Очевидно, что 

фqт =q>S. (6. 1 8) 
Для нахождения S умножим левую и правую части (6. 1 8) на вектор срт 

и проинтегрируем. В результате получится матричное уравнение 

Тqт =S, (6. 1 9) 
где 

(6 .20) 

Рассмотрим примеры ортогональных базисов и спектры типовых сигналов 
по этим системам функций. 

§ 6.4. РАЗЛОЖЕНИЕ СИГНАЛОВ 
ПО МУ ЛЬТИПЛИКАТИВНО-ОРТОГОНАЛЬНОМУ БАЗИСУ 

Рассмотрим один из самых простых ба­
зисов, представляющих собой ортогональную 
систему функций на интервале [0, 1 ] 
(рис. 6. 1 1  ). 

Покажем, что эта система функций дей­
ствительно ортогональна. Вычислим 

1 
(ср 1 , q>2) = J q>1 (t )q>2(t )dt = 0; 

о 
1 

(ср; , ср1 ) = J q>;(t )cp1 (t )dt = 0; 
о 1 1 

(q>;, ср,) = J cpf (t )dt = - .  
о N 

Чlt#1b 1 
о Vч � Jf; } t tpzft't_ 
I L  _ _ _  ГJ a�����--�������--��t 

IJIJ(�г 1 1 
а V't � J!ч t t  

��[---�---�---� 
о �  V2 3/4 1 t  

Рис. 6. 1 1  

1 07 



s(t) 

t 

Рис. 6. 1 2  Рис. 6. 1 3  
Такой базис называют м у л ь т и п л и к а т и в н о - о р т о г о н а л ь н ым. Это на­

звание связано с тем, что простое умножение двух функций обладает свойством 
скалярного произведения: 

-{ 1 , i= l (i- 1 ) /N� t� i/N; 
<р;<р;- О, i# / V t. 

Очевидно, 11 <р1 1 1 2 = 1 /N. 
Найдем выражение для определения спектра функций, интегрируемых с квад­

ратом на отрезке [0, 1 ] по мультипликативно-ортогональному базису: 
1 i/N 

s1 = �s���
��=N Js (t) <p1 (t) d t =N  J s (t) d t. 

О (i - 1 )/N 
Каждый спектральный коэффициент имеет смысл площади под графиком 

функции s (t) на отрезке [(i- 1 ) /N, i/N] . 
Нетрудно видеть, что с помощью этого базиса функция может 

быть представлена в виде 
N 

s (t) = I s1 <p1 (t). 
i =  1 

На рис. 6. 1 2  показан вид таких функций. 
Найдем спектр сигнала, линейно нарастающего на интервале [0, 1 ] (рис. 6. 1 3) . 

Пусть N = 8. Тогда спектр сигнала 
1� 1 �  

s1 = 8 J A t d t=A 8 � (�Y =�; s2 = 8 J A t d t= 1
3
6A ;  s3 = 1

5
6A; 

о � 
7 9 l l  1 3  1 5  

s4 = 1 6A ; ss = 1 6A ; s6 = 1 6A; s7 = 1 6A ; sв =ТбА . 
8 

Изобразим функцию s (t) = L s1 <p1 (t) пунктирной линией на рис. 6. 1 3 .  Как 
i =  1 

видно, график этой функции близок к графику исходного сигнала. 

§ 6.5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ В БАЗИСЕ УОЛША 

Применеине методов обработки сигналов и использование ЭВМ для моде­
лирования различных процессов явились причинами широкого применении 
функций Уолша. Особенностью этих функций является то, что на интервале 
своего существования [0, 1 ] они принимают лишь два значения ± 1 ,  которые 
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Рис. 6. 14  

wal(D,811---------­
D 8 

wat(t,•;JI------1-----L..-s 

wа1(3,в� 
0 --г--1 ' .. 

L-..J L.__ 1 8 

Рис. 6. 1 5  
можно легко генерировать с помощью микроэлектронных переключающих 
устройств. 

Для построения системы базисных функций Уолша введем вспомогательные 
функции, называемые функциями Радемахера: 

r; (e) = sign [sin (2 ; ne)J , (6. 2 1 )  
рассматриваемые на интервале О ::;; е ::;; 1 , где е = t/T0 - время, нормированное 
к произвольному интервалу; i- порядок функции, { 1 ,  х > О; 

sign [ х] = О, х = О; 
- 1 , х < О. 

Несколько функций Радемахера показаны на рис. 6. 1 4. 

(6.22) 

Функции Уолша формируются произведением степеней функций Радемахера: 

(6.23) 
i= 1 

где со- порядок функции Уолша; п- число двоичных разрядов ro1 , необходимых 
для представления максимального значения ro: n 

ro=  L ro1 2 " - 1; ro0 = 0; 1 � 1 
ЕВ -символ суммирования по модулю 2: 

1 ЕВ 1 = 0; 1 ЕВ 0 = 1 ; О ЕВ  1 = 1 ; О ЕВ О = О. 
Построим систему из восьми функций Уолша (п = log2 8 = 3): при ro =О  

wal (0, е) = � [r1 (е)]'"' - , . '  $ ro, _ '  = r 1 (е)'"' EtJ "'z r2 (е )"'2 Ef) ro, r 3 (е)'"' GЭ '"о = 1 , 
i =  1 

так как 0 = 0  · 2 2 +0 · 2 1 +0 · 2 °, ro1 = ro2 =ro3 = 0; 
при ro= l , ro3 = 1 , ro2 = ro1 = 0 

wa\ ( 1 , e) = [r1 (е)] 1 [r2 (e)] 0 [r3 (0)] 0 = r1 (е); 
при ro= 2, ro3 = 0, ro2 = 1 , ro1 = 0 
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wal (2, 8) = [r1 (8)] 1 [r2 (8)] 1 [r3 (8)] 0 = r1 (8) r2 (8) ; 
при m= 3, m3 = m2 = 1 , m1 = 0 

wa1 (3, 8) = r2 (8) . 
Аналогично находят и другие функции: 

wa1 (4, 8) = r2 (8) r3 (8) ; 
wa1 (5, 8) = r1 (8) r2 (8) r3 (8) ; 

wa1 (6, 8) = r1 (8) r3 (8); 
wa1 (7, 8) = r3 (8) . 

Пользуясь этими соотношениями, построим графики нескольких функций 
Уолша (рис. 6. 1 5) . 

От мулътипликативно-ортогонального базиса можно перейти к базису Уолша. 
Действительно, 

или 

N N 
s (t) = L cxi cpi = L �i Wi, 

i ;::. Q i = O  

cx r p= prw. 
Умножим левую и правую части равенства на w т . слева и проинтегрируем. 

1 
Поскольку функции Уолша ортогональны, Jwwт d t = Е-единичная матрица, откуда 

Для N = 3 имеем 

1 
о -

� т = сх т J <рWт d t = схтт. 
о 

Т =� [ t  4 
1 

1 1 1 ] 
1 - 1  - 1  

- 1  - 1  1 . 
- 1  1 - 1  

§ 6.6. О ПОЛНОТЕ СПЕКТРАЛЬНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ. 
АППАРАТНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ АНАЛИЗАТОРА 
И СИНТЕЗАТОРА СИГНАЛОВ ПО СИСТЕМАМ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

Разложив сигнал по какому-либо базису и ограничиваясь 
конечным числом членов разложения, в общем случае получим 
ошибку представления: 

N e = s (t) - I s; <p; (t) . 
i= 1 

Рассмотрим квадрат нормы этой ошибки представления (сре­
днеквадратическую погрешность ) : 

1 10 

11 е 1 1 2 = I,[s (t) - ;t/; <l>; (t)Jd t. (6.24) 



Система базисных функций 
(базис и соответствующее ему 
пространство) называется пол­
ной, если с увеличением размер­
ности пространства среднеква­
дратическая погрешность стре­
мится к нулю: 

s(t) 

Рис. 6. 1 7  

S(t) t-ff 
:� ��-· п п . t 

Рис. 6. 1 6  

Однако это не означает, что ошибка будет равна нулю во всех 
точках по оси времени. Так, в рассмотренном примере разложения 
прямоутольного импульса в ряд Фурье с ростом числа гармоник 
сумма приближается к s (t) всюду, кроме точек разрыва (рис. 6 . 1 6) .  
При N-+ оо величина выброса составляет 1 8% .  Такое явление при 
сходимости получило название я в л е н и я Г и б б са. 

Некоторые сигналы могут быть представлены точно при 
конечном значении N. Например, сигналы, представляющие собой 
комбинации прямоугольных импульсов, эффективно могут быть 
представлены в мультипликативно-ортогональном базисе или 
в базисе Уолша (рис. 6 . 1 7) .  Количество базисных функций опре­
деляется минимальной длительностью прямоугольных импульсов. 
Для ряда Фурье свойство полноты удовлетворяется лишь для 
сигналов, содержащих на периоде конечное число точек разрыва 
1 рода, т.  е. удовлетворяющих условиям Дирихле. 

Анализ спектров сигналов и синтез сигналов по их спектральным 
составляющим может быть реализован не (tJ только теоретически, но и аппаратным путем. .;.;Ч1о:.;.;..�<J 

Рассмотрим анализатор рис. 6 . 1 8 .  Он со­
стоит из N умножителей сигнала на базисные 
функции и интеграторов, на выходе которых 
напряжение пропорционально спектральным 
коэффициентам. Анализаторы спектра по гар­
моническим функциям выпускаются серийно 
промышленностью. 

rp,(t} 

rpJt) 

Рис. 6. 1 9  

1 1 1  



Синтезатор состоит также из N умножителей базис­
ных функций на спектральные коэффициенты и сумматора 
(рис. 6 . 1 9) .  
§ 6.7. ИНТЕГРАЛЬНЫЙ СПЕКТР ФУРЬЕ 

Представление сигналов рядом Фурье, т. е. линейной комби­
нацией синусоидальных сигналов, очень удобно для решения 
задач анализа и объяснения многих физических эффектов.  Однако 
функции вида {exp UIO t)} f; - oo образуют ортогональный счетный 
базис только для функций, имеющих конечный период Т. На 
практике же передко приходится рассматривать пелериодические 
сигналы.  Оказывается, что и в этом случае существует разложение 
сигналов в линейную комбинацию синусоидальных функций. 
Приведем вывод такого разложения, опираясь не на математичес­
кую строгость, а на простые качественные соотношения. 

Для Т-периодического сигнала, квадратично интегрируемого 
на периоде Т, существует разложение 

s (t) =  I C;ejшr, 0= 2п .  
т i= - 00 

Обозначим С; = C(iiO.) . Непериодический сигнал можно рассма­
тривать как пределЬный случай периодического сигнала с Т--+ оо .  
Сигнал при этом остается квадратично интегрируемым, т .  е. 
имеет конечную энергию 

00 
J [s (t)] 2 dt = E  < оо .  

- оо 
Вместо переменной iO. = 2ni j Т рассмотрим переменную m, 

принимающую любые действительные значения на оси - оо < m < оо .  
При Т --+  оо Q стремится к бесконечно малой величине (рис. 6 .20) . 

т 

Поскольку C (Ji!l) =�  J s (t) e -jш.r dt, при Т--+ оо комплексная 
о 

амплитуда С (iiO) будет стремиться к бесконечно малой величине 
dC (Jm) . Поэтому можно записать 00 

dC(im) =  �: J s (t) e -jmt dt. 
о 

Функцию 
00 

�(im) = J s (t ) e - jmt dt (6.25) 
- оо 

называют с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т ь ю с и г н а л а s (t ); здесь 
нижний предел взят из соображений симметрии. Спектральная 
плотность сигнала - комплекснозначная функция действительного 
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f(jkQ)t I 
о Q 

1 I 
22 JQ C{jы) t\ r- -

_Willl•�··....__ .. --�· 
о � (А) 

Рис. 6.20 

Sz�)+ 
=" f\J /"""'\.. .. 

С/Орс ы 
Рис. 6 .21 

аргумента ro, называемого ч а с  т о т о й  с п  е к т р а .  Так как обычно 
рассматриваются действительнозначные сигналы s ( t Ь спектраль­
ная плотность обладает рядом . особых свойств. Деиствительная 
часть спектральной плотности - четная\ а мнимая часть - нечет­
пая функция частоты: S1 (ro) = - S1 ( - roJ и SR (ro) = SR ( - ro) . 

Докажите это самостоятельно, подставив в интеграл ·  (6.26) 
eimt = cosrot+ jsinrot . 

На рис. 6 .21 показано расположение графи:tюв действительной 
и мнимой частей спектральной плотности для некоторого сигнала 
s (t) . В силу этих свойств графики спектральной плотности можно 
изображать только на положительной полуоси ro. 

Вместо действительной и мнимой частей спектральной плот-
ности чаще пользуются модулем 1 §_ (iro) 1 - а м п л и  т у дн ы м 
с п е к т р о м  с и г н а л а  

1 §_(iro) 1 = J  Si (ro) + Sf (ro) 
и ф а з о в ы м  с п е к т р о м  с и г н а л а 

е (ro) = arg§_(iro) = arctg :��� +1t · 1 ( - S R (ro)) . 

Представление спектральной плотности через амплитудный 
и фазовый спектры имеет вид 

§_(iro) = 1 §_(iro) 1 ei0 <m> . 
Амплитудный спектр - четная, а фазовый спектр - нечетная 

функции частоты. 
Рассмотрим теперь, как найти сигнал s (t) по его спектральной 

плотности, отражающей распределение амплитуд и фаз синусоид 
на каждой из частот ro. Вклад синусоиды с частотой ro определя-
ется величиной 1 §_(iro) 1 , а ее фазовый сдвиг - величиной e (ro). 
Для этого воспользуемся рядом Фурье, учитывая, что при Т--+ оо 
df (iro) =§_(iro) dro/21t и ряд превращается в интеграл, т. е . 
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(6.26) 
- оо  

Выражение ( 6 .26) называют и н т е г р  а л о м Ф у р ь е. 
Таким образом, связь спектральной плотности S(im) и сигнала 

s (t ) однозначна и дается парой интегралов, которые принято 
называть преобразованиями Фурье. При этом выражение 

СХ) 
§_(im)= J s (t) e -Jmrdt (6 .27) 

- СХ)  

называют п р я м ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  Ф у р ь е, а интеграл 
(6.26)-о б р а т н ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  Ф у р ь е. Представле-
ние сигнала спектральной плотностью S(im) называется также 
изображением сигнала в спектральной Или частотной области 
в противовес сигналу s ( t ), представленному во временн6й области. 

Каждому сигналу s (t ) соответствует своя спектральная плотность 
S(im) и наоборот. Связь между s (t) и �lim) имеет ряд важных свойств. - 1 .  С в о й с т в о  л и н е й н о с т и. Пусть имеется сигнал s ( t)= 
= asA ( t)+bs8 (t ) . Тогда спектральная плотность суммарного 
сигнала 

Если сигнал состоит из линейной комбинации нескольких 
сигналов, то его спектральная плотность представляет собой 
такую же линейную комбинацию спектральных плотностей. 

2. С в о й с т в о  м а с ш т а б н о с т и. Пусть имеется сигнал s (t )= 
= sA (Лt ) (см. , например, рис. 6.22, а ). Найдем спектральную 
плотность сигнала 
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w 
�(jro)= f sA (Л.t)e -jmrdt= 

- оо  J sA (t')e - jmr ' f),dt'=� �A&i) . 

,_� . о "' 

- оо  
Если сигнал «короче», то 

его спектр «шире)) . Наоборот, 
для «длиннЫХ)) сигналов 
спектр «уже)) (рис. 6.22, б) .  

arg �� S(t)tд_ о �----
,..,.
· 

о f t 
а) 

3 .  Т е о р е м а  з а п а з д ы -
в а н и я. Для сигнала s(t)= Рис. 6.23 

= s А ( t- 't) определим спектральную плотность 
ао ао 

�(jro)= f S А (t - 't) е - jmtdt= f S А (t') е - jm (t ' +т)dt' = 
- ао - ао 

ао 
=е -jmт f S А (t') е - jmt ' dt' =§_А (jro) е - jmт. 

- ао 

6) 

При сдвигах сигнала во временной области амплитудный спектр 
(модуль спектральной плотности) не изменяется, а фазовый 
спектр получает линейное приращение (рис. 6 .23 , а, б) : 

l �(jro) I= I SA I ,  O (ro)=OA (ro) - rot. 
4. Т е о р е м а  м о д у л я ц и и. Пусть s( t)=sA (t) sinro 0t (рис. 6.24, 

а, б) .  Тогда спектральная плотность "" 00 
�(jro)= f S А (t) SiП OOote -jmrdt=h f S А (t)(eiroo t  -e-jroot) е - jmrdt = 

- оо  

Спектр сигнала при умно­
жении на sin(ro 0t) переносится 
на частоту ro 0 • 

5 .  С п е к т р  п р о и з в о д -
н о й  и и н т е г р а л а  с и г н а -

л а. Пусть s(t)=ds;
1
(t) . Тогда 

можно записать 

"" 
sA (t)=2

1
1t 
f �(jro)eimrdro; 

- оо  

S(t)
�-� 

о t 
1 

а) 

�� D tdiJ ,..,. 
6) 

Рис. 6.24 
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откуда 

Если 

s (t ) =f, [ 
2
11t J �А (jro) eim'dro J =�: J �А (iro) eim'dro, 

- оо  - оо  
� (iro) = jroS (jro). 

1 
s (t ) = J sA (t ' ) dt ', 

о 
то аналогично для интеграла имеем �(jro) = SA (jro) jjro. 

В заключение рассмотрим вычисление спектральных плот­
ностей нескольких типичных сигналов . 

1 .  С п е к т р  о-ф у н к ц и и  s (t ) = ao (t) : 
ао 

S(jro) =  J ao (t ) e - jmldt = aeiro · O = a 
- ао 

на основании фильтрующего свойства о-функции. 
Спектральная плотность о-функции постоянна на всех 

частотах. 
Запишем обратное иреобразование Фурье для о-функции (а = 1 ) :  

Формально 
получим 

заменив переменную интегрирования 

- оо  
2 .  С п е к т р  ф у н к ц и и  s (t ) =A cos ro0 t  (рис. 6 .25, а, б) : "' "" со 

ro = t, 

§_(iro) = A f cosro0 tc -jrordt =� f e -j(ro-roo) tdt +� f e -j(ro+roo) tdt, 
- оо  

а) 

l l G 

t 

- оо  - оо  
Jl"fJJ) 

Ax8(fJJ+(J)o) Ax8(w-fJJ0) 

о 
6) 

Рис. 6.25 



s(t) 
а 

а) 
t 

2� � 
о 1 
5) 

Рис. 6.26 

На основании предыдущего равенства имеем 

§_ {iro) = 1tA 8 (ro-ro0) + 1tA 8 (ro + ro0) .  
3 . С п е к т р  п о с т о я н н о г о  н а п р я ж е н и я  s (t) = A . Положив 

в предыдущем равенстве ro0 = 0, получим S{iro) = 21tA8 (ro). 
4. С п е к т р  ф у н к ц и и  Х е в и с а й д а. ffa основании преды-

дущего примера постоянная составляющая §_(0) = 1tA8 (ro), так как 
интегрирование проводится лишь по полуоси. Для определения 
спектральной плотности на остальных частотах воспользуемся 
равенством <> (t) = d · l (t) fdt и учтем, что спектр интеграла равен 
частному от деления спектра исходного сигнала на jro. В резуль-
тате получим S{iro) = A /jro; ro :;6: 0. 

На основанИи свойства линейности спектров имеем 

§_{iro) = 1tA8 (ro)+A /jro . 
5 .  С п е к т р э к с п о н е н ц и а л ь н о г о  с и г н а л а  (рис. 6.26, а, 

б) s (t ) = ae - ь 1 1 : 00 о 00 
§_{iro) = f ае - ь 1 1 l e - jmtdt = a  f eЬte - jmtdt + a f e - Ьte - jm tdt = 

- оо  О 
а

+ а _ 2аЬ . 
b-jro b+Jro - b2 + ro2 ' 

1 S{iro) 1 =�; 8 (ro) = 0. - ьz +ro2 
6. С п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  с и г н а л а  s (t) = ae - ь1 · 1 (t) 

(рис. 6.27, а, б): 

в{w) !Нjw)l 

Рис. 6.27 
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S(iro) = a J e - Ьte - jrotdt =-a-. ; - b+Jro 
о 

е (ro) = - arctg (ro/ Ь ) . 

Вопросы и задачи для самостоятельной проработки 
1 .  Спектр сигнала в базисе Уолша имеет вид �т = [ 1 , 2,- 1 , 1 ] . Постройте 

график сигнала, найдите его представление в мультипликативно-ортогональном 
базисе. Вычислите спектр с помощью матрицы Грама. Сравните �зультаты. 

2. Покажите, что функции Уолша ортогональны на интервале [0, 1 ] для N=4. 
3. Вычислите спектральную плотность сигнала s (t) = A  sinro0 t. Постройте 

график модуля. Сравните с рис. 6.25 .  
4 .  Покажите, что спектральная плотность сигнала, являющегося интегралом 

от сигнала A (t), имеет вид SUro) = SA Uro) /Jro. 
5 . Найдите спектральную- плотНОсть сигнала s (t) = 2e - 3' cos (20 t+ 7t/4). По­

стройте график модуля. 

ГЛАВА 7 
АНАЛИЗ ЦЕПЕЙ В ЧАСТОТНОЙ ОБЛАСТИ 

§ 7.1 . ВВЕДЕНИЕ В ЧАСТОТНЫЙ АНАЛИЗ ЦЕПЕЙ. 
ЧАСТОТНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ЦЕПИ 

Рассмотрим пассивный линейный четырехполюсник, на вход­
ные полюса которого в момент времени t 0 подан сигнал в виде 
синусоидальной функции, например напряжение e (t) =Em cosro0 (t) 
(рис. 7 . 1 ) . Выходное напряжение Щt) будет представяять процесс, 
который по мере увеличения времени, прошедшего с момента 
t0, будет все ближе к гармоническому. 

Продемонстрируем это на примере. Пусть четырехполюсник 
представляет собой RС-цепь (рис. 7 .2) .  

Как известно, дифференциальное уравнение, определяющее 
u (t), имеет вид (при наttальном условии u (t0) = u0) 

где т. = RС. 

Рис. 7 . 1 
1 1 8 

du (t) 1 ( ) 1 -- + - и t = - Em cos ro0 t, dt t t 

e(t) 

R 

jи(t) 
L..---+---o 

Рис. 7.2 

(7. 1 )  



Общее решение (7 . 1 )  будем искать 
решения однородного уравнения: 

в виде суммы общего 

uo.p (t) = и (t0) e -(t- to)/t ; (7.2) 
и частного решения неоднородного уравнения: 

Ич.р (t) = А  cosro0 t+ B sinro0t. 
Подставляя (7 . 3) в (7 . 1 ), находим 

. В А В . Em t - ro0A Stn ro0 t + ro0 COSI00 t+- COSI00 t+- SШI00 t=- COSI00 • t t t 
Отсюда 

B- ro0tA > 0; A + ro0tB = Em .  

(7 . 3) 

Общим решением, определяющим выходной сигнал в любой 
момент времени t > t0, будет уравнение 

где 

Е u (t) = u (t0 ) e -(t- to) /t · l (t - t0 ) + 
(
т )2 cosro0 t+  1 + ro0t 

+ Emmot sin ro  t = u (t ) e -(t- to)/t х 
1 + (mot)2 о о 

х 1 (t- t0 ) + Е
т cos (ro0 t+ q>) , 

J1 + (ro0t)2 

q> = - arctgro0t. 
Если рассматривать достаточно большое время, прошедшее 

с момента t0, то можно записать 

lim u (t ) = Ет cos (ro0 t+ q>) . (7 .4) 
t0-+ -ct:> J1 +(ro0t)2 

Приведенный пример показывает, что стационарный отклик 
линейной цепи на гармонический сигнал также гармонический, 
только его амплитуда и фаза изменяются в зависимости от 
схемы и параметров цепи. Как известно, эту задачу можно 
решить гораздо проще, используя метод комплексных амплитуд. 
Действительно, полагая e (t ) = Re {�eiroo1 } ,  где �= Em , и вычисляя 
комплексные сопротивления на частоте ro0 :  Zc = l /jro0C; Zя = R, 
получаем, что комплексная амплитуда выходного напряжения 

И= Е 1 _ _ Е_ 
- R+(iro0C) - 1  jro0C 1 +jm0t 

Следовательно, мгновенное значение выходного сигнала 

u (t) = 1 И l  cos (ro0 t+ arg И ) = Ет cos (ro0t- arctgro0t): - - Jl + (ro0t)2 
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Из этого выражения, полностью 
совпадающего с (7.4), следует, что 
в методе комплексных амплитуд 
рассматривается только установив­
шийся режим по истечении доста­
точно большого времени от вклю-

Рис. 7.3 чения источника сигнала (рис. 7 . 3) .  
Если на вход цепи подать одновременно несколько синусо­

идальных сигналов, то в силу линейности цепи выходной сигнал 
будет представлять сумму реакций на каждый из сигналов 
в отдельности. Вначале после включения будут происходить 
переходные процессы, а затем установится стационарный режим, 
который может быть рассчитан методом комплексных амплитуд. 

Пусть имеется та же RС-цепь. Входное напряжение 
ао 

e (t) = L f_;eiШt, (7 . 5) 
i = - оо 

где f; - комплексные амплитуды гармонических составляющих 
входного напряжения с частотами ro; = iQ; Q - частота первой 
гармоники. 

Комплексная амплитуда каждой из составляющих выходного 
напряжения 

И; = l f;� ;'t = 1+7:a't · (7.6) 

Очевидно, выходное напряжение будет представлять сумму 
гармонических составляющих 

т. е. 
u; (t) = Re { И;еiш.t } , 

ао 
u (t) = L f; eiШ.t (7.7) 

i = - ao  l +jiO't 
Полученное решение свидетельствует о том, как найти выход­

ной сигнал цепи, если на ее входе действовал сигнал (7.. 5) 
в виде суммы синусоид с разными частотами и фазами. Однако 
этот результат можно представить и по-другому. 

Пусть входной сигнал е {t)- периодическая функция, квадратично 
интегрируемая на периоде, тогда сигнал (7 . 5) будет ее представлени­
ем рядом Фурье. В этом случае решение (7.7) можно понимать :как 
метод нахождения выходного сигнала путем разложения входного 
сигнала по базису тригонометрических функций - в ряд Фурье. 

Итак, если сигнал на входе гармонический, то выходной 
гармонический сигнал можно найти с помощью метода комплекс­
ных амплитуд. Если входной сигнал периодический, то нужно 
воспользоваться его частотным представленнем и действовать 
по следующему алгоритму. 
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1 . Для Т-периодического сигнала s (t), квадратично интегрируе­
мого на периоде, найти спектральные коэффициенты по базисным 
функциям { ехр UIOt)} -коэффициенты ряда Фурье f_, i = - оо ,  . . .  , оо .  

т 

Ci =� J s (t) e - jюrdt ;  
о 

2 . Методом комплексных амплитуд решить задачу нахождения 
комплексной амплитуды выходного сигнала при входном сигнале 
Ci exp (jroi t) с комплексной амплитудой fi · При этом будет получена 
формула вида и= иUroJ Например, для рассмотренной RС-цепи 

и= f_J( 1 + jmj-r) = иi . 
3 .  Суммируя ряд Фурье для полученных спектральных коэффи­

циентов по формуле 
00 

u (t) =  L иieiШt, i = - оо  

можно найти решение задачи анализа цепи, на входе которой 
действует произвольвый периодический сигнал s (t) . 

Такой метод часто оказывается гораздо проще, чем решение 
дифференциального уравнения. Этот метод называется анализом 
цепи в частотной области. Он распространяется и на непериоди­
ческие входные сигналы, если вместо ряда Фурье применять 
интеграл Фурье. Действительно, если 

т. е. 

00 
§:Um) = J s (t ) e -jrotdt, 

- оо 

00 
s (t) = 2

I
тt f §:Uro) eirot dt, - ос  

то отклик цепи на каждое элементарное синусоидальное воз­
действие, входящее в сигнал s (t), можно рассчитать методом 
комплексных амплитуд, считая, что комплексная амплитуда 
сигнала на частоте m на входе равна dC=§:Uro) dro/2n, где 
SUrо)-спектральная плотность сигнала s (if При этом будет 
рассчитана комплексная амплитуда сигнала на этой частоте: 
иUro) dm/2n. Например, для RС-цепи 

иUm) dm = §: Um) dro /( 1 + jro-r). 
Интегl?ируя элементарные выходные сигналы вида иUm) х 

х ехр Urot) dm, получаем представление выходного сигнала в виде 
интеграла Фурье: 
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u (t) = 
2
1
1t 
f U(iro) eimtdro. (7.8) 

Таким образом, решение дифференциального уравнения с пра­
вой частью, представляемой сигналом s (t), может быть заменено 
определением спектральной плотности сигнала �(iro), затем­
решением задачи методом комплексных амплитуд --определением 
комплексной амплитуды выходного сигнала U(iro) dro и, наконец, 
вычислением интеграла Фурье (7 .8) . -

Первый и последний этапы -определение спектральной плот­
ности и вычисление интеграла Фурье- были рассмотрены в гл. 6 . 

Рассмотрим вычисление комплексных амплитуд выходного 
сигнала по известной спектральной плотности входного сигнала. 

Как было показано, сигнал со спектральной плотностью 
�{iro) можно рассматривать как сумму элементарных синусоид 
с частотами ro и комплексными амплитудами dC= S(iro) dm/2n 
(эта величина имеет размерность входного сигналаГСпектральная 
же плотность выражается в В /Гц или А/Гц. 

Комплексная амплитуда выходного элементарного сигнала 
с частотой ro будет определяться соотношением 

U{i"ro) dro = K(iro) S(iro) dro . 
- 21t - - 21t 

Величина K(iro) характеризуется свойствами цепи и не зависит 
от входного- сигнала. Ее называют комплексной частотной 
характеристикой (КЧХ) цепи. КЧХ можно рассматривать как 
отношение комплексной амплитуды на выходе цепи на частоте 
ro к комплексной амплитуде на входе: 

K(iro) = U(iro) dro/21t Q(iro) . 
- §:(iro) dro/21t §:(iro) 

(7 .9) 

Очевидно, КЧХ-это и отношение спектральных плотностей 
выходного и входного сигналов. Если для цепи известна КЧХ, 
то анализ цепи частотным методом предполагает три этапа: 

1 .  Определение спектральной плотности входного сигнала: 
00 

�(im) = J s (t) e -imtdt. 
- оо  

2 . Определение спектральной плотности выходного сигнала: 

U(im) = K(iro) §:{im). 
3 .  Вычисление выходного сигнала: 
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00 Я L 
u (t) = 

2
1
1t 
f и(iro) ejmtdro. 

Для нахождения КЧХ можно 
пользоваться различными способа-

u,lt>�ГJl cт J0Uz(t} 

ми. В основе всех их лежит форму-
Ри 7 4 ла (7 .9)-физический смысл КЧХ. с. · 

1 .  О п р е д е л е н и е  КЧХ н е п о с р е д с т в е н н о  п о  с х е м е  
ц е п  и. Для этого в соответствие каждому элементу цепи ставится 
его комплексное сопротивление: Z R = R, Z L = jroL. В зависимости 
от физического смысла входноГО сигнала полагают заданной 
его входную комплексную амплитуду Е или J (напряжение или 
ток) . Считая, что частота входного _воздействия неопределенна 
и равна ro, рассмотренными методами комплексных амплитуд 
находят комплексную амплитуду выходного сигнала. В зависи-
мости от физического смысла это будет либо напряжение и, либо 
ток !· Поскольку частота полагалась неопределенной, и= и(iro) 
и ! = !(iro) . 

По смыслу :!(iro) = и(iro)f.�(iro}-KЧX по напряжению (без­
размерная); :!(iro) = !(iro} /.[_{iro) -KЧX по току (безразмерная) . 
Могут быть смешанные размерные КЧХ. 

В качестве примера приведем расчет КЧХ для цепи рис. 7.4. 
Пусть требуется найти комплексную частотную характеристику 
по напряжению. Нетрудно вычислить, что комплексная амплитуда 
тока во всех последовательно соединенных элементах цепи будет 
зависеть от ro: 

1 = !( .00) = и 1 (iro) . - - ] R+jroL+(iroC) 1 
Комплексная амплитуда выходного напряжения 

и (iro) = !(iro) = и 1 (iro) . -2 jroC 1 +jroRC-ro2LC 
По определению КЧХ, 

K{iro) = Q2 (iro) = 1 . - Q1 (iro) 1 +jroRC-ro2LC 
2 . П о с т р о е н и е  К Ч Х  п о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  у р а в ­

н е н и ю ц е п  и. Если для цепи получить дифференциальное 
уравнение, то КЧХ может быть построена непосредственно 
по нему. Пусть, например, дифференциальное уравнение получи­
лось в виде 

d"u d" - 1 u  dme 
d t" + a l  d t •- 1 + . . . + aпu (t) = bo d tm + . . .  + bme . 
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I K�� 
о (А) 

Подставляя e (t) =�exp {irot) и оты­
скивая решение в виде u (t) =  Uexp {irot), получаем 

{iro)" Uejrot + at {iro)n - 1 Uejrot+ . . . + 
+ an Uejrot = Ьо {iro)m §_ejrot . rp(fJJ) 

0 �-------

Рис. 7 .5  

Отсюда, сокращая на ejrot =1- О, на­
ходим 

K{iro) =!!,= Ьо�ОО�т+Ь ! уоо!т� ! + . . . + bm. (7 . 1 0) - Е Uoo) +a 1 Uoo) + . . . + а. 
Например, для RС-цепи имеем 

du + � и =� е; K{iro) = -1 -. dt 't 't - 1 + jOO't 
КЧХ как комплекснозначная функция может быть представ­

лена двумя действительными функциями: 
_!{iro) = A  (ro) + jB (ro). 

Модуль КЧХ называется а м п л и т у д н о - ч а с т о т н о й  х а ­
р а к т е р и с т и к о й  (АЧХ): 

[i{iro) =J А 2 (ro) + B2 (ro) . 
Аргумент КЧХ называется фазочастотной характеристикой 

(ФЧХ): 

<р (ro) = arg[i{iro) = arctg ��� + n · 1 ( -А (ro)). 
Например, для RС-цепи можно записать 

l _!{iro) 1 = 1 /  j1 + ro2t 2 ; <р (ro) = -arctg rot. 
На рис. 7 . 5 изображены АЧХ и ФЧХ RС-цепи. 

§ 7.2. АНАЛИЗ ПРОХОЖДЕНИЯ СИГНАЛОВ 
ЧЕРЕЗ ЦЕПИ СПЕКТРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ 

Изложенный метод анализа процессов в электрических цепях 
на основе спектрального разложения сигналов опирается на 
существенный факт, что сигнал вида А cos ( rot + <р) вызывает во 
всех точках схемы такие же гармонические сигналы, отличающиеся 
только амплитудами и фазами, т. е. тригонометрические функции 
являются собственными для линейных цепей. Поэтому если 
сигнал s (t) можно выразить через спектральную плотность S(jro), 
которая характеризует количественный вклад амплитуд И фаз 
гармоник с частотами ro, то анализ процессов в цепи будет 
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e(t) 

-u.(t) =2'11 j lf{jlAJ)eit.Яd(l) 
--

Рис. 7.6 

R 

Рис. 7 .7 

:ь__ О t0 t 
Рис. 7 .8 

сводиться к определению комплексной передаточной функции 
K(iro) от точек подключения сигнала s (t) к интересующим нас 
точкам и нахождению спектральной плотности выходного сигнала 
�(iro) !f(iro) для вычисления интеграла Фурье. Схематически этот 
процесс выглядит так, как показано на рис. 7 .6 . 

Рассмотрим конкретно последовательность такого анализа. 
Сначала дадим иллюстративный пример для сравнения спек­
трального метода с решением дифференциального уравнения. 
Пусть имеется RС-цепь (рис. 7 .7) .  Найдем напряжение на емкости 
С, если e (t) имеет вид прямоугольного импульса (рис. 7 .8) .  

Как было показано в § 2.3 ,  напряжение на емкости 
uc (t) = А ( 1 - е - t ' ') 1 (t) - А ( 1 - e -(t- to)l•) 1 (t - t0) .  

Находим спектральную плотность входного сигнала: оо lo 

�(iro) = f e (t) e -imtdt = f Ae -imtdt =j� ( 1 -e -jюto) . 
- оо  

Определяем КЧХ по схеме цепи: 

откуда 

Rl+-. 1- I= E ; U= -. 1- J, 
- JroC - - - JroC -

K(iro) = !!.. = -1 -·  't = RC. -
�(ioo) l +jrot' 

Находим спектральную плотность выходного сигнала: 

U(iro) = K(iro) S(iro) = A 1 �ехр ( �jooto) .  
- - - J00 (1 +Jrot) 
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Вычисляем интеграл Фурье: 00 
u (t) = 2

1
7t f U{iro) eirotdro = 

- оо  

- оо  
Второй интеграл отличается от первого лишь запаздыванием 

на t 0 и знаком минус. Для вычисления первого интеграла 
разложим подынтегральную функцию на элементарные дроби: 

1 а. � . 
jro ( 1 +jroт) jro + 1 +jroт ' 

rl и � определяем из равенства действительных и мнимых частей 
rl+jrlrot+j�ro = 1 ,  откуда rl=  1 ,  � =  - t. 

Таким образом, первый интеграл сводится к двум: 00 
- -:- eJrotdro = 1 t --, 
1 f 1 . ( ) 1 
21t JOO 2 

поскольку спектральная плотность 1 (t ) равна 1 /jro+1to (ro) ; 00 
_!_ f -' - eirotdro = e - t / t . 1 (t) 27t 1 +Jroт ' - оо  

так как в предыдущих параграфах было показано, что спектраль­
ная плотность сигнала exp t - t / t) · l (t) равна t / ( l +jrot) . 

Полная реакция цепи определяется суммой 

u (t ) = [А · l (t ) -�-Ae - t / t · 1 (t)]- [А · 1 (t - t0 )-�-

-Ae -(t- to)/t · 1 (t - t0 )] = А ( 1 - е - t / t) · 1 (t) -А ( 1 - e -(t- to)/t) · 1 (t - t0 ) . 

Как и следовало ожидать, результат оказался тем же. Однако 
вместо составления и решения дифференциального уравнения 
здесь пришлось решать алгебраическое уравнение и вычислять 
интегралы. Для типовых сигналов спектральные плотности вычис­
лены и сведены в таблицу. Для сложных цепей такой подход 
становится более конструктивным, уменьшая число ошибок. 

Как видно, между решением дифференциального уравнения 
цепи и анализом цепи спектральным методом имеется тесная 
связь. Среди типовых сигналов на входе цепи особое значение 
имеет о-функция, отклик на которую будет также решением 
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дифференциального уравнения цепи; это так называемая и м ­
п у л ь с п а я  х а р а к т е р и с т и к а  цепи k (t). Напомним, что для 
любого входного сигнала s (t) цепь с импульсной характеристикой 
k (t) порождает выходной сигнал, являющийся сверткой: 

t 
u (t) = J k (t - t ' ) s (t ') dt ' . 

о 
С другой стороны, с точки зрения спектрального метода "' 

u (t) = 2� f �"(joo) �{ioo) eimtdoo ; 
- оо  

00 

�{ioo) = J s (t) e - im'dt . 
- оо 

Подставим выражение для спектральной плотности в интеграл 
Фурье выходного сигнала, заменив в выражении спектральной 
плотности переменную интегрирования t на t ' :  "' "' 

u (t) = 2� f f !{ioo) s (t ' ) e -jmt ' dteimtdoo = 
- оо  - оо  

= J [ 2� J !{ioo) eim (t - t ' > doo J s (t ') dt ' = J G (t - t' ) s (t ' ) dt ' ;  
- оо  - оо  - оо  "' 

G (t) = __!_ f K{ioo) eim'doo. 27t - оо  
Как видим, полученное выражение есть интеграл свертки 

с бесконечными пределами. Однако, поскольку по определению 
k (t) есть отклик на o (t), реакция воздействия k (t) = O, т. е. k (t) = O  
'Vt < O. Тогда G (t - t' J =k (t - t '), t > t ', а k (t- t ' ) = O  'V t < t ', т. е . 
верхний предел в интеграле свертки может быть положен равным 
как t, так и оо .  Если входной сигнал s (t) = O 'V t< O, то нижний 
предел можно положить равным нулю. Таким образом, получен­
ное выражение будет иметь вид "' 

G (t) = 2� f K{ioo) eimtdoo = k (t) . (7 . 1 1 ) 

Формула (7 . 1 1 ) очень важна. Она свидетельствует о том, что 
импульсная характеристика цепи представляет собой интеграл 
Фурье от комплексной частотной характеристики. Но тогда 
справедливо и прямое преобразование Фурье: 
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l51i"'''L 
о 21r "" 6:Н (А) 

t; т, t; 
Рис. 7.9 Рис. 7. 1 0 

00 
�{iro) =  J k (t) e -jrotdt . (7 . 1 2) 

- оо  
Комплексная частотная характеристика является спектральной 

плотностью, т. е. прямым преобразованием Фурье импульсной 
характеристики. Эта пара преобразований Фурье должна быть 
усвоена очень твердо: 

"" "" 

k (t) = 2� f K{iro) ejrot dro; K{iro) =  f k (t) e -jrotdt. 
- оо  - оо  

Например, для RС-цепи k (t) = exp ( - t / t) / t, t� O. 
"" 

Тогда K{iro) =  J � e - t f • e - jrotdt =-1.-. - t l +Jrot - оо  

(7 . 1 3) 

Это выражение было получено ранее непосредственно по схеме. 
Пусть k (t) представляет собой прямоугольный импульс дли­

тельностью t 1 и амплитудой А . Найдем КЧХ такой цепи: 
"" lo 

�{iro) =  f k (t) e - jrotdt =  f Ae -jrotdt =j� { l - e - jrot); 
- оо  О 

( ) sinrot 1 1t rot 1 1t q> ro = arctg 2 = arctg ctg -2 - -= 1 - cosrot 1 2 
= - 00;1 - n · l ( - sin 00;1) . 

На рис. 7 . 1 0 изображена АЧХ цепи с прямоугольной импульс­
ной характеристикой вида рис. 7 .9 . Чем меньше величина t 1 , т. е. 
чем короче импульсная характеристика, тем шире полоса про­
пускания цепи. Цепь хорошо пропускает частоты от нулевой до 
2n/ t 1 • Говорят, что это фильтр нижних частот (ФНЧ). Интервал 
частот [0, 2nf t 1 ] называют п о л о с о й  п р о п у с к а н и я  ФНЧ. 
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Рис. 7. 1 1  

На рис. 7 . 1 1  показано семейство импульсных характеристик 
k (t) для различных 't и соответствующие им амплитудно-частот-
ные характеристики 1 KUro) 1 .  

Чем «короче» импУльсная характеристика, тем «шире» А ЧХ, 
больше полоса пропускания цепи. Таким образом, под полосой 
пропускания Aro понимают область частот, в которой А ЧХ 
оказывается выше определенного уровня (чаще всего О, 7 от 
максимального значения). Наоборот, если АЧХ в какой-то полосе 
частот меньше некоторого уровня (обычно также О, 7 от максиму­
ма), то эту полосу называют п о л о с о й  з а г р а ж д е н и я. Значение 
частоты на границе полосы пропускания называют ч а с  т о т о й  
с р е з а  АЧХ. 

Необходимо помнить о взаимности пары преобразований 
Фурье. 

Выше были вычислены А ЧХ и ФЧХ цепи с прямоугольной 
импульсной характеристикой (см. рис. 7 .9). Интересна обратная 
связь . Если импульсная характеристика пекоторой цепи имеет 
вид k (t) = A sinroм t froм t, то в силу обратимости интеграла Фурье 
можно записать 

А �· ' 

о.  
mм (рис. 7 . 1 2) 

П р и м е ч а н и е. Отметим, что импульсная характеристика цепи вида рис. 7. 1 2  
существует при t � O, т .  е .  до внешнего воздействия. Выходная реакциЯ цепи 
как бы опережает по времени входное воздействие. Такие цепи, называемые 
н е п р  и ч и н н ы  м и, физически нереализуемы. 

По виду амплитудно-частотной характеристики цепи делятся 
на несколько типов, основные из которых приведены на рис. 7 . 1 3 .  
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Рис. 7. 1 2  
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Если полоса пропускания цепи сосредоточена вблизи нижних 
частот, включая ro = O, то такой фильтр называется фильтром 
нижних частот (ФНЧ, рис. 7 . 1 3 , а). Если, наоборот, АЧХ равна 
нулю вбл�зи ro = O  и отлична от нуля с ростом частоты, то 
такая цепь называется фильтром верхних частот (ФВЧ) 
(рис. 7 . 1 3 , б). Полоса пропускания полосового фильтра (ПФ) 
сосредоточена между частотами ro 1 и ro2 (рис. 7 . 1 3 , в) . Наконец, 
АЧХ заграждающего фильтра (ЗФ) равна нулю в полосе частот 
от ro 1 до ro2 (рис. 7 . 1 3, г) .  

Отметим, что реальные цепи могут содержать соединения 
всех указанных типов. Кроме того, одна и та же цепь может 
выполнять функции нескольких типов фильтров в зависимости 
от того, с какого элемента снимается выходной сигнал. Например, 
RС-цепь по отношению к напряжению на емкости является 
фильтром нижних частот, а по отношению к напряжению на 
сопротивлении - фильтром верхних частот. 
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§ 7.3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СПЕКТРА В ЦЕПЯХ 
С ДИСКРЕТИЗАЦИЕЙ СИГНАЛОВ 

Во многих практических задачах передача непрерывных сигналов 
оказывается неэффективной, в связи с чем осуществляется передача 
только дискретного сигнала с соответствующим спектром. Однако на 
приемнам конце производится восстановление исходного непрерыв­
ного сигнала с целью использования его человеком. Это касается 
в первую очередь речевых и музыкальных передач. Поскольку такой 
канал передачи и восстановления часто применяется на практике, 
проведем анализ как с временной, так и с частотной точки зрения. 

Рассмотрим цепь, состоящую из следующих основных элемен­
тов (рис. 7 . 14) :  ключа S, замыкаемого через интервал времени 
11t на время /11, и линейной цепи Ф с импульсной характеристикой 
k (t) . Участок а - б  цепи обычно представляет собой канал связи 
с помехами, который здесь рассматривать не будем. 

1 .  К л ю ч. Пусть на входе ключа действует какой-либо 
непрерывный сигнал s (t) . Тогда в интервалы времени, пока 
ключ замкнут, напряжение на его выходе будет представлено 
импульсами, площади которых равны значениям сигнала на 
входе в эти моменты времени. В интервалы времени, когда 
ключ разомкнут, напряжение на его выходе равно нулю, как 
показано на рис. 7 . 1 5 , а, б. Описанный ключ носит название 
а м п л и т у д н о - и м п у л ь с н о г о  м о д у л я т о р а. Одной из ва­
жных его характеристик является длительность замыкания 11't. 

Приведеиное здесь представление оказывается слишком слож­
ным для анализа, так как при f:..'t--+0, когда значения выходных 

sjt) �� 
� а - '5 � 

Рис. 7. 14 

w{t) 

Рис. 7. 1 5  

5* 

�) TиrtJ 

·�. о л t  Z.t1t J.t1t �лt t 

•1 t 1 1 t . o�--�лt�--z�л�t---J�л�t ---*�"-�t�t 

Рис. 7. 1 6  
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импульсов ключа можно считать равными выборочным значениям 
исходного сигнала s (iLlt), энергия и площадь этих импульсов 
становятся равными нулю. Будем считать, что амплитуда каждого 
импульса на выходе ключа пропоl?циональна 1 /.1-с, тогда площадь 
окажется в точности равной s(iLlt) независимо от .1-с. При .1-с�о 
имеем последовательность Б-функций и можно записать 

w (t) = . . .  + s (О) Б (t) + s (М) Б (t - Lll) + s (2Llt) Б (t - 2Llt) . (7 . 1 4) 
Ключ в такой модели можно заменить перемножителем 

с последовательностью Б-функций (рис. 7 . 1 6) : 
00 

v (t) = L Б (t - iLlt) ,  
i = - оо  

т. е. 
00 00 

w (t) = s (t) L Б (t - iM) = L s (iLlt) Б (t- iM) .  
i = - 00 i = - оо  

2. Ф и л ь т р. В качестве такой цепи будем пока предполагать 
линейную цепь с произвольной импульсной характеристикой k (t) . 

По определению, отклик цепи с импульсной характеристикой на 
любой входной сигнал (обозначим его w (t)) записывается через 
интеграл свертки (используем выражение с бесконечными пределами): 

00 
u (t) = J k (t - t' ) w (t ' ) dt ' . 

- оо  

Подставим полученное выражение для сигнала на выходе 
амплитудно-импульсного модулятора: 

00 00 
u (t) = J k (t - t ' ) L s (iM) Б (t ' - iLlt) dt ' =  

- оо  i = - oo 00 00 
= L [ J k (t- t ' ) Б (t ' - iLlt) dt ' ] s (iM) . 

i = - oo - оо  

Рассмотрим интеграл свертки вида 
00 
J k (t - t ' ) Б (t ' - iLlt) dt ' = l(t, iLlt) . 

- оо 

Подынтегральное выражение на оси t ' всюду равно нулю, кроме 
точки iLlt (рис. 7 . 1 7) . Площадь же Б (t ' - iM) равна единице 
в окрестности iLlt. В связи с этим значение интеграла I(t , 
iLlt) = k ( t - iLlt ). С учетом сказанного получаем, что выходной 
сигнал цепи Ф является суммой запаздывающих относительно друг 
друга на Llt импульсных характеристик с коэффициентами s (iM): 

00 
u (t) = L s (iM) k (t - iLlt). (7 . 1 5) 

i = - 00 
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На рис. 7 . 1 8  проиллюстрирован этот процесс, когда им­
пульсная характеристика фильтра Ф имеет вид простой экс­
поненты, как у RС-цепи. 

Особый интерес представляет выбор такой цепи с дискре­
тизацией сигнала, когда выходной сигнал и (t) близок к входному 
сигналу s (t) . При этом время между передачей по каналу а-б  
(см. рис. 7. 1 4) значений сигнала s (iAt) можно использовать для 
передачи других сигналов. 

Теоретически время дискJетизации l1t и цепь Ф можно 
выбрать так, что сигнал и (t будет в точности равен сигналу 
s (t) при выполнении некоторых ограничений на s (t). 

Это утверждает теорема В .  А.  Котельникова: если сигнал s (t) 
имеет спектр �(iro) такой, что � (iro) = O 'v' l ro l > roм (ограниченный 
спектр), то этот сигнал полностью представим набором своих 
дискретных значений s (iAt), где l1t = тcfroм , причем для любого t 

s (t) = f s (iAt) sin СОм (t� iAt) (7 . 1 6) i = _ <XJ roм (t- zM) 
(более подробно см. [3, с. 1 40- 146 ]) . 

В другой интерпретации можно сказать, что в пространстве 
сигналов со спектром Фурье, ограниченным частотой rом, суще-

б 
sin Юм (t - in/roм) 

ствует счетный азис , причем коэффициентами СОм ( t- inroм) 
разложения сигнала по 
si = s (iтcfroм)· 

этому базису служат отсчеты сигнала 

Формула (7 . 1 6) при сравнении 
о том, какой вид должна иметь 
цепи Ф для того, чтобы сигнал 
восстановлен: 

ее с (7. 1 2) свидетельствует 
импульсная характеристика 
s ( t) мог быть полностью 

k (t) = sin roмt/(roмt ) . 
Сигналы s ( t ), которые могут быть восстановлены, должны 

иметь ограниченный спектр, так что �(iro) = O 'v' l ro l > roм,  а ключ 
S должен производить дискретизацию через интервал времени 

1 33 



llt = nfroм . В этом случае теорема Котельникова будет выполнена 
и сигнал на выходе цепи будет полностью совпадать с входным 
сигналом. На рис. 7 . 1 9  по казаны осциллограммы сигналов в цепи, 
где все параметры удовлетворяют теореме Котельникова. Справа 
показаны спектрограммы сигналов, иллюстрирующие работу цепи 
с частотной точки зрения. Для получения таких спектрограмм 
необходимо вычислить спектр сигнала на выходе амплитудно­
импульсного модулятора. 

Представим периодическую последовательность о-функций 
в виде ряда Фурье ro 

где 

v (t) = L f.i e j2"it!At , 
i = - ro 

At 
с. =_!_ f 0 (t) е - j27titjAt dt = _!_ 
-· At At 

о 
на основании свойства о-функций. 

·v 
о 
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Отсюда 
v (t) =  � f e i2rr.it/At . t i = - 00 

Тогда спектр сигнала на выходе амплитудно-импульсного 
модулятора будет иметь вид 

00 

�w (joo) = �� f s (t) i =�oo 
e i2rr.it/At e - jтt dt =  

- оо 00 

= _!_ f f s (t ) e -j (m - 2rr.i/At) t dt= 
fJ.t i = - oo 

=_!_ �оо �[j(oo - 2
п i)J . fJ.t i = - 00 11t 

т. е. спектр дискретизированного сигнала является периодическим 
продолжением спектра исходного сигнала с периодом 2�/At, где 
At-интервал дискретизации. 

Найдем комплексную частотную характеристику цепи Ф :  

K(joo) = J k (t) e - jтt dt = f
oo 

sin mм t e -jmt = {1t/ffiм , l oo l � ooм ,  - - оо mм t  о, оо > оом . 
- оо  

Поскольку U(joo) = K(joo) �w (joo) , спектр сигнала на выходе 
фильтра Ф будет совпадать со спектром исходного сообщения 
s (t), а значит, сигнал будет полностью восстановлен. При этом 
частота на границе полосы пропускания восстанавливающего 
фильтра Ф должна совпадать с граничной частотой оом спектра 
исходного сигнала s (t), т. е. oo = oo.)f (см. рис. 7 . 1 9) . На практике 
многие требования не могут оыть выполнены. При этом 
возникают отклонения от теоремы Котельникова. Для анализа 
влияния различных отклонений введем отдельные обозначения: 
At-интервал дискретизации ключа; оом-максимальная частота 
в спектре входного сигнала; оос-частота среза фильтра Ф. 

Рассмотрим несколько вариантов отклонений от теоремы 
Котельникова (другие отклонения полезно изучить самостоя­
тельно) . 

1 .  Пусть At < 7t/OOм, оос = оом . При этом дискретизация про­
изводится чаще, чем требуется из условий теоремы. На частотных 
диаграммах это выглядит так, как показано на рис. 7 .20. 

2. Пусть At < 7t/OOм, ooc = 7t/At (рис. 7 .2 1 ) . Здесь в отсутствие 
дополнительных шумов искажений также не произойдет. 

3. Пусть At > 7t/OOм, оос = оом (рис. 7 .22) . Дискретизация про­
изводится реже, чем требуется из условий теоремы, происходит 
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:_C_J ��--+---<>�< 
Рис. В.7 . 1 Рис. В .7.2 

наложение спектральных составляющих, исходный сигнал вос­
становить невозможно. Пользуясь временнЬrм и ч&стотным пред­
ставлением, всегда можно качественно определить характер 
искажений сигнала. 

Вопросы и задачи для самостоятельной проработки 
1 .  Постройте АЧХ и ФЧХ дпя цепи рис. В.7 . 1 .  
2 .  Найдите АЧХ и ФЧХ цепи рис. В.7.2 . Какое значение будет иметь 

амплитуда сигнала на выходе, если на входе цепи действует гармоническое 
напряжение с амплитудой 2 В и частотой 1 кГц. Параметры цепи: С1 = 1 05 пФ; 
R = l кОм; С2 = 103 пФ. 

3 .  Найдите выходной сигнал цепи с КЧХ K(jm) = ( l  + 2Jm)/(6 + 5jm- m2) ,  если 
на входе действует сигнал s (t) = e - • ,  t;;.:: O .  

-

4. Каким нужно выбрать интервал дискретизации l!t\ если максимальная 
частота в спектре исходного сигнала mм = 2,0 · 1 06 1 /с, а частота среза восстанав­
ливающего фильтра mc = 2, 1 · 1 06 1 /с? Поясните ответ спектральными диаграммами. 

ГЛАВА 8 
ОПЕРАТОРНЫЙ МЕТОД АНАЛИЗА ЦЕПЕЙ 
§ 8.1 .  ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА И ЕГО СВОЙСТВА 

Переход от временнЬrх представлений сигналов s (t) к их 
спектральным плотностям S(jro) обеспечивает большое удобство 
при анализе цепей. Действительно, дифференциальные уравнения, 
описывающие цепи п-го порядка, заменяются уравнениями от­
носительно искомых спектральных плотностей, которые решить 
существенно легче. Например, для RС-цепи имеем 

du�
t
(t) 

+� Uc (t ) = � е (t) . 
Переходя к спектральным плотностям, можно записать 

jroU с ( jro)+�  Uc (jro) = � �(jro); 

Uc (jro) = �(jro)/( 1 + jrot) . 
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При всем многообразии входных сигналов e (t) спектральные 
плотности многих из них сосчитаны, да и вычисление 
интегралов вида 

00 
�(jro)= J e (t) e -Jюt dt 

не представляет особого труда, если только сигналы удо­
влетворяют условию квадратичной интегрируемости 

В противном случае приходится пользоваться аппаратом 
обобщенных функций. 

Гораздо хуже обстоит дело с обратным иРеобразованием 
Фурье, поскольку разнообразие электрических цепей затрудняет 
табулирование интегралов вида 

и (t) = 2� J K(jro)�(jro) e imt dro. 
- оо 

Кроме того, анализ цепи усложняется при иенулевых началь­
ных условиях. 

Эти проблемы снимаются применением для анализа ире­
образования Лапласа. 

Преобразованием Лапласа или изображением сигнала s (t), 
00 

такого, что s (t) = O V' t < O  и J l s (t) l e - at dt < oo , Б > О, называется 
о 

комплекснозначная функция f( р ) , определяемая интегралом 
00 

f( p) = J s (t) e - pt dt, (8 . 1 )  
о 

где р = () + jro- комплексная переменная. 
Изображение f( p) можно рассматривать как обобщение 

понятия спектральной плотности S(jro) =f( P) I p =Jю : спектральная 
плотность является сечением f(P1 вдоль мнимой оси. Проил­
люстрируем это рис. 8 . 1 ,  где изображено Re {�(jro)} = 
= Re {F( p) I P.= Jm } ·  

Временную функцию s (t ), по которой найдено изображение, 
называют оригиналом. Изображения по Лапласу обладают ана­
логичными свойствами, что и спектральные плотности. 
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1 . Л и н е й н о с т ь: 
s (t) = asA (t) + bsв (t); 

f( p) = afA ( р  )+ Ьfв ( Р) · 
2 . С д в и г  с и г н а л а  в д о л ь  в р е м е н н о й  о с �  



S (t ) = S А (t - 't); 
f( p) =fA ( р) е - Р' . 

3 .  Т е о р е м а. о п р о и з в о д ­
н о й: 

s (t) = dsA (t) · s (O) = s · dt ' А О • 
ао 

f( p) = f ds�t(t) e - P' dt =  I e - P' dsA (t) = 
о 

=pfA ( p) - so . 
� И з о б р а ж е н и е  и н т е г р а л �  

t 
s (t) = J sA (t ' ) dt ' ; sA (0) = s0 ; 

о 

f( p) =�FA ( р) +�. 
5 .  П р е д е л ь н ы е  с о о т н о ш е н и я: 

lim s (t) = lim pf( p); t-+0 р-+оо 

lim s (t) = lim pf( p) . t�ao р�О 

Re {1fpl} 

Рис. 8 . 1 

В силу этих теорем любое дифференциальное выражение, 
содержащее временную функцию s( t ) , эквивалентно алгебраичес­
кому выражению для изображения по Лапласу: 

а 
d:��t) +.Ь d��) + cs(t) =Ф ар2 f{p)+ bpf{p) + cf{p) 

( =Ф - знак соответствия изображения и оригинала) . 
Для иреобразования Лапласа оказывается существенно более 

простым вычисление обратного преобразования. Подставляя вме­
сто jro в интеграл Фурье р, имеем 

ао 

s(t) = 2
11t f �(iro)ei"'1dro; 

- ао 

dro=  d: ;  p = a +jro; J . a + J ao  

s(t) = 
2
�j f f(p)ePtdp. 

a - j ao  

(8 .2) 
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Рис. 8 .2 
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Рассмотрим подынтегральную функцию J(p) = F(p)eP1 • Заметим, 
что exp(pt) имеет производные во всей комплекспоИ плоскости. В то 
же время типичным для теории цепей случаем является то, что F(p) 
представляет собой изображение реальных сигналов и, следователь­
но, имеет конечное число изолированных особых точек, называемых 
п о  л ю с  а м и. В остальных точках функция j(p) имеет производные, 
т. е. является аналитической. Точки плоскости р, где J(p) = O, 
называются нулями функции J(p). Если в окрестности поЛюса Pi 
функцию [_(р) разложить в ряд Лорана, то можно получить 

[_(р) = (р���)т + . . .  + (pC_:-�; )
+ Co + Ct (p-pJ+ . . . (8 .3) 

Таким образом, имеется конечное число т членов с от­
рицательными показателями. Число т называют к р а т  н о с т ь ю 
п о  л ю с  а, при т = 1 имеем простой полюс. 

В теории функций комплексной переменной показано, что если 
пекоторая функция j(p) является аналитической внутри пекоторой 
области D, то интеграл по любому замкнутому контуру С, не 
содержащему полюсов, равен нулю (рис 8 .2) . В то же время если 
внутри контура интегрирования имеется хотя бы один полюс pi , то 

§ J(p)dp = 21tjres f(p) i p � p, = 27tjres i . (8 .4) 
с - -

Если имеется N полюсов, то 
N N 

§ J(p)dp = 21tj L res f(p) i P � P1 = 21tj L res i . (8 . 5) - i � 1 - i � 1  
где rеs f(р )-вы ч е т  ф у н к ц и и  J(p) относительно ее полюса Pi · Вычет функции, по определению, равен коэффициенту при 
(p-pi ) - 1 в ее ряде Лорана: res f(p) = C _ 1 ; если Pi = oo , то 
res i = - С1 . -
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Выберем контур интегрирования так, чтобы он всегда охваты­
вал все полюсы функции (рис. 8 .3) . Тогда 

a + j oo N 
J j(p )dp = 2nj L res ; . (8 .6) 

a - j oo - i = 1 
При этом интеграл по дуге бесконечно большого радиуса 

полагаем равным нулю. 
Таким образом, вычисление обратного преобразования Лап­

ласа может быть сведено к вычислению вычетов подынтегральной 
функции во всех полюсах: 

N 
s(t) =  L res ; [(р). 

i = 1 
(8 .7) 

Пусть р; - простой полюс. Найдем вычет res; : 

[(p) = C- t (p -p; ) - 1 + C0 + Ct (p -p; ) + . . .  
Умножив левую и правую части н а  р-р; и переходЯ к пределу, 

получим 

(8 .8) 

Пусть Р; - полюс кратности т .  При этом ряд Лорана 
имеет вид 

[(р) = (p���)m + · · ·  + 
{p
c��i ) + Co + Ct (р -р;) + · · ·  

Умножим левую и правую части на (p -p;)m : 

(p -pi)m J(p) = C -m +(p -pi) C- m + 1 + · · ·  + 
+ C= l (p -p;)m - 1 + Co (p -p;)m + . . . 

Продифференцировав это равенство т - 1 раз и переходя 
к пределу, получим 

Рассмотрим типичный для теории цепей случай, когда 

j(p ) =  !_(р )ехр (pt)/Q(p ) . 
Пусть корни знаменателя простые. Тогда 

res/(p;) = lim (р -р; ) f{p) ePt = f,{pi ) еР/, -
р -->р, .Q{p) Q (pi) 

т. е. изображению вида !_(p)/Q(p) соответствует временная 
функция 

1 4 1  



(8 . 10) 
Пусть знаменатель имеет корни кратности т, а следовательно, 

функция f(р ) -полюсы той же кратности. Воспользовавшись 
формулой-(8 .9), получим 

Р(р) N т 1m - rг<r - 1 J(p . )  � = L еР/ L ' (8 . 1 1 ) 
Q{p) . i � 1 1 � 1 (m - /) ! (l- 1 ) !

' 

где Г (p) = P(p)(p -pi )m /Q (p). 
Это выражение справедливо и для простых корней. 
Из приведеиных формул легко вывести частные случаи. Пусть, 

например, изображение задано в виде S 1 (р) = 1 /(p -pJ Тогда 
оригинал найдется как вы:ет в ПJ?Остом- полюсе, умноженном 
на exp(pi (t)), т. е. 1 /(p -pi )  =:= exp (pi t ) . 

Пусть S 1 (р) = 1 /(p -pJm. Воспользовавшись формулой для 
нахождения- кратных вычетов (8 . 1 1 ) , найдем 

[(p) = (p -pi )m =  1 ; r<l - 1 )(p) = { �: �: �·; 
1 . t '" - 1 р t -- = -- e i (p-p;)m · (m- 1 ) !  · 

Используя полученные соотношения, можно упростить про­
цедуру нахождения оригиналов. 

Пусть f(p) = (p + 1 ) / [р(р - 2)2 ] . Разложим многочлен на простые 
дроби: 

f(p) = ri./(p - 2)2 + � / (р - 2)+ у fp ; 
ri.p +  �р 2 - 2р � + ур 2 - 2ур+4у =р + 1 ; 

у = 1 /4; � = - 1 /4; ri. = 1 .  
Используя полученные формулы, имеем 

F( ) = p+ l � te2' - � e2r + � . 
- р р(р - 2)2 4 4 

§ 8.2. ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 
ДЛЯ АНАЛИЗА ЦЕПЕЙ С ЗАДАННОЙ КОМПЛЕКСНОЙ 
ЧАСТОТНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ (ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИЕЙ) 

Если требуется определить сигнал u(t) на выходе цепи, для 
которой известна комплексная частотная характеристика (КЧХ), 
по заданному входному сигналу s( t ), s( t ) = О 'v' t < О, то необходимо 
сначала найти изображение stt) по Лапласу 
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s 
А 

Рис. 8.4 

·�. 
t о t 

Рис. 8 .5 
00 

f.(p) =  J s(t)e - P1d t, 
о 

затем по КЧХ - передаточную функцию К(р ), которая получается 
формальной заменой в КЧХ величинЫ ;ro на р : ro2 -+ -р2, 
jro -+р, jro3 -+  -р 3 и т. д. Полученное по K{iro) выражение носит 
название передаточной функции цепи. Например: 

K(jro) = -1- · К(р) = -1- · - jrot+ I ' - pt+ 1 ' 

К( "ro) = jro+ 2 . К( ) - р+ 2 - ] aro2 +jrob + 1 '  - Р - -ар2 + Ьр+ 1 " 
Далее находят изображение выходного сигнала как про­

изведение К(р) F(p) = U(p ) . В последнюю очередь по U(p) находят 
оригинал ...:::: выходной-сигнал -

1 a + j oo  
u(t) = � J U(p)eP1dp. 1t) а - j oo  

Этот интеграл вычисляют с помощью вычетов подыинтег­
ральной функции. Для большей наглядности рассмотрим 
примеры. 

Пример 8.1. На входе RС-цепи с КЧХ K(jro) = 1 / (jro-r+ 1 )  
действует сигнал s(t) = Aexp( - cx t) · l (t) (рис. 8 .4). 

Найдем изображение входного сигнала 
00 

F(p) =  J Ae- 121 e - P1 dt = � . -
о р + �  

По КЧХ RС-цепи найл;ем передаточную функцию [S(p) = 
= 1 /(p-r + 1 ). l:fзображение выходного сигнала определяется как произве­
дение 

U(p) = (p+ �)1pt + 1) " 
С помощью формулы (8. 1 0) найдем выходной сигнал 
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a + j oo 
1 f А е Р' 

u(t) = -2 . 
( ) (  )

dp = res 1 + res 2 . 
1tJ р + сх p't + 1 

a - j oo 
Здесь имеется два простых полюса, определяемых из уравнения 

(p + tX) (pt +  1 ) = 0; р1 = - tX; р2 = - 1 /t . 
Знаменатель подынтегральной функции Q(p) = tp 2 + (tXt +  1 )  х 

x p + tX. 
Производпая от знаменателя dQfdp = 2np + tXt +  1 .  
В точке первого полюса вычет 

А е - •• А _ res = = -- е flt 1 
2't ( - cx) + cx't + 1 1 - cx't 

В точке второго полюса вычет 

res = - � e-tfт. 2 1 - CX't 

Таким образом, выходной сигнал 

u(t) = 
1
�

cx
't (e - .. t - e - tiт) . 

На рис. 8 .5 изображен график сигнала u (t) при tXt < 1 .  Заметим, 
что полученный результат эквивалентен решению дифференци­
ального уравнения 

du
+

1 - А 1 - oct . - - и - - е 
d t  't 't , u(O) = O. 

§ 8.3. АНАЛИЗ ЦЕПЕЙ ОПЕРАТОРНЫМ МЕТОДОМ 
ПО ЗАДАННЫМ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ СХЕМАМ 

Здесь рассмотрим составление уравнений электрических цепей, 
пригодных непосредственно для вычисления сигналов в различных 
точках путем обратного преобразования Лапласа. 

Рассмотрим операторные модели для простейших элементов 
цепей, если вместо оригинала тока i( t) используется его изоб-оо 
ражение !(р ) =  J i(t)e - ptdt, а вместо оригинала папряжения u(t) 

о 00 
- его изображение по Лапласу и(р) =  J u (t)e- ptd t. 

о 
Очевидно, для элементов цепи будем иметь: 
для сопротивления 

и R (p) = R!R (p), 
для индуктивности, согласно теореме о производной, 

и L (p) = Lp!L (p) - L iL (O), 
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e(t)=f(t) 

для емкости 

R 

а) 

Рис. 8 .6 

1 1 Uc (P) = рс !с (Р)+ Р Uc (O) . 

t 

В дальнейшем для простоты начальные условия во всех 
элементах будем полагать нулевыми и рассматривать соотно­
шения в простейшем виде: 

1 UR (P) = R!R (p); UL (p) = Lp{L (p); Uc (P) = рС !с (Р)· 
Для составления уравнения цепи необходимо ввести такие 

элементы, как независимые источники напряжения и тока. 
Например, если в цепи включен независимый источник ЭДС 
e(t) (обязательно e(t) = O  при t < 0), то в операторной форме он 
заменяется источником ЭДС с комплексной операторной ЭДС: 

00 
§_(р) = J e (t )e - P1d t. 

о 
Источник тока J(t ) заменяется операторным изображением 

00 
-!_(р) = J j (t ) e - P1d t. 

о 
Введенные соотношения позволяют составить полное урав­

нение цепи, используя уравнения Кирхгофа. При этом известными 
будут параметры R, L, С - операторные изображения §_( р), 
J( p), а неизвестными - операторные изображения токов и на­
Пряжений в элементах цепи. Например, для простой цепи 
рис. 8 .6 , а при §_( р) = 1 /р на основании второго закона Кирхгофа 
можно записать 

R{k (р) + Lp{L (p) = §_(p). 
Используя первый закон Кирхгофа !R (р) = !L ( р) = ! (р ) , получим 

R{(p) + Lp{(p) = l fp. 
Это полное уравнение цепи. Решить его относительно !(Р) не 

представляет труда: !(р) = l f[p (pL+ R )] . 
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e{t) 

с 

R 

Рис. 8 .7 

Получив решение полного уравнения 
цепи любым из известных способов, 
следует найти оригинал, т. е .  временнУю 
функцию искомого электрического про­
цесса путем обратного иреобразования 
Лапласа. Наиболее удобной формой 
здесь является использование теоремы 
о вычетах. Так, в нашем примере для 
RL-цепи получаем 

a + joo 

i (t ) =-2
1
. f ( 

1 
) ePt dp = res1 + res2 • 1tJ р pL+ R  

а - joo 
Полюсы определяем как корни уравнения p (pL + R) = O; р1 = 0, 

р2 = - R/L, находим производную dQfdp = 2pL + R, откуда 
res1 = - ехр ( - RtfL)fR, res2 = 1 /R. 

Окончательно получаем 

i (t ) =.!. ( 1 - e -Ht/L) =.!. ( l - e -*) . 
R R 

График тока изображен на рис. 8 .6, б. 
Приведем пример, когда теоремой о вычетах нужно поль­

зоваться осторожно. Пусть требуется найти импульсную ха­
рактеристику цепи рис. 8 .7 операторным методом. Найдем переда-
точную функцию K (p) =pCR/( 1  +pCR ) . Поскольку �(р) = 1 ,  
обратное иреобразование Лапласа от !(Р) и есть импульсная 
характеристика 

а + joo 

k (t) = 2�j f K(p) # dp. 

a -joo 
Воспользуемся теоремой о вычетах: 

k (t) = _ _ l е - t/НС = ин (t) .  
RC 

Для проверки правильиости результата найдем напряжение 
на емкости 

Ис (t) = 
R
l
C

e - t/HC . 

По второму закону Кирхгофа имеем Ин + Ис = е  V t, однако 
при подстановке выражений Ин и Ис получаем 
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Таким образом, потеряна б-функция, т. е. получено неверное 
решение. Это произошло потому, что lim К(р ) =  1 и интеграл 

р-оо 
по дуге бесконечно большого радиуса в (8 . 6) не равен нулю, 
как обычно предполагается. 

Для разрешения этой трудности воспользуемся свойством линей­
ности преобразования Лапласа и разложим !_(р) на простые дроби: 

К(р) = 1 - 1 /( 1 +pCR ) . 
Теперь найдем обратное преобразование, учитьmая, что 1 Фб (t) , 

а ( 1  +pCR ) - 1 Фехр ( - t/RC)/RC: 

k (t) = б (t) - R
IC e - tfRC . 

Это верное выражение. 
Таким образом, теоремой о вычетах можно пользоваться, 

если для изображения сигнала выполняется условие lim !_(р ) = 
р-оо 

= 0. Если F(р )-дробно-рациональная функция, то степень чис­
лителя долЖна быть меньше степени знаменателя. При равенстве 
степеней в оригинале присутствует б-функция и изображение 
следует разложить на простые дроби для нахождения оригинала. 

§ 8.4. АНАЛИЗ ЦЕПЕЙ ОПЕРАТОРНЫМ МЕТОДОМ 
ПРИ ИЕНУ ЛЕВЫХ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЯХ 

Рассмотрим применение операторного метода, если в цепи есть 
начальный запас энергии, а именно на емкости имеется начальное 
напряжение uc (O), а в индуктивности проходит ток iL (O). Как бьmо 
показано, модели индуктивности и емкости при этом будут иметь вид: 

UL (p) =pL!L (p)- LiL (O); 
1 1 

Ис (Р) =  
pc!c (P) +z; uc (O). 

Для конкретности рассмотрим пример. Требуется найти на­
пряжение на емкости цепи рис. 8 .8 при замыкании ключа S в мо­
мент времени t = O. 

В момент времени t = О  ключ S замыкается и в цепи происходит 
перераспределение энергии- возникают переходные процессы. На­
пряжение на емкости до замыкания ключа и есть начальное 
условие; очевидно, что uc (O} = E0 • 

Запишем законы Кирхгофа в операторной форме: 

§.(р) =!1 (p) R1 + Ис (р); 
!1 (p) = Ic (P) +!z (р). 
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e(t) с 

Рис. 8 .8 

и, 
Е о 

EoR2 
R1 +R2 

0�------------�t 
Рис. 8 .9 

Выразим токи !с (Р) и !2 (р) через напряжение Ис (р): !с (Р) =  
=рСUс (Р) - СЕ0 -согласно модели емкости и l2 (pJ= Ис (Р)/R2 -
по закону Ома. Тогда !1 (p) =pCUc (P) - CE0 + Uc [P)/R2 • Подставим 
в первое уравнение цепи §.(p) = R!PCUc (P) - R1CE0 + R1 Uc (P) 
/R2 + Uc lp), откуда Uc (P) = (§.(P) -! R1 СЕ0)/( 1  +RJ /R2 + R1PC). Вве­
дем обозначение эквивалентпои постояннои времени цепи 
't3 = CR1R2 /(R1 + R2 ) . Тогда при §.(р) = Е0 /р будем иметь 

и ( ) - R2Eo т:.Ео 
с р - +-- . - (R1 + R2 )p ( l +pт:.) l +pt:, 

Используя теорему о вычетах, переходим во временнУю область: 

и (t) = R2Eo ( 1 - e- tfт• ) + E e - t/tэ . с R! +R2 о 

Таким образом, в цепи ПJ?ОИсходит разрядка емкости от 
значения Е0 до E0R2 f(R1 + R2 ) благодаря замыканию ключа 
(рис. 8 .9). 

Вопросы и задачи для самостоятельной проработки 
1 .  В чем заключаются основные преимущества операторного метода по 

сравнению со спектральным методом анализа цепей? 
2. Определите переходную характеристику цепи рис. В.8 . 1  операторным ме­

тодом. Постройте график. 
3. Найдите выходное напряжение цепи при воздействии сигнала e (t) = 

= 1 - ехр ( - 2t) при нулевых начальных условиях операторным методом (рис. В .8 .2 .). 

с 

e(t) 

Рис. В .8 . 1 Рис. В .8 .2 
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L 

e(t) R !·�· e(t) 

Рис. В .8 .3 

с 

e(t)=8(t} j(t) 

Рис. В .8 .5  

4. Найдите выходное напряжение цепи рис. В.8 .3 
при входном сигнале e (t) = 1 (t) cos rot. 

5 .  Определите напряжение на индуктивности опе­
раторным методом, если на входе цепи рис. В.8.4 
действует ЭДС вида e (t) = exp ( - 2t). 

6. Найдите импульсную характеристику цепи 
рис. В.8 .5 операторным методом. 

7. Определите переходную характеристику цепи 
рис. В.8 .6 операторным методом. Найдите соотноше­
ние между R, L, С для колебательного режима. 
Постройте график переходной характеристики. 

R2 =t  Ом 

R2=J Oм 

Рис. В.8 .4 

R с L 

Рис. В.8 .6 

e(t) 

Рис. В.8 .7 

8 .  Найдите ток в индуктивности цепи рис. В.8 .7 
S в момент времени t= O, ес"1и e (t) = E0 =const. 

при замыкании ключа 

ГЛАВА 9 
ДИСКРЕТНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ И ЦИФРОВЫЕ 
ФИЛЬТРЫ 
§ 9.1. ДИСКРЕТНЫЕ СИГНАЛЫ И ЦЕПИ 

Сигналы, которые физически представляются изменяющимися 
непрерывно напряжениями и токами u (t), i (t), были описаны 
функциями действительной переменной t непрерьmного времени, 
спектрами Фурье и преобразованием Лапласа. Электрические цепи, 
состоящие из RLС-элементов, управляемых источников напряжения 
и тока, называют а н а л о г о в ы м и. Их математическими моде­
лями являются дифференциальные уравнения, комплексные ча­
стотные характеристики, передаточные функции. 

Применеине вместо аналоговых цепей средств цифровой 
техники для обработки сигналов требует замены непрерывных 
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{j) 8) 

Рис. 9. 1 

сигналов их дискретными Представлениями-числовыми после­
довательностями. Когда сигнал задан числовой последователь­
ностью, он может быть обработан как программой ЭВМ, так 
и специализированным процессором. 

Как известно, по теореме Котельникова сигналы с огра­
ниченным частотой mм спектром могут быть представлены 
последовательностью своих дискретных значений, взятых через 
интервал времени 11t � тcfroм . Для непрерывного сигнала x (t) 
будем обозначать x (n11t )=x (n ) , не упоминая явно интервал At. 
Множество {х (п )}� о называется последовательностью-функцией 
натурального аргумента n Е {0, 1 , 2, . . .  } .  Дискретная цепь 
преобразует независимые последовательности, называемые вхо­
дными, в другие последовательности, называемые выходными. 

Если входную последовательность обозначить {х (п)} := о , а вы­
ходную {y (n)j � 0 , то дискретной цепью будет объект, ре­ализующий отображение множества всевозможных последователь­
ностей { {x (n )} := o } в множество выходных последовательностей 
{ {y (n )} := o } .  

Цепь сч�тается заданной, если для любой допустимой входной 
последовательности {х (�} := о  может быть найдена выходная 
последовательность {y (n } := о · Аргумент n называют иногда 
дискретным временем. реди всевозможных дискретных цепей 
наибольший интерес представляют цепи, которые могут быть 
заданы композицией из трех основных элементарных объектов: 

1) сумматора последовательностей (рис. 9 . 1 ,  а) 

x3 (n )= x1 (n )+x2 (n ) V n e {O, 1, 2, . . .  } ;  
2) перемножителя на постоянный коэффициент (рис. 9 . 1 , б) 

x2 (n )= ax1 (n ) V n e {O, 1 , 2, . . .  } .  
3) элемента задержки (рис. 9. 1 ,  в) 

x2 (n )=x1 (n - 1 ) , 
где х2 (О)=х20- заданное начальное условие . 

Цепи, состоящие из элементов подобного типа, называются 
л и н е й н ым и  д и с к р е т н ым и  ц е п я м и  или л и н е й н ым и  
ци ф р о в ым и  ф и л ь т р а м и  (ЛЦФ). 

Рассмотрим дискретный сигнал х (n ), заданный соотношением 
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о 1 2 
1 1 1 1 • 

J + 5 6 n 

Рис. 9 .2 

( ) = { 1 ,  О �  n � 2, х n O 'v' n . 

Рис. 9 .3 

На рис. 9 .2 изображен график такой последовательности. 
Пусть линейная дискретная цепь задана соединением эле­

ментов, изображенным на рис. 9 .3 .  Математическая модель 
данной цепи имеет вид 

y (n) = x (n) + ay (n - 1 ) .  (9 . 1 ) 
Уравнение (9 . 1 )  называют р а з н о с т н ы м  у р а в н е н и е м  п е р ­

в о г о п о р  я д к а .  Разностное уравнение позволяет полностью 
рассчитать выходную последовательность по входной. 

Пусть в нашем примере у (О) = О, а =  - 0,5 .  Входной будем 
считать последовательность, изображенную на рис. 9.2 . Получим 
выходную последовательность у (n ). По определению будем 
полагать x (n) = O 'v' n  < 0; y (n ) = O 'v' n < 0. Тогда можно записать: 

при n = O у О = х  О - 0,5у - 1 ) = 1 ;  
при n = 1 у 1 = х 1 - 0,5у О = 0,5; 
при n = 2  у 2 = х 2 - 0,5у 1 = 0,75; 
при n = 3  у 3 = х  3 - 0,5у 2 = - 0,375; 
при n =4  у 4 = х 4 - 0,5у 3 = 0, 1 875; 
при n = 5  у 5 = х  5 - 0,5у 4 = - 0,09375. 
На рис. 9.4 изображен график выходной последовательности 

цифрового фильтра. В общем случае математической моделью 
линейного цифрового фильтра является разностное уравнение 
порядка N, имеющее вид 

y (n) = a0x (n) + a1x (n - 1 ) + . . .  + aftlx (n - M}+ b1 y (n - 1 ) + b2 y (n -
- 2)+ . . .  + bNy (n - N), (9 .2) 

где М � N, коэффициенты ai и Ьi - действительные числа. 
Для расчета выходной последовате­

льности фильтра (9 .2) необходимо знать у 
входную последовательность {х (п)} ::'= о  
и начальные условия у ( - 1 ), у (- 2), . . .  , 
у ( - N). Отметим, что это не значения 
выходного сигнала, а только начальные 
условия. ЛЦФ, описываемый такой ма-
тематичеокой моделью, может иметь Рис. 9.4 

6 n 
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y(n) 

Рис. 9 .5 

несколько различных, но эквивалентных по преобразованию 
вход - выход структур. Наиболее простой из них является 
структура (реализация), приведеиная на рис. 9 .5 .  

ЛЦФ можно анализировать методами, аналогичными мето­
дами анализа линейных аналоговых цепей. К ним относятся : 

1 )  решение разностных уравнений (аналог решения дифферен­
циальных уравнений); 

2) свертка с импульсной характеристикой; 
З) использование z-преобразования (аналога преобразования 

Лапласа). 

§ 9.2. АНАЛИЗ ЛЦФ ПУТЕМ РЕШЕНИЯ 
РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Простейшим способом расчета выходного сигнала ЛЦФ по 
разностному уравнению является прямая подстановка х (n) в урав­
нение фильтра и последовательное вычисление y (n )  по формуле 

М N 
y (n ) = L anx (n -k)+ L bk y (n -k) , n = O, 1 ,  2, . . .  

k = O k = l 
С этой целью производят программирование выражения, 

стоящего в правой части. Например, разностное уравнение вида 

у (п ) = х (п ) - Зу (п - 1 ) (9 .З) 
с начальным условием у ( - 1 ) = 0, x (n ) = n 2 + n  можно решить 
прямой подстановкой: 

у 0 = х  0 - Зу - 1 ) = 0  
у 1 = х  1 - Зу О = 2 
у 2 = х  2 - Зу 1 = 0  
у З = х З - Зу 2 = 1 2 
у 4 = х  4 - Зу З = 1 6  

У = 0 
DO 2 N = 1 ,20 
Y = N * N+N - З * Y  
PRINT У 
2 CONТINUE. 

Использование ЭВМ делает прямое вычисление реальным 
и для разностных уравнений больших порядков. Однако для 
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линейных разностных уравнений, как и для линейных диф­
ференциальных уравнений, можно получить аналитическое реше­
ние в явном виде. Основная идея сводится к получению двух 
решений разностного уравнения: общего решения однородного 
и частного решения · неоднородного уравнения. Общее решение 
однородного уравнения получают путем подстановки нулей 
вместо x (n) и определения отклика на неиулевые начальные 
условия при нулевой входной последовательности. Частное реше­
ние отыскивают подбором последовательности y (n ) при заданной 
x (n). Для опр�деления постоянных используют начальные условия. 
В качестве .примера решим этим методом уравнение (9 .3) . 
Однородное уравнение имеет вид 

y (n ) + 3 y (n - 1 ) = 0. (9 .4) 
Известно, что характеристическими решениями однородных 

разностных уравнений являются решения вида Acxn (аналогично 
Cer.t.1 для аналоговых цепей) . Поэтому, подставляя в уравнения 
(9 .4) Acxn вместо y (n), получаем 

Acxn + 3Acxn - 1 = О; 
Асхп - 1 (сх+  3) = О; 

СХ = - 3 ·  
y00 (n) =A (- 3)n .  

Частное решение, соответствующее входной последовательности 
x (n) = n 2 +n, попытаемся найти в виде Yчн (n ) = Bn 2 + Cn +D. 

hодставляя в (9 . 3), получаем 

Bn 2 + Cn+D+ 3B (n - 1 )2 + 3C (n - 1 )+ 3D = n 2 +n. 
Приравнивая коэффициенты при равных степенях n, находим 

В= 1 /4; С= 5/8; D = 9/32. 
Таким образом, общее решение имеет вид 

y(n) = nz  + 5n + ! +A ( - 3)n . 
4 8 32 

Коэффициент А определяем из начального условия у( - 1 ) = 0, 
откуда А = -9/32 и y(n) = n 2  /4+ 5п /8 + 9/32 Г 1 - ( - 3)n ] . 

Проверка этого выражения для n = 1 ,  i, 3 показывает, что 
оно полностью совпадает с полученным прямым расчетом. 

§ 9.3. ИМПУЛЬСНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ЛЦФ. 
РАСЧЕТ РЕАКЦИИ НА ПРОИЗВОЛЬНУЮ 
ВХОДНУЮ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ 

Иf\iпульсной характеристикой g;(n) ЛЦФ называется отклик 
на входную последовательность x(nJ = 8 (n) при нулевых начальных 
условиях (рис . 9 .6) .  

Найдем импульсную характеристику ЛЦФ первого порядка: 
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x(n)=8{n 

о 1 

tJ(n) = { t , n =O 
O , n� O  

2 3 � 5 n 

у(п ) = ах(п) + Ьу(п - 1 ); 
g(O) = ax(O) + bg( - l ) = a ; 
g( 1 ) = ах( 1 )  + bg(O) = аЬ ; 
g(2) = ax(2)+ bg( 1 ) =  аЬ 2 ; 
g(З) = ax(3)+ bg(2) = ab 3 

Рис. 9.6 g(п) = ах(п) + Ьg(п - 1 ) = аЬ" . 
Если теперь выразить a=g(O), ab =g( 1), т. е. аЬ" =g(п), то 

для произвольной входной последовательности можно записать 
у(п ) =g(п)х(О) +g(п - 1)х( 1 ) + . . .  +g(О)х(п ), 

или сокращенно 
n 

у(п) =  L x(k)g(п -k). (9 .5) 
k = O  

Это выражение называется д и с к р е т н о й  с в е р т к о й  п о ­
с л е д о в а т е л ь н о с т е й  g(п) и х(п) . 

Отклик ЛЦФ на произвольную последовательность .может 
быть определен как дискретная свертка входной последователь­ности и импульсной характеристики. Это справедливо для ЛЦФ 
любого порядка N. Таким образом, вторым способом расчета 
выходного сигнала в дискретной цепи является определение 
импульсной характеристики ЛЦФ и последующая свертка ее 
с входной последовательностью. Это аналогия со сверткой t 
y(t) =  J k(t- t ' )x(t ' )d t '  для аналоговых цепей. 

о 

§ 9.4. АНАЛИЗ ЛЦФ МЕТОДОМ .zо.ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Как и в случае аналоговых цепей, аналитический расчет 
дискретных цепей во временной области затруднителен при 
больших порядках фильтра. 

Аналогом метода иреобразования Лапласа для дискретных 
цепей является z-преобразование, которое может быть введено 
следующим образом. 

Вспомним, что согласно выражению (7. 1 4) дискретную по­
следовательность можно представить в виде 
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00 
x(t) =  L х(п) о(t- пМ). 

n = O  
Найдем иреобразование Лапласа от правой и левой частей: 

00 00 

Х{р) =  f x(t)e - ptd t = f 
n
�o x(п) o (t - п�t)e - ptd t = 

о о 



00 

= 
n�o x(n) f o(t - nl\t)e - P1d t =  п

�О x(n )e - pnlit . 
о 

Комплексную переменную е - рМ обозначим 
z= e - pAt . (9 . 6) 

Преобразование р -.z (9 .6) отображает левую полуплоскость 
р во внутреннюю область, а правую-во внешнюю область 
единичной окружности на плоскости z. Мнимая ось jro отоб­
ражается в окружность единичного радиуса (рис. 9 .7) .  

Таким образом, последовательности x(n ) может быть по­
ставлена в соответствие функция комплексной переменной 

00 
!(z) = L x(n)z - " . (9 .7) 

n = O 
Преобразование (9 . 7) называется z-преобразованием после­

довательности { x(n) } �= 0 • 
Найдем z-преобразование последовательности вида x(n) = a" ; n � 0. 
По формуле геометрической прогреесии получим 

00 
1 X(z) = L a"z - n = ; - n = O 1 -az 1 

z-преобразование произвольной последовательности можно 
рассматривать как разложение в ряд Лорана функции X(z ): 

!(z) = x(O) +x( l )z - 1 + . . .  + x(n )z - " +  . . .  
Но тогда значения исходной последовательности являются 

коэффициентами этого ряда. Таким образом, можно решить 
обратную задачу: по z-преобр.tзованию пекоторой последователь­
ности найти эту последовательность. 

Воспользовавшись формулой для отыскания коэффициентов 
ряда Лорана функции !(z ), получим 

x(n ) =  2�j �X(z)z" - 1 dz= L res (!(z)z" - 1 ) . (9 . 8) 
J n 

В формуле (9.8) интегрирование 
ведется в плоскости z по контуру у, 
охватьmающему все полюсы функции 
!(z). Соотношение (9.8) носит название 
о б р а т н о г о  z-п р е о  б р а з о в а н и я. 

Пример 9.1. Пусть X(z) = z/(z- l ) . 
Найдем последоватеЛЬность, для 
которой функция !(z) является z­
преобразованием: 

jr.J 

Re� 

Рис. 9.7 
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( ) 1 .1: z п - 1  d z• х n = -. :r -z z = res - .  21t] 1 z - 1  z- 1 

Для этого случая P (z) = zn, Q (z) = z- 1 .  Полюс z =  1 ,  dQ/dz =  1 ,  
следовательно, res = 1� откуда x(n) = 1 V n � О. 

Свойства z-преобразования аналогичны свойствам преобра­
зования Лапласа. 

1 .  Л и н е й н о с т ь. Найдем 
00 00 

X1 (z) = L x1 (n)z - n ; X2 (z) = L x2 (n)z - n . 
п = О  n = O  

00 
Пусть x3 (n) = a1 x1 (n) + a2x2 (n ). Тогда !3 (z) = L [a1 x1 (n )+  

n = O  
+ a2x2 (n )] z - п = а1 Х  1 (z) + a2X2 (z). 

2 . Т е о р е м а  с м е щ е н и я. Если у(п) = х(п -т), то 
Y(z) =y(O) +y( 1 )z - 1 +y(2)z - 2 + . . .  

Подставив y(n) = x(n -т) в выражение для Y(z ), получим 
Y(z) = x( -т) +х( -т+ 1)z - 1 + х( -т+2)z - 2 + . . .  

Так как х(т) = О V  т < О ,  то 
Y(z) = x(O)z -т+х( 1 )z - т+ 1 + x(2)z -т + Z + . . .  , 

откуда окончательно имеем 
Y(z) = X(z)z -т . 

3 .  Т е о р е м  а о с в е р  т к е. z-преобразование дискретной сверт­
ки двух последовательностей равно произведению z-преобразова­
ний этих последовательностей: 

00 
y(n) =g(n )  •x(n) = L g(n - k)x(k) . 

k = O  
Представим свертку как последовательность вида 

у(О) = g(O)x(O); 
y ( 1 ) =g( 1 )x(O) +  g(O)x( 1 ); 

у(2) = g(2)x(O) + g( 1 )х( 1 ) + g(O)x(2); 

X(z) =g(O)x(O) + (g( 1 )x(O) +  g(O)x ( 1 ))z - 1 + 
+ (g(2)x (O) +g( 1 )x( 1 ) +g(O)x(2))z - 2 + . . .  

Нетрудно видеть, что это выражение представляет собой 
произведение z-преобразований последовательностей x(n ), g(n ) . 
Действительно, 
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(g(O) +g( l )z - 1 +g(2)z - 2 + . . .  ) (x(O) +x( 1 )z - 1 + x(2)z - 2 + . . .  ) = 
= x(O)g(O) + (x(O)g( l ) +  x( l )g(O))z - l + 

+ (g(2)x(0) +  g( l  )x( l ) +  g(O)x(2)z - 2 + . . .  
Окончательно можно записать 

_!"(z) =!(z)_Q (z). (9 .9) 
Формула (9 .9) показывает, что дискретной свертке после­

довательностей соответствует произведение их z-преобразований. 
Приведеиные свойства z-преобразования позволяют сформу­

лировать правила, с помощью которых можно выполнять анализ 
ЛЦФ, часто с меньшими затратами, чем двумя предыдущими 
способами. Итак, мы знаем, что выходная последовательность 
{у(п ) }  := 0 связана с входной последовательностью { х(п ) }  := 0 либо 
разностным уравнением 

М N 
у (п ) = L akx(п -k )+ L bky(п -k), 

k = O k = l 
либо уравнением свертки 

n 
у(п ) = L g(п -k)x(k). 

k = O 
С другой стороны, _!"(z) = _Q{z)!(z) . 
z-преобразование импульснон характеристики называют п е ­

р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и е й  ЛЦФ. Значит, вместо вычисления 
свертки можно найти: 

z-преобразование входной последовательности 
00 

!(z) =  L х(п)z -
п
; n = O 

передаточную функцию Q!z); 
z-преобразование выходнон последовательности 

_!"(z) = _Q(z)!(z); 
выходную последовательность 

у(п ) = 2�j f _!"(z)_Q (z)zn - l dz=  � res ;  
у ' 

с помощью теоремы о вычетах. 
Найти передаточную функцию G (z) можно как прямым 

z-преобразованием импульсной характеристики 
00 

_Q(z) =  L g(п )z - п, 
n = O 

так и по разностному уравнению. 
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Найдем передаточную функцию цепи, описываемой разност­
ным уравнением 

y(n) = a0x(n ) + a1 x(n - 1 ) +  . . .  + амх(п - М) +  
+ b1y(n - 1 ) +  . . .  + bNy(n - N). 

Применим z-преобразование к правой и левой частям: 
00 00 00 
L y(n)z - " = L a0x(n )z - " + L a1 x(n - l )z - " + 

n = O  n = O  n = O  
00 00 

+ . . .  + L aмx(n -M)z - " + L b1y(n - 1 )z - " + 
n = O  n = O  

00 ос 
+ L b2y(n - 2)z - " +  . . .  + L bNy(n -N)z - " . 

n = O  n = O  
Каждая сумма, входящая в это выражение, может быть 

преобразована следующим образом: 
00 00 00 
L akx(n -k)z - " = ak L x(n -k)z - " = akz - k L x(n)z - " = 

n = O  n = O  n = O  
= akz - k!(z). 

Аналогично, 
00 

L bky(n -k)z - " = bkz - k_!"(z). 
n = O  

Тогда получаем 

или 

_!"(z) = (a0 + a1 z - 1 + . . .  + амz -м)Х(z)+ 
+ (b1 z - 1 + b2z - 2 + . . .  + bNz - N) Y(z), 

- 1 -м 
Y(z) = a0 + a1 z 1 + . . .  + амz 

N !(z). 1 - b1 z - . . .  - bNz 

Следовательно, 
- 1  -м G( ) =  a0 + a1 z + . . .  + амz z 1 N ' - 1 -b1 z - . . .  -bNz 

(9. 1 0) 

Выражение (9. 1 0) связывает передаточную функцию и раз­
ностное уравнение цепи. Оно показывает, как по разностному 
уравнению ЛЦФ можно найти его передаточную функцию. 

Иногда требуется решить обратную задачу: по передаточной 
функции найти разностное уравнение и по нему построить 
структуру ЛЦФ. Такая задача называется з а д а ч е й  р е а л и з а ­
ц и и  ЛЦФ. Выражение (9 . 1 0) позволяет также решить и эту 
задачу. Для этого передаточную функцию необходимо привести 
к виду (9. 1 0) .  Полученные коэффициенты будут непосредственно 
определять разностное уравнение 
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м 
y(n) = L akx(n -k)+ 

k = O  
N x(n) 

+ L bky(n -k). 
k = l  

Например, требуется реали-
зовать ЛЦФ с передаточной Рис. 9.8 

y(n) 

функцией Q(z) = (2z - 1 + 1 )/ (4z - 2 +4z - 1 + 2). Приведем G(z) к виду 

G{ ) z - 1 + 0,5 
- z = 

2z 2 + 2z 1 + 1 · 
Отсюда М= 1 ; а0 = 0,5; а1 = 1 ; N= 2; Ь1 = - 2; Ь2 = - 2; y(n) =  

1 = 2 x(n) + x(n - 1) - 2y(n - 1) - 2y(n - 2). 
Структура дискретной цепи, соответствующей этому уравне­

нию, приведена на рис. 9 .8 .  
Для примера рассмотрим, как найти выходНой сигнал постро­

енного ЛЦФ, если на его входе действует последовательность 
x(n ) = 2 - " . 

Найдем z-преобразование входНой последовательности 

_!(z) = f 2 - nz - " = 1 
1

' 
n = O  1 - (2z) 

Передаточная функция 
2z - 1  + 1 G(z) =  

4z 2 + 4z 1 + 2 ' 

z-преобразование выходаого сигнала 

Y(z) = 2z - 1 + 1 
- (4z 2 + 4z 1 + 2) ( 1 - 0,5z - 1 ) '  

Выходная последовательность 

( ) 1 .1: (2z - 1 +  1)z• - 1 dz 1 .1: (z+ 0,5z2)z -•dz � у n = 
2тtj ; (4z 2 +4z - 1 + 2) ( 1 - 0,5z 1 )  

= 
2тtj ; (2+ 2z+z 2 ) (z-0,5) 

= i:--l resi . 
Для нахождения вычетов запишем полином числителя и зна­

менателя: 

Найдем корни знаменателя: 
Zц = - 1 ±JI=2= - 1  ±j; z3 = 1 /2. 

Производпая знаменателя имеет вид dQfdz= 3z2 + 3z+ 1 , от­
куда получаем вычеты 
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Цn� l ШШШШ 

( 1 + 3J) ( 1 ±J)" res = · 1 , 2 4+ 3} ' 

5 ( 1 ) - п res з = 
228 2 . 

y(n) 
�2 
0.6 
О.+ 

ZO Zlt 28 JZ 

Представим комплексные чис­
ла в пеказательной форме 

res 1 , 2 = v;o e j( =F arctg3 ±arctg3/4) Х 
0 20 Zlt 28 'tO n -о.+ " 

х (J2 )"e±jn4. 
Рис. 9.9 Окончательно получим 

y(n )  = � (J2)" cos (п � - arctg З + arctg �) + .2_ ( �)" . 
у 1 0 4 4 228 2 

В заключение рассмотрим реализацию цифрового фильтра 
с передаточной функцией G (z) = ( 1 + z - 1 ) / ( 1 + 0,5z - 1 +0,42 1 6z - 2 ) 
в виде ФОРТРАН-программы на ЭВМ. Пусть необходимо 
определить реакцию такого фильтра на последовательность 

( ) = { 1 ,  20 � n � 3 1 ,  х n О V n. 
Поскольку G(z) = _I(z)/!(z), разностное уравнение будет 

иметь вид 

y(n ) = - 0,5y(n - 2) - 0,42 1 6y(n- 1) + x(n ) + x(n - 1) . 

В программе 9 . 1 приведен текст на языке ФОРТРАН IV 
с комментариями, входная и выходная последовательности изо­
бражены на рис. 9 .9 .  
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С ПРОГРАММА 9 . 1  

С ПРИМЕР ПРОГРАММНОЙ РЕАJJИЗАЦИИ ЦФ 
С G(Z )•( 1+Z••(-1 ) )/( 1+0 . 5•Z••(-1 ) +0 . 4218•Z••(-2) ) 
с 
С РЕЗЕРВИРОВАНИЕ ПА11ЯТИ 

DIМENSION Х( 100) ,У( 100)  
с 
С ЗАдАНИЕ ВХОДНОЙ ПОСJ!ЕдОВАТЕJIЪНОСТИ И 
С НАЧАJIЬНЫХ ЗНАЧЕНИй МАССИВОВ 
с 

DO 2 N•1 , 100 
X(N)z0 



2 Y(N)=0 
DO 3 N=20 , 31 

З X(N)=1 
с 
С РЕАЛИЗАЦИЯ РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ 
с 

DO 4 N=1 , Э8  
4 Y(N+2)=-0 . 5*Y(N+1 )-0 . 4216*Y(N)+X(N+2)+X(N+1 ) 
с 
С ПЕЧАТЬ РЕЗУJIЬТАТА 
с 

x{kJ 

PRINТ 1 , ( N , X(N) ,Y(N) , N=1 , 50) 
FORМAT(X , 13 , 3X , FЗ . 1 , FВ . 6 )  
STOP 
END 

tj{k) 
x{kJ 

Рис. В.9. 1 Рис. В.9.2 

Вопросы и задачи для самостоятельной проработки 
1 .  Найдите выходную последовательность ЛЦФ (рис. В.9. 1 ), если входная 

последовательность имеет вид x(n ) = 1 /3". 
2. ЛЦФ описывается уравнением y(n )= x(n )-0,5y(n- 1 )+ 0,25y(n - 2). Найдите 

выходную последовательность, если x(n) = 2, n = O, x·(n) = O\fn. Начальные условия 
принять нулевыми. Начертите структурную схему фильтра. 

3. Найдите выходную последовательность ЛЦФ (рис. В.9.2), если преобра-
зование входной последовательности имеет вид X(z) =  1 / ( 1  + 0,3z - 1 ). Начертите 
графики входной и выходной последовательностей. 

4. Импульсная характеристика ЛЦФ имеет вид g(n) = (0,9)" + (0,5)", п ;:. О. 
Найдите входную последовательность, если на входе действует последовательность 
x(n )= e- 2", п ;:. О. 

5. Передаточная функпия ЛЦФ имеет вид G(z)= ( 1 -0,5z - 1 + 0,5z - 2 ) - 1 . Определите 
импульсную характеристику и реакцию на входную последовательность x(n )  = 1 ,  n ;:, О. 

ГЛАВА 10  
АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ 
§ 10.1 .  ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ ОБ ЭЛЕМЕНТАХ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ 

Цепи, которые изучались ранее, относятся к классу линейных 
цепей. Параметры элементов этих цепей-сопротивлений, ин­
дуктивностей, емкостей управляемых источников -не зависели 
б Зак 532 1 6 1  



от значений приложеиных к ним напряжений или протекающего 
через них тока. Сопротивление R = 5 Ом говорит о том, что 
отношение напряжений на полюсах этого элемента к току, 
протекающему через элемент, равно пяти, независимо от того, 
какой это ток: 1 ,  1 00 А, 1 мА. 

В действительности любой реальный элемент таким посто­
янством не обладает и линейная теория оказывается справедливой 
в определенных пределах значений напряжений и токов. Суще­
ствует также обширный класс исключительно важных элементов 
и устройств, параметры которых существенно зависят от токов 
или напряжений. Такие элементы называют н е л и н е й н ы м и. 
Им нельзя приписать какой-то постоянный параметр даже при 
изменении переменных в ограниченном диапазоне. Для количест­
венного описания свойств нелинейных элементов необходимо 
задавать зависимости, называемые характеристиками. Рассмотрим 
в общем виде характеристики основных нелинейных идеализи­
рованных элементов. 

Нелинейиый резистивНЬIЙ элемент. Условное обозначение не­
линейного резистявного элемента показано на рис. 10. 1 .  

Нелинейный резистявный элемент (НЭ) полностью опреде­
ляется зависимостью между током i и напряжением и, называемой 
в о л ь т - а м п е р н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  (БАХ): i = i(u) или 
u = u(i). На рис. 1 0.2 показана одна из таких характеристик. 

Определить нелинейный резистявный элемент-значит задать 
его вольт-амперную характеристику полностью. В каждой точке 
и = и0 , i = i(u0 ) = i0 можно ввести понятие статического сопро­
тивления 

Rcт (uo ) = uo f io 
и динамического (дифференциального) сопротивления, равного 
тангенсу угла наклона касательной к БАХ в данной точке: 

d " 1 rд = --:- = tgcx. d z i = i о 

Рис. 1 0 .3 позволяет понять геометрический смысл этих сопро­
тивлений. Общая классификация видов БАХ резистявных НЭ 

и 

Рис. 10 . 1 Рис. 1 0.2 Рис. 10 .3 
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Рис. 1 0.4 Рис. 10 .5  

рассматривает расположение ВАХ по квадрантам плоскости (и, i) . 
Если график располагается только в первом и третьем квадрантах, 
то ВАХ относится к пассивному элементу; потребляемая элемен­
том мощность p = ui � O. Для пассивного элемента {0) = 0. Если 
же часть графика попадает во второй или четвертын квадрант, 
то говорят, что элемент является активным. Это означает, что 
в нем есть источник или преобразователь энергии иного вида 
в электрическую. 

Другим общим свойством резистивных НЭ является моно­
тонность или немопотониость ВАХ. 

Немонотонные ВАХ имеют участки напряжения или тока, 
на которых знак производной ВАХ отличен от знака при 
остальных значениях тока или напряжения. На рис. 1 0 .4 показаны 
три типа ВАХ по монотонности: а -монотонная ВАХ; б­
N-образная ВАХ; в - S-образная ВАХ. 

Монотонность ВАХ играет особую роль при анализе цепей, 
поскольку при решении уравнений приходится оперировать за­
висимостями и = u (i) , и наоборот. Зависимость, обратная к мо­
нотонной, также монотонна и особых проблем при обращении 
не возникает. Для немонотонных зависимостей необходимо 
решать уравнения с многозначными функциями. Геометрическое 
обращение ВАХ соответствует симметричному отражению графи­
ка около биссектрисы первого - третьего квадрантов (рис. 1 0. 5) . 

Реальными элементами, изображенными в моделях резистив­
ными НЭ, являются диоды (рис. 10 .6 , а ) , варистеры (рис. 1 0 .6, б), 
туннельные диоды (рис. 1 0 .6 , в ) , динистеры (рис. 1 0 .6 , г ) . 

На практике существует множество элементов, нелинейные 
характеристики которых принципиальны для их функциони­
рования. 

Безынерционные нелинейвые четырехполюсники. Четырехполюс­
ники, на полюсах которых зависимость мгновенных значений токов 
и напряжений полностью задается функциями двух переменных х 1 
и х2 , отражающих мгновенные значения токов и напряжений на 
других полюсах: F1 (x1 ,  х2 ) и F2 (x1 , х2 ), называют б е з ы н е р ц и о н ­
н ы м и  н е л и н е й н ы м и  ч е т ы р е х п о л ю с п и к а м и  (рис. 10 .7) . 
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ц 

ц 

а) 

ц 

2) 
Рис. 10 .6 

БНЧ могут быть описаны уравнениями, отражающими за­
висимости токов от напряжений на полюсах: 

i1 (t ) =Fr {и1 (t), и2 (t)); 
i2 (t ) =FHи1 (t), и2 (t)), 

или напряжений от токон: 
и1 (t ) = Fi (i1 (t ), i2 (t)); 
и2 (t) =F2 (i1 (t ), i2 (t)) 

либо уравнениями смешанного типа 
i1 (t ) =Fl (u1 (t ), i2 (t)); 
и2 (t) =F2 (u1 (t), i2 (t )) . 
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Реальными объектами, которые могут быть описаны в виде 

Рис. 1 0.7 

БНЧ, являются, например, тран­
зисторы: биполярный или полевой, 
условные обозначения и типовые 
зависимости F1 , F2 которых при­
ведены соответственно на 
рис. 1 0 .8 , а, б. 

Идеализированными моделями 
БНЧ являются управляемые источ-
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пики с нелинейными характеристиками передачи, например иде­
ализированная модель полевого транзистора (рис. 10 .9) . Зависи­
мость тока стока от напряжения затвор -исток представляется 
пекоторой нелинейной функцией J(u) . 

Нелинейпая емкость. В нелинейной емкости, условное обо­
значение которой показано на рис. 1 0. 1 0, накопленный заряд 
зависит от приложеиного напряжения нелинейным образом: 
q = q(u). Если найти временную зависимость тока i(t), протека­
ющего через нелинейную емкость под воздействием напряжения 
u(t), то, поскольку i(t) = dq(t) fd t, дифференцируя сложную 
функцию, получим i(t) = dqjdu · dujdt. Функцию dqjdu = C(u) 
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С{Ц) 
� и __;L 
Рис. 10 . 1 0  Рис. 1 0. 1 1  Рис. 10 . 1 2  Рис. 1 0. 1 3  

называют в о л ь т - ф а р а д н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  (рис. 1 0. 1 1 ), 
откуда модель нелинейной емкости имеет вид 

i= C(u} �� -

K реальным объектам, моделями которых являются не­
линейные емкости, относится, например, варикап-полупровод­
никовый прибор, условное обозначение которого показано на 
рис. 1 0 . 1 2 .  

Нелинейпая индуктивность. Нелинейпая индуктивность, усло­
вное обозначение которой показано на рис. 1 0 . 1 3 , по аналогии 
с нелинейной емкостью определяется нелинейной связью потоко­
сцепления Ч' и тока: Ч' = Ч'(i). 

Поскольку напряжение индукции, возникающее при изменении 
магнитного поля, равно производной от потокосцепления: u(t} =  
= d Ч' / dt, дифференцируя Ч' как сложную функцию, получаем 

( ) d'P d i ( ") d i и t = - - = L z - .  d i  dt dt 
Величина L(i) называется н е л и н е й н о й  и н д у к т и в н о с т ь ю. 
Нелинейными индуктивностями описываются катушки с фер­

ромагнитными сердечниками. 

§ 10.2. АНАЛИЗ ЦЕПЕЙ С БЕЗЫНЕРЦИОННЫМИ 
ЭЛЕМЕIПАМИ 

Цепи, не содержащие емкостей и индуктивностей, т. е. эне­
ргоемких элементов, называются р е з  и с т и в н ы м и. Их матема­
тическими моделями являются системы нелинейных уравнений. 
В общем случае такие уравнения не решаются аналитически. 
Для их решения используют графический, графоаналитический 
и численный методы. 

Обычно при анализе нелинейных резистявных цепей рассмат­
ривают задачу в такой формулировке. 

Задана цепь с известными характеристиками НЭ и линейных 
сопротивлений, источниками постоянного напряжения и тока, 
а также одним источником перемениого сигнала s ( t ), действу­
ющим на входе цепи. Требуется найти реакцию y(t): напряжение 
(ток) на входе либо на выходе цепи. 
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В первом случае цепь можно представить как двухполюсник 
(рис. 1 0. 14, а), во втором - как четырехполюсник (рис. 1 0 . 14,6) . 
В х о д н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  резистявного двухполюсника 
называют зависимость мгновенного значения реакции на входе 
y(t) от мгновенного значения входного сигнала s(t}, т. е. 
функцию y=y(s) . П е р е д а т о ч н о й  х а р а к т е р и с т и к о н  рези­
стявного четырехполюсинка называют зависимость мгновенного 
значения реакции на выходе y(t) от мгновенного значения 
входного сигнала s(t), т. е. функцию y =y(s) . Указанные 
характеристики можно снять экспериментально, подключив 
в качестве s(t) источник регулируемого напряжения (тока) 
и регистрируя значения выходной величины в зависимости 
от входной. 

На рис. 1 0 . 1 5  показано экспериментальное снятие вольт-ам­
перной входной характеристики двухполюсника. Если известна 
входная или передаточная характеристика ВНЧ, то можно найти 
ее реакцию на любой входной сигнал в каждом конкретном 
случае. 

Покажем применение простейшего графического метода ре­
шения на примере анализа тока через диод с БАХ, показаиной 
на рис. 10 . 1 6, при воздействии на диод гармонического на­
пряжения. 

Решение начинают с построения характеристики неливейного 
элемента в системе координат вход - выход. В данном случае 
этой характеристикой является БАХ, входной величиной - на­
пряжение на двухполюснике, а выходной - ток через него. 
Теперь необходимо построить график входного процесса (в 
данном случае напряжения) как зависимость от времени и рас­
положить оси координат согласованно с осью входных величин. 
При этом ось времени оказывается направленной вниз . Далее 
справа строят оси системы координат для получения графика 
выходного процесса. Ось входной величины (в данном случае 
тока) располагается также согласованно по отношению к осям 
БАХ. Выберем произвольвый момент времени t1 и отложим 
соответствующую ему точку на осях t входной и выходпой 
величин. Спроектируем точку, соответствующую мгновенному 
значению входного напряжения, на график БАХ и проведем 
горизонтальную прямую до пересечения с перпендикуляром 
к оси t в точке t 1 графика выходного процесса (см. рис. 1 0. 1 6). 
Это будет первая точка, показывающая мгновенное значение 
выходного тока в момент времени t 1 • Аналогично, выбрав 
следующий момент времени t2 , точку с графика входного 
процесса переносят в систему координат для выхода. Перебирая 
таким образом другие точки входного напряжения, можно 
получить весь график выходного тока. 

Графический метод прост, но громоздок и затрудняет получе­
ние количественных результатов. Для количественных оценок 
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используют аппроксимацию графи­
ческих входных или передаточных 
характеристик аналитически задан­
ными функциями. Такой метод на­
зывается графоаналитическим. На­
иболее типична аппроксимация мно­
гочленами: 

i(и)= А е ·«и 

e{t) 

y(s) = a0 + a1 s+ a1 s 2 + . . .  + ans" . Рис. 10. 1 7  

R 

Если известны коэффициенты аппроксимирующего многочлена 
для характеристики БНЧ, то выходной сигнал находят простой 
подстановкой: 

y(t) = a0 +a1 [s(t)] + a2 [s(t)] 2 + . . .  + aп [s(t)] " . 
Например{ если БАХ (рис. 1 0 . 1 6) может быть описана мно­

гочл�ном i(uJ = 0,5u+ 10u2 - 2u 3 , то при входном сигнала u(t) = 
= 2 sш t ток через диод 

i(t) = 0,5 · 2 sin t+ 10 (2 sin t)2 - 2(2 sin t)3 = sin t + 40 sin2 t - 1 6  sin3 t. 
Если для БНЧ нельзя или очень трудно найти входную или 

передаточную характеристику, то графический и графоаналити­
ческий методы неприменимы. В этих случаях составляют полную 
систему уравнений цепи по законам Кирхгофа и Ома и находят 
ее численное решение. 

Поясним этот подход на примере. Пусть задана резистивпая 
цепь, схема которой приведена на рис. 10 . 1 7 . Составим 
уравнение цепи 

u(t) = Ri(t) = Ri [ uR (t)] = RAe  - a[e (t ) - u (t ) J ;  u(t) - RAe- a [e(t ) - u (t ) ] =0. 
Это нелинейное уравнение, решить которое относительно и�) 

можно для любого значения e(t) методом простых итерации, 
методом Ньютона или любым другим методом численного 
решения нелинейных уравнений. 

§ 10.3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СПЕКТРОВ СИГНАЛОВ 
В НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ И ЕГО ПРАКТИЧЕСКОЕ 
ПРИМЕНЕИНЕ 

Одним из важнейших свойств нелинейной цепи является 
преобразование спектра входных сигналов. Оно заключается 
в том, что при действии на входе цепи гармонического или 
периодического сигнала, состоящего из суммы нескольких синусо­
ид различных частот, реакция (ток или напряжение любой ветви) 
будет содержать не только гармоники сигнала воздействия, но 
и новые гармоники, которых нет во входном сигнале. 

Такое свойство преобразования спектра принципиально невоз­
можно в линейных цепях с постоянными параметрами (RLC-
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цепях) . Там токи и напряжения в любой ветви состоят только 
из гармоник, содержащихся во входном сигнале. 

Пусть задана нелинейпая резистивпая цепь с передаточной 
"(или входной) характеристикой, заданной в виде степенного 
RQЛИнома. Рассмотрим это на примере ВАХ 

'""' i(и) = а0 + а1 и + а2 и
2 + . . .  + ап и". ( 1 0. 1 )  

Рассм.отрим сначала действие на входе гармонического сигнала 
u(t) = и cos (rot+ <Pи) · ( 1 0.2) 

Подставляя ( 1 0 .2) в ( 1 0. 1 ), получаем 
i(t) = а0 + а1 и cos (mt+ <Ри) + а2 и2 cos2 (rot+ <Ри) + . . .  

По формулам тригонометрии имеем 
1 1 cos2 (rot + <Pu) = 2 + 2 cos2(rot + <Ри); 

3 1 соsз (ro t  + <Ри) = 4 cos (rot + <Pu) + 4 cos 3 (ro t+  <Ри)· 

Как видно, гармоническая функция степени n эквивалентна 
сумме гармонических функций кратных частот, причем четная 
степень содержит только четные гармоники, нечетпая-только 
нечетные. Наибольшая частота гармоник, равная пш, определяется 
старшей степенью полинома характеристики цепи: 

а U2 
i(t ) = а0 + а1 и cos (mt+  <Pu) +  Т cos2 (ro t+ <Pu) + 

+ � аз из cos (ro t+ <i'u) + 7 из cos 3 (ro t+  <Pu)+ . . .  

В общем виде можно записать 
" i(t ) = l0 + L l1 cos l(ro t+ q>и); 

1�  1 

I _ {f1 (ao , . . .  , a2 i , . . .  , иz, и4, . . .  ) , /-четное; 
1 - /2 (а1 , . . .  , а2н 1 , . . .  , и, из, . . .  ), /-нечетное. 

На рис. 1 0 . 1 8  изображен дискретный спектр входного и выход­
ного сигналов для нелинейности общего вида (а), четной (б) 
и нечетной (в) функций i= i(u). 

Рассмотрим действие сигнала, состоящего из суммы двух 
гармонических функций с частотами ш1 и ш2 : 
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и= и1 + �2 = и1 соs (ш1 t + q>1 ) +  и2 cos (ro2 t +q>2 ). 
Реакция цепи будет состоять из суммы степеней двучленов 

i= a0 + a1 (u1 + и2 ) + а2 (и1 + и2 )2 + . . .  + ап(и1 + и2 )" . 
При n = 2, 3 степени двучленов 



S.,(.i"') 1 t .. о GrJo c.J .St (jw)t 
t t t t .. о GrJo 2GrJo 3w0 'tGrJo GrJ St{jw)t а) 

t t четная 
1 1 ;оо а c.Jo 2GrJo 3GrJo lfGrJo (.с) Si {jш)t б) 

t t 
не четная 

1 1 ;оо 
о Wo 2ш0 3Wo *fAJo w 

6) 
Рис. 1 0. 1 8  

(и1 + и2 )2 = и i + 2и1 и2 + и � ;  
(и1 + и2 )3 = и �  + 3и1 и � + 3и т и2 + и � . 

В отличие от воздействия одного сигнала при воздействии 
сигнала в виде суммы двух функций получаются дополнительные 
слагаемые в виде произведений степеней игтиi ,  т= 1 ,  2, . . . , n . 

Как было показано, степени гармонических функций дают 
суммы гармоник - синусоид кратных частот. 

Произведение двух гармонических функций дают гармони­
ческие функции с частотами, равными разностям и суммам 
частот сомножителей. Так, можно записать 

и1 и2 = u1 u2 cos (ro 1 t +  <1' 1) cos (ro2 t +  <1'2 ) = 
1 = 2 u1 u2 {cos [(ro1 -ro2) t + (q> 1 - <1'2)] + cos [(ro1 + ro2 ) t + (q> 1  + <1'2 )] } ; 

и1 и � = U1 U� COS (ro1 t +  q> 1) cos2 (ro2 t +  <1'2 ) = 

= � u1 инсоsrо1 t +  <1' 1 ) +  � cos [(rol - 2ro2 ) t+ (q> 1 - 2q>2 )] + 

1 + 2 cos [(ro1 + 2ro2 ) t + (q> 1  + 2q>2 )] } . 

Таким образом, в произведении степеней имеем частоты 
0)1 ± ro2 , 2rol ± ro2 , 0)1 ± 2m2 или в общем случае romn = ±mro1 ± nro2 , 
nm = 1 ,  2, . . .  , n. Колебания с частотами romn называются 
к о м б и н а ц и о н н ы м и, а сумму l m l + l n l - п о р я д к о м  к о м ­
б и н а ц и о н н о г о  к о л е б а н и я.  Спектр сигналов на выходе БНЧ 
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в случае действия на входе 
суммы двух гармонических си­
гналов приведен на рис. 1 0 . 1 9 .  

В общем случае при дей­
ствии суммы двух гармоничес­
ких сигналов 

i (t ) = L �)mn COS [(т ro1 - n ro2) Х 
т n 

Рис. 1 0. 1 9  Х t + q>mn] .  ( 1 0 . 3) 
Появление в спектре выходного сигнала БИЧ составляющих 

с частотами, которых не было во входном сигнале, широко 
используют в технике. 

Важнейшими применениями БИЧ являются умножение ча­
стоты, модуляция и демодуляция (детектирование) . Во всех 
устройствах, в которых производятся эти преобразования, БИЧ 
используются совместно с линейными цепями - фильтрами. 

Умножитель частоты. Умножитель частоты осуществляет пре­
образование вида А cos ro0t --+  В cos n ro0t. Это устройство представ­
ляет собой соединение неливейного элемента и полосового 
фильтра, настроенного в резонанс на частоту выделяемой гар­
моники. На рис. 1 0 .20, а приведены принципиальная, а на 
рис. 1 0 .20, б- эквивалентная схемы устройства. 

Пусть e (t ) = U0 cos ro0t. Найдем сначала ток i0 (t ) .  Допустим, 
что нелинейпая характеристика полевого транзистора описывается 
квадратичным полиномом J(и) = а0 + а1и + а2и

2 : 

i0 (t ) = l [  u (t )] = а0 + а1 (U0 cos ro0t+ E0) + a2 (U0 cos ro0t + E0)2 = 

= а0 + а1 U0 cos ro0t+ a1E0 + � a2 И5 + � a2U5 cos 2ro0t+  

+ 2а2 И 0Е0 cos ro0t + а2Е5 .  

Выберем Е0 так, чтобы а2 + а1Е0 + � а2 Иб + а2Еб = О. Тогда ток 

i0 (t ) = (a1 U0 + 2a2 U0E0) cos ro0t + � a2 Uб cos 2ro0t. 

L e(t) J=J� L ettJ 
и с 

Е о 
R Е о R 

а) 6) 
Рис. 10.20 
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На рис. 10 .2 1  показавы спектры 
входного напряжения е ( t ) и ток 
i0 (t ) . Напряжение на контуре, как 
на любом линейном двухполюс­
нике, может быть рассчитано в ча­
стотной области: 

§_2 (i ro) = � (ro) §_i (i ro); 
1 §_2 (iro) 1 = 1 � (ro) 1 1  §_i (iro) 1 . 

Для RLС-контура (рис. 10 .20) 
имеем 

Z(ro) = R +jmL . 
- l - ro2LC+jmRC ' 

_ (R 2 + m2L 2)l t2 
1 Z(ro) 1 - [( 1 -m2LC)2 + m2R 2C 2J l l2 · 

Зависимость 1 Z (ro) 1 при малых 

J,{j�)l 
t 

о tua 

м�>� t t 
о (с) о 2w0 IZ(, 

л 
о 

отношениях R/ L, т. е. при большой Рис. 10 .2 1  
добротности Q = JLiC / R и 1 / .jLё = ro0, показава на рис. 1 0.2 1 .  
Тогда для частоты ro0 имеем I Z (ro0) 1 � 0  и S (ro0) � 0. На  резонанс-
ной частоте 2ro0 получаем - -

R 2 + (2m )2 L 2 L 
I -
Z (2ro0) 1 = 0 �-� Q p, 

(2m0)2 R 2С 2 RC · 
где р-характеристическое сопротивление контура (p = JLfC ); 

1 §.2 (2 roo) 1 � Q  р� а2 Иб . 

Таким образом, при n = 2 выходное напряжение умножителя 
определяется соотношением (рис. 1 0 .22) 

u2 (t ) = � Q ра2 иб cos (2root+ q>u)· ( 10 .4) 

При n = 3 необходимо иметь неливейность J(u) не ниже 
многочлена 3-го порядка и настраивать RLС-контур на частоту 
3ro0 • Аналогично, для умножения на n требуется порядок 
неливейности не ниже n. 

Амплитудный модулятор. Амплит,Удный модулятор производит 
иреобразование вида s (t ) -+A ( 1 +ms tt )) cos ro0t . Процесс амплитуд­
ной модуляции состоит в иреобразовании «медленного» сигнала 
s (t ), называемого м о д у л и р у ю щ и  м, в быстро осциллирующий 
сигнал, амплитуда которого изменяется по закону s (t ) : 

v (t ) = А ( 1 +т;�:�) cos (ro0 t+ q>) . ( 10 . 5) 
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Рис. 1 0.22 Рис. 1 0.23 

Здесь А cos ro0 t- функция, называемая н е с у щ и  м к о л е б а н и е м; 
т -коэффициент модуляции (m < 1 ); Smax =max l s (t ) l . Например, 
если s (t )-сигнал, график которого изображен на рис. 1 0 .23 ,  а, то 
соответствующий ему АМ-сигнал имеет вид графика рис. 1 0 .23, 6. 

Спектр АМ-колебания нетрудно получить, пользуясь приве­
деиным в гл. 7 свойством спектра. Для функции v (t ) =f(t ) cos ro0t 
имеем спектр �v (J ro) = ��� [J (ro - ro0)] + ���  [J (ro+ro0}] , где �� (Jro) 
-спектр функции f(t ) : 

О() 

�1 (Jro) = J f(t ) e - jro tdt. 
- оо 

В нашем случае f(t ) = A +Ams (t ) . Тогда можно записать 
� 1 (i ro) = 2nA& (ro) + Am�(J ro). 

Следовательно, спектр АМ-колебания выражается через спектр 
модулирующего сигнала s (t ) cлe-

1/ .S.Sssll дующим образом: 

t 
-ыо 

/1' �v (Jro) = n A & (ro+ro0) +  

0 i:J пА б (ro -ro0)+ � Am � [J (ro-ro0)] + 

/S"'o/t t + �Am � [J (ro-ro0)] . 
'"' 

о ()) На рис. 1 0 .24 изображены спек-
ыо тры модулирующего сигнала, не-/Su l t 

Jt\ lt\ 
сущего и АМ-колебаний. 

Процесс амплитудной модуля-
;;о.. ции является типичным преобра--wo о Ыо ()) зованием спектра сигнала s (t ) 

Рис. 1 0 .24 и может быть осушествлен в цепи 
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e2(t)= A cos <4Jt 

e t(t)=s(t) lц N(u) 

Рис. 1 0.25 

с нелинейным элементом. По­
скольку получение дМ-колеба­
ния требует двух сигналов: 
модулирующего s (t )  и несу­
щего А cos m0t, на нелинейный 
элемент должна действовать 
сумма этих сигналов. 

io -

с 

"'о 

Рис. 1 0.26 

Включенный последовательно с нелинейным резистявным 
четырехполюсником линейный полосовой фильтр (ПФ)-контур, 
настроенный на несущую частоту,-выделяет полосу частот, 
соответствующую дМ-колебанию (рис. 1 0 .25) . Пусть ВдХ БИ Ч 
описывается многочленом второй степени J (и) = а0 + а 1 и + а2и2 . 

Определим входной ток полосового фильтра: 
i (t ) = а0 + а1 [s (t ) + А cos m0t  J + а2 [s (t ) + А cos m0t] 2 = 

= a0 + a1s (t ) + Аа1 cos m0t + a2s2 (t ) + 2a2s (t ) А  cos m0t+� a2A 2 + 

+ � а2А 2cos 2m0t = a0 + a1s (t ) + a2s
2 (t ) + � а2А 2 + 

+ А [а1 + 2a2s (t )] cos m0t+ a2A 2 cos 2m0t . 

Рассмотрим спектральный состав тока, полагая m0 >> Юmах• 
т. е . резонансная частота много больше максимальной частоты 
в спектре s (t ) (рис. 10 .26) . На рис. 1 0.26 спектр S1 обусловлен 
постоянной составляющей и членами с s (t ), s2 (t ) , а спектры S2, 
S3 образуются сигналами "' cos m0t, "' cos 2m0t. Если полоса 
пропускания полосового фильтра сосредоточена вблизи ro0 (пун­
ктир на графике), то он будет выделять колебание "' cosm0t, 
которое и представляет собой дМ -колебание. 

На рис. 10 .27 приведены осциллограммы сигнала модуляции 
s (t ) , несущего колебания и выходного напряжения. 

Практической схемой, осуществляющей процесс дМ-модуля­
ции, является схема на полевом транзисторе с предварительным 
сложением колебаний модуляции и несущей (рис. 1 0 .28). 

Напряжение между затвором и истоком и3и вычисляют по формуле 
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A(1+m)Qa'p 
и A(f-m)Qap pA(a1+Za2)=AQa'p 

:;�; ..... ..-t=-- н-- L 

Рис. 1 0 .27 

(ее получение приведено в примере к гл. 2) . 
Подбором значений сопротивлений R1 , R2 , R3 и папряжения 

смещения Есм осуществляется выбор рабочей точки на переда­
точной характеристике транзистора (рис. 1 0 .29). 

Наилучшим считается такое положение рабочей точки, когда 
коэффициенты разложения ВАХ в окрестности этой точки 
обеспечивают максимальное значение коэффициента модуляции 
в первой; гармонике выходного тока. 

Модулированный сигнал получается как папряжение па RLС­
коптуре, парамет� которого должны обеспечить цептральную 
частоту roP = 1 1 .J LC = ro0•  Сопротивление потерь должно быть 
таким, чтобы добротность Q = � 1 R цепи была достаточно 
большой, т. е. полоса пропускания Aro « ro0• С другой стороны, 
спектр модулирующего сигпала не должен искажаться, а сле­

Рис. 1 0.28 
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довательно, Qm < Aro. Исполь­
зуя равенство Aro = ro0 1 Q, по­
лучаем перавеяства для рас­
чета величин L, С, Rп: 
Qm < RniL; Rn «JL/C. 

Коэффициенты а0, а1 , а2 , 
. . .  , определяющие вид пели­
пейпой характеристики тран­
зистора, зависят от выбора 
постоянного смещения на за­
творе, задаваемого сопротив-



и 

Е см 

Рис. 1 0 .29 Рис. 1 0.30 

лениями R1 , R2 , R3 , R4 . При изменении этого смещения будет 
изменяться амплитуда a1AQ выходного напряжения v (t ) . Зави­
симость амплитуды первой гармоники тока на выходе нелиней­
ного элемента от постоянного напряжения смещения называют 
с т а т и ч е с к о й  м о д у л я ц и о н н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  
(рис. 1 0 . 30) . Величину Еоnт, оптимальную для работы модулятора, 
выбирают в середине линейного участка статической модуляци­
онной характеристики. Амплитуда сигнала Smax не должна 
выходить за пределы линейного участка модуляционной харак­
теристики. 

Процесс, обратный модуляции, называется демодуляцией или 
детектированием. 

При детектировании по колебанию v (t ) = A ( 1 + тs (t )) cos ro0t 
необходимо восстановить сигнал s (t ) . Устройство, реализующее 
эту операцию, называют а м п л и т у д н ы м  д е м о д у л я т о р  о м 
или д е т е к т о р о м. При детектировании следует преобразовать 
сигнал v (t ) так, чтобы потом можно было выделить сигнал 
s (t ). Такое преобразование можно осуществить с помощью БНЧ 
с последующей низкочастотной фильтрацией (рис. 10 . 3 1 ) .  

Предположим, что ВАХ БНЧ описывается квадратичной 
параболой i (и) = а1и + а2и

2 • Тогда 

i (t )  = а1 [А ( 1 +ms (t )) cos ro0t] + а2 [А ( 1 + тs (t ) cos ro0t) 2 ; 

i (t )  = а1А cos ro0t + а1тs (t ) А cos ro0t+ a2A 2 ( 1 + ms (t ))2 х 

х (�+� cos 2 ro0t) = A a1 cos ro0t+ a1тs (t ) cos ro0t+� a2A 2 + 
2 2 2 

1 1 
+2 a2m2s2 (t ) + 2A 2 ( 1  + тs (t )) cos 2ro0t. 

e(t) -= u{t) БНЧ 

�) r-----. 

ФНЧ 

Рис. 1 0.3 1 
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Рис. 1 0.32 

л .  

В спектре тока присутствует 
полезная составляющая s (t ), ко­
торая может быть выделена 
фильтром низких частот. На 
рис. 1 0 .32 приведен спектральный 
состав тока при условии, что 
в спектре сигнала s (t ) макси­
мальная частота Юmах << ro0 • В по-

Рис. 10 .33 

лосу пропускания ФНЧ могут попасть составляющие, про­
порциональные s2 (t ) (пунктир на рис. 10 . 32). Однако при малых 
коэффициентах модуляции ими можно пренебречь. 

ФНЧ отфильтровывает все высшие частоты в спектре тока 
и на его выходе имеется сигнал, пропорциональный s (t ) с точ­
ностью до постоянной составляющей (рис. 1 0. 33) .  Постоянная 
составляющая может быть легко отфильтрована последователь­
ным включением емкости на выходе ФНЧ. 

Простейшей практической схемой демодулятора может слу­
жить диодный детектор (рис. 10 . 34) . Здесь в качестве ФНЧ 
используется RС-цепь, токи всех высших гармоник протекают 
через емкость, не создавая падения напряжения, и Ивых ( t )  
пропорционально s (t ) (рис. 10 . 35) .  Следует отметить, что не 
всякий нелинейный элемент пригоден для детектирования, на­
пример нельзя использовать нечетные нелинейности. 

VD 

Рис. 10 . 34 
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§ 10.4. АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ НА ЭВМ 

Для расчета выходной реакции нелинейной цепи на ЭВМ 
используют различные методы. Приведем метод, основанный на 
применении программы численного решения системы нелинейных 
дифференциальных уравнений RКF 45, которая считается наиболее 
совершенной программой такого класса. Полное ее описание и текст 
даны в книге Дж. Форсайта, М. Малькольма, К. Моулера «Машин­
ные методы математических вычислений» (М. ,  Мир, 1 980, с. 1 46-
164). Покажем на примере правила использования :пой программы. 

Программа RKF 45 предназначена для решения системы 
дифференциальных уравнений вида 

d:/ =/1 (t, х1 , . . .  , xN); Х1 (to) = Xto ; 

�tн =fN (t, х1 , . . .  , xN); xN (t0) = xNo, 

� Где Хю - начальные условия. 
Для использования подпрограммы необходимо составить про-

грамму вычисления производных и головную программу. 
Подпрограмма вычисления производных должна иметь вид 

SUBROUТINE F (Т, Х, ХР) 
DIMENSION Х (N), ХР (N) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·  
ХР ( 1 ) = . . . . . . . .  . .  
ХР (2) = . . . . . . . . . .  
XP (N) = . . . . . . . . . .  
RETURN 
END 

где N - число уравнений в системе; Х - массив длиной N, 
содержащий значения х1 , х2 , . . .  , xN; ХР - массив длиной N, 
куда заносятся вычисленные значения производных; Т- текущее 
время. Обращение к подпрограмме RKF 45 имеет вид CALL 
RKF 45 (F,N,X,T, TOUT, RELERR, ABSERR, IFLAG, WORK, 
IWORK). 
Здесь F - имя подпрограммы для вычисления правых частей · · ·  системы, которая должна быть описана оператором EXTERNAL; 
N - число уравнений в системе; Х - значение вектора состояния 
х на входе в подпрограмму в точке Т, на выходе из подпрог­
раммы следующее значение х - в  точке TOUT; Т - начальное 
значение интервала интегрирования при входе в подпрограмму, 
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e(t) 

Рис. 1 0.36 

� ig=ffuc ) 

VD 

�ic 
с 

Рис. 1 0.37 

на выходе Т= TOUT; TOUT - конечное значение интервала 
интегрирования; RELERR - допустимая относительная ошибка 
решения; ABSERR - допустимая абсолютная ошибка решения, 
которая не должна быть равна нулю; IFLАG - переменная 
управления режимом на входе: IFLAG- 1 - к  RKF 45 обращаются 
первый раз от момента времени t0; IFLAG-2 - к RKF 45 
обращаются повторно; на выходе IFLАG-2 - нормальный выход, 
IFLAG > 2- произошла ошибка, продолжать интегрирование не­
льзя; WORK -действительный рабочий массив длиной 3 + 6N; 
IWОRК - целый рабочий массив длиной 5 .  

В качестве примера рассмотрим расчет напряжения на емкости 
в днодном ограничителе (рис. 10 . 36). 

Составим систему уравнений цепи: 

откуда 

Пусть 

du 1 1 1 -= - - u -__:_ f(u) + - e. dt RC RC' RC 

e (t ) = { 1 В, O ::::; t ::::; 1 00 мкс, 

О, t >  100 мкс, 
"t = RC= 20 мкс. 

Вол�т-амперная характеристика диода имеет вид f(uд) =  
= [8 (еид (Л _ 1 ) . Возьмем конкретные значения параметров: 
/8 = 6 · 1 0 - 2 А/В, Л =  1 8  · 1 0 - 2 А/В. 

Выберем время анализа Т А =  200 мкс, а шаг интегрирования 
l:!t = 2  мкс. 

Распечатка программы с комментариями приведена в Про­
грамме 10 . 1 ,  результат расчета - на рис. 1 0 .37 (кривая J -для 
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диодного ограничителя, кривая 2 - для простой линейной RС-цепи 
с теми же параметрами). 

ПРОГРАММА 10 . 1  

С РАСПРЕдЕJIЕНИЕ ПАМЯТИ 

DIМENSION U1 ( 100 ) , U ( 100) ,10RК(8) , IWORК(5 ) , ISYМ( 12) 
EXТERNAL F 

С ЗАдАНИЕ ВХОДНЫХ ПАРАМЕТРОВ И НАЧАJIЪНЬIХ УСЛОВИй 

Х-0 . 
т-е . 
RELпm=1 . E-3 
AВSERR•i . E-4 
IFLAG-1 

С ВЬIЧИСШIИЕ 
РЕАКЦИИ 

ЦЕПИ 

00 1 1•1 , 100 
ТОUТ•2 . •I 
CALL RКF45(F , 1 ,X ,T ,ТOUТ, RELERR , AВSERR , IFLAG , WORК, IIORК) 

С ПРОВЕРКА IП'АВИJIЬНОСТИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

IF( IFLAG . EQ . 2 )  GO ТО 2 
WRI'l'E( 8 , 3 )  IFLAG 
SТОР 

3 FORNAT( ' ОDIИБКА ,  IFLAG• ' , 13)  
2 U( I )•X 
1 CONТINUE 

U ( ! )-0 
С ВЫВОД РЕЗУJIЬТАТОВ НА ГРАIОПОСТРОИТЕJIЬ 

CALL PLOТ(U , I ) 
SТОР 
nm 

С ВЬIЧИСJIЕНИЕ ЗНАЧЕНИй ПРОИЗВОДНЫХ 
SUВROUТINE F(T ,X ,XP)  
IF (Т/2 . -50 ) 1 , 1 , 2 

1 Е•1 
GO ТО 3 

2 Е=0 
3 ХР=-Х/20 . -8 . Е-2/20 . • (ЕХР(Х/1 8 . Е-2 )-1 )+Е/20 . 

REТURN 
END 
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В заключение отметим, что под­
программа RKF 45 может исполь­
зоваться и для решения системы 
линейных уравнений. 

Вопросы и задачи 
для самостоятельной проработки 

Рис. В. \ 0. 1  1 .  В чем состоит основное отличие 
нелинейной цепи от линейной? 

2. Найдите спектр тока в нелинеймом резисторе с ВАХ i (u) = u3 - u5f4, 
протекающего под воздействием напряжения u (t ) = 2 cos 2ro0t. 

3 .  Найдите амплитуду тока в индуктивности L = l /(4ro2C) в цепи рис. B. I O. l ,  
где rо0 - частота входного гармонического сигнала u (t ) =� cos ro0t Добротность 
контура Q = 25 .  Нелинейная характеристика транзистора имеет вид ic (u) = 
= J(и) = и + и3 • 

4. Найдите спектр тока в нелинеймом резисторе с ВАХ i (u) = u2 f 4+ u4/2, 
протекающего под воздействием напряжения u (t )  = 5 cos ro0t+  2 cos Зro0t. 

5. Могут ли схемы рис. 1 0.28 быть использованы в качестве умножителей 
частоты? 

ГЛАВА 1 1  
ГЕНЕРИРОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
ЦЕПЯХ 

§ 11 .1 .  АВТОКОЛЕБАНИЯ В ЦЕПЯХ С ОБРАТНОЙ 
связью 

В цепях, содержащих активные нелинейные элементы, могут 
возникнуть изменяющиеся во времени электрические токи без 
воздействия на эти цепи переменных сигналов. Процесс преоб­
разования энергии постоянных источников в энергию колебаний 

называют а в т о к о л е б а н и я м и 
в цепи. Обычно автоколебания свя­
зывают с процессами, имеющими 
периодический характер (рис. 1 1 . 1  ) .  

ULrv-v-v 
о � Типичная структура цепи, в ко­

торой возникают автоколебания,­
это структура с обратной связью 
(рис. 1 1 .2, а, б), когда выходной сиг­
нал возвращается на вход через цепь 
обратной связи. 

·.р (\ 6 .  
\ГV t 

Рис. 1 1 . 1  
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В качестве управляемого преоб­
разователя используются активные не-

1 линейные элементы, например тран­
зисторы. Колебательная цепь и цепь 
обратной связи (ОС) -линейные цепи. 



УпраВление преооразо6ание11 
1нергии 

Коле5атмьная 
цепь 

Цепь 
обратной 

сВязи 
а) 

Рис. 1 1 .2 
Рассмотрим схему, в которой при 

определенных условиях могут возник­
нуть и суrцествовать автоколебания. 
Схема содержит полевой транзистор, 
колебательный контур и индуктивную 
цепь обратной связи (рис. 1 1 . 3) .  Будем 
считать, что ток стока транзистора 
связан с напряжением затвор - исток 
нелинейной зависимостью i0 = J (Изи). 

В колебательном контуре уравнения, 
связываюrцие ток в емкости ic с током 
в индуктивности iL, записываются в ви­
де 

io = ic + iL; 
Cduc . L diL R " - = lc" -+ zL = uc· dt ' dt ' 

6) 

Рис. 1 1 .3 

Cduc . . L diL R " - = - zL + zo · - = - zL + uc dt ' dt 
или как одно уравнение 

LC d2iL + RCdiL + о = о 
dt 2 dt zL lo · 

Для цепи обратной связи имеем 

v (t ) = MdiL . 
dt ' 

U = Uзи (t ) = v (t ) +  Есм· 

Следовательно, полную систему уравнений цепи можно за­
писать таким образом: 

d2iL + �diL +_1_ i = -1-J(E MdiL) 
dt 2 L dt LC L LC см + dt ' ( 1 1 . 1 ) 

или в развернутом виде 
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Рис. 1 1 .4 

л tLP а3 >0 

о /\ D .-

v v V"" t 
а) 

. . ,г�· [\ !\ 
о '"'\} \Г\1 t 

6) 
Рис. 1 1 . 5 

C duc . 
. 

-= - lL + zo ·  d t  ' 

L diL R " - = - lL + Иc' dt ' 

м�;= и - Есм; J(u) = i0 • 

( 1 1 .2) 

После включения источников постоянного напряжения в цепи 
начинается зарядка емкости и протекание тока в индуктивности, 
п.�;шчем начальные значения iL (t ) и uc (t ) весьма малы. Напряжение 
u �t ) при этом также будет незначительно отличаться от Есм и за­
висимость J(u) может быть существенно упрощена. 

Пусть J(и) = а0 + а1и + а2и2 + . . .  (рис. 1 1 .4). Так как 

то 

MdiL А Е dt = il.U = U - см• 

J(L\u) = ao + at (Есм + L\и) + а2 (Есм + L\и)2 + . . .  = 
= ао + а1L\и + а2 (L\u)2 + . . . 

Если считать 1 L\u l  « 1 Есм 1 и 1 Ы0 1 = 1  i0 (t ) - J(Ec
j
) 1 « l(Есм), то 

можно линеаризоватъ зависимость i0 (t ) - J(Ecм = a'1L\u = S0L\u, 
S0 - начальная крутизна, равная тангенсу угла наклона каса­
тельной к графику J(u) в точке и = Есм· 

Дифференциальное уравнение для тока L\iL = iL (t ) -J(Ecм) будет 
таким: 

1 84 

d2AiL + �dAiL +_1 L\i = _!_ S  MdblL . 
dt 2 L dt LC L LC 

0 dt ' 

d2AiL +.!_ (R-S0M) dAiL +_1 L\iL = О.  
dt 2  L С dt LC ( 1 1 .3) 



Обозначим СХ3 = - R --0- • Тогда уравнение 
1 ( s м) 

2L С 
( 1 1 . 3) можно 

записать в виде 

d2AiL + 2cx dAiL + _1 Ai = О dt э dt LC L ' 
Решение этого уравнения было найдено в гл. 3 : AiL (t ) = 

= Ae-a..t cos (ro t+ <р). Частота ro = [ 1 f (LC) - cx;J 1 12 •  Постоянные 
А и <р находят из начальных условий, которые следует считать 
случайными за счет начальных флуктуаций токов и напряжений. 

Более важным является другое. Если СХ3 > О, то какой бы ни 
была начальная флуктуация тока, процесс в цепи будет затухать 
(рис. 1 1 . 5 , а) .  Если же СХ3 < О, то сколько угодно малая начальная 
флуктуация будет расти с течением времени (рис. 1 1 . 5 ,  б) .  

В первом случае цепь является устойчивой. Корни характе-
ристического уравнения Рц = - схэ ± J сх; - 1 /  LC имеют отрица­
тельную действительную часть. Во втором случае цепь неустой­
чива. Неустойчивость может привести к автоколебаниям в цепи 
(см. рис. 1 1 . 5) .  Условием возникновения автоколебаний является 
положительность действительной части корней характеристичес­
кого многочлена линеаризованного дифференциального уравнения 
цепи. Рассмотрим физический смысл условия неустойчивости. 
Согласно ( 1 1 . 3) , для возникновения автоколебаний необходимо 

1 
иметь СХ3 < 0, т. е. - (R - S0M/ C) < O или R < S0M/ C. 

2L 
Сопротивление потерь в цепи, т. е. иревращение энергии 

в теплоту, должно быть меньше некоторого значения, обуслов­
ленного крутизной характеристики активного элемента и коэффици­
ентом обратной связи. Полученное уравнение ( 1 1 .3) справедливо 
только для малых приращений значений iL (t ) .  Поэтому решение 
в виде растущей экспоненты справедливо для цепи только на 
начальном этапе развития процесса автоколебаний. Амплитуда этих 
колебаний будет возрастать не бесконечно, а достигнет некоторого 
стационарного значения. Для расчета стационарной амплитуды 
и частоты колебаний в установившемся режиме используют другой 
метод, который называется г а р м о н и ч е с к о й  л и н е а р и з а ц и е й. 

§ 1 1 .2. АНАЛИЗ СТАЦИОНАРНОГО РЕЖИМА 
АВТОГЕНЕРАТОРА МЕТОДОМ ГАРМОНИЧЕСКОЙ 
ЛИНЕАРИЗАЦИИ 

В методе гармонической линеаризации нелинейный резистив­
ный четырехполюсник с включенным за ним фильтром, выде­
ляющим гармоническое колебание, заменяется некоторым эк­
вивалентным линейным четырехполюсником с КЧХ, зависящей 
от амплитуды входного сигнала. 
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Рис. 1 1 .6 Рис. 1 1 .7 

Пусть имеется цепь, состоящая из полевого транзистора 
с колебательным контуром, включенным в цепь стока (рис. 1 1 . 6) .  
Нелинейпая зависимость тока стока от напряжения затвор -исток 
задается многочленом i0 = J(u} = a0 + a1u + a2u2 + . . .  

Как было показано в гл. 1 0, если напряжение затвор - исток 
гармоническое: и3и (t ) = U0 cos (ro0t+ <р0), то ток стока будет содер­
жать гармоники с частотами roi = iro0 : 

00 
i0 (t ) =  L Ii cos (iro0t+ <pJ 

i = O 
Если колебательный контур настроен на частоту ro0, т. е. 

roP = 1 / JLC = ro , то на частоте ro0 сопротивление контура Z ( ro0) � 
� pQ, р ='Щ(;. На частотах 0,2 ro0, • • •  , nro0, n > 1 ,  сопротивление 
контура будет близко к нулю. При этом ток в индуктивности 
ImL � l1 pQf (ro0L) � I1Q, где 11 - амплитуда первой гармоники тока 
в нелинейнам элементе. Как было показано в гл. 1 0, 
/1 = 11 (а1 , а3 , а5 , • • •  , U), т. е. амплитуда первой гармоники тока 
в нелинейнам элементе зависит от вида характеристики этого 
элемента J(u) и амплитуды входного сигнала. Зависимость /1 (U) 
для заданного нелинейнога элемента называется к о л е б а т е л ь ­
н о й  х а р а к т е р и с т и к ой. На рис. 1 1 .4 показан график коле­
бательной характеристики для нелинейнога четырехполюсинка 
с J(и) = а0 + а1и + а2и2 + а3и3 • 

Для гармонического входного напряжения будем иметь 

" ( ) 1 3 3 3 
z0 t = Q0 +2 a2 U + a1 Ucos ro0t+ 4 a3 U cos ro0t+ 

1 2 2 1 3 3 + 2 a2 U cos ro0t+ 4 a3 U  cos ro0t . 

Относительно первой гармоники получим 

11 (U) = a1 U+ � a3 U3 = K(U) U, 

где K(U) = a1 + 3a3 U2 / 4- коэффициент передачи БИЧ на первой 
гармонике. 
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Таким образом, при лю­
бой постоянной амплитуде 
U гармонического колеба­
ния на входе по отношению 
к первой гармонике выход­
ного тока БИЧ может быть 
описан значением I� ,  опре­
деляемым по колебательной 
характеристике (рис. 1 1 .  7) . 

Рассмотрим снова цепь 
рис. 1 1 . 3 . Разомкнем цепь 
обратной связи и подклю­

e{t) 
с 

R 

Рис. 1 1 . 8  

чим ко входу ТJ?анзистора независимый источник гармонического 
напряжения e (t l (рис. 1 1 .8) . 

Пусть e (t ) = Ucos ro0t, 1 / (LC) = rop = ro0 . Тогда согласно методу 
гармонической линеаризации ток в индуктивности iL (t )  = 11 ( U) х 
х Q cos (ro0t+ <p 1), где <р 1 -сдвиг фаз между напряжением U и то­
ком в индуктивности iL . Напряжение и(t ) = MdiLfdt = QMro0l1 (U) x 
х cos (ro0t + <p 1 + 1tj2). Предположим, что амплитуда этого напряже­
ния равна амплитуде входного напряжения, т. е. U = QM ro0/1 ( U), 
а <р 1 + 1t/2 = 21tп. Тогда если мгновенно отключить внешний 
источник e(t ) и замкнуть цепь обратной связи, то колебания 
в цепи будут продолжаться, как будто бы ничего не изменилось . 

Это условие стационарного режима: при обходе по петле обратной 
связи амплитуда остается неизменной, а сдвиг фаз кратен 21t. 

Первое условие называют б а л а н с о м а м п л и т у д, второе­
б а л а н с о м ф а з . В общем случае эти условия записываются так: 

K(U) Koc (ro0) = 1 ; ( 1 1 .4) 
<f>v (roo) + <f>oc (roo) = 21tп. ( 1 1 . 5) 

Здесь К(U)- коэффициент передачи БИЧ на первой гармонике; 
Кос (rо0)-коэффициент передачи цепи обратной связи; <f>v (rо0)-­
сдвиг фаз в цепи прямой связи, а <f>ос (rо)- сдвиг фаз в цепи 
обратной связи. 

Из уравнений ( 1 1 .4), ( 1 1 . 5) определяются стационарная амп­
литуда U и стационарная частота ro0 колебаний. Для рассмат­
риваемой цепи можно записать 

U= QMro0 (a1 + � a3U2) U; 

QMro0 (а1 + � a3 U2 ) = 1 ; 

4 
Ист =  ( 1 - QMro0a1) ;  

QMro0a3 

<р 1 � 1t/2; ro0 = roP = 1 / JLC. 
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Рис. 1 1 .9 Рис. 1 1 . 1 0  

Колебательная характеристика БfiЧ позволяет определить 
стационарную амплитуду в цепи с обратной связью графическим 
методом. 

Так как, по определению, колебательная характеристика есть 
зависимость амплитуды первой гармоники выходного тока 11 
БfiЧ, от амплитуды U входного гармонического напряжения, 
то для графического решения уравнения баланса амплитуд 
необходима характеристика обратной связи, представляющая 
собой зависимость амплитуды напряжения обратной связи U от 
амплитуды тока 11 • Поскольку цепь обратной связи линейная, 
искомая зависимость представляет собой прямую линию, про­
ходящую через начало координат. Угол наклона ее зависит от 
способа реализации обратной связи. В нашем случае 
U= QMro011 (U). Совместим графики колебательной характерис­
тики и прямой обратной связи (рис. 1 1 .9). Графики будут иметь 
две точки пересечения: начало координат и некоторую точку 
(Исп 1ст) . Эти точки соответствуют двум возможным стационар­
ным режимам в цепи: первая -отсутствию автоколебаний, вто­
рая -стационарным гармоническим автоколебаниям с амплиту­
дой Ист· Покажем, что первая точка является неустойчивой. 
Пусть имеется небольшая начальная флуктуация I:!U (рис. 1 1 . 1 0) . 
Ей будет соответствовать появление тока с амплитудой первой 
гармоники 1:!1. Этот ток вызовет в цепи обратной связи 
напряжение с амплитудой U*, которое приведет к появлению 
тока с амплитудой 1* . Этот ток вызовет новое напряжение 
U** и т. д. Таким образом, малая начальная флуктуация I:!U 
приведет к установлению стационарной иенулевой амплитуды 
авто колебаний. 

Для того чтобы нулевая точка была неустойчивой, прямая 
обратной связи должна проходить в начале координат ниже 
графика колебательной характеристики: 
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1 / (QMro0) > S0; Q = pfR; MS0 /C> R. 



0 IJUt Unop 

Рис. 1 1 . 1 1  Рис. 1 1 . 1 2 

Это условие самовозбуждения уже было получено из анализа 
корней характеристического многочлена дифференциального урав­
нения цепи. Рассмотренная цепь считается находящейся в м я г ­
к о м  р е ж и м е  с а м о в о з б у ж д е н ия.  Нетрудно убедиться, что 
точка (Ист• Iст) получается устойчивой. Для этого достаточно 
ввести некоторое приращение !J.U к величине Ист (рис. 1 1 . 1 1 ) .  
Как видно из построения, отклонение !J.U будет постепенно 
скомпенсировано и амплитуда колебаний вернется к стационар­
ному значению. 

Расположение прямой обратной связи по отношению к ко­
лебательной характеристике может быть и иным (например, 
прямая ОС2 на рис. 1 1 . 1 1 ) .  В этом случае стационарная амплитуда 
будет единственной и равной нулю. В цепи не будет ав­
токолебаний, какой бы ни была флуктуация начальных токов 
и напряжений. Мягкий и устойчивый режимы - не единственно 
возможные для цепи с нелинейным БНЧ и обратной связью. 
Если график колебательной характеристики /1 (И) для БНЧ 
будет иметь вид, показанный на рис. 1 1 . 1 2, то начальная 
точка будет устойчивой, однако цепь может самовозбудиться, 
если в ней возникнет начальная флуктуация !J.U> И пор · Как 
видно из рассмотрения траектории при !J.U < И  по , начальная 
флуктуация будет затухать (рис. 1 1 . 1 3 , а) .  При !J.И> Йоор колебания 

ц 

о t i 

а) 6) 
Рис. 1 1 . 1 3  
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будут возрастать, стремясь к стационарному значению Ист (рис. 
1 1 . 1 3 , б) .  Режим цепи, когда начальная точка является устойчивой, 
но существует пороговое значение флуктуаций, превышение 
которого приводит к самовозбуждению, называется ж е с т к и м 
р е  ж и м о м в о з б у ж д е н и я а в т о г е н е р  а т о р а. Таким образом, 
нелинейная цепь может «вести себЯ)> по-разному при малых 
и сильных внешних воздействиях. Если по линеаризованному 
дифференциальному уравнению можно установить устойчивость 
или неустойчивость цепи «в малом», то анализ колебательной 
характеристики совместно с прямой обратной связи позволяет 
провести анализ устойчивости «В большом» и определить воз­
можность жесткого режима возбуждения. 

Метод гармонической линеаризации пригоден для анализа 
цепей с узкополосными фильтрами - колебательным контуром 
с высокой добротностью. Если фильтр, находящийся в цепи 
преобразования выходного тока БНЧ в напряжение обратной 
связи, не является таким контуром, то автоколебания будут 
возникать не только на первой гармонике, но и на частотах 
nro0 • При этом форма автоколебаний в цепи будет негармоничес­
кой. Метод гармонической линеаризации здесь трудноприменим. 
Для анализа процессов в таких цепях используют метод уравнений 
состояния и их численное интегрирование. 

§ 11 .3. АНАЛИЗ АВТОКОЛЕБАНИЙ МЕТОДОМ 
УРАВНЕНИЙ СОСТОЯНИЯ 

Уравнение ( 1 1 . 1 ) , полученное для автоколебательной цепи, 
эквива.;Iентно системе уравнений первого порядка: 

diL(t ) _ ( ) · -- - V  t 
dt 

' 

dv (t ) = - � v (t ) --1 iL (t ) +-1 J(Ecм + Mv (t )) . 
dt L LC LC 

( 1 1 . 6) 

Такое представление уравнений цепи соответствует у р а  в -
н е н и я м  с о с т о я н и я. 

В силу неливейного характера функции J(u) найти решение 
( 1  1 .6) аналитически нельзя .  Для анализа процессов применяют 
численные методы интегрирования систем дифференциальных 
уравнений - ч и с л е н н о е м о д е л и р о в  а н и е. 

Простейший подход состоит в приближенной замене произ­
водной от функции !( t ) : 
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df =f(t+M)-f(t ) 
dt 11 t 

Обозначив tn = nllt; iL (tп) = iLп; v (tп) = vm получим 



iLп + l =Atvn + iLп ( 1 1 .7) 

Vn + l = (  1 -� At ) vn -:� iLп + :�J(Есм +Мvп)• 
Предположим, что известна начальная флук­

туация i!. (O) = i0; v (O)=O. Поскольку функция J(u) 
может Ьыть вычислена для любых значении 
аргумента, подставляя в ( 1 1 .7), получаем 

iLl = 0+ io; 
l!t . l!t ( ) Vt = -LC zo + LCJ Есм . Рис. 1 1 . 14 

Теперь, подставив полученные значения снова в ( 1 1 . 7), найдем 
iL2 , v2 и т. д. Этот метод приближенного решения носит название 
м е т о д а Э й л е р  а. Решение системы уравнений ( 1 1 .  7) может 
быть представлено графически на плоскости состояния (рис. 1 1 . 1 4) .  

Существуют более точные способы замены производной 
и более точные численные методы решения систем дифферен­
циальных уравнений. Рассмотрение процессов в автоколебатель­
ных цепях на плоскости состояния часто оказывается более 
наглядным, чем в другой форме. 

Приведем несколько примеров тесной взаимосвязи располо­
жения колебательной характеристики и прямой ОС с траекторией 
на плоскости состояния и осциллограммами процессов, получен­
ными численным решением уравнений состояния. 

6) 

t 

�) 
Рис. 1 1 . 1 5  
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aJ 6) 

8) 
Рис. 1 1 . 1 6  

I, v 

iL 
iL !JU>Unop 

!JU< Unop 

о t 
о t 

6) г) 
Рис. 1 1 . 1 7  

1 .  Автоколебательная цепь в мягком режиме самовозбуждения 
с монотонным установлением амплитуды (рис. 1 1 . 1 5 , а-в). 

2. Мягкий режим самовозбуждения с немонотонным уста­
новлением амплитуды (рис. 1 1 . 1 6, а-в) .  

3 .  Жесткий режим с монотонным установлением колебаний 
(рис. 1 1 . 1 7, а-г) .  
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Колебания могут возни­
кать в цепях, не содержащих 
колебательного контура. 
В этом случае форма их будет 
далека от гармонической. На­
пример, цепь рис.  1 1 . 1 8 ,  назы­
ваемая мультивибратором, 
может иметь автоколебания. 

�--------------�--�

En 

На рис. 1 1 . 1 9  показаны 
траектория на плоскости со­
стояния (а) и осциллограмма 
колебаний (6) .  

и ,  1 vт, 

"'� а ц2 

u,
h 

а 

а) 
Рис. 1 1 . 1 9  

Рис. 1 1 . 1 8  

.г-\_ 
5) 

Вопросы и задачи для самостоятельной проработки 

;о 
t 

1 .  Может ли самовозбу;щться цепь,  схема которой приведсна на рис. В. 1 1 . 1 ? 
При каких условиях? Крутизна ВАХ транзистора в начальной точке S0 = 1 0 - з  А/В. 

с 

R, 

Рис. B. l l . l  

2. При каком значении взаимоиндуктивности 
цепь, изображенная на рис. В. 1 1 .2, может самовоз­
будиться? ВАХ нелинейнога транзистора приведсна 
на рис. 8 . 1 1 .3 .  

3 .  Определите амплитуду и частоту стацио­
нарных колебаний в автогенераторе рис. 1 1  2, се­
ли С = 20 нФ, L = 8  мГн, R =  10 Ом, М = 0, 1  мГн. 
ВАХ транзистора описывается соотношением 
i (u) = 5  · I 0 - 3u - 8 · 1 0 - 2u3 . 

7 Зак 532 

VT 

En 
Рис. В. 1 1 .2 

j 

ц 

Рис. В. 1 1 . 3 



ГЛАВА 1 2  

ЦЕПИ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

§ 12.1 . ПОНЯТИЕ О ЦЕПЯХ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ 

ПАРАМЕТРАМИ 

Рассматриваемые до настоящего момента электрические цепи, 
как линейные, так и нелинейные, представляли собой соединение 
элементов, независимых и управляемых источников, нелинейных 
многополюсников, которые не имели геометрических размеров. 
Действительно, при анализе процессов в цепях нигде не гово­
рилось о скорости распространения электромагнитного поля, 
о времени распространения сигнала по цепи, а все элементы 
характеризовались только электрическими, а не геометрическими 
параметрами. С точки зрения математики такие цепи рассмат­
риваются как нуль-мерные объекты реального пространства и на­
зываются ц е п я м и  с с о с р е д о т о ч е н н ы м и  п а р а м е т р а м и. 

В действительности любые элементы имеют конечные размеры 
и при конечной скорости распространения электромагнитных 
сигналов, не превышающей скорости света в вакууме с = З  · 1 08 мjс, 
появление сигнала на выходе происходит не одновременно 
с подачей входного сигнала. Однако это явление, связанное 
с протяженностью реальной цепи, заметно только в случае, если 
характерное время изменения сигнала соизмеримо с временем 
распространения сигнала в цепи, т. е . при !J..tc � lfc. Здесь !J..tс ­
характерное время изменения сигнала; /- геометрические размеры 
цепи; с - скорость света. Это длительность фронта для им­
пульсного сигнала (рис. 1 2 . 1 ,  а) или четверть периода для гар­
монического сигнала (рис. 1 2 . 1 ,  б). 

Анализ процессов в цепях с учетом их геометрических 
размеров проводят с помощью моделей, которые называют 
ц е п я м и  с р а с п р е д е л е н н ы м и  п а р а м е т р а м и. Например, 
для цепи перемениого тока промышленной частоты I= 50 Гц 
Т/ 4 = 5 мс. Модель с распределенными параметрами необходимо 
использовать, если ее размеры l> c  · Т/4 = 3  · 1 08 м/с · 5 · 1 0  с =  
= 1 5  · 1 05 м =  1 500 км. Это размеры больших линий электропереда­
чи. В современных ЭВМ, где используются сигналы с временем 
Atc � 0, 1  не, модели цепей с распределенными параметрами при­
меняют если геометрические размеры цепи соизмеримы с 
z� з · 1 08 м/с · 1 0 - 1 0 с = О,ОЗ м. Это размеры любого блока и платы. 
Простейшие модели цепей с распределенными параметрами 
можно получить, рассматривая «трансформацию» колебательного 
контура (рис. 12 .2) .  Получаемые в результате такой трансфор­
мации цепи называются д л и н н ы м и л и н и я м и . В первом 
случае линия называется разомкнутой, во втором - короткозам-
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i(x1, t) i.(x2 , t) - -

Рис. 1 2.4 

х 
L A X  rAx 

- - - � 1 � САХ т lg/.x 
Рис. 1 2. 5 

кнутой.  Реальные объекты, соответствующие длинным линиям, 
имеют различные конструкции (рис. 1 2 . 3), где обозначено: J ­
проводник; 2 -диэлектрик; 3 - оплетка. Эти линии являются 
соединительными элементами между ИМС, платами, блоками, 
стойками современных средств вычислительной техники и АСУ. 

Считается, что длинные линии представляют собой одномер­
ные объекты в реальном физическом пространстве, имеющие 
длину, но не имеющие поперечных размеров. Схематехнически 
длинную линию изображают так, как показано на рис. 1 2 .4. 

Токи и напряжения в длинной линии зависят не только от 
времени, но и от координаты х, поэтому они описываются 
функциями двух переменных i (x, t ), u (x, t ) . Уравнение длинной 
линии должно показывать связь тока и напряжения в любой точке 
f[x, u (x, t ), i (x, t )] = O. Такое уравнение получают строго из 
системы уравнений Максвелла. Здесь приведем упрощенный 
подход, основанный на наглядных физических представлениях. Для 
этого разделим линию на элементарные участки длиной Ах 
и каждый участок представим эквивалентной цепью с сосредо­
точенными параметрами. Индуктивность проводов учтем погонной 
индуктивностью L [Гнfм ], емкость между проводниками - погон­
ной емкостью С [Ф/м ], потери на тепловое рассеяние -сопротивле­
нием погонных потерь r [Омfм ], включенным последовательно 
с индуктивностью, и поперечной погонной проводимостью 
g [См/м ], включенной параллельна емкости (рис. 1 2 . 5) .  Величины 
L, С, r, g зависят как от геометрии цепи, так и от материалов, из 
которых изготовлены линии передачи. Будем считать их одинако­
выми для всех участков, т. е . цепь однородной по длине. 

§ 12.2. ТЕЛЕГРАФНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛИННОЙ 
линии 

Запишем уравнения для участка цепи исходя из законов 
Кирхгофа и Ома: 
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L А dil А • И1 = и2 + LlX - + YLlXZ 1 . dt 
Полагая i1 = i (x); i2 = i (x+ �x); u1 = и (х); и2 = и (х+ �х) , получим 

i (x+dx)- i (x) du (x+dx)+ ( + А ) - с gu х LlX ; dx dt 
_ u (x+dx) - u (x) L 

di (x+dx) + ri (x+ �x). dx dt 
Переходя к пределу �х --+ О, в левой части получаем 

производные по х, а в правой-частные производные 
_ ди (х, t ) = L дi (х, t ) + ri (x t ) · дх дt ' ' 
дi (х, t ) _. C дu (x, t ) + ( t ) - -----а;- - -0-, - gu х, . 

частные 
по t :  

( 1 2. 1 )  

Система ( 1 2 . 1 )  называется т е л е г р а ф н ы м и  у р а в н е н и я м и  
дл и н н о й  л и н и и. 

Для цепей с распределенными параметрами процессы описы­
ваются дифференциальными уравнениями в частных производных. 
Для анализа решений таких уравнений рассмотрим сначала 
частный случай длинной линии без потерь, т. е. r = g = О; 

ди (х, t ) _ L дi (х, t ) . - а;- - -д-t - , 

дi (х, t ) _ С ди (х, t ) - -----а;- - -д-t - . 
( 12 .2) 

Продифференцируем обе части первого уравнения по х, 
а второго по t : 

д2и (х, t ) L д2 i (х, t ) . дх2 дtдх ' 
_ д2i (х, t ) = С д2и (х, t ) 

дхдt дt 2 • 

Учитывая равенство смешанных частных производных, получаем 
д2и (х, t ) = LСд2и (х, t ) 

axz дt z . 
Поскольку раз�ность величины LC [Гнjм ] · [Ф/м ] = (с2jм2 ] , 

обозначим v = 1 / .J LC [м/с ] . Тогда полученное уравнение можно 
переписать в виде 

( 1 2 .3) 

Уравнение ( 1 2 .3) называется в о л н о в ы м. 
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§ 12.3. РЕШЕНИЕ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 
И ЕГО ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 

Общее решение волнового уравнения впервые было получено 
Даламбером в виде 

u (x, t ) =f1 (x- vt ) +f2 (x + vt ), ( 1 2 .4) 
где /1 О и /2 ( ') - любые функции, определяемые начальными 
и граничными условиями для волнового уравнения. 

Непосредственным дифференцированием решения Даламбера 
можно убедиться, что оно обращает волновое уравнение ( 1 2 .3) 
в тождество .  

Найдем выражение для тока i (x, t ) , если напряжение имеет 
вид ( 1 2 .4) . Поскольку дi (х, t ) / дх = - Сдu (х, t ) / дt, получаем 

дi�; t ) = Cvf'1 (x - vt ) - Cvf2 (x+ vt ). 
Интегрируя по х, приходим к следующему результату: 

i (x, t ) = Cv/1 (x - vt ) - Cvf2 (x+ vt ) = JCТif1 (x - vt ) ­
- JCТif2 (x + vt ) . 

Параметр jLjC = W имеет единицу ом и называется в о л ­
н о в ы м  с о п р о т и в л е н и е м  л и н и и . Таким образом, 

i (x, t ) = �f� (x - vt ) - �f� (x+ vt ) . ( 1 2 . 5) 

Ток в длинной линии определяется теми же двумя произвольными 
функциями j� , j2 , что и напряжение. Рассмотрим более подробно их 
смысл. При условии /2 ( "1 = 0 u (x, t ) =J� (x- vt ) . Пусть при t = O  
известно /1 (х) (рис. 1 2 .6). Через интервал времени /:н напряжение 
u (x, At ) =f1 (x- vd! ), а через интервал 211.t u (x, 2M ) =f1 (x- 2v11.t ) . 
С течением времени график функции /1 смещается вправо по оси 
х равномерно со скоростью v. Это слагаемое называют п р  я м о й  
в о л н о й, движущейся в направлении возрастания х. Таким образом, 
/1 (x- vt ) = uпp (x, t ) . Рассматривая аналогично составляющую /2, 
приходим к выводу, что это о б р а т н а я  в о л н а, распростра­
няющаяся в направлении убывания х: f2 (x+ vt ) = uo6p tx, t ) . Итак, 
напряжение длинной линии является суммой прямой и обратной 
волн, распространяющихся навстречу друг другу со скоростью 
v =  1 /JLC; u (x, t ) = uпp (x, t ) + uo6p (x, t ) . Как следует из ( 1 2 . 5), ток 
в линии также состоит из двух волн: 

и(•,О)� 
о х 

u(x,M)t A.f,(�-vl.!t) 
� о �t х 

u(x,211t). 
f,(x-2vl.!t) 

о х 

Рис. 1 2.6 
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i (x, t ) = iпp (x, t ) + ioбp (x, t ) =  
U,.p (х, t ) Uoop (х, t ) 

w w ( 1 2 .6) --------------��� 
Как видно, волновое сопротив- о 

ление линии связывает отдельно пря- Рис. 12 . 7  

х 

мую волну тока и напряжения 
� (х, t ) = ипр (х, t ) / W  и обратную волну i06p (x, t ) = - иобр (х, t ) f W. 
Нри этом линия не имеет потерь и волновое сопротивление 
W, хотя и выражается в омах как обычное сопротивление R, 
но имеет совсем иной физический смысл. Это сопротивление 
не отражает рассеивания мощности электрического тока в теплоту, 
а лишь является отношением одноименных волн напряжения 
и тока. Связь прямой и обратной волн определяется граничными 
условиями в линии и требует расематрения линий конечной 
длины. 

Рассмотрим линию, ограниченную справа координатой /. 
В конечной точке подключено сопротивление нагрузки Rн 
(рис. 1 2 .7) . 

Очевидно, если для любой точки линии справедлива связь 
между током и напряжением в виде 

u (x, t ) = uпp (x, t) + иобр (х, t); 
" ( t)- uпp (x, t) иобр (х, t ) l х - --- - �-'------'-' w w ' 

то в точке x = l имеем и (!, t) = Rн i (l, t) . Запишем это условие 
через прямую и обратную волны: 

Uпp (l- v t) + uoбp (l+ v t) = Rнuпp (l- v t) / W- R8U06P (l+ vt) / W. 

u(>, t)1 1
- 1 • 

u(x, tJ I I - 1 • 
о l )( D l х 

и(х.�, п- • •  

u(x, t) l п� 1 ;or 
о l х о l х u (� t)� � п .  

"'' ';1 
--- D

l ]10 
)( 

о l )( 
Рис. 12 . 8  
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Отсюда 

Uoбp (i+ v t) = Rн- W Ипp (Z- v t) . Rн + W 
Коэффициент Г = (Rн - W) / (Rн + W) называют к о э ф ф и ц и е н ­

т о м  о т р а ж е н и я. Если при t = O Иоб (х) = О, а ипр (х) # О, то 
при t � l j v  оказывается, что И06P (x+ v t) = 'Гuпp (x - vt} Этот процесс 
называют о т р а ж е н и е м  э л е к т р о м а г н и т п о и  в о л н ы  о т  
н а г р у з к и. Например, если Rн = W, Г = О, то обратной волны 
не появится. При RH --+ 00  Г = 1 и Иoбp (x+ v t ) = un� (x- v t) . Это 
явление полного отражения. При Rн = О  Г = - 1 .  Это явление 
полного отражения с изменением знака. Рис. 1 2 .8 поясняет оба 
эти явления. 

§ 12.4. Г АРМ ОНИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ В ДЛИННЫХ 
линиях 

Если воздействия на длинную линию имеют гармонический 
характер, то напряжения и токи в любом сечении линии будут 
также гармоническими. Тогда можно записать 

u (x, t) = U(x) cos (ro t + <J>и (x)); 
i (x, t ) = l(x) cos (rot + <p; (x)) . 

Воспользуемся методом комплексных амплитуд. Обозначим 

U(x) ei<p. (x) = U(x); I (x) el<pi (x) = f(x); 
u (x, t ) = Re U (x) ejrot ; i (x, t ) = Re!(x) ejrot . 

Подставив эти выражения в телеграфные уравнения 

д i  д и  - - = C -+gu ; дх дt 
си c i  . - - = L -;:;- + n, дх o t  

получим 

-:-v: [!(x) ejrot] = jroC U(x) ejrot + g U(x) ejrot . 

-:х [ U(x) ejrot J = jroL!(x) ejrot + r!(x) ejror . 

Сократив на exp (irot) и обозналив Y=g +jroC, Z= r +jroL, 
получим телеграфные уравнения в частОтной области в виде 
обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Величина Х носит название к о м п л е к с н о й  п о л е р е ч н о й  
п р о в о д и м о с т и  линии, а Z - к о м п л е к с н о г о  п р о д о л ь ­
н о г о  с о п р о т и в л е н и я: 
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d!(x) = УИ(х). dx --
Дифференцируя первое уравнение по х и подставляя в получен­

ное уравнение второе, получаем частотный аналог волнового 
уравнения или уравнения Гельмгольца: 

-d2!!(x) - Z YU(x) = O. dx2 --- ( 1 2 .7) 

Величину jZY= y называют к о м п л е к с н{)И п о с т о я н н о й  
р а с п р о с т р а нен и я- в о л н ы в линии. Общее решение уравнения 
( 1 2 .7) имеет вид 

И (х ) = �е - ух + !!_е УХ , ( 1 2 .8) 

где А и В- произвольные комплексные числа. 
КОмплексная амплитуда тока в линии определяется из 

соотношения 

или 

I(x) = _ _!_ dQ(x) = _ _!_ ( - уА е -ух + уВеУх), - Z dx Z - -
А В I(x) ==, е -ух- = e:rx. - w w 

( 1 2 .9) 

Величина W = J Z / У называется к о м п л е к с н ы  м в о л н о ­
в ы м  с о п р оти в л ен Ие м  линии. Соотношения ( 12 . 8), ( 1 2 .9) 
определяют распределение комплексных амплитуд вдоль линии. 

По кажем, что слагаемое � ехр ( - ух ) соответствует прямой, 
а !!_ехр (ух) - обратной волнам в линии. Для этого рассмотрим 
частный случай линии без потерь: Z=jmL ; Y=jmC; 
W= JLТC= W; y_ = JjшLjmC=jm JLC=Jm/ v. -

-
Для этого случая 

Uпp (x) = �e -jrox fv ,  Т . е. Ипр (х, t) = A cos ( ш ( r -;)+ q>A} 
Uo6p (x) = !!_ejrox f v, т. е. И06Р (х, t) = Bcos ( ш (r - ;)+ 'Рв) . 

Как и следовало ожидать, прямая и обратная волны, оставаясь 
гармоническими, распространяются навстречу друг другу со 
скоростью v . 

Если y_= cr+J� и rt # O, то прямая волна Ии (x) = Ae - "'xe -j Px. 
Соответствующая волна ипр (х, t) = А е - crx cos (m t - �x+ q>-:J является 
затухающей по амплитуде вдоль линии. Аналогично затухает 
обратная волна. 
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о 
Рис. 1 2.9 

l )( 
�, 

о 
Рис. 12 . 1 0  

ДлинitЬlе линии с потерями характеризуются затуханием. Его 
определяют как._ отношение амплитуды прямой волны на расстоя­
нии 1 к амплиrуде в начале линии и обычно выражают 
в логарифмическом масштабе: 

ln 1 и пр (/) 1 
1 Qпр (О) 1 

сх.е. 

Логарифмическое затухание на единицу длины равно сх., т .  е. 
действительной части постоянной распространения. 

Часто в практических задачах применяют логарифм не 
с натуральным, а с десятичным основанием. При этом затухание 
выражается в децибелах: сх. [дБ ] = 20 Ig [ l Uпр (/) 1 / 1 Uпp (O) I ] .  

Комплексная амплитуда обратной волны напряжения запи-
шется в виде 

U (x) = Bea.xejflx . __ обр __ ' 
иобр (х, t) = Bea.x cos (ro t + �x+ q>8) . 

Константы А и В определяются при рассмотрении отражения 
от нагрузки. IГусть--на конце линии на расстоянии 1 включено 
комплексное сопротивление Zн (рис. 1 2 .9). В любой точке линии 
комплексные амплитуды определяются соотношениями ( 1 2 .8) 
и ( 1 2 .9) . В точке x = l  U(l) = �н!(l) . При этом будут справедливы 
уравнения 

U(l) = �e -rl + !!_eYJ; 

!(!) = � е -у/ __ !!. ert, - w w 

из которых можно найти константы А и В: 
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А = � [ U(l) +!(l) W] er1; 

!!.= � [ U(l) -- !(1) W] e -rt. 

Подставив эти выражения в ( 1 2 .8) и ( 1 2.9), получим 



U(x) = � [ U(i) +!(Z) W] e -r (x- Z) + � [ U(Z) -!(1) W] er (x- Z) ; 

!(х) = � [ Q�) +!(!)] e -r (x- /) _ � [ Q�) - !(!)] er (x- ZJ . 

Перегруппировав члены, можно записать эти уравнения в ком­
пактной форме: 

U(x) = U(Z) chr (Z- x) +!(Z) Wshr (Z- x); 

!(x) =!(Z) ch r (Z- x) +Q�) sh r (Z- x). 

Если учесть, что U(Z) /I(i) = Zн , и обозначить И(О)/!(О) = Zвх 
входное сопротивление отрезка-линии длиной /, нагруженного 
на сопротивление Zн, то можно записать 

( 1 2 . 1 0) 

Это формула для входного сопротивления отрезка линии. 
Рассмотрим, какую частотную зависимость может иметь это 
сопротивление. Для простоты будем рассматривать линию без 
потерь : у = jrojv. При этом ch {iro/ jv ) = cos (ro/ jv ); sh {iro/ jv ) = 
= j sin ( ro/ Гv ) и входное сопротивление 

ZBX 

ro/ . ro/ Zи (ro) cos -+jWsш -- v v 
ro/ . ro( Wcos -+jZи (ro) sш -
v - v 

Если �н = W, т. е. сопротивление нагрузки равно волновому 
сопротивлению, то Zвх = W. 

Входное сопротивЛение отрезка линии, нагруженного на сопро­
тивление, равное волновому, равно этому волновому сопротивлению 
(рис. 1 2 . 1 0) .  

Если найти константы интегрирования, то можно получить 

4 = � [ U(i) +  WU(Z) �] ejmt t v = U(Z) ejmt f v; 

� = � [И(/) - WU(Z) � J ejюt f v = O; 

U(x) = U (/) ejю (x - 1 ) / v . 

При согласованной нагрузке амплитуда напряжения и тока 
постоянна на всей длине линии (рис. 1 2 . 1 1 ) .  Указанный режим 
использования линии называется р е  ж и м о м б е г у щ и  х в о л н.  
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1 � l х 

IYfx) / 1 
lj!(l) / 1-� -----, 

0�----------�� 

Zвкlr.tJ} -J -

Рис. 1 2. 1 3  

Рис. 

111" 

ц{х, t) 

1 2. 1 1 

w 

о 
Рис. 1 2. 1 2  

/IJr•))� о 7fll/fJJ l 

Рис. 1 2 . 1 4  

х 

х 

� 
х 

Рассмотрим теперь случай Zи = О -короткое замыкание (рис. 
1 2 . 1 2) : �вх ( ro) = j W tg ( ro/ 1 v ) . На рис. 1 2 . 1 3  изображен график такой 
зависимости. 

Определив константы интегрирования, получим 

В= -� !(!) We -jтl f v ; - 2 -

U(x) = � !(!) W(eiт (1 - x ) f v - е - jm (1 - x ) f v ) = JW!(l) sin ro (/:x) . 
На рис. 1 2 . 14  изображен график подобного распределения 

амплитуды напряжения. Координаты максимумов амплитуды 
называют п у ч н о с т я м и, а нулей - у з л а м и  напряжений. 

Для случая разомкнутого на конце отрезка линии (рис. 12 . 1 5) 
имеем Z вх ( ro) = -jro ctg ( ro/ 1 v ) . График такой зависимости приведен 
на рис.1 2. 1 6 . Можно показать, что для разомкнутого на конце 
отрезка линии график распределения амплитуды напряжения 
соответствует рис. 1 2 . 1 7 . 

Рассмотренные здесь два случая относятся к р е  ж и м у с т о я ­
ч и х  в о л н. В этом режиме волны «добегают» до нагрузки 
и отражаются от нее с коэффициентами отражения Г =  - 1 ,  
Г =  1 ,  т .  е .  полностью.  В некоторых точках отраженные волны 
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D )( 

Рис. 1 2 . 1 5  /11(� . 
о [ � 

Рис. 12 . 1 7  

ZaxftiJ)/j 

Рис. 1 2. 1 6  

/U{x)J L------�----складываются в фазе с падающими 
и усиливаются. В других точках 
сложение происходит в противофазе, 
приводя к взаимному подавлению 
прямой и обратной волн. Энергия 

�� 
о l i 

вдоль линии при этом не передается. Рис. 1 2. 1 8  
При 0 < 1 Zн l < oo  возникает р е ж и м  с м е ш а н н ы х  в о л н: Zн =l= W, 

когда происходит частичное подавление волн (рис. 1 2 . 1 8) .  СТепень 
согласованности линии с нагрузкой может быть оценена отношением 
максимального значения амплитуды (в пучностях) к минимальному (в 
узлах) . Если данное отношение равно единице - это режим бегущих 
волн, если оно бесконечно велико -это режим стоячих волн.  

§ 12.5. АНАЛИЗ ИМПУЛЬСНЫХ ПРОЦЕССОВ 

в длинных линиях 

Будем рассматривать здесь такую задачу: отрезок длинной 
линии без потерь длиной 1 и с волновым сопротивлением 
W подключен к независимому источнику напряжения е ( t) 
через сопротивление генератора Rг = W. Конец отрезка линии 
нагружен на цепь, состоящую из RLС-элементов. Необходимо 
найти напряжение и (х, t) в любой точке линии. · Подобная 
задача представляет интерес при анализе процессов передачи 
сигналов в линиях связи, внутри блоков и печатных плат 
ЭВМ и систем АСУ. 

Решение данной задачи можно отыскивать прямым интегри­
рованием системы телеграфных уравнений совместно с обыкно­
венными дифференциальными уравнениями для нагрузочной цепи. 
Этот подход оказывается громоздким и не наглядным. Более 
эффективно применение иреобразования Лапласа. Рассмотрим 
преобразование Лапласа волны напряжения u (x, t ) .  Обозначим 

00 
U(x, р) =  J u (x, t) e - P' dt. В начале линии напряжение прямой 

о 
волны ипр (О, t ) = u 1 (t ) и его преобразование по Лапласу 
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Ц) 
u1 (р) = J u 1 (t) e - pt dt. 

о 
Напряжение в произвольной точке х будет представяять 

собой волну u 1 (t), смещенную во времени на величину х f v . Тогда 

ипр (х, р ) = I и 1 (t -Ю e - pt dt. 

Введя новую переменную t '  = t- x f v, получим 
00 

Uпр (х, р) = J u1 (t ' ) e -p (t' + x fv)dt '  = U1 (p) e - px f v . 
о 

Это преобразование Лапласа (изображение) сигнала в любой 
точке х линии, если в начале линии напряжение прямой волны 
имеет изображение И 1 (р ) . Таким образом, к нагрузке распро­
страняется волна напряжения и в точке l ее изображение 

Ипад (/, р) = И пр (!, р) = U1 (p) e - pl f v . 
Поскольку для прямой волны тока можно сразу записать 

!пр (х, р) = ипр (х, р) �= � u1 (p) e - px f v, 
изображение обратной волны можно найти, зная отраженную 
волну в точке /. Пусть ее . изображением будет Uотр (!, р ) . Так 
как иобр (х, t) = uoтp (x+ vt), то 

00 
Uобр (х, р) = J Иoтp (x+ v t) e - pt dt. 

о 
Учтем, что в точке х линии при обратном пробеге волны 

t = (l- x)fv, поэтому 

иобр (х, р) = иобр (!, p) ep (x - l )jv = иотр (!, p) ep (x - l )fv . 
Как известно, изображение тока обратной волны 

[ ( )- l и ( )- l и (! ) p (x - 1 )/v _обр х, р - - w _обр х, р - w _отр ' р е ' 

в точке 1 �н (р)!U, р) =  U (Z, р) . Под�тавляя в это соотношение 
выражение для обратпои и прямои волн напряжения и тока, 
получаем 
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�к (р) И (p) e - plfv _�к (p) и (! р) = И (p) e - plfv + и (! р) W _1 
W _отр ' _1 _отр ' · 

Отсюда имеем ( ��) - 1  ) е - p ljv u1 (р) = ( ��) + 1) иотр (/, р), 



или Rr = W  
иотр (!, р) =  

_ Zн (р}- W и (р} - pljv - 1 е . 
�н (р)+ w -

Ilw[J_!!,(_PJ __ w __ Jz.IP! 
Таким образом, отражен­

ная волна может быть рас­
считана путем вычисления 

о 
Рис. 1 2. 1 9 

}( 

операторного коэффициента [ (р) zн (р)- w 
и умножения изоб-

�н (р)+  W 
ражения прямой волны в начале линии иl (р) на г (р) с учетом 
запаздывания ехр ( -p l/v). Если требуется найтИ напряжение 
отраженной волны в любой точке х, достаточно умножить 
иотv (!, р) на множитель exp [p (x- 1) /v] . Тогда 

иотр (х, р) = иотр (z, Р) eP <x - l )jv = I (р) иl (р) е - p (2 l - x)fv . 
Наконец, полное напряжение в любой точке линии после 

однократного отражения от нагрузки может быть найдено как 
сумма напряжений падающей и отраженной волн: 

и (х, р) = ипад (х, р) +  иотv (х, р); 
иотр (х, р) = иl (р) (е - pxjv + I (р) е - p (2 l - x)fv) . ( 1 2. 1 1 ) 

Для получения выражения и (х, р) в моменты времени 
2lfv < t < 3 ljv и т. д. необходимо учесть повторные отражения 
волн от входа линии. Формула ( 1 2 . 1 1 ) позволяет рассчитать 
изображение сигнала в отрезке линии длиной /, включенной 
между нагрузкой с операторным сопротивлением �н (р) и гене­
ратором напряжения с изображением по Лапласу и1 (р), со-
гласованным с длинной линией (рис. 1 2 . 1 9) .  -

Из формулы ( 1 2 . 1 1 ) следует важный частный случай: напряже­
ние в начале линии (х = О) 

иl (0, р) = иl (р) [ 1 +[ (p)e - 2 1PIV ] .  ( 1 2 . 1 2) 

Rr =W f iPI"jfJ�J!.-,{p-� __ w __ -o: 
о l }( 

Рис. 1 2.20 Рис. 1 2.2 1  
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и(�щ 

Рис. 1 2.22 

0,5 �1-- ---.... 

0�------�7,2 �------�t 
v 

Эта формула определяет полное напряжение в начале линии. 
Оно складывается из двух составляющих: первая определяется 
только формой сигнала от независимого источника U1 {р), а вто-
рая - отраженным от нагрузки сигналом 

-

ul {p) [ {p) e - 2 lpfv . 
Во временной области можно записать 

u (O, t) = u 1 (t) + uoтp (O, t), 
где 

cr + j oo 

иотр (О, t) = 2�j f U1 {p)[ {p) e - 2 1Pi" eP1 dp =� res;. 

Рассмотрим на примерах решение задач по расчету сигналов 
в линии передачи, нагруженной на различные нагрузки. 

Пример 12.1.  Р а с ч е т  с и г н а л о в  в р а з о м к н у т о м  н а  
к о н ц е  о т р е з к е  л и н и и  (рис. 1 2 .20) . 

Находим изображение по Лапласу напряжения падающей 
волны: 

00 

ul (р) = � fe (t) e - pt d  t =�. - 2 р 
о 

Находим операторный коэффициент отражения 

[ {р) = (�н {р) - W) (�н {р) +  W) - l = 1 .  

В соответствии с ( 1 2 . 1 1 ) полное напряжение в линии определя-
ется изображением 
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И(х, р) = u1 (р) [е - pxfv + Г {р) е - p (z z - x>fv ] = �е - pxfv + �е -p (2 l - x>fv . - - - р р 

Во временной области 
cr +  j ro cr +  j ro 

u (x, t) = -�-. f � e - pxfv ept dp + -�-. f �e - p (2 l - x)fv ept dp; 
2� р 2� р 

cr - j oc  cr - j oo  



Rr = W  
u(O, t) 

)= f(t) 0.5 

о l х о 

Рис. 1 2.23 Рис. 1 2.24 
u (x, t) = 1 (t-;)+ 1 (t-21�x) . 

На рис. 1 2 .2 1  проиллюстрировано, как распространяется сту­
пенчатая волна в отрезке линии. На рис. 1 2 .22 показаны отдельные 
сечения волны. 

Пример 12.2. Р а с ч е т  с и г н а л о в  в к о р о т к о з а м к н у т о м  
н а  к о н ц е  о т р е з к е  л и н и и  (рис. 1 2 .23) .  

Операторный коэффициент отражения 

Напряжение 

(р) 
0- W 

г = - = - 1 . - O+ W 

и ( ) - 1 - pxfv 1 - p (2 l - x)fv х, р - -е - - е  . - 2 ·р 2 · р 
Во временной области этому изображению соответствует 

функция 

u (x, t) = { 1 (t - xfv) - 1 [t - (2 1- x) fv]} /2 . 
График напряжения в начале линии изображен на рис. 1 2 .24. 

Физически это означает, что до момента времени t = 2 ljv в начале 
линии «неизвестно», что на ее конце есть отражающая нагрузка. 
Волна «добегает» до конца линии в момент времени t = ljv, 
отражается и возвращается назад, достигая начала линии в мо­
мент времени t = 2 ljv . Складываясь с прямой волной 1 (t), обратная 
волна - 1 (t - 2 /fv) дает нулевое значение . 

Пример 12.3. Р а с ч е т  с и г н а л о в  в л и н и и ,  н а г р у ж е н­
н о й  н а  е м к о с т ь  (рис. 1 2 .25) . 

В этом случае, как и в предыдущих, U1 (р) = 1 /р . Основным 
отличием здесь является иной операторный коэффициент от­
ражения. 

Находим Zн = 1 jp C . 
КоэффициёНт отражения записывается в виде 

Г (р) = ( 1 -р С W)/ ( 1  +p C W) = ( 1 -p·t)j( 1  +p't) . 
Здесь 't = C W. Согласно ( 12 . 1 1 ) , определяем 
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";t�}---------� 
х 

Рис. 1 2.25 

о 11 t 
и 

Рис. 1 2.26 
и ( ) _ 1 - pxfv + 1 -pt - p (2 / - x)fv х, р --е е . - р ( l +pt)p 

Во временной области первое слагаемое ипр (х, t) = 1 (t - xfv). 
Второе слагаемое 

<r + joo 
и (х, t) = -1- f 1 -pt e - p (2 1 - x)fv ept dp. обр 21tj ( 1 +pt)p 

п - j оо 

Для нахождения обратного преобразования Лапласа вос­
пользуемся теоремой о вычетах 

2 10 

!_ (p)/Q (p) = ( 1 -pt) /  р ( 1 + p-r); Q (р) = ( 1 + p-r)p; 
Et (О); Р2 = - 1 /t; Q ' (р) = 2p-r + 1 ; 

res 1 = 1 ; res2 = - 2 e - 11'; 

иобр (х, t) =  1 (t - 2l�x)- 2 e - tft + (2 1 - x)fvt · 1 (t - 2/�х) . 

Полное напряжение 

и (х, t) =  1 (t) +  1 (t - 2/�х)- 2 е - tft + (2 1 - x)fvt · 1 (t - 2 l�x) . 

В начале линии (х = О) напряжение 

и (О, t) = 1 (t) +  1 (t -�)- 2e - t/t + 2 lfvt · 1 (t -�) . 

Unp{lЩ Uo3p(O,t) 
0,5 0,5 

о о t ll 11 
-0,5 

Рис. 1 2.27 



На рис. 1 2 .26 изображен гра­
фик этого напряжения. Для бо­
лее наглядного представления 
физического смысла полученно­
го графика следует рассмотреть 
отдельно составляющие напря­
жения прямой и обратной волн 
(рис. 1 2 .27). 

Прямая волна в виде сту­

R= W 

e(t) 
w 

fu,(t) 
с 

о х 

Рис. В. 1 2 . 1  
пеньки распространяется вдоль линии и в момент времени ljv 
достигает емкости. В этот момент напряжение на емкости равно 
нулю. При этом Г =  - 1 и вся волна отражается с проти­
воположным знакоМ. Затем емкость начинает заряжаться. Ток 
через нее постепенно уменьшается до нуля и Г =  + 1 .  Полное 
отражение наблюдается при t--+ oo .  

Вопросы и задачи для самостоятельной проработки 
1 .  Дайте определение волнового сопротивления. Чем оно отличается от 

обычного сопротивления? 
2. Терминал ЭВМ связан с центральным процессором коаксиальным кабелем. 

Формирователи импульсов реализованы на переключателях тока с временем 
переключекия 2 не. Начиная с какой длины линию связи следует считать 
распределенной? 

3. Найдите напряжение u1 (t) и начертите его график, если e (t) = 2  · 1 (t) 
и линия, изображенная на рис. B. l2 . 1 ,  не имеет потерь. 

4. То же, что в п. 3 , но нагрузочная цепь состоит из последовательного 
соединения индуктивности L и сопротивления R. 

5. То же, что в п. 4, но для параллельного соединения L и R. 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Студенты радиотехнических специальностей, закончившие зна­
комство с книгой, разумеется, не могут считать себя изучившими 
современную теорию цепей. Такую задачу авторы и не ставили. 
Однако изложенного материала вполне достаточно для чтения 
специальной литературы по теории цепей, а также для изучения 
электронной и импульсной техники, элементов и узлов ЭВМ 
и АСУ. Поэтому для специалистов-системотехников настоящее 
пособие можно рассматривать как базовое. 

Опыт чтения лекций авторами показал, что традиционный 
подход к изложению теории цепей, основанный на примате 
анализа в гармоническом режиме, и рассмотрение остальных 
процессов как переходных является далеко не лучшим при 
подготовке специалистов по цифровой технике. Действительно, 
работа любого цифрового узла представляет собой непрерывный 
переходный процесс, что делает этот термин оторванным от 
классического смысла. Поэтому авторы не используют понятие 
переходиого процесса, а строят изложение, последовательно 
переходя от анализа цепей во временной области к анализу 
в частотной области. Здесь авторы солидарны с методологией 
электротехнической школы, созданной проф. П . Н . Матхановым. 
Ограниченный объем книги не позволил в полной мере раскрыть 
все основные методы теории цепей исходя из этой методологии. 
Авторы отсылают читателя к учебникам и монографиям, содер­
жащим изложение вопросов, не вошедших в данную книгу. 



П Р И Л О Ж Е Н И Я 

1. Таблица иреобразований Лапласа 
(а, Ь, с, d, g, w -nостоянные) 

S(p) x (t )  
1 o (t ) 

1 /р 1 (t ) 

1 /р2 t 

l t • - l 
- (n = 1 ,  2, . . .  ) --р" (n - 1 ) !  

1 /JP 1 /.jiёi 
р - 3/2 2 Jtfiё  

l 
e•t -

р - а  

1 
t e•t 

(р - а)2 

1 l --
) 

(n = 1 ,  2, .) -- t • - le•t (р - а " (n - 1 ) !  

1 l _ (e•t - eьt ) (р- а) (р - Ь) а - Ь  

р 1 - (ае•1 - Ьеь1) (р - а) (р- Ь) а - Ь  

1 (Ь - с) е•1 + (с- а) еь1 + (a-b) e•t 
-(р -а) (р - Ь) (р - е) (а- Ь) (Ь- с) (с - а) 

2 1 3  



S(p) 
1 

р2 + а2 

р 
р2 + а2 

1 

р2 - а2 

р 
р2 -а2 

l 
р (р2 + а2 ) 

1 

р2 (р2 + а2 ) 

1 

(р2 + а2 )2 

р 
(р2 + а2 )2 

р2 

(р2 + а2 )2 

р2 а2 
(р2 + а2 ) 2 

р а #Ь2 
(р2 + а2 ) (р2 + Ь2 ) 

l 

(р-а)2 + Ь2 

р а 
(р-а)2 + Ь2 

За2 
рз + аз 

2 14  

Прод б олжение та л. 

x (t )  

1 
- sin (at )  а 

cos (at )  

l 
- sh (at )  а 

ch (at )  

l 2 [ l - cos (at ) ]  а 

l 3 [at- sin (at ) ] а 

1 
2аз [sin (at )  at cos (at ) ]  

t 
2а 

sin (at )  

1 
2а 

[sin (at )  + at cos (at ) ]  

t cos (at ) 

cos (at )  cos (bt )  
Ь2 -а2 

1 т /"' sin (bt )  

е•• cos (bt )  

е - •• - е••/2 (cos 
atJЗ _ J3 · at fi) 

2 
sш -

2
- . 



S(p) 
4аз 

р4 + 4а4 

р --
р4 + 4а4 

1 
р4 - а4 

р 
р4 - а4 

� (р� 1 )
" 

р 
(р - а) з12 

�- � 
1 

JP+ a  

е - рт 

1 - е - Р• р 
1 - ( 1 - е - Р•) 
р 

е - рт -р2 

1 - e - "'oiP 
s 

1 - е - юо/Р 

JP 

Продолжение табл. 

x (t )  

sin (at ) ch (at ) - cos (at ) sh (at ) 

� sin (at ) sh (at ) 
2а 

� [sh (at ) - sin (at ) ]  
2а 

1 
-2 [ch (at ) - cos (at ) ] 
2а 

е1 d" - - {t '!c - ')  
n !  dt " 

1 J1ёi eat ( 1 + 2at ) 
1tt 

1 -- (еЬt - еа') 
2 JП13 

00 1 �'t 2 f -x' d -- а - е х J1ёi .Ji t 

S (t - t) 

1 (t - t) 

{ 0, t < O, t < t  1 , O :s:; t < t  

{0, t < t  
t - t, t ;;:. t  

J0 (2 .jro;;t)-фуНIСция Бесселя 

1 J1ёi cos 2 .jro;;t 
1tt 

2 1 5 



2 1 6  

S(p) 
1 - е"'о/Р 

JP 
1 - e - w,/p 

рЗ/2 

1 - e"'oiP 
рЗ/2 

e - k J"P (k > O) 

1 -JP e - k JP (k � O) 

р2 + а2 
1n--

р2 

р2 _ 02 
ln--

р2 

k arctg -
р 

p+ d  
р (р- а) 

p+ d  
(р- а) (р-Ь) 

p+ d  
р (р - а) (р-Ь) 

p2 + qp+ d  
р (р - а) (р-Ь) 

p+ d  
(р - а) (р- Ь) (р - с) 

Продолжение табл. 

x (t )  

1 Ft ch 2 Jffiot 
1tt 

1 о Ft Sln 2 Jffiot 
1tt 

1 Ft sh 2 Jffiot 
1tt 

k - �  -- е 4t 
2 ..jiti3 
1 ( k 2 ) j;U exp - 41 

2 - [ 1 -cos (at ) ]  t 

2 - [ 1 -ch (at ) ] t 

1 о - sш (kt ) t 

Ае"' + К; 
d d А = 1 + -; К= - -а а 

А е"' + Веь' ; 
a + d  b + d  А =-· В= -
а-Ь' Ь - а  

А е"' + Веь' + К; А =  a + d  . 
а (а-Ь) ' 

b + d  d В=-- · К=-
Ь (Ь - а) ' аЬ 

А е"' + Веь' + К; А = a
2 + qa + d  
а (а- Ь) ' 

b2 + qb + d  d В=  · К=-
Ь (Ь - а) ' аЬ 

А е"' + Веь• + С ее•; А a + d  в b + d  
(а -Ь) (а - с) ' (b - a) (h - c) ' 

с c + d  
(с- а) (с- Ь) 



S (p) 
1 

(р -а) + оо2 

p + d  
(р - а) 2 + оо2 

p+ d  
Р [(р - а? + оо2 ] 

1 
(р - Ь) [(р- а) 2 + 002 ] 

p + d  
(р- Ь) [(р- а? + оо2 ] 

p2 + qp + d  
(р- Ь) [(р-а) 2 + 002 ] 

1 
р (р- Ь) [(р- а) 2 + 002 ] 

p+ d  
р (р - Ь) [(р -а) 2 + оо2 ] 

л д ро олжение табл. 

x (t )  

А е•• sin ( oo t  ); 
1 А =-00 

А е"' sin (oot+ CL); 
1 А =- [(a + d)2 + oo2 ] l f2 . 
00 ' 

00 
CL = arctg -

a + d  

в 

А е"' sin (oot+ CL) + К; А = .!. [ (a + d) 2 + oo2

J
i2 

оо а2 + оо2 
d 00 К= -- · CL- arct 00 

а2 + 2 ' - g - - arctg -оо a + d  а 

А е"' sin (oot+ CL) +Веь'; В= 1 . 
(а - Ь) 2 + оо2 ' 

А = 1 . оо 
оо [(a - b) 2 + 002 pt2 ' CL = - arctg ;-ь 

A e"' sin (oot+ CL) + Веы; A =..!_ [ (a + d? + oo2

J
l f2

· 
b + d  

оо (а-Ь) 2 + оо2 ' 
в 

(а - Ь) 2 + оо2 ; 
00 00 

CL=  arctg - - arctg -
a + d  а Ь 

А е"' sin (oot+ Cl) Веь' ; 

А = ..!_ [ (а2 - oo2 + aq + d? + oo2 (2a+ q) 2 J 12 

2 
оо (а-Ь)2 + оо2 ; 

Ь + bq+ d . сх. - oo (2a + q) оо 
(а - Ь) 2 + оо2 ' - arctg 2 2 - arctg -а оо + aq+ d  а Ь 

А е"' sin (oot+ CL) + Веь' + К· ' 
1 А 

oo (a2 + oo2 ) 1 i2 [(а -Ь? + оо2 pt2 ; 

в - 1 1 
- Ь [(Ь - а)2 + оо2 ] ; К 

Ь (а2 + оо2 ) ; 

А 

- 00 00 
CL - - arctg - - arctg _ а Ь а 

А е"' sш (oot+ CL) Веь' + К; 
1 [ (d+ a) 2 + oo2

T
2 

oo (a2 + oo) lf2 (а - Ь? + оо2 ; 
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2 1 8  

S(p) 

(р а) 2 ro2 
[(р- а) 2 + 002 ] 2 

p+ d 

Продолжение табл. 

x (t )  

в b + d  -d 
Ь [(b - a) 2 + ro2 ] ; 

К 
b (a2 + ro2 ) ; 

ro ro ro 
сх = arctg - - arctg - - arctg -a + d  а - Ь  а 

A e"' + K+ Kt t ; A = a;d
; К= - А; Kl = - � 

а 

1 at ( • 
200з е sш rot- rot cos rot ) 



2. Формы представления комплексных чисел и действия над ними 

Алгебраическая форма: z =. а +  jb. . 
Показательная форма: A eJ"' = A  cos <p +jA sш q>, 

{ ь 
arctg - ,  

l z i = A = Ja2 + b2 ; <р = а 
Ь 1t + arctg -, 
а 

а > О; 
а < О, 

где А -- модуль z; <р = аrg (z) -- аргумент z, а = А cos q>; Ь = А  sin q>. 
Операции над комплексными числами: 

z1 а1 +jb 1 z = -=---= 
z2 a2 +jb2 

1 z 1z2 l = 1 z1 l l z2 l . arg Z1Z2 = arg Z1 + arg z2 ; 

z = z1 *Z2 = (al + jb 1 ) (a2 + jbz ) = (ala2 -Ь1Ь2 ) +j (azbl + albz ); 

zk = (a+jb)k = (Ja2 + b2 yei"'• = (Ja2 + b2 У cos k<p +j (Ja2 + b2 )k sin k<p; 

kJz = kJ(a +jb)k = zVa2 + b2 iC zVa2 + b2 cos � +j 2Vaz + ьz sin � 
k k "  

3. Решение некоторых дифференциальных уравнений 

Уравнение 

dU - + aU= O 
dt 

U (O) = U0 

dU - + aU= ЬO (t ) 
dt 

U (O) = O  

dU 
- + aU= Ь l (t ) 
dt 

U (O) = U0 

dU - + аИ= сеь' dt 

U (O) = U0 

Решение 

U (t ) = be -•• 

U (t ) = -c- eь' + (и - _с _) е -•• а + Ь # О а+Ь 0 а + Ь  ' 
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Уравнение 

dU dt +aU= b sin rot 

U (O) = Uo 

dU - + aU=f(t ) 
dt 

U (O) = Uo 

Продолжение табл. 

Решение 

( rot ) Ь U(t ) = e -•• U0 + -2--2 + r::r;--::2 sin (rot- cx), 
а + ro  '\1 а2 + 002 

cx= arctg (ro/a) 

' 
U(t ) =  Uoe -"1 + f e -• (r - x>J(x) dx 

о 

а- Л.  а + А.  - - t - - t 
U(t ) = C1e 2 + С2е 2 , Л.= а2 -4Ь > О, 

Ct =� U1 + с� + 1) Uo, 

1 а 
C2 = - � U� - 2Л. Uo; - �( 1 1 ) U(t ) = e  2 C1 cos 2 Л.t+ C2 sin 2 л.t , Л. = 4Ь - а2 > 0, 

а 2 
Ct = Uo, С2 =� Uo + � Ut ;  

•• 
U(t ) = e  - 2  (Ct t+ C2 ). Л. = О, 

' 
2 f a (x- t ) Л. U(t ) = � f(x) e 2 sh 2 (t- x) dx, 

о 
t 

2 f !a (x- t ) Л. 
U(t ) = � f(x) e2 sin 2 (t-x) dx, 

о 
' 

- (х - 1 )  f а 
U(t ) =  f(x) (t- x) e2 dx, Л. = О. 

о 

Л. = 4Ь - а > О; 

4. Основные определевви матричной алгебры 

В гл. 3, изучая цепи второго порядка, было показано, насколько удобно 
пользоваться матричными обозначениями. Для анализа сложных цепей методы 
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матричной алгебры совершенно необходимы. Рассмотрим определения матричной 
алгебры. 

М а т р и  ц е й  называется таблица элементов, имеющая т строк и n с т о л б ц о в. 
При т = п  матрица называется к в а д р а т н о й, а число т -п о р я д к о м  матрицы. 
Матрицы обозначают обычно прописными полужирными буквами, например А, 
элементы матрицы малыми буквами с индексами, первый из которых означает 
номер строки, второй - номер столбца, например aii · 

Матрицу размерностью n х 1 называют с т о л б ц о м или в е к т о р о м. 
Матрицами специального вида являются: 
диагональная, у которой отличны от нуля элементы только по главной 

диагонали; 
единичная Е- диагональная, у которой элементы главной диагонали еди­

ничные; 
симметрическая, у которой a;i = aii , i=Fj. 
Над матрицами справедливы операции умножения, сложения, вычитания, 

произведения на число, нахождения обратной матрицы. 
П р  о и з  в е д е н и е м матрицы А размерностью т х n на матрицу В размер­

ностью n х r называется матрица С размерностью т х r, для которой т 
c;i = L: a;k bki • по всем i, j. 

k = l 

Заметим, что порядок перемножения является существенным, однако если 
А х В = В х А, то такие матрицы являются к о м м у т и р у ю щ и м и. 

П р  о и з  в е д е н и е м матрицы А на число сх является матрица С, такая что 

Две матрицы А и В считаются р а в н ы м и  тогда и только тогда, когда 

a;i = b;i · 
С у м м о й  двух матриц А и В называется матрица С, элементы которой 

c;i = a;i +bii , 

матрицы А, В и С должны быть одинаковой размерности. 
Для любых матриц А, В и С справедливы следующие равенства: 

1 .  А х Е = Е х А = А, А - квадратная матрица; 
2. А + О = О + А = А; 
3. (А + В) С = АС + ВС; 
4. (сх + �) А = схА + �А; сх, � - числа; 
5. А (В + С) = АВ + АС; 
6. сх (А + В) = схА + схВ; 
7. схА = Асх; (схА) В = схАВ = АсхВ; 
8 . А (ВС) = (АВ) С; 
9. (А + В) + С = А +  (В + С); 

10. А + В = В + А; 
О п р е д е л и т е л е м  квадратной матрицы А называется число 

i = l 
г де .1.;{ :; .алгебраическое дополнение :элемента aii , определяемое как 
.1-ii = ( - I J '  1 Mii ; M;i - минор элемента a;i , т. е. определитс.1ь квадратной матрицы, 
полученный из матрицы А вычеркиванием i-й строки и j-го столбца; 
det (АВ) = det (А) х det (В). 

Матрица А - l называется о б р а  т н о й  по отношению к матрице А, если 
выполняется равенство 

А - 1 х А = А х А - 1 = Е. 
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Обратная матрица существует, если А - невырожденная матрица, т. е. 

det A # O. 
Т р а н с п о н и р о в а н и е м  матрицы называется перестаковка строк и столбцов 

местами. Если A = (a;j), то Aт = (aji). 
Для невырожденных квадратных матриц А и В справедливы равенства 

(АВ) - 1  = В- 1  х А- � ; (А - 1  } - 1  = А; (А - 1  )т = (Ат) - 1 . 

Обратную матрицу определяют из выражения 

1 
A - 1 = [a;j ] - 1 = -

d 
- [Aji] .  

et A 
Полином вида g (Л.) = det (A- Л.E) называют х а р а к т е р и с т и ч е с к и м, корни 

характеристического уравнения g (Л) = О  являются собственными числами 
матрицы А. 
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