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Ans dem V orwort znr ersten Anflage. 
Das vorliegende Bueh ist aufgebaut auf den Vortragen, die ieh 

in Meehanik an einer staatliehen hoheren Masehinenbausehule gehalten 
habe. Sie geben in erweiterter Form dasjenige, was ieh meinen Horern 
diktiert habe. 

Der Umstand, daB das Diktieren viel Zeit kostet und daB es uber
haupt nieht moglieh ist, im Diktat aueh nur annahernd so viel zu geben, 
daB ein Sehiller, der einen Teil hat versaumen mussen, die Mogliehkeit 
des selbstandigen Naehholens in diesem Diktat fande, hat mieh ver
anlaBt, dasBueh herauszugeben. leh habe im Laufe der letzten 15 Jahre 
wiederholt Kollegen aufgefordert, an die Herausgabe ihrer Ausarbei
tungen zu gehen. leh habe einen Erfolg damit nieht erzielt. So habe 
ieh mieh selbst entsehlossen, dieses Bueh herauszugeben. 

Es bedarf nieht der besonderen Betonung, daB sieh das Bueh auf 
fremde Arbeit stutzt. 1m Laufe der Jahre habe ieh aIle mir vorkom
menden Veroffentliehungen, welehe das engbegrenzte Gebiet eines Lehr
buehs der Meehanik behandeln, durehgesehen, um fur Aufbau des 
Ganzen und den Ausbau im Einzelnen Anregungen zu gewinnen. leh 
will aueh nieht unerwahnt lassen,- daB sieh das Ganze in weitgehendem 
Grade an das ansehlieBt, was in der Hagener Sehule, in die ieh vor nun
mehr 18 Jahren eintrat, damals von samtliehen KolIegen gelehrt wurde. 
DaB ieh bei dieser Anordnung geblieben bin, ist nieht darauf zuruek
zufuhren, daB ieh die andere Anordnungsart - N aehstelIen der be
sehleunigten Bewegung und Behandlung der Gesetze von der Trag
heit der Masse im Kapitel Dynamik - nieht kenne oder fur falseh 
halte. leh verhehle mir nieht die Vorzuge, welehe dieser andere- Auf
bau hat. Trotzdem habe ieh an der alten Anordnung festgehalten. 

leh glaube das Bueh so aufgebaut zu haben, daB es sehr wohl 
aueh dann zur Begleitung des Unterriehts dienen kann, wenn der 
Lehrer den anderen Weg geht. Es stehen die Teile, um deren gegen
seitige Lage der Streit geht, in ihrer inneren Behandlung so selbstandig 
da, daB sieh aus einer Abweiehung der Stoffolge Sehwierigkeiten kaum 
ergeben werden. 

Nieht unerwahnt solI dabei bleiben, daB es ungefahrlieh ist, im 
Unterrieht Sprunge zu maehen. Es ist aus padagogisehen Griinden 
oft sogar erwunseht, einzelne Teilstueke zunaehst zuruekzustellen und 
sie dann naehzutragen. Diese Behandlungsweise ist aber fUr ein Bueh 
nieht angangig. Mit aus diesem Grunde wird man bei der Behandlung 
der Meehanik in Buehern vorwiegend die vorliegende Anordnung finden 
und nieht die Voranstellung der Kraftlehre. 

Das Bueh umfaBt in knapper Form das, was man von den Ab
solventen einer staatliehen hoheren Masehinenbausehule verlangen muB. 
Dieses Pensum weicht nieht wesentlieh von dem ab, was ein Hoehsehul-



IV Vorwort zur zweiten Auflage. 

absolvent beherrschen mul3. In der aus langer Lehrerfahrung gewon
nenen GewiBheit, daB der Anfanger sich in die Mechanik einfuhlen 
muB, und daB dieses Einfuhlen dem Hochschuler viel leichter falit, 
wenn er zunachst ohne die Benutzung der doch nicht spielend be
herrschten hoheren Mathematik an die Mechanikprobleme herantritt, 
halte ich das Buch zugleich geeignet fur den Hochschuler, d. h. fur 
den anfangenden Hochschuler. Es soll dabei nicht vergessen werden, 
daB die uberwiegende Zahl aller Maschineningenieure einige 90% ihrer 
Mechanikaufgaben an Hand des im vorliegenden Buche Gebotenen 
wird lOsen konnen. 

V orwort zur zweiten Auflage. 
Die gute Aufnahme, die der von mir verfaBte kurze "Leitfaden 

der Mechanik flir Maschinenbauer" gefunden hat, veranlaBt mich, dieses 
Buch bei der jetzt notwendig werdenden zweiten Auflage weiter zu ent
wickeln. Es wird durch die drei weiteren Bande "Hydraulik", "Festig
keitslehre", "Warmemechanik", welche im Laufe der nachsten zwei Jahre 
erscheinen werden, zu einem das Gesamtgebiet der Mechanik flir Ma
schinenbauer behandelnden Lehrbuch ausgebaut werden. Es erscheint 
mir das dringend, da· die Mechanik ein so festgeschlossenes Ganze 
bildet, daB ein Einzelteil, mag er ein Teilgebiet auch vollkommen be
handeln, ein Stlickwerk bleibt. Bestimmend kam flir mich die Erfah
rung hinzu, daB es flir die Lernenden wichtig ist, daB ihnen aIle Teile 
in ahnlicher Art geboten werden. Mag auch der Stoff und der Aufbau 
bei allen Mechanikbuchern so ahnlich sein, daB man Teil flir Teil aus 
verschiedener Hand nehmen kann, die Darstellungsart weicht in ihnen 
sehr stark ab und aus den Unterschieden in der Darstellungsart er
wachsen dem Lernenden groBe Schwierigkeiten. 

Die in dem vorstehenden Vorwort zur ersten Auflage angegebenen 
Grundsatze, werden auch bei der Abfassung der folgenden Bande fur 
mich maBgebend sein. Es werden die Ableitungen, soweit irgend moglich, 
elementar durchgeflihrt. Alles flir den Techniker wichtige wird durch 
Zahlenbeispiele erlautert werden. Diejenigen, die die hOhere Mathema
tik beherrschen, find en im Anhang die gleichen Ableitungen mit 
hOherer Mathematik. 

Stettin, im Oktober 1927. 

Dr.-Ing. K. Laudien, 
Oberstudiendirektor der Staatlichen H6heren Maschinenbau-, 

Schiffsingenieur- und Seemaschinistenschule in Stettin. 
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Einleitnng. 
Die Mechanik ist 

die Lehre von den Kraften, 
die Lehre von der Wirkung der Krafte auf die Korper. 

Die Wirkung der Krafte kann sich in zweierlei Weise auBern: 
erstens in einer Bewegungsanderung der Korper; 
zweitens in einer Formanderung der Korper. 

Den ersten Teil - die Lehre von den Kraften, soweit sie eine Be
wegungsanderung derKorper, d.h.die Lage der Korper im Raume, 
betreffen - behandeln die beiden Kapitel 

Statik und Dynamik. 
Man schlieBt diese beiden Kapitel allgemein unter dem nun enger 

gefaBten Begriffe "Mechanik" zusammen. Den Trennungsstrich 
zwischen ihnen zieht man in folgender W' eise : 

Handelt es sich urn eine Bewegungsanderung gleich Null, so 
gehort die Aufgabe in das Gebiet der Statik. (Man bezeichnet die 
Statik auch als Lehre vom Gleichgewicht der Korper.) 

Handelt es sich urn eine Bewegungsanderung, die nicht gleich 
Null ist, so fallt die Aufgabe in das Gebiet der Dynamik (siehe S. 145). 
(Eine Bewegungsanderung kann eine Anderung der Bewegungsrich
tung, eine Anderung der Bewegungsgeschwindigkeit oder eine 
Anderung von beiden sein.) 

Abb. 1 kennzeichnet eine Statikaufgabe. Es soll die Stiitzkraft X 
so bestimmt werden, daB der Balken Bunter der Last Q keine Be
wegungsanderung erfahrt. - Mit anderen Worten: Der Balken soIl in 
der gezeichneten Lage liegen bleiben. 

Abb. 2 und 3 kennzeichnen Dynamikaufgaben. Es soll (Abb. 2) 
die Kraft X bestimmt werden, die das GeschoB B aus der Ruhelage 
auf eine bestimmte Geschwindigkeit bringt. - Es soll (Abb. 3) die Be
wegungsanderung bestirnmt werden, welche der Korper D erfahrt, wenn 
die ihn stiitzende Unterlage U entfernt wird. 

Den zweiten Teil der Mechanik - die Lehre von den Kriiften, so
weit sie eine Formanderung der Korper, d. h. die Lage der einzelnen 
Korperteilchen zueinander betreffen - behandelt das Kapitel 

Elastizitats- und Festigkeitslehre. 
Abb.4 kennzeichnet in dieses Gebiet fallende Aufgaben. Es sollen 

die Abmessungen x und y des Balkens B so bestimmt werden, daB er 
unter der Last Q nicht zerbricht. Es soll die Durchbiegung bestimmt 
werden, die der Balken B durch die Wirkung der Last Q erfahrt. 

Laudien, Mechanik I. 2. Auf!. 1 



2 Einleitung. 

Den Zusammenhang zwischen den beiden Teilen Mechanik und 
Elastizitats- und Festigkeitslehre kennzeichnet folgendes Bei
spiel: Bevor man an die Berechnung eines Korpers nach der Festig
ke.itslehre gehen kann, muB man die auf ihn wirkenden Kriifte nach 
der Mechanik bestimmt haben. Es muB (Abb. 1) zunachst die GroBe 
der Stfitzkraft X ermittelt werden, ehe (Abb.4) die Abmessungen x 
und y des Balkens B berechnet werden konnen. 

Frfiher unterteilte man die Mechanik nach den physikalischen 
Eigenschaften der Korper, indem man folgende Unterkapitel schuf: 

Statik der festen, der flfissigen und der gasfOrmigen Korper; 
Dynamik der festen, der flfissigen und der gasfOrmigen Korper. 

Abb.2. 

Abb.1. 

Abb.3. Abb.4. 

Reute gibt man der physikalischen Eigenschaft das Ubergewicht 
und teilt zunachst nach ihr das ganze Gebiet ein, urn dann nach Statik 
und Dynamik zu trennen. Damit ergibt sich folgende Einteilung: 

1. Mechanik: Statik und Dynamik der festen Korper; 
2. Rydraulik: Statik und Dynamik der flfissigen Korper; 
3. Mechanik der gasformigen Korper. 

Dem letztgenannten Kapitel gibt man der einschneidenden Be
deutung der Warmewirkung wegen die Bezeichnung Warmemechanik. 

Daraus ergibt sich die Gesamteinteilung: 
I. 1. Mechanik. 2. Rydraulik. 3. Warmemechanik. 

II. Elastizitl1ts- und Festigkeitslehre. 

Der Mechanik, der Lehre von den auf Bewegungsanderung 
hinwirkenden Kriiften, mfissen zwei einleitende Kapitel voran
gestellt werden: 

1. Ein Kapitel fiber Bewegungslehre. 
2. Ein Kapitel fiber die physikalischen Grundgesetze der Kraft· 

wirkungen. 



A. Bewegnngslehre. 
Die Bewegungslehre behandelt die Beziehungen zwischen den 

GroBen Weg und Zeit und den auf diesen zwei GroBen aufgebauten 
Werten Geschwindigkeit und Beschleunigung. 

1. Gleichformige Bewegung. 
Man nennt die Bewegung eines Korpers eine gleichformige Be

wegung, wenn der Korper in gleichen Zeiten gleiche Weg
strecken zurucklegt. 

Bei gleichformiger Bewegung kommt ein Korper in der zweiten 
Zeiteinheit um die gleiche Wegstrecke voran wie in der ersten - in 
der dritten Zeiteinheit um wieder die gleiche Wegstrecke wie in der 
zweiten usw. Bezeichnet man die Zeitdauer mit t, die Weglange mit 8 

und den in der Zeiteinheit zuruckgelegten Weg mit v, so folgt: 8 = V • t ; 

8 = Weglange (spatium), 
v = der in der Zeiteinheit zuruckgelegte Weg (velocitas), 
t = Zeitdauer (tempus). 

Die in der Zeiteinheit zuruckgelegte Wegstrecke bezeichnet 
man als Geschwindigkeit. Mit dieser Bezeichnung lautet die obige 
Gleichung in Worten: 

Weg gleich Geschwindigkeit mal Zeit. 

Aus der Gleichung: 8 = V • t folgt v = T . 
N ach den in dem Einzelfalle fur Weg und Zeit gewahlten MaE

einheiten bestimmt sich die MaEeinheit der Geschwindigkeit. MiBt 
man den Weg in "Meter" und die Zeit in "Sekunden", so ist das 
MaB der Geschwindigkeit "Meter in der Sekunde" oder "Meter 
pro Sekunde". Setzt man den Weg in "Kilometer" und die Zeit in 
"Stunden" ein, so wird das MaE fur die Geschwindigkeit "Kilometer 
in der Stunde". In anderen Fallen wird man nach Millimetern und 
Minuten, Kilometern und Sekunden, Meilen und Stunden messen und 
damit die GeschwindigkeitsmaBe "Millimeter in der Minute", "Kilo
meter in der Sekunde", "Meilen in der Stunde" erhalten usw. 

(Das Kurzzeichen fur "Sekunde" ist "s". Es stimmt formal mit 
dem Formelzeichen fur die Weglange ,,8" uberein. Das Kurzzeichen 
fUr "Stunde" ist "h". Um Irrtumer zu vermeiden, ist die Schreib
weise "sek" fur Sekunde und "st" fur Stunde beibehalten.) 

Man schreibt diese Bezeichnungen: 
mjsek = Meter in der Sekunde; 
kmjst = Kilometer in der Stunde. 

s=v·t. (1) 
1* 



4 Bewegungslehre. 

Bei einer Messung des Weges in Metern und der Zeit in Sekunden ist 

8 = Meter, t = Sekunden, v = m/sek . 

Neben den obigen Bezeichnungen findet man die Ausdriicke "Se
kundenmeter, Stundenkilometer". Dieselben kennzeichnen die gleichen 
Werte wie Meter in der Sekunde, Kilometer in der Stunde, obschon 
sie scheinbar Meter mal Sekunden, Kilometer mal Stunden bedeuten. 

a) Gradlinige Bewegung. 
Beispiel 1. Welchen Weg legt ein Zug in 1 Stunde zuriick, wenn er sich 

in gleichformiger Bewegung mit einer Geschwindigkeit von 4 m in der Sekunde 
bewegt? 

t = 1 Stunde = 3600 Sekunden, 

Nach Gleichung (1) 

v = 4 m in der Sekunde = 4 mJsek . 

s = v • t = 4 - 3600 = 14400 m = 14,4 km = 14,4 Kilometer. 

Beispiel 2. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich ein Korper, wenn er 
bei gleichformiger Bewegung in 10 Minuten den Weg von 120 Meter zuriicklegt? 

t = 10 Minuten = 600 sek, 8 = 120 m . 
8 ~O _ 

8 = V • t , v = t = 600 = 0,2 m/sek = 0,2 Meter m der Sekunde. 

b) Kreisende Bewegung. 
Zur Kennzeichnung einer kreisenden Bewegung benutzt man den 

Begriff "Umlaufzahl ", "Drehzahl" - Zahl der in 1 Minute ge
machten Umdrehungen. Man bezeichnet die Umlaufzahl (Touren
zahl) mit dem Buchstaben n. 

In n Umdrehungen durchHiuft ein Korper n-mal den Weg einer 
Umdrehung. Bei einer Bahn vom Durchmesser D betragt der Weg 
einer Umdrehung D -n. Der Weg in n Umdrehungen ist D -n- n. 
Bei n Umdrehungen in einer Minute wird also der Weg D - n - n 
in einer Minute zuruckgelegt. Die Zeiteinheit 1 Minute in 60 Sekunden 
verwandelt, ergibt ffir die Umfangsgeschwindigkeit 

8 D·;n;·n 
v = t = 60 misek, 

v= 

v = Umfangsgeschwindigkeit in misek, 
D = Durchmesser der Bahn in Metern, 
n = Drehzahl in der Minute. 

(2) 

Beispiel 3. Welche Umfangsgeschwindigkeit hat eine Scheibe von 4 m 
Durchmesser bei 240 Umdrehungen in der Minute? 

Nach Gleichung (2) 
D·;n;·n 4·;n;·240 

v = 60 = 60 = 50,26 m!sek • 

Beispiel 4. Mit welchem Durchmesser ist eine Riemenscheibe auszufiihren, 
wenn sie eine Riemengeschwindigkeit (Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe) von 
25 mJsek bei n = 180 Umdrehungen pro Minute ergeben solI? 



Nach Gleichung (2) 

D·Jr·n 
v = 60 

Gleichformige Bewegung. 5 

D - ~~ - 25· 60 - 2 65 
- Jr. n - Jr. 180 -, m • 

Aus dem Werte n "Umdrehungszahl in der Minute", welcher 
angibt, wie oft pro Minute jeder Punkt der sich drehenden Scheibe 
einen Winkelweg von 360 0 zurucklegt, wird der Begriff der Winkel
geschwindigkeit abgeleitet. Man bezeichnet als Winkelgeschwindigkeit 
- gemessen im BogenmaB - die Umfangsgeschwindigkeit am Radius 
"1" . 

In jeder Minute legt ein Punkt den Weg 2· n· n zuruck; seine Ge
schwindigkeit, bezogen auf Sekunden als Zeiteinheiten, betragt danach 

2· ;0' n. Man gibt der Winkelgeschwindigkeit den griechischen Buch

staben w. 
2·Jr·n 

W= 
60 

(3) 

w = Winkelgeschwindigkeit ljsek. (Gesprochen: Eins durch Sekunde.) 
n = Umlaufzahl in der Minute. 

Die Winkelgeschwindigkeit hat das MaB ljsek. Der Zahler des Bruches 

Jr3~n ist eine Zahl, da der Durchmesser "2" nicht "2 Meter" bedeutet, 

sondern nur die "z a h I 2"; der N enner 30 ist aus dem Werte 60 Se
kunden entstanden. Der Nenner .ist also in Sekunden gemessen. 

Beispiel 5. Welche Winkelgeschwindigkeit hat eine Scheibe bei 300 Um
drehungen in der Minute? 

Nach Gleichung (3) 

Jr·n ",,·300 
HI = -30~ = --30- = 10 . ;r = 31,4 1jsek. 

Die Winkelgeschwindigkeit w und die Umfangsgeschwindigkeit v 
sind durch die Gleichung verbunden: 

v = w, r. 

v = Unfangsgeschwindigkeit mjsek; 
r = Radius der Kreisbahn m; 

w = Winkelgeschwindigkeit ljsek. 

(4) 

Die Winkelgeschwindigkeit, d. i. die Geschwin:ligkeit am Radius 1, 
verwandelt sich in die Umfangsgeschwindigkeit, wenn man fur die 
Zahll den Radius r Meter einsetzt. 

Beispiel 6. Welche Umfangsgeschwindigkeit hat ein 2 m yom Mittelpunkt 
entfernt liegender Scheibenpunkt, wenn die Scheibe mit der Winkelgeschwindig
keit w = 30 umliiuft? 

Nach Gleichung (4) 
v = w • r = 30 . 2 = 60 mjsek. 
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c) Graphische Darstellung der Gro.Gen: Zeit, Weg, Geschwindigkeit. 
Die drei GroBen - Zeit, Weg, Geschwindigkeit - lassen sich 

graphisch in dreierlei Art darstellen. Erstens in einem Zeit-Weg
Diagramm, zweitens in einem Zeit-Geschwindigkeit-Diagramm 
nnd drittens in einem Weg-Geschwindigkeit-Diagramm. 

Abb.5 zeigt das Zeit 
We g - Diagramm eines 
mit gleichformiger Ge
schwindigkeit beweg
ten Korpers. Als Ordi
naten sind die Zeiten, 

tlV als Abszissen die Wege 
~~---j--+ 

tJ/I aufgetragen. Es legt der 
.JooI~---'I[--------t----t-tJI Korper in der ersten Zeit-

tz spanne t1 die Wegstrecke 
~-f!f!!!=.--+---+----+----+'IJ-..I....!- 8 1 zuruck. Die Auftra-

gung von t1 und 8 1 gibt 
den Punkt 1. Er legt

Abb.5. Zeit·Weg-Diagramm fiir gleichfiirmige Bewegungen. darauf in der zweiten, 
gleichlangen Zeitspanne t2 

den gleichlangen Weg 82 zuruck. Diese Auftragung gibt den Punkt 2. 
Durch weitere Auftragung fur eine dritte Zeitspanne t3 und den dazu
gehorenden Weg 83 erhalt man den Punkt 3 usf. Der Bewegungs
vorgang wird durch die Grade 0-1-2-3-4 ... dargestellt. 

Die dritte GroBe, die Geschwindigkeit v des Bewegungsvorganges 
0-1-2 . .. ist in diesem Diagramm durch den Tangens des Neigungs
winkels IX der Linie 0-1-2-3 . .. gegen die Ordinatenachse darge
stellt. 

v = 81t, 

8 dargestellt durch die Abszissen, t durch die Ordinaten ergibt 

OA 
v = 81t =4A~ = tgIX. 

Die Linie O-I-II-III verbildlicht eine gleichfOrmige Bewegung 
mit groBerer Geschwindigkeit. Es werden bei dieser Bewegung die 
gleichen Wegstrecken 81 8 2 8 3 in den kurzeren Zeiten tl tIl tIll zuruck
gelegt. tg fJ ist groBer als tg IX . 

In der Praxis findet das Zeit-Weg-Diagramm Verwendung zur 
graphischen Auftragung von Fahrplanen. Abb. 6 kennzeichnet einen 
solchen technischen Eisenbahnfahrplan. Die Zeit wird hierbei von oben 
nach unten gem essen und unter Angabe der Tagesstunden aufgetragen. 
Auf der Abszissenachse werden die Wegstrecken als die Lange von 
Station zu Station gekennzeichnet. Die Stationen sind mit ABC . .. 
benannt. 

Der Linienzug 1 bis 13 stellt die Bewegung eines von A nach G 
fahrenden Zuges dar. Der Zug geht um 4h 35m in A ab, er erreicht die 
Station B um 4h 44m. Dort halt er bis 4h 45m, um dann nach C weiter-
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zufahren, wo er urn 4h 56m eintrifft. Der Aufenthalt auf der Station B 
ist durch die kurze vertikale Strecke 2-3 gekennzeichnet. Die Ge
schwindigkeit des Zuges ist wahrend dieser Zeit (4h 44m bis 4h 45m ) gleich 
Null. Da der Tangens des Neigungswinkels die Geschwindigkeit dar
stellt, ergibt sich die V e r t i k a 1 strecke im Linienzuge (v = tg LX = Null; 
<X = Null). Deren Verlauf erklart sich im iibrigen auch dadurch, daB 
wahrend einer gewissen Zeit kein Weg zuruckgelegt wird, d. h. einem 
Fortschreiten in der Richtung des Zeitverlaufes (vertikal) kein Fort
schritt in Richtung des Wegverlaufs (horizontal) zufallt. Die Geschwin
digkeiten auf den einzelnen Streckenstucken sind verschieden groB. 
Es fahrt der Zug auf der lfksom 
Strecke B-C langsamer 
als auf der Strecke C-D. :!-.. 

'113 
tg fJ ist kleiner als tg <X • ~ If hlf 

Fur die Benutzung 
eines solchen Eisenbahn
fahrplanes darf die Rich- 'l-hsr/!!. 
tung der Bewegung nicht 

Es ist bei den vorstehenden 
Gleichungen stillschwei
gendangenommen, daB n ur Sh10'" 
die Lange des Weges in 
den Gleichungen in Er
scheinung tritt. Bei Auf- 5 k ZOm 

gaben, in denen nur eine 
Bewegungsrichtung ver-
folgt wird, kommt die Rich- 5 k 30 

tung nicht in Betracht. 
In allen Fallen, in denen ShilOm 

es sich urn ein Hin - und "l: 

Weg 

Abb.6. Zeit-Weg-Diagramm. 
(Technischer EisenbahnfabrpJan.) 

Hergehen handelt, muB so
wohl fur den Weg als auch 
fur die Geschwindigkeit 
ein Unterschied zwischen 
den beiden Richtungen ge
macht werden. Man trennt 
die Richtungen durch das 

Zeit von oben nach unten gemessen. (Abb. 5 zeigt die 
umgekehrte MeBrichtung.) 

Vorzeichen. Die eine Richtung wird durch +, die andere durcn -
gekennzeichnet. 

Mit dem Minuszeichen wird man die Wege einzusetzen haben, 
welche der von G nach D fahrende Zug, dessen Bewegung die geknickte 
Linie I-VIII darstellt, durchmiBt. Mit dem Minuszeichen wird man 
zugleich auch die Geschwindigkeit einzusetzen haben, mit welcher 
dieser Zug fahrt. Dieses Minuszeichen fur die Geschwindigkeit ist 
zugleich durch die Gleichung v = tg y fixiert. Da y gr6Ber ist als 
90°, ist tgy negativ. 1m ubrigen ist es fur die Anwendung der 
Gleichungs = v· t gleichgultig, ob v und s beide das negative Vor-
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zeichen haben oder das positive. Die Zeit t wird in jedem FaIle eine 
positive GroBe. 

Ein Zeit-Gesch windigkeit-Diagramm zeigt Abb. 7. Die Zeiten 
sind als Abszissen aufgetragen, die Geschwindigkeiten als Ordinaten. 

'-------- t -------.1 

A 
/ 

Die gleichfOrmige 
Bewegung wird durch 
eine zur Abszissenachse 
parallellaufende Gerade 
dargestellt. Es bleibt 
die Geschwindigkeit v 
unverandert. 

Die dritte GroBe, der 
Weg, ist durch den Fla
cheninhalt des zwischen 
der Parallelen und der 
Abszissenachse liegen
den Rechtecks darge
stellt. Der Flachenin
halt ist geometrisch Abb.7. Geschwindlgkeit·Zelt·Diagramm fUr eine gieichformige 

Bewegung. bestimmt durch die 
Gleichung: Flache gleich 

Grundlinie mal Hohe. Die Grundlinie stellt die Zeit t dar, die Hohe 
die Geschwindigkeit v. Das Produkt V· t ist nach Gleichung (1) 
gleich 8. 

Den MaBstab fur den Weg gibt folgende Uberlegung: 1 qmm Flache 
ist das Produkt aus 1 mm Hohe mal 1 mm Breite. Bedeutet 1 mm 
Hohe z. B. 1/3 m/sek und 1 mm Breite z. B. 2 sek so stellt der aus dieser 
Multiplikation (1 mm Hohe mall mm Breite) hervorgehende qmm 
1/3, 2 = 2/3 m Weg dar. 1/3 m/sek • 2 sek = 2/3 m. 

Beispiel 7. WelchenWegstelltein Geschwindigkeitsdiagramm fiirv=3,0 m/sek 
ffild t = 104 s nach Abb. 7 dar? 

MaBstab fiir die Geschwindigkeit: 1 m pro Sekunde = 10 mm; 
MaBstab fiir die Zeit: 1 Sekffilde = 1/2 mm. 

Die Hohe des Rechtecks betragt 30 mm (3,0 m/sek . 10 mm). Die Grundlinie des 
Rechtecks hat die Lange von 52 mm (104 sek . 1/2 mm). Der Flacheninhalt des 
Rechtecks betragt damit 30·52 = 1560 qmm. 

1 mm Hohe bedeutet 0,1 m/sek. 1 mm Breite bedeutet 2 sek. 1 qmm Flache 
bedeutet 0,1 ·2 = 0,2 m Weg. Danach betragt der Weg 1560·0,2 = 312 m • 

..(8 = V • t = 104 . 3 = 312 m) • 

~.Das Geschwindigkeit-Weg-Diagramm unterscheidet sich bei 
der gleichformigen Bewegung zeichnerisch nicht vom Geschwindig
keit-Zeit-Diagramm. Bei einer Auftragung der Geschwindigkeit 
auf der Ordinatenachse und einer Auftragung der Wege in Richtung 
der Abszissenachse ist die Bewegung als Parallele zur Abszissenachse 
dargestellt. 

Die dritte GroBe, die Zeit, wird gleichfalls durch die Abszissen 
gegeben. Es nimmt t proportional 8 zu, da t = 8/V ist und v konstant 
bleibt. Es stellen die Abszissen sowohl die Wege als auch die Zeiten 
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dar. Der MaBstab fur die Zeitdarstellung berechnet sich aus dem MaB
stab fUr den Weg und aus der Geschwindigkeit. 1st z. B. die Geschwin
digkeit der Bewegung 2 m/sek und hat man den WegmaBstab mit 12 mm 
gleich 1 m Weg aufgetragen, so bedeuten die 12 mm zugleich die Zeit 
von 1/2 Sekunden. Denn bei v = 2 m/sek wird zu dem (durch 12 mm 
dargestellten) 1 m Weg die Zeit von 1/2 Sekunden benotigt. Der Zeit
maBstab ist also 24 mm gleich 1 Sekunde. 

2. Ungleichformige Bewegung. 
Als ungleichformige Bewegung bezeichnet man eine Bewegung, 

bei welcher in gleichen Zeiten ungleiche Wegstrecken zuruck
gelegt werden. 

Bei ungleichformiger Bewegung kommt ein Korper in der zweiten 
Zeiteinheit um eine andere Wegstrecke voran als in der ersten usw. 
Er bewegt sich mit veranderter Geschwindigkeit. 

Die Geschwindigkeit v, der Quotient aus Wegstrecke durch Zeit
einheit, ist nicht konstant, da zu den gleichen Zeiteinheiten (gleiche 
Nenner des Quotienten) ungleiche Wegstrecken (ungleiche Zahler des 
Quotienten) gehOren. Es gibt die Gleichung v = sit fur die verschiedenen 
Zeitpunkte verschieden hohe Werte v. Dabei muB man die Zeiteinheit 
uberhaupt auBerordentlich klein annehmen, urn zu einer richtigen Be
urteilung der Geschwindigkeit, die in dauerndem Wechsel begriffen ist, 
zu kommen. Man ist gezwungen, sich den in einem verschwindend 
kurzen Zeitteilchen bestehenden Zustand auf eine langere Zeit - z. B. 
eine ganze Sekunde - erstreckend zu den ken, urn die alten MaBe 
m/sek usw. anwenden zu konnen. 
In Wirklichkeit wird innerhalb 
einer jeden Sekunde die Geschwin
digkeit verschieden hohe Werte :t:: 
haben (siehe Anm. 1 am SchluB ~ 
des Buches). ~ 

Abb. 8 gibt die Darstellung .~ 
einer ungleichformigen Bewegung ~ 
im Geschwindigkeit - Zeit- ~ 
Diagramm. Nach Ablauf der 
Zeitlange tl betragt die Geschwin
digkeit fur ein unendlich kleines 
Zeitteilchen VI' Nach t2 hat sie 
die GroBe v2 angenommen, nach 
ta die GroBe va usw. 

Abb.8. Geschwindigkeit·Zeit·Diagramm fiir 
eine ungleichformige Bewegung. 

Bei der gleichformigen Be
wegung stellt eine Parallele zur Abszissenachse die Geschwindigkeit 
dar (siehe Geschwindigkeitskurve der Abb.7). Die Darstellung der 
ungleichformigen Bewegung zeigt ein Abweichen von der parallelen 
Lage in dem Punkte A um den Winkel iX, im Punkte B urn den Winkel fJ . 
Der Tangens dieser Abweichungswinkel tgiX, tgfJ usw. charak
terisiert die Geschwindigkeitsanderungen in den einzelnen Punk
ten (siehe Anm.2 am SchluB des Buches). 
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Legt man (Abb.9) zur Bestimmung des tg<x in A die Tangente an 
die Geschwindigkeitskurve, so bestimmt sich der Tangens als der 
Quotient (V2 - VI) durch (t2 - til. Der Zahler dieses Bruches - die 
Differenz der Geschwindigkeiten - hat den Wert m/sek. Der Nenner 
- die Differenz der Zeitlangen - hat den Wert sek. Die Anderung 
der Geschwindigkeit (V2 - VI), bezogen auf Zeitdauer wahrend 

~ 

~ 
~ I:: 

" " ~ 
~ 

t z 

! ~I-" 
~ H:z rtf ~ ~'C " I~ ~A~ ~ ~ ~ 1/ i-- t 
I ~~~ 
~"I 

.~ ~ 
/ 1 

f 
I 

bsek I---ta-
ZeIt 

2.5mm=1sek 

~ 
ti~ 
~~ 

,=>' 
'.;;:. 

ihres Verlaufes (t2 - til, bezeich
net man als Beschleunigung. Der 
Wert der Beschleunigung ist gleich 

tg <X = m/sek : sek = m/sek2 

(sprich Meter durch Sekunden
quadrat). 

Abb. 9. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm fiir cine 
ungleichfilrmige Bewegung. 

Betragt z. B. in Abb. 9 die 
Differenz zwischen v2 und vl 

27 mm, so bedeutet diese Di:f
ferenz in dem gewahlten 
GeschwindigkeitsmaBstab von 
36 mm = Im/sek 3h m/sek. Ist 
der zeitliche Abstand von 1 nach 2 
23,5 mm im gewahlten ZeitmaB
stab 2,5 mm = 1 sek also 9 sek 
so betragt die Beschleunigung 
im Augenblicke 

31. _ 1 I k2 
g-Ill mse . 

Es herrscht in einem Augenblicke nach Ablauf von ta sek die Geschwindig

keit Va = O,85m/sek und die Beschleunigung p = 112 m/sek2 • 

Gleichformig beschleunigte Bewegung. 

Ist die Anderung der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit, die Be
schleunigung, konstant, so nennt man die Bewegung eine gleich
f6rmig beschleunigte Bewegung. Es andert sich die Geschwindig
keit in gleichen Zeiten urn die gleichen Gr6Ben. 

<X) Gradlinige Bewegung. 
Man bezeichnet die Beschleunigung mit dem Buchstaben p. Bei 

konstanter Beschleunigung andert sich die Geschwindigkeit in jeder 
Sekunde urn den gleichen Betrag p. Betragt die Geschwindigkeit zu 
Beginn des Vorganges Vo (Anfangsgeschwindigkeit) und bezeichnet man 
mit v5 die nach 5 sek erreichte Geschwindigkeit, so gilt 

V5 = Vo + 5· p. 

In allgemeiner Formel gilt: 

v = vo + p. t. (5) 
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Vo = Anfangsgeschwindigkeit m/sek; 
v = Endgeschwindigkeit nach Ablauf von t Sekunden m/sek; 
t = Anzahl der Sekunden sek; 

11 

p = Beschleunigung (Zunahme der Geschwindigkeit in der Sekunde), 
m/sek2 • 

Beispiel 8. Welche Geschwindigkeit erreicht ein Korper nach 10 Sekunden, 
wenn die Anfangsgeschwindigkeit 5 mjsek betragt und die Beschleunigung 
p = 3 mJsek2 ist? 

v = Va + p. t, Vs = 5 misek, t = 10 sek, p = 3 m/sek2 , 

v = 5 + 3 . 10 = 35 m/sek. 

Handelt es sich nicht urn ein GroBerwerden der Geschwindigkeit, 
sondern urn ein Kleinerwerden derselben, so hat der Wert p das 
Minuszeichen. Es lautet die GIeichung (5) unverandert v = Vo + p. t. 
Nur ist in diese GIeichung der Wert p mit dem negativen Vorzeichen 
einzusetzen. Man nennt p dann Verzogerung. 

Beispiel 9. Welche Endgeschwindigkeit erreicht ein Korper in 6 Sekunden, 
wenn er von der Anfangsgeschwindigkeit va = 28 m/sek ausgehend eine Verzogerung 
von p = -3 m/sek2 erfahrt? 

Va = 28 m/sek, 

p = -3 m/sek2 , 

t = 6 sek, 

v = Vo + p • t = 28 + (-3) . 6 = 28 - 18 = 10 m/sek. 

Beispiel 10. Welche BescWeunigung hat ein Korper erfahren, wenn er in 
6 Sekunden von der Geschwindigkeit -120 m/s auf 180 m/sek kommt? 

V = 180 m/sek , Va = 120 m/sek , t = 6 sek , 

V = Vo + p • t , 180 = 120 + p . 6, 

60 = 6 p, 

1) = 10 m/sek2• 

Beispiel II. Welche Beschleunigung liegt bei einem Korper vor, der in 
6 Sekunden von der Geschwindigkeit -180 m/s auf 120 m/s kommt? 

V = 120 m/sek , Vo = 180 m/sek , t = 6 sek , 

V = Vo + p . t, 120 = 180 + p . t, 

-60 = 6p, 

P = -10 m/sek2. 

Es handelt sich nicht urn eine Beschleunigung, sondern urn eine Verzogerung, 
denn p ist negativ. 

Abb. 10 gibt fur die gleichformig beschleunigte Bewegung den Ver
lauf der Geschwindigkeit nach der Zeit aufgetragen: die Geschwindig
keiten-Ordinaten; die Zeiten-Abszissen. Es nimmt die Geschwindigkeit 
in der ersten Sekunde urn den Betrag 1 . P zu. Sie nimmt in der zweiten 
Sekunde urn wiederum 1 . P zu und, ganz allgemein gefaBt, in t Sekunden 
urn die GroBe t· p. Es ist 

VI = Vo + 1 . p, V = Vo + p. t. 
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Der Geschwindigkeitsverlauf ergibt eine Gerade. Die Neigung der
selben, ihre Abweichung von der Horizontalrichtung, ist 

p. t 
tg/X == -t- == p. 

Die Gleichung fiir den Weg, der bei einer gleichformigen beschleunig
ten Bewegung zurUckgelegt wird, leitet man an Hand des Geschwindig
keit-Zeit-Diagramms ab (Abb.11). 

Das Trapez OABO, das zur Geschwindigkeitslinie AB gehort, zer
legt man durch Vertikallinien in viele kleine Trapezchen. Jedes dieser 

Zeit 
Abb. 10. Gesehwindigkeit-Zeit-Dlagramm fiir eine 

gleichf5rm1g bescbleunigte Bewegnng. 

B 

I-e-----t----t 
Zeit 

Abb. 11. Geschwlndigkeit·Zeit-Dlagramm 
fiir eine gleichf5rmig bescbleun1gte Be
wegnng. - Best1mmung der Wegllmge. 

G1e\chung (8). 

kleinen Trapezchen kann der Geringfugigkeit des Unterschiedes zwischen 
Anfangsgeschwindigkeit v' und Endgeschwindigkeit v" wegen durch ein 

Rechteck von der mittleren Hohe 'II ~ 'II' ersetzt werden. Diese Recht

ecke stellen dann Geschwindigkeitsdiagramnie fiir viele" einzelne Be
wegungsvorgange gleichformiger Bewegung in der bei Abb.7 er
k1arten Art und Weise dar. Der Flacheninhalt aller dieser kleinen Recht
ecke ist ein MaB fiir den in den einzt:llnen kleinen Zeitteilchen zurUck
gelegten Weg, und die Summe aller dieser kleinen Rechteck£lachen 
stellt den Gesamtweg dar. Da die Flacheninhalte der kleinen Rechtecke 
denjenigen der kleinen Trapezchen gleich sind, stellt auch die Summe 
der kleinen Trapez£lachen den Gesamtweg dar. Da schlieBlich die 
kleinen Trapez£lachen in ihrer Gesamtheit die Flache des groBen 
Trapezes OABO bilden, ist diese einMaB fur den Gesamtweg bei 
der gleichformig beschleunigten Bewegung, die mit der An
fangsgeschwindigkeit Vo = 0.11 beginnend in t Sekunden (00) auf die 
Endgeschwindigkeit v (BO) kommt. 
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Aus den geometrischen Werten der Abb. II leitet sich folgende 
Gleichung fur die Wegstrecke abo 

Inhalt der Trapezflache 
OABO = OA +BG. 00 

2 ' 
vo+ v 

s=--2-· t . 

Vo = Anfangsgeschwindigkeit m/sek; 
v = Endgeschwindigkeit m/sek; 
t = Zeit Sekunden. 
8 = Weg m. 

(6) 

Den Bruch ~: v bezeichnet man als mittlere Geschwindigkeit 

und ersetzt ihn durch den Buchstaben Vm • Man schreibt dann die 
Gleichung (6) in der Form 

S=Vm·t. (7) 

Diese Form zeigt den gleichen Aufbau wie die Gleichung (1), welche 
fur die gleichformige Bewegung gilt. Man berechnet nach ihr den Weg, 
der in gleichformig beschleunigter Bewegung zuruckgelegt ist, wie den 
\Veg, der in gleichformiger Bewegung zuruckgelegt ist, indem man die 
konstante Geschwindigkeit der gleichformigen Bewegung durch das 

arithmetische Mittel Vm = Vo ~ v ersetzt (s. Anm.3 am SchluB des 
Buches). 

Beispiel 12. Welchen Weg legt ein Kiirper bei gleichfiirmig beschleunigter 
Bewegung in 8 Sekunden zuriick, wenn seine Anfangsgeschwindigkeit Vo = 4 mjsek 
und seine Endgeschwindigkeit v = 6 mjsek betriigt? 

Vo + v 4 + 6 10 
s = -2- . t = -2- ·8 = 2 . 8 = 40 m. 

Durch die Vereinigung der Gleichung (5) und (6) lassen sich eine 
Reihe weiterer Gleichungen bilden. 

Von den ffinf GroBen (vo, v, t, p, 8), die in diesen beiden Gleichungen 
vorkommen, mussen stets drei gegeben sein, da sich nur zwei Bestim
mungsstucke aus den zwei Gleichungen berechnen lassen. Je nachdem 
die einen oder anderen drei Stucke gegeben sind, und nur das eine oder 
andere der zwei ubrigen GroBen berechnet werden solI, wird man mit 
der einen oder anderen der weiteren Gleichungen am schnellsten zum 
Ziele kommen. (Es bieten diese weiteren Gleichungen (8) bis (10) im 
Grunde keine neuen Bestimmungsmoglichkeiten gegenuber den alten 
Gleichungen (5) und (6), die letzten Endes zur Losung aller Aufgaben 
genugen.) 

Setzt man in die Gleichung (6) fur v den in Gleichung (5) gegebenen 
Wert Vo + p. t ein, so folgt: 

Vo + Vo + p. t t 
8 = 2 • , 

P t 2 
S = Vo· t + -2- . (8) 



14 Bewegungslehre. 

Diese Teilung des 

zeichnet die Abb. 12. 

Werte vot, das 

Wertes 8 in die zwei Teile vot und p;2 kenn

Das Rechteck 0 AD C entspricht dem ersten 
pt2 
2 

E 

daruberliegende Dreieck dem zweiten Werte 

(Grundlinie t; halbe Hohe p ~ t) . 
Setzt man fur Vo den Wert v - p . t 

ein, so ergibt sich die neue Gleichung: 

~------t----~~ 

v-p·t+v 
8 = 2 . t, 

P t 2 
S = v· t - -2-. (9) 

Abb.12. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm 
fUr eine gleichformig beschleunigte Be
wegung. - Zerlegung des Weges nach 

Gleichung (8) und (9). 

Die Teilung des Wertes 8 in die zwei 

Teile v. t und _p;2 kennzeichnet eben

falls die Abb. 12. Das Rechteck OEBC 
entspricht dem ersten Werte V· t, das davon abzuziehende Dreieck 

p • t2 
EAB dem zweiten Werte ---2-. 

Beispiel 13. Welchen Weg legt ein Korper in lO Sekunden zuriick, wenn er 
eine .Anfangsgeschwindigkeit Vo = 5 m/sek besitzt und sich mit einer Beschleunigung 
p = 2 m/sek 2 bewegt? 

v = Vo + pt = 5 + 10 . 2 = 25 m/sek. 

_ Vo ~ t _ 5 + 25 10 - 150 s- 2 - 2 . - m, 

( P t2 2 . 102 ) 
8 = Vo • t + 2 = 5 . 10 + ---2-- = 150 m . 

Beispiel 14. Welchen Weg legt ein Korper in 12 Sekunden zuriick, wenn 
seine Endgeschwindigkeit v = 40 m/s betragt ]Ind er sich mit einer Verzogerung 
p = - 3 m/sek2 bewegt? 

v = Vo + p. t, 40 = Vo + (-3) . 12, Vo = 76 m/sek, 

_ Vo + v t _ 76 + 40 12 - 696 s - 2 - 2 . - m, 

( P t2 ( -3) . 122 ) 
8 = vt - 2 = 40 . 12 - 2 = 696 m . 

Setzt man in die Gleichung (6) den aus Gleichung (5) gewonnenen 
v-v v +v 

Wert t = T ein, so geht dieselbe aus 8 = ~ tuber in 

8 = Vo + v • v - Vo 

2 p' 

v2 _ v2 _ 0 

s - 2p (10) 
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Beispiel 15. Welchen Weg legt ein Korper zuruck, wahrend er mit der Be-
schleunigung p = 3 m/sek2 von 40 m/sek auf 70 m/sek kommt? 

Vo = 40 mis, v = 70 mjs , p = 3 mjsek2 , 

v = Vo + p . t , 70 = 40 + 3 . t , t = 10 sek , 

s = Vo + v • t = 40 + 70 . 10 = 550 m, 
2 2 

( _ v2 - v~ _ 702 - :t02 _ 4900 - 1600 _ ) 
8 - 2 p - 2 . 3 - 6 - 550 m . 

/3) Der freie Fall. 

Ein Spezialfall der gleichformig beschleunigten Bewegung ist der 
freie Fall. 

Frei fallende und frei aufsteigende Korper bewegen sich, 
wenn man den EinfluB des Luftwiderstandes auf den Bewegungsvor
gang vernachlassigt, gleichformig beschleunigt bzw. gleichformig 
verzogert. Die Beschleunigung hat den Wert von 9,81 mjsek 2• Man 
gibt derselben den Buchstaben g. 

Damit lauten die Gleichungen (5), (8), (9), (10) 

v = Vo + gt, 
gt2 gt2 

V = vot + 2 = vt - 2' 

v2 - v~ 
8=~. 

Beispiel 16. Welchen Weg durchfallt ein Korper in den ersten 5 Sekunden 
nach dem Loslassen? 

Vo = 0, p = g = 9,81 mjsek2, v = Vo + g . t = 0 + 9,81 . 5 = 49,05 m/sek, 

s ~~~ . t = 0 + 49,05 .5 = 122,625 m, 
2 2 

Da man es beim freien Fall in den meisten Fallen mit einer An
fangsgeschwindigkeit gleich Null zu tun hat, vereinfacht man die 
Gleichungen (5), (8) fur diese Sonderaufgaben 

v=g·t, (11) 

Da es sich um eine vertikal liegende Wegstrecke handelt, setzt 
man ferner fur den Buchstaben 8 den Buchstaben h (Rohe) ein. Damit 
lautet die Gleichung 

gt2 
h=T' 

Aus der Gleichung (10) folgt bei·vo = 0 

v2 

8=--=h, 2g 
v2 =2gh, 

v=y2gh, 

(12) 

(13) 
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h = Fallhohe m; 
v = Aufschlaggeschwindigkeit mjsek; 
fl = Erdbeschleunigung mjsek2• 

Beispiel 17. Mit welcher Geschwindigkeit schliigt ein aus 45 m H6he fallender 
K6rper auf? 

g = C'0 10 mjsek2, v = Y2 . 10 . 45 = yooo = 30 mjsek. 

Beispiel 18. Mit welcher Geschwindigkeit geht ein senkrecht aufwiirts mit· 
einer .Anfangsgeschwindigkeit von 150 mjsek emporgeschleuderter K6rper durch 
eine 1000 m Mher liegende Niveaufliiche? 

vo = 150 m/sek , g=-lOm/sek 2 , 8=lOoom, 

v -150 150 - v 
v = vo + (-10) t, t = -----=--ro- = -W--' 

vo + v 150 + v 150 - v 
8 = -2-' t = --2-' -1-0-' 1000·2·10 = 150 2 - v2 , 

- v 2 = 20000 - 22500 = 2250 - v = 47,3 m/sek. 
~ 

Beispiel 19. Welchen Weg durchfiillt ein K6rper in der vierten Sekunde? 
Zu .Anfang der vierten Sekunde, d. i. nach 3 Sekunden, hat der K6rper die 

Geschwindigkeit Vo = g . t = 10 . 3 = 30 m/sek. Zu Ende der vierten Sekunde 
betriigt seine Geschwindigkeit v = g • t = 10 . 4 = 40 m/sek , 

s = Vo + ~ . t = 30 + 40 . 1 = 35 m • 
2 2 

y) Kreisende Bewegung. 

Fur die gleichformig beschleunigte Bewegung eines Korpers in einer 
Kreisbahn kann man die Gleichungen (5) und (6) benutzen: 

v = vo + p' t, 

Vo = Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn des Beschleunigungsvor
ganges mjsek; 

v = Umfangsgeschwindigkeit bei Ende des Beschleunigungsvor
ganges m/sek; 

t = Zeitdauer des Beschleunigungsvorganges sek; 
p = Umfangsbeschleunigung (Beschleunigung am Umfange im Um

laufsinn, d. h. tangential gemessen) m/sek 2 ; 

8 = Umfangsweg m . 

Beispiel 20. Mit welcher Umfangsbeschleunigungbewegt sich ein Punkt 
am Umfange einer Scheibe von 4 m Durchmesser, die in 10 Sekunden von der 
Umdrehungszahl 120 auf die Umdrehungszahl 180 in gleichf6rmig beschleunigter 
Bewegung gebracht wird? 

_ D:n: no _ 4 . :n: . 120 _ 8 
Vo - 60 - 60 -:n: , 

4·:n:·180 
V= 60 = 12:n:, t = 10, 

12:n: - 8:n: 2 
v;=vo +pt=12:n:=8:n:+p.lO, p= 10 =0,4:n:m/sek. 

Man verfolgt die Beschleunigungsvorgange an kreisenden Korpern 
jedoch besser durch ein Rechnen mit den Winkelgeschwindigkeiten 
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und charakterisiert den Verlauf der Beschleunigung dann durch die 
Winkelbeschleunigung. 

Geht eine Scheibe von der Winkelgeschwindigkeit Wo in t Sekunden 
bei gleichformig beschleunigter Bewegung zur Winkelgeschwindigkeit w 
fiber und bezeichnet man die Winkelbeschleunigung mit B, so gilt 

()) = ())o + (! • t; (14) 

Wo = Winkelgeschwindigkeit bei Beginn Ijsek; 
w = Winkelgeschwindigkeit zu Ende ljsek; 
t = Zeitdauer in Sekunden; 
B = Winkelbeschleunigung Ijsek2. 

Daraus folgt 
;jJ - COo 

B=-t~ 

Da der Zahler in (ljsek - ljsek) in Ijsek gemessen ist und der 
Nenner Sekunden bedeutet, folgt ffir B der Wert Ijsekjsek = Ijsek2 
(s. Anm.4 am SchluB des Buches). 

Beispiel 21. Welche Winkelbeschleunigung erfahrt eine Scheibe, wenn sie 
bei gleichformiger Beschleunigung in 10 Sekunden von einer Umlaufzahl rbt = 120 
Umdrehungen in der Minute auf n2 = 240 Umdrehungen in der Minute kommt? 

Die Winkelgeschwindigkeit betragt zu Beginn 

n· n1 n ·120 
wl=~=3O=4.n. 

Die Winkelgeschwindigkeit hat am Ende den Wert 

n·n2 n·240 
W2 = -30- = 30 = 8· n. 

Die Winkelbeschleunigung 

_w2-wl_8n-4n_041/sek2. 
E- t - 10 -, n 

Die Winkelbeschleunigung B (Beschleunigung am Radius r = 1) 
hangt mit der Umfangsbeschleunigung p zusammen nach der Gleichung 

p = r· (!; (15) 

p = Beschleunigung am Umfang (mjsek2) in tangentialer Richtung; 
r = Radius der Kreis bahn m; 
B = Winkelbeschleunigung Ijsek2 . 
Diese Gleichung ergibt sich, wenn man in Gleichung (4) v = r· w 

ffir den Wert v p. t und ffir den Wert W B' t einsetzt, 

p·t=r·B·t, p=r·B. 
Beispiel 22. Welche GroBe erreicht die Umfangsgeschwindigkeit einer 

Scheibe von 4 m Durchmesser, wenn dieselbe 10 Sekunden lang mit der Winkel
beschleunigung e = 2 l/sek2 von der Anfangsdrehungszahl no = 240 aus beschleunigt 
wird? 

Wo = n· n~ = n . 240 = 8 . n , 
30 30 

w = Wo + e . t = 8 . n + 2 . 10 = '" 45 l/sek, 

v = W • r = 45 . 2 = 90 m/sek. 

Landien, Mechanik I. 2. Anf!. 2 
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Den Kreisweg berechnet man bei gleichformig beschleunigter Be
wegung als Umfangsweg nach den Gleichungen (6), (8), (9) 

v + Vo pt2 P . t2 
8 = ~2- t = vo' t + 2 = v . t - -2- ; 

Vo = Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn der Bewegung mjsek; 
v = Umfangsgeschwindigkeit am Ende der Bewegung mjsek; 
p = Umfangsbeschleunigung mjsek2 ; 

t = Zeitdauer in Sekunden sek. 
Beispiel 23. Welchen Weg legt ein in einer Bahn von 5 m Durchmesser mit 

gleichfOrmig beschleunigter Bewegung kreisender Korper in 10 Sekunden zurtick. 
wenn die Umlaufzahl in dieser Zeit von no = 120 Umdrehungen pro Minute auf 
n = 150 Umdrehungen pro Minute stf,iigt? 

Dnno 5· n . 120 
Vo = ----00- = 60 = IOn, 

D""n 5 . n . 150 
v = -60- = 60 = 12,5n, 

Vo + V IOn + 12,5"" 
s = ~-2~ . t = 2 dO = 112,5 . n = 304 m • 

FUr ein Rechnen mit den Winkelgeschwindigkeiten Wo und W und 
der Winkelbeschleunigung f gilt die Gleichung: Winkelweg = mittlere 
Winkelgeschwindigkeit mal Zeit 

2 . i . :Jl = roo + w • t 
2 

(i Anzahl der zuruckgelegten Umdrehungen). 

Dieselbe folgt aus der Gleichung 8 = vo: v . t, wenn man fur den 

Umfangsweg 8 den Wert i . D· :Jl einsetzt, und fur die Geschwindigkeiten 

d d · UT D d D. f"brt Vo un v 18 vv erte r· Wo = 2 Wo un r . W = 2 W 8ln u . 

. D D.wo+D·w 
t· 'n= 2.2 ·t, 

2 • i . :rr = Wo + W • t . 
2 ' 

i = Anzahl der zuruckgelegten Umdrehungen; 
Wo = Winkelgeschwindigkeit zu Beginn l/sek; 
W = Winkelgeschwindigkeit zu Ende l/sek; 
t = Zeit sek. 

(16) 

Man rechnet auch hier, ahnlich wie bei der geradlinigen Bewegung 
(s. S.13) mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit. Es geht 

beim Einsetzen von Wm fur _wo: 0) die Gleichung (16) uber in 

2 . i . :rr = Wm • t . 
Beispiel 24. Wieviel Umdrehungen legt eine Scheibe zurtick, wenn sie 

vom Stillstande in 15 Sekunden bei gleichformig beschleunigter Bewegung auf die 
Winkelgeschwindigkeit 12n kommt? 

0+12 
Wm = ~-2-- = 6", 2 . i . " = 6 . " . 15, 

6 . " . 15 
i= 2 =45. ." 
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Beispiel 25. Welche Zeit vergeht bis zum Stillstande einer Scheibe, wenn 
dieselbe von einer Winkelgeschwindigkeit w = 8:n: ausgehend bei gleichftirmig 
verzogerter Bewegung bis zum Stillstande noch 70 U mdrehungen zurUcklegt? 

2 . i . :n: = Wm • t , 8:n:+0 . 
wm =--2-=4:n:, i = 70, 

2 . 70 . :n: = 4 . :n: • t , 2 ·70·:n: 
t = 4 = 36 sek. .:n: 

Der Techniker rechnet bei derartigen Beschleunigungs- und Ver
zogerungsvorgangen nicht mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit, 
sondem mit der mittleren Umlaufzahl. Ein von no auf n sich in 
gleichformig beschleunigter Bewegung beschleunigendes Rad hat eine 

mittlere Umlaufzahl nm = no ~ n. Die Gleichung (16) geht unter Ein
setzen von 

in 

und 

2 . Wo + W t 
;n;'~=--2-' tiber in :n:. no +:n:. n t = 2" ". 

30.2 ;n; ~, 

i = Anzahl der Umdrehungen; 
no = Umdrehungszahl in der Minute zu Beginn; 
n = Umdrehungszahl in der Minute zu Ende; 
t = Sekunden. 

Durch Einftihren der Minutenzahl tl geht die Gleichung (17) tiber in 

._no+n t 
t--2-" 1 

Beispiel 26. Die Auslaufbewegung einer Scheibe von no = 100 bis n = 0 
ergibt volle 80 Umdrehungen. Welche Zeit vergeht bis zum Stillstand der Scheibe, 
wenn die Verzogerung gleichformig ist? 

i=no+n t , 
2 

80 = 100 + O. 
2 

t = 1,6 Minuten = 96 Sekunden • 

<5) Graphische Darstellung der GroBen: Zeit, Weg, Ge
schwindigkeit, Beschleunigung bei der gleichformig be

schleunigten Bewegung. 
Die vier GroBen 1. Zeit, 2. Weg, 3. Geschwindigkeit und 4. Beschleu

nigung lassen sich graphisch in sechserlei, Art darstellen. Man kann 
ein Zeit-Weg-, ein Zeit-Geschwindigkeit-, ein Zeit-Beschleunigung-, 
ein Weg-Geschwindigkeit-, ein Weg-Beschleunigung- und schlieBlich 
ein Geschwindigkeit-Beschleunigung-Diagramm auftragen. Wichtig ist 
neben dem bereits bei der Ableitung der Gleichung (6) benutzten Ge
schwindigkeit-Zeit-Diagramm nur noch das Zeit-Weg-Diagramm. 

2* 
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Zur Auftragung desselben berechnet man die zu den einzelnen Zeiten 

gehOrenden Wege nach der Gleichung 8 = Vo t v t und tragt sie dann 

auf. Dabeiwahlt man im Gegensatz zu dem bei den technischen Eisen
bahnfahrplanen iiblichen Verfahren der Auftragung der Zeiten als Or
dinaten eine Auftragung der Zeiten als Abszissen. 

~~----------~~ 

Abb. 13. Weg-Zeit-D1agramm fiir elne g1eichformlg 
beschieunlgte Bewegung. 

Abb.13 zeigt ein Weg-Zeit-Diagramm 
also p.t2 p.12 p.l 

8 = -2-' 8 1 = -2- = -2-' 

'P • 32 P • 9 
83 = --2- = -2- ... , 

I 
i 
i 

I 

Abb. 14. Nocken fiir gieichformig be-
8chieunigte Bewegung der Rolle R. 

fur den Sonderfall Vo = 0 • 

p.22 p.4 
82 = --2- = -2-' 

Die Wegkurve ist eine Parabel. Die Geschwindigkeiten werden in jedem 
Augenblicke durch den tg IX dargestellt. IX ist der Neigungswinkel der 
an die Kurve gelegten Tangente 

8 
tglX = t = v. 

Diese Parabel kann man benutzen, wenn man einen Nocken kon· 
struieren will, der eine gleichformig beschleunigte Bewegung erzeugen 
solI. Abb.14 kennzeichnet eine solche Konstruktion. Die Rolle R, 
d. h. ihr Mittelpunkt, wird bei der Drehung des N ockens um den Winkel IX 

um 86 gehoben. Auf 1X1 = t IX kommt dann der Hub 81 = 85/25, auf 
1X2 = t IX kommt 82 = -.is 85 usw. 

3. Aus gleichformigeT und gleichformig beschleunigter 
Bewegung zusammengesetzte Bewegungsvorgange. 
Die Bewegungsvorgange der Technik setzen sich in den meisten 

Fallen aus einem Beschleunigungsvorgange, einem Verzogerungsvor-



Zusammengesetzte Bewegungsvorgange. 21 

gange .,und einer dazwischenliegenden gleichformigen Bewegung zu
sammen. Die Aufzuge z. B. fahren aus dem Ruhezustande mit Be
schleunigung an, verharren dann einige Zeit mit gleichfOrmiger Bewegung 
auf ihrer Hochstgeschwindigkeit und verzogern dann ihre Geschwindig
keit bis zum Stillstehen. Auch 
bei den Zugen handelt es sich 
um eine solche Zusammen
setzung dreier verschiedener 
Bewegungsvorgange. W enn ~ 
in der Aufgabe 1 die Bewegung ~ 

eines Zuges einfach als eine ~ ~ 
gleichformige Bewegung an- j:§ 
gesetzt wurde, so ist dabei nur Q 

ein Zeitteil der Gesamtbe- ~. 
wegung eines Zuges verfolgt. 
Der einleitende Beschleuni
gungsvorgang und der ab
schlieBende Verzogerungsvor-

~-------t--------~ 

gang sind nicht berucksichtigt. 
1m allgemeinen sind bei Zugen 
diese beiden Zeiten fur Anfang 
und Ende so kurz, daB man 

Abb. 15. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm fUr einen 
aus einer gleichiormig beschleunigten, einer gleich
fOrmigen und ciner gleichfOrmig verzogerten Bewegung 

zusammengesetzten Bewegungsvorgang. 

auf ihre rechnerische Verfolgung verzichten kann. Nur bei der Berech
nung von Fahrzeiten auf ganz kurzen Strecken - StraBenbahnfahr
zeiten - kommt eine Berucksichtigung des Anfahr- und Bremsvorganges 
in Betracht. 

Das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm verlauft nach Abb. 15: 

tl = Zeit fUr den Beschleunigungsvorgang sek; 
t2 ·= Zeit fUr die gleichformige Bewegung sek; 
t3 = Zeit fur den Verzogerungsvorgang sek ; 
81 = Weg fUr die Anfahrperiode m; 
82 = Weg fUr die gleichfOrmige Bewegung m; 
8 3 = Weg fUr die Verzogerungsperiode m. 

Bezeichnet man die Hochstgeschwindigkeit mit Vmax und setzt die 
Anfangsgeschwindigkeit der ersten Periode sowie die Endgeschwindig
keit der dritten Periode mit Null ein (Stillstand), so ergeben sich die 
drei Gleichungen: 

_ Vo + v t _ 0 + vmax t _ vmax t 
8 1 - --2-- 1 - 2 1 - 2 l' 

82 = V • t2 = Vmax • t2 , 

- Vo ~ t - 1!,nax + J? t _ Vmax t 
8 3 - 2 3 - 2 3 - 2 3 • 

Der Gesamtweg 8 = 81 + 82 + 83 ist 

( ) Vmax 
S = t1 + t3 -2- + t2 • Vmax , 

- (t + t + t ) Vmax + t lJmax - 1 II 3 ~ 2' -2- . (18) 
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Bezeichnet man die Gesamtzeit mit t, so lautet die Gleichung 

Vmax t + Vmax t s = -2- --2-· 2· (19) 

Beispiel 27. Welche Gesamtzeit braucht ein Aufzug fiir 30 m Hohe, wenn 
er mi~ VIDax = 4 m/sek fahrt, die Anfahrbeschleunigung P1 = 0,8 m/sek 2 und die 
Bremsverzogerung Pa = -1,0 m/sek 2 betragt? 

Beschleunigungsperiode: 

Bremsperiode: 

v = Vo + P3 . t3 , 

Vo = 0, v = VIDax = 4 m/sek , 

4 
t1 =-=5sek, 

0,8 

Vo + v 0+4 
81 = -2- . t1 = -2- . 5 = lO m . 

Vo = VIDax = 4 m/sek , v = 0, 

f3 = {= 4sek, 

Vo + v 4 + ° 
83 = -2- . t3 = -2- . 4 = 8 m . 

Gleichformige Bewegung: 

P1 = 0,8 m/sek 2 , 

P3 = -1 m/sek 2 , 

8 = 81 + 82 + 8a , 

82 =V.t2 , 

82 = 8 - 81 - 83 = 30 - lO - 8 = 12m, 

V=Vmax , 

82 12 
t2 = -- = - = 3 sek , 

Vmax 4 

t = 11 + t2 + t3 = 5 + 3 + 4 = 12 sek. 

Beispiel 28. Mit welcher Hochstgeschwindigkeit muE ein Aufzug fUr 32,4 m 
Hubhohe betrieben werden, wenn er mit einer Gesamtzeit von 17 Sekunden aus
kommen soIl, bei einer Anfahrbeschleunigung von 0,6 m/sek 2 und einer Brems
verzogerung von 0,8 m/sek 2 ? 

t1+t2+t3=17, 

P1 = 0,6 m/sek 2 , 

VIDax = ° + 0,6 t1 , 

Vmax 

t1 = 0,6 ' 

Nach Gleichung (19) ist 

81 + 82 + 83 = 32,4 , 

P3 = -0,8 m/sek 2 , 

° = VIDax + (-0,8) f3 , 

Vmxa 

t3 = 0,8 . 

Vmax Vmax 
17 . 2- + t2 • -2- = 32,4 , 

Vmax Vruax 
t2 = 17 - t1 - f3 = 17 - -- - -- . 

0,6 0,8 

Durch Einsetzen dieses Wertes von t2 in die vorstehende Gleichung wird: 

85 + (17 _ VIDax _ VIDax) Vmax = 324 , Vrnax 0,8 0,6 2 ' , 

4,08 VIDax + 4,08vroax - 0,3 vmax 2 - 0,4 vmax 2 = 15,552, 

0,7 vm,x 2 - 8,16 VIDax = 15,552, 

Vmax = 2,4 m/sek. 
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4. U ngleichfOrmig beschleunigte Bewegung. 
Abb. 16 gibt in dem kurvenartigen Verlauf der nach der Zeit auf

getragenen Geschwindigkeit die Darstellung einer ungleichformig be
schleunigten Bewegung. Von Augenblick zu Augenblick andert sich die 
Neigung der Kurve gegenuber der Horizontalen, d. h. es andert sich 
dauernd IX und die dem tgiX gleiche Beschleunigung p (s. Abb.9). 

Die ungleichformig beschleunigte Bewegung entzieht sich damit 
der Verfolgung des ganzen Bewegungsvorganges in einer einzigen 
Rechnung. Man ist bei solchen Bewegnngsvorgangen gezwnngen, den 
ganzen Vorgang zu unterteilen und die einzelnen Teile desselben an
genahert als gleichformige oder gleichfOrmig beschleunigte Bewegungen 

Abb.16. Geschwindigkeit·Zeit·Diagramm. Tachographendiagramm. 

zu behandeln. Man ersetzt zu diesem Zweck die Kurve durch einen 
ihr sich anpassenden Zug gerader Linienstucke. Dann charakterisiert 
jedes einzelne gerade Linienstuckchen eine gleichformige oder gleich
fOrmig beschleunigte Bewegung, deren rechnerische Verfolgnng nach den 
Gleichungen in Abschnitt 1 und 2 erfolgen kann. 

In der Mehrzahl der Falle ist der Bewegungsvorgang durch ein 
mittels Tachographen aufgenommenes Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm 
gegeben, und es wird die Berechnung der Weglange und des Beschleu
nigungsdiagramms verlangt. 

Abb.17 zeigt ein solches Tachographendiagramm. Dasselbe ist in 
der oben gekennzeichneten Art in 8 Teile unterteilt. 

Fur den ersten Teil berechnet sich aus dem Dreieck 01 A , d. h. aus 

der Endgeschwindigkeit VI und der Zeit tl der Weg mit 8 1 = 0 ~ VI t 1 • 

In gleicher 'Weise ergibt sich aus dem Trapez lAB2 der Weg 
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Es ergeben sich ffir den Verlauf des Tachographendiagramms nach 
der geknickten Linie der Abb. 17 die Werte 

1 
tl = 3 I t2 = 5,7 1 t3 = 7,51 t, = 5 1 to = 2,31 t6 = 6,9 

Vo = ° VI = 0,4 I v2 = 5,85 V3 = 8,6 v, = 8,8 Vs = 8,3 V6 = 2,1 

t7 = 3,8 I ts = 2,8 sek 

V7 = 0,35 , Vs = ° m/sek. 
10 msel< 
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Abb. 17. Tachographendiagramm zeriegt in 8 Geschwindigkeit-Zeit-Diagramme fiir gieichfiirmig 
beschieunigte bzw. verziigerte Bewegungen. 

Daraus berechnen sich mit: 

8 =~0,4.3 
1 2 ' 

0,4 + 5,85 - 7 
82 = 2 • 0, , 

_ 5,85 + 8,6 . 7 5 
8 3 - 2 , ... 

10m.&ek 

~ ---~ ./ "\. 

~ ,/ \ 
~ \ 
~ I ~ ~ h'" ~ 
lJ I \ 
~ I ~. 

'5 1,/ ~~I 
:JfIm '!({um 7qll"(" ~ , 

• '-S.--8.- -s".-----.. "~~I--R~1.I1. s. Z 
1 

J If S5 
Weg 

Abb.18. Geschwindlgkeit-Weg-Diagramm zu dem 
Tachographendiagramm Abb. 17. 

die Werte: 

81 = 0,6m, 
82 = 17,8 m, 
8 3 = 54m, 
84 = 43,5m, 
85 = 19,6m, 
86 = 35,9m, 
8 7 = 4,7m, 
8 8 = 0,49 m. 

Das Geschwindigkeit-Weg
Diagramm verlauft dann nach 
der Abb.18. 
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In ahnlicher Weise konstruiert man .aua .einer gegebenen Nocken
form die Beschleunigungen in den verschiedenen Augenblicken (Abb. 19). 
Die Teilung von IX in 5 Teile 1X1' 1X2 • •• ergibt die Wegstrecken 
81 ,82 ••• Aus der Weg-Zeit-Kurve Abb. 20 bestimmt sich die Geschwin
digkeit-Zeit-Kurve Abb.21. Es sind einzelne Tangenten an die Weg-

Zeit-Kurve gelegt. Ihre Neigungen 151 , 

152 , 15a . .. bestimmen in den Werten 
tg 151 , tg 152 , tg 15a ... die Geschwindig-
keiten v1 , va, va ... (s. Abb.8). Die 

1 2 J 5 

i 

-Zeit 
Abb. 19. Nocken. Abb. 20. Weg- und Zeitkurve zu dem Nocken (Abb. 19). 

an verschiedene Punkte der Geschwindigkeit-Zeit-Kurve gelegten 
Tangenten bestimmen mit ihren N eigungen P1' /3a, fJa... die Be
schleunigungen P1' Pa, Pa ... (s. Abb. 8). Daraus folgt Abb. 22, welche 
die Beschleunigungen nach der Zeit aufgetragen zeigt. Es geht aus 
Abb. 22 hervor, daB eine 1 2 If 
groBe Beschleunigung am 
Anfange vorhanden ist und 
dann eine stetig sinkende 
Beschleunigung. . ..... 

FUr den Kurbeltrieb ~ 
nach Abb. 23 ergeben sich . ~ 

-!::: folgende Daten. Man kann ~ 
die Pleuelstange S in jedem ~ 
Augenblicke als um den )I/!~..£:21L:....JL...L...t:.I!±;;l;;;;;;;2~!I:!!! __ J#~ 
Punkt M sich drehend an- -Zeit 
sehen. Es bewegt sich der Abb. 21. Geschwindigkeit·Zeit-Kurve zu dem Nocken 

(Abb.19). 
eine Endpunkt von ihr (1) 
auf der Geraden I-I, das ist eine Drehbewegung, um einen Pol, der 
auf der Linie N liegen muB; der andere Endpunkt (2) hat die Be
wegungsrichtung u, die auf der Linie R-R senkrecht steht. Ihre Be
wegung kann aufgefaBt werden als ein Sichdrehen urn einen auf R-R 
liegenden Pol. Der Schnittpunkt von N-N und R-R ist M. M ist 
also der zu der augenblicklichen Stellung von S gehOrende Pol. Diese 
Drehbewegung ergibt folgenden SchluB: Die Geschwindigkeit v des 
Punktes 1 verhalt sich zur Geschwindigkeit u des Punktes 2 wie M 1 : M 2. 
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Die Ahnlichkeit der Dreiecke 1M2 und A02 ergibt mit v: u 
=M1:M2 

v:u=OA:02, 

1 2 J 5 

~ p., 
.~ 
~ 
~ 
"B 
"5 

~ 

---Zett 
Abb. 22. Beschleunigung-Zeit·Kurve zurn Nocken (Abb. 19). 

Abb. 23. Kurbeltrieb. 

tlingang 
• 

Abb.24. 

02 ist der Kurbelradius r, 
o A setzt sich zusammen aus 0 D und D A. 0 D = r • sin IX , 

D A = 2 D . tg I' = r . cos IX • tg I' . 
Y bestimmt sich aus r· sinlX = 2 3 und l· sin I' = 2 3 mit 
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. r. 
r . 
ySIlliX 

slny = -Z. sm<x, t ,_ siny _ 
gi - cos)' - -, /-;=/ =(r==-)-2 ' 

11- ySine.: 

a + e = r sin <X + r . cos <X tg Y , 
r . 
-SIlle.: 

. I 
a + e = r . SIn <X + r . cos <X . ! ' 

1/ (r ')2 jl- Y sine.: 

V = U SIn <X + I • (
.. .-.; sine.:· cose.: ) 

VI - (y sine.: r 
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Fur die ublichen Werte ljr::> 4 kann man mit genugender Genauig
keit setzen 

( . 1 r. 2 ) 
v = U sm<x + 2· Y sm <X . 

Fur den Ruckgang gilt 

( . 1 r. 2 ) v = U sm <X - 2 . Y sm <X . 

Der Weg x fur eine SteHung der Kurbel unter dem Winkel IX- berechnet 
sich nach Ab b. 24 x = 0 H = OG - G H = r - r . cos <X - (1 - 1· cos r) . 

U nter Einsetzen von cos y = VI - (y sin e.: Y folgt 

x = r(l- cos<X) + 1(1- cosy) 

= r (1 - cos <X) + 1 (1 - ViI - (y sine.: t 
Fur die ublichen Werte 1jr::> 4 kann man setzen 

r2 
x = r(l - cos<X) + 2Ysin2<x. 

Fur den Ruckgang gilt r2 
X = r(l- cos <X) - 2Y. sin2<x. 

(Siehe Anm.5 am SchluB des Buches.) 

5. Zusammengesetzte Bewegung. 
Legt ein Korper einen Weg auf einer gleichfaHs bewegten Unterlage 

zuruck, so setzt sich seine Bewegung gegenuber dem stillstehenden 
Raume aus zwei Einzelbewegungen zusammen: aus seiner Bewegung 
gegenuber dem anderen Korper und aus der Bewegung dieses anderen 
Korpers selbst. So ist (Abb. 25) die Bewegung des Korpers A gegenuber 
dem Raume abzuleiten aus der Bewegung von A auf B und aus der 
Bewegung von B selbst. 
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Die Bewegung eines K6rpers in bezug auf einen anderen K6r
per nennt man Relativbewegung. Um eine Bewegung besonders 
zu kennzeichnen ala gemessen gegenuber dem stillstehenden 

Raume, spricht man 
von einer a bsolu ten 
Bewegung. Es hat A 
eine Relativbewegung 
gegenuber B (naturgemaB 
auch B gegenuber A). 
Beide K6rper haben eine 
Absolutbewegung gegen
uber dem stillstehenden 
Raume. 

Beim Gehen auf der Abb. 25. Bewegung eines Korpers A auf dem gleichfalls 
bewegten Korper B. festen Erde fuhrt man 

eine Absolutbewegung 
aus. Bei einem Gehen im fahrenden Zuge., bewegt man sich relativ 
gegenuber dem Zuge, wahrend der Zug selbst eine Absolutbewegung 
auf der Erde ausfuhrt. Um die eigene Absolutbewegung gegenuber der 
Erde zu bestimmen, muB man die Relativbewegung gegenuber dem Zuge 
und dessen Absolutbewegung gegenuber der Erde zusammensetzen. 

1 A~so/u,! Be,!,eg~n-tvo~ 8 
$2 

ReialiVbewegu:'; II Absolute BJwegu19" von II 
von 1/ 01.{[ fJ Sa I 

2L_-

Abb. 26 zeigt die Art 
einer solchen Zusammen
setzung. Bewegt sich A 
auf B um die Strecke 8 1 , 

wahrend B sich um die 
Strecke 82 bewegt, so 
komm t der K6rper A in 
die mit A' gekennzeich
nete Lage. Sein Absolut
weg ist also die Diagonale 
in einem aus den Wegen 
81 und 8 2 gebildeten Par-
allelogramm. 

Wie sich die Wege 
zusammensetzen,so setzen 
sich auch die Geschwin
digkeiten zusammen. Es 
sind die Geschwindig

Abb.26. Zusammensetzung zweier Bewegungen; Bewegung keiten nichts anderes ala 
eines Korpers (A) auf einem sich gleichfalls bewegenden auf eine besondere Ein

Knrper (B). 

einheit bezogene Wegteile. Es sind 
gewissermaBen nur Vielfache von VI 

Vielfachen, die t Sekundenfachen. 

heit, d. h. auf eine Zeit-
die Werte 8 1 = VI • t, 8 2 = V 2 • t 
und V2 , und zwar die gleichen 

Die Zusammensetzung zweier Geschwindigkeiten eines 
K6rpers erfolgt nach dem Satze vom Parallelogramm der 
Geschwindigkeiten. Die Seiten des Parallelogramms sind 
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die Einzelgeschwindigkeiten; die Diagonale ist die absolute 
Geschwindigkeit. Die Strecke 1-2 ffir 81 kann auch als Darstellung 
von VI - Relativgeschwindigkeit von A gegenuber B - gelten und die 
Strecke 1-3 als Darstellung der Geschwindigkeit V2 von B gegenuber 
dem stillstehenden Rau-
me. 8a ist dann die Dar
stellung der absoluten Ge
schwindigkeit von A 
gegenuber dem stillste
henden Raume. 

Abb. 27 verdeutlicht 
die Bewegung eines Boo
tes auf einer selbstbe
wegten Wasserfiache, auf 
einem Flusse. Das Boot 
hat gegenuber der Wasser· 
flache die Geschwindig-

./.. 

keit VI' (Es wird durch Ab1>. 27. Fahrt elnes Bootes auf sleh bewegendem Wasser. 

seine Motor- oder Ruder-
kraft mit der Geschwindigkeit VI getrieben.) Das Wasser selbst flieBt 
mit der Geschwindigkeit V 2 • SO ergibt sich fur das Boot die Absolut
geschwindigkeit Va' Sein Kiel hat, wie eingetragen, dauernd die Rich
tung von VI; das Boot bewegt sich aber jn Wirklichkeit absolut in 
der Richtung von va' 

Beispiel 29. Wo und nach welcher Zeit landet ein-Boot am anderen Ufer 
des 200 m breiten Flusses, der mit der Geschwindigkeit von 1,5 m/sek flieBt, wenn 
elj unter dem Winkel IX = 20° (stromaufwarts gemessen) gesteuert wird und eine 

Geschwindigkeit von 3 m/sek hat? Abb. 28. 
Bei stillstehender Wasseroberfl.ache wiirde das 
Boot, das bei A abstoBt, bei B landen. Die 

StreckeAB hat die GroBe AB= 200200 = 213m. 
cos 

Da die Fahrgeschwindigkeit in Steuerrichtung 
mit 3 m/sek gegeben 
ist, wiirde das Boot bei 
stillstehendem Wasser 
inBnach~=71 sek 
landen. Wahrend die
ser Zeit wird das Boot 
aber um den Weg 82 
abgetrieben, den die 
Wasseroberflache in 

Abb. 28. Wegbestimmung fiir ein unter dieser Zeit zurUcklegt. Abb. 29. Zusammensetzung 
Ill. Grad iiber elnen FluJ3 gesteuertesBoot. Es berechnet sich diese zweier Gesehwlndigkeiten. 

Strecke B D mit 8 = V 

• t = 1,5 . 7l = 106 m. Es landet also das Boot um 106 m unterhalb B. Da 
BO = 200 tg 20° = 73 mist, liegt D um 33 m stromabwiirts A. 

Beispiel30. Wie muB ein Boot, das eine Fahrgeschwindigkeit von 2 m/sek be· 
sitzt, gesteu~rt werden, damit es quer tiber den mit 3/, m/sek meBenden Strom kommt ? 

Die resultierende Geschwindigkeit soll quer zur :E'luBrichtung gehen. Sie 
bildet also mit der FluBgeschwindigkeit einen rechten Winkel. Daraus folgt nach 

Abb.29 sin x = 3~, = 3/s , x = 22°, Die-Absolutgeschwlindigkeit Va betragt dann 
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2 . cos 22 0 = 1,85 m/sek. Bei dieser Geschwindigkeit braucht das Boot zum Durch

queren eines 200 m breiten Flusses die Zeit von :,~~ = 108 sek. Rechnet man die 

Zeit fiir das Fahren auf stillstehendem Wasser aus mit der Geschwindigkeit von 
2 misek, so ergibt sich das gleiche Resultat aus folgenden Zwischenwerten. Der 
Weg ist 

200 
-22o =216m, cos 

8 216 
t = - = - = 108 sek. 

v 2 

Zur Bestimmung der Relativgeschwindigkeit eines K6rpers (der Ge
schwindigkeitgegenuber einem anderen) aus den Absolutgeschwindig
keiten beider K6rper bedient man sich eines Kunstgriffes. Man denkt 
sich den einen der beiden K6rper dadurch zur Ruhe gebracht, daB man 
dem ganzen Raume eine Geschwindigkeit erteilt, welche die Geschwin
digkeit des einen K6rpers aufhebt. Man gibt dem ganzen Raume eine 

1 
If Ih}1 h 

Abb. 30. Bestimmung der Relativ
geschwindigkeit des bewegten Kor
pers Z gegeniiber dem bewegten 

Korper 1. 

~~ ,vJvb 
",/ 

Abb. 31. Bestimmung der Relativge
schwindigkeit des bewegten Korpers 1 
gegeniiber dem bewegten Korper Z. 

Geschwindigkeit, die von gleicher Gr6Be, aber umgekehrter Richtung ist 
wie eine der beiden K6rpergeschwindigkeiten. 

Bewegen sich in Abb. 30 die beiden K6rper 1 und 2 mit den absoluten 
Geschwindigkeiten VI und V2 , so kommt der K6rper 1 dadurch zur 
Ruhe, daB man dem ganzen Raume die Geschwindigkeit -VI erteilt. 
Damit erhalt der K6rper 2 zu seiner Geschwindigkeit v2 noch die Ge
schwindigkeit -VI hinzu, so daB er nun die resultierende Geschwindig
keit V 2 - 1 annimmt. Es hat also der K6rper 2 gegenuber dem K6rper 1 
die Geschwindigkeit V 2 -1' denn der K6rper 1 steht nun still. 

Will man die Relativgeschwindigkeit von 1 -gegen 2 feststellen, so 
bringt man den K6rper 2 zur Ruhe. Der ganze Raum muB nun die 
Geschwindigkeit -v2 hinzubekommen. Damit erhalt der K6rper 1 
zu seiner Geschwindigkeit VI die Geschwindigkeit -V2 hinzu. Er hat 
dann die resultierende Geschwindigkeit V I - 2 , d. i. seine Relativgeschwin
digkeit gegenuber 2. Die beiden Relativgeschwindigkeiten V I - 2 und 
V 2 - 1 sind gleich groB, aber entgegengesetzt gerichtet. 

Abb. 32 gibt die auf diese Weise durchgefuhrte Feststellung der 
scheinbaren Windrichtung auf einem Schiffe. Das Schiff hat die Ge
schwindigkeit VI. Es fahrt von Suden nach Norden. Der Wind blast 
aus Ost-Nord-Ost mit der Geschwindigkeit v2 • Die Windrichtung an 
Bord wird durch Ruckwartsbewegung des ganzen Raumes (mitsamt 
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dem Winde) um die Geschwindigkeit -VI besti.mmt. -VI und Va 

geben zusammen die Geschwindigkeit Va' Man wild an Bord die Emp
findung haben, als kame der Wind von rechts vorn, wie Va zeigt. 

Beispiel 31. Mit welcher Relativgeschwindigkeit tritt der die feststehenden 
SchaufeIn A mit der absoluten Geschwindigkeit VI durchflieBende Wasserstrahl 
in das mit der Geschwindigkeit V2 sich bewegende Rad R ein! Abb. 33. 

1 
Norden 

Sliden 

Abb. 32. Bestimmung der scheinbaren 
reJativen) Wlndrichtung an Bord elnes 

fahrenden Schiffes. 

Abb. 33. Bestimmung der Wasser
bewegungen "beim DnrchflieBen eines 

bewegten Rades (R). 

Durch Hinzufiigung einer Riickwartsbewegung urn -V2 kann man sich das 
Rad R zurn Stillstande gebracht denken. Der Wasserstrahl tritt dann gleichsam 
aus einer mit -V2 bewegten Rohre aus. Er hat die Geschwindigkeit V gegeniiber 
R. (Nach dieser Geschwindigkeit sind die oberen Kanten der SchaufeIn in R 
geneigt.) 

Der Austritt aus dem Laufrad R erfolgt mit der Relativgeschwindigkeit v' 
und der Absolutgeschwindigkeit Vo' Vo Resultanten von 11 und V2 • 

Bewegt sich (Abb. 34) auf dem Rucken eines Schiebers A ein zweiter 
B, so ermittelt sich die Relativbewegung nach Abb. 35. Der Schieber A 
erhalt seinen Antrieb von der Kurbel M A. Del' Schieber B erhalt 
seinen Antrieb von der Kurbel M B. Die Relativbewegung von B gegen 
A entspricht einem Antriebe von einer gedachten Kurbel MO. Es 
wird die Bewegung von A zur Ruhe gebracht dadmch, daB man dem 
ganzen Raum einen Antrieb durch erne Kurbel MA' gibt. Das hat fiir 
B die Folge einer doppelten Bewegung emmal nach M B (eigener An
trieb) , zweitens nach MA' (negativer Antrieb zu M A). MO ist die 
Resultierende aus M A 'und M B . 

In ahnlicher Weise leitet man die zusammenge:3etzte Bewegung in 
emem Planetengetriebe abo Es werde m Abb. 36 das Rad 1 und das 
Roo 3 angetrieben; aus den Umlaufzahlen von 1 und 3 resultiert dann 
die Umlaufzahl der Welle 2. (1 tragt em Rad mit Innenverzahnung. 
In diese Innenverzahnung greift das kleine Rad ,t em, dessen Achse 
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in 3 be£estigt ist. Dieses kleine Rad 4 greift ferner in das Rad 2 ein, 
welches mit der Welle 2 ein Stuck bildet.) Es rotiert das Radchen 4 

Abb.35. Schema des Antriebes zum Schieber (Abb. 34). 

Ll ~ 
i 

II 
>7 

Abb. 34. Doppelschicht. 

urn seine eigene Achse; diese seine Achse lau£t zugleich urn die Achse 
A-A urn. 

Abb. 36. Planetengetriebe. 

Man bringt den Mittelpunkt von 4 dadurch zur Ruhe, daB man ihm 
die Ruckgeschwindigkeit -V3 gibt. Dann muB man dem Rade 1 die 
Geschwindigkeit vi zufugen, welche sich zu -V3 verhalt wie r1 : r, , 

I r 1 
V1 = vao

r, 
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Dann muB man ferner dem Rade 2 die Geschwindigkeit -v~ zu-

f d·· h ' r 2 b t' t ligen, Ie SlC aus V2 = Va • - es Imm . 
r 4 

I 
i 

'/'~'/~; 
. ./ +v~, \ 

/X~'\ \ 
/ / I . rtf"· \ \ 
. / .T''1~/\' \ I . / . 7'2 \ \ ' 

-.-+.-.1---1----- -----r--+--f---
I . \ iii 

i 
i 

Abb. 37. Schema zu Abb. 36. 

Nun der Mittelpunkt des kleinen Radchens still steht, ist seine Um

fangsgeschwindigkeit auBen VI + v~ = VI + v/1 gleich seiner Um-
r 4 

fangsgeschwindigkeit innen v2 - v~ = v2 - Va' r2. (V2 wirkliche Um-
r 4 

fangsgeschwindigkeit des Rades 2, entgegengesetz1j v~). Damit folgt 

und 

so folgt 

Aus der Zusammensetzbarkeit der Wege ist die Zusammensetzbarkeit 
der Geschwindigkeiten abgeleitet (siehe S. 29). Aus der Zusammen
setzbarkeit der Geschwindigkeiten laBt sich die Zusammensetzbarkeit 
der Beschleunigungen ableiten. 

Besitzt ein Korper zwei verschieden gerichtete Bewegungen, die. 
beide gleichformig beschleunigt sind, so hat er nach t Sekunden die 
beiden Einzelgeschwindigkeiten VI = PI' t und v2 == P2' t, sofern beide 
Bewegungen gleichzeitig von der Anfangsgeschwindigkeit Null aus-

Laudien, Mechanik T. 2. Anf!. 3 
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gehen. Diese Geschwindigkeiten geben vereinigt die resultierende Ge
schwindigkeit va' Dividiert man die Einzelgeschwindigkeiten wie auch 
ihre Resultante durch die Zeit t , so gehen die Einzelgeschwindigkeiten 
in die Einzelbeschleunigungen PI und P2 uber, und die resultierende 
Geschwindigkeit wird in den Wert va: t verwandelt, d. h. in die Be
schleunigung Pa, welche in t Sekunden va erzeugt. Anstatt die Ge
schwindigkeiten zusammenzusetzen und daraus die resultierende Ge
schwindigkeit zu bestimmen, kann man aus den Beschleunigungen PI 
und P2 die resultierende Beschleunigung P3 und aus P3 die Geschwindig
keit V3 = P3 t ermitteln. 

Zwei Beschleunigungen eines Korpers setzen sich zu
sammen nach dem Parallelogramm der Beschleunigungen. 
Die Einzelbeschleunigungen sind die Parallelogrammseiten, 
die resultierende Beschleunigung ist die Diagonale. 

Bei einer Bewegung, die aus zwei verschiedenartigen Bewegungen 
- z. B. einer gleichformigen und einer gleichformig beschleunigten -
resultiert, ist neben der Bestimmung der Geschwindigkeit in den ein
zelnen Augenblicken die Bestimmung der Bahnkurve wichtig (s. Abb. 38). 
Man ist imstande, jede beliebige Bahnkurve zu erzielen, wenn man zu 
der in einer Richtung gegebenen Geschwindigkeit eine beliebige andere 
und anders gerichtete Geschwindigkeit hinzufugt. Von Bedeutung ist 
diese Art des Zustandekommens einer beliebig geformten Bahn fur die 
Zuruckfuhrung der Lehre von den Richtungsanderungen der Korper 
auf die Geschwindigkeitsanderungen der Korper und damit auf 
das Grundgesetz cler Physik "Kraft gleich Masse mal Beschleunigung". 

B. Grundgesetz der Physik. 

1. Das Gesetz der Massenbeschleunigung. 
Das Grundgesetz der Physik, auf welchem die ganze Lehre von 

den Kraftwirkungen ruht, lautet: 
Wirkt auf einen Korper eine Kraft, so andert sich der Bewegungs

zustand des Korpers. 
Der Bewegungszustand eines Korpers ist durch zwei GroBen be

stimmt; erstens durch die Bewegungsrichtung und zweitens durch 
die Bewegungsgeschwindigkeit. Es kann sich die Kraftwirkung dem
zufolge in drei Formen auBern: 

1. Die Kraft fuhrt eine Anderung der Bewegungsrichtung des 
Korpers herbei. Sie zwingt z. B. den Korper, seine geradlinige Bewegung, 
d. i. die Bewegung mit unveranderter Bewegungsrichtung, aufzugeben 
und einer anders gerichteten Bahn zu folgen. 

2. Die Kraft fiihrt eine Anderung der Bewegungsgeschwin
digkeit des Korpers herbei. Sie zwingt ihn z. B., yom Ruhezustand 
in den Bewegungszustand uberzugehen oder seine gleichformige Be
wegung, d. i. die Bewegung mit unveranderter Geschwindigkeit, auf
zugeben und eine beschleunigte Bewegung anzunehmen. 
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3. Die Kraft fuhrt sowohl eine Anderung der Bewegungsrichtung 
als auch eine Anderung der Bewegungsgeschwindligkeit herbei. 

Das Gesetz fur die Anderung der Bewegungsriehtung wird aus dem 
Gesetz fur die Anderung der Bewegungsgeschwindigkeit abgeleitet. Man 
kann die Bewegung auf einer krummlinigen Bahn zuruckfuhren auf die 
Zusammensetzung zweier Bewegungsvorgange, das Ausweichen eines 
Korpers aus seiner zunachst geradlinigen Bahn also erklaren als die Folge 
einer neu hinzugekom - .
menen zweiten Geschwin
digkeit. Durchlauft z. B. 
ein Korper die Bahn 
Abb.38, die sich bei B zu 
krummen beginnt, so gibt 
die in diesem Punkte be
ginnende, durch die Bahn
krummung erzwungene 
zweite Geschwindigkeit 
eine Erklarung fur die 

Abb. 3S. Herbeifiihrung einer Richtnngsanderung dUTch 
Hinzukommen einer neuen Geschwiudigkeit. 

Richtungsanderung. Das Gesetz fur dieses Neuhinzukommen der 
zweiten Bewegung, d. h. fur die Anderung dieser zweiten Bewegungs
geschwindigkeit (in dieser zweiten Richtung hatte der Korper bis 
dahin die Geschwindigkeit Null, dann aber hat er einl> von Null ab
weichende Geschwindigkeit v2), gewinnt so Geltung fUr die Erklarung 
der Richtungsanderungen, so daB fUr beide Arten Bewegungs
anderung ein Gesetz der Geschwindigkeitsa,nderung genugt. 

Das Grundgesetz der Physik lautet: 

Kraft gleich Masse mal Beschleunii~ung: 

P=m,·p. (20) 

Man miBt die Kraft P in Kilogramm, die Beschleunigung p hat den 
Wert m/sek2 • Damit folgtfurdieMasseaus m = PlpKilogrammdurch 
Meter durch Sekundenquadrat oder Kilogramm mal Sekundenquadrat 
d h Meter· Kilogramm. Sekunden2 D . h dieser Ausdruck zu urc . Meter a S10 

unbequem spricht und auch nicht dazu beitragen kann, die Vorstellung 
vom Wesen der Masse zu bessern, spricht man vielfach von Massen
einheiten und gibt dafur die Bezeichnung ME. Der Techniker versteht 
unter ME ganz allgemein die auf das Kilogramm als Kraft bezogene 
Einheit. Der Physiker bezieht seine Einheiten auf das Gramm. 

Die zahlenmaBige GroBe einer Korpermasse wird aus einem Spezial
fall der Gleichung P = m . p abgeleitet. Jeder Kdrper wird durch die 
Kraft seines Eigengewichts (G) mit der Erdbeschleunigung (g) be
schleunigt. Es gilt fur jeden, Korper die Gleichung 

G=m·g. 

m = Gig Masse gleich Gewicht durch Erdbeschleunigung. 

3* 

(21) 
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In Wirklichkeit ist nicht das Gewicht eines Korpers das ursprunglich 
Gegebene, sondern die Masse. Die Berechnung des Massenwertes aus 
dem Gewicht stellt die Verhli1tnisse gewissermaBen auf den Kopf. .Ein 
Korper zeigt eine verschiedene Gewichtswirkung, je nachdem man 
ihn unter dem 45. Breitengrade oder am Nordpol wiegt. Sein Ge
wicht andert sich mit der Anderung seines Abstandes vom Erdmittel
punkt. Schon eirie N achprufung des Gewichtes auf einem hohen Berge 
ergibt eine Abweichung gegenuber dem, was man in der Ebene, am Berg
fuB, miBt. Es andert sich der Wert g mit der Anderung des Abstandes 
vom Erdmittelpunkt, und in der Gleichung G= m . gist nur der eine 
Wert m unveranderlich und unabhangig von der Lage des Korpers. 
Dessenungeachtet rechnet der Techniker so, als sei das Gewicht eine 
f est e Eigenschaft des Korpers. 

Beispiel 32. Welche MaBe besitzt ein Karper von 20 kg Gewicht? 

G=m·g, m=Gjg, 20j9,81=rund2ME. 

(Man rechnet in der Technik in der uberwiegenden Zahl aller FaIle mit g 
rund 10 mjsek 2). 

Beispiel 33. Welche Beschleunigung erteilt eine Kraft von 40 kg einem 
Karper von 20 kg Gewicht? 

G 20 
m=-=-=2ME, 

g 10 

40=2·p, P = """ = 20 m/sek 2 • 

Beispiel.34. Welche Zugkraft muB ein~ Lokomotive fUr die Beschleunigung 
ihres eigenen Gewichtes und des Zuggewichtes im Betrage von insgesamt 400 t 
aufwenden, wenn sie mit einer Beschleunigung von 0,15 mjsek 2 anfahren soIl? (Die 
~okomotive hat auBer der Kraft fur die Beschleunigung noch die Kraft fUr die 
Uberwindung der Bewegungswiderstande aufzuwenden). 

m = ~ = 400000 = 40000 ME , 
g 10 

p = 0,15 mjsek , 

P = m . p = 40000 ·0,15 = 6000 kg Zugkraft fUr die Beschleunigung. 

Beispiel 35. Ein StraBenbahnwagen solI so anfahren, daB er 6 Sekunden 
nach dem Anfahren die Geschwindigkeit von 3 mjsek besitzt. Welche Beschleu
nigungskraft ist aufzuwenden, wenn das Wagengewicht 8 t betragt und der Be
schleunigungsvorgang gleichfarmig verlauft? 

m = ~ = ~OOQ = 800 ME 
g 10 ' 

v = vo + p . t , Vo = 0 , t = 6 sek , v = 3 mjsek, 

3 = 0 + p .6, p = ~ = 0,5 mjsek2 , 

P = m . p = 800 . 0,5 = 400 kg • 

2. Der Begriff der mechanischen Arbeit und Leistung. 
Als mechanische Arbeit bezeichnet man das Produkt aus Kraft mal 

Weglange in der Kraftrichtung. Oder kurz gefaBt: Arbeit gleich Kraft 
mal Weg: 

A=P·s. (22) 
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Als Einheit der Kraft das Kilogramm und als ]j~inheit fur die Weg
strecke das Meter eingesetzt, folgt fUr die Arbeit der Wert: 
Arbeit gleich Meter mal Kilogramm = Meterkilogramm (geschr. mkg). 

Beispiel 36. Welche Arbeit verrichtet ein Kran, wenn er das Gewicht von 
2. t urn 5 m hebt? 

A = p. 8 = 2000 . 5 = 10000 mkg = 10000 mkg. 

Die beim Heben einer Last aufgewendete Kraft P ist eine vertikal 
nach oben, dem Gewicht der Last entgegengesetzt gerichtete Kraft. 
Der Weg wird darum in der Vertikal- p 
richtung gemessen. Es kommt (Abb. 39) 
bei einem Heben des Korpers von A nach 
B demgemaB nur die Wegstrecke h in An
rechnung und nicht der Gesamtweg 8. 

Wohl spielt auch dieser eine Rolle, insofern 
eine Verlangerung des Weges eine Erhohung 
lier Arbeitsverluste mit sich bringt. Fur 
die wirklich geleistete Nut z arb e i t ist nur 
der in der Kraftrichtung (beim Heben 
in der Vertikalrichtung) zuruckgelegte 
Weg einzusetzen. Ob der Kran die Last 

1-.
8 

~P--l----
G 

G 

wahrend des Hebens noch hin und her Abb.39. Heben eines Gewichtes G 

schwenkt, hat fur die Nutzleistung nichts durch die Kraft P urn die Hohe h. 

zu sagen, diese WegvergroBerung spielt nur 
bei der Bewertung der Arbeitsverluste eine Rolle. NaturgemaB hat man 
mehr Arbeit aufzuwenden, wenn man nicht gerade hochhebt, sondern 
noch seitlich verschiebt (s. S. 116 unter Reibung). 

Beispiel 37. Welche Arbeit verrichtet eine Pumpe, wenn sie 2 cbm Wasser 
auf 40 m Hohe pumpt? 

P = 2000 kg , 8=40m, 

A = P . 8 = 2000 . 40 = 80000 mkg • 

(Die Hebung des Wassers erfolgt kaum jemals genau senkrecht aufwarts. 
Die Rohrleitung fill das Wasser liegt in den meisten Fallen auf einzelnen Teilen 
der Gesamtlange horizontal. Es werden sich nach der Gesamtlange der Rohr
leitung verschieden groBe Verluste ergeben, die neben der wirklichen Nutzarbeit 
mit aufgewendet werden miissen.) 

Die Einzelberechnung aller bei einer Arbeitsleistung mitzuleistenden 
Verluste HiBt sich nur bei genauer Kenntnis der einzelnen Vorgange 
durchfuhren. Die Mechanik gibt fur diese Berechnungen in der Reibungs
lehre die Grundsatze. Fur die Beispiele der Arbeitslehre und der Lei
stungslehre muB einstweilen die Zusammenfa8sung der ganzen 
Verluste genugen. Man berechnet die Gesamtheit der Verluste nach 
dem 'Verte "Wirkungsgrad ". 

Der Wirkungsgrad ist das Verhaltnis zwischen Nutzarbeit und auf
gewendeter Arbeit. Kommt bei einer Arbeitsleistung mit aufgewendeten 
IOOmkg nur eine Nutzarbeit von 70mkg zustande, so betragt der 
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Wirkungsgrad 70/100 = 70%. Man gibt dem Wirkungsgrad den griechi
schen Buchstaben 'YJ: 

Nutzarbeit 
(23) 1/ = Aufgewendete Arbeit' 

Beispiel 38. Welche Arbeit ist aufzuwenden, um eine Last von 2t 
5 m hoch zu heben, wenn der Wirkungsgrad der Winde '7 = 40% betragt? . 

Nutzarbeit P ·8 = G . h = 2000 . 5 = 10000 mkg, 

Nutzarbeit 
'7 = AufgewendeteAIbeit' 

0,40 = lOqOO ___ , 
Aufgewendete Arbeit 

. 10000 
Aufgewendete ArbeIt = --0,4- = 26000mkg. 

Bei einer mehrfachen Umwandlung von Arbeit in verschiedenen 
Maschinen hintereinander ist der Wirkungsgrad der einzelnen Maschinen 
'YJl' 'YJ2' 'YJa durch Multiplikation zum Gesamtwirkungsgrade 'YJ zu ver
einigen. Wenn mit 100 aufgewendeten Meterkilogramm in der ersten 
Maschine ·eine Nutzarbeit von 80 mkg verrichtet wird ('YJl = 80%) und 
die zweite Maschine verwandelt diese 80 mkg weiter mit einem Wir
kungsgrade von 60%, so kommen schlieBlich nur 80· T6 .. PO = 48mkg 
heraus. Fur den z wei ten Umwandlungsvorgang ist die beim ersten 
erzielte N u tz ar b ei t die auf ge wen det e Arbeit. 

1/ = 1/1 • 1/2 • 1/3 ••• (24) 

Beispiel 39. Welche Arbeit verrichtet ein Kran, der aus dem Netz an elek
trischer Arbeit 2000 mkg aufnimmt, wenn der Elektromotor einen Wirkungsgrad 
von 85% und das Triebwerk einen Wirkungsgrad von 30% besitzt? 

'7 = '71 • '72 = 0,85 . 0,3 = 0,255 , 

2000 ·0,255 = 010 mkg • 

(Der Motor gibt an das Triebwerk 2000 • 0,85 = 1700 mkg abo Diese 1700 mkg 
sind die Nutzarbeit des Motors, und zugleich bilden sie die aufgewendete Arbeit 
fiir das Triebwerk. Aus diesen 1700 mkg Arbeitsaufwendung macht das Triebwerk 
nun die Nutzarbeit von 1700.0,30 = 510 mkg.) 

Die mechanische Arbeit tritt noch in einer zweiten Form auf. LaBt 
man einen urn die Hohe h gehobenen Korper frei fallen, so beschleunigt 
er sich unter der Wirkung seines Gewichtes. Die in ihn beim Heben 
urn die Hohe h hineingesteckte Arbeit A = G . h geht in eine andere 
Form uber, deren Wert bei verlustlosem Fallvorgange (Gesetz von 
der Erhaltung der Energie) gleich dem Wert G· h ist: 

A=G.h. 
Nach Gleichung (21) 

G=m.g. 

Nach Gleichung (13) (Endgeschwindigkeit beim Fallen urn die. 
Hohe h) 
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v = y2gh, 

I m·g·v2 m·v2 
A=G·h=--=--

2g 2' 

m·v2 
.1 = ----r- (25) 

A = Arbeit mkg; 
m = Masse des bewegten Karpers ME; 
v = Geschwindigkeit des bewegten Karpers mjsek. 

Beispiel 40. Welche Arbeit steckt in einem Korper von 200 kg Gewicht, 
wenn derselbe die Geschwindigkeit v = 30 m/sek besitzt? 

m. v 2 
A:,cc-2-, G 200 

'In = --- = ---- = 20 ME , 
g 10 

20.30 2 
A = -"'- = 9000mkg. :: 

(Die Geschwindigkeit von 30 m/sek kann man sich durch einen lfallvorgang 
des Korpers herbeigefiihrt denken. Es gehort zu dieser Gel!chwindigkeit die Fall-

--- v2 302 

hOhe h, berechnet aus v = V2 gh, h = ~ = 2 . 10 = Mi m. Die Arbeit als 

G . h berechnet, gibt mit diesem Werte h den gleichen Betrag, namlich 

A = G . h = 200 . 45 = 9000 mkg.) 

Der Physiker unterscheidet diese beiden Formen der Arbeit mit den 
Bezeichnungen "potentielle Energie" und "kinetische Energie". In 
der Technik ist diese Bezeichnung weniger gebrauchlich. Dagegen findet 

. m. v2" 
sich der Ausdruck "lebendige Kraft" fur "A = 2- , dessen Fassung 

eine MiBdeutung herbeifuhren kann. m; v2 ist keine Kraft, sondern 

Arbeit. Kraft sind Kilogramm. Es ist wohl erkHLrlich, daB man die 
in einem bewegten Karper steckende Arbeit nach der Schlagkraft, 
mit der derselbe beim Auftreffen auf einen stillstehenden Gegenstand 

zur Wirkung kommt, beurteilt, aber darum ist 'In; VI: immer noch keine 
Kraft. m. v2 

Bestimmt man zur Kontrolle die MaBeinheit des Wertes 
aus m und v, so folgt: 

2 

Kilogramm . Sekunden2 

m = ----=--c;M~e--:t:-e'-r--- , 

Meter 
v = "Se--;kc-u-n--:d;-e ' 

v2 = _, Meter2 
Sekunden 2 :' 

Kilogramm • Sekunden 2 • Meter2 
Meter· Sekunden2 

= Kilogramm . Meter = mkg . 

2 

Beispiel 41. Welche Arbeit steckt in einem Schwungrade von 4 t Kranz
gewicht und 30 m/sek U mfangsgeschwindigkeit? 

(Vereinfachend ist angenommen, daB aIle Masseteilchen des Kranzes ein und 
dieselbe Geschwindigkeit v haben, wahrend in Wirklichkeit die auBersten Massen
teilchen eine hOhere Geschwindigkeit haben als die mehr zur Mitte liegenden. Ge-
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meinschaftlich ist den Masseteilchen nur die Winkelgeschwindigkeit w. Sie haben 
die verschiedenen Geschwindigkeiten 

Die genaue Bestimmung der in einem Schwungkranze steckenden mechanischen 
Arbeit siehe S. 160.) 

mv 2 

A=T' 

m- ~ooo = 400 ME 
10 ' 

A = 400 ~ 30 2 = 180000 mkg. 

Die beiden Formen der Arbeitsaufspeicherung konnen nebenein
ander stehen. Es kann ein Korper sowohl kinetische Energie als auch 
zugleich potentielle Energie enthalten. Ein in 240 m Hohe uber dem 
Erdboden befindlicher Korper von 30 kg Gewicht, der eine Geschwindig
keit von v = 40 m/s besitzt, enthalt dne Arbeit von A = At + A 2 : 

At = G . h = 30 . 240 = 7200 mkg , 

A = m . v2 = ~ . ~~ = 3· 402 = 2400 mkg 
2 2 g 2 2 ' 

A = 9600mkg. 
Diese Summe der Arbeiten kann in eine einzige der beiden Formen 

ubergefUhrt werden. Man kann den Wert At (die potentielle Energie) 
in die Form von A2 (kinetische Energie) verwandeln, indem man den 
K6rper aus der Hohe von 240 m frei herabfallen laBt. Man kann auch 
den Betrag A2 dazu benutzen, um den Abstand h von der Erdobeiflache 
zu erh6hen. Rechnerisch fuhrt man diese Umwandlung am einfachsten 

~ j 

"1",,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -.~ 
Abb. 40. Verschiedene Lagen und verschiedene Ge
schwindigkeiten eines Korpers bei Gleichheit der in 

ihm aufgespeicherten Arbeit. 

durch, indem man sich auf 
das Gesetz von der Erhal
tung der Energie stutzt. 
Es muB die im K6rper 
steckende Arbeit unveran
dert bleiben, wenn die Um
wandlung verlustlos ist. Der 
Betrag A ist also n ur der 
Form nach zu verwandeln, 
seine GesamtgroBe bleibt 
unverandert. 

Abb.40 zeigt links den 
in der H6he ht befindlichen, 
mit der Geschwindigkeit vt 
bewegten K6rper. In der 
Mitte den in h2 befindlichen, 
ruhenden K6rper, rechts den 
in der Hohe Null mit va be

wegten Korper. Die 9600 mkg der obigen Rechnung sind bestimmt aus: 
G . h2 = 9600 = 30 . h2 , h2 = 320 m . 

Sie sind ferner gleich: 
m· v~ 

2 
9600 =~. v~ 

2 ' Va = 80 m/sek. 
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Man bezeichnet eine so durchgefuhrte Rechnung als Rechnung mit 
der Arbeitsbilanz. Wie dem Kaufmann die Bilanz aus Kassenbestand, 
Ausgaben und Einnahmen in jedem Augenblicke dasselbe Gesamt
ergebnis am Besitz und Schulden ergeben muB, wenn er verlustlos 
und verdienstlos gearbeitet hat, so muB sich aueh bei einem Rechnen 
nach dem Arbeitswert, nach den Meterkilogramm, in jedem Augenblick 
der einmal vorhandene Wert an Meterkilogramm nachweis en lassen. 

Nach der Arbeitsbilanz ergibt sich fur das ijbergehen eines still
stehenden Korpers aus einer Niveauflache in eine andere die Geschwindig-
keit v nach der Gleichung v = y2g h. Es ist also die Geschwindigkeit v 
vollkommen unabhangig von dem \Vege, auf welehem der Korper von 
der einen Niveauflache zu der anderen ubergeht. Die Richtung, welche 
der Korper beim Kreuzen der zweiten Flache hat, ist ohne jeden Ein
fluB auf die GroBe von v. Der Korper tritt in jedem Falle mit der 
gleichen Geschwindigkeit v durch die untere Flache hindurch (Abb. 41). 

Ein Bild einer solchen Umwand
lung der kinetischen Energiein poten
tielle kennzeichnet die Abb.42. Die 
am Haken des Laufkranes hangende 
Last Q hat die Geschwindigkeit v. Halt 
man plotzlich den Kran selbst an, so 

Abb. 41. Versehiedenheit der Gesehwindigkeitsriehtung 
bei Gleichheit der Geschwindigkeit (GroBe) nach Dureh-

eilen der gleiehen Hohe. -

Abb. 4:~. Weitersehwingen der am 
Kranha,ken hangenden Last bei plOtz
liehem Stillstehen des Aufhiinge-

punktes. 

schwingt die Kette aus, bis der in der Last (und der Kette) steckende 
2 

Betrag m· v in Lasthebearbeit umgewandelt ist. Es wird die Last also 
2 2 

noch so weit schwingen, bis die aus der Gleichung G - h = '!!"2v berech
nete HubhOhe h erreicht ist. 

Beispiel 42. Um welchen Betrag schwingt die Last weiter, wenn der Kran 
aus der Geschwindigkeit von v = 2 m/sek plotzlich zum Stillstand gebracht wird 
und die freie Kettenlange r = 8 m betragt? 

m. v2 

G.h=-2-' 
v2 22 1 

h=---=----=-, 
2.g 2·10 5 

(2r - h) h = 82, 

(16 - 0,2) 0,2 = 82, 

82 = 3,16, 

s = 1,77 m. 

Beispiel 43. Ein mit n = 200 Umdrehungen laufendes Rad von 2,2 t Kranz
gewicht und 3 m Durchmesser (siehe Beispiel 41) wird dadurch zur Ruhe gebracht, 
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daB es gezwungen wird, eine Last von G = 5000 kg zu heben. Wie hoch wird 
das Gewicht gehoben? (.Abb.43.) 

U mfangsgeschwindigkeit des Rades: 

D·:n;·n 3.".200 
v =. 60 = 60 = 31,4 m/sek. 

1m Rade steckende .Arbeit: 

m· v2 2200 31,42 

Al = -2- = -10· --2- = 108500 mkg, 

A2 ~~ G • h = 5000 . h, Al = A 2 , 

h = 31,7 m. 

108500 = 5000 . h, 

Schwankt die Kraft, welche die Arbeit verrichtet, auf den einzelnen 
Teilen des Gesamtweges, so berechnet man die Gesamtarbeit an Rand 
der graphischen Darstellung des Arbeitsvorganges in einem Kraft-Weg

Abb. 43. Umsetzung der kinetischen 
Energie des auf der Trommelwelle 
sitzenden Schwungrades in Lasthebe-

arbeit. 

Diagramm. Man tragt (Abb. 44) 
die KraftgroBen als Ordinaten nach 
den Kraftwegen (Abszissen) auf. Die 
Arbeit ist dann durch den Flachen
inhalt des Diagramms dargestellt. 
Die einzelnen kleinen Trapezchen, 
in welche sich die Figur teilen laBt, 
kann man durch Rechtecke von 
mittlerer Rohe ersetzt denken. 

51 52 53 5q. Weg 
: Abb. 44. Kraft· Weg· Diagramm fiir eine wech

selude KraftgroJ3e. 

Diese Rechtecke bilden dann Darstellungen von Arbeitsvorgangen 
mit konstanten Kraften. Ihre Flacheninhalte sind die Darstellung von 
Wegstrecke (Grundlinie des Rechteckes) mal Kraft (Rohe des Recht
eckes), d. i. von Arbeit 

PI· 81 + P 2 • 8 2 + Pa • 8a + P4 • 84 ..• 

So sind denn auch die Trapezchen Darstellungen der Arbeit, und der 
Flacheninhalt der Gesamtfigur charakterisiert die Gesamtarbeit. 

Der MaBstab der Arbeit wird in der gleichen Weise festgestellt wie 
der MaBstab des Weges im Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm (s. S.8). 
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Bedeutet 1 mm OrdinatenhOhe z. B. eine Kraft von 50 kg (KraftmaBstab 
100 kg = 2 mm) und 1 mm AbszissenUinge einen Weg von T10 m (Weg
maBstab 1 m = 10 mm), so stellt jeder 
Quadratmillimeter eme Arbeit von 
50· T\- = 5 mkg dar. 

Beispiel 44. Welche Arbeit verrichtet man t 
beim Zusammenpressen einer Feder urn 58 mm, ~ 
wenn die Zusammenpressung eine von Null auf 
170 kg stetig steigende Kraft erfordert? (Abb. 45.) 

Weg 

Das Kraft-Weg-Diagramm wird durch ein 
Dreieck dargestellt, dessen Hohe die Endkraft 
von 170 kg darstellt und dessen Grundlinie den 
Weg von 58 mm kennzeichnet. Der Inhalt des 
Dreiecks ist gleich Grundlinie mal Hohe durch 2. 
Die Arbeit betragt demgemaB 

0,058 m· 170 kg.} = 4,93 mkg. 

Abb. 45. Kraft-Weg-Diagramm flir 
eine stel,ig grolJer werdende Kraft; 

Zusammenspannung einer Feder. 

Bei einer Auftragung mit den MaBstaben 1 mm 
Ordinate = 10 kg und 1 mm Abszisse gleich 0,002 m Weg erhalt das Diagramm 
die in Abb. 45 eingetragenen Abmessungen von 17 mm Hi'ihe und 29 mm Grund
linie, d. i. von 246,5 qmm Flacheninhalt. Dabei bedeutet jeder Quadratmilli
meter 10· 0,002 = 0,02 mkg Arbeit, und so ergibt sich das bereits oben aus
gerechnete Resultat von 246,5. 0,002 = 4,93 mkg Arbeit. 

Abb.46 kennzeichnet eine Anwendung des Kraft-Weg-Diagramms 
zur Berechnung des Kraftverlaufes bei einer Arbeitsumwandlung. 

Das Kraft-Weg-Diagramm des Antriebskolbens ist das Rechteck 
ABO D. Mit der konstanten Druckkraft P wird die Arbeit verrichtet 

Al = p. 81 = A2 = p. 8 2 = A3 = P . 8 3 = A4 = p. 84 . 

Weg-/(ro./f-Diogromm 
des Sfempe/s 

•
sc 

B Kro/f-Weg-
~ p Oiagramm 

des Kolbens 
A/ Weg 0 

Krqj1 

Abb. 46. Bestimmung des Kraftverlaufs eines PrelJstempels aus der Gleichsetzung der auf den 
eiuzelnen Wegstrecken aufgewendeten und geleisteten MeterkUogramm. Kolbenarbeit = aufge

wendete Arbeit. Stempelarbeit = geleistete Arbeit. 
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Die Wegstreeken des Arbeitsstempels ergeben sieh aus den Langen der 
Stangen und der Anordnung des Getriebes zu 8f, 8~, 8L 8~. Bei der 
Annahme einer gleiehfOrmigen Bewegung auf diesen kleinen Wegstueken 
bereehnen sieh die Krafte Pi., P~, PL P~ des Stempels aus: 

Al = Pl· 8i. , A2 = P~ • 8~ , Aa = p~. 8L A4 = P4• 84 
(s. Abb. 46 reehts unten). Da die Bewegung des Stempels nieht gleieh
f6rmig mit derjenigen des Antriebskolbens verlauft, darf mit konstanten 
Werten Pi., P~ ... nieht gereehnet werden. Es mussen vielmehr die 
Reehteeke Pi. . 8i. - P~ . 8~ ... in kurvenartig begrenzte Flaehen gleiehen 
Inhalts umgewandelt werden, urn den Verlauf der Stempelkrafte zu 
gewinnen. Abb. 46 zeigt oben im doppelten MaBstabe fur die Wege und 
fur die Krafte, d. i. im vierfaehen MaBstabe fur die Arbeit den Verlauf. 
Die Gleiehheit der kleinen sehraffierten Eekflaehen ist der Beweis fur 
die Riehtigkeit der Flaehenumwandlung. Es steigt die Stempelkraft 
von Pa auf Pe • . 

Die Arbeitsaufwendung hat in vielen Fallen zwei versehiedene 
Arbeitsbetrage zu deeken. Sie hat einmal eine Arbeit naeh p. 8 zu 

verriehten und zugleieh einen vVert an m; v2 herzugeben. Beim An

fahren eines Zuges z. B. wird die Lokomotive sowohl fur die Uberwindung 
der Reibungswiderstande eine gewisse Kraft P aufwenden mussen und 
zweitens fur die Besehleunigung der Massen, d. i. zur Deekung des Be-

m. v2 

trages -2 eine gewisse Zugkraft ausuben mussen. Beide Krafte zu-

sammen geben dann A = Pl' 8 + P 2 • 8. 

Beispiel 45. Welche Zugkraft hat eine Lokomotive beim Anfahren aufzu
wenden, wenn die Bewegungswiderstande 2000 kg betragen und der Zug von 200 t 
Gewicht mit p = 0,5 m/sek 2 bescWeunigt werden solI? 200000 

Zur Beschleunigung der Massen ist aufzuwenden P2 = m· p = --~ .0,15 
= 3000 kg. Die Gesamtkraft betragt P = 2000 + 3000 = 5000 kg. g 

Beispiel 46. Welche Endgeschwindigkeit erreicht ein Zug von 250 t Ge
samtgewicht nach Durchfahren einer Strecke von 2500 m, wenn die Zugkraft 
der Lokomotive 4500 kg betragt und die Fahrwiderstande fttr sich eine Zugkraft 
von 1800 kg verlangen? 

Fttr die Beschleunigung bleiben 4500 - 1800 = 2700 kg zur Verfttgung. Sie 
ergeben eine Beschleunigung p, berechnet aus P = m· p mit 

_ P _ 2700· 10 _ 2 
P - m - 250000 - 0,108 m/sek . 

Auf dem Wege von 2500 m wird mit p = 0,108 m/sek2 die Geschwindigkeit v er
reicht. Gleichung (lO) ergibt fttr Vo = 0: 

v2 v2 

8 = 2p' 2500 = "2 • 0,lO8 ' v2 = 540, v = 23,2 m/sek. 

(Eine Rechnung nach der Arbeitsbilanz ergibt das gleiche Resultat in ein
facherer Weise. Die Beschleunigungskraft von 2700 kg verrichtet auf dem Wege 
von 2500 m die Arbeit A = p. 8 = 2700 • 2500 = 6750000 mkg. Diese Arbeit 
wird umgeformt in 

m. v2 
m = 25~~00 = 25000 ME , 

2 

m· v2 = 25000 . v2 = 6750000 
22' 

v 2 = 540, v = 23,2 m/sek). 
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Beispiel 47. Es ist das Kraft-Zeit-Diagramm fur den aus einer gleichformig 
beschleunigten, einer gleichfOrmigen und einer gleichfOrmig verzogerten Bewegung 
zusammengesetzten Bewegungsvorgang mit folgenden Daten zu zeichnen. Anfangs
geschwindigkeit 0, Hochstgeschwindigkeit v = 12 m/sek. Zeit fur den Anfahr
vorgang tl = 24 sek, Zeit fiir di!,: gleichformige Bewegung t2 = 8 sek, Verzogerungs
zeit t3 = 16 s, Zugkraft zur Uberwindung der Fahrwiderstande P = 2100 kg, 
Gewicht der bewegten und zu beschleunigenden Teile G = 40000 kg. 

Fiir die Beschleunigung ist eine Kraft P = m . PI aufzuwenden. PI berechnet 
sich aus v = Vo + PI • tl mit v = 12 misek, Vo = 0 und t1 = 24 sek zu 0,5 m/sek2• 

m = 40000 = 4000 ME , 
g 

P = 4000 . 0,5 = 2000 kg . 

Wahrend des Beschleunigungsvorganges sind PI = 2100 + 2000 = 4100 kg auf
zuwenden. Wahrend der gleichfOrmigen Bewegung sind nur die 2100 kg Fahr
widerstand zu uberwinden P 2 = 
2100 kg. Wahrend der Verzoge-
runsgzeit betragt die Verzogerung 
P3' berechnet aus v = Vo + pt; 1I000k. 
v = 0; Vo = 12 m/sek; t3= 16 sek: 

P3 = -}i; = - 0,75 m/sek2• 'S 
Die Verzogerungskraft betragt P = ~'-I:¥~tt*",Y-l~"'-',~fF":c'r----
P3 • m = -0,75 . 4000 = -3000 kg. "2--tMMWtt~?rt~~---
Da die Fahrwiderstande nur 2100kg 
erfordern, ist die Gesamtkraft in 
dieser Periode P3 = -3000 + 2100 
= - 900 kg. Es wird also in dieser 
Zeit keine Arbeit in den Zug hin
eingesteckt (durch die Zugkraft der 
Lokomotive). Es muB vielmehr 
Arbeit aus ihm herausgezogen wer
den (durch die Bremsen). So ent
steht das Diagramm Abb. 47. 

Abb.47. Kraft-Zeit-Diagramm iiir einen Bewegungs
vorgang, der sieh aus einer gleiehfiirmig besehleunig
ten, einer gleiehfiirmigen und einer gleiehfiirmig ver-

zogerten Beweglmg zusammensetzt. 

Die in der Zeiteinheit verrichtete Arbeit bezeichnet man als Leistung: 
. Arbeit A p. s 

LeIstung = -Zeit = T = -t- = N. (26) 

Bei einer Messung der Zeit in Sekunden folgt damit fur die Leistung 
der Wert Meterkilogrammdurch Sekunden. 

Man schreibt diesen Wert Meterkilogramm pro Sekunde mkgjsek 
(in der Sekunde). 

Beispiel 48. Welche Leistung hat ein Kran, der eine Last von 800 kg in 
2 Minuten urn 15 m hebt? 

p. 8 G • h 800 • 15 
N = - = .- = '~2 60 = 100 ml[g/sek. 

t t .' 

Fur die technischen Rechnungen ist die Einheit 1 mkgjsek zu klein. 
Man faBt daher 75 mkgjsek unter dem N amen 1 Pferdestarke zusammen. 

75 mkgjsek = 1 PS. 

Die Leistung m Pferdestarken bestimmt sich aus der Gleichung 

p·s 
N = 75. t • (27) 
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Beispiel 49. Welche Leistung hat ein Kran, der in 4 Minuten eine Last von 
6 t um 12 m zu heben vermag? 

P = G = 6 t = 6000 kg , s = 12 m , 

t = 4 min = 4·60 = 240sek. 

N = ~~ = 600~. 12 = 4 PS. (Pferdestarken.) 
75 • t 75· 240 

Die Gleichung (26) und demzufolge auch die Gleichung (27) Hif3t 
sich noch in anderer Weise unterteilen, als es die obige Ableitung aus 
Arbeit durch Zeit zeigt. Man kann ffir diese Gleichungen auch 
schreiben: 

N = (~) (8) Leistung gleich Kraft pro Zeiteinheit mal Weg. 

N = (P) H-) Leistung gleich Kraft mal Weg pro Zeiteinheit gleich 
Kraft mal Geschwindigkeit. 

mkg p.v 
N = p. v, - sek' N = """"76" • (Pferdestarken.) 

Beispiel 50. Welche Leistung hat eine Pumpe, die 27 cbm Wasser pro Stunde 
auf 12 m Hohe hebt? 

P = 27000 kg, t = 1 h = 3600 sek, 

P/t = 27000/3600 = ~,5 kg/sek (Kraft pro Zeiteinheit), 

p. s 12 
N=t.75 =7,5''f5=1,2PS. 

Beispiel 51. Welche Leistung hat ein Windwerk, das 9000 kg um 15 m 
pro Minute hebt? 

P = 9000 kg , s/t = 15 m/60 sek = 0,25 m/sek = v, 

N = P • sit. 1/75 = P . v . 1/75 = ~OO . 0,25 = 30 PS • 
75 

Auch bei der Berechnung einer Leistung faBt man die auftretenden 
Verluste zusammen und berechnet sie zahlenmaBig unter Einfiihrung 
des Begriffes "Wirkungsgrad". Wirkungsgrad gleich Nutzleistung durch 
aufgewendete Leistung. 

Nutzleistung Nl 
1'1 = Aufgewendete Leistung = N2' 

(28) 

Es ist diese Gleichung mit der Gleichung (23) identisch. Es bedarf 
nur der Erweiterung des Brucheil Wirkungsgrad = N 1/ N 2 mit t, urn 
aus den Werten N die entsprechenden Werte A zu machen, da 
A = N· t ist. 

Beispiel 52. Welche Leistung gibt eine Pumpe ab, wenn der sie treibende 
Elektromotor an elektrischer Arbeit 14 PS aua dem Netz zieht und der Wirkungs-
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grad des Motors 'It = 90%, der des Triebwerks '72 = 95% und derjenige del' 
Pumpe '73 = 80% betragt? 

'7 = '71' '72 • '73 [Gl. (24)] = 0,9',.0.95 ·0,8 =,0,684, 

aufgewendete Leistung = 14 PS , 

Nutzleistung = 14 ~ 0,684 = 9,576 PS • 

Beispiel 53. Welche Leistung nimmt ein Elektl'omotor aus dem Netz, wenn 
er eine Pumpe treibt, die in del' ~~unde 24 cbm Wasser auf 27 m Rohe hebt, wenn 
del' Wirkungsgrad del' ganzen Ubertragung (umfassend die Wirkungsgrade des 
Motors, des Triebwerks und del' Pumpe) 60% betragt? 

. P • 8 24000 • 27 
Nutzl81stung N = 75 • t = 75. 360(f == 2,4 PS. 

Aufgewendete Leistung ~,~ = 4 PS • 

Beispiel 54. Welche Leistung gibt eine Transmission an eine Pumpe ab, 
welche bei jeder Umdrehung 6 I Wasser verdrangt, wenn die Umdrehungszahl 
der Pumpe n = 120 betragt und die DruckhOhe del' PUJ!npe 48 mist? Del' Wir
kungsgrad del' Pumpe ist mit 64% anzusetzen. 

In einer Umdrehung wird die Arbeit A = G· h ,= 6 . 48 = 288 mkg ver
richtet. In den 120 Umdrehungen werden 120·288 = 84560 mkg geleistet, d. i. 
die Leistung in einer Minute. Die auf die Sekunde bezogene Leistung betragt 
34560: 60 = 576 mkg/sek bzw. 7,68 PSNutzleistung. Von del' Transmission werden 
abgegeben: aufgewendete Leistung = 7,68/0,64 = 12PS. 

Fur die graphische Auf-
tragung des Leistungsverlaufes 
wahlt man das Leistung-Zeit
Diagramm, das aus dem Kraft
Zeit-Diagramm und dem Ge
schwindigkeit - Zeit - Diagramm 
berechnet wird. 

1st fur einen Leistungsvor-
gang das in Abb. 47 dargestellte Abb.48. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm. 

Kraft-Zeit-Diagramm und das 
in Abb.48 dargestellte Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm gegeben, so 
berechnen sich die einzelnen Leistungen nach N = P . v,'aus den Pro
dukten der zu gleichen Zeitpunkten gehorenden Ordinaten der; beiden 
Diagramme. Es herrscht 
z. B. nach Ablauf'der Zeit 50000mlrg/sek 
von t = 5 sek die Geschwin
digkeit v, und es ist mit 
dieser Geschwindigkeit die 
Kraft P auszuuben. Dann 
ist in diesem Augenblicke die 
Leistung N = p. v mkg/sek 
aufzuwenden. Diese Auf
tragung zeigt die Abb. 49. 

Beispiel 55. EsistdasLei
stungsdiagramm einer Forderma
schine del' durch das Schema nach 
Abb. 50 gekennzeichneten Baual't 
fiir folgende Daten zu berechnen: 

Abb.49. Leistnng-Zeit-Diagramm fiir das Kraft-Zeit
Diagramm der Abb. 47 und dao Geschwindlgkeit-Zeit

Diagramm der Abb. 48 (s. Beispiel 55). 
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Gesamtgewicht der zu beschleunigenden Massen G = 20000 kg. 
Zu hebende Nutzlast Q = 2000 kg. 
(Es geht die leere Schale von 3000 kg Gewicht herunter, und die volle von 

2000 + 3000 kg Gewicht muB gehoben werden.) Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm 
nach Abb. 51. (Abb. 51 ist mit den Abb. 16 und 17 identisch. Es gelten die Ge
schwindigkeitsdaten von S. 24 fur dieses Beispiel.) 

Es bestimmen sich aus dem Geschwindigkeitsdiagramm die Beschleunigungen. 

Die Beschleunigung wahrend der ersten Periode ist P1 = 0,133 misek, 
berechnet aus Vo = 0, V1 = 0,4 misek, t1 = 3 sek. Fur die zweite 
Periode berechnet sich P2 aus 

5000 
kg 

v1 = 0,4 misek, v2 = 5,85 misek, t2 = 5,7 sek, 

_ V2 - VI _ 5,85 - 0,4 _ ° 956 I k2 P2 - - 5 7 -, m se , ta , 

8,6 - 5,85 ° 368 I k2 Pa = 7,5 =, m se , 

8,8 - 8,6 _ ° 04 I k2 P4 = 5 -, m se , 

8,3 - 8,8 __ ° 217 I k2 P5 = 2,3 - , m se , 

Pa = 2,1 6~ 8,3 = - 0,898 m/sek2 , 

- 0,35 - 2,1 _ ° 461 I k2 P7 - 3,0 - -, m se , 

Abb. 50. Schematische Dar
stellung einer Fiirdermaschine. 

0-0,35 
Ps = --~ = -0,125 m/sek2 • 2,8 
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Abb. 51. Tachographendiagramm zerlegt in 8 Geschwindigkeit-Zeit-Diagramme flir gleichfiirmig 
beschleunigte bzw. verziigerte Bewegungen. 
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Fur die Beschleunigung der Massen sind daher die Krafte aufzu-
wenden: 

PI = m· PI = 20000·0,133 = 266 kg, 

P 2 = m· P2 = 2000·0,956 = 1912 kg , 

I 
2000 kg 

P3 = 736 kg, 

P4 = 80kg, 

P 5 = -434 kg, 

P6 = -1796 kg, 

P7 = -922 kg, 

Ps = -250kg. 

Abb. 52. Kraft·Zeit-Diagramm fiir die in Abb. 50 schematisch dargestellte Fordermaschine mit 
den Zahlendaten des Beispiels 55 und das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm der Abb. 51. (Die 
ausgezogene Figur entspricht der geknickten Linie, die strichpunktierte der glatten Kurve der 

Abb. 51.) 

Zu diesen BeschleunigungskraIten kommt die Last von 2000 kg 
hinzu. So folgt das die Lasthebekraft und die Beschleunigungskrafte 
zusammenfassende Kraft
Zeit-Diagramm der Abb. 52. 

Die Multiplikation det 
Ordinaten dieses Diagramms 
mit denen des Geschwindig
keit -Zeit -Diagramms nach 
Abb. 51 ergibt das Leistung
Zeit-Diagramm der Abb. 53. 
(Fur den Punkt nach der 
Zeit to z. B. betragt Lasthebe-

kraft + Beschleunigungs
kraft Po und die Geschwin
digkeit vo' Daraus folgt die 
Leistung N 0= Po' Vo mkgjsek. 
Da die scharfkantige Gestalt 

Laudien, Mechanik 1. 2. Auf!. 

Zeif 
Abb.53. Leistung-Zeit-Diagramm fiir das Kraft-Zeit
Diagramm (strichpunktiert) der Abb. 52 und das Ge
schwindigkeit-Zeit-Diagramm (glatteKurve) der Abb. 51. 

4 
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der Abb. 52 dem vereinfachten Geschwindigkeitsverlauf nach Abb. 51 
entspricht, hat man entsprechende Abrundungen vorzusehen. Man 
wird durch weitergehende Unterteilung der Geschwindigkeitskurve von 
vornherein eine bessere Anpassung an die Wirklichkeit zu erzielen 
suchen.) 

C. Die Zusammensetzung und Zerlegung 
von Kraften. 

Eine Kraft ist bestimmt durch drei Daten: 
Lage, GroBe, Richtung. 

Die GroBe der Kraft wird in Kilogramm oder Tannen angegeben. 
Die Lage und die Richtung werden entweder in einer Zeichnung fest
gelegt oder durch die Angabe des Neigungswinkels und des Angriffs
punktes der Kraft bestimmt. (Bezuglich des Angriffspunktes siehe 
weiter unten.) Bei der zeichnerischen Darstellung einer Kraft wird auch 

Abb. 54. Darstellung einer Kraft 
von80kgimMallstabe lkg= '/,mm, 
die am Korper K im Punkte A an
greift mit der Richtung von 45 0 

nach rechts oben. 

die KraftgroBe zeichnerisch dargestellt. 
Die Lange der Strecke, zu deren Aus
wertung ein MaBstab, z. B. 1 mm = 5 kg, 
gegeben ist, stellt die KraftgroBe dar. 

So entspricht die in Abb. 54 aufge-

... +P cb -p ::. 

j 
Abb. 55. Darstellung zweier sich in ihrer Wir

kung aufhebender Krafte + P und - P . 

tragene Strecke A-B von 40 mm Lange bei einem MaBstab von 1 mm 
= 2 kg einer Kraft von 80 kg, die unter 45° nach rechts oben gerichtet 
ist und im Punkte A am Korper K angreift. 

Die Bestimmung der Wirkung mehrerer auf einen Korper wirkender 
Krafte vereinfacht sich in vielen Fallen, wenn man die Krafte zu einer 
einzigen Kraft zusammenfaBt, deren Wirkung gleich der der Summe der 
Wirkungen der einzelnen Krafte ist. In anderen Fallen kann die Zer
legung einer Kraft in mehrere Einzelkrafte fur den Rechnungsvorgang 
von Vorteil sein. Man wird z. B. dann eine Kraft zerlegen, wenn es 
sich darum handelt, die Wirkung der Kraft nach verschiedenen Rich
tungen zu bestimmen. 

So hat man der ganzen Lehre von den Kraftwirkungen ein Kapitel uber 
die Zusammensetzung und die Zerlegung von Kraften voranzustellen_ 

Zwei gleich geneigte, am gleichen Punkte angreifende, entgegengesetzt 
gerichtete Krafte heben sich in ihrer Wirkung auf. Greifen (Abb. 55) 
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die zwei Krafte + P und - P am Karper K an, so ist ihre Wirkung 
gleich Null. (Vielfach fugt man zu einer Reihe gegebener Krafte 
derartige sich gegenseitig aufhebende Hilfskrafte hinzu, um die Zu
sammenfassung der gegebenen Krafte zu erleichtern. Die Gesamt
wirkung wird dadurch nicht beeinfluBt.) 

Die Zusammensetzung mehrerer nicht paralleler Krafte zu einer Re
sultanten, d. h. zu einer Kraft, deren vVirkung gleich der Summe der Wir
kungen der durch sie ersetzten Krafte ist, erfolgt nach demParallelogramm. 

1. Beweis fur den Satz vom Parallelogramm der Krafte. 
Nach S. 33 lassen sich die zwei Beschleunigungen PI und P2 , welche 

ein Karper K erfahrt, ersetzen durch die Beschleunigung Pa, welche 
nach GraBe und Richtung durch die Diagonale in dem aus PI und P2 
gebildeten Parallelogramm bestimmt ist. PI und P2 sind nach dem Ge
setze von der Massenbeschleunigung hervorgerufen durch die Krafte 
PI und P 2 , PI = mI· PI' P 2 = m2 • P2. Das fur die Vereinigung der 
Folgen (der Beschleunigungen PI und P2) geltende Gesetz gilt auch fur 
die Vereinigung der Ursachen, d. h. 
der Beschleunigungskrafte PI und P 2 • 

Es sind auch die Krafte PI und P 2 

nach dem Parallelogrammgesetz zu
sammenzusetzen. 

Die Abb. 56 stellt in den Langen 
A B = 20 mm und A C = 30 mm die Be
schleunigungen PI und P2 mit 2 mjsek2 

und 3 mjsek2 dar, welche zusammen

B 

gesetzt die resultierende Beschleuni- Abb.56. Zusammeusetzung zweier Krafte 

gung Pa = 4 mjsek2 (A D = 40 mm) P, und P, zur Resultanten P, - Para!lelo
gramm der Kr;Ute. 

ergeben. Bei einem Karper von 
m = 5 Masseneinheiten betragen die Krafte PI = 5 . 2 = 10 und 
P 2 = 5·3 = 15 kg. Der KraftmaBstab bestimmt sich aus AB = 10 kg 
= 20mm (AC= 15 kg= 30 mm) mit 1 kg = 2 mm oder 1 mm = t kg. 

Die resultierende Kraft, dargestellt durch die 40 mm lange Strecke 
AD, betragt demnach 40 . 0,5 = 20 kg. Das entspricht der ermittelten 
resultierendenBeschleunigung Pa = 4 m/sek2, Pa = m· Pa = 5·4 = 20 kg. 

Man setzt zwei im gleichen Punkte angreifende Krafte 
zusammen, indem man aus ihnen ein Parallelogramm bil
det. Die Diagonale des Parallelogramms stellt nach Lage, 
GraBe und Richtung die Resultante dar. 

2. Methoden fUr die Zusammensetzung und Zerlegung von 
Kraften. 

a) Graphische Methode der Kraftezusammensetzung. 

IX) Die Krafte haben den gleichen Angriffspunkt. 
Die Abb.57 kennzeichnet die Zusammensetzung. der Krafte auf 

zeichnerischem Wege, d. i. in einem Krafteplan. Bei einer Zusammen-

4* 
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setzung von mehr als zwei Kraften vereinigt man nacheinander Kraft 
P I mit Kraft P 2 zur Resultante R I - 2' dann Resultante R I - 2 mit 
Kraft P a zur Resultante R I - 2 - a , dann Resultante RI - 2 - a mit Kraft 
P4 zur Resultante RI - 2 - a- 4 usw. 

Abb.58 stellt in der Strecke AF = R die Resultante der Krafte 
PI' P 2 , P a , P4 , Ps nach Lage, GroBe und Richtung in dem fur die 
Auftragung von PI' P 2 , P a , P4 , Ps gewahlten MaBstabe dar. Die 
Zeichenarbeit ffir die graphische Zusammensetzung kann wesentlich 
vereinfacht werden. Es bedarf nicht der Aufzeichnung der vollstandigen 
Parallelogramme. Die Diagonale AD des Parallelogramms Abb. 56 ist 

8 C 

Abb. 57. Zusammensetzung der 5 Krafte p. '" P" 
die aIle am Punkt .A angreifen. zur Resultanten R 
nach dem Satz vom ParaIlelogramm der Kriifte. 

Pz 

F 

Abb. 58. Zusammensetzung der 5 Krafte 
aus Abb. 57 durch Hintereinanderreihen. 

zugleich die dritte Seite eines aus den Strecken A B und B D = PI und 
P 2 gebildeten Dreiecks ABD. Es genugt danach zu ihrer Ermittlung 
das Aneinanderreihen der Krafte PI und P 2 • Die SchluBlinie des 
Dreieckes stellt die Resultante dar. 

In gleicher Weise ist in Abb. 58 die der Abb. 57 entsprechende Kon
struktion der Resultanten aus den Kraften PI' P 2 , P 3 , P4 , Ps durch
gefuhrt. Es sind die Krafte PI bis P5 aneinandergereiht. Die SchluB
linie vom Ausgangspunkte A von PI zum Endpunkte F von Ps stellt 
die Resultante R dar. Die Reihenfolge der Aneinanderreihung ist ohne 
EinfluB. Abb.59 kennzeichnet eine andere Reihenfolge. Man kommt, 
wie man auch die Strecken, welche die Krafte darstellen, aneinanderfugt, 
stets zum gleichen Endpunkte. 

Fallt der Endpunkt der letzten Kraft mit dem Ausgangspunkt der 
ersten zusammen, so ist die Resultante gleich Null. Man spricht dann 
von einem geschlossenen Krafteplan. 

Abb.60 zeigt einen geschlossenen Krafteplan. Die Resultante der 
drei Krafte PI' P 2 und P 3 ist gleich Null. Die Aneinanderreihung im 
Linienzuge ABeD fuhrt nach A. A und D, der Ausgangspunkt und 
der Endpunkt, sind ein und derselbe Punkt. 

Beispiel 56. Mit welcher Kraft wird der Dampfer D von den 3 Schleppern 1, 
2, 3 gezogen, wenn die Trossen die in der Abb. 61 gekennzeichneten Richtungen 
haben und die Zugkrafte PI = 1500 kg, P2 = 2000 kg und P a = 1000 kg betragen. 

o 
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KraftemaBstab 1 mm = 50 kg. 
Die einzelnen Krafte werden dargestellt durch die Langen ab = 20 mm. 

ac = 40 mm und ad = 30 mm. Diese Langen in Parallelogrammen zusammen-

Abb. 59. Zusammensetzung 
der 5 Krafte aus Abb. 57 durch 
Hintereinanderreihen. (Andere 
Reihenfolge als in Abb. 58.) 

8 

Abb. 60. Zusammensetzung von 3 
in A angreifenden Kraften P,. P, 
und P 3. die eine Resultante gleich 

Null ergeben. 

Abb.61. Zusammensetzung von 3 Kraften, P" P, und P" zu R. (Beispiel 56.) 

gesetzt, ergeben eine Resultante von der Lange von 85 mm. Die resultierende 
Kraft betragt 85 • 50 = 4250 kg. 

fJ) Die Krafte greifen an verschiedenen Punkten des 
K6rpers an. 

Fur die Zusammensetzung mehrerer an verschiedenen Punkten 
des K6rpers angreifender Krafte verlegt man den Angriffspunkt in der 
Richtung der Kraft nach vor
warts oder ruckwarts. Es bleibt 
fur die Wirkung der Kraft P 
auf einen K6rper von genugen 
der Festigkeit ohne EinfluB, ob 
dieselbe (Abb. 62) in A, B oder 
sonstwo auf ihrer Richtungslinie 
angreift. Ihr Angriffspunkt spielt 
wohl eine Rolle bei der Festig

B 
.-.-.~ 

Abb. 62. Angriffspunkt nnd Angriffslinie einer 
Kraft. 

keitsrechnung des K6rpers. Fur die Ermittlung der Kraftwirkung 
ist er gleichgultig. Die Kraft beschleunigt in jedem Falle den K6rper 
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auf derselben Bahn, d. h. auf der eigenen Richtungslinie, und zwar 
mit derselben Beschleunigung p = P/m. Nur daB bei ihrem An
griff in A die Zugfestigkeit des ganzen K6rpers in Anspruch genommen 

Abb. 63. Zusammensetzung zweier an ver
schiedenen Punkten (D und ..4.) eines Korpers 

angreifender KrAfte P, und P,. 

Abb. 64. Zusammensetzung dreier an ver
schiedenen Punkten eines Korpers angreifender 

Krafte. 

wird, wahrend bei einem Angriff in B der vordere Teil zwischen B A 
keine Belastung erfahrt, unterscheidet diese beiden Falle. (tlber die 
Stabilitat eines K6rpers bei Verlegung des Angriffspunktes s. S. 114.) 
FUr die Festlegung der Lage einer Kraft ist also nicht der Angriffs

punkt zu bestimmen, sondern 
nur die Angriffslinie. 

Die Zusammensetzung der 
in A und D angreifenden 
Krafte PI und P 2 zur Resul
tanten RI - 2 zeigt Abb. 63. Die 
Krafte bzw. die sie darstellen
den Strecken AB und DE sind 
zum Schnittpunkt ihrer Rich
tungen zuruckverlegt. Es sind 
vonF aus die LangenFG=AB 
und F H = DE erneut aufge
tragen. Die Resultante R I - 2 

von F G und F H ist zugleich 
die Resultante von A B und DE. 

Abb. 65. Zusammensetzung zweier Krafte P, und P, Die Zusammensetzung von 
znr Resultanten R durch Hinznfiigung zweier sich drei oder mehr Kraften kenn-

gegenseitig aufhebender HifskrAfte H, und H,. 
zeichnet die Abb.64. Aus PI 

und P 2 wird nach Verlegung derselben zum Schnittpunkt der Rich
tungen A die Resultante R I - 2 gewonnen. Diese zum Schnittpunkte B 
mit der Kraftrichtung von Pa zuruckverlegt, ergibt bei der Zusammen
setzung mit Pa die Resultante RI - 2 - a • 

Zur Erleichterung der Zusammensetzung von solchen Kraften, die 
gleichgerichtet oder fast gleichgerichtet sind, deren Richtungen sich 
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demzufolge in einem Punkte schneiden, der weit herausfallt, wendet 
man ejnen Kunstgriff an. Man fiigt zwei Krafte, die sich gegenseitig 
auf he ben und demzufolge ohne EinfluB auf das Resultat bleiben, hinzu. 
Durch die Vereinigung je einer dieser zwei Hilfskrafte mit je einer der 
beiden gegebenen Krafte werden Resultanten erzeugt, deren Schnitt
punkt bequemer liegt. (Siehe Abb. 55.) 

Abb.65 zeigt die Zusammensetzung der Krafte PI und P 2 • Als 
Hilfskrafte sind die Krafte HI undH2 (HI hebt H2 auf; HI und H2 sind 
gleich groB, entgegengesetzt gerichtet undin die gleiche Linie fallend) 
hinzugefugt. Die Richtungen der Resultanten RI und R2 schneiden sich 
in A. Von A erneut aufgetragen, ergeben RI und R2 die Resultante 
RI - 2 • 

y) Das Kraftepaar. 

Die Vereinigung von zwei Kraften PI und P 2 wird undurchfuhrbar, 
wenn die mit den Hilfskiaften HI H 2 gewonnenen Resultanten RI 
und R2 sich nicht schneiden, 
d. h. wenn sie parallelliegen. 
Dieser Fall tritt ein, sobald 
die zu vereinigenden Krafte 
PI P2 gleich groB und ent-

Abb. C6. Kraftepaar p. - P,. 

-R 1 

-----H ........................ -... 

k 

Abb.67. Umwandlung eines Kraftepaares +p. I-P, 
in andere durcb Hinzufiigung sich gegenseitig auf

hebender Hilfskrafte (+Z, -Z oder +H -H). 

gegengesetzt gerichtet sind und nicht in eine Linie fallen. Solche 
Krafte bilden ein Kraftepaar (Abb.66). 

Ein Kraftepaar ist gebildet aus zwei gleich groBen ent
gegengesetzt gerichteten und nicht in eine Linie fallenden 
Kraften. 

Fugt man zu einem Kraftepaar zwei beliebige, sich gegenseitig auf
hebende Krafte hinzu, so verwandelt man damit das Kraftepaar in ein 
anderes. Es geht (Abb. 67) das Kraftepaar +PIII -PI uber in das 
Kraftepaar +RIII-RI beim Hinzufugen der Krafte +Z und -Z. 
Es laBt sich durch Hinzufugen zweier anderer sich zu Null erganzender 
Krafte +H und -H in das Kraftepaar +MIII-MI uberfuhren usw. 
Gemeinschaftlich ist allen diesen drei Kraftepaaren erstens der Dreh-
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sinn. DemgemaB gehort zur Festlegung des Wertes eines Krafte
paares der Drehsinn desselben. Man charakterisiert denselben durch ein 
Pluszeichen, wenn er im Uhrzeigersinne wirkt, und durch ein Minus
zeichen, wenn er entgegengesetzte Richtung hat. Die Kraftepaare 
PIPII RIRII MIMI haben positiven Drehsinn. Zweitens ist bei den 
drei Kraftepaaren das Moment gleich, d. i. das Produkt aus Kraft
groBe mal Abstand von der Gegenkraft. Es betragt dasselbe in den drei 
Fallen Pl' a = RI . b = MI' C. Aus der Gleichheit der Flachen
inhalte des Rechteckes A BOD und des Parallelogrammes ODE F - sie 
haben die gleiche Grundlinie aD und die gleiche Hohe h - folgt die 
Gleichheit von Pl' a und RI • b . 

PI ist die eine Rechteckseite, a die andere; HI ist die eine Parallelo
grammseite, b die Hohe zu derselben. 

Ein Kraftepaar ist bestimmt durch zwei Angaben: 
durch die GroBe des Momentes (KraftgroBe mal Abstand zur 
Gegenkraft) und den Drehsinn (+ iill Uhrzeigersinne drehend, 

- entgegengesetzt dem Uhrzeiger
sinne drehend). 

Dem Moment gibt man den 
Buchstaben M: 

M=P·u. (29) 

M Moment eines Kraftpaares 
kg X em, gesprochen Kilogramm 

.. mal Zentimeter: 
P = Kraft kg, 
a = Hebelarm em. 

Abb. 68 .• Drei gleichwertige Krliftepaare. [Man rechnet auch mit a in mm 
Md, = +P,'a = Md. = +p.' b = Md. = +P,·c. oderm. Wo es sichdarum handelt, 
das Drehmoment in Arbeit (mkg) zu verwandeln, muB man mit kg X m 
rechnen.] Die Gleichheit "kg mal m" fur den Begriff "Arbeit" und den 
Begriff "Drehmoment", die etwas durchaus Verschiedenes bedeuten, 
erklart sich aus der Verschiedenheit der Richtung der "Kilogramm" 
zur MeBrichtung der "Mater". Arbeit ist Kilogramm mal "in der 
Kraftrichtung" gemessener Meterzahl. Drehmoment ist Kilogramm 
mal "senkrecht zur Kraftrichtung" gemessener Meterzahl. 

Verschiebt man ein Kraftepaar nach der bei Abb. 62 fUr die Ver
schiebung einer Einzelkraft erklarten Art und Weise, so ergibt sich die 
vollige Freiheit der Lage eines' Kraftepaares. Es ist das Kraftepaar 
PIPI (Abb.68) gleich dem Kraftepaar P 2 P 2 oder P 3 P3 usw., sofern 
aIle das gleiche Moment haben, d. h. Pl· a = P 2 • b = P 3 • C ist. 

Dem technisch Denkenden faUt es schwer, die im obigen bewiesene 
Freiheit der Lage eines Kraftepaares zuzugestehen. Er verbindet mit 
einen bestimm ten "Kraftepaar" auch die Vorstellung der Drehung 
urn einen zwischen den Kraften liegenden Punkt. Das Kra£tepaar 
PIPI (Abb. 68), das ihm einen anderen Drehpunkt £estzulegen scheint 
als das Kraftepaar P 2 P 2 , d. h. einen zwischen PI und Plliegenden Dreh
punkt, will ihm anderswertig erscheinen. Dieses Ge£uhl des Technikers 
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beruht auf einer durch die technischen Formen der Maschinen hervor
gerufenen Tauschung. Unmittelbar gegebene Kraftepaare, wie 
sie die Abb. 68 darstellt, sind in 
der Technik auBerst selten. 
Man legt in der Technik, wenn 

Abb. 69. Wirkung eines 
Kriiftepaares P" P, auf einen 
um A drehbaren Hebel H. 

Abb. 70. Wirkung eines Kriiftepaares 
T" T, auf einen Hebel mit festem 

Drehpunkt. 

man iiberhaupt ein Kraftepaar verwendet, dasselbe urn den Drehpunkt, 
oder mit anderen Worten, man ordnet den Drehpunkt zwischen den 
Kraften an, z. B. den Drehpunkt eines Handrades in dessen Mitte. 

1m iibrigen wird in den meisten technischen Konstruktionen die 
Drehbewegung eines Korpers nicht durch ein unmittelbar gegebenes 
K raft epa a r herbeigefiihrt, sondern durch eine e in z e 1 n e K raft. 

Zur Erlauterung des Obigen dienen die Abb. 69 und 70. An dem auf 
der Welle A aufgekeilten Hebel H greifen die ein Kraftepaar bildenden 
Krafte PI und P 2 an. Ihr Moment ist P . a . R. 
1m Drehpunkt sind zwei sich gegenseitig auf- 1 
hebende Hilfskrafte Sl , 8 2 hinzugefiigt, wel
che den gegebenen Kraften PIP 2 gleich sind. 
Diese hinzugefiigten Krafte bilden mit 
den gegebenen Kraften zusammen die zwei 
neuen Kraftepaare PI' Sl und P 2 , S2' 
Die Momente dieser Kraftepaare betragen 
+P2 (a+b) und-P1 (b). Dasistin8umma 
P . a. Nimmt man (Abb. 70) ein anderes 
Kraftepaar an, dessen Moment T· c dem 
MomenteP . a des Kraftepaares der Abb. 69 
gleich ist, so ergibt sich dasselbe Resultat. 
Die zwei neuen Hilfskrafte Ql Q2 von gleicher 
GroBe und gleicher Richtung wie T 1 und T 2 

ergeben mit den Kraften TIT 2 zusammen 
die Momente +T2 (d+ c) und -Tl(d). Ihre 
8umme ist T· c = P . a . 

i r 

I 
I 
I 

I 
r- '-

Abb. 71. Zustandekommen eines 
Drehmomentes an einem drehbaren 
Hebel bei Belastung desselben d urch 

eine Einzelkraft P" 

Abb.71 zeigt das Zustandekommen eines Drehmomentes, das ist 
eines Kraftepaares in der Art und Weise der Technik. Der Ulll A dreh-
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bare Hebel H wird durch die Einzelkraft PI belastet und kann eine 
Bewegung in der Richtung PI nicht machen, da seine Welle nur die 
Drehbewegung urn A freigibt. Der infolge der Wirkung von PI auf
tretende Lagerstiitzpunkt P 2 halt die Welle fest. Diese Stiitzkraft P 2 

bildet mit der gegebenen Einzelkraft PI zusammen ein Krliftepaar vom 
Momente p. a. caber das Zustandekommen von P 2 S. S.95.) 

1m Sinne dieser Art der Krliftepaarentstehung aus einer an einem 
drehbaren Karper angreifenden Einzelkraft spricht man vom stati
schen Moment einer Kraft. Es ist das statische Moment einer Kraft 
gleich dem Momente des Krliftepaares, das von ihm selbst erzeugt wird. 
Es ist gleich Kraft mal Abstand vom Drehpunkt. Das statische Mo
ment der Kraft PI in Abb.71 ist M = PI' a . 

Statisches Moment } 
gleich Kraft mal Abstand vom Drehpunkt. (30) 

Die Zusammensetzung von zwei Kraftepaaren ergibt ein resultieren
des Krliftepaar, dessen Moment gleich der Summe der Momente der 
Einzelkrliftepaare ist (Abb. 72). Die gegebenen Krliftepaare 8 1 8 2 !i P I P 2 

• b 
t 

Abb. 72. Zusammensetzung zweier Kraftepaare P, I P, und 8, II 8, zu dem resultierenden 
Kraftepaar B, II B,. 

sind zu dem Krliftepaar RI R2 vereinigt, durch Vereinigung von 8 2 und 
P 2 zu R2 und von 8 1 und PI zu R I • Das Moment R· c ist dargestellt 
durch den Flacheninhalt des Parallelogrammes 1375, dessen eine 
Seite (57) gleich R ist und dessen Hahe c betragt. Dieses Parallelogramm 
zerfallt in die zwei gleichen Dreiecke 375 und 315. Der 1nhalt von 
375 ist gleich der Summe der 1nhalte der Dreiecke 365 und 385, 
deren Hahen hI und h2 zusammen gleich h3 sind und welche die 
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gleiche Grundlinie 35 haben. Da der Inhalt von 365 gleich t 8 2 • b 
ist (65 = 8 2 und die Hohe auf 65 gleich b) und der Inhalt von 
385 gleich t p. a ist (58= P2 und die Hohe auf 58 gleieh a), so 
ist t· R . c = t 8 . b + t p . a . 

Aus den Resultaten der Abb.72 und 64 ergibt sieh, daB die Zu
sammensetzung belie big in einer Ebene liegender Krafte 
entweder eine Einzelkraft oder ein Kraftepaar ergibt. 

Die Arbeit eines Kraftepaares oder einer ein statisches Moment aus
ubenden Kraft wird aus Arbeit = Kraft X Weg berechnet. Der Weg 
ist die Lange der Kreisbahn der Kraft. 

Die Arbeitsleistung eines Kraftepaares berechnet man nach der 
Gleichung Arbeit gleich Kraft mal Weg, indem man den Drehpunkt auf 
der einen der beiden Krafte annimmt. Es legt dann die andere Kraft 
bei einer Umdrehung den kreisfOrmigen Weg 2· r· n zuruck, und die 
GroBe der Arbeitsleistung ist gegeben durch den Wert A = p. 2· r· n. 

Setzt man in diese Gleichung den Wert des Momentes des Krafte
paares M = P . rein, so geht dieselbe uber in: 

A = 2 • ~ • M. (31) 
A = Arbeit mkg, 
M = Kilogramm mal Meter. 

Beispiel 57. Welehe Arbeit verriehtet ein Kraftepaar vom Momente 
]yf = 2000 kg . em bei einer U mdrehung ? 

Das Moment des Kraftepaares umgereehnet in kg. m ergibt ]yf = 20 kg . m. 
Die Arbeit betragt 20·2· J[ = 125,6 mkg. 

An die Stelle des Kraftepaares, d. i. zweier paralleler, gleich groBer 
und entgegengesetzt gerichteter Krafte, tritt in der Technik in den 
meisten Fallen die an einem Hebel angreifende (s. S.57) Einzelkraft. 
Das Moment des Kraftepaares wird durch das statische Moment dieser 
Einzelkraft ersetzt. Fur die Arbeitsleistung des statischen Momentes 
gilt in gleicher Weise das oben abgeleitete Resultat: 

A = M· 2· n (M gem essen in kg. m) . 
Die Leistung einer Maschine, welche ein Drehmoment hergibt 

(die Arbeit in der Sekunde), berechnet man, indem man die Arbeit 
A = P . 2 . r • n auf· die Zeit bezieht. Bei n U mdrehungen in der Minute 
betragt die Arbeit in der Minute A = p. 2r· n· n und die Leistung, 
gem essen in Pferdestarken: 

P.2·r·J[·n ]yf·2·J[·n 
N = -60.75- = 60. 75 . 

Setzt man das Drehmoment in kg. em ein, so folgt: 
]yf 2·J[·n 

N = 100' 60.75 ' 

M =~ N • 100·60·75 
n 2·" ' 

M = 71620 • N • (32) 
n 

M Drehmoment, kg X em, 
N Anzahl der Pferdestarken, n Tourenzahl. 
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Beispiel 58. Welches Drehmoment iibt ein 10pferdiger Motor, der mit 
lOOO Umdrehungen lii-uft, aus? 

N 10 
M = 71620· n = 71620 ·1000 = 716,2 kg. em. 

Beispiel 59. Welehe Leistung erfordert der Antrieb einer Spindel, die in 
der Minute 12 Umdrehungen maehen soIl, wenn fUr das Drehen derselben ein 
Moment von 14400 kg. em notig ist: 

N 
M = 14400 = 71620· -, 

n 

N = 14400 • 12 = 24 PS 
71620 ' . 

15) Die Zusammensetzung in zwei getrennten 
zeichnerischen Verfahren. 

Neben der zeichnerischen Zusammensetzung der Krafte nach 
Abb. 64 bis 72 zur gleichzeitigen Ermittlung der GroBe, 
Richtung <und Lage der Resultanten verwendet man ein zweites 
zeichnerisches Verfahren, bei welchem getrennt: 

1. die GroBe und Richtung der Resultanten und 
2. die Lage derselben ermittelt wird. 

Diese Trennung ist besonders dann am Platze, wenn der eine Teil 
der Aufgabe be quem durchgefuhrt werden kann. Das ist der Fall, wenn 

Abb. 73. Krafteplan zur Bestimmung 
der Resultanten R fUr P" P, und p. 
nach GroBe und Richtung und zur Be
stimmung der Richtungen der Hilfskrafte. 

es sich um die Zusammensetzung gleich
gerichteter Krafte handelt. Die Rich
tung der Resultanten ist dann durch 
die Richtung der Einzelkrafte von vorn
herein gegeben. Ihre GroBe ist gleich 
der algebraischen Summe der GroBe 
der Einzelkrafte. 

Abb.73 und 74 kennzeichnen das 
Verfahren fur die Zusammensetzung 
der drei beliebig gerichteten Krafte PI' 
P 2' P 3' Fur die Bestimmung von GroBe 
und Richtung der Resultanten sind die 
drei Krafte (Abb. 73) besonders heraus
gezeichnet und in einem Krafteplan 
vereinigt. Es ergibt sich so die GroBe 
und Richtung der Resultanten R. 

Zur Feststellung der Lage der Resultanten sind zu den gegebenen 
drei Kraften PI' P 2' P 3 eine Reihe von Hilfskraften hinzugefugt, die 
sich gegenseitig aufheben und von denen wiederum immer je zwei mit 
einer der gegebenen Krafte ein geschlossenes Kraftedreieck bilden, d. h. 
diese aufheben (Abb. 74). 

1m Krafteplan 1 sind die GraBen der beiden beliebig gerichtet an
genommenen Hilfskrafte + HI und + 8 1 ermittelt, die mit der gege benen 
Kraft PI einen geschlossenen Krafteplan bilden. Die an der Kraft P 2 
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angreifende Hilfskraft H2 wird so gewahlt, daB sie die vorher ein
gefiihrte Hilfskraft HI aufhebt. So ergibt sich H2 = -HI. Die Zu
sammensetzung dieser Hilfskraft H2 mit der gegebenen Kraft P2 er
fordertzum SchlieBen des Kraftedreiecks 2 die Hinzu-
fiigung der neuen Hilfskraft + T 2. Zu der Kraft P 3 / 

ist eine weitere Hilfskraft T 3 hinzugefiigt, die sich mit +~ // 
der vorher an der Kraft P 2 angenommenen Hilfs- 7 

._!:JiL ~ ~ .[Iz=-I7-:. R // 7.;--72 /' 
~ '/ / 

II ~ / Ij ~/+~ 

"" / ~ / 

R 

Abb. 74. Bestimmung der Lage, GroBe und Richtung der Resultanten R der drei Krafte P" 
P, und p. durch Hinzufiigung der 8 HUfskrafte +8" -8" +H" -H" + T" - T" +N" -N •• 

kraft + T 2 zu Null erganzt. Es ist T 3 = - T 2. Die Vereinigung von 
T 3 mit der gegebenen Kraft P 3 ill Kraftedreieck 3 erfordert fiir das 
SchlieBen des Kraftedreiecks die Hilfskraft + N 3. Um die beiden noch 
nicht ausgeglichenen Hilfskrafte + N 3 und + 8 1 auszugleichen, fiigt man 
nun zwei Hilfskrafte hinzu, welche die beiden Hilfskrafte +81 und 
+N3 zu Null erganzen, namlich die Hilfskrafte -81 und -N3. So 
sind diese beiden letzten Hilfskrafte die einzig iibrigbleibenden Krafte, 
und ihre Vereinigung legt die Lage der Resultanten R fest. 

Kurz zusammengefaBt: Es sind zu den drei gegebenen Kraften vier
mal zwei Hilfskrafte hinzugefiigt, die sich untereinander gegenseitig auf
heben, so daB die Hinzufiigung eine Anderung der Belastung nicht be
deutet. Von diesen Hilfskraften dienen sechs zu der Bildung der ge-
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schlossenen Krafteplane 1, 2 und 3. Es bleiben demnach von den ins
gesamt vorhandenen elf Kraften nur die zwei Hilfskrafte -81 und 
-Na iibrig, und aus diesen wird die Resultante gebildet. Die in der 
Abb.74 eingetragenen Krafteplane 1-2-3-4 lassen sich in den 
Krafteplan der Abb. 73 ohne Miihe eintragen. Wenn man an die ein
zelnen Krafte PI' P2 und P a die Hilfskrafte +81 -81 , +Hl -Hl' 
+T2 -T2 und +Na -Na im Sinne der kleinen Krafteplane 1-2-3-4 
anlegt, ergibt sich als Endpunkt aller dieser Hilfskrafte 8 , H ,. T und 
N ein und derselbe Punkt X. Denn es sind in den Planen 1 bis 4 die 
Langen, welche ein Paar der Hilfskrafte darstellen, stets gleich groB 
und gleich geneigt. Sie haben nur den verschiedenen Richtungssinn, 

Abb.75. Krafteplan und Seilpolygon fiir die Zusammensetzung der drei Krafte Pl. P, und~P, 

da sie sich zu je zweien aufheben miissen. - So wird man die kleinen 
Plane 1 bis 4 iiberhaupt entbehren und von der Abb. 73 ausgehen konnen. 
Man wird einen Punkt X (Pol) wahlen, von ihm aus die Strahlen 8, 
H, T , N ziehen und zu diesen Strahlendie Parallelen in die Haupt
figur Abb. 74 einziehen. Die SchluBfigur (4 in Abb. 74) entspricht dann 
dem in Abb.73 aus R, +81 -81 und +Na -Na gebildeten Dreieck. 

Da die Resultante bereits durch einen Krafteplan nach GroBe und 
Richtung bestimmt, so bedarf es nicht weiter der Zusammensetzung von 
-Na und -81 • Es geniigt die Bestimmung des Schnittpunktes von 
N und 8, denn es ist ja nur noch die Lage von R zu ermitteln. 

Die Linien, auf denen H1 H2 , T2 Ta, +Na -Na, +81 -81 wirken, 
dienen schlieBlich nur der Bestimmung der Lage von R. Die Ein
tragung der KraftgroBen auf den Linien ist unni:itig. Man verfahrt 
zur Ermittlung der Resultantenlage rein zeichnerisch (Abb.75). 

Man tragt die gegebenen Krafte PI' P 2' P 3 in einem Linienzuge 
hintereinander auf und ermittelt so GroBe und Richtung der Resul
tanten R. Man wahlt einen beliebigen Pol X und zieht von ihm aus 



Methoden flir die Zusammensetzung und Zerlegung von Kraften. 63 

Strahlen nach den Punkten, in denen die einzelnen Krafte zusammen
stoBen. So entstehen die Linien SI-2' S2-3' SI-R, S3-R. Durch 
Einflechten eines parallelen Linienzuges zu diesen Strahlen in die ur
sprungliche Figur von einem beliebig gewahlten Punkt A auf einer 
Kraft aus entsteht der Linienzug ABeD. Es sind dabei die Strahlen 
so zu wahlen, wie es der Figur rechts entspricht. Zwischen die Krafte 
PI und P 2 kommt die Linie 1-2 parallel zu dem nach dem Beruhrungs
punkte I-II gehenden Strahl SI-2. Zwischen die Krafte P 2 und P 3 

ist eingeflochten die Linie 2-3, d. i. die Parallele zu dem Strahl S2-3. 
Durch die Parallelen zu den beiden Strahlen, welche im Krafteplan 
rechts zum Treffpunkt der Kraft PI und der Resultanten R(SI_R) bzw. 
der Kraft P3 und der Resultanten R (S3-R) fuhren, wird der letzte 
Schnittpunkt D festgelcgt. Die Resultante R muB durch D gehen. 

Abb. 76. Kriifteplan und Seilpolygon fUr die Zusammensetzung der drei Krafte Pl. P, und P 3 • 

(Die Krafte sind in anderer Reihcnfolge aneinandergeHigt als in Abb. 75.) 

Aus der Erklarung der Abbildung geht ohne weiteres hervor, daB die 
Reihenfolge der Krafteauftragung ohne jeden EinfluB auf das Resultat 
ist. Ob man die zwei ersten der sich gegenseitig aufhebenden Hills
krafte auf PI und P 2' dann die zwei weiteren auf P 2 und P 3 wirken 
laBt usw. oder zuerst zwei Hilfskrafte an PI und P 3 ansetzt und dann 
an P 3 und P 2' bleibt selbstverstandlich ganz ohne EinfluB. 

In Abb. 76 ist parallel zur Abb. 75 eine Darstellung in einer anderen 
Zusammenfassung gegeben. Es sind die Hilfskrafte nicht zwischen die 
benachbarten Krafte PI und P 2, sondern zwischen die Krafte PI und 
P 3 eingeschaltet. 

Die Lage des Pols X ist gleichfalls ohne Bedeutung fiir das Resultat. 
Ob man im Krafteplan 1 der Abb. 73 die Krafte SI und HI zum SchlieBen 
des Krafteplans benutzt oder zwei anders gerichtete Krafte S' und H', 
die dementsprechend auch in ihrer GroBe von SI und HI abweichen, ist 
ohne EinfluB auf das Gesamtresultat. Der dunn eingetragene Linienzug 
a-b-c-d entspricht einer Konstruktion mit dem Pole Z, d. h. mit 
Kraften S', H', T', N'. 
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Den in die Krafte eingezogenen Linienzug nennt man ein Seilpolygon. 
Es entspricht der Verlauf dieser Linien der Lage eines Seiles, welches 
die Krafte PI' P 2 , Pa zusammenzuhalten vermag. 

Die Vereinigung belie big gerich teter Krafte stellt sich in der ge
trennten Konstruktion mittels Kri1fteplans und Seilpolygons 
nicht einfacher als die gleichzeitige Bestimmung von Lage, GroBe 

R 

Abb.77. Vereirugung der Krafte P" p. und P a zur Resultanten R mittels Krafteplan und 
Seilpolygon. 

und Richtung der Resultanten in einer gemeinschaftlichen Konstruktion 
nach Abb. 64. Sie ergibt jedoch wesentliche Vorteile bei der Ver
einigung gleichgerichteter Krafte (s. Abb. 77). 

Beispiel 60. Die drei vertikal gerichteten Krafte PI' P 2 , Pa sind durch 
Krafteplan und Seilpolygon zu vereinigen. 

Die Resultante der drei Krafte R ist gleich PI + P 2 + Pa • Der Kriifteplan 
schrumpft in eine Gerade zusammen, deren Verlauf von oben nach unten einmal 
durch die Krafte PI' P 2 , Pa und dann auch durch die Resultante R gebildet ist. 

N eben dem Kriifteplan ist ein Pol X beliebig angenommen. Von ihm aus 
sind die Strahlen 1-R, 1-2, 2-3, 3-R zu den Trennpunkten zwischen PI 
und R, PI und P 2 , P 2 und Pa, Pa und R gezogen. Die Parallelen zu diesen Strahlen 
eingefiochten als fortlaufender Linienzug von einem beliebigen Punkte A aus 
bestimmen im Schnittpunkte S die Lage von R. 

c) Die zeichnerische Zerlegung von Kri1ften. 
Die Zerlegung der Krafte entspricht der Umkehrung der in Abb. 73 

bis Abb.77 dargestellten Zusammensetzung. Man zerlegt eine Kraft, 
indem man ihre zeichnerische Dar
stellung als Diagonale eines Parallelo
gramms auffaBt. Die Parallelogramm
seiten stellen dann die Einzelkrafte 
dar. Man bezeichnet die Einzelkrafte 
dann als Komponenten. 

Sind die Richtungen der Einzel
Abb. 78. Zerlegung einer Kraft P in 2 Krafte 
- P, und p. oder S, und S, - nach dem krafte nicht festgelegt, und kann man 

Paralielogrammsatz. demzufolge die N eigung der Parallelo-
grammseiten beliebig annehmen, so ergeben sich verschiedene Zerlegungs
moglichkeiten ffir eine Kraft. Es laBt sich z. B. die Kraft P (Abb. 78) zer-
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legen in die beiden Krafte PI und P 2 sowie auch in 8 1 und 8 2 , Die Zer
legung einer Kraft in zwei Teilkrafte, deren Angriffspunkte und Rich
tungen gegeben sind mittels Krafteplans und Seilpolygons, zeigt Abb. 79. 

I 
I 
I I 

~I 
I R 

Abb.79. Zerlegung einer vertikalen Kraft R in 2 vertlkale Krafte P, und P" deren Angriffs
punkte festgelegt sind, mittels Krafteplan und Seilpolygon. 

Beispiel 61. Es ist die Kraft R zu zerlegen in die zwei vertikalen Einzel
krafte PI und Ps, welche in den Stiitzpunkten des Balkens angreifen. 

Der Krafteplan mit dem beliebig gewahlten Pole X legt die Neigung der Seil
polygonseiten l-R und 2-R fest. Ihre Eintragung vom beliebig gewahlten 
Punkte A aus ergibt die Punkte 0 und D. Die Richtung von 0 D bestimmt die 
Neigung des im KrRfteplan einzutragenden Strahles 81 - 2 , welcher R in PI und 
P2 trennt. 

b) Rechnerische Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften. 
IX) Die Krafte greifen an einem Punkte an. 

Fiir die rechnerische Zusammensetzung und Zerlegung von KrliJten 
wird allgemein der folgende Weg beschritten. Man zerlegt die Krafte 
nach zwei Richtungen, setzt dann die gleichgerichteten Komponenten 
zusammen und bildet schlieBlich 
aus deren Resultanten die Ge
samtresultante. - Da die Zu
sammensetzung der gleichgerich
teten Komponenten nichts an
deres ist als eine einfache Addi
tion, so gestaltet sich der schein
bar kom plizierte V organg auBerst 
einfach. 

Man vermeidet mit dieser 
Zerlegung nach zwei Richtungen 
die Schwierigkeiten der Winkel
rechnungen, d. h. der Berechnung Abb. 80. Zusammensetzung von drei In einem 

Punkte angreifenden Kraften P" P, und p. durch 
aller einzelnen Schnittwinkel zwi- algebraische Addition der Komponenten der Elnzel-
schen je zwei gegebenen Kraften. krafte. 

Man legt die Kraft nun nicht mehr fest durch Lage, GroBe und Winkel
richtung, sondern durch zwei GroBen (die GroBen der beiden Kompo
nenten) und deren Lage gegeneinander. 

Abb. 80 kennzeichnet dieses Verfahren. Die Krafte PI' P 2 , Pa sind 

Laudien, Mechanik I. 2. Auf!. 5 
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in die Vertikalkomponenten 0-1,0-3,0-5 = Pl' sin iX l , P 2 • sinIX2, 
Pa• sin IXa und in die Horizontalkomponenten 0-2, 0-4, 0-6 

. - Pl' cos iXl , P 2 . cos iX2 , P a . COS iXa zerlegt. Die Vereinigung der 
ersten Gruppe ergibt die Teilresultante Rv = Pl' sin IXI + 1'2' sin iX2 
+ P a . sin iXa (01 + 03 - 05), die der zweiten Gruppe die Teilresul
tante Rk = PI . cos IXI + P 2 • cos IX2 + Pa· cos iXa (06+ 02 - 04). Die 
Resultante R hat die GroBe R = fR~ +R~ . Ihre Richtung ist be
stimmt durch tg iX = Rv/Rk • 

In Abb. 80 sind die Winkel iX von der positiven Richtung der Ab
szissenachse aus gem essen, und zwar iX l und iX2 nach links herum und 
iXa nach rechts herum. Auf die MeBrichtung muB bei der Bestimmung 
des Vorzeichens geachtet werden. Es ist in diesem Fall die algebraische 
Summe der Vertikalkomponenten gebildet aus +01 + 03 - 05 und 

R 

I ... 7-

IE 5 

I 14 3 

IA P, P;j ~ _.-t-
I • 
IE 'X i 

Abb.81. Vereinigung der drei Krafte P" P, und p. zur Resultauten R auf rechnerischem Wege. 

die horizontale Summe aus + 0 6 + 0 2 - 0 4. Aus der zeichnerischen 
Darstellung sind die Vorzeichen der Komponenten ermittelt unter Bei
behaltung der ublichen Bewertung: Plus der Vertikalen = von unten 
nach oben; Plus des Horizontalen = von links nach rechts. 

Kann man die Anschauung nicht zu Hilfe nehmen, so muB man 
die Winkel iX aIle in gleicher Umlaufsrichtung messen. In Abb. 80 hatte 
nicht IXa, sondern 360 0 - iXa als der Neigungswinkel der Kraft Pa ein
getragen werden mussen. Doch kommt eine derartige rechnerische Be
stimmung ohne Hilfsfigur kaum vor. 

{J) DieKrafte greifen an verschiedenenPunkten desKorpers an. 
Bei der Zusammensetzung von Kraften, die an verschiedenen Punk

ten eines Korpers angreifen, ist auBer der GroBe und Richtung, die nach 
Abb.80 rechnerisch bestimmt werden konnen, noch die dritte Bestim
mungsgroBe, die Lage der Resultanten, zu berechnen. 

Zur Berechnung der Lage der Resultanten benutzt man den Satz 
vom statischen Moment: Das statische Moment der Resultanten 
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muB gleich der Summe der statischen Momente der Einzel
krafte sein. 

Man nimmt einen beliebigen Punkt A an und berechnet fur ihn 
die Summe der Einzelmomente der gegebenen Krafte. Durch Gleich
setzen dieser Momentensumme und des Momentes der Resultanten laBt 
sich x bestimmen. Es muB R im Abstande x an A vorbeigehen. 

P1 . a1 + P2 . a2 + P 3 . a3 = R . x . (33) 
Beispiel 62. Fiir drei Vertikalkrafte P 1 = 16 kg, P2 = 20 kg, P 3 = 34 kg 

zeigt Abb. 81 diese Bestimmung der Lage. Der Drehpunkt ist in A angenommen. 
Die Hebelarme der Krafte stellen sieh auf a1 = 3, a2 = 5, a3 = 7. Damit wird 
die Summe der statisehen Momente Pl' a1 + P2· a2 + Pa• a3 = 16·3 + 20.5 
+ 34·7 = 386. 

Da R = P1 + P2 + P a = 70 kg ist, bereehnet sieh der Hebelarm x aU8 

R· x = 386, x = "'loft = 5,51 . 

Abb.82. Vereinignng der drei Krafte P" P, und P, zur Resultanten auf rechnerlschem Wege. 

Fur belie big gerichtete Krafte gibt das Beispiel 82 den Verlalli der 
Rechnung. 

Beispiel 63. Die GroBe, Riehtung und Lage der Resultanten des naeh 
Abb. 82 dureh P1 , P 2 und P a belasteten Korpers sind reehneriseh zu bestimmen. 

P 1 =100kg, tX1 =135°, s~niX1= 0,707, eosiX1 =-0,707, 
P2 = 40 kg, iX2 = 30°, smiX2 = 0,5, e08iX2 = 0,866, 
Pa=o 60 kg, iX3=270°, siniX3=-1, ()OSiX3 = O. 

Pl' siniX1 = 70,7 kg, Pl' eoscx1 = -70,7 kg, 
P2 • 8iniX2 = 20,0 kg, P 2 • eosiX2 = 34,6 kg, 
P3 • SiniX3 = -60,0 kg, Pa • eOSiXa = 0 kg. 

a1 = 2 em, b1 = 3 em, 
a2 = 1 em, b2 = 3 em, 
aa = 0 em, ba = 5 em. 

R = V(P1 • siniX1 + P2 • siniX2 + Pa· siniXa)2 + (Pl' eosl\l +P2 cos iX2+Pa e08I\a)2, 

R = V(70,7 + 20,0 - 60,0)2 + (-70,7 + 34,6 + 0)2 = V921 + 1303 = 47, 

70,7 + 20,0 - 60,0 
-70,7 + 34,6 + 0 

30,7 ~ 
-36;1= -0,850. 

5* 
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ex = 130 0 30' (gemessen von der positiven Richtung der X-Achse entgegen
gesetzt dem Uhrzeigerumlaufl-

Nach Gleichung (33) ist 

47· x = -70,7·2 + 70,7·3 - 20·4 + 34,6·1 + 60·5, 

X - 325~ - 69 - 47 - , , 

x ist der Abstand der Resultanten R von dem Drehpunkt .A_ 
Schlagt man urn .A einen Kreis mit x = 6,9 und legt an ihn eine Tangente 

unter dem Winkel ex = 130 0 30', und zwar im Uhrzeigersinne, so ist mit dieser 
Tangente die Lage von R bestimmt. 

c) Kombiniert zeichnerisch-rechnerisches Verfahren. 
Urn die langwierige Rechnung zur Bestimmung der KraftgroBe und 

Kraftrichtung zu vermeiden, verwendet man vielfach ein kom biniert 
zeichnerisch-rechnerisches Verfahren. Man bestimmt GroBe und Rich
tung der Resultanten zeichnerisch und legt die Lage durch Berechnung 
von x nach dem Satze vom statischen Moment fest. 

Abb. 83. Bestimmung einer Resultanten auf kombiniert zeichnerisch-rechnerischem Verfahren. 

Abb.83 zeigt rechts im Krafteplan die Bestimmung von R nach 
GroBe und Richtung_ lfur die Berechnung von x gilt die Momenten-
gleichung R P P P . x = - l' r1 - 2' r2 + 3' r3 -

R (aus dem KrliJteplan entnommen) = 29,2 mm. Bei einem MaB
stabe 1 kg = 2 mm ist 

R = 29,2 = 146 k 
2 ' g, 

R: x = -5·6 - 10 ·1,5 + 8·3,5 = -17, 
17 

x = -14,6 = -1,16cm. 

Da x negativ herauskommt, hat R einen Drehsinn entgegegesetzt 
dem Uhrzeigersinn. 

3. Zusammensetzung von Kraften im Raume. 
a) Die Krafte greifen am gleichen Punkte des Korpers an. 

Legt man durch zwei der KrliJte eine Ebene, so lassen sie sich in 
dieser Ebene nach dem Parallelogrammsatz zu einer Resultanten ver-
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einigen. Diese Resultante laBt sich mit der dritten Kraft zusammen
setzen, indem man durch sie und diese dritte Kraft eine zweite Ebene 
legt usw. 

Es ergibt die Zusammensetzung beliebiger, an einem Punkte des 
Korpers angreifender Krafte eine Einzelkraft. 

Abb.84 zeigt die Vereinigung von PI und P 2 in der Ebene I zur 
Resultante R1 - 2 und die Zusammensetzung dieser Resultante R1 - 2 

mit der dritten Kraft P3 zur Resultante RI - 2 - a in der Ebene II. 

b) Die Krafte greifen nicht am gleichen Punkte an. 
Fur die Vereinigung im Raume liegender Kraftepaare gelten zwei 

Satze: 
1. Ein Kraftepaar laBt sich in eine parallele Ebene verlegen. 

Abb. 84. Zusammensetzung der drei Krafte 
P" P, und P" die am gleiehen Punkte an

greifen. aber nicht in einer Ebene liegen. 

Abb. 85. Ersetzung cines in einer Bbelle 
liegendenKraftepaares (P, - P, inEbeneI) 
durch ein in einer Parallelebene liegendes 

Kraftepaar (T,-S, in Ebene II). 

Den Beweis gibt die Abb. 85. Gegeben ist das Kraftepaar P 1 P 2 in 
der Ebene I. Hinzugefugt sind die vier sich zu je zwei gegenseitig auf
hebenden Krafte 8 18 2 und T 1 T 2 , die in einer Parallelebene IIliegen, 
gleich groB P sind und im gleichen Abstande a voneinander wirken. 

Durch die Hilfsebenen III und IV lassen sich die Krafte PI und 8 1 

sowie P 2 und T2 zu Resultanten von der GroBe 2· P - 2 . P vereinigen. 
Da diese Resultanten in eine Linie fallen, heben sie sich gegenseitig 
auf. So bleiben von den sechs Kraften PI' P2, 8 1 , 8 2 , T 1 , T2 nur 
die zwei Krafte 8 2 und Tl ubrig, und sie bilden ein dem gegebenen 
Kraftepaar PIP 2 gleiches, aber in der Ebene II liegendes Kraftepaar. 

2. Beliebig viele Kraftepaare im Raume lassen sich zu einem Krafte
paare vereinigen. 

Abb. 86 zeigt die Vereinigung der zwei Kraftepaare P 1P 2 und 8 18 2 

in den Ebenen I und II. Die Ebenen schneiden sich in der Geraden 
A-A. Legt man die Kraftepaare zuruck bis zum Angreifen an A-A 
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und verwandelt man das eine derselben P 1 P 2 (s. S. 55, Abb. 67) in das 
Kraftepaar P~P~, das in den gleichen Schnittpunkten wie 8 18 2 an
greift, so lassen sich die Krafte P~ und 8 1 sowie P~ und 8 2 vereinigen 
zu Rl und R2 , die ein neues Kraftepaar bilden. 

Abb.86. Verelnigung mehrerer 1m Raum liegender Kraftepaare (PI P'-Sl S,) 
zu einem Kraftepaare. 

Die Vereinigung beliebig im Raume liegender Krafte stutzt sich 
auf den vor8tehenden Satz von der Vereinigung beliebiger Kriiftepaare 
zu einem einzigen Kraftepaar. Sind zwei Krafte im Raume gegeben, 
die sich nicht schneiden, so lassen sie sich verwandeln in ein Krafte
paar und eine Einzelkraft. Den Beweis gibt die Abb.87. 

J ~I'" 

~ ~ 

~ ?J~ ~~ ~ 
::;: ~~ ~ ~ I 

Abb.87. Zusammensetzung zweier 1m 
Raum sieh kreuzender Krafte P l 

und P,. 

Abb. 88. Zerlegung elner Kraft naeh drei senk
recht aufeinanderstehenden Riehtungen. 

Gegeben sind die zwei Kriifte PI und P 2 • An Pi sind zwei sich 
gegenseitig aufhebende Hilfskrafte 8 1 und 8 2 angefugt, welche parallel 
zu P2 liegen und gleich P2 sind. Eine dieser Hilfskrafte 8 2 laBt sich 
mit PI zu einer Resultanten R vereinigen. Die andere 8 1 bildet mit 
der anderen gegebenen Kraft P 2 ein Kraftepaar. 

Aus n Einzelkriiften wird man auf diese Weise nj2 Einzelkrafte und 
nj2 Kriiftepaare erhalten. Setzt man diese nj2 Einzelkriifte wiederum 
zusammen, so erhalt man nun nj4 Einzelkrafte und weitere nj4 Krafte
paare. Die nochmalige Zusammenfassung dieser nj4 Einzelkriifte 
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zeitigt nl8 Einzelkrafte und weitere nl8 Kraftepaare. SchlieBlich er
gibt sich so eine einzige Einzelkraft und n Kraftepaare. Diese n Krafte
paare lassen sich zu einem Kraftepaar vereinigen, so daB in jedem Falle 
nur eine Einzelkraft und ein Kraftepaar ubrigbleiben. 

Um die rechnerische Verfolgung beliebig im Raume liegender 
Krafte zu erleichtern, zerlegt man die Krafte, welche auf einen Korper 
wirken, im Sinne der Abb.88 nach drei verschiedenen Richtungen. 
Bei einem Korper, welcher um eine Achse drehbar ist, wird man die 
Zerlegung so durchfuhren, daB die eine Komponente der Kraft der 
Richtung der Achse parallel ist (A) und die zweite eine Drehung um die 
Achse einzuleiten bestrebt ist (D). Die dritte (Q) wird man so legen, 
daB sie quer zur Achse liegt. 

D. Die Lehre yom Schwerpunkt. 
Die Lehre yom Schwerpunkt behandelt die Bestimmung des Korper

punktes, in dem man die auf die einzelnen Korperteilchen wirkenden 
Anziehungskrafte der Erde vereinigt denken kann. Sie behandelt die 
Bestimm ung der Lag e der Resultanten dieser einzelnen Anziehungs
krafte, dieser einzelnen Schwerkrafte. 

Bei der Bestimmung der Lage der Resultanten nach Kapitel C 
handelte es sich um die Zusammensetzung von Kraften fest
bestimm ter Rich tungen. Die Lage der Resultanten wurde durch 
eine Linie bestimmt. Auf dieser Linie konnte und brauchte ein An
griffspunkt nicht festgelegt werden. Die L'age des Angriffspunktes 
auf dieser Linie ist ohne jedenEinfluB auf die Wirkungsweise der Re
sultanten (s. S.53). Bei der Lehre yom Schwerpunkt handelt es sich 
nicht um die Zusammensetzung von Kraften bestimmter Rich
tungen, sondern um die Zusammensetzung von parallelen Kraf
ten verschiedener Richtung. Der Korper kann in die verschie
densten Stellungen zur Erde kommen. Die auf seine Einzelteile wirken
den Schwerkrafte konnen die verschiedenste (untereinander gleiche) 
Richtung haben. Demzufolge genugt hier nicht die Bestimmung einer 
Linie, in welche bei einem Sonderfalle die Resultante fallen wird. Es 
muB vielmehr der Punkt bestimmt werden, durch den bei jeder be
liebigen Stellung des Korpers die Resultante gehen muB. Man wird 
demzufolge fur zwei verschiedene Stellungen des Korpers gegenuber der 
Erde die Linie der Resultantenwirkung ermitteln mussen. Der Schnitt
punkt dieser beiden Linien ist der Punkt, durch welchen bei jeder be
liebigen Stellung des Korpers die Resultante der Einzelschwerkrafte, 
d. i. die Schwerkraft, geht. 

Da es sich vor allem um die Feststellung der Lage handelt, da die 
GroBe der Resultanten einfach bestimmt ist als die Summe der einzelnen 
KraftegroBen, wird man die getrennte Bestimmung von Lage und 
GroBe (und Richtung) bevorzugen. Man verwendet entweder das rech
nerische Verfahren - Gleichheit der statischen Momente der Einzel
krafte und der Resultanten - oder das zeichnerische - Krafteplan und 
Seilpolygon. 
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1. Schwerpunkt' von Linien. 
1m Grunde ist es sinnwidrig, vom Schwerpunkte einer Linie zu 

sprechen. Linien haben keine Masse, und somit unterliegen sie auch 
nicht der Anziehungskraft der Erde. Trotzdem ist es allgemein ublich, 
die Schwerpunkte stabformiger Korper gleichfOrmigen Querschnittes 
unter dem Kapitel Schwerpunkt von Linien zu behandeln. 

a) Schwerpunkt von Geraden. 

Der Schwerpunkt einer einzelnen Geraden falIt in die Mitte der 
Geraden. 

Der Schwerpunkt eines aus mehreren Geraden bestehenden Linien
zuges (Abb. 89) wird nach dem bei Abb. 81 geschilderten Verfahren 

a 
I 

X 2 

. ~-' ".,..-~ 

jt-· 
11 I Yz /"'1 
~o I 1 Y1 ll- ._. . J_._. ~j~-Achse 

I- Xo . a 
Abb.89. Bestimmung des Schwerpunktes eines Linien· 

zuges auf rechnerischem Wege. 

Ordinatenachse an, so ergeben sich die 
Krafte PI' P2-P~, P~. 

ermittelt. J edes gerade 
Linienstuck ist gleichwertig 
einer in seiner Mitte an
greifenden Kraft von der 
GroBe der Linienlange. Die 
Richtung der Krafte kann 
belie big angenommen wer
den; man kann sich die 
Erde unter dem Linienzuge 
oder uber dem Linienzuge, 
rechts von dem Linienzuge 
oder links von demselben 
liegend denken. Nimmt 
man die beiden fur die 
Berechnung erforderlichen 
Lagen unter der Abszissen
achse und links von der 
in Abb. 89 eingetragenen 

Die Vereinigung der Krafte PI und P 2 wird eine Vertikalresultante 
ergeben, die Vereinigung der Krafte P~ und P~ wird eine Horizontal
resultante ergeben. Der Schnittpunkt dieser Resultanten ist der Schwer
punkt des Linienzuges. 

Beispiel 64. Es ist der Schwerpunkt des aus den Linien LI = 32 mm und 
L2 = 40 mm bestehenden Linienzuges nach Abb.89 zu berechnen. 

Unter Annahme des Drehpunktes bei 0 (Koordinatenanfangspunkt) betragen 
die statischen Momente der beiden Linienstiicke bei Annahme der Krafte PI und P 2 

Pl' Xl und P2 • X 2 (PI = 27, P2 = 33, Xl = 40 mm, x2 = 17 mm). 

Das Moment der Resultante R ist der Summe dieser Momente gleich 

R· Xo = Pl' Xl + P 2 • X2 = 27 . 40 + 33· 17 = 1641. 

Die Resultante R ist gleich der Summe der Einzelkrafte, da diese gleichgerichtet 

sind. R = PI + P2 = 27 + 33 = 60, 

R· Xo = 2336, 
1641 

Xo = 60 = 27,35 mm . 
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Unter Benutzung des gleichen Drehpunktes betragen bei der Annahme der Krafte 
P~ und P; die Einzelmomente 

P~ • Y1 und P~ . Ya • Y1 = 16 mm , Y2 = 27 mm. 
Das Moment der Resultanten mit R • Yo und R mit Pi + P~ = 60 eingesetzt, folgt 

1323 
60· Yo = 27 . 16 + 33· 27 = 1323, Yo = 60 = 22,05 mm. 

Der Schwerpunkt ist S. Er liegt im Abstande Xo von der Ordinatenachse, 
d. i. auf der Linie a-a und im Abstande Yo von der Abszissenachse, d. i. auf der 
Linie b-b. (Er liegt zugleich auf der Verbindmigslinie der beiden Schwerpunkte 
Sl und S2 der einzelnen Linien. Diese Bestimmung folgt ohne weiteres aus der 
Bedingung, daB man zwei gleichgerichtete Lasten nur stiitzen kann, wenn man 
an einer sie beide verbindenden ge
raden Stange angreift.) 

3 2 

Denkt man sich die Erde un te r 
der Papierflache liegend, so gehen 
die Anziehungskrafte senkrecht in 
die Papierflache hmein. Sie lassen 
sich zeichnerisch nicht zur Dar
stellung bringen. Nimmt man an, 
daB die x-Achse eine Drehachse 
bildet, so ergeben die Krafte PI 
und P 2 die Momente Pl· YI und 
P 2 • Y2' wie vorher bei der Annahme 
des Drehpunktes 0 und der Erd
lage links von der Ordinatenachse. 
Nimmt man die y-Achse als Dreh- 1 
achse an, so stellen sich die Mo-
mente auf Pl· Xl und P 2 • x2 • Sie 
ergeben so das gleiche ,Resultat, ~ ... __ .......... ,... ... ~ 
das vorher bei der Drehung um 0 "F=r 1"'F-1 
durch die Krafte PI und P 2 erzielt Abb. 90. Bestimmung des Schwerpunktes eines 
wurde. - Zur Verdeutlichung die- Rahmens von gleichiormigem Querschnitt auf 

ser Annahme fur den zugrunde 
rechnerischem Wege. 

gelegten Drehvorgang deutet man die Drehachsen besonders an, wie es 
Abb.90 fiir die untere Kante des Linienzuges zeigt. 

Fiir alle diejenigen Aufgaben, bei welchen der Linienzug eine Sym
metrieachse besitzt, eriibrigt sich eine der beiden Berechnungen. Es ist 
selbstverstandlich, daB der Schwerpunkt auf dieser Symmetrieachse 
liegt, da sich die Einzelstucke um sie gleichmaBig gruppieren und so 
in ihren Drehwirkungen ausgleichen. Bei der Schwerpunktsbestimmung 
fur einen Linienzug nach Abb. 90 ist nur der Schwerpunktsabstand 
von oben oder unten zu berechnen. 

Beispiel 65. Es ist der Schwerpunkt des in Abb. 90 dargestellten Rahmens 
gleichformigen Querschnitts zu berechnen. 

Ala Drehachse ist die Unterkante angenommen. Die Summe der Momente 

betragt Pl. Y1 + P2 • Yz + Pa• Ya + P, • y, + P5• Y5' 
P1 = 30, 
Pa = 40, 

P5 = 25, 

Y1 = 0; 
Ya = 20; 

y, = 50. 

P a = 40 , Ya = 20; 
P, = 25 • y, = 40 + Y; 

Y = Yl2,5~ 7,52 = 10, y, = 50; 
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Die Resultante ist gleich der Summe der Einzelkrafte 

R = PI + P2 + Pa + P4 + P6 = 30 + 40 + 40 + 25 + 25 = 160. 

Das Moment der Resultanten ist gleich der Summe der Momente der Einzelkrafte 

R· Yo = 160· Yo = 30·0 + 40·20 + 40·20 + 25·50 + 25·50 
= 0 + 800 + 800 + 1250 + 1250 = 4100 , 

Yo = ~VO(L = 25,6 mm . 

b) Schwerpunkt eines Kreisbogens. 
Der Schwerpunkt eines Kreisbogens liegt urn die Lange 

y = Radius mal Sehne durch Bogen (34) 
vom Kreismittelpunkt entfernt. 

Die Lange des ganzen Bogens (Abb. 91) laBt sich in eine unendlich 
groBe Zahl kleiner Bogenstuckchen unterteilen, die wegen der Gering

y~.--. 

I 

I / J!I 1/ 
-~ y 

fugigkeit ihrer Krummung als 
gerade Linien aufgefaBt werden 
konnen und deren Schwerpunkte 
in der Mitte der Bogenstuckchen 
liegen. So liegt der Schwerpunkt 
der kleinen Bogenstuckchen d b 
inDo Diese Bogenstuckchen haben 
in bezug auf die durch den Kreis
mittelpunkt M gelegte Dreh
achse Y-Y die Momente db'Yl' 
db· Y2' db· Y3" . Aus der Ahn
lichkeit der beiden Dreiecke A B G 
und MDE folgt db: GA = MD 
:ME. Setzt man fur GA den 

Abb. 91. Bestimmung des Schwerpunktes eines 
Kreisbogens. Wert ds ein und gibt man der 

Lange MD die Bezeichnung r, 
so folgt db : ds = r: yoder db . Y = ds . r. Die Momente db . Y lassen 
sich also ersetzen durch die Produkte ds· r. Die Summe der Mo
mente db· Y ist gleich der Summe aller Werte ds· r. Da in den Pro
dukten ds • r der Faktor r uberall konstant ist, so ist diese Summe aller 
ds· r ersetzbar durch r mal Summe aller ds, d. i. durch Sehne mal Radius. 

Das Moment der Resultanten, deren GroBe gleich der Bogenlange 
ist, der Summe der Momente der Einzelstucke gleichgesetzt, folgt 

Y mal Bogenlange = Sehne mal Radius, 

y= 
Radius mal Sehne 

Bogen 
(s. Anm. 6 am SchluB des Buches). 

Beispiel 66. Es ist der Schwerpunkt eines Halbkreisbogens vom Radius r 
zu berechnen. 

Nach Gleichung (34) ist y = Radius mal Sehne durch Bogen. 
Die Behne im Halbkreis ist gleich 2 • r. Der Halbkreisbogen hat die Lange 

r • ;n;. Damit wird r • 2 r 2 
Y=-- -=-·r. r·;n; :It 
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c) Schwerpunkt von Linienziigen, die aus Geraden und Kreisbogen 
zusammengesetzt sind. 

Die Zusammenfassung von Linienziigen, die aus Kreisbogen und 
Geraden zusammengesetzt sind, erfolgt in der bei Abb.90 gekenn
zeichneten Art und Weise. Es wird die Summe der statischen Momente 
der Einzellinien dem statischen Momente der Resultante, deren GroBe 
gleich der Lange der Gesamtlinie ist, gleichgesetzt. 

I 

y. 3--r-~ 2 h 

i T" b-------:tJ2 
Y3 Y2 

bJL ......... -.._'_~ .u. ,....., ,....., 
Abb.92. Bestimmung des Schwerpunktes eines Rahmens auf rechnerlschem Wege. 

Beispiel 67. Es ist die Lage des Schwerpunktes eines Rahmens nach Abb. 92 
zu berechnen. 

Ala Drehachse ist die Unterkante angenommen. Die Summe der Momente 
in bezug auf diese Achse betriigt: 

Pl· Yl + P2• Y2 + p s · Ys + p,. y,. 

P l = b = 40mm, Yl = 0; P2= h= 30mm, 
h 

Y2=2= 15mm, 

b 
Ps=Pa , YS=Y2; P'=2·:t=20.:t=62,S, y,=h+y=30+y, 

Y = Radius mal Sehne = N2 • b = ~ , = h + ~ = 30 + 12,S = 42,S, 
Bogen b/2 • :t :t y, :t 

(Pl + Pa + Ps + P,)Yo = 40·0 + 30·15 + 30·15 + 62,S· 42,S, 

(40 + 30 + 30 + 62,S). Yo = 0 + 450 + 450 + 2690 = 3590. 

3590 
Yo = 162,S = 22 mm • 

Bei einer Ungleichformigkeit der Querschnitte berechnet man den 
Schwerpunkt in gleicher Weise, indem man der Verschiedenheit der 
Querschnitte durch entsprechend veranderte Langen Rechnung tragt. 

Beispiel 6S. Es ist der Schwerpunkt des Rahmens nach Abb. 92 zu berechnen, 
wenn der Querschnitt des oberen Teiles (des Bogens) P/2mal so groB ist wie der 
Querschnitt der Seitenstiicke und der Querschnitt der Unterkante doppelt so groB 
iBt wie der der Seitenkanten. 
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Gegeniiber den Daten in Beispiel 67 andert sich 

Pl von 40 auf 40·2 = 80, 

P4 von 62,8 auf 62,8· 1,5 = 94. 

o + 450 + 450 + 94 . 42,8 4920 
Yo = 80 + 30 + 30 + 94 = 234 = 21,02 mm . 

2. Schwerpunkt von FHichen. 
Man spricht vom Schwerpunkte einer Flache, indem man sich die 

gewichtslose Flache durch eine Platte von gleichmaBiger Dicke ersetzt 
denkt. 

a) Schwerpunkt einer Rechteckflache. 
Man kann ein Rechteck zerlegen in unendlich viele schmale Streifen, 

die wie Linien behandelt werden konnen (Abb. 93). Die Schwerpunkte 
aller dieser Linien liegen in den Linienmitten. Da die Linienst-iicke 

Abb. 93. Bestimmung des 
Schwerpunktes einer Recht· 
eckflache, Unterteilung der 
Flache in schmale Streifen 

- Linien. 

M 

M 
Abb.94 u. 95. Unterteilung einer Parallelogramm· 
flache in zwei Systeme schmaler Streifen zur Schwer· 

punktsbestimmung. 

alle gleich lang sind und also gleich viel wiegen, stellt die Verbindungs
linie ihrer Schwerpunkte eine gleichmaBig belastete Linie dar, eine 
Linie von gleichmaBiger Dicke, eine gleichformige Linie. Der Schwer
punkt derselben liegt in der Mitte. 

Der Schwerpunkt eines Rechteckes liegt auf halber 
H6he und in halber Breite, d. i. im Schnittpunkte der Dia
gonalen. 

b) Schwerpunkt eines Parallelogramms. 

Der Schwerpunkt eines Parallelogramms liegt, wie bei 
einem Rechteck, in halber H6he und in halber Breite. Man kann 
sich dasselbe wie das Rechteck in unendlich viele Linienstucke zerlegt 
denken, deren Schwerpunkte eine Mittellinie gleichnaBigen Gewichtes 
bilden. 

Eine andere Ableitung fur dieses Resultat gibt der Vergleich der 
beiden Abb.94 und 95. Man kann das Parallelogramm sich einmal 
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geteilt denken nach Abb. 94. Danach wird der Schwerpunkt auf der 
Mittellienie M M liegen mussen. Man kann sich dasselbe zweitens ge
teilt denken nach Abb. 95. Damit gewinnt man in der Mittellinie N N 
einen zweiten geometrischen Ort fur den Schwerpunkt. Der Schnitt
punkt der beiden Linien M M und N N ist der Schwerpunkt. 

c) Schwerpunkt eines Dreiecks. 

Zerlegt man ein Dreieck (Abb. 96) in unendlich viele schmale Streifen, 
die parallel einer Seite liegen, so lassen sich diese einzelnen Streifen als 
Linie auffassen. Die Schwerpunkte der Linien liegen in den Mitten. 
Die Flache laBt sich ersetzen durch die Gerade MIA, welche diese 
Schwerpunkte vereinigt, d. h. die Mitte einer Seite mit der gegenuber
liegenden Ecke verbindet. Da die einzelnen 
Streifen verschiedene Lange haben, ist die Ver
bindungslinie als ungleichmaBig stark anzu
setzen. Ihr Schwerpunkt liegt nicht in der Mitte 
der Linie, wie z. B. bei einem Parallelogramm 
oder Rechteck. 

Zerlegt man das Dreieck in eine zweite 
Gruppe derartiger Streifen, z. B. durch Unter
teilung parallel zur Grundlinie A B, so erhalt 
man in der Mittellinie M 20 einen zweiten geo
metrischen Ort fur den Schwerpunkt. Der 
Schwerpunkt liegt also im Schnittpunkte der 
beiden Mittellinien MIA und M 20. 

Der Schwerpunktsabstand hI von der Grund
linie berechnet sich aus der Ahnlichkeit der 
beiden Dreiecke SM2 M I und SOA. (Die Ver
bindungslinie M I M 2 ist parallel zu A 0, da sie 

h 

Abb. 96. Unterteilung einer 
DreieckfHiche in schmale Strei

fen zur Schwerpunkts
bestimmung. 

die beiden Seiten A B und 0 B halbiert.) Aus dieser Ahnlichkeit folgt 

oder 

Da M I M 2 : AO = 1: 2 ist, wird M 2S: SO = 1: 2. 
Es teilt also S die Lange M 20 in zwei Teile, die sich wie 1 : 2 ver

halten, also in 1/3 und 2/3, S liegt auf 1/3 der ganzen Lange. Damit 
wird auch hI = I/3h. 

Der Scbwerpunkt eines Dreiecks liegt auf l/s Robe. (35) 

d) Scbwerpunkt eines Paralleltrapezes. 

Die Trapezflache laBt sich auffassen als die Verbindung eines Par
allelogrammes und eines Dreiecks. Ihr Schwerpunkt bestimmt sich damit 
aus der Gleichung: Moment der Trapezflache gleich Moment der Par
allelogrammflache plus Moment der Dreieckflache. Auf die Grundlinie 



78 Die Lehre vom Schwerpunkt. 

bezogen, stellt sich diese Momentengleichung mit den Daten der Abb. 97 
wie folgt: 

[a 1 b . h] • Yo = (a. h) ~ + [(b - a). ~] . ; , 

ah2 + bh2 _ ah2 ~ah2 + ~bh2 
2 6 6 6 6 

Yo = - a + b--- = a + b. h 
~-,h 

2 2 

h 2a+ b 
Yo = 3' a + b ' 

(36) 

(Fur a = 0 wird das Trapez em 
Dreieck 

h 0 +b h 
Yo = 3 . 0 + b = 3 . 

Fur a = b wird das Trapez ein 
Rechteck 

y = ; . ~\\b = ~ .) 
Die zeichnerische Ermittlung der 
Schwerpunktslage zeigen dieAbb.98 

Abb. 97. Untertellung einer Trapezflache in eine d 9 
Dreieckflliche und eine Parallelogrammfliiche zur un 9. 

Berechnung des Schwerpunktes. In Abb. 98 ist das Trapez 
erstens aufgefaBt als die Vereini

gung einer Anzahl schmaler, parallel zur Grundlinie liegender Streifen. 
Die Schwerpunkte alier dieser Streifen liegen auf der Mittellinie M 1 M 2 . 

Auf dieser Linie muB der Schwer
punkt derGesamtfigur liegen. Da 
die Streifen verschiedene Langen 
haben, ist. die Linie MIM2 un
gleichmaBig belastet. Sie muB 
als ungleich dick angesehen wer
den. Ihr Schwerpunkt liegt also 

A&;:;;..~";;;"~+;;;";;;"*;;;";;;.;;;\o,':;;";;;~;;;":~D nicht in ihrer Mitte. Zweitens 

Abb. 98. Bestimmung des Schwerpunktes einer 
Trapezfliiche auf zeichnerischem Wege durch Zer
legung derselben erstens in eine Parallelogramm
und eine DreieckfIache und zweitens in schmale, 

parallel zur Grundlinie liegende Streifen. 

laBt sich das Trapez auffassen 
als die Vereinigung des Drei
ecks DE 0 und des Parallelo
gramms B 0 EA. In den Schwer
punkten 8 1 und 8 2 greifen die 

Gewichte dieser beiden Flachen an. Da zwei Gewichte sich nur darin 
durch eine Kraft tragen lassen, wenn deren Angriffspunkt auf der die 
Angriffspunkte der beiden Gewichte verbindenden Geraden liegt, so 
muB der Schwerpunkt zweitens auf der.Linie 8 18 2liegen. Der Schnitt
punkt von MIM2 und S182 ist der Schwerpunkt 8. 

Tragt man (Abb.99) an die obere Seite a die Lange b der Grund
linie nach beiden Seiten an und an die Grundlinie b beiderseitig dei 
Lange a der oberen Seite, so bestimmt die kreuzweise Verbindung der 
so gewonnenen Punkte mit ihrem Schnittpunkt den Schwerpunkt 8. 
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Aus der Symmetrie der neuen Figur J HGF gegeniiber der alten Figur 
ADOB, welche durch die gleichzeitige Auftragung gleicher Langen 
nach beiden Seiten hin gewahrleistet ist, folgt, daB dieser Schnittpunkt 

G~_. ______ b ___ ~8~~rC ___ l~ ___ ~H 
-'---.---- --+--, -'-",,' h 

~~~ 

Abb. 99. Zeichnerische Bestimmung des Schwerpunktes einer TrapezflD.che. 

auf die Mittellinie M 1 M 2 fallt. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke J S M 2 

und HSM1 folgt , 

M S M S JM HM Oder M2S = a + b/2 = 2a + b 
2 : 1 = 2: 1 MIS b+a/2 2b+a 

Es teilt also S die Lange M 1 M 2 im Verhaltnis ~: ! !, und es ist 

hi: h2 = (2a + b) : (2b + a). Bildet man das Verhaltnis hi: (hi + h2) , 
d. i. hi: h, so folgt 

hi: h = (2a + b) : (2a + b + 2b + a) , 

h - h. 2a + b _.!!:.. 2a -I:..! 
1- 3a+3b- 3 a+b' 

B e i s pie 1 68 a. Wo liegt der Sehwerpunkt einer Trapez£laehe der GroBen 
h = 9 em, a = 8 em und b = 12 em? 

h = ~ . 2a + b = ~ . 2.8 + 12 = 3. 28 = 4 2 
I 3 a + b 3 8 + 12 20' em, 

(h = ~ . 2 b + a = ~. 2 . 12 + 8 = 3 . 32 = 4 8 h h h) 
2 3 a + b 3 8 + 12 20' I + 2 = . 

e) Schwerpunkt eines 
Kreisausschnittes. 

Ein Kreisausschnitt (Kreissektor) 
laBt sich (Abb. 100) auffassen als die 
Vereinigung einer groBen Anzahl 
unendlich kleiner Sektoren, die 
wegen der Geringfiigigkeit der 
Kriimmung ihres Bogenstiickchens 
wie Dreiecke behandelt werden 
konnen. Die Schwerpunkte aller 
dieser Dreiecke liegen auf 2/3 Rohe 
von der Spitze aus gemessen. Es 
bilden diese Schwerpunkte also einen Abb. 100. Bestimmung des Schwerpunktes 

eines Kreissektors. 
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Bogen von 2/3 Radius. Da alle diese kleinen Dreiecke untereinander 
gleich sind, lassen sie sich ersetzen durch eine gleichmaBig starke Linie 
von der Form dieses Bogens. Der Schwerpunkt dieses Bogens ist also 
zugleich der Schwerpunkt der Flache. 

Nach Gleichung (34) folgt y = Radius mal Sehne durch Bogen. 
Setzt man die entsprechenden Werte ein: Radius 2/3 , r, Sehne 2/3 , 8 

und Bogen 2/3, b, so wird 
2/a • 8 2 8 • 

Y = 2/3 , r 2/a' b --' 3 . r b = 2/S RadIUS mal Sehne durch Bogen. (37) 

Beispiel 69. Es ist der Schwerpunkt einer Halbkreisflii.che vom Radius 
r = 50 mm zu bestimmen. 

Die Sehne betragt 

Der Bogen ist 

2 • r = 2 • 50 = 100 mm . 

r· :n = 50· :n = 157 mm. 

y = t . -H-¥- = 21,2 mm. 

(All . iIt f" di H lbkr . n~ h 2 r· 2 • r 4r) gemem g ur e a els .... c e Y=-3 '--=-3 . 
r·:n :n 

f) Schwerpunkte zusammengesetzter Fliichen. 
Die Bestimmung des Schwerpunktes zusammengesetzter Flachen 

erfolgt nach dem unter a) erklarten Verfahren. Man stellt die Momente 
der Einzelflachen auf und setzt ihre Summe dem Momente der Gesamt
flache gleich. 

~ ~ 8--~ 
O~~~L--------'------T 

XL,-I 
11I------b2 --------i 
~------foO---~ 

Abb. 101. Rechnerische Bestimmung des Schwer
punktes (Beispiel 70). 

Abb. 102. Rechnerische Bestimmung 
des Schwerpunktes (Beispiel 71). 

Beispiel 70. Abb. 101. Es ist der Schwerpunkt der winkelformigen Flache 
G FE BO D zu berechnen. 

Die Flache wird unterteiIt in die Rechtecke ABO D und AEFG. Die Einzel
momente dieser Flachen sind erstens in bezug auf die untere Seite XX der Ge-
samtfigur aufgestellt. ( h) h 

Fl' T + ha und Fa . -f ; 
(bl . hl) (-~- + h2) und (b2 • ha) ~~. 
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Die Gesamtflache hat die GroBe 
(bi • hI + b2 • h2 ) , 

(hI) h2 Yo(b1 • hI + b2 • h2) = bi • hI '2- + h2 + b2 . h2 . 2' 

Yo(40. 80 + 160 .50) = 40 ·80 (1',/,- + 50) + 160·50 . ;'2°-, 

1.'10 - 40· 80 ' 90 + 160 . 50 . 25 _ 288000 + 200000 _ 43 0 
- 40 . 80 + 160 . 50 - 11200 -, em. 

Die Einzelmomente dieser Rechteckflachen sind zweitens in bezug auf die linke 
Kante YY der Gesamtfigur aufgestellt. 

bi b2 bi h b2 
Fl' 2 und F2 • -2 -, bi • hI • -2- und b2 • 2' 2-' 

xO(bl • hI + b2 • h2) = bl · hI • -~~ + b2 . h2 • -i-, 
xo(40· 8Q + 160·50) = 40·80·20 + 160·50·80, 

40 . 80· 20 + 160 . 50· 80 64000 + 640000 2200 
Xo = ----40 • 80 -+ 160 . 50 11200 = 35 = 62,8 em. 

Beispiel 71. Es ist der Schwerpunkt der aus drei Rechtecken zusammen
gesetzten Abb. 102 zu berechnen. 

Die Summe der Einzelmomente in bezug auf die untere Kante betragt 

Fl' YI + F2• Y2 + Fa' Ya = (8·3) (t + 6 + 4) + (2· 6)(~ + 4) + (9.4) (t)· 
Die Gesamtflache hat die GroBe (8 • 3 + 2· 6 + 9 . 4). Ihr Moment, dem der 

Summe der Einzelmomente gleichgesetzt, ergibt 

Yo' (8·3 + 2·6 + 9·4) = (8·3) (l + 6 + 4) + (2·6) (t + 4) + (9·4) (t). 

_ 24· 11,5 + 12 . 7 + 36 . 2 _ 276 + ~~ + 72 _ ~3_~ _ 6 
Yo - 24 + 12 + 36 - 72 - 72 - • 

Die Summe der Einzelmomente in bezug auf die linke Kante betragt 

Fl' Xl + F 2 • x2 + Fa' xa = (8· 3) (~) + (2· 6) (4,5 + i) + 9·4 (t)· 
Das Moment der Gesamtflache der Summe der Einzelmomente gleichgesetzt. 

xo(8. 3 + 2·6 + 9·4) = 8·3·4 + 2·6·5,5 + 9·4.4,5, 

96 + 66 + 62 324 
Xo = 72- = 72 = 4,0 em. 

Beispiel 72. Es ist der Schwerpm t der Flache nach Abb. 103 zu berechnen. 
Die Flache zerlegt in ein Rechteck l d eine Halb

kreisflache ergibt die Momentsumme 

Fl' YI + F2 . Y2 , 

FI = 80· 80 = 6400, ~ 

1 802 n 
F2 = 2 . -4- = 2500, 

YO(FI + F2 ) = 6400·40 + 2500·97, 

YI = -",0_ = 40 , 

2 2 
Y2 =:f . 40 . -;- + 80 = 17 + 80 = 97, 

256000 + 242500 
Yo = 8900 = 56 mm. 

Laudien, Mechanik I. 2. Auf!. 

Abb. 103. Rechnerlsche Bestim
mung des Schwerpunktes 

(Beispiel 72). 

6 
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Bei Flachen, die sich, wie Abb. 104, aus zwei unsymmetrisch zu
einander liegenden Teilen zusammensetzen, laBt sich in vielen Fallen 
der Schwerpunkt einfacher zeichnerisch ermitteln. Man zerlegt die 
Flache in die zwei Teile 1 und 2. Die Verbindungslinie der Schwer
punkte 8 18 2 gibt einen geometrischen Ort fur den Schwerpunkt· der 
geraden Flache. 

Man zerlegt die Flache dann in die zwei Teile 3 und 4. Die Ver
bindungslinie der Schwerpunkte 8 384 gibt einen zweiten geometrischen 
Ort fUr den Schwerpunkt der ganzen Flache. 

Es ist der Schwerpunkt bestimmt durch den Schnittpunkt 8 der 
zwei Linien 8 18 2 und 8 38 4 " 1UU-----I 

3 

1-------100-------; 
Abb. 104. Zeichnerische Bestimmung des 

Schwerpunktes. 
Abb. 105. Rechnerische Bestimmung des Schwer

punktes (Beispiel 73). 

Bei Flachen nach Abb. 105 kommt man am einfachsten zum Ziele, 
wenn man die Flache durch Subtraktion einzelner Teile entstanden 
denkt. Es wird sich die Zerlegung dieser Flache (wie rechts von der 
Hauptfigur in verkleinertem MaBstabe dargestellt) in ein groBes Recht
eck 3, ein kleines Rechteck 2 und eine Halbkreisflache 1 einfacher ge
stalten als eine Addition von vier Rechteckflachen und von zwei Kreis
winkelstucken. Man hat dabei die abzuziehenden Flachenstucke negativ 
einzusetzen. 

Beispiel 73. Es ist der Schwerpunkt der in Abb. 105 dargestellten Flache 
zu berechnen. Die Flliche hat die GroBe (-Fl - F2 + Fa) . 

Die Summe der Momente der Einzelflachen ergibt 

(-Fl)Yl + (-F2) • Y2 + Fa . Ya, 

1 602 n 
-Fl = -2 ~ = rund -1400, 

2 8 2 60 
Yl = C + h + 3 r • b = 30 + 70 + 2 . 30 • 30 . n = 112,7, 

-F2 = -60 • 70 = -4200 , 

h 70 
Y2 = C + 2 = 30 + 2 = 65, 
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Fa = 100 ·170 = 17000, 
H 

Ya= 2 =85, 

83 

Yo (-FI - F2 + Fa) = -1400·112,7 - 4200 . 65 + 17000 • 85 , 

-1400·112,7 - 4200·65 + 17000·85 
Yo = -1400 _ 4200 + 17000 = 88 mm. 

Beispiel 74. Es ist der Schwerpunkt eines Kreisabschnittes nach Abb. 106 
zu berechnen. r=100cm. 

Der Kreisabschnitt, als Differenz eines Kreissektors und eines Dreiecks auf· 
gefaBt, ergibt als Summe der Einzelmomente: 

Fl· YI + (-F2) . Y2 , 

FI = r2;n; = l002;n; = 7850, 
4 4 

2 . Sehne 
YI = -3 Radms -B~- , 

ogen 

2 100 Y2 
= 3 . 100 • 100. ;n;j2 = 60 mm, 

r2 2 1 -
-F2 = -2 = -5000, Y2 = 3.2. 100 .]12 = 47,2 mm, 

Yo(F1 - F 2 ) = 7850 . 60 + (-5000) • 47,2 , 

7850·60 - 5000 . 47,5 
Yo = 7850 _ 5000 = 82 mm • 

Fur die Bestimmung des Schwerpunktes einer unregelmaBigen Flache 
wendet man in den meisten Fallen das graphische Verfahren mittels 
Seilpolygons an. Man zerlegt die Flache 
in eine Reihe von Dreiecken und Recht
ecken, bestimmt deren Schwerpunkte und 
bringt in ihnen Krafte gleich den In
halten der Einzelflachen zum Angriff. 

Abb. 107 zeigt diese Konstruktion fUr 
eine in zwei Dreieck.e und zwei Parallelo
gramme zerlegte Flache. Die Einzel
schwerpunkte sind zeichnerisch ermittelt. 
Die Krafte PI' P 2 , P 3 , P 4 und P~, P~, 
Pf, P~ entsprechen den Flacheninhalten 
von F I , F 2 , F 3 , F 4 • 

·1 

Abb. 106. Rechnerische Bestimmuug 
des Schwerpunktes (Beispiel 74). 

Das unter der Hauptfigur eingetragene Seilpolygon bestimmt die Lage 
der Resultanten R nach dem· rechts verzeichneten Krafteplan, d. i. 
fur die vertikal angenommenen Krafte 1 , 2, 3, 4. Das links eingetragene 
Seilpolygon, das sich auf dem unten verzeichneten Krafteplan fur die 
Krafte 1', 2', 3' und 4' aufbaut, legt die Lage von R' fest. 

Der Schnittpunkt von R und R' ist der Schwerpunkt. 

g) Schwerpunkte gewolbter FHichen. 
Der Schwerpunkt einer Zylindermantelflache liegt in 

halber Hohe. (38) 
Der Schwerpunkt einer Kegelmantelflache liegt in ein 

Drittel Hohe. (39) 

6* 
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Die Mantelflache kann man zerlegen in eine groBe Zahl kleiner 
Dreiecksflachen. Der Schwerpunkt dieser Dreiecksflachen liegt auf ein 
Drittel Hohe. Es bilden die Schwerpunkte dieser Dreiecksflachen eine 

I 
ifl ..... / 1-/ 

l' 

Abb. 107. Bestimmung des Schwerpunktes einer unregelmiU3igen Flache durch Unterteiluug der
selben in einfache Flachenstiicke nach dem Verfahren: Krtifteplan - Seilpolygon. 

Kreislinie, die in ein Drittel Hohe liegt. Der Schwerpunkt dieser Kreis
linie ist der Schwerpunkt der Kegelmantelflache. 

Der Sch werpunkt der Man
telflache einesKegelstum pfes 
liegt in der Hohe 

h 21'1 +r" 
ho = -. ----=- (Abb.108). (40) 

3 T1 +r2 

Man kann die Mantelflache 
zerlegen in eine groBe Zahl kleiner 
Trapezflachen, deren Hohe gleich 8 

ist und deren 0 bere Seite OJ. zur Abb. 108. Bestimmung des Schwerpunktes einer 
Kegelmantelflache. unteren Seite b sich verhalt wie r 1 

ZU r2 • Die Schwerpunkte aller 
dieser kleinen Trapezchen liegen auf einem Kreise im Abstande h2 
von der unteren Kante 
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82 : 8 berechnet sich nach Gleichung (31) mit 

8 2 a + b 8 2 2 a + b h2 
8 2 = 3' -U-+7} , 8 = :r(a + bj , -71,-

h _!!-.- 2a + ~ h 2alb + 1 
2 - 3 a + b 3 alb + 1 . 

Fur alb den Wert r1lr2 eingesetzt 

8 2 2a + b 
--; = 3(a + b)' 

h2 = !!-.- 2rlh + 1 = h • 21'1 + 7'2 • 
3 r1/r2 + 1 3 7'1 + 7'2 
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(41) 

Schwerpunkt einer Kugelkalotte und einer Kugelzone. 

Teilt man die Oberflache einer Kugelkalotte durch Parallelschnitte, 
die in den gleichen Abstanden h voneinander liegen, in eine Anzahl 
von Kugelzonen, so haben diese gleiche Ober£lachen. Es betragt die 
Oberflache des in Abb.109 starkgezeichnetenZonenstuckesF= 8' x· 2· n. 
Nach der Ahnlichkeit des klei
nen schraffierten Dreiecks und 
des Dreiecks M A B ist M A: x 
= 8 : h, r: x = 8 : h . Setzt 
man den aus dieser Gleichung 
folgenden Wert x = h· rl8 ein, 
in Gleichung F = 8 • X • 2 . n , 
so betragt die 0 berflache 

8· It· r 
F = 2·n· -- = 2·n·h·r. 

8 

Es ist die GroBe des Ober
£lachenstuckes also lediglich 
abhangig von der Hohe h, 
.d. h. alle Kugelzonen von der 
£lache. 

Abb.109. Bestimmung des Schwerpunktes einer 
Kugelkalotte. 

gleichen Hohe h haben dieselbe Ober-

Denkt man sich die einzelnen Zonen in ihren Schwerpunkten ver
einigt, so bilden diese Schwerpunkte das Stuck eines Radius. Da auf 
die gleichen Langen h stets die gleiche Ober£lache entfant, so ist die 
radiale Linie gleich stark. 1hr Schwerpunkt liegt also in der Mitte. 

Daraus folgt: Der Schwerpunkt einer Kugelkalotte und 
einer Kugelzone liegt in halber Rohe. (42) 

Beispiel 75. Wo liegt der Schwerpunkt einer Kugelzone, weun dieselbe die 
H6he It gleich 300 mm besitzt und um den Betrag a = 100 mm vom Mittelpunkt 
entfernt liegt? It 300 

x = a + -!f = 100 + 2 = 250 mm • 

3. Schwerpunkte von Korpern. 
a) Schwerpunkt eines Zylinders und eines Prismas. 

Ein Zylinder laBt sich durch Schnitte parallel zu einer seiner Grund
flachen in dunne, kreisformige Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte 
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im Kreisrrittelpunkte liegen. Diese Schwerpunkte bilden zusammen 
eine gleichformige Linie. Ihr Schwerpunkt liegt in der Mitte. 

Der Schwerpunkt eines Zylinders liegt in halber Roheund 
auf der Verbindung der Mitten der beiden Endflachen. (43) 

Fur ein Prism a laEt sich die gleiche Ableitung anwenden. Es liegt 
der Schwerpunkt in halber Rohe. (44) 

b) Schwerpunkt einer Pyramide und eines Kegels. 

Zerlegt man eine dreiseitige Pyramide (Abb.110) durch Schnitte 
parallel zu einer Seitenflache in unzahlige dunne Scheiben, die sich als 

o 

A 

8 
Abb. 110. Bestimmung des Schwerpuuktes 

einer Pyramide. 

Dreiecksflachen auffassen lassen, 
so liegt der Schwerpunkt aller die
ser einzelnen Flachen auf einer die 
Mitte der SeitenfHiche mit der 
gegenuberliegenden Spitze verbin
denden Geraden. Bei der Zer
legung in Scheib en parallel zur 
Grund£lache ABC ist demzufolge 
die Linie 8 1 D ein geometrischer 
Ort fur den Kprperschwerpunkt. 
Zerlegt man die Pyramide noch
mals durch Schnitte parallel zu 
einer anderen Seitenflache, -so wird 
die Vereinigung der Schwerpunkte 
dieser Scheibenflachen eine zweite 
Gerade ergeben, welche auch durch 
den Schwerpunkt gehen muE. Der 
Schwerpunkt muE auch auf der 
Linie A 8 2 liegen. Die Lage des 

Schwerpunktes ist so bestimmt durch den Schnittpunkt 8 der beiden 
Geraden A82 und D81 • 

Da 8 2 die Strecke M2D im gleichen Verhaltnis teilt wie 8 1 die Strecke 
M 2A, ist die Linie 8 18 2 parallel der Kante AD. Es verhalt sich 
AD: 8 1 8 2 = M 2D: M 28 2 = 3: 1. (82 der Schwerpunkt der Flache 
BCD liegt auf ein Drittel Rohe, d. i. auf ein Drittel der Mittellinie 
M 2D.) 

Aus der durch die Parallelitat von AD und 8 18 2 festgelegten Ahn
lichkeit der Dreiecke AD8 und 8 1882 folgt 

und 
AD:D8=818 2 :881 

AD: 8 18 2 = D8: 881 = 3: 1. 

D8 und 881 bilden zusammen die Lange D81 • Es wird D81 durch 
8 im Verhaltnis 3: 1 geteilt, d. h. es liegt 8 in ein Viertel der Lange 
von D8 + 881 , also in ein Viertel Rohe. 

Der Schwerpunkt einer Pyramide liegt in ein Viertel 
Rohe. 

(t: t = 3: 1). (45) 
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Da man einen Kegel als eine Pyramide von unendlich groBer Seiten
zahl auffassen darf, gilt das gleiche fur den Kegel. 

Der Sc h werpunkt eines Kegels liegt in ein Viertel Hohe. (46) 

c) Schwerpunkt eines KegeIstumpfes. 
Der Schwerpunkt eines KegelstumpfeSltberechnet sich aus der Mo

mentengleichung: Statisches Moment des Stumpfes gleich Differenz 
der statischen Momente zweier Kegel (Abb.111). 

Bezogen auf die Grundflache gilt: 

Vo • Xo = V 2 • x2 - VI' Xl . 

Bezeichnet man mit F die Flache r~ 1l und mit t die Flache rr 1l, so ist 

Abb. 111. Bestimmung des Schwer
puuktes eiues KegeJstumpfes. 

h F+ 2}'F:i+3f 
xO=4" F+fFof+f· (47) 

Abb. 112. Bestimmuug des Schwer
punktes eines KugeJausschnittes. 

d) Schwerpunkt eines Kugelausschnittes und eines Kugelabschnitteso 
Den Kugelausschnitt (Abb.112) kann man ersetzt denken durch 

eine unendlich groBe Zahl kleiner Pyramiden, deren Spitzen im Kugel
mittelpunkte liegen und deren Grundflachen zusammen die Oberflache 
des Kugelsektors ausmachen. 

Die Schwerpunkte aller dieser Pyramiden liegen in ein Viertel 
Hohe von der Grundflache bzw. in drei Viertel Hohe von der Spitze, 
d. i. in diesem Falle auf 3/4 r . 

AIle diese Schwerpunkte bilden zusammen eine gleichformige Kugel
kalotte vom Radius 3/4 r. Der Schwerpunkt derselben liegt in halber 
Hohe ihres Bogenstiches. Damit berechnet sich der Schwerpunkt des 
Kugelausschnittes mit dem Anstand 

3 3 1 3 3 
x = -- r - - h . - - - T - - h (48) o 4 4 2-4 S· 

Der Kugelabschnitt ist aufzufassen als die Differenz eines Kugel
ausschnittes und eines Kegels. 

Bei dunnwandigen Korpern, z. B. bei Hohlkegeln, faBt man den 
Korper besser als Flache gleicher Dicke auf. Man begeht in den meisten 
Fallen eine in den Rahmen der Gesamtgenauigkeit der ganzen tech
nischen Berechnungen fallende Ungenauigkeit. 1st der Hohlkegel aus 
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Blech hergestellt, so ist die Berechnung als Flache sogar genauer. Diese 
Berechnung setzt eine Kantenausbildung nach Abb. 113 links voraus, 
wahrend die Berechnung als Differenz zweier Kegelkarper eine Kanten
form nach Abb.113 rechts verlangen muBte. 

Beispiel 75. Wo liegt der Schwerpunkt des in Abb. 113 dargestellten Kegel
stumpfmantels? 

Der Gesamtmantel hat die Oberflache r· Jt • 8 = 50· Jt. Y502 + 1202-= 50· Jt • 130. 

Der Mantel der Spitze betragt 530 • Jt. Y 502
;- 1202 = ~ . 50 • Jt • 130. Die Volumina 

8 
betragen 8· (50 • Jt • 130) und If' (50 • Jt. 130). 

Der Schwerpunkt des Gesamtmantels liegt 
auf 40 cm Abstand von der Grundflache. Der 
Schwerpunkt des abgeschnittenen Spitzen
mantels liegt auf 80 + ,\'L Abstand. 

Vo • Xo = T'2 • X 2 - V1 • Xl , 

Xo (8.50. Jt • 130 - ~ ·50· Ji .130) 

= 8·50· Jt .130·40 - i. 50· Jt .130. (80 + 4~). 
_ 40 - 1/9 .280/3 _ 40 - 10,37 _ 33 3 

Xo - 1 _ 1/9 - 8/9 -,. 

4. Guldinsche Regel. 
Abb. 113. Bestimmung des Schwer

punktes elnes Kegeistumpfmantels. Die Lehre vom Schwerpunkt findet 
Anwendung bei der Bestimmung der 

Oberflachen und Rauminhalte nach der Guldinschen Regel. 
Die Guldinsche Regel lautet: 
Die Oberflache eines Rotationskarpers ist gleich dem 

Produkte aus Lange der die Oberflache erzeugenden Linie 
mal dem Weg des Schwerpunktes der 
erzeugenden Linie. 

Der Rauminhalt eines Rotations
karpers ist gleich dem Produkte aus 
Flacheninhalt der erzeugenden Figur 
mal dem Schwerpunktsweg der erzeu
genden Figur. 

Fur die erste der beiden Regeln gibt Abb. 114 
den Beweis. 

Jf Die erzeugende Linie laBt sich in eine An-
JL zahl von kleinen Graden unterteilen, welche 

Abb. 114. Guidinsche Regel ihre Schwerpunkte in der Mitte haben. Sie 
zur Bestimmung der Ober-
flache eines Rotationskiirpers. beschreiben einzelne Kegelflachen, deren GraBen 

durch die Gleichung Lange der Kegelkante 
mal mittlerem Radius mal 2· n bestimmt ist. Fur die Summe aller 
dieser Kegelmantelflachen gilt 
Fl +F2 +F3 ••• = 11 , 2· Xl' n + 12.2. x2' n + 13 .2. x3 ' n + 14.2. x4 ' n ... 

= 2· n(ll' Xl + 12 , x2 + 13 , X3 + 14 , x4 • •• ). 
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Die rechts stehende Klammer ist die Summe der statischen Momente 
der Linienstucke in bezug auf die Rotationsachse. Diese Summe laBt 
sich durch das statische Moment der Linie als Ganzes ersetzen, namlich 
durch das Produkt Lange der ganzen Linie mal Schwerpunktsabstand 
derselben. - Damit geht die Summe uber in L· Xo (xo Schwerpunkts
abstand), und es lautet die Gleichung 

F = FI + F2 + Fs + F4 ... = L· 2 • :It;:l:o • (49) 
Den Beweis fur die zweite Regel gibt Abb.115. Die erzeugende 

Flache laBt sich in eine Anzahl kleiner Flachenteilchen unterteilen, 
deren Ausdehnung soIgering ist, daB man den von ihnen erzeugten 
Korper als einen Zylinder von der Grundflache I und der Hohe 2 • x . n 
ansehen darf. x ist dabei die Entfernung d.es Schwerpunktes der kleinen 
Flache von der Achse. Die Summe alier dieser kleinen Zylinder bildet 
den Gesamtkorper. Sein Volumen ist daher 
V = 11' 2 . Xl' n + 12 • X2 ' 2 • n + Is . 2 . Xs' n + 14 • 2 . X4 • n ... 

= 2· n • (11' Xl + 12' X2 + Is' Xs + 14' X4 ••• ) • 

Der Klammerausdruck ist die Summe der statischen Momente der 
einzelnen Flachenteilchen in bezug auf die Drehachse. Setzt man 
ffir diese Summe das statische Moment der Gesamtflache F· Xo -
Xo Schwerpunktsabstand - ein, so lautet die Gleichung 

Abb. 115. Guldinsche Regel zur 
Bestimmung des Rauminhaltes 

eines Rotatlonsklirpers. 

V = F· 2 • :It • :1:0 • (50) 

Abb. 116. Bestimmung der Ober· 
fliiche einer Spitze nach der 

Guldinschen Regel (Beispiel 76). 

Die Oberflache einer Kugel bestimmt sich nach der Guldinschen 
Regel mit r· n Linienlange, 2· rln Schwerpunktsabstand mit 

( 2· r ) (r . n). 2· ----;- . n = 4r2 • n. 
2 

Der Inhalt einer Kugel bestimmt sich mit r 2:n Flacheninhalt der 

erzeugenden Halbkreisflache, und ~ . 2: Abstand des Schwerpunktes 
der Halbkreisflache mit 

(r~ :n) • (2. : .~ . n) = ! rS • n . 
Beispiel 76. Es ist die Oberflache einer Spitze nach Abb. 116 zu berechnen. 
Der Schwerpunkt des Viertelkreisstiicks ist vom Mittelpunkte entfernt um 

x = Radius mal Sehne durch Bogen. Sehne = r· Y2; Bogen = r· :n/2 ergibt 

r'V2 2.Y2 
x = r· r. :n/2 = r -:n- . 
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Der Schwerpunktsabstand 

Xo = r - ;2 = r - r • ~- = r. (;r : 2) . 
Mit r = 50 mm ist 

(3,14 - 2) 
Xo = 50 . 3,14 = 18,2 mm . 

Oberflache gleich Linienlange mal Schwerpunktsweg 

- r·;r - 50·;r 
F = 2.18,2. '2.;r = -2- .18,2.2.;r = "",9000 mm2 • 

E. Lehre vom Gleichgewicht der Korper. 
Die Lehre von der Zusammensetzung der Krafte und der Zerlegung 

der Krafte bildet die Grundlage der 

Lehre vom Gleichgewicht. 

Ein Korper befindet sich im Gleichgewicht, wenn die Gesamtheit der 
auf ihn wirkenden Krafte eine Wirkung gleich Null ergibt. 

Handelt es sich urn Krafte, die in einer Ebene liegen, so darf die 
Gesamtheit der Krafte weder eine Einzelkraft noch ein Kraftepaar 
ergeben. Liegen die Krafte in verschiedenen Ebenen im Raum, so tritt 
dann Gleichgewicht ein, wenn die Krafte in keiner Ebene eine Einzel
kraft und auch kein Kraftepaar ergeben. 

In der uberwiegenden Zahl aller Falle lauten die gestellten Aufgaben 
wie folgt: 

Fur den durch die Krafte PIP 2 • •• belasteten Korper sind die
jenigen Krafte X , Y ... zu bestimmen, welche in Gemeinschaft mit den 
gegebenen Kraften PI' P 2 ••• den Korper im Gleichgewicht halten. 

Urn die gegebenen Krafte von den erst zu berechnenden Kraften 
zu unterscheiden, bezeichnet man die ersteren vielfach als Lasten. 
1m Grunde unterscheiden sich die Lasten von den Kraften nicht. Beide, 
die gegebenen wie die zu berechnenden Krafte, unterliegen den Gesetzen 
von der Zusammensetzung und Zerlegung der Krafte. 

1. Zeichnerische Bestimmung des Gleichgewichtes. 
Greifen die gegebenen Krafte am gleichen Punkte an, so kann ihre 

Zusammensetzung nur eine Einzelkraft ergeben (s. S. 65). Urn diese 
Einzelkraft zu Null zu erganzen, muB eine Kraft hinzugefugt werden, 
die den Krafteplan schlieBt. 

Ein Korper, auf den im gleichen Punkte angreifende 
Krafte wirken, ist dann im Gleichgewicht, wenn der Krafte
plan geschlossen ist. 

Wirkenauf den Korper K (Abb. 117) die drei Einzelkrafte PI' P 2 , 

P 3' die eine Resultante RI _ 2 _ 3 erge ben, so ist zur Herstellung des 
Gleichgewichtes die Hinzufugung einer Kraft X , welche mit der Resul
tanten RI - 2 - 3 gleiche Lage, gleiche GroBe, aber entgegengesetzte Rich-
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tung hat, erforderlich. X hebt dann die Wirkung von R I - 2 - 3 , d. i. 
von PI' P 2 , P 3 , auf. Ein Korper K, der durch die drei Krafte PI' 
P 2 , P3 belastet 1st, muB durch eine Kraft von der GroBe, Richtung und 
Lage der Kraft X = - RI - 2 _ 3 gestfitzt werden, urn ins Gleichgewicht 
zu kommen. 

Tragt man PI' P 2 , P 3 und X in einem Krafteplan zusammen auf, 
so ist der Krafteplan geschlossen (Abb. U8). 

Abb. 117. Zusammensetzung der 
3 Krafte p., P, und P, znr 

Resultanten R. - , - 3 • 

x 

x 
An--~ 

l!- fLJ/f/ 
Abb. 118. Bestimmung der Kraft x, welche den 
durch die 3 Krlifte p., P, nnd p. belasteten 

Korper K im Gleichgewicht halt. 

Abb. 119. BeJastung eines Korpers durch Krafte, die einen geschlossenen Krlifteplan, aber 
kein geschlossenes Seilpolygon ergeben. Bestimmung des resultierenden Krliftepaares. 

Die Abb. U9 zeigt, daB man nicht erst aus den drei gegebenenKraften 
PI' P 2 , P 3 die Resultante R zu bilden braucht, urn deren Wirkung 
durch die Gegenwirkung der gesuchten Kraft X aufzuheben. Es genfigt 
die Aneinanderreihung der gegebenen Krafte PI' P 2 , P 3 , urn die GroBe 
und Richtung der Stfitzkraft zu ermitteln, welche das Gleichgewicht 
herstellt. 

Greifen die gegebenen Krafte nicht am gleichen Punkte des Korpers 
an, so kann ihre Zusammensetzung entweder eine Einzelkraft oder ein 
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Kraftepaar ergeben. Die Bedingung: "Der Krafteplan muB geschlossen 
sein", sichert, daB keine Einzelkraft auftritt. Sie ist jedoch nicht aus
reichend dafur, daB nicht doch ein Kraftepaar auftritt. 

Der geschlossene Krafteplan legt fest, daB die Zusammensetzung 
aller Krafte eine Resultante ergibt, die die gleiche GroBe, aber ent
gegengesetzte Richtung wie die letzte Kraft hat. So geben die Krafte 
PI' P 2 , P a die Resultante R1 - 2 - 3 , welche der letzten Kraft P 3 gleich 
groB, aber entgegengesetzt ist. Es ist damit aber nicht festgelegt, daB 
diese letzte Kraft in die gleiche Linie faUt wie die Resultante. Sie kann 
an ihr vorbeigehen und mit ihr ein Kraftepaar bilden. So geht P4 an 
R1 - 2 - a vorbei. 

Abb. 119 u. 120 kennzeichnen diese Verhaltnisse. Auf den Korper K 
wirken die vier Krafte PI' P 2' P a, P 4 • Die drei ersten Krafte PI' 

b 

Abb. 120. Belastung eines Korpers durch 
Krafte, die sowohl einen geschlossenen 
Krafteplan als auch ein geschlossenes Seil-

polygon ergeben. - Gieichgewicht. 

P 2 , Pa ergeben die Resultante RI - 2 - a • Die&e Resultante ist der vierten 
Kraft P4 entgegengesetzt gerichtet und hat die gleiche GroBe wie P4 • 

Das Einflechten des Seilpolygons bestimmt die Lage der Resultanten 
R I - 2 - 3 durch den Punkt S. (Es schneiden sich in S die beiden letzten 
ParaUelen zu den Strahlen 1-R und 3 - R des Krafteplanes.) Geht 
die vierte Kraft P4 am Punkte S vorbei, so ist kein Gleichgewicht vor
handen. Es bilden die beiden Krafte RI - 2 - a und P4 vielmehr ein 
Kraftepaar von dem Momente P 4 • a . Da die beiden letzten Strahlen 
die Kraft P 4 in zwei verschiedenen Punkten A und B schneiden, sagt 
man, das Seilpolygon ist nicht geschlossen. Es besitzt eine Lucke von 
der Lange A B . 

Die Krafte nach Abb. i20 sind im Gleichgewicht. Es geht P4 durch 
den Schnittpunkt S der Strahlen 1-4, 3-4. Die Krafte nach Abb. 119 
sind nicht im Gleichgewicht. 

Damit lautet die Gleichgewichtsbedingung: 
Die auf einen Korper wirkenden Krafte befinden sich 

im Gleichgewicht, wenn Krafteplan und Seilpolygon ge
schlossen sind. 
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Beispiel 77. Wie muB der durch die drei Krafte PI' P 2 und P3 belastete 
Korper gestiitzt werden, damit er im Gleichgewicht ist? (Abb. 120.) 

Der Krafteplan ist geschlossen, wenn die Stiitzkraft P, die durch die Strecke 
a-b gegebene GroBe und Richtung hat. 

Das Seilpolygon schlieBt sich im Punkte S. Die Stiitzkraft P4 muB also so 
liegen, daB sie durch S geht. 

1st ein Korper nur durch zwei Krafte belastet, so bestimmt sich 
die Lage der stutzenden, das Gleichgewicht herstellenden dritten Kraft 
einfacher durch den Schnittpunkt der Richtungen der beiden gegebenen 
Krafte. Es konnen drei Krafte nur dann im Gleichgewicht sein, wenn 
sich ihre Richtungen in einem Punkte schneiden. Die dritte, die ge
suchte Kraft, muB die Resultante der zwei anderen Krafte aufheben. 
Sie muB mit dieser also in eine Linie fallen. Die Linie der Resultanten 
ist aber durch den Schnittpunkt der zwei gegebenen Krafte bestimmt. -
Fur so belastete Korper erubrigt sich die Zeichnung des Seilpolygons; 
der Schnittpunkt der zwei gegebene Krafte legt die Lage der dritten 
Kraft fest. 

2. Rechnerische Bestimmung des Gleichgewichtes. 
Ffir die rechnerische Bestimmung des Gleichgewichtes zerlegt man 

aIle Krafte, die gegebenen wie die gesuchten, nach zwei Richtungen. 
(In der Mehrzahl der Falle wird man zwei senkrecht aufeinanderstehende 
Richtungen wahlen.) Man gewinnt durch diese Zerlegung eine Erleich
terung der Rechnung insofern, als man um die Winkelrechnung herum
kommt (s. S.67). Man legt dann jede Kraft nicht nach Lage, GroBe 
und Richtung fest, sondern nach den zwei GroBen ihrer Komponenten 
und deren Lage gegeneinander. 

Den Richtungssinn der gesuchten Krafte nimmt man an. 1st die 
Annahme unrichtig, so ergibt das Rechnungsresultat ein Minuszeichen. 

Da das Gleichgewicht verlangt, daB keine Einzelkraft und kein 
Kraftepaar auf tritt, mussen drei Gleichgewichtsbedingungen erfullt sein. 

1. Die Krafte durfen keine Vertikalkraft ergeben. Man sagt: "Die 
Summe der Vertikalkrafte m uB gleich Null sein." 

2. Die Krafte durfen keine Horizontalkraft ergeben. Man faBt diese 
Bedingung in die Worte: "Die Summe der Horizontalkrafte muB 
gleich Null sein." 

3. Die Krafte durfen kein Kraftepaar ergeben oder: "Die Summe 
der statischen Momente, bezogen auf einen beliebigen 
Punkt, muB gleich Null sein." 

Diese drei Gleichgewichtsbedingungen genugen ffir die Bestimmung 
von drei GroBen. 

Da fur jede Kraft drei Bestimmungsstucke notig sind, kann man 
mit den drei Gleichgewichtsbedingungen z. B. folgende Aufgaben 16sen: 

Drei unbekannte Krafte: 
a) Gegeben die drei Richtungen und die drei Lagen der Unbekannten. 
Zu bestimmen die drei GroBen. 
b) Gegeben je zwei Richtungen, zwei GroBen und zwei Lagen. Zu 

bestimmen eine Richtung, eine GroBe und eine Lage. 
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Zwei unbekannte Krafte: 
a) Gegeben zwei Lagen und eine Richtung. - Zu bestimmen eine 

Richtung und zwei GraBen. 
b) Gegeben eine Lage und zwei Richtungen. - Zu bestimmen eine 

Lage und zwei GraBen. 
c) Gegeben zwei Richtungen und eine Lage. - Zu bestimmen zwei 

GraBen und eine Lage. 
Eine unbekannte Kraft. - Zu bestimmen eine Richtung, eine 

Lage und eine GraBe. 
Bei der Bestimmung der Lage einer Kraft darf nicht iibersehen 

werden, daB die Bestimm ung der Lage keineswegs identisch ist 
mit der Bestimm ung des Angriffspunktes. Die Lage ist fest
gelegt durch die Linie, auf welcher die Kraft zur Wirkung kommt, 
nicht aber durch einen Punkt auf dieser Linie (s. S.53). 1m iibrigen 
iiberwiegen die Aufgaben, bei denen die Lage der das Gleichgewicht 
herstellenden Krafte von vornherein gegeben ist, und zwar durch einen 
Angriffspunkt gegeben ist.· Es ist durch einen gegebenen An
griffspunkt die Lage der Kraft festgelegt. Es ist durch die rech
nerisch oder zeichnerisch bestimm te Lage ein Angriffspunkt aber 
nich t festgelegt. 

Sind zwei unbekannte Krafte an einem Karper zu bestimmen, ist 
z. B. der Karper an zwei Stellen gestiitzt, so sind von den zwei Stiitz
kraften entweder beide Richtungen und eine GraBe oder beide GraBen 
und eine Richtung bestimmbar. 1st der Karper an drei Stellen gehalten, 
so kann die Aufgabe gestellt sein, die drei KraftgroBen oder die drei 
Kraftrichtungen zu bestimmen oder zwei GraBen und eine Richtung 
oder zwei Richtungen und eine GraBe zu bestimmen. . 

Die Richtung der Stiitzkrafte ist vielfach durch die Ausbildung der 
Stiitzflachen festgelegt. Es kannen, wenn man von der Reibung an den 

Stiitzflachen absieht, nur senkrecht durch 
j die Stiitzflachen gehende Krafte iibertragen 
/. "0> werden. Der in Abb. 121 dargestellte Karper 

~i ~ kann demnach nur durch senkrecht zu den 

Y". ././:. i '>'''- ~ Stiitzflachen a-a und b-b gerichtete Krafte 
~ ~ gehalten werden. Er darf also nur mit einer 

.; ':l durch den Schnittpunkt S der Stiitzrichtun-
~I "'-------" "gen A-A und B-B gehenden Kraft bzw. 
'j mit einer Reihe von Kraften, deren Resul-
Abb.121. Festlegung der Rich- t t d h d S h 'tt kt der St··t 
tungen der Sttitzkrafte durch die an e urc en c n1 pun u z-

Stutzflachena-a und b-b. richtungen A-A und B-B geht, belastet 
sem. 

Bei der Stiitzung eines Karpers in einem Gelenk, d. h. mittels 
Zapfens und Lagers, ist die Richtung nicht festgelegt. Ein Gelenk 
vermag eine beliebig gerichtete Druckkraft zu iibertragen. Dieselbe 
muB nur die eine Bedingung erfiillen: sie muB durch den Zapfenmit~el
punkt gehen. Geniigt sie dieser Bedingung, so geniigt sie gleichzeitig 
der vorher aufgestellten des senkrechten Durchganges durch die Stiitz
£lache. Der durch die Kraft Q belastete Karper Abb. 122, der beiderseits 
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durch Gelenke gehalten wird, kann demnach in der verschiedensten 
Weise ins Gleichgewicht gebracht werden. Es konnen ihn die Krafte 
8 1 und 8 2 im Gleichgewicht halten, oder die Krafte R1 R2 usw. Es 
sind bei dieser Art der Stutzung vier Un
bekannte: zwei KraftgroBen und zwei Kraft
richtungen, vorhanden, zu deren Bestim
mung nur drei Gleichungen zur Verfugung 
stehen. Eine eindeutige Bestimmung des 
Gleichgewichtes ist also unmoglich. 

Oft genugt scheinbar die Benutzung 
von zwei Gleichgewichtsbedingungen zur 
Berechnung der gefragten GroBen. 1st z. B. 
ein Korper lediglich durch Vertikalkrafte 
belastet, und ist auch ffir die gesuchten 
Krafte durch die Form der Stutzflachen 
die Vertikalrichtung vorgeschrieben, so 
kann man auf die Benutzung der zweiten 
Gleichgewichts bedingung verzichten. Ord

Abb. 122. Stiitzung eines Korpers 
in 2 Gelenken. Unbestimmtheit der 
Stiitzkraftrichtungen und damit 
auch Unbestimmtheit der Stiitz-

kraftgroOen. 

nungshalber soUte man auch in diesen Fallen die zweite Gleichgewichts
bedingung - in der freilich kein Resultat ergebenden Form 0 = 0 -
aufstellen, urn klarzusteHen, daB keine Horizontalkrafte vorhanden sind. 

3. Beispiele zur Lehre vom Gleichgewicht in einer Ebene 
wirkender Krafte. 

a) Hebel. 
Das Gleichgewicht an einem Hebel zeigt Abb. 123. Nach der dritten 

Gleichgewichtsbedingung muB die Summe der Momente, bezogen auf 
den Drehpunkt, Null sein. Es ist 

Abb. 123. Gleichgewicht der Krafte an einem 
Hebel: P, 11nd P, gegebenc Krafte senk

recht Z11 I, 11nd I,. 

\ 

Abb. 124. Gleichgewicht der Krafte an 
einem Hebel. 

Bei der gezeichneten SteHung stehen PI und P 2 senkrecht zu den 
HebeHangen 11 und 12 , so daB r1 und r2 gleich 11 und 12 sind. Bilden 
die Richtungen von PI und P 2 keinen rechten Winkel mit 11 und 12 , 

so sind die Hebelarme r1 und r2 (Abb.124) gleich 11 • cos (\;1 .und 12 • cos iX2 

P 1 ·l1 • COSiX l - P 2 ·Z2 • cosiX 2 = o. 
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Bei Hebeln, die beiderseitig durch Gewichte belastet sind nach Art 
der Abb. 125, andern sich auch bei weitestgehendem Ausschlage des 

Hebels die Hebelarme stets im 
gleichen Verhaltnis, und so 
bleibt fiir aIle Stellungen erhal
ten PI' II - P 2' l2 = 0, da cos (Xl 

cos (X2 = 1 ist. 
Auf die Bestimmung der 

Stiitzkraft im Drehpunkt des 
Hebels legt man in den selten

z sten Fallen Wert. Sie berech-
net sich fiir die Anordnung 
nach Abb. 123 aus den ersten 
beiden Gleichgewichtsbedingun-

Abb. 125. Gleichgewicht der Krafte an einem Hebel gen H + H + X 0 
bei verschiedenen Stellungen des Hebels. -- I 2 =, 

VI + V2 - Y = O. 

Aus den Komponenten X und Y bestimmt sich der Stiitzdruck. 

b) Die lose Rolle. 
Die lose Rolle (Abb.126), d. i. eine Rolle, die kein Drehmoment 

iibertragt, sich also entweder lose auf ihrer Achse dreht oder mit der 
Achse lose in den Lagern dreht, befindet sich im Gleichgewicht mit 

Abb. 126. Gleichgewicht der Kriifte 
an einer losen Rolle. 

Abb. 127. Gleichgewicht der Kriifte an 
einer Rolle, deren Achse bewegllch 1st. 

PI = P2 (PI' r l = P2• r2 , r l = r2). Die Stiitzkraft bestimmt sich, 
wie beim Hebel, aus den ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen 

-HI + H2 - X = 0, 
- VI - V2 + Y = 0 . 

Hangt die Rolle an einer gelenkartig befestigten Stange (Abb.127), 
so muB sie sich so einstellen, daB diese Stange in die Richtung der Stiitz
kraft fallt. Eine Stange mit nur zwei Gelenken vermag nur solche Krafte 
aufzunehmen, welche in die Verbindungslinie der beiden Zapfenmitten 
fallen. FUr die sie belastenden zwei Krafte sind die Zapfenmittelpunkte 
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als Angriffspunkte festgelegt. Zwei Krafte k6nnen sich aber nur dann 
aufheben, d. h. im Gleichgewicht halten, wenn sie in die gleiche Linie 
fallen, und diese Linien bestimmen die zwei Zapfenmitten. 

c) Der Balken auf zwei Stiitzen. 
Zur Bestimmung des Gleichgewichtes eines Balkens auf zwei Stutzen 

wendet man das zeichnerische und auch das rechnerische Verfahren an. 
Wo es sich dabei um Belastungen durch Vertikalkrafte (Gewichte) 
handelt, wird man die 
zweite Gleichgewichts
bedingung nicht mit auf
zustellen brauchen. 

ex) Rechnerische 
Bestimmung 

(Abb. 128). 

N ach der ersten 
Gleichgewichts bedin

gung ist 

+A - PI +B=O. 

Abb. 128. Rechnerische und zeichnerlsche Bestimmung1'der 
Stiitzkrilfte .A und B, die den durch P, belasteten Balken 

im Gieichgewicht halten. 

Nach der dritten Gleichgewichtsbedingung ergibt sich bei einer An
nahme des Drehpunktes im Stutzpunkt links die Momentengleichung 

+P1·a-B.l=O. 

. Pl' a 
Daraus folgt: B = -Z - . 

Aus der ersten und dritten Gleichgewichtsbedingung folgt 

A _ P _ B _ P _ PI __ a _ PI (Z - a) _ Pl' b 
-1 -1 Z- Z-Z 

Diese Gleichung ergibt sich auch unmittelbar bei Aufstellung der 
dritten Gleichgewichtsgleichung fur einen im Stutzpunkt r e c h t s liegen
den Drehpunkt 

-P1· b + A · 1=O, 

A=Pl~ 
Z 

1-----.l-2000--~ 

f-~--

Beispiel 78. Wie groB sind die Stutz
krafte des nach Abb. 129 belasteten Balkens? 

Die Summe der Vertikalkrafte ist gleieh O. Abb. 129. Bestimmung der Stiitz
drucke .A und B fiir den dnrch P 

(Erste Gleichgewichtsbedingung.) A + B - P= O. belasteten Balken (Beispiel 78). 
(Plusrichtung nach oben.) 

Die Summe der statischen Momente fiir einen beliebigen Drehpunkt ist gleich O. 
Als Drehpunkt angenommen der Stiitzpunkt A. 

-B· Z + P . a = 0, 
P.a 1000·400 

B = -Z - = 2000 = 200 kg ~ 

A+2oo-1000=0, .A = 1000 - 200 = 800 kg • 

Laudien, Mechanik I. 2. Auf!. 7 
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B ei spiel 79. Durch welche Sttitzdrucke wird der tiberhangende Trager nach 
Abb. 130 im Gleichgewicht gehalten? 

Nach der ersten Gleichgewichtsbedingung ist 

-Pl + A + B - P 2 = 0 . 

Unter Annahme des Drehpunktes im linken Sttitzpunkt folgt 

-Pl' a - B· 1 + P 2 • (b + l) = 0, 

-1500 . 300 - B· 1000 + 1200(250 + 1000) = 0 , 

B = 1200 . 1250 - 1500 • 300 = 1500000 - 450000 
1000 1000' 

B = 1050kg, 
-1500 + A + 1050 - 1200 = 0 , 

A = 1200 + 1500 - 1050 = 1650 kg • 
Beispiel '80. Welche GroBe haben die 

Sttitzkrafte des nach Abb. 131 belasteten 
Balkens? 

f'z 1500kg IJ 2000kg 

f-Jr:o l=1O, b 
250""' 

1500A-/'r -41'" R 1200l:g 2 
jA 18 
I I 

I 
Abb, 130. Bestimmung der Stiitzdrucke A und B fiir Abb. 131. Bestimmung der Stiitzkraftc A 
den durch P, und P, belasteten Balken (Beispiel 79). und B (Beispiel 80). 

(Angenommen A und B sind nach oben gerichtet. Plusrichtungnach oben.) 

+A + B - Pl - P 2 + Pa = 0 , +A + B - 1000 - 1500 + 2000 = 0 . 

Drehpunkt tiber A angenommen. 

-Pl' a + P 2 • b - Pa • C - B· 1 = 0, 

-1000·300 + 1500·400 - 2000·800 - B. 1000 = 0 , 

1500 . 400 - 2000 . 800 - 1000 . 300 -1300000 
B = 1000 = -woO- = -1300 kg. 

Abb. 132. Bestimmung der Stiitzkriifte A und B (Beispiel 81) 
fiir eine Belastung des Balkens durch eine gleichmi1i3ig ver

teilte Last. 

(Die Richtung von B 
ist unrichtig angenommen. 
B ist nicht von unten nach 
oben, sondern von oben 
nach unten gerichtet.) 

+A - 1300 - 1000 - 1500 
+2000=0, 

A = +1800. 
(Die Richtung von A 

ist richtig gewahlt.) 

FUr eine verteilte Last kann man eine ihr gleiche Einzellast, die 
im Schwerpunkte der verteilten Last angreift, einsetzen. So wird die 
gleichmaBig fiber die Lange II verteilte Last II . q in der Mitte von II 
angreifen (Abb. 132). Die ungleichmaBig nach einem rechtwinkligen 
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Dreieck aufgeschuttete Belastung (Abb.133) greift auf 1/3 Abstand von 
der Grundlinie an. 

Besispiel 81. Welehe Belastung erfahren die zwei Stutzpunkte, wenn die 
Belastung q = 100 kg fur einen Zentimeter Balkenlange betragt? (Abb. 132.) 

a1 = 30 em , II = 50 em, b1 = 120 em. 

Der Angriffspunkt der die gleiehmaBig 
',erteilte Last ersetzenden Einzellast liegt 
im Abstande a1 + ll/2 von links. 

P J = II . q = 50 . 100 = 5000 kg , 
P 1 [a1 + (ll/2)] 

B = 1 

= 5000· (30 + 25) = 1375 kg, 
200 

A = 5000 - 1375 = 3625 kg. 

Abb. 133. Bestimmung der Stiitzkrlifte .A 
und B iiir eine Belastung des Balkens 
durch eine ungleichmliBig verteilte Last. 

fJ) Zeichnerische Bestimm ung. 
Die zeichnerische Bestimmung der beiden Stutzdrucke erfolgt mittels 

Krafteplans und Seilpolygons nach Abb. 133a. 
Der Krafteplan ist die Ge

rade I-II. Die Parallelen zu 
den Polstrahlen P - B und P - A 
geben von c aus eingeflochten 
die Punkte a und b auf den 
Richtungslinien von A und B. 
Die Parallele zu a b, in den 
Krafteplan ubertragen, be
stimm t den Punkt S, der die 

b 
I 

Lange I-II, welche die Summe Abb.133a. Zeichnerische Bestimmung der Stiitzkriifte 
.A und B, die den durch die Kraft P belasteten 

der Stutzdrucke A + B darstellt, Balken im Gleichgewicht halten. 

in! - S= A undII - S= B teilt. 
Abb. 134 zeigt die zeichnerische Bestimmung der Stutzkraft A und 

B zu Abb.131 bzw. Beispiel 80. 
1m Krafteplan, der 

in eine gerade Linie zu
sammengeschrum pft ist, 
wird die Summe A + B 
durch die Lange I-II I 
dargestellt. I Ausgangs-
punkt der Krafteauf
tragung (Anfang von 
PI)' III Endpunkt der 
Krafteauftragung (En
de von P3)' 

Das Seilpolygon 
nimmt, von a begin-
nend, den Verlauf 
a-b-c-d--e. Esendet 
in der Stutzlinie von A 

f!, F1 IJ c,,~ 
t==::;===I=::tt=~d 

I 
",I 

IA 11/ 
I "'7 . 
I // I j/. 

~~--rb . I / 
->\ / "?\( 

e 

Abb. 134. Zeichnerische Bestimmung der Stiitzkrlifte .A und B, 
die den durch die Krafte P" P, und P, belasteten Balken 

im Gleichgewicht halten. 

7* 
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mit dem Punkte e und in der Stutzlinie von B mit dem Punkte d. Die 
ParaUele B-A zur Verbindungslinie e-d in den Krafteplan ubertragen, 
gibt den Teilpunkt 8 fur die Lange I -III. Es stellt 1-8 die GroBe 
von A dar, III -8 die GroBe von B. (Der auf A liegende Punkt e 
stammt von der Linie I-A, daher ist 1-8 = A; der auf B liegende 
Punkt d stammt von 3 -B, daher ist III -8 = B). Es fliUt der 
Punkt 8, welcher die Strecke I-III teilt, aus dieser Strecke heraus. 
Es ist das begrundet mit der Verschiedenheit des Richtungssinnes von 
A und B (A nach oben, B, wie die Rechnung im Beispiel zeigt, nach 
unten), welche die Lange I-III als einen Wert A + (-B) = A - B 
erkennen lassen muB. 

d) Der allgemeine Fall der rechnerischen Bestimmung einer 
Stiitzkl'aft nach Lage, GroBe und Richtung. 

Beispiel 82. Es ist die Kraft zu bestimmen, welche den durch die drei Krafte 
Pi' P2 und P a belasteten Kiirper im Gleichgewicht halt (Abb. 135). 

Die Zerlegung der drei Krafte Pi' P2 , P a in ihre Horizontal- und Vertikal
komponenten ergibt die sechs Krafte 

Vi = +60 kg , 
Hi = -50kg, 

V2 = +45 kg, 
H2 = +35 kg, 

Va = -69 kg, 
Ha=-70kg. 

(FUr beide Kraftarten ist eine bestimmte Richtung als positive Richtung 
angesetzt. Zur Kennzeichnung derselben sind links in der Figur Richtungspfeile 

- A mit dem Pluszeichen einge-
';»IA tragen.) 
~ II Es ist zunachst ange-l ':i' nommen, daB durch die 
:,:-1 Rechnung der Angriffspunkt 

+ der zu bestimmenden Kraft 
ermittelt werden kann, ob
schon das unmiiglich ist. Zur 
Ermittlung seiner Lage sollen 

x I 1 die beiden Abstande x und y 
I It berechnet werden. 

~ Xii) x I Die zu berechnenden 

I I mit beliebigen Richtungen 
!J---~. LLZ I Komponenten X und Y sind 

I ........... eingetragen, und zwar X 

I~ I I 1 nach rechts gerichtet, also 
~ i1 als positive Kraft, und Y 
.~~ I I nach unten gerichtet, also 'j 1 als negative Kraft. Ergibt 

____ I + ._ -Y1 ....... , . .1 J I die Berechnung ffir einen der 
~ -.:12 ~ I beiden Werte ein negatives 

Vorzeichen, so bedeutet das, Abb. 135. Rechnerische Bestimmung der Kraft (Lage, GroBe 
und Richtung), die den durch P,. P, und P, belasteten daB die Richtung falsch ge-

Korper im Gleichgewicht halt. wahlt war. Es bedeutet das 
negativ herausgerechnete Vor

zeichen also nicht, daB die Kraft die negative Richtung hat, sondern daB die 
Annahme unrichtig war. 

Erste Gleichgewichtsbedingung: 

+ Vi + V2 - Va - Y = 0 , 

+60 +45 - 69 - Y = 0, Y = 36 kg (nach \lnten). 
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Zweite Gleichgewichtsbedingung: 

-HI + H2 - Ha + X = 0 , 
-50 + 35 - 70 + X = 0 , 

Dritte Gleichgewichtsbedingung: 
Angenommen Drehpunkt A. 

X = S5 kg (nach rechts). 

-HI' 20 - VI' 0 - V2 • 40 - H~. 0 - X· x + y. Y + V3 • 10 + H 3 • 47 = 0, 
-50·20 - 45·40 - X· x + y. Y + 69·10 + 70·47 = 0, 
-1000 - IS00 - X· x + y. Y + 690 + 3290 = O. 
-X· x + y. Y + llS0 = 0, 
-S5. x + 36, Y = -lISO. 

Wie bereits vorausgeschickt, ist eine Bestimmung von x und Y nicht moglich. 
Es gibt fiir die Kraft keinen fest en Angriffspunkt. Es liiBt sich nur die Linie 
ermitteln, auf welcher die zu berechnende Kraft wirken muB. 

Setzt man flir x einen beliebigen Wert ein, so bestimmt sich damit ein zu· 
gehOriger Wert flir y. 

-lISO + S5· 50 
FUr Xl = 50 mm folgt YI = ---36--- . = S5 mm. 

Flir x2 = 70 mm folgt Yl = -lISO ;t; 85 . 70 = 133 mm. 

Die Auftragung dieser zwei Punkte legt eine Linie fest, auf welcher die Kraft 
zur Wirkung gebracht werden muB, urn das Gleichgewicht herzustellen. (Das 
Pluszeichen flir die Werte Xl' x2, Yu Y2 bedeutet, daB die Werte so liegen wie 
die angenommenen Werte x und 1/. Es sind nicht Werte, die nach der Lage 
der Linie in den Quadranten zu beurteilen waren.) 

e) Gleichgewicht eines aus mehreren Einzelteilen bestehenden 
Korpers. Aktion und Reaktion. 

Bei der Feststellung des Gleichgewichtes einer Karpergruppe, die 
unter der Wirkung einer Reihe auBerer Krafte steht, tritt das Gesetz 
von Aktion und Reaktion in Erscheinung. 

Die Kraft, mit welcher der eine Karper einer Gruppe auf den anderen 
einwirkt, ist gleich groB, in dieselbe Richtung fallend, aber entgegen
gesetzt gerichtet derjenigen Kraft, mit welcher der andere Karper auf 
den einen wirkt. Es heben sich Aktion und Reaktion auf, solange man 
die Gesamtheit der einzelnen Karper, d. i. die ganze Karpergruppe, in 
Betracht zieht. Es sind Reaktion und Aktion gewissermaBen innere 
Krafte in dem Karpersystem, die wohl den Zusammenhang des einen 
Teils mit dem anderen sichern und so beide zusammen mittelbar unter 
dem EinfluB der auBeren Krafte stehen, .die aber einzeln fur die Berech
nung der Kraftwirkung nach auBen nicht einzusetzen sind. 

Sie kommen einzeln nur dann zur Erscheinung, wenn man jeden 
einzelnen Karper des ganzen Systems fur sich betrachtet. 

Als Beispiel fur das Obige dient Abb. 136. Auf das System der drei 
Kugeln 1, 2 und 3 wirkt die Last Q. Fur die Aufnahme dieser Last 
kommen nur die Krafte in Frage, welche an den Stutzpunkten der beiden 
Kugeln 2 und 3 von den au B ere n Stutzflachen ausgeubt werden. 
Die Richtungen dieser Stutzkrafte liegen senkrecht zu den Stutz
flachen a-a und b-b und mussen durch die Mittelpunkte der Kugeln 
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2 und 3 gehen. Da Q durch den Mittelpunkt der Kugel 1 gehen muB, 
ergibt sich das Gleichgewicht des ganzen Systems nach Abb. 137. 

Abb. 136. Aullere und innere 
Krafte an einer aus mehreren 
Teilen bestehenden Korpergruppe. 

Abb. 137. Gleichgewicht der 
aulleren Krafte an einer Karper

gruppe. 

Das Gleichgewicht der einzelnen Teile kennzeichnen die Abb. 138 
bis 140. 

Die Kugel 2 steht unter dem EinfluB der einen auBeren Kraft PI 
und der beiden von den Kugeln lund 3 auf sie ausgeubten Krafte 
8 1 - 2 und 8 3 - 2 - Fur das Gleichgewicht der Kugel 3 
sind einzutragen die auBere Kraft P 2 und die Re
aktion 8 2 - 3 zu der Stutzkraft 8 3 - 2 , die VOl er 

Abb. 138. Gleichgewicht der 
Kugel 2 unter der Wirkung 
der zwei inneren KrMte des 
Systems S, -, und S, _ 2 und 

der aulleren Kraft P,. 

Abb. 139. Gleichgewicht 
der Kugel 3 unter Wir
kung der zwei inneren 
Krafte des Systems S, _. 
und S, _, und der aufJe-

ren Kraft P,. 

Abb. 140. Gleichgewicht 
der Kugel 1 unter Wir
kung der zwel mneren 
Krafte des Sytsems 8, - 1 

und 8 3 -, und der Last Q. 

beim Gleichgewicht der Kugel 2 bestimmt wurde, ferner die Stutz
kraft 8 1 - 3 • Ihr Gleichgewicht kennzeichnet die Abb. 139. In gleicher 
Weise ist das Gleichgewicht fUr die Kugell ermittelt (Abb. 140). 

Bei der Bestimmung des Gleichgewichtes einer aus mehreren Teilen 
zusammengesetzten Konstruktion ermittelt man entweder zunachst 
das Gleichgewicht des ganzen Systems und bestimmt dann unter Ein-
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setzen von Aktion und Reaktion das Gleichgewicht der Einzelteile, 
oder man schreitet von einem Einzelteil zum anderen fort, die Aktion 
am einen Teil als Reaktion am anderen einsetzend. 

Der aus drei Rollen bestehende Rollenzug nach Abb. 141 gibt ein 
Beispiel zu obigem. Mit der Kraft PI wird die Last Q gehoben. 

Das Gleichgewicht fur die Rolle 1 ergibt 

-PI + P 2 - 8 1 = 0 und -PI' r1 + 8 1 , r1 = 0, PI = 8 1 , 

P 2 = 2P1 • 

Fur die Rolle 2 gilt 

+81 + Pa - 8 a = 0 und 8 1 , r2 - Pa• r2 = 0, 

Q 

8 1 = Pa , 

8a = 281 = 2Pl 

= 2P3 • 

Abb. 141. Gleichgewicht an elnem Rollenzug und Gleichgew-Lut an den einzelnen Teilen des 
Rollenzuges. 

Fur die Rolle 3 gilt 

+8a + P4 - Q = 0 und 8 a • ra - P4 • ra = 0, 

Das Gleichgewicht der auBeren Krafte ergibt 

-PI + P 2 + P a + P4 - Q = 0 , 

-PI + 2P1 + PI + 2P1 - 4P1 = 0, 

-5P1 + 5P1 = O. 

8 a = P4 , 

Q = 28a = 4Pl' 

Bei einem Differentialflaschenzug nach Abb. 142 ergeben sich fol
gende Gleichgewichtsbedingungen. 

An der unteren Rolle 

+81 + 8 2 - Q = 0 und 
Q 

8 1 = 8 2 = 2' 

8 1 = 81, 8 2 = 82, 
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An der 0 beren Rolle 

-Sl-S~+P2-PI=O und -Sl,R+PI'R+S~'r=O, 

- ~ ,R + PI' R + ~ 'r = 0, 

2· Pl. R 
Q= R-r ' 

.Beispiel 83. Welche Last vermag ein Mann bei Ausiiben einer Zugkraft von 
P 1 = 40 kg zu heben, wenn der Differentialflaschenzug die Radien R = 420 , 
r = 350 mm besitzt und der Wirkungsgrad des Getriebes 80% betragt? 

Theoretisch hebt der Mann 

Q = 2· Pl' R = 2 ' 40 . 420 = 480 k 
R-r 420-350 g. 

Bei 80% Wirkungsgrad vermag er nur 480. 0,8 = 384 kg zu heben. 

Abb. 143 stellt einen Flaschenzug dar. Die 
Last Q wird durch die Kraft PI gehoben. Y:? 

Die auBeren Krafte PI' P2 und Q ergeben 
das Gleichgewicht mit 

-PI + P2 - Q = 0. 

Denkt man s~ch den unteren Teil abgeschnitten 
nach der Linie A - A, so schneidet man das Seil 

Abb. 142. GJeichgewicht an einem Differential 
flaschenzug. 

Abb. 143. GJeichgewicht 
an einem Flaschenzug. 

sechsmal. Da die Kraft im Seil unverandert die GroBe PI besitzt, 
folgt fUr den unteren Teil +6PI - Q = 0, Q = 6PI . 

(Die Seilkrafte sind vereinfachend aIle genau vertikal angenommen.) 
Abb. 144 zeigt dieses Verfahren fUr die Bestimmung der Krafte, die 

an den einzelnen Teilen einer vVage auftreten. 
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Die Wage ist belastet durch die vier auBeren Krafte 

G1 Gewicht auf der Wagschale, 
G2 Last auf der Wageplatte 4, 
PI Stutzdruck am Wagebalken 1, 
P 2 Stutzdruck an dem Hebel 5. 

Fur die auBeren vier Krafte gilt: 

-G1 - G2 + PI + P 2 = 0, 
-G1 • (a + b + e) + P 1 (b + e) - G2 (f + d) = O. (Drehpunkt A.) 

1 

2 3 

Abb.144. Gleichgewicht an einer Wage. - AuIJere Krafte G,. P,. G, und P, - innere Krafte 
8 2 , S~, Sa, S~, 8 4 , S~. 

Fur die inneren Krafte gilt: 

Am Wagebalken 1 1. -G1 + PI - S2 - Sa = 0 , 

An der Stange 2 
An der Stange 3 
An der Wageplatte 4 

An dem Hebel 5 

2. -G1 • a + S2' C + S3' b = 0 . 
3. +S2 - S~ = 0 . 
4. 
5. 
6. 

+S3 - S~ = o. 
+S~· (g + t) - G2 • t = 0, 
+S~ + S4 - G2 = 0 . 

7. + S~ . e - S~ . d = 0 , 

8. +S~ + P 2 - S~ = O. 

Aus Gleichung 5. berechnet sich S2 bzw. S2 mit 

S' G2 • f G f 
2 = (g + f) = 2' 1 . 

Aus Gleichung 3. folgt 8 2 = G2 • f . 
Mit Gleichung 6. folgt dann S4 = G2(\- f) 

Aus Gleichung 4. und 7. folgt S3 = S3 = S4 ~ = Ge • (: - f) • : 
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Das Einsetzen der zwei Werte fur S2 und S3 in Gleichung 2. ergibt 

-G 0 a + (G 0 L) 0 c + (G (Z -/L . ~) b = 0 
1 2l 21 e . 

Wahlt man ein HebelverhaItnis 

so folgt 

d 
d. i. 

dob 
--=c 

e ' e 

cof (l-f)oc 
-G1 o a + G20 --l- + G2 1 = 0, 

cot loc foe 
-G1 o a + G2 0 -l - + G2- Z- - G2 - Z- = 0, 

G1 0 a = G.oc, 
C 

Gl = -. G 2 • a 

Die Lange t kommt in dieser Gleichung nicht voro Es ist die Lage 
der Last G2 auf der Wageplatte ohne EinfluB. 

B ·· D· 1 ··hIt c 1 eI emer eZlma wage wa man Ii = 10 . 

Beispiel 84. Wie sind die einzelnen Teile einer Dezimalwage nach Abb. 144 
belastet bei folgenden Daten? 

G1 = 6 kg , G2 = 60 kg 0 a = 50 em , C = 5 em, 

Co e 50100 
d = 20 em , e = 100 em , b = --a = 20 = 25 em . 

t = 40 em, g = (/ + b - C - d - f) = 100 + 25 - 5.- 20 - 40 = 60 em. 

Naeh 5. 8 2 • 100 - 60·40 = 0 , 
Naeh 6. 24 + 8 4 - 60 = 0 , 
Nach 7. 8 3 • 100 - 36020 = 0 , 

Gleiehung 2. ergibt dann 

8 2 = 24 kg 0 

8( = 36kg 0 

8 3 = 7,2kg. 

6 0 50 = 24 . 5 + 7,2 0 25 , 
300 = 120 + 180 , 
300 = 300. 

Fur die rechnerische Bestimm ung der Krafte in den einzelnen 
Staben eines ebenen Fachwerkes wendet man die Rittersche Methode 
an. Man ermittelt zunachst aIle auBeren Krafte, welche das Fachwerk 
als Ganzes im Gleichgewicht halten. Dann schneidet man von dem 
Fachwerk einzelne Teile ab und stellt fur sie nach dem Satz vom static 
schen Moment die Gleichgewichtsbedingungen auf. Es werden beim 
Durchschneiden die inneren Krafte, die durch die einzeInen Stabe von 
Knotenpunkt zu Knotenpunkt ubertragen werden, urn die Wirkung 
der einen auBeren Kraft zur anderen zu leiten, freigelegt. Auf der 
Schnittflache muB eine Kraft angreifen, die gleich der vorher vom Stabe 
ubertragenen inneren Kraft ist. Man gewinnt also mit dem Durch
schneiden die Moglichkeit einer Bestimmung der Stabkrafte. 

Da die drei Gleichgewichtsbedingungen nicht mehr als drei Stucke 
bestimmen lassen, mussen die Schnitte so gelegt werden, daB aIler
hochstens drei Stabe geschnitten werden. - Man muB ferner die ver
einfachende Annahme machen, daB die Stabe in den Knotenpunkten 
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gelenkartig gehalten werden, d. h. daB die Stabkrafte in die Stangen
richtungen fallen. - Die Drehpunkte wird man moglichst so wahlen, 
daB man stets nur eine unbekannte Stabkraft in jeder Moment
gleichung hat. 

Der Ausleger nach Abb.145 ist ~-------l------~~ 

belastet durch die an seinem Ende 
hangende Last Q. Er wird gestiitzt 
durch ein Traglager in der Ecke A 
und ein Trag- und Stiitzlager, deren 
gemeinschaftlicher Mittelpunkt 
vereinfachend in B angenommen f!=200okg 
ist. In Wirklichkeit erfolgt die 
obere Stiitzung iiber dem Knoten-
punkt A und die untere Stiitzung 
unterhalb des Knotenpunktes B. 

Die auBeren Krafte, die Stiitz
krafte PI' P 2 und P 3 berechnen 
sich aus 

-Q + P a = 0, 

-P2 + PI = 0, 

-Q.l+P1 ·h=0. 

Abb.145. Aus den Sta· 
ben 1-2-3-4-5 zu
sammengesetzter Fach
werkausleger, belastet 
durch Q, gestutzt bei 
A durch eine Horizon· 
talkraft und beiR durch 
eine Horizontalkraft 
und eine Vertikalkraft. 
Bestimmung der Stutz
krlifte P., P, und P" 

Mit den Zahlendaten der Abb. 145 folgt 

P3 = Q = 2000 kg, P 2 = PI' PI = 200~~0~400 = 1600 kg. 

[S~ I s,. I 
Q ~ 

'.'d 1500~ 
Abb. 146. Gieichgewicht der Last Q 
mit den Krliften in Stab 1 und 
Stab 2. Bestimmung der Kraft im 
Stabe 1 unter Annahme des Dreh-

punktes C. 

Abb.147. Gieichgewicht der Last Q 
mit den Kraften in Stab 1 und 
Stab 2. Bestimmung der Kraft im 
Stabe 2 unter Annahme des Dreh-

punktes A. 

Der Schnitt I-I legt die Krafte der Stabe 1 und 2 frei. Drehpunkt C 
(Abb.146). 

8 1 • 800 - Q . 1500 = 0, 

S = Q • 1500 = 2000· 1500 = 3750 
1 EOO 800 • 

Drehpunkt A (Abb. 147). 

- Q. 2400 + 8 2 , ll20 = 0, S" = _2000 .~400 = 4300 
~ 1120 • 

Der Schnitt II -II legt die Krafte der Stabe 3, 4 und 1 frei (81 ist 
bereits bestimmt). 
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Drehpunkt B (Abb. 148). 

-Q . 2400 - 8 1 • 3000 + 8 a • 2200 = 0, 

8 - -3750·3000 + 2000·2400 = -2900 k 
a - 2200 g. 

~-~2WO------~~ 

A bb. 148. G1eichgewicht der Last Q mit 
den Kriiften in den Stiiben 1 - 3 - 4 
(8, schon yorher bestimmt). Bestimmung 
der Kraft im Stabe 3 unter Annahme 

des Drehpunktes B. 

Drehpunkt A (Abb. 149). 

(83 wirkt nicht in der eingetragenen 
Richtung, sondern in umgekehrter 
Richtung.) 

Abb. 149. Gleichgewicht der Last Q 
mit den Kriiften in den Stiiben 
1- 3 - 4 (8, schon yorher bestimmt). 
Bestimmung der Kraft im Stabe 4 
unter Annahme des Drehpunktes A. 

-Q. 2400 + 8 4 • 1140 = 0, 

8 = 2000 • 2400 = 4250 
4 1140 . 

Schnitt III-III. 

900 c 

Drehpunkt 0 (Abb. 150). 

+P2 • 2200 - Pa • 900 - 85 .900 = 0, 

8 = 1600·2200 - 2000 • 900 = 1900 
5 900 • 

Die zeichnerische Bestimmung der Stabkrafte 
eines ebenen Fachwerkes nach Oremona ist nichts 
anderes als eine auf dem Parallelogrammgesetz 
aufgebaute Zerlegung der auBeren Krafte nach 
den einzelnen Stabrichtungen fur die einzelnen 
Knotenpunkte. 

--L-___ -+-E-fl.... Die im Knotenpunkte 1 (Abb. 151) angreifen-

Abb. 150. Gleichgewicht 
der Stiitzkriifte p. und 
P, mit den Kriiften im 

Stab 4 und Stab 5. 

den Krafte Q, 8 1 und 8 2 bilden den Krafteplan I. 
In ihm bestimmen sich 8 1 und 8 2 , Entnimmt 
man ihm die GroBe 8 2 fur den Krafteplan II der 
im Knotenpunkte 2 angreifenden Krafte, so be
stimmen sich daraus die GroBen 8 a und 8 4 , Der 
Krafteplan III fur die im Knotenpunkte 3 an

greifenden Krafte ergibt die GroBe der Krafte A und 8 5 , Das Ein
fuhren von 8 4 und 8 5 in den Krafteplan IV fUr den Knotenpunkt 4 er
gibt endlich die Bestimmung der zwei Krafte B und O. 
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Die einzelnen Krafteplane I - I V lassen sich aneinanderreihen, 
wie Abb.151 links unten zeigt. Man verwendet die in I gewonnene 
Lange fur 8 1 und 8 2 , um daran S4 und 8 3 anzuschlieBen usw. 

Bei der Aneinanderreihung der Krafte hat man darauf zu achten, 
daB man dieselben an allen Knotenpunkten in gleicher Reihenfolge ver
wendet. 1st man um den Knotenpunkt 1 im Uhrzeigersinne herum
gegangen (Q-81-82), so muB man auch im Knotenpunkt 2 in diesem 
Sinne vorgehen und in der Reihenfolge 8 2 , 8 3 , 8 4 aneinanderreihen. 

o C 

2 I' g t'~$z \'\'''''~ \\ ]V 1 
Q I ""'~ ~, IB 
_A_~\~ JI )Vq 1 

~ 0 3 A \ s~/ \ Ie-
1 _'_~ ._(. s 71--~ V/ ~V5 

".2 I ~ J:,--j 
I FA~ .J/I::-7 

\ I IL 
's. I IS5 /Jj ,\q I ~ .. 

'. .)5 

\ 
\ ., I 
\1 
4tr.f"-

IB 
Abb.1b1. Zeichnerischc Bestimmnng der Stabkrafte eines AusJegers (Crcmonascher KrllftepJan). 

So schlieBt sich in der Abb.151 unten links die Summe derFigurenI -IV 
sozusammen, daB jede Kraft nur einmal verzeichnet ist. 1m ubrigen 
ist es fur die Bestimmung von 8 1 und 8 2 vollkommen gleichgultig, ob 
man die in I gewahlte Reihenfolge oder die in l' angenommene benutzt. 

Die gesamten auBeren Krafte, die das System als Ganzes im Gleich
gewicht halten, stellen im Cremonaschen Krafteplan eine fur sich ge
schlossene Figur, einen geschlossenen Krafteplan, dar. Sie halten sich 
untereinander das Gleichgewicht, wie das Rechteck aus den Kraften 
Q-A --B-O in Abb. 151 links unten zeigt. 

4. Gleichgewicht von Kraften im Raum. 
Fur die Herstellung des Gleichgewichtes im Raume liegender Krafte 

lassen sich ahnliche Gleichgewichtsbedingungen aufstellen, wie auf S.92 
fiir die in einer Ebene wirkenden Krafte abgeleitet ist. 
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Ubersichtlicher wird die Rechnung, wenn man anders verfahrt, 
wenn man durch Hinzufiigung von sich gegenseitig aufhebenden Hilfs
kraften die gegebenen Krafte so erganzt, daB die Satze vom Gleich
gewicht in einer Ebene liegender Krafte und der Satz von der 
Verlegbarkeit eines Kraftepaares in eine Parallelebene an
gewendet werden k6nnen. 

Wie bei Abb. 87 erklart ist, laBt sich eine beliebig im Raum liegende 
Kraft durch Hinzufiigung zweier sich gegenseitig aufhebender Hilfs
krafte verwandeln in eine in einer bestimmten Ebene liegende Kraft 
und ein Kraftepaar. Man hat es also in der Hand, alle gegebenen Krafte 
durch andere zu ersetzen, welche die Gleichgewichtsbedingungen fiir 
Krafte in einer Ebene anwenden lassen. Da die dabei entstehenden 
Kraftepaare sich beliebig verschieben lassen, macht deren Vereinigung 
keine Schwierigkeiten. ~ 

~I. 
~c 1vp~ ______ ~ 

0 e . 

I 
I 

1'1-'1 

I 

i 
Abb. 152. Belastung einer Welle durch zwei am Umfange der Sclleiben 1 und 2 angreifende 

Krafte P, und P,. Gegebene Kraft P" - P, und P, parallel. 

Abb. 152 zeigt einen vorbildlichen Fall. Die Welle tragt zwei 
Scheiben, die durch die Einzelkrafte PI und P 2 belastet sind. Die Welle 
ist gestiitzt in den beiden Lagern A und B. PI ist gegeben, P 2 und die 
Krafte in A und B gesucht. In der Ebene der Scheibe 1 werden zwei 
Hilfskrafte PI und PI hinzugefiigt. PI = PI = Pl' PI bildet mit 
der gegebenen Kraft PI das Kraftepaar Pl' r I , die iibrigbleibende 
Kraft PI hat ihren Angriffspunkt bei a , das ist in der Mitte der Welle. 
Sie liegt also in einer die Wellenmittellinie enthaltenden Ebene. Dem
gemaB wird sie sich durch die Stiitzkrafte in den Lagern A und B im 
Gleichgewicht halten lassen. 

In der Ebene der Scheibe 2 sind die Hilfskrafte P n und Ph hinzu
gefiigt. Ph bildet mit der gegebenen Kraft P2 das Kraftepaar P 2• r 2. 
Die iibrigbleibende Kraft P n hat ihren Angriffspunkt bei b, das ist 
in der Mitte der Welle, sie liegt also auch in einer die Wellenmittellinie 
enthaltenden Ebene und wird sich demgemaB durch die Stiitzkrafte 
in den Lagern ins Gleichgewicht bringen lassen. 
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Die Kraftepaare PI' r I und P 2 • r2 sind im Gleichgewicht, sobald 
-PI' r I + P 2 • r 2 = 0 ist (Abb.153). 

Es bestimmt sich also P 2 mit P l • rI /r2 • Die zwei KraitePr und Pu , 
die beide vertikal durch die Wellenmitte gehen, liegen in der gleichen 
durch die Wellenmittellinie gehen
den Ebene. Sie befinden sich im 
Gleichgewicht mit den Stutzkraften 
A und B (Abb. 154). 

Beispiel 85. Es sind die Stiitz
drucke A und B an einer V orgelegewelle 
nach Abb. 152 zu berechnen. 

Durchmesser des kleinen Rades 
dl = 380 mm, 

Durchmesser des groBen Rades 
d2 = 600 mm. 

e = 500 mm , C = 550 mm , 
d = 520mm. 

Die iibertragene Leistung betragt 
bei n = 120 Umdrehungen 40 PS. Die 
Zahnraddrucke liegen beide vertikal, der 
groBere Druck ist von unten nach oben 
gerichtet. 

Abb. 153. Gieichgewicht der zwei Krafte
paare P,-P~ und P2-P~I der Beiastung 

nach Abb. 152. 

Die Umfangskraft PI am kleinen Rad bestimmt sich aus Gleichung (32) 

N 40·71620 
"~{d = --·71620 = Pl' rI , PI = - ~-- = 1260kg. 

n 120 . 19 

Die U mfangskraft P 2 am groBen Rade ist 

P =!I' r I = 1260· 19 = 800 k . 
2 r 2 30 g 

Die Hilfskrafte Pi und PiI haben die GraBen 1260 und 800 kg. Nach Abb. 154 
wird damit die Gleichgewichtsbedingung fiir die Stiitzdrucke A und B 

I :::-~-= I f} I 
- e + c d 

I>--~-'---- ----=10 
Abb. 154. Gieichgewicht der zwei Einzeikriifte PI! und PI 

der Abb. 152 mit den Stiitzkriiften A. und B. 

A (e + c + d) - PH (c + d) + PI . d = 0, 

A(50 + 55 + 52) - 800(55 + 52) + 1260·52 = 0, 

A = -=65520 + 85600: = 20080 = 128 k 
157 157 g, 

A - Pn + pI - B = 0 , 

128 - 800 + 1260 - B = 0, 

B = 588 kg. 

Abb. 155 zeigt eine ahnliche Wellenbelastung, bei welcher jedoch PI 
und P 2 verschiedene Richtung haben und demzufolge die zwei Hilfs-
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krafte PI und PH nicht in die gleiche (durch die Wellenmittellinie 
gelegte) Ebene fallen. 

Fur das Gleichgewicht der Kraftepaare gilt (Abb. 156) 

+P1 • r1 - P2 ° r2 = o. 
,,/"1 

/ul I 
(' . 

Abb. 155. Bela~tung einer Welle durch zwei am Umfange zweier Scheiben angreifende Kriifte 
P, und p.. Gegebene Kraft: P,. P, und P, nicht parallel. 

Das Gleichgewicht in der die Kraft PI enthaltenden Ebene wird 
bestimmt (Abb. 157) aus 

+A1o(al+b1)-PI·bl=O und A 1+B1-PI =O. 

I 

Abb. 156. Gleichgewicht der zwei Kraftepaare P, - pf 
und P,-P~l der Belastung nach Abb.155. 

Das Gleichgewicht in der die Kraft Pn enthaltenden Ebene wird 
bestimmt (Abb. 158) aus 

+A2(a2+b2)-Pu·b2=O und A 2+B2 -Pn =O. 
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Die Vereinigung der zwei Krafte Al und As und BI und Bg erfolgt, wie 
Abb.159 zeigt, in den senkrecht zur Wellenachse gelegten Ebenen a 

und b. I 
Da die Gleichung I I 

P I -rl -PS -r2 =O I j-
ohne die genaue, oben ~iAE 1----------------- f}--

0

1' 81 
gegebene Erklarung der 
Kraftepaare PI Pi und 
P 2 PiI und ohne die a1-----+-
Stutzdruckzeichnungen Abb.157. Gieichgewicht der Einzelkraft PI der Abb.155 

nach Abb. 157 und 158 mit den Stiitzkrilften A. nnd B •. 

aus dem Satz vom stati
schen Moment der Krafte 
folgt, wird man einfacher 
arbeiten. 

Man bestimmt P2 aus 

P 2 = PI- r l/r 2 . 

~-.~-----'----~ 
I--az i' bz------=.j 
Abb, }fi8. Gieichgewicht der Einzelkraft Pn mit den Stiitz

krilften A. nnd B •• 

Dann denkt man sich die Umfangskrafte in die Wellenmitte verlegt 
und berechnet fur sie AI' BI und A 2 , B 2 • 

Abb. 159. Vereinigung der Stiitz
kratte A., B.. A. nnd B, der 
Abb. 157 und 158 in den Lager-

mittenebenen a nnd b. 

5. Standsicherheit vom Korper. 
Man unterscheidet drei Gleichgewichtslagen. Die stabile, die labile 

und die indifferente Gleichgewichtslage. 
Beim stabilen Gleichgewicht erzeugt eine Anderung der urspriing

lichen Lage der Last ein Drehmoment, das im Sinne einer Wieder-

Laudien, Mechanik I. 2. Auf!. 8 
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herstellung der alten Lage wirkt. Abb. 160 zeigt einen im stabilen 
Gleichgewicht befindlichen Korper. Der Stfitzpunkt P und das Gewicht 
G halten sich das Gleichgewicht. Der Angriffspunkt der Stfitzkraft 

liegt oberhalb des Angriffspunktes des Ge-
p wichtes, das ist des Schwerpunktes. Abb. 161 

...---+----. zeigt das bei einer Anderung der Korperlage 
auftretende Kraftepaar gebildet aus Stfitz
druck und Gewicht, dessen Drehsinn auf 

I die Rfickffihrung des Gewichtes in die alte 
- r-- Lage hinwirkt. 

Beim labilen Gleichgewicht entsteht bei 
r; einer Anderung der Gleichgewichtslage ein 

Kraftepaar, das bestrebt ist, die Bewegung, 
der es sein Entstehen verdankt, fortzusetzeh. 

Abb. 160. u:e~c~-sla~~~bilc G1eich- Es bedarf also nur der Einleitung der Be-
wegung, um ein Weiterdrehen des Korpers 

zu erzwingen. In diesem Sinne bezeichnet man die labile Gleich
gewichtslage als unsichere Gleichgewichtslage. 

Abb. 162 zeigt einen im labilen Gleichgewicht befindlichen Korper. 
Der Angriffspunkt der Stfitzkraft liegt unterhalb des Angriffspunktes 

des Gewichtes. Abb. 163 zeigt das Auftreten 
des Kraftepaares, dessen Drehsinn die einmal 
eingeleitete Bewegung unterstfitzt. 

Tritt bei einer Bewegung, wie sie Abb. 164 
zeigt, gleichzeitig mit der Anderung des An
griffspunktes der Last eine Verlegung des An-

G griffspunktes der Stfitzkraft auf, so wird es von 
dieser Verlegung abhangen, ob das entstehende 
Drehmoment den Korper bei der eingeleiteten 
Bewegung erhalt oder ihn zurfickzudrehen be-
mfiht ist. Die Lage ~ 

p p des Stfitzpunktes ....... ~~:::::::: 
unterhalb des An- ::---.!::;;:> 

I griffspunktes derLast ~lr'l~7/l/ 
I ist k e i n e s w e g s 

all e i n kennzeich- Abb.164. Stabile G1eichgewichts
Abb. 162 und 163. Labile nend ffir labiles lage. Verlegung des Stiitzpunktes 

GleichgewichtRlage. bei einer Lageanderung des 
Gleichgewicht. K6rpers. 

Fallt der Stfitzpunkt mit dem Angriffspunkt der Last zusammen, so 
ist die Gleichgewichtslage indifferent. Es tritt bei einem Bewegen des 
Korpers keinerlei Drehmoment auf, das ein Weiterdrehen oder ein 
Zurfickdrehen erzwingen konnte. Es fallen vielmehr Stiitzkraft und Last 
in jedem FaIle in eine gerade Linie und heben sich auf. 

Abb. 165 zeigt einen im indifferenten Gleichgewicht befindlichen 
Korper. Abb.166 kennzeichnet das Gleichgewicht bei einer anderen 
Lage des Korpers. 

Den EinfluB der Verlegung des Stfitzpunktes kennzeichnet Ab b. 167. 
Um den Korper K zu kippen, bedarf es der Drehmomente von der 
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GroBe p. rl = G· al oder P 2 • r2 = G· a2 • Vor dem Auftreten der 
kippenden Last P halten sich Gewicht und Stutzkraft das Gleichgewicht, 
indem die Stutzkraft in die gleiche Linie wie das Gewicht faUt. Beim 
Auftreten von PI ruckt die Stutzkraft nach 
links, bis das Gleichgewicht G1 • a1 = Pl· rl 

erreicht ist und der Korper sich zu bewegen 
beginnt. N ach dieser 

Gleichgewichts bedin-
gung berechnet man die 

p Standsicherheit eines 
Korpers. 

Unter dynamischer I--~
Standsicherheit versteht 
man die Arbeit A = G· h, 
welche aufzuwenden ist, 
um einen Korper in die 

I 
I 

G 

labile Gleichgewichts- Abb. 165 und 166. Indifferente 
G leichgewichts lage. 

lage uberzufuhren. Es 
ist der Ausdruck un-

Abb. 167. Bestimmung der 
zumKippen einesKiirpers auf· 
zuwendenden Arbeit. Dyna-

mische Standsicherheit. 

richtig gewahlt. Es handelt sich nicht um eine dynamische Wirkung 
der Kraft im Sinne der Lehre von den Bewegungsanderungen. 

Man miBt die dynamische Standsicherheit in mkg. 

6. Vereinfachungen an Gleichgewichtsaufgaben. 
Die Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen verlangt vielfach 

vereinfachende Annahmen uber die Art der Kraftaufnahme an den 
Stutzstellen des Korpers .. Die Gleichgewichtsbedingungen geben nur 
die Moglichkeit, drei Stucke zu bestimmen. 1st ein Korper nicht in 
scharf festgelegten Punkten gestiitzt, erfolgt vielmehr seine Stiitzung in 
einer breiten Flache, so ist zunachst ein
mal bei jeder Stiitzflache die Lage der 
Stiitzkraft unbekannt. Schon bei einer 
Stiitzung in zwei Flachen entfallen also 
zwei der vorhandenen Gleichgewichtsbe
dingungen fur die Bestimmung allein der 
Lagen. Bei einer Auflage des Korpers 
an drei Flachen also konnten iiberhaupt 
nur die Lagen bestimmt werden. Demzu
folge muB man vielfach vereinfachen, um 
zum Ziele zu kommen. 

Die Aufgabe der Gleichgewichtsbestim-
f . K h Abb 168 Abb. 168. Vereiufachung an Gleich-mung ur emen orper nac. gewichtsaufgaben. 

wird durch Annahme uber die Stiitzpunkt-
lagen losbar. Man nimmt an, die Stutzung erfolgt in den auBersten 
Ecken. Damit entfallen die drei unbekannten Lagen, und es bleiben 
nur die drei KraftegroBen als Unbekannte ubrig. 

Inwieweit es berechtigt ist, diese Vereinfachung vorzunehmen, muB 
von Fall zu Fall entschieden werden. Man kann geneigt sein, die An-

8* 
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griffspunkte der Krafte nach den Mitten der Stutzflachen zu verlegen. 
MuB man das Resultat der Gleichgewichtsbedingungen ffir eine Festig
keitsrechnung verwerten, und schlieBlich ist die Feststellung der Stutz
krafte in den meisten Fallen nur der Auftakt zur Aufstellung der Festig
keitsrechnung, so wird man in jedem Falle diejenige Art der Stutzung, 
welche die ungunstigste Beanspruchung des K6rpers ergibt, wahlen. 

F. Reibung. 
In dem Kapitel "mechanische Arbeit" ist darauf hingewiesen, daB 

bei der Umwandlung von Arbeit nur ein Teil der aufgewendeten Arbeit 
als Nutzarbeit verfugbar wird und daB dabei ein Teil der aufgewendeten 
Arbeit verlorengeht. Die mechanischen Vorgange, welche diese Arbeits
und Leistungsverluste erklaren, behandelt das Kapitel: Reibung. 

1. Gleitende Reibung. 
Die Nutzarbeit ist gleich Kraft mal Weg in der Kraftrich

tung. A = p. 8. - Weg in der Kraftrichtung ist eine relative Weg
lange, d. h. die auf die Kraftrichtung bezogene Weglange. Die Ver
luste sind abhangig von der absoluten WegHinge, der Gute des 
Weges und der Belastung der Wegbahn. 

Bei einem Heben des Gewichtes G (Abb. 169 links) mit der Hand 
von A nach B wird man kaum mehr als die Nutzarbeit A = G· h auf

), wenden mussen. Der Wirkungs
grad wird verhaltnismaBig hoch 
sein .. Dagegen wird bei einem 
Heraufschieben des GewichtesG 
(Abb.169 rechts) an der schiefen 
Ebene eine wesentlich uber G· h 
hinausgehende Arbeitsaufwen
dung n6tig sein. 

Bei der gleitenden Bewegung 
des Gewichtes an der schiefen 

Abb. 169. Leisten einer Nutzarbeit - Reben eines Ebene entlang dringt das Ge
Gewichtes G urn die Rohe h - durch freies Reben wicht mit den kleinen Vor
und durch Reraufschieben an einer schiefen Ebene. 

sprungen seiner Oberflache in 
die kleinen Vertiefungen der tragenden 0 berflache der schiefen Ebene 
ein. Die Vorsprfmge auf dieser wiederum senken, sich in entsprechende 
Vertiefungen an der Oberflache des Gewichtes. Das Gewicht muB 
also beim Verschieben dauernd urn kleine Streckenteilchen gehoben 
werden, damit die Vorsprunge aus den Vertiefungen herauskommen, 
und diese kleinen Wege werden dann nutzlos durchfallen werden. Oder 
es muB - nach einer anderen Auffassung der Reibungsvorgange -
jeder einzelne Vorsprung zuruckgebogen werden, urn dalln nutzlos 
zuruckzuschnellen oder uberhaupt in der verbogenen Stellung zu ver
bleiben. In jedem Falle ist fUr die Bewegung einer Flache auf einer 
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anderen ein Arbeitsaufwand notig. Ob derselbe fUr ein Heben und 
Fallenlassen oder fur ein Umbiegen verbraucht wird, kann dahingestellt 
bleiben. Vermutlich gehen Vorgange der einen Art mit Vorgangen der 
anderen Hand in Hand. 

Aus diesen Vorgangen erklart sich die Ermudung eires Menschen 
beim Wandern auf e bener Bahn. Wohl wird keine Nutzarbeit im Sinne 
der Mechanik geleistet, wenn das Ziel des Weges in gleicher Hohe liegt 
wie der Ausgangspunkt. Es hat dann der Mensch sein Gewicht urn nichts 
vom Erdmittelpunkte entfernt, d. h. gehoben. Aber das Bewegen der 
Gelenke, auf denen das Korpergewicht ruht, das dauernde Anspannen 
der Muskeln und ihr Loslassen, das Heben des Korpers bei jedem ein
zelnen Schritte und schlieBlich auch das Auffangen des Korpergewichtes 
bei jedem Schritte - Gehen ist ein verhindertes Fallen - erfordert 
Arbeitsaufwendungen, die den Korper ermuden. 

Die Vorgange der Reibung sind sehr verwickelt. Die genaue rech
nerische Ermittlung der Reibungsverluste ist auBerst kompliziert, wenn 
man aIle Einzelbedingungen, die dabei eine Rolle spielen, in Ansatz 
bringen will. Man ist gezwungen, 'sich mit der Berucksichtigung einer 
kleinen Zahl der in Betracht kommenden Faktoren zu begnugen, d. h. 
die Rechnung zu vereinfachen, will man uberhaupt zu einem greifbaren 
und durchsichtigen Resultate kommen. 

Bei der Verschiebung eines Korpers auf einem anderen tritt ein 
Reibungswiderstand W in der Beruhrungsflache auf (Abb. 170). Die 
GroBe des Reibungswiderstandes hangt ab: 

1. von der GroBe des Druckes N, mit dem die sich beruhrenden 
Korper gegeneinander gepreBt werden (Der Druck steht senkrecht zu 
den sich beruhrenden Flachen.); 

2. von der Beschaffenheit der sich beruhrenden Flachen; 
3. von der GroBe der sich beriihrenden Flachen; 
4. von der Geschwindigkeit, mit der die Korper aufeinander gleiten. 
Man rechnet in der Technik vorwiegend mit den beiden ersten 

Faktoren allein. 
Die Reibungsgleichung lautet: 
Der Reibungswiderstand Wist gleich dem N ormal

druck (N) zwischen den sich beriihrenden Flachen mal 
dem Reibungskoeffizienten. 

Der Reibungskoeffizient wird allgemein mit dem griechischen Buch
staben fl (sprich "mu") bezeichnet. 

(51) 

Beispiel 86. Welchen Widerstand setzt ein mit seinem Gewichte G = 200 kg 
aufliegender K6rper einer Verschiebung entgegen, wenn der Reibungskoeffizient 
fl = 0,3 betragt? 

W = N . fl = 200 • 0,3 = 60 kg • 

In dem Werte des Reibungskoeffizienten ist in erster Linie der Ein
fluB der Oberflachenbeschaffenheit in Rechnullg gestellt. Bei rauhell 
Flachell wird man fUr fl einen hohen Wert wahlen, bei poliertell Flachen 
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einen kleinen Wert. In zweiter Linie bringt man die unter 3. und 4. 
angefuhrten Einflusse zur Geltung bei der Bemessung von fJ,. Sind die 
Beruhrungsflachen ubermaBig groB, so daB eine ubergroBe Anzahl von 
V orsprungen und Vertiefungen in Wirksamkeit treten, so wird man fJ, 
groBer einsetzen als bei kleinen Flachen. Bei ganz kleinen Flachen wird 
naturgemaB fJ, wieder hoher zu wahlen sein, da dann die Gefahr eines 
Eindringens der einen ganzen Flache in die andere zu befiirchten steht. 
Bei hohen Gleitgeschwindigkeiten wird man einen niedrigeren Wert 
fur fJ, einsetzen als bei niedrigen. Es finden dann die einzelnen V or
sprunge nicht die Zeit, sich ganz in die Vertiefungen der anderen Flache 
zu versenken, und es konnen die einmal zuruckgebogenen Vorsprunge 
nicht ganz zuruckfedern, bevor sie zu einem nochmaligen Zuruck
gebogenwerden kommen. Es bleibt also ein Teil der fiir das Zuruck
biegen einmal aufgewendeten Arbeit fur den zweiten gleichartigen Vor
gang aufgespeichert. 

Fur die zahlenmaBige Bemessung von fJ, mit Berucksichtigung der 
verschiedenen Gleitgeschwindigkeiten unterscheidet man der Ein
fachheit halber nur zwei Falle: den des Stillstandes und den der Be
wegung. Man bezeichnet den Reibungskoeffizienten fUr den Zustand 
des Stillstandes als Reibungskoeffizienten der Ruhe und schreibt fur 
ihn den Buchstaben fJ,o' Den Reibungskoeffizienten der Bewegung 
kennzeichnet man durch den Buchstaben fJ" fJ,o 2: fJ,. Es fallt der 
groBere Wert fJ,o nicht momentan mit dem Eintreten der Bewegung 
von fJ,o auf fJ,; auch ist fJ, bei verschiedenen Gleitgeschwindigkeiten sehr 
verschieden groB. Es verlangt jedoch die Vereinfachung der Rechnung 
in den Mechanikbeispielen die Beschrankung auf nur zwei Werte. Bei 
den Aufgaben des Maschinenbaues, fur welche in jedem einzelnen Falle 
besondere Angaben uber die GroBe der beruhrenden Flachen, die Rer
stellungsart der Flachen, die Rohe der Gleitgeschwindigkeit gemacht 
werden konnen, wird man fJ, aus kontinuierlich verlaufenden Kurven 
entnehmen. 1m ubrigen sind die Vorgange bei der gleitenden Reibung 
noch immer nicht so weit geklart, daB man ein richtiges Resultat fur 
einen auBerhalb des Rahmens der normalen Bewegungs- und Be
lastungsvorgange liegenden Fall voraus.berechnen konnte. 

Der Wert des Reibungskoeffizienten der Ruhe ist als Grenzwert 
),ufzufassen. Zieht an einem stillstehenden Korper eine Kraft P = 20 kg, 
wenn der Reibungswiderstand der Ruhe nach der Gleichung W = N . fJ, 
eine Rohe von 30 kg erreichen kann - (N = 100 kg; fJ, = 0,3) --, so 
wird der erreichbare Rochstwert des Reibungswiderstandes nicht zur 
Geltung kommen. Die Gleichgewichtsbedingungen verlangen P = N . fJ,. 
Daraus ergibt sich, daB das Gleichgewicht bereits durch 20 kg Reibungs
widerstand, d. h. bereits durch einen Reibungskoeffizienten fJ, = 0,2 
erreicht wird. Da der Rochstwert der Reibung (30 kg) den in Anspruch 
genommenen Reibungswiderstand (20 kg) um 50% ubersteigt, wiirde 
man in diesem Falle von einer P/2fachen Sicherheit gegen Gleiten 
sprechen. 

Der Reibungswiderstand Wist der Bewegung entgegengesetzt ge
richtet bzw. derjenigen Richtung entgegengesetzt, in welcher die auf 
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den Karper wirkendeQ Krafte den Karper zu bewegen bestrebt sind. 
Wirkt auf einen Karper (Abb. 170) eine nach links gerichtete Kraft 
PI , SO ist der Reibungswiderstand WI nach rechts gerichtet anzutragen. 

Abb.170. Krafte beirn Verschieben 
eines Korpers auf einer ebenen 
Flache durch eine Kraft P, bei 
einer Anpre"sung des Korpers gegen 

die Unteriage mit der Kraft N. 

Abb.171. Krafte beirn Verschieben 
eines Korpers auf einer ebenen 
:Flache durch eine Kraft P, bei 
einer Anpressung des Kiirpers gegen 

die Unterlage mit der Kraft N. 

Steht der Karper unter dem Einflusse der Kraft P 2 (Abb.I71), und 
will er ihr nachgebend nach rechts ausweichen, so ist der Reibungswider
stand als nach links gerichtet einzutragen. 

a) Verschiebung eines Korpers auf einer Ebene. 
Stellt man fur den nach Abb. 172 durch das Eigengewicht, den 

Stutzdruck, den Reibungswiderstand und die horizontal gerichtete Zug
kraft P belasteten Karper die Gleichgewichtsbedingungen auf, so folgt: 

1. G - N = 0; _A---:.,:----__... p 
2. P- W=O; 

3. W· h - N • a = 0 . 

(Drehpunkt A angenommen.) 

Bei Benutzung der Reibungsgleichung 
W = fL • N lassen sich vier GraBen von 
den in obigen Gleichungen vorkommenden 
sieben Stucken G, N, P, W, fL, a, h be
stimmen. 

Beispiel 87. Welche Kraft ist erforderlich, 
urn einen K6rper von 1000 kg Gewicht auf einer 

G N 

a 
Abb.172. Bestirnrnung des Gleich
gewichtes an einern durch eine Kraft 
P nach rechts gezogenen Kiirper, 
den sein Gewicht G gegen die 

Unterlage driickt. 

ebenen Flache zu verschieben, wenn der Reibungskoeffizient p, = 0,2 ist? Wo 
greift der Sttitzdruck an, wenn der Angriffspunkt der Kraft urn h = 50 mm 
tiber der GleitfHiche liegt? 

G-N=O, 1000-N=0, N= 1000kg, 

W = N • p, = 1000 • 0,2 = 200 kg , 

P - W = ° , P = 200 kg , 
W.h-N.a=O, 200·5-1000·a=0, a = 1 em. 

In den meisten Fallen legt man auf die Berechnung von a, d. h. 
auf die Feststellung der Lage von N, keinen Wert. Es handelt sich 
eigentlich immer nur urn die Berechnung der GraBe des Reibungs
widerstandes und nicht urn die Feststellung der Lagedes Stutz
druckes. Es genugt in diesen Fallen die Anwendung der zweiten Gleich
gewichtsbedingung allein. 1m ubrigen darf nicht ubersehen werden, 
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daB die Stiitzung des Korpers auf der ganzen Flache durch unendlich 
viele kleine Stiitzkraftchen erfolgt und daB die eingetragene Stiitzkraft N 
nichts anderes ist als die Resultante derselben. Die rechnerische Ver
folgung des ganzen Vorganges macht die Zusammenfassung der vielen 
kleinen Stiitzkrafte zu einer Resultanten notig. 

Die Bestimmung von a hat folgenden Wert. Die einzelnen Flachen
druckkrafte, deren Resultante N ist, sind gleichmaBig um den Angriffs
punkt von N verteilt zu denken. Es gibt die GroBe von a, d. h. die 
Lage von N , einen gewissen Anhalt iiber die Art der Verteilung der 
Flachendruckkrafte iiber die ganze Stiitzflache. Bei einer Korperform 
nach Abb. 173 und einem kleinen Wert a wird die an der auBersten 
vorderen Kante A auftretende Flachenpressung nicht wesentlich von 
der an der auBersten hinteren Kante B auftretenden abweichen. Bei 
einer Belastung des Korpers nach Abb. 174, die einen groBen Wert a 
ergibt, wird die Flachenpressung bei A wesentlich grbBer sein als die 
bei B , und es besteht hier die Gefahr eines Fressens der Kante A . 

G 

Abb. 173. Krafte an einem 
durch P nach rechts gezogenen 
Kiirper - ungleichmaLlige Ver
teilung der Stiitzkritftchen iiber 

die Auflageflache. 

P 

Abb.174. Ungleichm;U3ig
keit der Stiitzkritftever
teilung bei groJ3em Werte h 
und demzufoIge gro/3em 

Werte a. 

p 

G 

Abb. 175. Zusammensetzung des 
Stiitzdruckes N und des Rei
bungswiderstandes W zur Resul-

tanten R. 

Fiir die zeichnerische Behandlung der Reibungsvorgange faBt man 
die beiden Krafte N und W zusammen zu ihrer Resultanten R (Abb. 175) 
R = yW2 + N2. tge = WIN. Den Winkel e bezeichnet man als 
Reibungswinkel. tg e ist gleich dem Reibungskoeffizienten f1. 
W = N . f1 und W = N . tg e· Daraus folgt tg e = f1 . 

Hat man bei reibungsloser Stiitzung den Stiitzdruck senkrecht zu 
den Stiitzflachen anzusetzen, so muB bei Beriicksichtigung der Reibung 
die Auftragung unter eO erfolgen. Es kann der Stiitzdruck um eO von 
der Normalrichtung abweichen. Dabei liegt die Abweichung um eO 
gegen die Bewegungsrichtung. 

Beispiel 88. Es ist zeichnerisch die in einem festgelegten Punkt angreifende, 
horizontal gerichtete Zugkraft fiir die Bewegung eines Korpers zu bestimmen, 
wenn das Gewicht des Korpers G = 18 kg und der Reibungskoeffizient fl = 0,45 
betragt. Der Angriff der Kraft soll in einer Hohe h = 15 mm erfolgen (Abb. 176). 

Der tg (! = 0,45 eingesetzt, bestimmt die Richtung des Stiitzdruckes. Es 
wirken auf den Korper drei Krafte: das Gewicht G, die Zugkraft P und der Stiitz
druck S. Damit diese drei Krafte im Gleichgewicht sind, miissen sie sich in einem 
Punkte schneiden. DurchAuftragen nach ihrenRichtungen imMaBstabe 1 kg = 1 mm 
ergibt sich der Krafteplan, aus dem P mit 8,1 mm = 8,1 kg abgestochen werden kann. 
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Abb. 177 zeigt den allgemeinen Fall der Belastung eines auf ebener 
Flache gleitenden K6rpers durch eine beliebig liegende und beliebig ge
richtete Kraft P und durch das Gewicht O. 

p 

;\lG 
\ \J 

G 

p --
/ 

N 

Abb. 176. Zeichnerisehe Bestimmung 
der Zugkraft P, die einen dureh 
sein Gewicht G an die Unterlage 
angepreBten Korper bei gegebenem 
Reibungskoeffizienten f' versehiebt. 

Abb. 177. GJeichgewicht an einem dureh 
die Kraft P und sein Gewicht G belasteten 
Korper bei Auftreten von Reibnng an der 

Stiitzfiiiehe. 

Fur die rechnerische L6sung dieser Aufgaben stehen die drei Gleich
gewichtsbedingungen und die Reibungsgleichung, das sind insgesamt 
vier Gleichungen, zur Verfiigung: 

1. 0 + p. sinet - N = 0; 
2. p. cos ex - W = 0; 
3. -p. sin ex . b - W· h + N· a = 0 

(Drehpunkt in A); 

4. W= N.,u. 

Bei einer Ausbildung der Tragflache nach 
Abb.178 als Rinne werden die zwei Stutz
punkte N je 012. cos ex groB. Damit steigt 
der Reibungswiderstand fur die Verschie- Abb. 178. Stiitzung eines Korpers 

in einer Rille. 
bung des K6rpers in der Rinne vom Werte 
W = 2 . N· ,u = 0 ',u auf O· ,ulcos ex. Man faBt ffir solche Aus
fuhrungen den Wert ,u vielfach mit dem Werte Ijcosex zusammen und 
fuhrt fur den so erh6hten Reibungskoeffizienten den Buchstaben ,u' 
ein. So folgt W = O· ,ufcoscx = O· ,u'. 

b) Verschiebung eines Korpers auf einer schiefen Ebene. 
Neben der Verschiebung von K6rpern auf einer horizontalen Ebene 

spielt in der Technik die Verschiebung auf einer schiefen Ebene eine 
groBe Rolle. Dabei handelt es sich entweder urn eine Verschiebung 
mit geradliniger Bewegung (Keil) oder urn eine Verschiebung mit krei
sender Bewegung (Schraube). Die Verschiebung muB mit gleichf6rmiger 



122 Reibung. 

Bewegung erfolgen, d. h. ohne Anderung der Bewegungsgeschwindigkeit. 
Bei einer Verschiebung in verzagerter oder beschleunigter Bewegung ist 
Gleichgewicht nicht vorhanden. 

Fur beide FaIle kommen zwei grundlegende Arten der Kraftanord
nung in Betracht (Abb. 179 und 181). (1. Kraftrichtung parallel zur 
schiefen Ebene; 2. Kraftrichtung wagerecht.) 

Bei diesen zwei Belastungsfallen sind femer je zwei Gleichgewichts-
zustande zu unterscheiden. 

1. Der Karper gleitet abwarts; 
2. der Karper gleitet aufwarts. 
So ergeben sich vier Sonderfalle: 
IX) Abb.179. Auf den Karper wirkt eine parallel zu der Neigung 

der Ebene gerichtete Kraft; der Karper gleitet abwarts. 
Das Gewicht des Karpers 0 in die zwei 

Richtungen parallel und senkrecht zur 
tragenden Flache zerlegt, ergibt die beiden 
Komponenten O· sin~ und O· cos~. Die 
zweite Komponente wird durch den Stutz
druck N ins Gleichgewicht gebracht. 

o . cos ~ - N = 0 . 

Abb. 179. Stiitzung eines abwarts- Die erstere Komponente und der aus N 
gleitenden Kiirpers durch die Kraft P. 

resultierende Reibungswiderstand W = N . ft 
mussen sich mit der Kraft P im Gleichgewicht befinden. 0 sin~ ist 
abwarts, Wist aufwarts gerichtet 

-0 sin~ + W + P = 0, 
-0 sin~ + N . ft + P = 0 , 
-0 sin~ + (0· cos~)ft + P = 0, 

p = G(sin~ - [1' cos~) • (52) 

(Die dritte Gleichgewichtsbedingung, welche die Lage von N berechnen 
laBt, ist nicht verwertet, da die Lage yom N unwesentlich ist, s. S. 119.) 
Fur den Sonderfall P = 0 geht die obige Gleichung uber in 

O· sin ~ - 0 . cos ~ . ft = 0, sin ~ - ft • cos ~ = 0, ft = sin IX/COS ~ = tg ~ . 

Fuhrt man fur ft tg e ein, so folgt tg Q = tg ~. Der Winkel ex ist gleich 
dem Reibungswinkel (!. 

Auf dieser Gleichung tg ~ = tg (! baut man die Versuche zur Be
stimmung des Reibungskoeffizienten ft und des Reibungswinkels e auf. 
Man legt einen Karper auf eine schiefe Ebene, deren Neigung. verstell
bar ist. Der N eigungswinkel ~1' bei welchem der Karper zu gleiten 
beginnt, bestimmt mit tg~l = fto = tgeo den Reibungskoeffizienten 
der Ruhe fto. Der Winkel, bei welchem der Karper in gleichfOrmiger 
Geschwindigkeit abwarts gleitet, gibt nach der Gleichung tg ~ = ft = tg e 
den Reibungskoeffizienten ft der Bewegung. 

Da fto graBer ist als ft, wird man fur die Einleitung der Bewegung 
einen graBeren Winkel einstellen mussen als fur den fortlaufenden 
Bewegungsvorgang. Man wird die schiefe Ebene nach dem Eintreten 
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der Bewegung wieder flacher stellen, bis die Bewegung aus der be
schleunigten in eine gleichfOrmige Bewegung ubergeht. 

P) Auf den Korper wirkt eine parallel zur Neigung der Ebene ge
richtete Kraft P (Abb. 180). Der Korper gleitet aufwarts. 

Die erste Gleichgewichtsbedingung ergibt das gleiche Resultat wie 
bei der Ableitung unter IX) 

G • cos iX - N = 0 , N = G· COSiX. 

Die zweite weicht von der fur den Bewegungsvorgang unter IX) auf
gestellten insofern ab, als W die umgekehrte Richtung hat, also mit 
dem umgekehrten Vorzeichen einzusetzen ist. 
Der Korper hat umgekehrte Bewegungsrich
tung, demzufolge wirkt W nach der ande
ren Seite. 

-G· sin iX - W + P = 0, 

-G· sin iX - N . f-l + P = 0, 

-G· sin iX - G· cos iX 'It + P = 0, 

P = G . sin iX + G . cos iX • f-l , 

P = G (sin iX + (L • cos iX) • (53) 
Abb. 180. Heraufschieben eines 
Kiirpers an einer schiefen Ebene. 

Durch Zusammenfassung der beiden vorstehenden Ergebnisse ge
winnt man einen Uberblick uber das Verhalten eines Korpers dieser 
Belastungsart bei schwankender GroBe von P. 

Gleichgewicht ist am Korper K vorhanden, solange P in den Grenzen 
zwischen G sin iX - G . cos iX • f-l und G sin iX + G cos iX • f-l liegt. Bei 
dem ersteren Werte gleitet K gleichformig herunter, bei dem zweiten 
Werte geht K in gleichformiger Bewegung nach oben. Fur aIle da
zwischenliegenden Werte von P befindet sich der Korper in Ruhe. Es 
genugt dann P zwar nicht, urn die Bewegung nach oben zu erzwingen. 
P ist aber zu groB, als daB der Korper nach unten gleiten konnte. 

Beispiel 89. In welchen Grenzen darf die einen Karper K von 1200 kg 
Gewicht belastende Kraft P verandert werden, ohne daB der Karper in Bewegung 
kommt, wenn die Neigung der schiefen Ebene IX = 20° betragt und auf einen 
Reibungskoeffizienten I" = 0,18 gerechnet werden kann? 

PI = G· sin IX - G· cos IX • I" = 1200·0,342 - 1200·0,939·0,18 = 208 kg, 
P2 = G· sin IX + G· cos IX • I" = 1200 . 0,342 + 1200·0,939·0,18 = 612 kg. 

Mit P 2 = 612 kg beginnt die Aufwartsbewegung. Mit PI = 208 kg beginnt 
der Karper abwarts zu gleiten. Angenommen 1"0 = I" . 

Fur PI = 0 wird G· siniX = G· CosiX· f-l, f-l = tgiX, tge = tgiX. 
PI kann entfallen, sobald iX < e ist. Ein Korper bleibt auf einer 
schiefen Ebene ohne Stiitzung liegen, wenn die Neigung (iX) 
gleich oder kleiner ist als der Reibungswinkel (e). 

Den Arbeitsverlust und den Wirkungsgrad fur das Heraufschieben 
einer Last nach Abb. 180 berechnet man aus der Arbeitsbilanz. Legt 
die Kraft P den beliebig angenommenen Weg 8 zuruck, so betragt die 
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aufgewendete Arbeit Al = P . 8. Bei Zurficklegen dieses Weges in 
Richtung der schiefen Ebene wird das Korpergewicht urn die Rohe h 
gehoben. h = 8' sin£X:. Die Nutzarbeit betragt also Ag = G· h. Der 
Wirkunsgrad 'fJ berechnet sich aus Nutzarbeit Ag dividiert durch auf
gewendete Arbeit Al mit 

A2 G· h G· sin IX sin IX 

1/= Al = p.s=-p--= si nIX +It· cos IX • (54) 

y) Auf den Korper wirkt eine horizontal gerichtete Kraft. Der 
Korper gleitet abwarts (Abb. 181). 

Die Zerlegung des Gewichtes G und der Kraft P nach den zwei Rich
tungen parallel zur schiefen Ebene und senkrecht zur Tragflache ergibt 

Abb. 181. Halten eines Korpers gegen 
Heruntergieiten an einer schlefen Ebene. 

Abb. 182. Bestimmung des Wlrkullgs
grades fiir das Heben eines Gewichtes durch 
Heraufschieben an einer schiefen Ebene. 

die Komponenten p. sin £X: , p. COStX, G· sin £X: , G· COStX. Die Summe 
der Krafte senkrecht zur Tragflache ergibt 

Gcos£X: + Psin£X: - N = O. 
Die zweite Gleichgewichtsbedingung verlangt 

Gsin£X: - P cos £X: - W = 0, 
Gsin£X: - P cos £X: - N· ft = 0, 
Gsin£X: - Pcos£X: - (Gcos~ + P sin £X:)ft = 0, 
GsintX - G cos £X: ft - Pcos£X: - PsintX ft = 0, 
p. (cos £X: + ftsintX) = G· (sin £X: - ft cos tX) , 

P = G sin IX - It C?SIX • (55) 
cos IX + It SID IX 

Setzt man ffir ft den Wert tgQ (Tangens des Reibungswinkels) ein, 
so geht diese· Gleichung fiber in 

P = G. sinlX - tge • C?SIX • 
COSIX + tge • SIDIX 

Durch cos £X: gekfirzt folgt 
P = G tglX - tge 

1 + tglXtge ' 

P = Gtg(£X: - (). (56) 
d) Auf den Korper wirkt eine horizontal gerichtete Kraft. Der 

Korper gleitet aufwarts (Abb. 182). 
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Die erste Gleichgewichtsbedingung ergibt das gleiche Resultat wie 
bei der Ableitung unter y: 

G cos ex + P sin ex - N = 0 . 

Die zweite weicht von der fur den Bewegungsvorgang unter y auf
gestellten insofern ab, als W die umgekehrte Richtung hat, also mit 
dem umgekehrten V orzeichen einzusetzen ist. Der Korper hat um
gekehrte Bewegungsrichtung, demzufolge wirkt W nach der umgekehrten 
Richtung. 

G sin ex - P cos ex + N f1 = 0, 
G sin ex - p. cos ex + (G cos ex + P sin ex) f1 = 0 
G sin ex + G cos ex - P cos ex + P sin ex f1 = 0, 
P . (cos ex - f1 • sin ex) = G . (sin ex + f1 • cos ex) , 

P = G. sin IX + fL c~s IX • 

cos IX - fL Sill IX 
(57) 

Setzt man fur f1 den Wert tge (Tangens des Reibungswinkels) ein, 
SQ geht diese Gleichung uber in 

P = G siIl.lX_±_tg (! e~s IX • 
cos IX - tg (! Sill IX 

Durch cos ex gekurzt folgt 

P = G. tg IX j-~gL = G . tg (ex + I?) • 
1 - tg IX tg (! 

(58) 

Durch Zusammenfassung der beiden vorstehenden Ergebnisse ge
winnt man einen Uberblick uber das Verha,lten eines Korpers dieser 
Belastungsart bei schwankender KraftgroBe. 

Gleichgewicht ist am Korper K vorhanden, solange P in den Grenzen 
zwischen P = G tg (ex - e) und P = G tg (ex + e) liegt. Bei ersterem 
Werte gleitet K in gleichformiger Bewegung herunter, bei dem zweiten 
Werte geht K in gleichformiger Bewegung herauf. Fur alle dazwischen
liegenden Werte von P befindet sich der Korper K in Ruhe. Es genugt 
dann P zwar nicht, um die Bewegung nach oben zu erzwingen. P ist 
aber zu groB, als daB der Korper K nach unten gleiten konnte. 

Fur ein Gleichgewicht bei P = 0 gilt, wie bereits abgeleitet, 
tgex = tge. 

Den Arbeitsverlust und den Wirkungsgrad fur das Heraufschieben 
einer Last nach Abb. 182 berechnet man wie folgt. Legt die Kraft P 
den beliebig gewahlten Weg 8 zuruck, so betragt die aufgewendete 
Arbeit Al = p. 8 .. Bei Zurucklegen dieses Weges wird das Korper
gewicht gehoben um die Hohe h, h = 8· tg ex. Die Nutzarbeit betragt 
A2 = G· h = G· 8· tgex. 

Der Wirkungsgrad 'Yj berechnet sich aus Nutzarbeit durch auf
gewendete Arbeit mit 

A2 G . h G . 8 • tg IX 

'Yj = At = p . 8 = P . 8 

G· tga tg IX 

1) = G . tg (IX + e) = tg (IX + Q) • 

G • tg IX 
-p-

(59) 
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WeniJ. die Werte 0(, und e klein sind, rechnet man genau genug nach 
der vereinfachten Gleichung. 

P = G· (tgO(, + tge), 

[P = G· (tgO(, - tge)], 
tg IX 

(60) 

Die zeichnerische Verfolgung dieser vier FaIle kennzeichnen die 
Krafteplane der Abb. 183 bis 186. Abb. 183 entspricht der Abb. 179; 
Abb. 184 entspricht Abb. 180; Abb. 185 der Abb. 181; Abb. 186 der 
Abb.182. 

FUr den allgemeinen Fall (derselbe kommt in der Technik kaum vor 
und hat nur insofern Interesse, als er die beiden vorher gekennzeich-

Abb. 183. Krifteplan fUr das Gleich
gewicht beim Halten des Gewichtes G. 

Abb. 184. Kriftep\an fUr das Gieichgewicht 
beim Heraufschieben des Gewichtes G. 

neten FaIle 0(" fJ und 'Y, ~ in sich zusammenfaBt) ist nach Abb.187 fUr 
die Aufwartsbewegung und Abwartsbewegung 

p_ GSinlX=j=G.COSIX." 
- cos (IX - (J) ± " . sin (IX - (J) , 

Gcos 0(, + p. sin(tX - fJ) - N = 0, 

-G sino(' + p. cos(tX - fJ) ± N· f-t = 0, 

p. cos (tX - fJ) ± [G cOSo(, + p. sin(tX - fJ)] f-t = G· sino(', 

p_ GsinIX=j=G.OOSIX." 
- OOS(IX - (J) ±". sin (IX - (J). 

Fur Fall tX und fJ wird fJ = 0(, 

P = G sin 0(, + G • cos tX • fL • 

FUr Fall 'Y und ~ wird fJ = 0 

P= G-sinIX+G-.c~8IX.tt. (61) 
C08 IX ± tt • 8m IX 

Die Arbeitsweise eines Keiles und einer Schraube entspricht den 
Abb. 181 und 182. Dabei tritt jedoch in den allermeisten Fallen auBer 
der vorher verfolgten Reibung an der schiefen Ebene noch an einer 
oder gar zwei weiteren Stellen Reibung auf. Die sich hochschraubende 
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Mutter dreht sich z. B. auf der Spindel und unter der Last; der unter
getriebene Keil schiebt sich an der schiefen Ebene entlang, und zu
gleich bewegt er sich auf einer Unterlage. 

II 
1\ . \ 

Abb. 185. Kraftepian fUr das Gleich
gewicht behn Haiten des Gewichtes G. 

Abb. 186. Kraftepian fUr das Gleichgewicht behn 
Heraufschieben des Gewichtes G. 

Eine Ausnahme macht lediglich der sehr seltene Fall nach Abb. 188. 
Die Last Q wird durch Hochdrehen der Mutter bei stillstehender Spindel 
gehoben. Die Last dreht sich mit der Mutter mit. 

Mit den im Maschinenbau fiblichen Daten der GanghOhe k (Abb.189) 
und der Neigung tg1X = k/Dm • 11: = k/2 • r • 11: geht die Gleichung (58) 
fiber in 

P = G. h/2 r n + ft , 
1 - h/2rn. ft 

h+2.,..n- o t-t 
P=Go • 

2.'I' o n--t-t 0h 

Abb.187. AlIgemeiner FaII des Gleich
gewichtes fUr ein Gewicht an einer 

schiefen Ebene. 

(62) 

Abb. 188. Gleichgewicht behn He
ben eines Gewichtes durch Hoch
schrauben einer Mutter. - Das 
Gewicht dreht sich mit der Mutter. 

Das Drehmoment zur Bewegung der Mutter ist 
h + 2rnft 

Md = P . r = G· r 2 h' (63) 
rn - ft 

Es treten rings um das ganze Gewinde viele kleine Einzelkrafte auf, 
die in Summa das Moment Md ergeben. Sie bilden zusammen ein 
Kraftepaar vom Moment p. r. Stellt man dasselbe zeichnerisch dar 
und teilt zu diesem Zweck die Summe aller Einzelkrafte in zwei Krafte 
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von je P/2, die daffir den Hebelarm 21' haben, so entsteht daraus die Dar
stellung im GrundriB der Abb. 188. Es ist das Moment P ··r = Po' ro , 
und da ao = 2· r betragt, ist Po = P/2. Es kommt zahlenmaBig auf 
dasselbe heraus, ob man mit einer Kraft P am Radius r, d. h. mit 

einem statischen Moment rechnet oder 
mit einem Kraftepaar von P /2 • 2 . r . 
Der Wirklichkeit steht der letzte V Qr
gang naher. Trotzdem bevorzugt man 
das Rechnen mit dem statischen Mo
ment einer Kraft P am Radius r, da 
es rechnerisch iibersichtlicher ist. 

Wird die Mutter durch ein Krafte
paar gedreht, so muB dasselbe das 
Drehmoment 

Abb. 189. Darstellung des Neigungswinkels 
einer aufgewickelten schiefen Ebene -

Schraubenflache. 

aufweisen. Die Mutter ist dann im Gleichgewicht, wie es Abb. 188 zeigt. 
Die zwei Kraftepaare Pl' a1 - das vom Schliissel auf die Mutter aus
geiibte - und Po' ao - das von der Reibung im Gewinde ausgeiibte -
halten sich das Gleichgewicht. Q die Last, wird durch die Stiitzkraft 
des Spindelgewindes N zu Null erganzt. 

Beispiel 90. Welches Drehmoment ist aufzuwenden, 
um eine durch 5000 kg belastete Mutter von r = 40 mm 
mittleren Gewinderadius und h = 18 mm GanghOhe bei 
p = 0,08 hochzudrehen? 

Md = G. r. h + 2rnp = 5000.4 1,8 + 2.4. n· 0,08 
2rn - ph 2·4· n - 0,08 • 1,8 

= 20000 • 1,8 + 2,01 = 20000. 3,81 = 3060 k / 
25 - 0,144 24,85 g cm. 

Erfolgt das Drehen 
der Mutter nicht durch 
ein Kraftepaar, sondern 
durch eine Einzelkraft 
(Abb.190) PI' die am 

1 Hebelarme al angreift, 

Abh. 190. Gleichgewicht beim Dre· 
hen einer Mutter durch eine Elnzel· 
kraft P,. p.' a. Moment des Rei· 
bungswiderstandes im Gewinde. -
P, • a, Moment des Kraftepaares 

pf und p~' - P, Einzelkraft. 

so hat die Spindel ffir 
das Gleichgewicht der 
Mutter eine Stiitzkraft 
P'{ aufzuwenden. Es 
wird die Spindel nicht 
nur auf Verdrehen be

I 
I !r-...,\'-f-'tr-.,ha r 
I 
I 
I 

Abb. 191. Gleichgewicht 
beim Heben eines Gewich
tes durch Hochschrauben 
einer Mutter. - Das Ge
wicht dreht sieh nicht 

mit. 

ansprucht durch das Kraftepaar PI Pi yom Moment Pl' aI' sondern 
auBerdem noch durch die Einzelkraft P'{ (s. Abb. 190). 

Wird durch Hochdrehen einer Mutter die Last gehoben, und dreht 
sich die Last nicht mit der Mutter zusammen, so findet eine Bewegung 
zwischen Mutter und Spindel wie auch zwischen Mutter und Last 
statt. 



Gleitende Reibung. 129 

Es ist dann ein zweiter Reibungsvorgang zwischen Mutter und Last 
in Rechnung zu setzen. Durch Abstutzen der Last in Kugellagern 
lassen sich die Verluste an dieser zweiten Stelle auBerordentlich herunter
drucken. Daher ist eine Vernachlassigung dieser zweiten Reibungsverluste 
vielfach angebracht. Zum mindesten ist es unzweckmaBig, die beiden 
Reibungsvorgange in gemeinschaftlicher Rechnung zusammenzufassen. 

Fur die Mutter gilt in diesem Fane die Gleichgewichtsbedingung 

(Abb.191) P 2 .a2 - Po' ao - Pl' a l = O. 

Po' ao Moment zur Uberwindung der Reibung im Gewinde und zum 
Heben der Last; (ao = 2 . r); 

Pl' a l Moment zum Drehen der Mutter gegenuber der stillstehenden 
Last (Ebene 1-1). 

Beispiel 91. Welches Drehmoment ist zum Hochdrehen einer Mutter von 
28 mm Ganghohe und 120 mm mittlerem Gewindedurchmesser aufzuwenden, 
wenn der Reibungskoeffizient an beiden Stellen fl = 0,09 betragt und die Reibungs
flache zwischen Mutter und Last einen mittleren Durchmesser D = 200 mm hat? 

Q = 10000 kg. 
Drehmoment fUr das Drehen der Mutter gegeniiber dem stillstehenden Gewinde. 

Mdl = G . r • h + 2 . r .n"-!' = 10000. 12 . 2,8 + 2· -v- . n_~~09 
2 • r • n - {I • h 2 2· l,'J.. • n - 0,09 . 2,8 

= 10000 . 6 ~'~2_~~ 
37,7 - 0,25 

10000·6·6,2 = 9900 k . 
37,45 g cm. 

Drehmoment fiir das Drehen der Mutter gegeniiber der stillstehenden Last. 
Md=W·R, (W=G'fl), 

Md2 = 10000·0,09· :JdL = 9000 kg. cm. 
Es sind aufzuwenden 18900 kg • em • 
Beispiel 92. Welchen Wirkungsgrad hat die Schraubenspindel nach vor

stehendem Beispiel, wenn erstens, wie vorher berechnet, an beiden Flachen glei. 
tende Reibung auftritt und wenn zweitens die Mutter gegen die Last durch Kugeln 
abgestiitzt ist, so daB die Reibung zwischen Mutter und Last vernachlassigt 
wcrden kann. 

Bei einer Umdrehung wird die Last um 28 mm gehoben, also die Nutz
arbeit 10000· 0,028 = 280 mkg verrichtet. Dazu muB mit dem Momente 
p. r = 18900 kg· cm = 189 kg. m eine Umdrehung gemacht werden. Der 
Weg lIer Kraft P bei einer Umdrehung betragt 2· r' n. A = p. (2 . r· .n) 
= (p. r) (2 . .n) = 2· .n. JJ1d = 2· n· 189 = 1190 mkg. 

1) = 1V900 = 0,235 = 23,5% . 
Bei Fortfall der Reibung an der zweiten Stelle ist nur das Moment Mdl auf

zuwenden, d. s. 9900 kg . cm = 99 kg : m. Der Wirkungsgrad betragt 

_ 280 _ 4 01 
1) - gg:- 2 . n - 5 10 • 

(Nach der Gleichung 1) = tg(!g: e) folgt mit 

28 
tg IX = 2.60 . .n = 0,0743 IX = 4° 15', 

tgn = 0,09 e = 5° 10', 
_ tg 4° 15' _ 0,0743 _ 0 

1) - tg 90 25' - 0,1658 - 45 Yo.) 

Laudieu, Mechauik I. 2. Auf!. 9 
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Den bei Abb.190 erklarten Vorgangen durchaus gleich sind die 
Vorgange beim Heben einer Last durch Drehen der Spindel. 

Gleichartig ist das Heben der Last bei Steigen der Spindel und nicht 
steigender, sondern nur sich drehender Mutter. In beiden Fallen wird 
nicht sowohl die Last an der schiefen Ebene heraufgeschoben, als viel
mehr die schiefe Ebene unter die Last heruntergeschoben. Fur die Kraft
und Reibungsverhaltnisse an der schiefen Ebene kommt die Anderung 
nicht in Betracht. Es tritt jedoch bei dieser Art des Lasthebens unter 
allen Umstanden eine zweite Reibungsstelle auf. 

Es gehort zum Drehen der Spindel oder der Mutter die Aufwendung 
eines Momentes Md = Md. = Md, nach Abb. 191. 

Treibt man einen Keil K (Abb.192) unter einen Korper A, um 
diesen in die Hohe zu heben, so tritt neben der Reibung an der hori-

Abb. 192. GIeichgewicht beim Hochtreiben eines dumh Q. belasteten Korpers A durch den von 
der Kraft P getriebenen Kei! K. 

zontalen und der schragen Flache noch Reibung an der Stutzflache 3 
auf. Bei einem Heruntertreiben zweier symmetrisch angreifender Keil
stucke nach Abb. 193, deren Wirkungsweise derjenigen einer Mutter
drehung gleichkommt, tritt diese Haltekraft nicht in Erscheinung. 
Sie wird ersetzt durch das Kraftepaar, welches die Spindel gegen das 
Mitgedrehtwerden durch die Mutter festhalten muB. 

Die auf den Keilkorper wirkende Kraft P hat nach Abb. 194 die 
beiden Krafte HI und H2 zu uberwinden. Es ist 

HI = Q tg(iX + ell, 

H2 = Qtge2' 
Daraus folgt 

P = Q[tg(iX + el) + tge2J. 

Da der Korper mit der Kraft HI an seine Fuhrung (Abb. 192) gedruckt 
wird, tritt an dieser ein Reibungswiderstand in der GroBe H 1 • fl3 auf. 
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Damit folgt, daB die nutzbare Last Ql um diesen. Reibungswiderstand 
kleiner ist als die Vertikalkomponente der Stutzkraft S, und es berechnet 
sich 

(64) 

p 

Abb. 193. Hochtreiben einer Last 
durch 2 Keile. - Vermeidung der 
bei einfachem Keil auftretenden 

Abb. 194. Gleichgewicht behn Eintreiben eines 
Keiles unter eine Last Q. ohne Beriicksichtlgung 
der Reibung an der seitlichen Stiitzflache der 

Seitenstiitzung. Last. 

In den meisten Fallen vernachlassigt der Techniker die Reibung an 
der dritten Flache. Besonders dann darf er dies tun, wenn eX gering ist 
und das Anziehen des Keiles durch Schlagen erfolgt. 

c) Zapfenreibung. 
eX) Tragzapfenreibung (Abb. 195) . 

Lastet auf einem Zapfen eine Kraft P, und liegt die Schale voll
kommen an dem Zapfen an, so erfahrt der Zapfen eine Bremsung durch 
die' Zapfenreibung von 

4 
Md = -'(L'P''''' ;r; (65) 

Darin bedeutet P die auf dem-· 
Zapfen ruhende Last, ft den Reibungs
koeffizienten. Es betragt also der 
Reibungswiderstand am Umfange 

4 
W=P·-(L. ;r; 

(66) 
Abb. 195. Tragzapfen beJastet mit p. 

Reibungswiderstand W. 

Man faBt den Wert 4Jn mit dem Werte ft, der an und ffir sich nicht 
genau angegeben werden kann und, wie oben erklart, von zahlreichen 

9* 
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Faktoren beeinfluBt wird, die man nur zum Teil erfassen kann, zusammen 
in dem Faktor fli = 4/n. fl. 

Es bedeutet das lediglich eine Vereinfachung der Schreibweise, wenn 
man in vorstehender Gleichung statt 4/n . fl fli schreibt. fli nennt man 
den Zapfenreibungskoeffizienten 

lUd = P, r ' III ' (67) 

Beispiel 93. Welche Leistung geht in einem Traglager von D ='250 mm 
Durchmesser verloren, wenn dasselbe mit 5000 kg belastet ist und die Welle 
140 Umdrehungen pro Minute macht. Der Zapfenreibungskoeffizient !hI betrage 
0,04. W Reibungswiderstand am Zapfenumfange. 

W = N . !hI = 5000 . 0,04 = 200 kg . 

Die Geschwindigkeit am Zapfenumfange ist 

_ D . n . n _ 0,25 . ~40 _ 1 83 / k 
v- 60 - 60 -,.mse. 

Mit dieser Geschwindigkeit muB eine dem Widerstand W gleiche Kraft P 
Arbeit leisten, um die Reibung zu tiberwinden. 

L = P . v = 200 _'-_! ,83 = 4 9 PS 
75 75 " 

Beispiel 94. Die Welle eines Schwungrades von 5000 kg Gewicht ruht in 
den Traglagern von 150 und 170 mm. Die Lagerung ist so ausgeftihrt, daB auf 
das starkere Lager 3000 kg und auf das schwachere 2000 kg kommen. Welche 
Arbeit verzehrt die Zapfenreibung in jeder Umdrehung, wenn der Zapfenreibungs
koeffizient in den Lagern !hI = 0,03 ist? 

DerReibungswiderstand am starken Lager betragt WI = 3000·0,03 = 90 kg. 
1m schwachen Lager ist W 2 = 2000 . 0,03 = 60 kg. 
Bei jeder Umdrehung verzehren die beiden Reibungswiderstande 

Al = WI' 2 . r l . n und A2 = lV2 ·2· r2 • n, 

Al = 90 ' 0,17 ' n = 48,2 mkg , 

A2 = 60 ' 0,15 . n = 28,2 mkg , 

A = 77 mkg, 

{J) Stutzzapfenreibung (Abb.196). 
Nimmt man an, daB sich die Last gleichmaBig auf die ganze Flache 

verteilt - eine Annahme, die im ubrigen durchaus nicht einwandfrei 
ist -, so greift die Summe der Reibungswiderstande im 

p 

r 

$ 
Abb.196. Stutz
zapien belastet 

mit p. 

Abstande tr vom Zapfenmittelpunkte an. Man kann 
die Kreisflache unterteilt denken in eine Reihe von 
Dreiecken. Die Schwerpunkte aller dieser Dreiecks
flachen liegen in -~-r Abstand. Es bilden die Schwer
punkte einen Kreis von tr Radius. Am Umfange dieses 
Kreises greifen die Reibungswiderstande an. Ihr Moment 
betragt 

2 
P'll'if'r, 

r) Backenbremsen. 

(68) 

Die Reibungsvorgange finden eine Nutzanwendung 
beim Bau von Bremsen. Man vernichtet durch Bremsen 
mechanische Arbeit, z. B. um einen bewegten Korper 
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St'll t db' 1 ., m . v2 f h M b zum 1 s an zu nngen, a so urn SeIn -2- au zuze reno an e-

nutzt diese Aufzehrung auch zugleich zu MeBzwecken. 
Abb.197 kennzeichnet die einfachste Form einer Bremse. (Nach 

der Anwendung einer Brems b a c k e bezeichnet man derartige Bremsen 
als Backenbremsen zum Unterschiede von 
den mit einem Bremsbande arbeitenden 
Bandbremsen.) 

Der Bremsklotz wird mittels eines Rebels 
gegen die Scheibe gepreBt. Bei einer Kraft P 
am Rebelende ist der Anpressungsdruck 
N = P .lla. An der Berfihrungsflache 
zwischen Backe und Scheibe tritt ein Rei
bungswiderstand von der GroBe W = N • fl 
auf. Der Reibungswiderstand ergibt das 
Moment W· r und bremst mit diesem Mo-

Abb.197. Backenbremse. P au 
mente die sich drehende Scheibe. Er zieht den Bremshebel ausgeiibte Kraft. 
1 2 Wk" dUd h - N Anpressungsdruck der Brem~-a so . n· r· m g In Je er m re ung backe gegen die Scheibe. _ W Re1-

aus der bewegten Masse heraus. bungswiderstand am Schelbenum-
B · . 1 95 In . . 1 U dr h . d fang auf die Scheibe wirkend. -elsple . WleVle m e ungen WIT W geht durch den Drehpunkt des 

(m • V2) Hebels. 
ein 20000 mkg -2- enthaltendes SChWllllg-

rad abgebremst, wenn die Bremsscheibe 600 mm Durchmesser besitzt und der 
an ihrem Umfange erzeugte Reibungswiderstand W = 100 kg betriigt. 

Bremsarbeit in einer Umdrehung 
A = 2 . 17, • r· W = 2 . 17, • 0,3 • 100 = 188 mkg . 

In i Umdrehungen wird die Arbeit von 20000 mkg vernichtet. 

i· 188 = 20000 . 

i = 106. 
Beispiel 96. Welches Bremsmoment iibt eine nach Abb. 197 gebaute Backen

bremse aus, wenn die Kraft am Hebelende P = 30 kg betriigt und die Hebel
liingen mit l = 1000 mm und a = 400 mm ausgefiihrt sind? Der Scheibendurch
messer ist 500 mm. und der Reibungskoeffizient kann mit fl = 0,18 a~genomlJlen 
werden. 

N - p. l _ 30· 1000 - 75 k 
- a - 400 - g, 

W = N • f~ = 75 • 0,18 = 13,5 kg , 
Md = W • r = 13,5.25 = 337,5 kg. cm. 

(P ist als auf den He bel wirkend eingetragen, 
N als auf die S c hei be wirkend. Diese Eintragung 
ist also theoretisch falsch.) 

Die vorstehende Berechnung ist nur 
dann richtig, wenn die Richtung des Brems
widerstandes, wie in Abb. 197 dargestellt, 
durch den Drehpunkt des Bremshebels 
geht. Bei einer Lage des Drehpunktes nach 
Abb. 198 gibt die dritte Gleichgewichtsbe
dingung ffir den Bremshebel folgende Glei-

chung P.l-N.a- W.b=O. 

Abb. 198. Backenbremse. P auf 
den Bremshebel ausgeiibte Kraft. -
N Anpressungsdruck der Scheibe 
gegen die Bremsbacke (Reaktion der 
von der Bremsbacke auf die Scheibe 
ausgeiibten Kraft, s. Abb. 197). -
W Reaktion zu dem von der Brems
backe auf die Scheibe ausgeiibten 
Reibungswiderstand der Abb. 197. 
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In Abb. 198 sind die Krafte eingetragen nach ihrer Wirkungsweise 
auf den Bremshe bel. 

Es wird die Wirkung der Anpressungskraft P durch das vom Brems
widerstande ausgeubte Moment W· b verringert. Der Bremswiderstand 
Wist bestrebt, die Backe abzuheben. Es muB also zur Erzeugung des 
gleichen Anpressungsdruckes N eine groBere Kraft P aufgewendet 
werden als bei der Ausfuhrung nach Abb. 197. 

Legt man den Drehpunkt des Bremshebels nach der anderen Seite 
(Abb. 199), so verlangt das Gleichgewicht 

P·l-N·a+ W·b=O. 

Es unterstiitzt nun die Wirkung des Bremswiderstandes W die auf-
gewendete Kraft P. I 

Wahlt man die Lage des 
Drehpunktes, d. h. die Lange b, 
so daB -N.a+W.b=O 

ist, b= N·a 
W' 

Abb.199. Backenbremse, wie Abb. 198, 
mit anderer Lage des HebeJdrehpunktes. 

I~ ll--------~~ 
Abb. 200. Pronyscher Zaum. 

p 

so kann die Kraft P uberhaupt entfallen. Die Bremse wirkt selbstsperrend. 
Die obigen Gleichgewichtsbedingungen sind samtlich unter Annahme 

eines Drehsinnes aufgestellt. Bei einer Umkehrung des Umlaufsinnes 
wird die Bauart nach Abb. 199 die Aufwendung einer Kraft P nach der 
Gleichung p. l - N. a - W. b = 0 

notig machen; also ein groBeres P erfordern als die Bauart nach Abb.197. 

P·l-N·a=O. 

Fur MeBzwecke baut man eine Bremse nach Abb. 200 (Pronyscher 
Zaum). 

Dieselbe besteht aus einer Doppelbackenbremse, deren Hebel sich 
auf eine Wage stutzt oder durch ein Gewicht belastet ist, so daB die 
am Hebelende angreifende Kraft gemessen werden kann. 

Halten die Backen die sich drehende Scheibe mit dem Reibungs
momente W· D zuruck und nimmt demzufolge die Scheibe ihrerseits 
die Backen mit dem Momente W· D mit, so wird sich am Endpunkte 
des Hebels eine Kraft P ergeben, welche sich berechnet aus 

p. l = W . D oder p. l = 2 . W· R . 
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Beispiel 97. Ein Pronyscher Zaum von L = 1200 mm Hebellange, der um 
eine mit 150 Umdrehungen laufende Scheibe von D = 600 mm gespannt ist, tragt 
ein Gewicht P = 25 kg. Welches Drehmoment wird dabei abgebremst, und welche 
Leistung gibt die Scheibe an der Bremse ab? 

Das Bremsmament ist 

2· W . R = P . 1 = 25 . 120 = 3000 kg . cm . 

Der Reibungswiderstand am Umfange betragt 

2· W = ~1lgQ = 100 kg. 

Die Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe v berechnet sich mit 

D. :n: • n 0,6 . :n: • 150 
v = ------ =---- - = 47 m/sek 

60 60 ',' 

Die abgebremste Leistung ist 

N = 2 • tv· v = 100·4,7 = 628 PS 
75 75 ' . 

Obschon es sich beim Bremsen mit einem Pronyschen Zaum um 
die Wirkung eines Kraftepaares von der KraftgroBe W und dem Ab
stande 2 . R handelt, ffihrt man auch hier das statische Moment ein von 
2· W KraftgroBe und 1· R He belarm. Es ist das zahlenmlWig 
genau dasselbe, das statische Moment ist jedoch insofern leichter faB
bar, als es durch das statische Moment der gewogenen Kraft ausgeglichen 
werden muB. Das statische Moment der auf den Wagebalken wirkenden 
Kraft laBt sich einfacher als (2· W) (1· R), d. h. als das statische 
Moment des alle einzelnen Reibungswiderstande zusammenfassenden 
Wertes 2 W auffassen. 

Man schreibt darum die obige Gleichung: 

P·l=W·R 

und bezeichnet mit W die Summe aller am Scheibenumfange auftreten
den Reibungswiderstande. (Vorher ist ffir diese Summe die Be
zeichnung 2 W gewahlt.) 

Beispiel 98. Das am Hebel eines Pronyschen Zaums hangende Gewicht P 
ergibt in bezug auf den Scheibenmittelpunkt das statische Moment p. 1 = 25 . 120 
= 3000 kg . cm = 30 kg . m. Wie grail ist die Summe aller am Scheibenradius 
r = 30 cm auftretender Reibungswiderstande, und welche Leistung bremsen sie 
ab, wenn die Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe 4,7 m/sek ist? 

W. R = p. 1, W = ~ = 100 kg, N = p. v = 100 .4,7 = 628 PS 
0,3 75 75 ' . 

2. Rollende Reibung. 
Die rollende Reibung faBt man so auf, als wenn der gerollte Korper 

wegen der Formanderungen an der Auflageflache fiber eine Ecke her
fibergekippt werden muB. Die Abb. 201 kennzeichnet diese Auffassung. 
Die Rolle hat sich in die Unterlage eingedrfickt. Bei einer Bewegung 
nach rechts muB sie fiber die Ecke A hinweggekippt werden. 

Die dritte Gleichgewichtsbedingung verlangt: 
f P·h=G·t, P=G.7/,' 
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Da h nur um einen kleinen Betrag von r abweieht, kann man fur 
h den Wert r einsetzen. 

f P=G·-. r 

Die Lange I bezeiehnet man als den Hebelarm der rollenden Reibung. 
Die naehstehende Tabelle gibt eine Reihe von Erfahrungswerten von I . 

Eisen auf Eisen (Stahl auf Stahl) 0,05 em, 
Poekholz auf Poekholz . . . . . . . . 0,047 em, 
Ulmenholz auf Poekholz. . . . . . . . 0,081 em. 

Beispiel 99. Welehe Kraft ist ffir das Fortrollen einer Walze von 300 kg 
Gewieht und 20 em Radius aufzuwenden, wenn der Faktor f der rollenden Reibung 
0,05 em betragt? 

0,05 0 7~ 
P = 300 • -20 = , .. kg. 

Fur das Versehieben einer Platte auf einer Rolle zeigt Abb. 202 die 
Krafteverteilung. Es tritt sowohl zwischen der Rolle und der Unter-

N 

Abb. 201. Gleichgewicht 
an einer durch die Kraft 
P gezogenen Rolle vom 

Gewichte G. 

Abb. 202. Gleichgewicht 
an einer durch eiue Rolle 
gestiitzten Platte, die 
durch eine Kraft P ge· 

zogen wird. 

Abb.203. Gleichgewicht an 
einer mit rollender Reibung 
auf der Unteriage und giei
tender Reibung am Zapfen 
bewegten Achse vom Ge
wichte G bei Beiastung mit Q. 

lage als auch zwischen der Last und der Rolle rollende Reibung auf. 
tJber wie unter der Rolle ergeben sich Formanderungen, die ein Kipp
moment erforderlich machen. An der oberen Rollenseite tritt die Kraft 
G2 (G2 Gewicht der Platte), an der unteren Rollenseite die Kraft 
G = G1 + G2 (G1 Gewicht der Platte, G2 Gewicht der Rolle) auf. Die 
Summe der Momente, bezogen auf A als Drehpunkt, betragt mit der 
vereinfachenden Annahme, daB die Hebelarme a und b beide gleich r 
gesetzt werden konnen 

+p. 2r - G2(/1 + 12) - G1• 11 = 0, 

P = G2(11 + 12) + G1 • 11 
2r . 

Da in den meisten Fallen 11 = 12 = I gesetzt werden kann, schreibt 
man einfacher 

(69) 
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In der Technik tritt die rollende Reibung vorwiegend mit gleitender 
Reibung zusammen auf. Es handelt sich in den meisten Fallen um eine 
Bewegung von Radern, deren Achszapfen durch das zu tragende Ge
wicht belastet sind. N eben der rollenden Reibung zwischen Rad und 
Schiene tritt die gleitende Reibung zwischen dem Zapfen der Radachse 
und der Lagerschale auf. Die Schiene ist dabei belastet durch Q + G; 
Q Last auf dem Zapfenlager; G Gewicht des Radsatzes. Das Zapfen
lager hat nur Q zu tragen. 

Das die Radachse antreibende Drehmoment Md bestimmt sich nach 
der Abb. 203 mit 

Md=(Q+G)f+ W·r, 

W Reibungswiderstand am Zapfenumfange W = Q . #1. 

Denkt man sich das Drehmoment erzeugt durch eine am Radius R 
angreifende Kraft P, so erhalt man aus der Gleichung Md = p. R fur 
P den Wert 

f r 
P = (Q + G) R + Q. (1-1 R • (70) 

Diesen Wert nennt man den Fahrwiderstand. 
Beispiel 100. Welehen Fahrwiderstand hat ein Kran von 800 mm Rad

durehmesser, 90 mm Aehszapfendurehmesser, 12000 kg Gewieht des ganzen Kranes 
inkl. Last bei 1000 kg Gewieht der Rader und deren Aehsen? 

f = 0,05 em , ILl = 0,03 , 
f r 

P = (Q + G) R + Q. Ill· R ' 

Q = 12000 - 1000 = 11 000 kg , G = l000kg, 

P = 12000. 0,05 + 11000.003. 4,5 
40 ' 40 

= 15 + 37 = 52 kg. 
Beispiel 101. Welehe Leistung muG der Kranfahrmotor fUr den in Bei

spiel 100 bereehneten Fahrwiderstand erhalten, wenn der Kran mit v = 36 m/min 
fahren solI und der. Wirkungsgrad des Triebwerkes 'f} = 70% ist? 

Ll = p. v = 52· 36 = 0,416 PS, 
75 60·75 

L 0,416 
L2 = n = 0,7 = ex> 0,6 PS • 

3. Seilreibung. 
Unter Seilreibung versteht man die Reibung zwischen einem elasti

schen Korper und einem von diesem umspannten Korper. Zwischen 
dem Band B und dem Korper K, der v~n B umschlungen ist, herrscht 
Seilreibung (Abb.204). Die Seilreibung· unterscheidet sich von der 
Reibung zwischen starren Korpern dadurch, daB die anpressende Kraft 
abhangig ist von der GroBe des Reibungswiderstandes, der Reibungs
widerstand also ruckwirkend die ihn erzeugende Anpressungskraft be
einfluBt. Eine solche Ruckwirkung zeigt sich freilich schon bei einer 
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Backenbremse nach Abb.198 und 199. Doch kann bei ihr die ganzeRuck
wirkung durch eine Gleichung (3. Gleichgewichtsbedingung) rechnerisch 
erfaBt werden. Bei der Seilreibung ist diese Rechnungsart nicht durch
fuhrbar. 

Bewegt sich ein Korper auf einem anderen nach Abb. 170, so ist 
der Anpressungspunkt N durch die auBeren Krafte, die auf den Kor
per K wirken, von vornherein eindeutig festgelegt. Legt sich ein Band 

Abb. 204. Die Seilkrafte 8, und 
8, und die unmittelbar an den 
Endpunkten des umspannten 
Bogens auftretenden Anpres-

sungsdrucke N, und N,. 

urn eine Scheibe, wie es Abb. 204 zeigt, so 
wird es zwar auf der einen Seite mit einer von 
vornherein durch die gegebene Kraft 8 2 be
stimmten Kraft N 2 angepreBt, der Anpressungs
druck N1 an der anderen Seite hangt aber 
davon ab, welchen Reibungswiderstand das 
Seil an der Scheibe findet. Nimmt die Scheibe 
das Seil mit dem Reibungswiderstand W mit, 
zieht sie also das Seil links mit der Kraft 
8 2 + W in die Hohe, so hangt von diesem 
Werte 8 1 = 8 2 + W, d. h. von W selbst, die 
Anpressung N1 auf dieser Seite der Scheibe abo 
Es bildet der den Wert W enthaltende Seil

zug 8 1 = 8 2 + W in Gemeinschaft mit dem eindeutig festgelegten 
Seilzuge 8 2 gewissermaBen das, was bei einer Reibung nach Abb. 170 
der von W unabhangige Faktor N ergab. 

Die Seilreibung folgt der Gleichung 

Darin bedeutet 

8 1 die Zugkraft im ziehenden Ende, 
8 2 die Zugkraft im gezogenen Ende, 

e die Grundzahl der naturlichen Logarithmen, 
fl den Reibungskoeffizienten zwischen Seile und Scheibe, 
1\: den umspannten Bogen. 

Abb. 205. Zerlegung des um
spannten Bogens IX in n Teile. 

Teilt man den umspannten Winkel nach 
Abb.205 in n Teile, so gilt fur den ersten Teil, 
d. i. ffir einen Winkel von der GroBe txjn, der 
Krafteplan nach Abb.206. 

Die Anpressung erfolgt durch die Kraft N 2' 

die wegen der Geringfugigkeit des Dnter
schiedes zwischen 8 2 und 82 mit 

N2 = 2· sin 2IXn .82 

angesetzt werden kann. Dieser Anpressungsdruck erzeugt den Reibungs. 
widerstand W. 

W=N2°fl=8202sin2: °fl, 

8~ = 8 2 + W = 8 2 + 8 2 0 2 sin 2: 0 fl . 
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Setzt man fur den Sinus den Winkel selbst ein, was bei kleinen 
WinkelgroBen zulassig ist, so geht die vorstehende Gleichung uber in 

S; = S2 + S2· 2 2: .,u = S2(1 + ,u :). 

Die so erzielte Kraft S; legt das Hand an das zweite Bogenstuckchell 
(Abb. 207) an, so daB die Spannkraft S~ am Ende dieses zweiten Bogen
stuckchens den Wert 

S:; = S~(l +,u :) = S2(1 +,u :y 
erreicht. 

So steigert sich die Spannkraft immer weiter auf 

Abb. 206. Krafte am ersten der n Teile 
des umspannenden Seilstiickes. 

I 
i //' 
I / /' 
, /// 
I /// 
I /// 
jg;/ 
~-----

Abb.207. Krafte am zweiten 
der n Teile des umspannenden 

Seilstiickes. 

bis am Ende des letzten Stuckchens der Wert 

Sl = S2 (1 +,u~r 
erzielt wird. 

Der Klammerwert ist gleich eft '" 

(Siehe Anm. 7 am SchluB des Buches.) 

(71) 

Beispiel 102. Mit welcher Kraft nimmt eine Scheibe das Seil mit, weIm 
dasselbe bei einem Anpressen durch die Kraft 8 2 = 60 kg so zur Anlage gebracht 
wird, daB es die Last 8 1 = 180 kg zu heben vermag? 

Bei einer losen Rolle wiirde Sl = 8 2 sein. Die in der Aufgabe festge
legte Differenz 8 1 - 8 2 = 120 kg ist gleich der GroBe des Reibungswider
standes lV, der von der Scheibe durch die Seilreibung auf das Seil iibertragen 
wird. 

Der Wert von ,u hangt, wie oben bereits erklart, von zahlreichen 
Faktoren abo (Die Auswertung derselben faUt in die Maschinenbau
lehre.) Die folgende TabeUe gibt fur eine Reihe verschiedener Werte 
fUr ,u und 1X die Werte' el''''. 
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Werte von eft"'. 

Verhiiltnis Lederriemen auf Scheibe aus 
des urn· Holz GuJ.leisen Hanfseile auf Eiserne 

spannten Brems· 
Bogens '" Zustand des Riemens bander 
zum gan' auf 
zen Kreis- Eisen- I Holz· I rauhem I poliertem eisemer 
umfange etwas I sehr I etwas I Scheibe 

gefettE:t gefettet gefettet feucht trommel trommel Holz Holz 
2·"" 

'" 1-'= 1-'=0 f' = -
2"" 0,47 0,12 0,28 0,38 0,25 I 0,4 I 0,5 I 0,33 0,18 

0,1 1,34 .1,02 1,19 1,27 1,17 1,29 1,37 1,23 1,12 
0,2 1,81 1,16 1,42 1,61 1,37 1,65 1,87 1,51 1,25 
0,3 2,43 1,25 1,69 2,05 1,60 2,13 2,57 1,86 1,40 
0,4 3,26 1,35 2,02 2,60 1,87 2,73 3,51 2,29 1,51 
0,5 4,38 1,46 2,41 3,30 2,19 3,51 4,81 2,82 1,76 
0,6 5,88 1,57 2,81 4,19 2,57 4,52 6,59 3,47 1,97 
0,7 7,90 1,66 3,43 5,32 3,00 5,81 9,00 4,27 2,21 
0,8 10,6 1,83 4,09 6,75 3,51 7,47 12,34 5,25 2,47 
0,9 14,3 1,97 4,87 8,57 4,11 9,60 16,90 6,46 2,77 
1,0 19,2 2,12 5,81 10,9 4,81 12,35. 23,14 7,95 3,1 
1,5 10,55 43,38 111,16 22,42 5,45 
2,0 23,14 152,4 535,47 63,23 9,6 
2,5 50,75 535,5 2576,0 178,5 16,9 
3,0 111,3 1881 12392 502,9 29,8 
3,5 244,2 6611 59610 1418 52,4 

Beispiel 103. Welche Leistung vermag ein Riemen bei 25 m/sek Riemen
geschwindigkeit zu iibertragen, wenn an der treibenden Scheibe der umspannte 
Bogen 180°, an der getriebenen 144° betragt, I" = 0,28 angenommen werden darf 
und 8. = 100 kg ist? 

Nach der Tabelle bestimmt sich el-'''' fiir 180° Umschlingung (180° = 0,5·360; 
0,5 = a/2n) = 2,41 und fiir 144° Umschlingung(144=0,4. 360; 40 = 1X/2n) = 2,02. 
Die treibende Scheibe vermag mit 8 1 = 2,41 . 100 = 241 kg den Riemen zu ziehen, 
d. h. 241-100 = 141 kg an den Riemen abzugeben. Die getriebene Scheibe ver· 
mag jedoch nur die Differenz von 2,02·100 = 202 kg weniger 100 kg aus dem 
Riemen herauszuziehen. So werden auch nur 202 - 100 = 102 kg iibertragen. 

N=P.v=102.25 = 34PS 
75 75 . 

(Es wird in diesem Fane die Reibung an der treibenden Scheibe nicht voll 
ausgenutzt; s. S.118.) 

Bei einer mehrfachen Umschlingung addieren sich die Umschlingungs
winkel. Lauft an der ersten Rille das Seil mit 8 2 ef''''' auf, und kommt 
es umgelenkt durch die lose Rolle R (Abb.207) nun mit dieser Spann
kraft in die zweite Rille, so steigert sich in ihr die Kraft, von 8 2 , ef''''' 
ausgehend, auf das ef''''·fache, d. i. auf 8 2 , (ef''''')' (ef''''.) = 8 2 , ef'(or,+",,). 
Es ist dieser Vorgang nur eine Wiederholung der vorstehenden Ab
leitung im groBeren MaBstabe. Die kleinen Winkelstiicke sind auf zwei 
Rollen verteilt. An der Addition ihrer Wirkungen wird dadurch nichts 
geandert. 

Beispiel 104. Ein durch zwei Scheiben getriebenes Seil nach Abb.209 ist 
im losen Ende mit 8. = 1500 kg angespannt. Welche Zugkraft vermag dasselbe 
auszuiiben, wenn I" = 0,25 betragt; 1X1/2n = 0,7(1X1 = 252°) und IXs/2n = 0,5 
(lXs = 180°) ist? Welche Leistungen geben die beiden Scheiben einzeln andas 
Seil ab bei einer Seilgeschwindigkeit von v = 8 m/sek? 

Nach der Tabelle ist eY"" = 3, el-''''' = 2,19. 
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Die erste Scheibe steigert die Seilkraft von 1500 auf 1500 . 3 = 4500 , nimmt 
also das Seil mit 4500 - 1500 = 3000 kg mit. - Die zweite Scheibe steigert von 
4500 kg ausgehend die Seilkraft auf 4500· 2,19 = 9800 kg, iibertragt also auf 
das Seil die Kraft von 9800 - 4500 = 5300 kg . 

Die erste Scheibe gibt an das Seil eine Leistung von 

N = P . v = 3000 • 8 = 320 PS 
75 75 

abo Die zweite Scheibe gibt 

5300·8 
---~ = 565 PS abo 

Betragt die Seilbelastung nur 4900 kg bei 1500 kg Zug im losen Ende, so er
geben die Scheiben eine zweifache Sicherheit gegen Gleiten. 

Die Bauart der auf Seilreibung fuBenden Bandbremsen kennzeichnet 
Abb. 210 und 21l. Das eine Bandende ist mit dem festen Punkte A, 
dem Drehpunkte des Rebels H verbunden. Die am Rebelarmende auf-

Abb. 208. Krafte an einem Seil bei mehr· Abb. 209. Krafte an einem Seil bei Mitnahme durch 
faeher U mschlingung einer Scheibe. 2 einzeln angetriebene Scheiben. 

gewendete Kraft bringt das Seil mit Z = K . lib zur Anlage. Bei einer 
Umdrehung im Sinne list Z die Zugkraft im losen Ende. Z bringt 
das Seil zur Anlage an der Scheibe. Das Seil wird von der Scheibe so 
mitgenommen, daB es das andere Ende mit U = Z· el"X zieht bzw. vom 
Seil mit Z· eFiX zuruckgehalten wird. Die Bremsung erfolgt dann mit 
der Kraft 

K ·l P = Z· e,"ex - Z = Z(e,1l1X - 1) = -1} (e,1l1X - 1), 

K·l 
P = -b- (elt '" - 1) • (72) 

Bei einer Drehung im umgekehrten Sinne II ist Z = K . lib die im 
straffen Ende herrschende Kraft. 

Z - U ist die ubertragene Kraft, wobei Z = U eo'U" ist. 

Z dUX - 1 K l ef ' IX - 1 
p=Z- U=Z---=Z--=~---, 

e/l(x: e/lOl: b e/lo:X 

I{.l eft !X -1 
P=--·.:........_::.. 

fJ e'" IX 

(73) 
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Beispiel 105. Welche Bremskraft iibt eine Bremsanordnung nach Abb. 210 
aus, wenn ef1 '" = 2,47 (01 = 0,8 . 2· :n:; fl = 0,18) betragt, und K = 20 kg, 
l = 1200mm, b = l00mm ist? 

Umlaufsinn I: PI = K· l. (eU '" _ 1) = 20 ·1200 • (2,47 _ 1) = 354 kg, 
b 100 

Umlaufsinn II: P = K -l (ef1 '" - 1) = 20 -1200 • 2,47 - 1 = 133 k . 
2 be"'" 100 2,47 g 

Bei der DrehrichtungI wirkt eine Bremskraft PI = 354, bei der DrehrichtungII 
wird mit nur 133 kg gebremst. 

Bei der Differentialbremse nach Abb.211 fuhren beideSeilenden 
zu beweglichen Punkten am Hebel. 

Abb. 210. Krafte an einer Bandbremse. Abb. 211. Krafte an einer Differential. 
Bandbremse. 

Die dritte Gleichgewichtsbedingung fur den Hebeldrehpunkt auf
gestellt, verlangt bei Drehsinn I 

- K . l + Z . al - U ·a2 = 0 , 
U = Z· ef1 "', 

K . l = Z . al - Z . e" '" • a2 , 

K ·l Z=----

p = U - Z = Z· ef1 C< - Z = Z(ef1 '" - 1), 

K.l.(ef·"'-I) 
p= . 

at - as • eftiX 

Fur den Drehsinn II folgt aus 

- K . l + Z . al - U . a2 = 0 und Z = U . ef1 "', 

K l Z U Z· a2 a l • ef1'" - a . = . al - • a2 = Z . al - -- = 2 • Z 

K .t. (e f'''' - 1) • ef'''' 
p=----~----~~-

elt '" ef1 '" 

(74) 

(75) 
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Fuhrt man bei der Verwendung fur den Drehsinn I die Bremse mit 
a l = a2 e'U'" aus, so wird K = O. 

K· 1. (ef '''' - 1) p=-----
a 2 ell IX _ a 2 efl IX ' 

K· l· (eft '" - 1) 
p = ----0---- . 

Der Nenner ist Null. Obschon der Zahler Null ist, bleibt P ein von 
Null abweichender Wert. 

Es sperrt die Bremse selbst. 

4. Standsicherheit bei Beriicksichtigung. der Reibung. 
Die Belastbarkeit eines Karpers, dessen Gleichgewicht durch das 

Auftreten der Reibung an den Stutzpunkten gesichert ist, beurteilt sich 
am einfachsten an Hand einer zeichnerischen Auftragung. Ein Karper, 
an dessen Stutzflachen keine Reibung auf tritt, kann nur durch Krafte, 
die senkrecht durch die Stutzflachen gehen, gehalten werden. Es darf 
demzufolge der Karper K in Abb.212 nur so belastet sein, daB die 
Resultante seiner Belastungskrafte durch den 
Schnittpunkt S der beiden Normalen a-a und 
b-b geht. Denn nur dann laBt sich die Resul
tante in diese beiden Richtungen zerlegen. 

r~ 
-M-----""'--',-~ /~.J 

K ib 

Abb. 212. Belastung eines 
angeiehnten Kiirpers K bei 

reibungsioser Stiitzung. 

2 
Abb. 213. Belastung eines 
angeiehnten Korpers beim 
Auftreten von Reibung an 

den Stiitzpunkten. 

Abb. 214. Unbestimmtheit 
der StiitzkraftgroBen und 
Stiitzkraftrichtungen bei 
einem angeiehnten Kiirpcr. 

Tritt an den Stutzpunkten Reibung auf, so kann die Stutzkraft 
um den Reibungswinkel von der Normalen im Beruhrungspunkte ab
weichen. Bei einer Stutzung des schragstehenden Stabes nach Abb. 213 
wird so lange Gleichgewicht vorhanden sein, als die den Stab belastende 
Kraft eine Zerlegung in zwei Stutzkrafte, die um nicht mehr als die 
Reibungswinkel von den Normalen abweichen, zuliWt. Hat (Abb. 213) 
der Reibungswinkel an der Stutzflache 1 die GroBe 121 und an der Stutz
flache 2 die GroBe e2 , so ist die Kraft P im Gleichgewicht durch die 
beiden Stutzkrafte Sl und S2. Zerlegt man diese Stutzdrucke in die 
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Normalkrafte N1 und N 2 , so ergeben sich die Reibungswiderstande 

Hat die Last eine Lage, die ohne Inanspruchnahme des erreich
baren Hochstwertes an Reibung im Gleichgewicht gehalten werden 
kann, so sind viele Losungen moglich. Abb.214 zeigt einen solchen 
Fall. Es laBt sich die Kraft P zerlegen in die Werte Pi und P'{ und auch 
in die W erte P~ und P:j. Rechnet man damit, daB die Stutzung durch 
die letztgenannten beiden Krafte erfolgt, so wird fur das Gleichgewicht 
das Auftreten der Reibung im oberen Stutzpunkte uberhaupt nicht 
nutzbar gemacht. Es steht die Kraft P:j senkrecht auf der oberen 
Stutzflache. Auch, an der unteren Stutzflache wird nicht der volle 
Reibungswiderstand beansprucht. Es weicht die Richtung der Kraft 
P~ nur um den Winkel iX2 von der Vertikalen ab, wahrend der Reibungs
winkel eine Abweichung um e2 zulaBt. 

Bei der Stutzung durch Pi und P'{ ist angenommen, daB am oberen 
Stutzpunkt der volle Reibungswiderstand ausgenutzt wird. Es weicht 
die Richtung der Kraft P'{ um den vollen Winkel e1 von der Vertikalen 

ab. Dafur wird in diesem Fall die Reibung an 
der unteren Flache in noch geringerem MaBe 
in Anspruch genommen als bei der vorher 
beschriebenen Kraftzerlegung. Die Richtung 
der Kraft Pi weicht nur um den Winkel iXl 

von der Vertikalen ab, gegenuber iX2 bei der 
vorhergehenden Rechnung. Den rechnerischen 
Nachweis fur die im obigen erklarte Unmog
lichkeit einer eindeutigen Bestimmung gibt 
Abb. 215. Die erste Gleichgewichtsbedingung 
lautet 

- WI + P . cos iX - N 2 = O. 

Abb. 215. Rechnerische Be- Die zweite lautet 
stimmung des GIeichgewichtes 

eines allgelehlltell Korpers. - N 1 + P sin iX + W 2 = O. 

Die dritte lautete bei Annahme des Drehpunktes A 

+ P . sin iX • a + P . cos iX • C - N 2 • d + W 2 • b = 0 . 

Zu diesen drei Gleichungen kommen hinzu die zwei Reibungs
gleichungen 

Es sind somit funf Gleichungen vorhanden ffir die vier Bestimmungs
stucke N 1 , N 2' WI und W 2' Man ist also nicht genotigt, alle anderen 
acht GroBen P, iX, a, b, c, d, #1 und #2 als gegeben anzusehen, son
dem es kann von diesen noch eine GroBe als Unbekannte eingesetzt 
werden. 

Diese Moglichkeit, die schon der Vergleich der Abb.212 und 214 
kennzeichnet, verdeutlicht die Abb.216. 
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Es sind in der Abb. 216 an den beiden Stutzpunkten die Reibungs
winkel el und e2 nach beiden Seiten aufgetragen als el' e~, e2 und e~. 
1st der Stab so belastet, daB er nach abwarts zu gleiten bestrebt ist, 
so kann der Stutzdruck an der Horizontalflache urn e2 gegen die N or
male geneigt sein. 1st eine Kraftzerlegung 
moglich, welche einen in den Winkel e2 fallen
den Stutzdruck ergibt, so ist der Stab, ,was 
seine Stutzung an der Horizontalflache an
langt, im Gleichgewicht. An der Vertikal
stutzflache kann bei dieser Bewegung die 
Abweichung el betragen. 1st die Zerlegung 
der Last nun so moglich, daB der andere 
Stutzdruck in dieses Feld zu liegen kommt, 
so ist das Gleichgewicht auch hier gesichert. 
Daraus folgt, daB die Last so liegen muB, 
daB ihre Richtung durch die kreuzweis 
schraffierte Flache geht. Denn nur dann ist "-
eine Zerlegung moglich, welche in beide Abb. 216. Standsicherheit eines 

angelehnten Korpers. 
Winkel el und e2 faUt. Da die auBersten 
Punkte dieser Flache die Endpunkte der Diagonale 8 1 und 8 2 sind, so 
wird man als Bedingung fur das Gleichgewicht die Forderung aufstellen, 
daB die Kraftrichtung die Strecke 8 1-82 kreuzt. 

Verfolgt man die gleiche Uberlegung fur ein Hochgleiten des Korpers, 
so treten die Reibungsneigungen e~ und e~ in Wirksamkeit. Die neue 
Bedingung wird verlangen, daB die Kraftrichtung die Strecke 8 2-83 

schneidet, solI Gleichgewicht moglich sein. Damit ergibt sich als Ge
samtbedingung fUr das Gleichgewicht, daB die Kraftrichtung die 
Strecke 8 1-83 schneidet. 

G. Dynamik. 
Die Dynamik umfaBt die Lehre von den Kraften, die eine von 0 

abweichende Bewegungsanderung des Korpers herbeifuhren, d. h. von 
denjenigen Kraftwirkungen, die uberhaupt eine Bewegungsanderung 
zeitigen. 

Die Zusammenfassung der beiden Kapitel "Statik" und "Dynamik" 
einerseits zu dem einheitlichen Kapitel "Mechanik" und die Trennung 
dieses Kapitels Mechanik andererseits von dem Abschnitt "Festigkeits
lehre" hat dazu gefuhrt, daB man auch die Statik als Lehre von be
wegungsandernden Kraftwirkungen auffaBt. Es widerspricht 
diese Einteilung zwar dem Empfinden. Eine Kraftwirkung, die 
eine Bewegungsanderung von der GroBe Null erzeugt, ist dem GefUhl 
nach eine Kraftwirkung, welche keine Bewegungsanderungen ergibt. 
Yom rein mathematischen Standpunkt aus ist jedoch Null genau so 
gut eine Zahl wie 1, und zwischen einer wirklichen Bewegungsanderung 
und dem Verharren in Ruhe oder in gleichf6rmiger, geradliniger Be
wegung besteht kein grundsatzlicher, sondern nur ein gradueller Unter
schied. 

Laudien, Mechanik I. 2. Auf!. 10 
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1. Bewegung eines Korpers auf einer schiefen Ebene. 
Auf den auf der schiefen Ebene ruhenden Korper (Abb. 217) wirkt 

das Eigengewicht, das in die zwei Komponenten G· sinlX und G· COSlX 
sich zerlegen laBt. Die Stfitzkraft, welche 
die schiefe Ebene auf den Korper ausfibt, 
halt der Komponenten GcoslX das Gleich
gewicht. Die andere Komponente ist, 
wenn die Reibung unberficksichtigt bleibt, 
nicht ausgeglichen. Sie beschleunigt den 

,,/ Korper nach der Gleichung 

Abb:217. Krafte an einem Karper 
auf einer schiefen Ebene. 

G • sinlX = m· p, 
G. • 

p= m ·smlX=g·slDlX. (76) 

Durchlauft der Korper mit dieser Beschleunigung den Weg 8, so kommt 
er mit der Geschwindigkeit v am unteren Ende der Bahn an. 

v2 _ v2 

8 = ~ (Gl. 10), vo = 0, 

v2 = 2 P • 8 , V = y2 . P • 8 = y2 • g • sin lX • 8 • 

Setzt man ffir 8 den Wert h/sinlX ein, so geht die obige Gleichung fiber in 

v = y2gh. 

Wie bereits S. 41 erklart, ist die Geschwindigkeit v , mit der ein Korper 
eine Flache kreuzt, unabhangig von der Richtung der Geschwindigkeit 
an dieser Stelle. Dieselbe ist lediglich bestimmt durch den Hohen
unterschied zwischen dem Ausgangspunkt und dem Endpunkt seiner 
Bahn. 

Berucksichtigt man die Reibung, so steht der Wirkung der Kom
ponenten G· sin lX der Reibungswiderstand in der GroBe G· cos lX • fL 
entgegen. Es folgt die Bewegung nun der Gleichung 

P = G sin lX - G • cos lX • fl = m . p, 

p = 9 • SilliX - 9 COSiX • fl· (77) 

Es erreicht der Korper auf dem Wege 8 die Endgeschwindigkeit v 
pt2 

berechnet aus v = p . t und 8 = -2- mit 

v 2 = 2 . p • 8 = 2 . (g sin lX - g. cos lX • fl) -!!- = 2 h • (g - g • --"'-') . 
sm iX tg iX 

Die Endgeschwindigkeit ist nicht mehr unabhangig von der Lange 
der Bahn bzw. lX. Es tritt vielmehr, wie bereits S. 116 grundsatzlich 
erk1itrt, hervor, daB die Lange der Bahn von maBgebendem EinfluB 
auf die GroBe der Verluste ist und daB ffir alle praktischen Arbeits
verhaltnisse eine VergroBerung der Bahn, d. i. eine Verkleinerung von lX, 
eine Erhohung der Verluste, d. i. eine Herabsetzung des Wirkungsgrades, 
bedeutet. 
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Bei einem Herabrollen eines Karpers an einer schiefen Ebene wirkt 
der beschleunigenden Kraft G· sin iX nur der Rollwiderstand in der 
GraBe G· tjr entgegen. Der Karper wird demnach eine Beschleunigung 
von der GraBe p, die sich aus der Komponenten G . sin iX weniger Wider
stand der rollenden Reibung G· fir be
rechnet, erfahren. Es handelt sich in 
diesem FaIle urn eine doppelartige Be
schleunigung des Karpers. Der Karper 
muB einmal in Rotation versetzt werden, 
d. h. eine Winkelbeschleunigung erhalten. 
Er muB zweitens parallel der schiefen 
Ebene beschleunigt heruntergehen, d. i. 
eine geradlinige Beschleunigung erfahren. 
Es berechnet sich der Beschleunigungs
vorgang nach Abb.218 wie folgt. Gleicht 
man die geradlinige Beschleunigung + p Abb.218. Beschleunigung in der Achsen-
dad h as daB rna d bewegnng (p) und Winkelbeschleunigung urc u , n em ganzen (E) beirn Herabrollen eines Korpers. 
System eine Beschleunigung in umge-
kehrter Richtung (-p) nach oben erteilt, indem man die Unterlage 
der Rolle entgegen nach oben beschleunigt, so kommt der Rollen
mittelpunkt zum Stillstehen. Die Umfangsbeschleunigung des Rades 
(-p) ist gleich 8· r. Demnach war p ebenfalls = 8· r. 

2. Der schiele Wurf. 
Ein im Raume freier Karper erfahrt durch die Wirkung der Erd

anziehung eine gleichfarmig beschleunigte Bewegung in vertikaler 
Richtung abwarts mit der Beschleunigung f! = 9,81 mjs2. Besitzt er 
beim Freiwerden, z. B. beim Abwurf oder beim Fortnehmen der ihn 
stiitzenden Unterlage eine bestimmte Geschwindigkeit in einer be
stimmten Richtung, so 
tritt zu dieser gegebenen 
Geschwindigkeit nun die 
gleichfarmig beschleu
nigte Geschwindigkeit des 
freien Falles hinzu. 

Zur Vereinfachung der 
Rechnungen zer1egt man 
die Wurfgeschwindigkeit 
in zwei Komponenten 
(Abb.219), in eine Verti
kal- und eine Horizontal
komponente, und verfolgt 
die Gesamtbewegung ge

~ ______ ~V~2·~~~~~2~~-2 ______________ ~ 
fI 

Abb. 219. Bewegung eines Korpera beirn schiefen Wurf. 
Geschwindigkeiten an verschiedenen Stellen der Bahn. 

trennt nach Horizontalbewegung und nach Vertikalbewegung. Die 
Horizontalbewegung ist eine gleichfOrmige Bewegung mit der Ge
schwindigkeit v· cos iX (Abb. 219). Die Vertikalbewegung ist eine 
gleichfarmig verzagerte mit der Anfangsgeschwindigkeit v· siniX und 
der Verzagerung f! = 9,81 mjs2. 

10* 
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Nach Gleichung (1) auf S. 3 und nach Gleichung (9) auf S. 14 er
geben sich die beiden Weggleichungen 

Horizontalweg Sh = V· cos IX • t, (t = ~_8h_) , 
V 0 coslX 

go t2 

Vertikalweg Sv = v 0 sin IX 0 t - -2- 0 

FaBt man diese beiden Gleichungen unter Herausschaffen der Zeit t 
zusammen, so ergibt sich 

v 0 sin~ 0 8h g 8~ 
Sv = V 0 cos~ - 2" 0 v2 0 COS2~' 

Die Auftragung der Wegkurve in einem Koordinatensystem, in welchem 
die Abszissen die Horizontalwege (Sh = x) und die Ordinaten die Ver
tikalwege (sv = y) darstellen, gibt den in Abb.220 gekennzeichneten 
Verlauf. g y2 

:.c = y. tg IX - "2 • -v2".....:;:;co-S~2-~ (78) 

Abb. 220.,! Bahn eines Kiirpers bei schiefem Wnrfe. 

Beispiel 107. Welche Bahn durchfliegt ein Stein, der mit v = 80 mjsek unter 
60° gegen die Horizontale geneigt geworfen wird? 

Die Anfangsgeschwindigkeiten sind: 
v 0 sin ~ = 80 0 sin 60 = 80 0 0,866 = 69,28 = <Xl 70 mjsek 

und v . cos 60 = 80 0 0,5 = 40 mjsek . 

Die Vertikalwege betragen nach 1-2-3-4-5-6-7-8 sek 

8 = V 0 sin~ 0 t _ fL; = (70 01 - 10; 12) = 65 m, (7002 _ 10; 22) = 120 m, 

( 10032) ( 10 042) ( 10 052) 7003-~2- =165m, 7004-~2- =200m, 70 05--2- =225m, 

( 10062) (10072) 70 0 6 - -2- = 240 m , 70 0 7 - -2- = 245 m, 

( 10 082) 70 08 - -2- = 240 m , ( 10 0 92 ) 70 09 - -2- = 225 m . 

Die Horizontalwege betragen nach 1-2-3-4 ... sek 

S = V· COSIX • t = 40 0 t, 40 m - 80 m - 120 m - 160 m 

Die Auftragung dieser Werte ergibt den Verlauf der Kurve (Abb. 220). 
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Die Geschwindigkeit in den einzelnen Punkten der Bahn be
stimmt sich als die Resultante aus den beiden \Verten v· cos~ und 
v . sin ~ - g • t. Ihre Richtung ist gleichfalls durch diese beiden Werte 
bestimmt. Es ist 

v • sina - g • t 
tgfJ = v. cos a . 

Da fur die Berechnung der Einzelwerte von fJ zunachst die Zeit t 
bestimmt werden muBte, stellt man die Geschwindigkeit des Korpers 
an beliebigen Punkten der Bahn bequemer fest durch eine Rechnung 
nach der Arbeitsbilanz. 

In dem um die Hohe huber dem AbschuBpunkte liegenden Bahn
punkte ist die dem Korper beim AbschluB als lebendige Kraft mit-

gegebene mechanische Arbeit m ~ v2 enthalten in den beiden Teilwerten 
2 ~ 

Al = G· h und A2 = m ~ Z z Geschwindigkeit in dem Bahnpunkte 

in h m Hohe. Setzt man die Gesamtarbeit, die der Korper erhalten hat, 
der Summe der beiden Teilwerte gleich, so folgt: 

mv2 m. Z2 

2- = G·h + -2-' 

Durch Herausheben von m folgt 

v2 =2.g.h+z2 • 

Beispiel 108. Mit welcher Geschwindigkeit kreuzt ein mit 400 m/sek unter 
einem Winkel von 50 0 gegen die Horizontale abgefeuertes GeschoB den um 2000 m 
h6her liegenden Punkt seiner Bahn? 

v2 = 2 . g. h + Z2 , 4002 = 2 . 10 . 2000 + Z2 , 

Z2 = 160000 - 40000 = 120000 , z = 346,4 m/sek • 

Auch die Richtung der Geschwindigkeit an den einzelnen Punkten 
der Bahn laBt sich durch eine Rechnung mit der Arbeitsbilanz ermitteln. 
Da die Horizontalgeschwindigkeit des Korpers unverandert bleibt 
v . cos ~ , laBt sich die N eigung der Bahn aus der nach der Arbeitsbilanz 
festgestellten wirklichen Geschwindigkeit z und dieser Horizontal
geschwindigkeit ermitteln. 

cosfJ = v· cosa . 
Z 

Beispiel 109. Unter welcher Neigung kreuzt ein mit v = 400.m/sek unter 
50 0 gegen die Horizontale abgefeuertes GeschoB den um 2000 m h6her liegenden 
Punkt seiner Bahn? 

Die Geschwindigkeit des. Geschosses an diesem Punkte der Bahn ist (s. Bei· 
spiel 108) Z = 346,4 m/sek. Die Horizontalkomponente ist 

v • coM = 400 . cos 50 = 400 . 0,642 = 256,8 , cos fJ = ~!::! = 0,742, fJ = 42 0 10'. 

Den Gipfelpunkt der Bahn erreicht der Korper in dem Augenblick, 
III welchem seine Vertikalgeschwindigkeit gleich Null wird. Das ist, 

d · Gl' h . f 11 . v • sina k wenn Ie elC ung Vv = v . sm ~ - g . t = 0 er u t 1st. t = --- se . 
g 

Die Steighohe berechnet sich am einfachsten, wenn man nur die Verti-
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kalgeschwindigkeit fur sich allein in Rucksicht zieht, als Weg mit der 
. f O· d Z' v • sino.: l' hf von Vv = V· smlX au Vv = In er eIt von t = --- g e10 ormig 

verzogerten Geschwindigkeit 'J 

v· ~ino.: + 0 
2 

v • sino.: .---= 
'J 

v2 • sin2 o.: 
2g (79) 

Die Wurfweite ist glei«:<h der doppelten Entfernung des Gipfelpunktes 
vom AbschuBpunkt, da die Bahn vollkommen symmetrisch ist. Zu 
der konstant bleibenden Horizontalgeschwindigkeit V· cos IX kommt auf 
dem ersten Teile der Bahn die mit g gleichformig verzogerte Bewegung 
hinzu. Auf dem zweiten Teile der Bahn tritt an deren Stelle die mit g 
gleichformig beschleunigte Bewegung in Abwartsrichtung. . 

Die Wurfweite berechnet sich so aus der doppelten Zeit t = 2. ~mo.: 
'J 

bis zur Erreichung des Gipfelpunktes und der konstanten Horizontal-
geschwindigkeit V· cos IX mit der GroBe 

v· cosa • 2 . v· sina 
8h=-----

v2 • 2 sina • cosa 

Da 

ist, folgt 

'J 
2 . sin IX • cos IX = sin 2 IX 

. v2 ·sin2a 
WurfweIte = . 

g 

'J 

(80) 

Bei gegebener AbschuBgeschwindigkeit v wird die groBte Wurfweite 
erzielt, wenn der Faktor sin21X seinen Hochstwert hat. sin21X erreicht 
fur 2 IX • = 90 ° seinen Hochstwert 1. Dam it betragt die maximale ~r urf
weite v2 

8max = g' 
Beispiel llO. Welche Wurfweite liint sich mit einem mit 

abgefeuerten GeschoB erzielen ~ 
v2 12002 

8max = - = -- = 144000m = 144km. 
'J 'J 

v = 1200 m/sek 

Beispiel llI. Welche Wurfweite hat ein unter 50° gegen die Horizontale 
mit v = 800 m/sek abgefeuertes GeschoB ~ 

v 2 • sin 2a 800 2 • sin no 800 2 • sin 80° 800 2 .0,985 
8=----

'J 'J 'J 'J 
= 63000 m = 63 km . 

Da der Wert der Wurfweite durch sin21X bestimmt ist, ergeben sich 
fUr das Treffen eines Punktes zwei Moglichkeiten des Abschusses. 
sin21X gibt den gleichen Wert fur IXl = (45 + y) ° wie fur 1X2 = (45 - y)o. 

3. Das Gleichgewicht an einem beschleunigten Korper; 
das d' Alembertsche Prinzip. 

Greift an einem Korper eine Kraft an, welche nicht durch die anderen 
auf den K6rper wirkenden Krafte zu Null erganzt wird, so erfahrt 
der Korper durch diese Kraft eine Bewegungsanderung. Die Massen
teilchen des Korpers setzen dieser Bewegungsanderung einen Wider
stand entgegen. Man sagt, der Widerstand ruhrt von der Tragheit der 
Masse her. Es will die Masse des Korpers in ihrem jeweiligen Bewegungs-
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zustande verharren. In diesem Sinne spricht man auch von einem Be
harrungswiderstand oder Tragheitswiderstand einer Masse. 

Der Tragheitswiderstand W der Masse ist gleich Masse mal Be
schleunigung W=tn-p_ (81) 

Die Aufgaben der Dynamik werden auf Statikaufgaben dadurch 
zuruckgefuhrt, daB man diesen Tragheitswiderstand als auBere 
Kraft hinzufugt. 

Wie man bei allen Aufgaben. welche die Berucksichtigung der Rei
bung verlangen, den Reibungswiderstand als auBere Kraft hinzufiigt, 
so hat man bei allen Dynamikaufgaben den aus der Masse des Korpers 
resultierenden Tragheitswiderstand bei der Losung der Aufgaben mit 
in Rechnung zu stellen. Dieser Vergleich des Tragheitswiderstandes 
mit dem Reibungswiderstand hat noch eine weitere Ahnlichkeit. Die 
Richtung des Reibungswiderstandes ist nicht unmittelbar durch die 
Aufgabe gegeben. Sie wird festgelegt durch die Bewegungsrichtung, 
welche der Korper unter der Wirkung seiner Krafte einschlagen will. 
Dieser Bewegungsrichtung ist die Richtung des Reibungswiderst.andes 
entgegengesetzt. Der Beschleunigungswiderstand ist der Be
schleunigung entgegengesetzt. 

Halt man einen Korper vom Gewicht G mit der Kraft P = G fest, 
so befindet er sich im statischen Gleichgewicht nach Abb.220. Die 
Summe der Vertikalkrafte ist gleich Null. Eine Bewegungsanderung 
tritt nicht ein. - Fallt der Korper frei, und beschleunigt er sich mit 
der Erdbeschleunigung nach unten, so ist der 
Beschleunigungswiderstand gleich Masse mal 
Beschleunigung, und zwar in diesem Fane Masse 
mal der Erd beschleunigung nach oben aufzu-

Abb. 221. Gleichgewicht 
an einem Kiirper vom 
Gewicht G, der dumh die 
Kraft P P = G gehalten 
wird. (Statisches Gleich· 

gewicht.) 

Abb. 222. Gleichgewicht 
an einem Kiirper vom 
Gewicht G. Tragheits
widerstand m • g = G. 

p 

Abb. 223. Gleichgewicht 
an einem Kiirper vom 
Gewicht G, der nnter Be· 
schlennigung nach oben 
durch die Kraft P -
P > G - gehoben wird. 

tragen. Das nun statische Gleichgewicht gibt Abb.221. Nach unten 
wirkend das Gewicht G, nach oben wirkend der Beschleunigungswider
stand m -(J. Da G = m· (J ist, ist die Summe der Vertikalkrafte wiederum 
gleich Null und somit auch jetzt Gleichgewicht vorhanden. - Hebt man 
den Korper mit einer Kraft P, die groBer ist als G, so tritt eine Beschleuni
gung nach oben ein. Nun ist der Beschleunigungswiderstand nach unten 
gerichtet. Seine GroBe betragt m· p. Dabei ist die GroBe von p be
stimmt durch die Differenz von P und G. Die erste Gleichgewichts
bedingung verlangt (Abb.223) -P + G + m· p = O. Hebt man ein 
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Gewicht von 15 kg mit einer Kraft von 20 kg, so bleiben zur Beschleuni
gung der Masse von 1,5 Masseneinheiten (m = 1,5; Gig = H-) erne 
Kraft von 5 kg ubrig (20 - 15). Die BescWeunigung betragt 

P 5 
P = m = 1,5 = 3,3m/sek2• 

Man kann danach die Lasung der Dynamikaufgaben aufbauen auf 
dem Satze: Ein beschleunigter Karper muB nach den in der 

Statik geltenden Satzen im Gleich
gewicht sein, sofern man zu den auBe
ren Kraften den Tragheitswiderstand 
des Karpers entgegengesetzt der Be
schleunigungsrich tung hinzufugt. 

Beispiel 112. Mit welcher Beschleunigung be
wegt sich der in Abb. 224 mit A bezeichnete Korper 
abwiirts, wenn er 30 kg wiegt und auf der Gegen
seite ein Gewicht von der GroBe 20 kg hiingt? (Das 
Sell und die Scheibe, iiber welche das Seil gelegt 
ist, sind als gewichtslos angenommen.) 

Abb.224. Gieichgewicht an zwei 
durch ein Seil verbundenen Kor
pern, von denen der eine in be
schleunigter Bewegung abwarts 
geht, wiihrend der andere in be
schleunigter Bewegung aufwarls 

Bezeichnet man die im Seile herrschende Kraft 
mit 81 , so gilt fiir die rechte Seilseite (fiir die 
heraufgehende) 8 1 = 20 + 2· p und fiir die linke 
Seite (fiir die herabgehende) 81 = 30 - 3· p. 

Durch Gleichsetzen der beiden Werte fiir 8 1 

folgt 
20 + 2p = 30 - 3p, 5p = 10, 

p = 2 m/sek 2 • geht. 

Beispiel 113. Ein Aufzug, dessen totes Gewicht (Fahrkorb) durch ein Gegen
gewicht von 1000 kg ausgeglichen ist, kommt infolge Brechens seines Haupt
antriebsrades und Versagens der Fangvorrichtung zum Fallen. Er ist mit 2500 kg 

I belastet. Mit welcher Geschwindigkeit schlagt er nach Durch-
. fallen einer Hohe von 12 m auf? (Abb.225.) 

A bb. 225. Schema

Das sich aufwarts beschleunigende Gegengewicht von 
100 ME setzt dieser Aufwartsbeschleunigung den Widerstand 
100 . P entgegen, spannt also das Seil mit seinen 1000 kg Ge
wicht plus 100· p. Der abwartsfallende Fahrkorb mit den 2500 kg 
Nutzlast + 1000 kg Eigengewicht setzt der Abwartsbeschleu
nigung den nach oben gerichteten Beschleunigungswiderstand 
von (250 + 100). P (250 ME der Nutzlast, 100 ME des Fahr
korbs selbst) entgegen. Die Seilkrafte betragen 

8 = 1000 + 100· p und 8 = 3500 - (250 + 100) . p. 

Daraus folgt 1000 + 100· p = 3500 - (250 + 100)· p, 

450 . P = 2500 , p = 5,56 m/sek 2 • 

Der Fahrkorb durchfallt den Weg 8 = 12 m. N ach Gleichung (12) 
ist 

p.t 2 1/2 • 12 
8 = -2- . t =,; 5,56 . 

tischc Darstellung Die Fallzeit betragt damit = 2,08 sek. Die Endgeschwindigkeit eines Aufzuges. 
berechnet sich mit v = p. t = 5,56 . 2,08 = 11,56 m/sek . 

Rechnet man nach der Arbeitsbilanz, so ergibt sich folgender Rechnungsverlauf. 
Bis zum Aufschlagen unten hat die Nutzlast den Weg 8 = 12 m zuriickgelegt 

und somit die Arbeit 2500 . 12 = 30000 mkg verrichtet. Gleichzeitig ist der Fahr-
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korb um 12 m heruntergegangen, was einer Arbeit von 1000· 12 mkg gleich ist, 
wiihrend andererseits das Gegengewicht um diese Hohe heraufgegangen ist und 
dafiir 1000· 12, d. i. die gleiche Anzahl Meterkilogramm, verzehrt hat. In den 
bewegten Massen - Fahrkorb, Gegengewicht und Nutzlast - steckt zu Ende des 

W di kin . hE· m· v2 
eges e etIsc e nergle ~2-. 

m Masse aller bewegten Teile 250 + 100 + 100 = 450 ME: 

30000 m • v2 450· v2 = 30000 = N 30000 . 2 ='" 11 56 ; k . = -2-- , 2 ,v V 450 ,m; se . 

4. Bewegung eines Korpers auf einer Kreisbahn. 
Zentrifugalkraft. 

Rotiert ein fester Korper um eine Achse, so wird er gezwungen, 
dauernd seine Bewegungsrichtung zu andern. Von Augenblick zu Augen
blick nimmt er eine andere Bewegungsrichtung an, entsprechend den 
verschiedenen Richtungen der Tangenten in den einzelnen Punkten 
seiner Bahn. Sie hat (Abb. 226) in der durch 1 gekennzeichneten SteHung 
die Richtung a-a, in der Stellung 2 die Richtung b-b usw. 

Diese Richtungsanderung wird L 
hervorgerufen durch das stetige Hin - A· S1 

zukommen einer zweiten radial zum f. ...-.-' 
Bahnmittelpunkt gerichteten Ge- ~'f:J// Ct-· __ ~ 
schwindigkeit. Es bewegt sich der I 
Korper gewissermaBen unter dem /" I 
EinfluB zweier Geschwindigkeiten, / "" I· \ 

einer tangentialen und einer radialen. I "". / 1 
Die tangentiale Geschwindigkeit ist 1---- .-1:. ·-1-
konstant. Der Korper legt in tan- \ r-jS1 / 

gentialer Richtung gem essen seinen <r, I / / 
Weg in gleichfOrmiger Bewegung .'2' 1 I / / 
zuruck. Es wirkt auf ihn keine "", 1/ // 
beschleunigende oder verzogernde '-..~._L.--/ 
Kraft, die eine GroBenanderung der IE 

1 G h d k h b · Abb. 226. Bewegung eines Kiirpers auf einer 
tangentia en esc win ig eit er Cl- Kreisbahn. Zustandekommen der krumm-
fuhren konnte. linigen Bahn (Richtungsanderung) dUTCh 

Hinznkommen einer radial gerichteten Ge-
Die Radialbewegung ist eine schwindigkeit. 

gleichformig beschleunigte. Die 
Fadenspannkraft zwingt den Korper, seine geradlinige Tangentialbahn 
zu verlassen und der Kreisbahn zu folgen. Die Fadenspannkraft be
schleunigt den Korper dauernd aus seiner tangentiale~ geradlinigen 
Bahn in die Kreisbahn hinein. Man spricht daher von einer Zentripetal
kraft. (Zum Zentrum gerichtete Kraft.) 

Da die Fadenspannkraft als konstant anzusehen ist, erfolgt die 
Hineinbeschleunigung mit konstanter Beschleunigung, und es vollzieht 
sich die Bewegung auf den radialen Stucken in gleichformig beschleu
nigter Bewegung. 

Nach Abb. 226 muB der Korper, wenn er den Weg 8 1 = V· t tangen-

tial zurucklegen wollte, gleichzeitig um den Weg 82 = p;2 radial nach 
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innen gehen, urn die Kreisbahn zu erreichen. Aus den geometrischen Ver

haltnissen ergibt sich 81 = AB; 8 2 = BD; AB = v. t; BD = ~t2. 
Setzt man fur die Lange A B die Lange CD ein, die nur urn unendlich 

wenig von der ersten abweicht, und ersetzt man (mit der gleichen Be
rechtigung) die Lange B D durch die Lange A C , so folgt aus dem recht-
winkligen Dreieck AD E C D2 = A C . C E. Durch Einsetzen der Werte 

p;2 fur AC und v. t fur CD ergibt sich dann (v. t)2 = p;2. (2r - p;l 
FUr den Klammerausdruck kann man wegen der Geringfugigkeit 

des Wertes ~t2 gegenuber 2 r den "Vert 2 r allein festsetzen. 
pt2 

v2• t2 - -. 2r 
- 2 ' 

v2 = r· p, 

v2 
p=-:;;. 

p = zum Kreismittelpunkt gerichtete Beschleunigung m/sek2 , 

v = Umfangsgeschwindigkeit m/sek, 
r = Radius der Kreisbahn m. 

(82) 

Ersetzt man v nach Gleichung (4) durch co· r, so geht die Glei
chung (82) uber in 

p = co2 • r. (83) 

p = zum Kreismittelpunkt gerichtete Beschleunigung m/sek2 , 

co = Winkelgeschwindigkeit l/sek, 
r = Radius der Kreisbahn m. 
Beispiel 114. Welche ZentripetalbescWeunigung erfiihrt ein Ktirper, der 

auf einer Kreisbahn von 3 m Durchmesser mit der Umfangsgeschwindigkeit 
v = 6 mjsek rotiert? 

v 2 6 2 

P = - = - = 24 m/sek2 • 
r 1,5 

Die Fadenkraft S, die den Korper zum Kreisen in der Bahn bringt 
die ihn mit der Beschleunigung p = v2/r zum Rotationsmittelpunkt zieht, 
hat nach dem Massenbeschleunigungsgesetz Gleichung (20) die GroBe 

m. v2 

S= P= m·p= - -- = m·co 2 ·r. r 
mv2 

p = -- = 'In • co2 • r. r (84) 

Beispiel 115. Welehe Fadenkraft ist aufzuwenden, urn einen Ktirper von 
15 kg Gewieht zum Rotieren in der Kreisbahn von 4 m Durchmesser mit der Um
fangsgeschwindigkeit v = 12 mjsek zu bringen? 

_ m· v2 _ 1,5 . 122 _ 108 k 
P - r - 2 - g. 

Beispiel 116. Welche Fadenspannkraft ist aufzuwenden, urn einen mit 
w = 20 n Winkelgeschwindigkeit im Abstande r = 20 em vom Drehpunkt ro
tierenden Korper von 30 kg Gewieht zu halten? 

P = m· w 2• r = 3· (20· p)2. 0,2 = 2380 kg. 
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Der dem Zentrum zugerichteten Zentripetalbeschleunigung setzt 
der Karper seinen Tragheitswiderstand entgegen. Der Tragheitswider
stand ist nach auBen gerichtet. Er hat die gleiche GraBe wie die nach 

m·v2 
innen gerichtete Beschleunigungskraft m· p = -- = m· 0)2. r. Man 

r 
bezeichnet diesen Widerstand ungenau als Zentrifugalkraft. Es ist 
die Zentrifugalkraft nur die Reaktion der Masse auf die ihr aufgezwungene 
Bewegungsanderung, d. h. die Ausweichung aus der geradlinigen Be
wegung zur Kreisbewegung. 

Bei den obigen Beispielen ist die Wirkung des Karpergewichtes 
auBer Ansatz geblieben. Wenn ein Karper in einer Vertikalebene rotiert, 
so ist die Spannkraft, die der Faden auszuuben hat, nicht an allen Stellen 

---+--

Abb. 227. Gleichge
wicht fiir die in einer 
Vertikalebene rotie
rende Kngel bei deren 
Stellung im Rochst
und Tiefstpunkt der 

Kreisbahn. 

der Bahn konstant. Das Gleichgewicht im obersten 
Bahnpunkte zeigt Abb. 227. Es wirken auf den 
Karper die Zugkraft 8 1 nach . unten, das Gewicht G 
gleichfalls nach unten und der Beschleunigungswider
stand, der radial nach innen gerichteten Beschleu
nigung entgegengesetzt, also radial 
nach auBen. 

Damit berechnet sich die Spann
kraft 8 1 fur diesen Augenblick aus 

m. v2 

8 +G---=O 
1 r' 

m .v2 

81 =---G. 
r 

Fur den unteren Punkt der 
Bahn betragt die Spannkraft 8 2 

8 2 = m· v2 + G. 
r 

Es muB also im 0 bersten Punkte 

der Bahn der Wert '/11,".. v2 graBer als 
r 

I -'-T--
Abb.228. Gleichgewicht 
fiir die Rochststellung 
der in einer Rille krei-

senden Kugel. 

G sein, wenn die Kreisbahn gesichert sein solI. 1st 

G graBer als m· v2
, so wird 8 negativ, d. h., die Fadenkraft ist eine 

r 
Druckkraft. Der Karper muBte durch eine Stange yom Mittelpunkte fern
gehalten werden. Ein Festhalten durch einen Faden wird unmaglich. 

Eine Kugel, die eine kreisfarmige Rille in vertikaler Ebene durch
lauft (Abb. 228), wurde sich in diesem Falle auf dem obersten Teil der 
Bahn an der Innenseite der Rille bei a-a stlitzen. SoH dieselbe nur 

die AuBenrille beruhren, so muB m· v2 graBer als G sein. 
m. v2 r 

Auf der Gleichung -- - G > 0 beruht die Berechnung einer 
r 

Bahn fur das artistische Kunststlick Looping the loop. Der Karper 
hat im Scheitelpunkte der Bahn eine Geschwindigkeit, die einen Wert 

des Beschleunigungswiderstandes 
Gewicht G des Karpers. 

m·v2 
ergibt, der graBer ist als das 

r 
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Beispiel 117. Mit welcher Geschwindigkeit muB eine Kugel den obersten 
Punkt der Bahn von der Kriimmung r = 2 m durcheilen. wenn sie nicht nach 
innen gehalten ist? 

G=m·g, 
m. v2 

-r-~m.g, 

v2 ;;;; 2·9,81, 

v ~ 4,0 m/sek • 

LaBt man eine Kugel von einem um die H6he huber den Gipfel
punkt der Schleife liegenden Punkte aus herabrollen (Abb. 229), so ist 
Gleichung (13) 

v=V2gh, 

mv2 
Da - :> G sein muB, wird r -

m· 2g. h 
-----'r '----- > m • g , 

Abb. 229. Schema des Looping the loop. 

J.«)2 
(Bei dieser Berechnung ist der in der Kugel steckende Betrag 2 

[So S. 161] nicht berucksichtigt.) 2 

Es ist, wie von dem Anwachsen von m· v bei kleiner werdendem r 
r 

hervorgeht, h urn so kleiner, je kleiner r ist. Man gibt aus diesem Grunde 
derartigen Schleifen am Gipfel den kleinsten Krummungsradius. 

Beispiel 118. Mit welcher Geschwindigkeit muB ein mit Wasser gefiillter 
Eimer den obersten Punkt der Bahn durchlaufen, damit das Wasser nicht heraus
flieBt? r = 0,6 m. 

Die Massenteilchen an der Wasseroberflache miissen bei einem .Abstand 
r = 0,6 m vom Drehmittelpunkt eine Geschwindigkeit haben, welche einen Wert 
v 2 • -r-- = g erzwmgt. 

v 2 ~ g • r = 0,6 . 9,81 , 

v = 2,44 m/sek • 

Der Massen beschleunigungswiderstand (die Zentrifugalkraft) greift 
im Schwerpunkte des K6rpers an. Es sind in die oben abgeleiteten 
Gleichungen sowohl fUr die Umfangsgeschwindigkeit v als auch fUr den 
Radius r die Werte einzusetzen, welche der Bahn des Schwerpunktes 
zukommen. (In dem Beispiele 118, in welchem es sich um einen K6rper 
ohne Kohasion handelt, ist r und v auf die Wasseroberflache be
zogen.) 

Eine um den eigenen Schwerpunkt rotierende Masse besitzt, da v 
die Schwerpunktsgeschwindigkeit gleich Null ist. keine Zentrifugalkraft, 
die durch andere au B ere Krafte aufgehoben werden muB. Fur die 
Berechnung der inneren Krafte im Ringe, welche die eine Ringhalfte 
an der anderen halten und so die auf jeden einzelnen Teil wirkenden 
Zentrifugalkrafte gegeneinander ausgleichen, zu einer Gesamtresul
tanten gleich Null, gilt folgendes. 



Bewegung eines Korpers auf einer Kreisbahn. Zentrifugalkraft. 157 

Der Schwerpunkt der oberen RinghaJfte liegt, wenn man 4ie radiale 
Starke klein annimmt und die Masse des Ringes als gleichmaBig um 
den mittleren Radius r m verteilt ansetzt bei 

2·r 
Xo = __ m = 0,637 rm. 

n 

Die Zentrifugalkraft C einer Ringhalfte berechnet sich aus Volumen 
des Halbringes: 

v = q. rm . ;n; = b· 8 • rm • ;n; dm3, 

b Ringbreite in dm, 8 Ringstarke in dm, r Ringradius in dm. 

G= V.y, 

O Z f lkr f . k m . iJ2 m . v2 G h· d· k . entri uga at III g = -- =-----, v esc Wlll 19 mt am 
Xo 0,637· rm 

Radius Xo gem essen in mjsek, r m in m. 
Bei Einsetzen von r m - wie es die Berechnung des Gewichtes ver

langt - in dm ist 
m· v2 • 10 

0=--0,673· rm . 

Ersetzt man die Schwerpunktsgeschwindigkeit durch die um das 
1 

0,637 fache groBere Umfangsgeschwindigkeit, so ist 

C = m· v2 • 10·0,637 = b· 8· Tm· n· Y • v2 • 10·0,637 
~ g ~ 

Diese Zentrifugalkraft haben die zwei Kranzflachen vom Quer
schnitte b· 8 zu tragen. Dieselben tragen 100· kz • 2 . b . 8 kg bei 
kz kgjcm 2• (Die 100 ergibt sich aus der Messung von b und 8 in dm in 
der obigen Gleichung und der fur kz erforderlichen Umrechnung in em 2) 

100 . k • 2 . b • 8 = b . 8 . r m • n . Y • v2 • 10 . 0,637 
Z g. rm ' 

kz = kgjcm 2 , 

r· v2 
k = 109. 

y = spezifisches Gewicht kgjdm3 , 

v = Umfangsgeschwindigkeit misek, 
g = Erdbeschleunigung mjsek2 • 

Die in der Praxis vielfach ubliche Formel 

Yl . v2 
kz =--

g 

(85) 

rechnet nicht mit dem spezifischen Gewicht y, das ist mit dem Gewicht 
fur einen Kubikdezimeter, also einen Rauminhalt von 1 dm Lange, 
1 dm Breite und 1 dm Starke, sondern mit dem Gewichte fur 1 m 
Lange und 1 qcm Querschnitt. Letztgenannter Wert Y1 betragt nur 
1/10 des in der Gleichung (85) verwendeten Wertes y. Demzufolge 
enthalt die in der Praxis ubliche Gleichung nicht den Zahlenfaktor 10. 
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Beispiel 119. Welche Beanspruchung erfiihrt ein guBeiserner Ring von 4 m 
Durchmesser bei einer Umfangsgeschwindigkeit v = 40 misek, wenn das spezi
fische Gewieht mit r = 7,5 eingesetzt wird. 

402 .7,5 . 
kz = ~ = 122 kg/em 2. 

In der Formel ist die GroBe des Kranzquerschnittes nicht enthalten. 
Es steigt die Zentrifugalkraft mit der GroDe des Wertes q, und anderer
seits erhoht sich die Tragfahigkeit des Kranzquerschnittes im gleichen 
MaDe. So kommt das Herausfailen des Wertes q zustande. 

Rotiert ein Korper in einer Horizontalebene gehalten durch einen 
Faden, wie es Abb. 230 zeigt, so folgt aus den Gleichgewichtsbedingungen 
ffir die drei auf den Korper wirkenden 'Krafte (das Gewicht G, der 
Zentrifugalwiderstand W und die Seilspannkraft 8.) 

t 8 . sin IX = W, 8 . cos IX = G , 

tv m·v2 v2 

tg IX = G = m. g . r = g:;. . 

Ersetzt man v 2 durch ro2 • r 2 , so ist 

CtJ2. r 
tgIX = --. 

g 

M't t r folgt ~ = CtJ2. r 
1 I gIX = It h g' 

h - g 
- (1)2' 

(86) 

h ist unabhangig von der Stangenlange l. Aile 
Abb.230. Gieichgewicht urn die gleiche Achse, d. i. mit gleichem ro, rotieren
an einem in Horizontal- d K 1 k . d' l' h H"h b h ebenekreisendenKiirper. en uge n, ommen ill Ie g elC e 0 ene ene 

unter dem Aufhangepunkt zu liegen. 
Es verringert sich h mit steigendem w. 
Die Verwertung dieser Abhangigkeit der Hohe h von der Um

drehungszahl kennzeichnet der in Abb.231 schematisch dargestellte 
Regulator. 

Die an den Staben 8 1 und 8 2 befestigten Kugeln streben bei steigen
der Geschwindigkeit den Abstand h zu verringern. Sie werden durch 
das Gewicht der Muffe H, das vermittels der Stangen RI und R2 auf 
ihre Stangen 8 1 und 8 2 ubertragen wird, am freien Aufsteigen gehindert. 
Sie heben bei Steigerung der Umdrehungszahl die Muffe H und ver
steilen die an die Muffe H angeschlossene Steuerung. 

Die Berechnung der Umdrehungszahlen, bei welchen die Kugeln 
sich in ihren einzelnen Steilungen im Gleichgewicht befinden, zeigt 
Abb. 231. Das Gewicht der Muffe zerlegt in die beiden Stangenkrafte 

RI und R2 ergibt die Werte RI = R2 = ~ . cos IX . Auf jedes Pendel 

wirkt demnach die Zentripetalkraft 0 = m· v2
, das Gewicht G, die 

r 
Stangenkraft R und der im obersten Drehpunkte A angreifende Stutz-
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druck. Die Momentengleichung fur den Drehpunkt A aufgestellt, l1iBt 
fur jede beliebige Kugelstellung die GroBe C und damit v berechden: 

R·a+G·c-C·b=O. 

Abb. 231. Gleichgewicht an einem Zen· 
trjfugaJregulator bei verschiedenen SteI· 

lungen der Kugeln. 

c 

Mit den Daten der Abb. 231 fur die drei Kugelstellungen 1-2-3 
folgt aus: 

R1 = 32 kg, R2 = 39 kg, Ra = 51 kg, 

aa = 52, 

G = 29 kg, 

ca = 52, 

ba = 64, 

C _ 32·34+29.26 
1- 78 

1090 + 752 
78 = 24, 

C = 39 • 48 + 29 • 42 = ~70 + 1220 = 43 5 
2 71 71 ' , 

C = 51 • 52 + 29·52 = 2650 + 1510 = 65 
3 64 64 . 

Die Auftragung der Werte fur C unter den Kugelstellungen gibt 
die C-Kurve, die das Verhalten des Regulators bei verschiedenen Um
drehungszahlen charakterisiert. Aus den Werten C und r berechnen 
sich die Winkelgeschwindigkeiten OJ fur die verschiedenen Kugel
stellungen mit 

OJ = l/G\ . 
1 V ~' 
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Da die Kugeln mit steigender Winkelgeschwindigkeit von 1 nach 

2 nach 3 gehen sollen, muB 0 1 < O2 < 0 3 sein; 0 1 = tgeXI , O2 = tgeX 2 , o r1 r2 ra r1 r2 

---.!! tg eXa • tg eX I < tg cX 2 < tg eXa . Die C-Kurve muB so verlaufen, daB 
ra 
der tgeX wachst, d. h. konkav. 

5. Das Massentragheitsmoment. 
Erteilt man einem K6rper eine beschleunigte Drehbewegung, so 

erfahren die €inzelnen Massenteilchen m l , m2 , ma ... je nachdem sie 
naher oder weiter yom Drehpunkt entfernt liegen, die tangential ge
richteten Beschleunigungen PI , P2 , Pa . . . Sie stellen der Beschleunigung 
die Beschleunigungswiderstande m l • PI' m2 • P2' ma . Pa ... entgegen. 
Diese Beschleunigungswiderstande greifen an den Radien rl , r2 , ra 
an, stellen also dem beschleunigenden Drehmoment die Drehmomente 

ma· Pa . ra ... 

entgegen. Das dynamische Gleichgewicht ergibt dann die Gleichung 

M d = m l • PI • r I + m2 • P2 • r 2 + ma • P2 • r a ... 

Ersetzt man in dieser Gleichung die Umfangsbeschleunigungen 
PI' P2' Pa ... nach Gleichung (15) durch die Werte e' r I' e· r 2' 

e . r 3 ••• , so geht die vorstehende Gleichung liber in 

M d = e . m 1 • ri + e . m2 • r§ + e . ma • r5 

= e (ml . ri + m 2 • r§ + m3 • r~ ... ). 

Den Klammerwert bezeichnet man als dynamisches Tragheits
moment. Man gibt demselben den Buchstaben J 

Md=f·J. 

e = Winkelbeschleunigung Ijsek, 
Md = Drehmoment kg X m, 

(87) 

J = Dynamisches Tragheitsmoment Masse mal Meterquadrat. 

Die Arbeit, die in einem rotierenden K6rper steckt, deren einzelne 
Massenteilchen verschiedene Geschwindigkeiten haben wegen der Ver
schiedenheit ihrer Abstande yom Rotationsmittelpunkte, ist 

m 2 2 2 

A = ~ + ?,:!:2~2 + 11'l:3a;3 
222 

Ersetzt man VI durch w . rl , V 2 durch w . r2 ••• , so wird 

m • Q)2 • r2 m. co2 • r2 ma • w 2 • r.,: A = 1 1 + 2 2 + --"---cc---"" 
2 2 2 
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Unter Einsetzen von J (dynamisches Tragheitsmoment) fur den Klam
merausdruck folgt 

(88) 

A = Arbeit in mkg, 
w = Winkelgeschwindigkeit l/sek, 
J = Dynamisches Tragheitsmoment. 

a) Tragheitsmoment eines dunnen Ringes. 
Bei einem Ringe von geringer radialer Starke 8 (Abb. 232) kann man 

die Werte r fUr aIle Massenteilchen gleich annehmen. Der Wert J wird 
dann rZ. (ml + mz + ms ... ) = r2 • m, m = ml + m2 + ms . mist die 
Gesamtmasse. 

Abb.232. Ring von geringer radialer Stiirke. Abb. 233. Bestimmung des dynamischen Triigheits-
momentes einer Scheibe. - Zerlegung der Scheibe 

in dUnne Ringe. 

b) Tragheitsmoment einer vollen Scheibe. 
Die volle Scheibe (Abb.233) kann man sich ersetzt denken durch 

eine Anzahl dunner Ringe von der geringen Starke 8 und verschiedenen 
Radien x. Das Massentragheitsmoment eines einzelnen Ringes betragt 

mI· xi = (2· Xl . 7l. 8 . b)· ; . xi . 
J = (2 • 7l • Xl . 8 • b) • ~ xi + (2 . 7l • X 2 • 8 • b) ~ • x~ + .... 

g g 

J eden einzelnen Ring vom Radius· Xl kann man 'ersetzt denken durch 
einen Ring vom Radius r, wenn man seine Masse entsprechend ver
kleinert. Die gedachte Masse des Ersatzringes yom Radius r muB urn 

das x~ fache kleiner sein als die Masse des Ringes vom Radius Xl' damit 
r 

ihr Tragheitsmoment denselben Wert hat wie das Tragheitsmoment 
des ersetzten Ringes. 

Denkt man sich die Reduktion der Ringmassen dadurch herbei
gefuhrt, daB man die Breite des Ringes im oben angegebenen "erhalt-

Laudien, lIIechanik I. 2. Aun. 11 
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nisse verringert, so ist m~ = (2· n . Xl • 8) b~ . Z, wobei 
(J r x 2 

mi, r2 hat dann den Wert (2. n . Xl • 8) • bl - -+. r2 
(J r 

ml • xi{2 . n . Xl • 8 • bl ) ~ xi . 
(J 

b' b x~ . 
1 = l' 2"" 1st. 

r 

ist also gleich 

Die Summe aller Werte ml xi + m2 x~ ... ergibt dann mi, r2 
+~. r2 + miJ· r2 = r2(mi + m~+ miJ ... ). 

y2 x~ x~ 
Die im Verh1iJtnis -t, 2' 2'" reduzierten Massen bilden eine 

r r r 
Scheibe der in kreuzweiser Schraffur dargestellten Form. Es ist das 
eine Scheibe, deren Dicke von Null in der Mitte auf b am Rande nach 

2 

der Gleichung b", = b • x2 steigt. 
r 

Die Masse dieser Scheibe ist gleich i der Masse der vollen Scheibe. 

Fur den Klammerausdruck (mi + m~ + m3' .. ) ist demnach ; ein
zusetzen. 

m 
J= 2'1'2. 

(Siehe Anm. 8 am SchluB des Buches.) 

(89) 

Beispiel 120. Welches dynamische Tragheitsmoment hat eine volle Scheibe 
von 4 m Durchmesser und 20 cm Starke bei einem spezifischen Gewicht r = 3? 

402.n 
Volumen V = --.2 = 2512 dm3 (40 dm; 2 dm); 

4 

V = 2512dm3 ; 

G = 3·2512 = 7536 kg; 

Masse m = 763,6 ME; 

J = m • r2 = 753,6.22 = 1007,2. 
2 2 

Beispiel 121. Welche Arbeit steckt in einer Scheibe von 4m Durchmesser, 
20 cm Starke und r = 7,5 , die mit n = 120 U mdrehungen pro Minute umlauft? 

Scheibengewicht: 4O;.n. 2 • 7,5 = 18900 kg. 

Scheibenmasse: 1890 ME. 

J - m 2 _ 1890 22 - 3780 -2· r -2· - , 

.n·n 
W =30= 4.n, 

w2 (4.,,\2 
A = 2' J = -i!-' 3780 = ",300000 mkg'. 

Beispiel 122. Welche Winkelbeschleunigung erfahrt die im Beispiel 121 
berechnete Scheibe durch einen Motor, der ein Moment von 10000 kg X cm 
austibt. 

2~d = E • J = 100 kg X m; 

Jlfd 100 1 ,2 
l' = J = 3780 = 37,8 1/sek • 
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c) Tragheitsmoment einer Ringscheibe. 
Eine Ringscheibe 

zweier Vollscheiben. 
nach Abb.234 laBt sich auffassen als Differenz 
Ihr Tragheitsmoment ist 

B 

J1 = m1 • r~ = (b. ri n) ri = ~. rJl 
2 2 2' 

b • n 4 4) J =-2 (rl - r2 

= ! [b • n\ri - rm . (ri + r~) . Abb. 234. Ringscheibe. 

Der Wert in der eckigen Klammer ist gleich der Masse m des Ringes. 

m ( 2 2) J = 2 1'1 + 1'2 • (89 A) 

Beispiel 123. Welches Tragheitsmoment hat eine Scheibe von Dl = 4 m, 
D2 = 3 m, b = 30 em bei ?' = 7,5? 

V = (l!io:: - D~ n) b = (1256 - 706) • 3 = 550.3 = 1650 dm3, 

G = 1650·7,5 = 12400 kg, 

m= 1240 ME, 

m 1240 
J="2-. (ri + r~) = -2~ (22 + 1,52) = 3880. 

Beispiel 124. In welcher Zeit kommt eine Scheibe nach Beispiel 123 durch 
das Drehmoment von 12000 kg X em auf die Umdrehungszahl n = 180? 

Md 120 
.lId = E • J, E = J = 3880 = 0,0308 , 

n· n n·180 
«) = 30- = ---w- = 6n, 

0) 6·n 
t = -; = 0,0308 = 610 sek. 

(In der Scheibe stecken dann 

0)2 62 • n 2 

2 . J = -2 - • 3880 = 690000 mkg. 

Da die Scheibe mit der mittleren Umdrehungszahl n .. = 90 auf die TourenzahI 
180 kommt, hat sie in 610 sek II i = B6'o"~· 90 = 913 Umdrehungen zuriickgelegt. 
In dieser AnzahI Umdrehungen hat das Drehmoment Md die Arbeit A = i ·2· n· Jld 
= 913 • 2 • n . 120 = 690000 mkg abgegeben.) ~ 

d) Tragheitsmoment einer Stange. 
Teilt man die Stange (Abb.235) in eine Anzahl kleiner Stiicke von 

der Lange 8, so hat ein beliebiges Stiickchen ein Tragheitsmoment 

11* 
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m1 • xi. Das Tragheitsmoment ist gleich der Summe aller dieser ein-
zelnen Tragheitsmomente. 

JI 
.1 

~. 

Denkt man sich die Tragheitsmomente mi xi , 
m2 x§ ... ersetzt durch die Werte 

m~. r2, ~I 
.'/ JI so muB 
1/ I x~ 

ml = m'i'1=2' 
r1 sein. 

I 
-x~ 

I 
r---.J 

Jist dann gleich r2 (m~ + m~ + m~ ... ). Die 
Massen m~, m~ . . . kann man aus den Massen m l , 

m2 • •• entstanden denken durch Verringerung des 
Querschnittes des Stabes vom Endquerschnitt q am 

I xf / ~ . ql = q • 2", q2 = q . 2" . .. DIe Quer-r r Ji[ Radius r auf 
schnitte q' nehmen dann mit den Werten x 2 nach 
dem Aufhangepunkt der Stange hin abo Es kann 
die Summe dieser Massen m~ + m~ + m~ . .. also 
durch eine kegelformige Masse vom Querschnitt q 
am Radius r und 0 am Radius 0 ersetzt werden. 

Abb. 235. Bestirnrnung 
des dynamischen Trag· 
heitsrnornentes einer 
Stange. - Zerlegung der 
Stange in kurze Stiicke. 

Diese Masse ist gleich t derjenigen der vollen Stange vom gleich
maBigen Querschnitt q. 

J = r2 . (m~ + m~ + m~ ... ) , 
m 

J = S"r2, 

Ersetzt man r durch l· sin IX, so ist 
m. Z2 sin2 ", 

J= 3 

Fur IX = 90 0 folgt 

(90) 

(91) 

(92) 

Eine Stange, die um ihren Mittel
punkt rotiert (Abb. 236), kann in zwei 

-f---------- -- Stangen von je; zerlegt gedacht wer-

~.[ den, derenLangen l = ~ einzusetzen sind. 
~ m ·l2 

i-E---,l I Aus J = -3-' wird 
Abb.236. Urn ihren Mittelpunkt rotie· 2 

rende Stange von der Lange l. J 2 m ( l )2 1m, Z (93) = '2' 2 '3=12' 
(Siehe Anm.9 am SchluB des Buches.) 

In der Technik verwendet man neben dem dynamischen Tragheits
moment noch den Begriff "G· D2". Ersetzt man in den Gleichungen 
J = Masse mal Radius2 die Masse durch das Gewicht G, so wird der 
Zahlenwert 9,81mal so groB. Setzt man statt Radius 2 Durchmesser2, 

so steigt er um das 22 = 4fache. Der Wert G D2 = "",40 . J. 
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Zur Erleichterung der Rechnung mit mehreren Betragen J fiihrt 
man den Begriff "reduzierte Masse" und "Tragheitsradius" ein. 

Man kann z. B. fiir J = m ~ r2 - Tragheitsmoment einer voUen 

Scheibe - einen Ring von der Masse ; am Radius r setzen. Man hat 

in ; die auf den Radius.r reduzierte Masse. Man kann die 2 

im Nenner ebensogut zum Werte r2 ziehen. Mit r' = ,;.. erhalt man 
2 r2 

m . r'2 = m ~ r . r' ist der Tragheitsradius, d. i. der Radius, an welchem 

man sich die Masse m vereinigt denken kann. 1 ~ 
Der Tragheitsradius einer Ringscheibe ist r' = V Y . Der 

Tragheitsradius einer Stange r' = Vi. 
RoUt ein Korper eine schiefe Ebene herunter, so steckt in ihm eine 

B 

lebendige Kraft ~v (v Geschwindigkeit der geradlinigen Bewegung 

des Schwerpunktes) und J ;2 (w Winkelgeschwindigkeit des Korpers). 

Da v = w • r ist, so hat die Gesamtarbeit den Wert 
m • wB • r2 wB w2 

A = -2- + J 2" = 2" (m • r2 + J) . 
2 

Fur das HerabroUen einer vollen Scheibe mit J = m; folgt 

A = ~2 ( m. r2 + ~r2) = ! m. v2 . 

Beispiel 125. Welche Geschwindigkeit erreicht eine volle Scheibe beim 
Herabrollen auf einer schiefen Ebene von der Hohe h = 20 m? 

Aufgewendete Arbeit G. h = m· g. 20 mkg. 
mv 2 w 2 3 

A = 2 + 2" . J = 4 m • VB, 

3 
m . g • 20 = 4 . m • VB, 

2 _20.g.4_ 262 v - 3 - , 

v = 16,15 mJsek. 

6. Schwingende Bewegungen. 
a) Harmonische Schwingungen. 

Die Bewegung eines Korpers auf einer Kreisbahn mit der konstanten 
Geschwindigkeit v laBt sich auffassen als eine aus zwei Bewegungen in 
zwei senkrecht zueinander stehenden Richtungen zusammengesetzte 
Bewegung. Die Umfangsgeschwindigkeit v kann man sich (Abb.237) 
zerlegt denken in die beiden Komponenten VI und v2 , welche die stetig 
wechselnden GroBen V· Sin1X und V· COS1X haben. Es kommt die kon
stante Umlaufgeschwindigkeit in kreisformiger Bahn also auch zu
stande, wenn man den Korper gleichzeitig zwei hin- und herschwingende 
Bewegungen nach VI = V· sin tX und V2 = V· cos 1X ausfuhren laBt. -
Da cos 1X = sin (90 - tX) ist, ist auch die Geschwindigkeit Va = V· cos 1X 
einer Sinusschwingung gleich. 
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Fuhrt man fur die Umfangsgeschwindigkeit v aus der Gleichung 
v = w· r den Wert w 0 rein, so gehen die Werte v 0 sin1X. und v 0 COS1X. 
uber in w 0 r 0 sin1X. und w 0 r . cos 1X.. Setzt man fur den Winkel 1X., d. i. 
den seit Beginn der Bewegung zuruckgelegten Winkelweg das Pro
dukt Winkelgeschwindigkeit w mal Zeit t ein, so wird 

VI = V • sin1X. = w 0 r 0 sin(w 0 t) 
und v2 = V 0 COS1X. = W 0 r· cos(w 0 t) . 

Die Beschleunigung, welche der rotierende Korper erfahrt, ist 
P = w 20 r. Dieselbe zerlegt sich fur die beiden Teilgeschwindigkeiten 
in PI = po cos1X. und P2 = po sin1X. . 

Die Beschleunigungskrafte, welche diese schwingenden Bewegungen 
herbeifuhren, betragen PI = PI 0 m und P 2 = P2 • m. Sie haben den 
Hochstwert P = P 0 m = m 0 w 2 • r. 

Die Beschleunigungskraft an einem beliebigen Punkte 1 der einen 
Schwingungsbahn (A - B) betragt (Abb.237) P = m 0 w 2 0 rosin(\; 
= m 0 w 2 0 x. Sie nimmt also mit dem Abstande x des Korpers von 

A 

/ 
/ 

/ 

dem Mittelpunkte der Bahn stetig zu. 

Abb.237. Zerlegung der Bewegung in einer 
Kreisbahn in zwei Schwingungsbewegungen. 

Abb. 238. Das mathematische Pendel; am gewicht
losen Faden auigehangte Masse. 

Die Schwingungszeit fur die einmalige Hin- oder Herbewegung 
des Korpers mit einer beschleunigten und verzogerten Bewegung, bei 
welcher die Beschleunigungs- bzw. Verzogerungskraft stetig zunimmt 
mit dem Abstande vom Schwingungsmittelpunkt, berechnet sich aus der 

Umlaufszeit in der Kreisbahn aus der Gleichung 8 = V • t 2 . ; o;r = v 0 t 
mit v = row, 

t-!"-'!...:...!!..-'!!:'" -v-row-w o (94) 

b) Das mathematische Pendel. 
Unter einem mathematischen Pendel versteht man eine am ge

wichtslosen Faden hangende punktformige Masse, die in einer Ebene 
hin- und herschwingt (Abb.238). 
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Bringt man den Massenpunkt m in die auBerste Lage und gibt ihn 
der Einwirkung seines Gewichtes frei, so beschleunigt er sich unter der 
Kraft G· sin (\: . 1m tiefsten Punkte der Bahn besitzt er die Hochst
geschwindigkeit vmax , die sich aus der durchfallenden Hohe h nach der 
Arbeitsbilanz mit Vmax = -y2gh bestimmt. 

Die Beschleunigung in einem beliebigen Punkte C der Bahn hat 
den Wert p = g. sin(jJ, berechnet aus P = m· p und P = m . g • sin(jJ 
(Abb.238). Setzt man fur sin(jJ aus dem Dreieck M BC den Wert 

:W = -f ein, so geht die beschleunigende Kraft P aus m· g • sin (jJ uber 

in m . g. ~. Es ist die beschleunigende Kraft, also proportional dem 

Abstand x vom Schwingungsmittelpunkte O. 
Bei einem kleinen Ausschlag des Pendels kann man fUr die Weg

strecken am Umfange des Kreises die Langen x einsetzen. Damit ent
spricht der Vorgang des Pendelns dem der harmonischen Schwingung, 
fur welche die stetige Zunahme der Beschleunigungskraft mit dem Ab
stande vom Schwingungsmittelpunkte abgeleitet ist. 

Es herrscht am Endpunkt der schwingenden Bewegung die Be-
m· (f'X 

schleunigungskraft P = --l~' Setzt man P der Beschleunigungs-

kraft, welche das Durchlaufen einer Kreisbahn von 2 . x Durchmesser 
erzwingt, gleich, so folgt mit 

P = m • w2 • X = m . f . x , w2 = i ' w = V i . 
Setzt man diesen Wert fUr w in die Gleichung t = " ein, so wird 

w 

T = ~ V;. (95) 

Die Fadenspannkraft hat in den beiden Endpunkten der Bahn die 
GroBen G • cos IX. Es ist der Faden nur durch die Radialkomponente 
des Gewichtes gespannt. 1m Schwingungsmittelpunkt erreicht sie die 

m·v2 
GroBe S = G + -- . 

r 

c) Das physische PendeI. 
Unter einem physischen Pendel versteht man 

ein Pendel, dessen Masse eine Zusammenfassung 
in dem Sinne des mathematischen Pendels, d. i. in 
einem Punkte nicht zulaBt, ein Pendel also, das an 
einem Faden, der Gewicht besitzt, hangt. 

Nach' dem d'Alembertschen Gesetz und den 
Ableitungen vom Massentragheitsmoment ergibt 
sich fur das Gleichgewicht eines Pendels nach 
Abb.239 die Gleichung G· e· sin1\; = f. J. Abb. 239pe~~~rYSiSche 

Es stellt sich der die beschleunigende Be-
wegung herbeifUhrenden Komponenten G am Hebelarm e sin1\; der 
Widerstand der Masse f· J entgegen. (e Ab:~,1lld des Schwerpunktes S 
vom Aufhangepunkt.) 
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Das dynamische Gleichgewicht der Masse am gewichtslosen 
Faden von der Lange l wurde die Erfullung der Gleichung G· l· sin a. 
= 13 • m . l2 verlangen. 

Denkt man sich das physische Pendel durch ein mathematisches 
von der Lange l ersetzt, welches die gleiche Schwingungszeit, d. h. die 
gleiche Winkelbeschleunigung 13 besitzt, so wird sich aus 

13 • m . l2 = G • l • sin a. und 13' J = G· e· sin a. 

die Gleichung 
G·l·siniX G·e·siniX 

ergeben. 
J 

1=--· . 
m·e 

J 

(96) 

Die Pendellange l eines physischen Pendels ist gleich dem dyna
mischen Tragheitsmoment derselben, dividiert durch die Masse mal 
Schwerpunktsabstand. 

Setzt man diesen Wert von l in die Gleichung fur die Schwingungs
zeit ein, so geht dieselbe uber in 

T = Jl • 1/ J = Jl 1/ J • 
rm.e.g re·G (97) 

7. Die Lehre vom Stone 
Bei der Ubertragung einer Arbeit von einem Karper auf den anderen 

kann man in den meisten Fallen die Rechnung nach der Arbeitsbilanz 
durchfuhren. Die bei Beginn des Prozesses vorhandenen Meterkilo
gramm mussen auch am Ende desselben vorhanden sein. Diese Be
rechnung nach der Arbeitsbilanz fuhrt jedoch nicht zum Ziele bei Auf
gaben, bei denen der Arbeitsweg einer Kraft durch die Bewegung 
zweier Karper gegeneinander festgelegt ist. Man kann bei ihnen nicht 
direkt bestimmen, welcher Teil 8 1 des Gesamtweges 8 und welcher Teil 
PI' 8 1 der Gesamtarbeit A = p. 8 an den Karper 1 und welcher an 
den Karper 2 abgeben wird. Zur Bestimmung der EinzelgraBen Al 
und A2 aus der gegebenen Summe A = Al + A2 ist die Verfolgung des 
Arbeitsvorganges nach den Gleichungen der BewegungsgraBe erforderlich. 

Ein Fall der oben geschilderten Arbeitsabgabe liegt vor beim Ab
feuern eines Geschosses, wenn ein Teil der Explosionsarbeit an das ruck
laufende Geschutz abgegeben wird. Ahnlich liegen die Verhaltnisse 
bei den Aufgaben vom StoB. Die Kraftabgabe, welche bei der Form
anderung aufeinander stoBender K6rper vor sich geht und die Kraft
abgabe, die beim Zuruckgehen des Formanderungsprozesses auf tritt, 
ist eine Arbeitsabgabe einer Kraft auf zwei Wegteilen. Der eine Wegteil 
bestimmt die Arbeit, die der eine Karper erhalt bzw. abgibt, der andere 
Wegteil bestimmt die Arbeit, welche auf den anderen Karper entfallt. 
Diese Vorgange mussen nach den Gleichungen von der BewegungsgraBe 
gelast werden. 
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a) Die Geschwindigkeitsanderungen beim vollkommen unelastischen, 
geraden, zentrischen Stolt 

Es wirkt auf einen Korper von der Masse m wahrend einer Zeit
dauer t die Kraft P beschleunigend oder verzogernd. P = m . p . Setzt 

man fUr den Wert p den Wert T ein (v = p' t), so geht diese Gleichung 

fiber in P = m; v, p. t = m. v. Man bezeichnet die Werte p. t 

und m . v als BewegungsgroBe. 
Besitzt ein Korper die M'asse m und die Anfangsgeschwindigkeit Vo , 

so wird sich bei einer Einwirkung der Kraft P wahrend der Zeit t die 
Geschwindigkeit erhohen von Vo auf v. Aus der Arbeitsbilanz folgt 

P . 8 = m . (V2; Vg). Setzt man fUr 8 den bei gleichformig beschleu

nigter Bewegung geltenden Wert 8 = Vo ~ v. t [Gleichung (6)] ein, so 

geht die vorstehende Gleichung fiber in 

vo+ v m 22m ) p. -2' t = -2 (v - vo) = 2 (v + vo) (v - Vo , 

p. t = m • (v - vo) = 'In' V - 'In' Vo' (98) 

Da man ffir einen unendlich kleinen Zeitteil eine konstante Kraft P 
annehmen darf, ist die Benutzung der Gleichungen (6) und (20) zu
lassig. 

Andert sich die GroBe der Kraft wahrend des Arbeitsvorganges, 
so ergibt sich ffir den ersten Zeitteil tl der Kraftabgabe mit der Kraft 
PI und der zu Anfang vorhandenen Geschwindigkeit Vo die Gleichung 

PI' tl = m . VI - m . Vo' 

Wirkt wahrend des darauffolgenden Zeitteilchens t2 die Kraft P 2 , so 
geht die Geschwindigkeit VI zu Anfang dieser Bewegung fiber in v2 

nach der Gleichung 
P 2 • t2 = m . V2 - m . VI • 

Bei einer weiteren Einwirkung von Pa wahrend der Zeit t3 folgt 
P a • ta = m . va - m • V 2 • 

FaBt man die ganzen "Verte PI' tl ... , P 2' t2 ... , Pa ' t3 ... zu
sammen als Summe aIler p. t (2' P . t), die vom Anfangszustande mit 
der Geschwindigkeit Vo zum Endzustande mit der Geschwindigkeit Vn 

ffihrt, so folgt aus 

Pl' tl + P2' t2 + Pa ' t3 ... = (m • VI - m . Vo) + (m • V2 - m· VI) 

+ (m • Va - m· V2 ) ••• + (m . Vn - m • Vn-l) • 

Es heben sich in der Summe rechts aIle Glieder bis auf das erste - mvo -
und das letzte - m· vn - heraus. 

2: . P . t = Summe aller p. t = m . vn - m . Vo } (99) 

= 'In' (vn - vo) • 

Vo Anfangsgeschwindigkeit, vn Endgeschwindigkeit. 
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Die Wirkung der verschiedenen Werte P in den Zeitteilchen t I , 

t2 , t3 ... wird also charakterisiert durch die Geschwindigkeitsanderung 
Vn - vo ' welche der Korper erfahrt. 

Treffen zwei Korper KI und K2 von den Masseninhalten m i und m2 
aufeinander, so platten sie sich an den Aufschlagstellen abo Dabei 
verzogert sich der Korper der hoheren Anfangsgeschwindigkeit VI' 

wahrend der andere seine Anfangsgeschwindig
keit v2 erhoht. Dieser Verzogerungs- bzw. Be
schleunigungsvorgang erfahrt sein Ende in dem 
Augen blick, in welchem die Abplattung ihren 
Hochstwert erreicht hat. Dann haben die 
beiden Korper die gleiche Geschwindigkeit c 
(Abb.240). 

N ach der Gleichung von der Bewegungs
groBe gilt fUr den Korper K I , dessen Geschwin
digkeit von der GroBe VI auf die GroBe c herab

Abb.[240. Gerader zentraler gegangen ist: 
StaB. 

~ P . t = mi • VI - mi • C • 

FUr den von der Geschwindigkeit v2 auf die Geschwindigkeit c be
schleunigten Korper X 2 von der Masse m2 gilt 

~ P • t = m2 c - m2v2 • 

Durch Gleichsetzung der beiden Werte ~. p. t - die auf den einen 
Korper wirkende Kraft ist in jedem Augenblick gleich der auf den 
anderen Korper wirkenden - erhi:ilt man 

mi • VI - m i • c = m2c - m2 v2 , 

c= (100) 

Bei unelastischen Korpern endet der StoBvorgang mit dieser Ge
schwindigkeit C. Die Endgeschwindigkeit bei einem umelastischen 
StoBe ist gleich der Summe der BewegungsgroBen zu Beginn des Auf
einandertreffens, dividiert durch die Summe der Massen. 

Bei der Ableitung sind VI und v2 als gleich gerichtet eingesetzt. 
Bei einer Bewegung der Korper gegeneinander sind die beiden Ge
schwindigkeiten durch das Vorzeichen als + und - zu unterscheiden. 
Es folgt, wenn man die Richtung von VI als negativ und die von v2 

als positiv ansetzt: 
c = m2 • v2 - mi • VI 

mi + m2 

Ergibt das Resultat fur c einen negativen Wert, so bedeutet das, daB 
c die Richtung von VI besitzt. Ein mit positivem Vorzeichen errech
netes c hat die Richtung von v2 • 

(Treffen zwei gleich groBe Korper mit gleichen Geschwindigkeiten 
gegeneinander, so ist die Endgeschwindigkeit gleich Null: 
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b) Die Geschwindigkeitsanderungen beim vollkommen elastischen, 
geraden, zentrischen Stoll. 

Beim elastischen StoB folgt auf die oben erklarte erste Periode der 
Deformation der beiden K6rper eine zweite. Es gehen die Deforma
tionen wieder zuruck. Dabei geht die Geschwindigkeit des schon vorher 
verz6gerten K6rpers KI um einen weiteren Betrag herunter. Gleich
zeitig beschleunigt sich der andere K6rper um einen weiteren Betrag. 
Von der beiden K6rpern gleichen Geschwindigkeit c ausgehend, kommt 
der K6rper KI auf die weiter verringerte Geschwindigkeit VI und der 
K6rper K2 auf die weiter erh6hte Geschwindigkeit VII' Es wiederholt 
sich wahrend dieser zweiten Periode der wahrend der ersten sich ab
spielende Kraftzeitverlauf, den die Summe aller Werte p. t festlegt. 
In umgekehrter Reihenfolge spielt sich der Deformationsvorgang er
neut abo Es geben die elastisch zusammengepreBten Materialteilchen 
nunmehr die in sie hineingesteckte Arbeit zuruck .. Der Wert der Summe 
aller Betrage p. t bleibt derselbe, wennschon dieser zweite V organg mit 
der gr6Bten Druckkraft beginnt und mit der kleinsten endet, wahrend 
sich in der ersten Periode die Abstufung vom kleinsten Werte P ZUlli 

gr6Bten Werte vollzog. Aus der Gleichheit der Summe p. t folgt, daB 
die Endgeschwindigkeiten der zweiten Periode VI und VII um genau 
den gleichen Betrag von den Anfangsgeschwindigkeiten c der zweiten 
Periode abweichen, wie die Endgeschwindigkeit c der ersten Periode 
von den Anfangsgeschwindigkeiten VI und v2 der ersten Periode. Es 
wird also die Differenz: 

Mit 

wird 

VI - C = C - VI' 

VII - C = C - v2 , 

VI = 2c - VI' 

VII = 2c - V 2 • 

c = m1 • VI + m2 • V2 

m1 + m2 

(m2 - ml) V2 + 2ml Vl 
VII = • 

ml+m2 

(101) 

(102) 

Beispiel 126. Zwei Korper von den Gewichten G1 = 40 kg und G2 = 50 kg 
treffen mit den gegeneinander gerichteten Geschwindigkeiten VI = 3 m/sek und 
v2 = 6 m/sek aufeinander. Welche Endgeschwindigkeiten erhalten die Korper bei 
vollkommen elastischem StoB? 



172 Dynamik. 

Die Richtung der Geschwindigkeit VI des Kiirpers vom Gewicht GI als positiv, 
diejenige der Geschwindigkeit v2 als negativ bezeichnet. 

VI = 3(4 '- 5) + 2· (-6)·5 = :-63 = -7 m/sek. 
4+5 9 

VI hat die gleiche Richtung wie V 2 • 

-6(5 - 4) + 2 . 3 . 4 18 
VII = 4 + 5 + -if = +2 m/sek. 

VII hat die gleiche Bedeutung wie VI' 

Fur mi = m2 = m folgt: 
2· m· V2 

VI = 2. m = v2 ' 

2m· VI 
VII = 2: m = VI . 

Die aufeinandertreffenden Massen mi und m2 tauschen ihre Ge
schwindigkeiten aus .. m i hat nach dem StoBe die Geschwindigkeit V 2 , 

m 2 die Geschwindigkeit VI' 

c) Die Geschwindigkeitsanderungen beim unvollkommen 
elastischen, geraden, zentrischen StoLt 

Da die K6rper nicht vollkommen elastisch sind, kann in Wirklich
keit nicht damit gerechnet werden, daB die Ruckbildung in der zweiten 
StoBperiode der Deformation in der ersten gleichwertig ist. Man muB 
vielmehr damit rechnen, daB ein Teil der hineingesteckten Deformations
arbeit als Deformationsarbeit in den K6rpern verbleibt und nur ein Teil 
als mechanische Arbeit zuruckgewonnen wird. Es wird, wenn man diesen 
Teil mit k bezeichnet, nicht L: P . t, sondern nur k· Z P . t zuruck
gewonnen, wobei "k" ein Zahlenwert kleiner als 1 ist. 

Unter Einsetzen von 
mivi - mic fur L:p. t und m2c - m2c - m2v2 fUr L:Pt 

folgt aus 

k Z P . t = m i • c - m i • VI und k· Z P . t = m 2 • c - m 2 • VII , 

k· (mivi - mIc) = mic - mIvI, k· (VI - c) = c - VI, 

VI = C - k(VI - c) = (k + 1) c - k • VI' 

k • (m2c - m2v2) = m2Vn - m2c , k • (c' - v2) = Vn - c , 
VII = C + k(c - v2) = (k + l)c - k • V2 . 

Durch Einsetzen von c = mIvI + m2 v2 ergibt sich: 
mI + m2 

VI = (k + l)(mIvI + m2 V 2) _ k. VI 
mI + m 2 

_ k . mI VI + mI VI + k . m2 V 2 + m2 V 2 - k . mI VI - k • m2 VI 

m 1 + m2 

ml '171 + m2v2 + m2' ('172 - vl)k = ml+ m 2 

VII = 
ml '171 + m2 '172 + ml (VI - '172) k 

(103) 

(104) 
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(Fur k = 0, d. i. fur den unelastischen StoB, wird 

Fur k = 1 , . d. i. den vollkommen elastischen StoB, wird 

und 

d) Die Arbeitsumwandlung beim Stoll. 

Stellt man die Arbeitsbilanz fur den Augenblick des Zusammen~ 
treffens und fur den Augenblick des Wiederauseinandergehens auf, so 
kann man aus dem Vergleiche der fur diese beiden Augenblicke er
mittelten Arbeitswerteden Betrag errechnen, der als Deformations
arbeit Ad in den K6rpern geblieben ist. 

2 

1m K6rper KI steckt eine lebendige Kraft von Al = mr' vor und 

AI = m~ v~ nach dem StoB. 1m K6rper K2 sind enthalten vor dem 
m~ m~ 

StoB A2 = T mkg und nach dem StoB An = ~ II mkg. 

Ad = (AI - AI) + (A2 - An) ist die in Deformationsarbeit um
gesetzte Arbeit. 

Fur den vollkommen unelastischen StoB ergibt sich unter Benutzung 
der Gleichung (100): 

Ad = mI' v~ + m 2 • V§ _ ml + m2 . (mI' VI + m2 'V2)2 

2 2 2 ml +m2 ' 

A _ (ml v~ + m2 v~) (ml + m2l - (ml VI + m2 v2l2 

d - 2(ml + m2 ) , 

A _ ml m2 V~ + ml m2 vi - 2 ml m2 VI V2 

d- 2(ml +m2) , 

Ad = mI m2 (vi - 2VI V2 - v~l = ml m2(vl - V2)2 (105) 
2(ml + m 2) 2(ml + m2) 

Treffen gleich groBe K6rper mit gleich groBen, aber entgegen
gesetzten Geschwindigkeiten (VI = -v2 ) aufeinander, so daB sie nach 
dem ZusammenstoB zum Stillstand kommen, so wird ihre Gesamtarbeit 
mv~ + mv~. D f . b 22m e ormatlOnsar eit umgesetzt. 

A m[( -v2l2 - V2]2 2 
d = 2 = mV2' 

Fur den vollkommen elastischen StoB muB die Deformationsarbeit 
gleich Null werden. Aus den obigen Gleichungen folgt: 

Al = mI' V~ = _rn,_~. (ml - m 2) VI + 2m2 V2)2, 

2 2 ml +m2 

A. = m2 vh = m2 (m2 - mIl V 2 + 2mI VI)2 
II 2 2. ml +m2 ' 
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(AI - AI) + (A2 - An) = ~I [vi - ((mI - :~; ~2 2m2 v2 rJ 
~2 [V2 _ ((m2 - mI) V2 + 2mI VI)· 2] 

+2 2 mI +m2 

= ( 1 )2. [m2I [(mi + m2)2. V~ - (mi - m2)2 vi 
mI +m2 

- 4· m2(ml - m2] VI V2 - 4m~v~ + ~2 [(mi + m2)2~ 
- (m2 - ml ) V~ - 4· mI (m2 - mI ) VI V2 - 4· mi vi] . 

( __ 1_)2. 21 • [v~(m~ + 2mim2 + mlm§ - m~ + 2mim2 - mIm~ - 4m2mi) 
mI +m2 

+ VI' v2(4mim2 - 4mlm~ + 4mlm§ - 4mim2) 

+ ~(4ml m§ + mim2 + 2ml m§ + m~ - m~ + 2ml m§ - m~m2)]' 

Da die Klammerausdrucke gleich Null sind, folgt, wie schon oben 
.erklart, 

Ad = Null. 

Fur den unvollkommen elastischen StoB folgt: 

A = mI v~ = mI (mI VI + m2 V2 + m2 (V2 - VI) k)2 
I 2 2 mI +m2 ' 

A = mzvir = m2 (mI VI + m2v2 + mI(VI - V2) k)2 
II 2 2 mI +m2 ' 

1 'lni 'ln2 
Ad = '2 'lni + 'ln2 (VI - V2)2 (1 - k 2 ). (106) 

Bei der Anwendung des StoBes zu Formanderungsarbeiten (Schmie
den) muB man bestrebt sein, den Wert Ad moglichst groB zu erhalten. 
Bei Dampfhammern ist die Geschwindigkeit V in gewissen Grenzen 
variabel, die GroBe des Schlagkorpers ist durch das Gewicht des Bars 
usw. festgelegt. Um die Deformationsarbeit auf einen moglichst hohen 
"Vert zu bringen, wird man bestrebt sein, die ruhende Masse des ge
schlagenen Korpers moglichst groB zu halten. Es steigt der Wert von 
Ad mit steigendem m 2 • 

Durch Kurzung mit'm2 geht die Gleichung (106) uber in 

m2 kommt nur im Nenner vor. Eine VergroBerung von m2 verkleinert 
den Nenner und erhoht damit den Wert von Ad' 

Aus dieser Gleichung leitet sich das Bestreben, die Chabotte eines 
Dampfhammers moglichst groB zu machen, ab. Die Chabottenmasse 
bildet mit der Masse des zu bearbeitenden Stuckes zusammen den 
'Vert m2 • 

Beispiel 127. Ein Dampfhammer vom Bargewicht G = 4000 kg kann mit den 
Schlaggeschwindigkeiten zwischen 2,5 m/sek und 4,5 m/sek arbeiten. Das Ge-
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samtgewicht des Arbeitsstiickes samt Chabotte usw. betragt 50000 kg. Welche 
Formanderungsarbeit verrichtet der Bar bei einem k = 5/9? Welchen Wirkungs. 
grad hat der Hammer? 

1 m1 m2 2 
Ad = -2 (VI - v2 ) (1 - k2), 

m1 + m2 

G1 G2 5 
m=- =400, m 2 = -=5000, vi=2,5m/sek (4,5 m/sek), V2=0, k=-9' 

g g 

A = ~. 400· 5000 . 2 52 . (1 _ 25) = 2000000 . 6,25 . 0,692 
d 2 400 + 5000' 81 2 . 5400 

= 800 mkg (2600 mkg). 

_ 800 _ 6. \)0/ 
YJ - 400.2,52 - 'Ie, .. /0' 

--2-

Bei einer Anwendung des StoBes zum Eintreiben eines Korpers 
(Einschlagen eines Nagels) ist die vom schlagenden Korper dem ruhenden 
Korper zugefuhrte Arbeit die Nutz· 
arbeit. Es wird der Nagel urn so 
tiefer in die Wand eindringen bzw. 
urn, so mehr Arbeit fur das Ein
dringen zur Verfugung haben, einen 

je groBeren Wert von m~ViI ihm durch 

die auftreffende Masse m l gegeben 
wird. 

Nimmt man einen vollig unelasti
schen StoB mit v2 = 0 an (VII = e), 

Abb. 241. Schiefer StoB. 

so erreicht e = m+l VI bei gegebenem Werte m 2 und VI dann den Hochst· 
m1 m2 

wert, wenn m l einen Hochstwert hat. 
d) Der schiefe zentrische StoB. 
Treffen zwei Massen so aufeinander, daB ihre Geschwindigkeiten 

im Augenblicke des Aufeinandertreffens nicht in die Richtung senkrecht 
zur Aufschlagflache fallen, so nennt man den StoB einen schiefen StoB 
(Abb.241). 

Man behandelt denselben wie einen geraden StoB, indem man an 
Stelle der Geschwindigkeiten VI und V 2 die Komponenten VI sin <Xl und 
V 2 sin <X2 einsetzt. Aus ihnen gewinnt man die Endgeschwindigkeit~n V:r 
und VII nach den Gleichungen (101) bis (104). Durch Zusammensetzung 
von VI und VII mit VI cos <Xl und v2 cos <X2 gewinnt man die endgultigen 
Endgeschwindigkeiten VI und VII, 



Anmerknngen. 
Anm. 1. In der Schreibweise der haheren Mathematik ist 

_ d S k (WegzUnahme) 
v - dt mise Zeitzunahme' 

ds wie dt sind unendlich kleine GraBen. In dem Zeit·Weg-Diagramm der Abb. 242 
stellt sich v dar als tg IX • 

Anm. 2. Andert sich die Geschwindigkeit, wie es Abb. 243 zeigt, so wird im 
Punkte A diese Geschwindigkeitsanderung in der Zeiteinheit charakterisiert 

t 
~ 

1 

1 
~ 
~ 
.t:: 
It 
'S 
~ 
~B 

AL-----z~~------
~elt~ ~--------~~---------

~Zeit_ 

Abb.243. Abb.242. Zeit-Weg·Diagramm. 

durch den tgfl. tgfl = :~. Man bezeichnet diese Geschwindigkeitsanderung 

in der Zeiteinheit mit Beschleunigung und gibt ihr den Buchstaben p. 

dv 
p = dt dv = p . dt • 

Integriert man diese Gleichung in den Grenzen O-v und O-t, so folgt 
v t 

jdv = j pdt. 
o 0 

Das MaB fUr den Wert p bestimmt sich ganz allgemem, d. h. fur die ungleich
formig veranderte Bewegung aus 

dds 
dv dt d2 s 

p = dt = at = dt2 • 

1st p unverandert, wie es z. B. derVorgang nach Abb. 243 zwischen den Punkten 
B und emit konstantem tg fll zeigt, so folgt 

v t 

jdv=Pjdt, v =p.t. 
o 0 
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Betrug die Anfangsgeschwindigkeit Vo, so kommt als Intcgrationskonstante 
hinzu vo, und die Gleichung lautet 

v = Vo + p. t. 

ARm. 3. Del' Weg bei einer gleichfi:irmig beschleunigten Bewegung berechnet 
"ich aus 

8 = J vdt = /p. t· dt, 

J'. p. t 2 

8=p. tdt=-2-. 

Alllll. 4. Analo g 
ds 

v =--
dt 

ist 
dOl 

W=~ 

dt 
und nach 

dv 
p = - wini 

dt 

ARm. 5. Die Kreuzkopfgeschwindigkeit leitet sich aus dem Krcuzkopfweg mit 

v = ~~, wie folgt, abo 

d(r(1 - COSOl) ±~ .. Sin2 (1) 
dx 2l 

v = lit = --- dt 

2 

+r. sin 01 dOl ± iz . 2 sin 01 • cos 01 • dOl 

dt 
dOl 

Da at· r die Umfangsgeschwindigkeit u ist, folgt 

( . r. ) (. 1 r . 2) v = u sm 01 ± T . sm 01 • cos 01 = U sm (X ± "2 T sm 01 . 

Die Kl'euzkopfbeschleunigung erhalt man aus p = ~~ mit 

d( . 1 r . )' u sm 01 ± "2 T . sm 201 

p= dt ( r ) dOl p = U cOS(X ± T cos 20111t' 

r·dOl d do< u . fl 
Da -iit- ='U un fit = r zu setzen 1st, 0 gt 

u 2 
( r ) P=r cOSOl±Tcos201. 

AllIn. 6. Nach Abb. 91 ergibt sich mit del' hOheren Mathematik dieses Re
sultat im genau gleichem Ableitungsverlauf. Es ware nUl' schreibtechnisch 
andel'S zu fassen: 

Bogen X Yo = IYdb =IdS' ~4}y =Id8. M~.Y = IdS. MD 

8 
Ifo=r· b' 

Anlll. 7. Die -Gleichung 8~ = 8 2 e!tlX leitet sich mit Hilfe del' hOheren Mathe
matik wie folgt abo In dem kleinen Teilchen steigt die Spannkraft 8 auf 8 + d8 

Landien, Mechanik L 2. Anf!. 12 
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(Abb.244). Der Anpressungsdruck N, den die 2 Krafte 8 und 8 + d8 auf die 

Scheibe ausiiben, bestimmt sich aus Abb. 244 mit i N = 8 sin d21X. Man nimmt 

statt der 2 Krafte (8) und (8 + d8) 2 gleich groBe Krafte 8 an, da d8 in der 
Summe (8 + d8) verschwindet. 

Der Wert sin d21X kann durch d21X ersetzt werden, da es sich um kleine Werte 

von IX handelt. Daraus folgt 

1 dlX 
"2N=8·2, N=8·dlX. 

Die Reibung laBt die Kraft 8 auf 8 + d8 anwachsen. Der Zuwachs d8 be
rechnet sich aus der Gleichung "Reibungswiderstand = Normalkraft mal Reibungs
koeffizient" mit 

d8 = N . t-t = t-t • 8· dlX , 

"" \' , Y, 
I, ' / 

/ / r'0/ 
/"/ f.ifX,/71&'~' / .)/ 2 ,-, 

d8 
S=t-t dlX . 

/ ./ . 
; " /// 
/" 

!("/// 
-f'--.-.----------

i 
Abb.244. Abb.245. 

Die Integration dieser Gleichung in den Grenzen 81 und 8 2 ergibt 

1 81 
og nat 8

2 
= t-t . IX, 

Anm. 8. Mit Hilfe der hOheren Mathematik leitet man die Gleichung 

J = ; r2 wie folgt abo 
2 . r . n . b • dr . r 

Die Masse eines diinnen Ringes vom Radius r hat die GroBe ---------'-
" g 

Ihr Abstand ist r vom Mittelpunkt. Daraus folgt ihr Tragheitsmoment m· r2 mit 

2 • r . n . b . dr • r . r2 = 2 • n . b . r ,adr . 
g g 

In den Grenzen R (auBerer Radius) und Null (Mitte der Scheibe) integriert, folgt 

2 . n • b . r R4 n • b • r R2 
J= -=---

g 4 g 2 

R2. n ·b ·r 
Da die Masse u der Scheibe ist, folgt 

g 

J= M R2. 
2 
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Anm. 9. Fiir einen Kreisring von den Radien Ra und Ri ist die Integration 
2n.b·y 

des Wertes --- . r3dr in den Grenzen Ro und Ri auszufiihren. Damit folgt 
g 

J = 2n ~b.)' (!lJ-i Rt). 
Daraus ergibt sich, wie auf S. 163 abgeleitet, 

J = ; (R; + Rn. 

Anm. 10. Mit Hilfe der hOheren Mathematik leitet man die Gleichung 
ml2 

J = 3 wie folgt abo 

Die Masse eines kleinen Stiickchens von der Lange dl und dem Querschnittc q 
im Abstande von r = I . sina hat die MaBe 

dl . q . )' q. y 
--"-----'--. (I· sina)2 = --. sin2 a .1 2 • dl. 

g g 

Die Summe zwischen den Grenzen 0 und I 

ergibt J = ~ q/. sin2 a. Da die Masse 

I· q . )' 
m der Stange --- ist und der Wert 

g 
I . sina = r betragt, folgt 

m. r2 
J=--3-' 

! 

-+-t~-l- j+-
Abb.246. 

Anm. 11. Fiir eine Stange, die urn ihren Mittelpunkt rotiert, folgt: 

Das Massenteilchen hat den Wert U . dl. Es hat den Abstand lund damit 

das Tragheitsmoment q. Yd. I . 12. In len Grenzen 0 und ~ integriert, folgt aus 
q.), 13 q)' 13 g g . "3' g' 3--:-23' Das gilt fiir die halbe Stange. Die ganze Stange hat also ein 

q.y P q.y 
J=--.-, mit m=-·l ergibt das 
. g 12 g 

m.[2 
J=12' 

12* 
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