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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В течение последнего времени, в св язи с широки м ра с
простран ен ием различных га зовых машин, рабо тающи х при 
больши х скоростя х, приобрели очень важн ое зна чен ие во
просы, свя за нн ые с вли яни ем с жима ем ости газа и теплооб
меном . Для решени я этих воnросов разра ботан ы н овые 
методы. Постепенн о создается н овая отрасль на уки ,  ко
торую можно на звать .Прикла дна я га зова я дин амика•. 

В н асто ящей кни ге сдеJiа на попытка изложен ия приклад
ной га зовой ди на ми ки с един ой точки зрени я. 

Первая ча сть кн иги· содержи т изложен ие осн овных по

мяти й газовой динамики, закон ов адиабатического течени я 
и те чений га за в труба х. 





ГЛАВА 1 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ФИЗИКИ И ТЕРМОДИНАМИКИ 
1 1. Уравне ние состояния вещества 

Газова я ди на мика -на ука о течени ях га за с большими <:коростями . 
Га зова я дина ми ка явля ется осн овой теории компрессо· ров, га зовых турбин , реакти вн ых дви га телей , 9Жекторов и други х ма шин ,  широко прим ен яе мы х в современной техн ике. Прежде че� при ступить к и сс ледован ию газовых течени й, н еобходи м.о на пом ни ть осн овн ые закон ы , опреде ляющи е иэмен ен ия состояни я газа .  Опыт пока зыва ет, что состоян ие одн ородн ой масс ы  газа определяется двумя вел11чина ми .  на при мер, ее плотн остью р и тем пера турой 8. Оста львые свойства га за , в том чи сле и да вление р, оказы ваются за ви сящ ими от эти х вели чин . 
Обозна чи м  ма ссу га за М и зани ма емый ею объе м V. 
Тогда 

а удельн ый объем 

v 'V= м. 
Вм есто плотн ости часто пользуются весом един ицы объ-ем а газа: 

т=gр, 
l"де g- у скорени е си лы тяжести. За ви си мость давлени я от у деJiьн ого объема и т емпера туры на зыва ется у ра вн ени ем состояния вещества : 

p=f(v, 8). 
Это ура вн ени е получа ется н аиболее простым при н еобольшой плотн ости , если га з да лек от состояни я сжижени я. Тогда и змен ени е состояни я га за подчи няется, с большой точн остью, след ующ им двум за кона м: 
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Закон БоА.вя-Мариотта 

Д ля да н н о г о  г а з а п р о и з в е д ен и е у д е л ь н о го 

об ъ е м а  н а  да в л ен ие зав и с и т  т о л ь к о  о т  т е м пе

рату р ы: 
pv = Ф(О). 

Закон Г.еii-Лаоссака 

П ри п о с т оя н н о м д а в л ени и о т н ос и т ел ь н ые 
п р и ра щ ен и я  у д е л ьн о г о  о б ъ е ма га за  п р о по р
ц и о н а л·Ьн ы изм екен ию· ·те м пера rур ы: 

'l1-
'Vo 8 --�=� . 

Vo 

Здесь � - коэфиQ.иен т объемн ого расширени я газа при 

постоянн ом да влен ии, v0-удельн ыА об ъем газа при тем

пера туре, ра вн ой н улю. 
. Измерен ия показыв аю т, что величин а а почти одина ков а 

для всех газов, очен ь ма ло зав исит от тем пера туры и равн а 

при.близительно. 1/273. 
По за кону Бойля -Ма рмотта 

с 'Vo= р-,. 
где С=Ф(О)- величина пост оянн ая для данн ого га за, за

ви ся ща я  от его молекуля рн ого веса . 
Тогда 

p'V =с (1 + �6). (1. 1) 

Это ура вн ен ие на зыва ется ура вн ен ием Клапей рона .  

Если измен ен ие состоя ния га за точн о  подчин яется урав

н ени ю  Кла пейрон а, то та з на зыва ют совершенн ым. Для га 

зов, близких к состояни ю конден сации, уравн ен ие Кла пей

рона ста новится н еточн ым. Т огда приходится польэова ть сJt 
более сложн ыми ура внен ия ми состоян ия . 

Приведем э десь для при м ера одн о  и з та ки х  ура вн ени й, 

предложенн ое Ва н-дер-Ваа ль сом: 

C(I + �6) а 
Р = v- b  

-
v" 

. (1.2} 

Он о  ин тересн о тем, что примен им о  н е только к га зо
образн ому, н о  и к жи дкому состояни ю  вещества . 

За метиw, что  постоянн ые а и Ь, входящие в ура в нение 

Ван -дер-Ваальса, очен ь малы. Поэтому ура вн ен ие Ван -дер

Ваа льса при н е  очен ь бо ль ших зн ачен иях плотн ости почти. 

н е  отлича ется от урав нен ия Клапей рон а. 
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Для па ров обычн о пользуются диа грамма ми состоян ия 
или та бли ца ми , соста влен ными по эксперимен та льным дан 
ным, та к как н е  всегда можн о выра зи ть ура вн ен ие состоя· 
ни я в простой ан алитической форме. Примеры та ки х диа 
гра м м  будут при веден ы н иже. 

Из ура вн ени я  (1.1) для совершенн ого га за следует, что, 
при одних  и тех же тем пера туре и да влени и, плотности 
ра зли чн ых газов обра тн о пропорциона льны постоянн ы м  С. 

Например, для кислорода и какого-н ибудь другого га за 
имеем: 

Ро С 
-р = Со· (1.3) 

Здесь плотн ость и газова я постоянна я ки слорода отме
чен ы ин дексом "о". 

Газова я постоянна я С связан а с молекулярн ым вecofd 
rа за т. Эта связь может быть устан овлена на основании 
следующего зак она : 

Закон Лвоrадро 

В с е  га з ы  в ра вн ы х  о б ъ е м а х п р и  ра вн ой 
т е м п е ра ту р е  и да в л е н и и  с о д е р ж а т  равн о е  
чис л о  г р  а м м -м о л е к у л1• 

Из за кона Авогадро следует, что, при одинаковой тем 
пературе и одинак овом да влен ии, плотн ости газов отн ося тся 
ка к их молекулярн ы е  в еса . Следова тельн о, 

то Ро -= -
т р 

Сопоста вляя с ура вн ен ием ( 1 . 3), получим 

с то 

откуда 

Со = т· 

с- то с -т О • 

Молекулярн ый вес ки слорода равен 32. Следова тельн о, 

32 С=-Со. т 
Для определения Со на до иметь данн ые изм ерени я плот

ности кислорода при пекоторой тем пературе и пекотором 
давле11ии . 

1 Грамм-молекулой называется количество rаза, масса котороrо 
в rраммах численно равна ero молекуо�ярному весу. 
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Изм ерени я показывают, что при темпера туре н уль граду
сов 11 да влении в одн у атмосферу, т. е. при в =0 и р=101325Х 
Х 10 гfс.Аlсек", плоrн ость ки слорода ра вн а  0,0014291 zlc.м1• 
В техни ческой систе м е  едини ц, которой преи м ущественн о 
мы будем пользова ться в да льн ей шем , да вление в одн у 
атмосферу ра вн о 10326,6 кг/Jl2, если принять g =  9,81 .мfсек2# 
а плотн ость соответственн о равна 0,14566 кгсек"f.м'. 

Отсю да 

с 1033·10 709 10" lf 2 

0 = О 1457 
::::::: · 

Jl сек
· • 

Ура вневне состояни я совершенного газа тогда бу дет: 

p'tl= 32 
709·101 (1 + а.О)= 2

•2
7 .1()6 

(1 +!iO). т т 

Обозначая 

в н азы ва я  Т а бсолютн ой темпера турой# имеем: 

Т=О+ � =6+273. 

Уравнение (1.1) мо жно тогда переnи сать в виде 

где 

ll'fl= Rабс Т r- nz ' 

R 2,27 ·106 
831 10 2f 1 д 1бс = 

273 
= · .к сек гра . 

(1.4) 

Постоянна я Rабс н оси т  название  а бсолютн ой газов о й 
постоя нной . 

Обозн ачи м 

R = R.6c 
т ' 

тогда ура вн ени е Кла пе йрова при м ет вид 

pv=RT. 
Перепи шем его в виде 

p =pRT 
и ли 

8 

R -
Р=тg Т=тRТ. 

(1.5) 

(1 .6) 



3Аесь 

Тогда 

-R _ R.t�c 831 · lO 
•бс- -- = 9 81 = 848 м/град. 

g ' 

СлеАов ательн о, 
- 848 R=- м,fград. т 

(1.7) 

(1.8) 

Из за кон а  Ав ога Аро слеАует, что при ОАИнак овом Аав 
.Jtен ии и ОАина ковоА темпера туре грамм -м олекула любого 
га за зан има ет ОАИН и тот же объем. Вычис лим объем газа, 
вес которого ра в ен· к илограмм -м олек уле при н орма льн ых 
услови ях, т. е. при 6=0 и р= 1033-10 кгjм2• Для к ислорода 
nри зтом р=0, 1457 кzсек1j.м• или j=1,429 кz{.м8, откуда 
-объем , зани ма емый ОАн оА килогра м м-м олекулой га за при 

flОрма льных услови ях, рав ен 1�;3 =22,4 .м•. 
Таки м обра зом, зна я  м олекулярн ый вес, можн о опреАе

лить удельн ый вес га за при н орма льн ых услови ях, пользуясь 
-следующи м соотношени ем: 

(1.9) 

В технике ча ще всего прихоАится им еть Аело со сме
<ЯIIИ га зов . 

Уравн ен ие состоян ия АЛЯ см есей га зов определяется н а  
-<>снован ии закона Да льтона . 

Ра ссм отрим ра зли чные га зы, имею щие ОАИна ковую тем 
пера туру Т и Аав ление р, на ходящи еся в с осуАе и ра зАе
ленн ы е  м ежду собой перегородка ми .  Пусть га з, имеющи й 
.ма ссу М1, зан има ет при этом объем V . Сни м ем перего
родки , ра зАеляю щие газы; тогАа объем смеси будет рав ен 
сум м е  объемов см ешива ем ых га зов. Опыт пока зыва ет, что 
если га зы им ею т  н еболь шую плотн ость и да леки от состоя
ния кон ден сации, темпера тура и Аавление  смеси будут ра вн ы  
-темпера туре и Аав лен ию см ешива емых га зов . 

Вес еАин ицы объема см еси т при этом будет 

Mg Mg 1 М 
т = v= Е vi = 22,4 :r. мi • 

m; 



где М-ма сса смеси ; отсюда молекулярный вес смеси : 
м 

т= - -. (1.10) 
,, М; ... --

т; 

На зовем па рциа льным давлени ем га за в смеси давлени е, 
которое им ел бы �тот га з, если бы он один зан им ал объем V 
при той же темпера туре. Для парциа льного давлени я га за , 
и меющегu ма ссу М; , получи м 

М; R; Т pV; 
(1.11) р; = v = ---v-

Складывая па рциа льн ые да вления га зов, соста вляющих 
смесь, и прин има я во вни мание, что � V; = V, получи м 

'Е.р; = р. 

Это ра ·венство выража ет закон Да льтон а: 
Д а в л е н и е  с м е си р а в н о с у м м е  п а р ц и а л ь н ых 

д а в л е н и й о т д е л ь н ы х г а з о в. 
Из (1.11) имеем 

откуда для см еси 
pv=RT, 

где 

R-'' М; R· - ... м '. 

Так как 

то 

R R ,, М; 1 
= .. бс- -м -- . 

т; 
Для молекулярн ого веса смеси получа ем вновь 

М ,, М; -= ... -- . т т; 

(1.12� 

(1.13� 

Приведеиные соотн ошен ия спра ведливы в том случа е  .. 
если смешение га зов н е  сопровожда ется хи ми чески м и  и з
менен ия ми .  
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Зна чени я т, т и R для н екоторых га з'ов да ны в при 
ложении ( в та бл. 1). Для воздуха т= 1,293 кz;.м.3 nри 8 = 0. 
р=1033 · 10 кг(.м.2 и g= 9,8l .м.!сек2; R=29,27 .м.jzоад; m= 
= 28,86. Плотн ость воздуха при l5°Ц и да влении р= 
= 1033 -1 О кz( м2 б у дет р�О. 125 кzсек2 1 м". 

§ 2. Первое начало термодинамик и 

Процессы измен ения состоян ия га за подчи ня ются· двум 
основн ым закона м: первому· и втором у н ачалу термодиюr
ми ки . 

Первое на чало термрдRна мики вы ража ет за кон сохран е
н ия эн ерги и в примен ении к иреобра зован иям механ ической 
энергии в тепловую и обра тн о. 

Рассмотри м ка кой-ни будь процесс, при котором прои с
ходи т и зм ен ени е темпера туры тела . При этом телу сооб
ща ется и ли у н его отн има ется н екоторое коли чество тепла U. 
Обозна чJtм удельн ую т еплоемкость вещества через с. 

Если тело одн ородн ое и и м еет ма ссу М, то 

1 dU 
С= М d6 • 

Ча сто удельную теплоемкость о тносят к едини це веса 
тела . В этом слу�Jа е будем обозн ача ть удельНУ.Ю теплоем.-
кость ё. Имеем 

1 dU с=м- dfJ . g . 

Количество тепла всегда будет в дальн ей шем выра жен о
в больши х ка лори ях ,  а следова тельн о, теплоемк ость в боль
ших ка лория х на ки логра мм. 

Т еплоемкость га за за ви си т от процесса, при котором 
прои сходи т  и зм ен ен ие его темпера туры. Если н агреван ие 
прои сходит при постоянн ом давлении ,  то газ имеет одн у 
у дельн ую тепло емкость- теплоемкость при постоянном да в
лени и. Эту теплоемкость обозна ча ют с�"; если на гревани е 
происходи т при постоянн ом объеме, то у дельна я теплоем 
кость га за будет другой . Ее называ ют удельн ой теплоем-
костью при постоянн ом объеме и обозна чают cv. Существует 
процесс, при котuром газ и зм ен яет свою тем пера туру без 
при тока тепла и звн е; этот процесс н оси т  на звани е адиа ба 
тАческого процесса, он будет н ами в да льн ей шем ра ссмотрен . 

Легче в сего подда ется и змерени ю теплоемкость при по
стоянн ом давлении . 

Опыты пока зыва ю т, что теплоемкость га за в услови ях, 
доста точн о далеких от услови й сжи жения , за ви сит от тем
пературы га за и почти н е  зависит от его дав лени я. 
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Для воздуха им еем : 

еР= 0,240 + 0,95 .ю-• 6 ка.лfкг; 
для перегретого водян ого па ра : 

ёР = 0,457 +0,462·10-• 6 ка.л,tкг. 
В большин стве случаев ·оказыва ется возможн ы м ,  в опре

Jlеленн ом и нтерва ле темпера тур, счита ть теплоемк ость по· 
�оянной вели чин ой, ра вн ой средн ему ее зна чени ю  в зтом 
.интервале. Та к, для воздуха в да 11ьн ейши х рас чета х м ы  
прим ем ёР = 0,240. 

Для двуха том ных газов при н е  очен ь выс оки х темпера
-турах при бли женн о 

mcp=6,86. (1.14) 

При высок их темпера тура х ра венство прои зведени я 
.теР для разли чных двуха томн ых га зов та кже прибли женно 
.с:охран яется . 

Для а зота (m = 28) в ин терва ле тем пера тур до 1000" Ц 
м ожн о счи та ть 

тер= 6,98 + 0,000266 6, 
� в ин тервале темпера тур от 1200 до 2500°-

mcP = 7,0 +0,0007136. 

Этими форм ула м и  м ожн о при бли женн о пользова тьс я 
8 для других двухатомн ых га зов. 

Для одн оа т�мн ых га зов (гели й, а ргон ) им еем при мерн о 

mcp=4,96. (1.15) 

Теплоемкость одн оатомн ых газов н е  измен s1ется с тем 
пера турой . 

В при ложен ии (табл. 1) дан ы зна чен ия еР для н екото
:рых га зов. 

Из зак она сохран ени я эн ергии следует, что при превра 
щении механ ическ ой эн ергии в тепловую и обра тн о одн ой 
ка лории тепла соответствует некоторое совершенн о  оnреде
. .пенн ое коли чество м ехани ческой эн ергии . Эта вели чин а 
:��оси т н азвани е механи ческ ого экви вален та тепла . Обозн а
чим ее J. 

Изм ерени я пока зыва ют, что одн ой ки логра м м-ка лории 
-соотв етствуют 427 кz.м ра боты. Та ки м  образом, механи че-
-ски й эквива лен т  тепла ра вен : 

J = 427 кгм кал. 
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Рассмотрим как ой-нибудь процесс, сопровождающийсw 
изм ен ени ем объема газа и сообщен ием ему некоторого ко
ли чества тепла. Будем считать, что газ покоится и ли ,  
верн ее, что ра ссматрива емый процесс · протекает н астолько- · 
медленн о, что измен ени я кин ети ческой эн ергии газа пре· 
н ебрежимо малы. Т акой процесс измен ен ия состояния газа. 
назыв ают кв азистати ческим. 

Первое н ачало термодин амики, в примен ен ии к квазиста
тическому процессу, может быть сформулирован о следую
щим образом: с о о б щ е н н о е г а з у т е п л о п л ю с  с о о б
щ е н н а я е м у м е х а н и ч е с к а я э н е р г и я р а в н ы п р и
р а щ е н и ю е г о в н у т р е  н н е й э н е р г и и. 

Обозначим через Е внутренн юю энергию газа, в ыражен
ную в механ ических едини цах, и через А-работу вн ешн их. 
сил; получим: 

E2-EI=JU+A. 

Механ ическая эн ерги я, сообщаемая газу извн е при квази
статическом процессе, есть работа сил давления н а  пов ерх
н ости, ограничив ающей зани ма емый газом объем . 

Работа сил д1влен ия при изменен ии объема газа от Vr 
до v2 равн а 

v. 
A=- JpdV. 

v, 

Таким обра зом, 
v. 

JU=E2-E1+ f pdV 
v, 

или., для бескон ечн о малого и зменен ия, 

JdU=dE+pdV. 

Обозна чая через и количеств о тепла, сообщенн ое еди
нице массы газа, и через е - внутреннюю эн ергию единицы. 
массы газа, получи м: 

Jdu =de +pdv. (1.16}· 

Н а л. о п о м н и т ь, ч т о э т о в ы р а ж е н и е н е я в .1 я е т-
с я по лн ы м  д иф е р ен ц и а л о м ,  та к к а к  к о л и ч е с т в о  
те п л а, с о о б щ ен н о е га з у, з а в и с и т  н е т о л ь к о  о т. 
н а ч а л ь н о г о и к о н е ч н о г о с о с r о я н и я г а з а , н о и 
о т с а м о г о п р о ц е с с а и з м е н е н и я с о с т о я н и я .  

Остан ов имся те11ерь на пон яти и внутрен ней эн ергии газа. 
Внутрення я энергия однородн ого газа, отн есенн ая к един ице· 
его массы, зависит от параметров его состоян яя: 

е= F(T, v). 
IЗ. 



ГеА-Люссаку прин адлежит идея опыта, доказывающего, 
что для газов, далеких от состоян ия кон д�н саци и, при н е
большой плотн ости, в н у т р ен н я я  эн е р ги я г а з а  з а ви
си т ли ш ь о т е г о т емп е рат у р ы  и п о ч т и  н е з ав и
с и т о т е г о о б ъ е м а 1• Н е  остан авли в�ясь н а  усовершен 
ствованн ых впоследствии вариантах этого опыта, приведем 
лишь его простеАшую прин ципиа,rьну ю схем у. 

Пусть в одной части сосуда, разделенн ого перегородкой, 
н аходи тся газ. Другая часть сосуда пустая . Пом ести м этот 
·сосуд в водян ую ванну так, чтобы тем пературы сосуда 
и в анн ы  были первон ачальн о равн ы. Затем сни м ем перего
родку и дадим газу расшири ться. Измери в температуру 
ванн ы, можн о убеди ться, что он а при этом почти н е  изм е
няется . 

Так как внутренн яя эн еt'гия газа после расши рен ия оста
лась н еи зменн ой (при ток тепла извне отсутствует и работа 
Rн ешни х си л равна н улю), а объем газа изм ен ился , то, сле
довательн о, вн утренн яя энерги я н е  зави сит от объема, за
ни маем ого газом. Т аким образом, вн утренн яя эн ерги я газа 
зави си т лишь от его темnературы, т. е. 

е=е(Т). 
Верн ем ся сн ова к уравн ени ю  (1.16). Рассматрив ая про

цесс н агревани я газа при постоянном объем е, получим 

1(:: )
v= :: == lcv• 

·где сf1-теплоемкость газа при постоянн ом объеме. 
Если н агревани е происходит при постоянн ом давлени и, то 

](:�\= �� + р (�;)р· 
(Зн ачок v обозн ачает, что изм ен ение происходит при 

постоянном объм е, а зн ачок р-что измен ение прои сходит 
при постоян ном давлен ии). 

Но 

RT V= -
p 

.и, следовательн о, 

откуда 

1 Об отклонениях от :tтoro закона см. ниже � 4. 
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Следовательно, 
( 1 . 17) 

или 

Rабс =Jm (ер- cfl). ( 1 .18) 
Форм ула ( 1 . 1 7) н осит названи е формулы Майера. 
Как было отмечен о выше, теплоем кость газа при постоян· 

ном давлении м ало зави си т от его тем пературы и прибли 
женн о м ожет считаться постоянн ой. Т огда и з  ( 1 . 1 7) следует, 
что сv-теплоем кость при постоянном объеме-также долж
на счи таться nостоян ной. 

и 

В этом случае вн утрення я эн ергия газа будет: 

е= Jcfi T + const. ( 1.19) 

Из уравн ен ия (1.18) следует 

- - Rабс 848 т (ер- cfl)= -у- = 427 = 1 ,98. 

Если считать, что для в оздуха ёР = 0,240, то 

cf/=0, 171 

с ;&-=х = 1,40. 
cfl 

( 1 .20) 

Из формулы ( 1 . 1 4) следует, что это значени е х прибли
женн о будут им еть все двухатомн ые газы. Для одн оатом ных 
газов, пользуясь форм улой (1.15), получим: 

х = 1,67. ( 1 .2 1) 
Зн ачен ия х изм еняются с температурой сравни т�ьн о 

м ало. В дальн ейшем м ы  будем счи тать х постоянн ым ,  не за
в исящи м от температуры. 

Т еплоем кость и х для смеси газов, если процесс смеше
н ия н е сопровождается хи ми чески ми и зм ен ениям и, м ожно 
вычисли ть, при равн ивая вн утренн юю энерги ю см еси сум м е 
вн утренних эн ергий смешив аемых газов. Пусть газы им еют 
один аковое давлени е и один аковую температуру; тогда: 

EM1cfl. 
с - 1 v- rмi 

Пользуя сь формулой Майер а и формулой ( 1 . 1 2), полу
чим : 
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так что 

(1.22) 

Зн ачени я х для разли чн ых газов приведен ы в при ложе
ни и (табл. 1 ) . 

Если рассматри вать н агревани е едини цы массы газа при 
постоянн ом давлени и, то для коли чества тепла получи м 

и= Cp(T'l- Т))• 
Величину  

(1. 23) 

п,рин ято н азывать теплосодержани ем. 
Из сравн ен ия (1. 19) и (1. 23) видн о, что для процессов. 

н агревания при постоянн ом давлении эта вели чин а и грает 
ту же роль, что вн утрен ня я эн ергия для процесса н агревани Я 
при постоянном объеме. 

Выше были рассмотрен ы  процессы нагревани я газа при 
постоянном объеме и при постоянн ом давлени и. Остано
ви мся теперь н а  процессе, и меющем и сключи тельн ое зн аче
ни е как в терм один амике, так и в газовой дин амике. Рас
смотри м процесс квазистати ческого сжатия и расши рен ия 
газа без теплообмен а с окружающей средой. Этот процесс 
н осит н азвани е адиабати ческого процесса. 

Пусть газ заключен в сосуд, стен ки которого н е  прово
дят тепло. Измен им объем газа. Работа си л давлени я будет 
тогда равн а и змен ен ию вн утренн ей эн ергии газа. Следова
тельн о, 

de+pdv=O. 

При адиабатическом сжатии вн утренн яя эн ергия газа 
возрастает, и газ н агревается ; н аоборот, при ади абати ческом 
расширении вн утренн яя эн ерги я газа убывает, и гаэ охлаж
дается. 

Уравн ение 
de +pdv=O 

может быть легко проинтегри ровано. 
Пользуясь уравнени ем Клапейрон а, получи м : 

dv JcvdT+RT-;v=O 

или 
JcfJ ln Т+ R ln v = const. 

Пользуясь ( 1. 17) и (1. 20), и меем: 

ln T+(x-1)1nv=ln T0+(x-l)lnv0• 
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откуда 
Tv•-1= T0v0-1• (1.24) 

Прин им ая во вн им ани е уравн ени е  КлапеАрон а, м ожно 
преобразовать равен ство (1. 24) к виду 

р 
Ро 

4 

3 

2 

о 

f--t--

1/j 
/.V 

/ 1/ 

� 

1 
j 

v 1/' 
1 1.,/ 

/ 
� ./ 
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J 1 
/ 

1/ 
1 v / 

!./" 
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1 
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(1. 25) 

1 
1 

v /1 
1 

1/""' 
IJ/ 

з 

Н а  фиг. 1 изображен а адиабата для воздухи n коорди
р р н атах - , - . Пун ктирам н ан есен а изотерма. При адиаба-

Ро Ро 
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тическом изм ен ен ии состоян ия давлен ие газа с увелич-ением 
плотн ости растет быс:rрее, чем при изотерм ическом про
дессе. 

§ 3. Второе начало термодинамики 

Лервое н ачало терм один амики устанав ливает количест
вен ные соотн ошен ия, которые им еют м есто во в сяком про
цессе, сопровождающемся переходом теплов ой эн ергии в ме
хан ическую и обр атн о. Одн ако первого н ачала н едостаточн о 
для полн ой характеристики процессов, сопровождающихся 
преобразованием теплов ой и м ехан ич еск ой эн ергии друг 
JJ друга. Оказывается, переход м ехан ической эн ергии в теп
ловую и переход тепловой эн ергии в м ехан ичес кую н е  всегда 
может при один аковых условия х протекать один аковым об
разом в про ти воположных н аправ лен иях . Взаимн ое преобра
:юван ие механ ической и тепловой эн ергии подчин яется еще 
специальн ом у закон у, в ыражаю щем уел во втором н ачале 
терм один ам ики. 

В осн ован ие второго начала удобн о положить следую
щий опытн ый закон : 

Н е в о з м о ж н о п о  с т р о и  т ь п е р  и о д и ч е с  к и д е й
ст в у ю щу ю  м а ш ин у, в с я  д е я т е л ьн о с т ь  к о т о р о й  
св о д и л ась бы к п о дн я т и ю  н е к о т о р о г о  г р у з а  
и с о о т ветств у ю щ е м у о х л а ж д е н ию т е п лов о г о  
р е з е р в у а р а. 

Если бьt такая машин а была построен а, он а служи ла бы 
н еогран иченн ым источником механ ической эн ергии, позволяя 
преRращать в работу, н апример, тепло океан а  или атмо
сферы. 

С другой сторон ы, легко построить м ашин у, которая 
производит обратн ый процесс, т. е. вся деятельн ость кото
рой сводится к опускан ию н екоторого груза и к соответ
ствующем у н агреван ию теплового р е зервуара. 

Прим ера м такой машин ы может служит ь аппарат Джауля 
для определен ия механ ического эквивален та тепла, знакомый 
ка ждом у 110 у пра�н ен ия м в физической лаборатории. 

Из второго н ачала н епосредствен но следует, что процесс, 
пр оисходящий в опыте Джауля, н е  м ожет протекать в про
тивоположн оt.t н аправ :лен ии-этот процесс н е  может быть 
обращен . 

Дадим тепер ь точное определение пон ятия обратимости 
процесса. 

Рассм отр им какую-н ибудь изолированн ую систем у тел, 
т. е. систеw у тел, для которой исключен теПJlООбм ен с ОJ<ру
жающими те.1ами. Лю бые изм енен ия, происходящие в со
стоян ии такрй системы, н е отражаю тся н а  тепловом состоя
нии окружающих ее тeJI. 
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Пусть А!" и А! будуt .1.ва каких-н ибудь состоян ия 9ТОй 
системы и пусть существует процесс, переводящий сис тем .у 
из состояния А1 в состоян ие А2• Если существует другой 
процесс, переводящий си стему из А2 в А1 , то оба эти про
nесса будут обратим ы. Если же обратный переход н евозмо
жен, при указанн ом условии отн осительн о изоли рованн ости 
рассмат риваем ой системы от окружающих тел, то процесс 
будет н еобратим. 

Прим ером обратимого процесса м ожет служит ь процесс 
квази�татическ ого измен ен ия объема газа без притока тепла 
извн е, т. е. адиабатический процесс. При адиабатическом 
расширении газ сов ершает работу за счет вн утрен ней эн ер
гии. При адиабатическом сжатии затраченн ая работа вн овь 
.переходит во вн утренн юю эн ергию гi:lза. При этом газ воз
-вращает.ся в первон ачальное состоян ие. Так к ак теплооб
мен отсутств ует, то теплов ое состоян ие окружающих тел 
-не. измен яется. 

Рассмотрим случай, когда систем а состоит из одного 
1ела. Пусть в состоян ии А1 тело им еет объем V1 и тем пе
ратуру Т1 • В качестве и сточн ика механ ической энерг·ии 
введем условн о груз весом Р, н аходившийсJI в состоянии 
А1 н а высоте h)t а в состоян ии А2-н а высоте h2• Пусть Е1 
и Е2 будут соответственн о значения ми вн утренн ей энергии 
в состоян иях А1 и А2• 

Из уравнен ия сохранен ия эн ергии следует, что 

(1.26) 

Н ам изв естен один обратимый процесс-это адиабатиче
-ское расширение или сжатие. 

Попытаем ся перевести рассматриваем ое тело из состоя
ния А1 в состоя ние А2 при помощи ади абатического про
цесса. Для этого будем изменять объем этого тела от зн а
чения V1 до V2 адиабати ческим путем. Тогда температура 
тела станет равн ой Т8 и в нутренн яя эн ергия получит зн аче
ние Е8, а груз будет н аходиться на высоте hs. Это состоя
ние систем ы обозн ачом А8• Если Т3 = Т2, то Е8 = Е2 и из 
уравнен ия (1.26) следует, что h3 = h2• 

В этом случае процесс, при помощи которого система 
была переведека из состоян ия А1 в состояние А2,-обратим. 

Если Т8<Т", то Е8<Е2 и из уравн ен ия (1.26) следует, 
что h8 > h2• Для того, чтобы перевести систему из состоя
ния А3 в состоя ние А2, н адо прев ратить иехан ическую эн ер· 
гию груза в тепло. Это м ожн о  осуществить хотя бы при 
помощи прибора Джауля. Н о  этот процесс н еобратим. Если 
<>ы н ашелся процесс, переводящий систем у из состояния 
А2 обратн о в состоян ие А3, то этот проп.есс позволил 
-бы обратить процесс в опыте Джауля. Если Т, > Т2, то пе .. 
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реход системы из состоя ния А1 в А1 на sтом же о снован ии 
не возможен . Обра тный переход из А, в А1-необра твк. 

Так им образом, вопрос о п�реходе системы из состоян ия 
А1 в состоян ие А2, в  рассма трива емом ча стн ом случа е о дно
го тела , свелся к вычислению текпера туры Т1• Для того. 
чтобы обобщить полученный результа т, удобн о  ввести н е
которую специа льн ую величин у, являющуюся фун кцией 
состояни я тела- эн тропию, по зна чен ия м  которой в двух 
ра ссма трива ем ых состоян иях с истем ы мо�н о  судить о воз
можн ости перехода из одн ого состоян ия в другое при от
сутствии теплообмена с окружа ющими тела ми и об обра
ти мости процесса, с помощью которого соверша ется этрт 
переход. 

Рассмотрим ура вн ен ие, которое выра жает первое на чало 
термодина мики: 

Jdu = de + pdv. (1. 16} 

Выра жен ие, стояшее в пра вой части этого ра вен ства , 
н е  я вляется полн ым диферен циа лом. Одна ко, как· это до· 
казывается в к урса х ма тема тическ ого ана лиза , всегда м ожно 
на й ти н екоторый м н ожитель-ин тегрирующи й мн ожитель, 
после умн ожен ия н а  который диференциа льиое выра жен ие 
вида (1.16) обра щается в полный диферен циа л векоторой 

1 
фун кции. Обозна чим этот мн ожитель N и огран ичим его 

условием N >  О. Тогда 

�'!:.._ _ de + pd v _ dS N - JN - ' 

где S-иекотора я фун кция от па ра метров состоян ия, на при
мер, v и Т. Эту фун кцию называ ют эн тропи ей 1• 

Для идеа льного га за 

RT dv du=cvdT+-1---;v. 

1 
Для этого выра жен ия Т явля ется ин тегрирующим 

мн ожителем . 

1 ПривеАеввое определение 9Нтропни не опреАеляет ее однозначным. 
образом. Днференциальное выражение (1 .16) имеет бесчвс.tенное множе
ство интегриру ющих множителей. Действительно, ес.tи N- интегри
рующий множитель, то N1=N/(S), rде f-пронзвольная функция, также
будет интегрирующим м ножителем. 



Действител ьно , 

dS == dтu = с_ dT + __в_ _!Е!_ v т J 'V • 

откуда п ри cfl = const 
S = cfl ln То•-1 + const 

или, п ольз уяс ь уравн ением Клап ейрона , 

S = cfl ln � + const. р 

( 1 .27) 

( 1 .28) 

Из самого опреяеления эн тропии следует, что она со
х раняет постоянное значение при адиабатическом проnессе. 

Прос леди м, как ведет себя энтропия при рассмотренном 
выше процессе перехода системы из состояния А1 в состоя· 
ни е А2• 

При адиабатическом процессе du =О, следовательн о, 

S=const. 
У еловне обратимости процесса , переводящего с истему· 

из А1 в А2, б уд ет , следовательно, 

Sl=S2. 
При нагревании при постоянном объем е эн тропия ра стет. 
Дейс тви тельн о, в этом с лучае v = const: 

dS _ --.St_ >О dT- N . 

Та ким об разом, в случае н еобратим ого процесса , пере
водящего систему из состоян ия А1 в состояние А2, S1 < S2• 
Наконе ц, условие S1 > s" служи т критер ием невозможности 
перехода системы из состояния А1 в состоян ие А2 б ез н а
р ушения теплового состояния каких -то други х тел. 

Таким об разом , для выяснения возмо жност и пе рехода 
систем ы из с ос тояния А1 в состояние А2 без теп лообмена с 
другими телами и для выяснения того, будет ли  этот процесс 
обратим или нет, д остаточно ли шь сравнить зна чени я  эн
тропии в состояниях А1 и А2, т. е. в начал ьном и кон ечном 
состоянии тела.  

Можн о доказать, что для тела с любым уравненнем со
стояния можн о всегда положи ть N = Т. Т ак им обра зом, 
в ыраж ен ие 

dS= .!!!!:__ т 
может служить общи м определени ем эн тропии .  Доказатель
ство этого положени я при веден о н иже. 
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Расс1ютрим теперь случай, когда система состоит из.  
двух тел . Оста новимся сначала на описании векоторого спе
циального обратимого процесс�t. Допустим, · что мы имеем 
два тела .  При помощи адиабатического процесс<�, изменяя 
состояние каждого тела в отдельности, приведем эти тела. 
к векоторой произвольной,  но общей им температуре. 
После этого приведем оба теда в соприкосновение так, 
чтобы между ними был возможен теплообмен. Пvи беско
нечно медленных изменениях объема каждого из тел, их 
температура будет оставаться общей (давление при этом 
вообще будет различным). Эта система будет характеризо
ваться значениями трех параметров : Т и ,  например, 'V1 и 'V2 или т и sl и s,. 

Рассмотрим изменения состояния этой системы,  происхо
дящие бесконечно медленно, без притока тепла извне. Такоi\1 
процесс может одинаково хорошо протекать в противопо-

, 
ложных направлениях, т. е. будет обратимым. Пусть Т' и 'V1-
некоторые произвольные значения температуры и объема. 
Изменяя обратимым п утем рассматриваемую систему, можно 
перевести первое тело в состояние, при котором оно будет 
занимать объем 'V� и иметь при этом температуру Т'. 

Изменим сначала объем 'V1 так, чтобы он совпал с 'V� ; 
при этом температура обоих тел изменится , После этого� 
оставляя объем 'V; неизменным, будем изменять объем 'V2' 
.p.o тех пор, пока температура этих тел не станет равной Т'.  
После этого разъединим оба тела. 

Докажем, что при только что рассмотренном процессе 
сумма значений энтропий обоих тел остается постоянной.  
Докажем сперва, что каждому значению энтропии первого 
тела S1 будет отвечать всегда только одно определенное 
значение энтропии второго тела S2• 

Пусть S? и � будут начальные значения энтропии обоих 
1ел .  Пусть какому-то значению S1 отвечает в одном случа е 
значение S2, а в другом S�. Тогда, отделяя первое тело 
и переводя его из одного состояния в другое адиабати
ческим путем, что возможно благодаря равенству значениИ 
энтропии в обоих состояниях, получим, что рассматривае
мая сис1·ема отличается состоянием лишь одного второго 
тела.  Тогда из условия обратимости процесса следуеТ', что 
s2=s;. 

Таким образом, для рассматриваемого процесса S1 и S2 
связаны оnределенной зависимостью, т. е. имеем : 

f(St, S,) =0, 
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откуда 
дf дf 
dS1 dS1 +дs-; dS2=0. 

С другой стороны, условие отсутствия D.Р.Итока тепла 
извне можно записать в виде : 

J(dul +dи2) = de1 + Ptdvl + de2 + Р2 dv2·= О 

Сравнивая это уравнение и предыдущее, получим : 

дf 
Nt дs-; N(S S лг;= ц- = I • 2>· (1.29) 

а�, 
Таким образом, отношение N1 и N2 зависит только от 

S1 и S2• Выберем за параметры, определяющие состояния 
тел, S И Т; тогда 

N1=N(S1, Т) и N,=N(S1, Т). 
На основании ( 1 .29) N1 и N2 могут иметь лишь следую

щий вид: 

Nl = /1 (St) Ф (Т), 

N2 = /2 (S2) Ф (Т). 

Пусть первое тело представляет собой некоторую массу 
идеального газа. Тогда N1 =Т. Следовательно, N2=/2(S2)T, 
но отсюда следует, что можно вместо N2 взять Т в каче
стве интегрирующего множителя в уравнени и притока 
тепла для второго тела. 

Таким образом, энтропию второго п р  о и з  в о л ь н о г о 
т е л а можно также определить выражением 

dS, = 
d;2 

. 

Уравнение (1.28) можно тогда переписать в вмде 

dS1 +dS2=0, 
откуда для рассматриваемого обратимого процесса 

S1 +S2=S= const, 

т. е. сумма энтропий обоих тел сохраняет постоянное зна-· 
чение.  Эту сумму называют энтропией системы. 
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Пусть изолированная система состоит из двух тел . По
кажем, что если S<t) = Sl2), где S(t) и S(2)- знтропия систе мы 
в состоянивх А1 и А1, то переход от А1 к А2 обратим; 
если S<2)>S<1), то зтот переход необратим, и если S{2)<S<t), 
то невозможеи без нарушени и теплового состоинии  каких
то других тел . 

Переведем при помощи указанного выше обратимого 
адиабатического процесса систему из двух тел в состояние 
А1, при котором первое тело будет находиться в том же 
СОСТОJIНИИ, что в А,. 

Его энтропия будет S\2'. При этом энтропия системы 
()СТалась .неизменной. Но состоинии систем А1 и А8 отли
чаются теперь друг от друга состоянием только одного 
второго тела , следовательно, если 

s�z,=s�з,, 

то переход от А1 к А1 происходит при помощи обратимого 
ароцесса , но в зтом случае 

S(l) =S<2). 

Если s�z, > �), то переход от А1 к А2 происходит при 
помощи необратимого процесса, но тогда 

S<2)>S<1), 

в, наконец, в случае S�2) < 5&3) и, следовательно, S!2) < S<t) 

переход системы от состояния А1 в А, невозможен без на
рушения состояния каких-нибудь других тел . 

Рассмотрим изолированную систему из n тел . Назовем 
зитрапней системы сумму энтропий этих тел. Тогда спра
ведливо след�ющее утверждение, которое можно рассматри· 
вать как общую формулировку второго начала. термодина
мики: в с я к и й  п р о ц е с с, и з м е н я ющи й с о с т о я
н и е и з о л и р о в а н н о й с и с т е м ы т е л, п р о т е к а е т 
в т а  к о м н а п р  а в л е н и и, ч т о  э н т р о п  и я с и с т е м ы  
п р и э т о м и л и о с т а е т с в п о с т о я н н о А, и л и у в е
л и ч и в а е т с я .  

Доказательство этого утверждения вытекает непосред
ственно из ·изложенного ранее . Рассмотрим переход системы 
из состоянив А1 в состояние А2• Присоединяя последова
тельно каждое из п-1 тел к Оставшемуся с номером n, 
можно путем' обратимого адиабатического процесса пере
вести систему из состояния А1 в состояние А1, при кото
ром состоянив (n - 1 ) тел .системы совпадают с соответст
вующими ·состояниями при А,, а энтропия системы остается 
неизменной : S<11 = S(3), 
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Состояв11я систем А1 и А11 отличаются состоянием толь
ко одного тела в, следовательно, для возможности пере
хода от А8 к А2 должно быть S�> � St:> или, что то же, 

s.t> = s<з> � S<2). 
В заключение отметим, что, хотя обратимые процессы , 

т. е. процессы, при которых !tнтропия остается неизменной, 
представляют собой лишь предельные идеальные случаи , 
их исследование позволяет обычно осветить наиболее важ
ные стороны реальных процессов. 

§ 4. Диаграммы состоинии 

Уравнение Клапейрона выражает изменение состояния 
совершенного газа . При высоких давлениях и при состоя
ниях, близких к конденсации, газ уже не следует уравне
нию Клапейрона. Более точно в этих случаях изменение 
состояния газов описывается уравнением Ван-дер-Ваальса 
(1.2). Однако в уравнение Ван-дер-Ваальса не всегда доста
точно точно. По!tтому приходится пользоваться 9кспери 
ментальнымв данными, которые изображают в виде диа
граммы состояния . Существует несколько типов диаграмм 
состояния, в зависимости от того, по каким перенеиным 
строить 9ТИ диаграммы. 

Наиболее часто орименяются тепловая диаграмма (ТS
диаграмма), в которой по оси абсцисс отсчитывается 9Н
тропия ,  а . по оси ординат-температура, и 9Итроовйно
тепловая диаграмма (iS-диаграмма). 

На фиг. 2 приведена ТS-диаграмма водяного пара. Изо
термический процесс изображается на этой диаграмме гори
зонтальной прямой, а адиабатический процесс (S = сопst)
вертикальиой прямой . 

На диаграмме нанесена сетка кривых р = const, i = 

= const и x= coпst, где х-паросодержание, т. е. весовая 
доля пара в смеси. 

Рассмотрим процесс нагревания воды до температуры 
кипения, параобразование и перегрев пара при постоянном 
давлении. Пусть начальное состояние воды отвечает точке 1 
(фиг. 3). Нагревание воды до температуры кипения изобра
жается на ТS-диаграмме кривой 1-2. 

Проп.есс парообрltзования происходит при постоянной 
температуре и изображается отрезком 2-3. На отрезке 2-3 
осуществляется постепенный 11ереход от состояния кипения 
в точке 2 к состоянию сухого пара в точке 3. Между точ
ками 2 и 3 имеет место состояние влажного пара. Пере
грев пара при постоянном давлении и�ображается кривой 
3-4. 
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Положение точки 2 оп ределяется температурой кипения. 
При увеличении давления температура кипения повышается 
и процесс изобразится отрезками 1-2' -З'-4'. Давление, 
лри котором точки 2 и З совладают (точка К), называется 
критически м давлением, а точка К- критической точкой .  
Если давление воды выше критического, то процесс на
гревания при постоянном давлении приводит к образованию 
перегретого пара. минуя область влажного пара. 

s 
Фиг. 3 

В приложении дана ТS-диаграмма для воздуха ,  При 
исследовании течений газов нами везде принято, что Ср, 
а с.'lедовате.'lьно, и с" не зависят от давления, т. е. тепло
содержание i и внутренняя энергия е являются фуnкциями 
только температуры. Величины Ср и с" приближенно на 
данном участке температур заменяются их средними зна
чениями. 

Из рассмотрения ТS-диаграммы для воздуха видно, что 
в области давлений, меньших 10 атмосфер, и абсолютных 
температур выше 240° эти допущенJtя дают хорошее при-
ближение . . 

Нопросы, рассмотреиные ниже, относятся именно к этой 
области температур и давлений. 

Значения ер, с" и х для воздуха в широком диапазоне 
температур и давлений приведены в табл. б првложений.  



ГЛАВА 11 

СКАЧКИ УПЛОТНЕНИЯ 
§ 5. Ударная вол на 

Пусть газ равномерно движется в трубе постоянного 
поперечного сечения F с некоторой скоростью W2 и имеет 
при этом давление р2 и температуру Т2• Пусть рассматри
ваемое течение газа вызвано движением поршня, переме
щающегося со скоростью w2• У величим в незапно скорость 
поршня от значения W2 до значения W1 > w2 и оставим ее 
затем снова постоянной, равной w1 • Если бы в трубе дви
галась несжимаемая жидкость, то внезапное увеличение 
скорости поршня м гновенно передалось бы всей массе жид
кости , заполняющей трубу.  В газе увеличение скорости 
поршня вызовет сначала сжат11е слоя газа, непосредствен
но прилегающего к поршню, затем этот слой сожмет еле ·  
дующий и т. д.  В трубе возникнет и начнет перемещаться 
по течению волна. 

Очень быстро перед поршнем установится равномерное 
течение со скоростью w1 , плотностью р1 > р2 и давлением 
р1 > р2• Наблюдения показывают, что равномерное течение 
газа со скоростью w1, плотностью р1 и давлением р1 отде
ляется от невозмущенного еще, первоначального течения 
лишь очень узкой областью, перемещающейся вдоль тру
бы со скоростью е> w2• В этой узкой области скорость, 
давление и плотность газа изменяются почти внезапно от 
значений w1, р2 и р1 до значений w1, р1 и р1• Э та область 
резкого изменения давления, плотности и скорости газа , 
бегущая вдоль трубы со скоростью е, называется ударной 
волной . . 

Опыты показывают, что протя жение ударной волны 
весьма невелико. На фиг. 4 показан снимок ударной волны 
в расширяющемся сопле. Изображение ударной волны на 
снимке размыто из-за колебаний волны и недостаточно ма
лой экспозации снимка. Схематизируя я вление, можно пре
небречь проТJIЖением ударной волны и считать, что изме
нение скорости, температуры, давления и плотности газа 
происходит в некотором сечении внезапно, скачком.  Тогда 
ударная волна б у дет заменена бегущим вдоль трубы пре
рывным фронтом , отделяющим две ра зличные области тече
ния (фиг. 5). 
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Составим уравнения, определяющие движение ударной 
волны. Это будет уравнение сохранения массы (уравнение 

Фиг. 4 

неразрывности) , уравнение И.iменения количества движения 
и. наконец, уравнение, выражающее закон сохранения энер
гии. 

Фиг. 5 

Пусть скорость распространения ударной волны в трубе 
равна 8. Скорость распространения волны относительно 
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газа, находящегося nеред волной, будет 8 �w!. Масса 
газа, через которую пройдет волна за время dt, будет 

Скорость распространения волны отно<:ительно газа, 
находящегося за волной, будет 8 - w1• В конце проме
жутка времени dt, в течение которого ударная волна про
бегает через рассматриваемую массу газа dM, частицы, 
в начальный момент находившиеся на фронте ударной вол
ны, окажутся на расстоянии (8-w1)dt от ее фронта. 

Плотность сжатого газа за ударной волной будет р1, и,  
следовательно, рассматриваемая масса 

dM = (t3- Wl} dtFpl. 

Приравнивая 
·
об� эти выражения, получим уравнени е 

сохранения массы 
1 

(2. 1) 

Запишем теперь для той же массы газа уравнение изме
нения количества движения. Приравнивая изменение коли
чества движения импульсу сил давления, имеем : 

(2.2) 

Составим для этой же  массы газа уравнение сохранения 
знергии .  Из закона сохранения энергии следует, что работа 
сил давления должна быть равна приращению внутренней 
и кинетической энергии газа .  

Принимая во внимание выражение ( 1 .19) для внутренней 
энергии совершенного газа , получим : 

К уравнениям (2. 1 ), (2.2) и (2.3) надо еще присоединить 
�равнение сост оя ния 

p=pRT. 

Таким об..,азом, уравнения {2. 1 ), (2.2) и (2.3) связывают 
(емь величин : 8. w1 ,  w2, р11 р2, р1 и р1• Если даны вели
чины,  оп ределяющие течение газа перед ударной волной, 
то, зная скорость движения поршня, можно полностью оп
ределить ударную волну . 
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Преобразуем пол учЕ;,нные уравнения. Из (2. 1 )  имеем : 

е = w,pl -W2P2 • Р1 �Р2 (2.4) 

Исключая 
{2 .2) и (2.3), 

скорость распространения 8 иЗ уравнений 
получим _ Р1 Р2 ( )2 Р1- Р2- --- -- W1- W2 Р1-Р2 (2.5) 

11 

(-!!.!_ - 1!:L) + ' Pt Р2 
р,-р2 
wl - w2 

Последнее уравнение преобразуетс:я к виду : 

(w, - w2)2 ( + ) 1 ( р, Р2 ) ( ) 
2 Pt Р2 = х _ 1 ----р;--?; Р1 -р2 · 

Исключая с помощью уравнения (2.5) разность скоро· 
-стей ,  имеем : 

откуда 

(PJ + Р2) (р,- Р2) 2р,р2 ----=-1 ( Pt Р2 ) 
= х-1 ?.-?;"' 

р1 (х+ 1)р1-(х- 1) Р2 
Р2 = (x+l)p2-(x-l)p1 

(2.6) 

Это уравнение связывает значения плотности и давле· 
ния перед фронтом и позади фронта ударной волны и ха
рактеризует процесс сжат11я газа в ударной волне. 

Пользуясь полученными уравнениями,  рассмотрим преж· 
де всего распространение ударной во .. 1ны с бесконечно 
малым изменением скорости ,  давления и температуры. По
лагая 

W2=W, Р2=Р, Р2 = Р, 

w1 =w + dw, р1 =p+dp, р1 =p+dp, 

ПОЛУЧИМ ИЗ (2.4) И (2.5): 

и 

dpdp = p2dw�, 
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откуда , /dP e = w+ v -;Гр •  (2.7) 

Скорость распространения бесконечно малого возмуще
ния складывается из скорости самого потока газа и из ·  ско-
рости распространения возмущения по отношению к части
дам газа. Скорость распространения бесконечно малого воз
мущения в газе есть скорость звука. Скорость звука обоз
начим буквой а. Из уравнения (2.7) для скорости распро
странения звука имеем : 

a = V 1; . 
Из уравнения (2.6) получим :  

dp dp 
-- = х -- .  

р р 

(2.8) 

(2. 9) 

Для скорости распространения звука имеем, следова-
тельно, 

(2.10) 

Таким образом, с к о р о с т ь р а с п р о с т р а н е н и я з в у
к а  в t· а з е з а в и с и т  т о л ь к о  о т  п р и р о д ы  г а з а  и 
е г о а б с о л ю т  н о й т е м п е р а т у р ы .  

Для скорости распространения звука в воздухе, выра
женной в метрах в секунду, имеем: 

а = у 1 ,4 · 9,81 · 29,3 уТ = 20,1 VT [мjсек]. (2.11) 

В частности , скорость распространенИя звука при нуле 
градусов Цельсия равна 332 мjсек. 

Диференцируя уравнение адиабаты 

получим уравнение (2. 9) .  Следовательно, можно сказать, что 
распространение бесконечно малой звуковой волны сопро
вождается адиабатическим сжатием газа. 

Для ударной волны с конечным изменением давления, 
значения плотности и давления после происхождения удар
ной волны связаны уже не уравнением адиабаты, а уравне
нием (2.6). Это уравнение наЗывают иногда уравнением 
ударной адиабаты [5J . 
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Сравним кривую ( 2.6) и адиабату вблизи :rочки р == р2,. p =Ps• 
Обозначая 

Pt = Р2 + .1р, 
ПОJIУЧИМ 

llnя ударной адиабаты 

1!1_ = (x + 1) p1 - (x - l ) p2 
= 1 + х 

Ар
+ 

х (х - 1 ) (_!р_)2+ 
Ps t x + l) p, - (x - 1 ) Pt Ps 2 Ps 

+ х ( х � 1 }2 ( �: у
+ . . . 

Эти разложения отличаются друг от друга, начиная 

лишь с членов, содержащих ( -� У .  Кривая (2.6) и адиа

бата не только касаются в точке р = р2, р = р,, но имеют 
в зтой точке общую кривизну. 

Так как разность 

х (х - 1)2 _ x fx - l ) (x - 2) _
= 

x (x - l) (x + l )  > О  
4 .. · 2 · 3 1 2 ' 

то при Ар > О будет P1 > Pt aA, а при Ар < О будет p1 < Dt aa, 
где р1 - ордината ударной адиабаты, а Pt аА - ордината адиа
баты. 

На фиг. б в логарифмическом масштабе показава кри
Рая (2.6), проходящая через точку р.,, р2, и пунктаром -
адиабата, проходящая через ту же точку. 

Если состояние газа до прохождения ударной волны 
изображалось точкой О (р2, р1), то состояние газа после про
хождения ударной волны изображается точкой А1 (р1 , р 1 ) , расположенной на ударной адиабате. 

Сравним значения энтропии в этих двух точках. Имеем 

S = c" In ; + const. 
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Из фиг. 6 видно, что для точек ударной адиабаты при 
р1 > р2 справедливо неравенство 

1 
1 

, 

- 0,5 

1 
1 

lj 
1. 

1 

Следовательно, 

lg � · Pz 
1, 

0, 5  

Ф и г. G 

S1 - S2 > 0. 

o,s lg f. Р2 

Процесс сжатия газа в ударной волне необратим. В слу
чае ударной волны разреЖения энтропия уменьшилась бы .  
Так  как в данном случае рассматриваемая масса газа не 
испытывает теплообмена с внешней средой, то это противо
речило бы второму началу термодинамики. Отсюда сле
дует, что распространение прерывной волны разрежения 
в газе нево:�можно. Это заключение согласуется с наб.llю
дениями. Если внезапно уменьшить скорость поршня  так, 
что w1 < w2, то не возни кает прерывной волны разреже
ния ,  а образуется некоторое, более сложное, и уже не 
скачкообразное движение. Таким образом, можно сделать 
следующее общее заключение .  
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У д а р н ы х  в о л н р а з р е ж е н и я  п р и  о т с у т с т в и и  
и з в н е  п р и т о к а  т е п л а  н е  с у щ е с т в у е т. П р о ц е с с  
с ж а т и я г а з а в у д а р н о А в о л н е н е о б р а т и и. 

Приведем зависниость приращения энтропии в ударной 
волне от относительного уплотнения газа. Имеем 

S1 - S1 = с� ln ( ;: ) ( :: У 
Лользуясь форму,lоА (2.6), получим : 

х3 - х ( 4р )' [ 3 4р J s. - S2 = c� 1 2 р;- 1 - 2  р;- + · . . . (2. 12) 

Из этого выражения следует, что при малых значе

ниях 4Р приращение энтропии в ударной волне пропор· Ps 
ционально кубу относительного уплотнения. В малых удар· 
ных волнах приращение энтропии очень невелико. 

§ 6. Скачок уплотнения 

Остановимся теперь на том случае ударной волны, коr· 
да ее фронт остается неподвижным по отношению к стен
кам трубы. Это может произойти, когда ударная волна 
бежит против теченця и скорость этого течения настолько 
велика, что равна скорости распространения у дарной волны 
по отношению к частицам газа. Такую неподвижную удар
ную волну называют скачком уплотнения. 

Образование ударной волны, распространяющейся про· 
тив течения, можно представить себе следующим образом: 
пусть течение в трубе вызвано поршнем, перемеща ющимся 
со скоростью w2 и не то.1кающим, а засасывающим газ за 
собой. Ecлll внезапно замедлить скорость поршня, то переД 
поршнем возникает ударная волна сжатия, которая будет 
распространяться против течения. 

Для ска чка уплотнения уравнения (2. 1 ), (2.2) и (2.3) 
примут вид: 

WtPt -WzP2 = О, 
Pt - Pt = - PsW2 (wt - W2), 

P1W1 -р,:ш'!. = - P2W2 [ х � 1 
+ w� - w� ] 

2 2 
. 

Исключим из этих уравнений р1 и р1 • 

(2.13) 
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Для этого сначала иреобразуем последнее уравuение. 
Так как 

где а1 н а1 - скорость звука в областях, отделенных у дар
ной волной, то, польэуясь первым уравнением: (2.13), ко
лучам : 

w2 а:: w2 а� -�- + --1 - = �-2 + -�-
2 1t - l 2 х - 1 (2. 14) 

Следовательно, при переходе через скачок уплотнения 
величина 

wt az 
+ =С -2

- х - 1 (2. 15) 

остается постоянной. Физическое значение этой постоянной 
будет выяснено ниже. Определяя нз первых двух уравне 
ний (2. 1 3) р1 и р1 и подставляя полученное значение в по
следнее уравнение (2. 13), имеем: :  

ro 

Так как 

Постоянную С представим в виде 

С = х +  1 а� , 2 (х - 1) 

где а* - новая постоянная ; тогда 

(2. 16) 

И з  этой формулы можно найти скорость после скачка 
уплотнения, если извес-тна скорость газа до ска.ч.ка. 
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Лервые два уравнения (2. 13) дают для давления и плот
ности следующие значения : 

Pt р, + р, (w� - а�, 
w'l 2 

Pt = Pt а2 • 
.. 

1 
f 

(2. 17) 

Выше было показано, что возможны только у дарвые 
вОJIВЫ , сЬпровождающиеся уплотненнем газа. Отсюда сле
дует, что существуют только скачки уплотнения. 

Так как р1 >р,, то из уравнения (2. 1 7) следует, чrо 

а 113 уравнения (2 . 16) , - что 

w1 < а*.  

;Таким образом, при  переходе через скачок плотность и 
давление газа внезапно увеличиваются, а его скорость вне
запно падает. 

П окажем сейчас, что скачок уплотнения может образо
ваться лишь в потоке, скорость которого больше скорости 
звука. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим подробнее за
висимость скорости распространения ударной волны от ее 
интенсивности. 

Из (2.4) имеем : 

8 = Wt PI -w,p2 = w2+ Pt (w� -- w2), 
PI - Р2 Pt - P2 

откуда, пользуясь (2.5), получим:  

8 = w2 + • f J]_ l!.L- Pt . V ?2 Pt - Р! 
Так как w2, р2 и р2 характеризуют заданное течение, то 

ударная волна определяется значением одного из парамет· 
ров PJ, р1 или w1• Рассмотрим скорость распространения 
е, как функцию ПЛОТНОСТtt. Так как возможны лишь удар
ные волны уплотнения, то р1 > р2• При р1 = р2 скорость рас 
nространения ударной волны относительно частиц воздуха 
равна скорости звука. Покажем, что с ростом отношения 

значений плотности .f!., т. е. с ростом интенсивности удар-
Р2 

ной волны, скорость ее распространения относительно ча
�тиц газа увеличивается. Действительно, исключая из по-
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следнего уравнений (р 1 - р2) при помощи уравнения (2.6), 
получим :  

Так как с увеличением ....!2_ множитель Р2 
.r ___ 2 __ _ 

1/ (x+ l) � -- (x - 1) , Pt 

(2. 1 8) 

возрастает, а при р1 = р2 он равен единице, то с увеличе 

нием отношения ..h скорость распространения ударной вол
Р2 

ны относительно частиц газа растет; наименьшая скорость 
распространения ударной волны в газе есть скорость звука. 

Максимальное уплотнение газа, соответствующее удар
ной волне, распространяющейся с бесконечной скоростью� 
равно 

Pt х +  1 
р; = х - 1 ' 

L{авление в ударной волне при этом бесконечно велико.  
L{ля воздуха максимальное теоретически возмо>&сное 

уплотнение 

1.!_ =6. Pt 
L{ля образования прямого скачка уплотнения скороС1Ъ 

потока w2 должна быть равна по величине и противопо
ложна по направлению скорости ударной . волны. Следова
тельно, скачок уплотнения может образоваться лишь в 
сверхзвуковом потоке и его интенсивность возрастает с 
ростом скорости потока. 

§ 7. Распространение волны сжатия и волны разрежен ия. 
Образовав не у дарной волны 1 

Скачки уплотнения играют большую роль в газовоА ди
намике, поэтому интересно выяснить более детальн.о про
цесс их возникновения . 

1 Этот параграф привеАен с целью пояснения процесса возникнове
иия скачка уплотнения и может быть опущен читателем без ущерба 
для понимания Аальнейшеrо текста. 
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Как было показано выше, скачок уплотнения надо рас
сматривать как ударную волну, остановленную · встречным 
течением. Повтому  естественно, что АЛЯ понимания пpoltecca 
возникновения скачка уплотнения надо изучить процесс 
образования ударной волны. Некоторое представление об 
втом сложном явлении мо жно получить, изучая волну сжа
тия, �оторая образуется в трубе при постепенном увеличе
нии скорости движения поршня от значения w2 до векото
рого другоrо значения W1 > w2• При резком увеличении 
скорости поршня, т. е. при очень больших ускорениях , вта 
волна быстро обращается в ударную волну. 

Допустим, что увеличение скорости поршня происходит 
последовательными скачками каждый раз на очень малую 
вел ичину. Тогда в трубе будет наблюдаться следующая 
картина. 

По невозмущенному течению начнет распространяться 
малая ударная волна. При следующем небольшом увеличе 
нии скорости поршня по новому равномерному течению 
сжатого газа, возникшему за фронтом первой небольшой 
ударной волны, начнет распространяться вторая ударная 
волна; ·  при следующем увеличении скорости поршня по 
втой JJ.ОЛне начнет распространяться следующая волна н 
т. д. Через некоторое время, в какой-то момент, распреде
ление давления в трубе будет иметь вид, изображенный 
на фиг. 7.  Допустим теперь, что мы непрерывно увели
чиваем число малых ударных волн, уменьшая одновре
менно интенсивность каждой из них. Мы получим волну, 
вызванную непрерывным изменением скорости поршня, 
как результат последовательного наложения бесконечно 
малых волн.  

8 •t �-:Jfr=\ 1 \ 
1 \ 
1 \ 1 \ 

� 

р 

о :r: 
Фиг. 7 

Для определения увеличения плотности, скорости и 
давления, вызванных бесконечно малой волной уплотнения , 
мы получили в предыдущем параграфе уравнения 

dp dp - = х - и dpdp = p'!.dws .  р р 
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Для скорости распространения этой волны было полу
чено выражение : 

Интегрируя первое из этих уравнений, получим сввзь 
между давлением и плотностью в распространяющейся 
волне сжатия. Имеем : 

Отсюда следует, что при постепенном увеличении ско
рости поршня газ будет сжиматься адиабатически.  

Из второго уравнения, пользуясь найденным соотноше
нием между Давлением и плотностью, получим : 

dW = J I  х P-z 
Jl Р2 

·- � р -2- dp. 

В этой формуле перед корнем надо сохранить знак 
плюс, так как мы рассматриваем волну� распространвю
щуюся в с т о р о н у н а п р а в л е н и я т е ч е н и я ,  и уве.��и
чение скорости . поршня связано с увеличением плотности 
газа перед ним. 

где 

Интегрируя полученное уравнение, имеем : 

а2 = 1 /r х р, . 
Jl Ps 

Для скорости распространения данного значения отно

шения плотностей, ра вного 1._ ,  получим : 
Р2 

ИЛИ 
х- 1  

е = У. + 1 а. (.1...)----г - (-2 a l  -w2) . х - 1 р2 х - 1 

Из этого уравнения видно, что б6льшая плотность рас
пространяется с б6льшей скоростью. Вследствие этого с 
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-течением времени распределение давления, изображенное 
!На фиг. 7 в момент t1 , изменится так, что расстояние меж
ду фронтом волны и местом, где давление равно IJ, умеНI.
wится, а изменение давления на этом участке станет резче, 
поэтому в момент t1 > t1 волна деформируется и приобре-· 
тает вид, показанный на фиг. 7 справа. Таким образок, 
волна сжатия будет <.-тановиться все более крутой и будет 
приближаться к ударной волне. 

В некоторый момент волна сжатия распадается на удар
ную ьолну н на волну разрежения, бегущую против тече -
11 ИЯ. Может образоваться и более сложная система волн. 

Только что рассмотренный процесс распространения 
волны сжатия качественно хорошо объясняет механизм 
возникновения ударной волны и показывает, что ударная 
волна является устойчивым образованием, так как волны 
�жатая при своем распространении и меют тенденцию к пе
iреходу в ударную волн)· .  Уравнение ударной волны нельзя 
nолучить из уравнения волны сжатия при рассмотренной 
выше схеме, так как в процессах изменен ия , вызываемых 
ударной волной, существенную роль играют силы внутрен 
него трения и теплообмен. 

Если вместо того, чтобы увеличить скорость поршня; 
мы будем, наоборот, ее уменьшать, то в трубе будет рас
пространяться волна разрежения.  Схема образования такой 
.волны показана на фиг .  8. На этой фигуре изображено 
.распределение давления вдоль волны в некоторый момент 
времени t1 • Так как б6льшая плотность распространяется с 
·б6л ьшей скоростью, то волна разрежения будет иметь тен
денцию к постепенному сглаживанию. На фиг. 8 пунктаром 
поi<азано распределение давления вдоль волны в момент 
t2 > t1• С течением времени волна разрежения растянется 
вдоль трубы и cтaller весьма пологой. 

в 
t - t 

�8L:ZL _.. ."."'"'/ / 

() :r: 

Фиr. 8 
Из сказанного следует, что если бы при внезапном 

уменьшении скорости поршня возникла ударная волна раз
режения, то она не была бы устойчива и сейчас же пре
вратилась бы в непрерывную волну, которая с течением 
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времени становилась бы все бо�ее пологой. Проведеиное 
выше рассмотрение с новой стороны поя сняет причину не
возможности существовании ударной волны разрежения. 

§ 8. Уравнение Б.ернулли-Сен-Венана 

Составим уравнение сохранения энергии для тече.ния 
газа в трубе переменноr� сечения. 

Рассмотрим установившееся течение газа в трубе ме . .жду 
двумя сечениямн : АВ ·и CD (фиг. 9). 

Фиг. 9 

Предположим с�:�ачала,  что через боковую поверхность. 
трубы газу не сообщается ни тепловая ,  ни механическая 
энергия. Это будет и меть место, например, в слу чае, есл и 
труба имеет неподвижные твердые стенки с тепловой . изо
ляцией. Предположим также, что в плоскости поперечных 
сечений АВ и CD теплообмен . между соседними массами 
газа и работа сил трения пренебрежимо малы. Относитель
но течения газа между сечениями АВ и CD не будем делать 
никаких особых предположений. Струя газа между этими 
сечениями может испытывать внезапные расширения,  пово
роты, обтекать различные неподвижные препятствия; в 
струе могут образовываться скачки уплотнения и т. д. 

Применим уравнение энергии к массе газа , заключенной 
в момент t между сечениями АВ и CD . В момент t + dt 
эта масса газа переместится в положение A 'B'C'D' (фиг. 9). 
Изменение энергии рассматриваемой массы газа за время 
dt равно разности внутренней и кинетической энергии газа 
в объемах A'B'C'D' и ABCD. Так как течение уста
новившееся, эта разность . равна энергии газа в объеме 
CDC'D' м инус энергия газа в объеме АВА'В'. Отметим ин-
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дексом " 1 "  величины, отвосящиеся к сечению АВ, и индек
сом ,.2" - величины, относящиеся к сечениЮ CD. Для при
ращения энергии получим тогда выражение : 

(��+ lcvт2) F2w2?2dt - (�i -Jcvтi) Ftw1p1dt. 

Ко.1ичество газа, протекающее через сечение труqЫ 
в единицу времени, называется расходом газа. При у<:Та
новившемся движении расход газа постоянен как во време
ни,  так и по длине трубы. 

Обознач и м  расход газа через Q: 
Q = f"tPt'и' l  = F2p2w2. 

Так как приток тепла извне отсутствует, то приращение 
энергии газа должно равняться работе внешних сил . По 
предположению, работа внешних сил на стенках трубы равна 
нулю. Остается работа сил давления в сечениях АВ и CD. 
Эта работа равна 

p1F1w1dt - p1F2w2dt. 
Приравнивая приращение энергии работе сил давлекия 

11 разделив  обе части равенства на Qdt, получим : 

Так как 

имее м 

·w2 w2 р -2 - -1 + lcv ( Т2 - Т1) = El_ - 2 · 2 2 Pt Р2 

Выразим температуру газа ч ерез скорость звука. Квад
рат · скорости звука (2. 10) равен 

a2 = x RT= (x - 1 ) lcp Т. (2.20) 
Уравнение (2. 19) можно, следовательно, представить в 

виде 

w2 а2 w2 а2 _t + -.!_- = __! + -2- .  2 х - 1  2 х - 1  

Мы получили уже знакомое ранее уравнение (2. 15). 
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Полученное уравнение можно прниенить к любым се��е
нияи трубы. Следовательно, в случае отсутствия притока 
извне тепла и механической знергии, величина 

w 2 а2 w 2 - + -- = - + Jc11 T 2 х - 1 2 
остается постоянной по длине трубы. Эту величину назовем 
условно .энергией течения• .  

Уравнение 

w 2 at w 2 
2 + х - 1 = т+lср T= const (2.21 )  

называется уравнением Бернулли-Сен-Венана ; из него сле 
дует, что с изменением скорости газа изменяется и ero 
температура. 

Постоянную в правой части уравнения можно выраз•ть 
через различные физические величины, например, через тем 
пературу торможения. Температурой торможения называют 
температуру газа при скорости, равной нулю (например, 
температуру в котле, из которого вытекает газ) , и обозна
чают Т0• Уравнение Бернулли - Сен-Венана можно тorJia 
записать в виде 

(2.22) 

Вдол ь по течению скорость звука изменяется вместе со 
<:коростью потока. В каком-то сечении трубы скорость по
тока и скорость звука могут быть vавны. Скорость потока , 
равную скорости звука, называют критической скоростью. 
Критическую скорость обозначают а • •  

И меем 

(2.23) 
Формула (2 . 16) для прямого скачка уплотнения показы

вает, что произведение скоростей потока до и после скачка 
уплотнения равно квадрату критической скорости . 

Температура торможения и критическая · скорость яв
Jiя ются важнейши м и  характеристиками течений газа. 

Сравнивая правые части уравнений (2.22) и (2.23), полу
чим D ыражение критической скорости через температуру 
торможения : 
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Для возАуха ори х = 1 ,40 и R = 29,27 мfг.рад имеем 

а. = 18.3 П.[.иfсек] . 
Отношение скорости к критической скорости назовем 

.привеАеиной скоростью• н обозначим Л. .  Имеем w ), = - . (2.25) 
а. 

Уравнение Бернулли-Сен-Венана, оользуясь п ривеАен
ной скоростью и температу рой торможения, можно еще 
преАставить в таком виАе : 

_!_ = 1 - х - 1 },2. (2.26). 
Т0 х + 1 

Уравнение (2.26) опреАеляет изменение отношения абсо
лютной температуры гаЗа к температуре торможения, в за 
висимости от приведеиной скорости. 

В газовой динамике теперь пользуются двумя безраз
мерными параметрами, определяющими скорость. 0Аним из. 
них является число Л; часто также пользуются Аруrим пара
метром-числом М (числом Маха). Число М равно отно
шению скорости в какой-нибудь точке потока к скорости 
звука в этой же точке. Имеем 

w М = а · 
Между числами Л и М существует зависимость, выте

кающая из уравнения Бернулли -Сен-Венана. 
Поделив обе части уравнения (2 23) на w1, получим 

ИЛR 

отк у да имеем 

и обратно 

1 1 2 (x + l) 
2+ (x - l)Af» - (х - l ) Л1 

м 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29)· 



Функция (2.28) изображена графически на фиг. 10, зна
чения ее приведены , в табл. 2, 3 и 4 приложения.  Поль
зуясь формулой (2.27), изменение температуры потока можно 
!\.,.разить через изменение числа М. Имеем 

� = 1 + х 
2 

1 М2. (2.30) 

N 1 1 
1 

J 1 з 

1 � 
J 

2 
!/ 

1/ 
1 

1 
v 

/ 
/ 

/ 
/ 

lL 
о 2 ).. 

Фиг. 10 

Сuставим теперь уравнение энергии в общем виде п ри 
наличии  притока механической и тепловой энергии. Меха
ническая энергия может быть сообщена газу компрессором,  
иаходящимся между рассматриваемыми сечениями трубо
провода, а также может быrь работой сил инерции, если  
трубопровод вращается. 

Тепло может быть сообщено газу путем сжигания в нем 
топлива или путем теплопередачи ,через стенки трубы. Обо
знач и м  механическую работу, сообщенную газу между се · 
чениями АВ и CD в единицу времени, 'lерез N, а коли
чество тепла - через U. Приравнивая работу внешних cu 
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14 .приток тепла изменению внутренней и кинетической 
3нерrии газа, получим 

p1F1w1dt - p2F2w2dt+ Ndt +  JUdt =  

Разделив  обе части равенства на 

Qdt = F1p1W1dt= F,.p"w2dt, 

:IЮЛУ Ч И М  ( w; ) ( wi ) N J U 
т + Jсрт2 - т + Jсрт1 = Q + Q . (2.3 1 )  

Это уравнение будет использовано в дальнейшем при 
исследовании работы диффузоров, турбин,  компрессоров, 
.камер сгорания и т. д. 

§ 9. Косые скачки уплотнения 

В § 5 были рассмотрены . у дарвые волны, плоскость ко-
7орых была направлена перпендикулярно направлению ско
рости теЧения . Такие волны распространяются либо прямо 
по течению, либо прямо против течения. Очевидно, ударные 
волны могут быть направлены и под некоторым углом к на
правлению течения, причем форма волны может быть произ
вольной .  Ограничимся рассмотрением случая , когда ударная 
волна плоская. 

Пусть в пространстве существует равномерное течение 
и в нем распространяется плоская ударная волна,  плоскость 
которой перпендикулярна направлению этого течен11я 
{фиг .  1 1). Законы распространения такой вол ны рассмотрены 
выше. 

Фиг. 1 1  

Обозначим скорость потока перед у дарной волной w18, 
:а после ударной волны w1,.. Скорость распространен11я 
ударной волны обозначим 8. Наложим теперь на рассматр11 -
ваеиое течение равномерное течение со скоростью w1, на
nравленное параллельна плоскости ударной волны (фиг. 1 1 ) . 
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Плоскость ударной волны будет состамять тогда yrOJI т 
с направлением потока, в котором она распространяется. 
(фиг. 1 2). 

Фиr. 1 2  

Уравнениями распространения волны б у дут уравнениw 
�.5) и (2.6), которые запишутся теперь в виде : 

г.zte (фиг. 1 2) 

Кроме того, 

8 = fl1tпPt - w,,.P2 

PI - Pt 
• 

Pl _ Р• = PtPt (w _ _ w )' .. PI _ Р2 l n 2n • 
W211 = 'W2 sin Т· 

w, cos т = Ф1 соs (т - �) = w,. 

(2.32} 

(2.33} 

(2.34} 

Если встречное течение останавливает у.ztарную волну, 
.плоскость которой составляет с направлением течения угол, 
меньший прямого, то образуется косой скачок уплотнения. 
На фиг. 1 3 и 14 даны фотографии течения в сопле и обте
кания тела;  светлые и темные полоски отвечают скачкам 
у плотнения. Эти скачки · ве плоские, однако на кажАОК 
небольшом участке такой скачок может рассматриваться. 
как ПЛОСI(RЙ. 
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Фиг. 13 

Фиг. 1 4  
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Уравнения для косого скачка уплотнения легко полу
чаются из уравнений для прямого скачка. Если,  как и раньше, 
отметить вел ичины, относящиеся к течению перед скачком, 
индексом .2" , а величины, относящиеся к течению после 
скачка,-инде ксом " 1 • , то эти уравнения будут иметь сле
дующи й вид : 

P2W211 = PtWln• 
Р 1 - Р2 = P2W211 ( Wzn - Wtп), 
PtWln -PtW2n = - P2W211 l x 1 1 ( �: - � ) + 

(2.35) 

w�11 w;11 ] + -2- - -2- . 

К уравнениЯм (2.35) надо присоединить уравнения (2.32), 
(2.33) и (2.34). 

Из уравнений (2. 13) путем простых алгебраических пре
образований были получены уравнения (2. 15) и (2. 16). 
В рассматриваемом случае эти уравнения имеют вид 

и 

w�11 а� w�11 а� -2- + х - 1 = -2- + х - 1  = С (2.36) 

(2.37) 

w2 
Прибавляя к обеим частям уравнения (2.36) Т , полу-

чим 
w2 а2 w' а2 w2 _1 + --� = -2 + -2- - C + -t 
2 х - 1 2 х - 1 - 2 • (2.38) 

Уравнение (2.38) представляет собой уравнение Бернул
ли - Сен-Венана. Отсюда, вспоминая значение постоянной 
в уравнении (2.23), получим 

5О 

W� х +  1 2 
С + т =

2 (х - 1 ) а • . 

Уравнение (2.37) принимает тог.да следующий вид : 

(2.39) 

(2.40) 



Пользуясь этим уравнением, зная течение перед скач
ком и угол, образованный плоскостью скачка с направле
нием течения, можно определить скорость течения после 
<:качка. После этого из второго и третьего уравнений (2.35) 
определяются плотность н давление в течении за скачком. 
В уравнение косого скачка входит новый параметр - уrол ,  
образованный направлением плоскости скачка с направле
ннем течения.  Таким образом, в данном сверхзвуковом по
токе могут возникать косые скачки различной интенсив
ности в зависимости от у г л а, образованного их плоскостью 
<: направлением течения. 

Рассмотрим прежде всего бесконечно малый скачок 
уплотнения. 

В этом случае р1 = р2 , р1 = р2 и W1,. = w2,. = w,.. 
Из уравнения (2.40) следует тогда 

или 

откуда 

х - 1 'UP = а2 - -- w2 
n • х + 1 t 

х - 1 w2 siп2 т = а2 - -- w1 cos2 т 
• х + 1 ' 

1 - х - 1 ).,2 
x + l  x + l 

sin3 т = -- --�---
2 ).3 

Обозначим угол т. отвечающий бесконечно малому 
<:качку уплотнения, через «. Угол « называется углом Маха. 

Пользуясь уравнением (2.28), получим 

. 1 а 
Stn tx = М = W . 

Поясним физический смысл угла Маха еще другим спо
<:обом. Доnустим, что мы внесли в равномерный сверхзву
ковой поток какое-нибудь очень небольшое препятствие, 
например, острие иголки, направленной вдоль струйки. 
Возмущение, вызванное в потоке этим препятствием, будет 
распространяться относительно частиц газа во все стороны 
<:о скоростью звука в виде сферических волн. Эти волны 
будут сдуваться встречным сверхзвуковым течением, причем 
их огибающей будет конус (фиг. 15). Синус половины угла 

w растворения этого конуса - у г л а Маха равен - . а 
Если в поток введена не игла, а очень тонкая длинная 

пластинка , то огибающая звуковых волн образует доугран-
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ныА угол, сечение которого изображено на фиг. 1 6. Пря
мые ОА и ОВ наэываютси линиими Маха. 

Фиг. 1 5  

о 

Фиг. 16 

Таким образом,  пересечение бесконечно малого скачка 
уплотнении с плоскостью чертежа представляет собоА ли
нию Маха . На фиг. 1 4 приведена фотография сверхзвуко
вого течении. На поверхности тела нанесены небольшве 
зарубки в виде точек и полосок ; исходящие от них не-
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6ольшие возмущения совпадают приближенно с линиями 
Маха. 

Обратимся теперь к исследованию общего случая. Пусть 
дан  вектор скорости сверхзвукового течения перед косым 
скачком. Найдем геометрическое место концов вектора ско
рости после косого скачка при различных значениях угла, 
<>бразованного плоскостью скачка с направлением течения . 
Покажем, что наименьший угол, образованный плоскостью 
скачка с направлением течения, есть угол Маха, отвечаю
щий бесконечно малому скачку - линии Маха. Угол, 

1t равный 2 ,  отвечает наиболее интенсивному-прямому скач-
ку. Угол т изменяется в пределах 

Для определения w1 и � имеем уравнения (2.34) и (2 .40). 
Эти уравнения можно переписать в виде : 

<>тку да 

л. cos (т - �) = >.2 cos т. J х - 1 >-1>-2 stn (т - Ю stn т =  1 - х + 1 Ч cosz ,, 
(2.41 ) 

(2.42) 

Из уравнения (2.42) следует, что с возрастанием у гла 1 
величина скорости Л1 убывает. Так как скачки разрежения 
невозможны, то всегда дол жно быть 

)� \ � >..2 . 
Ес.1и  Л1 = Л2, то из уравнения (2.42) следует, что угол i 

равен углу Маха.  Таким образом, наименьший угол, ко
торый косой скачок может образовать с направлением тече
ния,  есть угол Маха.  и скачок уплотнения есть тогда линия 
М аха. С увеличением угла т до значения ; величина ). убы
вает до значения 

отвечающего прямому скачку, а значения перепада давле
ния ,  плотности и - скорости увеличиваются до з·начений, 
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отвеча ющих прямому скачку. Когда угол · 1  изменяется 
1t .... 

в пре.в.елах tX � 1 � ! ,  1\Оне ц вектора >..1 описывает кри-
вую, изображенную на фиг. 17 . 

Найдем уравнение этой кривой. 

р и 

Фиг. 1 7 

Из фиг. 1 7  следует : 

А1 = и' cos 1 + v' siп "{ = А2 cos 1 . , 
/. 1,. = и' sin 1 - v' cos т, 
Л2,. = A2 sin 1, 

... 

где и' и v' - проекцви вектора Л1 на оси коор.Р.виат. 
Из первого уравнения (2.43) имеем : 

Уравнение (2.40) примет вид : 

х - 1 Л2 sin 1 (и' sin 1 - v' cos 1) = 1 - х + 1 ).� cos' 1· 
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Выражая sin 1 и cos 1 через ctg 1 и подставляя в (2.45), 
после простых преобразований получим: 

' 1 и - -),. '2 (' ') • 'V = "2 - и --.:1---2:::--- • 
-

-

--

Л 
-

и' 
л2 х + 1 2 

(2.46) 

График уравнения (2.46) имеет вид, изображенный на 
фиг. 1 7. Физический смысл имеет лишь петля этой кривой. 
Точки,  лежащие на уходящих в бесконечность ветвях, 
изображенных пунктнром, отвечают физически невозможным 
скачкам разрежения. В газовой динамике эту кривую назы
вают ударной полярой. 

В приложении дана сетка ударных поляр для х = 1 ,4, 
отвечающих различным скоростям потока. 

На фиг. 1 7  луч ОН изображает направление линии Маха, 
луч ОМ-направление скачка, после которого скорость ста
новится равной скорости звука.  

Точка Q получена в пересечении ударной поляры с окруж� 
ностью радиуса, равного единице, с центром в точке о. 
Обратим внимание .на то, что луч, совпадающий с направ
.аением вектора скорости после скачка, пересекает ударную 
поляру в двух точках (точки L и N). Эти точки отвечают 
направлению скачков ОР и OD. 



ГЛАВА 111 

АДИАБАТИЧЕСКОЕ ТЕЧЕНИЕ Г АЗА 

§ 1 0. Адиабатическое течение 

Рассмотрим установившееся движение газа в трубке пе
ременного по длине сечения. Допустим, что это движение 
таково, что СИJJЫ трения как о стенки трубки,  так в между 
соседними массами газа пренебрежимо малы и что тепло
обмен через стенки трубки и между соседними частицами 
газа ничтожен . Течение, в котором отсутствуют силы тре
ния и теплообмен между части цами газа, является, конечно, 
идеальной схемой. Однако условия, весьма близкие к у ка
занным, имеют место в целом ряде практически важных 
случаев, например, для течений газа в соплах или через 
короткие насадки. Эта простейшая Идеальная схема тече
ния имеет, как это будет видно в дальнейшем, очень боль
шое значение в газовой динамике. 

Составим уравнения установившегася адиабатического 
течения газа в трубке перемениого по длине поперечного 
сечения. 

При установившемся течении масса газа, протекающая 
в единицу времени через любое поперечное сечение труб
ки , должна быть постоянной. Следовательно, уравнение 
сохранения массы будет 

Fpw = Q = const, (3. 1 )  
где Q - расход газа. 

Для адиабатического течения, конечно, справедливо 
уравнение Бернулли-Сен-Венана 

или 
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Составим еще уравнение изменения количества движе· 
8ия в проекnии на направление оси трубки. 

На фиг. 18 схематически изображена трубка тока. Обоз-
11ачим через х продольную координату, отсчитанную вдол ь 
<>СИ трубки , и через F - переменную площадь поперечного 
(:ечения. 

Фиг.  1 8  

Применим у равнение количества движения к массе газа, 
заключенной в момент t между двумя соседними  попереч
ttыми сечениями F и F', находящимися на расстоянии dx 
.друг  от друга.  

За время at рассматриваемая масса газа из положения 
АВ перейдет в положение CD. Разность количества дви · 
жени я газа в моменты t + dt и t равна количеству движе
IНИЯ газа между сечениями В и D минус количество дви· 
жения газа между сечениями А и С. 

Количество движения массы газа между сечениями А и 
·С равно 

Fpw2dt, 
т. е. количеству движения массы газа, протекающей за 
•Время dt через сече ние А .  

Точно так ж е  количество движения газа между сече
ниями В и D равно количеству движения массы газа , про
текающей за время dt через сечение В. Для количества 
.движения массы газа, протекающего за единиnу времени 
через сечение В на расстоянии dx от сечения А, имеем : 

Fpwэ + d (:�w2) dx. 
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Следовательно, приращение количества движения равно: 

( Fpw2 + d (��2) dx) dt- Fpw2dt. 

Проекция импульса сил давления равна разности им
пульсов сил дцвления в сечениях F и F' плюс проекция
на ось трубки импульса сил давления на ее бокову.ю по
верхность. 

Проекция сил давления на боковую поверхность трубки 
между сечениями F и F' равна силе давления на проекцию. 
боковой поверхности трубки на плоскость, перпендикуляр
ную ее оси .  Проекция боковой поверхности трубки на эту 
плоскqсть равна разности площадей поперечного сечения. 
трубки F' и F. 

Имеем, следовательно, 

pFdt - (pF + d�:) dx) dt+ p  � dx. 

Приравнивая изменение количества движения импульсу
сил давления, получим : 

d (Fpw2) _ _  F dp dx - dx " 

Так как Fpw = const, то уравнение изменения количе
ства движения принимает вид 

dp . 
wdw + - = О. (3.2). 

р 

Диференцируя уравнение Бернулли-Сен-Венана, по·· 
лучин : 

wdw + _х_ (dp - _!!_ dp) = О. х - 1 р р2 

Сравнивая с уравнением (3.2), имеем: 

_х_ (dp _]!_ d )-dp 
х - 1 р р2 р -

р 
, 

отсюда, интегрируя, получим 

р ( р )" 
р;= Р. , 

где р1 и р1 -давление и плотность газа в векотором сече
нии трубки.  
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Это есть уравнение адиабаты. Течение газа при отсут
ствии сил трения и теплообмена сопровождается адиаба
тическим расширением или сжатием газа. Поэтому такое· 
течение называют адиабатическим.  

В дальнейшем придется рассматривать дв ижения газа 
в более сложных условиях, когда течение происходит не· 
только под действием сил давления, но когда на движе
ние газа оказывают влияние силы сопротивления и силы· 
инерции. 

Получим уравнение количества движения в предполо
жении, что, кроме сил давления, текущий газ находится 
под действием силы, приложенной ко всей массе газа. Обо
значим 11 - проекцию на ось Ох силы, приходящейся на 
единицу массы . Добавляя в уравнении изменения количе-
ства движения к импульсу сил давления импульс этой 
силы, имеем 

или 
d (Fpw2) = - Fdp + Fp11dx 

wdw + 
dp 

= 11dx. 
р 

(3.2')' 

Рассмотрим влияние силы тяжести на течение в струйке� 
Обозначим « - угол между осью Ох и направлением силы. 
тяжести . Направим ось Oz вертикально вверх. Сила тя
жести , действующая на единицу массы газа , равна ускоре
нию силы тяжести g. Проекция этой силы на направлена� 
оси Ох будет 11 = g cos а. Уравнение (3.2') п римет вид 

НО 

так что 

wdw + dp = g cos adx ; 
р 

cos adx = - dz, 

wdw + 
dp + кdz = O. 
р 

При постоянном р, т. е. в случае, относищемся к тече
нию несжимаемой жи дкости, 9ТО уравнение сразу интегрн
руется. Имеем 

pw:t 
т + Р +  gpz = coпst. 

Величину р + gpz = Н  называют напором. 
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Имеем, следовательно, 

pw% 
Н + у = Н0• (3.2" ) 

Это есть уравнение Бернулли дл.s несжимаемой 
жидкости.  

Если влияние силы тяжести не имеет существенного 
значения, то уравнение (3.2") может быть заменено урав
нением 

P + pw' = Ро ·  
2 

Рассмотрим случай адиабатического течения газа . Плот
tюсть и давление газа при адttабатическом течении свя
заны уравнением 

р ( р )" Ро = Ро" · 

Пользуясь этим соотношением, интегрируем уравнение 
·(3. 2'). Имеем 

w2 х р -
2 

+ -· -1 - + gz = const. 
. х - Р 

При течении газа в машинах изменение z исчисляется 
долями метра , изменения скорости , наоборот, весьма вели
ки. Влияние сил ы тяжести при этом пренебрежимо мало. 

В дальнейшем в рассматриваемых ниже вопросах влия
нием силы тя жести на течение газа всегда можно прене
.Qрегать. 

§ 1 1 .  Элементарная струйка при а.11иабатическом 
течении 

Предста вим себе струйку газа , вытекающую через на
-садок из очень большого сосуда . Скорость в сосуде можно 
.считать равной нулю. Пусть давление в сосуде будет р0, 
nлотность р0 и температура Т0• По длине струйки давл·е
ние, плотность и температура газа изменяются в зависи
мости от скорости. 

Из уравнения 

I._ = 1 - 1t - 1 ),2 Т0 х + 1 
� из уравнения адиабаты 

1t 

:0 
= ( :0 )" = ( �у-1 

(2.26) 



i1Олучим : 

и 

' 

- -- 1 - -- 1. р - ( х - 1 ' s )"- ) 

Ро х +  1 
1 

_t_ - - 1 - Х - 1 . 2 )х-1 - ( 1 + 1 1. • Ро \ х 

(3.3� 

(3.4} 
Давление р0, температуру Т0 и плотность газа р0 для, 

скорости, равной нулю, при адиабати ческом сжатии газа 
называют давлением, температурой и плотностью торможе
ния .  Давление Ро называют также полным давлением. 

Давление, плотность и температура торможения газа 
являются важнейшими характеристиками течения газа. 

Отметим, что в отличие от давления и плотности тор
можения температура торможения допускает более общее 
определение, связанное не только с адиабатическими тече-· 
ниями,  но и с любыми течениями без обмена энергией 
с внешней средой. · Графики функций '(2.26) , (3.3) и (3.4) для х = 1 ,40 приве
дены на фиг. 1 9, а значения их для х = 1 ,40, 1 ,30 и 1 ,25-
в табл. 2, 3 и 4 приложений. 

Из уравнений (2.26), (3.3) и {3.4) следует, что скорость. 
в струе газа не может беспредельно возрастать. Наиболь
шая скорость получается при истечении в пустоту. Плот
ность и температура газа при этом стремятся к ·нулю. Наи
большая возможная скорость равна 

Wmax = a• �/:+ � · 

Для воздуха при х = 1 ,40 : 
Wmaz = 2,45 а • . 

Заменяя число Л в формулах
· 
(2.26), (3.3) и (3.4) его вы

ражением через число М, получим : 

Т0 = l + х- 1 М! 
т 2 

, 

1 
� = (1 + х - 1 мs )"- 1 
р 2 

" 

р; = (1+ 1t 2 1 мsy-l
. 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 
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При небольших перепадах давления изменение скорости 
.саза с изменением давления должно быть таким же, как 
в случае несжимаемой жидкости. Уравнение (3.3) при этом 
.должно совпадать с уравнением Бернулли. Уравнения (3.3) 

1,00 """""1111 � r-... 
� � � 
� 

' [\ 
\' 
_\ 0,75 

jJ 
/Jo o,s о 

0,2 5 

о 

1\. 
1\ 

' 
� \ 
� ll р 

� \Ро 
' 

1\  1\ 
\ \ 

1 \  
' 

--

1.,0 
Фиг. 19 

f--

�f.  
\ 

1\  
' 
� 
\ 

1\ 1\ \ i 

� r\ ' 
\ \ \ 

\ \ \ 
' ' ' 

....... � t:::::... 
2,0 ).. 

11 (3.7) показывают, что небольшве перепады давления 
<>твечают скоростям, малым по сравнению со скоростью 
звука . Разлагая правую часть уравнения (3.7) в ряд, 
получим 

rде 

_1 _  = 1 + М2 +2 - х М' + (2 - х) (3 - 2 х) ,.All + 
1 - в 4 24 1 92 ' "J - · · ·  



При малых значениях числа М можно п ренебречь велиw' 
qиной s. Заменяя М2 через -- , получи м  

ж. }!_  р 
pw2 • 

Р + - =Ро· 8 
(3 .8) 

Этим уравнением пользуются в азродинамике во всех 
случаях, когда перепады давления невелики. Газ при зтом 
не отличается от несжимаемой невесомой жидкости. 

Предположим, что скорость по длине струйки изме· 
няется от нуля до максимального значения. Пусть Q 
масса rаза, протекающего через поперечное сечение струи 
в единицу времени - расход газа .  Имеем : 

Q = Fpw = а.FрЛ.  
Пользуясь уравнением (3.3), можно выразить изменение 

плотности газа в зависимости от скорости ; тогда 

1 

Q ' а.р0FЛ ( 1 - : + � Л1 у-1• 
Расход газа на единицу площади поперечного сечения 

струи будет 
1 ( х - 1 )'-1 

pw = a.pol. 1 - х + 
1 

). ' • 
Диференцируя, получим : 

2-.. 
(3.9) 

Максимальное значение pw соответствует л = 1 , т. е. 
значению скорости, равной критической. Соответствующие 
значения плотности, давления и температуры также назы
ваются критическими. ДJIЯ критических значений давления, 
температуры и плотности имеем : 

2 T•=x -f 1 То 
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1 ( 2 );::j 
Р• = х + 1 Ро· 

Для воздуха при х = 1 ,40 :  

р. = 0,528 р0, Р• = 0,635 Ро . Т • = 0,833 Т0• 

(3. 10} 

w . 
В�личину q = _Р_ назовем приведеиным расходом. р.а. 
Имеем 

'l 1,00 

о, 75 

0,50 

0,25 

о 

1 1 (х + 1 )z-1 ( х - 1  )z-1 q= -2
- Л 1 - x + I ).2 . 

/ ' 
1 , /  \ 

1 /  \ 
1 \ 

1 \ 
J \ 
1 

,\ 
1 \ 
1 \ 
1 \ !/ � 

1 \  
' \ 

1 ' 
1 1 \  

1 i ' 
! ' 

1 '\... i 1 ' ' 1,0 2,0 
Фиг. 20 

(3. 1 1 }  



Разлагая q в ряд по степеням А'л = 1 ·- }. , nолучим· 

q = 1 _ х + 1 Ч ..t _ ( х + 1 ) (3 - 2 х) А /  3 ....!._ 
2 "" б . 1 

+ ( Х + 1 ) (  2 - Х ) (2 Х - 1 ) А • 4 1 

8 и/. Т • • • (3. 12) 
. Функция q (Л) для х = 1 , 4  изображена на фи г. 20;  ее зна
чения даны в табл. 2 ,  3 и 4. С увеличением скорости 
расход на единицу площади поперечного сечения струи 
сначала растет и, следовательно, площадь поперечного сече
ния струи уменьшается . При скорости, равной критической , 
площадь сечения струи минимальна. При дальнейшем  уве
личении скорости площадь поперечного сечения струйки 
возрастает и при прибли жении  к максимальной скорости ста
новится сколь у годно большой: Схематическое изменение 
сечений струйки, вдоль которой скорость все время уве
личивается по направлению течения, дано на фиг. 21 . В слу
чае несжимаемой жидкости поперечное сечение струи изме
няется обратно пропорциона л ьно скорости. 

w 

w ----- -- ·--' -- -- · -- · -- --
:Ж:UОНОС'mь 

Фиг. 21  

Увеличение площади поперечного сечения струи rаза 
с увеличением скорости при w > а  • .  объясняется тем. что 
в случае адиабатического течения плотность газа все время 
у меньшается с увеличением скорости и при достижении 
критической скорости пJiотность газа убывает настолько 
быстро, что для дальнейшего увеличения скорости необхо
димо увеличение площади поперечного сечения струи. 
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§ 1 2. П,нмеры применекия уравнен ий аднабатнчесиоrо 
течения 

Применим полученные зависимости для адиабатических 
течений к решению некоторых задач.  

Вычислим расход газа из котла через насадок (фиг. 22). 

и 

то 

Пусть давление газа в кот
ле -р0, плотность -·р0 и тем
пература - Т0• Давление вне 
котла р1 < Ро· При наличии xo -

F Р. рошего насадка можно счи-
���=====• тать, что скорости в выходном 

сечении насадка распределя
ются равномерно. Обозначим 
площадь выходного сечения 
насадка F (см. фиг. 22) и ско 
рость в этом сечении w1 • 

Для весового расхода имеем : 

Q = Fpwlg, 
Фиг. 22 где g - ускорение силы тяже

сти. 
Пользуясь уравнением (3.3), получим :  

Так как 

j х- 1 

w1= 1/ а2 х + 1 [ 1 -(!!.!.) " / · J' * х - 1 Ро 

1 

Р1 = Ро (:: );-

2 2 х Ро а = -- -• x + l Po ' 

где lo = gPo - вес кубического метра газа при давлении р� 
и температуре Т0• 

Формула (3. 1 3) носит название формулы Сен-Венана-Ван
целя [7) . С помощью этой формулы можно вычислить рас
ход газа, если известны давление и плотность газа в котле 
и давление в пространстве, куда вытекает газ. 
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Проследии, как изменяется расход газа при изменении 
JlаВАения р1 • При. уиеньwении р1 расход возрастает до тех 
пор, nока даменwе р1 не станет равным критическому дав-

х 

( 2 )"-1 Jlению р. = х + 1 р0• Когда давление р1 станет рав-

ным р., в выходном сечении насадка скорость станет рав
ной скорости звука. Опыт показывает, что при дальнейшем 
nониженин давления скорость в этом сечении остается 
равноА скорости звука, а струя по выходе из насадка начинает 
расширяться. Таким образом, при пониженин давления ниже 
критического, расход газа не увеличится ,  а останется рав
ным 

1 

Q. = F(x � 1y-t V х 2\ gpoio · (3. 14) 

Поэтому формула (3. 13) может быть применена для в ы 
числения расхода лишь при р1 � р • .  При Pt <Р• надо поль
зоваться формулой (3. 14). На фиг . 23 показано изменение 

расхода в зависимости от .!!J.. , определенное по форму-Ро 
лам (3. 1 3) и (3. 1 4). 

1 ,  о : 1"' 
1 \ 
: \ ·  
: \ 

5 : � 
1 \ о, 

. 1 ' 
1 
: Р.  r( 

о 0 5  -· 1 0  ·- 1!1 
Фиг. 23 

Рассмотренному явлению можно дать следующее объяс
нение. 

Увеличение расхода газа через сужающнАся насадок 
с ростом перепада давления происходит до тех пор, пока 
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площадь поперечного сечения струи уменьшается с увели
чением ·скорости. Наибольшая скорость будет в самом узком 
сечении насадка на его срезе. Если скорость в конц,е 'На
садка была бы сверхзвуковой, то самое узкое сечение струи , 
в котором скорость равна скорости звука , было бы где-то 
внутри насадка .  Это невозможно при все время сужающемся 
насадке. Поэтому критическое сечение в плавно сужающемся 
насадке совпадает всегда с конnои насадка. 

k объяснению этого замечательного явления можно по
дойти и с другой точки зрения. 

Представим себе, что понижение давления р1 вне котла 
производится при помощи какого-нибудь вакуумнасоса . 
Поиижеине давления , как всякая волна разрежения, будет 
распространяться от всасывающего патрубка со скоростью 
звука. При скорости в конце насадка, . равной скорости 
звука, изменение давления не сможет проникнуть через 
насадок и вызвать какое-либо изменение течения в кот.1е 
и самом насадке. Когда скорость в выходном сечении на
садка достигает скорости звука, создается как бы воздуш
ный барьер, не позволяющий возмущениям извне проник
нуть внутрь котла. Этим своеобразным явлением часто 
пользуются в технике. 

П ри рассмотрении истечения через насадок мы прене
брегали влиянием сил вязкости и неравномерностью распре
деления скоростей в выходном сечении насадка. Изучение 
течения через мерные насадки и сравнение результатов 
расчета с экспериментом будет произведено ниже. Заме
тим лишь, что для хороших насадков формулы (3. 13) 
и (3. 1 4) дают замечательное согласие с экспернментом .  

w 

Фиг. 24 

�ы рассмотрели течение 
через постепенно сужающийся 
насадок. При течении газа че
рез диафрагму струя имеет 
вид, изображенный на фиг .  24. 
Самое узкое сечение струи ,  
в котором давление можно счи
тать выравненным по сечению 
и равным давлению в окру 
жающем пространстве, будет 
находиться на векотором рас
стоянии от отверстия. Отно
шение площади этого сечения 
к площади отверстия носит 

название коэфиц,иента сжатия. При исследовании истече
ния через диафрагму основным вопросом является опре
деление коэфициента сжатия струи. 
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При давлении вне котла, равном критическому, в самом 
узком сечении струи возникает скорость, равная скорости 
звука. Однако при дальнейшем оонижении давления расход 
газа не останется постоянным, как в случае истечения через 
на'садок, а б у дет изменяться благодаря тому, что струя газа 
начнет деформ ироваться. 

Коэфициент r.жатия струи может быть весьма просто 
определен в одном частном случае истечения через так 
называемый насадок Борда. Рассмотрение этого примера 
оонспит высказанные выше общие соображения. 

Рассмотрим течение через насадок Борда (фиг.  25). Ко
Jнtче<;тво движения, уносимое струей через насадок в еди
ницу времени , равно F'p1wi, где р1 и w1 - плотность и ско-

Фиг. 25 

рость газа в са мом узком сечении струи, в котором давление 
равно р1 ; F'- площадь этого сечения. Пусть р0 -- давление 
в котле. Стенки котла снаружи находятся под давлением р1 • 
Так как стенки насадка параллельны струе, то переменное 
давление на эти стенки н� дает составляющей в направле
нии  течения.  Составляя проекцию сил давления на направ 
JJение течения струи, можно считать давление на стенки 
внутри котла везде равным р0• Отсюда проекция на направ
ление оси струи сил давления, действующих в данный мо
мент Hil массу газа, заключенную в котле и в части струи 
ABCD. равна F(p0 - р1). Приравнивая изменение количества 
движения импульсу сил Давления, получим для коэфициента 
сжатия р. ... : . 
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отку.u, пользуись формулой (3.7), получим : 

Ро _ 1 Ро - 1 Pt х - 1 Pt 1-'-х = хiИГ = � -�,.-_--.1-

(:� ) -х-_ . 

(3. 15) 

Рассмотрим изменение P.z в зависимости от Ро . При npи
Pt 

ближении Ро к единице, Р..с стремится к половине. Дм tte
Pt 

сжимаемой жидкости получается коэфвциент сжатия стру и  
1 P.z=2 . При Pt ·= p* в случае воздуха fioz = 0,636. При 

дальнейшем увеличении перепада давпения коэфиltиент Р.х 
все время возрастает. 

В качестве следующего примера рассмотрим измерение 
приведеиной скорости потока или числа М. Приведеиную 
скорость потока и число М можно определить из формул 
(3.3) и (3.7), зна• статическое и полное давление. 

Для измерения полиого давлении служит трубка Пито 
(фиг. 26). Статическое давление измеряется специальным 
насадком, имеющим вид тонкого зонда, на поверхности 

которого нанесены от�рстии для восприятии статического 
давлении (фиг. 27). Вопрос о тарировке трубки Пито и на
садка дли измерения статического давлении будет рассмот
рен ниже. З.nесь мы остановимся лишь на вычислении 
приведеиной скорости и числа М по результатам измереН'ия 
статического давления и показаииям трубки Пито. 

Пусть скорость потока меньше скорости звука. Течение 
газа перед отверстием трубки Пито и в самом насадке 
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моJКНО считать адиабатическим. Обозначим полное давлени�, 
нЭIIеренное трубкой Пито, через р0, а статическое давле 
ние в потоке - через р. 

Имеем 

откуда 

Фиг. 27 

А = уХ+ 1 [t-(J!...)a:1] • х - 1 Ро 

Пользувсь формулой (3.7), имеем также 

1, 

{ х - 1 )•-1 
Ро = Р \ 1 + -2- М' · 

(3. 1 6) 

Следовательно, для определения числа М получим :  

(3. 1 7) 

Пусть скорость потока больше скорости звvка .  Тогда 
перед насадком возникает скачок уплотнения . Мож но счи 
тать, что струйка, попадаюшая в отверстие насадка , про
ходит через прямой скачок уплотнения. На фиг. 28 дана 
фотография скачка уплотнения перед трубкой Пито. Обоз
начим М, ).. , р, р0-число М, приведеиную скорость, давле
ние и полное давление в расс-.атриваемой точке потока . 
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Приведеиную скорость и давление после скачка обозначим 1.' и р', а давление, которое пока зывает т р уб к а  П ито, -че;. 
рез р�. 

Имее �t : 
" 

, - , 12 ( 1( - 1 )"-1 р - Ро 1 - х + 1 ). . 

Фиг. 28 

С другой стороны, пользуясь формулам и для прямоrо 
с ка чка (§ 6), имеем : 

,_, = + '  
р' = р +pw(w - w'), 

откуда 
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-rак ЧТО 

Заменяя в этом уравнении Л2 его выражением через � 
nолучим формулу Релея [6) : 

х l 4х 2 (х - 1 ) 1 ] х- 1 
р (х + 1 }' - (х + 1i М2 . 
-, = 2 1 (3. 18) Ро _х_ М' - � х + 1  х + 1  

Пользуясь этой формулой , можно опреде.1ить число М по измерениям статическосо давления и показаниям трубки 
Пито. · 

Вычислим изменение полного давления в скачке уплотнения . 
Так как 

'ТО 

, Ро 
- =  

Ро 

х ( х - 1 )х-1 Ро = Р 1 + -2- м� , 

х х [ 4х _ 2"(х- 1 ) _1 l x-t( � 3 )х-1 
(х + 1 )2 (х + 1 ) 2 М2 1 + 2 М 

• (3.19) 

Заменяя в формуле (3. 19) число М его выражением че
рез число k, получи м : 

1 [ х - 1 1х-1 , 1 --- ).2 
Ро = k2 x + l = q (k) 
Ро 1 -� -1 (-1 ) 

1t + 1 ).2 q ). 

(3.20) 
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Значения функци й  (3. 1 8) и (3.20) даны в табл. 2, 3 и 4. р' 
Разлагая отношение � в ряд по степеням .1 >. = >.- 1 .  

Ро 
получим. пользуясь формулой (3. 1 2), следующее выражение : 

р' 2 1 
р: = 1 -- З :< (х + 1) .1Л8 + "2 (х + 1 ) (2х + 1) .1 i.'+ . . . (3.2 1 } 

В первом приближении ,  при небольших  значениях 6i.. . 
можно считать, что относительные потери полного давления 

Ро-Р' 2 1 Т, =  3 х (х + 1 )  А ).3 - -2 (х + 1) (2х + 1 ) .1Л4 + . . . (3.22} 

возрастают пропорционально куб у Ы • .  
Потери полного давления в скачках уплотнения , обра

зующихся в потоках, скорость которых превосходит ско
рости звука не более чем на �5 % , очень малы (меньше 
одного процента). При дальнейшем увеличении скорости 
nотока потери в скачках уплотнения быстро растут. Этот 
факт имеет очень большое значение в газовой динамике .  



ГЛАВА IV 

ТЕЧЕНИЯ В ТРУБАХ 
§ 13. Законы механического подобии 

Адиабатическое течение газа является предельной идеаль
ной схемой.  В действительности при наличии сил трения 
и теплообмена давление, плотность и температура газа б у 
дут гораздо более сложным образом определяться усло 
виями течения. При этом ряд существенных зависимосте й 
.�tолжен быть дополнительно найден из данных экспери
мента. Для того, чтобы найти общие закономерности в 
этих разнообразных явлениях и иметь возможность свести 
число экспериментально определяемых коэфицнентов к ми
нимуму, необходимо при исследованиях принимать во вни
м ание некоторые общие положения, вытекающие из сооб
ражений о механическом подобии явлений .  

При экспериментальном исследовании механических яв
лений обычно изучают эти явления на моделях при значе
ниях основных физических параметров, отличных от тех , 
которые имеют место в действительном проп.ессе . Точное 
перенесеи•е результатов исследования одного явления tta 
друrое возможно ли шь, если эти явления подобные, т. е .  
если возможен переход от описания одного из этих явле
цвl к другому изменением единиц измерения . 

В основание анализа механического подобия положим 
areroд раамерностеА. Напомним соображении, на которых  
основан этот метод. 

В результате измерения величин получаются именован
ные числа, ети числа зависят от припятых единиц измерения . 

В механике обычно приняты три основные единицы из
мерения :  единица длины, времени и массы. Остальные еди
ницы выражают через эти три основные, пользуясь закона 
IIUI, · связывающими данную величину с величинами ,  единицы 
измерения которых известны. Так, например, единица силы 
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определяется уравнением: Ньютона , единица работы -равен
<:твом, определяющим работу, и т. д При исследовании 
механических явленнА, однако, не обязательно ограничиться 
тремя основными единицами,  можно было бы ввести , напри
мер, независимую единиnу силы. Тогда уравнение Ньютона 
ПрННЯJIО бы ВИД : 

F= cma, 

rде величина с была бы размерной постоянной. 
В газовой динамике приходится иметь дело с тепловыми 

явлениями. К основным механическим единицам надо доба
вить единицу измерения количества тепла и единицу изме
рения температуры. Пользуясь уравнением сохранения энер
гии, можно было бы выражать количество тепла непосред
<:твенно в механических единицах. Точно так же, пользувсь 
уравнением состоянии, можно было бы выражать темпера
туру в механических единицах. 

Механический эквивалент тепла и газовая постовиная 
выражались бы тогда отвлеченными  числами. Однако при
вычно выражать количество тепла в калориях, а темпера
туру-в градусах.  При этом в ураьнения газовой динамикв 
входят две размерные постоянные : механический эквивалент 
тепла и газовая постоянная . Размерность газовой пост()ннной 
определяется из уравнения Клапейрона, а размерность ме�  
ха кического эквивалента тепла-из уравнения, в ыражающего 
первое начало термодинамики . 

Выбер�м в качестве основных единиц измерения единицы 
длины, времени, массы, количества тепла и температурЫ. 
Обозначим размерности этих пяти основных  величин Т, Т,. 
M, U, е. 

!(ля обозначения размерности всех других величин вос; 
пользуемся знаком [ ] .  Тогда имеем : [скорость] = l 11 

�ускорение] = I Т-", (сила] =  Ml т- "., [работа] = мi• 't-t . 
fплотность] = iИ [-а, [разность давлений] =· ML -t т-•,. [ме• 
хакический эквивалент тепла) = ML2 т-• и-1, [газовая nо
<:тоянная] = Р· Т-1 8-1 , [удельная теплоемкость] = U 8 .М-1 

Силы сопротивлении обусловлены визкостью газа. Коз: 
фициент вязкости определяется законом Ньютона дли лами
нарного течении визкой 3СИдкости . 

Если обозначить через 't силу трения на единицу пло
щади (напряжение трении), то закон Ньютона выража.ется 
уравнением 



dv 
где 1-' - коэфициент вязкости и 

dn. - градиент скорости 1t 
направлении нормали к рас сматриваемой площадке. 

Отсюда размерность коэфициента вязкости б у дет 

[t-L] = MI-1 Т- 1 •  

Коэфициент вязкости совершенного газа не  зависит ог 
.аэвления. Опыты показывают, что и для реальных газов 
зависимость коэфициента вязкости от давления оказывается 
очень слабой и в очень широком диапазоне изменения дав
ления . можно считать 1-L не зависящим от величины давления .  
Величина коэфициента вязкости существенно изменяется 
при изменении температуры газа . Для воздуха эта зависи
мость может быть представлена в таком виде :  

�-' 106 = 1 ,1 12  J'.r1 +О,ОО3665 е ( 1 + о,ООО88)2, (4. 2} 

где О-температура газа в градусах Цельсия ,  
1-'-коэфнциент вязкости в кг секj.м2• 

Для приближенных расчетов удобно пользоваться зави� 
симостью вязкости от абсолютной температуры Т в таком 
виде: 

1-' ( т )·'· ;; = 273 ' (4.3) 
где !-'0-коэфнциент вязкости при температуре е = О" . 

Теплообмен определяется теплопроводностью газа . Коэ
фициент теплопроводности определяется из уравнения, свя
зывающего поток тепла через площадку, имеющую пло
щадь S, с градиентом температуры в направлении ,  перпен
дикулярном этой площадке. Имеем 

dT dU = Тi dn. Sdt, (4.4} 
где · "1 - коэфициент теплопроводности, dT 

dn - градиент температуры. 

Ра3мерность коефициента теплопроводности будет 
и f-1 [-1 8-1 . 

При исследовании. 1:1екоторой совокупности процессов. 
экспериментатор варьирует различные параметры, опреде
ляющие, при прочих равных  условиях, изучаемое явление. 
Например, при исследованRи сопротивления гладкой трубы 
можно изменять перепад давления на к_онцах трубы, абсо
лютную величину давления газа, его температуру, диаметр 
и длину трубы и, наконец, степень турбулентности потока 
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у входа в трубу. Среди исследуемых параметров можно 
всегда выделить ряд независимых друг от друга параметров, 
определяющих процесс. Выбор числа таких параметров 
в известной степени произволен. С увеличением числа опре
деляющих параметров увеличиваетсst совокупность сравни
ваемых между собой проitессов. Например, если при иссле
довании течения газа в трубе ограничиться изменением 
только скорости потока, то мы получим совокупность про
цессов, отлвчающвхся одним параметром. При измеиеn• 
диаметра трубы, давления и температуры газов мы по.-у
чаем более обширную совокупность процессов. 

Говоря о том, что задание рассматриваемых параметров 
полностью определяет данный процесс, подразумевают, что 
при наличии остальных условнА, которые остаются неизмен
ными, и при данных значениях зтих параметров реа.11изуетск 
единственно возможный процесс. Это может быть известным 
из эксперимента или служить рабочей гипотезой при иссле
довании. 

Дадим точное определение механически подобных явле
ний : два явления называются механически подобными, если 
можно выбрать две системы единиц так, чтобы численные 
значения всех соответствующих величин в этих явлениях, 
выраженные в своих единицах, были бы одинаковы. Иначе 
говоря, два явления подобны, если можно от одного из этих 
явлений перейти к другому изменением масштабов. 

Для совокупности механически подобных явленнА все 
отвлеченные комбинации встречающнхся величин имеют 
одинаковое численное значение.  Обратно, если все комби
нации отвлеченных величин для двух каких-нибудь явлений 
совпадают, то эти явления подобны. Это можно было бы 
принять за определение механически подобных явленнА.  

Рассмотрим какую-нибудь совокупность я влений, оnре
деляемую n независимыми параметрами ,  которые могут быть 
как отвлеченными, так и размерными. Все остальные вели
чины определяются заданием этих параметров. 

Пусть размерности этих n. параметров выражены через 
размерности k основных единиц измерения н пусть n. � k.  
Тогда имеет место следующая теорема (9) . 

Из осневных n. параметров можно образовать тшько n.- k  независимых безразмерных комбинаций 

т. е. независимых отвлеченных величин, которые IIOJИIIO 
поставить в связь с рассматриваемой совокупностью я�
ний. Необходимое . и достаточное условие механическоrе 
подобия двух явлений заключается в равевстве между со
бой этих основных отвлеченных параиетров. 
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Таким образом, совокупность механически подобных 
явленнА определяется равенствами 

а.1 = coпst, «, = const, . . . , an-k = const . 

В качестве примера рассмотрим движение газа в круг
.JIЫХ гладких трубах при наличии сил трения и теплопере
.дачи. В этом случае имеем систему следующих двенадцати 
параметров : 

l - длина труб ы , 
D - ее диаметр, 

р - плотность газа, 
др -- перепад давления,  

w - скорость движения газа, 
Т- температура газа, 
J.L - kоэфициент вязкости газа, 
J - механический эквивалент тепла , 

с" - теплоемкость газа при постоянном объеме, 
ер - теплоемкость газа при постоянном давлении, 
R - газовая постоянная, 
71 - коэфициент теплопроводности.  

Механи.ческий эквивалент тепла, газовая постоянная 
н теплоемкость газа связаны уравнением 

R = J(cp -- с") ; R = Jc" (х - 1 ) . 
Опыты показывают, что при прочих равных условиях 

скорость в трубе зависит от перепада давления. Таким обра
зом, скорость и перепад дамении нельзя считать незави 
симыми величинами . Можно было бы рассматривать в каче
стве параметра абсол ютное давление rаза, но оно связано 
с плотностью, температурой и газовой постоянноА уравне
нием состояния. Таким образом,  имеем десять независимых 
параметров; величины этих параметров выражены через 
пять единиц измерения. 

· 
Из этих величин можно, следоват�льно, составить пять 

независимы х безразмерных параметров. Обычно принимают 
следующую систем у  параметров : 

D
l , pDw = Re ; 

J 
w _ _ = М ;  ) 

J.L ., xRT 
flCp = Pr · х - l = -R . 

71 
, Jc" 

(4.5) 

Число Re называется числом Рейнольдса по имени от
крывшего его ученого. Это число определяет явления, свя
занные с вязкостью и силами трения . Вместо числа М мож
но было бы ввести связанное с ним число 1. .  Параметр Pr 
связан с явлениями теплопередачи .  
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Течения газа в гладких трубах, для которых значениst 
указанных пяти параметров одинаковы ,  будут механически 
подобными. Поэтому эти параметры можно назвать 

l 
критериями подобия. Отношение D есть параметр, опре-

деляющий в данном случ)iе геометрическое подобие. Числа· 
х и Pr зависят от природы газа н от температуры. При 
обычных условиях для данного газа х и Pr могут считаться
постоянными величинами .  Таким . об разом. имеем два су
щественных критерия механического подобия (геометриче
ское подобие подразумевается как очевидно необходимое 
условие) : равенство чисел Re и М. 

При ведеиные рассуждения справедливы, очевидно, не 
только для круглых труб, но и для установившихся . тече
ний в любых rеометрически ·подобных газопроводах, соплах. 
диффузорах и т. д. Однако не надо забывать, что мы не 
рассматривали влияние шероховатости стенок и степени 
турбулентности потока у входа в трубу и считали, что 
условия на входе в трубу во всех течениях одни и те же. 
Если принять во внимание изменение этих условий, то по
лучим еще два новых критерия подобия. 

Вернемся к примеру течения в круг л ой трубе. Есди силы 
трения и теплопередача через стенки трубы отсутствовали 
бы, то в трубе мог л о установиться неизменяющееся по длине 
трубы течение с л юбой скоростью. Давление также не 
изменялось бы по длине трубы. В действитедьности дл я 
получения данной скорости течения через трубу необходимо 
<!оздать разность давлений в начале и в конце трубы. Вели· 
чина этой ·разности зависит от вязкости газа и от тепло-· 
обмена через стенки трубы и характеризует силы сопро
тивления. Вместо разности давления удобно ввести без
размерный параметр. В качестве такового принимают : 

4р (4.6)· 

Этот параметр является функцией определяющих безраз
мерных  параметров. Следовательно, имеем : 

��2 =!( ri , х, Re, М, Pr) . 
-2-

(4.7} 
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Задачей исследования течений в гладких круглых тру· 
бах является определение этой функциональной зависимо� 
сти .  

Правую часть равенства (4.7) принято называть ,. коэфи
nиентом сопротивления • .  

Если явлениями теплообмена можно пренебрегать, то те
чение не должно зависеть от числа Pr .  Уравнение (4.7 )  
примет вид : 

!J.p 

( !J.l . ) f'W2 = F D , Re ,  М, х • 
2 

(4.8) 

На бесконечно малом участке трубы !J. l  можно считать. 
!J. l  

что F есть линейная функции от D . В этом случае урав-

нение (4.8 ) можно представить в виде : 

Ь. р pw2 bl = 20 t (Re, М, х). (4.9) 
Коэфициент t(Re, М, х) называется коэфициентом сопро-

тивления трубы. . 
Если перепад давления вдоль трубы невелик, то изме

нение температуры газа вдоль трубы не оказывает влия
ния на течение газа. Козфициент сопротивления в этом слу
чае не должен зависеть от числа М и числа х. В этом слу
чае скорость и плотность газа будут постоянны вдоль тру· 
бы, постоянными б у дут число Re и зависишиА только от 
числа Re коэфициент сопротивления .  

Следовательно, 

(4. 10) 

В случае течения тяжелой жидкости, заменяя дав
ление напором, получаем известную формулу дли вычисле
ния расхода жидкости через трубу 

(4 . I J )  

Введем понятие о силе сопротивления . 
При равномерном течении несжимаемой жидкости на 

участке трубы длиной l разность сил давлении в сечениях, 
ограничивающих рассматриваемую массу жидкости , должна 
равняться силе трения о стенки трубы-силе сопротивления . 
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Обозначая через 1: силу трения на единицу площади по
_верхности трубы, получим :  

1tD2 
-

4
- l1p= 1tD/'t. 

Правая часть этого равенства есть сила сопротивления . Отсюда : 
llp 4 't 

-�- = D . 

Из сравнения этого равенства с уравнением (4. 10) видно , 

что силу сопротивления можно представить так : 
1tD2 pw2 

-4- 2D ГJ. 

Сила сопротивления , отнесенная к единице объема, бу
дет, следовательно, 

(4. l 2J 

В гидравлике и прикладной газовой динамике принято 
силу сопротивления представлить в этом виде.  

Уравнение изменения количества движения при отсут
ствии сил сопротивления (§ 10) имело вид 

wdw = -
dp . (3. 2) р 

Добавляя к импульсу сил давления импульс сил сопро
тивления, определяемых уравнен 11ем (4. 1 2), получим урав
нение изменении количества движения при наличии сил 
сопротивления в следующем виде : 

dp w2 dx 
wdw = - -

r-
- - c 2 D- . (4. 1 3) 

В ци.1 индрической трубе D -диаметр трубы.  В насадках 
перемениого сечения D есть в общем случае вели чина, ха 
рактеризующая линейные размеры поперечного сечения,  
изменяющегося по длине насадка. 

§ 1 4. Ламинарное течение вязкой несжимаемой 
жидкости в круглой цилиндрической трубе 

При лам инарном течении в цилинцрической трубе ча · 
стицы жидкости движутся по прямым , па раллельным оси 
трубы . Поэтому любая струйка имеет форму цилиндра 
с образующей , параллельной оси трубhl. 
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Распределение скоростей по диаметру остается одина
ковыи в любо" поперечном сечении трубы. Ускорение в на
правлении оси трубы равно нулю. 

· 
Рассмотрим отрезок струйки жидкости в виде соосного 

с трубой цилиндра радиуса r, заключенного между двумя 
попt>речdыми сечениями аа' и ЬЬ' (фиг. 29}, отстоящими на 
расстоянии l одно от другого . 

fr i -- - -
p. � l --- ... 

1"' 2  

Фиг. 29 

Разность давлений р1 - р2, действующих на торцевые 
части рассматриваемого ЦИJаиндра, дает силу 

(pl -p.J 1tГ2, 

направленную по оси трубы. Так как ускорение равно - нулю, 
то эта сила уравновешивается силой трения, возникающей 
на боковой поверхности цилиндра , равной 

2 1trl-c, 

где -с - абсолютное значение напряжения трения. 
Величина -с по закону Ньютона пропорцнональна произ

водной от скорости по радиусу 

dv 
't = - "' €ir ' 

г де v - переменная по радиусу скорость жидкости. 
Знак минус взят в связи с тем ,  что -с по определению 

dv 
величина положительная, а � - отрицательная вели -

чина. У еловне равновесия сил приводит к диференциально
му уравнению : 

или 

dv = - Р1 ;р2 rdr. 
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Интегрируя вто уравнение и принимая во внимание усло
вие прнлипания жидкости к стенкам трубы : 'V = О при r=R, 
где R - радиус трубы , получим 

(4. 1 4) 

Таким образом, при установившемся ламинарном течении 
жидкости в круглой трубе скорость жидкости в попереч
ном сечении трубы изменяется по параболическому зако
ну (закон Пуазейля). 

Объемны й расход жидкости равен : 

R 
V = 2 7t J r'Vdr = рв-;�� 7tR'. 

Вычислим среднюю скорость w :  
V P l -P2 R" w = 

rr R2 = 8 �  · 
(4. 1 5) 

(4. 16) 

Перепад давления, выраженный через среднюю скорость. 
равен 

lw Р1 - р" = 8 1-' R2 • 
Эту формулу легко преобразовать к такому виду : 

64 l pw2 
!J.p = p� -p" = Re D :r- · 

Величина 

,.. 64 ., = - -Re (4. 1 7) 

является коэфициентом сопротивления при ламинарном те
чении жидкости в круглой цилиндрической трубе. Теоре
тическая формула (4. 17) прекрасно подтверждается экспе
риментально при достаточно малых значениях числа  Re, ко
торым соответствует ламинарное течение жидкости. 

На фи г. 30 результаты измерений изображены на лога
рифмической сетке. Точки соответствуют эксперименталь
ным данным, сплошная прямая построена по теоретической 
форму л е ( 4-. 1 7) .  Измерения С были проделаны для труб 
различных диаметров, при различной температуре воды. 
Экспериментальные точки при обработке в безразмерных 
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величинах lg С и lg Re легли на одну теоретическую прямую 
Ig С = lg 64 - lg Re nри значениях Re до Re = 2 000. При 
б6льших числах Re обычно имеет место турбулентное 
течение. 

' 
0,20 

0,10 

o,oso 
0,040 

0,030 

0,020 

"Ч� 
1'-

1'\ 
1"-.. 

� ' = 6 4 
" Re 

' 
� 

'\.. 
" 

ъ. lq  
� 

'-1 ���_ 

о о о 0 0  о о о о о о 
• ао С'С со с  о о о о о о 
с-� с-� ". С\') •  1n со r- ао о о 

й WD -
Rг = гТ 

Фиг. 30 

� 

" � 
"'-: 

iЬ. 

§ 1 5. Опытные данные для коэфициентов 
сопротивления труб 

!'\.. 
� 

t'\ 

При турбулентном течении жидкости в трубе коэфичи
ент сопротивления за висит от числа Re nотока и от сте
nени 1uероховатости внутренней поверхност и трубы. В от
личие от случая ламинарного течения,  где коэфициент со
противления определяется теоретической формулой, для 
расчета сопротивления nри турбулентном течении до на
стояшего времени nриходится nользоваться эмnирическими 
формулами или формулами, основанными на nолуэмnири
ческих теориях. 

Приведем ряд формул для коэфициентов сопротивле
ния гладких труб с указание м гранич их  nрименимости. 
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Формула Блязиуса , полученная в результате обработки 
опытных материалов, имеет вид: 

,. 0,3 1 64 .. = (Re)o,2s . (4. 1 8) 

Формула Близиуса справедлива вплоть до Re = 1 · 10" . 
При числах Re от Re = 1 · 105 до Re = 4 · 10u можно 

пользоваться формулой Стантона и Паннеля:  

0,3052 
� = 0,00357 + (Re)u.� . (4. 1 9) 

В широком диапазоне изменения числа Re справедлива 
полуэмпирическая формула Никурадзе [ 1  О) :  

1 /-vc = 2,0 I Ig (Re }t � ) -0,84. 

Эта формула проверена в диапазоне чисел Re 

3 · 101 < Re < 3,2 · 1 06• 

(4.20) 

Недостатком этой формулы Никурадзе является то, что 
она не дает явного выражения для коэфкциента сопротив
ления и поэтому неудобна для применения. 

Для вычислений удобнее пользоваться формулами, вы
раЖающими коэфициент сопротивления в виде я вной функ
ци и от Re. Такую формулу предложил Никурадзе : 

,. о 0032 + 
0,22 1 

'" = • (Re)o· 237 • (4.2 1 ) 

Этой формулой можно пользоваться в диапазоне чисел 
Рейнольдса от 1 · 10u до 1 · 1 08• На фиг. 31 изображена зави
симость � от Re в логарифмической сетке. Сплошная кри
вая соответствует формуле Никурадзе (4. 2 1 ), пунктирная
формуле Блязиуса. 

Приведеиные выше формулы оказываются непригод
ными для шероховатых труб. Шероховатость стенок труб 
увеличивает сопротивление при турбулентном течении. 
Коэфициент сопротивления оказывается при этом функцией 
не только числа Re,  но и параметра, характеризующего 
состояние поверхности трубы. Вместо одной кривой � f (Re) 
получается сетка кривых , соответствующих различным зна
чениям параметрэ шероховатости . 
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В качестве параметра шероховатости обычно берут от
ношение а высоты выступов шероховатости е к радиусу 
трубы 

� г 1 � 1000" 
1,56 
lg( 
1 ,40  

1,2 4 

1,08 

0,92  

11,76 

j"q t-_ 
�\., 

-.q' 
'"11! � 

� � 
-.... :"- . 

(4.22} 

� � 
1' .. ...... r-.... 

.... �""-- r-..... 
..... r ... �""-- r--. 

.... 

... 

3,4 3,8 4,2 4,6 5, 0  5.4 S.l 1,2 8,8 7,0 7,4 Ll 1l6 · 
Фиг. 31  

Зависимость коэфициента сопротивлении С от числа Re 
и от степени шероховатости установлена многочисленными 
экспериментами над течением в трубах как жидкост�:�, так и 
газа. Основными опытами, пос лужившими для установлении 
3ТОЙ зависимости, я вились опыты Никурадзе над течением 
вод.ы в шероховатых трубах разных д.иаметров, в которых 
значения чисел Re д.оходили до 8 • 106 ( 1 1 ] .  

Эти исслед.ования показывают, Ч I О  в шероховатых тру · 
бах с возрастанием числа Re коэфициент с�противления 
стремится к постоянному значению, зависящему только от 
степени шероховатости , т. е. сопротивление становится 
пропорциональным квадрату скорости. Квад.рат.�чный за
кон сопротивления ,  т. е. постоянство С, в rрубах . .  с боль
шой относительной шероховатостью наступает при мень
ших числах Re. 

На основании  опытов Накурад.зе установлено, что эти 
предельные, не зависящие от числа Re значении коэфици 
ента С связаны с е формулой: 

�- = 1,74 + 2 \g :..!.. . 
�/ С е (4.23) 

87 



Этой · формулой иожно пользоваться при значениях 
числа Re б6льших, чем 4 · 106 -+ 5  · 108, в зависимости от 
значения величины а ,  

Экспериментальные кривые зависимости КО9фиuиента С 
. от а и Re для шероховатых •труб приведены на фи г. 32 . 

. о,�· 2,8 3,0 3,2 з.• 1,8 3,8 

• .z: : 1 5  
Е 

. .. = 30,6 
о ,, = 60 . .. = 126 
. ..  : 252 . .. = 507 

•.о 4,2 4,4 4,6 4� s,o s,2 5,4 s,& /,§ R1 
Фиг. 32 

Опыты Никурадзе были проведены в трубах с искус
ственной шероховатостью, которая создавалась нанесением 
на поверхность трубы зерен песка определенных размеров. 
Шероховатость реальных трубопроводов зависит от каче
ства обработки трубы и изменяется вследствие коррозии 
и оседания на поверхности трубы частиц, переносимых га
зом. Опыты Идельчика ,  произведенные с трубами, имею
щими естественную шероховатость, показали , что фор
.мула Никурадзе (4.23) справедлива и для реальных труб, 
при этом в качестве е нужно брать некоторую среднюю 
высоту шероховатости,  опреде.'lяемую по профилограм ме 
поверхности [ 1 3] .  

§ 16. Общие соображения о течениях газа при наличии 
трения и теплообмена 

При расчете коротких труб, сопел и диффузоров можно 
почти всегда пренебрегать теплопередачей . В длинных 
трубах можно пренебрегать теплопередачей при наличии 
тепловой изоляции. При отсутствии теплообмена с внеш-
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ней средой температура торможения Т0 и критическая ско
рость а. со,храняют постоянное значение по всей длине 
струи. Из уравнения Бернулли-Сен-Венана следует, что для 
течений без теплообмена изменения температуры и приве
деиной скорости связаны уравнением (см. § 8): 

Т х - 1 То = 1 -- х + 
1 ).2 .  (2.26) 

Под влиянием сил сопротивления энтропия газа будет 
возрастать по направлению течения. Рассмотрим энтропию 
газа в каком-нибудь сечении струи.  Дл я этого переведем 
газ в состояние покоя при помощи адиабатического про� 

, 
necca, т. е. определ�м давление торможения Ро и плот-
ность торможения Ро газа в данном сечении струи. Для 
энтропии имеем, пользуясь (1 .28) :  

" 

Т. Г-i  
S' = cv (х - 1 )  ln _1].- + 

const. Ро 
Так как Т0 постоянно по длине струи, то действие сил 

сопротивления выражается в падении полного давления. 
Прирашение энтропии равно 

4S = S' - S = (x - l) cv ln Р� ,  (4.24) Ро 
rде р0 - полное давление в начальном сечении струи . 

Назовем отношение полного давления в каком-нибудь 
сечении струи к полному давлению в начальном сечении 
"коэфиuиентом восстановления" и обозначим его У .  Имеем 

р� У = -- · Ро 
(4 .25) 

Относительную потерю полного давления назовем " коэ
фициентом потерь• н будем обозначать его а. Име�м 

, 

0 = Ро - Ро = 1 _ У . Ро (4.26) 

Для приращения энтропии получим 

4 S= - (х - 1 ) Cv ln ( 1 - i3) 
ил в 
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Так как о обычно малая величина, то в первом прибли
жении коэфиnиент потерь пропорционален приращению 
энтропии 

� :.:::: -1 - !1 S 
= 

!_ 45 . 
х - 1 с" R (4.27) 

В дальнейшем при . анализе процессов ,  сопровождаю
щихся действием сил сопротивления, мы всегда будем пол ь 
зоваться коэфициентом потерь или коэфициентом восстанов
�1ения. 

Оценим влияние сил сопротивления на форму газовой 
струи. Так как Т0 не изменяется по длине струи , то 

Имеем :  

откуда 

р� р� 11 = - = - .  Ро Ро 

1 
- (х+ 1)� Q 

F - -2 -а-.-Р-о
...::...11-q--::(Л,...,.)-

(4.28) 

(4.29) 

Из этого равенства следует, что площадь поперечного 
сечения струи , соответствующая данному значению >.. , бу-1 
дет в - раэ больше, чем при адиабатическом течении. 

11 

Так как 11 убывает по направлению течения, то, в частно
сти, минимальное сечение струи будет соответствовать не 
>.. = 1 , а несколько большей скорости. Однако потери в 
соплах обычно настолько малы, что этой разностью пре
небрегают. 

Рассмотрим подробнее течение в цилиндрической трубе. 
При отсутствии сопротивления скорость не должна изме
няться по длине трубы. При наличии сил сопротивления 
коэфициент 11 убывает по направлению течения. Так как 
приведенный расход q (>..) при дозвуковых скоростях воз
растает с увеличением скорости, то из формулы (4.29) 
следует, что скорость должна возрастать по направлению 
течения. Расширение струи под влиянием потерь должно 
точно коашенсироваться сужением струи при возрастании 
скорости. 

При сверхзвуковой скорости приведенный расход воз
растает, а скорость убыiSает по длине трубы. В частности , 
отсюда следует, что в цилиндрической трубе (при отсут-
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ствии теплообмена через стенки) скорость из дозвуковой 
не может перейти в сверхзвуковую. Если отношение дав
ления в начале трубы к давлению в конце трубы доста
точно велико, то скорость в конце трубы будет равна ско
рости звука. 

Рассмотрим изменение давления вдоль трубы . Пользу
ясь уравнением Бернулли - Сен-Венана, имеем: 

__!!_ = .i.. f 1 - �лэ) . 
Ро Ро \. х + 1 

Из уравнения постоянства расхода п олучаем: 

откуда 

или 

Q 

х - 1 
1 - -- ) 2  

1t + 1 . !!_ = _ _ Q_ ---:--
Ро Fpo а* Л 

1 
х - 1 . 2 _ _ ,_ х + 1 x + ·l Q Р = --z;:- ---,.,-, -- а* F • (4.30) 

Из этого равенства следует, что с ростом приведеиной 
скорости давление всегда убывает. 

При дозвуковой скорости давление падает вдоль трубы. 
Течение в трубе устанавливается в зависимости от отно
шения давлений на концах трубы. 

llpи сверхзвуковой скорости давление возрастает по 
длине трубы, и движение газа осуществляется за счет па
дения кинетической энергии. Опыты показывают, что такое 
течение невозможно на участке трубы любой длины. Если 
труба имеет достаточно большую длину, то в не котором 
сечении трубы образуется скачок уплотнения. Скорость 
в этом сечении · внезапно переходит в дозвуковую и затем 
начинает возрастать. Положение скачка уплотнения зависит 
от длины трубы и от давления в конце трубы.  Аналогич
ные заключения справедливы и для сужающихся насадков. 

В заключение отметим полезное соотношение, следую
щее из формулы (4.28), в применении к цилиндрической 
трубе. Если р0 - полное давление в начале трубы и Л1 -
приведеиная скорость в начаJiе трубы, то имеем 

" = р� = q (Л !) 
. Ро q Щ  ( 4 .3 1 ) 
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В диффузорах и соплах имеем аналогич ным образом 

р� F1 t; (Л1 ) 
У = Р-о = -F-:::-q=--:(�1-�) (4.32) 

Формула (3 . 20), полученная в § 12  для потерь в скачке 
уплотнения, является частным  случаем формул ы {4.3 1 ) .  

Рассмотрим общий случай течения газа при наличии 
си,11 трения и притока тепла .  При наличии теплообмена 
температура торможения и критическая скорость будут 
изменяться вдоль струи. Критическую скорость и темпера
туру торможения в данном сечении струи определи м  урав
нением 

где 

, / 2х • 

а. = V х -+ 1 RTo . 

Приведеиной скоростью назовем , как и ранее, отноше
ние скорости потока в данном сечении к критической ско
рости в этом сечении. Имеем 

Уравнение внергии (2.3 1 ) при N = О, пользуясь поня
тием критическnй скорости в данном сечении струи, 
можно представить в виде 

2 2 2 (x - l ) JU а. - а.1 = х + 1 Q .  (4.33) 

где a.t - критическая скорость в начальном сечении струи.  
Преобразуем уравнение расхода. Имеем 
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Ро 

а •
• 

Из уравнения Клапейрона следует 

У = 
Р� = р;, т� Ро 

Р
о То · 



Обозначим отношение критической скорости в данном 
сечении струи к критической скорости в начальном сеч&
нии через 3. Имеем 

(4.34) 

Уравнение (4.33) принимает вид 

(4.35) 

Если тепло подводитсt� к газу, то влияние притока 
тепла на форму газовой струи аналогично влиянию потерь. 
полного давления (уменьшению v). Площадь поперечиого 
сеченая струи, соответствующая данному значению k, бу
дет при наличии притока тепла в 3 раз больше, чем при 
течении без притока тепла.  Отсюда следуют выводы, ана
логичные тем , которые были получены ранее для влияния 
потерь на течения без теплообмена. Так, в цилин·дрической 
трубе при дозвуковой скорости скорость возрастает вдоль 
трубы, а при сверхзвуковой - убывает. В цилиндрической 
трубе в сл учае,  когда тепло только подводится, невоз · 
можен переход от дозвуковой скорости к сверхзвуковой. 
Такой переход возможен лишь в насадке, которы й  сначала 
сужается, а затем расширяется. 

Если производить интенсивный отбор тепла от теку
щего газа, то можно достигнуть того, что, наоборот, при 
дозвуковых скоростях скорость б у дет убывать по длине 
трубы, а при сверхзвуковых - возрастать. Теоретически 
мыслим переход от дозвуковых скоростей к сверхзвуко
вым в цилиндрической трубе, если в пекотором сечении 
трубы заменить нагревание газа интенсивным охлаждением. 

Для зависимости давления от приведеиной скорости 
имеем формулу (4.30), в которой а*-теперь переменпая вели
чина. В зависимости от величины притока тепла давление 
как при дозвуковых, так и при сверхзвуковых течениях 
вдоль струи может убывать или возрастать. 

При меняя формул у (4.35) к начальному и к иекоторому 
произвольному сечению трубы, получим для коэфициента 
восстановления следующее выражение 

(4.36} 



Для насадков перемениого сечения аналогичным обра-
зом имеем . 

(4.37) 

§ 17. Течение в трубе без притока тепла 

Рассмотрим течение газа в цилиндрической трубе при 
отсутствии теплообмена с внешней средой. 

Движение газа определяется в этом случае следую
щими уравнениями : 

уравнением изменения количества движения : 

dw 1 dp ,. w2 
w dx = - р- dx - .. 2D ' 

уравнением постоянства iнергии потока : 

w2 + _х_ 1!._ = а� (х + 1 )  
2 х - 1 р 2 (х - 1 ) 

ил и 
Т х - 1 - = 1 -- -- #.2 

Т0 х + 1 ' 

и уравнением постоянства расхода вдоль трубы : 

Q = F p w = const. 

(4. 1 3) 

(2.23) 

(2.26) 

Уравнепие (4. 13), как это будет видно в дальнейшем, 
может быть нроинтегрировано. В связи с этим все вопросы 
о течениR газа в трубе при отсутствии теплопередачи ко
гут быть полностью решены при наличии данных о за.ви
симости коэфициента сопротивления С от чисел М и Re. 

Опыты, поставленные Фресселем для определения зависи
мости коэфициента сопротивления С от числа М, показали 
(см. ниже), что для гладких труб коэфициент С практиче
ски не зависит от числа М, а следовательно, и от числа л .  

Это обстоятельство чрезвычайно облегчает расчет труб 
и позволяет непосредственно пользоваться для течений га
за богатым экспериментальным материалом, полученным 
при исследованиях движения воды в трубах.  

Преобразуем уравнение (4. 13). Уравнение энергии и 
уравнение расхода позволяют выразить плотность и дав
ление через приведеиную скорость. Имеем 
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в 

}. (4.30) 

Подставляя 3ТИ выражения в уравнение (4. 1 3), получим: 

х + 1 (__; - l) dl. = С  dx . 
(4.38) х 1. 1. D 

Из этого уравнения сейчас же следует вывод, полу
ченный уже раньше из общих соображений : в цилиндриче
ской трубе скорость из дозвуковоА не может перейти в 

dl: 
сверхзвуковую. Действительно, при ).. < 1 , dx > О, т. е. 

скорость вдоль трубы возрастает, а при /. > 1 из уравне-d).. 
кия (4.38) следует, что dx < О, т. е. скорость убывает 

вдоль трубы. Если скорость увеличится в трубе до скоро
сти звука, то она уже не может дальше возрастать. Та
ким образом, скорость звука может установиться только 
в выходном сечении трубы.  

Проинтегрируем уравнение (4 .38) и при этом заменим 
размерную координату х безразмерной величиной х, выра
жающей длину трубы в долях диаметра. 

Имеем 

где 

-
х 

z(Л J) - z(l.) = \ C(Re) dx , 
о 

(4 .39) 

(4.40) 

Приведеиная скорость в начале трубы обозначена че
рез Л 1 ; х и Л относятся к произвольному сечению трубы . 
График функции z(Л) дан на фиг. 33 ; значения этой функ
ции приведены в табл. 2, 3 и 4. Длину трубы, выражен
ную в долях диаметра, оСюзначим через l, а приведеиную 
скорость в конце трубы-через ).2 • 

Для оnределения течения в трубе необходимо, чтобы 
у входа в трубу были известны основные параметры,  ха
рактеризующие состояние газа : значения х, R, Т0, р0 и р0• 
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Имеем : 
.. 

�10_ = ( ::т= ( �: ) ;::-t = ( 1 - : + � 
.. )а - t 

� 2 ' 
'· 1 

где р1 , Рн Т1 и J.1-давлен�е. плотность, температура и 
приведеиная скорость газа в начальном сечении [трубы. 
Эти величи ны обычно подлежат определению. 

б 
)( 
s 

4 

з 

2 

о 

r 
( Л) 

\ 
' 

� 

0,4 0,8 

к = 1, 2 5  .... � 
� Р"' 

1,2 
Фиг. 33 

1,6 

--� 
х = 1 ,40 

2,0 

Расход на единицу площади поперечного сечения трубы 
будет : 

Q 
F = pW . 

Условный критический расход, соответствующий скоро
сти , равной скорости звука, т. е.  А1 = 1 , в начальном сече
нии трубы будет : 

t ( 2 )'� .. / 2х р,.а,. = 
х + 1 V х + 1 РоРо 

Этот расход мог бы быть реально осуществлен при 
бесконечно малой длине трубы и перепаде давления,  пре
выwающем критический. 
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Отношение расхода к условному критическому расходу равно приведеиному расходу в начальном сечении трубы. Имеем 
t t 

pw 1 х + 1 )" - 1 ( х - 1 \" - t 
q1 =- р ... а ... = \-2 1.1 1 - 1t + 1 Ч; . (4.4 1 ) 

Расход газа через трубу в дальнейшем мы будем выра жать через q1 • Имеем 
1 

(1t +  1 );-=-j 
Q \-2-

q1 = -р 
21t V х + 1 РоРо 

(4.42) 

Выразим давление через f/1 и приведеиную скорость. 
Заменяя в уравнении (4.30) отношение � его выражением 
через q1 из (4.42), получим 

1 1 _ х - 1 А.2 
Jo = ( х � 1 )

"
- 1 __ x-::-t.:...._l_ q 1 •  

Обозначая 

и 

имеем: 

�=L Ро 
1 

у(Л) = (-х +2_1)�1 __ л ---=--
1 - х - 1 )..1 , 

x + I  

- q. Y- -v ·  

(4.43) 

(4.44) 

График функции (4.43) изображен на фиг. 34. Значения функции у даны в табл . 2, 3 и 4. 
Из формулы (4.44) можно определить критическое давление. Если приведеиная скорость в конце трубы равна единице, то имеем 

(4.45) 

7 
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Критическое давление в конце трубы равно критиче
скому давлению в начале трубы, умноженному на nр11Веден
ныА расход в начале трубы. 

12 
g 
10 

8 

8 

4 

2 

1 
...."". 

",. � 
� � 

Q,4 0.8 

1 1 
1 � 

х = 1,40 .. 1 
1,30 .... 1'1 1 1/ 
1,25..: 11--IJJ 

f-1 '/ 1 lh 
.1� 

�� 
� � 

1,2 1,6 2,0 � 
Фиr. 34 

Как было указано выше {§ 1 5), приведеиную скорость 
и приведенныА расход в данном сечении трубы можно 
выразить через козфициент восстановления 

р� q().1) 11 = - = -- :  
Ро q(k) 

{4.36) 

Ко9фициент восстановления в конце трубы при ). = 1 
будет равен q1 :  

Пользуясь формулами (4.40), (4.4 1 )  и (4.44), можно по
строить графики зависниости у_ от у и q. Эти графики даны 
на фиг. 35 и 36. Значения 9Tilx функций даны в табл. 2, 3 

· и  4. Уравнение (4.39) можно представить в виде: 

z 
f(qд - Ф(у) == J с (Re) dx, (4.45) 

о 
где 

/ (q) = x ().) (4.47) 
и 

Ф(у) = Ф ( �1-) = у_ (1.). (4.48) 
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Уравнение (4.39) или (4.46) решается последовательными 
приближениями. Остановимся подробно на вопросе вычис
ления первого приближения. 

Как установлено опытами Фресселя,  коэфициент С дл.и 
r падких труб не зависит от числа М, а зависит лишь от 
числа Re. 

Число Re для трубы можно представить в виде 

(4.49) 

Вдоль трубы может изменяться лишь коэфициент вяз
кости, зависящий от температуры. Зависимость р. от тем· 
пературы приведена выше-§ 13, формулы (4.2) и (4.3). 

Вследствие изменения скорости по длине трубы изме
няется температура газа, а следовательно, и коэфициент 
вязкости и число Re. Коэфициент вязкости слабо зависит 
от температуры, а коэфициент сопротивления при боль
ших значениях числа Re изменяется очень немного. Поэ
тому в первом прибJrижении можно считать коэфициент 
сопротивления постоянным вдоль всей трубы и затем, если 
это необходимо, ввести небольшую поправку. 

Рассмотрим сначала уравнение (4.46) для всей трубы . 
Считая С постоянным по длине трубы, имеем 

(4.50) 

Пусть требуется определить расход через трубу по за
данному значению �2 в конце трубы. Пользуясь графиками 
или таблицами · функций f и Ф, строим график зависимости 

j(q1)-Ф (�: ) от q1 и, пользуясь (4.49),-графи к  rJ от q1 •  

Пересечение этих кривых определяет q1 и,  следовательно, 
расход газа через трубу. Приведенная скорость в конце 
трубы определяется по формуле (4.44), а коэфициент вос
становления,-пользуясь формулой (4.3 1 ). 

Если необходимо ввестч поправку на изменение числа 
Re вдоль трубы, можно поступить следующим образом. 
Применяя формулу (4.32) к участку трубы от начального
сечения до некоторого произвольного сечения и считая 
q1 и С известными из первого приближения, получим 

(4.51) 
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Из этого уравнения находим значения А., а следоТ 
вательно, значения То вдоль трубы. 

Определяя затем Re и С вдоль трубы, вычислим 

т 
f c <Re)dx 
о 

и внесем соответствующую поправку в определение ql '  
Дальнейшие приближения уже не нужны. 

Большой интерес представляет вычисление критического, 
максимального во3можного расхода через трубу.  Крити
ческий расход соответствует скорости, равной скорости 
звука в конце трубы. Считая С постоянным по длине трубы, 
имеем : 

(4.52) 

Для уточнения значения l"P • принимая во внимание из
'Менение числа Re вдоль трубы, можно воспользоваться 
уравнением (4.5 1 ), так, как это было указано выше. 

Уравнение (4.5 1 )  при заданном q1  дает возможность вы
числить распределение приведеиной скорости, а следова
тельно, и давления вдоль трубы. 

На фиг. 37 изображена сетка кривых распределения дав
.ления для различных значений приве-деиного расхода q1 

1,2 
� '11 0,784 A1SO ,0,680 "0.628 ,0,598 JI,SS2 ,0,490 • 0,452 ' D,294 1. 1 1 �� / / 1 L v .. 7 ) 1 о о · о  

� � � � � ...... """ / / 1 \'< " ""'-� 'У '- - � т- ....... � 1 n l!  v,v ' \ \ � ' � t' � ....... � -.... ..... .! l ' \ '( � ....... � ..... , о,. о- - - i-· ' ' ' \. 
о ' 

0.2 ..... 

о 0,8 1,6 2,4 3,2 а �s 4,0 ' ... &.4 х � D  
Фиг. 37 

1 01 



в виде зависимости � = L от Сх для дозвукового потока. Ро 
а на фиг .  38-соответствующие кривые для сверхзвукового 
потока. При помощи этих кривых, зная расход, а следова
тельно, число Re и соответствующее ему значение С, можно· 
определить давление в любом сечении трубы. При дозву
ковоА скорости давление сначала медленно, а затем все бо
лее быстро падает, пока не достигнет критического зна-
чения при сХ, соответствующем критической длине. Ниж
няя пунктирная кривая соединяет эти критические точки . 

0,5 

, 
0,4 

О,З 

0,2 
"., 

0,1 � 
1-

о 

fl = 0,!70 
r 0,560 

/ ) 0,453 
..... ,.". .,.....� / 0,373 

�-"""' .""",- � � � v 0,284 
..- ........ � ..- -� � 

- � 0,109 
- ..... �'-" -� _ ",.. 0,137 

0,08 0,16 0,24 0,32 0,40 0,48 о,sв 0,64 � i 
Фиг. 38 

При сверхзвуковом течении картина распределения дав
ления обратная : давление сначала медленно, а затем все· 
более быстро возрастает. 

На фиг. 39 дана кривая завиенмости cl:p, вычисленная на: 
основании формулы (4.52). 

Малые значения скорости, соответствующие малым зна· 
чениям чисел М и )., когда сжимаемость газа имеет не· 
большое значение, отвечают, как это видно из уравнения. 
(4.4 1), малым значениям q1 • Обозначим 

� 

�= (х� t)� q1 • (4.53) 

В этом случае,  польэуясь разложением (3.12), имеем 
ддя уравнения (4.39) следующее выражение : 

х z - 1 - у2 1 �2 ( 1 )+ 
х + 1 jC (Re)dx= -2 - � +ln v+2 (x + 1) 1 - Yi'  . • . (4.54) 

о 
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Пользуясь ко3фициентом потерь 

О = 1 - v, 

' 1  1,2 

'l 
1,0 

1 11pum 

0,8 
' 
\ 
,, 

0,6 

� 
' 0,4 

0,2 

о 10 

1 

....... 
-r- -

20 зо 
Фиг. 39 

40 50 l. 

При малых значениях Ч' и небольшах потерях t при
ближенно будет 

Но при малых значениях Л1 и 11 имеем 

откуда 

z w2 
� -- ' 2 - w -q; .._. 1· 1 -

-2- -
"' , а. . х Ро 

х + 1 Ро 

, PoW3 
Ро-Ро = С - 2 

· 
Мы получили уже известную формулу для расчета те

чения несжимаемой жидкости в трубах . 
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Из уравнения (4.39) для двух любых сечений трубы 
имеем : -X EJ  

Ф (-lfJ_) - Ф (!h.) = f с (Re ) dx. �А �в -
ХА 

Пользуясь этим уравнением, можно определить значе
ние С по измерениям расхода через трубу и по распреде
лению давления вдоль трубы : 

(4.56) 

Рассмотрим подробнее случай, когда скорость в трубе 
больше скорости звука . Для получения сверхзвуковой 
скорости в трубе перед ее начальным сечением должно 
быть помещено сопло Лаваля.  

Расход газа в трубе в этом случае известен. Известны 
также скорость, плотность, температура и давление газа 
в начальном сечении трубы. 

Как было показано выше, при сверхзвуковой скорости 
давление по длине трубы возрастает, а скорость падает. 

Пользуясь формулой (4.39), можно вычислить скорость 
в любом сечении трубы. Имеем : 

х 

r.(l.) = х(Л1) - f � (Re) dx . 
о 

Определяя Re в начальном сечении и считая его в пер
вом приближении постоянным по длине трубы, находим 
распределение Л вдоль трубы. Для уточнения можно по 
найденным значениям ). вычислить изменение числа Re вдоль 
трубы и снова произвести определение 1 • .  

Скорость и давление в трубе на участке со сверхзвуко
вой скоростью не зависят от давления в конце трубы .  Дви 
жение газа происходит в этом случае за счет кинетической 
энергии струи . Если труба имеет достаточно большую 
длину, то, как показывают наблюдения, сверхзвуковое те
чение по всей длине трубы невозможно. В пекотором се
чении трубы возникает скачок уплотнения, и скорость вне
запно переходит в дозвуковую и возрастает затем к концу 
трубы. Положение скачка уплотнения зависит от длины 
трубы и от давления в конце трубы. 

Для определения положения скачка уплотнения вычис
лим для каждого сечени я  трубы приведеиную скорость Л' 
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н давление р', которые имели бы место в 9Том сечении, 
если бы перед ник расположился скачок уплотнения. Имеем 

)..' -..!. 
- ).. . 

С другой стороны, можно вычислить приведеиную ско
рость А, в конце трубы по заданному давлению Pz· Имеем 

(. ) ql У "s = �:! • 
Интегрируя (4.38) , получим : 

1 
x(>-z) -x().) = - f ЦRe)dx .  

х 

(4.57) 
Пользуясь формулой t 4.57), можно вычислить распре

.деление скорости и давления по трубе, начиная с ее конца. 
Положение скачка уплотнения определяется пересече

нием кривых распределения давления при наличии скачка 
уплотнения, вычисленных от начала и от конца трубы. 

Рассмотрим различные возможные случаи. Пусть в на
чале трубы заданы р0, р0, Т0 и > •• • По 9ТИ:м данным опре
деляем q1 и �кР · На фиг. 40 изибражен случай , отвечаю
щий k1 = 1 ,76, q1 = 0 ,453 . Кривая АВ соутветствует повы-
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шению давленив вдоль трубы при . постепенном падени11 
скорости под влиянием сил сопротивлении.  Точка В отве
чает критической длине трубы. Кривая ВС изображает 
давление в каждом данном сечении трубы при наличии 
скачка уплотнения непосредственно перед этим сечением. 
Кривая CD изображает падение давления по длине 
трубы при увеличении скорости после скачка уплотнения , 
если скачок расположен в самом начале трубы. На фи
гуре хорошо видны различные возможные случаи. Допу
стим, что длина трубы превышает критическую в отвечает, 
например, точке Е. В этом случае сверхзвуковое течени� 
без скачка уплотнения не может существовать в трубе, 
как бы низко ни было давление в конце трубы. Если дав
ление в конце трубы равно критическому или ниже его. 
распределение дан.ения по длине трубы будет изобра
жаться кривой EFOA . Если давление выше критического. 
то скачок уплотнения соответственно смещается к началу 
трубы. Если давление в конце трубы больше значения .. 
отвечающего точке D, в трубе вообще не может сущест
вовать течение с расходом q1 • Точке D отвечает макси
мальная длина трубы,  при которой в начале трубы при
ведеиная скорость равна 1..1 • 

Рассмотрим случай,  когда длина трубы меньше кри
тической и отвечает, например, точке Н на фиг. 40. 
Сверхзвуковой поток может занимать всю длину трубы. 
если давление в конце трубы меньше значения, отвечаю
щего точке К кривой ВС. Если давление в конце трубы 
ниже значения. отвечающего точке Н на кривой АВ, из 
конца трубы вырывается сверхзвуковая струя ,  имеющая 
давление и скорость, соответствующие точке Н. Если дав
ление в конце трубы лежит между значениями, отвечаю
щими точкам Н 1! К, в конце трубы образуется система 
косых скачков уплотнения, которые постепенно при уве
личении давления в конце трубы до значения. отвечаю
щего точке К, переходят в прямой скачок. При даль
нейшем увеличении давления скачок перемещается по на
правлению к началу трубы. Эпюра давления при этом 
имеет, например, вид LFOA. 

Диаграмма на фиг. 40 дает приближенные результаты. 
Она построена в предположении, что в трубе образуется 
прямой скачок уплотнения.  В действительности в зави
сииости от значений числа Re вместо прямого скачка при 
переходе к дозвуковой скорости могут образовываться слож
ные системы косых скачков. С другой стороны,  при рас
чете принимается,  что коэфициент сопротивления поел� 
скачка уплотнения можно вычислять, пользуясь обычными 
формулами для течения в данной трубе. После скачка 
уплотнения на векотором расстоянии от него неравноиер-
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ность поля скоростей в поперечном сечении может быть. 
значительноВ и вследствие этого коефициент сопротивле
ния повышен. 

Все эти обстоятельства не учитываются приведеиным 
расчетом и требуют для своего выяснения тщательно по
ставленных опытов. Результаты приведеиных расчетов могут 
поэтому рассматриваться лишь как приближенные. 

Течения в гладких цилиндрических трубах при отсут
ствии теплообмена были экспериментально изучены Фрессе
лем. Установка Фрессели состояла из котла а емкостьD 
40 ..w8, газометра Ь емкостью 25 ..w3, вакуумнасоса с, сушиль
ного аппарата d, быстродействующего запорного крана е н 
исследуемого участка трубопровода (фиг. 4 1 ). 

d 

Фиг. 4 1  

При помощи вакуумнасоса воздух отсасывался из  котла
и, пройдя сушильный аппарат, поступал в газометр, в ко
тором поддерживалось давление, близкое к атмосферному. 
Кран при этом должен быть закрыт. После открытия крана 
воздух под деВствнем разности между атмосферным давле
нием в газометре и поиижеиным давлением в котле уст
ремлился через трубопровод из газометра в котел. Для 
того, чтобы состояние потока в трубопроводе оставалось. 
во время опыта неизменным, между газометром и трубо
проводом или между трубопроводом и котлом устанавли
валось сопло, критическое сечение которого было не меньше 
сечения трубопровода. 

Если сопло устанавливалось за трубопроводом, то перед 
котлом в трубопроводе устанавливалась дозвуко вая ско
рость. 

Для достижения сверхзвуковой скорости сопло, имею
щее форму сопла Лаваля, устанавливалось перед трубо
проводом. 
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Расход воздуха через трубопровод определился по изме
рениям скорости опускания колпака газометра, площадь 
поперечного сечения которого была известна, и по измере
нию давления и температуры воздуха в газометре. Одно
временно при помощи ртутного батарейного манометра , 
-соединенного с дренажными отверстиями, тщательно про-
сверлеиными в стенках трубопровода, измерялось распреде
ление давления по длине исследуемого участка трубопро
вода. Результаты измерений Фрессели отмечены на фиг. 37 
·точками. Кривые на фиг. 37 и 38 построены по теорети 
ческой формуле (4.5 1 ). При построении экспериментальных 
точек были приняты во внимание потери, имевшие место 
на входе в трубу в этих экспериментах. Эти потери были 
вычислены следующим образом. 

Зная q1 ,  можно определить k1 в начале трубы и , следо
,вательно, 

х 

р ( х - 1 )х-1 
�1 = Ре = 1 - х + 1 Ч . 

В опытах Фрессели значения давления отнесены к дав
..лению в котле, равному 

Ро Ро к = - ,  у1 
rде У1 - коэфициент потерь между котлом и началом трубы . 

Отношение _!!_ и значение �1 , имеющиеся в работе ФресРо к 
�еля, определяют v1 : 
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За :�о• етим, что Фрессель не обратил внимания на сущест
вование этих потерь, и эта ошибка вошла во все приведен 
ные им данные. 

На основании измерения распределения давления вдоль 
трубы и измерения расхода Фрессель вычислил значения 
коэфициента сопротивления С. Как уже было отмечено из 
опытов Фресселя, выяснипось, что коэфициент сопротивле
ния газа не зависит от числа М и будет таким же, как и 
в случае несжимаемой жидкости. 

Зависимость коэфициента сопротивления воздуха от числа 
Re по измерениям Фрессели как для дозвуковых, так и для 
сверхзвуковых скоростей представлена на фиг. 42. Здесь .  
прямая соответствует зависимости (4.20) коэфициента со
противления от числа Re, установленной Никурадзе на. 
основании опытов с течением воды в гладких трубах. 

§ 18. Течение в трубе при наличии притока тепла 

Во многих случаях необходимо исследовать влияние· 
притока тепла или теплоотдачи на движение газа в трубе. 

Если приток тепла осуществляется за счет сжигания 
топлива непосредственно в текущем газе , . он может счи
таться заданной величиной. 

При течении в трубопроводах приток или отвод тепла 
происходит через стенки трубы и зависит от разности тем
пературы текущего газа и температуры внешней среды, а 
также от теплопроводности стенок трубы и газа. 

Преобра:-tуем уравнения движения. Уравнение энергии 
(2 .31 )  при наличии притока тепла и N = О можно предста
вить в виде : 

2 2 2 (х - 1 ) JU а. - a.t = х + 1 Q . 
Уравнение количества движения будет 

dp w2 
wdw = - -p - c 2 D dx. 

(4.33) · 

(4. 13) 

Выразим плотность через скорость при помощи уравне
ния расхода 

p = F� . 
Давление через приведеиную скорость выражается урав-

неинем 

(4.30) 
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11ЛИ 
1 

= 
х + 1 9._ -� (х + 1)•-t р 

2 х F у (>.) 2 . 
Подставляя полученные выражения р и р в уравнение 

(4. 13) и паиятуя, что а. - переменная величина, получим 

(1 - .!_ )  dA. + 1 + >-' d 1 � = - -1(- ,.",-).,! >.. ).' n a.t х + 1 ..их . (4.58) 
Из этого уравнения сразу вытекают заключении, уже 

·полученные ранее из общих соображений. В случае, когда 
по всей длине трубы приток тепла или положителен, или 
равен нулю, при дозвуковой скорости (>. < 1 )  скорость вдоль 
трубы возрастает в направлении течения, а при сверхзву
ковой скорости - убывает. Отсюда также следует, что 
ко г да имеется только подвод тепла извне, то газ не может 
в цилиндрической трубе перейти от дозвуковой скорости 
к сверхзвуковой. 

Рассмотрим сначала частный случай течения газа при 
наличии теплообмена, но при отсутствии сил трения .  Это 
·отвечает, например, процессу в камере сгорания воздушно
реактивного двигателя,  где силами трения о стенки камеры 
можно в первом приближении пренебречь. В уравнении 
(4.58) при этом разделяются переменные, и это уравнение 
интегрируется . 

При рассмотрении этого случая мы предпочтем, однако, 
-снова вернуться непосредственно к уравнению изиенекия 
количества движения . 

Применяя уравнение изменения количества движения 
к массе газа, расположенной в данный момент между на
чальным сечением и некоторым другим сечением, получим 

Pt - Р = pw' - PtW� ( 4.59) 

W1 + __!!1__ = w +  _!!_ . .  P1W1 pw 

Пользуясь уравнением ( 4.33), определяющим 
-скую скорость, получим 
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L = RT = R1'  (1 - х - 1 >.2 ) • р 0 х + 1  
Кроме того, 

2 - 2 х R Г  а. - х + 1 • ·  

(4.60) 
критиче-



Подставляя эти выражения в уравнение (4.60), получим 1 

Обозначим 

("1 + �J a.l = ("++) а.. (4.6 1 ) 

1 z (l.) = " + т .  (4.62) 

Эта функция имеет важное значение в газовой динамике 
и в дальнейшем б у дет часто встречаться при рассмотрении 
различных вопросов. График зтой функции показан на 
фиг. 43. Значения этой функции приведены в табл . 5. 
Уравнение (4.6 1 )  принимает вид 

rде 

z (�) 

в 

\ \ 4 

з \ 
\. 

" 
2 

о 

........ 

z ("-д = 3z (>.), (4.63) 

(4.36) 

-� 
..- ...-� 

2 
Фиг. 43 

Это же уравнение получается при интегрировании урав
нения (4.58). 

Пользуясь уравнением (4.63), можно, зная приведеиную 
скорость в начале трубы и приток тепла, определить ско-

1 Это преобразование дано в работе Б. М. Киселева .Расчет одно
размерных газовых течений • . •  Прик.11аднаа математика и механика • , 
1947, т, Xl, ВЬIП. 1 .  . 
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рость в конце трубы. Если в начале трубы скорость была 
дозвуковой,  то она б у дет, как это было указано выше, 
дозвуковой или звуковой в конце трубы. 

На фиг. 44 приведен график зависимости ). от А1 в 3.  
Область 8> 1 диаграммы отвечает случаю, когда тепло под
водится к газу. Газ при втом ускоряется по направлению 
течения, и его приведеиная скорость в конце камеры может 
дойти до единицы. Область &<1 отвечает случаю, когда 
тепло отводится от газа . При sтом по направлению течения 
поток уменьшает свою скорость. 

л о О OO <D "":. C'l) f:'i'' -- -, ,  
ф 

0,8 

0 5  
0 4  О,2�Ча��%�7-"'f==:::±;;;;:;;;;+--t--�о7з-1 

о 0,4 о, в 
Фиг. 44 

0 2  
0 1  о 

0,8 л ,  

Из  уравнения (4.63) и и з  диаграммы фиг. 44 следует, что 
при большом притоке тепла приведеиная скорость в началь
ном сечении не может быть близка к скорости звука. Если 
скорость в начальном сечении близка к скорости звука, 
газу можно сообщить только небольшое количество тепла .  
�аксимальная приведеиная скорость в начале трубы при 
данном притоке тепла отвечает скорости, равной скорости 
звука в конце трубы. В этом случае имеем 

z (#. J max) = 2  3, (4.64) 
откуда 
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На фи г. 45 дан график зависимости Лt шах от &. 
Нагревание газа в цилиндрической камере сопровож

дается падением ко�ициента восстановления 

р� 
11 = -

Ро ' 
где р0 - полное давление в начале камеры,. а р� - в конце 
камеры. 

trlfiZ 

0,8 
\ 
\ 

' 0,6 

0,4 � 
...... r--.... 

...... ........ r--O,Z 

2 з 
Фиг. 45 

Для козфициента потерь, пользуясь (4.38), имеем : 

о = 1 - 11 = 1 - q (Л.) &. (4.65) q (Л) 
График зависимости а от >-1 при различных значениях & 

показан на фиг. 46. При малых значениях >-1 и значениях &, 
близких к единице, из формулы (4.63), иреобразуя (4.65) 
к виду 

1 ( 1 -�ч)Z-i Ч + t 
o = l - х - 1 Л' + l ' 

1 - -- >.2 
х + 1 

по.'lучаем для коэфициевта потерь следующую приближен• 

ную формулу: 

о .:::=:: 
х 
+ 1 (&' - 1) Ч· 

Наличие форсунок в камере сгорания двигателя и тре
ние о стенки камеры создают силы сопротивления. Эти 
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силы можно определять по испытаниям камеры в холодноrс 
состоянии при соответствующем значении числа Re. 

Представим силы сопротивлении в виде 

р w2 / = Ск -1-1 F 
q 

, 

где w1 - скорость в начале камеры, 
Ск - коэфициент сопротивления камеры, 
F - площадь поперечного сечения камеры . 

1 1 1 
-� = 's -l 3 

3 (Л1 ,f) при х = 1 ,4 
.... 2,5 

R 1 0.2 

1 ........ .....,,s 
r �4r 

1 1 1 lf � 
0,1 1 1 1 J 1 N·2 

1 / 1/ IJ 1/  v 1/ v f' � �11 J ) rJ ) v �� 
1 ,/ v ..;� ./ v � � ""' N,o5 .... 

f/X/ � � v !..,..;' v L,..-- v � �оз J �21,U1 vv � � 1--:., 1- -� - -о 0.1 0,2  0,3 0,4 0,5 0,6 о, 7 0,8 0,9 л, 1,0 
Фиг. 46 

Рассмотрим влияние сил сопротивления на течение газа 
в камере. Добавляя в уравнение (4.59) силы сопротивления, 
получим 

Р + pw' = P1 +(1 - ; ) p�w�. 
Преобразуя это уравнение, имеем 

z (Л) = � [z()-1 ) - x-t 1 СЛ1 ] .  ( 4.66) 

Из этого уравнения видно, что при данном притоке тепла 
и данной скорости в начале камеры, при наличии сил со
противления увеличиваются значения приведеиной скорости 
). в конце камеры. Это приводит к более раннему образо
ванию критической скорости на выходе из камеры и к до
полнительному росту коэфициента nотерь о. 
1 14 



§ 19. Изотермическое течение в трубе 

При расчете длинных газопроводов без тепловой изоля
ции можно считать температуру газа постоянной по длине 
трубы, равной температуре окружающей среды. Изотерми
ческое течение является наиболее простым случаем _течения 
при наличии притока тепла извне. 

Воспользуемся уравнением изменения количества дви
жения 

dw 1 dp w2 W - = - - - - C --
dx р dx 2 D · (4. 13) 

К этому уравнению добавляется условие постоянства 
расхода 

Q = Fpw = const, 

.а также условие постоянства температуры вдоль трубы. 
Коэфициент сопротивления С зависит от трех параметров : 
числа Re -

числа М-

Dpw 
Re = --

f.L , 

w 
М = а 

и относительной шероховатости е ( 4.22) стенок трубы. 
Вследствие постоянства расхода и температуры число 

Re постоянно по длине трубы. 
Можно считать, что С не зависит от числа М. Опыты 

Фрессели (см. выше § J 7) подтвердили это положение для 
течений в гладких трубах без теплообмена с внешней сре
дой. Это заключение может быть с известным основанием 
перенесено и на течения при наличии теплообмена. Для 
шероховатых труб это утверждение не столь очевидно. 
Влияние числа М на коэфициент сопротивления шерохова
тых труб нуждается в экспериментальных исследованиях. 

При отсутствии зависимости от числа М коэфициент С 
будет постоянной величиной вдоль трубы. Уравнение (4. 13) 
при этом может быть легко проинтегрировано. 

Имеем : 

и 

р р = R т 

RTQ W = Fp • (4.67) 
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Подставляя эти выражения в уравнение (4. 1 3) и обозна� - х 
чая х = D - расстоянне вдоль тру бы , выраженное в щ>лях 
диаметра, получим 

- dp Fl Cdx = 2 р -2 RTQ9pdp. (4.68) 

В начале тру бы х = О. Давление в начале трубы обоз
начим р1 • Интегри руя уравнение (4 .68), получим 

- р р Сх = RTQ' (pf - pl) + 2 ln р; .  (4.69) 

Если обозначить через Т длину трубы в долях диаметра 
и через р1 - давление в коип.е трубы, то имеем : 

р�-=--р� -- - -
RT ( r:l+ 2 ln ;�) 

(4.70) 

или 

(4 .7 1) 
где 

число М в начале тру бы . 
При небольшах значениях М1 второе слагаемое в пра

вой части уравнения (4.71 ) мало по сра внению с первым. 
Пренебрегая этим слагаемым, получим: 

Q = F -. / р� - р� . V RТCJ 
�4.72) 

Отбрасывание второго слагаемого в уравнении (4.7 1 )  
равносильно иренебрежению влиянием сил инерп.ии. Урав
нение (4.72) получается непосредственно при инте грирова
нии уравненив (4. 1 3), в котором отброшено слагаемое wdw, 
относящееся к силам инерп.ии . 
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При исследовании изотермического течения удобно пе
рейти к числам М. Число М равно 

М = w = _g_ . /RT 
а Fp V х • 

(4.73) 

следовательно, имеем :  
р М1 

Pt 
=

М ' 

rде попрежнему М1 - значение числа М на входе в трубу.  
Формула (4.7 1 )  примет теперь такой вид :  

- 1 ( 1 1 ) М1 
Сх = 7 м� - М2 + 2 tn м . (4.74) 

Это уравнение дает закон изменения по длине трубы 
числа М в случае изотермического течения. 

Если М1 < 1 , т. е. в трубу поступает до:Jвуковой поток , 
то С' увеличением х число М возрастает и может достиг
нуть единицы в конце трубы .  Соответствующую длину 
трубы назоеем критической длиной. Для данной критиче
ской длины число Mt max опре деляет максимальный возмож
ный расход. Ес.аи длина трубы равна крити ческой, то рас
ход нельзя увеличить снижением давления в конце трубы . 

Критическую длину можно получить из уравнения (4.74), 
полагая в нем М=1 .  Имеем : 

r.Гкр = +(м� - 1) + 2 1n J'Y1t max· 
lmax 

(4.75) 

м. 1",4'Z 

-1\ i 
0,6 

\! 
., 0,4 

r-. r- 1--. ' 
0, 2 

о 4 8 12 1 6 20 24 ' t" 

Фиг. 47 

На фвr. 47 изображена зависимость r.i�P от Mt:m•к· При 
возрастании Ма m n ,  а следовательно, и расхода через трубу 
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критическая длина уменьшается и при мl�о.7 обращается в нуль. Это означает, что при таком большом значении М1 (а следовательно, и расхода) изотермическое течение в nи линдрической трубе невозможно. 
Это можно пояснить ..:ледующим образом. При небольшой длине трубы можно пренебрегать силами сопротивления и, следовательно, для этого течения можно применить уравнения, nриведеиные в § 1 8. 
Вычислим приток тепла, который должен иметь место в изотермическом течении. Имеем 

Т х- 1 - = 1- -- - - 1..3 Т:, х+1 · 
6ычислим 3, соответствущее изотермическому течению в случае , когда >..=1 : 

3 = { �: = �,/ Х t J ( 1 - : + � А� maz) • 
Зависимость 3 от l. 1 шах изображена на фиг.  48. С другой стороны, имеем 

Z(At m ax ) = 23. 

о 1 
1 ! 

1,1 

� - .......... ( i r-... .1 а i ...... .......... 1 
1,0 

1,0 6 "' 
........ ' [".. ! t ' !'... 1 

1'1'... ' 
i 2 

' 
о � 0,1 0, 2 о,з 0,5 0,6 0, 9 Amaz 

Фиг. 48 

Решая эти уравнения, получим 

AI max = v 2х 1 1 . 
Эта величина определяет наибольшее значение 1..1, при которок возможно изотермическое течение в трубе. Эт(} 
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значение л, max при х = 1 ,4 равно 0,7 45 и соответствует ве
личине М1 , n ри которой lкр равно нулю (фиг. 47). Отме
тим, что изотермическое течение в коротком трубопроводе 
обы чно не осуществляется. 

Оценка длины трубопровода, на которой устанавливается 
изотермическое течение в случае постоннной по длине трубы 
температуры внешней среды, может быть получена на ос
новании данных, приведеиных в следующем параграфе . 

§ 20. Течение в трубе при наличии теплообмена 
через стенки 

Рассмотрим течение в трубе, стенки которой проводят 
тепло. Если температура газа отлична от температуры ок
ружающей среды, то через стенки трубы будет происхо 
дить теплообмен между текущим газом и внешней средой . 

Явление теплопередачи складывается из теnлоотдачи от 
газа к стенкам трубы, теплопередачи через стенки и тепло
отдачи от стенок трубы в окружающую среду. Передача 
тепла от газа к стенкам трубы осуществляется путем тур
булентного переноса тепла и лучеиспусканием .  Рассмотрим 
сперва случай, когда лучистым теплообменом можно пре
небрегать. В этом случае отдача тепла от газа к стенкам 
обусловлена теми же явлениями, что и силы сопротивления . 
Поэтому интенсивность теплоотдачи зави�иr от числа Re.  
Она зависит также от числа Pr, образованного из парамет
ров, характеризующих теплопроводность газа , -коэфициен
та теплопроводности 'rj,  коэфициента теплоемкости при по
стоянном давлении еР и коэфициента вязкости �· 

Коэфициент теплопроводности газа может быть пред
ставлен в виде : 

следовательно, 

�с" х 
Pr = - = - . "1 е 

Величина а зависит в основном от х и может быть при
ближенно вычислена по следующей эмпирической формуле : 

г= 3,2 (;,:;- 1 ) . (4.76) 

Количество и тепла, переходящего в единицу времени 
от стенки трубы к газу, пропорционально разиости тем
пературы внутренней поверхности стенки Tc t  и температу
ры газа Т. Имеем 

и = K1S(Tc t - Т), (4.77) 
r де S-площадь поверхности стенки. 
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Коэфициент К1 называется коэфициентом теплоотдачи. 
Его размерность такова: 

[К1] = кал/Jt1сек. 
Для того, чтобы выразить этот коэфициент через число 

Re и число Pr, образуем безразмерный параметр 

KlD = NUp 
11 

Этот безразмерный параметр носит название числа Нус
сельта. 

Опытные данные по теплоотдаче представл.нют в виде 
зависимости 

Nu1 = /(Re, Pr). 

Для теплоотдачи при турбулентном течении при чис
лах порядка 10000--50000 справедлива эмпирическая фор
мула 

(4.78) 

Следующая теоретическая формула, установленная Пранд
лем, справедлива и для больших значений чис.1а Re : 

"),.Т 1 R ,. Pr .i.' Ut = s  е -. _..!_ 1+1 ,74 Re 8 (Pr - 1) 
(4.79) 

В ·  этой формуле С-коэфициент сопротивления трубы. 
Количество тепла, получаемого текущим газом из окру

жающей среды, можно п редставить в виде 

и = КS(Тн -- 1), (4.80) 
где Тн -- температура окружающей среды. 

Коэфициент теплопередачи К зависит от коэфициента 
теплоuтдачи К1 от стенки к движущемуев газу, коэфици
ента теплопроводности стенки 1Je , толщины стенки о и ко
эфициента теплоотдачи К2 от стенки в окружающую среду . 

Имеем равенства : 

и = KtS ( Te t - Т), 

и = 1е S ( Te 2 -- Те t ) , 

и =  K,S( Тн -- Те :�), 
где Тс 2 - температура внешней поверхности стенки . 
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Имеем 

1 в - Т= Тв - Те �  Те 2 - Те 1 + Те 1 - Т, 
O'I'CIOдa 

_1 = -1 +_!_ + _1 
1( К1 т.с К, . {4.81 )  

Для железных труб имеем "'c ::::::::: 0,0 1 1 :lа.д.jясек град. 
Величина ко9фициента внешней теплоотдачи зависит от 

-состоянии окружающей среды . Ниже приведены данные, 
относвщиесв к теплоотдаче .от горизонтально располQжен
ноА трубы в покоящийсв газ, заполняющий весьма большой 
объем. В !tтом случае теплоотдача обусловлена явлением 
свободной конвекции . 

Интенсивность конвекционных течений зависит от раз
иости температур стенки, отдающей тепло, и наружноl 
сред.ы, размеров поверхности, отдающей тепло, от силы тв
жести, плотности газа, его вязкости и козфи циента объем
арго расширения. Из указанных величин составляется без
размерный параметр-число Gr : 

Gr = ga.p2 D8 ( Т: 2 - Тв ) • 

"" 

rд.е t�-козфициент объемного расширения газа , равный 

1 1 
11 

= 

273 град • 
Число Nu1, соответствующее козфициенту внешней теп

JJоотд.ачи К,, зависит от чисел Pr и Gr. Для определении 
Nu2 в случае теплоотд.ачи от горизонтально расположенных 
труб можно воспользоваться след.ующей !tксперименталь
ноА формулой :  

гд.е 

Nu1 = 0,54 {Gr Pr)0·25, 

Nu, = K,D . "'t 

(4.82) 

Вычислим количество тепла, поступающее в трубу в еди
ниц,у времени. Имеем : 

1f U= 1tDJ К ( 1н - 1) dx. (4.83) 
о 
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Обозначая через Т0 температуру торможения у входа 
в трубу, через Тп - температуру торможения в пекоторои 

сечении трубы, 3 ="� f Го и 311 = · �-� .. , получии V Т0 V о 
х 

и = 1tDTo'rl J Nu [ 3� - &2 ( 1 - :+� 1,2) J dx. 

Здесь число Nu-отвечающее коэфициенту теплопере-
дачи : 

Nu =
KD 

Yj ' 
"1-коэфициент теплопроводности газа в трубе и _ dx 

dX = [J • 

Из уравнения энергии имеем 

откуда 

2 2 _ JU 2 (х - 1) 
а* - a*I - Q x+J ' 

3'- 1 = -- Nu 32 - 32 1 - -- ),2 dx. 4 Jx [ ( х-
1 )] -

PrRe1 " х + 1 
о 

(4. 84} 

К этому уравнению надо присоединить у равнение изме
нения количества движения 

( 
1 ) d).. 1+).2 х -

1 - kl т + � d ln 3 +  х + 1 Cdx = O. 

Рассмотрим подробно случай, когда 3н = const. 
Из уравнения (4.84) следует 

du r ( х- 1  !)] 
dx = в l - и 1- х+ 1 1. ' 

где 

и 
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Величина Nu весьма сл або изменяется по длине трубы� 
так как числа Re н Pr, от которых она за висит, остаются 
почти неизменными по длине трубы. Поэтому величину В 
в первом приближении можно считать поетсяиной по длине 
трубы. Когда теплопроводность стенок и внешняя тепло· 
проводность весьма велики, число Nu вычисляется по коэ
фициенту внутренней теплопроводности газа.  Пользуясь 
формулой (4.79), получаем : 

1 в = 2 с  
_..!.. (4.88) 

t+t ,74 Re 8 (Pr-1) 
или 

В=ЬС, (4.89) 
где Ь-величина, которая при ).. 1<0,7 и Re> юr. слабо нз
меняется с изменением )..1 , Re н Pr. В первом приближении 
Ь=0,5. 

Исключая из уравнений (4.85) н (4.86) dx, получим 

( 1 \ d).. 1+)..1 du dи _ 
1 - ),1 ; т + 2):1 и + а 

1 -и ( 1 - х-1 )..1) - 0, (4.90) 
x+l 

где 
х с а = х + 1 в ·  

Исследование течения газа при наличии теплообмена 
сводится к интегрированию sтого уравнения. Обозначим 
-v=)..1• Уравнеиве (4.90) примет вид: 

-v - 1 d'V + dи + � dи = О. (4.9 1 ) -v + 1  'V и t + 'V t - и ( t - x - l 'V) x + I  
На фиг. 49 и в приложении дана сетка изоклин и ин

тегральных кривых этого уравнения при а =  1 ,20. Это зна
чение а соответствует Ь=0,5. Изоклины отвечают значе-

d'V 
нвям dи = с, указанным на сетке. При интенсивном тепло-

обмене роль последнего слагаемого в уравненив {4.91), свя
занного с влиянием сил сопротивления на течение газа,  не
велика. В sтом случае приближенно имеем : 

'V-1 d'V + du = О · 
-v+t 'lJ и • 
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интегрируя , получи м 
и 

( 1  + v) ' - -A =coпst 'V (4.92) 
или 

(л + � )3 = coпst. 

(Этот яитеграл был получен выше в § 18). 
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й � 1 �2 �3 �4 �5  �б  �7 Ц8 �9 v 
Фиг. 49 

Решение уравнение (4.91 )  удобно представить в виде 

Av 
и =  (l + v)' 

F (v). (4..93) 
Здесь 

и .4 = 11m - . 
... о 'll 



Подставляя (4.93) в уравнение (4.91), получим 

F' v- 1 
F2 = 2aAv v+1 Х 

1 (4.94) 

При небольшах значениях v решение этого уравнения, 
отвечающее начальному условию при v = O, F= 1 ,  можно 
получить в виде ряда по степеням v :  

где 
1 - F = aAv3 ( 1  + Ь1v + b2v2 + b1v + . . .  ), 

ь� = - __!_ (5 - А' 3 ,.  

2 [ ( х - 1) Ь1 = 1 5  ЗА1 - А1 27 + 25а + 6 х + 1 + 

+ А (21 :+� + 9Sa + 81 ) - 90] .  
Этим рядом можно пользоваться для вычисления F при 

значениях v, не превосходящих 1/4• 
Если известно решение уравнения (4.9 1 ) при векотором 

значении а, то уравнение (4.94) может быть использовано 
для вычисления значений F при близких значениях а. 

Интегрируя (4.94), получаем 

1 о -F = 1 + 2аА J 11 1 - v Х 
I + v о 

Дли а=1 ,20 графики функции F (v), вычисленные непо
средственно при помощи сетки интегральных кривых, 
изображенных на фиг. 49, даны на фиг. 50. Из графиков 
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фиг. 5О следует, что при значениях А<О,5 можно пользо
ваться интегралом (4.92} при всех значениях v. При 17<0,5 
можно пользоваться интегралом (4.95) для А <  1 , а при 
v<О,25-для А<1 ,5. Формула (4.95) дает возможность вы
числять приближенные значения F при измеиеиаи величи
ны а, так как подинтегральное выражение в этой фор
муле слабо зависит от величины а . 

F 
1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

!о.... 
r--.... � 

... 

� r---.. 
........ !'-.... 

0о,1 0,2 о,з 

...... 

� 1--

-

1 

0.4 

-
-

0,5 0,6 

Фиг. 5О 

1 1 
А =- 0,420 -

1 1  3 7  
2. 56_ 

' 1 
4,26--
7,24 

l 
0,7 0, 8 0.9 и 1,0 

Ltля вычисления распределения температур и скоростей 
по длине трубы следует проинтегрировать уравнение (4.86) . 
Это уравнение, заменяя Л1 через v, запишем в виде 

dи [ ( х - 1 )] 
dx =в 1 -и 1 - х + 1 v . (4 .96) 

При v<0,5, т. е. >..<0,7, приближенно можно положить 

dи 
-=- = B ( l - и), 
dx 

- То отк у да при условии х=О, и = Uн = Т н получим: 

1 -и -
·--- = е-Вх 
1 -ин 

• 
(4.97) 

(4.98) 

При значениях v, близких к единице, необходимо учи
тывать изменение v в зависимости от и, оользуясь соответ
ствующим решением уравнения ( 4 .91). 
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Для вычисления распределения давления вдоль трубы 
пользуемся формулой 

1t - 1  
1 - -- i..' х + 1 a.Q х +  1 

p = � -r ). 
Преобразуя, получаем 

()ТКу да 

rде 
t 

у (Л) = (х_+2_1 )a::r __ А.--=-
1 - х - 1 А.' 

1t + 1 

(4.99) 

(4. 100) 

На фиг. 5 1  представлены кривые распределения давле
н и я  вдоль трубы, соответствующие (при a=l ,20) значениям 

' 
1,0 

�' 8 
i\ '" 

6 " 
\ l \ ' ' " 
\1\ 

1\ r-.... 2 ' о, 
&.� 

о 

r-.... 

"""'� 1"""-о 
� 

it,.= з 

t .. J 1,0 � � 

1"--о � ..... ---r- � t- looo. 

"' t-t-..... 
-r-.... !"' 

!&.= 2 t.г�,S� 

Фиг. 5 1  

�н при А1=0,2, равны м &н = 1 ,5; 2 ;  3 ;  4. Верхняя кривая со
ответствует течению без теплообмена с внешней средой. 
С увеличением 3н (температуры внешнего обогрева) крити
ческая длина трубы уменьшается. Зависимnеть критической 
длины от 3н представлена на фиг. 52. Следует иметь в вид) , 
ч rо при больших значениях Dн интенсивность теплообмена 
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с окружающеА средой увели.чивается вследствие тешtоот
дачи лучеиспусканием, которая должна быть введена в урав
нение притока тепла. Приближенно лучистый теплообмен 
можно учитывать соответствующим увеличением коэфици
ента теплоотдачи. Это приведет к диференциальному урав
нению (4.9 1 )  с другим значением коэфициента а. Данные 
о коэфициентах теплоотдачи с учетом лучеиспускания можно 
найти в литературе по теплопередаче (см. , например, . [ 1 5) ) .. 

4,0 

3,2 

2,4 \ 
1,6 \ 
0,8 

о 

� 

4 8 12  
Фиг. 52 

16  

Расенотрим решение следующей задачи. Для данной 
трубы заданы значения р0, Т0, Тн и расход Q. Требуется 
определить давление в конце трубы. 

По этим данным вычисляем q (k1) ,  k1 и ин . Затем нахо
дим соответствующий интеграл уравнения (4.91), поль�уясь. 
сеткой фиг. 49 . Интегрируя уравнение (4.96), находим рас
пределение скорости и температуры по длине трубы. Рас
пределение давления находим по формуле (4. 100). 

В случае, если задано давление в конце трубы и тре
буется определить расход, задача решается последователь
ными приближениям и :  задаваясь расходом (величиной q1) ,  
находим температуру и скорость в конце трубы. Затем из 

уравнения (4. 100), по данному значению �2 = р" и найден· 
Ро 

ным значениям у ().2) и & = &,, определяем значение q1 
первого приближения, которое можно уточнить, повторна 
расчет. 
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В случае, когда теплообмен невелик, удобнее непосред
ственно интегрировать уравнение 

(4.85) 

Пренебрегая в первом приближении теплообменом, по
лучим распределение скоростей по длине трубы так, как 
указано в § 17. Из . уравнения (4.96) найдем тогда распре
деление температур по длине трубы в первом приближении . 
Подставляя найденные значения & в уравнение (4.85), полу
чии уточненное распределение скоростей, при помощи ко
торого можно уточнить также распределение температур. 

§ 21 . Поnравки в уравнениях Авижения газа 
на неравномерность распреАеления скорости 

по сечению трубы 

. При исследовании •· течений газа в цилиндрических тру
бах, а также в диффузорах и соплах,  стенки которых обра
зуют малые углы с осью потока, мы всегда .пользуемся 
понятиями среАней скорости и среАней плотности. Уточним 
эти понятия. 

Средняя скорость w опреАеляетс.я отношением объем
ного расхоАа к плопtади сечения 

fudF 
W = --F- .  

где и - истинная скорость, переменная по сечению трубы , 
F - площадь сечения трубы. 

Величину средней скорости можно вычислить, если из
вестно распределение скорости по сечению. 

При ламинарном течении в цилиндрической трубе среА
няя скорость равна половине максимальной скорости в 
данном сечении ; при турбулентном течении закон распре
деления скорости изменяется с изменением числа Re, и от
ношение средней и максимальной скорости является функ· 
цией числа Re. 

Опыты Никурадзе, проведеиные с несжимаемой жид
костью, показали, что при больших числах Re имеет место 
степенной закон распреАеления скорости по радиусу трубы : 

и = ишаz ( 1 - �)т , 
г де R - радиус трубы и Umaz - скорость в центре трубы. 
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Показатель степени т зависит от числа Re. П р и  
1 

числах Re порядка 1 00000 имеем т ==  7 ,  а при числах Re 
1 

порядка 3000000, - т = 
1 0

. 

Пользуясь степенным законом, легко вычислить отно
шение средней скорости к максимальной скорости потока 

R 
21t J urdr 

о 2 -- =  1t R1 Umax - (т + l) (т + 2) · 
w 

(4.86) Umax 
Опыты Фресселя ,  проведеиные с газом при больших 

числах Re, показывают, что эти законы распределения 
скоростей сохраняются и при больших скоростях ,  как 
доэвуковых, так и сверхзвуковых, т. е .  профиль скорости 
не зависит от числа М потока. w 

П ри Re == 3000000 - = 0,87 ; при возрастании числа Re Umax 
'll1 

до значения Re � 108 величина -- возрастает примерно Umax 
ДО 0,90. 

Для дальней шего нам необходимо иметь значения oт-
Ju" dF 

ношений 1/n = w" F при n = 2  и n = 3. 
При степенном законе распределения скоростей имеем 

(т + 1 )11 (т + 2)" 1 
11" = 211 - 1 -- (mn + l ) (тп + 2) :::::. __ 1 -1- 51 n - 1 ) n т�· --- � ' 

при n = �  

при n = 3  

1 + 1 5 2 1/а :::::: Т т .  

Если ввести обозначение 

1.30 

5 .. 
г = - т· 4 . 



то получим 
Yj2 = 1 + е, 

Yj8 = 1 + За. 
Отсюда следует, что интегралы вида J и "  dF, встречаю

щиеси в уравненних движения газа, можно выразить через 
среднюю скорость, а именно 

J и2dF=(l + •) w2 F 
и 

При определении е значения т должны быть взяты в 
соответствии со значением числа Re потока. Величину т 
при данном числе Re можно определить по формуле (4.86), 

w 
пользуись опытным значением -- при данном числе Re. Umal'. 

w 
Опытные значения -- для круглых цилиндрических труб Umal'. 
приведены на фиг. 53. 

O.D4 
0.88 
0, 78 

0,'70 
o,sz 
0,54 

w 1 r 
w","s-

I T  
1 

li'! 1" 
l!o 

l 
l.t 

1- • Cmqнmflн и lltrжлл 
. о HuнyjJ(r/311 

0.46з,о 3,4 З.8 4,2 4,6 · 5,0 5,4 5,8 8,2 8,8 7,0 '1,4 7,8 8,2 l,�R• 

Фиг. 53 

Среднюю плотность газэ в данном сечении определим 
отношением 

fp' dF р = F , 

где р' - истинная плотность, в общем случае перемеи
ная по сечению. 
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Давление в поперечном сечении трубы обычно остается 
почти постоянным,  и его незначительным изменением 
можно пренебрегать. 

В случае, когда между струйками газа имеет место 
настолько интенсивный теплообмен, что температура в се
чении устанавли�ается постоянной, из постоянства дав
л е ния в сечении СJ1едует и постоянство плотности, т. е . 
в этом случае 

р = р'. 

Наиболее неравномерное распредение плотности по 
сечению иы получим в случае, когда теплообмен между 
струйками полностью отсутствует. 

Приближенную оценку неравномерности поля скоростей 
по сечению трубы в случае отсутствия теплообмена между 
струйками можно произвести следующим образом. 

· 
Истинная плотность равна 

р р' = %т= 
RT0 ( 1 - - -

' х - 1  и2 ) ' 

\ х + 1 а: 

где р - давление, постоя нное в данном сечении. 
Среднюю плотность можно приближенно получить, пре

небрегая поправками в уравнении энергии, которые долж
ны вводиться при осреднении по сечению трубы, полагая 
и = w. Максимальная плотность, соответствующая макси
мальной скорости, равна 

}32 

Отношение _Р_ равно Раш1 

р -- =  



В качестве примера отметим, что при Re = 3000000 
w 1 -- = 0,87 , т = 

10 
. Следовательно, имеем : U.maz 

при � = 1 
.1_ = 0,93, Pmax 

при � = 0,7 

L = 0,97. Pmax 
Таким образом, неравномерности поля скоростей 

w 
- = 0,87 соответствует значительно меньшая неравиоU.mах 
мерность плотности, даже в случае отсутствия теплооб· 
мена между струйками.  

Так как при течении реального газа имеет место 
интенсивный теплообмен, в особенности при больших 
числах Re, то при расчетах можно принимать, что плот 
ность по сечению трубы постоянна. 

Расход газа через сечение выражается интегралом 

Q = fp' udF, 
где р' - истинная плотность, которую можно на основании 
изложенных выше соображений вынести за знак интег
рала;  тог да имеем : 

Q = p wF, 

т. е. расход газа равен произв�дению средней плотности 
на среднюю скорость и площадь сечения трубы. 

В дальнейшем при вычислении интегралов, содержащих 
плотность, мы будем всегда считать плотность постоянной 
в сечении трубы и выносить ее за знак интеграла . 

Рассмотрим теперь, каким образом поправки на нерав
номерность распределения скорости по сечению трубы 
входят в уравнения движения . 

Составим для 3ТОго уравнения движения газа� Уравне 
ние количества движения для массы газа , заключенной 
между двумя сечениями трубы, отстоящими на расстоя
нии dx, можно записать в таком виде 

1 d 
J dp p w?. 

F dx р' u.'ldF =- dx - С 2D . 
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Так как на основании вышеизложенного 

J р' u2dF J u�dF 
p w2F = w3F = "12' 

то уравнению количества движения можно придать такой 
вид : 

1 d 3 dp [JW2 
"12 - - pw F = - - - C - .  F dx dx 2D 

Так как по условию сохранения массы 

pwF == Q = const, 

то это произведение можно вынести за знак диференциро
ванвя. После сокращений получим 

dw 1 dp w3 
'JI2W dx = - р- dx - с  2D · 

Таким образом , уравнение количества движения реаль
ного потока с неравномерным распределением скорости 
по сечению трубы содержит поправочный коэфициент "12• 

Составим уравнение баланса энергии для массы газа , 
заключенной между двумя поперечными сечениями трубы, 
отстоящими одно от другого на расстоянии dx. Рассмот
рим случай ,  когда теплообмен с окружающей средой от
сутствует. Работа сил давления в се чениях, ограничиваю
щих эту массу газа, в единицу времени равна 

J pudF- [ J pud F + :Х (f pudF) dx 1 --=--fx (J pudF) dx . 

Работа сил давления на боковые стенки трубы равна 
нулю, так как направление этих сил норм ально к направ
Лению перемещения . 

Изменение внутренней и кинетической энергии равно 
разности между ·  энергией газа, протекающего за единицу 
времени через сечение с абсциссой x + dx, и энергией газа , 
Протекающего за то же время через сечение с абсцис
сой х :  

d� [J( Jc� T + �2 ) pиdF 1 dx . 
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Уравнение сохранения энергии будет иметь вид 

:х [f( lc0T + � + �2 ) pиdF ]dx = О , 

откуда 

Используя термодинамические соотиошеJIИЯ 

получим 

р - -- с - = R T · R = l(c - с ) ·  х = - Р-
, ' р fl ' с ' tJ 1' 

14 х 1 

f .v х _ 1 pudF + 2 pu3dF = const . 

Принимая во внимание постоянство дарлеииJJ в сече 
IJИИ., будем а�меть 

--. pwF+ - pu3dF = const . 
х 1 

f х - 1 2 

Принимая теперь во внимание, что 

jpu3dF fu3dF 
pw3F 

::::::::: wBF . Тlз. 

и сокращая полученное уравнение на постоянную вели
чину расхода Q = pwF, получим 

х р w2 
х _ 1 Р + т,3 2 = const . 

Таким образом, уравнение энергии для реального по
тока содержит та к же, как и уравнение импульсов, попра 
вочный коэфициент, зависящий от распределения скорости 
в сечении .  Поправочный коэфициент в уравнении энерrии  
больше, чем попра вочный коэфициент в уравнении коли 
чества движения. 

Уравнение (2.23) можно записать в такой форме : 

w2 + а2 Тiа(� - 1 ) + 2 2 'iз -�Г х - 1 = 2(х - 1 ) а* 
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или в форме (2.2б) : _ ( _ "'a ( х - 1 )  2) .._ [ _ х - 1 ( _б ) �-j Т- То 1 "'s(x - 1 ) + 2 '' .._ То 1 х + 1 
1 + x+ l e ), ' 

где е - величина, равная для степенного закона распределе
н и я  скорости 

то 

5 
e =-m2 

4 
. 

При Re = 3 000 000 поправка эта незначительна. Так как 

е = 0,0125, 
б 

1 + х +  l е ;::::; 1 ,03. 

Введение этого множителя в уравнение энергии равно
сильно замене значения отношения теплоемкости, равного 
для воздуха величине x = l ,40, величиной х = 1 ,41 5. Этой 
поправкой в большинстве случаев можно пренебрегать . 
Таким образом, при расчете течений газа в трубах при 
больших числах Re, а также при течении в соплах можно 
пренебрегать поправками на неравномерность распределения 
скорости, т. е . полагать 

"12 = 1/в = 1 .  

При изучении течения газа в трубах при малых числах 
Re, а также при расчете течений в диф;)узо рах и в ка на 
лах газовых машин при наличии больших потерь эти по
правки необходимо иметь в виду . 



ПРИЛОЖЕВНЕ 

Вес 1 

единиц R 2 Молекh-
Га:t пяриы объема [АС/град) вес 1" Т [Кг/.Аt8) 

1 1 , 29 
. 

Во:tду х . . . 28 ,9 29 , 3  
Кислород . 32, 0  1 , 43 26, 5 
ВоАород 2 , 02  0, 0900 420 
Азот • • •  28 , 0  1 , 25 30 , 3 
Водявой пар (пере-

гретыА) . • . • . 1 8 , 0  0, 803 47, 1 
Метан . . . . . . . 16 ,0 0, 71 7  53 ,0 
Окись углерода СО 28, 0  1 , 25 30 , 3  
Углекислота СО2 • •  44 , 0  1 , 98 19, 3 
Ге.о�ий . . . . . . . 4 , 0  1 ,  79 21 , 2  
Пвроксипииовый по-

рох• . • . . . • •  23 , 0  1 ,03 36 , 9  
Нитрогпицериновый 

пopoxll • . . . • .  28 , 7  1 , 28 1 29, 6  

1 П ри 0 =0"Ц р = 1 033,10 кtfACt, g=9,8 1 .Atfceкt. 
2 R опреде..еиа по форкупе (1 .8). а ер при D=о·ц. 
• При 0=15"Ц. 
& П ри 0=2000"+3000"Ц. 

'Х. = 1 , 40 

л т .1.. _l!_ q (Л) 1.. (Л) у (1.) То Ро Ро 

о 1 1 1 о 00 о 
0 , 05 0, 9996 0 ,9990 0 , 9986 0 , 0787 337 , 70 0, 0789 
0 , 10 0, 9983 0 , 9958 0, 9941 0 , 1570 8 1 , 763 0, 1580 
0 , 15 0 , 9962

,
0,9907 0,9870 0 , 2343 34 , 841  0 ,2375 

9, 20 о .  993310 '  9833 0 , 9767 0, 3101 1 8 , 669 0, 3 1 75 
0, 25 0, 9896 0 , 9742 0,9640 0 , 3841 1 1 , 337 0 , 3984 

Т а б л и ц а  1 
-

s Ср 'Х. [каАjкирад) 
1 1  40 , 0 , 240 

1 , 40  0 , 2 1 8  
1 , 4 1  3 , 40 
1 , 41 0, 249 

1 , 29 0 , 457 
1 , 30  0, 531 � 
1 , 40 0, 251 
1 , 31 0, 202 
1 , 66 1 , 25 

1 , 25 0,430 
1 1 , 16 1 0 , 491 

Т а б л и ц а  2 

� J  р м -, 
Ро Ро 

1 1 , 00 1 о 
1 0, 9985 0 , 0457 
1 0 , 9941 0 , 0913 
1 0, 9868 о, 1 372 
1 0 , 9767 о, 1832 
1 0 , 96-39 0 , 2294 
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т .!.. .!_ q (A) А То Ро Ро 

1 0 ,9629 lo,9485 0, 4555 о , 30  10 , 9850 
0,35 0, 9796 0, 9497 0 , 9303 0 , 5242 
0, 40 0 , 9733 0 , !1346 0 , 9096  0,5895 
0 , 45 0, 9662 0 , 9 1 78 0 , 8868  0, 65 1 2  
0 , 50  0 , 9583 0 , 8991 0 , 8616 0 , 7088 
0 , 55 0 , 9496 0, 8786 0 , 8343 0 , 7621 
0 ,60 0, 9400 0, 8567 0 , 8053 0 , 8105 
0 , 65  0 , 9296 0 , 833 1 0, 7744 0 , 8541 
0 , 70 0 , 9 1 84 0, 808.3 10 , 7423 0 , 8920 
0 , 75 0,9062 0 , 781 8 ,0 . 7085 0 , 9246 
0 , 80  

,
0 , 8933 0 , 7542 10 , 6738 0, 9515 

0, 85 ,0 , 8796 о,7256 1о , 6382 0 , 9726 
о,оо 1о, 8650 0 , 6959 10 , 6020 0,9877 

0, 8496 0 , 95 ' 0 ,6652 10 , 5651 0, 9967 
1 , 00 0 ,8333 0 , 6339 0 , 5282 1 , 0000 
1 ,05 0,8162 0 ,6019 0 , 49 1 2  0 , 9965  
1 , 1Q о ,  7983 0 , 5694 () , 4546 0, 9877 
1 , 1 5 0 , 7795 0 , 5365 ,0 , 4 1 8З 0, 9728 
1 , 20 0 , 7600 0 ,5035 i0 , 3827 0, 9528 
1 , 25 0, 7395 0 , 4704 f0 , 3478 0 , 927 1 

1 0, 4373 lo.31 4 1 0 , 8965 1 , 30 
10 , 7 1 83  

1 , 35 0 , 6962 0, 4044 fo, 28 1 5  о , 8629 
1 , 40 0, 6733 0, 3720 10 , 2505 0, 8213 
1 , 45 0 , 6495 0 , 3400 1o, 2 ioo о, msl 
1 . � 0 , 625 ) 0 , 3088 10, 1 930 о, 7302 
1 , 55 0 , 5995 0, 2783 0, 1668 0 , 6802 
1 , 00 1о , 57ЗЗ 0, 2489 jo . 1 427 0 , 6278 1 
1 ,65 0 , 5462 0 , 2204 •0 , 1 204 0 , 5737 
1 , 70 0 , 5 1 83 0 , 1934 jo , 1002 о ,5 1 82 
1 , 75 0 , 4895 0, 1676 j0, 0820 0 , 4625 
1 , 80 0 , 4600 0 , 1 435 10, 0660 0 , 4070 
1 , 85 0, 4295 0 , 1 209  ,О , С51 9 0, 35:27 
1 , 90 0, 3983 0, 1001 !о, ОЗ99 0, 2999 
1 , 95 0,3661 0 , 08 1 1 jo . o297 0 , 2494 
2 ,00 0, 3333 0, 0641  �0 .0214 0 , 2021 
2 , 05 0, 29941 · 0, 0491 lo .o147 0, 1586 

1 

7. (А) 

7 , 459 
5, 1 97 
3, 786 
2, 864 
2, 240 
1 , 809 
1 , 505 
1 ,290 
1 , 1 38 
1 , 031 
0 , 957 
0 , 908  
0, 877 
0 , 862 
0 , 857 
0, 861 
0, 872 
0 , 888 
0 , 908 
0 , 931 
0 , 957 
0 , 985 
1 , 01 4  
1 , 045 
1 , 076 
1 , 1 08 
1 , 1 40 
1 , 1 73 
1 , 206 
1 , 239 
1 , 272 
1 , 305 
1 , 338 
1 , 370 
1 , 402 
1 , 434 

Продол жение табл. 2 

у (А) 1 р� р ! 
� 1  

м 
1 Ро 

0 , 4803 1 1о ,94851 0 , 2759 
'0, 5634 1 0 , 9302 0 , 3228-
10 , 648 1 1 0 , 9096  0 , 3701 
.о. 7345 1 0 , 8866 0 , 4 1 79 
jo . 8228 1 0 , 8616 0, 4663 
i0 , 9134 1 0 , 8343 0 , 5 1 52 
· 1 , 007 1 0 , 8053  0 , 5649 
1 , 103 1 0, 7745 0,6154 
1 , 202 1 0 , 7423 0 ,6668 
1 , 305 1 0, 7085 О ,  7 192· 
1 ,  4 1 2  \ 0, 6738 0 , 7727 
1 , 524 1 

!
0 , 6382 0, 8274 

1 , 641 1 �0 , 6020 0 ,8834 
1 ,  763 1 1 

10 ,5651 0 , 9409 
1 , 893 1 i0,5282 1 , 0000 
2 , 029  0, 999010 , 4905 1 , 0609· 
2, 1 73 0, 997910, 4546 1 . 124(} 
2 , 326 �. 9940;0 , 4206 1 , 1 890 
2 , 490 � .  9860 !{; ,3881 1 , 2566 
2 , 6б6  0 , 9745 0 , 3572 1 , 3269 
2 , 854 0, 9581 ,0, 3280 1 , 4002 
3 , 058 0 , 9368 0, 3007 1 , 4769 
3, 2 79 о, 91 04,0 , 275 1 1 , 5585 
,3 , 52 1 0, 8790:0 , 2513 1 , 6423 
3, 785 1 1 ,  7320 0, 8424 j0, 2291 
,4 ,077 �. 8003 ·0, 2086 1 , 8273 

j4 , 402 о ,  753910, 1 893 1 , 9290 
, 4 , 764 о, 7028'0 , 1 7 1 2  2, 0379 1 1 
5 , 1 74 0,6485f0, 1 543 2 , 1 556 
:5 , 638  � . 5904 :0, 1 383 2, 2832 
6 , 172 0, 5307 ,0 , 1 244 2 , 4227 
6 , 793 о. 4684 ;о , 1 1 43 2 , 5767 
7 , 525 0 , 406М , 1 027 2 , 748 1  
8 , 400 0 ,3445 10 , 0� 79 2 , 94 14 
.:1 , 466 0 , 2852·0 , 0750 3 , 1623 
10, 798 � . 2278 10, 0645 3 , 4 1 90  



_Р_ .L q ( A) � о Ро Ро 

2, 10 0 , 2650 0,0362 0 , 0096  0, 1 196 
2 , 15 0, 2294 0, 0252 0, 0058 0 , 0854 
2, 20 о, 1933 0 , 0 164 0 , 0032 0 , 0569  
2 , 25  0, 1561 0.0096 0 , 0015 0 , 0342 
2 , 30  0, 1 183 0.0048 o, ooos7 

1
о.о174 

2 , 35  0, 0794 0, 001 8  0, 0001 4  10 , 0065  
2 , 40  0, 0400 0, 0003 0, 00013 

1
0,0012 

х <А> 

1 , 466 
1 ,498 
1 , 529 
1 , 559 
1 , Ь90 
1 ,620 
1 ,650 

Окон•ание табл. 2 у (А) 1 ";, Ро 

! 1 2 , 50 !о .  1 1ss 
, 1 4 ,  78 10, 1 273 
! 1 1 ,  9б jо . ОВбб 

122, 73 
�0 , 0529 130 , 68 ,0 , 0276 

i46 ,67 0, 0106 ' 1 i95 ,09 10 , 0020 

р 
7 о 

0, 0547 
0, 48 1 9 
0, 0369 
0,028.') 
0,0207 
0 , 0134 
0, 0066 

м 

3 , 72 
4 , 096 

4 , 567' 
5 , 1 96 z 

7 
4 

6 , 103 
7 , 604 
1 0 ,  955 

'1.= 1 , 30 Т а б п и ц а  3 
=·-=�====�F===�========7===��===7=== �у(А) т L 

То · Ро 
...f!_ 
Ро 

1 ' 1 0 ,05 10 , 9997 0 , 999
1 

0 , 999 0 , 080 
0 , 10 о 9990 0 , 996  0 , 994 0, 1 59 
0, 1 5  0, 997 0 , 990  0 , 988 0 , 237 
0 , 20  0 ,995 0 ,983 0, 978 0, 313 
0, 25 0,992 0 , 973 0, 965 0 ,388 
0 , 30 0 , 988 0 , 962 0 , 950 0 , 460  
0 , 35  0, 984 0 , 948 0, 932 0 , 528 
о . 4о о, 979 о ; 932 о , 9 1 2  о , 594 
0.45 0, 974 0 , 915  0 , 890 0, 656 
о, 5О о, 967 0,895 о, 866 о, 7 1 3  
0, 5S 0 , 961 0 , 874 0 , 840 о,  766 
о, ьо 0 , 953 0, 852 0 , 8 1 2  0, 8 1 5  
0 . 65  0, 945 0 , 828 0 , 782 0 , 857 
о ,  70 о, 936 0 , 802 о, 15J 0 , 895 
о, 75 0 , 927 о, 776 о, 7 1 9  0, 927 
0 , 80 ,0. 9 1 7 . о, 748 0 ,686 0 , 954 
0, 85 0 , 906  0 , 7 19 0 ,65 1 0 ,974 
0 ,90 0 , 894 0,68� 0,616 0, 989 
0 , 95 0, 882 0, 659 0 , 58 1  0 , 997 
1 , 00 0, 870 0 , 628 0 , 546 1 , 000 
1 , 05 0 , 856  0, 596 0 , 5 1 0  0, 997 
1 '  10 0 , 842 0 , 564  0 , 475 10 , 988 

348 , 6  0 , <'80 1 

84 , 4 0 , 1 60 1 

35 , 9  0 , 240 1 

1 9 , 3  0, 320 1 

1 1 , 7 0 , 402 1 
7 , 70 0 , 484 1 
5 , 36 0 , 567 1 
3 , 9 1  0 , 65 1  1 

1 
Ро 
Ро 

м р 
7 о 

0, 999 0, 0466 
о, 994 0 , 0933. 
0, 988 0, 140 
0, 978 0 , 187 
0 , 965 0, 234 
0,950 0 , 28 1  
0,.932 0 , 329 
0 , 9 1 2  0 , 377 

2 , 96 о , 736 1 0 , 890 0� 425 
2 , 31 0, 824 1 0, 866 0 , 474 
1 , 87 о, 9 1 2  1 0, 840 0 , 523 
1 , 5S 1 , 003 1 0 , 8 1 2  0 , 573 
1 , 3.3 1 , 096 1 0, 782 0 , 624 

1 , 17 1 , 1 92 1 0, 751  0 , 675 
1 , 06 1 , 290 1 0 , 7 1 9  0, 726 
0, 987 1 , 39 1 1 0 , 686  о, 779 
0 ,937 1 , 495 1 0 , 651 0, 833 
0 ,905 1 , 603 i 1 0 , 6 1 6  0 , 888 
0 , 889 1 '  716  1 0 , 581  0,943 
о, 885 1 , 8а2 1 0 , 546 1 , ооо 

0, 889 1 , 954 0 , 999 0, 5 1 1 1 , 058 
0, 899 2 , 08  0, 997 0,476 1 ' 1 1 8 
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Оконitание таб.А.. 3 
т 

q (>) 1 1 

А _Р .f!_ 'Х. (А) у (А) Pn р м То - [Т Ро Ро - Ро о 

1 , 15 0 , 828 0 , 532 0, 440 0 , 975 0,916 2 , 21 0 , 994 0 , 443 1 , 178 
1 , 20 1 

0, 406 0 , 956 0,936 2 , 35  0,988 0,41 1 1 , 242 0 , 8 1 2 j 0 , 500 
1 , 25 0 , 796 0, 468 0 , 372 о, 93'2 0 , 96 1 2 , 50 0, 977 0 , 38 1  1 ,306 
1 , 30  0 , 780 0 , 436 0 , 340 0 , 903  0, 988 2,66 0 , 963 0, 353 1 , 373 
1 , 35 0 , 762 0, 405 0, 309  0 , 871  1 , 016 2 , 82 0 , 945  0,327 1 ,442 
·1 , 40  0, 744 0 , 374 0, 278 i0, 834 1 , 046 3, 00 0, 922 0 , 302 1 , 5 1 3  
1 ,45 0 , 726 0, 344 0, 249 j0 , 794 1 , 078 3, 18  0 , 895 0 , 278 1 , 587 

1 , 50 0 ,707 0, 314 0 , 222 0, 751 1 , 1 10 3 , 38 0, 863 0, 257 1 , 664  

1 , 55 0,687 0 , 2861 0 , 196 0 , 706 1 , 143 3, 60 0, 828 0, 237 1 , 744 
1 , 60 0, 666 0 , 258: 0 , 172 0 , 658 1 , 177 3 ,83 0, 787 0, 219 1 , 828 
1 , 65  0,645 0 , 232 1 0 , 150 0, 6 10 1 , 2 1 1 4 ,08 0, 744 0 ,202 1 , 916 
1 , 70 0, 623 0 , 207 1 0 , 129 0 , 560  1 ,245 4 , 35 0 ,697 0, 1 85 2 , 008  
1 .  75 0,601 0 , 1 83

1 
о, 1 1 1 0 , 5 10 1 , 278 4,64 0,648 0, 1 7 1  2 , 105 

1 , 80 0, 578 0 , 160 0, 093  0 , 460 1 , 3 1 3  4 , 97 0 , 596 0 , 156 2 , 208  
1 , 85  0 , 554 0 , 139j 0, 077 0 , 41 1 1 , 347 5 , 32  0,544 0 , 1 42 2 ,318  
1 , 90 0 ,529 о, 1 :Ю \ 0,063 0, 363 1 , 380  5 , 72 0, 490 О, 129 2 , 436  
1 ,95 0,504 о, 102· 0 , 051 0 , 3 17 1 , 414 6 , 16 0 , -136  0, 1 17 2 , 561 

' 2 , 00  0 , 478 0 , 086  0 ,04 1 0 , 273 1 , 448 6 , 6Ь 0 , 383  0 , 107 2 ,697 

'2 , 05 0 , 452 0 , 071 0 , 032 0, 232 1 , 480 7 , 23 0 , 332 0 , 0964 2 , 843 
2 , 1 0  0, 425 0, 058 0,024 0 , 193 1 , 513 7 , 88 0 , 281 0,0854 3,003 
:.! ,  15 0 , 397 0 , 046 0, 018 0 , 158 1 , 546 8 , 63 0 , 235 0,0766 3, 181  
2 , 20 0 , 369 0 , 036 0, 013 0 , 126 1 1 , 578 9 , 50 0. 191 0, 068 1 3 , 377 
2 , 25  0 , 340 0 , 027 0 , 009  0 , 098 1 ,610 10,55 о, 151 0,0596 3 , 598 
2 , 30  0 , 310 0 , 025 0, 006 0, 073 1 , 64 1  1 1 , 81 0, 1 14 0 , 0526 3 ,851 
2 , 35  0 , 280 0 , 014 0 ,004 0,054 1 , 672 13, 38 0 , 0863  0, 0464 4 , 140 
2 , 40  0 , 249 0 ,0101 0,002 0 , 037 1 , 703 1 5 , 36  0 , 0602 0 ,0400 4 , 485 
2 . 45 0 , 2 1 7 0 ,006 1 0,0013 0,024 1 , 733 1 7 ,97 0 ,0397 0 , 0338 4 ,!Ю4 
2 , 50  о ,  1 85 о.оо� 0 , 0007 0 , 014 1 , 763 2 1 , 5 0 , 0236 0,0287 5, 420 

-2 , 55  0 , 152 0 , 002 0, 0003 0 , 008 1 ,792 26 , 7  0, 0137 0 , 0207 6 , 098 
2 , 60 О , 1 1 8 0,001 0, 0001 0 , 003 1 ,821 35 , 0 0 , 0052 0, 0184 7 , 058 
2 , 65 0 , 084 0 , 000 0 , 0000 0,001 1 , 850  50 , 1  0 , 00 1 8  0,0123 8, 527 
2, 70 0 , 049 0, 000 0 ,0000 0 , 0002 1 , 878 87 , 1 0, 0003 О, СО59 12 ,08 
2 , 75 0 , 014 0, 000 0 , 0000 O, GOOO 1 , 906  317 , 5  0 ,0000 0, 0000 21 ,68 
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0 , 05  0,9997 0 , 999 
о, 10 0,999 0 , 996 
0, 15 0 , 997 0 , 990 
0 . 20  0 , 996  0, 982 
0 ,25 0 , 993 0 , 972 
0, 30 0 , 990  0 ,961 
0 , 35 0 , 986 0 ,947 
0 , 40 0 , 982 0, 931 
0, 45 0, 978 0 ,913 
0,50 0, 972 0, 894 
0 , 55  0, 966 0, 872 
0, 60 ,0, 960 0 , 849 
0 ,65 0. 953  0 , 825 
0, 70 0. 946 0 , 799 
0 ,75 0 , 938 0 , 772 
0 , 80 0 , 929 о, 744 
0, 85 0, 920 0, 716 
0, 90 0 , 9 1 0  0, 686 
0, 95 о .ооо 0, 655 
1 , 00 0, 889 0 , 624 
1 , 05 0, 878 0 ,593 
1 , 10 0 , 866 0 , 561  
1 , 1 5 0, 853 0 ,530 
1 , 20 0, 840 0 , 498 
1 , 25 10 , 826 0,466 
1 , 30  0, 8 1 2  0, 435 
1 , 35 'О, 798 0 , 404 
1 , 40 0, 782 0, 374 
1 , 45 0, 766 0, 345 
1 , 50 о, 750 0 , 3 16 
1 ,55 о ,  733 0, 289 
1 , 60 0, 7 16 0, 262 
1 ,65 0 , 698 0, 237 

}!_ 
Ро 

Т а б л и ц а- 4 
'Х-= 1 , 25 

м 
1 1 , 1 

z (А) 1 у (А) 1 Ро _12,-j Ро Ро q (А) 

0, 999 О, С80 354 ,6 0 , 080 1 1 0 ,999 � 0,047 
0, 994 о, 1 60 85 , 9  о ,  160 , 1  о,  994 0 , 094 
0, 988 0 , 238 36, 6 0, 241  ) , 0, 9881 о,  1 4 1  
0 , 978 0 , 315 1 9 , 6  0, 322 ; 1 0, 9781 0 , 189 

�:: �::: 
1
� :� �:: ! �  �::j �:�� 0 , 934 0 , 53 1 5 ,46 0 , 568 

1
1 1 0, 9341 0 , 332 

0 , 9 1 4  0 ,596 3 , 98 0, 652 1 0 , 914 1 0 ,381 
0 , 892 0 , 658 3, 01 .0 , 737 1 1 0 , 892 1' 0, 4290о 
0, 869 О, 716 2, 35  0 . 824 1 1 0, 869 0 ,4780 
0, 843 0, 768 1 , 90 0 , 9 1 2 11 1 0, 843 1 0, 5280 
0, 8 1 5  0 , 816 1 , 58  1 , 00  1 0, 815 0 , 577(} 
о, 786 0 , 859 1 , 36 1 , 09  .1 о, 786 0, 628 
0, 756 0 ,896 1 ,20 1 , 19 1 1 0 , 756 0, 6i9 
0, 724 0, 928 1 , 08 1 , 28 1 1 О, 724 О , 730 
0, 692 0 , 954 1 , 00 1 , 38 1 1 ' 0, 692 1 0 , 782 
0,658 0 , 974 0 , 953 1 , 48  1 1 1 0 ,658 0 .835 
0 , 624 0, 988 0,92 1  1 , 58 i l  0,624 0 , 889 
0 , 590 0 ,997 0 ,905 1 , 69 1 0, 590 0, 943 
0, 555 1 ,000 0 ,900 1 .80 I ,00001 0 , 5551 1 , 000 
0, 520 0 , 997 0 ,904 1 , 92 1 0 , 9998 :  0 ,5201 1 , 057 
0, 486  0 , 989 0 , 9 15 2 , 04 ! 0 , 9989! 0 , 4871: 1 , 1 1 4  1 1 0, 452 0 , 976 о, 932 2 . 16 :о, 996 ;  0 ,454 ' 1 , 1 74 : 1 0 ,4 1 8  0,957 0 , 953 2 , 29 :0, 989 0 , 423 , 1 , 23{). 
0, 385 0, 934 0 , 978 2, 42 0 , 979 0 , 393 1 ,296 

1 0, 353 0 ,906 1 , 01 12, 56 :0, 965 i 0, 366 1 , 360 
0, 323 о , 875 1 , оз 2 , 1 1 lo, 948 0, 341 1 1 , 425 
0 , 293 0 , 8401 1 , 07 2 , 87 0 , 927 0 , 3 16 1 , 493 
0, 264 0 ,801 1 , 10 3 , 03 0,901 0 , 293 1 , 562 
0, 237 0,760 1 , 13 3, 20 0 , 872 0,272 1 ,633 
0 , 21 2  0, 7 1 7  1 , 16 3 , 39 0, 839 0, 253 1 . 707 
0, 1 88 0 , 672 1 , 20  ,3 , 58 10 , 802 0 , 234 1 , 783 
0, 1 65 о.62б 1 , 23 3, 79 0, 762 0 , 2 1 1  1 , 862 



= 
j ;,  , 

А _Р _!!_ q (А) Х (А) у (А) Ро р м Ро Ро - 7 Ро о 

1 , 70 0 ,679 0 ,212  0, 1 44 jo, 578 1 , 27 _ 4 ,01  0 , 7 1 8  0 , 20 1  1 , 945 

1 ,  75 0 , 660  0, 190 0, 125 10,53 1  1 , 30  4 , 25 0 , 674 0 , 1 85 2 ,031 

1 , 80 0 ,640 0, 1 68 0, 107 0, 484 1 , 34 4 , 50  0, 625 
1
0, 1 7 1  2 , 1 2 1  

1 , 85 0 , 620 0, 148 0, 09 1 0, 437 1 ,37 4 ,78 0 , 576 0 , 158 2 , 215  

1 , 90 0 , 599 0, 1 29  0 , 077 0,392 1 , 40 5 ,08 0 , 527 0, 146 2 , 315 

1 , 95 0 ,578 O , l l l  0 , 064 0, 347 1 , 44 5 , 4 1  0, 475 0 , 135 2, 4 1 8  

2 , 00  0, 556 0, 095 0 ,053 0 , 305 1 , 47 5 , 77 0 , 426 0, 1 24 '  2 , 529 

2 ,05 0, 533 0, 081 0, 043 0, 265 1 , 51 6 , 1 6  0, 377 0, 1 14 2 , 647 

2 , 10 0 ,510  0 , 068 0 , 034 0 , 228 1 , 540 6,60 0 , 331 0, 103 2, 773 

2 , 15  0, 486 0 , 056 0 , 027 0, 1 93 1 , 572 7 ,08 0 , 286 0, 0944 2 ,908 

2 , 20 0, 462 0, 046 0 , 02 1  0, 161  1 , 606  7 , 62 0 , 243 0,0864 3 , 052 

2 , 25 0, 438 0 , 037 G , 016 0 , 1 32 1 ,638 8 , 2 � 0 , 203 0, 0788 3 , 206 

2 , 30 0 , 4 1 2  0,029 0 , 0 1 20 0 , 1 06 1 , 669 8 , 94 0 , 1 66  0 , 0723 3, 378 

2 , 35 0 , 386 0, 022 0, 0086 1 0 , 084 1 ,  701 9 , 53 0 , 1 34 0 , 0643 3 ,566 

2 , 40 0 , 360 0 , 0 1 7  0 , 00605 0,065 1 , 732 1 0 , 68 0, 105 0, 0576 3 , 771  

2 , 45 0, 333 0, 012  0 , 004 10  0, 048 1 ,  763 1 1 , 78 0, 0780 0 , 0526 4 , 002 

2 , 50  0, 306 0 , 0087 0, 00266 0, 035 1 , 793 1 3 , 1 0 o . ossт .0453 4 , 261  

2 , 55 0 , 278 0, 0059
, 

0 , 00165 0 ,024 1 , 824 1 4 , 7  0 ,04 10 0, 0402 4 , 559 

2 , 60 0, 249 0 , 0038  0, 000955 0 , 0 1 6 1 , 853 16 , 7  0 ,0278 0 , 0343 4 , 9 1 2  1 
2 ,65 0, 210 0,0023

1 
0 , 0005 1 210,010 1 , 882 1 9 , 7  0 , 0 1 77 0, 0289 5 , 327 

2 , 70 0, 1 90 0, 0013 0 , 000248 0 , 006  1 ,91 1 22 , 7  0 ,0108 0, 0230 5, 840 

2 , 75 
1 

1 , 940 27, 6 ,0 , 0054 0 ,0190 6, 482 0 , 160 0, 0006 0 ,000104 0,003 
1 

34 , 8  0 ,0023 0 ,0162 2 , 80  0 , 1 29  0, 0003 0 , 0000-1 0 , 00 1 2  1 , 968 7, 349 1 
46, 8 10 , 0J07 0 , 0 1 1 7  2 , 85 0 , 098 0, 0000, 0 , 00000 0 , 0004 ·  1 ,996 8 , 584 

2 , 90  0, 066 о . ()()()(\  о. 00000 о. 000 1 1 , 933 70 ,8 10 ,0002 0 , 0070 10 , 64 

2 , 95 О,ОJЗ 0 ,0000
1 

0 ,00000 0, 0000 2 , 051  1 42 , 0  io, oooo o, oooo 15, 31 

3 , 00  0 ,0001 0 , 0000 0, 00000 :0, 0000 2 , 071 00 10, 0000 0, 0000 28, 28 
1 1 1 

Т а б п и ц а 5 

А 1 z (А) �� z (А) 11 А 1 z (А) 11 А. 1 z (AJ � А 1 z (AI 

0 ,05 20 , 05  0 , 25 4 ,25 0, 45 2 , 672 1 0 ,65 2 , 1 88 0 , 85 2 , 026  

0, 1 0  10, 10 0 , 30  3 , 63З  0,50 2 ,500 0 , 70 2 , 1 28 0, 90 2 ,01 1  

0, 1 5  6 ,817 0 , 35 3, 207 � 0, 55 2 , 368 0 , 75 2 , 083 0 , 95 2 , 003 

0, 20 5 ,  2 00  0, 40 2 , 900 0, 60 2 , 266 0, 80 2 , 050  1 , 00 2 , 000 
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Окон'tание табл. 5 

1 1 1 
·! 1 

А Z' (A) А z (A) А 1! (А) А z (А) А 1 1! (А) 
1 \1 1 

1 , 05 2 , 002 1 , 45 2 , 139 1 ,85 2 , 390 2 , 25 2 , 694 2 ,65 3 , 027 
1 , 10  2 , 009 1 , 50 2 , 166 1 1 ,90 2 , 426 2 ,30 2 , 735 2 , 70 3 , 070 
1 , 1 5  2 , 01 � 1 , 55 2 , 195 1 , 95 2 , 463 2 , 35  2 , 775 2 , 75 3 , 1 1 4 
1 , 20 2 , 033 1 , 60  2 , 225 1 2 , 00  2 , 500 2 , 40 2 , 817  2, 80 3, 1 57 
1 ,25 2 , 050 1 ,65 2 , 256 2 ,05 2 ,538 2 , 45 2 , 858 2 , 85 3 ,201 1 ,30 2 ,069 1 ' 70 2 , 288 2 , 10 2 , 576 2 , 50  2 , 900 2 , 90  3, 245 
1 , 35 2 , 09 1  1 ,75 2, 321 2 , 15 2 , 615 2 , 55 2 , 942 2 , 95 3 ,289 
1 ,40 2 , 1 1 4  1 , 80 2 , 355 2 , 20 2 , 654 2 ,60 2 , 985 3 , 00  3, 333 

• 1 

Т а б п и ц а б 

� т 1 193 . 7  l 223 1 273 1 323 1 :>73 11 423 1 473 I_52J
_ ������� 

о 0 , 241 10, 241 0 , 241  0 , 241 10, 242 0, 243 \о�244 0 ,245 
1 0 , 2435 0 , 242 0 , 24 1  0 , 24 1  0 , 242 0 , 243 10 ,24 !  0 , 245 

5О 0 , 3 1 7  0 , 283 0 , 265 0 , 257 0 , 253 0 , 250510 , 2495 0 , 2495 

100 Ср 0 , 4 16 0, 3265 0,287 0 , 272 0 , 2635 0, 258 0, 2555 0 , 254 
1 50  0 , 496 о , ЗбО  о, 305 о, 2845 О, 2725 О, 265 10 , 2605 о , 258 

200 0 ,5 1 5  0, 380 0 , 320 0 , 2955 0 ,2805 0 ,2705 0 , 265 0 , 262 

о 
5О 

100 
1 50 

200 

о 

50 

100 
150 
200 

с" 

!L 
с" 

0, 1 72 
0, 185 
0 , 196 
0 ,206 
0 , 2 15 

1 ,40 
1 , 40 
1 , 7 15 
2 , 1 2  
2 , 4 1  
2 , 395 

0 , 1 72 0 , 1 72 0 , 1725 0 , 1 735 0 , 1 745 0, 1 755 
0 , 1 78 0 , 1755 0 , 176 0 , 1 76 О , 1 76 0 , 1 765 
0 , 1 825 0 , 1 78 0 , 1 78 0 , 1 775 0 , 1 775 0, 1 18

, 
0 , 1 86  0 , 1 795 0 , 1795 о, 179 0 , 1 79 0 , 1795 
о ,  1 885  о ,  1 8 1  о , 18 1  о, 1 8 1 о, 1 8 1  0 , 1 8 1  

1 , 40 1 ,40 1 , 395 1 , 395 1 , 39 1 ,39 
1 , 40 1 , 40 1 , 40 1 ,40 1 , 395 1 , 39 
1 , 59 1 ,51 1 , 465 1 , 44 1 , 425 1 , 4 1 5  
1 , 79 1 , 6 1 1 ,53 1 , 485 1 , 455 1 , 435 
1 ,935- 1 , 70 1 1 , 585 1 ,52 1 , 48 1 , 45 
2 , 02 , 1 , 77 1 1 , 635 1 , 55 11 , 495 1 , 465 , 

о, 1 76 
о, 1 775 
о, 1 79 
0 , 1 80 
0 , 1 8 1 

1 , 39 
1 , 39 
1 , 405 
1 , 42 
1 , 435 
1 , 45 
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